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DIVISION DE EDUCACION CONTINUA
CURSOS ABIERTOS
ANALISIS ESTRUCTURAL
Del 26 de septiembre al 7 de octubre de 1394,
DIRECTORIO DE ASISTENTES

Luis Alonso Barreiro Quintin
Calculista

Proyectos Estructurales Asoc., S.C.
Darwin 30

Col. Anzures

México, D.F.

Tel. 514 12 01

Iing. Lourdes Esqueda Garnica
Gerente de sistemas

ESGA Ing. en estructura, S.A.C. V
Manuel Doblado 84 piso 1

Col. Centro

06500 México, D.F.

Tel. 398 30 14

Ing.Arq.Francisco Gabriel Sanchez Aldana
Director técnico

Estructuras modulares, S.A.

Acueducto de Querétaro No, 20

Vista del Valle '

532980 Naucalpan, Edo. de México

Tel. 360 45 91

Ing. Juan Carlos Valdés Salazar
Profesror Consultor '
Tecnolbgico de Monterrey

Km. 3} Carr. Lago de Guadalupe
Villas de la Hacienda

52492 Atizapan de Zaragoza Edo. de Méx.

Tel. 326 55 45

6.

Ing. Francisco Compean Castillo
Gerente de Construccién

Edif. de vivienda del Centro
Eucalipto 12

lzcalli def Bosque .

Naucalpan, Edo. de México
Tel. 378 42 28

Ing. Angélica Ma. Hinojosa Arechiga
Residente de obra

Aurum Promociones

Periferico sur 3395 A-201

Col. Rincbn del Pedregal

14120 México, D.F.

Tel. 326 70 33

Ricardo Tejero Andrade
Tajin 679

03650 México, D.F,
Tel, 677 42 83
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DIVISION DE EDUC,._.ON CONTINUA

CURSOS ABIERTOS

ANALISIS ESTRUCTURAL

Del 26 de septienbre al 7 de octubre de 1994, i i
FECHA HORARI1DO TEMA PROFESOR
Lunes 26 17 a 19 Hrs. El proceso de disefio y construcciéon M.l. José L. Trigos Suérez |
19 a 21 Hrs. Métodos energéticos y de flexibilidad Dr. José L. Camba Castafieda
Martes 27. 17 a 21 Hrs. Métodos enérgéticos y de flexibilidad Dr. J. Luis .Camba Castafieda
Miércoles 28 vy
Jueves 29 17 a 21 Hrs. Métodos de rigideces Ing. Miguel A. Rodriguez Vega
' |
|
Viernes 30 y° |
Lunes 3 17 a 21 Hrs. Analisis Dinamico de estructuras Ing. J. Luis Trigos Suérez
Martes 4 y : !
Miércoles 5 17 a 21 Hrs. Interaccion suelo, cimentacion, ’
- - ~estructura M.l. Agustin Demenechi Colina
Jueves'6 vy 17 a 21 Hrs. Dr. Gustavo Ayala M,

Viernes 7

Métodos del elemento finito

(introduccidén)



EVALUACION DEL PERSONAL DOCENTE

CURSO: Anélisis Estructural

FECHA' Del 26 de sepliembre al 7 de actuhre de 1994
CONFERENCISTA -+ DOMINIO | USO DE AYUDAS. | COMUNICACION | PUNTUALIDAD
: . _ "DEL TEMA | AUDIOVISUALES | CON EL ASISTENTE
i ra - . ) . .‘
M.i. José Luis Trigos Sudrez

Dr. José Luis" Camba Castafieda
Ing. Miguel A. Rodriguez Vega

M.l. Agustin Demenechi Colina"

Dr. Gustavo Avyala M.

'EVALUACION DE LA ENSENANZA -

ORGANIZACION Y DESARROLO DEL CURSO o ' '

GRADO DE PROFUNDIDAD LOGRADOC EN EL CURSO

ACTUALIZACION DEL CURSO

APLICACION PRACTICA DEL CURSO

EVALUACION DEL CURSO - - . - -

CONCEPTO ' beaur - .

CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL CURSO

L CONTINUIDAD EN LOS TEMAS

CAUDAD DEL MATERIAL DIDACTICO UTILIZADO




1.- jLE AGRADO 5SU ESTANCIA EN LA DIVISION DE EDUCACION CONTINUA?

- K 2

W -

Sl NO

51 INDICA QUE "NO" DIGA PORQUE.

2.- MEDIO A"TRAVES DEL CUAL SE ENTERO DEL CURSO:

" PERIODICO . FOLLETO . GCACETA OTRO
EXCELSIOR ANUAL UNAM MEDIO
PERIODICO FOLLETO : REVISTAS '
EL UNIVERSAL DEL CURSO . TECNICAS |

" 3. ;QUE CAMBIOS SUGERIRIA AL CURS_OvPARA MEJORARLO? - -

4-  JRECOMENDARIA EL CURSO A OTRA(S) PERSONA(S)?

51 NO

5.-  (QUE CURSOS LE SERVIRIA QUE PROGRAMARA LA DIVISION DE EDUCACION CONTINUA,

6-  OTRAS SUGERENCIAS:
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DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

C:# 95 ANALISIS ESTRUCTURAL.

METODOS DE RIGIDECES:
CONTAMINACGCION

ING. MIGUEL A. RODRIGUEZ VEGA.

Palacio de Mineria Calle de Tacuba b Primer piso Deleg. Cuauhtémoc 06000 México, D.F. APDO. Postal M-2285
Teléfonos: 5128855 © 512-121 8217335 5211987 Fax  610-9573  521-4020 AL 26



FACULTAD DE INGENIERIA, UNAM

DEPARTAMENTO DE ESTRUCTURAS, DICTyG - —-—rr ——

ING. MIGUEL A

RODRIGCUEZ VECA

ANALISIS ESTRUCTURAL (95-1)

DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS DE CASOS GENERALES DE CARGAS, EN VIGAS
SIMPLEMENTE APOYADAS, AUXILIARES PARA EL METODO DE SUPERPOSICION.

C CARGAS ACTUANDO EN LAS BARRAS )

CARGAS ACTUANDOC EN LOS NUDOS

-

DIAGRAMA DE

TIPO DE DIAGRAMA DE
CARGA MOMENTO FLEXIONANTE FUERZA CORTANTE
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ELABORO: ING. JAVIER CORTES CORTES
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—ANALISIS .DE SISTEMAS ESTRUCTURALES I1{93-2) - - -—————— — —-SOLUCION-DE LA ARMADURA No. 8
MATRIZ DE CONTINUIDAD: [a} VECTOR DE FUERZAS: {F}
-1.000 0.000 0 0 ) 10.00
0.000 1.000 0.000  -1.000 0.00
0 0 -1.000 ' 0000 0.00
-0.707 0.707 0 0 -20.00
0 0 0707 -0.707

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LAS BARRAS: [k}

200.000 0 0 0 0 |
0 200.000 0 0 0
0 0  200.000 0 0
0 0 0 200000 0
0 0 0 0 200000
MATRIZ DE CONTINUIDAD TRANSPUESTA: [a]t :
-1.000 0.000 g -0.707 0
0.000 1.000 i) 0.707 0
0 0.000 -1.000 0 0707
0 -1.000 0.000 0 0707
PRODUCTO: [a]t * [k}
-200.00 0.00 0.00 -141.42 0.00
000 20000 000  141.42 0.00
0.00 0.60 -200.00 0.00 -141.42

0.00 -200.00 0.00 0.00 -141.42

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA: [K] = [a]t* [k] * [a]

299.9981 -100.0 00 0.0
-100.0 299.9981 0.0 -200.0
0.0 0.0 299.9981 100.0

0.0 -200.0 100.0 299.9981

DESPLAZAMIENTOS  DEFORMACIONES ELEM. MEC. {p} COMPROBACION
{d} = [K]-1*{F} {e} = {a] * {d} {p} =K * {e} “{F} = [a}t* {p}
0.00 -0.00 1 -0.00 10.00
-0.10 0.05 10.00 0.00
0.05 -0.05 3 -10.00 -0.00
-0.15 0.07 -14,14 -20.00
0.07 5 14.14
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ANALISIS DE SISTEMAS ESTRUCTURALES 11 {93-2)

MATRIZ OE CONTINUIDAD: [a]

-1.000
0

0

[

0.000

0

- 0.800
0

0
-0.800

0.000
v]
0
0
1.000
a0
0.600
0
0
0.600

1
-1.000
-0

o

Y
0.000
0
0.800
0

0

0
0.000
i}
0
0

[4]
0.600

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LAS BARRAS: [k]

=
oéooooooo§

o
3

COoOQ0OD0O0o0O0O~NO

[=]
OOOOOOO%OO

BN .2
cooooogooo

MATAIZ DE CONTINUIDAD TRANSPUElSTA: [aft

-1.000
0.000

2000 =

PRODUCTO: [ajt * (k]

-0.50
0.00
0.50
0.00
0.00
0.00

0

]
-1.000
0.000
0

0

0.00
0.00
-0.67
0.00
0.00
0.00

0
0
0
0
1,000
0.000

0.00
0.00
- 0.00
-~ 0.00
0.50

+

| 0.00

1]
1]
0
0

-1.000
0.000

0.00
0.00
0.00
0.00
-0.50
0.00

MATRIZ DE HIVGIDEZ DE LA ESTRUCTURA:

0.7560
0.00
.0.50
0.00
. 0.00
0.00

DESPLAZAMIENTOS
{d} = [K]-1*{F}

-1.26
-92.43
-5.90
-19.04
6.25
-100.39

-0.50
0.00
1.2047
0.10
-0.13
.10

0.00
0.00
.10
0.7387
-0.10
0.07

DEFORMACIONES
{e} = [a] * {9}

-4.84
5.90
[6.25
£.25
7.96
-19.04
-56.48
39.09
0.00

-54.45 .

SOLUCION DE LA ARMADURA No. Y

VECTOR DE FUERZAS: {F}

2.00
-8.00
0.00
-8.00
0.00
-10.00

e
oogoooocoo
o
n

0800000000

0.800 -

0.600
-0.800

0.00
0.00
0.16
0.12
0.16
-0.12

(== i}

o 0
o 0
1000  0.000
41000 (.000
0.000  -1.000
0 0
0 0
0.800  -0.600
0 0
0 0
0 0 0
0 0 0
0 o 0
0 0 0
0.667 0 0
0 0667 0
0 0 0200
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0.000 0 0800
1.000 0 0600
0 0.000 0
6 1.000 0
0.000 0 0
-1,000 0 0
[}
0.00 0.00 0.16
0.67 0.00 0.12
0.00 0.00 0.00_
0.00 0.67 0.00
0.00 0.00 0.00
-0.67 0.00 0.00

IK} = [a]t*{K] *[e]

0.00
0.00
-0.13
-0.10
1.1280
G.10

1

-3

5,

7

g

0.00
0.67
0.10
.07

0.10

0.7387

ELEM. MEC. {p}
{p} =[] * {e}

-2.32
3.93
3.13

-3.13
5.3

-12.62
-11.29 -
7.82
0.00

-10.89

COMPROBACION
{F} =[ajt* {p}

2,00
-8.00
0.00
-8.00
-0.00
+10.00

B3 Nov-49
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0.600
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ANALISIS DE SISTEMAS ESTRUCTURALES I SOLUGION DEL EJERCICIO NUMERQ 1
Jan-34 POR METODO MATRICIAL DE RIGIDECES

Matriz de continuidad: (a] Lol - Vector de fuerzas: {F}

oA A o " T

w

TS § 191

Matriz de l;igiqez.dae las barras: [k] _,“__; N

[UNEITENIALY. S

) — 3 ——— (wn

0333-, 0000, -~ 0.000 - 0.000 3 on : t
0.000.; 1.000 -, -0.333 .. 0333 S .
. 1000, 0.000... -1.000 ... 0.000 o ;
0., 0.7 0000 " 0.000 o 5 :
0 0 7 0333 ~°.0333 -3
-0 0 -° 0000~ - 1.000 J'G0 ..
ooy oon yon 000 : : '

AT TazLo\%

~



ANALISIS DE SISTEMAS ESTAUCTURALES I
- -- 11-Jan-04 T932_te

MATRIZ DE CONTINUIDAD: {a]

MATRIZ DE CONTINUIDAD TRANSPUESTA: [a]t

-0.167 0.167 0.000 0.000 0.000 -1.000
0.000  0.000 1000 0200 0200  0.000
0.000 1000 0000 -1.000 0000 0000
0 0 0 0,000 0.000 1.000

0 o 0 0200 0200 0000

0 o o 0000 1000  0.000

PRODUCTO: [a]t * k]

-0.33 Q.33 0.00 0.00 0.00 -8.00
0.00 0.00 5.00 -0.48 0.48 0.00
0.67 1,33 0.00 -1,80 0.80 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 6.00
0.00 0.00 0.00 0.48 -0.48 0.00
0.00 0.00 0.00 -0.80 1,60 0.00

MATAIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA: [K] = [ajt* (K} * [a]-

-0.120
-G.160
-1.000

0.00
0.00
0.00
-0.14
-0.19
-0.80

mat
mb1
at
ma2
mb2
n2
mad
mb3

0.00 0.00
0,19 0.48
-0.48 0.80
-1.39 0.14
4 029
0.29 72A008
DESPLAZAMIENTOS DEFORMACIONES ELEMEN. MEC.
DE LOS NUDOS: EN LAS BARRAS: EN BARRAS:
{d} = {K]-1*{F} te} = [a] * {d} {p} =K * {e}
34,43 dxi -5.74 tat -10.48
0.68 dyl 4. tbt 2.43
-1.53 gl 0.68 el 2.29
33.32 dx2 8.69 ta2 17.43
36.47 dy2 -4.41 th2 -14.00
2.76 92 -1 02 -6.89
-12.59 tad 14,00
£.82 th3 12.90
-4.77 k] -14.32

nd

SOLUCION DE LA TAREA No. 16
TEMA: MARCOS POR RIOIDECES

VECTOR DE FUERZAS: {F}

0 0
0 0
0 0
0.120 «0.800
0.160 0.600
0.000 0.000
0.00 0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
0.14 -2.40
0.19 1.80
0.40 0.00 3 z
L) o
— e
3
'JA
4
C i «
COMPROBACION CON _, :
FUERZAS EXTERNAS  ~ g X 8T L)
{F} = [a]t* {p}
10.00 1 \
300yl
-8.00 m1 .
8.00 b2
200 fy2
0.00 m2
Lo
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ANALISIS DE SISTEMAS ESTRUCTURALES it SOLUCION DE LA TAREA No. 18
24-Jan-94 T932_18 TEMA: MARCOS PCR RIGIDCECES

MATRIZ DE CONTINUICAD: {a] VECTOR DE FUERZAS: {F}

. lo
Fe o
5 A
1el :
=3
iy ll
v
(o 3 x
i [ {
Vogo- il Mooz ) Bk
u:*o"lﬂ' :\,L:_:l' o= ‘%("
' s o ( , -
N j{ o1 ne. 40 ;( )
[ - o I -y - 0. L&
MATALZ DE CONTINUIDAD TRANSPUESTA: [a]t
: 01250 014250 07071 00000 00000  -1.0000 0 0 0
; 01250 01250 0707t  -0.1667  0.1667 .  0.0000 0 0 0
: 0.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 0.0000  0.0000 0 0 0 £ g PRV BN
: ] 0 0 00000 00000 1.0000 01600 0.1600 -0.6000 & L S N
M 0 [ 0 0.1667 01667 00000 01200 0.1200  0.8000 = & ¥ =
;: o ] 0 00000 10000 00000 -1,0000 00000  0.0000 \ . T
A 0 0 0 0 0 0 01600 -0.1600  0.6000 l &
Jlf 0 o 0 0 0 0 01200 ©.1200 -0.8000 - -
j . o ] 0 0 0 0 00000 10000  0.0000 .
1 PRODUCTO: [ajt* (K]
! ‘o
1 0.27 0.27 - 2.50 0.00 0.00 Rk 0.00 0.00 0.00 T, N = .
| .. 027 . 027 2,50 0.33 0.32 0.00 0.00 0.00 0.00 : =,
} 0.7 10 0.00 -1.33 0.67 0.00 0.00 0.00 0.00 =
i 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 3.33 0.19 0.19 -1.20
14w, 000 0.00 0.00 0.33 £33 0.00 0.14 0.14 1.60
1S 000 0.00 0.00 0.67 1.33 0.00 -0.80 0.40 0.00
b 0 0 0 0 0 0 0.192 0.192 1.2
4] 0 o 4] O 4] 0.144 -0.144 -1.6

o] o 0 0 0 0 0.4 08 1}
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Energia Elastica de Deformacidon por Esfuerzo Normal

P R
d@ /'/ dﬁ |
\ dx

U: eﬂeraiaa e\dsJﬁw Jn‘kerna,

d)U—-’/z@cdadé'X ExOx = h(yéx dxdgdé ()
| G I S U

:fia. promedio J Jdistancia
—_— Y

TRABAID

(x4 EpERGIS %“P\5“5”4‘z’h'

EDERGIA DE DETORMACION POZ LLIDBD DE VolUMGN

» Ex

Para un cuerpo elastico perfecto no hay disipacidén de energia

y el trabajo hecho por un elemento es almacenado como energia
de deformacién interna recuperable de (1)} la densidad de ener

gia.

dﬁl_j_l _qxém |
v = Uo = = (2)



Energia eldstica de deformacidén por esfuerzo cortante

6 ;'Crx

o
L
X - \i/ P (X
dy [
4 /~ %
dx
14 Mﬁ __1_3_’:(1 , | ?BBDDEEDEEM'L ConplsMENTARL  *
YxU' 'Ldﬁ |
—dx -~ EUBROTA UOTLOIA
X

Spen = 1 wacixdé X X‘x\rdg < b T Ux Oy 55 dé
[G_ éensld&d dQ Eneraia, Por e e~Pue{50 Cﬁn‘*an'fe es
(CbV-)mb /Q.) /U(’( MX‘( | | ()

Aceptando el principio de superposicidén para un estado multiaxial

de esfuerzos. 3 G;_Ejg Ejﬁ
La densidad de energia de : ‘5::;L§E;::p |

deformacidn es ! £19 (Tvij
my) BB

A Tx
Tx



| %L\j: Us = /4 Quex s 1hGyéy+ 0383 |
\
+ 4 Txr B)XH 1/7.1%3‘15 . ’/LTéX Xlaac ®

Expresando (5) matricialmente se obtiene

= G T @ Ty Ty Tax ] f_’é\ - fl0]fed @

¥ |
a‘xw
$az
Kax 7
Substituyendo en (5) la ley generalizada de Hoope (7)
q <F ™
_5z=%("‘VT;.;L“VE§' ¥ = (:‘(

QEk (3— - SE& = ‘T:Y | ¥
GY=-V g+ -V 6)%5 _6_& (%)
6@5"‘9—& P+ U z@xa-m

[

sSe ob'\'\eﬁ%

Uo = Yo (G0 )-F G0y 4Gy G 403Gy ) 2

&,\@

4 (BT i)

(8)

Para materiales eldsticos lineales homogéneos e isotrdpicos se
puede obtener una expresidn similar a (8) en términos de las
deformaciones en lugar de los esfuerzos, la energia total se

UZSSSVU"de‘iSéé | (4)

obtiene de



la ecuacidén (5), es importante al establecer’' las leyes de

plasticidad y (8) es importante en andlisis de esfuerzos

por métodos energéticos.

Substituyendo (6) en (9) se obtiene

U: 3 SSS/(GX& +Qrént0aey + Ty 8'x3+ Ty fy + ‘T b‘ax)dv’
=%ﬁ&&& [Q‘Jgégdx,d%dé .({o)
V

Paxa. basas okial menle c,ar%adas ton Ylexion 4 torlante (o)

cueda,.
U-_yzgsgv((&éw T 8)«‘)3)(3335 ()

Dhce waleriales eldsticos [ingales |

fx=§E£ X ET‘Xs(: r%i

(12)

de (l?,) g(l\\ se o%ftm@; Cf""'d"

2 T '
U=} %dxdgclé-\rjgg%idxdgdé (3)
L v — 3 \_,Vﬁ/___,___;
Paca Cmga» cxiat qug cof‘tanlle_ en
¥ Hexiod en Vi§ea Viehs .




Energia de deformacidn para barras cargadas axialmente

G- fle uagel ) 4283 d3ds (4

L % A son Lunaiones dey uotcamente .

Ao rle tanto .CIB) se freduce a.
00+ {5 S grs gggwsawsa&

= —-- masdﬂ be = (e




Energia de deformacidén en flexidn en este caso

Uy =—%g (i6)
De (i6) 4 (13) Se_o&ueme. .
Un= J58 = [S)2E ) e dyo;

= (&5 Uj Fdyds | dx= ‘g—g—& iy

(m)

Energia de deformacidn para secciones circulares en torsidn

Yoo esle> OSSO - Mt (IJ
faro este T Jt() ¢
Subst () en Cia)
T UreSS5 T dyedydy
' \4
—p— = 1) 45 (L0 s

l OT=3355 [ (grdyds Jdx = S %ﬁ

\



Energia de deformacién por cortante

B esfecaso V@™ 4
b T . ’L‘}%’&Y
V= Coxrjf&n{é enlo, SecepAl ‘ﬂef* t1 /

A S? da. = Momertlo estétics \ j &

d.ewé&, ‘-é)m'.

O =ancho CL. \a. G\Hura.% de

los eses centeo idalea x 9

I.='uo uen‘\o de \nevua de [a)ﬂadér)-

Suhej‘lhqem:b (2030\0 (\3) o |
v 0 (e - S [

EUWS%%{&SC%“>MM§ @

Lo cxpresion Total de Lo eves @{m de &iermacéo’ﬂ
Soxo-, U=Ubt UM + Ut+ Uy o sec

lﬁj R s US(Q;)ZM@]} ()




Desplazamientos

El principio de conservacidn de energia {(la energia no puede
ser creada o destruida), puede adoptarse para calcular defor
maciones en sistemas eladsticos debidos a las cargas aplicadas.

La primera Ley de la Termodinamica expresa este principio coOmo

Trabajo Realizado = Cambio de Energia

Para un proceso adiabatico (no se agrega o substrae calor al

sistema) y cuando no se genera calor en el sistema, y cuando

las fuerzas aplicadas se aplican en forma estatica (las fuer-

zas se aplican tan lentamente que se desprecia la energia --
1

NP 2 . .
cinética 3 mv™), el caso especial de este ley para sistemas

conservativos se reduce a

We = U

trabajo hecho por las fuerzas externas durante el

Donde: We =
proceso de carga.
U = Energia total de deformacidén almacenada en el

Sistema.

~

Similar a decir que la suma del trabajo externo We y el interno
Wi deben ser cero.



We + Wi = 0

U= - Wi las deformaciones siempre se oponen a las fuerzas

internas. Es importante considerar la aplicacién gradual de

1

las cargas de cero a su valor total por lo tanto We serd :

Fuerza total por el desplazamiento.

Ejemplos

a) Determine la deflexidn de la viga mostrada

Ll WQ:V?_ PA qcle. (_u)

b) Determine la rotacidn en el extremo de una flecha de seccidn

Nk

|-

circular.

SN




(O

E1 trabajo externo We =1 T Q vy el interno de (22)

T? .
zegjd’x ey 4o @)
kTo=Th = ¢=Ly  wme

i

~ ¢coincide con los valores de los textos de Mecanica de
Materiales.

c) Determinar la deflexidn maxima en la viga mostrada consi-
derando el efecto del cortante y de flexiodn.

3 h | v=9P ‘j O Mefx 17 7
) i v
[ / /
< N N N 4 §

t) £ L b 1 L
Trabajo externo We = % P , la energia interna consta de

dos partes, una debida a los esfuerzos de flexidn y otra a
los esfuerzos de corte.de (17) y (13).

L

L
| [
U:F]exior\l = 2F1 SMZCLX_:Z_JEE S X‘)HY —"—L

o)

K |
El esfuerzo de corte: _‘C": \b/%‘ 22% [(%)1‘ jlj

que sustituido en la segunda parte de (13) se obtiene



obliene 7. ‘ | wh L —
Usode: gz% ey -5 | (R [E- 0] Loy

v -N/y

"o

_ Pib P/l 3PL

=5 T”L{oe\ bh* = §AG
donde /&:k)h_ seccidén transversal. Entonces

\)Ve.: U= U};‘{gxiéu LU@QT@. |
PA . PPE 3PPL 4. donde ,

GET ' 5AG
PE 4 LPk (24
A= IR PYE) )
rlex(dM corlt

‘E1 término debldo al cortante se puede interpretar
Z:GU- % Cortonte Promedio.

puesto que Zl varia parabdlicamente % representa un
i

factor de correccidén numérico por lo tanto

Aeole, = 31L d*tO‘U.L C><VL Y (Eé‘

el valor < depende de la forma de la seccidén en general

puede variar con X de (24)

A" PLa( :ﬁi.hg'_) (25)

lo(ln |2

suponiendo acero estructural

_E;: 2(“ V) ~2.5 X k ec. (25) c;uecga,



L 2
A:([—¥ quf)%ﬁ‘ )AT\exLo’AJ (4

De (26) se observa que para una vigé corta sea h = L la
deflexion total es A = 1.75 [& flexién por lo cual

la deformacidn de corte es muy importante para una viga
flexible se L = 10 h. -

A
A

(1 + 0.75 %%Oh)z) flexidn

1.0075 [\ flexién

La deflexidn debida al corte se puede despreciar no siempre
es posible considerar lo anterior.



Comparando las expresiones (1.1.6.1C) (1.1.6.2C) y (1.1.6.2C)

para un claro = 5.00 m y un peralte h = 30 cm se -
obtiene:

U= 0.00286 Uy

(a)

T;Eq = 0.0009 Uy

En la mayoria de los problemas estructurales elasticos
lineales, la energia de deformacidn debida a la carga normal
N y cortante V es despreciable respecto a la energia de defo
macidén debida al momento flexionante M.

Cuando existe momento torsionante MT (vigas en balcdn, etc.),

su energia de deformacidén es considerable y debe tomarse en
cuenta su valor

P

P—

LNANANSRENY
5

] 0




1.2 Principio de Superposicion

1.2.1.- Introduccidn

En los sistemas de cargaé en los que las deflexiones
son funciones lineales de las cargas, se puede obtener la de-
flexidén en un punto cualquiera, mediante la suma de las defle-

xiones producidas individualmente en dicho punto por cada una

de las cargas. L

~1.2.2.- Casos en que no rige el principio.

% 2
;a
/

| S ~==>-.Sc2

Fer CS —_—d)

Fie 1.2.2a.

'C/)J



Otro ejemplp en el cual el brincipio de super posicion no rigé,
seria el sistema mostrado en la fig. 1.2.2.b, formado por dos
barras articuladas, bajo la accion de pequefias deformaciones (

{ zoh ).
A AP P«

P

D] Sl
\Y

c

<
(lylL%IiI_l o

Ot

b &
of
AN

er

pequefias deformaciones: O(:: % YRR
Equilibrio: 8=-E- |.2.2C.
ZA
Compatibilidad geometrica: la deformacion axial unitaria es:

gz s R = St 724

Ley de Hokke:

£
AF (.L.2e

de 1.2.2 ¢c,d ¥ e se obtiene:

Qg:/QSV-A-EE ) - __ng_ﬁ._E_ oAk




De nuevo se observa que la deflexion no es_ funcion lineal de P
aunque el material cumple enteramente con la ley de Hokke y la

relacion entre y es representada por la curva de la figura
1.2.2.b. E]l area o0 a b representa el trabajo efectuado por
durante la deflexion y €8s ipgual a la energia de deformacion
almacenada en la barras AC vy CB., la cual es igual a :

S R
- AE Q3L AE 5&1 1.2.2.
-LJ-' O'IDCAé;=. ﬂ‘ (&és "jgg' 3

-

o 9 ?”/3 |

7]

.

T At o

Es muy importante;observar gque en los ejemplos anteriores no es
funcion de segundo grado de § of’ y como se obtiene en los
casos que el principio de super posicion rige.

En los ejemplos anteriores, se observa que la accion de las _
fuerzas exteriocres es considerablemente afectada.por las pequenas

deformaciones del sistema, en el primer ejemplo hay una flexion
adicional 3§ a la compresions y la barra trabaja en flexo
compresion.

16



3

1.2.3 Ecuaciones generales de superposicion
i.2.3.1 Introduccion *

En el analisis de esfuerzos en estructuras
estaticamente indeterminadas no solamente hay que considerar 1la
geometria y estatica, si no tambien las propiedades elasticas
tales como modulo de elasticidad momento de inercia, etc.
Generalmente para llegar al dimensionamiento final de 1la
estructura, se suponen dimensiones preliminares de los miembos y
se efectua su analisis correspondiente, ciclo que puede repetirse
en alguncs cascs hasta llegar al disefio final. En general los
esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestaticas son debidos
no solo a las cargas, si no tambien a cambios de temperatura,
asentamiento de apoyos, errores de fabricacion. etc.

Es importante observar gue la estructura este en
condiciones de equilibrio estable. Con el proposito de ilustrar
el uso de las ecuaciones generales de superposicion de causas Yy
efectos, consideramos el siguiente ejemplo, viga con.carga .
uniforme \AJ -

* En ambos metodos de rigidez y flexibilidad.
debe regir el principic de super posicion.



empotrada en a~y libremente apovyada en b.

WwJ
Estructura actual. - QL% \ ¥ ¥ &,‘ b

Ab = Deflexion de el punto b

en la estructura debida a &
todas las causas.
M w
PA
07 11 4 v
7
Estructura primaria. WL )Cb

Seleccion de redundante, Xb

—

NN

Condicion de equilibrio Xb=o
Abo = Deflexion en-direccion de 1la
redundante con Xb=0 . f}(b

O~

e

o-\
o
o
e

-Abb= Deflexion en direccion de la
redundante debida a con

- ] iébb
Ssb = Deflexion en direccion de la O} b

redundante debido a una fuerza unitaria

La ecuacion de superposicion, si el principio es valido

Ab= Abo+ Abl = Abo+ X b3bb= O (&)
de donde: xb - %io

(Sﬁ§3o<5¥b es llamado coeficiente de flexibilidad )

(8



1i.2.3.2. Ecuacicnes generales de super posisién en analisis de
estructuras estdticamente indeterminadas de grado n.

'

Suponiendo que la estructura es hiperestatica de grado
n., se seleccionan las redundantes X1,X2,...,Xn, en una forma tal
que la estructura primaria en condicidén de equilibrio.

Xi=o sea estable e isostatica, aceptando la siguiente
notacion:

AjF Deflexion total del punto i debida a todas las
cargas y efectos.
A,io= Deflexion del punto i en direccion de la

redundante Xi en condiciones de equilibrioc
estable isostatico Xi=o

A\it= Deflexion del punto i debida a un cambio de
temperatura T.

‘A ia= Deflexion del punto i debida a asentamientos de
apovyo.

A ie= Deflexiones en el punto i debido a errores de
fabricacion.
‘S il= Deflexion en el punto i debida a la condicion

X1=1

és i2= Deflexion en el punto i debida a la condicion
X2=1 '

. . + . a . . . - .

1

S in= Deflexion en el punto i debido a la condicion Xhz(

Xn=1



Cualquier redundante puede suponerse que actua arbitrariamente en
cierto sentido. Cualquier deflexion del punto de aplicacion de
la redundante debera ser medida a lo largo de su linea de accion
y sera positiva cuando el sentido es el mismo que el supuesto
para la redundante.

Por lo tanto usando la notacion y convencion de signos

mencionada, las ecuaciones generales de super posision en
gsistemas estructurales coplanares y espaciales son:

Al: A\o-\- Al'\' 1 &lA*‘ AIE +II\SII+XzS,Z + -.-Xn.glh
A-z_: A0+ Az‘T‘*'AzAi- LZE 4]:!32”)(2352 e Xh&zn

*

@

- %

A'Yl* Aho-l- Anﬁ' IAhA +AnE {-Xﬂg‘m ‘\'DC'LS“'Z. }. Xh& AN
i

i
Expresando (a) matricialmente se tiene

1’5“ Slz-“"g”\ i ‘X; ZAl“bb“AiT‘AIA-AIE)"
SuSw o odn || |(Az =Aw - Bar -Aza - Dar)

*

)

Léhl Snz Shhj QQ ( An-Ano - An*r-a Ana- Ane) |

1.2.3.3. EJjemplos gue ilustran el uso de las ecuaciones de
super posision.

2



Antes de estudiar los ejemplos es conveniente observar 1o
siguiente:

1. Nunca seleccionar como redundante una reaccion estatica-
mente determinada, ello conduciria a una estructura pri-
maria en equilibrio inestable en condiccion Xi=o

2. El sentido positivo de la redundante se puede seleccionar
arbitrariamente, y su deflexion sera positiva si tiene el
mismo sentido

3. Debe observarse que Ai, deflexion total del punto de --
aplicacion de la redundante Xi debida a todas las causas
es casi siempre cero

oy
s 2
Estructura actual F - il +> /QZ. 2 ‘k

Z LW
Ld

l .
Jh Constante elastica resorte (L/F)

Estructura primaria ——- Tlh
Ar=Xikl1 (c) } 3 i

Condicion Xi=o ' 5% TF

Condicion Xi=l| _—-J

De Ec.(a) se tiene
Al=A10~X1S11 (d) ; ;} X{
de (c) y (d) se obtiene

Ixi=A10/811+k-1 (e)

21
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Estructura actual: )
Arco coplanar con un tirane

AB bajo un sistema de cargas
Pn

Estructura primaria:
Seleccion como redundante la
tension en el cable, X

Condicion X=o

Condicion X=1

Ang: Arot Aso (5
Aaz Anoi Xolal @)
Ag=A s+ X a1 (h)

Su mando (g) y (h) :

Aat AB-*AACH Aeo t X (‘SAHJM )-‘O

de deonde despejando la redundante X se tiene

Anro+Aso (1)

—

T ALt Sey




% . - :
\ lPL obee) Plavh EWPOTRADA . 23

. P/ P" Pw(o\ole\nr\'ob h\pexe.%féﬂw deOYden 3
] I%T. AC‘*UCUl Z

ESTRUCTORA PRIMARIA
Sc\ecc'u':v) clg tedund;@,n'kes

xl)’xz ) X; \3 QOY\CE lCJE)Y] Ae_

emPo-th ml'enio NE Aa: Ag, =0

ondroidvw X-0

(m;) dovdicion X = |

() Qona! c@Sn'Xf {

(ms)  Qondicion Xs=|

las e_cQacLonegiqpl\cand»o e\ principd d e Soperpasisiah
SONT A, = Ao s XS0 X Se 4+ XS |
As = Azo-l:X,SanXlSp_z +X5823 (d)
Ay - Aso ’f;Xx N 1)(&552 +X3&5
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Expresando (j) en forma matricial se tiene

-Su Sie S\ 3 X\ A\G
Say Sa Se3 X,1="4{4z0 p G&)
L&;{ eSsz 533 : X3 A30

Aplicando el teorema de Castigliano y.la expresion de la

energia de deformacion por fLexion, los coeficientes de
flexibilidad son igual a

o §Hm gy Ase - Het |g | hios [Hm*d
s }’”‘k &2 jm >, 533=j%§’§

‘S'Z-QSZI*[J‘ c:ls] Sis &Ijm'm CLﬁ)SLs Jsz fh”m’ .

Marco continuo rectangular bajo la accion de una carga p

3 T,

EI,

3

Estructura actual

i




N OP? = FSToucTURA PRIILRA . 25
Xz . . seleccion de tedu n&an‘}‘e&
\O:;Jg D es{'e, oSO los ecuacones
daSupex po%lelén sSoNn,

A

N £ Ao3 INER NS +X\5u+)(z Szt X383=0

T A‘;{ : AQ:A?_Q4Y\.52\+X15224 X3SZS:O (m)
M A\_;;A304X\Ssl+x?.852-l Xs 533.—@

o|P &

: B Su Sz S i Ao
&I — X Sa Sz SNV z-{leo | (n)
Ssh St Sar S S ”

Tl | mi

:D:] Teorema Ae Qas%lg\t'ano Y ‘Cb
eneryla. eladstica. de defarmaady
Seobwlle,men los cwenftmenfas d <

flexbilidades 5[,\{ 4 Lot
Aot = SMM 33, Aoz = S.‘L‘i‘."z‘dg) M_,J_l_{ggs

St 2 SM}CJ% 2" 5"7‘“' \S 5
Sy 5 g ) (Sl;ja:Jsé jm:m.a.G{S

Sie= S0 Si32) 3\ /52,3255&




- 26

Viga continua de 7 apoyos

__?1 I-Qz. 1154 Qc] i..PstG:,

1 | Pl 1 Fl I P ]
ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA ! 1 4 1 3 t i 4/‘445
£ » ? E
Xi TXL Xy Xs

Coundiaidn X1 =0 | lpl ' lﬂ‘ ll’n t“]gr

Yool

Gomd:c_ign Xi:{ f

Qon&[&t&q Xz“—'f T/F\I\'\

5 Su Sy S S S D

| X5~
G_ e - [ .
on dicion Ks { 15/’3:—’1-13 Sas Sas  Ss3 B
i-’ 4| = —1 [ | ‘
QQY\C\)HLOV] Xey = ? S Szd4 Sen S és){ls {}
QOY\&HC‘JO)V\ Xs=| TM\P\

B Sis Sws 938 s S5 B
Ecuacloal & 29 3% o4& 5®

AI = Ao +X\Su ‘{'XaSQ4 XbSls 4 X’q Sl‘-l -LX‘BSS =0
Av=f 20+ XiSutke Seet Xa Sea + X Sans X 525 =0 [&,j] {Xi\gf {A:\OE:G
Az =p 0 +X\S31+X155'L+X3 -933 +Xu day +XS.S§52CJ '

Ay=heo+ X, SartXy Saz 1 Xs Sus + Xy Suq +Xs Sus:0
A3 2 AsatXi S514 X2 552 1 X3 Ss3 1 XuS8Y+Xs Ss5:=0
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1.3 Generalizacion de la energia de deformacion

La energia de deformacion de una barra elastica puede
representarse como una funcion de segundo grado de
la carga o la defcrmacion.

La misma conclusion es valida para cualquier estruc-
tura dentro del regimen elastice, siempre y cuando el
principio de superposision pueda aplicarse, en_la
Fig. 1.3.1 suponiendo que la fuerzas se aplican
simultaneamente e incrementan gradualmente hasta su
valor final.

fia- 13,

El principio de superposision rige., los desplazamientos
seran funciones lineales de las cargas. El trabajo elastico

de todas.



Las fuerzas externas es igual a la energila interna de
deformacion almacenada en el cuerpo elastico de la figura
1.3.1 ¥y sera

U:/:L E‘Piwg‘tz '/2,.'(Plegl+ E.Sa‘i‘ """ Pntgﬂ)
o (13.1)

1.3.1. Ejemplo, viga libremente'apoyada cargada como se
indica en la fig. 1.3.1qG

= (P§+ Mo Bas Hloéb) (&)
De la curva elastica de la viga se demuestra que:

Pl SIS
- SSEL MQ%.“‘“ TGEL

@Q._._EJ_Z} 4 MQ_Q 4+ MbR (b)
IGET 3E1 OFEL

@b-‘ﬂi—‘ MQ&--}B_QQ
IeE1L  GF1I 3E1

La energla de deformacion es: T T et e e e



Substituye (b) en (a) se obtiene

17- qi};_(fﬂi % PHa+ @ PHBHEHCHENE 1 Jy/n Mb)(c)

en {(c) se observa que U es una funcion de segundo grado de
las fuerzas y momentos P,Ma y Mb

Tarea
En el ejemplo de la viga de la fig. 1.3.{. a demostrar:
a) QUL
NG Y @m = b

QP aub

b) j)e_ CC\J Ry (B) Ob+ener‘ U en -Pu-ncigv\
de log deépldéamlentbS S, Ba., Sb

G\ DemosTrar Qru'e'
6U'P> %—- M‘k “Hb

Calcular la energia de deformacion de las siguientes 'vigas de
seccion transversal

Js_,ra%f A

E:lad‘e_ é /‘3'

N

s
]
\er
1
o
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1.4 Teorema de Castigliano

Suponiendo que el principio de superposision rige y que
U se expresa en funcion de las fuerzas externas se tiene
que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON
RESPECTO A UNA DE LAS FUERZAS O MOMENTOS EXTERNOS DA EL
DESPLAZAMIENTO O EL GIRQO DE LA FUERZA O MOMENTO
CORRESPONDIENTE

S " L))
8‘\7n n (

Considerando el cuerpo elastlco bajo la apllca01on de
P1,P2,...,Pn. Durante la aplicacion de Pi se producen .

deformaciones ¥y se almacena cierta energia de deformacion
dentro del cuerpo ( Fig. 1.3.1.)54 subsecuentemente’a Pn se
aplica un incremento APh. la energia U incrementara

SU
. 41.2)
SPn A(Pn (1.41.2

Si en vez de aplicardPn después de las cargas se aplica antes

T+ AU =U+AP (§n+ ASn) = U+AR S (1a3)

igualando (1.4.2.) con (1.4.3.) se demuestra (i1.4.1.).
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1.4.1. Ejemplos de aplicacion

ELl
\J\] O‘MO.
La variacion de M(x) es

Mo Mo-P @ I

L8124 L L8

La energia de qeformacion per flexion
; xq M2 d X (b)
U- J 2E1 |

Del teorema de Castigliano

= M
=Sa=jM§35 '55“X

_///«
N
——
)

NN
//

' Q . i (T“:) hkh={ ‘\
Sas Y lmlds (0 § >
Sustituyeﬂdo (a) en (c) . | /aﬂ/a\l& |
Sa.*81 (M- PR il
& Mo R* |
Jorfr-Ber @ l

De nuevo del teorema de Castlgllano
- clx @

Substituyendo (a) en (e) se obtiene

Oasir ﬁm-'ﬂ:)( ) < E_@ P

2FL
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En el ejemnplo anterior no se calculo en funcion de
las fuerzas externas, Sino se utilizo la energia de
deformacion por flexion y se derive bajo el signo integral.

Es impor tante observar que las derivadas corresponden a la
variacion de momento flexionante debido a causas unitarias P

P 9
EL
A - b2

«

y Ma.

‘—x—a{ 49:1

' m=x/ ' (%)
@/z. Ve, b

%

De la energia de deformacion por flexion y el teorema de
Castigliano.

grzj_gf_lmdx (h)

Subtituyendo (f) y (g) en (h)'se obtiene

.!/Z

9 2 03 4
sz%lj)("/zx\t - $C) Ay =2 o 1L 0



35

En los casos en l1os cuales es necesario determinar los
desplazamientos en un lugar donde no hay fuerzas. o momentes,
se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia
de magnitud infinitesimal, tal que no afecta al sistema
actual de fuerzas y se obtiene el desplazamiento derivado con

ﬂ/z. ,/ _,0/2_ H:._ Lb_ _‘:PX Oé Xé_ ,Q/z
M=Hae-R -Q O(*Q/z>

— ] S Pana, Q/?_éxé—Q

ot i ? é},k{_- = - ()i" QAL}

|
§ L
TR

tU‘—_-j HZ\&X :(e_'nmct;cb de d)eléima,cu’aw @Oﬁﬂé’“ﬁ&

{
U 5= JMBR gy < | hr(uiape) -4

ES s




En conclusion se observa que la derivacion del teorema de
Castigliano, fue basada en el principic de superposision.

De alli que la energia de deformacion U debe ser una funcion de
segundo grado de las fuerzas actuales. Si el principio de
superposicion no rige y U no es funcion de segundo grado de las
fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, 1o anterior
se i1lustro mediante ejemplos.

Ejemplos de tarea

a) Utilizando el teorema de Castigliano determinar los angulos
en los extremos de una viga libremente apoyada con carga
uniforme q, claro 1, y rigidez flexionante EI= constante.

b) Determinér los deplazamientos horizontales y vertical de
la viga curva mostrada en A.

A




c¢) Determinar el desplazamiento horizontal en ¢ vy el vertical
en B en la estructura mostrada.

B<

El_-ci'e.
£ y=cte

d) Determinar 1os desplazamientos horizontal y vertical de A ¥y B
en la estructura mostrada.




1.5 Teorema del trabajo minimo

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigliano

a sistemas de fuerzas

estaticamente determinados.

Aplicandolo a sistemas estaticamente indeterminados se
concluye que la derivada de la energia de deformacion con
respecto a cualgquier redundante debera ser cero si su accion
es la de prevenir desplazamientos en su punto de aplicacion,
de allil gue las magnitudes de las acciones redundantes en
sistemas hiperestaticos seran tal sistema en dicho punto

gera maxima o minima,

lo anterior es el metocdo del trabajo

minimo para calcular redundantes. En una estructura

"

hiperestatico de grado "n" se tiene

U
X1

1.5.1 Ejemplos

=0,

2V ... Y

X2 D XN =0

a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme

( grado n=1

).

X
4 b

L

M LT MG

=

7

3o



b ) R e e
La energia de deformacion del sistema es

2 4
U-J) Ef

Del teorema del trabajo minimo

U L2 Mzdx] J ]
ESo O [-j 2€1 17EL Hé‘{a X ®

M Vo X- ?%_z._ @)

%*é(—a: X (d)

Sustltuyendo (c) v (d) en (b) se obtiene

j(‘(ax-?_’-‘)c{xl_- FXa-10
de donde YQ-: 3/8 ?Q

En el sistema se tienen 3 reacciones Y;Y; <h- vy 3 ecuaciones dos
de estatica ¥ una del tecrema de Castigliano.

3%



38

\

en el ejemplo anterior., se considera como redundante Mb se tiene.

9
SU _< Mzclk N ()
@M{&MH) zf::r] &M&”b kO

el momento flector es

Ma (8Bl -2 @

2

M
gub > - (h)

sustituyvyendo (g) v {(h) en (f) se obtiene

£

J(R-dop -3 [Xdv-0 D
@]

integrandd (i) vy despejando hdb se obtiene =~

M.—-iﬂf’% | G)
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METODOS MATRIICIALES DE ANALISIS
ESTRUCTURAL

2.1. Metodos de fuerzas ¥y deformacion
En los metedos de analisis de sistemas estaticamente
! indeterminados,

primero se selecciconaban las redundantes,
sus magnitudes se determinan mediante el teorema del

trabajo minimo., considerando la energia de deformacion del

gistema. Este procedimiento. general es llamado el Metodo de
fuerzas.

7

Fig. 2.1.
Para ilustrar en un mismo ejemplo



La distincion entre los dos metodos, consideremos la estructura
estaticamente indeterminada coplanar mostrada en la figura 2.1
bajo la accion de dos fuerzas aplicadas con n barras, el
numero de redundantes sera n-2. Entonces para determinar las
redundantes X!1,X2.,...Xn-2, se determina la energia de deformacion
del sistema en funcion de las fuerzas y usando el teorema del
trabajo minimo se cobtienen las ecuaciones necesarias.

C

C}U"__ ) _ L:O (a
;351 =0, _z-O) T Q2 )

Lo anterior es el metodo de las fuerzas. Para resolver el mismo
problema, Navier sugirio el metodo de desplazamientos. La
deformacion del sistema de la figura 2.1. estara completamente
determinado g1 conocemos las componentes horizontales y vertical

Uy v respectivamente. Suponiendo que los desplazamientos son
pequenos.

" "

Navier,
Paris,1833.

Resume des lecons”, 2ed., p.345,



La deformacion axial de cualquier bharra i sera

AQ¢ = U sen ot = AL o okl (o)

¥y de la ley de Hooke su fuerza axial correspondiente oera

CXis BA (Faonei- memswe) ()

:QC
de la fig. 2

h/.5% =L (d). }

sustituyendo (d) en (¢} se obtiene

Xt %& (U‘S%o{L-MwoO(C)Jenqc ()

De las condlclones de equilibrio se obtiene

Zz)(_ (oot = X
n ’P(

:X: L fSeN\CKN =

\cl

sustltuyendo (e) en (f} ¥ (g) se obtiene

(U-Z AL SOV\O(: o 1t - Ms_ Al(‘_mszul S = PXL\ (L)
q;Z Ai sevio(: - -u,?, Al seni(i CMO&Cr_Pg__h (é)
{2t 2

de.(-t:)-'g (3) 3-e Gl-eﬁ(mtnan _zu_ifl)"' Lan



de (i) y (j) se determinan u y v las cuales substituidas en (e)
obtenemos la fuerza Xi en cualquier barra del sistema.. Se
observa en este caso que la consideracion de las deformaciones
directas del sistema resulta en una simplificacion substancial,
especialmente si el numero de barras n es grande, puesto gue solo
tenemos que resclver dos ecuaciones con dos incognitas que son
las deformaciones u y v- En el caso del metodo de las fuerzas
tendremos que resolver n-2 ecuaciones con n-2 incognitas. Es
conveniente observar que el metodo de las deformaciones involucro
3 etapas basicas que son:

Ecuacion {(b): Compatibilidad geometrica de deformaciones, u, v YALQ .
1.

Ecuacioh (e): Ley de Hooke

Ecuaci&h (f) vy (g): Equilibrio



bor(as
| 5 No- humeso CLQ Barms r4
NN: numero de hudos = 2,
Fa ™ R = Juerzas axales (p)
v 4'5 g-" 1 o - alar%leeV\{O (S)
bovos ® |
5 p | EA
| E{é[cl)eé C‘iQ thKO.J ‘&L-‘é: al(_‘:;‘:-mge;:to = ,QE,
L LA i A\ CO‘I\_\\ nu'\éaé |
£ | e, Del o a\mgt de las '+Ahr%
' Ke-%:&g': * Cua‘\m basras — Qaost
e 2y ' |
I

fd( = {Cil kfgdeﬁd&g)ﬂmm’tbs hodales§ Si ‘”

2
. de las Pléum,,

e\:Al o ol , 6{(
Q2= 'HL er | - o d1
c3:d14dy D e _1l ',

Cuy - di4dL el I |

te} =[] el
[Telllid]] ©
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) .
donde [O;l: L]y mq+r\'z de Con‘\l'nui&ld), |

X
(@)
-
SN

Observar que pava. una bawa { cualguiern

DA ©i= da- da
—N@ da= dQsplaéamlén't@) del nudo Supeso ¢

d B /7 o V4 fnéo‘io .

d,EU@

B) Ley de Heoke.

'P)()‘ 'Pue.réas axoles en los boxmsl

Seou 5*% N £\

SNt ‘r—e.\f\sfdrﬂ; w— C_ompre.s'tgn

23
-y . | «
B Re kis B npdy bamnt
z Rz L
ﬁ; = "&3@5
-PJ_I - AQ:.\QU\

| ) R © O o .e'l |
P f g_j’fé’bg S_; Lo H’)}’[‘R]{ei @
:S: ko o, o—kq.ﬁk ex

jpi=LR1 el
{%lmojrfé de rl&fdﬁ% de los basras .
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c) Equilibrio:ZF‘t-‘-‘O en cada nudo
Sea: f F z - {F' }

4 P

Nudo 1 QZ_T:[L F = P +o- Pe, Pq
Nudoz‘ _‘TP—I\ F - o+P +h + R
)
s [alw

, |c>-l—1
C§ {iF} %.: o { ‘-] "1)L

donde: LG-} [l © - '1 —l!] matriz de equilibrio

observar: matriz de equilibrio es la transpuesta de la matrlz
de continuidad.

Solucion del problema anterior por el metodo de
desplazamientos ( rigideces ).

incognitas: €}, {d}. {P)

Datos: (G)). f.o-]T, [‘&Jv { F i
Subst. (1) en (2) _ :
)

(pY= [R1lL}fdY

Subst. (4) en {(3)

(F=[o 1 [R10J{] ()
3 {FI:[k}gd.’S ()



A

La matriz [O-jr [‘R:\ LC‘] es cuadrada
Ejemplo; Suponiendo

by By = Ro=Rus | Y, Fi=10 Ton
CK]:[&]TE’&]ECLJ TS ToN
_ | O =4 _,1 NoRONe I O
“[o L J {85?8]% '1}
OO by

Efectuando operaciones
3y =2
k]2

Observar gue E K~1 es simétrica
de ( 5a )

(=St =273 fii',ﬁ

d‘i _ [8em g subpten ()

LY (Few

despe jando {Cig =

Comprobacion de equilibrio: de ( 3 )
{F.HI 0 1 1] 9] {0 g

R Lo W _S*OH
-
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Metodo de las fuerzas ( flexibilidad )

Usando los tres principios fu nda mentales en el orden inverso
Equilibrio, Ley de Hooke, Continuidad.

/;/GZ/ "/‘-}"/.

a) Equilibrio 1 | .
:F[':’R—([Z\—-]Zz .

T2 'PZ.'TEV”ZZ ‘ ﬁ 2
O\ { ’l

LQI tﬁ‘ F CIR?. *Pz,

*’Fz
‘)‘ g [ao Or? 2\7% 40
=%T'PO 'f‘OB R IR
despe jando a .,4%)

Pai=[oa T (FY -[aa ' [ad]fR]

[aol [ml NS
ceod=[o L Hm Lol -[ie




O b‘ien ‘
LOT [ H . 17[R
lske ‘Hrﬂ* LAl
Odemas se Tlene P o,
’P’v\:?‘z‘
'pOF \C) ‘hn‘k@
f’P\ fOT{F\E [ 1_ R!\g
bP?_ O | M I , R+
(g i7loo0 + Lol @
:P{ 00| O
bo b

P = Fz - R R
s = R
JPJ.\ = R‘L

(0) se puede escribic

[ellbollFl+[bel{R] @

Fc\g )7
b -
O

o]

ot



Ljo)

sssss @en@
rel <l Le] (bR @
f?g%é géDAD.~' Co%siderando los desplazamien e;a
f‘, A
-/L/(f) l/{'t 5'/’-}"& - 2
d, =€,
d'a_:: ez
J/Ll: CL-C21L3
s @y TEr te




@u®
(M} Be] (4] I} (£} ] ] (6 (R
proses {1} (R} i

Qi FRERL RS
(Pl ko -be (57 £a) (b2 £ bo)F
= [‘00" bﬁ.(bﬁ. 'F b’?- bR‘Cbo (Flg
L —

e %
ubst (L) ¢ se o { }
{ { = [F][ 1{3

subst ( 1 ) en @

MMMPMM



Estructura real o actual

Qﬁﬂditk{D Gl:‘

Aplicaciones de metodos matriciales a armaduras planhas.

Para ilustrar el uso de metodos matriciales en el analisis
de armaduras articuladas en los nudos, comensaremos

considerando un problema de deflexiones. En la fig. 2.3.1.
se tiene una armadura con miembros sujeta - a sistema exter -
no de cargas , ¥ Se requiere determinar la deflexion
vertical del nudo j debida al sistema de cargas Si Xi
representa las fuerzas axiales en la estructura real

las fuerzas axiales en la estructura bajo la condicion de
carga unitaria en j.
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Del teorema de Castigliano y la energia de deformacion por carga
normal se tiene
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donde P{:-é%?— es el factor de flexibilidad de la barra i.
i

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos
seleccionados debemos calcular los valores XiJj para una fuerza
vertical unitaria aplicada en cada un¢ de los nudos. Supongamos
que han sido calculados ¥y que acomodamos 1os numeros de
influencia en la forma de una matris de orden mxn como sigue:
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c) se denomina matris de geometria de la armada acomodando los
factores de flexibilidad en forma de una matris diagonal de

orden mxm,
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la cual es llamada matris de flexibilidad de la armadura.

Finalmente,

el sistema de cargas

la forma'de una matris vector columna.
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(e )

la cual es llamada matris de carga.

y,
Xi} = ;52
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suponiendo gue las fuerzas axiales Xi producidas por

han sido calculadas, ¥y son arregladas en

Ahora de acusrdo con las

reglas de multiplicacion de matrices las m ecuaciones ( b )
pueden expresarse mairicialmente.
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Como un ejemplo numerico., se considera la armadura mostrada en la
fig. 2.3.2 la cual tiene m=9 miembros. Supongase gque sSe requiere
determinar la deflexion vertical de los nudos superiores a y b,
bajo la accion de dos condiciones separadas de carga como se
indica. La numeracion de los miembros se muestra en la figura,
asi como sus dimensiones. Cada barra tiene una seccion
transversal Ai=lpul2 y un moduio de elasticidad E=30x103
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El procedimiento a seguir es el siguiente:



Sustituyendo (j’\)- (l'. ) ¥ (5) en (5) se obtiene

[ai)= Dy 100 (R (9)
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a) Se calculan las fuerzas axiales en los nueve miembros bajo
las dos condiciones de carga obteniendo la matris de fuerzas

[x]

b) Siméla{mente se calculan las fuerzas axi
1ciones de fuerzas unltarilas vertilca

con
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b respectivamente obteniendo la matris
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c¢) Se calculan los coeficientes de flexibilidad
obteniendo la matris de flexibilidad escrita diagonalmente.
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS

1.- INTRODUCCION,

E1 andlisis estructural tiene como objetivo cdlcular el es-
tado de esfuerzos y deformaciones en cualquier punto de una es-
tructura.

Para e1.anélisis de una estructuras se tendrdn como datos
la geometria y las cargas que actuan sobre ella y se calcularan
las fuerzas internas y los desplazamientos.

En todo proceso de analisis estructural; deben considerarse

los tres conceptos fundamentales:

1.1) Concepto de equilibrio

Toda estructura somedida a un sistema de fuerzas externas,
deberd estar en equilibrio con las fuerzas internas en todos y
cada uno de los miembros de dicha estructura, siendo las expre-

siones vectoriales que cumplan esa condicidn:

f;f F = Z 0& (1.1)

B R g

en las cuales:

Mi y Fi son los vectores que indican los pares y fuerzas



actuando en la estructura y rj los vectores de posicidn de las
fuerzas con respecto a cada uno de los ejes coordenados.

Estas ecuaciones de equilibrio se pueden expresar escalar

mentes como sigue:

en un plano en el espacio:
=Fx=0 £F.x=0 EMix=0
EF;‘{‘ =0 EF-.\('*O _ ENIy=p
M, =0 =Fizg=0 E Mi2=0

1.2.- Concepto continuidad {o compatibilidad)

Al aplicar las fuerzas externas, la estructura se deforma
pero conserva las caracteristicas de continuidad iniciales, sien
do los desplazamientos finales compatibles con las condiciones de
deformacion de los apoyos.

E1 concépto de continuidad o compatibilidad establece que
los desplazamientos son funciones continuas y derivableé, por lo
tanto una vez conocidos los desplazamientos se pueden conocer las

. Ex resado en ecuaciones, se tendria:
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1.3.- Relaciones fuerza desplazamiento.

En &1 andlisis estructural es indispensable para cualquier

estructura de geometria dada conocer las relaciones entre las fuer

zas y los desplazamientos.
Si 1lamamos (FS al vector de fuerzas y fD{ el vector despla-

zamientos, sus componentes seran de acuerdo con la Fig. 1.1

M+
Fu. -(D(' M \@ EHL
\ o

Yi TFY' TFY‘L Y EY! ( Y'
O] @ * e X
M‘L fF{: M. q jebi: ©>

x4 -
";‘: FY,. Ye
FHs h.£Y
Fie. 3.4 M- | O«

y la relacidn entre ellos serd: IF§ :YK] ?-Di (_‘[4)

La matrizI'K lse determina a partir de la geometria de 1la
estructura y de las caracteristicas mecdnicas del material.

Si la variacién entre ellas es lineal, la matriz [I(l es una
const_ante, y las estructuras que cumplen esta condicidon se les 1lama

lineales (Ley de Hooke) y es aplicable el principio de superposicidn

de efectos.



2.- ENERGIA DE DEFORMACION.

Si una fuerza Fi se aplica gradualimente a una estructura pro-
duce un desplazamiento Di en la direccidn en que se aplica la fuer
zas, ésta efectla un trabajo, que se manifiesta por un incremento
de la energia cinética de la masa, si ésta adquiere una aceleracidn
o bien, en energia.potencial si mofifica su posicién respecto al
campo gravitacional.

Un sistema de fuerzas externo provoca un estado de deformacién
~en una estructura, realizando un trabajo cada una de las fuerzas
aplicadas que se permanece en la estructura bajo la forma de ener-
gia de deformacion o energia interna. Si el sistema es perfectamen-
te elastico el fendmeno es reversible (fig. 2.la)y cuando se trata

de un material elastico no lineal, corresponde a la(fig.2.1b).
- % 4
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E1 trabajo hecho por un incremento de carga serd: W=Fi<Z\ Di

E1l trabajo total efectuado sera:

w= [ Fda (2.1)
L)



Cuando se trata de un material eldstico lineal, el trabajo

hecho por la fuerza Fi es:

W =~ Fi Di.

~o

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a 1la
estructura y provocando desplazamientos en la direccidon de las
fuerzas aplicadas, el trabajo total externo o la energia de de-
formacidn serd: W = U = — (FID1 + F202 + .... + Fndn)=—& Fini (2.1)

La ecuacidon anterior puede escribirse como:

[w] : %eFilxl{D{nxl (2.3)

en la cual 5F{ T es el transpuesto del vector ? F& qﬁe represen
ta las fuerzas.. '

E1 area que se encuentra en la parte superior de la curva
OA se le 1lama energia complementaria de deformacion,

La expresidon de iqualdad del trabajo externo W y la energia de

deformacidon o energia interna U, puede utilizarse para calcular

deflexiones.

U:%[Wm EadV e (2.4)
Axt:»\ : U,f'%_.‘g' :E—E‘E | ' CZ.S)
Flexiol © Op= _L.f%‘;d (2.¢)

NEre (z.7)
(= .8
Cz.‘i)



2.1.- Teorema. de los Trabajos virtuales.

El nombre de virtual, se deriva del hecho de que un sistema
ficticio (virtual) de fuerzas en equilibrio o un pequefio despla-
zamiento virtual se aplica é una estructura, relacionandolo con
fuerzas o desplazamientos reales.

El método de los desplazamientos virtuales consiste en apli
car desplazamientos ficticios (virtuales) de cuerpo rigido en una
estructura y calcular las reacciones reales, mediante el método
energético.

Una variante seria la de calcular desplazamientos reales a
través de fuerzas virtuales, como se indica a continuaciodn.

Si en una estructura real, en equilibrio y deformada bajo un
sistema de fuerzas reales aplicadas y llamando & la deformacidn
actual en cualquier punto y sus correspondientes desplazamientos
en los puntos D1,D2....Dn, se introduce un sistema de fuerzas vir
tpa]es F1, F2,..... , Fn en las coordenadas 1,2,...n , provocando
esfuerzos Y en esos puntos.

tEl principio del trabajo virtual establece que el producto

de los desplazamientos reales y las fuerzas virtuales correspondien
tes es igqual al producto de los desplazamientos internos y las fuer

zas internas virtuales correspondientes, por 1o tanto:
T (L.lo)
o - [T eV
N

en la cual:

)
€

esfuerzos debidos a fuerzas virtuales F ;

deformaciones reales compatibles ¢con desplazamientos

reales ZD{



Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para cal-

lar el desplazamiento Dj en la coordenada j, la ecuacidn anterior
o- - -~

» Dj =f%1—u341-f€{§l\/ (2.11)

D ug e dyY G

siendo 2<Tuji los esfuerzos vrtuales correspondientes a 1a fuer-

se escribe |
*r

za virtual unitaria en j y{f{ la deformacidn real debida a la car
ga real.

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexidn, cortan
te y torsidén se indican a continuacion.

Tipo de deformacién Componente de Componente del Trabajo

la fuerza desplaz. real virtual
virtual interno
Axial p dL =2 dx ﬁ) L dax (2a3)
AE AE
Flexidn m dg = ﬂ—I—_.dx qu f¥— dx(}.l@)
- v v |
Cortante v dy = ¢ e dx J;v G dx(}.l&,
Torsidn t df = - dx ft L ax (r.16)
GJ GJ

De la tabla anterior, para valuar la integral de flexion

M . -
m — dx, para elementos de seccion transversal constante se

-

Bl
utiliza para los casos mas comunes de cargas, la multiplicacion

directa de diagramas de momentos flexionantes.



Cilculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales.
1) Armaduras

En armaduras, la expresidon para el cdlculo de deflexiones es:

0 = & ; | p B ax (z.17)

i=t AE
Un resultado igual se lograra si multiplicamos matrices tales

o T
Dj = lp {mxl {fM] mxm P{ mx 1 ' (2.]?)

que:

en la cual:
ZPbi.T es la transpuesto. de la matriz ?F’[’ siendo esta Gltima

las fuerzas en los elementos debidas a una carga virtual unitaria

actuando en la coordenada correspondiente.

f P 2 son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales

N LEnl = TE';E,.._
QO L

A E-

siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por

deformacion axial de los elementos aislados. A esta matriz se le

conoce como Ta matriz de flexibilidades de la estructura no ensam-

blada. (Ref. 2)
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Cuando se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos
de 1la esiructura, la carga virtau) deberd aplicarse por separado
en cada una de las coordenadas deseadas Y que corresponde al con-
junto de fuerzas determinadas, la ecuaciodn

tendra la forma:

[0 wee L2 done U] en (2] s (2.20)

fuerza en un elemento debido a una carga virtual actuando
en la coordenadas. Los elementos de la matriz [p] son las

-]
n

fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en la coorde-
nada correspondiente

M = La flexibilidad del elemento = ——
AE

P = fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada co]umna:
de la matriz f P] son las fuerzas correspondientes a un ca
so de carga.

m = nimero de elementos

n = nimero de coordenadas en las cuales se desea conocer e
desplazamiento.

n = namero de casos de carga.

E1 ejemplo No. 1 muestra la aplicacion del calculo de defor-
maciones en armaduras por trabajos virtuales.
2.22.- Calculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y
marcos.
En una estructura formada por varios miemErqs y sujeta a
una carga cualesquiera en un miembro, de tal forma que los momen-
tos extremos internos sean M1 M2. 5i se quieren calcular los des-

plazamientos en un extremo, se aplicaran momentos virtuales unita
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Fremplo No. 1. lakvlar el desplozamiento horizontal en
ol punto C y el movimiento relativo entre los pudos ByE.

de Jo armadvra siguiente .

l/O fon.
L)-@ 37 @ + barras 1,2,3,445 = At
E ﬂ 3_75Mbarras G 47 T 125 AF
©
"
L TV — /_;3%; -j
® n S\M J. S\-vs /-—Jlr
7 i
(1)
(1467 )
/167
) 10 O
[P] TR ° ’
- 1O
- /¢ 8
- 2.08J
X "
.6l t1i.eT1 Tiies
O. 125 P 0. 875 P
(2)
o —
o - - 0.
o -1 O
o 0 o o -0.6
-1 -1 1 [P] T 10O -0.6
-—— ITxz
Freatrs? FAITHS o - O. 8
' (o} 8]
e
. o] 1
(3) D’ e —
— ——t
5 5
3.75
375 -
5
5
wiwrs 0.8 ' 77i — -

(4) [D]oy, =pdacs L1l Pliy, = ‘;'?/: I:f 5?
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rios en los extremos para calcular los giros debidos a flexion.

\
M"" M,
" % E \:
- _ /U I
BT = eta. (:) .
Mo
; . ; M‘E—U
Ce) -
JFDl (' * \

)
o
S
e
_— (_4-—»1"'(

y,
F
(; ) Por traEajos virtuales 1la contriby-
<
cion de desplazamientos por flexidn
en j sera:
0 _fm M oax = —Lénl ml + Mlm2 + M2ml + 2 M2m2>
3 s El 6L 1
NoTA.- §1 L& CONJIDERA
EFECTOS BE AXIAL ! y expresandolo matricia Imente:
cc . |
A - 5 = ] , la cual: 2
= _%ETO L JALR! mu fMl9M en u rd
ﬁﬂ] = Ii'zéi: LO- 1
: m
o O 3% , ' '

en la cual:
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Los elementos de [fﬁ] son los giros izquierda y derecha debi-

" dos a

jante a la mencionada en armaduras, lfmles la

dad en flexion del elemento.

E1 desplazamiento.en J sera la sumatoria

oy T
vz 2mx 1

tos:
Dj =
en al cual:
mlj
m2 j
{nu:( J =1
mﬁj

18 [fM]

[ ]

momentos unitarios en un extremo de la viga. En forma seme-

matriz de flexibili-

de todos los elemen-

=

2mx 1

{?M.}

L

(z.re)

FMJ% 2.2y
_[fM] n

|

A la matriz [}M] que contiene las matrices de flexibilidades

separadas de todos los miembros se le Tlama matriz de flexibilida-

des no ensamblada.

Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordena-

das, la carga virtual unitaria debe aplicarse en cada una de

las

coordenadas separadamente para determinar los momentos en los ex-

tremos, arreg]aﬁdo1os en tal forma que

[ e -

r~

- n{ 11

lmﬂ 12
n {21}

m{ 22

Im{m  m {n2

‘:‘\l?.\

}m51n1

Hi

len la cual los

elementos de cada submatriz son los momentos extremos en el elementos.

El primer subindice

indica el momento y el segundo la coordena-

da en la cual se aplica el momento unitario.



Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamiento

se calculardan:

[D] nxp. =[mu] ! 2mxn [f”.] 2mx2m [M 1 2mx p (7--1-4')

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura.

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilida-
des de cada uno de los elementos usando la ecuacidn 2.24. Los elg
mentos de la matri; de flexibilidades puesto que son los desplaza
mientos eﬁ las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza (o wow.)
unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas,
la carga real y la carga virtual son las mismas, por 10 que Jla

ecuacién 2.24 quedara:

[ﬂ:,z:["’” ]TS [f_M]S {"‘“15 (z.29

en la cual {f] es la matriz de flexibilidades ensamblada de la es-
tructura y el subindice s se refiere a las cuatro causas que pue-
den provocar deformacion: flexion, axial, cortante y torsidn.

Cuando solo se considera flexidon la ec. 2.25, quedaria:

| T 7 2.2 6
‘-finxn B [mu :l Zmxn l,fM] 2mx2m [ mu] Zrmxn

m

nimero de elementos
en la cual:

n de coordenadas

E1 ejemplo 2 muestra la aplicacion de los conceptos anterioreé.
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Ejemplo No. 2 [£n el marco indicado se pide

Ay Calecvlar Jos desp/aza)n/'ezgz{os en D, debidos a Flexioy

B)lalculor la maltriz de flexibilidad.
(A)
£l= cte .
L L
. [z C*_ ,_r___‘ e 7 ) s
= - T hﬁ S
P e ‘ 1-./ |
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o P Y .
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| - L 2
i A = i 1 1
i )
‘_Y'.\.PL {-UPL | pL @/
(— \-) I/'- C'-W
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v vnr*uqll..\
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- L - L/2 J -0%
ol L L/2 - [M o = PL ¢ —oB.s
CMUJé!B o —ls2 | ]él T‘_.o,"i ¢
(®) L/2 -1
- 0.5
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L 1 S 2
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o] 0
Lol — v
CEI +|_ 2
i To o—l'-."c’_-s
| | lo.s 1]
,
=0.753
3
T -
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B) Lalcvlo de lawmatric de Flexibilidad

JF Toxe o)l

L -L /2 -

L L/2 -

- L z -
[}i]‘ 0 -L72 -
o - Lz -

o] 0 =1

- |

B L?
:6—2—1— /. 51?

-9

7] L]

L -L/z
-1 -z
L Ly2
(8] -L/2
o +L/2
0 g
- 91
- 3.751L

s




2.3 Teorema reciproco de Maxwell-Betti.

Si un sistema de fuerzas Fl’ F2, Fn se aplica a una estructura
en las coordenadas 1, 2 .... n provocan desplazamientos D¢F,D2F...,
DnF . Manteniendo el sistema de fuerzas F1 F2,.-~ Fn, se aplica
otro sistema de fuerzas Q1,Q2,... Qn, provocaran desplazamientos

D13, D2Q...., DnQ y ademas desplazamientos ©DlF, D2F... DnF en los

puntos donde actla el sistema F1,F2,... Fn.
E1 trabajo externo total sera:
WP+ Q = FIDE® —— FIDiQ + o~ Q@iDiQ 2.1
murtundo: W @, F = ——SQIDIQ + ——XQiDiF + —EFiDiF 2.29
2 2 2
. n . z.
como  Wp+q = Mg : L1erigia = L €QIDIF LA
2 2

Esta ecuacidn es el teorema reciproco de Betti cuyo enunciado
serid gue el trabajo externo hecho por un sistema de fuerzas Fi
a través de desplazamientos debidos al sistema Qi es igual al traba-
jo externo hecho por el sistema de fuerzas Qi é través de desplaza-
mientos provocados por el sistema Fi.

E1 teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio ante-
rior a las deflexiones y haciendo que Fi = 1 en la coordenada i en
el sistema de fuerzas F y Qj = 1 en la coordenada j

DiQ = .DjF
que se puede escribir como fij = fji 2.39

Estos desplazamientos se les 1lama coeficientes de flexibili-
dad como se vio en los ejemplos 1 y 2 y para una estructura de n
coordenadas, estgs coeficientes se arreglaran para formar una ma-

triz de flexibilidades. Esta matriz debera ser simétrica debido al



teorema reciproco de Maxwell - Betti.

3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS.

Existen basicamente dos métodos generales, para la resolucidn
de estructuras hiperestadticas principalmente y que son el método de
las flexibilidades (o de las fuerzas) y el método de las rigideces
(0o de los desplazamientos) qué se describen en los parrafos siguien
tes. |

Mas adelante se analizan con detalle cada uno de estos métodos.

3.1.~ Método de las flexibilidades.

En el inciso 2.2 al hablar de cdlculo de deflexiones, se intro
dujo el concepto de matriz de flexibilidades de una estructura.

A continuacidn se definird el método de 1as.flexibilidades.

En este método las incdgnitas son las fuerzas redundantes que
se calculan superponiendo desplazamientos de estructuras isostdti
cas y p]antean@o las ecuaciones para resolver las incdgnitas con
base en la compatibilidad de deformaciones de la estructura.

Las ecuaciones de compatibilidad son del tipo:

Iof + 03 {rf- 1 4

en la cual

D = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas externas.
F = vector de las fuerzas redundantes
f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan des-

plazamientos debidos a fuerzas unitarias.
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La secuela de cd@lculo sed entonces:

1) Determinar el grado de hiperestdticidad

2) Plantear la estructura primaria isostatica

3) Determinar los desplazamientos debidos a 1as cargas en los
puntos liberados.

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las
redundantes supuestas con valores unitarios, que son los
coeficientes de f]exibi%ad

- 5) Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a cada
reduntante con base en condiciones de compatibilidad de

deformaciones.
A continuacidn se indica el ejemplo 3 de aplicacidn.

3.2.- Método de las rigideces.

,En este método, las incdgnitas son los desplazamientos nodales
y los elementos mecdncios se calculan superponiendo una est_ructura
a 1; cual se restringen los desplazamientos nodales calculando las
fuerzas que provocan estas restiricciones.

Posteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamien-
tos en los nudos, calculando los coeficientes de rigidez correspon-
dientes.

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan 1los
desplazamientos y con éstos se determinas los elementos mecadnicos
por superposicidn.

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma:

LAl e

\



en la cual:

vector columna que depende de las cargas externas

hamam WP
-n
—
]

[Kﬁ)= matriz de rigideces cuyos elementos represehtan fuerzas(bsuoum)
debidas a desplazamientos unitarios.
No depende de las cargas
? 05 = vector que representa las incOgnitas que son los despla
zamientos’
La secuela de cdlculo sera:
1} Encontrar el nimero de desplazamiéntos nodales posibles
2) Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuer-
zas noda1és.de fijacidn correspondientes
3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desp]ézamiéntds
unitarios inicialmente impedidos, calculando Tas fuerzas
correspondientes {coeficientes de rigidez)
4) Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcular los des
plazamientos
5) Los elementos mecanicos se obtendran delsuperponer la es-
tructura impedida de desplazarse en (2 ) con las corres-
pondientes liberadas una a una
A continuacidn el ejemplo 4 muestra Ja aplicacion de este

método.
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4.- PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDECES.
la relacién entre la matriz de flexibilidad y Ja de rigidez
se establecera a través del siguiente ejemplo (Fig. 44. |
Los desplazamientos {[J{ se pueden expresar en términos de
desplazamientos de cada una de las fuerzas actuando y superponiendo:

{(fiquraib).

D1 = fI11F1 + f12 F2 + ...+ 14 Fn
D2 = f21F1 + f22 F2 + ...+ f2n Fn
Dn = fp1Fl + fp2 F2 + ...+ fan Fn

[f] nxn {anxl - {D\n_xl 4.1

resolviendo 4.1

{Fi nx1 =[f]r-1ln {DE nxl 4.2

La ecuacidn 4.2 puede usarse para determiwnar las fuerzas for-

mando los elementos de la matriz de rigidez de 1a misma estructuras

XU N N L
R S N LU
. ’ F.=
I-FAJ J['r".) i J;-rii } (L )
~ -‘-F"’k" %ﬁ,,k,.gFglskjt% . CC)
W Fql']‘-*'
! Firmi<ie ' F\“k‘\lF.S": kak‘b (A, )
F;g'k!.t
‘ F ."LJ‘J. Fui=ka;
- S

rIG .Y F4J:ka' Dnj"



Si la estructura es deformada por fuerzas Fj1, F»q1, Fni1, a

traves de coordenadas tales que el desplazamiento D] = 1, mien-

tras que Dp = D3 = ... Dn = 0, Fig.4(c)
F11 1
F21 = ,F '1 0
F31 0
Fnl é

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la

estructura deformada tal que D2 = 1, mientras que Dy = D3 = :..=Dy = 0

(fig.1d).
Frz| 0
Fgo | -1 1
F32 = f 0
Fn2 6

En caso general, si Dj = 1, mientras todos los otros desplaza-

mientos son cero, las ecuaciones serdn:

1’ Fi1. Fi2 ... Fin _ -111 0 0
F21 F22 e an = [-f ] 0 1 0
F3 . . R (e o A

1 Fni Fry "~ Fnn 0 0 1

siendo las fuerzas Fij de la izquierda en esta ecuacidn los ele-

mentos de la matriz de rigideces, por lo tanto:

[K] : [f]-l G {1('1‘1 ='[fl4.3
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La matriz de rigideces es la inversa de la de f]exibi]idadeQ

y viceversa, teniendo el mismo sistema de coordenadas para fuerzas

y desplazamientos.

Sin embargo en el analisis por flexibilidad
se transforma la estructura en isostatica: y el sistema de coor-
denadas representan la localizacidon y direccion de las restric-
ciones y en cambio en rigideces, se agregan fuerzas para restrin
gir desplazamientos de nudos, siendo su sistema de coordenada
la localizacién y direccidon de los desplamientos incédgnitas, por
1o tando la inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en.el
método de las fuerzas en una matriz, en la cual los elementos son
coeficientes de rigidez, pero no los que Se utilizan en el anali-
sis del método de rigidez y viceversa.

Propiedades de simetria.

Como se demostrd en el teorema reciproco de Maxwell-Betti y
con relacion a la matriz de flexibilidades, ha;e que esta matriz
sea simétrica. Como la ecuacidn 4.3 indica que la matriz de rige-
deces es la inversa de la matriz de flexibilidades, sera también
simeétrica, es decir que los coeficientes de la matriz de rigide-
ces seran entonces:

Kij = Kji 4.4

Otra propiedad importante es que Jos coeficientes de 1a diago-

nal principal " fij 6 Kjj deben ser positivos ya que para el cdlcu

1o de fiji el desplazamiento ocurrira en la coordenada i debida a
una fuerza unitaria en i, teniendo ambos 1a misma direccidn y en
forma semejante para Kii, la fuerza negesaria enla coordenada i que
provoca un desplazamiento unitario en i, tendran la misma direc-

cion.
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Si en la ecuacién (2.3) se substituyen los desplazamientos expre
sados en la ecuacion 4.1, se tiene:

L“X T 2 {F }Tnxl [f]nxJFS(a.s)

y por otro lado, substituyendo la ecuacidén (3.2} de nuevo en la 4.1

I”Lxl e {D iT[K_”D& (4.6)

De las ecuaciones 4.5 y 4.6, los miembros de la derecha tienen
forma cuadratica de las variables F o0 D y ésta es positivamente de-
finida si tiene valores positivos para cualquier valor no nulo de
la variable y sera cero si F 0 D son cero.

Por lo anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el traba-
jo externo de fuerzas a través de desplazamientos y esta cantidad de
be ser positiva en una estructura estable, deduciendo que en esa fo~

ma cuadratica, las matrices |f| y K| son matrices positivamente au-
p

finidas, siendo los determinantes de [f] y [Kl mayores que cero.

Seleccibn del método de las flexibilidades o de las rigideces.

Para seleccionar cualgquiera de los dos métodos generales, es
necesario haberse familiarizado con ellos, para poder decidir en ca-
da caso cual seria de aplicacidn mas sencilla.

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios:

1.- E1 nimero de incdgnitas es en general mayor en el método de
las rigideces que en flexibilidades, pero la formulacidn de las ecua
ciones es mas sencilla y de mas facil apTibacién para programas de
computadora, debido principalmente a la dificultad de programar 1la

estructura primaria.



2.- Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sis-.
temas relativamente pequefios, la seleccidn dependerd de compa-
rar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el nime

ro de grados de libertad en rigideces.



5.- METODO DE LAS FLEXIBILIDADES.
En el inciso 3 se describid este método. A continuacidén se

analizan en detalle la aplicacidn de matrices para su resolucién.

5.1.- Matriz de transformacidn de fuerzas.

En una estructura estdticamente determinada cada una de las
fuerzas internas de sus elementos puede expresarse en funcidn

de las fuerzas externas nodales, por medio de la ecuacidn de equi

librio:
p1 = bll F1 + bl2 + .... + blnFn
p2 = b21 F1 + b22 F2 + ... + banFn
pn = bmlFl + BmZ2 F2 + ,..®*bmnFn

en la cual p son las fuerzas internas y F el conjunto del siste
ma de cargas aplicada a la estructura.
No existe relacidén entre los subindices de F y p

En forma matricial:
of - (11 (5.v)
en la cual |

bli bl2... bln
b =|b2l b22... ban (S.t)

Sml bme... bmn mxn

[b] es la matriz de transformacidén de fuerzas que relaciona las

fuerzas internas con las externas.
La matriz [bl es una matriz rectangular y el elemento bij
representa el valor de la componente de pi de la fuerza interna,

producida por la fuerza externa Fj de valor unitario.



Cuando la estructura es hiperestatica, las fuerzas internas
no pueden determinarse en funcidn de las cargas externas aplican-
do solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciendo 1la
estructura isostatica, que 1lamaremos primaria, suprimiendo 1las
redundantes, como se hace en el método de las flexibilidades, se
considera la estructura primaria'sujeta primeramente a las cargas
reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta for-
ma, se puedemexpresar las fuerzas internas de los elementos en fun
cion de las cargas externas F y de las redundantes o hiperestati-

cas R, como sigue: R
?pi=[bs=] P+ [oa] =)

o utilizando la propiedad de subdivisidn de matrices: o~

[ Eoe] {5 - (s4)

En la cual:

‘matriz de transformacion de fuerzas externas en la

r~—
o
-
—
f

gque cada columna representa los valores de p producidos
por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la estruc-

tura primaria con redundantes nulas.

—
o
=
[ye— |
il

Matriz de transformacion de fuerzas redundantes en la que
cada columna representa los valores de p producidos por
redundantes unitarias aplicadas a la estructura primaria

con fuerzas externas nulas.



5.2.- Solucidon matricial generalizada por el método de las flexibi-

lidades.
Considerando un elemento aislade, despreciando los efectos de

fuerza axial \

MA Mo (-HA .
(‘\ Da Dp O D‘i "\':’C\¥ v Lt AL
M TVA L V [.“H'l:c_ﬁ[LL c]

Ca) | ()

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden

M QA
expresar: 2p§= I A{ ; ?D{= i

"B Rs
quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma
componente del vector carga.

La matriz de flexibilidades de la barra serd como se indicéd

anteriormente:

[fhl= 1 2 1 y la relacidn con las deforma-
6E 1 1 2

{q{ - [fM]{P& (s.5)

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones quedaran

ciones es:

como sigue:

p1 D1
{f- 72 p. /P2
on Dy

Los subindices se refieren a la designacidén de cada elemento
en que se ha descompuesto la estructura.



- 30 -

En 1a ecuacidn 5.4 se puede ver por el principio de contra-
gradiencia, tal y como se verd para el cdlculo de los desplaza-

mientos; que:

Siendo De los desplazamientos debidos a )F& y Dg

los dep]azaﬁientos debidos a las redundantes ZR( , obteniéndo-

RN
P - [w ] fef e

Para calcular las redundantes, se substituye el valor {p {

e, .
=
-
P ——
I

de la ecuacidn de equilibrio 5.3 en lTa ecuacidn que relaciona:

deformaciones y fuerzas, expresada en ecuacidon (5.5):



S

- g

Por Gltimo, si substituimos el valor de las deformaciones

obtenidas en 5.9, en la ecuacidn de continuidad 5.8, se tendra:

{117 (%

ICURICIERSEA AT

y debido al principio de compatibilidad de deformaciones, las
discontinuidades impuestas para obtener la estructura primaria
isostatica no existen realmente, los valores de ; DR& deben ser

nulos:

P Llb A T Ll o o

Ecuacidn que'permite calcular los valores de las redundantes.
E1 producto de las tres primera3 matrices del primer miembro
de la ecuacidn 5.11 y que estan premultiplicando al vector F, re-
presentan la aplicacion del principio de.trabajos virtuales tal y
COMO Se expuso anteriormente en la ecuacidn 2.18. Este primer tér-
mino da como resultado.un vector de nRx1 y representa los despla-

zamientos debidecs a las fuerzas aplicadas a la estructura.

10



En forma semejante, las tres primeras matrices del segundo
término 5.11 y que estan premultiplicando a las redundantes, re-
presentan la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructu-
ra, tal y como se expreso en la ecuacion 2.25. Esta matriz sera
siempre cuadrada, simétrica, no singular y de orden n R x n R.

Este segundo término del primer miembro de la ecuaciénIS.ll
"representa fTsicaménte los desplazamientos debidos a las redundan
tes.

La forma mas general de la ecuacion 5.11 se escribe de la ma-

nera Siguiente:

KbRy[f”]KbF] i IleTl fM]( bRH Ri y ?/Da'\ 5.12

ET vector Da indica los desplazamientos reales que ocurren
en los coordenadas seleccionadas en la estructura primaria, sien
do igua]es'a cero generalmente en la.practica o iguales’'a los
desplazamientos reales impuestos D, como serfan asentamientos de

apoyos, giros,efectos de temperatura, resortes eldsticos, etc.
De Ta ecuacidon 5.11:

SRS O R PN A 0| AT

Con las redundantes R obtenidas, aplicando el principio de

superposicién se obtienen los elementos mecanicos:

ER BT —



Las ecuaciones anteriores son validas para cualquier tipo de
estructuras: armaduras, vigas, marcos, ete. ., tomando las flexibi
lidades correspondientes de axial, flexidon, etc.

| Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecua-

cion equilibrio:

e CRGEE

siendo }po& el vector de fuerzas internas en las barras debidas
a fuerzas externas \F‘§‘ap]icada en la estructura primaria, que-

dando la ecuacidn 5.1%

o0 37 Do {ood <Loa 17 Do e <] - 0 50

ecuaciones en las cuales no serd necesario calcu1ar\[ bF]

Para calcular los desplazamientos, la ecuacion 5.3 puede escri

{ F E i& FEY T (5.4)
R
T
b
Dp -°F--
f) { b T {Q\ ( 5.21)

desplazamientos debidos a tF{

/

birse:

[we]
-n
—"
1]

En 1a cual:

desplazamientos debidos a lasredundantes

?
}

(o)
o)
—
It



!
Por el principio de contragradiencia:

201:& [bF—] TZ}Qi (5.22)
RDRﬂ [bR]T{Q(( (5.23)

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que 10s elementos

de la estructura no estan realmente "cortados”, los valores de DR

deben ser nulos.

Por otro lado como:

%Q(= [fM]{ p& (5.24)
que es l1a ley de Hooke al revés, substituyendo en 5.22
T | T
D} =1 b - b
f i {F ] {Q{ [ F] [r.]sz&(s.zs)

Esta ecuacidn permite calcular los desplazamientos ap]icando

una fuerza unitaria en la estructura primarja isostdtica.

5.21.- Caso de fuerzas aplicadas en 1os elementos

La solucién matricial generalizada requiere que las fuerzas
estén aplicadas en los nudos, lo cual supone que en el caso de vi-
gas y marcos que el momento flexionante entre nudos varia linealmen

te y que los desplazamientos entre nudos son nulos.



Sin embargo como en la prdctica las cargas se aplican en cual
quier punto, habrd que transladarlas a los nudos préviamente se
leccionados, calculando ademds los desplazamientos locales debidos
a estas cargas en los nudos externos del elemento considerado.

Las deformacibnes 1oca1e§ deben tomar en cuenta las condiciones
de frontera, establecidas para cada barra, cuando se subdivide 1a
estructura en elementos. La expresion para obtener Tos desplaza-
mientos seglin el sistema de redundantes basada en el teorema de

traba jos virtuales, sera:

BV o]

en la cual D"‘ es el vector de desplazamientos impuesto a cada ele

mento debido a las cargas aplicadas sobre &1,

-

5.3- Resumen de aplicacion del método de las flexibilidades

5.31- Estructuras isostdticas.
a) Las fuerzas internas se obtienen con la aplicacion de
la ecuacibén de equilibrio:
(U

b) Los desplazamientos nodales se calcularan:
Pof [0 [l Lad el L1(RY
(Nota.- En el caso de vigas o marcos cargados en los elementos
deberdn trasladarse las cargas a los nudos).

£1 ejemplo No. 5 muestra 1la aplicacién del método a una arma-

dura isostatica.



5.32.- Estructuras hiperestaticas.

- A

a)

b)

e)

f)

Definir la estructura primaria y por lo tanto
especificar cuales son las redundantes

Calcular vector de fuerzas y la matriz de trans
formacidén de redundantes {bR] y la asociada a
las cargas[ bF]

Calcular la matriz de flexibilidad no ensambla

da de los elementos .[fM]

Calcular el producto [bR ]T.[ fM][-bF] que

es la matriz de flexib. asociada a las cargas
Calcular la matriz de flexibilidades ensamblada

de Ta estructura

leR (o] [ #ullee]

Plantear y resolver las ecuaciones de compati-

bilidad de deformaciones: !

SIS

g9)

Si se desea calcular los desplazamientos.

Dp = {_b!;i-r [‘FMI )Fé

Los sigutentes ejemplos ilustran Ta aplicacidn de la secuela

mencionada.
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5.4-Variante propuesta para el calculo de la matriz de flexibilidades en el caso

de flexidn. (ref. 3)

o .7 e:. Emvigas y marcos, la matriz de flexibilidades de
da elemento estad formada por cuatro términos, como se vido en la ecua

cion 2.24A ,
[f]z‘ L 2 1
M 6EI 1 2

Para Tograr qué la matriz de flexibilidades sea diagohal, como
sucede en el caso de las armaduras, debido a la forma de multiplica-
cion del producto:

m M
T dx
si en una estructura de n elementos, se 1lama ¢p a las fuerzas in-
ternas, y definimos tres ordenadas por elemento, en tal forma:

Ma
que pi = Mb , sean los momentos flexionantes de
/
acuerdo con la Fig. o Me

L'/?. + L/L

ey ,

Integrando un polinomio de grado 2, de 1a forma Y = Ax? +8x+C,
la 1ntegra1 sera una funcién 11nea1 de las ordenadas Ya,Yb y Yc.

En el caso de carga uniformemente repartida la variacidon de M
sera parab0lica y como la variacidn de m siempre es lineal, la inte-

gracion del producto m M sera:
- L 100 B
[fMJ o= Jo4o (2.23B)
- . BEI 001
que es semejante a ta formula de Simpson. (Ref. 5), esta matriz sera
de 1a misma forma si se integra el producto M lineal multiplicado
por m. . '
Se puede también diagonalizar la matriz de flexibilidad para el
caso de variacion de M en tercer o cuatro grado, integrando. la ecua

cion de una conica de 3°0 4°grado, debido a la variacion lineal de
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Por tratarse de matrices diagonales, la ecuacidn 3.10 se puede

almacenar en un vector de la forma: . E

1

f ’=__L_ 4
M i bEI 1

(2.218)

La ecuacién 221€, presenta ventajas importantes con relacidn

a la matriz de flexibilidades en flexidn de la forma (2.28A) :

a)

b)

La matriz es diagonal, por lo tanto de mas facil manejo

operativo, a pesar de tener un renglon mas.

En el caso de cargas uniformemente repartidas, uti]izando
la matriz diagonal,nd es necesario pasar las cargas a los
nudos y luego trasponerlas como se indicd en la pag. 357,

simplificéndosé en forma considerable el trabajo.

= El ejemplo < No. 12! ., muestra la forma de aplicar

la secuela de cdlculo asi como la variante mencionada, pa-

ra resolver un marco rigido mediante el metodo de las fie-

xibilidades.
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Resclver Ja armadura ~ por Alexibilidades .

4 1 AF = ¢cte,
|
I/ l F T
' 10 Tor
. 4 m L 4 m .
1 | -
e
SQIUCIOV\
do—= 1o esthuctors es hiperes ta tica en
Z2° grado gy /la estructura primana  seleccionade
rd .
sera /o siguiente
-5 -5
z 21
0‘\
(] A y
o5 | gl -5 £l vector Jde
= \ o2 3, & 1 -
o > c:a‘r -fuartox mderenas
el r£1 Fo t[\”‘ F2
(143024 o o 72 - 7 h
T -5
T /10 '2
5 5
-5
£/ vectorl pol 4 o
v X1 o
+7.01
o
+ 7.017
0
o
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Lalcolando el pro dvcto l:b/? J [_’(J [,001

4 ] -5 T

4 - 5

4 -5

4 -5

4 0
[‘FN.T’]‘ 4 -, 0 _

5. 65 AE t 1.01 -

4 0

5. 65 t+1.01

5.65 0

5.65 o)

-0.707 - 0. 1071
Q

- DI F1 -

68 . 728

Lellrte |

-DxF

<8 .28

!
X —

- 207 ]
-20
- 20
- 20
o
0
t 90
0
+ 40
o
4]

o 0 0

-0.761-01407 -0 101

AE

-0.7107T +1 =0 707 O 10

Q g - g 101+ 0}

N\

-20
- 20
- 20
-20

<0
+40
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Ahora calcvlondo el producto

[Fu ][ be] -

X fxz

BT ] -

1]

7]

! a

o

< -0.70.1

4 - 0.10.1
4 0
4 0
4 0]
4 -

5 65 -0.170.1
< Tt

5. 65 -0. 1701
5 65 0
565 . + |
— L O

- =0.07-0.701 00 C-0707+|-0.701 O +10

¢ o01-0301-0101 O

/9. 32

/9. 32

ecvac/ion de compotibilidad de

[on] [£e] [l

-2.83
-283
o
o
O
-283
1565
-2 83

! S .65

[- 283
|-Z.82

o -p.707 1 0

- 2.83
+5. 65
-2. 83

t5.65

CORNGIONE

€8 . 28

e8. 28

[
X

A £

-2.83
-283
-2.832

~ 283
+5.65

+s. 65

- 283
-283
- 28

- 2.83
+5.65

+ 5.65

de formacion sera :

3.2

1+
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barras
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Frletr et

1

5

€r]

-
-

P
seran .

oy

(e}
(

2.713
2 73
2.13
2.13
.13
213
3.81
+t4.52
t 3.87
- 3.2

L-—32 }
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Calculo de [-L\]
1 33 © 7
['{\M] :‘j’: 4.24
AT O ¢ L4
‘ 3
L ‘i—aﬂ
(1= Dbn] " LEILLRT = L
AE
C\lcu(\,mab. \.L\ut';-, . - 3“&'1(3
T - |
[on 1704 1 pe} =4 o
: + 400
Loa Zevi Cion tlQ_ c_owr;_4-l|o|\td1tl
cltﬁ(\orw\.\c-mvxa_s Sery”

Dof + [F1R)={e)

T

Ry
i‘m
Ra

13.0) =2,14 =-7.L+
[
+- -1.12
AE 6 ©
-7.24 O . %99

|

-
—

-16.44
-5.85
+19,43 -Lo“
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-45
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Ejemplo No.- 8

Resolver la vigo siguiente por el metodo de Ja
Flexibilidad - _
!
3 ton/m 3 ton /m
/\/\&/\/\ /F\_/\/C’\/\ A
A paN yAN yaN EI= cfte.
© m ) o m e rm
® © ®
S5o0lvecion -

£/ grado de  hiperestaticidod es dos y se selec-

cionara’  /a siguienfe estructura  primaria :

| \Rl/ \Rz/

Das
N N N/

Mag Map Mpe Mee Mo Moc

. . )
los veclores de fvereas ¢ desplaramienfos sera’:
’ Y , Y

Mas | | Dar
Mea Dea
F= < Mge { p: { Dec
Meo o Dce
Mco ‘ : Dco
Mopc . Doc |
\ )

Lomo el sistema de fvertas externas no estd aplicado en
los nvdos ,hadra gue ‘trasjadarlo a los apoyos y calolss

los  giros en los extiemecs de las  barras .

®F=I’"£ dx
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El  vector de carga sera ;
/_q }
e, o
2. p
-9
\ )
3 ton/m 3 fon /m
O Ae O BA Ocp O AC
I oy 21
GCBA = QOBC=Qco=0 2¢ =3 lu(’-EI

Fl veclor de dejp/azam!'?nfa sera’:
/

21

21

1 - ¢ o A
o f - zo‘r ' ex
27

/

Lalevio de wmaltrices de

Trazaﬂdo
fverzas upitarias y

los diagramas Jde
redvndantes

momen tos

unis laria s .

N .
trons formacion de fverzas

debidos a
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Q o) Q
AN AN AN PAN

Para las condiciones Fz =1, Fa:lyFa:it Tompoco producen

momentcs flexionales | por lo tanto la matriz [b?] sera :

G
C;l‘culo d e [bR]
Ri=1 Rz:1

C D A B

8 [ Ne [
X\ X R A S5 W —_
1

(-) V (-] [

mdftriz de transformacion de redvndantes  sepa’ :

>
|

la
R R2
Mas o o N o
Mea - o - o
Mac -t o _ -1 o)
[bﬂ:l- Mc s o -1 - o) -1
6% 2 Mco O - o) -1
Mpc o] 0 o} 0

Lalcolo  de | 7m]

la matriz de //-?u'bi/r'dades‘ no ensamblada sera’ :

L#cal

)
[; fad - ! 5 oize o
M] = . , = 12
[#ee) 6EI {O0. 0e¢iz o
' o 12
0 6
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El prodecto [bﬂ]T[ﬁ'l Lbe] - o __, 

/a/:a/o del prodyeto [bR] [fﬁ] [bk] que es lo matriz
de //ex:brhdades ensamblada

_ —r _
= ] ] [: J I 4 !
[f | [b | EM or | = 7 : 4
los desplazgmientos devidos a las cargas en los
borras , referidas al sistema general seran :

{D,} = [bﬂ] {p} ; [g o 01 -t oﬂ . 71{ -'}‘
| el “ }
,'

bor lo cval Jos desplazamientos fotales debidos a

Jas cargas 5e\’mfr s |
Pl Lol ez () 2]
y /a €£r/amb;? ae ca;mpa'h'bf'/fdad de de/armaa'ones 5?15’.'
[DXT"}J-‘— /-! {R} :{a}
- A Rl [ ]
2 {0l dHEH
r/?- .| 5.4
de donrde . IR? - 5 4 Jamn=va
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Diagrama de momentos flevionantes (Fow-wa )
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Ejempfo /Va 11

Resolver  por f/exzb:/;dadaszonﬁfa’emna’o etectos- de flowon
y calcvlor los desplazaménios. de Jos nudos.

1.0 Ton.
32m l

B - SN Va
E-I:6600 fon-m?
3m Op =+t o0 poz rad.
5 m.
5 ton
— e D
‘ rTtIT NI
4.$ . D 2.5m.
VR
A
e &m |
T A
So0lyecion .

la estryclura es hiperestadtica en Fercer

grado y se
seleccionara /g siguiente  estroctora pr:mana :

/ .
N
5ianJ E ,/R2
don .

PRI A8 Zplrc ot s

D N

R3
L2l ZrFS YNV
A Msc Mee R\-/ )
/ Sisterra de
OA A (W( 950 rédyn danded
Ope ™ .
' Dpe
‘C_),h'tb




= l

. . !
Los vectores de fverras infernas y desplazamientos seran:

/ \ ¢ h
,MAB» Dasi
::B’“ Daa
] gc | Dec
< = £ .
{/0 j fee {D} = < Des |
Mco
Dco
Noc Dpe

\ / _ N /

Llomo el sistema de fverzas externas no ests aplicado
ern los  nvdos , hobra gque frasladarlos a /los apoyes ;
para hacerlo se a,o//'cara;q las ecvaciones de estatia

5 7/ 5
L

Pz;g P3:5

2.8 J J
Pr-3
3 =
TEITIs

—lA
2 T 777 Zii7

2

E] vector de carga serd:

’ . .
Ademas ¢/ sislema exteérno de cargas por estar aplicado
en Jas barras impone deformacicnes que se calevlan

con la expresion de Fravajo virtvales .

_ M
GF-IMAE}—. dx
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Hacl'eﬂdo vso de las 1ablas

N Dima
3 D .
my/tiplicar diagramas .

5 ton.

4.5 D'AB B, /15 75

Ding £
Diap = *}-'% —
10
B | ;
. Dica
Oige Dige - Dico =—:i'15— O =

Fara poder calevlar las. matrices

Foer

¢y

para -

~

de transformacionr de

ras , se calcvlaran los diagramas deb/dos 4
fverzas externas wvnitarios y los de redvndancia

torias .

Fr - 4 Fi= 1 Fz:-1

[ S
(37
9

YRR

br v e

Jreid o1t rrilr




Rl = j / 7 = 1 R a3 - .{
— : © \ Q
| l
ﬁé? reefx \v
PETRE YT TEL R} - i
Re= 4 ]
2/3 i (+) 2/3 (|1
¢ e
+ {+)
{#?
(+) Yy -y y ez pt s H T
ENTERT eI NI
i0
[ a miatriz d€ Frans Yorm acion dJde carga 56"67, ;
Lol (7)
Fi=l Fz:l  F3:l
| o T o o o
Mas o o)
MEC (o) O b ) 0 ®) 0
M:cs -5 o 0 °1- -5 o0 ©
Mceo -5 0 g 'g g g
Moc '
© ° 0 L —
la matriz de tras formacion de re dvndante :
R Rz K3
Mas / o 0 . /I o o
Mg A 0 / o 0 l 0
Msc 0 I o “be |- o I o
MNce - 2/3 2/3 / - -2/3 2/3 |
Meo - 2/3 2/3 / - 2,3 2/3 '
Noc o o ! o o !




- go.’

Lalcvlo de. [fM] |

La wmatric no ensambleda Jde la estrvctyra sera :

T_—f.aa] B /5 15 0 o0 o0 o

[{Mj - | \fac] __/ |75 15 0 o0 o o©
fen]l ¢47) o © 12 6 0.0

N B o .0 6 12 o0 o©

© o0 o0 o {0 5

©o o o0 o 5 10

lalculo a’e/‘ prodve fo [bR:]T [//‘w} .[ba—]: [fp]

73. 33 o o

R T i

/135 ) 0




o !

Lalcolp  del prqdwf'o [bﬂ]r[ﬁw] l:bre ], que es
la smatriz de Flevipilidad

ensamblada
24.178 - 62 18 - 18
' )
= - 62. 18 44 18 24 X ———
7] . T
- 18 ' 24 4z
L .

A los desplazamientos

prodvei dos por el sistema
14
en 105 nudos , debera sumarse

Jas barras y que

ade carga

e/ de las cargas aplicacas en

re e rido al

sistema  general , mediante /a
ecvacion
0.75 |
(0} -[sd] {2)-1 251
22 50 £ 1L

FPor /o tar 1o

_ los desplazamientos Jolales debidos al
sistema Jde

£4argq exlerna sera !

o) =[6] {r}+ ()

—

73. 33 0 o) 3| o 75
d -/03. 33 0 0 5 s —ET 55.50
s FT - /135 0 0o 5 J l 22. 50
7/
. 7
_ 3". f—, . 1 0.75 | 37 42
I 3. f,' 50 £2 £5.50 77 3. 41
' 27 50

- 45 .00



las

’
seran!

-~

37. 42

- 45 4Go

R

Y Rz

R3

— 62.-

L4
€cvaciones de

compatibilidad

de . deformacion

+ 24

4z

.




5
sy 4+ 2.492
\/’3. 20
JEiiz:
\/ 2.58 T
T 1. 60 5.4s5
4.045
3.21 - {(4) g.87
Ve -)
(-)
4]
CL s !
3.20
()

P TIICIIrr =

7. €0

Dragrama de momentos fFinales Jas Fverzas internas
se obtienen calculando  por sv syprposicion los efectos
debidos g carga externas g por redvrndanites

(rl=ee] [Fhelee] (A}



EJEMPLO HNo. 12 7

Analizar el marco siguiente utilizando el método de las
flexibilidades.

1) Sin diagonalizar la matriz de flexibilidades.

2) Diagonalizéndola (variante propuesta).

LTI e

T 2EL < '
—— —— Yy

I0+eh : '

A EI E1

wA, . .
T ;\ZW#E“ 1 Qv 7f§7’1)
ALTERNATIVA 1

La estructura es hiperestatica en segundo grado y se elegira

la siguiente estructura primaria, isostatica.

[
%

;;%;i}ﬁﬂﬁx A

Estructura isostdatica y sistema de Redundantes.



Como el sistema de cargas no se encuentra aplicado en los
nudos, habrd que calcular las deformaciones angulares en los

extremos y se trasladardn las cargas a 10s nudos.

—
R
SeA m 2E1

T

T

G Bc
por el método de trabajos virtuales:

\J
m .

L

m
s

S as 6.25
O 8a | 8.75
D ={ D BC -1 41.66 %
ol r E] ?41 e
S CD :
3 e 0
0

Los signos positivos indican que el sentido supuesto a los
momentos virtuales aplicados fueron del mismo sentido que los des
plazamientos.

El sistema de fﬁerza: equivalente aplicado en los nudos se

presenta en la figura, provocando efgctos de flexidn solo la fuer

za de 7.5 ton. . . -‘F
25 41O i |
P @ —
. 1 I"r

—¥ L 7‘5;— > .. N

2.5

Sistema de cargas equivalente y diagrama de momentos.



La matriz de transformacidon de fuerzas sera:

e

—
o
-
_
g
N
1
—
1
O WO oo
(e N an]

Calculando ahora la matriz de redundantes

i

Mazli ‘
\- -

7 Mo ’
/A

=9

\ 1

3
o
o
L—d
1]
O OO

La matriz de flexibilidades no ensamblada

8 4

4 8

f 1 10 5
M S Ter 5 10

| F1 =1 F2 =
o 0 0

0 0

- 8] 0
[bFl -4 0
-4 0

0 0

)

BN

F3 = 1
Q
-0 7.5
0 |5 F =)os
0 -5
0
0
]
bp
RB= 1
-
- 1] !
-
-1
-
0
-

de la estructura sera:




La matriz de flexibilidades ensamblada sera:

RN CYR N Y-S S

Refiriendo los desplazamientos angulares debidos a las cargas
intermedias, al sistema general de cordenadas mediante la ecuacidon:

6.25

. [b ]T PD{_[-lo 011 0\ 1| slzs| | 354
1 " "R "] 0-1-1-1-1 0 |\ ET{41.66 )=+t
- “tai.e6f El|-92.07
0

0
Finalmente, calculando el primer término de la ecuacidon de com

patibilidad de deformaciones (3.8) y sumdndole los desplazamientos
debidos a las cargas intermedias se tendra:

I O S R O - AT e ey

£1 segundo miembro de la ecuacidn (3.8) serd:

' T MA ! 26 - 19 MA
[ bR\ ‘ qu [bR ‘] MB " §ET | -19 46 MB

Por lo tanto: _ ‘

- 54,59 26 - 19 MA , MA = 3.166ton-m
——1 + 1 = 0 )

El £ 22,910 ¢ MB =14.9 ton-m

m
—

543

el i 2149 AP
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Seleccionando la misma estructura isostdatica que en el caso
1. y debido a la presencia de la carga concentrada, se tendran
4 elementos:

R Mo C

me @6 3l »
S
| 4

TN IS SN

Resolviendo la estructura isostatica y calculando los momentos

en los extremos y al centro de cada elemento, se obtiene el vector
de cargas.




- @9 - ’

1

Obtencion de la matriz de redundantes[}oR}

MA= |

e | WS 1 i
PP — —-
©.1S 0, 1% '
/MB:l ‘ :
3 .
i
Q.28
——

,[oJ _ 0.17 ¥
R1 = 1 R2 = 1 _
-1 0
-0.625 - 0.375
-0.25 - 0.75
-0.25 - 0.75
- 0.125 - 0.875
- 0 -1
o] - | T
0 -1
0.5 -1
1.9 -1
1 -1
0.5 - 0.5
0 0

L

N
Es evidente que para calcular P°y bR, se puede prescindir del
trazo de diagramas de momentos. ' : '
La matriz de flexibilidades no ensamblada, de acuerdo con la
ecuacidn 3.11, es una matriz diagonal:



- 70 - Tt
-ri -
3
2 (]
3
1 [E] Nota.- E1 elemento 3 aparece divi
i ? ' dido entre 2 porque la iner
[fM]= — - - - - : cia de la viga es 21
_ 6E1 5
20
5 .
4
16 | [1]
4

la matriz de flexibilidades ensamblada seréa:

3= o Uedlad o [200 ]

Catculando ahora el producto:

{.bR]T [fM] epokz_l_ - 325.54

6EI 137.5

Las ecuaciones de compatibilidad seran:

- 325.54 25 - 19 | [ MA
+ 1 = 0

6EI 137.50 6EI | - 19 + 26 MB

De donde MA = 14.91 tm y MB = 3.16 tm

Comentarios: _
1) Las operaciones matriciales son mas rapidas en esta segun-

da a?ternétiva, debido a la diagonalizacidén de la matriz de flexi-
" bilidades no ensamblada, como sucede en el caso de armaduras .
2) E1 resultado es directo sin necesidad de usar matrices de
transformacion de coordenadas locales a generales como en la alter
nativa 1.



REFERENCIAS

Ghali A, Neville M, "Structural Analysis", Intext

Educational Publisher, Scranton 1972
Yuan-Yu Hsieh "Teoria de Estructuras" Prentice
Hall Internacional, Madrid ‘ 1982

Damy R; Julio, "Curso Analisis Estructural"™ DEPFI,
Facultad de Ingenieria, UNAM, México, D.F.

H.H. West "Andlisis de Estructuras" Compania Edi-
torial Continental, S.A. México. " 1984

W.A. Granville "Cdlculo Diferencial e Integral”
Union Tipografica Editorial Hispano Americana 1952



f!lI!’

_-qmmmu M T . LTI e P ST T
FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

CURSOS ABIERTOS
ANALISIS ESTRUCTURAL

METODOS DE RIGIDECES

ING. MIGUEL ANGEL RODRIGUEZ VEGA

Palacio de Mineris  Callede Tacutia®  Primer piso  Deleg. Cuauhtémoc 06000  México, D.F.  Tel: 5214020  Apdo. Postat M-2285



ANALISIS ESTRUCTURAL

L
METODO DE LAS RIGIDECES

CONTENIDO:

INTRODUCCION

INDETERMINACION CINEMATICA

COEFICIENTES DE RIGIDEZ

ECUACIONES DEL EQUILIBRIO .

PROCEDIMIENTO PARA OBTENER ELEMENTOS MECANICOS EN  VYIGAS
Y MARCOS HIPERESTATICOS

- PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE RIGIDECES

- EJEMPLOS

ANALISIS ESTRUCTURAL
FACULTAD DE INGENIERIA UNAM.

METODO DE LAS RIGIDECES
PAG, 1



INTRODUCCION

En 1880 Heinrich Manderla realizé 1los primeros estudios
considerando los desplazamientos de los nudos como incégnitas en el
analisis de wuna armadura, tomando en cuenta las deformaciones
producidas en los elementos de la estructura por la accién'de momentos
flexionantes y fuerzas axiales, para lo cual considerd que la armadura
tenia nudos rigidos. Este procedimiento resulté inadecuado por la
comple jidad que resultaba el resolver un sistema de ecuaciones, ya que
estaba en funcidn de los desplazamientos angulares y lineales de cada

nudo.

En 1892, Otto Mchr, desarrcllé un método aproximado para el
cdlculo de los esfuerzos producidos por la flexién en una armadura con
nudos rigidos, para lo cual también se necesité resolver un sistema de

ecuaciones, que estaba en términos de la rotacidn de los nudos.

En 1914, Alex Bendixen desarrollé el método pendiente-deflexién
para el andlisis de estructuras que requiere la solucién de un
sistema de ecuaciones en términos de los desplazamientos de los nudos.
En 1915, G.A. Maney dié a conocer el desarrollo de éste métode, el

cual era muy semejante al presentado por Mohr.

En 1930, Hardy Cross, did a conocer el método de la distribucidn
de momentos, que consistia en lograr el equilibrio de los momentos en
los nudos medlante aproximaciones sucesivas. Este método tuvo gran
aceptacién debido a que se evitd la necesidad de resolver el sistema
de ecuaciones que se requeria en el método de pendiente-deflexidn. Enl
1935, R.C. Southwell propuso el método de relajacidén de aproximaciones

sucesivas.

METODO DE LAS RIGIDECES
PAG. 2



Con el advenimiento de las computadoras se eliminé la solucién
del sistema de ecuaciones simultdneas como un obstacule para el
analisis estructural, lo que permitié la utilizacién de un método muy
generalizado, basandose en el método de pendiente-deflexidn, donde las
incégnitas son los desplazamientos. de los nudos, a este método de

analisis se le llamé método de las rigideces.

INDETERMINACION CINEMATICA.

En el método de las rigideces, al numero total de los
desplazamientos de los nudos no restringidos (y de los apoyos) se le

llama numero de grados de \libertad o grado de indeterminacién

cinematica. En una estructura plana, se pueden tener desplazamientos

lineales {en dos direcciones ortogonales}, y desplazamientos angulares

{giros) en cada nudo.

Para determinar el grado de indeterminacidén cinematica en una
estructura, es importante decidir si se tomarda en cuenta o no el
alargamiento o acortamiento de los miembros estructurales (deformacién
axial de barras). Por ejempleo, en la figura 1, case (a), si se toma en
cuenta la deformacién axial de barras, se tendrian 7 grados de
indeterminaciom cinematica, sin embargo si no se toma en cuenta la
deformacién axial de las barras solo se tendrian 4 grados de libertad,
como se ilustra en el caso (b) de la misma figura. En el caso de
armaduras no se toman encuenta las rotaciones de los nudos, Unicamente
los desplazamientos lineales de los nudos, como se observa en el caso

(c) de la figura 1.

En el método de las rTigideces, también llamado de los
desplazamientos, se tendra que definir una estructura restringida o

primaria (también llamada cinemidticamente restringida) en la que se

METODO DE LAS RIGCIDECES
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EJEMPLO |
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Estado 2
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Estado 3
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considera a todos los nudos empotrados y a partir de esto, se calculan
los momentos de empotramiento. que son los gque habra de equilibrar

posteriormente. A este prlmer paso del método se le conoce como el

estado T.

COEFICIENTES DE RIGIDEZ

Por rigidez debemos de entender que es la capacidad que tiene un
cuerpo para no deformarse cuando estid sujeto a cargas externas, dicha
deformacién puede ser un giro o un desplazamiento. Al referirnes a

cargas estamos considerando tanto fuerzas como momentos concentrados.

Las rigideces se expresan como sigue:

rA = rigidez angular.

M = momento en el extremo considerado.

¢ = giro en el extremo en donde se aplicé.
r. = rigidez de entrepiso.

Vv = cortante de entrepiso.

s =

= desplazamiento relativo de entrepiso.

La rigidez angular de barras de seccién constante, considerando
unicamente deformaciones por mcmento flexionante, se calculard para el

caso de la viga siguiente, donde el extremo A es un apoyo fijo y el

extremo B es un empotramiento:

t
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Como se vio anteriormente, la rigidez angular se calcula con la
expresidn: r, = MA / ¢A, como nuestra incégnita es el giro en el
punto A de la viga en estudio, tendremos que valuar el girc debido a

un momento aplicado en A como se indica en la siguiente figura:

®
My
—

=)

Aplicando el método de las flexibilidades para resclver la viga

hiperestiatica, tendremos la siguiente estructura primaria :

ESTRUCTURA PRIMARIA

ESTADO O M,
7N\ E El = cte.
| - L oo |
| I
MA:[ +
Mg
ESTADD I
Fre €> 1
/’Il
v ml
resolviendo la ecuacién de compatibilidad: 610 + R1 f11 = 0
donde:

METODO DE LAS RIGIDECES
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1 _ A
80~ TEET (L)(M,) (1) = 6EI
1 _ L
fl1 = =ET (L)) = 3ET
MAL L
sustituyendo: eET + Rl_ﬁff_ = 0
MA
resolviendo: R = -
1 2

Por lo tanto, ¢] diagrama de momento flexionante final sera:

Ma

Ly

-

Para poder determinar el valor de ¢A volveremos a emplear el
método de las flexibilidades, aplicando un momento unitario en el
punto A (en la direccidén donde se quiere encontrar el giro), por lo

que tendremos:

®

®
L~
£

oo e |

= 1

T .
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Mm
0

donde: ¢ = ) ds
1 MA MAL
sustituyendo: ¢A = <FT (L)(1)(2MA-. 5 ) = —2ET
M
: A
conociendo: r =
A ¢
A
sustituyendo: r, = 4EI

En el caso de una viga, donde su extremo B es un apoyo fijo,

valor de su rigidez angular cambia, calculandecse de 1la

siguiente:
M. ¢
A
g,= ? /\\___\ ______ El = cte
A M
| L o
- |
T
K
M
1
=== -
o
m,
1 L MA
Su giro sera: : ¢A = =BET (L) (MA)(i) = =EL
Su rigidez sera: rA = 3EI

ECUACIONES DEL EQuILIBRIO

el

manera

La base del método pendiente-desviacién estd en las ecuaciones de

METODO DE LAS RIGIDECES
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equilibrio, que nos definen los momentos en los extremos de cada barra
en funcién de los desplazamientos angulares de sus extremos y de los

desplazamientos lineales relativos entre sus extremos.

Si consideramos la siguiente barra, que se aislé de un sistema
estructural estdticamente determinado y que esta deformadoe debido a
las rotaciones en los extremos ¢A s @

B
relativo entre A y B, A. Los momento en sus extremos los llamaremos

y un desplazamiento lineal

MAB ¥y MBA que estan en funcién de sus deformaciones elasticas y de

las cargas que actuan sobre la barra.

e -

Para obtener los momentos MAB y MBA aplicaremos el método de

superposicién, sumando algebraicamente los efectos debido a:

1. El1 momento debido al giro ¢A del extremc A, manteniendo

empotrado el extremo B.

2. El momento debido al giro ¢B del extremo B, manteniendo

empotrado el extremo A.

3. El momento debido a la traslacién relativo A entre los

extremos A y B,

4. El1 momento debido a las cargas que actian sobre la barra, sin

alterar las deformaciones existentes en los extremos A y B.

HETODO DE LAS RIGIDECES
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Grados de indeterminacidn cinemaéatica

GILC =7

R

dg

O
Se considera la
deformacién axial
de barras.
Ny
A
bz
(A)
&,
GIC. = 4 C\ /9—‘64
Se desprecia la P
deformacion axial
de barras.
&g
A
b
(B)
' 8, 8a 8
0z b4 Og
GIC = 12 =
G Og 10 e
\
3, g On
(C)
FIGURA 1
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Para determinar estos efectos se realizara lo siguiente:

1. Considerande la barra A-B, con las condiciones de soporte que
se indican en la figura 2(A), donde el extremo A gira un angulo ¢A,
mientras que el extremo B esta fijo, ¢ = 0, y no hay desplazamiento

)
relativo entre los extremos A y B, A = 0.

Utilizando el método de la viga conjugada, figura 2(B), con el
diagrama de momentos dividido entre EI como carga eladstica, donde ¢A
es la reaccién en sentido positivo, de tal manera que sea la pendiente

positiva que se busca de la viga real, por lo que tenemos la solucién:

e - B -

haciendo: ¥YM =0
donde: i 1 M (a)
’ BA 2 AB
MP L Y[ 2L MI L )(L
haciendo: TM =0 (p L) - |—aZ o |BA_II___I =9
) B A 2EI 3 2EI 3 -

sustituyendo (a) en la expresidén anterior:

Wi . _4EI

AB T %
por lo tanto:

1 2EI

BA L ¢

2. Si consideramos la estructura de la figura 2(C), en donde
ahora el extremo B se ha rotado un &ngulo ¢B y el extremo A estd
empotrado, procediendo de manera similar al caso anterior llegamos a

las sigulentes expresiones:

METODO DE LAS RIGIDECES
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M2 2EI

AB L ¢B
2 4E1
BA L ¢B

3. Considerando 1la figura 2(D), donde ahora se tiene un
desplazamiento relativo A entre los extremos de la barra (sin
rotaciones por estar empotrados). Observando a la estructura y debido
a simetria de la deformacién con respecto al punto central de 1la
barra, los dos momentos que actdan en los extremos deben ser iguales,

es decir:

Deben ser de signo negativo, pues tienen sentido antihorario. Por
el método de la viga conjugada, y considerando su respectivo diagrama
de momentos como cargas elasticas sobre la viga conjugada, figura Z(E)
se observa que debe actuar un momento igual a A en el extremo B,

debido al degplazamiento obligado A en la viga real.

. 3 3
< . _ ML 2L B ML L _
haciendo: Y MB =0 [_EET_}[_—§_] [—éiﬁ_] LTTJ - A =0
donde: M3 = GEI A
L
por lo tanto: M3 = M3 = - 6El A
AB BA La

4. Si1 consideramos a la barra A-B que no sufre deformaciones
debido a las cargas que tenga sobre su clarc, entonces podremos
calcular los momentos de empotramiento perfecto (ANEXO A), y que se
definen respectivamente en sus extremos por: M:B y M;A.

Sumando los cuatro efectos tendremos:

METODO DE LAS RIGIDECES
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= M o+ M o+ M+ M
AB AB AB AB AB
1 2 3
M = M + M2 e M o2 M
BA BaA BA BA BA

sustituyendo:

4RI 2EI 6E1 s

MAB - L ¢, L % - 12 A Mg
. 2EI AE1 6E1 4

Mox © L ¢A L ¢B - LZ_" R MBA

Las ecuaciones anteriores fueron para una barra sujeta a giros en
sus extremos A y B, con desplazamientos en uno de sus extremos, que
son el caso general de las ecuaciones pendiente-deflexién. Para
nuestro caso del método de las rigideces, y de forma matricial, las

ecuaciones de equilibrio son:

(F) + (K)(D) = (0) .

PROCEDIMIENTO PARA OBTENER ELEMENTO: MFraNicos EN  VIGAS

Y MARCOS HIPERESTATICOS

El procedimiente general para la sclucién de vigas y marcos

hiperestaticos se describira a continuacién:

1.- Se determina el numero de grados de libertad de la

estructura.

2.- Se empotran todas las barras en sus extremos, menos en los
apoyos de empotramiento, Estado I, logrando con ello una estructura

cinematicamente determinada.

HETODO DE LAS RIGIDECES
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3.- Se calculan las momentos de empotramieﬁto en los extremos de

las barras debidos a las cargas sobre ellas.

4.- Se liberan los nudos, Estados II, III, IV, etc. liberando los
desplazamientos unitarios uno a uno que fueron impedidos en el paso 2,
calculande las fuerzas necesarias para lograr estos desplazamientos

(coeficientes de rigidez).

5.- Se platean las ecuaciones del equilibrio, que serd un sistema
de n incégnitas, siendo n el numero de grados de llbertad cinematica

de la estructura.

6.- Se resuelve el sistema de ecuaciones, obteniendo los
desplazamientos de la estructura, tanto giros como desplazamientos

lineales.

7.- Con los giros y desplazamientos lineales se obtienen los
momentos en los extremos de las barras correspondientes, aplicando las

ecuaciones del equilibrio para cada caso, superponiendo cada Estado.

8.- Se obtienen los diagramas de momentos de la estructura real,
sumando los momentos obtenidos en paso 7 con los debidos a las cargas

gue actlan sobre las barras (superposicién).
9.- Por 14ltimo, se obtiene el diagrama de fuerzas cortantes

aplicando la estitica y el de fuerzas normales (si es el caso) por

equilibrio interno de la estructura, asi como sus reacciones.

PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE RIGIDECES

- La matriz de rigideces debe ser cuadrada, de orden n por n,

donde n seria igual al grado de indeterminacién cinematica.

METCDO DE LAS RIGIDECES
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- Tiene propiedades de simetria: kij = kJi

- Los ceoeficientes de la diagonal principal deben ser positivos.

- Debe ser una matriz positivamente definida, es decir, su

determinante debe ser mayor que cero.

- La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades,
sin embargo se debe tenef en cuenta que por flexibilidades se basa en
una estructura isostatica, y el sistema de coordenadas representan la
localizacidén y direccién de las restricciones, y en cambio en
rigideces, se restringen desplazamientos en nudos, siende su sistema
de coordenada la localizacidén y direccidén de los desplazamientos
incégnitas, por 1lo tanto tanto 1la inversa de la matriz de
flexibilidades utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en
la cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se

utilizan en el analisis del método de rigidez y viceversa.

NOTA: Estos apuntes fueron elaborados por el Ing. Miguel Angel Rodri--
guez Vega. Profesor Facultad de Ingenieria. UNAM.
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UNA SISTEMATIZACION DEL ANALISIS DE MARCOS
PLANOS SIN CONSIDERAR DEFORMACIONES AXIALES
DE SUS BARRAS

Julio Damy Rios (I)

1 -fnzsuuzu

Se presenta un método para anahizar marcos planos de cualquier forma, sin consi-
derar -deformaciones axizles en sus barras. En una forma sencilla se obtienen los
grados de libertad, la matriz que relacicna €stos con los desplazamientos trans-
versales de las barras, as{ como la matriz de rigidez de la estructura. En mu-
chos casos se 1ustifica no considerar deformaciones axlales de las barras ya
que este efectn es desprecisble.

la ventaja del método radica ez que se disminuye el ndmero de inedgnitas, lo que
permite el uso ventajoso de mini y microcomputadoras, asi como su aplicacidn ma-
aual. : ) ,

IT |- INTRODUCCION

Antes del advenimiento de las computadoras, los marcos plancs de cualquier forma
se analizaban sin considerar deformaciones axiales de sus barras; la razdn era
evidente, las incdgnitas eran los giros y los desplazamiertos de los llamados
grados de libertad, en vez de tres incdgnitas por nudo, comc es el caso al comsi’
derar deformacicnes axiales, De hecho no se utilizaba el método de los desplaza-
mientos en su forma explicita;sino que se usaba el mitodo de Cross nedificade
combinade con los llamados dihgramas de Williot-Mohr (Ref. 1) que relacionaban
los desplazamientos transversales de cada barra; el procedimiento era bastante
engorroso y ¢iffcil de sistematizar.

En la década de los sesenta aparecio el programa STRESS desarrollado por el Dr.
S. Fenves; es el primer programa que utiliza el método general de los desplaza-
mientos, en la forma que hoy nos es tan conocida; considera deformaciones axia-
les, deformaciones por flexidn y por cortante de todas las barras, lo cual impli
- ca que por cada nudo hay tres incognitas: los desplazamientoa dx dy y el giro p
de los nudos; este planteamiento es gblo posible gracias a la nueva herramienta,
' 'la computadora, que en aquella &poca no era una palabra de uso comiin como lo es
ashora. El ripido desarrollo. de las computadoras lanzd al olvido a Cross y a
Williot-Mohr; sin embargo hay que hacer notar que en gran nimero de problemas -
estructurales, el considerar (nicamente deformaciones por flexidn de las barras;
como lo haclan estos métodos, no introduce grandes errores en los resultados

del analisis.

En el presente trabajo se introduce una forma de sistematizar un wmétodo de los
desplazamientos, en donde el anidlisis de los marcos considera sdlo flexién, lo
cual, en muchos casos, disminuye el ndmero de incdgnitas a menos de la mitad de
las del método general de los desplazamientos. La ventaja es evidente cuando se
usan mini o microcomputadoras con poca capacidad de almacenamiento ¢ cuando se
tiene que efectuar al andlisis manualmente. Otra modalidad de la presentacidn
consiste en no utilizar un planteamiento macricial directo, que en muchos casos

(1) Profesor de la Facultad de lngenierIa UNAM.



/ , ’-—2_—-
"
es muy deficiente, sino que se obtendrin expresiones sencillas que seran faciles
de programar

I11 - PLANTEAMIENTO GENWERAL

S1 no se consideran deformaciones sxisles de las barras {d.a.b.) los marcos tie-
nen un nimero limitado de desplazamientos independientes a los que se les llama

los grados de libertad; ilustremos 1o anterior com el ejewplo mostrado en la fi-
gura 1. Se trata de un marco de dos aguas con ng (4) barras orientadas y ny (3)

nudos, al no considerar d.a.b. itendremos las siguientes restricciones que rela-

clonan entre si a los desplazamientos de sus nudos:

&..——
barra 1 d,1 =0 '
barra 2 {dx2 - dx1) cosg + (dyz - dy1) senp = 0 -
barra 3 (dx3 - dy2) cosf - (dy3 - dyz) sen@ = 0
barra 4 dy3 = 0 '

estas cuatro ecuaciones son linealmente independientes, por lo que se puede ele-
gir a dos desplazamientos independientes que llamaremcs los grados de libertad
(g.1.), se llamari np al nimero de esos g.l.; los otros cuatros desplazamientos
dependen de los dos g.l. Arbitrariamente elegiremos como g.l..8 dx] y dx3, a
los que llamaremos D} y D7 respectivamente, por lo tanto:

dxl = D].

, d'yl = 0

dxp = 1/2 (D; + Dy)

dy2 = 1/2. (D - Dz) cotd
dx3 = Dy | ,
dy3 T 0 . .

estas relaciones se obtienen\graficamente usando el método de Hilliot—ﬂohr
(Ref.

Al aplicar el método de los desplazamientos, las incognitas sarén los dos g.l,
¥y los tres giros de los nudos &

. xj E ‘ .
- 2 . s
{}} 2t N
1

El problema se reduce a cbtener la matriz de rigidez (K) que relaciona estos
desplazamientos con los momentos aplicados en los nudos (My) y con las fuerzas
aplicadas paralelamente a los g.l. (Fy), véase figura 2.

WY [ F 0 [l

M3 Ky § K2 f |92 C
<.gl.L = . mr e .:'t.onunl ‘p%%-} .

pp| [k} a2 f lp,

\ "/ . | J Vo

Como se observa la matriz [ ] se ha subdividido en cuatro matrices que se o .
drdn por separado, &stas son’la _matriz |Ki1] de ordem (ny X ny), la matriz iizﬂj
-de ovden (np x np) v, _la matriz [Fli] de orden (ny x np), la matriz [k2!j
transpuesta de txlzJ

T

eg la
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IV - ARMADURA ANALOGA

La relacinn que guardan entre si los desplazamientos de un marco donde no se con
sideran d.a.b. es la misma que tienen los de un mecanismo de igual forma que el
marco pero compuesto de barras indeformables doblemente articuladas (figura 3),
al que se le llamar3 mecanismo anilogo; para que.esta analogla sea vidlida sera
necesario que los desplazamientos del mecanismo seam- pequefios.

Por facilidad en la figura 3 sé ha dibujado la configuracidn deformada del marco
comsiderando nulos a los giros; lo cual no afecta a las relaciones entre los des
plazamientos ya que éstas se fundan exclusivamente en no considerar d.a.b.

El problema de encontrar las relaciones entre los desplazamientos transversales
de las barras (&) com los g.l. (Dy), se reduce a encontrar esas relaciones en
el mecanismo analogo para lo cual estableceremos dos teoremas vdlidos sdlo para
desplazamientos pequedios. i

Teorema 1.

Los g.l. de un mecanismo estdn asociadcs a las barras que unidas a tierra se ne--
cesitan afiadir para que el mecanismo se convierta en una armadura estdticamente
estable (mecanismo indeformable) (ver figura 4). A esta armadura le llamaremos

la armadura andloga (a.a.). '

En la figura 4 (a) las barras asociadas a Dy y Dy son 1a 5 y.§, en la figura 4
(b) las asociadas a Dy, D, y D3 son las 6, 7 y 8 en la figura 4 (c) las asocia-
das a Dy y Dy son las 7 y B -

La demostracidn de este teorema es evidente ya que en las dos estructuras no hay -
d.a.b., obsérvese que hay varias alternativas de a. a. para un marco dado.

Teorema 2 - \

El desplazamiento (d) de cﬁalquier nudo en‘ﬁualqﬁier direccidn es una funcién 11
neal de los g.l. (&sto es evidentd por ser pequefios los desplazamientos)

(Q) -?g: ai'Di. | >

i=1

los coeficientes ay son lag fuerzas axiales en las barras asoéiadas a los g.l.
(b.a.g.l.), producidas por una fuerza unitaria paralela al desplazamiento (d)
aplicada en la a.a. La demostracidn del teorema se funda en la aplicacidn del
principio del trabajo virtual considerando que las iinicas barras deformadas son
" las b.a.g.l. cuyas deformaciones son los valores de los g.l. (D{).

A continuacidn aplicaremos estos dos teoremas al ejemplo ilustrado en la figura
5; se desea obtener el valor de dx2 en funcidn de D] y Dy; resolviendo la armadu

ra andloga se obtienen los resultados mostrados en la figura 5 (¢), por lo tan-
to:

de = 0.5 D) + 0.5 Dy

que es el mismo resultado que obtuvimos con anterioridad.




f 1=

Usapdo también estos dos teoremas obtendremos las matrices [H] de orden (np x nD)
y C) de orden (2nyN X np) que respectivamente relacionan a los g.l. (Dy) con los

desplazamientos transversales de las barras Gﬁj) y con los desplazamientos de los

nudos (dyxg, dyy) } , S

. L?
{ }, - ICJ :
v - OBTENd_ION DE LAS MATRICES (6 vy (c)
{ .
Para obtener la matriz [H] se aplicardn los dos teoremas de la a.a. que ya hemos

demostrado. El rengldn j de [H] , asociado a la barra }, se obtiene aplicando un -

par de fuerzas unitarias aplicadas normalmente y en los extremos de la barra j y
calculando las fuerzas axiales en las b.a.g.l.; en 13 figura 6 se ilustra el pro-
cedimiento para obptener el renélon 2 de la matriz [ﬁ] del marco del ejemplo, el
renglén 2 serd (- 1.0 + 1.0} .

A continuacifn obtendremos la matriz [ﬁl para nuestro ejempio:
(H]' - T

Para obtener la matriz (C] aplicaremos los teoremas de la a.a. El rengldn j de

Eb asociado a un desplazamiento de un nudo, se obtiene aplicando una fuerza

unitaria en el nudo en la direccidn del desplazamiento y calculando las fuerzas

en las b.a.g.l. 0b:engamos;[cl—para nuestro ejemplo:
! -

v [

— et
l=Ne NV I

oo oo

1
-1.
1

Yy

13

o 0
0 0
0.5 0.5
[C] = | 0.8660 . -0.8660
0 1,0
0 0

VI - OBTENCION DE LA MATRIZ (K]

1.~ Obtencidn de [Klq

. Esta matriz es la mds simple de obtener ya que relaciona {H} con f’} cuando {D
es nulo, es muy fdcil demostrar que el elemento 1, de la matriz 1q es igua
al

Ry (17). = A Akome 1+ Syy)

rx ™ Valor de 2 EI/L de la barra k
Ajks Ay = Elementos de 13 matris A]

813 = Delta de Kronecker (= 1 g1 i=3, = 0 si 1/3)

La matriz [A)esti definida de. la siguiente format

o — i e . et



S g 3

Ajy = 1, sielnudod es cualquier extremo
de la barra j

Aij = 0, en caso contrario

A continuzacidn presentamos el valor de [A] para nuestro ejemplo:

'y 1 0 o :
(a] =t]o 1 1 o i
6 0 1 1 :

i . . . ";..
Como la matriz [A estd formada por ceros y unos y es funcidn de las incidencias
‘de las barras, se podrid omitir su cdlculo cuando se programe la obtencidn de
{Kl;], ya que &sta se obtendr3 directamente con la llamada ''regla de la suma"
e

1 ensamble) que utiliza las incidencias de las barras. ObCengamos [Klﬂpara
nuestro elemplo, por facilidad supondremos El constante:

ry = r, = 0.5 E; 1y = r3 = 0.3464 EI

0.3464 1.3856  0.3464 EI

Y 1.6928 . 0.3464  0.0000
0.0000 0.3464 1.6928

2.- Obtencidn de [K22]

la matriz K22] que relaciona ﬁ} con {b cuando los_giros'ﬁq son nulos se ob-
tiene combinando los tres principles fundamentales del analisis estructural: con
tinuidad, ley de Hocke y equilibrio, .

: 1 :

Continyidad: - (u) {p
Ley de 'Hooke: {V} = [t}

=
Equilibrio: F} = i) {v

La ecuacidn de equilibrio se obtiene a partir del principio de contragradiencia,
que nos dice que el trabajo efectuadg por las fuerzas externas { (F D} ) es
igual al de las fuerzas internas ( {V§P§p; las variables usadas en estas ecua-
~ ciones son: .

{a}

&

43
Lr

Vector de los desplazamlentos transversalea de las barraS'
Vector de los valores de los g.l.

Vector de las fuerzas cortantes de cada barra

Vector de las fuerzas aplicadas paralelamente a los g.l.
Matriz diagonal con los valores de 12 EI/L3 de cada barra

W EEE
e - () () ()

o bien el elemento 1j de la matriz'[gzé] seras: .
. . d

o sea que:

_ ' v
Fn an=ie P By Tk




— 6 —
Obtengamos [Kzzl para nuestro egiﬁplo:

i - r% = 0.0624 EL

0.3123 -~ 0.1248 -
Kpp | = EI
[ 22] [- 0.§1248 o.312§] | L

3.- Obtencidn de [K123 i

V' m ! m .
n T, 0.187§ El ; T

l

La wmatriz [Klﬂ que relaciona {ﬁ} con {D} cuande los giros {Ylson nulos, se ¢h.

ki) = (A} (=CH) ante,

tendrid aplicando la relaciGE que muestra_la figura 7; por lo
agonal con los valores de 6EI/L2 de cada barra

donde: [ﬂj = Matriz d
o bien simplificando:

) .
K12 (11) '25{- A By ™%

obtengamos [klzlpara nuestro ejemplo:

) o~ o = f0.3750 EI; 'ry = Ty = 0.1800 EI

0.1950 0.1800
K ] - 0 0
[ 12 0.1800 0.1950

VII -_APLICACION DEL METODO

Apliquemos el wmétodo al ejemplo mostrado en la figura 8, cuya matriz [K] ya se

ha calculado; las fuerzas de ¥ijacidn de cada barra se muestran en la misma figu

ra. Obtengamos el vector {Fﬂ}'fuerzas en los nudos;

Fx} » o ; Fyl = -5,78 ; Fy2 = 10. - 3.52 x sen 30
Fyg = ='5.78 - 3.52 x cos 30; Fy3 = - 6.48 x gen 30
FY3 = - §.48 x cos 30 :

Obtengamos {Fp. vector de fuerzas paralelﬁs a los g.l., utilizanéo el principio

de contragrad{encia:

IR |

obteniéndose los sigulentes resultados:

wn
I
o0,

F‘h
z"l'.l
Nt
n
L]
1 ot
*
00 OO
‘o
b—tblu-f-"-
—t—
c'ﬂ
n
]
oW
v
| Wt

L

por lo tanto el vector {F}seré:



. # _

- 4.81
- 0.73
{r} = {83
: - 3.53
8.53
La ecuacidn {F} [K]{d} se puede resolver utilizando el método de Gausy-Sei--

del (Ref.2), el cual es muy simple de programar o de ejecutar manualmente; se
obtienen los sigulentes resultddos:

\
[ ) ~ 7.7325
¢ , 1.4620
;2 =$2.0.2253}  x 1/EI :
) K T7.6117)
1 34,9494
. E
Por medioc de las matrices [H} y [CJ obtengamos los valores de{&}y'{du}
. , . 7.611%
7.6117 ‘ | . aam am -Q-.-J ‘
A . 27.3377 ‘ ¢ 21.2806}
{ - . 27.3377 x 1/E1 <Sdy -.23.6751] - x 1/ET
34.9494 34.9494
| 0

Los momentos en los extremos de una barra j, producidos por los desplazamientos
se obtienen con las siguientes formulas:

MAJ " rj 42 VA + VB) + 13' A j
Mgy = oxy G+ PN b A

estos momentos sumados a los de empotramiento nos dan los momentos finales; en
la figura 9 se muestra el diagrama final de momentos flexionantes.

Para comprobar la solucidn se utiliza el principio del equilibrio: la suma de
los momentos sobre los nudos debe ser nula y el valor final de FQ} debe ser nu-
lo, condiciones que cumple la solucifn de nuestro ejemplo.

VIII - NOTACION

d.a.b, - deformacioneés axiales de las barras
dxi, dyi - desplazamientos del nudo 1
g.1. - grado de libertad
Dy - = valor del g.l.i
' : = ' . giro en el nudo 1
d} e vector formado por los giroa en los nudos y los vale-
res de los g.l.
My | - momento aplicado en el nudo 1
Fy - fuerza aplicada paralelamente al g.l.1

(x)

matriz de rigidez de la estructura de orden
(nN +np) x (ny + nap)

ny = ndmero de nudos

ng = nimero de barras

np - nlmero de g.l.

b.a.g.l. - barras asociadas a los grados de libertad



\

8

b - desplazamiento transversal relativo de la barra j
(ver figura 7)

1X - REFERENCIAS

(1) "Anilisis Estructural", Jack C. McCormack, Editorial Harla, pags. 333,
362, 483 y 519, ; '

(2) "Numerical Methods in FiniCe Element Analysis", K.J. Bathe; E.L. Vilsoa
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NOTA: Par_a el sentido de las
fuerzas unitarias se usa-
ra la siguiente regla.
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| RESUMEN Se presenta una breve descripcion de los wmétodos de
interaccién estatica suelo-estructura que se han desarrollado en 1la

Republica Mexicana hasta la fecha. Se comenta sobre la necesidad de
tomar en cuenta la variacléon de las propiedades de los materiales que
forman la estructura y el terreno de cimentaciédn. Se presentan algunas

aplicaciones de la interacciédn estatica suelo-estructura.

efectos de los hundimientos y que, al =mismo

} 1. INTRODUCCION tiempo, permitan calcular los valores de es-
; tos uUltimos. A estas técnicas es lo que se
’ La cimentacion de estructuras sobre suelos dencmina interaccioén estatica suelo-estruc-
de mediana a alta compresibilidad plantea el tura. /

problema de determinar los hundimientos to-

tales y diferencliales, asi como los elemen- Por lo tanto, el pfopésito de la interaccion
Z tos mecanicos (momento flexionante, fuerza estatica suelo—estructura es llevar a cabo
é cortante y fuerza normal), tanto en la sub- un analisis estructural tomando en.cuenta el
€STructura como en la superestructura, oca- efecto de la rigidez del terreno de cimenta-
slonados por los hund}-lentos del terrenc de ci6n. La interaccion suelo-estructura pro-
% cimentacién. Estos valores dependen por un porciona los diagramas de hundimientos dife-
lado de la compresibilidad del subsuelo ¥y

por otro de la rigidez de la estructura. To-
mando en cuenta que con frecuencia en los

renciales y de reacciédn del terreno de ci-
mentaclén (véanse las figs 11 y 12), lo que

a su vez permite determinar los diagramas de
anadlisis estructurales se considera a la es-

tructura empotrada o articulada en su cimen-
tacién, ¢ s8i se trata de una losa de apoyo
se supone una presién de contacto uniforme,
© que el cAlculo de hundimientos del terrenc

momento flexionante y fuerza cortante en la
estructura de cimentacion, consideran&o la
influencia de 1a rigidez del suelo de
cimentacién, 1o que conduce a un disefio

racional de dicha subestructura. Algunos
de cimentacién se realiza considerando la procedimientos de {nteraccion congideran
estructura de cimentaciéon totalaente flexi-
ble, lo cual suele distar bastante de la
realidad, se ve clara la necesidad de desa-

rrollar métodos que tomen en cuenta Jlos

también el efecto de la superestructura, con
lo que se conoce ademas el efecto de la
rigidez del terrenc en los elementos me-
canicos de toda la estructura.
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En este trabajo se presenta uyna breve des-
cripcion de los métodos de interacclén es-
tatica que se han desarrollado hasta la fe-
cha en la Repiblica Mexicana, asi como algu-
nas de sus aplicaciones. El lector que tenga
interés en estudiar al detalle uno de los
procedimientos de interacciéon puede consul-
tar las referencias que se incluyen al final
del texto.

Las caracteristicas de alta compresibilidad
de los sedimentos del subsuelo de la ciudad
de México ha dado lugar a que se desarrolien
un buen nimero de métodos de interaccién
suelo-estructura, teniendo 1la mayoria de
ellos una buena dosis de mérito. Se puede
afirsar que nuestro pais es inclusive uno de
los pioneros en este campo de estudioc.

En el inciso 2 se trata el problema de 1la
interaccién suelo-estructura en cimentacio-
nes someras, mientras que el inciso 3 con-
tiene algunas técnicas para cimentaciones
profundas. En el inciso 4 se comenta sobre
la {mportancia de considerar en la forma mas
realista posible las propledades mecaAnicas
de los materiales de estructura y terreno de
cimentacion. El inciso 5 trata de ciertas
aplicaciones de la interaccién estatica sue—
lo-eatructura. Finalmente, en el inciso 6 se
Presentan las conclusiones de este trabajo.

Cabe aclarar que no en todas las cimentacio-
nhes surge el problema de considerar la rigi-
dez del suelo. Por eiemplo, para niveles de
carga medianos y suelos muy rigidos, los
. hundimfentos del suelo son muy pequefios y no
B¢ requiere tomarlos en cuenta en el anali-
Bis estructural. En el disefic eatructural de
Zapatas de dimensiones usuales, la diferen-
cia entre una reaccion uniforse y la reac-
€16n real es pequefla y queda cublerta por
los factores de seguridad espleados para el
disefio estructural. En consecuencia, la in-
teraccidn se aplica sobre todo a estructuras
Cimentadas sobre suelos de mediana a alta
COIprénlbllldad, en las que los asentamien-
tos diferenciales tienen importancia en el
Comportamiento de dichas estructuras.

‘cedimiento iterativo para

2. INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTA-
CIONES SOMERAS

2.1 Métodos de interaccién suelo-estructura

Existen varios métodos para llevar a cabo la
interaccién estatica suelo-estructura. A
continuacion describimos brevesente algunos
de ellos.

En 1956, Samuel Chamecki, profesor de Iinge-
nieria estructural de la Universidad de Pa-
rand, en Brasil, presenta uno de los prise-
ros procedimientos para tomar en cuenta en
forma racional la interaccién suelo-estruc-
tura, aplicable a vigas y a marcos estructu-
rales (Chamecki, 1956). Trata el caso de una
viga con tres apovos, desplantada en un
suelo con un estrato de arcilla compresible;
resuelve el problema utilizando unos coefi-
cientes de transferehcla de carga (que equi-
valen a la matriz de rigideces de la estruc-
tura) en la viga., y considerando una arcilla
normalmente consolidada, en la que se conoce
su indice de compresibilidad. Estableciendo

la compatibilidad de deformaciones entre vi-
ga Yy suelo, resuelve el problema en forsa
explicita. A continuacién trata el caso de
marcos estructurales, y debido a que las re-
laciones esfuerzo-deformacion unitaria en
los suelos son no lineales, propone un pro-
la Bolucion del
problema, usando los coeficientes de <trans-
ferencia de carga en la estructura y calcu-
lando los hundimientos del suelo por proce-
dimientos usuales. Los valores de los asen-

tamientos en las aproximaciones sucesivas

oacilan alrededor de un valor medic y tien-
den & &1. Para evitar un gran namero de {te-
raciones, se aplica una correcciédn después
de la primera iteraclén, calculando las car-
ga8 en las columnas con un promedioc de los
asentamientos obtenidos. En la mayecria de
los casos practicos no hay necesidad de co-
rrecciones adicicnales para alcanzar la con-
vergencia del procedimiento (Chameck|i,

1956).
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Otro procedimiento es el de Flores \Victorln‘

{1968), en el que para resolver el iproblela
de 1la
establece la sigulente ecuacién matricial

interaccion suelo-estructura Bse

Ké=P+E P -EQ (1)

P
¢ T ¢

donde K = matriz de rigidez del conjunto

superestructura cimentacién

4 = vector de asentamientos de los
' nudos de 1la clmentacién, los
cuales deben ser iguales a los

de las
inferiores de la superestructura
peso
en nudos

bases de las columnas

gt = matriz de tra=misiéon de
propio de trabes a cargas
gc = cargas debidas al peso propio de
trabes

E = matriz de trasmisién de cargas
del suelo a los nudos de la ci-
mentacioén

@ = cargas que la cimentacion aplica
al suelo

Los movimientos del suelo estan dados por
=& : {(2)

g; = cargas aplicadas al suelo

[‘ = flexibilidades del
suelo, que es funcién no lineal
de Q_

matriz de

¢, = vector de movimientos verticales

de la superficie del suelo

Suponiendo que la cimentaciédn no se despega

del suelo, las cargas @ sobre la cimentacion

deben ser iguales a las cargas Q'. Loa

hundimientos & de la cimentacién deben ser

iguales a los del sBuelo, por le
2 puede escribirse

que la ec
F Q=6
= -

En la superestructura y cimentacién, de la
ec 1 debe tenerse

Eé=P -EQ _ (3)
donde

son las cargas del edificio sobre los
de la cimentacion,

nudos
Junto con su peso proplo.
Las ecs 2 y 3 dan un planteamiento que en
forma directa permite obtener como 8solucion

los asentamientos & del suelo y cisentacioén

juntos, asi como las fuerzas de contacto Q .
Para ello se requieren como datos las
matrices K ¥y E, ¥ el vector ET , Jjunto con

las prdpiedades del suelo, localizacién vy

tamafic de las Areas rectangulares asociadas

a cada @ .

Para conocer momentos, cortantes,
faltars
calcular el efecto que producen & ¥ G en &)

fuerzas norsales en columnas, etc,

edificio y sumarlo con el efecto de las

cargas verticales P y g;

La solucién del problema se lleva a cabo
sustituyendo la ec 2 en la ec 3

KE Q=P -EQ

It
+*
>

de donde .

a

Finalmente Q = {

-]
+
™
k]
Jv

Conocida @ , con la ec 2 se obtiene ¢ . No
se posible despejar & de la ec 3 porque no
existe la inversa de K .

Flores Victoria sefiala que la matriz E' es
funcién no lineal de @ , lo que no peraite

resolver el problema directamente, sino que
se requiere acudir a métodos iterativos.

Operaixo con
anteriores, el

las ecuacliones matriciales

método Iterativo tiene la

interpretacién figica de aplicar una
distribuciéon de presiones al suelo @, y
calcular asentamientos del suelo; con esos

asentamientos determinar el estado de cargas
que debe tener la estructura como reacclon
del suelo. Esa reaccién se vuelve a aplicar

al suelo, y asi{ sucesivamente, hasta Jograr



la convergencia; esta interpretacién es

debida a Chamecki (1956).

De acuerdo con Fleores Victoria (1968), este
procedimiento es divergente para suelos
de ciudad de

cimentaciones excesivamente

compresibles, como el la
México, o para
un criterio de
la

el cual se basa en el concepto

rigidas. Esto lleva a usar

interpolacién para lograr ¥y acelerar
convergencia,
fisico de permitir que @™ Be modifique en
un porcentaje razonable en cada ciclo, ¥y

{33 §]

difiera poco de Q .

El método de Flores Victoria se aplica
propor-
correspon-

con
un programa de computadora, el cual
los mecanicos

clona glenentos

dientes.

En un trabajo posterior (Flores Victoria vy

Esteva, 1970) presentan ademds un procedi-
iiento simplificado en el que se considera
lo siguiente:
- El suelec es un medio eldstico lineal
semiinfinito )
- Cimentacion rectangular con una red
ortogonal de trabes
- No se toma en cuenta la rigidez de la

superestructura

Para las condiciones mencionadas, y emplean-

do valores normalizados, los autores pro-

porcionan los valores de los asentamientos

de la estructura ¥y de las reacclones del
terrenc sobre la misma. Estos resultados los
presentan en forma tabular.

Los resultados del trabajo de Flores Victo-
ria y Esteva (1970) son los que . se emplean
en las Normas Técnicas Complementarias para
Dis .40 y Construccién de Cimentaciones del
Heglamento de Construcciones para el Distri-
to Federal de 1976 y en el Manual de Disefio
de Obras Civiles de la Comisién Federal de
Electricidad de 1980. Sin embargo, las

primeras no se incluye el célculo de la mag-

en

nitud de las reacciones del sueloc de cimen-

tacion.

22

siendo los incrementos
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Para tomar en cuenta el comportamiento no

lineal del suelo, Damy &t al (1977) presen-

tan un método increaental, que consiste en
suponer que el vector de cargas se aplica

gradualmente al conjuntoe en incrementos,

suficigntenente pe-
quefios para que el sistema responda lineal-

mente, con rigideces iguales a los valores

tangentes que corresponden al estado de es-

fuerzos existente al iniciar 1la aplicacioéon
de los incrementos. Al aplicar el ultime in-
cremento deben satisfacerse 1las ecuaciones

de equilibrio y de compatibilidad de defor-

maciones entre estructura y suelo.

(1977)
dos procedimientos de interaccién.

Por su parte, Esteva et al proponen
El prime-
ro es a base de aproximaciones sucesivas, ¥y
consiste en suponer iniclaleente que la dis-
tribucién de presiones en el terrenc es
igual a la de las carga aplicadas sobre el
sistema estructural; con las reacciones y la
correspondiente matriz secante de flexibili-
dades del suelo se obtiene una estimacién de
los desplazamientos del suelo, ¥y una estima-
cioén de las deformaciones de la estructura,
empleandc matrices secantes de rigideces de
la estructura y de flexibilidades del suelo.
El proceso se repite un numero de veces tal
del
suelo sean suficlentemente pareclidos en dos
El segundo método es

un procedimiento incremsental aproximado, que

que los valores de los desplazamienteos
estimaciones sucesivas.
consiste en aplicar gradualmente 1la carga
en cada incremento se
del

miento de aproximaciones comentadce antes; el
resultado de dicho ciclo iterativo

total en Incrementos;
efectia un ciclo semejante al procedi-
se toma
como punto de partida para la aplicaciétn de
otro incremento de carga. Los autores propo-
nen dos criterios alternativos: en el prime-
de
la compatibilidad

entre las deformaclones de la estructura vy

ro se logra el equilibrio al final cada

ciclo, pero no se logra

las del suelo; en el segundo se alcanza di-
cha compatibilidad, pero a costa de un dese-
quilibrio. Por lo anterior, en

ambos casos



debe hacerse una correccliéon en el siguiente entre la deformaciotn que produce,. Debe
: ciclo (Esteva et al, 1977). notarse en la ecuqcion EMI que Jlos valores

del vector de deformaciones de la éstructura

El Dr Leonardo Leevaert (1973, 1980, 1983) 4 son funcion del médule K por area

ha trabajado profusamente en el desarrollo tributaria (Zeevaert 1980). Si los valores

de métodos de interaccién suelo-estructura. de K fuesen Independientes entre si, la

El método que utiliza consiste en formar la ecuacién matriclial EMI daria los resulta-

ecuacion matricial de asentamientos o dos definltivos de las reacciones incogni-

hundimientos (EMA)}, que relaciona los tas. Sin embargo, la hip6tesis anterior no

asentamientos del suelo en funcién de las es exacta porque la masa del suelo debe

cargas aplicadas en la superficie: considerarse como un medio continuo, donde

los valores de Ki para los diferentes puntos

& =Dag considerados no son independientez entre si

‘ y dependen de la distribucién de esfuerzos

donde 6 = vector de asentamientos en el de contacte ¢on la estructura de cimenta-

contacto cimentacién suelo ciéon, La interacciédn correcta entre la es-

D = matriz de asentamientos oca- tructura de cimentacién y la masa del suelo

sionados por presiones unitarias se obtiene utilizando las reecciones !.l ob-

q = vector de cargas aplicadas en tenidas por EMI, en la ecuacién matricial de

el contacto cimentacién suelo hundimientos EMA, obteniéndose los desplaza-

; mientos verticales 6t que proporcionan

i Para la formacion de la natrl_z D se emplea valores del méddulo de cimentacién iguales a

{ " el concepto de valor de Infldencia. que es los usados en la ecuaciétn matricial de

{ el esfuerzo ocasionado por una presién  Interaccién EMI, K = % / 6 . Si los valo-

@ unitaria en la superficie, lo que facilita res encontrados en esta forma no concuerdan

, de manera importante la determinacién de los con los utilizados inicialmente, no se ten-

elementos de la matriz D dré la interaccién correcta, va gue los nmnd- r

dulos de cimentacién no fueron correctamente ‘

A continuacién se forma la ecuacion elegidos, por lo cual sera necesario utili-

matricial de interaccion  (EMI), que zar la ecuacién matricial EMA para conciliar

relaciona las deformaciones de la estructura este problema. Asi pues, se deduce que las

con las cargas que le transmite el suelo: ecuaciones pmatriciales EMA y EMI quedan

é ligadas por los valores de KL , loB cuales

| S ¥=24 son Unicos para la solucién de cada problema

en particular y dependen de la distribucion

donde S = matriz de flexibilidades del de las reaccliones del suelo sobre la estruc-

suelo tura de cimentacion, rigidez de ésta y de 1la

X = vector de cargas del suelo posicion de las cargas que actuian sobre elia

sobre la estructura {Zeevaert, 1980).
A = vector de deformaciones de la

estructura Es posible hallar una matriz dnica de inte-

raccion para resolver el problema sin reali-

; La  interaccién de la estructura de zar iteraciones y obtener resultados mas

;' cimentacion con el suelo depende del valor precisos (Zeevaert,1983). La nueva ecuacion

de médulo de cimentacién por area tribu- matricial se denomina ecuaci6én matricial de

taria K, definido como el cociente de .la interaccion suelo-estructura (EMISE), me-

carga sobre el suelo (en unidades de fuerzg) diante el empleo de la cual no se necesitan
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iteraciones para resolver el problema de
interaccléon.

El procedimiento de Zeevaert (1980) se puede
aplicar a cimentaciones compensadas, tomando
en cuenta el efecto de las condiciones hi-
draulica en la interaccion suelo-estructura.
Otro procedimiento de (Interaccliéon estética
suelo-estructura es el que propone Deméneghi
(1979, 1983, 1985),

reacclones del terreno como un silstema de

el cual considera a las
cargas sobre la estructura, manejandolas du-
rante el proceso de andlisis como incogni-
tas. El anAlisis estructural se lleva a cabo
eapleando el métode de rigideces, pero el
problema no se puede resclver en esta etapa
porque sobran incoégnitas, va que Se estan
agregando al vector de cargas las reacciones
del suelc, que no se conocen. Las ecuaciones
analisis de
hundimientos del terreno de cimentacién,

faltantes las proporciona el
en
el que se obtienen lag deformaciones del
suelo en funcién de las cargas sobre el mis-
mo (estas cargas son iguales y de sentido
contrario a las reacciones del s8suelo Bobre
por ley de
Newton):; en esta etapa se hace uso del con-
cepto de valores de influencia de Zeevaert
(1580}, lo que facilita la determinacién de
los hundimientos del suelo en funcién de las

cargas sobre el mismo

la estructura, la tercera

lasg
Las
deformaciones del suelo se sustituyen en las

(recuérdese que
cargas sobre el suelo no se conocen).

ecuaciones obtenidas inicialmente con el mé-
todo de rigideces, lo que permite resolver
el problema en forma directa, sin necesidad
de iteraciones. Con este procedimiento Bse
obtienen los diagramas de deformaciones y de
reacciones del suelo, en el contacto entre
Este

se

éate y la estructura de climentacién.

procedimiento tlene'la ventaja de que
puede tomar en cuenta el ndmero de pisos que
ase desee de la superestructura, asi como de
_ que se puede Progasar en una computadora

relativa facilidad.

.con

24

BN erivmad e T HIDL TR S

El método de SAnchez Martinez y Enriquez

.{1982) se emplea en cimentaciones someras y

anAlisis del
como un sistema

consiste en realizar un
conjunto suelo-estructura

estructural Onico que se resuelve utilizando
de rigideces. Cabe

aclarar que es un método no iterativeo.

el método general las

El procedimiento consiste en considerar al
suelo sustituido por una serie de resortes,
1a

constante de cada resorte depende de toda la

en los que el moédulo de reacciotn o

masa del suelo, es decir, nc se consideran

los resortes independientes entre si, como

‘'se vers mas adelante.

Se establece primero la matriz de rigideces
la de
Las reacciones del suelo se toman

de la estructura a partir de sus
miembros.
en c¢uenta a travées de resortes Jque Se
conectan con la cimentacién de la estruc-
tura.

A continuaciétn se obtiene la matriz de
rigideces del suelo. Esta se determina dand
desplazamientos verticales con valor unita-

rio a cada uno de - los resortes que lo

idealizan y calculando las fuerzas que
Al

dar un desplazamiento unitario en un resorte

aparecen por este efecto en todos ellos.
aparecen fuerzas no s6lo en el propio
resorte, sino también en todos los demaAs, ya
ligados de
por pertenecer a un medio

que ellos deben considerarse
forma
Lo
sucesivamente desplazamientos unftarios en

alguna

continuo. aismo sucede al aplicar

los demé&s resortes. El cAlculo de la matriz

de rigideces del suelo es en egeneral

laborioso y algo complicado; sin embargo, se

puede determinar dicha matriz en forma

indirecta, tendiendo en cuenta que la matriz

de rigideces es la inversa de la de

flexibilidades.

Las expresiones generales que se usan son

-1

=8 A (4)
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donde
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vector de desplazamientos
/ desconocidos
vector de accliones

" on

= inversa de la matriz de

Jmlb

rigideces del sistema

AdenAs

5.+

JM

siendo §t ="matriz de rigideces de

la estructura

§s = matriz de rigideces de]l suelo

La matriz de rligideces se obtliene en funcioéon
de las de sus I miembros, como es usual en

el analisis estructural usando computadoras.

La matriz de flexibilidades del sue;o puede

calcularse facllmente determinando los
hundimientos del terreno debidos a la
aplicaciéon de fuerzas unitarias. Sanchez
Martinez y Enriquez eamplean el procedimiento
de Zeevaert (1980) para alcanzar este
propésito. Llamando F a la matriz de
flexibilidader, la matriz de rigideces del
suelo vale '
s, - '

La matriz global del sistema estructura-
suelo vale

- f
S =S+ 5
Aplicando la ec 4 se determinan log
desplazamientos de 1a estructura ¥y del
suelo.
Los elementos mecéAnicos en los miembros se

hallan a partir de sus matrices de rigidez,
mientras que las fuerzas en el suelo se
obtienen empleando la matriz de rigideces

del suelo.

Para utilizar el procedimiento anterior los
autores han desarrollado un programa de

computadora.,

- "‘Z"-”-'TSWT"-'"”“".‘"'"*"""‘"""—‘""""'"W!’W"‘,‘F”T“}‘f"f;&"ﬁﬂf 1 S i BT A
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El método de Sanchez Martinez y Enriquez es

gencral, como lo es el wmétodo de las
rigideces del anaAlisis estructural en que se
basa. Se puede considerar no solo la
estructura de cimentacién, sino también la
superestructura total del edificio, sin mas
limitaciones que l1a capacidad de la

computadora que sge emplee.

También el procedimiento se puede aplicar a
de
constituidas por trabes hori-
zontales en dos sentidos perpendiculares: el

la so0lucién de estructuras de reticulas
cimentacién,

Area de cimentacion se divide en una serie

de Areas tributarlas que corresponden a las

de las columnas y Be considera en el centro

de cada una de ellag los resortes que

idealizan al terreno, ¥y con cuyo compor-

tamliento se . establece la matriz de
flexibilidades del suelo.

N .
Los autores comentan que el prcblema podria

atacarpe utilizando algunc de los programas
conocidos de anélisis estructural, tomando
del programa la matriz de rigideces de 1la
-odificandoia para
que

estructura en estudio,

incluir los términos representan el

comportamfento del suelo e {insertando nue-

vamente en el programa la matriz corregida.

Una propuesta de c¢olaboracién geotecnista-
estructurista en el calculo de interaccién
suelo-estructura es la que presentan

Ellstein y Granados (1988), que deja a cada
especialista ia labor que le correponde. -El
ingeniero de geotecnia obtiene la matriz de
deformaciones del suelo en de
proyvecto ¥y
de un vector cualquiera de cargas bajadaé

funcién las

caracteristicas geométricas del

por las columnas; la matriz de influencias
en el suelo es invariable, asi como el con-
junto de curvas de compresibilidad; al var-

riar el vector de carges cambian los asenta-

mientos, pero el nuevo calculo se lleva a
cabo con las mismas matrices de caracteris-
ticags del sBubsuelo. La estructura se repre-

senta medliante una parrilla de contratrabes,

\

T s T e
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con las cargas y reaccliones perpendiculares

a su plano; su rigidez es la propia de las

contratrabes de la subestructura, mas un
clierto incremento calculado o estimado de la
contribucién de la estructura a tal rigidez.
Se conocen las cargas en las columnas y ‘con
del

nula de la

ellas se calculan los asentamientos s,
suelo, suponiendo una rigidez
cal-

estructura, de tal msanera qgque pueden

cularse las constantes K.t de unos resortes
virtuales localizados bajo los nudos de la
parrilla;

apariencia,

estos resortes son de Winkler en

pero en realidad estan rela-

cionades entre si al tomar en cuenta la
influencia de los asentamientos del suelo en
los valores de Kt . Con la ayuda de un pro-
grama de computadora se aplican las cargas
sobre la estructura, colocandose los
tes virtuales bajo los

las

resor-

nudos para
analisis arroja
resultados las fuerzas en los resortes

proveer
reacciones. El CORO
con-
tra log nudos, Ri, y 8us deformaciones s H
se especifica
misible entre s (suelo) y s, {resorte}, por

ejemplo 5 % ;

la diferencia maxima

sl no se cumple esta dife-
rencia, hay que calcular

mientos s,

nuevos asenta-

, utilizando un nuevo vector de
presiones determinado con los valcres de las
reacclones Ri y con ellos

establecer los

nuevos valores de las constantes Ki . ite-
rando para obtener las nuevas deformaciones
de los resortes s dife-

rapi-

, ¥ aei hallar las
rencias 8 -s . El proceso debe ser
damente convergente para la mayoria de los
casos, obteniéndose finalmente la configura-
clon real de asentamientos por efecto de la
rigidez de

la estructura. El geotecnista

proporciona al estructurista los archivos de
datos con las matrices de propledades del
suelo y coeficientes de lnfiuencia, para que
éste puede llevar a cabo
necesarias egtructura y
(Ellastein y Granados, 1988).

las iteraclones

entre suelo

Un enfogque novedoso que trata la interaccién
8uelo-estructura en sus etapas de anaiisis y

disefio (Moreno, 1990C)

comprende una serle
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’ . s,
de opciones como considerar las caracte-
modulo de
estruc-

risticas del suelo a partir del
clnentacién,.caracteristicas de la
tura, detersinacién de los elementos mecani-
gi-
presentando éstos en

cos (deflexiones, momentco flexionante,
ros, fuerza cortante),
forma de graficas en pantalla o en impresora
a escala. La ventaja de este enfoque es que
simplifica la presentacién de resultados, ¥
que comprende en forma integral las

de analisis y disefio de la

etapas
estructura de
cimentacién, ahorrando considerable tilempo

al ingeniero que realiza el calculo
correspondiente (Moreno, 1990).
La interacciédn suelo-estructura se puede

atacar utilizando el método del elemento fi-
nito (Zienkiewicz, 1977) en el
cimentacién. El inconveniente de esta técni-

terreno de

ca es que el nimero de datos y de operacio-
nes es muy alto, y usualmente se requiere el
uso de computadoras de gran capacidad.

2.2 Interaccién suelo-estructura conside-
rando el asentamiento y el giro de
zapatas aisladas

El método de rigideces del andlisis

estructural establece gue se debe satisfacer
el equilibrio de momentos flexionantes en
los nudos y el equilibrio de fuerzas cor-
barras de la

estructura. Esta condicién se puede poner en

tantes en los ejes de las

forama matriclal de la siguiente forma

KS5+P +P =0

(] -1

(5)

El significado de las cantidades de la ec 5
se presenta en los siguientes parrafos.
K es 1la

matriz de riglideces de la

estructura, dada por la suma de las matrices
de rigidez de cada una de las barras, es
decir

5:251 {6)

donde 5‘ es la matriz de rigidez de cada
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barra. A manera de ejeaplo, en una barra con 5 es el vector de desplazamientos de la

apoyos continuos (fig 1), la'matriz de rigi- . estructura, y estA foraado por los desplaza-
dez vale ‘ ' mientos angulares (giros) de los nudos de la
e, % S - S, eatructura y los desplazamlentos lineales de
) los ejes de la estructura.
[amiL 21 - 6E1/L* 6E1/L* |6

P es el vector de cargas de e-potfaliento,
2EI/L 4E1/L - 6EI/L* * eEI/L . formado por los momentos y cortantes de
K= empotrasiento que transmiten las barras

- 6E1/L® - eEI/L 1231/L' - 1281/1° 6, sobre los nudos de la estructura.
o 6EI/L® 6EI/L® - 12EI/L” 12E1/1.° ‘5. B_es el vector de cargas externas con-

X centradas, formado por los momentos concen-
trados sobre los nudos de la estructura y

8 3
r L s
|- d
1 .
FIG 1 GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA )
6 m
L ]
! |
1.54 t/m
By
4.6 m
l1.2 t 1.2 t
. . 4
K
S r 1K
w1
FIG 2 CARACTERISTICAS DE LA ESTRUCTURA
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las fuerzas concentradas que actuan sobre

los ejes de la estructura.
Cuando una estructura a base de zapatas

aisladas sufre desplazamientos debidos a 1la

deformabilidad del terreno de cimentacién,

se generan en la clmentacién acciones que se
de
del
terrenc de cimentaciéon. Se define la rigidez

pueden determinar usando los conceptos

rigidez angular Kr y rigidez lineal KL

angular cdlo el cociente del momento M que
actia sobre una zapata y el giro en radianes
¢ que gufre esta zapata:

Rr =M /& (8)
La rigidez lineal se define como el cocliente
entre la carga vertical @ que actia sobre
una zapata y el desplamiento vertical & que
sufre la zapata:

K =@/753¢

. (9)

Los valores de Kr y KL dependen de las

propiedades de deformacién del suelcg.

De las ecs 8 y 9 se obtienen el momento y la
carga vertical debidas a 1la reacciéon del

Buelo sobre la estructura:

M= Kr ] (10)
Q -R\. ‘& {11)
Conociendo los valores de K y Rl de un
r
suelo, se pueden calcular los ‘giros y los

desplazamientos verticales que sufre una

estructura cimentada sobre zapatas ajisladas,
Ya que las acciones debidas a
bilidad del terreno se .pueden incorporar,
con relativa faclilidad, en el vector de car-

la deforma-

Ea88 concentradas sobre la estructuras B,

Este procedimiento lo vamos a jlustrar me-
diante un ejemplo muy sencilloc, como el
mcstrado en la flg 2, en el que vemos que

las cargas sobre la estructura son la repar-
tida de 1.54 t/m, las concentradas sobre las

28

columnas de 1.2 t ¥y las debidas a la rigidez

angular y lineal de las =zapatas de cimen-
tacion. En la estructura:
Médulo de elasticidad del concreto
2 214 000 t/m°
Momento de inercia de las columnas
0.000675 =*

Momento de inercia de las trabes 0.0054 m*

En el terreno de cimentacion
KL = 1880 t/m Kr = 720 t.m / rad

A continuacién presentasos el anadlisis deta-
llado de la estructura.

Iniciamos numerando las barras y los grados
de libertad de la estructura, se
la
de

se apreclan en la filg 4.

los cuales

muestran en la fig 3. Las cargas sobre
estructura, correspondientes a los grados
libertad definidoes,
Con estos datos podemos
dades que aparecen en la ecuaciétn matricial

5..

formar las canti-

a) Vector de desplazamientos

El vector de desplazamiento vale (fig 3)

b) Matriz de rigideces

de la
Empezamos por
libertad de cada

Para formar la matriz de rigideces
estructura usamos la ec 6.

visualizar los grados de

barra
Barra a (=] & &
P 9 r [ ]
1 e o - -
-] | ]
2 -] e - -
-] +
3 g e & &
3 -] 1 | ]



A‘con'tinuaclc‘m. aplicando in ec 6 formsamos 9¢ e‘
1a matriz de rigldez de cada barra: '

P TRy e P s o ]

1299'52 64976 e,
=
e, e, | K 649.76 1299.52 e,
1299.52 649.76 o & ) & 6
K = = L a 1 2z
L 649.76 1299.52 o, 7970.4 3985.2 -1992.6 1992.6 | &,
: K, =| 3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 o,
: -1992.6 -1992.6 664.2 -664.2 6,
1992.6 1992.6  -664.2 664.2 | 6
;
e 2]
N 3 N
1 2
e, N P
SAR E 1 “a
| 61 l I &2

FIG 3 NUMERACION Y GRADOS DE LIBERTAD DE LA ESTRUCTURA

1.54 t/m \

P1=1.2t P, =1.2 ¢t

A 1

K 6o, | K & x_e, |k &

r °3 X %1 r Y4 1 %2
k—/

FIG & SISTEMA DE CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA
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sustituygndo en la ec 6

S’t&:!“t&lz-rg_'

s, 8, e, e
B 664.2 -664_2 0 i}
-664.2 664.2 0 0
K= 0 _ 1} 1299.52 0
o 0 0 1299,
-1992.6 1992.6 649.76 0
-1992.6 1992.6 0 649,

¢} Vector de cargas de empotramiento

-wlL/2 - 4.62
-wL/2 - 4.62
B, = Y \ . = 4 0
0 0
wi? /a2 4.62
-wi? /2 - 4.62

- \

d) Vector de cargas concentradas

- 1.2 + 1880 6
- 1.2 + 1880 &,
720 6 r
]

720 @
+

0

0

"o
"

Sustituyendo valores en la ec 5

664 .2 6‘- 664 .26 62—1992.6 95-1992.6 96
- 4.62 - 1.2 + 1880 6‘ = 0

-664.2 6‘ + 664.2 6101992.6 95-1992.6 96

- 4.62 - 1.2 + 1880 6z 0

.

1299.52 6, + 649.76 6, + 0 + 720 o, =0

1299.52 9‘ +

]
=]

649,76 96 + 0+ 720. 9‘

-1992.6 6+ 1992.6 6 + 649.76 6,
,$9269.92 6_+3985.2 6_+ 4.62 + 0 = 0

-1992.6 6.+ 1992.6 63+ 649.76 9;
+39685.2 6_+9269.92 6,-4.62 + 0 =0

52

76

e 8
3 <
-1992.6 -1992.6 s, )
1992.6 1992.6 6z
649.76 0 e,
o 649.76 e,
9269.92 3985.2 e,
3985.2 9259.9%_l C

Por simetria

61263'933-94’65=—96
Por lo tanto
- 5.82 + 1880 <51 =0
=0

2019.52 9' + 649.76 93
649.76 6B + 5284.72 95 + 4.62 = 0

Resolviendo el sistema
& = 0.003096 m

0.0002929

8_ = - 0,0009102

©
[}

El momento que llega a 'la cimentacién se
puede obtener multiplicando el giro respec-

tivo por Eu rigidez angular
H. = Kr 9' = 720 (0.0002929) = 0.211 t.m

La carga vertical sobre la zapata es f{gual

al desplazamiento vertical por 1la rigidez

lineal

P‘ = KL 6’ = 1880(0.003096) = 5.82 t

También se pueden hallar las acciones que

transmite la estructura a la zapata, ea-

pleando las sBiguientes expresiones, que

proporcionan los elementos mecAnicos que

transaite una barra sobre el nudo

Hp = H.p+ 4 EI OP / L + 2 EIX Bq / L
-6B16 /L' +6BIS, /L (12)
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M =M +2El 6 /L+4EI € /L
qQ eq P q
-GElér/Lz46516./Lz {(13)
v -V -6Ele 7L -6El® /L%
r er P Q
+ 12 EI <5r/La—l2KI 6'/1.3 (14)
V =V +6EI & s1L+s6818 /L%
'y [ 3] P Q
- 12 EI 6r/L3+IZEI 6./1.' {(1%)

donde M . ¥ , V
ep L X-] or
cortantes de empotramiento de

v V.- son loa momentos y
barra sobre

nudo.

sustituyendo valores en las expresiones an-
teriores, para la barra 1 se halla el mo-
mento sobre la zapata (ec 13)
M =M = - 0.211 t. =

q B
Con la barra 3 se obtiene el cortante sobre
el nudo de la izquierda (ec 14)

¥ = 4.62 t

1
La carga vertical sobre la zapata sera la
suma del cortante anterior y de la carga
concentrada de 1.2 t. En consecuencia, 1la

carga vertical sobre la'zapata vale

fQ=5.82t

El momento y 1la carga vertical sobre la
para de

estabilidad por mecanica de suelos y para el

zapata 8e eaplean la revision

disefio eptructural de 1la zapata.

3. INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTA-
CIONES PROFUNDAS

3.1 Cimentaciones profundas sometidas a
cargas verticales

Para el caso de cimentaciones profundas,

Leevaert {1980) trata los dos siguientes

casos:

Tt - .- TP T s e e R i e ot TP R

(&

1. Cimentaciones en que la punta de los
pllotes o pilas queda firmemente apoyada en
un depOsl;o de muy baja compresibilidad vy
gran espesor {(fig 5).

punta los

I1I1. Cimentaciones en que la de

pllotes o pilas queda firmemente apoyada en
un estrato resistente de espesor limitado-de
baja compresiblilidad, peroc bajo el cual se

localizan estratos compresibles (fig 6).

El caso I se puede resolver considerando que

cada pilote tiene un médulo de reaccion Ka

constante e Iindependiente de los demas
pllotes. Asi, el problema se reduce al de
una cleentacion apoyada scbre resortes (uno

por cada pilote), en que la constante de

cada resorte es independliente del resto de
si todos

tienen la misma secciédn y longitud,su numero

los rescrtes. Ademés, los pilotes

es fgual en cada linea, y se considera un

valor del médulo de deformacién constante

-,

[52]
H

Viga de cimentacidn
L

;l A xi A

R
=
w
b
=
e
e
e
>
»
oy

rH

Pilotes

3

INUNAN SRR N |

‘!!l!’ ‘.."
-
Estrato

eg1-

™)

resietente

AIRIRARARRRANRRARN

G
KOOSO SN SS SN S)

-
TGRS

ALIATRMRNARA RSN

AL RN
N

GSS
\)

N

FIG 5 CIHENTACIéﬂ'CON PILOTES. CASO I
(LEEVAERT, 1980}
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FIG 6 CIMENTACION CON PILOTES. CASO II

(ZEEVAERT, 1980)

para el estrato resistente de apoyo de la
punta de los plilotes, entonces I(.L igual
para todos los pilotes (Zeevaert, 1980).

Cuando existe un depésito compresible subya-
clendo al estrato resistente de apoyo
11, fig 6), el valor de Kt
siderar constante para cualquier punto,

{caso
no se puede con-
ya
la deforsacién

de los estratos compresibles que subyacen al
estrato resistente donde apoyan los pilotes.

For lo tanto, seré necesario emplear el pro-
cedimiento indicado en el
decir, determinar laé ecuaciones matriciales
EMA y EMI, con la consideracién adicional de
que en el moddulo de cimentaciédn K. hay
tomar en cuenta la deformacién del
de apoyo del pilote y la deformacion del
propio pllote (Zeevaert, 1980).

que en este caao Interviene

inciso 2.1, es

que

estrato

32

o pllotes sujetos a cargas late-

La construccién de estructura marinas fuer

de la costa (offshore structures} requiere
el uso de cimentaciones profundas a base de
pllas © pilotes, y ha propiciado el desarro-
ele-

llo de métodos de analisis para estos

mentos, sobre todo cuando estédn sometidos a
fuerzas laterales debidas a atraque de en-
Uno de
los primeros trabajos en este sentido es el
de Matlock y Reese (1961),

blecen que para una solucién racional de 1la

barcaciones o a efectos de olealje.

en el que esta-
interaccién suelo-estructura es necesarlio
que tanto las condiciones de equilibrio es-
tatico como las de compatibilidad de defor-
maciones se deben cumplir en todas las par-
tes del sistema estructura-suelo. Usualmsente
tratan la estructura y los pilotes como ele-
mentos linealmente elasticos, pero comentan
que las caracteristicas del suelo son marca-
damente no lineales; la soluclon al problema
se alcanza mediante repetidos cAlculoes c¢r
la teoria de la elasticidad, con los valor
de la rigidez del suelo ajustandolos en cada
iteracion.

Las caracteristicas fuerza-deforsacion del
sueioc Se tratan con una familia de curvas

del tipo "p-y". como las mostradas en la fig

7. las cuales se obtienen a partir de las
. propledades de cada suelo.
Matlock y Reese (1961) consideran al pilote

como una viga, en la que Be debe cumplir 1la

ecuacién diferencial
EX d‘y / dz* = p {16)

En el suelo se requiere un méddulo secante de

de
esfuerzo con el que se esté trabajando), el

deformacion E- (correspondiente al nivel
cual esta dado por

B' = -pl/y (17
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suelo sobre el
{(t/m, por
ejemplo), ¥y "y" es el desplazamiento lateral

donde p es la reaccién del
pilote, por unidad de longlitud
del pllote. Combinando las ecs 16 y 17 8e
obtiene la siguiente expresjon ’

d'y 7 dx* + (B, / Bl ) y = 0 (18)
La solucién de la ec 18 se lleva a cabo con
dos procedigientos. El primero consiste en

suponer que E' es proporcional a la profun-
didad E_ =k x Mediante =suceaivas Bolu-
ciones de la ecuacidén diferencial se va
lograhdo que la elastica de Ja viga 8e
asemeje 1o mas posible a la curva p-y
determinada a partir de las propledades del
spuelo. Esto es necesario debido a las

'cara;teristlcns no lineales de deformacién

del suelo. Esta solucion se lleva a cabo con

el auxilio de tablas vy graficas construldas

ex-profeso
t

para el caso.

El segundo procedimiento se eaplea cuando

se encuentran variaciones importantes en las
propiedades del suelo, y cuando se requiere
i1a

tomar en cuenta caabjos en rigidez del

pilote, para lo cual se requiere el empleo

de una computadora. Mediante scluciones su-

cesivag de la ecuacioéon diferencial del pilo-
te, haciendo repetidas refe}enclaa a la cur-
determina

va p-y del suelo, la computadora

para cada tramo elegido del pilote el valor
del médulo de deformacion del suelo que sa-
tisface las condiciones de compatibilidad ¥y
de equilibrio entre suelo, pilote y uupereé-
tructura. Se toman en cuenta varlaciones en
las condiciones de apoyo del pilote y el
efecto de la posible socavaclén que se pu-
diera presentar en la parte superior del pi-
lote. En la fig 68 se presentan los resulta-
dos de la aplicacién de los wmétodos

por Matlock y Reese (1961).

usados

Debido a las cargas laterales sobre los pi-
lotes, en la parte superior se alcanza con
frecuencia el rango de comportamiento plas-
tico del suelo en las éhrvas p-¥, razén por
la cual se han desarrollado métodos para to-
mar en cuenta el comportamientoc del
cerca y en la falla, tanto para arcillas
blandas (Matlock, 1970),
1974). se han
coaparade los resultados de las teorias
mediciones de campo y de laboratorio,

niéndose en general

suelo

CORO para arenas

(Reese ot al, En ambos casos

con
obte-
acercamientos bastante

satisfactorios a la realidad,

sobre todo

—’_;33;_, para fines practicos.
Prof]mdidaql
(plg) .
. o o
aQ 2 L’,f‘ ~ Momento flexionante, 10 plg.lb
3 M -20 .' o 10
a // P, =1500Q0. 1k 1 . 10 + '
Y =~=1 Soljcién 1
2 1? {EI lconstante)
[
2
- 904 S¢luciéy 2 T
u 1
® = Solucion 3 P g
[ = GJ"’——‘F—_’—‘ ( — IAF?
:2 P { considerando %’)
] ,/" sotayacion /77 | solugisn a
: i ’ /) - mano | (consifle-
& I et - f randd E = kx ¥
— -
Y { EI constante)

1 2

¥, Deflexién lateral del pilote, plg

FIG 7 CURVAS TIPICAS p-y, DETERMINADAS PARA EL
SUELO A DIFERENTES PROFUNDIDADES (MATLOCK
Y REESE, 1961)

FIG B8 COMPARACION DE DIAGRAMAS DE NOMENTO FLEXIONANTE, DE LA

SOLUCION A MAND CON: (a) SOLUCION 1, CON COMPUTADORA,
AJUSTANDO LOS VALORES DE E_ CON LA PROFUNDIDAD, y (b) SO-

LUCION 2, TOMANDO ADEMAS

RIGIDEZ DEL PILOTE CON LA PROFUNDIDAD (MATLOCK Y REESE,
1961)

3 .

EN CUENTA LA VARIACION DE LA

4w
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También se ha eapleado el método del elemen-
to finito para tomar en cuenta, entre otros
efectos, el desplazamiento relativo que
puede ocurrir entre pilote y suelo durante
la deformacién lateral del elemente (Yegian
y Wright, 1973). También se puede tomar en
cuenta la iInfluencia de dos o de tres
pllotes cercanos entre si {Yegian y Wright,
1973);: el nimero de pilotes a considerar es
pequefio, dada la gran cantidad de elesentos
que se tendrian que trazar para un numero
mayor de pllotes.

Por su parte, Zeevaert (1980)
método muy completo para el analisis de pi-

las o pilotes sujetos a

presenta un

laterales.
Conasidera cinco casos principales de anali-

cargas

sis de una pila o pilote: _
I. Pilote libre de girar en sus extremos
I1. Pilote empotrado en la estructura de
cimentaciétn y libre de girar en la punta
II11. Pilote libre de girar en la cabeza vy
empotrado en la base
IV. Pilote empotrado en ambos extremos con
giro en la base
V. Restriccién parcial del giro en los
extremos de una pila
Para la solucién de estos problemas se
emplea la Ecuacién Matricial de
Horizontal (HEMI), la cual depende de las
condiciones de apoyoc y de las caracteristi-
cas estructurales del pilote. Por otra par-
te, se obtiene la Ecuacién Matricial de Des-
plazamientos Horizontales (HEMA), la cual es
funcion de las propiedades de deformacidn

del suelo, considerando la influencia entre
laa diferentes reacciones del suelo sobre el

pilote. Debe haber compatibilidad de defor-
maciones del pilote con la masa de Buelo,
para lo que Be emplea el

Interaccion

modulo horizontal
de cimentacioén Ki , definido de manera
loga a como se hizo en el inciso 2.1 de este
trabaje. El procedimiento de Zeevaert (1980)
para plilas o pilotes aometidos a cargas la-
terales es siailar al deﬁcr!to en e! inciso
2.1, en el que s8e varian los valores de’ K

ana-

FIG 9

mediante iteraciones hasta que se€ cumple la
condicion de compatibilidad de deformaciones

entre pilote y suelo.

También se pueden cosbinar las matrices HEMI

y HEMA, para hallar la matriz HEMISE, que

permite resolver el problema de la
cion suelo-pilote sin necesidad de recurrir

interac-

a iteraciones (Zeevaert, 1980). En las figs
9 y 10 se presenta la aplicacion del =método
de Zeevaert a una pila sometida a una carga

lateral de 10 t.
La pubicacion Manual de Disefio y Construc-

cién de Pllas y Pilotes (1983), de la So-
con-

ciedad Mexicana de Mecanica de Suelos,
tiene los valores del coeficiente de reac-
cién horizontal Kg dados por Terzaghi

{1955), para suelos sin y con cohesién, asi
como un procedimiento aproximado, tomado de

)

4 2 10 t
- -—
EI = 6.441 x 10 t'@vay/zn' 77 "ep
R
] 0.0024
2.0 x —"
| 1 //// 0.0024
:;;: 0.0015
2.5 X, ”——'////
//// 0.0015
L 7
B /// ,
/// 0.0020
2.5 Xy ‘_—'///
/ 0.0020
12.0 A -
- /
. //// 0.0033
2.0 X, -///
| ///‘ 0.0033
i ' :;j: 0.0012
2.0 X —>
L 0.0012
= TR
L _Le 2 ©.0060
A
L

Vb Distancias
BASE 2R° = 1.6 m xb en metros

PILA SUJETA A FUERZAS HORIZONTALES
{ZEEVAERT, 1980}
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ia Socliedad Geotécnica Canadiense (1978),
que proporciona en forma grafica las magni-
tudes de la deflexiéon y del momento flexio-
nante en funcién de la profundidad a lo lar-
g0 ael pileote, haciendo uso de 1la rigidez

relativa del sistema pllote-suejo.

4. PROPIEDADES DE LOS MATERIALES QUE FORMAN
LA ESTRUCTURA Y EL TERRENC DE CIMENTACION
incisos

como se ha podido observar en los

anteriores, al trabajar con 1la interaccién
suelo-estructura se tORa €en cuenta tanto la
estructura como el terreno de cimentacion,
por 10 que es necesario conocer las propie-

dades de ambos medios.

En estructuras de concreto reforzado 8se
mddulo de elasticidad del
tiempo.

acepta que el
concreto tiende a disminuir con el
Asi, Flores Victoria (1968}
edificios de concreto, el mddulo de elasti-
cidad puede tomarse del orden de 3000 ir_;z

sefiala que en

8 Jen é:m x 10;1 2 o
40 30 20 10 1) 10
1 I
b \ |- Cortante en t
.0 \
E
5[
o
-t
]
5 )
Nomento en
@
< B.5 t,m
-y
[
® Desplazamientos ,//A\ |
& R.o . I
g horizontales en ¢m '
H .
=%
o [
.0 ’
1.0 /
= =™ SEGUNDO CICLO
=== TERCER CICLO
FIG 10 CORTANTES Y MOMENTOS FLEXIONANTES, Y

DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DE LA
PILA (ZEEVAERT, 1980)

al tener en cuenta que los asentamientos to- -
tales sBuceden a largo plazo. Notese que este
valor es bastante inferior al de 10000 ¥ f;
que usualmente se toma

para calculos a

corto plazo.

_Por su parte, Ellstein y Granados (1988} co-

mehtan que la magnitud de los asentamientos
que determinan corresponde al 100 X de

solidacién primaria,

con-
misma que tardard un
cierto tiempo en ocurrir. Las deformaciones
de la estructura no son instantaneas
diferidas y por tanto las propiedades elas-
ticas de los materiales estructurales no son
las medidas con las pruebas rapidas usuales;
para el caso del concreto armado en la ciu-
dad de México, el componente diferido puede

ser tomado en cuenta multiplicando el médulo

sino

de elasticidad del concreto por un factor
menor que uno, probablemente del orden de
0.2 6 0.25 (Ellstein y Granados, 1988).

Puede cbservarse que en general existe coin-
cidencia en sefialar que el médulo de elasti-
cidad del concreto se debe reducir en
importante cuando se lleva a cabo la
raccidén suelo-estructura a largo plazo.

forma

inte-

La variacién de los médulos de deformacién
es todavia méAs importante en el
cimentacion,

terreno de
sobre todo si se trata de sue-
los plasglcos saturados, en los que la de-
formabilidad depende no sé¢lo del nivel de
esfyerzos sino también en forma importante
los mddulos de
deformaciédn deben seleccionarse acordes con

ambos factores: nivel de esfuerzos y tiempo.

del tiempo. En consecuencia,

El hecho de que el suelo tenga un comporta-
miento no lineal ha sido tomado en cuenta
por la mayoria de los investigadores de la
interaccion suelo-estructura. Asi, Chamecki
(1956} trabaja con el indice de compresibi-
lidad en una arcilla norsalmente consolida-
da, al cual toma como una constante. Ademas,
sefiala que el médulo de deformacidn de un

suelo es funcion del estado de esfuerzo,

el R
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siendo la derivada de la curva esfuerzo-de-
formacion unitaria, con respecto al esfuer-
zo. Debido a que las relaciones esfuerzo-de-
lineales,

formacloén en los suyelos

Chamecki (1956) propone un método

son no
iterativo
para la resoluclién derla interaccion suelo-

estructura.

Varios autores toman en cuenta el ‘comporta-
miento no lineal de los suelos,
métodos para considerar
efecto (Flores Victoria, 1968; Flores Victo-
ria y Esteva, 1970),
criterios para acelerar la
los métodos.

proponiendo
iterativos este
en los que utilizan
convergencia de

El comportamiento no lineal del terreno de
cimentacion es considerado por Damy et al
(1977) y Esteva et al (1977}, al

matrices secantes de rigideces en la estruc-

utilizar

tura y de flexjibilidades en el suelo, para
cada iteracién.
Leevaert (1980) seflala que las reacciones

efectivas en la orilla de

pueden resultar altas,

la cimentacion
lo que origina un
flujo viscoplastico, y consecuentemente un
relajamiento del esfuerzo de reaccién bajo
deformacion constante en eso8 lugares. El
esfuerzo limite efectivo o respuesta maxima
que puede admitirse en condiclones estaAticas
en la orilla de la cimentacitn es igual a la
resistencia de material, cuando se inicia un
flujo viscoplastico incipiente (sin necesa-
riamente alcanzar la capacidad de carga al-
tima en el borde de la cimentacion). En sue-
los de alta sensibilidad podria establecerse
la condicién de que el esfuerzo maximo en el
borde de la cimentacién, en condiciones es-
taticas, no febase el esfuerzo critico {o de
preconsolidacion) correspondiente al quiebre
de la curva de compresibilidad (Zeevaert,
1980} .

En pllotes sujetos a cargas laterales el
suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a
la falla: véanse las curvas p-y de la fig 7.

[
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Inclusive, existen técnicas phra tomar en
plastico del
terreno de falla,

suelos cohesivos (Matlock, 1970)
Buelos friccionantes (Reese et al, 1926).

cuenta el comportamiento

en estado tanto pare

com® par:c

.
)

S. APLICACIONES

Presentamos en este inciso algunas de las

aplicaciones de 1a {nteracclén estatica
suelo-estructura.
En la fig 11 se presenta una estructura

reticular con una cisentaciétn a base de una
(Pozas, 1980). Empleando
interaccidn suelo-estructura se obtienen los
resultados mostrados en la fig 12; Es

zapata corrida.

interesante comparar estos resultados con
syponiendo una
uniforme, los cuales se muestran en la fig

los obtenidos reaccién
13. Como se puede observar los momsentos en
todos los nudos de 1la estructura difierer

comparando ambos casos. En el nudo centr:

inferior el momento con reacclén uniforme es
31 X mayor que el que se obtiene tomando en
cuenta la interacciéon suelo-estructura. En
el nudo inferlor izquierdo el momento es 320
segundo
se deja
la rigidez de la
estructura: el momento sobre el nudo de la
debido a 1la

inclusive de

X mayor con el primero que con el
método. Aun en la
sentir el

superestructura
efecto de
izquierda del primer piso,

columna inferior, cambia

sentido (figs 12 y. 13). En resumen, los
reaceilh uniterad atE eren®de 1802 20 nentln
obtenidos tomando en cuenta la interaccién,
tanto en la Buperestructura como en la
subestructura. Esta variacidén ocurre tanto
eﬁ la magnitud como en el sentido de los
momentos, pues en uno de los nudos estos
llegan a cambiar de signc, tal como puede

verse comparando las filgs 12 y 13,

(LS
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FIG 11 ESTRUCTURA RETICULAR (POZAS, 1980)
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FIGC 12 RESULTADOS OBTENIDOS UTILIZANDO
F INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA
: (POZAS, 1980)
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RESULTADOS OBTENIDOS SUPONIENDO
REACCION UNIFORME (POZAS, 1980)

FIG 13

Otro caso real de aplicacion de la in-

teraccidn suelo-estructura es el correspon-

diente a zapatas corridas que 8e emplean
para tomar fuerzas laterales debidas a sismo
a través de muros de cortante gue se unen a
las zapatas en diferentes tramos. En la fig
14 se muestran los resultados de un analisis
de interaccioén suelo-viga flotante para una
modulo de

elasticidad del concreto utilizado fue de

zapata de concreto reforzado. El

1,581,000 t/lz ¥y los momentos de inercia en

_los diferentes tramos se indican en la flig

14. También pueden observarse las cargas gque

actGan en la zapata, asi como la estra-
tigrafia y propiedades del subsuelce. En la
misma figura‘estan graficados los diagramas
de reacciones y de hundimientos del terreno,
sirviendo el primero de elios para la
deterainacion de los elementos Rmecénicos y
del disefio estructural de la =zapata
segundo para el conocimiento de los asenta-
mientos totales y diferenciales de la cimen-
tacioéon (Deméneghi, 1990).

que en el contacto del

y el

Puede observarse
terreno de cimen-
tedri-
camente, esfuerzos de tensidn, es decir, se

taci6on con las zapatas se presentan,

obtienen reacciones negativas, fentmeno

T T T T W A L e T . B . -
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Fld |4 RESULTADDS DEL ANALISIS

FLOTANTE

debido a2 108 momentos que transmiten los
muros de cortante a la cimentacidn en uno de

los extremos de las zapatas.

Ootro ejemplo de interaccioéon suelo-estructura
anadlisis de
estructural en el que se considera que Bus

consiste en el un marco

apovos tienen una rigidez al desplazamiento

vertical y otra al giro; es decir, se

considera por ejemplo un marco estructural

cimentado en zapatas aisladas que pueden

sufrir tanto un hundimiento vertical como un

giro. En este sentido, este anAlisis es un
poco nés general que los anAlisis
convencionales que suponen que los apoyos

del marco estructural estan empotrados o

INTERACCION SUELD -vida

La
de
caso

articulados en el terreno de cimentacioén.
analisis
interaccidn suelo-estructura para este

se presenté en el inciso 2.2 de

trabajo. En 1la ffg 15 se presenta
aplicacion esta técnica
la cual esta formada por una trabe de

forma de llevar a cabo el
este

la
a una estructura
real,
concreto reforzado de 0.5 m de anche y de 2
m de peralte, apoyada sobre unas
cimentacidén de

diAmetros de 1.12,

pilas de
de

Las cargas

reforzado
1.48 yv 1.74 n,

concreto

que actdan sobre el marceo se indican en la
fig 15, Las pllas tienen Jlos sigulentes
diAmetros
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Plila

A

Dismetro, m R parte central de }a estructura la carga . en
l, 1.12 un nudo es de 150 t, wmientras gque por el
{ 2 1.48 efecto combinado de rigidez de estructura vy
3 1.74 suelo 1a carga en la pila que estdA bajo el -
nudo aumenta hasta 302 t (flg 17);: en el
El terreno de cimentacion es una toba de 4, vecino la carga concentrada es de 480
origen volcanico que se encuentra al t, mientras que la carga en la pila de abajo
porifente de la ciudad de Méxrico, que tiene disminuye a 350 t. Un fentmeno similar se
un médulo de deformacion del orden de 8,000 presenta en el resto del marco.
a 10,000 t/l2 E]l material comprendido entre
la trabe superior y el nivel de desplante de Con el proposito de observar la influencia
las pilas es un relleno suelto cuya rigidez de un aumento en la rigidez del terreno vy
se desprecia para fines de anélisis. una disminucion en la rigidez de la
. estructura, se Jllevé a cabo un segundo
En la fig 15 8se muestran Jlos momentos an&lisis incrementando el addulo de
flexionantes en los nudos de la estructura, elasticidad del suelo a 16.000 t/i‘ y
correspondientes a un m6dulo de elasticidad disminuyendo el médulo de elasticidad del
del concreto reforzado de 2,214,000 t/l2 y concreto a 1,265,000 t/.z- Los resﬁltadoé se
un modulo de elasticldad del terreno de muestran en las figs 18 a 20 para 1los
z »
cimentacion de 8,000 t/a°. Se pueden momentos flexionantes, fuerzas cortantes y
observar las altas magnitudes., de los fuerzas normales, respectivamente. Como era
momentos flexionantes. En la fig 16 se de esperarse, la redistribucién de carga es
indican las magnitudes de las fuerzas menor; asi, en la fig 20, en el nudo donde
cortantes y en la fig 17 las de las fuerzas la carga concentrada es de 150 t, en la pila
normales en las pilas. Nétese 1la fuerte aumenta a 253 t (en el primer analisis
redistribucién de cargas debido a 1la aumenta hasta 302 t). En el nudo vecino la
interacciéon suelo-estructura. Asi, en la carga concentrada de 480 t disminuye a 389 t
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(fig 21;

350 ¢t).
De todas formas, el efecto de la interaccién
también

(en el primer analisis disminuy6 a

es

suelo-estructura en este caso

importante.
Se han llevado a cabo !ediciones en campo,

en las cimentaciones reales, para verificar
analisis de
Meyerhof (1979)

los resultados que se describen en

la validez de los interaccién

suelo-estructura. presenta
los si-

guientes parrafos.

Las observaciones indican que en zapatas ri-
gidas cargadas uniformemente, con la excep-
cién de arena suelta, la presién de contacto
es mayor en la esquina y menor en el centro,
como era de esperar de acuerdo a la teoria
Meyerhof, 1979).

también han mostrado que la hetero-

Las mediciones an-
teriores
suelo

geneidad local de las propiedades del

cerca de la base tiene una influencia consi-
derable en la distribucién de.la presiédn de
contacto (sobre todo se deja sentir el efec-
to de la falta de confinamiento del suelo
de

las mediciones indican que el ma-

cerca de los extremos la =zapata). Peor

otro lado,

CARGAS EN TONELADAS

ximo momento flexionante puede ser hasta 30
%X mayor que e} obtenido con el método de
analisis convencional.

i
En las fig 22 yv 23 se presentan resultados

(Meyerhof, 1979) de mediciones en estruc-

turas reales de g;an tamaRlo (en el primer
caso se trata de un edificio de 52 pisos ¥y
El
analisis de las dos figuras permite afiramar
que los valores teédricos
pleando los métodos de

estructura, considerando la rigi-

en el segunde de otro de 15 pisos).

determinados ems-
interaccion suelo-
es decir,
dez de la estructura,
medidos

presidn de

gson muy simjlares a

los valores en el campo (asen-

tamiento, contacto, momento

flexionante y fuerza cortante).
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ferenciales del suelo y de

- ciones es elevado,

O VONCLUSIONBS

En relacién con la interaccién estatica sue-
lo-estructura se puede concluir lo sigulen-

te:

a) Existe un buen niamero de métodos que tra-

tan el problema. En términos generales, la

mayoria de ellos determinan las deformacio-
nes del terreno de cimentacion utilizando la
matriz de flexibilidades del suelo. En

bio, en el analisis de la estructura,

cCam-
algu-
nos procedimientos emplean la matriz de ri-
matriz
la estructura. Cabe
métodos
todos ellos
di-
del

la

mientras que otros usan la
de flexibillidades de

aclarar que practicamente todos los

gideces,

resuelven el problema, es decir,
obtienen los diagramas de asentamientos
reacciones
mismo, tomando en cuenta la rigidez de
estructura de cimentacién. algu-

nos de los procedimientos toman en cuenta el

Inclusive,

efecto de la superestructura (con todos
pisos) en el analisis de interaccién.

sus

-

b) La mayoria de los procedimientos de inte-
raccién se presentan en forma bidimensional,

en el plano {quizad por facilidad de exposi-....

cién),
lativamente senclilla a tres dimensiones.

pero se pueden extender en forma re-

El
principal inconveniente de tratar el proble-
ma en el espacio es que el numero de opera-
lo cual cae fuera del al-
cance de la mayoria de las oficinas de cal-

culo estructural o de mecanica de suelos.

c) La solucién del problema de interaccién
se puede realjzar haciendo un analisis de la

estructura vy un analisis de deformaciones
y llevando cabo despues
combinaciéon adecuada de ambos, que de hecho
métodos
anteriores. 5Se

del suelo, a una

es lo que hacen la mayoria de los

presentados en los incisos

observa que el ingenfero de cimentaciones,
al dedjcarse a la interaccién suelo-estruc-
tura, debe manejar en la forma mas clara po-
sible sus conceptos de anaAlisis estructurai

y de mecanica de suelos.
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d) bada la gran cantidad de operaciones a
realizar, la resolucién de un problesa de
interaccién suelo-estructura se lleva a cabo
en general con el auxilio de programas de
. actualmente, se

computadora, los cuales,

pueden correr en una microcomputadora (o

PC), con las que se cuenta en Jlas oficinas
de calculo.
e) Un aspecto importante de la interaccién

suelo-estructura es el relativo a las pro-
piedades de la estructura y el suelo. En la
estructura el médule de elasticidad del con-
creto, para fines de calculo, disminuye con
el tiempo. En el terreno de cimentacién, la
deformabilidad es funcién del nivel de es-
fuerzos, ya que el* cosportamiento de los
suejos es no lineal. Ademas, en los sedi-
mentos plasticos saturados la deformabilidad
del suelo depende del tieampo. P&r lo tanto,
en los cAlculos de interaccién se debe tomar
en cuenta en forma apropiada en caabio de
las propiedades de los
variables

suelos con las
mencionadas. Inclusive, en los
extremos de una estructura de cimentacién, o

en pilotes sujetos a cargas laterales, el

. suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a

la falla, por lo que hay que considerar en
estos casos el comportamiento plastico del
terreno. Por lo anterjor, conviene trabajar
con los md&dulos secantes de deformacion del
suelo, acordes con el nivel de esfuerzos vy,

en caso de suelos finos saturados, con el
tiempo. .
f) Algunos procedimientos emplean el wmédulo

de reaccién K en la {interacclién suelo-es-

tructura. Dado que K depende de las propie-

dades del suelo, es vAlido lo expuesto en el

inciso (e) anterior respectoc a la variabili-
dad de las propiedades de los suelos,
ademas, en una cimentacién

Pero,
continua el
médulo K depende de la reaccién del suelo ¥y
de las deformaciones de la cimentacién, por
lo que no se conoce a priori, sino que solo
con {teraciones es posible determinar su
valor. En consecuencia, en cimentaclones

continuas no es posible asignar valores de K

en funcién del tipo de suelo, como : se

pretende hacer en cocasiones en la practica.

g} En cimentaciones a base de zapatas .

ladas, cuando no existe influencia de un ci-
miento sobre otro, vya sea por el tipo de
terreno ¢ porque estén las zapatas suficlen-
temente separédas. se puede realizar la {n-
teraccidén suelo-estructura considerando mo-
dulos de reaccion al desplazamiento vertical
y al giro. En el inciso 2.2 se presentd un
procedimiento que resuelve este caso, consi-
derando las reacciones del suelo como cargas

sobre la estructura.

h) La comparacioén de resultados entre consi-
derar una reaccién uniforme y tomar en cuen-
ta la interaccién suelo-estructura exhibe
diferencias notables en los diagramas de
hundimientos diferenciales, reacclén del te-
rrenco y elementos mecanicos (momento flexio-
nante y fuerza cortante), en la mayoria de
los casos. Se puede presentar {Inclusive en
aigunos casos cambio de sentido en los

mentos flexionantes de la estructura de

mentacién o de la superestructura.

i) En cambio, la comparacién entre observa-
clones de campo en estructuras reales con
los métodos que toman en cuenta Jla rigidez
de la estructura de cimentacién, ha dado re-
sultados pronisorioé, Pues los valores de-
métodos de Interacclén
son simflares a los valores medidos en cam-

poO.

terminados con los

7. REFERENCIAS

Chamecki, S (1956), "Structural rigidity In
calculating settlements”™,
the Soll Mech and Found Division, Proc
ASCE, Vol 88, No SM1, enero

Journal of

Damy, J, Esteva, L y Guerra, R {1977), “Mé-
todos Incrementales en el an? ‘s
de cimentaciones continuas sobre i—

rrenc compresible™, Memoria del er



se

P 5

U
0

USTER L e e, Y g Y

Congreso Nal sobre Ing Estructural, Soc

Mex de Ing Estructural, México, D F
peséneghi, A (1979), "Un método para el ana-
ligis conjunto de la estructura y el
suelo™, Rev Ingenieria, vol XLIX, No 3,
PP 56-64
peméneghi, A (1983), "Interaccién suelo-es-

tructura®™, Rev Ingenieria, Vol LIII, No
4, pp B0-90

peméneghi, A (1985), "Non-iterative method
for the analysis of soil-structure in-
teraction™, Proceedingsof the XI Int
Conf on Soil Mech and Found Eng, San

Francisco, pp 733-736

Deméneghi, A (1990}, "Interaccién suelo—viga

flotante®™, Memcorias de la g!‘ Reunién
Nal de Mec de Soc Mex de Mec de
Suelos, San Luis Potosi, SLP, Vol 1, pP

19-31

Ellstein,
boracioén

A vy Granados, R (1988), "La

geotecnista-estructurista en

cola-

el calculo de interaccién suelio-estruc-
tura®, Memorias del 6to Congreso Nal de
Ing Estructural,

Puebla,

Soc Mex de Ing Estruc-
tural, Pue

Esteva, L, Guerra, R y Barradas, L (1977),.

anali-

sobre

"Aproximaciones sucesivas en el

continuas
del
Congreso Nal sobre Ing Estructural,
Mex de

sis de cimentaciones

terreno compresible™, Memoria ler
SocC

México, D F

Ilng Estructural,

Flores victoria, A (1968}, Analisis de Ci-

mentacicnes sobre Suelos Compresibles,

No 171,

Instituto de Ingenieria, julio

Flores victoria, A y Esteva, L (1970), Ana-

lisis y Disefioc de Cimentaciones sobre

Ierreno Compresible, lnstituto de lnge-
nieria, No 258, febrero

SRR gt

-

‘ 'Manual de Disefio de Obras Civiles. C.2.2.
Disefic Estructural de Cimentaciones
{1980). Comisién Federal de Electrici-
dad

-
[}

Matlock, H (1970), "Correlations 'for design

of laterally loaded piles in soft

clay”, Second Annual Offshore Technclo-
gy Conf, Houston, Tex, april

s

v

Matlock, H ¥y Reese, L C (1961}, “Foupdation
analysls of offshore pile supported
structures®, Proceedings of the Fifth

and Found Eng,

Paris, pp 17-22, july

, .
‘fneyerhof. G G (1979), "Soil-structure inte-
raction and foundations”, del
VI Congreso Panamericano de Mec de Sue-

Memorias

los € Ing de Cimentaciones, Vol I, pp
109-140, Lima, Pera

S
Moreno, M (1990), “Anadlisis y disefioc de c¢i-
pentaciones”™,. Seminario Técnico-Cienti-
= fico IMP-IIE-ININ, Mesa 7, 1Ing Civil,
Cuernavaca, Mor -
!
Normas Técnicas Complementarias para el Di-

sefio y Construcciétn de Cimentaciones,

Reglamento,de Construcciones para el
Distrito Federal (1976). (Véase publi-
cacion No+405 del Instituto de Ingenie-
ria) " l

Pozas, M {1980), "Un ejemplo del analisis de
interacclon suelo-estructura”, Tesis
profesional, Facultad de Ingenieria,
UNAM

v
Reese, L C, Cox, W Ry Koop, F D (1974),

"Analysis of laterally loaded piles in

sand”, Sixth Annual Offshore Technglogy

conf , Houston, -Tex, may

Sanchez Martinez, P (1982),

problema de

J L y Enriquez,
"Un método de solucién al

interaccién suelo-estructura en cimen-
taciones someras™, Memorias del 3er

45

P A LY - e e e =



Congreso Nal de 1ng Estructural, More-

lia
-

;

I :

“Sociedad Mexicana de Mecanica de Suelos
{1983) , Manual de Disefioc y Construc-

cién de Pilas y Pilotes, México. (Ela-
borado por el Instituto de Ingenieria y
S6lum)

/

Vﬁégian. M y Wright, S G (1973), T"Lateral
scil resistance -~ Displacesent rela-
tionshipe for pile foundations in soft
clays™, Fifht annual Offshore Iechnolo-

gy Conf, Houston, Tex, april-may

"

V/

Leevaert, L (1973), Foundation Engineering
for Difficult Subsoil Cenditions, Van
Nostrand Re}nhold. New York

L
' Leevaert, L (198 Intersccidén Suelo-Es-
a

85),
tructura de Cimentacion, Limusa

e

E

a X .
\'zeevaert. L (1982}, Foundation Engineering
for Difficult Subsoil Conditions, 2nd

edition, van Hostrand Reinphold, New York

Zlenkiewicz, O ¢ (1977), The Finite Element
Method, 3rd edition, McGraw-Hill

46



-
v.‘-“

+

+
Moo

S R ~ I =8 e T T A Y a ¥’
THNE AT AN vt 1 L S R T T TG R L TCR 1411 oMY Y B T TR

Ay e

FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

ANALISIS ESTRUCTURAL

UN METODO PARA EL ANALISIS TRIBERCIONAL DE LA LUTERCACION

ESTATICA SUELO ESTRUCTURA

A. DERENEGH

Palacio de Minesia e de Tacuba b Primer piso .Deleg. Cuauhtemoc 06000 México. .. - APDO. Postal M-2285
Telefonos: 5128955  512-5121 5217335 5211987 ‘Fax  510-0573  521-4020 AL 26



A

UN METODC PARA EL ANALISIS TRIDIMENSIONAL DE LA INTERACCIGN
ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA

A Deméneghi
Facultad de Ingenieria, UNAM. México

RESUMEN

Se presenta un procedimiento para el andlisis de interaccién
estatica suelo-estructura en tres dimensiones, el cual toma
en cuenta toda la estructura y teodos 1los estratos del
subsuelec. Esta técnica permite ademds conocer los elementos
mecdanicos en cualquier nudo de la estructura, incluyendo
desde luego la estructura de cimentacidén. Con el propdsito de
ilustrar el empleo del método, se presenta un ejemplo
sencillo de aplicacién resuelto paso a paso,

ABSTRACT

A methed for the three dimensional analysis of static
soil-structure interaction is presented, in which the whole
structure and all the subsoil strata are considered. With
this technique we can determine the mechanical elements in
each node of the structure, including the substructure. A
simple illustrative, example is presented for the explanation
of the method.

1. INTRODUCCION

Se han desarrollado hasta la fecha técnicas de interaccidén
estatica suelo-estructura bastante utiles 1la mayoria de
ellas; sin embargo, muchos de estos métodos estidn elaborados
para aplicarse unicamente en dos dimensiones, de manera que
el andlisis de una estructura se realiza en un plano, lo cual
hace que se pierda la visualizacion del fendémeno
tridimensional. Se puede intentar hacer analisis en dos
direcciones ortogonales y superponer los efectos, para
representar el fendmeno tridimensional, pero aun asi el
procedimiento es aproximado, y ademas no es posible conocer
los elementos mecdnicos en las vigas intermedias de 1la
estructura de cimentacidén. Por 1lo tanto, 'es necesario
desarrcllar procedimientos gue tomen en cuenta el efecto
tridimensional en la interaccidn suelo-estructura.



" Fn este articulo se presenta un meéetodo de interaccidén
tridimensional que toma en cuenta toda- la estructura y todos
los estratos del subsuelo. ‘

La técnica de interaccion que se propone (Deméneghi
1983} consiste en considerar las reacciones del terreno de
cimentacién come cargas sobre la estructura, manejandolas
come ingognitas. Después se calculan los hundimientos del
suelo en funcidén de las cargas sobre €l (estas cargas son
iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones,
por la tercera ley de Newton). Finalmente se establece la
compatibilidad de deformacicnes entre estructura y suelo, 1lo
gue egquivale a 1igualar 1los desplazamientos entre ambos
medios; con esto se resuelve el problema, ya que se obtienen
los hundimientos del suelo y las reacciones sobre la
estructura, Como previamente se realizé el analisis
estructural, es posible determinar ademas los giros en los
nudos de la estructura. Con estos resultados se pueden
calcular 1los elementos mecanicos en toda 1la estructura,
incluyendo desde luego a la estructura de cimentacidén.

2. ANALISIS ESTRUCTURAL -

Para fines de interaccion es conveniente utilizar el método
de rigideces del analisis estructural, en el gque la ecuacién
general de equilibrio de una estructura esta dada por
(Beaufait et al 1970)

K§+p +B =0 | (1)
donde

K = matriz de rigideces de la estructura

8§ = vector de desplazamientos

Ee = vector de cargas de empotramiento

P = vector de cargas concentradas

[

La matriz de rigideces de' la estructura se puede obtener
mediante la suma de las matrices de rigidez de todas y cada
una de las barras que forman la estructura. Para 1la
determinacioén de los vectores de empotramiento en las vigas
de la estructura de cimentacién, debido a la reaccion dgel
terreno, consideramos una carga repartida de un extremo
hasta la mitad de una barra y otra carga repartida de 1la
mitad hasta el otro extremo de la barra. La convencién de
signos utilizada es la siquiente: los giros se consideran
positives en sentido antihorario y 1los desplazamientos
lineales son positivos si van hacia abajo en wuna barra
horizontal (o hacia la izquierda en barra vertical). Los
nomentos flexionantes son positivos en sentideo horarid, y las
fuerzas cortantes son positivas si van hacia arriba en barra
horizontal (o hacia la derecha en barra vertical). A

212
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continuacidén presentamos las matrices de rigidez y los
vectores de empotramiento para las siguientes condiciones de
apoyo:

a) Barra con una articulacidn a la izquierda y un apoyo
continuo a la derecha (fig 1)

La matriz de rigidez esta dada por

8 5 5
b .2 52
JEI/L - AEI/L JEI/L e,
K = ~ 3E1/1° SET L3 - 3e1/L° 5 (2)
' 3E1/L° - 3EI/L° 31/

El vector de cargas de empotramiento vale

- wi?/8 + (7/128)L° r_ o+ (9/128) L2 r,
P = - 3WL/8 + (41/128)L r_ + (7/128)L r, (3)
- 5WL/8 + (23/128)L r_ + (57/128)L r_

-
on L

-

b) Barra con una articulacidn a la derecha y un apoyo
continuo a la izquierda (fig 2)

La matriz de rigidez esta dada por

e 5 5
P 2 )
3EI/L - 3EI/L 3EI/L ;
K, = - 3e1/L° 3EI/L> - 3EI/L° 5 (4)
3EI/L? - 3e1/1° 3e1/1>

El vector de cargas de empotramiento vale .

wLl/s - (9/128)1% ro - (7/128)L% r_
- 5wL/8 + (57/128)L r_ + (23/128)L r_ ' (5)
- 3wL/8 + (7/128)L r_ + (41/128)L r_

Y

La matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento
para una barra con dos apoyos continuos se obtiene en forma
similar a la de las barras anteriores (véase Beaufait et al
1970). ‘

Como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda 1la
estructura es la suma de las matrices de rigidez de todas y
cada una de las barras de la estructura. El vector de cargas
de empotramiento de toda la estructura se obtiene sumando los
vectores de cargas de empotramiento de todas y cada una de

i



las barras. El1 vecter de cargas concentradas es determina
asignando a cada grado de libertad la carga concentrada gue
actuia sobre él. Con esto se realiza el analisis estructural
de toda la estructura.

Por falta de espacio no presentamos las expresiones para

la determinacidén de los elementos mecdnicos, pero, a manera
de ejemploc, para una barra con wuna articulacién a la
izquierda y un apoyo continuo a la derecha (fig 1)

M= - wL®/8 + (7/128) L® r_+ (9/128) L? r, + (3EL/L) 6
- (3EI/L%) 5+ (3EI/LY) 5 (6)
V= - 3wWL/8 + (41/128) L r_+ (7/128) L r_ - (3EI/L°) 8

+ (3EI/L%) §_ - (3EL/L)) & (7)

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMENTACION

En este inciso consideramos las cargas gque transmite la
estructura sobre el terreno de apoyo, las que son iguales en
magnitud y de sentido contrario a las reacciones del suelo
sobre la estructura, por la tercera ley de Newton. Calculemos
los asentamientos del terreno en funcidén de estas cargas;
consideremos una reaccién r actuando en la superficie (fig

3):; la presion vertical vale r, dk /oa donde dk y a_ son

la longitud y el area en las gque actua la carga, respectiva-
mente. La deformacion del estrato de espesor Hiﬂ debida a

la carga r vale

1)k z 1]

~

I
H

Pero o

z rk dk /-ak
1Jk

13k

donde Iuk es el valor de influencia, el cual esta dado por

el esfuerzo normal vertical en el punto ij , producido por
una presidén unitaria actuando en el Aarea a (Zeevaert 1973).
M es el mdédulo 1lineal de deformacidén, es cual se

z
1)
define como el cociente de la deformacidn unitaria vertical
del estrato, entre el esfuerzo normal vertical que la
ocasiona.
En consecuencia 8 = MzlJ H” Ixn r.d ./ a

La deformacién del estrato, debida a todas las cargas vale

4/



= Mz H I r dk / a

donde n = numero total de cargas r
r .

El asentamiento bajo el punto 1 vale

n ]
e F
61 = ng MzU Hlj kgl Ith rk dk / ak (8)
donde n = numeroc total de estratos
< .

En la ec 8 los hundimientos del terreno quedan en funcién de
las cargas r -

4. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACICHNES

-

En esta etapa se establece la compatibilidad de deformaciones

entre estructura y suelc de cimentacién, lo que egquivale a.
considerar gque tanto los desplazamientos de la estructura.
como los del terreno son iguales, es decir, cque el suelo no.
se despega de la estructura. Analiticamente esto se alcanza

sustituyendo los valcres dados por la ec 8 en la ec 1. De

esta manera desaparecen como incégnitas los desplazamlentos

lineales y quedan unicamente como incognitas los giros en los: -
nudos y las reacciones del terreno. Es facil ver que el- '
nimero de ecuaciones es el mismo que el de incdgnitas, con lo

que se puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar los

giros y las reacciones. Empleando la ec 8, ya conocidas las

reacciones, se pueden determinar también los hundimientos del

terrenc de apoyo.

5. EJEMPLO ILUSTRATIVO

Presentamos en este inciso un ejemplo muy sencillc resuelto
paso a paso, con el propdsito de que el lector v1sua11ce las
etapas regueridas para el analisis de interaccion.

Se pide determinar las reacciocnes y los hundimientos del
terreno, para la estructura mostrada en la fig 4, cuya
cimentacién es a base una losa corrida. Se piden también los
elementos mecanicos. La estratigrafia y propiedades del
subsuelc se muestran en la fig 5.

a) Analisis estructural

Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de
la estructura, como se indica en la fig 6. Dada la simetria
de la estructura, presentamos a continuacién los de la barra
1 (articulacién a la izgquierda) y la barra 7 (articulacidn a



la derecha). Cabe aclarar que se desprecian efectos de
torsién en las barras. :

Barra- - =} 6 &
P q - r ) 5
1 - T A %10 61 2

7 9. - 5
10 2 3

A continuacién hallaremos las matrices de rigidez y 1los. - S

vectores de ‘empotramiento de 1las barras 1 y 7. Las demas = - ...
matrices y vectores se obtienen en forma similar. Aplicande: -~ -

la ec 2 para la barra 1: -

5 5
10 1 2
1786.898 "= 415.558 415.558 ‘o
K, = - 415.558 96.641 ~ 96.641 5
415.558 - 96.641 . 96.641 ,

‘Aplicando la ec 4 para la barra 3

5 5
10 . 2 3
1 , © - 415.558 415.558
Ky, 41505587 . 0 96.641 - 96.641
415. T~ 96.641 96.641

La matrizude rigideces “de” toda la estructura es la suma des

las matrices de; rigidez de todas y cada una de la barra de ;
estructurag(eltrangO”d ‘cada matriz se toma de 15 por.15).
manera’de: *ejemplo sejpresenta a continuacién la matri

rlgldez deﬂ‘la 'estructura para los primercs 5 grados
libertad ; - o
6‘ 65 ...:g
- 96.641 0 o] s
114,937~ 0 -21.655 - ...|-
96.641. 193.282 0 0 |
0 0 214.937 =21.655 “es
0 - 21.655 0_ - 21.655 86.620 _ ...




El vector de desplazamientos, para los primeros cinco grados

de libertad, vale
— 7

| o
1
O o O O D
N & W N =

Determinemos a continuacion el vector de cargas

empotramiento, Aplicando. la ec . para la barra 1:
: GL
- 1.849 + 1.011 r,+ 1.3 r, 10
Eel= - 1.29 + 1.377 ry + 0.2352 r, 1l
-2.15 + 0.7727 ry + 1.9148 r, 2

GL = grado de libertad

Aplicando la ec 5 para la barra 3:

GL

1.849-- 1.3 r2 - 1.011 r3 10

Ee? = - 2.15 + 1.915 r, + 0.7727 r, 2
- 1.29 + 00,2352 r, + 1.3773 ry 3

de

Como ejemplo presentamos a continuacioén el vector de cargas
de empotramiento de la estructura para los primeros 5 grados

de libertad.

f—— —

- 2.58 + 2.7546 Ty + 0.2352 r, + 0.2352 r,
-6.88 + 0.7727 r,+ 5.2069 r,+0.7727 ry+ 0.2352 r,’
- 2.58 + 0.2352 r, + 2.7546 r, + 0.2352 rg

B, =|-6.88 + 0.7727 r + 5.2069 r,+ 0.2352 r + 0.7727r,

-17.2+0.7727r +0.7727r4+7.6592r5+0.7727r6+0.7727r

2 8

GL = grado de libertad

GL

e w N

El vector de cargas concentradas, para los primeros 5 grados

71t

cd



FIEe

de libertad, esta dado por:

GL

— 1
- 9.6 1
0 2
= - 9.6 3

*c

4
5

Sustituyendo valores en la ec 1, y tomando en cuenta gue, por
simetria:

51 = 53 = 57 = 59 52 =08, 58, T 53

rl = r3 = r'T = r9 rz = r4 = r6 =_ rB
= = = = g = @8 =

8!0 811 612 813 14 - 15 0

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (que
representan el equilibrio de cortantes o de momentos en el
grado de libertad correspondiente):

Grado de libertad 1
193.28 61— 193.28 62+ 2.7546 r1+ 0.4704 r2-2.58 -9.6 = 0 (a)

Grado de libertad 2
- 193.28 61 + 214.937 62 - 21.655% 65 + 1.5454 r1 + 5.2069 r2

+ 0.2352 r. - 6.88 = 0 (b)

Grado de libertad 5
- B6.62 62+ 86.62 55+ 3.0896 r2+ 7.6592 rs- 17.2 = 0 (c)

b) Analisis de deformaciones del terreno de cimentacidn
Haciendo 1 = 1 en la ec 8

2 )
8, = §1 M, Hlj k§1 Iijk T4/ A .

=Mz Hl (Illl d1 rl/al+1112d2 rz/_a2+

e L 4 T /g )

+ Mz H (I d1 r, / a + 112

d +
2 121 2 5 / a

2

L. I129 d9 r, / a, ) {d)

Como se indicéd en el incise 3, el valor de influencia IUk



o

representa el esfuerzo en el punto ij debido a una presidén
unitaria colocada en el area k . Calculemos como ejemplo un

valor de influencia, digamos el T s En la fig 7 se muestra

la planta del area 5 y del punte 1 . Colocamos una presidn

unitaria en el area 5 y calculameos el esfuerzo baje el punto

1, a la mitad del estrato 1, es decir, a una profundidad de

1.2 m . Aplicande la ecuacion de Boussinesq, se obtiene un

esfuerzo vertical de 0.002988 . Los demas valores de

infuencia se cobtienen en forma similar. Sustituyendo valores

en la ec (d)

61 = 0.0154(2.4)[0.2271(4.3r1)/4.6225+O.009375(6.45r2)/9.245
+o.0001528(4.3r3)/4.6225+o.009375(6.45r¢)/9.245'
+0.002988(8.6r_)/18.49+0.0001625(6.45r,)/9.245
+0.0001528(4.3r ) /4.6225+0.0001625(6.45r ) /5.245
+0.00002824(4.3r9)/4.6225]
+0.0222(2.0) (0.1139(4.3r)/4.6225+40.04407(6.45r,)/9.245
+0.002284(4.3rs)/4.6225+0.04407(6.45r4)/9.245
+0.028026(8.Gr;)/18.49+0.002638(6.45r6)/9.245
+0.0022836(4.3r7)/4.6225+0.002638(6.45r8)/9.245

+0.0005157(4.3r9)/4.6225]

A

Sabemos que por simetria

= = r = Y = = r =TI
ol T, 7 e T, Ty [ 8

Sustituyendo valores y haciendo operaciones.
8, = 0.012733 r + 0.0033854 r, + 0.00063012 r_  (e)

En forma andloga se obtienen S, Y &,
aé 0.0036877 r + 0.020326 r, + 0.0021424 r_ (f)
0.0028714 r1’+ 0.010629 r, + 0.025023 r_ (g)

S
5

c) Compatibilidad de deformaciones

La compatibilidad de deformaciones entre la estructura y el
terreno de cimentacidén se logra sustituyendo las ecs (e), (f)
y {g) en las ecs (a), (b) y (c); asi, se cbtiene:

Grado de libertad 1

4.5029 r1 - 2.8039 r2 - 0.2923 r5 - 12.18 = 0 (a’)
Grado de libertad 2
- 0.1852 rl + 8.6912 r2 + 0.03202 rS - 6.88 = 0O {b?)

3/t



Grado de libertad 5
- 0.07071 r1 + 2.2496 r2 + 9.6411 rS - 17.2 =0 {c’)

Resolviendo el sistema de ecuaciones .
r = 3.343 t/m r, = 0.8569 t/m r, = 1.609 t/m

Los hundimientos del terreno de cimentacidon se obtienen
sustituyendo los valores de las reacciones en las ecs (e),

(£) ¥y (9)
8 = 0.0465 m §, = 0.0332 m § = 0.0590 m

Para 1ilustrar 1la dJdeterminaci¢én de elementos mecanicos,
utilizamos para la barra 1 las ecs 6 y 7

M = - 2.8B8 t.m V. = 4.8 t
10 1

6. CONCLUSIONES

Como se puede apreciar en los incisos anteriocres, es posible
en forma relativamente sencilla llevar a cabo el analisis de
interaccidn suelo-estructura en el espacio, sin necesidad de
hacer iteraciones. Ademas, se toma en cuenta toda 1la
estructura y todos los estratos del subsuelo.

Unc de los aspectos importantes es que para aplicar esta
técnica en la practica profesional, es necesario elaborar
programas de computadora, los cuales wutilizan grandes
cantidades de memoria, ya que en tres dimensiones el numero
de grados de libertad es mucho mayor que el gque se utiliza en
analisis bidimensionales.
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Figura 1. Barra articulada a la izquierda
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INTRODUCCICN I

El cuilisis estructural, a través del método de rigideces, ra-
suelve el problema del analisin de sistemaé estructurales, re=
diante la solucidn de la ccuacidn general{F}a(K){d}, en donde el
tamafio de la matrlz de rigideces de le estructura(K), mantiene
una relacion directa con el niimero de grados de libertad angular

Y lineal del sistema éstructural.

En un planteamiento tradiclonal, el anilisis estructural
conclbe como nudos de una estructura a todos agquellos puntos en

que concurren dos o mas el-mentos de la misma.

Es posible, a traves de un planteamiento mas claborado reéu-
cir el nimero de nudos de una estructurd si 58lo se consideran
como tales a los buntos en que concurren tres o mi8 elementos
de esta, lo cual reduce considerablemente el tamafio de la matriz
de rigideces de la estructura{K), siendo esto ventajoso desde el
punto de vista de la solucidon matemitica y sobre todo de la aplie

r t , .
cacion de c¢omputadores al analisis estructural.

Este planteamionto es de interés particular cuando se anlica
al analisis estructural de sistemgs de tuberlas en dos o tres di-
mensionecs, debido a que en estos sistemas estructurales existe
por lo general un numero suficlentemente grande de puntos en que’
concurren solamente dos tramos de tuberila (quiebres), como para
pensar en un tratamiento esvecial para ellus, sin considerarlos

como nudos.

”~
S



CARACTERISTICAS | 1]

20"

3=

de=

NUDO.- Sae consldararin como nudos sdlo aquellos puntos
de la estructura en que concurran tres o m)s tramos de

barra y a 1os apoyos incompletos.

TRAMO DE BARRA.= Se llamara asl al tramo recto compren~
dido entre dos quiebres adyacentes de una bharra,

BARRA.- Se entenderi por barra, a la parte de tuberia

comnrendida entre dos nudose.

SECCION TRANSVERSAL.- La seccion transversal de cada

barra, sera un anlllo circular constante en toda su lon-

gitud. ' ! I
' . ’
e S T o
<:>> 3 x!
I« =dJd
Iy' -] Iz.' I
Acy. n Acz. = Ac

fIG 1 .- Propledades de la secw
cion transversal y ejes locales
{ 'S.L. )

de referencia,

')
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DEFIN!CIONES

"A).- Parx apdlicis on cdos dinengisnos,

TR

@ nudo

[___i_\ barra
FI5. 2.- Tuberla en el plano.
Nbtese qua en un nutdo pueden con- S.G.2Sistema global
currir barras con diferente sec- . de referencla.

cion transversal.

A, 1.).= Matriz de transformacion de coordenadas T para

" un tramo de barra.

i} d ‘]
: . . cos & -sen © 0
‘ (3) quiebre -
[T)ﬂ =| sen @ cos & | 0O
m tramo
: o 0 1
FIG_3.- Tramos de barra Y dngu- ' K
lo © para la barra 1 de la fil- Ve

qura 2,



dondr 6 = inclinacidn del tramo de buri‘a i referido al

eje x positivo en el 5,G, medido en sentido

contrario al de ‘'las manccillas del releji.

A. 2.) Matrlz de transporte entre los puntosy@referidog

al S.G.

1 | o 0

["q]’ 0 h_l‘i o

~(¥a=Y, ) (Xa-%X; § 1
~ /

Rnferide al tramol3lde la barra
{1} (fige 3), B es el nudo@y J
~5 el quiebre

Notese que para el tramo adyacente a un nudo, la matriz

de transporte (Ha_‘] toma la forma de la matriz identidad

(1).

A, 3.) Matriz de flexibilidad del'tramo[j]en su extremo(:)refe-
rido al 5, L. de referencia. {(ver fig. 1)
‘L )
L
EA

L} (1+C) Lt

g - | o
*8)3] 321 2B

L? L
0
{en S.L.) 2EI EX
N )
I
donde: Ce G (1+7)
Ackl

7= Modulo de Polsson del maw=
terial

Acz Area de cortante de la sec=
cién transversal

(9]
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ey -

B ).~ Para an&lisis_en tres dimensiones.

®

y - 4

5.G.

@ nudo

[ij barra

FIG, 4.~ Tuberla en el espacio.
Notece que con el nudo pueden con=-
currlr barras con difcrente secwe

Sistema global
de referencila

citn transversal.

B. 1.) .~ Matriz de transformacion de coordenadas[T)para

un tramo de barra,

g

Cx'x Cy'x Catx

d°"d°=[A’}= Cx'y | Cy'y [ Cz'y

Cx's Cy'z Cz'z

En la matriz@ﬁi}los vlementos de las columnas

1,2 v 3 son los cosenos directores de x°', Y

Yy 2' respectivamente, del tramo en la barra
[f}en S.L., con respecto al S.G. (ver fig 1y

fig 4)
7



T

Bs 2.) .= Matriz de trunsporte entre los puntos B y )
referidos al 3,6,

e
(1) o N
[Hg} - ( | '
(n) (I] * 0 -(zg_zj)[ (Y.,..i)
| donde:‘Lh] o (Zy=2;) 0 ;-(xs-xj)
- (Yow¥) )] (Xg-X, )f 0
\

@ aulebre
[—j__" t;amo

¥IG.5.~ Tramos de barra y qule-

bres rara la barralilde la fi-
gura 4 ( para el tramo(1],B es
el nudo @y J es el quiebre(1))

Notese que para el tramo adyacente a un nudo, la y
matriz de transporta(ﬁgﬂ toma la forma de la ma
‘ triz 1dentidad(1].

B. 3.) .- Matrlz de flexibilidad del tramo@en sy extremo
@referido al S, L. de referencla, ( ver fig, 1 )}

' donde: C = G(1+7%) _:_[_
AcL®
? = Mbdulo de Poisson del material
AC = Arca de cortante de la scccion
transversal
G = _E
531{-7)
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L 3

PLANTEAMIENTO GENERAL -E

La soluc

Lructura

comprend

A~
Byw

Se

i6n de la ecuacidn ¢encral planteada en el andlisiz es-

1 a través del matodo de rigideces
{F} = [K\:l{d] evs (1)
e las siquientes ctapas:

Formacion de la matriz de rigideces[K]‘
Cilculo de) vector de fuerzas{P}

Obtencidn del vactor e desplazamientos d mediante la
solucidn de la acuacidén general (1),

Obtencion de los elemcntos mecinicos en los extremos
de cada barra, calculados a partir del vector de des-
plazamiento(d '

tratarin aqul solamente los puntos A y B. Los puntos

C y D corresponden a un planteamiento tradicional del anilisis

estructurale.

A.- Formacidn de la matriz Je rigideces(K]

1).=

Formacion de la patriz[ﬁﬂen forma topoldgica

Se entiende por forma topoldgica de la matriz K

a la renresentacidon matricial de la relacidon que quardan

los extremos de las barras con los nudos de la estruc-

tura

La matriz topoldgica(K)para las estructuras de las
figuras 2 y 4 es idontica y tiene la siguiente forma,

si el extremo B de las barras colncide con el nudo(:L

@@

o]
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[kaﬂ@ e(k w}@ ‘:k NG | o 0 (x e-hlt:]
+ [kw)u |
( Kag 3 [km\lﬂ*(k; [kf\l}]@ ( kAC‘A@ 0
ey
(k] = 0 (ken)y  fmlgleon)y ° °
L eyl
0 | fkoa) q 0 (ko) * (ks,_.,)ﬁ] 0
— “,H.__."u__T_____________._,,____ _ ‘
(g jo | o ° Dwmi
{ en S. Go ) ' | ] . | /

Notese que punde pensarse en una reordenacidn de la nomencla-
tura de los nudos a fin de obtener un menor ancho de banda de
la matriz[K), lo cual es convenlente desde el punto de vista

de la aplicacion de computadores,

2}._ Obtencidn de las n:latrices[kmjj[kﬁa,[}:o,a y[kw] para ca‘éla

barra en S, G,

- rd
_Egtas matrices estan relacionadas entre sl atraves

de las siquicntes expresliones:

(k) = [um]_(kw][}:og:r
[kAb} - -[H:ﬂl[keo] .
{k&} = _D:GJ[H@\]T donde A y B son los cxtremos
de la barra ( ver figuras 3
y S)
Por lo que solo serd necesario calcular[k%] de cada ba-

rra, y aplicar lus expresiones antériores para calcular
[kaa}-(kﬁlﬂ y(ken) -
Para calcular[kaaj se procede de la manera siguicnted
. -1 . .
Recuerdsrne que [kwj a(f,m] y 20r lo que el problema
se ieduce a calcular[fb,}:n 5. G.y la cual se obtiene a

H



partir de la slquicnte expresion : ( Ver fiquras 3 v
S ).

N? bramos
[fbﬂm . Z (1)’ [f»] (1s)
J3 (en 5G)
donde ! H%] (fbi%]se encuentran referidas al 5.G. de
referencia,

La matrlz de flexibilidzdes del tramo[jjen el ex-
tremo B, referida al S.G. puede calcularse con la siguien-

te expresion.

(fbo]m : (Tllrfﬂb)é T]T

{ en 5.G. )

3)e~ Tratamiento de apoyos incompletos

Un apoyo incompleto puede no ser considerado cono nudo, si
se emplean las rigideces modificadas del tramo de barra
que concurre en éel,

A continuacion se listan las matrices de rigideces mo

dificadas para dos casos de interés practico:

®
® B S —® Ba o 7
4 N é )
EA 0 0 E& 0 1 0
e ' Lo
[l "_: T | i -
k}: 0 eI 171 [k ],k], 0 N 0
( Ab _ —LT _]'.T"- B3 [ AN l
(an 5.1 N {en S LY
0 0 0 0 Q {_ LI
N A L
. Ve
- N i p N
EA. 0 0 EA | 0O 0
L T _
Yy Rl aur "' !
{kag- 0 _ =5 ']‘,AB] “(kwn] . 0 0 0
Ia" L_ L t
N R e (am 5.1 -
(an SL) 0 InT E1Y o 'L) 0 0 | _EX
) L \ ' L




e e

T e T i T e ——

Para obtencr[k\}en 5.8. se emplea la siguiente expresion:

(x) = (1) {x)(T)"

Con[f]tal como fue definido en III

B,~ Cilculo del vector de fucrzas{f‘}

Las cargas que pucden presentarse en un sistema de tuberias

como el de las flguras 2 y 4, son las sigulentes:

"1.= Fuerzas exi:rnas aplicadas en:
«~ los nudos de la estructura
« los quietres de las barras

- los tramos de cada barra

Considéresc la barra(llde la flg. 2, cargada como se

muestra en la figura 6
ip, {F] H'tramos

\\\\\2

A

FI3. 6.~ Barra[flcargada y

{FJ_} = Fuerzas quiebre
- Fuerzas fijacion.

Flie Tow &zrramen cantiliver, -

Las fuerzas de fij)acidon en el extremo B de la barraE. ie

obtiencn a partir de la sigulente expresion:

ESRRCINEN

13
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donde {d:]es la matriz de desplazamicntos del eﬁtremo B
considerando a la barra cn cantiliver ( ver fig. 7 ) y

se calcula con la siguiente expresidn

N'tramas -
{d:} - E [HQ'JT[f-I} (73}
j:l
En la expresién anterior,{?ﬂes el vector ‘resultante

de restar las fuerzas externas aplicadas en el gulebre
(:)({Fl,..-..-......,[F}N}mmu en la figura 6 ) mcnos las
fuerzas de fijacion producidas por las cargas externas aplia-
cadas en los tramos adyacentes al quiébre(:) ambas refe=
ridas al S,G. ‘

El vectorl?ﬂ, tiene la forma siguiente para el caso

de sistemas de tuberl:s en dos y tres dimensiones,

Py . Fix |
[P =y Pyl Fiy
Hj“ Fja
( S.F. 2D) { Fj) oftije
HjY
Hjl)
( S.G. 3D )

Convencidn positiva del
vector{Fﬂ

Ia matriz[hgﬂse aplica tal como fue definida en III,

La matriz{f;) es la matriz de flexibilidades del seqmena
to de barra comprendido entre el extremo origen(A)y el
quiebre(:)respectobal extremo dcstlno(:Dy esta deflnida me-

diante la siguliente formula de recurrencia.

(£11) = () - (0 oo @)

1< 3 < N'tramosI )



en donde{ﬂgmgsc apliciu tal como fue definida en 11X
y(f@] se obtlene por un procedimientp similar al des-
crito en A.2.

Notese que en la ecuacldn anterior se tienc que:

E?x] ° [febj@ -
Y [F N'Jtmmoﬁj = (f 55] A

e

Mediante el procedimiento descrito,‘se obtiene[dg
se calcula{?s‘y se le suman las fuerzas de fijacidén en el
extremode la barra@producidas por las cargas aplicadas
en ¢l tramo adyacente a el, obtenicndose asi el Vector{§55
definitivo.

Una vez conocldo el vector de fuerzas{?jde la barra
[1) se calcula el vector de fuerzasﬂ?ﬁ}de la misma barra con

la siguiente expresidn:

DARS DAL LN

dondexlfkrks el vector de fuerzas en cl extremo(®) de la
barra[:l producido por las c#rgas actuantes en
ella considerandola en cantiliver, ( ver fig. 7 )
y(ﬁuqse aplica tal como fue definida en III,

Los vectores de fue;zas{%i‘y{ﬁblasl obtenidos conc-

tituyen cl estado I de cargas { fuerzas de fijacion J,

Al aplicar vectores de carga en sentido contrario a
los del estado I, y sumar los que concurren en un nudo
mas el vector de cargas aplicado en el mismo, se constitu-

va el estado II de cargase.

La forma topoldgica del vector de cargas{Fjen la e=
cuacion ( 1 ) para las estructuras de las figuras 2 y 4,

slendo nudos destino el (T, @) o @, es la siguiente:

ant
e



'(
Convencidn positiva para los ;
componentes del vector{P] T

16

NUDO (.

Estamos ahora en posibilidad de resolver la ecuacldn ge-
neral {F}=(K){d] y obtener los desplazamientos de los nudos de
la estructura y calcular a partir de ellos los elementos meca-
nicos que se generan en los extremos de las barras ( incise
IV,C ), lo cual puede hacerse a través de un planteamiento tra-
diclonal de anilisis estructural,

A los elementos mecanicos asi obtenidos, se les suman los
vectores de fuerzas de fijacldon que constituyen el estado I de
cargas para obtener los elementos mecanlcos definitivos en 1os

extremos de cada barra de la estructura,

2s= Fucrzas Producidas por Cambios de Temperatura

Es aplicable todo lo estipuludo en B,1, pero ahora el proble=
ma es mas sencillo, ya que la unica diferencia con lo visto
_alls, es que la matriz d ahora s¢ calcula de la mancra si-

gulente}



e d Ve emaphm. e i S S S i — ¥

-

S

ota Cocficliente de dilatacion lincal del

materlial
At = Cambio de temperatura

Para e.=s cto
At = cte

aXp =t Xg= Xa)
{d’;}.—. dyp = otAt{ Yom ¥y)

¥
#28 = O dx u,LAt(Xa—xﬁ)\
¥
dyb BoLAt(YB-YA)
dzp = L At(Z4=24)

(5.G. 2D)

a ={¢s =0
¥
Pie = O
g2e =0

(S.G, 3D)

Para «f = cte

(.ﬂtﬁ varlable para cada tramoDJ

N 4ramos
¥
- tz (Ax)
| dxs JEH A E( X 0l
¢ 4 N'1ramas
{dD]:{ dyg = ? At (Ay)[ﬂ
\g;fg - 0 (S.G. 2D)
[ade = S whtp (Ax) o« 0
B = 7 Atp x )
SO0
Velafe - F wot ay s [
d =4 d - t - -
{B} Y8 H-m[ﬂ Aym Pye 0
N;::na
dfy o > Lt (A 2) gig = O -
\ el ] J

(S.G. 3D)

17
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3.= Puerzas oroduclidas por desplazamientos impuestos o les

a EO!OS .

Es aplicable también zhora todo 1o estipulada en B.1 y
el problema resulta ser mas sencillo jue ‘os )L .;tzados en
B.1 y B,2 puesto gque ahora{f-‘,,} se calaula. directammte a

partir de la siquiente espresaidn:

i%‘o] - [ko»\][aa]

donde{&A} en el vector de desplazamientos impuestos a la

estructura en el apoyo A,
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Z0OFRINT RROGRAMA © TSERDES '

30 PRINT "EN ESTE FROGRAMA SE TOMA EN CLUENTA GUE CADA NUDD PUELE TENER AREGS.INT

ERhGE ‘ - : -

WINT VLECTURA DE DATUS DE LA ESTRUCTLRAY

Q0 NG MG, NGEM, NEIZ0, NEDER, NEART, NED, NESE, NE . -

NT "N = NUMERD LE£ NUDOS DE LA RETICLLA =",N,"NG = NUMERD DE uRADUS DE LIBE

CLRNE, "MEIZE = NUMERC DONDE TERMINANLAS BARRAb A LA IZBUIERDA =",NEI1ZG, "NED

ER = MLHGERD ONDE TERMINAN LAS BARRAS A LA DERECHA=", NEDER :

FUOFRINT "NEART = NUMERD - BONDE--TERMINAN LAS. BARRAS- DUBLEMENTE ARTILULQDAH =M NEQnmm-

FT, UHEC = NUMERS DOMDE TERMINAN LAS BARRAS CONTINUAS =", NOC, "NBSE = NUMERD.DONDE
TERMLINAN LAS BARRAS DE LA SUPERESTRUCTURA =", NBSE ' .
S0 FRINT “NGEM = NUMERD LE GRADIS DE LIBERTALM FARA EbL CALCULO, [E LOS ELEMENTOS. M
EFAHICDE'= SNGEM, "NE = HNUMERD DE ESTRATOS =", NE T
G LeIM C\HE\E)iIN\NBHE) LU CNBSE) , W INESE? , F (NG , TFANESE) , TRINBSE? , DR (NBSE) , DS (NES
E; :
ing BIM ER(NSEM,NGEM),CR(NﬁqNG),VE(NGEM) .
P19 DIM SOAL (NG, TPS (NS o T aae CoL
120 PRINT "PROFIELADES DE LAS RARRAS® S : . : -
130 PRINT. "BGRRA, E, 1. L, W. Tit DR, [E. BARRA ARTICULADA A LA IZAUIERDA"
L4, Far I=1 TO Nz ) :
150 REAL IL,E(I), INCD) ,LOCI) W(D), TEKD), BR(D) , DS (D)
TED FRINT I,E(I), INCD), LHxI),N(I),TH(I) BRI . ES(D
MEXT I S ' :
FRINT "EARRA, E. I, L, W, TP, DR, [S. BARRA ARTICULADA A LA DERECHAY
FOR I=NEIZG+L Td NEDER - : S ‘ ‘
FREAD I,ECD) , INCD) 0D S WD), TR (I, DRATY , DG (D)
FRINT 1.E(I).INCI),L0CD), N(I),TF(I) LR (1), DS (D)
MEXT T ‘
PRINT "G4RRA. &, I. L, W, DR, D3. BARRA DOBLEMENTE ARTICULALA"
FRINT -"EARRA, E. I, L, W, TP, TO,. DR, D&. BARRA CONTINLA"
FOr I=MEATRT+1 TO NEC :
REAL TL,E (1), INCD),LOCD WD), TR (D), TO(D , DR (D), DS (1)
FRINT I.E(I).INCIY, LH(I).W(I).TF(I)1TN\I),[P(I),'H(I) ’
GONEXT I . ‘ Lo
i FRINT "Beﬁﬂh, £, I, L, W. TP, TR, DR, [S. BARRAS [E LA SUFERESTRUCTURA™
FiRk [=NBC+HL TO NESE , ‘ o
REAG T,E(I), INCI)Y,LOCL) WD), TRCD) , TECD) JDR(IY, DE (D)
0 FRINT I.E(L),INCI), LH(I;,N(I),TF(I) TRCL DR, DSUD
1OMEXT T -
FRINT ' -
FRINT "COARGAS EDNILNTRQ[H« ¥ CARGAS DE EMFOTRAMIENTO" |
FOR =1 TO MG S _
REAL TP () _ . ‘ ‘ ‘ - .
FRINT I.R(D: . © . S ' b
NEXT I : ' : : ce e e . e e
i PRIN ' ' ' ' .
FRINT “HARKRA, MOMENTZ EN EL EXTREMD LIEBRE DE Lo BARRA"
LIM M3 NEDER)
CUEINT
44U FRINT
450 PRINT CLECTURG DE DATOSS DEL SUELOr : . ‘
6L PRINT "N o= NUMERD DE NUROS DE LA RETICULAS",N, "NE = NUMERD DE ESTRATOS=",NE



VFRINT J,HOT) 2N M2

10
110
Tzn
10
1040
1050
10
1070

AR

K -
iR

VE ‘,KI(H SXF O, 4 LY AN, VF(N 43 L ZINED S HINE) , MZ INE) . A NY , INF(
2 > CLRING X ‘Ji“el NHI(N) I’l;,lf\l N: . :

IR DT IaLIHJE.T IS o E .
FRINT “AREADZ INTERMAD EN Ih[h NHDH"

FRIMT S UNUG,  MURERD LE SREAS INTERNADY

FaRs 1=1 To M

REAL 1,NAL(D)
PRINT I, NAL(L) s

1 }-IEA’T l ' ' . ' . ,- ’ .o . P . - - . i e e e e eea
P FRINT ‘ '

VLT M OXF L YR s CAORDENADRAS DEL PUNTO, - (XT,YI) s COORDENADAT INICIALES DE LA CA
EPGRTIRA, (XFLYF) s COORDENADAS FIMALES DE LA CARGA REPARTIDA, LR:LONGITUDR DE
EAZCTION vy Ar AREAS DE LA REACCION v, BR: ANCHD EQUIVALENTE DE LA REACCION r

PRIVNT "Il AP, ¥ XD XL VL vF LR

FOfR I=1 7O N

SR =

REENAT (D)

Far £1=1 T NA

READ I EL,XFOD) YR XTI, L), XF (LD W YIT, Pl),YF(I k1)

EFRENT I,Il XFOI) YR (D)L XTI, L) XF (I, KLY, YI(I,FIJ,YF\I k1

ﬁlfI,Hl)—(AF.I,Ll)«AI&I<Hl))$(YFfI,H;)—Yl(I 12 . e
SUM=S0MeaL LR

NEXT 151 :

£ D) =50 o 3 : .
MEXT. I . o
FRINT "PLUNTD, ESVRATO. FROFUNLTDALD, ESFES0R, MODULO DLE DEFORMACION - .
FORCT=1TONE - ‘

ReAD T, HOI) 20T MI T

a

NEXT I ) .

FRINT "LR = LONGITUD DE LA REACCION ¢
Foklg - I=1 TO N '
READ 1. LE(I)'

FRINT I LR(I)

FRINT

NEXT I

PRINT " CALEULC DE- LOS VAL ORES - TE -INFUUENG LAY oo oo il 5

FRINT'"FHNTH ESTRATO, . CARGA, VALOR DE INFLUENCIA"

FOR T=3 TOON : : ) . " ) ‘:

FiolRe g=1 Tid 'NE

E:Z(I> ’ | . . . L. B . VI.- ,‘..A _“.“ ' V‘

FiOR K=t TO N

SEHUM=1

NA=NAT (1) S : .

FOR Kl=1 TO NA ‘ : . ' o - - o T

1X=XPUIY ~XI (K, E1) s YaYR (D) =YI (K, K1)

GIOSIE 2760
1quu»IuL

x XP D) —XF (KL K1)

GOSLIE 2760 . : " L : P

SIEZII=516G2Z N L
A=XFI) -XI(K,KL): Y=YP(IV-YF(K,K1)
FOSUR 2780 ’ -
SIGZITI=S1GZ . S -

X=XF LD =XF (I 151) - » o
HIASILR 2780 T

SIGZIV=STEZ

GIM=SUM+ GBS (STEZT - HIGZII—HIEZIII+HIGZIV)

MEXT 1

INFCT LT, 100 =50

MEXT # .

NEXT T

NEXT I

REM FRMALION 'E LA MAThIZ LE RIhIDEZ

FRINT "BRRRAS ARTILULQDHH A LA IZH”ILHDP“'
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‘5IN)N55U
BT I

U R TN OMD) A0 () 2
(kD -fms BERLT,
Sy me i
2Ll EROLLED =K . R
VZ (R = VE D) =3 MDD LT A VE(L):VE\L)~S$N(N

sVELT) - Tl H)‘JH'N)

/ B0 IO T o S R A D B O (L I O
TAvEEy Ly SRR, P SDRGE L)+ (71 1t

RALIER L O L SRR L)+ (BT /1D R

WA Ls DERECHS

HiﬁB*FJd)’lHiﬂ)/»J\H'” AZw 2RO R TROM) AL 2 AR=ZRE (M) F TN M) AL M) 3
(1 B [ 1o W01, 10 ROTL,ES -AZ: kR .FL)—HF(I,L)+QE

. < FRGEL LY =k, LY A3 BRI, LY sKROL, L) +&3

gt RO ES e BROL, Ti=ER{T 20 ER{L, KDY KR, LD

UE'I‘ﬂbE\IJr(N( :‘Lﬂkmi“d)fS: VIZ (DY =VE D) =S M) #LO (M) /2 VE L) =VE (L) -2*W (M

Lipy Lﬁ“Llﬁz
{ “:H(I f Y- (97100
- TEEYRLL: CR (K, LY 0RO, L)+ (2371

JHLZ: ORGI,L)=CRII,L)—{7/128) #L2
)¥L1

I 1

Ll‘ T UBARRAS DOPLEMENTE ARTICULALDAS"

CRINT "EAFRAS CONT IRLaE ) . .. . L

- M NHQHT+1 T NED

J=TL M) ¢ B=DRE) y L=DS (M)

Iy Z=livZe L3=ilds WlIsWime

-E(H)*IN\MJILI. AZEEFT (MY EINM) FALEy AS=12RE ) # TN L3 ) :
,IJ=V”’I I)iﬁl: R, D =RROL, AL/ 2 ERILLK) SEROILED -AZ) ERII,L)=KR(I.,
Trafmls KROIL,E)=EROIVE) ~AZ: KRG L) =ER (T, L) +A2

RO L) =FRE, L ~AZ: KRIL, LY =ER{lL, L) +A3

1. ~Hl)_hn\I,L). EROL, I =ER(I, L) ER{K,. D) =ERCJ,EY: ER{L,.T}
|:¢|Frr L) -

Iyvwlw 202 VECD =VR{F) -WIFL2/ 12 UF(I)—WF'R)WNI'LIJMS VE (L) =VE (L.

Sy CR(I;L):UR(I,L)-(S/l?f)*tﬁ: CROI Y =CR (T, E) + 05
ll,iE VELE ‘ .
:”)*Liﬂ GRS, L) =R R L) + (3732wl le DRCL, ED sCR (L B + {3723
.':, :{:Ll v

LICTLIRA

ERES TR

L= (M)
ErWLER (M) , |

(MY E TN (MY /LT A= CZFE (M) # IN (M) /L3 :
DERRCT, ) vAL/D KRR (T EY =KR(I, KD ~AZs BRI, L) =KR(L,

'1]H'M)fL1
sh,l\H.P
I‘JHI L(|,- : (T 10 =82 KRG LY =EROT, L) +AZ

i RO, LY =R O L Ly Ay R L, LY FERLL L) AT
Tlhhﬂ(f,h): EROL, Ty =R T ) s BROE, Ty =KROT s KROL;.T?

.‘ih(l l)" [ |
W“(L_})ujhxl L. . . .
VEATERWLELZES N Ey VE (T Y sVE LY W2 s VE ) =VE G ~W#1 72y VE(L)=VE(QG

TokROT. 1)

FUZRT PUE=MIT sk BARERSAS, MNE=SRaL0s D L IDDRTAG, N=REACZCIONES, ME=ESTRAOTOS,

n)w!h\L1.;fF?flbﬁ)'Ll:.IR(h LYSCR L L) F (3712 LT e
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nERS DO

DE LIBERTAD, RESCCION HMADTA M= N1, " GIR0E LOS QfEUfENTES"
T R :

A ol
P I

ZuX ) e (F/LTE FLTEX (L)
YELIHX (K4 (771253 #L1#X (LY



Vi, MJ-J?rwl'L1/—+”_»v(r) ﬁ‘*[(f)rﬁi'i(L)+(L3/1¢4)‘LI“X(h)+(=7/1 ) *L1¥X (L)
ERINT M, JaV (T, M) 2LV G M5 LV (L)

NEXT- _ : S S
FOR M=NBIZE+L TO NEDER ‘ A TR R
I=TF (M) 2 E=DR U1 1 L=DS (M) ' S :
B1=FRE (MY *IN (M) /LO(M) A”wihC(M)?IN(M);LU\M) : 3=3*E<N)*IN(M)/LQ(M)“3 :
WiSWLRD 3 LT=L 0 ; Lz=l1"% .

GUT, M) =W kLE /g+A1*K\I)—A2*D(I)+A'|I(L)-(*/li_)’L”‘X(V)—(7/1~E)*L“*X(L)
VL M) == SHW1FLL/E-AZFX (1) +ARFD ) ~ASFI LY + (S7/122) $L1#X (K) +(237123) #L1*X (L) -
VL, M) == WL L1 /8 e ATHEX (D) =ATED (1) +ATFD (L) + (7/128) ®L1%X () + (41/128) ¥L1*X (L)
FRIMT I, IV, MD Lk, VR, M), L, WAL, M) _ ] IR A
NEXT M g Lo
i FOR M=NEART+1 T NEC ' ' C
I=TF (M) : TsTOAM) s K=DR (M) : LS (M)

WI=W(M) s L1=LoeM): LI=L1°%: L3=L1"3
AL=4%E (M) KIN(M) /L1: AZ=EHE (M) #IN(MY/L2: AI=12%E (M) * IN(M) /L3

S4G0 VOIL M) SWIHLI/1ZRALEX (1) +ALFX (1) /2-AZ 49(h)+n’4p(L>*(11/1”“)'Lﬁ*X(r)-c5/192)*__
L2#X (L)

RS ERVE S PR R R B PAI'X(I)/ +A1*X(J)-Q_4D(K)+AJ*D(L)+( /lq’)*LZ*X(h)+}1
‘LL*kaL) -

S Y K N)—*NI“LI/;“Q~*X(I)-Q;“X(T)+Qi‘D(l)“ﬁ*“D(L)+(11/33)*LI*X(V)+(Q/12)*L1*X
(L) - i .
SEI0 VL) =-W1HL 1 /248 ‘XkI)*ﬁJ*X(T)—ﬁ**D(f)*A*'D(L)+(‘/?q)*LI*X(R)+(1q/q2v_L1*X
{L.7 - *

24400 FRINT M, I, VO M) T,V (T K, VK M, L, VL, M)
2450 NEXT M ,

Z4m1 FOR I=N1+1 TO NG

2452 D(I)=X(I) o S
Z4TE NEXT I ' R e
Z4E0 FOR M=NEC+1 7O NESE ST T
I=TR (M) £ J=TE (M) s K=DRM) : L=L& (M)

Wi=bi(M): Li=LD(M): LZ=L1~Zr: L¥=L1™3 : g Lo
ALl=4%E (M) FIN (MY /L1 AZ=EXELMIAINAM) /L2 —A=-12&5<M>+{N<M}/L?"""~*-~~“ff e

0T, M) =W LI/ TEHALEX (1) +ALEX (T) /Z-AZED (K) +AZ%D (L) T
VT = =WIFLZ/IZHALEX (1) ZZHALEX (T) —AZHD(K) +AZHD (L)

VKLLMD == WIHLL/Z=A2#X (1) -AZ# X (J) A3+ D (K) ~A3FD (L),
VL M) = WIRL 1 /2 #AZHX () +AZEX () ~A3HD (1) +AZ*D (L)

FRINT M, I,V(I; M, T, VI, M), K, V(h,M) L,V(L,M) -
NEXT M : . H
FRINT "EGUILIBRIO DE FUERZQ&-VERTILALES“ A

SR =1 .

FOR I=1 TO NESE

- SUMEZUM L DIy (T

NEXT T

FESD L =S

Slir=1

FOR I=1 T N1
SitM=5LIM+F {I)

NEXT I
EbD:*ﬂBH(Sumf
FESO=FESO1+FESOR

FRINT "FESO TOTAL =v, FESO L
SHM=1 : pe
FOR I=1 TO NI

SLM=SUM+ X (1) #LR (D)

NEXT. I ' ' : S - o el T
KEAC=SUM - : : L : - IR
FRINT "REACCION TOTAL =", REAC : S o .o
END :

REM ECUAZION DE DAMY
R=S0OR(XT2+Y " 2+272) .
SIGZ= 001/ (XM2+Z2)+17 (Y™ +Z‘L))*X*Y’Z/h+ﬁTN(X*Y/(Z*R)))/h.ZJC'
1 RETLRN :
TREM SUBRUTINA LECOMP
MaNG _
FOR I=1 TO N




1IPS(Iy=1: ROWN=0
FOoR J=1 7O N

TF FOWNG:=ABS (CR(I. Ty THEN 2270
ROWN=A8S (ORI, D))

NEXT .J

IF ROWN=0 THEN 2910
SoALII) =1 /ROWN

GIOTO 25940

CERY -
GHSLE 3400
SCaL(I) =01 :

NEXT 1 _ :
FEM ELIMINACION GALISSIANA CON FIVOTED FARCIAL
i ’ AN EIVETER EARRIR
FORk=1 TO NMi
ElG=0l
FOR L=k TO N, - ' :
IF=IFS(I): SIZE=ARS(CR(IF,K)) *SCAL (IF)
IF SIZE<=BIE THEMN 20320
RBIG=SIZE: IDXP=I
FHE0ONEXT I '
SC4A0 IF BIGSHD0 THEN 20210
s M=z
A0ED FOSUR 3420
070 GATO 3L
3020 IF IDXF=K. THEN 2100 _ : o
J090 I=IFG 0 s IFSOD =IFS(IDXPY s IPS(IDXP)=J
100 RP=IFS (D) FPIVOSCREF,ED) -0 - o : _ AN
110 FOR I=K+l TN IS R S e T T
A1z IF=IFS(1): EM=-CROIP, })/PIVH CROIP, k) =-EM o ’
LOBLE0 OFOR J=K+1 TO N ‘ S , _ . S
J140 CROIF; N =CROIP, 1) +EM*CRCKP, J). . - o _ s A
FLED NEXT J o ce T -
T1E0 NEXT 1
2170.NEXT ¥ - S . : -
JLED KFSIFS N ; ‘ R I A
A0 IF(CR(EP, N ) <30 THEN 2ZZ0 S o ‘ : R
TR0 M=2 '
IR0 GEOSUR 340 . . L S L
RETLRN ' : - T
REM SUERUTINA SCLVE A L j TR S e
N=NG: IF=IRS(1): X(1)=RK(IF) o L I
nFOR I=2 TO'N ' DR .
A IF=IRE(I) s SUM=) S _ - - IR
FOR J=1 TO I-1 S T T L
.LUN—wHM+IR(IP X (I : - R . : el
NEXT
X(I)«B(IPJ-bUM 5 e : Lo
HJ‘IFTI‘J(N) X(N)“X(N)/PH(IP N) BT : P
MOFOR CTIB=2 TOON
[=N+1-IB: IF=IPS(I): SUM=0|
REM I VA DESDE N-1 HAHFA 1
FOR J=1+1 T N oo T T
SLIM=S1IM+ CR (IF, )'X(J) ' ) o ; LT L
NEXT I g AT SRR
X(1)= (X (1) -SuM) JCROIF, 1) = T
NEXT IH
RETLIRN .
REM SLERLTINA SING
RETLIRN o . . : . : S
REM "N = NUMERD DE NULOS DE LA RETICULA =",N,"NG = NUMERO DE (GRADOS DE LIBE
JNE, "NEIZG = NUMERC LONDE TERMINANLAS BARRAS A LA [ZRUIERDA =",NBIZQ,”NBD
'NUMERD DONDE TERMINAN LAS' BARRAT A LA DERECHA=", NEDER,
CREM UNESRT = NUMERD LONLE TERMINAN LAS BARRAS [OBLEMENTE QETICULQDAq 2", NBA
RT, "NEZ = NUMERD DONMDE TERMINAN LAS BARRAS CONTINUAS =",NBC, "NBSE = NUMERD DONDE

P




TERMIMAN LAS BARRAS DE LA SUFERESTRUCTURE =*,NESE & *
Z433 REM UNGEM = NUMERD DE ZRALDOE DE LIBERTAD. PARA EL CALCULO DE LOS ELEMENTIS M
ECANICOS =", NGHEM, "ME = NUMERD [E ESTRATOS =",NE , ' S
3435 REM N, NE, MNGEEM, NEIZO, NEDER, NBART, NBC, NESE, NE .
As4l DATS. 7,15, 15,6, 12,12, 12,12, 2 . ' e
244% REM I, E, IN, LI, W, TF, TG, DR, DS : oo S |

F450 DATA 1, 474300, 0 00Z400, 4.3, .2, 10,1, 2
SHED DATA Z,474300, 0 001209,4,.3,1.6,12,4.5
?47n BaTey- 3, 47435300, , a0S400, 34,3, .8, 15,7, 2
ATAH 4. 474JUU,.HH 4Uﬁ1ﬂ-3--b111v!¢4
DATA 5, 373300, HH12U9,4.3,L.c 1
DAETA &, 474?ﬂu,u,uﬁﬁ4un
“ATA 7, GRNG, 0, OOSS, 3
DATA =, 474300.U.Uu1 n~,4

DT =, 473300, 0 00590, 1 3
DATA 10, 473300, 0, 30540,
DAaTE L. 474Juu,u.nn1 RS
L DATA 1_,474duuju.uu:4u,¢.<,
i REM I, P(I :
L DATE 1,596, 2,0,3, ~3.86,49, 0
1. L
LREMS T, MATCDD : L C
I DATA 1, l.L,l._ 1.4, I,Q.l._,l 7.1,3.1,9. 1 ' PO
S OREM I, K1, XP, YF, X1, %F, YI. YF : :
LAaTA 1, 11~..,H.“. O N P i . . S . . - L
DATA 2, 1, 4.3, 0,2. 15, 8145, 0, 2. 15 o - . o )
DATA J, 1,8 6,0, 645, 3,6, 0,2.15 ' Col B

.;3,0,9_-4.5,1n 0,11,0,'12 ,D 11 n 14.

. Z ., MZ I o . . W K
DATA 1,2.4,1.0,.0154 ' . ; . ey
DATE =, 2.0, 3.4, , 0222 - ) . _ B
FEM I, LR(I) ' | ' Co T
DATA 1,9.3, 2, 6,45, 3, 4.3, 4, £ 4T, 5,306, 616 45,7, 4.3, 3, 6.45,9,4.3 S

[|,,'.\Tf—’-\1 4:1:-:‘;’-:391:1'3'—'1 "h‘l Ja -""4'- ' i . . R aad . . '
S0 DATA S, 1.4.7, : x o Pt
A0 DATA £,1,5. 6, E. e -
700 DATA 7.1,0,8 R TR A ;
BTE0D LATA 2, 1,303, 8.6, 2.159,6,45,8.45, 5.6 . ' R o
1790 DATA 9,1, 2. B 45, E,6.49,8.6 ' - o b
N REM J. HOT}
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3. ANALISIS DE D.EF(_JRM.ACIONES EN 1OSs SUELOS

Aﬁus-l... Demene 5L Colina ¥

&“"” de Cimeutccones
1 Determinacidn deformpacionesg guelos
3 ds i 4ed Ju.ll'O'o{e (441

3.1.1 Deformacién de un suelo en el campo

"Para llustrar la forma de determinar las deformaciones del terrenc de

clmentacidn, conslderenos Ul elenanto Jda &ualo que PRY pase propie
estd sometido al estado de esfuerzos mostrado en la fig 3.1la.
Consideremos que este estado da esfuerzos se puede sustituir por una
presién de confinamiento eguivalente al esfuerzo normal en el plano

octaédrico P, dada por el promedio de los tres esfuerzos normales

p,= (1/3) (p,+ P, + D) | BENERY

:..,?N. 5 : : ]

Supongamos que las presiones horizontales P, Y p, son lguales entre
‘st Yy proporcionales a la presién vaertical P,
'1
P, = P, = I'{o P, o - - | R
donde 'Kci_ es el . coeficiente d.e' "§fesién en . reposo del suelo. .
Sustituyendo en la ec 3. 1. h | '

e

i

'U
L

l
ey
"

-

p = (1+2 x ) p / 3 PR ':.-l-.-‘- o CRI(3.2)
La f£ig 3.1b muestra al elemento de '$ﬂelb sometido a una presién de
confinamiento equivalente p .

Supongamos ahora que se construye una cimen_taciér{ y ésta ocasiona
incrementos de esfuerzo normal o4 oY _cry en el elemento (fig 3.2).
Estos incrementos de esfuerzo producen deformacliones verticales y
horizontales en €l elemento. En cimentacicnes es usual que 1la

. deformacidén que interesa al ingeniero sea la deformacidn vertical 3

.* Pf?fef’f de\ Departsmecde de Geotecwin. Fioultad de Tnfeuiet's ,VHAM

del elemento. Existen varjios métodos ©para determinar esta
deformacién; uno de ellos trata del empleo de la ley de Hooke, que
consiste en lo siguiente

‘ {



L=,
‘

f=,‘-[0“‘-i’(crx+0’y)‘]/E (3.3)
§, =c H . (3.4)
donde c = deformacién unitaria del elemento

E = médulo da elasticidad del material
v = relacldén de Poisson
H = espesor del elemento

' Los esfuerzos Tt O, Y O se pueden'obtener con la i'.‘eoria de

X
Boussinesq, empleando las ecuaclones que se presentan en el inciso

3.4 de este capitulo.
3.1.2 Propiedades de deformacién de los suelos

En los ‘suelos ocurren diversos tipos de deformaciones: elastica,
plastica, elastopladstica, viscosa, etc, por lo que el valor de E sa

- tiene que tomar de acuerdo con el tipo de suelo y el fendmeno que se

esté astudiando. Cabe acia:ar que, dade gque las relaciones
esfuerzo~deformacién en los suelos son no lineales, .conviene con
frecuencia .trabajar con el mdédulo secante de deformaclén para
determinar el valor de E correspondiénte, utilizando niveles de

- esfuerzo lo més cercanos a la realidad.

A continuacién veremos la forma de determinar los diferentes valores

- de E.

La determinacién de las propiedades de deformacién para el analisis

' de movimientos en una cimentacidn, se puede llustrar considerando un

elemento de suelo en una prueba de conmpresién triaxial, sometido al
estado de esfuerzos que se mnuestra en la fig 3.3; consideremos
adicionalwmente que se trata de una arcilla saturada. Suponiendo que
la probeta de suelo tiena un esfuerzo de confinamiento P, Y un
esfuerzo desviador o iniciales, primeramente se reduce el esfuerzo
o, a cero (para represengar la descarga por excavacién, decremento de
carga, etc), con lo gue se obhtiene el mdédulo de rebote elistico E,

10




5
‘del suelo (fig 3.4). A continuacidn, manteniendo aplicado el
confinamiento P, se vuaelve a aplicar el esfuerzo g, con lo que se
determina el mddulo de recompresidn E. (f£ig 3.4). Aplicando un
esfuerzo de compresidn o se presentard un asentamiento adiclional
debido al incremento neto de carga o, =0, =0 donde o, es el
esfuerzo normal debido a la carga total de la estructura; a esta
deformacién se le puede denominar asentamiento por compresidn; el
médulo de deformacidén correspondiente serd E_ (fig 3.4). Tenemos
entoncea tres mdduleos de deformacidn, a saber

E. -0 / c, E = g, / €, E° - 0o /7 €,

re e

Dependiendo del tipo de deformacidén que se esté determinando, se
emplea alguno de los mdédulos E., Em o Ec en la ley de Hooke de la ec
3.3, | |

Finalmente, y dado que el suelo es una arcilla saturada, manteniendo

el esfuerzo o constante se presentarid una deformacién a largo plazo

cvﬁ(fig 3.4).

Vemos entonces que las propliedades de derorﬁacién para ;na
cimentacién se pueden det»rminar todas ellas en una prueba de
compresién triaxial. Sin em'grgd, 3te tipo de ensaye resulta dificil
de realizar en arcillas saturadas, debldo fundamentalmente a que la
deformacién diferida € toma mucho tlempo en esta prueba; por esta
~razén, las deformaciones debidas al incremento neto de carga, entre
.las que se encuentra la deformacic i a “argo plazo, se determinan a
partir de los resultados de una prieba de consolidacién. Ademds, se
‘ha observado que los médulos E Yy -
una prueba de compresién no confinada, debido a que el esfuerzo
efectivo cambia poco al ser extraida una muestra de arcilla saturada
del terreno natural, es decir, se hace la consideracién de que el
esfuerzo efective en una prueba de compresién no confinada es
aproximadamente igual al esfuerzo efectivo de campc., Con el médulo!a
se obtlene la componente elastica de la deformacién debida al
incrementoc neto de carga.

se pueden obtener a partir de

11




-En  resumen, la expansién por descarga

o

y el asentamiento por

recompresion se determinan con los mdéddulos de rebote elastico y de

recompresion,

compresién no confinada. Con el mdédulo
determina ademds la componente eldstica de la deformacién debida al
incremento neto de presién de la cimentacidén. La componente plastica

de la

deformacién instantdnea, y la

respectivamente, ambos -obtenido en una prueba de

de. rebote elastico se

deformacién diferida,

ocasionadas por el incremento neto de carga de la cimentacidén, se
detarpinan a partir de los resultados de una prueba de consolidacién.

-Las propledades de deformacidén para la determinacidn de movimientos

de la cimentacidn debidos a acciones sismicas se obtienen a partif de
ensayes de tipo dindmico como el péndulo de torsién (devaqrt 1973),
la columna resconante (Jaime et al 1987), etc.

En suelos fricclonantes se sigue un procedimiento similar al de las
arcillas, con la difare?cia de que el

efecto de 1la presién

confinamiento es mayor y que el efecto del tiempo es mucho menor en

estos materiales.

Para suelos granulares existen procedimientos que

toman en cuenta en forma explicita el efecto del confinamiento y-que

~la relacién esfuerzo-deformacién en ellos es de tipo no lineal; una

de estas técnicas se presenta en en inciso 3.7 de este capitulo
(Deméneghi 1989).

3.2 Deformaciones permisibles

Las deformaciones calculadas deben compararse con las deformaciones

permisibles de una cimentacidn,

cada estructura en particular. Por ejemplo,
los asentamientos diferenciales de una cimentacién dependen de 1la

opinién de las siguientes personas involucradas en el disefio de la
cimentacién (Zeevaart 1991)

a)
b)
<€)
d)
e)

Propietario del inmueble
Inquilino _
Ingeniero estructurista

Arquitecto

Autoridad municipal

12

las cuales deben determinarse para

el asentamlento total y




f) Compaﬁia de seguros
g) Opinidn publica

Por lo tanto, con el concurso de opinién de las personas mencionadas, se
llegan a definir los movimientos permisibles de una cimentacidn.

Sin embargo, para que el lector se dd4 una idea de los asentamientos
perpisibles, Y unicamente para fines de anteproyecto se presentan los
valorgs de la tabla 3.1 {Sowers 1962).

3.3 Estados 1{mite de servicio

‘Los reglamentos de construccidén especifican los diferente movimientos

que se deben revisar en una cimentacién, los cuales dependen de cada
caso particular. Por ejemplo, las Normas de Cimentaciones del
Distrito Federal establecen que para una cimentacién compensada se
deben revisar los estados limite de serviclo que se indican a
continuacidén., cCabe aclarar que este criterio se puede aplicar en
general a cimentaciones superficlales, profundas, etc, con .Jlas
modalidades propias de cada cimentacién.

a) Desplazamientos instantdneos del suelo de cimentacién

Los-desplazamientds instantidneos en suelos finos saturados se pueden
calcular utilizando 1la ley de Hooke (ec 3.3), considerando que 'la
deformacién del suelo ocurre a volumen aproximadamente constante.
Véase el ejemplo 6.1, donde se trata el calculo de expansiones
y asentamientos por recompresién, considerdndolos como movimientos
instanténeos. |

Los suelos granulares, debido a su permeabilidad relativamente alta,
expgrimentah movimientos instantianeos de magnitud alta comparados con
los desplazamientos diferidos. La determinacién de deformaciones en
suelos granulares se puede ver en los ejemplos 3.1, 5.4 y 5.5.

b) Deformaciones transitorias vy permanentes' del terreno de
cimentacién

&

- 13




v

6
Las propiedades de deformacidn para la determinacién de deformaciones
transitorias de la cimentacién debidas a acciones sismicas ¢

obtienen a partir de ensayes de tipo dindmico como el péndulo de
torsiénr(Zeevaert 1973), la columna resonante (Jaime et al), etc.

En  1la obtanclén de las deformaciones parmaneﬁtes da un suelo

ocasionadas por un sismo, el fendémeno de la repeticlén de carga es
importante; por 1lo tanto, deben determinarse, en mnmuestras en el
laboratorio, 1las deformaciones permanentes acumuladas por 1la
repeticidén de cargas. En forma aproximada y unicamente para fines de
anteproyecte, se pueden emplear las siguientes expresiones

69! = 5p {1+ alocg N ) ‘(3.5) !
donde sp“ = deformacidén permanente debida a N repaticiones de
‘ carga

ap = deformacién pérmanente correspondiente a la primera
aplicacién de carga .

N = numero de repeticiones de carga :

a = coeficiente que depende del tipo de suelo. Para suel‘
granulares a & 0.25°

log = logaritmo decimal (base 10)

¢) Asentamiento diferido debido al incremento neto de carga

‘Considerando que la presién efectiva en una arcilla saturada no

cambia en forma importante por una excavacién, el asentamiento a
largo plazo se calcula entonces empleando el incremento neto de
carga, el cual es el resultado de sustraer de la presién o carga
total transmitida al suelo por una subestructura o un elemento de
ella, la presién o carga total previamente existente en el suelo al
nivel de desplante (RCDF 1976). Ademds, si el terreno de cimentacidn
consiste en arcilla, el asentamiento debh&:'a cedencia lateral de
suelo es usualmente péqueﬂo en comparacién con el asentamliento total;
pPor esta razén, aun el asentamiento de cimentaciones en estratos de

gran espesor de arcilla puede ser evaluado por métodos basados en

14 | o :
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deformacién unidimensional (Terzaghl y Peck 1967, art 41); es decir,

'para calcular los asentamlentos diferidos uUnicamente hay que utilizar

el esfuarzo normal vartical L

En el ejemplo 6.1 se presenta la valuacién del asentamiento a largo
plazo en una cimentacidén compensada. Cabe aclarar que si se desea
cbhtener adicionalmente la evolucién del hundimiento, se puede emplear

la teoria de consolidacién de Terzaghi-Zeevaert gque considera

adicicnalmente la componente de deformacidén por viscoslidad
intergranular {consolidacién secundaria); véase para esto Zeevaert
(1985) . '

3.4 In&x_mgniga dﬁ sﬁxggng en la masa de suelg n;nsinngﬁgn RO una

carga xepartida aplicada en la superflicile

3.4.1.Carga uniforme S ;:;"-- e T

A continuacién‘ se presentan las éipreaionea para deﬁarminar: los
esfuerzos normales verticales bajo la esquina de - un rect ngtlo
sometido a una carga uniforme q aplicada en la superficlie (fig 3.5).

* - .
-

p.,a?a;fy' (Dashké y xagan 1980) | _ S
R = PR o ER TR
o "a;-g_-{ n _-___x-x_z__“- ‘ang tan -%-0- " e
PRSP (:?-i- z ) A o

+ (1 - 2 v) (ang tan y/x - ang tan Y------) ] (3.7)

8 TELL XYL ang g,nw_z_é-=ﬂ- =
T ”afzu.»;(y’+ @) a XY

. ':Q'! ,“fv 'i'\“'

?+ (1 - 2 v) (ang tan x/y - ang tan -g-e-) ] (J.sy'

- (3 )

15.
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3.4.2 carga triangular
Cuando la”carga que se aplica en la superficie es de tipo triangular
(ftig 3.6), se pueden utilizar las fdérmulas de Hamilton Gray (Juadrez
Badillo y Riceo 1980)

. .- L, .IA‘.
A R AT

v 5 B
Bajo el punto A

R z |

- , - +

L+ 2d f_L? v 20

o Y SRR B L . o :
+ (B/L) anq aan f:—: m— g ——-.._ ),,_. (3.10)

L+ B z + L. z + 2

Bajo'al punto B:;i’

zl

- L/ (2n'B __
_a“ 33 /(n )](7-!“—7 IO g~ prass pae L

(3.11)‘

BSMMMAMM!W
3.5.1 Reaccién del-terreno trapecial .

En numerosas obasiéhes en la prﬁctica'un cimiento se ve sometido a
carga vertical y momento. Por ejemplo, una columna le trasmite
usualmente a una zapata alslada carga vertical y momento. El efecto
de un sismo se traduce en fuerzas cortantes y momentos al nivel de
cimentacidén; asi, un edificio alto desplantado sobre una losa de
apoyo o un cajén de cimentacién, en una regién sismica trasmite al
'terreno de cimentacidén un fuerte momento de volteo, el cual ocasiona
deformaciones en dicho terreno gque pueden 1llegar a ser muy
importantes. Por lo tanto, se hace necesario determinar las
deformaciones del suelo ocasi'onadas‘ 'po; una fuerza vg;tical Y un

L ,' .
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- con la siguiente expreaién

q

momento de volteo, tema gque trataremos en este inciso.

Consideremos un cimiento sometido al sistema da cargas de la fig 3.7,
Yy supongamos que la reaccién del terreno aes la suma da una reacclén
uniforme debida a la carga Q, y a una reacclién debida al momento M.
La reaccidén uniforme se obtiene del coclente Q/A, slendo A el rea
del cimiento, mientras que la reaccién provocada por el momento se
obtiena en forma aproxihada utilizando la formula de la escuadria: Ac
= (M/X) Yy . Observamos que 1a reacclidén del sualo fe calcula entonces

T R e
EERYS ey y
donde g I = momento de inercia de'la planta de la cimentacidn

y = distancia del centroida del 4rea de la cimentacién a
- la fibra donde se esté calculando el esfuerzo

En los puntos extremos A y B del cimiento ios.estuerzos se calculan

et

o-;.f-:iQ/A'.";fF(l;I/.‘I)vB/zi.{';. Lo (.2

| o'b- Q/J.\.;-..;(M/I)'B/‘z‘.'-" S L (3.13)

si el'dimiento:gs'rectangular'de ancho B y longitud L

| 'cr g- Q /. B'L + M /. L 3 L R T (314
S S .'-._.fhf SR RESATLE . |
cr -Q / B, L"- 6 u / L B e - (3.15)

'y
S ) a\r'
PR .

Por 1a tercera ley de Newton,‘ia carga sobre el terreno @s la de la

£ig 3.7, pero con sentido de arriba hacia abajo (fig 3.8).

Por 1lo tanto,'para determinar las deformaciones del suelo'provocadas
por un cimiento con carga vertical y momento, es necesario determinar
el estado dea esfuerzo dentro de-la masa de suelo ocaaionado por la
carga de tipo trapecial de la fig 3, 8. , : '

CuandoisploﬁéQ?QQéeaﬁdeterminar al esfuerzo normal vertical en 1la
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masa de suelo, el problema se puede dividir en el de una carga
rectangular oy de una carga triangular o’ (£ig 3.8). El esfuerzo
normal ocasionado por la primera se calcula con la fdrmula de Damy
(ec 3.6), mientras que para la carga triangular se pueden emplear las
férmulas de Hamilton Gray (fig 3.7, ecs 3.10 y 3.11). g

cuando se requiere conocer adem s del esfuerzo normal vaertical T
los esfuerzos normales horizontales oY o el problema se puede
resclver dividiendo la carga trapecial en un n#mero n _ de cargas
uniformes como se ilustra en la fig 3.9. Los esfuerzos buscados sa
obtienen aplicando las ecs 3.6 a 3.9, para cada una da las cargas
uniformes en las que se dividié la carga trapecial,

3.5.2:Reacciénitfiangularf'_:_.
Cuando'el momento de volteo es alté, puede ocurrir que se prasentaﬂ
en un extremo esfuerzos tedricos de tenslén entre cimlento y terreno
(fig 3.10). En la realidad la resistencia a la tensidén entre estos
dos materiales es pr cticamente nula, por lo que no existe dicha-.zona

de tensién. Por lo anterior, se requiere determinar la reaccidén de
terreno ignorando esta zona de tensién.

Supongamos.una:reaccién triangular como la indicada en la fig 3.11.
Por equilibrio.de fuerzas verticales .

" (3.16)

~:?‘u\ : oL -"J\'.' - -";lé:'A"I e -'a.
EH--QC/3+QB/2-M-O

|‘ . s - .. TR e
N ‘\. -‘..‘- L i 'l_‘ .
o Lo ) )

:}}~ c = 1 £ B'- 3 M / Q.

‘ .
A

IR s el e
? ynTe Mas

1

De 1a'éc'3;1s;:f}§n ‘”a;.-”2 Q /.clh.' S T (3.a8)

En consecuendia,f dado‘:ﬁn' cimiento en - el -qu§ las cargas Q y M
ocasionan esfuerzos tedricos de tensidén en el contacto entre terreno
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y suelo, la reaccldn de easte, supondiéndola triangular (fig 3.11), se
obtiene utilizando la ec 3.17 para detarminar la distancia ¢, y la ec

3.18 para obtener el esfuarzo T, .

Los esfuerzos en el interior del medio alastico, ocasionados por la
carga triangular se hallan empleando las ecs 3.10 'y 3.1l1 del inciso
3.4.2 anterior.

X - , : “._-, AN
TR ““5.'1

3.6 zémlnamam:ms.imn elfsticas

B i R LS )
t"--?’r‘?- T ey

3.6. 1 Rectangulo cargado
v‘i 5 ‘

-—"-\." 'i‘;g——j .
. KIS

Las derormaciones instantaneas en 105 suelos se pueden calcular de
manera aproximada wutilizando las expresiones gque proporciona la
teorfia de 1la elasticidad.

El asentamiento de la superficie de un medio semiinfinito, homogéneo
e isdétropo, bajo la esquina de un rectangulo sometido a carga

uniformemente repartida ¢, estd :ado por (Terzaghl 1943) -
LT 2...:'.“1--7*‘ B+ VB L L+ Vv L%+ B -
-3 -_[q(l-v)/gnE)] ( L ln; _ + B 1ln )

L S B

(3.19)

B = ancho del fect&ﬁgulo

"L,Q longitud del rectdngulo

"E = médulo de elasticidad del medio
V o= relapién deAgoisson del medio

Cuando el medio elastico tiene un espesor D , al asentamiento bajo la
esquina de un rectidngulo sometido a carga uniforme q est& dado por
(Juarez Badillo y Rico 1980) ' '




)

(

S . C {2
(B + v Lo+ Bh) L+ z? (l'.. + »/E}T;?)\/ B+ z°

s =[q'(1-v2),‘/‘s][z. 1n +B1n

L ( B+ A) B(L+A)
'L B '
+ (@/2RrE)’ (1-v=-2v7) z ang tan (3.20)
o . z A
.‘.'." /_2 -7 a.‘ . .
A=V L+ B 42 : | (3.21)

Cuando existe un medic estratificado como el de la fig 3.12, formado
por n estratos de propledades elasticas E y v, al asentamiento de la
superficie se puede calcular utilizando la ley de Hooka  para cada

_estrato: @

e aTa/m) Lo =v @ re )1 (3.22)

donde oi'; o, Y o, son los esfuerzos normales vertical y horizontales

ocasionados por la carga aplicada en la superficie del medio, y €, es
la deformacién unitaria del estrato. La deformacidén, en unidades dae
longitud, del estrato estd dada por '

Lo me H L o A € I £ 31

donde ers el espesor del estrato.

La deformacién de 1la superfice serd la suma de las daformaciones de
cada estrato. '

3.6.2 Circulo cargado '

'-lr‘J,..;: ' [
ROt

En un circulo de radio R sometido a° carga uniforme g en su
superficie, el asentamiento bajo el centro estd dado por (Zeevaert

se'tmia- vy Rarz2e 0 T aaa

El giro del circulo ocasionado por un momento M vale (Richart el al

1970) -~ - .
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en que g ._ G = E /‘2:(1 ; V) , (3.26)

Con las expresionés anterioras se puaden cbtener las rigidecas lineal
y angular de un cimiento de planta circular. La rigidez lineal se
define como la carga vertical entre el asentamiento que produce:

K, =Q/8=2ER/ (1) o o S (3.27)
La rigidez angular se define como el cocienta del momento entre el
giro que produce: _

- (3.28)

3.6.3 Giro da_'un'rectangulb sometido a momento

El giro de un rectangulo sujeto a un momento M (£ig 3.13) Be puede
calcular determinando la carga de tipo trapecial (ecs 3.14 y 3.I5) o
triangular (ecs 3.17 y 3.18) que actia sobre el terreno. A
continuacidén se divide la carga en un nuimero n de cargas uniformes
(fig 8) y se determinan los esfuerzos normales c,+ 9, YO con las

ecs 3.6 a 3.9, a la mitad de cada uno de los estratos del subsuelo.

La deformaclén unitaria de cada estrato se obtiene aplicando la ley
da Hooke . (ec :3.22) Y la deformacidn en unidades de longlitud
utilizando la ec 3.23. Esta operacion se realiza bajo los puntos A y
B de la tig,8,_;;c_on lo que se determina, mnmediante la suma de las
deformaciones de cada estrato, la deformacién en la superficie. Con
estos resultados se puede calcular el giro del rectingulo sometido a

momento. En el ejemplo 6.1 se presenta una‘taplicacién de este
procedimiento, - - '

En forma simplifiéada;;:se puedas usar el siguiente artificio: se
obtiene el momento de inercia del recténgulo'Ir en el sentido que se
estd analizando, y se obtiene el radio equivalente a un circulo
(Normas-de_sismo&1987):“31* o - ' '
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R=(4I /mn) 4 (3.29)

con el radio equivalente R se amplea la ec 3.25 para determinar
giro de la cimentacidn de planta rectangular.




ol
fo

Esfuerzos bajo el centro de un circulo sometido a una sobrecarga
uniformemente repartida q (Yoder 1959)

LAl -2, )P,

T A2 L1+ 20 -2 (1 44 4 /(R* ¢ g3tz s / (R® & 2572,

r

R = radio del circulo

Formula de Fréhlich para 1a de” ‘rminacién del £iro de un cimiento
corrido, apoyado sobre un medio elastico semlinfinitq (Zeevaert 1973)

6=angLem[16(l-vz)M'/(ﬂEBz)]

E = modulo de elasticidad ¥ = relacion de Poisson

B = ancho del cimiento M' = momento Por unidad de longitud
)

La férmula de Fréhlich se recomienda cuando 1a longitud del cimiento

€8 mayor o igual qQue tres veces el ancho del migmo.

Desplazamiento lateral Producido por una fuerza lateral (horizontal)

(7 = 8v ) Qh

5\,:

32 (1-Vv ) ¢ R

R = radio del cf{rcuiy
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TABLA 3.1
ASENTAMIENTOS PERMISIBLES

Asentamiento total permisible de la cimeantacidén de una estructura, de
tal forma que no se presente dafio funcional en las siguientes insta-
laciones o elementos:

Obras de drenaje 15 a 30 cm
Accesos a la astructura 30 a 60 cm
Murcs de mamposteria 2.5 abd5enm

Marcos estructurales de

concraeto o acaero 5 a 10 ¢cnm
Losas o cajones de

cimentacidn 7.5 a 30 cm

Los valores mayorey son para asentamientos en terrenos de cimentacién‘
homogéneos y estructuras de buena callidad de construccién. Los
valores menores son para asentamientos en terrencs de cimentaclén con
estratigrafia errdtica y estructuras de regular calidad de construc~
cidén. |

Tomado de Sowers (1962)
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3.5  INCREMENTOS DE ESFUERZO NORMAL BAJO LA ESQUINA DE UN
- ‘ﬂRECTANGULO CARGADO, EN UN MEDIO SEMIINFINITO

POR UNA CARGA TRIANGULAR

~y




Q/ A

(M/T) (B/2)-

REACCION DEL TERRENO.
VERTICAL Y MOMENTO

L.. !
;‘."qx
3

\
. .
i ) .
. .
el tetow - L
' ' " -
-

CIMIENTO SOMETIDO A CARGA .~

r. . T ) }}:i



.F1G.3.8 CARGA TRAPECIAL SOBRE EL TERRENO

' FIG “s q CARGA TRAPECIAL DIVIDIDA EN UH NUMBRO

- n PE. CARGAS UNIFORHES
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FIG 3.10 ESFUERZOS TEGRICOS DE
CIMIENTO-SUELO

" FIG 3.11 REACCION DEL TERRENO TRIANGULAR
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ANALISIS SiSMICO DE CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colina#*

Cuando se realiza el analisis sismico de una cimentacién, es usual
que se cuente con un coeficiente sismico para la regidén en cuestidn,
dado por el codigo del Estado donde se construird la estructura
correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al anédlisis
y disenfio de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de 1la
estructura de cimentacidn. '

Sih'embargo, cuando el subsuelo del sitio esta formado por sedimentos
de consistencia blanda, se presenta un fendmeno de amplificacion de
las ondas sismicas que llegan al lugar, el cual consiste en que, en
la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta

aceleracidén, mientras gque en la superficie del suelo blando 1la
aceleracién puede ser varias veces mayor gue la del terreno firme

(fig 1). ‘

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en
forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este
fenomeno consideremos. un sistema de un grado de libertad como el

mostrado en la fig 2, en el que la base se somete a un movimiento
dado por '

X, =a sen 0 t
La velocidad de la base vale ko =aflcos 1t
y la aceleracién R°'= ~-a®sennt

La respuesta de la masa estd dada por (Newmark y Rosenblueth 1976)

Desplazamiento relativo Yy =aB sen (R t~-¢)

* Profesor del Departamento de Geotecnia. Division de 1Ingenieri
Civil, Topografica y Geodésica. Facultad de Ingenieria. UNAM
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velocidad relativa y =afB, cos (At - ¢)
Aceleracidn relativa y=-a o? B, sen (0 t - ¢)

En las expresiones anteriores

B = L
d
1 2 1
ftl-(n o122 ¢ 252
=) ( o)
Y1 “1
2 ¢ -2
“1
¢ = ang tan
Q 2
1= 07
‘ 1
w, es la frecuencia circular del sistema w = V. X/ M

Los desplazamientos absolutos estan dados por -

Desplazamiento X

=x°+y

Velocidad X =X + ¥
]

Aceleracidn , X=%X +y

Definamos el factor de amplificacién de la acelera:ién como el
cociente entre la maxima aceleracidén abscluta de la masa y la maxima
aceleracién de la base: '

£ = max X / max io

En la fig 3 se muestra la variacidn de fa con el cocieqte Tx*/ T,
para amortiguamientos de 2 y 10 % del amortiguamiento critico.

Recordemos que los periodos estan dades por

-



TN
_—

- -

T, =2m / w; (masa que vibra) y T=2n,/ 0 (base)

Se observa en la fig 3 que la amplificacién de la aceleracidén depende
del cociente T / Ty del amortiguamiento. La madxima amplificacidén se
presenta cuando 'I‘1 / T = 1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece

el factor £. Para T, / T » = la amplificacién de la aceleracidn es
nula. E

Un fendmeno similar sucede en el suelo hlando, en el que éste hace
las veces de la masa del ejemplo anterior. Consideremos un estrato de
espesor H como el indicado en la fig l, Yy supongamos que el
desplazamiento de la base rigida esta dado por

x (t) = C exp (iQt) = C (cos Ot + 1 sen Qt)
i=v -1

lo que implica que la base tiene un movimiento arménico de frecuencia

e : ‘

La solucién del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el
campo de los numeros complejos, lo que conduce a que haya un cambio
tanto en la amplitud como en la fase del movimiento . Definiendo 1la
funcion de amplificacidén f = A () como el valor absoluto del

cociente de la maxima aceleracidn en la superficie del estrato entre
la miaxima aceleracidn-en la base rigida, se obtiene (Roesset 1969)

A Q) =1/ w/cosh2 o cos® B + senh? a sen® B ) (1)

donde

Hn/[/1+(nn/c)"-13/c1+(nn/cﬁ'/x/zc, (2)

2]
it

s=naV(Vitmasa+11/01+ma/s 9/ Fe, 3

donde c = v G / p = velocidad de la onda de cortante en e)
suelo blando



= amortiguamiento del suelo blando

= frecuencia circular natural de la base rigida

espesor del suelo blando

= médulo de rigidez al cortante dinamico del suelo blando
= masa especifica del suelo blando

T 6o O 3
I

La respuesta depende de lé hipétesis que se haga respecto al amorti-
guamiento. Se puede considerar gque la viscosidad es inversamente
proporcional a la frecuencia, de tal modo que % Q / G = 2 ( sea
una constante. Aplicando las ecs 1 a 3 se obtiene la respuesta del
estrato. '

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del
estrato se hallan con las siguientes expresiones

w = frecuencia circular del modo n de vibrar
unu(zn-l)n\/G/p/2H=(2n-1)nC'/2H"'(4)

1
Para pequefos valores de (n 1 / G), la funcién de amplificacién, para

los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969):
A (w) =4/ (2n - 1) (20) (5)
{ = fracciodn del amortiguamiento critico

En la fig 4 se muestra la variacién de la funcidén de amplificacién
con la frecuencia de vibracién de la base firme, para un estrato de
espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la onda de cortante en el
suelo blando C_ = 229 m/s y un peso volumétrico del suelo 7 = 2 t/mg.
La funcioén de amplificacién se obtiene empleindo las ecs 1 a 3 ,
considerando que 7 2 /G = 2 . ‘

Vemos gque la mdxima respuesta se presenta cuando el terreno firme
vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente al
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la
frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio



coincide o estd cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de
un estrato de suelo blando, la aceleracién en la superficie de éste
puede ser varias veces superior a la aceleracién en el terreno firme.
En este ejemplo la amplificacion de la aceleracién es de 3.18 , para
un amortiguamiento del suelo blando de 20 % del critico.

En forma aproximada se pueden calcuiar las frecuencias de vibracién y

los valores correspondientes a 1los 'picos" de 1la funcién de

amplificacién (fig 4), empleando las ecs 4 y 5 . En la tabla 1 se

presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar,
considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico.

]

TABLA 1
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION DE AMPLIFICACION A (wn)

n w £ 'I‘m A (wn)
s ciclos/s 5 "
1 11.78 ~ 1.875 0.533 3.183 ‘
2 35.34 5.625 0.178 1.061 :

3 58.90 9.375 0.107 0.637

4 82.47 13.125 0.076 0.455

5 106.03 . 16.875 0.059 0.354
w =(2n-1) mc /2H A (w) =4/ (2n - 1) (2Q)
£ =(ﬂ‘/ 2n ) T.n w an / W '

bl

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de
vibracién de las ondas sismicas que llegan a un sitio: en teodo caso,
es conveniente observar las frecuencias dominartes de los temblores
que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los que se

puede presentar el fendémeno de amplificacidén de aceleracidn que hemos
comentado en los parrafos anteriores.

El razonamiento anterior es valido también en términos de 1los

periodos de vibracidén de ondas y suelo blando. Vemos gue la maxima

o



respuesta de aceleracion se presenta cuando el periodo de vibracion
de la base firme coincide ~on el periode natural del primer modo de
vibrar, siendo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 4}. Es
decir, la aceleracién en la superficie del terreno blando serda 3.18
veces mayor que la aceleracisén en la base, si el amortiguamiento del
suelo es de 20 %¥ . Vemos entonces que la aceleracién en la superficie
del suelo blando depende fundamentalmente del cociente I;l/ T, donde
Tgl es e} periodo natural de vibracidén del estrato blande y T es el
pericdo dominante de vibracion de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogéneo {fig 1), los periodos de vibracién
estan dados por ;

T =4HVp/ G / (2n =~ 1) (6)

&N

donde p = masa especifica del suelo
G

—

= médulo de rigidez al cortante dindamico del suelo

El primer modo de vibrar, o modo fundament~l, &= obtiene para n = 1:

T =4HVp/G {(7)

sl

Para la estimacidn del periodo natural de vibracién de un suelo
estratificado véase Zeevaert (1973, 1980).

él periodo de vibracidén de la estructura se halla con los métodos
usuales del andlisis estructural. Sin embargo, cuando el terreno de
cimentacién estd formado por un suelo blando, es importante
considerar ademds-el efecto de balanceo y de traslacién horizontal de
la cimentav.én. Asi, el periodo de vibracién acoplado de una estruc-
tura vale (Normas de Sismo 1987):

T =v 1+ T+ T
1 -] x r



donde T = periodo fundamental gque tendria la estructura si se
apoyara sobre una base rigida (este periodo se-debe a
la flexibilidad propia de la estructura)

T = periodo natural que tendria la estructura si fuera
infinitamente rigida y su base solo pudiera trasla-
darse en la direccién que se analiza

T = periodo natural gue tendria la estructura si fuera
infinitamente rigida y su base solo pudiera girar

con respecto a un eje horizontal que pasara por el

. centroide de 1la superfiece de desplante de la
estructura y fuera perpendicualr a la direccién que se
analiza

Para el calculo de los periodos de vibracién anteriocres, véase el

Apéndice de las Normas de Sismo (inciso a7, interaccién suelo-estruc-
tura).

Una vez gue se conocen los periodos de vibracioén del suelo Tu y de
la estructura 'I‘1 , Se puede emplear el espectro de respuesta sismica
de Zeevaert (1980) para la determinacioén del factor de amplificacién
f. (fig 5), definido como el cociente de la maxima aceleracién en el

centro de gravedad de la estructura entre la maxima aceleracidén en la
superficie del terreno blando.

Qemos que la maxima respuesta se obtiene cuando ‘I‘1 / T;:ﬂw.Por lo
visto anteriormente, no se puede evitar la amplificacidén de ‘la '
aceleracién de un suelo blando, pero si es factible .evitar que
coincidan el periodo natural de vibracién del zuelo con el periodo
natural de vibracioén de una estructura. ’

La aceleracion en la superficie del terreno la proporciona en la
ciudad de México el Reglamento de Construcciones en las Normas de
Sismo. Asi, en el inciso 3 de éstas se sefala que "la ordenada del

espectro de aceleraciones para diseno sismico "a", expresada como

- ' : Y
7. L o 57



fraccién de la aceleracién de la gravedad, estd dada por la sigulente
expresion:

a=(1+3T/T)c/4, si T es menor que T"

La aceleracion en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = 0
en esta expresiodén (pues para T = 0 la estructura vibra igual que la
superficie del terreno}, por lo tanto a = ¢ = ¢ / 4 en la superficie.
Las aceleraciones para las diferentes 2zonas estratigrédficas del

Distrito Federal se presentan a continuacién (articulo 206 del
Reglamento) :

»

Zona Coeficiente Coeficiente c, Aceleracién
sismico ¢ (superficie) (superficie)
' cm/s’
I 0.16 0.04 39
II 0.32 0.08 78 g

III 0.40 0.10 98

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona III la aceleracién de
disefio de la superficie del terreno es de 98 cm/s”.

También se puede utilizar el siquiente criterio para hallar "c"
(Normas de Sismo, Apéndice): "en sitios en que se conozca el periodo
dominante del terreno_T“ + Y que se hallen en las parte sombreadas
de la fig 3.1 (de esas Normas), también se adoptarda ¢ = 0.4 para

estructuras del grupo B, y 0.6 para las del A; fuera de ‘las partes

sombreadas se adoptara
2
¢ =1.6T, / (4 + T, )

Vemos que el coeficiente sismice depende del periodo de vibracién
dominante del suelo T, - Considerando que el coeficiente sismico en
la superficie c, =c / 4 Y que la aceleracién en la superficie, en
cm/s®, es igual a c_por 980, en la fig 6 se presenta la variacion de
esta aceleracidn en funcidn del periodo T,



EJEMPLO

Determinar la respuesta de aceleracidén de un edificio sobre un
estrato de suelo blando, con las siguientes caracteristicas:
Masa = 217.5 t.s°/m ' ‘
Peso = 2133 t
Periodo de la estructura 'I‘° = 0.3 s
Amortiguamiento en la estructura ,=5%
Periodo por rotacion T = 0.76 s
Amortiguamiento en el terreno de cimentacidn Cr = 15 %
» Periodo por traslacion T = 0.22s
Periodo del terreno de cimentacidn T“ = 2.4 8

H

El periocdo acoplado de la'estructura vale

T =V 7 + T + T = 0.85 s
1 o x r

Obtenemos el cociente 'I‘1 / T, = 0.35 ‘

Para entrar en el espectro de la fig 5 necesitamos el amortiguamiento
acoplado del sistema, el cual estd dado por (Zeevaert 1980):

¢, =V1-g

1

0
]

2 2 2
. = 9,9, (TN°/ (g, T+ g T)

Qo r

donde T! =V Tf + Tf = 0,817 s

g, =1-¢ =0.9975

g.=1=-¢5=0.9775

r

Sustituyendo g, =-0.98 = 0.141

%

. Es decir, el sistema acoplado tiene un amortiguamiento de 14.1 % .

. .‘ .:.:. PR _ ij




" Entrando al espectro para disefo sismico (fig 5, Zeevaert 1980), se
cbtiene un factor de amplificacidn £ =1.9 .

. . . s 2
Considerando una aceleracién en 1la superficie de 98 cm/s”, la

‘aceleracion en el centro de gravedad de la estructura esta dada por
(98) (1.9) = 186 cm/s® . ‘
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DINAMICA DE SUELOS
VIBRACIONES

Agustin Deméneghi Colinax
Héctor Sanginés Garciax*

Vibracicones libres

Consideremos un sistema de'un grado de llbartad, como el mostrado en
la fig 1. Se trata de un cuerpo de masa M unido a una base firme
mediante una barra de cierta rigidez. La rigidez K se define como el
cociente de la fuerza horizontal aplicada en el centro de gravedad

L) ~
del cuerpo, dividida entre el desplazamiento horizontal que produce
dicha fuerza, es decir: '

K=P/ &

El amortiguamiento C toma en cuenta las pérdidas de energia que se
pfoducen durante el movimiento (fundamentalmente por friccion intern
en el sistema). Se ha observado experimentalmente gque la pérdida d
energia se puede representar mediante una fuerza que se opone al

movimiento, la cual es proporcional a 1la velocidad del cuerpo;
esta fuerza vale C X .

Por el principioc de D‘Alembert, la fuerza de inercia es igual al
producto M X , pero tiene sentido contrario a la aceleracidén. Esta

. - |
fuerza de inercia se agrega al equilibrio dinamico del cuerpo.

*

El fendmeno fisico gque estamos estudiando consiste en dar inicialmen-
te un desplazamiento horizontal 60 al cuerpo, para después soltarlo y
dejarlo vibrar libremente.

* Profesor del Departamento de Geotecnia
** Jefe del Departamento de Geotecnia

Divisidén de Ingenieria Civil, Topogriafica y Geodésica. Facultad de
Ingenieria. UNAM




El equilibrio dinamico de fuerzas en el cuerpo da lugar a la
siguiente ecuacidn

MX+Cx+Kx=0 (1)

Supongamos inicialmente que no hubiera amortiguamiento, C = 0 en la
ec 1:

MX+Kx=0 (2)

La ec 2 es una ecuaclién diferencial homogénea de segundo orden. Su
ecuacion caracteristica es
»

Ma2+ kA’ =0 MA2+K=0 (3}

a

La solucién de la ecuacién caracteristica es

A=V -K/M =vVEK,/H i

A ,=-V-K/M =-VK/M i
Denominemos a vV K / M = w = frecuencia circular natural del sistema

Cuando las raices de una ecuacioén caracteristica son complejas, 1la

solucidn de una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden esta
dada por

. x = C, e cos b t + c, e® senb t

donde "a" es la parte real y "b" la parte imaginaria del numero

‘conmplejo. Por lo tanto

x =C cos w t+C, senuwt ' (4)

Xe
I

- C wsenw t+C, wcoswt (5)

1



De acuerdo con las condiciones iniciales, para t = 0, x = 0. Sustitu-
yendo en la ec S

0 =cC,w (1)

X =C cos wt :

&
0.
il
o

Para t = 0, X = §_ . Sustituyendo en la ec ¢

6 = C b 4

60 cos w t (6)
En la figura 2 se muestra la variacidn de x en funcidn del tiempo t.

Se define el periodo T como el tiempo en que la masa pasa por el

mismo punto, con el mismo sentido del movimiento. De la figura 2 se
cbhserva gue '

WT=2n o T=2 T/ W

Pero w=v K/ M A ' T=2nrvM/K

"9
T se conoce también como el periodo natural de vibracion del sistema
de un grado de libertad.

La velocidad se halla derivando la ec 6
X =~ w 60 ;en Wt (8)
La aceleracion se halla derivando la ec B8
2

X = - W 3 cos wt = - wx (9)

Vemos gue la aceleracidén es igual al desplazamiento multiplicade por
el cuadrado de w, con signo contrario.



Vibraciones libres amortiquadas

Consideremos ahora que si hay pérdida de energia en el sistema, es

decir, que existe amortiguamiento; C » 0 . El movimiento gqueda
representado por la ec 1

MX+Cx+Kx=20 . ' (1)
La ecuacidn caracteristica es
2 1 0 2 :
MA + C A + KaAa =20 MA +CA+K=20 (10)

Las raices de la ec 10 son

A, =-c/2u+Y (c/am® - Km

A,=-C/2M-~ V[(C/ija - K/M

Las raices Al Yy Aa pueden ser reales o complejas, dependiendo del
valor del radical \/f_(C/zm)2 - K/M . Se distinguen tres casos.

Caso I. Dos ralces reales diferentes

Si las raices son reales: (C/ZM)2 - K/M > 0 . La solucidén de la ec 1
estd dada por

At

X = C1 el ALt

+ C2 e"2 {11)

En este caso el sistema no vibra, sino que la masa después de haber
sido desplazada una distancia 6 regresa a su posicién inicial. Este
fendmeno se presenta cuando el amortiguamiento C es alto.

Caso 1I. Una ralz real

Se presenta cuando (C/;M)z - K/M = 0 . Sélo existe una raiz real que
vale

A = - C/2M



.

La solucidén de la ec 1 es
At At

X =C e + C t e
1 2

X =C A L c, (t A et + &Yy

De acuerdo con las condiciones iniciales, para t = 0, X = 6° : por lo
tanto

Para £t = 0, x = 0, por lo tanto
g = C1 A+ C2 C2 = = A 6°
Por lo tanto, la solucién de la ec 1 es

X =38 Mt (1 =-2a¢t) '

e” ¥ 11+ (c/am)t] (12)

En la fig 3 se muestra la variacioén de x en funcién del tiempo.
Caso IIXI. Dos raices complejas

Ahora (C/2M)2 - K/M < 0 , y

*

A ==C/2M+ e / M= (cram? i

-C/ 2M- / k /M- (cr2m)? i

>~
]

Cuando las raices de una ecuacidn caracteristica son complejas, 1la
solucidén de una ecuacidén diferencial homogénea de segundo orden esté
dada por

x = C e® cos b t + C, e senb t (13)




s
e

donde "a" es la parte real y "b" la parte imaginaria del numero
complejo. Por lo tanto a==-C/ 2 M, ¥y b=v K/ M~ (Cr2M)° .

Derivando la ec 13

x = e (- C b sen bt + C, b cos bt) + a e (C_cos bt + C, sen bt)

(14)
Para t = 0,'x = 6° , por lo tanto, de la ec 13: C, = 6° .
Para t = 0, X =0 . Sustituyendo en la ec 14: c,=-a 50 / b
Sustituyendo en la ec 13
x = §_ e [cos bt - (a/b) sen bt] (15)

Pero a=-C/ 2M, vy b=/K/M—(C/2M)2 .
Hagameos ¢ = C /'Ccrlt e C/ 2V MK
t

Al cociente de { = C / C it lo denominaremos porcentaje del amorti-
guamiento critico:

{=C/ ccrlt = C/ 2V MK
Por otra parte w=v K/ M , por lo tanto Cw‘=C/2M.

Sustituyendo en la ed 15

x=8 89 rooswvi-C t+(C/V1-¢ )senwvl-¢g t]

- (16)

x

La fig 4 muestra la variacidén de x en funcidén del tiempo.

Vibraciones estacionarias

Se denominan movimientos estacionarios cuando la accién sobre el

sistema es de tipo arménico.



f"s) a) Vibraciones forzadas

Consideremos un cuerpo como el de la fig 1, gue se somete a una
fuerza estacionaria dada por F = F sen Q1 t
equilibrio dindmico queda

. La ecuacién de

M3£+C§{+Kx=F°senut . (17)

La respuesta de la masa estd dada por (Newmark Yy Rosenblueth 1976)

. % = ° sen ( QR t - ¢ ) . (18)
K /
2
(1-—% )2 4 (2¢-2)?
w [}
1 1
. n -
KD ¢ = ang tan 1 (19) ‘
N 0 2
. 1 - I ) '
w es la frecuencia circular del sistema w =v K/ M

Consideremos ahora un sistema de un grado de 1libertad como el

postrado en la fig 5, en el que la base se somete a un movimiento

dado por .

x =asenQt ' (20)
La velocidad de la base vale f{o =aflcos 1t . (207)
y la aceleracidn 350 =-an’senNt | (20")

ﬂ



La ecuacidn de equilibrio dindmico esta dada por
MX+Cy+Ky=20

Pero, de la fig § X X + y

M(X+y)+Cy+Ky=0

My+Cy+Ky

i
|
=
S

uo (21)

My+cCy+KyY

an®Msenn t (22)

vemos que la ec 22 es similar a la ec 17. Por lo tanto, se puede
emplear la misma soluciodn de la ec 17, con

.Fo sen Q £t = a QZ Msen {1t

Con este cambio de variable, la respuesta de la masa esta dada por

‘Desplazamiento relativo Y = a B, sen (Rt - ¢) (23)
Velocidad relativa y =an B, cos (At - ¢) (237)
Aceleracién relativa ; ==a B, sen (Qt - ¢) (23")

En las expresiones anteriores

T

1
| [1-—(715—)21“[2((19)1"
Ul wl_
2 ¢ 2
¢ = ang tan 1 (25)
Q .2 -
1 - —BI )

MY



w, es la frecuencla circular del sistema w o= v K/ M

Los desplazamientos absolutos estan dades por

Desplazamiento X =x +Y . (26)
Velocidad X =_io +y , (27)
Aceleracién X = X y (28)

Definamos el factor de amplificacién de 1la aceleracién como el
cociente entre la maxima aceleracion absoluta de la masa y la maxima
aceleracidn de la base:

£, = max | x | / max | X | (29)

Es decir £, = max | sen {2t + B, sen (Qt - ¢) | (30)

[

En la fig 6 se muastra la variacidn de f con el cociente T /T
para amortiguamientos de 2 y 10 % del amortiguamiento critico. ‘

Recordemos que los periodos estdn dados por !
T, =20/ w (masa que vibra) y T=2mn/ Q (base)

Se observa en la fig 6 que la amplificacidén de la aceleracién depende
del cociente T, / T y del amortiguamiento. La maxima amplificacidn se
.presenta cuando T1 / T =1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece

el factor f . Para T,/ T->w la amplificacidén de la aceleracion es
nula.

Vibracién debida a rotacidn

Consideremos una masa como la indicada en 1la fig 7, vibrando
libremente. La fuerza de inercia vale F=MXxX . De la figura x =
e H,'§ =6 H . Por lo tanto F=MG@&@H.

S

(AN



El momento de volteo al nivel de cimentacidn, debldo a la inercla de
la masa vale

O =FH=M68H =MNH 6

Suponganos ahora gque la cimentacién estd sometida a un momento

estacionario dado por O, =0 sen 01t . Enel diagrama de cuerpo

libre de la cimentacidén (fig 8) se muestran los momentos gque actuan
sobre ella. El equilibrio de momentos indica que

-

MHa§+ce+Kre

0., sen Qt ©(31)

. ' :
La ecuacion dinamica obtenida para un sistema de un grado de libertad
sometido a una fuerza vertical estacionaria es (ec 17)

Mx+Cx+Kx-= F° sen {1 t (32)

Las ecs 31 y 32 son similares, por lo que para hallar la solucidn de

la ec 31 podemos emplear la solucidon de la ec 32, cambiando M por M

H? Y Po por OTo . Por lo tanto, la solucidén de la ec 31 es
0 sen (Qt - a)
8 = I : (33)
K_ V-0 wh? + 4 2 (a/w)?
donde ¢ = ang tan 2 c'w Q/ (uﬁ - nz) - (34)

w=VK /MK =VK /M /H (35)
thC/zs/KrMH‘?nC/ZH\/KrM (36)

Por lo anterior, el periodo natural de vibracidén por rotacion de una
masa esta dado por

T =2nYMHE /K =2rHVN/K (37)

(:"C/Cc”

r .

10



C )

o T =2nVWH /K , (38)

Un fendmeno similar al de vibracidén de un sistema de un grado de
libertad sucede en un estrato de suelo blando, en el gque é¢ste hace
las veces de la masa del sistema de un grado de libertad.

Cconsideremos un estrato de suelo de espesor H, como el indicado en la
fig 9. El1 estudio de la vibracién de este estrato se lleva a cabo
e.stableciendo las ecuaciones de equilibrio dindmico de un elemento de
suelo (fig 10); considerando una onda de cortante que viaja en

+ direccidén vertical, las fuerzas gue actuian sobre el elemento son

(Roesset 1969)
Fuerza de inercia - p d%u -y at? ‘
Fuerza debida a la pérdida de energia n d°u / ot az®

Aplicando la segunda ley de Newton al elemento

3 2
-rzxdxdz+('cu+a1:zx/az)dxdz+pau/at.az dx dz

= (p 8%u , 8t?) dx dz (39).
‘Es decir p 8%u/ 8t = & T/ 8z +maduy ot az® : (40)
Por la ley de Hooke v, = (1/G) T
Y ;ru=aw/ax+au/az conaw/'ax=0
¥ =3du/ adz

F2.3
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sustituyendo valores en la ec 40
p 8% / 8t® = g 8%u s 82° + q &u / ot 82° (41)

Para hallar el movimiento del estrato de espesor H se tiene que
resolver una ecuacidén diferencial parcial de segundo orden (ec 41).
Supongamos que el desplazamiento de la base riglda estd dado por

¢

xo(t) = C exp (ifit) = C (cos Ot + i sen QIt) (42)

i=v -1

lo que implica que la base tiene un movimiento arménico de frecuencia

-

Q L

La solucién del movimiento cuando existe amortiguamientc cae en el
campo de los numeros complejos, lo que conduce a que haya un cambio
tanto en la amplitud como en la fasa del movimiento . Definiendc 1la
funcién de amplificacién fa = A (1) como el valor absolut; del
cociente de la maxima aceleracidn en la superficie del estrato entre
la maxima aceleracidén en la base rigida, se obtiene (Roesset 1969)

Ay =1/ Vr;oShz a cos? B + senh® a sen’ B {43)

donde

aunn/[—/1+(n'n/c;ﬁ-l]/[1+(nn/c)z]/ﬁcﬂ (44)

3=an/[~r1+(nn/c)2+1]/[1+(nn/GJ2]/¢ZC, (45)

donde C.'= v G / p = velocidad de la onda de cortante en el
suelo blando _

= amortiguamiento del suelo blando

= frecuancia circular natural de la base rigida

espesor del suelo blando

= médulo de rigidez al cortante dinamico del suelo blando

= masa especifica del suelo blando ' '

T 0O XD Jd
1
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La respuesta depende de la hipdétesis gque se haga respecto al amorti-
guamiento. Se puede considerar que la viscosidad es inversamente
proporcional a la frecuencia, de tal modo que 7 1/ G = 2 sea

una constante. Aplicando las ecs 43 a 45 sa obtlene la respuesta del
estrato.

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del
estrato se hallan con las siguientes expresiones

w o= frecuencia circular del modo n de vibrar

wn=(2n—l)n-\/q/p/ZH==(2n—1)HC./?.H (46)

Para pequenos valores de (m Q / G), la funcién de amplificacién, para
los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969):

A (0) =4/ (2n - n (20) (47)

{ = fraccidén del amortiguamiento critico ‘

En la fig 11 se muestra la variacién de la funcién de amplificacioén
con la frecuencia de vibracion de la base firme, para un estrato de
espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la onda de cortante en el
suelo blando CB = 229 m/s Yy un peso volumétrico del suelo 7 = 2 t/ma.
La funcidén de amplificacidn se obtiene empleando las ecs43 a 45 ,
considerando gque 7 Q / G =2¢

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme
vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente'al
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si 1la
frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sltio
coincide o esta cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de
un estrato de suelo blando, la aceleracidn en la superficie de éste
puede ser varias veces superior a la aceleracidn en el terreno firme.
En este ejemplo la amplificacion de la aceleracidn es de 3.18 , para
un amortiguamiénto del suelo blando de 20 % del critico.

5%

S 13
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En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracidén y
los valores correspondientes a los "picos" de 1la funcién de
amplificacidén (fig 11), empleando las ecs 46 y 47 . En la tabla 1 se
presentan los resultados para los primeros cincoe modos de vibrar,
considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico.

TABLA 1
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION DE AMPLIFICACION A (wJ

n u.:n1 £ T - A (w)
. s - clclos/s 5
1 11.78 - 1.875 0.533 3.183
2 35.34 5.625 0.178 1.061
3 58.90 9.375 0.107 0.637
4 82.47 13.125 0.076 0.455
5 106.03 16.875 0.059 0.354 .
wn=(2n-'1)nc_/2n A (w) =4/ (2n - 1)1 (2Q)
f = w / 2n T, = 2n / w

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de
vibracién de las ondas sismicas gue llegan a un sitio; en todo caso,
es conveniente observar las frecuencias dominantes da los temblores
gue llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los que se
puede presentar el fendmeno de amplificacidn de aceleracién que hemos
comentado en los parrafos anteriores.

" E1 razonamiento anterior es valido también en términos de 1los

periodos de vibracién de ondas y suelo blando. Vemos que la maxima
respuesta de aceleracién se presenta cuande el periodo de vibracidn
de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo de
vibrar, siendo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 11). Es
decir, la aceleracidén en la superficie del terreno blando serad 3.18

veces mayor que la aceleracién en la base, si el amor;iguamiento del

-
-
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suelo es de 20 % . Vemos entonces que la aceleracidén en la superficie
del suelo blando depende fundamentalmente del cociente T,/ T, dond
T, es el periodo natural de vibracién del estrato blando y T es el
periodo dominante de vibracién de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogéneo (fig 9), los periodos de vibracién
estan dados por

T =4HVPp /G / (2n-1) (48)

n= 1' 2' LN ]

donde p = masa especifica del suelo

G = mdédulo de rigidez al cortante dindmico del suelo

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n = 1:

T, =4HVp/G _(49)

REFERENCIAS

Newmark, N M y Rosenblueth, E, Fundamentos de Ingenieria Sismica,
Diana, 1976 '

Roesset, J M, "Fundamentals of . .scil amplification", Departament of
Civil Engineering, Massachusetts Institute of Technology, 1969
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amortiguamiento especifico AW/W es 1igual al doble del decremento
logaritmico A’ . ' A
Por otra parte, en una vibracidén forzada, para amortiguamiento
pequenc la forma de la curva desplazamiento~frecuencia es muy aguda,
mientras gue para amortiguamiento grande la curva es mucho mas
tendida. Si denominamos AN a la diferencia entre 1la frecuencia
correspondiente a la mitad del "pico" del lado derecho della-curva
menos la frecuencia correspondiente a la mitad delf"pico“ del lado
izquierde, y N a la frecuencia de resonancia, el cociente AN/N es una
medida de la friccién interna, y se puede demostrar gue

AN/N = V3 A/ =

r

En efecto, en una vibracidn forzada, el desplazamiento esta dado por

- +

F : -
K .
v/[ 02 2 0 2
(1-—5 )% + (207
e SUR N
2 ¢ B
¢ = ang tan (19)
Q 2 ' .
1- ( “’1 )' V v S
W es la frecuencia circular del sistema w =y K/ M -

]

El mdximo valor de x ocurre para w =Q , es decir

max x = — pero C-=cC./ 2V MK

max x = F_ / C W,




L 4

g

La mitad del maximo de x vale :"150 / 2 C W . Por lo tanto, haciendo
x=F /2 Cw en laec 18, obtenemos:

-

¢ s e 2 .
S o—B (a8 mncw sk
. - w w .‘.‘

T 1
i
- da 2 Q 2 2 ’ h
(K=K-—= )" + (2{K—)" =4Cw
W LW,
Wl i
Pero wf=K/M

(K-an)2+(cn)2=4c2wf L
Despejemos los valores de q® de esta ecuaciodn

Moh?+ (28K F+K -4t =0

_""-(éf-”zmk)' * /(cz- 2k1)° - 4’ (K - 4c’W)

Q° = .
2 M
02 K- K 72 ‘ 12 2 2
(—S = =+ =) (c*~2KM) ~ K° + 4C";
9225-(:2: a M 2M
M 2M° M
Pero uféx/m—cz/tzm"'
KC2 2 2 2 2
: —+ 3 Cw =-2K + 2KMuw
2 2 M 1 !
Q2=.IS—C: .
M 2M : M .
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2 2

K ¢

SRSl -akieakm (B So
. - 2 M M 4 M
n2=}_\._ Cai L .
M 2M M
2 \/_J—Cw
Qa = 5 _ C . - 1
M 2M M

Denominando Q, y Q a las dos raices de 9]

b

2V 3 ¢ W

M

Come se comentd antes, AN = Q_ =, y N = W por lo tanto

] 3

- ) (@, +a)

AN 0, -9, (4, \

N vy W wiv(ﬂz + Qa)_' o ‘ -

Para valores bajos de amortiguamiento w,

Mw . L
1

AN Ql-q Vvic V3aoo et
' 2 = e
1

Propagacién de una onda de cortante en un sélido viscoelastico
(Kolsky 1963)

Mcodelo de Voigt

Voigt considerd gue las componentes de esfuerzo en un sdlido son
la suma de dos términos: el primero proporcional a la deformacidn

J
7

.
o~
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unitaria y el segundo proporcicnal a la velocidad de la deformacién

unitaria. ;En un .material isotrdpico y elastico,

las ecuaciones que

relacionan los esfuerzos y las deformaciones seran ahora

c =A A+ 2G g+ A’ (38/3t) + 2 m (% sot)

9

ryz =G 'a'yz + 7n (a;ryz/é‘t)

Estas ecuaciones conducen a relaciones similares a aquellas obtenidas

v

para un solido eléstico,. peroc el qperador AT+ A’ (3/8t) toma el

tomn ¢of fuqar

lugar de A, ¥ G + m (3/0t) . La ‘ecuacidn para 1os desplazamlentOSa

horizontales es la siguiente:

pi-lzl-;(a+c)?£+GVu
Coaoat? 8x |

Haciendo las sustituciones anteriores -

EX

2

p~—2—m+c)+(A'+n)-—1—-+(c+n—)v

ot | at  ax at

i

En una onda de cortante exclusivamente

2 . )

a
p——-g-=GVu+T?Vz(§B-)
at at

Si consideramos una onda de cortante gque se propaga en direccion

vertical con movimiento de particulas en direccién horizontal:

2 2’ 3
pa;l—-GB:'i-'nau
arr z  8zv ot-dz
Referencia

Kolsky, H, Stress Wéyes ig Sqlids, Dover, 1963 ..
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ANALISIS DE PILOTES

1. INTRODUCCION

Durante la ocurrencia de un gigmo, un edifi-

cio cimentado sobre pilotes se ve sujeto a
una serie de -efectos ocasionados por el mo-
vimiente telfirico.

ciones se cuentan el momento de volteo y la .

fuerza horizontal sobre la estructura, ambos
debidos al.efecto dinfmico del fenfmeno,Fig. 1

La determinacién del memento de volteo My y
la fuerza horizontal VTms;smicoa se puede
efectuar por el anilisis estftico o por el
andlisis din&mico, tratados con amplitud en
la 11teratura del diseno estructural.

'Zeevé@rt'(197312presenta un- método para la-

obtencisn -de las solicitaciones My vy V.,

gue tiene la ventaja de que toma en cuenta

en forma ihtegfal el gfécto del subsuelo y
el de la eatructuia. Este procedimiento se
lleva a cabo ‘en “cohdiciones dinémicas, lo
cual es otra ventaja Edicional del mismo.
Desde luego, es claro que los analisis dind-
micos son recomendables sobre los anflisis
estiticos, dado’ que representan de una mane-
ra mds realista el fenﬁmeno, aun cuando su
aplicacitn en'la pr&ctica resulta en ocasion
los analisia

auni cuando son de! ‘menor precisidn

nes laboriosal
estiticos,

Por otro lado,

gon de manejo m&s" simplificado.

"El momento de volteo _MT ocasiona un incre-

mento de carga en’ los pllotes de un extremo
de la cimentacifn y un decremento de carga
en el otro extremo,

En ocasiones, se valfa

este ‘incremento (positivo y negativo) por me

Entre las principales ac-

SUJETOS A SOLICITAC!ONES‘DINAMICAS

Agust1n Deménegu1 Colina
Facultad de Ingenieria, UNAM
I
i .
; -

dio de la f6rmula.de- la escuadrfa.
) . .

[P

! La fuerza horizontal Vo Pprovoca un desplégj

' zamiento horizonlal da'la estructura con res

3

pecto al subsuelo Y genera eniéada.ﬁilote fuer

zas cortantes y momentos flexionantes a lo
la:go de toda la plezd.” . . ”: o -
En este trabajo s6lo estudiaremos el efecto

de la fuerza cortanﬁe VT .

tes incisos comentaremos sobre los desplaza-

En los siguien=

.mientos que se’géneﬁah'en:el suelo y entel pi.

— 134

lote por el siamo, asi'como sobre los desplqr

zamientos relativos entre.pilqte.y suelo, lo .

que ocasiona una reaccisn repartida a lo lar-
go de todo-el pilote En el Inciso k] tratarﬂ—
mos sobre las propiedades del suelo que es ne

cesario ‘conocet, ‘laB.cuales deben_ser obvia-,"

mente propledades din&micas. En el Ircisoc 4,

pregsentaremos un métode para determinar las
reacciones del subsuelo.provocadas por la ac=
cifn de una fuerza cortante en la cabeza del
pilote, conociendo estas reacciones se pueden

determinar tos’ desplazamientos relativos entre

"pllote v suelo, y obtener :los diagramas de mo
mento flexionante y fuerza cortante, a lo lar
go de todo el pilote, con lo cual se puede e~
Eﬂ

la parte final de este artIculo presentaremos

fectuar el diseno estructural -del! mismo.

las conclusiones derivadas de este estudio.__

- ¥
¢

ey

2. DESPLAZRMIENTOS HORIZONTALES DE SULLO Y.
[ ..--n—-"'

"“*PILOTE - R -

Como indicamos anterformente, la fuerza sfis-

mica horizontal VT ocasiona en la cabeza de

un pilote una fuerza cortante que se puede va

-~

~-!

.
.

M



luar dividiendo la fuerza total Vv, entre el B
nlmero total de pilotes. De esta manera.
cbtiene la fuerza: cortante en la cabeza de un -
pilote; individual,: que denominaremos -Vn

(Fig. 2).

Debido al sismo se presenta un movimiento ho-
rizontal del suelo con respecto a un plano de
(Fig.

referencia A- A ’ que denominaremos 6B

3a); este desplazamlento se puede determinar P

.. utilizando el método propuesto por Zeevaert
(L973).
v, . el pilote expérimenta un
horizontal: & _&3°

Por el efectovde dla fuerza cortante
désplazamiento
conirespecto
(Fig. 3a):
‘dicibnes,’ se presenta ehtre el

al mismo plano
.1 de referencia aA-a! En estas con-
suelo y el pi-

e~ 8p =6,
3a (2eevaert

'lote un: desplazamliento relativo &
tal como se”indica en la Fig.
:1973),
-da de suelo sobre pilote (Fig,

el cual.ocdasiona una':ireaccién reparti-
3b) L
El desplazémiento ;6riéontalirelativo.entre
suelo y pilote depende de la magnitud de la
.1 fuerza -cortante en la cabeza de’la pleza Vv,
de.la rigidez del’ pilote y de la’ rigidez del

2 suelols- - T -

La valuacidn de _ Vﬁ.ula;comentamos anterior-
-mente, La rigidez del pilote estd dada-por el
..producto EI, siendo;:E el mSdulo de elasti-

cidad del material que forma el pllote y gque

para el caso de pilotes de concreto se puede
?obtengr'como E '= 107000 }/ £, 7

- Kg/em®. , la ‘registencia en com~
-presidn no confinada del concreto a loguiB

..dfag de fabricado, -en Kg/cmz. I es el mo-
mento de lnercia de la seccifn de un pilote,
supuesto de tipo prismético o cilindrico, es
decir, de secci&n constante en toda 8u longi-
thd, "

en”
’
siendo fc

La rigidez del suelo debe valuarse'en condi-
c1ones dindmica. Sabﬂmoa qua la deoformaciln

de un estrato de' euelo de espesor e estd

dada por. "o ) )
& FUS T B P DN P .o

N N T 'iAp E ()

- I L AR -'v‘:': B

51endo;

135

se tan

£

v 6dulo longitudinal de deformaciﬁh
del auelo
8 p = esfuerzo promedio aplicado a la

mitad del estrato

[

Désdé luegé, el m6dulo=:ﬁ; debe ser el m&du-

. lo longitudinal dinimico de deformacibén, el

cual estd .relacionado con el médulo cortante

de rigidez G de .acuerdo con lassiquiente

expresidn: : N

2 (1 + v )t 2)

M =

o o PN I

en donde Y = m&dulo.de-Poisson

Para el caso dé Quelos'finos eaturados suje-
tos a una solicitacidn dinamica {lo que ocu-
rre en un sismo), se puede

v = 0.5,

_pnqiderar

alqanzandoﬂ_ﬂ . el valor:,

N 1 ‘-- . . - vt : : - .
M L L (3)‘
Vio36 . s

En términos;genérales,dén,d;p&micq de gsuelos
ha resultado de mayor. facilidad.la determina
cifn en la préctica del -m&dulo
para después emplear . las Ecg.ﬁz 6 3 para va-
‘luar. el médulo longftudinal - M, '

cortante G,

ot LT TV

En el siguiente inciso veremos la forma de
obtener el valor del mbdulo cortan:e G
condiciones din&micas. '

LR e

en

3. PROPIEDADES DINAMICAS DEL SUELO

Para fines: de- anflisis de pilotes sujetos a

cargas laterales por sismo, interesa conocer

principalmente dos propledades:del suelct: el
m8dulo,cortante. de rigidez G .y la relacibn
de Polsgon v. . i ot

En general, el mbdulo cortante G me puede
detaiminar en el campo y en el laboratorio.
Dentro de las pruebas de campo se pueden men-
cionar el ensaye geofisico, la prueba del vi-

brador de superficie y un cierbo tipc de prue-—

v

~{
LARRN



ba.de placa de carga y descarga. Parece ger
que la prinCipal limitacién de estas pruebas

es el rango de las defonmaciones que se alecan .-’

zan, ya que se hace necesario que se lleque a
deformaciones unitariaa en el rango de 0.1 a
G.01 % en el campo (1ntervalo usual de defor-
maciones ocasionadas por el sismo) (Wilson

1972},

Las pruebas 'dé“laboratorio empleadas son’ la
prueba triaxial cfclica, la prueba de corte
ciclico y la prueba de la columna de‘torsi®n.
Aparentemente, esta fltima es el ensaye mas

realista para la determinacifn de G , aunque

" es de dificil ejecucicn {Wilson 1972)

La determinacifn del m&dulo G por medio del
péndulo 'dé torsisn ha dado buenos resultados
en la practica de Ia ingenieria. Esta -prueba

la c&mara triaxial convencional la cual se
enplea” para someter una muestra de suelo a di
ferentes eafuerzos de confinamiento. Al espé-
cimen de suelo se le da una pequefia torsisn
(en un plano horizontal)}, permitiendo que el
S8istema vibre libremente, movimiento debido a
la respuesta el&stica de los elementos del
suelo, De-easta manera se puede hallar "el m&-

dulo’-de cortanté’ “.{Zeevaert 1973).
Los resultados:de :pruebas .con el p&ndulo de
torsidn indican.queé:. G .aumenta-con el confi-

namiento, tanto en suelos cohesivos come en

auelos no cohesivos, en Estos materiales pare

ce necesario determinar la variaciﬁn causada

por la amplitud usada’ ‘an’ 1a3 pruebas Yy por el
método de aplicacién del esfuerzo de confina-
miento (Zeevaert. 1973)..s © 1Y i N

Por lo, que. respecta al m&dulo-'de: Poisson y '
0.25 para;matg
riales granulares parcialmente  saturados .y un
valor de 0.42 a-:

los cohesivos no consolidados: (Zeevaert 1973).

se puede -emplear un: valor de’

0.45 como-limite para sue

et .
am it TR N TE

4, ANALISIS DE PILQTES SUJETOS A CARGAS., LATE-

RALES UL L o T

La determinacién de las propiedadea din&micas

de un suelo éﬂ de gran importancia para valuur136

.

loas efectos de un sismo sohre un:pilote. De

. igual importancia es la posibilidad de poder
manejar los datos dewprop;édades meclnicas
para efectuar el an&lisisad{ los pilotes. De
otra manera, {de qué sirve obtener las pro--
piedades dinimicas de un suelo con gran pre-
‘els16n- suponiendo que” logremos esto—si des—-
pués no sabremos c6mo utilizarlas y conocer
el efecto que tienen sobre un pilote?.

-~-En este inciso trataremos=1a manera. de lle-

;var a cabo el andlisig-de.unypllote sujeto
.a.una carga lateral, gue puede ser debida a
,un sismo. comoJcomeptamos'en el:Inciso 2,

. &L ger cargado ﬁn pilote-con una fuerza hori
zontal v en su cabeza, se.produce una reac
cibn del suelo por el desplazamiento relati-'
vo, & Nos in

teresa.conocer;la distribucién.desesta reac

entre suelo;y:pllote:(Fig. .3).

cidn para valuar el diagrama de momento --
v flexionante y el diagrama de fuerza cortante

e tonrs

n ‘el pilote. .

N .
El diagrama de p:esién de suelo:sdbre4pilo—'
.te. estd limit;dg ppruuna;lineahcont;nuau.-—

{Fig. 3b),

demos suatituir

pero para fines de anilisis .lo po
por cargas repartidas en tra
mos de longitud d+(Fig. 4ay} es obvio’que a
*mayor precisilén gue se degeeipe tendra ‘gque
diaminuir la‘longitud®d de: tramo y aumentar

el nfimerc n de tramos. "

En: la Fig. 4b se muestra la el&stica del pi-
lote, causante de. la reaccién :del suelo. La
posicifn original.se refiere.a la posicién
de desplazamiento 'relativo nulo- éntre pilote
y terreno. : .

La Fig. ic mueetra 1as propiedades din&micas
del suelo en cada uno de loa tramoa, a saber
el m&dulo cortante de rigidez G y la rela--
cifn de Poisson Y. P s

- . . FEEEE

El procedimiento que se propone para el aha

lisis de la interaccién suelo-pilote consis—

te en términce generales en lo siguiente ma

del suelo (Fig. 4a)

" como inc6gnitas y mediante el anflisis es=-
tructural del pilote hallar los desplazaﬁie&
tos del suelo §, (Fig. 4b) en funcibn dé las

nejar las reacciones ry
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reacciones; con esto obtenemos un sistema de
ecuacicnes en el que tenemos comc incbgnitas
los desplazamientos del suelo Gi y las reac-
cionesir;. A contifnuacién détérminamosflos

desplazamientos Gf en funcidn de las reaccig

nes r, ‘mediante ‘¢l cileculd de deformaciones

i
en el suelo, obteniendo otro sistema de ecua-
cicnes en el que los desplazamientos 61 gque-
it Sustitu

yendo este (iltimo sistema en el obtenido con

dan en funcibn de‘léﬁ‘reacciones r

la aplicacién del anflisis estructural gquedan
ﬁnidamente camo incSgnitas las reacciones Tyi
Co-
tam-
al

final de-la aplicaci6n de ‘este procedimiento

resolvemos. el sistema y Hallamos las r,.
i'
De esta manera,

mo tenemos'leWﬁEﬂehffuncfén de las r

bién podremos obtenerlos.
se conocen los desplhzaﬁientos Gi Yy las reac

ciones. Ty {Deméneghi-~.1979) .«

» Veamos el desarrollo al.detalle de lo.expues
. to en~ei p&rraforanterior;iEmpezaremos con
el analisis estructural ‘del pilote, continua
femos con el c&lculo de-las deformaciones -

del suelo y terminaremos.con el eastablacimien

to de la compatibilidad/de’desplazamientos.

S

4.1 Andlisis estructural del pilote

El an$lisis estructural sé puede realizar utl

lizando el m&todo de la viga conjugada 'para
tedo el pilote (Flores QOjeda 1980).
1 Ty PR A . R

ro§ inferesa determinar los
desplazamientos'ﬁ‘“dei pildte en funcién de
las reacciones r, Y de la rigidez de la pieza

En ‘nuestro caso,

- {Fig: 4)."Nos conviene trabagar con una sola
Teaticibn ri Yy después tomar en cuenta el efec
i 'EP la Figq.
el intervalo de pilote del nudo 1 'al nudo 3;
en-una posiC16n intermedia Be encuentra la
reaccién ri. En la Fig. Sb esta indicada la
viga conjugada para esta condicién de carga,
en la cual:

"to de todas las r 5a se muestra

L AT U T
' = - LI
Moy Yy mE " E i T4
. N r:w..d-‘“ 2: . et
[ - 1 1 1 2
A= Yy wEr BT Yt 7T 4y
o -
r.d
Al = -1 i1 = -L i. 2
Ay =7 Ly BT "ET Y1 7 9lys

. H‘li -3
a( L P o
Z,ﬁhw.l- A J.}_ Z‘Rf"hpg
2 h L. d
==
..Deaignemos como:
1 3 : .
A = —p— 4] . (4}
1 2
v Bji - T di lji [ (5)
- 1 2 o )
Cyp = 7 94441 _ (6)
por 16 tanto:
L] ri r s Al = r_i C
Al"E_'M Fji' 3TE Cn

~ Tomemos momentos en la viga Canugada con -

respecto al nudo j: nE., Rt

1
L} L) | - - i =
-6} 1,+61-63-A (L, +—4-di _A —LZ.. "A —J__.3 0

1

Es decir

ellj-6'+6 +1 r, -{A ‘;i+—d )+—1—-1—+—-1—J—}=0

Hagamos : Djiﬂi(ljiﬁdi)"-%—ji —J-,-J— (7

4

Por ‘lo tanto: "7: Cet B A;

6]'_1.:j fxéi'+ 5

Lo

1 -
3. EFF1,091 7 O

%

'De manera aniloga; para i:ha reaccidn coloca-

da en el tramo j: .

dejr? 0

i".

" ! h__l. ;;L_ ; u‘!
O 147871 *+ &3+ wET

357-%1.7. %5

LI or

?Paré todag.laarrggcciqnegsgi en el intervalo

o R Cea . I
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s 7
en dondé 8, es el giro en el nudo 1 debido a

1
la totalidad de las reacciones.

& L

Multiplicando ambos miembros de esta ﬁltima
ecuacién por ‘EI:

Aoel v L j—l v Tl N ‘/
- iE - 8
. EIOJ 1J EI$ +E16j+ i-l Djir1+KT Ajdjr1 0 (8)
2< < n-1
Para la ;eacc£6n ri”} llif 0 y 1jl -d1(9)
-t B i=1

i

Para el resto de las reaccionea'ri:
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En forma similar’ obtenemos para” el nude n lo
siguiente: - .’ o )
. e o
’ n-1
i~ 'EXY. 81—81611-516 +' LT D -‘f ‘A d rh- O (11)
1=
J=n
D A A O o o . et
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La condiciﬁn de.equilibrio, de,fuerzas en to-
.da la viga: conjugadajpermite establecer la
siguiente expresifn:. -+ .

Pero 0

0 dado que consideramos que el pi-
lote esta empotrado en,su cabeza, por lo .tan-

. . #‘, H d | ds.. N
az+~f L ™~ h 4
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“Mmés conocer” el mbdulo 1onq1tudina1 de deforma
cifin M, A MR

Hallemos ahora las deformaciones-del suelo en
1la déformacidn del
""cuadro“ 4, j debida ay una reaccién aplicada

en_ k valdrs = A : r

v funcién de las. reacciones

v/’

D R B S

. _‘.,' “ij}.{ “'M'Vij T_-_ej_, N L
1 ! i i 5
'En donde: .oronor 0 o A
T T e e
- e @ijk-% deformacibn, dél “cuadro”’ i,i" debi~
a ... da af -una reacciﬁnacolocada en k
A Lyt ‘;‘ ;a“i} e
. _1 Mnij' mﬁd“1° 10“91tUdinal de deforwacién
L del cuadro ‘1, j 'éjf Lt

Py

ey= espesor del_ eatrato vértiéal‘ 3
n eS0T 0 ve

to:_j_. . _:.i;. N . - (AT)[Lk ="ineremento del esfuerzo normal ho-
SO IR P i : , 137 .
n .o . LT . Whe e b rizontal en “el<'cuadro 15 §"debido
E161+ L IA1+B' +c, } r, = o {12) V/"gf_;'}“-d & la:presién- rk/h ‘en el conta;to
e NP R TARET AN Y ‘Conta,
- L Mgeule ul pilote-suelo e LT
Dl wane e R el ERCIRE RSN 4 18 Tim
En‘el p{leff‘ﬁfé? hab?r;iquilfbrio de fuerzas "..f.‘ b = ancho {o diametro) del:pilote.
. g - - v - B . . - -
PRI [PAIE AR § a8 dir‘ e A (13} ‘/’f*"PerO' T
) } v e iu_l' B c- ,--.- .. oy
1o s SO [y . - - - wog o0 a B
Cabe allarar’ que las expresiones 8. 11 12 y CLrEA ’
13 son’ v&lidag para pilotes “aa" tipo prism&ti- ~ug siehéé'ﬁy v
¢a o cil!ndrico, o8 decir,.para pilotes de - et . P A s
seccign ccnatante en toda su longitud Tam=-- =7 .3t ijk fvalor de Influencia en el cuadro
bién recordamos que sa conaidera que el pilo- ¢ v.an uw. ig3.debido.a una presifn unita--
te est& ampotrado ‘en .su. cabeza ‘(hudo n). ke . .ria.colocada en k. ., (... .0

N -‘... ‘.,.'.y

- \G

En resumen, para el anélisis estructural del

.G y el de Polsson-u,

pilote eﬁpieamos 1aa Ecs.AS. 11 12¢Y 13, con

%
lo que tenemos como 1nc6qn1tas el giro en el

nudo 1, 91 ‘los desplazamienton 61 y las
teaccionss ri' Lo que falta ahqfa es obtener
los 6,

de deformacionea~de1’suelo.nlo cual- se iefec=-

en funcién de las ri con un an&lisis

tuard en el siguiente incisow: . i
e LT e e L Y
4.2, Deformaciones.del suelo': .o 5 [

T,
~Ta¥ EANE

- ‘,,,
T oo A
Como se coment6 en el Inciso 3, en el campo

o laboratorio se obtienen el. m&dulo cortante
Empleando -la Ect: 2 pode

- ; et e, e
POLIES o S IS B U I 1 o1

!'ﬂ Yoo Lty e

wdn begw

El valor de Iijk se puede Geterminar calcu--

T lando el esfuerzo que. . ocasiona una presiﬁn

f ,unitaria' colocada en.el tramo k sobre,el cura
| dro: 1,3’ (Zeevaert 1973). L S

. Con lo anterior, la deformaciﬁn del cuadro

C1,3 debida a todas las reacciones rk sera

- .... . Y e

- -r‘;-,E;; R T
Lo Cag B MYeg ey ijk Ty ~”-’-“
- R ) fi w tI VUET O revad o v,
El desplazamiento horizontal de} Hido i val-
ard s PR
P O RSk M S
5y = ji 13 ot
- n sl e ol e T
138
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Fig. 3  Desplazamiento del suel&mlén.',‘?}dgiﬁi?iami"énto dei
_pilote'_gsp_ desplazamiento -relativo entre 1suelo v
pilote . 8= & é, - Y--reaccion.del suelo I
e e . - . . T L )
]

PR y e
. LI R ..
, W d. ./[l" d5
<) "

L4

——

%]

.ﬂ
-y

!
Al
- o
[*]
e
NAADMNALN
e
z
3
L ]

o Ly
e Fig. 4 Cargas y desplazg
mientes de un pilote,
I A} N
= L N
, : i
;) H

¢} Propiedades dindmicas del susle

T TR e ] Y ey . o Wr}r:—_-p. R T A T 2 AT e b et R 3Y S T Lp el e ek Sl tw ren cparaety o
bt EREAL ( R ’ i '




BF RTARERL ¥+

N . -

\
Fig. 5 Determinacion de los desplazam:entos ‘
debldos a.una reaclcmn ri o " | : ,
B I
- - e .’ o -
= ! ¢
LY :: é
v 1
S ROTES DA S PR
N -’ ' ."('i?'-:; i R
R EE A Lo )
. ;
ﬁ‘i43 ERNCIR T P t. k ;
. PR T : ‘L DU o



" 10 PRINT "ANALISIS ESTRUCTURAL CONSIDERANDO QUE ZAPATAS AISLADAS BUEDEN SUFR;R H
UNDIMIENTOS Y GIROS, DEBIDO A LA DEFORMABILIDAD DEL TERRENO'DE CIMENTACION" ~°
20 PRINT "PROGRAMA ELABORADO POR AGUSTIN DEMENEGHI COLINA. 30/09/94. PROGRAMA ‘A
talaTel-WAL .

PRINT "EJEMPLO ILUSTRATIVO DE CLASE" _ o el T
.~ REM LECTURA DE DATOS ' BRI - vl
50 READ NGL,NG,NB,NA,NTC,NTF R
60 PRINT "NGLF“ NGL, WNG=" NG, "NB=",NB, "NA=",NA,"NTC=",NTC, "NTF" ,NTF- ~ ~ . ..
70 PRINT WNGL=NUMERO AMPLIADO DE GRADOS DE LIBERTAD PARA EL-CALCULO DE Los ELEM
ENTOS MECANICOS, NG=NUMERO; DE GRADOS DE LIBERTAD, ND=NUMERO DE BARRAS, NA=NUMERO

DE APOYOS DE LA CIMENTACION NTC=NUMERO ‘DONDE EMPIEZA LA‘RIGIDEZ ANGULAR DE LA

CIMENTACION" R,
80 PRINT "NTF=NUMERO DONDE'TERMINA .LA.-RIGIDEZ-ANGULAR DE LA CIMENTACION" T
90 DIM E(NB),IN(NB),LO(NB),W(NB),TP(NB), TQ(NB) DR(NB) DS(NB) e
100 DIM KR(NGL,NGL) | RN Ve e T .
110 PRINT "PROPIEDADES Y GRADOS DE LIBERTAD DE LAs BARRAS" PP ;qy.f s
120 FOR I = 1 TO NB (3 oA
130 READ I,E(IX),IN(I), LO(I) JW(I),TP(I), TQ(I) DR(I) DS(I) _ S
140 PRINT 1I,E(I), IN(I) LO(I) W(I) TP(I) TQ&I) DR(I) DS(I) ) . - N
150 NEXT I g IR {owlels T
160 REM LECTURA.DE .EUERZAS DE EMPOTRAMIENTO Y FUERZAS CONCENTRADAS - -
170 PRINT "FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO Y FUERZAS CONCENTRADAS" 8. ?-
180 DIM B(NGL),V(NGL, NB) VE(NGL) -VC(NGL) N
190 DIM KL(NA), KT(NTF) e L T s e et b ‘; a.yx-f;}v.~:
200 FOR ‘I=1 TO NG “‘H AT R : ‘
210 READ I,VC(I)
220 PRINT I LVC(I) ;- R Dol )
230 NEXT I A A e i r et :;,0" Ce AR
240 REM RIGIDECES DEL TERRENO DE 'CIMENTACION ¥)° T
°Rq PRINT R I

PRINT "GRADO DE LIBERTAD, RIGIDEZ" LINEAL" S TR I
ﬁ,o FOR I=1 TO NA TR e
280 READ I, KL(I) (Lt Th R G e e

4w

290 PRINT I,KL(I) e e,z oL
300 NEXT I e e e T ER et LR R
310 PRINT "GRADO DE LIBERTAD, RIGIDEZ'ANGULAR"" PO s -
320 FOR I=NTC TO NTF . s e T
330 READ I,KT(I) R T
340 PRINT I,KT(I) e e e
350 NEXT I e
360 REM FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ R L
370 DIM VM(NGL,NB) S e e e
380 PRINT ' LM
390 REM PRINT "I,J KR(I J)“ . _ _ g' e
400 FOR Q=1 TO NB: I=TP(Q): J=TQ(Q): K=DR(Q): L=DS(Q) DO
410 A1=4*E(Q)*IN(Q)/LO(Q): A2= =6*E(Q)*IN(Q)/LO(Q)~2: A3= 12*E(Q)*IN(Q)/LO(Q) 3 0
420 KR(I,I)=KR(I,I)+Al: KR(I,J)=KR(I,J)+A1/2: KR(I,K)=KR(I,K)-A2: KR(I,L)*KR(I,L
)+A2: KR(J,J)=KR(J,J)+Al: KR(J,K)=KR(J,K)-A2: KR(J,L)=KR(J,L)+A2: KR(K; K) “KR (K, K
)+A3: KR(K,L)=KR(K,L)-A3: KR(L,L)=KR(L,L)+A3 o
430 KR(J,I)=KR(I,J): KR(K,I)=KR(I,K): KR(L,I)=KR(I,L): KR(K,J}=KR(J,K): KR(L J)=
KR(J,L): KR(L,K)=KR(K,L)
440 REM PRINT I,I,KR(I,I),I,J,KR(I1,J),I,K,KR(I,K),I,L,KR(I,L),J J‘KR(J J§,3, K, KR
(J,X),J,L,KR(J,L) ,K,K,KR(K,K) ,K, L,KR(K,L) ,L, L, KR (L, L) 7.1 KR(J I),K; KR(K 1) L,
I,KR(L, 1) K,J KR(K J) L,J,KR(L,J),L,K,KR(L, x) ' aES Loy e
450 VE(I)=VE(I)+W(Q)*LO(Q)~2/12: VE(J)—VE(J)-W(Q)*LO(Qp 2/12r; LG'iu «u“;~ '
4”7 VE(K)=VE(K)-W(Q)*LO(Q)/2: VE(L)=VE(L)-W(Q)*LO(Q)/2 Mk TowE
4 VM(I,Q)=W(Q)*LO(Q)*2/12: VM(J,Q)=-W(Q)*LO(Q)"2/12 Pt L
480 VM(K,Q)=~W(Q)*LO(Q)/2: VM(L,Q)=~W(Q)*LO(Q)/2 Il
<
-

[

490 NEXT Q CE i w o
500 PRINT "GRADO DE LIBERTAD, VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES“ BN



510

520

e

530
540°
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740
750
760
770
780
790
800
810
820
830
840
850
860
870
830
890
900
910
920
930
940
S50

1960,
(9720

980"

990

1000
1010
1020.
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100

FOR I=1 TO NG - _ R ST o
'B(I)==VE(I)~-VC(I) - T B n

PRINT I,B(I) R : CoLoaT o e

NEXT I S . BT

FOR I=1 TO NA el R T B S

KR(I,I) = KR(I,I) + KL(I) -

NEXT I _ o Lt

FOR I=NTC TO NTF: . 1 IR AN : e

KR(I,I) = KR(E, I) + KT(I) = SR - St g

NEXT, I ... S - et e
REM SOLUCon DEL- SISTEMA DE ECUACIONES - = S
GOSUB 820. ST
GOSUB 1330, - | P R T T A
PRINT - - . gl . : . :a IR « 1
PRINT "“GRADO DE LIBERTAD DESPLAZAMIENTO" B ST TR
FOR I=1 TO NG vl . C N L
PRINT I,D(I); SOV
PRINT : S -:.,_ -'ﬁ~‘,ﬁg;‘, k{j ‘ '
NEXT I voogTe e RO S A .
REM MOMENTOS Y CORTANTES EN LOS NUDOS DE LAS BARRAS Te b L i
PRINT "BARRA, GRADO DE‘LIBERTAD, MOMENTO K] CORTANTE "EN-EL* NUDO" ; %
FOR Q=1 TO NB : ‘ -h.,,\“*':' -
I=TP(Q): J=TQ(Q): K=DR(Q): L=DS(Q) (' . - T e
Al=4*E(Q)*IN(Q)/LO(Q): A2= 6*E(Q)*IN(Q)/LO(Q) 2: A3 12* Q)*INGQ)/LO(Q) 3’
V(I,Q)=VM(I,Q)+Al*D(I)+A1*D(J)/2~-A2*D(K)+A2*D(L) ' .
V(J,Q)=VM(J,Q)+A1*D(I)/2+A1*D(J)~A2*D(K)+A2*D(L) ;-,T,,r«-'g
V(K,Q)=VM(K,Q)-A2*D(I)-A2*D(J)+A3*D(K)-A3*D(L) R I
V(L,Q)=VM(L,Q)+A2*D(I)+A2*D(J) -A3*D(K)+A3*D(L) .. . . .= .- . *,
PRINT Q,I,V(I,Q).J,V(J,Q),K,V(K,Q),L,V(L,Q) =~ = - % S5« =i o
NEXT Q .

END IR
REM SUBRUTINA DECOMP
DIM SCAL(NG), IPS(NG)

N=NG
FOR I=1 TO N
IPS(I)=I: ROWN=0! .

FOR J=1 TO N
IF ROWN>=ABS (KR(I,J)) THEN 900
ROWN=ABS (KR(I,J))

NEXT J

IF ROWN=0 THEN 940

SCAL({I)=1/ROWN

GOTO 970

M=1

GOSUB 1670 - I S
SCAL(TO0= ol G A0 = N SO S P
NEX‘T I ¢'v' "‘-‘-' ir' o ) Ul L -." it . ‘ “.' X
REM: ELIMINACION GAUSSIANA ceN PIVOTEO PARCIAL :}”“”“”'“
NM1=N-1 ~ e R .
FOR ‘K=1' TO/NMY- & I IR SN S X T

BIG=0!

FOR I—K TO N T S .

IP—IPS(I) Y ' ENRE

SIZE—ABS(KR(IP K))*SCAL(IP) SN

IF SIZE<=BIG THEN-1080 ..~ ‘%  : %v®

BIG=SIZE e Ll

IDXP=T . OV RAS, N Ak

NEXT I S

IF BIG<>0 THEN 1130
M=2 . olaal




1110
1120
- 1130
1140
50
.60
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270

- 1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
10
.20
1430
1440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
1510
1520
1530
1540
1550
1560

IP=IPS(I): SUM=0.0 = .= . . o0 0l tulio

GOSUB 1670 IR
GOTO 1270 '
IF IDXP=K THEN 1170

J=IPS (K)

IPS (K)=IPS (IDXP)"

IPS(IDXP)=J

KP=IPS (K)

PIVO=KR(KP,K)

FOR I=K+1 TO N

IP=IPS(I) :
EM=-}R(IP,K)/PIVO I
KR({IP,K)=-EM .
FOR J=K+1 TO N
KR(IP,J)=KR(IP,J)+EM*KR(KP,J)
NEXT J L ":i .".---,““-_- ('_'
NEXT I - '

NEXT K

KP=IPS (N)

IF(KR(KP,N))<>0 THEN 1320

M=2 L e me e
GOSUB 1670 T T R T T
RETURN it N ol PN N S T e A T A =
REM SUBRUTINA SOLVE R PO
DIM D(NGL) . ... . . .o .-, - e : :
N=NG: IP=TPS(1): D(1)2B(IP).. " . % rsn-
FOR I=2 TO N ST

FOR J=1 TO I-1 LT A e one T
SUM=SUM+KR (IP,J)*D(J)  ~ .-~ . 7.0 7
NEXT J o v ) n
D(I)=B(IP)~-SUM

NEXT I

IP=IPS(N) _

D{N)=D(N)/KR(IP,N)

FOR IB=2 TO N

I=N+1-IB

REM I VA DESDE N-1 HASTA 1
IP=IPS(I) - .
SUM=0! . - -
FOR J=I+1 TO N '
SUM=SUM+KR(IP,J)*D(J) R LA LS LA S S
NEXT J oy A T S SRV VR
D(I)=(D(I)~SUM)/KR(IP,I) , sTe LT T
NEXT IB [T
RETURN e owann ed
REM "NGL=NUMERO AMPLIADO DE GRADOS DE LIBERTAD, PARA EL CALCULO 'DE. LOS~ELEM

ENTOS MECANICOS, NG=NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD, NB—NUMERO DE BARRAS, NA=NUMERO

DE APOYOS DE LA CIMENTACION, NTC—NUMERO .DONDE ;| EMPTEZA LA :RIGIDEZ . ANGULAR ‘DE ‘LA.
CIMENTACION" < T L

1570
1580
1590
1600
1610
1620
N0

J
150
1660
1670

REM "NTF=NUMERC DONDE TERMINA LA RIGIDEZ ANGULAR DE LA CIMENIACION“.w
REM NGL, NG, NB, NA, NTC, NTF =
DATA 8,6,3, 2 3, 4

REM I, E, IN, LO, W, TP, TQ, DR, DS
DATA 1,2214000,0.000675,4.6,0,5,3,7,8
DATA 2,2214000,0.000675,4.6,0,4,6,7,8
DATA 3,2214000,0.0054,6.0,1. 54 5 6 1 2 CTpalE L
REM I, VC (VC = FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO O FUERZAS CONCENTRADAS) SV
DATA 1,-1.2,2 -1.2,3,0,4,0,5,0,6,0 "_g;w:r.sg
REM I, KL (KL = RIGIDEZ LINEAL VERTICAL) S P L
DATA 1,1880,2,1880 ' - ' S




' REM I, KT (KT
DATA 3 720, 4,720
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