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DEL ·26 

DIVISION DE ErJ!;i9~ctQN coNTiNuA 
CURSOS 'A:Ili);;RTOS. · 

ANALiinS'EmúCTURAI. .... 
DE SEPTIEMBREAL~'7'bi!'ci(jtiÉiÚii:DE. i994 .. 

·.·.·.DIRECTORIO DEi'~qf~SoitE:s · · . · · 

. . 

DR~ ij¡j¡ I. JOSE LUIS CAMBA' 1ci'!Sot~DA . ·.. .. . . 
DIRECTOR 

"•cAMBA Y ASOCIADOS.· 
. CAMPE.f:=HE 3 o 5 
·COL. CONDESA 
.06100 MEXICO, D.~~ 
TEL. 564 30 02 5~4·_jj•2B• . ·-

ING. ,;AGUSTIN DEMENECIÚ~ COLINA •. 
PROFESOR 
FACULTAD DE INGENÚ!ÚA 
CIUDAD UNIVERSITARIA 

'ü4S10-MEXICO, D.F.·. 
TEL. 606 47 47 548 96~~9 

- . .. • '· ·'~ .¡_ : 
ING. MIGUEL A~ 'RODRIGUEZ VE~ 
JEFE DEL DEPTO;·DEESTRÚCTURAS. 

.FACULTAD DE INGENIERIA: 
CIUDAD UNIVÉRSITARÚ\.. 
04510 MEXICO, D,F. 

-TEL. 622 80 02 

'DR. EN r. JosE Lurs .niGOsi'stifuz 
DIRECTOR GENERAL .. . _ . 
TRIGOS INGENIEROS CONSULTORES, S.A. 
TEL. 689 68 88 689 66 39 

DR. GUSTAVO AYALA M. 
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DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 
CURSOS ABIERTOS 

ANAUSIS ESTRUCTURAL -
Del 26 de septiembre al 7 de octubre de 1994. 

DIRECTORIO DE ASISTENTES 

1. Luis Alonso Barreiro Quintín 
Calculista 
Proyectos Estructurales Asoc., S. C. 
Darwin 30 
Col. Anzures 
México, D.F. 
Tel. 514 12 01 

3. 1 ng. Lourdes Esqueda Garnica 
Gerente de sistemas 

5 

ESGA lng. en estructura, S.A.C.V. 
Manuel Doblado 84 piso 1 
Col. Centro 
06500 México, D.F. 
Tel. 398 30 14 

1 ng. Arq. Francisco Gabriel Sánchez Al da na 
Director técnico 
Estructuras modulares, S.A. 
Acueducto de Querétaro No. 20 
Vista del Valle 
53290 Naucalpan, Edo. de México 
Tel. 360 45 91 

7. lng. Juan Carlos Valdés Salazar 
Profesror Consultor 
Tecnológico de Monterrey 
Km. 3t Carr. Lago de Guadalupe 
Villas de la Hacienda 
52492 Atizapán de Zaragoza, Edo. de Méx. 
Tel. 326 55 45 

2. 1 ng. Francisco Compean Castillo 
Gerente de Construcción 
Edif. de vivienda del Centro 
Eucalipto 12 
lzcalli del Bosque 
Naucalpan, Edo. de México 
Tel. 378 42 28 

4. lng. Angélica Ma. Hinojosa Arechiga 
Residente de obra 
Aurum Promociones 
Periferico sur 3395 A-201 
Col. Rincón del Pedregal 
14120 México, D.F. 
Tel. 326 70 33 

6. Ricardo Tejero Andrade 
Tajín 679 
03650 México, D.F. 
Tel. 677 42 83 
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FE C H A 

Lunes 26 

Martes 27. 

Miércoles 28 y 
Jueves 29 

Viernes 30 y· 
Lunes 3 

Martes 4 y 
Miércoles s 

Jueves· 6 y 
Viernes 7 · 

HORARIO 

17 a 19 Hrs. 
19 a 21 Hrs. 

17 a 21 Hrs. 

~ 17 a 21 Hrs. 

17 a 21 Hrs. 

17 a 21 Hrs. 

17 a 21 Hrs. 

DIVISION DE EDUC,._,ON CONTINUA 
CURSOS ABIERTOS 

ANALISIS ESTRUCTURAL 
Del 26 de septiellbre al 7 de octubre de 1994. 

TE M A 

El proceso de diseño y construcción 
Métodos energéticos y de flexibilidad 

PROFESOR 

M. l. José L. Trigos Suárez 1 
Dr. José L. Camba Castañeda 

Métodos energéticos y de flexibilidad Dr. J. Luis Camba Castañeda 

Métodos de rigideces 

Análisis Dinámico de estructuras 

Interacción suelo, cimentación, 
estructura 

Métodos del elemento finito 
(introducción) 

1 ng. Miguel A. Rodríguez Vega 

lng. J. Luis Trigos Suárez 

M. l. Agustín Demenechi Colina 

Dr. Gustavo Ayala M. 



EVALUACION DEL PERSONAL DOCENTE 

CURSO: Análisis Estructural 
FECHA- Del 26 de sep_tiembre _aL7 rlP nrt .. ~ re de 1 99Jl 

CONFERENCISTA. DOMINIO USO DE AYUDAS COMUNICACION . PUNTUALIDAD 
. DEL TEMA AUDIOVISUALES CON EL ASISTENTE 

M. l. José Luis Trigos Suárez 

Dr. José Luii:· Camba Castañeda 

lna. Miquel A. Rodríguez Vega 

M. l. Aqustín Demenechi Colina· 

Dr. Gustavo Avala M. 
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EVALUACION DE LA ENSEÑANZA. 

ORGANIZACION Y DESARROLO DEL CURSO 

GRADO OE PROFUNDIDAD LOGRADO EN EL CURSO 

ACTUALIZACION DEL CURSO 

APLICACION PRACTICA DEL CURSO 

EVALUACION DEL CURSO 

CONCEPTO . 1 CALIF. 1 

CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL CURSO 

CONTINUIDAD EN LOS TEMAS. 

::;: 

:.:;;-
·' .. · ··.,· 
; .. ~- ·. '_.: .. 

-. ...:.· 
-1'>•..:· 



.. ' 

-~. 

_.,' 
' 

., 

!. 

·. ·-· '• 

1.- ¡LE AGRADO.SU ESTANCIA EN LA DIVISION DE EDUCACION CONTINUA? 

SI INDICA QUE "NO" OIGA PORQUE. 

2.- MEDIO A·TRAVES DEL CUAL SE ENTERO DEL CURSO: 

PERIODICO fOLLETO . GACETA OTRO 
EXCELSIOR ANUAL UNAM MEDIO 

PERIODICO FOLLETO REVISTAS 
El UNIVERSAL DEL CURSO TECNICAS 

3.- )QUE CAMBIOS SUGERIRlA Al CURSO PARA MEJORARLO!· 

. ·-· .. 

4.- ¡RECOMENDARlA El CURSO A OTRAIS) PERSONAISJl 

IGJI NO 
11 

S.. ¡QUE CURSOS LE SERVIRlA QUE PROGRAMARA LA DIVISION DE EDUCACION CONTINUA. 

6.· OTRAS SUGERENCIAS: 

,_,_ 

·. ~ .·. 

·, 



FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M. 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

.,.· 

C:# 95 ANALISIS ESTRUCTURAL. 

METODOS DE RIGIDECES: 
e O N i A M 1 N A e 1 O N 

ING. MIGUEL A. RODRIGUEZ VEGA. 

Palacio de Minería Calle de Tacuba 5 Primer piso Deleg. Cuauhtémoc 0600o México, D.F. APDO. Postal M-2285 
Teléfonos: 512-8955 512·5121 521-7335 521,-1987 Fax 510-0573 521·4020 AL26 



FACULTAD DE INGENIERIA, UNAM ANALISIS ESTRUCTURAL (95-1) 
DEF'ARTAMENTO DE ESTRUCTURAS, DlCTyG - ------ --

!NC. MIGUEL A. RODR!CUEZ VEGA 

DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS DE: CASOS GENERALES DE CARGAS, EN VIGAS 
SIMPLEMENTE APOYADAS, AUXILIARES PARA EL METODO DE SUPERPOSICION. 
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DIAGRAMA DE 
MOMENTO FLEXlONANTE 

DIAGRAMA DE 
FUERZA CORTANTE 
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ELABORO: ING. JAVIER CORTES CORTES 
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-ANALISISDE SISTEMAS ESTRUCTURALES 11 (93·2) -----~- --SOLUCIONDE LA ARMADURA No. 8 

MATRIZ DE CONTINUIDAD: [a) 

-1.000 0.000 o o 
0.000 1.000 0.000 -1.000 

o o -1.000 ' 0.000 
-0.707 0.707 o o 

o o -0.707 -0.707 

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LAS BARRAS: [k) 

200.000 o o o 
o 200.000 o o 
o o 200.000 o 
o o o 200.000 

o o o o 

MATRIZ DE CONTINUIDAD TRANSPUESTA: [a)t 

-1.000 0.000 o -0.707 
0.000 1.000 o 0.707 

o 0.000' -1.000 o 
o -1.000 0.000 o 

PRODUCTO: [a)t • [k) 

-200.00 0.00 0.00 -141.42 
0.00 200.00 0.00 141.42 

0.00 0.00 -200.00 0.00 
0.00 -200.00 0.00 0.00 

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA: [K] 

299.9981 -100.0 0.0 0.0 
-100.0 299.9981 o. o -200.0 

0.0 0.0 299.9981 100.0 
o. o -200.0 100.0 299.9981 

DESPLAZAMIENTOS DEFORMACIONES 

{d} = [K]-1*{F} {e} = [a] • {d} 

0.00 -0.00 

-0.10 0.05 
0.05 -0.05 

-0.15 -0.07 

0.07 

VECTOR DE FUERZAS: {F} 

o 
o 
o 
o 

200.000 

o 
o 

-0.707 
-0.707 

0.00 
0.00 

-141.42 
-141.42 

= [a]t • [k] • [a] 

ELEM. MEC. {p} 
{p} =[k) • {e} 

-0.00 
10.00 

3 -10.00 
-14.14 

5 14.14 

10.00 
0.00 
0.00 

-20.00 

COMPROBACION 
· {F} = [a]t • {p} 

10.00 
0.00 

-0.00 
-20.00 

. . ~· 

3 
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•, 0:0 
ANAUSIS DE SISTEMAS ESl RUCTURALES 11 (93-2) SOLUCION DE LA ARMADURA No.'cil -.----- ~ ---------- -------

( MATRIZ DE CONTINUIDAD: [a) VECTOR DE FUEP.ZAS: (F) 
'' j". 

-1.000 0.000 1 o o o 2.00 !,,M 

o o -1.000 0.000 o o -8.00' 
o o o o 1.000 0.000 0.00 -' o o o o ·1.000 0.000 -8.00 

0.000 1.000 o o 0.000 -1.000 0.00 
o o 0.000 1.000 o o -10.00 

0.800 0.600 o o o o 
o o 0.800 0.600 -0.800 -0.600 
o o o o o o 

-0.800 0.600 o o o o 

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LAS BARRAS: (k( 

0.500 o o o o o o o o o 
o 0.667 o o o o o o o o 
o o 0.500 o o o o o o o 
o o o 0.500 o o o o ' o o 
o o o o 0.667 o o o o o 
o o o o o 0.667 o o o o 
o o o o o o 0.200 o o o 
o o o o o o o 0.200 o o 

·o o o o o o o o 0.236 o 
o o o o o o o o o 0.200 

' 

' MATRIZ DE CONTINUIDAD TRANSPUESTA: (a)t 

-1.000 o o o 0.000 o 0.800 o o -0.800 
0.000 o o o 1.000 o 0.600 o o 0.600 

1 -1.000 o o o 0.000 o 0.800. o o 

( o 0.000 o o o 1.000 o 0.600 o o 
o o 1.000 -1.000 0.000 o o -0.800 o o 
o o _0.000 0.000 -1.000 o o -0.600 o o 

PRODUCTO: (a)t' (k) 

-0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.16 0.00 0.00 -0.16 -· 0.00 0.00 0.00 0.00 0.67 0.00 0.12 0.00 0.00 0.12 
0.50 -0.67 . 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.16 0.00 o 
0.00 0.00 ,Q_()Q 0.00 0.00 0.67 0.00 0.12 0.00 o 
0.00 0.00 0.50 -0.50 0.00 0.00 0.00 -Q.16 0.00 o 
0.00 0.00 0.00 0.00 ·-0.67 0.00 0.00 -0.12 0.00 o 

~-

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA: (KJ = (a)t '(k)'[a) ' 

0.7560 0.00 -0.50 0.00 0.00 0.00 
0.00 0.8107 0.00 0.00 0.00 -0.67 ~ ' 
-0.50 0.00 1.2947 0.10 -0.13 -0.10 
0.00 0.00 0.10 0.7387 -Q.10 -0.07 

0.00 0.00 -0.13 -0.10 1.1280 0.10 
0.00 -0.67 -0.10 -0.07 0.10 0.7387 

DESPLAZAMIENTOS DEFORMACIONES ELEM. MEC. (p) COMPROBACION 
Id)= IKJ-1'(F} (e} = [a[ • (d} (p} = (k) • (e} (F} = (a)t • (p} 

-1.26 -4.64 -2.32 2.00 
-92.43 5.90 3.93 -8.00 

-5.90 6.25 -3 3.13 0.00 
-19.04 -6.25 -3.13 -8.00 

6.25 7.96 5, 5.31 -0.00 \ 

-100.39 -19.04 -12.69 -10.00 
-56.46 7 -11.29 . 

39.09 7.82 

( 0.00 9 0.00 
-54.45: ·10.89 ·1!9-NoV.q:rt 

__s 
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ANAUSIS DE SISTEMAS ESTRUCTURALES 11 
Jan-94 

Matriz de continuidad: [a] 

. ·' 
- f'. r . ,_ ~--

... ·n.: ... -~-c _.::;\_~ · · ~.-l :.·.:·· 
Matriz de_ rigidez de las barras: [k] 
_ .... -~ 1 .- •• -J~~-_-.,,.,,Jc _ _ -t ••· 

o 
o 

o o . •,. 

Matriz de Continuidad Transpuesta: [a]t 

0.333::: 
o.ooo-_0 
1.0e<J;o 

o.ooo, . 
.. " 

1.000 ;::r: 
0.000 

a·;_.,_; 
.·.-r. 

0.000 
-0.333 
·1.000 
0.000 

- :'' 

~ :.: 
._; :;~ 

. " 

SOLUCION DEL EJERCICIO NUMERO 1 
POR METODO MATRICIAL DE RIGIDECES 

;u ,.:: ~-

-=:~m~>':;. 

o o 
o 

-·} ;~ 
o 
o 

0.000 ·;:_1.000 
0.333 ....... 0.000 .. 

~:o.ooo 0.000 
G 

0.000 ···\.ooo 

o 
o 
o 

.J·¡::~: o 
o 

J ... , 

o 
.o ..0.333 

Vector de fuerzas: {F} 

" ·" 

:-ii".( 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 

-~~- ,'). 

.~0:333 

' 
'· 
·' 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
..... 0 . ·_,._. 

..o 
0.000 

\) e~:~ 

:.:;-~)~1 

(;' i]:) 
o 

'o:::: o - .. 0.333 "·<o.333 
¡Y·.!~ 

" --o.ooo '' ri.'ooo · 
,.· o:ooo 

-'0.000 1'000 
,, G'J 

.. , ''': 
o 0.000 -' .. : - 1.000 c:r:o.ooo "·úoo 0.000 GTIO 
()';__'!"; ,)'t.:'_; ,, . -~r. 

J "...v 
. .-:-.·· -,.,," 

LJ •'· 
:: ;J c·~_;o 

10 

~1:.-=.. C..\E. 

'E.A.,_IOE.t. 

'ª' tylr S 

1 
3 

l 
l~\ 



ANAUSIS DE SISTEMAS ESTRUCtuRALES 11 
·- 11-Jan-94 T932_16 

MATRIZ DE CONTINUIDAD: (a( 

SOLUCION DE LA TAREA No. 16 
TEMA: MARCOS POR RIOIDECES 

VECTOR DE FUERZAS: (F} 

).(, ~ ~ 

M,_,\ 

a f '\~ \ 1 t ü 

o r n,_,))_o, l 

MATRIZ DE RIGIDEZ OE LAS BARRAS: (k) M-, • \ 'ó.'O ~ 
-\Lb 

{\'. ~ -o ;, \ 
-o .ji 

MATRIZ DE CONTINUIDAD TRANSPUESTA: (ajt 

..().167 0.167 0.000 0.000 0.000 -1.000 o o o 
0.000 0.000 1.000 -o.200 0.200 0.000 o o o 
0.000 1.000 0.000 -1.000 0.000 0.000 o o o 

o o o 0.000 0.000 1.000 .0.120 0.120 -o.aoo 
o o o 0.200 .0.200 0.000 .0.160 0.160 0.600 
o o o 0.000 1.000 0.000 -1.000 0.000 0.000 

PRODUCTO: (a(t' (kj 

.0.33 0.33 0.00 0.00 0.00 -6.00 0.00 0.00 0.00 
0.00 0.00 5.00 ..0.48 0.48 0.00 0.00 0.00 0.00 

.().67 1.33 0.00 -1.60 0.80 0.00 0.00 0.00 0.00 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 6.00 .0.14 0.14 -2.40 

0.00 0.00 0.00 0.48 -0.48 0.00 -0.19 0.19 1.80 

0.00 0.00 0.00 .0.80 1.80 0.00 -o.80 0.40 0.00 ~- ~ 

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA: (K] (ajt • (kj • (aj· lO~~ i© ~ -.. 
- Cj) G;} .,_,. '[ 

r;~;:ann:iij a oo o.33 -600 0.00 0.00 1 

'"lit~ ...0.19 'C~ Etc 3 o 00 ~.,.,. ' 0.18 0.00 0.48 
0.33 o 48 0.00 .0.48 0.80 

-Boo ooo 'ooolCf¡J.ümj -1.39 o.t4 
ID 'LE..l 

o.oo -o.t9 -o.48 -t.39 !\TilRKi -o,29 
0.00 0.48 0.80 0.14 .0.29 -- 3 

'. 
DESPLAZAMIENTOS DEFORMACIONES 
DE LOS NUDOS: EN LAS BARRAS: 

ELEMEN. MEC. COMPROBACION CON -j' 
EN BARRAS: FUERZAS EXTERNAS S 

{d} = {K]-1'{F} {e} = (aj • {d} {p) = (kj • {e} {F) • (ajt • {p} 

34.43 dx1 -5.74 tal -10.46 ma1 10.00 fx1 

0.66 dy1 4.21 tb1 9.43 mbt ·3.00 ly1 

-1.53 g1 0.66 ., 3.29 nt -8.00 mt 

33.32 dx2 8.69 ta2 17.43 mo2 8.00 fx2 

36.47 dy2 -4.41 lb2 -14.00 mb2 2.00 ly2 

2.76 g2 -1.11 o2 -6.69 n2 0.00 m2 

·12.59 lo3 ·H.OO ma3 
0.83 tb3 12.90 mb3 

-4.77 •• -14.32 n3 
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AHAUSIS DE SISTEMAS ESTRUCl\JRALES 11 
24-Jan-94 T932_18 

MATRIZ DE CONTINUIDAD: [a[ 

MATRIZ DE RIGIDEZ DE lAS BARRAS: [k). 

MAffilZ DE CONTlNUIOAO TRANSPUESTA: [a~ 

~.1250 0.1250 0.7071 0.0000 0.0000 -UJOOO o 
0.1250 <l.1250 0.7071 ..0.1667 0.1667 . 0.0000 o 
0.0000 1.0000 0.0000 -1.0000 0.0000 0.0000 o 

o o o 0.0000 0.0000 1.0000 .0.1600 
o o o 0.1667 .0.1667 0.0000 -Q,1200 

o o o 0.0000 1.0000 0.0000 ·1.0000 
1 o o o o o o 0.1600 
j o o o o o o 0.1200 • o o o o o 0.0000 i o 

l 
PRODUCTO: (~ • [k) ' 1 

1 
-O.V O. V . 2.50 0.00 0.00 -3.33 0.00 
o.v . ..0.27 2.50 -0.33 0.33 0.00 0.00 

¡ .0.71 1.41 0.00 -1.33 0.67 0.00 0.00 

l 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 3.33 .0.19 
0.00 0.00 0.00 0.33 -0.33 0.00 ..0.14 1 \. f'.· 0.00 0.00 -0.80 ' 0.00 0.00 -0.67 1.33 

·--~ ·i~i~- o o o o o o 0.192 
o o o o o o 0.144 

J ~¡,;_ o o o o o o .... 
1':.··t~;·: :\ .. r··. ,, ,,; fi·· Ñ 

¡;jiFl 
'X· ... 

o o 
o o 
o o 

0.1600 -0.6000 
0.1200 0.8000 
0.0000 0.0000 

-0.1600 0.6000 
-0.1200 -0.8000 
1.0000 0.0000 

0.00 0.00 
0.00 0.00 
0.00 0.00 
0.19 -1.20 
0.14 1.60 
0.40 0.00 

-0.192 1.2 
-0.144 -1.6 

0.8 o 

VECTOR DE FUERZAS: {F) 

SOLUCION DE LA TAREA No. 18 
TEMA: MARCOS POR RIOICECES 

"IN''JT ·.f 
" "! 

-~ ··---------t--------·----/-----X. 
'-\ ~ ~ 

\ o.-, 1 y .u\ ':. • ! e.\\ 
1 i 

( 1 0.(:, r 
;a....L :_= ( 

..LI ~ ~ JI r o -. Ll. 'C ' 

/'), l Q.\ l 

i - (LI ~ 

f\1,_ : 
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' 1 - l -u.~ 

-'-. 

-~-----1 \ 
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Energía Elástica de Deformación por Esfuerzo Normal 

X 

'( G"x· 1 Gx. 
1 

OJ 
/-

/ 

8tJ / 

dx; 

(!) 

Para un cuerpo elástico perfecto no hay disipación de energía 

y el trabajo hecho por un elemento es almacenado corno energía 

de deformación interna recuperable de (1) la densidad de ener 

gía. 

d U-= Uo = CTx. t.x. 
dv- c... 

( 2.) 

1 
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Energía elástica de deformación por esfuerzo cortante 

6 1 L~X .. 
1 ~ 

• • 
' r~x ' 1 4 1 

dd ~---
a~ 

dx 

X 

ducoelf: ~ Lxxd:tdc) x~x'(dd ::Yc.1xx~:tX d~ dod~ 
[Q dQ.ns\000 de ener~tOv fO re s~ue~¿p L.6n1a.n+'2> es 

( ~~ )~; ~ lx~ ~X~ (•1) 

Aceptando el principio de superposición para un estado multiaxial 

de esfuerzos. ~ ~ bj" ¡;;j'\ 

La densidad de energía de 

deformación es 

' 



~ = Uc -=- ~ Cfxtx -1 llz G~ é~ .Jr. Jz. CJ¿, !So 
\ 

+ ~ t~r ~x'(~ Y'" l. x¿/1o-~ 'lz..Tax ~~ 

Expresando (5) matricialmente se obtiene 

Substituyendo en (S) la ley generalizada de Hoope (7) 

(sJ 

~'(=-Y~-t~-Y* ~x0= ~~ (~) 

eo6=·-y~- v~ +~ ~ax:: 'lo~ 
~o~~B. ~ 
UC) ~ ~e(<:Jx\Cl-ttCJt )-~ ~'\ -~cr~cr~~~cr~)~ %6 (tx~-~0~f?J) 

Para materiales elásticos lineales homogéneos e isotrópicos se 

puede obtener una expresión similar a (8) en términos de las 

deformaciones en lugar de los esfuerzos, la energía total se 

obtiene de 

(8) 



\ 

la ecuación (S), es importante al establecer' las leyes de 

plasticidad y (8) es importante en anilisis de esfuerzos 

por métodos energéticos. 

Substituyendo (6) en (9) se obtiene 

u::: l'z. S S Sccrx& +<J'(t~+~cb ~ 't~ ~X't:J + ?;~! r~a-+ Ly ~bx)d V 
1/ 

= K j ~ ~ [ (f J} é. ~ dx. d~ ÓÓ (lo) 
\1 

fhxo.. bo_~(O..~ bKioJrnente. e,a.t~~, ton ~le.t¡;n ~ CcHhntº- C10) 

qu.eóQ;' ' 
U:. Yz ~ ~ ~ ( Clx éx ¡. Txx ~x.'<) dx d':J d¿ (n) 

" 
Po."(O.. mo. ie.r to.l es etd st[c.cs 1 r ntrO.le.s 

$: - ~ V \} = 'TK'-\ (/J.) 
l.. X:- E ' ó·:xx 6 



Energía de deformación para barras cargadas axialmente 

...F----+'I+::r";r------:;;;-- ;x. 
~==...--__..\l~e 

d'c\d¿,= dA 

lb'(" le -h V\ lo el e) 5e f'e J lA u~ a_ 

U k)= S jj\7 ~ dv- = j ~ ~ ~Ed~ c1~ d0 
' 

~ j fJE [)i d~dó] dx =9 5z1: díG 

U~= J 2_~~ J~ (ls) 

.L 
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Energía de deformación en flexión en este caso 

CJ:< =--f\- d o~) 
J)e (re;) 'j (13) Se(;)bt~e. 

u~= J~j*\1 v- =-S J j 2.
1

s (- ~)''J~ d0 db 
= j ~~ [Sj ~td~d~J dx~ J ~~ d~ 

L 

u4~ jk§~ ci~ 
: L 

/ '! 

(n·) 

En~rgía de deformación para secciones circulares en torsión 

t' = H t ~ (/6) 
J 
.Sub~i (ttl er¡ (,a) 

?.. 

Ur =5~_) l~Yv dx d~ d¿; 
V 

== JJ j ~ ( -J1L r )~~dg 

\ 



Energia de deformación por cortan~e 

En, e~te ru~cJ "-Cx'(::: 'IQ~ ~~ 
6.1-

V= Co('Tan k º-nlD..J 3ec.c.(0 .\.( 

X"" . . o:~ ) d J(l; = h)om~n-to ~~t~~o 
d. e. a o... ~ YYI . 

b =0. ncho c.. \o... G. liu..r(L. ~ de. 
los eoe.s canio-o \dQtes. .><. ~ 

r 

~-=- .Uo IJ..el'\io de.. \ ne-cU:OJ d.~ LOJ~cciÓt') · 
So.b -~y1Q4e,~ l2D )on (,"!>) 

Uv= n ~ ¿\, cv~L") ckd~Jb, S 2x; [i~J~~d~}~ 

La. 6-tpresLÓYl T0 -fa_,l d.~ lQ e..Yle.'6~[a.., de_ckfermacio'n 

5o...-m-; V= lJ IJ + lJ 1-\ + V T + -u-V o S/20.... 



Desplazamientos 

El principio de conservación de energía (la energía no puede 

ser creada o destruida), puede adoptarse para calcular defor 

rnaciones en sistemas elásticos debidos a las cargas aplicadas. 

La primera Ley de la Termodinámica expresa este principio corno 

Trabajo Realizado = Cambio de Energía 

Para un proceso adiabático (no se agrega o substrae calor al 

sistema) y cuando no se genera calor en el sistema, y cuando 

las fuerzas aplicadas se aplican en forma estática (las fuer

zas se aplican tan lentamente que se desprecia la energía -

cinética ~ rnv 2), el caso especial de este ley para sistemas 

conservativos se reduce a 

We = U 

Donde: We = trabajo hecho por las fuerzas externas durante el 

~roceso de carga. 

U = Energía total de deformación almacenada en el 

Sistema. 

Similar a decir que la suma del trabajo externo We y el interno 

Wi deben ser cero. 



\ 
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We + Wi = O 

U = - Wi las deformaciones siempre se oponen a las fuerzas 

internas. Es importante considerar la aplicación gradual de 

las cargas de cero a su valor total por lo tanto We será i 
Fuerza total por el desplazamiento. 

Ejemplos 

a) Determine la deflexión de la viga mostrada 

A 
vJQ, Yz. Pf¡ tt de (u.) 

1J ~c-A j Nrz_ dx 

= J:- J~dx ~ 
CJ . 

PL 
2EA 

b) Determine la rotación en el extremo de una flecha de sección 

circular. 

j0-------------------------~ 
~ 
/ 
/ 
/ 
~+,----------------~-----------------~~ 

1 

T 
• .,_ r 



~ W//~ .. 
<. b ') 
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El trabajo externo We ; l T Q y el interno de (22} 
L. 2 

U =2~~ ~dx ~ ~1 de. (23) 

1 

Ji T({) = r~~ ~ rfJ=:TL 
'l G~ 

<fu e.. 

coincide con los valores de los textos de Mecánica de 

Materiales. 

e} Determinar la deflexión máxima en la viga mostrada consi

derando el efecto del cortante y de flexión. 

p 1 ~ ' ~S ~ 

~ As ~ v~ P j [}h-fx h ; ~ 
1 { 

~ ? ( 
1 / í 

?C. í 3 ' • 
L 

~ L. -

1 
Trabajo externo We ; Z P , la energía interna consta de 

dos partes, una debida a los esfuerzos de flexión y otra a 

los esfuerzos de corte.de (17} y (13}, 

El esfuerzo de corte: t~ ~~~m ~}1- [(:a)~ rJ 
que sustituido en la segunda parte de (13} se obtiene 



donde Á: b h sección transversal. Entonces 

V/e= U= UFioxiokl t- 1fc..oT2te 

'P ll - p2.l?J 
"'1¿ - (o ~.I 

Pl.3 
b.:: ~~J. 
~ 
¡:: 1 ~ x..(6 N. 

.~ pz.L 
-t 5Ab, 

4- (.oP~ 
~ 

corre 
~1 t~rmino debido al cortante se puede inte~pretar 

LeN::: f =- :¡i; Qorronie. ProWJedl.o. 

puesto que T;.. varía 'parabólicamente ~ representa un 

factor de corrección num~rico por lo tanto 

el valor e( depende de la forma de la sección en general 

puede variar con X de (24) 

A Pt!( 3E K) 
A-::. .3El ¡..¡. IOCn 0-

suponiendo acero estructural 

\ lo. e.c.. (zs) c¡()_eJec 



De (26) se observa que para una viga corta sea h = L la 

deflexión total es ~ = 1.75 ~ flexión por lo cual 
la deformación de corte es muy importante para una viga 

flexible se L = 10 h~ 

h2 = (1 + 0.75 TIOh)Z) flexión 

/l = l. 0075 !::,. flexión 

12. 

La deflexión debida al corte se puede despreciar no siempre 

es posible considerar lo anterior. 

\ 
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Comparando las expresiones (1.1.6.1C) (1.1.6.2C) y (1.1.6.2C) 

para un claro = 5.00 m y un peralte h = 30 cm se 

obtiene: 

CJv= 0.00286 UM 

(a) 

1_)N = 0.0009 UM 

En la mayoría de los problemas estructurales elásticos 

lineales, la energía de deformación debida a la carga normal 

N y cortante V es despreciable respecto a la energía de defo 

mación debida al momento flexionante M. 

Cuando existe momento torsionante.Mr (vigas en balcón, etc.), 

su energía de deformación es considerable y debe tomarse en 

cuenta su valor 

,p.~~==============~ 
~ 

o~ 
1 b 



1.2 Principio de Superposición 

1.2.1.- Introducción 

En los sistemas de .cargas en los que las deflexiones 

son funciones lineales de las cargas, se puede obtener la de

flexión en un punto cualquiera, mediante la suma de las defle

Xlones producidas individualmente en dicho punto por cada una 

de las cargas. 

1.2.2.- Casos en que no rige el principio. 

p 

l. 
¡ 
1 

:1 
.! 

p 

r'cr· 

F16 1.2. z.a.. 



1 

• 

. ' Otro ejemplo en el cual el principio de super posicion no r1ge, 
seria el sistema mostrado en la fig. 1.2.2.b, formado por dos 
barras articuladas, bajo la accion de pequeñas deformaciones ( 

(lll"\ll( :o~.,. ) . 

p 

dP 

p 

p 

pequeñas deformaciones: 1-l~b 

Equilibrio: /. '2.-"2.C 

Compatibilidad geometrica: la deformacion axial 

é_ = J Jl"I..¡.,SL 
¡¿_ 

Ley de Hokke: 

~~S c.....-""Af 

- R ..:.. 'V ,s-z.. 
- 1?. JJ. 

de 1.2.2 c,d y e se obtiene: 

{ ...._ -~ -_-J<_if_:_e: "' __ P_=-_~_: t_c____Jj 

unitaria es: 

1.(..2 6 

1-L..L.e 

15 



De nuevo se observa que la deflexion no es funcion lineal de P 
aunque el material cumple enteramente con la ley de Hokke y la 
relacion entre y es representada por la curva de la figura 
1.2.2.b. El area o a b representa el trabajo efectuado por 
durante la deflexion y es igual a la energia de deformacion 
almacenada en la barras AC y CB., la cual es igual a: 

u-JPd.s- M 1 ~\:\.¡,, M. s~ 1 llj 
- e> - _.2" ~ I.J ~S 

1. Z.l h. 

Es muy importante
1
observar que en los ejemplos anteriores no es 

funcion de segundo grado de~ oP , como se obtiene en los 
casos que el principio de super posicion rige. 

En los ejemplos anteriores, se observa que la accion de las 
fuerzas exteriores es considerablemente afectada.por las pequeñas 
deformaciones del sistema, en el primer ejemplo hay una [lexion 
adicionalSc8 a la compres ion ,.S y la barra trabaja en flexo 
compres ion. 

16 
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1.2.3 Ecuaciones generales de superposicion 
1.2.3.1 Introduccion * 

En el analisis de esfuerzos en estructuras 
estaticamente indeterminadas no solamente hay que considerar la 
geometria y estatica, si no tambien las propiedades elasticas 
tales como modulo de elasticidad momento de inercia, etc. 
Generalmente para llegar al dimensionamiento final de la 
estructura, se suponen dimeñ'siones preliminares de los miembos y 
se efectua su analisis correspondiente, ciclo que puede repetirse 
en algunos casos hasta llegar al diseño final. En general los 
esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestaticas son debidos 
no solo a las cargas, si no tambien a cambios de temperatura, 
asentamiento de apoyos, errores de fabricacion. etc. 

Es importante observar que la estructura este en 
condiciones de equilibrio estable. Con el proposito de ilustrar 
el uso de las ecuaciones generales de superposicion de causas Y 
efectos, consideramos el siguiente ejemplo, viga con.carga 
uniforme uJ . 

*· En ambos metodos de rigidez y flexibilidad 
debe regir el principio de super posicion. 



empotrada en a'y libremente apoyada en b. 

Estructura actual.· 
Ab = Deflexion de el punto b 

en la estructura debida a 
todas las causas. 

Estructura primaria. 
Seleccion de redundante, Xb 

Condicion de equilibrio Xb=o 
l:.bo = Deflexion en·direccion de la 

redundante con Xb=o , 

!bb. Deflexion en direccion de la 
redundante debida a con 

~hb = Deflexion en direccion de la 
redundante debido a una fuerza unitaria 

l 

1 
V o.. Xb 

i ~ ~h, 
fXb 

------Jll.bb 
h:.i 

~Jbh 

La ecuacion de superposicion, si el principio es valido 

de donde: 

X ~bo 
b =- ~ bb 

es llamado coeficiente de flexibilidad ) 

1 

18 



1.2.3.2. Ecuaciones generales de super posisi6n en análisis de 
estructuras estáticamente indeterminadas de grado n. 

Suponiendo que la estructura es hiperestática de grado 
n. se seleccionan las redundantes X1,X2, ... ,Xn, en una forma tal 
que la estructura primaria en condición de equilibrio. 

notacion: 
Xi;o sea estable e isostatica, aceptando la siguiente 

Ai; Deflexion total del punto i debida a todas las 
cargas y efectos. 

~ io; Deflexion del punto i en direccion de la 
redundante Xi en condiciones de equilibrio 
estable isostatico Xi;o . 

A it; Deflexion del punto i debida a un cambio de 
temperatura T. 

~ ia; Deflexion del punto i debida a asentamientos de 
apoyo. 

A ie; Deflexiones en el punto ~ debido a errores de 
fabricacion . 

.S il; Deflexion en el punto i debida a la condicion 
X 1; 1 

S i2; Deflexion en el punto i debida a la condicion 
X2;1 

" 

' 
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.S in= Def lexion en el punto i debido a la condicion X'r¡ ': 1 
Xn=1 



Cualquier redundante puede suponerse que actua arbitrariamente en 
cierto sentido. Cualquier deflexion del punto de aplicacion de 
la redundante debera ser medida a lo largo de su linea de accion 
y sera posiXiva cuando el sentido es el mismo que el supuesto 
para la redundante. 

Por lo tanto usando la notacion y convencion de signos 
mencionada, las ecuaciones generales de super posision en 
sistemas estructurales coplanares y espaciales son: 

6,.¡: b.:oo .tf:::.,"'f 1 !_,A r t., t +X ... slll + )CSrz. +· ... xr¡s, ~ 
A-z.-: J:,zo'tb.z¡+f::,-z.A+ &2.10 ~x.s21+Xz.Sn-"' · ··· JC'"'S'Y"\ 
• , 

i.n*- ~ha+ b.~t-4-~tiA +h.nHX.~~~ tX"!.~rn . .¡. · ~· · Xn~ "'' 
¡ 

Expresando (a) matricialmente se tiene 

(o..) 

~~~ .St1. .... ,.<),"' 

~vS2..1. '··~ti') 
CA.~-b.oo -Atr -6.,4. -A.t~:) 

-:: (l::.z. -b-~H -f::.zA-1:.'2.~) lb) 
. 

An -/:,.M - b ni- b.r.A · A.'nt) 

1.2.3.3. Ejemplos gu~ ilustran el uso de las ecuaciones de 
super posJ.sJ.on. 



Antes de estudiar los ejemplos es conveniente observar lo 
siguiente: 

1. Nunca seleccionar como redundante una reaccion estatica
mente determinada, ello conducirla a una estructura pri-· 
maria en equilibrio inestable en condiccion Xi=o 

2. El sentido positivo de la redundante se puede seleccionar 
arbitrariamente, y su deflexion sera positiva si tiene el 
mismo sentido 

3. Debe observarse que Ai, deflexion total del punto de-
aplicacion de la redundante Xi debida a todas las causas 
es casi siempre cero 

Estructura actual 
._¡ . 
~Constante elastica resorte (L/F) 

Estructura primaria 
Ai=Xikl (e) 

Condicion Xi=o 

Condicion XI=! 
De Ec.(a) se tiene 
Ai=A!O-XISII (d) 
de (e) y (d) se obtiene 

!IX 1 =A 1 O /S 11 +k- 1 (e) 

~' 



Estructura actual: 
Arco coplanar con un tirane 
AB bajo un sistema de cargas 
Pn 

Estructura primaria: 
Seleccion corno redundante la 
tension en el cable, X _ 

Condicion X=o 

Su mando (g) y (h) 

' f:>t..o 

de donde despejando la redundante X se tiene 

( i) 

2Z 



~, 

c~t2h P\~o~ !SLL~tl2!.D~~ 23 

fto'ole..m.o... h1pe'fe~t6.-hw deOrden ~ 

6.STI2.llCfO~~ ?QJ tlU,f2..1 b. 
Sdecci.~v¡ de {edunJCk-n-\-es 

X..1 ;X?. J X~ ':l C.Cnd Lc..tbY) de 

ernpo1'~"Gmt'en1o l:::..,::Al-=A"b ~o 

Co nd 1 e~ n X--: o 

.Sz~ t---?~~
~ .,),3 

lo..s e..c uo.cl.ones Q{)\ 'cCtYIÓo e\ p~t 1'\cl.pco de .sope~póStsi3~ 

6óYI: ~, =&,o+ X. s,¡ -T X c. .St-z. -t X 3..s'3 

t 2 :z i.2o -+X, S21 tAz. SJL + A5.S 23 <jj 
~2>: L:,o + ~xl ~~.¡_X¿~ 32 + x3 ~_:) 



Expresando (j) en forma matricial se tiene 

,Sq .sl't ~~~ 

.Sz. 1 .Sz.<. S u 

S3 ( .S!> '2- .s3.:. 

X\ fl 10 

x~ :: ' ~ZD 

X3 1130 

Aplicando el teorema de Castigliano y,la expresion de la 

energia de deformacion por f1exion, los coeficientes de 

flexibilidad son igual a 

&o= J ~~3ds 

cl33=J m.! Js 
E:.~ 

Marco continuo rectangular bajo la accion de una carga p 

J. EI. 

Estructura actual 

CL" 



X:z. ' 

..----+~--f----1:7--03··~ 

M 

'se.lecci~r) de '(eduy¡ckntes 
t.IJ este.. co.sc lú.s e..cua.ctoY~e.s 

de- 5u.pQ.' pOól '<>'tÓV) ~ ~ .' 

!t ~ A lO + X1.Su-+ X''Z S rz -t X'?. St?, :=o 
A2 :A.w .. x,Sz.t+Xz.,S¡2.21 ~3~z.~=o c~n) 

A.3..:-~ 3oiXI.S5ttX2..S321 X?>.S~3=-0 
ov 

Stt .s,z. s,3 x, bto 

Sz..t Sn ~1~ x~ - Azo (h) -
.S31 ~~'2. ~.33 x!l A::,o 

]:b\ leorerru- de Oú..J,~\t<lnO '1 [CL 

e'íle~o.., e lciátctL. d12 de ~o(máaJYJ 
0e o bfte.Vlen ~os C...c:Je f 1 c.t e 11. b d e 

.f.llexLbtlLda.des ,S¿j ~ ~OL 

t::o, , j ~~ <:\s) Aoz ~ 5w~ ds) ~ :J~s 

~~l~ ( m}d.s J ::5tvti4? \ : (m~ d.s 
Jl2l ) 2.(_ E_J: ) 0 3.3 J6J 

-St2:? J ~~;2 ci3 ) ~ 13::j~~i!Jds) ~ Z3zJ~'ds 



Viga continua de 7 apoyos 

l L 
ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA 

X'\ Xs 

1 

t 
t),,l ' 

~ j J 

X.3-: 1 

L L L l.~ 

~Q.U r.c i.6 N l ~ 

b.1 = t:,,o + '/..,Sn .¡. X2. ~12. ~X~ S,~ -t ~q S,<-~~::: o 
t:..1.. = 6. ao, Y.. \~l + x'l.. s, .. + x~ s,::!> +-x., .s,.H_ Xs.sz.S =o 
A~ =-f::..ac;, tX~S.~dX'I..S~'ltX3S33 +X4S~y .¡.~.S~=o 
~'1 ~ A'~o .¡. x, s<ll +-x'l. ~2.-+ x~ s~ + xt.¡ .syt' + ~5 S4s.:o 
A~ =-f.. So.¡.. X, &11 Xz..Ss21 'K-5&3 1 x ... ~.ss~tXs ~ss=o 



1 . 3 Generalizacion de la energía de deformacion 

La energía de deformacion de una barra elastica puede 
representarse como una funcion de segundo grado de 
la carga o la deformacion. 

La misma conclusion es valida para cualquier estruc
tura dentro del regimen elastico. siempre y cuando el 
principio de superposision pueda aplicarse, en _"la 

Fig. 1.3.1 suponiendo que la fuerzas se aplican 
simultaneamente e incrementan gradualmente hasta su 
valor final. 

'/ 

Ro.. 
i\~. ¡.~.{ 

El principio de superposision rige, los desplazamientos 
seran funciones lineales de las cargas. El trabajo elastico 
de todas. 

' 
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Las fuerzas externas e~ igual a la energia i~terna de 
deformacion almacenada en el cuerpo elasti~o de.la figura 
1.3.1 y sera 

U= %. i- P¡_ SL::. ~ ( P1 S, t ~ 5z. + .... · Pn cln) 
(.:::( {1.?..1) 

1.3.1. Ejemplo, viga libremente apoyada cargada 
indica en la f ig. 1. 3. 1~ 

p &b 

~Q_c ~c:t--1---+--~J Mb 
(t. 

como se 

------ -La energia de deformacion-es·:-- ------ ------- ---- -----

U :: ~z. (? ~ 1 M a. Qú_ -1 ~6Gb) (a._)· 

De la curya elastica de la viga se demuestra que: 

~= ? ~ + Mo.Q'l. f-..{ b ~ ll. 
L.\8Q.l \(o ~ l -t lúe 1. 

~= p~t.-+ M -t 1\1:6~ (b) 
. 1(9e.L .)El (o t:l 

Gb*- P J. cz. -1 Mo~ -+ llbQ 
/(Qfl lo J:l ~El 
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Substituye (b) en (a) se obtiene 

D= qt~l (P\ ~ PMQ ~f. P~b~~~¿~Jllbt 1/{pjp~ tla~b)(c) 

en (e) se observa que U es una funcion de segundo grado de 
las fuerzas y momentos P,Ma y Mb 

Tarea 
En el ejemplo de la viga de la fig. 1.3.1. a demostrar: 

0-) ~::S ) ~el.~~ ) ~~b:: Gb 

b) J)e (o._) ~ (b) obfener U en ~un~V) 
de. lo5 desrla.Da.mte.nlli~ -8) 8a..., Gb 

e) :be. mo~ 1ra..r q.u.e: 

Calcular la energia de deformacion de las siguientes ·vigas de 
seccion transversal 

p p 
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1o4 Teorema de Castigliano 

Suponiendo que el principio de ~uperposision rige y que 
U se expresa en funcion de las fuerzas externas se tiene 
que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON 
RESPECTO A UNA DE LAS FUERZAS O MOMENTOS EXTERNOS DA EL 
DESPLAZAMIENTO O EL GIRO DE LA FUERZA O MOMENTO 
CORRESPONDIENTE 

Considerando el cuerpo elástico bajo la aplicaciÓn de 
P1,P2, o o o ,Pno Durante la aplicación de Pi se producen , 
deformaciones y se almacena cierta energÍa de deformacion 
dentro del cuerpo ( Figo 1o3o1o )Si subsecuentemente a Pn se 
aplica un incremento~~· la energía U incrementara' 

(t. ~loZ) 

Si en vez de aplicarÁ?~ después de las cargas se aplica antes 
se tiene 

igualando (1o4o2o) con (1o4o3o) se demuestra (1o4o1o)o 



1.4.1. Ejemplos de aplicacion 

El 
La variacion de M(x) es M a. 

La energia de deformacion por flexion 

(b) 

Del teorema de Castigliano 

(JU =$o..::j~Js 
¿,p el 

. ~ 

~c...: ~ B ro ' <1 5 ( ~) 
e> .E~ 

Sustituyeqdo (a) en (e) . 

Ja. ~bj (Mo.· PI< )(-x)Jx J 

ro.._~~_ ~o. ~e. (d) 
~::)'-El E~ 

De nuevo del teorema de Castigliano 

dU J~ %1ft J~ -- -:: ea._ : M o.. dx '= M 1'1'\z. 
~f-.lo.. E :L E~ 

dX ~) 

Substituyendo (a) en (e) se obtiene 

..L ,~ Mo.2 _'P 1< z 
8o..= ~1 .¡(~~a.~ 'Re )(t) dx :: 1u: - 2cl 



En el ejemplo anterior no se calculo en funcion de 
las fuerzas externas, sino se utilizo la energia de 
deformacion por flexion y se derivo bajo el signo integral. 

Es importante observar que las derivadas corresponden a la 
variacion de momento flexionante debido a causas unitarias P 

y Ma. 

p ~ . 
4(;~~::!2:!}1=~~ El 

{ : /'-{:: l1'zX ~ q~ X -1t 
~. S ~ .,! :t. z.. 
, ' 

;ri P:¡ 1 

(.f) 

(~) 

De la energia de deformacion por flexion y el teorema de 
Castigliano. 

0 = 2 S ~ r d~ ( h) 

Subtituyendo (f) y (g) en (h) se obtiene 

Jfz. 

C'-=. ~ J ( (~ x + 31 x- ~ x2.)(.1)d.x -:: 11_3
-+ _§__ ~ 2~ (.,) ~ /e~ J z z. 2:"""- 2. ~8J;J ~841 ----.r 

0 S 
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En los casos en los cuales es necesario determinar los 
desplazamientos en un lugar donde no hay fuerzas.o momentos, 
se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia 
de magnitud infinitesimal, tal que no afecta al sistema 
actual de fuerzas Y se obtiene el desplazamiento derivado con 

~ JI~¡. 
l ..P/z. 

¡ ¡ 

1 L 
Q 

''Px _,j ~X-~~ 1 

.. 
JI: 

1 
~ 
~ 
~ 

~ 

4=-0o..-'Px ofxf% 

H = ~ -B< - o C x-Q¡2) 
?OJ\0.. 9¡2. ~ X f. S( 

b~ 
dQ 

.. Yr~.:::- (x- %.) 

U o j ~~X;:;:( E "<•"t~"' de. d,o~lrnCLC-.bVJ fO<.f\..;,\o) 
' 1 

Cl \_) "" L 1 , j 10 * d~"' _ r f ~I( ua. -P;¡:) {x- ~l dx 
dQ t g~ ~~ 
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En conclusion se observa que la derivacion del teorema de 
Castigliano, fue basada en el principio de superposision. 

De alli que la energia de deformacion U debe ser una funcion de 
segundo grado de las fuerzas actuales. Si el principio de 
superposicion no rige y U no es funcion de segundo grado de las 
fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, lo anterior 
se ilustro mediante ejemplos. 

Ejemplos de tarea 

a) 

b) 

Utilizando el teorema de Castigliano determinar los angulas 
en los extremos de una viga libremente apoyada con carga 
uniforme q, claro 1, y rigidez flexionante El= constante. 

Determinar los deplazamientos horizontales y vertical de 
la viga curva mostrada en A. 

A. r.: c. te 
p 

B 



e) Determinar el desplazamiento horizontal en e y el vertical 
en B en la estructura mostrada. 

d) Determinar los desplazamientos horizontal y vertical de A y B 
en la estructura mostrada. 

1.-t c. 
~B Al 

~ lp 
fl"de 

?' 
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1.5 Teorema del trabajo minimo 

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigliano 
a sistemas de fuerzas estaticamente determinados. 
Aplicandolo a sistemas estaticamente indeterminados se 
concluye que la derivada de la energia de deformacion con 
respecto a cualquier redundante debera ser cero si su accion 
es la de prevenir desplazamientos en su punto de aplicacion, 
de alli que las magnitudes de las acciones redundantes en 
sistemas hiperestaticos seran tal sistema en dicho punto 
sera maxima o mínima, lo anterior es el metodo del trabajo 
minimo para calcular redundantes. En una estructura 
hip~restatico de grado ''n'' se tiene 

( !. 5. 1 ) 1 o o r • 

()U 
~)(() =0 

1. 5. 1 Ejemplos 

a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme 
( grado n=1 ). 



1 
La energía de deformacion del sistema es 

H' d x 
2 E.l 

Del teorema del trabajo minlmo 
. ~ 

~~"-· o • ~ .. U ~~1x lrr ! ·~ ~ cLx (bJ 

H; y"'" Y.. ~z.. e'-> z... 

~~X Cd.) 

Sustituyendo (e) y (d) en (b) se obtiene 

\~ Q_,Z, _Q3 2. 
J (XCLx: -lf )d.x.x. ~ a ~a..-~ ::O 
e) 

de donde Ya.:%~~ 

En el sistema se tienen 3 reacciones ~1(D (e 
de estatica y una del teorema de Castigliano. 

y 3 ecuaciones dos 

/ 
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en el ejemplo anterior, se considera como redundante Mb se tiene_ 

(f) 

el momento flector es 

Ch) 

sustituyendo (g) y (h) en (f) se obtiene 

.R 

j [ (Ji-~ J -\!= ~]fdx= O el.) 
C) 

integrand~ (i) y despejando Mb se obtiene ·-

G) 



METODOS MATRIIC!ALES DE ANALISIS 
ESTRUCTURAL 

2.1. Metodos de fuerzas Y deformacion 
En los metodos de analisis de sistemas estaticamente 
indeterminados, primero se seleccionaban las redundantes, y 
suG magnitudes se determinan mediante el teorema del 
trabajo minimo, considerando la energia de deformacion del 
sistema. Este procedimiento.general es llamado el Metodo de 
fuerzas. 

Fig. z.t. 
Para iluGtrar en un mismo ejemplo 



La distincion entre los dos metodos, consideremos la estructura 
estatlcamente indeterminada coplanar mostrada en la figura 2.1 
bajo la accion de dos fuerzas aplicadas con n barras, el 
numero de redundantes sera n-2. Entonces para determinar las 
redundantes Xl,X2, ... Xn-2, se determina la energia de deformacion 
del sistema,en funcion de las fuerzas y usando el teorema del 
trabajo minimo se obtienen las ecuaciones necesarias. 

. . 

Lo anterior es el metodo de las fuerzas. Para resolver el mismo 
problema, Navier sugirio el metodo de desplazamie~tos. La 
defoimacion del sistema de la figura 2.1. estara completamente 
determinado si conocemos las componentes horizontales y vertical 
u y v respectivamente. Suponiendo que los desplazamientos son 
pequeños. 

'' Navier," Resume des lecons'', 2ed., p.345, 
Paris,1833. 



La deformacion axial de cualquier barra i sera 

y de la ley de Hooke su fuerza axial correspondiente 

de la f ig. 2. 1. h 1 o 

/-.S~oú 

sustituyendo (d) en (e) se obtiene 

De las condiciones de equilibrio se obtiene 

z )é¡ ~~ :::: Px 
_¡ ::.• 

t X L 5~0<.~ = ?< 
1" 1 

sustituyendo (e) en (f) y (g) se obtiene 

sera 

e&.) 

ru-lA~ ~'"o<, c.oso<t'- .Le~ A·,c.os~í ~o(~=~~ e¡) 
L=' e;;, E 

- ...u..~ A t s0.-\2o<~ caocx.~ -= 'P< ~ C ~) 
¿ = \ E" 

~ 



de (i) y (j) se determinan u y v las cuales substituidas en (~) 
obtenemos la fuerza Xi en cualquier barra del sistema .. Se 
observa en este caso que la consideracion de las deformaciones 
directas del sistema resulta en una simplificacion substancial, 
especialmente si el numero de barras n es grande, puesto que solo 
tenemos que resolver dos ecuaciones con dos incognitas que son 
las deformaciones u y v. En el caso del metodo de las fuerzas 
tendremos que resolver n-2 ecuaciones con n-2 incognitas. Es 
conveniente observar que el metodo de las deformaciones involucro 
3 etapas baslcas que son: 

Ecuaci~n (b): Compatibilidad geometrica de deformaciones, u, v Y~ · 
1 . 

Ecuacioh (e): Ley de Hooke 

~ 

Ecuacion (f) y (g): Equilibrio 



bo.rfo..S 

hb= hume~ da bonus z-4 
'nll!: 'rlumero de nudos= t 

-fb: ~uen.o..s ~)(tales ( p) 
e_::. a.lo.r~ClVVII~Y\-Lo (.$) 

'2-t g, l ck ~ de bQ n <1; ~ ¿ : --P =: J\J.e'((t). <:kx.io..\ -== E: A l. 
e.. . úb,~&m1e11to- .Q_(. 

A) eon-\,Y\u.·,¿,o.¿ 

:ie 
t-F 

¡ J h it \51 dosp\<Lif'mien~S hOÓ<ties ¡ \ ~ n 
d~ tQ) ~~~LLlrQJ. 

e.,:J, 
E:.!= ~dl. 
e..3:-.d1~ch 

e_!.\ : -ó 1 i d t 

e.¡ \ o fd i ? 
e.c. -o 1 1dt~ 

- -1 1 
_, 1 



Ob!:>e.n.lCl.r qLle po.m .. u. na. 

e~= ds- d,., 
dA.:: dJ<~pla.6amlim-b d(2.t nudo Sup~iof 

d lO= 11 11 1/ tnlerio('. 

o_r® 
-s) le y de +loo ke . 

s~)~}· ~ 
-?! 

~ 1.-\e r b a. s e¡ x1.0.. \ e..s e. n l o.s bcura.s . 

· --+ te.\'\SCÓY1
1 

- C.Ompres16''() ' 

-PA~ 

8.¡ 

!~ ¡ o' )-P]+JZJ Jei (~) 
e.,.¡ 

í es 
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e) Equilibr lo; lt'1."'0 en cada nudo 

Sea: f f J : L ~' ~ 
1-Pt 

ffi~ 
j-l 

Nudo 1 

r, tP, a 
¡........-©= .. ~-_., 

Nudo 2 

., 
o 

. T 
; fr1={a.] [.~J 

donde: LO.J"T __ [l 0-1 -1] L 0 l l 1 matriz de equilibrio 

observar: matriz de equilibrio es la transpuesta de la matriz 
de continuidad. 

Solucion del problema anterior por el metodo de 
desplazamientos ( rigideces ). 

lncognitas: le.}. {d }. {p:¡) 
Da tos: co.J' f.O..)~ [~J' { F ~ 
Subs t. ( 1 ) en ( 2 ) 

~~\:1[-Rl[<tJ~.ct1 c~~J 
Subst. (4) en (3) 

1 ~=~ = [o_] i [ ~] [Cl.j f.cl! (5) 

6 {~1= [kJ )el~ (!»-) 

J.¡~ 
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La má t r iz (0--j [~ J t 0-) es cuadra da 
EJemplo; Suponiendo 

](,,. J?<-= ~o=l<"l= 1 ToiJ/C/Yfl. 

[K J ~ [ G.. J T [-k J L CL J 
~ [6 ~- ~- ~J Íg% ~ g J ~ \] 

l_9odl ~ 111 
Efectuando operaciones 

Observ~r que [ ~ J es simétrica 
de ( 5 a ) 

1 F ~ o Í ~ ~ " [~z_ -; 1 [ ~~ ~ 

Tl-'=' 10 foA) 

Tz.~- .s roA/ 

""""'"""" { d l ~ )1~ ~ ~ {~:: S ,;J, -le» (t) 

¡ ~~1.:::~~ ~ f~~ := r~ 1 sob~(2) 
e3 tl ~tj 
e.'-\ ·-t 1 -1 

f!1 7~ ¡f~][:iJ ~ {:i} 
Comprobacion de equilibrio: de ( 3 ) 

~ ~ l =[1 o - 1 - t ] ~ 
. ( F1- ~ o 1 1 1 - 1 

-1 

J..¡(¡; 



Metodo de las fuerzas ( flexibilidad ) 

Usando los tres principios fundamentales en el orden inverso 
Equilibrio, Ley de Hooke, Continuidad. 

a) Equilibrio 

f7 =-R -121 -12~. 
Tz.= fz. -r 2t t 'IZ:z. 

~~\=[~~-11-IIJ f~ 
fL'l..-

~r1=[a¿ aJ]{~1 
' 

despejando a ~O 

en nuestro ejemplo 

1 

[ClJ] ~ [~ ~] ." o [úoT J = [ ~ ~ 1 
rd i" lb ~J[r Hb ~J [-,~- UCR-~ = [6 ~Jr 1 {, '; 1

}Q_ 



{~' L:: n o J [ +, { -t [.' 1 ] { R. l 
-f7. ~ lo 1 F"-z. j ·1 -l R·d 

bo 

-{<¡ l ::;- f"¡ ~R, t Re. 

--fPz. = fz.-R' - R z. 

f3 = R1 

--f2~t -= R<-

(o..) ~ 9u.e.óe escnhl\ 

~ ~ l :: [boJ l F ~ -+ [ be] { R 1 
(6~) -¡ 

~= 
o 

~ 



Ley de Hooke 

)ri"[~J\~l 
\e~~ [-A T')-fD} ® 

subst (El en@ 

' ' ' 

fe S :: [ 1] [bo] f F l + [ f ][ bR] [R 1 (J) 
! 

CONTINUIDAD.-· Considerando los desplazamientos relativos de 
llamados . 

\ 

_A)_/ 1 l{ 'l. 

d, ::c-e.¡ 

d?..= e-z.. 
___A.A__,=- e~-e2.-+e3 

~'- .. e 1 -e<- -te"¡ 

dl 1000 (2¡ [l ooo J ='[boJ 
OióO 

d-z. olOO e.'( 
~ [' -t 1 o1,.[bR]l -llJ - ~·¡ ~¡ \ o º-3 l - 1 C) 1 

)..Á..'"L ¡ - t o 1 (2Lj 

LJC) 

' 



Por 1f JY~o[ b~] fe] (e=) 

f__u_\=[6~1fe} (fl 

( Los valores de ( ) cteberan anularse ) 

subst@ en C1) 

-{M}= [bi] [t) [bol {F}+ [bJ} [f) (ti,¿]{~} . 
como (~} = O se despeja { R } 

[Rl=-[be1 f6Qj-
1 
[b~ tba] ~ F j 

G) nos da los redundante f R 1 J 
_ subst@ en@ se obtiene ~ p 

tp}~ baF -be(bT t b~f 1 (b~ ~ bo)F 

. ~ lbo- 6rz(hri t br¿ r~b~fbo] {fl 

[ b] f r 1 {1) 

subst ( J_) e se obtiene {e l 
1 

j l fe~= [f][b]fP1 
subst ( 1 ) en @se obtiene 

f d_ ~ = [ b;;' J [ p J [ b j { F j 



2.5 Aplicaciones de metodos matriciales a armaduras planas. 

Para ilustrar el uso de metodos matriciales en el analisis 
de armaduras articuladas en los nudos. comensaremos 
considerando un problema de deflexiones. En la fig. 2.3. 1. 
se tiene una armadura con miembros sujeta·a sistema exter-
no de cargas , Y se requlere determinar la deilexion 
vertical del nudo j debida al sistema de cargas Si Xi 
representa las fuerzas axiales en la estructura real 
las fuerzas axiales en la estructura bajo la condicion de 
carga unitaria en J. 

Estructura real o actual 

Car.ga infinitesimal ~ 

Qondtc.io'o Q.= 1 
~Ü-:..1 
.;>Q 

fig. 2.3.1 

5 .o 
·l.L~ 

j Q::/ 

51 
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Del teorema de Castigliano Y la energia de deformacion por carga 
normal se tiene 

1')"1 

ctQ_ 
c3\Q-

-=:l. x~ r~J p; 
_¿:. \ 

(b) 

donde es el factor de flexibilidad de la barra i. 

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos 
seleccionados debemos calcular los valores XiJ para una fuerza 
vertical unitaria aplicada en cada uno de los nudos. Supongamos 
que han sido calculados y que acomodamos los numeras de 
influencia en la forma de una matris de orden rnxn como sigue: 

e) se denomina matris de geometría de la armada acomodando los 
factores de flexibilidad en forma de una matris diagonal de 

orden mxm. 

52. 



( d ) ~ll o 0·····0 
O ~no···· O 

la cual es llamada matris de flexibilidad de la armadura. 
Finalmente, suponiendo que las fuerzas axiales Xi producidas por 
el sistema de cargas han sido calculadas, y son arregladas en 
la forma·de una matris vector columna. 

(e. ) -

la cual es llamada matris de carga. 
reglas de multiplicacion de'matrices 
pueden expresarse matricialmente. 

Ahora de acuerdo con las 
la's m ecuaciones ( b ) 

X.11 X<-1 .• • • ..X..m·¡ 

:X.12. .X.. 2.2.. • • • • • J: m 2 

.X.I n X1.n · · · · .J:nm 
o sea con notacion indicia! 

(\¡ o o .. ·· ·O 
a ~no ... o 

• 

o o o . . . Qt')) 1') 

(Cj) 

U) 



Como un ejemplo numerico, se considera la armadura mostrada en la 
fig. 2.3.2 la cual tiene m=9 miembros. Supongase que se requiere 
determinar la deflexion vertical de los nudos superiores a y b, 
bajo la accion de dos condiciones separadas de carga como se 
indica. La numeracion de los miembros se muestra en la figura, 
a5i como sus dimensiones. Cada barra tiene una seccion 
transversal Ai=lpul2 y un modulo de elasticidad E=30x103 

a.. b 

2 
30'' 

Q:[()l( 
ltJ . 

8 4o'' 
P: 'f[.,ps .. ¡.- ,.,.. 

0... 1 K.p. l~p 

b 

El procedimiento a seguir es el siguiente: 



IL • o 
Sustituyendo (.-fl). ( l ) y (a ) en ( ~) se obti.ene 

r ~ ~1 =1 .o rB -1 O -~ J.l s - ~ o l..\ - S Jx. 
~ ~ L J.j - '5 ~ 8 -5 - ..¡ o B - lO 

~oooOClOOO 
osooooooo 
oo3oooooo 

X· ooo 4looooo 
oooosoooo 
ooooo"'[oOo 
oooooo~oo 

0 0 0 0 0 0 0 Aj Q 

oooooooos 

::: 1 o í32 -so - q 1 (o 2 '5 - 3 2. 

9 e L t eo - z.s O¡ 3 2 - zs ~ 1 b 

o lfó -25 1 
o 3Z.-.So 

lO feroo 
:::<\E Lit.ll 

~l..\0] = ro.03l8 o.osz.s } 
sao L o.oz~t o. oz.c¡0 

bbp 1 :::. ro.o3lB o.osz S 

,. b~ L o.o231 o.o2.~0 

( Cj) 

y \0 
~s o 
~ o 
8 10 (1) 
5 o 
~ o 
9 o 
a \0 

-10 o 

(m) 



a) 

b) 

\ 

Se calculan las fuerzas axiales en los nueve miembros bajo 
las dos condiciones de carga obteniendo la matris de fuerzas 

L( 10 
-s o 

[x·,1 3 o (~) 8 10 
-s o 
-t.¡ o 
q o 
8 10 

• ¡o o 
Simltarmente se calculan ¡as fuerzas axiales debido a las 
condiciones de fuerzas un1tar1as verticales en los puntos a y 
b respectivamente obteniendo la matris 

8 l.\ 
· lO -::, 
•3 5 
L\ 8 
!> -s 

-8 -'"1 
o o .., e 

-5 -10 

(J.) 

e) Se calculan los coeficientes de flexibilidad 
obteniendo la matris de flexibilidad escrita diagonalmente. 

~oooooooo 
oso 000 o o o 
oc~ ooooo o 
ooo '-\oc o o o 
00 oo6ooo 0 
oooool..\C>o 0 
ooooo 0 ~oo 
ooooooc~ 0 
oooooooo.s 

S6 
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 

1.- INTRODUCCION. 

El análisis estructural tiene como objetivo cálcular el es-

tado de esfuerzos y deformaciones en cualquier punto de una es-

tructura. 

Para el análisis de una estructuras se tendrán como datos 

la geometría y las cargas que actúan sobre ella y se calcularán 

las fuerzas internas y los desplazamientos. 

En todo proceso de análisis estructural, deben considerarse 

los tres conceptos fundamentales: 

1.1) Concepto de equilibrio 

Toda estructura somedida a un sistema de fuerzas externas, 

deberá estar en equilibrio con las fuerzas· internas en todos y 

cada uno de los miembros de dicha estructura, siendo las expre

siones vectoriales que cumplan esa condición: 

en las cuales: 

Mi y Fi son los vectores que indican los pares y fuerzas 
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actuando en la estructura y ri los vectores de posición de las 

fuerzas con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 

Estas ecuaciones de equilibrio se pueden expresar escalar 

mentes como sigue: 
en un plano 

~ f:x = a 
~ f;y :: Q 

¿M·, -:.D 

Lf;.~=-0 

~ f. 'T -::. b 

:2:" F\ e=- a 

1.2.- Concepto continuidad (o compatibilidad) 

en el espacio: 
~M;.,.:.. o 
~t.4;'í:..o 

~ Ho.e-=.o 

Al a~licar las fuerzas externas, la estructura se deforma 

pero conserva las caracteristicas de continuidad iniciales, sie~ 

do los desplazamientos finales compatibles con las condiciones de 

deformación de los apoyos. 

El concepto de continuidad o compatibilidad establece que 
' 

los desplazamientos son funciones continuas y derivables, por lo 

tanto una vez conocidos los desplazamientos se pueden conocer las 

deformaciones. 
€" .. =-~"' 

~)< 

Expr~sado en ecuaciones, se 

E't- ÓJ~ 

€ "':. "d~ 
E- ¡:"'.,. ~ 

. • ~V+~,-
~ ~::. ~V d); 

~··::. ~ ..¡..\J~ 
~-r 1 ~ 

('t~~ ~.,. dy 
~.._.+r\~,._\ : 
1 -\) -il o e e 

-\) -v e o o 
-~ -0 · --.> 1 o o o 
-¡; e;::, o o -¿(¡+\)) () ) o 

o o o C) ... (~» o . 
o o o o o J,.~ 

:: t<c.Jicr( • 

) 

(i. 3) 
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1.3.- Relaciones fuerza desplazamiento. 

En él análisis estructural es indispensable para cualquier 

estructura de geometría dad' conocer las relaciones entre las fuer 

zas y los desplazamientos. 

Si llamamos l F~ al vector de fuerzas y 1 D~ el vector despla-

zamientos, sus componentes serán de acuerdo con la Fig. 1.1 

F 1-1 , 
M .. 
)@ F ~o~~ 

"(, j F.,..,_ F 'f', y. 

C0 Y ... 
1 f f = 

F ~o~ ' 
j .lb) X• 

e .... M· = Q• 
..,....., 

F't'~ 'rt. 
')(. 

f¡.h )( .. 
f\~. Ll H~ Q .. 

y la relación entre ellos será: /F~ =tK"J ~\)~ (i. 4) 
La matriz[ K 1se determina a partir de la geometría de la 

estructura y de las características mecánicas del material. 

Si la variación entre ellas es lineal, la matriz [K1es una 

cons~ante, y las estructuras que cumplen esta condición se les llama 

1 i n e a 1 es (Ley de H o o k e ) y es a p 1 i e a b 1 e e 1 p r i n e i p i o de s u pe r pos i e i ó n 

de efectos. 
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2.- ENERGIA DE DEFORMACION. 

Si una fuerza Fi se aplica gradualmente a una estructura pro

duce un desplazamiento Di en la dirección en que se aplica la fuer 

zas, ésta efectúa un trabajo, que se manifiesta por un incremento 

de la energía cinética de la masa, si ésta adquiere una aceleración 

o b i en., en en e r g í a . poten e i a 1 s i m.o f i f i e a s u p o s i e i ó n re s pe e t o a 1 

campo gravitacional. 

Un sistema de fuerzas externo provoca un estado de deformación 

en una estructura, realizando un trabajo cada una de las fuerzas 

aplicadas que se permanece en la estructura bajo la forma de ener

gia de deformación o energia interna. Si el sistema es perfectamen

te elistico el fenómeno es reversible (fig. 2.1a)y cuando se trata 

de un material elástico no lineal, corresponde a la(fig.2.lb). 

o 'Di.. p;. 
' t 

(b) 
• 

(~) 
A1:>< 

F 1 ~ . i!. .i 

El trabajo hecho por un incremento de carga será: W=FiA Di 

El trabajo total efectuado será: 

(z..i) 
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Cuando se trata de un material el§stico lineal, el trabajo 

hecho por la fuerza Fi es: 

W =-1 F,. o· 1 • 
2 

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a la 

estructura y provocando desplazamientos en la dirección de las 

fuerzas aplicadas, el trabajo total externo o la energía de de

formación ser§: W =U= -t (F1D1 + F2D2 + .... + FnDn)=-}~ FiDi (,.~) 

La ecuación anterior puede escribirse como: 

(!.3) 

en la cual ¡F( T es el transpuesto del vector ~ F~ que represe!!. 

ta 1 as fuerzas .. 

El §rea que se encuentra en la parte superior de la curva 

OA se le llama energía complementaria de deformación. 

La expresión de igualdad del trabajo externo W y 1 a energía de 

deformación o energía interna U, puede utilizarse para c§léular 

deflexiones. 

A ac:n. \ u ... = 2-

(Ref. 1) ('2. 4) 

(z.. S) 

e?.. e J 
(z.. 7) 
Cz.. SJ 
Cz. q) 
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2.1.- Teorema:. de los Trabajos virtuales. 

El nombre de virtual, se deriva del hecho de que un sistema 

ficticio (virtual) de fuerzas en equilibrio o un pequeño despla-

zamiento virtual se aplica a una estructura, relacionándolo con 

fuerzas o desplazamientos reales. 

El método de los desplazamientos virtuales consiste en apli 

car desplazamientos ficticios (virtuales) de cuerpo rígido en una 

estructura y calcular las reacciones reales, mediante el método 

energético. 

Una variante sería la de calcular desplaza~ientos reales a 

través de fuerzas virtuales, como se indica a continuación. 

Si en una estructura real, en equilibrio y deformada bajo un 

sistema de fuerzas reales aplicadas y llamando ~la deformación 

actual en cualquier punto y sus correspondientes desplazamientos 

en los puntos Dl,D2 .... Dn, se introduce un sistema de fuerzas vi~ 

tuales Fl, F2, ..... , Fn en las coord..enadas 1,2, ... n, provocando 

esfuerzos 'f en esos puntos. 

El principio del trabajo virtual establece que el producto 

de los desplazamientos reales y las fuerzas virtuales correspondie~ 

tes es igual al producto de los desplazamientos internos y las fuer 

zas internas virtuales correspondientes, por lo tanto: 

(1...lo) 

en la cual: 

~ = esfuerzos debidos a fuerzas v.irtuales F 

e: = deformaciones reales compatibles c;on desplazamientos 

reales /o~ 
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Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para cal-

lar el desplazamiento Dj en la coordenada j, la ecuación 
• - - - - - - - -..L 

anterior 

s e e s e r i be 1 .,. b j ·-:: f 1 \f ".)~ T l ~ ( J V 
.... -, ..:t ·---D; ~ ),_ f\J•jÍT' E:( d y 

e~ . 11) 

('t. . 1 l.) 

siendo ~ \!' uj( los esfuerzos vrtuales correspondientes a 

za virtual unitaria en j y~[( la deformación real debida 

ga real. 

la fuer-

a 1 a car 

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexión, cortan 

te y torsión se indican a continuación. 

Tipo de deformación Componente de 
la fuerza 

virtual 

Componente del 
desplaz. real 

Trabajo 
virtual 
interno 

dl 
p 

dx r p 
dx (7_.1)) --

AE AE 
Axial p 

d0 M d Jm M 
= IT- X El Flexión m 

dy V Jcv V = e AG dx AG Cortante V 

d~ = 
T dx Jt 

T 
GJ GJ 

Torsión t 

De la tabla anterior, para valuar la integral de flexión 

m ~ dx, para elementos de sección transversal constante 
EI 

dx (u~) 

dx (us.~ 

dx (1..1¡,) 

se 

utiliza para los casos mas comunes de cargas, la multiplicación 

directa de diagramas de momentos flexionantes. 
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Cálculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales. 

1) Armaduras 

En armaduras, la expresión para el cálculo de deflexiones es: 

Dj = ¿ t Jp _P_i_ dx 
' AE (. = 1 

e t.. 11) 

Un resultado igual se 1 ogrará Si multi pl·i camos matrices tales 

que: 

Dj = lp ~~X 1 r ft~J mxm ? p( mx1 (z. 1 ~) 

en la cual: 

lr\ T es la transpuesto. de la matriz ?F~, siendo esta última 

las fuerzas en los elementos debidas a una carga virtual unitaria 

actuando en la coordenada correspondiente. 

¡ p ~ son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales 
Lr 

A;'e., L• 

A..E~ · .. o 
siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por 

deformación axial de los elementos aislados. A esta matriz se le 

conoce como la matriz de flexibilidades de la estructura no ensam-

b 1 a da . ( Ref. 2) 



Cuando se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos 

de la estructura, la carga virtaul deberá aplicarse por separado 

en cada una de las coordenadas deseadas y que corresponde al con

junto de fuerzas determinadas, la ecuación 

tendrá la forma: 

( -z. z.o) 

p = fuerza en un elemento debido a una carga virtual actuando 
en la coordenadas. Los elementos de la matriz (p] son las 

fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en la coorde-

nada correspondiente 

~M =La flexibilidad del elemento = 
L 

AE 

P =fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna 

de la matriz [ P] son las fuerzas .correspondientes a un ca 

so de carga. 

m = número de elementos 

n = número de coordenadas en las cuales se desea conocer el 

desplazamiento. 

p = número de casos de carga. 

El ejemplo No. 1 muestra la aplicación del cálculo de defor-

maciones en armaduras por trabajos virtuales. 

2.22.- Cálculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y 

marcos. 

En una estructura formada por varios miembros y sujeta a 

una carga cualesquiera en un miembro, de tal forma que los momen-

tos extremos internos sean M~ M2. Si se quieren calcular los des

plizamientos en un extremo, se aplicaran momentos vi~tuales unita 
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Ejemplo )./o. i. lalcular "/ despla:rarn;enfo 

·el p{lnlo C IJ el mov/m/enfo relal,"vo enlre 

de lo armadwa 5iguien/l?: 
110 Ion. 

/'} 0 +{,;\ 
- -;:.--.~...L_L__._¡~ 

10 -JO 

' / .... 

L barros ~y 7 
:3. 7"-

//.6 7 
¡¡, 6 7 

o 
o 

- 10 

horl:ronfa/ en 

los nuclos 8 J E. 

= 1.:?5 AE 

o ._,."' - /fo..S 8 
2.0 8 

'"" + /.J.f,7 fll. ~1 

t t 
o. 125 p 

(2) 
o. ~15 p 

o - 1 -O. 8 
o - 1 o 

o o o [P] o - 0.6 -_, - 1 1. o -0.6 
1 X Z 

-0.8 
,,;. f/1 ,11":111 o 

o o 
.....,....._,¡. o 1 

(3) 
DI 

5 5 

-0.6 
o 

o 

(4) 1 r- 116 .57 .: 77 - /7 
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rios en los extremos para calcular los giros debidos a flexión. 

M• e¡ 'E 1 : e+ .... 

~ L 
1 

c..d) 

(b) 

le) 

en la cual: 

""'" 
~ 

~ 

V 

r 

Por trabajos vi~tuales la contribu

ción de desplazamientos por flexión 

en j será: 

Dj = r m E~ dx m1 + M1m2 + M2m1 + 2 M2m2) 

y expresándolo matricia lmente: 

,en la cual: z.-z..l 

rf1- 1l-2 11 
M - 6E I 1 2 

2.21/'\ 
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Los elementos de r fMl son los giros izquierda y derecha debi

dos a momentos unitarios en un extremo de la viga~ En forma seme

jante a la mencionada en armaduras, lfMles la matriz de flexibili

dad en flexión del elemento. 

El desplazamiento. en J sera la sumatoria de todos los elemen-

tos: 

Dj = .'; fmu ( T 

'""
1 l 2mxl 

(z..t.l) 

en al cual : -
m1j M1 rt1,J i mu \ j 

m2j M2 
= [ fM1 = 

PMJ • mnj Mn 
[fM] n 

A la matriz lfM] que contiene las matrices de flexibilidades 

separadas de todos los miembros se le llama matriz de flexibilida

des no ensamblada. 

Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordena-

das, la carga virtual unitaria debe aplicarse en cada una de las 

coordenadas separadamente para determinar los momentos en los ex

tremos, arreglaÓdolos en tal forma que 

- l m¡ 11 )m~ 12 1m~ 1n 

[ ml 2mxn = \m [ 21 }r.!\ 22 ""' l t" 

z. "l.~·. 

)~-~m1 /~ { n2 { ~ \ n n en la cual los 

elementos de cada submatril son 1 os momentos extremos en el elementos. 

El primer subÍndice indica el momento y el segundo la coordena-

da en la cual se aplica el momento unitario. 
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Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamiento 

se calcularán: 

r D J nxp =[mu 1 , T 2mxn l fr.1]zmx2m L M 1 2mxp (z.t."-) 

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura. 

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilida-

des de cada uno de los elementos usando la ecuación 2.24. Los ele 

mentos de la matriz de flexibilidades puesto que son los desplaza 

mientos en las coordenadas correspondientes debidos a· una fuerza (o-o-J 

unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas, 

la carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que la 

ecuación 2.24 quedará: 

(z.ts} 

en la cual tf] es la matriz de flexibilidades ensamblada de la es

tructura y el subíndice s se refiere a las cuatro causas que pue

den provocar deformación: flexión, axial, cortante y torsión. 

Cuando ~olo se considera flexión la ec. 2.25, quedaría: 

l ~nxn = 
'Z. . t. c. 

2mxn 

en la cual.: 
m = número de elementos 

n = de coordenadas 

El ejemplo 2 muestra la aplicación de los conceptos anteriores. 
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Ejemplo No. 2 En el mauo Indicado 5~ p;d~ · 

.A 

p 
L 

T' 

A 

[ !11v] 6>1~ 

A) t alcvlat 
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(A) 

8 

e 

3 

de5plo~amle/1/o!> en O, debido5 a fluia',¡ ' . 

mafriz de fleúbi/idad. 

E 1 ~ c.tct.. 

¡.¡, L ( 

1 t -D p (~) 

3~-
/lf'://1: 

L 

~ ~ 
~//':///.:. t 1 

i e-) 
L 

~ 
11 y.._ PL - r-

<;.; '-· 

(:.) 
11/ :¡¡¡¡ 

(-) 'f-, 

\ • 
(¡.) 

, 
?. 

1 

L - Llz - ' 
_<:¡.!. 

- L - L/'2 -o.':. 

L L/'2 - ' [M] 6•' = Pl - r,, .. 

o - L 1 'L 1 ·-o. S 
o Lit - , 

_(:),S 
o o a 

f~o.7S 

l
-o.z.9 
+/.I'Z.¡í_ 

[D) = 
3~1 
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13) éalculo o'e la, 111alr/r de /lexibil/dod 
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L 

L 

L 

o 
o 
o 

= 
1 

ér-

- L 12 

LIZ 
L 
z 

- L/2 

- L 1 '2 

o 

I 

- 1 

- 1 

- 1 

- 1 

-1 

- , 

8 L z 

l. 5 L z 

- q L 

2 11 ! l 
1 o ; o 

1 '2 ' i - T z ,-, -
o 1 o 

1 /'2.1 
- _L 
o 1 o 1 

., os 

1 1 o~ 1 

/. 5 l z 

2.'Z~L 2 

- 3. 15 L 

L 

-l. 

L 

o 

o 

o 

- q l 

- l!z 

- l/ z 
'-lz 

- L/ Z 

+ L 1 z 

o 

- '3. 15 L 

15 

- 1 

- 1 

1 

- 1 
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2.3 Teorema reciproco de Maxwell-Betti. 

Si un sistema de fuerzas F1 , F2 , Fn se aplica a una estructura 

en las coordenadas r, 2 .... n provocan desplazamientos D1F,D2F ... , 

DnF Manteniendo el sistema de fuerzas F1 F2 , ..... _Fn, se aplica 

otro sistema de fuerzas Q1,Q2, ... Qn, provocarán desplazamientos 

D1Q, D2Q .... , DnQ y además desplazamientos u1F, D2F ... DnF en los 

puntos donde actúa el sistema F1,F2, ... Fn. 

El trabajo externo total será: 

W F+ Q =+ F 1 DF + + F 1 Di Q + + Q i Di Q 
l .. v..,.f,._.I,:W ~f = -1-~Q1DiQ + - 1-c!QiDiF + - 1-"EFiDiF 

como 

2 2 2 

= _1_~QiDiF 

2 

z.t.1 

Esta ecuación es el teorema reciproco de Betti cuyo enunciado 

seria que el trabajo externo hecho por un sistema de fuerzas Fi 

a través de des p l a z amientos de b i dos al si s te m a Q i es i gua l al traba-
' j? externo hecho por el sistema de fuerzas Qi a través de desplaza-

mientos provocados por el sistema Fi. 

El teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio"ante-

rior a las deflexiones y haciendo que Fi = 1 en la coordenada i en 

el sistema de fuerzas F y Qj = 1 en la coordenada j : 

DiQ = ujF 

que se puede escribir como fij = fji 

Estos desplazamientos se les llama coeficientes de flexibili

dad como se vió en los ejemplos 1 y 2 y para una estructura de n 

coordenadas, estos coeficientes se arreglarán para formar una ma

triz de flexibilidades. Esta matriz deberá ser simétrica debido al 

1 

\ 
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teorema recíproco de Maxwell - Betti. 

3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS. 

Existen b~sicamente dos mitodos generales, para la resolución 

de estructuras hiperest~ticas principalmente y que son el mitodo de 

las flexibilidades (o de las fuerzas) y el mitodo de las rigideces 

(o de los desplazamientos) que se describen en los parrafos siguie~ 

tes. 

Mas adelante se ~nalizan con detalle cada uno de estos mitodos. 

3.1.- Mitodo de las flexibilidades. 

En el inciso 2.2 al hablar de cálculo de deflexiones, se intr2_ 

dujo el concepto de matriz de flexibilidades de una estructura. 

A continuación se definirá el método de las flexibilidades. 

En este método las incógnitas son las fuerzas redundantes que 

se calculan superponiendo desplazamientos de estructuras isostáti 

cas y planteando las ecuaciones para resolver las incógnitas con 

base en la compatibilidad de deformaciones de la estructura. 

Las ecuaciones de compatibilidad son del tipo: 

en la cual 

D = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas externas. 

F = vector de las fuerzas redundantes 

f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan des

plazamientos debidos a fuerzas unitarias. 
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La secuela de cálculo seá entonces: 

1) Determinar el grado de hiperestáticidad 

2) Plantear la estructura primaria isostática 

3) Determinar los desplazamientos debidos a las cargas en los 

puntos liberados. 

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las 

redundantes supuestas con valores unitarios, que son los 
¡; 

coeficientes de flexibidad 

5) Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a cada 

reduntante con base en condiciones de compatibilidad de 

deformaciones. 

A continuación se indica el ejemplo 3 de aplicación. 

3.2.- Mitodo de las rigideces. 

,En este mitodo, las incógnitas son 16s de~plazamientos nodales 

y los elementos mecáncios se calculan superponiendo una es~ructura 

a la cual se restringen los desplazamientos nodales calculando las 

fuerzas que provocan estas restricciones. 

Posteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamien-

tos en los nudos, calculando los coeficientes de rigidez correspon

dientes. 

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan los 

desplazamientos y con istos se determinas los elementos mecánicos 

por superposición. 

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma: 

(3.."Z.) 

\-



J 
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en la cual: 

? F~ = vec.tor columna que depende de las cargas externas 

[KJ= matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas (o ..,..o ..... ) 

debidas a desplazamientos unitarios. 

No depende de las cargas 

~ O~ = vector que representa 1 as incógnitas que son 1 os despl~ 
zamientos 

La secuela de cilculo s•ri: 

1) Encontrar el número de desplazamientos nodales posibles 

2) Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuer

zas nodales de fijación correspondientes 

3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los despl~zamientds 

unitarios inicialmente impedidos, calculando las fuerzas 

correspondientes (coeficientes de rigidez) 

4} Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcul'ar los des 

plazamientos 

5} Los elementos mecinicos se obtendrin de superponer la es

tructura impedida de desplazarse en (2 ) con las corres-

pendientes liberadas una a una 

A continuación el ejemplo 4 muestra la aplicación de este 

método. 
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K 4 E1 
BBJ= ---a---
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E.I 
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K ce 
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4.- PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDECES. 

La relación entre la matriz de flexibilidad y la de rigidez 

se establecera a través del siguiente ejemplo (Fig. J.,/. 

Los desplazamientos ~ D ( se pueden expresar en términos de 

despl azami en tos de cada una de 1 as fuerzas actuando y superponiendo: 

( f i g u r a ib ) . 
01 = f11 F 1 + f12 F2 + ... + f1n Fn 

02 = f21F1 + f22 F2 + ... + f2n Fn . 
: 

Dn = fn1F1 + fn2 F2 + •.. + fnn Fn 

( f 1 nxn ~ F f nx 1 = {o\ nx1 4. 1 

resolviendo 4. 1 

{ F~ = [ f] - 1 

~ D t nxl nx1 4.2 nxn 

La ecuación 4.2 puede usarse para determinar las fuerzas for-

mando los elementos de la matriz de rigidez de la misma estructuras .i t. 1 

~~ 
1 1 ' 

4--._ ~ s-, lt \ o (jJ --.. • •' ---------~---

f·j f · Fj: 1 

A 1" (l td;j 1 . :::!!~ (L) 
; ¿f . 

t)¡-::. i 
I; .. J 

&.J ~j 

a--. ?:#.f.,·~ f:J ña• \(~, t ¡:ji& kjs 4 Ce) b 

"'"'&k ... f"t•lo. •• 

- ::::. t.:'"'.\<;, .. 1{' :.Ir:"-¡ F .i'-: le,¡ l (j ) 
4 .__ ~ t7 ....... 

Fu.•r-.-. 

¿¡;; 

l F~ .. kjJ k F"j" lr: .. j (9) tJ- - J o. < [)• 1 ¡:::·-k:' J .. 
1"1<0.1 4J- .J 
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Si la estructura es deformada por fuerzas Fll• F21• Fnl, a 

través de coordenadas tales que el desplazamiento 01 = 1, mien

tras que D2 = D3 = ... Dn =O, Fig.i(c) 

Fu 
F21 
F31 
Fnl 

1 
o 
o 

o 

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la 

estructura deformada ta 1 que 02 = 1 ' mientras que 01 = 03 = : .. =O n 

{fig.id) 
.. 

F12 o 
F22 [ f 1-1 1 
F32 = o 

Fn2 o 

= 

En caso general, si Dj = 1, mientras todos los otros desplaza

mi en tos son cero, 1 as ecuaciones serán: 

Fn F12 Fin [f l-1 1 o o 
F21 F22 F2n = o 1 o 
F3 . ..... " . 
Fnl Fn2 Fnn o o 1 

si en do las fuerzas Fij de 1 a izquierda en esta ecuación los ele-

mentos de la matriz de rigideces, por lo tanto: 

r K J = [ f ]-1 ó [K 1-1 = I fl 4.3 

o 
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La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades 

y viceversa, teniendo el mismo sistema de coordenadas para fuerzas 

y desplazamientos. 
Sin embargo en el análisis por flexibilidad 

se transforma la estructura en isostática: y el sistema de coor

denadas representan la localización y dirección de las restric

ciones y en cambio en rigideces, se agregan fuerzas para restri~ 

gir despl.azamientos de nudos, siendo su sistema de coordenada 

la localización y dirección de los desplamientos incógnitas; por 

lo tando la inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en el 

método de las fuerzas en una matriz, en la cual los elementos son 

coeficientes de rigidez, pero no los que se utilizan en el análi

sis del método de rigidez y viceversa. 

Propiedades de simetrfa. 

Como se demostró en el teorema recfproco de Maxwell-Betti y 

con relación a la matriz de flexibilidades, hace que esta matriz 

sea simétrica. Como la ecuación 4.3 indica que la matriz de rige

deces es la inversa de la matriz de flexibilidades, será también 

simétrica, es decir que los coeficientes de la matriz de rigide

ces serán entonces: 
Kij = Kji 4.4 

Otra propiedad importante es que los coeficientes de la diago

nal principal fii ó K;; deben ser positivos ya que para el cálcu 

lo de fii el desplazamiento ocurrirá en la coordenada i debida a 

una fuerza unitaria en i, teniendo ambos la misma dirección y en 

forma semejante para Kii, la fuerza necesaria enla coordenada i que 

provoca un desplazamiento unitario en i, tendrán la misma direc

ción. 
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Si en la ecuación (2.3) se substituyen los desplazamientos expr~ 

sados en 1 a ecuación 4. 1 • se tiene: 

l W 11x1 
1 = ----.¿- { F J \x1 [ f 1 nx~f) ( 4. 5) 

y por otro lado, substituyendo la ecuación (3.2) de nuevo en la 4.1 

l W J 1x1 = 1 
--z { D ~ T [ ~ 1 D ~ ( 4. 6) 

De las ecuaciones 4.5 y 4.6, los miembros de la derecha tienen 

forma cuadrática de las variables F o D y ésta es positivamente de-

finida si tiene valores positivos para cualquier valor no nulo de 

la variable y será cero si F ó D son cero. 

Por lo anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el traba

jo externo de fuerzas a través de desplazamientos y esta cantidad d~ 

be ser positiva en una estructura estable, deduciendo que en esa fp

ma cuadrática, las matrices ff] y t K 1 son matrices positivamente a~
finidas, siendo los determinantes de [ f] y L K} mayores que cero. 

Selección del método de las flexibilidades o de las rigideces. 

Para seleccionar cualquiera de los dos métodos generales, es 

necesario haberse familiarizado con ellos, para poder decidir en ca

da caso cual sería de aplicación mas sencilla. 

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios: 

1.- El número de incógnitas es en general mayor en el método de 

las rigideces que en flexibilidades, pero la formulación de las ecua 

ciones es mas sencilla y de mas fácil aplicación para programas de 

computadora, debido principalmente a la dificultad de programar la 

estructura primaria. 



26 

2.- Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sis-. 

temas relativamente pequeños, la selección dependerá de compa

rar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el núme 

ro de grados de libertad en rigideces. 
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5.- METODO DE LAS FLEXIBILIDADES. 

En el inciso 3 se describió este método. A continuación se 

analizan en detalle la aplicación de matrices para su resolución. 

5.1.- Matriz de transformación de fuerzas. 

En una estructura estáticamente determinada cada una de las 

fuerzas internas de sus elementos puede expresarse en función 

de las fuerzas externas nodal es, por medio de la ecuación de equj_ 

librio: 

Pl = bll Fl + bl2 + .•.. + blnFn 

p2 = b21 Fl + b22 F2 + .•. + banFn 

pm = bmlFl + BmZ F2 + ... :t" bmnFn 

en la cual p son las fuerzas internas y F el conjunto del siste 

ma de cargas aplicada a la estructura. 

No existe relación entre los subíndices de F y p 

En forma matricial: 

e~., ) 
en la cual 

bll bl2 ... ·bln 
b = b21 b22 ... ban (s,t.) 

bml bm2 ... bmn mxn 

(b1 es la matriz de transformación de fuerzas que relaciona las 

fuerzas internas con las externas. 

La matriz [b] es una matriz rectangular y el elemento bij 

representa el valor de la componente de pi de la fuerza interna, 

producida por la fuerza externa Fj de valor unitario. 

/ 
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Cuando la estructura es hiperestática, las fuerzas internas 

no pueden determinarse en función de las cargas externas aplican

do solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciendo la 

estructura isostática, que ll~maremos primaria, suprimiendo las 

redundantes, como se hace en el mitodo de las flexibilidades,· se 

considera la estructura primaria sujeta primeramente a las cargas 

reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta for-

ma, se puede~expresar las fuerzas internas de los elementos en fun 

ción de las cargas externas F y de las redundantes o h,iperestáti-

cas R, como sigue: 

(5.1.) 

o utilizando la propiedad de subdivisión de matrices: 

(S. 4) 

En la cual: 

[ bF] = ·matriz de transformación de fuerzas externas en la 

que cada columna representa los valores de p producidos 

por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la estruc

tura primaria con redundantes nulas. 

l bR1 = Matriz de transformación de fuerzas redundantes en la que 

cada columna representa los valores de p producidos por 

redundantes unitarias aplicadas a la estructura primaria 

con fuerzas externas nulas. 
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5.2.- Solución matricial generalizada por el método de las flexibi

lidades. 

Considerando un elen1ento aislado, despreciando los efectos de 

fuerza axial 

M..._ M8 MA 

t>, t (.:. -é ""D .. G "1:>.-. ~;:~ ~ 1 ~L~ ~L-J z lv" [{H1 :¿f I l.. ' A 
L L 

~ ~ 

(a) (6) 

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden 

expresar: JP\ = ~ ~d lO f = ¡g: f 
quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma 

componente del vector carga. 

La matriz de flexibilidades de la barra será como se indicó 

anteriormente: 

l ~ ~ 1 1 
6 E 1 

y la relación con las deforma-

ciones es: 

(<l \ = l f~11 \ p \ (s.s) 
Los vectores de fuerzas internas y deformaciones quedarán 

como sigue: 

P1 

p2 D = 

pn 

D 1 

D2 
- . -

]) n 

Los subíndices se refieren a la designación de cada elemento 
en que se ha descompuesto la estructura. 
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En la ecuación 5.4 se puede ver por el principio de contra-

gradiencia, tal y como se verá para el cálculo de los desplaza

mientos; que: 

= ( 5. 6) 

Siendo a ~ F \ y DR 

( R ( obteni éndo-
. 

los deplazamientos debidos a las redundantes 

DF los desplazamientos debidos 

se: 

~ DF ~ 
T ¡ Q_ \ l-bF 1 ( 5. 7) 

= 

1 DR \ 

r i Q_ t = l bR ] ( 5. 8) 

Para calcular las redundantes, se substituye el valor ¡ p f 
de la ecuación de equilibrio 5.3 en la ecuación que relaciona· 

deformaciones y fuerzas, expresada en ecuación (5.5): 

•• 
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Por Qltimo, si substituimos el valor de las de~ormaciones 

obtenidas en 5.9, en la ecuación de continuidad 5.8, se tendrá: 

~ 0
R \ = T bR 1 T ( Q_ ~ 

~[be] j [ '•1l ,,}¡,¡ ·['•1 '[ ,,I[,J(.) 
y debido al principio de compatibilidad de deformaciones, las 

discontinuidades impuestas para obtener la estructura primaria 

isostática no existen realmente, los valores de. ~ DR ~ deben ser 

nulos: 

5.10 

o 5. 11 

• 't.;-• 

Ecuación que permite calcular los valores de las redundantes. 

El producto de las tres primera.! matrices del primer miembro 

de la ecuación 5.11 y que están premultiplicando al vector F, re

presentan la aplicación del principio de trabajos virtuales tal y 

como se expuso anteriormente en la ecuación 2.18. Este primer tir

mino da como resultado un vector de nRxl y representa los despla~ 

zamientos debidos a las fuerzas aplicadas a la estructura. 
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En forma semejante, las tres primeras matrices del segundo 

término 5.11 y que están pre~ultiplicando a las redundantes, re-

presentan la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructu-

ra, tal y como se expreso en la ecuación 2.25. Esta matriz sera 

siempre cuadrad~ simétrica, no singular y de ~rden n R x n R. 
Este segundo término del primer miembro de la ecuación 5.11 

representa físicamente los desplazamientos debidos a las redundan 

tes. 

La forma mas general de la ecuación 5.11 se escribe de lama-

nera siguiente: 

El vector Da indica los desplazamientos reales que ocurren 

en los coordenadas seleccionadas en la estructura primaria, sie~ 

do iguales a cero generalmente en la práctica o iguales·a los 

desplazamientos reales impuestos Da 1 como ser~n asentamientos de 

apoyos, giros,efectos de temperatura, resortes elásticos, etc. 

De la ecuación 5.11: 

R 5. 18 

Con las redundantes R obtenidas, aplicando el principio de 

superposición se obtienen los elementos mecánicos: 

{Pl = l bFJiF~ +tbRVR\ s.3 
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Las ecuaciones anteriores son válidas para cualquier tipo de 

es~ructuras: armaduras, vigas, marcos, etc .. , tomando las flexibi 

lidades correspondientes de axial, flexión, etc. 

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecua

ción equilibrio: 

l P ( = ( b Fl ( F ~ = [ po ~ 
siendo } po\ el vector de fuerzas internas en las barras debidas 

a fuerzas externas t F ~ aplicada en la estructura primaria, que

dando la ecuación 5.1\ 

ecuaciones en las cuales no será necesario calcular, r bF 1 
Para calcular los desplazamientos, la ecuación 5.3 puede escri 

birse: 

( 5. 4 ) 

( 5 . 2 1 ) 

En la cual: ?oF~ = desplazamientos debidos a l F{ 

~ D R \ = des p 1 a z ami en tos de b i dos a 1 as redundantes 
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Por el principio de contragradiencia: 

} DF\ = [ bFl T ()\?._\ (5.22) 

( DR1 = l bR J T 1 ~ \ (5.23) 

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que los elementos 

de la estructura no estin realmente ''cortados'', los valores de DR 

deben ser nulos. 

Por otro lado como: 

(5.24) 

que es la 1 e y de Hooke al revés, substituyendo en 5.22 

~ o1 = l bF J T? ~\ = L bF 1 T [ f~ ~ p\ (5.25) 

Esta ecuación permite calcular los desplazamientos aplicando 

una fuerza unitaria en la estructura ~rimaria isostitica. 

5.21.- Caso de fuerzas aplicadas en los elementos 

La solución matricial generalizada requiere que las fuerzas 

estén aplicadas en los nudos, lo cual supone que en el caso de vi

gas y marcos que el momento flexionante entre nudos varía linealmen 

te y que los desplazamientos entre nudos son nulos. 
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Sin embargo como en la práctica las cargas se aplican en cual_ 

quier ~unto, habrá c;ue transladarlas a los nudos previamente se 

leccionados, calculando además los desplazamientos locales debidos 

a estas cargas en los nudos externos del elemento considerado. 

Las deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones 

de frontera, establecidas para cada barra, cuando se subdivide la 

estructura en elementos. La expresión para obtener los desplaza

mientos según el sistema de redundantes basada en el teorema de 

trabajos virtuales, será: 

en la cual ~o··~ es 

mento debido a las 

el vector de desplazamientos impuesto a cada ele 

cargas aplicadas sobre él. 

5.3- Resumen de aplicación del método de las flexibilidades 

5.31- Estructuras isostáticas. 

a) Las fuerzas internas se obtienen con la aplicación de 

b) Los. desplazamientos nodales se calcular§n: 

{o\=[ { [ fr~ll bFJ f F)~ tf1 fFt 
(Nota.- En el caso de vigas o marcos cargados en los elementos 

deber§n trasladarse las cargas a los nudos). 

El ejemplo No. 5 muestra la aplicación del método a una arma-

dura isostática. 
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5.32.- Estructuras hiperestáticas. 

-
--·-\ 

a) Definir la estructura primaria y por lo tanto 

especificar cuales son las redundantes 

b) Calcular vector de fuerzas y la 

formación de redundantes (bR] y 

las cargas [ bF 1 

matriz de trans 
~ 

la asociada a 

e) Calcular la matriz de flexibilidad no ensambla 

da de los elementos .[fM] 

d) Calcular el producto [ bR 1 TI fM1 r bF 1 que 

es la matriz de flexib. asociada a las cargas 

e) Calcular la matriz de flexibilidades ensamblada 

de la estructura 

T 

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compati-

bilidad de deformaciones: ! 

, 
o 

g) Si se desea calcular los desplazamientos. 

DA = lb~T (f~1 )rt 
Los sigui,ntes ejemplos ilustran la aplicación de la secuela 

mencionada. 

! 
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5.4-Variante propuesta para el cilculo de la matriz de flexibilidades en el caso 
-. 

de flexión. (ref. 3) 

·''· f'l!l vigas y marcos, la matriz de flexibilidades de 
da elemento esti formada por cuatro términos, como se vió en la ecua 

ción 2.UA 
L 

6 E I 

Para lograr que la matriz de flexibilidades sea diagonal, como 

sucede en el caso de las armaduras, debido a la forma de multiplica

ción del 

M _E_!_ dx 'T:" 
si en una estructura den elementos, se llama ~p \ a las fuerzas in
ternas, y definimos tres ordenadas por elemento, en tal forma: 

que pi 

la Fig. ·l ::\ 
u~b 1 M~ 

sean los momentos flexionantes de 

a e u e rd o e o n 

M a 

2 Integrando un polinomio de grado 2, de la forma Y = Ax +Bx+C, 
la integral ser& una función lineal de las ordenadas Ya,Yb y Yc.· 

En el caso de carga uniformemente 

será parabólica y como la variación de 

repartida la variación de M 

m siempre es lineal, la inte-

gración del producto m M ser&: 

= L 

6El [ 6 ~ ~] 
o o 1 

que es semejante a la fórmula de Simpson. (Ref. 

de la misma forma si se integra el producto M 

por m. 

Se puede también diagonal izar 1 a matriz de 

5), esta matriz sera 

lineal multiplicado 

flexibilidad para el 

caso de variación de M en tercer o cuatro grado, integrando la ecua 
-

ción de una cónica de 3°Ó 4°grado, debido a 1 a variación lineal de 



Por tratarse de matrices diagonales, la ecuación 3.10 se puede 

almacenar en ~n vettor de la forma: 

= 
L 

6EI 
(2.a1~) 

La ecuación 231C, presenta ventajas importantes con relación 

a la matriz de flexibilidades en flexión de la forma (Z.ltA): 

a) La matriz es dia'gonal, por lo tanto de mas fácil manejo 

operativo, a pesar de tener un renglón mas. 

b) En el caso de cargas uniformemente repartidas, utilizando 

la matriz diagonal ,no es necesario pasar las cargas a los 

nudos y luego trasponer] as como se indicó en la pág. 35 '', 

simplificándose en forma corisiderable el trabajo. 

El ejemplo:.·No.·Jz:.c muestra la forma de aplicar 

la secuela de cálculo asi como la variante mencionada, pa-

ra resolver un marco rígido mediante el método de las fle

xibilidades. 
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EJEt~PLO No.12 ·' 

Analizar el marco siguiente utilizando el método de las 

flexibilidades. 

1 ) Si n di a g o na l i zar l a m a tri z de f l ex. i b i l i dad es . 

2) Diagonalizándola (variante propuesta). 

'E> .1..,_ _ __.<4,___,¡'-----""'----"'1'-----'*,.__ .... (¿_____,._. '2. 1 o "'/"""' 

c. 
'2.EI 

EI .E. 1 

ALTERNATIVA 1 

La estructura es hiperestática en segundo grado y se elegirá 

la siguiente estructura primaria, isostática. 

Estructura isostática y sistema de Redundantes. 



Como el sistema de cargas no se encue~tra aplicado en los 

nudos, habri q~e calcul~r las deformaciones angulares en los 

extremo_s y 

e A.t!. ~ <ó~c ~ ;;;;> ~c.~ 
por el método de trabajos virtuales: 

GAs 6.25 l GBA 8. 7 5 
D <2l BC = 1 41. 66 = 

E)CB El 41. 66 <2> CD 
(3DC o 

o 
Los signos positivos indican que el sentido supuesto a 1 os 

momentos virtuales aplicados fueron del mismo sentido que los des 

plazamientos. 

El sistema de fuerza equivalente aplicado en los nudos se 

presenta en la figura, provocando efectos de flexión solo la fuer 

za de 7.5 ton. 

7.S 
---too 

----·i>-

-rl.~ 
'2.S 

.J. lO .. 
~ ~~--------------~--, 

j 

Sistema de cargas equivalente y diagrama de momentos. 



La matriz de transformación de fuerzas sera~ 

F1 = 1 F2 = 1 F3 = 1 
o o o 

L bF1 = 

o o o 1 7 S o o o F = -5 
- 4 o o - 5 . 
- 4 o o 

o o o 

o 

( F ~ 
o 

[ bF] = o 
- 30 
- 30 

o 

Calculando ahora 1 a matriz de redundantes bR 
i 

i 

RA = 1 Rs= 1 

- 1 o 
Hb""\ 

o 1 
!. 

(bR 1 o 1 = -
1 - 1 
1 - 1 
o o 

La matriz de flexibilidades no ensamblada de la estructura seri: 

8 4 
4 8 

fM 1 1 o 5 
= 

6 E I 5 1 o 
8 4 
4 8 



La matriz de flexibilidades ensamblada sera: 

= 
1 

6 E I l-26 -191 
-1 9 4 6 

Refiriendo los desplazamientos angulares debidos a las cargas 

intermedias, al sistema general de cordenadas mediante la ecuación: 

) oC[-~-~-~-~-~ ~ 1 Ei 4~:H l \ . 41. 66 
o 
o 

[ 

35.41] 

=Ei -92.07 

Finalmente, calculando el primer término de la ecuación de com 

patibilidad de defor~aciones (3.8) y sumándole los desplazamientos 

debidos a las cargas intermedias se tendrá: 

El segundo miembro de la ecuación (3.8) será: 

1 

E I 

Por 1 o tanto: 

1 : 
54.59~+ 
22.91\ 

5.43. 
o+-- /. 

[ 

26 

6~! -19 -:: l (:: ~ ·/ + 
lg, t ~ 

- 1 91 
46 

MA 

MB 

MA = 3.16.6ton-m 

t1B =14.9 ton-m 
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ALTERNATIVA 2 ,G '2. ~o .. / ...... 

l ' l ¡ 
e_ 

'2. E] 

1 O .¡.o ... 

El E~ 4 vY\. 

A '"b ;;;;;;;;>;>> 
1 o ...... ("''""/ 

Seleccionando la misma estructura isostática que en el caso 
l. y debido a la presencia de la carga concentrada, se tendrán 

4 elementos: 

Resolviendo la estructura isostática y calculando los momentos 

en los extremos y al centro de cada elemento, se obtiene el vector 
de cargas. 

\ 
7 

o 
3.75 lTI 
7 . 5 

7. 5 

3.75 
o 

o 
+ lO 0 
- 30 

- 30 

- l 5 

o 



' 

Obtención de la matriz de redundantes [bR] 

3 

i 

Jc.J -O.l f 
R 1 = 1 

- 1 
-0.625 
-0.25 

-0.25 
-0.125 

o 

o 
0.5 
l. O 

1 
0.5 
o 

~-~.i 
C+) 

i j 
Gr---r--------..~--! 

(-) 

R2 = 1 
o 

- 0.375 
- 0.75 

- 0.75 
- 0.875 
- 1 

- 1 
- 1 
- 1 

- 1 
- o. 5 

o 

j 

Es evidente que para calcular P0 y bR' se puede prescindir del 

trazo de diagramas de momentos. 
La matriz de flexibilidades no ensamblada, de acuerdo con la 

ecuación 3.11, es una matriz diagonal: 



.) 

70 

3 
0 1 2 

3 
- - - -

1 m Nota.- El elemento 3 aparece di vi 
-4 di do entre 2 1 a iner 

[fM1= 

1 porque 

1 

6EI 

1 - - - - e i a de 1 a 
6EI 5 m 20 

5 
- - -

4 m 1 6 
4 

La matriz de flexibilidades ensamblada será: 

[ 
26 

- 1 9 
- 19 ] 

46 
' 

Calculando ahora el producto: 

r bR 1 r r f 1 l L ~, 

) ( 1 J_ 325.54( 

1 Po ( = ~ l 137.5 \ 

Las ecuaciones de compatibilidad serán: 

1
-325.54 ( + [ 26 - 191·1MA\ = 

137.50 { 6~1 -19 + 26 t~B 
De donde MA = 14.91 tm y MB = 3.16 tm 

Comentarios: 

v1ga es 2 1 

o 

1) Las operaciones matriciales son mas rápidas en esta segun-
da alternativa, debido a la diagonalización de.la matriz de flexi
bilidades no ens~mblada, como sucede en el caso de armaduras . 

2) El resultado es directo si·~ necesidad de usar matrices de 
transformación de coordenadas locales a generales como en la alter 

nativa l. 

1 
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INTRODUCCION 

En 1880 Heinrich Manderla realizó los primeros estudios 

considerando los desplazamientos de los nudos como incógnitas en el 

análisis de una armadura, tomando en cuenta las deformaciones 

producidas en los elementos de la estructura por la acción de momentos 

flexionantes y fuerzas axiales, para lo cual cons1deró que la armadura 

tenía nudos rígidos. Este procedimiento resultó inadecuado por la 

complejidad que resultaba el resolver un sistema de ecuaciones, ya que 

estaba en función de los desplazamientos angulares y lineales de cada 

nudo. 

En 1892, Ot to Mohr, desarrolló un método aproximado para el 

cálculo de los esfuerzos producidos por la flexión en una armadura con 

nudos rígidos, para lo cual también se necesitó resolver un sistema de 

ecuaciones, que estaba en términos de la rotación de los nudos. 

En 1914, Alex Bendixen desarrolló el método pendiente-deflexión 

para el análisis de estructuras que requiere la solución de un 

sistema de ecuaciones en términos de los desplazamientos de los nudos. 

En 1915, G.A. Maney dió a conocer el desarrollo de éste método, el 

cual era muy semejante al presentado por Mohr. 

En 1930, Hardy Cross, dió a conocer el método de la distribución 

de momentos, que consistía en lograr el equilibrio de los momentos en 

los nudos mediante aproximaciones sucesivas. Este método tuvo gran 

aceptación debido a que se evitó la necesidad de resolver el sistema 

de ecuaciones que se requería en el método de pendiente-deflexión. En 

1935, R.C. Southwell propuso el método de relajación de aproximaciones 

sucesivas. 

HETOOO DE LAS RIGIDECES 
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Con el advenimiento de las computadoras se eliminó la solución 

del sistema de ecuaciones simultáneas como un obstáculo para el 

análisis estructural, lo que permitió la utilización de un método muy 

generalizado, basandose en el método de pendiente-deflexión, donde las 

incógnitas son los desplazamientos. de los nudos, a este método de 

análisis se le llamó método de las rigideces. 

INDETERMINACION CINEMATICA. 

En el método de las rigideces, al número total de los 

desplazamientos de los nudos no restringidos (y de los apoyos) se le 

llama número de grados de libertad o grado de indeterminación 

cinemática. En una estructura plana, se pueden tener desplazamientos 

lineales (en dos direcciones ortogonales), y desplazamientos angulares 

(giros) en cada nudo. 

Para determinar el grado de indeterminación cinemática en una 

estructura, es importante decidir si se tomará en cuenta o no el 

alargamiento o acortamiento de los miembros estructurales (deformación 

axial de barras). Por ejemplo, en la figura 1, caso (a), si se toma en 

cuenta la deformación axial de barras, se tendrían 7 grados de 

indeterminacióm cinemática, sin embargo si no se toma en cuenta la 

deformación axial de las barras solo se tendrían 4 grados de libertad, 

como se ilustra en el caso (b) de la misma figura. En el caso de 

armaduras no se toman en cuenta las rotaciones de los nudos, únicamente 

los desplazamientos lineales de los nudos, como se observa en el caso 

(e) de la figura l. 

En el método de las rigideces, también llamado de los 

desplazamientos, se tendrá que definir una estructura restringida o 

primaria (también llamada cinemáticamente restringida) en la que se 
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EJEMPLO 1 

4 m 3m 4 m 

Estado O 

Estado 1 

Estado 2 

Estado 3 
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considera a todos los nudos empotrados y a partir de esto, se calculan 

los momentos de empotramiento. que son los que habrá de equilibrar 

posteriormente. A este primer paso del método se le conoce como el 

estado I. 

COEFICIENTES DE RIGIDEZ 

Por rigidez debemos de entender que es la capacidad que tiene un 

cuerpo para no deformarse cuando está sujeto a cargas externas, dicha 

deformación puede ser un giro o un desplazamiento. Al referirnos a 

cargas estamos considerando. tanto fuerzas como momentos concentrados. 

Las rigideces se expresan como sigue: 

r = 
A 

r 
A 

rigidez 

= 
M 

-4>-

angular. 

= 
V 

-il-

M = momento en el extremo considerado. 

4> = giro en el extremo en donde se aplicó. 

r = rigidez de entrepiso. 
E 

V = cortante de entrepiso. 

il = desplazamiento relativo de entrepiso. 

La rigidez angular de barras de sección constante, considerando 

únicamente deformaciones por momento flexionante, se calculará para el 

caso de la viga siguiente, donde el extremo A es un apoyo fijo y el 

extremo B es un empotramiento: 

® ® 
MA ~ 

El = cte. ~ '( 1 ~.= o 
o = o~ a.= o A 

L 

HETODO DE LAS RIGIDECES 
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Como se vio anteriormente, la rigidez angular se calcula con la 

expresión: r = 
A 

MA 1 </> , como nuestra incógnita es el giro en el 
A . 

punto A de la viga en estudio, tendremos que valuar el giro debido a 

un momento aplicado en A como se indica en la siguiente figura: 

@ ® 
M. 
/'""\ 1 & 

~. = ? 

L 

Aplicando el método de las flexibilidades para resolver la viga 

hiperestática, tendremos la siguiente estructura primaria : 

ESTRUCTURA PRIMARIA 

@ ® 
ESTADO O 

M Y\ 
1 El cte. 

6 
L 

M,I~ 
m o 

ESTADO 1 

1) 1 Á 

resolviendo la ecuación de compatibilidad: 8 + R f 
10 1 11 

o 

donde: 

KETOOO DE LAS RIGIDECES 
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1 
M L 

(L)(MA)(l) 
A 

il = 10 6EI 6EI 

f 
1 (L)(1)(1) L 

JET""" = JET""" 11 

M L 
L sustituyendo: 

A o 6EI + R13Ef""" = 

M 
resolviendo: R 

A 

1 -2-

Por lo tanto, el diagrama de momento flexionante final será: 

M 

L 

Para poder determinar el valor de </> 
A 

método de las flexibilidades, aplicando un 

volveremos a emplear el 

momento unitario en el 

punto A (en la direcclón donde se quiere encontrar el giro), por lo 

que tendremos: 

@ ® 
1/\ 

e a;; 
L 

~r~ 
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donde: 

sustituyendo: 

conociendo: 

sustituyendo: 

<P 

ipA 

r 
A 

r 
A 

= 

= 

= 

I M m 

El 

1 
6EI 

M 
A 

~ 

4EI 
-L-

o ds 

M M L 
(L)(1)(2M - _A_) A = """4ET A 2 

En el caso de una viga, donde su extremo B es un apoyo fijo, el 

valor de su rigidez angular cambia, calculandose de la manera 

siguiente: 

·-

Su giro será: = 

Su rigidez será: 3EI 
r = A -L-

EcuACIONEs DEL EaUILIBRIO 

® 

= 

El 

M 

L M 
A 

3EI 

e te 

La base del método pendiente-desviación está en las ecuaciones de 
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equilibrio, que nos definen los momentos en los extremos de cada barra 

en función de los desplazamientos angulares de sus extremos y de los 

desplazamientos lineales relativos entre sus extremos. 

Si consideramos la siguiente barra, que se aisló de un sistema 

estructural estáticamente determinado y que está deformado debido a 

las rotaciones en los extremos ~ "'• </>
8 

y un desplazamiento lineal 

relativo entre A y B, /1. Los momento en sus extremos los llamaremos 

M 
AB 

las 

y M que están en función de sus deformaciones elásticas y de 
BA 

cargas que actúan sobre la barra. 

® 
w 

El cte. 

L 

Para obtener los momentos M y M aplicaremos el método de 
AB BA 

superposición, sumando algebraicamente los efectos debido a: 

l. El momento debido al giro 

"'· 
del extremo A, manteniendo 

empotrado el extremo B. 

2. El momento debido al giro </>B del extremo B, manteniendo 

empotrado el extremo A. 

3. El momento debido a la traslación relativo 11 entre los 

extremos A y B. 

4. El momento debido a las cargas que actúan sobre la barra, sin 

alterar las deformaciones existentes en los extremos A y B. 

HETODO DE LAS RIGIDECES 
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Grados de indeterminación cinemática 

G.l.C. = 7 
Se considera la 
deformaci6n axial 
de barras. 

G.l.C. = 4 
Se desprecia la 
deformacioh axial 
de barras. 

G.l.C. = 12 

HETODO DE LAS RIGIDECES 

( A ) 

( B ) 

o1 o3 65 

011 

( e ) 

FIGURA 1 
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Para determinar estos efectos se realizará lo siguiente: 

l. Considerando la barra A-B. con las condiciones de soporte que 

se indican en la figura 2(A), donde el extremo A gira un ángulo "'•' 

mientras que el extremo B esta fijo, </>
9 

= O, y no hay desplazamiento 

relativo entre los extremos A y B, a = O. 

Utilizando el método de la viga conjugada, figura 2(B), con el 

diagrama de momentos dividido entre EI como carga elástica, donde "'• 

es la reacción en sentido positivo, de tal manera que sea la pendiente 

positiva que se busca de la viga real, por lo que tenemos la solución: 

( M
1 

L 

)(~) [ M o AB 
= 

A 2EI haciendo: 

M' 1 M' . . . (a) = 2 BA AB 
donde: 

haciendo: - ( M
1 

L 
)( 2~ ) [ M o (</J L) 

AB 
= 

B A 2EI 

sustituyendo (a) en la expresión anterior: 

= 

por lo tanto: 

4EI 
-L-</>A 

2EI 
-L-</JA 

( 
M1 L )(-;-) BA o = 2EI 

( M
1 

L 

)(~) BA o + = 2EI . 

2. Si consideramos la estructura de la figura 2(C), en donde 

ahora el extremo B se ha rotado un ángulo </> y el extremo A está 
B 

empotrado, procediendo de manera similar al caso anterior llegamos a 

las siguientes expresiones: 

KETODO DE LAS RIGIDECES 
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= 

= 

ZEI 
-L-t/>8 

4EI 
-L-t/>8 

3. Considerando la figura 2(D), donde ahora se tiene un 

desplazamiento relativo 6 entre los extremos de la barra (sin 

rotaciones por estar empotrados). Observando a la estructura y debido 

a simetría de la deformación con respecto al punto central de la 

barra, los dos momentos que actúan en los extremos deben ser iguales, 

es decir: 

= = 

Deben ser de signo negativo, pues tienen sentido antihora~io. Por 

el método de la viga conjugada, y considerando su respectivo diagrama 

de momentos como cargas elásticas sobre la viga conjugada, figura Z(E) 

se observa qÚe debe actuar un momento igual a 6 en el extremo 8, 

debido al desplazamiento obligado 6 en la viga real. 

haciendo: [ M = o ( ~~i )(4:-) 8 ( ~~i )(+) 6 = o 

donde: MJ 6EI 
6 

L2 

MJ MJ 6EI 
6 = = 

A8 8A L2 
por lo tanto: 

4. Si consideramos a la barra A-8 que no sufre deformaciones 

debido a las cargas que tenga sobre su claro, entonces podremos 

(ANEXO A), y que se calcular los momentos de empotramiento perfecto 

definen respectivamente en sus extremos por: M
4 

y 
A8 

Sumando los cuatro efectos tendremos: 
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M = Mt + -M2 + MJ ± M4 
AB AB AB AB AB 

M = Mt + M2 + MJ ± M4 
BA BA BA BA BA 

sustituyendo: 

M 
4EI 

"'· 
2EI 

t/>B 
6EI 

fJ. ± M4 = -L- + -L-AB L2 AB 

M 
2EI 

"'· 
4EI 

t/>B 
6EI 

\ ± M4 = -L- + -L- ----BA L2 BA 

Las ecuaciones anteriores fueron para una barra sujeta a giros en 

sus extremos A y B, con desplazamientos en uno de sus extremos, que 

son el caso general de las ecuaciones pendiente-deflexión. Para 

nuestro caso del método de las rigideces, y de forma matricial, las 

ecuaciones de equilibrio son: 

(F) + (K)(D) =(O) 

PROCEDIMIENTO PARA ÜBTENER ELEMENTOS MF~.:..NICOS EN VIGAS 

Y MARCOS HIPERESTATICOS 

El procedimiento general para la solución de vi gas y marcos 

hiperestáticos se describirá a continuación: 

1.- Se determina el número de grados de libertad de la 

estructura. 

2.- Se empotran todas las barras en sus extremos, menos en los 

apoyos de empotramiento, Estado I, logrando con ello una estructura 

cinemáticamente determinada. 

KETODO DE LAS RIGIDECES 
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3.- Se calculan las momentos de empotramiento en los extremos de 

las barras debidos a las cargas sobre ellas. 

4.- Se liberan los nudos, Estados II, III, IV, etc. liberando los 

desplazamientos unitarios uno a uno que fueron impedidos en el paso 2, 

calculando las fuerzas necesarias para lograr estos desplazamientos 

(coeficientes de rigidez). 

5.- Se platean las ecuaciones del equilibrio, que será un sistema 

de n incógnitas, siendo n el número de grados de libertad cinemática 

de la estructura. 

6.- Se resuelve el sistema de ecuaciones, obteniendo los 

desplazamientos de la estructura, tanto giros como desplazamientos 

lineales. 

7.- Con los giros y desplazamientos lineales se obtienen los 

momentos en los extremos de las barras correspondientes, aplicando las 

ecuaciones del equilibrio para cada caso, superponiendo cada Estado. 

8.- Se obtienen los diagramas de momentos de la estructura real, 

sumando los momentos obtenidos en paso 7 con los debidos a las cargas 

que actúan sobre las barras (superposición). 

9.- Por último, se obtiene el diagrama de fuerzas cortantes 

aplicando la estática y el de fuerzas normales (si es el caso) por 

equilibrio interno de la estructura, así como sus reacciones. 

PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 

- la matriz de rigideces debe ser cuadrada, de orden n por n, 

donde n sería igual al grado de indeterminación cinemática. 

METO DO DE LAS R I G 1 DE CES 
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' 
- Tiene propiedades de simetría: k = k 

!j JI 

- Los coeficientes de la diagonal principal deben ser positivos. 

Debe ser una matriz positivamente definida, es decir, su 

determinante debe ser mayor que cero. 

- La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades, 

sin embargo se debe tener en cuenta que por flexibilidades se basa en 

una estructura isostática, y el sistema de coordenadas representan la 

localización y dirección de las restricciones, y en cambio en 

rigideces, se restringen desplazamientos en nudos, siendo su sistema 

de coordenada la localización y dirección de los desplazamientos 

incógnitas, por lo tanto tanto la inversa de la matriz de 

flexibilidades utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en 

la cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se 

utilizan en el análisis del método de rigidez y viceversa. 

NOTA: Estos apuntes fueron elaborados por el Ing. Miguel Angel Rodrí-
guez Vega. Profesor Facultad de Ingeniería. UNAM. 
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UNA SISTEHATIZACION DEL ANALISIS DE MARCOS 
PLANOS SIN CONSIDERAR DEFORMACIONES AXIALES 

DE SUS BARRAS 

Julio Damy Ríos (I) 

' 
I -¡ R.E SUMEN 

' i 

Se presenta un método para ana~izar marcos planos de cualquier forma, sin consi
derar·deformaciones axiales en sus barras. En una forma sencilla se obtienen ios 
grados de libertad, la matriz que relaciona éstos con los desplazamientos trans
versales de las barras, as! como la matriz de rigidez de la estructura, En mu
chos casos se justifica no considerar deformaciones axiales de las barras, ya 
~ue este efecto es despreciable. 

La ventaja 
permite el 
oual. 

' 

del método radica e~ que se disminuye el número de incógnitas, lo que 
uso ventajoso de mini y microcomputadoras, así como su aplicación~~-

II ¡_ INTRODUCCION 

Antes del advenimiento de las computadoras, los marcos planos de cualquier forma 
se analizaban·sin considerar deformaciones axiales de sus barras;·la razÓn·era 
ev!<!ente, las incógnitas eran los giros y los desplazamiel!tos de los llamados 
grados de. libertad, en vez· de tres incógnitas por nudo, como es el caso al cons!, 
derar deformaciones axiales. De hecho no se utilizaba el método de los desplaza
mientos en su forma explícita¡ sino que se usaba ei método de Crc~s =cci:!carl~ 
combinad~ con los llamados ci3g~amas de Williot-Mohr (Reí. 1) que relacionaban 
los desplazamientos transversáles de cada barra; el procedimiento E:ra bastante 
engorroso y éif!cil de sistematizar. 

En la década de los sesenta apareció el programa .STRESS desarrollado por el Dr. 
S, Fenves; es el primer programa que utiliza el método general de los desplaza
mien.tos, en la foraia que hoy nos es tan conocida; considera deformaciones axis-· 
les, deformaciones por flexión y por cortante de todas las barras, lo cual impl!, 
ca que por cada nudo hey tres incógnitas: los desplazamientos dx dy y el giro JP 
de los nudos; este planteamiento es sólo posible gracias a la nueva herramienta, 
·la computadora, que en aquella época no era una palabra de uso común como.lo es 
ahora. El rápido desarrollo. de las computadoras lanzó al olvido a Cross y a 
!.'illiot-}!ohr; sin embargo hay que hacer notar que en grao número de p:-oblemas 
estructurales, el considerar Únicamente deformaciones por flexión de las barras; 
como lo hacían estos métodos, no introduce grandes errores en los resultados 
del análisis. 

En P.l presente trabajo se introduce una forma de sistematizar un método de los 
desplazamientos, en· donde el análisis de los marcos considera sólo flexión, lo 
cual, en muchos casos, disminuye el número de incógnitas a menos de la· mitad de 
las del método general de los desplazamientos. La ventaja es ·evidente cuando se 
usan mini o microcomputadoras con poca capacidad de almacenamiento o cuando se 
tiene que efectuar al análisis manualmente •. Otra modalidad de la presentación 
consiste en no utili~or un planteamiento matricial directo, que en muchos casos 

(I) Profesor de la Facultad de Ingenier!a, trnAM. 
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ea muy deficiente, sino qu~ se obtendrán expresiones sencillas que serán fáciles 
de programar 

I I I - PLANTEAM1ENTO CE!IERAL 

Si no se consideran deformaciones axiales de las·barras {d.a.b.) los marcos tie
nen un nú~ero limitado de desplazamientos independientes a los que se les llama 
los grados de libertad; ilustremos lo anterior con el ejemplo mostrado en la fi
gura l. Se trata de un marco de; dos aguas con nB (4) barras orientadas Y nN (3) 
nudos, al no considerar d.a.b. •tendremos las siguientes restricciones que rela
cionan entre s! a los desplazamientos de sus nudos: 

d--
barra 1 ct •·o· 
barra 2 dxt> cose+ (dy2 dyl) sen6) -o 
barra 3 (dx3 - dx2) cose- (dy3 dy2) sen e - o 
barra 4 dy3 .. o 

estas cuatro ecuaciones son linealmente independientes, por lo que se puede ele
gir a dos desplazamientos independientes que llamaremos loa grados de. libertad 
(g.l.), se llamará no al número de esos g.l.; los otros cuatros desplazamientos 
dependen de los dos g.l. Arbitrariamente elegiremos como g.l. ·S dxl y dx3, a 
loa que llamaremos D¡ y D2 re~pectivamente, por lo tanto: 

dxl - Dl 

~1 - o 
X2 - 1/2 (Dl + D2) . 

dy2 - 1/2 {D¡ - D2) cot6 
dx3 - D2 
dy3 T o • 

1 

estas relaciones se obtienen \gráficamente usando el ml>todo de \lilliot-Nohr 
(Jl.ef. 1) 

Al aplicar el método de los desplazamientos, las inc5gnitas sarán los dos g.l. 
y los tres giros de los nudos 

f} 
-·· 

El problema se reduce a obtener la matriz da rigidez (t<) que ·relaciona estos 
desplazamientos con los momentos aplicados en los nudos {Mi) y con las fuerzas 
aplicadas paralelamente a los g.l. {F i>, véase figura 2 • 

• • • 1 
1 • • 

ltt2 

. -·. ·····-·· • 
1<21 1 1<22 

• 1 

• 

Como se observa la matriz ( t<) se ha sub«fJ:vidido en cuatro u trices que se o~en: .. 
drán por separado, éstas son la matriz ll<111 de orden (nN X nN), la matjiz V22j . 

. de orden (no x np.) y,) la matriz (~<12) de orán (nN x n0), la matri.z (1<21 es la 
transpuesta de l K12 • . 

. ' ···-··- -...... 
-----------...._~ ------

·-·-·- -----. ·- -----·· ·- -'!- --- . ___ ...:.· __ _ 
······----------~--
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rv - ARMADURA ANALOGA 

La relación que guardan entre s! los desplazamientos de un marco donde no se con 
sideran d.a.b. es la misma que tienen· los de un mecanismo de igual forma que el
marco pero compuesto de barras indeformables dob1.emente articuladas (figura 3), 
al que se le llamará mecanismo análogo; p~ra que.esta analogía sea válida ~erá 
necesario que los desplazamient.os del mecanismo seaa· pequeños. 

' 
Por facilidad 
considerando 
plazamientos 

1 ~ 
en la figura 3 se ha dibujado la configuracion deformada del marco 

nulos a los giros; lo cual no afecta a las relaciones entre los dts 
ya que éstas se fundan exclusivamente en no considerar d.a.b. 

... 
El problema de encontrar las relaciones entre los desplazamientos transversales 
de las barras (~) con los g.l. (Di), se reduce a encontrar esas relaciones en 
el ·mecanismo aná1ogo para lo cual estableceremos dos teoremas válidos sólo para 
desplazamientos pequeños. ¡ 

Teorema 1 

Los g.l. de un mecanismo están asociados a las barras que unidas a tierra se ne-
cesitan añadir para que el mecanismo se convierta en una armadura estáticamente 
estable (mecanismo indeformable) (ver figura 4). A esta armadura le llamaremos 
la armadura análoga (a.a.). 

. ' En la figura 4 (a) las barras asociadas a D¡ y Dz son la S y 6, en la figura 4 
(b) las asociadas a o1, o2 y D3 son las 6, 7 y S en la figura 4 (e) las asocia
das a D¡ y D2 son las 7 y 8 

d 
~ i 

La emostracion de este teorema es evidente ya que en las dos estructuras no hay 
d.a.b., obsérvese que hay va~as altern-tivas de a. a. para un marco dado. 

Teore= 2 

El desplazamiento (d) de cualquier 
<leal de los g.l. (esto es evidentE! 

(d) 

\ 

nudo en 
por ser 

cualquier dirección es una función 
pequeños loa desplaz~ientos) 

-
'1 
~ sf Di 
i•l ' 

li 

los coeficientes Si son las fuerzas axiales en las barras asociadas a los g,l. 
(b.a.g.l.), producidas por.una fuerza unitaria paralela al desplazamiento (d) 
aplicada en la a.s. La demostración. del teorema se funda en la aplicación del 
principio del trabajo virtual considerando que las Únicas barras deformadas son 
las b,a.g.l. cuyas deformaciones son los valores de los g.l. (Di), 

A continuación aplicarem'os estos dos teoremas al ejemplo ilustrado en. la figura , · 
5; se~ desea obtener el valor de dx2 en función de Dl y D2; resolviendo la arm"d~ 
ra analoga se obtienen los resultados mostrados en la figura S (e), por lo tan-
to: 

d12 • 0.5 D1 + O,S ~ 

que es el mismo resultado que obtuvimos con anterioridad, 

. -----~--- ·--·~· ~--·----~- -··---·----··- -~-----··------. 
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Us~'do también estos dos teoremas obtendremos las matrices 
y ~e) de orden (2nN X no) que respectivamente relacionan a 
desplazamientos transversales de las barras (Aj) y con los 

(H) de orden (ns x no) 
los g .l. (Di) con los 
desplazamientos de los 

nudos (dxi• dyi) {l!-} · 

{dN} ' : f~~ ~J 
1 
1 

V - OBTENCION DE LAS MATRICES ( H) y ( C) 
1 

-.... "' 

Para obtener la matriz (H] se aplicarán los dos teoremas de la a.a. que ya hemos 
demostrado. El renglón j de [H) , asociado a la barra j, se obtiene aplicando un 
par de fuerzas unitarias aplicadas normalmente y en los extremos de la barra j y 
ca~culando las fuerzas axiales en las b.a.g.l.; en la figura 6 se ilustra el pro
cedim:ento pa~a 9Ptener el ren~lón 2 de la matriz (H) del marco del ejemplo; el 
renglon 2 sera l- l. O + l. O) • · . . 

A continuación obtendremos la matriz (Hl para nuestro ejemplo: 

( H )1 
1.0 o 
l. O 1.0 - l. O 1.0 

o LO 

Paia obtener la matriz (e) aplicaremos los teoremas de la a.a. El renglón j de 
(CJ asociado a un desplazamiento de un nudo, se obtiene aplicando una fuerza 
unitaria en el nudo en la dirección del desplazamiento y calculando las fuerzas 
en las b.a.g.l. Obtengamos ,(e} para nuestro ejemplo: 

' . 

\ . 1.0 o 
o o 

"(e} 0.5 0.5 
= 0.8660 -0.8660 

o 1.0 
o o 

VI - OBT~eiON DE . LA MATRIZ (K l 

Esta matriz es la más simple de 
es nulo, es. muy. fácil demostrar 
a: 

obtener ya que r~laeiona {M} co~ (Y} cuando {o\ 
que el elemento i,j de la matriz "fl~ es igua1. 

Ki¡ (tj'). - Aik Ajk rk (1 + ~ij) 

Tk • Valor de 2 EI/L .de la barra k 

(A) Ajlto Ajk - Elementos de la matriz 
~ ij • Delta de Kroneclter (• l si i•j, - o si i/j) 

La matriz (A)está definida de. la siguiente forma: 

/ 

.. ' ¡· 
1 
1 
1 



A continuución 

r-
,· 

Aij • 1 , si el nudo i es·-·cualquier extremo 
de la barra j 

Aij • O , en caso contrario 

presentamos el valor de (A) para n~estro ejemplo: 

t 1 o ¡] (A) = i o 1 1 
. o o 1 
1 

Como la matriz (A) está formada por ceros y unos y es función de las incidencias 
de las barras, se podrá omitir su cálculo cuando se programe la obtención de 
(K¡ il , ya que ésta se obtendrá directamente con la llamada "regla de la suma" 
lO ~el enGamble) que utiliza las incidencias de las barras. Obtengamos (K¡~ara 
nuestro e.Jemplo, por facilidad supondremos EI constante: 

rl • r4 • 0.5 El; r 2 • r3 - 0.3464 EI 

o.ooooJ 
[KuJ 

[1.6928 .0.3464 
• 0~3464 1.3856 0.3464 EI 

0.0000 0.3464 1.6928 

2.- Obtención de (K22) 

La matriz (K22J que relaciona {F} con {o} cuando los_ g:l,ros .{f} son nulos se ob
tiene comb1nando los· tres principios fundamen-tales del análisis estructural: e~ 
tinuidad, ley de Hockc y equilibrio. 

1 
' 

Contin~idad: 
Ley de Hooke: 
Equilibrio: 

La ecuación de equilibrio se obtiene a partir del prL~c1p1o de con7r~radiencia, 
que ·nos dice que el trabajo efectuado por las fuerzas externas { \f") {o} ) es 
igual al de laa fuerzas internas { {v~}>; las variables usadas en estas ecua-
ciones son: . 

(A} • Vector de los desplazamientos transversales de las 

t:j - Vector de los valores de los g.l. 
a' Vector de las fuerzas cortantes de cada barra 
• Vector de las fuerzas aplicadas paralelamente a los 

(r • Matriz diagonal con ios valores de 12 EI/L3 de cada 

Combinando las tres ecuaciones se obtiene: 

o sea que: 
(Hr) (r•) [H) {o} 
[Ht) (r'] (Hl 

o bien el elemento ij de la matriz '(K2 2) será:. 

_r_ 
K22 {lj) - k Q 1 H ki H kj T \ 

barras· 

g .l. 
barra 

'i 
¡: 



r' • 1 r¿ • 0.1875 El 

[KzzJ-= [- ~:;g~8 
' 3.- Obtención de l K12) ( 

r' • 2 rj • 0.0624 Ei 

- o. izu1. 
0.3123J 

El 

La matriz (Kt~ que relaciona {M} con {n} cuando los giros {ylson nulos, s~ 
tendrá aplicando la relació~ que muestra la figura 7; por lo lanto 

. Ktz) • (A) [r'J ( H) 
donde: [ r'j • Matriz d agonal con los valores de 6El/L2 de cada barra 

o bien simplificando: 

K12 (ij > 

obtengan1os [K12) para nuestro ejemplo: 

r" • r" • /0,3750. 
1 4 

[ 

0.~950 

0.1800 

El; 

A ik H kj 

. r:" - r" 2 3 

0.~800] 
o .1950 

VII - APLICACION DEL METODO 

r" 
k 

• O .1800 El 

<'\·, .. 

Apliquemos el método al ejemJlo mostrado en la figura 8, ~uya matriz (~<) ya se 
ha calculado; las fuerzas de 'fijación de cada barra se muestran en la misma fig~ · 
ra. Obtengamos el vector {FN} ·fuerzas. en los nudos: · 

Fxl • o Fyl • - 5.78 ; . Fx2 • 10. - 3.52 x sen 30 
Fyz • -· 5.78 - 3.52 x coa 30; Fx3 •- 6.48 x·sen 30 
Fy3 • - 6.48 x cos 30 

., 
Obtengamos [F.¡ vector 
de contragradfencia: 

de fuerzas paralelas a los g.l., utilizando el principio 

= 

obteniéndose los siguientes_ resultados; 

• 
• -:.fl-.83 
- 3.24 
- 5.61 

por lo tanto el vector {r}será; 

. • 

········ ---.. -- ··- ·---··- -- -·-·---

., 

--

/ 

1. 



- 4.81 
- o. 73 

8. 31 
••.. 3 • ."53" 

8.53 

7 

La ecuac~on {F} = (KJ {d} se puede resolver utilizando el método de Gaus"-Sei-
del (Ref.2), el cual es muy simple de programar o de ejecutar manualmente; se 
obtienen los siguientes resultados: 

= 

- 7.7325 
1.4620 

- 0.2253 
···i:6ú7 

34.9494 

x 1/EI 

Por medio de las matrices r B J 
1 

y (e J obtengamos los valores de{ t.} y { dN} 

7.6117 

Los momentos en 
se obtienen con 

7.6117 
27.3377 
27.3377 
34.9494 

•••••• Q ••• 
21.2806 

': -~~ .. 6]~.1. 
34.9494 

o 
los extremos de una barra j, ·producidos por 
las siguientes fó~ulas: 

MAj • rj J2 <¡A + y? B) + r" A j j 

MBj • rj ú VB + '1 A) + rj' .6,j 

x 1/EI 

los desplazamientos, 

estos momentos sumados a los de empotramiento nos dan los momentos finales; en 
la figura 9 se muestra el diagrama final de momentos flexionantes. 

Para comprobar la solución se utiliza el principio del equilibrio: la suma de 
los momentos sobre los nudos debe ser nula y el valor final de fr0J debe ser nu-
lo, condiciones que cumple la solución de nuestro ejemplo. · . 

d.a.b. 
dxi• dyi 
g.l. 
Di. 

~j 
.Mi 

Fi 
(K) 

nN 
nB 
no 
b.a.g.l. 

.. . ··- -----···-·--· 

• 
• 
• .. 
• 
• 

• 
• 
• 

• 
• .. 
• 

VIII - NOTACION 

deformaciones· axiales. de las barras 
desplazamientos del nudo i 
grado de libertad 
valor del g .l. i 
giro en el nudo i 
vector formado por los giros en los· nudos y los valr, .. 
res de los g.l. 
momento aplicado en el nudo i 
fuerza aplicada paralelamente al g.l.i 
matriz de rigidez de la estructura de orden 
(nN + nu) x (nN + no) 
número de nudos 
número de barras 
nGmero de g .l. 

. ba.r~a,s __ a_s~~~ad_as_ ~_1()~--~¡:-ado_s _dj! !~~~1:~~-d .. 

'· 



(1) 

(2) 

-
o 

desplazamiento transversal relativo de la barJ:a j 
(ver figura 7) 
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RESUMEN se presenta una breve descripción de los aétodos de 

interacción estética suelo-estructura que se han desarrollado en la 

República Mexicana hasta la fecha. Se coaenta sobre la necesidad de 

toaar en cuenta la variación de las propiedades de los aateriales que 

foraan la estructura y el terreno de ciaentac16n. Se presentan algunas 

aplicaciones de la interacción estética suelo-estructura. 

l. INTRODUCCIÓN 

La ciaentación de estructuras sobre suelos 

de aediana a alta coapresibilidad plantea el 

probleaa de deterainar los hundiaientos to

tales y diferenciales, asi coao loR eleaen

tos aecénicos (aoaento flexionante, fuerza 

cortante y fuerza noraal), ta~to en la sub

estructura coao en la superestructura, oca

sionados por los hundiaientos del terreno de 

ciaentación. Estos valores dependen por un 

lado de la coapresibilidad del subsuelo y 

por otro de la rigidez de la estructura. To

aando en cuenta que con frecuencia en los 

análisis estructurales se considera a la es

tructura e.potrada o articulada en su ci.en

tación, o si se trata de una losa de apoyo 

se supone una presión de contacto uniforae, 

o que el cálculo de hundiaientos del terreno 

de ciaentaci6n se realiza considerando la 

estructura de ciaentación totalaente flexi

ble, lo cual suele distar bastante de la 

realidad, se ve clara la necesidad de desa

rrollar aétodos que toaen en cuenta ios 

19 

efectos de los hundiaientos y que, al ais•o 

tieApo, peraltan calcular los valores de es

tos ~ltiaos. A estas técnicas es lo que se 

denoatna interacción estática suelo-estruc-
/ 

tura. 

Por lo tanto, el propósito de la interacción 

estática suelo-estructura es llevar a cabo 

un análisis estructural toaando en cuenta el 

efecto de la rigidez del terreno de ciaenta

ción. La interacción suelo-estructura pro

porciona los diagraaas de hundiaientos dife

renciales y de reacción del terreno de ci

aentac16n (véanse las flgs 11 y 12), lo qué 

a su vez peralte deterainar los diagraaas de 

aoaento flexionante y fuerza cortante en la 

estructura de ciaentación, considerando la 

influencia de la rigidez del suelo de 

ciaentaci6n, lo que conduce a un diseño 

racional de dicha 

procediaientos de 

subestructura. Algunos 

interacción consideran 

taabién el efecto de la superestructura, con 

lo que se conoce adeaás el efecto de la 

rigidez del terreno en los eleaentos ae

cánlcos de toda la estructura. 



Kn este trabajo se presenta una breve des

cripc16n de los ~todos de Interacción es

tática que se han desarrollado hasta la fe

cha en la RepOblica Hezicana. asi coao algu

nas d.e sus aplicaciones. Kl lector que tenga 

interés en estudiar al detalle uno de los 

procediaientos de interacción puede consul

tar las referencias que ae incluyen al final 

del tezto. 

Las caracteristicas de alta coapresibllidad 

de los aediaentoa del subsuelo de la ciudad 

de Hézlco ha dado lugar a que se desarrollen 

un buen n6.ero de aétodos de interacción 

suelo-estructura. teniendo la 'aayoria de 

ellos una buena dosis de lléri to. se puede 

afiraar que nuestro pala es inclusive uno de 

los pioneros en este caapo de estudio. 

Kn el inciso 2 se trata el probleaa de la 

interacción suelo-estructura en ciaentacio

nes soaeras. •!entras que el inciso 3 con

tiene algunas técnicas para ciaentaciones 

Profundas. Bn el inciso 4 se coaenta sobre 

la iaportancia de considerar en la foraa aés 

realista posible las propiedades .acAnicas 

de los aateriales de estructura y terreno de 

ci.entaci6n. Bl inciso S trata de ciertas 

aplicaciones de la interacción estética sue

lo-estructura. Finalaente. en el inciso 6 se 

Presentan las conclusiones de este trabajo. 

Cabe aclarar que no en todas las ci.anta~io

nes surge el proble.a de considerar la rigi

dez del suelo. Por eje.plo. para niveles de 

carca .adianos y suelos auy rigidos. los 

hundiaientoa del suelo son auy pequeftos y no 

se requiere toaarlos en cuenta en el anéli

ais estructural. Kn el disefto estructural de 

zapatas de diaensiones usuales, la diferen

cia entre una reacción unifor.e y la reac

Ción real es pequella y queda cubierta por 

los factores de seguridad e.pleados para el 

disefto estructural. En consecuencia. la in-

/ teracción ae aplica sobre todo a estructuras 

ct-ntad.aa sobre suelos de llediana a alta 

COOipresibilidad, en las que los asentaaien

toa diferenciales tienen iaportaneia en el 

coaportaalento de dichas estructuras. 
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2. INTI!RACCIÓII SUKLO-I!STRUCTURA I!N CIIII!NTA

CIOHES SOKI!RAS 

2.1 Métodos de interacción suelo-estructura 

Bzisten varios llétodos para llevar a cabo la 

interacción estAtica suelO-estructura. A 

continuación deacrlbi•os brev~nte algunos 

de ellos. 

!In 1956, saauel Chaaeckl, profesor de inge

nleria estructural de la Universidad de Pa

rané. en Brasil. presenta uno de los priae

roa procedl•ientos para toaar en cuenta en 
foraa racional la interacción suelo-estruc

tura. aplicable a vigas y a aarcos estructu

rales (Chaaecki, 1956). Trata el caso de una 

viga con tres apoyos. desplantada en un 

suelo con un estrato de arcilla co•presible; 

resuelve el probleaa utilizando unos coefi

cientes de transferencia de carga (que equi

valen a la •atriz de rigideces de la estruc

tura) en la viga. y considerando una arcilla 

noraal.ente consolidada. en la que se conoce 

su lndiee de coapresibilidad. Estableciendo 

la coapatlbilidad de deforaaciones entre vi

ga y suelo. resuelve el problesa en foraa 

ezplicita. A continuación trata el caso de 

aarcos estructurales. y debido a que las re

laciones esfuerzo-deforaaclón unitaria en 

loa suelos son no lineales~ propone un pro

eediaiento iterativo para la solución del 

problesa. usando los coeficientes de trans

ferencia de carga en la estructura y calcu

lando los hundiaientos del suelo por prooe

dialentos usuales. Los valores de los asen

taalentoa en las aproZiaaciones sucesivas 

oscilan alrededor de un valor .adio y tien

den a él. Para evitar un gran n6aero de ite

raciones. ae aplica una corrección después 

de la priaera iteración. calculando· lascar

sas en las coluanas con un prO.edio de los 

aaentaaientos obtenidos. En la aayoria de 

los casos précticos no hay necesidad de co-

rrecciones 

vercencia 

1956). 

adicionales para alcanzar la con

del proeediaiento (Chaaecki, 
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otro procedl•lento es el de Flores \Victoria· 

(1968). en el que para resolver el 'proble.a 

de la 1nteracc16n suelo-estructura se 

establece la siguiente ecuacton aatrlctal 

( 1 ) 

donde ~ • aatrtz de rigidez del conjunto 

superestructura ct~ntactOn 

~ • vector de asentaatentos de los 

nudos de la ct~ntac16n, los 

cuales deben ser iguales a los 

de las bases de las colu.nas 

inferiores de la superestructura 

~ • aatri& de traaaiaiOn de peso 

propio de trabes a cargas en nudos 

fe e cargas debidas al peso propio de 

trabes 

~ ~ aatrtz de traaats16n de cargas 

del suelo a los nudos de la c1-

.antac16n 

Q • caraaa que la c18entacton aplica 
al suelo 

Loa aovtaientos del suelo están dados por 

(2) 

· donde Q_ • cargas aplicadas al suelo 

l. e aatriz de flezibilidades del 

suelo, que es función no lineal 

de o -. 
6 • vector de aovtaientos verticales -· de la superficie del suelo 

SUponiendo que la c1-ntac16n no se despega 

del suelo, las cargas g sobre la c18entae16n 

deben ser iguales a las carcas ª.. Los 

hundlalentos 2 de la c18entac16n deben ser 

iguales a los del suelo, por lo que la ec 

2 puede escribirse 

En la superestructura y c1.entac16n. de la 

ec 1 debe tenerse 
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!!.!l (3) 

donde 

son las carcas del edificio-sobre los nudos 

de la ci.entaei6n. junto con su peso propio. 

Las eca 2 y 3 dan un planteaaiento que en 

for•a directa peralte obtener co•o solución 

los asentaaientos ~ del suelo y ciaentac16n 

juntos. asi 

Para ello 

co•o las fuerzas de contacto g . 
se requieren co•o datos las 

aatrtces ~ y 1. y el vector ~ •. junto con 

las propiedades del suelo, local1zac16n y 

taaano de las éreas rectangulares asociadas 

a cada 9 . Para conocer ao.antos. cortantes, 

fuerzas noraales en coluanas. etc. faltará 

calcular el efecto que producen ~ y Q en eJ 

edificio y su.arlo con el efecto de las 

cargas verticales f y ~ 

La solución del problesa se lleva a cabo 

sustituyendo la ec 2 en la ec 3 

de donde 

Final-nte ª = ( !!. + !!;. f. ) -· e. 
Conocida g , con la ec 2 se obtiene é No 

se posible despejar 2 de la ec 3 porque no 

eziste la inversa de K 

Flores Victoria seftala que la aatriz 

función no lineal de Q: , lo que no..., 

F es -. 
per•ite 

resolver el proble.a directaaente, sino que 

se requiere acudir a ~todos iterativos. 

Operando con las ecuaciones aatriciales 

anteriores. el 

interpretación 

~todo 

fislca 

iterativo tiene 

de aplicar. 

d1str1buc16n de presiones al •uelo 

la 

una 

y 

calcular asentaaientos del suelo; con esos 

asentaaientos deterainar el estado de cargas 

que debe tener la estructura ca.o reacción 

del suelo. Esa reacción se vuelve a aplicar 

al suelo, y as! suceaivaaente, hasta lograr 

. ~··· -··.-' ., ..... -~- .. --~··~ .... -.--..--.·· ~--~--·"··· 
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la convergencia; esta interpretación es 

debida a Cha•ecki (1956). 

De acuerdo con Flores Victoria (1968), este 

procediaiento es divergente para suelos 

coapreslbles, coao el de la ciudad de 

México, o para ciaentaciones exceslvaaente 

rigldas. Esto lleva a usar un criterio de 

interpolación para lograr y acelerar la 

convergencia, el cual se basa en el concepto 

fisico de Peraitir que o<n> se aodifique en 

un porcentaje razonable en cada ciclo, y 
difiera poco de 0 1n+s.>. 

El aétodo de Flores Victoria se aplica con 

un prograaa de coaputadora, el cual propor

ciona los eleaentos aecánicos correspon

dientes. 

En un trabajo posterior (Flores Victoria y 

Esteva, 1970) presentan adeaAs un procedi

aiento siaplificado en el que se considera 

lo siguiente: 

- El suelo es un aedio elástico lineal 

seailnfinito 

- CiaentaciOn rectangular con una red 

ortogonal de trabes 

- No se toaa en cuenta la rigidez de la 

superestructura 

Para las condiciones aencionadas, y eaplean

do valores noraalizados, los autores pro

porcionan los valores de los asentaaientos 

de la estructura y de las reacciones del 

terreno sobre la aisaa. Estos resultados los 

presentan en foraa tabular. 

Los resultados del trabajo de Flores Victo

ria y Esteva (1970) son los que se eaplean 

en l~s Noraas Técnicas Coapleaentarias para 

Dib .ño y Construcción de Ciaentaciones del 

Reglaaento de Construcciones para el Distri

to Federal de 1976 y en el Hanual de Disefto 

de Obras Civiles de la Co•isi6n Federal de 

Electricidad de 1980. Sin e.bargo, en las 

priaeras no se incluye el cálculo de la aag

nitud de las reacciones del suelo de ciaen

tación. 
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Para toaar en cuenta el coaportaaiento no 

lineal del suelo, Daay st al (1977) presen

tan un aétodo incr~ental, que consiste en 

suponer que el vector de cargas se aplica 

gradualaente al conjunto en incre.entos. 

siendo los incrementos suficienteaente pe

queños para que el sisteaa responda lineal

aente, con rigideces iguales a los valores 

tangentes que corresponden al estado de es

fuerzos existente al iniciar la aplicación 

de los lncre.entos. Al aplicar el ~lti•o 1n

creaento deben satisfacerse las ecuaciones 

de equilibrio y de co•patibilldad de defor

maciones entre estructura y suelo. 

Por su parte, Esteva et al (1977) proponen 

dos procediaientos de interacción. El priae

ro es a base de aproximaciones sucesivas, Y 

consiste en suponer inicialaente que la dis

tribución de presiones en el terreno es 

igual a la de las carga aplicadas sobre el 

sisteaa estructural; con las reacciones y la 

correspondiente aatriz secante de flexibili

dades del suelo se obtiene una estiaación de 

los desplazaaientos del suelo. y una estima

ción de las deforaaciones de la estructura, 

e•pleando aatrices secantes de rigideces de 

la estructura y de flexibilidades del suelo. 

El proceso se repite un núaero de veces tal 

que los valores de los desplazaaientos del 

suelo sean suficienteaente parecidos en dos 

estiaaciones sucesivas. El segundo aétodo es 

un procediaiento increaental aproxiaado. que 

consiste en aplicar gradualaente la carga 

total en incrementos; en cada increaento se 

efectúa un ciclo se.ejante al del procedi

aiento de aproxiaaciones coaentado antes; el 
resultado de dicho ciclo iterativo se toaa 

coao punto de partida para la aplicación de 

otro increaento de carga. Los autores propo

nen dos criterios alternativos: en el priae

ro se logra el equilibrio al final de cada 

ciclo, pero no se logra la coapatibilidad 

entre las deforaaclones de la estructura y 

las del suelo; en el segundo se alcanza di

cha coapatibilldad, pero a costa de un dese

quilibrio. Por lo anterior, en aabos caso! 
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debe hacerse una corrección en el siguiente 

ciclo (Esteva 9l al, 1977). 

El Dr Leonardo ~eevaert (19?3, 1980, 1983) 

ha trabajado profusaaente en el desarrollo 

de aétodos de interacción suelo-estructura. 

El método que utiliza consiste en foraar la 

ecuación aatricial de asentaaientos o 

hundimientos CE11A) • que relaciona Jos 

las asentaaientos del suelo en función de 
cargas aplicadas en la superficie: 

donde 

é = º g 

6 = vector de asentaaientos en el 

contacto ciaentación suelo 

º aatriz de asentaaientos oca

sionados por presiones unitarias 

g = vector de cargas aplicadas en 

el contacto cimentación suelo 

Para la for•ación de la aatriz Q se 

el concepto de valor de influencia. 

el esfuerzo ocasionado por una 

unitaria en la superficie, lo que 

eaplea 

que es 

presión 

facilita 

de aanera iaportante la determinación de los 

elementos de la aatriz Q 

A continuación 

11atricial de 

se foraa 

interacción 

la ecuación 

(EHI), que 

relaciona las deforaaciones de la estructura 

con las cargas que le transaite el suelo: 

donde 

La 

§ matriz de flexibilidades del 

suelo 
1 vector de cargas del suelo 

sobre la estructura 

~ vector de deforaaciones de la 

estructura 

interacción de la estructura de 

cimentación con el suelo depende del valor 

de aódulo de cimentación por Area tribu

taria K, definido coao el cociente de .la 

carga sobre el suelo (en unidades de fuerza) 

_, -- .•• ,~-!'·--:--·-~--,-,... ... 
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entre la deforaación que produce. Debe 

notarse en la ecua,cton EHI que los valores 

del vector de deforaaciones de la estructura 

~ son función del a6dulo K por 

tributaria (Zeevaert 1980). Si los 

de K fuesen independientes entre 

Area 

valores 

si, la 

ecuación aatricial EHI daria los resulta

dos definitivos de las reacciones incógni

tas. Sin e11bargo, la hipótesis anterior no 

es exacta porque la aasa del suelo debe 

considerarse coao un aedio continuo, donde 

los valores de K~ para los diferentes puntos 

considerados no son independientes entre si 

y dependen de la distribución de esfuerzos 

de contacto con la estructura de ciaenta

ción. La interacción correcta entre la es

tructura de ciaentación y la aasa del suelo 

se obtiene utilizando las reacciones 1. ob-
' tenidas por EMI, en la ecuación aatricial de 

hundiaientos EMA, obteniéndose los desplaza

atentos verticales 6. que proporcionan 

valores del aódulo de ciaentación iguales a 

los usados en la ecuación •atricial de 

interacción EHI, K. = X. 1 6. 
' ' ' 

Si los valo-

res encontrados en esta for•a no concuerdan 

con los utilizados inicialmente, no se ten

drA la interacción correcta, ya que los aó

dulos de ciaentación no fueron correctaaente 

elegidos, por lo cual serA necesario utili

zar la ecuación aatricial EHA para conciliar 

este problema. Asi pues, se deduce que las 

ecuaciones aatriciales EHA y EHJ quedan 

ligadas por los valores de K. 
' 

loe cuales 

son únicos para la solución de cada probleaa 

en particular y dependen de la distribución 

de las reacciones del suelo sobre la estruc

tura de cimentación, rigidez de ésta y de la 

posición de las cargas que actúan sobre ella 

(Zeevaert,1980). 

Es posible hallar una aatriz única de inte

racción para resolver el probleaa sin reali

zar iteraciones y obtener resultados aAs 

precisos (Zeevaert 1 1983). La nueva ecuación 

aatricial se denoaina ecuación aatricial de 

interacción suelo-estructura (EMISE). ae

diante el ~pleo de la cual no se necesitan 

·:·· ·-~-~:~~.,.::"-)' --. ;~-:--... ~?':-;_~···.;!. ·-·:~1;3!; 
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iteraciones para resolver el proble.a de 

interacción. 

Kl procedlalento de ~aert (1980) se puede 

aplicar a ci.entaclones coapensadas. toaando 

en cuenta el efecto de las condiciones hi

dr6ulica en la interacción suelo-estructura. 

Otro procedlalento de lnteracc!On estética 

suelo-estructura es el que propone ee.éneghi 

(1979, 1983, 1985), el cual considera a las 

reacciones del terreno coao un slste.a de 

carcas sobre la estructura. aanejAndolas du

rante el proceso de análisis coao incógni

tas. El anélisls estructural se lleva a cabo 

eapleanclo el aétodo de rigideces, pero el 

proble.a no se puede resolver en esta etapa 

porque sobran incógnitas. ya que se estAn 

agregando al vector de cargas las reacciones 

del suelo. que no se conocen. Las ecuaciones 

faltantes las proporciona el anélisls de 

hundiaientos del terreno de cl.entacton. en 

el que se obtienen las deforaaciones del 

suelo en función de las cargas sobre el ais

.o (estas cargas son Iguales y de sentido 

contrario a las reacciones del suelo sobre 

la estructura. por la tercera ley de 

Mevton); en esta etapa se hace uso del con

cepto de valores de influenCia de Zeevaert 

(1980), lo que facilita la deteralnac!On de 

los hundlalentos del suelo en func!On de las 

cargas sobre el aisao (recuérdese que las 

cargas sobre el suelo no se conocen). Las 

deforaaciones del suelo se sustituyen en las 

ecuaciones obtenidas inicialaente con el aé

todo de rigideces. lo que peralte resolver 

el proble.a en foraa directa. sin necesidad 

de !teraciones. Con este procediaiento se 

obtienen los diagraaas de deforaaclones y de 

reacciones del suelo. en el contacto entre 

éste Y la estructura de claentac16n. Este 

procedialento tiene la ventaja de que se 

puede toaar en cuenta el n6aero de ptsos que 

sed~ de la superestructura. asi coao de 

que se puede progaaar en una coaputadora .con 

relativa facilidad. 
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Kl aétodo de Slnchez Martinez y Knriquez 

.(1982) se eaplea en ciaentactones so.eras y 

consiste en realizar un análisis del 

conjunto suelo-estructura coao un ststeaa 

estructural ünico que se resuelve utilizando 

el aétodo general de las rigideces. cabe 

aclarar que es un ~todo no iterativo. 

El procediaiento consiste en considerar al 

suelo sustituido por una serie de resortes. 

en los que el aOdulo de reacción o la 

constante de cada resorte depende de toda la 

•asa del suelo. ea decir. no se consideran 

los resortes indepe:ncUentes entre si. coao 

·se verA •éa adelante. 

Se establece priaero la •atriz de rigideces 

de la estructura a partir de la de sus 

•leabros. Las reacciones del suelo se toaan 

en cuenta a través de resortes que se 

conectan con la ci.entaci6n de la estruc

tura. 

A continuación se obtiene la a8trtz de 

rigideces del suelo. Esta se deteralna dand• 

desplazaaientos verticales con valor 

resortes 

un ita

que lo rio a cada uno de los 

Idealizan y calculando las fuerzas que 

Al aparecen por este efecto en todos ellos. 

dar un desplaza•iento unitario en un resorte 

aparecen fuerzas no sÓlo en el propio 

resorte. sino taabién en todos los deaés. ya 

que ellos deben considerarse ligados de 

alguna for•a por pertenecer a un .edio 

continuo. Lo •is•o sucede al aplicar 

suceslvaaente desplazaaientos unitarios en 

los deaAs resortes. El c&lculo de la aatriz 

de rigideces del suelo es en general 

laborioso y algo coaplicado; sin eabargo. se 

puede deter•inar dicha aatriz en foraa 

indirecta. tendiendo en cuenta que la aatriz 

de rigideces es la inversa de la de 

flezlbllldades. 

Las ezprestones generales que se usan son 

(4) 
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1 
donde é e vector de desplazaalentos 

desconocidos 

vector de acciones 

inversa de la aatriz de 

rigideces del alste.a 

siendo ~ =·aatriz de rigideces de 

la estructura 

~ : aatriz de rigideces del suelo 

La aatrlz de ricldeces se obtiene en función 
de las de sus 1 aleabros. coao es usual en 

el anAlisis estructural usando coaputadoras. 

La •atrlz de flezlbllldades del suelo 

calcularse deterainando 

puede 

los 

hundlalentos del terreno debidos 

ap11cac10n de fuerzas unitarias. 

a la 

Sénchez 

Hartinez y Enriquez ~plean{el procedtalento 

de teevaert (1980) para alcanzar este 

propósito. Llaaando F a la aatriz de -. 
flezlbllldades, la •atrlz de rigideces del 

suelo vale 

S 
-s 

La aatrlz global del slst~a estructura

suelo vale 

Aplicando la ec 4 se deteralnan 

desplazaaientos de la estructura y 
suelo. 

los 

del 

Los eleaentos aecánicos en los aieabros se 

hallan a partir de sus aatrices de rigidez. 

aientras que las fuerzas en el suelo se 

obtienen eapleando la aatriz de rigideces 

del suelo. 

Para utilizar el procedl•lento anterior los 

autores han desarrollado un prograaa de 

coaputadora. 

2S 

El ~todo de Sánchez "artinez ~ Enriquez es 

general. 

rigideces 

basa. se 

coao lo es el aétodo de las 

del análisis estructural en que se 

puede considerar no sólo la 

estructura de ciaentación. sino taabién la 

superestructura total del edificio. sin aAs 

llaitaciones que la capacidad de la 

coaputadora que se eaplee. 

Taablén el procediaiento se puede aplicar a 

la solución de estructuras de retículas de 

ciaentaciOn. constituidas por trabes hori

zontales en dos sentidos perpendiculares: el 

érea de cl.entactOn se divide en una serie 

de áreas tributarlas que corresponden a las 

de las coluanas y se considera en el centro 

de cada una de ellas los resortes que 

idealizan al terreno. y 

taaiento se establece 

flexibilidades del suelo. 

con 

la 

cuyo coapor

aatriz de 

Los autores coaentan que el probleaa podría 

atacarse utilizando alguno de los prograaas 

conocidos de análisis estructural. toaando 

del prograaa la aatriz de rigideces de la 
( 

estructura en estudio. aodificAndola para 

incluir los térainos que representan el 

coaportaaiento del suelo e insertando nue

vaaente en el prograaa la aatriz corregida. 

Una propuesta de colaboración geotecnista

estructurista en el cAlculo de interacción 

suelo-estructura es la que presentan 

Ellstein y Granados (1988). que deja a cada 

especialista la labor que le correponde. El 

ingeniero de geotecnla obtiene la aatriz de 

deforaaciones del suelo en función de las 

caracteristicas geoaétrlcas del proyecto y 

de un vector cualquiera de cargas bajadas 

por las coluanas; la aatriz de influencias 

en el suelo es invariable. asi co•o el con

Junto de curvas de coapresibllidad; al var

riar el vector de cargas caabian los asenta

aientos. pero el nuevo cAlculo se lleva a 

cabo con las alsaas aatrices de caracterís

ticas del subsuelo. La estructura se repre

senta aedlante una parrilla de contratrabes. 



con' las cargas y reacciones perpendiculares 

a su plano; su rigidez es la propia de las 

contratrabes de la subestructura, aas un 

cierto incre.ento calculado o estiaado de la 

contribuciOn de la estructura a tal rigidez. 

se conocen las cargas en las coluanas y con 

ellas se calculan los asenta.ientos s. del 
' suelo, suponiendo una rigidez nula de la 

estructura, de tal aanera que pueden cal

cularse las constantes K. de unos resortes 
' virtuales localizados bajo los nudos de la 

parrilla; estos resortes son de Winkler en 

apariencia, pero en realidad estén rela

cionados entre sí al toaar en cuenta la 

influencia de los asentaaientos del suelo en 

los valores de K~ . Con la ayuda de un pro

graaa de coaputadora se aplican las cargas 

sobre la. estructura, colocándose los resor

tes virtuales bajo los oudos para proveer 

las reacciones. El analisis arroja coao 

resultados las fuerzas en los resortes con-

tra los nudos, R~, y sus defor•aciones 

se especifica la diferencia aéziaa 

S 

' per-

aisible entres. (suelo) y s. (resorte), por 
' ' ejeaplo S % ¡ si no se cu.ple esta dife-

rencia, hay que calcular nuevos asenta

aientos s~ • u ti 1 izando un nuevo vector de 

presiones deterainado con los valores de las 

reacciones R~ y con ellos establecer loa 

nuevos valores de las constantes K. 
' 

ite-

randa para obtener las nuevas deforaaciones 

de los resortes s. 

' 
y asi hallar las dife-

rencias s. - s . Kl proceso debe ser rApi-
' ¡ 

daaente convergente para la aayoria de los 

casos, obteniéndose finalaente la configura

ción real de asentaaientos por efecto de la 

rigidez de la estr_uctura. &:1 geotecnista 

proporciona al estructurista los archivos de 

datos con las aatrices de propiedades del 

suelo y coeficientes 

éste puede llevar a 

necesarias entre 

de influencia, para que 

cabo las iteraciones 

estructura y suelo 

(Kllstein y Granados, 1988). 

Un enfoque novedoso que trata la interacción 

suelo-estructura en sus etapas de análisis y 

diseno (Moreno, 1990) coaprende una serie 
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de opciones coa o considerar 
. / ' 
las caracte-

risticas del suelo a partir del a6dulo de 

ci.entación. características de la estruc

tura, deterainac16n de los eleaentos aecánl

cos (defleziones, aoaento flexionante, gi

ros, fuerza cortante), presentando éstos en 

foraa de grAficas en pantalla o en iapresora 

a escala. La ventaja de este enfoque es que 

siaplifica la presentación de resultados, y 

que coaprende en foraa integral las etapas 

de análisis y dlsefto de la estructura de 

ciaentación, ahorrando considerable tieapo 

al ingeniero que realiza el 

correspondiente (Moreno, 1990). 

c.Uculo 

La interacción suelo-estructura se puede 

atacar utilizando el aétodo del eleaento fi

nito (Zienkiewicz, 1977) en el terreno de 

ciaentación. El inconven.iente de ·esta técni

ca es que el núaero de datos y de operacio

nes es auy alto. y usual.ente se requiere el 

uso de coaputadoras de gran capacidad. 

2.2 Interacción suelo estructura ·conside 

rando el asentaaiento ~ el giro de 

zapatas aisladas 

El llétodo de rigideces del anéllsis 

estructural establece que se debe satisfacer 

el equilibrio de aoaentos flezionantes en 

los nudos y el equilibrio de fuerzas cor

tantes en los ejes de las barras de la 

estructura. Esta condición se puede poner en 

foraa aatrlcial de la siguiente foraa 

El significado de las cantidades de la ec S 

se presenta en los siguientes párrafos. 

es la aatriz de rigideces de la 

estructura. dada por la suaa de las aatrices 

de rigidez de cada una de las barras, es 

decir 

(&) 

do~e ~~ es la aatriz de rigidez de cada 
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barra. A aanera de eje.plo, en una barra con ~ ee el vector de desplazaatentos de la 

estructura. y esté for.ado por los desplaza

atentos angulares (giros) de los nudos de la 

estructura y los desplazaatentos lineales de 

los eJes de la estructura. 

apoyos continuos (flg 

dez vale 

9 9 
p • 

41!1/L 21! 1 /L 

21!1/L 41!1/L 

K • -, 
- &l!l/L

2 
- &El/L

2 

&El/L
2 

&l!l/L
2 

4.6 m 

1 ) • la'aatrtz de rtct-

-

6. 6 
' • 

- &l!l/L
2 

&El/L
2 

6El/L
2 

&l!l/L
2 

121!1/L
1 - 12El/L

1 

121!1/L
0 

121!1/L
1 

9 
p 

9 • 
6 
' 

6 • 
(7) 

~. ea el vector de cargas de e.potraaiento, 

foraado por los aoaentos y cortantes de 

eapotraalento que transalten las barras 

sobre los nudos de la estructura. 

fe es el vector. de cargas externas con

centradas, foraado por los aoaentos concen

trados sobre los nudos de la estructura y 

a ! ! a 
r L S 

FIGl GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA 

6 m 

l. 54 t/m 

1.2 t 1.2 t 

1 1 
Kr T Kr T Kl 

"----'Kl '--" 

FIG 2 CARACTERÍSTICAS DE LA ESTRUCTURA 
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las fuerzas concentradas que actüan sobre 

los ejes de la estructura. 

CUando una estructura a base de zapatas 

aisladas sufre desplaza.ientos debidos a la 

deforaabilidad del terreno de ci•entación, 

se generan en la ciaentación acciones que se 

pueden deterainar usando los conceptos de 

rigidez angular K, y rigidez lineal K, del 

terreno de ci•entación. Se define la rigidez 

angular co•o el cociente del aoaento M que 

actüa sobre una zapata y el giro en radianes 

9 que sufre esta zapata: 

(8) 

La rigidez lineal se define co•o el cociente 

entre la carga vertical Q que actúa sobre 

una zapata y el desplaaiento vertical 6 que 

sufre la zapata: 

K~ = Q 1 6 (9) 

Los valores de Kr y K~ dependen de 

propiedades de defor•ac16n del suelo. 

las 

De las ecs 8 y 9 se obtienen el ao•ento y la 

carca vertical debidas a la reacción del 

suelo sobre la estructura: 

Conociendo los valores de Kr y Kl de un 

suelo, se pueden calcular los ·giros y Jos 

desplaza.ientos verticales que sufre una 

estructura ci•entada sobre zapatas aisladas, 

ya que las acciones debidas a la defor•a

bilidad del terreno se .pueden incorporar, 

con relativa facilidad, en el vector de car-

gas concentradas sobre la estructuras P 
-e 

Este prooedi•iento lo vaaos a ilustrar --diente un ejeaplo •uy sencillo, co•o el 

•ostrado en la fia 2, en el que veaos que 

las cargas sobre la estructura son la repar

tida de 1.54 ti•. las concentradas sobre las 
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coluanas de 1.2 t y las debidas a la rigidez 

angular y lineal de las zapatas de ci•en

tación. En la estructura: 

Módulo de elasticidad del concreto 

2 214 000 t/ •• 

Moaento de inercia de las colu•nas 

0.000675 •• 

Moaento de inercia de las trabes 0.0054 •• 

En el terreno de ciaentación 

K = 720 t. • 1 rad 
r 

A continuación presenta•os el anélisis deta

llado de la estructura. 

Inicia•os nu•erando las barras y los grados 

de libertad de la estructura, los cuales se 

•uestran en la fig 3. Las cargas sobre la 

estructura, correspondientes a los grados de 

libertad definidos, se aprecian en la fig 4. 

COn estos datos pode•os foraar las canti

dades que aparecen en la ecuación •atricial 

5. 

a) Vector de desplaza•ientos 

El vector de desplaza•iento vale (fig 3) 

§ = 

6 
' 6 z 

9 • 
9 • 
9~ 

e., 

bl Matriz de rigideces 

Para foraar la •atriz de rigideces de la 

estructura usa•os la ec 6. E•pezaaos por 

visualizar los grados de libertad de cada 

barra 

Barra 9 9 • 
1 9 9 

~ 

2 9 9 

" 3 9 9 
~ 

6 • 
• 
• 

6 
" 

r 

' 

6 
• 

6 • 



1 
i 
l 

' 

' . . A continuación, aplicando la ec 6 foraa•os 9 9 .. • 
la aatr~z de rigidez de cada barra: 

[ 1299~52 649.76 J 9 .. 
9 ~ ~ 649.76 1299.52 9 
• • 

9 9 6 6 

!!., [

1299.52 

649.76 
649.76 J 

1299.52 
S 

9 • 
9 lm;, 

~ - 3985.2 

1992.6 

1992.6 

.. • 
.~.] 3985.2 -1992.6 

7970.4 -1992.6 1992.6 

-1992.6 664.2 -664.2 

1992.6 -664.2 664.2 

95 96 

~---------3----------~ 

FIG 3 NUMERACióN Y .GRADOS DE LIBERTAD DE LA ESTRUCTURA 

l. 54 t/m 

FIG 4 SISTEMA DE CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA 
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susUtuy-;ndo en la ec 6 

6 6 e e • z • • 
664.2 -664.2 o o 

-664.2 664.2 o o 

K m o o 1299.52 o 

o o o 1299.52 

-1992.6 1992.6 649.76 o 

-1992.6 1992.6 o 649.76 

el Vector de cargas de eapotraaiento 

- w L 1 2 - 4.62 

- w L 1 2 - 4.62 
p = o -. o 

o 

w L2 
1 12 

- w Lz 1 12 

d) Vector de cargas concentradas 

- 1.2 + 1880 6 • 
- 1.2 + 1880 6 z 

720 e • 
720 e • o 

o 

SUstituyendo valores en la ec S 

o 

4.62 

- 4.62 

664.2 6,- 664.26 6
1
-1992.6 e,-1992.6 e., 

- 4.62- 1.2 + 1880 6 • o • 
-664.2 6 + 664.2 6 +1992.6 e -1992.6 e 

i Z , G 

- 4.62- 1.2 + 1880 6. o 

1299.52 e.+ 649.76 e
5 

+o+ 72o e
8 

=o 

1299.52 e + 649.76 e +o+ 720 e • o . " . 
-1992.6 6 + 1992.6 6 + 649.76 e • • • 

+9269.92 9~+3985.2 9d+ 4.62 + o • o 

-1992.6 6,+ 1992.6 6
2

+ 649.76 e~ 

+3985.2 e,+9269.92 e.,- 4.62 

e e , 
" 

-1992.6 -1992.6 6 
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• 
1992.6 1992.6 6 • 
649.76 o e • 

o 649.76 e • 
9269.92 3985.2 e , 
3985.2 9269.92 e 

" 

Por si-tria 

6 = 6 . e = - e • • • • 

Por lo tanto 

- 5.82 + 1880 6 = o • 
2019.52 e + 649.76 • 
649.76 e • + 5284.72 

Resolviendo el ststeaa 

6 = 0.003096 • • e = o.ooo2929 • 
e, = - o.ooo91o2 

e = - e , 
" 

e = o , 
e + 4.62 = o .. 

El aoaento que llega a ·la c1.entac16n se 

puede obtener aultiplicando el giro respec

tivo por su rigidez angular 

"• • K, e
0 

= 720 co.oo02929l = 0.211 t.a 

La carga vertical sobre la zapata es· igual 

al desplazaaiento vertical por la rigidez 

lineal 
P

1 
= K, 6

1 
= 1880(0.003096) = 5.82 t 

Taablén se pueden hallar las acciones que 

transaite la estructura a la zapata, ea-

pleando las siguientes expresiones, que 

proporcionan los ele.entos .ecAnlcos que 

transalte una barra sobre el nudo 

M • • M + 4 111 e 1 L + 2 111 •• • 
- 6 111 6 1 L z + 6 111 6 

' . 
e 1 L 

q 

1 L
2 

(12) 



1 
1 

1 

e 

H = H + 2 El e 1 L + 4 1!1 e 1 L 
q eq p q 

- 6 El 6 1 L
2 

+ 6 El 6 1 L
2 (13) 

' • 

V V - 6 El e 1 L
2 

- 6 El e '1 L' 
' "'· p q 

+ 12 El 6 1 L" - 12 El 6 1 L
8 (14) 

' • 

V V + 6 El e 1 L
2 

+ 6 El e 1 L' 
• •• p q 

- 12 El 6 1 La + 12 El 6 1 L
8 (15) 

' • 

donde H , 
op 

M , V y V son los •o•entos y 
•q • r •• 

cortantes de ~potraaiento de barra sobre 

nudo. 

sustituyendo valores en las expresiones an~ 

teriores, para la barra 1 se halla el ao

aento sobre la zapata Cec 13) 

- 0.211 t.• 

Con la barra 3 se obtiene e1 cortante sobre 

el nudo de la izquierda (ec 14) 

V = 4.62 t 
' 

La carga vertical sobre la zapata será la 

suaa del cortante anterior y de la carga 

concentrada de 1.2 t. En consecuencia, la 

carga vertical sobre la zapata vale 

I: Q 5.82 t 

El aoaento y la carga vertical sobre la 

zapata se e.plean para la revisión de 

estabilidad por aecánica de suelos y para el 

disefto estructural de la zapata. 

3. INTERACCIÓN SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTA

CIONES PROFUNDAS 

3.1 Ciaentaciones profundas soaetidas !. 

carcas verticales 

Para el caso de ciaentaciones profundas, 

~eevaert (1980) trata los dos siguientes 

casos: 

····-··.----·- ··-··- - ··-·· ··-- ·• ........ ---~----·,~ 

J. C18entaciones en que la punta de los 

pilotes o pilas queda firaeaente apoyada en 

un depósito de auy baja coapreslbilidad Y 

gran espesor (flg 5). 

II. ctaentaclones en que la punta de los 

pilotes o pilas queda firaeaente apoyada en 

un estrato resistente de espesor liaitado-de 

baja coapresibllidad, pero bajo el cual se 

localizan estratos coapreslbles (fig 6) . 

El caso 1 se P,uede resolver considerando que 

cada pilote tiene un aOdulo de 

constante e independiente de 

reacción K. 
' los dealls 

pilotes. Así, el probleaa se reduce al de 

una ciaentaclón apoyada sobre resortes (uno 

por cada pilote), en que la constante de 

cada resorte es independiente del resto de 

los resortes. Adeaás, si todos los pilotes 

tienen la atsaa sección y longitud,su hüaero 

es igual en cada linea, y se considera un 

valor del aOdulo de deforaac16n constante 

p 
• <t. 

1 

Estrato resistente 

R 

FIG 5 CIMENTACIÓN .CON PILOTES. CASO I 

(ZEEVAKRT. 1980) 
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R . t a 

t· J/1 + x2 tx3 tx4 f Rb 
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~ 
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•v 
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C<7" " ~Y'~ v 
Estrato resistente 
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Suelo compresible 

FIG 6 CIMENTACIÓN CON PILOTES. CASO JI 

(ZEEVAERT, 1980) 

para el estrato resi.stente de apoyo de la 

punta de los pilotes, entonces K\ 

para todos los pilotes (Zeevaert, 

es igual 

1980). 

CUando eziste un depósito coapresible subya

ciendo al estrato resistente de apoyo (caso 

11, Cig 6), el valor de K\ no ae puede con

siderar constante para·cualquter punto. ya 

que en este caso interviene la defor•aci6n 

de los estratos coapresibles que subyacen al 
estrato resistente donde apoyan los pilotes. 

Por lo tanto. ser6 necesario eaplear el pro

oediatento indicado en el inciso 2.1, es 

decir, deterainar las ecuaciones aatriciales 

EKA v EHI, con la consideración adicional de 

que en el aOdulo de c1aentac16n K. hay que 
' toaar en cuenta la deforaac16n del estrato 

de apoyo del pilote y la deforaaciOn del 

propio pilote (~eevaert, 1980). 
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3.2 Pilas Q pilotes su1etos ª cargas lBte

rales 

La construcción de estructura aarinas fuer 

de la costa (offshore structures) requiere 

el uso de ciaentaciones profundas a base de 

pilas o pilotes. y ha propiCiado el desarro

llo de aétodos de análisis para estos ele

aentos. sobre todo cuando están soaetldos a 

fuerzas laterales debidas a atraque de ea
barcaclones o a efectos de oleaje. Uno de 

los pri.eros trabajos en este sentido es el 

de Katlock y Reese (1961), en el que esta

blecen que para una solución racional de la 

interacción suelo-estructura es necesario 

que tanto las condiciones de equilibrio es
tático coao las de coapatibilidad de defor

aaciones se deben cuapllr en todas l~s par

tes del sisteaa estructura-suelo. Usual.ente 

tratan la estructura y los pilotes coao ele

aentos linealaente elasticos. pero co.entan 

que las caracteristicas del suelo son aarca

daaente no lineales: la solución al proble.a 

se alcanza aediante repetidos cálculos C' 

la teoria de la elasticidad. con los valor, 

de la rigidez del suelo ajustandolos en cada 

iteración. 

Las características fuerza-deforaaciOn del 

suelo se tratan con una faailia de curvas 

del tipo •p-y•. coao las aostradas en la fig 

7. las cuales se obtienen a partir de las 

propiedades de cada suelo. 

Matlock y Reese (1961) consideran al pilote 

coao una viga. en la que se debe cuaplir la 

ecuación diferencial 

(16) 

En el suelo se requiere un aódulo secante de 

deforaación K (correspondiente al nivel de 
• 

esfuerzo con el que se esté trabajando). el 

cual esté dado por 

1 •-p/y 
• 

( 17" 
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donde p es la reacción del suelo sobre el 

pilote, por unidad de longitud (t/•, por 

eJeaplo). y •y• es el desplazaaiento lateral 

del pilote. coabinando las ·ecs 16 y 17 se 

obtiene la siguiente ezpresiOn 

d 4 y 1 dx 4 + (E 1 EI ) y = O 
• 

(18) 

LB solución de la ec 18 se lleva a cabo con 

dos procedl~ientos. Hl prlaero consiste en 

suponer que E• es proporcional a la profun

didad E = k z . Mediante sucesivas solu-
• 

clones de la ecuación diferencial se va 

logrando que la elAstica de la viga se 

aseaeJe lo •és posible a la curva p-y 

deter•1nada a partir de las propiedades del 

suelo. Esto ea necesario debido a las 

caracteristlcas no lineales de deforaaci6n 

del suelo. Esta solución se lleva a cabo con 

el auzillo de tablas y gráficas construidas 

ez-profeso para el caso. 

El segundo procedlaiento se eaplea cuando 

se encuentran variaciones iaportantes en las 

propiedades del suelo, y cuando se requiere 

toaar en cuenta ca•bios en Ja rigidez del 

pilote, para lo cual se reqUiere el eapleo 

de una coaputadora. Hediante soluciones su-

Pro mdida ~/ -( lg) 

ceatvas de la ecuación diferencial del pilo-
'-te. haciendo repetidas referencias a la cur-

va p-y del suelo, la coaputadora deteraina 

para cada traao elegido del pilote el valor 

del a6dulo de defor•actOn del suelo que sa

tisface las condiciones de coapatibilidad y 

de equilibrio entre suelo, pilote y oupereS

tructura. se toaan en cuenta variaciones en 

las condiciones de apoyo del pilote y el 

efecto de la posible socavaclOn que se po~ 

diera presentar en la parte superior del pi

lote. En la fig é Se presentan los resulta

dos de la aplicacton de Jos aétodos usados 

por llatl ock y Reese ( 1961 l . 

Debido a las cargas laterales sobre los pi

lotes, en la parte superior se alcanza con 

frecuencia el rango de coaportaalento plés

ttco del suelo en las cUrvas p-y, razón por 

la cual se han desarrollado aétodos para to

aar en cuenta el coaportaaiento del suelo 

cerca y en la falla, tanto para arcillas 

blandas ("atlock, 1970), coao para arenas 

(Reese •t al, 1974). En aabos casos se han 

coaparado los resultados de las teorias con 

~letones de caapo y de laboratorio, obte

niéndose en general acerca•1entos bastante 

satisfactorios a la realidad, sobre todo 

para f1 éti nes pr e cos. 

2i ~ .,...,-- Momento flexionante, 10
6 plg.lb 

~M 

o -• , 
1 

1/157 V 

/oc; V 

-20 
P 1=15oong~ 1 -- -- -

-10 o +10 

Sol ción 1 

/ ~ (EI constE -- - te) 

~ 

~ ' • -• ., 
• •o .• 
o 
o • • 0: 

F !¡ 16< ' 

~ 

lj / 

~ 
3( ...-

1 2 

Y, Def"lexión lateral del pilote, plg 

FIG 7 CURVAS TÍPICAS p-y, DETERMINADAS PARA EL 
SUELO A DIFERENTES PROFUNDIDADES (MATLOCK 
Y REESE, 1961) 
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FIG 8 COKPARACI6N DE DIAGRAMAS DE MOMENTO FLEXIONANTE, DE LA 
SOLUCIÓN A MANO CON' (a) SOLUCIÓN 1, CON COMPUTADORA, 
AJUSTANDO LOS VALORES DE E CON LA PROFUNDIDAD, y ( b) SO
LUCIÓN 2, TOMANDO ADEMÁS 

8 
EN CUENTA LA VARIACIÓN DE LA 

RIGIDEZ DEL PILOTE CON LA PROFUNDIDAD (IIATLOCK Y REESE, 
19611 
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T&llbién se ha .,.pleado el llétodo del el...en

to finito para toaar en cuenta. entre otros 

efectos. el desplazaaiento relativo que 

puede ocurrir entre pilote y suelo durante 

la·deforaación lateral del elemento (Yegian 

y Wright. 1973). Taabién se puede toaar en 

cuenta la influencia de dos o de tres 

pilotes cercanos entre si (Yegian y Wright. 

1973); el no.ero de pilotes a considerar es 

pequeno. dada la gran cantidad de ele.entos 

que se tendrian que trazar para un nú.ero 

aayor de pilotes. 

Por su parte. Zeevaert (1980) presenta un 

aétodo auy coapleto para el anélisis de pi~ 

las o pilotes sujetos a cargas laterales. 

COnsidera cinco casos principales de anAli

sis de una p{la o pilote: 

I. Pilote libre de girar en sus eztreaos 

II. Pilote eapotrado en la estructura de 

ciaentación y libre de girar en la punta 

II_I. Pilote libre de girar en la cabeza y 

eapotrado en la base 

IV. Pilote eapotrado en aabos eztreaos con 

giro en la base 

V. Restricción parcial del giro en los 

extre.os de una Pila 

Para la solución de estos probleaas se 

eaplea la Ecuación Matricial de Interacción 

Horizontal (HEHI). la cual depende de las 

condiciones de apoyo y de las caracteristi-

cas estructurales del pilote. Por otra par-

te. se obtiene la Ecuación Matricial de oes

plazaaientos Horizontales (HEHA). la cual es 

función de las propiedades de deforaaclón 

del suelo. considerando la influencia entre 
las diferentes reacciones del suelo sobre el 

pilote. Debe haber coapatibilidad de defor

aaciones del pilote con la aasa de suelo. 

para lo que se eaplea el aOdulo horizontal 

de ciaentación K. , definido de aanera ana-
' loga a coao se hizo en el inciso 2.1 de este 

trabaJo. El procedi•iento de zeevaert (1980) 

aediante iteraciones hasta que se cuaple la 

condición de coapatibiltdad de defor•aciones 

entre pilote y suelo. 

Ta•bién se pueden coabinar las matrices HKHI 

y HKHA. para hallar la aatriz HEHISE. que 

peralte resolver el problema de la interac

ción suelo-pilote sin necesidad de recurrir 

a iteraciones (Zeevaert. 1980). En las figs 

9 y 10 se presenta la aplicación del aétodo 

de zeevaert a una pila soaetida a una carga 

lateral de 10 t. 

La pubicación Manual de Diseño y construc

ción de Pllas y Pilotes (1983), de la so

ciedad Mexicana de MecAnica de Suelos. con

tiene los valores del coeficiente de reac-

ci6n horizontal K dados • 
(1955), para suelos sin y con 

por Terzaghi 

cohesión. así 

coao un procedimiento aprozimado, toaado de 

EI 

12.0 

2.0 

2.5 

2.0 

2.0 

BASE 2R :::: 1.6 m 
o 

M 
a 

t 
M 

ep 

0.0024 

0.0024 

0.0015 

0.0015 

0.0020 

0.0020 

0.0033 

0.0033 

0.0012 

0.0012 

0.0060 

V b Distancias 
en metros 

para pilas o pilotes soaetldos a cargas la

terales es siailar al descrito en el inciso FIG 9 

2.1. en el que se varian los valores de· K. 

PILA SUJETA A FUERZAS HORIZONTALES 

(ZEEVAERT, 1980) 
' 

34 



la 

o es 

J'll 

. ¡u e 

oC- f 
·ir 1 
gs 

>do 

*·ga' 
1 

JC-

30-

~e-

~hi 

:iSÍ 

de 

"2/t 

~ 

j 
1 
1 
¡ 
1 
¡ 

' 

·- ~-· 

la sOciedad Geotécnlca Canadiense 

r oporctona en foraa grAflca las que P 
tudes de la deflezión y del aoaento 

te en función de la profundidad a nan 
go del pilote. haciendo uso de la 

relativa del sisteaa pilote-suelo . 

(1978), 

aagnl

flexto

lo lar

rigidez 

4. PROPIEDADES DE LOS MATERIALES QUE FORMAN 

LA ESTRUCTURA Y EL TERRENO DE CIHENTAC!ON 

coao se ha podido observar en los incisos 

anteriores. al trabajar con la interacción 

suelo-estructura se toaa en cuenta tanto la 

estructura coao el terreno de ctaentaciOn, 

por. lo que es necesario conocer las propie

dades de aabos aedios. 

an estructuras de concreto reforzado se 

acepta que el aOdulo de elasticidad del 

concreto tiende a disatnuir con el tieapo. 

Así. Flores Victoria (1968) seftala que en 

edificios de concreto. el a6dulo de elastt-

rf. 
e cidad puede to•arse del orden de 3000 

40 

~.o 

E 

e • ~-5 
o 
~ 

• .. ... 
• • f>.s 
~ 

• 'C .. f>.o 
o • • o. 
• ., 12.o 

1.0 

2 . o 

30 20 10 

'\ '~ ~ 1\ -

r\ ~ 
1\ \ 

Desplazamientos ~ 

r\ horizontales en cm 

SEGUNDO CICLO 
TERCER CICLO 

\ 
' 

o 10 

- Cor<~te en t 

1 

1\ ,y Momento en 
t m 

1 
1 
1 

1 
1 

! 

FIG 10 CORTANTES Y MOMENTOS FLEXIONANTES. Y 
DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DE LA 
PILA (ZEEVAERT, 1980) 

al tener en cuenta que los asentaalentos to-/ 

tales suceden a largo.plazo. Nótese que este 

valor es bastante inferior al de 10000 ~ 
que usual~nte se toaa 

corto plazo. 

para 
e 

ctdculos a 

Por su parte. Ellstein y Granados (1988_) co

aentan que la aagnttud de los asentaatentos 

que deteratnan corresponde al 100 % de con

solidación priaarta, aisaa que tardará un 

cierto tteapo en ocurrir. Las deforaaciones 

de la estructura no son instantáneas sino 

diferidas y por tanto las propiedades elás

ticas de los aateriales estructurales no son 

las aedidas con las pruebas rápidas usuales; 

para el caso del conc,reto araado en la ciu

dad de Kértco, el coaponente diferido puede 

ser toaado en cuenta aultiplicando el aódulo 

de elasticidad del concreto por un factor 

aenor que uno. probable.ente del orden de 

0.2 6 0.25 (Ellstein y Granados, 1988). 

Puede observarse que en general existe coin

cidencia en senalar que el aódulo de elasti

cidad del concreto se debe reducir en foraa 

iaportante cuando se lleva a cabo la inte

racción suelo-estructura a largo plazo . 

La variación de los aódulos de deforaación 

es todavía aás iaportante en el terreno de 

ciaentac16n. sobre todo si se trata de sue

los plás~icos saturadOs. en los que la de

foraabilidad depende no sólo del nivel de 

esfuerzos sino taabién en foraa iaportante 

del tieapo. En consecuencia. los aódulos de 

deforaac16n deben seleccionarse acordes con 

aabos factores: nivel de esfuerzos y tieapo. 

El hecho de que el suelo tenga un coaporta

aiento no lineal ha sido toaado en cuenta 

por la aayoría de los investigadores de la 

interacción suelo-estructura. Asi. Chaaecki 

(1956) trabaja con el indice de coapresibi

lidad en una arcilla noraalaente consolida

da. al cual toaa coao una constante. Adeaés, 

seftala que el aódulo de deforaacion de un 

suelo es función del estado de esfuerzo. 
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siendo la derivada de la curva esfuerzo-de

foraaciOn unitaria. con respecto al esfuer

zo. Debido a que las relacio~ esfuerzo-de

foraaclOn en los suelos son no lineales. 

Chaaecki (1956) propone un aétodo iterativo 

para la resolución de la 1nteracc10n suelo

estructura. 

Varios autores toaan en cuenta el ·coaporta

alento no lineal de los suelos, proponiendo 

aétodos iterativos para considerar este 

efecto (Flores Victoria, 1968; Flores Victo

ria y Esteva, 1970), en los que utilizan 

criterios para acelerar la convergencia de 

los llétodos. 

Kl coaportaaiento no lineal del terreno de 

ct.antaciOn es considerado por 

(1977) y Esteva ~t al (1977), 

Da•y •t al. 

al utilizar 

aatrices secantes de rigideces en la estruc

tura y de fleiibilidades en el suelo, para 

cada iteración. 

~vaert (1980) seftala que las reacciones 

efectivas en la orilla de la ciaentación 

pueden resultar altas, lo que origina 

flujo viscopléstico. y consecuent~nte 

relaja•iento del esfuerzo de reacción 

defor•ac16n constante en esos lugares. 

un 

un 

bajo 

1!1 

esfuerzo li•ite efectivo o respuesta aAzi•a 

que puede adaitirse en condiciones estáticas 

en la orilla de la ciaentaciOn es igual a la 

resistencia de aaterial, cuando se inicia un 

flujo viscoplástico incipiente (sin necesa

riaaente alcanzar la capacidad de carga 01-

tiaa en el borde de la ciaentación). ~n sue

los de alta sensibilidad podria establecerse 

la condición de que el esfuerzo aAziao en el 

borde de la ci.entaciOn, en condiciones es

táticas. no rebase el esfuerzo critico (o de 

preconaolidación) correspondiente al quiebre 

de la curva de coapresibilidad (~vaert, 

1980). 

En pilotes sujetos a cargas laterales el 

suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a 

la falla: v6anse las curvas p-y de la fic 7. 
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Inclusive. eiisten técnicas para to•ar en 

cuenta el co•porta.iento pléstico del 

terreno en estado de falla, tanto parF 

suelos cohesivos (Hatlock, 1970) co•o parL 

suelos friccionantes (Reese 9t at, 19~4). 

S. APLICACIONES 

Presenta.os en este inciso algunas de las 

aplicaciones de la interacción 

suelo-estructura. 

estática 

Kn la fig 11 se presenta una estructura 

reticular con una ci.entación a base de una 

zapata corrida. (Pozas, 1980). Kapleando 

interacción suelo-estructura se obtienen los 

resultados aostrados en la fig 12. Ka 

interesante co•parar estos 

los obtenidos suponiendo 

resultados con 

una reacción 

uniforae. los cuales se auestran en la fig 

13. Coao se puede observar los ao~~entos en 

todos los nudos de la estructura difiere~ 

co•parando aabos casos. Kn el nudo centrt 

inferior el ao.ento con reacción unlforae es 

31 X aayor que el que se obtiene toaando en 

cuenta la interacción suelo-estructura. En 

el nudo inferior izquierdo el aoaento es 320 

S aayor con el pri.ero que con el segundo 

aétodo. Aun en la superestructura se deja 

sentir el efecto de la rigidez de la 

estructura: el ao.ento sobre el nudo de la 

izquierda del pri.er piso, debido a la 

coluana inferior, caabia inclusive de 

sentido (figs 12 y. 13). Kn resuaen, los 

aoaentos flezion~otes deterainados con 
reacciOn un forme difieren de los aoaentos 

obtenidos toaando en cuenta la interacción, 

tanto en la superestructura coao en la 

subestructura. Esta variación ocurre tanto 

en la aagnitud coao en el sentido de los 

aoaentos. pues en uno, de los nudos estos 

llegan a caabiar de signo, tal coao puede 

verse coaparando las figs 12 y 13. 
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FIG 11 ESTRUCTURA RETICULAR (POZAS, 1980) 
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FIG 12 RESULTADOS OBTENIDOS UTILIZANDO 
INTERACCIÓN SUELO-ESTRUCTURA 
(POZAS, 1980) 
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FIG 13 RESULTADOS OBTENIDOS SUPONIENDO 
REACCI6N UNIFORME (POZAS, 1980) 

Otro caso real de aplicación de la in

teracción suelo-estructura es el correspon

diente a zapatas corridas que se eaplean 

para toaar fuerzas laterales debidas a sisao 

a través de auros de cortante que se unen a 

las zapatas en diferentes traaos. En la fig 

14 se auestran los resultados de un análisis 

de interacción suelo-viga flotante para una 

zapata de concreto reforzado. El aOdulo de 

elasticidad del ·concreto utilizado fue de 

l. 581,000 t/•z y los aoaentos de inercia en 

los diferentes traaos se indican en la fig 

14. Taabién pueden observarse las cargas que 

actúan en la zapata, asi coao la estra

tigrafia y propiedades del subsuelo. Kn la 

•1s•a figura estén graficados los diagra.as 

de reacciones y de hundiaientos del terreno, 

sirviendo el pri~ de ellos para la 

deterainaciOn de los ele.entos .ec6nicos y 

del dis~o estructural de la zapata y el 

segundo para el conociaiento de los asenta

atentos tOtales y diferenciales de la ciaen

taciOn (ne.éneghi, 1990). Puede observarse 

que en el contacto del terreno de ciaen

taciOn con las zapatas se presentan, teort

caaente, esfuerzos de tensión, es decir, se 

obtienen reacciones negativas, fenOaeno 

¡ 
j 

1 
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debido a los •o• en tos que trans•iten los 

•uros de cortante a la ci.entación en uno de 

los extreaos de las zapatas. 
' 

Otro ejeaplo de interacción 

consiste en el anélisls 

suelo-estructura 

de' un •arco 

estructural en el que se considera que sus 

apo~·os tienen una rigidez al desplazaaiento 

vertical y otra al giro: es decir, se 

considera por eJeaplo un aarco estructural 

ciaentado en zapatas aisladas que pueden 

sufrir tanto un hundi•lento vertical coa o un 

ctro. Kn este sentido. este an611sis es un 

poco a6s cenera! que los an611s1s 

convencionales que suponen que los apoyos 

del aarco estructural estén e.potrados o 
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articulados en el 

foraa de llevar 

terreno de c1.entaci6n. 

a cabo el an611s1s 

La 

de 

interacción suelo-estructura para este caso 

se presentó en el inciso 2.2 de este 

trabaJo. Kn la fig 15 se presenta la 

aplicación esta técnica a una estructura 

real. la cual está for•ada por una trabe de 

concreto reforzado de 0.5 • de ancho Y de 2 

a de peralte, apoyada sobre unas pilas de 

claentac16n de concreto reforzado de 

diéaetros de 1.12, 1.48 y 1.74 a. Las cargas 

que actOan sobre el •arco se indican en la 

fig 15. Las pilas tienen los siguientes 

dléaetros 
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El terreno de ciaentación es una toba 

origen volcánico que 

porilente de la ciudad de 

se encuentra 

de 

al 

f1ézico, que tiene 

un aódulo de deforaaciOn del orden de 8,000 

a io,ooo t/a2 El aaterial co•prendido entre 

Ja trabe superior y el nivel de desplante de 

las pilas es un relleno suelto cuya rigidez 

se desprecia para fines de an611sis. 

En la fig 15 se •uestran los aoaentos 

flextonantes en los nudos de la estructura, 

correspondientes a un •Odulo de elasticidad 

d 00 t/.2 del concreto reforzado e 2,214,0 y 

un •Odulo de elasticidad del terreno de 

ciaentación de 8,000 t/a2
• se pueden 

observar las altas aagnitudes. de Jos 

aoaentos flezionantes. En la flg 16 se 

indican las magnitudes de las 

cortantes y en la fig 17 las de las 

nor•ales en las pilas. Nótese la 

redistribución de cargas debido 

fuerzas 

fuerzas 

fuerte 

a la 

interacción suelo-estructura. Así. en la 

190 550 150 

10 

o 1.8 1.1 0.8 

¡- 8.5 8.5 8.5 !· 8.5 

+ 

parte central de la estructura la carga 

un nudo es de 150 t, aientras que por 

efecto coablnado de rigidez de estructura 

suelo la carga e~ la pila 

nudo auaenta hasta 302 t 

que esté bajo 

(flg 17); en 

nudo vecino la carga concentrada es de 

en 

el 

y 

el 

el 

480 

t, aientras que la carga en la pila de abajo 

disainuye a 350 t. Un fenóaeno siallar se 

presenta en el resto del aarco. 

Con el propósito de observar l,a influencia 

de un auaento en la rigidez del terreno Y 

una disainuciOn en la rigidez de la 

estructura, se llevO a cabo un segundo 

análisis increaentando el a6dulo 

elasticidad del suelo a 16,000 t/a2 

de 

y 

dis•!nuyendo el •6dulo de elasticidad del 

concreto a 1,265,000 t/a2
• Los resultados se 

auestran en las figs 18 a 20, para los 

aoaentos flezionantes, fuerzas cortantes y 

fuerzas normales, respectivamente. Coao era 

de esperarse, la redistribución de carga es 

aenor¡ asi, en la fig 20. en el nudo donde 

la carga concentrada es de 150 t. en la pila 

auaenta a 253 t (en el primer anélisis 

auaenta hasta 302 t). En el nudo vecino la 

carga concentrada de 480 t disainuye a 389 t 
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(en el pri•er análisis dis•inuy6 a 350 t). 

De todas for•as. el efecto de la interacción 

suelo-estructura en este caso taabién es 

iaportante. 

se han llevado a cabo aediciones en ca•po. 

en las ci•entaciones reales. para verificar 

la validez de los análisis de interacción 

suelo-estructura. Heyerhof (1979) presenta 

los resultados que se describen en los si

guientes párrafos. 

Las observaciones indican que en zapatas rí

gidas cargadas uniforae•ente, con la excep

ción de arena suelta. la presión de contacto 

es aayor en la esquina y ~nor en el centro. 

coao era de esperar de acuerdo a la teoría 

·(fig 21; Heyerhof, 1979). Las •ediciones an

teriores ta•bién han aostrado que la hetero

geneidad local de las propiedades del suelo 

cerca de la base tiene una influencia consi

derable en la distribución de·la presión de 

contacto (sobre todo se deja sentir el efec

to de la falta de confina•iento del suelo 

cerca de los eztreaos de la zapata). Por 

otro lado, las •ediciones indican que el aá-

... 100 550 150 

T 
·lO ~ ~ ~ ~ ~ 

ziao ao•ento flezionante puede ser hasta 30 

~ aayor que el obtenido con el aétodo de 

análisis convencional. 

En las fig 22 y 23 se presentan reSultados 

(Heyerhof, 1979) de aediciones en estruc

turas reales de gran taaafto (en el priaer 

caso se trata de un edificio de 52 pisos y 

en el segundo de otro de 15 pisos). El 

análisis de las dos figuras per•ite afir•ar 

que los valores teóricos detetainados e•

pleando los aétodos de interacción suelo

estructura, es decir. considerando la rigi

dez de la estructura. son auy sl•ilares a 

los valores aedidos en el caapo (asen-

ta•iento. presión de contacto, •o.ento 

flexionante y fuerza cortante). 

llO """ 120 200 

! ~ ! ! 

•5.2 •• 268.6 ..5.3 253.3 ..... 188.2 335.7 Ui0.2 1117.~ 
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,b. CONCLUSIONES 

En relación con la interacción estética sue

lo-estructura se puede concluir lo siguien

te: 

aJ Existe un buen nú•ero de •étodos que tra

tan el problema. En términos generales, la 

aayoria de ellos deteratnan las defor•aclo

nes del terreno de ciaentación utilizando la 

aatriz de flexibilidades del suelo .. En ca•

bio. en el anAlisis de la estructura, algu

nos procedimientos emplean la matriz de ri

gideces, alentras que otros usan la aatriz 

de flexibilidades de la estructura. Cabe 

aclarar que práctlcaaente todos los métodos 

resuelven el probleaa, es decir, todos ellos 

obtienen los diagraaas de asentamientos di

·rerenciales del suelo y de reacciones del 

aisao, to•ando en cuenta la rigidez de la 

estructura de ciaentación. Inclusive, algu

nos de los procediaientos toman en cuenta el 

efecto de la superestructura (con todos sus 

pisos) en el análisis de interacción. 

b) La aayoría de los procedimiento~ de inte

racción se presentan en foraa bidimensional, 

'(, ... 

en el plano (quizá por facilidad de ex~si-:..«:~:· 

ción). pero se pueden extender en foraa re- -.;_, 

lativaaente sencilla a tres disensiones. El 

principal inconveniente de tratar el proble-

aa en el espacio es que el número de opera-

. clones es elevado, lo cual cae fuera del al

cance de la aayoria de las oficinas de cAl

culo estructural o de aecAnica de suelos. 
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e) La solución del problema de interacción 
se puede realizar haciendo un anAlisis de la 

estructura y un anAlisis de deforaaciones 

del suelo, y llevando a cabo después una 

coabinación adecuada de aabos, que de hecho 

es lo que hacen la aayoria de los aétodos 

presentados en los incisos anteriores. se 

observa que el ingeniero de ciaentaciones • 

al dedicarse a la interacción suelo-estruc

tura, debe aanejar en la foraa aAs clara po

sible sus conceptos de anAlisis estructural 

y de •ecénica de suelos. 

/ 
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d) Dada la gran cantidad de operaciones a 

realizar, la resolución de un probleaa de 

interacción suelo-estructura se lleva a cabo 

en general con el auzilio de prograaas de 

computadora, los cuales, actualmente, se 

pueden correr en una aicrocoaputadora (o 

PC), con las que se cuenta en las oficinas 

de cálculo. 

e) Un aspecto importante de la interacción 

suelo-estructura es el relativo a las pro

piedades de la estructura y el suelo. En la 

estructura el mOdulo de elasticidad del con
creto, para fines de cAlculo, disainuye con 

el tiempo. En el terreno de cimentación, la 

deformabilidad es función del nivel de es

fuerzos, ya que el· coaportamiento de los 

suelos es no lineal. Además, en los sedi

mentos plásticos saturados la deforaabilidad 

del suelo depende del tiempo. Por lo tanto, 

en los cAlculos de interacción se debe toaar 

en cuenta en forma apropiada en caabio de 

las propiedades de los suelos con las 

variables aencionadas. Inclusive,· en los 

extreaos de una estructura de ciaent.ación, o 

en Pilotes sujetos a cargas laterales, el 

suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a 

la falla, por lo que hay que considerar en 

estos casos el comportamiento plAstico del 

terreno. Por lo anterior, conviene trabajar 

con los módulos secantes de deformación del 

suelo, acordes con el nivel de esfuerzos y, 

en caso de suelos finos saturados, con el 

tie.po. 

f) Algunos procedimientos eaplean el aódulo 

de reacción K en la interacción suelo-es-

tructura. Dado que K depende de las propie

dades del suelo, es vAlido lo expuesto en el· 

inciso (e) anterior respecto a la variabili-

dad de las Propiedades de los suelos. Pero, 

además, en una ciaentación continua el 

aódulo K depende de la reacción del suelo y 

de las deforaaciones de la cimentación, por 

lo que no se conoce a priori, sino que solo 

con iteraciones es posible deterainar su 

valor. En consecuencia, en ciaentaciones 

_continuas no es posible asignar valores de K 
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en función del tipo de suelo, coao se 

pretende hacer en ocasiones en la prActica. 

g) En cimentacion~ a base de zapatas ~ 

ladas, cuando no existe influencia de un el

atento sobre otro, ya sea por el tipo de 

terreno o porque estén las zapatas suficlen

teaente separadas, se puede realizar la in

teracción suelo-estructura considerando aó

dulos de reacción al desplazamiento vertical 

y al giro. En el inciso 2.2 se presentó un 

procediaiento que resuelve este caso, consi

derando las reacciones del suelo coao cargas 

sobre la estructura. 

h) La comparación de resultados entre consi

derar una reacción uniforme y toaar en cuen

ta la interacción suelo-estructura ezhibe 

diferencias notables en los diagraaás de 

hundimientos diferenciales, reacción del te

rreno y eleaentos aecánicos (aoaento flezlo

nante y fuerza cortante), en la aayoria de 

los casos. se puede presentar inclusive en 

algunos casos caabio de sentido en los 

aentos flezionantes de la estructura de 

aentación o de la .superestructura. 

i) En caabio, la coaparaclón entre observa

clones de caapo en estructuras reales con 

los métodos que toman en cuenta la rigidez 

de la estructura de cimentación. ha dado re

sultados proaisorios, pues los valores de

teralnados con los aétodos de interacción 

son siailares a los valores aedidos en caa-

po. 
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UN MÉTODO PARA EL ANÁLISIS TRIDIMENSIONAL DE LA INTERACCIÓN 
ESTÁTICA SUELO-ESTRUCTURA 

A Dernéneghi 
Facultad de Ingenieria, UNAM. México 

RESUMEN 
Se presenta un procedimiento para el análisis de interacción 
estática suelo-estructura en tres dimensiones, el cual torna 
en cuenta toda la estructura y todos los estratos del 
subsuelo. Esta técnica permite además conocer los elementos 
mecánicos en cualquier nudo de la estructura, incluyendo 
desde luego la estructura. de cimentación. Con el propósito de 
ilustrar el empleo del método, se presenta un ejemplo 
sencillo de aplicación resuelto paso a paso. 

ABSTRACT 
A method for the three dimensional analysis of static 
soil-structure interaction is presented, in which the whole 
structure and all the subsoil strata are considered. Wi th 
this technique we can determine the mechanical elements in 
each node of the structure, including the substructure. A 
simple illustrative, example is presented for the explanation 
of the method. 

l. INTRODUCCIÓN 

Se han desarrollado hasta la fecha técnicas de interacción 
estática suelo-estructura bastante útiles la mayoría de 
ellas; sin embargo, muchos de estos métodos están elaborados 
para aplicarse únicamente en dos dimensiones, de manera que 
el análisis de una estructura se realiza en un plano, lo cual 
hace que se pierda la visualización del fenómeno 
tridimensional. Se puede intentar hacer análisis en dos 
direcciones ortogonales y superponer los efectos, para 
representar el fenómeno tridimensional, pero aun asi el 
procedimiento es aproximado, y además no es posible conocer 
los elementos mecánicos en las vigas intermedias de la 
estruct;ura de cimentación. Por lo tanto, es necesario 
desarrollar procedimientos que tomen en cuenta el efecto 
tridimensional en la interacción suelo-estructura. 



En este articulo se presenta un método de interacción 
tridimensional que toma en cuenta toda·la estructura y todos 
los estratos del subsuelo. 

La técnica de interacción que se propone (Deméneghi 
1983} consiste en considerar las reacciones del terreno de 
cimentación como cargas sobre la estructura, manejandolas 
como ingógnitas. Después se calculan los hundimientos del 
suelo en función de las cargas sobre él (estas cargas son 
iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones, 
por la tercera ley de Newton} . Finalmente se establece la 
compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo, lo 
que equivale a igualar los desplazamientos entre ambos 
medios; con esto se resuelve el problema, ya que se obtienen 
los hundimientos del suelo y las reacciones sobre la 
estructura. Como previamente se realizó el analisis 
·estructural, es posible determinar ademas los giros en los 
nudos de la estructura. Con estos resultados se pueden 
calcular los elementos mecanices en toda la estructura, 
incluyendo desde luego a la estructura de cimentación. 

2. ANÁLISIS ESTRUCTURAL 

Para fines de interacción es conveniente utilizar el método 
de rigideces del analisis estructural, en el que la ecuación 
general de equilibrio de una estructura esta dada por 
(Beaufait et al 1970) 

donde 
E = matriz de rigideces de la estructura 

2 = vector de desplazamientos 
P = vector de cargas de empotramiento -. 
P = vector de cargas concentradas -e 

( 1} 

La matriz de rigideces de· la estructura se puede obtener 
mediante la suma de las matrices de rigidez de todas y cada 
una de las barras que forman la estructura. Para la 
determinación de los vectores de empotramiento en ·las vigas 
de la estructura de cimentación, debido a la reacción del 
terreno, consideramos una carga repartida de un extremo 
hasta la mitad de una barra y otra carga repartida de la 
mitad hasta el otro extremo de la barra. La convención de 
signos utilizada es la siguiente: los giros se consideran 
positivos en sentido antihorario y los desplazamientos 
lineales son positivos si van hacia abajo en una barra 
horizontal (o hacia la izquierda en barra vertical). Los 
momentos flexionantes son positivos en sentido horarió, y las 
fuerzas cortantes son positivas si van hacia arriba en barra 
horizontal (o hacia la derecha en barra vertical). A 

2/11 .. 
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continuación presentamos las matrices de rigidez y los 
vectores de empotramiento para las siguientes condiciones de 
apoyo: 

a) Barra con una articulación a la izquierda y un apoyo 
continuo a la derecha (fig 1) 

La matriz de rigidez está dada por 
e ó ó 

[ 
q r 

,;/L' J 3EI/L - lEI/L2 e 
)EI/L 2 

JEI/L3 3EI/L 3 q 

K = ó (2) -m 
3EI/L2 

- 3EI/L 3 3EI/L 3 r 

' ó 
S 

El vector de cargas de empotramiento vale 

[ - wL2/8 + (7/128) L2 r + (9/128) L2 r 

J 
r S 

p = - 3wL/8 + (41/128) L r + (7/128) L r~ (3) -e m r 
- 5wL/8 + (23/128)L r + (57/128)L rs r 

-.. -articulación b) Barra con una a la derecha y un apoyo 
continuo a la izquierda (fig 2) 

La matriz de rigidez está dada por 
e ó ó 

[ 
p ' ,E;/L' J 3EI/L - 3EI/L 2 e 

- 3EI/L2 
3EI/L3 3EI/L 3 p 

K = ó ( 4) -m 
3EI/L2 3EI/L3 3EI/L3 r 

ó 
S 

El vector de cargas de empotramiento vale 

[ wL2 /8 - (9/128) L2 r· - p¡m¡L' r J r 
+ (23/128) L r: p = - 5WL/8 + (57/128) L rr (5) .-em 

- 3wL/8 + (7/128) L r + (41/128)L rs r 

La matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento 
para una barra con dos apoyos continuos se obtiene en forma 
similar a la de las barras anteriores (véase Beaufait et al 
1970) o 

Como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda la 
estructura es la suma de las matrices de rigidez de todas y 
cada una de las barras de la estructura. El vector de cargas 
de empotramiento de toda la estructura se obtiene sumando los 
vectores de cargas de empotramiento de todas y cada una ~e 

,,,. ..... .......... 

r 



las barras. El vector de cargas concentradas es determina 
asignando a cada grado de libertad la carga concentrada que 
actúa sobre él. Con esto se realiza el análisis estructural 
de toda la estructura. 

Por falta de espacio no presentamos las expresiones para 
la determinación de los elementos mecánicos, pero, a manera 
de ejemplo, para una barra con una articulación a la 
izquierda y un apoyo continuo a la derecha (fig l) 

M = -
q 

wL2/8 + (7/128) L2 r 
' - (3EI/L2

) li + (3EI/L2
) ó 

' . 
+ (9/128) L2 r + (3EI/L) e 

• q 

V =- 3WL/8 + (41/128) L r + (7/128) L r - (3EI/L 2
) é 

( 6) 

r r s q 

+ (3EI/L3
) li - (3EI/L3

) li (7) 
' . 

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMENTACIÓN 

En este inciso consideramos las cargas que transmite la 
estructura sobre el terreno de apoyo, las que son iguales en 
magnitud y de sentido contrario a las reacciones del suelo 
sobre la estructura, por la tercera ley de Newton. Calculemos 
los asentamientos del terreno en función de estas cargas; 
consideremos una reacción r actuando en la superficie ( f ig 

k 

3) ; la presión vertical vale r d ¡ a donde d y a son 
li k k k k 

la longitud y el área en las que actúa la carga, respectiva
mente. La deformación del estrato de espesor H , debida a 

1 J 
la carga r vale 

k 

o = M H ljk z 
1 J 

Pero (}" = z ljk 

(}" 
1 J z ljk 

I r d 1 a ljk k k k 

donde I es el valor de influencia, el cual está dado por ljk 
el esfuerzo normal vertical en el punto ij , producido por 
una presión unitaria actuando en el área ak (Zeevaert 1973). 

M es el módulo lineal de deformación, es cual se 
z 

1 J 
define com·o el cociente de la deformación unitaria vertical 
del estrato; entre el esfuerzo normal vertical que la 
ocasiona. 

En consecuencia ó 
1 

Jk = Mz H I r d 1 a 
1 J 1 Jk k k k 

1 J 
La deformación del estrato; debida a todas las cargas vale 



n 

' 
ó = M H :¡: I r d 1 a 

'J z ' J 1 = 1 ' J k k k k 

' J .··.· 

' 
= numero total de cargas r 

. k 
donde n 

El asentamiento bajo el punto i vale 

n n 
e ' ó = :¡: M H :¡: I r d 1 a 

1 J; 1 z 1 J k=l ')k k k k 
1 J 

(8) 

donde n = número total de estratos 
e 

En la ec 8 los hundimientos del terreno quedan en función de 
las cargas r 

k 

4. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES 

En esta etapa se establece la compatibilidad de deformaciones 
entre estructura y suelo de cimentación, lo que equivale a·: 
considerar que tanto los desplazamientos de la estructura: 
como los del terreno son iguales, es decir, que el suelo no~ 
se despega de la estructura. Analiticamente esto se alcanza 
sus ti tu yendo los valores dados por la ec 8 en la ec 1. De 
esta manera desaparecen como incógnitas los desplazamientos 
lineales y quedan únicamente como incógnitas los giros en los; 
nudos y las reacciones del terreno. Es fácil ver que el -
número de ecuaciones es el mismo que el de incógnitas, con lo 
que se puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar los 
giros y las reacciones. Empleando la ec 8, ya conocidas las 
reacciones, se pueden determinar también los hundimientos del 
terreno de apoyo. 

5. EJEMPLO ILUSTRATIVO 

Presentamos en este inciso un ejemplo muy sencillo resuelto 
paso a paso, con el propósito de que el lector visualice las 
etapas requeridas para el análisis de interacción. 

Se pide determinar las reacciones y los hundimientos del 
terreno, para la estructura mostrada en la fig 4, cuya 
cimentación es a base una losa corrida. Se piden también los 
elementos mecánicos. La estratigrafia y propiedades del 
subsuelo se muestran en la fig 5. 

a) Análisis estructural 
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de 
la estructura, como se indica en la fig 6. Dada la simetria 
de la estructura, presentamos a continuación los de la barra 
1 (articulación a la izquierda) y la barra 7 (articulación a 



la derecha). Cabe aclarar que se desprecian efectos de 
torsión en las barras. 

Barra· e e o 
p q ' r 

1 e o 
10 1 

7 e o 
10 2 

A continuación hallaremos las matrices 
vectores de •empotramiento de las barras 
matrices y vectores se obtienen en forma 
la ec 2 para la barra 1: 

lSl = [ -
Aplicando la 

- 96.641 

o 

e 
10 

1786.898 

415.558 

415.558 

ec 4 pa·ra la 

o 
- 21.655 

o 
o 

o 
1 

- 415.558 

96.641 

- 96.641 

barra 3 

o 
4 

- 96.641 

o 
o 

214.937 

21. 655 

o 
• 

de rigidez y los. 
1 y 7. Las demás 
similar. Aplicando' 

o 
2 

415.558 

J 
e 

10 

- 96.641 o 
1 

96.641 o 
2 

ós 

o 
-21.655 

o 
-21.655 

. : ~ . 

. · .. ·. ' -·-.-
.. -~--

-·; 

·:'.! .... ,. 
_ .. : , 

-··' 
86.620 ·'·· ., 

·"'' ·:·-:..-.· 
~ ,- .. 

. . -·· 
···~---

... -·-. . ..... . . 
. :· . . _._, 

:.-- .. 



El vector de desplazamientos, para los primeros cinco grados 
de libertad, vale 

ó 

Determinemos a continuación 
empotramiento. Aplicando.la ec 

~ '·''' ' >.O>> r,, 1.3 r2 
p 1= 1.29 + 1.377 r1 + 0.2352 -e 

2.15 + 0.7727 r 1 + l. 914 8 

GL = grado de libertad 

Aplicando la ec 5 para la barra 

el vector de cargas 
para la barra 1: 

GL 

10 

r, j 1 

r2 2 

3 : 
GL 

[ 

1.849•.- 1.3 r 2 - 1.011 r 3 J 10 
Ee 7 = - 2.15 + 1.915 r 2 + 0.7727 r 3 2 

- 1.29 + 0.2352 r 2 + 1.3773 r 3 3 

de 

Como ejemplo presentamos a continuación el vector de cargas 
de empotramiento de la estructura para los primeros 5 grados 
de libertad. 

GL 

- 2.58 + 2.7546 r 1 + 0.2352 r 2 + 0.2352 r
4 

1 

-6.88 + 0.7727 r 1+ 5.2069 r 2+0.7727 r 3+ 0.2352 r
5 

2 

- 2.58 + 0~2352 r 2 + 2.7546 r
3 

+ 0.2352 r
6 

3 

Ee = -6.88 + 0.7727 r 1+ 5.2069 r 4+ 0.2352 r 5+ 0.7727r
7 

4 

-17.2+0.7727r2+0.7727r 4+7.6592r
5
+0.7727r 6+o.7727r

8 
5 

GL = grado de libertad 

El vector de cargas concentradas, para los primeros 5 grados 

1 



de libertad, está dado por: 
GL 

- 9.6 1 

o 2 

E e = - 9.6 3 

o 4 

o 5 

Sustituyendo valores en la e e 1' y tornando en cuenta que, por 
simetria: 

ó = ó = ó = ó ó = ó = e = ó 1 3 7 9 2 • 6 8 

r = r = r = r r = r = r = r 1 3 7 9 2 4 6 8 

a = a = a a = a = a = o 
10 11 12 13 14 15 

se obtiene el siguiente sistema 
representan el equilibrio de cortantes 
grado de libertad correspondiente): 

de ecuaciones 
o de momentos 

(que 
en el 

Grado de libertad 1 

193.28 ó- 193.28 ó + 2.7546 r + 0.4704 r
2
-2.58 -9.6 =o (a) 

1 2 1 

Grado de libertad 2 
- 193.28 ó

1 
+ 214.937 ó

2 
- 21.655 ó

5 
+ 1.5454 r

1 
+ 5.2069 r

2 

+ 0.2352 r
5 

- 6.88 = O 

Grado de libertad 5 
~ 86.62 ó

2
+ 86.62 ó

5
+ 3.0896 r

2
+ 7.6592 r

5
- 17.2 = o 

b) Análisis de deformaciones del terreno de cimentación 
Haciendo i = 1 en la ec 6 

= M H ( 
z 1 11 

+ M H 
z 2 12 

Como se indicó en 

I 

I 

9 
¿ 

k = 1 

d 111 

d 121 

r 1 1 

••. + 

r 1 1 

...• 

el inciso 

1 a 1 

I 119 

1 a 1 

I 129 

3' 

+ I d r 1 a + ... 112 2 2 2 

d r 1 a ) 9 9 9 

+ I d r2 1 a + 
122 2 2 

d r 1 a ) (d) 9 9 9 

el valor de influencia 

(b) 

(e) 

I 1jk 



\ 

representa e"! es_fuerzo en el punto ij debido a una presJ.on 
unitaria colocada en el área k . Calculemos como ejemplo un 
valor de influencia, digamos el I . En la fig 7 se muestra 

liS 

la planta del área 5 y del punto l . Colocamos una presión 
unitaria en el área 5 y calculamos el esfuerzo bajo el punto 
1, a la mitad del estrato l, es decir, a una profundidad de 
l. 2 m . Aplicando la ecuación de Boussinesq, se obtiene un 
esfuerzo vertical de 0.002988 Los demás valores de 
infuencia se obtienen en forma similar. Sustituyendo valores 
en la ec (d) 

ó = 0.0154(2.4) [0.2271(4.3r )/4.6225+0.009375(6.45r )/9.245 
1 1 . 2 

+0.0001528(4.3r
3
)/4.6225+0.009375(6.45r

4
)/9.245 

+0.002988(8.6r5 )/l8.49+0.0001625(6~45r6 )/9.245 
+0.0001528(4.3r

7
)/4.6225+0.0001625(6.45r

8
)/9.245 

+0.00002824(4.3r )/4.6225) 
9 

+0.0222(2.0) [O.ll39(4.3r
1
)/4.6225+0.04407(6.45r

2
)/9.245 

+0.002284(4.3r3)/4.6225+0.04407(6.45r
4
)/9.245 

+0.028026(8.6r )/18.49+0.002638(6.45r )/9.245 
5 6 . 

+0.0022836(4.3r )/4.6225+0.002638(6.45r )/9.245 
7 B 

+0.0005157(4.3r )/4.6225] 
9 

Sabemos que por simetría 
r=r=r=r 

1 3 7 9 

Sustituyendo valores y haciendo operaciones 
ó = o. 012733 r + O. 0033854 r + o. 00063012 r

5 
(e) 

1 1 2 

En forma análoga se obtienen o
2 

y o
5 

8
2 

= O. 0036877 r
1 

+ O. 020326 r
2 

+ O. 0021424 r
5 

(f) 

ó
5 

= 0.0028714 r
1 

1+ 0.010629 r
2 

+ 0.025023 r 5 (g) 

e) Compatibilidad de deformaciones 

r 

La compatibilidad de deformaciones entre la estructura y el 
terreno de cimentación se logra sustituyendo las ecs (e), (f) 
y (g) en las ecs (a), (b) y (e); así, se obtiene: 

Grado de libertad 1 
4.5029 r - 2.8039 r -

1 2 
0.2923 rs - 12.18 = o (a,) 

Grado de libertad 2 
- 0.1852 r + 8.6912 r + 0.03202 r - 6.88 = o 

1 2 5 
(b,) 

/ 



Grado de libertad 5 
- o. 07071 r + 2.2496 r + 9. 6411 r - 17.2 = o (e') 

1 2 5 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 
r = 3.343 t/m r = 0.8569 t;m r = 1.609 t/m 

1 2 5 

Los hundimientos 
sustituyendo los 
(f) y (g) 

del terreno de cimentación 
valores de las reacciones en 

se obtienen 
las ecs (e), 

ó = 0.0465 m 
1 

ó
2 

= 0.0332 m 0.0590 m 

Para ilustrar la determinación 
utilizamos para la barra 1 las ecs 

M
10 

= - 2.88 t.m 

6. CONCLUSIONES 

de elementos 
6 y 7 

V = 4.8 t 
1 

mecánicos, 

Como se puede apreciar en los incisos anteriores, es posible 
en forma relativamente sencilla llevar a cabo el análisis de 
interacción suelo-estructura en el espacio, sin necesidad de 
hacer iteraciones. Además, se toma en cuenta toda la 
estructura y todos los estratos del subsuelo. 

Uno de los aspectos importantes es que para aplicar esta 
técnica en la práctica profesional, es necesario elaborar 
programas de computadora, los cuales utilizan grandes 
cantidades de memoria, ya que en tres dimensiones el número 
de grados de libertad es mucho mayor que el que se utiliza en 
análisis bidimensionales. 
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Figura 1. Barra articulada a la izquierda 
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INTRODUCCION I 
!::l ,,.,:,lisis c·structurl!ll, a tr,,vÍ>s rlel método de rigideces, re

suelve el problema del análisic; de sistemas estructuroles, rr.e

dLlnte la solución de la "cu-1ción <Jeneral{F} a(K){d}, en donde el 

tamaño rle> la matriz de ri<Jidcc•!S de le estructura(K), m01ntiene 

una relación directa con el número de grados de libertad ansular 

y lineal del si!.lte~na estructural. 

En un pli\ntcamiento tradicional, el análisis e3tructural 

concibe como nudos ele una estructura a todos aquellos puntos en 

que concurren dos o m.1s el0mcnlos de la misma. 

Es po~ible, a través de un ¡:>lanteamiento más elaborado t·edu

cir el número de nudos de una estructura si sÓlo. se considcrQn 

como tales a los puntos en que concurren tres o m.ís elcm<>nlos 

de esta, lo cual reduée considerablemente el tamaño de la 1.1atri~ 

de rigideces de la estructura(K), siendo esto ventajoso desde el 

punto de vista de la soluciÓn mater.tdtica y sobre todo de la apli-. ' . cacion de computadores al analisis estructural. 

Este planteami,mto es de interés particular cuando se a::>lica 
' el análisis estructural de sistemils de tubet1as en dos o tres di-

mensiones, debido a que en estor. sistemas estructurales existe 

por lo <Jeneral un número suficientemente grande de puntos en que' 

concurren sola~entc dos tramos de tubcria (quiebres), como para 

pen:o;ar en un tratamiento especial para cl!.os, sin consider,J::-los 

como nudo!>. 

..:1 .. 



CARACTERISTICAS JI 
1.- IlUDO.- Se consid~rar~n como nudos sÓlo aquellos puntos 

de la estructura en que concurran tres o m~s tramos da 

barra y a los apoyoG incompletos. 

2.- TRMlO o¡; BARRA.- So llamará asl al tramo recto compren

dido entre dos quiebres adyacentes de una barra. 

3.- BARRA.- Se entender.; por barra, a la parte de tuber1a 

com:;>rendid·l entre dos nudos. 

4.- SI::CCION TI~\NSVE:RSAL.- La secciÓn transversal de cada 

barra, será un anillo circul~r constante on toda su lon

gitud. 
z• 

Y' .. .. 
·---~· 

x• 

I>< ' J = 
Iy' .. 'Iz•• I 

Acy' n Ac 20 o • Ac 

FfG 1 .- Propiedades de la sec
~f¿;;:;-··tr;~ns versal y ejes locales 
ae referencia. ( ·s.L. ) 

4 

,, 
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;i 

1 
i 
' 

DEFIN!CIONES 

. 1 t-
~G.~--------> 

FI~. 2.- Tuber1a en el plano. 
~--Notese qu<> en un nu:lo rueden con-
currir barras con diferente sec
ción transversal. 

(D nudo 

m barra 

Ifi 

S.G.::Siste:r.a global 
de referencia. 

A. 1.>.- Matriz de transformaciÓn de coordenadas T para 

un tramo de barra. 

(2) quiebre 

m tramo 

FIQ_}.- Tr,.r.~os de \Ji\Tra y ángu
lo-& para la barra 1 de la fi
gura 2. 

@ 

(T1m 

coa + 

• sen ~ 

o 

1 
-sen ~ o 1 

1 

cos ~ o 1 

o 1 

./ 

5 



dondr~ O. '! inc11n:1ciÓn d•>l tramo de barra ; referido al 

eje x positivo en el s.o. medido en sentido 

contr11rio al de ·las manecillas del r<:'loj. 

A. 2.) ~latd.z de transporte l'!ntre los puntos@yQ)referidos 

al 5.G. 

,{,fcrido al tramo[~] de la barra 
u.J (fig. 3), 3 es el nudo<!)y j 
"s el quiebre@ 

G 

NÓtese que p-1ra el tramo adyacente a un nudo, la matriz 

de transportl! ( H~J) toma la forma de loó~ matriz id<'nt.'idad 

e :r). 

A. 3.) 1-!atriz de flexibilidad del tramoQJ en !:U extremo Q) refe

rido al s. L. de referencia. (ver flg. t) 

L o -EA 
-----

(r~Jrn 
L!(1•Cl 

• o 
1 

3t;I --G L• 

(en S.L.) O 2EI 

donde: 

o 

L' 
2EI 

L 

EI 

I 
Ca G (t+íll-

AcL 

y:: t:Ódulo de Pol$SO!l del ru
teridl 

Ac,. Area de cort11nte de la sec
ciÓn transvcr3al 



., 

1 
1 

1 

1 

• 1 

r 
5.q. 

'~ 0! .t·: ~ úl""-g> ~.J 

·J . ·. 

1'1 
• 1 
j. ,. .. 

~ ' 

_F'~<?._ _1_.- Tuber1a en el espacio. 
NÓte~e que en el nudo pueden con
currir barra5 con diferente scc-

·- cién transversal. 

(!) nudo 

[l\ barra 

S.G. Sistema global 
de referencia 

B. 1.) .- Matriz de tran9formación de coordcnada5(T)para 

un tramo de barra. 

. . J\.~~ 1 o 
l-rJm· - -

.. j 
' 0 hl ~~y'x Cz'x 

donde: (As)= Cx'y Cy'y Cz'y 

Cx•z Cy'z Cz':z. 

~n la matri:z.V\3) los ,,lementos de las colu11U1C~S 
1,2 y 3 son los cosenos directores de x', Y' 

y z' respectivamente, del tra1110[]] en la barra 

\.Den s.t.., con respecto al s.G. (ver fig 1 y 

ftg 4) 

·¡ 

' 



S. 2.) .-Matriz de t=~n~porte entre los puntos By j 

referidos al s.G. 

r}_G..!2.- Tramos de barra y quie
bres :'.3 ra la barra II) de la fi
gura 4 ( para el tramo [D,n es 
el nudo@ y j es el quiebre G)J 

CD 
[l 

quiebre 

tramo 

nótese que para el tramo adyac~nte a un nudo, la 

matr1z de tran:¡porte (H,j) toma la forma de la 11111 
triz identidact(I). 

B. lo) .- Matriz de flexibilidad del tramo[] en su extre1110 

Q) referido al s. L. dc referencia. ( ver fig. 1 ) 

donde: 

8 

C a G(l+?) I 
'A'CL• 

í> = MÓdulo de .roisson del material 

Ac • Arca de cortante de la sección 
transversal 

G " E 2(u.-v> 

·-· 

h 

' '' 

:1 



1 

• 1 
1 

. ' 
' 

• ! 

. ' 

1 
1 

: 1 
. ! 

1 

! 
1 

1 

-::. o i o o 1 ____ ll ____ ... .. l . . o 1 o 
O . L~ (' .~:;-~ ----- ------ ----f 

¡___ 
1
3c:r- ~~ 0 

o --______ , ---. . -... o li. 
1 ----- -· O 1 - ----- 2EI 

O Ll (l•C) -----
0 - ¡,• 1 3~I O 

o ¡,- --L-· ... - - 2E:I L __ _ 
' - o 

í 

o o 

" 1 

1 

! 
i -T-- ... -- 1 G.J 

o 

1 

o r:. --- ---1 
1 

Fr o 1 
' -1 

o L 
-r¡ 

o o o o +,J 
( en S • L. ) 

.. ~ 
9 
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PLANTEAMIENTO GENERAL Jil 
La soluciÓn de la ecuc:¡ción senc:r<:~l plc:1nte<:~d.l en el análisis e::

Lructur~l a trav&s del rn~todo de rigideces 

••• ( 1 ) 

comprende l<is siguientes ctapo.s: 

A.- l"ormaciÓn de L1 matdz de ri')iJeces (1<) 

B.- C.llculo del vector de fucrz.,:;( J.>) 

C.- Obtenci(m del vectoe de dcsnlaz:~mientos d mediante la 
~oluclón de la ccu~ciÓn gcn~ral (t). 

O.- ObtPnciÓn de los elem<:ntos mec.lnicos en los extremos 
de C<ld~ ba·rra ¡ calcule> dos a partir del vector de des
;>l.:~z<:~miento(d 

Se tratarán aqui sol.,mente los punto; A y B. Los puntos 

C y O corresponden a un pl1nteamiento tr<:~dicional del análisis 

estructural. 

A.- ~orm.:~ciÓn de la matriz Je rigideces(K) 

1 ).- ~orma.<=_iÓn de la _!llatriz (Kl en forma to¡>olÓgica 

Se entiende ror foema topolÓgica de la matriz K 

.:1 la representación ~1tricial de la relación que guardan 

los extremo~ de l~s b;:¡rras con los nudos de la estruc-

tura 

La ~1.triz to¡>>lÓgtca (K) para las estructuras de las 

figura~ 2 y 4 es ido:>ntica y tiene la siguiente forma, 

si el <>xtremo ll de lils bdrras coincide con el nudo Q), 
@)o@ 

•• 



í 
! 

() o 

o 

{ en s. G. l 

Nótese que pu..,de pensarse en una reordenaciÓn de la nomencla

tura de los nudos a fin de obtener un menor ancho de banda de 

la matriz(K), lo cual es conveniente desde el punto de vista 

de la aplicación de computadores. 

2).- ObtenciÓn de l<>s. ~trices (kAAJ,(k~~JkMJ y(keoJ p'lra cada 

barra <'n s. G, 

&atas matrices están relacionadas entre si através 

de las siguientes expresiones: 

Por lo que sÓlo 
, 

::.era 

donde A y B son los extremos 
de la barra { ver figuras 3 
y S l 

necesario calcular ( ke11 J de cada ba-

rra, y aplicar L•s expresiones anteriores pi!ra calcular 

(kA.t.J ' (le...,.) y lk~~~J • 
Para calcular(k~~) se procede de la manera siguiGnte: 

-1 . 
Recuérd.,!:C que (k~e) a (f~e,J 1 ;>Or ·lo que el ;:>roblema 

:;e ;.cduce a .::alc.uL•r(f00)en s. G., L .. cual se obtie!1e a 

11 
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p-~1·tir de la siguiente expresiÓn 

5 l. 

( Ver figuras 3 ¡• 

donde ( H,J) y (tM)ffi se encuentran referidilS al S.G. de 

referencia. 

La IMtL·iz de iLexibili•!.:c!es del trnr.-.o \ll en el ex

tremo B, referida al s.G. puede calcularse con la siguien

te expresión. 

cf~~Jrn- e T 1¡l1Cf~o)¡ T) rn 
(en S.G.l 

3).- Trat~micnto de apoyos inc_o~P.letos 

Un apoyo incompleto puede no ser considerado co.-,o nudo, si 

se emplean lils ric¡id~ces modificadns del tramo de barra 

que concurre en él. 

A continuacion se listan las matrices de rigideces mo 

dificadas p.~ra dos ca,;os de interés práctico: 

® 1"'-----:-~..----p~~ 
\ 

1 
1 

-L 

o o o 

O 3I::I 

v ----- ---· 
( k'~e) e e k',.,~) .. 

( ~" S L.) 

o 

o o o o 

[k.~s) m(k'OA) • 
(a" S-l) 

1; 



·.) 

!'1:1.!.--G_.
fucrzas de 

Pa~a obtcne~(kJen s.G. se eroplea la sigu1c:ntc expn·sion: 

Con (TJ t.ll co:no f\le defintdo en III 

B.- C51culo del vc~tor de fu~rzasjF} 

Las cargas qu" rueden presentarse en un sistema de tube::ias 

como el de las figuras 2 y 4, son las siguientes: 

·1.- FuerzdS exl•!rnas aplicadas en: 

¡-los nudos de lu estructura 

- los quiebres ele lds barras 

- los tramos de cada barra 

Considéres•' la barra (II de la fig. 2, cargada como se 

muestra en la figura 6 

'\ 
~XtY:i.rrY{ 

{~) 
Barra fficargada y 

fijación/ F,\ ( F&j 
y 

@ ---~"' 

\ F) trtramo> 

® 
,.------ { dr;} 

Fuerzas quiebre 
- Fuerzas fijación. 

I::I.• '•- .z~- 0,1rra IT} en cantiliver. 

Das fucrz.1s de fiji\ción en el extreroo 8 de la barra~ ce 

obtienen a P·lrtir de 1.:. siguiente expresión: 

13 
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donde { d:]es la .nutriz de desplazamientos del e;(tcerr.o B 

considerando a la buera en c~ntiliver ( ver fig. 7 ) y 

se calcula con la ~iguiente expresión 

En la expresión anterior,/ Fj]es el vector ·resultante 

de restar las fuerzas externas aplicadas en el quiebre 

Q) ( [ F~, • • •••••••••• , [ F) N't'"'"''~ en la figura 6 ) menos las 

fuerzas de fij.>ción producidas por las carg3.s externa,; apli

cadas er, los tramos adyacentes al qui~bre(D amb'l5 refe

ridas al S.G. 

El vector/~j, tiene la forma siguiente para el caso 

de sis·temas de tuberL!s en dos y tres dimensiones. 

[ F¡l ~~ ;~:] 
M¡• 

< s.F. 20 > 

Fj• 

Fjy 

Fjl 

1 Fj} m !1 j• 

Hjy 

H jl 

{ s.G. 30 ) 

Convención 
vector { F¡l 

positi•ta del 

La matr1z(Hs1jse i!plica tal como fuP. definida en III. 

La mutrizlf~) es la m~triz de flexibilidades del segmen

to de barra comprendido entre el extremo origen@ y ~1 

quiebrcQ)respecto al extremo dcstJ.noQ)y está definida me

diante la siguiente fór~ula de recurrencia. 

( ~ ~ 11 .. (ttBJ) +(l~Sxifr~J~eCD) 
1 ~ j ~ { N'+ramo~-1") 



~n donderli~r'"c aplic;• t.~l "omo fue ctefini•ia en 111 
' V_.j) ¡j 

y (f[ill) "" ,;bt ient.! por un oroced imiento s imllar al des-

crito en A.2. 

NÓtese que en la ecuaciÓn anterior se tien<: que: 

('fl) a e fee)[j) 

y (r tlha"'o•J • (f e.e) !Il 

Mediante el procedimiento descrito, se obtien~(d~J 
se calcda\ FBj y se le suman las fuerzas de fijación ~n el 

extremo@ de la barra QJ producidas por las cargas aplicadas 

en el tramo adyacente a él, obtenicndose asi el vector[r~) 
definitivo. 

Una vez conocido el vector de fuerzas(í;]de la barra 

!Il se calcula el vector de fuerzas \i' .. } de la misma barra con 

lil siguiente expresiÓn: 

dondez¡FAres el vector de fuerzas en el extremo@de la 

barra ffi producido por las cargas actuantes en 

ella consider~ndola en cantiliver• ( ver fig. 7 ) 

y(H~se aplica tal como fue definida en III. 

Los vectores de fue_rzas('F,..\ y{Fe.1 asl obtenidos conz

tituyen el estado I de cargas ( fuerzas de fijación l. 

Al aplicar vectores de carga en sentido contrario a 

los d~l estado I, y sumar los que concurren en un nudo 

mas el vector de cargas aplicado en el mismo, se constitu

ye el estado II de cargas. 

La forma topolÓgica del vector de cargas{F]en la e

cuación ( 1 ) para las est.ructurns de las figuras 2 y 4, 

siendo nudos destino el (1;, (J'l o® es la siguiente: 



\ 
' (1 + f f~\y + n~~J0 .. f f J(i) F BJ m 

1 
1 

{FAJffi + [f"j@ + fr..10 + [FJ
0 { F) ------

{F&] + { Fal
0 

+ { felm + ¡ F&J~ + { r}® 
/~ 

t F[i] m + [ Fe.}ffi + { f J@ 

Convención positiva p~ra los 
componentes d"'l vector{ F] . 

16 

Estamos ahora en posibilidad de resolver la ecuación ge

neral {F)a(~{d) y obtener los desplazamientos de los nuños de 

la estructura y calcular a partir de ellos los elementos meca

nicos que se ~eneran en los extremos de las barras ( inciso 

IV.C ), lo cual puede hacerse a través de un planteamiento tra

dicional de análisis estructural. 

A los el~mentos mecdnicos as1 obtenidos, se les su~n los 

vectores do fuerzas de fijación que constituyen el e~tado I de 

cargas para obtener los elementos mecánicos definitivos en los 

extremos de cada barrá de la estructura. 

2.- Fuerzas P~oducid-ls por C,1mbioz de Temperatura 

Es aplicable todo lo e:>tipuludo en 0.1, pero ahora el proble

ma es ffids sencillo, ya que la Única diferencia con lo visto 

_allá, os que la m11triz d 

guiente¡ 

ahora se calcula de la manera si-



:~ 

! 
1 ¡ 
1 
1 
! 
1 
1 
i 
¡ 

~· Coeficiente de dilataciÓn lineal d~l 
nu ter ial 

A t a Cambio de temperatura 

Para .._ • e te 

¿1t • cte 

dJle a o<.l',t(X8 -X.._l 
1 

dy~ a o<Llt(Ye,-Y,..) 

dl e. • .Lll t < z& -z ,> 
~8=0 
,Yr; • o 

' ~za. o 

(S.G. 30) 

Para N. = e te 

(.1tlli a variable para Cilda tramo m 

"''"""' • -~ f¡t0 <ll:d rn dX1} 
J~• 

fdti} ~ ~ N"ii""'O) 
dye, 

a t, [lt!D (Óy) lll 
.. 

(S.G. 20) ¡17. e • o 

cJP.> 
t..fhlP'"G"J - o 

- z..,;.lltlíl <.1x>@ flxe. • 
J= l 

{dB~r= 
I'J,'1roMos 

~ • z. oillt III < ~:: y >IIJ J dye IIYe.• o 
j' 1 l 
N·tro.tft~ 

ctle, • :z ..i.L)t m ( .1 z, m t. o !Iza • r=l ¡ 1 
<s.G. 30) 

17 
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( 

3.- F'uerz2.:; nroducidas por despla?.allli'!ntos imr>uer;to~ ., los 

apoyos. 

Es aplicable también ühora todo lo estipulad~ en B.t y 

el problema resulta ser mas sencillo ·;ue '.a& Ji.· .¡'::2ados en 

B.t y B.2 puesto que ahora{roJ se ca.ccul.a.d~te a 

partir de la siguiente espre3iÓn: 

dondc.{ctA} e~ el vector de despla:o:ariüentos impuP,;tn-. " la.. 

estructura en el .3poyo A. 

f 
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::<O F''f<!NT "El" ESTE Fl1CII~m;.;r•1A :~E TONri Ef'j CUENTA OUE CA[:•A NUDO PUEDE TENER AREAS INT 

·-11) r'J::;; I 1'.-IT "LECTUFü-i DE [•c:iTCt:3 C•E LA t.:::STnUCTURf-;" 
50 READ N,NG,NG~M.NBIZQ,NBDER,NBART,NBC,NBSE,NE '· 
6 O F·!': l NT "N o NU~IERO [:•E NU[:•OS OE LA RET 1 CULA o.", N, "NG = NUMERO [:•E GRADOS DE L 1 BE 
F;T,c;¡:. o'·,.r.l•:i, "NBIZQ" NUMERO [:•ONOE TERMINANLAS BARRAS A. LA· IZC!UIERf•A =",NB.IZQ, "NBD 
[cF< ~ r·JUNEi'<O [:iJN[•E TEF<i'liNAN LAS BAF<RAS A LA DERECHA o", NBDER . 
-¡o FR I I'..:T '' NB~1RT :.: -1'-.lUHEF-~0 · DONI-•E----TERN I NAN LAS----BAF.:RAS- -DOBLEMENTE-- ART I C:ULA6AS -· =.'.' ..• NBA----·-·· 
i":T, "I'·JEo:: " : I\!UI<IERÓ [:•Or·jDE TEr<~l I NAN LA:3 E<fC'<f<RAS CONTINUAS o", ~WC, "NBSE " . NU~iERO. DÓNl>E . 

T c::r~:r•ll fJt.;i,J L~it; BARRAS VE Lti O::•UF'EFiE~;TRUCTURA = '' ~ NBt•E 
::e: O F·R !rrr "i\ICiEM ·" NU~IEF\0 OE CiRA!:or)S DE l !BERTA!>·. FARA EL CALCULO, DE L0>3 .ELEMENTOS .. M 
E CAl'~ l CO:=;- =", ~~C~Ef•1 ~ '' t-~E :.: NUI'.-1ERO DE ESTRATO.S = '' ~ NE . 
90 DIN ECNBSEI~ INCNB9EJ ,LOINDSEI,WINB9EI,PINGI,TPINBSEI,TQINBSEI,DRINBSEI,DS~NBS 
E; 
!00 DIM KR<NqEM]NGEM>,CRCNG,NG),VE<NGEM> 
110 DlM SC:AL(NG>,IPSCNG) 
120 ¡::-¡:;; I l'JT "PF,IJF' I CVl4f:oE~3 DC LA:C; BA.RRAS" 
r::'o F'RHlT 'T:P,RRA, E, !, L, W, TC!, VR, D>~:. E<AfiFU1 ARTJCUl:A[•A A LA IZC!UIERDA" 
140. FOr !=1 TO NDIZQ 
l.S<:• F:E,c,[:> I, E 1 l 1 , IN 1 1 1 , LO i 1 1 , vJI 1 1 ·,TI] 1 1 1 , [•!< 1!), [•9 1!) 
16 O F·F: ItH 1 , E C 1 1 , Ir" 1 1 1 , LO ( 1 1 , \~ 1 1 1 , TC! i 1 1 , l:•R .< 1 ) , [•S 1 1 1 
170 NEXT J 
l:,:o F'F:INT "BAF<RA, f:, !, L .. W, TP, DR, DS. BARRA ARTICULADA A LA DERECHA" 
190 FOR I;NBIZQ+l TO N8f:oER 
·~o o i':C:I',D 1, E C 11, n,¡ 111, LO 111, W 111, TP 111, DI'< 111, D>31 11 
~ 1 O F·h IrH LE ( 1 1 , 1 1~ C I ¡ , LO 1 l 1 , W 1 1 1 , TF' i l 1 , VF< 1 1 h DS 1 1 1 
220 NEXT 1 
~::JO F'Rl!'JT ."Diii\RA .• E, !, L, W, [:•F!,. U3. E<AF!FlA T•OE<LEI~ENTE Af<TICUU\f'A" 
~40 Ff::JNT ·"E:,Y<R~ •• E, !, L, W, TF·, TCO,. DR, DS. ·BARRA CONTINUA" 
250 FOr I=NBAR'f-~1 TO NBC 
2SO m~p,¡,· l ,. E 1 ¡ 1, IN C 11, LO ( 1), W 111, TF' i I 1, TC:! ( l 1, DR U 1, (•S 11 1· 
.270 i'R 1 NT 1, E C 1 1 , I !'j C 1 1 , LO C 1 1 , W ( 1 1 , TF' ( I 1 , TO C 1 1, [•R 1 1 1 , DS 1 1 1 
~~:;::o rJEXT I 
~90 ;c·RJNT "BAFa\A, [, 1, L, vJ, TF', TO, [:•R, C•S. BARRAS DE LA SUPERESTRUCTURA" 
300 FOR I=NBC+l TO NBSE 
::.,¡O RE1'10 1,E C 11, Il<ti 11, LO IJ.I, W ( 11, TP 111, TO 1 l 1, DR 11 1·, 091 I 1 
32• .. • PF< I NT I .. E 1 1 1 , 1 N 1 1 1 , LO i 1 i , W 1 1 1 , TF' 1 1 1 , TI) 1 1 1 ; DR 1 1 1 , D9 1 1 1 
:::r.:nJ .~!EXT ·¡ 
:::40 F'F~ I !"-lT 
::.:::so FR1NT "CARGAS CüNCENTRi\DP1'o Y CAF:CiAé< DE Er~F'OTRAMIENTO" 

~60·FOR I·.~1 TO NG 
::o o r::c¡;¡:. 1 .• P e ¡ 1 
.:::c:O fT<lNT 1, F: 1 I 1; 
::00 I'<E/T I 
·l (1 O -PF< I t·~ ¡· 
41 O I'R[ NT "D!\fd'<A, !1101'1ENTO CN EL CXlHE!~O L 1 D!iE DE L,o, E<AI'<I<A" 
'120 [:>11•1 ~10 I~!Dl•ERI 
430 F·lcf H-IT 
·l40 F'i:-\INT' 
4~50 ¡-.-.·:-;: I N·1· ,; LECTUF\f.1 DE I.•{-iTO::; .DEL !?,·.UC::¡_o '' 

.. 
' 

.. 1 LO l"'R li'H 11 N ~ t\IUIVIEFiO DE NUD0-'3 [•E LA F-:ET 1 CULf;:::: 11 ~N, "NE = NUI'riERO VE. E~iTRATOS~ u, NE 

1 



-- ·--·--- -----· ··- -----
-170 [·li'l X e' iil!, ·,T (J-n, XI (1·-1,.4!, XF <n, 4!, Y l ;<, ·1) ,. Yr Ci'<, -1-), Z <hiEi, H CNEJ, i•1L <I"E), A <W, INF ( \' 
i\', t-~E, t'.:'>., ¡::";! (;··.:,. 4f, ·u~ (N:·, X \l'JC:i) .• NHI <r-n, FLE N,¡-,.¡;. 
.:;:~;O r:;:.:::dr "I•t;Tcc.:.:-. C=iC::OI··1ETr~ICC.:3" 

..:.i.'::.·c: f "F ll'-iT '' ~·~.F:EA:.;.; I NTEf\i\lf::.:-:; E~~ C{"1I>A ~~l_![:.O" 

·:::oc~ i='F:If-~T. ~~~~UI"•Ct, I•Jl_!i'"IEfi:C) L.·E /:¡REA.":i INTERr~¡:)[i" 

510 ~JR· 1=1 TQ rJ 
·::~:20 REr-:'.¡[) 1, t\l?i I ( I) 
~::3u F'R I I·~T I, Ntd ( I 1 ;· 
~:>~:) l'~l=:XT I 
::;::.:;o FR H·~T 
'::s•:1 e·¡;; I ;-n " ( XF , \T l : CIJCifiDENADA:3 !JEL F'Ur.ITO, · (X l, Y I l : I::CIIJRDENAL'A:3 IN l C l ALES l'E LA CA 
F:QA I~EPARTlDA, CXF,YF) :COORDENADAS FINALES DE LA CARGA REPARTIDA 1 LR:LONGITUP DE 

LA REACCiOtl ' , A: AREA DE LA REACCION r, BR: ANCHO EQUIVALENTE DE LA REACC!CIN r 

~:;;o PRHH "I,.I:1,Xí',YI"\>.:.~,XF,VI,VF .• LF.;" 
580 FOR 1=1 TO N 
~:~·~·o :-;l_i¡·.¡,,.,o 
6UU i·~r~:.:.:¡'~AI ( I) 
610 FCIR K1•1 TCI NA 
C 2 O F:[,.o, ¡:. l , 1< 1 , X f' < l l , YF' ( l ! , X 1 ( l , 1·0 l , X F ( I , 1<1 l , Y 1 ( 1 , 1<1 l , YF ( l , 1< 1 l 
630 F'F:lNT I,I<1,XF'l!J,YF'Cll,XICI,I.:.ll,XFCI;K1l,YI(I,jo::!J,YF<I,Kll 
C. 4 ü ,q 1 ( 1 , 1< 1 ) ~ (X r: : ! , 1<1 ) -X l ( 1 .• 1<1 l l '' ( Yl~ ( 1 .• 1<; l -Y 1 ( l , 1·:: 1 l l 
650 SUM=SLIM·~Al c·r.~:l> 

660 NEXT kl 
.1::.70 {; ( i) =::-.Ul1"1 

¿.::::1} NEXT I 
(.'}0 f'F\ 1 1"-.lT ''PUNTO, E(; fR(...)TO, F'ROF"UI\ID 1 [:.()D ~ ESFE::.oF.:, 
700 FOR J=l TO NE 
710 F:EAD J,HCJ),Z(JJ,MZ(J) 
720-PRINT J,HCJ) ,ZCJ) ,MZCJ) 
7:30 NEXT J 
740 FRlNJ "Lii ~ LONCi.!TUD r:'•E LA REACC!ON r" 
750 FOR ·I=l TO N 
760 F:EAD I,LR(Il 
770 PRINT I,LR(Il; 
7:c:o r'"l':.l :·n 
790 NEXT I 

MODULO DE DEFORMACION'' · 

. '. .. ~ ... 

:e: O ü F'C: 1 NT . "CALI":UÍ:Cr ·[?lo·· LCI:3 -·VAl:ORES·-·l:•E- ·-1 NFLUENGIAI-'-·-- ·-·· -··-·- -- -·---. ----·-·-- ----·------ ·-·-- -·- ------. 
810 F'RINT.''PUNTCI, ESTRATO,. CARGA~ VALOR DE INFLUENCIA'' 
820 FOR 1=1 TO N 
83(1 FOR J=l TO 'NE 
:~:40 Z=Z CJ) 
850 FOR K=l TO N 
::::.~.O ~-3UI'"1;; O 
::;:70 NA=NAI ( I) 
880 FOR Kl=l TO NA 
~:9o.x~XP<IJ-XICI•~,I<1i: Y~YP<IJ-YI,(f<,l(ll 

90o Go:::.:;uB· 2760 
·::oto :=:rc;zr==-::;IC.:¡z 
920 X~XP\Íl-XFCK,~1l 
·~J:3(! 60SUB 2760 
940 SIGZII=SIGZ ·· · 
950 X~XPCI)-XICK,Kll: ~~YPCIJ-~Y~Ck,~J; 
960 GO~=:.t_IB :2760 
970 SIGZIII•S!GZ 
980 X=XPI!l-X~<K,K1l. 
·-r-111 c;o!::;uB .27t.o 
1000 SIGZI·V=SIGZ 

·, :· 

1011) SUM=SUM+ABSCSIGZI-SIGZII-SIGZIII+SIGZ1V)" 
l 020 1\IEXT 1:::1. ' 
liJ:")U H~F· ( I ~ .J ~ 1:) =!~;1_11'"1 
1040 NEXT K 
1050 NEXT . .T 
1 ü60 r~FXT I 
1070 REM FOF:MACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ 
1080 PRINT ''D~RRAS ARTICULADAS A LA IZQUIERDA'' 

.-,::.. 

.. ,.· ' -' ."•• .L•• ce· ..• C·<· ':f 

·._.,,._ . .-



·::·¡:·:: r,·;::::t fi':) :·.~n.rz:;·! 

::: T C: ( i··! .i ~ 1< L:oí:; ( ¡·.,..¡) : L.-~== [:•:·~i ( ¡v:) 
.L ¡_:¡·:;'!) 

1 ' u l,i 
l .L 1 U :i!·~~.~~{i\~)=~IN(~I)/L0(111}: A2·J·I=E(~I)*INC~I)/LOCM)··2~ AJ=J*E(Ml*II~CM)/LOCI~>··J 

l :L .~. ~.i 

J. ~::,u 
ll·; u 

·.F: \ .. ~ ,, .J) ~==/ :H (.~' , .. J) +1~iJ. o ¡.::r:i (J,. l.) ====I<F.: (.J~ 1=: > ··P1:.~~~ lO::FI (J ~ L) ::Kf( (.J ~ Ll +1:;.2 
i<i"·:~ (_ i=:· :• ~<' .l :: l=::r:: ( 10:: .• 1=:: .1 ·if.:·::~ :: /·:.:r:: ( ¡:::, L.> .:-~ l<n •: 1::: ~ 1.) ·-t.)J ~ I:J~: ( L ~ L l :;::/<T\ ( L, L l t-{..¡J 

i'.h'(:.: ... J):::.I<Fi\ . ..i', r<l: I<F:CL,J)""KR(J,LJ: t::}~~L,I:) :::¡:::¡=.;(I<,Ll 
1-'T:: ( .)') ::::\,/E ( .J) ·- (V~.: )"1·) :I·=L,O ( j\¡) ··· ·::) ;::~:: 1/1::: ( 1 ·:);;;\/E ( 1<) -:]:I:~J ( ¡v¡) :t:¡_(l (t.-¡) /:3: 

i6G Ll=LOi:1)~· L2=L1~? 
-~ ., U e:·:: ( .::· .· :: ) ·ce !'.".:1:::: r: .J ,, 1 :) + í "7 / 1 :~:3 l ·1: 1...::: :; r::F: .: .J, L) == Cl·~ í J .. :_) + ( ·~· / 1 ::;:_:::) =1: L 2 
¡.~:::_: C:F.:(i<' .• i:.:,; :::e;~:;(t:::,,i:.i + (-·l:t/"/2::·:) =:=Ll~ C:R(I<:,I .. ) ::(:FI!.~<~L) + (7/12:~::) :;:L.i 
:. ·;:,·: C :~: ':L.' J<) "' Cr:( 0: L.,, 1 :; ·:· 0: 2J / l ~:::.~:. ; '~' L :1. ~ 1:::·.:: ( L ~ i .. j :.= CG: ( l_ ~ L) r· (57/ 1 ::;:,·:~:) ,¡, L 1 

1::~:cc: J\1L::x·¡ r.1 

1::~:~u F::.~:::;· ¡.:oof·.!E:.i..?U-:·:1 TCi ¡·.::t.:.t . ."·F.i:: 
1~~0 r~·r·r<¡~):!<=01~<1~~~L~0:3(M) 

\/E(L);;;VE!Ll-5~'WCI~ 

·:. :;..:: • .¡.¡) h ·;_ :~::~:¡:E::;·.¡) :¡: fl'l t.¡.-¡) ;;_ .. 1) ( /'1.\ ·: p,::;-:::=J=I=¡.:: ( f:i) :•: [l'l •: ¡v¡) /LCI \ !•1 .l ···· :~ ~ ?~:J~::¡·t:E (/'1) :t: 11\1 ~:¡.·¡)/LO (~1) · ·:} 
1:::-.:::~0 I<T~(.~~J)c-:J::_¡:;\I~l)+¡:.·,:t~ J=:P(l,I:::;::J<R<I~k) .. ·P1:::.:: t<í~CI,L)=KF\(l .. L>+A::: 
J:::.::.u I<F::<J< .. i<J=t.:."i::::(l<,l<}·;-,:.1::;~ J<J::::(J:::,L)=I..:.F;:\I=~,l.) -H"J~ i=:F:(L~L)=~:J::::cL~L) t-{-i::-3. 
¡:::·?o 1-=":i~\ \!~ .... I > c~t·:.F~ ( I :• K/: J::.F~ (L, I i :::-.J<Fi ( I .• ;_): f<F~ (L} f=::) :.:KF.' (k, L/ 
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1290 ~!=LO(M)~ L2=L1A2 
::.::¡¡~!U 1_.; .: ( I .· 1 :> ::::C:F~ ( I ~ 1<~ ·· ('3/ 12:~:) '''L2; CFí ( I ~ L) =CR ( I ~ l) -·(7/ 12::::> '''L2 
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1370 :~TPCM): .J=TQ(M): k=DRCMl: L=DSCM) 
L::c.::u L'i.~~LO ·:: ... 1) ~ L2=Ll·····:::~ L:J:.::I __ l·····:J: lH=~J(f'<J) 
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1400 i<!·~:\1 .• IJ==t<r~:(l .. 1)+{41.: I<F~:cr .. J):: .. ,¡.:~:RCI~J)+Al/2: L:I~CI .• I<>=~=:r..;:(I,I<)-A2i ~:Jiíl .. L.l=KRCI, 
L> ·f (.\2~ ¡.::;-:; (J .. .J) =-·J<Fi (J, J ~ ·l r:1:J: I<R (._1, r<> =f:::Fo: <J, 1<) -(;~~:: r.::R (.J ~ L) =t-::R (.J, l) +h2 
H 1 o . r::r:: '· :<, r< .1 =I'R < r<, r< .1 un: v:r1 :. :·::,.u =t···R n<, u -A::<, r<r~ \L, Ll 4:R \l_, u •·AJ 
1/i:::::U 1 ::··: \ J,. l} :::J<:I·:: ( l .• .J: ~ J::J; (f<,. 1) :::i<í~ ( I ~lO: /:JO\ (L, I) ::[::.F¡ (l .• L) ~ kF\ Cf<~ j) =Vf;: (.J ~ T': >: Kl=.: (L~ .J) 
::::j::,F: r'.J .• I.); i<:::::,· (l ... 1<:) ::::I<F: i;l:::, l..) 
l. 4:.::~:·: VL '- 1 .) ~=Vf:: ( 1) •·(~J 1 :t=L2/ 1. "2: \/E ( . ..r) -~-~ 1 /C:: ( .J) -V-.J 1 :¡:L2/12; .VE ( 1<) ~VE •: 1< l -l•J 1 :t:L 1/2: VE (L) ::VE (L 
) ... [;.,1 J I:L_ .1 '~:_: 

"i. .:¡.-.¡.¡_) CF~ < i .· t<l ;:;;¡_~.r:·: ( I ,. 1-:". l ·- ( "i !. /1 ·:::J::') :t:¡_·:::: (¡::~ ~: I :• L..l :::C:r~: ( J: J L) -· (~.:;;1 '7)~~:) :•:L2~ Cn ( J, 1<) =CF'\ ( .J, Kl + (5 
,.. 1 '):2 J ,¡, i_ .. ::;:: :. Ch \ .) ,, i.__;. ·'-"e¡·:\ •, J :• L) ·+ < :ll / 1 '.':_12.) :~: L:2 
14~~";1) CF:<i·.,I<>,~Cní!<,.l<l·i .. (:íJ./J::...::.l*L:l~ CF~íi:,L.J=Cr:<I<,L)+(.3/:32)*L1~ Cf1<L .. V:Jc-:Cf:(L}I<)+(J/J 
2~·''L1~ CR(L,L).=CRlL,L)·t-(¡3/32)~=L~ 

1 -t.:::. O N 1:.:: :-.:· .. r ¡v¡ 
J. :l ·7 U r~·r;, :: ;\¡·r '' r:::.r::¡¡::::!"\{-1::::; DC L.{~\ :·:;up¡:::¡:;:C::3TI:~I .. .!C T!...ll:::{.) '' 
1 .-¡ ::::: .:1 ¡·::·e;:::.: ¡·,.¡ ,,~ n E:.~: t· 1 ·¡· e: 1\1 E::~:; 1:::: • 

t~91J J~TP(i~)~ J~fQ(I~l: ~:=DR(i~l: L~DSCM) 

c::¡¡::o ~:t·l-!J(i<)' c_::'·'i-1 2: L_::,.,L,L· :::<: ·W!=W!r~) 

l ~:SI U ¡:.:¡ 1. ""4':'E (j·:!) :: Il'~ ( ¡·,,) /L ,1 ~ (-\:::.~:.::¿,:t:[. (JYI) :¡: I I'J ( ¡v¡) /l_2 ·~ {-i:J::: f2*F. ( l"il) '1' If'..i 0:1"1) /L:3 
,:'.:_.,, t::i:<.;,,¡;.,,¡.::¡c;(l,l!+i\1: t::Hil,._l.l'"IJ<II,J)·Ii;l/~:: I·RII,f<)=IF((J,I<.l-A2: i':.R(J,U"I:::RII,. 

l...) +t~~~~ 1:::n O: • .:i" .•. .J) :e·¡:::¡.:;; í"J ~ .Jl +P11: ;:::r:: (J, K) -~:I<F.; (J ~ ¡.::) -·{~:2~ 1<1~ (.J,. Ll =KR (J ~ L) +{~2 
1:~.:~·:u t::.i~.: ~¡::_,, ¡::) '"·1--:1:.:.: (J:::, f:::) +i·Y:J~ f=:J~: n·:: ... L) :.~J::FI (¡;::~ LJ -p,:::·:: ¡.::f\ (L .. L) ::-VR (L, 1._) +AJ 
! ~c>1 ~' 1'·'":: J, J.) "'1<1": 1 I, .J); 1<1": íi<, I i ''i<T: 1 T .. 1<): ¡o:J( •:L,. J') "i<R 1 J .• L): ¡,;,r:: o::, J) =l".r': IJ, 1<): ¡·;n II_;._Tl 
:::f:F -:.J.·!.._ •: ¡ :FI (L .• K) :..::j:::F.: ~J.::, L) . 
.l. 'I'·:·· V1:': : I' ,.')10: i I) <-W 1 *L2/ J. 2:: \/[ í_l\ =\![ 1 J) c'/J 1 *1-2/ !:': Vl'. ( l•>.l "VE 1 ¡,:.) -·l·Jl ''U 12: VE: IL) =VE (1_{, 

:i. :·:<. :·.1 1\: L .'~ T 1'<1 
·¡·_::.::' .l ¡:>¡:.:: l) .!"1 ,, 1, :·: ·' l<:f.: ( l, J > '' 

1. ~~~ .::. ~~- ¡::·' ::; r:.: :r ~" J. T r·:r .1. .::. 

JS6~ FnR J:=l ·ro 16 
1 :.::-'~··~:. r::r:J:'J r·¡~~: r ~·lT :· .· .J, 1 :r~: ( 1 .· J; ~ 

·¡_ ·~:;,,_:. ·::~ ·~·.¡e: x r·
.l~57U F'h.li.J"/ 
l ~~::~: (1 i~J.::frl I'~F·::::: J\1!) C:l::. E; A¡::;¡::;{.~:.::;.. 1'-JI~~ ~- :·:-~r.:t-lf:oC)::, J>C L. I ü[I~:T {1 O,. ¡,¡ "'"" ¡:.;l~~~CC I 1}/'IE:3, NE:.:; E'.:::;TPt' TOS, 



·----·--·---~---
(.1-· ,, ::.··.::r::. ¡.:: ·¡ :_-: :r [_r~-~ ¡: rE 1 ¡:.,::-~·:,¡:·::e,, t·,E L(.J ::·-,::;,=~c.,:.-:¡ ~~, 

:·::~·-1 : .. ¡,:·, rr::: :;: z r ·· r .. t __ !.::: r r. i. t .. .1. _p,:.:,.c ·:::·-~~ r.::."-.. _1_ ·::.i _ _iC:l .. o 
·~-- _, ·,_\ r- i:-~ J ·. : ·-r ', ·: :· ¡_ __ ·,:- -

.. _ . ..: :·: :.·u;::~: 

·:. L 'Tf~: i'-j 

,t·.:_L::· l . .. 1 O N 
J. . .-:-- :_: .. -:.u:·d:;: e: ·! 
. -.", _.-~ ¡' ' ' ¡ :".; T -~~ ¡-:L. 

l.) . : i :r: - :.-~z \ .r.J :;:: 1•:.1· ·t· rt\•1 .. ( ¡:. -~ ,. 1-:::~. -.. l=L.FI.(J<.!.) /f.i (J<1: 
-~ e:_. r::. ,--. r·:. :- · 
: ........ ~:· ¡) ! . i :~ í J ; _1_ :1 -- --~' 1 ,1 ¡-... , 
, ,. 1\!C./T ;:·: 1 

_¡_ = ,-~ j·.Jt~: . ..: r 
:··, ,-, r::r::::¡\-¡ F::!\i~:~•:: .. ,!-,1[;1 .L .CrC 1'-'L'YT''\ J 1 J :'::i VE C:: -:~·ri ·IJC:TUr-::?~ Y ·:;::I...IF:.-1 .U 

1:1 F n .r: ,..,.. ·· :~_¡::~ ,, 

:i "", C! -··,' : ;.·; ::. ' 1 1 

_,,::--·· :-.'"l. TU t·-1 
.L, 71:, :~:~ . .J;:¡ ::·::-;•,_¡¡·,~-\; .F~ (J.: ) :¡:¡:. i.J.::: ( ¡-_ ', ·, 

_:: Ci t-lt:: >: T 
_,~!J. 1 =CR\1, ]) ~liM 

:_::u i"' r-.. ,,. '"< T 
::: r :i _ r-.:F 

i :·::·,::·¡_¡ ! : ¡::: r ¡-..¡ 'j' " e 

'l : : "·_: ,:_¡ '·, :: ¡-.··: i~: ·:. ¡\F::¡ ' 

· -·: ~-,-:~ rt:: r·:·· "' 1 -: .. :·) l\ln 
,.:) \:·::.I;· ----\.·T.l.l-'---: íl~ 

i.: ··}:·, ¡-:-_:::::¡·..-1 r')i _t__:¡-_: ~·01'-.i J)[L :·::; 1 ·.~i'T[::·¡vL~~ Di'·:· [::C:_..Ir::¡C T CNL::::~ 
l -~.¡ i_l r_, f··¡_:-¡¡:;· I ---' J 'T (:.r N:::~ 

LJli) fOJ~ J=~l+.t TO NG 
t·~; :~-::·¡ ·~~:;:;:: ::· .'!) .o:r<R < T , . .J) 
t ·).:jn r-¡r:::;:T 
1 ·::¡·'l(i r~F::<T T 
t '::1'jO ·¡_;~c,:::·.-¡.Jb -·:::u o 

L ·?::;:¡·¡ Pr:: 1: t·: T '' :·;¡.:::r:::;f:'·O· f:'E. L 1 BEF:-:--(-if:< ~ FIE(rf.:::f~: 1 CJN I·!;:~:::TA f\i:::" , N 1 ~ " ,, C~ I ¡:::;CIG L.()~::; f:; I 1:::~/J I ENTES'' 
t·:::. F"'OF~ To· -f,J J,:(~ 

·;:;:i':!(:i_:r el~:_¡·:·.¡·r : .• ';¡; (!); 

,·,:¡ (r i·iE\--:- J. 
·.:::r:::::¡·,· F'FTt·JT 
·;-:- ,:·! -:~-: (. F' ¡::,• -¡ 1\i 1 

··>r) ·1 i'r :·:.!--:: J NT "I'~UDCi, i--IUND I 1··11 !~J\ITC) ['•EL NUVO" 
. (! --~ (¡ r_:, I ,•.-1 t• ( ¡·~: iFt•1) 
..... ·.-:.n t:::,¡·::: I·.'":l ro Nl 

··:·¡::--:: ¡·::.::·-._r: .. t ro Nt 
· ,·, ·:. · r; -. i..i!--1"" .·:::1...11:'1-; F 1. L ( I.,,_j ) :l:_x ( ,:!· 1 

,, ... l !·:::i Ni....\·;- .J 
2. l ·¡_ • -., ; I 1 -:~. ·:::.: 1 ,ll'·tl 

··. ~- -~·::1 Fl·\ T :'-í·¡ I _, [:: .( I) _; 
?l:·:::·i i·.•C<T 1 
.. t .-1 :"· ~- .. ,·::: un: 
"'1.':'·,¡·_¡ ¡::·-¡-..-·¡¡-__¡·¡ 

·.::-¡_,:_.:_(; r··--:Ti-:r ''.f:i;--·~·~:r::~~,. C.f~:~;J.:·CI C<E: L. !:OEr::r.:::·ri>-! I'-!1)1'-'IL:I'~TO ('1 Ci")F:·r~·~¡NTC C:I"J EL 1\ll.lf:.i~l'' 

:.:: .l -~-· ::_¡ ¡·, ·¡·¡·.·! \.' l: t-.lCil.::.l'-!, )\iE·:::.::;:c) 
···: l : .. ; ., .. _ .. ;·_·, ¡.:~ ¡-,-: ·": 1 T. :'~1 1\1 D I l C! 
~;·li'.-''') .-l::'j¡) !"'!)~1--:.:·:.[:.::·;·(t<l_j ·:~ .. ::::¡:_,,_:;(:-':) 
;:::2 U (I ;:~ 1. <:1 ·:: i~: ::rr·¡) -~· TI'-~ .: 1·,-¡) ,: LCI U·IJ ~ tY:>:.: J'~' e:: U''l) :f: H~ ( 1''1 l / LCI \ 1'"1) · ·:;:;:: ;::~:J ::<J *e:: (l\1) =t= l N CI'·'IJ /LO ( 11'/ _; ····J 
.:;::.::: .: ,J 1:.:1 :: .. ~·1 U'!):· Ll ~"LCI \t'i.i o L.:~::.:ol.. i .···:.::: 
··;··;:::_;~U 'v' ·: . .i' ,, :·,¡) ;;;; - ~·J l .(:L . .::/::~: 1 A 1 =t: X ( J) -- !-~2 :t: V ( 1:::) + (¡2 ::-: [! í L) + ( 71 12:3) * L2 ·¡:X ( ):::) + { ·;;; 1 1 2C) :1: L2 :t: X \ L) 

• 1 \ 1'. ¡·-··1 :• e: ::::=1:1,~_11 :::L_l .- ;~: ti:::.:=l· :< ( _J) -r r::;J't:D ( 1< j -~1:~::=!'[, (L i + < .!ll 1 12::: ;. '''L 1 :t: X C 1.::) ·+ ( 7/ .12::::> *Ll *X (L') 

) 

1' 



'·, 

2:2-t.(l 
:~:::~~ 1) 
2260 
2270 
:~::::::=:o 
229(1 
2::-::oo 
2J 1 (1 

2:~:20 

- -----·-
V.CL~I~)=~5·~Wl'~L1/8~A2'~X(J)-A3*DC~:>·~A3*D(L)+(23/128)'~Ll*XCK)+C57/128)*Ll*X(L) 
PRINT M,J;VCJ,MI ,K,VIK,MI,L,VIL,MI . 
NCXT 1~ 

FOR M=NBIZO+f TO NBDER 
I=TPIMI:K=DRCMJ:L=DSIMI 
Al= :<••E IH) *IN 11'·11 /LO C ~11 : A2=3*E 1 ~11 *IN 1~11 /LO (~11 ····2: A::<=3*E CM)* IN CM) /LQ CM) AJ_ 
Wl=WIMI: Ll=LOIMI: L2=LIA2 
V!I,MI=W!*L2/8+Al*XCII-A2*D(I()+A2*DIL)-(9/128l*L2*XIK)-(7/128l*L2°XCLl 
v·IK,MI=-5*Wl*Ll/8-A2*XCIJ+A::<*DIKI-A3*DCLI+157/!281*Ll*XIKI+I23/1281*Ll*XlLl 

2330 VCL,Ml=-3•Wl*L1/8>A2*XCII-A3•DIICI+A3*DCLI+C7/128)*Ll*XIKI+I41/1281*Ll*XCLI 
2340 F·F;IrH 1•1, 1, V 1 !, ~11 ,1::, V lf(, ~11, L, \1 <L .. 1'11 
:2:350 NEXT l\1 
2360 FOR M=NBART+l TO NBC 

. 2370 I=TPIM):J=TOAMI~K=DRIM):L=DSIM) 
i380 Wl=WCMJ: .Ll=LOIM): L2=L1A2: L3=L!A3 
2390 A1=4*EIMl*INIMJ/Ll: A2=6*EIMJ*INIMJ'/L2:· A3=12*E1Ml*INCMJ/L3 

' .. 
. ·· .... 

2400 VII,MI=W!*L2/12>A1*XIIJ+Al*XIJ)/2-A2*DIK)+A2*DIL)-111/192l*L~oXIKl-15/192)* 
L2'X Cli . . ,·,: ._'_/':,. , . 
2410 VCJ,MJ=-W1°L2/!2>Al*XIIl/2+Al*XIJ)-A2*DIKJ+A2°D(L)+(5/192) 0 L2*XIKl,~Ctí/1,2J·. 
•••L·c·o X (U · : ·,• .. 

24_20 V .:t<, i'11 = -W l*Ll /2-A2* X ( I) -A2* X ( J) +A3*C• 11-0 -A::<*IHU + ( 1 :Ú32) *Ll" X IKJ + ·Ó;j'z):·~·Ll·*X 
. . ' ·• ¡. . 

CL) . ~-

2430 VCL,MJ=-Wl*Ll/2+A2•XCI)+A2*XIJJ-A30D(KJ+A3•DILJ~l3/32l*Ll*XIK)+I13/3i)·i(¡ox 
(L) 

~·:: .. < ( .... 
2440 PFUNT I~,I,VCI,I'l),J,VCJ .. MJ,r<,VIK,MJ,L,VIL,M) ·.-·:, .··.··. ·.:·:i: 

mH¡¡;;l::::::,,:," · ... · ,. ' ··. - ·B~Ii~~i 
2470 I =TP 11~): J=TQ CM): K=DR IMJ: L=DS CM) , .. 
2480 W!=WIMJ: Ll=LOIMJ: L2=L1A2:· L3=L!A3 . . _ '' 
:::490 A 1 ~ 4''E 1 1'1) •f IN CM) /L 1 : ... A2~&:>E-CMl-'' IN-CM) /L2 ;.--A3;·12"'E (i'f} *-!N'{ M 1 /b)--· -e--'-" -:e'-- .. ,c:,=..c;c --"---- -'- --~ 
2500.VCI,MJ~Wl*L2/12+A1*XIIJ+Al*XIJI/2-A2*D1Kl+A2*DIL) ... -o: . 
2510 VIJ>i'1l=-W1"L2/12+A1*XCIJ/2+A1•XIJJ-A2•DCKI+A2*D(L) 

VIK,Ml=cW1.*L1/2-A2*XCII-A2*X(J)+A3*DIKJ-A3*DfL)·~

VCL,Ml=cW10Ll/2>A2*XII)+A2*XIJ)-A3*DIK)+A30DIL) 
F'RINT M, !,VII;Ml ,J,VIJ,Ml ,K,VO(,MJ',L,VCL,Ml 

2520 
:zs::ío 
2540 
2':·50 
2560 

NEXT 1'1 
PG:HH "EC!UILIDRID DE FUERZAS VERTICALES" 
:o:U~1= o 
FI:OF: 1 = 1 TO NBSE 

2590 SUM=SUM+LOIII*WIII 
z,:c.OO NEXT l 
:26.10 F'Ec:O 1 '~ SU~I 
2620 .SUI"•1=-0 
2630 FOR I~l TO Nl 
2640 SUM=SUM+PCI> 
2..::.::¡0 NEXT · I 

. ·~ '' 

,·,:. 

2660 F'E-~i02=ABS <SUM~ 
2670 PESO=PES01+PES02 
26:::0 F'I·UNT' "F'ESO TOTAL ~" 
269(1 ::::1_!/'rl; o 

... •:.··.:' · ... ,.· 
'.· • ' ·f, 

. '~ . /- . 

2700 FOR I~l TO Nl 
2710 SUM=SUM+XCII*LRII) 
2720 NEXT. 1 
27:::0 REAC=::~UI'o'l 

F'ESO 

2740 F'RINT "REAC:C:I.ON TOTAL =" REAC 
2T.:OO EN[) 
2760 F<E1'1 EC:UACION r:•E DAI~Y 
277b R=SQRCXA2+Y~2+ZA2) 

• • e:• -···.;-. 
: . '· 

.•-'· 
• 1' - ' •• ~ .. 

2780 SIGZ=((1/IX~2+ZA2)+1/(Y'2+ZA2))*X*Y*Z/F<+ATNIX~Y/(~*R)))/6.2832 
27')1'1 F<ETUF<N 
2800 F<EM SUBF<UTINA DECOMP 
2:::10 N~NG 
2820.FOR I=l TO N 

S 

'"' .. 

--... 

... -.. 

¡ .. 

.·:·. 
·.·.',., ... ; 

,~, . 

·.( ·.·!' 



·' .; .... : ,, . ...:· . 

·2830 lPS!I)=l: ROWN:O! 
2840 FOR J=l TO N 

.. -----·~-------:---_..:.,~ _____ _:__~~··ce:'".;_·---

2850 IF ROWN)=ADSICRII,Jl 1 
2860 ROWN=ABSCCRCI,J)) 
2:o:70 NEXT J 
2880 IF ROWN=O THEN 29!0 
2890 SCALIII=l/ROWN 
:2'JOO GOTO 2940 
2·11 o r·J·= 1 · 
::::·.::co (_;ósuD ::<420 
2~31) SC:ALCil=O!. 
0::941:1 NEXT I 

2970 FOR .. K=l TO NMl 
:::·;;t:::o E:II?i=O! 
2990 FOR I=K TO N 

THEN 2:370 

3000 IP=IPSI!I: SIZE=ABSICRI!P,KII*SCALI!PI 
3U 1 O IF SI ZE<::.cBIG THEN :)0:30 
3020 BIG•SIZE: !DXP=l 
::<OJO NEXT I 
3040 IF BIG•:>O T~iEN 3080 
::<o~~~o. M:::::: 
:3(160 CiOSUB :3420 
3070 GOTO .. :)170 
3080 IF IDXP=K·THEN 3100 
::<O'JO J·.,IP:3<VI: !F'é<ll<l =!F'>::(IDXF'I: !PSI!DXPI =,T 
3100 h:F'=IPSII<I: F'!VO=CRIKP,f<l. 
::1111_) FOn I=K+l TO N 1:-./ ·--,~~ 
::<120 lf''.'" IP:3 1 l l: EI~=-CF: ( !P, K1 /F'r'VO: CR ( IP, Kl =-EM 
3130 FOR J=K+l TO N 
3140 CRI!F';JJ=CRIIP,JI+EM*CRIKP,J~ 
31.50 NEXT J 
3160 NEXT ·¡ 
J170 .. NEXT ~< 
:31:::0 fC:F'= IPS INI 

·,1 

·, 

'. ·' ... 

·:' 

·- .. ..... . ..... .. 

~ ¡ ... . 

3190 IFICRIKP,NI 1 >O THEN 3220 
.. ~ . ' 

::¡200 M=2 
3~10 GOSUB 3420· 
::<220 F:ETURN 
3230 REM SUBRUTINA SOLVE 
::<240 N=NG: !F'=IPSI11: Xlli=B<IF'I 
·:¡25·0 FOR I =2 TO. N 
:::c.~~.1)" IF'=!F'["i"(.I) :· SUM=O! 
3270 FOR J=l TO I-1 
3280 S~M=SUM+CRIIP,JI*XIJI·· 
:~290 NE:XT ·.J. 
3300 XIII=BIIF'I-SUM 
3310 r<E:XT ¡· . 
:J.32U IF'ciF':31NI :· XINI=XINI/Cn'IIP,NI 
3330 FOR '18=2 TO N 
'3::<40 I=N+1.-IB: IP=IPSIIJ: :::U~1=0! 

3350 REM 1 VA DESDE N-1 HASTA 1 
"J360 FCil~ J:::I+l ·ro N· 
3370 GUI'')=.SUM+C:R 1 IF·,'.JJ *X IJI 
:=n:.::o Nt::xr .J 
J:3'ol0 X ( I 1 = 1 X 1 l 1 -.~.U~II /CR 1 IP, 11 
3400 NEXT lB 
3·1 1 O RETURN . 
3420 REM SUBRUTINA SINQ 
::14::<0 RETUF<N 

•:· 

. · ... · 

• .. -.:, . 

.. ') 

···.·· 

::4::<1 F:EM "N = I~UMERCI DE NUD0•3 DE LA RET ICULA =",N, ."NG = NUMERO DE .:JRADOS DE LIBE 
RTAI:• =",N::.,"NBIZC! =NUMERO C•ONC•E TERMINANLAS BARRAS A LA rz:;:urERDA =",NBIZQ,"NBI> 
El'< = . NUI>IERO DOI~DE TERN 1 I'<AN l .. AS !lARRA::: A LA I:•ERECHA=", NBDER 
34 ::;: FiOI ."N[:;·,Fn = NUr~ERO DONDE' TERMniAN LAS BARRAS VCIBLEMENTE ARTICULADAS' o", NBA 
F:T, "NBC = NUMEFW DOI~UE TEf:M 1 NAN LAS DARF\A:3 CONT I NUA:3 =" , NBC, "NBSE - NUMERO DONDE 

.· .. : 

: ~. 
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: EF·\f·1l NA t-I Lf-r3 BARRA:=: t•E. Lr:; ~·UF'EF\ESTRUCTUFú.; = *' ~ NBSE .. 

:J.r:<:c< RE~1 "Ni; EM ~ NU~1ERO No I~F:Afo0:3 DE Ll DERTAD. F'ARA EL CALCULO. DE LOS ELEMENTOS M 
E·::ANIC:)S =",NCiEr-1, "~lE = NUt1ERO rE ESTRATOS =",NE 
:3435 fiEt1 ·~.1, NC, NCiEM, NBIZQ, NB[.•ER, NBART, NBC, NBSE,· NE 
3440 [:.¡;H::¡.·::~ 1::~~ 15~6, .:i.2~ t:::~ 12, 12~2 
J445 REM I, E, IN, LO, W, TP, TQ, f'R, DS 
3450 DATA 1~474:300,.01)5.!11)0,4._3,.::::,10,1,2 

3460 DATA 2,474300}.001209,4 .. 3,1.6,12,4,5 
3470 DATA-3,474300, .005400,4.3,.8,15,7,8. 
3480 DATA 4,474300,.005400,4-.3,.8,11,7,4 
349(1 DATA 5,47430(1,0.001209,4.3,1.6,13,8,5 
3500 DATA 6,474300,0.005400,4.3,.8,14,9,6 
3510 ~ATA 7,474300,0.00540,4.3,0.$,10,2,3 
3520 DATA 0,47430Ó,0.001209,4.3,1.6,12,5,6 
35:30 D~TA 9,474:300,0.00540,4.3,0.E:,15,8,9 
3540 DATA 10,47·l300,0.00~40~4.3~0.8~1t~4,1 

:~:~;~:;o [:•ATh l1,.4743üO,O.Oüt:209~.::..:3,1.6~t:3,.5~2 
3560 DATA 12,474390~0.00~40,4.3,0.8~14,6,3 
::;::t:,t::':i RE/'<1 I, F' < I ) 
:3.:.90 r:.;rn; t .. ..:..·:~.6~2,0,:3,--:7.6,4,0,5,o,t:.,o,7,-9.6~::::,o,9,--:7.6,·to,'o~11,o;t2,o,t3_,o,t4 
,o;to:.,o 
3695-FCM I, NAICI) 
:J7Ci0 [:.¡:,TA 1J t~i, t~::l, 1~4, 1,5,.1,6, 1,7, 1,::;::, 1,9, 1· 
:::705 nE~1 ¡,· 1<1,· XF', YF, XI, XF, Yl, YF 
:3710 C·:.-:)TA 1,1,0,0,0,2.1~5,0,2.15 

·:37.:~0 I>A.TA 2,1_;4.:3,0,:2.15,6~4::i,(l,2.15 
3730 DATA·:j,1;8 .. 6,0,6.4·5,8.6,0,2.15 
3740 ~ATA 4,1,,0,4.~,0~2.15,2. 15,6.45. 
3750 DATA 5,1~4.3,4.3,·2.15,6.45,2.15,6.45 
:3760. D~TA ·6, 1,8.6,4 .• 3,6.45,8.6,2. 15,6.45 
3770 DATA 7,1,0,8.6,0,2.15,6.45,8.6 
::l7::.:o C·1:~TA ::.:, 1,4.:3,8.6,2.15,,;: .•. 45,6.4~5,8.6 
·7- · r·rTA ·.- 1 .-, ·· .-. · · 4" ,-, ' · 4" .-. ' :..3 ~~u .• -1 :J, , ·=·· 1::., ·-=·· r.:., r.: .•. _., ·=·· t:., f:.. _._.,-=··e· 
37·:15 REr-1 .J, H (.J) , Z (.J), MZ (.J) 

~800 DATA ~-,2.4,1.2,.0_154 

3810 DATA 2,2.0,3.4,.0222 
:3815 REM I, LRCI) 

--

:::)::;::20 C•ATA 1·, 4. ::~, 2'~ 6. 45, :), 4. :"::1~ 4, 6. 4!::;,, 5,.:::. 6, 6, 6. 45, 7, 4. 3·~ 8, €.~ 45, 9, 4. 3 
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·'. J. ANALISIS DE DEFORMACIONES EN LOS SUELOS 

A1~$1.~ "')>~.,..t,"'e 1~' Co {.'111 cJ.. 1!
W: ('S o Jt C ,·""'C....¡..~ c.· o'-' e S 

J .l. peterminaciÓn !1§. deformaciones .!m lQ!.i suelos J l, 
\.<. ' o Jt ( q " 1 

J.l..l. Deformación de un suelo en el campo 

· Para ilustrar la forma de determinar las deformaciones del terreno de 

dmentad~l\, ~\)1\a~\\e\:~Ytl~lk \1\\ ~h~'nt~ \\~ %\1%\.~ q\\% \%\:' ~%~ ~w~\<o 
está sometido al estado de esfuerzos mostrado en la fig J.la. 

Consideremos que este estado de esfuerzos so puede sustituir por una 

presión de confinamiento equivalente al esfuerzo normal en el plano 

::1, .. . , octaédrico p
0 

, dada por el promedio de los tres esfuerzos normales 
~ ......... ,._C..'": 

..---:-~:·:..-~ .. · ... ,; 

:o;r: \;l( . '> : • . 
1( ·:t \,.,;,...( •. . 
:tf.."".~- -~ -~.!';t.; •. 
:. ; ~: ·-~;- :...-..·-~ ._,· : ..... 

p - ( 1/3) (p + p + p ) o a x . y 
(3 .1) 

-· Y"Y,'"f'. 

· · ··;supongamos que las presiones horizontales px 
1 

y p son iguales entre 
'1 

( 

,.-. 

'ai y proporcionales a la presión vertical Pz 

'• 

..... . 
. ' ' 

donde K
0 

. es· el. · coeficie~ta· :de . 'presión 

sustituyendo en la ec 3 .:1.~.:.~:· .::i+:J·~~/::~ .. 
P

0 
• (l. +2 K

0
) P / 3 ;-..•. '· '. 

z • . . . ~ ·.. . ~ \ . ,; . 
' .· 

• 

en . reposo del suelo. 

¡.:: ~/> ; 

; .-· 
' .. \ ~. •.. ·. 

-··. · .. 
••. ., (3.2) 

. ' ._.., __ .-. 

' . . .. 
La fig J.lb muestra al elemento de ·suelo sometido a una presión de 

confinamiento equivalente p • 
. . 

Supongamos ahora que se construye una cimentación. y ésta ocasiona 

incrementos de esfuerzo normal rT , rT y rT en el elemento ( fig 3. 2) • 
a x · y 

Estos incrementos de esfuerzo producen deformaciones verticales y 
horizontales en el elemento. En cimentaciones es usual que la 

deformación que interesa al ingeniero sea la deformación vertical 6 • 
del elemento. Existen varios métodos para determinar esta 

deformación; uno de ellos trata del empleo de la ley de Hooke, que 

consiste en lo siguiente 

. . . 9 .. . 
1 

• 

* P~fc~"' Jtl "'l:>.f.p~f'\-~.,.....J. Je 6eo.f-t~•••:#., ~ t¡o.ol.fl.i k :t'"'j .t."".'''-:t, IIIIAH 



e •(cr -v (cr +cr) ]/E 
z a • y ( 3. 3) 

& • e H 
a a (3. 4) 

donde e • deformación unitaria del elemento 
a 

E • módulo de elasticidad del material 
v • relación de Poisson 

H • espesor del elemento 

Los esfuerzos era, crx 
Boussinesq, empleando 

3.4 de este capitulo. 

y cr se pueden obtener con la teoria de 
'1 

las ecuaciones que se presentan en el inciso 

3.1.2 Propiedades de deformación de los suelos 

En los ·suelos ocurren diversos tipos· de deformaciones: elástica, 

plAstica, elastoplAstica, viscosa, etc, por lo que el valor de E se 

tiene que tomar de acuerdo con el tipo de suelo y el fenómeno que se 

esté estudiando, Cabe aclarar que, dado que las relaciones 
p 

esfuerzo-deformación 

frecuencia trabajar 

determinar el valor 

en los suelos son ·no lineales, . conviene con ' 
con el módulo secante de deformación para 

de· E correspondiente, utilizando niveles de 
esfuerzo lo mAs cercanos a la realidad.· 

A continuación veremos la forma da determinar los diferentes valores 

de E. 

La determinación de las propiedades de deformación para el análisis 

· de movimientos en una cimentación, se puede ilustrar considerando un 

elemento de suelo en una prueba de compresión triaxial, sometido al 

estado de esfuerzos que se muestra en la fig 3. 3; consideremos 

adicionalmente que se trata de una arcilla saturada. suponiendo que 

la probeta de suelo tiene un esfuerzo de confinamiento p y un 
• 

esfuerzo desviador cr iniciales, primeramente se reduce el esfuerzo 
r 

cr a cero (para representar la descarga por excavación, decremento de 
r , 

carga, etc), con lo que se obtiene el módulo de rebote elAstico E 
• 

10 



·del suelo (fig 3.4). A 
confinamiento p , se vuelve 

e 

continuación, manteniendo aplicado el 
a aplicar el esfuerzo u , 

r 
con lo que se 

Aplicando determina el módulo de recompresión E (fig 3.4). 
ra un 

esfuerzo de compresión u se presentará un asentamiento adicional 
z 

debido al incremento neto de carga u • 
n 

u 
z - u donde u es el 

r z . 
esfuerzo normal debido a la carga total de la 
deformación se le puede denominar asentamiento 

módulo de deformación correspondiente será E 
a 

entonces tres módulos de deformación, a saber 

E -u 1 e 
• r • 

E • u 1 e ro r ro 

estructura; a esta 

por compresión; el 
(fig 3.4). Tenemos 

E • u 1 e 
• " a 

Dependiendo del tipo de deformación que se esté determinando, se 

emplea alguno de los módulos E , E o E en la ley de Hooke de la ec 
• ro e 

3.3. 

Finalmente, y dado que el suelo es una arcilla saturada, manteniendo 
el esfuerzo u constante se presentará una deformación a largo plazo 

z 
e ~ ( f ig 3 • 4 ) • .. 

' r 

Vemos entonces que las propiedades de deformación para una 

cimentación se pueden de-:- '>rminar todas ellas en una prueba de 

compresión triaxial. Sin en .. c:rgo, 1te tipo de ensaye resulta dificil 

de realizar en arcillas saturadas, debido fundamentalmente a que la 

deformación diferida e toma mucho tiempo en esta prueba; por esta 
V 

. razón, las deformaciones debidas al incremento neto de carga, entre 

las que se encuentra la deformaé:i<: 1 a ·.argo plazo, se determinan a 

partir de los resultados de una pr'teba de consolidación. Además, se 
ha observado que los módulos E y se pueden obtener a partir de 

• ro 
una prueba de compresión no confinada, debido a que el esfuerzo 

efectivo cambia poco al ser extraida una muestra de arcilla saturada 
del terreno natural, es decir, se hace la consideración de que el 

esfuerzo efectivo en una prueba de compresión no confinada es 

aproximadamente igual al esfuerzo efectivo de campo. Con el módulo E 
• 

se obtiene la componente elástica de la deformación debida al 

incremento neto de carga. 

11 



,· 

En resumen, la expansión por descarga y el asentamiento por 

recompresión se determinan con los módulos de rebote elástico y de 

recompresión, respectivamente, ambos obtenido en una prueba de 

,.-, compresión no confinada. Con el módulo de. rebote elástico se 

determina además la componente elástica de la deformación debida al 

incremento neto de presión de la cimentación. La componente plástica 

de la deformación instantánea, y la deformación diferida, 

ocasionadas por el incremento neto de carga de la cimentación, se 

deterylinan a partir de los resultados de una prueba de consolidación. .. ~ . ' .. 

Las propiedades de deformación para la d~terminación de movimientos 

de la cimentación debidos a acciones sismicas se obtienen a partir de 

ensayes de tipo ·dinámico como el péndulo de torsión (Zeevaert 1973), · 

la columna resonante {Jaime et al 1987), etc. 

En suelos fricciona~:~tes se sigue un procedimiento similar al de las 

arcillas, con_ la diferencia de que el efecto de la presión 
1 

con~inamiento es mayor y que el efecto del tiempo es mucho menor en 

estos materiales. Para suelos granulares existen procedimientos que 

toman en cuenta en forma explicita el efecto del confinamiento y•que 

. la Telación esfuerzo-deformación en ellos es de tipo no lineal; una' 

de estas técnicas se presenta en en inciso 3. 7 de este capitulo 

(Oeméneghi 1989) •. 

3.2 Deformaciones permisibles 

Las deformaciones calculadas deben compararse con las deformaciones 

l._. permisibles de una cimentación, las cuales deben determinarse para 

cada estructura en particular. Por ejemplo, el asentamiento total y 

los asentamientos diferenciales de una cimentación dependen de la 

opinión de las siguientes personas involucradas en el diseño de la 

cimentación (Zeevaert 1991) 

.. ,·. 
a) Propietario del inmueble 

b) Inquilino 

e) Ingeniero estructurista 

d) Arquitecto 

e) Autoridad municipal 
'...-.. 
1 
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.. 
f) Compañia de seguros 

g) Opinión pública 

Por lo tanto, con el concurso de opinión de las personas mencionadas, se 

llegan a definir los movimientos permisibles de una cimentación. 

Sin embargo, para que el lector se dé una idea de los asentamientos 

permisibles, y únicamente para fines_de_anteproyecto se presentan los 

valores de la tabla 3.1 (Sowers 1962). 

3.3 Estados l{mite ~ servicio 

Los reglamentos de construcción especifican los diferEinte movimientos 

que se deben revisar en una cimentación, los cuales dependen de cada 

caso particular. Por ejemplo, las Normas de cimentaciones del 

Distrito Federal establecen 

deben revisar los estados 

qua para una cimentación compensada se 

limite de servicio que se indican a 

que este criterio se puede aplicar en continuación. cabe aclarar 

general a cimentaciones 

modalidades propias de 

superficiales, profundas, 

cada cimentación. 

etc, con .las 

a) Desplazamientos instantáneos del suelo de cimentación 

Los-desplazamientos instantáneos en suelos finos saturados se pueden 

calcular utilizando la ley de Hooke (ac 3.3), conside_rando que ·la 

deformación del suelo ocurre a volumen aproximadamente constante. 

Véase el ejemplo 6.1, donde se trata el cálculo de expansiones 

y asentamientos por recompresión, considerándolos· como movimientos 

instantáneos. 

Los suelos granulares, debido a su permeabilidad relativamente alta, 

exprrimentan movimientos instantáneos de magnitud alta comparados con 

los desplazamientos diferidos. La determinación de deformaciones en 

suelos granulares se puede ver en los ejemplos 3.1, 5.4 y 5.5. 

b) Deformaciones transitorias y permanentes del terreno de 

cimentación 

13 



Las propiedades de deformación para la determinación de deformaciones 

transitorias de la cimentación debidas a acciones sismicas F ,--, 
'( obtienen a partir de ensayes de tipo dinámico como el péndulo de 

torsión (Zeevaert 1973), la columna resonante (Jaime et al), etc. 

En la obtención de las deformaciones permanentes de un suelo 

ocasionadas por un sismo, el fenómeno de la repetición de carga es 

importante 1 por lo tanto, deben determinarse, en mut:~stras en el 

laboratorio, las deformaciones permanentes acumuladas por la 

repetición de cargas. En forma aproximada y únicamente para fines de 

anteproyecto, se pueden emplear las siguientes expresiones 

donde 

6 .. 6 ( 1 + a log N ) 
pN p 

(3. 5) 

6 = deformación permanente debida a N repeticiones de 
pN 

carga 

6 = deformación permanente correspondiente 
p 

a la primera 

aplicación de carga 

N e número de repeticiones de carga 

a = coeficiente que depende del tipo de suelo. Para 

granulares a a 0.25' 

log e logaritmo decimal (base 10) 

• 

e) Asentamiento diferido debido al incremento neto de carga 

Considerando que la presión efectiva en una arcilla saturada no 

cambia en forma importante por una excavación, el asentamiento a 

largo plazo se calcula entonces empleando el incremento neto de 

carga, el cual es el resultado de sustraer de la presión o carga 

total transmitida al suelo por una subestructura o ·un elemento de 

ella, la presión o carga total previamente existente en el suelo al 

nivel de desplante (RCDF 1976). Además, si el terreno de cimentación 

consiste en arcilla, el asentamiento debido ·a cadencia lateral de 

suelo es usualmente pequeño en comparación con el asentamiento total; 

por esta razón, aun el asentamiento de cimentaciones en estratos de 

gran espesor de arcilla puede ser evaluado por métodos basados en 

14 ' ' 
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7 

deformación unidimensional (Terzaghi y Peck 1967, art 41)1 es decir, 

para calcular loa asentamiento& diteridos 1lnicamante hay qua utilizar 

el estuerzo normal vertical u • • 
En el ejemplo 6. 1 se presenta la valuación del asentamiento· a largo 

plazo en una cimentación compensada. Cabe aclarar que si se' desea 
obtener adicionalmente la evolución del hundimiento, se puede emplear 
la teoria de consolidación de Terzaghi-Zeevaert que considera 

adicionalmente la componente de detormación por viscosidad 

intergranular (consolidación secundaria) 1 véase para esto Zeevaert 

(1985). 
-~ ' \ . ·,_ 

3.4 Incrementos ~ esfuerzo ~lA mAAA ~ suelo ocasionados RQt YnA 

carga repartida aplicada ~ lA superticie 
- ,' .• >· .. 

- .. ;·.'·,:;: :;,~·?;~ .... ~:-
-: ·.";:·:.::~:- ·. 

3.4.1.Carga uniforme 

A continuación se presentan las expresiones para determinar' loa 

esfuerzos normales verticales bajo la esquina de ·un· rect ngQlo 

sometido a una carga uniforme q aplicada en la superficie (tig 3.5). 

-·~ -.'·· 

• r;. ''• .. ; .· - ... 
: .. ,. 

• 
.· -······ .. : 

, z A 
- ang t!an ----

. X Y' 

15' •'. ,· 

" .. 

. . . . . t ;;. :::.--

-l-~-) l X Z _ 

._ ...... ·.· 

. ,•. 

. ... 

.. 
._, .. '1.. 

(3.7) 

(3.8). 

(3.!1)· 

. ) 
i 

, 
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3.4.2,Carga_triangular 
',,. 

Cuando la carga que se aplica en la superficie es de tipo tria~gular 

(fig 3.6), se pueden utilizar las fórmulas da Hamilton Gray (JuArez 
Badillo y Rico 1980) 

' ;: ... 

Bajo el punto B · · 
. ,.., : .... 

' • .., •••• <._, 
' . -· _.! •• ,· 

z 

--; 

z3 

a a r í L2 ,1 ) 
( B + Z ) v B + + z• . (3.11), . . ·~·:¡ . ' . 

-~ .' •. :'' ; •• ; ... t' • .:.·. i: • . •, 

.. ·.,··, . .-_>, \'---::··.-' -. >_.-::_~·-~--~:~~·>_" -~: ': .... --~~ :...-:;:··'.!_· .. ··,_; .. 

donde ··r.:~_es l~ ·longitud de la carga triangular • 

. .. ~~ ~ · /~·~;;: ~;:J~/i1i}r. ~· · .. ·. :·_ ··\· · ···1-;·t~~~~:·:~···· ·• · · 
3.5 Cimientos suietos A carga vertical y momento .. 
3.5.1 Reacción del· terreno trapecial 

.. . 
En numerosas ocasiones en la practica un cimiento se ve sometido a 

carga vertical y momento. Por ejemplo, una columna le trasmite 

usualmente a una zapata aislada carga vertical y momento. El efecto 

de un sismo se traduce en tuerzas cortantes y momentos al nivel de 

cimentación; asi, un edificio alto desplantado sobre una losa de 

apoyo o un cajón de cimentación, en una región sismica trasmite al 

terreno de cimentación un fuerte momento de volteo, el cual ocasiona 

deformaciones en dicho terreno que pueden llegar a ser muy 
1 

importantes. Por lo tanto, se hace necesario determinar las 

deformaciones del suelo ocasionadas por una fuerza vertical y un 
. • ... ;j 

: •• \ •. :~ f \ ..,_. 

... 
. : ;· ~- ;:_:: .. : 

. ·, .· ·.: . ·.-·: ..... 
16 .••... ·.· :·---~- .. r; . 
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f 

y 
' 

q 
momento de volteo, terna que trataremos en este inciso. 

consideremos un cimiento sometido al sistema de cargas de la fig 3.7, 
y supongamos que la reacción del terreno es la suma de una reacción 
uniforme debida a la carga Q, y a una reacción debida al momento H. 
La reacción uniforme se obtiene del cociente Q/A; siendo A el· rea 
del cimiento, mientras que la reacción provocada por el momento se 
obtiene en forma aproximada utilizando la fórmula de la escuadria: Au 
• (M/I) y • Observarnos que la reacción del suelo se calcula entonces 
con la. ~iguient~ expresión),··. -•- • 

· <¡)~1 ~A;;~~;~;r;> :/ -:?biW~;_:~.; . 
· .. ·, 

. .. ,··;··. 

donde I • momento de "inercia de· la planta de la cimentación 
y • distancia del centroide del área de la cimentación a 

la fibra donde se esté calculando el· esfuerzo 

En los puntos extremos A y B del cimiento los esfuerzos se_calculan 
.... ; ... · . •;.· . " . ...... '· .. ~· ~ ·.·•·.:,l 

a' • Q/A + (M/I) B/2 · · .. . .~-· 
(3 .n) 

. a'b:_~~-~/ic~.;::;(M/I) ... 
B/2 ' (3 .13) 

si el cimiento es rectangular de ancho B y longitud L 

.... . . ,. ~- (3.14) 

.·.· 
e 3 .1s > 

Por la tercera ley de Newton, la carga sobre e~ terreno es la de la 
fig 3.7, pero con sentido de arriba hacia abajo (fig 3,8). 

Por lo tanto, para determinar las deformaciones del suelo provocadas 
por un cimiento con carga vertical y momento, es necesario determinar 
el estado de esfuerzo dentro de•la masa de suelo ocasionado por la 
carga_de tipo_trapecial de la fig 3.8. . 

.·· ~ ;:: ' :f . .. ..... 
cuando ·. solo·, se·~ desea·. determinar 

. ... .. . ·.'. 

· ;r:t·~g-~;;~1:ft •·· '·~;.f>· · 
. ·, " : . · .... \ :; .. ,, 

el esfuerzo norma~ ve-rtical en la . ·. . ~. . . 
', .. .-
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lO 
masa de suelo, el problema se puede dividir en el de una cargá 
rectangular u y de una carga triangular u 1 (fig 3.8). El esfuerzo 

·b • 

(· normal ocasionado· por la primera se calcula con la :fórmula de Dam~ 

,_ (ec 3.6), mientra~ que para la carga triangular se pueden emplear las 
fórmulas de Hamilton Gray (fig 3.7, ecs 3.10 y 3.11). 

\.._.· 

cuando se requiere conocer adem s del esfuerzo normal vertical u , • 
los esfuerzos normales horizontales u. y u , el problema se puede 

X y 
resolver dividiendo la carga trapecial en un "*-mero n de cargas 
uniformes como se ilustra en la fig 3.9. Los esfuerzos buscados aa 
obtienen aplicando las ecs 3.6 a 3.9, para cada una de las cargas 
uniformes en las qua se dividió la carga trapecial. 

3 • 5. 2 ·. Reacción\r iangular . · 
.. ·~ -.. •.: ... 

' cuando el momento da volteo es alto, puede ocurrir que se presenten 
en un extremo esfuerzos teóricos de tensión entre cimiento y terreno 
(fig 3.10). En la realidad la resistencia a la tensión entre estos 
dos materiales es pr cticamente nula, por lo que no existe dicharzona 
de tensión. Por lo anterior, se requiere determinar la 
terreno ignorando esta zona de tensión. 

reacción da' 

Supongamos una reacción triangular como la indicada en la fig 3.11. 

Por equilibrio de fuerzas verticales 

.·.·• .. ~\~:; '.·::· ··:::::~:tx::~: .. ···= ,· i<~:;.: .. ~:; .. , · · .• . 
<' 1· ,; .:•:.· .. · ,.~ .... u''· e·¡ 2 -·o·- area del triangulo . 

'.· i::~;;,;¿. ·~~ /:JA~:c ,:~:. :.' , ~ ·:- ~: ·: \ 
Tomando'• momentos, con respecto a un eje que pasa por el . p~nto A 

... '. •":: .-· ._.-.-;- -:'.", r: -·,. "-'.· 

·· -; ·.' .-:-~:.~.()~ti\1f:~r 
_.·;· 

(3.16) 

..... ·~ 

.. ;. -:-·;. 

; .··· . ' .. (3.17) 

De la ec · 3 ~ 16 · · ·· :· ' u • 2 Q 1. e •• (3 .18) 

..... '•', :• •' .. ··· 
En consecuencia,: dado · un · cimiento . en·· el ·que las cargas Q y M 
ocasionan esfuerzos teóricos de tensión en el contacto entre terreno 

.... : ;_,,.. ¡O 
-·· ' 
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,. 

1 1 
y suelo, la reacción de este, supondiéndola triangular (tig J.ll), se 
obt.i.ene utilizando la eo 3.17 para determinar la distancia e, y la ec 
3.18 para obtener el esfuerzo rT • • 

' Los esfuerzos en el interior del medio elástico, ocasionados por la 
carga_triangular se hallan empleando las ecs 3.1o·y 3.11 del inciso 
3.4.2 anterior.:·-

' J.\ . 1 e; \ 1 . . ... . ~ 

Las deformaciones· instantáneas en los suelos se pueden calcular de 
manera aproximada utili.zando las expresiones que proporciona la 
teoria de la elasticidad. 

El asentamiento de la superficie de un medio semiinfinito, homogéneo 
e isótropo, bajo la esquina de un rectángulo sometido a carga 
uniformemente repartida q, está ,··ldo por (Terzaghi 1943) • 

.. ·-. 'B + ./ B2+ L2• L·+ /L2+ B21 

eS • [qÚ-v2l/ (~E)) ( L ln-~--- + B ln ) 
L 

'. . .. ' .'; ·. 

. .,i:~~;:f:-:::::~'¡;,-:'ó?'{ _. • . · -· ~!··~y'.-_Y\',._ 
,: ' 

donde '., "· ., B • ancho del rectángulo 
; .. ~ .. -~ > . ·. 

· · L • ·longitud deÍ rectángulo 

'.E • módulo de elasticidad del medio 
v • relación de Poisson del medio 

•:' !'" 
': ., -:-•: 

B 
(3 .19) 

CUando el medio elástico tiene un espesor D , el asentamiento bajo la 
esquina de un rectángulo· sometido a carga uniforme q está· dado por 
(Juárez Badillo y Rico 1980) 

: .· ... : ;:;_· ~.": .' 

.·:; _.:.:::~-~·-: :' . 

;-.;) ~":":-<~-. 
.•._:·-

.. ,· 
' 

..... ' 

....... ., .. 

: ·'. 
. ' 

, . ... ,' 

-.. ~ 
. ···." .·-· 

·-. . . ! .. . ~ .. 
. ' ·- .. 

. ·_.·· -.. ~ :.::/:·: __ ~ ·· .. 
. ' ··. ·· .. ··: . ' 
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. ' 

(a + ./ L~+ a~) 1 L2+ 
¡ 1 

z 
=[q(l-v2)~E] [L ln 

L ( B + A) 

. . ;¡ 
. + (Q/2nE) · (l-v-2v ) z. ang 

.LB 
tan-· 

z A 
•'·· 

-·· - -. ·- - . ·~·· ·- ·- . 

12 
(L + ·/i}+ a• )/ B2+ 

2 1 
z 

+ B ln 
B ( L + A ) 

(3.20) 

(3.21) 

cuando existe· un medio estratificado como el de la· fig 3.12, formado 
por n estratos de propiedades elásticas E y v, el asentamiento de la 
superficie se puede calcular utilizando la ley de Hooke· para cada 

estrato7.·.'. :· ,, . . .· 
.. ·: <C • (1/E) [ 
·•· .. ·. __ ; ·. ':··_. .... .. \ .... . -

,':·. 

o- :-·V (o- + o-. ) ] 
Z .' ; .... ·. X 7 

(3.22) 

donde o- , o- y o- son los esfuerzos normales vertical y horizontales 
z " y 

ocasionados por la carga aplicada en la superficie del medio, y e es 
z 

la deformación unitaria del estrato. La deformación, en unidades de 
longitud, del estrato está dada por 

., 

J 

. :;_ a .• .. e." H .. 
. .. . . \ . 

' 
·.. ·; ; .\ .· 

donde Hes el. espesor del estrato. 

La deformación de la superfice será la suma de las deformaciones de 
cada estrato. · 

. . . . ... 
3.6.2 Circulo cargado 

~· ' :·. 
;, -~ . '- .· 
•,-'.'·_;.:·_.· .. _: · .. · . : . - .· ;"-

. : ~ ~ ' 

En un circulo de radio R 
superficie, el asentamiento 
1973) . • ... ·. 

:' ... :• . . . .. ..: · .. ·: 

sometido a· carga uniforme q en su 
bajo el centro est4 dado por (Zeevaert 

- \.'>·:::'.'-i . ' 
a • [lt (1 - V3) R q] / 2 E · . (3.24) . . 

El giro del circulo ocasionado por un momento M vale (Richart el al 
1970) 

.·.· 

:·· (3. 25) 

.·. ":• :¡ 
. .. - -.' ·- .-. 
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' 

V 

1) 

en que G • E /'2 (l + V) (3.26) 

Con las expresiones anteriores se pueden obtener las rigideces lineal 
y angulár de un cimiento de planta circular. La rigidez lineal se 

define como la carga vertical entre el asentamiento que produce: 

X • Q / a • 2 E R / (1 -v2
) 1 . . • • . 

(3.27) 

. ~- ·, ; -( i. ·.• .. ; 

La . rigidez angular· se define· como el cociente del momento entre el 

giro que produce: 

X9 • M/ 9.•.8_G R3 
/.3 (1- V) 

• ¡ ; ·,: ·:·:' ' ~~\.:~}:>·; ;¡ •• ':~ 
(3.28) 

3.6.3 Giro de un rect6ngulo sometido a momento 

El giro de un rectángulo sujeto a un momento M (fig 3.13) se puede 

calcular determinando la carga de tipo trapecial (ecs 3.14 y 3.I5) o 
triangular (ecs 3.17 y · 3.18) que actúa sobre el terreno. A 

número n de cargas uniformes continuación se divide la carga en un 

(fig 8) y se determinan los esfuerzos normales u , u y u con las 
a • Y 

·ecs 3.6 a 3.9, a la mitad de cada uno de los estratos del subsuelo. 

La deformación unitaria de cada estrato se obtiene aplicando la ley 

de Hooke. (ec 3.22) y la deformación en unidades de longitud 

utilizando la ec~3.23. Esta operación se realiza bajo los puntos A~ 

B de la fig 8, con lo que se determina, mediante la suma de las 

deformaciones de cada estrato, la deformación en la superficie •. Con 

estos resultados se puede calcular el giro del rectángulo sometido a 
momento. En el ejemplo ·6.1 se presenta una aplicación de este 

procedimiento •. 

En forma simplificada,· se puede usar el siguiente artificio: se 

obtiene el momento de inercia del rectángulo I en el sentido que se 
r 

está analizando, . y se obtiene el radio equivalente a un circulo 

(Normas· de Sismo 1987): ·. . · ·· -'.· 
. ~- . . .. :· ,. . ' . 

. ' .. -.·· . - .. 

...... -. ·. 
•'. 

.· .. 

_.··:-.:,--.-· 
' -~, 

'j" 

. ·: 

, 
-~ ! . 
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R • ( 4 I 1 rr ) 
r 

l/4 

Con 
giro 

el radio equivalente 
de la cimentación de 

R se qmplea la ec 

planta rectangular. 

• . . 
" . ~·- . ... 

·:··:<:i;:-·-' '.'{:!.:f.;~ .. ·.:;~:;:,.' 
. ~ .. '\·.:~::.:· i .1 ••• ,, 

'; !" ·' ~ ;_ :.~ :, 
.. _.-: ... <·~-.:-~···,' 
.:.::_: 

' 

'' 

.. _, '~ . 

--~~i\· ?·- . 

.. , 
'.> !' 

'. >.' 
. '-~"' .. ,':· •_:; :: 

• a:_. 

., 

J•¡$':'r;.;_,);··,.:-'lt~,~-¡.'--~ >.:: :¡,.~~~~;i~\'\·'' f;·-•. :.· 

>:,.·;~::yi·:~ .: ·. : .. ·.r.:~~.-:·.~.;:_,;~ ... : ~---~.:··-.- :. · · ·: :::- .. ·: .. -.::.--;:.t ló- ; · 
;· :-.. • •. !.;·_ ... ~ • . \ ·' 

-~jF-,;·· ;~~~--,-.·~;).'~·-~/~,:~.¡~'.:> -... ,t, 
\"%>i:~,:: :' ;\:·.~~ ~ . ' 

~ ~· ·:. ,~:,_; .... ,· 
~ ~ . . ' ·. . . 

.• -~·:=~ ·r ' ...... ~--.. ~ 
,: l.:>-··:.·:··,-~- ::.:,_-.:;J~~~~>< . ... 

.· .. -~ :-:-~~f-_:- .. --~ 
"''. ......... · · .... ' 

·"'. ·.-· .··:· 
J•' • 

. ·._,. . .. 

... 

. :: .. 
. :- ', 

, .. 
·: 

.. rf,· ·, 
•.• _.j "':' ': 

;-: 
:_"' 

, .. 
. . . 

22 

1+-
(J.29) 

J.25 para determinar 

\ 

.. '· • 

' 

. ._. 

·: 
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Esfuerzos bajo el centro de un circulo sometido a una sobrecarga 
uniformemente reparlida q IYoder 1959) 

a z z 3/Z 
c:r = q ( 1 - z 1 IR + z 1 · l z 

2 z t/2 a 2 2 a/2 g = . 1 q/ 2 1 { 1 + 2 1J - 2 ( 1 + /.J 1 z 1 1 R + z 1 + z 1 1 R + z ¡ 1 r 

R = radio del C¡¡·culo 

Fórmula de Frt>hlich para la d(· rmínación del glt·o 

corrido, apoyado sobre un medio elástico semiildin!to 
de un cimiento 

1 Zeevaez·t 1973) 

6 = ang i..«u { 16 1 1 - ¡/ 1 M' 1 1 'I'C E B2 ¡ ] 

E = módulo de elasticidad 
B = ancho del cimiento 

~J = relación de Poisson 
M' = momento por Ullldad de longitud 

La fórmula de Frohlich se recomienda cuando la longitud del cimiento 
es mayor o igual que tres veces el ancho del mismo. 

Desplazamiento lateral producido por una fuerza lateral (horizontal) 

( 7 - B V ) Qh 

~\,=-----
32 ( 1- Y ) G R 

R • radio del c!rcul~ 



TABLA 3.1 

ASENTAMIENTOS PERMISIBLES 

Asentamiento total permisible de la_cimentación de una eatructura, de 

tal forma que no se presente daño funcional en las siguientes insta

laciones o elementos: 

Obras de drenaje 
Accesos a la estructura 
Muros de mamposter1a 
Marcos estructurales de 

concreto o acero 

Losas o cajones de 
cimentación 

15 a 30 cm 
30 a 60 cm 

2.5 a 5 cm 

5 a 10 cm 

7.5 a 30 cm • 

Los valores mayoreJ son para asentamientos en terrenos de cimentación~ 
homogéneos y estructuras de buena calidad de construcción. Los 

valores menores son para asentamientos en terrenos de cimentación con 
estratigrafia errática y estructuras de regular calidad de construc

ción. 

Tomado de Sowers (1962) 

''-
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ANÁLISIS SÍSMICO DE CIMENTACIONES 

' Agustin Deméneghi Colina• 

cuando se realiza el análisis sismico de una cimentación, es usual 

que se cuente con un coeficiente sísmico para la región en cuestión, 

dado por el código del Estado donde se construirá la estructura 

correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al análisis 

y diseño de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de la 

estructura de cimentación . 

• 
Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio está formado por sedimentos 

de consistencia blanda, se presenta un fenómeno de amplificación de 

las ondas sísmicas que llegan al lugar, el cual consiste en que, en 

la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta 

aceleración, mientras que en la superficie del suelo blando la . 
·del terreno f irm' aceleración puede ser varias veces mayor que la 

(fig 1) . 

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en 

forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este 
' 

fenómeno consideremos. un sistema de un grado de libertad como el 

mostrado en la fig 2, en el que la base se somete a un movimiento 

dado por 

x = a sen n t 
o 

La velocidad de la base vale 

y la aceleración 

x = a n cos n t 
o 

x = - a n2 sen n t 
o 

La respuesta de la masa está dada por (Newmark y Rosenblueth 1976) 

Desplazamiento relativo y = a Bd sen (rl t - q,¡ 

* Profesor del Departamento de Geotecnia. División de Ingenieri 

Civil, Topográfica y Geodésica. Facultad de Ingeniería. UNAM 

; 
' 1 
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1 Velocidad relativa y = a o ad cos (O t ~) 

Aceleración relativa y = - a 0
2 

Bd sen (0 t - ~) 

En las expresiones anteriores 

1 

1 -

• 

~ = ang tan 

• 

w
1 

es la frecuencia circular del sistema w
1 

= 1 K 1 M 

Los desplazamientos absolutos están dados por 

Desplazamiento X = X + y 
o 

Velocidad 
. . 
X = X + y 

o 

Aceleración 
.. .. .. 
X = X + y 

o 

Definamos el factor de amplificación de la acelera•.:ión como el 
• · . 
cociente entre la máxima aceleración abs•,luta de la masa y la máxima 

aceleración de la base; 

.. 
f = max x 1 max x 

a o 

En la fig 3 se muestra la variación de fa con el cociente T
1 

1 T , 

para amortiguamientos de 2 y 10 % del amortiguamiento critico. 

Recordemos que los periodos están dados por 

2 

.. 
)¡ 
1-



............ 

T
1 

= 2 n 1 w
1 

(masa que vibra) y T a 2 n 1 n (base) 

Se observa en la fig 3 que la amplificación de· la aceleración depende 

del cociente T
1 

1 T y del amortiguamiento. La máxima amplificación se 

presenta cuando T
1 

1 T = 1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece 

el factor fa. Para T
1 

1 T ~ M la amplificación de la aceleración es 

nula. 

Un fenómeno similar sucede en el suelo blando, en el que éste hace 

las veces de la masa del ejemplo anterior. Consideremos un estrato de 

espesor H como el indicado en la fig 1, y supongamos que el 

desplazamiento de la base rigida está dado por 

x (t) = e exp (int) = e (cos nt + i sen nt) 
o 

i = ¡ - 1 

lo que implica que la base tiene un movimiento armónico de 

n . 
frecuéncia 

' La solución del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el 

campo de los numeras complejos, lo que conduce a que haya un cambio 

tanto en la amplitud como en la fase del movimiento . Definiendo la 

función de amplificación f = A (O) como el valor absoluto del 
a 

cociente de la máxima aceleración en la superficie del estrato entre 
1~ rn~xirn~ aceleración·~n la base rigida, se obtiene (Roessot 1969) 

(1) 

donde 

ex = (2) 

13 = H n / ¡ /1 + (r¡ n 1 G)
2 + 1 J 1 ¡ 1 + (TI n 1 G)

2 J 1 r2 e (3) • 

donde = velocidad Je la onda de cortante en eJ 

suelo blando 

3 



·~ 
1 

' 

~ • amortiguamiento del suelo ~lando 

n = frecuencia circular natural de la base rigida 

H = espesor del suelo blando 

G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo blando 

p = masa especifica del suelo blando 

La respuesta depende de la hipótesis que se haga respecto al amorti

guamiento. Se puede consid.erar que la viscosidad es inversamente 

proporcional a la frecuencia, de tal modo que ~ O / G • 2 C sea 

una constante. Aplicando las ecs 1 a J se obtiene la respuesta del 

estrato • 

• 
Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del 

estrato se hallan con las siguientes expresiones 

w = frecuencia circular del modo n de vibrar 

/ G 1 p 1 2 H = (2n - 1) n e 1 2 H • 
p 

(4) 
n 

w = (2n - 1) n 
n 

Para pequeños valores de(~ n 1 G), la función de amplificación, para 

los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969): 

A (w) = 4 1 (2n - l)rr (2C) 
n 

(5) 

e = fracción del amortiguamiento critico 

~n la fig 4 se muestra la variación de la función de amplificación 

con la frecuencia de vibración de la base firme, para un.estrato de 
espesor H • 30.5 m, con una velocidad de la onda de cortante en el 

suelo blando e = 229 m¡s y un peso volumétrico del suelo r = 2 t¡m3 
• • 

La función de amplificación se obtiene emple<mdo las ecs 1 a J , 

considerando que ~ n 1 G = 2 < . 

Vemos que la máxima respuesta se presenta cuando el terreno firme 

vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente· al 

primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la 

frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio 

4 



r-.. coincide o está cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de 

';:) un estrato de suelo blando, la aceleración en la superficie de éste 

puede ser varias veces superior a la aceleración en el terreno firme. 

En este ejemplo la amplificación de la aceleración es de 3.18 , para 

un amortiguamiento del suelo blando de 20 % del critico. 

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibración y 

los valores correspondientes a los ''picos" de la función de 1 

amplificación (fig 4), empleando las ecs 4 y 5 . En la tabla 1 se 

presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar, 

considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico • 

• 
TABLA 1 

VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCIÓN DE AMPLIFICACIÓN A (w ) 
n 

n w f T A (w ) 
n •n n 

S 
-1 ciclos/s S 

(' 1 11.78 1.875 0.533 3.183 

' ~ 2 35.34 5.625 0.178 1.061 

3 58.90 9.375 0.107 0.637 

4 82.47 13.125 0.076 0.455 

5 106.03 16.875 0.059 0.354 

w = (2n 
n 

- 1) rr e 1 2 H A (w ) = 
• n 

4 1 (2n - 1)rr (2C::) 

f = w 1 2rr 
n 

T .. 2rr 1 w 
an n 

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante "de 

vibración de las ondas sísmicas que llegan a un sitio; en todo caso, 

es conveniente observar las frecuencias dominar. tes de los temblores 

que llegan a una localidad, para reconocer los estratós en los que se 

puede presentar el fenómeno de amplificación de aceleración que hemos 

comentado en los párrafos anteriores. 

~ El razonamiento anterior es válido también en términos de los 

periodos' de vibración de ondas y suelo blando. Vemos que la máxima 

5 /[, 
) 
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respuesta de aceleración se presenta cuando el periodo de vibración 

de la base firme coincide ~on el periodo natural del primer modo de 

vibrar, siendo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 4). Es 

decir, la aceleración en la superficie del terreno blando será 3.18 

veces mayor que la aceleración en la base, si el amortiguamiento del 

suelo es de 20 % . Vemos entonces que la aceleración en la superficie 

del suelo blando depende fundamentalmente del cociente T 1 T, donde 
o1 

T es el periodo 
&1 . 

natural de vibración del estrato blando y T es el 

periodo dominante de vibración de las ondas sísmicas. 

Para un estrato de suelo homogéneo (fig 1), los periodos de vibración 

están dados por 

T = 4 H f p 1 G · 1 (2n - 1) 
sn 

(6) 

n=l,2, •.• 

• donde p = masa especifica del suelo 

G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo 

El primer modo de vibrar, o modo fundament~l, ~~ obtiene para n = 1: 

T =4H/piG 
s1 

(7) 

Para la estimación del periodo natural de vibración de un suelo 

estratificado Véase zeevaert (1973, 1980) • 

• 
El periodo de vibración de la estructura se halla con los métodos 

usuales del análisis estructural. Sin embargo, cuando el terreno ·de 

cimentación está formado por un suelo blando, es importante 

considerar además·el efecto de balanceo y de traslación horizontal de 

la cimenta,:: ón. Asi, el periodo de vibración acopladÓ de una estruc

tura vale (Normas de Sismo 1987): 

T 
1 

6 . ·'· \ 
1 



(· 
donde 

' ·~ ... 

• 

T "' periodo fundamental que tendría la estructura si se 
o 

apoyara sobre una base rígida (este periodo se·debe a 

la flexibilidad propia de la estructura) . 

T = periodo natural que tendria la estructura si fuera 
X 

infinitamente rígida y su base solo pudiera trasla-

darse en la dirección que se analiza 

T = periodo natural que tendria la estructura si fuera 
r 

infinitamente rigida y su base 

con respecto a un eje horizontal 

centroide de· la superfiece de 

estructura y fuera perpendicualr a 

analiza 

solo pudiera girar 

que pasara 

desplante 

por el 

de la 

la dirección que se 

·Para el cálculo de los periodos de vibración anteriores, véase el 

Apéndice de las Normas de Sismo (inciso A7, interacción suelo-estruc-

r' tura). ' 
-..) 

Una vez que se conocen los periodos de vibración del suelo T y de 
•1 

la estructura T
1 

, se puede emplear el espectro de respuesta sísmica 

de Zeevaert (1980) para la determinación del fdctor de amplificación 

f (fig 5), definido corno el cociente de la máxima aceleración en el 
a 

centro de gravedad de la estructura entre la máxima aceleración en la 

superficie del terreno blando . 

• 
Vemos que la máxima respuesta se obtiene cuando T 1 T: :1., Por 

1 ol 
lo 

·la 1 visto anteriormente, no se puede evitar la 

aceleración de un suelo blando, pero si es 

coincidan el periodo natural de vibración del 

natural de vibración de una estructura. 

amplificación de 

factible evitar que 

~uelo con el periodo 

La aceleración en la superficie del terreno la proporciona en la 

ciudad de México el Reglamento de Construcciones en las Normas de 

Sismo. Asi, en el inciso 3 de éstas se señala que "la ordenada del 

espectro de aceleraciones para diseño sísmico "a", expresada como 

7 



fracción de la aceleración de la gravedad, está da.da por la siguiente 

expresión: 

a = ( 1 + 3 T 1 T ) e 1 4 , si T es menor que T " 
a a 

La aceleración en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = O 

en esta expresión (pues para T = O la estructura vibra igual que la 

superficie del terreno), por lo tanto a= e= e 1 4 en la superficie. 
. . 

Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigráficas del 

Distrito Federal se presentan a continuación (articulo 206 del 

Reglamento): 

• 
Zona Coeficiente Coeficiente e Aceleración • 

sísmico e (superficie) (superficie) 

cm1s 
2 

I 0.16 0.04 39 

II 0.32 o.o8 78 
p 

III o. 40 0.10 98 

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona III la aceleración de 

diseño de la superficie del terreno es de 98 cmls2
• 

También se puede utilizar el. siguiente criterio para hallar "e" 
(Normas de Sismo, Apéndice): "en sitios en que se conozca el periodo 

dominante del terreno T , y que se hallen en las parte sombreadas 
. •1 

de la fig 3.1 (de esas Normas), también se adoptará e = 0.4 para 
, ' 
estructuras del grupo B, y 0.6 para las del A; fuera de·las partes! 

sombreadas se adoptará 

c=l.6T 1 (4+T
2

) 
d •1 

Vemos que el coeficiente sismico depende del periodo de vibración 

dominante del suelo T 
•1 

la superficie e = e 1 
• 

cmls2
, es igual a e por 980, en la fig 6 se presenta 

• 
esta aceleración en función del periodo T 

al 

8 
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(, 
' . 

¡ ..... _;· EJEMPLO 

Determinar la respuesta de aceleración de un edificio sobre un 

estrato de suelo blando, con las siguientes características: 

Masa= 217.5 t.s2jm 

Peso = 2133 t 

Periodo de la estructura T = 0.3 s 
o 

Amortiguamiento en la estructura (
0 

= 5 % 

Periodo por rotación T = 0.76 s 
r 

Amortiguamiento en el terreno de cimentación e = 15 % 
r 

• Periodo por traslación T = O. 22 s 
X 

Periodo del terreno de cimentación T = 2.4 s 
•1 

El periodo acoplado de la·estructura vale 

Obtenemos el cociente 

• 

' Para entrar en el espectro de la fig 5 necesitamos el amortiguamiento 

acoplado del sistema, el cual está dado por (Zeevaert 1980): 

r =ll-g 
~1 1 

g =g g (T'1)a/ (goTa+g Ta) 
1 o r r r o 

donde T' = j T2 + T2 
= 0.817 s 

1 o r 

g = 1 - C2 = o. 977 5 
r r 

Sustituyendo g1 =. 0.98 

. Es decir, el sistema acoplado tiene un amortiguamiento de 14.1 % • 

9 
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Entrando al espectro para diseño sismico (fig 5, Zeevaert 1980), se 

obtiene un factor de amplificación f· = 1.9 • 
a 

Considerando una aceleración en la superficie de 

aceleración en el centro de gravedad de la estructura 

(98) (1.9) = 186 cmjsa • 

RBFERENCIAS 

98 2 cmjs , la 

está dada por 

Newmark, N M y Rosenblueth, E, Fundamentos de Ingenieria Sismica, 

Diana, 1976 

Normas Técnicas Complementarias para Diseño por Sismo (RCDF), 1987 

~ Reglamento de Construcciones para el Distrito Federal, 1986 

r 

Roesset, J M, "Fundamentals of soil amplification", Departament of 

Civil Engineering, Massachusetts Institute of Technology, 1969 

Zeevaert, L, Foundation Engineering ~ Difficult Subsoil Conditions, 

Van Nostrand Reinhold, 1973 

' Zeevaert, L, 

1980 

-
Interacción Suelo-Estructura de Cimentación, Limusa, 

lO· 



.----, 
' . ' 

( ·-···--· ----
1 
1 -------¡ 
~ 

._,.:\'·--, -~-: l---¡-· ;·-¡··----,- ¡·-:--¡-- ¡ 
: ·¡---·,·-·1·_--i J ---¡- -1-- - 1 ~-·¡-; - .. l. ; : 1 : 

H . -t-- 4• _1 . : . : : ,. • . ; : ¡ ~ ~----~-~_--, __ -_·_¡-·L. 1 , 1 1 ! i i 
,- ·¡ -¡- -· -1- -- - . - ; : 1 - ¡ : ; . 

: : 1 h . ----- -- .. 1 : 1 1 i 1 \ 1 : 
. ; - . ~---: - ·. - - --1- ··-- -- -' : - 1 1 . - !- ¡ 

:-+-1--B-----r----------------rl: ¡-¡--
1 

1 i 1 

¡·-j-·r 'j- - ,_--- ·-.. • • i ~ · ¡ 1 

~-. · :--1-~----r- ------- · x· ¡ 
1 

1 1 1 : 1 
' ! . . 1 ). ' 1 ! ' 
r l j ··¡ : 1 ! 1 ! ! 
1 

1 
. t ' : 

: -. ¡ .. l. 1 \. -- •. 

¡-·¡-- ,. '·-·¡ l_rT --- -T ~lA e \o L, l ,Jy..'l(ó , , i ' 
:-'-¡·:--,.J-~~--->--1------H · __ ... 1: 1 

¡ ,-¡ ~-Ki- - _ ---h·¡· 1 1 • , .• ].T . , , 1 
L, ;.;-~~-n:l ::::=r-r-::::::~\>'~- .: : ~-~ ·¡-:: : r·r. 
~-·1 +: -¡- 1-- --+ ~ : ' : ' 1 i 1 ¡ 

1 ++-r --- -- -r-- ... r. : :. ¡-- -1-: . ¡-1 , 

¡~:tt±~~~-1±~. ·-1±-- -1--¡'--L-\--(' ~.> i ' -: .... 
(·-·' ~-: - --r-¡--1--i-T: 1 ! ;- .. : .•.• L 

-..) : ¡ i- - -1----- ····· -- T¡ey-~~¡,o ~iv-W.e : : · 

: +-1~.J -- - --¡--- -~-¡-] -i-- ~-- .: --~~j-L .. : · , 
: ··: -+ _i-__ -__ r_-_- --l- F - --- fr , 6: ~- r - : : : 
. ¡-¡- : -. - - - ·- - 1 - ¡ ¡---] -- 1 ¡ . ¡ -- 1 • 

:--~-;..·¡-j r--- --\-,-¡- T¡·-; ·: : ~ 
1 .!.....}--,--¡ - -]-- 1-----¡-- ;-- 1--¡- --: .. ----1 , 
• : : 1 -- -- - ---- -- -· • • -·L · · ' l \· 1 • r l i 
·-···--··· ¡-¡ ·------'- .,. -¡· :-1 :--1 
:-+-¿-: 1 -· -------- ~--;- - ·- --:-~-l-1- 1 

i--~-¡ --1--¡ l--1-- ·- -¡ ; ---~- 1 -:- ., ! i. 1,-

l . ____ L. ________ ... ' ....... 1 •
1 
.. 

1 
, , .. , .. 

1 • ' 1 ' ¡ 
; • 1 ¡ 1 ¡ ! 1 1 1 1 • • ·----'--: : , íl ¡--~~,:~:---r :- r-1--! : : ::: .. 
l · ; ·¡ ¡ ¡-r- .... - --- -t-- --¡-,- - -· .. 1 -, · ' ¡ 1 1 , i 1 . 

·_ ¡ __ -_-__ ·¡···,- -- . -:------1··¡ ·!/. ¡1; ¡·-¡···· 
-¡-- . -. ---1-r------···¡····! ·- .. ! : ·-·-·:· 

' . ! ; . ·1 - - l- - -- --- ... 1 •• ' 1 ¡ ¡ : .. 1 . 
¡ i ,--,----1--------- ---·--· ! 1 1 '1 i ¡ 1 1 

. . ¡.- i - - - l- l- . - --:-- -- ·- .. ·/---¡ •.1' i ¡ ; ,--- i 
1 • ' _j --1-r- -· -- - - -- . . ' 1 1 ' ¡ 1 1 

¡ _'l¡-~¡~=--~-= -~=·b-~ -_· ~-~ -----. ! l ! : 1 ¡ : i 1 ; 

! ; ·- -- ·-¡·- ---- - - - - - .. -.... 1 1 1 l ! 1 1 1 ! 1 
: ' \. .. ! .. l .... _u '-'---- ~-~------- 1 .. \ 

/',,""·' -. 

• 

-

' 

r 
~b 

·_) 



• 

------------------- ---------..,---- ······---- ·--

__ :___:__'---------- ----------,----,---- - -----------·----;---
--------:.-------·--------------. __ _.. __ _ 

M 
-------------------

1 
------· ------;----; ---~----:-~_: ______ .~ 

' --------------- -------
'---:: _c ____ :--t--: __ · 

: . ' ' ¡ : ~ L ·K -----,--~e- --,--; !_. __ 
'; 

,. 

1· 
1 
1 
' 
1 
1 1 

1 
1 

_, 
1 

!"' 
1 

1 

1 
1 
1 

1 

' :-,--¡-• 
.... _ ... __ , .' 

: ... 
• -- 1 

1 1: :;; 

¡ 1 p 
; ' : 

; ' ' 
' i 

' ' j_ 1 _¡_ 
: l ' ! 
1 ! ' 

i 
¡ ! 1 ! ' 

1 
' ' 
' ' 1 ' i ' i 

i 1 ; 1 

... 
----~-'-------'-

1 ¡; 
' ' 
1 

1 ¡ ' 
1 

Lf 1 

' ' : ' 
1 : 

1 ' ' 1 ' 
' 
1 

1 1 : 
1 

1 

;----------:----,----'------.,.-----L--:-- ----- -I.......:__-'---..;___.:...-..L_:......:___-:-____,--'---7. 

' --'--,...----!..__,'_ ~~.: o, - _II _ __L ~. ,· ~~~. ; - .1.1 t.l : ,· ' . ' . . . -, -;--:'---' --,------f--;--~-¡ 
1 , j_ f: >- . ~TT><. _~.-e á" :l ·~1~IA-z"-~~·e....."t"o 
vA'-=~~~~-1\.·.nlt: 1 ¡ l IJ.___j_ :__¡_; i':!: ¡ i i i 
l'uL i 1 i i o • )< 1 1 ' i 1 i ~ Í ¡ ¡ ¡ : ~ j ' 

! 1 i i 1 1 1 1 ' , ! l : 1 ¡ .ll 
! - ' : 1 : ; 1 i i 1 i ¡ : 

1 lJ: ~ ~~; : : i 1 i ¡ : 
J ' 1 ¡ ¡ . 1 l . ¡ 1 ' 1 1 

l---+-~-}-r~~~-r4-4-+-+-+-+-+-+-+-+-+-~ ·r--i 1 1 1 1 ' ¡ 1 
1 i _l 

l 1 1 . ' 1 1 1 j : _;_ 1 1 j _L 
1 

, 

: : ! 
1 

: 1 1 1 ' 1 ' : 1 : 
1 ! ¡ ' i ! 1 1 : ' 

--1 _,c. 
'· 



) ~) .--~ --.· 
VARiACIÓN DEL FACTOR DE AMPLIFICACIÓN 

• 
• 

26 
[ 

24 

22 --'-

20 

o -.... 18 
e 

:2 
u 16 o . --
u - ----.... 

14 o. 
- . 

E 
o 12 
11> 

" 
L.. 10 
o .... 
u 

8 o 
_t... 

6 

4 

2 

(L 1\\ 
~ ~ 

.,.,./ 

o 
o 2 4 

Cociente T1/T 
O Amortig 2 % + Amortig 1 O % • 

FIG 3 _ 



3.4 

3.2 

3 

2.8 

2.6 

e 2.4 
-o 
u 2.2 .o 

·u 
2 

~ 
Q. 

1.8 E 
o 

. 11> 
1.6 

-o 
.:. 1.4 
o .... 

1.2 ·u 
·o 
·u.. 

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

o 

~ , 
VPRIACIOf-,J DEL FA.CTOR DE AM PLI[;ICAC IOf\J 

\ 

\ 
1 \ 

~ ~ 

"' 

o 2 4 

-.A.IAORTIGUAMIENTO 20 % DEL CRITICO 

.· 

.. 

./ 
V ~ 

" ¡--..... ....... - r-. 

6 8 10 . 

Frecuencia de la· base, en ciclos/s 
• 

FIG 4 

.. 

--
12 14 16 



···-·-· ··-------------
~ ~ !"-. 6 

f- '· f--¡--

"" 
5 S --V '\ 

~ l" = 2'1'. 4 4 

.. ·¡ - f- [V¿ "' 3 _,....- 5'!1. !'.... 3 

/: .'\ -~ 
1 

"""'' 
~ 2 V ('\ 2 

7/ V .. ~ !O 'lo 

"""' """ 1'\. 1'\. 1.5 y ~ 
1>< 1"" "\ '\ 

- 20~. ~ ~ "" 1 . 0.2 0.4 0.6 0.8 5 '\. 

0.8 
T¡./T~1 . 

O.d 

"""' "" ~. "'\ 
: 1~ ~ ~ 0.6 0.6. r.... 

- "\ 

"""' """' """ 
.. 

1"\ 0.4 0.4 

. ·-. .. -· .. ~ 1~ 

• 

' \ 1 
{ 

'··· . EJP«.trotn•ol.-nttp•r•JIJ<ñosúmico. (Zeevaert 1980) 

Fl ~ 5" 

' 

' . 



-¡ 

100 

90 

C\1 
111 

" 80 
E 
u 

o 70 .... 
:1 .... 
o 
e: 
o 60 
e: 
ll> .... .... 
V 50 .... 
ll> 

·"O 
e: 40 :2 
u 
o .... 
V 30 ll> 
u 
< 

20 

lO 
o 

-ESPECTRO DE RESPUESTA DEL TERRENO 

1 
1 
1 
1 
1 
1 . 

CIUDAD DE MEXICO • 

/ ~ 

1 ~ 
. 

-

2 

Perfodo dominante del suele, segundos 
• 

FIG 6 

.. 

-... 

~ 

4 

) 

-............ 



í·. 
\ 

DINÁMICA DE SUELOS 

VIBRACIONES 

Agustín Deméneghi Colina* 

Héctor Sanginés Garcia** 

Vibraciones libres 

Consideremos un sistema da un grado da libertad, como el mostrado en 

la fig l. Se trata de un cuerpo de masa M unido a una base firme 

mediante una barra de cierta rigidez. La rigidez K se define como el 

cociente de la fuerza hor~z9ntal aplicada en el centro de gravedad 
• 

del cuerpo, dividida entre el desplazamiento horizontal que produce 

dicha fuerza, es decir: 

K e P / O 

El amortiguamiento C toma en cuenta las pérdidas de energia que se 
r 

producen durante el movimiento (fundamentalmente por fricción intern' 

en el sistema). Se ha observado experimentalmente que la pérdida d 

energía se puede representar mediante una fuerza que se opone al 

movimiento, la cual es proporcional a la velocidad del cuerpo; 

esta fuerza vale e X • 

Por el principio de D' Alembert, la fuerza de inercia es igual al 

producto M ~ , pero tiene sentido contrario a la a¿eleración. Esta 

fuerza de inercia se agrega al equilibrio dinámico del cuerpo. 

El fenómeno físico que estamos estudiando consiste 

te un desplazamiento horizontal ó al cuerpo, para 
o 

dejarlo vibrar libremente. 

* Profesor del Departamento de Geotecnia 

•• Jefe del Departamento de Geotecnia 

en dar inicialmen

después soltarlo y 

División de Ingeniería Civil, Topográfica y Geodésica. Facultad de 

Ingeniería. UNAM 
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El equilibrio dinámico de fuerzas en el cuerpo da lugar a la 

siguiente ecuación 

M x + e x + K x = o (1) 

Supongamos inicialmente que no hubiera amortiguamiento; C - O en la 

ec 1: 

M X + K X a 0 ( 2) 

La ec 2 es una ecuación diferencial homogénea de segundo orden. Su 

ecuación característica es 
• 

La solución de la ecuación característica es 

A =1-K/M =IK¡M i 
1 

A = 
2 

1-K/M = IK/M i 

(3) 

• 

Denominemos a vfK 1M = w =frecuencia circular natural del sistema 

cuando las raíces de una ecuación característica son complejas, la 

solución de una ecuación diferencial homogénea de segundo orden está 

dada por 
X = e eat COS b t + e eat sen b t 

1 2 

donde "a" es la parte real y "b" la parte imaginaria del número 

·complejo. Por lo tanto 

x = e
1 

cos w t + e
2 

sen w t (4) 

• x = - e w sen w t + e w cos w t 
1 2 

(5) 

2 



• De acuerdo con las condiciones iniciales, para t = o, x = o. Sustitu-

~, yendo en la ec 5 
1, :; 

''·. 

·-.. .. " 

o = e w (l) .. e = o 
~ . ~ 

.. X = el cos w t 

Para t = o, X = o sustituyendo en la ec 4 
o 

X = O COS W t 
o 

(6) 

En la figura 2 se muestra la variación de x en función del tiempo t • 

• 
Se define el periodo T corno el tiempo en que la masa pasa por el 

mismo punto, con el mismo sentido del movimiento. De la figura 2 se 

observa que 

Pero (7) 

T se conoce también como 

de un grado de libertad. 

el periodo natural de vibración del sistema 

La velocidad se halla derivando la ec 6 

x = - w o sen w t 
o 

La aceleración se halla derivando la ec 8 

X = - W~ O COS W t a - w2 
X 

o 

(8) 

(9) 

' 

vemos que la aceleración es igual al desplazamiento multiplicado por 

el cuadrado de w, con signo contrario. 
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Vibraciones libres amortiguadas 

Consideremos ahora que si hay pérdida de energía en el sistema, es 
decir, que existe amortiguamiento:. C " O 
representado por la ec 1 

El movimiento queda 

M x + e x + K x - o (1) 

La ecuación·caracteristica es 

M A
2 + C A + K = O ( 10) 

• Las raíces de la ec 10 son 

A = - e 1 1 
2 M + / (C/2m) 2 

- K/M 

A2 ~ - e 1 2 M - 1 (C/2m) 2 
- K/M • 

Las raíces \ y \ pueden. ser reales o complejas, dependiendo del 

valor del radical /cc;2m) 2 
- K/M • Se distinguen tres casos. 

caso I. Dos raíces reales diferentes 

Si las raíces son reales: (C/2M) 2 
- K/M > O • La solución de la ec 1 

está dada por 
( 11) 

' 
En este caso el sistema no vibra, sino que la masa después de haber 

sido desplazada una distancia 6 regresa a su posición inicial. Este 
o 

fenómeno se presenta cuando el amortiguamiento e es alto. 

caso II. Una raíz real 

Se presenta cuando (C/2M) 2 
- K/M = o • Sólo existe una raíz real que 

vale 

A = C/2M 

,/ 
: ¡ 

4 Í'J 
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La solución de la ec l es 

De acuerdo con las condiciones iniciales, para t - o, x = ó , por lo 
o 

tanto 

e = ó 
1 o 

• Para t = o, x = o, por lo tanto 
• 

Por lo tanto, la solución de la ec 1 es 

e>.t • 
X = ó ( 1 - >. t) 

o 

ó 
- (C/2Hlt [1 + (C/2M)t] (12) X = e . 

o 

En la fig 3 se muestra la variación de x en función del tiempo •. 

Caso III. Dos raíces complejas 

Ahora (C/2M) 2 
- 1</M < o , y 

• 
>. = 1 

- e 1 2 M + /K/ M - (C/2M) 2 i 

>.2 = - e 1 2 M - /K/ M - (C/2M) 2 i 

Cuando las raíces de una ecuación característica son complejas, la 
solución de una ecuación diferencial homogénea de segundo orden está 
dada por 

(13) 

5. 
¡./;. 
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donde "a" es la parte 

~omplejo. Por lo tanto 

Derivando la ec 13 

real y "b" la parte 

y b a - - e 1 2 M, 

imaginaria del numero 

• v K / M - (C/2M)
2 

• al al x = e (- C
1 

b sen bt + C
2 

b cos bt) + a e (C
1 

cos bt + C
2 

sen. bt) 

Para t = o, x = & 
o 

por lo tanto, de la ec 13: 

• Para t = o, x = o . sustituyendo en la ec 14: 

. . 
sust~tuyendo en la ec 13 

al x = & e (ces bt - (a/b) sen bt] 
o 

Pero 

Hagamos ( = 
e ¡ 2 M, 

e 1 e 
erll 

y M - (C/2M)
2 

a e 

(14) 

e = & 
1 o 

e =-a& /b 
2 o 

( 15) 

Al cociente de ( = e 1 e lo denominaremos porcentaje del amorti
crlt 

guamiento critico: 

'"=C/C =C/2/MK 
'o erll 

Por otra parte w = 1 K 1 M , por lo tanto < w = e ¡ 2 M 

Sustituyendo en la ec 15 

' 
.. 

) sen w 
"/_1,_ __ 
.¡¡ <2 _t J 

(16) 

La fig 4 muestra la variación de x en función del tie~po. 

Vibraciones estacionarias 

se denominan movimientos estacionarios cuando la acción sobre el 

r' sistema es de tipo armónico. 

6 



(') a) Vibraciones forzadas 
.,-;... 

Consideremos un cuerpo como 

fuerza estacionaria dada por 

equilibrio dinámico queda 

el de la fig 1, que se somete a una 

F = F · sen íl t La ecuación de 
o 

M X + C X + K X = F sen U t 
o 

(17) 

La respuesta de la masa está dada por (Newmark y Rosenblueth 1976) 

F 
< n t - cfJ ) • o sen 

(18) X = --
K / 1 -

¡-¡2 ) z + ( 2 1; íl ) z 
2 w w 
1 1 

n r 

2 1; 
cp ang tan 

w1 
(19)' = 

1 - ( 
n ) 2 
w1 

w 
1 

es la frecuencia circular del sistema w = 1 
IK; M 

Consideremos ahora un sistema de un grado de libertad como el 

\l!Ostrado en la fig 5, en el que la base se somete a un .movimiento 

dado por 

x = a sen n t 
o 

La velocidad de la base vale 

y la aceleración 

7 

. 
x = a n cos íl t 

o 

x = - a 0 2 sen n t 
o 

( 20) 

( 2 o,) 

(20") 



La ecuación de equilibrio dinámico 
' 

está dada por 
( .. .. . 

M X + e y + K y = o 

fig 
.. .. 

Pero, de la 5 X = X + y 
o 

. .. M ( X + y ) + e y + K y a o 

.. . 
M y + e y + K y = - M X ( 21) 

o 

M y + e y + K y = a na M sen n t (22) 

• Vemos que la ec 22 es similar a la ec 17. Por lo tanto, se puede 

emplear la misma solución de la ec 17, con 

F sen n t = a na M sen n t 
o 

• 
Con este cambio de variable, la respuesta de la masa está dada por 

Desplazamiento relativo (23) 

• Velocidad relativa y = a n Bd cos (n t - ~) (23') 

Aceleración relativa 

En las expresiones anteriores 

• 

Bd a l 

le 1 -
l )2 + ¡ 2 e _1_ )2 

{lr-¡2 ( Q ) 
wl wl. 

(24) 

2 e n 
wl 

"' a ang tan (25) 

l - ( n )2 
wl 

1 '0 
"i ' 

1 ' 

8 
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es la frecuencia circular del sistema 

Los desplazamientos absolutos están dados por 

Desplazamiento X = X + y 
o 

Velocidad • . 
X = X + y 

o 

Aceleración 
.. 

X = X + y 
o 

( 26) 

(27) 

(28) 

Definamos el factor de amplificación de la aceleración como el 

cociente entre la máxima aceleración absoluta de la masa y la máxima 

aceleración de la base: 
• 

Es decir 

f = rnax 
a 

x ·1 1 max 1 x 
o 

f
4 

= max 1 sen Ilt + Bd sen (D.t - 41) 

(29) 

( 30) 

• 
En la fig 6 se muestra la variación de f. con el cociente T

1 
1 T~ 

r) para amortiguamientos de 2 y 10 % del amortiguamiento critico. • 
'-" 

Recordemos que los periodos están dados por 

T
1 

= 2 rr 1 w
1 

(masa que vibra) y T = 2 rr 1 O (base) 

Se observa en la fig 6 que la amplificación de la aceleración depende 

del cociente T
1 

1 T y del amortiguamiento. La máxima amplificación se 

,presenta cuando T
1 

1 T = 1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece 

el factor f • Para T 1 T -. ., la amplificación de la aceleración es 
a 1 

nula. 

Vibración debida ª rotación 

Consideremos una masa corno la indicada en la fig _7, vibrando 

libremente. La fuerza de inercia vale F = M X • De la figura X a .. .. .. 
e H, ~ = e H • Por lo tanto F = M e H • 

9 
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El momento de volteo al nivel de cimentación, debido a la inercia de 

(-, la masa vale 

r 

supongamos ahora que la cimentación está sometida a un momento 

estacionario dado por o = o sen O t . En el diagrama de cuerpo 
T To 

libre de la cimentación (fig 8) se muestran los momentos que actüan 

sobre ella. El equilibrio de momentos indica que 

2 •• • 
M H e + e e + K e = o sen n t 

r To 
(31) 

• 
La ecuación dinámica obtenida para un sistema de un grado de libertad 

sometido a una fuerza vertical estacionaria es (ec 17) 

. 
M X + e X + K X = F sen 11 t 

o 
(32) 

• 
Las ecs 31 y 32 son similares, por lo que para hallar la solución de 

la ec 31 podemos emplear la solución de la ec 32, cambiando M por M 

Hz y P por o Por lo tanto, la solución de la ec 31 es 
o To 

' 

o 
To sen (Ot - a) 

(33) 

donde ex = ang tan 2 e w 11 1 (wz - n•¡ . (34) 

/K w = 1 M H
2 = j K 1 M 1 H (35) 

r r 

e .. e 1 e =C/2/K M Hz .. e 1 2 H /K M (3 6) 
crll r r 

Por lo anterior, el periodo natural de vibración por rotación de una 

masa está dado por 

T = 2 TT /M H
2 

/ K = 2 rr H /M 1 K 
r r r 

(37) 

10 
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o (38) 

Vibración de un estrato de suelo 

Un fenómeno similar al de vibración de un sistema de un grado de 

libertad sucede en un estrato de suelo blando, en el que éste hace 

las veces de la masa del sistema de un grado de libertad. 

consideremos un estrato de suelo de espesor H, como el indicado en la 

fig 9. El estudio de la vi_bración de este estrato se lleva a cabo 
• estableciendo las ecuaciones de equilibrio dinámico de un elemento de 

suelo (fig 10); considerando una onda de cortante que viaja en 

dirección vertical, las fuerzas que actúan sobre el elemento son 

(Roesset 1969) 

• 
Fuerza de inercia 

Fuerza debida a la pérdida de energia 

Aplicando la segunda ley de Newton al elemento 

- • dx dz + zx 
• + a -¡; ¡ a z ) dx dz + 71 a3u ¡ at az2 dx dz 

zx zx . 

Es decir 

Por la ley de Hooke r •x = ( 1/G) 

y ru = a w 1 a x + a u 1 a z 

.,. = a u ¡ a z-
• zx 

11 

"t 
zx 

con a w 1 a x = o 

(39) 

( 40) 



sustituyendo valores en la ec 40 

( 41) 

Para hallar el movimiento del estrato de espesor H se tiene que 

resolver una ecuación diferencial parcial de segundo orden {ec 41). 

Supongamos que el desplazamiento de la base rigida está dado por 

x (t) = e exp (int) = e (cos nt + i sen Ot) 
o 

lo que implica que la base tiene un movimiento armónico de frecuencia 
• n . 

La solución del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el 

campo de los números complejos, lo que conduce a que haya un cambio 

tanto en la amplitud como en la fase del movimiento . Definiendo la 
• 

función de amplificación f a A {O) • 
como el valor absoluto del 

superficie del estrato entre cociente de la máxima aceleración en la 

' 

la máxima aceleración en la base rigida, se obtiene {Roesset 1969) 

donde 

a ~ H n 

{3 = H n 

donde 

(43) 

/¡ /1 + {TI n 1 G) 2 - 1 ] 1 [ 1 + {TI O 1 G)
2

] 1 12 e • 
{ 44) 

/¡/1 + {TI n 1 G) 2 + 1 J 1 [ 1 + {TI n 1 Gl 2 J 1 .¡-¡e 
• { 45) 

= velocidad de la onda de cortante en el 

suelo blando 

TI = amortiguamiento del suelo blando 

n = frecuencia circular natural de la base rigida 

H - espesor del suelo blando 

G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo blando 

p = masa especifica del suelo blando 

12 
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("1 La respuesta depende de la hipótesis. qua se haga respecto al amorti· 
guamiento. Se puede considerar que la viscosidad es inversamente 

proporcional a la frecuencia, de tal modo que ~ n / G = 2 C sea 
una constante. Aplicando las ecs 43 a 45 se obtiene la respuesta del 
estrato. 

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del 

estrato se hallan con las siguientes expresiones 

• 

w = frecuencia 
n 

w = {2n - 1) n 
n 

circular del modo n de vibrar 

1 G 1 p 1 2 H = {2n - 1) n e 1 . . 2 H { 46) 

Para pequeños valores de{~ n 1 G), la función de amplificación, para 
los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente {Roesset 1969): 

A {w) = 4 1 {2n - l)n {2() 
n 

{47) 
• 

e = fracción del· amortiguamiento critico 

En la fig 11 se muestra la variación de la función de amplificación 

con la frecuencia de vibración de la base firme, para un estrato de 

espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la onda de cortante en el 

suelo blando e = 229 m;s y un peso volumétrico del suelo 1 = 2 tjm3 
• • 

La función de amplificación se obtiene empleando las ecs 43 a 45 , 
considerando que ~ O / G = 2 ( • 

• 
Vemos que la máxima respuesta se presenta cuando el terreno firme 

vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente al 
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la 
frecuencia dominante de las ondas sismicas que arr¡ban a un sitio. 
coincide o está cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de 
un estrato de suelo blando, la aceleración en la superficie de éste 

puede ser varias veces superior a la aceleración en el terreno firme. 
En este ejemplo la amplificación de la aceleración es de 3.18 , para 

(' un amortiguamiento del suelo blando de 20 % del critico. 
. . 

- 'l ) 
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En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibración y 

los valores correspondientes a los ''picos" de la función de 

amplificación (fig 11), empleando las ecs 46 y 47 • En la tabla 1 se 

presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar, 

considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico. 

TABLA 1 

VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCIÓN DE AMPLIFICACIÓN A (w ) 
n 

n w f T A (w ) 
n an n 
-1 ciclosls • S S 

1 11.78 l. 875 0.533 3.183 

2 35.34 5.625 0,178 l. 061 

3 58.90 9,375 0.107 0.637 

4 82.47 13.125 0.076 0.455 

5 106.03 16.875 0.059 o. 354 • 

(2n 1) e 1 2 H A (w ) 4 1 (2n - l)rr (2<;:) w = - n = n • n 

f = w 1 2rr T = 2rr 1 w 
n an n 

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de 

vibración de las ondas sísmicas que llegan a un sitio; en todo caso, 

es conveniente observar las frecuencias dominantes da los temblores 

que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los que se 

~uede presentar el fenómeno de amplificación de aceleración que hemos 

comentado en los párrafos anteriores. 

El razonamiento anterior es válido también en términos de los 

periodos de vibración de ondas y suelo blando. Vernos que la máxima 

respuesta de aceleración se presenta cuando el periodo de vibración 

de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo de 

vibrar, siendo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 11). Es 

decir, la aceleración en la superficie del terreno blando será 3.18 

veces mayor que la aceleración en la base, si el amortiguamiento del 

14 
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suelo es de 20 % . Vemos entonces que la aceleración en la superficie 

del suelo blando depende fundamentalmente del cociente T 1 T, dond 
ol . 

T es el periodo 
si 

natural de vibración del estrato blando y T es ei 

periodo dominante de vibración de las ondas sísmicas. 

' 
Para un estrato de suelo homogéneo (fig 9), los periodos de vibración 

están dados por 

T = 4 H j p 1 G 1 (2n - 1) 
on 

( 4 8) 

n = 1, 2, ••• 

donde p = masa específí~a del suelo 
• G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo 

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n - 1: 

{49) 
• 
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amortiguamiento específico b.W/W es 

logarítmico b.' ; 

igual al doble del decremento 

Por otra parte, en una vibración forzada, para amortiguamiento 

pequeño la forma de la curva desplazamiento-frecuencia es muy aguda, 

mientras que para amortiguarn i.ento grande la. curva es mucho más 

tendida. Si denominamos b.N a la diferencia entre la frecuencia 

correspondiente a la mitad del "pico" del lado derecho de la curva 

menos la frecuencia correspondiente a la mitad del· "pico" del lado 

izquierdo, y N a la frecuencia de resonancia, el cociente b.N/N es una 

medida de la fricción interna, y se puede demostrar que 

b.N/N = ,fj b. '/ rr 
1 - •.• 

En efecto, en una vibradión forzada, el desplazamiento está dado por 

F ¡ íl t rf¡ l • o sen - ' . '' X = -- (18) 
K /( íl2 

)2 íl 2 1 --- + ( 2 e ) 2 w w· ·;.o:· 
1 ·l 

- ,;_~ 

2 e íl 
w1 

<P = ang tan (19) 

1 ( 
íl ) ~ - .,. 
w1 

w
1 

es la frecuencia circular del sistema w ·=· j K/ M 
1 

El máximo valor de x ocurre para w1 = íl es decir 

F 1 
o e:= .. C./ .2 /M K max X = -- pero 

K 2 e 
max X = F 

o 1 e w 
1 

3 

( 

' 



'í 

: .. ~ 

F 1 2 e 
o 

La mitad·deJ. máximo de x vale w
1 

• Por lo tanto, ~aciendo 
x = F

0 
1 2 C w

1 
en la.ec 18, obtenemos: 

Pero 

·;,.· 1 
02 - --2 

( K 

w 
: . 1 

i 

.. ¡-Í2 
K -· w2 

'.1 1 

w2 
= K 1 M 

1 

) 2 + ( 2 < o ) 2 

w 
1 

) 2 + ( 2 ( K 
o 
w 

1 

(K - M 0
2

)
2 + (e 0)

2 
= 4 e2 w~ 

-

)2 

2 e w 
1 

= 4 e2 

Despejemos los valores de 02 de esta ecuación 

(M 02-) .2 + (e2-2 M K) r¡2 + K2 - 4 e2 w2 = o 
1 

1 (e2-~ ce-2Mi<J ± 2KM) 2 - 4M2 (~ 
r¡2 '· = 

2 M2 

1 K 

w2 
l. 

4e
2
w:) 

e2 

K + 
M 

K ) (e
2
-2KM) - K

2 + 4e2w~ 
2M 

± 

Pero w
2 

,:, K 1 M - e 2 1 4 M2 

1 

0 a = K e
2 

± ·i 

3 e2w~ - 2 · K
2 

+ 2 K M w: 
M 2M

2 
M 

4 

• 

-_). 1 
' 
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2 K n = 
M 

:t 

M 

2 K M ( K - -~2 ) 2_ -~: +: 2 
M 4 M

2 

M 

Denominando n
2 

y 0
3 

a las dos raíces de O 
; _\ 

J, 

'2 /3 e w n2 nz 1 = z, 3 
M 

; ,' 

'-

Como se comentó ántes, t. N = o2 - o y N = w por lo :tanto 3 1 

t. N oz -o (02 - 03) (02 +o > 3 3 = = 
N w w1 (02 + 03) 1'' 

Para valores bajos de amortiguamiento w "' 1 

t. N 
= 

N 2 w~ n. 

:.::-,_ 

• 

Propagación de una onda gg cortante g_u_ Yn sólido viscOelástico 

(Kolsky 1963) 

Modelo de Voigt 

Voigt consideró que las componentes de esfuerzo en un sólido son 

la suma de dos términos: Ell primero proporcional a la· deformación 

5 



unitaria y el segundo· proporcional a .la velocida~ de la deformación 

unitaria. :En un .material iso~iópico y elástico, las ecuaciones que 
relacionan ios esfuerzos y l_as .qeformaciones serán ahora 

G' =;<A+ 
X 

2 G e + ;~.• (all¡at) + 2 TI (ac ¡at) 
X X 

• = G • + TI (a, ¡at) 
yz yz yz 

'J 

Estas ecuaciones conducen a relaciones similares a aquellas obtenidas 

para un sólido elástico, pero el operador '"i\' + i\ 1 ca;at). toma el 
. t·~~ ,¡ l•j"' ¡, .:;-. 

lugar de i\, .Y G + TI (ajat) • La ecuación para los desplazamientos, 
horizontales es la siguiente: 

= (;\. + G) al! + G V2 u 
ax 

Haciendo las sustituciones anteriores 
.. 

·a 
r¡)-

at 
J aa + (G + 

'ax 

En una onda de cortante exclusivamente 

=GIJzu·+TIIJz(~). 
at 

• 

' 

.. 

Si consideramos una onda de cortante que se propaga en dirección 
vertical con movimiento de partículas en dirección horizontal: 

a 2 u 
=.G 

a 2 u 
+ TI 

a3 u 
p 

·a ti! 2 at a ·2 ' \,. · .. - .. .. az. .. z· 

Referencia 

Kolsky, H, Stress Waves .in Solids, Dover, 1963 
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ANALISIS DE PILOTES SUJETOS A SOLICITACIONES DINAMICAS 

l. INTRODUCCION 

···r 

Agustín Deménegui Colina 
Focul'tad-,de Ingeniería,UNAM 

dio de la f6rmula :de· la escuadría. 

Durante la ocurrencia de un sismo, un edifi- L~-- fuerza horizo~tal -~T provoca. un despla-.._. 

cio cimentado sobre pilotee se ve sujeto a za~iento horizontal de la estructUra con re~ 

una serie de ·efectos ocasionado~ por el mo

vimiento te!Orico. Entre las principales ac

ciones se cuentan· el momento de volteo y la 

fuerza horizontal sobre la estructura, amboS 

debidos al ,efecto dinámico del fen6meno,Fig.1 

La determinaci6n del momento de volteo MT y 

la fuerza horizontal VT- s,!smicos se puede 

efectuar por el análisis estático o por el 

análisis dinámico, tratados con amplitud en 

la literatura del diseño estructural. 

·zeev~~~rt · (197)): .presenta un. mét_odo p~ra la

obtenci6n ·de ~aS solicitaCiones MT y VT, 

que tiene·la ventaja cteque toma en cuenta 

en forma integral el etécto del subsuelo y 

el de la estr~ctura. Este procedimiento se 

lleva a cabo ·en ··c?ñdiclonea dinámicas, lo 

cual es otra ventaj_a adicional del mismo. 

' . ' 
Desde luego, ~s claro· que' los análisis din~-

micos son rec~men.dables sobre loS análisis 

estáticos, dadO ···que· r~pre'seri.tari· de una- marie

ra m~s realista el .fen6meno, aun _cuando su 
' ~ - . 

aplicaCión en.· 1a: _práct.icB. reSultcl en ocasio-

nes laboriosa! Poi- otro lado,· los análisis 

estáticos, auri cuando son de ~menor pr~_l_?_isi6n·, 

son de manejo:máa· si~flificado. 

' ocasiona un. !ncre-

mento de carga en' loa pilotea _de un extremo 

de la cimentación y un decremento de carga 

en el otro extremo. En ocasiones, se valOa 

este "incremento (positivo y negativo)' por me 

pecto al supsuelo y genera en 1cada pilote fue~ 
. - . ··-

zas .. cortantes y momentos 

lar_go de toda la p!Tzif.·· 

flexionan tes· a lo 
' 

En este trabajo sólo est_udiare~_~s ~el efecto 

de la fuerza cortante VT • _En lC?s sigui:n

tes incisos comentaremos sobre los desplaza-

. mientas que se· gener_an· en ·_el suelo y en el p.!_. 

lote por el sismo, as1' como sobre los despl~: 

zamientos .. relativos entre.pilo,te . ..¡suelo, lo_. 

que ocasiona una reacci6n repartida' a lo' lar

go de todo-el pilote. En el In~isO 3 ~ratar~

·mas sobre l~s propiedades del suelo que es n!_ 

qesario ·conocer·, ·las. c~a-les, deben. ser obvin- , ... 

mente propiedades dirt1~-~icas. En el"""Iñciso 4: .. ··

presentaremos un .. m~t-Odo para determinar las 

reacciones del subSuelo-.provocadas por la ac~. 

ci6n de una fuerza cortante en la cabeza del 

pilote; conociendo··está:S reacciones se pued-en 
. ··- . . -·· - '··· 

1 34 

determinar los-desplazamientos relativos entre 

pilote y suelo, y obtener ;los diagramaS de in? 
mento flexionante y"fuerza cortante, a lo la~ 

go de todo_ el pilote, con lo cual se puede e

fectuar el diJ!e_ño es~ructural:del: mismo. En· 

ia parte final: de este artículo present~remOs 
. : ! ' . 

las conclusiones deriv.adas de este estudio.:·~-

2. :oESPLAZJ\.MIENTOS~ HORIZONTAL~S DE SUi::LO Y, 
. ...... -· - ·--·-;;"-'"'" 

Como indicamos anteriormente, la fuerza sts

mica horizontal VT ocasiona en la cabeza de 

un pilote una fuerza cortante que se puede va 



luar· dividiendO la 'fuerza total VT entre el 

ntlrnero ·total de pi·lotes o De esta manera, se 

obtiene la fuerza·: cortante en la cabeza de un 

pilote: individual.,¡. que denominaremos ·Vn 

(Fig. 2) ,· 

D,ebido _ -~1 si:~m~~- se p:r:esenta un movimiept:o ho

rizontal del _sue~<?. con ;-eSp~c~o a un plar1o de -. . .:.-. . .. ... . . 
refere?cia A-A , qu~ denominaremos 6 (Figo 

.· . • ,, ,; . S 
3a); este desplazamiento se puede determinar 

utilizando el m~todo propuesto por zeevaert 

(l97J) o Por :el e.fecté:r:de :la fuerza cortante 

Vn , el pilote expériffienta un désplazarniento 

horizontal·: ó "·r cOil'·-respecto al mismo plano 
p 1 

.. de referencia A-A- (Figo ·3a);, En estas con-

diciOnes,; Se .. ·presenta ·'ehtre el suelo y el pi

. lote un·- deSplaZamiento 'relatiVo ó
5

. - óp -~ 6 , 

tal como se·:·indica en la Fii;¡o 3a (Zeevaert 

·' 1973), el cual:-oéB.siona una·:reacci6n reparti

·da de suelo,- sobre pilote (Fi9o 3b) 'or. 

i.: 

El desplazamiento horizontal relativo. entre 

suelo y pilote depende de la magnitud de la 

l fuerza --cortante en la cabeza de''la pieza Vn_, 

de.,la rigidez del· pilote y'de la rigidez' del 

- suelo-;;:. :: ;.t·. :- --:; 

L~ .. valuaci6n de Vn."').a.' comentarnos anterior

.-.~~n~e;-_ La rig~dez d~l pilote está dada _-por el 

prod~cto ,_ ~~, si_end;o;;r_-~ _,el :módulo de elasti

cidad del material qu~ -~~rma·el pilote y que 

para el caso de pilotes de concreto se puede 

,obtener ·como E ·= 10 ·~o o o \ rt' , en'--: 2 , \{ ~e 
:o ·Kg/cm . , siendo f la ·resistencia en Com-

e 
~presión· no confinada del concreto a los~;28 

_-dfas de fabricado, ·en Kg/c::m2 o I es el ·mO

mento de inercia de la secci6n de un pilote, 

supuesto de tipo prismático o cil!ndrico, es 
·. ~ dé'~ ir, de 

t(Id: ' ~-
seCti6~ constante en toda su longi-

La rigidez del suelo debe valuarse=en Condi

ciones din&tica. SD.brunos que .La dotorma.ci6n 

de· un estrato de r·sU~lo de espesor e eStá 

,.. :! ··~ 

,;,; ·;·. - •,· -
i '. 

. ,., 

'· ;_ ·.';1. .... • :'!

siendo: 

~v._e "Ap (l) 
!-',1' 

~ ' . ' 

6 p 

m6di.il(). longitudi'nal 
del ~~~i~ .· 

de deformaci~h. 

esfueÍ'zo promedio ap.lic_~do a la 

mitad deÍ'~atrat~ 

Désde luegO, el rn6dulo--M~ debe ser el módu

lo lOngitudinal dinámico de deformaci6n, el 

r .. cual está .relacionado .con el m6dulo cortante 

135 

de rigidez G 

. ·expresi6n: 

de -acuerdo con la·~ siguiente 

= 

en donde 

2 ( 1 +: u ) '.' 

: G' 

u= m6dulo.de-Poisson 
!. _, .. -

.l - -

(2) 

Para el caso de. s_ue:l~J!I .. ,f~nos .saturados suje

tos a una solici ta.C:_i6n d~-~~~ica (lo que ocu

rre en un sismo), se puede considerar 
.' ----. :·. . ·: "·:: ~ ' . 

u r=o O oS, al~_anza~;.~o-.·.·-~V: el _valor: .. 

__ 1_ 

3 G 

En t~rminos ,genera_les_,;.:~n .. d~!lám_ic~ de .suelos 

ha resultado 4~ -~yor. faci,l;:~-_d_ad.la ~etermin~ 

ción en la práctica del ·m6dulo cortante G, 

para despu~s .emplear.las Ec~o,··2 6 3 -para va

l-Uar: el m6dulo longitudinal Mv •·. 

r . . - .. 
En el siguiente inciso veremos la _forma 
obtener ~-1 v~lo~ d~¡~· m6d~-lo c~~t-~nee G 

·' ~ 

de 

en 

condiciones 'dinám'ic~·g·o · 

3. PROPIEDADES DINAMICAS DEL SUELO 

Para· fines: de· análisis de pilotes sujetos a 

carg_aa laterales por sismo', interesa conocer 

principalmente dos propiedadea:del' suelo• el 
m6du~o .. cortante. d. e rigidez G . y la relación 

~e Poisson· u. o'. 

En general, el módulo cortante G se puede 

determ·:inar en ~i- campo7 y- e~ --~1 l'aboratorio o 

Dentro de las pruebas de campo se pueden men

cionar el ensaye geoftsico, la prueba del v1-

bradoi-- de sÜ-~e~f-~cie.c; y un ~1ezrc tipo de prue-



/· 
1 

1· 

ba. de placa, de _carga y de~c~rga. Parece ser 
~ : 1 . . • • ~ -' • ' 1 . . 

que la principal limitación de estas pruebas 

es el rango de las defO~~~ciones qUe se alean ... _ 

zan,. ya que .. se_ hace n~cesario 

deformactonea unitarias en el 

que se llegue a 

rango de 0.1 a 
o. 01 ' en ei Campo- (intCrvato usual de ctefor-

maciones o~asionadas por el_sismo) (Wil~on 

1972) • 
,.... : -i 

Las pruebas 'de~-· laboratorio ·empleadas sorí·"ta 

prueba triáxial c1clica, la prueba de corte 

c1clico y la prueba de la columna de '·t-orsión. 

Aparentemente; eáta Oltima es el ensaye más 

realista par~ la determinación de G , aunque 

es de dificil ejecución (Wilson 1972). 

los efectos de un sismo :Sobr.e un~·pilote. De 

igual importancia· es ·la .posibilidad d~ poder 

manejar los datos de:-propi_edades mecánicas 

para efectuar el análisis:- de~ los pilotes. De 

otra manera, ¿de qué sirve obtener las pro--

piedades dinámicas de un suelo'con gran pre

... 'C.is16~-suponiendo qu€t lo'9r.~rr\os est?-si d·es-

·pu~s no sabremos C6mo u·ti.iizarlas y conocer 
r"' '· .. ' .. 1· -

el efecto que tierien !ilobre. un pilote?. 
::;::., 

·-En· este inciso trataremos\ la manera: de lle-

1 v_~_r a cabo el análisi_s· de .un-:tpi·lote sUjetO 

. a,:!:lna c~~ga .~a~~_ral, qu~. pued~. ser debida a 

,un sismo. Como.:co~e.I).~amos "en el, Inciso.2, 

La determinación del módulo G por medio del 

péndulo ldé':·-torS.i.6n ha dado buenos re:sultados 

en la pr!ctica de la 1ingenierta. Esta -prueba 

consiste eri"~hltb\;!t :unl( p~qu~ña modificaci6n a 

la c!mara tr't~'kr~i· Con~enci~nal, la cual" se 

emplea ;pat~·'·;jiJm~tJr wl'~ mue~tra de suelo a di 

ferentes esf~er~:os rd~ '"\;;onf~namiento. Al esp~= 
cimen de suelo se. le da una pequeña torsi6n 

(en un plano horizontal), Permitiendo que el 

sistema vibre libremente, movimiento debido a 

la respuesta elástica de.los elementos del 

suelo. oe·--e·ata ·mailera ·Be PUeci"e halla:~·.:el m6-

dulo'-de ·cÓ-t't-anté··_<: G .-··(Zee\1·aert ·1973). 

,_ ~1- ser carg~do un p~lote; con _una fuerza hor!_ 

zontal V en su cabeza.,. se, produce una reac 
·~ n --·. . - - . 
.ci6n del sue.~o po:r el d~~p~~Z~I!lien_to relati-

vo;_ 6 entre suelo; y,pi~ote ·._(Fig •. 3). Nos 1!!, 

~~resa ·. conocer.r. la ,iis.t:ribuci6n .. (le -)esta re a~ 

ci6n para va~uar el di~g~ama-de_ momento 

flexionante y el diagrama de fuerza cortante 

én'ei Pilote.· 

• El-: diagrama·- de p1;esi6n de· suelo: sObre .pilo-· 

Los resul.ta_dos:·:d.e 'pruebas· -~on el péndulo de 

torsi6n indica~ .-.que,_ .G .aumenta ·-con ·el confi

namiento, tanto en suelos cohesivos como en 

SuelOs nO ediles i V():s; :-<"e-~-' :e-~tó·~·: ma ter tales par! 

·ce · necéSár'i~~ ~eit~rm-!na·~· -:1~ v·a·~--iaci6n causada 
. ·; :. · .. :,.J:: ;_, ~ : 

por la amplitud usada en las pruebas y por. el 

método de a~licaci6~ de~ esfuerzo de confina
miento (ZeeVae.tt. 1.973). ·,-_., r. 

Por lo .. que. respecta al m6dul()-;' "de·. PofssOn u ' 
se puede ·_emplear un: va:lor de' 0~25 para·rnate 

riales granulares parcialmente·· saturados. y un 

valor de 0.42 a.: 0 •. 45 como.l!mite·para su!_ 

los cohes!v_os no consolidados~ (Zeevae:rt '1973). 

4. ANALISIS 

RALES 

.. •:>t '··' ~ ·, .. 
DE P~LQTES SUJETOS_ A, C~_Gl\S. LATE-

; t~:.• está lirni t~d'? p~r: una) linea.~ .. con t_inua; ·. -

(Fig. 3b) , pero p"B.ra firÍes de análi~is , lo P2. 

demos sustituir por cargas repartidas en tr! 

mas· de longitúd d:'-(Fig':'4a)'; eS·obVio-'qúe a 

:mayor precis16n que se· desee~·se tend!-á.':que 

disminuir la '•longitudcd dé·:tramo y a~eritar 
el nümero n de tramos~; 

En, la Fig. ~b se:muestra la elástica del pi

:lote, causante de.la reacci6n:-:;del suelo.· La 

posici6n original.. se reftere .... a la posi'ci6n 

de desplazamiento· ·relativó "nulo :entre pilote 

y terreno:. 

La Fig. 4c muestra las p;op~_edades d~ry4micas 

del suelo en cada uno de los tramos, a saber 

el m6dulo cortante de rigidez G y la rela-

ciOn de Poisson u. 

'1 •.' 

_El procedimi.ento que se. pr9?on~ ~w.~a el. an! 
.iÍ~is de la .inter~cci6~ suelo-pi~qte con$is-

;.-:.. . -' . 
te en términos generales en lo siguiente: m~ 

nejar las reacciones x; 1 g.el suelo (Fig. 4a) 

como inc6gnitas y mediante el análisis e.s--

· -· · · tructural del 
La determ{naCi6il' de las-· propiedades diri4micas pilote hallar los desplazarnie~ 

ó1 (Fig. 4b). en func16~'·'dé ·las ' · · ·· tos del suelo 
de un suelo ·ea de gran irñPortancia .. para valuar136 
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reacciones; con esto obtenernos un sistema de . . . 
ecuaciones en el que tenemos como inc6gnitas 

los desplazamientos del suelo 61 y las reac

ciones:.r1. A contÚiuclci6n detérminamos_:..los 

desplazamientos 'ó·:f e"n funci6rí de las r6acci9_ 

nes r
1

•mediante·el cálculO de deformaciones 

en el suelo, obteniendo otro a'istema de ecua_

ciones en el que los desplazamientos 6i que

dan en func'i6n de_ 1a·s· reacciones ri. sustitu 

yendo este último sistema en el obtenido con 

la aplicación del análisis estructural quedan 

únicamente como inc6gnitas las reacciones ri; 

resolvemos~ el sistem"a y ·nallamos Ías r 
1

. Co

mo t-enemos ·los·-,6-f' e"n! funci'6n de las ri, tam

bién podremos obtenerlos. De esta manera, al 

final de :la a·p-licac'i .. 6ri. de -·este proCedimiento 

se conocen los despl'azaihient~s 6
1 

y las rea.s, 

ciones. r 1 ,(Del)léneghi .. l97.91 .•;•· 

V~7aJ!IOS el desarrollo al ,detalle _de lo- expue.! 

to en¡_ ~1 p&rrafo_~ anterior o ·;Empezaremos con 

el análisis estructurdl ·del pilote, continua 
. ~em~~ con el cálculo: de -las;_ d~forrnaciones -

del suelo y terminarem~s-con el establecimie!!, 

to. de la cbmpatibi"lidad •de' deSplazamientos. 

4.1 Análisis estructural del pilote 

El a.n~lisis. estr~~~urai ~~ puede realizar uti 

!izando el método de la viga conjugada 'para 

todo el pilote (Flores Ojeda 1980). 
-~1 .. . • .. ( ' ; ' 

:En --nuestro caso, ri~S' i-nferesa determinar los 

desplazamientos' 6 i"'rde·i Pil0t6 en funci6n de 

las reacciones r. y de la rigidez de la pieza 
. 1 

-t(Fig';. 4'-) .:-,Nos"é'i:-Onvi"eii.e trabajar con una sola 

tr·eaCci6n r1 y d·O:spu"éá-J·tomar' en 'cuenta -~1 efec . . -
·.: ~to de· todas las r

1
•· .E.r:'- la Fig. Sa se muestra 

el intervalo de pi·lot8 dE! l.'· nudo 1 ·al nudo j; 

en· una posici~_!l. intermedia se encuentra la 

·:reaCc'i.o"n r
1

. Eñ 1~:-~:ig. Sb.~_!3tá indicada la 
.! ., .- ' ;l . . "). ' . . ' . 

Viga cOnjUgada para esta condici6n de carqa, 

en la cual: 
ri?i ' 

A' ~ 
l 

di 
,. l 

+di ' l 3 2Eia ET ri 

'-'· =···' ' . 
A' lji 

:r idi l -i- d/lji 2 ~= El ri 
,,f .. 

A' -.l 
lji 

ridi 
~ 

l l ' 3 2 El Ef ri T dilji 

.Designemos como: 

Ai 
l 

d ' ( 4) = -6- i 

l Bji -+d/lji (S) 

e ji 
l 

-y di ¡ji ' (6) 

por lo tanto: 

ri ri 
A' 

ri 
A' a 

Ef Ai ; A' a Ef Bji ; a 
EI Cji l 2 3 

::-... -
Tornemos momentos en la l(iga, cc:'njugada con 

respecto al nudo j : :~ :· 
.,_ 

1 
-e• l +ó'-ó'-A' (l +~ )-A'~ 

1 j l j l . ji 4 -i ~,,2 ~;. 

l 
-A'~= O 3 '·3 

Es decir 

1 · ·•· i"' ·BJ 1 
1

J1 cJi
1Ji 9'1 -ó'+ó'+- r {A (l .. +.:;.:e¡·>+ ·e 1 3 J=O 

l j l j EI i . i jJ , .. 4 . ,i, · ,2, 
a 1 · e 1 

Hagamos: o =A (1 ....!., )t ji ji+ ji ji (7) 
ji i ji 4-i 2 3 

Por ·lo tanto: 

De manera añ~loga-; para ,_,ha reacci6n coloca-

da en el tramo j: 

l' 
:t."-'. 

9" lj'- 6" + 6 ·~ t 64EI Ajdjrj"= o 
l l .. J 

•
1 
Para todas las ._re.~cciq~e~_. :r;-1 ~n el-_intervalo 
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en dondE! e 1 _e8 :ei, ~{~o, ~n- ~-~- ~~~~ 
la- \otcil"tdad de. i.iS . reaCciones. 

--~-- \: •••• 7 ~----~-

., 
1 debido a 

Mult1Plic~-nd6:~~á miembx:o'á de 'esta Ultima ._. . 

"écu~i'ci6n ·p-or· :EI·: · 

EI9¡¡j
0

-~H~+~~.<+.,1~: ~jh;tr Ajdjr 1•0 (B) j 
2< j~ n-1 

i = 1 
'i' 

Para el resto de las reacciones r 1 : 



( 

1 

1 ,. 
' 
! 

CÍ'1 . 

( 

'J.' 
(lO) 

2 < 1 < n 
\ 

\ 
En forma aiinilar 'obt~memoB· pSra·· el ñudo j¡ lo \ 

siguiente:• 

(11) 

j = n 

L .. ;, • ~ ··.t r::·. '-· 
La ~ondic!Of?. .. de- equilibrio.de,~fuerzas en to

... da _la y_i-ga·.;éortju.'gada 1 pernd te establecer· 'la 

siguiente expresi6n:. -~-

Pero e-·= ·o, dad;;·:que coilside.i:'amos qlJe. el pi-
. __ n _ _- -· ., :.. :~- -· 

lote,está.empOti:'adO enrsu cabeza, por lo .tan-
~ • ' 1 l ... . • • • • ' . . • 

to: .. ~~:S~-~- .1. 

. '~· .... -... ·,,. . ·. :., . 
. <:iñi3s conocer· el ·módulo "long! tudinal -ae deform~ 

··-' 

c16n M 
V 

·.:J.:' •. <;.·. ,;.-.;: 
¿:' 

Hallemos ahora las defprmaciones- del suelo en 

func16n de las.reacciones: la deformaci6n del . . ·' 
,;cuadro". i, j_ .. d~~Jda· .a. "U11a ~reac.ci6n aplicada 

en __ .k valdrá 

:-1. : ~-.; 

. '¡ 

en dot;tde: -·~ t. t 

r.' '"'~ijk ·= .. defo.::naci6n-;·_del. ·~cuadr~".· ~, j·:debi

~· . ·da .a..: .. una r:eacci6nl_colocada-" en k 

. '.! · .. ;:,~ f>:,; ;( .. .J.} 

·~-· Mv ·-.. -m~duló l'o~9'1~udi_nal de! deformaci6n 
·--~-jl ') ·•' -.•. __ t 

del c~-~~Í',C? ··i!.:f. •;• ~ .::.·. 
.J.·· 

.t- ' 

.-(ATf{jk D '=incieme'ñ'to'' del -es.fUerZd. n~nri~l ho-
. r ~ • ••. _ ~ , • 1 , • r ~ ~..., , •. , .. ~ , ¡ •.. --. ' ~·':.)e: V\ 

n 
~re_¡+ r 

1=1 
(12) 

, ~· 'r ,. 1 
... ri~ontal· ... en -el:: cuadro ·t:; j"debido 

~ ,.' r •·. ...~ -.. ::,a. la rp:r·ea16ri · r~/b: en ·:e-1-: COótafto 

En el ~ilo~e' déb~ -. ·-- -: ;..., ,: ~ . 
haber equilibrio 

, . .1 -¡~ . l. 

,, 
de fUerzas: 

-~·1,: :~ ·:..,t• ·~~.·. ··t ·:·Pilote-sÚel6'· ' .... :.-~ .. , 1 
;··,--:; ,:. 

_,__, \ ~ . J. 

. .: ~- ' . b = '!!JI'ha, (a .di,~etra),cdel-:.pHote-· 
·1· -~ ~ .. : :.' ~ t:n ~ 

:' ·, ; ..... _-,<_,_ •. ' _-,l:.· 
'f,.;l 

(13) .. ; -,¡ ~-.. ·pero: e- .•· ..... ~ ,; 

• ):.:;--- .. : -_:1·:.:···:·. -~'irk ·~: ' '·,¡ • '.1 ' Jr· -~· 

cabe ~éiai-ar ':qÚ~ fa~ ~xpr~s'!One's a, 11. 12 y 
, 00 ' 

0 
' _ _r.., : l L o' -. ' 

0 
,: , Í.] '. t ' 

13 son' válida$: 'pai-'a ··p'ilcites 'de 'tipo prism4ti-

co o cil!ndrico, es decir,.,para pilotes ,de 
.. ¡. - •·••. . ...·,.--;; ,. _:..J•._ •. 
secci6n coñStante·eñ· todá·sú longitud. Tam--

u.'", 1 ·r ~~-U · .. · r, -_,,,¡- e '' · 
bién recordamos que se considera que el pilo-

te est~ ~mgo~J:"~do:¡,n _.-s~.:cabéza .. (nudo -n). 

.;t .... ~.· ..... -.:-:··~! :· ..... •- \f? 
En resumen, para el análisis· estructural del 

. ,, . • · .. ;: . 't ! f• -; ) ,. ·;: ·:·· '·:;:: "[~ ' ' 
"pilóte empleamos las Ecs. 8, 11, 12 :t. 13, con 

·. : . _,;, ,('•);.: ·¡,·, :.-~.:· .• · .:·.,:'t·.~--~·: 
lo que tenemos como inc6gnitas el giro en el 

; • -. ' ' ' 1 • • ·'· 1 •• .; 

nudo ~:; '.'~ 1 -./~ ·7,~~ d:~-~-~!~-a~~~'~"e~.~-~:~: ";~.i ;_~ __ .la.~ 
·reacciones ri. Lo qu.~ fa\lt~-. aho.~_a .... ~s. _qbt:_ner 

los <Si en funci6n de -~_as ~-¡ con un ~n~lisis 
de deforma9iones~ :de_l. suel~, •-:lo- cua-l- se (efec-

' tuarll .en _el ¡si_guiente ·inciso~-; · ·- d. 

.... -· -' ·: i 

4.·2. Detormaciones -del suelo•: ·:-r .. J :. 

Co'mo se 
.. - q: o¡ú·; <'~ -~.~-w::í."'*-:·•, .... ~·: :" 

·comentó en el Inciso 3, en el campo 

o laboratorio se . .9.b~ienen el. m6dulo cortante 

G y e} de Poiss~m-.u .• Empleando :la Ec~:. 2 pod_! 

. (~T)·ijk ,~ I~jk,::;:I) · -. :-. 
.· !'·,·· ,i.· ..... - .. · • - "' ... 

'. 
-, r : .... -.j 

'• :_. 

• ·~·_, .1- •' -.' ~•) ' r, -, .. 
f.G . :-. •;· r .- t.··· 'J • ,· 

'-'• 

., . ( _, 

·r r 1 j·~ .""' ,yal.Or_· dE:. -'frlflueriCia en el.cuadro 

.. '~. ·~ ·_, ~~·.t:de}?_idC?:,.a .una pres16n .unita--

. c. 'c.· .t r ria .. colocada en k. ,\·;:. _,_; . 
: .:) .. • ... ,•. :• 

... ·"'· 1 . ., 
~ .... ~ .. ···- ~- '~-

El valor d~- Ii:jk se ._p-pede· -~~terminar o:a~cu-
laJ'!do· el esfUerzo~ que;.,.:?casJi.ona· una: p:r_es16n 

, unitaria' coloc_;:ada en~-:;;el- tramo· k: ~~Rbre.~,~l CU!_ 

_dro· i~j' (Zeevaery 19,73):. 

Con lo anterior/ la d~1'brmáCi6n. del· ·~~adro 
1! .j d~~id,a · ~- t~~-~:~~ 1 ~.a~~ :7ac~i~J'e~ ;"k. s.~f-~: 

, . ., í i~'~.:·~.-?-··· ·. n·~· . '·· -:~. ·.:~: 

6ij ,•, o Mvij ej_ k: I_ijk rk ·":'· .• · 
·c. /. .. -¡ r. :1, ··-:- . ~"='~..~.o,. ~ 

El desplazamiento 

dril 

horizont~~ der iiüdO·· i val
b ·: .. , 

.e 

!.'.1· 1 ·.:· ~e :e-· - :;!1-.' .. 
; ' 
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La Cimentación De Un Edificio 
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pi lote 
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-··- 1; 

•' 
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.: -~~1-. 
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··. 
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;·¡Q 
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,: ·¡ -,~: 

·a) ...,Accioil'&s 'horizontales sobre 
b) Eatratigrafta y propiedades del 

subsue'lo 
un Pilote '· . '-;\. ;-,,, , .. r 

1 1 ' ... - ... {lt-

_.: ".jf1 . 
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,..---. 
movimiento del 
suelo J. 

. ~- r; 

movimiento del 
pi lote 

L r ··,l! r ~ ;e· 
~ 

movrmronto 
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... 

lt-¡_-1 re a ce ión del 
suelo r 

; ' 

1 ni e¡ a 1 
/ 
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a) desplazamientos 
l ~· ' 

Fig, J , .. Dásplazamle~tó del su:l~--d-,.~despÍ.azamiento del 

.Pilote d0 , desplazamiento "'Nllativo entre ·íS\Jelo y 
piÍote ·:J = J.- J, --~ , y .. ·reacciÓn-del Sll,elo f 

: ~;_ ··r 
·' ~.-· ;77?~: ! : '. ':O"~. 

<<~~--... ~·~:;·~~ T~J{~:[;~~;J~l"~-~;~:~;··~ ~~:d_.·~~=~· ;~d·~~i+~l Vn )Mn 

1 r r ~-

1 

~ .J ' ·.: ,-' 

4 

1 
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! •• '! 

1 

¡ 
: 
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:1 
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¡ 
e) Propildades dí'nlmiCII dll 
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10 PRINT "ANALISIS ESTRUCTURAL CONSIDERANDO QUE ZAPATAS AISLADAS PUEDEN SUFRIR H 
UNDIMIENTOS Y GIROS, DEBIDO A LA DEFORMABILIDAD DEL TERRENO· DE CiMENTACION¡' '·. 
20 PRINT "PROGRAMA ELABORADO POR AGUSTIN DEMENEGHI COLINA. 30/09/94. PROG~ 'A 
ro.,cg'n 

PRINT "EJEMPLO ILUSTRATIVO DE CLASE" 
-.~ REM LECTURA DE DATOS 
50 READ NGL,NG,NB,NA,NTC,NTF 

} ~- .. 
;: ·_· . 

' ... u. 

' .• í.. 

60 PRINT "NGL=" NGL "NG=" NG "NB=" NB "NA=" NA "NTC=" NTC "NTF" NTF· 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . 1 ,. . •. ::! 

70 PRINT "NGL=NUMERO AMPLIADO DE GRADOS DE LIBERTAD, PARA EL·CALCULO DE LOS ELEM 
ENTOS MECANICOS, NG-NUMERO; DE GRADOS DE LIDERTAD, __ ND-NUMERO OE DARRAS, NA-NUMERo 

DE APOYOS DE LA CIMENTACION, NTC=NUMERO 'DóNb'E EMPIEZA LA 'RIGIDEZ ANGULAR''DE 'r.A 
CIMENTACION" ' . · _.,.· ... · '·~-
80 PRINT "NTF=NUMERO DONDE'.TERMINA .. LA--RIGIDE-Z···ANGULAR DE LA CIMENTACION" . _,. 
90 DIM E(NB) ,IN(NB) ,LO(NB) ;W(NB) ,TP(•NB) ,T,Q(NB) ,DR(NB) ,DS(NB) . . ; 
100 DIM KR (NGL, NGL) 1 • :· • '-, ,- .. ••• . • " ··• . -'· •• :· :/. ..- .... 

110 PRINT "PROPIEDADES Y GRADOS DE LIBERTAifDE LAS BARRAS" ., ·iJ:·~ '.;. 
120FORI=1TONB ;(" 
13 O READ I , E ( I) , IN ( I) , LO ( I j; W ( Í ) , TP (I) , TQ ( I) , DR ( I) , OS ( I ) , . 

i;g ~~~~TI ~,E(I) ,IN(I) ,~(~) ... W,~.I)_,~~(-t)~!TQ:~-~) ,DR(I~ ,1J?~:}~l,<l'? ·¡ '·• ;~ :: ':'_ .-. ~-; 
160 REM LECTURA. DE :f':UERZAS DE EMPOTRAMIENTO Y FUERZAS CONCENTRADAS· '·· ·• 
17 O PRINT "FÚÉRZAS. DE • EMPOTRAMIENTO Y FUERZAS CONCENTRADAS" i3'. :·.:• ~- ; 
180 DIM B(NGL) ,V(NGL,NB) ,VE(NGL) ,-VC·(NGL) .)· - · · :t•:••:;·,· .: • t:"•J' ,. 
190 DIM KL(NA),,KT,(tt'!:F),.-·. / · ..• :.._ .. ~ .. ·: .•. ~-"·"·'·····---· i •·. ··.~-• .r~:~·.< .. ·~·"'~,:_,_ . .-.. ·· 
200FOR·I-1TO.NG'·,·· ·• r· .. : ···~ . ..:o.;., .. · ···-::··· .- · 

- • ;' ''. l i-::'" -~ .. ~--~--- .. ·:···. .~ . 
21 O READ I Ve ( I ) . . . , . ~ ,. . , .·. .. • ·. , '.· .: : _.:: ·· ·. C· \ ·; .•. ~.; :-.. - ' , ........ • r·.:, .. ,. ;. · · .... :v.>'' · ' · · · · 
220 PRINT I,VC(I); . .t-:, · .. ; }.-'"~ ¡/;¡' ·: 'J .. )Y·-~• --!] ., ' ·~ 
230 NEXT I· ... _~-- .. ---- :-.~ ,!(,,.,._.-_¡L.:~:.;_ :~,e,-· . "C ..;t·.· \·-::, .. ~. -~~-~~·,., '- ..• 

240 REM RIGIDECES DE-L TERRENO DE CIMENTACION :' .l- ,. , . r., ',. · '· '1 
. ·~:· ~ .. ._ '· 

""O· PRINT 
j PRINT "GRADO DE LIBERTAD, RIGIDEz-' LINEAL;,. 

-·0 FOR I=1 TO.NA 
280 READ I, KL(I) 
290 PRINT I,KL(I) 
300 NEXT I 

:, !;.' ~. ' ~: ~ . ,·, ..• :::. .·.' ;.: .. , 

310 PRINT "GRADO DE LIBERTAD, RIGIDEZ' ANGUI.Jffin··:• 
320 FOR I=NTC TO NTF 
330 READ I,KT(I) 
340 PRINT I,KT(I) 
350 NEXT I 
360 REM FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ 

( 
• 1 . ~ ., -

• \ ~ ·,. T .. • • 

. : í r'. 

• t_)'/ .. 1 ,l.' ,¡ 

' . ., \,. 

. . 
' .... ' - . 

' .. "' 
" .. , ,. •,. 

. . -. - ' .J .•. , 

.. ~ 
e, .: 
r• • ...... 

• .... .. • ·- J 

·,-:--. 

• ... - . 

... '-' -

' \. . ... t : !. 
370 DIM VM(NGL,NB) .. · 
380 PRINT '' ,., . . '. '· 

•:: r 
390 REM PRINT "I,J ,KR(I,J)" , , .. 
400 FOR Q=1 TO NB: I=TP (Q) : J=TQ (Q) : K=DR(Q) : L=DS (Q) . . . :: .. , \: 
410 A1=4*E(Q) *IN(Q)/LO(Q): A2=6*E(Q)*IN(Q)/LO(Q)"2: A3=12*E(Q) *IN(Q),ÍLO(Q)'".3 ., 
420 KR(I,I)=KR(I,I)+A1: KR(I,J)=KR(I,J)+A1/2: KR(I,K)=KR(I,K)-A2: KR(I,L)~KR(I,L 
)+A2: KR(J ,J)=KR(J,J)+A1: KR(J ,K)=KR(J ,K)-A2·: KR(J ,L)=KR(J ,·L)+A2: 'KR(K;K)obKR(K,K 

' . · ... ) +AJ: KR(K, L) =KR(K, L) -A3: KR(L, L) =KR(L, L) +A3 . _ ... _ . , . 
430 KR(J,I)=KR(I,J): KR(K,I)=KR(I,K): KR(L,I)=KR(I,L): KR(K,J)=KR(J,K): KR(L,J)= 
KR(J,L): KR(L,K)=KR(K,L) C ' •. -:.:7 .. e.. ·. 
440 REM PRINT I,I,KR(I,I),I,J,KR(I,J),I,K,KR(I,K),I,L,KR(I,L),J,J,KR(J,'J)';J,K;KR 
(J,K) ,J,L,KR(J,L) ,K,K,KR(K,K) ,K,L,KR(K,L) ,L,L,KR(L,L) ,J,I,KR(J,I) ,K¡_-I;KR(,K,IÍ ,L,. 
I,KR(L,I),K,J,KR(K,J),L,J,KR(L,J),L,K,KR(L,K) . :.··.: ;, C:,"c1: .• :-:·.·- ... ~'· "_'' 
450 VE(I)=VE(I)+W(Q)*LO(Q)"2/12: VE(J)=VE(J)-W(Q)*LO(Q)~~2/12~~ :,;· , •. · •. '.· 

,. - - ... ':" 
4' VE(K)=VE(K)-W(Q)*LO(Q)/2: VE(L)=VE(L)-W(Q)*LO(Q)/2 ~·· "' • 
4 VM(I,Q)=W(Q)*LO(Q)"2/12: VM(J,Q)=-W(Q)*LO(Q)"2/12 1 

·'· ··'~ l.·~-: 
480 VM(K,Q)=-W(Q)*LO(Q)/2: VM(L,Q)=-W(Q)*LO(Q)/2 "::-,: ú·: · 
490 NEXT Q , i ·, · .• , ; ,,,_;_ ':. '··. 

.. ( 
500 PRINT "GRADO DE LIBERTAD, VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES" e:".'/ • · •. 



510 FOR I=1 TO NG 

.. ··.· . . : .. .' -'' 
520 'B(I)=-VE(I)-VC(I), 
530 YRINT I,B(I) 
540'NEXT' I 

· .. 1 '¡ l; .:: ·_ • 

550 FOR I=1 TO NA 
560 KR(I,I) = KR(I,I) + KL(I) 
570 NEXT I 
580 FOR I=NTC TO NTf• ,. ~. 

1
_.590 KR(I,I) = KR(I,IJ + .. KT(I) 

... -, ~ :: - -. ¡..·•• . . ... 
'6'00 NEXT, I .. -., , , . 
~'úo· REM SOLUCÍON DEL ,Sf~_TEMA DE ECUACIONES -
620 GOSUB 820. 
630 GOSUB 1330 
640 PRINT 

.· . -~- . 
' •/• ; 

' '·,·· 

. ' ' 

. 1 

. ; . 

. ..... ~. . 

', . ~-1 ~(:·::: i '¡ · .. 
•.• '¡. J·l'· ~ _-_ :__.' ). 

"! } -~ . ~ . 1 

.. -:.·, - ·- .. 

' ; . ,1:-

_, ,. 

. -- ·' ··;. ' . ' 
.:.J 

't •• : Ti. •;_¡' ' 

'~ J 

650 PRINT "GRADO DE LI.BERTAD, DESPLAZAMIENTO" 
660 FOR I=1 TO NG 

. ·•• t. 

:.: ... ' ·,.:.:. -.. -
670 PRINT I, D(I); ., . ,. , 
680 PRINT '~- , • 1 • 

.- ' .. -. -·. \ :-~. ·~, 
690 NEXT I )' · ·. · ~ · ... 
700 REM MOMENTOS Y CORTANTES EN LOS NUDOS DE LAS BARRAS, .. " . _,, .. "' ,_, 
710 PRINT "BARRA,.. GRADO DE· LIBERTAD, MOMENTO O CORTANTE· EN '.EL~NUDO'! -. 
720 FOR Q=1 TO .NB . . - '' ' · · '· '. ·:·· .': :'c' .. C:;. 
730 I=TP(Q): J=TQ(Q): K=DR(Q): L=DS (Q) ( ... : · -":· :.·':''.~',: .. <Y:_':. . 
740 Al=4*E (Q) *IN (Q) /LO (Q) : A2=6*E (Q) *IN (Q) /LO (Q) :'2: A3=12 *E,(Q)-*.IN(,Q) /LO (Q) A 3 ' 
750 V(I,Q)=VM(I,Q)+A1*D(I)+A1*D(J)/2-A2*D(K)+A2*D(L). . ' ... /:,:·· ... 
760 V(J,Q)=VM(J,Q)+A1*D(I)/2+A1*D(J)-A2*D(K)+A2*D(L) _ ·.:. ·:· ',. 
770 V(K,Q)=VM(K,Q)-A2*D(I)-A2*D(J)+A3*D(K)-A3*D(L) __ _ , .. 
780 V(L~Q)=VM(L,Q)+A2*D(I)+A2*D(J)-A3*D(K)+A3*D(L) 
790 PRINT Q,I,V(I,Q) ,J,V(J,Q) ,K,V(K,Q).,L·,v(L,Q) ' 
800 NEXT Q 
810 END 
820 REM SUBRUTINA DECOMP 
830 DIM SCAL(NG),IPS(NG) 
840 N=NG 

.. :.:. . .. __ 

• 
' 

850 FOR I=1 TO N 
860 IPS(I)=I: ROWN~O! 
870 FOR J=1 TO N 

·' ·' •: . .. · 
.· "'; .:;;J/ :;_·-.1 -; ·. :::.: 

·: .. · -~·:~.-, ~~-->:. .' __ \.) 

830 IF ROWN>=ABS(KR(I,J)) TREN 900 
890 ROWN=ABS(KR(I,J)) 

.. . ·. ' . - .... . . 
' ..... 

¡.'· ~.: . 

900 NEXT J 
910 IF ROWN=O THEN 940 
920 SCAL(I)=l/ROWN 

.. · .. _; .:·---. · ..... -__ ,:... .... -
\. . 

930 GOTO 970 
940 M=l r-~•-, ·_- -~r ~ • 

... 
' ... ' .. : : 

950 GOSUB'1670 .. __ .t.,.,. . ... '.-'¡~--~.) ._, ::; < 
,•.9_-~_o_. s~(.•I .. O=.·o .• •, '··.···-'· .. : .. _;.•;.· ·! •_e·_·;: --·.:¡ ,_, ... ··•' •·· -·.- ·-·- .. ··- ... ·.-.. ··• ...,.; •.. • - -- '··. :_·:_·., ,; __ · > .· .. _.:_-~ ·,_,·.!.-.-' :.·. ;.<_.·:_ •.. -.~- ."·:· _..,_·, :>,-.J.-.·~}~_~ ... ~;:_: ___ ~ .. : __ ._~- .. · _·_· '_.·:,· ·.· !.· .·.·_ .- ·. ,' t ~ :9,.7:0·.~~~~'~.-I ,-(~i~_:··.(~-~ ~-.i···~_\l_: ;:::~:.. --i~-~·::"'_,~c ___ .. _. , -- ,_ . _ 
9'8.0 ''REM •ELIMINACION , GAt:iSS-I·ANA ·cON PiVOTEO. PARCIAL : : ··~ ... ·". ' ,. · '': ' · . - • .- . 
9'90 'NM1=N-1 ... ' -- ' ' ·. ;:;.i . 

I~~~ ~~~=~71' TO ~Mf · h;; :~ ;,: ·' • "· (:::; ))':;. _;Y({:',':; ' ' "(:-,e ,_-:;·,;'\e¡~: ·,~- ;_'¡ <!;::·- ' 

rm, r~~~¡gi~i ,~~~b ;.;~~L (IP, .. ;~, ,~ ;·,::,, r. :" (~-= :~ttm·': : :, . 
1070 IDXP=I ·,._ ··::··--~-,-~-~Y~~·:.::__ ·::,'; ,. \ :i -:~--~r-(',f:'-/"._ ~·.y:_:,::'-- '~~ ... ,:·:. 

,. • .: ' ' 1 •• ..;' ~- ~ ,.. ' '· ,'·, 

1080 NEXT I ~ ,l;:_- , .. ·;·:,~·.·· - · 
1090 IF BIG<>O TREN 1130 
1100 M=2 r-·•' • .• 

']O .. ;·e•. 
..-..-- _,_-· ·- .. ~.... - _, 

! <_' 

. ' .--' .. 1 • 

-.- , .. 

' 
" 

el 
¡¡b 



111~ GOSUB 1670 
1120 GOTO 1270 
1130 IF IDXP=K THEN 1170 
1140 J=IPS (K) 

50 IPS(K)=IPS(IDXP)' 
_60 IPS(IDXP)=J 

1170 KP=IPS (K) 
1180 PIVO=KR(KP,K) 
1190 FOR I=K+1 TO N 
1200 IP=IPS(I) 
1210 EM=-YR(IP,K)/PIVO 
1220 KR(IP,K)=-EM 
1230 FOR J=K+l TO N 
1240 KR(IP,J)=KR(IP,J)+EM*KR(KP,J) 

T· .. 
···¡·· 
. ;. ' 

',. :-~ .. J.·\ :- . e ._ .• __ ; 

·~-_j /l 

:'' -:.. ·; ..... • ... 1.• ~ ~~ 

i 

'¡.;·· .• ,_ . .. . . • 
( - ' - ... ,. 

{t : :·iO 

. - .. ·· .. 
' .. •:• 
¡' . 

' ·. ·-

~- ;, >: ·,.' 

' ' . ... ' .. , . 
._; ,;. :: 
L ::: (: 
,~-- ¿: ::: 

1) ., '• 
> . 
.J- . 

, ... ' 
'.,j< .. 

1250 NEXT J 
1260 NEXT I 
1270 NEXT K 
1280 KP=IPS (N) , ... : y -~·1.'·. '· ' 1 

1290 IF(KR(KP,N))<>O THEN 1320 
1300 M=2 
1310 GOSUB 1670 
13 2 O RETURN ·-o:•:: ." ·J..' ;', .:: : J 

.... ·'· :·.. ,· 
. -: 

~- ~~·.- .. ~~ ·,-

. -~~:; :·.. ·,,) 

. , . 
' ¡;' ·---·~ 1.-

u 1 .. 

. ' 

,.,, 
: • • .:; Ó'. 

'. ·· .. 
1330 REM SUBRUTINA SOLVE .·.·:: ... " .. r;,•,.<:O:. :,::; ... i, :• .. ::·:·,, 
1340 D!M D(NG~l,.,, .... , , , -e·;· .. , .... ::::··~:: ••:•:•o'!•····.,: ~· ... :'.,.};'· .. ·,..;,.·;;~o· 
1350 N=NG: IP=TPS(l)': D(1)';;,¡3(If,l'·,:;.·, .... :¡,.. .•";" ,.,e• '-e,·;:\''<·,. 
1360 FOR I=2 TON ._.. · ·.~, ........ '!•> . 1 • ".'e";.,~,·::.·.:·· i•• ... . 

. -~ 

1370 'IP=IPS(I): SUM=O.O ,. .,•:;<:.,.. , : ... •.:+• , .. , _ ...• ·, ,.· .. :·:··.' . ·, ., 
1380 FOR J=1 TO I-1 .. ., .. ...'-:/: , :.; .'"r • ..... , :··'''.'·•·:":;.-"~" C· 
1390 SUM=SUM+KR(IP,J) *D(J) ,. . ,. . ,. . , . . _, .:· . , ; · , .~·· 'J'I·:':R0 

·" 
14\)0 NEXT J '"".<.· ·( 

·10 D(I)=B(IP)-SUM (;!;, • ' 

,20 NEXT I 
1430 IP=IPS(N) 
1440 D(N)=D(N)/KR(IP,N) 
1450 FOR IB=2 TO N 
1460 I=N+1-IB 
1470 REM I VA DESDE N-1 HASTA 1 

; _: ; : ¡.; :· .¡ . ~ ~ \ ~- : 

~: :_ -; 

·,_ ~- . 
.... 

1480 IP=IPS(I) 
1490 SUM=O! 

... ( ;_, ... c.__.-;: 

1500 FOR J=I+1 TO N 
1510 SUM=SUM+KR(IP,J)*D(J) 
1520 NEXT J 
1530 D(I)=(D(I)-SUM)/KR(IP,I) 
1540 NEXT IB 
1550 RETURN 

' ... , ... 

.·¡. - •• _ ' ...... ,_ 
.',) 

-·,-:-

::.. -: ~- : .. ' . 

1560 REM "NGL=NUMERO AMPLIADO 
ENTOS MECANICOS, NG=NUMERO DE 

DE APOYOS DE LA CIMENTACION, 

DE GRADOS DE LIBERTAD, PARA EL CALCULO.::DE .. ];óg; ELEM 
GRADOS DE LIBERTAD, NB=NUMERO DE BARRAS,: NA;,;NUMERO 
N'¡'C,NUMERO DONDE .EMPliEZ.A ,LA· cRIG·I'DEZ .ANGULAR'.:DE U 
u.i~ . .:..-.1 '.·~·\ -..,.,;.!e •' , \-·-·~ <· ~ .. -~.-•.4~-.·-~· .. • • ·•' :: •¡J·~ .:1~:-

CIMENTACION 01 

1570 REM "NTF=NUMERO DONDE TERMINA LA RIGIDEZ ANGULAR DE LA <UMEN.TACION 01o • • 
1580 REM NGL, NG, NB, NA, NTC, NTF 
1590 DATA 8,6,3,2,3,4 
1600 REM I, E, IN, LO, W, TP, TQ, DR, DS 
1610 DATA 1,2214000,0.000675,4.6,0,5,3,7,8 
1620 DATA 2,2214000,0.000675,4.6,0,4,6,7,8 
1 ~a DATA 3,2214000,0.0054,6.0,1.54,5,6,1,2 

. ' ~~ ·.:_· ; :-: :. ~ ::.:- _;:_; )·, ~-; : . . :-: l. ¿• . 

) REM I, VC ( VC = FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO O FUERZAS CONCENTRADAS) • OJ:C ·. 
1b50 DATA 1,-1.2,2,-1.2,3,0,4,0,5,0,6,0 
1660 REM I, KL (KL = RIGIDEZ LINEAL VERTICAL) 
1670 DATA 1,1880,2,1880 

''·";'' 
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f'• ~ > ~ .... 

. ' :. . ; 



1680 
,169Ó 
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·~· 

RE)oi I, KT (KT =.RIGIDEZ 
DATA 3~7?0,4,720 . 
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