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1 
Introducción 

 
1.1 Generalidades 
 

En los sectores doméstico, comercial e industrial, se tienen procesos que incluyen 

el uso del agua. Después de su uso, estas aguas residuales generadas, 

generalmente son descargadas directamente al medio ambiente o a colectores, 

que son a su vez vertidos en cuerpos de agua que pueden ser ríos, cuencas, 

aguas marinas y demás depósitos o corrientes de agua. A menudo estas aguas 

residuales son liberadas al medio ambiente y el  comportamiento que se tiene es 

el de un chorro turbulento con flotación.  

 

Las sustancias contaminantes pueden estar presentes, en fase sólida, liquida o 

gaseosa, o una mezcla de ellas, estas descargas pueden ser naturales o 

producidas por el hombre. 

 

Un ejemplo de este tipo de descargas, son las vertidas por las grandes ciudades, 

cercanas a los océanos o mares que, como se puede observar en la figura 1, 

envían grandes cantidades de contaminantes a los mares, ya sean naturales 

(producidos por medio de la lluvia y a su vez arrastran hojas, tierra u otros 

objetos), industriales, domésticos o provenientes de comercios. 
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Figura 1. Descarga de aguas residuales al mar. 

 

La dispersión del fluido en este ejemplo, aguas residuales, las cuales son 

descargadas en aguas marinas, pueden propiciar condiciones peligrosas al 

entorno, por lo que es necesario contar con herramientas de predicción, que nos 

permitan establecer el comportamiento bajo diferentes condiciones  tanto 

ambientales como las que del flujo de descarga, que la mayoría de estos 

comportamientos, de el flujo, son turbulentos. 

 

A pesar de que tales flujos han sido extensamente estudiados, durante varios 

años, y que muchos modelos matemáticos del comportamiento de estos flujos 

existen, todavía se necesitan estudiarlos detalladamente en los laboratorios, 

debido a la complejidad de la naturaleza de estos flujos, que puede incluir no solo 

una descarga, sino la combinación de múltiples chorros descargados en los 

cuerpos de agua, lo cual complica su estudio. También puede influir en el 

comportamiento del flujo, el efecto de las fronteras, el medio ambiente del flujo y si 

el ambiente se encuentra en un caso de estratificación, a la cual está sujeta al 

medio ambiente.  
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El principal objetivo de los experimentos físicos y simulados, es conocer el 

comportamiento del flujo. A fin proponer algunas medidas que reduzcan 

substancialmente la concentración de los contaminantes potenciales y asegurar 

una calidad del agua que sea satisfactoria para el bienestar de la población y el 

equilibrio ecológico. 

 

En este trabajo de tesis, se analizará y estudiara la dispersión turbulenta de un 

chorro descargado en un medio estratificado. Este análisis puede ser llevado a 

cabo por medio de un trabajo numérico o experimental. Una razón de las ventajas 

del uso de la simulación numérica con respecto al trabajo experimental en un 

laboratorio, es el costo y el tiempo en que se lleva a cabo los experimentos, 

además de las instalaciones y aparatos para realizar dicho experimento. Mientras 

que con la simulación numérica, únicamente se necesita de un equipo de cómputo 

y software para tal simulación, cabe destacar que  el costo y potencia de cálculo 

son cada día más bajo y alto, respectivamente. 

 

La simulación numérica tiene ventajas como: realizar varios experimentos, con 

solo cambiar variables en el código del programa. El inconveniente de la 

simulación es la necesidad de evaluar los modelos numéricos usados para 

representar los fenómenos físicos y químicos, mediante comparación con datos 

experimentales, validación. 

 
1.2 Métodos de Predicción 
 

Para simular el comportamiento del fluido, se tienen tres alternativas. Una de ellas 

es la Simulación Numérica Directa (Direct Numerical Simulation, DNS), la cual 

consiste en discretizar directamente las ecuaciones instantáneas que gobiernan el 

flujo reactivo, válidas para flujo laminar como para flujo turbulento, y resolverlas 

numéricamente. Las ecuaciones que se resuelven son la de conservación de 

masa y la de cantidad de movimiento. La discretización resuelve todas las escalas, 
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espaciales y temporales, de las variables del flujo, y por lo tanto no requiere de 

ninguna aproximación o de un modelo. En un flujo turbulento sin reacción, para 

calcular todas las escalas, el número de puntos de la discretización, espaciales y 

temporales, son función del número de Reynolds elevado al cubo, la aplicación de 

este método está limitada a la potencia  de los equipos de cálculo. 

 

Otra de las alternativas es la de Simulación de Grandes Escalas (Large Eddy 

Simulation, LES), trata de resolver las ecuaciones para las fluctuaciones de mayor 

tamaño, modelando el efecto de las pequeñas fluctuaciones sobre ellas. Aunque 

está técnica puede mejorar sustancialmente la predicción del flujo, sobre todo en 

flujos con estructuras transitorias de verticidad que dominan los procesos, sigue 

teniendo un alto costo en memoria y tiempo de cómputo, ya que los cálculos son 

tridimensionales. 

 

La última alternativa, las ecuaciones promediadas (Reynolds Averange  Navier-

Stokes Equations, RANS), ésta se utiliza para simular el flujo, la cual es 

extensamente utilizada en casos prácticos de interés industrial, y consiste en 

promediar todas las escalas espaciales y temporales de las fluctuaciones 

turbulentas, resolviendo las ecuaciones de transporte en términos de las variables 

medias del sistema, éste sistema se simula en tres dimensiones y en coordenadas 

cartesianas. 

 

Por tales características de la DNS y LES, se discierne que la opción más viable 

para el estudio del fenómeno a tratar es la alternativa RANS. Esta alternativa es 

usada en el código numérico de Dinámica de Fluidos Computacionales, 

PHOENICS (Parabolic Hyperbolic or Eliptic Numerical Integration Code Series), 

que es el código utilizado para la simulación del sistema a resolver en esta tesis. 

 

 

1.3 Objetivo de la Tesis  
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El objetivo de esta tesis  es simular numéricamente la dispersión de un flujo de 

agua en un medio ambiente estratificado en condiciones típicas de descargas de 

aguas residuales en cuerpos superficiales de agua. Para la cual se tienen datos 

experimentales del flujo es lineal. La simulación numérica se realiza con la 

alternativa de las ecuaciones promediadas. El término de convección turbulenta 

resultante del promedio de las ecuaciones se modela mediante el modelo de 

turbulencia k- ε. El efecto de la flotación es considerado, debido a la estratificación 

que se tienen en el flujo. 
 

 
1.4 Estructura de la Tesis 
 

A continuación de este capítulo, como introducción, en donde se exponen los 

motivos para la elaboración de esta tesis, se presenta el capítulo 2, en el cual se 

presentan las ecuaciones de transporte que gobiernan el movimiento del flujo que 

se dispersa en el ambiente. También se deducen las ecuaciones promediadas que 

resuelven el modelo numérico. 

 

En el capítulo 3 se presenta el método de solución, que es utilizado en la 

resolución de las ecuaciones de transporte descritas en el capítulo 2 que describe 

el flujo. 

 

En el capítulo 4 se muestra los resultados de la simulación numérica del chorro,  

Además de visualizar el comportamiento del chorro.  

 

Se presentan en el capítulo 5,  las conclusiones y las recomendaciones para 

posteriores investigaciones. 

 

Los apéndices A y B, presentan los esquemas de discretización del término 

convectivo y los modelos de turbulencia utilizados. 
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2 
Ecuaciones de Transporte 

 

2.1 Introducción. 
 

En este capitulo se presentan las ecuaciones que gobierna la dispersión del fluido 

cuando es descargado en un medio ambiente estratificado. 
 

En el capítulo anterior se mencionaron las tres alternativas utilizadas para la 

simulación para flujos turbulentos: Simulación Numérica Directa (Direct Numerical 

Simulations, DNS), Simulación de Grandes Escalas (Large Eddy Simulation, LES) 

y uso de las Ecuaciones Promediadas (Reynolds, Averaged Navier-Stokes 

Equations, RANS).  Las exigencias computacionales de DNS la hacen inviable, 

excepto para número de Reynolds bajos, configuraciones sencillas. 

 

La alternativa LES es menos exigente computacionalmente, pero aún así 

demanda medios de cómputo avanzados, puesto que se requiere siempre un 

cálculo en tres dimensiones. Por el motivo anterior, la alternativa  utilizada en esta 

tesis es el promediado de las ecuaciones de Navier-Stokes (RANS), que se 

presenta en la última parte de este capítulo.  
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Las ecuaciones que gobiernan el movimiento del flujo son: continuidad y cantidad 

de movimiento. Estas se presentan a continuación, en coordenadas cartesianas.     

 

 
2.2. Ecuación de Continuidad 
 

La ecuación de continuidad expresa la conservación de masa. Esta ecuación es:                             

 

                                                 
0)( =•∇+

∂
∂ v

t
rρρ

                                                 (2.1) 

donde: vr y ρ son la velocidad y la densidad instantáneas de la mezcla 

respectivamente.   

 

2.3 Ecuación de la Conservación de la Cantidad de 
Movimiento 
 
La ecuación de cantidad de movimiento es: 

 

                                          mfpvv
t
v rrr
r

ρτρρ
+•∇+−∇=•∇+

∂
∂ ´)()(                            (2.2)    

 

En donde p es la presión, τrres el tensor de esfuerzos viscosos y mf
r

 son las 

fuerzas másicas, como por ejemplo la gravedad 
→

g  y  ρ es la densidad. 

 

El tensor de esfuerzos viscosos, según la ley de Navier-Poisson para fluidos 

newtonianos esta dado como: 
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                                   δμμμτ
rrrrr ))(

3
2()( vvv v

T •∇−+∇+∇=′                                  (2.3) 

donde μ es la viscosidad molecular de la mezcla, vμ
r  es el coeficiente de viscosidad 

volumétrico, y  δ
r

 es la delta de Kronecker. Por lo general el coeficiente de 

viscosidad volumétrica se desprecia [53]. 

 

Si se sustituye la ecuación  (2.3) en la (2.2), podremos obtener las ecuaciones de 

Navier Stokes. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) gvvvpvvv
t

T rrrrrrrrr ρδμρρ +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •∇−∇+∇∇+−∇=•∇+

∂
∂

3
2  

 

(2.4) 

 

 
 

2.4 Promediado de las Ecuaciones  
 

El flujo en los sistemas analizados en esta Tesis, como en  la mayor parte de los 

problemas de interés práctico, es turbulento. Una de las características de los 

flujos turbulentos es la variación aleatoria e irregular tanto en el espacio como en 

el tiempo de las propiedades del fluido. 

 

El promediado de las ecuaciones instantáneas de conservación es una de las 

alternativas para la simulación de flujos turbulentos reactivos. Con este método se 

promedian todas las fluctuaciones de las escalas temporales y se resuelven las 

ecuaciones de transporte para los valores medios de las propiedades del fluido. 

Estas ecuaciones no son cerradas, por lo cual se requieren modelos que 

reemplacen los términos no cerrados. 

 

En flujos con densidad variable se pueden usar dos tipos de promedio. Uno es el 

promedio de Reynolds, no ponderado con la densidad, y usado generalmente en 
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flujos con densidad constante,  y el otro es el propuesto por Favre [1 y 14], que es 

ponderado con la densidad. 

 

Con fines de ilustración, se representa con el símbolo Φ  cualquier propiedad 

transportada, tales como la fracción másica de la especie (Yα ), la entalpía (h) y las 

componentes de velocidad (υr ). Los valores instantáneos de estas propiedades 

son escritos en términos de un promedio y una fluctuación turbulenta: 

Φ′+Φ=Φ
_

 (2.5) 

Φ ′′+Φ=Φ ~  (2.6) 

Los dos promedios 
_

Φ y Φ~ están definidos como: 

     ( )∑Φ
∞→

=Φ
=

en

i

i

ee nn 1

_ 1lim                 Promedio muestral de Reynolds                     (2.7) 

( ) ( )i
n

i

i

ee

e

nn
Φ

∞→
=Φ ∑

=1

1lim1~ ρ
ρ

            Promedio muestral de Favre (2.8) 

En donde ( )iΦ  es la muestra i del conjunto de realizaciones n e  de un experimento. 

De las definiciones anteriores: 

0φ′ =               0
_____

=Φ ′′ρ                  0
____

≠Φ ′′                0≠Φ′ρ           (2.9) 

Con la definición de los dos promedios se obtiene:      

Φ ′′+Φ=Φ ~  (2.10)

ρ
ρ Φ ′′′

−=Φ ′′  (2.11)
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Φ′′=Φ ′′′ ρρ
______________

 (2.12)

φ
ρ
φρφφ ′′′′+
′′′′′

−′′′′=′′ i
i

ií uuuu    (2.13)

Uno de los motivos para aplicar el promedio de Favre en las ecuaciones 

instantáneas de transporte, es la forma más sencilla de las ecuaciones resultantes, 

que no incluyen correlaciones con fluctuaciones de la densidad en las ecuaciones 

resultantes. 

Si se aplica el promedio de Favre a las ecuaciones instantáneas de continuidad, 

cantidad de movimiento, se obtiene [53]: 

    ( ) 0~ =•∇+
∂
∂ υρρ r

t
                                  (2.14)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) gp
t

II
I

T r
43421
rr

444444 3444444 21

rrrrrrrr ρυυρδυυυμυυρυρ +′′′′•∇−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇−∇+∇•∇+−∇=•∇+

∂
∂ ~

3
2~~.~~~

(2.15)

( ) ( ) ( ) αααααα υρυρρ SYYYY
t

III

+′′′′•∇−∇Γ∇=•∇+
∂
∂

4434421
r

43421
r ~.~~~     (2.16)

( ) ( ) ( )
43421
r

43421

rr

III

h hJhh
t

′′′′•∇−•∇−=•∇+
∂
∂ υρυρρ ~~~   (2.17)

Si el promedio de Favre se aplica en la ecuación homogénea se obtiene: 

        ( ) ( ) ( ) ( )
43421
r

43421
r

II

z

I

zzzt
φυρφφυρφρ ′′′′•∇−∇Γ•∇=•∇+

∂
∂ ~~                      (2.18)

Las ecuaciones anteriores tienen una forma idéntica a las correspondientes 

ecuaciones instantáneas, con un término adicional Φ′′′′iu , que involucra las 

fluctuaciones de la velocidad y el escalar Φ , y que representa físicamente el 
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transporte convectivo de Φ  por movimientos turbulentos. En flujos turbulentos, el 

término (I) de las ecuaciones anteriores es generalmente despreciable frente al 

término (II). Por lo tanto, las ecuaciones (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) y (2.18) se 

escriben como: 

       ( ) 0~ =•∇+
∂
∂ υρρ r

t
                               (2.19)

( ) ( ) ( ) gp
t

rrrrrr ρυυρυυρυρ +′′′′•∇+−∇=•∇+
∂
∂ .~~~  (2.20)

( ) ( ) ( ) αααα υρυρρ SYYY
t

+′′′′•∇=•∇+
∂
∂ rr ~~~  (2.21)

( ) ( ) ( )hhh
t

′′′′•−∇=•∇+
∂
∂ υρυρρ rr~~  (2.22)

( ) ( ) ( )zzzt
φυρφυρφρ ′′′′•−∇=•∇+

∂
∂ rr~  (2.23)

Si el flujo es de baja velocidad (Ma << 1) generalmente se supone que las 

fluctuaciones de la presión son despreciables [20]. Por lo tanto, el valor medio de la 

densidad  se pueden expresar como función de una presión de referencia op : 

Los flujos turbulentos Φ ′′′′υr , de la ecuaciones (2.20), (2.21) y (2.22) son términos 

desconocidos que requieren modelización. El cierre del término υυρ rr ′′′′ de la 

ecuación media de cantidad de movimiento (2.20) se trata  en el apéndice A. 

El tratamiento del término  αφυρ ′′′′r , se puede consultar en Jones et al [20] y [21], y 

Lindstedt [25].  

Para poder hacer el cierre de las ecuaciones (2.19), (2.20), (2.21), y (2.22), hace falta 

también  conocer el valor medio de la densidad ρ . La densidad se puede escribir 

como:  
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( )Sαρρ +•= 10                   (2.24)

 

donde 0ρ  es un valor de referencia constante(=1000 kg/cm3) , α  es una 

coeficiente de expansión (= 4108 −× ), S  el valor de la salinidad,  ρ es la densidad 

en función de la salinidad [50]. 

 

Modelo de Flotación. El siguiente término fuente permite considerar la flotación, el 

cual se incluye en la ecuación de cantidad de movimiento:  

   

                                        F = )_( refρρ − •   g                                                  (2.25) 

   

 en donde ref_ρ es una constante, g es la gravedad. 
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3 
 

Método de Solución 

 
3.1 Introducción. 
 

En este capitulo se presenta el método de solución de las ecuaciones que 

gobiernan el flujo turbulento de una dispersión, las cuales abordamos en el 

capítulo 2 de esta Tesis.  

 

Para resolver las ecuaciones que caracterizan la hidrodinámica del flujo medio,  se 

utilizará el método de volúmenes finitos, que se describe a continuación. 

 

 

3.2 Método de Volúmenes Finitos. 
 

Las ecuaciones medias de continuidad, cantidad de movimiento y del modelo de 

turbulencia introducidas en el capitulo anterior, se pueden representar mediante 

una ecuación general, donde la variable dependiente está representada por φ~ : 

 

                                ( ) ( ) ( ) φφφφρφρ Su
t i =∇Γ•∇−•∇+
∂
∂ ~~~                                      (3.1) 
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donde φΓ  es el coeficiente de difusión y φS  es el término fuente. Los términos del 

lado derecho de la ecuación (3.1) son el término transitorio, convectivo y de 

difusión respectivamente. Los términos φΓ  y φS  están especificados para cada 

variable φ~  . (Para la ecuación de continuidad, 1~ =φ ). 

 

La ecuación (3.1) se puede discretizar con el método de volúmenes finitos. Con 

este método, el dominio se divide en pequeños volúmenes de control (figura 3.1), 

asociando a cada unos de ellos un punto nodal. De forma similar se discretiza el 

tiempo en intervalos temporales. 

 

La ecuación diferencial se integra  en cada volumen de control y en cada intervalo 

temporal, y el resultado es una ecuación discretizada que relaciona los valores de 

φ~  para un determinado grupo de puntos nodales. Esta ecuación algebraica 

expresa el principio de conservación de φ~  en el volumen finito, de la misma 

manera que la ecuación diferencial lo expresa para un volumen infinitesimal. La 

ecuación algebraica para un nodo P puede expresarse en forma general como: 

 
                   
                                       ∑

=

++=
LHSNWEIi

TTIiPP Baaa
,,,,,,

~~~ φφφ                                        (3.2) 

 
donde el subíndice I representa las celdas vecinas, i la cara entre las celdas P e I, 

T el valor correspondiente en el intervalo temporal anterior, y B el término fuente. 

La deducción detallada de la ecuación (3.2) puede consultarse en numerosos 

textos de fluido dinámica computacional, por ejemplo en Patankar [33] y  Ferziger 

[15]. 

 

En el caso de una malla cartesiana, decalada (“staggered”) y uniforme (celdas de 

iguales dimensiones espaciales), un volumen de control bidimensional (por 

sencillez) es como el que se muestra en la figura 3.2. (El espesor de la celda en 

dirección z puede considerarse la unidad). En una malla decalada, las variaciones 
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se encuentran definidas en el centro de la celda, mientras que las componentes de 

velocidad correspondientes a la celda se encuentran desplazadas en cada 

dirección a las caras de la celda. 

 

En la figura 3.2 se muestra la  notación de la celda y de sus vecinas. Dada una 

celda P, sus vecinas se notarán según las iniciales de los puntos cardinales  en las 

direcciones X e Y y como Low y High (en ingles) en la dirección z. Las caras de la 

celda se notan con la misma nomenclatura, pero con letras minúsculas. 

 

El tiempo también se discretiza. Las celdas en la dirección temporal se llaman 

intervalos temporales. La celda P en el paso temporal se nota como T. 

 

 
 

Figura 3.1. Representación del sistema discretizado en volúmenes finitos. 
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Figura 3.2: Diagrama esquemático de un volumen de control bidimensional 

 

 
A continuación, se presentan los términos de la ecuación discretizada (3.2). 

 

Definiendo los símbolos F, D, Pe como: 

 

                           1
~vF rρ= ,          

i
D

δ
Γ

=            
D
FPe =                                         (3.3) 

 

donde ivr  es la velocidad en la cara i, iδ es la distancia entre los nodos que 

incluyen la cara i y Pe es de número de Peclet, que es un ratio entre la convección 

y la difusión , vr  es la velocidad en la cara i y ix . (Las expresiones F y D 

representan el efecto de los términos convectivo y difusivo de la ecuación de 

transporte (3.1) respectivamente. 
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Los coeficientes ia  de la ecuación (3.2) son: 

 

                                 ( ) ( )0,max iiii FPefDa −+=                                                  (3.4) 

 

Los valores F y D en la cara de la celda de la ecuación (3.4) son: 

 

                        ( ) iii vF Δ= ~rρ ,          ( )iD ii
i δ

ΔΓ
=             i=n, s, e, w                         (3.5) 

 

donde iΔ  es la longitud de la cara i. 

 

Para determinar iF  se necesita conocer ρ y iu~  en la cara de la celda. El cálculo 

del término convectivo de la ecuación de transporte (3.1) requiere también el 

conocimiento de la variables escalar,φ~ , en la cara de la celda. La velocidad 

iv~r está calculada en la cara de la malla decalada; pero ρ~  y φ~  están calculados en 

el nodo y necesitan ser interpolados a la cara para calcular los coeficientes ia   de 

la ecuación discretizada (3.2). 

 

La obtención de estas variables en la cara de la celda  es importante en precisión 

y convergencia de la solución. El cálculo de ρ~  y iφ
~  da lugar a los llamados 

esquemas de discretización. La función ( )Pef  de la ecuación (3.4) depende del 

esquema de interpolación. Por ejemplo, en el esquema de diferencias 

desplazadas ( ) 1=Pef , y para el sistema híbrido: 

 
                                     ( ) ( )PePef 5.01.0max −=                                                 (3.6) 

 
En el apéndice B se presentan algunos esquemas de discretización lineales y no 

lineales de alto orden, que se utilizan en esta Tesis en la discretización del término 
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convectivo de las ecuaciones de cantidad de movimiento y del modelo de 

turbulencia. 

 

El coeficiente  para el término transitorio es: 

 

                                  
t

yxa T
T Δ

ΔΔ
=
ρ                                                                      (3.7) 

 
Para el cálculo del  término iD  (3.5) se necesita obtener el coeficiente de 

difusión,Γ, en la cara de la celda. El coeficiente Γ no es necesariamente una 

constante, sino probablemente función de valores variables que se conocen en los 

nodos (por ejemplo, la temperatura), y por lo tanto es necesario interpolarlo a la 

cara. Esta interpolación  puede ser aritmética  o armónica. Para la cara e , por 

ejemplo, estas interpolaciones son: 

 

                         ( )
e

EP
e x

x
δ2

Γ+ΓΔ
=Γ                  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ

+
Γ

Δ
=Γ

PP

e
e

x

x
11

2δ                            (3.8) 

 
El término fuente de la ecuación general (3.1), φδ , se linealiza como: 
 
                                   PSSS vc φφφφ ,, +=                                                                (3.9) 

 
 

Donde el término vS ,φ  se elige de acuerdo con la relación existente entre φS  y φ~ , 

en el caso de depender el primero del segundo. El objetivo de la linealización del 

término fuente es mejorar  la convergencia de la solución. 

 

Con esta suposición, los términos B y pa  de la ecuación (3.2) son: 
 
                                     TTc ayxSB φφ

~
, +ΔΔ=                                                        (3.10) 

 
                        yxSaaaaaa vTsnweP ΔΔ−++++= ,φ                                           (3.11) 
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La ecuación (3.2) se aplica en cada celda del dominio, para cada φ  y para cada 

paso temporal tΔ , por lo que se tiene un sistema de ecuaciones lineales (los 

coeficientes a  pueden depender, directa o indirectamente de φ~ , por lo que el 

sistema es realmente seudo-lineal). 

 
Para resolver  este sistema  de ecuaciones se puede utilizar cualquier método de 

resolución de ecuaciones lineales. 

 

En el cálculo de las velocidades, a partir de las ecuaciones de cantidad de 

movimiento, se tiene el inconveniente de que la presión, cuyo gradiente aparece 

como término fuente en estas ecuaciones de cantidad de movimiento, no tiene una 

ecuación propia para calcularla. Una solución ampliamente utilizada es 

transformar la ecuación de continuidad en una ecuación para la presión. 

 

Entre los algoritmos iterativos que se basan en este procedimiento están los de la 

familia SIMPLE (Semi-Implicid Method for Pressure- Linked Equations). El 

algoritmo utilizado en esta Tesis para resolver el problema de acoplamiento 

velocidad-presión pertenece a esta familia. 

 

El proceso de solución de este sistema de ecuaciones es iterativo y durante éste, 

las ecuaciones del sistema, en general, no se cumplen; el imbalance entre la parte 

izquierda y derecha de la ecuación se denomina residuo. La convergencia del 

proceso iterativo se da cuando los residuos disminuyen. 

 

Para procurar o acelerar esta convergencia se utiliza un método de relajación de 

algunas de las variables dependientes y propiedades. Se emplean dos tipos de 

relajación: la inercial y la lineal. La relajación inercial se emplea para las 

velocidades y los parámetros de turbulencia, y aumenta la dominancia diagonal de 

la matriz de coeficientes el agregar a la ecuación de cualquier variable φ~  el 

término fuente: 
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                                          ( ) ( )( )n
P

n
P

f

P
r t

VS φφ
ρ

φ
~~ 1

, −
Δ

= −                                             (3.12) 

 
Donde PV  es el volumen de la celda P, ftΔ  es el intervalo de tiempo falso y el 
superíndice n se refiere al número de iteración. 
 
Para la presión y la densidad se emplea la relajación  lineal dada por: 
 
                                          ( ) ( ) ( )1~1~~ −−+= n

P
sol

P
n

P φαφαφ                                           (3.13) 
 

donde α es el factor de relajación, el súper índice sol  se refiere al valor de la 

propiedad proporcionado por el “solver” en la iteración actual. El factor de 

relajación,  α, normalmente toma valores entre 0 y 1. 

 

El criterio de convergencia utilizado para detener el proceso iterativo para un paso 

temporal dado y pasar al siguiente es tal que, para cada variable, la suma de los 

valores absolutos de los residuos en todo el dominio sea menor que un 

determinado porcentaje de un valor de referencia. 

 

En esta Tesis, se usa el código de fluido dinámica computacional PHOENICS para 

resolver las ecuaciones que describen aerodinámica del flujo: continuidad, 

cantidad de movimiento y turbulencia.  
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4 
 

Simulación Numérica de la Dispersión Turbulenta 
de un Chorro Descargado en un Medio Ambiente 

Estratificado 
 

 
 
 
 
4.1 Introducción 
 
En este capítulo se presentan los resultados de la simulación numérica de una 

descarga de aguas en un medio ambiente estratificado. La configuración  a 

simular  representa una descarga de laboratorio, para la cual se tienen datos 

experimentales. Estos resultados son predichos por el modelo presentado en el 

capítulo 2 y cuyas ecuaciones son resueltas por el método presentado en el 

capítulo 3. 

 

Inicialmente se muestra la configuración experimental de la descarga, así como 

los detalles numéricos que se usaron para simular la misma descarga. Después se  

presenta un análisis cualitativo de los resultados del modelo numérico. Finalmente 

son comparadas las predicciones con los datos experimentales. 
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4.2 Configuración Experimental 
La configuración experimental a simular, consta de un tubo vertical, (que es la 

fuente de la descarga), con un diámetro en el nivel de la boquilla de 4.0 [mm] ó 

0.004 [m] sobre el nivel de la superficie del cuerpo de agua. Tanto el chorro como 

el medio ambiente de descarga son agua. El tubo de descarga se mueve con una 

cierta velocidad de 0.04 [m/s] y la temperatura es del ambiente. La velocidad del 

chorro de descarga es de 0.25 [m/s], perpendicular al flujo cruzado [10]. Una 

descripción esquemática de la configuración experimental, que representa a la 

descarga, se presenta en la figura 2.  
 

 
Figura 2. Representación esquemática de la Simulación 

 

El tanque donde se llevo a cabo el experimento, tiene dimensiones de 6.10 [m] de 

longitud, por 0.91 [m] de ancho y 0.61 de profundidad, el cual se encuentra 

estratificado, con un perfil lineal de la densidad. Para simular que el medio 
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ambiente se esta moviendo, se desplaza la descarga del chorro, el cual es 

impulsado por un motor eléctrico D.C. de velocidad variable. El afluente que es 

una mezcla de agua con sal y un tinte fluorescente que es controlado por medio 

de un rotámetro de precisión [10]. El afluente se encuentra en un reservorio 

colocado en el carro, descargado al tanque, por medio de una bomba rotatoria. 

 

La descarga fue filmada con una cámara digital de alta velocidad, la cámara esta 

atada al carro remolcado. El haz del láser choca con dos espejos, y el cual 

provocará que la tinta emita una luz fluorescente, y que esta luz sea capturada por 

la cámara.  Para  las cuales serán procesadas digitalmente por medio de dos 

equipos de cómputo. 

 
4.3 Detalles Numéricos 
 

La descarga y el flujo cruzado presentados anteriormente, se simulan con el 

modelo descrito en el capítulo 3. La simulación de la descarga se realiza en tres 

dimensiones (en coordenadas cartesianas). Con  propósitos de ahorro de memoria 

y de tiempo de cómputo, el dominio de la simulación se hará en una mitad de la 

sección transversal. La figura 3  muestra la zona que representa 

esquemáticamente la zona de descarga. 

 

El dominio del cálculo  se dizcretiza  en el plano X-Y, Cuya configuración se ilustra 

en la figura 4. La discretización en el plano X-Z  es representada en la figura 5.  El 

dominio completo de la discretización de la descarga se muestra en la figura 6.    

 

La figura 4 representa el mallado del plano X-Y, la discretización se realiza de la 

siguiente manera: para el eje X, se divide en cuatro subdominios o regiones de 

importancia, comenzando del lado izquierdo hacia el lado derecho, las cuales 

constan: la primera subregión de 10 celdas,  y una longitud de 10 [cm]; una 
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segunda subregión con 18 celdas con longitud de 0.45 [cm.; para la tercera 

subregión de 40 celdas con una distancia de 10 [cm] y por última subregión de 40 

celdas  que cuenta con una longitud de 39.55[cm]. De tal forma, que se tiene una 

distancia total de la región en la dirección X de la simulación de 60 [cm] o 0.6 [m]. 

La mayor concentración de las celdas por unidad de longitud, se encuentran en la 

2a y 3a región.  

 

 
Figura 3. Representación esquemática de la Descarga 

 

 

 El eje Y de igual manera se divide en tres regiones, las cuales son: la primera 

cuenta con 9 celdas con una longitud de 0.225 [cm]; la segunda subregión con 15 

celdas y una longitud de aproximada de 5.1 [cm] y por última subregión de 10 

celdas con una distancia de 5 [cm] total de esta región, con la distancia completa 

en el eje y de 10.325[cm]. 
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Figura 4. Discretización del plano X-Y 

 

El mallado en el plano X-Z, como se muestra en la figura 5, representa la 

discretización en  la dirección del eje X, que se hizo la descripción anteriormente;  

y la dirección del eje z, que cuenta con una sola región de 40 celdas y una longitud 

total de 20 [cm].   

 

 
Figura 5. Plano X-Z de la malla 

 

El dominio discretizado en tres dimensiones se presenta esquemáticamente en la 

figura 6. El mallado completo hecho para la simulación consta de 146,880 celdas, 

distribuidas a lo largo del espacio formado por el prisma rectangular estructurado, 

en dirección de los ejes. Cabe mencionar que en  plano X-Y y en la parte superior 



CAPÍTULO 4   SIMULACIÓN DE LA DESCARGA 
 

 

 - 28 -

del prisma rectangular, se encuentra la salida de la descarga, la cual esta 

discretizada por medio de celdas que se bloquean para dar la forma al tubo. Se 

ubica a lado del eje de simetría que pasa por uno de los lados del dominio en este 

plano, en la parte de abajo se puede observar como está dispuesta la salida de la 

descarga de agua y que celdas fueron bloqueadas. Se muestra el eje de simetría, 

dicho eje se representa a lo largo del eje x; que por razones de tiempo de cálculo y 

ahorro de memoria, se considera una de las partes del sistema y  por ende se 

simplifica la simulación. Dado que la otra parte se supone que los factores físicos 

del sistema son idénticos.   

 

 
Figura 6. Representación esquemática del mallado en 3 dimensiones, abajo un 

Aumento de la zona de descarga y celdas bloqueadas. 
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El modelo numérico de la turbulencia se simula con el modelo ε−k . La 

descripción  del sistema se captura en el archivo Q1, que es el archivo donde  se 

incluyen las condiciones iniciales y de frontera del sistema, así como también las 

variables a resolver tales como la velocidad, la presión, que en el caso de este 

trabajo de tesis no es de importancia, la energía cinética turbulenta con su 

respectiva tasa de disipación, además del sistema de discretización. El Q1 es un 

archivo interfase entre el usuario y el código numérico PHOENICS, que es el 

código que va a resolver las ecuaciones, también se ocupa de una subrutina del 

código, el cual calcula la densidad y la gravedad, utilizadas en esta tesis. 

 
4.4 Resultados de la Simulación 
 

A continuación se presentan y se discuten los resultados cualitativos de la 

simulación de la dispersión turbulenta del chorro descargado en un medio 

ambiente estratificado, el cual fue presentado anteriormente. 

 

En la figura 7 se muestra el campo de velocidades en el plano central del tubo de 

la descarga. Inmediatamente, el chorro es descargado al medio ambiente, 

comienza a deflectarse en la dirección del flujo cruzado, debido al intercambio de 

la cantidad de movimiento entre ambos flujos. En un acercamiento de la zona de 

descarga (Figura 8) se aprecia como el flujo del medio ambiente es arrastrado por 

el chorro, los valores de los vectores de velocidad se observan en la parte inferior 

de la figura 7.     

 

En la figura 7, la cual representa una vista isométrica de uno de los planos en el 

eje y, además de una representación esquemática del tanque y del carro que 

descarga el flujo; en donde se puede observar en este el plano del campo de 

velocidades de la descarga y del flujo cruzado, interactuando o mezclándose.  
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Figura 7.Campo de velocidades en la salida de la descarga. 

 

 
Valores de los vectores del campo de velocidades. 

 
 

 
Figura 8. Campo de velocidades. Acercamiento de la salida del afluente. 



CAPÍTULO 4   SIMULACIÓN DE LA DESCARGA 
 

 

 - 31 -

En la figura 9 se muestra el plano central del campo de concentraciones de la 

especie química de la descarga. Cabe mencionar que la especie química  no 

reacciona y solamente se utiliza para marcar la trayectoria del chorro. Cuando se 

descarga el afluente y  se dispersa en el cuerpo de agua, va disminuyendo el valor 

de la concentración hasta tomar niveles próximos al medio ambiente, cero. El 

chorro se deflecta en la dirección del flujo cruzado conforme se dispersa. Una vez 

alcanzada una cierta profundidad, el mismo se mantiene casi horizontal. En la 

figura 10 se observa la deflexión del chorro y el comportamiento horizontal, en la 

parte superior de esta misma se muestran los valores de dicha concentración. 

 

 
Figura 9. Vista isométrica del campo de concentraciones de la descarga. 

 

 

 
Valores del campo de concentraciones 

 



CAPÍTULO 4   SIMULACIÓN DE LA DESCARGA 
 

 

 - 32 -

 
Figura 10. Representación del campo de concentraciones de la especie química. 

 
 

 
Figura 11. Campo de densidades. 

 

La figura 11 presenta el campo del perfil de densidades,  el cual muestra la 

estratificación  simulada para el cuerpo de agua. Una vez descargado el chorro, 

cae debido a la cantidad de movimiento que lleva. El flujo en las capas mas 

cercanas al chorro se mezclan con las capas lejanas, debido al arrastre del flujo 

de agua hacia las capas superiores, la fuerza de flotación es la que hace el trabajo 
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de empuje del fluido. Se hace un acercamiento de la  figura 12; en la zona de 

descarga  se observa como el afluente arrastra las capas superiores. 

 

Cabe mencionar que el comportamiento del perfil de densidades es similar a de la 

variable salr, simulada en la subrutina ground,  ya que la densidad esta 

relacionada con los valores de salinidad  que contiene el cuerpo de agua, en el 

cuerpo de agua y por supuesto en la descarga, además de la estratificación que 

también esta relacionada, en donde estos valores se pueden visualizar debajo de 

la figura 12. 

 
 

 
Figura 12. Acercamiento de la zona de descarga 

 

 

      
Valores del campo de densidades y de la cantidad de sal. 
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En la figura 13 se observan diferentes planos en el eje X. Estos planos 

representan los campos de velocidad  a lo largo del desplazamiento del chorro. En 

estos planos se pueden observar vórtices que se forman y que son mostrados con 

mayor detalle en la figura14. Estos vórtices introducen por la parte posterior flujo 

de agua del medio ambiente hacia el interior del mismo. Estos vórtices son más 

intensos en las proximidades de la descarga y van disminuyendo de intensidad por 

la misma dispersión del chorro. Por lo anterior el flujo que es arrastrado en las 

proximidades de la descarga es mayor. 

 

 
Figura 13. Vista isométrica de algunos planos en X. 
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Figura 14. Del lado izquierda tenemos un acercamiento de la zona de los vértices del último plano; 

del lado derecho, un acercamiento del plano cercano a la descarga. 
 

 

 
Valores del campo de velocidades. 

 

 

Campos de concentración del escalar conservado son en los planos del eje xson 

mostrados en la figura 15, debido a la introducción de flujo por los vórtices que se 

tiene en la parte posterior del chorro. Las concentraciones van disminuyendo en la 

parte central y se pueden ver como la dispersión del chorro va adquiriendo una 

forma de tipo riñón. Debido a la dispersión del mismo chorro la forma tipo riñon se 

va desapareciendo hasta alcanzar una separación. 

 



CAPÍTULO 4   SIMULACIÓN DE LA DESCARGA 
 

 

 - 36 -

 
Figura 15. Campos de concentración en diferentes  planos del eje  X. 

 
Valores del campo de concentraciones 

 

En la figura 16 muestra comparaciones entre las predicciones de los datos 

experimentales y numéricos. La curva que muestra la ecuación (1), tiene un 

comportamiento lineal. En comparación con los datos experimentales, los cuales 

comienzan a crecer hasta que llegan a una distancia vertical máxima 

aproximadamente de 11.5, con una distancia horizontal aproximada de 28, 

después de este valor empiezan a decaer. Los valores crecen hasta una cierta 

distancia vertical y comienzan a tener una elevación constante. Los valores 

experimentales no se alcanzan, pero se observa un comportamiento similar a 

éstos. 
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                         Figura 16. Trayectoria del chorro. EXP  (experimental), ECU1 (ecuación 1), SIM 

(simulación numérica). 
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donde z  es la distancia de la boquilla a al plano central de la concentración, x es 

la distancia horizontal del tanque, Sl  es un escala de longitud del chorro flotante. 
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5 
 

Conclusiones  
 

5.1 Introducción 
 
En este trabajo de tesis, se ha simulado numéricamente la dispersión turbulenta 

de un chorro descargado en un medio ambiente estratificado. El método utilizado 

en la simulación se basa en la resolución de las ecuaciones promediadas con el 

método de volúmenes finitos. Las ecuaciones que se resuelven son: continuidad y 

conservación de la cantidad de movimiento en términos de valores medios.  El 

término de convección turbulenta resultante del promedio de  la ecuación de 

transporte, se modela mediante modelo de turbulencia del tipo k - ε . La descarga 

se simula en tres dimensiones y los resultados se comparan con los obtenidos en 

el experimento. 

 

5.2 Descarga del Afluente 
 

La descarga que se simuló, consiste de un tubo vertical, el cual descarga agua 

con una concentración de sal dada, que es sometido a un flujo cruzado y este flujo 

se encuentra estratificado, con un perfil de la densidad lineal. Este experimento 

tiene datos experimentales de concentración de la especie química no reactiva 

que permite validar el modelo numérico.  
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El flujo cruzado es importante en la dispersión y trayectoria del chorro. Debido a la 

cantidad de movimiento que lleva el flujo cruzado y el mismo chorro, lo que 

produce  que se disperse el chorro en el cuerpo de agua.   

 

Durante el movimiento del chorro se produce un arrastre importante del fluido de 

los alrededores y principalmente en las proximidades de la zona de la descarga. 

 

La trayectoria del chorro se deflecta  en la dirección del flujo cruzado, este cambio 

de trayectoria  se debe principalmente por la cantidad de movimiento  de ambos 

fluidos. 

 

En la parte posterior de la descarga aparecen,  mayoritariamente los vórtices que 

se producen por el arrastre de la descarga en el medio ambiente 

 

Las comparaciones cualitativas entre la simulación y los datos experimentales, es 

buena. Lo que demuestra que los modelos, utilizados en la realización de  dicha 

simulación, son adecuados para simular la dispersión del chorro de agua en un 

cuerpo de agua estratificado.   

 

Se obtuvo una trayectoria de la descarga, del capítulo 4, que presenta el campo 

de concentraciones. Esta trayectoria tiene una deflexión a una distancia vertical de 

11.5 y una distancia horizontal 28, a partir de este punto, su comportamiento 

aparente es constante en la distancia horizontal. La concentración fue 

disminuyendo conforme se iba separando de la zona de descarga. 

 
5.3 Recomendaciones para Trabajos Futuros 
Aplicarlo en un escenario real, en el cual haya varios chorros descargados. Utilizar 

modelos más complejos en la simulación del chorro, como la Simulación de 

Grandes Escalas (Large Eddy Simulation, LES). 
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Apéndice A 

 
Modelos de Turbulencia 

 
En este apéndice se introducen, de forma concisa, algunos de los modelos que se 

pueden utilizar para representar el efecto de la turbulencia en el flujo reactivo del 

quemador simulado es esta tesis. Los modelos se clasifican en dos categorías: 

 

• Modelos de tipo “difusividad turbulenta”, esencialmente variantes del 

método conocido como  ε−k . 

• Cierres de segundo orden, en la forma de modelos de transporte de los 

esfuerzos de Reynolds. 

 

En primer lugar se presentará la ecuación exacta para los esfuerzos de Reynolds, 

seguida por los cierres de segundo orden que constituyen el transporte de 

esfuerzos Reynolds utilizado en este trabajo.  A continuación se presenta el 

modelo de turbulencia  ε−k  estándar, que es el modelo utilizado en esta tesis. 
 

1-A. Cierres de Segundo Orden 

La ecuación de transporte exacta para los esfuerzos de Reynolds ( )´´´ úu ji  es [2]: 
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Los términos del lado derecho de la ecuación (A.1) representan: El efecto del 

gradiente de presión media (a) ,  la correlación entre gradientes de presión 

fluctuante y fluctuaciones de velocidad (b), el transporte turbulento de los 

esfuerzos de Reynolds (c), la producción de los esfuerzos de Reynolds por 

velocidad de deformación media(d), y la disipación viscosa (e). De los términos 

anteriores, en (a), (b), (c), y (e) están presentes correlaciones desconocidas, y por 

tanto requieren modelización. 

 

Si se hace uso de la definición (2.5) del capítulo 2, el término que expresa el 

efecto del gradiente de presión media (a), se puede escribir como: 
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La correlación 
_______

´´´u jρ  se puede modelar de una ecuación de conservación truncada 

como ([2]): 
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donde ´´´´21 uuk ii=  es la energía cinética turbulenta y  ε~  es su tasa de disipación. 

La contribución de este término es muy pequeña y frecuentemente se desprecia 

([46] y [48]). 

 

Con fines de modelización la correlación entre gradientes de presión fluctuante y 

fluctuaciones de velocidad, (b), frecuentemente se divide en una parte re-

distributiva y una parte isótropa [1]: 
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La parte isótropa se divide en dos términos, uno de transporte por presión y otro 

de dilatación por presión: 
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En flujos de baja velocidad Ma<<1, el término (II) de la ecuación (A.5) 

generalmente se desprecia [24]. El término (I) se suma al término de transporte 

turbulento de los esfuerzos de Reynolds (c) para formar el término: 
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El término Cijk  se modela mediante un cierre de tipo gradiente [6]: 
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El término (e) es la correlación de la disipación viscosa: 
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Si se supone isotropía local, el término ε ij  se puede escribir en función de la 

disipación de energía cinética turbulenta ε  como [2]: 
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La tasa de disipación de la energía cinética turbulenta,ε~ , se calcula de la 

siguiente ecuación de transporte, deducida por procedimientos similares a los 

utilizados en el caso de densidad constante [2]: 
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donde, de acuerdo con lo expuesto anteriormente, el término (C) se desprecia. 

 

La parte redistributiva de la correlación entre gradientes de presión fluctuante y 

fluctuaciones de velocidad, expresión (A.4), usualmente se divide en dos partes: 

una que incluye cantidades turbulentas, y otra que incluye la tasa de deformación 

media. 

 

Modelos para este término se han propuesto por ejemplo por Launder et al [21] 

(modelo ML), Gibson y Younis [7] (modelo MG) y Musonge [24] (modelo MJ). 

Denotando al término redistributivo como Πij , los modelos se escriben como: 
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donde  ( )xuuuxuuuP kikjkjkiij ∂∂+∂∂−= ~´´´´~´´´´ . 

Las constantes de las ecuaciones (A.7), (A,10), y (A.11) se presentan en la tabla 

1. 

 

Sustituyendo las ecuaciones (A.6), (A.9) y (A.11) en la ecuación de los esfuerzos 

de Reynolds (A.1) se tiene: 
 

 

        ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

x
uuu

x
u

uuC
x

uuu
x

uu
t k

i
kj

k

j
kiijk

k
jik

k
ji

~
´´´´

~
´´´´´´´´~´´´´ ρρρ  

                                                            Π+− ijijδερ ~
3
2                                        (A.12) 

Modelo MG ML MJ 
Cε1 1.4 1.44 1.40 
Cε2 1.8 1.90 1.90 
Cε3 0.15 0.15 0.18 
Cε4 0.22 0.21 0.22 
C1 3 1.50 3.00 
C2 0.3 -0.582 -0.44 
C3 - 0.764 0.46 
C4 - -0.182 -0.23 

 
Tabla 1: Constantes de las ecuaciones (A.7), (A.10)  y (A.11). 

 

 
2-A. Modelos de Viscosidad Turbulenta 
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Un método alternativo para determinar los esfuerzos de Reynolds ´´´ úu ji , son los 

modelos basados en el concepto de viscosidad turbulenta, que suponen que, de la 

misma manera que en flujo laminar los esfuerzos viscosos son proporcionales al 

gradiente de la velocidad, en un flujo turbulento los esfuerzos causados por las 

fluctuaciones turbulentas son proporcionales al gradiente de la velocidad media. 

Esta relación entre los esfuerzos de Reynolds y las variables medias es: 
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Donde vT ( )ρμT= es la viscosidad turbulenta. A diferencia de la viscosidad 

molecular ( )ρμ=v  ,  vT no es una propiedad del fluido, sino una característica del 

estado del flujo, y puede variar significativamente de un punto a otro dentro del 

mismo flujo. 

 

Para el flujo turbulento de escalar, el concepto de viscosidad turbulenta (o, 

propiamente, de difusividad turbulenta se expresa como: 
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donde ScT es el número de Schmidt/Prandtl turbulento. 

 

La viscosidad turbulenta vT  puede calcularse de diferentes formas, dando lugar a 

una variedad de modelos con un número de variable de ecuaciones diferenciales. 

Los más populares de estos modelos son, probablemente, los de la familia del 

modelo ε−k . Las variantes utilizadas en este trabajo se presentan a continuación. 
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3-A. Modelo ε−k  (modelo de turbulencia utilizado en esta 
tesis) 

En este modelo,   se define como: 

                                                      
εμ ~
~2kCvT =                                                     (A.15) 

Donde Cμ  es una constante determinada experimentalmente. Los valores de k~  y 
ε~ se calculan a través de la ecuaciones de transporte. 

 

La ecuación para la energía cinética turbulenta,  k~  se obtiene de la ecuación 

(A.1), haciendo i = j, aplicando la hipótesis de isotropía local, y dividiendo entre 

dos: 
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Los esfuerzos de Reynolds ´´´ úu ji  se expresan de acuerdo con la ecuación (A.13).  

 

El término (a) se aproxima como: 
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Sustituyendo las expresiones (A.13) y (A.17) en la ecuación (A.18), se obtiene: 
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donde: 
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Aplicando hipótesis similares a las utilizadas para la ecuación de k~  (A.18), la 

ecuación para la disipación de la energía cinética turbulenta,ε~ , se obtiene a partir 

de la ecuación (A.10): 
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Las constantes de las ecuaciones (A.l8) y (A.20) se muestran en la tabla 2. 
 

Cμ   σk  σε Cε1  Cε2  
0.09 1.0 1.314 1.44 1.92 

Tabla 2: Constantes del modelo ε−k estándar. 
 
 

El modelo ε−k  tal y como ha sido presentado se comporta satisfactoriamente en 

flujos sencillos, normalmente flujos parabólicos para los que el modelo fue 

desarrollado en los años 70’s. En flujos más complejos, incluyendo aquellos con 

rotación o con curvatura apreciable en las líneas de corriente (como los 

investigados en esta tesis), las hipótesis de isotropía en las que se basa el modelo 

no son aplicables, y las predicciones proporcionadas por el modelo son  en 

general menos satisfactorias. La popularidad de este tipo de modelos, en la que 

sin duda juega un papel importante su sencillez y economía, ha dado lugar a una 

serie de modificaciones, o variantes, que intentan paliar estas deficiencias sin 

tener que abandonar la hipótesis de viscosidad turbulenta a favor de cierres de 

segundo orden. 
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Apéndice B 
 

Esquemas de Discretización 
 

 

En este apéndice se presentan los esquemas lineales que se usan en la 

discretización de término convectivo de la ecuación general (2.1) introducida en el 

capítulo 2. 

 
 

En la formulación de la ecuación discretizada (2.2), se requiere conocer la 

densidad  ρ  y la variable escalar,φ , en la cara de la celda. Estas variables se 

calculan en el nodo de la celda, por lo que es necesario interpolar entre celdas 

para conocer su valor en la cara. Este cálculo de  φ   y ρ  en la cara de la celda da 

lugar a los llamados esquemas de dicretización. La determinación de los valores 

de estas variables en la cara es importante para la precisión y convergencia de la 

solución numérica. 
 

 

A continuación, se presentan los esquemas de discretización lineales que se usan 

en esta tesis. Estos esquemas se describirán en base al sistema de celdas que se 

ilustra en la figura 1. Como ejemplo, se obtendrá el valor de  φ  en la cara e  de la 

celda P. La velocidad en la cara e se considerará, sin pérdida de generalidad, 

positiva )0( >ue . 

  
                                                                            e              ue 
                                         ΦW                     ΦP                       ΦE 
 
                                         W                        P                         E 
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            x 

 
Figura 1: Diagrama esquemático de celdas. 

 

 
1-B. Esquemas Lineales 
 a) Diferencias desplazadas de primer orden 

Con este esquema e supone que el valor de la variable φ  en la cara e es igual al 

nodo adyacente aguas arriba, es decir, para  0>ue  [26]: 
 

                                                    φφ Pe =                                                              (B.1) 

Esta alternativa es de implementación sencilla, acotada y altamente estable casi 

bajo cualquier situación pero tiene los inconvenientes de su precisión, que es de 

primer orden y de presentar problemas de difusión numérica. Esta falsa difusión 

es mayor si en el flujo no hay una alineación en la dirección de la dirección del 

flujo y las líneas de malla, como por ejemplo en flujos de recirculación. 

 

 b) Diferencias Centradas 

Este esquema supone la variación lineal de φ  entre los nodos P y E; por tanto, el 

valor de la cara e es: 

                                                          
2

φφ
φ PE

e

+
=                                                (B.2) 

 
Este esquema tiene una precisión de segundo orden pero tiene el inconveniente 

de no estar acotado, por lo que puede presentar inestabilidades numéricas. El 

límite de estabilidad de este esquema viene dado en función del número de Peclet 

(ecuación 3.3 del capítulo 3), que es un parámetro comparativo entre los procesos 

convectivo y difusivo. 
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Para situaciones en que los procesos convectivos dominan sobre los difusivos 

)2( >Pe , por ejemplos flujos con número de Reynolds altos, el esquema presenta 

oscilaciones numéricas. 

 

 c) Híbrido 
 

Este esquema fue introducido por Spalding [46] y consiste en combinar los 

esquemas de diferencias desplazadas y centradas para calcular el valor de la 

propiedad φ  en la cara del volumen de control. La selección del esquema se hace 

en función del número de Peclet de la celda: 
 

• Si 2≤Pe , se usan diferencias centradas: 

                                                      
2

φφ
φ PE

e

+
=                                               (B.3) 

• Si 2>Pe , se usan diferencias desplazadas: 

 

                                                           φφ Pe = ,   2>Pe                                        (B.4) 

Para flujos con bajo número de Reynolds/Peclet el esquema utilizando es el de 

diferencias centradas, y por tanto resulta de orden 2; sin embargo, el esquema 

presenta problemas asociados al esquema de diferencias desplazadas cuando el 

flujo esta denominado por los procesos de convección 2>Pe . 
 

Los esquemas lineales de alto orden presentan una buena precisión, pero no 

están acotados, por lo que pueden presentar oscilaciones numéricas. Su uso no 

es recomendado en el cálculo de cantidades que no aceptan valores negativos, o 

en general de cantidades acotadas (tales como concentraciones), pues la 

oscilaciones introducidas por el modela pueden sacar al escalar de su dominio de 

definición. 
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