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PRiOLOGO 
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~ .. · 

I,.a presente obra, cuyo cohte:nido comprende los conceptos básicos 

del Algebra Lineal, es la.c~ntinuación de nuestro trabajo publica­

do bajo el titulo Algebra. (primera parte), aunque es prácticamente 

independiente del mismo. 

Sin embargo, para un buen ap,rovechamiento del material que compre!!_ 

de este volumen, es necesario que el lector .conozca las propied!! -. 

des de, los riGmeros reales·, éi'e. los nGmeros ·complejos y de los poli­

nomios, incluyendo el clilcuio de ra!ces. Es conveniente también 

que tenga conocimientos de '&·lgebra vectorial y de clilculo con fun­

ciones de una variable. 

En el capitulo V, primero de este volumen, se estudian los sistemas 

de ecuqciones lineales desde un punto de vista prlictico, proporci2· 

nlindose un método general· pci·ra obtener soluciones. 

Se aborda después. de manera )amplia el tema de las matrices, funda­

mentalmente desde el punto. d~ vista algebraico. Se estudian las 

operaciones de adición, mult¡iplicaci6n por un escalar y mult.Í.plic!! 

ción de matrices 1 as! com.o ~us propiedades, incluyendo el problema 

de la inversa 1 · se presentan .. ademlis algunos tipos e·speciales· de ma-
l! •, 

trices de uso frecuente en las aplicaciones. 

La definición de determinante se plantea aqu! desde·el Runto de 

vista tradicional¡. se estud~an sus propiedades fundamentales y se 

desarrollan m.étodo generale~ para el cálculo de determinantes. 

Se incluyen ademlis un par de aplicaciones al clilculo de la inversa· 



y a la resoluci6n de sistemas de ecuaciones lineales. 

En el capítulo VIII se estudian los principales tipos de estructu­

ras algebraicas, introduci~ndose además el importante concepto de 

isomorfismo. 

Los últimos dos capl:tuJos, que son los de mayor extensi6n, compre_!! 

den los temas centrales del álgebra lineal desde el punto de vista 

abstracto. 

En el. capítulo IX se define· matemáticamente la estructura de espa­

cio vectorial,. se estudian sus propiedades y conceptos. fundamenta­

les. inherentes, ilustrándolos con ayuda de ej.emplos. Estos conce_E 

tos se aplican a la construcc.i6n de una teoría· para los sistemas 

de ecuaciones lineales y al tratamiento algebraico de las. funcio -

nes. 

Se estudian también en este capítulo los espac·ios vectoria,les con 

producto .interno y los conceptos. métricos. correspondientes, c'oncl!:!: 

yendo con un resultado de gran importancia para las aplicaciones. 

En el capítulo X se estudian las transformaciones entre· espacios 

vectoriales, sus conceptos fundamentales, el álgel:>ra de las trans­

formaciones lineales y la relaci6n de éstas con las matrices; h~ -

ciendo énfasis en los conceptos de valor y vector característico y 

su aplicación al problema de la diagonaliz.aci6n. 

Concluye el capítulo con el tratamiento de tipos especia·les de op~ 

radares en espacios con producto interno, abordando el problema de 

la diagonalizaci6n en estos espacios, as! como la descomposic·i6n 

espectral. 

En el presente trabajo hemos tratato de conservar la idea del ante 



rior, en el sentido de buscar .. una presentaci6n para los conceptos 

fundamentales que sea accesib1e al estudiante,; sin renunciar a la 

formalidad minima que debe te:ner un libro sobre el tema. 

Queremos reit~rar aqui nuestro reconocimiento a los profesores con 

quienes tuvimos el agrado de ~rabajar en la preparaci6n de las no­

tas que, .bajo el titulo de A~untes de .Algebra, public6 la Facultad 

de Ingenieria de la UNAM dur<l¡nte seis años y que sirvieron de. 

orientaci6n para la elaboraci~n de este material. Asimismo, dese! 

mas expresar nuevamente nues~·ro agradecimiento a la Sra. Rosa Maria 

Arenas por su excelente trabajo en la mecanografia del manuscrito. 

Nuestra gratitud tambi~n para: la Facultad de Ingenieria de la UNAM, 

cuyos profesores y autoridadeis nos brindaron el apoyo que h.izo po­

sible la elabor.aci6n de este :trabajo, que esperamos le sea de uti-

lidad a la instituci6n. 

Finalmente, conscientes de que a pesar de nuestro empeño habr~n de 

aparecer errores, suplicamps ,la compre~si6n de los lectores y sol_! 

citamos .su col~boraci6n para 'hacernos llegar sus criticas y sug~ -

rencias, las que seguramente •contribuir~n a mejorar futuras ·edicio 

nes. 

EDUARDO SOLAR GONZALEZ 

LEDA SPEZIALE DE GUZMAN 
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CAPITULO V SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

INTRODUCCION 

El e$tudio de los sistemas de ecuaciones. lineales puede emprende!_ 

se desde diversos puntos de,vista; el que adoptamos en este cap!­

t.ulo es, posiblemente, el m~s concreto. 

Su prop6sito fundamental es el de establecer un m~tqdo para obte-

ner soluciones y, en consec~e~cia, se presentan (inicamente los 

conceptos necesari9s para desarrollar y aplicar el m~todo. 

Posteriormente', en el capítulo de Espacios Vectoriales $e emplea:­

r!n :¡.as herramient;ls que proporciona el'Algebra Lineal para estu-
.. ' . 

diar los sistemas de ecuaciones lineales .desde un punto de vista 

m!s general. 

V.l ECUACIONES LINEALES 

Supongamos que en una fábrica se ·pz:oducen ·tres. tipos de art!c\!los 
) 

a· los que llamamos A, B y C· y que en ella trabajan cin.cuenta obr~ 

ros durante ocho horas diarias; es decir, _que se dispone d.e cu,e. -
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trocientas "horas-hombre" al día. 

Para producir un artículo del tipo A se requieren 20 horas hombre, 

para uno del tipo B se requieren lOO y para uno del tipo C se re­

quieren 40. 

Si en condiciones normales no existen restricciones de materia 

prima ni de maquinaria y los obreros están capacitádos para trab~ 

jar en la elaboración de cualquiera de los tres tipos de artíc~ -

los ¿Cuántos artículos A, B y C pueden producirse diariamente em­

pleando todas las horas-hombre disponible~? 

Para responder a esta pregunta podemos plantear el siguiente'mode 

lo matemático del problema: 

Si x 1 , x 2 y x 3 representan el número de productos A, By C, res -

pecti vamente, que· se producen por día, ent'orices 20x 1 , lOOx2 y 

40x 3 representarán el núm~ro de horas-hombre que se requieren pa­

ra producirlos. Por tanto, si se desea· emplear' las 400 horas-hom 

·bre disponibles, X¡, X2 y x 3 deben ser tales que 

20x 1 + lOOx2 + 40x3 400 - - - (1) 

Expresiones como ésta reciben el nombre de ecuaciones lineales. 

Así, una respuesta a la pregunta sobre el número de artículos a 

producirse diariamemte podría ser la siguiente. 

"Producir 4 artículos del tipo A, 2 del tipo B y 3 del tip'o ¿•, 

ya que al suGtituir los valores 

X¡ 4, X2 2 y 3 

en la ecuación (1) se veiifica la igualdad; esto es 
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20 (4) + 100 (2) + 40 (3) 80 + 200 + 120 400 

Se dice entonces que el conjunto de valores x 1 = 4, x 2 = 2 y 

x
3 

= 3 es una solución de la ecuación (1), o que la terna ordena­

da (4, 2, 3) es una solución de dicha ecuación. 

Daremos a con:tinuaciód una definición formal para estos conceptos 

V.l.l DEFINieiON 

Una ecuación lineal sobre e es·una expresión de la forma 

a x + a x + 
1 1 . 2 2 

donde a , a , 
1 2 

+ a x 
n n 

a , b e: e 
n 

b 

A los simbolos x, x, ••• , x se les conoce como "incógnitas" 
1 2 n 

de la ecuación, a los números a 1 como "coeficientes" de las x 1 .Y 

a b como el "término independiente". 

V.l.2 DEFINieiON 

Una solución de la ecuación lineal 

a x +a x + •.. +a x b 
1 1 2 2 n n 

es un conjunto ·ordenado de n valores k , k , 
1 2 

tales que 

Resolución de una ecuación lineal 

En la búsqueda de soluciones para la ecuación 

k 
n 
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pueden distinguirse tres casos, 

Caso i) Al menos uno de los coeficientes es diferente de cero. 

Si ak t- O la ecuación puede escribirse como 

b - a x 
1 1 - ···- ak-1~-1- ak+1~+1- ···- a x 

n n. 

o bien, como 

X = 
k a x 

1 1 

Podemos entonces asignar valores a las incógnitas x
1

, ••• , xk_ 1 

xk+l' ..• , xn (arbitrariamente), y de la expresión anterior se 

obtendrA el valbr de xk que con los valores asignados constituye 

una solución de la ecuación. 

Por ejemplo, la ecuación 

20x + 100x + 40x 
1 2 l 

400 

puede escribirse como 

20x 400 - 100x - 40x 
' 1 2 3 

x 20 - Sx - 2x 
1 2 l 

de donde, haciendo x 2 
2 

y X 
l 

3 se obtiene 

X 
1 

20- 5(2)- 2(3) 

con lo que se forma la solución 

X 
1 

4, X 
2 

2 y X 
l 

20 - 10 - 6 

3 

la cual presentamos al inicio de esta sección. 

4 

- - - {1) 
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Si queremos obtener otra solución podemos asignar otros valores a 

las incógnitas x 2 y x 3 ; por ~jemplo x 2 =O y x 3 "' 5, cc;m lo 

que se obtiene 

X 
1 

20 - 5 (O) - 2 (5) 10 

En .?onsecuencia, la terna (10, O, 5) es'otra solución de la ecua­

ción (1). 

En general, cualquier terna ordenada.de la forma 

20-5a-2b , a , b ) 

donde a y b son dos nlímeros cualesquiera, es una .~;olución de la. 

ecuación (1). 

Caso ii) Todos los coeficien,tes son nulos y e·l término indepe!!. -

diente también· lo es. 

Entonces la ecu.ación es de la forma 

Ox + Ox + •• + Ox O 
1 2 n 

y es claro que cualquier. conjunto de n valores es una solución de 

la ecuación. 

Caso iii) Todos los coeficien¡tes son nulos y el término indepen­

diente no lo es •. 

Entonces la ecuación es de la forma 

b, con b .¡. O 

y es claro que ningún conjunto de n valores podr& ser una sol~ -

ción de la ecuación; e~; decir, la ecuación no tiene solución. 
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V.2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

Volvamos al ejemplo de la fábrica y supongamos que los articules 

s'y e deben producirse en cantidades iguales. Tenemos entonces 

la restricci6n adicional 

X X 
2 3 

que, expresada en la forma que establece la definici6n V.l.l, qu~ 

da como 

Ox + X - X· o ---(;!) 
1 2 3 

Ahqra el problema consiste en encontrar una.soluci6n ~ue satisfa­

ga "simultáne?mente" a las ecuaciones (1) y (2). En consecue~­

cia, las dos soluciones obtenidas anteriormente ya no son útiles, 
'. 

puesto que (4, 2, 3) y (10, 'o, 5) no'son soluciones de la ecua 

ci6n (2); esto es 

0(4)· + 1(2) - 1(3) o + 2 - 3 - 1 ,¡ o 
y 

O (lO) + 1 (O) - 1 (5) o + o - 5 - 5 ,¡ o 

A dil:erencia de éstas, si: se producen 6 art!cú.los del tipo ~· 2 

del tipo B .y 2 del tipo e se tiene una soluci6n que satisface am-

bas restricciones ya que 

20(6) + 100(2) + 40(2) = 120 + 200 + 80 400 

y 
0(6) + 1(2) - 1{2) =o+ 2- 2 ~o. 

·Se dice entonces que la terna ordenada .(6, -2, 2) es una soluci6n 

del sistema 

20x + lOOx + 40x 400 
·¡ 2 3 

OXi. + o 
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el cual consta de dos ecuaciones lineales con tres inc6gnitas. 

En·genetal, un sistema es un conjunto de ecuaciones lineales que 

tienen las mismas inc6gnitas~ como lo establece la siguiente defi 

nici6n. 

v. 2.1 DEFINICION 

Un sistema de m ecuaciones lineales con,-n inc6gnitas· 

sobre C es una e~presi6n de la forma 

a X + a .X + + a. x b 
11 1 1 2 .2 ~ 1n·· n ,l. 

a X +. a X + + a x b 
2 1 l. 22 2 2·n n· 2 

.• . 

."1 

a x +a x + ..• +a x b 
m 1 1 m 2 2 mn n m 

donde a , a , 
1 1 1 2 

b , 
1 

b E e 
m 

' 

·Puesto. que un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de 

ecuaciones. con las misma-¡; ·inc6gni tas, resulta natura~·· considerar 

como una soluci6n del· si¡;tema a un conjunto de valores que satis-

face a. todas las ecuaciones del· sistema,. por lo que .. se establece 

la siguiente definici6n., 
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V. 2.2 DEFINICION 

O na so1uci6n del sistema de 

a X + a X + ... 11. 1 1 2 2 

a X + a X + 2 1 1 22 2 

•. 

a x + a x + mi 1 m2 2 

es un conjunto ordenado de 

tales que 

a k + a k + ... 11 1 1 2 2 

a k + a k + ... 2 1 1 22 2 

a k + a. k + m1 1 m2 2 

~cuaciones lineales. 

+ a X 1n n 

+ a X 2n n 

+ a x mn n 

= 

n valores 

+ a k ·-1n n 

+ a2nkn 

.¡ 
+ a k mn n 

b 1 

b 2 

b 
m 

k 1, k2, ... 

b 1 

b 
~ 

b m 

, kn 

La definici6n anterior establece clara.mente lo que deberá ente!!. -

derse por soluci6n de un sistema de ecuaciones lineales; sin e~ -

bargo, no nos dice que cualquier sistema de ecuaciones lineales 

habrá de tener soluci6n .• 

Hay sistemas de ecuaciones· que no admiten soluci6n. Por ejemplo, 

es claro·que el sistema 

X + X 1 
1 2 

X + X 3 
1 2 

no tiene soluci6n, puesto que no existen dos nGmeros cuya suma 
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sea igual a 1 y también a. 3. A este tipo de sistemas les llamare 

mos "incornpatibles•.(l) 

Si, por el contrario, un sistema de ecuaciones lineales tiene so­

lilci6n direrno!!l que es "compatible".< 2 > 

Los sistemas compatibles pueden tener una sola soluc$6n, en cuyo 

caso diremos que son "defermirtados"; o más de una soiuci6n, en cu 

yo caso diremos que son "indeterminados". 

De acuerdo con esto, los sistemas de· ecuaciones lineales pueden 

clasificarse de la siguiente manera 

SIS'l'EMA:S DE 
ECUACIONES LINEALES 

INCOMPATIBLES 
(no tienen soluci6n) 

·· COMPATIBLES 
(tienen soluci6n) 

Transformaciones elementales 

DETERMINADOS 
(una ·,sola soluci6n) 

INDETERMINADOS· 
(más :de una soluci6.n) 

.Cuando dos sistemas de ecuaciones lineales tienen lae; mismas sol.!!, 

ciones se dice que son "equivalentes". 

El método que emplearemos en este capitulo para obte1:1er las solu-

ciones de un sistema de ecuaciones lineales se basa en el empleo 

de ciertas transformaciones, llamadas transformaciones element.! -

les, que no alteran las soluciones del .s.istema; es decir, tran!. -

formaciones que al aplicarse a un sistema dan .corno resultado un· 

sistema equivalente. 

( 1) 

(2) 

.En a.l.gurw6 ted.o6 6e emplea él. .tiJun.<.rw "btl!On6i6.tente" pcvut !t.e61!11Á.116e a 
ute c.onc.epto. 
"c.on6.U.tente". 
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Las transformaciones elementales pueden ser de tres 'tipos y con -

sisten en: 

:n ' Intercambiar dos ecuaciones. 

II) .Multiplicar una ecuaci6n por un número diferente de cero.· 

~II) Multiplicar una ecuaci6n por un número y sumarla a otra ecu~ 

ci6n, reemplazando esta última por el resultado obtenido. 

Para ilustrar el e_inpleo de estas· transformaciones consideremos~ 

por ejemplo, el sistema 

3x 2y + z -1 

x - 2y + 3z l (Sol 

6y - 2z 4 

.Si- ,intercambiamos en iH las deis primeras ecuaciones esta¡no·s apli­

cando :a S-o una transformaci6n del tipo I que conduce al sis'tema 

x - 2y + 3z l 

3x - 2y + z = -1 (Sil 

6y - 2z = ,4, 

.que; evidentemente, tiene_ las mismas' soluéiones que S~;·· 

Si ahora multiplicamos la tercera ecuaci6n de S 1 por j ·e·stamos 

aplicando a S¡ una transformaci6n del tipo II que conduce ai sis 

tema 

x - 2y + 3z -,1 

3x - 2y + z = ~l 
3y - z = 2 

Si ahora multiplicamos la primera ecuaci6n de S2 por -3 y la su­

mamos a la segunda ecuaci6n, reemplazando esta última por el re­

sultado obtenido; estamos aplicando una transformaci6n del tipo 
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x - 2y + 3z = 1 

4y - Bz = -4 

3y - z = 2 
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Los sistemas S0 , SI, S2 y S 3 son, según hemos dicho, equivale~-

tes; esto es, tienen las mismas soluciones. 

Es obvio que las transformaciones del t,ipo I y del tipo II condu­

cen a sistemas equivalentes. El caso de las transformaciones del 

tipo III no es tan evidente por lo que S!3 demostrará a contiriu!:!_ -

ción. 

Sea el sistema de m ecuaciones .lineales con n incógnitas 

a X + a X + ... + a X b II I I 2 2 In n .I 

. 
+ + + b a X a X ... a X pI ·I p2 2 pn n p 

(S) 
q X + a X + ... + ·a .x b qi I q2 2 qn. n q 

a X + ·a X + ... + a X b mi I m2 2 mn n m 

donde 1 ~ p < q ~ m; y sea S' el sistema que se obtiene al multi­

plicar por e la ecuación p y sl.irnarl'a. a la ecuación q; esto es 

a X + a ·x + ............. + a X - b II I I 2 2 In n I 

a X + a X + ............. + a X b pi I p2 2 pn n p 

(S') 
(ca. .+ aq)xi + ... + (ca · + aqn)xn c.b + b ·pi pn p q . . . 

+ + + bm a X a X ............. amnxn mi I m2 2 

Si (ki, k 2, ••• , k0 ) es una solución de S entonces satisface to 



302 

das las ecuaciones de S' con excepci6n, posiblemente, de la ecu~ 

ci6n 

(ca + a ) x · + • • • + (ca + a ) x = cb + b 
p 1 q 1 1 pn qn n p . q 

--- (q') 

Sin emba.rgo, como (k 1 , k 2 , ••• , kn) es soluci6n de S se tiene 

que 

a k + a k + + a. k = b --- (1) 
pi 1 p2 2 pn n p 

y 
a k + a k + .... + a k b ---(2) 

ql 1 q2 2 qn n q 

por lo que· 

--- (3) ca k + ca k + .. ,. + ca k cb 
pl 1 p2 2 pn n p 

En consecuencia, sumando (3) y (2) 

(ca · + a )k + ... + (ca + a )k cb + b 
pi ql 1 pn qn n ·p q 

por lo que (k 1 , k 2 , ••• , kn) satisface también la ecuaci6n (q'). 

De manera reciproca, sea ahora (R. 11 R. 2 , ••• , R.n) una soluci6n de 

S', entonces satisface todas las ecuaciones de S con excepci6n, 

posiblemente, de la ecuaci6n 

a x +a x + ••• +a x 
q1 1 q2 2 qn n 

b 
q 

7"--(q) 

Sin embargo, como (R. 1 , R.2, ,· R.n) es soluci.6n de s•. satisface 

la ecuaci6n (q'); esto es 

(ca +a )R. + ••• + (ca 
pi q1 1 pn 

+ a )R. 
qn n 

cb + b 
p q 

además, como tambi6n satisface la ecuaci6n p de (S') 

a R. +a R. + ••• +a R. b 
p 1 1 p 2 2 pn n p 

--- (1) 
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se tiene que 

ca i +ca i + ... +ca i 
pl 1 p2 2 pn n 

Entonces, restando (2) de (1) 

a i +a i + ... +a i b 
q 1 q2 2 qn n q 

cb 
p 

---(2) 

con lo que (i 1 ,i 2 , ••• , in) satisface también la ecuación (q) y 

los sistemas S y S' son equivalentes. 

o 

El método de Gauss 

El procedimiento más cómodo para obtener las soluci,ones de un sis 

tema de ecuaciones lineales es, tal vez, el conocido como método 

de Gauss. 

Este método consiste en-la eliminación consecutiva de las incógn~ 

tas con el propósito de llegar a un sistema que tenga forma "esca 

lonada". Para llevar a cabo dicha eliminación sin alterar las so 

luciones del sistema, se recurre a las transformaciones elementa-

les que hemos descr i t.'o. 

Para ilustrar la idea central del método, consideremos el proble-

ma de resolver el siguiente sis·tema de ecuaciones lineales 

x 1 + x 2 + 2x 3 3 

3x 1 + 4x 2 + x 3 -1 (Sol 

-2x 1 - 4x 2 - x 3 ·.- O 

Para eliminar la incógnita x 1 de la segunda y de la te+cera ecua­

ción, podemos emplear dos tranformac~ones del tipo III. Asi, mul 

tiplicando la primera ecuación por -3 y sumando el resultado a la 



segunda se obtiene el sistema 

XJ + x2 + 2xs 3 

X2 - Sxs 

-2x¡ - 4x2 xs 

-lO 

o 
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(S¡) 

y multip'licando ahora la primera ecuación. por 2 y sumando el re -

sultado a la tercera se obtiene 

X¡ + X2 + 2xs 3 

X2 - Sxs -:-10 (S2) 

- 2x2 + 3xs 6 

con lo que hemos.conseguido eliminar x¡ de la segunda y tercera 

ecuaciones. 

Para eliminar x2 de la tercera ecuación podemos emplear nuevamen­

te una transformación del tipo III, pero .tomando ahora la segunda 

ecuación como "pivote". As·!, multiplicando la segunda ecuación 

por 2 y sumando el resultado a la tercera se obtiene el sistema 

X¡ + X2 + 2xs 3 

X2- Sxs -.-10 (Ss) 

- 7xs -14 

donde se observa de inmediato que 

-14 
2 

- 7 

Para obtener el valor de x2 sustituimos el valor obtenido de xs 

en la segunda ecuación de Ss 

X2 -5(2) -10 

quedando as! una sola incógnita cuyo valor es 
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Xz -10 + 10 o 

Por último, para obtener el valor de x 1 sustituirnos en la primera 

ecuaci6n de S 3 los valores obtenidos de x 2 y x 3 • 

X 1 + 1 ( 0) + 2 ( 2) .. 3 

de gonde 

3 -4 -1 

En consecuencia, X! = -1, xz ,; O y X3 = 2 es la soluc,i6n del 

sistema Su y como éste es equivalente a So, la terÍla (:-1, O, 2) 
,. 

es la soluci6n del sistema :inicial, con lo que queda resuelto el 

problema. 

Cabe hacer notar que en el párrafo anterior hemos dicho' "la" solu 

ci6n del sistema S 3 , lo cual lleva implícito que dicho sistema es 

determinado. Explicaremos ahora el por qué de tal aseveraci6n. 

Es evidente que el valor x 3 = 2 es el único que satisface la ter-

cera ecuaci6n de S 3 ; en consecuencia, los únicos valores que sa-

tisfacen "sirnul tánearnente" a la segunda y a la tercera· ecuaci6n 

de S 3 son x 2 = O y x 3 = 2. ·Continuando éon este razonamiento 

concluimos que x 1 -1, Xz o y x, 2 es la única soluci6n 

del sistema S 3 • 

Corno el lector habrá sospechado, éste no es el único caso que pu~ 

de presentarse ya que, COmO hemos ViStO, existen sistemas qLe SOn 

indeterminados y otros que son.incompatib1es. Veremos posterior-

mente algunos ejemplos correspondientes a estos 'dos casos hacien-

do notar bajo qué condiciones se presentan; sin embarg9,. introdu­

ciremos primero una herramienta que nos permitirá ahorrarnos al -

l 
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gún trabajo y ver con mayor claridad. lo que sucede en cada paso 

cuándo ~tilizamos el método de Gauss. 

Si ·analizamos con cierto cuidado el prqceso seguido en el ej·emp~o 
anterior, podemos darnos cuenta que no era necesario escribir los 

s1mbolos correspondientes a las incógnitas una y otra vez, puesto 

que todas las operaciones se efectuaron sobre los coeficientes y 

términos independientes. 

El sistema 

-1 ·(So) 

queda completamente definido por ei valor de sus 'coeficientes 'y 

términos independientes,, lo's cuales pueden presentarse· convenien­

temente·en el siguiente arreglo tabular 

Mo = l: 
-2 

1 2 

-:] 4 1 

-4 -1' 

al que se conoce con el nombre de "matriz". Esta matriz, en pa!_ 

ticular, conti.ene doce elementos dispuestos en tres rÉmglones y 

cuatro columnas por lo que se dice que es de orden 3x4. 

De la misma manera, los sistemas 5·1 , 5 2 y 5 3 pueden ser represe!!_ 

tados, respectivamente,. por 'las matrices 

1 2 '] 1 -5 -lO 

-4 -1 > o 

r 
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1 

-2 

1 

1 

o 
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las cuales pueden obtenerse a partir de Mo efectuando, con los 

renc_.¡lones, transformaciones 'análogas a las des'critas con las ecu!!_ 

cienes. Estas transformaciones, conocidas como "transformaciones 

elementales por rengl6n", consisten en: 

I) Intercambiar dos renglones. 

II) Multiplicar: un. rengl6n por un número diferente de c.ero. 

IIli Multiplicar rengl6n ' número sumarlo otro un por un y a ren 

gl6n, reemplazando este• último por el resultado obtenido. 

La última de las matrices anteriores (M3) se.dice que está en 

"forma escalonada" o que es ;una matriz e'scalonada. En general,~ 
i 

s~ dice que ·una ~atriz está Em forma escalonada si el número de 

-

':eros anteriores al primer. eiemento. no nulo de· cada ren9,l6n aume!!_ 

~a al pasar de un rengl6n af siguiente, hasta llegar eve.ntualmen-

te a renglones cuyos elementos son todos nulos. 

Por ejemplo, las siguientes matrices también son escalonadas 

r: 
-4 o 2 1 2 3 4 5 .6 o 3 :o o 2 

3 -1 5 o o 5 -1 3 2 o o 1 1 1 

o -2 1 o o· o o o 4 o o o o o 

Lo o o 1 o o o o o o o o o o o 

Regresando al método de Gimss, vemos que es conveniente represen-

o 

1 

o 

o 
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tar al sist·ema mediante una matriz y efectuar en ella las trans -

formaciones necesarias para llevarla a la forma escalonada.· Hare 

mos esto para obtener las soluciones del siguiente sistema de 

ecuaciones lineales. 

1 

3Xl + 3X2 - X3 + X4 + 4xs 4 

X1 .+ X2 .¡. X3 - 2x4 - Xs 1 (So) 

- 2Xl - 2X2 + 2X3 - 3x, - 5xs -3 

Primero representarnos al sistema por medio d·e la matriz 

M o [·: 
-2 

3 

1 

-2 

-1 

1 

2 

1 

-2 

-3 

4 

-1 

-5 

La cual'trataremos de llevar hasta la forma escalonada mediante 

transformaciones elementales por reng16n. 

Por lo general, conviene que el primer elemento no nulo de cada 

rengl6n sea un uno (o un menos uno) para eliminar fácilmente los 

coeficientés que se encuentran por debajo de él, .multiplicando 

simplemente por los simétricos respectivos. Entonces, interca~ -

biando .. el primero y segundo renglones de Mo obtenemos la matriz 

M.l [_: 
1 1 

3. -1 

-2 2 

-2 -1 

1 4 

-3 -5 

la cual tiene un uno en la primera posici6n del primer rengl6n. 

Ahora, mul t.iplicando dicho primer rengl6n por -3 y sumando al_ s~ 

gundo y, a continuaci6n,· multiplicando el mismo primer rengl6n 

~r 2 y sumando al tercero obtenemos la matriz 
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[: 
1 ·:1 -2 -1 

_J M2 o .-4 7 7 

o 4 -7 -7 

la cuai puede transform~rse en una matriz escalonada sumando el 

segundo rengl6n al tercero, con lo que se obtiene 

[: 1 ..l. -2 -1 

:] M3 o -4 7 7 

o o o o 

El tercer rengl6n de esta matriz representa a una ecuaci6n de la 

forma. 

que, como vimos, es satisfecha por cualquier conjunto de n valo -

res. En consecuencia, la matriz M3 representa al siguiente siste 

ma de dos ecuaciones 

X¡ + X2 + X3 - 2X~ - Xs 1 
(S¡) 

- 4x3 + 7x~ + 7xs 1 

continuando con la idea del ejemplo anterior, de la segunda ecua-

ci6n de S¡ podemos obtener el valor de X3¡ s6lo que.ahoia este v~ 

lo:r: no es único,. sino que está en funci6n de los valores que to 

men x~ y xs. Asi 

1 - 7x~. - 7x 5 

por lo que 

--- (1) 
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Llevando este valor a la primera ecuaci6n de S1 se obtiene 

X¡ + X2 -xs 1 

podemos entonces dar cualquier valor a las inc6gnitas X2, Xo y 

xs y calcular, a partir de (1) y (2), loi valores correspondie~­

tes de X¡ y x,. se·dice por ello que el conjunto de expresi~-

nes 

X¡ 

(3) 

Xs Xs 

constituye la "soluci6n general" del sistema So que, como se ve, 

es indeterminado. 

Si queremos obtener una "soluci6n particular" del sistema So; es 

decir, una soluci6n en el sentido de la definici6n v.2.2, bastará 

con elegir un conjunto de tres valores para x 2 , x, y Xs; por 

ejemplo· ' 

xs -1 
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y calcular, a partir de la soluci6n general, los correspo~dientes 

valores de x1 y Xh Para los valo.res elegidos se. tiene: 

5 -3 + .i(4) 
:3' . 

o X¡ 
4 - 4(-1) 

y 

7 (4j 1 7 5 X3 - 4+ 4 . + 4(-1) 

por lo que (0, 3, 5, 4, -1) es uná soluci6n de So. 

Si hacemos ahora x2 

X¡ 

y 

1, x. 

5 3 
4 - 1 - 4 

O y xs 

1 
-:·.'! 

1,· de (3) se obtíene 

1 3 . por lo que (-2 , 1, 2, O, 1) es otra soluci6n del sistema S 0 • 

En ocasiones los símbolos. correspondientes a las "variables li ,.. 

bres" suelen reemplazarse por otras literales, las cuales! se con-

vierten en parámetros de la si;>luci6n general. Así por ej~emplo, 

para el caso anterior podemos~ expresar la soluci6n general (3) co 

m o 

5 - + i:b- 3 
X¡ 4 a 4 e 

.;. 

.X2 a 

1 7 7 
X3 - 4 + 4b+ 4c 

x. b 

x 5 = e 

donde a, b y e pueden tomar c;:úalqUier valor. 

Consideremos ahora el sistema: 
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X + 2y - z = 1 

2x + 3z -2 

- X + 2y - 4z 4 

3x + 2y + 2z -1 

al cual podemos representar con la matriz 

1 2 -1 1 

2 o 3 -2 

-1 2 -4 4 

3 2 2 -1 

Efectuando en ella transformaciones elementales por rengl6n la 

llevamos hasta la forma escalonada siguiente 

2 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1 

o 3 -2 o -4 5 -4 o -4 5 -4 
+ 

2 -4 4 o 4 -5 5 o o o 1 

2 2 -1 o -4 5 -4 o o o o 

En la última matriz, el tercer rengl6n representa a una ecuaci6n 

de la forma 

Ox + Ox + ••• + Ox b, con b -¡ O 
1 2 n 

que, como vimos, no tiene soluci6n. En consecuencia, el sistema 

en cuesti6n es incompatible. 

A través de los ejemplos anteriores hemos mostrado lo que sucede 

al emplear el método de Gauss en cada uno de los tres casos co -

rrespondientes a la clasificaci6n de los ~istemas de ecuaciones 

lineales. 

En resumen podemos decir lo siguiente: 
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El método de Gauss consiste en aplicar a un sistema d1~ m ecuacio­

nes con n incógnitas (o a la matriz que lo representa::) una suce -
,, 

sión de transformaciones elementalés hasta llevarlo a:' la forma es 

calonada. 

Si durante el proceso se obtiene una ecuación de la t:prma 

Ox + Ox + ••. + Ox O 
1 2 n 

a la que se llama ecuación nula, ésta se desecha pues1to que cual-

quier conjunto de n valores es una solución de la mis;ma. 

Si durante el proceso se obtiene una ecuación de la forma 

Ox + ·ox + ••• + Ox b; con b ;i O 
1 2 n 

el sistema es incompatible, puesto que dicha ecuacióri no tiene so 

lución; de otra manera el sistema es compatible. 

Si el sistema es compatible y al reducirlo a la forro~ escalonada 

se obtienen n ecuaciones no nulas, entonces el sistema es determi_ 
;i 

nado y su solución se obtiene por sustitución sucesiva de los va-

lores de las incógnitas, a partir de la última cuyo valor es inme 

diato. 

Si el sistema es compatible y al reducirlo a la form1 escalonada 

se obtienen r < n ecuaciones n.o nulas, entonces el dis.tema es 'i!!. 

determinado y su solución general se obtien~ deja~do·n- r incóg-

nitas libres (es decir como parámetros) y expresando'a las otras 

r incógnitas en función de éstas. 
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V.2.3 EJERCICIOS 

1.- Para la ecuaci6n lineal 

determinar cuáles de los siguientes conjuntos ordenados son 

soluciones 

a) (~3, -1, 2) b) 1 
(1, -4, '!' 2) e) (-3, -1, 2, O) 

d) 3 ('!, -1, -1, 3) e) (3, 2, -1, -1, 3) 

2.- Para cada una de las siguientes ecuaciones lineales obtener 

todas sus soluciones 

a) 3x¡ - 2X2 + x, 5 b) 3x¡ - 2X2 + x, o 

e) Ox¡ + Ox2 + Ox, 5 d) OX¡ + OX2 + Ox 3 o 

e) ax b; con a t o 

3.- Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales 

X + 2y 3z -5 X¡ + 2x2 - 3x 3 + 2x 4 -1 

y + 2z 5 b) - X¡ - 2x2 + 2x 3 - sx. 1 
a) 

-2x + y -11 2X¡ + 4x2 - 5x 3 + 7x 4 -2 

3x + z = 13 

2x + 3y + z = 2 X2 - x, 3 

e) 2x y + z = 1 3x 1 + X2 + 2x 3 + x. 6 

4x 2y + 2z 4 d) X¡ + x·, o 

2x 1 + X2 + x, + x. 6 
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4.- Para-cada uno d~ los siguientes sistemas ~e ecuasiones linea­

les 

2x - y - kz o kx + y 

a) X - y - 2z 1 b) X + k y 

- X ·+ 2y + Oz k X + y 

Determinar para qué valores de k,el sistema es: 

i) Incompat-ible 

ii) Compatible determinado 

iii) Compatible indeterminado·· 

+¡; z = 1 
,, 

+ '1 ,, z = 1 

·' + kz 1 

5.- Determinar para qué condiciones de a y b tiene sqlución el si 

guiente sistema. 
., 

Si tales condiciones se cump~e~ ¿Cuál es la 
., 

solución del sistema? 

'- X¡ + X2 + Xs b 

X¡ - :!t2 +. Xs ia 

6. -· Un sistema de ecuaciones lineales en el que todo$ los términos 
¡! 

independientes son· nulos ·s'e dice_. que es "homogén4o". · Un sis-

tema homogéneo siempre es compa~ible puesto que ~dmite la so-
,, 

lución X X = ... = X o, 11ama4a solución trivial. 
1 2 1· n 

" 
Para cada uno· de los siguientes sistemas homogén7os, determi­

nar si el sistema a4mite soluciones no triviales¡!:{ en caso 

afirmativo obtenerlas 

2X¡ + X2 - Xs o 2x + 6y + z = o· 

a). X¡ + 2x2 + 4xs o b) X + 3y o 
., 

3X¡ + 2x2 + 3xs = o - x - '3y + 4z =. o 



CAPITULO VI MATRICES 

INTRODUCCION 

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales es un terna que 

de manera natural nos lleva al concepto de matriz. As1, en el e~ 

p1tulo V se introdujeron las matrices corno una ayuda para repr~ -

sentar, en forma tabular, un sistema de ecuaciones lineales, y f~ 

cilitar con ello el empleo de las transformaciones elementales. 

A diferencia del capitulo anterior, en éste nos ocuparemos de las 

matrices corno entes matemáticos con existencia propia, indepe~ -­

diente de los sistemas de ecuaciones lineales; ;:tunque encuentran 

en éstos sus principales aplicaciones. 

Definiremos la manera corno las matrices pueden sumarse, multipli­

carse y multiplicarse por escalares; analizando las principales 

consecuencias de dichas definiciones. Estudiaremos además alg~ 

nos t6picos y tipos especiales de matrices que son importantes en 

el campo de las aplicaciones. 
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Desde un punto de vista algebraico, las matrices rompen ~on la mo 

noton1a establecida por. los diversos sistemas numéricos, ¡iya que 
1 

·la multiplicaci6n viol,a una de las leyes que tradicionalipente se 
¡. 

habían cumplido en dichos sistemas:. la ley conmutC~:tiva. ¡¡ Esto. 
!i 

trae. como consecuencia que, en algunos aspec·tos, las mat~ices se 
1 separen del conocido comportamiento algebraico de los n~eros. 

VI.l CONCEPTOS GENERALES 

Matriz 

Podemos decir que una matriz es una "tabla" o ·~arreglo rectangu -
il -

lar" de elementos que, usualmente, son números reales o fomplejos. 

El concepto de matriz, sin embargo, puede generali'zarse ;!11 caso 
:Í 

en que los elementos sean polinomios, funciones, operadores o 

cualquier otro tipo de "entes matemáticos"¡ conservando fU val.!_-
:1 

dez la mayoría de los conceptos y propiedades presentados en este 

capitulo, en el cual se considerá a la matriz como un arfeglo de 

números. 

" - ,! 
VI.l.l DEFINICION 

Una matriz de mxn con elementos en.C es un arreg¡¡I.o 

de la· forma 

a 
m1 

donde a 1 1, a u, 

a mz 

a mn 

a 
¡n 

a zn 

a mn 

E e y m, n E z. 
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Una matriz de mxn (léase "m por n") se dice también que· es de "or 

den·" rnxn. 

En forma abreviada, la matriz de la definici6n anterior:puede ex-

presarse como 

donde i 1, 2, .•• , m y 1, 2, ••• , n. 

Renglones y columnas 

Al arreglo horizontal . '' 

.se le conoce coma el primer rengl6n de la matriz, al arr~glo 

[ a a 
2 1 2 2 

· ••• a J 
. 2n 

como el segundo rengl6n, y en general al arreglo horizontal 

[ a. a .••• a.] 
J.l J.2 J.n 

se le conoce como el i-ésimo rengl6n de la matriz. 

En forma análog.a, al arreglo vertical 

r
a . 

. IJ 
a . 

2] . . 
Larnj 

se le conoce como la j-ésima columna. 

As1, en una matriz de mxn pueden distinguirse m renglones - ~ -

(i = 1, 2, ••• , m) y n columnas (j = 1, 2, ••• , n). En particular 
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si m = n se dice que la matriz es "cuadrada" de orde"" ri. 

Comúnmente se representa a las matrices· con letras rn~yúsculas y a 
i 

sus elementos con letras minúsculas. ¡¡ 

Corno ejemplos de matrices tenernos las siguientes 

l+i 2 -3i lli 

l' 2 

:] o 7 
B = [1 -j J 

,. 
4i l-3i ·,o = 3 1 

Á o e 
-1 l-2i 3 4 12 2 -1 

·;! 
-2 o 5 o ¡l 

·' 

donde A es una matriz de 4x3, B. es una matriz. de lx3 i·¡ (conocida co 
. ~ 

rno "matriz renglón" o "vecto¡:- renglón"), e es una rnattiz de 4xl 

(conocida corno ·"matriz columna" o "vector columna"), 1'y D es una 
~ ~: 

matriz cuadrada de orden t:r;e.!l.• 

La igualdad de matrices·.' 

Se dice que dos matrices son iguales· cuando tienen 

mentes y ~stos se encuentran dispuestos de la misma 

bes arreglos. 

lqs' mismos ele 

!i manera en arn-
'' 

Esta idea puede expresarse en términos más precisos don ayuda del 
l 

símbolo aij' que representa al elemento que se encuentra en la P2 

sición correspondiente al renglón i y a la columna j ·de la matriz 

A. As!, por ejemplo, para las matrices A,· B, C y D c;:i.tadas ante­

riormente se tiene que 

a23 7 

·a u l-2i 

bl3 .1 =-'! 

c33 no existe 
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d33 = O, etc. 

En consecuencia, la igualdad de matrices se define formalmente ce 

me sigue 

VI.1.2 DEFINICION 

y dos matrices de mxn con 

elementos en c. Diremos que A y B son iguales, lo.que 

representaremos con A = B, si: 

a .. 
l.J 

b .. 
l.J 

para i 

As!, por ejemplo, las matrices 

A 

1, 2, ..• , m y j 

y B 

1, 2, ••• ," n 

no son iguales, a pesar de que son del mismo orden y tienen los 

mismos elementos¡ ya que, aunque se cumplen las igualdades 

a 11 bu 

se tiene además que 

a22 '1 b22 

y 

por lo que A y B no satisfacen la condici6n de igualdad estable­

cida por la definici6n VI .l. 2. 
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Tambi~n de VI.1.2 se sigue que, para las matrices 

M y N 

la igualdad M = N se cumple si y s6lo si x = -1, ~ = O y z' = w. 
¡; 

' VI.2 ADICION DE MATRICES Y MULTIPLICACION POR UN ESCALAR 

La adici6n de matrices 

La primera.de las operaciones con matrices que estudiaremos, y 
!' 

tambi~n·la más sencilla, es la adici6n. Esta operaqi6n puedei 

efectuarse cuando las matrices son del mismo orden ~ el resultado 
11 

se obtiene sumando los elementos correspondientes d~ ambas matri-

ces, de acuerdo con la siguiente definici6n. 

VI. 2.1 DEFINICION 

Sean A = [aij] [bi~ 1 y B = dos matrice~ de mxn con 

elementos en C. La suma A + B es una matriz' S = [siJ • 

de mxn, definida por 

1,2, ••• ,m y ::1; a .. + b .. 
~ J ~] 

; para i 1, 2, ••• n. S .. 
~] 

As1, por ejemplo, para las matrices 

A [ : ::i] B = [-~ _: ] 

-2i 4 3 -4 
o 

[
- 1 it 

,. 

7+:i¡; 

5 

y e 
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se tiene que 

A + B [ 

3+1 

-2::~-2) 
-5+2 ] 

l+i+ (-i) 

4+(-4) 

mientras que la adici6n de A y·c no puede efectuarse, ya que las 

matrices no son del mismo orden. Se dice por ello que A y C "no 

son conformables" para la adici6n y, en consecuencia, la suma 

A + e no existe. 

La adici6n de matrices, definida por VI.2.1, satisface las propi~ 

dades que se enuncian a continuaci6n. 

VI.2.2 TEOREMA 

Si A, B y C son matrices de mxn cuyos elementos son números com-

plejos, entonces: 

i) A+ (B + C) (A + B) + e asociatividad 

ii) A+ B = B + A conmutatividad 

iii) Existe una matriz O de mxn tal que 

A+ o = A elemento idéntico 

iv) Existe una matriz -A de mxn tal que 

A + (-A) = o elementos inversos 

DEMOSTRACION 

Se demostrarán a continuaci6n las propiedades ii), iii) y iv). 

ii) Sean A= [ai~ 

tos en c. 

y B = [bi~. dos matrices de mxn con elemen -



323-

Por VI.2.1 se tiene que 

A + B 

y 
B + A 

[ aij + bij] 

[ bij + a.i~ 
' 
' Como aij y b.ij son números complejos '1- i, j; por iii) de 

II. l. 4 

t .. = b .. +a .. =a .. + b .. 
lJ lJ l] l] lJ 

por lo que, de VI.l.2 

A+B=B+A 

iii) Sea A= [aiJ una matriz de mxn con elementos en y·. 

Si definimos la matriz O= [oiJ como oij = O (cero) para 

i = 1,2, ••• , m y j = 1,.2, ••• , n; entonces 

A+ O [aij + oij] por VI. 2.1;: 

[aij + o] p,or defini9i6n de 

[ aij] por iv) d,e II. l. 4 

A + O A como se qu~ría. 

o 

A la matriz O, que es una matriz de mxn cuyos elementos son 

todos nulos, 

de mxn. 

se le conoce como "matriz nula" o "m~triz cero" 
¡, 

" 

iv) Sea A= [ai~ una matriz de mxn con elementos en C. 

y la 

Si definimos la matriz -A= [viJ como vij 

entonces 

A+(-A) [ aij + (v ij )J por 

[ aij + (-aij)J por 

[o J , >¡. i, j por 

A+(-A) o por 

prueba termina. 

-a .. i.'l- i, j; 
l J ·, 

VI. 2:1 

definición de 
i: 

V) de II.l. 4 
' 

de f inii': i6n de 
;1 

-A 

o 



324 

A la matriz -A, que es una matriz de mxn cuyos elementos son los 

sim§tricos de los elementos de A; se le conoce como la "simétrica 

de A" o la "negativa de A". 
D 

La sustracción de matrices 

La resta o sustracción qe matrices puede definirse ahora, a paE -

tir de la adición y de iv) de VI.2.2, como sigue 

VI.2.3 DEFINICION 

Sean A = [ a 1j] 
elementos en C. 

y B = [b1J dos matrices de mxn con 

La diferencia A - B se define como 

A - B A + (-B) 

De acuerdo con esta definición, para obtener la diferencia A - B 

bastará con restar a los elementos de la matriz A los elementos 

correspondientes de la matriz B, puesto que 

A - B = A+ (-B) = [aij + (-bij~ 
Así, por ejemplo, para las matrices 

B [ -~ _: 1 
3 -4 

que vimos anteriormente, se tiene 

y e 

A - B 

-5-2 

j l : ::2ij 
-3- 2i 8 

l+i- (-i) 

4- (-4) 

mientras que la diferencia A - C no existe. 
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De la definici6n VI.2.3 se sigue que dos matrices sort conforma 

bles para la resta si y s6lo si son del mismo orden., 
!1 

La multiplicaci6n por un escalar 

En ocasiones, y particularmente desde el punto de vi~ta de las 
l. 

aplicaciones, se requiere multiplicar una matriz por!: un número, 
,, . 

al que genéricamente se le conoce como "escalar". E~ta operaci6n, 

denominada "multiplicaci6n por un escalar", se defin~ formalmente 

como sigue 

VI.2.4 DEFINICION 
~~ 

Sean A -[a J una matriz de mxn con elementbs en e - ij ,, 

y a E C. El producto aA es una matriz E = [e. l 
1• 1jj 

de mxn, definida por 

1, ••• , m y j e .. 
1J 

para i 

As!, por ejemplo, el producto del escalar a 2i porl la matriz 

es la matriz 

aA = (2i) [-i 

i -3 

1 J [ (2i) (-i) 

1+i = (2i) (i) -6i 

(2i) (1) J í 2 

(2i) (l+i) =; ~2 

o o (2i) (O) 

(2i) (-3) 

La multiplicaci6n por un escalar satisface las siguientes propie-

dades. 
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VI.2.5 TEOREMA 

Si A y B son matrices de mxn con elementos en C 

y a, B F; e, entonces: 

i) 

ii) 

a(A + B) 

(CI + fl)A 

CIA + CIB 

CIA + BA 

iii) a(BA) = (aB)A 

DEMOSTRACION 

Se demostrará a continuaci6n la propiedad i), dejando al lector 

como ejercicio la demostraci6n de las restantes. 

i) y B = [bi~ dos matrices de mxn con ele -

mentes en C y a un escalar de C, entonces 

A+ B [aij + bi~ por VI. 2.1 

a(A + B) [a(aij + bij ~ por VI."2.4 

= [a a i j + Clbi~ por vi) de II.l.4 

[aai j] + [abi~ por VI. 2.1 

a(A + B) CIA + CIB por VI. 2.4 

como se queria. 

o 
VI.2.6 EJERCICIOS 

1.- Para las siguientes matrices 

A = [: -: a: 3] B = [~~ _: -:] e [-~ : :: J 
2 -1 -3 b31 1 3 5 1' 3J 

determinar los valores de a 23 , b 31 y c 23 que verifican la 

igualdad A + 3B = 2C 
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2.- Para las siguientes matrices. 

3.-

calcular A+ B; A- B,'B- A, ~A- e 

l i 2t] 
e = 2-i lt., 

-1 Ji ' 
¡i 

y 3B + 2e. ¡r 

,, 
Demostrar que si, A, By e' son matrices de mxn cuyo~ elemen-

tos son núm~ros complejos, entonces:· 

A + (B + e) = (A + B) + e 

4.- De~ostrar que si A es una matriz de mxn con elementos en e 

y a, 6 E e, entonces: 

a) (a + 6)A 

b) a(6A) 

aA + 6A 

(a6)A ¡ 
·!1 

5.- Demostrar que si A y B son matrices de mxn cuyos ,e}ementos 

son número.s compleje,s, entonces: 

a) A- B 

b) A- B 

e) OA 

A + (-l)B 

- (B - A) 

o 
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VI. 3 MULTIPLICACION DE MATRICES 

Consideremos nuevamente el sistema de ecuaciones lineales 

20x 1 + 100x2 + 40x 3 400 
--- (1) 

Ox¡ + o 

visto al inicio de la secci6n V.2; y formemos ahora una matriz 

con los coeficientes de las ecuaciones, a la que llamaremos A; 

otra ·con las inc6gnitas, a la que llamaremos X, y una tercera con 

los términos independientes, a la que llamaremos B. Esto es 

40] -[X¡] 
-l X - X2 

X3 

lOO 

A B 
1 

Con ayuda de estas matrices podemos representar al sistema de 

ecuaciones (1) mediante la expresi6n 

AX = B ---(2) 

siempre y cuando tengamos una definici6n adecuada para el produc-

te AX. 

Las condiciones que establece el sistema (1) son equivalentes, 

por VI.l.2, a la siguiente igualdad entre matrices 

[
20x 1 + 100x2 + 40x 3J = [400] 

Ox¡ + x 2 - x, O , 

de donde se sigue que la expresi6n (2) representará al sistema 

(1) si y s6lo si 

AX [
20x 1 + lOOx2 + 

Ox 1 + x2 -

40x 3J 
x, 

Veamos ahora c6mo puede obtenerse la matriz AX a partir de las ma 
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trices A y X. 

El primer elemento de AX; es decir, el que se encuentra en el pr! 

mer renglón y primera columna de dicha matriz, se obtie1ne sumando· 

los productos de los elementos del primer renglón de A por sus 

elementos correspondientes en la primera columna de X. En forma 

esquemática: 

(---~~~=[::j=~~=~-~0:~_:_100x2 + 40x 3
' 

~ ( ,- x, --------------------

[20 100 4o] 
Análogamente, el elemento que se encuentra en el segundo renglón 

y primera columna de AX se obtiene sumando los productos de los 

elementos del segundo renglón de A por los de la primera columna 

de· X. Así 

[ ::] 
Ox 1 + lx2 + (-l)x 3 

[o 1 -1] 
En general, si A y B son dos matrices tales que el núme:~o de co -

lumnas .de A coincide con el número de renglones de B, el elemento 
: 

que se encuentra en la posición correspondiente al reng:~ón i y la 

columna j de la matriz producto AB,. se obtiene sumando los produs_ 

tos de los elementos del renglón i de la matriz A por sj.J.s elemen-

tos correspondientes en la columna j de la matriz B. 
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Asf, si A y B son las matrices 

a a a b b ~ 11 1 2 In 11 1 2 

~ a a a b b 

?.d 21 2 2 2n 2 1 2 2 

A B = ~· 
~ - ~· i 

b bn2 

* n¡ 

a a b m¡ ID2 

de mxn y nxq respectivamente, el elemento ubicado en el ren 

b 
2q 

b nq 

gl6n i y columna j de la matriz producto AB, al que representare-

mas con pij' será 

P.. a b +a. b . + ••• +a. b . 
l.J i1 1j J.2 2J J.n nJ 

que, en forma compac.ta, puede expresarse como 

La multiplicaci6n de matrices 

Formalmente, se· tiene la siguiente definici6n para la multiplica-

ci6n de matrices. 

VI.3.1 DEFINICION 

Sean A = [a i j] y B = [ bi~ dos matrices con elementos 

en C, de mxn y nxq respectivamente. El producto AB es 

una matriz P de mxq, de·finida por 

para i 1, •.. ,m y j 1, ••. ,q. 
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A manera de ejemplo, para las matrices 

5 3 -1 

[-: :] l' o 1 -3 B e = y 
A o 

-2 o 1 -1 

1 -1 3 

se tiene que AB = [pij] es una matriz de 4x2, donde 

p 
11 

3 
¡; 

k=l 
a b 

lk kl 
a b 

11 11 
+ a b 

1 2 2 1 
+ a b 

13.31 

5 (2) + (3) (-3) + (-1) (-1) = 10 -9 + 1 2 

3 
¡; 

k=l 
a b = a b + a b + a b 

lkk2 1112 1222,1332 

(5) (O) + (3) (4) + (-,.1) (3) o + 12 -3 9 

y de manera similar se calculan 

p (O) (2) 
2 1 + (1) (-3) + (-3) (-1) o -3 + 3 = o 

p 22 (0) (O) + (1) (4) + (-3) (3) = o + 4 -9 -5 

p31 (-2) (2) + (O) (-3) + (1) (-1) -4 + o -1 

p (-2) (O) + (O) (4) + 32 
(1) (3) = o + o + 3 = 3 

p 41 (1) (2) + (-1) (-3) + (3) (-1) 2 + 3 -3 2 

p (1) (0) + (-1) (4) + 42 
(3) (3) = o -4 + 9 = 5 

por lo que 

2 9 

o -5 
AB 

-5 3 

2 5 

-5 

2 o 

_:] 
-3. i 

,! 

El producto AC no puede obtenerse, puesto que el número de col~ 
i 

nas de A no es igual al número de renglones de C. Se ~ice enton-

ces que las matrices A y e "no son conformables para el producto 

AC". 
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Curiosamente, estas mismas matrices s! resultan conformables para 

el producto CA. 

En efecto, como puede verificarse fácilmente 

CA [-2 -4 4] 
= -6 1 -2 

De lo anterior se sigue que la multiplicaci6n de matrices no es 

conmutativa/ es decir, no puede establecerse que pa~a dos matri ~ 

ces A y B (conformables para el producto AB) se tenga que AB = BA. 

Puesto que AB y BA representan en general matrices diferentes, es 

importante hacer énfasis en el orden en que se multiplican. As!, 

en el producto AB se dice.que la matriz A "premultiplica" a lama 

triz B; mientras que en el producto BA se dice que A. "postmult.!_ -

plica a B. 

En algunos casos, como el del ejemplo anterior, la multiplicaci6n 

puede efectuarse en un sentido, digamos AB, pero no en el otro, 

es decir BA. En otros casos la multiplicaci6n puede efectuarse 

tanto en un sentido como en el otro, pero los resultados pueden 

s.er diferentes o iguales según las matrices de que se trate. 

Cuando dos matrices A y B son tales que AB = BA se dice que son 

"permutables" (también suele decirse que "conmutan"). 

Por ejemplo, para las matrices 

A = [0 -1] y B = [1 2] 
3 -1 3 4 
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se tiene que 

[-3 -:] BA = ~ 6 -3] 
AB = O y 

Ll2 -7 

por lo que A y B no son permutables; mientras que pariJ. 

{ -1] [3 _:] A y e 
-1 -3 

se tiene que 

AC = [ 
3 

:J y CA [: :J -6 

po~ lo que A y e son permutables. 

La multiplicaci6n de matrices satisface la ley asociativa que es-

tablece el siguiente enunciado. 

VI.3.2 TEOREMA 

Sean A, B y C matrices de mxn, nxp y pxq¡ respectiv~ 

mente, cuyos elementos son números complejos, ;;en ton-

ces: 

A(BC) (AB)C 

DEMOSTRACION 

Y e = [ c.J 11J matrices de mxn,:' nxp y pxq, 

respectivamente. Entonces, por VI.3.1 
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donde BC es una matriz de nxq. Entonces 

A(BC) 
[hL 

aih ( t bhkck ·~ 
k= 1 J 

[h~l 
p 

aihbhkckj ~ ( E 
k=l 

[k~l 
n 

aihbhkckj ~ ( E 
h=l 

c~l 
n 

aihbhk)ckJ ( E 
h=l 

A(BC) ; (AB)C 

y la prueba termina. 

D 

por VI.3.1 

por ví) de li.l.4 

puesto que podemos su -
mar en cualquier orden. 

por vi) de II.l.4 

por VI.3.1 

Para verificar el teorema anterior en un caso particular, conside 

remos las matrices 

A Y e [ -~ : l 
3 -2 J 

Obtengamos primero el producto 

BC 

y, posteriormente, premultipliquemos éste por la matriz A, con lo 

que se obtiene 

A(BC) -l: : J l: :] {: : J 
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Por otra parte, obtengamos primero el producto 

AB = í 3 2] [-1 tl o . 3 :] . [: 2 8 
3J.• 

,, 

-1:, 1 -2 

y, a continuaci6n, postrnultipliqu€rnoslo por C, con ~o que se ob -

tiene 
,, 
¡: 

(AB)C [: _: _: J t: J r: : J 
,! y. hemos llegado al mismo resultado, corno cabia espe¡;ar del teore-

rna VI. 3. 2 ', 

Con fundamento en dicho teorema podernos escribir sirriplernente 
Í! 

ABC 

ya que no importa cual de los productos (AB o BC) sej• efectúe pri-

mero. 

Consideradas sirnul t§neamente, la adici6n y la rnul tipill.icaci6n de 
ti 

matrices tienen las propiedades que se enun~ian a cohtinuaci6n, 
;¡ 

conocidas corno leyes distributivas de la multiplicac~6n sobre la 

adici6n. 

VI.3.3 TEOREMA 
¡ 

Sean A, B y e matrices de rnxn, nxp y nxp, retpectiv~rne~ 

te, y D, E y F matrices de rnxn, rnxn y nxp, r~spectiva -· 
·~\ !1 -

mente, cuyos elementos son núrnerós co¡¡tplejos¡ entónces: 

i) 

ii) 

A(B + C) 

(D + E)F DF + EF: 
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DEMOSTRAeiON 

Se demostrará a continuaci6n la distributividad por la izquierda 

(propiedad i), dejando al lector corno ejercicio la dernostraci6n 

de la distributividad por la derecha (propiedad ii) • 

Sean A ~· [a 1 ~ , B = [bi~ y e = [ c 1 ~ matrices de mxn, nxp y nxp, 

respectivamente; entonces 

B + e = [bij 

A(B + e) L~l 
L~l 
L~l 
[ n - l: 

k=l 

A(B + e) = AB + 

y la prueba termina. 

Matriz identidad 

+c. J lJ 

aik (bkj + ckj )] 

(aikbkj + aikck~)J 
n 

aikckj] aikbkj + l: 
k=l 

aikbkj] ~n aikckJ + l: 
k=1 

A e 

D 

por VI.2.1 

por VI.3.1 

por vi) de II.1.4 

por ii) y iii) de 
II.1.4 

por VI.2.1 

por VI. 3.1 

Se conoce como "matriz identidad" de orden n a una matriz cuadra-

da de orden n que es de la forma 

1 o 

o 1 

o o 

o o 

o 

o 

1 

o 

o 

o 

o 

1 
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Como puede verse, esta matriz está formada con unos :Y ceros única 

mente. Los elementos iguales a uno son aquellos en .que coinciden 
•, 

el número del rengl6n y el de la columna donde se encuentran, y 

todos los demás elementos son iguales a cero. 

Lo anterior permite establecer la siguiente definicí6n para la ma 

triz identidad. 

VI.3.4 DEFINICION 

Se llama matriz identidad de orden n a la ma'~riz cuadra 

da de orden n In =· [oij], tal que 

o .. 1, 
l.J 

si i j 

y 
o. o o, si i '1 j 

l.J 

Al simbolo o .. de la definici6n anterior se le conoc~ como "delta 
J.) 

de Kronecker". 
1 
i, 

La matr{z identidad juega un papel muy importante em el álgebra 
1: de matrices, ya que constituye un elemento idéntico para la multi 

plicaci6n. 

Por ejemplo, si premultiplicamos la matriz 

A 

por la matriz identidad de orden tres se tendrá 
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Si ahora postm~ltiplicamos dicha matriz por I2 se tendrá también 

En general, se tiene el siguiente teorema 

VI.3.5 TEOREMA 

Si A es una matriz de mxn con elementos en C¡ entonces: 

i) 

ii) 

DEMOSTRACION 

I A 
m 

AI 
n 

A 

A 

Se demuestra a continuaci6n la parte i) dejando como ejercicio al 

lector la demostraci6n de ii). 

i) Sea A= [aiJ una matriz de mxn con elementos en e y sea 

Im = [6~~. 

I A 
m 

I A -
m 

[k~l 6ikakJ 
[ 6 iiaij] 

[l·aij] 

[aij] 

por VI. 3.1 

por VI.3. 4 

por VI.3.4 

por iv) de II.l.4 

como se quería. 

o 



339 

VI.3.6 EJERCICIOS 

1.- Para las siguientes matrices 

A e rl -1 3] 
L 1 2 -1 

!1 

1 

CBA y BCA. calcular, de ser posible, AB, BA, BC, CB, ABC, 

2.- Demostrar que si A, B y e son matrices de mxn, nxp y nxp, res­

pectivamente, y ·D, E y F son matrices de mxn, mxn ~'y nxp, res -
!1 -

pectivamente, cuyos elementos son números complejos, entonces: 

a) (D + E)F 

b) A(B - C) 

e) (D - E) F 

DF + EF 

AB - AC 

DF - EF 

3.- Si A y B son dos matrices de mxn y nxp, respectivamente~ y a 
li 

es un número complejo cualquiera, entonces: 

a(AB) (aA)B A(aB) 

á) Ilustrar el enunciado anterior mediante un ejemplo. 

b) Demostrar dicho enunciado. 

4.- Demostrar que si A es una matriz .de mKn,con elementos en e, 

entonces: 

Al A 
n 
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5.- Para las siguientes matrices 

["'' 
3 -2l [b" o 

h:,l A -1 2 -1 B -1 2 

1 o o -2 3 b3 3 

determinar los valores de a 11 , b 11 , b2 3 y b 33 que satisfacen 

la igualdad 

AB = I 
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VI.4 INVERSA DE UNA MATRIZ 

En ciertos casos, para una matriz A es posible hall~r una matriz 

X tal que XA = I = AX, 

Por ejemplo, para la matriz 

se tiene que la matriz 

X= í 2 -1] 
~5 3 

es tal que 

XA [ 2 -1 J [ 3 1]. = [. 1 0 ] 

-5 3 5 2 o 1 

AX = [ 3 1 J ~ 2 
-1] [ 1 O] 

5 2 ~5 3 o 1 
,, 
i Se dice entonces que X es "inversa" de lé: matriz A l\i se represen-

ta con A-1 • 

VI.4.1 DEFINICION 

Sea A una matriz de nxn con elementos en C. Una 

matriz X se dice que es inversa de A si 

XA I 
n 

y se representa con A-1 • 

AX 
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Cabe hacer notar que la igualdad XA = AX sólo es posible cuando 

A y X son matrices cuadradas del mismo orden; en consecuencia, p~ 

ra que una matriz A tenga inversa es condición necesaria que sea 

cuadrada. Además, la inversa deberá ser también cuadrada y del 

mismo orden que A. 

La definición VI.4.1 establece lo que deberá entenderse por inver 

sa de una matriz cuadrada, pero no dice que toda matriz cuadrada 

tenga inversa, ni que dicha inversa (en caso de existir) sea úni-

ca. 

En lo que se refiere al primer punto, se puede demostrar, median-

te un ejemplo, que no todas las matrices cuadradas tienen inversa. 

En efecto, para la matriz 

A [: :] 

una matriz 

tal que XA = I deberá cumplir con 

[::: :j [: :] [: :] 
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esto ·es 

[

3x 
11 

3x 
2 1 

:] -t : J 
igualdad que, como puede verse¡ no se satisface para ningún valor 

de los elementos x 11 , x 12 , 

ra la matriz propuesta. 

X ' 2 1 
X 
.22 

Lueg·o, no existe ,-inversa p!!_ 

A las matrices que tienen i·nversa les llamamos "no singulares"* 

y a las que no tienen inversa "singulares". 

VI. 4. 2 DEFINICION. 

Sea A una matriz de nxn con elementos ·en C. S~ ·dice 
¡: 

que A es no singular si existe. A-1 , en caso cofttrario 

se dice que A es singular .• 
- ,¡ 

En lo que se refiere a la unicidad, se puede demostrar:: que la in­

versa de una matriz cuadrada (si existe) e¡; única, cornil> lo esta -
~1 

blece el siguiente teorema, en el que se enuncian además otras 

propiedades impor.tantes de la inversa. 

• 1: 

Al.gurwl> cmtoJLU emplean d :tM.m.i.rw "Jr.egulAJr." en vez de "rw 4.úlglLlaJL". · 
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VI.4.3 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices no singulares del mismo 

orden y A e C, entonces: 

i) l\1 es única 

ii) (A-1 )-1 = A 

iii) (AB)- 1 = a-1 A-1 

iv) (AA)-1 = 1 A-1 
'A , si A '1 o 

DEMOSTRACION 

Se demuestran a continuaci6n i) y iii) dejando al lector como 

ejercicio la demostraci6n de ii) y iv). 

i) ·sea A una matriz de nxn no singular, y sean X, Y dos inversas 

de A¡ entonces, por VI.4.1 

XA=I =AX 
n 

Por otra parte 

X XI 
n 

X(AY) 

(XA)Y 

I y 
n 

X y 

y 

por 

por 

por 

por 

por 

YA I 
n 

ii) de VI. 3. 5 

hip6tesis 

VI. 3. 2 

hip6tesis 

i) de VI. 3.5 

y en consecuencia la inversa es única. 

AY 

iii) Sean A y B dos matrices de nxn no singulares. Por VI.4.2 
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existen A-1 y B-1 y puede formarse el producto 

para el cual se tiene que 

(B-1 A-1 ) (AB.) = (B-1 A-1 ) [(A) (B)] 

= [<a-1 A-1 )A] B 

= [a-1 (A-1 A)] B 

En forma análoga puede demostrarse que 

por VI.3.2 

po•r VI. 3. 2 

por VI.4.1 

por VI. 3. 5 

por VI.4.1 

y, en· consecuencia, de VI. 4. 1 se tiene que B-1 A-1 es la in ver 

sa de AB; esto es 

como se queria. o 
Cabe hacer notar que de la expresión anterior se sigue que el pr~ 

dueto de dos matrices no singulares es una matriz no singular; re 

sultado importante del que haremos uso más adelante. 

Cálculo de la inversa por transformaciones elementai•les. 

Como hemos visto, hay matrices cuadradas que tienen inversa y hay 
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otras que no la tienen; por tanto, cabe ahora preguntarse cómo p~ 

demos saber si una matriz dada A tiene inversa o no la tiene y, 

en caso de que la tenga, cómo podemos. obtenerla. 

Un primer procedimiento que podría.ocurrirse consiste en plantear 

una matriz desconocida X, cuyos elementos x .. queremos determinar. 
~) 

Multiplicar dicha matriz por A y obtener los valores de xij que 

hacen posible ·las igualdades 

XA=I AX 

Este procedimiento, que se fundamenta directamente en la defini -

ción de inversa, nos conduciría sin embargo a un sistema de n 2 

ecuaciones con n 2 incógnitas, que para valores grandes de n resul 

ta muy arduo resolver. 

En su lugar se. propone a continuación un método más práctico que 

se basa en el empleo de las transformaciones elementales por ren-

glón, las cuales se manejaron en el capítulo anterior. 

El método consiste en aplicar una sucesión de transformaciones 

elementales a la matriz A hasta obtener la matriz identidad, y 

aplicar esta misma sucesión de transformaciones a la matriz In 

con lo que se obtiene A-1• Si no es posible transformar la'ma-

triz A en la matriz identidad entonces no existe A-1• 

Con el propósito de fundamentar teóricamente este método introdu­

ciremos a continuación el .concepto de matriz elemental y estable­

ceremos algunos resultados que nos permitirán concluir la validez 

del método. 

Matrices elementales 
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Consideremos la matriz 

[: 

2 -1 

_;] A 5 6 

1 4 

y apliquémosle la transformación elemental (T¡) que COf\'Siste en 
' 

intercambiar los renglones segundo y terce.ro; se obtie~e entonces 

la matriz 

2 

1 

5 

-1 

4 

6 

Esta matriz puede obtenerse también como resultado de u,;na múlti -

plicación. 

En efecto, si premultiplicamos A por la matriz 

se tendrá 

[: 

o 

:] [: 
2 -1 

_;] [: 
2 -l.J -l·· E¡A o 5 6 1 4:: 

1 1 4 5 6 7 . 
!' 

La matriz E¡ recibe el nombre de "mat~iz elemental" y, como puede 

verse, se· obtiene a partir de la matriz identidad efecti'uando en 

ella la transformación correspondiente (en este c~so el intercam-

bio de los renglones 2 y 3). 
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Se obtiene as! el. equivalente algebraico de "aplicar una tran~ -

formaci6n elemental" que es "premultiplicar por una matriz elemen 

tal". 

Es claro que existen Ú:es tipos de matrices elementales, corre~ -

pendientes a los tres tipos de transformaciones elementales. 

VI.4.4 DEFINICION 

Una matriz elemental es aquella que se obtiene aplicando 

a In una transformaci6n elemental y se representa con: 

I(i,j) 
n 

si se obtiene intercambiando los renglones 
i y j de In. 

si se obtiene multiplicando por un número 
k t O el rengl6n i de In. 

Ik(i,j) si se obtiene multiplicando por k el rengl6n 
n i de In y sumando el resultado al rengl6n j. 

De acuerdo con esta notaci6n, a· la matriz E 1 del ejemplo anterior 

le corresponde el s:mbolo I( 2 ' 3 ) 
3 

VI • 4 . 5 TEOREMA 

Si A es una matriz de mxn con elementos en e, entonces: 

i) I(i,j )A 
m 

ii) 

es la matriz que se obtiene intercambian­
do los renglones i y j de la matriz A. 

es la matriz que se obtiene multiplicando 
~or k el rengl6n i de la matriz A. 

iii) Ik(i;j)A es la matriz que se obtiene sumando al 
la matriz A el rengl6n i 
por k. 

m renglón j de 
multiplicado 
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DEMOSTRACION 

Se demuestra a continuación la proposici6n i), las pro~osiciones 

ii) y iii) se pueden demostrar de manera similar. 

Puesto que I{i,j) =[e l es una matriz identidad con ~os renglo-m rs.J 
nes i y j intercambiados, se tiene que 

para r ;. i, j; e o re re 

1 1, 
si e j 

para r i; e. 
~e o, si e ;. j 

1 1, 
si e i 

para r j; eje o, si e ;. i 

Sea I{i,j)A = B 
[bre] m 

{1) Para r ;. i, j se tiene que 

m m 
b 1;. erkake = I 0rkake re k=l k=l 

o a = l•a rr re. re 

por lo que e.l rengl6n r de B es igual al renglón r de A. 

{2) Para r i se· tiene que 

m 
b b. I eikake = e .. a. = l•a. = a. 
re ~e k=l ~J Je Je Je 

por lo que el rengl6n i de B es igual al reng16n 

{3) parar= j se.tiene que 

b re 

m 

k~l ejkake = ejiaie = l•aie = aie 

~e 

j de A. 

~e 

por lo que el rengl6n j de B es igual al rengl6n i de A· 

En consecuencia, de {1), {2) y (3) la matriz B se obtiene inter­
·' 
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cambiando los renglones i y j de la matriz A, como se quería. 

D 
De acuerdo con el teorema anterior, cuando una matriz se premulti 

plica por I~i,j) s~ intercambian sus renglones i y j. En partic~ 

lar, si e~ la misma I(i,j) la que se premultiplica por dicha ma-
n 

triz, tomando en cuenta que I(i,j) se obtiene intercambiando los 
n 

renglones i y j de In, se tendrá que 

por lo que I(i,j) tiene inversa, que es la misma I(i,j). 
n n 

Razonando de manera similar podemos concluir que la inversa de 

l.c i) 
Ik(i) es Ik , y que la inversa de Ik(i,j) es I-k(i,j)• 

n n · n n 

En consecuencia, se puede establecer que 

VI.4.6 TEOREMA 

Las matrices elementales son no singulares. 

y, tomando en cuenta el teorema VI.4.3, se tiene que 

VI.4.7 TEOREMA 

El producto de matrices elementales es una 

matriz no singular 

Justificación del método. 

Estamos ahora en condiciones de fundamentar el método descrito p~ 

ra obtener la· inversa'de una matriz mediante transformaciones el~ 
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mentales. 

En efecto, sea A una matriz de nxn con elementos e~· e y 

i) Supongamos que existe una sucesión (finita) de .. transformacio-
!! ne.s elementales 

T 1' T 2' • • •' Tk 

que aplicada a la matriz A la tran~forma en la 'matriz identi-

dad de orden n; esquemáticamente: 

A 

T 
1 

.... A 
1 

T 
2 

.... .... I 1' n., 
¡, 

Entonces, existe una sucesión (finita) de matri9es element~ -

les 

tales que 

por lo que 

I 
n 

Si. llamamos P al. producto Ek ••• E2 E1 , se tend'rá que 

PA I 
n 

Por otra parte, como P es un producto de matrices element~ -

les, de VI.4. 7 se sigue que P es no singular y existe p-I ; 

por tanto 
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p-1 (PA) p-1 I n 

(P-1 P)A p-1 In 

In A p-1 In 

A p-1· 

y postmultiplicando ahora por P 

AP = p-1 p 

AP I 
n 

En consecuencia 

PA I 
n 

AP 

y P es la inversa de A. 

El desarrollo anterior indica que la inversa de A (la matriz 

P) puede calcularse como ~1 producto de k matrices elementa -

les, las cuales deben obtenerse previamente; sin embargo, la 

matriz P puede calcularse directamente a partir de In como se 

muestra:a continuaci6n. 

En efecto, se tiene que 

E E 

p 

p = Ek (, •• (E2 (E1In)) ••• ) 

de donde podemos concluir que P se obtiene . .aplicando a In la 

sucesi6n de transformaciones elementales T1, T2, ••• , Tk. 
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Lo anterior sugiere, para prop6sitós de cálculo, el empleo de 
!' 

un arreglo formado por dos matrices de nxn. 

Inicialmente el arreglo tiene del lado izquierdo a la matriz 

A y del lado derecho a la matriz identidad In. :¡ 
Se· ef~ctG.an 

entonces. (en ambas matrices simultáneamente) las transforma-
'!1 -

cienes necesarias para obtener en el. lado izquierdo la matriz 

In, y al finalizar el proceso se obtiene en el lado d~:recho 

la matriz A-1 • 

En forma esquemática 

T¡ 
+ 

Para ilustrar lo anterior mediante un ejemplo consider~mos la 

matriz 

cuya inversa deseamos obtener. 

i Formemos primero. el arreglo [A 1 I J y efectuemos a continu.!!. 
11 

ci6n las transformaciones necesarias para obtener en e] lado 

izquierdo una matriz escalonada (como en el método de ¿auss). 

[~ : 
-1 -4 

o 

1 

2 

1 

o 

o 

o 

1 

o 

o 1 o 
1 -2 1 

2 1 o 

1 

1 

-2 

y una vez que se ha obtenido ésta continuamos con el pr,oceso 

hasta obtener en el lado izquierdo la matriz identidad " 

o 

o 

1 
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l: 
3 o 1 o 'j l' o 

o 16 -6 

'J r o o 16 

T3 -1 o 5 -2 1 T.: 0 -1 o 5 -2 ~ T: : 1 o -5 

o 1 -2 1 o o o 1 -2 1 o 1 -2 

con lo que se llega al arreglo [r¡IA-~ y, en consecuencia, 

para la matriz A en cuestión se tiene que 

[" -6 

-J A-1 -5 2 

-2 1 

:; .i) Supongamos ahora .que la matriz A no puede ser transformada en 

la matriz identidad mediante una sucesi6n de transformaciones 

elementales. 

-6 

2 

1 

Se tiene entonces una sucesión de transformaciones elementales 

que aplicada a la matriz A la transforma en una matriz e que 

tiene un renglón de ceros: y existe por tanto una sucesi6n de 

matrices elementales 

tales que 

E 
r 

Si llamamos Q al.producto Er 

QA e 

E 2 E 1 , se tendrá que 

Por VI.4.7 Q es una matriz no singular, y si A fuese también 

no singular por iii) de VI.4.3 se tendría que e es no sing~-

-:] 
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lar¡ sin embargo, e es singular puesto que tiene un !rengl6n 

de ceros y para cualquier matriz M el producto MC tiene un 
il 

rengl6n de ceros, es decir que no existe M tal que f1C = I. 

En consecuencia la matriz A es singular y no existe ::A-1 • 

Para ilustrar este caso consideremos la matriz 

Formemos el arreglo [A 1 I a] y tra ternos de obtener en;, el lado 

izquierdo la matriz identidad 

[: 
3 o 1 o :}:[: 

3 o 1 o l[:• 3 o 

6 1 o 1 o 1 -2 1 o 1 

-3 2 o o O. 2 1 o 1 o ': o o 

,. 

1 

-'2 

5 

Como se ve, en el lado izquierdo del último arreglo' se ha ob-

tenido una matriz con un rengl6n de ceros, por lo 
,. 

que la ma -

triz A es singular y no tiene inversa. 

VI. 4.8 EJERCICIOS 

1.- Para las matrices 

[' -1 -1 

_:] 
1 1 1 

A'= -2 1 o y B 2 3 2 

-2 o 1 2 2 3 

o o o 

obtener el producto AB 

¿Puede decirse que A es inversa de B? ¿Por qu~? 

o 

:J 
1 

-2 
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2.- Demostrar que si A es una matriz no singular con elementos 

en e y A ~ e, entonces: 

si A '1 O 

3.- Para cada una de las siguientes matrices, obtener una matriz 

P tal que PA sea una matriz escalonada: 

. [1 2 -1 
i) A = O -2 4 

3 1 7 

ii) A 

i 

o 

-i 

-1 

o 

1 

2 

o 

i 

1 

1 

4,- Obtener la inversa, si existe, dé cada una de las siguientes 

matrices 

A 

1 

1 

2 

1 

2 

•3 

4 

1 

5.- Para la mat~iz 

A 

1 2 

3 -1 

o 

-2 

4 

1 

y 

3 

3 

3 

1 

e 

1 

2 

3 

1 

o -1 

m 2 

2 

o 

1 

2 

B 

determinar el conjunto de valores para los cuales A-1 existe 

y obtenerla. 
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VI.S ECUACIONES CON MATRICES 

Consideremos ahora las matrices 

A • [: :] 
B [ 4 o -2] 

1 -3 -1 

y preguntémonos si es posib,le hallar una matriz X qú$ satisfaga la 

siguiente relaci6n 

AX + B 3X. · 

1 
1 

Hemos planteado con ello una ecuaci6n entre matrices/ donde la ma-

triz X es la inc6gnita. 

En ciertos casos estas ecuaciones, conocidas como ec~aciones matri 

ciales, pueden resolverse siguiendo el mismo procedi~iento que se 

emplea par.a resol ver. ecuaciones planteadas con númerql'si ~sto es, 
. i 

tratando de "despejar" la inc6gnita en términos de los otros ele-
;, 

mentos que intervienen .en ra ecuaci6n. Sin embargo, :·las propieda-

des de las operaciones con matrices presentan, como ~emos v·isto·, 

algunas diferencias respecto a las propiedades 

con números, por lo que debemos tener especial 

de las operaciones 
i 

cuida4o en que los 

"pasos" efectuados en el despeje sean válidos en el ~lgebra de ma­
i• 

trices. 

Volviendo al ejemplo que nos ocupa, para "pasar" la Ii\atriz B al 

miembro derecho de la ecuaci6n podemos proceder de la si~uiente ma 

nera: 

Por iv) de VI. 2-.2 existe -B, por lo que, de la expre~i6n origÚial 

(AX + B) + (-B) = 3X + (-B) 



en consecuencia 

AX + [ B + (-B) ] 

AX + O 

3X + (-B) 

3X + (-B) 

AX = 3X + (-B) 
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por i) de VI.2.2 

por iv) de VI.2.2 

por iii) de VI.2.2 

Para "pasar" ahora la matriz 3X al miembro izquierdo de la ecua -

ci6n: 

por iv) de VI.2.2 existe -(3X), y de la expresi6n anterior 

- (3X) + AX = - (3X) + [ 3X + (-B) ] 

de donde 

-(3X) + AX [ -(3X) + 3x] + (-B) ·por i) de VI.2.2 

-(3X) + AX O + (-B) por iv) de VI.2.2 

-(3X) + AX = -B por iii) de VI.2.2 

Ahora, para "factorizar" a X procedemos como sigue: 

Probamos primero que 

-(ax) = (-a)x 

por lo que podemos escribir simplemente -aX. 

En efecto, si a es un escalar de e y X una matriz de mxn con ele 

mentos en C: 
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ax + [<-a>x] [a + (-a) ] X por ii) de VI.2.5 

O• X por v) de I~.l.4 

aX + (-a)X o por 5.c) de,VI.2.6 

de donde 

(-a) X = - (aX) por iv) de VI.2.2 

Llevando este resultado al desarrollo anterior podemos es9ribir 

(-3)X + AX -B 

de donde se sigue que 

(-3) (IX) + AX = -B 

[!-3) I] X + AX -B 

(-3I)X + AX -B 

(-3I + A)X = -B 

:i 
por i) de VI.3.5 

por 3 de VI. 3. 6 

por lo que acabamos 
de demostrar 

por ii) de ~I.3.3 

Finalmente, para despejar X premultiplicamos por la inversa de 

(-3I +A), lo cual es válido s6lo si dicha matriz es no singular. 

Asi: 

Si a (-3I + A)-1 se tiene que 

(-3I + A)- 1 [ (-3I + A) X J (-3I + A)- 1 (-B) 

y en consecuencia 



J60 

[<_:JI + A)- 1 (-3! +Al] X (-JI + A)-1 (-B) por VI.J.2 

IX (-JI + A)-1 (-B) por VI.4.1 

X (-3!. + A)- 1 (-B) por i) de VI.J.5 

con lo que hemos conseguido expresar a X en ·t~rminos de las matri-

ces A y B y del escalar J que aparecen en la ecuaci6n. 

En el desarrollo anterior hemos efectuado uno a uno todos los p~ -

sos necesarios para resolver la ecuaci6n, y los hemos justificado 

formalmente con el prop6sito de ilustrar c6mo puede despejarse la 

inc6gnita en una ecuaci6n matricial empleando las propiedades del 

álgebra de matrices; sin embargo, en la práctica es aconsejable 

suprimir los pasos que resultan obvios y s6lo especificar detalla-

damente aquellas partes del proceso donde existan dudas. Por otra 

parte, la justificaci6n formal dé los mismos suele dejarse para 

las demostraciones Gnicamente. 

Regresando al ejemplo, para obtener los elementos de la matriz X 

bastará con efectuar las operaciones indicadas .en la Gl tima expr~ 

si6n obtenida. Asi 

para calcular la inversa de esta matriz procedemos como sigue 

[: 1 :].[: 4 2 

5 o 5 

1· 
2 

o :].[: 2 

-1 

1 
2 :] 
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[: 2 
1 

_:] [: 
o 5 

_:] 2 - 2 
... 

1 
3 

1 
3 

2 2 

por lo que 

X (-3! + A)- 1 (-B) [-: _:] [ :: : :] [ _: _: -:] 
es la matriz que satisface la ecuación propuesta. 

Representación matricial de un sistema de ecuaciones lineales. 

Otro ejem¡:;¡lo de ecuación matricial, de uso frecuente en las apli­

caciones, lo constituye la llamada r_epresentación matricial de "un 

sistema de ecuaciones. 

Como se sugirió al inicio de la secci6n VI.3, con base en las de­

finiciones de igualdad y d.e m1.1:ltiplicélción de matrices, un siste-

ma de m ecuaciones lineales con n incógnitas puede quedar repr~ -

sentado por la-expresión 

AX =B. 

donde A es una matriz de mxn que se conoce como "matriz de coefi­

cientes" del sistema, X es una·matriz de ~x1 conocida como "vec-

tor de incógnitas" y B es una matriz de mx1 conocida como "vector 

de términos independientes". 

Esta ecuación puede resolverse premultiplicando por A-~ cuando A 

sea una matriz no singular. 

En efecto, si :¡¡ A- 1 se tiene que 
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(A- 1 A)X 

IX 

X 

As!, por ejemplo, el sistema ·de ecuaciones lineales 

x 1 + 3x 3 2 

x2 - 2x,. -1 

x 1 + x 2 + 2x 3 3 

puede ·expresarse en forma matricial como AX B, donde 

[: 
o -:] X • [ ::] ··[-:] A 1 y 

1 

Para determinar si existe A-1 y obtenerla procedemos como sigue 

[: 
o 3 1 o :] [: 

o 3 1 o :] i -2 o 1 1 -2 o 1 

1 2 o o 1 -1 -1 o 

[ : o 3 1 o 

:] [: 
o o 4 3 -3 ] 1 -2 o 1 1 o -:-2 -1 2 

o 1 ~1 -1 o 1 -1 -1 1 

por lo que 
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y en consecuencia 

X 

es la solución del sistema; es decir 

X¡ = -4, X2 = 3, .X! = 2 

- Diferencias entre el álgebra de nameros y el álgebra. de matrices. 

Con objeto de prevenir al lector sobre errores que pueden cometer­

se al aplicar descuidadamente a las matrices las reglas usuales en 

el manejo de los nameros, se presentan a continuación algunas dif~ 

rencias importantes entre el álgebra de los nameros y el álgebra 

de las matrices. 

1) La diferencia más general consiste f,!n que podemos sumar o multf. 

plicar dos nameros cualesquiera, mj.entras que no siempre pod~ -

mos hacerlo con las matrices, puesto que éstas deben ser confor 

mables para la operación a efectuar. 

Como consecuencia de ello podemos encontrarnos con ecuaciones 

matriciales "mal planteadas", en el sentido de que no puedan 

efectuarse las operaciones propuestas. Por ejemplo, si para 

las matrices A y B del inicio de esta sección planteamos la 

ecuación. 

XA + B = 3X 
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se tendrá que, como A es de 2x2, la ·matriz X deberá ser de mx2 

para que exista el producto XA, y en tales circunstancias XA 

será también de mx2 por lo que no podrá sumarse con B. ·Luego, 

no·existe matriz X alguna que permita efectuar las operaciones 

propuestas en el miembro izquierdo de la ecuaci6n. 

Las diferencias más significativas, sin embargo, son las rela­

cionadas con la multiplicaci6n; entre las cuales se cuentan 

las siguientes. 

2} La multiplicaci6n de números es conmutativa, mientras que la 

multiplicaci6n de matrices no lo es. 

Como consecuencia de ello se tiene que, para los números 

b = e ) ab ac 

y también 

b e ) ab ca 

mientras que para l.as matrices 

B e > AB AC 

pero 

B C =j:) AB = CA 

Así, por ejemplo, al despejar la inc6gnita X de una ecuaci6n 

·matricial 

AX B 

se premultiplican ambos miembros por A-1 con lo que se obtiene· 
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resultado que, en general, difiere de 

que se obtendr1a premultiplicando por A-1 el miembro izquierdo y 

postmultiplicando por dicha matriz.el miembro derecho. 

3) El producto de dos números ·difer.entes de cero es diferente de 

cero, mientras que el producto de dos matrices diferentes de la 

matriz cero puede ser igual a la matriz cero. 

Por ejemplo, para las matr·~ces 

A [
' 1 -~ ] 

-3 6 

y B 

se tiene que A# O, •·# O y . AB 

4) La ley cancelativa para la. multiplicaci6n ·.tiene una aplicaci6n 

más restringida en el caso de las·matrices. 

En efecto, para los números se tiene que 

si a # O entonces ab ac ) b =·e 

lo cual no es válido para las matrices ya.que, por ejemplo, pa­

ra las matrices A y B citadas anteriormente se tiene que A # O 

y 

AB AO 

sin embargo, esto no implica que B =· O¡ es decir, no podemos 

"cancelar" la matriz A en la expresi6n anterior. 
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Para las matrices, la ley cancelativa puede enuncia~se de la 

siguiente manera 

Si A es no singular entonces AB AC -) B e 

como el lector podrá demostrar fácilmente. 

Antes de concluir esta secci6n conviene señalar que hay ecuaciones 

matriciales, del tipo que hemos planteado aqu!, las cuales no pue­

den resolverse empleando el procedimiento que hemos descrito y 

que, sin embargo, tienen soluci6n. Para estos casos queda el re­

curso de plantear un sistema de ecuaciones lineales equivalente y 

resolverlo empleando el método de Gauss. 

VI.S.l EJERCICIOS 

1.- Si definimos A2 A A, considere el siguiente desarrollo 

(A+B) 2 - (2A+B) B (A+B) 2 - (2AB+B 2 ) 

(A+B) 2 - 2AB- B2 

A2 + 2AB + B2 - 2AB - B2 

(A+B) 2 - (2A+B)B A2 

y compruebe la validez de la última expresi6n para las matri 

ces 

A·[; :] B [: :] -1 

¿Hay algún error? Explique en que consiste. 
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Obtener la matriz X, si existe, tal que: 

al XAB = e + X 

si A [:] B [1 .-1 J e [: :] 
b) XA + B = XC 

si A ~: -:] B . [ 3 -2] e - [: _:] 1 -1 

e) AX + e B 

[ 3 -2 J [: _: J e 'J 
si A 

-~ _:. 
B = e 2 -1 

2 o 

d) A + XB XC 

[: _:] [: 
-2 

:] r: : J si A B = e = 
-1 3 -2 

Para las matrices 

A -[_: :] B l: _:] e ~: -: J 
y la ecuaci6n B(XA + B) = e - 3XA 

a) Obtener la expresi6n de X en términos de A, B y e 

b) Obtener los elementos de la matr.iz X que resuelve la ecua -
ci6n. 

Demostrar que si A es no singular, entonces: 

i) AB AC => B e 
ii) BA CA => B e 
iii) AB CA ~ B e 
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VI. 6 TIPOS ESPECIALES DE MATRICES CUADRADAS 

Las matrices cuadradas desempeñan un papel muy importante en la 

teoría de matrices, especialmente en lo que se refiere a sus apli-

caciones. Es por ello que se establece cierta terminología esp~-

cial para este tipo de matrices, de la cual nos ocuparemos en ~sta 

sección. 

Diagonal principal, triángulo superior y triángulo inferior. 

En una matriz cuadrada pueden distinguirse tres "regiones": 

a a , a 
2 1 2 2 ""' 2 3 

A a a a 
3 1 3 2 3 3 

a a a 
n 1 n 2 n 3 

a 
2n 

a ~ triángulo superior 
3n 

diagonal principal 

triángulo inferior 

i) La "diagonal principal", constituida por los elementos aij 

tales que i = j; es decir por los elementos de la forma aii. 

Dichos elementos se encuentran ubicados en lo que geométric~ 

mente sería una de ·las diagonales del cuadrado formado por la 

matriz (la diagonal que va de izquierda a derecha y de arriba 

hacia abajo) 

ii) El "triángulo superior", constituido por los elementos aij 

tales que i < j. 

Estos elementos se encuentran situados "por arriba" de la dia 

gonal principal. 
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iii) El "triángulo inferior", constituido por los ele~entos a .. ta 
1] 

les que i > j. 

Estos elementos se encuentran situados "por debajo" de la dia 

gonal principal. 

Los tipos especiales de matrices cuadradas que veremos en esta sec 

ción se refieren a la·naturaleza y disposición de los elementos de 

acuerdo con estas tres "regiones". 

Traza 

Se conoce como traza de una matriz cuadrada al número que se óbti~ 

ne sumando los elementos de su diagonal principal, como lo estable 

ce la ~iguiente definición 

VI.6.1 DEFINICION 

Asl:, por 

Sea A = [ a 1J una matriz de ·nxn con elementos en C. 

Se llama traza de A, y se representa con tr A, al 

número 

ejemplo, para 

2 -3 

-1 -4i 
A 

5 2 

3i -6 

o 

2 

o 

1 

n 
¡: 

i=l 
a .. 

11 

la matriz 

Í:il 
-1 

Si 
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se t.iene que 

tr A a
11 

+ a 22 + a 33 +a~~ = 2 + (-4i) +O+ 5i = 2+i 

De acuerdo con VI.6.1, la traza define una funci6n del conjunto de 

matrices cuadradas con elementos en e en el conjunto dé los núme -

ros complejos. Dicha funci6n tiene las propiedades que se enun 

cian a continuaci6n 

VI.6.2 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices de nxn con elementos en e 

y a e: e: 

i) tr (A+B) (tr A) + (tr B) 

ii) tr (aA) a(tr A) 

iii) tr(AB) tr(BA) 

DEMOSTRAeiON 

Se demuestran a continuaci6n i) y ii) dejando al lector como ejer-

cicio la demostraci6n de iii). 

Sean A y B = [ bi~ dos matrices de nxn con elementos 

en e y sea a e: e: 

i) tr (A+B) tr [ aij + bij] 
por VI. 2.1 

n 
¡: (aii + bi) por VI. 6.1 

i=l 

n n 
¡: a .. + ¡: b .. por ii) y iii) de 

i=l 
ll i= 1 

ll II. l. 4 

tr(A+B) (tr A) + (tr B) por VI. 6.1 
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'H) tr(aA) ·tr [ aad por VI. 2. 4 

n 
I: (~aii.) 

i=l 
por VI. 6.1 

n 
= CL I: a .. 

i=l ll 
por vi) de II.l.4 

tr (aA) a(tr A) por VI.6.1 
D 

Matrices triangulares 

VI.6.3 DEFINICION 

Sea A = [ a i J una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que: 

i) A es triangular superior si 

ii) A es triangular inferior si 

a .. 
l) 

a .. 
l) 

o 

o 

para 

para 

i > j 

i < 

Obsérvese que, de acuerdo con esta definici6n, en una matriz tria~ 

gular superior los elementos correspondientes al triángulo inferior 

son todos nulos. En consecuencia, en una matriz de este tipo s6lo 

pueden hallarse elementos distintos de cero en el triángulo sup~ -

rior y en la diagonal principal. Por ejemplo, ·las siguientes ma -

trices son triangulares superiores 

[:" 
a 

:·~ 
2 -3 o l+i o o o o 

1 2 

a o -4i 2 4 o o o o 
2 1 2 2 

o a o o o -1 o o o o 
3 3 

o o o· Si o o o o 

Por el contrario, en una matriz triangular inferior los elementos 
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del Eriángulo superior deben ser nulos, como es el caso de las si 

guientes matrices 

-i o o o 

2 Si O o 

i -3 7 o 

o o 1 o 

Con relaci6n a las matrices triangulares, superiores e inferiores, 

se tiene el siguiente teorema 

VI.6.4 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices triangulares superiores (inf~ 

rieres) del mismo orden y a E e, entonces: 

i) A+B es triangular superior (inferior) 

ii) aA es triangular superior (inferior) 

iii) AB es triangular superior (inferior) 

DEMOSTRACION 

Las propiedades i) y ii) son evidentes, por lo que omitiremos su 

dernostraci6n. 

y B [ b i j] dos matrices triangulares su-

periores de orden n~ De VI.3.1 se sigue que 

AB donde 

Veamos que pasa con los sumandos de la. expresión anterior 

cuando i > j, para todos los valores de k= 1, ... , n: 
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1°) si k< i, de i) de VI.6.3 aik O, por lo que aikbkj = O. 

2 o) si k ~ i, 

por lo que 

entonces k > j 

también aikbkj 

y de i) de VI.6.3 bkj = O, 

o. 

En consecuencia, cuando i > Pij O y, de i) de VI.6.3, 

AB es triangular superior. 

Si A y B son triangulares inferiores la prueba es similar. 

o 
Matriz diagonal y matriz escalar 

Una matriz que es triangular superior e inferior a la vez; esto 

es, une matriz cuyos elementos situados fuera de la diagonal prin-

cipal son todos nulos, recibe el nombre de matriz diagonal. 

Debido a su peculiar estructura, para este tipo de matrices suele 

emplearse una notación especial en la'que se especifican sólo los 

elementos que integran la diagonal principal, ya que los demás son 

iguales a cero. 

VI.6.5 DEFINICION 

Sea A = [ aijJ una matriz de nxn con elementos en c. 

Se dice que A es una matriz diagonal si a •. = o 
l] 

para i f. j, y se· representa con 

diag(a , a 
1 1 2 2 

a ) 
nn 

Así, por ejemplo, la matriz 
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2 o o o 

o -4i o o 

o o o o 

o o o Si 
- -

es una matriz diagonal y se representa con 

diag (2, -4i, O, Si) 

Los cálculos para efectuar operaciones con matrices se simplifican 

notablemente. cuando se trata de matrices diagonales, especialmente 

la multiplicaci6n y el cálculo de la inversa, como lo establece el 

siguiente teorema 

VI.6.6 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices diagonales tales que 

A = diag(a , 
11. 

a ' ... , 
~ ~ 

a ) y B = diag(b , b , ••• , 
nn 11 ~ ~ 

entonces: 

i) A+B 

ii) a A 

iii) AB 

diag(a +b , a +b , ••• ,a +b ) 
11 11 ~ ~ ~ ~ nn nn 

diag(aa 11 , a a 
~~ 

aa ) 
nn 

diag(a 1. 1 b 11 , a b , ••• ,a b ) 
22 22 nn nn 

bnn) y a e: e, 

iv) diag(~, a 1 1 , . .. ,.a-), ~i A es no singular. 
1 1 ~ ~ nn 

DEMOSTRACION 

Se demuestran a continuaci6n iii) y iv) 

iii) Sean A y B dos matrices diagonales de orden n. De VI.3.1 se 

sigue que 
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pero de VI.6.5 se tiene que aik = O si i t k y 

si k f j, por lo que 

O, si i t j 
y 

en consecuencia 

AB = diag(a b , a b , .•• ,a b ) 
11 11 22 22 nn nn 

iv) Sea A = [ aij] una matriz de nxn no singular, y sea 

A-1 = [ xij] la inversa de A. Entonces 

A-1 A I 
n 

por VI. 4.1 

[kL 
xikakj] I 

n 
por VI.3.1 

[k~l x.kak ·] . 1 J [óij] 
por VI.3.4 

n 
l: xikakj óij; >¡. i, j 

k=l 
por VI. l. 2 

x .. a .. 
1 J J J 

>¡. i, j por VI.6.5 

Entonces, si i j de VI.3.4 se tiene que 

de donde 

x .. a.. 1 
~l. 11 

X •• 
11 

- 1-, si a .. 
11 

aii t O, lo cual se cumple puesto 

que a A" 1 
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Además, si i f de VI.3.4 se tiene que 

x .. a.. Ó 
~J JJ 

de donde 

xij = O, puesto que ajj f O. 

En consecuencia 

A-1 = diag (-1-, 1 a a-, ... , _1_) 
a 

1 1 2 2 nn 

y la prueba termina. 
D 

Como consecuencia de la propiedad iii) del teorema anterior y de 

iii) de !!.1.4, las matrices diagonales del.mismo orden son perm~ 

tables. 

Un caso particular de matriz diagonal es aquel en que todos los 

elementos de la diagonal principal son iguales: A una matriz de 

este tipo se le conoce como "matriz escalar"; es decir, una matriz 

A = [a. l de nxn con elementos en e se dice que es una matriz es-
~jj . 

calar si a 1 j = O para f f j y a 11 ~ a ~ i, donde a E C. 

Así pues, una matriz escalar es de la forma 

a o o o 

o a o o 

o o a o 

o o o a 

y es claro que puede expresarse como ai, donde I es la matriz - -
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identidad de orden n; en consecuencia, premultiplicar una matriz 

M por una matriz escalar al es equivalente a multiplicar por el 

escalar a. A esta propiedad, de la cual ya hicimos uso en la sec 

ci6n anterior, se debe el nombre de matriz escalar. 

VI.6.7 EJERCICIOS 

1.- a) Para las matrices 

A B 
1 i 2 1] 
l-: -~ _: 

verificar que tr(AB) = tr(BA) 

b) Demostrar que si A y B son dos matrices de nxn con elemen 

tos en e, entonces 

tr(AB) tr(BA) 

2.- a) Hallar dos matrices A y B tales que 

tr (AB) '/ (tr A) (tr B) 

b) Para las matrices 

A B 

obtener una pareja de valores (a 3 3 , b 1"1) tales que 

tr (AB) = (tr A) (tr B) 
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3.- a) Si A es una matriz de 2x2 con elementos en C, demostrar 

que existen dos matrices, una triangular inferior (X) y · 

otra triangular superior (Y), tales que A= XY 

b) Para 

A = [: -:] 

obtener dos matrices X (triangular inferior) y Y (triang~ 

lar superior) tales que 

A = XY 

4.- Para la matriz triangular superior 

T = [: -: -:j 
o o - 1' 

obtener T-1 

¿En general, si T es una matriz triangular superior de nxn, 

su inversa es triangular superior? ¿Por qué? 

5.- Para las matrices 

A = r ~ _: ~:] 
G1 o 2 

D = [: 
-1 

1 
1~2k]· 
2+3k 

1 

k+2 

a) Obtener AB 

b) Determinar qué condiciones debe cumplir k para que exista 

(CD)- 1 

e) Obtener (AB) (CD)-1 
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VI,7 OPERACIONES SOBRE UNA MATRIZ 

Ademli.s de las operaciones como la adición y la multiplicación exis 

ten "operaciones"· de otro tipo, las cuales se efectúan sobre una 

sola matriz trimsformli.ndola, ·generalmente, en otra matriz diferen-

te. 

De es,tas operaciones, que hemos agrupado bajo el titulo de "opera-

cienes sobre una matriz", nos, ocuparemos en esta secci6n; ast como 

de algunos tipos especiales de matrices definidos en términos de 

dichas operaciones. 

Transposición 

La transposición es una operaci6n que transforma una matriz en 

otra, llamada su transpuesta; cuyos renglone.s son las columnas de 

la matriz origin~l y cuyas columnas son los renglones de la matriz 

original. Al respecto se tiene la siguiente definición 

VI.7.1 DEFINICION 

Sea A = [ aij] una matriz de mxn con elementos en c. 

Se llama transpuesta ·de A a la ma.triz de nxm 

AT [ cij] tal que 

De acuerdo con esta definici6n;' el elemento correspondiente al re~ 

glón i y columna j de AT es el que se encuentra en el renglón j y 

columna i de la matriz A. 'Ast, los renglones de A T son las c:olum­

nas de A y las columnas de AT son lós ;englones de A. 
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Por ejemplo, para la matriz 

A [
2i O -iJ 
5 1 1-3i 

se tiene que 

AT= [:11 :1j [:11 :2J [:i : J 21 22 12 22 
e e a a -i l-3i 31 32 13 23 

Las principales propiedades de la transposici6n se presentan en el 

siguiente teorema 

VI.7.2 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices con elementos en e y a E e, 

entonces: 

i) (AT)T A 

ii) (aA) T aAT 

iii) (A+B)T = ~T + BT , si A + B puede obtenerse 

iv) (AB)T = BTAT, si AB puede obtenerse 

DEMOS TRAe ION 

Las propiedades i), ii) y iii) son evidentes, por lo que omitimos 

su demostraci6n sugiriéndola al lector como ejercicio. 

iv) Sean A = [ aij] y B = [ bij] dos matrices con elementos 

e, de mxn y nxq respectivamente; y sean A T = [e. :1 y 
. . l~ 

en 

BT [ diJ sus respectivas transpuestas. Entonces, de 
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VI.3.1 

donde 

y en consecuencia 

(AB) T = [ Pji] [k~1 a:jkbki] por VI.7.1 

[ n 
bkiajk] l:. por iii) de II .l. 4 

k=1 

[k~1 dikckj] por VI.7.1 

(AB)T BTAT por VI. 3.1 

Matrices simétricas y antisimétricas. 

La transposici6n d~ lugar a la definici6n de dos tipos especiales 

de matrices cuadradas, como se establece a continuaci6n. 

VI.7.3 DEFINICION 

Sea A una matriz de nxn con elementos en C. Se dice qu.e: 

i) A es simétrica si AT = A 

ii) A·es antisimétrica si AT -A 

Veamos ahora que características tienen los elementos de una ma 

triz simétrica y de una antisimétrica. 

De VI.7.3 A es simétrica si 
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en consecuencia, de VI.7.1 A es simétrica si· 

esto es, si 

a ... 
l.] 

a .. 
]l. 

lJ. i,j 

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto a la diagonal 

principal son iguales. 

Por ejemplo, la siguiente matriz es simétrica 

A [
-1 5 2-~l 

5 3i -J. 

2-i -i o 

ya que ! a = a = 5 
1 2 2 1 

a = a = 2-i 
1 3 3 1 

a a -i 
23 32 

De manera similar, para las matrices antisimétricas se tiene 

A -AT 

[ aij] [ -ajJ 

a .. -a .. lJ. i, j 
l.] ]l. 

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto a la diagonal 

principal deben ser uno el negativo del otro. Ademá·s, de la expr~ 

si6n anterior se tiene, para i = j, que 

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser nulos. 

La siguiente matriz, por ejemplo, es una matriz antisimétrica 
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a -a -5 
1 2 2 1 . 

A a 
1 3 

-a 
31 

-2+i ya. que 

a -a i 
2 3 3 2 

a a a o 
11 2 2 3 3 

Las matrices simétricas y antisimétricas tienen, entre otras, las 

propiedades que se enuncian en .los dos siguientes teoremas. 

VI. 7. 4 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices simétricas (~ntisimétricas) 

de nxn 

i) A+B es simétrica (antisimétrica) 

ii) aA es simétrica (antisimétrica) 

DEMOSTRACION 

Se demuestra a continuaci6n .únicamente la parte i) para el caso de 

matrices simétricas. 

Sean A y B dos matrices del mismo orden. Entonces, por iii) de 

VI. 7. 2 

Si A y B son simé·tricas, de VI. 7. 3 A T B, por lo que 

(A+B) T A+B 

En consecuencia, de VI.7.3 A+B es simétrica y la prueba termina. 

D 
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VI.7.5 TEOREMA 

Si A es una matriz de nxn con elémentos en e, 'entonces: 

i) A+AT es simétrica 

ii) A-AT es antisimétrica 

DENOSTRACION 

i) Si A es una matriz de nxn, por VI.7.1 

y por iii) de VI.7.2 

AT es también de nxn 

en consecuencia, por i) de VI.7.2 y por ii) de VI.2.2 

por lo que, de VI.7.3, A+AT es simétrica. 

La prueba de ii) es similar. 

D 

Conjugaci6n 

La conjugac.i6n transforma una matriz en otra, llamada su conjugada, 

cuyos elementos son los conjugados de los elementos correspondien­

tes en la matriz original, como lo establece la siguiente defini -

ci6n. 
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VI.7.6 DEFINICION 

Sea A una matriz de.mxn con elementos en c. se 

llama conjug~da de A a la matriz de mxn 

que 

a .. 
~J 

As1, por ejemplo para la matriz 

A [ 2i O -i ] 

5 1 1-3i 

se tiene que 

[
c 11 c 12 c 1 ] [a11 a 1.2 a13] [-2i o i J 
e e e = a a a. 5 1 1+3i 

21 22 23 21 22 23 

.Las principales propiedades de la conjugaci6n son las siguientes 

VI.7.7 TEOREMA · 

Si A y B son dos matrices.con elementos en C y a E e, 

entonces: 

i) (A) = A 

ii) CiA· = a x 
iii) A+B- ='A'+ B, si A+B puede obtenerse 

iv) AB = A B, si AB puede obtenerse 
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DEMOSTRACION 

Se demuestra únicamente la propiedad iv). 

Sean A = [ aij] y B = I bij] dos matrices con elementos en C, de 

mxn y nxq respect.ivamente; y sean A = [ ciJ y B = [ diJ sus· 

respectivas conjugadas. Entonces de VI.3.1 

AB = 
[ k~l aikbkj] 

y en consecuencia 

AB = [k~l aikbkj]. 
por VI. 7. 6 

[ k~l aikbkj] por v) 'de II.1.6 

[k~l a:ik'bkj] por vil de II.·l. 6 

[k~l cikdkj] por VI. 7. 6 

AB XB' por VI.3.1 

D 
Matrices reales e .imaginarias 

La conjugación también da lugar a dos tipos especi~les de matri 

ces, de acuerdo con la siguiente definición 

VI.7.8 DEFINICION 

Sea A unq matriz de mxn con elementos en c. Se dice que: 

i) A ea real si X = A 

ii) A es imaginaria si X -A 
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Los elementos de una matriz real (en el sentido que establece 

VI.7.B) son; en efecto, números real~s; ya que 

a .. 
l.J 

Para una matriz imaginaria se tiene, de acuerdo con VI.7.B, que 

por lo que sus elementos son números imaginarios. 

Las matrices realei e imaginarias iienen las propiedades enuncia 

das en los dos siguientes ,teoremas; cuya demostraci6n se deja ,al 

lector. 

VI.7.9 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices reales (imaginarias), entonces: 

i) A+B es real , (imaginaria), si A+B puéde obtenerse 

ii) ABes real (real), si AB puede obtenerse 

VI.7.10 TEOREMA 

Si A es una matriz de mxn con .elementos en e, entonces: 

i) A+A es real 

ii) A-A es imaginaria 

Conjugaci6n-transposici6n. 

Se conoce como conjugaci6n-transpos.icicSn a la· aplicaci6n sucesiva 

de las dos operaciones definidas anteriormente. A la matriz que 

se obtiene se le llama conjugada-transpuesta de la matriz original, 
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corno lo indica la siguiente definición 

VI.7.11 DEFINICION 

Sea A una matriz de rnxn con elementos en c. Se llama 

conjugada-transpuesta de A, y se representa con A*, a 

la rnat'riz de nxrn definida por 

A* = (A) T 

El orden en que se efectúen las operaciones de transposición y con 

jugación es indiferente, corno lo sefiala el siguiente teorema 

VI. 7 .·12 TEOREMA 

Si A es una rna~riz de rnxn co~ elementos en C, entonces: 

cuya·derno~tración se deja al lector. 

A manera de ejemplo, consideremos nuevamente la matriz 

A [2i O -i J 
5 1 1-3i 

Al efectua·r la conjugación se obtiene 

[
-2i o i J 

A= 

5 1 1+3i 

y al transponer esta última matriz se tiene 
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A* 

Esta misma matriz se habría obtenido transponiendo primero A y con 

jugando después AT. 

La conjpgaci6n-transposici~n·satisface las siguientes propiedades 

VI . 7 . 13 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices con e.lementos en e y a e: e,· entonces: 

i) (A*)* A 

ii) (aA) * a A* 

iii) (A+B) * = A* + B*, si A+B puede ob):enerse 

iv) (AB) * B* A*, si AB puede obtenerse 

DEMOS TRAe ION 

Se demuestran a continuaci6n .ii) y iv) 'únicamente: 

ii) (aA) * = (UA) T por VI.7.11 

(a A) T por ii) de VI. 7'. 7 

a (A) T por ii) de vr.·7. 2 

(aA) * a A* por VI. 7.11 

iv) (AB) * (AB) T por VI. 7.11 

(AB) * (A B:) T por.iv) de VI.7.7 
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(AB) * por iv) de VI.7.2 

(AB) * B* A* por VI. 7.11 

Matrices hermitianas y antihermitianas 

A partir de la conjugaci6n-transposici6n se definen otros dos ti -

pos especiales de matrices· cuadradas,. como se establece a continua 

ci6n. 

VI. 7. 14 .DEFINICION 

Sea A una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que: 

i) A es hermitiana si A* = A 

ii) A es antihermitiana si A* -A 

De la definici6n anterior se sigue que los elementos de una matriz 

hermitiana deben ser tales que 

a .. 
1] 

a .. 
J 1 

,.. i,j 

Es decir que los elementos "sim€tricos" con respecto a la diagonal 

principal deben ser conjugados. Además, para i = j se tiene que 

=> o a .. 
11 

a .. 
ll 

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser púme -

ros reales. 

Así, por ejemplo, la siguiente matriz es hermitiana 
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[ -1 
5 ';'] ya quo ¡ a a 5 

1 2 2 1 

A 

2:i 

3 a "31 2+i 
13 

-i o· a ·= a i 
2 3 3 2 

I(a ) I(a l I(a ) o 
11 2 2 33 

Para los elementos de una matriz antihermitiana se tiene que 

a .. 
~J 

-a .. 
J~ 

>¡. i,j 

Es decir que'los elementos "sim€tricos" con respecto a la diagonal 

principal deben ser tales que sus partes reales sGlo difieran en 

el signo. y su partes imaginarias "ean igualE!s. Además 

a .. 
~~ 

o 

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser núme -

tos imaginarios, como en el caso de la siguiente matriz que es an-

tihermitiana 

A [ 
-i -5 -2-~] 
5 Ji -~ 

2-i -i o 
ya que 

a ·-a -5 
1 2 2 1 

a -a -2-i 
13 31 

a - -a -i 
2 3 3 2 

R(a ) 
11 

R(a l = R(a l 
2 2 3 3 

A continuación se enuncian algunas propiedades relacionadas con 

las matrices hermitianas y antihermitianas 

VI.7.15 7'EOREMA 

Si A y B son dos matrices hermitianas (antihermitianas) 
/ 

de nxn, entonces A+B es hermitiana (antihermitiana) 

o 
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DUlOSTRACION 

Se demuestra a continuaci6n e'l enunciado para el caso de matrices 

antihermitianás. 

Sean A y B dos matrices del mismo orden. Entonces, 'por iii) de 

VI. 7.13 

(l'.+B) * A* + B* 

Si A y B son antihermitianas, de VI.7.14 A*- -A y B* 

lo que 

(A+B) * -A + (-B) - (A+B), 

En consecuencia, de VI.7.14 A+B es antihermitiana. · 
D 

VI.7.16 TEOREMA 

-B, por 

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces: 

i) A A* es hermitiana 

ii) A* A es hermitiana 

iii) A+A* es hermitiana, si A es c;:uadrada 

iv) A-A* es antihermitiana, si A es cuadrada 

La demostraci6n de este teorema se deja al lector como ejercicio. 

Potencia enésima 

De manera similar al .. caso de los números, se conoce co:no potencia 

enésima de una matriz cuadrada al producto 
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A~ ••• A 

n factores 

cuya definición formal es la siguiente 

VI.7.17 DEFINICION 

Sea A una matriz de mxm con elementos en C y sea n E N. 

Se llama potencia enésima de, A, y ,se, representa con An, 

a la matriz definida por 

A 0 ' I 
m 

An A An-l, para n ~ 1 

Como se ve, la definición anterior es recurrente; por ejemplo, pa­

ra la tercera potencia de A se tiene, según VI.7.17, que 

Aplicando nuevamente VI.7.17 se tiene que A2 

y aplicando una vez más VI.7.17 se tiene q~e,A 1 

por lo que, finalmente 

A3 = A(A A) 

Este 'resultado 'puede también expresarse como 

A A1 , por lo que 

AI A; 

debido a la asociativi,dad, de la multiplicación de matrices{ 

La potencia enésima de una matriz, así definida, satisface las si-



394 

guientes propiedades 

VI.7.18 TEOREMA 

Si A es una matriz cuadrada con elementos en C y m,n e N, 

entonces: 

DEMOSTRACION (por inducción) 

Demostraremos primero que 

- - - (1) 

En efecto, para m 1 la proposición establece que 

pero, por VI.7.17 AI A, y se tiene la expresión 

A A A A 

por lo que la proposición es válida. para m l. 

Suponemos entonces que para algún k 

y premultiplicando por A se tiene 

en consecuencia 
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por VI.3.2 

por VI. 7.17 

con lo que se demuestra el enunciado. 

i) Sea ahora m un nfimero natural arbitrario. Por (1) y por 

VI.7.17 se tiene que 

y la proposición s·e verifica para n = 1. 

Supongamos ahora que 

premultiplicando por A se tiene 

y en consecuencia 

(A Am)Ak A Am;t-k por VI.3.2 

(Am A)Ak A Am+k por (1) 

Am(A Ak) A Am+k por VI. 3.2 

Am Ak+l Am+k+l 
por VI.7.17 

Con lo que se demuestra la propiedad i). La demostración de ii) 

es similar y se deja al lector. 
'-

D 
A partir de. ],a definición de potencia ené3ima se estab;t·ecen los si 

guientes tipos especiales de matrices cuadradas. 
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VI.7.19 DEFINICION 

Sea A una matriz de mxm con elementos en,C. Se dice. que 

A es: 

i) A 

ii) Involutoria si A2 = I 

iii) Nilpotente (de índice n) si n es el menor número 

natural tal que An = o 

iv) Peri6dica (de período n) si n es el menor número 

natural distinto de uno tal que An = A 

Obsérvese'que una matriz idempoterite es un·caso particular de ma­

triz peri6dica (de período dos). 

VI. 7. 2 O TEOREMA 

Sea A una matriz de mxm con elementos en C: 

i) Si A es idempotente entonces 

An = A, 'SI-n E N 

ii) Si A es involutoria entonces 

A2n - I 

A2n+1 A, 'SI-n E N 

se deja al lector la demostraci6n de este teorema. 
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VI.7.21 EJERCICIOS 

1.- ~ara las matrices 

A B 

verificar que se cumplen las siguientes,propiedades 

a) (A+B)T=AT+BT 

b) (AB) T = B T A T 

2.- Demostrar que:. 

a) Si A y B son matrices de mxn con elementos en C entonces: 

b) Si A es no singular entonces 

3.- a) Construir dos matrices A y B de 3x3 qué sean anti.simétri~ 
cas y verificar que A+B es ant~simétrica. 

b) Construir una matriz A de 4x4 que sea simétrica y verifi­
car que aA es simétrica para cualquier a E c. 

4.- Demostrar que si A y B son matrices simétricas del mismo or­
den, _AB es simétrica . si y s6lo si A y B son permutables.-

5.- a) Demostrar que toda matriz' cuadrada M con element.os en e 
puede expresarse como 

M = S+A 

donde S es una matriz simétrica y'A es una matriz antisi 
métrica. 
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b) Ilustrar el enunciado anterior con 

t 1+i 3 

M o 2ij 
-2 -3+i 

6.- Para las matrices 

A [-~ o ~-ij 
~ 1 -1 

2 -2 o 

[

'2+i -1 l 
-i o 

3 -1+2ij 

B 

verificar que: • 

al Aii A a 

7.- Demostrar que si'A y B son dos matrices imaginarias de orden 
mxn y nxq, respectivamente, entonces AB es real. 

8.- Demostrar que si A es una matriz de mxn con elementos en e, 
entonces: . 

. (A) T = (AT) 

9.- Para las matrices 

A B [

-1 o -2i l+i l 
i 1-i o 2 

-2 1 3 -2+3i 

verificar que: 

a) (aA)* ·=a A* >,t a e: e 

b) (AB)* = B* A* 
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lO~·a) Construir dos matrices hermitianas de orden 3 y verificar 
que su suma es hermitiana. 

· b) Construir una matríz A antihermitiana y verificar que aA 
es antihermitiana si a es real, y que aA es hermitiana si 
a es imaginario. 

11.- Demos·trar que si A y B son matrices antihermitianas, AB es 
hermitiana si.Y s6lo si A y B son permutables. 

12.- a)1 Demostrar que si M es una matriz hermitiana con elementos 
en C, entonces puede expresarse como 

M = S + iA 

donde S es real simétrica y A es real antisimétrica. 

b) Ilustrar el enunciado anterior para 

M = l ~ _: 1::] 
l+i -2i 5 

13.- Una matriz A no singular se dice que: 

i) es ortogonal si 

ii) es unitaria: si A* 

a) Determinar bajo qué condiciones el producto de dos matrices 
ortogonales es ·ortogonal. 

b) Dell)ostrar que la conjugada de una matriz unitaria es unita 
ria. 

14.- Demostrar que si A y B son dos matrices con elementos en C y 
m,n E N, entonces: · 

a) 

b) (AB) 0 A0 B0 si y s6lo si A y B son permutables 
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15.- Para las matrices 

[-: 
-3 -: l [: 

1 -: l B 4 e -3 

-3 -4 -3 

Q 

a) Verificar que B es idempotente y C es involutoria 

b) Tomando en cuenta el resultado anterior obtener una matriz 
X, si existe, tal que 

y verificar el r~sultado. 

e') En general, ¿qué podemos decir de A- 1 si A es idempotente? 
Demostrarlo. 

16~Demostrar que una matriz triangular superior de orden 3 tal 
que aii O -~.i, es nilpotente de índice 3. 
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VI. 8 PARTICION DE MATRICES 

En ciertos casqs puede ser fitil "subdividir" las matrices con obj~ 

to de simplificar algunos cálculos o para cambiar la presentaci6n 

de un problema. Surge asf el concepto de partici6n de matrices, 

el cual presentamos en esta secci6n; sin embargo, es conveniente 

introducir antes los conceptos de submatriz e hipermatriz para fa-

cilitar la comprensi6n del concepto de partici6n. 

Submatriz e hipermatriz 

Si A es una matriz de mxn con elementos en e, se llama "submatriz 

~e A" a cualquier matriz que pueda obtenerse a partir de A supr! -

miendo en ésta algunos renglones o columnas. 

Por ejemplo, si en la matri~ 

A [ ::: 

a31 

a12 a, 3 

""l a22 a23 a2, 

a 3 2 a33 a3,4 

suprimimos el tercer rengl6n y la segunda y cuarta column~s se ob-

.tiene la matriz 

que es una submatriz de A~ 

A continuaci6n se presentan, a manera de ejemplo, algunas otras 

submatrices de A 
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[::: ::: :::1 [::: ::: ::J [:::l 
a31 a32 a3 :J a33 

[ a2 •] 

Se conoce como "hipermatriz" a un arreglo rectangular d~ matrices; 

es decir, a una especie de matriz cuyos elementos son matrices. 

Por ejemplo, las matrices 

la" a.,] 
A a21 a 2 2 B 

a31 a32 

[ b,l e [ Cll 

b2 1 

e 1 2] y D [ dlll 
d2 J 

pueden ser presentadas en un arreglo, de la siguiente manera 

·~ [: :] 
con lo que se obtiene una hipermatriz. Esta hipermatriz también 

puede expresarse en términos de los elementos de A, B, C y D como 

sigue 

H 

Partición 

Consideremos ahora la matriz 
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a¡¡ a¡ 2 a¡, a¡ • 

a21 a2 2 a2, a2, 

A a,¡ a' 2 a,, a,, 

a,¡ a,2 a,, a,, 

as¡ as 2 as 3 as • 

y expresémosla como una hipermatriz, agrupando sus elementos en 

submatrices de la siguiente manera 

1 
a 11 a12 a¡, 1 a¡, 

1 

a 2 1 a 2 2· a 2 ' 1 a 2 • 
1 1 

--------~-- -¡----
a31 a,2 1 a33 1 a,., 

1 1 
au a,2 1 a,, 1 a,, 

1 1 
as¡ as2·1 as, 1 aso 

1 

Hemos formado con ello la hipermatriz 

[A" 
A12 ... ] 

A21 A22 A23 

donde 

["" ""] [ ""] [ "'j A¡¡ A1 2 Al3 

a21 a22 a23 a2, 

l"" ""l l""] l""] A21 = a 41 a, 2 A22 a •, A23 a,, 

as 1 as 2 as, a,. 

Dicha hipermatriz se dice que es una "partición" de la matriz A. 

Otra partición de la misma matriz A puede ser la siguiente. 
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a,, a,, a, s a 1 • 

a,, a,, a,, a,. 

['"] a,, as, a,, as • 
---------------

a,, a,, a,' a .. 
A,, 

as 1 as, as s as• 

donde se tienen ahora sólo dos submatrices. 

En términos generales, puede decirse que una partición de una m~ -

triz es la expresión de ésta como una hipermatriz, mediante la 

agrupación de sus elementos en submatrices; sin embargo, no cual 

quier clase de hipermatriz se considera como una partición. Sólo 

se aceptan como tales aquellas en que: 

1) Todas las submatrices que integran un mismo renglón (de 

la hipermatriz) tienen el mismo número de renglones, y 

2) Todas las submatrices que integran una misma columna tie 

nen el mismo número de columnas. 

Así, una hipermatriz como 

1 b¡¡ a,, a 1 2 1 
1 

[: :] 
a,, a,, 1 b, 1 

H 
1 
1 

a,, as 2 1 d,, 
---------1 

C¡¡ e,, 1 d, 1 
1 

no es una partición de la matriz 

[a" 
a,, b,, 

a,, a 2, b,, 
M = 

a,, a,, d¡¡ 

C¡¡ e, 2 d,, 
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puesto que las .submatrices A y B no tienen el mismo número de. ren-

glones (como tampoco lo tienen las submatrices C y D) . 

En consecuencia, toda partici6n de una matriz de mxn deberá ser de 

la forma 

n n n 
1 2 t 

cols. cols. cols. 

m renglones 
1 

m renglones 
2 

1 1 
A l A 1 ••• 1 A 

1 1 1 2 1 1 t 

---- _l_---- _1_- --' 
A 1 A 1 1 A 

21 1 22.1···1 2t 

----T----+---
: 1 : 1 1 : 

- - - - -t- - - - --1 - - ..t..- - --
m renglones 

S 
A 1 A 1 1 A 

s1 l s2 1 st 

donde: 

m +m + .•• +m 
1 2 S 

m n +n + .•• +n = n 
1 2 t 

y 

De acuerdo con esto, se tiene la siguiente definici6n formal para 

el concepto de partici6n. 
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VI.8.1 DEFINICION 

Sea. A = [ aij] una .matriz de mxn con elementos en e, y 

sean (m, .m, ••• , m) números naturales tales que 
1 2 S 

m +m + .•• +m =m, y (n, n , ... , n) números naturales 
,1 2 ' S 1 2 t , 

tales que n 1+ n 2+ .•• +nt = n. 

Se conoce como partición de A inducida por 

(m , m , ••• , m ) y (n , n , . :. , n ) al arreglo 
1 ·2 S 1 2 t 

A A 
1 1 1 2 

A A 
2 1 2 2 

·. 

A A 
Sl S2 

A 
2t 

A 
st 

donde Are·(r = 1, 2, .• , s y c=1, 2, ••• , t) es 

una matriz de mrxnc definida por 

i [m+ ... +(m +1)], ..• , [mi+. • •. +rn rJ 1 r-1 · 
A [ ai~ con re 

[ n 1 + • • ·• +n e] j [ n + .•• +(n +1)]. •.. , 
1 e-1 

Así, para la priméra partición que presentamos: 

a¡¡ a¡ 2 1 a13 a¡ • 1 

a21 a22 1 a23 a2, 
1 [•" A¡ 2 

··~ -----.- -~-- -~- ---
a31 a3 2 a3 3 

1 
a 3 • 

'1 
a,¡ a,2 1 a,3 1 a, • 

A21 A2 2 A2 3 
1 1 

as¡ as 2 1 as3 1 as • 
1 1 
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se tiene que 

m, 2' m2 3 y ·n, 2, n2 1 

por lo que ~e trata de la partición de A inducida por los nGmeros 

(2, 3) y (2, 1, 1). En dicha partición la matriz A2 .1 , por ejemplo, 

es una matriz de m2 xn 1 (es decir de 3x2) definida por 

3' 4' 5 

A 
2 1 

1, 2 

Operaciones con matrices por partición 

Pasemos ahora.a ocuparnos de cómo efectuar operaciones con matri 

ces empleando el concepto de partición. 

Una vez que se han determinado las particiones, con las hipermatr! 

ces obtenidas pueden efectuarse operaciones como ?i se tratara de 

matrices cuyos elementos son las submatrices correspondientes; 

siempre que éstas Gltimas sean conformables para todas las oper~ -

cienes requeridas. 

Veamos primero unos ejemplos relativos a la adición y a la mult! 

plicación por un escalar, y para ello consideremos las matrices 

1 

4 

-2 

-5 

o 

o 

y B [_: 
-1 

-2 

1 

3 

1 

6 

Si establecemos las siguientes particiones. para A, y B 
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y sumamos las.hipermatrices como si éstas fueran matrices, se ob-

tiene 

[
All A¡,]+ 

A2 1 A, 2 

+ B¡¡ 

+ B,, 

donde 

A¡¡ + B¡¡ 

A 21 + .B,, [ o -2 o J + [-3 1 6 J = [-3 -1 

[ 7 J + [-3 J = [ 4 J 
.por lo que se llega a la hipermatriz 

la cual constit~ye una partici6n de A + B. Es decir 

A +O • [: 

o -2 :] 2 1 

. -3 -1 6 
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como pude verificarse fácilmente sumando las matrices A y B. 

Consideremos ahora el escalar -i. Si lo multiplicamos por la hi 

permatriz 

[ 
3 1 -5 '-21 [ 1 A¡¡ 

--~--~-~i~ = A21 

como si ésta fuera una matriz, 

A¡ 2l 

A2 2J 

se obtiene 

A 1 2] = [- ~ A 1 1 - i A 1 2] r- 3: 
A22 -~ A21 -i A22 

o 

que es una partición de -i A. 

-i Si "] -4i o ~2i 

2i o -7i 

Estos resultados pueden generalizarse medi~nte el siguiente teore-

ma, cuya demostración se deja al lector. 
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VI. 8. 2 TEOREMA 

Sean A y B dos matrices de mxn con e.lementos en C y sea 

a E C: 

{) 

ii) 

Y [ Bij] son las particiones de A y B, 

respectivamente, inducidas_por 

(~ , 
1 

m ) 
S 

(n , 
' 1 

n , ••• , 
2 

nt ), entonces m , ••• , 
2 

y 

con 

es la partición de 

(m , m 1 ••• , m ) 
1 2 S 

A 

y 

S .. 
l) 

+ B 

(n , 
1 

Si [ Ai~ es la partición 

(m , m , ... , m 
1 2 

) y 
S 

con 

'(n 

E .. 
l) 

, 
1 

inducida por 

n , ... , nt) 
2 

de A inducida 

n t.• • • , n ), 
2 t 

es la partición de aA inducida por 

(~ , m , ••• , m ) y (n , n , •.. , n- ) 
1 2 S 1 2 t 

por 

entonces 

Menos evidente que l.os dos casos anteriores, pero de 'mayor util.!_ -

·dad práctica, resulta el caso de la multiplicación de matrices ·por 

partición. 

De manera simi.lar a como sucede COl'l la suma y el producto por un 

escalar, el producto puede obtenerse multiplicando las hipermatr.!_ 

ces como si !stas fueran matrices, siempre que l~s c~rrespondie~ -

tes submatrices sean conformables para las operaci.ones a efectuar 

cor. ellas. 
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Para ilustrar esto· mediante ún ejemplo consideremos las matrices 

A l: 1 -5 

-:] 
-·1 4 1 

4 o o 3 -2 
y B 

. o -2 o -2 3 1 

1 o o 

si establecemos las siguientes particiones para A y B 

[ 
1 ] 

3 1 -5 1-2. 

-1 4 o : 2 
--~-------

0 -2 o 1 7 
1 

1 
-1 1 4 1 

o 1 3 -2 
1 

-2 1 3 . 1 
1 

-~~~--0-
1 

y ~ultiplicamos las hipermatrices como si fuer~n matrices, se ob~ 

tiene 

donde 

=[: : -:] [J t:J[l].[:]{:].[:J 
{: : -:] [: -:]{:] [o o] 

[o -4]+[o o]=[o -4] 
B -9 O O B -9 
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[o -2 o] [::J+[7][1]{o}[7H7J 

[o -2 o J [ -:J + [7 J [o o] 

= [-6 o J = [ -6 

por lo que se llega a la hipermatriz 

~ 1 . J 5 1 o -4 

_3_l_s __ -_9_ 
7 1-6 4 

1 

que es una partici6n de AB; esto es 

En generál, se tiene el siguiente teorema 
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VI.8.3 TEOREMA 

Sean A y B dos matrices con elementos en e, de mxn y 

nxq respectivamente: 

de A inducida p6r Si [ Aij] es la partición 

(m, m, ... , m) y (n, 
'1 2 S 1 

n , ... , n ) , y [ B .l es 
2 t l jJ 

lá partición de B inducida por 

(n , n , ... , nt) y (q1 1 q 1 ••• , q ) ; entonces 
1 2 2 u-

[ p ij] 

t 
con p .. ¡; Aik 8 kj lJ k=1 

es la partición de AB inducida por 

(m , m 1 • •. , 

1 2 

DEMOSTRACION 

Sean A = [a i j] y 

[ ArJ la partición 

(n , n 
1 2 

(n , n , ... , 
1 2 

Hagamos 

p 
re 

y 

y 

m ) y 
S 

(q 1 
·1 

q , •.. 1 
2 

B = [bij]. matrices de 

de A inducida por (m 1 , 

q ) . 
u 

mxn y nxp, y sean: 

m , ••• , 
2 

m ) y 
S 

la partición de B inducida por 

q ) 
u 

De la definición VI.8.1. se tiene que Ark es una matriz de mrxnk 

definida por 

[ ml+ ... +(mr-1+1) J 
[ nl+ •.. +(nk-1+1) J 
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y que Bkc es una matriz de nkxqc definida por 

\ 

i 

j 

, ••• 1 

entonces, de VI.3.1 se tiene que A~kBkc es una matriz de mrxqc 

definida por 

i 

con \ 
j 

En consecuencia 

p 
re 

t 
¡: 

k=1 

[
n1+ .•. +nk 

~=n1+ ..• +(nk-1+1) 

i = [ m1+ ••• +(.mr_ 1+1) J 

Por otra parte, de VI.3.1 

1, ... , m 

AB 

1, ...• q· 

' ... , 

, ... , 

si ahora efectuamos en la matriz AB la partición inducida por 

(m, m, ... , m) y (q, q , •.• , q ), seg6n VI.S.l se obtiene el 
1 2 S 1 2 U 

arreglo [ Hrc] donde 



H re con 

se tiene entonces que Hrc 

415 

, ... , 

Prc Y la prueba termina. 

D 
Como hemos visto, la partici6n de una matriz ·no es única. Esto 

nos permite seleccionar aquella que más nos convenga de acuerdo 

con las condiciones del problema. 

Así, el concepto de partici6n puede ser útil para simplificar los 

cálculos al efectuar operaciones con matrices, cuando éstas prese~ 

tan características especiales en su estructura. 

A manera de ejemplo, consideremos las matrices 

1 -2 o o 
3 1 ·O o 2 -1 

1 

X 2 -1 o o y 1 o 

o o 1/2 o 3 4 

o o o 1/2. 6 -2 

para las cuales queremos obtener el producto XY. 
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Nos conviene efectuar primero las particiones siguientes* 

1 -2 : o o 

X -~--~_¡_~_;_·[A O] 
O O :1/2 O O 1 I 
o o 1 o )../2 

1 

y 1 ;-~~]-[: J 
[ 6 -2 

con lo que 

As1, efectuamos únicamente los productos 

y 

~ [ 3 4 J = [3/2 2 ] 
6 -2 3 -1 

.k 
2 

con lo que se obtiene la matriz 

o -1 

7 -3 

XY = 3 -2 

3/2 2 

3 -1 

*En estas expresiones la igualdad no está empleada en un sentido 
estricto, ya que X es una matriz mientras que la partición pro -
puesta es una hipermatriz; sin embargo, es frecuente hallar este 
abuso de notación en diversos libros y no produce confusión si 
se le interpreta correctamente. 
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VI.8.4 EJERCICIOS 

1.- Para la matriz 

3 -1 5 i o 3 

l+i 2 o 1 -2i -1 

-2 3i 2-i 7 3 2 

A 4 1 5 -3 2 -i 

i -4 3i 4 7 4 

1 o -2 -5 i -5 

o -Si -l+i o -1 o 

Obtener la partición indU:éida por 

a) (2, 3, 2) .y (3, 1, 2) 

b) (3, 3, 1) y (2,4) 

e) (4, 3) y (1, 2, 3) 

y e'n cada caso determinar la submatriz A21 correspondiente. 

2.- Demostrar el teorema VI.B.2 

3.- Para las matrices 

1 -2 o 3 -1 3 -1 2 1 

4 o 1 2 3 2 1 o -2 

A o -3 -2 4 1 B o -2 1 o 

-1 1 -4 o 2 l. o -1 2 

o 1 1 -1 o -4 -3 3 1 

a) Hallar el producto AB empleando las particiones inducidas 

por (2, 3) y (2,1, 2), y por (2, 1,2) y (2,2) para A y B, 

respectivamente. 

b) ¿Qué sucede si para A se usa la partición anterior y para 
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B la inducida por (3,2) y (1,2,1)? 

e) Hailar una partición para A que permita obtener el produ~ 

to AB con la partición de B correspondiente al inciso b), 

y obtener dicho producto. 

Para las matrices 

r: 
-1 2 o 

~] 
1 o o 1 

2 o Q o 1 o 1 
A = 

o o o 1 B o o 1 1 

o o o o o 3 o o 

-1 o -1 o 

Obtener el producto AB haciendo las particiones. más convenien 

tes para simplificar los cálculos. 

5.- Si A y B son matrices conocidas de orden mxn y mxl, respecti 

vamente, y U y V son' matrices incógnitas de orden nx1 y ~x1, 

respectivamente; transformar la igualdad 

AU + V B 

en un sistema de ecuaciones lineales, determinando la matriz 

de coeficientes, la de incógnitas y la de términos independie~ 

tes. 



CAPITULO VII DETERMINANTES 

INTRODUCCION 

Seguramente el lector habrá .tenido ya algGn contacto con los deter 

minantes; especialmente con los de segundo y tercer orden. 

La idea de determinante es, en realidad, más antigua que la de ma­

triz. Descubierta por Cramer durante sus trabajos orientados a la 

resolución de sistemas de ecuaciones lineales, fue expuesta por 

primera v.ez en 1750, cien años antes de que Sylvester y Cayley em­

pezaran a hablar de matrices. 

En la actualidad, sin embargo, el concepto de determinante suele 

presentarse como consecuencia de la teor!a de matrices, y ha sufr! 

do, incluso, el proceso de "axiomatización", del'cual surge una de 

finición integrada por cuatro postulados. 

En este cap!tulo estableceremos una definición para el concepto de 

determinante a partir de un razonamiento similar al que histórica­

mente ie dio origen, aunque emplearemos en ella el concepto de ma-
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triz. En la deducci6n de las propiedades y en la presentaci6n de 

los métodos para el cálculo de determinantes se manejarán también 

algunos elementos de la teor!a de matrices. 

VII.l · CONCEPTOS BASICOS 

Con el prop6sito de motivar la definici6n de determinante, consider~ 

mos el problema de resolver el siguiente sistema de ecuaciones line~ 

les 

(1) 

Para obtener el valor de x 1 podemos multiplicar por a2 2 la primera 

ecuaci6n y por a 12 la segunda, con lo que se obtiene el sistema 

equivalente 

Restando la segunda ecuaci6n de la primera, y ordenando convenien­

temente los térmi.nos, se llega a 

X¡ 
b 1a2 2 - a12b2 

a1 1a22- a12a21 

De manera semejante se obtiene también que 

a 11 b 2 - b 1a21 

a1 1a22 - a12a21 

(2) 

(3) 

Sustituyendo estos valores de x 1. y x 2 en las ecuaciones del sis 

tema (1) podemos comprobar que constituyen una soluci6n del mismo.· 

Las expresiones (2) y (3) tienen el mismo denominador, el cual es­

tá expresado en términos de los elementos de la matriz 
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que es la matriz de coeficientes del sistema. Al número correspo~ 

diente a dicho denominador se le conoce como el determinante de la 

matriz A y se le representa con "det A"; esto es: 

det A 

Otra forma de representar al determinante de una matriz consiste 

en escribir sus elementos tal y como aparecen en el arreglo, pero 

reemplazando los paréntesis rectangulares por barras verticales p~ 

ra indicar que se trata de un determinante. 

Así, para la matriz anterior se tiene 

(4) 

Expresi6n que puede considerarse como la definici6n del determinan 

te de orden dos. 

Es importante resaltar que una matriz es un arreglo de números 

mientras que su determinante es un número. Por ejemplo, para la· 

matriz 

A [_: _:] 

se tiene que 
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5 4 

= (5) (-3) - (4) (-2) -15 + 8 -7 

-2 -3 

por lo que 

det A -7 

Regresando a las expresiones (2) y (3), vernos que los numeradores 

de éstas ,también pueden ser considerados corno determinantes, ya 

que 

bt at2 

y 

a11 bt 

En consecuencia, l,os valores de las inc6gnitas pueden obtenerse ca 

rno el cociente de dos determinantes; es decir 

bt a¡ 2 a 11 bt 

b2 a2 2 
X¡ 

a11 a1 2 

a2 1 a22 

Al método sugerido por estasdos últimas expresiones se le conoce 

corno "regla de Crarner". 

Consideremos ahora un sistema de tres ecuaciones lineales con tres 

inc6gnitas 
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&¡¡X¡ + a12X2 + a¡ 3X3 b¡ 

b2 (5) 

Siguiendo un proceso similar al anterior se encuentra que los valo 

res. de las inc6gnitas que satisfacen al sistema son 

X¡ (6) 

X2 (7) 

(8) 

~1 común denominador de las expresiones (6), (7) y (8) se le cono-

ce como el determinante de la matriz 

A [::: ::: :::] 

a u a32 a3 3 

As!, la expresión que define al determinante de tercer orden es 

a¡¡ a12 a13 

a21 a2 2 a2 3 a11a22a3; - a 11 a 2 3a3 2 - a12a21a33 + 
(9) 

a3,1 a3 2 a3 3 + a¡ 2a2 3a31 + a13a21a32 - a¡ 3a2 2a31 

.Por ejemplo 

1 o -3 

-4 5 2 (1) (5) (O) - (1) (2) (-2) - (O) (-4) (O) + 

1 -2. o + (O) (2) (1) +. (-3) (-4) (-2) - (-3) (5) (1) 

.- o + 4 - o + o - 24 + 15 = -5 
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De acuerdo con (9) podemos escribir la soluci6n del sistema (5) co 

mo sigue 

b¡ a12 a¡, a¡¡ b¡. a¡, a¡¡ a12 b¡ 

b2 a22 a23 a2l b2 a23 a21 a2 2 b2 

b, a, 2 a,, a,¡ b3 a33 a31 a3 2 b3 
XI x2 x3 

a¡¡ a¡2 a¡ 3 a¡¡ a12 a¡ 3 a¡¡ a12 a¡ 3 

a21 a22 a23 a21 a22 a23 az¡ a22 a23 

a3l a32 a33 a31 a3 2 a33 a31 a·3 2 a3 3 

Así pues, resulta natural tratar de generalizar la regla de Cramer 

al caso de n ecuaciones con n inc6gnitas, y para ello se requiere 

una definici6n general para el determinante de orden n. Sin embar 

go, tal definici6n no puede obtenerse de la misma manera que en 

los casos de segundo y tercer orden (es decir, resolviendo un sis­

tema den ecuaciones lineales con n inc6gnitas), pues a medida que 

n aumenta los cálculos se hacen más.complicados y paran arbitra­

río son irrealizables. 

En consecuencia, buscaremos establecer una ley general a partir 

del análisis de las expresiones (4) y (9), que definen a los deter 

minantes de segundo y tercer orden. Para dicho.análisis; empero, 

se requieren algunos conceptos que no hemos manejado atln y que es­

tudiaremos á continuaci6n. 

Permutaciones 

Las permutaciones de los elementos de un conjunto (finito) son las 

diferentes maneras en que ~stos pueden ser arreglados. 

Por ejemplo, las permutaciones del,conjunto 
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S { 1, 2, 3} 

son los arreglos 

p¡ (1, 2, 3) 

P2 (1, 3, 2) 

P3 (2, 1, 3) 

P4 (2,' 3, 1) 

ps (3, 1, 2) 

P& (3, 2, 1) 

Para los propósitos de este capitulo nos interesan Gnicarnente las 

permutaciones de conjuntos formados por nGrneros naturales. Se tie 

ne entonces la siguiente definición 

VII.l.l DEFINICION 

Una permutación del conjunto S {1, 2, .•. , n} 

es un arreglo de la forma 

(a¡ az, ••. , a ) 
n 

si i # j donde a. e: S >J. i y a. # a. 
~ ~ ) 

As!, para la permutación p1 del ejemplo anterior se tiene que 

a¡ 1, a2 2 y 3 

mientras que para p 4 se tiene que 

a¡ 2, a2 = 3 y 

cuando en una permutación todos los nGmeros aparecen en el orden 

natural, corno en p 1 , se dice que l!sta es la- "permutación princ.!_-

pal" del conjunto. 
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En ge.neral, (a 1, a 2 , ••• , an) es la permutación principal del con -

junto S; {1, 2, ... , n} si a. 
~ 

i, V. i. 

Respecto al número de permutaciones de un conjunto se tiene el si-

guiente teorema 

VII.1.2 TEOREMA 

El conjunto S; {1, 2, ... , n} tiene 

n! permutaciones diferentes 

DEMOSTRACION (por inducción) 

Para n 1 se tiene una sola permutac~ón (1!). 

Para n ; k se supone que el conjunto tiene k! permutaciones dife -

rentes. 

Sea ahora S {1, 2, ... , k+1}, y consideremos una permutación arbi 

traria de S 

El primer elemento (a 1 ) puede ser seleccionado de k+1 maneras dif~ 

rentes, y para cada una de ellas los k elementos restantes pueden 

arreglarse, po"r hipótesis, de k! maneras diferentes. En consecuen 

cia, se tienen 

(k+1) (k!) (k+1) 

permutaciones diferentes y la prueba termina. 

D 

En una permutación se dice que hay una "inversión" por cada dos nú 
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meros que se encuentren en un orden diferente al natural. As!, 

por ejemplo, en la permutaci6n 

~ 
(3, 1, 4, 2) .__..... 

se tienen tres inversiones; es d~cir, podemos encontrar tres pare-

jas 

(3, 1) (3, 2) y (4, 2) 

donde el primer elemento es mayor que el segundo y ,aparece antes 

que éste en la permutaci6n. 

Se tiene al respecto la siguiente definici6n 

VII.l.3 DEFINICION 

i) Una permutaci6n (a 1 , a 2 , ••• , an) tiene m inver 

siones si existen m parejas (ai' aj) tales que 

i < y a. > a. 
l. J 

ii) Una permutaci6n es de clase par si tiene un número 

par de inversiones; en caso contrario se dice que 

es de clase impar. 

As!, por ejemplo, para las permutaciones del conjunto S = { 1, 2, 

se tiene que 

p¡ (1, 2, 3) es de clase par (cero inversiones) 

P2 (1, 3, 2) es de clase impar (una inversi6n) 

P3 (2, 1, 3) es de clase impar (una inversi6n) 

P• (2, 3, 1) es de clase par (dos inversiones) 

Ps (.3, 1, 2) es de clase par (dos inversiones) 

P6 (3, 2, 1) es de clase impar (tres inversiones) 

3} 
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En genera'!, de las n! permutaciones de un conjunto - - - - - - - -

S= {1, 2, ... , n} la mitad son de clase/par y la mitad de cl2se· im 

par. 

Definici6n de determinante. 

Recordemos ahora las expresiones que definen a lo·s determinantes 

de segundo y tercer orden. 

Para n 2 se tiene 

y para n 3 se tiene 

a¡¡ a¡ 2 a¡ 3 

a21 a22 a23 

a31 a32 a33 

Podemos observar que en ambos casos: 

1) El determinante es la suma ?e n! productos,· la mitad de ellos 

con singo + y la mitad con signo -

2) Cada uno de los productos consta de n factores. 

3) En cada producto hay un elemento de cada rengl6n y un elemento 

de cada columna. 

4) Si los factores se ordenan de tal manera que los primeros índi 

ces formen una permutaci6n principal, corresponde el signo + a 

los productos cuyos segundos índices forman una permutaci6n de 

clase par y corresponde el signo - a los productos cuyos segun­

dos í~dices forman una ~ermutaci6n de clase impar. 



Ahora, para establecer una ley general consideremos la siguiente 

matriz cuadrada de. orden n 

~.11 a¡2 a¡n 

a21 a2 2 a2n 

A 

an 1 an 2 ann 

y un producto arbitrario de n de sus elementos, en el cual haya 

elemento de cada renglón y un elemento de cada columna; esto es 

un 

donde (a 1 , a 2 , ••• , an) es una permutación de los índices---- -

{1, 2, ... , n}. 

Corno el conjunto S= {1, 2,.~., n} tienen! permutaciones diferen­

tes podernos formar, para cada una de ellas, un producto de este ti 

po; esto es 

anakn' donde k 1, 2, ... , n! 

En cada uno de dichos productos los elementos están ordenados de 

manera que los primeros índices forman una permutación principal y 

los segundos índices forman una permutación - - -

pk = (a k 1, a k 2, .•• , . Ukn) • Para dicha permutación hacernos 

si pk es de clase par 

si pk es de clase impar 

y formarnos con ello un producto provisto de signo, esto es 
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al que podemos representar, de manera compacta, con 

n 
11 a. 

i=l J.aki 

A la suma de los n! productos de este tipo se le conoce como el de 

terminante de A. Se tiene as! la siguiente definici6n 

VII.l.4 DEFINICION 

Sea A = [ aij] una matriz de nxn con elementos en e,. y 

sea Pk = (ak¡, ak 2 , ••• , aknl una permutaci6n del conju~ 

to {1, 2, ••. , n}. Se llama determinante de A al número 

det A 

donde· 

n 
11 a. 

i=l l.Qki 

si pk es de clase par 

si pk es de clase impar 

Para calcular el valor de un determinante a partir de la defini -

ci6n anterior, podemos proceder de la siguiente manera: 

Se obtiene el "término principal", que es el producto 

de los elementos de la diagonal principal con los fac 

tores ordenados de tal manera que tanto los primeros 

como los segundos !ndices formen una permutaci6n 

p:dncipal. 

A partir del· término principal se obtienen los dem~s 

términos dejando fijos los primeros !ndices y perm~ -

tando los segundos de todas las maneras posibles. Co 

mo de los segundos índices hay n! permutaciones dife-

rentes se obtendrán n! términos, correspondiéndoles 

____ _j 
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el signo + o el signo - segan sea la permutaci6n de 

clase par o de clase impar. 

As!, por ejemplo, para obtener el desarrollo del determinante de 

tercer orden 

det A· 

a¡¡ a12 a13 

a21 a22 a23 

au a~2 a33 

escribimos el término principal 

y permutamos los segundos !ndices de todas las maneras posibles 

pk clase de pk E(pk) 

p¡ (1, 2, 3) par + 

P2 (1, 3, 2) impar 

Ps (2, 1, 3) impar 

P• (2, 3, 1)' par + 

Ps (3, 1., 2) par + 

P& (3, 2, 1,) impar 

con lo que se obtienen los seis términos del desarrollo; esto es 

det A 

Esta expresi6n coincide con la definici6n que ten!amos para el de 

terminante de tercer orden. 
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VII.l.S EJERCICIOS 

1.- Determinar cuántas inversiones tiene cada una de las siguie~­

tes permutaciones 

a) (1, 5, 3, 2, 4) 

b) (3, 2, 1, 4) 

2.- a) Escribir la permutaci6n de los cinco primeros nameros natu 

rales que tiene el mayor namero de inversiones. 

b) Demostrar que el m~yor namero de inversiones que puede ·te-

ner una permutaci6n de n nGrneros es 

n(n ·- 1) 
2 

3.- Determinar la condici6n que debe cumplir .n para que la perm~ -

taci6n 

(n-1, n, n-2, n-3, n-4, ••• , 1) 

sea de clase impar. 

4.- Calcular, a partir de la definici6n VII.1.4, el valor del d~­

terminante de la matriz 
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VII. 2 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 

Las principales propiedades de los determinantes pueden ser consi­

de~adas en dos grupos: Las primeras se refieren a las ~ondiciones 

bajo las cuales se puede concluir que un determinante es nulo m~ -

diante la pimple inspección de las líneas de la matriz (renglones 

y columnas), así como a los efectos producidos en el determinante 

al efectuar transformaciones elemental~s con las líneas de la ma 7 

triz. El segundo grupo se refiere a las propiedades del determi -

nante en relación con las operaciones definidas para las matrices. 

Para demostrar algunas de estas propiedades se requieren ciertos 

resultados relativos a intercambios de nfimeros en una permutación, 

los cuales presentaremos a continuación a manera de lemas. 

Al intercambiar dos nfimeros adyacentes en una permutación de clase 

par ésta se transforma en una permutación de clase impar y viceveE 

sa. Se dice por ello que se obtiene una permutación de "paridad" 

diferente. 

En efecto, si los números a intercambiar· se encuentran inicialmen­

te en el orden natural, después del intercambio la permutación ten· 

drá una inversión más ya que el resto de las inversiones no se al­

teran por ser adyacentes los números que se intercambian; por otra 

parte, si los .números no se encuentran inicialmente en el orden na 

tural, después del intercambio la permutación tendrá una ·inversión 

menos. En ambos casos se obtiene una permutación de paridad dife:... 

rente. 

Generalizando el resultado· anterior a un número impar de intercam­

bios se obtiene el siguiente resultado 
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LEMA 1 

Al efectuar en una permutaci6n un nGmero impar de intercambios de 

nftmeros adyacentes se obtiene una permutaci6n de paridad dife -

rente. 

Con ayuda de este lema podemos probar a su vez el siguiente enun -

eiado 

LEMA 2 

Al intercambiar en una permutaci6n dos nGmeros cualesquiera se 

obtiene una permutaci6n de paridad diferente. 

DEMOSTRACION 

Sea 

una permutaci6n del conjunto S= {1, 2, .•. , n}. 

~> n 

Para intercambiar los nGmeros ar y as' colocamos primero a as en -

tre ar-l y ar 

(a , 
1 

para lq cual es necesario efectuar (s-1)-(r-1) 

de nGmeros adyacentes. 

a ) 
n 

s-r intercambios 

A continuaci6n se requiere colocar a ar entre as-l Y as+l 
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para lo cual debemos efectuar (s-1)-r 

ros adyacentes. 

s-r-1 intercambios de name 

En consecuencia, el total"de intercambios de nGrneros adyac~ntes se 

r~ 

(s-r) + (s-i-1) 2(s-r)-l 

que es un nGmero impar; por lo que, del Lema 1, se obtiene una peE 

mutaci6n de paridad diferente. 

D 

Respecto al nGmero de intercambios necesario para llevar una perm~ 

taci6n cualquiera a la permutaci6n principal se tiene el siguiente 

enunciado 

LEMA,3 

Si una permutaci6n tiene m inversiones, se requieren m intercam­

bios de nGmeros adyacentes para transformarla en la'permutaci6n 

principal. 

DEMOSTRACION 

Consideremos una permutaci6n del conjunto S 

un total de m inversiones; entonces: 

{1, 2, ... , n} con 

el nGmero n estará antes de j0 nGmeros menores que él, 

el nGmero n-1 estará antes de j 0 _ 1 nGmeros menores que él, 

el nGmero 2 estará antes de j 2 nGmeros menores que él, 

de tal forma que 
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n 
¡: jr m 

r=2 

Esto significa que para colocar al número n en la 'posici6n que le 

corresponde en la permtitaci6n principal, deberán efectuarse jn in­

tercambios de números adyacentes; para colocar al número n-1 debe­

rán efectuarse jn-i intercambios,. y asf hasta co.locar al número 2 

en su posición correspondiente. Al final del proceso se habrán 

efectuado un total de 

intercambios de números adyacentes. 

D 

Una primera propiedad de los. determinantes consiste en ·"descomp~ -

ner" el determinante de una matriz A en la suma de dos determinan 

tes, de acuerdo con el siguiente enunciado. 

VII.2.1 TEOREMA 

Si los elementos del renglón r de una matriz A 

pueden expresarse como 

a . b . + e . 
rJ rJ rJ 

entonces 

det A = det B + det e 

donde B [bij] y e [ cij] son tales que 

aij, para i ,¡. r aij' para i ,¡. r 

b .. y e .. 
1] 1] 

b 
rj' 

para i = r e rj' para i = r 
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Podemos "visualizar" esta propiedad con ayuda de l.~ siguiente ex -

presi6n 

a¡¡ a¡ 2 a1n 

a21 a2 2 a2n 

renglón ... b +e b +e b +e r¡ r¡ r2 r2 rn rn 
r 

an 1 an2 ann 

a¡¡ a¡2 a¡n a¡¡ a¡ 2 a¡n 

a.¡ a22 a2n a21 a22 a2n 

+ 
brl br2 brn Cr 1 Cr 2 Crn 

an¡ an2 ann an1 an 2 ann 

DEMOSTRACION 

De VII. l. 4 se tiene que 

n! 
det A ¡: e:(pk) a¡a a2a a a 

k=l k¡ k2 rakr nakn 

pero a 
rakr 

b 
rakr 

+ e 
rakr 

, por lo que 

n! 
det ·A ;= ¡: E: (Pk) a 1 a k ¡' a • a k 2 (b + e a 

k=l rakr rakr nakn 

y en consecuencia 

n! 
det A ¡: e:(pk) a¡ak¡a•ak• ... b a + 

k=l rakr nakn 

n! 
+ ¡: e:(pk) a¡rtk¡ a•ak2 ... e a 

k=l rakr nakn 



se tendrá 

det A 

n! 
+ ¡; E: (pk) 

k=1 

por lo que, de VII.l.4 nuevamente 

det A det B + det e 

438 

[ cij] son tales que 

c.;-j' para i r 

D 

A continuación se presentan, en el teorema VII.2.2, las propied~-

des que hemos considerado del primer grupo 
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VII. 2. 2 TEOREMA 

Sea A [ aij] una matriz de nxn con elementos en e: 

i) Si los elementos de una l!nea de A (rengl6n o co 

lumna) son todos nulos, entonces det A = O. 

ii) Si B se obtiene de A multiplicando los elementos 

de una de sus l!neas por ·un n(Ímero A E e, enton-

ces det B = A det A. 

iii) Si B se obtiene de A intercambiando dos l!neas 

paralelas (dos renglones o dos columnas), enton-

ces det B det A. 

iv) ~a dos líneas paralelas de A son proporcionales, 

entonces det A = O. 

v) Si ·B se obtiene de A sumando a los elementos de 

una l!nea los elementos de una l!nea paralela 

~ultiplicad~s por un n(Ímero A'E e, entonces 

det B = det A. 

DEMOSTRAeiON 

Se demuestran a continuaci6n las propiedades para el caso de los 

renglones; en el caso de las columnas la demostraci6n es similar. 

i) De VII.1.4 se tiene que 

n! 
det A E E(pk) a1a aza 

k=l k¡ kz 

En consecuencia, si todos los elemen·tos del· rengl6n r son 

iguales a cero, cada uno de los términos del desarrollo ant~ 

rior tendrá al menos un factor igual a cero (el factor -

ara ), por lo que 
kr 



440 

det A = O 

ii) Sea B = [ bij] una matriz obtenida a partir de A multiplica!! 

do los elementos del renglón r por un número A; esto es 

iii) Sea B = [ bij] una matriz obtenida a partir de A intercam -

biando los renglones r y s, donde r < s; es decir 

aij' para i ,¡ r, S 

b. o a 
S j 1 

para i = r 
~] 

a rj' para i = S 

y consideremos un térmíno cualquiera del desarrollo de det B 

según la definición VII.1.4; esto es 

donde el signo c(pk) depende de la permutación 
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sustituyendo los elementos de B por su e.xpresi6n en t~rminos 

de los de A se obtiene· 

que puede .escribirse como 

Esta expresi6n constituye tambi~n un término en el desarrollo 

de det A, salvo el signo e:(pk)_; puesto que et;1 dicho desarro -

llo al producto 

le corresponde el signo e:(qk) que depende de la permutaci6n 

la cual puede obtenerse a partir de pk intercambiando los nú­

meros akr y aks" En consecuencia, por el Lema 2 pk y qk son 

de paridad diferente, .Por lo que 

se tiene por tanto que 

n! 
E e:(pk) b¡a 

·k=l k¡ 

n! 
E -e: (pk) a¡a a2a 

k=l k¡ k2 

y en consecuencia 

det, B - det A 
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iv) Sea A = [ aij] una matriz cuyo rengl6n s es igual al ren -

gl6n r multiplicado por. un número A; es'to es 

y formemos una matriz B cuyos elementos sean iguales a los de 

A salvo los del rengl6n s, que serán iguales a los del ren -

gl6n r; e~to es 

aij' para i -¡ S 

bij 

arj' para i = S 

Entonces, por la propiedad ii) 

det A = A det B 

Ahora, si formamos una matriz e intercambiando en B los ren -

glones r y s, se tendrá que B e y por, tanto 

det B det e 

pero por la propiedad iii) se tendrá también que 

det B - det e 

por lo cual 

det B = 9 

y en consecuencia 

det A = AXO = O 

v) Sea B = [ bij] una matriz obtenida a partir de A sumando a 

los elementos del renglón r los elementos del renglón s multi 

plicados por un número A; esto es: 



443· 

a .. 
~J 

, para i 1 r 

arj + Aasj' para i r 

Entonces por VII.2.1, podernos expresar al determinante de B 

corno 

det B = det A + det e 

donde e = [ cij] es tal que 

1 

a .. 1 para i 1 r 
~J 

e .. = 
~J 

A a 
sj' para i = r 

y sus renglones r y s son proporcionale~; en consecuencia, 

de la propiedad iv) 

det e o .. 

y por tanto 

det B = det A 

D 

Veremos ahora las propiedades respecto a las operaciones con rnatri 

ces 

VII. 2. 3 TEOREMA 

Si A = [ aij] y B = [ bij] son dos matrices de nxn 

con elementos en e, entonces: 

i) det A = det AT 

ii) det().A) 

iii) d~t (AB) (detA) (detB) 
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DEMOSTRACION 

i) Sea AT = [cij] , dpnde cij = aj.i. por VI.7.7; y consideremos 

un término cualquiera del desarrollo de det AT segGn la defi­

nici6n VII. l. .4: 

e::(pk) C!Q·· C2a 

k 1 k2 

donde e: (pk) .depende de la permutaci6n 

sustituyendo cij por aji se obtiene 

ordenando los factores de tal manera que los primeros !ndices 

(que forman la permutaci6n pk) formen una permutaci6n princi­

pal, se obtendr& la expresi6n 

donde ahora los segundos !ndices .forman una permutaci6n 

Como se ve, dicha expresi6n constituye también un término en 

e1 .desarrollo de det A salvo, posiblemente, el .signo. e: (pk); 

puesto que a este producto le corresponde el signo e::(qk) en 

el desarrollo de det A. 

Ahora bien; si pk es de clase impar, por el Lema 3 se requie­

re un namero impar de intercambios de nGmeros adyacentes para 

llevarla a la permutaci6n principal, mismo nGmero de interca~ 

bios que se efectGan en la permutaci6n de los ·segundos !ndi -
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ces, que es la permutaci6n principal, para obtenér qk, por lo 

que qk es tambié~ de clase impar. Mediante un razonamiento 

an&logo se concluye que si pk es de clase par entonces qk es 

también de clase par1 por lo que 

se tiene por tanto que· 

n! 
I E(pk) Cta C2a 

k=l kt k2 

n! 
I E (qk) aq3 a2B 

k=l kt k2 

y en consecuencia 

·r 
det A.= det A 

ii) La prueba es inmediata si consideramos que AA es una matriz 

que se obti~ne de A multiplicando por A cada uno de sus n 

renglones1 entonces, aplicando reiteradamente ii) de VII.2.2 

se conctuye que 

det(AA) A0 det A 

iii) La prueba de esta propiedad requiere de la generalizaci6n, a 

n sumandos, del teorema VII.2.1. El lector podrá aceptar fá 

cilmente dicha generalizaci6n o, si lo prefiere, realizar la 

prueba por inducci6n. 

Sean ahora dos.matrices cualesquiera de nxn 
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A y 

an 1 an2 

B 

bll bl2 

b2! b22 

bnl bn2 

y consideremos una partición de B escribiéndola como 

B donde Bi = ·(bil, bi2, ... ¡ binl 

El product0 AB también puede escribirse como. 

AB 

e 
n 

donde ei 

bnn· 

Entonces, considerando los n sumandos que constituy~n 'el ler. 

renglón de AB, por la generalización del ~eorema VII.2.1 pod~ 

mes escribir ~1 determinante de AB como la suma de n determi­

nantes; esto es 

det(AB) 

e 
n 

+ 

e 
n 

+ ••• + 

alnBn 

e 
n 

Si llamamos D 1 , D 2, ... ,· . Dn a tales determinantes se tendrli 

det(AB) D1 + D2 + ••• + Dn 
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Considerando ahora los n sumandos que constituyen el 

rengl6n de cada 

determinantes, 

O¡ 

02 

D n 

a 11 B1 

a21B1 

en 

a¡ 2B2 

a21B1 

e n 

a¡nBn 

a21B 1 

e 
n 

+ 

+ 

+ 

una de las matrices 

podemos escribir 

a 11 B1 

a2 2B2 

e n 

a¡ 2B2 

a22B2 

e n 

a¡nBn 

a22B2 

e 
n 

+ .•. + 

+ •.. + 

+ •.• + 

a¡ 1B1 

a2nBn 

e n 

a¡ 2B2 

a2nBn 

e n 

a¡nBri · 

a2nBn 

e 
n 

correspondientes 

O¡¡ + 0¡2 + ... + 

021 + 022 + •.. + 

Dn¡ + Dn2 + •.• + 

segundo 

a dichos 

D¡n 

D2n 

Dnn 

y podemos continuar este proceso hasta considerar lo~ n suman 

dos del filtimo rengl6n. Al final de dicho proceso se obten -

drá que det(AB) es la suma de nn determinantes 

D. . . 

¡ 
j 1 1, 21 .•• 1 n· J J ••• J 1 2 n 
j2 = 1, 2, ... ' n 

donde 

jn 1, 2, ..• 1 n 

de los cuales la mayor parte es igual a cero por tener re~ -

glones que son proporcionales (considére~e, por ejemplo, 0 11 

cuyos dos primeros renglones son proporcionale~) . De hecho, 

s61o pueden llegar a ser diferentes de cero los n! determi -
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nantes para. los cuales j 1, j z, ••• , jn constituyen una permut!!_ 

ción de los números {1, 2, •• , n}. 

Entonces 

n! 
det(AB) ¡: D ' k=l ak¡ akz, •.• , akn 

donde (ak 1, ak 2 , ••• , aknl es una permutación de {1, 2, ••• , n} 

Tomando en cuenta la estructura de D , , •.• , podemos es 
ak¡ akz akn 

cribir 

det(AB) 
n! 
¡: 

k=l 

por lo que, aplicando reiteradamente ii) de VÍI.2.2, se tiene 

que 

n! 
det(AB) l: a1a aza 

k=l k 1 kz 

·. 

Obsérvese en esta expresión que el determinante de la derecha 

puede transformarse en det B mediante el intercambio de ren -

glones hasta lograr que la permutación 

se transforme en una permutación principal. As!, si pk es de 

.clase par dicho determinante es igual a det By si pk es de 
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clase impar es igual a·- det B. 

En con'se,cuencia, podemos escribir 

det(AB) 

esto es 

. n! 
det(AB) det ~ E E(pk) a1a. a2a 

k=l k¡ k2 

(det B) (det A) 

det(AB) = (det A) (det B) 

como se quería. 

D 

VII.2.4 EJERCICIOS 

1.- Determinar cuántos intercambios de nGmeros adyacentes son nece 

sarios para transformar en la permutaci6n principal cada una 

de las siguientes permutaci·ones 

a) (3, 1, S, 4, 2) 

b) (4, 2, 1, 3) 

2.- A partir de VII.2.2 y tomando en cuenta que 

·2 

1 

1 

4 

3 -2 

o -1 

o 2 1 o 

a b 2a 3b 

13a + 39b. 
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Obtener el valor de los siguientes determinantes 

2 -1 3 -2 2+ai· l+bi 3+2ai -2+3bi 

1 -4 o -1 1 4 o -1 
a) b) 

o -2 1 o o 2 1 o 

a -b 2a 3b a b 2a 3b, 

2 1 3 -2 2 1 3 -2 

3a 3b 6a 9b 1 4 o -1 
e) d) 

o 2 1 o o o o o 

a b 2a 3b a b 2a 3b 

3 1 2 -2 2 1 3 -2 

O, 4 1 -1 i 4i o -i 
e) f) 

1 2 o o o 2i i o 

2a b a 3b ai bi 2ai 3bi 

3.- Demostrar que 

x-a d X X d a 

y-b d y = y d b 

z-c d z z d e 

4.- Proponer dos matrices A y B de 2x2 tales que 

det(A + B) t det A + det B 

y verificar que para dichas matrices 

det(AB) = (det Al (det B) 
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VII. 3 CALCULO DE DETERMINANTES 

Como el lector se habrá .dado cuenta a l.o largo de la secci6n VII.l, 

el empleo de la definici6n VII.l.4 para calcular el valor de un de 

terminante resulta un proceso demasiado laborioso; especialmente 

en los casos de ejemplos numéricos, en los cuales se requiere obt~ 

ner primero la expresi6n del desarrollo correspondiente al orden 

de la matriz en ·cuesti6n, para poste·riormenté identificar los núm~ 

ros que co,rresponden a cada uno de los elementos en el desarrollo 

y efectuar las operaciones indicadas. 

Es por ello que no se acostumbra en la práctica el empleo de la d~ 

finici6n para el cálculo de determinantes; a cambio se han desarro 

llado otro~ métodos cuya aplicaci6n resulta más ~imple y que condu 

cen a los mismos r~sultados. 

Regla de Sarrus 

El más sencillo de tales métodos es el que se conoce coma "regla · 

de Sarrus", el cual posiblemente habrá sido utilizado ya por el 

lector. Este método se emplea para calcular determinante e' de se ·­

gundo .y de tercer orden.' 

Para calcular el valor de un determinante de segunde orden emplea12_ 

do la regla de Sarrus, se efectüa el producto de los ~lementos de 

la diagonal principal y a ésfe se resta el productr e~ los eleme~-

tos de la "diagonal s~cundaria". En forma esquemát~c•: 

como se ve,el resultado que arroja la regla de Sarrus coincide 
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ia definición de determinante de segundo orden. 

Así', por e)emplo, para calcular el determinante de la matriz 

empleando la regla de Sarrus'se procede como sigue 

5 4 

det A (5) (-3) - (-2) (4) -15 + 8 -7 

-2 -3 

con lo que se llega al mismo resultado que se obtuvo en la sec -

ción VII.l. 

Para calcular el valór de un determinante de tercer orden emplean-

do la regla de Sarrus, se efectúa el producto de ,los elementos de 

la diagonal principal .Y de las dos "diagonales paralela~" a ella; 

el t~rmino "diagonales paralelas" se debe a que, cuando se emplea 

el artificio que .consiste en volver a escribir los dos primeros 

renglones a continuación del tercero, los elementos en cuestión 

apareéen formando "diagonales" paralelas a la principal. 'A' la su-

ma de dichos productos se restan los productos de ·los elementos de 

la diagonal secundaria y de las dos "paralelas" a ella. En forma 

esquemática: 
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6 

El desarrollo ,anterior 'coincide, salvo en el orden de algunos fac-

tores y términos, con la definición de determinante de tercer or -

den. 

A manera de ejemplo, c~lculernos el determinante de la matriz 

empleando la ,regla de Sarrus 

l o -3 

det A -4 5 2 

1 -2 o 

(1) (5) (0)+(-4) (-2) (-3)+(1) (2) (O) 

- (1) (5) (-3) ~ (-2) (2) (1)- (O) (O) (-4) 

o -24 + o + 15 + 4 -o = -5 

se obtiene as! el mismo resultado de la sección VII.1. 

Es importante subr'ayar que la regla de Sarrus sólo se aplica a de-

terminantes de segundo y de tercer orden. En ocasiones se preton-

de erróneamente "generalizar" esta regla para calcular determinan-

tes de orden mayor; sin embargo, se puede comprobar fáciln:ente que 
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al aplicar la supuesta "regla de Sarrus" a un determinante de or -

den superior al tercero se obtiene un desarrollo que no coincide 

con el de la definición. 

El método que veremos a continuación, conocido como "desarrollo 

por cofactores•, no sólo es aplicable al cálculo de,determinantes 

de cualquier orden, sino que constituye el fundamento de todos los 

métodos de aplicación práctica. 

Desarrollo por cofactbres 

Con el propósito de familiarizar al lector con las ideas fundamen­

tales del desarrollo por cofactores, consideremos nuevamente el 

desarrollo del determinante de tercer orden obtenido· al final de 

la sección VII.l: 

det A 

Como en cada término. hay un elemento de cada renglón y de cada co­

lumna, podemos seleccionar una lfnea cualquiera y factorizar los 

elementos de ésta. Por ejemplo, eligiendo el prime~ renglón pode­

mos factorizar sus elementos· y escribir 

det A 

Cada uno de los factores que multiplican a los elementos del pr~ -

mer renglón en la expresión anterior constituye el desarrollo de 

un determinante de segundo orden. Asf: 

para a¡¡ tenemos que 
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para a12 tenemos que 

(-1) 

para a 13 tenemos que 

a~1 a22 

Cada uno de estos determinantes puede ser obtenido de la matriz 

original suprimiendo el renglón y .la columna en que se encuentra 

el elemento correspondiente.. Tales determinantes reciben el nom -. 

bre de "menores". 

Así, por ejemplo, el·menor de a 12 se puede obtener de la siguiente 

manera 

Regresando a la expresión anterior para det A, vemos que los fact~ 

res que mul'tiplican a los elementos del primer renglón no son, en 

todos los casos, los menores correspondientes. 

En el caso de a 12 dicho factor es igual al menor con el signo cam-

biado. Esto se identifica con el hecho de que tal elemento. es de 

"característica impar"; es decir que.la suma del número del ren-

glón y de la columna en que se encuentra es un número impar 

(1+2=3). 

Sólo tenemos un elemento de característica impar en el desarrollo 
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anterior por haber elegido el primer rengl6n para factorizar sus 

elementos. Si hubiésemos elegido el segundo rengl6n tendrfamos 

dos elementos de caracterfstica impar (a 21 y a 23 ) y, en tal caso,. 

los factores que multiplican a éstos en el desarrollo del determi­

nante serfan iguales a sus correspondientes'menores con el signo 

cambiado. 

Surge así el concepto de "cofactor", como el factor que multiplica 

al elemento en el desarrollo del determinante. Dic.ho cofactor es 

igual al menor, o al negativo de éste, según sea par o impar la ca 

'ract'erística del elemento. 

Finalmente, el determinante de A puede expresarse como 

det A a¡¡ (-1) 1+ 1 + 

Expresión que se conoce como el "desarrollo por cofactores según 

el primer rengl6n". Es claro que pueden obtenerse desarrollos si­

milares para cada uno de los otros 'renglones y columnas de la ma -

triz A. 
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VII.3.1 DEFINICION 

Sea A = [ aij] tina matriz de nxn con elementos en C. 

i) Se llama menor del elemento aij' y se representa 

con Mij' al determinante de la matriz que se ob­

t:iene suprimiendo en A el rengl6n i y la colum -

na j. 

ii) Se llama cofactor 

senta con Cij' al 

del elemento aij' y se 

producto (-1) i+jM ... 
1] 

As!, por ejemplo, para la matriz 

A 

el menor del elemento a 23 es el determinante 

1 -3 o 

o -1 1 i -9i -Bi 

3i o '-i 

mientras que su cofactor es el producto 

l -3 o 

(-1)2+3 o -1 1 (-1) (-Bi) Si 

3i o -i 

Para el elemento a 2 , se tiene 

repre-
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1 -3 2i 

M2~ o -1 i -2 + 9 -6 1 

Ji o 2 

y 

C2 ~ (-1) 6 (1) (1) (1) 1 

etc. 

VII .• 3.2 TEOREMA 

Si A = [ aiJ es. una matriz de nxn con elementos en C 

y r es un número entero tal que 1 ~ r ~ n, entonces: 

n 
i) det A = l: a rj crj 

j=1 

n 
ii) det A l: a. c. 

i=1 ~r ~r 

DEMOSTRACION 

Se aemuestra primero la parte i) 

De VII. l. 4 se tiene que 

n! 
det A l: e: (pk) ala a2a a 

k=1 k¡ k2 rakr 
a (1) 

nakn 

y en consecuencia, cada término del desarrollo de det A tiene uno 

y sólo un factor a correspondiente al renglón r, cuyo segundo 
rakr 

índice akr recorre todo·s ios valores 1, 2, ••• , n a lo largo de los 

n! términos. Podemos en consecuencia escribir 

det A= a F +a F + ••• + a F r 1 r 1 r 2 r 2 rn rn 
(2) 

y debemos probar que los Frj(j = 1, 2, ••. , n) son los cofactores 

de los elementos arj en el sentido de la definición VII.3.1. 
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Como el factor F . se obtiene s~ando los t~rminos ·del desarrollo 
rJ 

(1) en los cuales aparece el elemento arj y factorizando ~s.te, se 

tendrá que Frj es una suma de productos formados por n-1 factores 

entre los cuales no hay elementos del rengl6n r ni de la columna 

j: esto es 

(n-1)! 
t ~(pk) a1a aza 

k=l k1 kz 

a( r-~ )ak( r-1) 
a 

(r+1 )ak(r-tl) 
(3) 

Donde qk = (ak 1.' ak 2 , ... , ak(r-1 ), ak(r+l)'"""' akn) es una perm_!! 

tación del conjunto {1, 2, •.• , j-1, j+1, ••• , n} que se obtiene s~ 

primiendo en pk = (ak·1, ak 2 , ••• , akr'""".' akn) el rillmero akr (que 

es igual ajen los t~rminos correspondientes a F.). 
rJ 

En consecuencia, con la posible excepción del signo E(pk) la ex·­

presión (3) corresponde al desarrollo del menor Mrj' de acuerdo con 

la definición VII.3.1 

Para mostrar la relación que existe entre E(pk) y E(qk), conside­

remos la permutación 

y traslademos a akr hasta el Gltimo lugar por medio de n-r inteE -

cambios de nllrileros adyacentes, se obti.ene así la permutación 

cuyo signo, respecto al de pk, está dado por 

( ') (- 11 n-r ( ) E pk = E pk 

Por otra parte, los primeros n-1 rillmeros de pk coinciden con la 
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perrnutaci6n 

j, en Pie habrá n-j ntimeros mayores ·que akr y que se 

encuentran antes que éste en la permutaci6n, por lo que P.ic tiene 

n-j inversiones más que qk y, en consecuencia 

por lo que, respecto al signo de pk tendremos 

(-1) n-j (-1) n-r E (pk) = (-1)2n-r-j E (pk) 

o lo que es equivalente 

Finalmente, llevando este resultado al desarrollo (3) se obtiene 

por lo que, de VII.3.1 

F • = e . 
rJ rJ 

como se quería. 

La parte ii) del teorema se sigue inmediatamente de la parte i) 

del mismo y de la propiedad i) qel teorema VII.2.3. 

D. 

De acuerdo con el teorema VII.3.2, el valor de un determinante 

puede obtenerse a partir de los elementos de una cualquiera de sus 

líneas, sumando los productos de éstos por sus respectivos cofacto 

res. 
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Por ejemplo, para calcular el determinante de la matriz 

. 2 1 -5 2 

4 -6 o 1 
A 

o 2 -1 o 
-1 6 -7 1 

Podemos elegir cualquier rengl6n o columna para desarrollar por e~ 

factores. En este caso, un. somero análisis de la matriz dada· nos 

sugiere la elecci6n del. tercer rengl6n en virtud de que dos de sus 

elementos son nulos y el producto de ~stos por sus respectivos ce­

factores será igual a cero, sea cual fuere el valor de los cofacto 

res, por lo que no será necesario calcularlos. 

As!, se tendrá que 

det A= OxC31 + 2xC 32 + (-l)xC33 + OxC3~ = 2C32 - C33 

2 -5 2 

4 o 1 

-1 -7 1 

2 1 2 

4 -6 

-1 6 

1 

1 

Los cofactores serán entonces 

17 y 

por lo que 

o - 56 + 5 - o + 14 + 20 

- 12 + 48 - 1 - 12 - 12 - 4 

7 

-17 

7 
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En el caso general, el desarrollo por cofactores transforma el pr~ 

blema de. calcular un determinante de orden n·en el de calcular n 

determinantes de orden n-1. Cada uno de estos determinantes puede 

desarrollarse a su vez por cofactores,. obteniéndose menores de or­

den n-2, y así sucesivamente. Se acostumbra continuar el pl;'oceso 

hasta obtener menores de orden 3 o de orden 2, cuyo valor puede ob 

tenerse empleando la regla.de Sarrus. 

Condensaci6n 

El desarrollo por cofactores, aunque de aplicaci6n general, no es 

un método eficiente dada la·gran cantidad de. determinantes de OE­

den menor que se requiere calcular. Por ejemplo, para un determi­

nante de quinto orden se. tendrán 5 menores de cuarto orden, y para 

cada uno de ellos 4 menores de tercer orden; por lo que se requie­

re calcúlar un total de 20 determinantes de tercer orden. 

Como se vio en el ejemplo ant,erior, en ciertos casos especiales 

puede evitarse el cálculo de algunos cofactores cuando los elemen­

tos correspondientes son nulos; en especial, si alguna de las 1! 

r¡eas tuviese todos.los elementos excepto uno· iguales a cero, sin 

duda escogeríamos dicha línea para efectuar el' desarrollo por co­

factores, ya que s6lo requeriríamos calcular uno de ellos (el co -

rrespondiente al elemento distinto de cero). Esta situaci6n, cla­

ramente deseable, puede lograrse con ayuda de las propiedades que 

establece el teol.'ema VII.2.2; en particular, mediante la aplic~ -

'ci6n reiterada de la propiedad v). 

El método que se propone a continuaci6n, conocido como "método de 
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condensaci6n", se basa precisamente en esta idea y consiste en lo 

siguiente: 

1) Elegir una linea que contenga.el mayor nGmero de ceros po­

sible. 

2) Elegir un elemento no nulo de dicha linea (de preferencia 

un 1 o un -1)· y aplicar reiteradamente la propiedad v) de 

VII.2.2 hasta reducir a cero todos los demás elementos de 

la linea. 

3) Desarrollar por cofactores segGn dicha linea. 

4) Repetir los tres pasos anteriores hasta obtener un determ! 

nante de tercer orden (o de segundo si se prefiere) y obte 

ner su valor mediante la regla de Sarrus. 

A manera de ejemplo, usaremos a continuaci6n el método de condensa 

ci6n para calcular el determinante de la matriz 

A 

-1 1 -5 -2 3 

3 2 

1 -1 

o 2 

1 2 

1 

2 

1 

4 

o -:-1 

1 o 
3 -1 

o 1 

Elegimos la cuarta columna para efectuar el desarrollo po.r tener 

ésta dos elementos nulos, y seleccionamos como "pivote" al tercer 

elemento de dicha columna por tratarse de un uno. Entonces, mult! 

plicando por 2 y por -3 el tercer.rengl6n y sumándolo al.prirnero y 

al cuarto renglones, respectivamente, se obtiene 
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.¡. 

-1 1 -5 -2 3 (2) 1 -1 -1 o 3 

3 2 1 o -1 3 2 1 o -1 
~, 

det A 1 -1 2 1 1¡ 
'~ 

o * 1 -1 2 1 o 

o 2 1 3 -1 (-3) -3 5 -5 o -1 

1 2 4 o 1 1 2 4 o 1 

En consecuencia, desarrollando por cofactores seg.(in la cuarta colum 

na 

1 -1 -1 3 

det A (1) (-1) 7 3 2 1 -1 

-3 5 -5 -1 

1 2 4 1 

Para calcular el valor de éste determinante de cuarto orden, eleg!_ 

mos ahora el primer rengl6n para el desarrollo y la primera colum-

na como pivote, por lo que sumando ésta a la segunda y tercera co-

lumnas, multiplicándola por -3 y sumándola a la cuarta se obtiene 

... lll -1 -1 3 1 o o o .._.-
3 2 1 -1 3 5 4 -lO 

det A (-1) (-1) 
-3 5 -5 -1 -3 2 -8 8 

1 2 4 1 1 3 5 -2 

* (1) (1) (-3) 

y desarrollando por cofactores seg(in el primer rengl6n 

5 4 -10 

det ·A (-1) (1) (-1) 2 .2 -8 8 

3 5 -2 
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Para continuar con el proceso, seleccionarnos ahora el segundo ren-

gl6n para el desarrollo y la primera columna corno pivote, con lo 

que 

5 4 -lO 5 24 -30 

det A (-1) ... 
,,.-" 
t~J -8 8 (-1) 2 o o 

3 5 -2 3 17 -14 

* (4) (-4) 

Finalmente, desarrollando por cofactores y empleando la regla de 

Sarrus se obtiene 

24 -30 

det A (-1) (2) (-1) 3 2(-336 + 510) - 348 

17 -14 

que es el valor del determinante. 

Corno puede verse, el método de condensaci6n ofrece en cada ciclo 

un gran número de posibilidades para la selecci6n de la línea y 

del elemento pivote. Una selecci6n adecuada en cada caso puede 

contribuir notablemente a simplificar los cálculos correspondie~ -

tes. 

Determinante de una matriz triangular. 

El cálculo del determinante de una matriz triangular resulta part~ 

cularrnente sencillo, ya que su valor es igual al producto de los 

elementos de su diagonal principal, corno lo establece el siguiente 

teorema. 
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VII. 3. 3 TEOREMA 

Si A= [aij] es una matriz triangular superior 

(inferior), entonces 

det A 

DEMOSTRACION 

n 
n 

i=t 
a .. 

11 

Haremos una prueba por inducci6n en el caso de una matriz .triangu-

lar superior. 

Para n = 2 se tiene 

y por la regla de Sarrus 

det A2 

Sea ahora 

a¡¡ a12 a¡n 

o a2 2 a2n 
A n 

o o a nn 

Desarrollando por cofactores segG.n el G.ltimo rengl6n se tiene que 

a¡¡ a¡2 al ,n-1 

det A a (-1) n+n o a22 a 2,n- 1 n nn 

o o a 
n-1 ,n-1 



pero, por hip6tesis de inducci6n 

a a 
n 12 
o a 

22 

o o 

y en consecuencia 

det A 
n 

a . 
t,n-1 

a 2,n- 1 

a n- t,n-1 

(a 
ll 

a 
2 2 

467 

a11 a· 
22 

a 
n-1 ,n-1 

a )= 
n- 1 ,n- 1 

Por otra parte, si A es triangular inferior entonces AT es triang~ 

lar superior; en consecuencia por i) de VII.2.3 y el resultado an-

terior se tendrá que 

det A = det AT 
n 
JI 

i=l 
a .. 
. l.l. 

· Esto completa la demostraci6n. 

D 

La facilidad con que se calcula el determinante de una matriz 

triangular sugiere otro mátodo general para el cálculo de determi 

nantes, el·cual consiste en transformar la matriz dada.en una ma-

triz triangular empleando las propiedades del teorema VII.2.2, y 

calcular el determinante de ~sta multiplicando los elementos de su 

diagonal principal. Debido a que una matriz triangular es una ma 

triz escalonada, el procedimiento resulta similar al m~todo de 

Gauss para la resoluci6n de sistemas; sin embargo, se debe tener 

presente que en este caso las transformaciones del tipo I y del ti 

po II pueden alterar el valor del determinante. 

A manera de ejemplo, calcularemos a partir de este m~todo el valor 

del determinante que empleamos para ilustrar el m~todo de conden -
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saci6n. 

Multiplicando por 3 el primer rengl6n y' sumándolo al segundo, y su 

mando el primer rengl6n al tercero y al quinto se obtiene 

det A 

-1 

3 

1 

o 
1 

1 

2 

-1 

2 

2 

-5 

1 

2 

1 

4 

-2 

o 

1 

3 

o 

3 

-1 

o 

-1 

1 

-1 

o 

o 

o 

o 

1 

5 

o 

2 

3 

-5 -2 

-14 -6 

-3 

1 

-1 

-1 

3 

-2 

3 

8 

3 

-1 

4 

¡¡umando al segundo rengl6n el quinto multiplicado por -2 y, a con­

tinuaci6n, multiplicando por 2 y por 3 el s'egundo rengl61) y suman-

do al cuarto y quinto renglones, respectivamente, se obtiene 

det A = 

-1 

o 

o 

o 

o· 

1 

-1 

o 
2 

3 

-5 -2 

-12 -2. 

-1 

3 

o 

3 -3 

1 

-1 

3 '-1 

-2 4 

-1 

o 

o 

o 
o 

1 

-1 

o 

o 

o 

-5 -2 

-12 -2 

-3 -1 

-23 -1 

-37 -8 

3 

o 

3 

-1 

4 

-23 -37 Multiplicando el tercer rengl6n por ~ y por ~· y sumándolo al 

cuarto y al quinto renglones. y, a continuaci6n, multiplicando por 
-13 ' 20 el cuarto rengl6n y sumándolo al quinto se obtiene 

det A 

~1 

o 

o 

o 

o 

1 

-1 

o 

o 
o 

-5 -2 

-12 -2 

-3 

o 

o 

-1 

20 
~ 
13 
3 

3 

o 

3 

-24 

-33 

-1 

o 

o 

o 

o 

1 

-1 

o 
o 

o 

-5 1 -2 

-12 -2 

-3 

o 

o 

..;1 

20 
3 

o 

3 

o 

3 

-24 

-87 
-s-
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por 1o que, finalmente 

det A = (-1)(-1)(~3)(~) (~) 348. 

que es el valor buscado. 

VII.3.4 E~ERCICIOS 

1.- Aplicar ~a regla de Sarrus para calcular el valor de los si -

guientes determinantes 

a -3a 3 b -e 

a) b) -2 1 -1 
2 1 

-9 e 3b 

2.- Obtener el menor y el cofactor de los elementos azz y az3 de 

la matriz 

A [: : ~:] 
-2 1 2 

3.- Obtener el valor del determinante 

4 -6 o 1 

o 2 -1 o 

2 1 -5 2 

1 6 :..7 1 

a) desarrollando por cofactores segdn la tercera columna 

b) aplicando lo que ser!a ia regla de Sarrus para un determ! 

nante de 4o. orden. 

Y comparar estos resultados con el obtenido en el problema 4 
de VII.l.S 
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4.- Calcular el determinante del problema anterior, desarrollando 

por cofactores según el segundo rengl6n. 

5.- Calcular el valor del determinante 

2 1 o 

1 o -2. 

-4 -1 3 

1 2 o 

-2 1 4 

2 -1 

o 3 

1 -5 

4 3 

o 1 

a) por el método de condensaci6n 

b) transformando a una matriz triangular. 

6.- Demostrar que el valor de 

a¡¡ a¡z o o 

a21 a22 o o 

b¡ bz as s o 
C¡ Cz es a,, 

es independiente de los valores de b¡, bz, e·¡, Cz y es 
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VII.4 ALGUNAS APLICACIONES 

Corno complemento a las secciones anteriores, en las cuales se pr~ 

sentaron los principales aspectos relativos al concepto de deter-

rninante, en ésta veremos dos de sus principales aplicaciones: al 

cálculo de la inversa de una matriz y a la resoluci6n de sistemas 

de ecuaciones lineales. ·corno consecuencia del desarrollo de es -

tos t6picos se obtendrán además algunas 'propiedades adicionales 

que son de gran utilidad en el empleo de los determinantes. 

Cálculo de la inversa por medio de la adjunta 

Se conoce corno adjunta de una matriz cuadrada A a la transpuesta 

de la matriz que se obtiene reemplazando los elementos de A por 

sus respectivos cofactores, corno lo establece la siguiente defini 

ci6n 

VII.4.1 DEFINICION 

Sea A = [ aij] una matriz de nxn con elementos en C, 

y sea Cij el cofactor del elemento aij" 

Adjunta de A a la matriz 

Adj A = [ b ij] , donde 

Se llama 

qi 

As!, por ejemplo, para obtener la adjunta de la matriz 

A ~ -: :] 

se calculan los cofactores de todos sus elementos 
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-1 4 3 4 3 -1 

C¡¡ -4, Cu = (-1) 8, C1a '5, 

1 o o 2 1 

o 2 1 2 1 o 
C21 (-1) -4, C23 = (-1) 

1 o 2 o 2 1 

o 2 1 2 1 o 
Cu 2, C32 (-1') 2, C33 -1, 

-1 4 3 4 3 -1 

y se ordenan de la siguiente manera 

AdjA 

La adjunta tiene la siguiente propiedad importante. Si multipli~ 

carnes la matriz A del ejemplo anterior por su adjunta obtenemos 

A(Adj A)=[~ _: :] [: _: :]= [:. : :l 6~ : ~ 
2 1 o 5 -1 -1 o o ~ L; o ~ 

y cabe preguntarse que relaci6n tiene el número 6 con la matriz . 

dada. Si calculamos su determinante encontramos que 

det A 

Es decir que 

A(Adj A) 

1 o 

3 -1 

2 1 

2 

4 

o 

(det A) Is 

6 

-1, 
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Esta expresión no sólo es válida para la matriz del ejemplo ante-

rior sino que constituye un resultado general, como lo establece 

el siguiente teorema 

VII. 4. 2 TEOREMA 

Si A es una matriz de nxn con elementos en e, entonces 

A(Adj A) = (Adj A)A = (det A)In 

DEMOSTRACION 

Sea A = [ aiJ 

De VII.4 .1 

Adj A = [ biJ , donde 

por lo que, de VI.3.1 

A(Adj A) = [ p.l 
1jj. 

donde 

En consecuencia, para i 

b .. 
1] 

c .. 
]1 

se tiene que 

que es el desarrollo por cofactores, segli~ ·el i-E!!simo re.nglón, 

del determinante de A; por lo que, de i) de VII.3.2 

pH = det A (1) 

Probaremos ahora que pij = O cuando i # j 

Por i) de VII.3.2 se tiene que 
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a¡¡ a¡ 2 a¡n 

i ail ai2 a in 

aj 1 cj 1 + a. c. + ..• + a. c. 
J 2 J 2 JU JU, 

aj1 aj2 ajn 

an¡ an2 ann 

por lo que, haciendo ajk aik tenemos 

a¡¡ a¡2 a¡n 

i ai1 ai2 a in 

a. c. + a. c. + ... + a. e 
11 J 1 12 J 2 1n jn 

ai1 ai2 a in 

an1 an2 ann 

Pero este determinante tiene dos renglones iguales por lo que, de 

iv) de VII.2.2, su valor es cero y 

a e +a e + ... +a e o 
il jl i2 j2 in jn 

Esta expresi6n nos indica que la suma de los productos de los el~ 

mentas de un rengl6n por los cofactores de los elementos de otro 

rengl6n es igual a cero. 

En consecuencia 

n 
pij ¡: aik cjk o, si i ,¡ j (2) 

k=1 

As! que, de (1) y (2) 
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det A, si i j 

O si i # j 

por lo que, de VI.3.4 y VI.2.4 

A(Adj A) = (det A)I 0 

La prueba de 

(Adj A)A (det A) I 0 

es similar y se sugiere al lector intentarla como ejercicio. 

D 

Con ayuda de este resultado puede demostrarse. el importante teore 

ma que se enuncia a continuaci6n 

VII. 4. 3 TEOREMA 

Sea A una matriz de nxn con elementos en C: 

-1 A existe si y s6lo si det A # O 

DEMOSTRACION 

a) De VII.4.2 se tiene que 

A(Adj A) = (det A)In 

por lo que, si det A # O de la expresi6n anterior se sigue 

que 

de~ A [ A(Adj A) J In 

esto es 
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A [de! A (Adj A) J = In 

En consecuencia, de VI.4.1 

-1 1 . 
A = det A(AdJ A) (1) 

y A- 1 existe, ya que la adjunta de A existe para toda matriz 

A. 

Entonces 

det A '/ O =) :;¡ A - 1 (2) 

b) Si A- 1 existe, entonces 

A A- 1 = I 
n por vr. 4.1 

det(A A-1) det I n 

(det A) (det A -1) = det I n .POr iii) de VII.2.3 

(det A) (det A- 1 ) 1 por VII.3.3 (3) 

por lo que det A 'f O; esto es 

:;¡ A - 1 ) det A '/ O (4) 

Finalmente, de (2) y (4) se sigue que 

:;¡A -1 < > det A '/ O 

como se quería demostrar. 

D 

La expresión (1) de la demostración anterior sugiere un método p~ 

ra calcular la inversa de una matriz, el cual consiste en mult~-

plicar el recíproco del determinante por la adjunta. Puntualiza-
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mos dicho resultado en el .siguiente corolario 

VII.4.4 CORO~RIO 

si det A 1 O, entonces A- 1 . 1 . 
de"EA(AdJ A) 

Así,, por ejemplo, la inversa de la matriz 

es 

-4 2 2l -2 1 1 
3 3 3 

A-1 1 4 -2 1 
6" 8 -4 

_:J 
- 3 3 3 

5 -1 5 -1 1 
6 1í -6 

Otro resultado importante que puede derivarse de 

·del teorema VII.4.3 es el siguiente. 

VII.4.5 COROLARIO 

si ~A - 1 entonces det A-l 1 
det A 

la demostraci6n 

Esta propiedad es consecuencia inmediata de la expresi6n (3). 

Regla de Cramer 

Para terminar este capítulo enunciaremos formalmente el m~todo p~ 

ra resolver sistemas de ecuaciones lineales sugerido al principio 

de la secci6n VII.1, el cual nos sirvi6 como motivaci6n para la 
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definici6n general de determinante. 

VII.4.6 TEOREMA (REGLA DE CRAMER) 

Sea . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

un sistema de n ecuaciones lineales con n inc6gnitas,. y sea 

A = [a1J su matriz de coeficientes. 

Si det A ~ O entonces xk 

donde Ak [ cij] ·es tal que 

det Ak 
aetA, (k 1, 2, ••• , n) 

aij' para j ~.k 

b1 , para j k 

Es decir que, si det A ~ O, entonces el valor de la k-ésima inc6~ 

nita en la soluci6n dE;!l sistema puede .calcularse como el cociente 

de los determinantes de las matrices ~ y A, donde Ak se obtiene 

reemplazando en A. la k-ésima columna por el vector de términos in 

dependientes. 

DEMOSTRACION 

El sistema es equivalente a la expresi6n 

AX B 

donde 
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a11 a12 a1n XI bl 

az1 azz azn Xz bz 

A X y B 

an1 anz ann Xn bn 

Entonces, si det A t O por VII.4.3 3 A-l y se tendrá que 

por lo que, de VII.4.4 

Esto es 

As! que 

X [de~ A (Adj A) J B 

X 

X 

1 
det A 

pero, por VII.3.2, la expresi6n 

be +be + ... +be 
1 1 k 2 zk n nk 

1, 2, .•. , n) 

corresponde al desarr.ollo por cofactores, según la k-ésima colum­

n~, de una matriz que se obtiene a parti~ de A reemplazando los 
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elementos de la k-ésima columna por el vector de términos indepe!!_ 

dientes; es decir que 

l.aij' para, 

bi , para 

f. k 

e .. 
1] 

lo que demuestra el teorema. 

o. 
As!, por ejemplo, para resolver el siguiente sistema de ecuacio 

nes lineales empleando la regla de Cramer 

- X¡ - X2 + 2X3 3 

X¡ + 2X2 - X3 -2 

calculamos primero 

det A = 

2 

-1 

1 

3 

-1 

2 

-1 

2 

-1 

Como det A f. O calculamos ahora 

1 3 -1 

det At 3 -1 2 

-2 2 -1' 

2 1 -1 

det A2 -1 3 2 

1 -2 -1 

-2 

-10 

4 

k 



481 

2 3 1 

det A, -1 -1 3 -6 

1 2 -2 

por lo que la so1uci6n es 

-10 5, 4 -2, -6 3 X¡ --=2 X2 -2 X¡ -2' 

VII. 4. 7 EJERCICIOS 

1.- Obtener la matriz A para la cual 

Adj A y [ ~ ::: :::] 
-1 3 1 

2.- Para cada una de las siguientes matrices determinar si existe 

su inversa, e~ caso afirmati~o calcularla por el m€todo de la 

adjunta y verificar que se cumple el corolario VII.4.5 

a) 

A [: ~: : J 
b) 

r-: : ~l 
l-1 5 4 

B 

3.- Demostrar que si A es una matriz. no singular de 3x3, entonces 

det A = J det (Adj A) 
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6.- Una compañ!a recibi6 de cuatro proveedores los siguientes pr~ 

supuestos: 

Prov. A Prov. B Prov. C Prov. D 

No. compresoras 2 o 1 1 
No. medidores o 4 2 2 
No. válvulas 4 4 o 4 

No. reguladores 1 2 2 o 
Costo total en 
millones de pesos 6 5 5 4 

Sabiendo que los proveedores tienen los. mismos precios para ca 

da art!culo; ¿Cuántos millones de pesos cuesta cada ~mpresora? 

¿Qué ventajas presenta en este caso el empleo de la regla de 

Cramer sobre el mé'todo de Gauss? 



CAPITULO VIII ESTRUCTURAS ~LGEBRAICAS 

INTRODUCCION 

En capítulos anteriores hemos ·tratado con diferentes tipos de en.:.. 

tes matemáticos tales como n!imeros complejos, 'polinomios y matri­

ces, y hemos efectuado con ellos ciertas operacione.s; sin emba!_ -

go, no todas las operaciones se comportaron de la misma manera:, 

ia multiplicaci6n de polinomios, por ~jemplo,· result6 ser una op~ 

raci6n conmutativa mientras que la muitiplicaci6n de matrices no 

lo es. En este capítulo analizaremos los aspectos más relevantes 

en eL comportamiento de las llamadas "operaciones binarias". 

Cuando un conjunto esta provisto de una o varias operaciones bina 

rias se tiene un "sistema algebraico". Dicho sistema posee cier­

ta "estructura" que está determinada por las propiedades de las 

operaciones definidas en el conjuntó. 

Es posible que dos conjuntos formados por elementos de diferente 

naturaleza y provistos de operaciones distintas tengan, sin embar 

go, el mismo "comportamiento algebraico"; es decir, que las oper!!_ 
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cienes obedezcan a las mismas leyes. Se dice en tal caso que am-

bos sistemas pose~n la misma "estructura algebraica". 

A ciertas estructuras fundamentales se les han asignado nombres 

específicos como el de ''grupo'', ''anillo'' o .''campo''. 

No se pretende realizar aquí un estudi,o exhaustivo de las diver -

sas estructuras algebraicas existentes, sino más bien presentar 

los conceptos básicos que nos permitan identificar y comprender 

la estructura algebr'aica de los sistemas más comunes en matemáti-

cas. 

vm.1 OPERACIONES BINARIAS Y SUS PROPIEDADES 

El concepto de operación binaria es fundamental para el estudio 

de las estructuras algebraicas; en consecuencia, necesitamos emp~ 

zar por definir formalmente lo que entenderemos por una operación 

binaria. 

No •Se trata ya de una operación en particular, como la adición de 

números complejos o la multiplicación de matrices, sino del conceE 

to 'mismo de operación binaria; es decir, de aquello que es co,mún 

a todas las operaciones d~ este tipo que conocemos. 

¿,Qué tienen en común operaciones como la adición de números racio 

nales, la sustracción de polinomios. y la multiplicación de matri-

ces, por ejemplo? 

1' Fundamentalmente lo siguiente:. 

Se aplican a dos elementos· de la misma especie (de. ·ahí el tér 

mino ''binaria"). 

Asignan a dichos elementos un único "resultado", que es otro 

L 



elemento de la misma especie, por medio de un criterio deter­

minado. En general, el resultado asignado.depende no sólo de 

quiénes sean los elementos sino también del orden en el que 

éstos sean considerados. 

Podemos decir entonces que una operación binaria es una regla que 

asigna a cada par ordenado de elementos de un conjunto un único · 

elemento de dicho conjunto. Con ayuda del concepto de función, 

la definición de ?Peración binaria puede enunciarse de la siguie!!_ 

te manera 

Vm .1.1 DEFINICION 

Una operación binaria.* definida en un conjunto S 

es una función de sxs en s. La imagen del par 

ordenado (a,b) bajo la operación * se representa 

La adición de números racionales, por ejemplo, es u~a fu.nción de 

QxQ en Q, denotada por.el símbolo+, que asigna a cada par orden~ 

· (a e) do de números racionales b' d un único número racional represe!!. 

tado por E + ~· al que se conoce como 11 la suma 11 de E y ~· . 

La expresión 

ad + be 
bd 

de la definición I.4.4 especifica como obtener el número E+ ~a 

partir de los números E y ~: es decir, especifica la regla o cri­

terio de asignación. 
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Al aplicar dicha regla al par ordenado <}, j), por ejemplo, se ob 
11 ' .. 

tiene el· número racional 6 ; es decir 

Entre otros ejemplos de operaciones binarias conocidas tenemos 

1os S·iguientes: 

La adici6n'y la multiplicaci6n en el conjunto de los números 
naturales 

La sustracci6n .en el conjunto de los números e,nteros 

·La divisi6n en el.conjunto de los números complejos diferen­
tes de cero 

La adici6n y la sustracci6n de polinomios 

La adici6n y la multiplicaci6n en el conjunto de matrices cua 
dradas de orden n 

La uni6n y la intersecci6n de conjuntos, etc. 

Es claro que el concep~o de operaci6n binaria establecido por 

vm.l.l no ·se restringe a las operaciones usuales, como las que 

acabamos de mencionar, sino que admite ·la existencia de "nuevas," 

operaciones binarias. 

Para definir una operaci6n binaria en un conjunto S bastará con 

especificar una regla que asigne a cada par ordenado de elementos 

de S un único elemento de S. Por ejemplo, podemos enunciar la s.!_ 

guiente regla para un par ordenado cualquiera de números natura -

les: 

"Al primer· elemento agregarle el doble del segundo" 

con lo que hemos definido una operaci6n binaria en el conjuntó N. 

Para representar dicha operaci6n podemos utilizar cualquier s!mbo 
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lo, aunque es recomendable emplear s!mbolos distintos a los de 

las operacione~ us.uales para evitar confusiones. 

Por ejemplo, si elegimos el símbolo 6 para representar la opera­

ci6n anterior, ésta quedará definida por la expre.si6n 

m 6 n m + 2n¡ ~ m, n E N (1') 

Si aplicamos dicha operaci6n al par ordenado (1,3), por ejemplo, 

se obtendrá como resultado el niimero 7¡ lo que se expresa de la 

siguiente manera 

1 6 3 7 

si la aplicamos ahora al par ordenado (3,1) se obtendrá como re -

sultado 5¡ esto es 

3 6 1 s· 

Aunque la manera más usual de definir una operaci6n binaria es me 

diante una expresi6n, digamos "matemática", como la expresi6n (1), 

en cier'tos casos suele hacerse también mediante una "tabla". 

Dichas tablas son particularmente iítiles cuando el conjunto sobre 

el que se define la operaci6n es finito y tiene pocos. elementos. 

Por ejemplo, en el.conjunto 

G = {a, B,' y} 

podemos definir una operaci6n o mediante la siguiente tabla 
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o a 13 y 

a a 13 y 
(2) 

13 13 13 a 

y a S y 

Para buscar en ~a tabla el resultado asignado a un par ordenado 

en particular, se busca al primer elemento en la columna de la iz 

quierda y al segundo en el rengl6n superior; el resultado se e~ -

cuentra en la intersecci6n del rengl6n y la'columna correspondie~ 

tes. 

Por ejemplo, .el resultado de aplicar la operaci6n o al par orde­

nado (S,y) es, de acuerdo con la tabla (2): 

S o y = a 

Para (y,Sj se tendrá en. cambio 

y o S S 

Antes de pasar a ocuparnos de las propiedades cabe resaltar que, 

de acuerdo con la definici6n vm.1.1, una operaci6n binaria * de­

finida en un conjunto S.asigna siempre como resultado un elemento 

de S; es decir que 

~ a, b E S: a*b E S 

Algunos autores se refieren a esta situaci6n diciendo que el con­

junto S es "cerrado" respecto a la operaci6n *· 

De acuerdo con esto, la sustracci6n no es una operaci6n binaria 

en el conjunto de los números naturales ya que, para los números 

naturales 1 y 3, por ejemplo, la diferencia 1-3 no pertenece al 
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conjunto N. 

Cerradura 

VTII.1.2 DEFINICION 

Sea * una operaci6n binaria definida en un conjunto S, 

y sea T un subconjunto de S. Se dice que T es ce.rrado 

respecto a la operaci6r. * si 

V a, b e T: a*b e T 

Es decir que el subconjunto T es cerrado respecto a la operaci6n 

* si al aplicar dicha operaci6n a dos elementos cualesquiera de T 

se obtiene como resultado otro elemento de T. 

As!, por ejemplo, para la multiplicaci6n de números racionales 

los siguientes subconjuntos de Q son cerrados 

{x 1 x e Q, x > O} 

{O} 

{O, 1, -1} 

as! como también lo es el propio Q; mientras que los siguientes 

subconjuntos no son cerrados respecto a dicha operaci6n 

{x 1 X € Q, X < 0} 

{0, 1, 2} 

Respecto a la operaci6n ~ definida por la expresi6n (1), el con­

junto N no tiene subconjuntos éerrados salvo el propio N. 

"Para la operaci6n. o definida por la tabla (2), el conjunto 
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{S, y} es el único subconJunto de G que no es cerrado respecto a 

dicha operaci6n. 

Elementos idénticos 

VIJI. 1. 3 DEFINICION 

Sea * una operaci6n binaria definida en un conjunto S: 

i) Un elemento e E S es un idéntico izquierdo para * si 

e*a = a, V a E S 

ii) Un elemento e E S es un idéntico derecho para * si 

a*e = a, V a E S 

iii) Un elemento e E S es un idéntico para * si es 

idéntico izquierdo e idéntico derecho. 

As!, por ejemplo, para la multiplicaci6n definida en el conjunto 

M de todas las matrices de mxn con elementos en C, la matriz I _m 

es un idéntico izquierdo ya que 

I A 
m 

A, V A E M 

y la matriz In es un idéntico derecho puesto que 

A, V A E M 

El número cero es un elemento idéntico para la adici6n definida 

en Q, ya que 

0 + X X 

y 
X + 0 x, V x E Q 

y el número uno lo es para la multiplicaci6n definida en dicho 

---------------------
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conjunto, puesto que 

1 X = X 

lj 
X • 1 = X, V X E Q 

El conjunto N no tiene id€ntico izquierdo para la operaci6n 6 de­

finida por la expresión (1) , ya que la condición 

e 6 n = n 

es equivalente, por definici6n de la operaci6n 6, a la expresión 

e + 2n n 

o sea 

e -n 

Entonces, si n E N se tendrá que· -n t N, por lo que 6 no tiene 

id€ntico izquierdo en N. 

Dicha operaci6n tampoco tiene id€ntico derecho en N, ya que 

n 6 e= n, V n' 

es equivalente a 

n + 2e = n 

2e o 
e o 

y el cero no es un elemento de N. 

Como otro ejemplo consideremos la misma regla de correspondencia 

para la operaci6n 6, pero definida ahora en el conjunto de los nG 

meros enteros; esto es 

m 6 n = m + 2n; ~ m, n E Z 
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Al buscar un idéntico izquierdo para ~ en el conjunto Z partirnos 

de la condici6n 

e ~ n = n 

y llegarnos nuevamente a la expresi6n 

e -n 

donde ahora, si n e Z se tiene que -n e Z. 

Sin embargo, de acuerdo con dicha expresi6n cada elemento tendrfa 

su "propio" idéntico izquierdo, y el "idéntico izquierdo'~ de u'n 

elemento no lo ,serfa para otro diferente. 

Por ejemplo, un "idéntico izquierdo" para 1 sería -1 ya que 

-1 ~ 1 1 

pero para 2 se tendría que 

-1 ~ 2 = 3 

En consecuencia, la operaci6n ~ no tiene idéntico izquierdo en Z. 

Por otra parte, el número cero es un idéntico derecho para la op~ 

raci6n ~ definida en Z ya que 

n ~ O .n, V n e Z 

y además O e Z. 

Finalmente, para la operaci6n o definida por la tabla. (2), el co~ 

junto G ti·ene dos idénticos izquierdos (que son a y y) y no tiene 

idéntico derecho. 
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Elementos inversos 

VDI.l.4 DEFINICION 

Sea • una operación binaria· definida en un conjunto s·, y: 

i) Sea e un id~ntico izquierdo para *· Un elemen'to a 'E S 

es un inverso izquierdo del elemento a E S si 

ii) Sea e un idéntico der.e·cho para *.: 
,.. 

Un elemento a E S 

es un inverso derecho del elemento a E- S si 

iii) Sea e un idéntico para • un-elemento a E S es un 

inverso del elemento a E·S si 

e y e 

C.omo se s·igue de la definición anterior, para poder hablar de ele 

mentes inversos se requiere que existan elementos id~nticos •. 

As!·pues, como la operación _8 definida en N por la expresión (1) 

no tiene idéntico. izquierdo, no puede haber inversos izquierdos 

para dicha operación; y como. tampoco existe idéntico derecho., ni!!_ 

g~n elemento de N podrá tener inverso qerecho para la· operación 8. 

Para la operación o definida en G por la tabla (2) se tiene lo si 

gui~nte: 

Como a y y son idénticos izquierdos, entonces a tiene dos inver -

sos izquierdos, que son a y y, ya que 
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a o a = a 

y o a = a 

e no tiene inverso izquierdo 

y tiene. dos. inversos izquierdos, que son a y y, ya que 

a o y y 

y o y y 

Corno no hay idéntico derecho ningdn elemento qe G tiene inverso. 

derecho·. 

Para la adición en Q .el cero es un elemento. idéntico por lo que, 

para dicha operación,. un inverso del ndrnero )[ E Q es el ndrnero 

·-x E Q !llamado su simétrico), ya que 

-x +.x o y x + (-x) = O 

Para· la multiplicación en Q, corno el ndrnero uno es un elemento 

idéntico, un inverso del ndrnero racional x # O es el ndrnero 

! E Q (llamado su recíproco), puesto que 
X 

1 • X 
X 

= 1 

Asociativida4 

VDI.l.S DEFINICION 

y 
1 x•x 1 

Sea * una operación binaria definida en un conjunto S 

Se dice que * es asociativa si 
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Consideremos·, por ejemplo, la operaci6n o definida en G por la 

tabla (2). Esta operaci6n no es asociativa ya que, para los ele­

mentos B, B y y se tiene que 

y 

B o (B o y) 

(B o Bl o y 

B o a = B 

B o y = a 

por lo que 

B o !B a y) '1 !B o Bl o y 

y, en consecuencia, existe al menos un caso para el cual no se 

cumple la igualdad de la definié::i6n vm .l. 5, igualdad qué debe 

cumplirse en todos los casos pa·ra que la operaci6n sea asociati·­

va. 

La adici6n y la multiplicaci6n en Q son operaciones asociativas, 

ya que 

y 
x + (y + z) 

x (yz) 

(X + y) + Z 

(xy) z 

para todos los valores de x, y, z E Q, como lo establecen los 

teoremas I.4.5 y I.4.8; mientras que la sustracci6n en Q no lo 

es, ya que la igualdad 

x - (y - z) = (x - y) - z 

no se cumple en todos los casos; 

Para dete~inar si la operaci6n d definida por la expresi6n (1) 

es asociativa o no lo es, debemos analizar para que valores de 

m, n y p se satisface la igualdad 
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(m 6 n) 6 p 

Por una parte tenemos que 

m 6 (n 6 p) m 6 (n + 2p) m + 2 (n + 2p) 

y por otra 

(m 6 n) 6 p (m + 2n) 6 p = m + 2n + 2p 

m+ 2n +-4p 

resultados que nunca serán iguales puesto que p no puede. valer 

cero. 

Cabe hacer notar que cuando una operaci6n * es asoc.iativa pod~ -

mos escribir 

sin que exista ambigüedad respecto al significado de la expresi6n, 

puesto que en cualquier orden. que coloquemos los paréntesis se 

obtendrá el mismo resultado. 

Conmutatividad 

VDI.1.6 DEFINICION 

Sea * una operaci6n binaria definida en un conjunto S. 

Se dice que * es conmutativa si 

'J. a, b E S: 

La operaci6n o definida por la tabla (2) tampoco es conmutativa 

ya que, como vimos 
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a o·y=a 

y 
y o 13 13 

por lo que 

13oytyol3 

y existe al menos un caso para el cual no se cumple la igualdad 

de la definici6n vnr.l.6. 

La adici6n y la multiplicaci6n en Q son operaciones conmutativas 

ya que 

X + y y + X 

IJ xy = yx 

para todos los valores de x, y E Q, como lo establecen los teore 

mas 1.4.5 y 1.4.8, mientras que la divisi6n en Q no lo es,· ya 

que la igualdad 

X .¡. y y .¡. X 

no se cumple en todos los casos. 

Para determinar si la operaci6n 1!. definida por la expresi6n (1). 

es conmutativa o no lo es, debemos analizar para qué valores de 

m y n se satisface la igualdad 

m 1!. n n 1!. m 

Por una parte tenemos que 

m 1!. n = m + 2n 
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y por otra 

n 6 m n + 2m 

resultados que ser~n iguales s6lo cuando m y n sean iguales y no 

para todos los valores de m y n, por lo que la operaci6n 6 no es 

conmutativa. 

VDI.1.7 EJERCICIOS 

1.- Para cada uno de los siguientes conjuntos determinar si * es 

una operaci6n binaria definida en S: 

2.-

a) S {x 1 X E z, X < 0}, y * es la multiplicaci6n en z. 

b) S {-1, o, 1}, y * -1 o 1 

-1 1 o -1 

o o o o 

1 -1 o 1 

e) S es el conjunto de matrices de 3x2 con elementos en R, 

y * es la multiplicaci6n de matrices. 

Para el conjunto L = {a, b, c}y la 
6 a b e 

operaci6n 6 definida por la tabla, 
a a e a 

obtener todos los subconjuntos de 
b a b b 

L que son cerrados para 6. 
e e b e 

3.- Sea o la operaci6n definida en Z como 

a o·b =a+ 3b + 1; V. a, b E z. 

Determinar si dicha operaci6n: 

a) Es asociativa 
b) Tiene idéntico derecho 
e) Tiene inverso derecho para todo elemento de z. 
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4.- Sea S el conjunto de los ángulos que puede girar la recta r 

de la primera figura conservando la simetría del triángulo 

equilátero 

r 

1 
.1 

Considérese la suma de dos de tales ángulos como el giro fi -

nal que experimenta la recta a partir de su posición orig~ -

nal. Construir una tabla que defina a dicha operación, y de-

terminar si ésta: 

a) Es conmutativa 

b) Es asociativa (Se sugiere verificar únicamente tres o cua 

tro de los veintisiete casos posibles que deberían verifi 

carse en una prueba formal) 

e) Tiene idéntico 

d) Tiene inverso para todo elemento de S. 
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vm.2 ESTRUCTURA DE GRUPO 

La estructura algebraica más simple que consideraremos en este ca 

pftulo es la de grupo. 

Se emplea el nombre de grupo para designar la estructura que p~ -

seen los sistemas formados por un conjunto y una operaci6n bin~ -

ria cuando dicha operaci6n es asociativa, está dotada de elemento 

idéntico y todo elemento del conjunto tiene inverso para la oper~ 

ci6n. 

Definici6n de grupo 

La definici6n que se presenta a continuaci6n está constituida por 

tres postulados independientes que, en conjunto, son suficientes 

para deducir todas las propiedades caracterfsticas de la estructu 

ra de grupo. 

vm.2.1 DEFINICION 

Sea G un conjunto no vacfo y sea * una operaci6n binaria defini 

da en G. El sistema (G,•) tiene estructura de grupo si: 

i) ~ a, b, e e: G 

ii) :;¡ e e: G tal que e•a = a, ~ a e: G 

iii) ~ a e: G, :;¡ a e: G tal que 

El postulado i) de la definici6n nos dice que la operaci6n * debe 

ser asociativa. 

El postulado ii) nos indica que debe existir un elemento de G que 

sea idéntico izquierdo para la operaci6n'•· Conviene, al respec-

to, hacer un par de observaciones: 



501 

1) Aunque el s:í.mbolo 3 e se lee "existe un e", t debe inte!: -

pretarse como "existe al menos un e"·. Para indicar que 

existe exactamente un elemento e se dice "existe uno y s6 

lo un e", para lo cual no se tiene un s:í.mbolo adoptado 

universalmente. 

2) Aunque .el postulado ii) s6lo exige la existencia de (al 

menos) un idéntico izquierdo, dicho elemento es también 

un id~ntico derecho y, además, es único. La demostraci6n 

se verá más adelante en las "propiedades elementales de 

los grupos". 

El postulado iii) de la definici6n vm.2.1 nos indica que todo 

elemento de G debe tener (al menos) un inverso izquierdo. Nueva­

mente, como se demostrará más adelante, dicho inverso izquierdo 

es también inverso derecho y, además, es único. 

Ejemplos de grupos 

Los ejemplos más conocidos de grupos los encontramos entre:los di 

versos sistemas numéricos ,que ya hemos manejado. 

El conjunto de los números enteros y la operaci6n de adici6n cons 

tituyen.un sistema con estructura de grupo ya que, como sabemos 

i) 

ii) 

iii) 

V a, b, e E Z: a + (b + e)· (a + b) + e 

O E z y es .tal que O + a a, V a E Z 

V a E Z, 3 -a E Z tal que -a + a = O 

por lo que (Z, +) es un grupo. 

Otros sistemas c"onocidos que tambiilin tienen estructura de grupo 
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son los siguientes: 

Los números racionales con la adici6n 

Los números complejos con la adici6n 

Los números complejos diferentes de cero con la multipli~ 
caci6n 

Los polinomios con la adici6n 

Las matrices de mxn con la adici6n 

Las matrices no singulares de orden n con la'multiplic~ 
ci6n 

etc. 

Otro ejemplo de grupo, que a diferencia de los anteriores consta 

de un conjunto finito, lo constituye el sistema (S,•) donde 

S = {1, -1, i, -i} y • es la multiplicaci6n usual de números com-

plejos. 

Para demostrar que dicho sistema tiene estructura de grupo deb~ -

mos comprobar, primero, que la multiplicaci6n de números compl~ -

jos es una operaci6n definida en S; para lo cual bastará con veri 

ficar que s· es cerrado respecto a dicha operaci6n. Podemos lo -

grar esto construyendo la siguiente tabla 

1 -1 i -i 

1 1 -1 i -i 

-1 -1 1 -i i 

i i -i -1 1 

-i -i i 1 -1 

donde se aprecia claramente que todos los resultados posibles 

caen dentro del conjunto S. 

Una vez comprobado que la multiplicaci6n es una operaci6n defini-

da en S, debemos verificar que ésta satisface las propiedades que 
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exigen los postulados i), ii) y iii) de la definici6n de giupo: 

El postulado i) se cumple como consecuencia de la propiedad as~ 

ciativa de la multiplicaci6n en e (Teorema II.1.4), puesto que 

S e c. 

El postulado ii) también se cumple ya que 1 E S y es· tal que . 1 a = a, '1- a E S, como puede observarse en la misma tabla. 

Respecto al postulado iii) 1 todo e-lemento a e S tiene inverso iz 

quierdo en S para la mul tiplicaci6n, ya que 

1 ~ 1 1 por lo que 1 1 
A -1 (-1) 1 por lo que -1 -1 

-i i 1 por lo que i -i 

(-i) A i 1 por lo que -i i 

-

En consecuencia, hemos demostrado que el sistema (S,•) tiene es-

tructura de grupo. 

Como un último ejemplo relativo a la definici6n de grupo, investi 

guemos si el sistema (R, §) tiene tal estructura; donde R es el 

conjunto de los números reales y § la operaci6n definida por 

X § y = X + y -2xy 

Primero determinamos si § es una operaci6n definida en R: 

Sean x, y E R; entonces, por i) de I.5.3 se tiene que x +y E R 

y además que 2xy E R; por lo que, de I.5.5 y I.5.3, se sigue que 

X + y -2xy e: R 

En consecuencia, '1- x, y e: R se tiene que 
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X § y e: R 

y la operaci6n § está definida en R. 

i) Para determinar si § es· asociativa, por una parte calculamos 

X § (y § Z) = X (y + z -2yz) 

x § (y § z) 

y por .la otra· 

x + (y + z -2yz) -2x(y + z -2yz) 

x + y + z -2yz -2xy -2xz + 4xyz. 

(x § y) § z = (x + y .:.2xy) § z 

(x +y -2~y) + z -2(x +y - 2xy)z 

(x § y) § z x + y + z -2yz -2xy -2xz + 4xyz. 

En consecuencia, podemos afirmar que 

X § (y § z) = (X § y) § Z) V x, y, Z e: R 

ii) Sea ~ un idéntico izquierdo para §, entonces 

~ § X = X 

es decir 

~ + X - 2~X X 

~ -2~x = O 

~(1 -2x) O 

donde se observa que ~ O es un idéntico izquierdo para § 

en R. 

En efecto, vemos que .O ~ R y además 

0 §X= 0 + x.- 2•0•x = 0 +X- 0 = x, V X e: R. 

A 

iii) Sea x un inverso izquierdo de x e: R, entonces 
A 

X § X = 0 

esto es 

/ 
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x + x -2xx o 

X -2~x = -x 

x(l- -2x) -x 
1 por lo que, si x t 2 se tendrá_que 

Sin embargo, :'i x 

" 1 X § 2 = 0 

es equivalente a 

" 1 " 1 x + 2 -2x 2 O 

" 1 " x+2-x=O 

Í B~ ya que la expresi6n 

y no se cumple para valor alguno de x E R. 

En consecuencia, como el nfunero real j no tiene inverso para 

la operaci6n § , no se satisface el postulado.iii) de la def! 

nici6n vm.2.1 y el sistema (R, §) no tiene estructura de gr.!:!_ 

po. 

Propiedades elementales de los grupos 

Como consecuencia de los postulados que ·establece la definici6n 

de grupo se deducen una serie d·e propiedades, las cuales son comu 

nes a todos los sistemas que' tienen dicha estructura. En este 

apartado presentamos, a manera de .teoremas, algunas de estas pro-

piedades. 

Como. tales propiedades son cbmunes a todos los grupos, ~stas d~ -

ben ser demostradas directamente a partir-de los postulados que 

integran la definici6n vm.2_.1¡· sin embargo, es posible organizar 

el trabajo mediante una secuencia de resultados que permita apro-· 

vechar propiedades ·ya demostradas para probar otras subsecuentes, 
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como lo haremos a continuaci6n. 

v~.2.2 TEOREMA (Ley de cancelaci6n izquierda) 

Si (G,•) es un grupo, entonces V a, b, e E G: 

a•b = a•c => b = e 

DEMOSTRACION 

Sea 

a•b = a•c 

Por iii) de .VDI.2.1 a a E G y entonces 

Ahora, por i) de VDI.2.1 podemos escribir 

En consecuencia, por iii) de VDI.2.1 

por lo que, de ii) de VDI.2.1 se sigue que 

b = e 

y la prueba termina. 

o 

VD!. 2. 3 TEOREMA 

Si (G,•) es un grupo y e es un id~ntico izquierdo para •, ento~ 

ces e es un id~ntico para dicha operaci6n. 
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DEMOSTRACION 

Sean e un idéntico izquierdo para * y a un elemento cualquiera de 

G: 

Por iii) de VDI.2.1 3 a E G y por i) de VDI.2.1 podemos escribir 

a•(a.e) 

En consecuencia, por iii) de VDI.2.1 se tendrá que 

pero como e es un idéntico izquierdo, por ii) de VDI.2.1 podemos 

escribir 

Nuevamente, por iii) de VDI.2.1 se tendrá 

y de VDI.2.2 se sigue que 

a•e = a 

por lo que e es también ·un idéntico derecho para *· 

En consecuencia, de la definici6n VDI.1.3, e es un idéntico para *· 

o 

VDI. 2. 4 TEOREMA 

Si (G,*) es un grupo entonces el idéntico para * 

es G.nico 
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DEMOSTRACION 

Sea e un idlintico para * y sea z otro idéntico para dicha oper~ -

ci6n; esto es 

a y a, V. a E G 

Entonces, haciendo a e en la segunda expresi6n se tendrá que 

pero como e és un idéntico para * podemos escribir 

En consecuencia, de vm.2.2 se sigue que 

z = e 

por lo que no puede haber dos idlinticos diferentes y la prueba 

termina. o 
Como consecuencia de los dos liltimos teoremas, y del postulado 

ii) de la definici6n vm.2.1, pqdemos concluir que en un grupo 

existe uno y s6lo un elemento idlintico pa~a la operaci6n • 

. Vm.2.5 TEOREMA 

"Si (G,•) es un grupo y a es un inverso izquierdo del 

elemento a E G, entonces a es un inverso de a. 

DEMOSTRACION 

Sean a un elemento cualquiera de G, a un inverso izquierdo de a 

y e el idlintico pára •: 



~--

509 

Por i) de vm.2.1 podemos escribir 

como a es inverso izquierdo' de a se tiene. que 

y como e es idéntico para * se sigue que 

~*(a*~) 

~*(a•~) 

a 

por lo que, de vm.2.2 

" y a es un inverso derecho de a. 

" En consecuencia, de vm.2.4 se sigue que a es un inverso de a. 

o 

vm. 2. 6 TEOREMA 

Si (G, *·) es un grupo entonces el .inverso de a e: G 

para la operaci6n * es único. 

vm.2.7 TEOREMA (Ley de cancelaci6n derecha) 

Si (G,•) es un grupo, entonces ~ a, b, e e: G: 

Se deja al lector como ejercicio la demostraci6n de los dos te6re 

mas anteriores. 
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Vill. 2. 8 TEOREMA 

Si (G,•) es un grupo y a, b g G entonces las 

ecuaciones 

y•a b 

tienen, respectivamente, soluciones dnicas x, y g G. 

DEMOSTRACION 

Para encontrar una soluci6n de la ecuaci6n 

b (1) 

podemos ut~lizar las propiedades que establece la definici6n de 

grupo en la siguiente forma: 

A 

Como a g G, por iii) de vm.2.1,a a g G y de la expresi6n (1) se 

sigue que 

y en consecuencia 

(~•a) *X ~.b por i) de vm.2.1 

e•x ,;:.b por iii) de vm.2.1 

X ~.b pÓr ii) de vm.2.1 

As!, el elemento a*b g G es una soluci6n de la ecuaci6n (1) ya 

que 

Para demostrar que dicha soluci6n es dnica, supongamos dos solu-



511 

ciones x y x' de la ecuaci6n (1); entonces 

b y b 

por lo que 

y de VDI.2.2 se sigue que 

·x x' 

por lo que ambas soluciones son iguales. 

Esto completa la dern0straci6n del teorema para el caso correspon-

diente a la primera 8Cuaci6n. La prueba del segundo caso es simi 

lar y se sugiere al lector hacerla como ejercicio. 

D 
A continuación se enuncian otras tres propiedades de los grupos, 

cuya demostraci6n también se deja al lector, con las cuales co~ -

cluye la lista de propiedades que aqu! presentamos. Dicha lista 

no es exhaustiva; sin embargo, contiene las propiedades element.1-

les de uso más frecuente. 

VD! . 2 . 9 TEOREMA 

Si (G,*) es un grupo y a representa el inverso de a E G para*,. 

entonces:· 
A 

i) (a) = a; V a s G 

ii) (a*b) = S*~; V a, b E G 

Antes de concluir este apartado conviene hacer notar que los 
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tres postulados que integran la definici6n VDI.2.1 no son el ani­

co conjunto de postulados que puede emplearse para definir la· es­

tructura de grupo. 

Los postulados ii) y iii), por ejemplo, pueden ser reemplazados 

por los dos siguientes: 

IÍ) :a e E G tal que 

II.I) V. a E G, :a a E G tal que 

los cuales pueden considerarse como las "versiones derechas" de 

los postulados ii) y iii). 

Otra definici6n ?~ grupo podría ctuedar integrada por el postulado 

i) .de VDI.2.1 y por la siguiente condici6n: 

V. a, b E G las ecuaciones 

a•x b 

y•a b 

tienen soluciones x, y & G. 

Subgrupos· 

Cuando un sistema (G,•) tiene estructura de grupo es posible que 

.algunos subconjuntos de.G con la operaci6n *tengan, por sí mis~ 

mos, estructura de grupo. En tal caso se dice que ~stos son sub­

grupos de G, como io establece la siguiente definici6n. 

·VDI.2.10 DEFINICION 

Sea (G,•) un grupo y sea S e G, se dice que S es un 

subgrupo de G para la operaci6n * si ($,•) es un 

·grupo. 
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Por ejemplo, vimos anteriormente que el sistema (S,·), donde 

S = {1, -1, i, -i} y : es la multiplicación, tiene estructura de 

grupo; como S es un subconjunto del conjunto de números complejos 

diferentes de cero y €ste forma un grupo con la multiplicación, 

eptonces (S,·) es un subgrupo de (C-{0},•). 

El sistema (S,•), a su vez, tiene también subgru~os, como el for­

mado por el conjunto {1~ -1} y la multiplicación o el formado por 

el conjunto {1} con dicha operación. 

En general, si (G,*) es un grupo y e E G es el idéntico para *• 

ento~ces el sistema ({e}, *) es un subgrupo de G. Dicho subgrupo, 

así como el mismo (G,*), reciben el nombre de subgrupos impropios; 

·cualquier otro subgrupo de G, si lo hay, se considera propio. 

El siguiente teorema nos permite determinar cuándo un subconjunt'o 

es un·subgrupo, sin tener que verificar todas las condiciones de 

la definición VDI.2.1. 

VDI. 2. 11 TEOREMA 

Sea (G, *) un grupo y sea S e G, S es un, subgrupo 

de G para la operaci6n * si y sólo si: 

DEMOSTRACION 

i) lf a, b E S: a*b E S 

ii) lf a E S: a E S 

Probaremos primero que un conjunto S e G que satisface l,as condi­

ciones i) y ii) del teorema cumple ~on los postulados establee~ -

dos por la definición vm. 2.1-: ' 
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1) Como Se G y* es una operaci6n definida en G, asocia a cada 

par ordenado de elementos de S uno y s6lo un elemento de G; 

además, por i) de VIIT.2.11 el conjunto S es cerrado para *• 

por lo que ésta es una operaci6n definida en S. 

2) Como (G,*) es un grupo. ~a, b, e E G se cumple que 

por lo que, en particular, dicha expresi6n se cump1irá 

~ a, b, e E S ya que S e G. 

3) Por ii) de VIIT.2.11 todo elemento de $ tiene inverso para * 
en el conjunto S. 

4) Para mostrar que el idéntico también pertenece al conjunto S, 

tomemos un elemfnto a E S; por ii) se tendrá que a E S y por 

i) a•a .E s, y 12o'· lo tanto e E s. 

En consecuencia, de 1) a 4) se sigue que (S,•) es un grupo, y por 

VIIT.2.10 es uri subgrupo de G. 

Por otra parte,. si alguna de las dos condiciones del teorema 

VIIT.2.·11 no se cumple, de vm.2.1 se sigue que el sistema '(S,•) 

no es un grupo y, por tanto, tampoco un subgrupo de G. Esto com­

pleta la demostraci6n 

o 
Para ilustrar la aplicaci6n del teorema anterior a u~ caso parti­

cular, consideremos nuevamente el sistema formado por el conjunto 

de.los númerosenteros y la operaci6n de adici6n, el cual tiene es 

tructura de grupo, y busquemos determinar si los siguientes sub -

conj'untos de Z son subgrupos para la adici6n 
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S {. ... ..:6, -4, .,-2, O, 2, 4, 6, •.• } = {2m 1 m E Z} 

T {1, 2, 3, 4, S, ••• } = {m 1 m E Z, m > .O} 

'Para él primer caso: 

i) Sean a = 2m y b = .2n dos elementos cualesquiera de S, cQn 

m, n E Z; entonces 

a + b 2m + 2n 2(m + n) E S, 

ya que m + n E z. 

ii) i =-2m 2(-m) E S, ya que -m E z. 

En consecuencia, (S,+) es un subgrupo de (Z,+l. 

Para el .segu~do caso: 

i) Sean a m y b = n dos elémeritos cualesquiera de T, con 

m, n E r y. m,. n >o;: entonces 

a + b m+nET,. 

ya que m + n E Z y m + n > O. 

ii) a -m ( T, ya que ;-m < O. 

En consecuencia, (T,+) no es' un subgrupo de (Z,+). 

Grupos abelianos 

Con respecto a la definición VDI.2.1 pcu~mos preguntarnos quepa­

saría al agregarle un postulado más, independiente de· los anterio 

res. 

La respuesta es. que se obtendría una et· i:.ructura más· completa; más 

"rica" en el sentido que podríamos efectuar en ella ciertos proc~ 
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sos algebraicos que no ser!an válidos en estructuras más simples. 

Si el postulado que se agrega a la definici6n VDI.2.1 es la pr~ -

piedad conmuta ti va de la operaci6n,. la estructura obtenida s·e ce: 

nace c~mo "grupo conmutativo" o "grupo abeliano". El segundo nom 

bre, .empleado en honor del matemático noruego ~iels Henrik Abel, 

es el que adoptamos en la siguiente definici6n. 

VDI.2.12 DEFINICION 

Un grupo (G,*) se dice que es abel~ano si: 

>¡. a, b E G 

. 

Los ejemplos de grupo.s presentados para ilustrar la defini,ci6n 

VDI.2.1 constituyen también, ejemplos de grupos abelianos,· salvo 

el último de ellos:. el formado por las mátrices no singulares de 

orden n con la multiplicaci6n. 

Entre las propiedades adicionales que poseen los grupos abeli~ -

nos, como consecuencia de la conmutatividad, se encuentran las 

siguientes. 

Si (G,*) es un grupo abeliano, entonces: 

i) >¡. a, b, e E G; a*b c*a => b = e 

ii) >¡. a, b, e E G; b*a a*c -;> b = e 

'"' ~*b iii) >¡. a, b E G; (a*b) = 

iv) >¡. a, b E G; las ecuaciones 

a*X b 

Y*a b 

tienen la misma soluci·6n en G. 
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VDI.2.13 EJERCICIOS 

1.- Entre los sistemas conocidos que se citaron como ejemplos de 

grupos se encuentran: 

a) Los números complejos diferentes de cero con la multipli­
caci6n. 

b) Las matrices de mxn con la adici6n. 

Demostrar que dichos sistemas poseen estructura de grupo, in­

dicando los teoremas que establecen cada u~a de las propieda-

des que exige la definici6n VDI.2.l; 

2.- Para cada uno de los siguientes conjuntos con la operaci6n * 

definida, indicar· por qu~ no tienen. estructura de grupo 

a) S {x 1 x E Q, -l ·~ X~ 1} a•b a + b 

b) S = {1, 2, 3, 4} a•b a 

e) S =)[: :] a,b,c,d .. 1 A*B ABT 

3.- Sea e = {x 1 x E Q, O ~ x ~ 10} el conjunto de todas las cal! 

ficaciones posibles en la asigna~ura de Algebra Lineal; donde 

se define la operaci6n promedio como 

a + b a P b = ---2--, ~ a, b E e 

Determinar si el sistema (e,P) tiene estructura de grupo. 

4.- Demostrar que si (G,•) es un grupo: entonces, ~a, b, e E G: 

b) el inverso de a para * es Gnico 

e) (a•b) = b•i 
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5.- Sea A un conjunto no vacío, y sea * una operación definida en 

A que es asociativa y para la cual las ecuaciones 

y•a b 

tienen soluciones x, y E A. Demostrar que (A,•) es un grupo. 

6.- Si· (G,•) es un grupo y a, b, e E G, obt.ener la solución de. ca 

da una de las siguientes ecuaciones: 

7.- Sea M el conjunto de matrices cuadradas·de orden dos con ele-

mentes en R y sea + la adición usual de matrices. Determinar 

cuáles de los siguientes conjuntos constituyen subgrupos de 

(M,+): 

S ! [: :] a., b, C E R 1 

T 1 [: :J a, .e E 
R! 

u ! [: :J a, e E R+! 

8.- Demostrar que si (G,•) es un grupo abeliano y a, b, e E.G, 

entonces: 

b) Las ecuaciones a•x 
ción 

e) 

b tienen la misma solu 
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vm.J ESTRUCTURAS DE ANILLO Y DE CAMPO 

~n esta sección presentaremos diversas e~tructuras algebraicas, 

cada vez más completas, relativas a sistemas formados por un con­

·junto y dos operaciones binarias. 

Es claro que pueden deducirse varias propiedades para cada una de 

dichas estructuras a partir de sus defin~ciones correspondientes, 

como se hizo con la estructura de grupoi sin embargo, no se .real!_ 

zarán aquí tales deducciones y solamente se sugieren algunas como 

ejercicio. 

En las definiciones de estas estructuras se emplearán los s!mbo -

los + y • para representar dos operaciones definidas en el conju_!! 

to, sin que ésto signifique qu~ se trata de la adición y la multi 

'J?licación de n11meros. 

El empleo de tales símbolos obedece, ciertamente, a que.los ejem­

plos más conocidos de este tipo de estructuras se encuentran en -

tre los conjuntos de n11meros con las operaciones de adición y mu! 

tiplicaci6n usuales. De. esta manera, el empleo de+ y • as! como 

de la simbol,og!a correspondiente para idénticos e inversos, puede 

ser 11til para comprend~r y recordar las propiedades de las diver­

sas estructuras asociándolas con l.os sistemas numéricos conocidos. 
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Anillos 

VDI.3.1 DEFINICION 

Sea A un conjunto no vacío y sean + y • dos operaciones binarias 

definidas en A. El sistema (A, +, •) tiene estructura de anillo 

si: 

i) v- a, b, e E: A a + (b + e) (a + b) + e 

ii) v- a, b E: A a + b b + a 

iii) :;¡ o E: A tal que o + a a, V a e: A 

iv) V a E: A :;¡ -a E: A tal que -a + a = o 
v) >,¡. a, b, e E: A a· (b•c) (a•b) ·e 

vi) >,¡. a, b, e E: A a• (b + e) (a•b) + (a•c) 

y 
é) •a (b + (b•a) + (c•a) 

De los cuatro primeros postulados de la definici6n anterior se si 

gue que un anillo es un grupo abeliano para la primera 0 peraci6n; 

en consecuencia, todas las propiedades de los grupos y de los gr~· 

pos abelianos son válidas en la estructura (A,+) conocida como 

"la estructura aditiva" del anillo. 

Al elemento O del postulado iii), que representa al idéntico para 

la primera operaci6n, se le conoce como "el cero" del anillo. Ca 

• be enfatizar que este elemento no es e·l número cero necesariamen­

te; incluso, el conjunto A puede estar formado por elementos que 

no sean números. 

El postulado y) de la definici6n se refiere a la segunda oper~ -

ci6n, y establece que ésta debe ser asociativa. 
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Las propiedades a que se refiere el postulado vi) se conoceh como 

propiedades distributivas: Cuando dos operaciones+ y ·, defini-

das en_un conjunto A, son tales que 

V. a,' b, e E A a• (b + e) = (a•b). + (a•c) 

se dice que la operaci6n • es distributiva por la izquierda sobre 

la operaci6n +, y cuando son tal,,s que 

V. a, b, e E A (b + e) •a = (b•a) + (c·a) 

se dice que • es distributiva por la derecha sobre +. 

Como ejemplos de sistemas con estructura de· anillo tenemos los si 

guientes: 

( 
Los números enteros con la adici6n y la multiplicaci6n. 

Los números racionales con la adici6n y la multiplicaci6n. 

Los ·números reales con la adici6n y la multiplicaci6n. 

Los números complejos con la adici6n y la multiplicaci6n. 

Los polinomios con la adici6n y la multiplicaci6n. 

Las matrices cuadradas de orden n con la adici6n y la multi -
plicaci6n. 

El conjunto S = {2m 1 m E: Z} con la adici6n y 1~ multiplic~ -
c~6n definidas en Z. 

De manera similar al concepto de subgrupo, un subconjunto de un 

anillo que es un anillo para las mismas operaciones, se dice que 

es un subanillo de éste. As!, el anillo del último ejemplo que 

acabamos de mencionar es un subanillo·. de (Z, +, •); que a su vez 

lo es de (Q~ +, •); etc. 

Anillos conmutativos y Anillos con urridad 

En la definici6n de anillo no se indica que la segunda operaci6n 
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deba ser conmutativa, ni que deba tener elemento id€ntico; ·en ca-

so de que tales propiedades se satisfagan los anillos toman los 

nOmbres específicos que se indican a continuaci6n 

Vlli.3.2 DEFINICION 

Sea (A, +, •) un anillo: 

i) Si v- a, b E A a•b b•a 

se dice que el anillo es conmutativo. 

ii) Si a 1 E A tal que 1•a = a = a.•1, v- a E A 

se dice que el anillo tiene unidad. 

Al elemento 1 de la delinici6n anterior,_que es idéntico para 

la segunda operaci6n, se le conoce como ".la unidad" t del anillo. 

Nuevamente, este e_lemento no es el número uno necesariamente. 

De los sistemas que acabamos de citar como ejemplos de anillos, 

todos son anillos conmutativos con excepci6n de las matrices y to 

dos son anillos con unidad excepto el del conjunto S. 

Dominios Enteros 

Cuando dos ele~entos a y b de un anillo son tales que 

atO,btO y a•b = O 

se dice que son "divisores propios de cero". 

La estructura denominada "dominio entero" posee como característi 

ca adicional la no existencia de divisores propios de cero, como 

lo establece la siguiente definici6n. 

· tse emp.tea. a.qu..i et ltlr.-Uc.u.to de:teJtm.üta.do "ta." poJtqu.e d.i.c.ho e.t.!: 
men:to e~ ún.<.co, como e.t tec.:toJt podJtá demo~:tlta.Jt 6ác..<.tmen:te. 
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Vill. 3. 3 DEP,INICION 

Sea (A, +, •) un ani,llo conmutativo con unidad de por lo 

menos dos elementos; donde .O 1 1; si 

a • b = O => a = O ó b = O 

se dice que (A, +, •) es un dominio entero. 

Los números enteros y los polinomios, con las operaciones usuales 

de adición y multiplicación, son ejemplos de dominios enteros. 

Las matrices cuadradas de orden n, óon la adición y la multiplic~ 

ción usuales, no constituyen un dominio entero ya que no son uri 

anillo conmutativo y, además, contienen divisores propios de ce-

ro. 

Campos 

Al incorporar los inversos para la segunda ~peración se obtiene 

la estructura algebraica más completa que veremos en este cap!tu­

lo. Dicha estructura recibe el nombre de "campo"t y contiene las 

propiedades comunes a los sistemas numéricos más completos alg~ -

braicamente; entre los que se·. encuentran los nli.meros racionales, 

.los números reales y los. números complejos con sus respectivas 

operaciones de adición y multiplicación. 

Un campo es un anillo conmutativo con unidad cuyos elementos dis-· 

tintos del e,ero tienen inverso para la segunda operación, como se 

establece en la siguiente definición. 

tAlgunoa auto~ea le llaman eue~p~ 
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VDI.3.4 DEFINICION 

Sea K un conjunto de por lo memos dos, elementos, y sean + y • dos 

operaciones binarias definidas en K. El sistema (K, +, •) tiene 

estructura de campo si: 

i) lJ. a, b, e E K a + (b + e) (a + b) + e 

ii) lJ. a, b E K a + b b + a 

iii) 3: E K tal que + a a, lJ. a E K 

iv)· lJ. a E K 3: -a E K tal que -a + a o 

v) lJ. a, b, e E K a· (b·c) = (a•b) ·e 

vi) lJ. a, b E K a•b = b•a 

vii) 3: E K tal que 1 ·a a, lJ. a E K 

viii) lJ. a E K, a .¡ o, 3: a-l tal que a- 1 •a 

ix) lJ. a, b, e E K a· (b + e) (a•b) t (a•c) 

y 
(b + e) •a (b•a) + ('c•a) 

En esta definición se listan, una a una, todas las propiedades que 

debe satisfacer un sistema para tener estructura de campo. Puede 

demostrarse fácilmente que dicha definición es equivalente a la 

que, de manera más compacta, se enuncia a continuaci6n. 

VDI.3.4' DEFINICION 

Sea K un conjunto de por lo menos dos elementos, y sean + y 

dos operaciones binarias definidas en K. El sistema (K, +, •) 

es un campo si: 

i) (K,+) es un grupo abeliano, cuyo elemento idéntico denota­
mos con O· 

ii) (K-{0},•) es un grupo abeliano. 

iii) • es distributiva por la izquierda y por la derecha sobre +. 
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Posiblemente el lector se pregunte por qué se lleg6 a la estructu 

ra de campo agregando un postulado a la estructura de anillo con­

mutativo con unidad, en lugar de hacerlo con la de dominio entero 

. que es más completa. La raz6n es que, al incorporar los inversos 

directamente en la estructura de anillo conmutativo con unidad se 

obtienen como consecuencia la diferencia entre el cero y la un~ -

dad y la no existencia de divisores propios de cero: lo cual se 

deduce del .siguiente teorema. 

VDI. 3. 5 TEOREMA 

Todo campo es un dominio entero 

DEMOSTRACION 

Sea (K, +, •) un campo. Entonces, por los postulados. i) a vii) 

y ix) de la definici6n VDI.3.4, (K, +, •) es un anillo conmutati 

vo con unidad de por lo menos dos elementos. 

Para demostrar que es un dominio entero debemos probar G.nicamente 

que el cero es diferente de la unidad y que no existen divisores 

propios de cero. 

Sean 0 y 1 el cero y la unidad, respectivamente, de (K,+, •). 

Probaremos primero el siguiente lema: 

O•a = O, ~a E K 

Demostraci6n: 

O•a 

O•a 

(O+O)•a 

(O•a) + (()-.a) 

por iii) de vm.3.4 

por ix) de VDI.3.4 



(O·a) + (O•a) - (0 •a) + 

- (O•a) + (O •a) [- (0 •a) 

o o + (O•a) 

o O·a 
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[<O•a) + 

+ (O•al] + 

(O•al] 

(0 •a) 

por iv) de Vll!.3.4 

por i) de vnr.3.4 

por iv) de VDI.3.4 

por iii) de VDI.3.4 

con lo que queda demostrado el lema. 

1) Probaremos ahora que O t 1 por contradicci6n. 

Supongamos que 

o 
y consideremos un elemento a t O de K (que debe haberlo 'ya 

que K tiene por lo menos dos elementos); ·entonces 

O·a = l·a 

pero por el lema y por vii) de VDI.3 .. 4 se puede concluir que 

O = a 

con lo-que se presenta una contradicci6n. En consecuencia 

o t 1 

2) Finalmente, mostraremos que en K no hay divisores propios de 

cero: 
Sea 

a•b = O 

si a t O, entonces por viii) de VDI.3.4 a a- 1 y 

a- 1 • (a•b) = a- 1 ·0 

de donde se sigue que 

(a 
-1 

•a) •b 
-1 

a ·O. por v) de 

l·b 
-1 • o viii) a por 

_l • o vii) b a por 

VDI .3 .4 

de VDI. 3.4 

de VDI .3.4 

b o por el lema 1 

si ahora a•b O y b t O, por vi.J de VDI. 3. 4 podemos escri-

bir 
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b·a = O 

y mediante un razonamiento similar al anterior se concluye 

que 

a = O 

En consecuencia 

a· b = O =) a = O o b O 

Esto completa la demostraci6n. 

o 
Como ejemplos de campos, además de los sistemas (Q, +, •), 

(R, +, •) y (C, +, •) que ya hemos mencionado, podemos citar al 

conjunto 

{a + b 12 1 a, b E Q} 

con las operaciones de adición y multiplicaci6n de números reales. 

Dicho sistema es un subcampo de (R, +, •). 

Otro ejemplo de campo lo encontramos en el conjunto {p, q, r, s} 

con las operaciones+ y.• definidas por las siguientes tablas 

+ p q r S p q r S 

p r S p q p S p r q 

q S r q p q p q r S 

r p q r S r r r r r 

S q p S r S q S r p 

¿Cuál es el cero y cuál es la unidad de dicho campo? 

Para concluir esta secci6n presentamos la soluci6n al problema de 

identificar la estructura algebraica del sistema formado por el 

conjunto de los números racionales y las operaciones {i) y El defini 

das a continuaci6n 



X @ y 

x e y 

Solución: 
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X + y + 1 

x + y + xy, V x, y e Q 

Para la operaci6n @ tenemos lo siguiente 

0) Como x, y, 1 e Q, por i) de I. 5. 3 se tiene 

esto es 

X ffi y e Q, V x, y e Q 

y ffi es una operación definida en Q. 

1) Si x, y, z e Q, entonces 

X @(y @ z) X @(y + z + 1) X + y + 

y 
(x ffi y)Ü) z (x + y + l)Ü) z X + y + 

por lo que x Ü)(y ffi z) = (x ffi ylffi z. 

2) Si x, Y e Q entonces 

X Ü) y X + y + 1 

y 
y Ü) X y + x+ 1 = X + y +' 1 

por lo que x ffi y = y ffi x. 

que X + y + 1 e 

z + 2 

z + 2 

3) Sea x e Q y sea z un id€ntico izquierdo para ffi, entonces: 

Z+x+l=x 

z -1 

y la operación ffi tiene id€ntico izquier~o en Q. 

Q; 

4) Sea x e Q y sea ~ un inverso izquierdo de x para ~; entonces 

~ + X + 1 -1 

;'¡:· -x -2 
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y todo elemento_ x E Q tiene inverso izquierdo en Q para la 

operaci6n @. 

En consecuencia, (Q, {i)) es un ,-rupo abeliano. 

Para _la operaci6n 8 se tiene lo siguiente 

00) Como x, y E Q, por i) de !.5.3 xy E Q y x + y+ xy E Q; esto 

es 

X 8 y E Q, ~ X, y E Q 

y 8 es una operaci6n definida en Q. 

5) Si x, y E Q; entonces 

x 8(y 8 z) x 8(y + z + yz) x + y + z + yz + xy + xz + xyz. 

y 
(x 8 y)8 z (x + y + xyl8 z = x + y+ z + yz + xy + xz + xyz. 

por lo que x 8(y 8 z) = (x 8 yl8 z. 

6) Si x, y E Q; entonces 

X 8 y X + y + xy 

y 
y 8 X = y + X + yx = x + Y + xy 

por lo que X 8 y y 8 x. 

7) Sea x E Q y sea u un idfintico izquierdo para 0; ~nt~nces 

U + X + UX = X 

u (1 + x) O 

por lo que u = O es un id~n~!co izquierdo paTa 0 en ~. 

8) Sea x E Q y sea x" 'Jn :inverso izc1uierdo de x piJt"fi 0¡ i;'ntonces 

x" .+ x + x"x = O 

x., (1 + x) = .-x 



530 

si x # -1 se sigue que 

Por otra parte, si x -1 y suponemo¡; que a x, se tendrá que 

x' ·o = 1 

lo cual es un absurdo y, por lo tanto, $ -1'. 

En consecuencia, todo elemento x E Q, excepto x = -1, tiene 

inverso i'zquierdo para El (Recuérdese que -1 es el cero de la 

estructura) • 

9) Si x, y, z E Q ento.nces 

X EJ(y m Z) = X EJ(y + Z + 1) 

x EJ(y @) z) 

X + y + ~ + 1 + Xy + XZ + X 

2x + y + z + xy + xz + i 

(x El y) @) (x 9 z) 

(x 9 y) ~ (x El z) 

por lo que 

x 9!y ~ z) 

Por otra parte 

(y @) z) 9 x 

(y ~ zlEl x 

(y 9 x) ~ (z El x) 

(y 9 x) ~ (z El x) 

por lo qúe 

(x + y + xy) ~ (x + z + xz) 

X + y + xy + X + Z + XZ + 1 

2x + y + z + xy + xz + 1 

(x 9 y) @) (x El z) 

(y + Z + 1)9 X 

y + Z + 1 + X + yx + ZX + X 

2x + y + z + yx + zx + 1 

(y + x + yx) ~ (z + ~ + zx) 

y + X + yX + Z + X + ZX + 1 

2x + y + z + yx + zx + 1 
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(y @ z)e X = (y e X) @ (z e X) 

En conclusión: el sistema (Q, ~' el tiene estructura de cam-

pe. 

VDI.3.6 EJERCICIOS 

1.- Sea (A, +, •) un anillo. Demostrar que ~a, b E A: 

a) -(-a) = a 

b) - (a•b) = (-a) •b a• (-b) 

2.- Si' A= {o ,o} y+, • son las operaciones definidas por las si 

guientes tablas 

+ o o 

o o o 

o o o 

a) :Demostrar que (A, +, •) es un anillo 

b) ¿Es conmutativo? 

e) ¿Tiene unidad? 

3.- Sea (A, +, •) un anillo y sea S e A. Si definimos 

a - b a+ (-b), demostrar que si: 

a - b E S y a•b E S, ~ a, b. E S 

entonces S es un subanillo de A. 

4.- En un anillo no conmutativo (A,.+, •) se define una operación 

• como· 

x*y x•y - y•x 

Calcular 
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5.- Sea el sistema (Z,+) cuya estructura es de grupo abeliano. Si 

definimos una operaci6n * como 

a*b = kab; V a, b E Z, donde k es un entero 

a) Demostrar que el sistema (Z, +, *) tiene estructura de 

anillo conmutativo: 

b) 

e) 

Si k 

Si k 

1, ¿Qué estructura tiene (Z, +, *)? 

O, demostrar que (Z, +, *) ho es un dominio entero. 

6.- Demostrar que el conjunto {a + b 12 1 a, b E Q} forma un cam­

po para las operaciones de adici6n y multiplicaci6n definidas 

en R. 
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vm.4 ISOMORFISMOS Y HOMOMORFISMOS 

El concepto 'de isomorfismo es de relevante importancia en las ma-

temáticas; especialmente descj.e el punto de vista de s.us aplicaci9_ 

nes. Dicho conceptO. se encuentra subyacente en el empleo mismo 

de modelos' matemáticos, ya sea ,)ara la resoiuci6n de problemas ff 

sicos o para la resoluci6n de problemas matemáticos más complica-

dos. 

El término "isom9rfo", que etimol6gi<::amente significa "de igual 

forma", se emplea en el álgebra para denotar la idea de que dos 

sistemas son tan parecidos que pueden considerarse, en esencia, 

como el mismo. 

Por ejemplo, al analizar las tablas siguientes 

~ 
o p q 

p p q 

- . 

. 

q q p 

nos queda la impresi6n de que podrfamos reemplazar los sfmbolos 

1, -l'y • por los sfmbolos p, q y o, respectivamente. Con ello 

cambiarfamos un sistema por otro sin alterar esencialmente los re 

sultados. 

En ·general, la sustituci6n de los elementos de un conjunto A por 

los elementos de otro conjunto B puede hacerse mediante una fun -

ci6n f: A + B. Cuando dicha funci6n es biyectiva los elementos 

.de A y de B se encuentran en relaci6n "uno a uno", y cada uno de 

ellos puede considerarse como ei "reflejo" de su elemento corres 

pendiente en el otro conjunto. 
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Si en el conjunto Á está definida una operación * y en el conjun-

to B una operación ó, es necesario que los resultados ?btenidos 

en el sistema (A,•) se conserven al efectuar las operaciones en 

el ·sistema (B,ó) con las imágenes respectivas;. por lo que la fun 

ción f debe ser tal que 

f(a*b) = f(a) ó f(b); lJ. a, be: A 

Esta propiedad de la función f garantiza que se llega al mismo re 

sultado empleando cualquiera de los dos procedimientos siguientes: 

1) Efectuando la oper~ción * en el sistema (A,*) y aplicando des 

pués la función f al resultado. 

2) Aplicando la función f a cada uno de los elementos y efectua~ 

do después la operación ó con las imágenes en el sistema (B,ó). 

La diferencia entre ambos procedimientos puede apreciarse clara 

mente en. el diagrama siguiente 

* (a,b) a•b 

f 
l f 

V ó f(a•b) 
(f(a),f(b)) )f (a) ó f(b) 

Una función que satisface dicha propiedad se dice que es un "horno 

morfismo" de (A,•) en (B,ó). Cuando la función es, además, biye~ 

tiva se dice que es un "isomorfismo" entre (A,*) y (B,ó),y que di 

ches sistemas son "isomorfos". 

El caso part~cular del isomorfismo ofrece una ventaja adicional: 
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por ser f una función biyectiva existe su inversa f- 1 y podernos, 

mediante esta liltirna, emprender el "regreso" del sistema (B,d) al 

s'isterna (A, •l una vez que se. ha efe.ctuado la ,operación. Esto 111-

timo fundamenta el empleo de modelos matemáticos para la resol~ -

ción de problemas f!sicos ya que, debido al isomorfismo, es posi-

ble emplear un· proceso corno 'el que se indica en el siguiente dia-

grama. 

modelo 
(f) 

elementos 
f.!sicos 

elementos 
matemáticos 

opelr.a.c..i6n 
--------+ 

M~>.ic.a. 

opvr.a.c..i6n 

ma..temt!.t.ic.a. 

resultado 
f!sico 

.in.telr.plr.e.ta.c.-i6n 
del modelo ( f- 1 ) 

resultado 
matemático 

A continuación se presentan las definiciones formales de estos con 

ceptos as! corno algunos ejemplos y teoremas relacionados. 

vm. 4. 1 DEFINICI,ON 

·Sean (G,•l y (G',d) dos grupos. Una función 

f: G + G' es un homomorfismo si 

f(a*b) = f(a) d f(b), ~a, bE G 

Si f es, además, biyectiva, se dice que es un 

isomorfismo y que los g~upos (G,•l y (G',d) 

son isomorfos. 

Por ejemplo, para los grupos 

(Z,+) y (S,•), donde S= {1, -1, i, -i}, la función 
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f(m) = im , ~m E Z 

constituye un homomorfismo; ya que, ~m, n E Z: 

pero no se trata de un isomorfismo p~esto que f no es biyectiva. 

Es claro que no p~ede existir un isomorfismo entre dichos grupos 

ya que S es finito (tiene cuatro elementos) y z es infinito. 

Un ejemplo de grupos isomorfos lo encontramos en el conjunto S de 

matrices simétricas de orden dos con elementos en R y el conjunto 

R3 de las ternas ordenadas de números reales; ambos con las oper~ 

cienes de adición definidas en forma usual. 

En efecto, si 

representa un elemento arbitrario de S, podemos definir una fun -

ción f: S + R3 median'te la regla 

[
a b] f 
b e - (a, b, e) 

Se tendrá entonces, para dos matrices cualesqui~ra de S 

M [: :] y N • [: :] 

que. 

f(M +N) [
·a+ d 

f( 
b + e 
' 

b + 

:] (a + d, b + e, e + f) 

e + 



537 

y que 

f(M) + f (N) (a, b, e) + (d, e, f) (a + d, b + e, e + f) 

por lo' que 

f(M + N) f(M) + f(N)i Y M, N~ S 

Adem~s, como f es biyectiva se trata. de un isomorfismo; en conse-

cuencia, (S,+) y (R 3 ,+) son isomorfos. 

Un conocido ejemplo. de isomorfismo entre él grupo mul tiplicat.ivo 

(R+,.¡ y el g:r:upo aditivo· (R,+), lo constituye la funci6n logarit-· 

mo; ya que, además de ser biyectiva, cumple con la condici6n 

L(x•y) = L(x) + L(y); ' + . 
Y x, y e: R 

Como es del conbcimiento del lector, la funci6n logaritmo se e~­

plea comGnmente para transformar problemas multip~icativos en pr~ 

blemas aditivos. 

Vm.4. 2 TEOREMA 

Sean (G,•) y (G',l!) dos grupos, y f: 'G + G' un homomorfismo: 

i) Si e es el idéntico para * y e' es el idéntico para ó, 

entonces 

f(ei = e' 

ii) Si i es el inverso de a e: G para·* y f (a) es el inverso 

de f(a) e: G' para ó, entonces 

f(~) = f(a) 

DEMOSTRACION 

Se demuestra Gnicamente la parte i) dejando al lector com9 ejercf. 

cio la demostraci6n de la parte ii). 



538 

i) Sea a E G, como e es el idéntico para * en G 

e•a = a; ~ a E G 

por lo que 

f(e•a) f(a) 

como f es un homomorfismo 

f(e*a) 

por lo que 

f(e) 6 f(a) 

f(e) 6 f(a) = f(a) 

y en consecuencia 

f(e) = e' 

como queríamos. 

o 

V m. 4. 3 TEOREMA 

Sean (G,•) y (G',6) dos grupos. S~ f: G + G' es un 

isomorfismo entonces f- 1 : G' + G es un isomorfismo. 

DEMOSTRACION 

Como f: G + G' es biyectiva; entonces, de la teor!a de funciones, 

sabemos que existe su inversa f- 1 : G' + G y que también es biye~ 

ti va. 

Para probar que f- 1 es un homomorfismo consideremos dos elementos 

a' = f(a) y b' = f(b) de G,', donde a, b E G. Entonces 

f- 1 (a' 6 b') = f- 1 [f(a) 6 f(b)] 

Como f es un homomorfismo podemos escribir 

f- 1 (a' 6 b') =.f- 1 [f!a•bl] 

Como f"" 1 [ f (xl] = x, se tiene que 
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f- 1 (a' ll•b') a*b 

Finalmente, corno a f- 1 (a') y b = f- 1 (b') 

f- 1 (a' ll b') 

por lo que f- 1 es un homomorfismo y la prueba termina. 

D 
Para concluir esta secci6n cabe mencionar que los conceptos de 

isomorfismo y·hornornorfisrno entre estructuras algebraicas no se li 

rnitan al caso de la estructura de grupo. 

Por ejemplo, en el caso de dos anillos (A,+, •) y (A', m, 8), 

una funci6n f: A + A' tal que 

f(a + b) f(a) m f(b) 

y 
f(a·b) f(a) 9 f(b); ~a, bE A. 

es un homomorfismo de A en A'. Si f es biyectiva se trata de un 

isomorfismo y se dice que los anillos son isomorfos. 

De esta manera, se habla de isomorfismos entre an~llos, entre e~ 

pos y entre espacios vectoriales. 



540 

VIIT.4.4 EJERCICIOS 

1.- Para los grupos (R,*) y (R+,~), donde 

X * y X + y -1; 

X ~ y 
1 
e 

xy; 

a) Demostrar que la 

f(x) 

lJ. x, y 

lJ. x, y 

funci6n 

X 
.e 

E: R 

E: R+ 

f: R + R+ definida 

es un isomorfismo 

por 

b) Verificar que, para dicha funci6n, se cumplen las .conclu-

siones que establece el teorema vnr.4.2 

2.- Un isomorfismo de un. grupo en sí mismo se conoce, frecuente 

mente, con el nombre de "automorfismo". 

Determinar si la funci6n "valor absoluto" es un automorfismo 

en cada uno de los siguientes grupos: 

3.- Sea f un isomorfismo entre los grupos (G,*) y (G' ,~) y sean a 
el inverso de a e: G para * y f(a) el inverso de f(a) para ~. 

Demostrar que 

f (~) f (a) 

,4.- Considérense los anillos formados por los conjuntos 

y A' {a+bi 1 a,b e: R, i 2 

y las operac'iones de adici6n y multiplicaci6n definidas en 

-1} 

forma usual para las matrices y para los números complejos, 

respectivamente. Determinar si las funciones H.y S son isomor 

fismos entre (A, +, •) y (A', +, •) 

a) 
[

x0 Yo] !i x+yi 
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5.- Sea f un isomorfismo entre .los anilllos (A, +, ·l y (B, +, •). 

Si lA es el idéntico en A para . y 'a es el idéntico en B pa-

ra • 1 demostrar que 



CAPITULO IX ESPACIOS VECTORIALES 

INTRODUCCION 

CornGnrnente, la primera noci6n que se tiene de vector es la de una 

"cantidad con magnitud, direcci6n y sentido". Esta noci6n surge 

a partir de conceptos f!sicos, tales corno fuerza y velocidad, cu­

ya cabal descripci6n requiere algo más que un simple nGrnero. 

Dichos conceptos han encontrado una adecuada representaci6n geom~ 

trica en los llamados "segmentos dirigidos" (flechas), los cuales 

pueden ser caracterizados y manejados anal!ticarnente mediante pa­

rejas o ternas ordenadas de nGrneros. 

Seguramente el lector ha tenido ya una amplia experiencia con es­

te tipo de vectores. En particular, los ha sumado y los ha rnulti 

plicado por escalares (nGrneros). 

Con la adici6n y la rnultiplicaci6n por un escalar pueden formarse 

expresiones corno 

aa + llb + yc 



543 

donde .a, b, e son vectores y a, a., y son escalares; expr.esione.s a 

las que se denomin.a "combinacio.nes linea.les" '· 

En muchas ramas de l·a Iriatem!tica 'se pres.entan ·c~rijunt~s,· con el~_; 

mentes de muy. divers'a naturaleza:,· donde se emplea con frecueric.út 

el concepto de combinaci6n lineal. ollid el ejemplo 'inás con~cidó 

sea el de las ternas ordenadas. de nG.mer.os r·eales; s.in emb~rgo, se 

tienen también los polinomios, las matrices y las funciones como 

otros ejemplos de conjuntos para los cuaies tiene sentid6 ··el' con-· 

cepto de combinaciqn lineal. 

Tales conjuntos, con las leyes de acÚci6n y multi'plicaci6n por un· 

escalar definidas de la manera usual, tienen en comG.n gra~ nG.mero 

de propiedades algebraicas; tienen, por tanto, una estructura co­

mG.n. A dicha estructura se le conoce con el noinbre.de "Espacio 

Vectorial".t 

En forma genérica, a los elementos de un espacio vectorial se les 

llama "vectores", por lo que, en este contexto,· la palabra vector 

adquiere un significado más amplio que lü de ''cantidad con magni-

tud, direcci6n y sentido~'. 

Este capítulo est! destinado al estudio de la estructura de Espa-

cio Vectorial, incluyendo algunas aplicaciones a la teor!a de s~~ 

temas de ecuaciones lineales y al comportamiento algebraico de 

las funciones. 

Con el prop6sito de ilustrar las definiciones y teoremas fundamen 

tales se· pre,sentan diversos ejemplos relativos a espacios vect2: -

riales conocidos, especialmente al de 'las ternas ordenadas ·de· nG.-, 

t Algu.noto au.tol!.eto emplean el t:Mm.i.no "Etopac-i.o Uneal" povut JLe6e!LiiL6e a u.te 
mi.ómo c.o nc.ep.to. 
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meros reales; sin embargo, no debe olvidarse que con tales ~je~ -

plos se pretende ayudar a comprender los conceptos básicos inhe -

rentes a la estructura y no los detalles propios de los casos pa~ 

ticulares (espacios vectoriales espec!ficos), los cuales deben 

ser ya del dominio del lector. 

IX.l LA ESTRUCTURA DE ESPACIO VECTORIAL 

1 

El espacio vectorial de las ternas. 

En los cursos de geometr!a anal!tica y de álgebra vectorial se 

trabaja frecuentemente con el conjunto 

R 3 = {(x, y, z) x, y, z e: R} 

constituido por todas las ternas ordenadas de ndmeros reales. En 

dicho conjunto, la adici6n y la multiplicaci6n por un escalar SP 

definen, usualmente, de la siguiente manera: 

.Si a= (a¡, a2r a¡) y b = (b¡, b2, b¡) son dos elementos de R3 

y A es un nGmero real, entonces 

a+E (I) 

y (II) 

As!, por ejemplo, para los vectores a (2, -1, 4) y 

- 1 b = (3, O, -1) y el escalar A ~ - 2' se tiene que 

a+ s = es, -1, 3l - 1 y Aa = (-1, 2' -2) 

Como consecuencia· de tales definiciones se tiene que, para todas \ 

las ternas a, b y e, y todos los ndmeros reales a y e: 
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1) a + b es dnico y a + b E R3 

2) a + (b + e) = (a + b) + e 
3) o + a = a 1 donde o = . (o 1 o 1 o) 

4) 

5) 

6)i 

-a 

-a 

a a 

+ a 
+ b 

es 

= o, donde 

= b + a 
dnico y a a E 

7) a(a + b) aa + ab 

8) (a + a)a aa + aa 

9) a(aa) (aa)a 

1o> l•a = a 

-a (-a¡, -a2, 

R3 

-a3) 

Estas diez propiedades, que se demuestran fácilmente a partir de 

las expresiones (I) y (II), no son las dnicas que pueden estable­

cerse como consecuencia de las definiciones usuales de adici6n y 

multiplicaci6n por un escalar en R3; sin embargo, s~n suficientes 

para deducir, a partir de ellas, todas las demás reglas neces~ -

rias para el manejo algebraico de ternas y nGmeros. 

Existen muchos otros sistemas que satisfacen también dichas pr~ -

piedades. Todos ellos son ejemplos de espacios vectoriales, de 

acuerdo.con la siguiente definici6n. 
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Definici6n de espacio vectorial 

IX.l;l DEFINICION 

Sea V un conjunto no vac!o y sea (K, +, •) un camp~. Se dice que 

V es-un espacio vectorial sobre K si están definidas dos leyes de 

composici6n, llamadas adici6n y multiplicaci6n por un escalar, ta 

les que 

i) La adici6n asigna a cada pareja ordenada (Ü, v) de eleme~ 

tos de V un 6nico elem~nto ü + ·v E V, llamado la suma de 

u y v. 

ii) ~ ü, v, w E v: u + (v + wl 1ü + vl + w 

iii) a o E V tal que o + v v, ~V E V 

iv) ~ V E V a -v E V. tal que -v + V 

v) ~u, V E V: U + V V + U 

vi) La multiplicaci6n por un escalar asigna a cada pareja·orde­

nada (a, v) de elementos a E K y v E V un 6nico e'remento 

av E V, llamado el producto de a por v. 

vii) ~ a E K; u, V E V: a(Ü + v) au + av 

viii) ~ a, e E K; V E V: (a + elv av + ev 

ix) ~a, e E K; V E V: a(ev) (ae)v. 

x) Si 1 es la unidad de K: lv v, ~ v E v 

A los elementos de V se les llama vectores y a los de K escalares. 
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Cabe hacer notar que la adici6n es una funci6n de vxv en V y, 

por lo tanto, es una operaci6n binaria. A diferencia de ~sta, la 

multiplicaci6n por un escalar no lo es ya que es una funci6n de 

Kxv en V; sin embargo, es frecuente referirse a las dos como "op~ 

raciones" en un sentido menos estricto que el de la definici6n 

VIII. l. l. 

Si·precisamos los elementos que integran los conjuntos V y K, e 

indicamos c6mo se suman los elementos de V y c6mo se.multiplican 

por escalares de K, podemos obtener diversos ejemplos de espaci'os 

vectoriales. El lector puede ~erificar fácilmente que cada uno 

de los siguientes es un ejemplo de espacio vectorial. 

Ejemplo 1. V es el conjunt~ de todas las matrices de mxn con ele 

mentes en C, K es el campo de los números complejos, y la adici6n 

y la multiplicaci6n por un escalar son las usuales (Definiciones 

VI .. 2 . 1 y VI. 2 . 4) . 

Ejemplo 2. V es el conjunto de todos los polinomios con coef~­

cientes en C, K es el campo de los números complejos, y la adi -

ci6n y la multiplicaci6n por un escalar son las usuales (Defin~ -

ci6n III.1.4 y expresi6n previa a los ejercicios III.l.lO). 

Ejemplo 3. V= Rn, K= R, y la adici6n y la multiplicaci6n por 

u~ escalar son las usuales; esto es: 

(X¡,X2r•••rX0 ) + (y¡,y2•··"Yn) 

A (x 1 ,x 2 , ••• ,xn) 

(X¡+ y¡, X2 + Y2r•••• Xn + Ynl 

(Áx 1 , ÁX2r···• Áxn) 

Ejemplo 4. V es el conjunto de todas la~ funciones reales de va­

riable real, K es el campo de los números reales, y la adici6n y 

la multiplicaci6n por un escalar son las usuales; esto es: 



(f + g) (x) 

(Af) (x) 
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f (x) + g (x) 

H(x) 

Ejemplo 5. V es. el conjunto de todas las soluciones de una ecua-

ci6n diferencial de la forma 

y" + ay' + by O 

donde a y b son constantes, K es el campo de los nümeros reales, 

y la adici6n y multiplicaci6n por un escalar son las usuales. 

Propiedades algebraicas fundamentales. 

De los diez postulados que integran la definici6n IX.l.l los pri-

meros cinco se refieren ünicamente a la adici6n, y establecen que 

el sistema (V, +) es un grupo abeliano; por lo tanto, con base en 

los resultados del capítulo VIII podemos enunciar las siguientes 

propiedades, las cuales son comunes a todos los espacios vectoria 

les. 

IX.l. 2 TEOREMA 

Si V es un espacio vectorial sobre K, entonces 

i) lf u, v, w E V: u + v = u + w ) V = w 

ii) El vector o es ünico y es tal que 

v +o v, lf V E V 

iii) El vector -v es ünico y es tal que 

v + <~:V"> o 
iv) La ecuaci6n u + x = v tiene soluci6n Ünica en V. 

v) lf V E V: - <-v> V 

vi) lf u, v E V: -(u + v) -u + <-vl 

Tomando en cuenta, adem§s, los postulados vi) a x) de la defini -
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ci6n, los cuales involucran a la multipl1caci6n por un escalar, 

podemos establecer otras importantes propiedades que, junto con 

las anteriores, rigen los procedimientos algebraicos en un esp~ -

cio vectorial. 

IX.l. 3 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial sobre K: 

i) V. a E K: a O o 
ii) >¡. V E V: ov o, donde o es el cero de K. 

iii) V. a E K, V E V: <-a>v = -<av) a(-v) 

iv) v- a E K, v E V: av o -> a = o o v o 
v) V. a E K, u, V E V: a u av y a ~ o > u v 

vi) V. a, S E K, V E V: av sv y V ~ o > a = S 

DEMOSTRACION 

Se demuestran a continuaci6n ünicamente i) , iii) y iv) 

i) a O a(O + 0) por iii) de IX.l.l 

a O aO + a o por vii) de IX.l.l 

a O + o aii + a O por ii) de IX.1.2 

o a O por i) de IX.l.2 

Con lo que se ha demostrado la propiedad i). Se sugiere al lec-

tor como ejercicio demostrar este mismo enunciado sin hacer uso .. 
del teorema IX.l.2; es decir, demostrarlo directamente a partir 

de la definici6n· IX.l.l. 

iii) (-a)v + av 

(-a)v + av 

(-a)v + av 

(-a + a)v 

ov 

o 

por viii) de IX.l.l 

por iv) de VIII.3.4 

por ii) de IX.1.3 
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En ·c:·onse·cuencia, (-'a·)v es ei inverso aditivo de av; esto es 

(-a)v = - (avl 

La prueba de la segunda igualdad se deja como ejercicio.· 

iv) sea 

y supongamos que el# O y v 1 O; entonces, por v{ii) de· VIII.3.4 

:¡¡ a-1 e: K tal que a-1 a = 1, .y en consecuencia 

por lo que: 

a-1 (avl o por i) de IX.1.3 

(a-1 a) v o por ix) de IX.l.l 

1 V o por viii) de VIII. 3.-4 

V o por x) de IX.l.l 

.lo cual contradice la hip6tesis; por lo tanto 

a=O o .V O. 

como se quería. 
o 

En un espacio vectorial, la sustracci6n se define a partir de la 

adici6n de la siguiente manera. 

IX.l.4 DEFINICION 

Si V es un espacio vectorial sobre K, entonces 

u - v = ii +. (-v> ; >r ii, v e: v 

Al vector ii - v se le llama la diferencia ii menos v. 
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Subespacios 

Es posible que un espacio vectorial tenga subconjuntos que sean, 

por si mismos, espacios vectoriaies. 

Consideremos, por ejemplo, el conjunto de puntos sobre una recta 

en el espacio, que·pasa por el origen y que tiene como nGmeros di 

rectores 1, 2, 3. Dicho conjunto puede considerarse como un sub­

conjunto de R3 ya que la ecuaci6n de la recta, en forma sim~tri -

ca, es 

X 
I 

"i.. 
2 

z 
3 

y, por lo tanto, las coordenadas y, z de. los puntos guardan la si 

guiente relaci6h con la coordenada x 

y =· 2x, z = 3x 

As!, et conjunto de todos los puntos sobre la recta puede·. ser ex-

presado como 

L { (x, 2x, 3x) 1 x e: R} 

el cual es un subconjunto de R3 • 

El lector puede verificar fácilmente que el conjunto L, con 1a· 

adici6n y la multiplicaci6n por un escalar usuales en R3 , satisf~ 

ce los postulados de la definici6n IX .• l.l y, por lo tanto, es un 

espacio· vectorial sobre R. Se dice por ello que es un subespacio 

de R3 • 

. En general, se tiene la siguiente definici6n 
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IX.1.5 DEFINICION 

Sea V un espacio vector~al sobre K y sea S un subcon­

junto de V. S es un subespacio de V si es un espacio 

vectorial sobre K respecto a la adici6n y la multipl! 

caci6n por un escalar definidas en v.·· 

De acuerdo con esta definici6n, para concluir que un conjunto da­

do S es un subespacio de V debemos verificar que se cumplen los 

diez postulados de la definición IX.l.l para los elementos de S; 

por ello, cabe preguntarse si podemos reducir el número de condi­

ciones a verificar tomando en cuenta que S está contenido en V •. 

La respuesta es afirmativa, como se desprende del siguiente enun­

ciado. 

IX.l. 6 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea S un subconjunto de V. 

S es un subespacio de V si y s6lo si 

i) ~ U, V e S: u + v e S 

ii) ~ a e K, v e S: av e S 

Es decir que bastará con verificar la "cerradura" de S respecto a 

la adici6n y a la multiplicaci6n por un escalar definidas en V p~ 

ra concluir que S es un subespacio de V. 

DEMOSTRACION 

Primeramente, supongamos que se verifican las condiciones i) y 
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ii) de IX.l.6, esto implica que se cumplen .los postulados i) y 

vi) de la definici6n IX.l.l para los elementos de S. 

Además, como todos los elemen'tos de S pertenecen a V, es inmedia­

to que se satisfacen tambi~n los postulados ii), v), vii), viii), 

ix) y x) de la definici6n,para los elementos de S. 

Para demostrar que se satisfacen tambi~n los postulados iii) y 

iv) consideremos un vector v e: S, y sean O y :-1 e1 cero de K y el 

inverso aditivo de la unidad de ·K, respectivamente; ento~ces 

Además: 

Ov e: S 

O e: S 

<-l>v e: s 

-<lv> e: s 

-v e: S 

por ii) de IX.1.6 

por ii) de IX.1.3 

p,or ii) de IX.L6 

por iii).de IX.l.3 

por x) de IX.l.l 

En consecuen~ia, S es un espacio vectoriai sobre K y, por IX.1.5, 

es un subespacio de V. 

Supongamos ahora que no se cumple alguna de las condiciones de 

IX.L6; entonces, por i) o por vi) de IX.l.l S no es un espacio 

vectorial sobre K y, por IX.l. 5, S no es. un .subespacio de V. o 
Con ayuda de este teorema podemos ahora demostrar que el conjunto 

L = { (x, 2x, 3x) 1 x e: R} 

es un subespacio de R3 , verificando dnicámente dos condiciones. 

En efecto, sean.Ü = (x, 2x, 3x) y v = (y, 2y, 3y) dos elementos 
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cualesquiera de L y sea a E R, entonces: 

U + V 

av 

(x+y, 2x+2y, 3x+3y) 

(ay, a[2y], a[3y]) 

(x+y, 2[x+yJ, 3[x+y]) EL 

(ay,. 2[ay1, 3[ay]) EL 

por lo que, de IX.l.6, Les un subespacio de R3 • 

De la misma manera puede verificarse que los siguientes conjuntos 

son también subespacios de R3 • 

B 

{ (x, y, O) 

{ (x, y, z) 

e {(o, o, Ol} 

etc. 

x, y E R}• 

X +.Jy- Z 0 ¡ X 1 y 1 Z E R} 

A diferencia de los anteriores; el conjunto 

D = {(X, y, Z) 1 X - Z = -1¡ x, y, Z E R} 

que también es un subconjunto de R3 , no es un subespacio. 

Para probarlo podemos proceder de la siguiente forma: como la 

condici6n x - z = -1 es equivalente a z = x + 1, es posible expr~ 

sar al conjunto D como 

D {(x,y,.x+1) x, y E R} 

As!, si ~ = (x, y, x + 1) y · v 

cualesquiera de D, se tiene que 

(z," t, z + 1) son dos vectqres 

~+v (x + z, y + t, [x + z] + 2) f. D 

por lo que, de IX.1.6, D no es un subespacio de R3 • 
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Como ejemplos adicionales mostraremos que: 

a) El conjunto de matrices triangulares superiores, con elemen 

tos en C, es un espacio vectorial sobre C. 

b) El conjunto de polinomios de tercer grado, con coeficientes 

en e, no es un espacio vectorial sobre c. 

O para i > j} 

y sean A [bij] dos matrices cualesquiera de T; 

esto es: 

y 

como 

A + 

se tiene 

S .• 
~J 

B 

a .. O, para 
~J 

b .. o, para 
~J 

= . [si j] , donde 

que, para i > j 

o + o o 

por lo que A + B E T 

i > j 

i > 

S .. a .. + b .. 
~J ~J ~J 

Por otra parte, si a E e se tiene que 

aA donci.e e .. 
lJ 

entonces, para i > 

e .. 
.1 J 

aa .. 
~J 

por lo que aA E T. 

o 

· aa .. 
lJ 

En consecuencia, por IX.l.6,T es un subespacio del conjunto de 

matrices de mxn con elementos en e (espacio vectorial del eje~ 
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plo 1) y es, por tanto, un espacio vectorial S('':lre c. 

b) Sea S {ax 3 + bx 2 + ex + d 1 a, b, e, d E e y a t O} 

y sean p 1 (x) = ax 3 + bx 2 +ex+ d y p 2 (x) 

dos polinomios cualesquiera de S. 

La suma p¡ (x) + pz(x) = (a+e)x 3 +. (b+f)x 2 + (c+g)x + d + h 

no siempre es un elemento de S: po~ ejemplo - - - -

si a= -e se tiene que p¡ (x) + p 2 (x) i S. En consecuencia, 

por IX.1.6, S no es un subespacio del conjunto de todos los 

polinomios con coeficientes en C (espacio vectorial del ejem­

plo 2) y, por tanto, no es un espacio vectorial. 

En general, si V es un espacio vectorial sobre K, los subespacios 

constituidos por el mismo V y por el conjunto {O} (el conjunto 

· cuyo finico elemento es el vector cero de V y al cual se le conoce 

como "espacio cero") se denominan subespacios impropios. Cual -

quier otro subespacio de V, si existe, se considera propio. 

IX.1.7 EJERCICIOS 

1.- Sea V = { (a,b) a, b E R} 

Mostrar, en cada caso, que V no·es un espacio vectorial sobre 

R para la adici6n y la mul tiplicaci6n por un escalar definida.s 

por 

a) (a,b) + (c,d) (a+ d, b + e) y k(a,b) (ka,kbl 

b) (a,b) + (c,d) (a + e, b + d) y k(a,b) (a,b) 

e) (a,b) + (c,d)' (ac,bd) y k(a,b) (ka,kb) 

Indicar, en cada caso, cuáles axiomas de la definici6n IX .1 •. 1 

no se cumplen. 
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2.- Sean Cn = {(Z¡, Z2r•••r -zn) 1 Zi E C, i = 1, 2, ... , n} 

donde e es el campo de los nGrneros complejos. La adici6n y la 

multiplicaci6n por un escalar se definen usualmente en en de 

manera semejante al caso de Rn; esto es 

(Z¡, Z2r•••r Zn) + (W¡, W2r•••r Wn) = 
= (Z¡ +W¡, Z2 +W2r•••r z + w ) 

n n 

Demostrar que con las operaciones usuales: 

a) en es un espacio vectorial sobre R. 

b) Rn no es un espacio vectorial sobre C. 

3·- Demostrar a partir de la definici6n IX.l.l que en un espacio 

vectorial V sobre K: 

~a E K , aO O 

4.- Demostrar que en un espacio vectorial V sobre K,~ v E V, a E K 

a) Ov = o, donde o es el cero de K 

b) -(av) = a(-v) 

5.- Verificar que 

a) A= {f 1 f(5) O} y B = {g 1 g(l) = g(3)} 

son subespacios del espacio de funciones reales de varia -

ble real sobre R. 

b) A= {(a', b, e) 

e) 

A 

a, b, e E R, b ~O} no es subespacio de R3 • 

es subespacio del espacio de 

matrices de orden mxn con 

elementos en R. 
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6.- Determinar cu~les de los siguientes subconjuntos del conjunto 

de polinomios con coeficientes en R, son subespacios: 

a) A 0,1,2, .•• ,n} 

b) B .{ax 2 + x. + 2a 1 a E R} 

e) e {ax 2 + bx + 2a + b 1 a, b E R} 

7.- Sean S y T dos subespacios de un espacio vectorial V sobre un 

campo K, y considérense los conjuntos 

S U T X E S O X E T} 

S+ T {x + Y X E S lj y E T} 

Demostrar que S + T es un espacio vectorial sobre K¡ mientras 

que, en general, S U T no lo es. ¿En-qué casos S U T ·es un 

espacio vectorial sobre K? 
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IX. 2 DEPENDENCIA LINEAL, BASE Y DIMENSION. 

Combinación lineal 

Para los conceptos que se presentan en esta sección es de fundamen 

tal importancia la idea de combinación lineal, la cual se introdu­

ce a continuáción partiendo de un ejemplo 

Consideremos.los vectores de R3 

a (3, o, -2l Y Ii= <4, 1, -1¡ 

y obtengamos un vector e tal que 

e -a + 2b 

Efectuando las operaciones indicadas, con las leyes usuales de adi 

ción y multiplicación por un escalar, se llega al resultado 

e = <5, 2, o¡ 

Decimos entonces que el vector e se obtuvo mediante una coffibina -

ción lineal de los vectores a y b o, más brevemente, que el vector 

e es una combinación lineal de los vectores a y b. En general se 

tiene la siguiente definici6n. 

IX.2.1 DEFINICION 

Un vector w es uná combinación lineal de los vectores 

v 1 , v 2, .•• , vn si puede ser expresado en la forma 

w a 1v 1 + a2v2 + ••• + anvn 

donde. a 1 , a 2 ,.~., an son escalares. 
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Cabe señalar que lo esencial del concepto de combinaci6n lineal es 

tá en la expresi6n 

la cual tiene sentido debido a la existencia de las leyes de ad! -

ci6n y multiplicaci6n por un escalar en un espacio vectorial, as! 

como a la propiedad asociativa de la adici6n. 

IX.2.2 TEOREMA 

Sea S {v¡, v2, .•. , v0} un conjunto no vacío de vecto 

res de un espacio vectorial V. El conjunto de todas 

las combinaciones lineales de los vectores de S, denota 

do con L(S), es un subespacio de V. 

[)EMOSTRACION 

Sean w 1 , w 2 dos vectores cualesquiera de L(S).'; esto es 

Entonces, la suma 

W¡ .+ W2 

puede expresarse, aplicando reiteradamente las propied~des ii), 'v) 

y viii) de IX.l.l, como 

W¡ + w2 

por lo que W¡ + w2 € L(S). 

. 1 
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Adem!s, si A es un escalar' 

entonces, por vii) y ix) de IX •. 1.1 

(Aa¡)v¡ + (Aa2lv2 + ••• + (Aa lv 
· n n 

en consecuencia,Aw1 E L(S) y, por IX.l.6, L(S) es un subespacio de 

·v. 

Así pues, L(S) es un espacio vectorial. 

En particular, si S = f6 se define a L(S) como {O}; es decir, el es 

pacio cero. M!s adelante podr! apreciarse la conveniencia de esta 

definici6n. 

Dependencia lineal. 

Consideremos nuevamente lc;>s vectores a= (3, O, -2), b. (4, 1, -1). 

y. e = (5, 2, ·o¡ del ejemplo anterior, para los cuales 

- a + 2E (l) . 

Esta expresi6n nos indica que el vectÓr e es una combinaci6n li -

neal de los vectores a y b; sin embargo, indica también la existen 

cia de cierta relaci6n entre los tres vectore~. Cuando esto suce-

de se dice que los vectores son linealmente dependientes. 

Observe que de la expresi6n (1) se sigue que 

. a . 2b .., e (2) 

y tambilin que 
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(3) 

Es decir: a es una combinaci6n lineal de b y e, y b l,o es, a su 

vez, de a y c. 

As!, la dependencia lineal es una caracter!stica del conjunto for­

mado por los .tres vectores, y la relaci6n entre ellos puede indi -

carse tambi~n de la siguiente manera 

~ - 2D + e= 1r (4) 

En esta última expresi6n es el vector cero el que aparece como una 

combinaci6n lineal de ,los vectores a, b 'y c.· 

El lector puede advertir, sin embargo, que siempre es posible e~ 

pre·sar al vector cero como combinaci6n lineal de un conjunto de 

vectore~ '· aunque no exista relaci6n alguna entre ellos, simplemen-

te haciendo todos.los escalares iguales a cero; por ello, la depe!!. 

dencia lineal se presenta cuando el vector cero es una combinaci6n 

lineal de un conjunto de vectores, pero con escalares no todos nu-

los. 
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IX.2.3 DEFINICION 

Sea S= {V¡, V2t•••r vn} un conjunto de vectores: 

i) S es linealmente dependiente si existen escalares 

a¡, a 2, .•. , an, no todos iguales a cero, tales que 

ii) S es linealmente independiente si la igualdad 

a¡V¡ + a2v2 + .•. + a V = o 
·n n 

s6lo se satisface con a¡ a2 - ... - a o. 
n 

A la expresi6n 

se le conoce como ecuaci6n de dependencia lineal. 

As!, por ejemplo, para determinar si el conjunto de vectores d.e R3 

A {(-1, O, 2), (O, -4, 2), (2, O -4)} 

es linealmente dependiente o independiente planteamos la ecuaci.6n 

a(-1, O, 2) + S(O, -4, 2) + y(2, O, -4) =O 

la cual, para las leyes usuales de adici6n y multiplicaci6n por un 

escalar, es equivalente a 

(-a +. 2y, -4S, 2a + 2S -4y) = (O, O, O) 

Entonces, por definici6n de igualdad en .R 3 dicha expresi6n es equ~ 
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valente, a su vez, al siguiente sistema homog~neo 

-a + 2y O 

-4 B o 

2a+2B-4y O 

Escalonando la matriz de coeficientes del sistema se obtiene 

[-~ _: :]+[~ : -:]+[~ : -:]+[~ : -:] 
2 2 -4 2 2 -4 o 2 'o o o o 

por lo que dicho sistema admite soluciones no triviales y, en con­

secuencia, los vectores son linealmente dependientes.t 

Si queremos hallar escalares (no todos nulos) que expresen al vec-

tor cero como combinaci6n' lineal de los vectores de A, obtenemos 

la soluci6n general del sistema, que es 

a 2k 

B o 

y k 

Entonces, para k 1 se tienen los escalares a 

esto es: 

2(-1, O, 2) + 0(0, -4, 2) + 1(2, O, -4) 

como puede comprobarse fácilmente. 

A diferencia del conjunto A, el conjunto 

B {(1, O, -2), (-4, 2, O), (O, 2, -4)} 

2, B o y y 

(O, O, O) 

1¡ 

tE• 6~e~uente de~i~ que "lo• ue~to~e•" •o~ linealmente dependien­
te• (o independiente•) en vez de de~i~ que el ~onjunto e• lineal 
mente dependiente (o independiente). -
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es linealmente independiente, ya que la ecuaci6n 

a(1, O, -2) + 8(-4, 2, O) + y(O, 2, -4) (O; O, O) 

es equivalente al sistema 

a -48 O 

2 8 + 2y o 

-2a -4y O 

cuya· matriz de coeficientes se transforma en 

por lq que el sistema s6lo admite la soluci6n trivial: 

a = O, fl o y y o 

Observe que, como consecuencia de la definici6n·IX.i.3, un conjun-

to formado por .dos o más vectores es·linealmente dependiente cuan­

do al menos uno de ellos. es una combinac·i6n lineal de los otros 

ve.ctores del conjunto. En caso contrario.: esto es, cuando ningu:.. 

no de los vectores es combinaci6n lineal de los restantes, el con­

junto es linealmente independiente. 

Para el ejemplo anterior, tanto el·primero como el tercer vector 

del conjunto A son combinaciones lineal.es de los otros dos vecto -

res, ya que 

(-1, 'o, 2) 
1 o (o, -4 , 2) - '! ( 2, o, -4) 

(2, o, .:..4) -2(-1, o, 2) +' ,0(0, -4, 2) 
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mientras que para el conjunto B ninguno de los. vectores es cornbi­

naci6n lineal de los otros elementos del conjunto. 

A continuaci6n se presentan dos importantes teoremas, relativos al 

concepto de dependencia lineal. 1 

IX.2.4 TEOREMA 

Todo conjunto que contiene al vector O es linealmente 

dependiente. 

DEMOSTRACION 

Sea S 

Entonces, por i) de IX.1.3 Ov¡ + ••• + aio + ••• + Ovn O, para cua.!_ 

quier ai 1 O y, en consecuencia, por i) de IX.2.3, S es linealmente 

dependiente. 

o 

IX.2.5 TEOREMA 

Si S es un conjunto linealmente independiente entonces 

cualquier subconjunto de S es linealmente independiente. 

DEMOSTRACION 

Si S= {v¡, v 2 , ••• , vn} es linealmente independiente,se tiene que 

Sea S' 

ci6n 

0 <-> O¡ o (1) 

{W¡, W2 1 •••t wm} Un subconjunto de S; entonces, la ecua-
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donde y i = sj si V. 
~ 

y 
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y. = o 
~ 

si 

En consecuencia, de (1) se tiene que y 1 = y 2 = ... = yn = O por lo 

que St = S2 - ... - Sm =O y S' es linealmente independiente. 

o 
Conjunto generador 

Cuando todos los vectores de un espacio pueden obtenerse mediante 

combinaciones lineales de un conjunto finito de vectores, se dice 

que tal conjunto es un generador del espacio. 

Por ejemplo, los vectores de R 3 pueden ser expresados como combina 

cienes lineales de los cuatro vectores 'del conjunto 

G {(-2, O, 0), (O, 1, 2), (0, O, :-1); (O, 1, -1)} 

como se demuestra a continuaci6n. 

Sea (x, y, z) un vector cualquiera de R3 • Dicho vector será una 

combinaci6n lineal de los vectores de G si existen·escalares a, S, 

y, 6 tales que 

(x, y, z) = a(-2, O, O) + S(O, 1, 2) + y(O, O, -1) + ó(O, 1, -1) (1) 

Para la adición, la multiplicaci6n por un escalar y la igualdad 

'usuales en R 3 , la expresión (1) es equivalente al sistema 

-2a x 

S+ ó y 

2S -y -6 z 
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para el cual, aplicando el m€todo de Gauss se obtiene 

o o o o o o 

1 o 1 1 o 1 

2 -1 -1 o -1 -3 

o o o 

1 o 1 

o 1 3 

por lo que dicho sistema es compatible y, en consecuencia, existen 

escalares a, B, y y ó que satisfacen la expresi6n (1) para cual -

quíer valor de x, y, z; como se quer!a demostrar. 

Por otra parte, como el sistema es indeterminado, para cada vector 

(x, y, z) de R 3 existe una infinidad de valores para los escalares 

a, B, y y ó. De acuerdo a·la soluci6n general del sistema, dichos 

valores son 

X 

\ 

a =-2 

B y - k 

y 2y - z - 3k 

ó k >¡. k E R 

(2) 

As!, para k 1 se obtiene 

X 
a =-2 

B y - 1 

y 2y - z - 3 

o 1 

por lo que 
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X 
(x,y,z) = .-'!(-2,0,0)+(y-1) (0,1,2)+(2y-z-3) (0,0,-1)+(0,1,-1) (3) 

como.puede comprobarse f§ci1mente. 

De la misma manera, para k = - j se obtiene 

x 3~z z (x,y,z) = - 2 c-2,0,0)+ (0,1,2)+2y(0,0,-1)- '!(0,1,-1) (4) 

y as! podríamos continuar asi~nando valores al par.§metro k y obte­

niendo escalares a, S, y, 6 que satisfacen la expresi6n (1)¡ sin 

embargo, para mostrar que cualquier vector de R ·es una combinaci6n 

lineal de los vectores de G es suficiente cualquiera de las expre­

sion~s (3) o (4). Hemos mostrado as! que G es un generador de R3 , 

conforme a la siguiente definici6n. 

IX.~.6 .DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial sobre K, y sea 

un conjunto de vectores de V. Se dice· que G es 

un generador de V si para todo vector x e: v 

existen escalares a 1 , a 2 , ••• , am tales que 

De acuerdo con esta definici6n, todos los vectores de v son combi-

naciones lineales de los elementos de G, por lo que 

V S: L (G) 

Por otra parte, como G est§ formado por vectores de V,. debido a la 
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cerradura de ~ste para la adici6n y la multiplicaci6n por un esca­

lar, toda combinaci6n lineal de vectores de G es un elemento de V; 

esto es 

L(G) S: V 

En consecuencia 

V L(G) 

con lo que hemos demostrado el siguiente teorema 

IX.2.7 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea G un subcÓn 

junto de V, G es un generador de V si y s6lo si 

V= L(G). 

Como hemos visto, un conjunto generador es un conjunto finito; sin 

embargo, no todos los espacios vectoriales pueden ser generados 

por un conjunto finito de valores: el conjunto de todos los poli­

nomios con coeficientes en C no puede ser generado por un conjunto 

finito, como tampoco el conjunto de todas las funciones reales de 

variable real. Este tipo de espacios se dice·que son de "dimen­

si6n infinita". 

Base 

Consideremos nuevamente el conjunto .generador del ejemplo anterior 

G = {(-2, O, O), (O, 1, 2), (O, O, -1), (O, 1, -1)} 

Si en la expresi6n (2) hacemos k = O se obtiene 
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X 
a = - 2' ll y, y = 2y - z, ó o 

por lo que 

X 
(x, y, z) = - '!(-2, O, O) + y(O, 1, 2) + (2y - z) (O, O, -1) (S) 

En esta última expresi6n se advierte que cualquier vector de R3 

es una combinaci6n lineal de los tres primeros vectores del conju~ 

to G, por lo que el cuarto vector de G no es indispensable para g~ 

nerar a los vectores de R3 • 

As!, el conjunto 

G' = {(-2, O, O), (O, ;J., 2), (O, O, -1)} 

es también un generador de R3 , pero con un vector menos que G. Es 

to se debe a que el conjunto G es linealmente dependiente, como pu~ 

de verificarse fácilmente. 

En general, cuando un conjunto generador es linealmente dependien-

te podemos suprimir alguno de sus vectores y obtener con ello otro 

conjunto generador del mismo espacio. 

En efecto, sea G= fv 1 , v2 , ••• , v} (con m> 2) un generador de V. 
m . 

Si G es linealmente dependiente, alguno de sus vectores es una corn 

binaci6n lineal de los demás elementos de V. Podernos suponer, sin 

pérdida de generalidad, que vm satisface tal condici6n; es decir 

Entonces, llevando este resultado a la expresi6n 

X ... X e: V 
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se tiene que 

X Cl¡V¡ + Cl2V2 + ... + Clm (8¡V¡ + 132V2 + ... + sm-lvm-1) 

y finalmente 

por lo que 

es también un generador de V. 

o 

El resultado anterior puede aplicarse reiteradamente a un conjunto 

generador linealmente dependiente hasta obtener un conjunto que 

sea linealmente independiente. 

En este punto del procedimiento no es posible ya suprimir un vec -

tor y obtener un nuevo conjunto generador, puesto que cualquier 

vector que se suprima no podrá ser expresado como combinaci6n li -

neal de los vectores restantes. 

Podemos entonces concluir que hemos llegado a un conjunto gener~ -

dor de "tamaño mínil!lo", que recibe el nombre de base confome a la 

siguiente definici6n. 

IX.2.8 DEFINICION 

Se llama base de un espacio vectorial V a un conjunto 

generador de V que es linealmente independiente. 

En el ejemplo anterior vimos que el conjunto 
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G' { (-2, O, O), (O, 1, 2)·, (O, O, -1)} 

~s un generador d'e R 3 ; además, como puede comprobarse f&cilmente, 

G' es linealmente independiente. En consecuencia, por la defini­

ci6n IX.2.8 dicho conjunt'? es una base qe R3 • 

Como ejemplo adicional, consideremos el conjunto M de matrices 

triangulares superiores de orden dos, con elementos en R, cuya 

traza es igual a cero. 

Una matriz de dicho conjunto es de la forma 

por lo que 

M • 1 [: _:] 1 a, b < R ~ 
El lector puede comprobar que este conjunto es un espacio vecto -

rial sobre R, para las leyes usuales de adici6n y multiplicación 

por un escalar. 

Si deseamos obtener una base de dicho espacio debemos buscar un 

conjunto de elementos de M que pueda generar a todos los vectores 

del espacio, y verificar'que .dicho conjunto es linealmente inde·-

pendiente. 

Se propone as! el conjunto 

B [: _:] [: :] 
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para el cual vemos que 

por lo.que B es un generador de M. 

Verifiquemos ahora que B es linealmente independiente. 

L.a ecuaci6n 

a [ 
1 0 

] + e [ ,o 
1

] = [ 
0 0 1 

o -1 o o o o 

es· equivalente al sistema 

a = O 

e o 
-a O 

cuya iinica soluci6n es la trivial, por lo que B es linealmente in 

dependiente y, en consecuencia, es una base de M. 

De la misma manera, puede comprobarse que los siguientes conju~ -

tos son tambi~n bases de M 

e \ [ : _: u : _: ] l 
D \ [: _;U: :1 ett. 

aunque, sin duda, B es la más ~simple" de todas ellas desde diver· 
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sos puntos de vista. 

Dimensi6n. 

Con relaci6n al ejemplo anterior, seguramente el lector habr1i sOs 

pechado que cualquier otra base del espacio ~ deber§ estar forma­

da por dos matrices. Y asf es. 

En general, todas las bases de un espacio vectorial tienen el mis 

mo número de elementos, como demostraremos más adelante. 

Para el~o nos apoyaremos en el siguiente teorema 

IX. 2. 9 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial sobre K. Si 

B = {vl, V2 1 ••• , vn} es una base de V, entonces 

cualquier conjunto de vectores de V con m1is de 

n elementos es linealmente dependiente. 

DEMOSTRACION 

Sea S {wl, w2, .•• , wm} un conjunto de m vectores de v, con m> n. 

Como B = {vl, v2, ••• , Vn} es una base de V, por IX.2.8 es un gen~ 

radar de V y por IX.2.6 existen escalares aij tales que 

w1 a u V1 + a12 v2 +." .+ a1nVn 

w2 a21V1 + a22V2 + ••• + a2nVn 

llevando este resultado a la ecuaci6n 
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A,w, + A2W2 + ••• + Amwm = o 

se obtiene 

esto es 

Corno Bes una base, por IX.2.B es linealmente independiente y, en 

consecuencia 

A1Cl11 + A2et21 + ••. + Ametmi O 

A1et12 + A2et22 + ••. + Ametm2 O 

Como m > n este sistemá admite soluciones no triviales para - ~ -

A1 , A2 , ••• , Ami por lo que el conjunto S es linealmente dependie!! 

te. 

Podemos ahora demostrar el siguiente enunciado 

IX.2.10 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial sobre K. Si 

B = {v 1 , v 2 , ••• , v0 } es una base de V, entonces 

cualquier otra base de dicho espacio está forma 

da por n vectores. 

En efecto, sea B' = {w1 , w2 , ••• , wm} otra base de V, como B' es 

.linealmente independiente y Bes una base de V, entonces m~ n. 
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Por otra parte', como B' es una base de V y B es linealmente inde-

pendiente: n ~ m. 

En consecuencia 

m = n 

como se quer!a. 

o 
Este resultado nos permite establecer u~a definici6n apropiada,p~ 

ra el concepto de "dimensi6n", la cual va más allá del contexto 

geom~trico en'el que usualmente se interpreta dicha palabra. 

IX.2.11 DEFINJ;CION 

Sea V un espacio vectorial sobre K·, Si 

B = <V'l, V2, • • • t vn} es una base de V se dice 

que V es de dimensi6n n, lo cual se denota con 

dim V = n 

En particular, si V (o} , dim V o 

Entonces, salvo en el caso del espacio cero (para el cual no .,is 

te base), la dimensi6n de un espacio vectorial queda défini< ~ co­

mo el número de eleme'ntos que tiene cualquier base. de dicho esp~ 

cio• 

As!, para el espacio 

M [
a b] 
O -a 

a, b e: R 
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del ~jemplo anterior, se tiene que 

dim M = 2 

Por la misma raz6n podemos concluir que 

dim R3 = 3 

y para el subespacio de R3 

L { (x, 2x, 3x) 1 X E R} 

tenemos que dim L = 1, puesto que el conjunto 

{(1, 2, 3)} 

es u~a base de L. 

El concepto de dimensi6n tiene otras interpretaciones interesan -

tes. Por ejemplo, de la definici6n IX.2.11 y del t~orema IX.2.9 

podemos concluir que la dimensi6n de un espacio es el número máxi . 

mo de vectores que puede contener un conjunto linealmente indepe~ 

diente en dicho espacio. 

A continuaci6n se presentan dos importantes teoremas relacionados 

con el concepto de dimensi6n. 

IX.2.12 TEOREMA 

Si V es un espacio vectorial de dimensi6n n, cualquier 

conjunto linealmente independiente formado por n vecto 

res de V es una base de dicho espacio. 
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DEMOSTRACION 

Sea S= {w¡, W2t•••t Wn} un conjunto linealmente independiente de 

vectores de V, y supongamos que S no es una base de V. 

Entonces, por IX.2.B, S no es un generador de V; esto es 

3 X e: V ta 1 que X t L (S) 

en consecuencia, x no es una combinaci6n lineal de los vectores 

de S p.or lo que el conjunto 

es linealmente independiente, lo ~u<Ü contradice el teorema 

IX. 2. 9. 

Por lo tanto, la hip6tesis de que S no es una base de V es falsa 

y queda demostrado el teorema. 

o 

IX.2.13 TEOREMA 

Si V es un espacio vectorial de dimensi6n n y W es 

un subespacio de V, entonces 

dim W ~ n 

En particular, si dim W = n entonces W V. 

DEMOS'f'RACION 

Sea B 

Como W =V, B es tambi~n un conjunto de vectores de V y, como es 
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linealmente independiente, por IX.2.9 no puede contener más den 

elementos; es decir 

k ~ n 

como se quer!a. 

En particular, si k n por IX.2.12,B también es una base de V; 

por lo que W = V. 

o 
Coordenadas 

·Consideremos nuevamente el espacio 

M [: _:] o, b cR 

para el cual el conjunto 

B= \[: _:1[: :] 
es una base. 

Como B es un generador, cualquier matriz de M puede expresarse e~ 

mo combinaci6n lineal de los elementos de B. Por ejemplo, la ma-

triz 

A [ 7 -3 ] 

o -7 

puede expresarse como 
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A 7[1 0]+(-3)[0 1] 
o -1 o o 

A los escalares 7 y -3, que expresan a la matriz A corno combina -

ci6n lineal de los elementos de B, se les llama "coordenadas de A 

en la base B", y a la pareja ordenada (7,_ -3)T se le conoce corno 

"vector de coordenadas" de A en la base B y se representa con 

El orden en que aparecen los escalares en el vector de coordena -

das corresponde al orden que tienen los vectores en la base, por 

lo que las bases son conjuntos ordenados. 

Asf, la base 

' [ : : ].[ : _: J 
se considera distinta a la base B, y se tiene que 
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IX.2.14 DEFINICION 

Sea B = {v¡, v2, ••. , vn} una base de un espacio vectorial V so 

bre K, y sea x E V. Si 

los escalares a¡, a2, ..• , an se llaman coordenadas de x en la 

base B; y el vector de Kn 

- T (x)B = (a 1 , a 2 , ... , anl 

se llama vector de coordenadas de x en la base B. 

·Cabe hacer notar que, mediante el concepto de vector de coordena-

das, es posible representar a un vector de cualquier espacio vec-

torial de dimensj.6n finita mediante un conjunto ordenado de escala 

res; es decir, mediante un elemento de Kn. 

Como veremos a continuaci6n, dicha representaci6n es única. Más 

aún, la funci6n f: V • Kn definida por 

para una base B fija, es un isomorfismo, como se puede demostrar. 

IX.2.15 TEOREMA 

Seá B = (v 1 , v 2 , ... , vn} una base de un espacio vectorial V so 

bre K. Para cualquier x E V el vector (x)B es único. 
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esto es 

y sea 
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T 
( fl1, fl2, • •• , flnl 

otro vector de coordenadas de x en B; es decir 

Restando (2) de (1) se obtiene 

por lo que, como B es linealmente independiente 

Cl - fln o 
n 

esto es 

(l¡ fl¡ 

Cl2 fl2 

Cl fln n 

y en consecuencia <'x>B <'x>B' lo que demuestra el 

(1) 

(2) 

teorema. 

D 
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Consideremos nuevamente el conjunto 

G' { (-2, O, O), (O, 1, 2), (O, O, -1)} 

que, como vimos, es una base de R3 • 

Para dicho conjunto se obtuvo que 

(x, y, z) = - ~(-2, O, O) + y(O, 1, 2) + (Íy- z) (O, O, -1) 

por lo que las coordenadas de un vector arbitrario (x, y, z) en la 

base G' son 

[!x,y,zl] 
x· · T = (-2 , y, 2y - z) 

Si en lugar de G' tomamos la base 

E {(1, O, O), (O, 1, O), (O, O, 1)} 

para un vec·tor arbitrario (x, y, z) se tendrá que 

(x, y, z) x(l, O, O) + y(O, 1, O) + z(O, O, 1) 

por lo que sus coordenadas en la base E son 

[(x, y, z)J ~ (x, y, z)T 
E 

esto es, coinciden con sus propias componentes. 

Como se puede demostrar, E es la dnica base de R3 que tiene tales 

características y recibe el nombre de "l:;>ase can6nica" de R3 • 

Para R2 la ~ase can6nica es el conjunto 

{(1, 0), (O, 1)} 

Y,en general, la base can6nica de Rn es el conjunto 



cuyos vectores 

son tales que 

e o o 

~] 

IXo2ol6 EJERCICIOS 

5.85 

e }· 
n 

para i 

para i i 

1o- Sean Ü y v los siguientes vectores de R3 

U= (1, 2, 2) y V (-1, 3, 1) 

a) Expresar a cada uno de los vectores (3, 1, 3)~ (2, -6, -2) 

y (-1, 8, 4) como una combinaci6n lineal de Ü y Vo 

b) ¿Para qué valores de k es el vector (5, k, 1) una combina­

ci6n lineal de ü y v? 

2o- Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son lineal-

mente dependientes o indep7ndientes, en sus respectivos esp~ -

cios vectoriales reales: 

a) { (0,1), (O, -3)} 

b) 

1 [: :] l: :] [: _:] 
e) {x2 - x + 2, x 2 + 1, - x2 + X -3} 

d) { (1, O, O), (2,3,1), (1,-1,2)} 
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3 .. - Sean u, v y w tres vectores linealmente 'independientes en un 

espacio vectorial real. Verificar que los vectores r, s, t: 
a) Son linealmente dependientes si 

r = -v, s = -2ii + 3v + 2w y t u - V - ·W 

b) Son linealmente independientes si 

r = ii + v + 2w, S = w y t = ii + 2v - sw 

4.-. Como puede verificarse, el conjunto C de los n6meros complejos 

es un espacio vectorial tanto sobre R como sobre c. 

Determinar si el conjunto s {1 + 3i , 1 - 2i} es linealmente 

dependiente o independiente cuando: 

a) El campo es R. 

b) El campo es C. 

·Como se desprende de este ejemplo, la dependencia o independe~ 

cia lineal· de un conjunto de vectores puede variar. al cambiar 

el campo en el que se consideran los escalares. 

5.- Sea S= {v¡, v2·, ... , v0 } 

, Demostrar que si 

y :Eii tal que ai # Bi' donde i = 1, 2, ... , n, 

entonces S es linealmente dependiente. 

6.- Determinar, en cada c·aso, si el conjunto A es generador del 

espacio V indicado: 

A r 1 1] f2 o] [o 4] [1 3] 
~2 -1 L 4 2 o o -2 -1 

a) 

V [: _:] 1 a, b, e " 
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b) A {xz -2x + 1, 3x + 2, ,-xz +·x -1} 

V = {ax2 + bx + e 1 a, b, e e: R} 

e) A { (1, o, 1), (0, 3, -1), (0, 4, 1), (2, 1, O)} 

V= {(a, b, e) 1 ·a, b, e E R} 

7.- Obtener una base del espacio 9.enerado por 

A = {x 2 -3x + 2, 4x + 1, x 2 + x + 3, -x 2 + 7x -1} 

y decir cuál es la .dimensi6n de dicho espacio. 

8.-. Sea A = {s, t, Ü, v} un conjunto generador de un espacio vec­

torial real V, donde 

s- 2t 2ü 

S - U V 

2v - 2't s 

Obtener una base de V y la dimensi6n de ~ste. 

9.- Sean los espacios 

V= {ax 2 + bx + 2a +·b 1 a, bE R} sobre R 

sobre e 

a) Obtener dos bases. de V y dos bases de W, comprobando en 

cada caso que se satisface la definici6n IX.2.8. 

b) Decir cuál es la dimensi6n de V y cuál la. de W. 

el Hallar el vector de coordenadas de 

v1 = x 2 - 2x en c~{ia una de las bases de V obtenidas e.n a) 
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y hallar el vector de coordenadas de 

[ 1 2-i] 
3-2i -1 

V2 en cada una de las bases de·w obte­
nidas en a) 

10.- Sean A = fv1, v2, vs} y B = {wl, w2, ws} dos bases de· un es-

p~cio vectorial V sobre R, para las cuales 

Determinar las coordenadas de x E V en la base B si 

(x)A (1, O, 2)T 

11.-Dernostrar que la funci6n f: V~ Kn definida por 

f<x> <x> 8 

donde V es un espacio vectorial sobre K con dim V n y B es 

una base de V, es un isomorfismo. 

Esto es, demostrar que: 

i) (y) B ( ) x y 

a [xJ 8 ; v. x E v, a E K 
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ESPACIOS VECTORIALES ASOCIADOS A UNA MATRIZ. TEORIA DE LOS 

SISTEMAS DE .ECUACIONES LINEALES. 

A partir de los elementos que integran una matriz pueden definir­

se diversos espacios vectoriales. Dos de ellos, conocidos como 

espacio rengl6n y espacio columna, son de especial importancia en 

las aplicaciones del Algepra Lineal. 

Al estudiar el primero de ~stos veremos, además, un procedimiento 

sencillo para obtener bases de espacios vectoriales. La defini -

ci6n del segundo nos permitirá, a su vez, establecer resultados 

te6ricos importantes ace,rca de las soluciones de un sistema de 

ecuaciones lineales. 

Espacio rengl6n. 

Sea A una matriz de mxn con elementos en R 

A 

sus renglones pueden ser considerados como vectores de Rn; esto 

es: 

r, (a11, a12, ... , a1nl 

r2 (a21, a22, ..• , a2nl 

El conjunto de todas las combinaciones lineales de dichos vecto -

res es un subespacio de Rn al que se conoce como "espacio. genera-
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do por los renglones de A" o, más brevemente, como "espacio ren -

gl6n de A". 

Claramente, este concepto puede generalizarse al caso en que los 

elementos de la matriz sean nameros complejos o elementos de. un 

campo K arbitrario, con el consecuente reemplazo de R0 por C0 o 

K0 • De esta manera, las definiciones y teoremas se enuncian para 

el caso general de un campo K arbitrario; aunque, por sencillez, 

los ejemplos 'se presentan sobre el campo de los nameros reales. 

IX.3.1 DEFINICION 

Sea A [ai'j] una matriz de mxn con elementos en un campo K, y 

Cail• ai2•·· ., ainl el i-ésimo rengl6n de A. Si 

Ar = {r¡, r2, ... , rm}, el 'conjunto L(Ar) se llama espacio ren -

gl6n de A. 

Observe que r¡, r2, ... , rm son elementos de K0 por lo· que, de 

IX.2.2, L(A ) es un subespacio de K0 • 

Es posible que los renglones de una matriz en particular no sean 

linealmente independientes; es decir, que alguno de ellos sea una 

combinaci6n lineal de los otros renglones. 

Para determinar si éste es el caso, lo cual pocas veces puede ad­

vertirse a simple vista, se emplea un procedimiento que consiste 

en aplicar a la matriz una sucesi6n de transformaciones elementa-

les hasta obtener lo que se conoce como su forma can6nica escalo-

nada. 

Como resultado de ello se sabe cuál es el nGmero máximo de rengl2 

nes linealmente independientes .de la matriz y, además, se obtiene 



591 

una base mu'y simple de su espacio ·rengl6ri, la cual permite def!_ -

nir claramente dicho espacio. 

Este procedimiento se basa en el hecho de que el espacio rengl6n 

de una matriz no· cambia al aplicarle una sucesi6n finita de trans 

formaciones elementales, como justificaremos formalmente a conti­

nuaci6n. 

IX.3.2 DEFINICION 

Dos matrices A y B·son equivalentes (por renglones), lo cual se 

denota mediante A"' B, si alguna de ellas puede obtenerse a pa!..­

tir de la otra medi.ante una sucesi6n finita de transformaciones 

elementales (por rengl6n). 

Es claro que si A puede obtenerse como resultado de aplicar a B 

una sucesi6n finita de transformaciones elementales, también B 

puede obtenerse a partir de A aplicando a ésta las transformacio­

nes elementales inversas de las que integran la sucesi6n mencio­

nada. 

IX.3.3 TEOREMA 

Dos matrices equivalentes tienen el mismo espacio rengl6n 

DEMOSTRACION 

Sea rj,···· rm} el conjunto de los ren 

glones de A: 

i) Si B se obtiene de A intercambiando los renglones i, j; enton 

ces 

-
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por lo que 

L(Brl {x\x a¡r 1 + a2r2 + ••• + cxjrj + ••. + airi + .•. + amrm} 

{x\x a 1 r 1 + a2r2 + •.• + airi + ••• + ajrj + ••• + amrm} 

L(Brl L(Arl 

ii) Si B se obtiene de A multiplicando el rengl6n i por un es ca -
lar A t- O, entonces 

Br = fr¡, r2, ..• , Ari, •.• , rj, .•• , rm} 

por lo que 

L(Brl (;¡;;- a 1 r 1 + a2r2 + •.• + ai<Ari> + ••• + ajrj + ••. + amrm} 

G\x a¡r¡ + a2r2 + ••• + Pai>ri ·+.· •• + cxjrj + •.• + amrm} 

L(l;lrl L(Ar) 

iii) Si B se obtiene de A multiplicando el rengl6n i por A y sumán 

dolo al' rengl6n j, entonces 

por lo que 

L(Brl = {x\x = a¡r¡ + a2r2 + ••• + airi ~ •.. 

• • . + aj (Ari + rj) + ••• + amrm} 

{;;-\~ a¡r¡ + a2r2 + ... + (ai + Aajlri + ..• 

: • • + ajrj + .•• + amrm} 

L(I\rl = L(Arl 

Dei), ii) y iii)~ el espacio rengl6n de una matriz no cambia al 

efectuar en ella una ·transformaci6n elemental (de cualquiera de 

los tres tipos). 

Aplicando reiteradamente este resultado, el espacio rengl6n de 

una matriz no cambia si efectuamos.en ella una sucesi6n finita de 
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transformaciones elementales; por lo que matrices equivalentes 

.tienen el mismo espacio rengl6n • 

. D 
En el procedimi'ento que mencionamos, la aplicaci6n sucesi':'a de 

transformaciones elementales se efectGa hasta obtener "una "forma 

can6nica escalonada". 

Se dice que una matriz es una forma can6nica escalonada cuando 

además de ser una matrl.z escalonada, el primer elemento distinto 

de cero en cada re.ngl6n ·es un uno y dicho elemento es el Gnico di 

fe.rente de cero en la columna en que se encuentra. 

Por ejemplo, de las siguientes matrices escalonadas s6lo la Glti­

ma es una forma can6nica escalonada 

1 -3 

o 2 

o o 
o o 

o 2 

1 -5 

o -4 

o o 

4 

3 

7 

o 

1 

o 

o 
·o 

2 

1 

O. 

o 

3 

o 

o 

o 

-2 4 

S. -1 

1 .,.3 

o o 

1 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

o 

-3 

4 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

1 

-2 

-3 

o 

Dos propiedades importantes, relativas a lás formas can6nicas es­

calonadas, son las siguientes: 

Para una matriz dada A existe una y s6lo una forma can6nica 

escalonada que es equivalente a la matriz A. 

Los renglones no nulos de una 'forma can6nica escalonada cons 

tituyen una base de su espacio rengl6n. 

La Gltima propiedad es válida tambi~n para una matriz escalonada 

cualquiera, pero en el caso de una forma can6nica es aGn más evi 

dente. 
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A manera de ejemplo utilizamos a continuaci6n el procedimiento 

mencionado para obtener el espacio rengl6n de la matriz 

A • [: 

-l -5 

-1 -3 

o -2 :] 
Aplicando a dicha matriz transformaciones elementales hasta obte-

ner su forma can6nica equivalente se obtiene; 

[: -1 -5 

:] [: 
-1 -3 

:] [: -1 -3 l A -1 -3 'V -1 -5 'V 2 4 

o -2 o -2 2 4 

[: 

-1 -3 

:] [: 
o -1 

:] 'V 1 2 'V 1 2 

o o o o 

Por ser esta última matriz una forma can6nica escalonada, los vec 

tores (1, O, -1, 3) y (O, 1, 2, O), que son sus renglones no nu­

los, constituyen un conjunto linealmente independiente y, por tan 

to, una base de su espacio rengl6n. 

Por el teorema IX.3.3, dicho espacio coincide con el espacio ren­

gl6n de A, por lo que el conjunto 

{(1, O, -1, 3), (O, 1, 2~ O)} 

también es una base de L(Ar) .• 

Entonces, cualquier vector de dicho espacio será de la forma 

a(1, O, -1, 3) + b(O, 1, 2, O) = (a, b, -a + 2b, 3a) 
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y en conse'cuencia 

L(Ar) ={(a, b, -a+ 2b, 3a) 1 a, be: R} 

El espacio rengl6n de A es, en este caso, un subespacio de R- de 

d:imensi6n dos. 

Espacio columna, rango. 

De manera similar al espacio rengl6n, se define el "espacio colu!!!_ 

na" de una matriz como el conjunto de todas las combinacipnes li­

neales de las columnas de dicha matriz; esto es 

IX.3.4 DEFINICION 

Sea una matriz de mxn con elementos en un campo K, y 

Si 

Ac = {e¡, c2•···· Cn}, el conjunto L(Ac) se llama espacio COlU!!!, 

na de A. 

Estrictamente hablando, hemos definido las columnas de una'matriz 

como arreglos "verticale·s", a diferencia de los renglones a los 

que hemos considerado "horizontales"; empero, no hay raz6n para 

que los vectores columna no puedan ser escritos y manejados como 

arreglos horizontales cuando as! sea qonveniente. 

En consecuencia, como las columnas de una matriz son los rengl~ -

nes de su transpuesta, el espacio columna de una matriz A coinci­

de con el espacio rengl6n de AT ('salvo en el "aspecto" vertical y 

horizontal de los arreglos). De esta·manera, podemos obtener el 

espació' columna de A aplicando a AT ei procedimiento anterior. 

As!, por ejemplo, para obtener el eSp!lcio columna de la matriz 

-----------------~ 
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-1 -5 

-3 :] A= [: 
-1 

o -2 

del ejemplo anterior, efectuamos·transformaciones elementales so-

bre su transpuesta nasta obtener una forma can6nica escalonada 

3 1 2 -1 .;,1 o 1 1 o 

AT 
-1 -1 ·o 3 1 2 o -2 2 

"' "' "' -5 -3 -2 -5 -3 -2 o 2 -2 

9 3 6 9 3 6 o -6 6' 

1 1 o 1 o 1 

o 1 -1 o \ 1 -1 

"' "' \ o o o o o o 

o o o o o o 

.De donde 

{ (a,b,a-b) 1 a, b E R} 

por lo que 

L(Ac) = { (a,b,a-b) 1 a, b E R} 

o bien, si se prefiere· en forma vertical 

¡.(A e) = ,· [ :] a, b E R 

a-b 

Pasando a otro aspecto, con referencia a los espacios rengl6n y 

columna de la matriz A del ejemplo vimos que 
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y 

por lo que, evidentemente 

L(A ) '/ L(A ) 
r · e 

Sin embargo, tambi~n se obtuvo que . 

Esto no es una casualidad debida a la matriz que se eligi6 para 

el ejemplo, sino una propiedad general como se establece a conti-

nuaci6n 

IX. 3 . 5 TEOREMA 

Para cualquier matriz A se tiene que 

DEMOSTRACION 

Sea A = [aij] una matriz· de mxn y supongamos que su espacio ren -

gl6n es de dimensi6n k ~ m; es decir. 

dim L'(A ) k 
r 

Formemos un.a ·matriz X con los vectores de B como renglones; esto 

es 

X 
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Como Bes una base de L(Ar), cada uno de los renglones de A es 

una combinaci6n lineal de x1 , x 2 , ••• , Xk; por lo que 

r¡ y¡¡X¡ + Y12X2 + ... + Y1kXk 

r2 Y21 X¡ + Y22X2 +. • .+ Y2kXk 

rrn Yrn1X1 + Yrn2X2 + ... + YrnkXk 

o bien; en forma matricial 

A YX 

donde 

Y u Yl2 

Y21 
y 

Yrnl Yrn2 Y,rnk 

Si expresamos'ahora a las matrices A, Y, X como 

XII X12 X¡n 

X21 X22 X2 n 

Xkl Xk2 • • • Xkn 

La i,gualdad A YX corresponde a 

[

X¡¡ 

X21 

Xkl 

X¡n 

por lo que 
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C1 X11Yt + X21Y2 + ••• + Xk 1Yk 

c2 xuy1 + X22Y2 + ••• + Xk 2Yk 

en x y + x y + ••• + xk yk 
1 n 1 2n. 2 .. n 

y las columnas de A son combinaciones lineales de las k columnas 

que forman la matriz Y; en consecuencia 

esto es 

Medíante un procedimiento. similar se demuestra que tambi~n 

por lo que 

dim L(A~) 

como se quer!a. 

o 
El teorema anterior nos permite definir el concepto de rango como 

se enuncia a continuación 

IX.3.6 DEFINICION 

Se llama rango de una matriz A, ·y se denota con R(A), 

al nlimero 

De esta manera, para la matriz 
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[: 
-1 -5 

:] A = -1 -3 

o -2 

que hemos empleado en los ejemplos a·nteriores, se tiene que 

R(A) = 2 •. 

De la definici6n IX.3.6, es claro que el rango de una matriz re­

presenta e.l número máximo de renglones (y de columnas) linealmen 

te independiente's que contiene la matriz. 

En particular, para una matriz cuadrada el concepto de rango ti~ 

ne relaci6n con otras caracter!sticas importantes'como se indica 

en el siguiente teorema, cuya demostraci6n se deja al lector. 

IX. 3. 7 TEOREMA 

Si A es una matriz de nxn, los siguientes enunciados son equiva-

lentes: 

i) R(A) = n 

ii) 

iii) 

iv) det A "1 O 

v) Los renglones de A son linealmente independientes 

vi) Las columnas de A son linealmente independientes 

Condiciones para la existencia y unicidad de soluciones de 

un sistema 

En este apartado se establece una condici6n necesaria y suficie~ 

te para la e~istencia de soluciones de un sistema de ecuaciones 
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lineales, utilizando el concepto de rango. Dicho concepto se e~ 

plea tambi~n para 'deducir las condiciones de unicidad y multipl!_ 

cidad de soluciones. 

Consideremos para ello un sistema arbitrario de m ecuaciones li 

neales con n inc6gnitas 

a 11 x 1 + a 12 X2 + ... + a X b¡ ¡n n 

a21X1 + a22 X2 + ••• + a X b2 2n n --- (I) 

a x +a x + ••• +a x b 
m¡ 1 m2 2 mn n m 

Como se vio en el capitulo VI,. dicho sistema es equivalente a la 

ecuaci6n matricial 

Ax b 

donde 

a¡¡ a 12 

a21 a22 
A 

a a m1 m2 

a In 

a 2n X 

a mn 

X¡ 

X2 

X • n 

--- (II) 

b 
m 

Estas matrices, como sabemos, reciben los nombres de "matriz de 

coeficientes", "vector de inc6gnitas" y "vector de t€rminos ·inde 

pendientes", respectivamente. 

Definamos ahora una nueva matriz, a la que llamaremos· "matriz a!!: 

pliada" del sistema y represen'taremos con (A,b), .de la siguiente 

manera 
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a¡¡ al2 a¡n b¡ 

a21 
(A,b) 

a22 a2n b2 

a m¡ am2 amn . bm 

Para el análisis que se desarrolla a· continuaci6n nos apoyaremos 

en la siguiente expresi6n vectorial pl,anteada en Rn, o en Kn si 

se prefiere; la cual es también equivalente al sistema (I): 

a¡¡ al2 a¡n b¡ 

a;i¡ a22 a2n b2 
X¡ + x2 + ••• + xn .---(III) 

a m¡ am2 amn bm 

De esta expresi6n se sigue que el sistema tiene soluci6n si, y 

solamente si, existen escalares X¡, X2, ..• , Xn que ·expresen a b 

como combinaci6n lineal de las columnas de A; esto es, si y s6lo 

Para enunciar esta condici6n en términos de los rangos de A y 

(A,b) bastará con observar que la matriz (A,b) está formada por 

las mismas columnas de A y por una columna adicional, que es b. 

Entonces, cuando bE L(Ac) los rangos de A Y. (A,b) son iguales; 

y cuando b t L(Ac) el rango de (A,b) es mayor, en una unidad, 

que el rango de A. 

En consecuencia, podemos concluir que 

IX. 3. 8 TEOREMA 

El sistema de ecuaciones lineales Ai b es compatible 

si y s6lo si R(A) = R(A,b) 
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Supongamos ahora que el sistema '(I) es compatible y veamos bajo 

qué condiciones es determina.do, comparando el. rango de A con el · 

ndmero de inc6gnitas del sistema: 

Si R(A) = n, el conjunto formado por las n columnas de A es li -

nealmente independiente y, por tanto, constituye una base de 

L (Ac) ; entonces los escalares x 1 , X2, ••• , . Xn son las coordenadas 

del vector b en dicha base y, de IX.2.15, el sistema tiene solu 

ci6n llnica. 

Supongamos ahora que R(A) = r < n; entonces cualquier base de 

~(Ac) contiene r' columnas de A. 

Con·sideremos, sin pérdida de generalidad, que las primeras r co­

lumnas de A constituyen una base de dicho espaciot; de esta mane 

ra la expresi6n (III) puede escribirse como 

Debido a la cerradura de un espacio vectorial para la. adici6n y 

la multiplicaci6n por un es~alar .se .tiene. que, ,para cualquier va 

lor de los escalares xr~ 1 , ••• , xn' el vector 

. es un elemento de L <.Ac) ; como también lo es el vector 

tEn c.a.so de que lJu. ~vuu. 11. co.t.um~UU no ü.an .i.ndepend.i.e.ntu podemo.~> ILeu­
CJL.i.b.br. lA exp!lu.i.6n IIHl, debido a lA conmut.ativ.úfa.d de lA ad.i.ci.6n, ha6.ta. 
que lJu. p!L.únvuu. 11. co.t.um~UU de A que apa!Le.zcan .6 ean Une.alme.nté. .i.ndepen -
cüe.ntu. · · -
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debido a la cerradura para la sustracci6n. 

En consecuencia, para'cualquier valor de xr+l'"""' xn la ecuaci6n 

tiene sol~ci6n linica para las. variables X¡, xz, ••• , X 
r 

Esto implica que el sistema (I) es indeterminado, puesto que pod~ 

mbs asignar valores arbitrarios a las inc6gnitas xr+l'"""' xn 

y obtener los correspondientes valores· de X¡, xz, ••• , xr que sa -

tisfacen la expresi6n (III). 

En resumen puede concluirse lo siguiente 

IX.3.9 TEOREMA 

sea Ax b un sistema compatible de m ecuaciones lineales con ri 

.inc6gnitas: si R(A) = n el sistema es determinado y si ,R(A) < n 

el sistema es indeterminado. 

Estructura del conjunto soluci6n • 

. Consideremos ·nuevamente '\ln sis·tema arbi.trario de m ecuaciones li -

neales con n inc6gnitas, cuya representaci6n matricial es 

Ai = b 

Una soluci6n de dicho sistema es cualquier vector x 0 E Rn tal que 

Ai 0 = b. Al conjunto formado por todas las soluciones de un· sis­

tema se le conoce como "conjunto soluci6n" del mismo, conforme a 

la siguiente definici6n 
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IX.3.10 DEFINICION 

Sean A y o dos matrices de mxn y mxl respectivamente, 

al conjunto {x Ax = b} se,le llama conjunto soluci6n 

del sistema AX b. 

Es claro que cada sistema en particular tiene su propio conjunto 

soluci6n. Dicho conjunto puede ser vacío (en el caso de un siste 

ma incompatible), puede tener un solo e~emento (sistema compat~­

ble determinado) o puede estar constituido por un número infinito 

de elementos (sistema compatible indeterminado), dependiendo de 

los coeficientes y términos independientes que tenga el sistema. 

Para obtener el conjunto soluc:i.6n de un sistema dado no se requi~ 

re introducir un nuevo procedimiento. Bastará con hallar sus so­

luciones mediante los procedimientos estudiados en el capítulo V 

y expresarlas como un conjunto de vectores. 

Por ejemplo, para el sistema 

x 1 + x 2 + 2x3 3 

3x¡ + 4xz + X3 ~1 

- 2x¡ - 4xz - X3 O 

en el capítulo V se concluyó que tiene como solución única la si­

guiente 

X¡ -1, X2 = 0, X3 ,: 2 

por lo que su conjunto solución es 

{(-1, O, 2)} 
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el cual está formado por un solo vector. 

De manera similar, para hallar el conjunto soluci6n del sistema 

X 1 + X2 - X 3 + K• 4 

- 2X¡ + X2 - X3 + Jx. 5 

)X¡ + X2 - X3 - 7x. 0 

2X2 - 2X3 - 2x. 6 

aplicamos el método de Gauss y obtenemos 

-1 

-2 

3 

o 

1 -1 1 

1 -1 3 

1 -i -7 

2· -2 -2 

x 1 2x. -1 

4 

5 

o 

6 

X2 X3 + x. + 3 

-1 1 -1 1 4 

o -1 1 1 -3 

o 4 -4 -4 12 

o 2 -2 -2 6 

por lo que su conj~nto soluci6n es 

{ (2b-1, a+b+3, a, b) 1 a, b e: R} 

el cual contiene un nümero infinito de vectores. 

1 -1 1 -1 -4 

o i -1 -1 3 

o o o o o 

o o o o o 

En este apartado estudiaremos la estructura que tiene el conjunto 

soluci6n de un sistema arbitrario de ecuaciones lineales· .. 

Primeramente observamos que el conjunto soluci6n de un sistema de 

m ecuaciones lineales con n inc6gnitas es un subconjunto de R0 

(en general de K0 ), por lo que cabe preguntarse si será un subes­

pacio de éste. 
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La respuesta depende G.nicamente de que el sistema sea homog!!neo o 

no lo sea. En el primer caso la respuesta es afirmativa, como lo 

establece el siguiente teorema, mientras que en el segundo es ne­

gativa como veremos más adelante. 

IX. 3.11 TEOREMA 

El conjunto soluci6n del sistema Ax 

espacio vectorial 

DEMOSTRACION 

O es un 

Sea A una matriz de mxn y sean· x 1 , x 2 E Rn dos soluciones del si~ . 

tema Ai = O;. esto es 

y 

Entonces, por i) de vi.3.3, por hip6tesis y por iii) de IX.l.l, 

respectivamente 

A(X¡ + X2l 0+0=0 

y en consecuencia x1 +.x 2 es soluci6n del. sistema. 

Además, si a es un escalar, por el enunciado del ejercicio 3 de 

VI. 3. 6, por hip6tesis y por i) de IX.l. 3 se tiene que 

A(ax¡) = a(Ai¡) = ao =o 

por lo que ax¡ es soluci6n del sistema. 

Finalmente, por IX.1.6, el conjunto de soluciones de Ai = O es un 

subespacio de Rn y, por IX.l.S, es un espacio vectorial. 

o 
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Debido a esto se acostumbra hablar del "espacio soluci6n" de un 

sistema homog€neo. 

As!, por ejemplo, para el sistema 

4x - 2y + 2z O 

2x + 3y + z = O 

2x - y + z = O 

su espacio soluci6n es 

{(-~,O, z) J z e: R} 

Puede verificarse fácilmente que €ste es un subespacio de R3 • 

Regresemos ahora al caso general del sistema no homog~neo 

Ai = o, con b ; O 

y sean x 1 , x 2 dos soluciones ae dic.ho sistema. 

'Para la suma se tiene 

por ·1o que x 1 + x2 no es so.luci6n del sistema y, en consecuencia, 

su conjunto soluci6n no es un espacio vectorial. 

Sin embargo, si en lugar de la suma consideramos la diferencia de 

dos soluciones tenemos 

b-b 

por ·lo que 
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IX.3.12 TEOREMA 

Si xi, x 2 son soluciones del sistema Ax 

x 1 - x2 es soluci6n del sistema AX = O 

o, entonces 

Al sistema AX O se le conoce como "sistema homog€neo asociado" 

al sistema AX o. Es evidente que para cualquier sistema no ho-

mog€neo existe uno y. s6lo un sistema homogéneo asociado. 

De acuerdo con el teorema IX.3,12, la diferencia de dos solucio -

nes cualesquiera del sistema AX = o es una soluci6n del homogéneo 

asociado. En particular, si xo representa una soluci6n fija y x 

una soluciqn cualquiera de AX = b, la diferencia x - x 0 es una so 

luci6n de su sistema homog€neo asociado; por lo que 

X - Xo U 

para algún vector Ü del espacio soluci6n .de AX O. 

De lo anterior se deduce que 

LEMA 

Si U es el espacio soluci6n del sistema homog€neo Ax = O y x 0 

es una soluci6n fija del sistema AX = o, entonces cualquier so­

luci6n x del sistema AX = b es tal que 

X U + Xo 

para algún u E u. 

Con relaci6n a este enunciado se puede concluir, además, que para 

cada x el vector Ü es único. 
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En efecto, si u 1 , u 2 son tales que 

X U¡ + Xo y X 

entonces, de x - x = O se sigue que 

(Ü 1 +xo)-(Ü2+xol o 

por lo que 

U¡ + Xo 

y en consecuencia 

o 
As! pues, podemos afirmar que para cada soluci6n x del sistema 

AX = b existe una y s6lo una soluci6n Ü del homogéneo AX = O tal 

quex=Ü+xo. 

Sin embargo, no podemos todavfa asegurar que para cada u exista 

una y s6lo una x que satisfaga dicha relaci6n. 

Probaremos e~to a continuaci6n mostrando, primero, que para cada 

soluci6n u.de AX =O el vector x =u+ x 0 es soluci6n de Ax =E. 

En efecto 

A(Ü + Xo) AÜ + AXo o+E 

Adem§s, la unicidad de x es inmediata. ya que la adici6n asigna a 

cada pareja (u, x 0 ) uno y s6lo un vector u+ xo. 

Finalmente podemos concluir que 
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IX.3.13 TEOREMA 

Si x es una soluci6n cualquiera de'I sistema AX byÜ 

es una soluci6n cualquiera del sistema Ax = O, entonces 

para cada soluci6n io de Ax = b la relaci6n 

x u + xo 

establece una biyecci6n entre el conjunto soluci6n del 

sistema AX = b ·Y el espacio soluci6n del sistema AX = O 

En otras palabras: "'cada soluci6n x del sistema AX b tiene su 

correspondiente "reflejo'' Ü en el espacio soluci6n del sistema ho 

mog€ne~ Ax = O, determinado un!vocamente por la expresi6n 

x = Ü + xo; y viceversa. 

Una interpretaci6n geom€trica de este resultado podr!a ser la si-

guiente 

'\.-::u...--conjunto solución 
del sistemo. Ai=b 

......,~..-_espacio solución del 
homogéneo Ax=li 

En consecuencia, para el conjunto soluci6n del sistema AX = b se 

tiene que 
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IX.3.14 TEOREMA 

As(, por 

Si U es el espacio soluci6n del sistema homog~neo 

Ai O y x 0 es una soluci6n del sistema Ax = b, 

entonces 

{u + xo 1 u e: u} 

·es el conjunto soluci6n del sistema AX b. 

ejemplo, para el siguiente sistema de ecuaciones 

4x - 2y + 2z 6 

2x + 3y + z = -1 

2x - y + z = 3 

aplicando el método de Gauss se obtiene 

lineales 

[: -2 2 

-:] [: 
-1 1 

-:] [: 
-1 1 

':} 3 1 .... 3 1 .... 4 o 

-1 1 -1 1 o ·o 

. [: -1 1 

-:] 1 o 

.O o o 

1 - z 
X = 2 
y -1 

z = z 

por lo que su·conjunto soluci6n es 

S= {(1- ~' -1, z) 1 z e: R} 
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Dicho conjunto puede ·ser expresado como 

S={(-~' O, z) + (1, -1, O) 1 z E R} (1) 

donde 

U = { (- ~~ 0 1 Z) 1 Z E R} 

es e1 espacio soluci6n del sistema homog~neq asociado y 

io = ('1, -1, O) 

es una soluci6n particular del sistema. 

Ahora bien, del teorema IX.3.14 se sigue que la expresi6n· (1J no 

es única, sino que existe una expresi6n de ·este tipo para cada so 

luci6n io del sistema. 

En la expresi6n (1) la soluci6n x 0 = (1, -1, O) corresponde al ca 

so z = O de· la soluci6n general obtenida; sin embargo, podemos se 

leccionar cualquier otra soluci6n particular para efectuar la des 

composici6n a que se refiere .el teorema IX. 3.14. 

Por ejemplo, para z = 6 se tiéné la soiuci6n 

Xo = (-2, -1, 6) 

z 
y el vector (1 - !' -1, z) puede expresarse. como 

(1 - z -1, z) (1 - !. + 2, o, z - 6) + (-2, :-1; 6i !' 2 

(1 z -1, z) 6 - z o, 6) (-2, -1, 6)' - !' (--·-, z - + 
. 2 

Entonces, haciendo z - 6 = k se tiene la siguiente expresi6n para 

el conjunto soluci6n del sistema 

S = { (- .~ 1 0, k) + (-2, -1, 6) 1 k E R} - - .., (2) 
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.donde 

{ (- ~, O, 'k) 1 'k e: R} 

en el mismo espacio soluci6n U del sistema hornog~neo asociado. 

Variedad lineal 

Corno ya vimos, el conjunto soluci6n del sistema AX b, con b '1 O, 

no tiene estructura de espacio vectorial¡ sin embargo, los teore­

mas IX.3.13 y IX.3.14 sugieren que dicho conjunto (cuando no es va 

c!o) es una especie de "espacio vectorial trasladado". 

Este tipo de estructura recibe, en general, el nombre de variedad 

lineal. 

IX.3.15 DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto 

L de V se dice que es una variedad lineal de V si 

L {w + va w e: W} 

para algún subespacio W de V y algún vector v0 e: V. 

Al subespacio W se le llama espacio asociado y al 

vector v0 apoyo, de la variedad lineal. 

Algunas propiedades importantes de este tipo de estructura son 

ias siguientes 
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IX.3.16 TEOREMA 

i) El espacio asociado a una variedad lineal es único. 

ii) Cualquier vector de una variedad lineal es un apoyo de €sta. 

iii) Dos variedades lineales con el mismo espacio asociado son 
iguales si y s6lo si tienen algún vector en común. 

iv) Una variedad lineal es un subespacio si y s6lo si contie­
ne el vector cero. 

v) Cualquier conjunto constituido por un solo vector es una 
v'ariedad lineal. 

DEMOSTRACION 

i) Sean W, u dos espacios asociados a una variedad lineal L 

apoyo V o, y sea x un elemento cualquiera de L; entonces 

X w + V o para uno y s6lo un w E: w 
y x 'ü + V o para uno y s6lo un u E: u 

en consecuencia 

w + Vo 'ü + Vo 

por lo que, ~ x E L: 

w u 

de donde 

w u. 

con 

ii) Sea Luna variedad lineal con espacio asociado W y apoyo vo, 

y sea x un elemento cualquiera de L; entonces 

x w + v 0 , para uno y s6lo un w E W 
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si Yo E L se tendrá que 

yó Wo + Vo , donde Wo E W · 

y en consecuencia 

- wo + Yo V o 

entonces 

x w + v 0 w + (- wo + Yol = (w- wo) + Yo 

Como w0 E W y W es un subespacio: u w - wo E W; de donde 

x =u+ Yo, para uno y s6lo un u E W. 

Es decir 

L {u + Yo 1 U E W} 

por lo que y 0 es un apoyo de L. 

La demostraci6n de las propiedades restantes se 'deja al lector co 

mo ejercicio 

IX •. 3.17 EJERCICIOSr. 

1.- Para la matriz 

·f 
1 1 -2 

"~] -2 -1 -3 

-1 1 o 4 

2 -5 -3 -5 
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Obtener: 

a) Su forma can6nica escalonada. 

b) Su espacio rengl6n, dando de ~1 .una base y la dimensi6n. 

el Su espacio columna, dando de ~1 una base y la dimensi6n. 

2.- Determinar cuá-les de las siguientes matrices tienen el mismo 

espacio rengl6n. 

o ' 1 -2 

3 -1 5 

[
_: : ~: ] B = [ : : _:] 

1 1 -1 -1 1 -5 

1 o 1 
e A 1 1 -1 

¿Qué conclusi6n puede obtenerse del resultado anterior respec-

to al teorema IX.3.13? 

3.- Para la matriz 

Determinar si cada uno de los vectores 

X = 

y 

(-1, 2, 3)T 

(3, 1, -2) T 

pertenece al espacio generado por sus columnas y en caso afir­

mativo expresarlo corno una combinaci6n 'lineal de ellas. 

4.- Para la matriz 

A r-: ~ : _:] 
lo 2 -1 -3 
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a) Verificar que .su espacio rengH5n y su espacio. columna tie­

nen la misma dimensi6n ¿Son iguales dichos espacios? 

b) ¿Cuál es el rango de A? 

5.- Demostrar que si A es una matriz de nxn, los siguientes enun -

ciados son equivalentes 

a) R(A) = n 

b) det A # O 

e) Los renglones de A son linealmente independientes. 

6·- Para cada· uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales 

2x + 3y + z = o 
- X + y - 2z o 

X + y - z = o 
a) 2x - y + z = o b) 

y + 3z o 
X z = o 

- X + 4y o 

Determinar 

i) Su espacio soluci6n 

ii) El espacio rengl6n de su matriz.de coeficientes 

•iii) El espacio columna de su matriz de coeficientes 

7.- Para cada uno de ~os sistemas del ejercicio anterior determi -

nar el rango de la matriz de coeficientes y la dimensi6n del 

conjunto soluci6n. 

Generalizar los resultados .obtenidos para un sistema de m ecu~ 

ciones con·n inc6gnitas con R(A) = r y demostrarlo. 

8.- Demostrar qué: 

al Dos variedades line.ales con el mismo espacio asociado son 

iguales si y s6lo si tienen algiln vector en coman·. 
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b) Una variedad lineal es un subespacio si y s6lo si contiene 

al vector cero. 

e) cualquier conjunto constituido por un solo vector es una 

variedad lineal. 

9.- Para cada uno' de los siguientes sistemas de ecuaciones linea 

les 

X¡ + Xz + .x. 2 

2xz + 5 - 2x1 + X2 - xs o - X3 x. = 
a) b) X¡ + 2xz + xs 1 

X¡ - X2 + X3 -3 Jx, -5 X¡ + xz -
2x¡ + Xs + x. -.1 

Hallar su conjunto soluci6n y mostrar que tiene estructura de 

variedad lineal. 
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IX.4 ESPACIO DE FUNCIONES 

Seguramente el lector ha tenido ya amplia experiencia en el manejo 

de funciones. En sus cursos de cálculo se habrá familiarizado con 

conceptos tales como:dominio, gráfica, derivada, etc; los cuales 

forman parte del estudio de las funciones como moqelos matemáticos, 

de fen6menos f!sicos. 

En esta secci6n nos ocuparemos de las funciones desde un punto de 

vista más bien algebraico. 

Las funciones constituyen un espacio vectorial para las operaci2 -

nes de adici6n .Y multiplicaci6n por un escalar; y el estudio de df' 

che espacio tiene un interés especial por tratarse de un espacio. 

de dimensi6n infinita. 

El análisis que aqu! presentamos se limita al caso de las funcio -

nes reales de variable real, aunque la mayor!a de las conclusiones 

pueden generalizarse para funciones de un conjunto S en un camp,o K. 

Iniciamos nuestro estudio puntualizando aquellos conceptos básicos 

que, aunque ya debe conocer el lector, adquieren una importancia 

relevante desde el punto de vista algebraico. 

El espacio vectorial de las funciones reales de variable real. 

Recordemos que una funci6n de un conjunto A.en un conjunto Bes 

una regla que asocia a cada,elemento de A uno y. s6lo un elemento 

de B. 

Para indicar que f es una funci6n de A en B escribimos 

f: A~· B 
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Si x e: A, el símbolo f(x) representa al elemento de B asociado a 

x por la funci6n f, al cual se conoce como "imagen de x" bajo la 

funci6n f. En la'siguiente figura se encuentran representados-es­

tos conceptos. 

X e: A f.(x) e: B 

En particular, si A y B. son ambos el conjunto de los ntimeros rea -

les f será una funci6n del tipo 

f: R + R 

llamada "funci6n real de variable real". 

Como ejemplo de este tipo de funciones podemos citar a las funcio­

nes f,. g y h definidas mediante l.as expresiones siguientes 

f(x) 

g(x) 

h(x) 

x2 

-12 sen x 

2xs + e-zx 

La funci6n f, as! definida 1 asocia a cada ntimero r.eal X el ntimero 

(real) qúe se obtiene-elevando ~ste al cuadrado¡ la funci6n g, por 

su-parte, asigna a c~da ntimero real x el que se obtiene multipl!­

cando el valor del seno de ~ste por el ntimero -/2¡ etc. 

La igualdad de·funciones se define usualmente de la siguiente man~ 

ra 
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IX.4.1 DEFINICION 

Sea f el conjunto de todas las funciones reales de varia 

ble real, y sean f, g € f. Se dice que f y g son iguales, 

lo cual se denota mediante f = g, cuando 

f(x) g(x), ~ x € R 

Es muy irnportante·hacer notar que la igualdad de dos funciones. 

equivale a un número infinito de igualdades entre números reales, 

una para cada valor de x, lo cual constituye una primera difere~ -

cia fundamental con los espacios vectoriales que hemos manejado 

hasta ahora. 

A manera de ejemplo, consideremos las funciones f, g € 'f definidas 

por 

f(x)· = x + 1 

g(x) = 
x 2 - x - 2 

X - 2 

~ X € R 

~ X € R 

Estas funciones no son iguales ya que la condici6n f(x) = g(x), 

aunque se cumple para muchos valores de x, no,se satisface para 

x = 2 (puesto que g(2) no está definida). Escribirnos entonces 

f t g 

Las funciones f y g de este ejemplo están representadas gráfic~ -

mente por las l!neas rectas que se muestran a continuaci6n 
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g(x) 

x· 

En algunas ocasiones, y fundamentalmente con prop6sitos de aplica­

ci6n, suele hablarse de "igualdad por intervalos", reemplazando +a 

condici6n 

'f(x) g(x), ~X E R 

por 

f(x) = g(x), ~X El 

donde I es un intervalo dado. 

As!, por ejemplo, para las funciones f y g definidas anteriormente 

se cumple que 

f(x) = g(x), ~ x E (0,2) 

por lo que se dice que fes igual a gen el intervalo (0,2). 

Para estas mismas funciones se tiene 

f g en el intervalo (2,ao) 

f g en el intervalo [-i,l] 
f '1 g en el intervalo (0,3); etc. 

En el conjunto F, la adici6n y la multiplicaci6n por un ~scalar se 

definen como sigue 
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IX.4.2 DEFINICION 

Sea F el conjunto de funciones reales de variable real, y sean 

f, g E F; a E R: 

i) La suma de f y g es una funci6n f + g definida por 

(f + g)(x) = f(x) + g(x), 'll'x E R. 

ii) El producto de a y f es una funci6n af definida por 

(af) (x) a • f (x), 'JI. X E R. 

El lector puede verificar 'fácilmente que el conjunto F, con las 

oper'aciones de adici6n y multiplicaci6n por un escalar as! defini­

das, es un espacio vectorial sobre R. 

El vector cero de dicho espacio es una funci6n, frecuentemente de­

notada por e, tal qu~ 

e(~) =O, '11' X E R 

En efecto 

(f + e) (x) f(x) + e (x), '11' X E R por i) de IX.4.2 

f(x) + o, '11' X E R por definici6n de e 
(f + e¡ (x) f(x), '11' X E R por iv) de !.5.3 

entonces 

f + e f por IX.4.1 

y en consecuencia e es el vector cero de F. 

o 
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Dependencia lineal de funciones. 

Puesto que Fes un e~pacio vectorial podemos hablar-de combinacio­

nes lineales, dependencia e independencia lineal de funciones. 

Por ejemplo, la funci6n f definida ·por 

es una combinaci6n lineal de las funciones g y h tales que 

g(x) = cos 2 x y h(x) = 5, ~ x e R 

En efecto, de la. id~ntidadt trigonom~trica 

se sigue que 

~ X E: R 

Entonces, por la definici6n de f, g y h en este ejemplo 

f(x) = -. [g(xl] +% [h(x)]', 'o1 x e R 

y como - [g(xl] = (-g) (x) (Demu~strelo), se tiene que 

f(x) = (-g)(x) + ~ [h(xl], 'o1x e R 

de donde, por ii) y i) de IX.4.2 

f(x) (-g) (x) + <%h> (x), ~ x e R 

f(x) 1' (-g + -s-hl (x) 'o1 X E: R 

t ,[sual.da.d que Ae c.wnple pa114 cua!qtúell valoll de .f.o. vllJLÚible_. · 
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Finalmente, por IX.4.1 

f = -g + % h 

y en consecuencia f es una combinaci6n lineal de g y h. 

Cabe hacer notar qúe la relaci6n anterior tambi~n puede ser expre~ 

sada como 

donde la funci6n cero aparece como combinaci6n lineal de las fun -

ciones f, g y h, con escalares no todos nulos. Se confirma con es 

to que el conjunto de funciones {f, g, h} es linealmente dependie!!. 

te, de acuerdo con la definici6n IX.2.3. 

' En este ejemplo, la dependencia lineal de las funciones f, g y_h 

pudo determinarse fácilmente gracias a una conocida identidad tri-

gonom~trica; sin embargo, no siempre resulta sencillo establecer 

si un conjunto dado de funciones es linealmente dependiente o inde 

1 pendiente. 

·A continuaci6n estudiaremos este problema para el caso general de 

un conjunto constituido pqr n funciones cualesquiera f 1 , fz, ••• , fn 

En este caso la ecuaci6n de dependencia lineal de la definici6n 

IX.2.3 es 

,. - - (l:) 

Por IX.4.1, IX.4.2 y la definici6n de la funci6n cero, dicha ecua-

ci6n es equivalente a 

0, Ji. X E R - - - (II) 
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Esta expresi6n representa un nfimero infinito de ecuaciones: una 

.Para cada nfimero real x. 

As!, cualquier soluci6n (a·¡, a2r•••• an) de la ecuaci6n (I) deberá 

satisfacer la igualdad de la expresi6n (II) para todos los valores 

reaies de x. 

Para determinar si existen soluciones no triviales de la ecuaci6n 

(I), quizás·lo primero que se ocurre es asignar diversos valores 

a x en la expresi6n (II) para llegar a un sistema de ecuaciones li 

neales, del cual tra~aremos de obtener un conjunto de escalares 

a que satisfagan dicha· ecuaci6n. 
n 

Si asignamo~ a x los valores X¡, X2, ••• , xn, se llega al siguiente 

sistema homog~neo de n ecuaciones lineales con n inc6gnitas. 

a 1 f 1 (x¡) + a2f2 (x¡) + ... + anfn{:X¡) o (para X x¡) 

a¡f¡ (x2> + a2f2 (.x2) + ••• + anfn(x2) o (para X = X2) 

a¡f¡(Xn) + a2f2(xn) +. • .+ anfn (xn) = o (para x = xn) 

Dicho sistema puede tener soluci6n distinta de 1·a trivial ·o puede 

no tenerla. 

En el primer caso, la obtenci6n de una soluci6n distinta de la tri 

vial no permite. llegar a conclusi6n alguna respecto a la dependen­

cia lineal de las funciones, ya que s6lo puede asegurarse que la 

soluci6n obtenida satisface la igualdad de la expresi6n (II) para 

los n valores de x que hemos elegido; en consecuencia, no sabemos 

si dicha soluci6n satisface la igualdad para los demás valores 

reales de x. 
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En el segundo caso, cuando el sistema s6lo admite la soluci6n tri-

vial, s! puede concluirse que el conjunto de funciones es lineal -

mente independiente. 

En efecto, si no existe un conjunto de escalares (no. todos nulos) 

que satisfaga la igualdad de la expresi6n (II) para n valores da -

dos de x, tampoco existirá un conjunto de escalares que ia satisfa 

ga para todos los valores reales de x. 

De lo anterior se concluye el siguiente enunciado 

IX.4.3 TEOREMA 

Sea {f 1 , f 2 , ••• , f} un conjunto den funciones reales de varia­
n 

ble real. Si existen n valores x 1 , X2, • • •, X 
n 

sistema 

a 1f¡(x¡) + a2fdx¡) + .•• + anfn (x¡) O 

a 1f 1 (x 2 ) + a2f2 (x2l + ..•. + anfn (x2l O 

e: R tales ·que el 

.s6lo admite la soluci6n trivial, entonces el conjunto de funciones 

es linealmente independiente. 

A manera de ejemplo apliquemos el método que sugiere este teorema 

al conjunto constituido por las funciones f 1 , f 2 tales que 

f 1 (x) = x sen x y COS X 1 ~X e:· R 

La ecuaci6n de dependencia lineal es 
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la cual es equivalente a la expresi6n 

0, 'i- X e: R 

que para las funciones del ejemplo es la siguiente 

a 1 x sen x + a 2 cos x O, 'i- X e: R 

Si asignamos a x los valores X1 = O y X2 n, de la expresi6n an 

terior se obtienen las ecuaciones 

a 1 •0+a 2 (-l) o 

(para x 

(para x 

O) 

n) 

las cuales integran un sistema homog~neo que admite soluciones no 

triviales de la forma 

a1 k 

a 2 O, con k 1 O 

Como vimos, esto no permite concluir respecto a la dependencia li-

neal de las funciones f 1 y f 2 , puesto que la igualdad 

k x sen x + O•cos x O, con k 1 O 

s6lo puede asegurarse que se cumple para los valores x o y 

x = n. 

n 
Si ahora asignamos a x los valores O y 2' se llega al sistema 

cuya Gnica soluci6n es la trivial; esto es a 1 o. 

En consecuencia, por IX.4.3,- el conjunto {f¡, f 2 } es linealmente 
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independiente. 

Como se deduce del ejemplo, llegar a una conclusi6n respecto a la 

independencia lineal empleando el procedimiento anterior puede de-

pender de la elecci6n que hagamos para los valores X¡, xz, ••• ·, xn. 

Hay otro procedimiento, basado también en una condici6n suficiente 

para la independencia lineal, en el cual no se requiere elegir co~ 

juntos de valores. Dicho· procedimiento es aplicable a conjuntos 

de funciones derivables y se refiere a la independencia lineal 

·"por intervalos", consecuencia de la "igualdad por intervalos" que 

vimos en seguida de la definici6n IX.4.1. 

El Wronskiano. 

Consideremos un conjunto de funciones f¡, fz, •.• , fn' derivables 

~1 menos n-1 veces en el intervalo (a,b). 

La ecuaci6n de dependencia lineal para el conjunto {f¡, fz, ••• , fn} 

en el intervalo (a,b) es 

a 1 f 1 (x) + azfz(X) + ••• + anfn.(x) o, 

Derivando n-1 veces, la expresi6n (1) implica 

a 1 f¡(x) + a 2 f~(x) + ••• + anf~'(x) o, 

a 1 f~(x) + a 2 f~(x) + ••• + anf~(x) o, 

(n-1) (n-1) (n-1) a¡f¡ (x)+azfz (x)+ ••• +anfn (x)= O, 

V.x E 

que 

... X E 

... X E 

V. X .E 

(a,b) 

(a,b) 

(a,b) 

(a,b) 

(1) 

(2) 

(3) 

(n) 

Ahora bien, para ~ada valor de·x en el intervalo (a,b), las igual­

'dades de las expresiones (1) a (n) constituyen un sistema homog! -

neo de n ecuaciones lineales con n inc6gnitas •. 
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Definamos una funci6n W(x) cuyo valor sea igual al deterl!linante de 

la matriz de coeficientes de dicho sistema; esto es 

f 1 (x) f2 (x) f n(x) 

f; (x) f ~ (x) f' (x) n 
W(x) 

f~n-l)(x) f~n-l)(x) f(n-1) (x) 
n 

Esta funci6n se conoce como el Wronskianot de las funciones 

f 1, f 2, ... , f 0 , en el intervalo (a,b). 

Supongamos ahora que existe un valor x 0 , en dicho intervalo, para 

el cual 

W(xo) i O 

Entonces, para dicho valor el sistema homog€neo s6lo admite la· so-

luci6n trivial. 

Luego, como las ecuaciones (2) a (n) son consecuencia de la ecua -

ci6n (1), €sta no puede tener soluci6n distinta de la trivial para 

x = x 0 ; por lo que la única soluci6n de (1) ."f x e: (a,b) es 

O, y el conjunto {f 1 , f 2 , .•. , 

mente independiente. 

Hemos demostrado con ello el siguiente enunciado. 

f } es lineal 
n 

tEn Jr.e.c.u.ell.do del ma.t:emM..i.c.o pol.a.c.o J.M. Hoe.ne WJr.oYL6k.y, qu..i.en .e.a. i.n.tlr.odu.jo. 
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IX. 4. 4 TEOREMA 

Sea {f 1, f 2 , ••• , fn} un conjunto den funciones reales de varia­

ble real, derivables al menos n-1 veces en el intervalo (a,b); y 

sea 

f 1 (x) f 2 (x) f n (x) 

· f; (x) f~ (x) f~ (x) 

W(x) 

f\n-1) (x) dn-1) (x) f(n-1) (x) 
n 

·si W(x 0 ) i O para algún xo E (a,b), entonces el conjunto de funcio 

nes es linealmente independiente en di.cho intervalo. 

Utilicemos ahora este teorema para demostrar que las funciones del 

ejemplo anterior son linealmente independientes en el intervalo 

(-oo 1 oo) • 

En efecto, el Wronskiano de las funciones f 1, f 2 , definidas por 

f 1 (x) x sen x y .f 2 (x) COS X 1 Ji. X E R 

es 

x sen x COS X 

W(x) - x sen 2x- x cos 2 x- sen x cós x 

x cos x + sen x - ·sen x 

W(x) x(sen 2 x + cos 2 x) - sen x cos x - x - sen x cos x. 

y es claro que existen valores reales para los cuales W(x) es dife 

rente de cero. Por ejemplo, para xo = n 

W(x 0 ) = W(n) = - n - senncos11 =- 11 - (O) (-1) - 1T i o 
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por lo que las funciones son linealmente independientes en c.ual -

quier intervalo que contenga al punto x 0 = rr. 

Cabe hacer notar que el teorema IX.4;4 establece una condici6n su-

ficiente para la independencia lineal de funciones en un interv~ -

lo; sin embargo, dicha condici6n no es necesaria ya que el Wrons -

kiano puede ser nulo en todo el intervalo para un conjunto lineal-

mente independiente, como se muestra en el siguiente ejemplo. 

Sean f 1 y f 2 tales que 

y f2 (x) x•lxl; 'V-xER 

Entonces, para x ~ O 

W(x) o 
2x 2x 

y para x < O 

W(x) o 
2x -2x 

por lo que 

W(x) O, 'V- x E R 

Sin embargo, el conjunto {f 1 , f 2 }es linealmente independiente en 

el intervalo (-®, ®) ya que, para x ~ O la ecuaci6n 

es equivalente a 

O, '1- x ~ 0 
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cuyas soluciones no trivial~s son de la forma 

-k, con k .¡ O 

Dichas soluciones, sin embargo, no satisfacen la condici6n 

por lo que la única soluci6n de· 

es a 1 = cx 2 '= O y las funciones son linealmente independientes en 

el intervalo (-m, m). 

Subespacios de funciones. 

A;diferencia de los otros espacios vectoriales que hemos visto, el 

espacio F de las funci.ones reales de variable real no puede ser g~ 

nerado por un conjunto finito de'vectores y se dice por ello que 

es de dirnensi6n infinita. 

A los diversos subespacios de F se les llama "espacios de funcio­

nes" o "espacios funcional~s". Corno ejemplos de estos ·podernos ci­

tar los siguientes: 

1) El conjunto de los polinomios. 

2) El conjunto de los polinomios t:ie grado menor o igual que n. 

3) El conjunto de las funciones definidas en un intervalo. 

4) El conjunto de las funciones continuas en un intervalo. 

S) El conjunto de las funciones derivables en un punto. 

6) El conjunto de las funciones integrables en un intervalo. 

7) El conjunto de las soluciones de la ecuaci6n diferencial 

y" + ay' + by = o, etc. 
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Algunos de estos subespacios son de dimensi6n finita, como es el 

caso de los ejemplos 2 y 7. 

El espacio del ejemplo 2 está constituido por todos los polinomios 

de la forma 

donde a 1 , a 2 , ••• , an son constantes. 

Es evidente que, para un n fijo, el conjunto 

es un generador de dicho espacio. 

Además, se puede demostrar (se sugiere al lector hacerlo) que d! -

cho conjunto es linealmente independiente para cualquier valor de 

n, por lo que es una base del espacio en cuesti6n y su dimensi6n 

es n+l. 

En lo que se refiere al espacio del ejemplo 7, con ayuda de otros 

·conceptos (algunos de los cuales están fuera de los temas de este 

libro), se p~ede demostrar que dicho espacio es de dimensi6n dos 

y establecer un procedimiento para hallar una base del mismo. 

IX.4.5 EJERCICI'oS 

l.- Hallar (f + g) (x) y (af) (x) para 

a) V X E: (0,4) 

f(x) g(x) 
sen x V X > 2 



b) V X·< 0 

f(x) 
>¡ X ~ 0 
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\ 

cos 2 x >r x ~ 5 

g(x) = 
0 >¡. X > 5 

2.- Demostrar que en el conjunto F de funciones reales de variable 

real, se cumplen las propiedades 

a) f + g = g + f 

bl >r f E F a -f tal que f + (-fl = e 

e) ex (Sf) = (cxfl) f 

para la adici6n y multiplicaci6n por un escalar definidas en 

IX.4.2. 

J.- Para cada uno de·los siguientes conjuntos de funciones, deter-

minar si es linealmente dependiente o independiente en el in -

tervalo indicado. 

a) A {x2 - 3x + 1, sen 2x, 2x + cos 2x} en (-"', 
+ "'' 

b) B {x - 2, x2 + 5, x2 - X + 7} en (-1, 3) 

e) e {2 sen2x, 3, -5 cos 2x} en (5, "'' 
d) D {f, g, h} en (O, 5) 

donde: 

X < 1 

f ('x) 
X ;:_ 1 

X < 2 

g(x). 
X ~ 2 

>¡. X < 4 

h(x) 
>¡. X ~ 4 
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4.- Demostrar que si {f¡, fz,. •• , fn} es linealmente dependiente 

en (a,b), entonces W(x) = O Y x E (a 1 b) 

5.'- Demostrar que si f y g son dos funciones derivables en I y 

g(x) # O Y x E I, entonc~s 

W(x) =O Y x E I ·==) {f,g} linealmente depenqiente en I. 

d {f (xl\ 
(pugerencia: calcular 'di\g(xl) 

6.- Demostrar que los conjuntos 

son linealmer:t.te independientes para cualquier n E N. 

7.- Hallar el subespacio generado por 

S {e~x + sen x, e~x -3 sen x, e~x} 

y dar una base y la dimensión de dicho subespacio. 

a.- Si S es el subconjunto de F tal que 

S= {f 1 f"- 4f =e} , donde f"(x) = dzá!W) 

a) Demostrar que S es un espacio vectorial sobre R. 

b) Si f(x) = e 2 x y g(x) = e- 2x, demostrar que {f,g} 

es linealmente independiente. 

e) Sabiendo que dim S = 2, hallar el conjunto de soluciones 

de la ~cuaci6n y" - 4y = O. 
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IX.S E.SPACIOS CON PRODUCTO INTERNO 

Como hemos visto, los elementos fundamentales que constituyen un 

espacio vectorial son: un conjunto de vectores; un conjunto de 

escalares y dos operaciones, l.lamadas adici6n y mul tiplicaci6n 

por un escalar. 

Tanto la definici6n de espacio vectorial como sus consecuencias 

inmediatas (teoremas) se refieren a propiedades que podr!amos de-

nominar "algebraicas", puesto que aluden al comportamiento de ve5:_ 

tores y escalares respecto a dichas·operaciones. Aun las nocio-

nes de independencia ·lineal, base y dimensi6n pueden considerarse 

de naturaleza algebraica. 

De esta manera, no han sido alin considerados conc~ptos tales como· 

magnitud, distancia y ángulo, llamados conceptos "m~tricos", los 

cuales se refieren a propiedades que pueden ser medidas. 

Existen diversas formas de introducir en un espacio vectorial di-

chos conceptos. Una de ellas·, la que aqu! adoptaremos, consiste 

en definirlos a partir de una operaci6n conocida como producto i!l 

terno. 

Producto interno. 

Puede decirse que el concepto de producto interno es la generali­

zaci6n, a un espacio vectorial cualquiera, del producto escalar 
t 

en Rn • cuatro de sus propiedades fundamentales se emplean como 

los axiomas que debe satisfacer una funci6n dada p~ra ser consid~ 

rada producto interno, como se enuncia a continuaci6n. 

tramb.iln conoc-ido como "pllodu.cto punto". 



639 

IX.5.1 DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial sobre C. Un producto interno en V 

es una funci6n de vxv en C que asigna a cada pareja ordenada 

(u,v) de vectores de V un escalar ·culvl E· e, llamado el produ~ 

to de u y v, que satisface las siguientes propiedades 

i) <ulv> = <vlu> 
ii) <ulv+w> = <ulv> + <ulw> 
iii) <aulv> = a(ulvl 
iv) <ulu> > o si u " o 

En la definici6n anterior el sfmbolo (vlul representa ~l. conjuga­

do del número complejo <vlul. 

La barra horizontal tendrá entonces dos· ·s.ignificados: e·l de con-

jugado y el de vector. Obviamente tendr~ el.primer significado 

cuando se. emplee sobre símbolos que representen escalares y el se 

gundo sobre símbolos que representen vectores. 

Cuando la funci6n ( • 1·) .de la definici6n IX. 5.1 es de v,xv .en R se . 

dice que es. un. producto interno real. 

En .este caso la propiedad i) es simpl~mente 

llamada "conmutatividad" del producto ii?terno. 

En este caso tambi€n, .el campo sobre el.que se define el espacio 

V es el de 'los números reale·s. 

Es claro, sin embargo, que ·cualquier e.nunciado que se demuestre 
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para un espacio vectorial sobre C con producto interno complejo 

ser§ válido también para un espa'cio vectorial sobre R con produc­

to interno real. 

El ej.emplo más conocido de producto interno es, seguramente, ~.1 

product¿ escalar en R0 , el cual está definido por 

Es decir 

. (xjy) x•y 

El producto escalar en R0 satisface las condiciones de la defini­

ci6n TX. 5. 1, puesto que, además de' ser una funci6n de Rn xRn en R 

(producto interno real)·, los postulados i) a iv) son equivalentes 

a las siguientes expresiones 

y a e: R 

i) x·y y•x 

ii) x· <Y"+z> = <x·Y"> <x·zl 
iii) (axl·y = a(x•y) 
iv) x·x > O, si x '1 o 

las cuales corresponden a conocidas propiedades del producto esca 

lar, como seguramente recordar§ el lector. 

En particular, en R2 dicho productO interno queda definido por 

(I) 
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En este mismo esp? -~o pueden definirse o.tros productos· internos, 

como por eje.mplo 

(II) 

En efecto, para la funci6n <·l·l definida por la expresi6n (II) 

tenemos: 

i) (y"jX) 

<Y"Ix> 

iil <xiY"+zi 

<iiY"+zl 

iiil <aiiY"> 

iv) 

<ai!Y"> 

fxli> 

<ili> 

2y¡Xi + y¡X~ + Y2Xi + Y2X2 

2x¡y¡ + X¡Y2 + ~2Y1 ~ X2Y2· 

<xiY">. 

2X¡ (y¡+Z¡)+X¡ (y2+Z2)+x2 (y¡+Z¡)+X2 (y2+z2) 

2x¡y¡+2X¡Z¡+X¡y2+X¡Z2+X2Y1+X2Z¡+X2Y2+X2Z2 

(2x¡y¡+X¡y2+X2Yt+X2Y2)+(2X¡Z¡+X¡Zz+X 2Z¡+XoZ 2) 

<iiY"> + <ilz>. 

2ax¡y¡ + ClX1Y2 + ClX2Y1 + ClX2Y2 

a(2x¡y¡ + X1Y2 +·X2Y1 ~ x,y2) 

a (i\jyl. 

2x~ + X¡X2 +.X2X1 +X~ 

X~ + (X~ + 2X¡X2 + X~) 

x~ + (~¡ + i2l 2 ~O, si x ~ (0,0). 

por lo que, 'de IX. 5.1, dicha funci6n es· t.ambién un producto in ter 

no en R 2 • 

Con este ejemplo se muestra que puede haber más de un producto in 

terno en un espacio vectorial. 
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Otros ejemplos de producto interno son los siguientes: 

1) El producto escalar en en, o producto interno usual, definido 

por 

(Z"Jw> 

donde z = (Zt 1 Z2, ••• , zn)' w = (Wt, W2, ••• , wn) y w1 es el· 

conjugado de w1 • 

2) En el espacio V de las funciones reales de variable real, co~ 

tinuas en el intervalo (a,b), la funci6n (• J·> definida por 

(fJg) = Jb f(x) g(x) dx 
a 

es un producto interno real. 

3) En el espacio V de las matrices de mxn con elementos en R, el 

siguiente es un producto interno real 

. T . 
(AJB) = tr(A B) 

4) En el espacio V de matrices de mxn con elementos eri C, la fu~. 

ci6n de vxv en e definida por 

es un producto interno. 

Como consecuencia de la definici6n IX.S.l, cualquier producto in-

terno tiene las propiedades que se enuncian a continuaci6n. 
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IX.5.2 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial sobre e y sea <·1·> un producto inter 

no en V; entonces, ~ ~. v E V y a E C: 

i) <ülavl = a<ülv> 
ii) <ülü> E R 

iii) <'olü> o <üi'O> 
iv) <ülü> o <=> u = o 

DEMOSTRACION 

i) <ülavl (avlü> por i) de IX.S.l 

= a(vlü> por iii) de IX.S.l 

= a<vlü> por. vi) de !!.1.6 

por i) de IX.S.l 

lo que demuestra la proposici6n i). 

Si ( • 1·) 'es un producto interno real, dicha proposici6n es 

simplemente 

. <ülav) a(ülv> 

ii) Por i) de IX.S.l se tiene que 

<ülü> = <ülü> 

En consecuencia, 'por ii) de !!.1.6 

(Ü¡ü) E R. 

Esta propiedad nos indica que <ülü> es siempre un n6mero 
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real., aun cuando ( • 1·) sea un producto interno complejo. 

iii) <'olü> (Ovlu> para cualquier vector vE V, por ii) de. 

IX.l.3 En consecuencia, por iii) de IX.S.l 

(olü> = o <vlü> 
por lo que 

<olü> = o. 

Además, 'por i) de IX.S.l y tomando en cuenta que el conjuga­

do de. O es O, de la expresi6n anterior se tiene que 

<ülo> = o. 
• J 

lo que completa la demostraci6n de la propieda~ iii) . 

iv) Del resultado anterior se sigue que 

ü o ~ · <ulü> o 

y en consecuencia 

<ulul = o si y s6lo si 'ü o 
o 

IX.5.3 TEOREMA (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) 

Sea V un espacio vectorial sobre C y sea. ( • 1 ·) un producto' in ter 

no en V; entonces, ~ ü; v E V: 

donde 1 !ulvl 1 es el m6dulo de !ulv>. 

Adem~s, la igualdad se cumple si y s6lo si u y v son linealmente 

dependientes. 
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·DEMOSTRACION 

a) !lupongamos primero que u y v ·son linealmente independientes; 

esto es, u ~ O, v #.O y además 

u ; -Av, Y A E c. 

entonces 

u + ~V # O, y A E c. 

y por iv) de .rx.S.l 

(u+Avlu+Av) > O, Y A E C (1) 

Por otra parte 

(u+Avlul + (u+Avl AV) por iiÍ d~ IX.S.l 

<ulu+Avl+(Avlu+Avl por il de rx.s.1 

<ulu>+<uiAvl+<Avlu>+<AviAvl · por ii) de x.~.l 

-.-
- <ulu>+ <ul Avl+ <Avlu>+ (A vi Avl por v) de II.l. 6 

<ulu>+ (Avlu>+ <ul Avl+ (Avl.>.v> · por i) de IX.S.l 

<ulu>+A <vlu>+ <ul Avl+A<vl Avl por iii) de IX.S.l 

llevando esta filtima expresión ·a (1) se tiene que 

En particular, si A = - <ulvl se tendrá que 
<vlv> 
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esto· es 

(U:Iül (vlvl > (ulvl (vlül 

(ulül (vlvl > (ülvl (ülvl 

(ulül (vlvl > 1 (ulvl 12 

· b) S~pongamos ahora que .u y v son linealmente dependientes. Si 

Ü = O o v = O es inmediato que la igualdad se verifica. Si 

ambos son vectores no nulos, entonces 

u = av 

para alg6n a i O, por lo que 

1 (ulvl 1 = 1 (avlvl 1 

.y en consecuencia 

1 (ulvl 1 = la(vlvl 1 por iii) de IX.S.l 

lall (vlvl 1 por i) de II.2.3 

1 (ulvl 1 lal (vlvl por iv) de IX.S.l 

de donde 

1 (ülvl 12 (2) 

pero, como u = av, se 'tiene 



Cii lu> 

Cavlavl 

aa(vjv) 

lal 2 <vlv> 
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por lo que, sustituyendo en (2) se llega a 

y la demostraci6n queda completa. 

D 

A los espacios vectoriales dotados de producto interno se les co­

noce frecuentemente como "espacios euclidianos"; aunque algunos 

autores reservan este término para lbs espacios con producto i~ -

terno real, distinguiéndolos de los espacios con producto interno 

complejo a los que llaman "espacios unitarios". 

Norma, distancia y ángulo. 

La idea de magnitud (o tamaño) de un vector se introduce formal -

mente en un espacio vectorial con el concepto de norma; ésta se 

define a partir del producto' interno como sigue. 

IX.5.4 DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial sobre C y sea (• l·l un producto inteE 

no en V. Se llama norma de v E V, y se representa con 11 vil-, al 

número real no negativo definido por 

11 vil = <vlv.> 112 

De esta manera, la norma es una funci6n de V en el conjunto de 

los números reales no negativos. 
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Empleando el concepto de norma, la desigualdad de Cauchy-Sch~arz 

puede expresarse-como 

o bien 

1 cülv> 1 -li 11 üll llv 11 

donde se nota que, para cualquier par de vectores, el- "tamaño" 

del producto es menor o igual que el produ~to de los tamaños. 

Cabe hacer notar que, en la expresi6n ante.rior, el producto del 

·lado izquierdo es un producto de vectores¡ mientras que el del la 

do derecho es u·n producto de números reales.· 

'como-se sigue de la'definici6n IX.5.4, la norma de un vector de­

pende del producto interno que se haya elegido. 

Por ejemplo, para el vector v = (4,· -3) t R2 se tiene, utilizando 

el producto· interno usual en R2 

llv 11 = c16 + 9> ¡fl = m s. 

mientras que, ut~lizando el producto interne definido por la ex-

presi6n Cxlyl 

, se tiene 

11 vil ( 32 - 12 - 12 + 9) 112 

As!, un mismo vector puede tener diferentes normas. 

'· Esta situaci6n, aparentemente contradictoria, es similar .al hecho 

de asignar diferentes números a una misma magnitud, dependiendo 
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de la escala o un,idad de medida que se emplee:.· 

En el siguie~te teorema 'se enuncian las propiedades fundamentales 

que satisface toda norma, independientemente del producto interno 

del que provenga. 

IX.S.S TEOREMA 

Si V es un espacio vectorial con producto interno, 

entonces sr u, V E V y Cl E C: 

i) llv 11 > o 

ii) il vil o si Y, s6lo si v o 
iii)· il avil = !al il vil 
iv). il u+ vil ~ il iiil + il vil 

DEMOSTRACION 

Las primeras tres propiedades se deducen inmediatamente de la de­

finici6n de norma y de los axiomas que definén un p'roducto inte¡;­

no. La propiedad iv), conocida como desigualdad del triángulo, 

se demuestra a continuaci6n: 

il ii+vW <ii+vlii+v> por IX.5.4 

<ii+vlii'>+ <ii+vlv>· por ii) de lX.S.l 

<ii.l ii+v> + <v 1 ii+v> por i) de IX.S.l 

<iilii> + <iil v> +<vi ii> + <.vlv> por ii) de IX.S.l 

<iilii> + <iil v> + <vlii> + <vlv> por V) de II.l. 6 

<iilii>+<iilv>+<iilv>+<vlv> por i) de IX.S.l 

11 u+vll 2 = 11 iill 2 +<ulvl+<iilv>+ll vW. por IX • .S. 4 
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Por otra parte, como el lector puede demostrar 

i + z ~ 2 1 z 1, J¡. z t c. 

por lo que 

y por la desigualdad de Cauchy Schwarz 

<ülv> + <ülv> ~ 2 llü 11 llv 11 

En consecuencia 

11 ü + vW ~ 11 üW +' 2 11 üll 11 vil+ llv w 
11 ü + v W ~ (11 ü 11 + 11 v 11) 2 

de donde 

11 ü + vil ~ Hü 11 + llv 11 

Como se quería·. 
o 

Se dice que un vector V es unitario cuando 11 vil = l. 

El lector puede demostrar fácilmente que para cualquier vector v 
de un espacio con producto interno, el vector 

es un vector unitario. 

Empleando el concepto de norm~, podemos introducir en un espaqio 
' o 

vectorial el concepto de distancia entre vectores de la siguiente 

manera, 
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IX.S.6 DEFINICION 

Sea V un espacio vecto:rial con producto interno, y 

sean u, v t V. Se llama distancia de u a v, y se 

representa con d(u,v), al ndmero real definido por 

d(u,v> = llv - ~11 

De esta manera, la distancia es' UJ::la funci6n·de V'!'V en el conjunto 

de los ndmeros rea~es no negativos y, como puede demostrarse, tie 

ne las propiedades que se. enuncian a continuaci6n. 

IX.S.7 TEOREMA 

Si V es un espacio vectorial con producto interno, 

entonces \tu, v, ·w t V: 

i) d(u,v> ~ o 

11) d(u,v> o si Y· s6lo si u V 

iii') d(u,v> dCv,u> 

iv) d(u,w> ~ d(u,vi + d(v,w> 

En los·espacios con producto interno real se acostumbra definir 

el ángulo entre dos vectores de la siguiente manera 
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IX.5.8 DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial con producto interno real, 

y sean u, v dos vectores no nuios de V. Se llama án­

gulo entre u y v al nGrnero real e, en el intervalo 

o~ e ~ ~. tal que 

cos e cülv> 
llüll IIY"II 

De la desigualdad de Cauchy- Schwarz se sigue que, si u, v "/ O 

entonces 

-1 ~ <ulv> · < 1 
llull llvll" 

por lo que existe un nGmero real e (y s6lo uno), en el intervalo 

L· ~ e ~ ~, cuyo coseno es' igual al mencionado cociente. 

En ocasiones se generaliza el concepto de ángulo entre vectores 

al caso de espacios con producto interno complejo, reemplazando 

la expresi6n de la definici6n IX.S.S por 

cos e R<ülv> 
llüllllvll 

donde R(Üivl -representa la parte real de <ülvl. 

Es claro que la distancia y el ángulo entre vec.tores dependen tam 

bién del producto interno elegido. 

As!, por ejempl~ para los vectores 

ü (4, -3) y v = (O, 2) 

de R2 se tiene, con el producto interno usual 
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d(u,v"l 11 (-4 1 5) 11 = (16 + ,25)1/2 liT;, 6.40 

y 

e o -6 -3 e (~) 2.21 cos mm ~ ang cos -

mientras que, con el producto interno definido por 

se tiene, para estos mismos vectores 

d(u,vl = 11 <-4, 5) 11 = (32 4Ó + 25) l/2 m- 4.12 

y 

cos e 0+8+0-6 

(m) (14) 

1 

m 
e ang cos 1 - 1.33 

m 

Los conceptos de norma, distancia y ángulo que se han definido en 

esta secci6n constituyen una generalizaci6n, a espaeios vectoria-

les cualesquiera, de sus respectivas.ideas geométricas. 

As!, por ejemplo, podernos hablar de la distancia entre las rnatri-

ces 

y B [ : -: -:] 
o del ángulo entre las funciones 

f(x) = x y g(x) e" 

En efecto, d.e IX.5.6 y ·IX.5.4 

d(A,B) = IIB-AII = (B-AIB-A)l/2 

y para las matrices dadas 

B-A - r -: : -:] 
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por lo que, empleando el producto interno del e)emplo 3) 

[" 8 ':] (B-AI B-A) tr [ (B-A)T (B-A) ] = tr: 8 4 34 

10 2 10 

y finalmente 

d(A,B) = /34- 5.83 

Para las funciones f y g definidas anteriormente tenemos 

ces e (flgl 

por lo ~ue, usando el producto interno del ejemplo 21 en el inter 

vale (0,1) tenemos 

(f·lgl =r xexdx [ xex X] 1 1 - e 
o o 

llfW = (f 1 f) = f¡ x 2 dx" [ ·X33 r 1 
3 

o o 

llgW (g lgl =f e 2 xdx = [} ezx J: e 2 -1 
----z-

ces e 1 =~ez6-1 e 0.25 -

()s). ~e 2 
2-1 

-

Ortogonalidad 

·También el concepto geométrico de ortogonalidad, o perpendicular! 

dad, tiene una generalizaci6n a espacios cualesquiera con produc-

to interno. 

Como el lector recordará, en el espacio cartesiano dos vectores 
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son ortogonales cuando su producto escalar es igual a cero, pues­

to que tal condici6n equivale a que los s.egmentos dirigidos for -

rnen un ángulo de 90°. As!, la noci6n de ortogonalidad se genera­

liza,a un espacio cualquiera con producto interno de la siguiente 

manera. 

IX.5.9 DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial con producto interno~ Dos 

vectores u, v E V son ortogonales si. <iilv> = O 

En particular, el vector cero es ortogonal a cualquier vector del 

espacio. De hecho, es el único vector con tal propiedad, corno el 

lector podrá demostrar. 

Observe que, de acuerdo a la definici6n anterior, dos vectores OE 

togonales no nulos forman un ángulo de 90°; sin embargo, el rec!­

proco de este enunciado no es v§lido en· un espacio con producto' 

interno complejo. 

En efecto, si u, v son ortogonales, por IX.5.9 

además, corno u, v '1 O, por ii) de IX.5.5,IIiill '1 O· y llvll '1 O; por 

lo que, de IX.5.3 

cos e = --~0----
lliillllvll 

O, y en consecuencia e 

esto es, los vectores forman un ángulo de 90°. 

Supongamos ahora que. u y v forman un ángulo de 90°, entonces 

e Jl 
2 y cos e o 



por lo que 

de donde 

R(ülv> 
llüllllvll 

R(ülv> o 
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o 

es decir, la parte real de (Üivl es igual a cero. Esto no impli­

ca que u y v sean ortogonales. 

Uno de los resultados más importantes relacionado con la ortogon~ 

lidad de dos vectores es la generalizaci6n del llamado "Teorema 

de Pitágoras", la cual se enuncia a continuaci6n y cuya demostra-

ci6n se deja al lector. 

IX.5.10 TEOREMA (DE PITAGORAS) 

Sea V un espacio con producto interno y sean 

u, v E V. Si u y v son ortogonales entonces 

El concepto de ortogonalidad se emplea también para conjuntos de 

vectores. 

Se considera que un conjunto es ortogonal cuando cada uno de sus 

vectores es ortogonal a los demás elementos del conjunto, como lo 

establece la siguiente definici6n 
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IX.S.ll DEFINICION 

Sea V un espacio con producto interno y sea S= {v 1 , v 2 , ••• ,vn} 

un conjunto de vectores de V. Se dice que S es un conjunto or-

togonal cuando 

si además llvi 11 1, ~ i, el conjunto S es ortonorrnal·. 

Los conjuntos ortogonales, y en particular los ortonorrnales, tie-

nen propiedades importantes, entre las cuales se encuentra la si-

guiente. 

IX.5.12 TEOREMA 

Un conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente 

independiente. 

DEMOSTRACION 

Sea S= {v1 , v 2 , ••• , vn} un conjunto ortogonal de vectores no nu­

los, y consideremos la expresi6n 

Multiplicando ambos miembros por·un vector cualquiera vi € S tene 

mos 

cv. I"O"> . ~ 

Entonces, por iii) de IX.5.2 

-
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Aplicando reiteradamente ii) de IX.S,l y i) de IX.5.2, llegamos a 

Como S es un conjunto ortogonal, todos los productos (vilvj) son 

iguales a cero para i ; j; por lo que la expresi6n anterior se r~ 

duce a 

y como vi; o, por iv) de IX.S.l, (vilvi) > O, y en consecuencia 

o 

de donde 

o 

Como lo anterior sucede para cualquier valor de i; por IX •. 2. 3, S 

es linealmente independiente.· 

D 

En muchos problemas relacionados con espacios vectoriales la ele~ 

ci6n de una base adecuada puede simplificar la soluci6n de ~stos. 

Generalmente la mejor elecci6n es una base de tipo ortonormal. 

Las coordenadas de un vector en una base ortonormal tienen una e~ 

presi6n muy simple en t~rminos del producto de dicho vector por 

cada uno de los elementos de la base, como lo establece el siguie~ 

te enunciado. 
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IX.5.13 TEOREMA 

Sea V un espacio con producto interno y sea B 

una base ortogonal. Entonces, V v E V 

a. 
J. 

!vleil 
(ei leil 

En particular, si B es una base ortonormal 

DEMOSTRACION 

Sea 

V = 
n 
l: 

j=l 
a .e. 

J J 

entonces, multiplicando por un vector ei arbitrario de la base B 

n 
(e.lvl = (e.l l: a.e].) 

J. J. j = 1 J 

n 

l: (ei 1 a J. eJ.) 
j = 1 . 

n 
l: 

j=l 
a:. Ce.le.l 

J J. J 

pero como B es ortogonal, (e. 1 e.) 
·l. J' 

O para i '1 j ; por lo q,ue 

y en consecuencia 

de donde 

!vle.l a. = ___ J._ 

J. 

como se querta. 

1; por lo que 
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.lo cual completa la demostraci6n. 

o 

El concepto de ortogonalidad se generaliza también a conjuntos in 

finitos. 

Un ejemplo muy conocido lo encontramos en la sucesi6n (infinita) 

de funciones 

{1, cos x, cos 2x,. ·,·, cos nx, .•. } 

que juega un papel importante ~n la teor!a y aplicaciones de las 

series de' Fourier. 

Esta sucesi6n constituye un conjunto ortogonal en el espacio de 

las funciones continuas en el intervalo (O, 2rr), para el producto 

interno definido por 

(f 1 g) = 1271 
f (x) g (x) dx 

puesto que 

i 2TI 

cos mx.cos nx dx O, si m t n 

Además, ya que 

21T 27! J, 1 dx 2TI , So cos 2 nx dx 

se tiene que la sucesi6n 

1 

I2TI 
COS X cos 2x 

lil 

es un conjunto ortonormal. 

cos nx 

lil 
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Proceso de Gram-Schmidt. 

Siempre es posible obtener una base ortogonal (y por consiguiente 

una ortonormal) a partir de una base cualquiera, mediante el lla-

mado "proceso de Gram-Schmidt", el cual se describe a continua 

ci6n. 

A partir de un conjunto 

que genera a un espacio V, el procedimiento construye un conjunto 

que es ortogonal y que también genera al espacio V. 

La idea básica consiste en formar uno a uno los vectores w. de 
J. 

tal manera que cada nuevo vector sea ortogonal a todos los vecto-

res obtenidos anteriormente. 

Para facilitar la comprensi6n del método y deducir sus expresi~ -

nes, analicemos primero el caso correspondiente a n = 2. 

Sea V un espacio con producto interno y sea G = {v 1 , v2 } un gene-

rador de v. 

El primer vector de G0 puede ser cualquier vector de G, puesto 

que no requiere ser ortogonal a ningtin otro. Hacemos entonces 

W¡ V¡ (1) 

A continuaci6n proponemos un vector w2 de la forma 

(2) 
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buscando que el conjunto {w¡, w2} sea tambi~n un generador dé V y 

que w2 .sea ortogonal.a w1 • 

La primera condici6n se cumple para cualquier valor del escalar 

a 1 , puesto que todo vector u e V es de la forma 

pero de las expresiones (1) y (2) 

V¡ W¡ 

y 

por lo que 

y el vector u es una combir,aci6n lineal de w1 y w2 • 

Por otra par~e, la segunda condici6n se cumple si 

esto es, cuando 

Es decir, 

(v21w¡) - a¡(w¡ lw¡) o 

<v2lw¡) 
a¡ 



En consecuencia, el vector 

<'v2lw1 > 
(w 1 lw 1 ) 

W¡ 
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(2 1) 

satisface las dos condiciones requeridas. 

El vector 

<v2lw1> 
(w 1 lw 1 l 

W¡ 

recibe el nombre de "proyecci6n de v 2 sobre W-" 1 , corno una genera-

lizaci6n del concepto georn€trico de proyecci6n asociado a dicha 

expresi6n en el caso del producto interno usual en R2 y en R'. 

De esta manera, el vector w2 se obtiene restando a v 2 su proye~ -

ci6n sobre w1 • 

Una interpretaci6n georn€trica de lo anterior en el espacio R2 es 

la siguiente 

W¡ W¡ 

En resumen, si V es un espacio con producto interno y 

G = {v¡, v2} es un generador de V, entonces el conjunto 

G0 = {w¡, w2}, donde 
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W¡ V¡ (1) 

(2 1) 

es un generador ortogonal de V. 

Consideremos ahora el caso correspondiente a n 

sea V un espacio con producto interno y sea 

un generador de V. 

3. Es· decir, · 

Es claro que para obtener los dos primeros vectores de 

podemos emplear las expresiones (1) y (2'). 

Entonces, para obtener el tercer vector hacemos 

(3) 

buscando que el conjunto {w¡, w2, w3} sea un generador de V y que 

W3 sea ortogonal tanto a W¡ como a w2. 

Nuevamente la primera condici6n se cumple para cualquier valor de 

Si y s2, puesto que, V ü E V 

y de las expresiones (1), (2) y (3) 
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por lo que u EL ({w1 , w2 , w1 )}. 

Además, w3 es ortogonal a w1 si 

Esto es, 

pero como (w2lw¡) =o se tiene 

esto es 

(v,lw¡) 
(w¡lw¡) 

En forma análoga se concluye que w3 es ortogonal a w2 si 

(v,lw2) 

(w2lw2) 

y en consecuencia 

(v,lw¡) 
(3 1) 

Es decir, w3 se obtiene restando a v3 sus proyecciones sobre w1 

y w2. 

Generalizando los resultados anteriores se llega al siguiente 

enunciado. 
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IX.5.14 TEOREMA (Proceso de Gram-Schmidt) 

Sea V un espacio con producto interno y sea G = {v¡, V2••••• v 0 } 

un gene,rador de V. El conjunto G0 = {w¡, w2, •. ;, w0 } donde 

W¡ V¡ 

w. 
~ 

V. -
~ 

i-1 
I: 

k=l 

es un generador ortogonal de V. 

2, 3, •.. , n. 

Con relaci6n a este proceso conviene hacer las siguientes observa 

cienes 

Cada uno de los vectores wi (del segundo en adelante) se obtie 

ne restando al correspondiente vi sus proyecciones sobre. los 

vectores w1 , w2, •.. , w. , obtenido,s previamente. 
~-¡ 

En cada paso de este proceso, los vectores {W¡, W2t•••• wi} 

constituyen un generador ortogonal del espacio generado por el 

conjunto {v 1 , v2, •.• , vil. 

Si todos los vectores de G0 son distintos de cero, dicho con -

junto es una base de V. 

Si algunos vectores de G0 son iguales a cero, entonces el sub­

conjunto de G0 formado por sus vectores no nulos es una base 

de V. 

Si G es una base de V entonces G0 es una base ortogonal de V. 

Para obtener una base ortonormal a partir de una base ortog~ -

nal B = {w 1 , w2, ••• , w }, bastará con multiplicar cada uno de 
r 
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los vectores wi. de B por el escalar 

A manera de ejemplo, obtengamos una base ortonormal del espacio. V 

generado por los vectores 

V¡ (1, 0,. -1) 

Vz (-2, 1, 1) 

v, (-1, 1, O) 

con las operaciones usuales de adici6ri, multiplicaci6n por un es­

calar y producto interno en R3 • 

Primero obtendremos un generador ortogonal de d'icho espacio, me -

diante el proceso de Gram-Schmidt. 

Para ello hacemos 

·W¡ V¡ (1, o, -1) 

<vzlw¡l -3 ( -· 1 1) wz vz - W¡ (-2, 1, 1) - 2 (1, O, -1) '!' 1, - '! 
(w¡lw¡l 
(v, lw¡) <v,lwzl 

Ws Vs - W¡ - Wz 
(w¡lwil (wzlwzl 

= (..:1, 1, O) - -~ (1, O, -1) - ~ (- !• 1, - i) (O, O, O) 

Por lo que 

1 1 . 
G0 = {(1, O, -1), (- '!' 1,- '!), (O, O, 0)} 

es un generador ortogonal de V y el conjunto 

B = {(1, O, -1), (- i• 1,- !)} 

es una base ortogonal de 'dicho espacio. 
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Para obtener una base ortonormal calculamos 

y en consecuencia el conjunto 

B' 

es una base ortonormal de V. 

El teorema de proyecci6n 

Uno de los resultados más importantes de la teorfa de los esp~ 

cios con producto interno es el llamado teorema de proyecci6n (o 

teorema de la mejor aproximaci6n), debido a que constituye el fun 

damento de diversos métodos de optimizaci6n. 

Es fácil comprender los conceptos que intervienen en dicho teore-

ma, as! como el problema de que se ocupa, a través de su interpr~ 

taci6n geométrica en el espacio cartesiano. 

Consideremos para ello el subespacio de R3 representado por el 

plano W de la siguiente figura, y un vector arbitrario ve R 3 • 

Se trata de encontrar un vector w0 del plano W que sea "el más cer 
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cano" a v (o "el más aproximado·"), en el sentido de q"ue la distan 

cia entre v y Wo sea la menor distancia posible entre v y cual -

quier vector de W. 

Si v E·W la soluci6n es trivial, puesto que el vector buscado es 

el propio vector v; .empero, si v t W cabe hé!cerse las siguientes 

preguntas: 

1) ¿Existe alglin vector wo E W tal que llv - wo 11 sea m!nima? 

2) ¿Es dicho vector linico? 

3) ¿Cuáles son las caracter!sticas que lo definen? 

Para el problema geoml!trico planteado en R3 , la intuici6n sugiere 

que. tal vector existe, que es linico, y que es precisamente la rr~ 

yecci6n (ortogonal) de v sobre el plano w, como se infiere de la 

figura anterior. 

Sin embargo, para demostrar que esto es válido en un espacio cua! 

quiera .con producto interno, se requieren algunas definiciones g~· 

nerales y resultados previos que veremos a continuaci6n 

IX.5.15 DEFINICION 

Sea V un espacio con producto interno y sea S un subconjunto de 

V. Se dice que un vector v E V es ortogonal al conjunto S si 

<'vlii> 

El conjunto de todos los vectores de V ortogonales a S se deno­

ta con S~; esto es: 
sJ. = {v E V 1 (vlul = O, V U E S} 

Como el lector podrá demostrar, el conjunto S¿ es un subespacio 

de V, tanto si. S es un subespacio de V como si no lo es. 
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cuando S es un subespacio de V el conjunto s~ se conoce corno el 

"complemento ortogonal" de S, debido a que tiene la propiedad que 

se enuncia a continuaci6n. 

IX.5.16 TEOREMA 

Sea V un espacio con producto interno y sea W un subespacio de 

V de dirnensi6n finita. Entonces, cualquier vector v E V puede 

expresarse en forma anica corno 

v w + w' 

donde w E W y 

DEMOSTRACION 

Probaremos primero que existen dos vectores w y w' con las carac 

ter!sticas propuestas y mostraremos a continuaci6n que tales vec-

tores son anicos. 

Sea B = {e 1 , e2, •.. , en} una base ortonorrnal de W. Definamos a w 

como 

n 
w ¡: <v!eilei 

i~1 

(1) 

y hagamos 

W·= V - w (2) 

Es claro que w y ·w', as! definidos, son tales que 

v w + w' 

y además w E w. 

Para probar que w' E W~ consideremos el producto de W1 por un ele 
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· mento ej cualquiera de la· base B. Entonces, por (2) 

cw• lej> 

cw• lij> 

cv- wlej> 

cvlej > - cwlej > (3) 

pero, por defÚ1ici6n de w se tiene qúe 

n 
c-w 1 e. > = e r cv 1 e i > e. 1 e. > 

J i= 1 ¡J.. J 

Aplicando reiteradamente ii) y ·iii) de IX.S.l 

Entonces, tomando en cuenta. que Bes un conjunto ortonormal se 

concluye que 

Llevando este resultado.a la expresi6n (3) se tiene 

Es decir, w' es ortogonal al conjunto B y e~ consecuencia, es or­

togonal al espacio W generado por B¡ .esto es 

coino se quer!a. 

Para mostrar que w·y w' son iinicos, supongamos otros dos vectores 

Z E W y Z 1 E W~ tales que 

v = i' + z' 

como tainbi~n 

v = w + w' 
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se tiene que 

w + w' z + z' 

y en consecuencia 

w - z 

pero W - Z E W y z' - W1 E W~, por lo que W - Z es ortogonal y 

a la vez igual a z' - w'. 

En consecuencia, como el vector cero es el tínico vector ortogonal 

a si mismo, se tiene 

w- z 

de donde 

w y 

por lo que la descomposici6n a que se refiere IX.5.16 es tínica. 

D 

El vector w de la expresi6n (1) se conoce como la proyecci6n de v 

sobre el espacio W, debido a que es la suma de las proyecciones 

de v sobre cada uno de los elementos de una base de w. 

IX.5.17 DEFINICION 

Sean V un espacio con producto interno, W un subespacio de V de 

dimensi6n finita y {e1 , 

Si v E V, el ve_ctor 

e } una base ortonormal de w. 
n 

se llama la proyecci6n de v sobre W 
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Con estos elementos podemos ahora enunciar y demostrar el teorema 

de proyecci6n. 

IX.S.lB TEOREMA (DE PROYECCION) 

Sea V un espacio con producto interno.y sea W un subespacio de 

v. Para cada vector v E V existe uno y. s6lo un vector wo E W 

tal que 

llv- Wo 11 < llv- wll , \l w E w, w .¡ Wo 

Dicho vector es la proyecci6n de v· sobre W. 

DEMOSTRACION 

Sea v E v, por IX.S.16 existen dos dnicos vectores wo E W y 

w0' E W .l. tales que 

V Wo + W~ 

donde w0 es la proyecci6n·de v sobre W y 

Además, para cualquier vector w E W se tiene que 

v - w = (v .- wol + (wo - wl 

Como (v - Wo) E w.l. y (Wo - W) E w, dichos vectores son ortogon~ 

les; por lo que, de IX.S.lO 

11 <v - wol + <wo - w> W· = llv - wo W + llwo - wW 

es decir 
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Ademb, si w; Wo se tendrá llwo - wll > O, por lo que 

llv - wW > llv - wo ¡¡z 

y en consecuencia 

llv - wll > llv - wo 11 

como se quería. 

o 
IX.5.19 EJERCICIOS 

1.- Verificar que 

donde x = (x¡, xz), y 

es un producto interno en R2 • Con dicho producto calcular 

!alE> Y !Ele> 

para a:= 1-J, 1>, E (-2, -2), .e (-1, 4) 

2.~ Demostrar que 

entonces, la fUrici6n definida por 

(zlw> 

donde w. es el conjugado de w., es un producto interno en Cni 
~ ~ 

mientras que la definida por 

no lo es ¿Cuáles axiomas no se verifican? 
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3.-.a) Demostrar que 

(A!Bl -. tr(A*B) 

es un producto interno en el espacio de las matrices de 

mxn con elementos complejos. 

b) Calcular (A 1 B). con dicho producto y verificar que se cum­

ple la desigualdad de Cauchy-~?chwarz para ·las matrices 

A y B 

4.- Calcular la distancia y el 6ng-·ulo entre los vectores 

X = (3, -2) JJ y "' t2, 1) 

&'} Con el p-roducto interno urtllal en Rz 

b) Con el produc~ interno definido por 

s.- En el espacio vectorial de las funciones continuas en el in -

tervalo (:1, j] 

a) Demostrar que la funci~n· definida como 

1 

(flgl = J_lf(t)g(t)dt 

es un producto interno 

\ 
b) Si f(t) = a, g(t) = bt 3 y h(t) = at+b 

determinar la pareja de enteros a,·b para la cual dos de 

las.funciones son ortogonales y dos forman un ángulo de 

·n 
3 . 
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e) Para las funciones del inciso anterior,· hallar las distan 

cias de f a g y de g a h, y verificar que 

d(f,h) .:> d(f,g) + d(g,h) 

6.- Demostrar que en un espacio V con producto interno, se cumple 

que y u, v, w t V 

a) d(u, w> .:> d (u, v> + d(v, wl 

b) d(u, v> = dlv, ul 

7.- Demostrar el teorema de.Pitágoras (IX.S.lO) en un espacio con 

producto interno cualquiera, y demostrar que en un espacio con 

producto interno real lulvl = O es además una condici6n necesa 

ria para la igualdad 

llu + vW = llull 2 + llvW 

8.- ton el producto interno definido en R2 por 

IY1, Y2l 

a) Calcular el valor de p tal que B1 

una base ortogonal de R2 

{ (1, .1) , (2, p) } sea 

b) A partir de B1 , obtener un~ base ortonorrnal B2 de R2 • 

e) Determinar las coordenadas en B2 del vector (1, -1) e R2 , 

utilizando el teórerna IX.5.13. 

/ 

9.- Sean V un espacio con producto interno, G 

un generador de V y G0 = {wl, W2r•••r wn} tal que 

W1 V1 

V -
i 

2, 3, ••• , n 
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Demostrar que el subconjunto de G0 formado por sus vectores no 

nulos es una base ortogonal de V. 

10.- Considerando el producto interno usual en R3 , obtener una base 

ortonormal d~!l espacio generado por cada uno de l<;>s siguientes 

conjuntos 

a) A 

b) B 

{ (-1, 2, 1), (O, 1, 2), (-2, 3, 0)} 

{ (1, o, -2) 1 (2, 1, -1) 1 (-1, 3, 1)} 

11.- Para el producto interno usual en R3 , obtener el complemento 

ortogonal st de cada uno de los siguientes subespacios de R3 , 

y dar una interpretación geom~trica de dichos complementos. 

al S1 { (O, O, z) Z E R} 

b) s. { (x, x, 0) X ~ R} 

e) S¡ { (x, x, z) 1 x, z E R} 

d) s. 

e) Ss {(0, O, 0)} 

12.- Si V es un espacio con producto interno demostrar que 

a) Para S e: V, sJ. es ún subespacio de V. 

b) vJ. = (Ov} 

e) (o ¡.l. = 
V 

V 

d) Para un subespacio .w de V, (WJ.).J. = w 

13.- Sean V el espacio de los polinomios de coeficientes reales y 

grado menor que 3 sobre R, W = {ax 2 + bx - 2a - b 1 a, b E R} 

un subespacio de V, y el producto interno en V definido por 
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2 
!plql = t p(i) q(i) 

i=O 

a) Obtener una base ortonormal de. W 

·b) Determinar la proyecci6n sobre w, de cada uno de los poli-

nornios 

p(x) x 2 - x + 1 

q(x) 3x - 2 

14.- Sea W 
[ a b] 1 a, b E ·R 

-b 2a 
un subespacio del espacio 

de las matrices cuadradas de orden 2 sobre R con producto in 

terno definido· por !AIBl ~ tr (ABT). 

Obtener las matrices pertenecientes a w, más pr6xirnas a. 

. [ 2 -1] 
'M = 

. 1 . -2 
y N ~- [ 2 -1 J , respectivamente. 

-1 o 

15.- Obtener el vector x E R2 que mejor se aproxime a un vector x 

tal que 

y MXT para y (1, 2, -1) ' y 

considerando el producto. interno usual en R3 •. Esto es, 

~a t~cnica se conoce corno estirnaci6n por mínimos cuadrados. 



CAPITULO X TRANSFORMACIONES LINEALES 

INTRODUCCION 

En diversas ramas de la matemática, .la física y las ciencias socia 

les, es frecuente utilizar modelos que emplean funciones vectoria­

les de variable vectorial; es decir, funciones del tipo w = f(v) 

donde w y v son vectores. A tales funciones se les conoce usual -

mente como "Transformaciones".! 

En este capítulo nos ocuparemos de una clase especial de transfor­

maciones, denominadas lineales, que son las más simples y también 

las de mayor aplicaci6n. 

En la práctica, muchos problemas que involucran transformaciones 

más generales suelen resolverse aproximando éstas a transformacio-

nes lineales. 

t Aigww.ll au..toJLU. uü.U.zan .t€1unúto.6 c.om0 "apUCJtú6n" o "mapeo" en l.u.gaJL de 
tiLa/l./) 6Mmaú6n. 
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X.1 CONCEPTOS FUND,&.MENTALES 

Transformaci6n. Dominio, codominio, recorrido y ndcleo • 

. x.1.1 DEFINICION 

Si V y W son espacios vectoriales una funci6n T: V + W recibe el 

nombre de transformaci6n. Los espacios V y W se llaman, respec­

tivamente, dominio y codominio de la transformaci6n 

As!, por ejemplo, la funci6n T: R3 + R2 definida por la regla 

T(x, y, z) = (x, y) 

es una transformaci6n. Los espacios Vl¡!Ctoriales R3 y R2 son, res 

pectiVamente, el dominio y el codominio de T. 

'Respecto a la expresi6n anterior cabe aclarar que se acostumbra e~ 

cribir T(x, y, z), en lugar de T[(x, y, z)], con el prop6sito de 

simplificar la notaci6n. 

Para la transformaci6n T definida anteriormente se tiene, por eje~ 

plo, que 

T(l, 2, 3) = (1, 2) 

Esto es, la imagen del vector (1, 2, 3) bajo la transformaci6n T 

es el vector (1, 2); tambi6n se dice que T transforma al vector 

(1, 2, 3) en el Vector (1, 2). Ot~a manera de indicar esto es la 

siguiente 

(1, 2, 3) 
T - (1, 2) 

Algunos otros ejemplos de imágenes de vectores de .R 3 bajo esta mis 
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T(-2, 7, 1) 

T(O, O, 4) 
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(-2, 7) 

(O, O), etc. 

Esta transformaci6n tiene la siguiente interpretaci6n geométrica: 

si (x, y, z) representa un segmento dirigido cualquiera del esp! -

cio cartesiano tridimensional, T transforma dicho se~ento en su 

proyecci6n sobre el plano X - Y. 

Consideremos ahora otra transformaci6n de R3 en R2 , definida por 

S(x, y, z) = (y, 3y) 

Como se ve, la imagen de cualquier vector de R3 bajo esta transfoE 

maci6n es una pareja ordenada cuya segunda componente es el triple 

de la primera. Por ello, no todos los vectores de R2 son imagen 

de algün vector del dominio, sino ünicamente aquellos de la forma 

(a, 3a). 

Af conjunto formado por todos estos vectores se le conoce como "re 

corrido" de la transformaci6n S. 

En general, se llama recorrido de una transformaci6n al conjunto 

de todos los vectores que son imagen de algdn vector del dominio. 

Otro conjunto importante definido por una transformaci6n es el nü­

cleo. 

Se llama nücleo de una transformaci6n al conjunto de vectores cuya 

imagen es el vector cero. 

Por ejemplo, para la transformaci6n S definida anteriormente cual­

quier vector cuya segunda componente sea nula tiene como imagen al 
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vector cero de R2 , por lo que pertenece al nGcleo de S. 

De esta manera, los conceptos de recorrido y nGcleo pueden defini~ 

se como sigue 

X.1.2 DEFINICION 

Sea T: V + W una transformaci6n: 

i) Se llama recorrido de T al conjunto 

T(V) = {T(i) 1 i E V} 

ii) Se llama nGcleo de T al conjunto 

N(T) = {i 1 T(i) = O } 
w 

Como se sigue de la definici6n anterior, el recorrido es un subCO!!_ 

junto del codominio mientras que el nGcleo lo es de;l dominio. 

Tales subconjuntos pueden ser propios o impropios, dependiendo de 

la transformaci6n de que se trate. 

Por ejemplo, para la transformaci6n S definida anteriormente, un 

vector (a, b) de R2 pertenece al recorrido de S si existe al menos 
1 

un vector (x, y, z) de R3 tal que 

S(x, y, z) = (a, b) 

pero como 

S(x, y, z) = (y, 3y) 

dicha condici6n se cumple si y s6lo si 

(a, b) = (y, 3y), para algGn y E R. 



683 

esto es, si 

a = y 

y 
b 3y, para algGn y E R 

por lo que 

{(y, 3y) 1 y ER} 

y el recorrido de S es un subconjunto propio de R2 • 

Para esta misma transformaci6n, un vector (x, y, z) pertenece al 

nGcleo de S si es tal que 

S(x, y, z) = (O, O) 

esto es 

(y, 3y) o 

condici6n que se sumple si y s6lo si 

y o 

por lo que 

N(S) {(x, O, z) 1 x, Z E R} 

y el nGcleo de S es un subconjuntp propio de R3 • 

Para el caso de la transformaci6n T: R3 + R2 definida por 

.T(x, y, z) = (x, y) 

el recorrido es igual al codominio; esto es 
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mientras que el nGcleo 

N(T) = {(O, O, Z) 1 z E R} 

es un subconjunto propio del dominio. 

Un ejemplo donde el nGcleo es igual al dominio lo constituye la 

llamada "transformaci6n cero" Q: R' ~ R2 definida por 

O(x, y, z) = (O, O) 

En este caso el recorrido de la transformaci6n está constituido 

Gnicamente por el vector cero de R2 • 

Linealidad. Recorrido y nGcleo de una transformaci6n lineal. 

Para introducir·la noci6n de linealidad consideremos nuevamente la 

transformaci6n S definida por 

S(x, y, z) = (y, 3y) 

y elijamos un par de vectores del dominio, por ejemplo 

V¡ = (1, 2, 3) y Va = (0, -3, 4) 

Si sumamos dichos vectores y calculamos la imagen de la suma bajo 

la transfo.rmaci6n S obtendremos 

(1, 2, 3l + (.o, -3, 4l = (1, -1, 7l 

y 
S(i1 + i 2 ) = S(1, ~1, 7) = (-1, -3) 

A este mismo resultado se llega sumando las imágenes de .los vect~ 

res V¡ y v.a; ya que 
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S(v¡) S (1, 2, 3) = (2, 6) 

y 
s<v2> S(O, -3, 4) = (-,·3, -9) 

por lo que 

S(V¡) + S (v2l = (2, 6) + (-3, -9) (-1, -3) 

1\s!, encontramos que "la imagen de la suma es igual a la suma de 

las imágenes", para los vecto:¡;es v1 = (1, 2, 3) y v2 = (O, -3, 4). 

Cabe ahora preguntarse si esto se cumple para cualquier_par de vec 

tores v 1 , v 2 de R3 ¡ es decir, ¿es cierto que 

La respuesta es afirmativa, como se demuestra a continuaci6n. 

Sean V¡ 

quiera de R 3 • 

Entonces 

Para la adici6n usual en R 3 se tiene que 

y de la regla que define a S 

S(V¡ + v2l = (x2 + Y2' 3(x2 + Y2]l 

Además, por la distributividad de la multiplicaci6n sobre la ad.!_ -

ci6n de nGmeros reales se tiene que 

- - - (1) 
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Por otra parte, aplicando S a los vectores V¡ y V2 

y 
S(y¡, Y2r Ys) 

(x2, Jx2l 

(y2, 3y2) 

sumando estas im§genes mediante la adici6n usual ert R2 se obtiene 

- - - (2) 

En consecuencia, de (1) y (2) se sigue que 

como lo hab!amos anticipado. 

Esta es una de las dos condiciones que debe cumplir la transforma­

ci6n S para ser considerada lineal. La otra condici6n es la si -

guiente 

S(av1 ) 

Es decir, "la imagen del producto de un escalar por un vector es 

igual al producto del escalar por la imagen del vector". 

Veamos si esto se cumple para cualquier escalar y cualquier ve~ -

tor, en el caso de la transformaci6n S del ejemplo. 

Entonces 

Para el producto por un ·escalar definido en forma usual en R3 se 

tiene 
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S (av¡) = S (ax¡, axz, axsl 

por lo que, ~plicando la transformaci6n S· 

S (av¡) = (axz, 3axz l ·- - :- (3) 

por otra parte, al aplica:r S al v~ctor V¡ se obtiene 

Entonces, multiplicando a· por la imagen de v 1 mediante el producto 

por un escalar definido en forma usual en R.2 

aS(v¡) =. a(x2, 3x2l = (ax2, a[3x2]l 

·Y de las propiedades. de la multiplicaci6n.en R se tiene 

aS(v 1 ) = (ax2, 3ax2) 

En consecuencia, de (3) y (4) 

S (av¡) = aS (v¡) ¡ y. V¡ E: R3 1 a E R 

As!, la tr~nsformaci6n.S del ejemplo cumple tambi'n con la segunda 

condic.i6n mencionada, por lo que se trata de una transformaci6n 1!, 

neal. 

En general, la definici6n de trilnsformaci6n lineal suele enunciar­

se de la siguiente manera 
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X.1.3 OEFINI'CION 

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K. Una trans 

formaci6n T·: V + W es lineal si Y V¡, v2 e: V y Y a e: K: 

i) T(v¡ + v2l = T(v¡) + T(v2l · 
y 

ii) T (av¡) = aT (v¡) 

Cabe hacer notar que el· s!mbolo + que aparece en el miembro iz ·­

quierdo de la expresi6n i) representa a la adici6n definida en V; 

mientras que en el miembro derecho de dicha expresi6n el mismo s!~ 

bolo representa a la adici6n en w. 

De manera similar, el producto en el miembro izquierdo de la expr!!_ 

si6n ii) se refiere al producto de un escalar de K por un vector 

de V y en el miembro derecho al producto por un vector de w. 

Las expresiones i) y ii) de la definici6n anterior, que en el estu 

dio de sistemas f!sicos se conocen como propiedades de superpos.!, -

ci6n y homogeneidad, pueden reunirse en una sola expr~si6n para e~ 

tablecer la siguiente condici6n de linealidad, equivalente a la d!!_ 

firtici6n X.l.3: 

T(av¡ + v2l = aT(v¡) + TCv2)·; Y V¡, v2 e: v y Y a e: K 

A continuaci6n se presentan algunos ejemplos de transformaciones 

que, como el lector podrá demostrar, son lineales. 

l. Si A es una matriz de mxn con elementos en R, la expresi6n 

T(v) = Av, Y v e: Rn; donde v y T(v) son vectores columna, 

define una transformaci6n de Rn en Rm. 
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2. Sea F el espacio vectorial de las funciones reales de variable 

real: 

a) Si S es el subespacio de F constituido por todas las. fu!J. -

ciones derivables. en un intervalo dado, la transformaci6n 

D: S + F 

definida por 

D(f) = f', ~fE S 

se conoce como· "operador derivaci6n" y transforma a una 

funci6n cualquiera f en su derivada~·. 

b) Si S es el subespacio de F constituido por todas las fu!J. -

ciones continuas en un intervalo [a, b], la transformaci6n 

J: S + F 

definida por 

[J(fl] (x) = J: f(t) dt, ~ x E [a, b] 

se conoce como "operador integraci6n" y transforma a una 

funci6n.cualquiera f en la funci6n de x definida por 

J: f(t) dt. 

3. Si V y W son dos espacios cualesquiera:· 

a) La transformaci6n 

0: V+ W 

definida por 
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se conoce como "transformaci6n cero" de V a W. 

b) La transformaci6n 

definida por 

I : V+ V 
V 

v; ~ve: V 

se llama "transformaci6n identidad" en V. 

4. Si V es un espacio con producto interno, S un subespacio de V 

y B = {e¡, e2•···• er} una base ortonormal de S, la transforma 

,ci6n 

definida por 

T: V+ S 

r 
T(v)= I: 

i=l 

transforma un vector cualquiera v e: V en su proyecci6n sobre 

el subespacio S. 

Las transformaciones lineales tienen la siguiente propiedad 

x.1.4 TEOREMA 

Si T: V + w es una transformaci6n lineal entonces 

o w 
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OEMOSTRACION 

Si Tes lineal, ·por ii) de ~.1.3 

Entonce.s, por i) de IX. l. 3. 

T(li') = aT(Ov), Y a t K 

En particular, si· a = O por ii) de IX.1.3 se tiene 

T('O' ) = 1) 
V W 

' lo cual demuestra. el teorema. 

o 
Como ya hemos visto, el recorrido 'de una transformaci6n es un s~b­

conjunto del codominio y el nficleo es un subconjunto del dominio. 

· Si la transformaci6n es lineal dichos subcopjuntos son además'· sub­

espacios; como se indica a continuaci6n 

X. l. S TEOREMA 

Si T: V + W es una transformaci6n lineal, entonces: 

i) T(V) es un subespacio de W. 

ii) N(T) es un subespacio de· V 

DEMOSTRACION 

Como T (V) es un subconjunto de W, de acuerdo con el .teorema IX.l. 6 

bastar& con probar que T(V) es cerrado para la adici6n y la rnulti-

plicaci6n por un escalar. 

sean w 1 y w 2 dos vectores cualesquiera de T (,V) 
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Por i) de X.l. 2 existen dos vectores V¡' V2 e: V tales que 

W¡ T(v¡) y W2 T(v2l 

se tiene entonces que 

W¡ + W2 T(v¡) + T (v2l 

y como T es lineal, por i) de X.l.3 se tiene 

pero v 1 , v 2 e: V y V es un espacio vectorial, por lo que v 1 + v 2 e: V 

y en consecuencia 

W¡ + W2 E: T(V) - - ,.. (1) 

Además, si a es un escalar de K 

y como T es lineal 

aw 1 T(av¡) 

pero av 1 · e: V por lo que 

aw 1 E: T(V) - - - (2) 

En consecuencia, de (1) y (2), T(V) ·es un subespacio de w. 

Se deja al lector como ejercicio la demostraci6n de que el nllcleo 

es un subespacio del dominio. 

o 
·As!, por ejemplo, para· la transformaci6n S: R3 + R2 definida por 

S (x, y, z) = (y, 3y) 
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encontramos que su recorrido es. el conjunto 

S(R 3 ) = {(y, 3y) 1 y e: R} 

Es fácil verificar que dicho conjunto es un subespacio de R2• 

Para la misma transformaci6n se obtuvo que 

N(S) = { (x, O, z) 1 x, z e: R} 

el cual, como ·ei lector puede comprobar, es un subespacio de R3 • 

Para la transformaci6n S del ejemplo anterior fue muy sencillo ob­

ten~r su recorrido (inclusive por simple inspecci6n), aunque por 

lo general esto no resulta tan fácil. 

No obstante, para determinar el recorrido de una transformaci6n li 

neal específica podemos aprovechar la siguiente propiedad. 

X. l. 6 TEOREMA 

Sea T: V+ W una transformaci6n lineal. Si B = {v¡, v2, ••• , vn} 

es una base de V, entonces el conjunto G = {T(v1 ), T(v2l , •.• , T(vn)} 

es un generador de T(V). 

DEMOSTRACION 

Sea B = {v¡, v2, •• , vn} una base de V. Si w es un vector cualqui~ 

ra de T(V), entonces existe algún vector ve: V tal que 

w T(vl 

Como B es una base de V 
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por lo que 

y como T es lineal 

. En consecuencia, el conjunto G = {T(vtl, T(v2l, ••• , T(vnl} es un 

generador de T(V). 

D 

Si el conjunto G del teorema anterior es linealmente independiente 

entonces es una base de T (V) , y si es linealmente dependien·te pue­

de ·obtenerse una base de T(V) a partir de ,1. 

Por ejemplo, para la transformaci6n T: R9 + R9 definida por 

T(x, y, .z) = (3x + y, 6x - z, 2y + z) 

Consideremos, por sencillez, la base can6nica de R9 

B = { (1, O, O), (0, 1, 0), (O, O, 1)} 

para lo cual se tiene 

T(1, O, O) 

T(O, 1, O) 

T(O, O, 1) 

(3, 6, O) 

(1, o, 2) 

(O, -1, 1) 

Entonces, del teorema X.1.6, el conjunto 

G= {(3, 6, O), ~1, O, 2), (0, -1, 1)} 

es un generador del recorrido de T. 
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Corno G es un subconjunto de R3 , podernos obtener L(G) corno el esp~ 

cio rengl6n de la matriz 

[
3 6 o] 
1 o 2 

o -1 1 

reduci~ndola a su forma can6nica escalonada 

[
3 6 o] [1 o 2] [1 o 2] [ 1 o 2] 1 o 2 + 3 6 o + o 6 -6 + o 1 -1 

o -1 1 o -1 1 o -1 1 o o o 

As!, una base del recorrido es 

{(1, O, 2), (O, 1, -1)} 

de donde 

{(a, b, 2a .;. b) 1 a, b e: R} 

Para este mismo ejemplo obtengamos ahora ·el nGcleo de la transfor­

rnaci6n. Se requiere entonces determinar bajo qu~ condiciones un 

vector (x, y, z) e: R3 es tal que 

T(x, y, z) = (O, .o, O) 

Aplicando la regla de correspondencia se tiene 

(3x + y, 6x - z, 2y + z) = (O, O, O) 

lo cual es equivalente al sistema hornog~neo 

3x + y O 

6x - z = O 

2y + z = o 
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X X 

y -3x 

z = 6x 

por lo que 
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N(T) {(x, -3x, 6x)! X e: R} 

El teorema X.l. 5 estab.lece que el recorrido y el nticleo de una 

transformación lineal son espacios vectoriales y, por lo tanto, 

tienen dimensión. 

Como el lector puede darse cuenta, para e~ ejemplo anterior las di 

mensiones de estos espacios son 

2 y dim N(T) 1 

si sumamos dichas dimensiones obtendremos un ntimero que coincide 

con la dimensión del dominio. 

Esto sucede siempre ·que trabajamos con espacios de dimensión fini­

ta, como se establece a continuación 

x.l. 1 TEOREMA 

Si V es un espacio de dimensión finita Y. T: V + W es 

una transformaci6n lineal, entonces 

dim V dim T(V) + dim N(T) 

DEMOSTRACION 

como V es de dimensión. finita y N(T) es un subespacio de v, por 
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xx.·2.13,se tiene que 

dim N(T) ~ dim V 

A cont~nuaci6n se demuestra el teorema para 

O·< dim N(T) < dim V 

La demostraci6n del mismo para los casos extremos, dim N(T) O 

y dim N (T) = dim V, se deja al lector· como ej e·rc:icio. 

Sean k= dim N(T), A 

dim V = k + r 

Como A es un conjunto linealmente independiente constituido por 

vectores de V, podemos ampliarlo hasta obtener una base de V de la 

forina 

Probaremos entonces que el conjunto 

es una base de T(V). 

1) Probemos que el conjunto e es .un generador de T (V) : 

Sea w un vector cualquiera de T(V), entonces·existe algdn 

v E V tal que 

w- = T<'v> · 

En consecuencia, existen escalares a¡, ••• , ak, B1••••• Br ta­

les que 

w = T(a1ñ 1 + ••• + aknk + e1v1 + ••• + Brvr> 
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y como T es lineal 

Además n 1 , ••• , nk e N(T), por lo,que 

w = a¡Ow + ••• + akOw + 8¡T(v¡) + ••• + 8rT<vrl 

de donde, finalmente 

y el conjunto C es un generador de T(V). 

2) Probemos que el conjunto C es linealmente independiente: 

Sean A1 ; ••• , Ar tales que 

Como T es lineal se tiene 

T(A¡v1 + ••• + ArVrl Ow 

por lo que A1v 1 + ••• + ArVr e N(T), y como A es una base de 

N(T) 

A1v 1 + ••• + ArVr y¡n¡ + ••• + Yknk 

esto es 

Pero como B es linealmente independiente, la expresi6n ant~ -

rior implica 

Y1 =. • ·= Yk - A 1 -. • .- - Ar o 
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por lo que 

:\ 1 = ••• = Ar o 
·' 

y el conjunto C es linealmente independiente. 

En consecuencia, de 1) y 2), el conjunto e es una base de T(V), 

por lo que dim T(V) = r y la demostraci6n queda completa. 

D 

X.l.S EJERCICIOS 

1.- Para cada una de las siguientes transformaciones 

T: R3 + R3 tal que T(x, y, z) (3x + y, X - z, 2x + y + z) 

S: R3 + R~ tal que S(x, y, z) (2x - z, sen y, z - 2, - X + 

Q: R3 + R3 tal que Q(x, y, z) (X+ y, y - 1, xy) 

a) Obtener la imagen bajo la transformaci6n de los vectores 

(1, O, 2) y (1, -3, 1). 

b) .Determinar si la transformaci6n es lineal. 

e) Definir el nücleo y el recorrido de la transformaci6n. 

2.- Sea el espacio vectorial de todas las funciones reales de v~ 

riable real, continuas en el intervalo (O, m) y sea T: V·+ V· 

tal que rx ' 
. IT!f) 1 (x) = f(x) +Jo f(t) dt 

a) Obtener la imagen bajo T de las funciones f, g y 8 defini­

das por 

f(x) =sen 2x, g(x) =e-x 8(x) o r,t X e: R 

b) Demostrar que T es lineal. 

3.- Demostrar que el nücleo de una transformaci6n lineal es un su~ 

espacio del dominio de la transformaci6n •. 

z 
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4.- Demostrar que si T: V + W es una transformaci6n lineal, enton 

ces 

dim V dim T(V) + dim N(T) 

para los casos en que 

a) dim N (T) o 

b) dim N(T) dim V 

5.- Para la transformaci6n T: V +'W donde V es el espacio de los 

polinomios de grado menor que 3 con coeficientes reales, W 

el de las matrices cuadradas de orden 2 con' elementos reales, 

y T está definida por 

T(ax 2 + bx + e) . [,: 
- b 

+ e b + 2c] 
- a - e 

a) Verificar que T es lineal 

b) Determinar el n11cleo de T y una base de ~1. 

el Determinar el recorrido de T y una base de ~1. 

d) Calcular las dimensiones del n11cleo y del recorrido de la 

transformaci6n. 
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X.2 REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA TRANSFORMACION LINEAL 

En el caso de espacios de dimensi6n finita las transformaciones ii 

neales pueden ser representadas por medio de matrices, las cuales 

se emplean para resolver diversos problemas con grandes ventajas 

desde el punto de.vista operacional. 

Con objeto de introducir el concepto de matriz' asociada a una 

transformaci6n lineal, consideremos la transformaci6n T: R3 + R2 

definida por 

T(x, y, z) = (x + 2y, 3x - z) 

y tratemos de encontrar una matriz A tal que el producto de ésta. 

por cualquier vector del dominio nos proporcione la imagen de di -

cho vector bajo la transformaci6n T; esto es, una matriz A tal que 

Como en este caso ves un vector de R3 y T(v) es un vector de R2 ; 

la igualdad anterior s6lo puede lograrse mediante una matriz A de 

2x3, considerando a v y T(v) como vectores columna. 

En consecuencia, la matriz A deber§ ser de la forma 

y satisfacer la igualdad 

a13
] [Yx] -- [ x + 2y] .Y. x, y; z E: R 

a2 3 z 3x - z 
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Es decir 

a 11 x + a 12 y + a 13 z X +. 2y 

y 
a 21 x + a 22 y + a 2 a z = 3x - z , . Y. x, y, z E R 

lo cual' se cumple para los valores 

a u 1, a 12 2, au o 
y 

3, a22 -1 

por lo que la matriz 

A [ 1 2 o] 
3 o -1 

satisface las condiciones pedidas. 

A esta matriz se le conoce como "matriz asociada a la transform~ -

ci6n T" (definida anteriormente) y se le representa con M(T). 

veamos ahora que relaci6n tienen los elementos de esta matriz con· 

los vector·es de una base del dominio. 

Si calculamos las imligenes de los vectores de la base can6nica 

E = { (1, O, O), (O, 1, O), (O, O, 1)} 

bajo la transformaci6h T, obtenemos 

T(l, O, O) = (1, 3) 

T(O, 1, O) = '(2, 0) 

.T(O, 0 1 1) (O, -1) 

Como el lector puede darse cuenta, estas im4genes (consideradas co 
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mo vectores columna) son precisamente .las columnas que integran la 

matriz asociada a T. 

Se puede demostrar fácilmente que Este es un resultado de carácter 

general. Por ello, para obtener la matriz asociada a una transfo!_ 

maci6n lineal bastará calcular las im4genes de los vectores que i~ 

tegran la base.can6nica del dominio. 

Por ejemplo, para la transrormaci6n S; R3 + R3 definida por 

se tiene 

S(x, y, z' = (3x +y, 6x - z, 2y + z) 

S(l, O, O) 

S(O, 1~ O) 

S(O, O, 1) 

(3, 6, O) 

(1, o, 2) 

(O, -1, 1) 

por lo que su matriz asociada es 

H(S) [: : -:] 

En efecto, si multiplicamos un vector cualquiera de R3 por esta ma 

triz se obtiene 

[: : _:] [ :] = [:: : :] 
o 2 1 z 2y +. z 

que es la imagen de dicho vector bajo la 'transformaci6n S. 

Matriz asociada, referida a dos bases cualesquiera. 

En los ejemplos anteriores las columnas de la matriz asociada a la 
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transformaci6n son las imágenes de los vectores de la base can6ni-

ca del.dominio, y al multiplicar dicha matriz por un vector se ob­

tiene la imagen ·de éste bajo la transformaci6n. Esto es posible 

debido a que tanto el dominio como el codominio son espacios del 

tipo Rn. 

Sin embargo, las ideas anteriores pueden generalizarse al caso de 

espacios vectoriales cualesquiera, simplemente reemplazando los 

vectores por sus respectivos vectores de coordenadas. 

De esta manera, si T: V ~ W es una transformaci6n linea1 1 A es un·a 

base de V y B es 1;1na base de W, en lugar del .,vector v E V tendr~ -

mos a su vector de coordenadas en la base A: (v)A' en lugar de 

T (v)' E W tendremos a su vector de coordenadas en la base B: [T (V)] B. 

La matriz que al multiplicar al vector (v)A nos da como resultado 

[T (V) J ~ se llama "matriz asociada a T referida a las bases A y B", 
A 

y se representa con M8 (T); esto es 

M~ (T) (V) A [T (vl] B 

Las columnas de dicha matriz son los vectores de coordenadas, en 

la base B,· de las imligenes de los elementos que integran la base 

A, como lo establece el siguiente teorema 
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X.2.1 TEOREMA 

Sean V y W dos espacios vectoriales con dim V n y dim W = m; 

y sean A= {v¡, v2••··• Vn} y B {lf'¡, W2•···• Wrn} bases de V 

y w, respectivamente. 

Si T: y + w es una· transformaci6n lineal, existe una y s6lo 

una matriz M:(T), de mxn, tal q~e 

[T(vl) B , Y. v. e: V 

Las n columnas de dicha matriz son los vectores 

DEMOSTRACION 

Sean V y W dos espacios vectoriales con dim V = n y dim w = m, y 

sean A 

quiera de V y .w respectivamente •. 

Consideremos una transformaci6n lineal T: V + w. 

Si. ves un vector cualquiera de V, 'ste puede expresarse unívoca -

mente en t'rminos de la base A como 

V a¡v¡ + . a2V2 + ••• + anVn - - - (1) 

por lo que 

T(vl T(a¡V¡ + Q2V2 + ... + anvnl' 
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y como T es lineal 

(2) 

Por otra parte, los vectores T(v1), T(v2), ••• , T(vn> son elementos 

de w, por lo que pueden expresarse univocamente en t'rminos de la 

base B; es decir 

. T(v¡) a u W¡ + a21 w2 + •• ~+ am¡Wm 

T(V2) = a12W1 + a22W2 t ... + am2Wm 

Llevando estas e~presiones a (2) se tiene que 

de donde 

- (3) 

Por la definici6n IX. 2.14, las sumas encerradas entre .. par,ntesis 

son las coordenadas de T(v) en la base B, por lo que.podemos escr! 

bir 

a.¡au + a2a 12 +· ••• + ana1n 

[T(v)] B 
a¡au + a2a22 + ••• + ana2n 

ci¡aml + a2am2 +.· •• + anamn 
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o bien, como producto de matrices 

a u a u a¡n 01¡ 

[T(vl] B 
él:21 a22 a2n 012 

am¡ am2 amn Oln 

De (1), los escalares 011, 012•···• Oln son las coordenadas de ven· 

la base A; por lo que 

a u a u a¡n 

a21 822 a2n 
[T(v)]B <v> A 

ami 8m2 amn 

y finalmente 

[T(v)]B A. -MB (T) (V) A 

donde 

a u a u a¡n 

M~(T) 
a21 a22 a2n 

.. 
am' am2 amn 

Además, .de (3) 

a u a u 8¡n 

a21 
[T(v¡)JB 

a u 
= [TCv2lJB 

a2n 
[T<vnl]B , 1 ••• , 

am¡ 8m2 amn 

por lo que las columnas d.e M: (T) son los vectores de coordenadas, 
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en la base B, de 'las im!genes de los elementos que integran la ba-

se A. 

Para demostrar que esta matriz es 6nica, supong~os otra· matriz 

.. 
. tal que 

Como el vector de coordenadas de T (v) en la base B es 6nico, se . 

tendrá que 

A -
~B (T) (v) A 

es decir 

a¡bm¡ + a2bm2 + ••• + anbmn 

para c1,1alquier valor de ·a¡, a2, • • ·, an· 

'Haciendo a k 1 y a. 
') 

o y j '1' k, se obtiene 

a¡k b¡k 

a2k b2k 

y al recorrer k todos los valores 1, 2, •• , n, se concluye que 
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En consecuencia 

M~(T) N~ (T) 

Esto completa la demostraci6n. 

o 
De acuerdo con el teorema anterior, .la matriz M~(T) nos permite 

calcular la imagen de un vector cualquiera v del dominio mediante 

el siguiente procedimiento, que podr!amos considerar indirecto: 

1) 

2) 

3) 

Determinar las coordenadas de V 

Multiplicar la matriz M~(T) por 

Obtener el vector T (v) a partir 

B. 

ap.U.c.ac..i.6n 
de .ta lleg.ta 

en la base A. 

el vector <v> A" 
de sus coordenadas en la base 

___________ .....,... 
V 

c.á.tc.u.to del! 
c.ool!.denada¿¡ 

T(v> 

3¡ mu.tt.<.p.t.i.c.ac..i.'6n 
poi!. ellc.a.f.allell 

· 1J ad.i.c..i.onell · 

(V) A-----,-,.--~2---:-::,.--____. [ T (v) J B 
mu.tt.i.pUc.ac..i.6n 
. A 
pOI!. MB (T) 

El teorema X.2.1 es de. importancia por diversas razones. Primera­

mente, porque reduce el problema de aplicar una transformaci6n al 

de multiplicar una matriz por un vector, lo cual nos permite apro-

vechar las propiedades y procedimientos ya conocidos del álgepra 

de matrices, incluyendo las posibilidades. de su manejo por comput~ 

dora. 

Otra .consecuencia importante de dicho enunciado es que la matriz 
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M~(T) depende de las bases A y B. Generalmente dichas bases se 

.eligen de manera que el cálculo de coordenadas resulte .lo más sen­

cillo posible;- sin embargo, podemos tambi~n seleccionar dichas ba-

ses buscando que la matriz sea muy simple (con la.mayor cantidad 

de ceros, por ejemplo). De este dltimo aspecto nos ocuparemos m4s 

adelante cuando tratemos el tema de la diagona.lizaci6n. 

Para ilustrar los CQnceptos inherentes al teorema X. 2.1 me.diante un 

ejemplo, consideremos el espacio 

V = {ax~ + bx + e 1 a, b, e E R} 

de todos los polinomios con,coeficientes reales de grado menor que 

tres, y el espacio 

w [: :] a, b, e E R 

de matrices sim~tricas de orden dos con elementos en R; y sea 

T: V ~ W la transformaci6n definida por 

= 
[

a+c 

T(ax 2 + bx + el 
3b 

3bJ 
2a+2c. 

Podemos seleccionar las· siguientes bases para V y W, buscando sim-

plificar al máximo el cálculo de coor4enadas 

A {x 2 , x, 1} 

B [ 1 o]· [o 1]. [o o] 
o· o 1 o o 1 

y 

Para hallar la matriz asociada a T referida a estas bases obten~ -
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m os 

T(x2) [: :] 
T(x) 

[: :] 
T(l) 

= [: :] 
cuyas coordenadas en la base B son 

[T(x 2l]B [:] 

[T (xl] B [:] 

[T(l)]B 
= [: l 

En consecuencia, la matriz asociada a T referida a las bases que 

elegimos es 

o 
3 

o :] 
Si queremos emplear esta matriz para obtener la imagen del vector 

v = 3x 2 - 2x + 4, por ejemplo, hacemos lo siguiente: 
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1) Determinamos las coordenadas de v en la base A. En este caso, 

por simple inspecci6n se obtiene 

'"'· [-:] 
2) premultiplicamos este vector por M~(T) 

[: : : ] [ -: ] = [ ::] 

3) y como el resultado es [T(vl]B' entonces 

[1 o] [ o 1] + 14 [o o] [ 7 -6] 7 o o + (-6) 1 o o 1 = -6 14 
Observe que el mismo resultado se obtiene aplicando directamen 

te la regla al vector v 

3x 2 - 2x + 4 
T - [_: ::] 

Como vimos al inicio de esta secci6n, cuando los espacios V y W 

del teorema x.2.1 son del tipo Rn y A, B son las bases can6nicas 

de V y W, la matriz M~(T) se denota simplemente con M(T) y se lla­

ma matriz asociada a T. 

Matriz de transici6n y matriz identidad. 

El cambio de coordenadas de una base a otra puede efectuarse tam -

bién multiplicando una matriz por un vector. Esta matriz se cono-

ce como "matriz de transici6n" o "matriz de cambio de base". 
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Para obtener dicha matriz eodemos apoyarnos. en el teorema X.2.1, 

considerando el cambio de coordenadas como una transformaci6n ide~ 

tidad y determinando. su matriz asociad~ referida a' las bases· en 

cuesti6n. 

Dfil esta manera, si·A = {v¡,.v2•···• vn} y ·a= {w¡, w2, .. ., wn} 

~on d6s bases de·un espacio vectorial V, conocemos las coordenadas 

de un vector ven la base Á y deseamos ·obtener sus coordenadas· en 

la base B; consideramos una transformaci6n.T: V+ V definida como 

T(V) v, ~ v e V 

· y obtenemos su matriz asociada, referida a las bases A y B. 

. A 
~vi e A, las columnas de la matriz MB(T) 

son en este caso los vectores de coordenadas en la base B de los 

vectores V¡, v 2, ••• , vn que forman la base A. Entonces, si multi­

plicamos dicha matriz por el vector (v)A se obtiene (v)B, como qu~ 

r!amos. 

As!, por ejemplo, si A= {v¡, v2, v3} y B = {w¡, w2, w3}. son dos 

bases de un espacio V (de dimensi6n.tres) y:los vectores de A pue­

den expresarse en t~rminos·de los vectores de.B como 

V¡ 2W¡ + W2 - W3 

v2 4w2 - 3wa 

entonces la matriz 

M~[~ 
-1 

o 
4 

-3 
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es la matriz de transici6n de la base A a la base B. 

De esta manera, por ejemplo, el vector 

cuyas coordenadas en la base A son 

- T 
(v) A = (5, -1, -3) 

tiene por coordenadas en la base B 

u _: :] [::] = [_:] 

Es decir 

como puede verificarse f!cilmente. 

Respecto a la matriz ·de transici6n de una base A a una base B, co~ 

viene hacer notar que es una matriz no singular (debido a la inde­

pendencia lineal del conjunto {v¡, v2, ..• , vn}l, y su inversa es la 

matriz· de transici6n de la base B a la base A, como el lector p~ -

drá demostrar. 

Salvo el caso anterior, en el que interesa considerar dos bases 

distintas de un mismo espacio por tratarse de una transformaci6n 

de coordenadas, cuando se tiene una transformaci6n del tip~ 

T: V+ V lo usual es considerar una sola base para el espacio V, 

y la matriz M!(T) se llama matriz asociada a T referida a- la base 

A. 
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En el caso particular de la transformaci6n identidad se tiene la 

siguiente propiedad 

X.2.2 TEOREMA 

Si V es un espacio vectorial de dimensi6n n, entonces la matriz 

asociada a la transformaci6n identidad I: V + V, referida a cual 

quier base de V, es la matriz identidad In 

DEMOSTRACION 

Sea A= {v 1 , v2, ••• , vn} una base de V;por X.2.1 se tiene que 

si T: V + V es la transformaci6n identidad 

por lo 

T(v¡) V¡ 

T(v2l v2 

T<v > V n n 

que 

[T(v¡))A 

[T(v2l]A 

[T<vnl]A 

(1, O, ••• , O)T 

(O, 1, ..• , O) T 

(O, o, ... , l)T 
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y en consecuencia 

1 o o 

o 1 o 

M~ (T) I 
n 

o o 1 

o 
Rango de la matriz asociada y dimensi6n del recorrido. 

Regresemos ~1 ejemplo de la transformaci6n T: V ~ W definida por 

T(ax 2 + bx + e) [
a+ e 

3b 

3b ] 

2a + 2c 

para la cual se obtuvo 

M~ (T) 

si calculamos el rango de esta matriz se obtiene 

R[M~ (TJ] 2. 

Por otra parte, por simple inspección puede obtenerse_en este caso 

el recorrido de T, que es 
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[: ,: ] x, y ~ R 

por lo que 

i 
dim T(V) 2. 

Es.decir, el rango de la matriz asociada a la transformación coin­

cidió con la .dimensión del recorrido de ésta. Tal relación se ve­

rifica,para cualquier transformación lline~l, independientemente de 

las bases que se elijan para la representación matricial, como lo 

establece el siguiente teorema. 

x. 2.3 TEOREMA 

Sea T: V ... W una transformación lineal y sean A, B dos bases de 

V y W, res·pectivamente; entonces: 

R[M~(Tl] = dim T(V) 

DEMOSTRACION 

Sea T: V ... W una transformación lineal y sean A = {v¡, v2, .•• , vn} 

y B = {W¡, W2r•••r wm} bases de V y W respectivamente. 

Por IX.3.6, el rango de M~(T) es la dimensión del espacio columna 

de dicha matriz y, por X.2.lrlas columnas de M~(T) son las coorde­

nadas en B de los vectores T(Vi)' i ~ 1, 2, .•• , n. 

Además, por x.1.6, G = {T(v¡),' T(v2), ••• , T(v )} es un generador 
n 

de T (V) cuya dimensión es· igual. al nG.mero máximo de vectores li -

nealmente independientes de G. 
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.Para demostrar que estos dos ndrneros son iguales bastará con pr~ -

bar que un conjunto {Ü¡, Uz, ••• , ti } es linealmente independiente 
r 

si y s6lo si el conjunto {(Ü¡)B, 

independiente. 

(Üzl B, ••• , (Ür) B} es linealmente 

En efecto 

(- l (' ' 'J.·m·l 1 , i Sean Ui B = Ai¡, Ai2••··• A con· 1, 2, ••• , r 

Si el conjunto {(Ü 1 )B, (Üzls•···• (ÜrlB} es linealmente indepe~­

diente entonces, por. IX.2.3, 

)..¡¡ }..z¡ Arl o 

A u )..22 Ara o 
Q¡ + az + ••• + ar 

: 
A¡m Aam Arm o 

se satisface s6lo con 

a 1 = az = ••• · = ar = O 

Igualdad entre vectores de Rm que_puede expresarse como: 

(1) 

Por otra parte, ya que B es base 

implica que 1!1 = l!z = ••• =··em o 

Si ha.cemos estas l!j, j = 1, 2, ••• , m iguales a los primeros mie!!!. -

.bros de (1) tendremos que 
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(a¡Au + a2>-21 ,+ ••• + ar>-r¡)W¡ + (a¡A¡2 + a2>-22 + ••• + ar>-r2lw2 + ••• 

• • • + (a¡A¡m + a2>-2m + ••• + ar>-rmlwm O 

Efectuando operaciones y reordenando tendremos 

a¡(>.llwl + >-12W2 + ••• + A¡mWm) + a2<A21w1 + >-22W2 + •.• + »zmwm) ""·" 

••. + ar<>-r¡W¡ + Ar2W2 + ..• + ArmWm) ~O 

pero lo que está en los parl!ntesis son los vectores ui expresados 

como coMbinaciones lineales de los elementos de la base B, por lo 

que 

y ya que los únicos valores posibles para las as son 

de IX.2.3, el conjunto {Ü 1, ü2, ••• , Ür} es linealmente independie~ 

te. 

De manera análoga púede probarse que si el conjunto.-

{Ü1, Ü2, .•• , Ür} es linealmente independiente, entonces el conjun­

to { (Ü¡) B, CÜ2) B' ••• , (Ür) B} tamb'il!n es linealmente independiente. 

o 
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X.2.4 EJERCICIOS 

1.- Sea la transformaci6n lineal T: R2 + R3 definida por 

T(x, y) = (X - y, 2x - 2y, - X + y) 

a) Obtener la matriz M(T) 

b) Utilizando la matriz obtenida determinar ia imagen bajo T 

de los vectores '(1, 2), (O, 3) y (-1, 5). 

e) Determinar la matriz M~(T) para A= {(2,.1), (1, O)} 

y B = { (1, O, O), (0, -1, O), (O, O, -3)} 

d) Verificar que los rangos de M(T) y M~(T) son iguales. 

2.- Sean S: R2 + R3 ; A= { (1, 1), (O, -1) }, 

B = {(1, O, 1), (O, 1, 1), (l:, 1, O)} y 

•:<s< [: :] 

Obtener la regla de correspondencia de la transformaci6n S. 

3.- Sean A= fv1, v2, ·vd y B = {wt, w2, ws} dos bases de un esp! 

cio V sobre R y tales que .sus elementos están relacionados 

por 

Vt Wt + 2w2 + Ws 

Vs Wt - Wz 

Sea T: V + V una transformaci6n tal que 

T(Vtl Wt 

T(vzl wz 

T(v 3 l w, 

Obtener .M~(T); M!(T), M~(T) y M:(T) 
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4.- Sean V el espacio de las matrices cuadradas de orden 2 sobre R 

y S: V + V la transformaci6n lineal definida por 

S(A) A +.Al, Y A E V 

a) Hallar M(S) 

b) Determinar rango de M(S) 

e) Calcular las dimensiones del nücleo Y.del recorrido de S. 

5.- Sean A= {v1, v 2 , vs} y a'= {w¡, w2 , w3 } dos bases de un espa-

cio V de dimensi6n tres, si 

V¡ 2w¡ + W2 - Ws 

v2 2w1 + Jws 

a) Obtener las coordenadas en B de U¡ y u 2 tales que 

(ii¡)A = (1, O, -1) T y 

b) Obtener las coordenadas en A de iis y ii. tales que 

!isla= (2, -1, O)T y (i•>a = (1, 1, -l)T 

6.- Sea T: R3 + R3 una transformaci6n definida por 

T(i) = 2i + 3k 

T(j + k) = 2j 

T(i + j) = i - j 

donde {i, j, k} es la base can6nica ·de R3 

a) Determinar la regla de correspondencia de T 

b) 'Obtener M(T) 

e) Obtener M! (T) para A = { (-1, O, Ol, (O, 3, -11, (1, 1, O)} 
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X.J ALGEBRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES 

Como vimol! en la secci6n x.t, una transformaci6n es una !unci6n e~ 

yo dominio y codominio son espacios vectoriales. En consecuencia, 

las operaciones que usualmente se realizan con funciones pueden 

tambi~n efectuarse con transformaciones. 

En esta secci6n nos ocuparemos de tales operaciones; en particular 

de la adici6n, la multiplicaci6n por un escalar y la composici6n, 

haciendo ~nfasis en algunas de sus características para el caso de 

transformaciones lineales. 

Empezaremos por· definir la relaci6n de igualdad entre transform~ -

cienes, la cual se desprende de la igualdad de funciones, conforme 

lo establece el siguiente enunciado. 

X.3.1 DEFINICION 

Sean S y T dos transformaciones de V en W. Se dice que S y T 

son iguales, lo cual se denola mediante S = T, cuando 

S (v) T (v) , Y. v € V 

Adici6n y multiplicaci6n por un escalar. 

La definici6n de adici6n y multiplicaci6n por un escalar para el 

caso de transformaciones tambH!n es una consecuenc·ia de su defini­

ci6n para el caso m~s general de funciones, como se aprecia en el 

siguiente enunciado 
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x.3.2 DEFINICION 

Sean S y T dos transformaciones de V en W, y sea K el campo so -

bre el cual está definido el espacio W: 

i) La suma de S y T es una transformaci6n de V en W, denotada 

con S+T y definida por 

<s+Tl <v> = s <v> + T <v> ; ¡¡. v E v 

ii) El producto de un escalar a E K por la transformaci6n S es 

u·na transformaci6n de V. en W, denotada con as y deffnicla por 

(as) (vl a•S(v); 'J V E V 

As!, por ejemplo, para las transformaciones S y T, ambas de R' en 

R2 , definidas por 

S (x, y, Z) 

y 
T(x, y, z) 

(x + 3z, 2x - y) 

(x +.y, x + y) 

Si v es el vector de R3 

v = (1, o, -3) 

las imágenes de dicho vector bajo las transformaciones S y T son, 

respectivamente 

y 
T (vl. 

(-8, 2) 

(1, 1) 

La suma de tales vectores es la pareja ordenada (-7, ,3l. Este ve~ 

tor es, por x.3.2, la imagen de v bajo la transformaci6n S+T; es 
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decir 

(S+T) (il = '-7, 3) 

Para obtener la regla de correspondencia de S+T bastar! con sumar 

las imágenes de un vector arbitrario del dominio bajo las transfor 

maciones S y T; esto es: 

(S+T) (x,y,z) = S(x,y,z) + T(x,y,z) (x+3z,2x-y) + (x+y,x+yl 

y la regla de correspondencia de S+T es 

(S+T) (x, y, z) = (2x + y + 3z, 3x) 

Para la misma transformaci6n S y el mismo vector v del ejemplo an­

·terior, la imagen de i bajo la transformaci6n 3S es 

(35) <il = 3S (il = 3 (-8, 2) = (-24, 6) 

y la regla de correspondencia de dicha transformaci6n es 

(3S) (x,y,z) = 3S(x,y,z) = 3(x+3z,2x-y) = (3x+9z,6x-3y) 

Respecto a la adici6n y a la multiplicaci6n por un escalar, las 

transformaciones lineales tienen las propiedades que veremos a co!l 

tinuaci6n 

x.3.3 TEOREMA 

Si S y T son transformaciones lineales, entonces S+T 

y aS tarnbi~n son lineales. 

DEMOSTRACION 

Sean S: V.+ W y T: V + W dos transformaciones lineales, K el carn 

po sobre el que están definidos V y W, y sean v1 , v2 E V y A E K, 
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entonces 

(>.s (v¡) +S (v2l]+ (>.T(V¡ l +T (v2lJ 

>.<s+Tl <v¡) + <s+Tl <v2 > 

y en consecuencia S+T es lineal. 

por i) de X.l.2 

por linealidad de 
S y de T. 

por 11) y v) de 
IX;l..l 

por Vii) de IX.l.l 

por i) de X.3.2 

La prueba de que aS es lineal para cualquier escalar a se deja al 

lector como ejercicio. 

o 
Si consideramos el conjunto de todas las transformaciones lineales 

que pueden definirse de un espacio V en un espacio w, conjuntamen­

te con las operaciones de adici6n y multiplicaci6n ·por un escalar 

definidas por X.3.2, tendremos un ejemplo más de espacio vectorial, 

como lo establece el si9uiente teorema. 

x.J.4 TEOREMA 

Sean V y w dos espacios vectoriales sobre un campo IC, y sea 

L(V, W) el conjunto de todas las transformaciones lineales de 

V en w. El conjunto L(V, W) es un espacio vectorial sobre K. 

DEMOSTRACION 

La·cerradura de L(V, W) para la adici6n y la multiplicaci6n por un 

escalar, postulados i) y vi) de la definici6n de espacio vecto -

rial, .se sigue directamente de X. 3. 3. 
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A continuaci6n demostramos que se satisfacen los postulados iiil , 

ivl y viii) de la misma definici6n y se sugiere al lector, como 

ejercicio, verificar que se satisfacen algunos de los postulados 

restantes. 

iii) 3 O E L(V, W) tal que O+T = T, ~ T E L(V, W). 

Sea O: V + W la transformaci6n lineal definida por 

o<vJ o , ~ v E v 
w 

(verifique que dicha transformaci6n es lineal) 

Entonces, si T es una transformaci6n cualquiera de L(V, W), 

~ v E V se tiene que 

(O+Tl (v) 

(O+T) (v) 

o<vl +T<vJ' 

o + T<vl 
w 

Finalmente, por X.3.1. 

O+T = T 

lo que demuestra el enunciado iii) • 

por il de X.3.2 

por definici6n de O 

por iii) de IX.l.l 

iv) ~ T E L(V, W) 3 -T E L(V, W) tal que -T+T = O. 

Sea -T: V + W la transformaci6n lineal definida por 

<-Tl (vl -[T<vl]• ~vE v 

Entonces, ~ v E V se tiene que 
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[-T+T] (v) = (-T) (v) + T(v) 

- [T cv'l J + T cv'l 

[-T+T] (v) 

Finalmente, por definici6n de o 

-T+T = O 

lo que demuestra el enunciado iv). 

por il de x.3.2 

por definici6n de -T 

por iv) de IX.l.l 

viii) (a + BlT aT + ST; ~ T E L(V, W) y ~ a, S E K. 

Sea T: V + W una transformaci6n lineal cualquiera. Enton -

ces, .~· v E V y ~ a, B E K se tiene que 

[Ca + BlT] Cvl 

[Ca + Bl T] Cvl 

Ca + Bl TCvl 

aT(v) + ST(vl. 

(aT + ST) (v) 

Finalmente, por X.3.1 

(a + BlT = aT + BT 

por ii) de X.3.2 

por viiil de xx.l.l 

por i) de x.3.2 

lo que demuestra el enunciado viii). 

D 

Veamos ahora la relaci6n que existe entre las operaciones con 

transformaciones lineales y las operaciones con'matrices. Para 

ello consideremos nuevamente las transformaciones S y T definidas 

por 

S(x, y, z) • (x + 3z, 2x -y) 
y 

T(x, y, z) m (x + y; X + y) 
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cuya suma está definida por la regla 

(S+T) (x, y, z) = (2x + y + 3z, 3x) 

Si determinamos las roatrices asociadas a S y a T obtendreroos 

[: 1 

:] M(S)=[: 
o 

:] y M(T) 
-1 1 

sumando estas matrices se llega a 

M(S) + M(T) [: : :] 
Por otra parte, la matriz asociada a S+T es 

[: 
1 

:] M(S+T) = 
o 

Como el lector puede darse cuerita, esta matriz es igual a la 

se obtuvo sumando las matrices asociadas a S y a T¡ es decir 

M(S+T) = M(S) + M(T) - (1) 

Una situaci6n similar ocurre con el producto por un. escalar. 

Por ejemplo, para la ~isma transformaci6n S se obtuvo 

(3S) (x, y, zl = (3x + 9z, 6x - 3yl 

Cuya matriz asociada es 

o 

-3 :] 

que 
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la cual coincide con la que se obtiene al multiplicar por 3 la ma-

triz asociada a S, puesto que 

3 M(S) [ . ] [ 1 o 3 3 

3 
2 -1 o 6 

o 

:] -3 

y en consecuencia 

M(3S) 3M(S) 

En general, para cualquier escalar a se tiene que 

M(aS) = aM(S) (2) 

Las expresiones (1) y (2)· se verifican para cualquier S, T y a, e~ 

mo demostraremos más adelante. Esto nos permite realizar operaci~ 

nes de adici6n y multiplicación por un escalar, para transformaci~ 

nes lineales, efectuando dichas operaciones con las matrices aso -

ciadas. 

As!, por ejemplo, para sumar las transformaciones S y T, de R3 en 

R3 , definidas por 

S(x, y, Z) 

T(x, y, z) 

(3x - 4y, 2y + z, -2x) 

(2y + z, O, 3x + y + 2z) 

pOdemos obtener primero sus matrices asociadas 

M(S) [ 
3 -4 o] 
o 2 1 

-2 o o 

y M(T) = [: : ~] 
3 1 2 

y despu6s sumarlas 
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M(S) + M(T) 

Por la expresi6n (1) esta matriz es igual a la matriz asociada a 

S+T¡ por lo que 

M(S+T) 

Una vez que tenemos la matriz asociada a S+T, su regla de corre~ -

pendencia se obtiene, como ya vimos, multiplicando esta. matriz por 

un vector arbitrario del dominio. As! se llega finalmente a 

(S+T) (x, y, z) = (3x - 2y + z, 2~ + z, x + y + 2z) 

1 Para multiplicar por un escalar,· por ejemplo ~· la transformaci6n 

S, bastarA con multiplicar su matriz asociada 

M(S) u -: :] 
por dicho escalar 

[
jo -

2
1 ~] i M(S) = "' 

-1 . o o 
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Entonces, la matriz asociad~ a js es 

de donde 

[ 
~ -2 o] 
o 1 1 

! 
-1 o o 

tjsl (x, y, z) = (~x -2y, 'y + l' -xl 

Como el lector se habrá dado cuenta, las expresiones 

M(S+Tt = M(S) + M(T) 
y 

M(aS) aM(S) 

(1) 

(2) 

nos indican que el espacio de las transformaciones. lineales de 

Rm en Rn y el espacio de las matrices de mxn son isomor¡os, bajo· 

el concepto de matriz asociada. 

Desde un punto de vista más general, puede concluirse que el is~ -

morfismo se presenta entre el espacio de las transformaciones 1! -

neales de V en w (donde V y w son espacios cualesquiera de dime~ -

si6n m y n respectivame~te) y el espacio de las matrices de mxn¡ 

en este caso bajo el concepto d·e matriz asociada referida· a dos 

bases. Al respecto se tiene el siguiente teorema 
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x.3.5 TEOREMA 

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, con 

dim V = m y dim W = n, y sea L(V, W) el conjunto de toda's las. 

transformaciones lineales de V en W. Si A y B son bases de 

V y W respectivamente; entonces ~S, T E L(V, W) y~ a E K: 
~ 

i) M~ (S+T) 

ii) M~(aS) aM~(S) 

DEMOSTRACION 

i) Sean S, T·E L(V, W), y v un vector cualquiera de V. Por defi­

nici6n de M~ (X.2.1) se tiene que 

M~ (S+T) (v) A = [!S+T) (V)) B - - - (1) 

Por otra parte, por ii) de VI.3.3 sabemos que 

[M~ (S) + M~ (Tl] (V) A = M~ (S) (v) A + M~ (T) (v) A 

y por definici6n d~ M~ (X.2.1) 

Adem&s, puesto que 

se tendr& que 
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y en consecuencia, por i) de X.3.2. 

- - - (2) 

Entonces,por la unicidad de M~ estableci"da en X.2.1, de (1) y 

(2) se sigue que 

como se querta. 

La demostraci6n de la parte ii) se deja al lector como ejercicio. 

o 
composici6n 

Una operación que resulta de especial inter§s por sus aplicaciones 

es la composición de transformaciones, la cual es un caso particu­

lar de la composici6n de funciones ya conocida por el lector. . . 

Efectuar la composici6n de dos transformaciones equivale a reunir 

sus efectos en ·una sola transformaci6n, como se describe a cont! -

nuaci6n. 

Si T: U + V es una transformaci6n y ü es un vector de U; al apl! -

car a u la transformaci6n T obtenemos el vector T(Ü), que es un 

vector de v. Si adem!s est4 definida una transformaci6n S: V + W, 

y aplicamos 6sta al vector T(Ü), obtendremos el vector s[T(Ül], 

que pertenece al espacio w. 

A partir de ambas transformaciones puede definirse una transforma­

ci6n de u en w que asigne directamente-al vector ü E U el vector 

S [T (Ü) J E w. Dicha transformaci6n se representa con SoT ( lbse 

"S composici6n T") y se conoce como la composiei6n de S y T. 
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Estas ideas se.representan grSficamente en la siguiente figura 

De acuerdo con lo anterior, podemos establecer formalmente la defi 

nici6n de composici6n como sigue. 

X.3.6 DEFINICION 

Si T: U + V y S: V + W son dos transformaciones·, SoT es una 

transformaci6n de U en W definida por 

(S oT) (u) = S [T (ul] ; Y. u e: U 

As!, por e)emplo, si T: R9 + R2 es aquella que transforma un vec -

tor cualquiera del espacio cartesiano en su proyecci6n sobre el 

plano X - Y; es decir 

T(x, y, z) = (x, y); Y. (x, .y, z) e: R9 

y S: R2 + R2 es una transformaci6n que consiste en girar un vector 

cualquiera del plano un 4ngulo e en sentido positivo; entonces la 

transformaci6n SoT asocia a cada vector del espacio su proyecci6n 

sobre el plano girada un 6ngulo e en sentido positivo. 

Puesto que la transformaci6n S de este ejemplo es una transform~ -

ci6n lineal, podemos obtener f4cilmente su regla de corresponden -

cia a partir de su matriz asociada. Se tiene entonces que 



735 

(0,1) 
S(O,l) 8 

(1,0) 

S(l, O) ~ (cose, sena) S(O, 1) ~ (-sena, cose) 

por lo que 

M(S) [
cose 

sen e 
-····] 
·cose 

de donde 

S(~, ,y) ~ (xcose- ysená, xsene + ycose); y (x, y) E R2 

Si ahora queremos. obtener 1~ regla de correspondencia de SoT, de 

la definici6n X.3.6 se sigue que 

(SoT) (x,y, z) 

(SoT) (x,y,z) 

S[T(x,y,zl] 

S(x,y) 

(xcose-ysene, xsene+ycose); Y (x,y,z) E R3 

Esta ditima expresi6n·es la regla de correspondencia de SoT, para 

las transformaciones S y T del ejemplo. 

Es importante hacer notar que la composici6n no es una operaci6n 

conmutativa. En algunos casos resulta que SoT ~ ToS y en algunos 

otros existe SoT pero no existe ToS, como en el caso del ejemplo 

anterior. 

En efecto, para las transformaciones del ejemplo anterior se tie­

ne, por X.3.6, que 
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(ToS) (x, y) T[S(x, yl] 

pero S(x, y) & R2 y T act6a sobre vectores de R3 , por lo que no pu~ 

de obtenerse T[S(x, yl] y la transformaci6n ToS no está. definida. 

En el ejemplo siguiente existen soT y ToS, pero son diferentes. 

Sean S y T las transformaciones de R2 en R2 definidas por 

S(x, y) 

y 
T(x, y) 

Entonces 

(SoT) (x, y) 

(SoT) (x, y) 

por otra parte 

(ToS) (x, y) 

(ToS) (x, y) 

y en consecuencia 

(-2y, 3x + y) 

(x + 2y, -2x - y) 

S [T(x, yl] 

S(x + 2y, -2x -y) 

(-2 [-2x - y], + 3 [x + 2y] + [-2x - yj) 

(4x + 2y, x + Sy) 

T[S(x, y)i 

T(-2y, 3x + y) 

(-2y + 2[3x + y], -2[-2y] ':'" [3x +y]) 

(6x, -3x + 3y) · 

SoT '/' ToS. 

como se hab!a dicho. 

La composici6n de dos transformaciones lineales siempre es uria 
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transformación lineal, como lo establece el siguiente enunciado 

X.3.7 TEOREMA 

Si T: U ~ V y S: V ~ W ~on transformaciones lineales, 

entonces SoT es una transformaci6n lineal. 

DEMOS~RACION 

Sean T:' U~ V y S: V~ W dos tr.ansformaciones lineales, u 1 , u 2 

dos vectores cualesquiera de U y a un escalar arbitrario del campo 

sobre el que están definidos los espacios u, V y w. Entonces: 

(SoT) (au¡ + Ü2) s[T(au 1 + u2l] por X.3.6 

s [aT(u¡ l + TCÜ2l] por linealidad de T 

as[TCu!l] + S[T(u2)] por linealidad de S 

(SoT) (au¡ + Ü2) =a [isoT) (u¡)] + (SoT) Cu2) por X.3.6 

y en consecuencia, de x.l. 3, SoT es lineal. 

o 
Para introducir la relaci6n e. '.re la composici6n de transformacio­

nes y· las operaciones con matrices, consideremos nuevamente las 

transformaciones S y T del ejemplo anterior, definidas por 

S (x, y) (-2y, 3x + y) 

y 
T(x, y) (x + 2y, -2x - y) 

para las cuales se obtuvo 

(SoT) (x, y) = (4x + 2y, x + Sy) 
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Si determinamos las matrices asociadas a S y a T obtendremos 

[
o -2] 

M(S) = 3 1 y M(T) 
11 ' 2] 
l-2 -1 

Multiplicando estas matrices se llega a 

M(S) M(T) [: :] 
Por otra parte, al obtener la matriz asociada a SoT encontramos 

por lo que 

M(SOT) M(S) M(T) 

Para estas mismas transformaciones, el lector puede verificar que 

M(ToS) = M(T) M(S) 

Sin embargo, también se tiene que 

M(SoT) '/- M(TOS) 

para las transformaciones de este ejemplo. 

En general, la composici6n de transformaciones lineales es equiv~ 

lente a la multiplicaci6n de matrices asociadas, como lo establece 

el siguiente enunciado cuya demostraci6n se deja al lector como 

ejercicio. 
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X.3.8 TEOREMA 

Si T: .U.+ V y S: V + W son transformaciones lineales 

y A, B, e son bases dé u, V y W respectivamente, ento!! 

ces 

M~(SoT) 

De esta manera, las propiedades de las operaciones con transforma-

ciones lineales son similares a las de las operaciones con matri -

ces. En particular, las propiedades relativas a la composici6n se 

enuncian en el siguiente teorema 

X.3.9 TEOREMA 

·Sean u, V, W y X espacios vectoriales sobre un campo K;. y F, G, 

H, s, T transformaciones lineales cualesquiera entre los espacios 

que se indica 

F: U+ V 

G: U+ V 

H: W +X 

S: V+ W 

T: V+ W 

entonces: 

i) So(F+G) 

ii) (S+T) oF 
iii) a(SOF) 

iv) Ho(SoF) 
V) Toiv =.T, 

SoF + SoG 
SoF + ToF 
(aS)oF = So(aF), Y a E K 
(HoS) oF 
I.oT = T 

" donde Iv e Iw sori las transformaciones identidad en los espacios 
v. y W respectivamente. 
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DEMOSTRACION 

Demostraremos los incisos i) y.iv), dejando al lector como ejerci­

cio la demostración de los restantes. 

i) Sean S: V+ W, F: U+ V y G: U +V, tres transformaciones li -

neales, y u E U, entonces 

[so (F+Gl}<u> s[<F+Gl <u>] por X.3.6 

S [F(u) + G(ul] por i) de X.3.2 

S [f (u)] + S [G (u)] por linealidad de S 

(SOF) (u) + (~oG) (u) por X.3.6 

[so (F+Gl] (ul [soF + SoG] (ul por i) de X. 3'.'2 

y finalmente por X.3.1 

So(F+G) = SoF + SoG 

iv) Sean F: U +V, S: V+ W, H: W + X tres transformaciones linea­

les, y u E U, entonces 

[Ho(SoF)] (u) .H [!SoFlÜ] por X.3.6 

H(S[F(ul]) por X.3.6 

(HoS) [F(u)] por X.3.6 

[Ho (SoFl] <u> [(HoS) oF] (u) por x.3.6 

y por X.3.1 

Ho(SoF) = (HoS)oF 

como queríamos. 

D 
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Inversa de una transformaci6n. 

Un problema que se presenta con frecuencia en las aplicaciones co~ 

siste en encontrar un vector cuando de ~1 se conoce su imagen bajo 

determinada transformaci6n. 

Corno ejemplo de este tipo de problema, busquemos un vector v cuya 

imagen bajo la transformaci6n T: R2 ~ R2 definida por 

T(x, y) (3y, y) 

sea el vector 

T(iTJ = (6, 21 

Para dicha transformaci6n, existen varios vectores cuya imagen ba­

jo T es el vector (6, 2). Por citar algunos tenernos los siguie~ -

tes 

(1, 2).1;.. (6, 2) 

(-3, 2).!... (6, 2) 

(0, 21.:!:.. (6, 2), etc. 

por lo que en este caso nuestro problema no ti.ene soluci6n única. 

Sin embargo, si la transformaci6n en cuesti6n consiste en girar un 

vector del plano un ángulo 6, digamos 60°, en sentido positivo; p~ 

ra determinar el vector~ cuya imagen sea un vector conocido w, 

bastará con girar el vector w un ángulo de 60° en el sentido nega­

tivo, lo cual nos conduce a un único vector v. 

Si llamarnos T a la transformaci6n que gira al vector 60° en senti­

do positivo y H a la que lo. gira 60° en sentido negativo, tendr~ -

rnos que H nos permite "regresar" cualquier vector del recorrido de 
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T al vector del dominio del cual procede. 

En otras palabras, la transformaci6n H "cancela" los efectos prod.J:! 

cidos por la transformaci6n T. Tambi~n T cancela los efectos pro-

. ducidos por H. 

A la transformaci6n H se le conoce como inversa de T y se le repr~ 

senta con T- 1 . 

En general, si T: V + W es una transformaci6n, se llama inversa de 

T.y se representa con T- 1 a una transformaci6n de W en V tal que 

V, V. V E V (1) 

W, V. W E W (2) 

Una representaci6n gráfica para este·concepto es la .siguiente 

Empleando la definici6n de composici6n, las expresiones (11 y (2) 

pueden escribirse de la siguiente manera 

(T-1 oTI (vi 

(ToT- 11 <wl 

V; V. V E V 

w; V. w E W 

Considerando la definici6n de transformaci6n identidad, dichas ex-

presiones son equivalent.es a 
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ToT-1 I 

w 

74): 

por lo que el concepto de transformación inversa puede tambi~n de~ 

finirse, en t~rminos mlis. "algebraicos", de la siguiente manera. 

X.3.10 DEFINICION 

Si T: V~ W es una transformación, se llama inversa de T·a una 

transformación T- 1 : W ~V tal que 

i) T-1oT 

y ii) ToT- 1 

I 
V 

I 
w 

donde Iv e Iw son las transformaciones identidad en V y en W res -

pectivamente. 

Cabe comentar que algunos autores .definen como "inversa por-la iz­

quierda" de T a una transformación T- 1 que satisface la expresión 

i), y como "inversa por la derec,ha" a una que satisface la expr~ -

sión ii). 

Sin. embargo, se puede demostrar (y se sugiere al lector hacerlo) 

que una inversa por la izquierda es tambi~n inversa por la derecha 

y, en consecuencia, es una .inversa en los 't~rminos de la defini 

ción X.3.10. 

Con relación al concepto de inversa surgen de inmediato dos pregun 

tas 

iTodas las transformaciones tienen inversa? 

¿Es dnica la inversa de una transformación? 
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La respuesta a la primera pregunta es negativa, corno se sigue de 

los ejemplos anteriores. 

En efecto, para la transformación T: R2 + R2 definida por 

T(x, y) = (3y, y) 

es imposible definir una transformación T-1 tal que 

T- 1 [T(x, y)].= (x, y) 

puesto que existen varios vectores del dominio con una misma irna -

gen bajo T. 

Por ejemplo, ¿cuál ser!a la imagen bajo T- 1 del vector (6, 2)?. 

T-1 (1, 2) 

~ 
G) (6, 2) (-3, 2) 

~ 
(O, 2) 

Podr!a ser cualquiera de los vectores indicados en el esquema ante 

rior, lo cual no es permitido para una transformación. 

Otra razón por la que no puede definirse en este caso una transfor 

rnación T- 1 : R2 + R2 , es que existen vectores del codorninio que no 

son imagen bajo T de vector alguno del dominio. 

Por ejemplo, el vector (1, 1) pertenece a R2 pero no pertenece al 

reco.rrido de T, por lo que no se le puede asignar imagen bajo T- 1 • 

(1, 1) 

Las dos situaciones por las cuales la transformación anterior care 
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ce de inversa no se presentan en el caso de la transformaci6n que 

gira un vector 60° en sentido positivo, puesto que, en este caso: 

1) Todos los vectores del dominio tienen diferentes imágenes bajo 

la transformaci6n, por lo que se dice que t;sta es "uno a uno". 

2) Todos los vectores del codominio son imagen de algún vector 

del dominio, bajo la transformaci6n en cuesti6n, por lo que se 

dice que t;sta es "sobre". 

Como veremos a continuaci6n, tales características constituyen una 

condici6n necesaria y suficiente para la existencia de la inversa 

de una transformaci6n. 

X.3.ll DEFINICION 

Sea T; V + W una transformaci6n, se dice que 

i) T es uno a uno si T(V¡) 

ii) T es sobre si T(V) = W 

iii) T es biyectiva si es uno a uno y es sobre 

X.3.12 TEOREMA 

Sea T: V + W una transformaci6n. T-l existe si y 

s6lo si T es biyectiva 

DEMOSTRACION 

Sea T una transformaci6n biyectiva 

Si w E T(V), por i) de X.3.ll, existe un único vector v E V tal que 
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Sea S una transformación definida por 

erttonces,. s[rtiiJ =V de sustituir w por T(v) 

tsoTI til -
V por X.3.6. 

es decir, 

Además, por ii) de X. 3.11, 

~ w E W existe i E V tal que 

Ttil = ;¡. 

T!stwlJ=w por definición de S 

(ToS) (w) = w por X.3.6 

esto es, ToS = I~ 

Por lo tanto, de X.3 .• 10, s = T- 1 y la inversa existe. 

Ahora demostraremos que si T-1 existe, T es biyectivc¡l 

(T-1oTI tid T-1 [T(v1ll por X.3.6 

(T-1oT) (v1 1 Vl por i) de X.3.10 

por lo tanto T-1[T{vl)) = V1 - (1) 

(T-1oTI tv2l T-1 [T(v2ll por X.3.6. 

(T-1 oTI til2l v2 por il de X.3.10 
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-1 - -
luego T [T(Vz)] = vz - - - (2) 

De (1) y (2) T(~1l = T(~z) ~mplica v1 vz 

y T es uno a uno 

Sea ahora w E W 

-1 -
(ToT ) (w) w 

-1 - -
T[T (w)] = w 

T<v> w 

luego T(V) = W y T es sobre 

por ii) de X.3.10 

por X.3.6 

v E V tal que 

Por lo tanto, de iii) de X.3.11, T es biyectiva y la demostraci6n 

termina. 
D 

Con relaci6n a la unicidad de la inversa se tiene que, cuando T- 1 

existe., dicha transformaci6n es única. Esta propiedad se estable-

ce, junto con algunas otras, en el siguiente teorema. 
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X.3.13 TEOREMA 

Si F: U ~ V y T: V ~ W son dos transformaciones biyectivas, 

y >. es un escalar del campo sobre el que están definidos 

V y W, entonces: 

i) T- 1 es Gnica 

ii) (T-1) -1 

iii) ('j:'o.F) - 1 

DEMOSTRACION 

T 

-1 -1 F oT 

Se demuestran a continuaci6n las propiedades i) y iii) 

i) Sean H y M dos inversas de T. Entonces,· por i) de X.3.10 

HoT I 
V 

y 

En consecuencia 

HoT MoT 

por lo que 

MoT 

(HoT)oH (MoT) oH 

Entonces, por iv) de .. x.3.9 

Ho(ToH) =. Mo(ToM) 

y por ii) de X.3.10 

Hol MOl 
w w 
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Finalmente, por v) de X.3.9 

H M 

y la inversa es dnica. 

por iv) de X.3.9 

por iv) de X.3.9 

por i) de X.3.10 

por V) de X.3.9 

por i) de X.3.10 

En consecuencia, F- 1 oT-1 es la inversa de ToF, como se prete~ 

d!a demostrar; 

o 
Como el lector se habrá dado cuenta, lo que hasta ahora hemos vis-

. to con relaci6n a la inversa se refiere a transformaciones cuales-

quiera, y los enunciados son aplicables incluso al caso más gen~ -

.ral de funciones. En lo que sigue aplicaremos estas ideas al caso 

particular de las transformaciones lineales. 

X.3.14 TEOREMA 

Sea T: V+ w una transformaci6n lineal: Si T- 1 existe 

entonces es una transformaci6n lineal 

OEMOSTRACION 
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T(v1l w1 ( 1) 

- (2) 

por i) de X.3.10 

por X.3.6 

sustituyend~ (1) es la última igualdad, tenemos 

- - - (3) 

de manera semejante 

(4) 

Sean K el campo sobre el que están definidos V y w, y ~ E K, enton 

ces 

por i) de X.3.10 

pot X.3.6 

-1 - -
T [~T(v¡) + T(v2l] por linealidad de T 

-1 - -
T (~w1 + w2) de sustituir (1) y (2) 

Sustituyendo (3) y ·(4) en el ·primer miembro tenemos 

-1 - -1 -
~T (w¡) + T (W2) 

-1 - -
T (~Wl + W2) 

-1 y de X.l.3, T es lineal, como quer!amos. 

D 

En el caso particular de una transformación lineal cuyo dominio. es 

un espacio de dimensión finita, la condición necesaria y suficien-

te para la existencia de la inversa puede enunciarse de la siguie!!_ 

te manera. 
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X.3.15 TEOREMA 

Sean V un espacio de dimensi6n finita y T: V + W una transforma 

ci6n lineal. T- 1 existe si y s6lo si dim V dim W y 

N(T) (o } 
V 

DEMOSTRACION 

Sean dim V= dim·w, N(T) 

es decir, 

por linealidad de T, 

luego, por ii) de x.1.2, V1 - V2 E N(T) 

ya que N(T) o 
V 

esto es, vl 

por lo tanto, Tlv1l 

y T es uno a uno. 

Además, de IX.2.11, dim .N(T) O, luego, de X.l.7, 

dim V = dim T(V) 

pero, dim V = dim W, por hip6tesis 

entonces, dim W = dim T(V) 

y, por i) de X.l.S, W = T(V) 

es decir, Tes sobre i, de X.3.12, T- 1 existe. 
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Ahora supongamos que T- 1 existe entonces, 

T es biyectiva por X.3.12 

N(T) {O } 
V 

por x.l.4 y i) de X.3.11 

dim W dim T(V) por ii) de X.3.11 

dim V dim w por X.l.7 y IX.2.11 

y la demostración termina. 

o 
Observe que las condiciones que establece el teorema X.3.15 para 

la existencia de la inversa son equivalentes a que la matriz aso -

ciada ·a la transformación sea cuadrada y no singular. 

En otras palabras, la transformación T tiene inversa si y sólo si 

la matriz M:(T) tiene inversa. 

Supongamo~ ahora que T: V + W es una transformación lineal para la 

cual existe su inversa T- 1 : W +V, que dim V= n y que A, B son ba 

ses de V y W respectivamente. 

Entonces, por i) de X.3.10 

de donde 

pe'ro, por X.2.2 ·la matriz M~(Iv) es la matriz id~ntidad In' por lo 

que 

1 
n 
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Por otra parte, de X.3.8 se tiene que 

y en consecuencia 

por lo que M!(T- 1 ) es la matriz inversa de M:(T), es decir 

De esta manera, la matriz asociada a T- 1 (referida a las bases B y 

A) puede obtenerse invirtiendo la matriz asociada a T '(referida a 

las bases A y B). 

Con lo anterior hemos demostrado el siguiente teorema 

X.3.16 TEOREMA 

sean T: V + W una transformación lineal, V un espacio de dimen 

sión finita y A, B bases de V y W respectivamente: 

i) T:. 1 existe si y sólo si 

ii) Si T- 1 existe, entonces 

M:(T) es no singular 

MB(T-1) = (MA(T))-1 
A B 

Apliquemos ahora este teo~a a las transformaciones de los dos 

ejemplos que hemos visto en este apartado. 

Como en ambos casos se trata de transformaciones de R2 en R2 ,' uti­

lizaremos, por sencillez, la base canónica de R2 para el dominio y 

el codominio. 

Para la transformación definida por 

T!x, y) = (3y, y) 
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su matriz asociada es 

la cual es, claramente, una Iilat.riz singular. 

En consecuencia, por i) de X.3;16, no existe T- 1 • 

Para la transfo~aci6n S que consiste en girar un vector del plano 

un ángulo e en sentido positivo, encontramos que 

[ 
cos e -sen e J 

M(S) 

sen e cos e 

En particular, si e 60° se tiene 

M(S) [ t 'i] 
13 1 
2 2 

Para determinar .si esta matriz es no sing!llar y obtener ·su· inversa, 

procedemos como en la sección VI.4 

[; 
.0 1 o } [;, -13 2 

:] [: 
-13 .2 

:] 
2 ... 

1 O· 1 1 o 4 -213 2 

[: -13 2 o 

J [: 
o 1 .. 

~] 2 
... ... 

1 13 1 1 13 -T 2 -T 

Concluimos entonces que M(S) es no singular y su inversa es 
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[M(S) J- 1 [ i 1] 
-13 1 
2 2 

'En consecuencia, por i) de X.3.16 existe s- 1 , y por ii) de X.3.16 

=[i ;;]· 13 1 
-2 2 

de donde se obtiene 

5~1 ( . ) _ (X + /Jy -/Jx + Y) 
x, y - 2 , 2 

que es la regla de correspondencia de s- 1 . 

Finalmente aplicaremos el teorema anterior a un ejemplo en el que 

no se tengan bases can6nicas. 

Para ello consideremos una transformaci6n T del espacio vectorial 

real 

V = {ax 2 + bx + e 1 a, b, e E R} 

en el espacio vectorial real 

w [a b] a, b, e E R 
b c. 

definida por· 

T(ax 2 + bx + e) 

y consideremos las siguientes bases para· V y W respectivamente 

------------------
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A {x2' x, 1} 

B [: :] [: :] [: :JI 
La' matriz asociada a T, referida a estas bases, resulta ser 

[: 
o 

_:] M~ (T) 3 

o 

Para determinar si esta matriz es no singular, y obtener· su 

sa, procedemos como sigue 

[: 
o 1 1 o 

:] [: o 1 1 o 

:] 3 o o 1 + 3 o o 1 

o -1 o o o -2 -1 o 

r o 1 1 o 

_¡] [: 
o o 1 b 

_IJ 
2 

+ o 1 o o 1 
+ 1 o o 1 

3 3 
o o 1 1 o o 1 

,l o 2 2 

se tiene entonces que M~(T) es no singular y que su inversa 

[MA (T) J- 1 
B 

inver-

+ 

es 

En consecuencia, por i) de X.3.16 existe T- 1 y por·_ii) de X.3.16 

sabemos que 
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[; 
o _; l MB (T-1) 1 

A 3 
o 

Para obtener la regla de correspondencia de T- 1 a partir de esta 

matriz, debernos calcular las coordenadas de una matriz arbitraria 

de·W 

w = [: :] 

en la base B, las cuales son 

Entonces, por X.2.1 se tiene que 

-1 -
[T (w) )A [; ! -! l [ : l [ :r l 

por lo que la regla de correspondencia de T- 1 es 

x + a-e -2-

Para verificar que ~sta e .. la regla de correspondencia de T- 1 , .apli 

quemas sucesivamente las transformaciones T y T.- 1 a un vector arbi 

trario del espacio v·. Se obtiene entonces que 

f~ 
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ax 2 + bx + e .1.. [

a+c 

3b 

3b J 1' ~ ax 2 + bx + e 

a-e 

como cabfa esperar. 

X.3.17 EJERCICIOS 

1.- Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K y L(V, W) 

el conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W. 

Demostrar que V T, S E L(V, W) y V a• 8 E K 

i) a(T+S) = ~T +aS 

ii) a(8T) = (a8)T 

2.- Sean S: V~ W, T: V~ W dos transformaciones lineales, A y B 

bases de V y W respectivamente y K el campo sobre el que están 

definidos V y w. 

Demostra<: .,ue 

3.- Para las siguientes transformaciones lineales 

S: R3 + R2 tal que S(x, y, z) = (x + y, y + z) 

T: R2 + R2 tal que T(x, y) = (x + y, X - y) 

U: R3 R3 tal que U(x, y, Z) = (x, y, O) 

V: R2 + R2 tal que V(x, y) = (-x, X + y) 

Obtener, si existen 

a) S+T; b) 2T-V; e) SoU; d) UoS; e) (SoU) + 3S 
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4.- Sean T: U~ V, S: V~ W dos transformaciones lineales y A, B, 

e bases de U, V y W, respectivamente. 

Demostrar que 

5.- Sea T la transformaci6n que aplicada a un vector del plano lo 

transforma en su simétrico respecto al eje y; y sea S tal que 

{ ( 1, 1) ,(O, -1) } y B={ ( 1, O, 1) , (O, 1, 1.) , ( 1, 1, O} 

Hallar la regla de correspondencia de SoT. 

6.- Sean U, V, w espacios vectoriales sobre un campo K, Iv e Iw 

las t.ransformaciones identidad en V y W, respectivamente, y 

S: U~ V, T: V+ W dos transformaciones lineales. Demostrar 

que 

i) cx(ToS) = (cxT)oS = To(cxS),V a~ K 

ii) Tolv T, I oT = 'r 
w 

7.- Para cada una de las siguiente·s transformaciones· 

T(x, y, z) (x + z, x - z, y) 

S (x, y, z) (x + y, z - x, y + z) 

H = UoU, donde U(x~ y, z) = (O, x, y) 

D(ax 3 + bx 2 + ex) = 3ax 2 + 2bx + e 

Determinar si existe o no su inversa y en caso afirmativo obte 

nerla. 
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B.- Sea T: V+ W una transformaci6n biyectiva y A un escalar del 

campo sobre el que están definidos V y w. 

Demostrar que 

i) (T- 1 )-l = T 

ii) (AT)- 1 = ).- 1 T- 1 , si A "O 

9.- La figura de la derecha puede. obtenerse a partir efe la figura 

de la izquierda mediante una transformaci6n lineal: 

10 2 . 12.5 

·1 
' / .... ./ 

~ 

' / X 

\ I· ' / _,"' 8' ....... 

\ 
)(A !"-----"' 

/ ' 
/ ' 

/ ', 
10 5 5 

a) Obtener la regla de correspondencia de dicha transforma -

ci6n. 

b) Investigar si es posible localizar en la figura de la i~ 

quierda los puntos cuyas imágenes bajo la transformaci6n 

son los A y B señalados .en la figura de la derecha. ·oe 

ser posible,localizarlos 
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X.4 VALORES Y VECTORES CARACTERISTICOS 

En esta sección trataremos con transformaciones' de un espacio vec-

torial en si mismo; ·esto es, transformaciones del tipo 

T: V+ V 

a las que se conoce con el nombre de ·~operadores". 

Para este tipo de transformaciones pueden haber vectores que no se 

modifiquen al aplicar la transformación~ o cuya modificación con -

sista Gnicamente en quedar multiplicados por un escalar. Es de -

cir, pueden existir vectores tales que 

T(v) ,'AV 

donde '/.. es un escalar. 

Geométricamente, si V = Rn esto significa que dich<;>s vectores no 

cambian de dirección al· aplicar la transformación, sino que sólo 

cambian de tamaño (si'/..= 1) o de sentido (si'/.. < 0). 

A tales vectores se les llama "vectores característicos" del oper~ 

dor T, y a los escalares se les conoce como "valores característi­

cos" de .dicho operador. 

Se tienen varios sinónimos para estos conceptos y entre los más c2 

munes podemos citar los siguientes: eigenvector y eigenvalor, vec 

tor propio y valor propio, autovector y autovalor, etc. 

Los valores y vectores característicos nos permiten encontrar pro­

piedades "intrínsecas" de los operadores; esto es, propiedades que 

son independientes del sistema de referencia que se elija. Además 

constituyen una valiosa herramienta para la soluciÓn de diversos 
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problemas de aplicación. 

En la presente sección nos ocuparemos primero de su definición y 

características fundamentales, asf como de un procedimiento para 

obtenerlos en el caso de espacios de dimensión finita. Posterior-

mente los aplicaremos al análisis de la existencia y obtención de 

una representación matricial diagonal. 

Valores y vectores característicos. Definición y propiedades. 

Para introducir los conceptos de valor y vector característico me­

diante un ejemplo, consideremos el operador T: R2 + R2 definido 

por 

T(x, y) = (2x + y, 6x + y) 

Si aplicamos dicho operador al vector 

encontramos que 

T(v¡) = T(l, 21 = <4, a> = 4(1, 21 4vl 

Esto es; la transformación solamente lo multiplicó por 4. 

Geométricamente podemos decir que no le cambió la dirección sino 

únicamente su tamaño, el cual aumentó cuatro veces, como se apr~ -

cia en la siguiente figura 

y 
1 T(V1) 

1 
1 

1 
1 
'v, 

X 
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Se dice entonces que el nüme,ro 4 es u¡;¡ 'valor característico de es-

te operador y que el vector v1 (1, 2t es un vector característi-

co de T correspondiente al valor 4. 

Si aplicamos ahora el operador T a los vectores 

Vz (3, 6) 

y 
V3 (-2, -4) 

encontramos que 

T(3, 6) = (12, 24) = 4 (3, 6) 

T(-2, -4) = (-8, -16) = 4(-2, -4) 

por lo que v 2 y v 3 también son vectores característicos de T co -

rrespondientes al valor 4. 

Sin embargo, no todos los vectores característicos corresponden al 

mismo valor. Por ejemplo, para los vectores 

Y• 11, -31 
y 

v 5 (-2, 6) 

se tiene 

T(l, -3) 

y 
Tlvsl = Tl-2, 61 

(-1 1 3) 

(2, -6) 

(-1) (1¡ -3) 

(-1) (-2, 6) 

1-11v. 

(-l)vs 

por lo que v, y v 5 son vectores característ'icos de T correspondi.e_!! 

tes al valor característico -1. 

Es fácil darse cuenta· que no, todos los vectores del dominio son 

vectores característié:.os del operador, ya que en general éste modi 

fica tanto la magnitud como la dirección de los vectores. 
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Esto Gltimo sucede, por e)emplo, con los vectores 

V6 = (1, 31 

V7 (-1, 51 

Va (-1, 01 

para .los cuales se tiene que 

T(V6 1 

T(V?I 

T(va 1 

T(l, 31 = (5, 91 

T(-1, 51 

T(-1, 01 

(3, -11 

(-2, -61 

por lo que T modifica la magnitud y dirección de éstos, como se 

.aprecia en la siguiente figura 

1 
1 

~y 

1 
1 

l T('v11. 

1 
1 

f 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
T(V11 

Enunciaremos a continuación una definición general para los conceE 

tos discutidos en el ejemplo. 
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X.4;1 DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea.T: V+ V un operador li 

neal. Si existe un vector v E V, v ~ O, tal que 

para algún escalar A E K; entonces se dice que A es un valor ca­

racter!stico de T y que v es un vector c~racter!stico de T CQ -

rrespondiente a A. 

Obsérve que la definición anterior excluye al vector cero como ve~ 

tor caracter!stico. Esto se debe a la conveniencia de que todo 

vector c.aracter!stico corresponda a un solo valor caracter!stico. 

Empero, esta definición permite al escalar cero ser un valor carac 

ter!stico. 

Veamos a continuación algunos ejemplos más de valores y vectores 

caracter!sticos. 

l. Para la transformación identidad 

I: V+ V 

todos los vectores no nulos de V son vectores caracter!sticos 

correspondientes al valor 1, puesto que 

V 

2. Para la transformación cero 

0: V+ V 

todos los vectores no nulos de V son vectores caracter!sticos 

correspondientes al valor O, puesto que 
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O(v) o·"· 'f v E v 

3. Para un operador lineal cualquiera 

T: V-+- V 

todos los vectores no nulos del ndcleo son vectores caracter!~ 

ticos correspondientes al valor O; 

En especial; si N(T) {0 } entonces el escalar cero no es un 
V 

valor caracter!stico de T. 

4. Para el operador .derivaci6n definido por 

D(f) f' 

en el espacio de las funciones reales de variable real, sus 

. vectores caracter!sticos son aquellas funciones f no nulas ta-

les que 

f' = ).f 

para algGn ). E R. Esta es una ecuaci6n diferencial cuyas sol~ 

ciones están dadas por la expresi6n 

f(x) = ce>.x 
., 

donde e es una constante arbitraria. 

En efecto, se tiene que 

por lo que todas las funciones exponenciales de la forma ce).x 

son vectores caracter!sticos del operador D correspondientes" 

al valor >., ~ ). E R. Adem~s, todos los nGmeros reales son va­

·lores caracter!sticos del operador D. 
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Una de las propiedades m§s útiles de los vectores caracter!sticos 

es la que establece el siguiente teorema . 

. X. 4. 2 TEOREMA 

Sea T: V+ V un operador lineal y sean v 1 , v 2 , ••• , vk vectores 

caracter!sticos de T correspondientes a los valores l 1 , l 2 , ••• ,lk 

respectivamente. Si li ~ lj Vi ~ j, entonces el conjunto 

{vl, vz, ... , vkl es linealmente independiente. 

DEMOSTRACION 

Se har§ por inducción matem§tica 

I) Si k 1 

por iv) de IX.l.3, considerando que, de X.4.1, v 1 ~ O 

<>1V1 o . > <ll o 

por lo que v 1 es linealmente independiente. 

II) Suponemos que el conjunto {v1, Vz, ••• , vk} es linealmente inde 

pendiente para k = n. 

Por ii) de IX;2.3 

O ) <>1 = <>z =. · .= <>n o ---(1) 

Para k n + 1 la ecuación de dependencia es 

--:..(2) 

Aplicando el operador T a ambos miembros tenemos, por lineali-
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dad de T, 

81T(i1l + 8zT(izl + ... + BnT(inl + 8n+1T(in+1l ~ 

Por X.4.1 

Por otra parte, multiplicando (2) por An+l se obtiene 

Restando (4) de (3) y factorizando 

y ·de (1), 81 (Al - Anul 

82 Pz - Anu l 

o 

o 

an = O 

Además, A1 , A2 , ••• , An+í son diferentes por hip6tesis 

es decir, Ai - An+l ~ O, i 1, 2, .•• , n 

luego 81 o 

de (2), 8n+1Vn+l O 

---(3) 

o ---(4) 

y en virtud de que, por X.4.1, Vn+l ·~ O se tiene 8n+l O 

luego, V k € N 

y el conjunto {vl, Vz, ••• , vk} es linealmente independiente. 

o 
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Es imp~rtante hacer notar 'que el reciproco de este teorema no es 

válido. Es decir, si un conjunto de vectores caracteristicos es 

linealmente independiente, los vectores no necesariamente corre~ -

ponden a valores caracteristicos diferentes. 

Por ejemplo, para la trans~ormaci6n identidad 1 :' R3 + R3 , todos 

los vectores no nuios de R3 son vectores caracteristicos de 1 aso-

ciados al valor 1 , por lo. que la base can6n'ica de R 3 

{(1, O, O), (0, ·1, 0), (0, O, 1)} 

es un conjunto linealmente'independiente formado'por tres vectores 

caracteristicos correspondientes al mismo valor. 

Los ·valores y vectores ca.racter·isticos tienen las 'siguientes pr.2_ -

piedades elementales, cuya demostraci6n se de'ja al lector como 

ejercicio. 

X.4.3 TEOREMA 

Sean V un espacio. vectorial· sobre K, T :· V + V un operador .lineal 

y v un vector caracteristico de T correspondiente al valor A: 

il El escalar A es iinico. 

ii) Y k & K, k ~ O, el vector kv es un vector caracteristico de 

T correspona1ente a A. 

iii) Si Ü es un vector caracteristico de T correspondie~te a A 

y u~- v, entonces u+ ves un vector.caracteristico de 

T ~orrespondiente a· A. 

Espacios caracteristicos y espacios invariantes. 

Analizando las propiedades· iil y iiil .del teorema anterior podemos 
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darnos cuenta que al agregar el vector cero al conjunto de vect2 -

res caracterfsticos correspondientes a un determinado valor se ob­

tiene un subespacio de V. Es decir 

X.4.4 TEOREMA 

Si T: V + V es un operador lineal y A es un valor caracterfstico 

de T, entonces el conjunto 

E (A) V e V y 

es ~n subespacio de V. 

DEMOSTRACION 

Sean v1, v2 e E (A); esto es 

T<vl > AV1 

y 
T<v2> ).V2 

Entonces 

T<vl + :¡;2) T<vl > + T!v2 > 

AVl + AV2 

T<vl + v2> "<v1 + v2> 

y en consecuencia 

V1 + v2. .e E (A) 

Además, si " es un escalar del campo 

T(avd aT(v1l 

"<'-"» 

T(avd la'-lv1 

sobre 

por i) de X.l.3 

por hip6tesis 

por vii) de IX.l.l 

- - - (1) 

el que está definido v 

por ii) de X.l. 3 

por hip6tesis 

por ix) de IX .. l.l 
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de donde 

av 1 E E(>-) 

por vi) de VIII.3.4 

por ix) de IX.l.l 

- - - (2) 

Finalmente, por IX.l.6, de (1) y (2) se sigue que E(>-) es un subes 

pacio de V. 

o 

A dicho subespacio se le denomina espacio 'caracte!'!stico, como lo 

indica la siguiente definici6n. 

X.4.5 DEFINICION 

Si T: V -+ V es un operador l.ineal y ). es un valor caracter!stico 

de T, el conjunt.o 

E(>-) {v 1 v E v y 

se llama espacio caracter!stico de T correspondiente al valor >-. 

Es claro que todos los vectores de un espacio caracter!stico se 

transforman en vectores del mismo espacio al aplicarles la trans -

formaci6n¡ esto es 

si v E E(>-) entonces T(v) E E(>-) 

En general,· cualquier subconjunto del dominio con esta propiedad 

se denomina "invariante" ba~o la transformaci6n, como se establece 

a continuaci6n 
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X.4.6 DEFINICION 

Sean T: V+ V un operador lineal y U .un subespacio. de V, se dice 

que u· es invariante bajo T si 

se tiene que T(u) E U 

De esta manera, los espacios característicos de una tránsformaci6n 

son invariantes bajo ésta, aunque no a la inversa. 

Por ejemplo, consideremos la transformaci6n T: R3 + R3 que consis­

te en girar un vector cualquiera del espacio un ~ngulo e positivo 

·alrededor del eje z, Esto es 
z 

y 

T(x, y, z) = (x cos e - y sen e, r sen e + y cos e, z) 

Al aplicar esta transformaci6n a cualquier vector del plano X,Y se 

obtiene siempre un vector del mismo plano, por lo que el subesp~ -

cio de R3 

{ (x, y, 0) 1 X, y E IÚ 

es un invariante bajo T; pero no es un espacio .car·acter!stico de 

la transformaci'6n cuando e "' n n. 

Por otra parte, el subespacio de R3 constituido por todos los vec­

tores sobre el eje z; esto es 
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{(0, O, z)l z t R) 

es otro invariante bajo T y es también un espacio caracterfstico 

del operador. 

Caso de dimensi6n finita. Polinomio caracterfstico. 

En un espacio de dimensi6n finita, el problema de obtener los valQ 

res y vectores caracterfsticos. de un operador lineal puede reso! -

verse con ayuda de los de~erminantes y los sistemas de ecuaciones 

lineales, mediante ,el procedimiento que se presenta a continuaci6n. 

Consideremos un espacio vectorial V sobre un campo K, con dim V n·, 

y sea T: V + V un operador lineal. 

Deseamo·s obtener los vectores no nulos v y los escalares A tales 

que 

T(v) = AV (1) 

Como V es de dimensi6n finita, podemos plantear la igualdad ant~ -

rior en términos ~e vectores de coordenadas y utilizar el concepto 

de. matriz asociada a uná transformaci6n. 

De esta manera, si Bes una base de V y M:(T) es la matriz asocia­

da a T referida a dicha base, se tiene que 

B -M8 (T) (v) 8 

por lo que la expresi6n (1) es equivalente a 

(2) 

Esta expresi6n es una igualdad en Kn, donde el primer miembro es· 

el producto de una matriz de nxn por una matriz de nxl. 
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Entonces, por las propiedades del álgebra de matrices la expresiÓn 

(2) es equivalente a 

B -
[).vJs o M8 (T) (v) 8 -

. B -
MB (~) (v)B - ). (v)B o 

[M: ('f) - XIn] (v) 8 o - (3) 

Esta ti.ltirna expresión es un sistema hornogl!ineo de ecuaciones line2_ -

les cuya matriz de coeficientes es M: (T) - ).In.· 

Con el prop6sito de simplificar la notaci6n hagamos 

M: (T) A 

I I 
n 

<vl_B = X 

se tiene entonces el sistema hornogl!ineo 

(A - U)x (4) 

el cual tiene soluciones no triviales si y s6lo -si 

det (A - U) o - - - (5) 

Corno A - u es una 111atriz de nxn, el primer miembro· de la expr~ .:. 

si6n (5) es un polinomio en ). de grado n cuyas ratees son los ti.ni-

cos valores que hacen posible la existencia de soluciones no tr_! -
viales para el sistema (4). En consecuencia, dichas r'atces serán 

los valores característicos del operador siempre que pertenezcan 

al campo K. 

Al polinomio det (A - ).!) se le conoce corno "polinomio caracter!s-

tico" y a la expresi6n (5) corno "ecuaci6n caracter!stica" del ope-



775 

rador 'l'. 

Por otra parte, para cada valor de >. la expresi6n (4) es un siste-

ma homog~~eo indeterminado cuyas soluciones no nulas son los vecto 

res de coordenadas, en la base B, de los vectores característicos 

buscados. 

Es claro que si V= Rn y Bes la base can6nica de Rn, entonces las 

soluciones no nulas x del sistema (4) son directamente los vecto -

res característicos ~el operador. 

Para ilutrar lo anterior mediante un ejemplo, consideremos nuev~ -

mente el operador T: ·R 2 + R2 del inicio de esta secci6n,· definido 

por· 

T(x, y) (2x + y,·6x +y) 

Si elegimos como Bala base can6nica de· R2 , la matriz asociada re 

ferida a dicha base es 

M(T) [: :] 

por lo que la matriz A - >.I del sistema (4) es 

A - Al [
2 1] ->.[1 o] [2->. 1] 

6 1 o 1 6 1->. 

y en consecuencia 

det (A- Al)= (2- >.)(1.- >.) -6 ).2-3>.-4 

es el polinomio característico del operador, que en este caso es 

de grado 2. 
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Las rafees de dicho polinomio son los valores 

A¡ 4 

y 
1.2 = -1 

Estos dos números reales son los valores caracterfsticos del oper~ 

dor T del ejemplo. 

Para obtener sus vectores caracterfsticos correspondientes bastará 

con sustituir dichos valores en la expresión (4) y hallar las solu 

ciones no triviales del sistema correspondiente a cada valor. 

Asf, para A1 = 4 el sistema (A - >.I)x O es 

l: _:] [ ::] = [: l 
y su solución general es 

De esta manera, los vectores caracterfsticos de T correspondientes 

al valor >. 1 = 4 son todos los vectores de la forma 

(a, 2a) con a ~ O. 

Por otra parte, para A2 = -1 tenernos el sistema 

[ : : ] [ ::] = [ :] 

cuya solución general es 
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por lo que los vectores característicos correspondientes a Az· son 

todos aquellos de la forma 

(a, -3a) con a "' O 

Si aplicamos el procedimiento descrito anteriormente al operador 

que consiste en girar un vector'cualquiera del plano un ángulo de 

60° en sentido positivo, el cual puede c.onsiderarse como un oper~ 

dor T: R2 + R2 definido por 

1 13 13 1 
T(X, y) = (2 X -~y, ~X + 2 y) 

y cuya matriz asociada es 

M(T) = [ ~ -'1 J 
13 1 
~ 2 

se obtiene el polinomio característico 

det (A - U) 

cuyas rafees son los 

Ai 1 + 13 2 ~ 

y 
13 Az 1 

2 ~ 

i 

i 

1 
2 - A 

/3 
2 

-/3 
~ 

1 , 2 -A 

números complejos 

En este cas'o las rafees del polinomio no pertenecen al campo sobre 

el que está definido el espacio 'v, puesto que R2 es un espacio vec 

torial sobre R (y no sobre C). 

Por lo tanto, el operador as~ definido no tiene valores caracter!s 
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ticos y, en consecuencia, tampoco tiene vectores caracter!sticos. 

Geométricamente esto significa que ningún vector no nulo del plano 

conserva su dirección después de aplicarle dicho operador, ya que 

esto equivale a girarlo un ángulo de 60°. 

Finalmente, apliquemos el procedimiento descrito para obtener los 

espacios característicos del operador lineal T: R3 ~ R3 cuya matriz 

asociada es 

A=[: : :] 
o -5 -5 

Para ello, encontramos primero sus valores caracter!sticos a pa.E -

tir del polinomio. 

2-A 3 3 

det (A - U) o 4-A 4 - A3 + A2 + 2A 

o -5 -5-A 

cuyas ra!ces son 

Para cada uno de estos valores obtengamos ahora sus vectores carac 

ter!sticos correspondientes. 

Para A1 = O se tiene el sistema 

[: 
3 

4 

-5 
_: ] [:] = [:] 
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cuya solución general es 

X = 0 

y k 

z = -k 

Entonces, los vectores ·característicos. de T correspondientes al va 

lar A1 = O son todos aquellos de la forma 

(O, k, -k), c6n k~ O 

y el espacio característico correspondiente a dicho valor es 
' . 

E(Ad { (0, k, -k) 1 k t R} 

Es claro que, en este _caso, dim E(A 1 ) l. 

Para A2 = 2 el sistema es 

[ : _: -: ] [: J = [ : l 
·y_su solu~i6n gen~ral es 

X =k 

y o 

z = o 

por lo que 

{(k, O, O) 1 .k t R} 

Para As = ~1 el sistema es 
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[3 3 3] [x] [o] o 5 4 y = o 

o -5 -4 z o 

y su soluci6n general es 

X = k 

y 4k 

z = •5k 

por lo que 

E (A 3) { (k, 4k, -5k) 1 k e R} 

y tambi€n dim E(A 3 ) = 1 

En este ejemplo el escalar cero result6 ser un valor caracter!sti-

co del operador, y su espacio caracter!stico correspondiente coin­

cide con el núcleo de T. Como el lector puede.verificar. 

Regresando al caso general, diremos que a las soluciones no nulas 

del sistema (4) se les conoce tambi€n como vectores caracter!sti -

cos de .e.a.. ma.t!t.í.z A, y a las soluciones de la ecuaci6n (5) como va-

lores caracter!sticos de dicha matriz. 

En forma análoga, al polinomio det (A - Al) se le llama tambi€n P2 

linomio caracter!stico de A. 

Cabe hacer notar que la matriz A depende de la elecci6n de la base 

B, por lo que las soluciones del sistema (4) dependerán tambi~n de 

dicha elecci6n. Esto era de esperarse puesto que las soluciones 

no nulas del sistema (4) son los vectores de coordenadas, en 'la b~ 

se B, de los vectores caracter!sticos del operador. ' 
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Aparentemente las soluciones de la ecuación (5) tambi~n dependen 

de· la matriz •A; .sin embargo, como se demostrará más adelante, t~ -

das las representaciones matriciales de un· operador T tienen ~1 

mismo polinomio característico y, por .lo tanto, los mismos valores 

característicos. 

Diagonalización. Matrices similares. 

Como vimos en la sección X.2., la representación matricial de una 

transform~ción· lineal depende de las bases que se elijan para el 

dominio y el codominio. 

En el c.aso particular de los operadores suele utilizarse la misma 

base par~ el dominio y el codominio. Dicha base ha sido seleccio­

nada, hasta ahora, buscando simplificar al máximo la ob.tenc-i.6n de 

la matriz asociada; sin embargo, esto no necesariamente coincide 

con simplificar al máximo la 6o~ma· de la matriz que se obtiene (su 

aspecto). 

Que la.matriz asociada sea de forma sencilla ofrece ciertas venta­

jas 'pues, además de que permite identificar más fácilmente la i~ 

formación contenida en, ella, su manejo algebraico se simplifica. 

Entre los tipos más sencillos ·.de matrices están las diagonales. 

Por ello,, a continuación se tratará el problema de encontrar una 

representación diagonal para un ope,rador, referida a una misma ba­

se del dominio y del codominio. 

Con esta {iltima restricción no siempre es posible encontrar una r~ 

presentación diagonal para cualquier operador. Las condiciones ba 

jo las cuales existe tal representación,. as! como las caracter!st,! 

cas de ~sta, se describen en el siguiente enunciado. 
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X.4.7 

Sean V un espacio vectorial de dimensi6n n y T: V + V un operador 

lineal. 

Existe upa matriz diagonal asociada a· T, referida a una base, si 

y s6lo si existe una base de V formada por vectores característi-

cos de T. En tal caso, la matriz asociada· a T, referida a esta 

base, es una matriz diagonal cuyos elementos dii son los valores 

característicos correspondientes. 

DEMOSTRACION 

Supongamos primero que existe una base de V formada por vectores 

característicos de T. Esto es, 

sea 

B 

una base de V tal que 

V } 
n 

T(vil ¡,i'Vi, para i 

Entonces, por IX.2.14 

[T(v¡)] 8 

[T(vdls 

1, 2, ... , n 

(O, O, ••• , ¡, ) T 
n 
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por lo que, de X.2.1 

Al o .... o 

o A2 o 
M:(T) 

o o A n 

y T tiene una representación matricial diagonal, formada con los 

valores característicos de r correspondientes a,los vectores carac 

terísticos que co~stituyen la base B. 

Recíprocamente, supongamos que T tiene una· representación diagonal 

D = diag (du , d22 , ••. , dnn l 

referida a ia base 

Entonces, po-r X.2.1 sabernos que 

(d11, O, •• ~, O)T 

(O' O, • • • ' dnn) T 

y en consecuencia, por IX.2.14 

1, 2, ~ •• , n 

por lo que los vectores v1, v2, ••• , v son valores característicos 
n 

de·· T correspondientes a los valores du , d22 , ••• , dnn; con lo que 

la demostración queda completa. 

D 



784 

·oe esta manera, el problema de hallar una_representaci6n matricial. 

diagonal para un operador·T en un espacio de dimensi6n n, se redu­

ce al de encontrar'un conjunto linealmente independien~e formado 

por n vectores carac.ter!sticos de T. 

As!, por ejemplo, para el operador T: R3 + R3 cuya matriz asociada, 

referida a la base can6nica de R3 , es 

. [ 2 
M(T) "' : 

3 

4 

-5 
: ] 

-5 

sus valores caracter!sticos, obtenidos en un ejemplo anterior, son 

A3 -1 

y sus correspondientes vectores caracter!sticos, son de la forma 

(O, k, -k), con k~ O 

·(k, O, 0), con k~ O 

(k, 4k, -5k), con k~ O 

En consecuencia, como sus valores caracter!sticos son diferentes, 

por X.4.2 el conjunto formado por los vectores caracter!sticos 

B"' {(0, 1, -1), (1, O, 0), (1, 4, _;5)} 

es linealmente independiente, y por IX.2.12. es una base de R3 : 

Entonces, por X.4.7,· existe una representaci6n matricial diagonal 

del operador T. Para la base B elegida dicha representaci6n es la 
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siguiente 

M~(T) [o o o] 
o 2 o 

o o -1 

Como se deduce.de este ejemplo, para que un operador tenga·repr~­

sentación diagonal es condición suficiente que sus valores caracte 

rísticos sean diferentes; sin embargo, tal condición no es necesa-

ria, como se muestra mediante el ejemplo siguiente. 

Para el operador lineal T: R3 + R3 cuya matriz asociada, referida 

a la base canónica de R3 , es 

M('l') [: : :] 

3 3 4 

sus valores característicos son 

y sus espacios característicos son 

((a, 2a, 3a) 1 a ,E R} 

{(a, b, -a-b) 1 a, b E R} 

En· este caso, el espacio E(:l. 2 ), que corresponde a un valor caracte 

rístico repetido, es un es.pac~o de dimensión 2. En consecuencia, 

puede obtenerse una base de dicho espacio formada por dos vectores 

caracter1sticos asociados al mismo valor, como la siguiente 
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{(1, O, -1), (0, 1, -1)} 

De esta manera, el conjunto 

B {(1, 2, 3), (1, O, -1), (0, 1, -1)} 

es una base de R3 formada por vectores caracterfsticos de. T. En.-

tonces, a pesar de tener un valor caracterfstico repetido, el ope-

rador tiene una representación diagonal, que para la base elegida 

es la siguiente 

M: (T) -" [: : :] 

o o 1 

Un caso diferente de operador con valores caracterfsticos repet~ -

dos lo constituye la transformación lineal T: R3 + R3 cuya matriz 

asociada, referida a la base canónica de R3 , es 

M(T) [: ~ ~~] 
2 2 o 

Para este operador los valores caracterfsticos son 

y sus espacios caracterfsticos 

{(a, O, 2a) 1 a E R} 

E(1-,) ={(a, a, 2a) 1 a E R} 

En este caso, tanto E(1- 1 ) como E(1- 2 ) son espacios de dimensión uno, 
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por lo que a lo m~s podremos .obtener un conjunto formado por dos 

vectores caracterfsticos de T que sea linealmente independiente. 

En consecuencia, por X.4.7, el operador T no tiene representación 

matricial diagonal referida a una sola base de R3 • 

Veamos ahora la relación. que existe entre las diversas matrices 

que representan a un mismo operador.t 

X.4.8 TEOREMA 

Si dos matrices M y N representan al mismo operador 

lineal, entonces existe una matriz no singular P 

tal que .N = P- 1M P 

DEMOSTRACION 

Sea V un espacio vectorial de dimensión n y sea T: V ~ V un opera-

dor lineal. 

Si M y N son matrices asociadas al operador T referidas a las ba -

ses A y B, respectivamente, del espacio V¡ entonces, para cual 

quier vector v E V: 

(T(v) )A M(v)A - - - (1) 

y 

N(v) 5 - - - (2) 

Por otra parte, si Pes la matriz de transición de la base B a.la 

base A, se tiene que 

tEn lo que ~.igue d.Vtemo~ que una ma.tlúz M ,¡JteptLuenta" al opeJUtdOJt .t.ineal 
T: V + V ~.¿ M u la ma.tlúz Moc..úuút a T Jte6elt.ida a una btU>e de V. 
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sustituyendo esta expresi6n en (1) se llega a 

Como la matriz de transici6n es no singular 3 P- 1 ; por lo que, de 

la expresi6n anterior 

-1 - -1 -
P [T(v)]A = P M P(v) 5 (3) 

Además, como P- 1 es la matriz de transici6n de la ~ase A a la base 

B, se tiene que 

p-1[T(v)]A 

por lo que, de (2) 

-1 -
P [T(v) ]A - - - (4) 

entonces, de (3) y (4) 

y en consecuencia 

como se quer:l:a. o 
Es claro que si existe una matriz P tal que 

tambi~n existe una matriz Q tal que 

lo cual se sigue de la expresi6n anterior haciendo Q P-1 y desp~ 
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jando a M. 

Por otra parte, el reciproco del teorema X.4.8 también es válidot; 

es decir, •i M y N son dos matrices de nxn y existe una matriz P 

tal que N = P- 1 M P, entonces M y N representan al mismo OP,erador 

lineal. 

Se tiene en consecuencia que dos matrices M y N representan al mis 

mo operador lineal si y s6lo si existe una matriz no singular P 
-1 tal que N = P M P. 

La relación algebraica que establece el enunciado anterio'r entre 

las matrices M y N se conoce con el nombre de "similitud", esto es, 

se dice' que M y N son similares. 

X.4.9 DEFINICION 

Dos matrices A y B de nxn, son similares si existe una 

matriz no singular C tal que 

Se tiene entonces el siguiente teorema 

X.4.10 TÉOREMA 

Dos matrices representan al mismo operador lineal si y 

s6lo si son similares. 

Las matrices similares tienen algunas propiedades interesantes que 
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.conviene mencionar. Por ejemplo, tienen el mismo determinante. 

X. 4 • 11 TEOREMA 

Si A y B son matrices similares entonces det\A det B 

DEMOSTRACION 

Si A y B son similares, ·por .X.4.9 

y por lo tanto 

det B 

de donde 

det B (det c-1¡ (det AC) por ii;i.) de VII.2 .3 

1 (det AC) VII. 4. 5 det e por 

det B 1 (det A) (det C) ·por iii) de VII.2.3 det e 

y finalmente 

det B det A 

D 

Con ayuda de este re~ultado podemos probar el siguiente enunciado 

'importante 

X. 4.12 TEOREMA 

Dos matrices similares tienen el mismo poli~om~o caract~ 

r!stico y, por ta~to, los mismos valores característicos 
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DEMOSTRACION 

Sean A y B dos matrices similares, entonces 

B - ).I p-lA p - Al por X.4.9 

p-lA p - XP- 1 ! p por VI. 3. 5 y VI.4 .1 

= ·p-l (AP - ÜP) por i) de VI. 3. 3 

B - Al = p-l(A- Ü)P por ii) de VI.3.3 

luego, por x.4.?, (B - li) y (A - li) son similares y, de X.4.11, 

det(B - U) det (A - A!) 

corno querfarnos 

D 

Corno consecuencia de este teorema y de X.4.10 se concluye lo si -

guiente 

X. 4:13 TEOREMA 

Todas las representaciones matriciales de un operador 1! 

neal tienen el. mismo polinomio caracterfstico y, por lo 

tanto, los mismos valores caracterfsticos. 

Este resultado garantiza la unicidad (salvo en el orden) del co_!! .,. 

junto de valores caracterfsticos de un operador, obtenido mediante 

el .procedimiento descrito en el apartado anterior. 

Finalmente, abordaremos el problema de "diagonalizar" una matriz; 

es decir, encontrar una matriz diagonal que sea similar a la rna -

triz en cuestión. 
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Para resolv.er este problema podemos apoyarnos en el teorema X. 4. 7 

del inicio de este apartado, cuyo equival~nte para el caso de ma -

trices puede enunciarse de la siguiente manera. 

X.4.14 TEOREMA 

tina matriz A de nxn es similar a una matriz diagonal D si y s6lo 

si existe un conjunto linealmente independiente formado por.n 

vectores característicos de A. En tal caso, existe una.matriz no 

singular P tal que D = P- 1A P, donde D es una matriz diagonal cu­

yos elementos dii son los valores característicos de A, y P tiene. 

como columnas a n vectores car·acter!sticos de A correspondientes 

a dichos valores. 

Tomando en cuenta que cualquier matriz A de .nxn puede considerarse 

como la representaci6n matricial de un operador lineal T en cierta 

base, el teorema X.4.14 es una consecuencia inmediata de los teore 

mas X.4.7 y x.4.10, y de la definici6n X.4.9, salvo la afirmaci6n 

de que P tiene como columnas a n vectores característicos de A. 

Esto último se demuestra a continuaci6n. 

Sea S= {v1 , v 2 , ••• , Vn} un conjunto linealmente independiente fOE 

mado por n vectores característicos de A, correspondientes a los 

valores característicos. :>- 1 , :>- 2 , ••• , >-n, y sea Puna matriz cuyas 

columnas son dichos vectores; esto es 

p 

entonces 

AP A[V¡ Vz Vnl 

AP [Av¡ Av2 • • • Avnl 
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AP 

!v1 v2 ••• v0) diagP.1, >.·2,· ••• , >. 0) 

AP P diag(>.l, >.2,•••• >. 0 ) 

Como el conjunto S es l~nealmente independiente, P es no singular 

y existe P- 1 • En consecuencia 

como se quer!a c;lemostra·r. 

D 

Una matriz A que satisface las condiciones del teorema X.4.14 se 

dice que es "diagonalizable". 

Por ejemplo, para diagona1izar la matriz 

A- [: : -:] 

obtenemos sus valores·caracter!sticos 

y sus correspondientes vectores característicos 

(k, -2k, 4k), con k .. o 

(k, k, k), con k ... o 

(-Sk, 7k, k), con k .. o 

Como los valores característicos son diferentes, el conjunto 
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. { (1, -2, 4). (1, 1, 1). (-5, 7. 1)} 

es linealmente independiente. 

En consecuencia, por X.4.14 la matriz A es diagonalizable y lama-

triz 

p = [-: : -:] 

es tal que 

~-lA p = diag(l, 4, -21 

como el lector puede verificar. 

Es claro que la matriz P de X.4.14, a la que algunos autores 112_ -

man "diagonalizante" o "diagonalizadora", no es t1nica. 

Por ejemplo·, podemos emplear otros vectores caracter!sticos asoci2_. 

dos a los mismos valores y obtener otra matriz 

Pz = [-~ : -:] 
2 3 -1 

tal que 

o cambiar el orden eri las columnas de P y obt.ener 

Po [: -: -:] 
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Con lo que se tiene otra matriz '"diagonalizadora" puesto que 

s6lo que la matriz diagonal obtenida en este caso es diferente a 

la de los dos anteriores, debido a que los valores característicos 

se encuentran en distinto orden. 

Teorema de Cayley - Hamilton 

Uno de los resultados más interesantes que relacionan a una matriz 

con su polinomio caract'erístico es el que se conoce como teorema 

de Cayley-Hamilton, el .cual establece que "toda matriz cuadrada es 

una raíz de su polinomio característico". 

Antes de demostrar el teorema debemos precisar algunos t~rminos me 

diante la siguiente definición 

X.4.15 DEFINICION 

Si f es el polinomio en x con coeficientes en K definido por 

f(x) 

y A es una matriz de mxm con elementos en K, entonce¡; 

En particular, se dice que A es una raíz del polinomio f si 

f(A) = O, ·donde O es la matriz nula de mxm. 

Así, por ejemplo, para el polinomio 

p(x) = x 2 - 4x + 3 

_j 



y la matriz 

tenemos que 

P(A) = A2 ·- 4A + 3I 

[ 

10 

p(Á) = -13 

-17 

796 

Para el mi~mo polinomio y la matriz 

·-[: :] 
se tiene que 

p (B) B2 - 4B + 3I 

[: : l- . [: :] + 3 [: :] 

p IBl • [: :] 

por lo que B es una raíz del polinomio p. 
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X.4.16 TEOREMA (DE CAYLEY-HAMILTON) 

Si A es una matriz de nxn y 

f(A) = det(A- Al) 

entonces 

f(A) O 

DEMOSTRACION 

Sea A una matriz de nxn, entonces los menores de A - Al son de or-

den n - 1 y sus cofactores son polinomio·s en A de grado n - 1, lue 

go a la.matriz .cuyos elementos son los cofactores de la transpues­

ta de A - Al la podemos expresar como 

Adj (A - Al) 
n-1 n-2 

A Bn-1 +A Bn-2 + ... + AB1 + Bo 

donde las Bi, i =O, 1, .•. , n.- 1 son matrices de rtxn 

Ya que, (A- Al) Adj(A·- Al) [det(A-AI)]l 

y f (A) det(A - Al) 

se tiene 

y efectuando operaciones 
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agrupando y reordenando 

lo que se cumple~ ~. en consecuencia 

- Bn-1 

ABn-1 - Bn-2 

ABo = aoi 

multiplicando ambos miembros de estas igualdades por 

n-1 
A , ••• , A e I, respectivamente,· 

n n-1 
A Bn-1 - A Bn-2 

ABo 

sumándolas ahora, miembro a miembro 

esto es, o f (A) 

como quer!amos 

o 



799 

As!, por ejemplo, para la matriz 

A [: _; _:] 

cuyo polinomio caracter!stico es 

2-). 3 3 

f (>.) det(A - AI) o 4-). 4 - ¡,3 + ¡,2 + 2>. 

o -5 -5-). 

se tiene que· 

f(A) = - A3 + A2 + 2A 

por lo que 

f (A) [ : : :] + [ : _: _: ] + 2 [: : :] [ : : : ] 

o -5 -5 o 5 5 o -5 -5 o o o 

·como lo indica el teorema. 

Si 'A es una matriz cualquiera de nxn, el teorema de Cayley-Hamilton 

puede emplearse ·para expresar su potencia en~sima y demás potencias 

superiores como combinaciones lineales de las.potencias -

An-1, An-2, ... , A, I. 

Por ejemplo, pa~a la.matriz 
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cuyo polinomio característico es 

Por el teorema X.4.16 sabemos que 

- A3 + 5A2 - 8A + 4! = O 

de donde 

·A 3 5A 2 - 8A + 4I 

Es decir, A3 está expresada como combinación lineal de A2 , A, I. 

Para la cuarta potencia tenemos, de la expresión anterior, que 

A' = (5A 2 - 8A + 4I)A 

5A 3 - 8A2 + 4A 

5(5A2 - 8A + 4I) - 8A2 + 4A 

A' 17A2 - 36A + 20! 

y para la quinta potencia 

As = (17A 2 - 36A + 20I)A 

17A 3 - 36A 2 + 20A 

17(5A 2 - .8A + 4!) - 36A2 + 20A 

As 49A 2 - 116A + 68! 

etc. 

El teorema tambi~p puede utilizarse para expresar A- 1 como una co~ 

binación lineal de las potencias An- 1 , An- 2 , ••• , A, I, cuando A es 

no singular. 
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As!, por· ejemplo, para la misma matriz A del ejemplo anterior, de 

la expresión 

A3 + 5A2 - BA + 4I 0 

se tiene que 

~A + 2I) 
4 

y en consecuencia 

X.4.17 EJERCICIOS 

1.- Sean T: ·R2 + R2 un operador lineal y v = (l,l),w .= (1, -1) dos 

vectores caracter!sticos de T correspondientes a los valores 

Al = 2 y A2 = O, respectivamente. Determinar la regla que 

define a T. 

2.- Demostrar que un vector caracter!stico de un operador lineal, 

corres·ponde a uno 'Y sólo un valor caracter!stico de dicho ope-

rador. 



802 

3.- Sea 

M(T) [: . : : J 
_la matriz asociada al operador lineal T: R3 + R3 

a) Determinar los valores de r y s tales que el espacio 

U = {(a, b, a - b) 1 a, b E R} sea un invariante de T. 

b) Obtener los valores y los espacios caracterfsticos de T. 

4.- Obtener los espacios caracterfsticos de la transformaci6n del 

ejercicio 9 de X.3.17, y dar una interpretaci6n geométrica de 

ellos. 

5.- De cada uno de los siguientes operadores lineales 

T: R3 + R3 tal que T(x,y,z) 

S: R3 + R3 tal que S(x,y,z) 

(-x+z, 2x+3y+4z, -x-3z) 

(4x+2y-z, -2x-y+2z, x+2y+2z) 

a) Hallar los valores caracterfsticos. 

b) Obtener la dimensi6n de cada uno de los espacios caracte -

rfsticos. 

e) Determinar si existe una representaci6n matricial diag~ -

nal, y en caso afirmativo obtenerla. 

6.- Demostrar que si A es similar a By B es similar a. e, entonces 

a) A y C son similares 

b) tr A = tr e 

7.- Demostrar que si M y N son dos matrices de nxn y existe una m~ 

triz P tal que N P- 1 M P, entonces M y N representan al mismo 

operador lineal. 
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B.- Sean T: V ~V un operador lineal, A 

V y M(T) [-: _: :] la ropr•••ntadón =üicial de T rofo 

rida a la base A. 

Obtener la matri~ N(T) referida a la base B 

V, tal que 

y·verificar que N y M son similares. 

9.- Verificar que las matrices 

[: :] y[: :] 
tienen los mismos valores característicos pero no son simila -

res. ¿Contradice este ejemplo el teorema X.4.12? 

10.- Determinar si cada una de las siguientes matrices es diagonali 

zable y en caso afirmativo obtener una matriz P tal que P- 1 A P 

sea una matriz diagonal 

a) A [ 2 -1] 
4 -3 

b) A [-: : : ] e) A 
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11.- Utilizar el teorema de Ca y ley - Hamilton para obtener 

a) A" donde A [: _:] 

[-: 
-5 

_: J b) B-¡ donde B 1 

-2 6 -3 
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X.5 OPERADORES EN ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO 

En esta sección estudiaremos algunos tipos especiales de operad~ -

res que actúan en espacios vectoriales donde se tiene definido un 

producto interno. 

En particular nos ocuparemos de aquellos para los cuales existe 

una base ortonormal del espacio formada por vectores caracteristi­

cos del operador. Para estos, operadores se tiene una represent~ ~ 

ción matricial diagonal y una. descomposición en términos de proyes_ 

•ciones ortogonales sobre sus espacios caracteristicos, como vere -

mos al final de la sección. 

El adjunto de un operador lineal. 

Los tipos especiales de operadores que nos interesan pueden quedar 

definidos y clasificados convenientemente a partir del concepto de 

operador adjunto, cuya definición y propiedades veremos a continua 

ción. 

X.S.l DEFINICION 

Sea V un espacio con producto interno y sea T: V ~ V un operador 

lineal. Un operador T*: V + V se dice que es adjunto de T si 

(T(ul lvl (u!T*(V)), V Ü, V E V 

Para demostrar la,existencia y unicidad del adjunto, en el caso de 

espacios de dimensión finita, nos apoyaremos en el teorema X.5.2 

que se presenta a continuación. 

En dicho teorema se emplea una función ~: V+ K, la cual puede ser 

considerada como una transformación debido a que todo campo K es 
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un espacio vectorial sobre s{ mismo. Sin embargo, en el enunciado 
~: 

se emple"a el tlirmino "funcional" debido a que es frecuente distin-

guir con tal nombre a este tipo de .funciones de un espacio vect~ -

rial en su campo de escalares. 

X.5.2 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial sobre un campo. K, de dimensi6n fi.nita 

y con producto interno. Si $:•V +K es una funcional lineal, e~ 

tonces existe un vector único x E V tal que 

DEMOSTRACION 

Sea B 

Para demostrar que existe x hagamos 

n 
X = ¡; 

i=l 
- - -(1) 

De esta manera, para un vector arbitrario ej de la base.B se tie­

ne, por las propiedades del producto interno 

n 
¡; 

i=l 

y como B es un conjunto ort'onormal, por IX.S.ll 

- - -(2) 
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Consideremos ahora un vector cualquiera u e V. Puesto que B es una 

base de V existen escalares únicos a 1 , a 2 , ••• , an tales que 

n 
u = a.e. 

j=l J J 

por lo que 

n 

y de las propiedades del producto interno 

entonces, de (2) 

n 
<ülx> = ¡; aj~(ej) 

j=l 

y como ~ es lineal 

n 
(Ü[x) = ~( ¡; ajej) 

j=l 

por lo que 

y la expresión (1) define un vector x con las características de -

seadas. 

Para demostrar que x es único supongamos otro vector y e V tal que 

~(u) (Ü[y), V Ü ~V 

Entonces se tendr& que 

<ulx> = <uiy>, v u E v 

y por las propiedades de K y del producto interno en V 
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<ulxl - <ulyl = o 

<ulx- y) 0, 'i- u E V 

En particular, si u = x - y se tendr§ que 

<x - Y 1 x - y) o 

y por iv) de IX.5.2 

X - y 0 

En consecuencia 

X y 

y la demostraci6n de X.5.2 queda completa. o 
Demostraremos ahora la existencia y unicidad del adjunto de un op~ 

rador lineal T, en un espacio V de dimensi6n finita y con producto 

interno. 

Sea v· un vector arbitrario del espacio V y definamos la funcional 

~v' V + K como 

<T<ul lvl, ... ü E v 

Es claro que $v es una funcional lineal ya que, por linealidad de 

T y por las propiedades del producto int.erno, se tiene que 

'i- U¡, U2 E V y a E K: 

(T(au¡ + u2l lvl 

(nT(u¡) + T(uzl lvl 

(nT(~¡) 1~1 + (T(~z) lVI 



- ------~---- ------------------ ~ 

4>v(au1+u2) 

4>v!au1 + u2l 
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a(T(u1 ) jv) + (T(u2 ) jv)' 

a4>v(ul) + 4>v(u2) 

Entonces, por X.5.2 existe un único xv E V tal que 

Por lo tanto, para cada vector v E V existe un único xv E. V tal 

que 

En consecuencia, el operador T*: V + V definido por 

es tal que 

ITiu> lv> <uiT*<v>>; ~u:, v-E v 

Para demostrar que T* es único supongamos otro operador S: V~ V 

tal que 

ITiu> lv> = <uls<v>>, ~u, vE v 

entonces se tendr§ que 

por lo que 

T*lv> 

y en consecuencia 

T* = S. 
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El operador T*, cuya existencia y unicidad acabamos de probar, ti~ 

ne además la pro,piedad de ser un operador lineal, como se demues -

tra a continuación. 

En efecto, de 

(T(~) li> = <~IT*(i)), y u, V E V 

se sigue que, Y v1, v 2 E V y a E K 

y en consecuencia 

(T(~) 1 ai1) + (T(~) li2l por ii) de IX.S.l 

a<T<~> lid + (T(~) li2l por i) de IX.5 • .2 

a(~~ T* (id) + ~~~ T* !i2)) por X.S.l 

<~iaT*(i¡)) + <~IT*!v2ll por i) de IX.5.2 

!~l aT* !i1) + T* !i2l) por ii) de IX.S.l 

Como esta expresión se cumple para todo vector ~ E V se tiene que 

por lo que T* es lineal. 

Hemo~ demostrado as! el siguiente teorema 

X.S.3 TEOREMA 

Si V es un espacio vectorial· de dimensión finita y con ·producto 

interno, entonces para cada operador lineal T: V + V existe t•.n 

t1nico adjunto T*, que tambi~n es lineal;· 
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Cabe comentar que este teorema no se cumple para espacios de dime~ 

si6n infinita, debido a que en este caso no es ~qsible garantizar 

la existencia del adjunto. Aunque la unicidad y linealidad de T* 

si se verifican cuando éste existe. 

Muchas propiedades que involucran el concepto de adjunto son inde­

pendientes de la dimensi6n del espacio, por lo que en lo sucesivo 

s6lo indicaremos que la dimensi6n es finita cuando tal restricci6n 

se requiera por otra raz6n diferente a la existencia de T*, la 

cual. se presupondrá siempre que se hable de éste. 

Regresando al caso de dimensi6n.finita, hay una relación entre las 

representaciones matriciales de los operadores T y T* cuando éstas 

se encuentran referidas a una base ortonormal. 

Dicha relaci6n, que puede emplearse para obtener el adjunto de un 

operador dado, es la sig~iente: si A es la representaci6n matr~ -

cial de T en una base ortonormal, entonces A* (la conjugada-trans­

puesta de A) es la representaci6n matricial de T* en dicha base. 

Se tiene as! el siguiente teorema. 

X.5.4 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial de dimensi6n finita con producto i~ -

terno y sea B una base ortonormal de v. Si T: V ~ V es un oper~ 

dor lineal, entonces 

DEMOSTRACION 

Sea B { e1, e2, ... , en) una base ortonormal de V, y sean 



A 

y 
N 

[aij 1 

[n;:) 

~(T) 

~(T*) 
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las representaciones matriciales de T y T• referidas a la base B •. 

Entonces, por x.2.1, a .. es la i-~sima coordenada de T(eJ.) en la 
l.J 

base B, y como B es una. base ortonormal, por IX.5.13 podemos escr! 

.· bir 

(T(e.> le.> 
J l. 

- - -(1) 

Mediante un razonamiento similar, nij es la i-~sima coordenada de 

T* (e. ) en la ·base B ¡ por lo que 
J . 

- - -(2) 

Luego, por X.S.l,de la expresi6n (1) se sigue que 

y por J.Í de IX.S.l 

a .. = (T*(e.) le.) 
• l. J l. J 

En consecuencia 

Finalmente, por VI.7.11, VI.7.6 y VI.7.1 se concluye que 

A* = N 

Es decir 

como lo indica el teorema. 

D 
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Consideremos·, por ejemplo, ed operador T: C2 -. C2 definido por 

T(x, y) (-x -Siy, [2 + i)y) 

Para obtener el adjunto de T podemos seleccionar uria base ortonor­

mal de C2 para el producto interno usual; por ejemplo 

B = {(1, 0), (O, 1)} 

Para dicha base tenemos 

[ -: -::.] 
La conjugada transpuesta de esta matriz es 

[M: (T)) * [ :: ,:. l 
por lo que, de X.5.4 

M8 (T*) 
B [ :: ,:.} 

y la regla de correspondencia del adjunto de T es 

T* (x, y) (-x, Six + [2 - i)y) 

Es importante remarcar que el teorema X.5.4 es para matriCE;S refe-

ridas a una base ortonormal. Cuando la base no es ortonormal no 

existe una relación sencilla entre las representaciones matricia -

les de T y T*. 

A continuación se presentan algunas otras propiedades que relacio-. 
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nana un operador T con su adjunto T~. 

x.s.s TEOREMA 

Sean V un espacio con producto interno~ W un subespacio de V y 

T: V ~ V un operador lineal: 

i) T*(V) = N(T)~ 

ii) N(T*oT) = N(T) 

iii) Si W es invariante bajo T entonces w.l. es invarian 

te bajo T* 

DEMOSTRACION 

i) Sea u E N(T). 

Como T(u) O, por iii) de. IX.5.2 se tiene que 

(T(u) li) 0, Y i E V. 

Entonces, por X.5.1 podemos escribir 

<uiT*<ill =o, Y vE v 

P?r lo que, de IX.5.15 

u E T* (V)~ 

y en consecuencia 

N (.T) C: T* (V)~ - - -(1) 

Sea ahora w E T*(V)~ 

Entonces, por IX.5.15 
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por lo que, de X.S.l 

(T(W) \v) = O, Y V E V 

en consecuencia, de IX.5.15 

T(W) E V.l. 

y por b) del ejercicio 12 de IX.5.19 

o 
V 

esto es 

w E N(T) 

y por lo tanto 

T* (V).I. <;: N (T) - - -(2) 

De (1) y (2) se sigue que, 

.. T* (V)J. = N (T) 

por lo que, del ejercicio 12., inciso d), de IX.5.19 

T*(V) = N(T).I. 

lo que demuestra el enunciado i) • , 

ii) Sea u E N(T*oT). 

(T (Ü) \ T (Ü) ) 

(u\ T* [T (Ü) ] ) 

(u\ (T*oT) (Ü) 1 

1u1o1 

por x.s.l 

por' X.3.6 

por X.l.2 
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(T(;i") IT(;i")) = o por. iii) de IX.5.2 

En consecuencia, por iv) de IX.5.2 

T(u) = o 

por lo que 

u e N(T) 

se'tiene as! que 

N (T* oT) S: N (T) 

Por otra parte, si w e N(T) se tendrá que 

(T*oTl (wl 

(T*oTl lwl 

T*[T(w)J 

T*(O) 

o 

de donde w e N(T*oT) y 

N(T) S N(T*oT) 

Finalmente, de (3) y (4) 

N(T*oT) = N(T) 

Como lo indica el teorema. 

iii) Sea w e W. 

por X.3.6 

por X.l.2 

por X.5.3 y X.l.4 

Si W es invariante bajo T, por X.4.6 

Entonces, Y Ü E W J. se tendrá que 

-(3) 

.- (4) 



817 

<T<w> \u> o 

por lo que, de X.S.l 

<w\ T* <u> > = o 

y en consecuencia 

T*(u) E W.i. 

Luego, por X.4.6, W.i. es invariante bajo T*. 

D 

Finalmente, en el siguiente teorema ·enunciamos algunas otras ¡;>ro -

piedades del adjunto, 0 cuya demostraci6n se sugiere al lector como 

ejercicio, las cuales resultan ser análo.gas a las de la conjug.e_ -. 

ci6n-transposici6n de matrices que se vio en el capitulo VI. Di -. 

cha analog!a resulta natural en virtud de la relaci6.~ establecida 

por el teorema x.5.4. 

X.5.6 TEOREMA 

·sea V un espacio vectorial sobre K, con producto interno. Si 

S y T son operadores lineales en V y a es un escalar de K, e~ 

tonces:· 

i) (T*) * T 

'ii) (aT) * aT* 

iii) (S + T) * = S* + T* 

iv) (SoT) * = T*oS* 
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Operadores normales, hermitianos, antihermitianos y unitarios. 

Estudiaremos ahora algunos tipos especiales de operadores, entre 

los cuales la clase más amplia que trataremos es la de los operad~ 

res normales. 

X.5.7 DEFINICION 

Sea V un espacio con producto interno y sea T: V + V un operador 

lineal. Se dice que T es normal si ToT* = T*oT. 

De esta definici6n se sigue de inmediato que si T es normal T* tam 

bi~n es normal y viceversa. 

Los operadores normales tienen las siguientes propiedades 

X.5.8 TEOREMA 

Sea V un espacio con producto interno y sea T: V + V un operador 

normal: 

il iiT(v">ii iiT*(v>ii,Y.vEv 

ii) si T(v) =AV entonces T*(v) ~v. 

iii) Si, v 1 , v 2 son vectores caracterfsticos de T correspondie~­

tes a los valores 'A 1 , A2 y Al" A2, entonces (il,iv2) =O. 

DEMOSTRACION 

i) (Tiv> iTiv"> 1 

lvi T* [T 1v1 1 > . 

lvi (T*oTl (vl 1 

por IX.5.4 

por X.S.l 

por x.3.6 



819 

IIT(v> w <vi (ToT*l <v> > por X.5. 7 

<vi T [T* <v> 1 > por X.3.6 

(vi <T*l • lT* <"v> 1 > por i) de X. 5. 6. 

<T* <v> 1 T* <v> > por X.5.1 

IIT<"v> W = 11 T* (v) W por lX.5.4 

de donde 

IIT<v> 11 = IIT*<v> 11 

Es decir, las im~genes asignadas a un vector v cualquiera por 

un operador normal y por su adjunto "tienen el mismo t'amaño". 

ii) Primero demostraremos que T - al es un operador normal para 

cualquier escalar a. 

Por X.5.6 y tomando en cuenta que l* l se tiene 

(T-al)* T* - -;;1 

Entonces, por las propiedades del álgebra de transformaciones 

se tiene que 

(T- al)o(T- al)* 

(T- al)o(T- al)* 

y tambi~n que 

(T- al)*o(T- al) 

(T- al)*o(T- al) 

(T- al)o(T* - -;;1) 

ToT* - aT* - -;;T + a-;;1 

(T* - -;;l)o(T- al) 

Como T es normal ToT* = T*oT, por lo que 

(T- al)oiT- al)*= (T- al)*o(T- al) 
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y T - al es normal. 

sea ahora v tal que T(v) AV 

y formemos un operador S como 

S=T-AI 

Entonces, por el resultado anterior S es normal y por i) de 

X.5.8 

!!s(vl 11 = !ls*cvl 11 

.y en consecuencia 

!liT- AI)*(v) 11 

!liT*- illlvlll 

11 s 1v1 11 = ·liT* 1v1 - ·¡vil 

po7 definici6n de S 

por X.5-.6 

por X.3.2 

Por otra parte, como S ~ T - Al y T(v) = AV se tiene 

I!Sivl!i =!liT- Al) (vll! =!!Av- Av!!= !IO!i =O 

Llevando este resultado a la expresi6n anterior 

por lo que, de ii) de lX.5.5 

T* 1v1 - 1v = o 

y en consecuencia 

T* 1v1 = 1-v 

como se quer!a. 
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Este resultado puede interpret~rse de dos maneras distintas, 

aunque equivalentes: 

1) Si A es un valor característico de T entonces I es unva­

lor característico de ~*. 

2) Todo vector característico de T es también un vector cara~ 

terístico de T* (aunque no necesariamente correspondiente 

al mismo valor que para T)., 

iii) Sean v 1 , v 2 vectores característicos de T correspondientes a 

los valores i- 1 , A2 respectivamente. 

Por X.S.l podemos. escribir 

De donde, por hip6tesis y por el resultado ii) de este teore­

ma 

Ahora, por las propiedades del producto interno ' 

y 'en consecuencia 

Entonces, si A1. ~ A2 se tiene que A1 - A2 ~ O y de la expr!!:_ -

si6n anterior se sigue que 

Es decir que, para los operadores normales, los vectores ca -
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racterísticos asociados a valores distintos son ortogonales. 

o 
Algunos casos particulares de operadores normales reciben nombres 

especiales ·debido a que sus características propias son de inter~s 

para la teoría de operadores lineales. 

Estos tipos de operadores suelen distinguirse con diferentes nom -

bres cuando el espacio vectorial está definido sobre el campo de 

los números complejos y cuando está definido sobre el campo de los 

números reales. En la siguiente definici6n los nombres correspon­

dientes al segundo caso, que en adelante llamaremos "caso real" 

por brevedad, aparecen entre par~ntesis. 

X.5.9 DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial sobre e (sobre R) con producto interno 

y sea T: V + V un operador lineal, se dice que 

i) T es hermitiano (sim~trico) si T* = T 

ii) T es antihermitiano (ántisim~trico) si T* - T 

iii) T es unitario (ortogonal) si T* = T- 1 

Es frecuente encontrar en los textos el t~rmino "Autoadjunto" en 

lugar de "Hermitiano'.'. La raz6n resulta obvia al observar la defi 

nici6n. Como el lector puede verificar fácilmente, todos. los ope­

radores que acabamos de definir son operadores ~ormales. Estos 

operadores tienen las siguientes propiedades con relaci6n. a los va 

lores característicos .. 
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X.S.lO TEOREMA 

Sea V un. espacio vectorial con producto interno y' sea A un valor 

característico del operador lineal ·T: V + V 

i) si T* 

ii) si T* 

iii) si T* 

DEMOSTRACION 

T entonces 

- T entonces 

T- 1 entonces 

A es real 

A es imaginario 

i) Sea A un valor característico de T; entonces 

T(v) AV 

Luego, por ii) de x.s.a 

T*(v) =AV 

Corno T* T se tiene que 

en consecuencia 

AV '):v 

y corno v ., O 

por lo que A e R. 

ii) Medíante un razonamiento similar, pero haciendo T* 

tiene 

- T, se 



por lo'que R(l) O. 

iii) Nuevamente, de 

- 1 
como T* = T 

T- 1 <v> lv 

por lo que 

V T,(\v> 
V ~T<v> 

V üv 

y en consecuencia 

"ü 1 

de donde \l\ 1 
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o 
El teorema X.S.lO nos permite obten~r algunas conclusiones intere­

santes respecto a, los tipos de operadores definidos en X.5.9, en -

tre las que se encuentran las siguientes. 

El enunciadd i) nos dice que los valores caracteristicos.de un op~ 

rador hermitiano, cuando existen, son nümeros reales. 

Este mismo enunciado conduce a un resultado trivial en el ·caso de 

operadores sim~tricos,puesto que el campo de dónde se toman los e~ 

calares, y por tanto los valores caracteristicos, es el de los na­

meros reales. 
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El enunciado ii) nos indica que los valores caracterfsticos de un 

operador antiherrnitiano, cuando existen, son números imaginarios 

puros; es decir, ndrneros cornple.jos cuya parte real es nula. 

En el caso de operadores antisirn~tricos dicho enunciado nos perrni-

te concluir que, para este tipo de uperadores, el dnico valor ca -

racterfstico posible es el cero. 

El enunciado iii) asegura que los valores caracterfsticos de un 

operador unitario, de existir, son números complejos cuyo rn6dulo 

es de tamaño uno. 

Para los operadores ortogonales, este enunciado indica que sus va-

lores caracteristicos, de existir, son necesariamente igual a 1 o 

a -1. 

Finalmente, cabe hacer ~nfasis en que el teorema X.S.lO no se ocu-

pa de la existencia de valores caracterfsticos, sino de las propi~ 

dades de éstos cuando existen. 

El problema de la existencia de valores caracterfsticos es diferen . -
te en el caso de un espacio vectorial complejo y en el de un espa-

cio vectorial real, por lo que ambos deben abordarse pqr separado, 

corno lo haremos en el siguiente apartado. 

Antes presentarernos'una caracterización para las representaciones 

matriciales de los tipos de operadores definidos· en x.5.9, cuando 

están referidas a bases ortonorrnales. 
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X. 5 . 11 TEOREMA 

Sean V un espacio con producto interno, B una base ortonormal de 

V, T: V+ V un operador lineal y A la representaci6n matricial de 

T referida a la base B: 

i) T* 

ii) T* 

iii) T* 

DEMOSTRACION 

T 

- T 
-l 

T 

si y s6lo si A* A 

si y s6lo si A* - A 

si y s6lo si A* 

Se demuestra a continuaci6n solamente el enunciado i). 

la prueba de que T* = T ) A* = A es inmediata, puesto que, si A. 

es la representaci6n matricial de T en 'la base B, coma T* = T se 

tiene ,que 

A M8 (T*) 
B 

y entonc~s, de X.5.4 se sigue que 

A A* 

Supongamos ahora que A*= A, y sea B ={e¡, e2, ... , en}. 

Si u, v son dos vectores cualesquiera de V, entonces 

n n 
u E a.e. y V ¡; eiei 

j=l J J i=l 

por lo que 

n n 
<T<ü> lv> (T( ¡; a .e.) 1 ¡; eiei> 

j=l J J i=l 
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n n 

<T<u> \v> ¡; a .T(e.) \ l: si ei) 
j=l J J i=l 

n n 
¡; ¡; ajT(ej) \Siei) 

i=l j=l 

n n 

<T<u) \v> ¡; ¡; a.S.(T(e.l\e.l 
i=l j=l J 1 J 1 

- - -(1) 

donde si representa al conjugado de S .. 
1 

Por otra parte 

n n 

<ii\T<v» ( ¡; a .e.\T( l: siei> > 
j=l J J i=l 

n n 
( ¡; a .e.\ ¡; SiT(ei)) 
j=l J J i=l 

n n 
¡; ¡; ajej\SiT(ei)) 

i=l j=:j. 

n n 

<u\T<v>> ¡; ¡; aiSi(ej\Tieill - - -(2) 
i=l j=l 

Además, como vimos en la demostraci6n de X.5.4 

- - -(3) 

de .. donde 

a.. (T(e.) \e.) 
J 1 1 J 

(e.\T(e.>> 
J 1 

- - -(4) 

Llevando las expresiones (3) y (4) a (1) y (2) obtenemos 

n n 

<T<il> \v> = ¡; E ajSi a .. 
i=l j=l 1) 

y 
n n 

<u\T<v» = ¡; ¡; ajSi a.·: 
.i=l j=l )1 
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Finalmente, corno A* = A se tiene que aji aij por lo que 

<T <ill 1 vi = <ill T <vil 

y en consecuencia T* = T, lo que cornpleta.la demostraci6n de i). 

o 
Considerando las·· definiciones de la secci6n VI. 7 y tornando en cuen 

taque A* = AT cuando A es una matriz con elementos en R, el teor~ 

rna X.S.ll nos permite concluir lo·siguiente. 

Un operador es herrnitiano ·(sirn~trico) si y s6lo si su r.epresent~ -

ci6n matricial en una base ortonorrnal es una matriz herrnitiana (si 

rn~trica) • A una conclusi6n semejante se llega para operadores an­

tiherrnitianos (antisirn~tricos) y lJ.nitarios (ortogona~es). 

As! por ejemplo, el operador T: R2 + R2 definido por 

T(x, y) = (x + 2y, 2x - 3y) 

es un operador sirn~trico puesto que su representaci6n matricial en 

la base can6nica de R2 , que es una base ortonorrnal, es la matriz 

M(T) = [l 2] 
. 2 -3 

que es una matriz sirn~trica. 

Si en lugar de la base can6nica elegirnos la siguiente base ortonoE 

mal de R2 

1 -3 3 
B {<m • m 1 • <m 

1 
m 1} 

obtendremos la representación .matricial 
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[- _': : ] 
que es tambi~n una matriz sim~trica. 

Diagonalizaci6n en espacios con producto interno. 

En este apartado estableceremos una condici6n necesaria y suficie~ 

te para la existencia de una base ortonormal formada por vectores 

característicos de un operador. 
'· . 

Para ello requerimos introducir algunos conceptos y resultados ad! 

cionales que veremos a continuaci6n. El primero de tales conceE -

tos es el de suma ~e dos subconjuntos de un espacio vectorial, que 

se define de la siguiente manera. 

X.S.l2 DEFI~ICION 

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y'sean S1, S2 dos 

subconjuntos de v. La suma de S1 y 52 es el conjunto 

Cuando S1 y S2 son,. además, subespacios de V, el conjunto S1 + S2 

es tambi~n un subespacio de V. El lector podrá demostrar esto fá 

cilmente. 

Un caso especial de suma que r~sulta de gran utilidad es el de su.., ·· 

ma directa, cuya definici6n es la siguiente 
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X.5.13 DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sean W1 , W2 dos sub 

espacios de v. Se dice que V es la suma directa de W1 y W2 y se 

escribe 

cuando 

V 

Como consecuencia de esta última condición, las sumas directas tie 

nen la siguie,nte propiedad importante 

X.5.14 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sean W1 , W2 dos sub 

espacios de V: 

V si y sólo si todo vector v E V 

puede ser expresado en forma única como 

V 

DEMOSTRACION 

Supongamos que V = W¡ . e W2. 

Entonces, por X.5.13, V = W1 + W2 y por X.5.12 cualquier vector 

vE v·puede expresarse como 

V 

Para probar que tal expresión es única consideremos otros dos vec-
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tores z1 t W1 y Z2 E ·W2 tales que 

V Zl +. Z2 

Entonces Be tendrá que 

y por lo tanto 

pero (wl - Zl) E wl, (Z2 - w2) t w2 y, por X.5.13, wl n w2 (0}1 

por lo que la igualdad anterior implica que 

y 

de donde 

En consecuencia, la expresión v 

es iinica. 

Supongamos ahora que ~ v E V es iinica la expresi6n 

Claramente V = W1 + W2 puesto que ~ v t V existen vectores w1 t W1 

y w2 E W2 tales que v = w1 + w2. 

Para mostrar que W1 n W2 

z E 1w1 n w2 l. 

Entonces Z E W1 1 por lo que 

{0} consideremos un vector 

- .,. -(1) 
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pero tambi~n z E W2, por lo que 

z = O+ z, donde o E W1 y z E W2 - (2) 

Además z E V, por lo que l_a expresi6n 

z w1 + w2, donde w1. E W1 y w2 E W2 

es linica. En consecuencia, de (1) y (2) se sigue que 

z = o 

por lo que 

v w1 G) W2 

D 

Con relaci6n a las bases y dimensiones de los subespacios que in -

tervienen en una suma directa se tiene el siguiente resultado para 

el caso de dimensi6n finita. 

X.5.15 TEOREMA 

Sean V un espacio vectorial de dimensi6n finita, ·w1 , W2 dos sub­

espacios de V t'ales que 

V= W1 8 W2 

y A, B bases-de W1 y W2 respectivamente, entonces: 

i) dim V = dim W1 + dim W2 

ii) AUB es una base de V. 

DEMOSTRACION 

Sean A 
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respectivamente. 

Por X.5.14, Y v E V existen w1 E W¡ y w2 E Wz tales que 

V W¡ + Wz 

Como A y B son bases de W¡ y Wz 

n 
W¡ ¡; a.x. 

i=l ~ ~ 

y 
n 

W2 ¡; ~iyi 
i=l 

por lo que 

m n 
V ¡; a.x. .¡: ¡; aiyi 

i=l ~ ~ i=l 

y el conjunto 

AUB = {x¡, X2, • • •, Xm, y¡, Y2, • • ·, Yn} 

es un generador de V. 

Para mostrar que es linealmente independiente consideremos la ex -

presi6n 

esto es 

puesto que el vector cero puede expresarse como 

0+0 o 

y O E V, por X.5.14 la descomposici6n anterior es ünica. En conse 

cuencia 
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>. .x. 
l. l. 

y 

pero A y B son bases de W1 y W2 , por lo que las expresiones ante-

riores implican que 

o y \12 =. · ·= \ln o 

En consecuencia AUB es una base de V y 

dim V m + n 

o 
Como consecuencia de los teoremas IX.5.16, X.5.14 y X.5.15 se con-

cluye el siguiente resultado para espacios con producto interno. 

X. 5.16 TEOREi-IA 

Si V es un espacio de dimensi6n finita con producto interno y w 

es un subespacio de V, entonces: 

. i) V w 0 w ... 

ii) dim V dim w + dim w ... 

Cuando v w G w.1. la expresi6n 

V y 

se conoce como "descomposici6n ortogonal" (o descomposici6n en dos 

direcciones ortogonales) del vector v. La raz6n es evidente pues­

to que, en este ~aso, w1 y w2 son vectores ortogonales. 

Consideremos ahora un espacio vectorial V, de dimensi6n finita y 

con producto interno, y pasemos a ocuparnos de las condiciones que 

debe satisfacer un operador lineal T: V + V para que exista una ba 
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se ortonormal de V formada por vectores característicos de T. 

En este punto el problema b§sico es la existencia de valores carac 

terfsticos dél operador y, por lo tanto, de vectores característi­

cos. Dicho problema es de naturaleza diferente cuando el espacio 

vectorial est§ definido sobre el campo de los números complejos y 

cuando est§ definido sobre el campo de los números reales. 

En el primer caso, por el teorema fundamental del §lgebra (!!1.3.2), 

el polinomio característico tiene al menos un raíz en C, la cual 

es un valor característico del operador .. 

Sin embargo, si el espacio vectorial est§ definido sobre R, la 

raíz cuya existencia garantiza el mencionado teorema puede no ser 

un número real y, en consecuenc'ia, no ser un valor característi~o 

del opei::-'ador. 

De hecho, en el caso real existen operadores que no tienen valores 

característicos. Vimos un ejemplo de ello en la secci6n X.4 con 

el .operador T: R2 ¿- R2 ,que gira un vector cualquiera del plano un 

§ngulo de 60°. 

Requerimos entonce.s una condici6n suficiente para garantizar la 

existencia de valores característicos de u~ operador en el caso 

real. Tal condici6n es la simetría del operador, como lo indica 

el siguiente teorema. 

X.5.17 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial sobre R, de dimensi6n finita y con prQ 

d'.lcto interno, y sea T: V ->- V un operador lineal. Si T es simé -

trice entonces tiene al menos un valor característico. 
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DEMOSTRAeiON 

Sea T un operador sim~trico y sea A la representaci6n matricial de 

T en un,a base ortonormal de R. Por X. S .11, A es una matriz real si 

m~trica y, por lo tanto, hermitiana. 

Definamos ahora un operador H: en +,en mediante 

El operador H, asr definido, es hermitiano para el producto inter­

no usual en en; ya que Y Ü; v·E en: 

IHiu> Jv> (AuJv> 

n n t 
E [1 ¡; aijuj) (vil] 

l.=l j=l 

n n 
¡; ¡; ujaijvi). 

i=l j=l 

n n 
¡; ¡; uia:jivj) 

j=l i=l 

n n 
E ( ¡; uiajivj) 

i=l j=i 

n n 
IHiu> Jv> E u. ( E aj'iv/ 

i=l 1 j=l 

pero A es una matriz hermitiana, por lo qur: a .. 
)1 

a .. 
1J 

y entonces 

n n 
IHiu> Jv> ¡; u. ( ¡; aijvj) 

i='l 1 j=l 

IHiu> Jv> = 1üJ Hlv> > 

t Aqr.ú vi Jr.epJr.uenta. d conjuga.do de .ea componen-te -i.-ú.úna. de v. 
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y en consecuencia H es un operador hermitiano. 

Puesto que en es un espacio vectorial sobre e, por el teorema fun­

.darnental del ~lgebra H: en~ en tiene al menos uri valor caracter!s 

tico A, y corno H es hermitiano, por i) de X.S.lO, A es real. 

Adern~s, corno la representaci6n matricial de H en la base 

{(1, 0, ... ,, 0), (O, 1, ... , 0), ... , (O, O, ... , 1)} 

es precisamente la matriz A, A es un valor caracter!stico de T. 

o 
Ahora que tenernos una condici6n suficiente para la existencia de 

valores caracteristicos de un operador en el caso real, podernos de 

mostrar el teorema X.5.18 que se enuncia a continuaci6n. 

En realidad se trata de dos teoremas, uno para el caso complejo y 

otro para el caso real; pero debido a que sus argumentos son seme­

jantes los .presentarnos en un mismo enunciado, v~lido para el caso 

complejo, indicando entre paréntesis los términos correspondientes 

al caso real. 

X.5.18 TEOREMA 

sea V un espacio vectorial sobre e (sobre R), de dirnensi6n finita 

y con producto interno, y sea T: V ~ V un operador lineal. 

Existe una base ortonormal.de V formada por vectores caracter!s­

ticos de T si y s6lo si T es normal (simétrico) . 

DEMOS TRAe ION 

La dernostraci6n de ambos teoremas se har~ t~ién sirnult~nearnente, 
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haciendo las aclaraciones necesarias para la validez de los arg~ -

mentes en el caso real. 

Se demostrar§ primero que si T es normal (sim~trico) entonces exis 

te una base ortonormal de V formada por vectores característicos 

de T. La demostraci6-n.se har§ por inducción matemática sobre la 

dimensión de V. 

Para dim V = 1 la validez del enunciado es inmediata puesto que T 

tiene un valor característico (aun en el caso real ya que el poli-

nomio característico es de primer grado con coeficientes en R y ~u 

raíz es real). Para cualquier vector característico v correspo~­
diente a dicho valor el conjunto 

{-1- v} 
Jl"vll 

es una base de V formada por un vector característico de ·T de nor-

ma uno. 

Sea ahora dim V n > l. 

El polinomio característico de T es de grado n y por el teorema 

fundamental del Slgebra (por el teorema· X.5.17) T tiene al menos 

uh valor característico A1 y un vector caracterÍstico correspo~ -

diente v1. Hagamos 

V1 

y sea W el subespacio de V generado por e 1 ¡ es decir 

W es invariante bajo T* ya que Y w e W: 
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"I¡(ae¡) 

T* <wl "I¡w 

por lo que T*(w) E w. 

En consecuencia, por X.5.5, W~ es invarian~e bajo (T*)* y, por 

X.5.6, es invariante bajo T. 

Entonces podernos definir un operador 

corno 

(Nota: Algunos autores llaman al operador S "la restricci6n de T. 

a W~" y lo representan con Tw.1.• debido a que tiene el mismo crite­

rio de asignaci6n que T s6lo que actúa en un subespacio de V. ·Ob-

·serve que para poder definir. la restricci6n de un operador T: V+ V 

a un subespacio de V, en este caso w~, se requiere que dicho subes 

pacio sea invariante bajo T) . 

El operador S es claramente un operador normal (simétrico), puesto 

que T lo es. 

Además, por X.5.16 

dim V - dirn W n - 1 

y podernos aplicar a S: W~ + w~ la hip6tesis de inducci6n. Esto 
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es, considerar que existe una base ortonormal de w~ formada por 

.n- 1 vectores característicos de S, digamos 

los cuales son también vectores característicos de T. 

Luego, por X.5.16 nuevamente 

v w G w~ 

y por X.5.15 se tiene que el conjunto 

{el ' e 2' e 3 ' ••• ' en} 

es una base ortonormal de V formada por vectores característicos 

de T. 

La demostraci6n del rec!proco es más simple y se presenta a conti-

nuaci6n. 

Sea B {el, e2, ... , en} una base ortonormal de V formada por vec-

Si v es un vector cualquiera de V se tiene que 

Y. en consecuencia 

n 
T[T* ( l: aiei) 1 por X.3.6 

i=l 
(ToT*) (V) 

n. 
T[ l: aiT* (e) 1 por X.5.3 

i=l 

n 
(ToT*l (v) T( l: aJiei) por ii) de X.S.B 

i=l 
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n 
(ToT*l (vl E a 1 iiT(ei) 

i=l 

n 
(ToT*l (vl E a. i. A .e. 

i=l ~ ~ ~ ~ 

por otra parte 

n 
(T*oTl (vl = T* [T( E aiei) l 

i=l 

n 
T*( E aiT(ei)) 

i=l 

n 
T* ( E aiXiei) 

i=l 

n 
E aiAiT*(ei) 

i=l 

n 
E a. A.i.e. 

i=l ~ ~ ~ ~ 

(T*oT) (;:T) 
n 
E a.~:. A. e. 

i=l ~ ~ ~ ~ 

se tiene entonces que 

ToT* T*oT 

por lo .que T es normal. 

Además, para el caso real se tiene que 

n 
T*(v) = T*( E aiei) 

i=l 

T*<vl 
n 
E 

i=l 
a.I:e. 
~ ~ ~ 

puesto que T es li~eal 

por hipótesis 

por X.3.6 

por linealidad de T 

por hipótesis 

. por X. 5. 3 

por ii) de x.s.s· 

por vi) de VIII.3.4 
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,por lo que T* = T y T es sim~trico. 

Esto completa la demostraci6n del teorema. 

D 

El teorema x.5.18 establece una condici6n necesaria y suficiente 

para la existencia ~e una base ortonormal formada por vectores ca­

racterísticos del operador. 

Por X.4.7 resulta que esta condici6n es suficiente para la exis 

tencia de una representaci6n matricial diagonal. 

Tal condici6n, sin embargo, no es necesaria; puesto que la base de 

vectores característicos a que se refiere X.4.7 puede no ser 1una 

base ortonormai. 

Un ejemplo de esto último lo tenemos e~ la transformaci6n - - ·- ~ 

· T: R2 + R2 definida por 

T(x, y) (2x + y, G.x + y) 

que utilizamos en la secci6n X.4. 

Para dicho operador se obtuvo que sus va·lores característicos son 

y 

y sus correspondientes vectores característicos son de la forma 
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(a, 2a) con a ~ O 

y 

(b, -3b} con b ~ O 

De esta·mane~a, cualquier conjunto 

B {(a, 2a), (b, -3b)} con a, b ~O 

es una base de R2 formada por vectores caracteristicos de T y, por 

X.4.7, su representaci6n matricial en dicha base es 

la cual es una matriz diagonal. 

Se deji1 al·lector como ejercicio demostrar que en este ejemplo no 

existe una base ortonormal de R2 formada por vectores caracter!sti 

cos de T, para el producto interno usual en R2 • 

Para concluir este apartado enunciaremos la generalizaci6n de los 

conceptos de suma y suma directa al caso de n subespacios y est~ -

bleceremos algunos reSultados relacionados con estos conceptos que 

se.emplearán en.el apartado siguiente. 

X.5.19 DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sean 5 1 , 5 2 , ••• , Sn 

subc'onjuntos de V. La suma de estos subconjuntos es el conjunto 

al que representamos mediante 

n 
¡: 

i=l 
S. 

l. 

1, 2, ... , n} 



844 

Es claro que cuando S 1 , S 2 , ... , Sn son subespacios de V, el conju~ 
n 

to E si es tambi~n un subespacio de V. 
i=l 

Para el concepto de suma directa definido en X.S.l3 se tiene la 'si 

guiente generalización 

X.5.20 DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sean W1, W2, ... , Wn 

subespacios de v. Se dice que V es l.a suma directa de 

W1, W2, ..• , Wn y se escribe 

V w1 8 w2 8 8 Wn 

cuando 

n 
V ¿ w. y w. n ¿ w. {O}, para i 1, 2,. ~ ·• 1 n 

i=l ~ l. j;ti J 

El s!mbolo W. se emplea para representar la suma de los subes-
j;ti J 

pacios w. para todos los valores de j, entre 1 Y. n, que son dife 
J 

rentes del valor i. 

Él teorema· X. S .14 tambi~n se geraliza de l·a siguiente manera 

X.5.21 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial sobre 'un campo K y sean W1 , W2 , ••. , Wn 

subespacios de V: 

si y s6lo si todo vector v e V puede ser expresado de manera dnica 

como 

V w1 + w2 + •..• + Wn, donde wi 
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Los resultados de X..S.lS tambil\n son válidos en el caso general; 

esto·es, si 

V 0 Wn 

y Bi es una base de Wi, entonces 

dim V dim W1 + dim W2 + ... + dim Wn 

y n 

u 
i=l 

n 

B. es una base de V 
1 

donde u Bi representa la uni6n de las bases B1 , B2 , ... , Bn 
i=l 

Un resultado importante que relaciona el concepto de suma directa 

con el problema de diagonalizaci6n es el siguiente 

X.5.22 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial de dimensi6n n y sea T: V ~ V un oper~ 

dor lineal. Existe una matriz diagonal asociada a T, referida a 

una base, si y s6lo si V es la suma directa de los espacio~ carac 

terísticos de T. 

DEMOSTRACION 

Sean A1 , A2 ,.;., Ak los diferentes valores característicos de T, 

y sea E(Ai) el espacio característico de T correspondiente al va -

lor A .. 
1 ' 

Supongamos que existe. una matriz diagonal asociada a T, referida 

a una base. 

Entonces, por X. 4 .·7 existe .una base de :v formada por vectores ca -

racterísticos de T y cualquier vector de V es una combinaci6n li -
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neal de dichos vectores característicos; en consecuencia 

k 
V E EP· 1 l 

1=1 

Para mostrar que se trata de una suma directa, sean 

Entonces, para'un vector cualquiera v E V se tiene que 

V E 

si Y. s6lo si 

Esto es 

V 

y 

V 

de donde 

por lo que 

aiwi 

E 
jo:i 

y 

a.w. 
J J 

E 
jo:i 

E aJ.wJ. 
jO:i 

a 1.w1. - E aJ.wJ. 
jO:i 

E(A. l] 
J 

V E E E(I.J.) 
jo:,i 

Pero como w1, w2, • ·,. , wk corresponden a valores característicos di 

ferentes, por X.4.2 el conjunto formado por dichos vectores es li-

nealmente independiente y de la expresi6n anterior se sigue que 

O, para .j 1, 2, ••• , n con j o: i 



En consecuencia 

V 0 

y 

E(>..) n 
~ 

¡; 
j;ti 
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E(>..) ={O} 
J 

por lo que V es la suma directa de sus esp·acios caracterfsticos; 

esto es 

V 

Sea ahora B i una base de E ( >. i) ,; entonces, sus elementos son VElcto­

res caracterfsticos de T. 

Además si 

V = E (>.d 

k 
por la generalizaci6n de X.5.15, i~l Bi es una base de V que está 

formada por vecto~es caracterfsticos de T y en consecuencia, de 

x.4.7, existe una matriz diagonal asociada a T referida a dicha ba 

se, con lo que se termil¡a la demostraci6n. 

D 
Proyecciones ortogonales y el teorema espectral. 

Veremos ahora como se puede "c;Iescomponer" un operador normal T, e~ 

presándolo como combinaci6n lineal de ciertos operadores conocidos 

como proyecciones ortogonale~. 

Introduciremos primero algunos conceptos y resultados que son nece 

sarios, empezando con el de proyecci6n. 
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X.5.23 DEFIN!CION 

Sea v un espacio vectorial y sea W1 un subespacio de v. Si exis-

te· un subespacio W2 de V tal que 

y 

entonces el operador P:· V~ V definido por 

se llama la proyección sobre W1 a lo largo de W2 

Con relación a esta definición cabe hacer notar que para un Wt fi-

jo pueden existir diversos subespacios W2 • De esta manera, el t~r 
1 

mino "a lo largo de" proporciona al operador P la unicidad requerj.. 

da por el enunciado. 

La siguiente figura muestra una interpretación geom~trica de la de 

'finici6n X.5.23. En este caso 

V {(x,O) lxER}y W2 { (x, x) 1 x E R} 
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X.5.24 TEOREMA 

Sea V un espacio vectorial y sean W1, W2 dos subespacios de v. 

Si P: V + V es la proyecci6n sobre W1 a lo largo de W2 entonces 

P(V) W1 y N(P) 

Es decir que el recorrido de P es el subespacio W1 y su núcl.eo es 

w2 

DEMOSTRACION 

Sean wl E wl y W2 E w2, entonces 

w1 + w2 E V, por X.S.l3 

luego, existe un vector v E V tal que 

es decir., V w1 E W1 existe ún v E V tal que 

p (v) wl 

y, por i) de X.l.2 

P (V) = ·W1 

Por otra parte, ya que W2 es subespacio de V, todo vector w2 E w2 

pertenece también a V y, por X.5.14, puede expresarse en forma úni 

ca como 

u1 + u2 donde 

Pero, por X.5.13, el. único vector que pertenece a W1 n W2 es el ce 
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ro por lo que 

- o W2 = + U2' 

y, por X.5.23, Ptw21 o 

luego, por ii) de X.1.2 

N(P) w2 

o 
Un tipo especialmente interesante de proyecci6n se tiene cuando 

el subespacio W2 'de la defiriici6n X. 5. 23 es el complemen~o ortogo­

nal .de W1. En este caso la 'proyecci6n recibe el nombre de "proyeE, 

ci6n ortogonal" o simplemente "proyecci6n". 

X.5.25 DEFINICION 

Sean V un espacio vectorial con producto interno, W un subesp~ -

cio de V y w~ el complemento ortogonal de w. Si 

V W + W1 1 donde W E W y W1 E WJ. 

entónces el operador P: .v + V definido por 

P<v) = w 

se llama la proyecci6n ortogonal sobre w. 

Este tipo de'proyecci6n tiene ciertas características importantes. 

En particular, si W es un subespacio de V y P es la proyecci6n or­

togonal sobre W; entonces, para cualquier vector v E v, P(v) es el 

vector de W que más se aproxima a v. 

El lector puede ferificar fácilmente que esto coincide con el re -
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sultado IX.5.18· (el teorema de proyecci6n). Es conveniente remar-

car '· sin embargo, que la proyecci6n (ortogonal) que se define en 

esta secci6n es un operador, mientras que la proyecci6n a que re -

fiere el teorema IX.5.18 es un vector. 

Otras propiedades importantes de las proyecciones ortogonales, cu-

ya demostraci6n se sugiere al lector, son las siguientes. 

X.5.26 TEOREMA 

Sea V un espacio con producto interno y sea P: V + V un ,operador 

lineal. P es una proyecci6n ortogonal (sobre algún subespacio 

de V) si y s6lo si: 

i) P(V)J. N(P) y N(P)J.' p (V) 

ii) PoP = P = P* 

Podemos ahora enunciar, a manera de teorema, la forma como puede 

descomponerse un operador normal en t~rminos de proyecciones orto-

gonales. 

X.5.27 TEOREMA (ESPECTRAL) 

Sea V un espacio vectorial sobre C (sobre R), de dimensi6n finita 

y con producto interno, y sea T: V + V un operador normal (sim~ -

trico). 

Si A 1 , A 2 •...• , A k son los diferentes valores caracter!sticos de 

T, E(Ai) es el espacio caracter!stico correspondiente a Ai y Pi 

es la proyecci6n ortogonal sobre E(Ai), entonces: 

i) T = A¡P¡ + A2P2 + ... + AkPk 

ii) P¡ + P2 + •.. + Pk = I 

iii) P. oP. 
l. J 

O, para i "' j 
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DEMOSTRACION . 

i) .Como Tes normal (sim~trico), por X.S.lS existe una base ort2 

normal de V formada por vectores ca:t;acter!sticos de T: y, por 

X.5.22, V es la'suma directa de sus espacios característicos, 

esto es 

V 

entonces, por X.5.21, para cualquier vector v E V se tiene 

que 

V - - - (1) 

en consecuencia, como T es un operador lineal 

- - _,_ 

Por otra parte, sea Si la suma directa de todos los subesp~ -

cios E(Aj), con j ~ i. si·x es un vector cualquiera de si se 

tendrá que 

E y dond~ yJ. E E(AJ.) 
j~i j' 

En consecuencia, si w es un vector cualquiera de E(Ai) se te~ 

drá que 

~~lx> = 1~1 E iJ.> 
j~i 

y por .las própiedades del producto interno 

Pero como Tes normal., por iii) de X.S.S, l~ly.) 
. . J 



j "· i, y en consecuencia 

De esta manera se tiene que. Si es el complemento ~rtogonal. 

de e P.il 

entonces, de la·expresi6n (2) se sigue, por X.5.25, que el 

operador Pi: V-+ V definido por 

P. 1v'! 
l. . 

es la proyecci6n ortogonal sobre E ( >. i) ·• 

Llevando este :.;-esultado a (2') escribimos 

. y por X.3.2 

en consecuencia, por X.3.1 , 

ii) Cons~deremos nuevamente la·expresi6n. 

- - - (1) 

Aplicando a ésta'el resultado al que llegamos en el desarro -
. . 

llo anterior se tiene que 

y en consecuencia 



854 

Luego, por definici6n de transforrnaci6n identidad y de igual-

dad de transformaciones 

corno se querfa. 

iii) Sea v un vector arbitrario de V, por X.3.6.· 

(P. oP.) (v) 
l. J 

entonces 

(P. oP.) (v) 
l. J - - - (3) 

Además, corno vimos en la dernostraci6n de ii, cuando i = j se. 

tiene que w. pertenece al complemento ortogonal de E(A.); y 
J l. 

corno Pi es la proyecci6n ortogonal sobre E(Ai), por X.5.25 

Llevando este resultado a (3) 

(P. oP.) (v) O 
l. J 

De donde 

P. oP. O 
l. J 

Esto completa la dernostraci6n del teorema. 

o 
A la expresi6n i) del teorema anterior se le conoce corno "descornp~ 

sici6n espectral" del operador T y, corno se sigue de lo que hemos 

visto, tal descornposici6n es única (salvo en el orden de los suman 

dos). 
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As!, por ejemplo, para· el opera~or T; R3 ~ R3 definido por 

,T(x, y, z) = (3x + 2y, 2x + 3y, Sz) 

se tiene que 

M(T) [: : :] 

O O S 

es una matriz sim~trica, as! que, por i) de X.S.11, T es un opera-

dor sim~trico. 

Entonce~, por X.S.27, T tiene una descomposici6n,en t~rminos de 

proyecciones ortogon.ales sobre sus espacios característicos. 

Para obtener dichas proyecciones, as! como la descomposici6n espe~ 

tral de T, se determinan primero 'los v~lores característicos del 

operador a partir del polinomio 

3-1. 

2 

·o 

o 

o 

S-1. 

13-!.l 2 t5-!.l- 415-!.l= cs-~.><s-">11-!.l 

cuyas tres raíces son los valores característicos 

S, S y 1 .· 

de los cuales. tenemos s6lo dos dit'erentes. Llamemos a ~stos 1. 1 y 

!.2; es decir 

y 

Sus correspondientes espacios característicos son 



856 

{(a, a, b.) 1 a! b E, R} 

y 

{(e, -e, 0) 1 e E R} 

Estos espacios tienen la siguiente interpretaci6n geométrica. 

E(A 1 ), que· es un espacio de dimensi6n dos, corresponde a un plano 

perpendicular al plano X - Y y que forma un ángulo de 45" con el 

plano X- Z; mientras que E(A 2), que es un espacio de dimensi6n 

uno, corresponde a una recta alojada en el plano X - Y y de ecú~ -

ci6n y = - x. Claramente, E(A¡) y E(A2) son complementos ortogon!i 

les. 

Como vimos en la demo~¡;traci6n de X.5.27, R3 es la suma directa de 

los espacios caracter!sticos de T; esto es 

por lo que la expresi6n 

(x, y, z) (a, a, .b) + (e, -e, 0) 

es 1i.nica. 

En efecto, se tiene que V (x, y, z) E R3 

(x,y,z) = (~, ~, z) + (~, -x2+Y, 0) 

lo que determina las proyecciones, 

P¡ (x,y,z) - ~ (1) 

y 
P2 (x,y,z) - ---(2) 

Como era de.esperarse, se verifica que. 



857 

5·1~ ·~ z) + (~ -x+y' O) 
2' 2' 2'.2 1 

·~ (3x + 2y, 2x + 3y, 5z) 

5Pl (x~y,z) + P2 (x,y,z) = T(x,y,z) 

pt;>r lo que 

cori P1 y P2 definidos por (1) .Y (2), es la descomposici6n espe.s_ 

tral del operador T del ejemplo. 

X.5.28 EJERCICIOS' 

1.- Obtener el vector V E R3 tal que 

considerando el producto usual en R 3 y'si 

$ (x, y, z.) 2x - 3y + z 

2.- Si T: C2 '+ C2 es un operador lineal definido por 

3.-

T(x, y) = (x + iy, -3ix + (1 - i)y) 

a) 'Determinar la regla que define a T* 

b) Verificar que se satisfa'ce (T (~) 1 v) 
dueto interno usual en C2 

Para el operador T: R3 '+ R3 definido por 

T(x, y, z) - (x - y, 3y + z, 2x - 2y) 

verificar que 

T*(V) = N(T)J. y N(T*oT) N(·T~ 

lul T* (v)) con el pr~ 
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4.- Demostrar que 

(aT) * = ;;T* 

y 

(SoT) * T*oS* 

de dos maneras diferentes, una de ellas directamente a partir 

de la definici6n de T*. 

5.- Para cada uno de los operadores T: C2 + C2 definidos por la~ 

siguientes reglas: 

a) T(x, y) = ((1- i)x +iy, ix + (1 + i)y) 

b) T(x, y) = (ix + (2- i)y, x + iy) 

Determinar si es normal y en caso afirmativo verificar que se 

cumplenlas propiedades ii) y iii) de X.5.8. 

6.- Hallar los valores de p, q E R tales que el operador T: C2 +. C2 

definido por T(x, y) = (px + (2 + i)y, (p - i)x + iqy) sea her 

mitiano. Considérese el producto interno usual en c 2 : 

7.- Demostrar que si Tes un operador unitario en un espacio vec-

torial V con producto interno, entonces 

a) IT(~) IT(~)) = <~l~l Y v, w E V 

bl IIT<v"> 11 = 11~11. y v E v 

Es decir, T preserva tanto ei producto interno como la norma. 

8.- a) Demostrar que R3 es la suma directa de los subespacios 

W1 = { (x,x,z) lx, Z E R} y W2 = { (x,2x,x) lx E R} 

b) Hallar otras dos descomposiciones de R3 en sumas directas 

una de las cuales sea como en X.5.16 y verificar que se 

cumple X.5.15 
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9.- Para cada uno de los operadores T: V+ V siguientes 

a) T(x,y) 

b) T(x,y) 

((2-2i)x- iy, -ix + (2+2i)y) donde V 

(2x - 3y, -3x + y) donde V = R 2 

ver~ficar que satisfacen las condiciones de X.5.18 y hallar 

una base de V formada por vectores caracter!sticos de T. 

10.- Verificar que el opera,dor T: R 3 + R 3 definido por 

T(x, y, z) = (3x, x + y - 2z, x - 2y + z) 

es diagonalizable y que su dominio es la suma directa de sus 

espacios caracter!sticos. 

11.- a) Obtener la proyecci6n sobre el subespacio de R 3 

b) 

e) 

W1 = { (x, y, x) 1 x, y E R}, a lo largo de cada uno de los 

siguientes subespacios 

w2 { (x, 2x, 3x) X E R} 

w3 {(O, o, z) z E R} 

Obtener la proyecci6n ortogonal sobre W1 

Hallar la proyecci6n ortogonal sobre cada uno de los si -

guientes subespacios de R3 

w. { (x, O, 0) X E R} 

Ws { (0 1 y, 0) y E R} 

w6 { (x, y, 0) x, y E R} 

w1 { (x, y, Z) x, y,, z E R} 

12.- Sean V un espacio vectorial con producto. interno y P: v + v 

un operador lineal. Demostrar que P es una proyecci6n ortog2 

nal (sobre algún subespacio de V) si, y s6lo si 

PoP p P* 
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13.- Obtener la descomposición espectral de los siguientes operad.2_ 

res 

a) T: Rs + Rs; T(x,y,z) 

b) S: es+ es; S(x,y,z) 

(-3x+2y-z, 2x-2z, -x-2y-3z) 

(x+iy, x+(2+i)y, z) 


