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PROLOGO

La presente obra, cuyo cohtenhido comprende los conceptos bdsicos -

del Algebra Lineal, es 1a3CQntinuaci6n de nuestro trabajo publica-

do bajo el tftulo Algebra (primera parte), aunque es précticémente

independiente del mismo.

;

Sin embaréo, para un buen aprovechamiento del material que compren

de este volumen, es necesar#b éue el lector .conozca las propieda -.
des de‘los ndmeros reales; dé,los n@meros complejos y de los poli-
nomios, incluyendo el célcuib de raices, Es conveniente también

que tenga conocimientos dé'éjgebra vectorial y de cdlculo con fun-

ciones de una variable.

En el capitulo V, primero'dq]este volumen, se estudian los sistemas

de ecuaciones lineales desde un punto de vista pr&ctico, proporcio’

nindose un m&todo general para obtener soluciones.

Se abérda'después‘de manera}amplia el teﬁa de las‘maﬁrices, funda-
mentalmente desde el puntozdg vista algebraico."Se estudiaﬂ las

operaciones de adicién, mulﬁipliéacién por un‘éscalar y multiplica
cibn de matrices, asf como sus propiedades, incluyendo el problema
de la inversa;’ se presentanfademés algunos tipos especiales: de ma- -

trices de uso frecuente en las aplicaciones.

La definicibn de determinante se plantea aquf desde el punto de.
vista tradicional; se estud%an sus propiedades fundamentales y se
‘desarrollan método generaleé para el c8lculo de determinantes.

Se incluyen adem8s un par de aplicaciones al calculo‘de la inversa:




y a la resolucibn de sistemas de ecuaciones lineales.

En el capftulo VIII se estudian los principales tipos de estructu-
ras algebraicas, introduciéndose adem&s el importante concepto de

isomorfismo.

Los Gltimos dos capftulos, que son los de mayor extensi6n, compren

den los temas centrales del &lgebra lineal desde el punto de vista

abstracto.

En el capiftulo IX .se define matem&ticamente la estructura de espa-
cio vectorial, se estudian sus propiedades y conceétos.fundamenta-
les-inherentes,_ilustréndolos con ayuda de ejemplos. Estos concep
tos se aplican a la construccibn de uné teorfa para los sistemas

de ecuaciones lineales y al tratamiento algebraico de las funcio -

nes.

Se estudian también en este capftulo los espacios vectoriales con
producto .interno y los conceptos métricos correspondientes, cbnclg

yendo con un resultado de gran importancia para las aplicaciones.

En el capitulo X se estudian las transformaciones entre espacios

vectoriales, sus conceptos fundamentales, el dlgebra de las trans-
formaciones lineales .y la relacibén de &stas con las matrices; ha -
ciendo énfasis en los conceptos de valor y vector caracterfstico y

su aplicacién al problema de la diagonalizacién.

Concluye el capiftulo con el tratamiento de tipos especiales de ope
radores en espacios con producto interno,. abordando.el problema de
la diagonalizacibn en estos espacios, asf.como la descomposicién

espectral.

En el presente trabajo hemos tratato de conservar la idea del ante
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rior, en el sentido de buscar una presentacifén para los conceptos
fundamentales que sea accesible al estudiante; sin renunciar a la

formalidad minima que debe tener un libro sobre el tema.

Queremos reiterar aqui nuestro reconocimiento a los profesores con
quienes tuvimos el agrado de trabajar en la‘preparaEién de las no-
tas que, .bajo el tftulo de Agun;es.de,Algebra, public6 la Facultad
de Ingenieria de la UNAM dur%hte seis afios y que sirvieron de

orientaéién para la elaboracibn dé este material. ‘Asimismo, desea
mos expresar nuevamente nuéséro agradecimiento a la Sra. Rosa Marfa

Arenas por su excelente trabajo en la mecanografia del manuscrito.

Nuestra gratitud también para la Facultad de Ingenierfa de la UNAM,

cuyos profesores y autoridadés nos brindaron el apoyo que hizo po-
sible .1a elaboracibn de este itrabajo, que esperamos le sea de uti-

lidad a la institucibn.

Finalmente, éonscientes deiqﬁe a pesar de nuestro empefio habrén de

aparecer errores, suplicamps;la'comprepsién de los lectores y soli

citamos su colgboracién péra%hacernos llegar sus criticas y suge -
:

rencias, las que seguramenﬁe‘contribuirén a mejorar futuras edicio

nes. '

EDUARDO SOLAR GONZALEZ

LEDA SPEZIALE DE GUZMAN
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CAPITULO V  SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

INTRODUCCION

El estudio de los sistemas de ecuaciohes.lineales puede emprender
se desde diversos puntos de vista; el que adoptamos en este capi-

tulo es, posiblemente, el m§s concreto.

Su propésito fundamental es el de establecer un método para obte-
ner soluciones y, en consecueqéia, se presentan ﬁnicamente los

conceptos necesarios para. desarrollar y aplicar el método.

Posteriormente, en elvcapitulo de Espacios Vectoriales se emplea-
rén las herramientas que proporciona el’'Algebra Lineal péra estu-
diar los sistemas de ecuaciones lineales'desdé un punfo de vista

mds general.
V.1 ECUACIONES LINEALES

Supongamos que en una f&brica se producen-tres tipdg_de articulos

. o S, .
a los que llamamos A, By C y que en ella trabajan cincuenta obre

ros durante ocho horas diarias; es decir, que se dispone de cua - -
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trocientas "horas-hombre" al dfa.

Para producir un articulo del tipo A se requieren 20 horas hombre,

para uno del tipo B se requieren 100 y para uno del tipo C se re-

quieren 40.

Si en condiciones normales no existen re;triccione; de materia

prima ni de maquinarfa y los obreroéleétén capacitados pdralfréﬁé
jar e5 la elaboracién devcualquiera de los tres tipos debarticg -
los ¢Culntos artfculos A, B y C pueden producirée diariamente em-

pleando todas las horas-hombre disponibleé?

Para responder a esta pregunta podemo§ plantear el siguiéhte\modg'

lo matemdtico del problema:

Si x,;‘xz Y X3 répresentan el nimero de productos A, B y C, res -
pectivamente, que’ se producen por dia, entonces 20x,, 100x, y

40x; representarsn el nfimero de horgs-hombre que se reqﬁiefen.pa-
ra producirlos. Por tanto, si se desea emplear las 400 horas-hom’

‘bre disponibles, X1, X2 y X3 deben ser tales que
20x, + 100x, + 40x; = 400 . - - - (1
Expresiones como &sta reciben el nombre de ecuaciones lineales.

Asi, una respuesta a la pregunta sobre el nimero de articulos a

producirse diariamente podria ser la siguiente..

"Producir 4 artficulos del tipo A, 2 del tipo B y 3 del tipo'C",

ya que al suctituir los valores

en la ecuacibén (1) se verifica la igualdad; esto es
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20(4) + 100(2) + 40(3) = 80 + 200 + 120 = 400

Se dice entonces que el conjunto de valores x, = 4, X, = 2y
x3 = 3 es una solucién de la ecuacién (1), o gue la terna ordena-

da (4, 2, 3) es una sdlucién de dicha ecuacibn.

Daremos a continuacién una definicién formal para estos conceptos

V.1.1 DEFINICION

Una ecuacién lineal sobre C es una expresién de la forma

ax +ax +...+ax =0b
17 T272 n'n

donde a , a , ... ,a; becC
1 2 - “n

A los simbolos Xop X4 eee s x se les conoce como "incbgnitas"
de la ecuacidn, a los nfimeros a; como "coeficientes" de las X, Y

a b como el "término independiente".

V.1.2 DEFINICION

Una solucibén de la ecuacién lineal
ax +ax +...+ax =5b
272 n’n

es un conjunto ordenado de n valores kl, kz, ess ¢ kn

tales que

ak +ak + ...+ak =b
1 2 2 nn.

- Resolucién de una ecuacibn lineal

En la bfisqueda de soluciones para la ecuacién




+ ..+ =
a x + a x, a X, b

pueden distinguirse tres casos.
Caso i) Al menos uno de los coeficientes es diferente de cero.

Si a # 0 la ecuacidn puede escribirse como

akxk =b - alxr = ... - ak-ixk—l - ak+1xk+1 = ee. = anxn

o bien, como

-1 :
ﬂ‘g(b ST o T Ay T g Xy T oeee T oaix)
Podemos entonces asignar valores a las incégnitas xl, cee o Xy
xk+1, cee xn (arbitrariamente), y de la expresidn anterior se

obtendr& el valor de X, que con los valores asignados constituye

una solucién de.la ecuacidn.
Por ejemplo, la ecuacién

20xl + 100x2 + 40x3 = 400 -=-=-1(1)
puede escribirse como

20x
N 1

"x = 20 - 5x - 2x
1 2 3

400 - 100x - 40x
2 3

de donde, haciendo x2 = 2 y X 3 se obtiene

3

x = 20 - 5(2) - 2(3) =20 - 10 ~ 6 =4

con lo que se forma la solucidn

la cual presentamos al inicio de esta seccién.




- 295 -

Si queremos obtener otra solucién podemos asignar otros valores a

]

las incbgnitas X, Y X, por ejemplo x, 0y x,; =5, con lo

que se obtiene
xl =20 - 5(0) - 2(5) = 10

En consecuencia, la terna (10, 0, 5) es otra solucibén de la ecua-

cidén (1).
En general, cualquier terna ordenada de la forma
~( 20-5a-2b , a , b))

donde a y b son dos nfimeros cualesquiera, es una solucién de la

ecuacibén (1).

Caso ii) Todos los coeficientes son nulos y el término indepen -

diente también lo es.
Entonces la ecuacidn es de la forma
0x +0x + .. +0x_ =0
1 2 n

Yy es claro que cualquier conjunto de n valores es una solucién de

la ecuacién.

Caso iii) Todos los coeficientes son nulos y el término indepen-

diente no lo es..
Entonces la ecuacién es de la forma
Oxl + 0xz + .. + Oxn =b, conb # 0

y es claro que ningGn conjﬁnto de n valores podr§ ser una solu -

cibén de la ecuacibn; es decir, la ecuacidn no tiene solucidn.
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V.2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Volvamos al ejemplo de la fébrica y supongamds que los artfculos
B'y C deben producirse en cantidades iguales. Tenemos entonces

la restriccibén adicional

que, expresada en la forma que establece la definicién V.1.1, que

da como
0x +x =-x.=0 C- == (2)
1 2 3 .

Ahora el problema consiste én encontrar una.solucién qué satisfa-
ga "simult&neamente" a las ecuaciones (1) y (2). En consecuen -
cia, las dos soluciones obtenidas angeriormente ya no son fitiles,
pueSté dﬁe (4, 2, 3$‘y (10,‘0, 5) ﬁo:son solucionés dé la ecua -

cibén (2); esto es

0(dy + 1(2) - 1(3) =0+ 2=3==14#0

Yy
0(10) +1(0) - 1(5)

0+0-5=-5#0

A diferencia de éstas, si se producen 6 articulos del tipo A, 2
del tipo B.y 2 del tipo C se tiene una solucién que satisface am-

bas restricciones ya que

s

20(6) + 100(2) + 40(2) = 120 + 200 + 80 = 400

0(6) + 1(2) - 1(2) =0 +.2 -2 =0

"Se dice entonces que la terna ordenada (6, 2, 2) es una splucién

del sistema

20xl + 100x2 + 4Ox3 = 400

0x; + X, = X3 =0
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el cual consta de dos ecuaciones lineales con tres incégnitas.
* En general, un sistema es un conjunto de ecuaciones lineales gue

tienen las mismas incbgnitas, como lo establece la sigquiente defi

nicibn. : o .

v.2.1 DEFINICION
Un sistema de m ecuaciones lineales con.n incégnitas’

sobre C es una expresién de la forma

a x +a x +...+a x_=Db
1y 1 12 2 cans o .
. . :
a x +a x +...+a x_=0b
21 1. 22 2 : 2n N 2
© e e & ele e e e 4 e s e 8 s
e e e e e e 4 e e e e e e e e
i .
a x +a + ... + a = b
mi 1 ma2 2 mn“'n m

4Pue§to.que un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de

ecuaciones. con las mismas incégnitas, resulta natural-considerar
como una solucién del~éistema a un conjunto de valores que satis-
face a todas las ecuaciones del sistema, por lo que se establece

i

la siguiente definicidn.




v.2.2 DEFINICION

Una solucibén del sistema de ecuaciones lineales

b

a x +a x + ...4+a x_ =
11,1 122 : in’n 1
a x +a x +...+a x =Db
2171 227 2 2n'n 2
e e % e s o o e o o o s s e s =
e s e o o o s s s s s s s e s
a x +a x + ...+a _x =0b
ml 1 ma2 2 mn n m

es un conjunto ordenado de n valores k , k , ... , k

1 2 n
tales que

a k +a + ... +a k =0b

1171 122 in n 1
a k + a + ... + a =b

21 1 22 2 2n 0 2
S I R AR
a k +a + ... +a_k =0b

mil 1 m2 2 mn n m

La definicién anterior establece claramente lo que deber§ enten -
derse por solucibén de un sistema de ecuaciones lineales; sin em -
bargo, no nos dice que cualquier sistema de ecuaciones lineales

habri de tener solucidn.

Hay sistemas de ecuaciones que no admiten solucién. Por ejemplo,

es claro que el sistema




- .299 -

sea igual a 1 y tamﬁién a 3. A este tipo de sistemas les llamare

mos "incompatibles”.(l)

Si, por el contrario, un sistema de ecuaciones lineales tiene so-
lucibén diremos que es "compatible”.(2)

Los sistemas compatibles pueden tener una sola solucién, en cuyo
caso diremos que son "determinados"; o m&s de una soiucién, en cu

yo caso diremos que son "indeterminados".

De acuerdo con esto, los sistemas de ecuaciones lineales pueden
clasificarse de la siguiente manera
INCOMPATIBLES
(no tienen solucién)
SISTEMAS DE - .
ECUACIONES LINEALES . o DETERMINADOS
. . - COMPATIBLES ‘ "(una 'sola solucibn)
(tienen solucién)

INDETERMINADOS
(m&s '‘de una solucién)

- Transformaciones elementales

Cuando dos sistemas de ecuaciones lineales tienen las mismas solu

ciones se dice que son "equivalentes".

El método que emplearémos en este capitulo para obtener las solﬁ-
" ciones de ﬁn sistema de ecuaciones lineales se basa én el empleo
de ciertas transformaciones, l;amadAS transformaciones elemenig -
les, que no alteran las soluciones del.sistema;.es decir, trans -
formaciones que al aplicarse a un sistema dan como resultado un-

sistema equivalente.'

(1) En algunos tex/taé se ampeea el téumino "4.ncon4utmte" para heferinse a
este conceplo.
(2)

"consistente".
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Las transformaciones elementales pueden ser de tres ‘tipos y con -

sisten en:

I) ' Intercambiar dos ecuaciones.

II) Multiplicar una ecuacibén por un n@mero diferente de cero.

III) Multlpllcar una ecuacién por un nﬁmero Y sumarla a otra ecua

c16n, reemplazando esta ﬁltlma por el resultado obtenido.

Para ilustrar el empleo de estas transformaciones consideremos;

por éjemplo, el sistema

3x - 2y + z = -1
x -2y +3z= 1 (So)
6y - 2z = 4 -

Si intercambiamos en €l las dos primeras ecuaciones estamos apli-

cando a So una transformacibén del tipo I que conduce al sistema

x -2y + 3z = 1
3x -2y + z = -1 ' (s1)

6y - 2z

1
S

_que;vevideﬂtemente, tiene las mismas soluciones que S;;”

81 ahora multlpllcamos la tercera ecuacién de Si1 por 7 estamos

apl1cando a S1 una transformac16n del tipo II que conduce al 51s
tema

X = 2y.+ 3z = 1
3x - 2y + z = -1 (S2)
3y - z= 2

si ahora multiplicamos la primera ecuacién de S por -3 y la su-
mamos a la segunda ecuacibn, reemplazando esta Gltima por el re-

sultado obtenido, estamos aplicando una transformacién del tipo
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III que conduce al sistema

X = 2y + 3z = 1
4y - 8z, = -4 : (S3)

3y - z= 2

Los sistemas Sy, S;, S y SQ son, segin hemos dicho, equivalen -

tes; ésto es, tienen las mismas soluciones.

Es obvio que las transformaciones del tipo I y del tipo II condu-
cen a sistemas equivalentes. El caso de las transfdrmaéiones del
tipo III no es tan evidente por lo que se demostrari a continua -

cién.

Sea el sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas

a X +a x +...+a x =0b
11 1 12 2 in n 1
.

H

a x +a x + ...+a x =5bH
pl 1 p2 2 ‘" pnn - P
P 8
: , (s)

a x +a x 4+ ...+a .x =0b
qQ1l 1 q2 2 qn n. - q
:

. .

a x +a x +...+a x =5b

ml 1 ma2 2 mn n m

donde 1 ¢ p<ggm y sea S' el sistema que ée obtiene al multi-

plicar por c¢ la ecuacién p y sumarla a la ecuacibén q; esto es '

@ X 48 X + teseeeeeneeas +a@a x '=b '
11 1 12 2 . ’ 1ln.n ) I

a" x +a x + cesssscsseses @ X =Db
pl 1 P2 2 pn n p
. : ' ) ) (s")
ca. .+ a X + .0 + (ca + a X =cb_+b

.( “p1 qx) 1 , ( pn qn) n “p q

a8 X +a X 4+ iieeiieniee.. +a . x =b
ml 1 ma2 2 mn n . m

Si (ky, K2y oo kn) es una solucién de S entonces satisface tg‘
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das las ecuaciones de S' con éxcepcién, posiblemente, de la ecua

cibn

+ el + + = —=(q"'
(capl aql)xl (capn aqn)xn cbp +.bq (a")

Sin embargo, como (kl, kz, I kn) es solucibn de S se tiene

que

a k +a k + ...+a k =Db" --=(1)
p1 1 p2 2 pn n P .

y B
a k +a k + ... +a k =b --=(2)
ql 1 q2 2 . qn n q

' por lo que
ca k +ca k 4 ... +ca k =cb -==(3)
p1 1 pz 2 pn P

En consecuencia, sumando (3) y (2)
(ca +a )k + ...+ (ca_+a )k =cb +b
p! q1 1 pn qn  n P . q
por lo que (kx' kz, cee kn) satisface también la ecuacibén (q').

De manera reciproca, sea ahora (L, %2, ««« Qn) una solucién de
S', entonces satisface todas las ecuaciones de S con excepcién,

posiblemente, de la ecuacién

a x +a X + ...+4a x =b --=(q)
.oql q2 2 - gqn n q

Sin embargo, como (%, %2, «-- ,»2n) es solucibn de S' satisface

la ecuacibn (q');-esto es

(ca +a )2 + ...+ (ca _+a )2 =cb +Db ---(1)
p1 q1” 1 . pn qn - n P q

ademis, como también satisface la ecuacién p de (S')

a 2 +a 4 + ...+a & =0b
pt 1 p2 2 pn n P
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se tiene que

ca % +ca 2 4 ... +ca & = cb K ———(2)
pl 1 p2 2 pn n P .

Entonces, restando (2) de (1)

a 2 +a 2 +...4+4a L& =2php
q1 1 q2 2 qn ' n ‘q

con lo que (ll,iz, cee ln) satisface también la ecuacién (q) vy
los sistemas S y S' soﬁiequivalentes.

O

i

- El método de Gauss
El procedimiento mis cémodo para obtener las soluciones de un sis
tema de ecuaciones lineales es, tal vez, el conocido comd método

de Gauss. S

Este método consiste en:la eliminacidn consecutiva de las incégnl
tas con el propSsito de llegar a un sistema que tenga. forma "esca
lonada". Para llevar a cabo dicha eliminacidn sin alterar las so .

luciones del sistema, se recurre a las transformaciones elementa-

les que hemos descrito.

Para ilustrar la idea central dei método, consideremos el proble-

ma de resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales

X; + X2 + 2x3; = 3
3x; + 4%, + x5 = -1 ,. (Sy)
=2X; - 4x; = x3:'= 0

Para eliminar‘la incégnita x; de la segunda y de la tercera ecua-
cién, podemos emplear dos tranformaciones del tipo III. Asi, mul

tiplicando la primera equacién por -3 y sumando el resultado a la




segunda se obtiene el sistema

X1 + X2 + 2x3 = 3
x2 - 5x3 = =10 (S1)
-2X; - 4x2 - X3 = 0

y multiplicando ahora la primera ecuacién por 2 y sumando el re -

sultado a la tercera se obtiene

X1 + X2 + 2x3 = 3
X2 - 5x3 = -10 (Sz)
- 2x2 + 3x3 = 6

con lo que hemos conseguido eliminar xi1 de la segunda y tercera

ecuaciones.

Para eliminar x. de la tercéra ecuacibén podemos emplear nuevamen-
te una transformacién del tipo III, pero .tomando ahora la segunda
ecuacién como "pivote". Asf, multiplicando la segunda ecuacibn .

por 2 y sumando el resultado a la tercera se obtiene el sistema

X; + X2 + 2x3 = 3
x2 - 5x3 =.-10 (S3)
- Tx3 = ~14

donde se observa de inmediato que

x;-:li—z

-1

Para obtener el valor de x: sustituimos el valor obtenido de x3

en la segunda ecuacién de Sj;

x2 -5(2) = -10

quedando asf una sola incégnita cuyo valor es
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X2 = =10 + 10 = 0

Por iltimo, para obtener el valor de x; sustituimos en la primera

ecuacibn de S, los valores obtenidos de x, Y Xg.

x1 + 1(0) + 2(2) =‘3

de donde

N

En consecuencia, x1 = -1, x2 = 0' y x3 =2 es la soluc;én'del

sistema S3; y como &ste es equivalente a So, la terna (=1, 0, 2)
. -

es la solucibn del sistema inicial, con lo que queda resuelto el

problema.

Cabe hacer notar que en el pérrafo anterior hemos dichd "la" solu

cibn del sistema S;, lo cu%L lleva implicito qﬁe dicho ,sistema es
determinado. Explicaremos.aﬁora el por qué de tal aseveracidn.
Es evidente que el valor x; = 2 es el finico que safisféce la ter-
cera ecuacibn de S;; en consecuencia, los finicos valqrgs que sa -
tisfacen "simultdneamente" a la segunda y a la tercera 'ecuacién
de S3 son x = 0 y x3 = 2. ‘Continuando con este razonamiento
concluimos.que X, = -1, x2é=‘0 'y X3 = 2 es la finica solucibn -

del sistema Sj;.

Como el lector habri sospechado, éste no es el finico caso gque pue

de présentarse ya qué, comé hemos viéto, éxisteﬁ siStemas q.e son
indeterminados y otros québson“incoméatiblés. Veremos posterior-
mente algunos ejemplos correspondientes a estos dos casos hacien;
do notar bajo qué condiciones;seﬁpresentan; sin embargé, introdu-

ciremos primero una herramienta que nos permitird ahorrarnos al -
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glin trabajo y ver con mayor claridad lo que sucede en cada paso

cuando utilizamos el método de Gauss.

Si analizahos con cierto cuidado el proceso seguido en‘el>ejemp%o
anterior, podemos darnos cuenta que no era necesario_esqribii los
simbolos correspondientes a las incdgnitas una y otra Qez, puesto
que todas la; operaciones se éfectuaron éobre los coeficientes y

términos independientes.

El sistema

'

X + X, + 2x3 = 3
C3%) 4+ %, ¢ ox3 = -1 (S0)
-2x; - 4x2 - x3 = 0

queda completamente definido por el valor de sus coeficientes 'y
términos independientes,, los cuales pueden presentarse’ convenien-

temente ‘en el siguiente arreglo tabular

al que se conoce con el nombre de "matriz". Esta matriz, en par
ticular, contiene doce elementos dispuestos en tres renglones y

cuatro columnas por lo gue se dice gue es de orden 3x4.

De la misma manera, los sistemas S,, S, y S3; pueden ser represen

tados, respectivamenteh por 'las matrices

M= | 0 1 -5 -10
-2 -4 -1 o0




11 2 3

My = 0 1 -5 -10

0 0 -7 -14

las cuales pueden obtenerse a partir de Mo efectuando, con los
renylones, transformaciones anflogas a las descritas con las ecua
ciones. Estas transformaciones, conocidas como "transformaciones

elementales por renglén", consisten en:

I) Intercambiar dos renglones.
II) Multiplicar un renglén por un nfimero diferente de cero.
IIX) Multiplicar un renglén por un nfimero y sumarlo a otro ren -

glén, reemplazando este' Gltimo por el resultado obtenido.

La Gltima de las matrices anteriores (M;) se.dice que estd en
"forma escalonada" o que esiuné matriz éséalonada. En éeneral,'
se dice que -una matriz esté‘én forma escalonada si el nfimero de
¢eros anteriores al primer'eieménto no nulo de cada renélén aumen

*a al pasar de un rengldn al siguiente, hasta llegar eventualmen-

te a renglones cuyos elementos son todos nulos.
Por ejemplo, las siguientes matrices también son escalonadas

2 3 4 5 6

o
w
.o.
o
N

1. -4 0 2

[y

o
w
]
[y
wm
o
o
v
1
[y
w
N
o
o
-
-
=

0o 0 -2 1
Lo'v 0 o0 1

o
o
o
o
o
FS
o
o
o
o
o

o
o
o
o
o
(=]
o
o
o

o
o

Regresando al método de Gauss, vemos que es conveniente represen-
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tar al sistgma mediante una matriz y efectuar en ella las trans =
formaciones necesarias para llevarla a la forma escalonada. Harge
mos esto para obtener las soluciones del siguiente sistema de
ecuaciones lineales.

\

3x; + 3%2 - X3 + Xy + 4xs = 4
X, + X2 + X3 = 2x4 - Xxs = 1 (So)
- 2x; - 2x2 + 2x3 = 3x4 - S5xs = =3

Primero representamos al sistema por medio de la matriz

3 3 -1 1 4 4

-2 -2 2 -3 -5 -3

La cual trataremos de llevar hasta la forma escalonada mediante

transformaciones elementales por renglén.

Por lo general, conviene que el primer elemento no nulo de cada‘
rengién sea un uno (o0 un menos uno) para eliminar f4cilmente los
coeficientes que se encuentran por debajo de &1, .multiplicando

simplemente por los simétricos respectivos. Entonces, intercam -

biando el primero y segundo renglones de Mo obtenemos la matriz

1 1 1 -2 -1 1

la cual tiene un uno en la primera posicién del primer renglén.
Ahora, multiplicando dicho primer renglén por -3 y sumando al se
gundo y, a continuacién, multiplicando el mismo primer renglén

aor 2 y sumando al tercero obtenemos la matriz




la cual puede transformarse en una matriz escalonada sumando el

segundo renglén al tercero, con lo que se obtiene

El tercer renglén de esta matriz representa a una ecuacién de la

forma .

Ox + Ox + .;. +0x_ =0
1 2 n

que, como vimos, es satisfecha por cualquier conjunto de n valo -
res. En consecuencia, la matriz M; representa al siguiente siste

ma de dos ecuaciones

X + X2 + X3 - 2X4y - Xs = 1

(S1)
- 4x3; + 7%y + Txs

]
[

continuando con la idea del ejemplo anterior, de la segunda ecua-
cién de S: podemos obtener el valor de x3; sb6lo que ahora este va
lor no es {inico, sino que esti en funcibén de los valores que to -

men xy y Xs. Asi
-4x; = 1 - 7%y - 7xs
por lo que

Xa = = T+ X + s —
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Llevando este valor a la primera ecuacibén de S1 se obtiene
X1+ X2 +( - % + ;xu + %Xs)-qu -xs = 1
X1 + X2 - %xk + %xs = ;
= 3%+ Fa - 3xs @

podemos entonces dar cualquier valor a las incégnitas x2, Xu .y
Xs y calcular, a partir de (1) y (2), los valores correspondien -
tes de x1 y x3. Se-'dice por ello que el conjunto de expresio -

nes

X1=§--Xz+%xu-%}(5

X2 = X2
Xs = =F 4 gk + Ixs (3)
Xy = Xy
X5 = Xs

constituye la "solucidn general" del sistema S, que, como se ve,

es indeterminado.

Si queremos obtener una "solucibén particular" del sistema So; es
decir, una solucidn en el sentido de la definicién V.2.2, bastard

con elegir un conjunto de tres valores para X;, Xy Yy Xs; por

ejemplo’
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y calcular, a partir de la solucibn general, los correspondientes

¥

valores de x1 y x3. Para los valdres elegidoé se tiene

X1 =2 -3+ F4) - 3(-1) =0

1
P

x3 = =3+ 2(4) +2(-1) = 5

por lo que (0, 3, 5, 4, -15 es'und solucibén de So.

Si hacemos ahora x2 = 1, x4 = 0 -y xs = 1, de (3) se obtiene
T R
! q q z
Y 1,7.3
xs=-gtgs3

por lo que (-%, 1, %, 0, 1) es otra solucibn del sistema So.
. : . { . L N

En ocasiones los simbolos correspondientes a las "variables 1i - |
bres" suelen reemplazarse por otras literales, las cualesi se con-
_vierten en paré&metros de la solucidn general. Asi por ejemplo,

para el caso anterior podemos: expresar la soiucién general (3) co

mo
X, = % -a+ 7b- % c
X2 = a %
S S R
Xy = b '
Xs = C ; g

donde a,.b y c pueden tomar qhalquier valor.

Consideremos ahora el sistema



x4+ 2y - z =1

. 2x + 3z = -2
- x +' 2y - 4z = 4
3x + 2y + 2z =--1

al cual podemos representar con la matriz

-1

N
1
IS
S

Efectuando en ella transformaciones elementales por renglén la

llevamos hasta la forma escalonada siguiente

1 2 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1
2 0 3 -2 0 -4: 5 -4 0 -4 5 -4
-+ >
-1 2 -4 4 0 4 =5 5 0 0 0 1
-3 2 2 -1 0 -4 5 -4 0 0 0 0

En la Gltima matriz, el tercer rengldén representa a una ecuacién

de la forma
0x + Ox + ... + 0x =Db, conb #0
1 2 n

que, como vimos, no tiene solucibén. En consecuencia, el sistema

en cuestibén es incompatible.

A través de los ejemplos anteriores hemos mostrado lo que sucede
al emplear el método de Gauss en cada uno de los tres casos co -
'rrespondientes a la clasificacién de los sistemas de ecuaciones

lineales.

En resumen podemos decir lo siguiente:
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"El método de Gauss consiste en aplicar a un sistema de m ecuacio-

nes con n incégnitas (o a la matriz que lo representa) una suce -

i

sién de transformaciones elementalés hasta llevarlo a?la<fbrma es

calonada.
Si durante el proceso se obtiene una ecuacién de la forma

0x + O0x + ... +0x =0
1 L2 n '
i

a la que se llama ecuaclén nula, ésta se desecha puesto que cual-

quier conjunto de n valores es una solucién de la mlsma.

Si durante el proceso se obtiene una ecuacién de la forma
. i

0x + 0Xx + ... +0x =Db; conb # 0
1 2 n ;

el sistema es incompatible, puesto que dicha ecuacién no tiene so

lucién; de otra manera el sistema es compatible. |

[

Si el sistema es compatible y al reducirlo a la forma escalonada

se obtienen n ecuaciones no nulas, entonces el sistena es determi
il C

. . ! .
nado y su solucién se obtiene por sustitucién sucesi@a de los va-

lores de las incégnitas, a partir de la Gltima cuyo valor es inme

diato. ) ‘ ]

Si el sistema es compatlble y al reducirlo a la formﬁ escalonada
se obtienen r < n ecuaciones no nulas,‘entonces el 51stema es in
determinado y su solucibén general se obtiene dejaﬁdojn - r incég-
nitas libres (es decir como paré&metros) y'expresando?a las otras

r incégnitas en funcién de éstas. : ‘ {

hi




vV.2.3 EJERCICIOS

1.-

Para la ecuacibn lineal
1
X3 -4sz+ 2x3 + 7Xu =5

determinar cufles de los siguientes conjuntos ordenados son

soluciones
a) (=3, -1, 2) b) (1, -4, 3, 2) o) (-3, -1, 2, 0)
A 3 o-1, -1, 3 e (3,2, -1, -1, 3)

Para cada una de las siguientes ecuaciones lineales obtener

todas sus soluciones
a) 3x; - 2Xz + x3 =5 b) 3x; - 2X2 + x3 = 0
c) O0x) + Oxz + O0x3; = 5 d) O0x; + 0x2 + Ox3 = 0

e) ax = b; cona # 0

" Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

X + 2y - 3z = -5 X; + 2X; = 3X3 + 2x, = -1
- y + 2z = 5 b) = x; = 2Xx2 + 2xX3 - 5xy = 1
2) -2x + y = -11 2%, + 4%, - 5%3 + Txy = =2
3x + oz = 13 '
2x + 3y +‘ i = 2 . - X2 - X3 =3
c) 2x - y+ z=1 3X; + X2 + 2X3 + Xy = 6
4x - 2y + 2z = 4 . i, + xs =0

2%, + X2 + X3 + Xy = 6
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4.- Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaéiones linea-

les o - !
2x - y-kz =0 ‘ kx + y +§ z =1
a) X - y- 2z = liy - b) x + ky +ﬁ z =1
- x+ 2y + 0z =k ‘f" ) X+ y +?kz =1

Determinar para qué valores de k el sistema es:

i) Incompatible
ii) Compatible determinado

iii) Compatible indeterminado-x

Determinar para qué condiciones de a y b tiene solucidn el si
. ‘ 1
guiente sistema. Si tales condiciones se cumplen ¢Cudl es la

solucibn del sistema?

X - X2 - X3 = .a

- X + X2 + X3

b , I ;

X1 — X2 + X3 = 2a

' Un sistema de ecuaciones lineales en el que todos los términos

N . ‘ : : . i
independientes son nulos 'se dice.que es "homogéneo".  Un sis-

tema homogéneo siempre es compatible puesto que édmite la so-
lucibn x = x = ... =x =0, llamada solucién trivial.
n N ]

. Para cada uno de los siguientes sistemas homogéneos, determi-
1

- o . |
nar si el sistema admite soluciones no triviales|y en caso

afirmativo obtenerlas

2%, + X2 - X3 =0 e S 2x+ 6y + z2=0
a). X, + 2%z + 4xs = 0 b)) x+3y -=0
Ik, + 2%z + 3x3 = 0 -x-3y+4dz=0




CAPITULO VI MATRICES

INTRODUCCION

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales es un'temé que

de manera natural nos lleva al concepto de matriz. As{, en el ca
pitulo V se introdujeron las matrices como una éyuda para repre -
sentar, en forma tabular, un sistema de ecuaciones lineales, y fa

cilitar con ello el empleo de las transformaciones elementales.

A diferencia del capitulo anterior, en éste nos ocuparemcs de las
matrices como entes matemdticos con existencia propia, indepen --.
diente de los sistemas de ecuaciones lineales; aunque encuentran

en é&stos sus principales aplicaciones.

Definiremos la manera como las matrices pueden sumarse, multipli-
carse y multiplicarse por escalares; analizando las principales

consecuencias de dichas definiciones. Estudiaremos adem&s“algg -
nos tépicos y tipos especiales de matrices que éon importantes en

el campo de las aplicaciones.
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Desde unApunto de vista algebraico, las matrices rompen %on la mo
notonia establecida pﬁr los diversos sistemaé numéricos,iya que
'la multiplicacién violg una de las leyes que tradicionél%enie se
habian cumplido en dichos sistemas:. la ley conmutatlva.Iy Esto
trae como consecuencia que, en algunos aspectos, las matrlces se

separen del conocido comportamiento algebraico de los nﬁ$eros.

[

VI.1 CONCEPTOS GENERALES : i

- Matriz

i
Podemos decir que una matriz es una "tabla" o "arreglo r?ctangu -
. It hand

i
lar" de elementos que, usualmente, son nimeros reales o complejos.

El concepto de matriz, sin embargo, puede generaiiiarse %l caso
en queklos elementos sean polinomios,bfuncionés) operadoies o
cualquier otro tipo de "entes matemdticos"; conservando su va11 -
dez la mayoria de los conceptos y propledades presentados en este
capitulo, en el cual se considera a la matriz como un arreglo de

nfimeros.

VI.1.1 DEFINICION ' o -
Una matriz de mxn con elementos en.C es un arreglo

de la forma

—_ —_
ay a cee @
1 12 in
see A
aza az2 2n
e e e e e o o
a a - |
mi m2 mn

donde aji, @12+ eos & a . € Cym ne¢ 2.
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Una matriz de mxn (léase "m por n") se dice también que es de "or

den" mxn.

En forma abreviada, la matriz de la defini&ién anterior puede ex-

presarse cComo

1]
donde i =1, 2,..., m y j=1, 2,..., n.

- Renglones y columnas

Al arreglo horizontal . ) T
se le conoce como el primer‘renglén de la matriz, al arreglo

como el segundo rengldn, y en géneral al arreglo horizontal

se le conoce como el i-&simo renglén de la matriz.

En forma anfloga, al arreglo vertical

La .
mj

se le conoce como la j-&sima columna.

Asf, en una matriz de mxn pueden distinguirse m renglones - - - .

(i=1, 2,.0., M) ¥y n columnas (j =1, 2,..., n). En particular
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- . y
si m = n se dice que la matriz es "cuadrada" de orden n.

Cominmente se representa a las matrices con letras méyﬁsculas y a
3
]

sus elementos con letras minfisculas.
Como ejemplos de matrices tenemos las siguientes k

141 2 -3i mi O B T I

0 4i 7 e N {1-31 =3 1 1

A = B = z’ 0"3- C = . |
-1 1-2i 3 h . V2 : 2 -1 0

o |

-2 0 5 : - 0 !

‘

donde A es una matriz de 4x3, B es una matriz de 1XBq(con001da co
mo "matriz rengldn" o "vector renglén") C es una matrlz de 4x1
(conoc1da como "matriz columna" o "vector columna"),|y D es una

matriz cuadrada de orden tres.
0 i

~ La igualdad de matrices.. . ;

Se dlce que dos matrices son iguales cuando tienen los mismos ele
mentos y éstos se encuentran dispuestos de la misma %anera en am-
bos arreglos. f

Esta idea puede expresarse én términos mds precisos con ayuda del
simbolo aij’ que representa'al glemento que se encuegtra en la po
sicibén correspondiente al renglén i y a la columna j?de la matriz
A. Asi, por ejemplo, para las matrices A, B, C y D éitadas ante-

riormente se tiene que

az3 = 7 i
‘Az = 1-21
bis =;'% . oo : ' .

Cis no existe o :
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d33 = 0, etc.
En consecuencia, la igualdad de matrices se define formalmente co

mo sigue

VI.1.2 DEFINICION

Sean A = [aiﬂ Yy B = [biﬂ dos matrices de mxn con
elementos en C. Diremos que A y B son iguales, lo .que

representaremos con A = B, si:

aij = bij ; parai=1, 2,..., m y j =1, 2,.¢e, n

Asi, por ejemplo, las matrices

w
("
o
w
o
.

no son iguales, a pesar de que son del mismo orden y tienen los

mismos elementos; ya que, aunque se cumplen las igualdades

= b

[
—-
!

= b2

[+
-
~

I

ay; = bygs

az1 = bz, '
se tiene ademés que
az2 # bz
y .
a3 # bay

por lo que A y B no satisfacen la condicibn de igualdad estable-

cida por la definicién VI.1.2.
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También de VI.1.2 se sigue que, para las matrices

x 2 1 -1 2 1|
M=]3 0 -5 y N=| 3 y -5 |
0 -4 2 0 -4 w |
la iguéldad M = N se cumple si y sblo si x = -1, ﬁ =0y 2z =w.

i
y

VI.2 ADICION DE MATRICES Y MULTIPLICACION POR UN ‘ESCALAR
i

‘- La adicibn de matrices i

La primera de las operaciones con matrices que estu%iaremos, y

también-la mis sencilla, es la adicién. Esta operacién puede

efectuarse cuando las matrices son del mismo orden ﬁ el resultadc
I

. ]
se obtiene sumando los elementos correspondientes de ambas matri-

ces, de acuerdo con la siguiente definicién. o

VI.2.1 DEFINICION :
h Sean A = [aiﬂ y B = [biﬂ dos matrice% de mxn con
elementos en C. La suma A + B es una matrii S = [siﬂ‘

de mxn, definida por ;

sij = aij + bij ; para i =1,2,...,m y 3j=1,2,...n.

Asi, por ejemplo, para las matrices



se tiene que

3+1 -5+2 : 4 -3
A+ B = 0+(-2) 1+i+(-1) = -2 1
-21i+3 4+ (-4) 3-21i 0

mientras que la adicién de A y C no puede efectuarse, ya que las
matrices no son del mismo orden. Se dice por ello que Ay C "no
son conformables" para la adicidn y, en consecuencia, la suma

A + C no existe.

La adicibén de matrices, definida por VI.2.1, satisface las propie

dades que se enuncian a continuacién.

VI.2.2 . TEOREMA

Si A, By C son matrices de mxn cuyos elementos son nfimeros com-

plejoé, entonces:

i) A+ (B+C)=(A+B) +C asocia;ividad
ii) A+B=B+a2 ' conmutatividad
iii) Existe una matriz O de mxn tal que

A+ 0=2 . elemento idé&ntico

iv) Existe una matriz -A de mxn tal que

A+ (-A) = O elementos inversos

DEMOSTRACION

Se demostrarén a continuacidn las propiedades ii), iii) y iv).
ii) Sean A = [aiﬂ y B = [biﬂ dos matrices de mxn con elemen -

tos en C.




iii)

iv)

'

Por VI.2.1 se tiene que

[s..] = [a.‘ + b..
13 1] 1]

= [tij] = [bij + a'ij]

Como aij y hij son nfimeros complejos ¥ i, j; por iii) de

>
+
w
]

to

+

>
|

II.1.4

tij = bij + aij’= aij + bij = sij’ ¥ i, 3 !

i
Sea A = [aiﬂ una matriz de mxn con elementos en C..
(

Si definimos la matriz O = [oiﬂ como °;5 = 0 (ceio) para

. . o
i=1,2,..., myj=1,2,..., n; entonces |

A+ 0= [aij + oij] por VI.2.1;
= [aij + 0 por defini¢ién de O
= [aij] por iv) de II.1.4
A+ 0= A s como se quéria.

A la matriz O, que es una matriz de mxn cuyos elementos son
todos nulos, se le conoce como "matriz nula" o "mgtriz cero"
I

de mxn.

[
i
Sea A = [aiﬂ una matriz de mxn con elementos en ¢.

Si definimos la matriz -A = [v.] como v.. = -a,.|¥ i, ji
ij ij ij!
entonces i
A+ (-A) .= [aij + (vijﬂ‘ por VI.?.;
= [a.. + (—a..q por defini¢cién de -A
1] 13 ’ |
=[o], %1, j por v) de II.1.4
A+(-A) = O ‘ por defini?ién de O

y la prueba termina. i
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A la matriz -A, que es una matriz de mxn cuyos elementos son los
simétricos de los elementos de A, se le conoce como la "simétrica

de A" o la "negativa de A".
- La sustraccién de matrices

La resta o sustraccién de matrices puede definirse ahora, a par -

tir de la adicibn y de iv) de VI.2.2, como sigue

VI.2.3 DEFINICION
Sean A = [aiﬂ Yy B = [biﬂ dos matrices de mxn con

elementos en C. La diferencia A - B se define como

A-B=A+ (-B)

De acuerdo con esta definicidn, para obtener la diferencia A - B
bastar8d con restar a los elementos de la matriz A los elementos
correspondientes de la matriz B, puesto que

A-B=2A+ (-B) = [aij + (-bijﬂ = [aij - biﬂ

Asi, por ejemplo, para las matrices

33 ro2 105 2i
A=| 0 1+i B=|-2 ~-i y C=
i 4 | 3 -4 7+4i 0 3

que vimos anteriormente, se tiene

3-1 -5-2 ' 2 -7
A-B-= 0-(=2) 1+i-(-1) = 2 1+2i
-2i-3 ’ 4-(-4) ) -3-2i 8

mientras que la diferencia A - C no existe.
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De la definicibn VI.2.3 se sigue que dos matrices son conforma -

bles para la resta si y sblo si son del mismo orden.
. |
-~ La multiplicacidn por un escalar
En ocasiones, y particularmente desde el punto de vi%ta de las
[
. : . . . !
aplicaciones, se requiere multiplicar una matriz por,un nfmero,
. :
al que genéricamente se le conoce como "escalar". Esta operacibn,

denominada "multiplicacién por un escalar", se define formalmente

como sigue . |

VI.2.4 DEFINICION

Sean A = [aij] una matriz de mxn con elementos en C

"

[£]

y @ € C. El producto aA es una matriz E

de mxn, definida por

eij = aaij ; para 1 =1,..., m y 3= 1?..., n.

Asi, por ejemplo, el producto del escalar o = 2i porlla matriz

B -
A = i
| i -3 1 P

es la matriz » i

- i
-i 0 1 (21) (1)  (21) (0)  (2i) (1) 2o Zi—]

oA = (21) = : =
‘ i -3 1+ (21) (1) (1) (-3) (21) (i) | ¢ [-2 -6i -2+2i

La multiplicacién por un escalar satisface las siguientes propie-

dades. _ ’ . P
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VI.2.5 TEOREMA

i) a(A + B)
ii) (o + B)A

iii) a(BA) =

(aB

aA + 0B

y a, B € C, entonces:

ol + BA

)A

Si A y B son matrices de mxn con elementos en C

DEMOSTRACION

Se demostrari a éontinuacién la propiedad i), dejando al lector

como ejercicio la demostracién de las restantes.

i) Sean A = [a.] y B= [b.] dos matrices
13 13

mentos en C y o un escalar de C, entonces

A+ B

a (A + B) a(ai.

j
[aa. .
ij

1]

oa(A + B) = oA + o

como se queria.

VI.2.6 EJERCICIOS

[a.. + b.]
ij ij

+ bijq
+ abiﬂ

B

O

[ass] + [*4]

1.- Para las siguientes matrices

2 -1 =3

por
por
por
por

por

de mxn con ele -

VI.2.1
VI.2.4

vi) de II.1.4
VI.2.1

VI.2.4

1 2 -1
3 0 caaf "

5 1 3

determinar los valores de a,3;, bi; Y €23 gque verifican la

igualdad A + 3B

2C
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Para las siguientes matrices.

I

il

A= 2 i B=|3i i c=|2-i 1
-1 2-i 2 1-2i -1 31

calcular A + B, A- B, B- A, 2 - C y 3B+ 2C. |

ﬁ
Demostrar que si A, By C son matrices de mxn cuyos elemen -

tos son nfimeros comple)os, entonces:

A+ (B+C)=(A+B) +C

i
Demostrar que si A es una matriz de mxn con elementos en C

y o, B € C, entonces: ’ ' j

a) (o + B)A

aA +_BA ‘
b) a(BA) = (aB)A ‘ '

Demostrar que si A y B son matrices de mxn cuyos elementos

i

son nfimero$ complejos, entonces:

a) A-B=2a+ (-1)B . f
b) A-B=-(B-A)

c) OA =0
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VI.3 MULTIPLiCACION DE MATRICES

Consideremos nuevamente el sistema de ecuaciones lineales

20x; + 100x, + 40x; = 400
-==(1)

0x) + X2 - X3 0

visto al inicio de la seccibn V.2; y formemos ahora una matriz
con los coeficientes de las ecuaciones, a la que llamaremos A;
otra .con las incbgnitas, a la que llamaremos X, y una tercera con

los términos independientes, a la que llamaremos B. Esto es

20 100 40 | - X 400

A = _ B =
0 1 -1 X xe 0
X3

Con ayuda de estas matrices podemos representar al sistema de -
ecuaciones (1) mediante la expresién

AX = B -==(2)
siempre y cuando tengamos una definicién adecuada pard el produc-

to AX.

Las condiciones que establece el sistema (1) son equivalentes,

por VI.1l.2, a la siguiente igualdad entre matrices
20x; + 100x, + 40x; 400
‘_ Ox,; + X2 = X3 0.

de donde se sigue que la expresibén (2) representari al sistema
(1) si y sélo si

20x,; + 100x, + 40x;

0x,; + X2 - X3

Veamos ahora cfémo puede obtenerse la matriz AX a partir de las ma




trices A y X.

El primer elemento de AX; es decir, el que se encuentra en el pri
mer rengldn y primera columna de:dicha matriz, se obtie%e sumando
los productos de los elementos del primer renglép de A por sus
elementos correspondientes en la primera columna de X. fEn forma

esquemitica:

.
'

100x, + 40x;

100

Andlogamente, el elemento que se encuentra en el segundo rengldn

Yy primera columna de AX se obtiene sumando los productos de los

elementos del segundo renglén de A por los de la primer? columna
‘ 1

de X. Asi

0x; + 1x, + (-1)x3

)

[o

En general, si A y B son dos matrices tales que el nimero de co -

lumnas de A coincide con el nfimero de renglones de B, ei elemento
gue se encuentra en la posicidn correspondiente al rengﬁén iy la
columna j de la matriz producto AB,.se obtiene sumando ios produc
tos de los elementos del rengldén i de la matriz A por sﬁs elemen-

tos correspondientes en la columna j de la matriz B.




Asi; si A y B son las matrices

%

mi m2 mn
- —

de mxn y nxg respectivamente, el elemento ubicado én el ren -
glén i y columna j de la matriz producto AB, al que representare-
mos con p,,, serd
13
p.,=a b _+a b _ +...+a, .
ij i1 13 i2 2j in nj

que, en forma compacta, puede expresarse COmo

n
P:: = L b

ij X ik

1 k3

- La multiplicacién de matrices

Formalmente, se' tiene la siguiente definicifén para la multiplica-

cibén de matrices.

VI.3.1 DEFINICION
- Sean A = [aij y B = [biﬂ dos matrices con elementos
en C, de mxn y nxg respectivamente. El producto AB es

una matriz P = [piﬂ , de mxq, definida por

n
p..= I a,b . ;parai=1,...,m y j= 1,...,9.
ij k=1 ik"kj
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A manera de ejemplo, para las matrices

se tiene que AB = [pij] es una matriz de 4x2, donde

3
L a b =a b +a b +a b

k=1 1k k1 11 11 12 21 13 .31

5(2) + (3)(-3) + (-1)(-1) = 10 -9 + 1
3
I a. b = a

k=1 1k k2

(5)(0) + (3)(4) + (—i)(3) =0+ 12 -3
y de manera similar se calculan
(0)(2) + (1) (=3) + (=3) (-1)
(0)(0) + (1) (4) + (-3)(3) =
(=2) (2) + (0) (=3) + (1) (-1)
T(=2)(0) + (0) (4) + (1) (3) =
(1) (2) + (1) (-3) + (3) (1)
(1) (0) + (-1) (4) + (3)(3) =

lo‘que

g

El producto AC no puede obtenerse, puesto que el nfimero de colum

nas de A no es igual al nfimero de renglones de C. Se aice enton-

ces que las matrices A y C "no son conformables para el producto

AC".
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Curiosamente, estas mismas matrices si resultan conformables para

el producto CA.
En efecto, como puede verificarse fécilmente

-2 -4 4

De lo anterior se sigue que la multiplicacidén de matrices no es
conmutativa; es decir, no puede establecerse que para dos matri -

ces A y B (conformables para el producto AB) se tenga que AB = BA.

Puesto que AB y BA representan en general matrices diferentes, es
importante hace: énfasis en el orden en gque se multiplican. Asf{,
en el producto AB se dice que la matriz A "premultiplica" a la ma
triz B; mientras que en el producto BA se dice que A "postmulti -

plica a B.

En algunos casos, como el del ejemplo anterior, la multiplicacién
puede efectuarse en un sentido, digamos AB, pero no en el otro,
es decir BA. En otros casos la multiplicacién guede efectuarse
tanto en un sentido como en el otro, pero los rgsultados pueden'

ser diferentes o iguales segfin las matrices de que se trate.

Cuando dos matrices A y B son tales que AB = BA se dice que son

"permutables" (tambidn suele decirse que "conmutan").

Por ejemplo, para las matrices

[y
(8]

0 -1

3 -1

w
>




se tiene que

as que para

se tiene que

por lo que A y C son permutables.

La multiplicacién de matrices satisface la ley asociativa que es-

i
tablece el siguiente enunciado. . !

TEOREMA i ‘ !
Sean A, B y C matrices de mxn, nxp Y pxq, respectiva
mente, cuyos elementos son nfimeros complejos,fpnton—
ces: ;

A(BC) =.(AB)C

DEMOSTRACION

1]
I.3.1

respectivamente. Entonces, por

Sean A = [aiﬂ , B = [bij y C= [c.. matrices de mxn,fnxp Y pxq,
v




donde BC es una matriz de nxq.
K ( : )
A(BC) = I a, z
| h=1 in Y2 ke k3j
o P
=] (I )
[h=1 k=1 1h hk kJj
- o , n i
= T I
z - 1h hk kj
L k=1 h=1
P n
=1 (z
l:k=1 neq b Ph) ]
A(BC) = (AB)C

y la prueba termina.

O

Para verificar el teorema anterior

remos las matrices

334 -

Entonces

por VI.3.1

por vi) de T1.1.4
puesté que podemos su -
mar en cualquier orden.

~ por vi) de II1.1.4

por VI.3.1

en un caso particular, conside

3 2 -1 2 1 1 0
A= B = y C= -2 1
-1 0 3 1 0
3 =2
Obtengamos primero el producto
-1 2 1 1 0 -2 0
BC = -2 1=
3 1 0 1 1
3 =2

y, posteriormente, premultipliquemos &ste por la matriz A, con lo

que se obtiene
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-

Por otra parte, obtengamos primero el producto

R -1 2 1] [3 s
AB = = .
-1 0| |3 1 o 1 -2

Y, a continuacién, postmultipliquémoslo por C, con ;o que se ob -

tiene : f
Fa 8 3 1 0 -4 2 ;
(AB)C = -2 1 =
1 -2 -1 - 2 0
- 3 =2

y hemos llegado al mismo resultadd, como cabia espeﬁhr del teore-
!
ma VI.3.2 ‘

'
L

Con fundamento en dicho teorema podemos escribir sidblemente
i
ABC i
Ya que no importa cual de los productos (AB o BC) sqxefectﬁe pri-

N
mero. '

Consideradas simult&neamente, la adicién y la multiplicacién de
matrices tienen las propiedades que se enuncian a cohtinuacién,

i
conocidas como leyes distributivas de la multiplicacibn sobre la

adicién.

VI.3.3 TEOREMA

i
Sean A, B y C matrices de mxn, nxp y nxp, respectivamen
o i )
te, y D, Ey F matrices de mxn, mxn Yy nxp, r?spectivi -
. mente, cuyos elementos son nGmeros complejos; entonces:

r
i) A(B+C) =2aB+.ac ° "

ii) (D .+ E)F = DF + EF




DEMOSTRACION
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Se demostrard a continuacién la distributividad por la izquierda

(propiedad i), dejando al lector como ejercicio la demostracién

de la distributividad por la derecha (propiedad ii).

Sean A f [aii , B = [bij y C= [ciﬂ maﬁrices de mxn, nxp y nxp,

respectivamente; entonces

B+ C-= [b.
1

n

A(B+C) =| L
k=

n

= I

k=

n

= z

k=

n

=| z

k=

+c..]
1]

A(B + C) = AB + AC

y la prueba termina

-~ Matriz identidad

por VI.2.1

por VI.3.1

.

por vi) de II.1.4

por ii) y iii) de
II.1.4

por VI.2.1

por VI.3.1

Se conoce como "matriz identidad" de orden n a una matriz cuadra-

‘da de orden n que es de la

1

0

0

forma
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Como puede verse, esta matriz est§ formada con unos;y ceros f{inica
mente. Los elementos iguales a uno son aquellos en gue coinciden
Y
el nfimero del rengldn y el de la columna donde se encuentran, y
todos los dem8s elementos son iguales a cero.

Lo anterior permiﬁe establecer la siguiente definicibn para la ma

triz identidad.

VI.3.4 DEFINICION
Se llama matriz identidad de orden n a la makriz cuadra

i
Kl

da de orden n I ='[6.] , tal que
n ij

6ij =1, sii=j

S, .
1]

0, sii¥# 3

Al simbolo 6ij de la‘definicién anterior se le conocé como "delta
de Kronecker". ‘ ;
La matriz identidad juega un papel muy importante en:el &lgebra
de matrices, ya que constituye un elemento idéntico éara la multi
plicacidn. : ) . : %

P

Por ejemplo, si premultiplicamos la matriz

3 -1 ;
A= |-2i .4 : ‘ j.;
7 o

por la matriz identidad de orden tres se tendrs



En general, se tiene el siguiente teorema

VI.3.5 TEOREMA

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

i) I.Aa=»a
m

ii) AI_=A
n

DEMOSTRACION

Se demuestra a continuacibén la parte i) dejando como ejercicio al

lector la demostracibén de ii).

i) Sea A = [aiﬂ una matriz de mxn con elementos en C y sea

T_ = |6,
m ij
m
I A= I é .
k=1 ik kj
= [6..a.:
ii~ij
ey
13
=[a..:|
i3
I A -

por VI.3.1
por VI.3.4
por VI.3.4
por iv) de II.1.4

como se queria.

O




VI.3.6 EJERCICIOS

l.- Para las siguientes matrices : !

2 1.1 1 21 (14 a4 s
a=|1i o 3 B=| 1 0 c =
0 1+i -1 0 2-i 2 -1

calcular, de ser posible, AB, BA, BC, CB, ABC, CBA y BCA.

i
i
3

Demostrar que si A, B y C son matrices de mxn, nxp Y nxp, res-
pectivamente, y D, E y F son matrices de mxn, mxn,y nxp, res -
i -

pectivamente, cuyos elementos son nlimeros complejds, entonces:

a) (D + E)F = DF + EF

b) A(B - C)

AB - AC

c) (D - E)F

I

DF - EF

Si A y B son dos matrices de mxn Yy nxp, respectiv&mente} y o

es un nGmero complejo cualquiera, entonces:

o (AB) = (aA)B = A(aB)

d) Ilustrar el enunciado anterior mediante un ejemplo.

b) Demostrar dicho enunciado. . ]

Demostrar que si A es una matriz de men con elementos en C,
. B

entonces:

AI = A
n



5.- Para las siguientes matrices

an 3 -2 : by;y 0 1
A= |-1 2 -1 B=| -1 2 by
1 0 0 -2 3’ bis

determinar los valores de a;;, bii, b23 y bss que satisfacen

la igualdad




VI.4 INVERSA DE UNA MATRIZ

En ciertos casos, para una matriz A es posible hallar una

X tal que XA = I = AX.

Por ejemplo, para la matriz

se tiene que la matriz

2 -17] ‘
X = ;
-5 3 |
es tal que i
2 -1 3 1 1 0
XA = =
-5 3 5 2 0o 1 i
- - - xs
31 2 -1 1.0 ;
AX = =
5 2 ||-5 3 0 1

i
Se dice entonces que X es "inversa" de la matriz A y se represen-

ta con A7,

VI.4.1 DEFINICION
Sea A una matriz de nxn con elementos en C.j Una
T

matriz X se dice que es inversa de A si )

XA = I_ = AX

y se representa con A7l.
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Cabe hacer notar gque la igualdad XA = AX séio es posible cuando

A y X son matrices cuadradas del mismo orden; en consecuencia, pa
ra que una matriz A tengé inversa es condicibén necesaria que sea
cuadrada. ‘Ademds, la inversa deberd ser también cuadrada y del

mismo orden que A.

La definicidn VI.4.1 establece lo que deberi entenderse por inver
sa de una matriz cuadrada, pero no dice que toda matriz cuadrada
tenga inversa, ni que dicha inversa (en caso de existir) sea @ni-

ca.

En lo que se refiere al primer punto, se puede demostrar, median-

te un ejemplo, que no todas las matrices cuadradas tienen inversa.

En efecto, para la matriz

3 0
A =

0 0

una matriz
X X
11 12

X =

X21 X222

tal que XA = I deberd cumplir con




esto -es

3x o |1 0 ) S

3x 0 0 1
21

igualdad que, como puede verse, no se satisface para ninglin valor
de los elementos L I S Luego, no existe inversa pa
ra la matriz propuesta. '

A las matrices que tienen inversa les llamamos "no 51ngulares"*

y a las que no tienen inversa "singulares"

VI.4.2 DEFINICION

: . L
Sea A una matriz de nxn con elementos ‘'en C. Seé dice
que A es no singular si existe A™', en caso contrario
; .

se dice que A es s1ngu1ar.

En lo que se reflere a la unlcldad, se puede demostrar ‘que la in-
versa de una matriz cuadrada (si existe) es Gnica, como lo esta -
blece el siguiente teorema, en el que se enuncian adem$s otras

4

propiedades importantes de la inversa.

* ‘ R - ; :
Algunos autones emplean el téumino "negulan" en vez de "no sdingulan".




VI.4.3

TEOREMA

Si A y B son dos matrices no singulares del mismo

orden y X € C, entonces:

i) K! es finica

ii) (&) =a

iii) (aB)™!'= B! A“

iv) A= E AT, sid £ 0

DEMOSTRACION

Se.demuestran a continuacién i) y iii) dejando

ejercicio la demostracién de ii) y iv).

1) 'Sea A una matriz de nxn no singular, y sean

de A; entonces, por VI.4.1

XA = I_ = AX % Ya =1
n n
Por otra parte
X = XTI por ii) de VI.3.5°
="X(AY) por hipétesis
= (XA)Y por VI.3.2
=I Y por hipbtesis
X=Y por i) de VI.3.5

y en consecuencia la inversa es finica.

iii) Sean A y B dos matrices de nxn no singular

al lector como

X, Y dos inversas

AY

es. Por VI.4.2
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existen A7y B
B! A7!

para el cual se tiene que

(52 27 ) [(a) (3)]

(7' a7 ) (aB)

L}

= [(13'l aA”! )A]B por
=[13'l (a? A)] B por
= (™ In)B por
=Bl B por
(Bt At )(aB) = T por

En forma aniloga puede demostrafse que
(aB) (B! A7) = T

y, en consecuencia,

sa de AB; esto es
B-l A—l = (AB)-I

como se queria.

O

de VI.4.1 se tiene que

v puede formarse el producto

VI.3.2
vI.3.2
Vi,
vI.3.5

VI.4.1 "

;
B A és la inver
i

Cabe hacer notar que de la expresibén anterior se sigue que el pro

i

ducto de dos matrices no singulares es una matriz no singular; re

‘ sultado importante del que haremos uso mis adelante.

i - cCialculo de la inversa por transformaciones elementales.

Como hemos visto, hay matrices cuadradas que tienen inversa y hay
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otras que no la tienen; por tanto, cabe ahora preguntarse cémo po
demos saber si una matriz dada A tiene inversa o no la tiene y,

en caso de que la tenga, cémo podemos obtenerla.

Un primer procedimiento gue podrifa ocurrirse consiste en plantear
una matriz desconocida X, cuyos elementos xij queremos determinar.
Multiplicar dicha matriz por A y obtener los valores de xij que

hacen posible las igualdades
XA = I = AX

Este procedimiento, que se fundamenta directamente en 1a‘defin£ -
cibén de inversa, nos conducirfa sin embargo a un sistema de n?
ecuaciones con n? incégnitas, que para valores grandes de n resul

ta muy arduo resolver.

En su lugar se propone a continuacién un método m&s prédctico que
se basa en el empleo de las transformaciones elementales por ren-

glén, las cuales se manejaron en el capitulo anterior. .

El método consiste en aplicar una sucesién de transformaéiones
elementales a la matriz A hasta obtener la matriz identidad, y
aplicar esta misma sucesibén de transformaciones a la matriz In
con lo que se obtiene A™L Si no es posible transformar lani -

triz A en la matriz identidad entonces no existe A~L

Con el prop6sito de fundamentar tebSricamente este método introdu-
ciremos a continuacién el concepto de matriz elemental y estéblef
ceremos algunos resultados que nos permitiré&n concluir la validez

del método.

- Matrices elementales




[y
N
1
[
w

y apliquémosle la transformacién elemental (Ti) que consiste en
intercambiar los renglones segundo y tercero; se obtieﬂé entonces -

L

'la matriz . i

Esta matriz puede obtenerse también como resultado de una multi -

[
plicacién. . : K ;
!

!
1

En efecto, si premultiplicamos‘A por la matriz

1 0 o0
E1 = 0 0 1
0 1 0 ] :
. i:
se tendré |
i
1 0 ofl1 2 -1 3 1 2 -1 3
EvA= |0 0 1 3 5 6 7|=|0 1 4 -2|=na,
o 1 offo 1 4. -2 3 5 6§ 7

‘'La matriz E, recibe el nombre de "matgiz elemental" y, 'como puede

verse, se obtiene a partir de la matriz identidad efectuando en
. : i
ella la transformacién correspondiente (en este caso el intercam-
i
i

bio de 1os‘rehglones 2y 3).
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Se obtiene asi el equivalente algebraico de "aplicar una trans -
formacibn elemental” que es "premultiplicar por una matriz elemen

tal”.

Es claro que existen tres tipos de matrices elementales, corres -

pondientes a los tres tipos de transformaciones elementales.

VI.4.4 DEFINICION
Una matriz elemental es aquella que se obtiene aplicando
a In una transformacién elemental y se representa con:

1(i,3)

n si se obtiene intercambiando los renglones

iy jde In.

It(i) si se obtiene multiplicando por un nfimero
k'# 0 el renglén i de I.
Ik(i’j) si se obtiene multiplicando por k el renglén

n i de In y sumando el resultado al renglén j.

De acuerdo con esta notacibn, a la matriz E, del ejemplo anterior

(2,3)
3

le corresponde el simbolo I

VI.4.5 TEOREMA

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

i) I(l’])A es la matriz que se obtiene intercambian-
m do los renglones i y j de la matriz A.

ii) Iz(l)A es la matriz qgue se obtiene multiplicando
por k el rengldn i de la matriz A.’
iii) IE(I’J)A es la matriz que se obtiene sumando al

rengldén j de la matriz A el renglén i
multiplicado por k.




DEMOSTRACION

Se demuestra a continuacién la proposicién i), las proposiciones

ii) y iii) se pueden demostrar de manera similar.

- [en] o

(i,3)

Puesto que Im

nes i y j intercambiados, se tiene que
para r # i, j; e.. = Grc
1, sic=73
para r = i; e; = 0, sics 3
1, sic=1
PRRA T =T %e T o, s1cnd
Sea I;i’j)A =B = I:brc]
(1) Para r # i, j‘se tiene que
m m
brc = kfi €rklke f kil (srkakc‘= relre. 1‘arc

‘por lo que el renglén r de B es igual al rengldn

i se tiene que

(2) Para r

ic

brc eijajc =

1.

e
1

m
kE ik%ke 50 T 34¢

pof lo que el renglén i de B es igual al renglén

(3) para r j se tiene que

b.

= = lea,
je

€ ic ic

1

m
R e T o ajc

k

por lo que el renglén j de B es igual al renglén

En consecuencia, de (1), (2) y (3) la matriz B se obtiene inter-
B 4

r de A.

j de

¥ c

i de A.

una matriz identidad con los renglo-



- 350 -

cambiando los renglones i y j de la matriz A, como se queria.

De acuerdo con el teorema anteribr, cuando una matriz se premulti
(i,3)

plica por In

se intercambian sus renglones i y j. En particu
lar, 'si es la misma Iil’]) la que se premultiplica por dicha ma -
triz, tomando en cuenta que Iél’J) se obtiene intercambiando los

renglones i y j de I, se tendré que

GG, |
n n n

(i,3)

por lo que In

. . . X i,j
tiene inversa, que es la misma Ii ’3).

Razonando de manera similar podemos concluir que la inversa de

1,.
. =(1i) o s
Ik(l) es Ik y Y que la inversa de I:(l’J) es

I-k(i’j).
n n n

En consecuencia, se puede establecer que

VI.4.6 TEOREMA
" lLas matrices elementales son no singulares.

Yy, tomando en cuenta el teorema VI.4.3, se tiene que

VI.4.7 TEOREMA
El producto de matrices elementales es una

matriz no singular

- Justificacién del método.

Estamos ahora en condiciones de fundamentar el método descrito'pg

' ra obtener la inversa ‘de una matriz mediante transformaciones ele




mentales.

En efecto, sea A una matriz de nxn con elementos eﬁ’c y

i)

Supongamos que existe una sucesidn (finita) de. transformac1o-

i
nes elementales ’ '

k)
que aplicada a la matriz A la transforma en la matriz identi-

dad de orden n; esquemiticamente:

A ad A he cee A -+ I

Entonces, existe una sucesibén (finita) de matrices elementg -

les

E.,

Eyr oeour By .

tales que

E, («..(E, (E,8))...) -1
por lo que

(B, -.. E, E))A = I

Si llamamos P al producto E, ... E, E,, se tendri que

Por otra parte, como P es un producto de matrlces elementa -

les, de VI 4.7 se sigue que P es no singular y exlste P ;

’

por tanto




P I

(Pt P)A

= p-l
I,A=P I

A P

y postmultiplicando ahora por P

AP Pl P

AP = I
n

En consecuencia

y P es la inversa de A.

El desarrollo anterior indica que la inversa de.A (la matriz
P) puede calcularse como el producto de k matrices elementa -
les, las cuales deben obtenerse previamente; éin embargo, la
matriz P.puede calcularse directamente a partir de In como se

muestra -a continuacién.
En efecto, se tiene que

P=E ... E E
k 2 1

o
]

(Ek .o+ E, El) In

P

Ek("'(Ez(EIIn))"')

de donde podemos concluir que P se obtiene aplicando a In’la

sucesibn de transformaciones elementales T‘, Tz' ceey Tk‘
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Lo anterior sugiere, para prop6sltos de célculo, el empleo de
un arreglo formado por dos matrlces de nxn. !

: i
Inicialmente el arreglo tiéne del lado izquierdo a la:matriz
A y del lado derecho a la matriz ideritidad I. Se-eféctﬁan
entonces . (en ambas matrices simult&neamente) las transforma -
ciones necesarias para obtener en el lado 1zquierdo la matriz

In, y al finalizar el proceso se obtiene en el lado derecho

la matriz A”!, : v |

En forma esquem&tica

(1] ¥ o ¥ [l -

Para ilustrar lo anterior mediante un ejemplo consideremos la

matriz
1 3 o '
A= 2 6 1
-1 -4 2

cuya inversa deseamos obtener.

. ) i
Formemos primero el arreglo [AIIJ y efectuemos a continua -

i
cibn las transformaciones necesarias para obtener en el lado

izquierdo una matriz escalonada (como en el método de Gauss).

1 3 0]l1 0 o 1 3 ol1 0 o 1 3'0] 1
2 6 10 1 offafo o 1]-2 1 0|0 -1 2|1
-+ -+

-1 -4 2 0 0 1 0 -1 2 1 0 1 0 01 |-2

Y una vez que se ha obtenido é&sta continuamos con el p{bceso

hasta obtener en el lado izquierdo la matriz identidad '



G

[y
o
o
=
(<3}
]
(<)}

con lo que se llega al arreglo [IglA’ﬂ Yy, en consecuencia,

para la matriz A en cuestidn se tiene que

16 -6 3
Al = -5 2 -1
-2 1 0

Supongamos ahora que la matriz A no puede ser transformada en
la matriz identidad mediante una sucesién de transformaciones

elementales.

Se tiene entonces una sucesidén de transformaciones elementales

T Tyr eeer T

1’ r

que aplicada a la matriz A la transforma en una matriz C que
tiene un renglén de ceros; y existe por tanto una sucesién de

matrices elementales
E;y Ejr eoey Er
tales que
(Er «es E, El)A = C
si llamamos Q al producto Er e E2 E’, se tendr& que

oA =cC

Por VI.4.7 Q es una matriz no singular, y si A fuese también

no singular pot iii) de VI.4.3 se tendria que C es no singu -
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lar; sin embargo, C es singular puesto que tiene un renglén
de ceros y para cualquier matriz M el producto MC tiene un

renglén de ceros, es decir que no existe M tal que MC = I.

En consecuencia la matriz A es singular y no existe A,

i

Para ilustrar este caso consideremos la matriz °

1 3 0
A=|2 6 1 '
-1 -3 2 :

Formemos el arreglo [AlI{] y tratemos de obtener eniel lado

izquierdo la matriz identidad

-1 -3 2 0 0 1 0o o0 2 1 0 1 0 %0 0 5

Como se ve, en el lado izquierdo del filtimo arreglo’ se ha ob-
tenido una matriz con un renglén de ceros, por lo qﬁe la ma -
triz A es singular y no tiene inversa. . i

VI.4.8 EJERCICIOS

1.~ Para las matrices

.5 -1 -1 1 1 1 1

A=|-2 1 0 2 y B=|2 3 2 ‘
-2 0 1 -1 2 2 3
0 0 0

obtener el producto AB

¢Puede decirse que A es inversa de B? ¢Por qué?
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2.- Demostrar que si A es una matriz no singular con elementos

en Cy X e C, entonces:

a) a7y =a

b) (W) =Fal  si A #0

3.- Para cada una de las siguientes matrices, obtener una matriz

P tal que PA sea una matriz escalonada:

1 2 -1 3 i 0 1

i) A = 0 -2 4 0 ii) A = 6 1 i
3 1 7 5 -1i év 1

-1 0 1

4.- Obtener la inversa, si existe, dé cada una de las siguientes

matrices
1 2 3 1 0 1 1
A = 1 3 3 2 B = 1 -3 -1
2 4 3 3 1 -1 1

5.- Para la matriz

0 4 2 1
-2 1 0 2
determinar el conjunto de valores para los cuales A™! existe

y obtenerla.
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VI.5 ECUACIONES CON MATRICES i‘
Consideremos ahora las matrices
5 4 4 0 -2
A= y B =
3 8 1 -3 -1

y pregunt&monos si es posible hallar una'matriz X qué,satisfaga la
. i

siguiente relacién
AX + B = 3X -

Hemos planteado con ello una ecuacibn entre matrlces{ donde la ma-

triz X es la incégnita.

En ciertos casos estas ecuaciones, conocidas como ec&aciones matri
ciales, pueden resolverse siguiendo ‘el mismo procediﬁiento que se
emplea para resolver ecuaciones planteadas con nﬁmerqsf esto es,
tratando de "despejar" la incbgnita ‘en términos de lc;s otros ele-
mentos que intervienen en la ecuacibén. Sin embargo,?ias propieda-
des de las operaciones con matrices presentan, como ﬁemos visto,
algunas diferencias respecto a las propledades de la? operac1ones
con nfimeros, por lo que debemos tener espec1a1 culdado en que los

"pasos" efectuados en el despeje sean v&lidos en el élgebra de ma-
. . b

trices.

Volviendo al ejemplo que nos ocupa, para “pasar" la matrlz B al
miembro derecho de la ecuacibn podemos proceder de la siguiente ma

nera: ' ,
Por iv) de VI.2.2 existe -B, por lo que, de la expresibn original

(AX + B) + (-B) = 3X + (-B)




en ‘consecuencia

AX + [B+-(‘-B)] =
AX + 0 =

AX

3X + (-B)
3X + (-B)
3X + (-B)

por

por

por

i) de VI,2.2
iv) de VI.2.2

iii) de VI.2.2

Para "pasar" ahora la matriz 3X al miembro izquierdo de la ecua -

cibn:

por iv) de VI.2.2 existe -(3X), y de la expresibn

-(3X) + AX =
de donde

-(3X) + AX

-(3X) + AX =

-(3X) + AX

-3 + [ 3x + SINE

[-6x + 3x] + (-B)
0 + (-B)

-B

' por

por

por

anterior

i) de VI.2.2
iv) de VI.2.2

iii) de VI.2.2

Ahora, para "factorizar" a X procedemos como sigue:

Probamos primero que

-(axX) =

(o)X

por 'lo que podemos éscribi: simplemente =-oX.

En efecto} si a es un escalar de C Y X una matriz de mxn con elg

mentos en C:




ax + [(-O)X J por ii) de VI.2.5

por v) de I§.1.4
' ax»+ (-a)X : F. por 5.c) de;VI.2.6
de donde
(-a) X —kax) por iv) de §1.2.2
Llevando este re§u1tado al desarrollo anterior podemos eséribir

(-3)X + AX = -B

' de donde se sigue que

' \

(-3) (IX) + AX = -B : : por i) de VI.3.5
. [}-3)1] X + AX = -B por 3 de VI.3.6
(-3I)X + AX = -B por lo que écabamos

de demostrar

n

L1}

(-3I + A)X = -B. por ii) de VI.3.3

Finalmente, para despejar X premultiplicamos por la inversa de

(=31 + A), lo cual es vilido sélo si dicha matriz es no singular.

Asi:
Si & (-3I + A)”! se tiene que
(=31 + a) [(—31 + A)X] = (-3 + &)™ (-B)

y' en consecuencia , )
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[(-31 + )7 (=31 +a)] X = (=31 + &)™ (-B)  por VI.3.2

IX

(=31 + A)™? (-B) por VI.4.1

(=31 + A)"! (-B) por i) de VI.3.5

"
[}

con lo que hemos conseguido expresar a X en ‘términos de las matri-

ces Ay By del eécalar 3 que aparecen en la ecuacibn.

En el desarrollo anterior hemos efectuado uno a uno todos los pgl-
Sos necesarios para resolver la ecuacidn, y los hemos justificado
formalmente con el propbésito de ilustrar cémo puede despejarse la
incégnita en una ecuacién matricial empleando las propiedades del
&dlgebra de matrices; sin embargo, en la prictica es aéonsejable
suprimir los pasos que resultan obvios y sblo especificar detalla-
damente aquellas partes del proceso donde existan dudas; Por otra
parte, la justificacién formal de los mismos suele dejarse para

las demostraciones finicamente.

Regresando al ejemplo, para obtener los elementos de la matriz X
bastard con efectuar las operaciones indicadas en la Gltima expre

sién obtenida. Asi

-31 + A= -3 + =




1 5
1 2| 3 0 1 0 [ -3 2
-+
3 3
o 1| 5 -1 o 1 | 3 -1

por lo que

1
[NIIE)
N
|
>
=
[V}
o]
N
|
w

X = (-3 + A) ' (-B) = ‘ : =

[T
]
-
|
-
w
=
1
w
)
w
[N

es la matriz que satisface la ecuacidn propuesta.
- Representacidén matricial de un sistema de ecuaciones lineales

Otro ejemplo de ecuacibén matricial, de uso frecuente en las apli-
caciones, lo constituye la llamada representacidén matricial de un

sistema de ecuaciones.

Como se éugirié al inicio de la secciéanI.B, con base en las de-
finiciones de igualdad y de multiplicacién de matrices; un siste-
ma de m ecuaciones lineales con n incégnitas puede gquedar repre -
sentado por la‘expresién
AX = B .

donde A es una matriz de mxn que se conoce como "matriz de coefi-
cientes" del sisﬁema, X es una matriz de nxl conocida como "vec -
- tor de incégnitas" y B es uﬁa matriz de mx1 condcida como "vector

de términos independientes".’

Esta ecuacidn puede resolVerse premultiplicando por A"! cuando A

sea una matriz no singular.

En efecto, si @ A se tiene que




AYax) = a'B

(AP A)X = a7l B

IX = A!'B

1]
%L
w

X

Asi, por ejemplo, el sistema de ecuaciones lineales

X, + 3x, = 2
X2 - 2x3 = -1
X, + X, + 2x3 = 3

a

puede expresarse en forma matricial como AX = B, donde

: 1 0 3 X, 2
aA=|0 1 -2 X = | x y B=]-1
1 1 2 X3 3

— — — —_

1 0 3 1 0 0 1 0 3|1 0 o0

0 1 -2 o 1 o | 0 1 -2 0 1 o0
L1 1 2 o o 1| Lo 1 -1|-1 0o 1]
1 o 3|1 0o o] [1 o of & 3 -3]

0 1 -2 o 1 0 0 1 0 -2 -1 2

o o 1 |=1 -1 1| [0 o 1 |-1 -1 1]

por lo que
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4 3 -3
A"l = -2 -1 2
-1 -1 1
y en consecuencia
4 3 -3 2 -4
X=alB=|-2 -1 2 -1 = | 3
-1 -1 1 3 2
es la solucién del sistema; es decir
X, = -4, X2 = 3, X3 = 2

- Diferencias entre el &lgebra de nGmeros y el flgebra. de matrices.

Con objeto de prevenir al lector sobre errores que pueden cometer-

-se al aplicar descuidadamente a las matrices las reglas usuales en
el manejo dé los nGmeros, se presentah a continuacién algunas dife
rencias importantes entre el &lgebra de los nGimeros y el &lgebra

de las matrices.

1) La diferencia méds general consiste en que podemos sumar o multi
plicar dos nfimeros cualesquiera, mientras que no siempre pode -
mos hacerlo con las matrices, puesto que &stas deben ser confor

mables para la operacién a efectuar.

Como consecuencia de ello podemos encontrarnos con ecuaciones
matriciales "mal planteadas", en el sentido de que no puedan
si para

efectuarse las operaciones propuestas. Por ejemplo,

las matrices A y B del inicio de esta seccién planteamos la

~.
~

ecuacidn.

XA + B = 3X



2)
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se tendr& que, como A es de 2x3, la matriz X deberd ser de mx2

para que exista el producto XA, y en tales circunstancias XA

serd también de mx2 por lo que no podréd sumarse con B. ‘Luego,

no existe matriz X alguna que permita efectuar las operaciones

propuestas en el miembro izquierdo de la ecuacidn.

‘Las diferencias mis significativas, sin embargo, son las rela-
cionadas con la multiplicacibn; entre las cuales se cuentan

las siguientes.

La multiplicacién de nfimeros es conmutativa, mientras que la

multiplicacién de matrices no lo es.

Como consecueﬂcia de ello se tiene que, para los nfimeros
b=c = Ab = ac

y también
b=c = ab‘= ca

mientras que para las matrices
B=C = AB = AC

pero

w
]

C 7% aB=oca

Asi, por ejemplo, al despejar la inc6gnita X de una ecuacién

‘matricial

AX = B

se premultiplican ambos miembros por A~ con lo que se obtiene’




3)

4)
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X =2a"'B

resultado que, eﬁ general, difiere de
‘B A"

gue se obtendria premultipiicando por A™! el miembro izquierdo y

postmultiplicando por dicha matriz el miembro derecho.

El producto de dos nfimeros diferentes de cero es diferente de
cero, mientras que el producto de dos matrices diferentes de la

matriz cero puede ser igual a la matriz cero.

Por ejemplo, para las matrices

-3 -1 1 -2

A = y B‘= ' o

' 9 3 ' -3 6
- B

se tiene que A # 0, B# 0 .y = 0.

La ley cancelativa para la multiplicacibn ‘tiene una aplicacibén

més restringida en-el caso de las matrices.
En efecto, para los nfimeros se tiene que
si a # 0 entonces ab =ac =) b =c ) v

lo cual no es vdlido para las matrices ya que, ﬁor ejemplo, pa-

ra las matrices A y B citadas anteriormente se tiene ‘que A # O
Yy . . ) v

AB = AO
sin embafgo, esto no implica que B = O; es decir, no podemos

"cancelar" la matriz A en la expresifn anterior.

'
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Para las matrices, la ley cancelativa puede enunciarse de la

siguiente manera
8i A es no singular entonces AB = AC =) B = C

como el lector podri demostrar fscilmente.

Antes de concluir esta seccibn conviene sefialar que hay ecuaciones
matriciales, del tipo que hemos planteado aquf, las cuales no pue-
den resolverse empleando el procedimiento qﬁe hemos descrito y
que, sin embargo, tienen solucién. Para estos casos queda el re-
curso de plantear un sistema de ecuaciones lineales equivalente.y

resolverlo empleando el método de Gauss.

VI.5.1 EJERCICIOS
1.- Si definimos A%? = A A, considere el siguiente desarrollo

(A+B)2 - (2a+B)B = (A+B)2 - (2AB+B2)"

(A+B)2 - 2AB - B2

A% + 2AB + B? - 2AB - B?
(A+B)? ~ (2A+B)B = A?
y compruebe la validez de la filtima expresién para las matri

ces

¢Hay algfin error? Explique en que consiste.
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2.- Obtener la matriz X, si existe, tal que:

a) XAB = C + X

1 : 2 1
si A = B = [1 --1] Cc =
2 0 2
b) XA + B = XC
2 -1 Fa -2 M1 1
si A = B = C =
-2 4 1 -1 1 -2
c) AX +C=B
3 -2 2 4] -5 1
si A=|1 o0{ B=1]3 o0 c=]2 -1
-1 -2 5 -1 2 0
1l
d) A + XB = XC '
1 2 (1 -2 1 -1 2]
si A = B = Cc =
3 -1 3 -1 0 -
3.- Para las matrices
1 o0 -2 2 1 -2
A = B = c =
-1 2 0 -1 -1 1

y la ecuacidn B(XA + B) = C - 3XA
a) Obtener la expresibén de X en términos de A, By C
b) Obtener los elementos de la matriz X que resuelve la ecua -

cidn.

4.- Demostrar que si A es no singular, entonces:

i) AB=AC =) B=C
ii) BA = CA => B =C
iii) AB=CA 3 B =C
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VI.é TIPOS ESPECIALES DE MATRICES CUADRADAS

Las matrices cuadradas desempehan un papel muy importante en la -
teorfa de matrices, especialmente en lo que se refiere a sus apli-
caciones. Es por ello gue se establece cierta terminélogia espe -
cial para este tipo de matrices, de la cual nos ocuparemos en esta

seccidn.
- Diagonal principal, tri&ngulo superior y trifngulo inferior.

En una matriz cuadrada pueden distinguirse tres "regiones":

<——— tridngulo superior

diagonal principal
-—

triéngulo inferior

i) La "diagonal principal", constituida por los elementos aij

tales que 1 = j; es decir por los elementos de la forma a ;-

Dichos elementos se encuentran ubicados en lo que geométrica

mente serifa una de las diagonales del cuadrado formado por la
matriz (la diagonal que va de izquierda a derecha y de arriba

hacia abajo)

ii) El "tri&ngulo superior", constituido por los elementos aij‘
tales que i < j.

Estos elementos se encuentran situados "por arriba" de la dia

gonal principal.




iii) El "tri8ngulo inferior", constituido por los elementos'ai. ta

les que i > j.

Estos elementos se encuentran situados "por debajo" de la dia

gonal principal.

Los tipos especiales de matrices cuadradas que veremos en esta sec
cibn se refieren a la'naturaleza y disposicién de los elementos de

acuerdo con estas tres "regiones".

- Traza

Se conoce como traza de una matriz cuadrada al nfimero que se obtie
ne sumando los elementos de su diagonal principal, como lo estable

ce la siguiente definicién

VI.6.1 DEFINICION
Sea A = [aii] una matriz de nxn con elementos en C.
Se llama traza de A, y se representa con tr A, al

nlimero

ii

Asi, por ejemplo, para la matriz

2 -3 141

o

-1 -4i

N

4
5 2 0 -1

3i -6 1 51




se tiene que

tr A=a +a +a _ +a =2+ (=4i) + 0 + 5i = 2+i
. 11 22 33 by

De acuerdo con VI.6.1, la traza define una funcién del conjunto de
matrices cuadradas con elementos en C en el conjunto de los nfime -
ros complejos. Dicha funcidn tiene las propiedades que se enun -

cian a continuacidn

Vi.6.2 TEOREMA
Si A y B son dos matrices de nxn con elementos en C

y a € C:

i) tr (A+B) (tr A) + (tr B)

" ii) tr(eA) a(tr A)

_iii) tr(AB) = tr(BA)

DEMOSTRACION

Se demuestran a continuacién i) y ii) dejando al lector como ejer-

cicio la demostracién de iii).

Sean A = [aij] y B = [bi{l dos matrices de nxn con elementos

en Cy sea a € Ct.

i) tr (A+B) = tr [aij + biﬂ por VI.2.1
n B
= I (aii + bii) : por VI.6.1
i=1
n n
= .2 a;; + T bii por ii) y iii) de
i=1 i=

1 I1.1.4

tr (A+B) = (tr A) + (tr B) por VI.6.1




“ii) tr(aA) = tr [aaiﬂ . por VI.2.4
. .
= I (aaii) ‘ ) por VI.6.1
i=1
n 1
=a I a.. por vi) de II.1.4
Y 11 .
i=1 .
tr(ad) = a(tr A) por VI.6.1

- Matrices triangulares

VI.6.3 DEFINICION

Sea A = [aiﬂ una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que:

i) A es triangular superior  si a 0 para i > j

13

ii) A es triangular inferior si a 0 para i<

ij

Obsérvese que, de acuerdo con esta:definicién, en una matriz trian
gular superior los elementos corréspondientes al triﬁngulo inferior
son todos nulos. En consecuencia, en uﬁa matriz de este tipo sbélo
pueden hallarse elementos distintos de cero en el tridngulo supe -
rior y en la diagonal principal. Por ejemplo,'las-éiguientes ma -

trices son triangulares superiores

a a a 2 -3 0 1+1i 0 00 0
11 12 13

0 a a 0 -4i 2 4 0 0 0 0
21 22

0 0 aa,3 0 0 0 -1 0 0 0 0

0 0 0 5i 0 0 0 (1]

Por el contrario, en una matriz triangular inferior los elementos
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del trisngulo superior deben ser nulos, como es el caso de las si

guientes matrices

a11 0 0 0 0 0 -i 0 0 0
a a o0 a o 0 2 5 0 0
21 22 21
a a a a a 0 i =3 7 .0
31 32 33 31 32
0 0

Con relacidn a las matrices triangulares, superiores e inferiores,

se tiene el siguiente teorema

VI.6.4 TEOREMA
Si A y B son dos matrices triangulares superiores (infe

riores) del mismo orden y o € C, entonces:

i) A+B es triangular superior (inferior)
“ii) oA es triangular superior (inferior)

iii) AB es triangular superior (inferior)

DEMOSTRACION

Las propiedades i) y 1ii) son evidentes, por lo que omitiremos su

demostracién.

iii) Sean A = [aij] y B = [bij] dos matrices tri‘angulares su-
periores de orden n. De VI.3.1l se sigue que

n

r a.,b

1 ik kj

AB = [pij] donde pij = .

Veamos que pasa con los sumandos de la expresidn anterior

cuando i > j, para todos los valores de k = 1,..., n:




/
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1°) si k < i, de i) de VI.6.3 a;, = 0, por lo gque aikbkj = 0.
2°) si k » i, entonces k > j y de i) de VI.6.3 by = 0,

por lo que también aikbkj = 0.

En consecuencia, cuando i > j pij =0 y, de i) de VI.6.3,
AB es triangular superior.

Si A y B son triangulares inferiores la prueba es similar.

0]

- Matriz diagonal y matriz escalar

Una matriz que es triangular superior e inferior a la vez; esto
es, une matriz cuyos elementos situados fuera de la diagonal prin-

cipal son todos nulos, recibe el nombre de matriz diagonal.

Debido a su peculiar estructura, para.este tipo de matrices suele
emplearse una notacidn especial en la>que se especifican sélo los
elementos gque integran la diagonal principal, ya que los demds son

iguales a cero.

VI.6.5 DEFINICION
Sea A = I:aiﬂ una matriz de nxn con elementos en C,
Se dice que A es una matriz diagonal si aij =0
para i1 # j, y se representa con

dlag(al!, @, reees ann)

Asi, por ejemplo, la matriz



es una matriz diagonal y se representa con

diag(2, -4i, 0, 5i)

Los célculos para efectuar operaciones con matrices se simplifican
notablemente cuando se trata de matrices diagonales, especialmente
la multiplicacidén y el c8lculo de la inversa, como lo establece el

siguiente teorema

VI.6.6 TEOREMA
Si A y B son dos matrices diagonales tales que
A= dlag(all, a reees ann) y B = dlag(bll, bzz,..., bnn) y a e C,

entonces:

i A+B = diag(a +b a +b ..., a@a +b
) g( 11 11’ T2 Taaf " “nn nn)

ii) oA = dlag(aall, aa seees aann)

iii) AB = diag(a b , a b ,...,a b )
111 22 22 nn nn

iv) A"l = diag(gl—; Ei— ,...,'31— , si A es no singular.
11 22 nn

DEMOSTRACION

Se demuestran a continuacidn iii) y iv)

iii) Sean A y B dos matrices diagonales de orden n. De VI.3.1 se

sigue que
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n
AB = [ 1]] donde pP,. = k£1 aikbkj
pero de VI.6.5 se tiene que a; = 0 si i#k y
bkj =0 si k # j, por lo que
P;; =0 si i#j

en consecuencia

AB = dia b “yee
g(all 1’ azzbzz' ! annbnn
iv) Sea A = [éiil una matriz de nxn no singular, y sea
Al = [xij] la inversa de A. Entonces
Al = I 3 por VI.4.1
n
[ { xikakj] = In por VI.3.1
k=1
n '
[kfl.xikakj = [3i€] por VI.3.4
n : ‘
§ xikakj = 6ij; ¥ i, j por VI.1l.2
k=1 :
X..a.. = 6..; ¥ i, j or VI.6.5
13733 ij + : P

Entonces, si i = j de VI.3.4 se tiene que

X..a.. =
11 11

de donde

X,. = , si a.. # 0, lo cual se cumple puesto

que I A°!
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Ademés, si i # j de VI.3.4 se tiene que

X..a..
13 33
de donde

Xi5 = 0, puesto que ass # 0.

En consecuencia

- . 1 1 1
Al = dlag(a——, It 3 )
11 22 nn

y la prueba termina.

Como consecuencia de la propiedad iii) del teorema anterior y de
iii) de II.1.4, las matrices diagonales del mismo orden son permu

tables.

Un caso particular de matriz diagonal es aquel en gue todos los
elementos de la diagonal principal son iguales. A una matriz de
este tipo ée le conoce como "matriz escalar"; es decir, una matriz
A = [aij de nxn con elementos en C se dice gue es una matriz es-

calar si aij =0 para i #j ¥y aii’= o ¥ i, donde a € C.

As{ pues, una matriz escalar es de la forma

a 0 0 PN 0

0 a 0 e 0

y es claro que puede expresarse como al, donde I es la matriz - -
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identidad de orden n; en consecuencia, premultiplicar una matriz
M por una matriz escalar ol es equivalente a multiplicar por el.
escalar a. A esta propiedad, de la cual ya hicimos uso en la sec

cibén anterior, se debe el nombre de matriz escalar.
VI.6.7 EJERCICIOS

1.- a) Para las matrices

2 1 -3 i 2 1
aA=]0 2 1 B=|0 -1 0

21 1+i -2 0 -i
verificar que tr (AB) = tr (BA)

b) Demostrar que si A y B son dos matrices de nxn con elemen

tos en C, entonces
tr (AB) = fr(BA)
2.- a) Héllar dos matrices A y B tales que
tr(AB) # (tr A) (tr B)

b) Para las matrices

1 0 o0 by 0 0 |
A=|4i -1 0 © B=|1 2 o
2 -1  as;, 0 -1 -i

obtener una pareja de valores (a33, bxn) tales que

. tr(AB) = (tr A) (tr B)
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a) Si A es una matriz de 2x2 con elementos en C, demostrar
qhe existen dos matrices, una triangular inferior (X) y-

otra triangular superior (Y), tales que A = XY
b) Para 3 -1
A =
2 4

obtener dos matrices X (triangular inferior) y Y (triangu

lar superior) tales que
A = XY

Para la matriz triangular superior

3 -1 4
r=[0 2 -3
o o -3

obtener T!

¢En general, si T es una matriz triangular superior de nxn,

su inversa es triangular superior? ¢Por qué?
Para las matrices
(11 -1 [2 2 5
A=|3 -1 -4 B=|2 -1 -1
-1 0 2 1 1 4
(2 x -1] (1 1 1-2k
c=|3 -1 2 p={1 1 7
1 -1 0 -1 k+2 243k

a) Obtener AB

b) Determinar qué condiciones debe cumplir k para que exista
(coy™?

c) Obtener (AB) (cD)™!
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VI.7 OPERACIONES SOBRE UNA MATRIZ

Ademés de las operaciones como la adicién y la multiplicacibn exis
ten "operaciones" de otro tipo, las cuales se efectfian sobre una
sola matriz transformdndola, 'generalmente, en otra matriz diferen-

te.

De estas operaciones, que hemos agrupado bajo el titulo de "opera-
ciones sobre una matriz", nos, ocuparemos en esta seccibn; asi como
de algunos tipos especiales de matrices definidos en términos de

dichas operaciones.
- Transposicidn

La transposicidn es una operdcién que transforma una matriz en - -
otra, llamada su transpuesta, cuyos renglones son las columnas de
la matriz original y cuyas columnas son los renglones de la matriz

original. Al respecto se tiene la siguiente definicién

VI.7.1 DEFINICION
Sea A = [aﬁ] una matriz de mxn con elementos en C.

Se llama transpuesta de A a la matriz de nxm

T_
A = [cij] tal que

De acuerdo con esta definicién;~el elemento correspondiénte al ren
glén iy columna j de AT es el que se encuentra en el renglén j y
columna i de la matriz A. 'Asi, los renglones de AT son las colum-

nas de A'y las columnas de AT son los. renglones de A.




Por ejemplo, para la matriz

FZi 0 -i-

se tiene que

Fc c ra a 2i 5
11 12 11 21
T
A= c c = a a = 0 1
21 22 12 22
c c a a -1 1-3i
31 32 13 23

Las principales propiedades de la transposicién se presentan en el

siguiente teorema

VI.7.2 TEOREMA

Si A y B son dos matrices convelementos enCyacC,

entonces:

iy @HT =a

ii)  (an)T = oaT

iii) (A+B)T =aT + 87 , si A + B puede obtenerse

iv) (AB)T = BTAT, si AB puede obtenerse

DEMOSTRACION

Las propiedades i), ii) y iii) son evidentes, por lo que omitimos

su demostracidn sugiriéndola al lector como ejercicio.

iv) Sean A = [aij] y B = [bij] dos matrices con elementos en

C, de mxn y nxq respectivamente; y sean aT = [cii] y

T

B = [dii] sus respectivas transpuestas. Entonces, de




VI.3.1

n
AB = [pij]’ donde p 3 = k)E aikbk]
=1
Y en consecuencia
T I
(aB) = [ pji] = [k§1 ajkbki} por VI.7.1
n
= [k§A bkiajk] por iii) de II.1.4
=1
n
= r d. . c, . por VI.7.1
[k=1 ik kj} -
(AB)T = 8"a’ _ por VI.3.1

- Matrices simétricas y antisimétricas.

La transposicidn da lugar a la definicidn de dos tipos especiales

de matrices cuadradas, como se establece a continuacidn.

VI.7.3 DEFINICION
Sea A una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que:
i) A es simétrica si AT = A

ii) A'es antisimétrica si AT = -A

Veamos ahora que caracteristicas tienen los elementos de una ma -

triz simétrica y de una antisimétrica.

De VI.7.3 A es simétrica si
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en consecuencia, de VI.7.1 A es simétrica si
[2s] = [
esta es, si
= a.. ¥ i,j

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto a la diagonal

principél son iguales.

Por ejemplo, la siguiente matriz es simétrica

-1 5 2-1 a =a = 5
: 12 21
A = 5 3i -1i ya que a, ,=a = 2-1i
2-1 -1 0 a = a = -1
. o T 23 32

De manera similar, para las matrices antisimétricas se tiene

A=-a'
[ .] = [-a.]
i] ji
a,. = -a,. ¥ i3
1] J1

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto a la diagonal
principal deben ser uno el negativo del otro. Ademds, de la expre
sién anterior se tiene, para i = j, gque

a;; =8y ™ 3, =0

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser nulos.

La siguiente matriz, por ejemplo, es una matriz antisimétrica




0 -5 -2+1 . a = -a = -5

12 21.
A= 5 0 i a que a = -a = =241

ya. d 13 31

2-i -i 0 ‘a =-a =1
23 32

a = a = a =0
11 22 EE

Las matrices simétricas y antisimétricas tienen, entre otras, las

propiedades gue se enuncian en los dos siguientes teoremas.

VI.7.4 TEOREMA
Si A y B son dos matrices simétricas (antisimétricas)

de nxn y a € C, entonces:

i) A+B es simétrica (antisimétrica)

ii) oA es simétrica (antisimétrica)

DEMOSTRACION

Se demuestra a continuacién inicamente la parte i) para el caso de

matrices simétricas.

Sean A y B dos matrices del mismo orden. Entonces, por iii) de

VI.7.2
(a+B)T = a7 + 87

Si A y B son simétricas, de VI.7.3 Al =a y B = B, por lo que
T
(a+B) = A+B

En consecuencia, de VI.7.3 A+B es simétrica y la prueba termina.

O




'VI.7.5 TEOREMA

Si A es una matriz de nxn con elementos en C, entonces:
. T EPU
i) A+A es simétrica

ii) A-AT es antisimétrica

DEMOSTRACION
i) Si A es una matriz de nxn, por VI.7.1 A" es también de nxn

y por iii) de VI.7.2
(A+AT)T = aT+@nT

en éénsécuencia, por i) de Vi.7.2 y por ii) de Vi.2.2
(A+AT)T = a'+a = a+A"

por lo que, de VI.7.3, A+AT es simétrica.

La prueba de ii) es similar.

- Conjugacidn

La conjugacidn transforma una matriz en otra, llamada su conjugada,
cuyos elementos son los conjugados de los elementos correspondien-
tes en la matriz original, como lo establece la siguiente defini -

cién.




VI.7.6 DEFINICION
Sea A = [aii] una matriz de mxn con elementos en C. Sé
llama conjugada de A a la matriz de mxn A = [cij] tal

que

ij ij

Asi, por ejemplo para la matriz

21 0 -1
A= ’
5 1 1-3i
se tiene que
c c a a a -24 0 i
- 11 12 13 11 1,2 13
A= = -
c c c a a a 5 1 1+43i
21 22 23 21 22 23

Las principales propiedades de la conjugacibn son las siguientes

VI.7.7 TEOREMA

Si A y B son dos matrices con elementos en Cy a € C,

entonces:

= A

El

1) (

>l

=a

i)

!

iii) A¥B = A + B, si A+B puede obtenerse

iv) BB = K B, si AB puede obtenerse




DEMOSTRACION

Se demuestra finicamente la propiedad iv).

Sean A = [aij] y B = [bij:' dos matrices con elementos en C, de

mxn Yy nxq respectﬁ'.vamente; y sean A = [cij] y B = [dij] sus’

respectivas conjugadas. Entonces de VI.3.1

y en consecuencia

n
AB = I a., b .
| k=1 ik k]J
AB = kX aikbkj por VI.7.6
=1
- n -
= r a.,b . . por v) de II.1l.é6
ik "kj
L k=1 .
rn , ‘
= L aikbkj por vi) de II.l.6
Lk=1 . ' .
- n -
= I c¢,. 4 . por VI.7.6
ik kj
L k=1 J
2B =32 B ) por VI.3.1

- Matrices reales e .imaginarias

La conjugacidén también da lugar a dos tipos especiéles de matri -

ces,’de acuerdo con la siguiente definicidn

VI.7.8

DEFINICION

Sea A una matriz de mxn con elementos en C. Se dice que:

i) A es real si A = A

ii) A es imaginaria si A = -A
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Los elementos de una matriz real (en el sentido que establece

VI.7.8) son} en efecto, nfimeros reéles; ya que

aij = aij = I(aij) =0

Para una matriz imaginaria se tiene, de acuerdo con VI.7.8, que

a5 = tayy => R(aij) =0

por lo que sus elementos son nfimeros imaginarios.

Las matrices reales e imaginarias tienen las propiedades enuncia

das en los dos siguientes teoremas, cuya demostracidn se deja al

lector.

VI.7.9 A TEOREMA

Si A y B son dos matrices reales (imaginarias), entonces:

i) . A+B es realy(imaginaria), si A+B puéde obtenerse

ii) AB es real (real), si AB puede obtenerse

VI.7.10 TEOREMA

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:.

i) A+A es real

ii) A-A es imaginaria

- Conjugacidn-transposicidn.

Se conoce como ‘conjugacién-transposicién a la aplicacidn sucesiva
de las dos operaciones definidas anteriormente. A la matriz que

se obtiene se le llama conjugada-transpuesta de la matriz original,
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como lo indica la siguiente definicién

VI.7.11 DEFINICION
Sea A una matriz de mxn con elementos en C. Se llama
conjugada-transpuesta de A, y se representa con A*, a

la matfiz de nxm definida por

El orden en que se efectfien las operaciones de transposicidn y con

jugacidn es indiferente, como lo sefiala el siguiente teorema

VI.7.12 TEOREMA

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

ax = ®T = @n

cuya -demostracién se deja al lector.

A manera de ejemplo, consideremos nuevamente la matriz

-2i 0 i

>
1t

5 1 1+3i

y al transponer esta filtima matriz se tiene




i 1+31

Esta misma matriz se habria obtenido transponiendo primero A y con

jugando después AT.

La conjpgacién—transposicién'satisface las siguientes propiedades

VI.7.13 TEOREMA

. Si A y B son dos matrices con elementos en Cy a e C, entonces:

i) T (A*)* A

1]

ii) (aA)* = o A*
" iii) (A+B)* = A* + B*, si A+B puede obtenerse

iv) (AB)* = B* A*, si AB puede obtenerse

DEMOSTRACION

Se demuestran a continuacidn ii) y iv) Gnicamente:

ii) (cn)* = (EX)T . por VI.7.11
— =T ‘ . -
= (a A) por ii) de VI.7.7
=T . o
= o (A) por ii) de VI.7.2

I

2l

>
*

(an) * por VI.7.11

iv) (aB)* = (EB)' - - . por VI.7.11

(aAB)* = (R B) . por iv) de VI.7.7°



(ap)* = (B) . (&) por iv) de VI.7.2

(AB)* = B* A* _ por VI.7.11
- Matrices hermitianas y antihermitianas

A partir de la conjugacidn-transposicién se definen otros dos ti -

pos especiales de matrices’ cuadradas, como se establece a continua

v

.2
cion.

VI.7.14 DEFINICION

Sea A una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que:

i) A es hermitiana si A* = A

ii) A es antihermitiana si A* = -A

De la definicidn anterior se sigue que los elementos de una matriz

hermitiana deben ser tales que

aij = aji ¥ 1,3

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto a la diagonal

principal deben ser conjugados. Ademis, para i = j se tiene que

a;; = a;; = I(a.,.) =0

por lo que los elementos de. la diagonal principal deben ser nfime -

ros reales.

Asi, por ejemplo, la siguiente matriz es hermitiana




n
|
"%

.= a

23 32

I(a: ) =I(a ) =1I(a ) =20
11 22 33

Para los elementos de una matriz antihermitiana se tiene que
a,., = -a.. ¥ 1i,j

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto a la diagonal
principal deben ser tales que sus partes reales sdlo difieran en.

el signo y su partes imaginarias sean iguales. Ademés

a;; = -"a;; = Rlag;) =0

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser nfime -

ros imaginarios, como en el caso de la siguiente matriz que es an-

tihermitiana
-i -5 -2-i , a ='-a =-5
: 12 21

‘A = 5 31 -1 = -3 = -2-
A i i ya que ala aal i

2-i -1 o |- a =-a =-i

23 32 .
R(a ) =R(a ) =R(a ) =0
11 22 |

A continuacidn se enuncian algunas propiedades relacionadas con

las matrices hermitianas y antihermitianas

VI.7.15 TEOREMA
Si A y B son dos matrices hermitianas (antihermitianas)
7/ .

de nxn, entonces A+B es hermitiana (antihermitiana)




DEMOSTRACION

Se demuestra a continuacidén el enunciado para el caso de matrices

.

antihermitianas.

Sean A y B dos matrices del mismo orden. Entonces, por iii) de

VI.7.13
(A+B)* = A* + B*
Si A y B son antihermitianas, de vi.7.14 A*'=-A y B* = -B, por

lo que
(A+B)* = -A + (-B) = - (A+B),

En consecuencia, de VI.7.14 A+B es antihermitiana.:

VI.7.16 TEOREMA

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

i) A A* es hermitiana
ii) A* A es hermitiana .
iii) A+A* es hermitiana, si A es cuadrada

iv) A-A* es antihermitiana, si A es cuadrada

La demostracién de este teorema se deja al lector como ejercicio.
- Potencia enésima

De manera similar al caso de los nGmeros, se conoce como potencia

enédsima de una matriz cuadrada al producto




AA ...

n factores

cuya definicibén formal es la siguiente

VI.7.17 DEFINICION

Sea A una matriz de mxm con elementos en C y sea n € N.
N . n
Se llama potencia enésima de'A, y se representa con A",

a la matriz definida por

A =1
m,
n n-1

A. =2AA , para n 3 1

Como se ve, la definicibn anterior es recurrente; por ejemplo, pa-

‘ra la tercera potencia de A se tiene, seglin VI.7.17, que

.

A® = A A? :

Aplicando nuevamente VI.7.17 se tiene que A? = A A', por lo que
A® = A(a AY)
y aplicando una vez mds VI.7.17 se tiene.q.u‘e.Al = A A" = AT = a;

por lo que, finalmente

A® = a(a A)
Este resultado puede también expresarse como
A*=2anan

debido a la'asociétividadAde.la multiplicacién de matrices,

La potencia enésima de una matriz, asfi definida, satisface las si-




"guientes propiedades

VI.7.18 TEOREMA
Si-A es una matriz cuadrada con elementos en C y m,n e N,

entonces:

i) A AR = aAM*D

ii)  (aM® = aA™ '

DEMOSTRACION (por induccién)

Demostéaremos primero que

A »A'= AA", ¥meN - - ;(i)

En efecto, para m = 1 la proposicibén establece que
a' A = a Al

pero, por VI.7.17 A' = A A" = AT = A, y se tiene la expresién

- por lo que lavproposiéién es vdlida para m = 1.

Suponemos entonces que para algfin k

y bremultiplicando por A se tiene
a(a¥ a) = a(a a¥)

en consecuencia




(a a%a = a(a a%) por VI.3.2

aktl a o a akt? : por VI.7.17

con lo que se demuestra el enhunciado.

i)

Sea ahora m un nfimero natural arbitrario. Por (1) y por

VI.7.17 se tiene que

1

™ al =a

A
y la proposicién se verifica para n = 1,
Supongamos éhora que

am Ak = Am+k
premultipl;cando por A.se tiene

A(Am Ak) = a Am+k

Y en consecuencia

(a a™)ak = a ATk por VI.3.2
(a™ a)ak = a Mtk por (1)
A™(a a¥) = a a™tk - . por VI.3.2
AT aktl o pmrkel : por VI.7.17

Con lo que se demuestra la propiedad i). ~La demostracién de ii)

es similar y se deja al lector.
h ]
A partir de la definicibn de potencia en&sima se establecen los si

guientes tipos éspeciales de matrices cuadradas.
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VI.7.19 DEFINICION

Sea A una matriz de mxm con elementos en.C. Se dice que

A es:

i) - Idempotente si A% = A

ii) Involutoria si A? I

iii) Nilpotente (de indice n) si n es el menor nimero

riatural tal que A" = 0

iv) Periddica (de perfodo n) si n es el menor nlmero

natural distinto de uno tal que A" = A

' . . - : ., ’
Obsérvese que una matriz idempotente es un'caso particular de ma -

triz peribédica (de periodo dos).

VI.7.20 TEOREMA
Sea A una matriz de mxm con elehentos en C:
i) Si A es idempotente entonces
n

A = A, ¥ neN

ii) Si A es involutoria entonces

A = A, ¥ neN




N

VI.7.21 EJERCICIOS

1l.-

5.-

Para las matrices

i 0 1+1i 0 -2 i
A=|2 -1 3 B = 1 -i o0
1 -i 0 -1 3+i- 2

verificar que se cumplen las siguientes,propiedades

a) (a+B) = AT + 57

p) (aB)' = B'AT

Demostrar que:

a) Si Ay B son matrices de mxn con elementos en C entonces:

i

(A+B)T = AT + BT

b) Si A es no singular entonces
o T -
@)= @
a) Construir dos matrices A y B de 3x3 que sean antisimétri=-
cas y verificar que A+B es antisimétrica.
b) Construir una matriz A de 4x4 que sea 51métr1ca y verifi-

car que oA es slmetrlca para cualquier a € C.

Demostrar que si A y B son matrices simétricas del mismo or -
den, AB es simétrica K si y s6lo si A.y B son permutables.

a) Demostrar que toda matriz cuadrada M con elementos en C
puede expresarse como
M = S+A

donde S es una matriz simetrica y' A es una matriz antisi
métrica. :
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b) Ilustrar el enunciado anterior con

i 141 3
M= (-1 0 2i
5 =2 =3+i
Para las matrices
-1 0 1-i 2+1 -1
A= i 1 -1 B = -1 0
2 -2 0 ’ 3 -1+2i_]

verificaf que:’
a) BB =3B
b) (@A) = (B

Demostrar que si A y B son dos matrices imaginarias de orden
mxn y nxg, respectivamente, entonces AB es real.

Demostrar que si A es una matriz de mxn con elementos en C,

.entonces:

®T = @ah

Para las matrices

verificar que:

a) (cA)* o A* yaeC

b) (AB)*

B* A¥*




- 399 -

10 a) Construir dos matrices hermitianas de orden 3 y verificar
gue su suma es hermitiana.

- b) Construir una matriz A antihermitiana y verificar que oA

es antihermitiana si o es real, y que aA es hermitiana si
a es imaginario. . )

11.- Demostrar que si A y B son matrices antihermitianas, AB es
hermitiana si_y s6lo si A y B son permutables.

/ . . s .
12.-a) Demostrar que si M es una matriz hermitiana con elementos
en C, entonces puede expresarse como
M =S + iA
donde S es real simétrica y A es real antisimétrica.

b) 1Ilustrar el enunciado anterior para

1+i =21 5

13.~Una métriz A no singular se dice que:
i) es ortogonal si AT = ™!
ii) es unitaria si = A* = ™!
é) Determinar bajo qué condiciones el producto de dos matrices
ortogonales es ortogonal.
b) Demostrar gue la conjugada de una matriz unitaria es unita

ria.

14 - Demostrar que si A y B son dos matrices con elementos en C vy
m,n € N, entonces:’

a) ('Am)n = Amn

n n

b) (aB)" = a" B si y sblo si A y B son permutables




15.- Para las matrices

a)

b)

c)

2 -3 -5 0 1 -1
B = -1 4 5 Cc = 4 -3 4
1 -3 -4 3 -3 4

. N .
Verificar que B es idempotente y C es involutoria

Tomando en cuenta el resultado anterior obtener una matriz
X, si existe, tal que

X =B2B"' +cCc?B
y verificar el resultado.

En general, ¢qué podemosidecir de A! si A es idempotente?
Demostrarlo.

. 16.- Demostrar que una matriz triangular superior de orden 3 tal
que a,. = 0 .#¥ i, es nilpotente de indice 3.




VI.8 PARTICION DE MATRICES

En ciertos casos puede ser Gtil "subdividir" las matrices con obje
to de simplificar algunos cdlculos o para cambiar la presentacién
de un probleﬁa. Surge asi el concepto de‘particién de matrices,
el cual presentamos en esta seccibn; sin embargo, es conveniente .
introducir antes los conceptos de submatriz e hipermatriz para fa-

cilitar la comprensidn del concepto de particidn.
- Submatriz e hipermatriz

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, se llama "submatriz
de A" a cualquier matriz que pueda obtenerse a partir de A supri -

miendo en &sta algunos renglones 6 columnas.
Por ejemplo, si en la matriz

ay; a2 aps ary
A = a1 @z2 Az3 Aazy

431 aszz2 As33 asy

suprimimos el tercer rengldn y la segunda y cuarta columnas se ob-

tiene la matriz

que es' una submatriz de A.

A continuacibén se presentan, a manera de ejemplo, algunas otrésv

submatrices de A



ayy a2 as ay; a2 aps ays

[ =] [0

a3y asz2 Aass ) ass '

azy1 az2 azs az3

Se conoce como "hipermatriz" a un arreglo rectangular de matrices;

es decir, a una especie de matriz cuyos elementos son matrices.

Por ejemplo, las matrices

811 Aarz by, . di
A= | az1 az: B = c = [ ci) Clz] y D=
b d
azy as:z 21 21

pueden ser presentadas en un arreglo, de la siguiente manera

A B

con lo que se obtiene una hipermatriz. Esta hipermatriz también

puede expresarse en términos de los elementos de A, B, C y D como

sigue
]
ayjy a2 | by
1
azy azz} bay
H = --=
asy aszz | dn
———————— 1
Ci1 Ci2 :dzx
.- Particidn

Consideremos ahora la matriz




az a2 ars al;
azi az:z2 azs A2y
A = asa asz ass aszu
Ayl ay2 aus Ay y
asi as2 ass asuy

y expresé&mosla como una hipermatriz, agrupando sus elementos en

submatrices de la siguiente manera

— | o —
aii airz | ars | ars
| 1
azi azz2 : azs : azy
it L B
asi dasz2 | ds3 | asu
| | '
ay ay2 | aws | Auy
! [
asi asz : ass : asuy

Hemos formado con ello la hipermatriz
Ay Ay Ay

Az, Az Azs

donde

r 7 r ) r 7
a aixz ais ' Ay

Ayl = Ai12 = A13 =
azi az2 azs azy
asa asz r ass A3y
Ay, = ayl au2 Ay, = aus Ayy = ayy
as) as2 as3 asy
L _ L _ L J

Dicha hipermatriz se dice gque es una "particién" de la matriz A.

Otra particién de la misma matriz A puede ser la siguiente.




- -

donde se tienen ahora s6lo dos submatrices.

En términos generales, puede deéirse que una éarticién de una ma -
triz es la expresidén de ésta como una hipermatriz, mediante la

agrupacidén de sus elementos en submatrices; sin embargo, no cual -
qu1er clase de hlpermatrlz se considera como una particién. Sdlo

se aceptan como tales aquellas en que:

1) Todas las submatrices que integran un mismo renglén (de

la hipermatriz) tienen el mismo nfimero de renglones, y

2) Todas las submatrices gue integran una misma columna tie

nen el mismo niimero de columnas.

Asi, una hipermatriz como

|
an a1z | bn
|
az azz ! b2y A B
H = ____|=
|
asy asz | dn
————————— | C D
ci1 cyz2 | daa ’

no es una particidn de la matriz

aj a2 b1 )
azi azz b21

M =
as as. dyi.

Ci Ci2 dz1




- 405 -

puesto que las submatrices A y B no tienen el mismo nGmero de ren-

glones (como tampoco lo tienen las submatrices C y D).

En consecuencia, toda particifén de una matriz de mxn deber§ ser de

la forma
n n n
1 2 t
cols. cols. cols.
Ca b T
m renglones A [ " A | oo | A
1 11 12 1t
A A I
[}
m renglones A ! A | oee ‘ A
2 21 | 22 | 2t
' _—o—_ _——_'-_—__-——
: | : I ! :
—_———— e
m_ renglones A | A [ A
s sl | s2 | | st
donde:
m+m +...+m = m Y n+n +...+n = n
12 s 12 t

De acuerdo con esto, se tiene la siguiente definicidn formal para

el concepto de particidn.



VI.8.1

DEFINICION

Sea A = ai.} una matriz.de mxn con elementos en C, y
sean (ml,.mz,..., ms) nlimeros naturales tales que
mx+m2+....+mS =m, y (nl, Doseeny nt) nGmeros natufales

tales que n + n +...+n_ = n.
1 2 t
Se conoce como particibén de A inducida por

(m, m,..., m)y (n, n,..., n)al arreglo
1 2 s 1 2 . t

A A ee. A
11 12 1t
A A cee A
21 22 2t
A A eee A
L. s1i s2 stJ
donde A;C-(r =1, 2,.., s Yy c=1, 2,..., t) es

una matriz de m_xn definida por

[m1+' . .+(mP_1+1)], ey [m‘+',.- ..+mr]

[nl+. . .+(nc_1+1)], ey [n1+' . .+nc]

"X
1]

A = [a.] con
rc ij

.
L}

Asi, para la primera particidn gque presentamos:

an a2 : ars } alu-

a2 G2z : azs : azu Ay Ay2 .« Ay
as aaz\: ass : Ajzy |=

ay) ay2 : ays : ayy A1 Rz Azs
as) as: : ass : asy




se tiene que
m1=2,'mz=3' Y ‘ny = 2, ny = 19 ny = 1

por lo gque se trata de la particién de A inducida por los nfimeros
(2,3) y (2,1,1). En dicha paréidién la- matriz A,y, por ejemplo,

es una matriz de myxn; (es decir de 3x2) definida por

A = [-a_ ] con
21 ij

- Operaciones c¢on matrices por particién

i=3,4,5

=1,2

Pasemos ahora a ocuparnos de cémo efectuar operaciones con matri -

ces empleando el concepto de particién.

Una vez éue se han determinado la; particiones, con las hipérmatri
ceé obtenidas pueden efectuarse operaciones como‘gi'se tratara de
matrices cuyos elementos son las submatrices correspondientes;
siempre que éstas filtimas sean éonformables para Eodas las opera -

ciones requeridas.

Veamos primero unos ejemplos relativos a la adicién y a la multi -

plicacién por un escalar, y para ello. consideremos las matrices

3 1 -5 -2 2 -1 3 4

A=|-1 4 0 2 y B=|4 -2 1 3
0' -2 0 7 ) 3 1 6 -3

Si establecemos las siguientes particiones para Ay B




o [} i
- 1= -
3 ! > | 2 Ay A2 2 ! : ! ‘ Bir Biz
14 0 lz|= 4 -2 13| =

y sumamos las'hipermétrices como si éstas fueran matrices, se ob -

tiene
A1 A2 Bi1  Bi2 A1y + Bi Aj2 + Bi:
+ ‘ =
Az1 A2z Bz1 B2 A2y + B2 Ay; + B2z
donde
3 1 -5 2 -1 3 5 0o -2
Ay + By =} ' + =
-1 4 0 4 =2 1 3 2 1
~
-2 4 2
A1z + Bi12 = + =
) 3 S

memn [0 2 0] [ 1 e]- [ a6 ]
[71+[=1- L]

.por lo que se llega a la hipermatriz

Az + Baa

|
5 0o -2 2
|
3 2 115
_______ +——
4

-3 -1 6 :

la cual constituye una particién de A + B. Es decir
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como pude verificarse f&cilmente sumando las matrices A y B.

Consideremos ahora el escalar -i.

permatriz
— s s '
3 1 5 | A
.14 02 |-
————————— Az,

como si ésta fuera una matriz,

Ayy A, -1 An

Az, Az -1 Az

gue es una particidén de -i A.

Si lo multiplicamos por la hi -

A2

A2

se obtiene

-1 A -3i -i 51 21
= i -4i 0 -2i

-1 Ay, .
0 21 0 -71i

Estos resultados pueden generalizarse mediante el siguiente teore-’

ma, cuya demostracidn se deja al lector.



VI.8.2 TEOREMA

Sean A y B dos matrices de mxn con elementos en C y sea

a € C:

i) Si [Ai]] y [Bij] son las particiones de A y B,
respectivamente, inducidas por

(ﬁl, Mreees ms) y Knl, Doseees nt),entonces
[SiJ con Sij = Aij + Bij

es la particién de A + B inducida por

. ‘ . (ml, LR ms) y (nl, Doseeey nt)

ii) Si [Aiﬂ es la particién de A inducida por

m m ,..., m (n N ;0. ntonce
( ! 2! ] S) Yy ( N e ' nt)l e s
[E.] con E.. = oA,.
1] 1] 13
es la particidén de oA inducida por

(ml, Mo ms) y (nx, Do, nf)

Menos evidente gue los dos casos anteriores, pero de mayor utili -
dad préctica, resulta el caso de la multiplicacién de matrices por

particidn.

De manera similar a como sucede con la suma y el producto por un
escalar, el producto puede obtenerse multiplicando las hipermatri
ces como si éstas fueran matrices, siempre que las cdrrespondie& -

tes submatrices sean conformables para las operaciones a efectuar

cor. ellas.
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Para ilustrar esto mediante un ejemplo consideremos las matrices

3 1 -5 -2 -1 4 1

A=]-1 4 0 2 0 3 -2
y B=

0 -2 0 7 -2 3 1

1 0 0

d 1 X ’ 1
3 .1 -5 - -
5 1 2 A1 Ars 1 : 4 1

-1 4 0 2| = 0 3 -2 Bi1 Bi:
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ A A, I =

-2 | 21 22 _ .
0 0|7 _2_'_3__1_ B21 B2

1,0 o '

y multiplicamos las hipermatrices como si fueran matrices, se ob-

tiene
Ay, Ay, Byjy Byz] - A;1Byy + A12B2 Aj1By1z + R12B2o
Az1 Az B21 B2 Ay1By11 + Ay2B2) A;1By12 + Az2B22
donde
3 1 -5T -1 -2 7 -2 5
A;1B11 + Ap2Bay = o+ [l]= + | =
-1 4 0 2 1 2 3
- 4 -2

3 1 -s5| [a 1] [-2
A1B, * A ,B,, = ’ 3 -2 |t 0 0 =
R

1
+
I




A21Byy + Ay,By, = [0 -2

Ay 1Byy + AyyByy = [0 -2

por lo que se llega a la hip

510 -4
I

318 -9

—— |

L7~:-—6 4

gue es una particidén de AB;

5 0 -4
AB = 3 8 -9
L7 -6 4_

gL e
;4 1 '

o] |3 -2 +[7] [0 o]~

- [:—6 4]+|:o, o]=[-e 4]

ermatriz

esto es

En general, se tiene el siguiente teorema




VI.8.3 TEOREMA

Sean A y B dos matrices con elementos en C, de mxn y

nxq respectivamente:

Si [Aii] es la particibén de A inducida por
(m1, LI ms) y (n P D reees ), vy [ JJ es
la particién de B inducida por

(nl, B nt) y (ql, Qyreees qu); entonces

t
[Pij] con Pij = § AikBkj
k=1
es la particidén de AB inducida por

(ml, LI ms) y (ql, Qyreees qu).

DEMOSTRACION

Sean A = [aij] y. B = [bij] matrices de mxn y nxp, y sean:
[Arc la particién de A inducida por (ml, Woyeeer M ) vy

! S
(nl, nz,..., nt),’ y [BrJ la particién de B inducida por

(nyneee, nt) y (q], qz}-.-, qu)

Hagamos

De la definicidén VI.8.1l. se tiene que A, es una matriz de m_xn, .

definida por

i= [ m1+...+(mr_1+l)] PR [ m1+...+mr]

A= l:a . :I con .
rk ij . A
[ n1+...+(nk_1+l)] reeey [ n1+...+nk]

w
1]
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y que B, = es una matriz de nyxq, definida por

?kc = l:bij] con

entonces, de VI.3.1 se tiene que Akakc

i= n1+...+(nk_1+1)] Yy n1+...+nk]

j= [q1+v--+(qc_1+l)] reosy [q1+...+qc]

es una matriz de m_xq,

definida por

) n1+ .+nk
A B = z a,,b
rk~ ke - 187873
L=n 4. .ot(ny _,+1) . )
i= [m1+...+(mr_1+l)] ooy [m1+.7.+mr]
con . .
j = [q1+...+(qc_1+l)] S ey [q1+...+qc]

En consecuencia

n1+7..+nk

’ n
ailblk = E a.,b

1) &=n_+...+( 1)

1t nk_1+

i =[ m1+...+(mr_1+1)] ,...,»[m1+...+mr]
con

i=1 ..., O

si ahora efectuahos en la matriz AB la particidn inducida 'por
(m , m,.0., m) y (3,9 ,.-4, 9 ), segln VI.8.1 se obtiene el
1 2 s I 2 u

arreglo [ %NJ ,. donde




415
is= [mlf...+(mr_1+1)] reeey [m1+.:.+mx

1 3= [q1+...+(qc_1+l)] . [q1+...+q(

se tiene entonces que Hrc = Prc y la prueba termina.

O

Como hemos visto, la particidn de una matriz no es Gnica. Esto
nos permite seleccionar aquella que mis nos convenga de acuerdo

con las condiciones del problema.

Asi, el concepto de pafticién puede ser Gitil para simplificar los
cdlculos al efectuar operaciones con matrices, cuando &stas presen

tan caracteristicas especiales en su estructura.

A manera de ejemplo, consideremos las matrices

S
3 1 0 o 2 -1
x=,2 -1 o o y=|1 0
0 0 172 0 34
o o0 o 172 6 -2

para las cuales queremos obtener el producto XY.
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Nos conviene efectuar primero las particiones siguientes*

1 -2]0 o
| _
3 1,0 offa o R
I
x=1]2 -110 o= y=|1 %
_____ o — —— - ==
o otli2 oo 31 3 4 |¢
|
Lo ol o 172 6 -2
con lo que
A o B AR+ OC AB
XY = = =
1 1 1
[o] '2—1 C OB + 7IC i‘c

Asi, efectuamos Gnicamente los productos

1 -2 0 -1
2 -1
aB= |3 1 =17 -3
2 -1| LY O 3 -2
y
3 4 3/2 2
1. _1 -
=2
6 -2 3 -1

con lo que se obtiene la matriz

0o -1
7 -3
xy=| 3 -2
3/2 2

L3 "1

*En estas expresiones la igualdad no esti empleada en un sentido
estricto, ya que X es una matriz mientras que la particién pro -
pueésta es una hipermatriz; sin embargo, es frecuente hallar este
abuso de notacidén en diversos libros y no produce confusién si
se le interpreta correctamente.
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Vi.8.4 EJERCICIOS

1l.- Para la matriz

3 1 s i o 3]
1+i 2 0. 1 -21 -1
-2 38 24 7 3 2
A= | 4 105 -3 2 -1
i -4 31 4 7 4
1 0 -2 -5 i -5
0 -5 -14i 0 -1 o0

Obtener la particién indu¢ida por

a) (2,3,2) vy (3,;,2)

by (3,3,1) y (2,4)

c) (4,3) y (1,2,3)

y en cada caso determinar la sébmatriz Az, correSpondiehte.

)

2.~ Demostrar el teorema VI.8.2

3.~ Para las matrices

1 2 0 3 -1 (3 -1 2 1] '
4 0 1 2 3 2 1 0 -2
a=|o0 -3 -2 4 1 B=|0 -2 1 o
-1 1 -4.0 2 1. 0 -1 2
0 1 1 -1 oJ -4 -3 3 1]

a) Hallar el producto AB empleandb las particiones inducidas
.por (2,3) y (2,1,2), y por (2,1,2) y (2,2) para A y B,
respectivamente.

'b)4 ¢Qué sucede si para A se usa la particibn anterior y para
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B la inducida por (3,2) y (1,2,1)?

c) Hallar una particidén para A que permita obtener el produc
to AB con la particifén de B correspondiente al inciso b),

y obtener dicho producto.

4.- Para las matrices

3 -1 2 0 o0 (1 0o o .1
-1 2 0 0 o0 o 1 o 1
A= :
o 0o 0 1 o0 B={0 0 1 1
o 0 o o0 1 0 3 0 o0 ,
-1 0 -1 o0

Obtener el producto AB haciendo las particioneé m&s convenie&

tes para simplificar los célculos.

5.- Si A y B son matrices conocidas de orden mxn y mxl, respecti
vamente, y Uy V son matrices incégnitas de orden nxl y mx1,

respectivamente; transformar la igualdad
AU + V=B

en un sistema de ecuaciones lineales, determinando la matriz
de coeficientes, la de incbgnitas y la de términos independien

tes.




CAPITULO VIT DETERMINANTES .

INTRODUCCION

Seguramente el lector habré .tenido ya algfin contacto con los deter

minantes; especialmente con los de segundo y tercer orden.

La idea de determinante es, en realidad, mis antigua que la de ma-
triz. .Descubierta por Cramer durante sus trabajos orientados a la
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, fue expuesta por

primera vez en 1750, cien aﬁos antes de que Sylvester y Cayley em-

B

pezaran a habldar de matrices.

En la actualidad, sin embargo, el concepto de determinante suele
presentarse como consecuencia de la teoria de matrices, y ha sufri
do, incluso, el proceso de "axiomatizacién", del cual surge una de

finicibn integrada por cuatro postulados.

' En este capitulo estableceremos una definicidén para el concepto de
determinante a partir de un razonamiento similar al que histérica- .

.
mente le dio origen, aunque emplearemos en ella el concepto de ma-
.
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triz. En la deduccidn de las propiedades y en la presentacién de
los métodos para el célculo de determinantes se manejar4n también

algunos éelementos de la teorfa de matrices.

)

VII.1 - CONCEPTOS BASICOS

Con el propbsito de motivar la definicién de determinante, considere
mos el problema de resolver el siguiente sistema de ecuaciones linea

les
ay1x; + ajzxz2 = b

(1)

az1x; + aza2Xz2 = b2

pPara obtener el valor de x; podemos multiplicar por a:: la primera

ecuacidn y por a;. la segunda, con lo que se obtiene el sistema

equivalente
azzaii1Xy + azzd1:2X2 = az2b
ayza21X) + arza22X2 = a12b2

Restando la segunda ecuacién de la primera, y ordenando convenien-

temente los términos, se llega a

byaz2 - aiz2b2

(2)

Xy = ——————
ajiazz - ai1:2az21 ‘

De manera semejante se obtiene también que

a;1b, - biaz

Xy, = —m————————— (3)
2 ajiazz2 ~— aiz2a:zi

Sustituyendo estos valores de xy Y X2 en las ecuaciones del sis

tema (1) podemos comprobar que constituyen una solucibén del mismo.

Las expresiones (2) y (3) tienen el mismo denominador, el cual es-

t4 expresado en términos de los elementos de la matriz .




a a2z

az az2

que es la matriz de coeficientes del sistema. Al nimero correspon
diente a dicho denominador se le conoce como el determinante de la

matriz A y se le representa con "det A"; esto es:
det A = ajiazz2 - a;zazi

_Otra forma de representar al determinante de una matriz consiste
en escribir sus elementos tal y como aparecen en el arreglo, pero
reemplazando los paréntesis rectangulares por barras verticales pa

ra indicar que se trata de un determinante.

Asi, para la matriz anterior se tiene
= ayjazz = aizaz (4)

Expresidn que puede considerarse como la definicién del determinan

te de orden dos.

Es importante resaltar que una matriz es un arreglo de nfimeros
mientras que su determinante es un nimero. Por ejemplo, para la

matriz

se tiene que




=0(5)(-3) - (4)(-2) = -15 + 8 = =7

por lo que
det A = -7

Regresando a las expresiones (2) y (3), vemos que los numeradores

de éstas también pueden ser considerados como determinantes, ya

que

b, a2
biazz - ayzbs =

b2 azz

Y

ail by
ayjibz - byazy =

az1 b

En consecuencia, los valores de las incégnitas pueden obtenerse co

mo el cociente de dos determinantes; es decir

1 b1 aj, a;; b,

b, az2 ) “laz1 b2
X, = Y. X2 =

ayp ax2 a1 a2

az1  Aaz: az1 azz

Al método sugerido por estas dos filtimas expresiones se le conoce

como "regla de Cramer".

Consideremos ahora un sistema de tres ecuaciones lineales con tres

incégnitas
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aj1x) + aizxz2 + arsxs = by
az1Xy + az2Xz2 + az3x3 = bz (5)

,a31X1 + aszzXz + aszsxs = bs

Siguiendo un proceso similar al anterior se encuentra que los valo
res de las incdgnitas que satisfacen al sistema son

biazzajzs-braziaszz-aizbrazsta;zasbs+a;sbasza-ajsazabs

X = (6)
ai11dz2a33-a11az3a32-a12a8z1a33+ayz2az3as31+ay3az1a32-a13az22as1

ay1bzajzj-ajiazsbs-biaziaszstbiazsasi+arsaziba-a;sbzas

X2 = (7)
a11d22a33-a31a23a32-a12a21a33+a12a23a3:1+ta13a21a32-a1382233)

ajjazqbz~-ajibzasz-aizazibstaisbrasi+tbiaziasz-brazias

X3 = - - (8)
‘a11d@22a33-a311a234a32-a12a21a33+a1z2az23a3,1+d13a21a32-a1322233)

Al comfin denominador de las expresiones (6), (7) y (8) se le cono-

ce como el determinante de la matriz

ayy a2 ais
A = az1 azz azs

a31 A3z aszs
Asf, la expresibén que define al determinante de tercer orden es

ayyry a2 ars

a1 Aaz2 Qaz3|= ap1azz2az3 - a;1azzazz - azazaszs +
(9)
azy asz aszs| + aizazsazy + aysaziaszz - aysazzas;

)

1 o0 -3
-4 5 2= (1(5)(0) - (1)(2)(-2) = (0)(=4) (0) +
1 -2 o] @@ % (=3)(-4)(-2) - (-3)(5) (1) =

= 0+4-0+0-24+15= -5
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De acuerdo con (9) podemos escribir la solucibén del sistema (5) co

mo sigue
by ay2 as ain by ars aj; a2z b
b2 az2 Az azy b, azs azy az2 b
bs asz ass az1 b ass az1 asz bs
X, = X, = X, =
ayy ayz ais a1 a2 as ayp aiz , as
azy Aazz2 Qazs a1 az2 azs az1 az2 azs
a3y aszz2 Aaszs az1 A3z Az as; 432 ass

Asi pues, resulta natural tratar de generalizar la regla de Cramer
al caso de n ecuaciones con n incégnitas, y para ello se requiere
uﬁa definicidn general,para el determinante de orden n. Sin embar
go, tal definicidn no puede obtenerse de la misma manera que en
los casﬁs de segundo y tercer orden (es decir, resolviendo un sis-
tema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas), pues a medida que
n aumenta los célculos se hacen mis complicados y para n arbitra -

rio son irrealizables.

En consecuencia, buscaremos establecer una ley general a partir
del andlisis de las expresiones (4f y (9), gue definen a los deter
minantes de segundo y tercer orden. Para dicho anélisis, empero,
se requieren algunos conceptos gue no hemos manejado afin y que és-

tudiaremos a continuacidn.
- Permutaciones

Las permutaciones de los elementos de un conjunto (finito) son las

diferentes maneras en que &stos pueden ser arreglados. .

Por ejemplo, las permutaciones del conjunto




s = {1, 2, 3}

son los arreglos

P = (1, 2, 3)
(1, 3, 2)

P2
" ps = (2, 1, 3)
ps = (2,.3, 1)
pPs (3, 1, 2)
pse = (3, 2, 1)

Para los propbsitos de este capitulo nos interesan inicamente las
permutaciones de conjuntos formados por nfimeros naturales. Se tie

ne entonces la siguiente definicidén

VII.1l.1 DEFINICION
Una permutacién del conjunto S = {1, 2,..., n}
es un arreglo de la forma

a a oo a
( 1 2 ’ n)

donde a, € S ¥ i y oy # aj si. 1 #3

Asi, para la permutacién p1 dei ejemplo anterigr se tiene que
a; =1, az =2 y a3 = 3

mientras qhe para py se tiene que
o, = 2, a2 = 3 y a3 =‘i

Cuando en una permutacidén todos los nfimeros aparecen en el orden
natural, como en pi, se dice que &sta es la "permutacién princi -

pal" del conjunto.
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En general, (a;, Qz,..., an) es la permutacién principal del con -

junto § = {1, 2,..., n} si a, = i, ¥ 1i.

Respecto al nmero de permutaciones de un conjunto se tiene el si-

guiente teorema '

VII.1l.2 TEOREMA
El conjunto S = {1, 2,..., n} tiene

n! permutaciones diferentes

DEMOSTRACION (por induccidn)
Para n = 1 se tiene una sola permutacién (1!).

Para n = k se supone que el conjunto tiene k! permutaciones dife -

rentes.

Sea ahora s = {1, 2,..., k+l}, y consideremos una permutacién arbi

traria de S

(A1, Q2,00e, Gk+1)

El primer elemento (o)) puede ser seleccionado de k+l1 maneras dife
rentes, y para cada una de ellas los k elementos restantes pueden
arreglarse, por hip6tesis, de k! maneras diferentes. En consecuen

cia, se tienen

(k+1) (k!) = (k+1)!

permutaciones diferentes y la prueba termina.

O

En una permutacién se dice que hay una "inversién" por cada dos nG
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meros que se encuentren en un orden diferente al natural. Asf,

por ejemplo, en la permutacién

— A
(3, 1, 4, 2)
~—»

se tienen tres inversiones; es decir, podemos encontrar tres pare-

jas

(3, 1) (3, 2) y (4, 2)

donde él primer elemento es mayor que el segundo y aparece antes

que &ste en la permutacibn.

Se tiene al respecto la siguiente definicién

VII.1.3 DEFINICION

i) Una permutacién (aj, OGz,ee., an) tiene m inver

siones si existen m parejas (ai, aj) tales que

i<3j Y a; > aj

ii) Una permutacién es de clase par si tiene un n€mero

par de inversiones; en caso contrario se dice que

es de clase impar.

. Asi, por ejemplo, para las permutaciones del conjunto S = {1, 2,
se tiene que ”
pp» = (1, 2, 3) es de clase par‘ (cero inversiones)
p2 = (1, 3, 2) es de clase impar (una inversién)
ps = (2, 1, 3) es dé clase.impar (una inversién)
py = (2, 3, 1) es de clase par (dos inversiones)
ps = (3, 1, 2) es de clase par (dos inversiones)

ps = (3, 2, 1) es de clase impar (tres inversiones)

3}




\
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En general, de las n! permutaciones de un conjunto - = - - - - - -
s = {1, 2,..., n} la mitad son de clase/par y la mitad de clase' im

par.
- Definicién de determinante.

Recordemos ahora las expresiones que definen a los determinantes

de segundo y tercer orden.
Para n = 2 se tiene

ajx a2

= apidzz2 — aizazi

azi az2

y para n = 3 se tiene

az1 azz2 ass = aiiaz2as3 =~ ari1daz3aszz -~ a12a21a33

a3y Aas2 Aass + aiz2azs3as1 + aisaziasz - arsaz2asi
Podemos observar que en ambos casos:

1) El determinante es la suma de n! productos, la mitad 'de ellos
con singo + y la mitad con signo -.

2) Cada uno de los productos consta de n factores.

3) En cada producto hay un elemento de cada renglén y un elemento
de cada columna. .

4) Si los facto;es se ordenan de tal manera que los primeros indi
ces formen una pefmutacién principal, corresponde el signo + a
los productos cuyos segundos indices forman una permutacidén de
clase par y corresponde el signo - a los productos cuyos segun-

dos indices forman una permutacién de clase impar.
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Ahora, para establecer una ley general consideremos la siguiente

matriz cuadrada de orden n

y un producto arbitrario de n de sus elementos, en el cual haya un

elemento de cada renglén y un elemento de cada columna; esto es

aia, azaz e anan

donde (a1, OG2,+044 an) es una permutacién de los indices - - - - -

{1, 2,..., n}.

Como el conjunto S = {1, 2,..., n} tiene n! permutaciones diferen-
tes podemos formar, ﬁara cada una de ellas, un producto de este ti

po; esto es
alakl azakz oo anukn, donde k = 1, 2,..., n!

En cada uno de dichos productos los elementos estin ordenados de
manera que los primeros Indices forman una permutacién principal y
los segundos fndices forman una permutacién - - - - = = = - - - =

Py = (ak1, Ok2se-+s 0kpn). Para dicha permutacibén hacemos

+, si p, es de clase par
e(p,) .
-, si p, es de clase impar

y formamos con ello un producto provisto de signo, esto es

€ (pyx) aig,, @z, , -+ ang,
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al que podemos representar, de manera compacta, con

n
SR L faey

A la suma de los n! productos de este tipo se le conoce como el de
p =

terminante de A. Se tiene asf la siguienﬁe definicién

VII.1.4 DEFINICION

Sea A = [ aij] una matriz de nxn con elementos en C, y
sea py = (akis Gk2s--., Gkn) una permutacién del conjun
to {1, 2,..., n}. Se llama determinante de A al nfmero

n! n
det A = ¢ e(pk) n a

k=1 i 104

1 ki
+, si p, es de clase par
_donde:  e(p,) =

-, si p, es de clase impar

Para calcular el valor de un determinante a partir de la defini -

cidén anterior, podemos proceder de la siguiente manera:

Se obtiene el "término principal", que es el producto
de los elementos.de la diagonal principal con los fac
tores ordenados de tal manera que tanto los primeros
como los segundos fndices formen una permutacibn

principal. !

A partir del término principal se obtienen los demés

términos dejando fijos los primeros indices y permg -
tando los seguﬁdos de todas las maneras posibles. Co
mo de los segundos Indices hay n! permutaciones dife-

" rentes se obtendr&n .n! términos, correspondiéndoles
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el signo +oel signo - seglin sea la permutacibén de

clase par o de clase impar.

Asf, por ejemplo, para obtener el desarrollo del determinante de

tercer orden

escribimos el término principal

an

Yy permutamos

pP1 =
P2 =
pP3 =
Py =
pPs =
Ps =

az2

Py

(1,
(1,
(2,
(2,
(3,
(3,

]
sequndos Indices de todas las maneras posibles

clase de’pk e(pk)

2, 3) par +
3, 2) . impar -
1, 3) impar -
3, 1) par +
1, 2) ’ par +

2, 1) impar -

con lo que se obtienen los seis términos del desarrollo; esto es

det A = ajjazzajz3;—a;1a23a32-a128213833+2123823a31+a13221a3278138223a3)

Esta expresidn coincide con la definicién que teniamos para el de

terminante de tercer orden.




VII.1.5 EJERCICIOS

1.- Determinar cuéntas inversiones tiene cada una de las siguien -

tes permutaciones

a)

b)

a)

b)

(1, 5, 3, 2, 4)
(3, 2, 1, 4)

Escribir la permutacién de los cinco primeros nfimeros natu
rales que tiene el mayor nfmero de inversiones.
Demostrar que el mayor nGmero de inversiones que puede te-

ner una permutacién de n nfimeros es

n(n-- 1)
LRz L

Determinar la condicién que debe cumplir n para que la permu -

tacién

(n-1, n, n-2, n-3, n-4,..., 1)

sea de clase impar.

Calcular, a partir de la definicién VII.1.4, el valor del de -

terminante de la matriz

-6 0
2 -1

P N o &
-
)
w

» N O Rk
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VII.Z PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Las principales propiedades de los determinantes pueden ser consi-
déradés en dos grupos: Las primefas ée refieren a las condiciones
bajo las cuales se puede concluir gque un detefmihante es nulo‘mg -
diante la simple inspeccién de las lfneas de la matriz (renglones

y columnas), asi como a los efectos producidos en el determinante

al efectuar transformaciones elementales con las lineas de la ma -
triz. El segundo grupo se refiere a las propiedades del determi -

nante en relacién con las operaciones definidas para las matrices.

Para demostrar algunas de estas propiedades se requieren ciertos
resultados relativos a intercambios de nfimeros en una permutacién, -

los cuales presentaremos a continuacién a manera de lemas.

Al intercambiar dos nfmeros adyacentes en una permutacién de clase
par ésta se transforma en una permutacién de clase impar y vicever
sa. Se dice por ello que se obtiene una permutacién de "paridad"

diferente.

En efecto, si los nfimeros a intercambiar se encuentran iﬁicialmen—
te en el orden natural, después del intercambio la permutacién ten
drd una inversién mds ya que el resto de las inversiones no se al-
teran por ser adyacentes los nlimeros que se intercambian; por otra
parte, si los nfimeros no se encuentran inicialmente en el orden na
tural, después del ingercambio la permutacibn tendr& una inversién
menos. En ambos casos se 6btiene.una permutacién de paridad dife-

rente.

Generalizando el resultado' anterior a un n@mero impar de intercam-

bios se obtiene el siguiente resultado




LEMA 1
Al efectuar en una permutacién un nGimero impar de intercambios de
nfineros adyacentes se obtiene una permutacién de paridad dife -

rente.

Con ayuda de este lema podemos probar a su vez el siguiente enun -

ciado

LEMA 2
Al intercambiar en una permutacién dos nGmeros cualesquiera se

obtiene una permutacibén de paridad diferente.

DEMOSTRACION
Sea

(@, & jeee, @ a , a yeees Q)
1 2 n

r-1’ "r r+1 s-1' s s+1

una permutacidn del conjunto S = {1, 2,..., n}.

Para intercambiar los nfimeros oY o, colocamos primero a o, en -

tre o,y o

oo .. )

a a oo a a a a a a . a

( )’ 2’ ' 1-1’A P" r+1’ ! s-1"' s’ s+1’ ! n
para 1Q cual es necesario efectuaf (s-l)-(r-l) = s-r intercambios

de nimeros adyacentes.

A continuacién se requiere colocar a o entre O 4 Y Oy

I
a, o, a A _qr O qrevers an)

(al,az,..., O g0 O " i1ttt O
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para lo cual debemos efectuar (s-1)-r = s-r-1 intercambios de nGme

ros adyacentes.
En consecuencia, el total de intercambios de n@meros adyacentes se
r&

(s-r) + (s-r-1) = 2(s-r)-1.

que es un nlimero impar; por lo que, del Lema 1, se obtiene una per

mutacidén de paridad diferente.

O

Respecto al nfimero de intercambios necesario para llevar una permu
tacién cualquiera a la permutacién principal se tiene el siguiente

enunciado

LEMA 3
Si una permutacidn tiene m inversiones, se requieren m intercam-
bios de nfimeros adyacentes para transformarla en la permutacién

principal.

DEMOSTRACION

Consideremos una permutacién del conjunto S = {1, 2,..., n} con

un total de m inversiones; entonces:

el nGmero n estard antes de In nlmeros menores que &1,

el nimero n-1 estari antes de jn_'

1 nlimeros menores que &1,

.

el nfimero 2 estari antes de j, nimeros menores que &1,

de tal forma que
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Esto significa que para colocar al nfimero n en la bosicién que le

corresponde en la permutacibén principal, deber&n efectuarse In in-

tercambios de nfimeros adyacentes; para colocar al nfimero n-1 debe-

rén efectuarse Jp-1 intercambios, y asf hasta colocar al nGmero 2

en su posicibén correspondiente. Al final del proceso se habrén

efectuado un total de

i j to.0+j =
n n-1 Jz m

intercambios de nfGmeros adyacentes.

O

Una primera propiedad de los determinantes consiste en "descompo -

ner

tes, de acuerdo con el siguiente enunciado.

)

el determinante de una matriz A en la suma de dos determinan

VII.2.1 TEOREMA

Si los elementos del renglén r de una matriz A = [aij]

" pueden expresarse como’

entonces

det A = det B + det C

dénde B = [bij] Y C = [cij] ‘son tales que

, para i #r a.., para i #r

355 ij
b5 ij

, para i =r c ., para i

rj r])

1

r
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Podemos "visualizar" esta propiedad con ayuda de la siguiente ex

‘presibn
a)i aiz oo ailin
azl az2 oo azan
renglén + [ b_ +c b_ +c ... b__+c =
r ry ri r2 r2 “rn rn
an) ana oo ann
ayjy a2 e ain ayj;y a2 IR ain
azy Aaz2 +.. Aazn a1 aaz2 «es Azn
= +
btl brz Ceee bpn Cr1 Cr 2 ees' Cprn
ani an2 «es ann ani1 Aan2 «e+ Aann
DEMOSTRACION

De VII.1l.4 se tiene que

n!
det A= I e(p,) aa azq -1 a
k=1 k k1 k2 o "%yn
pero & a = bra +Cy , por lo que
kr kr kr
n!
det A= I e(p) aiqy . aza ees (b +c¢c ) ... a
k=1 ky k2 Cr % Peyn
y en consecuencia
n!
det A= I e€(p,) aia, a2a «ee b ce. QA +
k=1 k k1 k2 » O na,
n!
+ I e(p.) aia azq eee C ce. A
k=1 k e $1 k2 ra, . na, o
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Entonces, si B = [.bij] y C= [cij] son tales que
aij’ para i # r aij’ para i # r
le = y cl] =
brj' para 1 = r cpj, para i = r
se tendr§
n! . .
det A= I e(p,) bg byq ... b ... b +
k=1 k k1 k2 Pakr nakn
n!
+ L elp) c1q Caqy ce. C ee. €
k=1 k . K2 ro "%n

por lo que, de VII.1l.4 nuevamente
det A = det B + det C

i

A continuacidn se presentan, en el teorema VII.2.2, las propieda -

des que hemos considerado del primer grupo




VII.2.2 TEOREMA

Sea A = [ JJ] una matriz de nxn con elementos en C:

i)

ii)

iii)

iv)

V)

S1 los elementos de una 1fnea de A (renglén o co

lumna) son todos nulos, entonces det A = 0.

Si B se obtiene de A multiplicando los elementos
de una de sus lineas por un nimero A ¢ C, enton-
ces det B = X det A.

Si B se obtiene de A intercambiando dos lineas
paralelas (dos renglones o dos columnas), enton-
ces det B = - det A. .

Si dos lineas paralelas de A son proporcionales,
entonces det A = 0.

Si ‘B se obtiene de A sumando a los elementos de
una linea los elementos de una‘linea paralela
ﬁultiplicadqs por un nfimero A e C, entonces

det B = det A.

DEMOSTRACION

Se demuestran a continuacidn

renglones; en el caso de las

De VII.1l.4 se tiene que

las propiedades para el caso de los

columnas la demostracibén es similar.

1)

!

det A = aaq eee A cee @
k2 o

nems

e(pk) ag

k=1 k1 na

kn

En consecuencia, si‘todos los elementos del renglén r son
iguales a cero, cada uno de los términos del desarfollo ante
rior tendrd al menos un factor igual a cero (el factor - - -

a

3. ), por lo que

kr




det A =0

ii) Sea B = [:biﬂ una matriz obtenida a partir de A multiplican

do los elementos del renglén r poi un nGmero A; esto es

aij’ para i # r

ij
Xaij,‘pari i=r

De VII.1l.4 se sigue que

n! .

det B = k§1 e(pk) blukl bzakz ‘oo bm‘kP . bnukn
" por lo que ‘

n! .. :

det B = kfl e(pk) a;akl azak2 ‘e Aarakr - a"“kn
nu!
= A k§1 e(pk) alakl..azakZ vee vapakp ... .':1n(}“)(n

det B = A det A A

iii) Sea B = [ bij] una matriz obtenida a partir de A intercam -

biando los renglones r y s, donde r < s; es decir

a.,., para i #r, s

13
bij = asj, para 1 = r
arj, para i = s

y consideremos un término cualquiera del desarrollo de det B

seglin la definicién VII.1l.4; esto es

elp,) bia by ... b ...l b RS b,

X1 X2 roy sa

kn

donde el signo e(pk) depende de la permutacién

P, = (akl, akz,..., Qpprreer Qpgressy akn)
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sustituyendo los elementos de B por su expresién en términos

de los de A se obtiene

e(p,.) a) a, ve. @ c.. a ce. o a
k a (¢}
ki k2 S%p Flys "ln
que puede escribirse como
e(p,) aiq azqy ... a ce. a oo @
k k1 ka2 s . S%p P

Esta expresidn constituye también un término en el desarrollo
de det A, salvo el signo e(pk); puesto que en dicho desarro -

llo al producto

‘aia azq - cee @ ce. Q@

. k2 ra, soy . no

kn

le corresponde el signo e(qk) que depende de la permutacién

q = (akl, akz,..., Qpgriser Oy neeey aknl

la cual puede obtenersé a partir de ék intercambiando los nG-

meros o En consecuencia, por el Lema 2 P, Y.q, son

kr ¥ %ks*
de paridad diferente, por lo que

e(pk) = - E(qk)

se tiene por tanto que

n!
z E(pk) bl(! bza cee b =

k=1 ki ka*

Yy en consecuencia

det B = - det A




iv)

v)

s 7
s rj
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Sea A = [aii] una matriz cuyo renglén s es igual al ren -

~ glén r multiplicado por . un nfimero A; esto es

3y = Aayy

y formemos una matriz B cuyos elementos sean iguales a los de
A salvo los del renglén s, que ser&n iguales a los del ren -

glén r; esto es

aij’ para i # s

ij
a

para i1 = s
Entonces, por la propiedad ii)

det A = A det B

Ahora, si formamos una matriz C intercambiando en B los ren -

glones r y s, se tendrd que B = C y por, tanto
‘det Bﬁ= det C

pero por la propiedad iii) se tendré éambién qﬁe
det B = - det C

por lo éual
det B = 0

y en consecuencia
det A’= AX0 = 0

Sea B = [bij] una matriz obtenida a partir de A sumando a
los elementos del rengldn r los elementos del renglén s multi

plicados por un nimero A; esto es:
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aij , para i #r

ij

a_. + Aa para i = r

rj sj’

Entonces por VII.2.1, podemos expresar al determinante de B

como
det B = det A + det C
donde C = [cij] es tal que

aij , para i # r

C..
1]
Aasj, para i = r

Yy sus renglones r y s son proporcionales; en consecuencia,

de 1la propiedad iv)
det C = 0.
y por tanto

det B = det A

[]

Veremos ahora las propiedades respecto a las operaciones con matri

ces

| VII.2.3 TEOREMA

Si A = [aij] y B = [bij] son dos matrices de nxn
con elementos en C, entonces:

i)  det A = det A'

ii) det(AA) = A" det a

iii) det(AB) = (detA) (detB) |




DEMOSTRACION

i) Sea AT = [cij] , donde c

ij = aji.por VI.7.7; y consideremos
un término cualquiera del desarrollo de det AT segln la defi-
nicién VII.1.4:
€(Pk) Ciq:- Caq eses C
ki k2

donde €e(p,) depende de la permutacién

P = (g v &y veeey )

sustituyendo cij por aji se obtiene

e(p,) ag, 1 Ag, 2 «+. Qa
k ki, ka2 O.knn

ordenando los factores de tal manera que los primeros fndices
(que forman la permutacién pk) formen una ﬁermutacién princi-
pal, se obtendrd la expresibn

e(pk) alB azB ceoe an

' X1 k2 Bkn

donde ahora los segundos indices forman una permutacién

sreeer B

k2 )

qk = (Bkl' [3 kn

Como se ve, dicha expresidn constituye también un término en
el desarrollo de det A salvo, posiblemente, el ;igno.e(pk);
puesto que a este producto le corresponde el signo e(qk) en

el desarrollo de det A.

Ahora bien; si p, es de clase impar, por el Lema 3 se requie-
re un nimero impar de intercambios de nimeros adyacentes para
llevarla a la permutacibén principal, mismo n@mero de intercam

bios que se efectfian en la permutacién de los segundos indi -




ii)

iii)
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ces, que es la permutacibn principal, para obtenér q, s por lo
que q; es también de clase impar. Mediante un razonamiento

andlogo se concluye que si Py es de clase par entonces q, es

también de clase par; por lo que

e(p,) = elq))
se tiene por tanto que

n!
I E(pk) Cia Caq “e [o] : =
=1 .

k k1 k2

n! .
L elq,) a a, ce.a
k=1 k Bkl Bkz "Bxn

Y en consecuencia

det AT = det A

La prueba es inmediata si consideramos que AA es una matriz
que se obtiene de A multiplicando por A cada uno de sus n
renglones; entonces, aplicando reiteradamente ii) de VII.2.2

se concluye que
det (AA) = A" det A

La prueba de esta propiedad requiere de la generalizacibén, a
n sumandos, del teorema VII.2.1l. El lector podrd aceptar fé
cilmente dicha generalizacibn o, si lo prefiere, realizar la

prueba por induccidn.

Sean ahora dos matrices cualesquiera de nxn



aijpn air2 ... amn bir bi2 ... bin
A= azi1 a2 ... azn y B = b2:1. b2z ... b2n
ani1 an2 ... ann. bn1 bp2z ... bpp.

y consideremos una particién de B escribiéndola como
-

B = | B: donde B; = (bi1, biz,...; bin)

B
El producto AB también puede escribirse como.

C

AB =| C2 . donde Ci = ajii1Bi1 + aizaz>+...+ ainBn

.

C
n

Entonces, considerando los n sumandos que constituyen el ler.
renglén de AB, por la generalizacién del teorema VII.2.1 pode
mos escribir el determinante de AB como la suma de n determi-

nantes; esto es

a; B, a, 2B, a;nBn
det (AB) = C, + C2 +...+ C2
C C . C

n n n

Si llamamos D, D2,..., D, a tales determinantes se tendré&

det(AB) = D) + D2 +...+ D
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Considerando ahora los n sumandos que constituyen el segundo

renglén de cada una de las matrices correspondientes a dichos

determinantes, podemos escribir

a;1B, a11B)

a21B, a22B,

a;1B,

aznBn| = D1y + Di2 +...+

y podemos continuar esteé proceso hasta considerar los n suman

dos del Gltimo renglén. Al final de ‘dicho proceso se obteg -

drd que det(AB) es la suma de n" determinantes

i ' 3

de los cuales la mayor parte

=1, 2,..., n-

=1, 2,..., n

1, 2,..., n

es igual a cero por téner ren -

glones que son proporcionales (considérese, por ejemplo, D,;;

cuyos dos primeros renglones

son proporcionales). De hecho,

s6lo pueden llegar a ser diferentes de cero los n! detefmi -
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nantes para los cuales ji, j2,..., jn constituyen una permuta

cidén de los nfimeros {1, 2,.., n}.
Entonces

' n
det(AB) = T D ’ reeer g
= k1 k2 kn

dgnde ;akl, akz"""akn) es una permutacién de {1, 2,..., n}

Tomando en cuenta la estructura de Da vty podemos es

cribir k1 k2 kn
aray, Bakx
n!
det(AB) = I azg B
, k=1 koo oy,
a B
nakn akn

por lo que, aplicando reiteradamente ii) de VII.2.2, se tiene

que
By
k1
n!
det(AB) = L ayyq azgq --- @ B
k=1 k1 k2 "%yn %k,
Bakn

Obsérvese en esta expresién que el determinante de la derecha
puede transformarse en det B mediante el intercambfo de ren -

glones hasta lograr que la permutacién
P, = (akl, @y rmen akn)

se transforme en una permutacidén principal. Asf, si p, es de

.clase par dicho determinante es igual a det By si p, es de
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clase impar es igual a - det B.

En conéepuencia, podemos escribir

n! .
det(AB) = I aq aza cee @ e(pk) det B
k=1 k1 . k2 kn o

esto es

det(AB) = det B I E(pk) aiq. aq ee. A
’ k=1 ki k2

(det B) (det A)

det (AB)

(det A) (det B)
como se querfa. .
VII.2.4 EJERCICIOS

1.- Determinar cuéntos intercambios de nimeros adyacentes son nece
sarios para transformar en la permutacién principal cada una

de las siguientes permutaciones

a) (3, 1, 5, 4, 2)
b) (4, 2, 1, 3)

2.- A partir de VII.2.2 y tomando en cuenta gque

1
4 .
= 13a + 39
0 2 1 0
b

2a 3b |




. Obtener el valor

2 -1
1 -4
a) .
0 -2
Y a -b
2 1
3a 3b
c)
0 2
a b
3 1
0. 4
e)
1 2
2a b

X-a d
y-b da
z-C d

2a’

6a

2a

E]

%3

N
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de los siguientes determinantes

3b

b4

4

b)

d)

£).

a A o
[+

b

(]

2+ai

1

0

a

2 1
1 4
0 0
a b
2 1
i 41
021
ai bi

1+bi

4
2

2ai

Proponer dos matrices A y B de 2x2 tales que

det(A + B) # det A + det B

y verificar que para dichas matrices

det (AB) =

(det A) (det B)

3+2ai  -2+3bi

0
1

2a

3bi

-1
0

3b,
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'VII.3 CALCULO DE DETERMINANTES ’ !

Como'el lector se habr& dado éuenta a lo largs de la seccibn VII.1,
el empleo de la definicién VII.1.4 péra calcular el valor de un de
terminante resulta un proceso demésiado‘labo:ioso; especialmente
en los casos de ejemplos numéricds, en los cuales se requiere obte
ner primerb la expresién del desarrollo correspondiente al orden
de.la matriz en‘cuestiéh, para'posteriormenté identificar los nﬁmg
ros que corresponden a cada uno de los eleméntos en élldesarrollo

y ‘efectuar las operaciones indicadas.

Es por ello que no se acostumbra en la prictica el empleo de la de
finicién para el célculo de determinantes; a cambio se han desérrg
llado otros métodos cuya aplicacién resulta més simple y que condg‘

cen a los mismos resultados.
- Regla de Sarrus

El m&s sencillo de tales métodos es el que se conoce como "regla’
de Sarrus", el cual posiblemente habr& sido utilizado ya por el
lector. Este métodb se emplea para calcular determinantes de se -

gundo y de tercer orden.’

para calcular el valor de un determinante de segundc orden emplean
do la regla de Sarrus,‘se'efectﬁa ellproductd de los 2lementos de
la diagonal principai y a éste se resta el products i los elemenf

tos de la "diagonal secundaria". En forma esquemét:i.ca:
N = ajiazz2 = azidiz

como se ve,el resultado que arroja la regla de farrus coincide - v




- 452 -

la definicién de determinante de segundo orden.

Asf, pér ejemplo, para calcular el determinante de la matriz

l

det A = _ = (5)(=3) - (-2)(4) = -15 + 8 = -7
' -2 -3

con lo que se llega al mismo resultado que se obtuvo en la sec -

cidén VII.1.

Para calcular el valor de un determinante de tercer orden emplean-
do la regla de Sarrus, se efectfa el producto de los elementos de
la diagonal principal y de las dos "dlagonales paralelas" a ella; -
el término "diagonales paralelas" se debe a que, cuando se emplea
el artificio que consiste en volver a escribir los dos primefos
renglones a continuacién del tercero, los eleméntos en cuestién
apareéen formando "diagonales" paralelas é la principal. "A‘la su-
ma de dichos productos se restan los productos de los elementos de
la diagonal secundaria y de las aos "paralelas" a ella. En forma

esquemdtica:




azi a3 = apiazzaszsztaziazza;+
s P4 : .
7 /
// 4
Ve
asa /aaz /aaa + a31d23a127a31222a13°
s s
s /s
-
ai /alz ars ©T @sz2dz3a11-aszszai2az)
s

El desarrollo anterior coincide, salvo en el orden.de algunos fac-
tores y términos, con la definicidn de determinante de tercer or -

den.

A manera de ejemplo, calculemos el determinante de la matriz

1 o0 -3
A=|-4 5 2
1 -2 o

det A =] -4 5 2

1]

(1) (5)-(0) +(-4) (-2) (=3)+(1) (2) (0)

[
1
N
o
I

(1) (5) (=3)=(-2) (2) (1)-(0) (0) (-4) =

]

0 -24 + 0+ 15+ 4 -0 = -5 |
se obtiene asf el mismo resultado de la seccién VII.1.

Es importante subrayar que la regla de Sarrus sblo se aplica a de-
terminantes de segundo y de tercer orden. En ocasiones se preten-
de errbneamente "generalizar" esta regla para calcular determinan-

tes de orden mayor; sin embargo, se puede comprobar facilmente gue
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al aplicar la supuesta "regla de Sarrus" a un determinante de or -
den superior al tercero se obtiene un desarrollo que no coincide

con el de la definicibn.

El método que veremos a continuacidn, conocido como "desarrollo
por cofactores"™, no sblo es aplicable al c&lculo de 'determinantes
de cualquier orden, sino que constituye el fundamento de todos los

métodos de aplicacidn pré&ctica.
- Desarrollo por cofactores

Con el propésito de familiarizar al lector con las ideas fundamen-
tales del desarrollo por cofactores, consideremos nuevanente el
desarrollo del determinante de tercer orden obtenido- al final de

la seccibén VII.1:
det A = allazzaaafax1azaasz‘a1;azxaaa+alzazaa31+al3321aaz'ax3322331

Como.en cada término hay un elemento de cada renglén y de cada co-
-lumna, podemos seleccionar una lfnea cualquiera y factorizar los
elementos de ésta. Por ejemplo, eligiendo el primer rengldén pode-

mos factorizar sus elementos y escribir

det A = a,,(azz2a33-az3a32)+ar2(-az1a33+az23a31)+a13(az1332-a22a31)

Cada uno de los factores que multiplican a los elementos del pri -
mer renglén en la expresidn anterior constituye el desarrollo de

un determinante de segundo orden. As{:

para a;: tenemos que

(a2 ass = az3 asz) =




para a;: tenemos que i .

‘az3  azi ) az1 az3
(-az1 ass + az3 asi) = = (-1)
ass asi asy ass
para a3 tenemos que
. ) az1 az2
(az1 a3z - az2 asl) =
as1 Aas:

Cada uno de estos determinantes puede ser obtenido de la matriz
roriginal suprimiendo el rengldn y la columna en que se encuentra
el elemento correspondiente. Tales determinahtes reciben el nom -~

bre de "menores".

Asi, por ejemplo, el menor de a), se puede obtener de la siguiente

manera

i 1
asi1 g3z ass

Regresando a la expresién anterior para det A, vemos que los facto
res que multiplican a los elementos del primer rengldén no son, en

todos los casos, los menores correspondientes.

En el caso de a;, dicho factor es iguai ai menor con el signo cam-—
biado. Esto se identifica con el hecho de qﬁe tal elemento, es de
"c#racteristica impar"; es decir que'la suma dél hﬁmero del ren -
glén y de la columna en que se encuentra es un nfimero impar - - -

(1 +2=3).

S6lo tenemos un elemento de caracteristica impar en el desarrollo
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anterior por haber elegido el primer renglén para factorizar sus
elementos. Si hubidsemos elegido el segundo renglén tendriamos
dos elementos dé qaracteristica impar (a,, Yy a,,) y, en tal caso,
los factores que multiplican a éstos en el desarrollo del determi-
nante serfan iguales a sus correspondientes menores con el signo

cambiado.

Surge asi el concepto de "cofactor", como el factor que multiplica
al elemento en el desarrollo del déterminante. Dicho cofactor es

igual al menor, o al negativo de éste, segfin sea par o impar la ca

“racterfstica del elemento.

Finalmente, el determinante de A puede expresarse como

Az2 Q23 az1 azs

det A = a;,(-1)'*! » + a; (-1)*? +

+ aps(-1)'*?

Expresién que se conoce como el "desarrollo por cofactores segfln
el primer rengldn". Es claro que pueden obtenerse desarrollos si-
milares para cada uno de los otros renglones y columnas de la ma -

triz A.
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VII.3.1 DEFINICION

Sea A = [a&j] una matriz de nxn con elementos en C.

i) Se llama menor del elemenéo aj5r ¥ se representa
~con Mij' al determinante de la matriz que se ob-
tiene suprimiendo en A el renglén i y la colum -
na j. '

ii) Se 1llama cofactor del eleménto aij' y se repre-

senta con cij' al producto (—1)1+]Mij.

Asi, por ejemplo, paralla matriz

. 31 0

N
1
H

el menor del elemento a,; es el determinante

1 -3 0
Ma3 = 0 -1 1 =1 -91i = -81i

3i 0 -i

mientras que su cofactor es el producto

1 -3 o0
Cps = (-1)2** |0 -1 1] = (-1)(-81i) = 8i
38 0 -i ‘

Para el elemento a., se tiene




(-1)° (1) = (1) (1) =1

(2]

N

s
]

etc.

VII.3.2 TEOREMA
Si A = [:aiil es una matriz de nxn con elementos en C

y r es un nfimero entero tal que 1 £ r £ n, entonces:

n

i) det A = ‘§ ar] er )
j=1
n

ii) det A= ¢ a C.
. ir ir
i=1

DEMOSTRACION ' : ,

Se demuestra primero la parte i)

De VII.1l.4 se tiene que

. n .
det A= ¢ e(p ) aiq azq e a cee a (1)
k=1 k k1 k2 Toyr "%yn

y en consecuencia, cada término del desarrollo de det A tiene uno

y sblo un factor a . correspondiente al renglén r, cuyo segundo
kr

indicé “kr recorre todos los valores 1, 2,..., n a lo largo de los

n! términos. Podemos en consecuencia escribir

i

det A = arl Fr‘ + arz ].=‘r2 ook oa Frn (2)

y debemos probar que los Frj(j =1, 2,..., n) son los cofactores

de los elemenfos arj en el sentido de la definicién VII.3.1.
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Como el fac;or th se obtiene sumando los términos del desarrollo
(1) en los cuales aparece.el elemento arj y factofizando éste, se
tendré que Frj es una suma dg productos formados por n-1 féctorés
entre los cuales no hay elementos del renglén r ni de la columna
j; esto es
(n-1)! . : ‘

Frj = kfi C(Pk) anakl ézakz .o

e a(r_i)a (3)

a(r+1)a cer 3ng

k(r-1) k(r+1) kn

Donde q = (akl, akz,..., % (r-1)" uk(r+1),..., akn) es una permu
tacién del conjunto {1, 2,..., j=-1, j+1,..., n} gue se obtiene su
primiendo en P, = (akl, Ay reeer ukr"'ﬂ’ akn) el rimero %n (que

es igual a j en los té&rminos correspondientés a Frj)'

En consecuencia, con la posible éxcepcién del signo e(pk) la ex -
presién (3) corresponde al desarrollo del menor Mrj' de acuerdc con

la definicién VII.3.1

Para mostrar ia relacién que existe entre e(pk) y e(qk), conside-

remos la permutacién

, P, = (ukl, akz,..., Oppteees akn)

y traslademos a o hasta el filtimo lugar por medio de n-r inter -

kr
cambios de nfimeros adyacentés, se obtiene asf la permutaciéh

’ akr)

' - Lo
Py (akl, By, reeer LI
cuyo signo, respecto al de pk, est8 dado por

ep)) = (-1 elpy)

Por otra parte, los primeros n-1 riimeros de pi coinciden con la




permutacién

Q= (og v o reeey o))

'y como a, . = j, en pi habrd n-j nfimeros mayores -que 0, Y que se

encuentran antes que éste en la permutacibn, por lo que'pi tiene

n-j inversiones mis que q, Y, en consecuencia .
elg) = (-1 e(py)

por lo que, respecto al signo de Py tendremos

n-r 2n-r-j

el@) = 0 DD ep) = (-1 elp) = (17741 ¢(p )

o lo que es equiﬁalente
— (=1yTt]
e(p,) (-1) el(q,)
Finalmente, llevando este resultado al desarrollo (3) se obtiene
F .= (-0 M _
r] . r]
por lo que, de VII.3.1
.= C_ .
r) rj

como se querfa.

La parte ii) del teorema se sigue inmediatamente de la parte i)

m}

del mismo y de la propiedad i) del teorema VII.2.3.

De acuerdo con el teorema VII.3.2, el valor de un determinante
puede obtenerse a partir de los elementos de una cualquiera de sus
lineas, sumando los productos de éstos por sus respectivos cofacto

res.
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Porfejemplo; para calcular el determinante de la matriz

2 1 -5 2
4 -6 0 1
0 2 -1 0

-1 6 -7 1

Podemos elegir cualquier renglén o columna para desarrollar éor co
factores. En este caso, un somero anflisis de la matriz dada nos

sugiere la eleccidn délvtercer renglén en virtud de que dos de sus
elementos son nulos y el producto de &stos por sus réspectivos co-
factores seré iéual a cero, sea cual fuere el valor de los cofacto

res, por lo que no serd necesario calcularlos.
Asf, se.tendri que
det A = 0xCjy; + 2xC3, + (=1)xCs33 + 0xCsy = 2C3, - C33

Para calcular los menores correspondientes podemos emplear la re -

gla de Sarrus por tratarse de determinantes de tercer orden.

2 -5 2 v
Ms2=| 4 0 1| =0-56+5-0+14 + 20 = -17
-1 -7 1 ' '
2 1 2
Mas =| 4 -6 1| =-12+48-1-12-12-4 =7
-1 06 1 ‘

Los cofactores ser&n entonces
Ciyap = 17 Yy Cis =17

por lo que




det A = 2x17 - 7 = 27

En el caso general, el desarrollo por cofactores transforma el prgl
blema de calcular un determinante de orden n-en el de calcular n
determinaqtes de orden n-1. Cada uno de estos determinantes puede
desarrollarse a su vez por cofactores,robteniéndose menores de or-
den n-2, y asi sucesivamente. Se acostuﬁbra continuar el proceso
hasta_obtener menores de orden43 o de orden 2, cuyo valor puede ob

tenerse empleando la regla de Sarrus.
B Condensacidn

El desarrollo por cofactores, aunque de aplicacién genefal, no es

un método eficiente dada la’grag cantidad de determinantes de or -
den menor que se requiere calcular. Por ejemplo, para un determi-
nante de quinto orden se tendrén 5 menores de cuarto ofden, y para
cada uno de ellos 4 menores de tercer orden; por lo que se requie-

re calcular un total de 20 determinantes de tercer orden.

Como se vio en el ejemplo anterior, en ciertos casos éspeciales
puede evitarse el cdlculo de algﬁnos cofactores cuando los elemen-
tos correspondientes son nulos; en especiél, si alguna de las 11 -.
neas tuviese todos los elemenﬁos excepto uno'igualeé a cero, sin
duda escogeriamos dicha linea para efectuar el desarrollo por co -
factores, ya que s6lo requerirfamos calcular uno de ellos (el co -
rresponaiente al elementbvdistinto de cero). Esta situaciSn, cla-
ramente deseable, puede lograrse con ayuda de las propiedades que
estableée el teorema VII.2.2; en particular, mediante la aplica -

‘'cibn reiterada de la propiedad v).

El método que se propone a continuacién, conocido como "método de




condensacién",

siguiente:
1) Elegir
sible.
2) Elegir
"un 1 o0
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se basa precisamente en esta idea y consiste en lo

una linea que contenga el mayor n@mero de ceros po-

un elemento no nulo>de dicha linea (de preferencia

un -1)-y aplicar reiteradamente la propiedad v) de

VII.2.2 hasta reducir a cero todos los demds elementos de

la linea.

3) Desarrollar por cofactores segln dicha linea.

. 4) Repetir los tres pasos anteriores hasta obtener un determi

nante de tercer orden (o de segundo si se prefiere) y obte

ner su

valor mediante la regla de Sarrus.

A manera de ejemplo, usaremos a continuacién el método de condensa

cibn bara calcular el determinante de la matriz

-1 1 -5 =2 3
3 2 1 0 -1
1 -1 2 1 0
0 2 1 3 -1
1 2 4 0 1

Elegimos la cuarta columna para efectuar el desarrollo por tener

ésta dos elementos nulos, y seleccionamos como "pivote" al tercer

elemento de dicha columna por tratarse de un uno.

plicando por 2

Entonces, multi

y por -3 el tercer‘reﬁglén y suméndolo al.primero y

al cuarto renglones, respectivamente, se obtiene
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v
-1 01 -5 -2 3] 1 -1 -1 o0 3
3 2 1 0 -1 3 2 1 o0 -1
det A= | 1 -1 2 (1) o|* ={1 -1 2 1 o
0 2 1 3 -1]|(-3) -3 5 -5 0 -1
1 2 4 0 1 1 2 4 o0 1

En consecuencia, desarrollando por cofactores segfin la cuarta colum

na

1 -1 -1 3
det A= (1)(-17| 3 2 1 -1
-3 5 -5 -1

1 2 4 1

Para calcular el valor de &ste determinante de cuarto orden, elegi
mos ahora el primer renglén para el desarrollo y la primera colum-
na como pivote, pbr lo que sumando ésta a la segunda y tercera co-

lumnas, multiplicé&ndola por -3 y sumlndola a la cuarta se obtiene

+| (1) -1 -1 3 1 0 0 0
N2
3 2 1 -1 3 5 4 -10
det A = (-1) = (-1)
-3 5 -5 -1 - 2 -8 8
1 2 4 1 1 3 5 =2

* (1) (1) (-3)
y desarrollando por cofactores segfin el primer renglén

5 4 -10
det A = (-1)(1)(-1)* | 2 -8 8
3 5 -2
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Para continuar con el proceso, seleccionamos ahora el segundo ren-

glén para el desarrollo y la primera columna como pivote, con lo

que
5 4 -10 | s 24 -30
det A= (-1)»|(2) -8 s =12 0o o
3 5 -2 3017 -14
*4) (-4)

Finalmente, desarrollando por cofactores y empleando la regla de

Sarrus se obtiene

24 -30
det A = (-1)(2) (-1)? = 2(-336 + 510) .= 348
17 -14

que es el valor del determinante.

Como puede verse, el método de condensacibn ofrece en cada ciclo
un gran nimero de posibilidades para la seleccién de la lfnea y
del elemento pivote. Una seleccibén adecuada en cada caso puede
contribuir notablemente a simplificar los cédlculos correspondien -

tes.
- Determinante de una matriz triangular.

El cédlculo del determinante de una matriz triangular resulta parti
cularmente sencillo, ya que su valor es igual al producto de los
elementos de su diagonal principal, como lo establece el siguiente

teorema.



VII.3.3 TEOREMA

SiaA-= aii] €s una matriz triangular superior

(inferior), entonces

) . det A =

n=s
o

ii

DEMOSTRACION

Haremos una prueba por induccién en el caso de una matriz triangu-

lar superior.

Para n = 2 se tiene

y por la régla de Sarrus
det A; = ajjaz2 = 0 = a; a,,

Sea ahora

a) a2 coe a
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pero, por hipbtesis de induccibn

a a . a '
r1 12 : 1,n-1
0 a ese QA
22 2,n-1"
« e . .« . . = a e
: : : ana,, n-1,n-1
e e e e e e e e
0 0 oo
n-1,n-1
y en consecuencia
det A ( ) i
e = a a a eee @ = I a,,
n nn 11 22 n-1,n-1 =1 11

Por otra parte, si A es triangular‘inferior entonces AT es triangu
lar superior; en consecuencia por i) de VII.2.3 y el resultado an-

terior se tendré que

T n
det A=det A = II a,

Esto completa la demostracibn.

L]

La facilidad con que se calcula el determinante de una matriz
triangular sugiere otro método general para el cllculo de determi
nantes,velfcual‘consiste en transformar la matriz dada.en una ma -
triz triangular empleando las propiedgdés del teorema VII.2.2, y
calcular el determinante de &sta multiplicando los elementos de su
diagonal principal. Debido a que una matriz triangular es una ma
ﬁriz escalonada, el procedimiento resulta similar al método de
Gauss para la resolucibén de sistemas; sin embargo, se debe tener
presente que en este caso ;as transformaciones del tipo I y del ti

po II pueden alterar el valor del}determinénte.

A manera de ejemplo, calcularemos a partir de este método el valor

del determinante que empleamos para ilustrar el método de conden -




sacidn.

Multiplicando por 3 el primer renglén y sum&ndolo al segundo, y su

mando el primer renglén al tercero y al quinto se obtiene

11 -5 -2 3 -1 1 -5 -2 3

3 2 1 0o -1 0 5 -14 -6 8

det A = 1 -1 2 1 of=1o 0 -3 -1 3
o 2 1 3 -1 o 2 1 3 -1

1 2 4 0 1 0 3 -1 -2 4

sumando al segundo renglén el quinto multiplicado por -2 y, a con-
tinuacidn, multiplicando por 2 y por 3 el segundo renglén y suman-

do al cuarto y quinto renglones, respectivamente, se obtiene

-1 1 -5 -2 3 ;1 1 -5 -2 3

) Y -1 -12 -2 0 0 -1 -12 -2 0
det A = 0 0 -3 -1 3 = 0 0 -3 -1 3
0 2 1 ' 3 -1 0 0 -23 -1 -1

0 3 -1 -2 4 0 0 -37 -8 4

Multiplicando el tercer renglén por -2% y por -2%, y suméndolo al

cuarto y al quinto renglones.y, a continuacidn, mulﬁiplicandd por

-%% el cuarto renglén y sumindolo al quinto se obtiene

-1 1 -5 =2 3 -1 1 -5 ' -2 3
0 -1 -12 -2 0 0 -1 -12. -2 o
det A = 0 0 -3 -1 3 =0 0o -3 -1 3
20 20
0 0 o 5 -2 0 0 o 5 -2
o o o B .3 o o o o "2




por lo que, finalmente

et A = (-1)(-1)(-3)(2) (8] - 34s.

que es el valor buscado.

VII.

1.-

3.4 EJERCICIOS

Aplicar la regla de Sarrus para calcular el valor de los si -

guientes determinantes

a -3a : 1 3 b -c

a) p) |-2 1 -1
2 1
-9 c 3b

-

Obtener el menor y el cofactor de los elementos a2 y az3 de

la matriz

A= 4 3 6

4 -6 0 1
0 2 -1 0
2 1 -5 2
1 6 -7 1

a) desarrollando por cofactores segfin’' la tercera columna

b) - aplicando lo que serfa la regla de Sarrus para un determi
nante de 4o. orden. '

Y comparaf estos resultados con el obtenido en el problema 4
de VII.1.5
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" 4.- Calcular el determinante del problema anterior, desarrollando

por cofactores segfin el segundo renglén.

5.- Calcular el valor del determinante

-2 1 4 0 1

a) por el método de condensacidn

b) transformando a una matriz triangular.

6.- Demostrar que el valor de

a, a2 0 0
azy azz 0 0
b1 bz ass 0
(53 C2 Cs Ay

es independiente de los valores de by, by, c1, ¢c2 y c3




VII.4 ALGUNAS APLICACIONES

Como complémento a las §ecciones anteriores, en las cuales se pre
sentaron los principales aspectos relativos al concepto de deter-
minante, en ésta veremos'dos de sus principales aplicaciones: al
célculo de la inversa de una matriz y a la resolucibén de sistemas
de ecuaciones lineales. 'Como consecuencia del desarrollo de es -
tos tépicos se obﬁendran’adémés aléunas'propiedades adicionales

que son de gran utilidad en el empleo de los determinantes.
- Célculo de la inversa por medio de la adjunta

Se conoce como adjunta de una matriz cuadrada A a la transpuesta
de la matriz que se obtiene reemplazando los elementos de A por
sus respectivos cofactores, como lo establece la siguiente defini

cibn

VII.4.1 DEFINICION
Sea A = [aij] una matriz de nxn con elementos en C,
y sea Cij el cofactor del elemento aij' Se llama

Adjunta de A a la matriz

Adj A = [bij] , donde bij = Ctii

Asf{, por ejemplo, para obtener la adjunta de la matriz

1 0 2
A= 3 -1 4
2 1.0

se calculan los cofactores de todos sus elementos




Cs) = =2, Ciz = (-1) =2, Ci3 = = -1,
-1 4 3 4 3 -1

y se ordenan de la siguiente manera

B

-4 2 2

Adj A = [c..] = 8 -4 2
ji

5 -1 -1

La adjunta tiene la siguiente propiedad importante. Si multipli-

camos la matriz A del ejemplo anterior por su adjunta obtenemos

1 0 2 -4 2 2 6 0 0 1 0 0
A(Adj A) =|3 -1 4 8 -4 21=1]0 6 0v = 6|0 1 0
2 1 0 5 -1 -1 o 0 6 0 0 1

y cabe preguntarée que relacidn tiene el nfimero 6 con la matriz

dada. Si calculamos su determinante encontramos que

1 0 2
det A = 3 -1 4 =6
2 1 0

Es decir que

A(Adj A) = (det A) I,
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Esta expresién no sblo es vdlida para la matriz del ejeﬁplo ante-
rior sino que constituye un resultado general, como lo establece

el siguiente teorema

VII.4.2 TEOREMA

Si A es una matriz de nxn con elementos en C, entonces

A(Adj A) = (Adj A)A = (det A)I_

DEMOSTRACION
Sea A = [a.] .
1]
De VII.4.1
Adj A = I:bij:l , donde bij = Cji
por lo que, de VI.3.1
amay ) = [ py]
n n
donde p.. = L. a, b .= ¥ a., C. .
ij k=1 ik Tkj k=1 ik ik

En consecuencia, para i = j se tiene que

n
Pgj = P33 7 kf a;

que es el desarrollo por cofactores, segfn ‘el i-ésimo rengldn,

del determinante de A; por lo gue, de i) de VII.3.2

P;; = det A (1)

Probaremos ahora que pij = 0 cuando i # j

Por i) de VII.3.2 se tiene .que




por lo

ani

haciendo
a2 e
ajaz oo
ajz v
ana2 o

jk

ain

Qin

ann

a

ik

tenemos

i1

Pero este determinante tiene dos renglohes iguales por lo que, de

iv) de VII.2.2, su valor es cero y

a C + a C
j1 i2

) +...+a C =0
j2

in  jn

Esta expresién nos indica que la suma de los productos de los ele
mentos de un renglén por los cofactores de los elementos de otro
renglén es igual a cero.

En consecuencia

o,

si i #3j (2)

As{ que, de (1) y (2)




0 , si i#j
por ;o que, de VI.3.4 y VI.§.4
A(Adj A) = (det A)I
La prueba de

(Adj A)a (det A)I

n

es similar y se sugiere al lector intentarla como ejercicio.

O

Con ayuda de este resultado puede demostrarse el importante teore

ma que se enuncia a continuacibn

VII.4.3 TEOREMA

Sea A una matriz de nxn con elementos en C:

A"l existe si y sblo si det A # 0

DEMOSTRACION
a) De VII.4.2 se tiene que
A(Adj A) = (det A)In

por lo que, si det A # 0 de la expresibn anterior se sigue

que

1 . _
ECY [A‘Adl A.’] = I

esto es




1 :
[m“\dl A’] = I

En consecuencia, de VI.4.1

-1 1 .
A" = g a(Adj A) (1)

-1 . : . Lo ) .
y A existe, ya que la adjunta de A existe para toda matriz
A.
Entonces

1

det A #0 =aa (2)
b) si A-1 existe, entonces
-1 . .
AA " = I por VI.4.1
-1
det(A A ") = det Iﬁ
1

(det A) (det A™ ) = det I, . por iii) de VII.2.3

1

(det A) (det A; ) 1 por VII.3.3 (3)
por lo que det A # 0; esto es

aa"! =det A # 0 (4)
Finalmente, de (2) y (4) se sigue que

aa’? =) ast a # 0

como se querfa demostrar.

O

La expresidén (1) de la demostracidn anterior sugiere un método, pa
ra calcular la inversa de una matriz, el cual consiste en multi -

plicar el reciproco del determinante por la adjunta. Puntualiza-
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mos dicho resultado en el siguiente corolario .

VII.4.4 COROLARIO . A
si det A # 0, entonces A~ !l = d—'g:‘?—A(Adj A)

Asinlpor ejemplo, la inversa de la matriz .

1 0 2
A=]|3 -1 4
2 1 o

es

-2 1 1

-4 2 ) Z_I 3 3 3

-1 _ 1 . 4 =2 1
A =z 8 -4 2 = T 7T 3
o 5 -1 _1

5 -1 -1 g g ‘B'

Otro resultado importante que puede derivarse de la demostracién

‘del teorema VII.4.3 es el siguiente.

VII.4.5 COROLARIO

si aA"! entonces det a"! =

Esta propiedad es consecuencia inmediata de la expresién (3).

- Regla de Cramer

Para terminar este capftulo enunciaremos formalmente el método pa
ra resolver sistemas de ecuaciones lineales sugerido al principio

de la seccidbn VII.1l, el cual nos sirvié como motivaciénbpara la
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definicibén general de determinante.

VII.4.6 TEOREMA (REGLA DE CRAMER)
Sea:

aj1x) + aj2X2 +...+ ainxXn = b

az1X1 + az2X2 +...+ aznxn = b2

aniXi1 + ana2X2 +...+ annXn = bn

un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas, y sea
A = ['aijJ su matriz de coeficientes.

det Ak
si det A # 0 entonces X, = et E ! (k =1, 2,..., n)

ajyr para j # k
donde Ak = I:cij:l-es tal que cij = .

bi , pPara j =k

Es decir que, si det A # 0, entonces el valor de la k-&sima incég
nita en la solucién del sistema puede calcularse como el cociente
de los determinantes de las matrices Ak y A, donde Ak se obtiene

reemplazando en A la k-&sima columna por el vector de términos in

dependientes.

DEMOSTRACION

El sistema es equivalente a la expresién
AX = B

donde




ail1 aiz2 ... an ) X1 . b,

a1 a2 ... Aaan X2 b,
A = e e o s e o o X = . y B = .
C e e e e e e : :

-an1 an2 ... ann Xp b,

Entonces, si det A # 0 por VII.4.3 & at y se tendrd gque

por lo.que, de VII.4.4

X = I_Eé—t—K(AdJ A)] B

Esto es’
Cip C21 «ee Cpi | b,
1 .
x=m Cya - Ca2 cee an bz
Cin C2pn +-+ Cpp b,
biC11 + baCzy +...+ bpCni
1
X'= Jet & b1Ci2 + b2C22 +...+ bnCna
biCin + b2Con +...+ bnCan| ’
Asi que

L1 =
X, = 3ot A(blClk + bzczk +o..+ bncnk)’ (k =1, 2,..., n)

pero, por VII.3.2, la expresibn

b C + b +...+ b C
1 1k zczk n nk

corresponde al desarrbilo por cofactores, segln la k-&sima colum-~

na, de una matriz-que se obtiene a partir de A reemplazando los
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elementos de la k-é&sima columna por el vector de_términos indepen
dientes; es decir que
.a,., para j #

1 13

X = m(det Ak), donde Ak = [cij] con cij = .
) bi , para j =

lo que demuestra el teorema.

..D.

Asi, por ejemplo, para resolver el siguiente sistema de ecuacio -

nes lineales empleando la regla de Cramer

2x; + 3x; - x3 = 1
- *1 - X2 + 233 = 3
X, + 2X2 - X3 = =2

calculamos primero

2 3 -1
det A= |-1 -1 2 | = -2
1 2 -1

Como det A # 0 calculamos ahora

' 1 3 -1
det Ay = | 3 -1 2 | = -10
2 2 -1
2 1 -1
det B, = |-1 3 2| =4
1 -2 -1

k

k




2 31
_det Ay = -1 -1 3| = -6 !
1 2 -2

VII.4.7 EJERCICIOS
1.- Obtener la matriz A para la cual

1 -2 7 1 ap, as

Adj A= |-3 0 -3 y Al =| 2 an as

1 -2 1 ‘ -1 3 1

2.- Para cada una de las siguientes matrices determinar si existe
su inversa, en caso afirmativo calcularla por el método de la

adjunta y verificar que se cumple el corolario VII.4.5

a) r 1 -1 0
a=|3 2 1

Lo -2 1]

b) [f2 0 1]
B=|3 5 2

-1 5 4

3.- Demostrar que si A es una matriz no singular de 3x3, entonces

det A =/ det(Aadj A)




6.~ Una compafifa recibib

supuestos:

No.
No.
No.
‘No.

compresoras
medidores
vdlvulas
reguladores

Costo total en
millones de pesos
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de cuatro. proveedores los siguientes pre

Prov. A Prov. B Prov. C Prov. D

@lwnow
wn ,tho
wl?owe
xhlob&H

Sabiendo que los proveedores tienen los mismos precios para ca

da artfculo; ¢Culntos millones de pesos cuesta cada impresora?

¢Qué ventajas presenta en este caso el empleo de la reéla de

Cramer sobre el método de Gauss?




CAPITULO VIIT  ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

INTRODUCCION

En capftulos anteriores hemos tratado con diferentes tipos de en-
tes matemiticos tales como nﬁmeros complejos, polinomios y matri-
ces, y hemos efectuado con ellos ciertas operaciones; sin embar -
.go, no todas las operaciones se compoftaron de la misma manera:

la multiplicacién de polinoﬁios, por gjemplo,'resulté ser una ope
racibén conmutativa mientfas que la multiplicacién de matrices no

lo es. En este capftulo analizaremos los aspectos més relevantes

en el comportamiento de las llamadas "operaciones binarias".

Cuando un conjunto esta provisto de una o varias operaciones bina
rias se tiene un "sistema algebraico". Dicho sistema posee cier-
ta "estructura" que esté determinada por las propiedades de las

operaciones definidas en el conjunto.

Es posible que dos cohjuntos formados por elementos de diferente
naturaleza y provistos de operaciones distintas tengan, sin embar

go, el mismo "comportamiento algebraico"; es decir, que las opera
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ciones obedezcan a las mismas leyes. Se dice en tal caso que am-

bos sistemas poseen la misma "estructura algebraica".

A ciertas estructuras fundamentales se les han asignado nombres

especificos como el de "grupo", "anillo" o "campo".

No se pretende realizar aquf un estudio exhaustivo de las diver -
sas estructuras algebraicas existentes, sino mis bien presentar
los conceptos bisicos que nos permitan identificar y comprender

la estructura algebraica de los sistemas m&s comunes en matemiti-

cas.
vio.1 OPERACIONES BINARIAS Y SUS PROPIEDADES

El concepto de operacidn binaria es fundamental para el estudio

de las estructuras algebraicas; en consecuencia, necesitamos émpg
zar por definir formalmente lo que entenderemos por una operacién
binaria. .

No 'se trata ya de una operacién en particular, como la adicidn de
nﬁmeroé cpmplejos o ia multiplicacién de matrices, sino del concep
to mismo de operacién'binarié; es decir, de aquello que es cohdn

a todas las operaciones de este tipo que conocemos.

¢Qué tienen en com@in operaciones como la adicién de n@meros récig
nales, la sustraccidn de polinomios y la multiplicacién de matri-

Cés, por ejemplo?
Fundamentalmente lo siguiente:.

. Se aplican a dos elementos'de la misma especie (de “ahf el tér
mino "binaria").

. Asignan a dichos elementos un finico "resultado", que es otro
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elemento de la misma especie, por medio de uh.criterio deter-
‘minado. En general, el resultado asignéao.depende no s8lo de

quiénes sean los elementos sino también del orden en el que

éstos sean considerados.

Podemos decir entonces que una operacién binaria es una regla que
asigna a cada par ordenado de elementos de un‘conjuhto un Gnico’
4elemento de dicho conjunto. Con ayuda del c¢concepto de funcibn,
la definicién debpperacién binaria puede enunciarse de la siguien

te manera

VII.l.1 DEFINICION
Uné operacién binaria * definida en un conjunto S
es una funcién de SxS en S. La imagen del par
) ordenado (a,b) bajo la operacibn * se representa

con axb,

'

‘La adicibén de nlimeros racionales, por ejemplo, es una funcién de
QxQ en Q, denotada por el simbolo +, que asigna a cada par ordena
do de nfimeros racionales (%, %) un Gnico nfimero racional represen

a, c N " ama " a,c
tado por 5 + 3 al que se conoce como "la suma" de 5Y 3

La expresibn

a,c_
B 4d bd

de la definicibn I.4.4 especifica como obtener el nfmero % +

ala
[

partir de los nGmeros % y g; es decir, especifica la regla o cri-

v

terio de asignacién.
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Al aplicar dlcha regla al par ordenado (—, i), por ejemplo, se ob

1
tiene el n@mero racional 7%; es dec1r

T
6v

+

N =
W] e

Entre otros ejemplos de operaciones binarias conocidas tenemos
los siguientes: |
" La adicidn'y la multlpllcac16n en el conjunto de los nfimeros
naturales .
La sustraccidn en el conjunto de los nﬁmeros enteros

‘La divisién en el conjunto de los nfimeros complejos diferen -
tes de cero

La adici6n y la sustraccidén de polinomios

La adicibn y la multiplicacién en el conjunto de matrices cua
dradas de orden n

La unién y la interseccién de conjuntos, etc.

Es claro que el concepto de operacién binaria establecido por
VID.1l.1 no se restringe a las operaciones usuales, como las que
acabamos de mencionar, sino gue admite la existencia de "nuevas'

operaciones binarias.

Para definir una operacién binaria en un’conjuhto é bastard con

espécificar una regla que asigne a cada par ordenado de elementos
de S un fGnico elemenko de S. Por ejemplo, podemos enunciar ;a si
guiente regla para un par ordenado cualquiera de n@imeros natura -

les:
"Al primer elemento agregarle el doble del segundo"
con lo que hemos definido una operacién binaria en el conjunto N.

Para representar dicha operacién podemos utilizar cualquier simbo
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lo, aunque es feéomendable emplear simbolos distintos a los de

las operaciones usuales para evitar confusiones.

Por ejemplo, si elegimos el simbolo A para representar la opera-

cién anterior, é&sta quedaré definida por la exprééién
m A n=m+ 2n; ¥ m, neN ) (1)

Si aplicamos dicha operacidén al par ordenado (1,3), por ejemplo,
se obtendrd como resultado el nGmero 7; lo que se expresa de la

siguiente manera
1 A3 =27

si la aplicamos ahora al par ordenado (3,1) se obtendrd como re -

sultado 5; esto es

Aungue la manera mis usual de definir una operacién binaria es me
diante una expresibn, digamos "matemdtica", como la expresién (1),

en ciertos casos suele hacerse también mediante una "tabla".

Dichas tablas son particularmente fitiles cuando el conjunto sobre
el que se define la operacibén es finito y tiene pocos elementos.

Por ejemplo, en el conjunto
G = {a, B, v}

podemos definir una ope:acién o mediante la siguiente tabla




B B B o

Y a B Y

Para buscaf en la tab;a el resultado asignado a un par ordenado
en particular, se busca al primer elemento en la.columna ée la iz ‘
quierda y al segundo en el renglén superior; el resultado se eé -
cuentra en la interseccién del renglén y la columna correspondien

tes.

Por ejemplo, .el resultado de aplicar la operacién o al par orde-

nado (B,Y) es, de acueréo con la tabla (2):
B O vy =a

Para (y,B) se tendrd en, cambio
Yy o B =28

Antes de pasar a ocuparnos de las propiedades cabe resaltar que,
de acuerdo con la definicién VIE.1.1l, una operacibn binaria * de-
finida en un conjunto S .asigna siempre como resultado un elemenfo

de S; es decir que
¥ a, be S: a*be S

Algunos autores se refieren a esta situacién diciendo que el con-

junto S es‘"cerrado" respecto a la operacibn *.

De acuerdo con esto, la sustraccibén no es una operacién binaria
en el conjunto de los nfimeros naturales ya que, para los nimeros

naturales 1 y 3, por ejemplo, la diferencia 1-3 no pertenece al




conjunto N.

- Cerradura

_VII.1.2 DEFINICION '
Sea * una operacidn binaria definida en unvconjunto S,
y sea T un subconjunto de S._'Se dice que T es cérrado

respecto a la operacidn * si

¥ a, b é T: a*b e T

Es decir que el subconjunto T es cerrado respecto a la operacién
* si al aplicar dicha operacidn a dos elementos cualesquiera de T

se obtiene como resultado otro elemento de T.

Asi, por ejemplo, para la multiplicacién de nfimeros racionales

los siguientes subconjuntos de Q son cerrados

{x | xeQ x>0}
{0}
{0, 1, -1}

asf como también lo es el propio Q; mientras que los siéuientes

subconjuntos. no son cerrados respecto a dicha operacién
{x | xeQ, x<o0}
{o, 1, 2}

Reépecto a la operacibén A definida por la expresién (1), el con-

junto N no tiene subconjuntos cerrados salvo el propio N.

‘'Para la operacién.d definida por la tabla (2), el conjunto’
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{B, Y} es el Gnico subconiunto de G que no es cerrado respecto a

dicha operacién.

- Elementos idénticos

VII.1.3 DEFINICION
Sea * una operacidn binaria definida en un conjunto S:
i) Un elemento e € S es un idéntico izquierdo para * si
exa = a, ¥ ae€esS
ii) Un elemento ¢ € S es un idéntico derecho para * si
v ‘a*e = a, ¥aces
iii) Un elemento ¢ € S es un idéntico para * si es

idéntico izquierdo e idéntico derecho.

Asf, por ejemplo, para la‘multiplicacién definida en el conjunto

M de todas las matrices de mxn con elementos en C, la matriz Im

es un idéntico izquierdo ya que

I A=A, ¥AeM
y la matriz In es un idéntico derecho puesto que
AI =A, ¥ A€M

El nfmero cero es un elemento idéntico para la adicién definida

en Q, ya que
0+ x =X

Y .
X+ 0=x, ¥xe€0Q

y el nfimero uno lo es para la multiplicacién definida en dicho
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conjunto, puesto gque

-
.

%
)

X
X *1=x, ¥x€0Q

El conjunto N no tiene idéntico izquierdo para la operacién A de-

finida por la expresiSn (1), ya que la condicibn
e A n=n
es equivalente, por definicién de la operacién A, a la expresibn

e+ 2n =n

O sea

Entonces, si n € N se tendrd que -n ¢ N, por lo que A no tiene

idéntico izquierdo en N.
Dicha operacibn tampoco tiene idéntico derecho en N, ya que

nAe=n,%n

es equivalente a

n+2e=n
2¢ = 0
e=20

y el cero no es un elemento de N.

Como otro ejemplo consideremos la misma regla de correspondencia
. para la operacibén A, pero definida ahora en el conjunto de los nd

meros enteros; esto es

mAn=m+ 2n; ¥m, n € z
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Al buscar un idéntico izquierdo para A en el conjunto Z partimos

de la condicién
e An=n

y llegamos nuevamente a la expresién

donde ahora, si n € 2 se tiene que -n € Z.

Sin embargo, de acuerdo con dicha expresién cada elemento tendrfa
su "propio" idéntico izquierdo, y el "idéntico izquierdo" de un

elemento no lo serfa para otro diferente.

Por ejemplo, un "idéntico izquierdo" para 1 serfa -1 ya que
-1A1=1

pero para 2 se tendria que
-1 A2=3

En consecuencia, la operacién A no tiene idéntico izquierdo en 2.

Por otra parte, el nGmero cero es un idéntico derecho para la ope

raciébn A definida en 2 ya que
ndAO=n, ¥neld
y ademds 0 € 2.

Finalmente, para la operacién o definida por la tabla.(2), el con
junto G tiene dos idénticos izquierdos (qﬁe son a y Y) y no tiene

idéntico derecho.
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- Elementos inversos

VD¢.1.4 DEFINICION
Sea * una operacién binaria definida en un conjunto S, y:
i) Sea e un idéntico izquierdo para *. Un elemento a¢es

es un inverso izquierdo del elemento a € S si

A
a*a-=e-
ii) Sea e un idéntico derecho para *.. Un elemento des

es un inverso derecho del elemento a € S si
~
axa = e

. . i "
iii) Sea ¢ un idéntico para *, Un elemento a € S es un
inverso del elemento a €.S si . .

A

. ~ .
, . axa =¢ y a*a =¢

Como se sigue de la definicién anterior, para poder hablar de ele

mentos inversos se requiere que existan elementos idénticos.

As{'pues, como la operacifén A definida en N por la expresién (1)
no tiene idéntico izquierdo, no puede haber ihVersosbizquierdos
para dicha operacién; y como tampoco existe idéntico derecho, nin

gGn elemento de N podrd tener inverso derecho para la'operaciSn A.

Para la'operacién o definida en G pbr la tabla (2) se tiene lo si

guiente:

Como o y Yy son idénticos izquierdos, eritonces a tiene dos inver -

sos izquierdos, que son.a y Y, ya que -




=]
o
Q

]
Q

8 no tiene inverso izquierdo

Yy tiene dos inversos izguierdos, que son a y Y, ya que

a oy=Y

Y oYy Y

Como no hay idéntico derecho ningfin elemento de G tiene inverso

derecho.

Para la adicidén en Q el cero es un elemento idéntico por lo que,
para dicha operacibn, un inverso del nGmero x € Q es el nGmero

-x € Q (llamado su simétrico), ya que
x+x=0 y xt+ (-x) =0

Para la multiplicacién en Q, como el nimero uno es un elemento
idéntico, un inverso del nfmero racional x # 0 es el nfimero

% ¢ Q (llamado su reciproco), puesto que

- Asociatividad

VII.1.5 DEFINICION
Sea * una operacién binaria definida en un conjunto S

Se dice que * es asociativaASi

% a, b, c € S: ax(bsc) = (axb)#c.
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Consideremos, por ejemplo, la operacién o definida en G por la
tabla (2). Esta operacibn no es asociativa ya gque, para los ele-

mentos B, B y Y se tiene que

B o (B o v)

I
w
o
Q
[}
™

(B o B) o v

]
™
o
<

LI}
Q

f

pbr lo que

B o (B o vy)# (B o B) o v

]

Yy, en consecuencia, existe al menos un caso para el cual no se
cumple la igualdad de la definicién VII.1.5, igualdad que debe
cumplirse en todos los casos para que la operacibn sea asociati-

va.

La adicién y la multiplicacién en Q son operaciones asociativas,

ya que

x + (y + 2) (x +y) + 2

x (yz) (xy) z

para todos los valores de x, y, 2 € Q, como lo establecen los
teoremas I.4.5 y I.4.8; mientras que la sustraccién en Q no lo
es, ya que la igualdad

x-(y-2)=(x-y) -z
no se cumple en todos los casos.
Para determinar si la operacidén A definida por la expresidn (1)

es asociativa o no lo es, debemos analizar para que valores de

m, ny p se satisface la igualdad
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maA (nAp)=(mAn)Ap

Por una parte tenemos que

mA (n A p) m A (n + 2p)

"

m+ 2(n + 2p) =m + 2n +.4p

y por otra

(mAn) Ap (m + 2n) A p m + 2n + 2p

resultados que nunca serén iguales puesto que p no puede.valer

cero.

Cabe hacer notar que cuando una operacién * es asociativa pode -

mos escribir
a*b*c

sin que exista ambigliedad respecto al significado de 1la expresién,
puesto que en cualquier orden que coloquemos los paréntesis se

obtendri el mismo resultado.

- Conmutatividad

VII.1.6 DEFINICION
Sea * una operacibn binaria definida en un conjunto S.

Se dice que * es conmutativa si

¥ a, b e S: a*b = b*a

La operacién o definida por la tabla (2) tampoco es conmutativa

ya que, como vimos
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o
@]
<
"
Q

=<
o

™
L[}

©™

por lo que
Boy#y o B,

y existe al menos un caso para el cual no se cumple la igualdad

de la definicién VII.1.6.

La adicién y la multiplicacién en Q son operaciones conmutativas

ya que ) .
X+ty=y+x
Xy = yx

para todos los valores de x, y € Q, como lo establecen los teore
mas I.4.5 y I.4.8, mientras que la divisidén en Q no lo es, ya

que la igualdad
X fTy=y %X
no se cumple en todos los casos.

Para determinar si la operacibén A definida por la expresién (1).
es conmutativa o no lo es, debemos analizar para qué valores de

m y n se satisface la igualdad
mAn=ndldnm
Por una parte tenemos que

mAn=m+ 2n
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y por otra

nAm=n+ 2m

resultados que serfn iguales s6lo cuando m y n sean iguales y no

para todos los valores de m y n, por lo que la operacifén A no es

conmutativa.

VII.

1.7 EJERCICIOS

1.- Para cada uno de los siguientes conjuntos determinar si * es

.'una operacién binaria definida en S:

19}
]

a)

b) s

{-1, o, 1}, Yy

{x | xe2, x <0}, y*es lamultiplicacién en Z.

c) S es el conjunto de matrices de 3x2 con elementos en R,

y * es la multiplicacibén de matrices.

Para el conjunto L = {a, b, c}ly la

operacibén A definida por la tabla,

obtener todos los subconjuntos

L que son cerrados para A.

Sea O la operacidn definida en

ao-b=a+ 3b + 1; ¥ a,

Determinar si dicha operacibn:

a) Es asociativa
b) Tiene idéntico derecho
c) Tiene inverso derecho para

de

Z como

b e Z.

todo elemento de Z.
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4.- Sea S el conjunto de los &ngulos que puede girar la recta r
de la primera figura conservando la simetrifa del tridnguio

equildtero

, /.
r 60°! 120° }_/ 180°

Considérese la suma de dos de tales &ngulos como el giro fi

nal que experimenta la recta a partir de su posicibn origi -
nal. Construir una tabla que defina a dicha operacibn, y de-

terminar si ésta:

a) Es conmutativa

b) = Es asociativa (Se sugiere verificar ﬁnicamente tres o cua
tro de los veintisiete casos posibles que deberfan verifi
carse en una prueba formal)

c) Tiene idéntico

d) Tiene inverso para todo elemento de S.




VII.?2 ESTRUCTURA DE GRUPO

La estructura algebraica mis simple gue consideraremos en este ca

pitulo es la de grupo.

Se emplea el nombre de grupo para‘designar la estructura que po -
seen los sistemas formados por un conjunto y una operaciéﬁ bipg -
ria cuando dicha operacibn es asociativa, esti dotada de elemento
idéntﬁco y todo elemento del conjunto tiene inverso para la opera

cidn.

- Definicién de grupo

La definici6n que se presenta a continuacién est& constituida por
tres postulados independientes que, en conjunto, son suficientes
para deducir todas las propiedades carécteristicas de la estructu

ra de grupo.

VII.2.1 DEFINICION
Sea G un conjunto no vacfo y sea * una operacién binaria defini

da en G. El sistema (G,*) tiene estructura de grupo si:

i) ¥a, b, ceG ax(bxc) = (axb)=xc
'ii) de € G tal que exa = a, ¥ace G

iii) ¥ a € G, T3 € G tal que a*a = e

El postulado i) de la definicibn nos dice que la operacién * debe

ser asociativa.

El postulado ii) nos indica que debe existir un elemento de G que

sea idéntico izquierdo para la operacién *. Conviene, al respec-

to, hacer un par de observaciones:
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: . ) + . K
1) Aunque el simbolo 3 ¢ se lee "existe un e", debe inter -

pretarse como "existe al menos un e". Para indicar que

existe exactamente un elemento ¢ se dice "existe uno y s

lo un e", péra lo cual no se tiene un sfmbolo adoptado

universalmente.

2) Aunque el postulado ii) s6lo exige la existencia de (al
menos) un idéntico izquierdo, dicho elemento es también
un idéntico derecho y, ademds, es finico. La demostracidn
se verd mis adelante en las "propiedades elementales de

los grupos".

El postulado iii) de la definicién VII.2.1 nos indica que todo
elemento de G debe tener (al menos) un inverso izquierdo. Nueva-
mente, como se demostrard m&s adelante, dicho inverso izquierdo

es también inverso derecho.y, ademis, es finico.
- Ejemplos de grupos

Los ejemplos mds conocidos de grupos los encontramos entre los di

versos sistemas numéricos que ya hemos manejado.

El conjunto de los nfimeros enteros y la operacibén de adicién cong

tituyen.un sistema con estructura de grupo ya que, como sabemos

i) %¥a, b,ce2: a+ (b+c)-= (é + b) + ¢
ii) 0e 2 y es .tal que 0+a=a, Yacl

iii) % ae€ 2,3-a€ 2 tal que -a+a=20
por lo que (Z, +) es un grupo.
Otros sistemas conocidos que también tienen estructura de grupo

+ . ., . s , .
a dicho simbolo se Le conoce como cuantificadorn existencial
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son los siguientes:

. Los nfimeros racionales con la adicién
. Los nfimeros complejos con la adicién

. Los nmeros complejos diferentes de cero con la multipli-
cacidn

. Los polinomios con la adicién
. Las matrices de mxn con la adicién
. Las matrices no singulares de orden n con la multiplica

cién

'

etc.
Otro ejemplo de grupo, que a diferencia de los anteriores consta
de un conjunto finito, lo constituye el sistema (S,:) donde
s =41, -1, i, -i}l y - es la multiplicacién usual de n@meros com-~

plejos.

Para demostrar que dicho sistema tiene estructura de grupo debe -
mos comprobar, primero, que la multiplicacién de nGmeros comple -
jos es una operacién definida en S; para lo cual bastari con veri
ficar que § es cerrado respecto a dicha operacién. Podemos lo -

Q
grar esto construyendo la siguiente tabla

-1} -i i 1 -1

donde se aprecia claramente que todos los resultados posibles

caen dentro del conjunto S.

Una vez comprobado que la multiplicacibn es una operacién defini-

da en S, debemos verificar que ésta satisface las propiedades que
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exigen los postulados i), ii) y 1ii) de 1la definicién de grupo:

El postulado i) se cumple como consecuencia de la propiedad aso -
ciativa de la multiplicacién en C (Teorema II.1.4), puesto que

s <.

El postulado ii) también se cumple ya que 1 € S y es tal que

.
1-a=a, ¥aces$S, como puede observarse en la misma tabla.

Respecto al postulado iii), todo elemento Jde S tiene inverso iz -

quierdo en S para la multiplicacién, ya que

1+1=1 por lo que . i =1
-1+« (-1) =1 por lo que -1 = -1
-1« 1i=1 por lo qﬁe i-= -1
i« (-i) =1 por lo que -f=

En consecuencia, hemos demostrado que el sistema (S,.) tiene es -

tructura de grupo.

Como un filtimo ejemplo relativo a.la definicién de grupo, investi
guemos si el sistema (R, §) tiene tal estructura; donde R es el

conjunto de los nlmeros reales y § la operacién definida por
X §y=x+y -2xy
Primero determinamos si § es una operacibén definida en R:

Sean x, y € R; entonces, por i) de I.5.3 se tiene que xXx. + y € R

y ademds que 2xy e R; por lo que, de I.5.5 y I.5.3, se sigue que
X +y -2xy € R

En consecuencia, ¥ x, y € R se tiene que




x §y€eR

y la operacidn § estd definida en R.

i) Para determinar si § es asociativa, por una parte calculamos

x § (y § 2) =x 8§ (y + 2 -2yz)
o =x + (y + z -2yz) -2x(y + 2z -2y2)
x § (y § 2) =x+y+ 2z -2yz -2xy -2xz + 4xyz.

y por .la otra

(x §y) § 2z (x +y -2xy) § z

(x +y -2xy) + 2z -2(x +y - 2xy)z
(x §y) § 2=x+y+ 2z -2yz -2xy -2xz + 4xyz.
En consecuencia, podemos afirmar que

x § (y §2) =(x8§y) §2; ¥x, ¥y, Z€R
ii) Sea e un idéntico izquierdo para §, entonces

e § x=2x
es decir

e+ X - 2ex =X

e -2ex = Ov

e(l -2x) =0
donde se observa que ¢ = 0 es un idéntico izquierdo para §
en R.

En efecto, vemos que 0 € Ry ademés
0§ x=0+x~-2:0x=0+x-0=x, ¥x € R.
iii) Sea § un inverso izquierdo de x € R, entonces

N
x§x=0

esto es




.- 505 -

X+ x -2%x = 0
X -2%xx = -x
X(1 -2x) = -x
por lo que, si x # % se tendr& que

-X
1 -2x

x = € R
Sin embargo, ~i x = % &% ya que la expresién

A 1_
X§§'—0

es equivalente a

A1l oAl
X_+7 2X§—0
~ 1 A
x+5-x=0

y no se cumple para valor alguno de % e R.

En consecuencia, como el nfimero real % no tiene inverso para
la operacidén § , no se satisface el postulado iii) de la defi
nicién VII.2.1 y el sistema (R, §) no tiene estructura de gru

po.
- Propiedades elementales de los grupos

Como consecuencia de los postulados que establece la definicién

de grupo se deducen una serie de propiedades, las cuales son comu
nes a todos loé sistemas que tienen dicha estruc;ura. En este -~ =~
apartado presentamos, a manera de teoremas{ algunas de esﬁas pro-

piedades.

Como tales propiedades son comunes a todos los grupos, éstas de -
ben ser demostradas directamente a partir.de los postulados que
integran la definicién VII.2.1; sin embargo, es posible organizar
el trabajo mediante una secuencia de resultados que permita apro-’

vechar propiedades ya demostradas para probar otras subsecuentes, -




como lo haremos a-continuacién.

VII.2.2 TEOREMA (Ley de cancelacidén izquierda)
Si (G,*) es un grupo, entonces ¥ a, b, c € G:

a*b = axc =D b = ¢

DEMOSTRACION
Sea
a*b = a*c

Por iii) de vI@.2.1 & aec y entonces
A% (a*b) = a*(a*c)

Ahora, por i) de VII.2.1 podemos escribir
(Axa)*b = (axa)sc

En consecuencia, por iii) de VII.2.1
e*b = e*cC

por lo que, de ii) de VII.2.1l se sigue que

y la prueba termina.

a

VII.2.3 TEOREMA
Si (G,*) es un grupo y ¢ es un idéntico izqﬁierdo para *, enton

ces ¢ es un idéntico para dicha operacién.
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DEMOSTRACION

Sean ¢ un idéntico izquierdo para * y a un elemento cualquiera de

G: : ‘ ’

Por iii) de VDI.Z.I Tac G y por i) de VII.2.1 podemos escribir
Ax (axe) = (axa)#e

En consecuencia, por iii) de VIE.Z.; se tendrd que
A% (are) = exe

pero como ¢ es un idéntico izquierdo, por ii) de VII.2.1 podemos

escribir

~
ax (axe)

1)
)

Nuevamente, por iii) de VIE.?.l se tendrd
‘3*(a*e) = a*a
y de VII.2.2 se sigue que
a*e = a
por lo que ¢ es también ﬁn idéntico derecho para x.

En consecuencia, de la definicién VII.1.3, e es un idéntico para *,

O

VII.2.4 TEOREMA
si (G,*) es un grupo entonces el idéntico para *

es finico




DEMOSTRACION

Sea ¢ un idéntico para * y sea z otro idéntico para dicha opera -

cibn; esto es
z*xa = a Yy a*z = a, ¥a € G
Fptonces, haciendo a = ¢ en la segunda expresién se tendré que
e*z‘= e
pero como ¢ es un idéntico para * podemos escribir
exkz = exe
En consecuencia, de VII.2.2 se sigue que
z = e
por lo que no puede haber dos idénticos diferentes y la prueba

termina.

Como consecuencia de los dos Gltimos teoremas, y del postulado
ii) de la definicifn VII.2.1, podemos concluir que en un grupo

existe uno y s6lo un elemento idéntico para la operacién.

"VII.2.5 TEOREMA
Si.(G,*) es un grupo y a es un inverso izquierdo del

-elemento a € G, entonces 2 es un inverso de a.

DEMOSTRACION

~ . .
Sean a un elemento cualquiera de G, a un inverso izquierdo de a

y ¢ el idéntico pdra *:
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Por i) de VHI.2.1 podemos escribir
~ ~ ~ ~
a*(a*a) = (a*a)*a
. R S
como a'es inverso izquierdo' de a se tiene. que
ax(a*d) = exd
y como ¢ es idéntico para * se sigue que
~ ~ ~
a*(a*a) = a

~ ~ ~
a*(a*a) = a*e

por lo que, de VIO.2.2

~ .
y a es un inverso derecho de a.

| ~
En consecuencia, de VII.2.4 se sigue que a es un inverso de a.

O

VII.2.6 TEOREMA
Si (G,*) es un grupo entonces el .inverso de a € G

para la operacién * es Gnico.

VIDI.2.7 TEOREMA (Ley de cancelacién derecha)
Si (G,*) es un grupo, entonces ¥ a, b, c € G:

b*a = c*xa =) b =c¢

Se deja al lector como ejercicio la demostracién de los dos tedre

mas anteriores.




VII.2.8 TEOREMA

Si (G,*) es un grupo y a, b € G entonces las

ecuaciones

n
o

axx
y*a = b

tienen, respectivamente, soluciones finicas x, y € G.

DEMOSTRACION
Para encontrar una solucién de la ecuacién
a*x = b (1)

podemos utilizar las propiedades que establece la definicifn de

grupo en la siguiente forma:

Como a € G, por iii) de vir.2.1, 3 a € G y de la expresién (1) se

sigue que
~
ax(a*x) = axb
Yy en consecuencia

axb por i) de vIOr.2.1

‘(g*a)*x
exx = A*b por iii) de VII.2.1

x = axb  pbér ii) de VII.2.1

Asf, el elemento a*b € G es una solucién de la ecuacibén (1) ya

que
a*(a*b) = (a*a)*b = exb = b

Para demostrar que dicha solucibn es inica, supongamos dos solu-
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ciones x y x' de la ecuacién (1); entonces

a*x = b y a*x' ='b

por lo que
axx = a**'

y de VII.2.2 se sigue que
x = x'

por lo que ambas soluciones son iguales.

Esto completa la demnstracién del teorema pafa el caso correspon-
diente a la primera ecuacién. La prueba del segundo caso es simi

‘lar y se sugiere al lector hacerla como ejercicio.

O

A continuacién se enuncian otras tres propiedades de los grupos,

cuya demostracién también se deja al iector, con las cuales con -
cluye la lista de propiedades que.aquI presentamos. Dicha lista .
no es eihaustiva; sin embargo, contiene las propiedadeé elementa-

les de uso mis frecuente. ) <

VIr.2.9 TEOREMA
i Si (G,x) es un-grupo y 4 representa el inverso de a € G paré *,

entonces:’

~
A

i) (a) = a; ¥ ac=egG
ii) (asxb) = S*g; ¥ a, B'e.G

n : . S
~
iii) (a,* a,* ... *» a ) = &% ... x8,x3,; Ya,, a,,..., a_¢€G

2 n

Antes de concluir este apartado conviene hacer notar que los
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tres postulados que integran la definicién VII.2.1 no son el Gni-
co conjunto de postulados que puede emplearse para definir la es-

tructura de grupo.

. Los postulados ii) y iii), por ejemplo, pueden ser reemplazados

por los dos siguientes:

I1) d¢ee€G tal que axe = a, ¥ae G

III) ¥aeGdAaed tal que ' a*d = ¢

los cuales pueden considerarse como las "versiones derechas" de

los postulados ii) y iii). -

Otra definicién dé grupo podrfa quedar integrada por el postulado

i) de VII.2.1 y por la siguiente condicién:
¥ a, b € G las ecuaciones

ax*x = b
y*a = b

tienen sqluciones X, vy € G.
- Subgrupés’

Cuando un sistema (G,*) tiene estructura de grupo es posible que
~algunos subconjuntos de G con la operacién * tengan, por si mis-
mos, estructura de grupo. En tal caso se dice que éstos son sub-

grupos de G, como lo establece la siguiente definicién.

+VII.2.10 DEFINICION
Sea.(G,*) un grupo y sea S < G, se dice que S es un
subgrupo de G para la operacidn * si (S,*) es un

‘grupo.
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Por ejemplo, vimos ‘anteriormente que el sistema (Sp-),.donde

s = {1, -1, i, -i} y : es la multiplicacidn, tiene estructura de
grupo; como S es un subconjunto del conjunto de nimeros complejos
diferentes de cero y &ste forma un gfupo con la ﬁultiplicacién,

entonces (S,°*) es un subérupo de (Cc-{0},*).

El sistema (S,*), a su vez, tiene también subgrubos, como el for-
mado por el conjunto {lﬂ -1} y la multiplicacién o el formado por

el conjunto {1} con dicha operacidn.

En general, si (G,*) es un grupo y e € G es el idéntico para *,
entonces el sistema ({e}, *) es un subgrupo de G. Dicho subgrupo,
as? como el mismo (G,*), reciben el nombre de subgrupos impropios;

-cualquier otro subgrupo de G, si lo hay, se considera propio.

El siguiente teorema nos permite determinar cudndo un subconjunto
es un'subgrupo, sin tener que verificar todas las condiciones de

la definicién VII.2.1.

VII.2.11 TEOREMA
. Sea (G,*) un grupo y sea Sc G, S es un, subgrupo

de G para la operacién * si y sélo si:

i) % a, be S:- axb € S

ii) ¥ a € S: iaes

-

DEMOSTRACION

Probaremos primero gue un conjunto S & G que satisface las condi-
ciones i) y ii) del teorema cumple gon los postulados estableci -

dos por la definicién VII.2.1: -
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1) Como S= Gy * es una operacién definida en G, asocia a cada
par ordenado de elementos de S uno y s6lo un elemento dé G;
ademds, por i) de VI.2.11 el conjunto S es cerrado para *,

por lo que &sta es una operacién defiﬁida en S.
2) Como (G,*) es un grupo. ¥ a, b, c € G se cumple que
a* (b*c) = (axb)xc

por lo que, en particular, dicha expresién se cumpllré

#a,b,ces yaque Sc G.

3) Por ii) de VIH.2.11 todo elemento de S tiene inverso para *

en el conjunto S.

4) Para mostrar que el idéntico. también pertenece al conjunto S,
tomemos un elemento a € S; por ii) se tendr§ que aes y por

oA
i) a*a £ S, y pox lo tanto e € S.

En consecuencia, de 1) a 4) se sigue que (S,*) es un grupo, 'y por .

- VII.2.10 es un subgrupo de G.

Por otra parte, si alguna de las dos condiciqnes del tgqreﬁa
VIOr.2.11 no sé cumple, de VIH.2.1 se sigue que el sistema (S, *)
nNo es un grupo y, por tanto, tampoco un suﬁgrupo de G. Esto com-
pleta la demostracién v

|
Para ilqstrar'la aplicacién del teorema anterior a un casd»parti-
cular, consideremos nuevamente el sistema formado por el conjunto
de.los‘nﬁmerosenteros y la operacién de adicién, el cual tiene es
tructura de grupo, y busquemos determinar si los slgulentes sub -

conjuntos de Z son subgrupos para la adicién
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{....-6, -4, =2, 0, 2, 4, 6, ...} = {2m | m e 2}

n
1]

T=4{1,2,3,4,5 ...} ={m | mez, m>0} "
' Para el primer caso:

i) Sean a = 2m y b =2n dos elementos cualesquiera de S, con

m, n € Z; entonces

a+b=2m+ 2n=2(m+ n) €S,

ya que m+ n e Z.
. .
ii) a = -2m = 2(-m) € S, ya que -m € 2.
En consecuencia, (S,+) es un subgrupo de (Z,+);

Para el segundo caso:

i) Sean a m y b = n dos elementos cualesquiera de T, con

m, ne’ y m-n>0; entonces
a+b=m+neTrT,
yaquem+neZ y m+n>0.
ii) a = -m { T, ya que rm <40.
En consecuencia, (T,+5 no es'ué subgrupo de (2,+).

- Grupos abelianos

Con respecto a la definicién VII.2.1 pcdemos preguntarnos que pa-
sarfa al agregarle un postulado mis, independiente de los anterio

res.

La respuesta es que se obtendrfa una eciructura més completa; més

-"rica" en el sentido que podrfamcs efectuar en ella ciertos proce
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sos algebraicos gue no serfan vilidos en estructuras mis simples.

Si el postulado qué se.agrega a la definicién VII.2.1 es la pro -
.piedad conmutativa de la operacién, la estructura obtenida se cor
noce como "grupo conmutativo" o "grupo abeliano”. El segundo nom
bre, .empleado en honor del matemdtico noruego Niels Henrik Abel,

es el que adoptamos en la siguiente definicibn.

VII.2.12 DEFINICION
Un grupo (G,*) se dice que es abeliano si:

¥ a, beéG axb = b*a

Los ejemplos de grupos presentados para ilustrar la definicidn
VII.2.1 constituyen también ejemplos de grupos abelianos, salvo
el Gltimo de ellos: el formado por las matrices no singulares de

orden n con la mgltiplicacién.

Entre las propiedades adicionales que poseen los grupos abelia -
nos, como consecuencia de la conmutatividad, se encuentran las

siguientes.
Si (G,*) es un grupo abeliano, entonces:

i)> a, b, c € G; axb = cxa =) b

¥ =c
ii) % a, b, c € Gi bxa = axc¢ =» b = ¢
iii) ¥ a, b € GJ (axb) = axb
iv) ¥ a, b € G; las ecuaciones

a*x = b

y*a = b

tienen la misma solucibén en G.
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2.13 EJERCICIOS

Entre los sistemas conocidos que se citaron como ejemplos de

grupos se encuentran:

a) Los nfimeros complejos diferentes de cero con la multipli-
cacién. . :

b) _Lés matrices de mxn con la adicién.

Demostrar qﬁe dichos sistemas poseen estructura de grupo, in-
dicando los teoremas que establecen cada una de las propiedé-

des que exige la definicién VII.2.1.

Para cada uno de los siguientes conjuntos con la operacién *

definida, indicar por qué no tienen estructura de grupo

a) s=1{x| xeQ, -1 x g1} axb = a + b
b) S = {11 2, 3, 4} a*b = a
a b !
c) s = a,b,c,d € R A*B = ABT
c d

Sea C = {x | x € Q, 0 &£ x < 10} el conjunto de todas las cali
ficaciones posibles en la asignatura de Algebra Lineal; donde
se define la operacidn promedio como

aPb-= 2—%—9, ¥ a, becC

Determinar si el sistema (C,P) tiene estructura de grupo.

Demostrar que si (G,*) es un grupo: entonces, ¥ a, b, c € G:

a) bxa =c*xa =) b =c

b) el inverso de a para * es Gnico
.

c) (axb) = bxa
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b) Las ecuaciones a*x
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Sea A un conjunto no vacfo, y sea * una operacién definida en
A que es asociativa y para la cual las ecuaciones

a*x = b

Y*a =b

tienen soluciones x, y € A. Demostrar que (A,*) es un grupo.

Si- (G,*) es un grupo y a, b, ¢ € G, obtener la solucibn de -ca

da una de las siguientes ecuaciones:

a) a*x*b = a

. b) x*ax*x*b = x*c

Sea M el conjunto de matrices cuadradas de orden dos con ele-
mentos en R y sea + la adicién usual de matrices. Determinar

cudles de los siguientes conjuntos constituyen subgrupos de

(M, +):

[ a b

s = : a, b, ce R
L b ¢
[ a 1

T = . a, ceR
_1 c -
" a 0

U= a, c e R

: L. O c

Demostrar que si (G,*) es un grupo abeliano y a, b, ¢ € G,

entonces:

a) axb = c*a =>» b=c

[}
o

Y y*a =Db tienen la misma solu
cidn ‘ )

c) (a*b) = a*b
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vior.3 ESTRUCTURAS DE ANILLO Y DE CAMPO

En esta seccifn presentaremos diversas estructuras algebraicas,
cada vez mis completas, relativas a sistemas formados por un con-

‘junto y dos operaciones binarias.

Es claro que pueden deducirse varias prépiedades para cada una de
dichas estructuras a partir de sus definiciones correspondientes,
como se hizo con la estructura de grufqé sin embargo, no se reali
zar&n aquf tales deducciones y solamente se sugieren algunas cotio

ejercicio.

En las definiciones de estas estructuras se emplearinlos simbo -
los + y + para representar dos operaciones definidas en el conjun
to, sin que &sto signifique que se trata de la adicién y la multi

éliéaciéh de nfimeros.

El empleo de tales simbolos obedece, ciertamente, a que.los ejem-
plos mis conocidos Ae este tipo de estructuras se encuentran en -
tre los conjuntos de nfimeros con las operaciones de adicién y mul
tiplicacién usuales. De esta manera, el empleo de + y + asf como
de la simbologfa correspondiente para idénticos é inversos, puede
ser Gtil parabcomprendér y recordar las propiedades de las diver-

sas estructuras asocifndolas con los sistemas numéricos conocidos.
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- Anillos

VHI.3.1 DEFINICION
Sea A un conjunto no vacfo y seéan + y - dos operaciones binarias

definidas en A. El sistema (A, +, °*) tiene estructura de anillo

si:

i) ¥ a, b,‘c é A a+ (b+c)=(a+Db)+c
ii) ¥ a, beaA a+b=D>b+a

iii{ . 0ea tal que 0 + a = a, ¥ ae€A
iv) ‘ ¥aeA d-a € A tal que -a+a-=90
v) ¥ a, b, cea a*(b°c) = (a*b)-c

vi) ¥ a, b, ceA a*(b + ¢c) = (a*b) + (a°c)

(b + c)+a = (bea) + (c-a)

De los cuatré primeros postulados de la definicibn anterior se si
gue que un anillo es un grupo abeliéno para la primera pperacién;
en consecuencia, todas las propiedades de los grupos y de los gru
pos abelianos son vélidas en la estructura (A,+) conocida como

"la estructura aditiva" del anillo.

Al elemento 0 del postulado iii), que representa al idéntico para
la primera operacifn, se le conoce como "el cero" del anillo. Ca
be enfatizar que este elemento no es el nlimero cero necesariamen-
te; incluso, el conjunto A puede estar formado por elementos que

no sean nfimeros.

El postulado v) de la definicién se refiere a la segunda opera -

cibn, y establece que ésta debe ser asociativa.
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Las propiedades a que se refiere el postulado vi) se conocen como

propiedadés distributivas: Cuando dos operaciones + y *, defini-

das en_un conjunto A, son tales que

%¥a,b,ceA as(b+c) = (ab).+ (a*c)

se dice que la operacidén ¢ es distributiva por la izquierda sobre

la operacidn +, y cuando son tales que
¥ a, b, ceA (b + c)*a = (bra) + (cra)
se dice que *+ es distributiva por la derecha sobre +.

Como ejemplos de sistemas con estructura de anillo tenemos los si

guientes:

. Los nfimeros é;teros con la adicién y la multiplicacién.

. Los nﬁmefos racionales con la adicién y la multiplicacidn.
. Los nfimeros reales con la adiqién'y la multiplicacién.

. Los nfimeros complejos con la adicién y la multiplicacién.
. Los polinomios con la adicibén y la multiplicacién.

. Las matrices cuadradas de orden n con la adicién y la multi -
plicacidn.

. El conjunto § = {2m | m ¢ 2} con la adicién y la ﬁultiplicg -
cibén definidas en Z.

De manera.similar al concepto de subgrupo, un subconjunto de un

anillo que es un anillo para las mismas operaciones, se dice que

es un subanillo de éste. Asi, el anillo del dltimo ejemplo que

acabawos de mencionar es un subanillo. de (2, +, ~); que a suvvez

lo es de (Q, +, *); etc.
- Anillos conmutativos y Anillos con unidad

En la definiciﬁh de anillo no se indica que la segunda operacibn
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dekba ser conmutativa, ni que deba tener elemento idéntiéq;’en ca-
so de que tales propiedades se satisfagan los anillos toman los

nombres especificos que se indican a continuacién

VII.3.2 DEFINICION
Sea (A, +, *) un anillo:
i) Si ¥a, bea a*b = S-a
se dice que el anillo es conmutativo. )
ii) Si T 1 ea tal que l:a =a = a»l,‘ ¥aceh

se dice que el anillo tiene unidad.

T

Al elemento 1 de la definicién anteriér,vque es. idéntico para
la segunda operacién, se le conoce como "la unidad"* del anillo.

Nuevamente, este elgmento no es el nfimero uno necesariaménte.

De los sistemas que . acabamos de citar como ejemplos de anillos,

todos son anillos conmutativos con excepcibn de las matrices y to

f

~ dos son anillos con unidad excepto el del conjunto S.
- Dominios Enteros
Cuando dos elementos a y b de un anillo son tales que

a#0,b#0 y ab=y

se dice que son "divisores propios de cero".

La estructura denominada "dominio entero" posee como caraéteristi
ca adicional 'la no existencia de divisores propios de cero, como

"lo establece la siguiente definicién.

~*SQ emplea aqui el anticulo detenminado "La" ponrque dicho ele
menio es dnico, como el Lector podrd demostran fdcilmente.




VII.3.3 DEFINICION

_Sea (A, +, *) un anillo conmutativo con unidad de por lo

menos dos elementos, donde (0 # 1; si

asb=90 = a=290 6 vb =0

se dice que (A, +, +) es un'dominio entero.

Los nfimeros enteros y los polinomios, con las operaciones usuales

de-adicibn 'y multiplicacién, son ejemplos de dominios enteros.’

Las matrices cuadradas de orden n, ¢on la adicibén y la multiplica
cién usuales, no constituyen un dominio entero ya que no son un
anillo conmutativo y, adem&s, contienen divisores propios de ce-

ro.
- Campos

Al incoipo£ar los inversos pafa la segunda operacién se obtiene

) : ]
la estructura algebraica mis completa que veremos en este capitu-
lo. Dicha estructura recibe el nombre de "campo"+ y contiene ias
propiedades cémunes a los sistemas numéricos mis completos alge -
braicamente; entre los que se.encuentran los nfmeros racionales,
.los nfimeros realés y los nfimeros complejos con sus respe&tivas

operaciones de adicién y multiplicacién.

Un campo es un anillo conmutativo con unidad cuyos elementos dis-'
tintos del cero tienen inverso para la segunda operacién, como se

establece en la siguiente definicién.

*Atgunob autores Le LLaman cuerpo



VHI.3.4 DEFINICION

. Sea K un conjunto de por lo ménos dos elementos, y sean + y * dos
operaciones binarias definidas en K. El sistema (K, +, *) tiene

estructura de campo si:

i) ¥a, b, cekK a+(b+c)=(a+h)+c
ii) ¥ a, b e K a+b=Db+a
iii) 3 9 € K . tal que 0 +a=a, ¥acekKk
iv) ¥ a €K 3<;a € K tal que -a+a=10
v) ¥ a, b, ce K a*(b+c) = (a*b)-°c

¥ a, beK a*b = b;a

vi)
vii) g1 € K tal que fa=a, ¥ ac€KkK
viii) ¥a € K, a#0, 3 a’! tal que alea =1

ix) ¥ a, b, ce XK a*(b+c) = (a*b) + (a*c)

(b + c)+a = (b-a) + (c-a)

En esta definicidn se listan, una a una, todas las propiedédes que
debe satisfacer un sistema para tener estructura de campo. Puede
demostrarse f&cilmente que dicha definicibn es equivalente a la

que, de manera mds compacta, se enuncia a continuacién.

VIOI.3.4' DEFINICION

‘Sea K un conjunto de por io menos dos elementos, y sean + y °
dos operaciones binarias definidas en K. El sistema (K, +, *)
es un campo si: »

i) (K,+) es un grupo abeliano, cuyo elemento idéntico denota-
mos con (. . .

ii) (k-{0},+) es un grupo abeliano.

iii) + es distributiva por la izquierda y por la derecha sobre +.
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Posiblemente el lector se pregunte por qué ge llegbé a la estructu
ra de campé agregando un postulado a la estructura de anillo con-
mutativo con unidad, en-lugar de ha;erlo con la de dominio entero
;Que’es m&s completa. La razén es que, al incorporar los inversos

directémente en la estructura de anillo conmutativo con unidad se
obtienen como consecuéncia la diferencia entre el cero y la uni -
dad y la no existencia de divisores propios de cero; lo cual se

deduce del.siguiente teorema.

VIOI.3.5 TEOREMA

Todo campo es un dominio entero

DEMOSTRACION

Sea (K, +, *) un campo. Entonces, por los postulados.i) a vii)
y ix) de la definicién VIE.3.4, (K, +, *) es un anillo conmutati

vo con unidad de por lo menos dos elementos.

Para demostrar que es un dominio entero debemos probar finicamente
que el cero es diferente de la unidad y que no existen divisores

propios de cero.

Sean 0 y 1 el cero y la unidad, respectivamente, de (K, +, *).

Probaremos primero el siguiente lema:

0.a=0, ¥acekKk

Demostracién:
0ea = (0 +0)ea "por iii) de VII.3.4
0-a =

(0-a) + (0-a) por ix) de VII.3.4
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- (0ra) + (0*a) = - (0+a) + [(0°a) + (0+a)] por iv) de VII.3.4

- (0+a) + (0-a) = [- (0+a) + (0-a)] + (0ra) por i) de VII.3.4

0 0+ (0-a) por iv) de VII.3.4
0 =0-a por iii) de VIO.3.4

con lo que queda demostrado el léma.

1) Probaremos ahoré que 0 # 1 por contradiccién.
.Supongamos que
0 =1
y consideremos un elemento a # 0 de K-(ﬁue debe haberlo ya
qué K tiene éor lo menos dos elementos); ‘entonces
0ea = 1:a
pero por el 1emé y por.vii) de VII.3.4 se puede concluir que
k 0 = a
coh lo.que se presenta una contradiccién. En cénsecuencia

0#1

2) Finalmente, mostraremos que en K no hay divisores propios. de
cero:
Sea
‘a*b =0
si a # 0,‘entonces por viii) de VvII.3.4 d a"l y

a le(asb) = a"'+0

de donde se sigue que

(a”'+a)«b =a"l.q : pof v) ée VII.3.4
1.b=a"'-0 por viii) de VII.3.4
b=a'e0 por vii) de VII.3.4
b.= 0 ) éor el lema 1

si ahora a:b =0 y b # 0, por vi) de VII.3.4 podemos escri-

bir




bea = 0

y mediante un razonamiento similar al anterior sevcoﬁcluyg
que
a=10
En consecuencia
arb =0 =>a=0 o0 b=20
Esto completa la demostracién.
O
Como ejemplos de campos, adémés de los sistgmas'(Q, +, ),
(R, +, *) y (C, +, *) que ya hemos mencionado, podemos'citar al

conjunto
{a+bv2 | a, be g}

con las operaciones de adicidn y multiplicacién de nfimeros reales.

Dicho sistema es un subcampo de (R, +, ).

Otro ejemplo de campo lo encontramos en el conjunto {p, q, r, s}

con las operaciones + y.* definidas por las siguientes tablas

+ P q r s . P q r s
P r S P q P S P r q
q s r q P q P q r s
r P q r s r r r r r
s q P s r S q s r P

¢Cull es el cero y cudl es la unidad de dicho campo?

Para concluir esta seccidn presentamos la solucién al problema de
identificar la estructura algebraica del sistema formado por el
conjunto de los nfimeros racionales y las operaciones ® y 0 defini

das a continuacién




X @ y=x+y+1

xQy=x+y+xy, ¥x,7€0Q

Solucidn:

Para la operacién @ tenemos lo siguiente

0)

1)

2)

3)

4)

Como x, y, 1 € Q, por i) de I.5.3 se tiene que x + y + 1 € Q;
esto es
xByeQ ¥x,7v€Q

y § es una operacién definida en Q.

si x, y, 2 € Q, entonces

x By @2 =xBy+z+1) =x+y+z+2

(x +y + 10 2

x8® y)8 z x+y+2z+ 2

(x § B =.

por lo qué x By 8 2)

Si x, Yy € Q entonces

xQy=x+y+1

Yy
yBx=y+x+1=x+y+1

por loque x By =y 8 x.

f

Sea x € Q y sea z un idéntico izquierdo para ®, entonces:
Z+x+1=x
z = =1

y la operacidn ) tiene idéntico izquierdo en Q.
N . . 3
Sea x € Q y sea X un inverso izquierdo de x para #; entonces

+x+1=-1

®e

= -x -2

%o
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y todo elemento x € Q tiene inverso izquierdo en Q para la

operacién @.

En consecuencia,

' y
(Q, 8) es un ¢rupo abeliano.

Para la operacién ( se tiene lo siguiente

00) Como x, y € Q, por i) de I.5.3 xy €QyYyx+y+ xy € Q; esto

5)

6)

7)

8)

es

x0yeqQ ¥x, yeQ

y 0 es una operacién definida en Q.

Si x, Yy € Q;
x Oy 0 2) =

(x 8 90 z =

por lo que

si x, Y € Q;
xQy-=
Y
y 0 x=

por 1oAque‘

Sea X € QY

entonces

x Oy + z +yz) =x+y+ 2z +yz+ xy + xz + xyz.

(x + y +xy)0 2z =x+y + 2 + yz + Xy + Xz + Xyz.

x Oy 0 2) = (x0 y)O z.
entonces
X +y + Xy
y +x+ yx=x+y + xy
xQy=y0x
sea u un idéntico izquierdo para {); ewlonces

u + x + ux

w(l + x)

por lo que u

0

X

es um idéntico izguierdo paya ) e¢n Q.

Sea x € Q y sea X' un inverso izquierde de x pars @7 @&ntonces

“

x (1 + x

) =

S |
X + X + X X

=0

=X
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si x # -1 se sigue que

al -X

X =13x°¢@
Por otra parte, si x = -1 y suponemos que g x' se tendr4 que
x'*0 =1

lo cual es un absurdo y, por lo tanto, # -17.

En consecuencia, todo elemento x € Q, excepto x = -1, tiene
inverso izquierdo para () (Recuérdese que -1 es el cero de la

estructura).

Si x, y, 2 € Q entonces

x0ly 8 2) =x 0y +2+1)
T =x+y+ 2+ 1+ xy+x2+X
x Oy 8 2) =

2x +y +z + xy +xz +1

(x0y) ® (x0 2)=(x+y+xy)0 (x+ 2z + xz)

Xx+y+xy+x+2z2+xz+1

xQy 8 (x0 2) =2x+y+z+xy+xz+1
por lo qué

x0y Bz =(x0y) 8 (x0 2)

Por otra parte

(y 9 2)0 x = (y+2z+ 1)0 x

y+2z+1+x+ yx + 2x + x

(yB 2@ x=2x+y+2z+yx+2x+1

(y + x +yx) B (z + x + 2x)

(y@x)0 (z0x)

y+x+yx+2z+x+2zx+1

(y @x) 80 (z0 %

2x + y+ 2z + yx +2zx + 1

por lo que
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yB®20x=(y0=x)8(z0x
En conclusién: el sistema -(Q, §, ) tiene estructura de cam-

po.

'

' VII.3.6 EJERCICIOS

1.- Sea (A, +, *) un anillo. Demostrar que ¥ a, b € A:
a) -(-a) = a

b) -(a*b) = (-a)*b = a*(-b)

2.- sia={o,0} y+, + son las operaciones definidas por las si

guientes tablas

+ 0 o . o O
[ o o o o [
o o o ol o o

a) -Demostrar que (A, +, ¢+) es un anillo
b) ¢Es conmutativo?

c) ¢Tiene unidad?

3.- Sea (A, +, *) un anillo y sea S c A. Si definimos

a-b

a + (-b), demostrar que si:

a-bes Yy abe S, ¥ a, besSs

entonces S es un subanillo de A.

4.- En un anillo no conmutativo (A, +, +) se define una operacién
* como-
X*y = X°y - ¥Y°X
Calcular

x* (y*z) + y*(z*x) + z*(x*y)
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5.- Sea el sistema (Z,+) cuya estructura es de grupo abeliano. Si

definimos una operacidn * como
axb = kab; ¥ a, b € 2, donde k es un entero

a)  Demostrar que el sistema (Z, +, *) tiene estructura de
anillo conmutativo.
?

b) Si k = 1, ¢Qué estructura tiene (Z, +, *)?

c) Si k = 0, demostrar que (Z, +, *) no es un dominio entero.

6.- Demostrar que el conjunto {a + b vZ | a, b € Q} forma un cam-
po para las operaciones de adicibn y multiplicacidén definidas

en R.’
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VII. 4 ISOMORFISMOS Y HOMOMORFISMOS

El qoncepto de isomorfismo es de relevante importancia en las ma-
temdticas; especialmente desde el punto de vista de sus aplicacio
‘nes. Dicho concepto. se encuentra subyacente en el empieo mismo
de modelos' matemdticos, ya sea para la resolucién de problemas fi
sicos o para la resoluéién de problemas matemiticos més complica-

dos.

El término "isomorfo", que etimolégicamente significa "de igual
forma", se emplea en el &lgebra para denotar la idea de que dos
sistemas son tan parecidos que pueden considerarse, en esencia,

como el mismo.

Por. ejemplo, al analizar las tablas siguientes

a] P q
P P g9
q q P

nos queda la impresibén de que podriamos reemplazar los simbolos
1, -1’y + por los simbolos p, g y 0, respectivamente. Con ello
cambiarfamos un sistema porbotro sin alterar esencialmente los re

sultados.

En general, la gustitucién de los elementos de un conjunto A por
los elementos de otro conjunté B puede hacerse mediante una fun -
cién f: A + B. Cuando dicha funcién es biyectiva los elementos

.de A y de B se encuentran en relacién "uno a uno", y cada uno de
ellos puede consider;rse como el "reflejo" de su elemento corres

pondiente en el otro conjunto.
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Si en el conjunto A esti definida una operacibén * y en el conjun-
to B una operacién A, es necesario que los resultados obtenidos
en el sistema (A,*) se conserven al efectuar las operaciones en
el sistema (B;A) con las imédgenes reséectivas;.por lo que la fun

".cidén f debe ser tal que
f(axb) = f£(a) A £(b); ¥ a, b e A

Esta propiedad de la funcién f garantiza que se llega al mismo re

sultado empleando cualquiera de los dos procedimientos siguientes:

1) Efectuando la operacidn * en el sistema (A,*) y aplicando des

pués la funcidn f al resultado.

2) Aplicando la funcién f a cada uno de los elementos y efecfuag

do después la operacién A con las im&genes en el sistema (B,A).

La diferencia entre ambos procedimientos puede apreciarse clara -

mente en. el diagrama siguiente

'

(a,b) —— = axb

£ £
N2 A f (axb)
(£(a), £(b)) =—————3f(a) A £(b)

Una funcibn que satisface dicha propiedad se dice que es un "homo
moffismg" de (A,*) en (B,A). Cuando la funcibn es, ademds, biyec
tiva se dice que es un "isomorfismo" entre (A,*) y (B,A),y que di

chos sistemas son . "isomorfos".

El caso particular del isomorfismo ofrece una ventaja adicional:




por ser f una funcién biyectiva existe su inversa £ '
mediante esta filtima, emprender ei "regreso” del sistema (B,A) al
sistema (A,;) una vez que §e-ha efectuado la operacifén. Esto Gl-
timo fundamenta el empleo de modelos matemiticos para la resolg -
cidn de problemas fisicos ya que, debido al isomorfismo, es pbsi—

ble emplear un proceso como el que se indica en el siguiente dia-

grama.

: operacd
elementos ____ﬁf__ifén___“, resultado
fisicos §lsica fisico
modelo ALntenpretacibn
. -1
(£) del modelo (£ )
elementos operacibn resultado
matemdticos natemdtica matemdtico

A continuacidn se presentan las definiciones formales de estos con
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ceptos asf como algunos ejemplos y teoremas relacionados.

y podemos,

VII.4.1 DEFINICION

- Sean (G,*) y (G',A) dos grupos. Una funcién

f: G+ G' es un homomorfismo si
f(a*b) = f(a) A £(b), ¥ a, be G

Si f es, ademds, biyectiva, se dice que es un
isomorfismo y que los grupos (G,*) y (G',A)

son isomorfos.

Por ejemplo, para los grupos

(z,+) y (S,*), donde s = {1, -1, i, -i} , la funcién
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fm) =i", ¥me 2

coﬁstituye un homomorfismo; ya que, ¥ m, n € Z:

f(m + n) = i™" = i".i® = f(m)-£(n)

pero no se trata de un isomorfismo puesto que f no es biyectiva.
Es claro que no puede existir un isomorfismo entre dichos grupos

ya que S es finito (tiene cuatro elementos) y Z es infinito.

Un ejemplo de grupos isomorfos lo encontramos en el conjunto S de
matrices simétricas de orden dos con elementos en R y el conjunto
R? de las ternas ordenadas de nlimeros reales; ambos con las opera

ciones de adicibén definidas en forma usual.

En efecto, si

b c

representa un elemento arbitrario de S, podemos definir una fun -

cibn f: S + R? mediante la regla

a b £

— (a, b, ©)
b c

Se tendré entonces, para dos matrices cualesquiera de S

que

£f(M + N) = £( ) =(a+d, b+e, c+ £f)




Y que .

£(M) + £(N) = (a, b, ) + (d, e, f) = (a+d, b+e, c+ f)
por lo que

f(M +N) = £(M) + £(N); ¥ M, Ne S
Adem8s, como f es biyectiva se trata de un isomorfismo; en conse-

cuencia, (S,+) y (R},+) son isomorfos.

Un conocido ejemplo. de isomorfismo entre el grupo multiplicativo
(R+,-) y el grupo aditiVO‘(R,+) lo constituye la funcibn logarit-’

mo; ya que, ademis de ser biyectiva, cumple con la condicién
L(x-y) = L(x) + L(y); ¥ x, y € R

Como es del conocimiento del lector, la funcién logaritmo se em -
plea comfinmente para transformar problemas multiplicativos en pro

blemas aditivos.

VII.4.2 TEOREMA :
Sean (G,*) y (G',A) dos grupos, y f::G + G' un ﬁomomorfismo{
i) Si e es el idéﬁtico pafa * y e' es el idéntico para A,
entonces ‘
fle) = o'
ii) si 3 es el invefso de a € G para * y f?a) es el inverso

de f(a) € G' para A, entonces

£(3) = £(a)

DEMOSTRACION

Se demuestra finicamente la parte i) dejando al lector como -ejerci

cio la demostracién de la parte ii).
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i) Sea a € G, como e es el idéntico para * en G
exa = a; ¥ a€G ‘
por lo que ‘
f(exa) = f£(a)
"como f es un homomorfismo
f(exa) = f(e) 4 f(a)
por lo que
f(e) A f(a) = f(a)
'y en consecuencia
f(e) = e’

como querfamos.

0

VIO.4.3 TEOREMA

Sean (G,*) y (G',A) dos grupos. Si f: G + G' es un

. . -1 . .
isomorfismo entonces £ : G' + G es un isomorfismo.

DEMOSTRACION
Como f: G - G' es biyectiva; entonces, de la teorfa de funciones,
sabemos que existe su inversa £': 6 + 6 y que también es biyég

tiva.

Para probar que £~! es un homomorfismo consideremos dos elementos
a' = f(a) y b' = f£(b) de G', donde a, b € G. Entonces

£ (@' Ab') = £ [£(a) & £(b)]
Como f es un homomorfismo podemos escribir

-1

£' (a' A b') = £ [f(asd)]

como £} [f(x)] = x, se tiene que




£ (a' A b') = a*b

-1 -1

(a') y b=1f (b')

Finalmente, como a £

£ (a' A b') = £ (a) » £}

(b')

por lo que £f~! es un homomorfismo y la prueba termina. .
Para concluir esta seccibn cabe mencionar que los conceptos de
isomorfismo y ‘homomorfismo entre estructuras algebraicas no se 1i

mitan al caso de la estructura de grupo.

Por ejemplo, en el caso de dos anillos (A, +, +) y (&', 8, 0),

una funcién f£f: A + A' tal que

f(a + b)

£(a) @ £(b)

f(a-b)

]

f(a) § £(b); ¥ a, b e A.
es un homomorfismo de A en A'. Si f es biyectiva se trata de un

isomorfismo y se dice que los anillos son isomorfos.

De esta manera, se habla de isomorfismos entre anillos, entre cam

pos y entre espacios vectoriales.




VII.4.4 EJERCICIOS

1.- Para los grupos (R,*) Yy (R+,A), donde

x *y=x+y-1; ¥x,vy¢€ R

X Ay = é Xy; ¥ X, Yy € R+

a) Demostrar que la funcibén f: R - RY definida por
f(x) = e* es un isomorfismo

b) Verificar que, para dicha funcibén, se cumplen Las,conclu-

siones que establece el teorema VIIL.4.2

2.- Un isomorfismo de un grupo.en sf mismo se conoce, frecuente -
mente, con el nombre de "automorfismo"”.
Determinar si la funcién "valor absoluto" es un automorfismo

en cada uno de los siguientes grupos: (R+, +) y (R*,-).

3.- Sea f un isomorfismo entre los grupos (G,*) ¥y (G';A) y sean a
el invefso de a € G para * y f?a) el inverso de f(a) para A.
Demostrar que

£(3) = £(a)
4.- Considérense los anillos formados por los conjuntos
bd 0 .
A = x, Yy € R 'y A' = {atbi | a,b e R, i? = -1}
0 vy
‘ y las operaciones de adicibn y multiplicacién definidas en
forma usual para las matrices y para los nfimeros complejos,
respectivamente. Determindr si las funciones H y S son isomor
fismos entre (A, +, ) y (A", +, )
x. 0
a) 5 x4 y i




s .
b) ‘ - x + xy

0 vy

5.- Sea f un isomorfismo entre los anilllos (A, +, ) y (B, +, *).
Si IA es el idéntico en A para * y IB es el idéntico en B pa-

ra -, demostrar que

f(’A) = ,B




CAPITULO IX  ESPACIOS VECTORIALES

INTRODUCCION

Com@inmente, la primera nocién que se tiene de vector es la de una
"cantidad con magnitud, direccibn y sentido". Esta nocibn surge
a partir de conceptos ffsicos, tales como fuerza y velocidad, cu-

ya éabal descripcibn requiere algo mis que un simple nfimero.

Dichos conceptos han encontrado una adecuada representacién geomé
trica en los llamados "segmentos dirigidos" (flechas), los cuales
pueden ser caracterizados y manejados analfticamente mediante pa-

rejas o ternas ordenadas de nfimeros.

Seguramente el lector ha tenido ya una amplia experiencia con es-
te tipo de vectores. En particular, los ha sumado y los ha multi

plicado por escalares (nfimeros).

Con la adicibn y la multiplicacibn por un escalar pueden formarse

expresiones como

aa + b + yc




donde 3, b, ¢ son vectores y a, B, Yy son escalares; expresiones a

las que se denomina "combinaciones lineales".

En muchas ramas de la matemS§tica se presentan corijuntos, con ele-

mentos de muy diversa naturaleza, donde se emplea con frecuencia

el concepto de combinacién lineal. Qdizs el'ejemplo m&s conocidd

sea el de las ternas ordenadas de n(meros reales; sin embargo, se

tienen también los polinomios, las matrices y las funciones como

otros ejemplos de conjuntos para los cuales tiene sentidéwelléon-

cepto de combinaci8n lineal.

Tales conjuntos, con las leyés de adicibn y multiplicacién bor un’

escalar definidas de la manera usual, tienen en comfin gran nGimero
de propiedades algebraicas; tienen, por tanto, una estructura co-
mGn. A dicha estructura se le conoce con el nombre de "Espacio

Veétorial".T

En forma genérica, a los elementos de un espacio vectorial se les

llama "vectores", por lo que, en este contexto, la palabra vector

adquiere un significado mis amplio que el de "cantidad con magni-

tud, direccibn y sentido".

Este capftulo esti destinado al estudio de la estructura de Espa-

cio Vectorial, incluyendo algunas apllcac1ones a la teorfia de sis

temas de ecuaciones lineales y al comportamlento algebralco de

las funciones.

Con el propbsito de ilustrar las definiciones y teoremas fundamen
tales se presentan diversos ejemplos relativos a espacios vecto. -

riales conocidos, especialmente al de 'las ternas ordenadas de nfi-

\

ALgurwo autones e;nplmn el téumino "EApac,w Lineal" parna heferinse a este
mismo concepto.




meros reales; sin embargo, no debe olvidarse gue con tales ejem -
plos se pretende ayudar a comprender los conceptos bésicos inhe -
rentes a la estructura y no los detalles propios de los casos par
ticulares (espacios vectoriales especificos), lbs cuales desen

ser ya del dominio del lector.
IX.1 LA ESTRUCTURA DE ESPACIO VECTORIAL
- El espacio vectorial de las ternas.

En los cursos de geometrfa analftica y de &lgebra vectorial se

trabaja frecuenteménte con el conjunto
R3={(X:er)|lelzsR}

constituido por todas las ternas ordenadas de nfimeros reales. En
dicho conjunto, la adicibn y la multiplicacién por un escalar se

definen, usualmente, de la siguiente manera:

'si a = (a;, az, as) y b= (b1, by, bs) son dos elementos de R?

y A es un nimero real, entonces

a+b (a, + by, a, + by, as + bs) (1)

Yy -
Aa (Aa,, raz, Aas) (11)

Asi, por ejemplo, para los vectores a= (2, -1, 4) y
B = (3, 0, -1) y el escalar A = - %, se tiene que

T+B=1(5 -1,3) y Aa= (-1, 5 -2)

Como consecuencia de tales definiciones se tiene gque, para todas

las ternas a, b y ¢, y todos los nimeros reales a y B:




1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

10)

a+bes finicoya+be R?

+ (E'+ c) = (@a+b) +7¢

|

ol

+a=1a, donde 0 = (0, 0, 0)

-a +a=70, donde -a = (-a;, -az, -as)

ol

a+b=b+a

aa es Qnico y aa ¢ R®
a(3 + B) = a3 + ab

(a + B)a = aa + fa
a(Ba) = (aB)a .

l'a=1a

Estas diez propiedades, que se demuestran f4cilmente a partir de

las expresiones (I) y (II), no son las finicas que pueden estable-

cerse como consecuencia de las definiciones usuales de adicibén y

multiplicacibn por un escalar en R®; sin embargo, son suficientes

para deducir, a partir de ellas, todas las demis reglas necesa -

rias para el manejo algebraico de ternas y nGmeros.

Existen muchos otros sistemas que satisfacen también dichas pro -

piedades. Todos ellos son ejemplos de espacios vectoriales, de

acuerdo con la siguiente definicién.

'
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- Definicién de espacio vectorial

IX.1:1 DEFINICION

Sea V un conjunto no vacfo y sea (K, +, *) un campo. Se dice que

V es-un espacio vectorial sobre K si estén definidas dos leyes de

composicién, llamadas adicién y multiplicacién por un escalar, ta

les que

i)

ii)

iii)

iv)

V)

vi)

vii)

viii)

ix)

x)

La adicién asigna a cada pareja ordenada (u, V) de elemen -
tos de V un Gnico elemento u +V € V, llamado la suma de

uy v.
¥U, vV, weV: U+ (VW) = (W+V)+W
3 0eV talque 0 +V=V, ¥VeV
¥VeVd -VeV talque -v+v=070
¥u,vevVv: u+v=v+au
La multiplicacién por un escalar asigna a cada pareja orde-
nada (a, V) de elementos a ¢ K y V € V un nico elemento
aV € V, llamado el producto de a por V.

¥ oeK;u VeV: a(U+ V) =au+ av

¥a, BeK;VeV: (a+ BV =aVv+ BV

¥a, BeK VeV a(BV) = (aB)V

Si 1 es la unidad de K: 1V =V, ¥V ¢ V

A los elementos de V se les llama vectores y a los de K escalares.
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Cabe hacer notar que la aaici6n es una funcibén de VxV en V vy,
por lo tanto, es una operacibn binaria. A diferen&ia de ésta, la
multiplicacién por un escalar no lo es ya que es una funcién de
KxV en V; sin embargo, es frecuente referirse a las dos como "opg
raciones" en un sentido menos estricto que'el de la definicién

VIII.1.1.

Si-precisamos los elementos que integran los conjuntos V y K, e
indicamos cémo se suman los elementos de V y cémo se .multiplican
por escalares de K, podemos obtener diversos ejemplos de espacios
vectoriales. E1 lector‘puede'yerificar fécilmente que cada uno

de los siguientes es un ejemplo de espacio vectorial.

Ejemplo 1. V es el conjunto de todas las matrices de mxn con ele
mentos en C, K es el campo de los nfimeros complejos, y la adicién
y la multiplicacién por un escalar son las usuales (Definiciones

VI.2.1 y VI.2.4).

Ejemplo 2. V es el conjunto de todos los polinomios con coefi -
cientes en C, K es el campo de los nlimeros complejos, y la adi -
cién y la multiplicacién por un escalar son las usuales (Defini -

cibén III.1.4 y expresibn previa a los ejercicios III.1.10).

Ejemplo 3. Vv = R®, K = R, y la adicién y la multiplicacién por

un escalar son las usuales; esto es:

(x.,Xz,-..,xn) + (yx,yz,..,,yn) = (X1 + y1, X2 + y2,..., X +y)

A(x,,xz,...,xn) (AXy1, AX2,..., Xxn)

1Ejemp£o 4. V es el conjunto de todas las funciones reales de va-
riable real, K es el campo de los nfimeros reales, y la adicibn y

la multiplicacién por un escalar son las usuales; esto es:




’
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(f + g)(x) f(x) + g(x)

(A f) (x) = AE(x)

EjempLo 5. V es el conjunto de todas las soluciones de una ecua-

cibén diferencial de la forma
y" +ay' + by =0 - .

donde a y b son constantes, K es el campo de los nfimeros reales,

y la adicién y multiplicacién por un escalar son las usuales.
- Propiedades algebraicas fundaméntales.

De los diez pogtulados gue integran la definicién IX.1.1 los pri-
meros cinco se refieren Gnicamente a la adicibn, y establecen que
el sistema (V, +) es un grupo abeliano; por lo tanto, con base en
los resultados del capftulo VIII podemos enunciar las siguientes

propiedades, las cuales son comunes a todos los espacios vectqrii

les.

IX.1.2 TEOREMA
Si V es un espacio vectorial sobre K, entonces

i) ¥U,V,WeV: U4V=0u+w =DV=w

ii) El vector 0 es fnico y es tal que
vV+0=V, % VeV

iii) El vector -V es finico y es tal que

V4 (V) =0
iv) La ecuacibn U + X = V tiene solucién finica en V.
V), ¥ T e V: -(-v) =V

vi) ¥u, vevV: -(u + ) = -u + (-V)

Tomando en cuenta, ademds, los postulados vi) a x) de la defini -




cién, los cuales involucran a la multiplicacién por un escalar,

podemos establecer otras importantes pfopiedades que, junto con
las anteriores, rigen los procedimientos algebraicos en un espa -

cio vectorial.

IX.1.3 TEOREMA

Sea V un espacio vectorial sobré K:

1) ¥ a e K: a0 =70

i) ¥vevwv: 0v = 0, donde 0 es el cero de K.
iii) ¥ ae K, Ve V: (=a)V = -(aV) = a(-V)

iv) ¥ o e K, Ve V: av=0=) a=00v=70

v) ¥aeK, u VeV "du=avyaF 0= u=v

vi) ¥ a, BeK, VeV av =BV Yy v#F O =) a=8
DEMOSTRACION

Se demuestran a continuacibén Gnicamente i), iii) y iv)

i) al = a(0 + 0) - _ por iii) de IX.1.1
a0 = a0 + af . por vii) de IX.1l.1
a0 + 0 = a0 + al por ii) de IX.1.2

(=]
"

Q
ol

por i) de IX.1.2

Con lo que se ha demostrado la propiedad i). Se sugiere al lec-
tor como ejercicio demostrar este mismo enunciado sin haser uso
del teorema IX.1.2; es decir, demostrarlo directamente a partir
de la definicibn IX.1l.1.

iii) (-a)V + av = (-a + o)V por viii) de IX.1.1

(-a)V + av = OV ‘por iv) de VIII.3.4

(~)V + oav =0 . por ii) de IX.1.3
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En consecuencia, (-a)V es el inverso aditivo de av; esto es
(~a)V = = (av)
" La prueba de la segunda igualdad se deja como ejercicio.

iv) sea av = 0

y supongamos quea# 0 y v # 0; entonces, por viii) de VIII.3.4

~date K tal que a? a = 1, y en consecuencia

o (av) = o 0
por lo que:
o (av) =0 por i) de IX.1.3
(e @)V =0 por ix) de IX.1.1
1v=10 por viii) de VIII.3.4
v=0 por x) de IX.1l.1

lo cual contradice la hipéfesis; por lo tanto
a=0 0o v=70
como se querfia.

En un espacio vectorial, la sustraccién se define a partir de la

adicidn de la siguiente manera. -

IX.1.4 DEFINICION
Si V es un espacio vectorial sobre K, entonces
T-V=u+ (-v) ; ¥u, veV

Al vector U - vV se le llama la diferencia U menos v.




.

Subespacios

Es posible que un espacio vectorial tenga subconjuntos éue sean,

por si mismos, espacios vectoriales.

Consideremos, por ejemplo, el conjunto-de puntos sobre una recta

en el espacio, queé pasa por el origen y gque tiene como nfimeros di
reétores 1, 2, 3. Dicho conjunto puede considerarse como un sub-
conjunto de R® ya que la ecuacibn de la recta, en forma simétri - - |

ca, es

=1 =
2 N

winN

X
T

y, por lo tanto, las coordenadas y, z de los puntos guardan la si

guiente relacibn con la coordenada x

y = 2x, z = 3%

Asi, el conjunto de todos los puntos sobre la recta puede. ser ex-

presado como
L= {(x, 2x, 3x) | x € R}
el cual es un subconjunto de R®.

El lector puede verificar fécilmentevque el conjunto L, con la
adicibn y la multiplicacién‘por un escalar usuales en R®, satisfa
‘ce los postulados de la definicibén IX.1l.1 y, por lo tanto, es un
espaciolvectorial sobre R. Se dice por ello que es un subespacio

de R®.

En general, se tiene la siguiente definicibn



IX.1.5 DEFINICION

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea S un subcon-
junto de V. S es un subespacio de V si es un espacio
vectorial sobre K respecto a la adicién y la'multipli

cacidn por un escalar definidas en V.’

De acuerdo con esta definicibén, para concluir que un conjunto da-
do S es un subespacio de V debemos verificar que se cumplen los
diez postulados de la definicidn IX.1l.1 para los elementos de S;
por ello, cabe preguntarse si podemos reducir el nGmero de condi-
ciones a verificar tomaﬁdo en cuenta que'S esté contenido en V.

La respuesta es afirmativa, como se desprende del siguiente enun-

ciado.

IX.1.6 TEOREMA
Sea V un espacio vectorial sobre K y sea S un subconjunto de V.

S es un subespacio de V si y s6lo si

i) ¥u, vesS: u+ves

ii) ¥a e K, veS: avies

Es decir gque bastard con verificar la "cerradura" de.S respecto a
la adicibén y a la multiplicacién por un escalar definidas en V pa

ra concluir que S es un subespacio de V.
DEMOSTRACION

Primeramente, supongamos que se verifican las condiciones i).y




.
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ii) de IX.1.6, esto implica que se cumplen .los postulados i) y

vi) de la definicién IX.1l.1 para los elementos de S.

Ademds, como todos los elementos de S pertenecen a V, es inmedia-
to que se satisfacen también los postulados ii), v), vii), viii),

ix) y x) de la definicibn, para los elementos de S.

Para demostrar que se -satisfacen también los postulados iii) y
iv) consideremos un vector V € S, y sean 0y -1 el cero de K y el

inverso aditivo de la unidad de K, respectivamente; entonces

oV e S : por ii) de IX.1.6
0¢€s por ii) de IX.1.3
Ademés:
(-1)V e S . por ii) de IX.1.6
-(1v) € 8 . por iii).de IX.1.3
-v €8 por x) de IX.1.1

En consecuencia, S es un espacio vectorial sobre K y, por IX.1.5, .

es un subespacio de V.

Supongamos ahora que no se cumple alguna de las condiciones de

IX.1.6; entonces, por i) o por vi) de IX.1.1 S no es un espacio

a

Con ayuda de este teorema podemos ahora demostrar que el conjunto

vectorial sobre K y, por IX.1.5, S no es un subespacio de V.

L= {(x, 2x, 3x) | x € R}
es un subespacio de R?, verificando finicamente dos condiciones.

En efecto, sean.u = (x, 2%, 3x) Yy v = (y, 2y, 3y) dos elementos




cualesquiera de L y sea a € R, entonces:

U+ v = (x+y, 2x+2y, 3x+3y) = (x+y, 2[x+y], 3[x4y]) e L

(ay, al2y], a[3y])

Q
<
"

(ay, 2[ay], 3[oy]) e L
por lo que, de IX.1.6, L es un subespacio de R?.

De la misma manera puede verificarse que los siguientes conjuntos

son también subespacios de R3.

‘A= {(x, y, 0 | x, y e R
B = {(X:‘Y, z) | x+3y -2z=20; x, Y, 2 e R}
c= {0, 0, 0)}

etc.

A diferencia de los anteriores; el conjunto
D_={(xIYI2)lx-z=—l;xIYIz€R}
que también es un subconjunto de R’,»no es un subespacio.

Para probarlo podemos proceder de la siguiente forma: como la
condicién x - z = -1 es equivalente a z = x + 1, es posible expre

sar al conjunto D como
D= {(x, y, x+1) | x, y ¢ R}

Asf, si U= (x,y, x+1) y -V=(z, t, z+ 1) son dos vectores

cualesquiera de D, se tiene que
U+ ve=(x+z,y+t, [x+2] +2){D

por lo que, de IX.1.6, D no es un subespacio de R®.
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Como ejemplos adicionales mostraremos que:

a) - El conjunto de matrices triangulares superiores, con elemen -

tos en C, es un espacio vectorial sobre C.

b) El1 conjuﬁto de polinomios de tercer grado, con coeficientes

en C, no es un espacio vectorial sobre C.
a) Sea T = ([iij] | t;; €C ty =0 para i >‘J}

y sean A = [éifj’ B = [pij] dos matrices cualesquiera de T;

esto es:
aij =0, para i > j
y : s
bij =0, para i > jJ
como
A+ B =,[s‘.], donde s,.. = a,. + b,
. . 1] 1) 1] ij

se tiene que, para i > j
s..=0+0=0
13

por lo que A + B ¢ T

‘Por otra parte, si a € C se tiene que
aA = [?ij]’ donde e, = oa.

J 1]

entonces, para i > j

‘por lo que aA € T.

En consecuencia, por IX.1.6,T es un subespacio del conjunto de

" matrices de mxn con elementos en C (espacio vectorial del ejem




" b)

plo 1) y es, por tanto, un espacio vectorial schre C.

Sea S = {ax® +bx? + cx+d | a, b,c,deC y a#0}

y sean p;(x) = ax® + bx? + cx + d y pa(x) = ex® .+ fx? + gx + h

dos polinomios cualesquiera de S.

La suma p1(x) + p2(x) = (a+e)x® + (b+f)x? + (c+g)x + d + h |
no siempre‘es un elemento de S: por ejemplo - - - - - -
si a = -e se tiene que p;(x) + p2(x) £ S. En conse;uencia,
por IX.1.6, S no es un subespacio del conjunto de todos los
polinomios con coeficientes en C (espacio vectorial del ejem-

plo 2) y, por tanto, no es un espacio vectorial.

En general, si V es un espacio vectorial sobre K, los subespacios

constituidos por el mismo V y por el conjunto {0} (el conjunto

‘cuyo Gnico elemento es el vector cero de V y al cual se le conoce

como "espacio cero") se denominan subespacios impropios. Cual -

quier otro subespacio de V, si existe, se considera propio.

IX.1.7 EJERCICIOS

1.- Sea V = {(a,b) | a, b € R}

Mostrar, en ¢ada caso, que V no'es un espacio vectorial sobre

‘R para la adicibén y la multiplicacién por un escalar definidas

por

a) (a,b) + (c,d) = (a+d, b+ c) y k(a,b) = (ka,kb) .
b) (a,b) + (c,d) = (a+c, b+d y k(a,b) = (a,b)
c) (a,b) + (c,d) = (ac,bd) y k(a,b) = (ka,kb)

Indicar, en cada caso, cufles axiomas de la definicién IX.1l.1

no se cumplen.
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2.- sean C" = {(z1, Zapeens 2) |z, ec,i=1, 2,..., n}

1.

donde C es el campo de los nfimeros complejos. La adicién y la
mult;plicaci6n por un escalar se definen usualmente en c” de

manera semejante al caso de R"; esto es

2z z e z + w w e w =
( 1 2 ’ n) ( 1 2y ’ X'l)
= z + W z + w Y z + w
( 1 lr‘“2 2 ’ )

al(Zy1, Z2seees z2 ) = (azy, 0Z2,.00, az_)
n n
Demostrar gque con las operaciones usuales:

a) c” es un espacio vectorial sobre R.

b) R" no es un espacio vectorial sobre C.

Demostrar a partir de la definicién IX.l.1l gue en un espacio

vectorial V sobre K:

YaekK, al =0

Demostrar gue en un espacio vectorial V sobre K,¥ vevVv,aceKk
a) Ov = 0, donde 0 es el cero de K

b) -(aV) = a(-V)
Verificar que

a) A={f| £(5) =0} y B=1{g]gl)=g®}
son subespacioé del espacio de funciones reales de varia -
ble real sobre R. ‘

b) A= {(é, b, ¢) | a, b, c € R, b ¢ 0} no es subespacio de R%.

c) a b

»
n

a, b eR es subespacio del espacio de
-b matrices de orden mxn con

va

elementos en R.
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6.- Determinar cufles de los siguientes subconjuntos del conjunto

de polinomios con coeficientes en R, son subespacios:

a) A {ao+a1x2+a2x“+...+anxz“|aieR, i=20,1,2,...,n}
b) B={ax? +x .+ 2a | acR}

c) C={ax? +bx +2a+b | a, beR}

7.- Sean S y T dos subespacios de un espacio vectorial V sobre un

campo K, y considérense los conjuntos

SUT=1{x]|XeSoxeT}

S+ T={x+y | XeSyyeT}

Demostrar que S + T es un espacio vectorial sobre K; mientras
gue, en general, S U T no lo es. ¢En-qué casos S U T 'es un

espacio vectorial sobre K?
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IX.2 DEPENDENCIA LINEAL, BASE Y DIMENSION.
- Combinacién lineal

Para los conceptos que se presentan en esta seccibn es de fundamen
tal importancia la idea de combinacibén lineal, la cual se introdu-

ce a continuacibn partiendo de un ejemplo

Consideremos los vectores -de R®

a = (3r 0, =-2) Y B= (41 1, -1)
y obtengamos un vector c¢ tal que
c=-a+2b

Efectuando las operaciones indicadas, con las leyes usuales de adi

cibn y multiplicacibén por un escalar, se llega al resultado

c= (5,2, 0)

Decimos entonces que el vector c se obtuvo mediante una combina -
cibn lineal de los vectores a y b o, mis brevemente, que el vector
T es una combinacién lineal de los vectores a y b. En general se

tiene la siguiente definicién.

IX.2.1 DEFINICION
Un vector W es una combinacibn lineal de los vectores

Vi, Va,..., V, si puede ser expresado en la forma

W= a1V) + 0V2 +...4 aV
V) a2V an n

donde a,, az,.}.,’an son escalares.
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Cabe sefialar que lo esencial del concepto de combinacién lineal es
t4 en la expresién
" a1Vy 4 02V H...t 0V
[ ER'AY a2V (ln n

la cual tiene sentido debido a la existencia de las leyes de adi -
cibn y multipiicacién por un escalar en un espacio vectorial, asf

como a la propiedad asociativa de la adicién.

IX.2.2 TEOREMA
Sea S = {V,, Va,e.., Vn} un conjunto no vacfo de vecto
' res de‘ﬁn espacio vectorial V. E1l conjunto de todas
las combinaciones lineales de los vectores de S, denota

_do con L(S), es un subespacio de V.

DEMOSTRACION
Sean w,, w, dos vectores cualesquiera de L(S); esto es
Wy = a1Vy + 0aVp +...+ anva
Wa = B1Vy + BV, +...4 ann
Entonces, la suma
W1 .+ W2 = (a,v, + a272’+...+ anvn) + (B, VvV, + 8272'+...+‘an )

puede expresarse, aplicando reiteradamente las propiedédes ii),.v)

y viii) de IX.1.1, como

Wi + W2 = (ap + B1)Vy + (a2 + B2)V, +...4 (a + Bn)vn

por lo que w; + wz € L(S).
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Ademds, si A es un escalar

w, = v Va2 +...t QV
‘kw} = AMovy + azve + anvn)
entonces, pdr vii) y ix) de IX.1l.1

AW o= (Aa1)Vi + (Aap) ¥y +...4 (Aa )V,

en consecuencia Aw, € L(S) y, por IX.1.6, L(S) es un subespacio de
V. '
Asf pues, L(S) es un espacio vectorial.

En particular, si S = § se define a L(S) como {0}; es decir, el es
pacio cero. M&s adelante podr& apreciarse la conveniencia de esta

~definicidn.
. Dependencia lineal.

Consideremos nuevamente los vectores a = (3, 0, -2), b = (4, 1;'-1)

y. ¢ = (5, 2, 0) del ejemplo anterior, para los cuales

'

c=-a+2b Co(1)

Esta expresién nos indica que el vector T es una combinacibn 1i -
neal de los vectores a y b; sin embargo, indica también la existen
cia de cierta relacién entre los tres vectores. Cuando esto suce-
de se dice que los vectores son linealmente dependientes.

Observe que de la expresibén (1) se sigue que

3=25-% (2

y también que



—b-=

E+%E ‘ (3)

(N

Es decir: a es una combinacibn lineal de by c, y b lo es, a su

vez, de a y C.

AsI,41a dependencia lineal es una caracterfstica del conjunto for-
mado por los tres vectores, y la relacibn entre ellos puede indi -

carse también de la siguiente manera
a-26+c=7 (4)

En esta filtima expresibn es el vector cero el que aparece como una

combinacién lineal de los vectores a, b y c.

El lector puede advertir, sin embargo, que siempre es posible ex -
presar al vector cero como combinacién lineal de un cohjunto de

vectores, aunquelno exista relacifn alguna entre ellos, simplemen-
te haciendo todos los escalares iguales a cero; por ello, la depen
denéia lineal se presenta cuando el vector cero es una combinacién

lineal de un conjunto de vectores, pero con escalares no todos nu-

los.
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IX.2.3 DEFINICION

Sea S = {Vi, Va,eee, Vn} un conjunto de vectores:

1) S es linealmente dependiente si existen escalares
1, Q2,000 un, no todos iguales a cero,‘tales que

Vi + 0V 4.+ a V. =0

a1Vy a2Va2 (!nVn 0
ii) S es linealmente independiente si la igualdad

a1V + aVy +...+ @V =10
2 2V2 nVn

s6lo se satisface con a; = a; =...= a_ = 0.

A la expresibn

ol

a1Vy + 02Vy +...4 anvn =

se le conoce c&mo ecuacibén de dependencia lineal.

Asf, por ejemplo, para déterminar si el conjunto de vectores de R?
A= {(-1, o, é), (o, -4, 2), (2, 0 -4)}

es linealmente dependiente o independiente planteamos la ecuacibn
a(-1, 0, 2) + B(0, -4, 2) + y(2, 0, -4) =0

la cual, para las leyes usuales de adicibén y multiplicacién por un

escalar, es equivalente a
(-a + 2y, -4B8, 2a + 2B ’4Y) = (01 0, 0)

Entonées, por definicibn de igualdad en R® dicha expresién es equi
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valente, a su vez, al siguiente sistema homogéneo

]
o

-a + 2y

-48

[
=

20 + 28 -4y = 0

Escalonando la matriz de coeficientes del sistema se obtiene

0 -2
1 0
0 0

por lo que dicho sistema admite soluciones no triviales Y, en con-

secuencia, los vectores son linealmente dependientes.*

Si queremos hallar escalares (no todos nulos) que expresen al vec-

tor cero como combinacién’ lineal de los vectores de A, obtenemos

la solucidn general del sistema, que es

2k

o =
B=0
Y=k

Entonces, para k = 1 se tienen los escalares o = 2, B

esto es:

2(—1; 0, 2) + 0(0, -4, 2) + 1(2, 0, -4) = (0,
como puede comprobarse fécilménté.
A diferencia del conjunto A, el c&njunto

B={(1, 0, -2), (-4, 2, 0), (0, 2, -4)}

=0yvy=1;.

TEb frecuente decin que "Los vectoresd" son Linealmente dependien-

mente dependiente (o independiente).

Zes (o 4independientes) en vez de decin que el conjunto es Lineal
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es linealmente independiente, ya que la ecuacibn

a(l, 0, =2) + B(-4, 2, 0) + y(0, 2, -4) = (0, O, 0) -
es equivalente al sistema

a -48 = 0

2B+ 2y =0
-2a -4y = 0

cuya matriz de coeficientes se transforma en

1 -4 0
0 1 1
0 0 4

por lo que el sistema s6lo admite la soluéién trivial:
a=0,B=0y yvy=0

Observe que,vcomo consecuencia de la definicién'IX.2.3, un conjun-
to formado por dos o mds vectores esllinealmente dependiente cuan-
do al menos uno de ellos. es una combinacién lineal de los otros

vectores del conjunto. En caso contrario; esto es,.cuando ningu-
no de los vectores es combinacién lineal.de los restantes, el cén-

junto es linealmente independiente.

Para el ejemplo antéerior, tanto el primero como el tercer vector
del conjunto A son combinaciones lineales de los otros dos vecto -

res, ya que
(-1,.0, 2) = 0(0, =4, 2) - 3(2, 0, -4)

(2, 0, =4) = -2(-1, 0, 2) + 0(0, -4, 2)
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mientras.que para el conjunto B ninguno de los vectores es combi-

nacién lineal de los otros elementos del conjunto.

A continuacibn se presentan dos importantes teoremas, relativos al

concepto de dependencia lineal.\

IX.2.4- TEOREMA
Todo conjunto que contiene al vector 0 es linealmente

dependiehtef

DEMOSTRACION

Sea 5§ = {Vi,ueu, 0,000, V)

Entonces, por i) de IX.1.3 OV, +...+ aiﬁ +.. .4 OVn = 0, para cual

quier o, # 0'y, en consecuencia, por i) de IX.2.3,S es linealmente

dependiente.

O

IX.2.5 TEOREMA
Si S es un conjunto linealmente independiente entonces

cualquier subconjunto de § es linealmente independiente.

DEMOSTRACION
Si S = {Vi, Va,eees Vn} es linealmente independiente, se tiene que

a1V1 + a2Vy +...4 anvg =0 <& a1 =0z =...= a, =0 (1)

Sea S' = {w,, Ez,...,.Wm}'un subconjunto de S; entonces, la ecua-

cibn




BiWy + BaWz +...+ B W =70
es equiﬁéiente a
YiVi + Y2V2 +...+-yn7n =0
donde v, ='Bj si Vi = Gj Yy v; =0 si 3} 4 S;

En consecuencia, de (1) se tiene que y; = y; =...= Y, = 0 por lo
que B = B, =...= Bm = 0 y S' es linealmente independiente.

O

- Conjunto generador

f

Cuando todos los vectores de un espacio pueden obtenerse mediante
combinaciones lineales de un conjunto. finito de vectores, se dice

que tal conjunto es un generador del espacio.

Por ejemplo, los vectores de R’ pueden ser expresados como combina

ciones lineales de los cuatro vectores del cénjunto

G=1{(-2,0,0,,1,2), (0, 0, -1), (0, 1, -1)}
como se demuestra a continuacién.

Sea. (x, y, 2z) un vector cualquiera de R®. Dicho vector ser4 una
combinacién lineal de los vectores de G si existen escalares a, B,

Y, 6§ tales que
(xl Y., 2) = a(-zl 0: 0) + B(OI 11 2) + Y(OI ol '1) + 6(01 1r ‘1)

Para la adicién, la multiplicacién por un escalar y la igualdad

‘usuales en R?, la expresibn (1) es equivalente al sistema

. =2a = x
B+6 =y
2B -~y =6 = 2

(1)



cual, aplicando el método de Gauss se obtiene

2 0 0 0| 1 0o o.0 | -%

) l X | V)

o 1 0 1 ,y|+|0 1 0o 1 : y
: z o o0 -1 -3 : -2y+z

| _x
10 0 0 -3
»lo 1 o 1 | y
|
o o 1 3 : 2y-2

por lo que dicho sistema es compatible y, en consecuencia, existen

.

escalares o, B, Y Y 6 que satisfacen la expresibén (1) para cual -

guier valor de x, y, z; como se querfa demostrar.

Por otra parte, como el sistema es indeterminado, para cada vector

(x, y, z) de R? existe una infinidad de valores para los escalares

a, B, Yy 8. De acuerdo a.la solucidén general del sistema, dichos

valores son

B=y-k
(2) y=2y-2z- 3k
§=k i ¥ k € R

Asf, para k = 1 se obtiene

=-%
a=-3
g=y-1
y=2y-2~-3
§ =1

por lo que
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S (x,y,z) = .-§(-2,o,0)+<y-1)(o,1~,2)+<2y‘-z-3)(0,0.-1)+(o,1,-1) T3y

como puede comprobarse fScilmente.

De la misma manera, para k = -; se obtiene
+ : . :
(x,y,2) = -3(-2,0,00+3%2(0,1,2)42y(0,0,-1) - 300,1,-1) 4)

y asf podrfamos continuar asignando valores al parfmetro k y'obte-v
niendo escalares a, B8, y, 6§ que satisfacen la expresibén (1); sin
embargo, para mostrar que cualquier vector de R -es una combinacién
lineai de los vectores de G es éuficiente cualquiera de las expre-
siones (3) o (4). Hemos mostrado asf que G es un generador de R?,

conforme a la siguiente definicién.

IX.2.6 DEFINICION

Sea V un espacio vectorial sobre K, y sea
G = {v,, Vayeen, Vo)
m
un conjunto de vectores de V. Se dice que G es

un generador de V si para todo vector X e V

existen escalares a;, a,,..., dm tales que

X = a1V, + a3V ..t 0 T
1V 2V +. oVm

De acuerdo con esta définicién, todos los vectores de V son combi-

naciones lineales de los elementos de G, por lo gque
V € L(G)

Por otra parte, como G esti formado por vectores de V, debido a la
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cerradura de éste para la adicién y la multiplicacién por un esca;

lar, toda combinacién lineal de vectores de G es un elemento de V;

esto es
L(G) &V
En consecuencia
V = L(G) .

con lo que hemos demostrado el siguiente teorema

IX.2.7 TEOREMA

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea G un subcég
junto de V, G es un generador de V siy sblo si

vV = L(G).

Como hemos.visto, un conjunto genéfador es un conjunto finito; sin
embargo, no todos los espacios ve&toriales pueden ser generados

por un conjﬁnto finitévde valores: el conjuﬁto de todos los poli-
nomios con coeficientes en C no puede ser generado por un copjuﬁto
finito, como tampoco el conjunto de todas las funciones reales de
variable real. Este tipo de espacios se dice ‘que son de "dimen -

sibén infinita".

- Base

Consideremos nuevamente el conjunto generador del ejemplo anterior
bG = {(-2, 0, 0), (0, 1, 2), (0, O, -1), (O, 1, -1}

Si en la expresién (2) hacemos k = 0 se obtiene
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X
a=-35 B=y, Yy=2y-2, §=0
por lo que
(x, vy, 2) = - 3(=2, 0, 0) +y(0, 1, 2) + (2y - 2)(0, 0, =1) (5

En esta Gltima expresibn se advierte que cualquier vector de R°®
es una combinacién lineal de los tres primeros vectores del conjun
to G, por lo que el cuarto vector de G no es indispensable para ge

nerar a los vectores de Rs.
Asf, el conjunto
G' = {(_21 0, 0), (0, 1, 2), (0, O, -1)}

es también un generador de R®, pero con un vector menos que G. Es
. to se debe a que el conjunto G es linealmente dependiente, como: pue

de verificarse fécilmente.

En general, cuando un conjunto generador es linealmente dependien-
te podemos suprimir alguno de sus vectores y obtener con ello otro

conjunto generador del mismo espacio.
En efecto, sea G={Vy, Va,e.., Vm} (con m > 2) un generador de V.

Si G es linealmente dependiente, alguno de sus vectores es una com
binacién lineal de los dem8s elementos de V. Podemos suponer, sin

pérdida de generalidad, que Vm satisface tal condicibn; es decir

= BV + BaVa +...+ v
Vm B BaV2 ‘ Bm-l m-1

Entonces, llevando este resultado a la expresibn

X = val + Gz;: +...+‘ame , ¥ ; eV




se tiene que

)

; = (!1;1 + Gsz +...%+ (!m (Blvl + Bzvz +...+ B

m-1Vm-1

y finalmente-

x = v, + + Va +...t v
X (ay + amel) 2! (az + a B2) Vo + (CHPE amBm-l) Vo1

por lo que

G' = {Vl, sz,..., ;rn-l}

es también un generador de V.

O

El resultado anterior puede aplicarsé reiteradamente a un conjunto
generador linealmente dependiente hasta obtener un conjunto que

sea linealmente independiente.

En este punto del procedimiento no es posible ya suprimir un vec -
tor y obtener un nuevo conjunto generador, puesto que cualquier
vector que se suprima no podré ser expresado como combinacién 1li -

neal de los vectores restantes.

Podemos entonces concluir que hemos llegado a un conjunto genera -
dor de "tamafio minimo", que recibe el nombre de base conforme a la

siguiente definicién. .

IX.2.8 DEFINICION

Se llama base de un espacio vectorial V a un conjunto

generador de V que es linealmente independiente.

En el ejemplo anterior vimos que el conjunto .
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e = {(-2, 0, 0), (0, 1, 2), (0, 0, -1)}

es un generador de R®; ademis, como puede comprobarse f&cilmente,

G' es linealmente independiente. En consecuencia, por la defini-

cibn IX.Z.B dicho conjunto es una base de RS,

IS

Como ejemplo adicional, consideremos el conjunto M de matrices
triangulares superiores de orden dos, con elementos en R, cuya
traza es igual a cero.

Una matriz de dicho conjunto es de la forma

'

a b

.con a+ ¢

]
o

por lo que

M= a, be
0 -a,

o

El lector puede comprobar que este conjunto es un espacio vecto -
rial sobre R, para las leyes usuales de adicibn y multiplicacién

por un escalar.

Si deseamos obtener una base de dicho espacio debemos buscar un

conjunto de elementos de M que pueda generar a todos los vectores

del espacio, y verificar que dicho conjunto es linealmente inde -,

pendiente.

Se propone asf el conjunto




pof lo.que B es un generador de M.

vVerifiquemos ahora que B es linealmente independiente.

La ecuacibn

a = 0
g =20
-a = 0:

cuya finica solucidén es la tr;yial, por lo que B es linealmente in

depéndiente y, en consecuencia, es una base de M.

De. la misma manera, puede comprobarse que los siguientes conjun -

tos son también bases de M

1 o[
c = ’
Lo-;_.Lo
% 1 1] s
D= )
o5 'L °

aunque, sin duda, B es la més

1]

-1

7z |

-3

etc.

"simple" de todas ellas desde diver:
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sos puntos de vista.

- Dimensién.

Con relacién

al ejemplo anterior, seguramente el lector habr§ sos

pechado que cualquier otra base del espacio M deberi estar forma-

da por dos matrices. Y asf es.

En general, todas las bases de un espacio vectorial tienen el mis

mo nlmero de

elementos, como demostraremos mds adelante.

Para ello nos apoyaremos en el siguiente teorema

IX.2.9 TEOREMA
Sea V un espacio vectorial sobre K. Si
B={Vi, V2,.0.., 35} es una base de V, entonces
cualquier conjunto de vectores de V con mis de

n elementos es linealmente dependiente.

DEMOSTRACION
Ssea s = {w.,

Como B = {v,

rador de V y

€
N
[}

W2yenn, am} un conjunto de m vectores de V, con m > n.

’ Vz,..., Vn} es una base de V, por IX.2.8 es un gene

por IX.2.6 existen escalares qij tales que

an vy + @12V +...4 a1nVp

021;1 + aqu +...+ a2nVn

amiVi + apaVz +...+ apnVn

llevando este resultado a la ecuacibn
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MW + AWz +...t AgWp = 0
se obtiene
A,{u,131+...+a1nVn)+Azta217;+...+azn§n)+...+Am(am;V,+...+amn35) = 6.
esto es |

(A1o1y+Ag021 e e o+ An0my )Vt o o+ (A0 n+h o0 n+e o o4 An0np )V, = 0

Como B es una base, por IX.2.8 es linealmente indepéendiente vy, en‘

consecuencia

Aayy + Azaz; +...+ Apomy = O
Ay + A0z +...4 Amamz2 =0
: .
Ai01n + Aa202n +o..t Amamn =0

Como m > n este sistema admite soluciones no triviales para - - -
X1s XA24..., Ap; pPOr lo que el conjunto S es linealmente dependien

te.

Podemos ahora demostrar el siguiente enunciado

IX.Z.;O TEOREMA
Sea V un espacio vectorial sobre K. Si
B = {Vy, V2,..., Vn} es una base de V, entonces
cualqu@er otra bése de dicho espacio esti forma

da por n vectores.

En efecto, sea B' = {w,, W2,..., wpn} otra base de V, como B' es

.linealmente independiente y B es una base de V, entonces m < n.




Por otra parte, como B' es una base de Vy B es linealmente inde-

pendiente: n g m.

En consecuencia

como se querfa.

O

Este resultado nos permite establecer una definicibn apropiada, pa
ra el concepto de "dimensién", la cual va m&s alls del contexto

geométrico en’'el que usualmente se interpreta dicha palabra.

IX.2.11 DEFINICION
Sea V un espacio vectorial sobre K. Si
B={Vi, Va,..., Vn} es una base de V se dice

que V es de dimensibn n, lo cual se denota con
dim V = n

En particular, si V= {0} , dimV =0

Entonces, salvo en el caso del espacio cero (para el cual no - iisg
te base), la dimensién de un espacio vectorial queda deéfinic s co-
mo el nfimero de elementos que giene cualquier base, de dicho espa

cio.
Asf, para el espacio

‘ a b
‘M= a, beR




del ejemplo anterior, se tiene que

dim M = 2
Por la misma razén podemos concluir que
dim R® = 3
y para el subespacio de R’
L = {(x, 2%, 3x) | x € R}
tenemos qué diﬁ L = 1, puesto que el conjunto
(1, 2, 3}
es una base de L.

El concepto de dimensibén tiene otras interpretaciones interesan -
tes. Por ejemplo, de la definicibn IX.2.11 y del teorema IX.2.9

podemos concluir qﬁe la dimensibn de un espacio es el nfimero mixi
mo de vectores que puede contener un’ conjunto linealmente indepen

diente en dicho espacio.

A continuacibén se presentan dos importantes teoremas relacionados

con el concepto de dimensibn.

IX.2.12 TEOREMA
Si V es un espacio vectoriél de dimensibn n, cualquier
conjunto linealmente independiente formado por n vecto

res de V es una base de dicho espacio.




DEMOSTRACION

Sea S = {wi, W2,..., Wn} un conjunto linealmente independiente de

vectores de V, y supongamos que S no es una base de V.
Entoﬁces, por IX.2.8 S no es un generador de V; esto es
@ X €V tal que X ¢ L(S)

en consecuencia, X no es una combinacibén lineal de los vectores

de S por 1o que el conjunto
S' = {‘V‘V‘]‘, ;2,..., Gn, ;}

es linealmente independiente, lo cudl contradice el teorema

IX.2.9.

Por lo tanto, la hip6tesis de que S no es una base de V es falsa

y queda demostrado el teorema.

a

IX.2.13 TEOREMA
Si V es un espacio vectorial de dimensién n y W es

un sﬁbespacio de V, entonces
dimW g n

En particular, si dim W = n entonces W = V.

DEMOSTRACION

Sea B

{Wi1, W2,..., Wk} una base de W.

Como Wc V, B es también un conjunto de vectores de V y, como es




linealmente independiente, por IX.2.9 no puede contener més de n

elementos; es decir
'k &n
como se queria.

En particular, si k = n por IX.2.12,B también es una base de V;

por lo gque W = V.

O

- Coordenadas
.Consideremos nuevamente el espacio

a b 1
M= a, b e R
0 -a

pdra el cual el conjunto

es una base.

" Como B es un generador, cualquier matriz de M puede expresarse cQ
‘mo combinacién lineal de los elementos de B. Por ejemplo, la ma-

triz

puede expresarse COmO




A=7 + (=3
0 -1 0 0

A los escalares 7 y -3, que expresan a la matriz A como combina -
cibn lineal de los elementos de B, se les llama "coordenadas de A

en la base B", y a la parej_a' ordenada (7,,,-3)T se le conoce como

v

"vector de coordenadas" de A en la base B y se representa con

El orden en que aparecen los escalares en el vector de coordena -
das corresponde al orden que tienen los vectores en la base, por

lo que las bases son conjuntos ordenados.

Asi, la base

o
[
e
o

o
o
~

o

-1
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IX.2.14 DEFINICION

Sea B = {Vi, Va2,...,.Vn} una base de un espacio vectorial V so

bre X, y sea X € V. Si
X = 0,V + 0V, +...+ apVp

los escalares a1, Q0z,+.., Gp Se llaman coordenadas de X en la .

base B; y el vector de K"

(§)B = (o1y G2,0e0, an)T

se llama vector de coordenadas de X en la base B.

‘Cabe hacer notar que, mediante el concepto de vector de coordena-
das, es posible representar a un vector de cualquier espacio vec-
torial de dimensién finita mediante un conjunto ordenado de escala

. . n
res; es decir, mediante un elemento de K .

Como veremos a continuacibn, dicha representacibn es finica. MSs

atin, la funcién f: V + K” definida por
£(x) = (;)B

para una base B fija, es un isomorfismo, como se puede demostrar.

IX.2.15 TEOREMA
sea B = {Vy, V2,..., Vn} una base de un espacio vectorial V so

bre K. Para cualquier X € V el vector (§)B es fnico.




DEMOSTRACION
Sea

- T
(x)B = (ay, ®2,.04s On)
esto es
X = aﬁl + az;z +...+ an,,
y sea
. T
(X)B = (B1, B2yeses Bn)
otro vector de coordenadas de x en B; es decir
X = BV, + ByaVy +...+ BnVp

Restando (2) de (1) se obtiene

- 0= (a; - 3‘1).‘-"1 + (02 - Bz)vz +...4 (an -

por lo que, como B es linealmente independiente

a, - B1 =0

az - B2 =0

a, - Bn =0
esto es

ay = B

az = B2

% T Bn

(1)

(2)

By

y en consecuencia (§)B = (§)B, lo que demuestra el teorema.

O




Consideremos nuevamente el conjunto

¢' = {(-2, 0, 0), (0, 1, 2), (0, 0, -1)}
que, como vimos, es una base de RY.
Para dicho conjunto se obtuvo que

o (x, y, 2) = - 3(-2, 0, 0) +y(0, 1, 2) + (2y-2)(0, 0, -1)

por lo gue las coordenadas de un vector arbitrario (x, y, z) en la

base G"son
[, yo 2] = 5 v 2y - )
Si en lugar de G' tomamos la base
E={(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
para un vector arbitrario (x,.y, z) se tendr& que
(x,‘y, z) = x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, O, 1)
por lo que sus coordenadas en la base E son

: T
[(x, Yy 2)] = (x, ¥y, 2)
E
esto es, coinciden con sus propias componentes.

Como se pueae demostrar, E es la Gnica base de R® que tiene tales

caracterfsticas y recibe el nombre de "base canbnica" de R®.
Para R? la base canbnica es e;.conjunto
{(, oo, (0, 1)}

Y, en general, la base canbnica de R" es el conjunto
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{€1) €2/c0+ EnT
cuyos vectores

e, = (e

i 117 Ciprectr ®5p)

n

son tales que

1 para i =7

;5 .
0 para i # J

IX.2.16 EJERCICIOS

1.- Sean u y Vv los siguientes vectores‘de R?
T=(1, 2,2 y v=1(1,3,1)
.a) Expresar a cada uno de los vectores (3, 1, 3), (2, -6, =2)
y (-1, 8, 4) como una combinacién lineal de U.y V. ‘

b) ¢Para qué valores de k es el vector (5, k, 1)vuna combina-

cién lineal de Uy v?

2.- Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son lineal-
mente dependientes o independientes, en sus respectivos espa -
. ' : =

cios vectoriales reales:
a) {(0!1)1 (01'3)}

b) ,
2 3|, |lo 2|, |2 -1

) {x*-x+2, x2+1, - x>+ x -3}

d) {(ilolo); (21311)' (1(’112)}




3.-
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Sean U, V y W tres vectores linealmente ‘independientes en un

espacio vectorial real. Verificar que los vectores r, s, t:

a) Son iinealmente dependientes si . '
T=-,5=-20+3V+2 y E=8-v-w

b) Son linealmente independientes si

Tr=U+V+2w,s=wy T=1u+ 2V - 5w

. Como puede verificarse, el conjunto C de los nfimeros complejos

es un espacio vectorial tanto sobre R como sobre C.

Determinar si el conjunto S = {1+ 3i , 1 - 2i} es linealmente

dependiente o independiente cuando:
a) El campo es R.

b) E1l campo es C.

‘Como se desprende de este ejemplo, la dependencia o independen

cia lineal de un conjunto de vectores puede variar al cambiar

el campo en el que se consideran los escalares.

Sea S = {Vy, Va2,ee.s Vn}

. Demostrar que si

Vi + a2Vy #eeut @V = B3V 4 ByVy +...+ BV
a1V, azVa a v B1Vy B2V Bn n
y @i tal que a, # Bi’ donde i =1, 2,..., n, .
entonces S es linealmente dependiente.
Determinar, en cada caso, si el conjunto A es generador del

espacio V indicado:

a) 101 -2 0 o 4 103
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b) A = {x? -2x + 1, 3x + 2, =x* + x -1}
v={ax* +bx+c | a, b, c € R}
¢) a={@1, o, 1, (0,3 -1), (0, 4, 1), (2, 1, 0)}

' . v ={(a, b, ©) | 4, b, ¢ € R}
7.- Obtener uria base del espacio generado por
A = {x% -3x + 2, 4x + 1, x* + x + 3, -x? + 7x -1}

y decir cuil es la dimensién de dicho espacio.

8.- Sea A = {S, T, §, V! un conjunto generador de un espacio vec-

torial real V, donde

s - 2t = 2u
s-u=v
2v -2t =75 ‘ )

Obtener una base de V y la dimensibén de é&ste.

9.- Sean los espacios

V=fax? + bx + 2a +b | a, be R} sobre R
Yy
a a+b
W= a, b,ceC sobre C
c 2b-c '

a) Obtenef dos bases de V y dos bases de W, comprobando en
cada caso que se.satisfacg la definicién IX.2.8.

b) Decir cudl es la dimensién de V y cufl la de W

c) Hallar el vector de ¢oordenadas de

v, = x2 - 2x en ci@a una de las bases de V obtenidas en a)
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y hallar el vector de coordenadas de
1 2-i

Va2 = . en cada una de las bases de W obte-
3-24 -1 nidas en a)

10.-sean A = {vi, V2, Vs} y B = {1, w2, w3} dos bases de un es-

pacio vectorial V sobre R, para las cuales

Wi = Vio+ 2v3

W2 = V1 + V2 + Vs
Wa = \_'2 - 2-\;3

Determinar las coordenadas de x € Ven la base B si

— ' . T
(X)A = (1, 0, 2)

11.- Demostrar gue la funcibn f: V + K" definida por
f(x) = fX)B

" . donde V es un espacio vectorial sobre K con dim V = n y B es

una base de V, es un isomorfismo.

Esto es, demostrar que:

i) (x)B = (y)B & x =y

i) [x+yly=[x,+ [l #¥x, Yev

i1i) [ox], = a[x];; ¥X eV, aek
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IX.3 ESPACIOS VECTORIALES ASOCIADOS A UNA MATRIZ. TEORIA DE LOS

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

A partir de los elementos que integran una matriz pueden definir-
se diversos espacios vectoriales. Dos de ellos, conocidos como
espacio renglén y espacio columna, son de especial importancia en

las aplicaciones del Algebra Lineal.

Al estﬁdiar el primero de &stos veremos, ademds, un procedimiento
sencilloipara obtener bases de espacios vectoriales. La defini -
cibn del segundo nos permitirf, a su vez, establecer resultados
tebricos importantes acerca de las soluciones de un sistema de

ecuaciones lineales.
- Espacio renglén.

Sea A una matriz de mxn con elementos en R

an A12 | e ain

az az2 . azn
A= . .« « .

aml amz ... amn

’ ‘ . § n P
sus renglones pueden ser considerados como vectores de R'; esto

es:

r1 = (a1, aizs.-., ain)
r2 = (az1, az2y,.-.., azn)
Yqy = (ami1, @m2seees amn)

Elvconjunto de todas las combinaciones lineales de dichos vecto -

res es un subespacio de R® al. que se conoce como "espacio genera-
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do por los renglones de A" o, mis brevemente, como "espacio ren -

glén de A".

Claramente, este concepto puede generalizarse al caso en que los
elementos de la ﬁafriz sean nﬁmeros.complejos o elementos de. un
campo K arbitrario, con el consecuente reemplazo de R" por c" 0.
K®. De esta manera, las definiciones y teoremas se enuncian para

el caso general de un campo K arbitrario; aunque, por sencillez,

los ejemplos se presentan sobre el campo de los nfimeros reales.

IX.3.1 DEFINICION

Sea A = [aiﬁ] una matriz de mxn con elementos en un campo K, y
sea Tj = (aj1, @jz2,..+, aip) el i-8simo renglén de A. Si

Ap = {ty1, T2,..., Tm}, el conjunto L(a)) se llama espacio reﬁ -

glén de A.

- - - n .
Observe que ri, rz2,..., Iy son elementos de K por lo que, de

IX.2.2, L(A ) es un subespacio de K",

Es posible que los renglones de una matriz en particular no sean
linealmente independientes; es decir, que alguno de ellos sea una

combinacién lineal de los otros renglones.

Para determinér si éste es el caso, lo cual pocas veces puede ad-
vertirse a simple vista, se emplea un procedimiento que consiste

en aplicar a la matriz una sucesibn de tranﬁformaciones elementa;
les hasta obtener lo que se conoce como su forma canfnica escalo-

nada.

Como resultado de ello se sabe cuil es el nfimero miximo de renglo

nes linealmente independientes de la matriz y, ademis, se obtiene
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"una base muy simple de su espacio renglén, la cual permite defi -

nir claramente dicho espacio.

Este procedimiento se basa en el hecho de que el espacio renglén
de una matriz no' cambia al aplicarle una sucesifén finita de trans
formaciones elementales, como justificarémcs formalmente a conti-

nuacién.

IX.3.2 DEFINICION

Dos matrices A y B:son equivalenteé (por renglones), lo cual se
denota mediante A ~ B, si alguna de ellas puede obtenerse a pagA-l
tir de la otra mediante una sucesién finita_de transformaciones

elementales (por renglén).

Es claro que si A puede obtenerse‘éomo rgsultado de aplicar a B
una suce§i6n finita de transformaciones elementales, témbién B
puéde obtenerse a partir de A aplicando a &sta las transformacio-
nes elementales inversas de las que integran la sucesibn mencio-

nada.

IX.3.3 TEOREMA

Dos matrices equivalentes tienen el mismo espacio renglén

DEMOSTRACION

Sea Ap = {T1, T2,eees Tiseees Tjs-.., In} el conjunto de los ren

glones de A:

i) Si B se obtiene de A intercambiando los renglones i, j; enton

ces
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By = {rl, Y2p0009¢ Ij,...} Fispeseys ;.'-m}
por lo que

L(Bp) = {X|x = o1XT1 + 02Tz +...4 ajrj +o.o. QiTi +...+ oaprpl

(X]X = 01T1 + 02Tz +...4 @iTj +.oot @575 +ooot amm}

L(By)

L(Ap)

'

ii) Si B se obtiene de A multiplicando el renglén i por un escg .

lar A # 0, entonces

Bp = {T1s Tareeosr ALisenes Tijreeer Tm}
por lo que

L(Bp) = {x|x = a;rl 4+ Ty +...t ul(lrl) +...+ asT; 4+...+ apTnl

{X|X = a1T1 + a2T2 bt (Aul)r1 S ajr] oo+ aprp}

L(Byp)

L(ay)

iii) Si B se obtiene de A multiplicando el renglén i por A y sumén

dolo al renglén j, entonces

Bp = {T1s Taseeer Tireens ATi + Tireees Im}
por lo que
L(Bp) = {;l; = a1 + @2T2 +o..t ai?i +.00
coet ag(ATg + T3) 4.t 0nTnt

= Cll;l + 02Tz +...+ (ai + Raj)?i +.o.e

0
-
B

|

I

oot 03T§ oot opTpd)

L(By) = L(Ap)

De i), ii) y iii), el espacio renglén de una matriz no cambia al
efectuar en ella una transformacién elemental (de cualquiera de

los tres tipos).

Aplicando reiteradamente este resultado, el espacio renglén de

una matriz no cambia si efectuamos en ella una sucesibn finita de
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transformaciones elementales; por lo que matrices equivalentes
tienen el mismo espacio renglén.

En el procedimiento que mencionamos, la aplicacibn sucesiva de
transformaciones elementales se efectfia hasta obteneér una "forma

canbnica escalonada".

Se dice que una matriz es una forma candnica escalonada cuando
ademds de ser una matriz escalonada, el primer elemento distinto
de cero en cada renglén -es un uno y dicho elemento es el Gnico di

ferente de cero en la columna en que se encuentra.

Por ejemplo, de las siguientes matrices escalonadas s6lo la Glti-

ma es una forma canbnica escalonada

1 -3 0 2

>
[N
N
w
U
~N
>
-
o
'
w
o
[y

0 2 1 -5 3 0 1 0 5, -1 0 1 4 o0 -2
0 0 0 -4 7 0 0 0 1 -3 0 0 o0 1 -3
o 0 o 0o o|,[0 o o o o|,]l0o o o o o

Dos propiedades importantes, relativas a las formas canbnicas es-

calonadas, son las siguientes:

. Para una matriz dada A existe una y s6lo una forma candnica

escalonada que es equivalente a la matriz A.

. Los renglones no nulos de una forma canbnica escalonada cons

tituyen una base de su espacio renglén.

La Gltima propiedad es v&lida también para una matriz escalonada
cualquiera, pero en el caso de una forma canbnica es afin mis evi

dente.
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A manera de ejemplo utilizamos a continuacibn el procedimiento

mencionado para obtener el espacio renglén de la matriz

3 -1
A=|[1 -1
2

9
3
6

Aplicando a dicha matriz transformaciones elementales hasta obte-

ner su forma

3 -1
A={1 -1
2 0

N

Por ser esta

tores (1, O,

canbnica eguivalente se obtiene:

-5 9 1 -1 -3 3 1 -1
3 3|n |3 -1 -5 9fn~lo 2 4
-2 6 2 0 -2 6 o 2 4‘
1 -1 -3 3 1 0 -1 3
0o 1 2 olnlo 1 2 o
0 o 0 0

o 0 O 0

-3

Gltima matriz una forma canbénica escalonada,

-1, 3) y (0, 1, 2, 0), que son sus renglones

los, constituyen un conjunto linealmente independiente y,

to, una base

de su espacio renglén.

3

0|~

0

los vec
no nu -
por tan

Por el teorema IX.3.3, dicho espacio coincide con el espacio ren-

glén de A, por lo que el conjunto

{(,

0, -1, 3), (0, 1, 25 0)}

también es una base de L(AP)Q

Entonces, cualquier vector de dicho espacio ser8 de la forha

a(1, 0, -1, 3) + b(o, 1, 2, 0) = (a, b, —a + 2b, 3a)
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y en consecuencia
L(a) = {(a, b, -a + 2b, 3a) | a, b € R}

El espacio renglén de A es, en este caso, un subespacio de R® de

dimensi6én dos.
- Espacio columna, rango.

De manera similar al espacio renglén, se define el "espacio colum
na" de una matriz como el conjunto de todas las combinaciones li-

neales de las columnas de dicha matriz; esto es

IX.3.4 DEFINICION

Sea A [aij] una matriz de mxn con elementos en un campo K, y
sea ¢c; = (a4, azi,..L, api) la i-8sima columna de A, Ssi
A = {Cy, C24.+-+ Cpn}, el conjunto L(A)) se llama espacio colum

na de A.

Eétrictamente héblando, hemos definido las columnas de una matriz
como arreglos "verticales", a diferencia de los renglones a los
que hemos considerado "horizonta;es"; empero, no hay razSn para
que los vectores columna no puedap ser escritos y maneﬁadds como

arreglos horizontales cuando asf sea conveniente.

En consecuencia, como las coluﬁnas de una matriz son los renglo -
nes de su transpuesta, el espacio columna dé una matriz A_coinci-'
de con el espacio renglén de AT (salvo en el "aspecto" vertical y
horiéontal'de los arreglos). De esta manera, podemos obtener el

espacio columna de A aplicando a AT el procedimiento anterior.

Asf, por ejemplo, para obtener el espacio columna de la matriz

f




del ejemplo anterior, efectuamos transformaciones elementales so-

bre su transpuesta hasta obtener una forma canfnica escalonada

3 01 2 -1 <1 0 1 1 o
;|10 301 2 0 -2 2
Al = N " N
-5 -3 -2 -5 -3 -2 0o 2 -2
9 3 6 9 3 6 0 -6 6
11 o0 1 0 1
0 1 -1 0 \ 1 -1
N n 1
0 0 "0 o o lo
0o 0o o 0" 0 o0
De donde
L@]) = {(a,b,a-b) | a, b e R}

por lo que

L(a,) = {(a,b,a-b) | a, b e R}

o bien, si se prefiere en forma vertical

L(AC) ={| b a, b e R

a-b

Pasando a otro aspecto, con referencia a los espacios renglén y

columna de la matriz A del ejemplo vimos que
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. u 3
L(Ar) c R oy L(Ac) < R

por lo que, evidentemente
L(Ar) # L(Ac)

Sin embargo, también se obtuvo que
dim L(Ar) = dim L(AC)

Esto no es una casualidad debida a la matriz que se eligif para
el ejemplo, sino una propiedad general como se establece a conti-

nuacién

IX.3.5 TEOREMA
Para cualquier matriz A se tiene que

dim L(AP) = dim L(éc)

DEMOSTRACION

Sea A = [aij] una matriz' de mxn y supongamos que su espacio ren -

glén es de dimensién k < m; es decir.
dim L(Ar) =k
y que B = {X1, Xaseeey §k} es una base de L(A ).

" Formemos una matriz X con los vectores de B como renglones; esto

es
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Como B es una base de L(Ar), cada uno de los renglones de A es

una combinacibn lineal de X;, Xz2,..., Xk; por lo que

Ti = YiuuXa + YizXz +...% Y1kXk

T, = ya1X1 + Y22X2 +e.ot YokXk

Tm = YmiXi + Ym2Xz +...+ ymkXk

o bien, en forma matricial

donde

Ym1 Ym2 - Ymk

Si expresamos‘ahoré a las matrices A, Y, X como
X11 X12 ... Xin
A : .le X22 e ‘xzn
A=[El, C2yeeny En:I,Y=|:§1', ;z,..., ?;{Iyx: : : : : :
Xk1 Xk2 «++ Xkn

La igualdad A = YX corresponde a
X111 X2 e X1n
- - _ - - - X21 X22 cee Xa2n
Ci1s C2peeer Cn | = Yisr Y2reeer Yk . . . . . .
Xk1 Xk2 e Xkn

por lo que
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= Y1 + Y2 +.oo.4 y
C) Xny:r ¥ x21y52 xklyk

_ - S 4.+ -
C2 = X12Y1 + X22Y2 xkzyk

c + Y. ...+
cn xlnyl xanz e x

knYk
y las columnas de A son combinaciones lineales de las k columnas

que forman la matriz Y; en consecuencia
dim L(Ac) < k

esto es

dim L(Ac) < dim L(Ar).

Mediante un procedimiento. similar se demuestra que también
dim L(Ar) < dim L(Ac)

por lo que
dim L(Ar) = dim L(Aé)

como se querfa.

O

El teorema anterior nos permite definir el concepto de rango como

se enuncia a continuacibén

IX.3.6 DEFINICION
v Se llama rango de una matriz A,'y se denota con R(A),
al nGmero '

R(A) = dim L(A;) = dim L(Ac)

De esta manera, para la matriz




que hemos empleado en los ejemplos anteriores, se tiene que

R(A) = 2.

De la definicién IX.3.6, es claro que el rango de una matriz re-
presenta el nfimero méximo de renglones (y de columnas) linealmen

te independientes que contiene la matriz.

En particular, para una matriz cuadrada el concepto de rango tie

‘ne relacibn con otras caracterfsticas importantes'como se indica

" en el siguiente teorema, cuya demostracifén se deja al lector.

IX.3.7 TEOREMA
Si A es una matriz de nxn, los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

i) R(A) = n
ii) AnI

n
iii) &A™}
iv) detA ¥ 0
v) Los renglones de A son linealmente independientes

vi) Las columnas de A son linealmente independientes

- Condiciones para la existencia y unicidad de soluciones de

un sistema

En este apartado se establece una condicibn necesaria y suficien

te para la existencia de soluciones de un sistema de ecuaciones
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lineales, utilizando el céncepto de rango. Dicho concepto se em
plea también para deducir las condiciones de unicidad y multipli

cidad de soluciones.

Consideremos para ello un sistema arbitrario de m ecuaciones 1li -

neales con n inc8gnitas

‘a;1X; + a;2X2 +...+a _x_ =b
11X 12 X2 a X, 1
azixy + +...+ a = :
21 X1 az22X2 20%n b2 e (D)
e e e e e e e e e
e e e e e e e e
a x +a x +...+a x_ =0b
m11 m272 -, mn’n m

Como se vio en el capitulo.VI, dicho sistema es equiyalenté a la

ecuacién matricial

AX = b ‘ --=- (I1)
donde
O X
an ap in 1 | b
Q21 Q22 e am _ X2 & - b,
A = X = b = .
. . ., . . : .
. . . . . .- °
a cee A X . b
mi m2 mn n m

Estas matrices, como sabemos, reciben los nombres de "matriz de
coeficientes", "vector de inc6gnitas" y "vector de términos ‘inde

pendientes”, respectivamente.

Definamos ahora una nueva matriz, a la que llamaremos' "matriz am
" pliada" del sistema y represenkaremos conz(A,S),,de la siguiente

manera



_ az1 aa2 e azp b2
(A,b) =
e e e e e e e
e e e s e e & e
am am cee amn . bm

Para el andlisis que se desarrolla a continuacién nos apoyaremos
en la siguiente expresién vectorial planteada en R“, o en K" si

se prefiere, la cual es también equivalente al sistema (I):

an ax: aip | b,
az azz azn | . b2
x|, + x| oot X . = . c===(III)
. . . . :
: : . :
am | @mz amn bn

De esta expresibn se sigue que el sistema tiene solucibn si,'y
solamente si, existen escalares X1, X2,..., X que expresen a b
como combinacién lineal de las columnas de A; esto es, si y sélo

si b e L(Ac).

Para enunciar esté condicibn en términos de los rangosvde Ay
(A,b) bastar& con observar que. la matriz (A,B) esté formada por
las mismas columnas de A ; por una columna adicional, que és b.
Entonces, cuando b ¢ L(Ac) los rangos de A y (A,b) son iguales;
y cuando E'd L(Ac) el rango de (A,S) es mayor, en una unidad,

que el rango de A.

En consecuencia, podemos concluir que

IX.3.8 TEOREMA
El sistema de ecuaciones lineales Ax = b es compatible

si y s6lo si R(A) = R(A,Db)
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Supongamos ahora que el sistema (I) es compatible y veamos bajo
qué condiciones es determinado, comparando el rango de A con el

nfmero de inc6gnitas del sistema:

Si R(A) = n, el conjunto formado por las n columnas de A es 1li -
nealmente independiente y, por tanto, constituye una base de

L(Ac5; entonces los escalares xXi, X2,..., Xn Son las coordenadas
del vector b en dicha base y, de IX.2.15, el sistema tiene solu

cibén fQnica.

Supongamos ahora que R(A) = r < n; entonces cualquier base de

L(Ac) contiene r columnas de A.

Consideremos, sin pérdida de generalidad, que las primeras r co-
lumnas de A constituyen una base de dicho espaciof; de esta mane

ra la expresién (III) puede escribirse como

B = x,C; +...+ X C_+ %X__.C +...+ X C
b_ x1c r r r+1Spe1 T XS

“donde {¢;, €;,...y Cr} es una base de L(A)).

Debido a la cerradura de un espacio vectorial para la adicibn y
la multiplicacién por un escalar .se .tiene que, para cualquier va

lor de los escalares X,

PR xn, el vector

) +...4 X C
xr+1cr+1 xn n

~es un elemento de L(Ac)} como también lo es el vector

(

+...+ x )
n

xr+1cr+1 n

T En caso de que £as primeras n columnas no sean independientes podemos nees-

cibin La expresibn (111), debdido a La conmutatividad de La adicibn, hasia
que £as primenas n columnas de A que aparezean sean Lineatmente indepen -
dientes.



‘debido a la cerradura para la sustraccién.

En consecuencia, para cualquier valor de x

pe1ft o Xy la ecuacién

(

) +...4 X C ) = XC) +...%
xr+1 r+1 xncn) 1 ! x.©

tiene solucién finica para las variables Xi, X2,..., X .

Esto implica que el sistema (I) es indeterminado, puesto que pode

mos asignar valores arbitrarios a las incégnitas x reser X

r+1
y obtener los correspondientes valores de X1, X2,..+, X que sa -

tisfacen la expresibén (III).

En resumen puede concluirse lo siguiente

IX.3.9 TEOREMA
Sea AX = b un sistema compatible de m ecuaciones lineales con n
_incbgnitas: si R(A) = n el sistema es determinado y si R(A) < n

el sistema es indeterminado.

- Estructura del conjunto solucién.

. Consideremos nuevamente un sistema arbitrario de m ecuaciones 1i -

neales con n incb6gnitas, cuya representacién matricial es
Ax = b

Una solucién de dicho sistema es cualquier vector X, ¢ R® tal que
AX, = b. Al conjunto formado por todas las soluciones de un sis-

tema se le conoce como "conjunto solucién" del mismo, conforme a

- la siguiente definicibn
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IX.3.10 DEFINICION
Sean A y b dos matrices de mxn y mxl respectivamente,
~al conjunto {Xx | Ax = b} se le llama conjunto solucién

del sistema AX = b.

Es cléro qué cada sistema en particular tieﬁe su. propio conjunto
solucibén. Dicho conjﬁnto puede ser vacfo (en el caso de un siste
ma incompatible), puede tener un solo elemento (sistéma‘compati -
ble determinado) o puede estar constituido por un nfimero infinito
develementds (sistema compatible indeterminado), dependiendo de

los coeficientes y términos independientes que tenga el sistema.

Para obtener el conjunto solucién de un sistema dado no se requie
‘re introducir un nuevo procedimiento. Bastard con hallar sus so-
luciones mediante los procedimientos estudiados en el capftulo V

y expresarlas como un conjunto de vectores.

Por ejemplo, para el sistema

X + X2 + 2x%x3 = 3
3x; + 4%, + x;3 = -1

- 2x; - 4x2, - x3 =0

en el capftulo V se concluyd que tiene como solucién finica la si-

guiente
xl=—llx2=dlx3=2
por lo que su conjunto solucibn es

{((-1, 0, 2}




el cual estd formado por un solo véctor.

" De manera similar, para hallar el conjunto solucién del sistema

- X3 + X2 - X3+ x4 =4
- 2X1 + X2 - X3 + 3xy =5
3, + X2 - X3 - 7x, =0

2)(2 - ZX3 - ZXA. = 6

aplicamos el método de Gauss y obtenemos

-1 01 -1 1 4 -1 1 -1 1 4 1 -1. 1 -1 |-4
-2 1 -1 3 5 0 -2 1 1]-3 0 1 -1 -1|3
3 1 -1 -7 | .0 0 .4 -4 -4/12 0o 0o o0 o] O
02 -2 -2 6 6 2 -2 -2/ &6 o o o ofo

X2 = X3 + X4 + 3 R
X3 = X3
Xy = Xy

por lo gque su conjﬁnto solucibn es
{(2b-1, a+b+3, a, b) | a, b € R}
el cual contiene un n@mero infinito de vectores.

En este apartado estudiaremos la estructura que'tiene el conjunto

solucién de un sistema arbitrario de ecuaciones lineales.

Primeramente observamos que el conjunto solucién de un sistema de
m ecuaciones lineales con n incégnitas es un subconjunto de R"
(en general de Kn), por lo que cabe preguntarse si seri un subes-

pacio de éste.
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La respuesta depende finicamente de que el sistema sea homogéneo o
no lo sea. En el primer caso la respuesta es afirmativa, como lo
establece el siguiente teorema, mientras que en el segundo es ne-

gativa como veremos mis adelante.

IX.3.11 TEOREMA
El conjunto solucién del sistema Ax = 0 es un

espacio vectorial

DEMOSTRACION

Sea A una matriz de mxn y sean X;, Xz € R" dos soluciones del sis

tema AX = 0; esto es
»A;1=b- Yy ASE:‘=U

Entonces, por i) de vi.3.3, por hipbtesis y por iii) de IX.l.1,

respectivamente
A(§l+)_(z)=A§1+A)_(2=0+6=,6
y en consecuencia X; + X, es solucibn del. sistema.

Ademis, si a es un escalar, por el enunciado del ejercicio 3 de

VI.3.6, por hipbtesis y por i) de IX.1l.3 se tiene que
A(oX;) = a(AX,) = a0 =70
por lo que aX, es solucibn del sistema.

Finalmente, por IX.1.6, el conjunto de soluciones de Ax = 0 es un

subespacio de R" y, por IX.1.5, es un espacio vectorial.

O




Debido a esto se acostumbra hablar del "espacio solucién" de un

sistema homogéneo. .

Asi, por ejemplo, para el sistema

4x - 2y + 2z = 0
2x + 3y + z =0 2
2x - y+ z=0

su espacio solucibn es

{- % 0, 2) | zeR)

Puede verificarse fécilmente qug éste es un subespacio de R®.
Regresemos ahora al caso general del sistema no homogéhéo

2x =5, con b # 0

y sean §1, ;z dos soluciones de dicho sistema.

‘Para la ;uma se tiene

A(X, + X2) = AX; + AX, =5 +b # 5

por 1o que X; + X2 no es solucibn del sistema y, en consecuencia,

su conjunto solucién no es un espacio vectorial.

Sin embargo, si en lugar de la suma consideramos la diferencia de

dos soluciones tenemos
A(X, - X2) =Ax, -Ax, =b-b=70

por lo que




IX.3.12 TEOREMA

Si Xi, X2 son soluciones del sistema Ax = b, entonces

X1 - X2 es solucibn del sistema Ax = 0

Al sistema Ax = 0 se le conoce como "sistema homogéneo asociado"
al sistema AX = b. Es evidente que para cualquier sistema no ho-

mogéneo existe uno y sb6lo un sistema homogéneo asociado.

De acuerdo con el éeorema IX.3.12, la diferencia de dos solucio -
nes cualesquiera del sistema Ax = b es una solucién del hoﬁogéneo
asociado. En particular, si X, representa una solucién fija y x
una solucién cualquiera de Ax = S, la diferencia X - X, es una so
lucibn de subsistema homogéneo asociado; por lo que

X -Xo=1u

para algfin vector U del espacio solucién de AX = 0.

De lo anterior se deduce que

LEMA

Si U es el espacio solucién del sistema homogéneo 23X =0 y Xo

es una solucidn fija del sistema Ax = b, entonces cualquier so-
B N +

lucibn x del sistema AX = b es tal que

x

)

e

T+

%
-2

e
™
[=}

para algfin u

Con relacién a este enunciado se puede concluir, ademis, que para

cada X el vector u es finico.
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En efecto, si u,;, u, son tales que

X = u, + Xo y X =u, + Xo
entonces, de X - X = 0 se sigue que

(W, + Xo) - (W2 + %) =0

por lo que

As{ pues, podemos afirmar que para cada solucién % del sistema
AR = T existe una y sblo una solucién u del homogéneo AX =0 tal

que‘i = U+ Xg.

Sin embargo, no podemos todavfa asegurar que para cada U exista

una y s6lo una X que satisfaga dicha relacién.

Probaremos esto a continuacién mostrando, primero, que para cada
solucién u.de AX = 0 el vector X = u + X, es solucién de Ax = b.

. En efecto
A(G‘F;o)'—‘ﬂﬁ"’l\;o =6+E=S

Ademis, la unicidad de X es inmediata ya que la adicibn asigna a

cada pareja (U, X;) uno y s6lo un vector 9 + Xo.

Finalmente podemos concluir que




IX.3.13

TEOREMA

Si X es una solucién cualquiera del sistema Ax = b y u
es una solucibn cualquiera del sistema Ax = 0, entonces
para cada solucién X, de AX = b la relacién

§=G+§o

establece una biyeccién entre el conjunto solucibn del

sistema AXx = b y el espacio solucibn del sistema Ax = 0

En otras

palabras: 'cada solucién X del sistema Ax = b tiene su

correspondiente "reflejo“7§ en el espacio solucién del sistema ho

_ mogéneo Ax = 0, determinado unfvocamente por la expresién

X = U + Xo; y viceversa.

Una interpretacibn geométrica de este resultado podrfa ser la si-

guiente

conjunto solucion
del sistema. AX=b

_/espociol solucion del
homogeneo Ax=8

L -

En consecuencia, para el conjunto solucibn del sistema Ax = b se

tiene que




IX.3.14

‘es el conjunto solucién del sistema Ax = b.

TEOREMA
Si U es el 'espacio solucibn del sistema homogéneo

Ax = 0' y Xo es una solucién del sistema Ax = b,

entonces

@+% [ Teu

Asf, por

ejemplo, para el siguiente sistema de ecuaciones lineales

]
(<)}

4x - 2y + 22z

2x + 3y + z = -1

n
w

2x - y + z.

aplicando el método de Gauss se obtiene

4. -2
2 3
2 -1

BN . ] -
2 6 2 -1 1 3 2 -1 1 3

-1 -2
x =1 5
y = -1
2 = 2

por lo gue su conjunto solucibn es

s={(1-% -1, 2 | zeR
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Dicho conjunto puede ser expresado como

s={(-%0, 2+, -1, 0 | zeR Y

donde

U= {(- %, 0, z) | z € R}

es el espacio solucibn del sistema homogéneo asociado y

Xo = ('11 -1, 0)
es una solucién particular del sistema.

Ahora bien, del teorema IX.3.14 se sigue que la expresién- (1) no
es finica, sino que existe una expresidn de este tipo para cada so

lucién X, del sistema.

En la expresib6n (1) la solqcién Xo =.(1, -1, 0) corresponde al ca
so z = 0 de la solucibn general obtenida; sin embargo, podemos se
leccionar cualquier otra solucién particular para efectuar la des

composicifn a que se refiere el teoremg IX.3.14.
Por ejewplo, para z = 6 se tiene la solucién

Xo = (-2, -1, 6)
y ei vector (1 - 3, -1, z) puede expresarse como

(a - -1, z) = (1 - % +2,0, z2-6) + (-2, -1, 6)
2z

¥4
71
Lz _ /6 - .
(1 - 7: -1, z) = (—TI 0, z -6) + (-2, -1, 6)

Entonces, haciendo z - 6 = k se tiene la siguiente expresifn para

el conjunto solucibn del sistema

S={('§lolk)+(’2,-l,6)lkER} ---‘(Z)V
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donde
X .
{(-%, 0, k) | keR}
en el mismo espacio solucién U del sistema homogéneo asociado.

- vVariedad lineal

Como ya vimos, el conjunto solucibn del sistema AX = b, con b # 0,
no tiene estructura de espacio vectorial; sin embargo, los teore-
mas IX.3.13 y IX.3.14 sugieren que dicho conjunto (cuando no es va

cfo) es una especie de "espacio vectorial trasladado".

Este tipo de estructura recibe, en general, el nombre de variedad

lineal.

'IX.3.15 DEFINICION
Sea V un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto

L de V se dice que es una variedad lineal de V si
L={w+79v | we w

para algfin subespacio W de V y algfin vector v, € V.
Al subespacio W se le llama espacio asociado y al

vector Vv, apoyo, de la variedad lineal.

Algunas propiedades importantes de este tipo de estructura son

las siguientes




IX.3.16 TEOREMA
i) El espacio asociado a una variedad lineal es finico.
ii) Cualquier vector de una variedad lineal es un apoyo de ésta.

iii) Dos variedades lineales con el mismo espacio asociado son
iguales si y s6lo si tienen algfin vector en comn.

iv) Una variedad lineal es un subespacio si y sblo si contie-
ne el vector cero. i

v) Cualquier conjunto constituido por un solo vector es una
variedad lineal.

DEMOSTRACION

i) Sean W, U dos espacios asociados a una variedad lineal L con

apoyo Vo, y sea X un elemento cualquiera de L; entonces

e W

£l

X =W+ VvV, , para uno y s6lo un

e U

el

X =u+ Vy , para uno y s6lo un

en consecuencia -

x|
o
[

por lo que, ¥

w=1u

de donde
w = U.

ii) Sea L una variedad lineal con espacio asociado W y apoyo Vo,

y sea X un elemento cualquiera de L; entonces

X =W+ Vo, para uno y s6loun w € W
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si ¥y, ¢ L se tendr§ que
Yo = Wo + Vo , donde Wy € W'
Y en consecuencia
- ;o + Yo = Vo
entonces
§=.W'+\7°=a+('wo+§;o)= (W - Wo) + ¥,
Qomo Wo € Wy W es un subespacio: U = w - wo € W; de donde
X = U + Yo, para uno y s6lo un u € W.
Es decir
L={u+73o | Tew
por lo que y, es un apoyo de L.

La demostracibén de las propiedades restantes se 'deja al lector co

mo ejercicio N
IX.3.17 EJERCICIOS:

1.- Para la matriz

-1 1 0 4 -4




4.-

Obtener:

a) Su forma canbnica escalonada.

b) su espacio renglbén, dando de €1 una base

'y la dimensi6n.

c) Su espacio columna, dando de €1 una base y la dimensién.

Determinar cuiles de las siguientes matrices tienen el mismo

espacio renglén.

0 2 -4 2 0 4

A= l-3 o -3| ; B=|1 1 -1
1 1 -1 ' -1 1 -5

fuy

fury

0.

-1 5
o 1
1 -1

¢Qué conclusién puede obtenerse del resultado anterior respec-

to al teorema IX.3.13?

Para la matriz

1
0 2 2 .2

Determinar si cada uno de los vectores

%= (-1, 2, 9"

3,1, -2)"

<
u

pertenece al espacio generado por sus columnas y en caso afir-

Para la matriz

mativo expresarlo como una combinacidn lineal de ellas.
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a) Verificar que su espacio renglén y su espacio columna tie-
nen la misma dimensidén ¢Son iguales dichos espacios?

b) ¢Cu8l es el rango de A?

5.- Demostrar que si A es una matriz de nxn, los siguientes enun - .

ciados son equivalentes

a) R(A) =n
b) det A # 0

c) Los renglones de A son linealmente independientes.

6.- Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

2x +3y + z=0

-x +y -2z2=0 :
x+ y- z=20
a) 2x-y+ z2=20 b)
. y+3z=0
X - 2 =0 ’
- x + 4y =0
Determinar
i) Su espacio solucién

ii) El espacio renglén de su matriz de coeficientes

'iii) El espacio columna de su matriz de coeficientes

7.- Para cada uno de los sistemas del ejercicio anterior determi -
nar el rango de la matriz de coeficientes y la dimensién del

conjunto solucién.

Generalizar los resultados obtenidos para un sistema de m ecua

ciones con'n inc8gnitas con R(A)‘= r y demostrarlo.
8 .- Demostrar que:

a) Dos variedades lineales con el mismo espacio asociado son

. iguales si y sblo si tienen algfin vector en comfin.
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b) Una variedad lineal es un subespacio si y s6lo si contiene

al vector cero.

c) Cualquier ¢onjunt6 constituido por un solo vector es una

variedad lineal.

Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones

les
X + X2 + Xy = 2
-2 + -
2X2 - X3 + X4y = 5 x1 X2 X3
a) b) X) + 2X2 + X3
X = X2 + X = -3
! . 2 3 - X3 + X2 - 3X3
2x, + X3 + x4 = -1 '

linea -

Hallar su conjunto solucién y mostrar que tiene estructura de

variedad lineal.




IX.4 ESPACIO DE FUNCIONES

Seguramente el lector ha tenido ya amplia experiencia en el manejo
de fqnciones. En sus cursos de cdlculo se habri familiarizado con
conceptos tales como:dominio, gréfica, derivada, etc; los cuales

. forman parte del estudio de las funciones como modelos matemiticos

de fenbmenos fisicos.

En esta seccién nos ocuparemos de las funciones desde un punto de

vista mis bien algebraico.

Las funciones constituyen un espacio vectorial para las operacio -
nes de adicibn y multiplicacibn por un escalar; y el estudio de di’
cho espacio tiene un interés especial por tratarse de un espacio.

de dimensién infinita. .

El anflisis que aquf presentamos se limita al caso de las funcio -
nes reales de variable real, aunque la mayorfa de las conclusiones

pueden generalizarse para funciones de un conjunto S en un campo K.

Iniciamos nuestro estudio puntualizando aquellos conceptos bésicos
que, aunque ya debe conocer el lector, adquieren una importancia

relevante desde el punto de vista algebraico.
- El espacio vectorial de las funciones reales de variable real.

Recordemos que una funcibén de un conjunto A.en un conjunto B es
una regla que asocia a cada elemento de A uno y.-s6lo un elemento

de B.

Para indicar que f es una funcién de A en B escribimos

f: A+ B
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Si x € A, el simbolo f(x) representa al elemento de B asociado a
- x por la funcibn f, al cual se conoce como "imagen de x" bajo la
funcibén f. En la siguiente figura se encuentran representados' es-

tos conceptos.

f

X € A f(x) € B

En particular, si A y B son ambos el conjunto de los n@meros rea -

les £ ser§ una funcibn del tipo

llamada "funcibén real de variable real".

Como ejemplo de este tipo de funciones podemos citar a las funcio-

nes f,-g y h definidas mediante las expresiones siguientes

£ (x) x? , ¥ X €ER

g(x) = -/2senx , ¥xeR

h(x) = 2x® + e™?* , ¥ x e R

La funcién £, asi definida, asocia'a cada nfimero real x el nfimero
(real) que se obtiene elevando &ste al cuadrado; la funcién g, por
su parte, asigna a cada nfimero real x el que se obtiene multipli -

cando el valor del seno de &ste por el nfimero -v2; etc.

La igualdad de- funciones se define usualmente de la siguiente mane

ra
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IX.4.1 DEFINICION
Sea F el conjunto de todas las funciones reales de varia
ble real, y sean £, g € F. Se dice que f y g son iguales,

lo cual se denota mediante f = g, cuando

f(x) = g(x), ¥x € R

Es muy importante-hacer notar éue la igualdad de dos funciones
equivale a un nGmero infinito de igualdades entre n@meros realgs,
una para cada valor de x, 1o cual constituye una primera diferen -
cia fundamental con los espacios vectoriales que hemos manejado

hasta ahora.

A manera de ejemplo, consideremos las funciones f, g ¢ F definidas

por
f(x)=x+ 1 , ¥ X €eR
g(x)=3‘2x—'_"7'—2, ¥xeR
Estas funciones no son iguales ya que la condicién f(x) = g(x),

aunque se cumple para muchos valores de x, no se satisface para

x = 2 (puesto que g(2) no esti definida). Escribimos entonces
f#g

Las funciones f y g de este ejémplo estin representadas gr&fica -

mente por las lfneas rectas que se muestran a continuacién




£ (x) g(x) }

2 S

En algunas ocasiones, Yy fundamentalhente con prop6sitos de aplica-

cibn, suele hablarse de "igualdad por intervalos", reemplazando la

condicién

“f(x) = g(x), ¥x € R
por

f(x) = g(x), ¥x €I

donde I es un intervalo dado.

Asf, por ejemplo, para las funciones f y g definidas anteriormente

se cumple que

f(x) = g(x), ¥ x € (0,2)
por lo que se dice que f es igual a g en el intervalo (0;2).
Para estas mismas fﬁnciones se tiene

f = g en el intervalo (2,»)
f =g en el intervalo [—1,1]

f # g en el intervalo (0,3); etc.

En el conjunto F, la adicién y la multiplicacifn por un gscalar se

definen como sigue



IX.4.2 DEFINICION

Sea F el conjunto de funciones reales de variable real, Yy sean

f, ge F; a € R:

i) La suma de f y g es una funcién f + g definida por
(f + g)(x) = f(x) + g(x); ¥ x € R.

ii)bEl producto de a y f es una funcién of definida por

(ef) (x) = a*f(x), ¥ x € R.

El lector puede verificar fécilmente que el conjunto F, con las
operaciones de adicibn y multiplicacién por un escalar asf defini-

das, es un espacio vectorial sobre R.

El vector cero de dicho espacio es una funcién, frecuentemente de-

notada por 6, tal que
6(x) = 0, ¥x € R
En efecto

(£+6)(x) = £(x) + 6(x), ¥x ¢ R por i) de IX.4.2

= f(x) + O, ¥ x € R por definicifn de 6

(£ +08)(x) = £(x), - ¥xeR por iv) de I.5.3
entonces
f+606=1f por IX.4.1

y en consecuencia 6 es el vector cero de F.

O




- Dependencia lineal de funciones.

Puesto que F es un espacio vectorial podemos hablar de combinacio-

nes lineales, dependencia e independencia lineal de funciones.
Por ejemplo, la fundibn £ definidafpor
f(x) = senix, ¥ x e R
es una combinacién lineal de las funciones g y h tales‘que
g(x) = cos?x yA h(x) = 5, ¥x € R
En efecto, de 1a.identidad* trigonométrica
sen®x + cos?’x = 1, ¥x € R
se sigue que

sen?x = - cos?x + 1 , ¥xeR

‘senzx = - gps’x + é (5), ¥ x € R
Entonces, por la definicibén de f, g y h en este ejemplo
£x) = - [g0] + £ [b], ¥xer
y como - [g(x)] = (-g)(x) (Demuéstrelo), ;e tiene que
| £ = (-9 (0 + 3 0], ¥x e R

de donde, por ii) y i) de IX.4.2

f(x):

(-g) (x) + (Fh) (x), ¥ x € R

£ (x)

"

('-9+§h)(x) s ¥xeR

* iguakdad que se cumple para cualquier valon de fa variable.



Finalmente, por IX.4.1
f=-g+%h
y en consecuencia f es una combinacién lineal de g y h.

Cabe hacer notar que la relacibn anterior también puede ser expre-

sada como
f+g-th=0

donde la funcién cero aparece como combinacién lineal de las fun -
ciones f, gby h, con escalares no todos nulos. Se confirma con es
to que el conjunto de funciones {f, g, h} es linealmente dependien

te, de acuerdo con la definicibn IX.2.3.

En este ejemplo, la dependencia lineal de las funciones f, g y h
pudo determinarse f&cilmente gracias a una conocida identidad tri-
gonométrica; sin embargo, no s;empre resulta sencillo establecer
si un conjﬁnto dado de funciones es linealmente dependiente o inde

| pehdiente.

‘A continuacibn estudiaremos este problema para el caso general de

un conjunto constituido por n funciones cualesquiera f,, fz,..;, fn

En este caso la ecuacibn de dependencia lineal de la definicién

IX.2.3 es

a1 f, + azfy +...+ anfn =8 - - -~ (1)

Por IX.4.1, IX.4.2 y la definicibén de la funcibn cero, dicha ecua-

cibn es equivalente a

erfi(x) + azfa(x) +...+ o f (x) =0, ¥x e R - - - (1I1)




Esta expresibn representa un nfimero infinito de ecuaciones: una

_para cada nfimero real x.

Asf, cualquier solucién (Ahr Q2peeey an) de la ecuacién (I) deber&:
satisfacer la igualdad de la expresibén (II) péra todos los valores

reales de x.

Para detérminar si existen soluciones no triviales de la ecuacién
(I), quiz8s lo primero que se ocurré es asignar diversos valores

a x en la expresibn (II) para llegar a un sistema de ecuaciones 1li
neales, del cual trataremos de obtener un conjunto de escalares

O1, @2se.., @ que satisfagan dicha ecuacién.

Si asignamos a x los valores Xi, Xz2,..., X, Se llega al siguiente

sistema homogéneo de n ecuaciones lineales con n incbgnitas.

a£,(x1) + az2f2(xy) +...4 anfn(x:) =0 (para x = x,)
@1£1(X2) + a2fz(X2) +...t @ £ (x2) =0 (para x = x1)
a;fl(xn) + uzfz(xn) +...+ anfn(xn) =0 (para x = xn)

Dicho sistema puede tener solucibn distinta de la trivial o puede

no tenerla.

En el primer caso, la obtencién de una solucifn distinta de la tri
vial no permite llegar a conclusién alguna respecto a la dependen-
cia lineal de las funciones, ya que s6lo puede asegurarse que la
solucién obtenida satisface lé igualdad de la eipresién (II) para
los n valores de x que hemos elegido; en consecuencia, no sabemos
si dicha soluéi6n satisface la igualdad para los dem&s valores

reales de x.
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En el segundo caso, cuando el sistema s6lo admite la solucién tri-
vial, sf puede concluirse que el conjunto de funciones es lineal -

mente independiente.

En efecto, si no existe un conjunto de escalares (no.todos nulos)
que satisfaga la igualdad de la expresién (II) para n valores da -
dos de x, tampoco existir§ un conjunto de escalares que la satisfa

ga para todos los valores reales de x.

De lo ‘anterior se concluye el siguiente enunciado

IX.4.3 TEOREMA -
sea {f1, f2,+.4,4 fn} un conjunto de n funciones reales de varia -
ble real. Si existen n valores X;, Xz,..., X € R tales que el

sistema

q;fl(xl) + azfa(x;) +...+ unfn(xl) =0
(11f1(X2) + azfz(XQ) +...4 ann(X2) =0
=0

u;fl(xn) + azfz(xn) +...4 anfn(xn)'—

's6lo admite la solucibn trivial, entonces el conjunto de funciones

es linealmente independiente.

A manera de ejemplo apliquemos el método que sugiere este teorema

al conjunto constituido por las funciones f,, f, tales que
f,(x) = x sen x y f,(x) = cos x , ¥Xx €-R
La ecuacibn de dependencia lineal es

Glfl + azfz =8




la cual es equivalente a la expresibn

o £,(x) + af,(x) = 0, ¥ x e R
que para las funciones del ejemplo es la siguiente

01X sen x + 0, cos x = 0, ¥ x € R

Si asignamos a x los valores x; = 0 y x2 = m, de la expresibn an

terior se obtienen las ecuaciones

a0 + &2-1 =0 (para x 0)

a0 + a(-1) = 0 . (para x )

las cuales integran un sistema homogéneo que admite soluciones no

triviales de la forma

ay =k

ap.= 0, con k # 0

Como vimos, esto no permite concluir respecto a la dependencia

neal de las funciones f; y £,, puesto que la igualdad

k x sen x + O+cos x = 0, con k # 0

s6lo puede asegurarse gue se cumple para los valores x = 0 vy

X = T,
Si ahora asignamos a x lgs valores 0 y %, se llega al sistema

0

a1*0 + az2°1

a1°% + az°0 0

cuya finica solucién es la trivial; esto es a;, = az = 0.

li-

En consecuencia, por IX.4.3, el conjunto {f;, f,} es linealmente
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independiente.

Como se deduce del ejemplo, llegar a una conclusifn respecto a la
independencia lineal empleando el procedimiento anterior puede de-

pender de la eleccibn que hagamos para los valores Xi, Xz,..., X,

Hay otro procedimiento, basado tambiép en una condicién suficiente
para la independencia lineal, en el cual no se requiere elegir con
juntos de valorés. Dicho‘procédimiento es aplicable a conjuntos
de funciones derivables y se refiere a la independencia lineal
"por intervalos", consecuencia de la "igualdad por intervalos" que

vimos en seguida de la definicibn IX.4.1.
- E1l Wronskiano.

Consideremos un conjunto de funciones f., f2,..., fn, derivables

al menos n-1 veces en el intervalo (a,b).

La ecuacién de dependencia lineal para el conjunto {f, f2,..., fn]

en el intervalo (a,b) es
a £1(x) + afa(x) +...+ anfnlx) =0, ¥ x € (a,b) (1)

Derivando n-1 veces, la expresifén (1) implica que

a,fl(x) + a,f;(x) Heet o £)(x) =0, ¥xe (a,b) (2)
o, £Y(x) + o,fi(x) +...+4 afi(x) =0, ¥x¢e (a,b) (3)
£8P 4 £ e ke £ 0= 0, % xe (a,b) (n)

Ahora bien, para gada valor de' x en el intervalo (a,b), las igual-
‘dades de las expresiones (1) a (n) constituyen un sistema homogé -

neo de n ecuaciones lineales con n incbgnitas.
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Definamos una funcién W(x) cuyo valor sea igual al detérminan;e de

la matriz de coeficientes de dicho sistema; esto es

£ (x) £2 (x) cee £ (%)
£1(x) £ (x) ) . £ (x)
wW(x) = .

T RN TS B I L R S SN fgn")(x)

. . t .
Esta funcibén se conoce como el Wronskiano de las funciones

£fi, £200..4 £, en'el intervalo (a,b).

Supongamos ahora que existe un valor x,, en dicho intervalo, para

el cual
W(xo) # 0

Entonces, para dicho valor el sistema homogéneo s6lo admite la’ so-

lucibén trivial.

Luego, como las ecuaciones (2) a (n) son consecuencia de la ecua -
cibn (1), ésta no puede tener solucibén distinta de la trivial para
X = Xo; por lo que la finica solucién de (1) ¥ x € (a,b) es

01 = Q2 = wes = a, =0, y el conjunto {f£1, 2,004, fn) es lineal -

mente independiente. '

Hemos demostrado con ello el siguiente enunciado.

1En necuendo del matemdtico pofaco J.M. Hoene Wronsky, quien La introdujo.




IX.4.4 TEOREMA
Sea {£f1, f2,¢44,4 fn} un conjunto de n funciones reales de varia-

ble real, derivables al menos n-1 veces en el intervalo (a,b); y

sea
£, (%) £, (x) fn(x)
£](x) £ (x) N f;(x)
L W(x) = : . H

. . .

T3 GRS B L R 'S SR fin'l)(x)

‘si W(xo) # 0 para algln xo € (a,b), entonces el conjunto de funcio

nes es linealmente independiente en dicho intervalo.

Utilicemos ahora este teorema para demostrar que las funciones del
ejemplo anterior son linealmente independientes en el intervalo

(=, ©).
En efecto, el Wronskiano de las funciones f,, f,, definidas por

f,(x) = x sen x y .f2(x) = cos x, ¥ x e R

es
X sen x cos x
Wix) = = - x sen’x - x cos’x - sen x cés X
X COS X + sen X - -sen x
"W(x) = - x(sen?x + cos?X) - sen X COS X = - X - Sen X COS X.

y es claro que existen valores reales para los cuales W(x) es dife

rente de cero. Por ejemplo, para Xo = T

W(x,) = W(m) = = m - senmcosm==- 7 - (0)(-1) = -7 # 0
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por lo que las funciones son linealmente independientes en cual -

quier intervalo que contenga al punto x, = 7.

Cabe hacer notar que el teorema IX.4:.4 establece una condicién su-
ficiente para la independencia lineal de funciones en un iﬁtervg -
lo; sin embargo, diéha condicién no es necesaria yé éue el Wrons -
kiano puede ser nulo en todo el intervalo para un conjunto lineal-

mente independiente, como se muestra en el siguiente ejemplo.
Sean f, y f, tales que

2 'y f2(x) = x*|x]; ¥ x € R

fi(x) = x
Entonces, para x > 0
x? x?
W(x) = = 2x® -2x®* = 0
2x 2x . ' .
y para x < 0
x? —x2?
W(x) = = -2x + 2x* =0

por lo que
W(x) = 0, ¥ x € R

Sin embargo, el conjunto {f,, f,}es linealmente independiente en

el intervalo (-», =) ya que, para x > 0 la ecuacibn

]
[

or1f£; + az2f,

es equivalente a

\%
o

0,x% 4+ a,x? =0, ¥x



cuyas soluciones no t?iviales son de la forma
ay =k y a2 = -k, con k # Q‘

Dichas soluciones, sin embargo, ﬂé satisfacen la condicibén
ar x? + a;(-xz) =0, ¥x<0

por lo que la finica soluciGn de-
af,(x) + af2(x) =0, ¥ x e R

es a; = a2 = 0 y las funciones son linealmente independientes en

el intervalo (-=, =).
- Subespacios de funciones.

A-diferencia de los otros espacios vectoriales que hemos visto, el
espacio F de las funciones reales de variable real no puede ser ge
nerado por un conjunto finito de vectores y se dice por ello que

es de dimensibén infinita.

A los diversos subespacios de F se les llama "espacios de funcio-
nes" o "espacios funcionales". Como ejemplos de estos podemos ci-

tar los siguientes:

1) El conjunto de los polinomios.

i) El conjunto de los polinomios de grado menor o igual que n.
3) El conjunto de las funciones definidas ‘en un intérvalo.

4) E1 conjunto de las funciones continuas en un intervalo.

5) El conjunto de las funciones deriQables en un punto.

6) E1 conjunto de las funciones integrables en un intervalo.

7) E1 conjunto'de las soluciones de la ecuaciéh diferenciél

y" + ay' + by = 0, etc.




Algunos de estos subespacios son de dimensi6n finita, como es el

caso de los ejemplos 2 y 7.

El espacio del ejemplo 2 esté constituido por todos los polinomios

de la forma
ao + arx + axx? +..._+:anxn

donde a;, az,..., a  son constantes.

Es evidente que, para un n fijo, el conjunto
{1, x, x*,..., x™}

es un‘generador de dicho espacio.

Ademis, se puede demostrar (se sugiere al lector hacerlo) que di -
cho conjunto es linealmente independiente pafa cualquier valor de
n, por lo que es una base del espacio en cuestién y su dimensién

es n+l.

En lo que se refiere al espacio del ejemplo 7, con ayuda de otros
‘conceptos (algunos de los cuales est&n fuera de los temas de este
libro), se puede demostrar que dicho.espacio es de dimensién dos

y establecer un procedimiento para hallar una base del mismo.

IX.4.5 EJERCICIOS
1.- Hallar (f + g) (x) y (af) (x) para

a) 2x? ¥x g2 -x? ¥x e (0,4)

sen x ¥x >2 0 ¥x <0y ¥x24




b) sen’x ¥ x< 0 cos’x ¥ x £ 5

f(x) = g(x) =
1 ¥ x 20 0 ¥ x>5

2.- Demostrar que en el conjunto F de funciones reales de variable

real, se cumplen las propiedades

a) f+g=g+f
b) ¥ £ e F3 -f tal que £+ (-f) =8

c) a(Bf) = (aB)f
para la adicién y multiplicacién por un escalar definidas en

IX.4.2.

3.- Para cada uno de los siguientes conjuntos de funciones, deter-

minar si es linealmente dependiente o independiente en el in -

tervalo indicado.

a) A= {x? - 3x+ 1, sen’x, 2x + cos?x} en (==, + =)
b) B={x -2, x* +5, x? - x + 7} . en (-1, 3)
c) C = {2 sen?x, 3, -5 cos?x} en (5, «)
d) D= {f, g, h} en (0, 5)
donde:
. x? ¥ x <1
f(x) =
1 x >1
x x < 2
g(x). =
sen?x ¥ X > 2

A4
-




a.-

Demostrar que si {f,, f;3,..., fn} es linealmente dependiente

en (a,b), entonces W(x) = 0 ¥ x € (a,b)

Demostrar que si £ § g son dos funciones derivables en I y

g(x) # 0 ¥ x € I, entonces
W(x) =0 ¥ x e I'=)> {f,g} linealmente dependiente en I.

f
(Sugerencia: calcular -é%(g%f%)

Demostrar que los conjuntos

n
{1, x, x*,..., x'}

Yy
nx
{e*, e?*,..., ™}

son linealmep@e independientes bara cualquier n ¢ N.
Hallaf el subespacio generado por

s = {e'* + sen x, e'* -3 sen x, "%}
y dar una base y la dimensibén de dicho subespacio.

Si S es el subconjunto de F tal que

a%f (x)

§={f | £" - 4f = 6} , donde f"(x) = X

a) Demostrar que S es un espacio vectorial sobre R.
b) si f(x) = % y g(x) = e-Zx, demostrar que {f,g}
es linealmente independiente.

c) Sabiendo que dim s = 2, hallar el conjunto de soluciones

de la ecuacibn y" - 4y = 0.
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IX.5 ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

Como hemos visto, los elementos fundamentales que constituyen un
espacio vectorial son: un conjunto de vectores, un conjunto de ’
escalares y dos operaciones, 1lamadas adicién y multiplicacién

por un escalar.

Tanto la definicibn de espacio vectorial como sus consecuencias

inmediatas (teoremas) se refieren a propiedades que podriamoé'de-
nominar "algebraicas", puesto que aluden al comportamiento de vec
tores y escalares respecto a dichas operaciones. Aun las nocio -
nes de independencia lineal, base y dimensibn pueden éonsiderarse

de naturaleza algebraica.

De esta manera, no han sido afin considerados conceptos tales como-
magnitud, distancia y &ngulo, llamados conceétos "métricos", los

cuales se refieren a propiedades que pueden ser medidas.

Existen diversas formas de introducir en un espacio vectorial di-
chos conceptos. Una de ellas, la que aquf adoptaremos, consiste
en definirlos a partir de una operacién conocida como producto in

terno.
- producto interno.

Puede decirse que el concepto de producto interno es la generali-

zacibn, a un espacio vectorial cualquiera; del producto escalar

en Rn*. Cuatro de sus prppiedades fundamentales se emplean como
. los axiomas que debe satisfacer una funcién dada para ser conside

rada producto interno, como se enuncia a continuacién.

trambién conocido como "producto punto”.




IX.5.1 DEFINICION

Sea V un espacio vector;él sobre C; Uq producto interno en V
es una fuﬁcién de VxV en C que asigna a cada pareja ordenada
(u,v) de vectores de V un eséalar'(GIV) €. C, llamado el produc
to de u y v, que satisface las siéuiehtes propiedadeskl

1) @Y = (|

ii) - (@v+w) = (@lv) + (@lw)
115) (E[V) = a @D -
iv) (Gl >0 si u#O0

En la definicién anterior el sfmbolo (v|u) representa al conjuga-

do del nfimero complejo (v|u).

La barra horizontal tendré& entonces dos significados: el de con-
jugado y el de vector. Obviamente tendrd el primer significado
cuando se emplee sobre simbolos que representen escalares y el se

gundo sobre simbolos que representen vectores. %4/ '

Cuando la funcibn (+|+) .de la definicién IX.5.1 es de VxV en R se

dice que eé un producto in#erno real.

En este caso la propiedad i) es simplemente
kﬁf?) = (V]E)

1lamada "conmutatividad" del producto interno.

En este caso también,.el campo sobre el que se define el espacio

V es el de los nfimeros reales.

Es claro, sin embargo, que cualquier enunciado que se demuestre
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para un espacio vectorial sobre C con producto interno complejo
‘ser§ v&lido también para un espacio vectorial sobre R con produc-

to interno real.

El ejémplb mds conocido de producto interno es, seguramente, el

producto'escélar en R”, el cual est§ definido por
(X]Y) = xiyr + Xoy2 + .o 4 Xy,
donde X = (X1, Xz,eves X )y ¥ = (Y1, Y2soees ¥ ) € R
‘Es decir
xly) = xy

El producto escalar en R® satisface las condiciones de la defini-
cibn IX.5.1, puesto que, ademds de ser una funcibn de R"xR"” en R
(producto interno real)), los postulados i) a iv) son equivalentes

a las siguientes expresiones
¥X%X,y,2€R y aceR

i) X¥ =3'%

ii) X+ (¥#2) = (X+y)  (Xe2)
iii) (oX) ¥ = a(x*y)
iv) %% >0, si x#70 .

las cuales corresponden a conocidas propiedades del producto esca

lar, como seguramente recordard el lector.
En particular, en R? dicho producto interno queda definido por
(x|y) = xayr + Xa2y2 (1)

donde X = (x1, X2), ¥ = (y1, y2).
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En este nismo esps .10 pueden definirse otros productos internos,
como por ejemplo

(x]y) = 2x1y1 + xay2 + X2y1 + Xa2y2 (11)

donde x = (x1, X2), ¥ = (y1, y2).

" En efecto, para la funcibén (+|+) definida por la expfesién-(II)

tenemos:

1) (YIX) = 2yax) + yaXe + yoX1 ¥ yoxo

= 2x1y1 + X1Y2 + X2Y1 + X2y
FIx = .

11) (X|¥+2) = 2x1(y1+21)+x1 (y2+22) +x2 (y1+21) +x2 (y2+22)
= 2x1y1+2x1z)+x1yz+xlzz+xzy;+xzz;+x:y24.-xz22‘
= (2x1y1+X 1Y 2+ X2V 1+XoY2 )+ (2X12 14X 1 224X 22 1+X225)

Gl = @D o+ @D

iii) (aX|y) = 2ax,1y1 + ax1ys + oxpy; + ux}yz

= a(2x1y1 + X1¥2 + - X2y1 + X2V2)
(ax]y) = o(X|Y).
iv)  (x[%) = 2x} + xx, + Xox, + xZ -

= kf + (x2 + 2xyx%; + x:)

®I%) = x2 + (3 + %)%~ 0, si T# (0,0,

por lo que,‘&e IX.5.1, dicha funcién es tambi&n un producto inter

no en R2%.

Con este ejemplo se muestra que puede haber més de un producto in

terno en un espacio vectorial.
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Otros ejemplos de producto interno son los siguientes:

1)

2)

3)

4)

El producto escalar en ¢”, o producto interno usual, definido

por
" (Z]|w) = w1 4+ W2 +eoor W
(Z|W) = zi1W + 2z2¥2 + oz W

donde Z = (z1, Z2seeer Z2) W= (Wi, Wayeee, W)Y Wi_es el

conjugado de W

i

En el espacio V de las funciones reales @e variable real, con

tinuas en el intervalo “(a,b), la funcién (-|+) definida por
‘ b ‘
(flg) = J. f(x) g(x) dx
3
es un producto interno real.

En el espacio V de las matrices de mxn con elementos en R, el

siguiente es un producto interno real

(a|B) = tr(ﬁ'ﬁ)

‘En el espacio V de matrices de mxn con elementos en C, la fun

cién de VxV en C definida por
N *
(A|B) = tr(a B)

es un producto interno.

Como consecuencia de la definicibén IX.5.1, cualquier producto in-

terno tiene las propiedades que se enuncian a continuacién.




IX.5.2 TEOREMA
Sea V un espacio vectorial sobre C y sea (*|+) un producto inter

no en V; entonces, ¥u, veV y . .aceC:
i) (@la¥) = a(@|V)
ii) (u]u) € R

0= (WD)

iii) (O|w) =
iv) (@) =0 & u=0
DEMOSTRACIQN '
i) (u]av) = (av|u) ‘ por i) de IX.5.1
= a(v|w . por iii) de IX.5.1
= a(v]u) por. vi) de I1I.1.6
(ulav) = a(u|v) por i) de IX.5.1

lo que demuestra la proposicibn i).

Si (+|+) 'es un producto interno real, dicha proposicibn es

simplemente
(@]av) = a(ul|v)
ii) >Por i) de IX.5.1 se tiené que
(’GI'G‘) = (.ﬁ—lﬁ)
En consecuencia, por ii) de II.1.6
(uju) € R.

.

Esta propiedad nos indica que (u|u) es siempre un nfimero



iii)

real, aun cuando (+|+) sea un producto interno complejo.

(0|w) = (0v|u) para cualquier vector v € V, por ii) de.

IX.1.3 En consecuencia, por iii) de IX.5.1
©]3) = 0T
por lo que

(0|u) = o.

Ademis, por i) de IX.5.1 y tomando en cuenta gue el conjuga- .

. do de. 0 es 0, de la exprésién anterior se tiene que

iv)

(u]®) = 0. .
lo que completa la demostracién de la propiedad iii).
Del resultado anterior se sigue gque

au=0 = (ulw =0
y ‘en consecuencia

(G|W) =0 siysblosi u=0

O

IX.5.3 TEOREMA (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
Sea V un espacio vectorial sobre C y sea (¢]-*) un producto'ihteg

no en V; entonces, ¥ u, v € V:

[@w]? ¢ @ v

donde | (u|Vv)] es el m6dulo de (u|v).

Ademis, la igualdad se cumple si y s6lo si U y V son linealmente

dependientes.




"DEMOSTRACION

a) Supongamos primero que u y V 'son linealmente independientes;

esto es, u ¥ 0, v # 0 y ademis
G;lﬁ,vxec;
entonées
U+ AV#D, ¥1eC.
y por i#) de;Ix.S.l
(u+Av|uav) >vo, ¥1eC
Por otravparte

(U+AV|u+Av) = WAV W) + (@+AV | AV)

= (@|THAV) + (AT |T+AT)

= (U[W+ @A)+ OV[D+ (V] AV)

= QW+ @A) + (AT|T) + (AT AT)

= @+ OV[W+ @AV + (AT AY)

= (WW+A(V]Q)+ @AV +A (V| AV)

(GHT[THAT) = (@] 41 (F]D4X (G ]T) AT{7]7)

por

por

por

por

por

por

por

(1)

ii) de IX.5.1
i) de IX.5.1
ii) de X.5.1
v) de II.1.6
ii de IX.5.1
iii) de IX.5.1

i) de IX.5.2

llevando esta Gltima expresiGn;a (1) se tiene que

@ + AF|T) + T@[T) + AT E|T >0, ¥arec

(u]v)

En particular, si A = - —=
‘ (v|v)

se tendré que



" b)
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S W e
viv)

’

(ulw)
esto es

(@lu) (v|v) > (ulv) (v]w)

lw) (viv) > @|v) (u|v)

(ulw (viv) > |@|w|?

Supongamos ahora que'E y V son linealmente dependientes. Si.

ol

U=00V-=70es inmediato que la igualdad se verifica. Si

ambos son vectores no nulos, entonces

u = av
para algGn o # 0, por lo que
| @iv) | = | (aVv]|V)]

.y en consecuencia

la(v]|¥) |

|@iv) | = por iii) de IX.5.1
= lal|(vV]9)] por i) de II.2.3
@y | o= el (V]V) " por iv) de IX.5.1
de donde
AW = el I EW (2)
pero, como u = av, seytiene




(ulu) = (av|av)
= aa(v|v)
@W = la]? @9 '

por lo que, sustituyendo en (2) se llega a -
[@E9 2 = @D T
y la demostraci6n queda completa.
A los espacios vectoriales dotados de producto interno se les cbf
noce frecuentemente como "espacios euclidianos"; aunque algunos

autores reservan este término para los espacios con producto in--

terno real, distinguiéndolos de los espacios con producto interno

complejo a los que llaman "espacios unitarios"”.
- Norma, distancia y &ngulo.

La idea de magnitud (o tamafo) de un vector se introduce formal -
. ot
mente en un espacio vectorial con el concepto de norma; ésta se

define a partir del producto interno como sigue.

IX.5.4 'DEFINICION
Sea V un espacio vectorial sobre C y sea (-l') un producto inter
no en V. Se llama norma de V € V, y se representa con || vl]|-, al

nimero real no negativo definido por

9] = |9 ¥

De esta manera, la norma es una funcién de V en el conjunto de

los nimeros reales no negativos.
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Empleando el concepto de norma, la desigualdad de Cauchy-Schwarz

puede expresarse . como

[@iw ] < Jhall® llvi?
o bien

laln < lhall vl

donde se nota que, para cualquier par de vectores, el "tamafio"

del producto es menor o igual que el producto de los tamafios.

Cabe hacer notar que, en la expresifn anterior, el producto del
lado izquierdo es un producto de vectores; mientras que el delvlé

do derecho es un producto de nfimeros reales.

'Comoé -se sigue de la’'definicibn IX.5.4, la norma de un vector de -

pende del producto interno que se haya elegido.

Por ejemplo, para el vector Vv = (4,‘-3) e R? se tiene, utilizando

el producto- interno usual en R?
VI = (16 + 9)¥ = /25 = 5,

mientras que, utilizando el producto internc definido por la ex-'

presién (X|Y) = 2x1y1 * Xiyz2 + X2y1 + Xa2¥2
se tiene '

N¥ll = (32 -12-12+ 9 = /I7

Asf, un mismo vector puede tener diferentes normas.

» Esta situacibn, aparentemente contradictoria, es similar al hecho

de asignar diferentes nlimeros a una misma magnitud, dependiendo
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de la escala o unidad de medida que se emplee.,

\

En el siguiente teorema ‘se enuncian las propiedades fundamentales

que satisface toda norma, independientemente del producto interno

del que provenga.

IX.5.5 TEOREMA

Si V es un espacio vectorial con producto interno,

entonces ¥ u, veV ¥ ae C:

i) vl >0
i)y |9 = 0 siysblosi v=70
i1i) |l o¥]l = le| ¥l

v, [la+ vl < [[ull + (vl

DEMOSTRACION

Las primeras tres propiedades se deducen inmediatamente de la de-

finicién de norma y de los axiomas que definen un producto inter-

no. La propiedad iv), conocida como desigualdad del triéngulo,

se demuestra a continuacién:

| G492 = (@+v|a+v)
= (W) + UV | V)
= (T + (V|3
= @W+EM+FD+E|W
= (§T§)+(5T$)+(§T§)+(§Ts)
- @B+ @9 ED+F9)
Il w+%)12= | T)|? +(G?)+(EIV)+II vif

por
por
por
por
por
POF

por

‘IX.5.4°

ii) de 1x.5.1
i) de IX.5.1
ii) de Ix.S.l
v) de II.1.6

i) de IX.5.1

IX.5.4
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Por otra parte, como el lector puede demostrar
zZ+2¢2 |z|, ¥ ; e C.
por i§ que
@9 + @9 <2 |[E9]
y por la desigualdad de Cauchy Schwarz
@0+ @9 <2 [T 171
En consecuencia
IIG'-’+ VIP < lalf 2 Q1ull i+ v P
I T vIP s (el + 1Ivin?
de dsnde

Ha+ vl < Wl + 19l

Como se querfa.

Se dice que un vector v es unitario cuando || V|| = 1.

El lector puede demostrar f&cilmente que para cualquier vector v

de un espacio con producto interno, el vector

vl
es ‘un vector unitario.
Empleando el concepto de norma, podemos introducir en un espacio

. X '. o
vectorial el concepto de distancia entre vectores de la siguiente

manera.
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IX.5.6 DEFINICION
Sea V un espacio vectorial con producto interno, y
sean u, v € V. Se llama'distancia.de uav,y se

representa con d(u,Vv), al nGmero real defihido por

a@® = |7 - 5l

De esta manera, la distancia es una funcién-de VXV en el conjunto
de los nfimeros reales no negativos y, como puede demostfarse,'tig

ne las propiedades que se enuncian a continuacién.

IX.5.7 TEOREMA
Si V es un espacio vectorial con producto interno,

entonces ¥ u, V, W € V:

i)  d@,v) 20
ii) d(u,v) =0 si y.s6losi u=v
iii) d(u,v) = d(v,0)

iv)  d(u,w) < d(u,¥) +4(F,w)

En los espacios con producto interno real se acostumbra definir

el &nqulo entre dos vectores de la siguiente manera
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IX.5.8 DEFINICION
Sea V un espacio‘vectorial con producto interno real,
y sean U, V dos vectores no nulos de V. Se llama &n-
gulo entre u y Vv dl nfimero réal O,Ien el intervalo

0 <6 < m, tal que

cos o = LV
I

De la desigualdad de Cauchy - Schwarz se sigue que, si u, Vv # 0

entonces

_1\<M<1

— — ~N
el vl

por lo que existe un n@mero real 6 (y s6lo uno), en el intervalo

L & B g ™, cuyo coseno es igual al mencionado cociente.

En ocasiones se generaliza el concepto de &ngulo entre vectores
al caso de espacios con producto interno complejo, reemplazando

la expresibén de la definicién IX.5.8 por

o = RV
el il

donde R(u|V) representa la parte real de (u|v).

Es cla:o.que la distancia y el &ngulo entre vectores dependen tam

bién del producto interno elegido.
Asi, por ejemplo, para los vectores
u=1(4, -3 y v=(0, 2

de R? se tiene, con el producto interno usual
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d(u,v)

y .
cos 6 = 7%7%%7 = :% .. 8 = ang cos (:é) 22,21

(-4, 5)||= (16 +25)% = /a1 2 6.40
mientras qué, con el producto interno definido por
(x]y) ='2x1y1 + X1y2 + X2y1 + X2Y2

se tiene, para estos mismos vectores

d(a,v)

(-4, 5)||= (32 - 40 + 25)¥2 = /I7 2 4.12

0+8+0-6 1.
- = — .. 6 = ang cos

1
1N e - V17 /17

< 1.33

Q
o]
(0]

1]

Los conceptos de norma, distancia y &ngulo que se han definido en
esta seccibén constituyen una generalizacién, a espacios vectoria-

les cualesquiera, de sus respectivas ideas geométricas.

Asf, por ejemplo, podemos hablar de la distancia entre.las matri-

ces

o del &ngulo entre las funciones
f(x) = x ' y g(x) = e¥
En efecto, de IX.5.6 y IX.5.4

a(a,B) = ||B-al| = (B-a|B-2) ¥

y para las matrices dadas
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por lo que, empleando el producto interno del ejemplo 3)

“

_ 20 8 10
(B-A|B-A) = tr [(13-11\)T (B-A) ] = tr’ 8 4 2| = 34
|10 2 10

y finalmente
d(a,B) = /34 = 5.83

Para las funciones f y g definidas antericrmente tenemos

o - —(£flg)
el Hgll

por lo que, usando el producto interno del ejemplo 2) en el inter

valo (0,1) tenemos

(flg) =.I xe™ax = [xex - ex]l =1
[ 0
= = _rxip 1
el = e = [ xrax (5] -4
0 0
. ' 2 -
gl = gl = [* eax = [Je ] -2

cos 9 L =‘, 6 S8 20.25
1 e? -1 e? -1

- Ortogonalidad

También el concepto geométrico de ortogonalidad, o perpendiculari
dad, tiene una generalizacibén a espacios cualesquiera con produc-

to interno.

Como el lector recordari, en el espacio cartesiano dos vectores
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son ortogonales cuandoisu producto escalar es igual a cero, pues-
to que tal condicién gquivale a que los segmentos dirigidos for -
men un &ngulo -de 90°. Asf, la nocibn de ortogonalidad se genera-
liza a un espacio cualquiera con producto interno de la siguiente

manera.

IX.5.9 DEFINICION
Sea V un espacio vectorial con producto internho. Dos

vectores u, V € V son ortogonales si (u|Vv) = 0

En particular, el vector cero es ortogonal a cualquier vector del
espacio. De hecho, es el finico vector con tal propiedad, como el

lector podr§ demostrar.

~Observe que, de acuerdo a la definicién anterior, dos vectores or
togonales no nulos forman un &ngulo de 90°; sin embargo, el recf-
proco‘de este enunciado no es v&lido en un espacio con producto

interno complejo. .
En efecto, si U, V son ortogonales, por IX.5.9

[

n

(@]v)
ademis, como U, Vv # 0, por ii) de IX.5.5/||u]l# 0 y ||v||# 0; por
lc que, de IX.5.3

8 = -0 . 0, y en consecuencia 6 = ;-

vl
esto es, los vectores forman un &ngulo de 90°.
Supongambs ahora que\§ y V forman un &ngulo de 90°, entonces

6 = % y cos 6 =0
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por lo gque
R(ulv) _
IEYRIKl
de donde
R(T|V) = 0
es decir, la parte real de (u|v) es igual a cero. Esto no impli-

ca gque u y V sean ortogonales.

Uno de los resultados mds importantes relacionado con la ortogona
lidad de dos vectores es la generalizacibén del llamado "Teorema
de Pitigoras”, la cual se enuncia a continuacifn y cuya demostra-

cién se deja al lector.

IX.5.10 TEOREMA (DE PITAGORAS)
Sea V un espacio con produéto interno y sean

W, Ve V. SiuyV son ortogonales entonces

e+ = [l + lIvIF

El concepto de ortogonalidad se emplea también para conjuntos de

vectores.

Se considera que un conjunto es ortogonal cuando cada uno de sus

vectores es ortogonal a los demés elementos del conjunto, como lo

establece la siguiente definicibn
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IX.5.11 DEFINICION
Sea V un espacio con producto interno y sea S = {v,, Vz,...,Vn}
un conjunto de vectores de V. Se dice gque S es un conjunto or-

togonal cuando

V9 =0, ¥i#35

si ademéis HVill =1, ¥ i, el conjunto S es ortonormal.

Los conjuntos ortogonales, y en particular los ortonormales, tie-
nen propiedades importantes, entre las cuales se encuentra la si-

guiente.

IX.5.12 TEOREMA
Un conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente '

independiente.

DEMOSTRAéION

Sea S = {Vy, Va,eeey Vn} un conjunto ortogonal de vectores no nu-

los, y consideremos la expresién

Vi + aVy 4...+ a2V =0
vy a2V an n

Multiplicando ambos miembros por un vector cualgquiera ;i € S tene

mos

V.|V, + 02V +...+% @V
(Vllalvl Ve o v.)

.(vi|U)

Entonces, por iii) de IX.5.2

n
o

V.|oa Vi + a2Vy 4.+ 0V
(Vll(ll 1 a2V 1 (!n‘ n)
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Aplicando reiteradamente ii) de IX.5.1 y i) de IX.5.2, llegamos a
El (Vil.\-;)) +Ez(;i|;z) +...4+ En(ViIVn) =0

Como S es un conjunto ortogonal, todos los productos (Vilgﬁ) son
iguales a cero para i # j; por lo que la expresibn anterior se re
duce a

“i(vilvi) =0

'

y como Vi # 0, por iv) de IX.5.1,(Vi|Vi) > 0, y en consecuencia

o, =0
1

de donde

a, =0
1

Como 1o anterior sucede para cualquier valor de i; por IX.2.3, S

es linealmente independiente{

O

En muchos problemas relacionados con espacios vectoriales la'eleg
ci6n de una base adecuada puede simplificar la solucién de é&stos.

Generalmente la mejor eleccibn es una base de tipo ortonormal.

Las coordenadas de un vector en una base ortonormal tienen una ex
presién muy simple en términos del producto de dicho vector por

cada uno de los elementos de la base, como lo establece el siguier

te enunciado.




IX.5.13 TEOREMA
Sea V un espacio con producto interno y sea B = {€,, €2,..., €n}

una base ortogonal. Entonces, ¥ Vv € V

(¥, = (a) , donde a; = (vles)

CAEN)

En particular, si B es una base ortonormal

=]
]

(v|€i)

' DEMOSTRACION

Sea

- n
v= I a
entonces, multiplicando por un vector Ei arbitrario de la base B

n n .
(e;1V) = (e;]| I ajey) = 51 (?ilajej) =

3. (€8
j=1 j L

nes

j=1

pero como B es ortogonal, (Ei|€j) = 0 para i # j; por lo que
(eilv) = ai(eile.)

1

y en consecuencia

i ittilti i'vi
de donde
e, .
a; = —
(e;le))

como .se querfa.

Ademis, si B es ortonormal (Eilsi’ = ”EilF = 1; por lo que




a; = (Vlgi)

.lo cual completa la demostracién.

O

El concepto de ortogonalidad se generaliza también a conjuntos in

finitos.

Un ejemplo muy conocido lo encontramos en la sucesién (infinita)

de funciones
{1, cos x, cos 2X,..., COS NX, ...}

que juega un papel importante en la teorfa y aplicaciones de las

‘series de' Fourier.

Esta sucesifn constituye un conjunto ortogonal en el espacio de
las funciones continuas en el intervalo (0, 2w), para el producto

interno definido por
2m
(flg) =J~ f(x) g(x) dx
-

puesto que

2T
J. cos mx.cos nx dx = 0, si m# n
0

Ademis, ya que
2m
Jh 1dx = 27 , .f cos? nx dx = 7
o o
se tiene que la sucesibn

1 cos X cos 2x COS nx

’ resey P oo

Iw o /T /7

es un conjunto ortonormal.




- Proceso de Gram-Schmidt.

Siempre es posible obtener una base ortogonal (y por consiguiente
una ortonormal) a partir de una base cualquiera, mediante el lla-
mado "proceso de Gram-Schmidt", el cual se describe a continua -

cibn.

.

A partir de un conjunto:
G = {_‘71, ;z,..., _‘;n}

qgue genera a un espacio V, el procedimiento construye un conjﬁnto
G, = {W1, Wa,eees Wp}

que es ortogonal y que también genera al espacio V.

La idea b&sica consiste en formar uno a uno los vectores ;i de
tal manera que cada nuevo vector sea ortogonal a todos los vecto-

res obtenidos anteriormente.

Para facilitar la comprensién del método y deducir sus expresio -

nes, analicemos primero el caso correspondiente a n = 2.

Sea V un espacio con producto interno y sea G = {V.i, V2} un gene-

rador de V.

El primer vector de Go puede ser cualquier vector de G, puesto
gue no requiere ser ortogonal a ningGn otro. Hacemos entonces
W, =V (1)

A continuacién proponemos un vector w, de 1ld forma

W2 = V2 - oW ©(2)
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buscando que el conjunto {w,, w2} sea también un generador de V y

que W, sea ortogonal.-a w;.

La primera condicifn se cumple para cualquier valor del escalar

@), puesto que todo vector u € V es de la forma
E = )\1;1 + Az;z

pero de las expresiones (1) y (2)

<
~

L]
|
Lo
+
153
2|

por lo que

-\I )\,§1+>\2(§z + 0.1;1)

(A + Az0,) Wy 4+ AzWQ

iy
yiél vector U es una combinacibn lineal de‘ﬁl y Wa.
Por otra parte, la seqgunda condicién se cumple si
(w2 ]wy) =0

esto es, cuando

(va = aywy|w,) =0
Es decir,
(Vz|w1) - G)(allal) =0
(V2 ]w1)

oy = ———
(wrlwy)




En consecuencia, el vector

(va]w) _
w1

(2")

(wy |wy)
satisface las dos condiciones requeridas.

El vector

(va|wy) _
(wy |wy)
recibe el nombre de "proyeccibén de v, sobre w,", como una

lizacién del concepto geométrico de proyeccibn asociado a

genera-

dicha

expresi6n en el caso del producto interno usual en R? y en R®.

De esta manera, el vector w, se obtiene restando a Vv, su proyec -

cibn sobre w;.

Una interpretacibn geométrica de lo anterior en el espacio R? es

la siguiente

-
Va2
-
-
'/” ‘\ -
k] - =W
w2 \ ¥
0 AN
Voo
—:-2-———=i Wi
Wy * W)

En resumen, si V es un espacio con producto interno y
G = {Vv1, V2} es un generador de V, entonces el conjunto

GO = {G,, w2}, donde




(va|wy)
Wz = V2 - ———— W) (2")
(Wi [w1)

es un generador ortogonal de V.

Consideremos ahora el caso correspondiente a n = 3. Es‘'decir,-:

sea V un espacio con producto interno y sea
G = {Vi, Vo, Vs}

un generador de V.

Es claro que para obtener los dos primeros vectores de
G, = {wy, wa, w3}

podemos emplear las expresiones (1) y (2').

Entonces, para obtener el tercer vector hacemos
;3 = V3 - B1W; - BaW: (3)

buscando que el conjunto {w,, Wz, W3} sea un generador de V y gque

W3 sea ortogonal tanto a w; como a wz.

Nuevamente la primera condicién se cumple para cualquier valor de

B, Yy B2, puesto que, ¥ u € V
U= MVy + A2V2 + A3V;
y de las expresiones (1), (2) y (3)

1wy + A2 (w2 + aaWy) + As(Ws + Biw) + B2Wy)

el
1

sl
[

(A1 + Az0p + A3By)Wy + (A2 + A3Ba)Wz2 + AswWs
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por 1o que U e L ({if,, Wz, ws)}.

Adem8s, w; es ortogonal a w, si

(ws]wy) =0 ’ .
Esto'es,
(Vs - Biwy = Bow,|W,) =0

(vslwy) = By (wi|wi) - Ba(wa|wi) = 0

pero como (w2|w,) = 0 se tiene
(Vilwy) - By(wy|wy) =0
esto es
(Vi lwy)
15 e
(walwy)

En forma anéloga se concluye que w; es ortogonal a w, si

(vsy|w2)
B2 = ——
(w2 |w2)

Y en consecuencia
(valwy) _ (Vi|wa2)

W3 T V3 - m—m——— W] -~ ——— W, (3')
(wy]wy) (w2 |w2)

Es decir, W; se obtiene restando a V; sus proyecciones sobre w,

Y wa.

Generalizando los resultados anteriores se llega al siguiente

enunciado.
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IX.5.14 TEOREMA (Proceso de Gram-Schmidt)
Sea V un espacio con producto interno y sea G = {Vi, Va,..., Vn}

un generador de V. El conjunto G, = (Wi Wayeees Gn} donde

Wy = V)

i-1 (Vilw) _
L w, , para i = 2, 3,..., n.

w, =V, -
1 1

k=1 (wk|wk)

es un generador ortogonal de V.

Con relacibén a este proceso conviene hacer las siguientes observa

ciones '

. Cada uno de los vectores Wi (del segundo en adelante) se obtie
ne restando al correspondiente ;i sus proyecciones sobre los

vectores Wi, Waseee, ;i-x' obtenidos previamente.

. En cada paso de este proceso, los vectores {Wi, Wz, ..., ;i}
constituyen un generador ortogonal del espacio generado por el

conjunto {Vy, Va,eee, Vi}.

. Si todos los vectores de G, son distintos de cero, dicho con -

junto es una base de V.

. Si algunos vectores de Go son iguales a cero, entonces el sub-
conjunto de Go formado por sus vectores no nulos es una base

de V.
. Si G es una base de V entonces Go es una base ortogonal de V.

. -Para obtener una base ortonormal a partir de una base ortogo -

nal B = {W,, Wpseees Vr}, bastari con multiplicar cada uno de
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1
AL

A manera de ejemplb, obtengamos una base ortonormal del espacio V

los vectores ;i.de B por el escalar

generado por los vectores

v, = (1, 0, -1)

-2, 1, 1)

<|
»n
[

(-1, 1, 0)

<l
w
[

con las operaciones usuales de adicién, multiplicacién por un es-

calar y producto interno en R®,

Primero obtendremos un generador ortogonal de dicho espacio, me -

diante el proceso de Gram-Schmidt.

Para ello hacemos

Wy =V, = (1, 0, -1)

N A T ' _ '

Ve =Vi-—— W= (-2, 1, 1) -3 (1,0, -1)=(-31 -3
(wy W)

_ _ (Vsl|wy) _ (Vilwz) _

W3 = V3 - —— Wy = — w2 =
(wy|wi) (w2 |w2)

(0, 0, 0)

1,1, 0 -3 @, 0, -0 -5 (-3 1, -3
Por lo que
G = {(, 0, -1, (-% 1, -%), (0, 0, 0))
0 - ’ ’ ’ 3 ’ 71_ ’ ’
es un génerador ortogonal de V y el conjunto
B={(1,0, -1, (-5 1, - P}

es una base ortogonal de ‘dicho espacio.
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Para obtener una base ortonormal calculamos

V2

Vfg

y en consecuencia el conjunto

Wil = (oW ¥

Wl = oo lwa) 2

1. -1 -1 2 -1
B' = = 0, =)+ (= /= —= ’
(3o Gy R

es una base ortonormal de V.
- El teorema de proyeccibn

Uno de los resultados m&s importantes de la teorfa de los espa -
cios con producto interno es el llamado teorema de proyeccién (o
teorema de la mejor aproximacidn), debido a que constituye el fun

damento de diversos métodos de optimizacibn.

Es f&cil comprender los conceptos que intervienen en dicho teore-
ma, asf como el problema de que se ocupa, a través de su interpre

tacién geométrica en el espacio cartesiano.

Consideremos para ello el subespacio de R?® representado por el

plano W de la siguiente figura, y un vector arbitrario Vv e R’.

Se trata de encontrar un vector w, del plano W que sea "el mis cer
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cano” a v (o "el m&s aproximado"), en el sentido de que la distan
cia entre vV y wo sea la menor distancia posible entre Vv y cual -

quier vector de W.

Si V €W la solucibn es trivial, puesto que el vector buscado es
el propio vector V; empero, si V ¢ W cabe hacerse las siguientes

preguntas:

1) ¢Existe algfin vector wy e W tal que ||V - W, || sea mfnima?
2) ¢Es dicho vector Gnico?

3) ¢Culles son las caracterfsticas que lo definen?

Para el problema geométrico planteado en R®, la intuicibn sugiere
que tal vector existe, gue es finico, y que es pfecisamente la rro
yeccién (ortogonal) de vV sobre el plaﬁo W, como se infiere de la-

figura anterior.

Sin embargo, para demostrar gue esto es vilido en un espacio cual
quiera con producto interno, se requieren algunas definiciones gg'

nerales y resultados previos que veremos a continuacibn

IX.5.15 DEFINICION

Sea V un espacio con producto interno y sea S un subconjunto de

V. Se dice que un vector V € V es ortogonal al conjunto S si
(VIu) =0 ¥ ues

El conjunto de todos los vectores de V ortogonales a S se deno-

ta con S*; esto es:

st={vev | (Vlu) =0, ¥3 ¢ s}

Como el lector podrd demostrar, el conjunto S* es un subespacio

de V, tanto si S es un subespacio de V como si no lo es.



- 670 -

Cuando S es un subespacio de V el conjunto S+ se conoce como el
"complemento ortogonal" de S, debido a que tiene la propiedad que

se enuncia a continuacibn.

"IX.5.16 TEOREMA

Sea V un espacio con producto interno y sea W un subespacio de
V de dimensién finita. Entonces, cualguier vector V € V puede

expresarse en forma Gnica como
V=w+w'

donde w e W y w' e w*

DEMOSTRACION
Probaremos primeré que existen dos vectores Wy w' con las carac
terfsticas propuestas y mostraremos a cqntinuacién que tales vec-

tores son finicos.

Sea B = {€1, €2/00e1 En} una base ortonormal de W. Definamos a w

como
— n — — J_
w= I (v]e)e; (1)
izl
y hagamos
w'=v-w . C(2)

Es claro que w y W', asf definidos, son tales que

E
+
€1

V:

£
™
=

y ademfs w

Para probar que w' € W* consideremos el producto de\W' por un ele
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mento Ej cualquiera de la base B. Entonces, por (2)

(fflfj) = (K : w[ej)- )
(w'Iej) = (vlej) - (w|ej)' (3)
pero, por definici6n de w se tiene que ' ,1
n
(wle.) = (z

5 vliey) ei|§j)

i=1

Aplicando reiteradamente ii) y. iii) de IX.5.1

ale. n 14 |5

(wle:) = I [(v e.) (e, e.)]

J i=1 Pord

Entonces, tomando en cuenta.que B es un conjunto ortonormal se
concluye que

(wley) = (vley)
Llevando este resultado a la gxpfesién (3) se tiene

J

(G'léj) =0, ¥%e; €B

Es decir, W' es ortogonal al conjunto B y en consecuencia, es or-

togonal al espacio W generado por B; esto es

como se querfa.

Para mostrar que w'y w' son finicos, supongamos otros dos vectores

—_ —_ 1

ZeW vy z2' ¢ W tales que
v=z+7%

como también

Vv=w+w




se tiene que

Wt W =7+ 72

y en consecuencia

W-z=2"-Ww'

perow -2 eW y 2Z' - W € WY, por lo que w - z es ortogonal y

a la vez igual a z' - w'.

En consecuencia, como el vector cero es el finico vector ortogonal

a si mismo, se tiene

W-z=2'-w =0
de donde

T=w y T =W

por lo que la descomposicibn a que se refiere IX.5.16 es finica.

O

El vector w de la expresién (1) se conoce como la proyeccién de Vv
sobre el espacio W, debido a que es la suma de las proyecciones

de V sobre cada uno de los elementos de una base de W.

IX.5.17 DEFINICION

Sean V un espacio con producto interno, W un éubeséacio de vbde
dimensibn finita y {€,, €2,..., En} una base ortonormal de W.
Si Vv € V, el vector

(vle,)e,
1 i’vi

ne~Ms

i

se llama la proyeccibén de vV sobre W
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Con estos elementos podemos ahora enunciar y demostrar el teorema

de proyeccién.

IX.5.18 TEOREMA (DE PROYECCION)
Sea V un espacio con producto interno.y sea W un subespacio de
V. Para cada vector Vv € V existe uno y s8lo un vector w, € W

tal que
1T - Woll <|IV-W|l, ¥WewW w#wo

Dicho vector es la proyeccibn de V' sobre W.

DEMOSTRACION

Sea V ¢ V, por IX.5.16 existen dos finicos vectores wo € W y

w; € Wt tales que
V=W + W)

donde W, es la proyeccién-de Vv sobré Wy

Wy =V - WwoeWt

Ademis, para cualquier vector W € W se tiene que
V-w=(V-wo) + (wo =W

Como (V - Wo) € WL y (wo - W) € W, dichos vectores son ortogona

les; por lo que, de IX.5.10
@ - %o) + o - W E = IF = GalP +[I% - TP
es decir

v - Wl =11V - woll* + W, - wIP?
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Adem&s, si W # W, se tendrd ||w, - w|| > 0, por lo que
v - wIF > 1Iv - Wl

y en consecuencia
v =%l > IV - woll

como se querfa.

a

IX.5.19 EJERCICIOS
1.- Verificar que
(x]y) = 3x1y1 - x1y2 - X2¥y1 + 2X2Y2

donde X = (x1, Xz2), ¥ = (y1, y2) € R?
es un producto interno en R?. Con dicho producto calcular
@@lp) y (ble)

para a= (-3, 1), B = (-2, -2), E = (-1, 4)

2.~ Demostrar que

. - n
si Z = (21) Z244+44 2p), W= (W1, W2,..., W) €C,

entonces, la furicién definida por

(Z|W) = z1W1 + z2W2 4.+ 2 W

- < 2 n
donde w, es el conjugado de w.,, es un producto interno en C;

mientras que la definida por

z|w) = + oot
(z|w) Z1wW) Z2W2 z W

no lo es ¢Cufles axiomas no se verifican?




3.-.a) Demostrar qﬁe
(A|B) = tr(a*B)

es un producto interno en el espacio de las matrices de

mxn con elementos complejos.

b) Calcular (A|B) con dicho prbducto y verificar que se cum-

ple la desigualdad de Cauchy-Schwarz para 1las matrices

i 2 141 -3 . 4 -2+1

4.- Calcular la distancia y el &ngulo entre los vectores

Xx=1(3, -2)y y= (2 1)

. a) Con el producto interno usual en R?

b) Con el producto interno definido por
(X|Y) = 3x1y1 - x1y2 - X2y1 + 2X2Y2

5.- En el espacio vectorial de las funciones continuas en el in -

tervalo [-1, I]

a) Demostrar que la funcibén definida como

1

(flg) = J:lf(t)g(t)dt

es un producto interno

{

b) Si £(t) = a, g(t) = bt® y h(t) = at+b
. determinar la pareja de enteros a, b para la cual dos de
las funciones son ortogonales y dos forman un &ngulo de ’

[XE}
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c) Para las funciones del inciso anterior, hallar las distan

cias de f a g y de g a h, y verificar que
d(f,h) g d(f,g) + d(g,h)
6.~ Demostrar que en un espacio V con producto interno, se cumple
que ¥ u, V, w e V

<d(u, v) + d(v, w)

<

a) d(u, w)

b) d(u, v) = d(v, u)

7.~ Demostrar el teorema de Pit8goras (IX.5.10) en un espacio con
producto interno cualquiéra, y demostrar que en un espacio con
producto interno real (u|v) = 0 es ademis una condicibn necesa

ria para la igualdad
o+ 9l =Qlul? +{ivie
8.- Con el producto interno definido en R? pof
(;l;) = 3x1y1 = X1Y2 = Xzy1 + 2X2y: ¥ X = (X1, X2), Y = (y1, y2)

a) Calcular el valor de p tal que B; = {(1, 1), (2, p)} sea
una base ortogonal de R®

b) A partir de B;, obtener una base ortonormal B, de R2.

c) Determinar las coordenadas en B, del vector (1, -1) ¢ RZ,

utilizando el teorema IX.5.13.

-

9.- Sean V un espacio con producto interno, G = {Vy, V2,..., Vj}

un generador de Vy G, = {Wi, W2,..., Wp} tal que

Wy = V)

_ i-1 (v W) _
: v, = I -———— w s para i=2,3,..., n
1 1 k=2 (wklwk)

w




10.-

11.-

12.-

13.-
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Demostrar que el subconjunto de Go formado por sus vectores no

nulos es una base ortogonal de V.

Considerando el producﬁo interno usual en R’, obtener una base
ortonormal del espacio generado por cada uno de los siguientes

conjuntos

a) A

((—l: 2, 1), (o, 1, 2), (-2, 3, 0)1}

b) B

{1, o, -2), (2, 1, -1), (-1, 3, 1}

Para el producto interno usual en R}, obtener el complemento
ortogonal Si de cada uno de los siguientes subespacios de R®,

y dar una interpretacibn geométrica de dichos complementos.
a) S, =1{(0, 0, 2) | z ¢ R}

b) S:

1}

{(x, x, 0) |'x € R}
c) S; = {(x, x, z) | x, z ¢ R}
d) s, = R?

e) Ss

{(, 0, 0)}
Si V es un espacio con producto interno demostrar que

a) Para S c V, S* es un subespacio de V.
L=
b) vt = {0}

~ 1
c) {ov} = V

d) Para un subespacio W de V, (w*# =W

Sean V el espacio de los polinomios de coeficientes reales y
grado menor que 3 sobre R, W = {ax? + bx - 2a - b | a, b ¢ R}

un subespacio de V, y el producto interno en V definido por




2
(pla) = & p(i) q(i)
i=0

a) Obtener una base ortonormal de W

'b) Determinar la proyecci6n sobre W, de cada uno de los poli-

'

nomios
p(x) = x% - x + 1
g(x) = 3x - 2
a b
14.- Sea W = a, b eR un subespacio del espacio
-b 2a

de las matrices cuadradas de orden 2 sobre R con producto in -

terno definido por . (A|B) = tr (ABT).

Obtener las matrices pertenecientes a W, m&s prbéximas a

2 -1 2 -1
‘M = y N = ', respectivamente.
17 =2 B S | 0 '

a ' —.
15.- Obtener el vector x ¢ R? que mejor se aproxime a un vector x

" tal que
0 1
y =Mx para y = (1, 2, -1) y M=|[1 0
‘ 0 2

considerando el producto interno usual en R®.. Esto es,
— T -~ —T —
Iy - M'|| < |ly - Mx' || # X e R2

La técnica se conoce como estimaci6n por minimos cuadrados.




CAPITULO X TRANSFORMACIONES LINEALES

INTRODUCCION

En divergas raﬁas de la matem&tica, la ffsica y las'Ciencias socia
les, es frecuente utilizar modelos que emplean funciones vectoria-
les de variable vectorial; es decir, funcicnes del tipo w = £(V)

donde W y V son vectores. A tales funéiones se les conoce usual -

. +
mente como "Transformaciones".:

En este capftulo nos ocuparemos de una clase especial de transfor-
maciones, denominadas lineales, que son las m&s simples y también

las de mayor aplicacién.

En la préctica, muchos problemas que involucran transformaciones
mis generales suelen resolverse aproximando &stas a transformacio-

nes lineales.

(

t Algunos auxonea.uixlizan téuminos como "aplicacibn" o "mapeo" en Lugan de
thans fornmacibn.
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X.1 ' CONCEPTOS FUNDAMENTALES

- Transformacién. Dominio, codominio, recorridovy nGcleo.

.X.1.1 DEFINICION
Si V y W son espacios vectoriales una funcién T: V + W recibe el
nombre de transformacibén. Los espacios V y W se llaman, respec-

tivamente, dominio y codominio de la transformacién

Asf, por ejemplo, la funcién T: R® + R? definida por la regla
T(x, y, 2) = (%X, y)

es una transformacifén. Los espacios vectoriales R® y R? son, res

pectivamente, el dominio y el codominio de T.

‘Respecto a la expresibn anterior cabe aclarar que se acostumbra es
cribir T(x, y, 2), en lugar .de T[(x, Y z)], con el propb6sito de

simplificar la notacibn.

Para la transformacién T definida anteriormente se tiene} por.ejeg

plo, que
T(1, 2, 3) = (1, 2)

Esto es, la imagen del vector (1, 2, 3) bajo la transformacibn T
es el vector (1, 2); también se dice que T transforma al vector
(1, 2, 3) en el vector (1, 2). Otra manera de indicar esto es la

siguiente
. T
(1, 2, 3) —= (1, 2)

Algunos otros ejemplos de imdgenes de vectores de .R? bajo esta mis




ma transformacibén son

T(-2, 7, 1) = (-2, 7)
T(0, 0, 4) (0, 0), etc.

Esta transformacifn tiene la siguiente interpretacién geométrica:
si (x, y, 2z) representa un segmento dirigido cualquiera del espa -
cio cartesiano tridimensional, T transforma dicho segmento en su

proyeccibén sobre el plano X - Y.
Consideremos ahora otra transformacién de R® en R?, definida por
S(x, Y, z) = (Yr 3Y)

Como se ve, la imagen de cualquier vector de R? bajo esta transfor
macibén es una pareja ordenada cuya segunda componenteles el triple
de la primera. Por ello, no todos los vectores de R? son imagen
de alglin vector del_doﬁinio, sino Gnicamente aquellos de la fprma

(a, 3a).

Al conjunto formado por todos estos vectores se le conoce como "re

corrido” de la transformacibn S.

En general, se llama recorrido de una transformacién al conjunto

de todos los vectorés que son imagen de algfin vector del dominio.

Otro conjunto importante definido por una transformacién es el nG-

cleo.

Se llama nficleo de una transformacién al conjunto ae véctores»cuya

imagen es el vector cero.

Por ejemplo, para la transformacién S definida anteriormente cual-

quier vector cuya segunda componente sea nula tiene como imagen al
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vector cero de R?, por lo que pertenece al nficleo de S.

De esta manera, los conceptos de recorrido y nficleo pueden definix

se como sigue

X.1l.2 DEFINICION

Sea T: V + W una transformacibn:

i). Se 1llama recorrido de T al conjunto
TV = (1@ | Ve v}

ii) Se llama nficleo de T al conjunto

..N(T) ={v| TV = ow}

Como se sigue de la definicién anterior, el recorrido es un subcon

junto del codominio mientras que el nficleo lo es del domintio.

Tales subconjuntos pueden ser propios o impropios, dependiendo de

la transformacibén de que se trate.

. Por ejemplo, para la transformacién S definida anteriormente, un
vector (a, b) de R? pertenece al recorrido de S si existe al menos
. . /

un vector (x, y, z) de R® tal que
S(*' y, 2) = (a, b)

pero como

S(x, y, 2) (y, 3y)
dicha condicibén se cumple si y sblo si

(a, b) = (y, 3y), para algn y € R.




esto es, si

a=y

b = 3y, para algﬁn Yy € R
por lo éue
s(8%) = (tys 37) |y R}
y el rec&rrido de S es un subconjunto propio de R2.

Para esta misma transformacibn, un vector (x, y, z) pertenece al

nlicleo de S si es tal que
S(x, y, 2) = (0, 0)
esto es
(yr 3y) =70
condicién que se sumple si y s6lo ;i
y=20
por lo que
N(s) = {(x, O, z} f‘x, ; e R}
y el nficleo de s.es un subconjunto propio de R®. . |
Para el caso de la transformacién f: R® + R? definida por
T(x, y, 2) = (x, ¥)
el recorrido es igual al codominio; esto es

T(R’) = R?



mientras que el nGcleo

N(T) = {(0, 0, z) | z € R}
es un subconjunto propio del dominio.

Un ejemplo donde el nfcleo es igual al dominio lo constituye la

llamada "transformacién cero" 0: R® + R? definida por
o(x, y, 2) = (o, 0)

En este caso el recorrido de la transformacién estd constitui&o

Gnicamente por el vector cero de RZ.
- Linealidad. Recorrido y nficleo de una transformacifn lineal.

Para introducir ' la nocidén de linealidad consideremos nuevamente la

ﬁransformacién S definida por
S(x, y, 2) = (y, 3y)

y elijamos un par de vectores del dominio, pér ejemplo
Fi=(1,2,3 y Vi=(0, =3, 4

Si sumamos dichos vectores y calculamos la imagen de la suma bajo

la transformacién S obtendremos
vV, +Vv,=1(1,2,3 + (0, -3, 4 =1(1, -1, 7)
S(V, + V2) =8(1, -1, I) = (-1, -3)

A este mismo resultado se llega sumando las im&genes de los vecto

res V, y V2; ya que
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s (v1)

S(l, 2, 3) = (21 6)

S(¥2) = $(0, -3, 4) = (=3, -9)
por lo que
S(¥1) # S(¥2) = (2, 6) + (-3, =9) = (-1, -3)

Asf, encontramos que "la imagen de la suma es igual a la suma de

las im&genes", para los vectores v, =1(1, 2, 3) y v, = (0, -3, 4).

Cabe ahora preguntarse si esto se cumple para cualquier par de vec

tores Vi, V2 de R*; es decir, ¢es cierto que
S(Vl + ;2) = S(-V;l) + S(va); ¥ ;1, -\72 e R¥?
La respuesta es afirmativa, como se demuestra a continuacién.

Sean v, = (x,,lxz, X3) y V2 = (y1, Y2, ys) dos vectores cuales -

quiera de R®.
En?onces
S(Vy, # Vz) = s[(xy, xz, *3) +'(¥;: Y2, ¥3)]
Para la adicién usual en R? se tiene que
S(V, + Vy) = S(x1 + yi, X2 + Y2, X3 + ¥3)
y de la regla que §ef1ne as
S(Vy + V2) = (%2 + y2, 3[x2 + y2])

Ademis, por la distributividad de la multiplicacién sobre la adi .-

cibén de nGmeros reales se tiene que

S(V; + 32) = (x2 + y2, 3x2 ++ 3y2) - - = (1)
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Por otra'parte, éplicando S a los vectores Vv, y Vz:

S(x1, %2, X3) = (x2, 3x2)

n

s(vy)

S(yi, Y2, ¥3)

S(va) (yz, 3y2)
sumandé estas imégenes*mediante la adicién usual en R? se obtiene
S S(V1) +.5(V2) = (x2 + y2, 3x2 + 3y2) e - = (2)
En consecuencia, de (1) y (2) se siéue que
S(V1 + V2) = S(V1) + S(V2); ¥ Vy, V2 € R®

como lo habfamos anticipado.

Esta es una de las dos condiciones que debe cumplir la transforma- !
cién S para ser considerada lineal. La otra condicién es la si -

guiente
S(O.-\;l) = aS(V;); V;l € Rz, a € R

Es decir, "la imagen del produéto de un escalar por un vector es

igual al producto del escalar por la imagen del vector".

Veamos si esto se cumple para cualquier escalar y cualquier vec -

tor, en el caso de la transformacibn S del ejemplo.
Sean V, = (X, Xz, x3) € R y a € R
Entonces
S(av,) = s[olx1, x2, x3)]

Para el producto por un escalar definido en forma usual en R? se

tiene
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- 8(avy) = S(ax,, aXz, axs)
por lo gue, aplicando la transformacién S
S(o¥y) = (axz, 3ox:) o - (3)
por otra'parte, al aplicar S al vector V1 se obtiene
S(V:) = S(x1, X2, X3) = (X2, 3x2)

Entonces, multiplicando o por la imagen de v, mediante el producto

por un escalar definido en forma usual en R?
0S(V,) = alxz, 3x2) = (axz, a[3x,])

y de las propiedades de la multiplicacién en R se tiene

oS (T1) = (axz, 3oxz) - - - -

En consecuencia, de (3) y (4)

© S(aVy) = aS(V1); ¥ Vi € R, o € R

Asf, la transformacibn S del ejemplo cumple también con la segunda
condicibn mencionada, por lo que se trata de una transformacién 1i

neal.

En general, la definicién de transformacibn lineal suele enunciar-

se de la siguiente manera
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X.1.3 DEFINICION

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K. Una trans

formaciébn T: V + W es lineal si ¥ v,, Vv, eV y ¥ a € K:

i) T(Vvy + V2) = T(V1) + T(V2) °

ii) T(O._\;l) = CI.T(‘\_I‘)

Cabe hacer notar que el simbolo + que aparece en el miembro iz -
quierdo de la expresibn i) representa a la adicién definida en V;
mientras que en el miembro derecho de dicha expresibn el mismo sim

bolo representa a la adicién en W.

De manera similar, el producto en el miembro izquierdo de la expre
sibén ii) se refiere al producto de un escalar de K por un vector

de V y en el miembro derecho al producto por un vector de W.

Las expresiones i) y ii) de la definicifn anterior, que en el estu
dio de sistemas fisicos se conocen como propiedades de superposi -
cibén y homogeneidad, pueden reunirse en una sola'exprgsién para es
tablecer la siguiente condicifn de lineaiidad, equivalente a la de '

finicibén X.1.3:
T(aV; + V2) = aT(Vy) + T(V2); ¥V, V2 €V y ¥ a € K

A continuacibn se presentan algunos ejemplos de transformaciones

que, como el lector podr& demostrar, son lineales.
1. .Si A es una matriz de mxn con elementos en R, la expresién

T(V) = AV, ¥V € R®, donde V¥ y T(V) son vectores columna,

define una transformacién de R™ en R™.
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2. Sea F el espacio vectorial de las funciones reales de variable

real: -

a)

Si S es el subespacio de F constituido por todas las fun -

ciones derivaﬁlesven un intervalo dado, la transformacién
D: S+ F

definida por
D(f) =£', % fesS

se conoce como "operador derivacibén" y transforma a una

funcibn cualquiera f en su derivada f'.

Si S es el subespacio de F constituido por todas las fun -

ciones continuas en un intervalo [a, b], la transformacién
J: S + F

definida por

(6] x =fxf(t) at, #x ¢ [a, B]
R a

se conoce como "operador integracibén" y transforma a una

‘.funciﬁn:cualquiera f en la funcién de x definida por

x
J’ f(t) dat.
a

3. Si V y W son dos espacios cualesquiera:

a)

" La transformaci6n

O: V+W

definida por




o(v) =6";Vw7ev

se conoée como "transformacibén cero" de V a W.
b) La transformacibn
I: V=V
definida por
I,v) = Vi wveV
se llama “ttansformaci&n identidad" en V.

4. Si V es un espacio con producto interno, S un subespacio de V
‘v B = {1, €2s00e1 Er} una base ortonormal de S, la transforma
" cibn’
T: V=+ S
definida por
- r — — — —
™(V)= I (v | ede, ; #VveV
I’y 1 1
i=1
transforma un vector cualquiera V € V en su proyeccibn sobre

el subespacio S.

Las transformaciones lineales tienen la siguiente propiedad

X.1l.4 TEOREMA

Si T: V + W es una transformacibn lineal entonces

T(O,) = 0

w
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DEMOSTRACION
Si T es lineal, ‘por ii) de X.1l.3

T(u°0v) = GT(OV), ¥deK
Entonces, por i) de IX.1.3

T(0 ) = oT(0 ), ¥ o € K

v v .

En particular, si o = 0 por ii) de IX.1l.3 se tiene

T(0) = ﬁw

‘lo cual demuestra el teorema.

D '

Como ya hemos visto, el recorrido de una transformacibn es un sub-
conjunto del codominio y el nficleo es un subconjunto del dominio.
"si la transfprmaéién es lineal dichos subconjuntos son ademés' sub-

espacios, como se indica a continuacién

X.1.5 TEOREMA
Si T: V +- W es una tr;nsformac16n lineal, entonces:
i) T(V) es un subespacio de W

ii) N(T) es un subespacio de V

DEMOSTRACION

Como T(V) es un subconjunto‘de W{ de acuerdo con el teorema IX.1l.6
bastar§ con probar que T(V) es cerrado para la adicibén y la multi- -

plicacibén por un escalar.

Sean W, y W, dos vectores cualesquiera de T(V)



Por i) de X.1.2 existen dos vectores V,, Vi €V tales que

G{ =T(Vy) y w2 =T(V2)
se tiene entonces que

W1+ W2 = T(V)) + T(V2)
' y como T es lineal, por i) de.x.1.3 se tiene
Wit W = T(V) + V2)

pero Vi, Vz € Vy V es un espacio vectorial, por lo que V, + V, € V

y en consecuencia

Wi + w2 € T(V) .. - == ()
Adem&s, si a es un escalar de K

‘owy; = aT (V1)
y como T es lineal

awy = T(av;)
" pero av;' € V por 1o que

a»':,e'r(v)A » | - - - (2)
En consecﬁencia, de (1) y (2), T(V) es un subespacio dé Ww.

Se deja al lector como ejercicio la demostracién de que el nGcleo

es un subespacio del dominio.

‘As{, por ejemplo, para'la transformacibén S? R?® + R? definida por

S(x, ¥, z) = (y, 3y)
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encontramos que su recorrido es. el conjunto
S(R*) = {(y, 3y) | y e R}
Es f&éillverificar que dicho cbnjunto es un subespacio de R?.
Para la misma transformacién se obtuvo que
N(s) = {(x, 0,-2) | %, z € R}

el cual, como el lector puede comprobar, es un subespacio de R®.

Para la transformaci6n S del ejemplo anterior fue muy sencillo ob-
tener su recorrido (inclusive por simple inspeccién), aunque por

lo gehe;al esto no resulta tan ficil.

No obstante, para determinar el recorrido de una transformacién 1i

neal especifica podemos aprovechar 1a.siguiente propiedad.

X.1.6 TEOREMA
Sea T: V + W una transformacién lineal. Si B = {Vi, V2,..., V }
es una base de V, entonces el conjunto G = {T(V1), T(V2)s..., T(Vn)}

es un generador de T(V).

DEMOSTRACION

Sea B = {v), Va,.., Vn} una base de V. Si w es un vector cualquie

ra de T(V), entonces existe algfin vector V € V tal que
w=T(V)
Como B es una base de V

V = o1V1 + a2V2 +...+ apvy




por lo que

'

w= T(val + anz 4ot ath)
y como T es lineal
W = a1 T(V1) + a2 T(V2) +...+ an T(Vp)

_En consecuencia, el conjunto G = {T(V), T(V2),..., T(Vy)} es un

generador de T(V).

O

Qi el conjunto G del teorema anterior es linealmente independiente
entonces es una base de T(V), y si es linealmente dependiente‘pue-

de obtenerse una base de T(V) a partir de &1.

Por ejemplo, para la transformacibn T: R® + R® definida por
T(x, y, 2) = (3x +y, 6x - z, 2y + z?

Considerémos, por sencilléi, la base canénica de R?
B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1)}

para lo cual se tiene

T(1, 0, 0)

= (31 6, 0)
T(0, 1, 0) = (1, 0, 2)
T(0, 0, 1) = (0, -1, 1)

Entoncés, del teorema X.1.6, el conjunto
G = {(31 6, 0), Sll o, 2), (0, -1, 1)}

es un generador del recorrido de T.
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Como G es un subconjunto de R®, podemos obtener L(G) como el espa

. cio renglén de la matriz

3 6 0
1 0 2
0 -1 1

3 6 0 1 0 2 1 0 2 1 0 2
1 0o 2| +|3 6 o] +|0..6 -6| + |0 1 -1
0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 0 o

Asf, una bése del recorrido es
(i, o, 2) ©0 1, -1
~de donde ' |
T(R®) = {(a, b, 2a —'g) |a, b e R}

Para este mismo ejemplo obtengamos ahora el nficleo de la transfor-
macibn. Se.requiere entonces determinar bajo qué condiciones un

vector (x, y, z) € R? es tal que
T(x, y, 2z) = (0,.0, 0)

Aplicando la regla de corrésp§ndencia se t;gne
(3x + y, 6x -2 Zy + z) = (0, 0, 0)

lo cual es equivalente al sistema homogéneo

3x +y=0
i 6x -2z =0
2y 4 2=0




cuya solucién general es

X = X
y = =3x
z = 6x

por lo que
N(T) = {(x, -3x, 6x) | x € R}

El teorema X.1.5 establece que el recorrido y el nficleo de una
transformacién lineal son espacios vectoriales y, por lo tanto,

tienen dimensién.

Como el lector puede darse cuenta, para el ejemplo anterior las dai

mensiones de estos espacios son
dim T(R®) = 2 y dim N(T) =1

si sumamos dichas dimensiones obtendremos un nfimero que coincide

con la dimensién del dominio.

Esto sucede siempre 'que trabajamos con espacios de dimensién fini-

ta, como se establece a continuacibn

X.1.7 TEOREMA
Si V es un espacio de dimensién finita y T: V + W es

una transformacibén lineal, entonces

dim V = dim T(V) + dim N(T)

DEMOSTRACION

Como V es de dimensién. finita y N(T) es un subespacio de V, por




- 697 =~
IX.2.13,se tiene que
daim N(T)‘{bdim v
A cont%nuacién se demuestra el teérema para
0.< diﬁ N(T) < dim V

La demosﬁracién del mismo para los casos extremos,‘dim N(T) = 0

y dim N(T) = dim V, se deja al lector como ejercicio.

Sean k = dim N(T), A = {n;, nz,..., Nk} una base de N(T) vy

dimV =%k +r

Como A es un conjunto linealmente independiente constituido‘por

vectores de V, podemos ampliarlo hasta obtener una base de V de la -

forma
B= (Fyy Faseees Bo Vas Vaseens )
Probaremos entonces que el conjunto
¢ = {TE), TE) e, TE)
es una ﬁase de T(V).
1) Probemos que el c§njunto (o] es.uq génerador de T(V):

un vector cualquiera de T(V), entonces existe algfn

£

Sea

v € V tal que
w=T(v)

En consecuencia, existen escalares Ojss«es Qks Brseeces By ta-

les que

W= T(ogh, +...+ oDy + BV +...t BrVr)




2)

y como T es lineal

W = o, T(my) +...4 Qk'r(ﬁk) + BiT(V)) +...+ B T(V)
Adem&s N, ..., ;k € N(T), por lo, que
vﬁ = a,ﬁw‘+..;+ a0y + B1T(V1) +...+ BT (Vy)
de donde, finalﬁente
T = BiT(T1) 4...t BpT(Vp)
y el conjunto C es un generador de (V).
Probemos que el conjunto C es linealmente independiente:
Sean AI;..., Apr tales que
MT(V1) +...4 ApT(Vp) = Oy
Como T es lineal se tiene
T(AV) +e.ot ApVp) = Oy

por lo que A\,¥; +...+ ApVp € N(T), y como A es una base de

N(T)
AV) +eeet ApVp = y,ﬁ,»+...+ YxDk
esto es
VAL Heeot YRAK = Mi¥y meeam Agp = Oy

Pero como B es linealmente independiente, la expresifn ante -

rior 1ﬁplica

Y1 Seee= Yy = < X] LR e Xr =0
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por lo que

y el conjunto C es linealmente independiente.

En consecuencia, de 1) y 2), el conjunto C es una base de T(V),

por lo que dim T(V) = r y la demostracibén queda completa.
X.1.8 EJERCICIOS’

1.~ Para cada una de las siguientes transformaciones

T: R® + R® tal que T(x, y, 2z) = (3x +y,x-2, 2x +y + 2)

S:'R3 + R tal‘que S(x, ¥, z) (2x - 2z, seny, 2z - 2, - X + 2

Q: R® + R® tal que Q(x, y, z) (x +y, y -1, xy)

a) Obtener la imagen bajo la transformacién de los vectores
(1, 0, 2) Y (1, -3, 1).
b) .Determinar si la transformacién es lineal.

c) Definir el nGcleo y el recorrido de la transformacién.

2.- Sea el espacio vectorial de todas las funciones reales de va -
riable real, continuas en el intervalo (0, =) y sea T: Vv

tal que x '
{T(£) | (x) = £(x) +f £(t) dt

o
a) Obtener la imagen bajo T de 1las funciones £, g y 6 defini-
" das por
X

f(x) = sen 2x, g(x) =e ", 6(x) =0 ¥ x € R

b) Demostrar que T es lineal.

3.- Demostrar que el nficleo de una transformacifn.lineal es un sub

espacio del dominio de la transformacién. .
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4.- Demostrar que si T: V + W es una transformacién lineal, enton

ces
dim V = dim T(V) + dim N(T)
para los casos en que

a) dim N(T) 0

b) dim N(T) dim V

5.- Para la transformacibén T: V +' W donde V es el espacio de los
polinomios de grado menor que 3 con coeficientes reales, W
el de las matrices cuadradas de orden 2 con elementos reales,

y T est8 definida por

a+c b + 2¢c
T(ax? + bx + ¢c) =
2a - b -a-¢
a) Véxificar que T es lineal
b) Determinar el nficleo de T y una base de &l.
c) Determinar el recofrido de T y una base de é€l.
d) Calcular las dimensiones del nficleo y del recorrido de la

transformacién.
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X.2 REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

En el caso de espacios de dimensién finita las transformaciones 1i
neales pueden ser representadas por medio de matrices, las cuales
se empiean para resolver diversos problemas con grandes ventajas

desde el punto de vista operacional.

Con objeto de introducir el concepto de matriz asociada a una
transformacién lineal, consideremos la transformacién T: R® + R?

definida por
T(x, ¥, 2) = (x + 2y, 3x - z)

y tratemos de encontrar una matriz A tal que el producto de ésta
por cualquier vector del dominio nos proporcione la imagen de di -

cho vector bajo la transformacibén T; esto es, una matriz A tal que

AV = T(V)

!

Como en este caso vV es un vector de R® y T(V) es un vector de R?;
la igualdad anterior s6lo puede lograrse mediante una matriz A de

2x3, considerando a V y T(V) como vectores columna.
En consecuencia, la matriz A deberi ser de la forma
an a2 as

az azz azs

X
yi= ¥ X, Y; 2 €R
z
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Es decir

a; x + a;y +a;3z= x+ 2y
Yy

az1X + azy + anz =3x- z, %X, y, 2¢€R
lo cual se cumple para los valores

a;; =1, a2 =2, ay3 =0

azy = 3, az; = 0, az; = -1
por lo que la matriz

1 2 0

w

0 -1
- satisface las condiciones pedidas.

A esta matriz se le conoce como "matriz asociada a la transforma -

cién T" (definida anteriormente) y se le representa con M(T).

Veamos ahora que relacidn tienen los elementos de esta matriz con' .

los vectores de una base del dominio.

Si calculamos las im8genes de los vectores de la base canénica
E={(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1)}

bajo la transformacibén T, obtenemos

T(1, 0, 0)

= (1, 3)
T(0, 1, 0) = (2, 0)
.00, 0, 1) = (0, -1)

Como el lector puede darse cuenta, estas imégenes (consideradas co
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mo vectores columna) son precisamente las columnas que integran la

matriz asociada a T.

Se puede demostrar ficilmente que éste es un resultado de carfcter
general. Por ello, para obtener la matriz asociada a una transfor
macién lineal bastari calcular las imdgenes de los vectores que in

tegran la base canbnica delidominio.

Por ejemplo, para la transrormacién S; R® + R’ definida por

S(x, y, 2) = 3x +y, 6x - 2z, 2y + z)
se tiene

s(i1, 0, 0) = (3, 6, 0)

s, 1, 0) = (1, 0, 2)

s(o, 0, 1) = (o, -1, 1)

por lo que su matriz asociada es

3 1 0
M(S) = 6 0 -1
0 2 1

En efecto, si multiplicamos un vector cualquiera de R"por esta ma

triz se obtiene

3 1 0 x 3x +y
6 0 -1 Y = 6x - 2z
0 2 1 z 2y +. 2z

que es la imagen de dicho vector bajo la transformacién S.
- uatriz-asociada, referida a dos bases cualesquiera.

En los ejemplos anteriores las columnas de la matriz asociada a la

B
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transformacién sonllas im&genes de los vectores de la base canfni-
ca del .dominio, y al multiplicar dicha matriz pbr un vecfo: se ob-
tiene la imagen de éste bajo la transformacibn. Esto es posible
debido a que tanto el dominio como el codominio son espacios del

tipo R".

Sin embargo, las ideas anteriores pueden generalizarse al caso de
espacios vectoriales cualesquiera, simplemente reemplazando los

- vectores por sus respectivos vectores de coordenadas.

De esta manera, si T: V + W es una transformaci6n linea11 A es una
base de V y B es una base de W, en lugar del vector V e V tendre -
mos 5 su vector de coordenadas en la base A: (V)A, en lugar de

T(V) e W tendremos a su vector de coordenadas en la base B:ET(V)]B.
La matriz éueyal multiplicar al vector (V)A ﬁos da como resultado
[T(V)]é se llama "matriz asociada a T referida a las bases A y B",
y se representa con MQ(T)} esto es .

A - _ -
M (T) (W), = [T(v)]B

Las columnas de dicha matriz son los vectores de coordenadas, en

la base B, de las imigenes de los elementos que integran la base

A, como lo establece el siguiente teorema
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Sean V y W dos espacios vectoriales con dim V =n y dim W = m;

X.2.1  TEOREMA
y sean A = {Vi, V2,..., Vu} ¥y B = {W1, W2,..., Wp} bases de V
Yy W, respectivamente. ‘

Si T: V + W es una transformacién lineal, existe una y sélo

una matriz MQ(T), de mxn, tal que
A S = G T
M (T) .(V?A = [T(V)]B , BV eV
Las n columnas de dicha matriz son los vectoreé

[Tl » [TED]G oenn0 [T],

DEMOSTRACION

Sean V'y W dos espacios vectoriales con dimV =ny dimW=m, y
sean A = {Vi, Va,..., . Vu} y B = {W,, Wz,..., Wy} dos bases cuales-

quiera de V y W respectivamente..
Consideremos una transformaciéh'lineal T: V> W.

Si, V es un vector cualquiera de V, éste puede expresarse univoca -

mente en términos de la base A como
Vo= a1Vy + 02V2 4...4 apVy o - - - (1)
por 1o que

T(V) = T(01Vi + asVa +e.ot a¥Vy)
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 y como T es lineal

T(V) = aiT@1) + 2T(Va) +...4 anT(¥n) --- @

Por otra parte, los vectores T(v,), T(V:),..., T(V,) son elementos
de W, por lo que pueden expresarse unfvocamente en términos de la

' base B; es decir

~T(V;) = a,1§, + 321W2 +..0F amxwm‘

T(V2) = a12W1 + az22W2 +...+ amawp
: : - - =-(3)

T(V“) = a;nw) + az;nwz +...+ apnwn

Llevando estas expresiones a (2) se tiene que
T(V) = a1(ajiwy + agpi1Wz +...+ amwnp) + az(@12W; + @22Wz +...+ amaWm) +
+..04 an(alnﬁl + azngz +...4 amnWm)

de donde : o
T(V) = (ojan + 0za12+...+ ana,n)ﬁ; + (u1a21+ azz2+.. .+ dn&zn)ﬁz +

+.oo+ (0yami + 0zamz. +...+ anamn);h
Por la definicibn IX.2.14, las sumas encerradas entre.paréntesis

son las coordenadas de T(V) en la base B, por lo que- podemos escri

bir

ajd;; + 02832 +...+ ana)n

ajdz; + 0zazz +...+ apnazn

[T@], = Y

ajap1 + 0z2ap2 +...+ 0pamn
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o bien, como producto de matrices

ET(V)]B

De (1), los escalares a;, Oz,-.., Op Son las coordenadas de V en "

an a2 cee ain

321 aza s azn
: : :
.

ami amz amn

la base A, por lo que

?!l ajyz s ain
- azy az2 oo azn
Er(v)]B B : : :
ami amz oo amn
y finalmente
@], = @@
B B A
donde
a a2 o an
A azy az2 v azan
My = | . .
amy amz see amn
Adem8s, de (3)
an a2
azn - az2 - .
AR & ICZ9 0 PO B B & I CZ9 3 PR
am; am2

por lo que las columnas de M:(T) son los vectores de coordenadas,

Lamn

= [r)],
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en la base B; de las im8genes de los elementos que integran la ba-

se A.
Para demostrar que esta matriz es Gnica, supongamos otra matriz
A - L)
M = o]
. tal que
M ®, = [T®]
7B A B

Como el vector de coordenadas de T(V) en la base B es finico, se.

'

tendré que
Mo®, =m®, ¥Tev
. B A B A
es decir
ayd;; + aza;2 +...+ apdin = ajbyy + azbjz+...+ opbin
01d2y + Q2a22 +...+ anazn = b2y + azb22 +...+ apban
ajam; + 0zamz2 +...+ Gnamn = a;bm; + azbmz +...+ oanbmn
para cualquier valor de aj, Q25+++, Qp.

'Haciendo a = 1l vy qj =0 ¥3j # k, se obtiene

aix = bik
azk = b2k
amk = bmk

y al recorrer k todos los valores 1, 2,.., n, se concluye que

aij = bij.; ¥i, 3J }




En consecuencia

A - NA
‘ MB(T) = NB(T)

Esto completa la demostracién.

O

De acuerdo con el teorema anferior, la matriz MQ(T) nos permite
calcular la imagen de un vector cualquiera v del dominio mediante

el siguiente procedimiento, que podrfamos considerar indirecto:

1) Determinar las coordenadas de V en la base A.
2) Multiplicar la matriz M:(T) por el vector (V)A.

3) Obtener el vector T(V) a partir de sus coordenadas en la base

B.

aplicacibn

de La negla
v T (V)

) multiplicacibn
csfng:ﬁZdZEJl 3 por escalanes
y adiciones
= 2 —
(v) > [T
A T muttipticacibn [r@],
. por Mh(T)

El teorema X.2.l1 es de. importancia por diversas razones. Primera-
mente, porque redﬁce el problema de aplic;r una transformacién al
de ﬁultipiicar uné matri; por un vector, lo cual nos.permite aproQ
vechar las propiedades y procedimientos ya conocidos del &lgebra

de matrices, incluyendq las posibilidades . de su manejo por computa

dora.

\

Otra consecuencia importante de dicho enunciado es que la matriz



Mg(T) depende de las bases A y B. Generalmente dichas bases se

-eligen de manera qué el c&lcglo de coordenadas resulte lo m&s.sen-
cillé posible; sin embargo, podemos también seleccionar dichas ba-
ses buscando que la matriz sea muy simple (con la mayor cantidad

de ceros, por ejemplo). De este Gltimo aspecto nos ocuparemos mis

adelante cuando tratemos el tema de la diagonalizacibn.

Para ilustrar los conceptos inherentes al teorema X.2.1 mediante un

ejemplo, consideremos el espacio
v={ax?+bx+c | a b, ce R}

de todos los polinomios con,coeficientes reales de grado menor que

tres, y el espacio
Ww={ a, b, c e R
b c

de matrices simétricas de orden dos con elementos en R; y sea
T: V - W la transformacibén definida por
. a+c 3b
. T(ax? + bx + ¢) =

3b 2a+2c

Podemos seleccionar las siguientes bases péra V y W, buscando sim-

plificar al m&ximo el c&lculo de coordenadas

A

{x?, x, 1}

1 ol o 1] o o

w
]

o0 o, |1 o] , |0 1

pPara hallar la matriz asociada a T referida a estas bases obtene -



0 -2

cuyas coordenadas en la base B son

-1T -
[Ty = o

2

o
[rx)]), = |3

0
f(ra], =1|o

2

En consecuencia, la matriz asociada a T referida a las

elegimos es

1 0 1
mym o= fo 3 o
o 2

x

Si queremos emplear esta matriz para obtener la imagen

Vv = 3x? - 2x + 4, por ejemplo, hacemos lo siguiente:

del vec%or
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1) Determinamos las coordenadas de v en la base A. En este caso,
por simple inspeccibn se obtiene
3
(V)A =1]-2
4

2) premultiplicamos este vector por MQ(T)

1 0 1 3 7
0 3 0 =2 = | -6
2 0 2 4 14

3) y como el resultado es [T(V)]B, entonces
T(V) =7} + (-6) + 14 | | =

Observe que el mismo resultado se obtiene aplicando directamen

te la regla al vector Vv . ' .

3x2 - 2x + 4 I
-6 14

Como vimos al inicio de esta seccibn, cuando los espacios V‘y w
del teorema X.2.1 son del tipo R" 'y A, B son las bases canénicas
de V y W, la matriz M:(T) se denota simplemente con M(T) y se lla-

ma matriz asociada a T.
- Matriz de transicibn y matriz identidad.

El cambio de coordenadas de una base a otra puede efectuarse tam -
bién multiplicando una matriz por un vector. Esta matriz se cono-

ce como "matriz de transicién" o "matriz de cambio de base".
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Para obtener dicha matriz podemos apoyarnos en el teorema X.2.1,
considerando el cambio de coordenadas como una transformacién iden
tidad y determinando su matriz asociada referida a' las bases en

cuestibn.

De esta manera, si-A = {Vi, V2,..., Vp} vy B = {W1, Wa2,..., wp}
son dos bases de -un espacio vectorial V, conocemos las coordenadas
de un vector V en la base A y deseamos obtener sus coordenadas en

la base B; consideramos una transformacién T: V + V definida como
T(V) =V, ¥ VeV
"y obtenemos su matriz asociada, referida a las bases A y B.

Puesto que T(Vi) = Vi' ¥ Vi €A, las columnas de la matriz Mng)
son en este casé los vectores de coordenadas en la base B de los
vectores V,, 32,...,‘Vn que forman la Sase A.  Entonces, si multi-
plicamos dicha matriz por el vector (V)A se obtiene (V)B, como ng
rfamos. . :

'

Asi, por ejemplo, si A = {Vi, V2, V3} y B = {w,, W2, W3} son dos
bases de un espacio V (de dimensibn, tres) y'los vectores de A pue-

den expresarse en términos de los vectores de B como

V1=2V_vl]+ ;Iz‘;;

4w, - 3wj

<1
N
[

\_Ia= v71+ ;;

entonces la matriz
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es la matriz de transiciGn de la base A a la base B.

De esta manera, por ejemplo, el vector

v = 5;; - v; - 373
cuyas coordenadas en la base A son

@, = (5, -1, -3

tiene por coordenadas en la base B

2 o0 1 5 7
1 4 of |-1]l=]1
-1 -3 1 -3 -5
Es decir
@, = (1 -5) 7

como puede verificarse fécilmente.

Respecto a la matriz 'de transici6n de uha base ‘A a una base B, con
viene hacer notar que es una matriz no singular (debido a la inde-
pendencia lineal del conjunto {Vi, Va,..., n b, y su inversa es la
matriz de transicién de la base B a lé base A, como el lector ﬁg -

dr& demostrar.

Salvo el caso anterior, en el que interesa considerar dos bases
distintas de un mismo espacio por tratarse de una transformacién
de coordenadas, cuando se tiene una transformacién del tipo

T: V + V lo usual es considerar una sola base para el espa&io v,
y la matriz M:(T)'ge llama matriz asociada a T referida a la base

A.
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En el caso particular de la transformacifn identidad se tiene la

siguiente propiedad

X.2.2 TEOREMA
Si V es un espacio vectorial de dimensién n, entonces la matriz
asociada a la transformacién identidad I: V + V, referida a cual

quier base de V, es la matriz identidad I

DEMOSTRACION

Sea A = {Vy, Vasece, Vn} una base de V;por X.2.1 se tiene que
A _ - - -
MA(T) = [fro0], [rFa], ... [Ep1,]

si T: V+ V es la transformacibn identidad

T(V,) =V,

T(Vy) = V2

?‘(Vn) =Vn.

por lo que
[2@0], = (1, 0,eeny O
@], = (0, 1,00, OF

[(£F)], = (0, 0,euey 1)




Y en consecuencia

- -
1 0 ... o0
0o 1 ... 0
A _ . -
My = | . . . . 1,

- . Rango de la matriz asociada y diménsién del recorrido. -
Regresemos gi ejemplo de la transformacién T: V + W definida por
a+c 3b
T(ax? + bx + ¢) =

3b 2a + 2¢

para la cual se obtuvo

1 0 1

A _ .
M(T) = [0 3 0
2 0 2

A
R[M;(M)] = 2.

Por otra parte, por simple inspeccibén puede obtenerse en este caso

el recorrido de T, que es




'por lo que

dim T(V) = 2.

Estdecir, el rango de la matriz‘asociada a la transformacién coin-
cidi6 con la -dimensibn del recorrido de ésta. Tal relacién se ve-
rifica para cualquier transformacién‘lineal, independientemente de
las bases que se elijan para la_representacibn matricial, como lo

establece el siguiente teorema.

'X.2.3  TEOREMA
Sea T: V + W una transformacién iineal y sean A, B dos bases de

VyWw, re§pectivamente; entonces:

RMA (D] = dim T(V)

DEMOSTRACION

Sea T: V + W una transformacibn lineal y sean A = {Vy, Vz,..., V_}

"y B = {Wi, Waseee, Gm}'bases de V y W respectivamente.

Por IX.3.6, el rango de Mg(T) es la dimensién del espacio columna
de dicha matriz y, por X.2.1l,las columnas de MQ(T) son las coorde-

nadas en B de los vectores T(Vi), i=1, 2,..., n.

Adem&s, por X.1.6, G = {T(V;),lT(Vz),..., T(Vn)} es un generador
de T(V) cuya dimensién es igual al nfimero m&ximo de vectores 1li -

nealmente independientes de G.




.Para demostrar que estos dos nfimeros son iguales bastar§ con pro -
bar que un conjunto {Ui, Uzse.., Gr} es linealmente independiente
si y s6lo si el conjunto {(Gl)B, (Gz)B,..., (G;)B} es linealmente

independiente.
En efecto
= s o \T '
Sean (Wi)B = (Ai1s Ai2seees Aip) , con'i =1, 2,..., ¥

Si el conjunto {(G,)B, (Gz)B,..., (Gr)B} es linealmente indepen -

diente entonces, por. IX.2.3, |

Al A21 Ara 0

. )\]z %22 ! A!‘Z 0

ay . + a2 . +ooot 0p . = .
\im Azm )\rm 0

Igualdad entre vectores de R" que puede expresarse cCoOmo:

arA11 + a2A21 +.e..t Opdp =.0

a;klz 4+ azdz2 +o..t arkrz =0
L (1)

oA im + az2dzp te.ot arlrm =0

Por otra parte, ya que B es base

Bi1W1 + B2Wz +...+ Bpwp = 0  implica que B1 = B2 =eee="Bp =0

Si hacemos estas Bj' j=1, 2,..., m iguales a los primeros miem -

" bros de (1) tendremos que
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3

(a1dyy + az2hz; *eeet apdp) Wy + (03X12 + 0gdzs +e.ot aphpa)Wz +..n

ceet (oA + O2ham +...+ ar)\rm);m =0
Efectuando operaciones y reordenando tendremos

a1 (A Wi + X12W2 +o.. AipWn) + a2 (Ao Wy + A2aWz 4...t Agmidm) + ...

ceet ar(Ap1W, + ApaWz +...+ ApmWn) = 0

pero lo que est8 en los paréntesis son los vectores Ei expresados
como combinaciones lineales de los elementos de la base B, por 1o

que
(!161 + G;Gz +o.0t Grar =7 A
y ya que los finicos valores posibles para las as son

de IX.2.3, el conjunto {u,, Uz,..., Up} es linealmente independieg‘

te.

De manera anfloga pﬁede probarse que si el conjunto - - - - -
{u;, ¥z,..., Up} es linealmente independiente, entonces el conjun-

to ((G;)B, (GZ)B""' (G})B} también es linealmente independiente.

]



X.2.4 EJERCICIOS

1.- Sea la transformacién lineal T: R? - R® definida por

T(x, y) = (x -y, 2x = 2y, = x +Y)

a) Obtener la matriz M(T)

b) Utilizando la matriz obtenida determinar la imagen bajo T
de los vectores (1, 2), (0, 3) y (-1, 5).

c) Determinar la matriz MQ(T) para A = {(2, 1), (1, 0)}
yB={(, 0, 00, (0, -1, 0), (0, 0, =3)}

d) Verificar que los rangos de M(T) y MQ(T) son iguales.

Sean S: R? » R%, A = {(1, 1), (0, -1)},

B={(1, 0,1, (0, 1, 1), (11 1, 0)} Y

1 1

A =
MB(S) = 0 1
1 0

Obtener la regla de correspondencia de la transformacién S.

Sean A = {Vi, V2, V3} y B = {w,, w2, ws) dos bases de un espa
cio V sobre R y tales que sus elementos estfn relacionados

por

v, = ;) + 2;2 + ;3
_\;2 = 2;2 + ;3
;3 = ;1_1 - ;z

Sea T: V + V una transformacién tal que

T (V1)

L}
z

T(V2)

]
E 4
~

T(Vg) = ;3

A , B A B
Obtener M (T); M, (T), M, (T) y My (T)



4.- Sean V el espacio de las matrices cuadradas de orden 2 sobre

y S:

a)
b)

c)
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Vv + V la transformacién lineal definida por

SA) =A+Al, ®AEV

Hallar M(S)
Determinar rango de M(S)

Calcular las dimensiones del nfcleo y del recorrido de S.

5.- Sean A = {V), V2, V3} ¥ B = {w,, w2, W3} dos bases de un espa-

cio

a)

b)

6.- Sea

Vv de dimensibén tres, si

vy = 2;1 + ;z - w:
V2 = 2;1 + 3‘;3
V; = w + w2 - 3;3

Qbfener las coordenadas en B de U; y u; tales que

@y = (1, 0, -1y @p =0, -2, 1T

Obtener las coordenadas en A de Uy y u, tales que

@)y = (2, -1, 07y @0y =1 -7

T: R® + R® una transformacibn definida por

T(1) = 2i + 3k
T(j + k) = 23
T+ 3 =1-3 ,

donde {i, j, k} es la base canbnica de R®

a)
b)

c)

Determinar la regla de correspondencia de T
‘Obtener M(T)
Obtener M’ (T) para A = {(-1, 0, 0), (0, 3, -1}, (1, L, 0)}
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X.3 ALGEBRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

Como vimos en la seccién X.1, una transformacién es una funcién cu
yo dominio y codominio son espacios vectoriales. En consecuencia,
las operaciones que usualmente se realizan con funciones pueden

también efectuarse con transformaciones.

En esta seccibn nos ocuparemos de tales operaciones; en particular
de la adicibn, la multiplicacién por un escalar y la composicién,
haciendo énfasis en algunas de sus caracterfsticas para el caso de

transformaciones lineales.

Empezaremos por definir la relacién de igualdad entre transforma -
ciones, la cual se desprende de la igualdad de funciones, conforme

lo establece el siguiente enunciado.

X.3.1 DEFINICION
Sean S y T dos transformaciones de V en W. Se dice que Sy T

son iguales, lo cual se denota‘mediante S = T, cuando

S(V) = T(V), ¥V eV

- Adicién y multiplicacibn por un escalar.

La definicién de adicibn y multiplicacién por un escalar para el
caso de transformaciones también es una consecuencia de su defini-
ci6n para el caso m&s general de funciones, como se aprecia en el

siguiente enunciado



X.3.2 DEFINICION
Sean S y T dos transformaciones de V en W, y sea K el campo so -

bre el cual estd definido el espacio W:

i) La suma de S y T es una transformacién de V en W, denotada

con S+T y definida por
(S+T) (V) = S(V) + T(V); ¥V e V

ii) El producto de un escalar a € K por la transformacién S es

una transformacién de V en W, denotada con aS y definida por

(aS) (V) = a*S(V); ¥V e V

Asf, por ejemplo, para las transformaciones S y T, ambas de R® en

R?, definidas por

S(x, y, z) = (x + 3z, 2x - y)

Yy
T(x, y, 2) (x +y, x +y)

Si V es el vector de R*®

v = (1, 0, -3)

las im&genes de dicho vector bajo las transformaciones S y T son,

respectivamente
s(v) = (-8, 2)
Yy -
T(v) = (1, 1)

La suma de tales vectores es la pareja ordenada (-7, 3). Este vec

tor es, por X.3.2, la imagen de V bajo la transformacibn S+T; es
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decir

(s+T) (V) = (-7, 3)

Para obtener la regla de correspondencia de S+T bastar8 con sumar
las im&genes de un vector arbitrario del dominio bajo las transfor

maciones S y T; esto es:
(S+T) (x,y,2) = S(x,y,2z) + T(x,y,z) = (x+3z,2x-y) + (x+y,x;y)
y la rggla de correspondencia de S+T es
(S+T) (x, y, 2) = (2x + y + 3z, 3x)

Para la misma transformacién S y el mismo vector v del ejemplo an-

‘terior, la imagen de V bajo la transformacibn 3S es
(38) (v) = 35(3) = 3(-8, 2) = (-24, 6)
y la regla de correspondencia de dicha transformacién es
(38) (x,y,2) = 3S(x,;,z) = 3(x+3z,2x-y) = (3x+9z,6x-3y)

Respecto a la adicién y a la multiplicacién por un escalar, las
transformaciones lineales tienen las propiedades que veremos a con

tinuacién

X.3.3 TEOREMA
Si S y T son transformaciones lineales, entonces S+T

y aS también son lineales.

DEMOSTRACION

Sean S: V.+ W y T: V + W dos transformaciones lineales, K el cam

po sobre el que est&n definidos Vy W, y sean Vv,, V, ¢ V y X €K,



entonces

(S+T) (X;x'i'\—lz)

SOAV14Vz) + T(AV,+v,) - por i) de X.3.2

]

(s (V1) +5(¥2)]+[AT(V1)+T(¥,)] por linealidad de

Sy de T.
= DS(V,HAT(V.)]-#[S(Vz)+T(Vz)'J por ii) y v) de
IX:1.1

A[s(V+T (V1) ]+[5(V2)+T(V2)]  por vii) de IX.1.1

(S+T) (AV,+V2) MS+T) (V) +(S+T) (V) ‘ por i) de X.3.2
Y en consecuencia $+T es l;neal.

La prueba de que aS es lineal para cualquier escalar o se deja al

O

Si consideramos el conjunto de todas las transformaciones lineales

lector como ejercicio.

que pueden definirse de un espacio V eﬁ un espacio W, conjuntamen-
te con las operaciones de adicibn y multiplicacién por un escalar
definidas por X.3.2, tendremos un ejemplo m&s de espacio vectorial,

como lo establece el siguiente teorema.

X.3.4  TEOREMA
Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, y sea
L(V, W) el conjunto de todas las transformaciones lineales de

V en W. E1l conjunto L(V, W) es un espacio vectorial sobre K.

DEMOSTRACION

La-cerradura de L(V, W) para la adicién y la multiplicacién por un
escalar, postulados i) y vi) de la definicién de espacio vecto -

rial, se sigue directamente de X.3.3.
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A continuaci6én demostramos que se satisfacen los postulados 1i1),

iv) y viii) de la misma definicibn y se sugiere al lector, como

‘ejercicio, verificar que se satisfacen algunos de los postulados

restantes.

iii)

iv)

3 0¢ L(V, W tal que O+T =T, ¥ T ¢ L(V, W).

Sea O0: V + W la transformacién linealvdefinida por
o =0, %VeV

(verifique que dicha transformacién es lineal)

Entonces, si T es una transformacién cualquiera de L(V, W),

¥ v € V se tiene que

(0+T) (V) = O(V) + T(V) por i) de X.3.2
= 3w + T(V) ' por definicién de O
(0+T) (V) = T(V) por iii) de IX.1l.1

Finalmente, por X.3.1l.

Oo+T = T

.lo que demuestra el enunciado 1iii).

¥ TeL(V, W & =T € L(V, W) tal que -T+T = O.

Sea -T: V + W la transformacibn lineal definida por

(- @) = -[TM]; ¥V eV

Entonces, ¥ V € V se tiene que
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(-T) (V) + T(V) " por i) de X.3.2

[r+1] (V) =
= -[r(v] + (™ por definicién de -T
[Fr+T] (V) = 0 por iv) de IX.1.1

w

Finalmente, por defiﬁicién de O
-T+T = O
lo que demuestra el énunciado iv).
viii) (a + S)T =aoT + BT; ¥ T € L(V, W) y ¥ a, B € K.

Sea T: V + W una transformacién lineal cualquiera. Enton -

ces, ¥ VeV y ¥a, B¢€K se tiene que

(a + B) T(V) por ii) de X.3.2

[(a + B)T) (V) =
= aT(V) + BT(V)'  por viii) de IX:.1l.1
[(a + B)T] (V) = (aT + BT) (V) por i) de X.3.2

Finalmente, por X.3.1
(a + B)T = aT + BT

lo que demuestra el enunciado viii).

O

Veamos ahora la relacifn que existe entre 155 operaciones con
transformaciones lineales y las dperaciones con ‘matrices. Para
ello consideremos nuevamente las transformaciones S y T definidas

por

S(x, y, 2) = (x + 3z, 2x - y)

T(x, y, 2) = (x +y, x +y)



- 728 -

cuya suma estf definida por la regla
(S+T) (%, y, 2z) = (2x + y + 3z, 3x)
Si determinamos ias matrices asociadés as & a T obtendremos
1 0 3 1 1 0|
M(S) = , y M(T) =

2 -1 o0 11 o

sumando estas matrices se llega a
M(S) + M(T) =

Por otra parte, la matriz asociada a S+T es
2 1 3

M(S+T) =

Como el lector puede darse cuenta, esta matriz es igual a la que

se obtuvo sumando las matrices asociadas a S y a T; es decir
M(S+T) = M(S) + M(T) - - =-.(1)
Una situacién similar ocurre con el producto por un. escalar.
Por ejemplo, para la misma transformacién S se obtuvo
(38) (x, ¥y, 2) = (3x + 9%, 6x = 3y)

Cuya matriz asociada es

M(.3S) =
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la cual coincide con la que se obtiene al multiplicar por 3 la ma-

triz asociada a S, pﬁesﬁo que

3 M(s) =3 =

y en consecuencia
M(3s) = 3ﬁ(s)
En general, para cualquier escalar a se tiene gue
M(aS) = aM(S) ' )

Las expresiones (1) y (2) se verifican pafa cualquier S, Ty a, €O
mo demdstraremos m&s adelante. Esto nos permite realizar operacio
nes de adicién y multiplicacifén por un escalar, para transformacio
nes lineales, efectuandd dichas operaciones con las matrices aso -

cliadas.

Asf, por ejemplo; para sumar las transformaciones S y T, de R’ en

R}, definidas por

n

S(x, y, z2) = (3x - 4y, 2y + 2z, =-2x)

T(X, Y, 2) (2y + 2z, 0, 3x + y + 2z)

podemos obtener'primero sus matrices asociadas

3 -4 0 o 2 1
M(s) =] o 2 1 y MM =|0 0 0
-2 0 o 3 1 2

y después sumarlas




M(S) + M(T)

Por la expresibén (1) esta matriz es iguél a la matriz asociada a

'S+T;»por lo que

3 -2 1
M(S+T) = 0 2 1
1 1 2

Una vez que tenemos la matriz asociada a S+T, su regla de corres -
pondencia se obtiene, como ya vimos, multiplicando esta. matriz por

un vector arbitrario del dominio. As{ se llega finalmente a
(S+T) (x, y, 2) = (3x'- 2y + 2z, 2y + z, X + y + 22z)

Para multiplicar por un escalar, por ejemplo %, la transformacibn

S, bastar8 con multiplicar su matriz asociada

' 3 -4 0
M(S) = 0 2 1
-2 0 0

por dicho escalar

o NMw
|
- N
o NP o

%M(S) =
: -1 o




3
3 -2 0
1., _ |, 1
M(§S) = 0 1 5
-1 0 0

de donde
(38)(x, v, 2) = (3% =2y, y + & -x)
Como el lector se habrd dado cuenta, las expresiones

M(S+T) = M(S) + M(T) - -=-(1)

y . .
- M(aS) = aM(S) - =-=1(2)

nos indican que el espacio de las transformaciones lineales de
R™ en R" y el espacio de las matrices de mxn son isomorios, bajo

el concepto de matriz asociada.

Desde un punto de vista m&s general, puede concluirse que el iso
morfismo se presenta entre el espacio de las transformaciones 1i
neales de V en W (donde V y W son espacios cualesquiera de dimen
sién m y n respectivamente) y el espacio de las matrices de mxn;
en este caso bajo el concepto de matriz asociada referida a dos

bases. Al respecto se tiene el siguiente teorema




X.3.5 TEOREMA

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, con

dim V=my dim W =n, y sea L(V, W) el conjunto de todas las

transformaciones lineales de V en W. Si Ay B son bases de

| V y W respectivamente; entonces %S, TeL(V, W y#a e K:
«

A CUA
MB(S) + MB(T)

A
1) MB(S+T)

A A
11) Mh(as) = aMy(s)

DEMOSTRACION

i) Sean S, T.¢ L(V, W), y V un vector cualquiera de V. Por defi-

nicién de Mg (X.2.1) se tiene que
A v = v ' - e -
Mhsem @), = ssm (W], (1
Por otra parte, por ii) de VI.3.3 sabemos que
A A - A - A -
Bh(s) + MyM] (@), = Mp(S) (W), + (T (V)
y por definicibn de M: (X.2.1)
A A = - =
My (s) + My (] (W), = @], + r@],
Adem8s, pueato que

Vi), + (Vz)A = (V) + Vz)A; ¥ V,, V2 € V  (demuéstrelo)

se tendr§ que

Mh(s) + Mm@, = B + (9],
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y en consecuencia, por i) de X.3.2.
A q A =y =
fmp(s) + Mp(M]I®, = [(s+1) (W] --- (@

Entonces,por la unicidad de Mg establecida en X.2.1, de (1) y

(2) se sigue que
A A A
My (S+T) = M. (S) + M_(T)
como se querfia.

La demostracién de la parte ii) se deja al lector como ejercicio.

]

-  Composicibn

Una operacién que resulta de especial interés por sus aplicaciones
es la composicién de transformaciones, la cual es un caso particu-

lar de la composicifén de funciones ya conocida por el lector.

Efectuar la composicibn de dos transformaciones equivale a reunir
sus efectos en una sola transformacibn, como se describe a conti -

nuacibn.

Si T: U + V es una transformacién y U es un vector de U; al apli -
car a u la transformaci8n T obtenemos el vector T(u), que es un
vector de V. Si ademfs estf definida una transformacién S: V » W,
y aplicamos &sta al vector T(U), obtendremos el vector S[T(u)],

que pertenece al espacio W.

A partir de ambas transformaciones puede definirse una transforma-
cién de U en W que asigne directamente al vector u € U gl vector
s[r(W)] € W. Dicha transformacibn se representa con SoT (léase

"S composicibn T*) y se conoce como la composicién de S y T.
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Estas ideas se-.representan gréficamente en la siguiente figura

U T v s - W

SeT

De acuerdo con lo anterior, podemos establecer formalmente la defi

nicibén de composicibn como sigue. -

X.3.6 DEFINICION
Si T: U+V y S: V + W son dos transformaciones, SoT es una

transformacién de U en W definida por

(soT) (W) = s[r(@]: ¥ e U

Asf, por ejemplo, si T: R’ + R? es aquella que transforma un vec -
tor cualquiera del espacio cartesiano én su proyeccién sobre el

plano X - Y; es decir

T(x, y, 2) = (x, y); ¥ (x, y, 2) € R?®

\
y S: R? + R? es una transformacibn que consiste en girar un vector

cualquiera del plaho un &ngulo 6 en sentido positivo; entonces la
transformacibn SoT asocia a cada vector del espacio su proyeccifn

sobre el plano girada un &ngulo 6 en sentido positivo.

Puesto que la transformacifn S de este ejemplo es una transforma -
cibn lineal, podemos obtener fScilmente su regla de corresponden -

cia a partir de su matriz asociada. Se tiene entonces que




(o,M

$(1,0) S(d,l) 0

8
(1,0)

(1, 0) = (cos®, send) : s(o, i) = (-senb, cosb)
por lo que
cosb -senb
M(S) =
senb ‘cos6
de donde

S(x,.y) = (xcosé - ysené, xsenb + ycos8); ¥ (x, y) e R?

S1i ahora queremos'obtenei la regla de correspondencia de SoT, de

la definicién X.3.6 se sigue que

s[T(x,y,z)] : '
S (x,y) '

(SoT) (x,y,2)

(SoT) (x,y,2z) = (xcos6-ysenf, xsenf+ycosb); ¥ (x,y,z) € R?

Esta Gltima expresibn-es la regla de correspondencia de SoT, para

las transformaciones S y T del ejemplo.

Es importante hacer notar que la composicién no es una ope:aci6h
conmutativa. En algunos casos resulta que SoT # ToS y en algunos
otros existe SoT pero no existe ToS, como en el caso del ejemplo

anterior.

En efecto, para las transformaciones del ejemplo anterior se tie-

ne, por X.3.6, éue
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(ToS) (x, y) = T[S(x, y):]

pero S(x, y) € R? y T actfia sobre vectores de R®, por lo que no pue

de obtenerse T[S(x, y)] y la transformacién ToS no est& definida.
En el ejemplo siguiente existen SOT y ToS, pero son diferentes.
Sean S y T las transformaciones de R? en R? definidas por

(-2y, 3x +y)

S(x, y)

T(x, y) = (x + 2y, =-2x - y)

Entonces
(soT) (x, y) = S[T(x, y)]
=S(x + 2y, -2x - y)
= (=2[-2x - y], + 3[x + ‘2y:| + [:-2x -y
(soT) (x, y) = (4x + 2y, x + 5y)

por otra parte
(ToS) (x, y) = TI[S(x, y)]
= T(-2y, 3x +y)
= (-2y + 2[3x + y], -2[-2y] - [3x + ¥])

(ToS) (x, y) = (6x, -3x + 3y)’

y en consecuencia
SoT # ToS.
como. se habfa dicho.

La composicidn de dos transformaciones lineales siempre es una
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transformacibén lineal, como lo establece el siguiente enunciado

X.3.7 TEOREMA
Si T: U+V y S: V + W son transformaciones lineales,

entonces SoT es una transformacién lineal.

DEMOSTRACION

Sean T: U+ V y S: V + W dos transformaciones lineales, u;, u:
dos vectores cualesquiera de U y a un escalar arbitrario del campo

sobre el que estén definidos los espacios U, V y W. Entonces:

(soT) (au; + u,) = S[T(au; + us)] por X.3.6
= s[aT(u;) + T(Uz2)] por linealidad de T
= as[T(u1)] + S[T(u2)] por linealidad de S

(SoT) (au; + uz) =af(SoT) (W))] + (SoT) (uz) por X.3.6

y en consecuencia, de X.1.3, SoT es lineal.

U

Para introducir la relacibén e. “re la composicibén de transformacio-
nes y las operaciones con matrices, consideremos nuevamente las

transformaciones S y T del ejemplo anterior, definidas por

L]

S(x, y) (-2y, 3x + y)

T(x, y) = (x + 2y, -2x - y)

para las cuales se obtuvo

(SoT) (x, y) = (4x + 2y, x + 5y)
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éi determinamgs las matrices asociadas a Sy a T 6btendremos
M(S) = 4 M(T) =

Multiplicando estas matrices se llega a
M(S) M(T) =

Por otra parte, al obtener la matriz asociada a SoT encontramos

4 2
M(SoT) =
1 5
por lo que
M(soT) = M(S) M(T)

Para estés mismas ;ransformacioneé, el lector puede vérificar que
M(ToS) = M(T) M(S)

Sin embargp, también se tiene que
M(SoT) # M(ToS)

para las transformaciones de este ejemplo.

En general, la composicibn de transformaciones lineéles es equiva
lente a la multiplicaciGh de matrices asociadas, como lo establece
el siguiente enunciado cuya demostracién se deja al lector como

.

ejercicio.
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X.3.8 TEOREMA
Si T: U+ V y S: V + W son transformaciones lineales
y A, B, C son bases de U, Vy W respectivamente, enton

ces

A, g A
MC(SOT) = MC(S) MB(T)

De esta manera, las propiedades de las operaciones con transforma- ‘
ciones lineales son similares a las de las operaciones con matri -
ces. En particular, las propiedades relativas a la composicibén se

enuncian en el siguiente teorema

X.3.9 TEOREMA
‘Sean U, V, Wy X espacios Vectoriales sobre un campo K; y F, G,
H, S, T transformaciones lineales cualeéquiera entre los espacios

que se indica

F: U +V ) : o |
G: U=+V
H: W=+ X
S: V+W
T: V+ W
entonces:
i) S0 (F+G) = SoF + SoG
ii) (S+T)oF = SOF + ToF
iii) oa(SoF) = (uS)oF = So(aF), ¥ o € K
iv) Ho (SoF) = (HoS)oOF

v) 'roIv =T, I“oT =T

donde I e I son las transformaciones identidad en los espacios
V y W respectivamente.




DEMOSTRACION

Demostraremos los incisos i) y.iv), dejando al lector como ejerci-

cio la demostracifn de los restantes.

i) Sean S: V+ W, F: U+ Vy G: U=V, tres transformaciones 1i -

neales, y u € U, entonces

[so(r+c)] (W) = s[(r+G) (W)] por X.3.6
=s[F + 6] : por i) de X.3.2
=s[F@) + slc@] por linealidad de S
= (SOF) (u) + (SoG) (u) por X.3.6

[so(F+G)] (@) = [SoF + SoG] (1) por i) de X.3.2

y finalmente por X.3.1
So (F+G) = SOF + SoG

iv) Sean F: U+ V, S: V + W, H: W » X tres transformaciones linea-

les, y U ¢ U, entonces

[Ho(soF)] (W) = H[(SoF)T] ' por X.3.6
= H(s[F@]) por X.3.6
= (Hos) [F(u)] por X.3.6
= [(HoS) oF] (u) por X.3.6

[Ho (soF)] (W)
y por X.3.1
Ho (SoF) = (HoS)oF

como queriamos.
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- Inversa de una transformacibn.

Un problema que se presenta con frecuencia en las aplicaciones con
siste en encontrar un vector cuando de €l .se conoce su imagen bajo

determinada transformacién.

Como ejemplo de este tipo de problema, busguemos un veétor v cuya

imagen bajo la transformacién T: R? + R? definida por
Tx, ¥) = Gy, y)

sea el vector
T(V) = (6, 2) . .

Para dicha transformacibén, existen varios vectores cuya imagen ba-
jo T es el vector (6, 2). Por citar algunos tenemos los siguien -

‘tes

(1, 2)% (6, 2)
(-3, 2)% (6, 2)
(0, 2)% (6, 2), ‘etc.

por lo que en este caso nuestro problema no tiene solucibén Gnica.

Sin embargo, si lavtransformacién en cuestibn consisﬁe en girar un
vector del plano un &ngulo 6, digamos 60°, en sentido positivo; pa
ra determinar el vector V cuya imagen sea un vector conocido w,

bastar4 con girar el vector w un &ngulo de 60° en el éentido nega-

tivo, lo cual nos conduce a un Ginico vector v.

Si llamamos T a la transformacibén que gira al vector 60° en senti-
do positivo y H a la que lo gira 60° en sentido negativo, tendre -

mos que H nos permite "regresar" cualquier vector del recorrido de
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T al vector del dominio del cual procede.

En otras palabras, la transformacifén H "cancela" los efectos produ
cidos por la transformacién T. También T cancela los efectos pro-

~ducidos por H.

A la transformacién H se le conoce como inversa de T y se le repre

senta con T 1.

¢

En general, si T: V + W es una transformaci6n, se llama inversa de

T~y se represehta con T’l a una transformacién de W en V tal que

T Vev -

n
<
€

- (1)

Y _
T (W) ] wewW -

"
<
<

- (2)

Una representacibn grdfica para este concepto es la siguiente

Empleando la definicién de composici6én, las ex?resiones (1) y (2)

pueden escribirse de la siguiente manera

1

(T""oT)(V) =V; ¥V e V

(ToT ™M) (W) =W; ¥ Wew

Considerando la definici6n de transformacién identidad, dichas ex-

presiones son equivalentes a
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3
o
]
L]
L]

ToT ~ =1
w

por lo que el concepto de transformacibn inversa puede también de-
finirse, en términos mds "algebraicos", de la siguiente manera.

~

X.3.10 DEFINICION

Si T: V> W es una transformacién, se llama inversa de T a una
transformacién T_I: W + V tal que

i) 1 lor

]
L]

1

n
~

ii). ToT”

donde I e I son las transformaciones identidad en V y en W res -

pectivamente.

Cabe comentar que algunos autores definen como "inversa por.la iz-
: : -1 . .
quierda" de T a una transformacién T que satisface la expresi6n
i), y como "inversa por la derecha" a una que satisface la expre -

sibn ii).

Sin embargo, se puede demostrar (y se sugiere al lector hacerlo)
que una inversa por la izquierda es también inversa por la derecha
y, en consecuencia, es una inversa en los términos de la defini -

cibn X.3.10.

Con relacib6n al concepto de inversa surgen de inmediato dos pregun

tas

. ¢Todas las transformaciones tienen inversa?

« ¢Es finica la inversa de una transformacién?
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La respuesta a la primera pregunta es negativa, como se sigue de

los ejemplos anteriores.

En efecto, para la transformacién T: R* - R? definida por
T(x, y) = 3y, y)

es imposible definir una transformacién T ! tal que
THTX, v = (%, y)

puesto que existen varios vectores del dominio con una misma ima -
gen bajo T.
Por ejemplo, ¢cuil serfa la imagen bajo ! gel vector. (6, 2)? .

-1

T (1, 2)
(6, 2) T (-3, 2) - @
0, 2)

.

.

Podrfa ser cualquiera de los vectores indicados en el esquema ante

rior, lo cual no es permitido para una transformacién.

Otra raz6n por la que no puede definirse en este caso una transfor

1

macién T ~: R? + R?, es que existen vectores del codominio que -no

son imagen bajo T de vector alguno del dominio.

Por ejemplo, el vector (1, 1) pertenece a R? pero no pertenece al

recorrido de T, por lo que no se'le puede asignar imagen bajo T-l.

-1
1, 1) ——

Las dos situaciones por las cuales la transformacibn anterior care




ce de inversa no se presentan en el caso de la transformacién que

gira un vector 60° en sentido positivo, puesto que, en este caso:

1) Todos los vectores del dominio tienen diferentes im&genes bajo

la transformacibn, por lo que se dice gque &sta es "uno a uno".

2) Todos los vectores del codominio son imagen de algfin vector
del dominio, bajo la transformacibn en cuestibn, por lo que se

dice que ésta es "sobre".

Como veremos a continuacibn, tales caracterfsticas constituyen una
condicibén necesaria y suficiente para la existencia de la inversa

de una transformacién.

X.3.11 DEFINICION

Sea T; V + W una transformacibn, se dice que

i) T es uno a uno si T(Vy) = T(Vy) = Vv, = Vo; ¥ Vi, V2 € V
ii) T es sobre si T(V) =W

iii) T es biyectiva si es uno a uno y es sobre

X.3.12 TEOREMA
Sea T: V + W una transformacién. T ' existe si y

s6lo si T es biyectiva

DEMOSTRACION
Sea T una transformacibn biyectiva

Si w e T(V), por i) de X.3.11, existe un finico vector Vv ¢ V tal que




=w

T(V)

Sea S una transformacibn definida por

Sw).=v
entonces, S[T(V)] = v
(SoT) (V) =V
es decir, "SoT =1

v
Ademis, por ii) de X.3.11,
¥ W e Wexiste v.e V ta

T(V) =W

STIS(W] =W

=w

(ToS) (W)

esto es, ToS = I
w
Por lo tanto, de X.3.10, S = T

Ahora demostraremos que si !

Sean V,, V, € V tales que, T(V)
(172oT) (¥1) = TTHIT(V))
=W

(tT71om) (V1)

por lo tanto T }T(vi)] =W

(T"YoT) (¥2) = TTHIT(V2)

(r7toT) (V)

de sustituir w por T(V)

por X.3.6

1 que

por definicibn de S

por X.3.6

1 . .
y la inversa existe.

existe, T es biyectiva
) = T(V2)

] por X.3.6

por i) de X.3.10

(1)
] por X.3.6.

por i) de X.3.10
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luégolT-llT(;z)] =V
De (1) y (2) T(V1) = T(vz) implica V1= Ve
y T es uno a uno ?
éea'ahora weW
(ToT H) (W) = W por ii) de X.3.10
et =W - por X.3.6
es decir, ¥ w ¢ W existe un T-l(;) =V e V tal que‘

T(V) =W

luego T(V) = W y T es sobre

Por lo tanto, de iii) de X.3.11, T es biyectiva y la demostracibn
termina. o

Con relaci6n a la unicidad de la inversa se tiene que, cuando 7t
existe, dicha transformacién es Gnica. Esta propiedad se estable-

ce, junto con algunas otras, en el siguiente teorema.




X.3.13 TEOREMA v
Si F: UV y T: V + W son dos transformaciones biyectivas,
Y A es un escalar del campo sobre el gque est&n definidos

V y W, entonces:

i) T} es Gnica

' -1,-1

i) (rhHter

iii) (ToF)™! = P lor7?

iv) )Y = a7, sioa = 0.
DEMOSTRACION

Se demuestran a continuaci6n las propiedades i) y iii)
i) Seaﬁ HyM dés inversas de T. Entonces, por i) de X.3.10
HoT = Iy MoT =1
En consecuencia
HoT = MoT
por lo que
(HoT) oH =.(MoT)oH
Entonces, por iv) de-X.3.9
éo(ToH) =, Mo (ToM)
y por ii) de X.3.10

HoI = Mol
w w
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Finalmente, por v) de X.3.9

H=M

y la inversa es fGnica.

iii) (F Yot Yo (moF) = [(FloT l)oTloF  por iv) de X.3.9
-1, -1 .
= [F “o(T "oT)]oF por iv) de X.3.9
= (F‘?o:v)or por i) de X.3.10
= F loF por v) de X.3.9
P S -1, .
(F 0T “)o(ToF) = Iv por i) de X.3.10

: -1 -1 .
En consecuencia, F "oT es la inversa de ToF, como se preten

O

dfa demostrar.

Como el lector se habr& dado cuénta, lo que hasta ahora hemos vis-
to con relacibn a la inversa se refiere a transformaciones cuales-
quiera, y los enunciados son aplicables incluso al caso m&s gene -
ral de funciones. En lo que sigue aplicaremos estas ideas al caso

particular de las transformaciones lineales.

X.3.14 TEOREMA

-1

Sea T: V + W una transformacién lineal. Si T existe

entonces es una transformacién lineal

DEMOSTRACION

Sean V,, V, e V y Wy, w2 € W tales que
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T(Vy) = Wy - - -1
T(V2) = W, - -~ (2
(T7YoT) (V1) = Vi ' por i) de X.3.10
@) - por X.3.6

sustituyendo (1) es la Gltima igualdad, tenemos

-1 ,— _— ) . i

T “(w1) =WV, : === 1(3)
~ de manera semejante
-1 - —_— .
T “(wy) = V2 - - - (4)

Sean K el campo sobre el que est&n definidos V y W, y a ¢ K, enton

ces - ) )
aVy + v, = ;T‘loT)(qG, + V2) por i) de X.3.10
= 17T eV, + 6;)] por X.3.6
= M aT (V1) + T(V2)) por linealidad de T
avy + Vo = 1 (aw, + W2) de.susfituir (1) y (2)

Sustituyendo  (3) y (4) en el .primer miembro tenemos
of LG + T W) = Tl (awa + Wa)

y de X.1.3, 'l"'1 es lineal, como querfamos.

O

En el caso particular de una transformacifn lineal cuyo dominio es
un espacio de dimensi6n finita, la condicibn necesaria y suficien-

te para la existencia de la inversa puede enunciarse de la siguien

_ te manera.
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X.3.15 TEOREMA
Sean V un espacio de dimensién finita y T: V+ W una éransformg .
ci6n lineal. T ! existe si y s6lo si dim V =dim W vy

N(T)’= {Ov}

DEMOSTRACION
Sean dim V = dim'W, N(T) = {0,}, y Vi, V2 ¢ V tales que

T(vy) = T(v2)

es decir, T(vy) - T(Va) = Ew

por linealidad de T, T(V; -%) =0

w

luego, por ii) de X.1.2, Vi - V2 & N(T)

ya que N(T) = {0}, vi = V2 = 0

esto és, Vi =V,

por lo tanto, T(Vy) = T(v,) implica vi = V.

y T es uno a uno.

Ademds, de IX.2.11, dim N(T) = 0,‘1uego, de X.1.7,
dim V = dim T(V)

pero, dim V = dim W, por hipbtesis

entonces, dim W = dimiT(V)

. |
y, por i) de X.1.5, W = T(V) . }

‘es decir, T es sobre y, de X.3.12, T"1 existe.
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Ahora supongamos gque T-l existe entonces,

T es biyectiva ) por X.3.12

‘N(T) = {0} ' por X.1.4 y i) de X.3.11
dim W = dim T (V) por ii) de X.3.11

dim V = dim W | por X.1.7 y'IX.Z.li

y la demostraci6n termina.

O

Observe que las condiciones que establece el teorema X.3.15 para
la existencia de la inversa son equivalentes a que la matriz aso -

ciada a la transformacién sea cuadrada y no singular.

En otras palabras, la transformacibén T tiene inversa si y s6lo si

la matriz M:(T) tiene inversa.

Supongamos ahora que T: V + W es una transformacibn lineal para la
cual existe su inversa T ': W -+ V, que dim V = n y que A, B son ba

ses de Vy W respectivamente.

Entonces, por i) delx.3.10

-1

T “oT = I

v
de donde

A -1 _ A
MA(T oT) = MAslv)

pero, por X.2.2-'la matriz Mi(Iv) es la matriz identidad In, por 1lo

que

M:(T’lo'r) =1

n
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Por otra parte, de X.3.8 se tiene que

A, -1 _ B, -1, A
MA(T QT) = MA(T ) MB(T)

y en consecuencia
B, =1, A _
M M -1,
por lo gque M:(T'l) es la matriz inversa de M:(T), es decir
B =1y _ ud oy g1
M AT ) = M (T)]

De esta manera, la matriz asociada a T ! (referida a las bases B y
A) puede obtenerse invirtiendo la matriz asociada a T ‘(referida a

las bases A y B).

. Con lo anterior hemos demostrado el siguiente teorema

X.3.16 TEOREMA
Sean T: V + W una trénsformacién lineal, V un espacio de dimen

si6n finita y A, B bases de V y W respectivamente:

“1 existe si y s6lo si M:(T) es no singular

1 1)

i) T

ii) si T " existe, entonces M:(T- = [M:(T)]_1

Apliquemos ahora este teoxema a las transformaciones de los dos

ejemplos que hemos visto en este apartado.

Como en ambos casos se trata de transformaciones de R? en R?,’ uti-
lizaremos, por sencillez,. la base canbnica de R? para el dominio y

el codominio.

Para la transformacién definida por

™x, y) = 3y, y)
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su matriz asociada es
M(T) =

la cual es, claramente, una matriz singular.

En consecuencia,. por i) de X.3.16, no existe T_l.

Para la transformacifn S que consiste en girar un vector del plano

un &ngulo 6 en sentido positivo, encontramos que

cos. 6 -sen &
M(S) = .
sen 6 cos ©

En particular, si 6 = 60° se tiene

(1 ./
2 2
M(S) =
3 1
2 2

Para determinar si esta matriz es no singular y obtener su inversa,

procedemos como en la seccibn VI.4

1 _/3]11 o 1 /3] 2 o 1 =73 ] .2 0
p) 2 :
-> -
Q 1]lo 1 /3 1|0 2 0 4| -2/3 2
B 1- /3
1 -3 2 0| 1 0ol 53 5
” 3 v 3
3 1 3 1
| © V-7 2 0 li-7 3

Concluimos entonces que M(S) es no singular y su inversa es




M(s)]™" =

(N

1 3
2 2
M(s™h =| ‘
31
2 2

de donde se obtiene

s x, y) = (& +2/§x , -/3x2+ ¥)

1 T

que es la regla de correspondencia de s .

Finalmente aplicaremos el teorema anterior a un ejemplo en el que

no se tengan bases canbnicas.

v

Para ello consideremos una transformacién T del espacio vectorial

real
V = {ax? + bx +‘c | a, b, ¢ € R}
en el espacié vectoriai real
a b .
W= a, b; C.c R
definida por
é + ﬁ 3b

T(ax? + bx + c) =
3b a-c

y consideremos las siguientes bases para'V y W respectivamente



w
1]

0 0 ’ 1 0 ' 0 1

La matriz asociada a T, referida a estas bases, resulta ser

1 0 1

A -
MB(T) = 0 3 0
1 0 -1

Para determinar si esta matriz es no singular, y obtener su inver-

sa, procedemos como sigue

- . - - _
1 0 1 1 0 o0 1 o0 1 1 0 o
0 3 o0 o 1 o|l+]o0o 3 o 0 1 o |~
1. 0 -1 0 0 1J 0 0 -2 ;Lo 1
B 7] B 1 . 1]
d1 0 1 1 0 o0 1 0 o0 3 0 3
>]lo 1 o 0 % ol +lo 1 o 0 % 0’
1 21 1 21
_o 0o 1 3 0 2J _o 0o 1 5 0 zj

) AL s ' ' .
se tiene entonces que MB(T) es no singular y que su inversa es

A -1 _
M (m)17t =

N © N
o Wi+ o
N~ © N|=

En consecuencia, por i) de X.3.16 existe ! y por ii) de X.3.16

sabemos que
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1T .1
2 0 3

B, _~1 1
MA(T ) = 0 3 0
1 1
z % "2

. -1 .
Para obtener la regla de correspondencia de T a partir de esta
matriz, debemos calcular las coordenadas de una matriz arbitraria

de W

£l
n

Entonces, por X.2.l se tiene que

1 1 a+c

z 0 3 a 7.

-1 = = 1 - b
[T (w)]A = 0 3 0 b| = 3
1 1 a-c
7 0 -3 c =

por lo que la regla de correspondencia de 1 es

s y : -1 .
Para verificar que &sta es la regla de correspondencia de T ~, .apli
quemos sucesivamente las transformaciones T y ! a un vector arbi

trario del espacio V. Se obtiene entonces que
8
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a+c 3b )
T ‘ T-l 2
ax? + bx + c == —= ax®’ + bx + ¢

3b a-c

como cabfa esperar.

X.3.17 EJERCICIOS

l.- Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K y L(V, W)
el conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W.

Demostrar que ¥ T, S ¢ L(V, W) y ¥ ar B e K

i) «(T+S) = .aT + aS

ii) o(BT) = (aB)T

2.- Sean S: V W, T: V + W dos transformaciones lineales, A y B
bases de V y W respectivamente y K el campo sobre el qﬁe estén

definidos V y W.
Demostras cue
A A y ‘

a) M (aS) = aM_(S), ¥ « ¢ K; b) MJ(S) = MA(T) =) S =T
3.- Para las siguientes transformaciones lineales

s: R* + R? tal que S(x, y, z) = (x +y, y + 2)

T: R? » R? tal que T(x, y) = (X +y, x - y)

u: R® » R’ tal que U(x, y, z) = (x, y, 0)

V: R2 + R? tal que V(x, y) = (-x, x + y)

‘Obtener, si existen

a) S+T; b) 2T-V; ¢) SoU; d) UoS; e) (SoU) + 38

&




4.- Sean T: U+ V, S: V+ W dos transformacionesvlineales y A, B,
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C bases de U, V y W, respectivamente.

Demostrar que

A -
MC(SoT) =

5.- Sea T la transformaéi6n que aplicada a un vector del plano lo

B A
M2 (S) My (T)

transforma en su simétrico respectd al eje y; y sea S tal que

1
A -
MB(S) =

1

Hallar la regla de corréspondencia de SoT.

6.- Sean U, V, W espacios vectoriales sobre un campo K, I

1

0

v

e

I
w

0 1| para A = {(1,1),(0,-1)} y B={(1,0,1),(0,2,1),(2,1,0}

las transformaciones identidad en V y W, respectivamerite, y

S: U+ V, T: V> W dos transformaciones lineales. Demostrar

que

i) a(ToS) = (aT)oS =

ii) ToI =T, I oT =
| v w

7.- Para cada una de

T(x, ¥y, 2)

S(x, y, 2)

H = UoU, donde

D(ax® + bx

Determinar si existe o no su inversa y en caso afirmativo obte

nerla. .

2

las siguientes transformaciones’

T

To(aS), ¥ a € K

(x +2, x -2, Yy)

(x +y, 2 - x; y + 2)

+ cx)

Ulx, y, z) = (0, x, y)

= 3ax? + 2bx + C
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Sea T: V + W una transformacibén biyectiva y X un escalar del

campo sobre el que estén definidos V y W.

Demostrar que

-1,-1

yt=r1
i) 6m "t =Tt 7Y, sioa =0 N

La figura de la derecha puede. obtenerse a partif de la figura

de la izquierda mediante una transformacién lineal:

'

10 -l

k3

—T< p
N , S 7 Iz.s
8>

0 I s s

2

“1!’

a) Obtener la regla de correspondencia de dicha transforma -
cibn. ' .

b) 1Investigar si es posible'locaiizar en la figura de la iz -
quierda los puntos cuyas im&genes bajo la transformaci6n
son los Ay B sefialados en la figu;a de la derecha. De

ser posible, localizarlos
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X.4 VALORES Y VECTORES CARACTERISTICOS

En esta seccibn trataremos con transformaciones de un espacio vec-

torial en si mismo; esto es, transformaciones del tipo
T: V~+V
a las que se conoce con el nombre de "operadores".

Para este tipo de transformaciones pueden haber vectores que no se
modifiquen al aplicar la transformacibn, o cuya modificacibén con -
sista Gnicamente en quedar multiplicados por un escalar. Es de -

cir, pueden existir vectores tales que
T(V) = AV
donde ) es un escalar.

Geométricamente, si V = R" esto significa que dichos vectores no
cambian de direccién al aplicar la transformacibén, sino quevsélo

cambian de tamafio (si A = 1) o de sentido (si A < 0).

A tales vectores se les llama "vectores caracteristicos" del opera
dor T, y a los escalares se les conoce como "valores caracterfsti-

cos” de dicho operador.

Se tienen varios sinfnimos para estos conceptos y entre los mis co
munes podemos citar los siguientes: eigenvector y eigenvalor, vec

tor propio y valor propio, autovector y autovalor, etc.

Los valores y vectores caracteristicos nos permiten encontrar pro-
piedades "intrfnsecas" de los operadores; esto es, propiedades que
son independientes del sistema de referencia que se elija. Ademés

constituyen una valiosa herramienta para la solucibn de diversos




problemas de aplicacién.

En la presente seccibén nos ocuparemos primero de su definicién y
caracterfsticas fundamentales, asf como de un procedimiento para
obtenerlos en el caso de'espacios de dimensién finita. Posterior-
mente los aplicéremos al andlisis de la existencia y obtencién de

una representacibn matricial diagonal.
- Valores y vectores caracterfsticos. Definicibn y propiedades.

Para introducir los conceptos de valor y vector caracteristico me-
diante un ejemplo, consideremos el operador T: R’ + R? definido

por
T(x, y)'= (2x + Y, 6x + yf‘
Si aplicamos dicho operador gl vector
vi= (1, 2)
encontramos que
T(V,) =T(1, 2) = (4, 8) =4(1, 2) = 4V,
Esto es; la transformacién solamente lo multiplicé por 4.

Geométricamente podemos decir que no le cambib la direccibn sino
Gnicamente su tamafio, el cual aument® cuatro veces, como se apre -

cia en la siguiente figura

y
/ (W)
; .
/
/
/
/7‘
] T 7T " T "




- 763 -

Se dice entonces que el nfimero 4 es un valor caracterfstico de es-
te operador y que el vector ;1 = (1, 2) es un vector caracteristi-

co de T correspondiente al valor 4.

<
~
]

(3, 6)
v3.= (-2, -4)

encontramos que
T(v2) = T(3, 6) = (12, 24) = 4( 3, 6)
T(V3) = T(-2, -4) = i-s, -16) = 4(-2, -4)

por lo que Vv, y v; también son vectores caracterfsticos de T co -

|
|
Si aplicamos ahora el operador T a los vectores
rrespondientes al valor 4.

~

Sin embargo, no todos los vectores caracterfsticos corresponden al
mismo valor. Por ejemplo, para los vectores
y'o = (ll =3)

vs = (-2, 6)

se tiene

T(vy) = T(1, =3) = (-1, 3) (-1) (1, =3) = (-1)v,

Y -
T(vs)

1]
(=]
—_

U
N
~
(=)}
-

[

(2, -6)

(-1) (-2, 6) = (-1)Vvs

por lo que V4 y Vs son vectores caracterfsticos de T correspondieg

tes al valor caracteristico -1.

Es f&cil darse cuenta que no,todos los vectores del dominio son
vectores caracteristicos del operador, ya que en general é&ste modi

fica tanto la magnitud como la direccifn de los vectores.



Esto Gltimo sucede, por ejemplo

ve = (1, 3)
(-1, 5)

<l
<
]

ve = (-1, 0)
para los cuales se tiene que

T(ve) = T(1, 3) = (5, 9

T(v;) = T(-1, 5) (3,

T(Ve) = T(-1, 0)

('21

.por lo que T modifica la magnit

aprecia en la siguiente figura

764 -

, con los vectores

)
-1)
-6)

ud y direccibn de é&stos, como se

- y r r
4 // ‘ - e

] / ! T

/ H

1 4 B /

o/ ! ,’ ]

4 ‘@/ }l, 1

4 [/

L Q‘ T T T -

: //‘ . S- / §
—————- T(%,) T(Vy)

Enunciaremos a continuacibén una

tos discutidos en el ejemplo.

definicibn general para los concep
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X.4:1 DEFINICION
Sea V un espacio vectorial sobre K y sea T: V + V un operador 1i

neal. Si existe un vector Vv ¢ V, v = 0, tal que
T(V) = AV

para algGn escalar A e K; entonces se dice que A es un valor ca-
racteristico de T y que V es un vector caracterfstico de T co -

rrespondiente a \.

Observe que la definici6n anterior excluye al vector cero como vec
tor caracteristico.. Esto se debe a la conveniencia de gque todo

vector caracteristico corresponda a un solo valor caracteristico.

Empero, esta definicibn permite al escalar cero ser un valor carac

terfstico.

Veamos a continuaciéh algunos ejemplos mds de valores y vectores

caracteristicos.

1. Para la transformacién identidad
I: Va+V '
todos los vectores no nulos de V son vectores caracteristicés

correspondientes al valor 1, puesto que
I(WV) =V=1V; ¥V eV
2. Para la transformaci6n cero
0: V+vV ;

todos los vectores no nulos de V son vectores caracterfsticos

correspondientes al valor 0, puesto que




‘lores caracterfsticos del operador D.

0(v)
Para un operador lineal cualquiera

T: V>V

todos los vectores no nulos del nlicleo son vectores caracteris

ticos correspondientes al valor 0.

En especial, si N(T) = {5v} entonces el escalar cero no es un

valor caracteristico de T.
Para el operador.defivacisn definido por
D(f) = f'

’ .
en el espacio de las funciones reales de variable real, sus

. vectores caracteristicos son aquellas funciones f no nulas ta-

les que : !

f' = af

para algGn A ¢ R. Esta es una ecuacibn diferencial cuyas solu

ciones estén dadas por la exprésién

f(x) = ce)‘x

donde c es una constante arbitraria.

En efecto, se tiene que

D(ce’®) = rce ®

por lo que todas las funciones exponenciales de la forma ce)‘x

son vectores caracteristicos del operador D correspondientes

al valor A, ¥ » ¢ R. Ademés, todos los nfmeros reales son va-




Una de las propiedades m&s fitiles de los vectores caracter{sticos

es la que establece el siguiente teorema.

"X.4.2 TEOREMA

Sea T: V + V un operador lineal y sean Vi, Va,..., Vk vectores

caracterfsticos de T correspondientes a los valores 1,, Az,...,xk

respectivamente. Si Ai z Aj ¥ i = j, entonces el conjunto

Vi, Va,e0., v,} es linealmente independiente.

DEMOSTRACION
Se hard por induccibén matemética
I) Ssik=1
por iv) de IX.1.3, cons;derando q#e, Qe X.4.1, v, = 0
0¥ =0 = a1 =0
por lo que Vv; es linealmente indépendiente.

II) . Suponemos que el conjunto {Vi, Vz2,..., Vk} es linealmente inde

pendiente para k = n.

Por ii) de 1X.2.3

ai1Vy + aﬁz +...+ anvn =0 => a; = @ =...= an =0 ---(1)
Para k = n + 1 la ecuacién de dépendencia es

BiVi + B2Vz +...+ BVp + Bne1Vney = 0 .o ===(2)

Aplicando el operador T a ambos miembros tenemos, por lineali-




dad de T,

B1T (V1) + B,T(V) +'.ff BnT (Vp) + Bn+1T(;n+1) =0

Por X.4.1
'leivl + 52*;32 +...% BpApVn + Bn+1dn+1Vner = 0 --=(3)
Por otra parte, multiplicando (2) por A4 se obtiene
BiAn+1V1 + B2An+1Vz +...+ Bnkn+;VQ + Bn+y An+1Vn+y = 5‘ ---(4)
Restando (4) de (3) y factorizando

B1 (A1 = Aps1)Vy + B2 (A2 = An+1)Vz +...+ Bn(An ‘ln+1lvn =0

y'de (1), Br(A1 = Ant1) = a1 =0

B2(A2 = An+1) = a2 =0

.
.
.

Bn(An = An+1) = an =0
Adem&s, A1, Az2,..., An+i son diferentes por hipétesis
es decir, Aj - Ap41 *# 0, 1 =1, 2,..., n
luego B8; = B2 =...= B =0
de (2), Bn+1Vn+1 = 0
¥y en virtud de que, éor X.4.1, Vps1 # O se tiene  Bp4; = O
luego, ¥ k ¢ N
B1Vy + BaVa +...+ BkVk = 0 => By = B, =...= By =0

y el conjunto {Vy, Vz,..., Vk} es linealmente independiente.

O
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Es importante hacer notar que el reciproco de este teorema no es
vdlido. Es decir, si un conjunto de vectores caracteristicos es

linealmente independiente, los vectores no necesariamente corres -

ponden a valores caracteristicos diferentes.

Por ejemplo, para la transformacién identidad I: R® -+ R?, todos
los vectores no nuios de R?® son vectores caracterfsticos de I aso-

ciados al valor 1, por lo que la base canénica de R®
{(@a, o, O)ﬂ (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

es un conjunto linealmente independiente formado por tres vectores

caracteristicos correspondientes al mismo valor.

Los valores y vectores caracterfsticos tienen las siguientes pro -
piedades elementales, cuya demostracibén se deja al lector como

ejercicio.

X.4.3 TEOREMA

Séan V un espacio vectorial sobre K, T: V + V un operador lineal

y V un vector caracterfstico de T correspondiente al valor A:

i) El escalar‘x es ﬁqico.

ii)’ ¥ ke K, k # 0, el vector kv es un‘vector caracteristico de
T correspondiente a A.

iii) Si u es un vector.caracteriético de T correspondiente a A
.y W= -V, entonces U + V.es un vector caracterfstico de

- T correspondiénte-a'k(

- Espacios caracterfsticos y espacios. invariantes.

Analizando las propiedades ii) y iii)fdel teorema anterior podemos




darnos cuenta que al agregar el vector cero al conjunto de vecto -

res caracteristicos correspondientes a un determinado valor se ob-

tiene un subespacio de V. Es decir.

X.4.4 ' TEOREMA

Si T: V +» V es un operador lineal y A es un valor caracterfstico

de T, entonces el conjunto
E(A) ={V ]| VeV y T()

es un subespacio de V.

DEMOSTRACION
Sean vy, VvV, € E(A\); esto es

T(Vy) = AV,

T(Vy) = AV,

Entonces
T(Vy + Vz) = T(V1) + T(V,)
= X;l + X;z
CT(VL +.V2) = A (V) + V)

y en consecuencia

Vi + Va.e E())

i) de X.1.3

vii) de 1X.1.1

que estd definido V

Adem&s, si a es un escalar del campo sobre el

T(a¥1) = aT (V)

a(AVy)

T(aVy) = (aA)V,

ii) de X.1.3

ix) de IX.1l.1
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T(aVi) = [Aa)V, por vi) de VIII.3.4
T(avy) = X(aVvi) : por ix) de IX.1.1
de donde

avi e EQ) v - - - ()

‘Finalmente, por 1X.1.6, de (1) y (2) se sigue que E(}) es un subes

pacio de V.

' . t

A dicho subespacio se le denomina espacio caracteristico, como lo

indica la siguiente definicién.

.X.4.5 DEFINICION
Si T: V + V es un operador lineal y A es un valor caracteristico

de T, el conjunto

EN) ={vV | VeV vy T(V) = AV}

se llama espacio caracterfstico de T correspondiente al valor A.

Es claro que todos los vectores de un espacio caracteristico se
transforman en vectores del mismo espacio al aplicarles la trans -

formacibn; esto es
si V ¢ E(A) entonces T(V) ¢ E(A)

En general, cualquier subconjunto del dominio- con esta propiedad
se denomina "invariante" baso la transformacién, como se establece

a continuacién
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X.4.6 DEFINICION
Sean T: V + V un operador lineal y U un subespacio. de V, se dice

que U’ es invariante bajo T si

¥ UeU setieneque T(u) €U

De esta manera, los espacios caracterfsticos de una transformaciébn

son invariantes bajo &sta, aunque no a la inversa.

® que consis-

Por ejemplo, consideremos la transformacién T: R® » R
te en girar un vector cualquiera del espacio un &ngulo 6 positivo

+alrededor del eje z, Esto es

T(x, y, 2) = (X cos 8 -y sen 6, x sen 6 + y cos 8, 2z)

Al aplicar esta transformacibén a cualquier vector del plano X,Y se’
obtiene siempre un vector del mismo plano, por lo que el subespa -
cio de R®

{gxl y, 0) |xIY€R}
es un invariante bajo T; pero no es un espacio .caracterfstico de

la transformacibn cuando 6 = n 7.

Por otra parte, el subespacio de R® constituido por todos los vec-

tores sobre el eje z; esto es




{(0, 0, z)]z e R}

es otro invariante bajo T y es también un espacio ca:aéteristico

del operador.
- caso de dimensién finita. Polinomio caracteristico.

En un espacio de dimensibén finita, el problema de obtener los valo
res y vectores caracterfsticos de un operador lineal puede resol -
verse con ayuda de los determinantes y los sistemas de ecuaciones

lineales, mediante el procedimiento que se presenta a continuacifn.

Consideremos un espacio vectorial V sobre un campo K, con dim V = n,

y sea T: V » V un operador lineal.

Deseamos obtener los vectores no nulos V y los escalares X tales

. que
T(V) = AV - - - (1)

Como V es de dimensién finita,‘podemos plantear la igualdad ante -
rior en términos de vectores de coordenadas y utilizar el concepto

de matriz asociada a una transformacién.

De esta manera, si B es una base de V y M§(T) es la matriz asocia-

daaT feferidé a dicha base, se tiene que
. _ B -
[T(v)]B = MB(T)(V)B
por lo que la expresi6n (1) es equivalente a
ME(T) (@) = [AV). --- (@
B B B )

'Esta expresién es una igualdad en K", donde el primer miembro es

el producto de una matriz de nxn por uné_matriz de nx1.




Entonces, por las propiédades del Slgebra de matrices la expresi6n

(2) es equivalente a

s - =
M (T) (V) = [AV], =0
MM e, -aw), =0
B B B
B . . _ = __
(M2 (T) - XTI 1(V) =0 - (3)

Esta Gltima expresibn es un sistema homogéneo de ecuaciones linea -

les cuya matriz de coeficientes es ME(T) - AIn.

Con el prop6sito de simplificar la notacibn hagamos

B -
MB(T) = A
I =1
n
(V)‘B' =x

se tiene entonces el sistema homogéneo

(A - AI)x =0 - - - (4)
el cual tiene soluciones no triviales si y s6lo si

det (A - AI) =0 A - - - (5)

Como A - AI es una matrii de nxn, el primer miémbrO'de ia expre -
si6n1(5) es un polinomio en A de grado n cuyas rafces son los Gni-
cos valores que hacen posible la existencia de soluciones no tri -
viales para el sistema (4). En consecuencia, dichas rafces ser&n
los valores caracterfsticos del operador siempre que pertenezcan

al campo K.

Al polinomio det (A - AI) se le conoce como "polinomio caracterfis-

tico" y a la expresibén (5) como "ecuacibn caracteristica" del ope-




rador T.

Por otra parte, para cada valor de A la expresién (4) es un siste-

ma homogéneo indeterminado cuyas soluciones no nulas son los vecto

res de coordenadas, en la base B, de los vectores caracteristicos

buscados.

Es claro que si V = R" y B es la base can6nica de Rn, entonces las
soluciones no nulas x del sistema (4) son directamente los vecto -

res caracteristicos del operador.

Para ilutrar lo anterior mediante un ejemplo, consideremos nueva -
mente el operador T:-R? + R? del inicio de esta seccibn, definido

por:
T(x, ¥y) = (2x + y, 6x + y)

Si elegimos como B a la base canénica de' R?, la matriz asociada re

ferida a dicha base es

y en consecuencia

det (A= AI) = (2 - A)(L-A) =6 =22 - 3% - 4

es el polinomio caracterfstico del operador, que en este caso es

de grado 2.
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Las rafces de dicho polinomio son los valores

A1=4

Y
Xz=‘1

Estos dos nfimeros reales son los valores caracteristicos del opera

dor T del ejemplo.

Para obtener sus vectores caracteristicos correspondientes bastar&
con sustituir dichos valores en la expresién (4) y hallar las solu

ciones no triviales del sistema correspondiente a cada valor.

Asf, para A; = 4 el sistema (A - AI)x = 0 es

y su sélucibn general es
X2 = 2x

De esta manera, los vectores caracteristicos de T ¢orrespondientes

al valor X; = 4 son todos los vectores de la forma

(a, 2a) con a = 0.

Por otra parte, para A; = -1 tenemos el sistema
3 1 X1 0
6 2 X2 0

cuya solucibn general es

X2 = -3X1
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'

por lo que los vectores caracteristicos correspondientes a A, son

todos aquellos de la forma
(a, =-3a) con a # 0

Si aplicamos el procedimiento descrito anteriormente al operador
que consiste en girar un vector cualquiera del plano un &ngulo de
60° en sentido positivo, el cual puede considerarse como un opera

dor T: R* + R? definido por

T,y = Gx-By, Brily

y cuya matriz asociada es
1 -4
2 2
M(T) =

Nl
[N

se obtiene el polinomio caracteristico

_zz»

det (A - AI) = - =22 -2+ 1

cuyas rafces son los nGmeros complejos

Ai:%—-’-—/%i
y

e =1 -0

2 =2 2

En este caso las rafces del polinomio no pertenecen al campo sobre
el que estd definido el espacio V, puesto que R? es un espacio vec

torial sobre R (y no sobre C).

Por lo tanto, el operador asf definido no tiene valores caracteris
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ticos y, en consecuencia, tampoco tiene vectores caracteristicos.

Geométricamente esto significa que ningfin vector no nulo del plano
conserva su direccibn después de aplicarle dicho operador, ya que

esto equivale a girarlo un &ngulo de 60°.

Finalmenﬁe, apliquemos el procedimiento descrito para obtener los
espacios caracterfsticos del operador lineal T: R® + R® cuya matriz

asociada es

2 3 3
A = 0 4 4
0 -5 =5

Para ello, encontramos primero sus valores caracterfsticos a par -

tir del polinomio
det (A -2AI) = | 0 4-2 4 = - A% 4 A% + 22

cuyas rafces son

Al =0
Az = 2
)\3 = -1 a

Para cada uno de estos valores obtengamos ahora sus vectores carac

terfsticos correspondientes.

Para A, = 0 se tiene el sistema
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cuya solucibn general es
0
k
-k

Entonces, los vectores caracteristicos de T correspondientes al va

lor x; = 0 son todos aquellos de la forma
(0, X, -k), con k = 0
y el espacio caracteristico correspondiente a dicho valor es

E(x1) = {(0, k, -k) | k € R}

Es claro que, en este caso, dim E();) = 1.

Para X, = 2 el sistema es

por lo que
E(x;) = ((kl 0: 0) l k ¢ R}
y dim E(A;) =

Para A3 = -1 el sistema es




X =k

y = 4k

por lo que
E(x3) = {(k, 4k, -5k) | k € R}
y también dim E(A3) =1

En este ejemplo el escalar cero result6 ser un valor caracterfsti-
co del operador, y su espécio caracterfstico correspondiente coin-

cide con el nficleo de T. Como el lector puede.verificar.

Regresando al caso general, diremos que a las soluciones no nulas
del sistema (4) se les conoce también como vectores caracterfsti -
cos de 2a matriz A, y a las soluciones de la ecuacibn (5) como va-

lores caracterfisticos de dicha matriz.

En forma andloga, al polinomio det (A - AI) se le llama también po

linomio caracterfstico de A.

Cabe hacer notar que la matriz A depende de la eleccibn de la base
B, por lo que las soluciones del sistema (4) depender&n también de
‘,aicha eleccibn. Esto era de esperarse puesto que las soluciones

no nulas del sistema (4) son los vectores de coordenadas, en la ba

se B, de los vectores caracteristicos del operador.
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Aparentemente las soluciones de la ecuaci6bn (5) también depehden
de’ la matriz ‘A; sin embargo, como se demostrard m&s adelante, to -
das las represéntaciones matriciales de uﬂ'operador T tienen el
mismo polinomio caracterfistico y, por lo tanto, los mismos valqres

. caracterfsticos.
- Diagonalizacién. Matrices similares.

Como vimos en la seccibn X.2, la representacibn matricial de una

transformacién' lineal depenée de las bases que se elijén para el

dominio y el codominio. A

~En el caso particular de los operadores suele utilizarse la misma
base paré el dominio y el éodominio. Dicha base ha sido seleccio-
nada, hasta ahora, buscando simplificér al m&ximo £a obtencibén de
la matriz a;ociada; sin embargo, esto no necesariamente coincide

con simplificar al m&ximo £a foama de la matriz que se obtiene (su

aspecto) .

Que la matriz asociada sea de forma sencilla ofrece ciertas venta-
jas pues, ademis de que pérmite identificar m&s f&cilmente 1la in -

formacién contenida en ella, Su manejo algebraico se simplifica.

Entre los tipos m&s sencillos de matrices est&n las diagonales.
Por ello, a continuacibn se tratars el problema de encontrar una
representacién diagonal para un operador, referida a una misma ba-

se del dominio y del codominio.

Con esta Gltima restriccién no siempre es posible encontrar una re
presentacifn diagonal para éualquier operador. Las condiciones bé
jo las cuales existe tal representaci6n, asf como las caracteristi

cas de &sta, se describen en el siguiente enunciado.



X.4.7

Sean V un espacio vectorial de dimensién n y T: V + V un operador

liheal.

Existe una‘matriz diagonal asociada a' T, referida a una base, si - |
y s6lo si existe una base de V formadg por vectores caracteristi-
cos de T. En tal caso, la matriz asociada a T, referida a esta

base, es una matriz diagonal cuyos elementos dii son los valores

cardcteristicos correspondientes.

DEMOSTRACION

Suéongamos primero que existe una base de V formada por vectores

caracteristicos deé T. Esto es,

sea
B = {;1, ;z,..., .\I;n}
una base de V tal que
T(Vi) = Aiv

i para i =1, 2,..., n

Entonces, por IX.2.14
— . T . )
[T(vi)lg = (A1, 0y..., 0) . : )

[T@2)]g = (0, Azyenr, O)F

.

prs T
[Tv )] (0, 0,ccuy A))



y T tiene una representacién matricial diagonal, formada con los
valores caracteristicos de T correspondientes a, los vectores carac

teristicos que constituyen ia base B.

Reciprocamente, supongamos que T tiene una representacibén diagonal
D = diag(dii, d22 4.4+, dnn)

referida a la base
B = (Vi, Voseees Vp)

Enﬁonces, por X.2.1 sabemos que.

(@11, 0,..:, 0T

[T(V1))g

[T(V2)lg = (0, Qazseney O

(r(v )1, = (0, 0,..., a .
y en consecuencia, por 1X.2.14
T(vV,) =4,,v;, parai =1, 2,;.., n

por lo que los vectores Vi, Va,..., Vn son valores caracteristicos

de T correspondientes a los valores dyy, d22 5009 dnn; con lo que

la demostraci6n queda completa.

O
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De esta manera, el problema de hallar una representacifn matricial
diagonal para un operador'T en un espacio de dimensién n, se redu-
' ce al de encontrar un conjﬁnto linealmente independiente formado

por n vectores caracteristicos de T.

Asi, por ejemplo, para el operador T: R® + R?® cuya matriz asociada,

referida a la base canbnica de R?, es

2 3 3
M(T) = 0 4 4
0 -5 =5

A]_ =0
Az = 2
Aa = -1

' f

y sus correspondientes vectores caracterfisticos, son de la forma

(0, k, =k), con k = 0
“(k, 0, 0), conk =0

(k, 4k, -5k), con k = 0

En consecuencia, como sus valores caracteristicos son diferentes,

por X.4.2 el conjunto formado por los vectores caracterfisticos
B = ((ol 1, -1)1 (ll ol o)l (11 41 -5)}
es linealmente independiente, y por IX.2.12 es una base de R.

Entonces, por X.4.7, existe una representacibn matricial diagonal

del operador T. Para la base B elegida dicha represenfacién es la
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siguiente
0 0 0
B -
MB() = |0 2 0

Como se deduce de este ejemplo, para que un operador tenga repre -
sentacién diagonal es condicién suficiente que sus valores caracte
risticos sean diferentes; sin embargo, tal condicibn no es necesa-

ria, como se muestra mediante el ejemplo siguiente.

' para el operador lineal T: R® » R® cuya matriz asociada, referida

a la base canénica de R?, es

2 1 1
MM = |2 3 2 ' :
3 3 4 '

11 =17
Ay = 1
A3 = 1

|y sus espacios caracteristicos son

E(x1)

"

{(a, 2a, 3a) | a e R}

E(Xz) E(rx3) = {(a, b, -a-b) [ a, b ¢ R}

En este caso,. el espacio E();), que corresponde a un valor caracte
ristico repetido, es un espacio de dimensién 2. En consecuencia,
puede obtenerse una base:de dicho espacio formada por dos vectores

caracteristicos asociados al mismq valor, como la-siguiente
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{(, o, -1), (0, 1, -1)}
De esta manera, el conjunto
B = {(11 2, 3)1 (ll or -1)1 (0, 1: "1)}

es una base de R’ formada por vectores caracterfsticos de T. En -
tonces, a pesar de tener un valor caracterfstico fepetido, el ope-
rador tiene una representacibén diagonal, que para la base elegida

es la siguiente

7 0 0

B -
MB(T)‘- 0 1 0
0 0 1

Un caso diferente de operador con valores caracteristicos repeti -
dos lo constituye la transformaci6én lineal T: R® + R’ cuya matriz

"asociada, referida a la base canénica de R®, es

3 1 -1
M(T) = 2 2 -1
2 2 0

>\1 =1
A2 = 2
Xa = 2

y sus espacios caracteristicos

E(x1)

{(a, 0, 2a) | a € R}

E(X2)

E(x3) = {(a, a, 2a) | a € R}

En este caso, tanto E(A;) como E(A;) son espacios de dimensibén uno,
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por lo que a lo més podrémos.obtener un conjunto formado por dos
vectores caracteristicos de T que sea linealmente independiente.
En consecuencia, por X.4.7, el operador T no.tiene representaci6n

matricial diagonal referida a una sola base de R®.

Veamos ahora la relacibén. que existe entre las diversas matrices

: t
que representan a un mismo.operador. -

X.4.8 TEOREMA
Si dos matrices M y N representan al mismo operador
lineal, entonces existe una matriz no singular P

tal que N = P~ 'M p

DEMOSTRACION

Sea V un espacio vectorial de dimensi6n n y sea T: V + V un opera-

dor lineal.

Si M y N son matrices asociadas al operador T referidas a las ba -
ses A y B, respectivamente, del espacio V; entonces, para cual -

quier vector vV e V:

[T(V)]A M(V)A - - - (1)

y

(T(V)]B N(;)B ' - - - ()

Por otra parte, si P es la matriz de transicibén de la base B a.la

base A, se tiene que

PO, = (W),

Ten L0 ‘que sigue dirnemos que una matriz M nepresenta” al operadon Lineal
T: V>V aiMes La mtrniz asociada a T neferida a una base de V.
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sustituyendo esta expresibn en (1) se liega a
[T, = MPv(V)B

Como la matriz de transicibn es no singular 3 P-l; por lo que, de

la expresibn anterior
-1 - -1 -
P [T(V)]A =P M P(V)B - - = (3)

Adem§s, como P! es la matriz de transicién de la base A a la base

B, se tiene que
PHTM™I, = (TE)],

por lo que, de (2)

Pfl[T(t)]A N, ST - @
entonces; dé (3) y (4)

NE), = p“lmp(V)B; ¥Vev
y en consecuencia

N =P Mp

como se queria.

Es claro que si existe una matriz P tal que-
N=plup"

también existe una matriz Q tal que
M= oNo

lo cual se sigue de la expresifn anterior haciendo Q = p? y despe
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jando a M.

Por otra parte, el reciproco.del teorema X.4.8 también es valido‘r
es decir, si M y N son dos matrices de nxn y existe una matriz P
tal que N = P-lM P, entonces M y N representan al mismo operador

lineal.

Se tiene en consecuencia que dos matrices M y N representan al mis
mo operador lineal si y s6lo si existe una matriz no singular P

tal que N = P"*M bp.

La relac16n algebraica que establece el enun01ado anterior entre
las matrlces MyN se conoce con el nombre de "sxmllltud" esto es,

se dice que M y N son 51mllares.

X.4.9 "DEFINICION

Dos matrlces A'y B de nxn, son 51m11ares si existe una

matriz no singular c tal'que )

B=clac

Se tiene entonces el siguiente teorema

X.4.10 TEOREMA
Dos matrices representan al mismo operador lineal si y

s6lo si son similares.

Las matrices similares tienen algunas propiedades interesantes que

*se sugiene al tecxon demostrarlo.




- 790 -

.conviene mencionar. Por ejemplo, tienen el mismo determinante.

X.4.11 TEOREMA

"Si Ay B son matrices similares entonces det'A = det B

DEMOSTRACION
Si A y B son similares, por X.4.9

B=c?

A C,
y por lo tanto

det B = det(c™ta )

de donde
det B = (det C™!) (det AC) p&r iii) de vi1.2.3
= EE%_E (det AC) por VII.4.5
det B = gp¢ (det &) (det C) ‘por iii) de VII.2.3

'y finalmente

det B = det A

O

Con ayuda de este resultadb podemos probar el siguiente enunciado

'importante

'X.4.12 TEOREMA

Dos matrices similares tienen el mismo polinomio caracte

ristico y, por tanto, los mismos valores caracteristicos
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DEMOSTRACION

Sean A y B dos matrices similares, entonces

B-2I =P lap-al por X.4.9
-1 -1 '
=P AP-XP IP por VI.3.5 y VI.4.1
=P lap - Aip) por i) de VI.3.3
B-2AI =P (a-iP . por ii) de VI.3.3

luego, por x.4.?, (B - AI) y (A - \I) son similares y, de X.4.11,
det (B - AI) = det(A - AI)

como queriamos

O

Como consecuencia de este teorema y de X.4.10 se concluye lo si -

" guiente

X.4:.13 TEOREMA
Todas las representaciones matriciales de un operador 1li
neal tienen el mismo polinomio caracterfstico y, por lo

tanto, los mismos valores caracterfsticos.

f

Este resultado garantiza la unicidad (salvo en el orden) del con -
junto de valores caracteristicos de un operador, obtenido mediante

el procedimiento descrito en el apartado anterior.

Finalmente, abordaremos el problema de "diagonalizar" una matriz;
es decir, encontrar una matriz diagonal que sea similar a la ma -

‘triz en cuestibn.
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Para resolver este problema podemos apoyarnos en el teorema X.4.7
del inicio de este apartado, cuyo equivalente para el caso de ma -

trices puede enunciarse de la siguiente manera.

X.4.14 TEOREMA

Una matriz A de nxn es similar a una matriz diagonal D si y s6lo
si existe un conjunto linealmente inaependienté formado por n
vectores ca;acteristicos de A.. En tal caso, existé una,matriz no
singular P tal que D = P la P, donde D es una matriz diagonal cu-
yos elementps dii son los valores caracterfsticos de A, y P tiene

como columnas a n vectores caracterfisticos de A correspondientes

‘a dichos valores.

Tomando en cuenta que cualquier matriz A de nxn puede considérarse
como la representacibn matricial de un operador lineal T en cierta
base, el teorema X.4.14 es una consecuencia inmediata de los teofg
mas X.4.7 y X.4.10, y de 1la definicién X.4.9, salvo la afirmacibn
de que P tiene como columnas a n vectores caracteristicos de A.

Esto dltimo se demuestra a continuacién.-

Sea S = {Vi, Vz,..., Vy} un conjunto linealmente independiente for
mado por n vectores caracteristicos de A, correspondientes a los
valores caracteristicos'xl, A2,¢++, Ay, Y sea P una matriz cuyas

columnas son dichos vectores; esto es

P = [;1 Va2 ..."Vn]

entonces

AP = A[Vy V2 ... Vp)

AP = [AV, AV, ... Av,)
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AP

= MV A2Ve ... Apvpl
= (Vi V2 ... vyl diag(hy, Az, ..., Ap)
AP =

P @iag(xl, A2yeees Ap)

Como el conjunto S es linealmente independienté, P es no singular

y existe P"!. En consecuencia

P™'a p = 1P diag(Ay, Az,..., An)

P larp

diag(h, Az,..., Xn)

como se querfa demostrar.

O

Una matriz A que satisface las condiciones del teorema X.4.14 se

dice que es "diagonalizable".

Por ejemplo, para diagonalizar la matriz

1 2 1
A= 4 1 -1 .
2 1 1

obtenemos sus valores caracteristicos

v

)\1 =1 !
Ay = 4
Az = -2

y sus correspondientes vectores caracteristicos

(k, -2k, 4k), con k.= 0
(k, k, k), conk = 0
(-5k, 7k, k), con k = 0

g

Como los valores caracteristicos son diferentes, el conjunto

.




A, -2, 4, (1, 1, 1), (-5, 7, 1}

es linealmente independiente.

En consecuencia, por X.4.14 la matriz A es diagonalizable y la ma-

triz

1 1 -5
p=]-2 1 7
4 1 1 '

es tal que

P-l

A P = diag(l, 4, -2)
como el lector puede verificar.

Es claro que la matriz P de X.4.14, a la que algunos autores lla -

man "diagonalizante" o "diagonalizadora", no es Gnica.

Por ejemplo, podemos emplear otros vectores caracteristicos asocia.

dos a los mismos valores y obtener otra matriz

1

3 3 s
P, =|-1 3 -7

2 3 -1

tal que
p;la P, = diag(l, 4, -2)

o cambiar el orden er las columnas de P y obtener
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Con lo que se tiene otra matriz "diagonalizadora" puesto que
-1 . '
P; A P; = diag(4, 1, -2)

s6lo que la matriz diagonal obtenida en este caso es diferente a
la de los dos anteriores, debido a que los valores caraqteristicos

se encuentran en distinto orden.
- Teorema de Cayley - Hamilton

Uno de los resultados mis interesantes que relacionan a una matriz
con su polinomio caracteristico es el que se conoce como teorema
de Cayley-Hamilton, el cual establece que "toda matriz cuadrada es

una rafz de su polinomio caracteristico".

" Antes de demostrar el teorema debemos precisar algunos términos me

diante la siguiente definicibn

X.4.15 DEFINICION

Si f es el polinomio en x con coeficientes en K definido por
n n-1
f(x) = apx  + ap-1x +...+ a1x + ap
y A es una matriz de mxm con elementos en K, entonces

n-1
f(a) = anAn + an-3:A +...+ a;A + aglp

En particular, se dice que A es una rafz del polinémio f si

f(A) = 0, 'donde O es la matriz nula de mxm.

Asf, por éjemplo, para el polinomio

pi(x) = x? - 4x '+ 3




y la matriz

-1 2 0
A= 1 1 -3
3 -2 0
tenemos que
p(a) = A% - 4A + 31
3 0 -6 -1 2 0 1
=1-9 9 -3|-4 1 1 -3+ 3] 0
-5 4 6 3. =2 0 0

p(a) ={-13 8 9
-17 12 9

Para el mismo polinomio y la matriz

2 1
B =
1 2
se tiene que
p(B) = B2 - 4B + 3I
5 4-1 2 1 1 0
= -4 + 3
L4 5 1 2 0 1
0 OW
p(B) = .
L 0 0

por lo que B es una rafz del polinomio p.
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X.4.16 TEOREMA (DE CAYLEY—HAMILTON)_
Si A es.una matriz de nxn y
£(2) = det(a - A1)
entonces

f(a)

[}
(o]

' DEMOSTRACION

Sea A una matriz de nxn, entonces los menores de A - )AI son de or-
den n - 1 y sus cofactores son polinomios en A de grado n - 1, lue
go a la matriz cuyos elementos son los cofactores de la transpues-

ta de A - AI la podemos expresar COMO
Adj(A - AI) = A" 'Bpoy + A" %Bpo, +...+ AB; + By
donde las Bi’ i=0,1,..., n- 1 son matrices de nxn

Ya que, (A - AI) Adj(A - AI) =v[det(A - AI)]I

n-1
a A" 4+ ap-11 4.+ @170 + ag

y ~ £(A) = det(A - AI) n

se tiene

(A = A1) (A" *Bp-1 + A" %Bp-s +...+ AB; + Bo)=

n-1
= (a A"+ a 1A +...+ a1l + ag)lI
| n n 3

y efectuando operaciones

n

- " - ! ) n -
A" AR, 142" TZAB, o+, . . +XAB1+ABo=A"Bpo1-A" "}

Bp-2=...-A2B;=AB, =

= anA"1+an-1A""1+...+a,x1+a01




agrupando y reordenando
n n-1
- A Bn_1 + A (ABp-1 - Bn_z) +...+ A(AB; - By) + ABg =

" n n-1 '
= A"a I + 2" lan-iI 4.t Aail 4 aol

lo que se cumple ¥ A, en consecuencia

- Bp-1 = anI

ABp-1 - Bpn-2 = an-1l

AB; - By = a1l
ABy = aol

multiplicando ambos miembros de estas igualdades por
A", An-1 ,..., A e I, respectivamente,:

- A"Bp-, = apA"

APBp_; - A" 'Bp-; = ap-1A" 0

A2B, - ABy = a A
AB, = a,l

sumindolas ahora, miembro a miembro

. n-=1i1
o} anAn + ap-1A +...+ a1A + aol

esto es, -0 £ (A)

como querfamos
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Asf{, por ejemplo, para la matriz

2 3 3
A = 0~ 4 4
0 -5 -5
cuyo polinomio caracteristico
2-2
f(1) = det(A - AI) = 0
0
se tiene que’
f(A) = - A% + A2 + 23
por lo gque
8 9 9 4
£(a) = - 0 4 4 + 0
0 -5 -5 0

como lo indica el teorema.

Si A es una matriz cualquiera
puede emplearse para expresar
superiores como combinaciones

n-1 n-=2

A , A yeeey A, I.

Por ejemplo, para la matriz

es
3 3
4-x 4 [ = -3+ a7 42
-5 =5-1
3 3 2 3 3 0o o
-4 -4 +2/0 4 4fl=|0 0
5 5 0 -5 =5 0 0

de nxn, el teorema de Cayley-Hamilton
su potencia enésima y dem&s potencias

lineales de las potencias
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cuyo polinomio caracéeristico es
- 2% + 522 - 8) + 4
Por el georema X.4.16 sabemos que
- A% + 5A% - 8aA +‘41 =‘o
de donde
‘A% = 5A%? - 8A + 4I
Es decir, A® est§ expresada como combinacién lineal de A%, A, I.
Para la cuarta potencia tenemos, de la expre;ién anterior, que

s

A% = (5A? -'8A + 4I)A
= 5A% - 8A? + 4a
= 5(5A% - 8A + 4I) - 8A% + 4A

A% = 17A% - 36A + 201

y para la quinta potencia

A% = (17a% - 36A + 20I)A

= 17A% - 36A% + 20A

= 17(5A% -~ .8A + 4I) - 36A%2 + 20A
AS = 49A2 - 116A + 681

etc.

. S -1 .
El teorema también puede utilizarse para expresar A como una com

binaci6n lineal de las potencias An'l, An‘z,..., A, I, cuando A es

no singular.
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Asft, por’ejémplo, para la misma matriz A del ejemplo anterior, de

la expresi6n
‘,— Al +v5A2 - 8A + 4I = 0
sé tiene que
- A® + 5a? - 8A=-dI
- 3(-A% + sn? Sem) =1
3% - 2+ 2 =1

A(%AZ - %A + 2I)

]
-

y en consecuencia

X.4.17 EJERCICIOS

1.- Sean T: R? + R? un operador lineal y v =(1,1),w = (1, -1) dos
vectores caracteristicos de T correspondientes a los valores
A1 =2 y X, =0, respectivamente. Determinar la regla que

define a T.

2.- Demostrar que un vector caracteristico de un operador lineal,

corresponde a uno:y s6lo un valor caracterfstico de dicho ope-

rador.




la matriz asociada al operador lineal T: R® - R®

a) Determinar los valores de ry's tales que el espacio
U={(a, b, a-Db) | a, b e R} sea un invariante de T.

b) Obtener los valores y los espacios caracterfisticos de T.

4.- Obtener los espacios cafactgristicos de la transformaci6én del
ejercicio 9 de X.3.17, y dar una interpretacién geométrica de

ellos.
5.- De cada uno de los siguientes operadores lineales

T: R® + R® tal que T(x,y,2) (-x+z, 2x+3y+4z, -x-3z)

s: R® + R® tal que S(x,y,z) (4x+2y-z, -2x-y+2z, x+2y+2z)

a) Hallar los valores caracter{sticos.

b) Obtener la dimensién de cada uno de los espacios caracte -
risticos.

c) Determinar si existe una representacibn matriciél diaggl-

nal, y en caso afirmativo obtenerla.
6.- Demostrar que si A es similar a B y B es similar a C, entonces

a) A y C son similares

b) tr A= tr C

7.~ Demostrar que si M y N son dos matrices de nxn y existe una ma
triz P tal que N = P M P, entonces M y N representan al mismo

operador lineal.
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8.- Sean T: V » V un operador lineal, A = {Vi, V,, V3} una base de

1 1 o

V y M(T) =1-1 0 2 la representacibn matricial de T refe
2 -1 1

rida a la base A.

Obtener la matriz N(T) referida a la base B = {w,, w,, w3} de

VvV, tal que

;1‘1 = 2;7_1 + \_72 + 3;/—3
V_lzv = 71 - 62 + \_73

W3 = -;1 + 3;2
y-verificar que N y M son similares.

9.- Verificar que las matrices

tienen los mismos valores caracteristicos pero no son simila -

res. ¢Contradice este ejemplo el teorema X.4.12?

10.- Determinar si cada una de las siguientes matrices es diagonali
zable y en caso afirmativo obtener una matriz P tal que P 'a P

sea una matriz diagonal

s o 1 4 0 2 1 0
a) A= b) A=|-1 5 o0 c) Aa=|3 3 1
4 -3 1 3 2 1 -1 -1
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11.- 6tilizar el teorema de Cayley - Hamilton para obtener

1 2
a) a* donde A =

5 -2

2 -5 1
b) B~! donde B=|-1 1 -1
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X.5 OPERADORES EN ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

En esta seccifn estudiaremos algunos tipos especiales de operado -
res que actdan en\espacios vectoriales donde se tiene definido un

prdducto interno.

En particular nos ocuparemos de aquellos para los cuales existe

una base ortonormal del espacio formada por vectores caracteristi-
cos del operador. Para estos operadores se tiene una representa -
cibn matricial diagonal y una descomposicifén en términos de proyec
‘ciones ortogonaleé sobre sus espacios caracteristicos, como vere -

mos al final de la seccifn.
- El adjunto de un operador lineal.

Los tipos especiales de operadores que nos interesan pueden quedar
definidos y clasificados convenientemente a partir del concepto de
operador adjunto, cuya definicién y propiedades veremos a continua

cién.

X.5.1 DEFINICION

Sea V un espacio con producto interno y sea T: V + V un operador

lineal. Un operador T%*: V + V se dice que es adjunto de T si

(T |V) = (@|T*(V)), ¥u, VeV

Para demostrar la existencia y unicidad del adjunto, en el caso de
espacios de dimensi6n finita, nos apoyaremos en el teorema X.5.2

que se presenta a continuacién.

En dicho teorema se emplea una funcibn ¢§ V + K, la cual puede ser

considerada como una transformacién debido a que todo campo K es
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un espacio vectorial sobre s{ mismo. Sin embargo, en el enunciado
se emplea el término "funcional" debido a que es frecuente distin-
guir con tal nombre a este tipo de funciones de un espacio vecto -

rial en su campo de escalares.

X.5.2 TEOREMA
Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, de dimensién finita
y con producto interno. Si ¢::-V + K es una funcional lineal, en

tonces existe un vector finico X e V tal que

$(@ = [@|X), ¥u eV

DEMOSTRACION
Sea B = {ey, €2,..., e,} una base ortonormal de V.

Para demostrar que existe x hagamos

f— n — _
X = I ¢(ei) eil - - =(1)
i=1 :

De esta manera, para un vector arbitrario gj de la base B se tie -

ne, por las propiedades del producto interno

n
(1% = (o] BRALICUCR
n — — —
=z (ejlo(ei) e.)
i=
p— — n — — -—
(ej]x) = iil ¢(ei)(ej|ei)

y como B es un conjunto ortonormal, por IX.5.11

(ejlx) = ¢(ej) - = =(2)
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Consideremos ahora un vector cualquiera u e¢ V. Puesto que B es una

base de V existen escalares @inicos ay, az,..., a, tales que
_ n
u= I a

pbr lo que

n
(u|x) = (jzl ajej|x)

3

y de las propiedades del producto interno
- n
(ulx) = ¢

aj(ej|x)

entonces, de (2)

©|%) ='j§‘1 a0 (ey)
y como ¢ es lineal

—— — n —_

(ulx) = “jilvujej)
por lo que

u|x) = ¢ ()

y la expresién (1) define un vector x con las caracteristicas de -

seadas.

Para demostrar que X es Gnico supongamos otro vector § e V tal éue
¢(@) = @y), ¥uev

Entonces se tendri que
@R = @D, vaev

y por las propiedades de K y del producto interno en V




@]x) - (uly) =0

(Eli')_/.) O,IVUEV

En particular, si u = X - ; ée tendré& que
x-y |l x-y =0

y por iv) de IX.5.2
Xx-y=70

En consecuencia
X =y

y la demostracibn de X.5.2 queda completa.

O

Demostraremos ahora la existencia y unicidad del adjunto de un ope
rador lineal T, en un espacio V de dimensi6én finita y con producto

interno.

Sea Vv un vector arbitrario del espacio V y definamos la funcional
¢ : V » K como
v

o, @ = (T@|V), ¥u eV

Es claro que ¢, es una funcional.lineal ya que, por linealidad de
T y por las propiedades del producto interno, se tiene que

¥ G;, Gz;e V y a e K:

¢v(a31 + uy) (T(eu; + uz2)|V)

(aT(U1) + T(u2)|¥)

b, (aly + Uz) = (@T(@1)|9) + (T(T2)|¥)
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a(T(uy) |V) + (T(uz)|V)’

L}

‘ 0‘,((!:1_1 + Gz)
¢y (ama + uwz) = ag () + ¢, (u2)
Entonces, por X.5.2 existe un finico §v e V tal que
o, () = (u|xv{; ¥ueV

Por lo tanto, para cada vector Vv ¢ V existe un dnico Ev €. V tal

que
(T |v) = (u|x))

En consecuencia, el operador T*: V + V definido por
TH(V) =X, ¥V eV

es tal que

<1

(T(@) |V) = (@|T*(V)); ¥u, VeV

Para demostrar que T* es Gnico supongamos otro operador S: V > V

tal que’ ’

(T(@)|[V) = (UW|S(V)), ¥u, VeV g o
entonces se tendr& que

@|T*(V)) = @|s(V)); ¥u, VeV
por lo que

T* (V) = s(\T). ¥ VeV

y en consecuencia
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. El1 operador T*, cuya existencia y unicidad acabamos de probar, tie
ne ademds la propiedad de ser un operador lineal, como se demues -

. tra a continuaciébn.
En efecto, de
@9 = @@, T TV
se sigue que, ¥ V;, V2 e V y a ¢ K
(T|T* (aVy + V2)) = (T(Q)|avy + V3)
y en consecuencia

(W|T* (av; + V2)) = (T()]|avy) + (T(u)|vy) por ii) de IX.5.1
a(T(u) V1) + (T()]|v2) po'r i) de 1X.5.2

= a(u|T* (V1)) + (U|T*(Vv,)) por X.5.1

(EIaT*(V1))¥ (W|T*(v2)) por i) de IX.5.2

(U] T*(aVy + V2)) = (U|aT*(V1) + T*(V:)) por ii) de IX.5.1
Como esta expresibn se cumple para todo vector u e¢ V se tiene que
T* (aVy + V2) = aT* (V1) + T*(V,)

por lo que T* es lineal.

Hemos demostrado asf el siguiente teorema

X.5.3 TEOREMA
Si V es un espacio vectorial de dimensién finita y con producto
interno, entonces para cada operador lineal T: V + V existe un

Gnico adjunto T*, que también es lineal.
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Cabe comentar que este teorema no se'cumple para espacios de dimen
si6n infinita, debido a que en este caso no es posible garantizar
la existencia del adjunto. Aunque la unicidad y iiﬁealidad de T*

si se verifican cuando éste existe.

Muchas propiedades que involucran el concepto de adjunto son inde-

pendientes de la dimensifn del espacio, por lo que en lo sucesivo

s6lo indicaremos que la dimensifbn es finita cuando tal restricci6én

se requiera por otra razén diferente a la existencia de T*, 1la

cual se presupondré éiempre que se hable de &ste.

Regresando al caso de dimensi6n.finita, hay una relacifn entre las
representaciones matriciales de los operadores T y T* cuando &stas

se encuentran referidas a una base ortonormal.

Dicha relaci6n, que puede emplearse para obtener el adaunto de un
operador dado, es la sighiente:- si A es la representaéién matri -
cial de T en una Sase ortonormal, entonces A* (la conjugadaQtrans-
puesta de A) es la representacibn matricial de T* en dicha base.

Se tiene asf el siguiente teorema.

X.5.4 TEOREMA
Sea V un espacio vectorial de dimensi6én finita con producto in -
terno y sea B una base ortonormal de V. Si T: V + V es un opera

dor lineal, entonces

wirh) = Bm]"

DEMOSTRACION

Sea B = {e,, €3,..., e,} una base ortonormal de V, y sean




]
v
"

: B
A i3 Mg (T)

Y - B (1)
ij My

1
5
0

las representaciones matriciales de T y T* referidas a la base B.

Entonces, por X.2.1, aij es la i-ésima coordenada de T(Ej) en la
base B, y como B es una base ortonormal, por IX.5.13 podemos escri

.- bir

a;y = (T(Ej)IEi) : \ - - -(1)

Mediante un razonamiento similar, nij es la i~ésima coordenada de
T*(Ej) en la base B; por lo que
= *(a )le ) P,
n s (T (ej)lei) (2)
Luego, por X.5.1,de la expresién (1) se sigue que
= (e * (e
ajy (ej|T (ei))
y por 1) de IX.5.1
= ez |z
355 (T (ei)lej)
En consecuencia
a = * (g e = n
ajy = (T (ej)lei) n;
Finalmente, por VI.7.11, VI.7.6 y VI.7.1 se concluye que
A* = N
Es decir

M2 (m]" = M2

como lo indica el teorema.




- 813 -~

Consideremos, por ejemplo, el operador T: C? + C? definido por
T(x, y) = (-x =5iy, [2 + ily)

Para obtener el adjunto de T podemos seleccionar una base ortonor-

mal de C? para el producto ipterno usual; por ejemplo
B = {(1, 0), (O, l)j
Para dicﬁa basé tenemos -
-1 —Sib

0 2+i

-1 0
B *
[MB(T)] =
5i 2-i
por lo que, de X.5.4
-1 0
B =
MB(T*) = )
5i 2-i

'

y la regla de correspondencia del adjunto de T es
T*(x, y) = (-x, 5ix + [2 - i]y)

Es importante remarcar que el teorema X.5.4 es para matrices refe-
ridas a una base ortonormal. Cuando la base no es ortonormal no
existe una relacibn sencilla entre las representaciones matricia -

les de T y T*.

A continuacibn se presentan algunas otras propiedades que relacio-.




nan a un operador T con su adjunto T*.

X.5.5 TEOREMA
. Sean V un espacio con producto interno; W un subespacio de V y
T: V + V un operador lineal:

i) T*(V) = N(T)¢

ii) N(T*oT) = N(T)

iii) Si W es invariante bajo T entonces wt es invarian

te bajo T*

DEMOSTRACION
i) seau e N(T)_.
Como T(u) = 0, por iii) de IX.5.2 se tiene que
(T(Q)|[v) =0, ¥V e V.
Entonces, por X.5.1 podemos escribir
C(E|T*(vV)) =0, ¥V eV
por lo que, de Ix:5.15
u e T*(V)+
Yy en consecuencia
N(T) € T*(V)+
Sea ahora w ¢ T* (V)4

Entonces, por IX.5.15
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S WlT*(V)) =0, ¥V eV
por lo que, de X.5.1
) (T(G)IU)‘= 0, ¥V eV
en consecuencia, de IX.5.15

S T(W) e vt

y por b) del ejercicio 12 de IX.5.19

T(w) = Ev
esto es
w e N(T)

y por lo tanto

T*(V)* © N(T) } 4‘ - - -(2)
De (1) y (2) se sigue que

THV)E = N(T)
pér 1o que, del ejercicio 12, inciso d), de IX.5.19

(V) = N(D*

lo que demuestra el enunciado i). ,

ii) Sea u ¢ N(T*oT).

(T(@ |T(@) = @T*[T@]) por X.5.1

("] (T*oT) (1)) por X.3.6

r@lr@) = @ por X.1.2




|
|
|
iii)
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(T()|T) =0 pof_ iii) de IX.5.2
En consééuencia, por iV)-de IX.5.2
T(u) =0
por lo que
u e N(T)
se’' tiene asi que

N(T*oT) ¢ N(T) - = =(3)

Por otra parte, si w ¢ N(T) se tendr& que

T*[T(w)) por X.3.6

(T*oT) (W) =
= T*(0) . por X.1.2 -
(T*oT) (W) = 0 por X.5.3 y X.1.4

N(T) < N(T*oT) - - -(4)
Finalmente, de (3) y (4)
N(T*oT) = N(T)
Como lo indica el teogema.
Sea W ¢ W.
Si W es invariante bajo T, por X.4.6

T(W) ¢ W

Entonces, ¥ u ¢ W' se tendri que

de donde W ¢ N(T*oT) y . .
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(T(w)|u) =0

por lo que, de X.5.1
(w|T*(u)) =0

y en consecuencia
T*(u) e Wi

Luego, por X.4.6, W! es invariante bajo T*. )
O
Finalmente, en el siguiente teorema enunciamos algunas otras pro -
piedades del adjunto,.,cuya demostracibn se sugiere al lector como
ejercicio, las cuales resulﬁan ser anflogas a l;s'de la conjugg -.
cibn-transposicibn de matfices que se vio en el capftulo VI. Di -
cha analogfa resulta natural en virtud de la relacibn estableéida

por el teorema X.5.4.

X.5.6 TEOREMA
‘Sea V un espacio vectorial sobre K, con producto interno. Si
S y T son operadores lineales en V y o es un escalar de K, en

tonces:’

i) (T*)* = T

ii) (aT)* = oT*
iii) (8 + T)* = S* + T*

iv) (SoT)* = T*oS*
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- Operadores normales, hermitianos, antihermitianos y unitarios.
Estudiaremos ahora algunos tipos especiales de operadores, entre

los cuales la clase méds amplia gque trataremos es la de los operado

res normales.

X.5.7 DEFINICION
Sea V un espacio con producto interno y sea T: V » V un operador

lineal. Se dice que T es normal si ToT* = T*oT.

De esta definicibn se sigue de inmediato que si T es normal T* tam

bién es normal y viceversa.

Los operadores normales tienen las siguientes propiedades

X.5.8 TEOREMA

Sea V un espacio con producto interno y sea T: V + V un operador

normal:
i) JlT@ | =]T*W)], ¥V e V
ii) Si T(V) = AV entonces T*(V) = Av.

iii) si. vy, V., son vectores caracterfsticos de T correspondien -

tes a los valores Ay, A, ¥y A1 # A, entonces (Vy|vz) = 0.
DEMOSTRACION
i) (lT@ P = (T |TE)) por IX.5.4
= (V|T*[T(M)]). por X.5.1
T[] = (V] (T*oT) (V)) por X.3.6
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T | = (V] (ToT*) (V) por X.5.7
= (v|TIT*(V)]) por X.3.6
= (V] (T*) * (T* (V) ]) por i) de X.5.6,
= (T* (V) [T* (V) : por X.5.1
IT@ | =|lT*@ |7 por IX.5.4
de donde
fr@ | = >l

Es decir, las imigenes asignadas a un vector vV cualquiera por

un operador normal y por su adjunto "tienen el mismo tamafio”.

ii) Primero demostraremos que T - ol es un operador normal para

cualquier escalar a.
Por X.5.6 y tomando en cuenta que I* = I se tiene
(T - aI)* = T* = oI

Entonces, por las propiedades del &lgebra de transformaciones

se tiene que

(T - aI)o(T - aI)* = (T - aI)o(T* - aI)

(T - al)o(T - aI)* = ToT*" - oT* - T + aal
y también que

(T - aI)*o(T = aI) (T* - aI)o(T - oI)

L}

(T - aI)*o(T - aI) = T*oT - aT - oT* + aal

Como T es normal ToT* = T*oT, por lo que

(T - aI)o(T - aI)* = (T - aIl)*o(T - al)
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Yy T - al es normal.

Sea ahora V tal que T(V) = )V

y fofmemqs un operador S como
S =T - 2I

Entonces, por el resultado anterior S es normal y por i) de

X.5.8
sl =1ls* ]|

Y en consecuencia

sl = [l(T = rxn)* (V) || por definicién de S
= |[(t* - 1) (V) || por X.5.6
s = |le*&) -3y . por X.3.2

Por otra parte, como S = T - AI y T(V) = AV se tiene
Is@ 1l = @ = 2D @ 1l = W7 - *3]] = /3] = 0
i.levando este resultado a la expresién anterior
0 =||T*(v) - Av||
por lo que, de ii) de IX.§.5:
T*(V) -V =10
Y en consecuencia
T*(V) = XV

como se queria.
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Este resultado puede interpretarse de dos maneras distintas,

aunque equivalentes:

v

1) si A es un valor caracteristico -de T entonces % es unva-

lor caracterfstico de T*.

2) Todo vector caracteristico de T es también un vector carac
terfstico de T* (aunque no necesariamente correspondiente

al mismo valor que para T).,

'

Sean Vi, V. vectores caracteristicos de T correspondientes a

los valores X;, A respectivamente.
Por X.5.1 podemos escribir
(T(V1)|72) = (Vi|T*(V2))

De donde, por hip6tesis y por el resultado ii) de este teore-

ma
(V1] V2) = (V1]X2V2)

Ahora, por las propiedades del pfoducto'interno :
A (V1| V2) = A2 (V1| V2)

y ‘en consecuencia
(A = X2) (Va]V2) = 0

Entonces, si A; = A, se tiene que A\; - X, # 0 y de la expre -

sién anterior se sigue que
(\71'\72) =0

Es decir que, para los operadores normales, los vectores ca -
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racteristicos asociados a valores distintos son ortogonales.

O

Algunos casos particulares de operadores normales reciben nombres

[

especiales .debido a que sus caracteristicas propias son de interés

para la teorfa de operadores lineales.

Estos tipos de operadores suelen distihguirse con diferentes nom -
bres cﬁando el espacio vectorial estd definido sobre el campo de

los n@meros complejos y cuando est& definido sobre el campo de los
nimeros reales. En la siguiente definicién los nombres correspon-

dientes al segundo caso, que en adelante llamaremos "caso real"

por'brevedad, aparecen entre paréntesis.

X.5.9 DEFINICION
Sea V un espacio vectorial sobre C (sobre R) con producto interno

y sea T: V » V un operador linéal, se dice que

i) T es hermitiano (simétrico) si T* = T
ii) T es antihermitiano (antisimétrico) si T* = - T

iii) T es unitario (ortogonal) si T* = !

Es frecuente encontrar en los textos el t&rmino "Autoadjunto" en
lugar de "Hermitiano". La razén resulta obvia al observar la defi
nicién. Como el lector puede verificar f&cilmente, todos los ope-
radores que acabamos de definir son'operadores normales. Estos
operadores tienen las siguientes propiedades con relacién.a los va

lores caracteristicos.




X.5.10 TEOREMA

Sea V un. espacio vectorial con producto interno y sea A un valor

caracterfstico del operador lineal T: V + V

i) si T* =T ' entonces x‘es real
ii) si T* = - T entonces A es imaginario
iii) si T = T ' entonces |A| =1
DEMOSTRACION
i) Sea A un valor caracteristico de T; entonces
T(V) =V
Luego,Agor ii) de X.5.8
T* (V) = AV
Coho T* = T se tiene que
T(V) =3V L
en consecuencia
AV = AV
y como Vv = 0
A=
por lo que x'; R.
ii) Mediante un razonamiento similar, pero haciendo T* = - T, se

tiene
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por lo que R(A) = 0.
iii) Nuevamente, de
T* (V) = AV
-1
como T* = T
V) =3V

por lo que

v = T(wv)
v = AT(V)
Vo=

' y en consecuencia

El teorema X.5.10 nos permite obtener algunas conclusiones intere-
santes respecto a los tipos de operadores definidos en X.5.9, en -

tre las que se encuentran las siguientes.

El enunciado i) nos dice que los valores caracteristicos de un ope

rador hermitiano, cuando existen, son nGmeros reales.

Este mismo enunciado conduce a un resultado trivial en el ‘caso de
operadores simétricos, puesto que el campo de donde se toman los es
calares, y por tanto los valores caracteristicos, es el de los nG-

meros reales.
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El enunciado ii) nos indica que los valores caracterfsticos de un
operador antihermitiano, cuando existen, son n@meros imaginarios

puros; es decir, nimeros complejos cuya parte real es nula.

En el caso de operadores antisimétricos dicho enunciado nos permi-
te concluir que, para este tipo de operadores, el finico valor ca -

racteristico posible es el cero.

El enunciado iii) asegura que los valores caracterfsticos de un
operador unitario, de existir, son nGmeros c¢omplejos cuyo médulo

es de tamano uno.

Para los operadores ortogonales, este enunciado indica que sus va-
lores caracteristicos, de existir, son necesariamente igual a 1 o

a -1,

Finalmente, cabe hacer énfasis en que el teorema X.5.10 no se ocu-
pa de la existencia de valores caracteristicos, sino de las propie

dades de &stos cuando existen.

El problema de la existencia de valores caracteristicos es diferen

, n
te en el caso de un espacio vectorial complejo y en el de un espa-
cio vectorial real, por lo que ambos deben abordarse por separado,

como lo haremos en el siguiente apartado.

Antes presentaremos una caracterizacibn para las representaciones
matriciales de los tipos de operadores definidos en X.5.9, cuando

estén referidas a bases ortonormales.




X.5.11 TEOREMA
Sean V un espacio con producto interno, B una base ortonormal de

V, T: V + V un operador lineal y A la representacibn matricial de

T referida a la base B:

i) T* = T si y s6lo si A* = A

ii) T* =--T si y s6lo si A* = - A

iii) T* = ! si y s6lo si A* = A7t
DEMOSTRACION

Se demuestra a continuacién solamente el enunciado i).

Ia prueba de que T* = T :;} A* = A es inmediata, puesto que, si A
es la representaci6n matricial de T en 'la base B, como T* = T se
tiene que
~ MB = MB(7*
A—MB(T) MB(T)
y entonces, de X.5.4 se sigue que
A = A*

Supongamos ahora que A* = A, y sea B = {€1, €2,..., en}.

Si U, V son dos vectores cualesquiera de V, entonces

por lo que

(T (u) | V)
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DM = (1 er@E] I 88
(T(u)|v) = (£ a.T(e.)| L B.e.)
j=1 3 3 4= P
n n - -
= 151 (jil ajT(ej)|Bi§i)
- n4n~_ -
(r@v) = T I a B, (T(e))]e;) - - -

‘donde Ei representa al conjugado de B, .

Por otra parte

n n
(@|T(V)) = (jil aj33|T(iil B.e;))
n n
= (j:l aje?liil g, T(e,))
n n _ _
= iil (ji; ajejIBiT(ei))
— — n n - — —
(u|T(v)) = iil j£1 aiBi(ele(ei)) - = =(2)

Adem&s, como vimos en la demostracibn de X.5.4

a;y = (T(ej)lei) : - - -3
de: donde

aj; = (ME)IE

Eji = (EjIT(Ei)) - - -(4)

Llevando las expresiones (3) y (4) a (1) y (2) obtenemos

=z .
@@V = 1w e ay
y
@T(vV)) = £ I a a
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Finalmente, como A* = A se tiene que Eji = aij por lo que
(T |v) = @T(v))

y en consecuencia T* = T, lo que completa la demostracién de 1i).

O

Considerando las-definiciones de la secci6n VI.7 y tomando en cuen

ta que A* = AT cuando A es una matriz con elementos en R, el teore

ma X.5.11 nos permite concluir lo siguiente.

Un operador es hermitiano (simétrico) si y s6lo si su representa -
ci6n matricial en una base ortonormal es una matriz hermitiana (si
métrica). A una conclusibén semejante se llega para operadores an-

tihermitianos. (antisimétricos) y unitarios (ortogonales).
As{ por ejemplo, el operador T: R? + R? definido por
T(x, y) = (x + 2y, 2x - 3y)

es un operador simétrico puesto que su representacién matricial en

la base canénica de R?, que es una base ortonormal, es la matriz

1 2
M(T) =
2 -3

que es una matriz simétrica.

Si en lugar de la base canbnica elegimos la siguiente base ortonor

mal de R?

1 =3

1 3 1
B=A(g5 + /10 ) Uag ¢ /10 )}

obtendremos la representacibn matricial
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29
5 5

que es también una matriz simétrica.

- _ Diagonalizacibn en espacios con producto interno.

En este apartado estableceremos una condicibn necesaria y suficien
te para la existencia de una base ortonormal formada por vectores

caracteristicos de un operador.

Para ello requerimos introducir algunos conceptos y resultados adi
cionales que veremos a continuacién. El primero de tales concep -
tos es el de suma de dos subconjuntos de un espacio vectorial, que

se define de la siguiente manera.

X.5.12 DEFINICION
Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y sean S;, S, dos

- subconjuntos de V. La suma de S; y S, es el conjunto

51+Sz={\71+\72';1ES1y;1-2532}

Cuando S; y S, son, ademds, subespacios de V, el conjunto S; + S;
es también un subespacio de V. El lector podrd demostrar esto f&

cilmente.

Un caso especial de suma que resuléa de granAutilidad es el de su-

ma directa, cuya definicibn es la siguiente




X.5.13 DEFINICION
Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sean W;, W, dos sub
espacios de V. Se dice que V es la suma directa de W, y W y se

escribe

v=wm (& w

cuando

V=W +W, ¥y W, N w,={0}

Como consecuencia de esta Gltima condicibn, las sumas directas tie

nen la siguiente propiedad importante

X.5.14 TEOREMA
Sea V un espacio vectorial sobre un éampo K y sean Wy, W, dos sub

espacios de V:
V=W (:) W, si y s6lo si todo vector v ¢ V
puede ser expresado en forma finica como

‘7=V—V1+V_72, dondev_u e Wy vy ;z € Wa.

DEMOSTRACION
Supongamos que V = W; C) Wa.

Entonces, por X.5.13, V = W1 + W, y por X.5.12 cualquier vector

V € V'puede expresarse como
V=w1+wz2 dondew, e Wi y W, e W,

Para probar que tal expresibn es finica consideremos otros dos vec-




tores‘gl eW1 Yy 2z € W, tales que
;=;1+‘;z

Entonces 'se tendrd que
;1+V—12=;1+Ez

y por lo tanto

pero (wy - z1) € Wy, (22 - Wz2) € W2 y, por X.5.13, Wy N W, = {0};

por lo éue la igualdad anterioriimplica que

.W1°21=6

0

N
~
]
|
N
]

de donde W) =2z Yy W2 = 22

En consecuencia, la expresién V = Wy + Wz, con Wy € Wi y W2 € Wz,

es fnica.
Supongamos ahora que ¥ V ¢ V €s Gnica la expresi6n
V=51+Gz, dondev—u e W, ‘y ‘-ﬂ-z e W2

Claramente V = W; + W, puesto que ¥ V ¢ V existen vectores ;1 e Wy

y W, € W, tales que V = W + wz.

Para mostrar que Wy N W, = {0} consideremos un vector - - = - - -

z e (W N W)
Entonces z ¢ W;, por lo que

zZ=2z+0,dondezeW,, y 0cW - =(1)
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pero también z ¢ Wz, pof lo que
Z=0+2,donde 0 e W1 y z ¢ W, - - =(2)
Ademds z ¢ V, por lo que la expresi6h
Z =W, +Ww,, donde Wy, ¢ Wy y Wz € W,
es Gnica. En consecuencia, de (1) y (2) se sigue que
z2=0
por lo que

v=w ® w
O

Con relacibn a las bases y dimensiones de los subespacios que in -
tervienen en una suma directa se tiene el siguiente resultado para

el caso de dimensi6n finita. .

X.5.15 TEOREMA
Sean V un espacio vectorial de dimensién finita, W), W, dos sub-

espacios de V tales que
V=W1 @ Wa
Yy A, B bases.-de Wy y W, respectivamente, entonces:

i) dim V = dim W, + dim W,

ii) AUB es una base de V.

DEMOSTRACION

Sean A = {X;, X2,++-, Xn} ¥ B = {¥), Y2,+.., ¥n} bases de W, y W,
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respectivamente.
Por X.5.14, ¥ V ¢ V existen w; ¢ Wy y W, ¢ W tales que
V=w +w

Como A y B son bases de Wy y W2

— n —
Wy = z aixl

i=1

Yy
— n -
w2 = I B.Y
i=1 M3
por lo que

- m — n - ’
v= I ax, ¥+ I B.Y.

S O A

y el conjunto

AUB = {;l' ;21-°-r ;Il'll ;11 ;2:---1 ?n}

es un generador de V.

Para mostrar que es linealmente independiente consideremos la ex -

presibén

"A1X3 +eeot AmXm + 1YL t..et HnpYn = O

esto es

m _ n _ _
i Aixi + 21 wy;, = 0

i=1 i

puesto que el vector cero puede expresarse como
0+0=0

y 0 ¢ V, por X.5.14 la descomposicibn anterior es Gnica. En conse

cuencia




AX, =0 y
1t i

Wiy =0

n~3
oS

i 1

pero A y B son bases de W1 y Wz, por lo que las expresiones ante -

riores implican que
Al = A =e..= >\m=0 Yy Hl = U2 =eee= un=0
En consecuencia AUB es una base de V y

dim V=m + n = dim W; + dim W,

Como consecuencia de los teoremas IX.5.16, X.5.14 y X.5.15 se con-

cluye el siguiente resultado para espacios con producto interno.

X.5.16 TEOREMA
Si V es un espacio de dimensibn finita con producto interno y W

es un subespacio de V, entonces:

i) ve=w (3 ow

ii) dim V = dim W + dim w*

Cuando V = W (:)w* la expresibn
V=w +w,, donde w; e W y w, e Wt

se conoce como "descomposicién ortogonal" (o descomposicién en dos
direcciones ortogonales) del vector v. La razbén es. evidente pues-

to que, en este caso, w1 Yy W, son vectores ortogonales.

Consideremos ahora un espacio vectorial V, de dimensi6n finita y
con producto interno, y pasemos a ocuparnos de las condiciones que

debe satisfacer un operador lineal T: V + V para que exista una ba
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se ortonormal de V formada por vectores caracteristicos de T.

En este punto el problema b&sico es la existencia de valores carac
terfsticos deél operador y, por lo tanto, de vectores caracteristi-
cos. Dicho problema es de naturaleza diferente cuando el espacio
vectorial esté definid6 sobre el campo de los nGmeros complejos y

" cuando esti definido sobre el campo de los nimeros reales.

En el primer caso, por el teorema fundamental del &lgebra (III.3.2),
el polinomio caracteristico tiene al menos un raiz en C, la cual

es un valor caracteristico del operador..

Sin embargo, si el espacio vectorial est& definido sobre R, la
rafz cuya existencia garantiza el mencionado teorema puede no ser
un nGmero real y, en consecuencia, no ser un valcr caracteristico

del operador.

De hecho, en el caso real existen operadores que no tienen valores
caracterfsticos. Vimos un ejemplo de ello en la seccibn X.4 con
el operador T: R? + R? gue gira un vector cualquiera del plano un

&ngulo de 60°.

Requerimos entonces una condicién suficiente para garantizar 1la
existencia de valores caracteristicos de un operador en el caso
real. Tal condicibn es la simetrfa del operador, como lo indica

el siguiente teorema.

X.5.17 TEOREMA :
Sea V un espacio vectorial sobre R, de dimensién finita y con pro
ducto interno, y sea T: V + V un operador lineal. Si T es simé -

trico entonces tiene al menos un valor caracterfistico.




DEMOSTRACION

Sea T un operador simétrico y sea A la representacibn matricial de
T en una base ortonormal de R. Por X.5.11,A es una matriz real si

métrica y, por lo tanto, hermitiana.
Definamos ahora un operador H: C" » C" mediante
H(V) = AV, ¥ v e C°

El operador H, asfi definido, es hermitiano para el producto inter-

no usual en CP; ya que ¥ u; v e Ch:

(H(u) |v) = (au|v)
n n _ +
= 3 Ioa,.u.)(v,
Cie1 [(3=i ij J)( 1)J
n n
= (r u.a, .v.)
i=1 §=1 2 131
n n
= ¥ (z uia.iv.)
=1 i=1 313
n n
= ¥ (z .a..v.)
i=1 §=1 1 313
(Hw)|v) = £ u, (¢ a,.v.)
i=1 *og=1 13

pero A es una matriz hermitiana, por lo qur: aji = ;ij y entonces

_ — n n

H@[v) = £ u (I a, .v.)
i=1 j=

= (u|av)

(H(u) |Vv) = (U|H(V))

5 nepresenta el conjugado de La componente i-6sima de v.




y en consecuencia H es un operador hermitiano.

Puesto que c® es un espacio vectorial sobre C, por el teorema fun~
. damental del &lgebra H: c™ + c" tiene al menos un valor caracteris

tico A, y como H es hermitiano, por i) de X.5.10, A es real.
Adem&s, como la representacibén matricial de H en la base
{2, 0,..., 0), (0, 1,..., 0),..., (0, O,..., 1)}

es precisamente la matriz A, A es un valor caracteristico de T.

O

Ahora que tenemos una condicién suficiente para la existencia de
valores caracteristicos de un operador en el caso real, podemos de

mostrar el teorema X.5.18 que se enuncia a continuacién.

En realidad se trata de dos teorémas, uno para el caso complejo y
otro para el caso real; pero debido a que sus argumentos son seme-
jantes los presentamos en un mismo enunciado, v4lido para el caso
complejo, indicando entré paréntesis los términos correspondientes

al caso real.

X.5.18 TEOREMA
Sea V un espacio vectorial sobre C (sobre R), de dimensibén finita

y con producto interno, y sea T: V + V un operador lineal.

Existe una base ortonormal de V formada por vectores caracterfis -

ticos de T si y s6lo si T es normal (simétrico).

DEMOSTRACION

La demostracién de ambos teoremas se har& también simulténeamente,




haciendo las aclaraciones necesarias para la validez de los argu -

mentos en el caso real.

Se demostrard primero que si T es normal (simétrico) entonces exis -

te una base ortonormal de V formada por vectores caracteristicos
de T. La demostracibn se hard por induccibn matem&tica sobre la

dimensibn de V.

Para dim V = 1 la validez del enunciado es inmediata puesto que T
tiene un valor caracteristico (aun en el caso feal ya que el poli-
nomio caracterfstico es de primer grado con coeficientes en R y su
rafz es real). Para cualquier vector caracteristico vV correspon -
diente a dicho valor el conjunto

o

vl
es una base de V formada por un vector caracterfstico de T de nor-

ma uno.
Sea ahora dim V = n > 1.

El polinomio caracteristico de T es de grado n y por el teorema
fundamental del &lgebra (poi el teorema X.5.17) T tiene al menos
un valor caracteristico A; y un vector caracteristico correspon -

diente v;. Hagamos

— -
e = —— v,

(191 ]

y sea W el subespacio de V generado por e;; es decir
W= {ae1 | a e K} :

W es invariante bajo T* ya que ¥ W ¢ W:




T* (W) = T*(ce))

T* (W) = AW
por lo que T*(w) e W.

En consecuencia, por X.5.5, w! es invariante bajo (T*)* y, por

X.5.6, es invariante bajo T.
Entonces podemos définir un operador
S: Wt » wt
como
S(V) = T(V); ¥ v e wt.

(Nota: Algunos autores lléman al operador S "la restriccién de T'
a Wi" y lo representan con T, debido a que tiene el mismo crite-
rio de asignacibn que T s6lo que actfa en un subespacio de V. Ob-
‘serve que para podér définir.la restricci6én de un operador T: V + V
a un subespacio de V, en este caso Wi, se requiere que dicho subes

pacio sea invariante bajo T).

El operador S es claramente un operador normal (simétrico), puesto

que T lo es.
Ademds, por X.5.16
dim Wt = dim V - dimW =n - 1

"y podemos aplicar a S: W'+ W' la hip6tesis de inducci6n. Esto
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es, considerar que existe una base .ortonormal de W! formada por
.n - 1 vectores caracteristicos de S, digamos
{gz, 53,-.-, en}

los cuales son también vectores caracteristicos de T.

Luego, por X.S.ié nuevamente
v=w (3 wt

y por X.5.15 se tiene qﬁe el conjunto
{e1, €, €35..+, €}

es una base ortonormal de V formada por vectores caracteristicos

de T..

La demostracibén del reciproco es més simple y Se'presenta a conti-=

nuaciébn.

Sea B'= {e,, €2,..., ey} una base ortonormal de V formada por vec-

tores caracterfsticos de T, con T(Ei) = Aigi'

Si V es un vector cualquiera de V se tiene que

— n p—
v= 1 aiei
i=1

y en consecuencia

n

(ToT*) (V) = T[T*( I «a.e,)] " por X.3.6
. j=1 *+ % .

n. —

=T[ I a,T*(e,)] ' por X.5.3

: 1 1

i=1
(ToT*) (V) por ii) de X.5.8

"
3
-

K]

e
>
(Wl
-~




n .
(ToT*) (V) = I a.X.T(e.) puesto que T es lineal

(ToT*) (V)

)
e

X, e .. por hi#étesis

por otra parte

n
(T*oT) (V) = T*[T( I «&,)] " por X.3.6
i=1
n _ : .
= T*( ¢ uiT(ei)) por linealidad de T
i=1 '
. n _ . )
= m* . : . . .
T (iil aiAiei) ?or hip6tesis
n —
= ‘z uiAiT*(ei) , por X.5.3
i=1
n — —
= .2 uixiliei . por ii) de X.5.8
i=1 R
- n —_ -
(T*oT) (V) = I a.X,Xr.e por vi) de VIII.3.4

se tiene entonces que
ToT* = T*oT
por lo’que T es normal.
Ademds, para el caso real se tiene que

' n
* (V) = T* e
T* (V) T*( I ae)
i=1

a.T*(E.)
;. 4 i

i
e

. _ n _
T*(v) = I a.) e,




. T*(V)

n
= I a,\;e

T (V)

T* (V)

por lo que'T* =Ty T es simétrico.

Esto completa la demostracibn del teorema.

0

El teorema X.5.18 establece una condicibén necesaria y suficiente
para la existencia de una base ortonormal formada por vectores ca-

racteristicos del operador.

Por X.4.7 resulta que esta condicibén es suficiente para la exis =

tencia de una representacién matricial diagonal.

Tal condicién, sin embargo, no es necesaria; puesto que la base de
. . . .
vectores caracteristicos a que se refiere X.4.7 puede no ser una

base ortonormal.

Un ejemplo de esto (ltimo lo tenemos en la transformacién ~ - - =

-T: R? » R? definida por
T(x, y) = (2x +y, 6x +Yy)

que utilizamos en la seccibn X.4.:

Para dicho operador se obtuvo que sus valores caracterfisticos son
A = 4 ,

Ay = -1

y sus correspondientes vectores caracteristicos son de la forma
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(a, 2a) con a # 0
(b, =-3b) con b = 0
De esta manera, cualquier conjunto

B = {(a, 2a), (b, -3b)} con a, b = 0

es una base de R? formada por vectores caracteristicos de T'y, por

X.4.7, su representacidn matricial en dicha base es

la cual es una matriz diagonal.

Se deja al-lector como ejercicio demostrar que en este ejemplo no
existe una base ortonormal de R’ formada por vectores caracterfsti

cos de T, para el producto interno usual en R2.

i !
Para concluir este apartado enunciaremos la generalizacién de los
conceptos de suma y suma directa al caso de n subespacios y esta -
bleceremos algunos resultados relacionados con estos conceptos gque

se.emplearén en el apartado siguiente.

X.5.19 DEFINICION
Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sean S, Sz2,..., Sn

subéonjuntos de V. La suma de estos subconjuntos es el conjunto
S1 + 8y +....t 8 = {Vy + Vy ..tV |Vies8;;i=1, 2,..., n}
al gue representamos mediante

n
r S,

i=1 *
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Es claro que cuando S;, S2,..., Sp son subespacios de V, el conjun

n
to ¢ Si es también un subespacio de V.
i=1

Para el concepto de suma directa definido en X.5.13 se tiene la si

‘guiente generalizacibn

X.5.20 DEFINICION

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sean Wi, Wz,..., Wy

. subespacios de V. Se dice que V es la suma directa de - - - - -

Wy, Wa2,..., Wp Yy se escribe

vaw, O W ® ... ® W,
cuando

N ) o .
V= I W, y W. N £ W.= {0}, parai=1,72,..., n
=1 2 j=i J .

3 .

El sfmbolo I W, se emplea para representar la suma de los subes-
j=i .
pacios wj para todos los valores de j, entre 1 y n, que son dife -

rentes del valor i.

El teorema X.5.14 también se geraliza de la siguiente manera

X.5.21 TEOREMA
Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sean Wy, Wz,..., W,

subespacios de V:

v=w, ®» w. & ® ¥y

'si y s6lo si todo vector V ¢ V puede ser expresado de manera fnica

como

¥V =Wy + W, +...+ Wy, donde w; & Wy
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Los resultados de X.5.15 también son v&lidos en el caso general;

esto-es, si

vewe B we @O ... O W
y Bi es una base de Wi' entonces

dim V = dim W; + dim Wz +...+ dim Wp
Y n

U B; es una base de V
i=1 .

n
donde y Bi representa la unién de las bases B, Bz,..., By
i=1

Un resultado importante que relaciona el éoncepto de suma directa

con el problema de diagonalizacibn es el siguiente

X.5.22 TEOREMA

Sea V un espacio vectorial de dimensifn n y sea T: V + V un opera
dor lineal. Existe una matriz diagonal asociada a T, referida av
una base, si y s6lo si V es la suma directa de los espaciog'carag

teristicos de T.

DEMOSTRACION

Sean A1, Az2,..., Ay los diferentes valores caracteristicos de T,
y sea E(Ai) el espacio caracteristico de T correspondiente al va -
lor A, . \

1 .

i

Supongamos que existe una matriz diagonal asociada a T, referida

a una base.

Entonces, por X.4.7 existe una base de 'V formada pbr vectores ca -

racteristicos de T y cualquier vector de V es una combinacién 1i -
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neal de dichos vectores caracterfsticos; en consecuencia

E(2,)
1 i

<
1
W oo

1
Para mostrar que se trata de una suma directa, sean
Wi e B(A1), W2 € E(Rg),..., Wx € EQk)

Entonces, para un vector cualquiera V e V se tiene que

ve[EO N T E(Aj)]
j=i

si y_sélo.éi

VeE(M,) y Ve I E(@,)
1 P
j=i

Esto es

<
]

]
Q

de donde

oW, '
iti

]
]
]
%

por lo que

a.Ww, - L a,Ww, =0
ivi jeyg 33 ‘

Pero como wi, W2,.%., Wx corresponden a valores caracteristicos di
ferentes, por X.4.2 el conjunto formado por dichos vectores es 1li-

~ nealmente independiente y de la expresién anterior se sigue que

a; = 0 vy “j =0, para j =1, 2,..., ncon j = i




En consecuencia

v=0

E(x,) N ¢ E(,) ={01}
i j=i b} .

por lo que V es 1la suma directa de sus espacios caracteristicos;

esto es

V= E() ® B0 ® ... ® EOK

Sea ahora Bi una base de E(Ai); entonces, sus elementos son vecto-

res caracteristicos de T.

Ademds si

\

v=eon & EO & @ E (Ag)

k !
por la generalizacién de X.5.15, U Bi es una base de V que estéd
i=1 '
formada por vectores caracteristicos de T y en consecuencia, de
X.4.7, existe una matriz diagonal asociada a T referida a dicha ba

se, con lo que se termina la demostracibn.

- Proyecciones ortogonales y el teorema espectral.

v

Veremos ahora como se puede "descomponer" un operador normal T, ex
preséndolo como combinacién lineal de ciertos operadores conocidos

como proyecciones ortogonales.

Introduciremos primero algunos conceptos y resultados que son nece

sarios, empezando con el de proyeccién.




X.5.23

DEFINICION

Sea V un espacio vectorial y sea W; un subespacio de V. Si exis-

te un subespacio W2 de V tal que

vew & w

y

V=w +w,, donde Wi e Wi y w; ¢ Wa
entonces el operador P: V + V definido por
CP(V) =W, ¥V eV

se llama la proyeccibén sobre W; a'lo largo de W

'

.Con relacibn a esta definicibén cabe hacer notar que para un W, fi-
jo pueden existir diversos subespacios W,. De esta manera, el tér
. L

mino "a lo largo de" proporciona al operador P la unicidad requeri

da por el enunciado.

La siguiente figura muestra una interpretacibn geométrica de la de

‘finicién X.5.23. Eh este caso

V==R} W ={(x, 0 | xeR y W, = {(x, x) | x ¢ R}
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X.5.24 TEOREMA
Sea V un espacio vectorial y sean Wi, W, dos subespacios de V.

Si P: V + V es la proyeccibén sobre W, a lo largo de W, entonces

P(V) =W, y N(P) =W,

Es decir que el recorrido de P es el subespacio Wy y su nficleo es

W2

DEMOSTRACION

Sean Wy € Wi y W, € wz; entonces
Wy, + W, € V, por X.5.13

luego, existe un vector Vv e V tél que
V=w o+ W

es decir, ¥ W, € W, existe un V ¢ V tal que
P(V) = w,

Yy, por i) de X.1l.2
P (V) ='W§|.

Por otra parte, yé que W, es subespacio de V, todo vector w, € W,
pertenece también a V'y, por X.5.14, puede expresarse en forma  Gni

ca como

Wy = 61 + Gz donde 171 e W1 y \.—lz € W2

Pero, por X.5.13, el Gnico vector que pertenece a W; N W, es el ce




ro por lo que

y, por X.5.23, P(wz2) =0
luego, por ii) de X.1l.2

N(P) = W2 .
Un tipo especialmente interesante de proyeccibén se tiene cuando
el subespacio W, de la definicibn X.5.23 es el complemento ortogo-

nal de Wi. En este caso la proyeccién recibe el nombre de "proyec

cién ortogonal" o simplemente "proyeccién".

X.5.25 DEFINICION
Sean V un espacio vectorial con producto interno, W un subespa -

cio de V y Wi el complemento ortogonal de W. S;
V=w+w, dondeweWyw W
entonces el 6perador P: .V » V definido por
P(V) = w

se llama la proyeccibén ortogonal sobre W.

Este tipo de ‘proyecci6n tiene ciertas caracteristicas importantes.

En partiéular, si W es un subespacio de V y P es la proyeccibén or-
togonal sobre W; entonces, para cualquier vector Vv ¢ V, P(V) es el

vector de W que m&s se aproxima a V.

El lector puede yverificar f&cilmente que esto coincide con el re -




sultado IX.5.18- (el teorema de proyeccibn). Es conveniente remar-
car, sin embargo, que la proyeccién (ortogonal) que se.define-en
esta seccibn es un operador, mientras que la proyeccibn a que re -

fiere el teorema IX.5.18 es un vector.

Otras propiedades importantes de las proyecciones ortogonales, cu-

ya demostracién se sugiere al lector, son las siguientes.

X.5.26 TEOREMA
Sea V un espacio con producto interno y sea P: V + V un operador
lineal. P es una proyeccibén ortogonal (sobre algin subespacio

de V) si y sb6lo si:

i) P(V)L = N(P) y N(P)* = P(V)

ii) PoP = P = P* |

Podemos ahora enunciar, a manera de teorema, la forma como puede
descomponerse un operador normal en términos de proyecciones orto-

gonales.

X.5.27 TEOREMA (ESPECTRAL)
Sea V un espacio vectorial sobre C (sobre R), de dimensién finita
y con producto ;nterno, y sea T: V + V un operador normal (simé -

trico).

i

Si A;,‘Azh..., Ax son 1os»difereﬁtes,valo:es caracteristicos de
T, E(Ai) es el espacio caracterfstico correspondiente a Ai y Pi
es la proyeccibn ortogonal sobre E(xi), entonces:

i) T = APy + APy +...t APk '

ii) P, + P 4...4+ P =1

iii) Pion = 0, para i = j
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DEMOSTRACION |

i)

.Como T es normal (simétrico), por X.5.18 existe una base orto
normal de V formada por vectores caracterfsticos de T y, por

X.5.22, V es la suma directa de sus espacios caracteristicos,

esto es

V= EM) ® EC) ® ... ® EO

entonces, por X.5.21, para cualquier vector V €.V se tiene

que
V = Wi+ Wy +....+ Wy, donde Wi € E(A;) - - -(1)
en consecuencia, como T es un operador lineal
__T(V) = T(W1) + T(W2) +...+ T(wx)
y como Wi'e E();)
T(V) = Agw, + AaWa +.‘_..+ AxWyk, donde Wi,e E(),) - - -

Por otra parte, sea,si la suma directa de todos los subespa -

cios E(Aj), con j = i. Si'x és un vector cualquiera de‘si se

tendréd que
X = Y., donée‘§. e E(1.)
j=i J . -3 J

En consecuencia, si w es un vector cualquiera'de E(xi) se ten
drd que
Wlx) = (w|] £ 7))
j#i J
y por .las propiedades del producto interno
wlx) = 1 (w]y.)
j=i ’

Perb como T es normal, por iii) de x,5.8, (;|§j) = 0 para
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j =i, y en consecuencia
(wlx) =0

De esta manera se tiene que. S; es el complemento ortogonal

de E(};)

Entdnces, de lé-expreéién (2) se sigue, por X.5.25, que el

operador Pi: V » V definido por
Pi(v} = wi, ¥veV
es la proyeccibn ortogonal sobre E(Ai){

Llevando este resultado a (2) escribimos

T(V) = M1P1(V) + X;P2 (V) +...+ APy (V)
y por X.3.2
T(V) = (MP1 + AP, +...+ AgPy) )

en consecuencia, por X.3.1
T = APy 4+ APy +...+ APy
ii) Consideremos nuevamente la'éxprésién
v =‘G1 + Wy +.7.+ Wk, donde Wi ¢ E(}j) - - -(1)

Aplicando a ésta’el resultado al que llegamos en el desarro -

llo anterior se'tiene que
V=P1(V) + P2 (V) +...+ Py (V)
Yy en consecuencia

V= (P + p'z‘+...+ Pp) (V)




Luego, por definicibn de transformacién identidad y‘de igdal-

dad de transformaciones
I =P; + Py +...+ Py
como se queria.

iii) sea V un vector arbitrario de V, por X.3.6 

(B oP;) (V) = P [P, (V)]
entonces
(PiOPj) (v) = Pi(wj) ) . - - =(3)

Ademds, como vimos en la demostracién de i), cuando i = j se.

tiene que Gj pertenece al complemento ortogonal de E(Ai); y

como Pi es la proyeccibn ortogonal sobre E(Ai), por X.5.25
Pi(wj) =.0

Llevando este resultado a (3)

(Pio?j)(v) =0

De donde

Esto completa la demostracibn del teorema.

a

A la expresifn i) del teorema anterior se le conoce como "descompo
sicibn espectral™ del operador T y, como se sigue de lo que hemos

visto, tal descomposicibn es finica (salvo en el orden de los suman

dos) .
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Asf, por ejemplo, para el operador T; R’

»~ R® definido por
,T(x, Y, 2) = (3x + 2y, 2x + 3y, 5z)

se tiene que

3 2 0
M(T) = 2 3 0
0 0 5

es una matriz simétrica, asf que, por i) de X.5.11, T es un opera-

dor simétrico.

Entonceé, por X.5.27, T tiene una descdmposicién.en términos de

proyecciones ortogonales sobre sus espacios caracterfsticos.

Para obtener dichas proyecciones, asi como la descomposicién espec
tral de T, se determinan primero los valores caracteristicos del

operadorba partir del polinomio

2 3=a 0 |= (3-2)2(5=-21) - 4(5-1)= (5-1) (5-1) (1-1)
0 0 5-a

cuyas tres raices son los valores caracteristicos

5, 5y1 °

de los cuales tenemos s6lo dos diferentes. Llamemos a &stos 1; y
A2; es decir
X1=5
Yy
Az =1

Sus correspondientes espacios caracteristicos son
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E(r1) = {(a, a, b) | a, b € R}
y :
E(X2)

{(c, =c, 0) | ¢ € R}
Estos espacios tienen la siguiente interpretacién geométrica.

E()1), que es un espacio de dimensi6bn dos, correspondé a un plano
perpenaicular al plano X - Y y que forma un &ngulo de 45° con el
plano X - 2; mientras que E(X;), que es un espacio de dimensién
uno, corresponde a una recta alojada en el plano X - Y y de ecﬁg -
cibn y = - x. lclaramente, E(X1) y E(};) son complementos 6rtogon§

les.

Como vimos en la demostracién de X.5.27, R’ es la suma directa de
los espacios caracteristicos de T; esto es .
R:. = E(x1) @ E(X;)
© por 16 que la expresibn
(x, vy, 2) = (a, a, .b) + (¢, -c, 0)_
es ﬁnica.
Envefecto,vse tieﬂe que ¥ (x, y, 2) € R®
xy.z) = R, XY 2 + B, X, o)

lo que determina las proyecciones,

N R i I I - - -
P2 (x,y,2z) = (Z%X; :%;X, 0) ‘ - -.-(2)

Como era de esperarse, se verifica que.




= s, B, g + (XY, XY

SPI(XIYIZ) + PZ(le;z)

(3x + 2y, 2% + 3y, 5z)

5P1(x,y,z) + Pa2(x,y,2) T(x,y,2)
por lo que

SP; + P, =T

con Py y P, definidos por (1) y (2), es la descomposicién espec -

tral del operador T del ejemplo.

X.5.28 FEJERCICIOS‘
1.- Obtener el vector v ¢ R?® tal que
¢(1) = (U]V) ¥ U e R® I
consideranéo el producto usual en R?® y’si
o(x, vy, 2z) = 2x - 3y + z
2.- Si T: C? + C? es un opgrador lineal definido por
T(x, y) = (x + iy, -3ix + (1 - i)y)

'a)'Determinar la regla que define a T*
b) Verificar que se satisface (T(1) |[V) = (W|T*(V)) con el pro

ducto interno usual en C2
3.- Para el operador T: R® + R® definido por

T(x,'y, z) = (x -y, 3y + z, 2x - 2y)

verificar que

THWV) = N(T)*  y  N(T*oT) = N(T)
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Demostrar que

(aT)* = aT*
Y

. (SoT)* = T*os*

de dos maneras diferentes, una de ellas directamente a partir

de la definicibn de T*.

Para cada uno de los operadores T: C? + C2? definidos por las

siguientes reglas:

]

a) T(x, y) =1 - ix +iy, ix + (1 + 1)y)

(ix + (2 = i)y, x + iy)

b) T(x, y)

Determinar si es normal y en caso afirmativo verificar que se

_cumplenlas propiedades ii) y iii) de X.5.8.

Hallar los valores de p, g9 ¢ R tales»que'ei operador T: C? »+ C?
definido por T(x, y) = (px + (2 + i)y, (p - i)x + iqy) sea her

mitiano. Considérese €l producto interno usual en c2.

Demostrar que si T es un operador unitario en un espacio vec-

torial V con producto interno, entonces

a) (T(M|T@) = (V|W) ¥V, weV

b) [TV || =]|vl, ¥V eV
Es decir, T preserva tanto el producto interno como la norma.
a) Demostrar que R® es la suma directa de los subespacios

Wi, = {(x,x,2)|x, z ¢ R} y W, = {(x,2x,x)|x ¢ R}
b

-~

Hallar otras dos descomposiciones de R® en sumas directas

una de las cuales sea como en X.5.16 y verificar que se
cumple X.5.15
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9.- Para cada uno dé los operadores T: V + V siguientes

((2-2i)x - iy, -ix + (2+2i)y) donde V = C?

a) T(x,y)

b) T(x,y) (2x - 3y, =-3x + y) donde V = R?

verificar que satisfacen las condiciones de X.5.18 y hallar

una base de V formada por vectores caracteristicos de T.

10.- Verificar que el operador T: R® » R? definido por
T(x, y, 2) = (3x, x + y - 2z, x = 2y + 2z)
es diagonalizable y que su dominio es la suma directa de sus

espacios caracterfisticos.

11.- a) Obtener la proyeccibn sobre el subespacio de R?
Wy = {(x, ¥y, x) | x, y ¢ R}, a lo largo de cada uno de los

siguientes subespacios

W2 {(x, 2x, 3x) | x ¢ R}

W

s = {(0, 0, z) | z e R)

' b) Obtener la proyeccién ortogonal sobre W;
c) Hallar la proyeccién ortogonal sobre cada uno de los si -

guientes subespacios de R?

Wy = {(x, 0, 0) | x ¢ R}

Ws = {0, y, 0) |.y € R}

We = {(x, vy, 0) | x, Y e R}

W, = {(x, ¥, 2) | x, y,vz e R}

12.- sean V un espacio vectorial con producto. interno y P: V » v
un operador lineal. Demostrar que P es una proyeccién ortogd

nal (sobre algln subespacio de V) si, y s6lo si

PoP = P = p*
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Obtener la descomposicibn espectral de los siguientes operado

res

a) T: R® + R®; T(x,y,z) = (-3x+2y-z, 2x-2z, -x-2y-3z)

b) S: C® + C3; s(x,y,z) = (x+iy, x+(2+i)y, 2)




