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FECHA 

"' 1 

Lunes 28-SEP 

Martes 29-SEP 

Miércoles 30-SEP 

Jueves 01-0CT 

Viernes 02-0CT 

Lunes 05-0CT 

Martes 06-0CT 

Miércoles 07-0CT 

Jueves OS'-'OCT 

Viernes 09-0CT 

........_ 
CURSOS 1 'RTOS 

ANALISIS ESTRUCTURAL 
( 1 NTERACCION SUELO-ESTRUCTURA 

INTRODUCCION AL METODO DEL ELEMENTO FINITO) 
i8 DE SEPTIEMBRE AL 09 DE OCTUBRE 1992 

HORARIO . TE M A 

17:00 a 21 :00 hrs. 1 ntroducción 

17:00 a 21:00 hrs. Métodos de las Flexibilidades 

17:00 a 21:00 hrs. Métodos de Rigides 

17:00 a 21:00 hrs. Métodos de Rigides 

17:00 a 21:00 hrs. Análisis Dinámico 

17:00 a 21:00 hrs. Análisis Dinámico 

17:00 a 21 :00 hrs. Interacción suelo-Estructura 

17:00 a 21 :00 hrs. Interacción suelo-Estructura 

,< 

~--

m 
'' 

P R.·O F E S O R E S 

M. en l. José LÜis Trigos S. 

lng.:.José Francisco Tena 
.. 

lng .. _ .. Fernando Monroy 

lng. Fernando Monroy 

' 
M. en l. José LuiS:.~ Trigos 

. ,:, . ,, -M. en 1: José Lfiis Trigos 
·'· 

'··' '"'' 
lng. AgUstín DemE!il~ghi C. 

1 ng. Agustín Demeneghi C; 

17:00 a 21 :00 hrs. Introducción del Elemento Finito _,•; Dr~ GUstavo Ayala 
• . J ..... . , - • 

17:00 a 21:00 hrs. Introducción dél' l:;lemento f'irtito 
-~-}-

• • ..o:; 

::. 
Dr. Gustavo~ A y~la 

·- . ;:¡;~- -- •. ··-- ';-· . . 1 -~. 
_ _l ~ 1"':'1. ' . 
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e.· 

EVALUACION DEL CURSO 

e o: 'N e E P T O 

l. APLICACION !!\MEDIATA DE LOS C~CEPTOS EXPUESTOS 

2 • CLARIDAD C~ QUE SE EXPUSIER~ LOS TEMAS 

3. GRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO EN EL CURSO 

4. CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL CURSO 

5. .CONTINUIDAD EN LOS TEMAS DEL CURSO 

6 . CALIDAD DE LAS NOTAS DEL CURSO 

7 . GRADO DE MOTIVACION LOGRADO EN EL CURSO 

EVALUACION TOTAL 

ESCALA DE EVALUACION: 1 A 10 

--- -··---·-· 
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-
6.- ¿Qué cursos le gustaría que ofreciera la División de Educación Continua? 

7.- La coordinación académica fné: 

EXCELENTE BUEN!\ REGULAR MI\ LA 

1 1 1 1 1 1 1 1 

8.- Si está interes-ado en tqmar algún curso INTENSIVO lCuál es el horario más 
conveniente para usted? 

LUNES A VIERNES LUNES A LUNES. A MIERCOLES MARTES Y JUEVES 
DE 9 a 13 H. y VIERNES DE Y VIERNES DE DE 18 A 21 H. 
DE 14 A 18 H. 17 a 21 H. 1 B A 21 H. 
(CON COMIDAD) 

1 j D D D 
VIERNES DE 17 A 21 H. VIERNES DE 17 A 21 H. OTRO 

S ABADOS DE 9 A 14 H. S ABADOS DE 9 A 13 H. 
DE 14 A 18 H. 

1 1 1 1 1 1 

-
9.- ¿qué servJ.cJ.os adicionales desearía que tuviese la División de Educación 

Continua, para los asistentes? 

.. 

10.- Otras ·sq:gerencias :· 

( 
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HETODOS . ENERG,lj:TIC~S _,Y- .. - . .. . -. ~ . f 

HETODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

Planteamineto Matricial 

José Luis camba castañeda* 

. ' 
1.- INTRODUCCION 

2 '· . - ENERGIA DE DEFORMACION . 

· ·Trab-a] o Reill ' •: .• l. ' ' 

Trabajo Virtual-~ ' 1 

Matriz de· Flexibilidades no en~amblada 
. ,-¡¡(..". . .' .. ·., 1 .. \ 

Matriz de Flexibil{d.ades ensamblada 

Teorema recíproco de Maxwell-;Bet_ti-- -··-
' : 

3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS 

M6todo de las ~lexibilidades 
<..1 • '5 ... ~ r • , , , 1 . 1 

M6todo de las Rigideces 
.o. '• J' ' ....... 

; 1 

.·' 

· , i r t: l 

~. w • ·,· 

: .·. i . 

••• j 

' ·. 
' " 

-¡ 

4.- PROPIEDADES DE LAS MA~a_;rc,ES, DE FLF;XIBIL~DADES- Y RIGID~C1~S1 • 

5.- SOLUCION MATRICIAL GENERALIZADA DEL METODO DE LAS FLEXIBILIDADES. 

·i. 

'1 '· • i 

* Profesor Facultad de Ingeniería, UNAM. 

' ' . 
• .. •••• 1 
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, ' 
' e u ando se trata de un a so la fu e r z a ·vi r tu a 1 a p 1 i e a d·a par a e a 1 -

lar el desplaz~mi~nto Dj en la coord~nada j, la ec~~ción anterior 

se escribe , -, ~. n~ -~-r 1~~) T-rt ( J V (z. . 11) 
' . 
e~ ·•d 

' . 
~- -b;-.. -[{qvJfT ~ ( l c:i'-i 

siendo-~ ~-u·j~. 1 os esfuerzos vrtuales .correspondie,ntes a 1 a fuer-

dé{ la za virtual unitariá en j defqrmación re a l. deb.i da a 1 a car 

ga re a 1 • ,, 

Las expres·iones del trabajo virtual en axial, flexión, cortan 

te y· torsión se :indican a continUación ... ' , •' 

Tipo de. deformación 

, '· 

Componen~e 
la fuerza 

v ir tu a 1 

de ., Componente -de 1 
desplaz. real 

·Trabajo 
'virtual 
interno 

(((t 

,· . : ,_ l 

Axial p dl 
p 

dx F p 
dx (z..l)) --

AE AE .,, ' 

d0 
M .. f~ M dx(t.l') = IT-dx El Flexión 

~ , . 

dy = ·.- V 'dx fv 
V dx(t.•!.) cliG AG 

·cortan'te . ' '- V •• 

d~ = T dx f 'T dx t-
GJ . ' .GJ 

}orsión t 

. ~ •. _'. ~ ¡ 1 . 

De la tabla anterior, para valuar la integral de flexi'ón 
M m -- dx, para. elementos de sección transversal constante se 

E I 
utiliza para los casos mas comunes de ·cargas, la multiplicación 

directa de diagramas de momentos flexionantes. 

,, 

1 ' 

(1..1b) 

1 

1' .1 

1' 
! 1 

1 

! 

, , 

1 

1' 
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Cálculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales. 

1 ) Armaduras 

En armaduras, 1 a . . el cálculo de deflexiones expres1on para es: 

-
JP __f_i_ dx e t.. 11) Dj = .¿ 

L= 1 AE 

Un resultado igual se logrará si multiplicamos matrices tales 

que: 

en la cual: 

lr\ T es la transpuesto. de la matriz ~f'~, siendo esta última 

las fuerzas en los elementos debidas a una carga virtual unitaria 

actuando en la coordenada correspondiente. 

l P ~ son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales 
Lr 
A,E, L~ 

A..E~ ·-. o 
siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por 

deformación axial de los elementos aislados. A esta matriz se le 

conoce como la matriz de flexibilidades de la estructura no ensam

b 1 a da. (Ref. 2) 



Cuando se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos 

de la estructura, la c~rga virtaul deber~ aplicarse por separado 

en cada una de las coordenadas desead~s y que corresponde al con

junto de fuerzas determinadas, la ecuación 

tendr~ la forma: 

(-z.z.o) 
p = fuerza en un elemento debido a una carga virtual actuando 

en la coordenadas. Los elementos de la matriz [P] son las 

fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en la coorde

nada correspondiente 

tM =La flexibilidad del elemento = L 

AE 

P = fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna-

de la matriz i P1 son las fuerzas correspondientes a un ca 

so de carga. 

m = número de elementos 

n = número de coordenadas en las cuales se desea conocer el 

desplazamiento. 

p = número de casos de carga. 

El ejemplo No. 1 muestra la aplicación del cálculo de defor-

maciones en armaduras por trabajos virtuales. 

2.22.- C~lculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y 

marcos. 

En una estructura formada por varios miembros y sujeta a 

una carga cualesquiera en un miembro, de tal forma que los momen-

tos extremos internos sean M~ M2. Si se quieren calcular los des

plazamientos en un extremo, se aplicaran momentos virtuales unita 



-¡o- .. 

Ejemplo J./o. 1. lalcular "/ desplozornienfo 

el p1.1nlo C 1/ el mov/rn/enlo relal/vo enlre 

de lo ormodwo .:;,iguienle: 
110 Ion. 

/0 0 ·~ b "' - ;:_---L.L.l___,,.,,~ o, o~ J ~ 'Z' 3 ~ 4 !1 ::> 

horlronfol en 

los nudo~ 8 !J E. 

= AE 

3.15-
barros ~':17 '= l. ?5 A E 

10 -JO 
~ 10 

o 

fl/.~1 

t t 
o. 125 p 

(2) 
o. 61.!> 1> 

o 

o o o 
-1 - 1 

,,,~ '"' /1/': IJI 

+-+-
(3) DI 

-0.6 

o 

(4) 

[ P] 7 w 1 

[P] :J. -
1 X 2 

5 5 

1/.67 
1 ¡, ~ 7 

o 
o 

- 10 
- ~~~ 8 

2.0 8 

- 1 

- 1 

o 
o 
o· 
o 
o 

-o. 8 
o 

- 0.6 
-o. 6 
-0.8 

o 
1 

{n7~~·: r~l r. TL,., T PL _ _!_ r- ,6 .57 
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rios en los ·ext~emos para calcular los giros debidos a flexión. 

M• 

cas----r--!_:_~-~--. ---~~~ 
L 

1 
L 

(b) 

Cs) 

:;~ 

~;; 

V 
1 

r' 

Por trabajos virtuales la contribu

ción de desplazamientos por flexión 

en j será: 

Dj = r m E~ dx m1 + M1m2 + M2m1 + 2 M2m2) 

y expresándolo matricia lmente: 

, en la cual: '2. . 'Z... 1 

[f1- ll-2 1] 
M - 'E 1 1 2 

en la cual: 

z. 2 1 • 
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Los elementos de r fM1 son los giros izquierda y derecha debi

dos a momentos unitarios en un extremo de la viga. En forma seme

jante a la mencionada en armaduras, lfMles la matriz de flexibili

dad en flexión del elemento. 

El desplazamiento en J sera la sumatoria de todos los elemen-

tos: ..... 
{mu l T 

[ fM] 2~2m 1 ~1 l2mx 1 
Dj =~ (1-.t.t.) i.. .. 1 2~1 

en al cual: .. 
m1j M1 rt~ a 

1 mu \ j 

m2j M2 
= [fM1 = 

fMJ ' mnj Mn ["i'M] n 

A la matriz rfM} que contiene las matrices de flexibilidades 

separadas de todos·los miembros se le llama matriz de flexibilida

des no ensamblada. 

Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordena--

das, la carga virtual unitaria debe aplicarse en cada una de las 

coordenadas separadamente para determinar los momentos en los ex

tremos, arreglañdolos en tal forma que 

[ ml 2mxn = 

~m ~ 1 n 

{~lb. 

:1:.~~ 

/ m 1 11 

)m [ 21 

) ~{~ m1 

)m~ 12 

}11!{ 2 2 

?~ { n2 { ~ \ n n en la cual los 

elementos de cada submatril son los momentos extremos en el elementos. 

El primer subÍndice indica el momento y el segundo la coordena

da en la cual se aplica el momento unitario. 
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Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamiento 

se calcularán: 

[o]nxp =[mu] T 2mxnlfr.1]2mx2m LM}2mxp (-z..t.4-) 

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura. 

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilida

des de cada uno de los elementos usando la ecuación 2.24. Los ele 

mentos de la matriz de flexibilidades puesto que son los desplaza 

mientos en las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza Co~o~J 

unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas, 

la carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que la 

ecuación 2.24 quedará: 

en la cual tfJ es la matriz de flexibilidades ensamblada de la es

tructura y el subíndice s se refiere a las cuatro causas que pue

den provocar deformación: flexión, axial, cortante y torsión. 

Cuando solo se considera flexión la ec. 2.25, quedaría: 

\. ~nxn = 
z. . !. c. 

en la cual: 
m = número de elementos 

n = de coordenadas 

El. ejemplo 2 muestra la aplicación de los conceptos anteriores. 
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Ejemplo No. 2 fn· el mauo tndlcado !>~ p;de : 

.... 
p 

L 

"'( 
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2.3 Teorema recíproco de Maxwell-Betti. 

Si un sistema de fuetzas F1 , F2, Fn se aplica a una estructura 

en las coordenadas 1, 2 .... n provocan desplazamientos D1F ,D2F ... , 

DnF Manteniendo el sistema de fuerzas F1 F¿.···· -.,Fn, se aplica 

otro sistema de fuerzas Q1,Q2, ... Qn, provoca~án desplazamientos 

D1Q, D2Q .... , DnQ y además desplazamie~tos D1F, D2F ... DnF en los 

puntos donde actúa el sistema F1,F2, ... Fn. 

El trabajo externo total será: 
W f+ Q =+ F 1 Df' + + F 1 Di Q + + Q iD i Q 

, .. vrrt .. ~.l~:w Q¡.F = -
1-.tQ1Di¡¡ + - 1-.:!QiDiF + - 1-'EFiDiF 

como 

2 .2 2 

= _1_-E: Qi Di F 
2 

2.1.1 

"Z. • t. -a 

Esta ecuación es el teorema recíproco de Betti cuyo enunciado 

sería que el trabajo externo hecho por un sistema de fuerzas Fi 

a través <;le desplazamientos ·debidos al sistema Qi es igual al traba

jo externo hecho por el sistema de fuerzas Qi a través de desplaza-

mientos provocados por el sistema Fi. 

El teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio ante

rior a las deflexiones y haciendo que Fi = 1 en la coordenada i en 

el sistema de ~uerzas F y Qj = 1 en la coordenada j : 

DiQ = DjF 

que se puede escribir como fij = fji 

Estos desplazamientos se les llama coeficientes de flexibili-

dad como se vió en los ejemplos 1 y 2 y para una estructura de n 

coordenadas, estos coeficientes se arreglarán para formar una ma

triz de flexibilidades. Esta matriz deberá ser simétrica debido al 
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teorema recíproco de Maxwell - Betti. 

3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS. 

Existen b~sicamente dos métod~s generales, para la resolución 

de estructuras hiperest~ticas principalmente y que son el método de 

las flexibilidades (o de las fuerzas) y el método de las rigideces . o 

(o de los desplazamientos) que se describen en los parrafos siguie~ 

tes. 

Mas a~elante se analizan con detalle cada un~ de estos métodos. 

3.1.- Método de las flexibilidades. 

En el inciso 2.2 al hablar de cálculo de deflexiones,· se intr2_ 

dujo el concepto de matriz de flexibilidades de una estructura. 

A continuación se definirá el método de las flexibilidades. 

·En este método las incógnitas son las fuerzas redundantes que 

se calculan superponiendo desplazamientos de estructuras isostáti 

cas y planteando las ecuaciones pa~a resolver las incógnitas con 

base en la co~patibilidad de deformaciones·de la estructura. 

Las ecuaciones de compatibilidad son del tipo: 

3 . .1 
en la cual 

D 

F 

f 

= 

= 

= 

vector columna. de los desplazamientos debidos a cargas externas. 

vector de las fuerz.as redundantes 

matriz de flexibilidades. Sus elementos representan des

plazamientos debidos a fuerzas unitarias. 
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La secuela de cálculo seá entonces: 

1) Determinar el grado de hiperestáticidad 

2) Plantear la estructura primaria isostática 

3) Determinar los desplazamientos debidos a las cargas en los 

puntos liberados. 

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las 

redundantes supuestas con valores unitarios, que son los 
... 

coeficientes de flexibidad 

5) Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a cada 

reduntante con base en condiciones de compatibilidad de 

deformaciones. 

A continuación se indica el ejemplo 3 de aplicación. 

3.2.- M~todo .de las rigideces. 

En este m~todo, las incógnitas son los desplazamientos nodales 

y los elementos mecáncios se calculan superponiendo una est,..ructura 

a la cual se restringen los desplazamientos nodales calculando las 

fuerzas que provocan estas restricciones. 

Posteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamien-

tos en los nudos, calculando los coeficientes de rigidez correspon-

dientes. 

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan los 

desplazamientos y ce~ ~stos se determinas los elementos mecánicos 

por superposición. 

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma: 

(:1.~) 
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en la cual: 

( F\ = vector columna que depende de 1 as cargas externas 

[K J= matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas (o ... o ..... ) 

debidas a desplazamientos unitarios. 

No depende de las cargas 

~ D ~ = vector que representa las incógnitas que son los despl! 

zamientos 

La secuela de cálculo será: 

1) Encontrar el número de desplazamie.ntos nodal es 'posibles 

2) Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuer

zas nodales de fijación correspondientes 

3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desplazamientos 

unitarios inicialmente impedidos, calculando las fuerzas 

correspondientes (coeficientes de rigidez) 

4) Con base en-las ecuaciones de equilibrio, calcular los des 

plazamientos 

5) Los elementos mecánicos se obtendrán de superponer la es

tructura impedida de desplazarse en (2 ) con las corres-

pendientes liberadas una a una 

A continuación el ejemplo 4 muestra la aplicación de este 

método. 
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4.- PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDAVES Y DE RIGIDECES. 

La relación entre la matriz de flexibilidad y_la d~ rigidez 

se establecera a través del siguiente ejemplo (Fig. J.,¡. 

Los desplazamientos ~O ( se pueden expresar en términos de 

desplazamientos de cada una de las fuerzas actuando y superponiendo: 

( f i gura ib ) . 
Dl = f11 F 1 + f12 F2 + ... + f1n Fn 

D2 = 
• 

f21Fl + f22 F2 + ... + f2n Fn . . 
Dn = fnlFl + fn2 F2 + ... + fnn Fn 

( f 1 nxn IFf nx1 = {o\ nx1 4. 1 

resolviendo 4. 1 

{ F~ = [ f] 
-1 

~Dt nxl nxl 4. 2 nxn 

La ecuación 4.2 puede usarse para determiftar las fuerzas for-

mando los elementos de la matriz de rigidez de la misma estructuras 

.A e:::::._·-·-----
1 * .. .. 

-----· 

1 
1 ' 
) \ 

•' o 

t · · F,¡:: 1 

~·J J;::'lii 1 . >O 

o 
f41 & ¡..,., 

,ñ,slr:\" ¡ F jL" lc:j l 
b 

~) 

(L.) 

(e) 

~) 
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Si la estructura es deformada por fuerzas F11• F21• Fn1. a 

travis ~e coordenadas tales que el desplazamiento 01 = 1, mien

tras que 02 = 03 = ... On =O, Fig.i(c) 

estructura deformada ta 1 que 02 = 1. mientras que 01 = 03 = : .. =On 

(fig.id) 
. ·. 

F12 o 
F22 

r f 1-1 1 
F32 = o 

Fn2 
. 
o 

= 

En caso general, si Oj = 1, mientras todos los otros desplaza

mi en tos son cero, 1 as ecuaciones serán: 

Fn F12 F1n 
rf 1-1 1 o o 

F21 F22 F2n = o 1 o 
F3 . . ...... 
Fn1 Fn2 Fnn o o 1 

siendo las fuerzas Fij de 1 a izquierda en esta ecuación los ele-

mentos de la matriz de rigideces, por lo tanto: 

r K·1 = r f ] -1 ó [K l-1 = 1 fl 4.3 

o 
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La matriz de rigideces es la inversa .de la de flexibilidades 

y viceversa, teniendo el mismo sistema de coordenadas para fuerzas 

y desplazamientos. 
Sin embargo en el análisis por flexibilidad 

se transforma la est~uctura en isostática: y el sistema de coor

denadas representan la localización y dirección de las restric

ciones y en cambio en rigideces, se agregan fuerzas para restri~ 

gir desplazamientos de nudos, siendo su sistema de coordenada 

la localización y dirección de los desplamientos incógnitas; por 

lo tando la inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en el 

mitodo de las fuerzas en una matriz, en la·cual los elementos son 

coeficientes de rigidez, pero no los que se utilizan en el análi

sis del mitodo de rigidez y viceversa. 

Propiedades de simetrfa. 

Como se demostró en el teorem·a redproco de Maxwell-lletti y 

con relación a la matriz de flexibilidades, hace que esta matriz 

sea simitrica. Como la ecuación 4.3 indica que la matriz de rige

deces es la inversa ·de la matriz de flexibilidades, será tambiin 

simitrica, es decir que los coeficientes de la matriz de rigide

ces serán entonces: 
Kij = Kji 4.4 

Otra. propiedad importante es que los coeficientes de la diago

nal principal fii ó K;; deben ser positivos ya que para el cálcu 

lo de fii el desplazamiento ocurrirá en la coordenada i debida a 

una fuerza unitaria en i, teniendo ambos la misma dirección y en 

forma semejante para Ki i, la fuerza necesaria en la coordenada i que 

provoca un desplazamiento unitario en i, tendrán la misma direc

ción. 
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Si en la ecuación (2.3) se substituyen los d~splazamientos expr~ 

sados en 1 a . - 4. 1 • se tiene: ecuac1on 

l W ~ 1x1 
1 

= -r { F J \x1 [ f 1 n x~ f ) ( 4 . 5 ) 

y por otro lado, substituyendo la ecuación (3.2} de nuevo en la 4.1 

l WJ1x1 = 1 
-y ~O ~ T [ ~¡o~ (4.6} 

De las ecuaciones 4.5 y 4.6, los miembros de la derecha tienen 

forma cuadrática de las variables F o O y ésta es positivamente de-

finida si tiene valores positivos .para cualquier valor no nulo de 

la variable y será cero si F ó O .son cero. 

Por lo anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el traba

jo externo de fuerzas a través de desplazamientos y esta cantidad d~ 

be ser positiva en una estructura estable, deduciendo que en esa f~ 

ma cuadrática, las matrices ff] y (K 1 son matrices positivamente .. 

fin idas, siendo los determinantes de [ f] y. L K1 mayores que cero. 

Selección del método de las flexibilidades o de las rigideces. 

Para seleccionar cualquiera de los dos métodos generales, es 

necesario haberse familiarizado con ellos, para poder decidir en ca

da caso cual sería de aplicación mas sencilla. 

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios: 

1.- El nGmero de incógnitas es ~n general mayor en el método de 

las rigideces que en flexibilidades, pero la formulación de las ecua 

ciones es mas sencilla y de mas fácil aplicación para programas de 

compútadora, debido principalmente a la dificultad de programar la 

estructura primaria. 
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2.- Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sis

temas relativamente pequeños, la selección dependerá de compa

rar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el núme 

ro de grados de libertad en rigideces. 

V 
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5.- METODO DE LAS FLEXIBILIDADES. 

En el inciso 3 se describió este método. A continuación se 

analizan en detalle la aplicación de matrices para su resolución. 

5.1.- Matriz de transformación de fuerzas. 

En una estructura estáticamente determinada cada una de las 

fuerzas internas de sus elementos puede expresarse en función 

de las fuerzas externas nodales, por medio de la ecuación de equ_! 

librio: 

Pl = bll Fl + bl2 + ••.. + blnFn 

p2 = b21 Fl + b22 F2 + .•• + banFn 

pm = bmlFl + Bm2 F2 + ••. :t' bmnFn 

en la cual p son las fuerzas .internas y F el conjunto del siste 

ma de cargas aplicada a la estructura. 

No existe relación entre los subíndices de F y p 

En forma matricial: 

(s. l ) 

en la cual 

bll bl2 ... bln 
b = b21 b22 ... ban (s,t.) 

bml bm2 ... bmn mxn 

(b1 es la matriz de transformación de fuerzas que relaciona las 

fuerzas internas con las externas. 

La matriz [b1 es una matriz rectangular y el elemento b.ij 

representa el valor de la componente de pi de la fuerza interna, 

producida por la fuerza externa Fj de valor unitario. 
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Cuando la estructura es hiperestática, las fuerzas internas 

no pueden determinarse en funci6n de las cargas externas ~plican

do solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciendo la 

estructura isostática, que llamaremos primaria, suprimiendo las 

redundantes, como se hace en el método de las flexibilidades, se 

considera la estructura primaria sujeta primeramente a las cargas 

reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta for

ma, se puede~expresar las fuerzas internas de los elementos en fun 

ci6n de las cargas externas F y de las redundantes. o hiperestáti-

cas R, como sigue: 

(S.'!.) 

o utilizando la propiedad de subdivisi6n de matri~es: 

(5.4) 

En la cual: 

[ bF 1 = matriz de transformaci6n de fuerzas externas en la 

que cada columna representa los valores de p producidos 

por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la estruc

tura primaria con redundantes nulas. 

t bR1 = Matriz de transformaci6n de fuerzas redundantes en la que 

cada columna repr•senta los v~lores de p producidos por 

redundantes unitarias aplicadas a la estructura primaria 

con fuerzas externas nulas. 
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5.2.- Solución matricial generalizada por el método de las flexibi

lidades. 

Considerando un elemento aislado, despreciando los efectos de 

fuerza axial 

M A. MB MA 

t>4k-é"l>' e; '1>.-. 1>:) 0 ~ .· 1 ~L' ~L-J AZ :..;;zt!. lv"' (tMJ':« I \.. C:. 

L L. 
~ .. 

(a) (lo) 
Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden 

expresar: JP\ = ~ ~~( lOf = ¡g~~ 
quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma 

componente del vector carga. 

La matriz de flexibilidades de la barra será como se indicó 

anteriormente: 

ciones es: 

1 
6E l l ~ ~ 1 

~Q \ = ( f~,1' p \ 

y la relación con las deforma-

(s.s) 
Los vectores de fuerzas internas y deformaciones quedarán 

como sigue: 

P1 D 1 

~p~ = p2 D = D2 
-. -

pn 'Dn 
Los subíndices se refieren a la designación de cada elemento 

en que se ha descompuesto la estructura. 
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En la ecuación 5.4 se puede ver por el principio de contra-

gradiencia, tal y como se verá para el cálculo de los desplaza

mientos; que: 

= ( 5. 6) 

Siendo DF los desplazamientos debidos a ~ F \ y DR 

~ R (, obteniéndo-
. 

los deplazamientos debidos a las redundantes 

se: 

l DF ~ 
T 

1 Q_ \ rbF J ( 5. 7) 
= 

1 °R \ 

r i Q_ ~ = l bR J ( 5. S) 

Para calcular las redundantes, se substituye el valor fPf 
de la ecuación de equilibrio 5.3 en 1 a ecuación que relaciona· 

deformaciones y fuerzas, expresada en ecuación (5.5): 

·• 
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Por Qltimo, si substituimos el valor de las deformaciones 

obtenidas en 5.9, en la ecuación de continuidad 5.8, sé tendrá: 

~ DR \ = l bR 1 T t Q_ ~ 

• [•,] T [ '•1 ( bF1/F\ •[•·1 '[ fMI[b,l(.)s.lO 
y debido al principio de compatibi]idad de deformaciones, las 

discontinuidades impuestas para obtener la estructura primaria 

isostática no existen realmente, los valores de l DR \ deben ser -· 

nulos: 

o 5 .11 

Ecuación que permite calcul~~ los valores de las redundantes. 

El ·producto de las tres primeral matrices del primer miembro 

de la ecuación 5.11 y que están premultiplicando al vector F, re

presentan la aplicación del principio de trabajos virtuales tal y 

como se e~puso anteriormente ~n la ecuación 2.18. Este primer tir-

mino da como resultado un vector de nRxl y representa los despla

zamientos debidos a las fuerzas aplicadas a la estructura. 
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En forma semejante, las tres primeras matrices del segundo 

término 5.11 y que están premultiplicando a las redundantes, re

presentan la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructu-

ra, tal y como se expreso en la ecuación 2.25. Esta matriz será 

siempre cuadrad, simétrica, no singular y de orden n R x n R. 
Este segundo término del primer miembro de la ecuaci6n 5.11 

representa fisicamente los desplazamientos debidos a las redu~dan 

tes. 

La forma mas general de la ecuación 5.11 se escribe de lama-

nera siguiente: 

El vector Da indica los desplazamientos reales que ocurren 

en los coordenadas seleccionadas en la estructura primaria, sie~ 

do iguales a cero generalmente en la práctica o iguales a los 

desplazamientos reales impuestos Da, como ser(an asentamientos de 

apoyos, giros,efectos de temperatura, resortes elásticos, etc. 

De la ecuación 5.11: 

R 5. 18 

Con las redundantes R obtenidas, aplicando el principio de 

superposición se obtienen los elementos mecánicos: 

{p1 = \ bFJiF~ +tbR1\R\ 5.3 



33 

Las ecuaciones anteriores son válidas para cualquier tipo de 

estructuras: armaduras, vigas, marcos, ete .. , tomando las flexibi 

lidades correspondientes de axial, flexión, etc. 

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecua

ción equilibrio: 

siendo } po~ el vector de fuerzas internas en las barras debidas 

a fuerzas externas t F \ aplicada en la estructura primaria, que-

dando la ecuación 5.11 ~ 

ecuaciones. en las cuales no será necesario calcular l bF 1 
Para calcular los desplazamientos, la ecuación 5.3 puede escri 

birse: 

-. ( S. 4 ) 

( 5.21) 

En la cual: ?oF~ = desplazamientos debidos a ( F\ 

\ DR \ = des pl azami en tos debidos a 1 as redundantes 
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Por el principio de contragradiencia: 

}of\ = [ bFl T.(Je_\ 
l 0R1 = l bR J T? ~ t 

{5.22) 

(5.23) 

Pero ~or continuidad ~compatibilidad, dado que los elementos 

de la estructura no están realmente ''cortados", los valores de DR 

deben ser nulos. 

Por otro lado como: 

? Q \ = [ fH] i P \ ( 5. 24) 

que es 1 a ley de Hooke al revés, substituyendo en 5.22 

? o1 = l bF J T? ~\ = L bF 1 T [ F~ ~ P\ (5.25) 

Esta ecuación permite calcular los desplazamientos aplicando 

una fuerza unitaria en la estructura ~rimaria isostática. 

5.21.- Caso de fuerzas a~licadas en los elementos 

La solución matricial generalizada requiere que las fuerzas 

estén aplicadas en los nudos, lo cual supone que en el caso de vi

gas y marcos que el momento flexionante entre nudos varía linealmen 

te y que los desplazamientos entre nudos son nul~s. 
\ 
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Sin embargo como en la práctica las cargas se aplican en cua.!_ 

quier ¡;unto, habrá que transladarlas a los nudos previamente se 

leccionados, calculando además los desplazamientos locales debidos 

a estas cargas en los nudos externos del elemento considerado. 

Las deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones 

de frontera, establecidas para cada barra, cuando se subdivide la 

estructura en elementos. La expresión para obtener los desplaza

mientos según el sistema de redundantes basada en el teorema de 

trabajos virtuales, será: 

en la cual~ o··\ es 

mento debido a las 

el vector de desplazamientos impuesto a cada el P 

cargas aplicadas sobre él. 

5.3- Resumen de aplicación del método de las flexibilidades 

5.31- Estructuras isostáticas. 

a) Las fuerzas internas se obtienen con la aplicación de 

b) Los desplazamientos nodales se calcularán: 

{o~=[( [fMll bFJ fF)~ tilfft 
(Nota.~ En el caso de vigas o marcos cargados en los elementos 

deberán trasladarse la~ cargas a lo~ nudos). 

El ejemplo No. 5 muestra la aplicación del método a una arma

dura isostática. 



5.32.- Estructuras hiperestáticas. 

_. . .., -· 

a) Definir la estructura primaria y por lo tanto 

es.pecificar cuales son las redundantes 

b) Calcular vector de fuerzas y la matriz de trans 

formación de redundantes [bR1 y la asociada a 

1 as cargas r bF 1 
e) Calcular la matriz de flexibilidad no ensambla 

da de los elementos [fM] 

d) Calcular el productor bR 1 TI fM1 r bF 1 que 

es la matriz de flexib. asociada a las cargas 

e) Calcular la matri·z de flexibilidades ensamblada 

de la estructura 

T 

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compati

bilidad de deformaciones: 

, 
1) o 

g) Si se desea calcular los desplazamientos. 

DA = l 6~ T ( fM1 J rt 
Los sigui•ntes ejemplos ilustran la aplicacióri de la secuela 

mencionada. 



5.4-Variante propuesta para el cálculo de la matriz de flexibilidades en el caso 

de flexión. ( ref . .3) 

~e E~ vigas y marcos, la matriz de flexibilidades de -~ 

da elemento está formada por cuatro t~rminos, como se vió en la ecua 

ción ~.U,\ 

l f M 1 = L 
6EI 

Para lograr que la matriz de flexibilidades sea diagonal, como 

sucede en 
ción del 

el caso de las armaduras, debido a la forma de multiplica-

E"! dx 

prfodu:to: M 

si en una estructura den elementos, se llama fP \ a las fuerzas. in
ternas, y definimos tres ordenadas por elemento, en tal forma: 

·1 ::\ 
u~~ JM~ 

acuerdo con 

que pi 

la Fig. 

sean los momentos flexionantes de 

Integrando un polinomio de grado 2, de la forma Y = Ax
2 

+Bx+C, 
la integral será una función lineal de las ordenadas Ya,Yb y Yc.' 

En el caso de carga uniformemente 

sera parabólica y como la variación de 

repartida la variación de M 

m siempre es lineal, la inte-

gración del producto m M será: 

[ 6 ~ ~ l = 
L 

6EI o o 1 

que es semejante a la fórmula de Simpso~. (Ref. 5). esta matriz se~á 

de la misma forma si se integra el producto ~~ lineal multiplicado 

por m. 

Se puede tambi~n 

caso de variación de 

ción de una cónica de 

diagonal izar 
M en tercer 

3°Ó 4°grado, 

la matriz de flexibilidad para el 
o cuatro grado, integrando la ecu~ 

debido a la variación lineal d 



Por tratarse de matrices d.iagonales, la ecuación 3.1D se puede 

almacenar en un vettor de la forma: 

= 
L 

6EI 
(2. 'l] ~> 

La e e u a e i ó n 2.'ll C, presenta ventajas importantes e o n re 1 a e i ó n 

a la matriz de flexibilidades· en flexión de la forma (2.liA) : 

a) La matriz es diagonal, por lo tanto de mas fácil manejo 

operativo, a pesar de tener un renglón mas. 

b) En el caso de cargas uniformemente repartidas, utilizando 

la matriz diagonal ,no es necesario pasar las cargas a los 

nudos y luego trasponerlas como se indicó en la pág. 35'·, 

simplificándose en forma corisiderable el tr~bajo. 

El ejemplo :: No.· il2: ~ m u es t r a 1 a forma de a p 1 i e a r 

la secuela' de cálculo así como la variante mencionada, pa-

ra resolver un marco rí~ido mediante el mitodo de las fle

xibilidades. 



'E::IE.H?LU No_S- C~[c:vic..~ r~J _fv.Q...'<t.<...!.. 

L 

b~-.n .. ~ re...\,\ v'e..."'J...o ¡t:.v +'l...a....)<..,~rltc.l,J..t_ 
J.Q..stl~t.. cl:>nV.I: a,-.\ .... c:Lrt...t..c:.•o~ ~ f1 y 'F1. 

L 

t 
~ .- L ~ ~ -r ;,.._ ~ J v t <- ~ l , s. o!.. 4 -;.-~ 1 C:. , 

'2 .. - .. L ..... . 'iL c. \J ~ ~ ..,;-...... . ~ "'S+ V 1' ¡, ~ .. 1 .~. . ll...::. 

tr~:; [b,~ 1ift 
c~lt..Jl, J._ br- : c.:\cvl. d~) f ( 

F, =- \ h.=- 1 ( \ 

·~ -~ J ¡rr~ ¡-;~¡ 
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[jRmplo !Jo. ' 

Resolver la t:UmCidW(/ por íle)ftbi/;'dadRs. 

4m A E :. e~~. 

+ 10 fon 

1 . - L a t?S fr(.lc furt~ é'/7 

'2? grado y /a es lnulvra prtmorÚ:J 6e /ecúonado 
/ 

sera la s,'.gr.~té/711? ; 

-!S -5 

10 

E 1 ve e .¡. or j ~ 
fvcz.t l. O l.. '"'.J.~ r"' o~ 
·r=['r>r-1id 

El ve e lor{ p "} 
1/ X 1 

1- S 

-!> 
- :5 
- 5 
o 
o 

+ 1. o 1 
o 

+ 7. o 7 

o 
o 



-¡) 
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Obft.V\c/6:., d, [bA' 1 
q~t. 

¡J ctJiumna ti~ [bR J 

-o. 101 ·O 

1 

?4 colon7rltl de [bR] 

[br< J = 

-o. 101 
-o. 101 

o 
o 
o 

-o. 707 
r 1 
-o. 707 

o 
-t-1 

o 

o 
o 

-o . 701 
-0.101 
-0.101 

o 
o 

- o. 10 7 

~ 

o 
.,. 1 

R, : 1 

-o. 7 o 7 
-o. 1 o 7 

o 
o 
o 

- o . 10q .,. 
- o. 107 

o 
+-

Rz = 

1 

o 

1 

o 
o 

- 0.70"1 
-0.101 
-0.101 

o 
o 

-0.101 .,. 
o 

.¡- 1 



. [f]= 
,, " 1 1 

4 

1 

AE 

4 
.., 
4 

!>. 6 5 
4 

5 . 'S 
4 

5 ,;s 
5 6S 
5. 6 !> 

L alculondo el pro dvc lo [b~ JT~ J [Po] 
"' - 5 - 20 
4 - 5 - 2 o 
1 - 5 - 20 
4 - 5 - zo 

[f1l rl = 
4 o o 
4 1 o o -e 5.65 -'tE t 1.01 - t 40 

"' o o 
~. &!> t l.Ol t 40 
5. &5 o o 
5. 65 o o 

~ JT r: J [ J 1-0.707 - 0. 707 0 0 0 -0. 707 

L b~ L1 P D -=- L o o -o. 101 -a101 -o 10 r o 

~,\Ir·\·{::::}';, 

t/ -o. 107 0~0 .zo 
o - o 10 r fl o 1 ~a 

20 
• <O 

o 
o 

t'IO 
o 
'10 
o 
o 



- f1-
T 

A nora calculondo el prod(/clo [bR] [1M] [ bR] 
4 -0.70.1 o - ?. 83 l 

4 -O. lO. 7 o - 2 8'3 
4 o - o. 101 o 
4 o -o. 101 o 

[f~] [bR] 4 o -o 10 l o 
= 4 -1 - 'Z. 83 

5. 6~ -o. 10.1 o t5 6S 11 X 1/ 1{ 1 '2 
4 TI o - 7.e3 

5.~5 -o. 101 -o. 101 o 
5.6$ o 1 5. &'S 

5.&5 + 1 o o 
o t-1 

-0.701-0.701 o o 0-0.'101t 1-0.701 o +lO - ?83 
- 7. 8?. 

o o 0.~0301-0.101 o o -o. 10'1 1 o 1 o 
o 
o 
'l 83 

r.$.<>5 

7. 83 

o 
tS.~$ 

o 

1 q_ 3? 2 
1 -At 

¡q, 3Z 

La . ' 
de for macloÍI tí?CCHICton 

{DxF} + 

{ :; ::} , 
x-

A E 

o 
- Z. 83 
-7 8'3 
-783 

o 
o 

- ? e~ 
-r-s.,s 

o 
1- 5 65 

o 
o 

- 2.83 
-283 

-J 
- ?83 
t 5. ¡;s 

o 
1- 5.65 

' sera: 
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L as f(/euas e'/7 ·las bt~tras 

1 

.serat7 · 

{ p } = { po} + ~j { R} = r o} 

- 5 
- 5 
- .5 

- 5 
o 
o 

+ 1.01 
o 

+1.01 
o 
o 

- 2. 7 3 

- 2. 73 

111: ,,,·~11 

t 
~ 

T(;t?rzas 

-0.107 
-o. 107 

o 
o 
o 

+ -0.107 

~' 
-0.107 

o 
t' 1 

o 

- í!. 73 

-~ 
·.¡. 

t1. 5 ;'> 
)c¡;-
,"1 
+ 2.13 

f,"r?a/t>s 

o 
[: 3. 2 J - ?. 7 3 

o - 3.'2 - 2. "13 
- 0.101 - &. 13 

- 0.107 - 2.13 
- 0.10'1 t 2., 3 

o - t 2.13 
o t 3. 87 

-0.107 t "'' . .52 
t 1 t 3. 81 
o - 3. 2 

+ 1 - 3 2 

+ '::: ¡~VItl-:>~ 
1 

' 
- ':. c. o ......... rrQ.~'o""" 

-2 73 

t 
.5 

e/l /Qs borras (.f.o ..... ) 
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Ej,mplo J/o.- 8 
, 

Re~olvn lo v1ga .sigu1enfe 

f/ exibilidad: 

por el metodo de 

0 
6 m 

S o /ve ion.-

. ~ 3 ion /m 
zs.-:-1\1\.1\ 

0 
E I• de. 

la 

.El grado de 

ctónaft/ la ~igulenle 
h/per~5faficidod es do5 y se .5elec

(¡~l(vclvra prt"mar,·ll : 

LS 
u 

MAs MAe N tu Ht6 JrltD /r1oc 

los '"clore5 t:/t> f(lnzas d~$p/azom/en los 
1 

9 StifO : 

1 1 
MAs D Al! 

M eA DeA 
r: M se {): Dsc 

M&G De. e 
Me. o Dc.o 

fll De DDc 

el si~ fema de 
, 

fvtreot. (¡~ fea10S no e~ la aplicado • 
nudo$, halua qri~ ha$/adado a lo~ qpa!Jas 9 calculo' 
giros lfl /o.$ e titemos de bao a~ 

e ~ :. r,. !':. ti-l. 



~q lq lq ~q 
~~-----6--v-~---_--,zs~---,~~~-----zs?r----~,~------~~ 

El vee!or de 
1 

carga $tfQ : 

- a 
- q 

F = - q 
- q 

3 fon /m 3 ion /m 

§~~~-. --~~~~Df%~ 
0 AS G SA G e D 0 ~' 

6 MC =- 8 C ~ :- 6 1 "k t1 08A = p~ :- L1 • -
!5 ¡¡ 

, 
f/ ve e lor de de$plo z om/P11 fa 

1 5ero : 

27 
27 

{o~} 
o 

1 
; o -

z; n: 

21 

) 
t d/ t:CIIO de malrice5 de fro11s formtu;/o'r, ele fverz o~ . 

l(ltrza5 vndar/a~ 

diagrafYirJ:. de 

rnlvl/dan le~ 

m onun to !i 

e~l'l/ loria 5 : 
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Pata la~ condicione~ 

mome,los lleúo,a/es , prJr 

[bF ]., 0 

fz :1, "f.3:l '1 F4= 1 tampoco 

lo ranlo la mafnr [b,;.] 

C;lc.vJo J.'L tb"R1 
/{ 1 = 1 Rz = 1 

A j ~E e o " L.:::..~------;+-~..,....+----x..,..,....----R"T> ,o., 
j 1 

La malriz de lr()MformQúon de redt~,do,fe~ . 1 
:sera : 

R1 R-z 

M.~ts o o o o 
MeA -1 o - 1 o 

[bP] = 
fila e - 1 o -1 o 
Mea o -_, o - 1 

6llZ fVI e o o - 1 o - 1 
M oc o o o o 

t alcedo de [fM] 

prodCJtRt7 
' ser-o : 

1 

D 
Z\ 

~~ ;,, ;.11 

La marriz de fleúbi /ida des 110 ensahlblada St'TO : 

12 6 o o o o 
6 12 o o o o 

[r~J ["lsc] 1 o o 12 6 .O o = .::: 

[1,.] G E 1 o o' 1 'Z o o 
o o o o 12 ~ 

o o o o 6 IZ 
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El prodvclo [bR]T[r..,] [br] =o 

fa/lcvlo del prodvc~o [bR]T[¡,...j [bR], que 

de fle úh/1/dad~s l'I'/60/Yiblado 

[f ]= [b,q ]T[IM] [ b~ J 1 [ 4 
~ 

&] 1 ~] 
Los de1'>,ola r4nÚRn fos dtt;id05 a lo~ cargas 

borra-s , ,,le,,"das ol ~i~ lt'ma gn~Pra 1 
/ 

~ ertJI1 : 

en los 

: [~ -' - 1 o 
o o -1 

o ~ 
_, oj /:.~{-')l. 

o ~:r - 1 
o 

1 

lo la/~5 debidos 
1 • 

.5l'l'tJn • 

9 la de delormaúonPs. s-etc: 
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- 5'-
E;emp/o No . 1 j 

Re!>olver 
y ca 1 (() /tJI 

por flexihilidad.s considerando 
los tlesplarami6do~ de lo~ 

e fn lo!> 
nvdos. 

8 

6 fon 

1/1: 1'-'·"1/1 •· 

A 

1

1.0 fM. 
3m y 3-

0D 

.5 , . 

/1:1': 11=/lt: 

0 2.~m 

5 olvúon. 

t-I = 66 o o Ion- m? 

01> "= f O. 002 Ytld . 

1 a L~frflc~ura 
~e/ec c¡'onará la 

e~ h,'pere~ tá f, ca G>n fercer ~rado t/ se 
~~9v/enl1 e; ft()(:.ft~ta primor/a : 

5 Ion 

A 

10 Ion 

Ge~ f"''='oc 

''=111;1/1: 

Si:sle,.,.,4 d1 
rt'dc;n daA.¡. c.J 



Lo~ vecfore~ de fverros '"terna!> 

MAB 

f1 BA 

¡ 1 .,l 
f'/1 e e 

:: Mes {oJ l J 
Meo 

1'4 oc 

lomo el .si~fema de fvt'fra~ 

ttrl los /lvdo~ 

para hace/lo 

, 
, hcJbra t¡ve 

' 1 a,olt e ara11 

---lA 

de~pla zamltnlos 
1 

~ :s eran: 

\ 
' 

'[) ~ 
A B' 

[) 8.A 

, /) 8 e 

: Des l D" 
/)l)c 

1 
e.,. terna~ no e .s fa apltcado 

fn:¡~/o dado~ a los opoyosj 

las ecvOct'cJntt. de ,:slcif,ca. 

2 z /n'•OI 

/ 
CtU(JCil s tra : fl vec lor 

A demás ,; .sú I~IYIQ ,~terno de COf(JOfl por ts fcu ~plicado 
,., la~ hatr()S tm pone d, lormoc/ones (/fU S~ ca/cvlot1 

la , 
ele fr allajo . v/r lvolí's . ("()IJ e l(¡otts/on 



3 

.6 ion. 

fa/f;¡ podt?/ 

ft/Rr.ra~ , se 

-SS-

Hac/e11do 11~0 de la~ l4/;los 

!11CI/ 1/pJ/or dt'agrarnas 

0 lA 8 : /~. 75 

J·I 

18 
;-r 

/)¡a e: P ICB: 
22

. -s 
~1 

[), = 

pqra 

15. 7~ 

18 
n. ~ 
l2. 5 

() 

() 

calc(/lor las mofáct?'s de f Y on~ l'or ,,u lo;, 
, 

co/cv/orPn · lo6 t/ioqtomo~ dPóldos a 
fvNt:a5 e't( IRrno~ (1 ,,¡ f 01',.0.5 CJ los de re dr111 dat1tt 0 

r, = i ft;: J 

f.O 

J -
E[ 

dr 

Á 
--,,: ,,.-,, ll:t/."11' "'~·,,~ /' 

¡1,-¡J;¡.J:o Jl.•ri;JI ¡t:t.tt: 



.:::;, -¡ -

111:11 : 

/1-:'11--11: 'R~ = i 

ftl 

11:1/;11 /l:fl;/1 1/:¡t•-=,, 

U'://:'/1 n:o:ll' 11:¡1:11• 

j o 

La mafúz dt' frt:~/1~ fo,-, aúo'n de 
1 

C(U9Q .5 era . . 

p 6 =[bF] { r} 
¡:, :J fz '1 f 3 '1 

fi.AB o o o o o o 
/'11 B A o o o o o o 
M e e o o [bD] r 

o o o o o -~ o o Mee -~ o o -~ o o M &O - 5 o 
M u o o o o o o 

o 

La m¿¡ f r,"z d, Ira~ /oonaúoÍt d~ ,~ dv,., drM f, . . 

/?¡ Rz R:, 
/'tfAB 1 o o 1 o o 
/rf BA o 1 o o o 
M se o 1 o ~R]= o o 

"'' 6 
- ;z(J 2/~ - 7/3 213 

Mt:o - 2/.3 :2/.J - ;z¡, . 'l/.3 

Nic o o 1 o o 



/alculo de [1M J 
La m a f riz no en~amb/ada 

/ 

.5 era : 

lf A e] 15 7 5 o o o o 

[rMJ :: [f BC] 1 7. 5 1 5 o o o o = 
lfco] 6 EJ o o 12 o ~ o 

o o ~ 1'2 o o 
o o o o 10 8 

o o o o .S 10 

73. 33 o o 

-103.3?. o o 1 -6E.I 

o o 



= 

= 

c;;..-

te/ le vio del prodvclo 

la mafriz de flevibllidad 

24. 7 8 - 6? 18 

[r J : - ~ 2. 78 44. 78 

- 18 

- 18 

24 )( --'--
G é 1 

A lo$ d?~pla~omler~lo5 prod(IÚ do$ por el .5;5/ema de torq() 

INJ lo~ nvdo:5 , deberr/ $tHI?t1t$e el de la:5 cargas apticad0.5 ~" 

/ct~ barr().S 1J qve re/endo al ~l.sfPrna gMfro/, mea/a111e /tl 
, 

~t'"VOC/011: 

(). 75_ 
.s:5. ~o 
z-z ~o 

1 -EI 

Por lo ltJnfo . lo.!> de:5plazamiMIO!> rolo/e~ debid()$ ()/ 

~~~leff'o de .tatg4 · ~xln11a sen/: 

{D~pJ~[!P] {r} + { o,} 
3 l { ' 

73 . .3 3 o o 

.~ ;: 1 1 
1 

-103 . .33 o o 

: J 
-

- 13 S 
GI 22. so ~Fr o o 

( 

1 
3 t;. 67 

1 o. 75 
{ •'· 42 - $ /. 67 f - 1 

E.[ E1 .ss.so = - ' Q1 - 6 1. 50 E¡ 
'2'1 . .so - 15.00 



La~ . " ec 110 &IOnes dt 
1 

~era11.' 

37. J/2 ?4. 78 -6. ZB -,s R,l o 
1 1 - 3. q 7 + -~-es JI"!. 78 + Z"' Rzr o El (;f.! 

- 4~. 00 - 18 t r""f 41 RJ -0:00( 

\ 1 } 

¡?, - .7.60 

3. 21 

+ 3.ZO 



10 

11-=/t:¡l:. 

\...____/ ?.58 
1. ~o 

i 

3.ZI 8. 8"1 

(+) 
5 .zo 

7.(;() 

Dtagrama de moJn~r1fos {/no/es la$ fverras tt71~rl'ltJS 

:se obfit>nf?fl calcuiQndo ¡:;o1 s" sUpfltpO.$tÚon los t-lnlo5 

dt'/Jtdos a cotga n f1'tt1t1s 9 I'O' r,clvndtM ¡,~ : 



EJEt~PLO No. 12 

Analizar el marco siguiente utilizando el método de las 
flexibilidades. 

1) Sin diagonalizar la matriz de flexibilidades. 

2) Diagonalizándola (variante propuesta). 

¡ ¡ Ji l l 
~ 

1- 2EI 

c=r=~r=::r=::::Il=::i~;=I. '2.. 1 ""'/""' 
r-----------------~~ 

10 -+ ...... 
El 

~--
E.l 

A//",, 1 o ""'-
ALTERNATIVA 1 

La estructura es hiperestática en segundo grado y se elegirá 

la siguiente estructura primari~, isostática. 

Estructura isostática y sistema de Redundantes. 



Como el sistema de cargas no se encuentra aplicado en los 

nudos, habri que calcular las deformaciones angulares en los 

extrem~s y se trasl_adarin las cargas a los nudos. 

GM ¿(([] Ffltrs-- : i1 
7.S 
E1 e A.!!. 

D = 

""::; 
e t!. c. --..;::::::::: 

por e 1 método de 

GAs 

GBA 
e BC = i 
E)CB El 
(2) CD 
(3DC 

;;;> SC0'cl!, 
trabajos virtuales: 

6.25 l 8.75 
41.66 
41.66 

o 
o 

Los signos positivos indican que el sentido supuesto a los 

momentos virtuales aplicados fueron del mismo sentido· que los des 

plazamientos. 

El sistema de fuerza equivalente aplicado en los nudos se 

presenta en la figura, provocando efectos de flexión solo la fuer 

za de 7.5 ton. 

.J.'o 7.S ___. 
~----------------~ 

- ... ---~ 

4 

Sistema de cargas equivalente y diagrama de momentos. 



-, 

La matriz de transformación de fuerzas será; 

F1 = 1 F2 = 1 F3 = 1 
o o o 

L bF1 = 

o o o 1 7 5 o o o F = -5 - 4 o o -5 - 4 o o 
o o o 

o 

( F ~ 
o 

[ bF] = o 
- 30 
- 30 

o 

Calculando ahora 1 a matriz de redundantes bR 
i 

i 

RA = 1 Rs= 1 

- 1 o 
H-a=\ o - 1 

i. 

( bR 1 o 1 = -
1 - 1 
1 - 1 
o o 

La matriz de flexibilidades no ensamblada de la estructura será: 

8 4 
4 8 

fM = 1 1 o 5 

6EI 5 io 
8 4 
4 8 



- C.l 

La matriz de flexibilidades ensamblada será: 

= 1 

6 E I l-26 -191 
-1 9 4 6 

Refiriendo los desplazamientos angulares debidos a las cargas 
intermedias, al sistema general de cord.enadas mediante la ecuación: 

[ J 
T ) ( r -1 o o 1 1 o 1 1 01 = bR 1 D\= L 0-1-Í-1-1 o \ rr-

6.25 
8. 7 5 

41.66 
41.66 
o 
o 

[ 
35.41] 

:Ei -92.07 

Finalmente, calculando el primer término de la ecuación de com 
patibilidad de deformaciones (3.8) y sumándole los desplazamientos 

debidos a las cargas intermedias se tendrá: 

+ 1 ) 35.41 ( .. 

El{ -92.09 ( 

El segundo miembro de la ecuación (3.8) será: 

- 191 
46 

MA 

MB 

1 
E I 

Por lo tanto: 

54. 59 \ + 

22.91 t [ 

26 

6~! -19 

.5.43. ... 
.,.__ ,.rr-/77"-' h. 9 

i ~.H 

MA = 3.16.6ton-m 

t1B =14.9 ton-m 

"t. 57 --· 



'8 
ALTERNATIVA 2 <C;; "2. ~o"'/ ...... 

.¡; t ¡ ' ¡ ¡ 
'B c. 

"2. E. 1 t lO +o ... 
31M o El ,El 4""". 

l A 1::1 
1 

J;>7;;;;;;;;> ¡o ...... ,. ..,_,.. 

Seleccionando la misma estructura isostática que en el caso 
1 y debido a la presencia de la carga concentrada, se tendrán 
4 elementos: 

e 

A 
Resolviendo la estructura isostática y calculando los momentos 

en los extremos y al centro de cada elemento, se obtiene el vector 

de cargas. 

10 

...,...,ld,..,--
\ z..s 

7 

o 
3.75 ITJ 
7. S 

7. S 

3.7S 
o 

o 
+ 10 m 
- 30 

- 30 

- 1 S 

o 



Obtención de la matriz de redundantes [bR] 

3 

0-----i-i.----~j. ---, l 
C-J 

.S 

E~ evidente que para calcular P"y bR' se puede prescindir del 

trazo de diagramas de momentos . 
. La matriz de flexibilidades no ensamblada, de acuerdo con la 

ecuación 3.11, es una matriz diagonal: 



[fM1= 

1 
6El 

70 

3 
0 1 2 

3 
- - - -

1 
-ill 

Nota.- E 1 elemento 3 aparece 
4 di do entre 

1 1 
- - - - e i a de 1 a 

6EI 5 m 20 
5 

- - -
4 

ill 1 6 
4 

La matriz de flexibilidades ensamblada será: 

r 26 

L -19 
- 19 J 

46 

Calculando ahora el producto: 

r bR 1 r r f 1 l l H 

Las ecuaciones de 

¡- 32 5. 54 \ + 
13 7. 50 

J ( 1 J_ 325.54\ 

l Po { = ~ l 137.5 

compatibilidad serán: 

,:J 26 -191 (MA\ 
1 9 + 26 MB 

De donde MA = 14.91 tm y MB = 3 . 1 6 tm 

= 

2 porque 1 a 
viga es 2 l 

o 

di Vi 

in e r 

Comentarios: 
1) Las operaciones matriciales son mas rápidas en esta segun-

da ~ltern~tiva, debido a la diagonalización de-la matriz de flexi
bilidades no ensamblada, como sucede en el caso de armaduras . 

2) El resultado es directo si~ nece~idad de usar matrices de 
transformación de coordenadas locales a generales como en la alter 

-na ti va l. 
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Energía Elástica de Deformación por Esfuerzo Normal 

c;x. 1 

1 

da /-
/ 

l):: GV"\e(~;a.. e\d.stiuu Jr. 1M no.. 

a u: Yz <fx. d~ d~ X t.x:dx: Yz_Cfx C.:e dx. d~ dh (1) 
L __; l ----1 

'"Ff<l..piD~~dto d~s~ncicu 
1 

\ y -

IR~B~JO 

Para un cuerpo elástico perfecto no hay disipación de energía 

y el trabajo hecho por un elemento es almacenado como energía 

de deformación interna recuperable de (1) la densidad de ener 

gía .. 

( 2.) 

1 



Energía elástica de deformación por esfuerzo cortante 

d ILtX. 
+¡ ,. 

' ' • r.,. .. < • 1 

~ ! 

dd /{----
0.~ 

dx. 

X 

du~ert= ~ Lxxdx:da x~x'(dd ~12.1X'(~:"'< d~ d0c!a 
[Q dQ.ns'tcho de ener~Ío,., fO re s-Pue~¿p wniQn+Q. es 

( ~~)~; ~ lx~ ~XX (•1) 

Aceptando el principio de superposición para un estado multiaxial 

de esfuerzos. ~ . ~ bjl( Z::ji 

La densidad de energía de 

deformación es 



~ = Uc -::. Xz. Cfxé:x J llz G~ é~-+ Jz. ()~ fS(; 

+ U. lxr ~xH ~'-l x¿l'\o 4 J/z_ Tax ~~ 

Expresando (S) matricialmente se obtiene 

E..x. 
t..x 
t.~ 
6xx 
t~~ 
g <))( 

Substituyendo en (5) la ley generalizada de Hoope (7) 

~ - [k- ,}Q:i.- ll ~ 
Ll::- e y E y E 

tx~/ ~~ 

Co ~ = - Y~ - V ~ + ~ ~ l X :: to )!: o E E E. o 

(sJ 

(1-) 

sec~~B- . ~ 
UC)= ~~(CJx\Clx\CI~ )-~ ~'\4Cf~Cfb4~<S'~)4~6(t~~z;~~7J)· 

" (8) 

Para materiales elásticos lineales homogéneos e isotrópicos se 

puede obtener una expresión similar a (8) en términos de las 

deformaciones en lugar de los esfuerzos, la energía total se 

obtiene de 



la ecuación (S), es importante al establecer las leyes de 

plasticidad y (8) es importante en análisis de esfuerzos 

por métodos energéticos. 

Substituyendo (6) en (9) se obtiene 

4 

U== k S~ S(crx& +\f'(t'\+~t.a-+ 't~ ~x~ + ?D'x~ fxb f l2t ~Dx)d v 
V 

= K j ~ ~ e cr J) t ~ ch. d~ d0 (lo l 
\j 

fhxo. bo,;~m~ ox:ioJmente. c.o:c~o.~, ton ~lex.~n ~ Ccnhnt"- Cto) 
qu.eAQ;. 

U:. Yz ~ } ~ ( Clx éx ¡. Lxx ~l\'<) dx dj dó (tt) 

" Paxo.- mo. 1e.no. \es e~~ sttc.os 1 t n~O.le.s 
J: -% " ,} = TK'i (tJ.J 
c...-x:- E ' ~·xx 6 



Energía de deformación para barras cargadas axialmente 

~-+~~------~x 
~==....-.....,;<Jx . 

d~dh" dA 

UkJ =S ssj ~ dv = J ~ ~ ~Ed~ ¿~de 

~ jfi-r [~id~d~]dx ~ j~díL 
(15) 

\ 

5 



Energía de deformación en flexión en este caso 

\f:( =-y d Ow) 

. J)e (ióJ t:~ (13) Se.CJbh.eMe. 

U4 = j~j~-¿_J v- =-S jj 2_
1
s (- ~) '2Jx- dJ dó 

~B . 

(n·) 

Energía de deformación para secciones circulares en torsión 

L == Ht ~ (!6) 
j . 

.Sub~~ (ttl en (¡a) 

' Ur==S~j l~~ dx d~ db 
V 

= JJj io ( -JIT-r )~dx~dg 



Energía de deformación por cortante 

En e~t6 ~e) ¡ ~ \{¡Qu '1~ 
l., X'( - -,-·____,,_ 

b.l-
v = Co'C Thn te º""' l Q¡ :3eec. (0 A-! 

~~ J . 
o:~ ) d do.., = tnom~rH0 ~~tdJi:.e.o 

cie. ~ ()_ ~ \'Y") . 

b =0. nc.ho o.... \a- G. \iu.rlL ~ de. 
bs e15e.s ca.r1ióo ldQb.s X.~ 

~ -=- Uo AJ..el'\ ~ o de._ \ Y\ e -e c..l Cl.J 4~ lQJ 'Stz_c.ciÓ rJ · 

Su.b -t1-\ll4e-~ (2D )o\1 (,~) 
· r ( ( ( 'iW¡) 5 v 7.. [ (8 x, 12. 1 1 

Uv-" ) l .J-2.1, "~i dxd~J~" 2&J' f# )d~d3Jd,t 
lJv-= J i:r~ [1) é~ ~~)~d~da] dx C ~ ') 

L A 

LCl.. o.t p res LÓ Y\ To -t~l d. e t Q e..vte~ ~(a_, de_ ~~nnacdn 

· eo...-m-: U=UtJ+ UH. + Vr + -u-v o saCl.. 



8 

Desplazamientos 

El principio de conservación de energía (la energía no puede 

ser creada o destruida), puede adoptarse para calcular defor 

maciones en sistemas elásticos debidos a las cargas aplicadas. 

La primera Ley de la Termodinámica expresa este principio como 

Trabajo Realizado = Cambio de Energía 

Para un proceso adiabático (no se agrega o substrae calor al 

sistema) y cuando no se genera calor en el sistema, y cuando 

las fuerzas aplicadas se aplican en forma estática (las fuer

zas se aplican tan lentamente que se desprecia la energía -

cinética l mv 2), el caso especial de este ley para sistemas 

conservativos se reduce a 

Donde: We 

We = U 

trabajo hechb por las fuerzas externas durante el 

proceso de carga. 

U = Energía total de deformación almacenada en el 

Sistema. 

Similar a decir que la suma del trabajo externo We y el interno 

Wi deben ser cero. 



~ / 
/ 
/ 

9 

We + Wi ; O 

U ; - Wi las deformaciones siempre se oponen a las fuerzas 

internas. Es importante considerar la aplicación gradual de 

las cargas de cero a su valor total por lo tanto We serA 1 
Fuerza total por el desplazamiento. 

Ejemplos , 

a) Determine la deflexión de la viga mostrada 

///////. 

A 
WQ. ~ Yz. P6 L¡ de (.u) 

U ~iA JN2
dx 

=L J~dx- eL 
2.E:A a . - 2EA 

día~U,) ::) 1,; . P' A ;: p '2. l 
/'l. D !ZS-,(:>.., 

b) Determine la rotación en el extremo de una flecha de sección 

circular. 

T 
• ,. r 

~;t/~===============1~===============~~ 
N 



~ W/1~ 
... 

<.. b ) 

10 

El trabajo externo We = l T Q y el interno de (22) 
t 2 

U =-1 ' j dx -::- PL de. (z3) 
2bj e) ?..GJ 

t 

coincide con los valores de los textos de Mecánica de 

Materiales. 

e) Determinar la deflexión máxima en la viga mostrada consi

derando el efecto del cortante y de flexión. 

p t ~ ' ~S 4 
' 

~ /::.":> ~ 
v.: P i 1}-~,-rx: ~ ~ ~ 

/ ;:: 

~ ~ ¿: 
1 r/ ~ 

X. ' 
( 7 

' ::::- ~ 

L l.. 

1 
Trabajo externo We = 

2 
P , la energía interna consta de 

dos partes, una debida a los esfuerzos de flexión y otra a 

los esfuerzos de corte de (17) y (13). 

El esfuerzo de corte: 

que sustituido en la segunda parte de (13) se obtiene 



donde Á: bh. sección transversal. Entonces 

\X./e:: U= Unsxió.tl t- lJo,Qie. 

6. Pt..3 4- Co PI.. 
=~~.1- ~ 

¡::\ 5 x.t:ó"l't co rfl! 

(_:;. '-/ ) 

El término debido al cortante se puede interpretar 

Tav::: r:::. * CDrronie ProW?edlo. 

puesto que L· varía parabólicamente ~ representa un 

factor de corrección numérico por lo tanto 

el valor e( depende de la forma de la sección en general 

puede variar con X de (24) 

Pt!( 3E ~) A= ~El 1 .¡. 1 o en 12-

suponiendo acero estructural 

1 f 

\ la. e.c.. (zs) 9u.eda__ 



L == ( t -t o.1 S .tt ) !rtlextóJ 
12. 

De (26) se observa que para una viga corta sea h = L la 

deflexión total es ~ = 1.75 Ll flexión por lo cual 

la deformación de corte es muy importante para una viga 

flexible se L = 10 h. 

h2 
= (1 + 0.75 TIOh)Z) flexión 

fl = 1.0075 b,. flexión 

La deflexión debida al corte se puede despreciar no siempre 

es posible considerar lo anterior. 
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Comparando las expresiones (1.1.6.1C) (1.1.6.2C) y (1.1.6.2C) 

para un claro 

obtiene: 

= 5.00 m y un peralte 

Uv= O. 00286 UM 

~M= 0.0009 UM 

h = 30 cm se 

(a) 

En la mayoría de los problemas estructurales elásticos 

lineales, 1~ energía de deformación debida a la carga normal 

N y cortante V es despreciable respecto a la energía de defor-

mación debida al momento flexionante M. 

Cuando existe momento torsionante Mr (vigas en balcón, etc.) , 

su energía de deformación es considerable y debe tomarse en 

cuenta su valor 

t ~ D" ~ 

J2 ~ 
1 6 



¡¿f 

1.2 Principio de Superposición 

1.2.1.- Introducción 

En los sistemas de cargas en los que las deflexiones 

son funciones lineales de las cargas, se puede obtener la de

flexión en un punto cualquiera, mediante la suma de las defle

xiones producidas (ndividualmente en dicho punto por cada una 

de las cargas. 

1.2.2.- Casos en que no rige el principio. 

p 

fb· 

p 
F1~ t.n.a.. 



• 

Otro ejemplo en el cual el princ1p1o de super posicion no rige, 
seria el sistema mostrado en la fig. 1. 2. 2. b, formado por dos 
barras articuladas, bajo la accion de pequeñas deformaciones ( 

((1.1'1"'( ~ "" ) • 

dP 

p 

p 

pequeñas deformaciones: 1.1.-:tb 

Equilibrio: 1: 2..2.c 

Compatibilidad geometrica: la deformacion axial unitaria es: 

. é..= ¡ ,;t-i.$z. - R · ¡2 -1~· 
Q.. 

1.(..'2. ó 
Ley de Hokke: 

~~S L-Af 1- t. '2. e 

de 1.2.2 c,d y e se obtiene: 

~L._-~_= --R_~_:_e "' __ P_=-_.s___:_~ ;_!:\ 'f.__¡í \.1..'2.f-

1.5 



De nuevo se observa que la deflexion no es funcion lineal de P 
auhque el material cumple enteramente con la ley de Hokke y la 
relacion entre y es representada por la curva de la figura 
1.2:2.b. El area o a b representa el trabajo efectuado por 
durante la deflexlon y es igual a la energia de deformacion 
almacenada en la barras AC y CB., la cual es igual a: 

... .6f ~ ~~ ¿,.~ :' A F. s~ 
,Q' ~ '-J ~S 

\. 2.2j 

1. Z.l h. 

Es muy importante observar que en los ejemplos anteriores no es 
funcion de segundó grado de~ o? , como se obtiene en los 
casos que el principio de super posicion rige. 

En los ejemplos anteriores, se observa que la accion de las 
fuerzas exteriores es considerablemente afectada por las pequeñas 
deformaciones del sistema, en el primer ejemplo hay una flexion 
adicional .S~ a la compres ion ,.S y la barra trabaja en flexo 
compres ion. 

/6 



1.2.3 Ecuaciones generales de superposicion 
1.2.3.1 Introduccion * 

En el analisis de esfuerzos en estructuras 
estaticamente indeterminadas no solamente hay que considerar la 
geometría y estatica, si no tambien las propiedades elasticas 
tales como modulo de elasticidad momento de inercia, etc. 
Generalmente para llegar al dimensionamiento final de la 
estr~ctura, se suponen dimensiones preliminares de los miembos y 
se efectua su analisis correspondiente, ciclo que puede repetirse 
en algunos casos hasta llegar al diseño final. En general los 
esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestaticas son debidos 
no solo a las cargas, si no tambien a cambios de temperatura, 
asentamiento de apoyos, errores de fabricacion. etc. 

Es importante observar que la estructura este en 
condiciones de equilibrio estable. Con el proposito de ilustrar 
el uso de las ecuaciones generales de superposicion de causas Y 
efectos, consideramos el siguiente ejemplo, viga con carga 
uniforme vJ . 

* En ambos metodos de rigidez y flexibilidad 
debe regir el principio de super posicion. 



empotrada en a y libremente apoyada en b. 

Estructura actual. 
Ab = Deflexion de el punto b 

en la estructura debida a 
todas las causas. 

Estructura primaria. 
Seleccion de redunda~te, Xb 

Condicion de equilibrio Xb=o 
~bo = Deflexion en direccion de la 

redundante con Xb=o 

!bb= Deflexion en 
redundante debida a 

direccion de la 
con 

Shb = Deflexion en direccion de la 
redundante debido a una fuerza unitaria 

~~ 

~~~~-~~bb 

La ecuacion de superposicion, si el principio es valido 

de donde: 

es llamado coeficiente de flexibilidad ) 



1.2.3.2. Ecuaciones generales de super posisi6n en análisis de 
estructuras estáticamente indeterminadas de grado n. 

Suponiendo que la estructura es hiperestática de grado 
n, se seleccionan las redundantes Xl,X2, ... ,Xn, en una forma tal 
que la estructura primaria en condición de equilibrio. 

notacion: 
Xi;o sea estable e isostatica, aceptando la siguiente 

A i; Deflexion total del punto i debid~ a todas la~ 
cargas y efectos. 

/l io; Deflexion ·del punto i en dir.eccion de la 
redundante Xi en condiciones de equilibrio 
estable isostatico Xi;o . 

~ it; Deflexion del punto i debida a un cambio de 
temperatura T. 

~ ia; Deflexion del punto i debida a asentamientos de 
apoyo. 

A ie; Deflexiones en el punto ~ debido a errores de 
fabricacion. 

~ il; Deflexion en el punto i debida a la condicion 
XI; 1 

~ i2; Deflexion en el punto i debida a la éondicion 
X2;1 

" 

,S in; Def lexion en el punto i debido a la condicion Xn-: 1 
Xn;l 



Cualquier redundante puede suponerse que actua arbitrariamente en 
cierto sentido. Cualquier deflexion del punto de apllcacion de 
la redundante debera ser medida a lo largo de su linea de accion 
y sera positiva cuando el sentido es el mismo que el supuesto 
para la redundante. 

Por lo tanto usando la notacion y convencion de signos 
mencionada, las ecuaciones generales de super posision en 
sistemas estructurales coplánares y espaciales son: 

&,: ~'0 ... A."f 1 !_,A r f::.,t +X,..Su+)CS,z. -l-· ··- xl1slY'\ 

A-z.: t,1.a~b.2.¡-+b,1.A+ .h2.E~x.s2t+Xz~z.1. ~ .... X~"~Stl1 
• , 
• 

Ln* ~no+ L~h h.t~A +bne ~:~C~~-\1 \-X,_SI'\,_ .J.· ... X"'~"" 

Expresando (a) matricialmente se tiene 

~~~ .s.1. ... . ,S,"' 
~ '-' s~,_ , .. ~2."' 

(AL- A 10 -1, i ~ 6,., 4. - Á.t ¡;) 

-: (& -b-l':.2.r -6,zA-h2.t:\ 

An -/:,.'t\0 - bnt ~ h.nA.- A.-nt) 

1.2.3.3. Ejemplos gu~ ilustran el uso de las ecuaciones de 
super pos1s1on. 

(g.) 



Antes de estudiar los ejemplos es conveniente observar lo 
siguiente: 

1. Nunca seleccionar como redundante una reaccion estatica
mente determinada, ello conduciría a una estructura pri
maria en equilibrio inestable en condiccion Xi=o 

2. El sentido positivo de la redundante se puede selecc~onar 
arbitrariamente, y su deflexion sera positiva si tiene el 
mismo sentido 

3. Debe observarse que Ai, deflexion total del punto de-
aplicacion de la redundante Xi debida a todas las causas 
es casi siempre cero 

Estructura actual 

~~Constante elastica resorte (L/F) 

Estructura primaria 
A!=Xikl (e) 

Condicion Xl=o 

Condicion XI=! 
De Ec.(a) se tiene 
Al=AIO-XISII (d) 
de (e) y (d) se obtiene 
~Xl=AIO/Sll+k-1 · (e) 



Estructura actual: 
Arco coplanar con un tirane 
AB bajo un sistema de cargas 
Pn 

Estructura primaria: 
Seleccion como redundante la 
tension en el cable, X 

Condicion X=o --- ~---~-------~ 

Su mando (g) y (h) 

~le 

de donde despejando la redundante X se tiene 



P, 

~' 

e, ~Q.~ t> \ t,.o ~ E; u,r::c "E 2~ D 6.. 2 3 

Ro'olemo.. h,p.eYe~tó.b deorden ~ 

Pn 

~(M) 

6s mue. ro e~ ? 121 OJ& e·, & 

Sc\e.cct.C:,YJ de {edund&n~es · 

X.t ,X-¿) x3 'j &nd LubYJ de 

eYl\ po -t"<'CI mt"en -\:o !::..1= Az.." !::."'>::-O 

Cond, c~n Y.= o 

1 

.Sz~.~~~
"- ..,)13 

Lú.S e..cuO..C.LOnes-Qp\tcú.YIÓo e\ pHY1.CL(J(O de. .sorqposisi8t) 

Són: ~1 =&,o +XI ~ll -T Xz. .St-z_ ..¡. x3.s 13 

~:::, 2 -:: ~20 4x, s2, ~x"2. s¿z. + .x)~ 23 cJ) 
l;j: ~o t XI.St .¡_X¿ .s 32 t x3~_:) 



Expresando (j) en forma matricial se tiene 

,Sq .S 1'1. ~~ ~ )(1 A 1 (j 

(i?) .Sz. \ .S.ot.t .Su x~ - - f::.zo -
~~ .s~'2.. .s33 x3 IJ.3o 

Aplicando el teorema de Castigliano y la expresion de la 

energia de deformacion por flexion, los coeficientes de 

flexibilidad son igual a 

&o= J ~;3ds 

s33=J m_! dS 
e:.~ 

Marco continuo ~ectangular bajo la accion de una carga p 

J. El. 

Estructura actual 

a.."" 



se.lecci~r¡ de_ íeduy¡Jantes 
to este. co..so bs e.cu.a.c.ioY~e.s 

de- 5LtpCl.X(lOót~·LbV) ~"".' 

l._¡-: Ato+ X\.Sll-+ X'c. St'2 -t X'?, s~~ .::0 

L'2.::L2D .¡ XI.S2.L +Xz.~2.2 t ~3$;2.!, =o (In) 

A.3:A 3o.¡ x,.S,;d· Xz..S521 X:!> .s~3=0 

S 11 .SI2. St2> 
.St.t Sz.z. ~z~ 

..S3L ,S !.<. .&) .3 ~ 

X't Óto 

Xz - Azo 
Xb A::.o 

h\ TeocefT'4.- de Qú.,-11~\rano i ICL. 
e'íle~o.- eldst'c/L ckde~c(máaJ~ 
.:5e.obfte..vten ~os c..oe.flctel'l.~ de 
~lexLbdLdades .S¿J j ~ot 

/:o 1 ::~~~~S) ¿o2 ~ 5~2. dsJ ~~~S 

~~~:: ( h1}d.s J :: 5 tvti ds <: : (m; d.s 
) El ) 2.t E.l. ) ,.J33 j BI 

$12~ j ~;z ds, ~ 13::j~~~lJdsJ ~ 23:rJ~'ds 



!2/o 

Viga continua de 7 apoyos 

ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA 

Xz.= ! 
t~---.t L 



1.3 Generalizacion de la energia de deformacion 

La energia de deformacion de una barra elastica puede 
representarse como una funcion de segundo grado de 
la carga o la deformacion. 

La misma conclusion es valida para cualquier estruc
tura dentro del regimen elastico, siempre y cuando el 
principio de superposision pueda aplicarse, en la 

Fig. 1.3.1 suponiendo que la fuerzas se aplican 
simultaneamente e incrementan gradualmente hasta su 
valor final. 

'/ 

Ro.. 
-rl!'\• 1· ~. { 

El principio de superposision rige, los desplazamientos 
seran funciones lineales de las cargas. El trabajo elastico 
de todas. 



Las fuerzas externas es igual a la energia interna de 
deformacion almacenada en el cuerpo elastico de la figura 
1.3.1 y sera 

1'\ 

U= Yt ~ Pt ~L =- ~ ( P, J, + ~ 5z. + · · · · · Pn Jtl) 
(.::{ (¡3./) 

1.3.1. Ejemplo, viga libremente apoyada cargada como se 
indica en la fig. t. 3. l(l 

p 8b 

~Q_c~-+----":r::---4~; Mb 

La energia de deformacion es: 

D :: V?. (TJ & 1 Mo.QG. 4 ~6Gb) (CL} 

De la curva elastica de la viga se demuestra que: 

~= ? ~ + MQQ'l. ~b~ll. 
L.\8Q.l tco ~ l -t !&e~ 

G>.-= P ~'" -+ M -\ l'vt6~ (b) 
· 1<9t:L .)El (o i:l 

Gb-~ P rz. -1 fvtu~ -+ ~bQ 
!~El ú l=l ~El 
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Substituye (b) en (a) se obtiene 

en (e) se observa que U es una funcion de segundo grado de 
las fuerzas y momentos P,Ma y Mb 

Tarea 
En el ejemplo de la viga de la fig. 1.3.1. a demostrar: 

o...) ~::: $ ) ~ :; Q.o... ) Q) u = Q b 
¿yp clWo.. oUb 

b) 1>e (CL) ~ (b) ob+ener U en ~un~V) 
de. lo5 ·despla.6a.mle.n\o~ {)) 8o...) 8b 

Q) 1) e. mo~ iro.r q.u.e : 

()U p 
~:: ) 

Calcular la energia de deformacion de las siguientes vigas de 
seccion transversal 



1.4 Teorema de Castigliano 

Suponiendo que el princ1p1o de superposision rige y que 
U se expresa en funcion de las fuerzas externas se tiene 
que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON 
RESPECTO A UNA DE LAS FUERZAS O MOMENTOS EXTERNOS DA EL 
DESPLAZAMIENTO O EL GIRO DE LA FUERZA O MOMENTO 
CORRESPONDIENTE 

, , 
Considerando el cuerpo elastico bajo la aplicacion de 
P1,P2, ... ,Pn. Durante la aplicación de Pi se producen , 
deformaciones y se almacena cierta energÍa de deformacion 
dentro del cuerpo ( Fig. 1.3.1.)Si subsecuentemente a Pn se 
aplica un incremento~~· la energia U incrementara' 

(t. J.f.l) 

Si en vez de aplicar~P~ después de las cargas se aplica antes 
se tiene 

igualando (!. 4. 2. ) con (!. 4. 3. ) se demuestra ( 1. 4. !. ) . 



1.4.1. Ejemplos de aplicacion 

El 
La variacion de M(x) es 

' 

La energia de deformacion por flexion 

(b) 

Del teorema de Castigliano ~~ d? . 

( m"') l'IP.:=- ( 

Sustituye~do (a) en (e) 

Ja.. ~~~ (Mo.· Ptc )(-x)Jx J 

Q?> ~ 1! ro... _ .Q.... _ Mo. (d) 
~::)' - E:¡ ¿E~ 

De nuevo del teorema de Castigliano 

--¡¡ -= 9a... : M o.. óx '= M W\z. dU . J~ w_ ~~ 
dl'10.. E :t. E~ 

óx (e) 

Substituyendo (a) en (e) se obtiene 

. ~ &2 .PR: 
8a..= a J (~~a.~ Be )(l) ck :: e.t - 2cl 
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En el ejemplo anterior no se calculo en funcion de 
las fuerzas externas, sino se utilizo la energia de 
deformacion por flexion y se derivo bajo el signo integral. 

Es importante observar que las derivadas corresponden a la 
variacion de momento flexionante debido a causas unitarias P 

y Ma. 

(.f) 

·. (~) 

De la energia de deformacion por flexion y el teorema de 
Castigliano. 

0= 2 j ~i' cb~ (h) 

Subtituyendo (f) y (g) en (h) se obtiene 

Jfz. 

~ ~ .2;. ( (~ x+ 3lx- ~x2.)1..l)dx-== 'P.Q
3

-+ 2. ~ 2~ G) /.e~ J 2. z ~ \'2. ~6t;J ~841 s:r " 
t) 



En los casos en los cuales es necesario determinar los· 
desplazamientos en un lugar donde no hay fuerzas o momentos, 
se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia 
de magnitud infinitesimal, tal que no afecta al sistema 
actual de fuerzas y se obtiene el desplazamiento derivado con 

~ ...0~-z_ 
l ..P/z. 1 

1 

¡ 4=-~-'Px ofx~% 

?x J 
1 

~ 

u=j 

..... 

L 
Q 

~x- ·% .. ~ 
-~ 

~ 
~ 

f N :: t.h -'& -o (-x-Qit.) 
?OJ\0.. 9.¡2.. b X f.~ 

d.~ 
dQ 

.. YY¡~- (x-%.) 

42.c1x ::(e Y"\~'f4-~o., de. chQ~lrnCLC-lÚVJ fo~.f\~~J) 
asi ~ . 



En conclusion se observa que la derivacion del teorema de 
Castigliano, fue basada en el principio de superposision. 

De alli que la energia de deformacion U debe ser una funcion de 
segundo grado de las fuerzas actuales. Si el principio de 
superposicion no rige y U no es funcion de segundo grado de las 
fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, -lo anterior 
se ilustro mediante ejemplqs. 

Ejemplos de tarea 

a) 

b) 

Utilizando el teorema de Castigliano determinar los angulas 
en los extremos de una viga libremente apoyada con carga 
uniforme q, claro 1, y rigidez flexionante El= constante. 

Determinar los deplazamientos horizontales y vertical de 
la viga curva mostrada en A. 

A) 

A. r= c. te 
p 

/ , 

s--1 



e) Determinar el desplazamiento horizontal en e y el vertical 
en B en la estructura mostrada. 

y 

d) Determinar los desplazamientos horizontal y vertical de A Y B 
en la estructura mostrada. 

l.- Q 

~B Ál 

~ h 
f!=de 

;:::;· 

!35 



1.5 Teorema del trabajo mínimo 

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigliano 
a sistemas de fuerzas estaticamente determinados. 
Aplicandolo a sisJemas estaticamente indeterminados se 
concluye que la derivada de la energía de deformacion con 
respecto a cualquier redundante debera ser cero si su accion 
es la de prevenir desplazamientos en su punto de aplicacion, 
de alli que las magnitudes de las acciones redundantes en 
sistemas hiperestaticos seran tal sistema en dicho punto 
sera maxima o minima, lo anterior es el metodo del trabajo 
minimo para calcular redundantes. En una estructura 
hiperestatico de grado "n" se tiene 

!. 5. 1 
~u 

.V :-(), 
c';l~\ 

1.5.1 Ejemplos 

, o o ... 

a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme 
( grado n=1 ). 



La energía de deformacion del sistema es 

Del teorema del trabajo mínimo 

. ~v- : o~~ [_j Jvt2dx.J ..... _L_· J~J.-!lli clx (b) o ~eL o o.. 2.E'1 El o o'{~ 

H; Ye.. X. ~2. ('-) 
z..... 

~c..:: ;x. (d.) 

Sustituyendo (e) y (d) en (b) se obtiene 

,~ 1];;Z. .Q3 2. 
J ( Xo..x: - ,x )dx .x..-= -a -x av-~ =0 
e) 

de donde Ya."%~~-
En el sistema se tienen 3 reacciones ~1(b (e 
de estatica y una del teorema de Castigliano. 

y 3 ecuaciones dos 



en el ejemplo anterior, se considera como redundante Mb se tiene 

(f) 

el momento flector es 

(9) 

sustituyendo (g) y (h) en (f) se obtiene 

(l.) 

integrando (i) y despejando Mb se obtiene ·~ 

G) 



METODOS MATRIICIALES DE ANALISIS 
ESTRUCTURAL 

2.1. Metodos de fuerzas y deformacion 
En los metodos de analisis de sistemas estaticamente 
indeterminados, primero se seleccionaban las redundantes, y 
sus magnitudes se determinan mediante el teorema del 
trabajo minirno, considerando la energía de deformacion del 
sistema. Este procedimiento general es llamado el Metodo de 
fuerzas. 

Fig. 2.1. 
Para ilustrar en un mismo ejemplo 



La distincion entre los dos metodos, consideremos la estructura 
estaticamente indeterminada coplanar mostrada en la figura 2.1 
bajo la accion de dos fuerzas aplicadas con n barras. el 
numero de redundantes sera n-2. Entonces para determinar las 
redundantes X1,X2, ... xn-2, se determina la energia de deformacion 
del sistema en funcion de las fuerzas y usando el teorema del · 
trabajo minimo se obtienen las ecuaciones necesarias . 

• . . 

Lo anterior es el metodo de las fuerzas. Para resoiver el mismo 
problema, Navier sugirio el metodo de desplazamientos. La 
deformacion del sistema de la figura 2.1. estara completamente 
determinado si conocemos las componentes horizontales y vertical 
u y v respectivamente. Suponiendo que los desplazamientos son 
pequeños. 

'' Navier,'' Resume des lecons'', 2ed., p.345, 
Paris,l833. 



La deforrnacion axial de cualquier barra i sera 

y de la ley de Hooke su fuerza axial correspondiente 

""'i../. -
..f.- L -

de 1 a f ig. 2 . 1 • h 1 o 

/·.501-1 oú 

sustituyendo (d) en (e) se obtiene 

De las condiciones de equilibrio se obtiene 

Z )(_¡ ~~ ::: Px 
~=-· 

~X t. s~O<.-- - ?< 
1" 1 

sustituyendo (e) en (f) y (g) se obtiene 

, 
sera 

(e) 

( &..) 

'1J lA~ ~"o<, ecso<t'- ,.U._,~~ A.'1c.os~í ~o(~=~~ a) 
(..:1 ¡.... 

-U....~ .AL s~2o(~ c.a.ocx.~ -= 'P< h ( ~) 
L.:: 1 E' 

" rtrl At ~o<' -
{,=.l 

~ 



de (i) y (j) se determinan u y v las cuales substituidas en (e) 
obtenemo~ la fuerza Xi en cualquier barra del sistema. Se 
observa en este caso que la consideracion de las deformaciones 
directas del sistema resulta en una simplificacion substancial, 
especialmente si el numero de barras n es grande, puesto que solo 
tenemos que resolver dos ecuaciones con dos incognitas que son 
las deformaciones u y v. En el caso del metodo de las fuerzas 
tendremos que resolver n-2 ecuaciones con n-2 incognitas. Es 
conveniente observar que el metodo de las deformaciones involucro 
3 etapas baslcas que son: 

Ecuacibn (b): Compatibilidad geometrica de deformaciones, u, v YAJl 
1 . 

Ecuacio~ (e): Ley de Hooke 

~ 

Ecuacion (f) y (g): Equilibrio 



ba. Ho.S 

hb= humero da barros d 
'n N: Y\ u mero de h udos = t 
-{D.: ~ueno..s Q )(tales. ( r) 
e_:;. a.tClr~CtWII~V\i..o (.S) 

Et~tdec) de bQnClJ ~.- --P:: Jlu.e'("ZO..Clx.to..l- r AL 
~.-- e. . c.b~~drnl~?l'lto .::: .Q.t_ 

A) c.o \'\-\ 1 Y\ u.' u!>o.ó 

:~ 
J~ 
¡ J ~ " r;t•¡ \ = 1 d""fl<L lf 01 ti?n ~S nockies l ) ~ n 
de¿ tQ) ~~~LLISfu. 

e.l:dl 
E:_¡= -\d'l. 
E:3: --dt-\dz. 
e_~.¡ :! -ó 1 i d l 

e.¡ \ o {dq 
e.:z. _o·¡ dt~ 

e.~ 
e_..¡ 

• -1 1 

-1 l 

~e\=[CÁ.J ~d~ 



t e 
o t 
-¡ 1 
- ¡ 1 

1 

ob~e.fl.)ú. r ql.le po.m... u. na. 

e.¿= ds- d~ 
dA:: d~<~pla.¿,úmlen·-6 de2-t nudo Su.p~iof 
d !?>= 11 11 11 l nlerio\. 

dl:@ 
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e) Equilibrio; lf'1.""0 en cada nudo 

Sea: f F J : { Fj ~ 
l~-z.} 

Nudo 1 

Nudo 2 

.., 
o 

~ ...Pt 

m~ 
tl 

r.; t r, 
1----=@~-...a, 

-1 

\ 

lclJ¡ [!0-l-l] . donde: t.: = O l l 1 matriz de equilibrio 

observar: matriz de equilibrio es la transpuesta de la matriz 
de continuidad. 

Solucion del problema anterior por el metodo de 
desplazamientos ( rigideces ). 

Incognitas: te.}. {d}. {~) 
Datos: (o..,), [a..)~ [-kJ. { F ~ 
Subst. (1) en (2) 

~ .p;\ ~ [~ 1[ct1~.d.1 c~J) 
Subst. (4) en (3) 

{~~=[0-}'[~][a..~f;cl! (5) 

g 1~1=[k:J)cL~ e~) 



La matriz (O-J [-k) ~1).._] es cuadrada 
Ejemplo; Suponiendo 

)<,: -?<2.== ~~=--k'{= \ TOll/CJYn. 

[KJ=[G_JT[-k][ü_J 

= r~ ~- ~ -1J Íg ~ ~ g J ~ rJ Lb C)C) 1 ~~~ 1 

Efectuando operaciones 

Observar que l ~ J es simétrica 
de ( 5a ) 

)FS~ Í~i =[:L -k1[~~~ 

Tt-=- 10 ro.v 
Tz..--s roN 

do"~'""d" {dH1~i ~ f~:: l ,;ub-le>, (t; 

Í2~1~~~~ f~~~f~1 sub~(2) 
(e3~ f.\ 1 l~l j 

Comprobacion de equilibrio: de ( 3 ) 

{ 
f:j ~ =[1 o 
F'Z.. ~ o 1 

-1 -1} ~ 
1 1 - 1 

-1 



Metodo de las fuerzas ( flexibilidad ) 

Usando los tres pri · · f Equilibrio, Ley de nHocolkPelo•s undamentales en el orden inverso 
Continuidad. 

a) Equilibrio 

=t7 =-R -1<\- T2¿ 
f2_: f2..,. \2\ + 72.(. 

{i 1 = [~ ~ - ~ -/ J $~ 
~, 
R:¡, 

despe.j ando a . --Po 

1 

en nuestro ejemplo 

[C1J] ~ [~ ~] :. [adT J = [; ~ 1 
rd \ = [¿, ~J[r 1 -[b ~J [-,•- UCR-~ = [;, ~ F 1 -[, '; 1

} Q_ 



bo 

~~ ::; f"l ~R~ t Re. 

f'z. ::: Fz.-RI - R c. 

f3 = R1 

--{2~\ ::: R"'.. 
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Ley de Hooke 

\r~=(~j)e1 

I(Ol ~ [-Al' )1-D} ® 

· subst (B) en@ . 

fe l =[+] [bojfFj + [f ][ bR] [R 1 (J) 

CONTINUIDAD.- Considerando los desplazamientos relativos de 
llamados . 

---U. 1 1 J) 'l. . 

d, =-e, 

d'-= ec. 
_AA,= e~-e2. -+e~ 

_A.,\_. c.. "' e 1 - e'- · -t e '1 

dl 1000 Q¡ [4oooj='[bo} 
otdO 

d-z. otoo e.z.. 
~ [' -t 1 o1,.[bR]l -u..) - ~·¡ ~¡ 1 o <2..:, [-IC)I 

.JÁ."L 1 -\o 1 f2J..j 

'-/9 



Por lf JI:o[ b~] fe] (e) 

r~1=[6~1fe} (fl 

( Los valores de ( ) deberan anularse ) 

subs t @ en Cf) 

{M}= [bJ] [t] [bol {F}+ [bu11 [f) lo1d ~~} 
como (A_} = Q se despeja { R } . 

[ R r = -[be 1 T be j -
1 

[ b~ t boJ ) F -j 
{E) nos da los r.edundante J P. J 
subst@ en@ se obtiene J p J 

tp}~ baF- be ( bT t bq r1 (b~ ~ bo)f 

-= [ba- br¿(b~ + bQ_ r~b~tboJ {f1 

[ b] f r j {1) 

subst ( L·) e se obtiene {e l 
· < j l f e ~ =[ f J [ b J f t1 

subst ( 1 ) en @se obtiene 

f eL~= [ bb] [ p J [ ¡, j { F J 



2.5 Aplicaciones de metodos matriciales a armaduras planas. 

Para ilustrar el uso de metodos matriciales en el analisis 
de armaduras articuladas en los nudos, comensaremos 
considerando un problema de deflexiones. En la fig. 2.3.1. 
se tiene una armadura con miembros sujeta a sistema exter-
no de cargas , y se requiere determinar la deflexion 
vertical del nudo j debida al sistema de cargas Si Xi 
representa las fuerzas axiales en la estructura real 
las fuerzas axiales en la estructura bajo la condiclon de 
carga unitaria en j. 

Estructura real o actual 

Carga infinitesimal (;L 

J o 1 
&notc.\oO Q.:: 1 

dÜo:r.l 
dQ 

fig. 2.3.1 

5 
-.tiS . 

:X¡ 

51 

''d·/ 



Del teorema de Castigliano y la energia de deformacion por carga 
normal se tiene 

dQ_ 
c)Q-

donde 

)(¡ X.\j Y..~ 
EAt 

lh 

~L XL llj f; 
,,L,::.' 

(a-) 

(b) 

es el factor de flexibilidad de la barra i. 

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos 
seleccionados debemos calcular los valores Xi.i para una fuerza 
vertical unitaria aplicada en cada uno de los nudos. Supongamos 
que han sido calculados y que acomodamos los numeres de 
influencia en la forma de una matris de orden mxn como sigue: 

e) se denomina matris de geometria de la armada acomodando los 
fac~ores de flexibilidad en forma de una matris diagonal de 

orden mxm. 

5.8 



( d ) ~ll o 0·····0 
O ~~lO··· ·0 

a· 6 á . · .. -~~ 

la cual es llamada matris de flexibilidad de la armadura. 
Finalmente, suponiendo que las fuerzas axiales Xi producidas por 
el sistema de cargas han sido calculadas, y son arregladas en 
la forma de una matris vector columna. 

<e l -
[ Xi1-

la cual es llamada matris de carga. Ahora de acuerdo con las 
reglas de multiplicacion de matrices las m ecuaciones ( b 
pueden expresarse matricialmente. 

• 

.X..\¡ X.c..\ .••• ..:X..m·¡ 

X..Q X. z.z. .. • .. X m 2 

.X..t ~"~ X-zr. · · · · · .Ánrn 

o sea con notacion indicial 

Q11 o o .. ·· ·O 
o ~220 ' .... o 

• • 

ooo 

O) 



Como un ejemplo numerico, se considera la armadura mostrada en la 
fig. 2.3.2 la cual tiene m=9 miembros. Supongase que se requiere 
determinar la deflexion vertical de los nudos superiores a y b, 
bajo la accion de dos condiciones separadas de carga como se 
indica. La numeracion de los miembros se muestra en la figura, 
asi corno sus dimensiones. Cada barra tiene una seccion 
transversal Ai=lpul2 y un modulo de elasticidad E=30x103 

2 
30'' 

4o" 

a.. 1 K.p. 

El procedimiento a seguir es el siguiente: 

a.. b 

4o'' 

l~p 

------,Lb 



Sustituyendo (~), ( L ) y ( ~ ) en ( ~) se obt1ene 

r fj, ·1 - 10 rB - 1 o -3 J.l S - ~ a q - ~ l 
~ A. - ~ L A.t - ::, ~ s -5 - ~ o e - to J x. 
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a) 

b) 

Se calculan las fuerzas axiales en los nueve.miembros bajo 
las dos condiciones de carga obteniendo la matris de fuerzas 

L! 10 
-s o 

[_X¡] 3 o (~) 8 10 
-s o 
-1.\ o 
q o 
8 10 

-¡o o 
Similarmente se calculan las fuerzas ~xiales debido a las 
cond1c1ones de fuerzas un1tar~as vert1ca1es en los puntos a Y 
b respectivamente obteniendo la matris 

8 A 
- lO -::, 
-;, 3 
L\ 8 
15 -s 

-8 -"l 
o o 
'1 e 

- s--to 

(J.) 

e) Se calculan los coeficientes de flexibilidad 
obteniendo la matris de flexibilidad escrita diagonalmente. 
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INTRODUCCION 

En 1880 Heinrich Manderla realizó los primeros estudios 

considerando los desplazamientos de los nudos como incógnitas en el 

análisis de una armadura, tomando en cuenta las deformaciones 

producidas en los elementos de la estructura por la acción de momentos 

flexionantes y fuerzas axiales, para lo cual cons1deró que la armadura 

tenía nudos rígidos. Este procedimiento resultó inadecuado por la 

complejidad que resultaba el resolver un sistema de ecuaciones, ya que 

estaba en función de los desplazamientos angulares y lineales de cada 

nudo. 

En 1892, Otto Mohr, desarrolló un método aproximado para el 

cálculo de los esfuerzos producidos por la flexión en una armadura con 

nudos rígidos, para lo cual también se necesitó resolver un sistema de 

ecuaciones, que·estaba en términos de la rotación de los nudos. 

En 1914, Alex Bendixen desarrolló el método pendiente-deflexión 

para el análisis de estructuras que requiere la solución de un 

sistema de ecuaciones en términos de los desplazamientos de los nudos. 

En 1915, G.A. Maney dió a conocer el desarrollo de éste método, el 

cual era muy semejante al presentado por Mohr. 

En 1930, Hardy Cross, dió a conocer el método de la distribución 

de momentos, que consistia en lograr el equilibrio de los momentos en 

los nudos mediante aproximaciones sucesivas. Este método tuvo gran 

aceptación debido a que se evitó la necesidad de resolver el sistema 

de ecuaciones que se requería en el método ·de pendiente-deflexión. En 

1935, R.C. Southwell propuso el método de relajación de aproximaciones 

sucesivas. 
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.. 

Con el advenimiento de las computadoras se eliminó la solución 

del sistema de ecuaciones simultáneas como un obstáculo para el 

análisis estructural, lo que permitió la utilización de un método muy 

generalizado, basandose en el método de pendiente-deflexión, donde las 

incógnitas son los desplazamientos de los nudos, a este método de 

análisis se le llamó método de las rigideces. 

INDETERMINACION CINEMA TICA. 

En el método de las rigideces, al número total de los 

desplazamientos de los nudos no restringidos (y de los apoyos) se le 

llama número de grados de libertad o grado de indeterminación 

cinemática. En una estructura plana, se pueden tener desplazamientos 

lineales (en dos direcciones ortogonales), y desplazamientos angulares 

(giros) en cada nudo. 

Para determinar el grado de indeterminación cinemática en una 

estructura, es importante decidir si se tomará en cuenta o no el 

alargamiento o acortamiento de los miembros estructurales (deformación 

axial de barras). Por ejemplo, en la figura 1, caso (a), si se toma en 

cuenta la deformación axial de barras, se tendrían 7 grados de 

indeterminacióm cinemática, sin embargo si· no se toma en cuenta la 

deformación axial de las barras solo se tendrían 4 grados de libertad, 

como se ilustra en el caso (b) de la misma figura. En el caso de 

armaduras no se toman en cuenta las rotaciones de los nudos, únicamente 

los desplazamientos lineales de los nudos, como se observa en el caso 

(e) de la figura l. 

En el método de las rigideces, también llamado de los 

desplazamientos, se tendrá que definir una estructura restringida o 

primaria (también llamada cinemáticamente restringida) en la que se 
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EJEMPLO 1 

0 CD ® @ 
8 t-m 

• ~ 2 t/m ___ ....... __ 
F ?C "">QOOC" 

CD (]] A 

10 t-m . 

~ 
4 m 3m 4 m 

Estado O 

Mao 

:7:1. 
Estado 1 

Estado 2 

kaz 

Estado 3 
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considera a todos los nudos empotrados y a partír de esto, se calculan 

los momentos de empotramiento que son los que habrá de equilibrar 

posteriormente. A este primer paso del método se le conoce como el 

estado I. 

COEFICIENTES DE RIGIDEZ 

Por rigidez debemos de· entender que es la capacidad que tiene un 

cuerpo para no deformarse cuando está sujeto a cargas externas, dicha 

deformación puede ser un giro o un desplazamiento. Al referirnos a 

cargas estamos considerando tanto fuerzas como momentos concentrados. 

Las rigideces se expresan como sigue: 

r = • 
M = 

r • 
rigidez 

= 

momento 

M 
-¡p-

angular. 

en el extremo considerado. 

V 
-()-

¡p = giro en el extremo en donde se aplicó. 

r = rigidez de entrepiso. 
E 

V = cortante de entrepiso. 

e; = desplazamiento relativo de entrepiso. 

La rigidez angular de barras de sección constante, considerando 

únicamente deformaciones por momento flexionante, se calculará para el 

caso de la viga siguiente, donde el extremo A es un apoyo fijo y el 

extremo B es un empotramiento: 

® ® 
M. ~ 

El = cte. !'""\ t.' 1 ~.= o 
o -" o~ o.= o .-

L 
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Como se vio anteriormente, la rigidez angular se calcula con la 

expr~sión: 

punto A de 

r = · M / t/1 , como nuestra incógnita es el giro en el 
A A A 

la viga en estudio, tendremos que valuar el giro debido a 

un momento aplicado en A como se indica en la siguiente figura: 

® ® 
M. 
r'\ 1 .ill 

~. = ? 

L 

Aplicando el método de las flexibilidades para resolver la viga 

hiperestática, tendremos la siguiente estructura primaria: 

ESTRUCTURA .PRIMARIA 

® 
' 

® 
ESTADO O 

MY\ 

1 .. 
L 

ESTADO 1 

~I~ 

resolviendo la ecuación de compatibilidad: 

donde: 
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1 
M L 

() (L) (MA) (1) 
A 

6EI = 
10 6EI 

f 
1 (L)(1)(1) L 

"""""3EI = """""3EI 11 

M L 
L sustituyendo: A o 6EI + 

R1 """""JEI = 

M 
A resolviendo: R = --2-

1 

Por lo tanto, el diagrama de momento flexionante final será: 

L 

Para poder determinar el valor de 4> 
A 

M 

volveremos a emplear el 

método de las flexibilidades, aplicando un momento unitario en el 

punto A (en la dirección donde se quiere encontrar el giro), por lo 

que tendremos: 

@ ® 
1 r"\ 

1 Á 
L 

1I~ m o 
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valor 

donde: 

sustituyendo: 

conociendo: 

sustituyendo: 

"' 

"'· 
r • 

r • 

= 

= 

= 

I M m 

El 

1 
6EI 

M • 
</lA 

4EI 
-L-

o 
ds 

M M L 
(L)(l)(2MA - -·-) • = 4EI 2 

En el caso de una viga, donde su extremo B es un apoyo fijo, el 

de su rigidez angular cambia, calculandose de la manera 

siguiente: 

0 ® 
M, 

\r/1. 
~.= ? ~ - T"\ .. 

1~ .. 

li~ 

Su giro será: = 

Su rigidez será: JEI 
r = • -L-

ECUACIONES DEL EQUILIBRIO 

= 

El 

M 

L M • 
3EI 

cte 

La base del método pendiente-desviación está en las ecuaciones de 
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equilibrio, que nos definen los momentos en los extremos de cada barra 

en función de los desplazamientos angulares de sus extremos y de los 

desplazamientos lineales relativos entre sus extremos. 

Si consideramos la siguiente barra, que se aisló de un sistema 

estructural estáticamente determinado y que está deformado debido a 

las rotaciones en los extremos ~ 
"A t/1

8 
Y un desplazamiento lineal 

relativo entre A y B, 6. Los momento en sus extremos los llamaremos 

MA
8 

y M
8

A que están en función de sus deformaciones elásticas y de 

las cargas que actúan sobre la barra. 

® 
w 

= El cte. 

L 

Para obtener los momentos M y M aplicaremos el método de 
A8 8A 

superposición, sumando algebraicamente los efectos debido a: 

l. El momento debido al giro t/>A del extremo A, manteniendo 

empotrado el extremo B. 

2. El momento debido al giro "'8 ·del extremo B, .manteniendo 

empotrado el extremo A. 

3. El momento debido a la traslación relativo 6 entre los 

extremos A y B. 

4. El momento debido a las cargas que actúan sobre la barra, sin 

alterar las deformaciones existentes en los extremos A y B. 

METODO DE LAS RIGIDECES OCTUBRE DE 1990 

PAG. 9 



Grados de indeterminación cinemática 

G.l.C. = 7 
Se considera la 
deformaci6n axial 
de barras. 

G.l.C. = 4 
Se desprecia la 
deformacioh axial 
de barras. 

G.l.C. = 12 

HETODO DE LAS RIGIDECES 

( A ) 

( B ) 

( e ) 

FIGURA 
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Para determinar estos efectos se realizará lo siguiente: 

1._ Considerando la barra A-B, con las condiciones de soporte que 

se indican en la figura 2(A), donde el extremo A gira un ángulo t/>A, 

mientras que el extremo B esta fijo, tf>
9 

= O, y no hay desplazamiento 

relativo entre los extremos A y B, a = O. 

Utilizando el método de la viga conjugada, figura 2(B), con el 

diagrama de momentos dividido entre El como carga elástica, donde t/>A 

es la reacción en sentido positivo, de tal manera que sea la pendiente 

positiva que se busca de la viga real, por lo que tenemos la solución: 

haciendo: [ M
1 

L 

)[~) [ M
1 

L 
)[ 2~ ) 1: M o A8 8A o = = A 2EI 2EI 

MI 1 MI . . • (a) = 2 8A A8 
donde: 

- [ M
1 

L 

)[~) [M~~~)[~) 1: M o (tf>AL) 
A8 o = + = 8 2EI haciendo: 

sustituyendo (a) en la expresión anterior: 

= 

por lo tanto: 

= 

2. Si consideramos la estructura de la figura 2 (C), en donde 

ahora el extremo B se ha rotado un ángulo t/> y el extremo A está 
8 

empotrado, procediendo de manera similar al caso anterior· llegamos a 

las siguientes expresiones: 

= 

IIETODO DE U.S RIGIDECES 
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= 
2EI 
-L- ¡pB 

4EI 
-L- ¡pB 

3. Considerando la figura 2(0), donde ahora se tiene un 

desplazamiento relativo !':. entre. los extremos de la barra (sin 

rotaciones por estar empotrados). Observando a la estructura y debido 

a simetría de la deformación con respecto al punto central de la 

barra, los dos momentos que actúan en los extremos deben ser iguales, 

es decir: 

= = 

Deben ser de signo negativo, pues tienen sentido antihorario. Por 

el método de la viga conjugada, y considerando su respectivo diagrama 

de momentos como cargas elásticas sobre la viga conjugada, figura 2(E) 

se observa que debe actuar un momento igual a !':. en el extremo B, 

debido al desplazamiento obligado !':. en la viga real. 

haciendo: í M = o ( ~~i )(4-) ( ~~i )(+) !':. = o 
8 

donde: MJ 6EI 
!':. = 

L2 

por lo tanto: MJ MJ 6EI 
!':. = = 

AB BA L2 

4. Si consideramos a la barra A-B que no sufre deformaciones 

debido a las cargas que tenga sobre su claro, entonces podremos 

calcular los ·momentos de empotramiento perfecto (ANEXO A), y que se 

definen respectivamente en sus extremos por: M4 
y M4 

. 
AB BA 

Sumandó los cuatro,efectos tendremos: 
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M = MI + M2 + MJ ± M4 
48 48 49 48 48 

M = Mt + M2 + MJ ± M4 
84 84 84 84 84 

sustituyendo: 

M 4EI 
4>4 

ZEI 
4>8 

6EI 
tJ. ± M4 = -L- + -L-48 L2 49 

M ZEI 
4>4 

4EI 
4>9 

6EI 
.~ ± M4 = -L- + -L- ----

84 L2 84 

Las ecuaciones anteriores fueron para una barra sujeta a giros en 

sus extremos A y B, con desplazamientos en uno de sus eXtremos, que 

son el caso general de las ecuaciones pendiente-deflexión. Para 

nuestro· caso del método de las rigideces, y de forma matricial, las 

ecuaciones de equilibrio son: 

( F + (K·)(D) = o ) 

PROCEDIMIENTO PARA ÜBTENER ELEMENTOS Mn::.:.NICOS EN VIGAS 

Y MARCOS HIPEREST A TICOS 

El procedimiento general para la solución de vl gas y marcos 

hiperestáticos se describirá a continuación: 

1.- Se determina el número de grados de libertad de la 

estructura. 

2.- Se empotran todas las barras en sus extremos, menos en los 

apoyos de empotramiento, Estado I, logrando con ello una estructura 

cinemáticamente determinada. 

HETODO DE LAS RIGIDECES OCTUBRE DE 1990 
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3.- Se calculan las momentos de empotramiento en los extremos de 

las barras debidos a las cargas sobre ellas.-

4.- Se liberan los nudos, Estados II, III, IV, etc. liberando los 

desplazamientos unitarios uno a uno que fueron impedidos en el paso 2, 

calculando las fuerzas necesarias para lograr estos desplazamientos 

(coeficientes de rigidez). 

5.- Se platean las ecuaciones del equilibrio, que será un sistema 

de n incógnitas, siendo n el número de grados de libertad cinemática 

de la estructura. 

6.- Se resuelve el sistema de ecuaciones, obteniendo los 

desplazamientos de la estructura, tanto giros como despl.azamien.tos 

lineales. 

7.- Con los giros y desplazamientos lineales se obtienen los 

momentos en los extremos de las barras correspondientes, aplicando las 

ecuaciones del equilibrio para cada caso, superponiendo cada Estado. 

8.- Se obtienen los diagramas de momentos de la estructura real, 

sumando los momentos obtenidos en paso'7 con los debidos a las cargas 

que actúan sobre las barras (superposición). 

9.- Por último, se obtiene el diagrama de fuerzas cortantes 

aplicando la estática y el de fuerzas normales (si es el caso) por 

equilibrio interno de la estructura, así como sus reacciones. 

PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 

- La matriz de rigideces debe ser cuadrada, de orden n por n, 

donde n sería igual al grado de indeterminación cinemática. 

IIETODO DE LAS RIGIDECES OCTUBRE DE 1990 
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- Tiene propiedades de simetría: k1J = k 
Jl 

- Los coeficientes de la diagonal principal deben ser positivos. 

Debe ser una matriz positivamente definida, es decir, su 

determinante debe ser mayor que cero. 

- La matriz de rigide~es es la inversa de la de flexibilidades, 

sin embargo se debe tener en cuenta que por flexibilidades se basa en 

una estructura isostática, y el sistema de coordenadas representan la 

localización y dirección de las restricciones, y en cambio en 

rigideces, se restringen desplazamientos en nudos, siendo su sistema 

de coordenada la localización y dirección de los desplazamientos 

incógnitas, por lo tanto tanto la inversa de la matriz de 

flexibilidades utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en 

la cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se 

utilizan en el análisis del método de rigidez y viceversa. 

NOTA: Estos apuntes fueron elaborados por el Ing. Miguel Angel Rodrí-
guez Vega. Profesor Facultad de Ingeniería. UNAM. 
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UNA SISTEHATIZACION DEL ANALISIS DE MARCOS 
PLANOS SIN CONSIDERAR DEFORMACIONES AXIALES 

DE SUS BARRAS 

Julio Damy Ríos (1) 

• 
I -¡RESUMEN 

1 

i 

Se presenta un método para ana~izar marcos planos de cualquier forma, sin consi
derar·deformaciones axiales en sus barras. En una forma sencilla se obtienen los 
grados de libertad, la matriz que relaciona éstos con los desplazamientos trans
versales de las barras, as! como la matriz de rigidez de la estructura. En mu
chos casos se justifica no considerar deformaciones axiales de las barras, ya 
~ue este efecto es despreciable. 

La ventaja del 
permite el uso 
nual. 

método radica e~ ~ue se disminuye el número de incógnitas, lo que 
ventajoso de mini y microcomputadoras, así como su aplicación ~~-

II ¡_ INTRODUCCION 

Antes del advenimiento de las computadoras, los marcos planos 'de cualquier forma 
se analizaban·sin considerar deformaciones axiales de sus barras; la razón·era · 
evidente, las incógnitas eran los giros y loa desplazamientos de los llamados 
grados de libertad, en vez de tres incSgoitas·por nudo, como es el caso al cona!· 
d4rar deformaciones axiales. De hecho no se utilizaba el método de los desplaza
mientos en su forma explícita¡ sino que ~e usaba el matado de Crcss =cd!~icad~ 
combinado cun l~s llamados d!~gramas de Williot-Mohr (Ref. l) que relacionaban 
los desplazamientos transversales de cada barra; el procedimiento era bastante 
engorroso y dif!cil de sistematizar. 

En la década de los sesenta apareció el programa ,STRESS desarrollado por el Dr. 
S. Fenves; es el primer programa que utiliza el método general de los desplaza
mien.tos, en la forma que hoy nos es tan conocida; considera deformaciones axia
les, deformaciones por flexión y por cortante de todas. las barras, lo cual impl! 
ca que por cada nudo hay tres incógnitas: los desplazamientos dx dy y el giro~ 
de los nudos¡ este planteamiento es sólo pciaible gracias a la nueva herramienta, 
la computadora, que en aquella época no era una palabra de uso común como. lo es 
ahora. tl rápido desarrollo. de las computadoras lanzó al olvido a CrosQ y a 
lo.'illiot-}!ohr; s!n embargo hay que hacer notar que en gran número de p::oblemas 
estructurales, el considerar Únicamente deformaciones por flexión de las barras, 
como lo hacían estos métodos, no introduce grandes errores en los resultados 
del análisis. 

En Al presente trabajo se introduce una forma.de sistematizar un método de los 
desplazamientos, en donde el análisis de los marcos considera sólo flexión, lo 
cual, en muchos casos, disminuye el número de incógnitas a menos de la mitad de 
las del método general de los desplazamientos. La ventaja es ·evidente cuando se 
usan mini o microcomputadoras con poca capacidad de almacenamiento o cuando se 
tiene que efectuar al análisis manualmente •. Otra modalidad de la presentación 
consiste en no ut.ilhar un planteamiento matricial directo, que en muchos casal 

(1) Pr~fesor·de la Facultad de lngenier!a, mlAM. 
. -······· -------- ·----~----- ------------------ --- ........ ------ ·- ----------- - ----
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es muy deficiente, sino que se obtendrán expresiones sencillas que serán fáciles 
de programar 

III - PLANTEAMl!NTO G!NEltAL 

Si no se consideran deformaciones axiales da las·barras (d.a.b.) los marcos tie
nen un nú~ero limitado de desplazamientos independientes a los que se les llama 
los grados de libertad; ilustremos lo anterior con el ejemplo mostrado en la fi
gura l. Se trata de un marco dei dos aguas con nB (4) barras orientadas 'Y nN (3) 
nudos, al no considerar d.a.b. 'tendremos las siguientes restricciones que rela
cionan entre s! a los desplazamientos de sus nudos: 

~ 
barra 1 

(~ 
•·O· 

barra 2 dxt> cos 9 + (c!y2 - dyl) sen9 -o 
barra 3 (dxJ - dx2) cose- (dyJ - dy2) sene • o 
barra 4 dyJ .. o 

estas cuatro ecuaciones son linealmente independientes, por lo que se puede ele
sir a dos desplazamientos independientes que llamaremos los grados de, libertad 
(g.l.), se llamará no al número de esos g.l.; los otros cuatros desplazamientos 
dependen de los dos g.l. Arbitrariamente elegiremos como g.l. s dxl y dxJ• a 
los que llamaremos D¡ y D2 respectivamente, por lo tanto: 

dxl - D¡ 

!>-1 - o· 
X2 - 1/2 (D¡ + Dz) 

dy2 • 1/2. (01 - Dz) · cote 
dxJ - Dz 
dyJ T o • 

1 

estas relaciones sa ·obtienen \gráficamente usando el m'todo de Williot~lohr 
(Ref. 1) 

Al.aplicar el método de los desplazamientos, las inc6gnitaa aar¡n loa dos s.l. 
y los tres siros de loa nudos 

f} 
....... 

El problema se. reduce a obtener la matria.da rigidez (K) que ·relaciona estos 
desplazamientos con loa momentos aplicados en loe nudos (Mi) y con las fuerzas 
aplicadas paralelamente a loa g.l. (Ft), vÑaa figura .2. 

M¡ i fl 
M2 Ku ! 1t12 yz 

;¡ = . -·. +··-- h·~· , 
Fz K21 1 ICzz Dz . . 

Como se observa la matriz (K) ae ha sub~vidido an cuatro.aatricea qua ae o~en 
drán po.r separado, htaa aan la(matriz lX111 da orden (.nN X nN), la matjis .lK22J 

. da oTden (no x np) ~'1la matriz K¡ 2) de orc?en (n;¡ x n0), la lll&td.z (K:n es la 
transpuesta de l'l2;• 

......• ,_.~-- ...•. ·_________ ----~---~ -·--· ------· _______ ;.,...;...._ ____ _ 
-----------·!.-

• 
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!V - ARMADURA ANALOGA 

La relación que guardan entre s! los desplazamientos de un marco donde no se con 
sideran d.a.b. es la misma que tienen· los de un mecanismo de igual forma que el 
marco per•> compuesto de barras indeformables dob1.emente articuladas (figura 3), 
al que se le llamará mecanismo análogo; para que esta analogía sea válida ~erá 
necesario que los desplazamient,os del mecanismo seaR· pequeños. 

' 1 

Por facilidad en la figura 3 sé ha dibujado la configuración deformada del marco 
considerando nulos a los giros; lo cual no afecta a las relaciones entre los d~s 
plazamientos ya que éstas se fundan exclusivamente en no considerar d.a.b. 

El.problema de encontrar las relaciones entre los desplazamientos transversales 
de las barras (~) con los g.l. (Di), se reduce a encontrar esas relaciones en 
el mecanismo aná1ogo para lo cual estableceremos dos teoremas válidos sólo para 
desplazamientos pequeños. ¡ 

Teorema 1 

Los g.l. de un mecanismo estád asociados a las barras que unidas a tierra se ne
cesitan añad:t:r para que el mecanismo se convierta en una armadura ·estáticamente 
estable (mecanismo indeformable) (ver figura 4). A esta armadura le llamaremos 
la armadura análoga (a.a.). 

' ' En la figura 4 (a) las barras asociadas a D¡ y Dz son la 5 y 6, en la figura 4 
(b) las asociadas .a D¡, Dz y D3 son las 6, 1 y 8 en la figura 4 (e) las asocia
das a D1 y D2 son las 7 y 8 

La demostración de este teorJma es evidente ya que en las dos estructuras no hay 
d.a.b., obsérvese que hay va~as alte~tivas de a. a. para un marco dado. 

Teoreoa 2 \ 

El desplazamiento (d) de cualquier nudo en 
!leal de los g .l. (ésto es evidente por ser 

cualquier direcciSn ea una función 
pequeños los deaplaaamientos) 

-~ (d) }_. ai· Di 
i•l 

1!. 

los coeficientes ai son las fuerzas axiales en las barraS asociadas a los g.l. 
(b.a.g.l.), producidas por.una.fuerza unitaria paralela al desplazamiento (d) 
aplicada en la a.a. La demostración. del teorema se funda en la aplicación del 
principio del trabajo virtual considerando que las ahicaa barras deformadas son 
las b.a.g.l. cuyas deformaciones son los valores de los g.l. (Di)• 

A continuación aplicarem'os estos dos teoremas al ejemplo ilustrado en· la figura • · 
S; se desea obtener el valor de dxz en función de .Dl y Dz¡ resolviendo la arm4d~ 
ra análoga se obtienen loa resultados mostrados en la figura 5 (e), por lo tan-
to: 

dx2 • 0.5 D¡ + 0.5 D2 
que es el mismo resultado que obtuvimos con anterioridad. 

··- -------------·----- ---- ..• -----·--------·· ------ --------·-- ·"·· ------ _:,_ ____ -·-------·- ... 



-Y 
Us~'do también estos dos teoremas obtendremos las matrices 
y l_C) de orden (2nN X no) que respectivamente relacionan a 
desplazamientos transversales de las barras (Aj) y con los 
nudos (dxi• dyi) {

6
} · 

tN}, : f~~ ~J 

(H) de orden (na ~no) 
los g .l. (Di) c:on los 
desplazamientos de loa 

....... ,.:_ 

1 
1 

V OBTENCION DE LAS MATRICES ( H) y ( C) 
1 

Para obtener la matriz (H] se aplicarán los. dos teoremas de la a.a. que ya hemos 
demostrado. El renglón j de [H) , asociado a la barra j, se obtiene aplicando un 
par de fuerzas unitarias aplicadas normalmente y en los extremos de la barra j y 
c:a~c:ulando las fuerzas axiales en las b.a.g.l.; en la figura 6 se ilustra el pro
cedimiento para ~tener el ren~lón 2 de la matriz (H) del marco del ejemplo; el 
renglón 2 será l- 1.0 + l.O) • · . 

A continuación obtendremos la matriz (Rl para nuestro ejemplo: 

-
1.0 

- 1.0 
1.0 

o 

o 
l. O 
1.0 
1.0 

Pafa obtener la matriz (e) aplicaremos loa teoremas de la a.a. El renglón j de 
(CJ asociado a un desplazamiento de un nudo, se obtiene aplicando una fuerza 
unitaria en el nudo en la direc:c:ión del desplazamiento y calculando las fuerzas 
en las b.a.g.l. Obtengamos 1(c} para nuestro ejemplo: 

• 
\ 

VI 

1.- Obtención de.(Kl~ 
_ Esta matriz es la da simple de 

es nulo, es mu~ fácil demostrar 
a: 

'1.0 
o 

o.s 
0.8660 

o 
o 

o 
o 
o.s 

-0.8660 
1.0 
o 

OBTENCION DE· LA MATRIZ ( x) 

obten~r ya que r~ladona tM} e:~ (Y} cuando {o\ 
que el elemento i,j ele la matriz ft ~ es iguat 

-
~ • Valor ela 2 El/L .ele la barra k 
Ajk• Ajk • Elementos de la matria (A) 
6ij • Delta de Kronec:ker (• l si i•j, • O si 1/j) 

La matriz (A)está elefiniela de. la siguiente forma: 

" .... 

1 

1 

1 
1 

j 
1 
1 
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Aij • 1 
~-: 

si el nudo i es cualquier extremo 
de la barra j 

Aij • O , en caso contrario 
' 

A c:ontinuución presentamos el valor de (A) para n~estro ejemplo: 

[' 1 o !] (A) - i o 1 1 
' o o l 
1 

Como la matriz (A) est~ formada por ceros y unos y es función de las incidencias 
·de las ba~ras, se podrá emitir su cálculo cuando se programe la obtención de 
(K1i\ , ya que ésta se obtendrá directamente con la llamada "regla de la suma" 
1o lel enaamble) que utiliza las incidencias de las barras. Obtengamos (K 1 ~ara · 
nuestro e.Jemplo, por facilidad supondremos EI constante: 

rl • r4 • 0.5 El; r2 • r3 • 0.3464 El 

o.o~J [KuJ [1.6928 . 0.3464 
• o ,3464 1.3856 0.3464 El 

0;0000 0.3464 1.6928 

2.- Obtención de (K22) 

La matriz (K22) que relaciona {F} con {o} cuando los g:l,ros .{r} son nulos se· ob
tiene comb~nando los tres principios fundamentales del análisis estructural: con. 
tinu:l.dad, ley c!e Hockc y equilibrio. · · - · 

. 1 : 
1 

Contin~idad: 
Ley de Hooke: 
Equilibrio: 

La ecuación de equilibrio se obtiene ·a partir del principio de con?r~radiencia, 
que ·nos dice que el trabajo efec:tuad9 por las fuerzas externas ( V") {o} ) es 
igual al de las fuerzas internas ( tV~}>; las variables usadas en estas ecua-
ciones son : . 

{A} • Vector de los desplazamientos transversales de las 

{~~ 
• Vector de los valores de los g.l • .. Vector de las fuerzas cortantes de cada barra 
• Vector de las fuerzas aplicadas paralelamente a los 

Cr • Matriz diagonal con los valorea de 12 EI/L3 da cada 

Combinando las tres ecuaciones se obtiene: 

o sea que: 

o bien el elemento ij de la matriz ·[K22) será: 

f: 122 (lj) = k • l H k1 H kj r' k 

barras· 

g.l. 
barra 

,. 



. /' -· \.) --
Obtengnmos (K22) para nuestro ePemplo: 

ri • r¿ • 0.1875 El rl • r) • 0.0624 Ei 

[ ) [ 
0.3123 

1{22 .. - o .,1248 

' 3.- Obtención de (K12) ¡ 

- 0.12"481 
0.3123J 

EI 

La matriz rK¡~ que relaciona {M} con {n} cuando los giros {ylson nulos, s~ 
tendrá apl~cando la relacio~ que muestra la figura 7; por lo lanto 

. 1<¡2,) • (A) (r'J ( H) 
donde: ( r'~ • Matriz d agonal con los valores de 6EI/L2 de cada barra 

o bien simplificando: 

K12 {ij) A il<. H kj r" k 

obtengamos [K12) para nuestro ejemplo: 

i . 
r" • r" • ' 0.3750 EI; r" • t:" • O .1800 El 1 4 2. 3 

(K12J 
[ 0.~950 0.1800] - 0.~950 0.1800 

VII - APLICACION DEL METODO 

Apliquemos el método al ejemJlo mostrado en la figura 8, ~uya matriz (K) ya 
ha calculado; las fuerzas de ~ijación de cada barra se muestran en la misma 
ra. Obtengamos el vector {FN} "fuerzas. en los nudos: · 

Fxl • o Fyl • - 5.78 
Fy2 • -· 5.78 - 3.52 x coa 
FyJ • - 6.48 X cos JO 

; , FJC2 

30; FxJ 
• 10. - 3.52 x sen 30 
• - 6.48 x sen 30 

., 

se 
fig~. 

Obtengamos (Frl vector 
de coneragradÍencia: 

de fuerzas paralelas a los g.l., utilizando el principio 

obteniéndose los eiguientes·resultados: 

• 

o 
- 5.78 --·· 8.24 
-~-~ •• 83 
- 3.24 
- 5.61 

• 
' 

por lo tanto el vector {F}s.erá: 

.. -· 
··--- ---------·-

--

{
- 3.53) 

• 8.53J 



• 

-~-

- 4.81 
- 0.73 

8.31 
''"3.'53' 

8.53 

7 

La ecuac~ón {r} • (K) {d} se puede resolver utilizando él método de Caus9-Sd-
del (Ref.2), el cual es muy simple de programar o de ejecutar manualmente; se 
obtienen los siguientes resultados: 

i/ 
1/l 

~l 
Dl 

2 

= 

- 7.7325 
1.4620 

- 0.2253 
'''i.6ú7 

34.9494 

X 1/EI 

Por medio de las matrices r H J y (cJ obtengamos los valores de{t.}_y {dN} 

7.6117 

Loa momentos en 
se obtienen con 

7.6117 
27.3377 
27.3377 
34.9494 

1 ...... Q. ·-· 
21.2806 

-=. n ,6J 2J. 
34.9494 

o 
los extremos de una barra j , -producidos por 
las siguientes fórmulas: . 

MAj • rj Jz ~A + y? s> + r" A j j 

MBj - rj Ú f{ B + 't A) + rj A-j 

x 1/EI 

loa desplazamientos, 

estos momentos sumados a los de empotramiento nos dan los momentos finales; en 
la figura 9 se muestra el_diagrama final de momentos flexionantea. 

Para comprobar la solución se utiliza el principio del equilibrio: la suma de 
loa momentos sobre los nudos debe ser nula y el valor final de Í'oJ debe ser nu-
lo, condiciones que cumple la solución de nuestro ejemplo. · . 

d.a.b. 
dxi• dyi 
g.l. 
Di. 

;j 

nN 

• 
• 
• 
• 
• 
• 

• 
• 
• 

• 

VIII - NOTACION 

deformaciones· axiales_ de las barras 
desplazamientos del nudo i 
grado de libertad 
valor del g .l.i 

.giro en el nudo i 
vector formado por los giros en los· nudos y los valr,-
rea de los g.l. 
momento aplicado en el nudo 1 
fuerza aplicada paralelamente al g.l.i 
matriz de rigidez. de la estructura de orden 
(nN + no) X (nN + no) 
número de nudos 

ns • número de barras 
no • número de g .l. 
b.a.g.l. • barras asociadas a loa grados de libertad 

• --------------- ___ ,!..__ ____ ------------~-------------------- ---~-- .---------- •• ------- -- ---



(1) 

(2) 

-;· ..... -· 

• 

8 
desplazamiento transversal relativo de la barra j 
(ver fisura 7) 
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1 NT RODUCCION I 
t:l ;,n[.lisis estructural, a trav~s del método de rigideces, re

suelve el problema del análisir: de sistemas .estructurales, rce

diante la soluciÓn de la ecuación general{F}a(K~d} 1 en donde el 

tamaño de la matriz de rigidecen de le estructura(K), mantiene 

una relación directa ·con el número de grados de libertad angular 

y lineal del si<lterna estructural. 
, . 

En un planteamiento tradicional, el analisis e3tructural 

concibe como nudos de una estructura a .todo·s aquellos puntos en 

que concurren· dos o !lk;s elementos de la misma. 

Es posible, 8 través de un planteamiento más elaborado redu

cir el nÚmero de nudos de una e5tructura si sÓlo se consideran 

como tales 8 los puntos ~n que concurren tres o mús elementos 

de esta, lo cual reduce considerablemente el ·tamaño de la uatr~.z .t~ 

de rigideces de la estructura(K), siendo esto ventajoso desde el 
, , i 1 punto de vista de la solucion matemat ca y sobre todo de a apli-. . , 

cacion de computadores al analisis estru~tural. 

Este planteamiento es de ú1terés particular cuando se a?lica 

al análisis estructural de siste111ou de tuber1as en dos o tres di

mensiones, debido a que en estor. sistemas estructurales existe 

por lo general un número suficientemente grande de puntos en que 

concurren solamente dos tramos de tuberia (quiebres), como para 

pen,.ar en un tratamiento Pspecial para ellos, sin considerc.rlos 

como nudos. 

r 

' .. 
•< 

---- --------------------------- --· __ .. __ . 
-~ ______ 3 __ .--· --·--·· 
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CARACTERISTICAS JI 
1.- NUDO.- Se consid~rarán como nudos sÓlo aquellos puntos 

de la estructura en que concurran tres o m;s tramos de 

barra y a los a·poyoa incompletos. 

2.- TRAMO o~ BARRA.- Se llamará as1 al tramo recto compren

dido entre dos quiebres adyacentes de una barra. 

3.- BARRA.- Se entenderá por barra, a la parte de tuber1a 

comprendida entre dos nudos. 

4.- SECCION T~\NSVERSAL.- La secciÓn transversal de cada 

barra, será un anillo circular constante en toda su lon

gitud. 

Y' .. ~ 

x• 
--.. ~ ... 

Ix' = J 
Iy' • Iz•• I 

Acy' • Acz• • Ac 

Fr~1 .- Propiedades de la sec
ción transversal y ejes localea 
de referencia. ( s.L. ) 

4 
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DEFINtCIONES _:If! 

~G. > @ nudo 

rn barra .. , ... , .. 
FI::>. 2.- Tuber!a en el plano. 
=-:--

~ Notesc que en un nu~o pueden con- s.G.: Sistema global 
'de referencia. 

. -

. . 

currir barras con diferente sec
ción transversal. 

A. 1.>.- Matriz de transformacibn de coordenadas T para 

un traillO de barra. 

@ 

coa ._ -sen -& o 
(Ü quiebre 

m trlliBD (Tlm • _•_e_n_-e_+_c_o_s_-o-_.¡_o_ 

FIG_].- Trilmos de baTra y ángu
lo~ para la barra '1 de la fi
gura 2. 

' 

---·---· - ·-··-· ··-- __ . ___ , __ .. _____ . ________ ...:__ __ . --·· _______ ...::__::: .. -..,.: __ .::..:..~ . 

o o '1 

/ 

--''-----'· ---~-- ·-· ... --. -- . 

5 



dond~ ~ ~ inclin.1ción del tramo de burra j referido al 

eje x positivo en el s.o. medido en sentido 

contr~rio al de las manecillas del reloj. 

A. 2. l Matriz de transporte entre los puntos@ y Q) referidos 

al S.G. 

~fcrido al tramo~! de la barra 
liJ (fig. 3 >, a es el nudo<!) y j 
I'!S el quiebre@ 

NÓtese que p.1ra el tramo adyacente a un nudo, la matriz 

de transporte ( H"j) toma la form•1 de la matriz identidad 

(x). 

A. 3.) Matriz de flexibilidad del tramo !1J en GU extremo Q) t·cfe

rido al S. L. de referencia. (ver fig. 1) 

"' L -EA 

(t~Jm • o 

o 
(en S.L.) 

··--•,Fa. __ .. _,_ .. _.:_ ----------- _. _____ _:.:...::.,. __ _ 

o o 

LS(ttC) L' 

)¡:;¡ 2EI 
L~ L 

2EI EI 

I 
donde: c. G (1+~>----

AcL 

y; NÓdulo de l?oisson del ma
teri.tl 

Ac!l! Arca de cortante de la sec
ción transversal 



. ': 

.. \ 
:. 1 

' ¡. i 
'1: 

! 
i 
! 
! 

1 

1 

__ .. ,.! 

a >.- Par,, ani•lisis en .tres dimen:~iones. -·----- -------

r . ~-=~ 
¡. r' .··· 
~ . 

·;, 

fiG. 4.- Tuber1a en el espacio. 
rib.te::e- que en el nudo pueden con
currir barras con diferente sec
cién transversal. 

(!) nudo 

m barra 

S.G. Sistema-global 
de referencia 

... ,. 

B. 1.) .- Matriz de transformación de coordenadas (T) para- · 

un traillO de barra. 

l 1'Jm • . J ~. ~ 
:0 A . ..e ¡,) Cx'ic Cy'x Cz'x 

Cx'y Cy'y cz•y 

Cx•z Cy'z Cz'z 

E:n la Mtriz~3Jlos o>lementos de las columnas 

1,2 y 3 son los cosenos directores de x•, Y' 

y z' respectivamente, del traillO[}] en la barra 

l!J en s.L., eon respecto al s.G. (ver fi9 1 y 
flg 4) 

7 
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a. 2. l .- Matriz de 

referidos 

/ 

(HajJ • -l(~ 
· (h) (x) 

r~_G.S.- Tramos de barra y quie
bres rara la barra 11) de la fi
gura 4 ( para el tramo ffi,n es 
el nudo @y J es el quiebreG)) 

tr.:~n:::porte entre los puntos B y j 

al s.G. 

donde: ( hJ 

/ 

o -(Z8-Zj) 

• (Z6-Z; ) o 

- (Y0-Y¡ ) (X6-X¡ ) 

' 

Q) quiebre 

[j . tra1110 

<Ya-t.;) 

-C<6-Xj) 

o 

rlótese que para el tramo adyacente a un nudo, la 

matriz de trnn:~porte (n11j) toma la forma de la ma 
triz identidad(!). 

\ 

... 

B. J.) .- Matriz ele flexibilidad del tramo[] en su extre1110 

Q)referido al s. L. de referencia. ( ver fig. 1 l 

8 

. --~-.. -- -- . - -· ~-" 

donde: e • G(t+?l ~ 
AcL' 

í> = MÓdulo de roisson del material 

Ac • Arca de cortante de la sección 
transversal 

G E 
.. 2ü...-v> 

.... i 

-- ----- _ _: ________ , -------~--- ....... _ .. ___________ ·---- ------ ----- - --- ---- .. -·- .. - ··-·· 

. ¡ 

! ' 
:1 
1. 
! ~ 

. 



' ¡ 
. ! 
: 1 

~ ! 
' l 
: 1 

1 
. 1 ¡ 

1 

¡ 
l 
' 
! 
' 

1 
. 1 

1 ~e6)w e 

L o - EA 
, ____ 

o e) 

---- -·-··· -·--

o o 

---
o o 

---·- --

o o . 
_._ 

0 L' 
m 

( en s. L. ) 

' .. 
' 
1 o o o 1 o 

1--

o o o L¡ -2EI 
------

1 

L3 (t...C) o Lz o 1 -- 1 
3k:l 2El 

1 

o L o o -GJ 
1-------f-. 1 

1 

L' o L o 1 

m t:I 
1 - ------- ---

o o o· _L -. El: 

J 

9 
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PLANTEAMIENTO GENERAL 

La solución de la ecu~ción c:;encral planteada en el análisis es

tructural a través d~l método d~ rigideces 

••• ( 1 ) 

comprende las siguientes etapas: 

A.- Formación de la matdz de rigideces (1<) 

B.- Cdlculo del vector de fuerz<ls{F) 

c.- Obtención del vector rle dc:;plazamientos d mediante la 
soluciÓn de la ccu<1ciÓn general (1). 

D.- Obt<•nclón de los elementos mecánicos en los extt:'emos 
de C.lda barra! calculados a partir del vector de des
;>lilzaraiento( d 

Se tratarán aqul sol~mente los ·puntos A· y B. Los puntos 

C .y D corresponden a un pllnteamiento tradicional del análisis 

estructural. 

A.- Formación de la matriz de rigideces(!<) 

1).- Formación de la matriz(l<)en forma topolÓgica 

Se entiende por forma topolÓgica de la matriz K 

a la representación matricial de la relación que guardan 

los extremos de las barras con los nudos de la estruc

tura 

La matriz top·~lÓg.l.ca (K) para las estructuras de las 

figuras 2 y 4 es idéntica y tiene la siguiente forma, 

si el· extremo a de las barras coincide con el nudo~ 

@o@ 



r '¡ 
' 

l k 0~)!il ~ (k .. )b (k s11) w 
+ (koo')a 
---. --·· ·-·- -- -- .. -------· 

C k .. ~)m (k ..... )s•Cki 
-- ---· - - -- -(k~)¡;¡ --

o (k~ )lil 

(1 o 

----··· --- ---------·--

--------- --·---

~·· )lj {te .. ~ )IJI o 
k<>t>)~· (~cu ' 

----· -------"'-

o o 

o o o 

( en S, G, ) 

o 

o 

o 

Nótese que pu~de pensarse en una: reordena ciÓ!! .de la nomencla

tura de los nudos a fin de obtener un menor ancho de banda de 

la matriz(K), lo cual es conveniente desde e{ punto de vista 

de la aplicación de computadores, 

2).- Obtencil!n de l<ts ~trices (k~..,),(k~'),(k.;.<~):Y (keo) para cada 

barra E'!n S, G, 

Estas matrices est¡n relacionadas entre si atrav~s 

de las siguientes expresiones: 

donde A y B son los extremos 
de la barra ( ver figuras 3 
y 5 ) 

Por lo que sólo ::;erá necesario calcular(keo) de cada ba

rra, y aplicar l,•s expresiones anteriores para calcular 

(k~) , (kM) y (k e") , 

! 

1 
' 

Para calcular(k&a) se procede de la 111anera siguiente: 
-1 

Rocuérd.,sc que (k&&) • (fl'AJ , ¡lOr ·lo que el problema 

.:;e .1:cduce a calr::ular(f6 a)en s. G., l.:. cual se obtiene a 

11 
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........ ·-- .. 

partir de la siguiente expresiÓn : ( Ver figuras 3 l' 

5 ). 
N' ~ramo$ 

( f&o\J • ;?__ l Ha\)
1 ( f6r.)ill ( HsD 

J:.1 («.n5~) 

donde ( H~j) y ( :ft".o)ffi se encuentran referidas al s.G. de 

referencia. 

La matriz de :flexib1l i<!ades d~l trar:to m en el ex

tremo B, ceferida al s.G. puede calcularse con la siguien

te expresión. 

(t~eJm· CT1rn(f~&J¡jTJ~ 
(en S.G.l 

3).- Tratamiento de apoyos in~o~P.letos 

Un apoyo incompleto puede no ser considerado C0:!\0 nudo, si 

se emplean las ric¡id~ces modificadas del tramo de barca 

que concurr.e en él. 

A continuacion se listan las matrices da rigideces m o 

dificadas para dos ca~os de 

@ o¡a e ~(O) 
¡;> 

E-\ o o -L 

(k~~: o 3EI :¡q: 

- Ls- '""i7" 
(ti\ ~ l ) ----

o o o 

EA o o -L 
~---··· 

(!Ca~· o 3r.t JEI 
T> L< --- -------

(q~ S L.) 
o 3f.I 3Fl: 

L7 ---L 

interés práctico: 

® 
1"" ---------~~------~~ 

"' EA -L 

( ~c'eo) R( ~c'M) - o 
( ~" <;.L.) 

o 

' 
EA --L 

rk~s) ·(k'OA) • o 

( <!1\ 5- L.) o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

EI r_, 

--r J 
·--- -- .•••• : .• >-· - _ _: __ ~ __ , _______ . ------------ _ _. ______ -: ________ - ---------- .. 

g 



i 

! 

• ·l 

' ' . ' 

: 1 

' ; . 
'' 

: t 
! • 

' 

1 
1 

! ! 
' ' ' 

fuerzas de 

Para obtcncr(k)en s.e. se eraplea la siguicmte exprr.·sion: 

Con (TJ t.tl co:no fue definido en III 

B.- Cálculo del vector de fucrzas{F} 

Las cargas que pueden presentarse en un sistema de tuber!as 

como el de las figuras 2 y 4, son las siguientes: 

1.- Fuerzas exl~rnas aplicadas en: 

l
-los nudos de la estructura 

- lo,; quiebres de las barras 

- los tramos de cada barra 

Considérese la barra (!J de la fig. 2, cargada como se 

muestra en la figura 6 
{F)trtn:uno• 

{~} 
Barra [[lcargilda y 

fijación/ F.\ / F&l y. 

® 
.. ------ {dr:} 

fi\ ..::¡...,..-:o---'" 
~ --- _. 

Fuerzas quiebre 
- Fuerzas fijación • 

. !::}:• '•- J.~- Durra [!]en cantiliver. 

Las fucrz.lS de fiji\ción en el extremo B de la barra [!1 ;;e 

obtienen a p-3rtir de la siguiente exprP.siÓnl 

13 
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donde (d:Jes la matriz de desplazamientos del extre~o B 

considerando a la barra en cantiliver ( ver fig. 7 ) y 

se calcula con la siguiente expresión 

En la expresión anterior,/Fj~S el vector resultante 

de restar las fuerzas externas aplicadas en el quiebre 

Q) <{ Fl, • • • • •••••••• , [ F} N·t ....... ~ en la ti gura 6 ) menos las 

fuerzas de fijación producidas por las cargas externas apli

cadas en los tramos adyacentes al qui~bre(J) ambas refe

ridas al s.G. 

El vector/F1j, tiene la forma siguiente para el caso 

de sistemas de tuber1as en dos y tres dimensiones. 
' 

Fj• 

Fjy 

Fj! 

l Fj} • nj• 
M jY 

Mjt 

( s.G. 3D ) 

Convención 
vector/ F¡} 

positiva del 

La matriz(Hei)se aplica tal como fue definida en III. 

La matrizlt1)es la ~triz de flexibilidades del segmen

to de barra comprendido entre· el extremo origen~y el 

quiebre Q)respecto al extre1110 destlnoQ)y está deflnida me

diante la siguiente fÓrmula de recurrencia. 

(E; tl) a (f§!J +(leift~J~e<D) 
1 ~ j ~ < N'tram~-O 

1 

~---- ----------
----·-····--·- -----·- ---·---~~ ~---- -~-------- ~-------- ----



··--

~n donde (H@c,).::~c aplica tal ~omo fue ele fin ida en III 

y (f[ill) ::e obtiene por un procedimiento similar al des

crito en A.2. 

Nótese que en la ecuaciÓn anterior se tiene que: 

('f1J• (fer.)m 

Y (f' I·Hramo•) • (fe.~) ITl 

Mediante el procedimiento descrito, se obtien~ld~J 
se calcLla{FJ y se le suman las fuerzas de fijación en el 

extremo® de la barra m producidas por las cargas aplicadas 

en el tramo adyacente a él, obteniendose a.::~1 el vector!r~} 
definitivo. 

Una' vez conocido el vector de fuerzas[FJde la bürra 

[!) se_ calcula el vector de fuerzas \i' .. } de la misma barra con 

la siguiente expresión: 

donde a¡ FA res el vector de fuerzas en el extre1110@ de la 

barra ffi producido por, las cargas actuantes en 

ella consider~ndola en cantiliver, ( ver fig. 7 ) 

y(H~se aplica tal como fue definida en III. 

Los vectores de fuerzas/FA\ y{F,jasl obtenidos cons

tituyen el estado I de cargas ( fuerzas de fijación lo 

Al aplicar vectores de carga en sAntido contrario a 

los del estado I, y sumar los que concurren en un nudo 

mas el vector do cargas aplicado en el mismo, se constitu

ye el estado II de cargas. 

La forma topolÓgica del vector de cargas{P)en la e

cuación ( 1 ) para las estructuras de las figuras 2 y 4, 

siendo nudos destino el <1). (J) o® es la siguiente: 

15 
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l 
{Fe.} m + { FrJ

19 
+ { F~ }

00 
~ [ f} q) 

{FA)rn + fF,.lBJ + {r ... 1m+ frJ® 
(F) 

{ f&J + { Falrn + lf~Jfil + f f&Jrs + { F} G> 
.0 

{ fs]
131 

+ ( Fa}ffi + { f }G) 

ConvenciÓn positiva para los 
componentes d~l vcctor(P} 

•) 
T NUDO i.;, 

16 

Estamos ahora en posibilidad de resolver la ecuación ge

neral {F)a(K){d) y obtener.los desplazamientos de los nudos de 

la estructura y calcular a partir de ellos los elementos meca-· 

nicos que se qeneran en los extremos de las barras ( inciso 

IV.C ), lo cual puede hacerse a trevés Je un planteamiento tra

dicional de análisis estructural. 

A los el~mcntos mecánicos as1 obtenidos, se les suman los 
. . . 

vectores de fue·rzas de fi~aclon que constituyen el estado I de 

cargas para obtener los elementos mecánicos definitivos en los 

extremos de cada barra de la estructura. 

2.- Fuerzas 1'..-oducid·lB por c_.mbios de Temperatura 

Es aplicable todo lo e~tipuludo en B.t, pero ahora el proble

ma es más sencillo, ya que la Única diferencia con lo visto 

allá, es que ia mntri?. d 

quien te¡ 

ahora se calcula de la manera si-

--~·-·-- .. -"- .. --~-·--- ------ -· ·-···-·--- -~- ----_;._.__ ____ ..__~_:_~------·· ----· .:__ :....:. ______ ---· ·- -----· -· 



1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
' 

i 
1 

1 

oC.• Coeficiente de dilatación lineal del 
material 

·A t 1

• Cambio de temperatura 

•• dxp, •.,¿fl.t( 

" dyl!) • ot.ll. t ( 

~: .... o 

Para -'-• cte 

¿t • cte 

• dX& a o~.~t(X8 -X.._) 
• 

<s.a. 20> 
dy & a .,._Llt ("!11-Y A) 

dl 11 • ..LIIt(Z1-ZA) 
t 

el • S'Xs • O 

,Ya • O 

' ¡ilZ e • o 

(S.G. 3D) 

P¡¡ra a< • cte 

(~tm a variable para C<lda tramo rn 
~·~-

~f¡ . f., 4~ <llx>m 

fe~~]~ ~ 
N't,..,_, 

dye, . t. C¡t!D <t. y) 1] 
.... 

(S.G. 2D) ¡Jz e. • o 

,:!!>. o 

~ ... o 

<s.a. 3D) 

. ,:;· 

.. , 

17-
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3.- f'uerza.s producidas por desplaza111ientos im!'uestos '' los 

apoyos. 

Es aplicable también ahora todo lo estipulado en B.1 y 

el problema resulta ser mas sencillo ·¡ue 1oa. ;J.i .. o..::ea4os en 

B.1 y B. 2 puesto que ahora{ F~} se ca~c:W.a. d~ a 

partir de la siguiente espresiÓnl 

dondo {ciA} en el vector de desplazamientos impu~.;tn" " la.. 

estructura en el apoyo A • 

. ... _:·_ 

__ ..:.__:__ :.:.. _...:_ ___ ___ ..:.. --"'-'-·--- --- ~---:__ ___ -- --·-· ---'--- _.,:. __ -----------

.a:.; ---· 
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1 Cl·on ya ccnocó~Js 
c~1a so u 

(ecuoci6n 2.9>) 

~-sen pt x = x. COS pt + p · 

~o:-r:e ·x.. • b Y 

y ~~. ¡;ertod:. sú.\: 

T • 

l·· .¡or.g~tud í]i!·la barra 
. l C:t! a barra 

J. • s•~cci~!\ trolllsversa. 
.d d de la barra 

E • n!d~lO de ~!asticl a 

'i • coertctente de Pois.!.OI'• uno de.•oruCton angt.•lar 
te .. ,ue "'rodP.Ice • · 

M • mQCM!nto to•·stona.n "' .. 
'i . 

1 
w: ret\r.l b,-u,co:..ente. 

(j) 
- 38 -

la ecuaciOn de la segunda ley de newton no se puede uttltzar 
. porque sOlo es apl Jcable para parttculas. Para encontrar la exp~stOn de Ja 

segunda ley de New~on, aplicable a cuerpos rfgidos. supongamos que el disco 
gl ra al rededor del p~nto cerc debido ~ la apllcactOn de un memento Mt, la 

trayector~a nc ¡ectilfr.ea d~ las partrculas del disco. da origen a !a ao~~ 
rtciOr. de la ~celeraciOn nonmal y la existencia del ~nto torslonanta a 
la aceleración tangenciJ!. Par~ una parttcu!a situada a unA dtstlncta 
del origen, por la segunda ley tenemos: 

dF .. dm a1 ••• (Z.IOa) 

donde: 

a, • aceleractOn tan9enc1a1 de la partícula. 

Si Qbs::r-v.!unos el disco ~n pJa!'\U tenM3'110S (fi~ura 2.6). 

FIGURA 2.8 

~ • velocidad angular 

a, • acelcr-aclOn tangencial 
a. • aceJeractOn noi'IUJ 

Se tJene entonces para la porttcuJe: 

~l!t • p df 

lntegr•ndo aparece el lllCII:Iento H aplicado al di seo 

11t -~rdr -~ r.c~~~·a, 
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1• ex:c~sion Quedlr3: 

te • lzz. ¡. 

Expr~;siGn ~t la se;~:dJ :ey de flewtoA par~ cuerpos rtgtdÓs en ro~a

cten d:r.~e 12~·~id6 la resisti~i4 ~ue o~o"a el cuerpo a ser a~tl!rada anqu
larmente. depende ~e c~..o esté dlst;lbuiC:a sú mua. y s& le conoce CCSICi m- . 
oen•.o je !ner<l• d' .. sa. ApliQUemoS lbOra este resultado al problsna Inicial. 

Se g:r• el di;co "' tng,lo' por· un ooEanto nt. y luego se quita 
el ~~t~ súbi~tm~~ta. 

_El disCI) ha_gtrad.l un !ngolo • con sentido antlhor~trlo. G:lsenando 
~n p!a~t~ se t!!~~ (ver.ftg. 2.9): · _, 

~ 1•1 

¡ 
. ' . i 
' 

_ _...,..-16 lposlclOn de lnldo del .ov.ht.. 

~ (poalo1.6n de_ •qulllbrlo) 

Por la segunda ley: 

Ht • lzz ll 

El manento Mtr que actO• s<>bre al disco en t•t• • tiende a He
v•r •1 disco 1 la poslclOn de equilibrio. su sentido es hOrario. Sa magnitud 
deponde del &ngulo y de las propiedades geométrlcas·eUstlcas de la ~rra 

Htr•~.& 

Mtr • rigidez a despllzamlento a~l1r 
G • lfl6dulo a cortante 

.lll • o>or::ento modificado de Inercia .. 

Para barra de secclOn circular 

J:a • !x • iy 

ecuaclOn de la •ISCI fama que:. 1 • p1 a • O. Se tra\4 entonces 
do un ~vlmlento periOdlco. El por:<x:o ser& pues:· 

T • 211 • zn /AIZJ¡ n.r, 
PROBLDIA 2.3 Consideremos ahora el slstoma ele .., grillo de li

bertAd en el plano vertical (tlgura 2.10). 
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cien actOa trata~ de detener e~vlmtento de la masa. SU sentido es In

verso e! de !a valodded. Es debi"~a a la rugosidad e~tre las superftctes él\, 
~r.tac:o. La mesn1tud ~~ esta fuerza es una fracctOn del peso de la m!sa. o 
sea, 

Fa •JJ W donde p <1 

}J ~z el 1!~:-:aC:) ccé.ftcter:te d~ Co~lOOib. Y s.u valor contrarlaa&nte a lo que 

s:; -:r;:~_di.;:..~~Ge C:e Ias s•;rerf!c1-:s en cOntacto. Entre ICA)'Qr sea el !rea de 
cc.-:1t~cto r.-~y..;1· .:s _¿l v.sl~r ;:!rlp. Esto se tl1.1stra en la figura 2.16. 

__ c:::J_ CJ ,. ) (b) 

E1.:~ t:1~ra ·2.t6a. el ir(~ ~e cont4cto.es mayor debido a la~ 
···~¡!:::d.!.:::;-;; G.:- l·:s s~c¡;rf"tci~s y i!l c~di:iP.ntep tiene un valor ml)'Or que 

o;! c:: .. :-~:.~::~::t-1toE: p::.r~ !::.s: su~e~!':cics 1r !a .figurA. 2. t6:J. 

ü iJe! usu~l es qu~J.l es tn'de¡¡er.d_ten"te de 1~ S;J~rf1cie en 
,:;:r.t3cto, ;.::.:"! '!i:·\c C:::epende de ln caractertsttcas de los uteniles. Pero 
~::.;-.; ~Q¡¡~ ~e ~bs~r·:.l, ~s:>:s c11:- .!::.te:rtst!CJ.'S ~f!erntr.11n _el are: 6e Colittacto. 
. :..:!. ~.~~·J :-• .~.~.-~·:!:!(~ .. e~,~·.:; c:l c::-~ . .::r~~c .:u1a ~ur.oE'"f!cie II!S lltuy ru<;cH {fi~ura 

2. 1C.!j y V')r 1:> t.~r.:·J el ln:.l :!.~ ~¡,:H.!C:a e!: w.;:JOr, se tiene:~ valores pa:'"G.J.I 

supi!rlores e t.u que tlo~y para mJter1ales cOINl el acero cuy·as·s~o~perflctes 11-
sn dts.iltttu)'·en e~ ares de contacto; 

~perir.~ntatmente se determinan los valores de.u par~ dos casos: 
C!.l.!r.,jo l! 5:.asa en.: en r.~o~:miento y cuar.cto la .masa est& en reposo. En este 
6iti~ caso como no tlay velocidsd,lo fuerza.deblda o la frtcclOn lttOa·en el 

senttdo de con~rafi-estar la tendencia al mov!miento.·~Y entonces, coefi
cieno:.~s est&ttcos }J, ·y dlnAmicos JJ• • El primero sl~re es 81yor que·el 
:i~~.JI\J,J. AQL:t 1.."1!1!'1N•""C1110S }J.a •. 

-so 

El diagrama de cuerpo libre de lama. 
primer. cuarto de ciclo !~esde el lnlcl d 1 • sa para el primer traillO o 
masa por la poslctOn de equlltb 1 ) o e movimiento_ hasta el paso Je la 

. . ro se muestra en la figura 2.17. 

1 
ler ti"OI'IIQ 

FIGURA 2.17 

La segunda ley 94ra cualquier P<>SiclOn de 
h ~sa es: 

2F .a n:a 
r •• F •• m! 

( 
donde ~-·es de signo r.e;!tlvo Cu.!nC:o ' 

acelerociOn) ·x·. etc .• tiene Si .a x. Y por lo tanto x. ¡ 
gno PDSitho '1 viceversa. r. 

c~ntrarto a la weloctdad, 0 sea . Y • tiene. s•~no 

;, 

o sea: 

• lcX - F" i m.. O .. ~- " . 
l + P'" • -F i iflji¡ 

El COCitrote ~.es sOlo un signo 

ecuJc 10"' 0 r · 
. 1 t~enct41 lineal no~- . 

a la so¡..,,,~ ....... "'~énea. cuya sotucJCn 
t.~~ó1ta uno solucJOn n .. rtl 

-. cular. 

El valor de F. SI 

Fa • ).J W 

••• (2.11) 

se obt 1 ene Stftando 

dicho • eap,.. es contrario 1 1 
Y se aprecta en lo flgura·2.18 •. '· . a veloctdad.c011Q se ha 
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• .o 1 
1 1 1 
1 ,.x1.:.l \ 1 

(al : C}¿F•¡ 1 
1 ---+.Fo \ 1 
'E 1 l 
1 11 tramo l 1 
. ' '!.!.:.L. ' 

lbl \ C]¿F.\ 1 
1 <-Fo 1 1 
~~~~=-~~~ 1 1 :)t;r t.romo 1 
1 1 't0. 1 

l ~r~ 1 
ld 1 l ..¡-F; 1 

1 '-' --c::-==-_,1 
.r.~ t:-~o 

FlG'JP.A 2.18 

d·f r·n~t-1 ~aoe resolv2rse por partas. 
~ 1~ ecuaclO~ i e ~ ~ 0 

· d ¡ h•na lo 
-~~-· e::.~ ¿s c;,nst~:-:,.a. 

1
· Id"'..., "e signo {seotl e '"'11 .-::- ~. ... 1 ::,te.r la ve oc 15'0 1,: . 

~·E<- no t-.e~y ~~:'lera de '.llla ~ e~ . . 1 ··ebe:IDOS ca:nblar cada vez que 
• .. - F x ltQsotros se o "' 1 ·.r· ·'C.~~ el térr:,¡r.o F, ..... \li ~ 1· r la eti.I4Cl6n por intena os. 

... . ..... , •.a~t Se <le~ recsiJ_ t~e 
· - ,., ... ._ ...... r. 1·:1o !~ \ei...-.. ~l.L-~. · 
:.::~t~e ....... .. 

r. 
¡¡ + Pz" •-

,. conocida anterlo,..,..-
. e 'cos pt +e, sen pt. ya 

.. t·· ;o.-. l!! la he"'II';~r:~.\: x. • ' F... donde A es una constante 
-:.._ .... e:.... 1• s'lucl.:!:l part!cc1J.r: llt • A;¡¡-. 

. pr;· )O "'l.:! ... te. ~e .. ~ · . . , en \l ~cueclón: 
se d~t!~ina al s~st:tulr • 

4~e 1 
F. F.. A • a 

O+ p•A ~ • ¡- "' 

1¡ p•rtltular es: 1 F .... r .. ···ii'··· 
. . . 
C--J 

1 la solutiOn general: 

. ,x • e, cos pt + C2 sen pt + ~ 

las constantes c. y C2 dependen de las condiciones tntctales; consideremos 
las s tgulentes: 

X • x. 

i • o 
entonces la soluc10n queda: 

X • 
f F, 

(x.· r ) cos pt + 1< ••. (Z-!Zl 

Se hace notar el hecho de que el pert~o no warfa con respecto 
Zn al caso en que no se considera 4-':lOrttgu~tento; sigue stendil T 3 p . 

Graftquemos esta so¡~catr.. ton4na~ cono pu~tcs de referencia 
T . l 

t ••. : final del primer tr~~ y t a l f¡nal ael se;undo trame. 

s• t!eñe que en el primer cvarto del e lelo (ftn.ll C:el 1• trMr.l) la l:'.isa no 

,~ .. ,. t'OI"' r. pos!ctOn da eq~o::litno. 

( r. ) 2n f,. 2F • ( ZF. 
x,.¡ • x ... r cos P 2p + ¡- • - x.. • -¡- • - •····¡-

se tiE:ne que en el segUI!dJ cuarto d~l ct.clo (ftnal del 2• tramo) ·la masa M 

se detiene a una dJstancaa x~ • que fue la amplitud del lntcto del aovtmten-
5 . 2F 

to. lno que esa aq~lltud ha dl,.lnui.:O en T (ver la figura Z.l9). 

Para ~1 Intervalo de velocidad positiva (3• 1 41 tr11110s) se tie
ne la ecuaciOn 
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FIGiJR.A. 2.19 

::~ '~ró M:E:s~r~~ :-·~~(:1\·e:-~a para ccnx..:r ~~ 1"-:::viiT•i.:nto de la masa en ese 
i :-.:~rvl: lo. Segl.n los r.t~:sul tajos Cle 1 prirr.er_ lnt.erva l~ pactemos decir: s 1 con. 
s::!=.:r.a~=-s .:;>.:e· .t~:l ~!e::-.;:o inlcis al final de T/2 entonces. después de haber 

~ :-.: ~ .. :~!"'~!!!.:- t' ." :/2 l~-~~jfv cí.:lo}_ 1 a ~~'~'Pll~ud. habr~ disminuido en 2:• • 
\:~-.:.:~a ~7-p~::::u.::i cJr, h ~~.:e se iniciO el. rr.ovii4•ie:-.~o es·: ¡ll.- ZF.,fen t 1 • O . ' ~= 1 • ~ 
:-: t!~:-.¿: :<'"' i"'·-Tf~ t' ;:. T/2.Con una trans1ac~On de ejes. se resuelve 
pu_eS. ~l prQt:lbT.!. 

k:'léra Sl CO.''\l!::'"oo"S Eil tiempo transcurr:tdO desde QUe la m«SI ea

~-.;:::j u "'"-"Y:~:-se ;oJ!" ;:ri::-era vez, hs ttar.'ic'.:rr!do un ttempo igual a· T. Cada. 

'lC\-j ia :r-asa .:!.i::"'':n:,ye s~ 4mDHt·Jd en={..!.· ('lle~ la fl~~.:ra 2.19). Hacie.W" 

¡a t::is~.s tr!n~IJc.ion 1~ot ejes se sabe el ccmrorta:r.;N,to de) sist~ en tos 

~.~s in~er;~los. Al cabo de un tiempo la ma;a tenn1nara pcr pararse. Ello 
s.:.; ... ~~:.'r3 .:~cnú.> Ji i1nJt .t .. • ua '"t:ic-rto C.UJ.rt() d.~ ~rlodo" (~) la amplitud 
~~., i;,c.:.~.!! G~ v~r..:er l.s fricciOn o cuando l~ ampl1tua sea cero y no :haya 
, ... ~l<lclJ~u. hr..? ;.iltU'l\\) C.l!i.O se rw.¿!l.('nt.l cuando lC. • n ~con "n• CRCiltiplo 

(1~ 4. 

Asf. por ejempl;, si x.• ~ ctnco ctclos tardara el iUDDrtl· 

so~;.:.::nt:n~o en •co.::;er;e• a x ... Pues caC::a ciclo le •cocr.e• ~ 

- 5• -

PROBL~ 2. 5 SI F. • x. 
en qua PQslcJOn tenoJna 1 r- zr ¿cuantos ciclos du~ara 

. . a .casa?. · . • la vlbracl~n y 

ces en Ja Cuando se Jlega a Ja tenutnac 
Prla:era mJtad c:feJ 6t f tOn deJ 5• efe lo x ••. J;:. 

e clo la ecuación de( movimiento-¡:- Y enton-
QueC'a: 

•.· (x,- f'. ) cos p•t + !._ • (~ F; 
• • - r-l ·<os pt + f.,_ zr. ' 

k · • --¡- cos pt + · Para 

llar a 

por esto en 

. - X F. ·r-

la segunda ~ltad del 6• <lelo 

x • c.&. 
~~ ecuact&J deJ 

_movtr.~lento Quecta: 

. k - x.J cos Pt - ~. (3;111. "JF. 
-¡-- T- 1 cos pt Fa F 

-k.-~ 
J<-sepuO<( • 

e ver el IDOvlmtento . 
Cualquier tfempo 1 ya no varJa en 

a PQSIC!On de fa ~rtl l 
· - cuaes 

funciOn deJ tJ~po. 
la mt $md. x· F. . . - r 

Para 

· Ahora si • !... · x. 
C'.lt::IOn " • k . • 2f : 

Ge .movtmtento es: 
11 llegar a! Quinto cicto .e 2F111 · • r- · la e-

Para 
X • (X. f. ) r -K cos pt , ¡.. 

r t.z ·!l 
p 

X • .~F, F. • 
. . •• - t'-l l-11 +:-..o 

1 el IIOYimtento . 
. tel"''llina e:'l Ja : 
. . . .POslc:ton de equUib 1 

r o de la •asa. 

1 
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de.rlvando con respecto a •w• e tgualt.ndo a_ cero 

•.· .¡--,;-;-
-" • 1 1 - z ("-) 
y . il. 

2.3.1.3 FUERZA EXClTAllO!lA PERICOICA (CON SERIES OE FOURIER) 

Se ~tt~ que ctialquier funclOn periódica puede expresarse én 

t~ooinos de fun:lor.es parl~lcas sencillas ttles·coma el sana y el co~ 
La teorla que posibilita dicha transfonoacllln es conocida C01IQ •series ele 

\ rourler•. Tal tNrla."""' t.,obli!n se sobe. es 111b general Cl\.'e la de lu 11' 

1 rl•s d• Taytor por el ~.echo de que estos no pUeden representar funcl- !11 

rl~h:t:s discoottnuas. ~:Jlt}ntru que las series c!e fourter st lo_puedeo htr-

.¡ 
! 

1 
' ' 

.. 18 -

As! • la funcion que 
las Hrles tle fourler se P<le<le ex: muestra en la figuro 2.35 I>Or llledlo de 

es•r en-ténaJnos del 
· seno 1 coseno~ 

ftx) 

FIGURA Z.3S 

lo funclen f(x) en · · . 
series trlgo""-'t 1 •--.; r cas es de 

f(xj • a. 
la ron.,. 

\ . 

e bien _sen 2\tX ...... 

f(x) ··.te., co 1 
,., 1 w~ + t.- sen twxJ 

donde: .. y l>; 
clon PtriOdlca. son constantes 1 w es 1 f . . 

a ~cuencfa de.Jo fun. 

R • ~• f ~ -
• 3 ¿C.; cos !trt • b 

~![)l.\ l.l 
'• ,,~,. l.:IS. 

... • sen Jwt} 

•. 
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FIGUI!A 2.36 

F.. • const!nte 
• '· er!a::lci c!i le. excttaciOn T. T • 2n 

o w 

!a funciOn a través de: _ ·es ra~r~sentar a Se t~~ca en:v~~ • ~ 

t. · ..._b· sen i ... t. ·COShlt+~, F (t) • ~. . .. , ' .~. . 
••• (2.15) 

F'iir:! ~..J..... ,._ Ha;" Pultipllcau.,.,s por cos iwt ~ , .... ~,,. .,.¡ vJ.\or ;::!e les 

Se lnt¿q~~ el denominador 

~'(~·, S~1 ho't CDS liit)dt cns" i.,.t ~t + 
o . 

• o 

G"cos~ l:.t}ct 
J • . 

us~~Go la identid~d , 1 ( 1 _ sen Zxl COS X • 1 

-~ 

' 

1 
1 

1 
1 
i 

1 
i 
' 
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Zn 1 Zl 2o 1 ( ) 11 
• 2W + 2ii cos w ¡;- - r. cos .21w . O ·• ., 

entonces: 

••• ~: (t) cos lwt dt 

JI. .. 
a, • ~y. (t) cos_lwt dt 

2., 2n El periodo es T. • W en Jlonde w • 1;"' entonces 

2 (" 
1¡ • ! lof' (t} cos lwt dt 

~straremos ancir4 que a¡ • O Y 
cuando ·t • O 

(" . z (""' 
a. • ?. ):• (t)dt • T. [ l.dt 
• i [F. f- FJT.- flJ • (} 

.r"r·-> .., )• .u.,J 

~ . 

2 "~'Jl 1' 
• T. [F. [t]

0
- F. Ct¡;:_¡ 

CUando 1 • n 

a •• ?_ \F, (t) cos "•t z ("" 
dt • T. [)F. cos Ollft dt 

. . 

.. : • • ~. cf~ co¡ - ~ ca¡¡ • o 

('• 
• ), -F.: cos n.·t <lt 1 .... . 

dél:>t•l '""~llr~ Por a 1 • n + 1 sean + • t. k. entero 
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2 ¡f. k 
~· a. • T. ru¡ sen 

•·• ~-[(0 ~· 1 ¡ w sen (n • l)w- (n ~·1) w [sen Z(n +1,..- sen (n • llwll 

2. F. ( ) F. ( 2n ~ • 'T~ L(n .;. t) w. sen nn cosu + cos ""sen" .. (n + l) w sen • tos .;."' 

+ cos 2f¡, sen 2n - sen nn CQS a + Cos nn sen ft' )] • o· 

Otra forms de ver esto: 

(t) cos lwt 
•• 

o sea 1 • 1 (figura 2.37). 

F !GURA 2.37 

La inte~r~l r.:prc~tn~a el ·!fea comprendida entr~ la curva f. cos wt 
y la absclso x. S-'llai!Co areas par• el primer medio perlo® (t/2) se observa 

~~~es cero (parque A1 • -A~). ~T.ando las 6reas para' el se;undo.medto perlo-
do {t/2 a TJ se observa qc'e d• cero {porquo 8,• ·BOl. Como las funciones son 
periódicas. para i~s demls intervalos de tl~'PQ se sigue ~ompllendo que el 
.!r¿! bJ.jo lil cur\·a es nula. Pür lo tan~o a1 • O. COn un razona.o~lento sial llar 

s~ ~~muestra que !os ~e;.!s v~lores de a son cero. Ya que se ~~n calculado 
lJS valores da a¡. se C41CU14r!n ahora Jos de b¡~ Para ello. se aultlpllca 
la ecuaciOn 2.15 po~ sen lwt y se lnte~ra. 

• ~li sen lwt cos )~• {tl sen lWt dt 
o . 

= yÍ se dijo: ~·~ sen lwt cos lwt dt .O 

lwt dt • 

•ol<tt.ls (:
0

en' !wt dt • rt •• sen Zlwt <f·. T. J z 4 tw 'o l -

).~~o sen'lwt dt . . . 

! ¡ 

da el 

-82-

queda entonces: 

b.· u~ (tl sen lwt Clt 
o 

para nuestro caso F {tl 1 . ' . es a gr&flca de la figura Z.36. 

A trovés del artificio vtsto para obt . . 
valor de b,(flg. 2_381• . ener a. se obtendrl en segul· 

fiGURA 2.38 

.. • 

Se observa que el area hajo la e 
. urva en el Jntervalo (O: la) es: 

b •• [~ <~ ... lwt dt] 2 • 4 [ 1 )'Á •4 .. --coswt" .. .. o 

!!.r' 1 at 
· • lo • W ... ¡¡J • TW. • 1.2n F'

0 

Para 1 • 2: 
bo•? {ver flg.Z.39) 

~ ¡. 
flGIJP.A 2.39 

Se vlsuallzt que A • .a entone 
{ (t) sen 2wt • o Y por lo t.;,to ~·.o .. es.el area btJo la ~UNa 
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Anal!tlcamente-serla: 

e,• ~:sen 2wt dt +)~F. sen M dt. U-~ cos Mf!! (F.~ cos 2wtl',j, 
o . ~ . 

F. ' 2 T. J F. ( ·~. T. S ~- T.¡ . F. (. (O)). O • -:zw 1,COS ... "'l .... N cos ,_. • co . n 2 - lW -cos .• 

parai•3: (ver flg. 2.40) 

·w-·· 
FIGURA 2.40 

.•. 
'"' 2 \ e {"' ... .,... .... • ., l. 1 

L, .), 
seo 3wt • ct_):. sen s.c ~tl 2 ' ~· .42a F. 

~e la r.ism4 manera concluimos qae: 

11, • o 
b, ·.:.zss F. 
• • o 
b': • . 162 F. 

Considerando los siete prtmeros valores de b¡ ,la funcl6n de 
\l fuer!~ ~~clt4dOrd queda: 

f ~~. •·1.273 F. sen wt • 0.424 F. sen 3vt + 0.255 F. sen Swt + 0.182 F. sen 7wt 

La grlflca de esta functon es (ftgura 2.•1): 

r RF .. 
rtGURA 2.41 

q 

grlflca muy aproximada 1 1 • de la figura 2 36 ~ · · 
lores para b¡ se tendra · · Qmdnao mayor número de va-

una apnoxtmaciOn.mayor. 

COn esto estamos . . 
_QUiltbrlo dinU.t~o en,poSibtlidad de resoher la ~uac!On del~-

~ + ¡¡' x • F, (t) • Lb; sen lwt 
~ m 
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Intervalo O S t S t. · 

· d m.aOente resulta: 
La vibracton·psra ~\esta 0 per 

1 
• !__ (' f ¡al sen p (t -3 l .d3 

:t? .l. 
• !-~' F, '"" P (t- al .. da • ~~'.sen P (t-al d3 

3~ t - u 

gp . . o 
• 

-.13 = du 

~-· t; 
t .:Í.--u.;.u~t-t•O 

f, )o sen u dla : !M!. cos pul • • ¡¡;p "" p 
. ' . ~ 1 

• ~ (l - ::os pt) ;11 f. (1 - cos pt 
fi:;;~ 

zr,t~rvaÍo ~.s t:; t"~~ver fig. 2A6) 

FIGURA 2.46 

w.,stJ~r.lr.do \a sur.crrostdOn de \as 2 fases de \a fuerzs: 

/{) 

l 

\ 
1 
1 
1 
! 
\ 

1 

i 
1 
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. ~" • ~ ~:" f (al sen p [(t - t. ) -3] do • - ~r F, ~..,sen p [(t - t. ) -al d3 

cambio de <arlable 

(t - t, l -a. u - d3 • C::u 

3• (t - t. l - u 

fijando limites 

limite superior O • t .... t. 
Llml te Inferior 3 • O 

resolviendo la integral 

~
o . 

" • - F ... - F. sen pu du ~ :.ft....:..i!_ (.!. cos put 
"\·•, mp • . ltJ) p ..... 

. -~ . 
- F,- F, (1 - cos pt] • -. f,. F, [1 - cos p (t - t,)) • E:!pi 

rasueltas las intesreles pJ:s !os dos !mpulscs se hace la s~~a 

+·'loo ••• :., [1 - cos pt] + :Ji.:...fJ [1 - cos p tt - t, )] . 
a • "' · k - . 

• ~ (cos p (t - t,) - cos pt] - ~ [1 - ;:os pt(t - t,)) 

Intervalo · ta s t (figura 2.47) 

F.r 
f¡~. 

~-----f·~----~·~-+t 
1 

FIGURA·2.47 

& 
(A) 
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F,t1L__----')o)'t 

::.\ld.L----..,. t 

F,t r------
. FJ611RA 2.48· 

t t . 

d 1 tres tipos de tuerzas 
coñstderando la s~perposlclOn e 05 

· 

(figuras 2.48a. 2.48b,2.48cl 

x. x'i +·X~'l + x,1 

•• !._ F, 1ar ). 

1¡ 

~~"' sen P [(t- t,l -al dl5 • ~~ .... "" P [(t- t. l -al dl5 
, ... cp . 
- • . . l IntegrandO se·tteno: 

. cambiando la virtable [ (t - t. l -l5 por u. e . 

•••• ~ [1 - cos p (t - t, ll 

SUperponiendo las .tres graflcas se obtlen6 la re.spua~a ~ol 
sis!t:i"'.a a la fuerza e~i.udora del caso que nos ocupa. . 

1 

. . ·]. !L·(1- cos P (t "t,ll+~(l- cos·p (t- t. 
x • ~ [cos P (t - t, l - cos pt - k . . 

·' 
. . tl - ~cos p (: - t,) - cos p(t - t, ll 

lt -.t. l·- ces .P ¡¡• . · 

L" lo que sigue se tratarA de formular y fundamentar t!l algoritmo para con

seguirlo. sin considerar la existencia de amortiguamiento. 

·Seg6n Jo viSto anteriormente {pag. 67) la respuesta ante una 

tuerza constante F. e~: 

x • (x.- f·) cos. pt +~sen pt t ~ ••• (2.18) 

que representa una cosenlode defasada. la representaclOn de 
esta cosenlode en el plano de fase se obtendra haciendo las s1gutentes tran

formactones a la ecu4cl0n(2.18): 

Oerlvar y dividir entre p 

é • - (x.- f1 sen pt +~co~ pt .••• (2.19) 

De la ecuaciOn 2.18 •• tiene: 

x - f • (x.- f1 cos pt +~sen pt ••• (2.20) 

ElevandO al cuadrado y sum.iildo mleonbro a mleonbro (2.19) y (2.20) 

i r F"' f" b l¡;- O l + (x - <' • (x.- il • (~'1 , •• (2.21) 

El segundo miembro de esta ecuaclOn es constante. Por lo que 
(2.21) guarda la forma de la ecuaciOR de una circunferencia. 

entonces x y l satisfacen la ecuaciOn de una circunferencia re .. 
ferlda a los ejes. x y l/p; de centro (D;FJk). y de radio: /cx.- f1' + (~11 • 

Tal ctrcunferencta esta ubicada en el plano de fase. Para traza~la se loca
liza el centr~ en el eje x (vertical) a una dlst•ncia E/k. No es nec~sarto 
calcular el radio: puesto que habitual~nte conocemos las condiciones tnlcta-



-u: 

les x. y t.; s~ 1ocaltta con ellaS el punto de la circunferencia correspon
diente al inicio del movtmiento t • o. o sea. el punto {x.: A/p). Con esto 
quedo auta.:attcomente determinado el rodlo. El &ngulo que subtienden dos ra

dtos es •pt*4 élaro. si uno de los radios es el correspondiente a t • O y 
e! otro es al Que esta_ a un a~gulo pt • pT • p(2n/') •_2n. la aasa ha re
corrido la tray~ctortd correspcndlente a un ~erJodo y esta d~ nue~_ en el 
pcc:o en que tnlclO el cavlmtento. Con la proyecclOn de los puntos del pia
r~ de fase sobre el slsteo~ coordenado •-t (fisura 2.49) se obtiene la res
puestA. • 

"' 

.. 
... 

FIGURA 2.49 

NO tanto en la respuesta -por lo dem&s. ya conocida· sino en la 
co~strt.Jtci~n d~l plino d-a fase. adquiere tmportanch lo anterior. PuPsto que 

si lt·~~cit~cton _es un¡ ser!e de iM?Ul$0S como en la grartca de la fJgura z.so. 

FIGURA 2.50 

la construct!On del Pl•no de tase. Que nos posibtlltarl encontrar J_a respues· 

u:· :oe pfJ-~..'>11! h.accr.c:e la st9utcntc form..1: a b prtatera fuerza F.,·. le correS· 
"'f)dera e~ el pli.Ao 4e fa$e un arco de-ctrculo -de centt1) f/t· que ~1eza 

/ 

ll 

1 
1 

- P.f -

~ t • O Y tenatmi cuando el radt h 1 · . · 0 ·a 9 rada pt, • las condiciones fll•ales 
Gt este movimiento son .las inJctales cuando 1 

1 · emp eza a actuar la fuerza f. 
A • que. por ser c::onstante se te puede aplicar 1 ,. •a • 
tertor le corres e procedtmtento• ce h an ... 

. ponde en el Plano de fase un arco de ctrcuJo --de centro F /k 
que empieza en t ,. t y te 1 oo2 4o 

d 1 . • ..., na cuando el radio ha girado pt,. Procediendo 

c:s:~;;m;l ~~:; :r;.:~ ~s;o de las fuerzas. incluso cuando f. • o • se 

cldn sobre el Plano •-t (f;gur:/:;:. se obtiene la respuesto con la pro,.,c-

de 1 ll>1irtad, 
r•. 2.521>. 

• 

~· 

u .. 
1 f 

+--¡;-). 
i' 

FIGUAA 2.51 

PR08Lfi!A 2 8 Dete 1 ¡· · · • rm R4r a ·respuesta del sistema d 
cuando se sorr.ete 1 e un 9nd'o 

a a fuerza de excitacton seftalada en la ftgu-
F (ton) 

lo r-- o .O.c6 .. a 
20 ---¡---.., o. 1374 ••9 

-.~ r,_-__ ~-----+¡--i-1.-.~ ~t r segi.II\C!;)$1 
.1 --------0.183··~ . 

v o25Ton 

FIGURA 2.52 

lAs Condltlones lnlcltles de movlaUento • . . son. 
"'· • 2 ca .. 

en t o. O 

.1. • 60 011/seg. 
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OOtenciOn de fa frecuencia y del periodO natural del slstemo. 

• • ~ • ~ • 0.02551 tDn 

P • ~. 30 l 980 • 34.3103 m ,s · · 

T • ~n • O. 1a31 seg. 

1/seg 

P~ta n~astro caso el centro (de la primera circunferencia) es: 

h • o 

O punto contenido en el primer arco de clrcuto es el 4e las 
c~"dtctones Iniciales 

l. 60 
p.~ • 1.7487 cm. 

El Angulo que abre el prl.,.r arco de'clrtulo os: 

?t •• 3•.31J3 (.046) • 1.5785 rad • 90.4284" 

· Centro del segundo arco de e lrculo 

~-. ~. 0.6667 Cll. h • o 

Las condiciones iniciales en este segmento ae curva es el 61tl· 
lhO p!.Onto qu<e ocupó. la rKta anterior; el angula ~ llb~ara esta fuerza es: 

p (ta- tJ • 34.3103 (O. 1374.- 0.046) • 3.1359 rad • 179.6774" 

Centro del tercer arco de circulo 

F. - 10 O 3334 i'·-w·.. . c. h • o 

1.'3 
i 

1 

1 
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El punto. l~i~tai de este arco de ctrculo es .el 
arco anterior • la abertura del stg~.:iente 6nguto • . es. 

j)UntD ftnal del 

p (t,- t,) • 34.3103.(0.183 -0.1374) • 1.5645 rad • 89.6421" 

Como ya no hay fuerza excitadora. el centro sera: 
F. O . 
r·:nr·o h • o 

Y el sist~ ~nmanecera en vlbractOn libre. 

·.-
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2.3.1.6 RESPUESTA POa EL PLAI:O DE FASE EN S!STENAS A.~ORTIGUA~OS 

Para llegar a la construcciOn del plano de fase. pao'"t tremas de ¡., 

solucton general para sistemas amortiguadOs. 

.:.(2.23i 

derivandO: 

i(t) • -ne·""[C,cas P't .+ C1 sen p't] + e"' (-Cs p' sen .P't + C;rP' cos p'tl 

c. y c •. 

dividiendo todo entre p' y observandO en (2.23) que: 

x(t) - ~ • e-(c,cos p't +C. sen p't1 ••• (2.24) 

se tlene: 

~ • - ~ (x(t) -·1!-1 + e""'(-C, sen p't + C,cos p't1 . P. p 

·~~~ + ~ [x(t) - ~1 • 1!"' [. e, sen p•t + c,cos. p't1 : .• (2.25) 

~~tes de elevar al cuadradO y sumar dete~lnaremos las constantes 

fn t • o X • X. 

l • l. 

e, F • • x ... - i' 

~ i. n ( F. 1 .. ~ jil" P'" x.- r 

Sustitu'i"'s C. '1 C~en hs ecuaclone\(2.2SJ y (1.24) 
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;:, , 
- ¡¡ • 

x . n r F.), cos p't] ... tz.!.: 

'' 
.. - f~- ¡ ."s.e:o p't .;. í.-f,;·.;. ":-\x.- ¡:- ~ 

e·~-- [- . . .. ,. ,.. 

;;. n (x - ,,] sen p•t] ... (2.21l 
........ rr _ ~·-) cos p't + (-p,+ pr • i 

.. €- ... JI. " 

r.-.! ¡-dt).+~lxí.t) 
~X\';.j • ~! + --¡y- ~ 

. 1 tOdo el segundo miembro 
ConsiGe:o-!r.d.::. 

-·-.-.··:. r:~ er:s:: "t'· Y 
/"' ··--

cor.-o ~.;na const.lnte (R.) cas . ::le (2.28) se 
~- ~ro ra!z ~uadrada a 4mb0s clembros 

s~ ... 5 .... . . . . 

[ ( ) ilX t 
F1'· ¡i.Ul + ~- {x(t) - ~ )]';. R.e··~ 

• i T . p• p 

iral ¡ogarltmlca (figura 2.53) en coor-
Esta es l~ ec~aci~n de una esp l ~eometrta analtttca la· 

l ·n '"'e"!le!'O Ceta lle. SegC.n- a • 
-:.;:~!·"it:s :>el~;es, sa vo u- . ..., .... • · 

. ..... de l., espiral· logartta~tca es. 
ect..'!Ci"·· ·-

r .·Re .e+. 

y 

FIGURA 2.53 

Donde a es la yarlaciOn del angulo 

sea •ñ • '1 que demos considerar que .:a. . 
Pet'O Cf'l nuestro caso. no po 10 debP se•· la frecuen-

1 1 w.ir\actOn del .\r.gu . 
~tM s~ la wariatiOn del ar.gu o; a se viO en el caSO anterior. aediante 
el~ m:ltlpltcada par el tiempO. como 

!S 

i 

\ 
i 
¡ 

1 
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tr~f.ifonrnaciones algebr!icas podemos llegar a la for.Da exacta de la espir~: 
¡c~artL~tca. Se. tiene: 

de las vibraciones amortiguadas tenemos p' • p ¡· 1 - c~r.~ntcoces 
- n; 

r.hOro si podemos decir que: 

n .... ~ 
¡t - (~ 

••• (2.29) 

9. p•t 

• "donde p•t st es la vartaciOn del 6ngulo; y por esto ya tenemos la 

ecuaciOn Idéntica a la espiral Iogarltmtca. Entonces"x"y"i"satlsfacen-la 
ecuaciOn de una esplr~l logarltmico referida a tos ejes•x•y •ti• V (x(tl{ll·. 
con coordenados de centro (0; ~) y de radio variable segQn la ·ex~resiOn (2.29) • 
Tal· espiral logai-ltmlca esta ubicada en el pleno de fise. Para trazarla se 
locallza el centro en el eje x (vertical) ·¡:una distancia F./k. -Con las Con
diciones Iniciales. se detenalna el punto de Inicio d~l ~vtmtento. una_mane-
ra de hacerlo es localizar el punto (figura 2.54): 

[ . l, n ( fu] x., ¡; + ¡;r x.- k' 

• 

t • o. 

•• 
i( t) . '--------. ..¡_.,...-•..- • 

('·. " F. ;· •¡¡.c ... -r., 
FIGURA 2.54 

~ [x(t) ~ ~ 
p' le. 
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!.!.D. •!!. (lt(tl - -.F'l 
.. p' p' 

fiGl!RA 2.5S 

~t~r .. -::i:t~c!t~ de! !ngulOOt.(ver fig. 2.55) 

' '"t'"l . • X. n 1 :e _ .::} _ ~ ·• :-rp x.- R t • -p,+ V·.·. "' Y -·: 

••• (2.30) 

Si se tiene: 

o:~ ~alor de ;.• ser!: r"' tgo..(A.- ~} ••• (2.31) 

(2 31) se ve que tgOt.• ~p • de aqul: 
De las expresiones (2.30) Y • 

Totllando an cuenta CJJe p• • p .ji - (n/n. )1 
queda: 

n 

ot. • tg••'--""''--

1 - tr;J 

i 

1 

- 102 -

~ ; resultO ser lo que •acampana• a p't en la ecuaciOn de la esplr~l lo
garftmlca. en coordenadas polares. _POr otra parte. de las propiedades de la 

espiral logar1t.'tllca se sabe Qt:e el coosple11ento de oc...es el atl seo ar.gulo Q:.:e 

for.na él radio y la tan9ente a la espir¿} y Que ¿dem3s es et miSmo pa~a to

dOS Ios puntos. En est.:~s con1ic1ones. b~sttn pccos ~untos para hacer el tra
.!'.J de _.la eip!ral. Claro esU_que desd~ el p~.:nto de. vista m.:::~~ rico esta foriila 

de detennlnar el punto t • o. r~ tiene ventaja alguna sobre el anter!or. Sin 
embargo. desde el punto de vista de cultura tngenierll -seg~n la expr~st1n 
del insigne m3estro Julio E. ~y- se justifica plena:nente su ll!x,Osict.Jr:. 

rle de 
Ante la presen~ta de una fuerza excitador& constituida por una se

impulsos. se deberl1 co~slderar diversos arcos de espiral trazados 

d!sde su respectivo centro. tal como se hizo en el caso sin a.'lOrti~u=iento • 

1 i. El ejemplo que stgu! deber.\ aFlarar la eventual 
. h exposlclOn -~~tertor. amable lector. ¡)!jedas tener~ 

oscurl~ad que en 

PROBLEMA 2.9 Resolver el problema 2:8 pero considerando que tie-
ne amortiguamiento. . F hon) • 

·~k·· 
. .. . . 

k • 30 ton/011 
w • 25 ton· 

n ñ,. 0.1 
r~ndictones Iniciales 

·.x.•2cm 
en t • O 

· t. • 60 cm/seg 
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C4ltularÍ'DS p' 

¡¡¡._ 
\ 
1 

Se sustituye t 2u •¡¡r 
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o' =' /1 - ~~¡' • 34.3103 /• - (O. !)
1 

• 3U3el 

o o ~ e .1 
n • 0.1 p • 3.43101 \ 

¡ 
Ahora. si nada altera al & 1 ngu o: usaremos Intervalos de tiempo de 

t • 0.00765 seg. 

c>.!t~:-::~l~adOn d~l pu~to conoddO (condlctones iniciales) 

n (x F.., a 0.1~os·cm p• .. - i' 

x. ,. 2 o:m 
tgct :a ~ e 0.1005 ; Q. • 5.73917 

• . t:z~ 
T' ~-~.---~~ 5.73917 . ,¡ ¡-Cl. .. 

lr~----------rL ~ + !!,(x!t) 

~ . . 
!!.~n F.. 
p p·lJt.- ¡-l 

_fi:J • 

Ce.lculo del ~J.lcr doi! R .. : 

R.e·• ... se ~e que este radio. es el de una espiral logarttmlca., pe- · 
ro cespu~s de ~o ttempe igual al de un periodo, comprobara la ecuaclOn del 

radiO 

t 2n T • pr. 

o~sérvese que p' altera el angula después"de un periodo. ~resto 
se Ge~. obligar a ~ue despues.de un periodo el angula sea el mismo 

1 k•R. 2.11 
• ~t ... T:UZó .. 2.055 c:n. 

R, ,. 2.1100 cm 
R:a • 2.0550 Clll 
R, • 2.0026 cm 
~ • 1.9510 crn 
R. • 1.9006 cm 
R, • 1.8517cm 
R, •. 1.8039 crn 

El angula p't del 

lamente oor la vartaciOn de 

arco de la espiral logarttmtca 
l! frect:encte p'. 

p• t • 34.1417 (0.046) • 1.57 r~d: • 89.g9" 

sera afectado 50 .. 

1 
la segunda parte de la espiral logarltml 

. ft~al C:::el arco anterior. el centro del nuevo ca contenza con el punto 
j la fuerza Y~~ radio se obtendr4 graftcamente~rco variara con la mag~itud ~e 

F.. 20 ton. 
i .JO ton/cm • 0 .. 6667 cm h • o 

R •• Z. 147 cm (gr3t le amente) 

El angula s~rl: p't • 34.1477 (t,. t,) 

P't • 34.1417 (O 0914) l 1·20 · . • • rad. 178.80_76" 
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Los radl~s vartaran a Jntervatos de tiempo de-t • Oa01S3 stg~ 

R1 = 2.1474 ;:rr¡ 
R2 = Z.OZSI c;n 
R,~ = 1.93.:3 cm 
R. • 1.8355 cm 
R5 .. 1.7421 cm 
R, • 1.6535 cm 
R, • t .5714 cm 

Oe la mJsma ~nera q~~ p!r¿ el arco anterior: 

. F. 10 . i. • - :¡¡¡ • - 0.3334 cm h • O 

R.• 0.756 cm (gr~flcamonte) 

El !ngulo total d~ la fuerza 3: 
p't. 34.1417 (0.183- ü.ll74) • 1.5568 roa. 89.20ir 
en el tramo 3 de la espiral logarltmlca se dibuja para Intervalos 

de t • 0.00765 se~. 

R, .. 0.7550 cm 
R., • 0.1'365 cm 
Ra e- 0.7125 cm 
11, • O .7002 ao 
R:t- • 0.6S21 cm 
11, • 0.6646 cm 
~t • 0.6410 m 

¡ 

arco el or~:~:~.:~~~~:::::~ para esta grlflca se tiene ,..., centro de ¡ 
F. O 
¡¡ • :m h • o 

Y como punto Inicial; el puntó flnol del arco anterior. 

Se trazara pera Intervalos de tiempo t • 0.00765 seg. 

1 

ll, " 0.4972 rnt 
Rz • 0.4245 u 11 
R, • 0.4028 cm 
:- • O.JBZJ '". 
. ., • 0.3629 cm 
~ • 0.3oi4S '" 
R, '" 0.3270 cm 
R, • 0.3104 cm 
R• " 0.29~7 CID :-o 21 0.2797 cm 
• • 0.2655 cm 

~•a"' 0.2521 CID 
ll.. • 0.2393 cm 
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j 
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Nos lnterésa Ja.~triz.de r1gtdez lineal (K)· 

. (K) • (K.,) · (k, .j(K, r (K..) 

Calcutanaola Queda: 

1

-3 ti k -rr- + z 

-k, 

o 
L 

-k, 

-k, 

o 

3 El + k -:-e- • 
C.!lculei!Os p:;eS Ja rigidez de Jas barras. 

·k,. 3-if--. 3(0.000675! (2.1XIO ) • 66_445 ton/111 

k..•;;.!. • 3(0.C00675) (2.1XIO ) • 15_ 7_5 ton/111 
... 1 

Sust1tayend_o valores en [K] 

[

116.445 - 50 

(Kl • · 50 100 

o - 50 

. o J -50 

207.5 

LJ •at~lz de las masas es: 

r-529 
o· 

. .LJ nM ·O 

['l· ~- 1.529 l~r • 0.6M 
o o 

Efectuam1o el producto (Hf "[K) : 

[76.155 . -32.7 

o J ¡~r (K) • - 32.7 65.4 . ;~~:~58 . o -49.05 

o] o : 
0.981 

1 
! 
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' . 
O.do que Importa Ia proporcionalidad de las componentes de 1 x} 

para stmpltflcar las operaciones numéricas del proceso ltf~atlya. dividimos 
los coeflclente.s de· [Mf (k) entre 32.7 .. 

( 

2.3289 

[M¡-' (K) • ·1 . 
o· 

-1 

2 
-1.5 

o 1 -1 

6.225 

EmpeZMX)S a tter.ar.· De antemano sabemos que vamos a obter.er el 

Oltlmo modo. propongamos poes un ~ector {·x~ Que pensemos se as~eje a 

~·~~ ,~ Hl 
' j•x} • · [H¡-' [K) !•xf 

·¡:·¡ [2.3289. 
• '"'<1 .. -1 

•• o 

.¡' 

2 
-1.5 

o Jll 1 ¡ 4 .328 f -1 -Z • -6 

6.225 1 9.225 

· Mh que los Valores resultant~sde la lteraclGn nos Interesa la 

proporclonalldad entre x,. · x, ·y ~· ., dtvl~IIIDS pues· cada 111tembro del vector 
entre x,. 

.,. !· 

-¡1.000001 txl . • -1.38603 

2.13103 

Con est~ vector entramos a la segunda Iteración. siguiendo asl has
ta encontrar uno que f•xt •. (•·•xJ. 

NOTA: el stmboiO :o:- ~nota proporclon.al idad. 

l'•r. l~r· l•ll'•l· . . . ' . 1
·3.7149311 1.000001 

-S. 90309 ~ --1.S8902 15~34470 . i 4.130S4 
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j'x} • [MJ" ¡<) j'x} • -8.30858 .... l 3.917921 11. 0\){IC-~ 1 
-2.120etb 

15.34470 ' . 

• ¡~¡-• [<J j'x¡ 1 ..... 54, 
1'•1 -12 • .41250 

.47.82170 

{'< 1 • [M)• [K) j'xf ¡·5.l1B511 . -17.32670 
71.08760 

V•l • [M)"' [K) ~ 'x) 1 5.714011 . -21.65860 
91.53270 

. !'xl 1 6.119001 • [M]"' [<) ¡•x¡ -24.51990 
105.40.400 
.. 

l'x 1 1 6.134801 • [M)~ [K) ! 'x 1 . -26. 26<180 
113.25400 

{'x) • [M)• [K) {'xf . 1 6_.465001 
-27.11210 

)117 .24900 

N • [M)• [<) { 'x)-. ~ 1 6.552061 
-27.52000 
11'1.17200 

!"•! • [U)"' (K] f'XI 1 6.548431 
-27. 7!120 
120.07400 

/'x 1 {"x} l 6.560641 .• rur• [1(] -27.7H70 
120.49100, 

1 
6.566251 f'><l .¡~¡• [KJ !"x} • -27.84040 

120.68400 . 

4,\JJS.s 

ll.COOOO 1 -2.78961 
10.7 .. 750 

.. 
¡•.ooooc¡ -3.3851! 

13.884JO 

., . 

11 .000001 
-•.02000 
17.22470 

11.ooocol -•.02000 
17.22 .. 70 

11.000001 
-4.13600 
17.83830 

11.00000 1 
-•. Ult6 
18.13370 

1 1.000001 
-4.21953 

1 18.27220 

1 1 .000001 
-4.23173 
18.33600 

~. -(.23135 

1
1 .000001 

18"36500 

1

1.000001 
·.~.. --4.23992 

18.37900 

es Jluy paree ldo a j "x 1 •. T0111e111o)s pues a j''x} ccao el tercer 

1'•! ~- 1
1 ,ocooo 1 

-4.23992 
18.37900 

l.'., 

.10 

·'·'· 
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Con el coeficiente de Raytelgh determinamos la r.reCuencla cu!drada 

.
1 

.. 00000 r [ 16.445 
-4.23992 -50 

• • !'x!' [K] ~~ 18.3790 o 
p, fxl' (H) fX! .

1

1.0000Dr [.529 
-4.23992 o 
18.37900 o . 

80221.6 • 214.8656 .• 373.35/ 

El periodo· de vibración. sera: 

21T .. 
r, • {P,' • o .428 seg 

El te~cer ~do_ normalizado quedara: 

1
1.000001 l' vi • -4.23992 

18.37900 

y J373.357 • 

-50 o 

100 -50 

-50 207. 

o .. ~,J 1.529 
o 

0.0517528 

-0.21iJ•2ao 

0.5511750 

11.000001 
-4.23992 

18.37900 
1.0~(;00 

-4.23992 
18.37900 

'· ' ES~~s én· ~~ndtcton~s de obtener el segundo modo. Propongamos el 

siguiente vector. 

¡•x¡ • ~-~:~l 
-4.51 

Dado que el proceso lte~attvo nos llev~r• al tercer modo. para que 
esto no suceda se lo quitamos. 

l. ¡;x¡ ·1 ~:~Le. ·1 ~:~~~= 1:. 
; . . -0.5 f 0.9511750 



e, 
. IT V.t'St75ZS 

-o.21~42eo 

0.95~175 

== - 0.23793~ 
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~-529 

~ . 

D':!cnces col vector i'xt propuesto. sin el modo 3 Quedara: 

{;q 1 = HHm f 
Con e~t.e vect::r er.trarros a la primera lteractdn Para obtener el se

.,;~:-.::o :':'!:)·:!o::~_. C~::!o ·Pe en el prJce:>o tterat!vo el tercer modo tratar& de apa
ro¿c~;. t.::,dr¿;:;~s <;ue estor!o C:uitc:.nd~ const.Jnus:tente. Para una con¡ergencta 
!:!S:i r~~:-!:'; io ~a:"ei':'.:JS en ccdl iteración. 

C-..:!tc.:::cs ei tercer modo . 

• - 0.63339 

1 
1.00000 1 

- (-6.S207XIO"'J 
. - 0.3:Ji)84 

Quitaoos el tei"Cer r.tado 

!'x 1 • [\1¡"., [<l 

1
1 .000001 

' -0:66368 
-0.31132 

1 
1.000001 

- 0.66369 
- 0.31126 

· .•.. 

1 
2.992611 

- 2.03272 
- 0.94859 

¡ 1.00000 l 
~ - 0.67~71 

-0.31479 

.. , 
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. ()J 1 tamós .~ 1 t.en:er modo 
... .. · .. . -

",x! • (•x! - I-6.3B3XW'l, l'•l ·!-~:~~~~~ 1 
l -O.JU73 

!'x}· ~[M]'' Í:<J:!!•I·l-~:~~~~~l "'~-~:~~~~~~ 
-0,9j073f -0.31629 

El vector ¡•x 1 
·como el segundo modo. 

es muy parecido al !'X 1 conslderérnoslo pues 

1
1.00000 1 

• -0.67804 
-0.31629 

. Obtenemos ta frecuencia cuadrad! 

K 1' x¡ .• 229.536 • 98_3474 
H 'XI . z:TIJ9! 

Y el. periodo sera: T1 • ~n • 0.633 seg 

El segundo" modo nonaallzado es: 

\ 

0.654571 1 
- 0.44382.8 
- 0.207032 

Estamos en condiciones de obtener el pril:)2r modo. Propone:~os el 
stgulenta·vector 

Para que ~o converja ha~la el segundo o tercer modo se· los quita
mos. lo cual hacemos con la expreston: 

1.)1 • [(1) - l'Yi'.YI!'Y i 'YI'[H] I"X) 



==~ 

R~ylei<;h nos !lace Que s1 cargamOs la vtga con la fuerza esUtlca • 

• .: o:::r.flg~raci6n se ;>Gre(erl al primer modo .• por lo.tanto este vectol' ~F) 
:-.:::: l i.e.•-ir! r!pi~~:rente h~cil! aila . 

. ~~---Ji_." _ _ii_' __Ji 

L'J> d¿s;¡L!:;:al!11e:'!~cs e¡:.:'"-' encontremos en B. C. y D seran (•x) • o 

:.:::: -=: ·.~;:t:; ... :-,~;:::rsco. ;.,;-,:¡;3 ~l2r.. sí v~rnos a ·tener que medir constantemen-

:-:: ~~-:.i é~:~~e!-E.7·!C'ltüs nas conviene us3r un Plétodo.Que nos permita hacerlo 

:-~:~:;:-~~-~-=-- :.;!~~es ¡:;:,;-::s e! r.étodo Ce la viga conjugacu. Este r..¿todo nos dt

:.: e;.:~ ::1 c¿s)l~:~~ie~':.o ~n un punto de la viga es igual· al mo:r.ento que produ

w· ~r, e::;e ?;_;~.-:.o'=! Cia']r~::IC :!e :::or.-:entos dt~idido entre El. Entonces 

[===11'=·=·="=·=11'~0=· ~~·:·:=J- 097 
\Ir- l . ¡:J. 

'·: " r , _______.-; 2.1 ~?ti 
L..------' u•o' v 

1/ Elc::d 

it.:71 15.291 

~- .:: .:::•;<··:.: :::: .-:-o:-:-.:=n:J:; C:vld!.::J e!lt!"e Et. MR !.·;or,\n los desp!l;;:Jmlentos 

.... !~ .~:c~o :;\.i!".tO. ~~e:1o. (Ji::iJ ~:.~e esto rcs<:lld lat.arioso tanbien (de:Jldo a la 

in·";:.;:J.,i·jld .:ei dia¡;¡:-amll. por el métojo de tiewnark.. 1~ carga distribuida 

.~:::~ r.-.p:-c5--t>ntJ el dLJgr~I'\J de m..Jr.lentos. la ·vamos a transformar en carga con~ 

:.:·:~r=d.! í!) .. ) .:or. los l~gares dvnd.e vamos a medir los desplazamientos. Esto 

::o; r . .::r-~ ~:dJI~:'I:'O el Cias!"ama en las areas 1. ll y 111 consider6nc!olas como 

~r: r.:;=::;~ra e:-~ la figura. 

.. 

zz. 
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. W, • M_./EI 

Cuando el diagrama provie'ne de fuerzas concentradas. las fOrmulas 

que da Newmark (f~cllmente de deducir) para encontrar las fuerzas equivalen

tes son: 

l P., ,. O (2W,+ W,) 

L 
P.l = O (2W, -t- W,) 

Entonces el diagrama ~/El convertido a cargas concentra•as ... q~darc\: 

18.201. 15.131 12.183 8.28J. 15.291 1.641 

1• • cOl, l 
Pe '::-;. --''l;}-'---.LI.Ll _ __¡l 1/ E lcd 

B e o 

Encontrando los cortantes ~ue producen estu cargas. 

Ve 1 18.201 
A 

1 
•S.SU9 

B 
1 69C92 11/E!cd 
e o 

COn esto encontra:r.os los ~r.C.-r<>ntos 1 - en os puntos B. C y O que por 
viga conjugada seran los des~lazarnientos. 

5-4.603 

B 

236.662 

e 
At3.933 

1/Eic::d 
o 

Luego pues. Y dado que Importa :a 1 proporc onalidad entre x,. x. y~.: 

j'x 1 • 
54.603 

236.662 

443,933 1
1.00000 1 

" 4.33425 
8.13021 

Corno se ve. l'xl es diferente de l'xl s . - Jgamos Iterando. Ahora 
carg110s la estructura con: 



no -

1 Fl • (~J {'xl 1 
•. 07701 • 22.0916 

41.4397 

:;-; 1. 2o9JJ 
. €3.3~10:) 
l10.,930CI 

67 .~CBOJ 

... 077 

! 
1 

378.4.:-&CO 
5•.27360 

63.53130 

B. 9540018' ."2~070 
11Q.A9800 290~703ÓO 

331 .• 9400 

l :3Jt . .a9•oo¡ • t.ooooo¡ 
• "9·C 31 OOJ ~ ! 4 ~ 50780 

::!:919.~3(10'0 8.8~630 

----7-1 --~-3-•• -.---¡r---4-7.-8-4-190 

e21.92100 .:o6.10SOO 
B.19120 58.'24020 

1113.31100 · I02.S36::1DI9a.s2a3o 
na. 311oo 311.67600 

354.93AJ0 

• 160l.UÓOO 
313~.36000 

~ 4.512.t9 

12.0916 

i 
1 4I.A3970 

124.31900 o 
17.8289~ 124.31900 01/Eicd 
59.9540 124.31900 62.15900,1/Eicd 

A74.97600 1/Eicd 
U94.31000 2919.23000 1/Eicd ~ 

1
4.077001 1 

• 22.97620 fl 

44.88570 1 

1 1 44.88590 
134.65700 o 

19.311501134.65700 01/Elcd 
6 ... 57560 134.65700 67 .32830,1/Elcd 

· 510.9080:) 1/Elcd 
1601.UOOD 313•.3600 11Elcd 

'"' . 23.00200 
45.01070 

v. ~ 
•·· 1 ·~~-:><co 

1 
:!SA. 93A001 

1
1.0000::!1. 

8.83083 

72.ce790 68.01090 

1 4.071001 

·---, .. 5.01070 . 
407 .il7600 

'.
1tEI 1 Y~ . .J~-'6~ 

r. tlí!.S~.:oo 

V: 

5B. 3797(1 . 
103.07700190.7A~80 

118.58400 · 312.AI080 

135.03200 . o l 
19.365301135.03200 01/Eld .' 
64.74010 135.03200 · 67.516001 1/Eicd ; 

512.11300 1/Elcd'! 

""' 355.75300 1405.•0000 3141.950 1/EJcj 

{•x! l 3;5.753001 
• 1605.4\l~OO • 

314!.95JJO! 
¡l. 00000 1 

4.51227 
8.83182 

Ce~ ve~s ~·xJ es muy parecido a isx) . consideremos pues a 
{•J.~ COIII~ e>} prir.:er DIOdo. Corl el CoefiCiente de Raylelgh d,atermtnaatOS p1

1 • 

;-.::ro r1~ ~Q.'lOC'!::'~:IS (r.l . iPHG qué es (K)~ X}. ? Puf>S las fuerzas~ f) que 

p~.::-c-.,jc:-c" les ·\'!esplazar.li~ntos {'X~ . Entcnces 

\ 
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. l 4.07700! 
[K) ¡·x¡ • 23.oozoo 

45.01070 
u,. /355.753 

[K]I•x} se tiene que dividir entre x,. 355.753. daciO que hemos 

dhld!do los despl~zamtentos t 'X) entre ese co.-r.ponente C::el vector. 

40388.8 79 910 50>.120. . . 

Y el periodo es: 2tt T,• p; • 0.7028 seg 

El prtDer IIOdo normalizado es: 

1
0.044479¡ l'rl • 0.200724 
0.392837 

Estamos en Co)ttdlclones de obtener el segundo mOdo .. Propongeoos 
el slgulent~ vector 

{•x¡. Hf 
Dado que ~~ ~todo converge el pr~~~ modo. para Gue esto no suce .. 

da. se,. lo quitamos. 

1 :x¡ ·1 :i 1 -e, 

e,. {•vi'(M)I'Xf • -9.87402 

1 
0.044481 
0.20072 
0.39284 

Por lo tanto el vector i~X) sin el prleer DOdo sera: 

1
1.439201 1 :~. -0.0;810 

-0.12110 1 
5.867621 IF!·[H]{ :x}. -0.09225 

. -0.61725 



f l~.7~4eo 
1 

1.5~~65 
1 1.21036 

s.1sa12 

5.86762 

l 

1 
-4 .46US 
~0.67257 
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-D. 709502. 

. 0.10075·¡-1.07380 
1.21036 0.27332 

1 'x} • 

3.63109 

1 3.63108¡ 
A. 58'335 

!-2.6703J 1
1 .000001 

-. 1.26143 
-0.73540 

0.0922557 

t 
1 -0.61725 

-\.85174 . 
-0.2655~ -1.95174 
-0.9024 -1.85174' 

. -2.41689 
4.58035 

1
4.077001 

• 6. 24950 
-3.74835 

0.~-·· ;, • 

t 
1 
o 
O 1 IEicd 

-0.92590 ¡:11Et~ 
' . \/Elctt 

-2.67039 l.:!etcc 

¡ ---------------,---~-----------,r-----------~--. r
1

-- 6.7!815 .1 2.69114 -3.74835 ·1 
:~.75~0~ -0.52047 -11.2.C510 o 

.. :z.o3296 -o.o7464 -1.6t26B,-11.245to oiiEí« 
·:. 1 2.77!64 1.34184,-1.1746.( ... 2.20000 -11.24510 · -5.622.SOiliE1cd 
.': ¡' 2.7t;564 2.69¡8¿ · -10.48220 1/Elcd 
.;: 8.38692 20.23830 . -11.20U 1/Eic:d 

; 

l"><l 
1 

8.3s6n¡· ¡ :.ooooo¡· 
• 20.23~30 =- :z.-.1307 . 

-11.20840 -l. 33641 

Q:;~te:r.cs el pri:r.er modo 

{ ~,l ·!'•!- c-o.o25811l{'YI• 2.•1B2s2 
. . 1 1.001148¡· 

r -1.32626& 

Por lo ta.nto: 1
4.081680! 

~ 12.325800 
-6.759990 

,. .. ;--- ... ------~~ ~-;;;----- ·- !' .... ----s-.s-.-5;·.-----T -6.75999 1 
, .. ,. ~~-·. 

;E; .. 

r'f!' ! ... 
;~.~ i 

77J1 

1.9EJl.l -20.2SOOO O 
. O. 2E444 -2. 9084~ -20. 28000 O 1 /El~~ 

2.2o5o3·¡-'.55967 -3.48823 -2o.2sooa -I0.4allol''f:!4 

.e..~i739· 5.51979 . -18.44850 1/!ld 
IJ,l3120 . 35.81120 -19.5340 ¡Jt:~;j 

• "3 '"'01 ! . . ---'"' 35.~1!20 
-1?.534ii0 l l.ClOOOOI 

::!¡; 2.ó07a3t 
- i .42251 l .. ~77001 • 13.29210 

~7.25055 

1 
¡ 
! 

2'1 

" w 
.. !1 

•• 
Ve 

"" 

Yr .... 
MIEl 

•• Ve ... 

32.77020 
4.69966 
... 87280 

32.88300 
4.71583 
4.89032 

·-. 
~ 
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10.1\860 6.04156 -7 .250SS 
-21.75170' o 2.41456 

0.34628 
2.6.9611 ¡~1.61793 

4.87280 5.95097 

-3.11946,-21.75170 011E1c:d 
~3.92840 ~21.75170 -10.8760,1/Elcd 

-19.72910 . ll!:lcd 
14.61840 

1 
.•.• , ••• ! 

• 38.42230 =1: 

-20.76500 

Quitamos el primer modo 

1 
1.000001 
2.62835 

-1.42048 

38.42230 -20.7650 1/Eicd 

l :•1· r•l - co.o2•••s••I'YI 
1 

o. 998839 ., 
• 2.623112 

-1.430720 

Por lo tanto: 

10.).&990. 6.07762 
2.43335 

·. 0.34897 . 
. 2.70689,~1.62634 

4. 89032 . . S. 97CIJ7 
. 14.67100 

1
4.0722701 

• IJ.:i7COOO 
-7.292380 

-7.29238 
-21.81710 o 

-3. i3745¡·21.87710 011 
-3.95062 -21.87710 . -10.938611/ 

~19.es690 ~~ 
38.54440 -21.0163 I/ 

1 'x 1 l
l4.67lOO 1 ,1.00000 1 

• 38.54440 • 2.42794 
-21.01630 -1.43251 

Se ve q~e f'xf es ""Y parecido • j'x) • tomémoslo pues como el 
segundo modo. Calculamos la frecuencia cuadrada. 

~ )' 1 1 7691.4371. l• 1' Xr E leo /14.671 25909.017 
-14131.518 

El periodo sera: 

. r.~~M . 1934.634 

·r,. Za • 0.142 seg p, 



r, 
1 

- : )4_~· 

·' . 
El se;Undo GOdo no~ltlad~~quedara: 

·
1 

- ' ·11 .onGcol 
1 y~ * 2.6273-! 
. -1.4>251 

. . 1 0.1417951 
~, xr(M) fxl • 0.372523 

-0.203123 

Podemos ccn_ocer aho;-a e_l te!"cer modo. PrOpongamos el stgutente. 

!'X\ . \ 1.031 • . o.so 
0.25 

Para que no ccnverja al primero. nt al segundo· modo se los quitamos. 

v. 
~ . 

<!El 
Po 
Ve 
llc 

L~ c•Jal hererr.os ccn la ~iguiente expresiO~: 

) 

~ 

.. 

' v. 
t.lr S ."3S72J 

loi.IEl 0.7&a29 
P• C'.A7U0 
l'c 
M; 

. ·. t Ó.9C9962 
¡_:x 1 • -0.251616 

0.0<6165. 

~0 .• 314816 
0.086918 

-0.016113 

0.0577404] 11.001 11.08181 1 -0.0161133 -0.50 = -0.29930 
0,0031150 O.ZS O.OSSOZ 

i 
i 

'1 
i 

1 
i 

Por lo __ unto: . . . 

. l .. ..-: 

3.165U ,. 

.4.41054 

l 
1 

-.t.l3907" 
-0.59359 

·. \:4.4105401. 
• -I.SZSSSO · . 

O.Z80446 

. ' 

-1.24510 1 0.28045 

-0.20945 1-0.71102 
0.47150 . -0.44897 

0.84134 
0.1206610.84134 

-0.23485 0.84134 
. . . ci. 1S7S2 

,:-0.38131 . 

{ '•1 

1.414.&f 

1 
1.4U491 ~ 1.000001\\ 

• -0.38138 ...., \-0.2696:U 
0.09117 0.064452 

1 

1 
1 
1 

o . 

t 
1/fltd 

0.420670 )/f::;2 
- . 1/[:t.: 

0.091167 lli¡,.J 

4.94147 
0.70867 
0.43454 

- 23S -

.. . . . . . 1 o 998$66 \ l.:• ·1· ([1] -I'Y I'•H 'Y ¡•v r [M)I 1'•1 • -Ú16290 
O.OS0731 

. . ' 
Fór _lo tanto: . 1 •1• [Mt'< 

\ 

•. 0711 so 1 1 •· -1.108250 
0.258576 

1 
-3.82297 

. -.0. 54826 • 
.· - -0.19393,._0.65685 

0.43454 • . . . :-0.41624 
1.30361 

2.92148 -1.1 .. 967 
'0.77573 

0.1112S,0.77S7) . 
-0.21717 0.77573 

. . 0.14231 
-0.36134 

0.25857 

Podemos 'consi4erar pues a {,·JfccUIO ·el terc.er·modo. 

frecuencla·cuadr•d~. 

,. 

. \ . ' 186766.8561 
(K) l'xl u,./1.30361 • -30712.229 

· • . _ 5639.ZZ9 

. :~~M .. 21774.688 . 

. . 2• 
fl.pertodo es: T, • p;-· • 0.0426 seg 

.::El, tercer IIIOdD norllodlzado.es: 

~: ' 

\ 
o:•n11s\ '· 

• -0.130936 
0.023769.. 

-l 
o 
QI/Eted 

0.387860111 E led 
I!Ele1.0 

0.065596 1/Eied 

.. 



•. 

~) 

/, • 220.722 

l"':~t.-icia l:r.ente: 

;~,. lo tanto 

[v) • fD.258 
~.402 

¡~¡ • [vj{U(tlf 

[Y]lü<t.Ji 
[v]{ü(tll 

SEGUNil'l HCOO 

l 0.360 1 

f• vf • -0.;89 1 
p: • 1449.067 

T, • 2n/p, • 0.165 seg 

o.:.6o¡ 

-o.28i.J 

... 
" 

~stltuyendo en la ecuec16n de movi~lento 

'. 
[vf[<](v]lu(tll + (vfLM][~Jl Ü(tll • (vJ'l !ti 

... ... 

r, . ... 
Lo 

ol¡ ij, (tl\· (0.258 
J ü, (t) G.J6a 

. 0.4021 \10 .... 20tl 
-o .. 289J. o 

p', u.(:)+ Ü,(t) • 2.58 sen 20t 
p: u, (t) + Ü1 (t) = 3.6 sen 20t 

••• (1) 

••• (2) 

C:..e sc:t dos ec:..aciones diferenciales 1 tneales de segun-Jo orden no 

.. :~f:,.:::.:., :¡·~~ s! p¡;a:::en solucionar tn_depe,odlentem~nte. Se sabe c¡ue la so-
.......... r.·¿-':·J~MO p~ra estas tCU4Ciones es: u.• C, (OS pt + C. Sen pt 

,------·- -----------

.3'0 
• 263 -

la soluc!On par~lcular a la 1 es: 

entonces: 
u,, • 2.58 A sen 20! 

. ' 

O,, • 2.58 (20) A cos 20t 
o~ •-2.58 (400) A sen 20t 

llevando u,, y u,, a 1 encontramos el valor de la constante A 

230.722 u,(t) + ü,(tl • 2.58 sen 20t 
230.722(2.58) A sen 20t - 2.58 (400) A sen 20t • 2.58 sen 20t 

A • 230./h - 400 •, -0.0059 
_.¡ 

La soluclon·partlcular sera pues: 

u,, • 2.58 A sen 20t • -0.01522 seri 20t 

'. 
La soluciOn a la. no homogénea. ·es la homogénea mAs la particular. 

Entonces la soluclOn,a la 1 serA: . 

u,• C, cos p,t + C. sen p,t • 0.01522 sen 20t ••• (3) 

?rocedlen~o ~a la mf~a fo~a con la 2 e~ccntr~vs su solucJCn 

u, • C,cos P. t t C. sen p. t + 0.00343 seo 2ot ... ,. ) 
sustituyendo 3 y 4 en ¡x¡ • (v]ju(tll encontramos la respuesta 

de las masas Y en consecuencia de la estructura a la fuerza excitadora. 

o sea: 

""1· . f0.258 
lx. !l..P.•o2 

x,. 0.258 u,.+ 0.360 u, 
... 0.402 u,.- 0.289 u, 

1 
¡1 

•1 

. 1 :, 
1 

1: 

_j 
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+ 
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INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA 

Introducci6n 

Agustr'n Dem~neghi Colina 
Profesor de Mec<Ínica de Suelos 
Facultad de Ingenierr'a, UNAM. 

La cimentaci6n de estructuras sobre suelos de mP.diana a alta -

compresibilidad plantea el problema de deter'minar los hundimientos· 

totales y diferenciales, asr' como los elementos mec<Ínicos (momento 

flexionante, fuerza cortante y fuerza normal), tanto en la subestruc-

tura como en la superestructura, ocasionados por .los ... hundimientos · 

de la. cimentaci6n. Estos valores dependen por un lado de la compre 

sibilidad del subsuelo y por otro de la rigidez de la estructura. To-

mando en cuenta que en los an<Ílisis estructurales convencionales se 

considera en general que la estructura est<Í empotrada o articulada -

en su cimentaci6n, o se supone una presi6n de contacto uniforme, y 

que, tambi~n en general, ~1 c<Ílculo de hundimientos del terreno se 

realiza considerando la cimentaci6n cien por ciento flexible o total--

mente rr'gida, lo cual en ambos casos {estructural y de mP.c<Ínica de 

suelos) dista bastante de la realidad, se ve clara la necesidad de 

desarrollar m~todos de anilisis. estructural que tomen en cuenta los 

efectos de los hundimientos y que, al mismo tiempo, permitan calcu 

lar los valores de estos Ciltimos. 

··~lf) 
' ' 

i .) 
~ 

() 

1 
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· ·Para ilustrar lo anterior, hagamos algunas consideraciones so-
.' . , . . r 

· bre la distribuci6n de asentamientos Y. de <:'sfuerzos en algunos ca--

·' 

sos sencillos (J:uá:rez Badillo y Rico 1976, Pozas 1980)1 

Veamos en primer 'lugar el caso de un á:réa liniformemente car-

gada y totalmente flexible. Debido a su flexibilidad, las presiones --

que el il':rea cargada ·transmite al. suelo .. será:n id~nticas a la presi6n 
sebre el área • .l!er etra parte, el aseatamieate"ae 'será uaif.!rll.!.!) 

~uniforme sino· que.:!endrá: un valc;>r má:xin:>-o fJ -':ent.~o. del !rea carga-

da y menor en.la periferia, a.doptando .una ley similar a la_ que se -
. ~ • ... • 1. ~ • • ' • .._ -

riluestr.a· en-la fig. l. 1 _(si es B~~. el medio c_argado se. supone lineal-
• J. 

mente ·el!stico). 
•:. 

En la pr!ctica, el asentamiento inmediato aebido exclusivamente 

' ' . . ,•t •l . .., . 

a cambio de forma (es decir, excluyendo el'asentamient'o por consoU. 
.•. 

daci6n) de !reas flexibles con carg.;_ ·uniforme, "apoyadas· en arcillas 

saturadas, adopta un perfil similar al mostrado en 1<1 parte a de la 
. · .. 

fig. l. l. 

En cambio,. cuando el á:rea flexible se apoya en arenas o gravas, 
. ' . 

el perfil se parece a los mostrados .en la parte E. de' la fig. l. 11 -

'. 
ya que los materiales gruesos poseen la propiedad de que su rigidez 

aumenta con el confina'miento, ·él cual obviamente será: m.Íximo en 

la zona que está: bajo el centro del il':rea cargada. 



. ~ ¡. 

xi!Sn de los diferentes puntos y dividir la pre,si!Sn unitaria entre la 

deflexi!Sn media de los mismos puntos y as( poder tomar un prome-

dio de los valores obtenidos; o bien, transmitir una presi!Sn total 

' conocida sobre el suelo por medio de un cuerpo rl'gido (tal como 

, un bloque de concreto), medir el desplazamiento y calcular la re-

laci!Sn entre la presi!Sn y el desplazamiento (f ig. 2. 2). 

En ambos casos, los procedimientos involucran un_factor arbi-

trario, ya que se reemplaza un in!Sdulo variabl<o por un valor pro-

medio, el m!Sdulo de 'reacci6n del suelo K8 • Las dimensiones de Ks 

son 

Ks = 
. ' 

p 

~ (~J (2. 1) 

El valor del rrí6d\.tlo de reacci!Sn K 8 depende no solamente de la 

nafuráleza ··del suelo, sino tambi~n del tamaño y la forma del iÍrea 

que soporta la carga. De aquf que cuando el valor de Ks es selec-

donado deberin ser considerados todos los factores mencionados en 

el pirrafo anterior, ya que influyen en su. determinaci6n. Ademis, 

-el nlor de K8 no es una constante para un suelo dado y la rela--

ci!Sn expresada por la ec. 2.1 representa dnicamente un modelo que 

se asemeja al comportamiento real del suelo. 

Veamós un caso particular de la.aplicaci6n de las ideas de 

Terzaghi (1943) a una viga de ancho unitario, de longitud L, de pe- ( 

ralte H y sujeta a una carga q por unidad de ancho (fig. 2. 3), la 

( 

¡ 



cual descansa sobre una superficie horizontal de un medio elil:stico. 

La viga s aporta una carga q 1 por unidad de ancho, a la mitad de -

la misma. 

El asentamiento estará:· determinado por la ecuaciiSn: 

cte 

Bajo la influencia de la carga, la cimentacilin se flexionará: y 

adoptará: la posiciiÍn indicada en la fig. 2. 3. Sean: 

E = mlidulo de elasticidad de la viga 

1 = ·12 
= momento 

la viga. 
de inercia de la seccilin a trav~s de 

V = fuerza cortante vertical a una distancia x del punto me
dio de la viga. 

r = reai:cilin del terreno a una distancia x del punto medio 
de la viga (presilin) 

2, = asentamiento de la base de la viga a una distancia x del 
punto medio de la viga 

e = base de los logaritmos naturales. 

La variacilin de la fuerza cortante con .la distancia x es: 

dv = r = & Ks 
dx 

(2. 2) 



De acuerdo con la teor!"a de momentos en vigas, los desplaza-

mientes verticales de la viga, con referencia· a su posici6n origi--

nal, se determinan por medio de la ecuaci6n: 

dv = ;; Ks = 
dx 

cuya soluci6n es: 

El 

~ = e1 cosh . ..l?. cos Q + e 2 senh 2 

+ e4 senh Q cos .Q 

donde: 

= x'4¡;;;' 
V4EI 

{2. 3) 

sen .f2 

(2. 4 a) 

(2.4.b) 

el cual es un ndmero adimensional y e1 a e4 son constantes de in 

tegracilln: 

El momento flexionante correspondiente por unidad de ancho es: 

M = .El 
B 

Las constantes de integraci6n e 1 a e 4 deben ser determinadas 

de modo tal que la continuidad y las cendiciones de frontera se sa-

tisfagan. Estas condiciones son las siguientes: a la mitad de la 

longitud de la viga, x=O, la tangente a la l!"nea el<Ística es horizon-

tal y la fuerza cortante por unidad de ancho es q 1 /2. En los dos ex 

' 1' 



tremes de la viga se observa que el momento flexionante y la fuer-

za cortante son iguales a cero, x=L/2. 

Al combinar la ec. 2. 4a con estas condiciones, se obtiene la -

expresi6n para calcular la reacci6n del terreno a una distancia x -

del punto medio de la longitud de la viga. 

-'. ) 

-s-e-n'"h-S""~,_-1-';~:-s-e_n_..">"'"'~...--1----:{s e ri S~ senh( .R 1- .f2. ) 

.Jc 1 
cos 

2 (
5( 1 - .:ic l coa--

. 2 

y el momento flexionante M a la misma distancia por unidad de 
' 

ancho: 

donde: 

A = 

D = 

M = g'L (cosh Q 
4 .í~ 

-cosh R cos ..:.<. 

2 

sen 2 

Q = x1
4fK:B vrn--

+ cos ..n.l . - sen Sl1 

seah ~~ + sea .s?. 1 

e os ..:.1, 1 + senSll- e 
senh .. :í1. 1 + sen· .51.1 

+ 

cos .:í~ + senh 52. sen 5"2 - senh".:íl 

sen 52. -Dcosh .R cosn +Asenh . .R 

( 2. 5) 

e -Sll 
; 

- se.. 1 

Como la reacci6n del terreno r y el momento flexionante M son 

moís grandes bajo la carga a x = O y S?. = 0: 



/i 

11 
' 

, Vemos -entonces que p,ara resolver el problema se requiere 

atacarlo en tres etapas: efectuar un aná':lisis estructural, reali¡oar 

un aná':li~is de asentamientos del suelo y finalmente. establecer la 

•1 
compatibilida_d de desplazamientos entre estructura y suelo. En los 

siguientes incisos tratamos por separado cada _una de estas etapas. 

1. r . 

1• 

1 

11 

:¡ . ' ' 

) 

1' 

i 1 

1 

1 

'1 
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3.1 Análisis estructural 

La determinación de la matriz de rigideces de la estruc

tura se puede llevar a cabo empleando alguno de los varios mé 

todos que se conocen actualmente en ingeniería estructural. 

En términos generales, conviene que sea un método susceptible 

de ser programado posteriormente en una computadora electrón~ 

ca. En este trabajo utilizaremos el procedimiento tratado por 

Beaufait et al ( 1970). 

Consideremos una estr~ctura sometida a un sistema de car 

gas como la indicada en la fig. 3.1 • Como se observa, hemos 

colocado una reacción r, bajo cada columna y otra bajo la mi

tad de cada entre-eje, resultando tres reacciones bajo cada 

barra de la cimentación. La razón por la cual hacemos esto, 

para la geometría mostrada en la fig. 3.1 , obedece a motivos 

exclusivamente de sencillez de cálculo. Si se desea obtener 

un mayor número de reacciones r., se puede considerar cada ba 
. 1 

rra de la cimentación como dos o más barras, para fines de 

análisis. 

Utilicemos el método de rigideces para el análisis es--

tructura!' de la estructura de la fig. 3.1 el cual consiste 

en términos generales en lo. siguiente: 

a) Primeramente se empotra toda la estructura, con lo 

que se gen·eran momentos y· cortantes de empotramiento, que 
e e 

llamaremos M¡ y Vi. 

b) Se permiten giros en los nudos y desplazamientos li 

neales (fig. 3.2 ), a los cuales denominaremos simplemente 

desplazamientos. Con esto se producen momentos y cortantes 

·en los nudos y en los ejes de barras . 



e) En vista de que se desconocen los desplazamientos, se 

calculan los elementos mecánicos (cortantes y momentos)debi

dos a desplazamientos unitarios • Los valores de los elemen

tos mecánicos debidos a los desplazamientos unitarios forman 

la llamada matriz de rigideces de la estructura, la cual de 

nominaremos (K J. 
d) Los nudos de la estructura, debido a los momentos de 

empotramiento y a los momentos debidos a los desplazamientos, 

deben· de estar en equilibrio. Además, los ejes de barras (tr2._ 

bes y columnas) deben estar en equilibrio por el efecto de los 

cortantes de empotramiento y de los cortantes ocasionados por 

los desplazamientos. Estas condiciones de equilibrio se pueden 

poner en forma matricial de la siguiente forma: 

= 

es decir: 

(3.1) 

En e 1 sistema de ecuaciones 3 • 1 tenemos tres tipos de in 

cógnitas: los desplazamientos s. los giros e i 
y 1 as 

1 

(estas V~ 
e 

reacciones r. últimas pueden aparecer en o en H 1 ) • 
1 1 

La formación de la matriz de rigideces (KJ ylaobten 

ción.de los 
e cortantes V. y 
1 

e momentos M. 
1 

de empotramiento, que 

aparecen en la ec. 3.1, se puede· hacer de varias formas. En este 

trabajo utilizaremos el método propuesto por Beaufait et al (1970) 



El planteamiento general consiste en hallar la matriz 

de rigideces y Jos cortantes y momentos de empotramiento de 

cada barra ae la estructura, para posteriormente determinar 

la matriz de rigideces de toda la estructura mediante la su 

ma de las matrices de cada una de las barras. Para fines de 

simplicidad de exposición consider~mos únicamente cargas uni 

formemente repartidas w. en la estructura (fig. 3.1 ) . 
1 

Desde el punto de vi·sta práctico, se pueden presentar 

en el análisis estructural dos casos de interés: (a) barra 

con apoyos continuos y (b) barra con un apoyo continuo y 

otrb apoyo articulado, los cuales se tratan en los incisos 

3 • 1 • 1 y 3 • 1 • 2 • 

Como se puede apreciar en la fig. 3.2 , hemos incluido 

desplazamientos lineales a la mitad de los entre-ejes en la 

cimentación ( &
2

, :;
4 

·y &
6 

). En estas condiciones, 

faltará determinar ecuaciones para relacionar estos despla

zamientos con el resto de los desplazamientos de la estruc

tura y con el sistema de cargas general. Estas ecua~iones 

auxiliares se pueden hallar utilizando los. teoremas de .. la 

viga conjugada. En el inciso 3.1.3 se·presentan las ecua-

ciones auxiliare~ de los desplazamientos a la mitad de los 

entreejes, en la cimentación, para los dos siguientes casos 

de interés pr&ctico: barra con apoyos continuos y barra con 

un apoyo continuo y otro articulado. 

Finalmente, la obtención de todas las ecuaciones que 

relacionan los desplazamientos lineales 5i y los giros 

&i con las cargas wi y ri se obtienen utilizando la 

ecuación matricial 3.1 (equilibrio de momentos en nudos y de 

cortantes en ejes de barras) y las. ecuaciones auxi 1 iares 3.18 

ó 3.19 (desplazamientos a la mitad de los entreejes). 



3 • 1 • 1 Barra con apoyos continuos 

La matriz de rigideces de una barra j con apoyos con ti 

nuos ( f i g. 3. 3) está dada por: 

{)p &q 5r 
/ .o. , S 

4 El 2 E 1 6 El 6 El 
(}p --L- L -7 7 

2 E 1 4 El 6 El 6 El 
f)q K = 7 7 ( 3 . 2) 

j L L 

6 E 1 6 E 1 1 2 El 1 2 El 
-;; r -7 7 L3 L3 

6 El 6 El 1 2 El 1 2 El 
~S 7 7 -

L3 L3 

siendo: L = longitud de la barra j 

$ = r 

E =módulo de elasticidad del material que forma la 
barra j 

1 = momento de inercia de 1 a barra j 

Bp= giro en e 1 nudo p &q giro e 1 nudo = en q 

desplazamiento en e 1 nudo r ~S = :lesplazamiento en e 1 nudo 

Los giros se consideran positivos si van en sentido contra 

río a las manecillas del reloj y los desplazamientos son posit_!_ 

vos si son hacia abajo. El sentido de los momentos flexionantes 

de barra sobre nudo es positivo si va en sentido de las maneci

llas del reloj y el sentido de las fuerzas cortantes de barra 

sobre nudo es positivo si el cortante va hacia arriba. 

Los momentos y cortantes de empotramiento, de barra sobre 

nudo, para diferentes condiciones de carga son los siguientes: 

S 



1 
' 

) 

.. 

Para una carga uniforme w. f i g . 3 . 3 ) : 
J ~ 

Me w. L: w. L: 
= J J ( 3 . 3) Me J J p = 

1 2 - q 1 2 ( 3. 4) 

ve - w. L . = J J (3. 5) ve -w. .L. 
r = J J ( 3 . 6) 

2 J S 

2 

Para 1 as cargas repartidas de 1 a cimentación (fig.3.4): 

.. 
Me = - 67 2 1 1 L: 1 3 L: p 

3072 
L. r 192 r r+l - 3072 J r J J r 

S 
( 3. 7l 

' - L -

He '1 r·. 2 + 1 1 L: 67 L: = 3072 L. r 
192 r + 

3072 
r q J r J r+l J S 

(3.8). 

ve + 1 2 1 L. r + 1 i. . r 7 L.r = 7j + m r 51 2 J r J r+l J S 
( 3 • 9) 

ve 7 
.L j r r 

1 L.r 1 2 1 
= + m + Tj 512.Ljrs 

S J r+l + 
.(3.10) 

3.1.2 Barra 'con un apoyo continuo y otro .arti.culado 

' . 
La matriz de rigideces de una barra j con un apoyo con

tinuo a la izqJi~rda y ot~o articulado a la derecha 

(fig. 3.5) vale: 

.. / 
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3.1.4 Matriz de rigideces de toda la estructura 

La• matriz) de rigideces de toda la. estructura, es la suma . 
de las matrices de cada' una de las barras .. 

Como ya lo dijimos antes, empleando el método' de rigid~ 

ces, primeramente se restringe la estructura de giros y despla 

zamientos 1 ineal.es (desplazamientos). Esto ocasiona momentos 
' . 

flexionantes y fuerzas cortantes de empotramiento. Luego se -

permiten los giros y desplazamientos de los nudos, lo que pr~ 

vaca momentos y cortantes adicionales. La suma de los momentos 

de empotramiento y )os momentos debidos a giros en los nudos 

debe ser cero en cada uno de los nudos, para que cada uno de 

éstos esté en equi 1 ibrio. Además, la suma de cortantes de emp~ 

tramiento y de cortantes debidos a desplazamientos 1 ineales de 

los nudos deben ser nula en cada· ·uno' de' los e'jes de barras 

(columnas y trabes), para' qu.e cada uno ·d~ los ejes de barras 

esté en equilibrio. Estableci~ndo las condici~nes anteriores y 

utilizando las ecs. 3.18 ó 3.19 se obtiene el siguiente siste 

ma d• ecuaciones: •' 
., 

= Bu wl + Biz Wz + .. ·. 

= B21 W¡ + B22 W2 + ... 

(3.20) 

) 
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( 

en donde: 

-) ... 

K .. = coeficiente de la matriz de rigideces de toda 
IJ 

- . 
la estructura 

A .• = coeficiente que co.r r.e s po nde a 1 a reación r 
lj '• j 

en l'a ec. 

B •• = co_ef ic i ente que corresponde 
IJ 

a i a carga w. <On 
J 

1 a ec. 

En el sistema de ecuaciones 3 .. 20 tenemos tres tipos de in-
¡ ·' cógnitas: 

los desplazamientos ~ los giros ' i , Bi 
Lo que. procede a continuación es obtener 

. .. . 
y las reacciones r. 

1 

los desplazamientos del 

suelo á.
1 

en función de las reacciones-r. mediante un análisis 
• 1 

de hundimientos del terreno, lo cual se realiza en el inciso si-

guiente. 

., . 

·-



3. 3 Compatibilidad de desplazamientos.' 

Una vez feal izado el análisis de la estructura y el de hundimientos del 

terreno, se establece la condición de compatibilidad de desplazamientos entre 

ellos, de la siguiente manera: los asentamientos del suelo determinados por m~ 

dio de la ec. 3.21 se sustituyen en el sistema de ecuaciones 3.20 de la estruc 

tura. De esta manera, desaparecen como incógnitas los de.splazamientos y que--

dan únicamente como incógnitas los giros en los nudos 9. y las reacciones r. 
1 1 

del terreno. Es fácil ver que el número de ecuaciones es igual al número de -

incógnitas, con lo que se puede resolver este sistema de ecuaciones y despejar 

los giros y las reacciones. Uti 1 izando la ec. 3;21, ya conocidas las r 1 , se 

pueden determinar también los hundimientos del terreno. 

. ' 

( 

( 

( 
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'' 
:3 •4 Ejemplo 

Con el objeto de ilustrar el procedimiento descrito en los in 

c.isos '3,1 a 3.3, se presenta un ejemplo sencillo de aplicaci6n. 
' ' ' 

; Se pide determinar 1¿~ d·iágran:as de ree.cc i6n y hundimientos 

del terreno, para la estructura, estratigrafía y propiedades que 

se indican en la fig, 3.8. 

Estructura tipo anille,. Ancho de la cimentaci6n · 8 m 
6 2 

E = 1.5811 x 10 ton/m 

Se llevará a 9abo el 'análisis de interacci6n suelo-estructura 

en tres etapas: (a) análisis estructural, (b) análisis de asento

mientos· del! ·sueló y (e). compatibilidad de deoplaz¡¡.mientos. 

a) Análisis estructural .. 
El análisis estructural. se inicia numerando las barras·y los 

desplazamientos lineales ~ . y angulares 
l: 

también las reacciones (fig. 3,9), 

& i , grafic ando 

Los giros y desplaúunientos que corresponden a cada barra 

los siguientes: 

Barra No, &p Bq ~r $'S 

1 &5 e6 ~ ~3 1 
2 e7 e8 ~1 ~3 
3 ()7 &5 ~ 4 

:, 
4 . 618 &6 ~4 

·neterminaci6n de la matriz de rigideces de cada barras 

Ba.rra l 106 2 I = 1.305 X 10-2 
E= 1.58.1! X· ton/m .. ,. 

·Utiliz~do la ec. 3 .2s· L=Bm 
' . ' 

son 

4 m 
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? ~bemos que. por·simetr!a de la estructuras 
,1 

&3 = & 1 8 6 = - e 5 

Tomando en cuenta estas igualdades y estableciendo el equili

brio de nudos y ejeliJ de barras, se obtienen las siguientes expre~ 

aioneas 

Desplazamiento ?; 
4 

526.30 ~ 4 

(renglón·3 de la matriz de rigidecea)r 

.. o • ,, 

Giro e 
5 

(rengl6n 4 de la matriz·de rigidecea)s 

12:112.14 8 5 ... 5 158~34 <.,¡¡:.·B 5> ... 928.04 &
7 

-:1.6666 r 1 

' . 
... 928.?4. f) 1 - ~.6666 r 1 -· 3.6667 r 2 =-- 34.1333 

·~ '· ' ...... •. . '. . 

' ( 1 ) 
Desplazamiento ;:I; 1 (~engl~n 1 de la matr~z de rigidec ea~:· 

Giz;o . ~ 
7 

(rengl6n 6 de la matriz de rigideces) 1 

928. 04 (} 5 . .... 7 014. 40 (} 7 = - 21.333 

Utilizande la ecuaci6n auxiliar 3.18 para la barra ls 

2 579.2 1)5 - 2 579.~ & 6 - 2' 579.2 :; 1 - 2· 579.2 & 3 

( 2 ) 

( 3 ) 

+ 5 158.3 &2 + 0.25 r 1 * 0.25 r
3 

+ 2.1667 r 2 • 17.06667 

\\f¡.58.4 (}
5 

- 5158.4 $ 1 * 5158.3 & 2 + 0.5. r 1 + 2.1667r2 

= 17.06667 ( 4 ) 



e) Dada la gran cantidad de operacione~ a r~alizar, el análisis conjunto ·ff 
de la estructura y el suelo tiene que llevarse a cabo en la práctica por 'medio 

• l 

del empléo de computadoras electrónicas. 

d) ·Por lo anterior, es muy i_mp_ortante que el ing_eniero de cimentaciones 

al de9icarse a la interacción suelo-estructura maneje en la forma más clara p~ 

sible sus conceptos de;análisis estructural, de mecánica 'de sue.los'y de anáii

s i s numérica por .·computadora~: 
1 • 

~'".! 

·e)· La comparac'ión de resultados entre considerar una reacción uniforme o 

tomar ·én· cuenta la interacción suel.o~estructura indica diferencias notables~ en 
: .. ¡ . . . 

hundimientos diferenciales, reacción del terreno y elementos mecánicos, bajo-

ciertas condiciones. Se puede presenta'r inclusive en algunos c~scis cambio de 

sentido en los momentos flex~onantes. de .la cimentación o de la superestructura . 

• - 1 ," 1 
f) .. En cambio; la comparación entre observaciones de campo en ·estructuras 

' -- ' 1 - - .'.... • ~ • ¡- - • 

reales ccin. los métodos que· toman en cuenta la rigidez de la Cimentación ha da-
. - ( ,. ' 't¡ . 

do resultados·promisorios, a pesar.de que las.me.diciones son' en peque_ño número, 

pues los·valores teóricos y los medidos son bastante similares.· 
·' ; .. 

~g) La· soluc'ión de un problema de ingeniería compre~de, entre otros aspe~ 

tos important~s~· las siguientes tres e~apa~: ~~san; de~arrollo té~rito del m: 
. . . . . ··-· ... ' . ' . -

todo a seguir, una calibración en la práctica del análisis .. propuesto'y, como-

complemento fundamental, un procedimiento de análisis numérico que permita lle 

gar a la solución de un caso particular en forma expedita . 

• > 

. .~ 

Podemos considerar por lo ·que respecta_ a las dos primeras etapas, en inte 

racción suelo-estructura, en términos· generales se han ~-b-tenido·'~e-s'uitadc:is sa-.. 
tisfactorios que han permitido avanzar en cada uno, de ellas. Sin embargo, en 

lo -que no se ha logrado un avance todavía satisfactorio es en el desarrollo de 

métodos numéricos; accesibles para el ingeniero de_ la práctica. En este sentí 

do, los programas de computadora para la solución de la interacc-ión 'suelo-es-

-tructura son relativamente escáso's .y su disponibiÍ idad ·en la práctica está muy 

, limitada. Por lo tanto, es muy d~~eable que la investigación-se encauce: a la 

e.laborai:ión de programas de computado'ra a los cuales el cingeniero tenga fácil 

acceso. 

((t 

((f 

¡¡ 
' 

¡1! 

1 
1 

1 

¡: 
1 

,,, 



h) En estas condiciones, la prá'ctica usual de considerar una reacción uni

forme y con ella determinar los elementos mecánicos, para luego diseñar las pi~ 

zas estructurales con un amplio factor de seguridad tiene que continuarse hasta 

que se disponga de programas de computadora. Por ejemplo, la receta práctica -

de aplicar un amplio factor de seguridad al máximo momento con reacción unifor

me y diseñar estructuralmente los miembros de la cimentación con este valor, e~ 

locando el mismo máximo porcentaje de acero longitudinal en ambos lechos para -

prever· posibles cambios de signo en los momentos, puede dar resultadosdcl lado 

de la seguridad; Cabe aclarar que se ha observado que la discrepancia entre es 

te criterio y la realidad depende en buena medida de la longitud de la estructu 

ra continua. Por lo tanto, es muy recomendable que cuando sea posible se em--

pleenjuntas constructivas de'tal·manera que no se utilicen estructuras conti-

nuas de gran longitud. 

i) Desde luego, es necesario continuar con ·las mediciones de campo para ca 

1 ibrar los métodos de anál isls descritos en este trabajo. 
( 
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realizó el análisis estructural, es posible determinar además los 

giros en los nudos de la estructura. Con estos resultados se pueden 

calcular los elementos mecánicos en toda la estructura, incluyendo 

desde luego a la estructura de cimentación. 

En los siguientes incisos 

cumplir con el,procedimien~o 

se presentan los pasos a seguir 

descrito en el párrafo anterior. 

para 

2. Análisis_estructural 

Para fines de interacción es conveniente utilizar el método de 

rigideces del :análisis estructural, en el que la ecuación general. de 

equilibrio de una estructura está_dada por 

donde 

. . 

E = matriz de rigideces de la estructura 

6 = vector de desplazamientos 

·E 
e 

= vector de cargas de empotramiento 

E· = 
e 

vector de cargas concentradas 

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la 

suma-de las matrices de rigidez de todas y cada una .. . . . 
forman la · estructura. A continuación. presenta~os 

rigidez y los vectores de. ·empotramiento para 

-. condicjones de apoyo: 

de las barras que 

las matrices de 

las siguientes 

a) ·Barra con una articulación.a la izquier9-a_y un apoyo continuo 

a,-la derecha 
1 

b) Barra con una articulación a la derecha y un apoyo conti~uo a 

la iquierda 

e) Barra con dos apoyos continuos 

Para la determinación de los vectores de empotramiento en las vigas 

de la estructura de cimentación consideramos_una carga repartida de 

un extreao hasta la mitad de una barra y otra carga ·-repartida de la 

2 
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mitad hasta el otro extr~mo de la barra. 

La convención de signos utilizada es la siguiente: los giros se 

consideran positivos en sentido antihorario y los desplazamientos 

lineales son positivos si van hacia abajo. Los momentos flexionantes 

son positivos en sentido horario, y las fuerzas cortantes son 

positivas si van hacia arriba. 

a) Barra con una articulación a la izquierda y Un apoyo continuo a la 

derecha (fig 1) 

La matriz de rigidez está dada por (Beaufait et al 1970): 

e 6 6 
q r S 

[- 3EI/L - 3EI/L
2 

- 3EI/L
2 

J 
e 

3EI/L2 
3EI/L

3 3EI/L3 q 

K = c5 ( 2) -m 
3EI/L2 - 3EI/L3 3EI/L3 r 

c5 
• 

El vector de cargas de empotramiento vale 

={ 
wL

2
/8 + (7/12B)L

2 
r + (9/128) L

2 

r } 
r • 

~e m - 3WL/8 + (41/128)L r + (7/12B)L r ( 3) 
r 

(57/128) L ~. - 5WL/8 + (23/128)L r + 
r 

b) Barra con una articulación a la derecha y un apoyo continuo a la 

izquierda (fig 2) 

La matriz de rigidez está dada por 

e c5 c5 
p r S 

[- 3EI/L - 3EI/L
2 

3EI/L2 

J 
e 

3EI/L
2 3EI/L

3 
- 3EI/L

3 p 

K = c5 ( 4) -m 
3EIJL

2 - 3EI/L3 
3EI/L

3 r 

c5 
S 

3 



El vector de cargas de empotramiento vale 

e) Barra con 

La matriz de 

15m = 

El vector de 

WL2/8 -

- 5WL/8 + 

- 3WL/8 + 

(9/128) L2 r - (7/128) L2 r 
r • 

(57/128)L r + (23/128)L r 
r • 

(7/128)L r + (41/128)L r 
r • 

dos apoyos continuos (fig 3) 

rigidez está dada por 

e e c5 
p q r 

c5 
• 

4EI/L 2EI/L - 6EI/L2 6EI/L2 

2EI/L 4EI/L - 6EI/L2 6EI/L2 

6EI/L2 6EI/L2 12EI/L3 12EI/L3 

6EI/L2 6EI/L2 - 12EI/L3 12EI/L3 

cargas de empotramiento vale 

wL2/12 - (11/192) L2 r - (5/192) L2 r 
r • 

- wL2/12 + (5/192)L2 r + (ll/192)L2 r 
r s 

- WL/2 + (13/32)L r + (3/32)L r 
r • 

- WL/ 2 + ( 3/3 2) L r + ( 13/3 2) L r 
r s 

(5) 

e 
p 

e 
q ( 6) 

c5 
r 

c5 
S 

( 7) 

como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda la estructura es 

.. la suma de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras 

de la estructura. El vector de cargas de empotramiento de toda la 

estructura se obtiene sumando los vectores de cargas de empotramiento 

de todas y cada una de las barras. El vector de cargas concentradas 

ce determina asignando a cada grado de libertad la carga concentrada 

que actúa sobre él. Con esto se realiza el análisis estructural de 

toda la estructura. 

4 



3. Hundimientos del terreno de cimentación 

En este inciso consideramos las cargas que transmite la estructura 

sobre el terreno de apoyo, las que son iguales. en magnitud y de 

sentido contrario a las reacciones del suelo sobre la estructura, por 

la tercera ley de Newton. Calculemos los asentamientos del terreno en 

función de estas cargas; consideremos una reacción rk actuando en la 

superficie (fig 4); la presión vertical vale r 1 1 a , donde 1 y . k k k k 
a 

k 
son la longitud y el área en las que actúa la carga, respectiva-

mente. 

La deformación·del estrato de espesor H
1
J, debida a la carga rk vale 

Pero 

donde I
1

Jk es el valor de influencia, el· cual está dado por el 

esfuerzo normal vertical en el punto ij , producido por una presión 

unitaria actuando en el área ak (Zeevaert 1973). 

M es el módulo lineal de deformación, el cual se define como el 
z 

1 J 
cociente de la deformación vertical del estrato, entre el esfuerzo 

normal vertical que la ocasiona. 

En consecuencia ó 
ljk 

l '/ a 
k k 

La deformación del estrato, debida a todas las cargas vale 

ó = M H 
l j z 1 J 

1 J 

n 
r 

¿ 
1 • 1 

I 
ljk 

r 
k 

donde nr = número total de cargas rk 

5 
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El asentamiento bajo el punto i vale 

n 
• 

6 = J~t M H1J 
' 1 z 1 J 

I: 

n 
r 

k= 1 

donde n = número total de estratos 
• 

(8) 

En la ec 8 los hundimientos del terreno quedan en función de las 

cargas rk 

4. Compatibilidad de deformaciones 

En esta etapa se establece la compatibilidad de deformaciones entre 

estructura y suelo de cimentación, lo que equivale a considerar que 

tanto los desplazamientos de la estructura como los del terreno son 

iguales, es decir, que el suelo no se despega ·de la estructura. 

Analíticamente esto se alcanza sustituyendo los valores dados por la 

ec 8 en la ec l. De esta manera desaparecen como incógnitas los 

desplazamientos lineales y quedan únicamente como incógnitas los 

giros en los nudos y las reacciones del terreno. Es fácil ver que el 

número de ecuaciones es el mismo que el de incógnitas, con lo que se 

puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar> los giros y las 

reacciones. Empleando la ec 8, ya conocidas las reacciones, se pueden 

determinar también los hundimientos del terreno de apoyo. 

5. Elementos mecánicos 

Los elementos mecánicos sobre los diferentes grados de libertad de la 

estructura se pueden hallar en función de los resultados de la 

interacción suelo-estructura. 

expresiones, que proporcionan 

nudo, que transmite 1 a barra 

diente. 

Para ello, empleamos 

los elementos mecánicos 

las siguientes 

de barra sobre 

"m" al grado de libertad correspon-

6 



a) Barra con una articulación a la izquierda y un apoyo continuo a la 

derecha (fig 1) 

M = - wL
2
/8 + (7/128) L2 r + (9/128) L2 r + (3EI/L) e 

q r • q 

- (3EI/L
2

) 6 + 
r 

( 3EI/L
2

) 6 
• 

( 9) 

V = ...: 3VL/8 + (41/128) L r + (7/128) L r - (3EI/L2 ) e 
r r • q 

+ ( 3EI/L
3

) 6 -
r 

( 3EI/L
3

) 6 
• 

(10) 

V = - 5VL/8 + (23/128) L r + (57/128) L r + (3EI/L
2

) e 
8 r s q 

(11) 

b) Barra con una articulación a la derecha y un apoyo continuo a la 

izquierda (fig 2) 

M = wL
2
/8 - (9/128). L2 r - (7/128) L2 r + ( 3EI/L) e 

p r .. p 

- (3EIJL
2

) 6 + {3EI/L
2

) 6 
r • 

(12) 

V = - 5WL/8 + (57/128) L r + (23/128) L r - ( 3EI/L 2 ) e 
r r S p 

+ ( 3EI/L
3

) 6 - ( 3EI/L3
) 6 

r S 
(13) 

V = - 3WL/8 + (7/128) L r + (41/128) L r + (3EI/L2
) e 

• r • p 

- ( 3EI/Í.') 6 + ( 3EI/L
3

) 6 
r S 

(14) 

e) Barra con dos apoyos continuos (fig 3) 

M = wL
2
/12 - (11/192) L

2 
r - (5/192) L2 r + (4EI/L) e 

p r s p 

+ ( 2EI/L) e - ( 6EI/L 
2

) eS + ( 6EIJL
2

) eS 
q r s 

(15) 
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M = - wL
2
/12 + (5/192) L2 r + ( 11/192) L2 r + ( 2EI/L) e 

q r • p 

+ ( 4EI/L) e - ( 6EI/L
2

) eS + (6EI/L
2

) eS (16) 
q r • 

V = - WL/2 + (13/32) L r + (3/32) L r - (6EI/L2
) e 

r r • p 

- ( 6EI/L
2

) e + ( 12EI/L
3

) eS ( 12EI/L3
) eS (17) 

q r • 

V = - WL/2 + (3/32) L r + ( 13/32) L r + (6EI/L2
) e 

• r • p 

+ ( 6EI/L
2

) e - ( 12EI/L3
) eS + ( 12EI/L3

) eS (18) 
q r • 

d) Barra en la superestructura 

En este caso no existen las reacciones del terreno r
1 

, por lo que 

las ecuaciones quedan 

M = wL
2
/12 + (4EI/L) e + (2EI/L) e - (6EI/L

2
) eS + (6EI/L2

) eS 
p p q r s 

(19) 

M = - wL
2
/12 + (2EI/L) e + (4EI/L) e - (6EI/L2

) eS + (6EI/L2
) eS 

q p q r s 

( 2 o) 

~ (21) 

V = - WL/2 + (6EI/L
2

) e + (6EI/L
2

) e - (12EI/L3
) eS + (12EI/L3

) eS 
S p q· r S 

(22) 

6. Ejemplo ilustrativo 

Presentamos en este inciso un ejemplo muy sencillo resuelto paso a 

paso, con el propósito de que el lector visualice las etapas 

requeridas para el analisis de interacción. 

8 



se pide determinar las reacciones y los 

para la estructura mostrada en la .fig 

hundimientos del terreno, 

5. Se piden también los 

elementos mecánicos, tanto en estructura de cimentación como en la 

superestructura. La estratigrafía y propiedades del subsuelo se 

muestran en la fig 6. 

A continuación presentamos las diferentes etapas para la resolución 

de la interacción suelo-estructura. 

a) Análisis estructural 

Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la 

estructura, como se indica en la fig 7. Dada la simetría de la 

estructura, presentamos a continuación los de algunas barras: 

Barra e e c5 c5 
p q r S 

1 e c5 c55 16 4 
3 e c5 c5 

16 5 6 

5 e e12 c5 c5 
10 1 2 

13 e24 e c5 c5 
10 35 34 

21 e e c5 c5 
24 26 1 3 

Véase que a las columnas les corresponden dos números, pues cada 

columna trabaja en dos direcciones como miembro estructural indepen

- diente. 

A continuación hallamos las matrices de rigidez y los vectores de 

empotramiento de las barras de la estructura. 

Aplicando la ec 2 

9 
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e ó 
16 4 

400.067 - 93.039 

l$1 = - 93.039 21.637 

93.039 - 21.637 

Aplicando la ec 4 

e ós 16 

400.067 - 93.039 

l$3 = - 93.039 21.637 

93.039 - 21.637 

Aplicando la ec 6 

e e12 10 

2382.53 1191.27 

l$5 = 1191.27 2382.53 

- 831. 115 - 831.115 

831.115 831.115 

e ::z."t e 
10 

[ 278.393 139.197 
l$13 = 139.197 278.393 

e :t't e '" 

[ 1191.265 595.633 
!S21 = 595.633 1191.265 

-
-

-

J 

J 

ós 

93.039 

- 21-.637 

21.637 

ó 
6 

93.039 

- 21.637 

21.637 

ó ó 
4 S 

831.115 831.115 

831.115 

386.565 

386.565 

e.a.lf 
e 

10 

e='"'" 
e 2.' 

831.115 

- 386.565 

386.565 

e 
16 

ó 
4 

ó 
S 

e 
16 

ó 
S 

ó 
6 

e 
10 

e 
12 

ó 
1 

ó 
2 

La matriz de rigideces de toda la estructura es la suma de las 

matrices de rigidez de todas y cada una de l•barrasde la estructura. 

Debido a la simetria en geometria y cargas, presentamos a 

continuación la matriz de rigideces de la estructura solo para 

algunos grados de libertad. 

10 
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Como se indicó. en el inciso 3, el valor de influencia l
1

Jk represen

ta el esfuerzo en el punto ij debido a una presión unitaria colocada 

en el área k Calculemos como ejemplo· un valor de influencia, ( 

digamos el 1
115 

• En la fig 8 se muestra la planta del área 5 y del 

punto 1·. Colocamos una presión unitariá en el área 5 y calculamos el 

esfuerzo bajo el punto 1, a la mitad del estrato 1, es decir, a una 

profundidad de l. 2 m Aplicando la ecuación de Boussinesq, se 

obtiene un esfuerzo vertical de O. 002988 Los demás valores de 

infuencia se obtienen en-forma similar. 

Sustituyendo valores en la ec (f) 

6 = 0.0154(2.4)[0 .. 2271(4.3r )/4.6225+0.009375(6.45r )/9.245 
1 1 2 

+0.0001528(4.3r )/4.6225+0.009375(6.45r )/9.245+0.002988(8.6r )/18.49 
3 4 .. 5 

+0.0001625(6.45r )/9.245+0.0001528(4.3r )/4.6225 
6 7 

+0.0001625(6.45r )/9.245+0.00002824(4.3r )/4.6225] 
8 9 

+ 0.0222(2.0) [O.ll39(4.3r )/4.6225+0.04407(6.45r )/9.245 
1 • 2 

+0.002284(4.3r )/4.6225+0.04407(6.45r )/9.245+0.028026(8.6r )/18.49 
3 . •. . • • _4 .· • 5 

+0.002638(6.45r )/9:245+0.0022836(4.3r')/4;6225 · 
6 . 7 

· +0.002638(6.45r )/9.245+0.0005157(4.3r )/4.6225] 
8 9 

Sabemos que por simetria 

r = r~ 
6. 8 

Sustituyendo valores y:J:iaciendo·operaciones 

6
1 

= 0.012733 r
1 

+ 0.0033854 r
2 

+ 0.00063012 r
5 

En forma ·análoga se obtienen 6
2 

y 6
5 

6
2 

= 0.0036877 r
1 

+ 0.020326 r
2 

6
5 

= 0.0028714 r
1 

+ 0.0'10629 r
2 

e) Compatibilidad de deformaciones 

+ 0.0021424 r 
5 • 

+ o; 025023 r
5 

( g) 

(h) 

( i) 

La compatibilidad de deformaciones entre la estructura y el terreno 

de cimentación se· logra sustituyendo las ecs (f), (g) y (h) en las 

ecs (a)· a .(e); asi, se obtiene lo siguiente: 

14 



Grado de libertad 1 .. 
10.4870 r - 12.2911 r2 - 1.1692 rs - 1662.23 e - 13.04 = o (a,) 

1 10 

Grado de libertad 2 

- 6.1693 r1 + 18.1781·r2 + 0.9093 rs + 1662.23 e - 6.02 = o (b,) 
10 

Grado de libertad 5 

- 0.07065 r 1 + 2.25155 r 2 + 9.6394 r
5 

- 17.2 = O (e, ) 

Grado de libertad 10 

- 8.5770 r
1 

+ 13.5980 r 2 + 1.2569 r
5 

+ 2660.923 e10 + 139.197 e1 y. 

+ 1.2327 = o (d') 

Grado de libertad 2~ 

139.197 e + 874.025 e ... + 6.1633 =o 10 ....... 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 

r = 3.3022 tjm 
1 

e = o.oos3o8 10 

Sustituyendo en las ecs 

c5 = 0.04606 m 1 
c5 = 

2 
0.03363 m 

c5 = 0.05898 m 
5 

~ e) Elementos mecánicos 

r = 0.8864 tjm 
2 

e%1#- = - o. oo7897 

(g) , (h) e ( i) 

(e,) 

r
5 

= 1. 6015 tjm 

Con al auxilio de las ecs 9 a 22 se obtienen los elementos mecánicos 

sobre las barras de la estructura. A continuación presentamos los 

resultados de la aplicación de estas expresiones para l'as barras 1, 

5, 13 y 21. 

Barra l. Sustituyendo en las ecs 9 a 11: 

M = 1.639 t.m 
16 

V = - l. 531 t 
4 

15 
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Barra 5. Utilizando las ecs 15 a 18: 

M = - o. 378 t.m 
10 

V =- 4.8 t 
1 

M
12 

= - 2 • 712 t. m 

V = O. 766 t 
2 

Barra 13. Aplicando las ecs 19 a 22: 

M~ = - 1.460 t.m M
10 

= O. 378 t.m 

v
35 

= o.235 t v
34 

= 0.235 t 

Ba~ra 21. Sustituyendo en las ecs 19 a 22: 

M = 1.460 t.m 
24 

V =- 4.3 t 
1 

7. Conclusiones 

M = - 1.460 t.m 
26 

V = -- 4. 3 t 
3 

Como se puede apreciar en los incisos anteriores, es posible en forma 

relativamente sencilla llevar a cabo el análisis de interacción 

suelo-estructura en tres dimensiones, tomando en cuenta toda la 

estructura y todos los estratos del subsuelo. 

~ Uno de los aspectos importantes es que para aplicar esta técnica en 

la práctica profesional, es necesario elaborar programas de 

computadora, los cuales utilizan grandes cantidades de memoria, ya 

que en el espacio el número de grados de libertad es mucho mayor que 

el que se utiliza en análisis bidimensionales. 
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METODO DE ANALISIS POR ELE:\1ENTOS FINITOS. 

INTRODUCCION. 

· El ingeniero en la busca de los valores numéricos adecuados para descri-. . - -, ~ 

tlr su proceso de diseño, se enco~rraba generalmente con formulaciones mate 
.. ' .... - ,·, -.. - - . - ~- .. - - . . .. . 

l''.lticas diffciles. Por ejemplo, con.sigerando el simple caso de reorra de ---
- -- . . ., . 

tkxión de placas, bajo las t1ipóresis de ¡)equeñas deformaéiones y que las sec-
. . ' 

clones plwas perni.ánecen•-plánas después de ia deformación, ·la ecuación di fe

rencial que gobierna el análisis'para un material elástico lineal·homogeneo e 

lsotrópico es. 

(1} 

.. 
-~, donde W es la de.fle~ión en eYpunto ( x, y), q es la intensidad de la carga en el 

. - E ~t :,., . . . 
•. punto ( x, y }, y D = J'20- -y•) ~- es Ia

1 
rigidez flexionan re de la placa la 

cual depende del. modulo de:·ela~ticidad E, '.el espesor de la placa h y la re la-. ~ . . 
•, ~. . . .... ~ ~~-·~ :.;,._\-, (, 

e Ión de Poissoñ · ....::) . • ''En lá Fig. '1 se presenta un elerrento diferencial de 
' . ··'. . - .-....··~ 

la placa y las acciones y reacciones sobre él. -~Combinando la flexión simple -. . . - . . 
. . 

en dos direcciones se o.btiene para los momentos r conantes por unidad de lon·-
. . . . . 

' gitud de placa lo siguiente: 

/ 

: ... 

!__ .:__.:_.,__ 
---- -----·-· ---- ~-- -------------------------
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Como es u~ual en el diseño Jc aviones, se hic'ieron pruebas en el pro.otipo 
• • . . . 

y los resultados se comparar-or. cotl la so.luci6n por elementos finitos, colnci ~ 

dlendo como se muestra en la Flg. 7 

o Df.PORMIM ETRO AXIAL 

O DEfORhiiMETRO BIAXIAL 

Boeni9 747 - 4 

745-5 

-=<~-
80 

·Lineo de 1 oJQua ·r Water 

Fig. 7 Comparación entre análisi.sy ejcperimentaci6n del Boing 74"1 

Es importante agregar que la resrJUesta dinámica de un avión es muy lin?'J! 

tante, asr como su lnestnbllicbd e-lástica es una forma importante de fall;:. Nin . . . 

gttno.de estos fenómenos puede u •ltarse por los métodos simplificados, pero su . 
anah&IS U!:ianc.Jo el rn~locJO de elementos finitos ha probado ser rnuy aceptable~ 

Problemas slm!la\·es ttO e.tiCII~ntun an A~u'tc~JCtura NAval. Figura S \ma 
: 

porción de una estructura de un uansbonlador; La parte plana es s·eprescntada 

por elementos en estado plano de esfuerzos, .Fig. 5 (b). Elementos esn'uctu -. . . 
p . 

' 

. rales, Flg. 5 (a), son empleados en la rcpre:~"tltación de la estrucrura Interna. . · . . . . 
" .. '"~ ··-- . . --------- ·····-· __________ , __ ---------------- ------·· --------------------



~- -----·--

El nOmero total de incógnitas para definir las parres importantes de un barco 

es del orden de 50,000, y de nuevo se subdivide el problema en subestructuras 

obteniendo menos incógnitas. 

.. 

Fig. 8 Análisis por cleu1ento fiui¡o de estructura de barco. 
- ----····-··- ---------'--------·---·-----·---~-~ ----~-----·-·-· ---- --.-- -----'- -- ____ ..,:-___ : _____ -. -- _____ ,_,. 
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Fig. 9 Analrsis por elementos finitos de un recipiente reactor de 
concreto presforzado. 

Requerimientos de seguridad en el diseño estructural de los reactores nu- · 

cleares han causado que la industria use ampliamente el análisis por elementos 

finitos: Figura 9 (a) un recipiente reactor de concreto presforzado. Debido a 

la simetría es posible analizar solamente un docea\'O de la estructura total, - - . 

Fig. 9 (b). Su volumen se modela analíticamente en un ensamble de elementos 

tetaedrales y hexaedrales, Fig. 5 (e). En problemas de este tipo, el número de 

incógnitas es del orden de 20,000, y muy común hacer el análisis en condiciones 

no lineales en material y geometría. 

1 
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No todos los problemas de aplicación del método de elementos finitos son 

de proporciones monumentales. Las figuras 10 y 11 muestran aplicaciones -

básicas a ciertos problemas de ingeniería c~vil. Una forma de incrementar 

la eficiencia de diseño-en secciones roladas de acero estructural es cortando 

el alma en la forma dentada mostrada en la Fig. lO (a), colocando una sección 

sobre la otra y soldándolas, Fig. lO (b). Y se obtiene una viga más aperalta-

da reduciendo el acero en el alma, y por su¡>uesto que en este problema rutin~ 

rio de diseño, no es necesario el uso del método de elementos finitos. 

Na.l. 

1 
R0fY\&j -toOO<JO{)j-. 

·• 
\ 

1 111 . ·····~~ 1 • 1 1 1 1 1 

\ ~ 1 1111 ·-- . " ' . ' ' 
1 l '' ·~·-·-·! '¡ 1¡¡ 1 1 

' ' . . ' 1 11'' 1 ,, 
·~¿ 

, 
1 1 '_l/ '\_l 1 11lo '_jf 

' 1 
., ./ 

V \J ¡/ ~, 
\ 

.. 

10.0 20.0 

Fig. 10 Análi.sis de elementos finitos de una viga aperaltada en celosi-1. 

Un problema todavía más común es el de una viga de concreto reforzado, 

Flg. 11, para el cual se conoce muy poco respecto a la adherencia entre el 

acero de refuerzo y el concreto, y la formación y crecimiento de las grietas 

al aumentar la carga. La Figura 11 (a) muestra el modelo analítico de ek-
.. ..:.... .. -·- ----- --- ----- -·- -
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mentos finitos y la descripción de las trayectorias de grietas y las gráficas de 

esfuerzos se muestran en la Fig. 11 (b) .. -

Los pocos ejemplos mostrados muestran que el método de elementos finitos 

·puede ser usado ventajosamc:ntc en cualquier situación que se requiera la pre--

dicción de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, vibraciones, 

inestabilidad elástica, mecánica de fluidos, transferencia de calor. Siruaciones 

que se levantan de diversos campos que tradicionalmente han sido considerados 

como disciplinas ingenieriles separadas. Ejem., Ingeniería Civil, Mecánica, -

Aeroespacial, Arquitecrura Naval. El método del elemento finito prop:>rciona 
• 

una tecnología unificada de análisis en casi todos los campos. 

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos teóricos básicos 

y esrudiar problemas específicos de carácter práctico. Un compendio de tales 

problemas llenaría muchos volumenes, por lo tanto es recomendable consultar 

las memorias de congresos y publicaciones periódicas correspondientes. 

PROGRMviAS DE PROPOSITOS GENERALES. 

· Se ha indicado que las ecuaciones del método de elementos finitos son de una 

forma tal que su carácter general permite teóricamente escribir un solo progra_ 

ma de computadora que _:·esuelva la mayoría de los problemas. que se presentan 

- en la Mecánica de Medio Continuos. Programas de computadora con este obje

tivo, a~n en escala restringiL1a, son llamados programas "de prop)sitos genera~ 

le-s". La ventaja de programas de propósitos generales no es sólo su cap<lCidad, 
. ,: ____________ -- ----------------- ---- --------· -----·---------~ 



r. Dalat=sa:ros 

sino tambl~n en la instrucción de los probables usuarios respecto a la.intcr-

pretación de la documentación, los datos y procedimientos de entrada y sali

da de resultados. 

El costo de desarrollo de un :.programa de propósitos generales es usual-

mente muy alto por lo que la amortización de la inversión es esencial. Cier-
. . 

tos programas de propósitos generales son codificados en un lenguaje comp:.~-

tacional que permite operar el programa a muchas organizaciones diferentes 

localizadas en grandes separaciones geográficas. Otros programas de propó 

sitos especiales de limitada capacidad se usan en organizaciones industriales 

y gubernamentales con un· costo menor en :;u desarrollo y operación. 

Las cuatro componentes mostradas en el diagrama de flujo de la Fig. 12, 

· · son comunes en el desarrollo de programas de propósitos generales, fase de 

datos de entrada, rec1uiere del usuario información del medio o mater.i:ll, des

cripción geométrica de la repres<:ntación por elementos finitos y las condicio

nes de carga y de frontera. Los programas de propósitos generales más so-

fisticados facilitan el proceso de entrada como propiedades constitutivas del 

material, almacenados previamente, esquemas de modelar analíticamente el 

medio, trx~ar esterográficamente la idealización por elementos finitos en for-

ma tal que los errores pueden detectarse antes de efectuar los cálculos. 

La fase de biblioteca de elementos finitos es de inter~s primordial en el -

curso. En ella se tienen los procesos de codificación fcrmulativos para los 

elementos individualmente. La mayoría de los programas de propósitos ge-

nerales contienen todos los elementos de la Fig. 5, así como ciertas otras al-

1 
! 

1 

¡ 
ternativas de formulación para un tipo dado de ~lemento, por ejemplo el trLín-. \ · 

.. ------- --------------- --------- -------- ---- ----------- ------------ -- ---~--- _____ - L 



l. Entrada de datos 1 

· ~finición del material, geome•ria, 

cargas y condiciones en la frontera 

dP.l modelo físico del medio. 

2. Elementos de bilbioteca . 

3. 

4. 

. Generación ·le los modelos r.wtemáticos 

para los elementos estructurales y las 

cargas aplicadas. 

Solución 

Construcción y solución del modelo 

matemático para el sistema estructural 

• 
Salida de resultados 

Ob~ención de esfuerzos y 

desplazainien tos. 

Fig. 12 Diar;rama de flujo comput::~cional en 
Análisis Estructural. 
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. gulo en flexión. Teóricamente el elemento biblioteca es de extremos abiertos 

y capaz de acomodar cualquier nuevo .elemento de cualquier grado de comple-

jidad. 

La fase elemento de blibioteca recibe los daros almacenados y establece las 

relaciones algebráicas del elemento por medio de la aplicación de los procesos 

formulativos relevantes de cÓdificación. Esta fase del programa de propósitos 

generales también incluye todas las relaciones algebráicas para interconectar 

los elementos vecinos y la conección del proceso en si. Las operaciones poste-

rieres producen un conjunto de ec~aciones algebráicas lineales simultáneas para 

representar la estructura completa por elementos finitos. 

La fase so lución del programa de propósitos generales opera .:;ob;:-e las ecu~ 

ciones del problema formarlas en la fase anterior. En el caso de un problema -
.,.., 
de an_álisis estructural solo significa la solución de un conjunto de ecuaciones li

neales algebráicas. Soluciones para respuesta dinámica requerirán computacio-

nes más extensas sobre la .historia- tiempo de las cargas aplicadas. En algunos 

casos hay que operar en regiones subdivididas como en el caso del análisis del 

Boeing 7 47, o efectuar operaciones especiales en las ecuaciones construidas ori

ginalmente. Incluidas en esta fase están las operaciones necesarias de substitu-

cJón para obtener todos los aspectos deseados de la solución. 

:.!1 

La fase salida de resultados pn.:senta el análi"sis con un registro de la solución 

sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto al dimensionamiento esn·uctu-

ralo diseño. El registro comunmcnte es presentado mediante una lista impr.zsa 

de esfuerzos y desplazamientos de ·tos respectivos elementos. A si. como en la -

fase de entrada existe una fuerte tendencia a la representación gráfica de d:uos, -
- ------ ------------. -------- ---- ---- --------- -------------
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tales como gráficas de trayectorias principales de esfuerzos o modos de pandeo 

y vibración. 

ALGUNOS PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES. 

ICES-STRUDL ll, Integrated Civil Engineering System, (ICES), MIT, Maneja 

problemas de deformación y esfuerzos planos, cascarones rebajados, sólidos tr.!_ 

dimensionales, flexión de placas con y sin deformación axial. Su uso .en proble

mas. muy especi<Ílizad_os resulta caro.· · ASKA, Automatlc System for Kinematic .• 
Analysis. Desarrollado por J. H. Argyris, H. A. Kamel y otros en la Universidad 

de Stuttgar. Sistema general muy potente. el cual ~ncluye una biblioteca de 42 
--· .. ,, 

elementos diferentes. Puede ser costoso para un usuario especializado. SAP, 

A General Structural Analysis Program, elaborado por E. L. Wilson de la Univer-

sldad de California. Incluye análisis lineal estático y dinámico de estructuras elá~ 

Ucas, estruc.tuáls tridimensionales, sólidos axisimétricos, sólidos tridimensiona-

les, esfuerzos y deformación plana, placas y cascarones. 

Zienkiewcz, O.C., programa desarrollando en la Universidad de \Vales, 

Swan:;ea. Incluye lo de los programas anteriores y problemas de Mecánica d~ 

Fluidos y transferencia de calor. 

NASTRAN, NAsa STR•.ictural ANalysis. · ~sarrollado por U. S. National -

Aeronautical and Space Administration para análisis elástico de varias estructuras 

incluye, análisis de expansión térmica, respuesta dinámica a cargas transitorias -

Y exitaciones random, cálculo de valores característicos reales y complejos, cst~ 

bllidad dinámica. Ofrece capac-idad limitada p:tra análisis no lineal. 
.. --- ____ ,.._ .... 
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SAMIS, Structural Analysis and Matrix Interpretarive System. Desar:..·ollado 

por ;et Propulsion Laboratory; y Manmid Spacecraft Center. Contiene un ele -

mento unidimensional general y elementos triangulares para deformaciones por 

flexión y membrana. . . 

ELAS y ELAS 8, Equilibrium Problems of Linear Strucrures. Desarrollado 

por el jet Propulsion Laboratory. Incluye una biblioteca de elementos unidJm•!,!! 

sionales, triangulares, cuadriláteros, tetaedros, hexaedros, cónicos, sólidos -

axisimét:~icos de secciones cuadriláteros y triangulares. 

MARC, elaborado por P. V. Marcal, incluye análisis lineal y no lineal de pr_? 

blemas de Mecánica de Medios Continuos. 

··~. ·--· ------ -- ----- ---------- ------··--·---------------· -----=--------·------------------
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FINITE F.LEHEN'!' METHOD 

TllEORY ANO APPllCAT!ON 

1. INTRODUCTION 

l. 1 HISTO!UCAL BACKGROUim 

The finite elem::mt me~.:hcd (FEH) has become a powerful iniJ'r.erical 

te:::hniquc fc·r sol ving co:np1 E:X problems in science and engine€.ring, 

mninly due to the ¡:,d·¡¡:nces mad~ eariler in the numerical methods 

particularly in matri~ rnetr.ods as well as aue to the rapid 

introduction of high speed com:?uters in the rnar:,et. However, 

the i .. ;_.._·.:>duci:ion of concept s and applica tio:u; of FEM da tes back 

to thP ~~a of mathematicians who tried to calculate the perimeter 

anc1 · .. of a circle by idC'alizing it as a regular polygon. It 

j"' ,.,.,,, 'i.::teresting to note that the bound solutions which are 

•·" _ _ -~ '.scussed ir. FEM can be traccd back to the solutiC\n of the 

¡,. __ , ,f a circ1e. If the circle is modellcd with an inscribed 

rnlygon, 'a lower bound solution ~s obtained whereas an upper 

bound solution is obtaincd by replacing the circle by a circums 

cribed pclygon. Even thoug"' the basic co:-~cepts of FEM existed 

for over two thousar.d rears, fcr all practical purposes, one can 

only say that thesc concepts were actually uscu for solving 

physical prob!ems in 1950s by th~ aeronautic-.1 cngineer,.s. 

In 1956, ?urncr et al (Ref 1) presentcd thc stiffness ana1ysis 

for the complex structures, which is thc starting p0int in thc 

rcdiscovery of FE~l. Nevzrtl1elcss, Clo'.ICJh (F.cf 2) ,.·as thc onc 

who actually u!;cd thc term !'E:·l in 1960. Since thcn, a trc

mcndous amount of rcscarch 1ns hccn done in this field and 

·- -······ ~---~--··-· ····---------------~-------------- ------------- ---------------------- --------- -· ---------------------------··. 
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quite a large numher of papers have been published in almost all 

the journals related to all fields of engineering as well as sorne 

in the fields of mathematics and science. In addition, severa! 

conferences have been held all over the world and hundreds of 
1 

papers have been presented in each.- The theory and application 

of FEM have also been presented in numerous text books (Ref 3-22) • 

In order to help the research workers·in tracing the references 

required for their particular work several bibliographics have 

either been published or under preparation, among them notably 

Ref (23) is a good source of information. 

1.2 APPLICATIONS OF FEM 

The FEM is applicable to a variety of boundary value and initial 

value problems in engineering as well as applied science. Sorne 

'·•of these applications are: 

1. Stress Analysis of Structures, Stability of Structures, 
Dynamic response of structures, Thermal Stress Analysis, 
Torsion of prismatic members 

2. st·ress Analysis of Geomechanics problems, Soil-Structure 
Interaction, Slope Stability problema, Soil Dynamics and 
Earthquake Engineering, Seepage in soils and rocks, Con-

3. 

4. 

S. 

6. 

7. 

8. 

solidatio;l settlement · 

Solutions in Fluid Mechanics, Harbour oscillations, Po!lution 
Studies, Sedimentation 

Analysis of Nuclear Reactor Structures 

Stress Analysis and Flow Problema in Biomechanics 

Characteristic Study of Composites in Fibre Technology 

Wave Propagation in Geophysics 

Field Problems in Electrical Engineering 

------------ --- _____ , ____ .. --· ------ ---- --------- ------------------ ----~--- ----------



Apart from the above mentioned areas, the.FEM is also applicable 

to any other problem as long as the analyst makes certain that 

the problem is amcnable to solution based on the assumptions 

introduced in the formulation of FEM and appropriate material 

properties can be provided in a realistic manner. 

1.3 METHODS OF ANALYSIS 

In general, there are four basic methods of analysis in FEH-

_displucemcnt method, equilibrium method, mixed method and hybrid 

nethod. The field vali:iables or unknown quantities in each of 

;:hese methods are as follows. 

Displacement method - displacements and their derivatives 

Equilibrium method - stress components 

Mixed method - sorne displace~ents and sorne stress components 

Hybrid mEthod - displacements or boundary !orces 

~" the displacement method, smooth displacement distribution is 

assumed within an element, interelement compatibility of displa-

cement i~ generally a~~urcd and minim~~ potcr.tial encrgy criteric~ 

is used in the formulation-

In the equilibrium method, the interior stress distributicn is 
• 

assumed to be smooth, the equilibri·um of boundary tractions is 

maintained and the mínimum complimcntary encrgy is the basis 

for the formulation. 

In thc mixed mcthod which is gcncrally used for platc and shell 

problcms, both displaccmcnts and strcsscs are assumcd smooth 

-- - ---~ . --- --.--- - - ... -·- ------· ---- --- ------- -- . 
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iri the interior, the displacement components. and the equivalent 

stress components are considered to be continuous at the ínter-

element boundaries and the formulation is based on Reissner's 

principie. 

In the hybrid method, ~epending on whether the model is dis

placement type or equilibrium type, the distribution of dis

placements ór stresses ·within the element is considered to_be 

smooth and along the interelement boundary eit.h:-r assumed 

compatible displacements or assumed equilibr<> ~,;, ,,.'1 boundary 

tractions are ensured and either modified ce~~0mentary energy 

or modified potential energy principle is a~"€épted for the 'for-

mulation. 

Among these four methods, the displacement method is the most · 

widely used approach. However, for plate ben·ling problems 

· either the equilibrium or mixed method is pre ;·;·,rred and for, 

sorne field problems hybrid method is more suit•ble. 

1.4 DESCRIPTION OF FEM 

A .structure, continuum or a domain is divided into a number of 

arbitrary shapcd parts or regions known as e!emelt.t4. Thcse 

elements are interconnected at joints known as ñode4. The 

principal unknown is termed as the ó.i.eld va'l.i.able. This field 

variable can be displaccment, temperature, pore-pressure or 

stress. The distribution of the field variable within an 

element is approximated by the use of certain polynomial 

.functions. Variational methods or residual methods are employed 

...... ------- - . -- - ---- --------·-· ----- ----------- .. ·- .... ------- --- .. ------------------ - ------· .. 



to develop the finite element equations which relate the.field 

variables at the nodes to the corresponding action vector at the · 

nodes of the element. This relationship is provided by the so 

callcd property matrix which is bascd on the material and the 

geometric properties of the element. Finally these finite 

element equations are assembled to form a system of algebraic 

equations for the entire domain. The unknown field variable 

is obtained by solving this system of algebraic equations. · 

1.5 B~~Tr, STEPS IN FE ANALYSIS 

The basic steps in the finite eleme~t analysis of general 

problcms are as follows. 

l.- The continuum is divided into.finite elements of any 
arbitrary shape. 

2. ~ ~uitable polynomial is chosen to represent tae distributio~ 
~! the field variable within an element in terms of its 

• •1 values. Thus, the field variables at the nodes become 
:._;,.., p~imary unknowns. 

3. Using variational methods or residual methcds, the finite 
element equations are formulated. 

A. The individual finite element equations obtained in step 
3 are assembled to form a set of algebraic equations for 
the overall continuum. 

5. The solution of thc algebraic equations ob~ained in step 4 
yields the valuescf the field variables at the nodes • 

• 
6. From the ficld variables at the nodes, the secondary 

variables such as stress, strain for an element can be 
obtained. 
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C /\1\Ó iJodUI•l"t cubic i•r>p.>r,miC'UiC rl'"mC'nt \\·~1io 1""0 
thMtidc "c.4J .. , 

o . O~·tJtiiCI#t(' Ct~(' ), 

• 
• 

... _ ·-· ... ·- .. ·------·-·--· ---·--· 
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·sTIWCTUf!/\L J\NAL YSIS . . 
ELWíEilf /Mfl TRIX -LIBRf1RY [ continuedJ 

-
[l(MfNT 

SPntNG 

GENERAL SCALAR SPnii\:G 
STIHNESS 
ELEMENTS G X G or 12 x 12 M/1lRIX . 

-
Gf:NE 11/\l MI\ 11m: 

lUft.P(O (UI/\GON/\ll 
[LEM[NT 

CONSIST(NT 

SCAl/\R IDOF) 

LIASSES NON· NODAL 
SlRUCTUR/Il 

OISTRIDUl F.O 

GUY fiN R liJUCTI ON 

GENERAL MATRIX 

SCALAR 

OASHPOT 
-

OISCRI:TE VI!;COU$ (CI a ,..(K) <.~(M) 
DAMriNG -

. 

OTIICR ELUAtNTS · 

r 

----------· 
STRUCTUfl/\l (1 < iglll:) 

MODAL vr:;cous 

GENERAL M/\TRIX 

GAP 

FRICTION 

RIGIO 

RED/IR SOLIO 

ELASTIC FOUNDATION 

CRACK Tr'P 

LAMINA TEO SIIELL 

PLOTONLY 

NOTLS: 
• 1 

' , 
~r 1<"\h.atnl\ 
\'ttu:r.altd f101n cfrn\ity 
Src cttt"lr~•nl' 

' 

~ 

K 

. 
--

--· 

D· 

--

-u-
tllt 

-

<& 

PIIOGIIIIM 

w 
z -'· > <t C'l 

N o a: "' u " '" a: ... > w 

"' <t "' V) a: <• 
<t ... •! :t <t :-> 
UJ "' ;~ :E ~· 

1 • • ~~ 
. J~ 1 

• • I::]_j___:_ --
• 1 

1 1 
1 1 

2 2 1 z 71-!-z 2 1 

• 1 • 1 -
• • • • ! 

• 1 

• 1 • • 1 
---· --¡-- .. -

• • 1 

• 1 1 
1 

1 • • 1 j. l_:__l-• -
-=[_[ ·--

• • _:_~·1 --
• • 1 

• 
1-· 

• 1 

• • -
3 • • 

-
• 

-+ ,_ 
• .. _ =r • 

- - ·- I • 

---------~. .. _______ ---~-,--------·-----

- ------·--·-·------ ~------·-----·----------------
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rnor.nll':o 
IU 

nr r.H rJT 

2 z 
> < ' N o " (1) 

' w re >- .>- u 
U> -1: (1) (1) a: 
< ... < ;.._: < 
lV (1) 2 < ..: 

HEAT TRANSFER-COiWUCrt;JG ELEr.'íEt-JTS 

!---LIN-EAR--,------,------+-~ t--1 l·l-• -~ 0 

1 

6 n·I·L~ 
D · . ~ 1 .---

3 NODE TRIANGLE 

4 NODE OUAD 

PLMJ/IR --+--+---+-

IIXISYMMETRIC 

8 NODE OUAD S • [] 
1--------------- --- ----- ----:. 

TRANf.VER::;( CONDLJCTING 
SUELL t1 • 

1-'-T_R_r_A_N--G-U-LA_R_R_IN-G----¡J-A-.

1 
__ 
1 
__ --lf----+-·-1--.·-~. •• l _' 

4 NOill OUI\OHING _j • ~ 
r-~-N-O!lC-OUA~-r;:-;,- --- o ·····:---· -;· ---~~ 

4> • o 1 
1-----------------1-~-·---~-~~~---~~~ 

~ • • o 1 
·--:;::.::- -----¡----t--i¡-

8 NOOI. lli!ICK 

TETRAHEDRON 

WEDGF. 

1--------------

SOLIO f--·------------- tr:J · · • 1 

¡~ ==-~~~~-j 15 NOO( WEDGl 

1----------· 
20 NOOE BRICK 

trNlR/Ili.1/ITRIX HlrUT 0 
• l_l 

~---------'-~~'---

NCllfS: 
S Cc•nl;tin' ''"'":•-''·""'·trie: '"'"" , ·i•'· t .. ..,,., , .. , ... •,., ot n•.•'"'~ 
p Afw rnul,., ,, ., .... :,_-:,_: t\f'l"-•''''' 1••: e:' .. "''"' • u:. «•"'" nu•h;,,,. ":><lt: 

e Ah,'''"'·"'"'~,.,, ... '"'''·"·"'''"'''' ,,,...,. .. "' .... ,., ~-. ..... •········•tt ""·h:!. 
D Dc-rné-r .1h· ,., •. ,. 

---- -~..;; .•• ·-... . ... r - '- ·- ---- ·-----·--
··-·---------- ----------··-··----------. 

' • 
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. 
CPOfiDJNATE SYSTWS 

. . fROGRMI 
- -w 

ANO r~1ATERIAL PROPERTIES z z 
> < 

N o a: "' w a: .... >· u 

"' < "' 
,., e:: 

< .... <t .. < 
FEATURE ~ ' w "' ;;:! 1 == 

CARTESIAN • • •ffi 
BASIC CYLINDI11CIIl .. • • • 1 1 . . 

(CLOBIIL) SPHEIUCIIL . • 1 
1 • ! . 

GENI'i.AAL 1 1 ' 1 : 
COOROINIITC 

SYSHMS CIIRH Sil\ N • • • i 1 • • 

SKEVIED CYLINDIHCIIL . • • • • ! 1 
(LOCAL) . 1-..:... 

SPIIEAICI\l. 1 
' . • • 1 ... 

GENERAL 1 1 1 
MIXI'i.O . . • • • • 1 • ' ' 
ISOTEIOPIC •• .• • • _. j .. ,_ 

· :2·0 OllTilOTAOPIC . • • • 1 
f--

1 . 3-0 OATIIOTROPIC : • 1 

. MATERIAL Pi!OPERTIES Tr:.MPERIIIURE DEP~NOENT • • • . l 
STRESS OtPENOENT • 1 • ! • 1 

~ 

TIME IJEI'ENOI:NT • ~--·-· 
NONLINf.l\11 ELASTIC 

ISOTROPIC • 1 • 1 

KINEMATIC • • 1 
1 

WORK COMBINl'D ~-
HARDEI41NC 1- ___,. 

ORNL 10 CYCLE .. • 1 

GENEilAL 1 

NOTCS: 

1 PoriO<II\tll by ""' wbrautiM • • 

- •• ·---- •. ~---.-"To...a.•"&7~ ....;._ ____ .;.,...._...; _________________ _ 

i._:.... ______ .........__.l.:.-~---·-- !_ __ -------~'---..!.:.......-· -----·-'------' ---~--· --~----------
---····-··--··. ·---------·· 
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• 

• 

. . . PnOCflllr.1 . - .. w 

BOUNOM~Y COi·!DITIOiJS z z 
> <t ( o 

. 

N a: "' (.) w e: t- > ' "' < 111 "' <!: 

< ,_ 4: ~ ..-:: 
. FEA1UIIr w V• ' G. <l: :: l ' 

' ---
CONCENT!li\TED • • L:_l • 1 • 1 1 
DISTHIIlUTED IRlAIIol 1 • l i_:J_ • •· • 

-- . 
PLI\TES/!;HELl$ • • • • • 1 

' -
. rnrssu·nE 1\XISYMMETfliC ElEMENTS • • • 

SOLIOS • • • • • 1 
' STA TIC TEMPElli\TURE • • • • o 

1\CCE lf.III\TI ON • • • • 1 • . 
f----- . - ·-·- ------ --- --- ------

lOIIniNG IIOTI\TIONI\1. VI"I.OCITY • • • • 1 
-------·· ··- '' •. ····- . ··-------- ------- --·-

• • 1 COMIIINI\TION • • 
1\XI:;YMMEHIIC SllELLS • • 1 1 I•XI- -

-:---r~r -. - -- -- SYiilfAETHIC . 1\>:ISYMM[TIIIC AINGS 

+'_:_j TIME DEPENOENT • .. 
-- --

FREOUENCY OEPENDENT • • 
DYNIIMIC -- ·=q;,--

j PSO HI\NIJOM . • . . 
SIIOCI{ SPECTIIUM • • 
SINGLE POINT' • • • • • ! 

DISPLIICLI.1ENT 
MUL TI POINT' z • 1 • 

1 
CONSTIIIIIInS • 1 

SPECIFIEO NON7r.ll0 OISI'LI\C!!Mf:NT • • • • r • 1 1 

HEAT SOUfiCE/SINK 1 • • • 1 

CONVENTION • • • 11[1\T 
TRIINSrER 

RAOIATION • • • - -
SP(CIFIED TEMPEHJ\TURE • • • . 

l($: •single I'(Ñnt connr•• r:. enfan:nl il'tfa lr<~nll.•tlon(d ard/or I01ollionb) in coouftr.~tehl .nt.nc:l.ltrc! rñth •" nodC" pnint 

Multi-roirn cnmtr11int r "''lor:rd linr..Jt cow.troair11 rci.Jiíon":hi(11 be'IWftft trami.Jtiunbl lttd/Of routil-t•(tJ ,.lti<h "'"'" h 
n-..oc:iostcd with diflerc:ut noclc 110inll 

1 1\f'Piiet 10 ll'ln-.ct cltm1•nts 3 Dil('l.crnw:nt c01n1':tnentt sct ...Qu..t on cf¡uercnt nodel 
2 ~¡,e¡,4.,1 t..,w of t rJiJ ..vt intC'I'folU C'O<. plin.¡a of s .. nd •lone POI'"'"' 

.-. ...,....,._ . .,.,..,.,... ._rw----·--- --- ----------··------ --------
_.:~---· ~-~---·~.:.- ---~----'---·· ---'---·--- ....!....----~··------···------ -----
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~ l1 / .. ' 
& .- ' ·-

• .. ..-:.: __ @ __ ~-- .. L ... ,-.-!....-.......· ----·· 
-----.--~----·- ... _..._...__,_.~-·---

~ Ptl!l e nr,,,, 
'w 

1 

:;,: -· ·->- ~ .r PRE-· Í\IW POST-PP.OCESSlfW 

f[l\1 UflE 

N o a: ., 
L' " w a: .... , ·-"' <( "' 

1 

V> . 
<( 1- .-¡ ;.: .-¡ ; 
w V) '· <( ·= ! ¡ 

+ • ,__:_L~-~L 
. 1 ' + • • ! • • ; < 

UNOH0fH.I(U c.rOMETRY 

' NODE LAilEL~ 

ELEMENT LI\CELS + • 1 
1 • ' • . 
1 .. -

INPUT PliOPE RTY LJ\BELS • 1 • 1 ¡ ' 

2·0 SECTION:i • 1 • 

BOLINOIIRY CONDI_T_IO_N_L_II_D_E_LS.,------l·-·-+--+-• 1 1 :-

rLOTTING 
l-----l-1---_-_•-, __ ,-o_n-~r-:._-N_'~t-. __ ,-N~t--·-~~-~:_,:-_M_o_v_e_o _______ '---t--t---:----T l • '~ 

__ o __ ~:_r_o __ u_~_L_u __ c_t.~~~~-1-f: ~--n_v _____ ___;. ___ -1--·-- _:_+_L •• 
11

1 

•• ll •• - • .-~-·. 

.... 

·-

OUTPUT 

01\T 11 . 
CWEOI\TIQij 

ourrur 
SORlWC 

CONTClURS 20 STRUCTUR'" ~ 
1----------...,.--------- 1 

CONTOURS SOLIO STRUCTUt'!l: 

• TIME IIISTOOY 

FREOUENCY rtESPONSE ___ __:_ ___ _ 
POWER Sf'EClltJ\L DENSITY 

ARRITRJ\RY X VS. Y 

NO DES 

ELEMENTS 

RESTRJ\INlS 

4 

• 
• 1 • • 

• •• 4 

1 
• ¡ • 

' 
+ 1 

r 
' . ' 

• • -~ 1 1 

• 1 .-r 
1 1.2 1.2.3 i 1,2 ! 2.3 ¡ . 
1 1 1,2,3¡ 1,2'\2.3 1, 
1 1 1.2 1 1 / V ; ----- ----''----------''---· --- --

1.01\!l:; 1 1 z!1Jn:: 
.. --

~ 1 • 1 •· t • 
_D_Y_E_L_Cr.~t-:-N-T-·-----.-------I-.-II--i·-.-i--~--~--

liY l 01\U CIIS(S • 

MA __ X_Ir_~_t_N_s~u-M_.~_.IA __ n_v _________________ ~--·-l-.•-l-.-.·-4~• .-_-_i! __ -_~ 
SflECTfO 1/00r.S AND/OR 1'1 U.1(fnS .~1 

BAN!l\','1 OT 11 1.111<11.11ll\ íl Olj • • • IV T- ,1'1 l _'.:_ 
NOTlS· 

1 (.r-ner .. tt"\ fbl .. in r "di.,,r.,~;,,.,·· 
2 Get•er.llt'\ tl .. t.l in ' •. _, .. ,..,,.,,,,.,·· _ 
3 (.rnrl,lh·. ,l,tll 1ft 3 "'"unrn· .. un\-
4 l'rinh·t l'lvh 

4 ~1tff-.J •lunr- (''"'''"'"" 
W t"l,...dtOI•I \O:uttol'\ 

-~~ .............. ------ ----·-- ----------- ------··:-·.·· 
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~pplicntions 5nftware 

The user (!!esiqner-, draft~.man, engln~er or tcchnician) 
lnteracts wit~ a '::1\0 ·sy~tem throur¡;., ilpplicatlons software. 1'he 
pro9rams .•talk• the user' s langu.1ge /OS oppose:l to the computer 
lmplemcnt'ation lan']uage which is, ~1opefully, isolated fro111 the 
user in lower levels of utili~:.:s and systeon .software. The 
usefulness of applications software is relate~ to the hu~an 
engineering of its interface with th~ ~ser (co~mand langu~qe, user 
1/0 har~ware· devices, software design, etc.) as much as the 
technical content and fc,.tures of the .Proqram. 

J\pplications 'softw.u·c can he divided into two Ciltegor!O?s: 
standnlone ~nd turnkey. The standalone soft~are is avnil~ble fron 
11 softwarE> ven:lor ·ilnd fr-?quently runs -on scveral cliffer::!~t 
manufacturer's co-:~j)uter!:. The turnkey software is ¡,vailahle as 
part of .::1 packaqe~ harrlw.He/softwilre system fro:n a' turnkey ven~or. 
The turnkey vendor ·t·ypically huys computcr e";pipMcnt from ñ 
computer :~~anufacturer anrl combines this with hL; own software, 

• ' .. ' . 1. 

hardware paclca";¡in'J, and w<:>rkstation design. A i;,F-".1 turnkey ven-:!ors 
offer modified ·software from ilnother software. ~l'enrlor. · A ·rew al so 
produce the(r own hard~are componenrs, particularly 
microprocess.Jrs for 'speedlng up interactive gril!>hics response. 

Stllndalone appl icat ions soft,.,are has tlle pria>~:ry advanta')e o f. 
flexibility •. It.•· often can be implemented on -computers ovcr a 
broa·d size/sp_eed; range in organizations h.~v"ing · ~itverse. computing 
machinery. Stan:la-lone software domina tes enqineering .análysis, 
where turnkey systems either don't offer cap~bilities or are very 
weak. Turnkey systems, on the other. hand, have. the pri~ary 
advanta:¡e of beinq avll.ilahle from. one source, avoidi.ng the 
potential problems ·of multi-vendor scenarl-;,s. They have achieve:! 
1t. ~ominance in ~he · area of geometric modeling and. !lraftinq 
(particularty 20). 

This _s~ction rcviews· thP standalone applications software used 
in Cl\0. 'Turnkey' sysiems are discussed in Section VIl. The hig 
news i_n standalone -cAo software is the , migration to smaller 
computers. · 

•• 

--------------------------~----- ~----- __ ..:._ _____ , __ ..:·. 
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42. Structural S6ftware. 
nevel o¡:>1nent 
193D ~hattuck Avrnue 
Berkclcy, CA 947"4 

43. MCAUTO 
Dept. K246' 
P. O. Bo x 51 S 
St. Louls, MO 53166 

.. 
4(. AAA Tcchnology and 

Specialities Co., In~. 

P.O. Box 37189 
Mouston, TX 77A35 

4 5~ ( itech, Ltd. . '." .. 
Mississi~pi St~tc Un.iv. 
Drawer KJ 
~ississippi State, ~S 397~2 

• Í'. 

Mr. Ronald T. Rradshaw 
8~ Ccntr~l 5trect. 
Waltham, ~A D21S4 

Cui ley Computer 1\sso.ciates 
230D E. 14th .·. -
Tulsa, OK ·74104 

Structural Members Users 
~roup, Ltd. 
P.O. Box• 395'8 
Unlv;·.oc· Virginia Station 
Charlottesv llle, VA _22903 

- -
.¡:• ·· • .:;enesys Limlted 

l.isle .strcet .. ,_- . . 
·ro ug hboi'oug h ,; . LC 1101< Y 
England , 

' 
SO. ECO~ Associates 

.5678 w. Rrown Deer 
~ilwaukee,- WI 53223 · 

51 •. Syncrc~m Tec.,nology · 
P.O. Box 27 
Sugecl.and,· TX 77478 

52. CO~CAP Compu~~ng Sy~tcms 
7700 Edgewater Orive 
Sui":.c. 730 . 
OBkldnd¡ CA 94~21 

t s -")e, 
53. St ructural Proqra~-m-(n'J, In 

83 Oo~ton Po~t Road 
Subu:y,. MA-01,76 

54. Sho~lcr ~ssocl~tes 
1959 ~~Blicc Way· 
Toledo, OH 43513 

'55. SysCo;;~p t:orporation 
2"42 Broadway·' 
~anta ~onica, e~ 9040~ 

·5r.·. Eolguin ant:l Associ<Jtes, Inc. 
~822 r.romo .Dr ive · 
P.O. f\ox 12990'. 
El Paso, TX 79912 

57. Zeiler-Pennock, Inc. 
2727 Rryant Street 
Denver., CO 80211 

SS. Stress ~nalysi~ Associatcs 
4529 !\:1gel~s Crest Hig'lway 
Suite 10.4 · · 
.La Ca n;d a, CA '911:111 

59. Computer ~art 
550 ~est 14 ~ile_ Road 
Claws;¡n, M.! .491'11 7 

60. Northern ·nesearc., and 
E"ngineering Corp. 
39 Olympia IWenue 
Woburn, ~-l\ i!l!l"1 

• 

'-----·--- ~·~-·--·--:: ... ···----- ----- ___ . _____ ; ___ ~..:.-~-----~-·--·---- ---· -~-



'. 

!-

/ 

Software Referral Catalogs 

1. HP 1001 ~uide tp OEMs and Softwnre Suppliers 
OE~ ~arket Development 
Hew1ett-Packard Data Systems Oivision 
llOAil Wol!e noad 
Cupertino, C~ 95914 · 

2. En9ineerin9 System Softw~re Rcferral Catalo9 
Oiqital Equipment Corp. 
Enqineerinq Systems Grou? 
29B Forest Street · 
~arlboro, MA 91752. 

Oistrihutloft Agencies for Software 

1. ASIAC (Aerospace Structures Information and Aria1ysis Centcr) 
AFFOL/FBR 
Wri9ht Patterson Air Force Base 
Oayton, ·OH 45433 

2. CEPA (Society for Computer .Appllcations in En9ineerin9, 
P1annin9 and Architecture, Inc.J · • 
358 Hun9erford Orive 
Rockvi11e, ~o 29858 

3. COSMIC 
Suite 112, Barrow Hall 
The University of Geor9ia 
Athens, CA 38692 

4. National Informatio.n Ser.vlce-Earthquake ·Engirieerin9 Computer 
Applications· · 
519 Davls Hall 
The Unlversity of California, Berkeley 
Berke1ey, CA 94728 

·5. National Technlcal Information Center 
5285 Port Royal Road 
_Sprlngfield, V' 22161 

6. NESC (National Energy Software Cénter) 
9788 South Cass Avenue 
Argonne, IL 60439 

-~-----· :_· ~'!.-~:. ___ ___:_· _· _ __:.....:.__.:___..:...._ __ . -·-"-_ _.:_ __ .·_ .. ·-----~~---' 
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4. ~!Oili;;LAC 10~ ~1.\TE~I:\TI CA !lE S 1 STI:~I.\S. 

4.1. Introduc:ción al C:'ílct11o de V:JriacionC'S 

Existe tina gran variedad de sistemas f!sicos qu~ p~e¿en 

ser dc5critos desde ~~ puntn d~ vista variacicnal y en cst~ co~

texto, el manejo de cSlculo de variaciones se considera c0~o ~na 

herramienta ~atemitica que permite la tormulaci6n de un s!~te~~ 

mediante c0nceptos matcm&ticos que pueden relacionarze ~ircc:•

mente con aspectos físicos del mismo. 

Ei problema el~sico de cil~ulo de variaci~nes consis~e •~ 

encontrar ln5 valores estacionarios de un funcional el cua! se 

define como una integral definida cuyo valor num~rico depen¿• 

de la funci6n integrada y pnta encontrar los valores estacio~a

r~us de dichn integral es neceaario encontrar la funci6n q~e 

sustituida en .el integr.an<lo corres.pondiente ceda un ·valor extre

mo, es decir mínimo o miximn. 

Se• el ·funcional I definido por: • 

(4.1.1j 

Cacl.· función F (x) que sea sustituida en esta ecuaci6n resu~:a 

en un valor numErico de I diferente y aquella función F•(x) q~~ 

resulte en un v~lor m{nimo e mlximo, hac~ el funcio~al : ~s:¿-

cionc'r io. 

•.. .... conv~nientc r~nsa,· en el paralelismo que existe e~t~e 

vl con,·~pto d~ encontrar los valore~ C$tacionarios de un :u~:io-

nal y·rlc un~ funci6n dlqcbrSic~. Cuando se busca el mi~t~~: ~~-

~imo de una funci~n dc:inid~ como 

(4.1.21 



= 

1 
1 

Ciertas ~ondiciones deben ser s•tisfechas, COMO lo son que la 

funci6n sea continua en el ran9o de inter.és, que sea deribable 

dos veces en dicho rango y que a~~m¡s la primera deriva~a de 

la función con respecto a la variable sea cero es decir 

=O (4.1.3) 

El resulta~~ es un. valor de la variable independiente para 

el cual la funcifin f(x) es ~stacionario. 

Entonce~, cuandn se extremiza una función se encu~ntra un 

valor de la variable independeinte, m¡s cua~do se extremiza u~ 

funcional se encuentra uan función. La condición suficiente y 

nec~saria rara extr~mizar dicho funcional consiste en que su 

primera .variaci6n sea cero¡ es decir: 

(4.1.4) 

Esta condición es an¡loga a la condición de la ecuación 

(4,1.3). Un ejemplo de aplicación d~l concepto variacional es 

el problema de encontrar la trayector~a que debe seguir una 

partícula de masa m para moverse desde el punto A al. punto B 

en un plann, bajo la acción de la gravedad de tal forma que 

el tiempo de recorrido sea mínimo. Figura (4.1.1). 

o 

Figura 4.1.1 Problema de brachistoch~one 

- ------ ---~-- ·---·-· . - --~ ------- --- ------- -----------------·-------- ---- ------ ------ -
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El funcional que se puede proponer para e~te ptoble~a es: 

s· 
t.::J'~ o '\]" (4.1.~) 

en donde: 

(4.1; 6) 

y de consideraciones enérg~ticas 
., .. 

' ' (4.1.7) 

entonces combinando las tres Gltimas ecu~ciones se tiene que 

t::.J"· ~ dx 0\)~ 
'. ' ' (4.1.Sl 

El problema consiste en encontrar una funci6n y•f(xl tal 

que el funcional t sea mtnimo. 

Antes de procedir a formular la sulución'es necesario des-
• cribir la forma general del problema clásico de cálculo de va-

riaciones. 

Sea el funcional n definido por .. . . . ' . ' 

. Tf = L. F ( x, "\. 'i' ) a.x (4.1.9) 

en d ·-~ ondc y "dx El problema c'onsio;te en encontrar funcionec 

y•y(x) para las cuales pequefias variaciorie~ arbitrarias 6y(xl, 

no cambien el valor de n. 

La condici6n suftSi~nte y necesaria para encontrar un va

lor estacionario den es ·de acuerdo con la'ecuaci6n (4.1.4) 

o 
(4.1.10) 

··-------- ··-----------------
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y como-conclusión tenemns_qu~ el funcional n de la ecuación 

("4:1. 32.) f!S estAcionario cuando la ecuación diferencial (4. l,lo;) 

se' sat'.i.s.-face.' 

e' 

'' 

t) 
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<t·. 2 Formu1:1ci6n Variacional del Elemento Finito 

4.2.1 Introducción 

El concepto fundamental del m~todo .del el~mento finito 

(HEF) consiste en que cualquier función continua en un domi

nio dado; puede apro~imarse mediante una suce~ión ~e funcio

nes que se definen en una serie de subdomfnio~ de~tro de los· 

cuales estas funciones son continuas y las cuales se .inter

conectan para aproximar así la función dada (Fig.4.2.1) 

Desde un punto de vista fÍsico, el concepto fundamencal 

del m6todo del elemento finito consiste·en que para resolver 

un siste~a que representa una estructura fÍsica sujeta a 

ciertas condiciones físicas, se puede utilizar un modelo 

aproximado compuesto de una serie de elementos que. se inter

conectan en una serie de puntos llamados nodos (Fiq.4.2.2)y 

cuyo comportamiento es conocido a trav~s de ciertas ecuacio-
• 

nes p~stablecidas y que corresponden a los tipos de elemen-

tos usados y al número de nodos en cada uno de ellos. 

La solución de las ecuaciones del modelo pueden ser 

exa.ctas, pero el modelo en si es una aproximación discreta 

al sistema físico y la solución de dicho modelo se aproxima 

a la solución del sistema real. Los antecedentes del método 

del elemento finito datan de los años 50's cuando surgió del 

análisis de estructuras aereonáuticas, y ha evolucionado rá

pidamente hasta expander sus aplicaciones a varios campos de 

la ingeniería como son la transmisión de calor, la elastici

dad, mecánica do fluidos, estructuras, lubricación y otros 

llUchos. 

4~"'..2 Formulaci·ón de un Problema de Ingenier!a 

La formulación matemática en problemas de ingeniería 

veneralmente se puede efectuar en dos formas ·di·ferentes,· 
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la primera considera el comportamiento de una área o volume~ 

infinitecimal del sist.,ma y las ecuaciones correspondientes 

se formulan en forma diferenical, y como el área o volumen 

considerado es representativo de toda la región, las mismas 

ecuaciones son validas para todo el dominio de esa región. 

Como ejemplo tenemos la ecuación de Reynolds en la lubrica

ción hidrodinámica d~ cojinetes Fig4.2~ la cual es una 

ecuación dif~renical en dos dimensiones que· se deriva a par-. . 
tir de un elemento infinetesimal y es de la forma: 

-;;¡ l 3 a? l. "dl-l - 'r; -- = '}Jo w -:;-;:;_ dl. . ~I · o"' 
(4.2.1) 

en donde h es el espesor de. la capa lubricante, e es la 

coordenada polar angular, z es la perperidicular al plano 

(x,y),U es la viscocidad del lubricante, w es la veloc~dad 

angul~r de rotación de la flecha y P es la distribución de 

la presión al rededor y a lo largo del eje z. 

En la segunda alterna~iva se postul~ un pr~ncipio 

que englobe la región entera o dominio "dado y consecuente

m~nte es una formulación en forma Integral y la solución 

es generalmente dada por valores extremos de dicha integral. 

Este método es conocido como el Método Variacional y corno 

ejemplo se tiene el caso de la energía potencial de cuer

pos elasticos, en el cual se establece ~ue la ~onfigura-

ción del equilibrio estático de una estructura deformable 

requiere de energía potencial ~ Esta energía una m~nima. se 

r<'fierc al total de la energía de toda la estructura y se 

outienc mediante la suma de energ!as·de las partes de la 

cntructura • 

. De todas las posibles configuraciones que la estruc

tura pueda adoptar, aquella que ceda un valor mínimo a la 

energta potencial nos da la configuración de equilibrio. 

Esto se conce como el Principio de la Energta Potencial 

Mtnima. 

.. -- -- - ------- --· .. - - --- . --------
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Resumiendo lo anterior, el procedimiento para desarrollar 

el análisis de una estructura deformable consiste en establecer 

un funcional, el cual es el valor de una integral y que tiene 

la forma 
• 

· XII 

lf::o- l F(X 1 'i,'i
1

) Jx 
. )CQ. ·: 

(4.::.2) 
.. . 

en donde 

'"\ ::: '"{ ( j() J ' '{' (4.2.3) 

Una vez establecido este funcional se pro~ed~ a encontrar 

sus valores extremos, lo cual r~quiere q~e su pkimera varia-
-· 

ci6n sea igual a cero, es decir que cumpla con la condici69 

de estacionaridad de una integral mediante: 

' o 
'. 

Cabe mencionar que encontrar el valor estacionario de 

una integral es similar a encontrar los valores mínimos o 

m~ximos de.una. funci6n eri c~lculo diferenical, excepto que . . . ~ 

(4.2.4) 

al minimizar una función se obtiene un valor de la varia

ble independiente que nos da un m!nimo en la función, mien

tras que al min'imiz·ar .un funcional se obtiene una ·función 

que al integrarse hace el valor de dicha integral mínimo. 

Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a 

discr~tizar la integral ~ediant~ la siguiente ecuación 

1f ~ p(x. ,,\') ~' = f ;~,,1, ,·)0> + p <.<. <'l 1>+ ~ f·'· 'llx ''-'." 
X a. · ·XA. · X ' X"' 

-------·--- ---------- ------..,---·----
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realizado por las cargas'que actuan en el a lo largo de los 

desplazamiento5 d~ los puntos de aplicaci6n de ~ichas cargas. 

Esto se p_uedc expresar como sigue_ 

V= u- w 

en donde V=Energ1a potencial 

U~Energ!a de deformación o interna 

WzTrabajo de las cargas aplicadas 

(4 • .:!. <ll 

Como ejemplo podemos considerar e~ caso simple de un re

s_orte lineal mostrado en la Fig. ~.2.4 .El desplazamien~o O del . 
extremo libre del resorte e~ ocasionado por la carga P aplica-

da en ese extremo en tonces la energ1a potencial se puede ex-

presar como: 
D 

V=Jiodx 
o . 

(4.2.10) 

. . 
En esta expresión, la primera integral representa la 

energla de deformación y la segunda el trabajo realizado por 

la carga sobre el resorte de constant~ K. Al integrar se ob

. tiene: 

1> 

V=~(~x2)\ 
. o 

' ¡.:: rl- PD 2. (4.2.11) 

Es decir la expresión de la e~erg1a potencial es el· valor 

de una integr3l y por lo tanto V es un funcional el cual puede 

ser minimizad~,·de acu~rdo al princi~io ~e lJ energla 

mínima. Entonces de la ecuación(4.2.4) se tiene. q~:e: 

[¡V= ( I<D- P) óO 

. ----!...' __ --- ------- ------~------~·---------------~----· ------- .. --- -----------·-

potencial 

(4.2.1~) 

-------------- ---- -------· 
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La cual es consistente con el principio de trabajo virtual 

y dado que 6D es diferente de cero entonces 

KD -P =O (4.2.12al 

Es decir que el despla~amiento D que resulte en el equili

brio del sistema es tal que: 

Pe 
f' -\( (4.2.12b) 

Gráficamente la ecuación(4.2.11l se puede representar por medio 

de la suma de dos !unciones tal como se ~uestra en la Fig(4.2.5) 

de tal forma para un potencial mlnimo se tiene que .el desplaza

miento D es aquel que produc~ el equilibrio. 

~~4.sistema~ con Varios Grados de Libertad 

Por definición los grados de libertad son aquellas varia

bles que definen completamente y en forma única el estado o 

configuración de un sistema dado, por ejemplo, el sistema de 

resorte lineal que se acaba de ver es un sistema con un solo 

grado de libertad ya que una sola cantidad define el estado 

del sistema, esa variable es el desplazamiento lineal del ex~ 

tremo del resorte. Si en ese extremo se anexa otro resortc,'en 

tonces existen dos grados de libertad y as[ sucesivamente. Sin 

embargo la naturaleza de los grados de libertad no es necesa

riamente la misma, ya que éstos se pueden referir a desplaza

mientos, rotaciones, temperaturas o también coeficientes de 

un polinomio que aproximan una función . 

Si consideramos un sistema elástico con n grados de li

bertad el cual está ~ujeto a ciertas perturbaciones. Entonces 

la energ1a potenci~l total se puede expresar como un fun~i6n 

de estos n grados de libertad~ sea 

l (4. 2. 1)) 

-' 
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entonces la primera variaci6n del potcnci~l con respecto ~ los 

qrada; de lllu!rtad :JC exprc~¡¡ <.:nmo 

la cual debe cumplir COl• la <.:ondici6n de estacion~ridad de 

la ecuaci6n (4.2.4), es de~ir 6w=O y por lo tanto: 

C>ll o --a c. 

. . 

(4.2.14) 

(4.2.15) 

De acuerdo con el principio de encrqia potencial nu.n lC'Ia. 

la ecuaci6n (4.2.1:5) define la configuraci6n de equilibrio del 

sistema, 

Un ejmplo de un sistema cnn dos grado de libertad es el 

que se muestra en la Fig. 4.2.6 el cual consta de dos resortes 

lineales empotrados, y una barra ríqida ligada los dos resor

tes con una carga puntal como se muestra. La expresi6n para 

la energS:a, potencial se puede escribir ya integrada como·: 

t 1 V = i K, D + f \(-¡ ( e + e 1..) - P (e ... eo..) (4.2.16) 

Al substituir v por " en la ecuaci6n (4.2.S)el resultado 

es: 

~~ i) + '.ct D + "l. eL - p =O (<(.2. 17) 

~V - (4.2,1Al 

a e 

.¡ que en forma matricial adquiere la siguiente fomra 

··---··----~-- ------------·----------------- -------------- --



\ 

(4.2.1'H 

que se puede reducir a la forma coman de las ecuaciones de 

equilibrio 

(4. 2 .,20) 

En la ecuación 4.2.19, (.P) y (aP) son llamadas las fuerzas ge

neralizadas correspondientes a las coordenadas generalizadas 

<o> y <e>. 

• 
De este ejemplo se puede concluir entonces que l~ matriz 

de ·rigidez-- [~e]· es una matriz-simétrica es decir k. jak .. y 
1 )1 

.también que el producto de una fuerza generalizada por su 

correspondiente coordenada siempre tiene unidades de trabajo. 

Si un tercer resorte es anexado al sistema digamos en el 

punt:" intermedio de la barra, el si::;tema se convierte en un sis

tema estaticamente inditerminado. Sin embargo las coordenadas 

O y O sQn aun suticientes. para determinar la configuraci6n del 

sistema y dos ecuaciones de equlibrio son generadas, .es decir 

la indeterminaci6n estStica no afect~ el procedim1ento general 

basado en la minimizaci6n del potencial~ 

~.2.~F~rmul3ci6n Gen~r3l Usando Campos de Desplazamiento 

Antes de desarrollar una expresi6n general para la energía 

potencial de cuerpos elasticos es conveniente describir el con

cepto de campo de desplazamiento y aproximaciones. 

En muchos sistemas mecanices la confiquraci6n del mismo en 

un instante dado puede ser expresada en tlrminos d~ l~s ~espla

aaaientos de ciertos puntos de referencia, los cuales represen-

·- -------~------··. ----- ------- ··------ ---------- -----~· __ __:___ ..:_ -------------- - --· -- ------------
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tan un campo de dcsplazami~nto~ ~un respecto ~ un maceo de re

ferencia. Por ejemplo el ca~po de desplazamiento de una barra 

elastica de secci8n uniforme con una carga axial Fig.~2.7 se 

puedo describir en termines d• los desplazamientos en los ex

tremos de la misma en una forma lineal. Es dectr el desplaza

miento en cualquier punto intermedio de una barra se puede ex

presar como una función del desplazamiento de los puntos ex

tremos de la misma con .una relación de la forma 

(4.2.21) 

Donde Ox es el dcsplazamienot ~e un punto en la coordenada x 

de la barra, Les la longitud original de la barra y O(i,j) 

es el desplazamiento del extremo (i,j) de la barra. 

La ecuación (4.2.21) puede escribirse en forma.matricial 

como sigue: 

(4.2.22) 

Si consideramos que la barra representa un elemento con 

el nodo i en el extremo i y el nodo j en el extremo j y que 

f es el desplazamiento de un punto cualquiera del elemento en

tonces la ecuaci6n(4.2.22) se puede expresar en forma matricial 

como sigue: 

(4.2.23) 

En el caso de un elemento en dos dimensiones como el mos

trado en la Fig. 4.2.8 el vector· {d}los desplazamientos en dos 

dimensiones de los nodos del elemento, entonces la ecuación 

~.2.23) tendría la forma: 

'--·----~. -------



"í't. ¡:P u, 
\1". 

[f}=\:1' t l, o Ñ1. o l'l~ON~O~ 
u, 

Nt o Ñ1 e r-t~ 
,..'\. 

(4.2.24) 
' . ~. o u, ~ .: .) 

• v, 
11... 
v. 

en donde: ('b+.,.) (c-+-'1) 
(\,-.,.)(c-'i) ~2. = 

~\:: 4 'oc. 
4 'ce 

(l>tl')(c-'1) 
N" 

(lo-'l<) (e+'\) 
(4.2.2~) 

1 
:: 

4 'be ~'2.: 
A bC. 

N1 , 2 , 3 , 4 son llamadas las funciones de"forma" o d~ in

terpolación. La descripción del campo de desplaza~iento para 

otros elementos también es posible en base de los desplaza

mientos nodales, es decir que es posible conocer el desplaza

miento obsoluto de c~alquier punto en un elemento o ~structu

ra conociendo el vector de desplazamientos nodales. Por lo 

tanto la formulación general usando elementos finitos está 

orientada a obtener la solución de un sistema con un nGmero 

finito de grados de libertad, en donde los grados de líber-

tad son los desplazamientos independientes de cada nodo y 

donde dichos desplazñmientos pueden ser de traslación o de 

rotación. 1 

La aproximación a un campo de desplazamiento ta~bién se 

, puede hacer en base a un polinomio cuyo grado de libertad sea 
' el mismo que el correspondiente al elemento en cuestión, ~or 

ejmplo en el caso de la barra uniforme se puede utilizar un 

polinomio del tipo: 

{f1 = {u.)= fa,+~' x1 (4.2.26) 

Q. 

{ n :; r x 1 t:~1 (4. 2. 27) 

' 

i ---~'----· ___ ~. -----' ---· ·--· l~--------· c. ___ _!,_ __________ ~--
------ ---------- ----
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en donde a
1 

y a
2 

son lo~ coeficientes del polinomio de qrado 

1, entonces hay dos coeficientes para un elemento que tiene 

dos grados de libertad, 

Los desplazamientos nodales '~}so. pueden expresar en fun

ción de estos coeficientes substituyendo las condiciones de 

frontera 

Ux:o =-U:¡ 
(4.2.28) 

11 ::: Lll' 
\1\. X~\. 

Entonces substituyendo en (4.2.26) resulta el siguiente 

sistema: 

(4.2.29) 

Despejando· {a} de ('l·t. 29) y substituyendo en (4.2.27) se tiene 
_, 

x][.Al fd1 (4.2.30) 

Invirtiendo la matriz [t.] y desarrollando el producto en la 

ecuación 4.2.30 se obtiene la ecuación 4.2.22 o sea: 

(4.2.31) 

En el caso de un elemento plano triangular como el mostrado 

en la fiq.4.~~. la aproximación se puede hacer en base a las 

Riguiente~ polinomios: 

~=a. t o., x ~ t\.1~ 

V-:. a_'\ -+ lltJC -t- de 'i 

Quen m forma matricial quedan expresados como 

• ________________ · ____ :._____ ___ -_.L._ ___________________ ---------~---·-. 

(4.2.32) 

- -------- ---------···-
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"'" o 1 X o.~ 14. 2. 33) 
o 

O. e 

Q." 

Tomando las condiciones de frontera se obtiene que para 

la dirección x 

(4.2.34) 

)' paru la dirección y 

rv.) \, x. ~. Jr'l l ~1 = i 1 
Xz ~, at 

X> 'h' (.h J v, r , 
j 

(4. 2. J5l 

dt' donde 

(4.2.36) 

y 

Substituyendo (4.:!.JG)y (4.2.37) en la ecuación (4.:?.33) se obt'.c;,e 

'i donde ·¡ X "1 X 1.\ _, l. >- > 1 

(.A.l= 'h-'\l 

X1 - Xt 

\ 

'h -lo\, 
x. - x, 

(4.2.38) 

(4.2.39) 

.' 

---
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substituyendo (4.2.40) en (4.2.111) y(4.2.39) y reduciendo el sistema 

resultante es 

en ·donde 

{U.'\ :: f !'l. O Nt 
l V] lO N, O 

o ~3 
Ñ.'l. o 

. r ...... ~.lo 

"'·= 
.l. p-~ . .f ('h-~l)X + 
2A ~ · ·- . . 

(Xl- 'IC1.)'t 1 

t'h ~ J._ F-~ + ('h· \.1,) X + (1. • .:.Xl)"'_1 
2A 'J ' 

( )(. 1 - X a)"\ 1 1 l ZA + ('-1, -'h)¡<. + 
l'l~=ZA~ ., 

(4.2.41) 

' . 

(4.2.42) 

'· 

(4;2.<:3) 

- ~' ' 
(4.2.44) 

.. 

De la misma manara se puede aproximar el campo de desplazamie~~o 

para un elemento cuadrilatero plano de la Fig~.2,8 usando poli

nomios _del tipo: 

(4.2.45) 

(4. 2. 46) 

' . 

Los cuales conducen a un sistema equi~alcntc al dado en la 

ecuacióncsl4.2.24l y (4.2.25). 

4.2.6 Exprsión General de_ la Energla Potencial 

Podemos considerar ahora el caso general de un cuerpo elás

tico en el espacio el cual está sujeto a cargas que producen un 

campo de desplazamientos, deformaciones y esfuerzos tal que en . ' . . . 
un punto dado ~e dicho cuerpo y·con respecto a un mar~o.de re-. 
ferencia, los vectores de esfuerzos y ~e deformaciones son: 

\ 
' 

·' (11.2.4'/) 

··--·---- --------- -- ---------· -------- ----- -----------· --



Substituyendo las ecuaciones lq•l, 23) yl'H, 54 len l"-1. .• 53) l•• cnur9Íi\ 

potencial puede expresarse como1 

1fe=i~J1T(JlP>11 CE1ts1a·~)~J1 +. ta1tjcr~JT{(·1d" 
' . . 'lo\ . . . '1.\,1 

- td1Tf(Nft¡:l J~ ~drf(N:\1 f~}JS !4.2.561 

En •sta ecuaci6n el subíndice en ve indica que la energía 

potencial es de un elemento y por lo tant~ el vect~r' ~} es el 

vector de desplaiami~ntos nodales de u~ elemento solamente, y 

para una estructura compuesta de varios elementos se ~iene qu~ 

la energía potencial total se expresa como·la sumatoria de las 

energías potenciales de cada uno de los elementos y la energía 

potencial total queda expresada como: 

-J[tJ)~f¡:}d-1 -J[N)1 ~~\ds)- {~JltP) (4.2.57) 

1/ol S"f · 

Una vez encontrada la expresi6n general de la energía 

potencial se procede a encontrar el valor extremo del funcio

nal nT substituyendo en la ecuaci6n (4.2.41 lo cual resulta en 

·el sistema .de ecuaciones ·dado 1"or lG. ecuaci6n(4.2. 7) o 

(4.2.58) 

Entonces i!.l substituir TTp dada por la ecuaci6n (4.~.57) en la 

ecuaci6n ~.2.58) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 

de equilibrio, 

\ 

L ____ _._ ---~--- --·---------~------ ~ - -- ------------- -"--------

( 

( 
\ 



(Í f[s)rl.t1t~)Jv)t~1 = ~(- j\:sJ,.fr.)Jv +J(~jT{F1a\] 
' J \ 1/ol .Col 

'lo . (4.2.59) 

+ s[ll)íg>1Js) t {Pl 
Sut 

La ecuación (4. 2. 59). s'e puede abreviar en tal forma que la 

sumatoria ·de ,las integrales del lado izquierdo de la misma 

sea identificada como la "Matriz de Rigidez" y la sumato

ria de integrales del lado derecho de la ecuación como vector 

de cargas general izadas, entonces la ecuación l'l·l-'t .. ) queda 

(4.2.60) 

Ejemplo. Podemos considerar un caso simple en forma general 

mediante el cual podremos establecer la siguiente secuencia 

de operaciones 

(4.2.61) 

{d] =t~~1: [~ ~1\~~~:: t.A)\~1 (4. ?. 62) 

{f1 = (t ")t.Ai'{J} =t('-~) (~)) ~J1: (r-Jl~J1 (4.2 63) 

(4.2.6Sl 

\ 
•· 

. . . 
~·-----~-.-....: . ........:. --------- -----·--·-····----------. ---------- ------· -- - ---·-·--. -·· -· ·---··---·-



?,1 

(4.2.66) 

-:1 - Matriz elemental de rigidez 

4.2.R 1·:1 Método !'.l•tlciqh-Ritz 

Podemos con5iderar un ejemplo unidimensional para descri

bir el método Rayleiqh-Rith como el mostrado en la Fic¡.4.2.10 en 

doncc el área (S) y el módulo elástico (El son constan"es y la 

carga distribuida (q) son tales que 

il=X (4.2.681 

Las condiciones de frontera son: 

(4.2.6>;) 

U," :- o 

La energía potencial se puede expresar como: 

L L 
1T = J ,.~ IA.?.¡c Jx -Jv. {~ ~x) .t. o (4.2.70) 

Suh!<t ituycndo los valores dados en(4. 2.68) y asumiendo que los 

Jesrlazamicntos u son de la forma u=a
1

x entonces 

\ 

11 - l 
"'"' - "l 

~-···- ·---- --- ·------------------~--

(4. 2. 711 

(4.2.7.~) 

. -·---- --------------- .. ------ ... --· ··- -- -- . -- --- - . 



1 . 

i 
1; 

' 

' 

J''L. JJ 

o 2 , Si se asume ahora que u•a 1x+a 2x , entoncea l~ enerqia potencial 

o 

queda como siquc: 

(4.~.71) 

(4.2.74) 

{ o... 1 f -r;, z.1 
~h. l-•; .. 

' . 
(4.2.í5) 

(]'"(.!(=o) lf(X"-1) 

.O&B 

.'$000 .o 

Si asumimos un polinomio de 3er grado para u(~res t€rminos) 

ob~ndríamos la solución exacta porque la solución exacta es 
3 c6bica de la forma u=·(3x-x )/6 o sea que el m€todo Rayleigh-

Ritz basada en 

·darla como resultado 

0.¡ ::. o 

0..¡:-'4 

\ 
\ 

(4.2.76) 

14.:!.7"1) 



' --¡ ---~ 

y donde que tx es escalar entonces; 

(4. 2. H';) 

Substituyendo la ecuación (4.2.RS) en la expresión para la 

energía de un elemento ~e obtiene que 

(4.2.86) 

lo cual _se puede· expresar en forma compacta come>: 

1 lar I K)~{J}¡- --~ 

u,{= 2. (4.2.67) 

' donde J en ' l' -1~1 J Yy'1 Y11 ds AE 
(\'.) _-:: AE y, \.-'11 T _, 

~ p ' 

(4.2.88) 

Por otra parte el- trabajo realizado por l~ carga es 

(4.2.8<)) 

y el potencial total ele 1:. estructura es 

-~4.2.90) 

Supe>niendo que para cada elemento las propiedades cumple~ 

con las propi~d3des de las ecuaciones(4~2.68l y ademSs 
• 

'\ ~ .¡ -t s plca el c.ltM(,.to1 

\ 

~ :: } + 5· (Ar" c.l dc"'cllt-o 3 

____ . ____ _.: ______ :_______._ ______ :._ __ 

1 (4. 2. 9n 

o 

o 

---- ·------- ---- -- ....:... __ .:.__ _____ .:. __ ___;__~--- .. -· 



Expandiendo lo~ vectores al r~ngo de la estructura se 

tiene que el vector 9lobal es 

.,.., 
" 1 . 

(4.2.92) 

Substituyendo las condici.ones(-L2.91) en (4. 2. 90) y expandiendo al 

rango de la estructura, l~ energía potencial es: 

i (•l'( 
'!> -3 o o o o o o 

·E 
o o o 

Ur = -l l o o o 3 -l o o o o [D} -+ o o o o o -l ., o o ) -3 

\ o o o o o o o o o -l l 

. T . 1 \;}·~~~ + L P1 -fo1 S4 o S-4 '5 $'\ 1 
(4.2.93) 

o o ~ 

Minimizando la encrg~a potencial se obtiene que 

(4.2.94) 

la cual resulta en el siguiente sistema de ecuaciones de equi-

librio 

l -~ o o U, Ys-" 
-l " -o o 1.(2 

'ls--4 ,(4.2.95) 

o -l c. -l U¡ 'V..--4 

o o -l 3 \{" f/s-o~ 

., 
• 

• ----------~-. ------------



JD 

La Matriz cuadrada del lado izquierdo de esta ecuación es 

sinqular debido a que no se han impuesto las condiciones de 

frontera de la estructura, 3sta condicion es 

U.,== o (4.2.96) 

Al imponer la condicion (3.96) en la ecuaci6n¡4.2.95) se. 

obtiene 

[-~ -: -~ 1{~: 1 ~~ 1 ~J 
o -l l ~4 ~ l g j 

(4.2.97) 

de donde se obtiene que u 2=.1605, u
3

=.2840 y u 4=.333 lo~ 

cuales son exactos sin embargo son ap~oximados en ~ualquier 

otro punto, por ejemplo en x•L/2 se tiene 

(4.2.98) 

u.' [y, ~.]t.',':,: l ·22.2. (4.2.99) 

El valor exacto de u en x=L/2 es cie o. 2292. El esfuer::o 

en el elemento i es Oi:=(Eu,x)i o también 

(4.2.100) 

Subs~ituyendo l.:ts condiciones (4.2.91) t!n <4• 2• 100 l se obtienen 

l~s siquientes resultados: , 

. .:...-~·---. .:..:.•_. ___________ ----"----"--'-·- . ___ ;_....:._ __ •......; _______ ~---· ----- __:__..,___- ________ :.__~------- .. - ------- _ _,;_. ____ _; ..... . 
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\.. 

G",: .4&1'i .1Xo.d.o e" X: -"' J!) 
~1 ':: 31M 

\. 
LX&C.¡., e~ )C::. -'L 

<r) • 14 r\ .2Xu.\o C" )(.- ~ 
- " 

Es decir los esfuerzos no son continuos en el modelo y los des

plazamientos son más exac,os que los esfuerzos como se puede 

apreciar en la ,Fig. 4.2.1t 

De estos dos ejemplos se puede concluir que el método clá

sico de Rayleigh-Ritz (R-R) es aproximado pero.más exacto~~ 

se utilizan más términos en el polinomio. En el caso de cargas 

destribuidas ·el método de R-R puede ser exacto si se usan su

ficient~ términos en el polinomio y la inclusión de más tér

minos no cambia la solución. 

Por otra lado usando elementos finitos se llega a resulta-. 
dos exactos si. las cargas se localizan en los nodos y es apro-

ximado para el caso de cargas distribuidas pero puede ser bas

tante cercano al exacto si se usan más e:ementos. 

El mEtodo clSsico de R-R utiliza un polinomio que se apli

ca a todo el dominio de la estructura, mientras que el método 

del elemento finito utiliza un polinomio apra cada elemento. 

42J0Modelación de Sistemas con Elementos Finitos 

Existe una variedad muy grande de sistemas mecánicos y es

tructurales los cuales requieren de una solución la cual no es 

siempre trivial ni simple de obtener, en tales casos es prác

tica común hacer una clasificación de efectos significantes y 

otros que por su naturaleza pueden considerarse insignificantes 

o ignorables, de tal manera que en general siempre se habla en 

términos de una solución aproximada a la solución real del sis

tema o de una soludión exacta o aproximada de un modelo aproxi-
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1/0 

ji • ..... 
mado al sistem~ real, 

En la tormulaci6n anal!t1ca de un sistema, las suposicio

nes de que algunos efectos son ignorables ti:er.en como objetivo 

simplificar los procedimientos de cilculo, sin em~argo ~ 

través del desarrollo de t@cnicas diqitales se han podido me

jorar dichos procedimientos, aunque en general siempre es ne-
.. 

cesarlo hacer algunas suposiciones respecto a aquellos efec-

tos que pueden ser ignorables o simplemente no dominantes. 

La formulación con elementos finitos también requiere de 

suposiciones lógicas en base a la naturaleza del sistema en 

cuestión y par~ t~l efecto ~e han desarrollado una variedad 

de elemntos cuyas propiedades .son represntati~as de ~lgunos 

cas~s e'sp.ecificos de sistemas y asl se tienen por ejemplo ele

mentos planos para la simulación de problemas bidimensionales 
. . ' 

de esfuerzo plano o deformación plana, elementos viga en dos 

y tres dt'mensiones; elementos sólidos o de volumen, elementos 

cascaron y otros vario.s que tienen propósitos especificos. 

En general, el análisis y modelación de un sistema es 

un proceso que se desarrolla en varias etapas que son: 

l.Definición del sistema f!sico 

2.Definición de condiciones de frontera 

J.Definición de agent~s. de perturbación 

4,Definición de variables de respuesta 

S.Definición de efectos desprecíabl~s 

6.Desarrollo del modelo anal!tico o 

modelo matemático 

7.Aplicación sistemática de procedimien

tos de Calculo 

&.Interpretación de Resultados 

Cabe mencionar que un entendimiento goncr~l d~l ~i~tcm~ 

·en cuesti6n e~ siempre b&sico e importante pues la deflloic!Ón 

---------------------------------- ---~-------
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4.3. Formutac16n de HcsidlJos Pesados IM~todo de ~alcrkin) 

Una formulación ~alt'ernativa a la variacional es la d~no

minada de re~iduos pesados. Esta formulación no requiere de un 

postulado v~riacional que aplique al sistema de inter&s y par

te de una manipulación directa sobre 1~ e~uación diferencial 

que gobierna la física del mismo. 

Una formulación diferencial resulta en una ecuación del 

tipo 

o (4.3.1) 

en donde L es un operador diferenciil, con las condiciones de 

frontera 
ceto) = o 
~'(o)= b 

(4.3.2) 

Una funci6n de campo que puede satisfacer la• condiciones ante

riores se puede definir'como: 

en donde (Nles una 

['ti\ es e 1 

{lfla es una 

función de las coordenadas 

vector de valores nodales de 

funci6n a "preuba" 

(4.3.3) 

entonces, si \f}a es 1 ~ verdadera función, al sustituirla en la 

ecuación (4 .. 3.1) el resultado es: 

L( l~} ... ) =o (4.3.4) 

la verdadera función pero es una buena aproximación de la mis

am, entonces al sustituir en 4.3.1. el resultado es: 

(4. 3. 5) 

......... .......:.. .. ~- ------~------------.:...___. __ .::_ ____ ~-· -~-·---~------- ----··--

) 

) 
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en donde R es un resid:1n ~~ nrror ~~do por 

una buena aproximaci~n rl~ la ~erdadera función 

a es solamente 

. r·or lo tanto .. 

R se puede evaluar en puntos <llscretos (nodos) e igualar la su

ma a ceio para minimizar el error, o sea 

(4.3.'>) 

Pero una mejor solución seria la de distribuir R sobre una región 

de.acuerdo a alq~na función de peso w de las :oordenadas (nodales) 

antes de la i~tegración, es decir 

"(4.3.7) 

o sustituyenclo 1·a ·ecuación (4. 3. 3.) en (4. 3. 5) y esta en (4. 3.:) 

se· tiene:· 

J'w L([N) f'Pi'·) d'J_=.o 
V 

.14.·3 •. 6) 

La funció~_de peso w p11edc.ser de cualquier forma en general 

pero cuando se selecciona igual a las funciones de forma o de in

. terpola~ión se tiene que w es igual a ~ y por lo tanto 

jtr-0 l ((ti)~~.;\) JV- o 
(4.3.9) 

V 

La ecuación (4. 3.9) -es la formulación de "Galerkin" de ele

mento finito y si se aplica a cada elemento en la región, se ob

tienen n ecuaciones simultlncas para n p~r&metros nodales en 

La solución del sistema de ecuaciones que resulta se desarro

lla de igual manera que para otros casos, a~nqu~ una desvetaja es 

que la ecuación (4.3.9) contiene derivadas de orden más alto que 

las de formulación vartacional. 

' ---- ~-· -·-·-· - ___ , __ _ -------·---

:. 
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La primera 

(k(el] !ln 

integral nos da lA matriz Plemcntal ·de coefici•ntes 

la ecuación .. ' 

A trav~s de la s4ma snbre tnrlos los elementos, la sequnda 

integral produce el ve~tor [r} . 
.. 

la ecuación (4.3.25) contribuye al 
El primer tirmino de 

vector l F) si dy/rlx se define en cualquier extremo del ~lemento, .. 
si no se desprecia. 

Las inteqralcs de la ecuaci6n (4.3.25) se evalua~ como si-
• 

gue: 

(4.3.27) 

(4.3.28) 

Entoncesi l . _,. . . . --·- -··-" .. . 

J ~lt[t-~1¡~: lÁxc:l~~ (-:1(-1 1] f'i~'t dx=~[' -']{~•} 
o o , . ll{ J J .t -1 1 '1~ ( 4 • j . 2 9 ) 

y para la segunda integral: 

.t r 2. 

' l \ 
1\ f M¡/et l 

2. \ l M¡ /et l· 

-----------'---~-----'--

(4.3.30) 

·-----------··- ------~----------------
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 

'~o '""~ 

.• :'\ ·.a., 

c¡soo t-1 

"'/€:t 
- 0·000,'1'1 
-o.ooO•H 
-o.oool\1~ 

-O.OOOlll! 
-0-000\~, 

o. o 

~as ecuaciones para el primer elemento son: 

. . ,lq 1 . -~o • • clx- .,.,., 1 " 1 Últ:imo término desaparece. Entonces, 

ensamblado el sistema· queda: 

1 - 1 '{. -0.0001'1.4 

-1 '2. _, o 'h 
'l. o -o. ooo6'>r 

11 1 _, '2. _, 'h ~ 1 
-o. o o o '11'-

+1~0 
1 _, 

'2. -1 ~lf \ "' 1 
-o:ooo3•i 

o 
_, 

'1. -1 'ú o q 1 _o. o o o •r'\ 
_, 1 't• 1 l -o. o 

.•· . .. 

que .se puede reducir a : 

1 -1 "\. .l'l'l 

-1 'l. _, 'h . 'S, 1 

-l 'l. -· : '3 .1\18 
.·.'{,=0 - . ·uc. ... '1. 

_, ~'f .l'll ... 'l. 
_, 

~t • O'Z.l _, 
1 \(( 

. . . ·--·-----------

una vez 

={o} 
(4. 3. 32) 

(4.3.33) 



.. 

ResultAdos 

Nodo E.F. 

1 o 

2 -.3334 

3 -1.2385 

4 -1.5719 

5 -4.1929 

6 -5.9559 

ConclugiÓn: Sin.comentarios. 

50 

'l'eoría 

o 
-.3335 

-1.2388 

-2.5729 

-4.1929 

-5. 955_9 

Ecuación de campo en dos dimensiones: 

l(q¡) - :O 

Aplicable a problemas de: 

-Torsión . 

-Trnnsmisión de Calor 

-MccSnica de Fluidos 

(4.3.34) 

• 

La integral de Galerkin para el caso de la ecuación (4.3.34)es: 

~l.(/ ) J 
+ ~2. + Q ().V= O 

(4.3.35) 

\ 

! .: ,, 
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Co..J~ &eW\e\"\to ..Q.o~ a.soc.ic..&.o a. U'l\ t\ÓI'Yiero ruhr ~ 
Mi(\o.Jo de. n.od.os ~ e. dos- a. su ...re.c a. vt'l nór~~e. J't) 

espec.ific.o c4 ~r<i&.os &J1 likled:a.J. ( q d.~). El'\ ~erJl
ro! .. depend.ie(\J.o &Q \a. va.ria.ble clR ca.m ro ( &.Hpla'Ca.:.. 

M·len ~ .. t.eMp.erafvn:..., .Q.:\-c) se p\,).e~ c:L.finú~ el tifu d~ 
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+tt.cirif\ fÍsico.. del COVI~orta.V11iev'\ID cM sl~tema..; por 

~el'.l\plu, Sl se {ra. ~CA.. M d.Qs:p \<t ca.m"teV\W &e or'1o

-part\culo.. .I2V\ o~(Á. \\!'lea..., ~e +leM .entnne12~ l.)f\ ( 'jcU); 

Si. se.. {ra:to... de. ·do.sp\a..cG~.MieV\~S .el'\ ui't p\Qflo J..Q lo-. 

tf\ISMa_ tV'.UJV\CJl.S ie -\ief\R~ .·do~ (~ d!) 
1

. ~ S~ heN2v'\ 

+reS l~ J..Q ,\ ra.ro.. el OUD d¿ despla_ 'C:Q.M \er'\\z:>S -€o/\ .d 
Mfa..C..i.o • . · 

Los. e\e.Wiell\toS ~monW\1\e\'\t e t>sa..ctoc; el\ la. -pnid-ic.o.... 

de. elcWlentos fif\\tos puczden dcuiflc.o.rs-e. de. varia..s 

formo..s ~ en \/Qr.lttS Ca:\:egonéu , a.\9una.s J e. tl tCU f'JQdQf\ 

ser \as~ue se.indleo.(\ en la.. ~~tú.. S·l·l. ~\5uf\~U .. & 

la.~ ca m. d-er Íihc(ls it'\d.iea.dlt!> .ef\ ~s·h ... ta.~l~ f1.1Qd..t'l'1 ser 

· ftS\co.IY\ef1te t(\terp re.tú.d.As , por .e.je~"r\o .eJ t1Úr1-'IC ro &e. 
nodos CUCQSario.s_ pe!rA.. c!escr'1 bir la. topo\o5(a. cte.\ e.\e-

. mevrle>, fonn6. re.la.t\va. ( rec.tett\glJ\ar 1 1-rztrtloidal c.tt\ . 
pero 'o\"va.A no ~on t-an obv'l'l.S c.oMo por .cje~p!o .lll 
orden~ l't ti'l~e1r.:tl.t'Ón .e.)C.r\ki+~, el -\ipD &A. la.1 F,;r1-
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Table 1 - Coupled Node Displacements 

No de 1 Node 2 Directi_ons 1 
1 

. 1 1001 ux, UY, uz 
27 1027 1 ux. ' UY, uz ' ' 

' 40 1040 ux, UY, uz ' 

1 
55 1055 ux, UY, oz 
70 1070 ux, UY, UZ 

as 1085 ux, UY, uz 
102 1002 ux, UY, :uz 
119 . 1119 ux. UY, uz 
215 1215 ux. UY, uz 
651 1651 ux, OY, uz 

: .... 

664 1664 ux. UY, uz 
667 1667 ux, UY, uz 
709 1709 ux, UY, uz 
728 1728 ux. UY, uz 
747 1747 ux. OY, UZ 

764. 1764 ux. UY, UZ 

781 1781 ux. UY, uz • 

1 

-- - ---- ------ -~ --
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V sectionl Tsecti~n 
1 

S section Ssec;~pin 

Us1 
• 0.005~08 ! 0.00'1'\00 1 0.0040~1 o. 00312. 

Us3 0.005"?.'24 1 0-004914 1 0.00404'1 o.oo~1s 

U21s • o.oos,~c 1 o.oosn1 Q.OD41"o 0.004175 

U211 0.00 6~SI 1 0-005915 o .()04, ,, o. 00414~ 

U417 o. o o 1'517 o.oo 161"\ o. 00 16-!5 .Q.QO'Z.ISS 

U419 0.00 216'\ 0·002'20'0 Q.00'2BS o.o02l4.B 

U111 ().0~1188 0-001817 0-0017q8 o.oom3 

U719 o.oo 2.117 Q.00214S o.oo21ll o .oon'" 
cx1·· 

-
O.OQIO'I'i o. 000~'29 0.000'-l'~ O.OOOS'20 

cx2 . o. 00\077 o.ooo9"'!1 0.00070'1 Q.QQOS\S 

TABLE 3 . . . 

U(i)- Tangential displacement node i 
•• O:(j)- Slope ot pin side j 
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barra. & -nera de eje.plo., en una· barra con · ~ es el 'Vector de deSplezaatentoa de la 

estructura, y est6 foraado por los deaplaza

alentoa ancularea (clroaJ de los nudos de la 
estructura y los deaplazaalentos lineales de 

loa eJes de la estructura. 

a por• CIOIItinu~ cua 
dez vale 

" " • • 
.q:JIL 2EJ /L 

21U/L 4Bl/L 

(.• 
6&1/La - 681/La 

' r 

6111/La 681/La 

4.6 • 

· .. 

. . . 

l),,la ••trlz de rl&l-

6. 6 • • 

681/L~ ·,681/L~ 8 • 
- 6Bl/L

2 
681/1..1 8 • 

12BI/L1 · - 12&:1/1..
1 6 • 

- 121U/L~ l2B11L1 6 • 
( 7) 

& 1 . 
. r 

w 

f ... el Vector de carca• dé 
foraado por los aoaentoa y 

-potraaiento, 

cortantea de 

que transatten las barras 
sobre loa nudos de la estructura . 

fe ea el vector de carcas ezternaa con
centradas, ~oreado por loa aoaentoa concen

·tradoa. sobre loa nudos de la estructura y 

' .1 

L 

FIG 1 GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA· 

., . 
6 • 

1 

1.2 t 1 1.2 t 

1. - . r 
xr. ... !.h Kr T Kl 

"'-./. 

FIG 2 CARACTER1STICAS DE lA ESTRUCTURA 



·• 

las tuerzas concentradas que act~an sobre 
loa eJes de la estructura. 

CUando una estructura a base de zapatas 
alaladaa.sufre desplazaalentoa debidos a la 
deforaabJJJdad del terreno de claentacl6n. 

se ceneran en la claentac16n acciones que se 

pueden deteralnar usando loa conceptos de 

rictdez ancular K, y rlctdez lineal Kt del 

terreno de elaentac'ion. Se define la rlcldez 
ancular coao el cociente del aoaento H que 

actQa sobre una zapata y el ctro en radlanea 
9 que sufre esta zapata: 

(81 

La rl&l.dez lineal se define eoao el cociente 

entre la carca vertical O que act~a aob~e 

una _zapata y el desplaalento ve'rttcal 6 que 

sufre la zapatas 

lt~·0/6 (9) 

Loa valorea de Kr y K~ dependen de 

propiedades de deforaac16n del suelo, 
1•• 

De las eca 8 y 9 se obtienen el ao.ento y la 
carca vertical debidas a la reacclOn del 

suelo sobre la estructura: 

(lO) 

(ll) 

Conociendo loa valores de K de un • 
suelo, se pueden calcular la. clroa y loa 
desplazaalentoa verticales que sufre una 

estructura claentada sobre zapata• aisladas, 
ya que laa acciones debidas. •. la deforaa
bllldad del terreno ae pueden lncorpor~r. 

con re~otlva facilidad, en el vector de car-
caa concentredaa sobre la eatructuru ~. 
Este procedlalento lo •-oe a lluatrar --dlante ua e~e.Pl!O ouy sencillo, "- el 

aostrado en la flc z. en el que --·· que 

las carcas sobre la estructura aon·la repar
tida de 1.54 t/a, las concentrad .. sobre las 

10 

r 

coluanaa de 1.2·t y las debidas a la rl&Jdez 

ancular y lineal de laa zapatas de claen
taclón. In la eatructurat 

H6dulo de elasticidad del concreto 
2 214 000 t./a• 

Hoaento.de lnercla de laa coluanaa 

0.000675 •• 
Hoaento de Inercia de laa trabes 0.0054 a• 

En el terreno de claentacJOn 

A "continuación preaentaaoa·'et anAl lela deta

llado de la estructura. 

Inlclaaoa nuaerando las barras y loa erados 

de libertad de la estructura, loa cualea se 
aueatran en la fl& 3. Laa carcas sobre la 

estructura, correspondientes a los crad~a de 
libertad deflnldoa, se aprecian en la fl& 4. 

Con estos datos podeaca foraar las canti

dades que aparecen en la ecuación aatrlclal 

s. 

a) Vector de deaplazaalentoa 

Kl vector de deaplazaalento vale Cflc 3) 

•. 

rl¡:ldecea de lo 

6. Eapezaaos por 

Para foraar la aatrla de 

eatructura usaaoa la ec 
visualizar loa erados de 

barra 

libertad de eade 

6 6 
• • Barra .. .. • • 

l ... ... -
2 .. • .. • 

6 6 • • 3 ... • • 
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A coatJauaclOn. aplicando la ec 6 lor•a•os 
1• .. trlz de rl.ldez de-cada barra! 

s. 

[

1299.52 

~s·. 6oii9.76 

s, 

640. 76] 
1299.52 

s. 
s, 

B • 

11. • 
[ 1290.52 

649.76 

B B lm;, • 
3985.2 

1\, • 3985.2 7970.4 

1992.6 -1992.6 

1992.6 1992.6 

e • 

640.76 J s. 
1299.52 B • 
6 6 • .,;,.] -1992.6 

-1992.6 1992.6 

664.2 -664.2 

-664.2 664.2 

e, e, 
r+------~!~--------~ 

! 

•• 
FIQ 11 NUMERAC'IÓif Y GRADOS DE LIBERTAD DB lA ESTRUCTURA 

1.54 t/• 

l 
~ ..... -

"l .. -1.2 t •• • 1.2 t 

1 i 
. Kr •, T 11:1 1 1 

. ..._, ltr e,. T Kl 
'-../ . •• 

I'IG 4 SISTEMA DE CARCAS SOBRE LA ESTRUCTURA 

• 
i 1 

;::. 

B • 
B • 
6 • 
6 • 

... ¿ . 

'1 
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SUStituyendo .en la eco 

11 . ~ 11,•11,• 11. '. 11. 

·6 6 e e • ,- 1: • • 
664.2 -664.2 o o 

-664.2 66•L2 o o 
11 • o o 1299'.52 o 

o o' o 1299.52 

-1992.6 1992.6 649.76 o 
..:.1992.6 1992:6 o 649.76 
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d) vector de 

L 1 2 
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••• 1 12 
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cara•• coné:entradu 

- 1.2 • 1880 6, 

- 1.2 -. 1880 6, 

720 •. 
-720 8 
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.. 
SUstituyendo valorea en la ec 5 

- 4.62 

- 4.62 

o 
o 

4.62 

- 4.62 

664.26 6 -1992.6 8 -1992.6 • 
. • ti • 

- 4.62 ~ 1.2 • taso 6 .·o 
¡• . . l 

-664.2 6, .• ~-2 6.•1992.6 •.-1992.6 •. 

- 4.62 ,- 1.2 • 1880 6, • o 

1299.52 •. . . • 649.76 •. • o • 7:ZO ... • o 

1299.5.2 .. • 649.76 e • • • o • 7:ZO e . • o ,. 
' -1992.6 6 • '1992.6 6 + 649.76 • . . . . 

+9269.92.9 +3985.2 •• 4.62 • o . o . . . 
-1992.6 6,• 1992.6 6,• 649.76 •. 

·~985.2 •.•9269.92 •.- 4.62 • o • o 

e e • • 
-1992.6 -1992.6 6 • 1992.6 1992.6 6. 

&•9.76 o e. • o 649.76 e • 
9269.92 3985.2 e • 
3985.2 9269.92 e .. . • 

. 

Por at•etria 
6 • 6 . e, e e • • • • 

Por lo tanto 

- 5.82 • 1880 6, • o 
2019,.52, •. + 649.76 • •• o 

e • 

&49.76 •. • 5284.72 e. • 4.62. o 

Resolviendo el aiate.a 

6, • o:oo3096 a 

e • o. ooo2929 

·' • •. -- 0.0009102 

~-

81, aoa~nto que lleca a la ci.entaci6n ae 

puede.obtener aultiplicando el clrO respec
tivo por su risidea ancular 

" • K e • 720 (o.o0o2921J, ,.,¡ 0.211 t.a • • • 
La ceraa vertical eobre la. zapaca • 
al deaplazeaien~o vertical por la 
Une41 

P, • ~ 6.: • 1880(0.003096) • 5.82 t 

Ta•bJ6n •• pueden hÁllar laa accione. que 

transaite.la estructura ~ la zapata, ~

pleando laa aJcuientea e•prealonea, que 

proporcionan loa eloaentoa aec6nlcoa que 

transa! te une barra sobre el nudo· 

" • H. ·+ 4 81 9 1 L + .2 Kl fJ 1 L 
p •• p • 

- ~ Kl iS 1 L • + ·6. 81 6 1 L• . • • (12) 
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ANÁLISIS SÍSMICO DE CIMENTACIONES 

Agustín Deméneghi Colina* 

cuando se realiza el análisis sísmico de una cimentación, es usual 

que se cuente con un coeficiente sísmico para la región en cuestión, 

dado por el código del Estado donde se construirá la estructura 

correspondiente. Con este coeficiente sísmico se procede al análisis 

y diseño de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de la 

estructura de cimentación. 

Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio está formado por sedimentos 

de consistencia blanda, se presenta un fenómeno de amplificación de 

las ondas sismicas que llegan al lugar, el cual consiste en que, en 

la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta 

aceleración, mientras que en la superficie del suelo blando la 

aceleración puede ser varias veces mayor que la del. terreno firme 

(fig 1). 

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en 

forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este 

fenómeno consideremos un sistema de un grado de libertad como el 

mostrado en la fig 2, en el que la base se somete a un movimiento 

dado por 

x = a sen w t 
o 

La velocidad de la base vale 

y la aceleración 

• x = a w cos .w t 
o 

x "' - a wa sen w t 
o 

La respuesta de la masa está dada por (Newmark y Rosenblueth 1976) 

Desplazamiento relativo 

* Profesor del Departamento de Geotecnia. División de Ingenieria 

Civil, Topográfica y Geodésica. Facultad de Ingeniería. UNAM 
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Velocidad relativa y = a w Bd cos (w t - ,P) 

Aceleración relativa y = - a w
2 

Bd sen (w t - ,P) 

En las expresiones anteriores 

B = --~----------------:1 ____________ ___ 
d 

1 -

2 < w 
w1 .p = ang tan· 

1 - ( w )2 
w1 

w
1 

es la frecuencia circular del sistema 

Los desplazamientos absolutos están dados por 

Desplazamiento X = X + y 
o 

Velocidad 
. . 

+y X ., X 
o 

Aceleración .. .. 
X • X + y 

o 

Definamos el factor de amplificación de la aceleración como el 
cociente entre la máxima aceleración absoluta de la masa y la máxima 
aceleración de la base: 

.. . ' 
·t .. maxxjmaxx 

• o 

En la fig 3 se muestra la variación de f con el cociente T 1 T , 
• 1. 

para amortiguamientos de 2 y 10 t del amortiguamiento critico. 

Recordemos que los periodos están dados por 

y 

2 
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Se observa en la fig 3 que la amplificación de la aceleración depende 
del cociente T

1 
1 T y del amortiguamiento. La máxima amplificación se 

presenta cuando T
1 

1 T = 1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece 
el factor fa. Para T

1 
1 T ~ ~ la amplificación de la aceleración es 

nula. 

Un fenómeno similar sucede en el suelo blando, en el que éste hace 
las veces de la masa del ejemplo anterior. Por lo tanto, si el 
terreno firme vibra con un periodo similar al del estrato de suelo 
blando, se presenta una amplificación de la aceleración del terreno 
firme. vemos entonces que la aceleración en la superficie del suelo 
blando depende fundamentalmente del cociente T 1 T , donde T es el 

al al 

periodo natural de vibración del estrato blando, y T es el periodo 
dominante de.vibración de las ondas sismicas. 

Existen diversos métodos para estimar el periodo natural de vibración 
de un suelo blando; uno de estos métodos es debido a Zeevaert (1973). 
Para un estrato de suelo homogéneo (fig 1), los periodos de vibración 
están dados por 

T • 4 H ./ p 1 G 1 2n - 1 
an 

para n = 1¡ 2, ••• 

donde p - masa especifica del suelo 
G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo 

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n = 1: 

T
81

• 4 H 1 p 1 G 

El parido de vibración de la estructura se halla con los métodos 
usuales del análisis estructural. Sin embargo, cuando el terreno de 
cimentación está formado por un suelo blando, es importante 
considerar además el efecto de balanceo y de traslación horizontal de 
la cimentación. Asi, el periodo de vibr·ación acoplado de una estruc
tura vale (Normas de Sismo): 

3 



donde T = periodo fundamental que tendria la estructura si se 
o 

apoyara sobre una base rigida (este periodo se debe a 

la flexibilidad propia de la estructura) 

T .. periodo natural que tendria la estructura si fuera 
X 

infinitamente rigida y su base solo pudiera trsladarse 

en la dirección que se analiza 

T • periodo natural que tendria la estructura si fuera 
r 

infinitamente rigida y su base solo pudiera girar 

con respecto a un eje horizontal que pasara por el 

centroide de la superfiece de desplante de la 

estructura y fuera perpendicualr a la dirección que se 

analiza 

Para el cálculo de los periodos de vibración anteriores, · véase el 

Apéndice de las Normas de Sismo (inciso A7, interacción suelo-estruc

tura). 

Una vez que se conocen los periodos de vibración del suelo T y de 
al· 

la estru9tura T
1 

, se puede emplear el espectro de respuesta sismica 

de Zeevaert (1980) para la determinación del factor de amplificación 

f (fig 4), el cual, en este caso es el cociente de la máxima • 
aceleración en el centro de gravedad de la estructura entre la máxima 

aceleración en la superficie del terreno blando, 

La aceleración en la superficie del terreno la proporciona en la 

ciudad de México · el Reglamento de Construcciones en las Normas de 

Sismo. Asi, en el inciso 3 de éstas, se señala que "la ordenada del 

esepctro da aceleracones para diseño sismico 

fracción de la aceleración de la gravedad, 

siguiente ·expresión: 

"a" , expresada como 

está dada por . la 

a .. (1 + 3 T 1 T ) e 1 4 , si T es menor que T " 
a · a 

4 
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La aceleración en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = o 
en esta expresión (pues para T = o la estructura vibra igual que la 
superficie del terreno), por lo tanto a= e= e 1 4 en la superficie . • 
Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigráficas del 
Distrito Federal se presentan a continuación (articulo 206 del 
Reglamento): 

Zona Coeficiente Coeficiente e Aceleración 
• 

sismico e (superficie) (superficie) 
· cmls2 

I 0.16 0.04 39 
II 0.32 0.08 78 

III 0.40 0.10 98 

Vemos entonces que, por ejemplo en la zona III, la aceleración de 
diseño de la superficie del terreno es de 98 cmls2

• 

También se puede utilizar el siguiente criterio para hallar "e" 
(Normas de Sismo, lopéndice): "en sitios en que se conozca el periodo 
dominante del terreno T 

ol 
de la fig 3.1 (de estas 
estructuras del grupo B, 
sombreadas se adoptará 

e .. 1.6 T 
ol 

, y que ·se hallen en las parte sombreadas 
Normas), también se adoptará e = O. 4 para 
y 0.6 para las del A; fuera de las partes 

1 (4 + ~) • 

Vemos que el coeficiente sismico depende del periodo de vibració~J 

dominante del suelo T
01 

• Considerando que el coeficiente sismico en 
la superficie e = e 1 4 y que la aceleración en la superficie, en 

• 
cmls2

, es igual a e por 980, en la fig 5 se presenta la variación de . . 
esta aceleración en función del periodo T 

•1 

Ejemplo ilustrativo 

Determinar la respuesta de aceleración de un edificio sobre un 
. estrato de suelo blando, con las siguientes caracteristicas: 

5 



2 Masa • 217 • 5 t. s ;m 
Peso = 2133 t 
Periodo de la estructura T = 0.3 s 

o 

Amortiguamiento en la estructura c. = 5 % 
Periodo por rotación T = 0.76 s 

r 

Amortiguamiento en el terreno de cimentación cr = 15 % 

Periodo por traslación T = 0.22 s 
X 

Periodo del terreno de cimentación T
81 

= 2.4 s 

El periodo acoplado de la estructura vale 

T a 1 ~ + ~ + ~ • 0.85 S 
1 o x r 

Obtenemos el cociente 

Para entrar en el espectro de la fig 4 necesitamos el amortiguamiento 
acoplado del sistema, el c~al está dado por (Zeevaert 1980): 

e - .¡ 1 -g . 
1 • 1 

donde T' • .¡ ~ + ~ • 0.817 S 
1 o r 

q - 1 - C2 
.. o. 997 5 

o o 

q .. 1 - e• .. o.9775 
r r 

Sustituyendo e - o.1u o 

Es decir, el sistema acoplado tiene un amortiguamiento de 14.1 % • 

Entrando ·al espectro para diseño sismico (fig 4, Zeevaert 1980), se 
obtiene un factor de amplificación f • 1.9 • • 

Considerando una aceleración en la superficie de 
aceleración en el centro de gravedad de la estructura 

6 

2 98 cm/s , la 
está dada por 



(98) (1.9) = 186 cmjs2 
• 
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PARTE ·A - FORMULACION GENERAL 

1.- INTRODUCCION. ilVE::SON .LQS ELEMENTOS ir'IÚ:i·os 

El método de los elementos finitos· (F.E.M.) nació en el cam

po de las estructuras en los comienzos de la década de los 60, 

como una extensión de los pri:ncipios, ya firmemente estableci

dos,del análisis matricial de estructuras. Aunque este naci

miento ha influido poderosamente en el desarrollo posterior y 

aplicaciones del método, en la actualidad el F.E.M. puede con

siderarse como un método numérico general, ciertamente complejo 

y potente, para resolver una gran ínayoria de problemas de la fi

sica matemática especialmente aquellos que se formulan como pro 

blemas de valores de contorno. Problemas planteados en el área 

de la mecánica del continuo están, en la mayoria de los casos, 

particularmente bien adaptados para su solución por este pro-. 

cedimiento. 

El F.E.M. ha recibido una atención especial en Ingenieria. 

La razón puede buscarse en la complejidad de ~os problemas reales.En 

efecto, incluso en la hipótesis restrictiva de materiales con 

leyes constitutivas simples, las condiciones de contorno son 

complicadas en el sentido de que es prácticamente imposible e·n 

centrar un sistema natural de coordenadas en el cual los bordes. 

admitan una cómoda representación. Asi, un problema aparentemen-

te simple como es un cilindro elástico (EP,vf) embebido en un se 

miespacio elástico (Es, Ys) ( Fig. 1) (que puede representar en 

Q 

Fig. 1. Ejemplo simple de problema no resoluble analitica
mente actualmente. 

1 



primera aproximaci6n un modelo que explique el comportamiento de 

-una cimentaci6n por pilotes) se escapa ya a las posibilidades de 

soluci6n analitica que ofrece la teoria de la Elasticidad. Puede 

imaginarse la complejidad adicional que introducirian leyes de 

comportamiento más elaboradas (y reales) de los materiales (com

portamiento anelástico y anis6tropo por ejemplo) y una geometria 

interna y variaci6n de los materiales· y sus propiedades, es de-· 

cir su caracter heterogéneo. Pues bien, el F.E.M. se adapta bien 

a la resoluci6n de estos problemas complejos sin que ello intro

duzca modificaciones importantes en su formulaci6n básica (ésta 

puede ser una ventaja sobre el método de las diferencias fini

tas, que se adapta mal a geometrias complicadas). 

Las soluciones analiticas conservan sin embargo su superiori

dad en tanto en cuanto permiten con facilidad un análisis para

métrico de la soluci6n y gozan de una disponibilidad amplia (¡y 

gratuita!) para todo aquel interesado en su uso. Por su parte el. 

F.E.M. exige la existencia de programas de cálculo (no es conce

bible una utilizaci6n "manual" del método) que en general tien

den a ser de gran magnitud y adaptados a máquinas potentes. Por 

o.tra ·parte los estudios paramétricos son en general muy costo

sos y por ello cada problema especifico debe recibir un trata

miento adaptado a él, que requerirá un cierto grado de •juicio 

ingenieril" en el usuario, sobre todo·a la hora de subdividir 

el espacio en'elementos, como se comentará más adelante. 

La Tabla 1 (Desai y Abel, 1972) proporciona una idea de la 

variedad de problemas que admiten soluci6n via F.E.M. Los pro

blemas a tratar se han dividido en tres amplios grupos: Proble

mas de equilibrio (o estacionarios: la soluci6n no depende del 

tiempo); problemas de valores propios, especialmente útiles en 

dinámica y problemas de propagaci6n (o de valor inicial, no es

tacionarios o tránsitorios: el tiempo interviene como variable 

independiente del análisis). 

2 



TABU 1- APLICACIONES EN INGENIERIA DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS 

(Desai y Abel, 1972). 

Arcas de Estudio 

1 
1. Ingenieria de Estruc-

1 
;uras. Mecánica Es
cructural e Iagenie
ri• Aeroespac.ial. 

1 

Pr.oblemas de Equilibrio 
(Estacionarios) 

An.4liais de vigas, placas y 
láminas. 
E5tructuraa hibridas compl! 
jas. 
Análisis bidimensional y 
tridimensional de tensiones 
Torsión de barras prismAti-
e as. 

Problemas de Va
lores propios 

Estabilidad de Estruc 
turas. Frecuencias ni 
turales y modos de vi 
braci6n de estructu-
ras. 
Amorticuamiento vis
coeiástico·lineal. 

Problemas de Propa
~aci6n)(NO estacio
narl.OS 

Propagación de on
das. Respuesta diná 
mica de estructuraS 
bajo cargas no pe
riódicas. 
Problemas viscoelás 
tices y termoviscoé 
lásticoa acoplados: 
Problemas viscoelás 
tices. 

21 Mec!Dica de suelos, An4liaia bi y tridimenaio- Frecuencias natura- Filtración no esta-
Incenieria de cimea nal de tensiones. Proble- lea y modos de Yi- cionaria en suelos 
t'a.ciones y mec.Ani.ci' mas de construcción y ex- braci6n de combina- y rocas. 

l 
de ~caa. cavaei6n. ciones estructura- Flujo con consoll..:. 

Problemas de estabilidad suelo. dación en medio po-

de taludes. roso deformable. 
Interacción suelo-estru~ Propagación de on-

1 tura. das en suelos y ro-
Análisis de pr~aas, ~dne- cas. 
les, sondeos, diques, etc. Interacción din~mi 

_ Filtración estacionaria de ca auelo-estntctu: 

__f ------------------------+---f-~~U1--·_do __ s __ e_n __ s_u_e_~ __ o __ y __ r_o_c_a __ . __ ~r------------------------+--r-a_. __________________ __ 
3. Conducción de ca

llor, 

41 Hidrodinámica, Iq~ 
genieria hidráu
lica y recursos 
hidr.iulicos. 

l 
1 

Distribución estacionaria 
de temperatura en sóli
dos y liquidas. 

Soluciones de f1ujo poten 
cial de fluidos.Solucio-
nes de flujo viscoa8 de 
fluidos. F~traci6n esta
cionaria en acuiferoe y 
medios porosos. 
AD4liaia de estructuras 
hidr6ulicaa y presas. 

M&reaa de lacas y 
puertos {periodos 
naturales y modos 
de oscilación). 
Salpicadura de li 
quidoa en eontene 
dores flexibles y 

ricidos. 

Flujo no estaciona
rio de calor en só
lidos y liquidas. 

Estudios de salini
zaci6n y contamiza
ci6n de estuarios 
( <tifusi6n) 
Transporte de sedi
mentos. Flujo no es 
·tacionario. 
Propacaeión de on
das. Filtración no 
estacionaria en me-
dio poroso y acui-

~------~--------~r+----~-fe_~a_. __ __ 
S. ~genieria nuc~ear 

1 

l 
( 

l 
J. 

An4lisia de estructuras 
de contención del reac
tor-e 
Distribución estaciona
ria de temperatura en 
reactor y estructuras 
del reactor. 

An4lisis din!mico de 
estructuras de con
tención del reactor. 
An4lisis termo vis
coelA.stico. 

~- . 
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., ' 



En el F.E.M. el continuo queda representado por un conjunto de 

subdivisiones que llamaremos elementos, unidos mediante una se-
' 

rie de nodos o puntos nodales en los que se buscará la solución, 

que de este modo se obtiene únicamente en un número finito de 

puntos, lo que no impide que ésta se pueda encontrar en cualquier 

~-:;ro punto (basta relacionar el comportamiento en el interior de 

cada elemento con el comportamiento de los nodos que integren el 

elemento). En realidad esta operaci6n es previa a la formulación 

y básica para el desarrollo del método. Relaciones de este tipo 

unidas a principios básicos que fundamentalmente expresan el 

eguilibrio de una forma integral permiten obtener la 11 respuesta 11 

de un elemento de la misma manera que se caracteriza el compor-. 

tamiento de un elemento de una malla en sistemas discretos con

vencionales (estructuras de barras, redes de tuberias ,- circui

tos eléctr~cos, etc.). Asi, el conocimiento de la relación cau-

dal-gradiente en una tuberia caracteriza este elemento y es el 

pUnto de partida para la obtención-de caudales y alturas piezo~ 

métricas en una red de distribuci6n. 

4 

Conocido el comportamiento del elemento el establecimiento de 

relaciones (de tipo matricial) valederas para un conjunto de ele

mentos interconectados es·una operaci6n de "ensamblaje" común a 

todos los sistemas discretos, y en ella no se diferencia el F.E.M. 

de otros procedimientos de análisis de sistemas discretos como 

puede ser el cálculo matricial de estructuras, el cálculo de re

des de tuberias, etc. Con el fin de ilustrar estos conceptos en 

el análisis de un sistema discreto, se formula a continuaci6n 

el sistema de ecuaciones que gobierna el flujo en una red de tu

herias, y se destacan los conceptos que comparte con un método 

como el de los elementos finitos. 

1.1.- SISTEMAS DISCRETOS 

La Fig. 2 representa una red de distribuci6n compuesta por 

1 
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Fig, 2- Red de distribuci6n como ejemplo de 'sistema dis
creto. 

tüberias (elementos) (caracterizadas por una numeraci6n, (D) in

terconectadas en los nodos, i. Las variables que caracterizan el 

problema están localizados en los nudos y se refieren al caudal 

q y a la altura piezométrica, h. El análisis del flujo en tube

rias proporciona la siguiente relación entre ambas magnitudes: 

( 1.1) 

donde e es una constante que depende de la geometría de la con-

ducci6n y de sus propiedades de fricci6n. 

q = :!: ( t:>h./ c. /12. 
A partir de la Ec. (1.1) 

(l. 2) 

Si le damos al caudal un sentido direccional, la Ec (1.2) puede 

escribirse, 

5 

. (1.3). 

donde 
'" _,,,_ 
"'·=e • 

Consideremos entonces, en la Fig, 2b un "elemento" de esta 

red. Es posible asignar los caudales siguientes a cada uno de 

los nudos: 

que puede expresarse 

1 q,it 
t ~id 

en forma matricial: 

- t~. \h.,-n.¡i-'"'~~ -¡H~~ 

(1..4a) 

(l. 4b) 

o 'oi.c.n. l'l-\~ ~ ~ R]~ ~ n.~· ' · ( 1. Sb) 

donde los elementos iqj de [R..)~ pueden identificarse en la 

ecuaci6n ( 1 ,'S a),· y ei superindice· e representa que esta ecuación 



6 

está referida exclusivamente a un elemento. 

Para proseguir, dos condiciones (que definen el concepto de 

"red11 en este caso) deben añadirse: a) igualdad de alturas pie

zométricas en cada nudo, es decir, los valores nodales de h co

rrespon~entes a un elemento son comunes a todos los elementos 

que confluyen en el nudo (en términos estructurales hablariamos 

de compatibilidad de desplazamientos) y b) continuidad de cauda

les en los nudos (equival~nte al concepto estructural de equili

brio). 

El primer requisito es satisfecho si efectivamente las altu

ras piezométricas las hacemos dnicas en cada nodo. En cuanto a la 

segunda condici6n, se ha de exigir que la suma de caudales que 

confluyen en un nudo sea igual al suministro .a gasto q~e se in-. ' 

duzea en ese punto. Como ejemplo si particularizamos la Ecuaci6n 

(LS) para los 11 elementos 11 @ , @y cD' se obtiene 

t~'t\ <lzr 
c(1. \ hi -hzl-''" [ ~\ -~ 11 ~~f 

it\ = 
1)(,_ \ h,- ~3 1-{iz, [~1 -!] { ~:~ 

\~:\ ~ 
(~ [ ~ -11 { ~% ~ "'3 1 h, -h ~ -1 1 h.., 

La continuidad en los nudos 1 y 2, por ejemplo, .exige que 

q.,¡. ::: Q 1. ::: 2. o 

~' + 'h3 + ~ ... '1 = Q¿ =o 

( L 6a) 

(L6b) 

(1 . 6c) 

(L 7a) 

(L 7b) 

donde Q1 y Qz. son los caudales s~nistrados o introducidos en 

la red. Es fácil entonces identificar las contribuciones que ca

da altura piezométrica hi aporta· al caudal Qi correspondiente a 

c~da nudo. En particular es inmediato construir los términos 

del sistema de ecuaciones 

(K]~hJ={Q~ 
que representa el comportamiento global del sistema. 

Asi, por ejemplo 
1 

(L 8) 
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. (1.9b) 

(l. 9c) 

.etc. 

El resto de los coeficientes se ha indicado en la Fig. 3. Pue-

··- de observarse que la matriz de coeficientes 

.- Sünétrica: K .. = \-<::¡, 
') v 

·~ En banda: los elementos no nulos están situados en una 

zona o banda centrada en la diagonal principal. En ca

da caso el semiancho de banda es 2. Esta propiedad es. 

importante a la hora de almacenar estas matrices de coe-

ficientes en el·ordenador. .~ 

.- Diagonalmente dominante: \K~.;\ ~· t;¡ \ K,j 1 
Y'J . 

El hecho de ser la matriz diagonalmente dominante permi-

te la resolución numérica del sistema mediante métodos 

iterativos rápidamente convergentes, siempre que el sis

tema de ecuaciones a resolver sea· lineal. 

El proceso de obtención de esta matriz l K] , cuyos miembros 

vienen a representar coeficientes de influencia en el sentido -------· de que \(¡i es el caudal resultante en el nudo i cuando la altu-

ra piezométrica en j experimenta un· incremento unidad,·. y al mis

mo tiempo se mantienen nulas las alturas.piezométricas restan

tes (•), es una operación fundamental en cualquier. problema re

suelto mediante F.E.M. La matriz [K] recibe el nombre de matriz 

de rigidez en mecánica estructural por razones obvias si thJ y 

\Q!representaran co~rimientos y esfuerzos.respectivamente. De 

forma simbólica puede escribirse 

(1.10) 

y análogamente 

(1.11) 

(*) Este concepto puede utilizarse para una formulación directa 
de la matriz [K1. 
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bien entendido que la suma se efectúa, para cada casilla de K, 

(que representa una combinación caudal en un nudo i- altura pie

zométrica en un nudo j) a partir de los elementos de (k]e que 

supongan una contribución a ese caudal en el nudo i por efecto 

de la existencia de una altura piezométrica en j. Con el fin de 

que 

que 

ecuaciones como la( f. 10) sean m.is correctas puede imaginarse 

cada ~triz [~]e adquiere la dimensión total de [K] mediante 

la adecuada adición de términos nulos en las casillas no direc-

tamente implicadas. 

Sistemas de ecuaciones como el representado en la Fig. 3 pue

den resolverse si se introducen en él las condiciones de contor

no que en nuestro caso están representadas por la condición nb=~ 

(el nodo 6 pertenece a un dep6sito cuya altura piezométrica se 

ha fijado arbitrariamente en f ). Ello puede hacerse de dos ma

neras: 1) Alterando la. columna j Q j de tal manera que sus nuevos 

elementos sean Q~ = Q¡_- l<u, f' j • =- i, · .,)- d r;(,: j3 y hacer nulo's 

9 

los elementos de la fila y columna 6 excepto el término diagonal 

(6,6) que se hace unidadj 2) Multiplicar el término diagonal (6,6) 

(o el correspondiente en su caso) por un ndmero alto, N, y al mis

~·tiempo modificar el término Q: 

~<r."E. =- ~' . 1\f 1 Q" ::;; k";, tJ f . 
Con ello, la solución para ~será muy aproximadamente. f ~Con 

ambos procedimientos se evita una alteración del tamaño de las 

matrices lo que es indeseable desde el punto de vista de la efi

cacia del cálculo automático. 

Debe advertirse que en nuestro ejemplo la "respuesta" de un 

· elemento del sistema ( Ec. (l. 3)) es no _lineal y ello se tradÜce 

~n un sistema no lineal de ecuaciones que deberá ser resulto por 
' 
al~o de los métodos numéricos de que 

Newt'on-Raphson. (Hildebrand, 1974). 

se dispone, por ejemplo, f 
[ 

[ 
Erl cualquier caso el vector solución ~hJ puede utilizarse en 

las ec;uaciones individuales de 'cada elemento. (Ecs. (1..4)) para el 

-~~á'"'icJ.:~ de caudales en cualquier tube-ria de la red. 

( 
, 
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Volviendo al tema central de discusi6n, el F.E.M. permite la 

adopci6n de técnicas semejantes a los expuestos para la resolu

ci6n de problemas en el continuo. Para ello deben darse los si-

guientes pasos: 

1) Discretizaci6n del continuo en un ndmero finito de elementos 

interconectados mediante puntos nodales o nodos. Esta divi

si6n, en principio puramente geométrica ha de hacerla el ana-

lista con un cierto juicio "ingenieril" sobre la soluci6n 

que espera obtener. Asi por ejemplo en regiones donde los gra 

dientes de las magnitudes a calcular sean altos será preciso 

disponer de un ndmero de elementos suficientemente elevado 

como para permitir la caracterizaci6n correcta de esta va

riaci6n. 

2) Obtenci6n de la ley de comportamiento de cada elemento. En 

problemas estructurales se trataria de determinar las rela

ciones solicitaci6n-corrimientos de cada elemento. En un 

problema de flujo se buscarian relaciones caudales-alturas 

piezométricas etc. Quizá sea este el problema crucial en la 

formulaci6n del F.E.M. A su desarrollo se ha debido proba

blemente el amplio uso que el método disfruta en la actuali-

dad. La obtenci6n de estas leyes de comportamiento, y en par

ticular la denoq¡inada "matriz de rigide:t" del elemento ( Ec. ( 1. 5)) 

suele hacerse en la actualidad a partir de formulaciones in-
. (.) . 
tegrales de los problemas del continuo,que fundamentalmen-

te pueden dividirse en;principios.variacionales, principio de 

los trabajos virtuales o equivalente y métodos de residuos 

p,•:mderados? "· partir de las ecuaciones diferenciales que go

biernen el fen6meno en cuesti6n·. .Junto a ellos • es necesario 

disponer de funciones aproximadas,que representen la variaci6n. 

dentro de cada elemento,. de las variables independientes del 

(l) La conveniencia de utilizar formulaciones integrales radica en 
la posibilidad de descomponer estas integrales sobre un dominio 
en ~ de integrales extendi4as sobre subdominios (elementos 
finitos) que en conjunto constituyan el dominio total. Con ello 
c~s aproximamos a la posibilidad de formular de manera simple 
(equivalente a la Ec. (l.iO))las ecuaciones de comportamiento 
global de un cuerpo a partir d,. la adici6n de las contribucio
nes individuales de cada elemento.· 
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fenómeno o asociadas, en 

incógnitas del probl~ma) 

creto de puntos (nodos) 
(+) 

tos elementos, 

función de los valores (auténticas 
1 

que estas adopten en un número dis 

generalmente en el contorno de es-

3) Obtención de las ecuaciones .de comportamiento del sistema 
' 

global en función de las ecuaciones parciales desarrolla

das para cada elemento. Se trata de realizar el "ensambla

je" de ecuaciones expuesto anteriormente y representado si~ 

bólicamente por la Ec. (l.lO)Este proceso seguirá los mis-

mos criterios mencionados sin alteración sustancial de los 

mismos. 

4) Solución del sistema simultáneo de ecuaciones con las co-

rrespondientes condiciones. de contorno. En general los sis 
' -

temas que se obtienen constan de un número elevado de ecua 

ciones que,sin embargo,s.uelen dar origen a matrices de ri

gidez simétricas dispersas y en banda, que· admiten una redu': 

eión del almacenamiento necesario y la adopción de métodos 

eficaces de solución, actualmente bien desarrollados. 

5) Cálculo de variables asociadas a la solución obtenida en 

cualquier punto del medio. Las funciones de variación de

sarrollados para cada elemento permiten extender la solu

ción a cualquier punto en su interior. Por otra parte, son 

necesarias en ocasiones ciertas magnitudes derivadas de la 

solución fundamental. Asi por ejemplo, en la mecánica del 

sólido suele ser común utilizar los desplazamientos como 

incógnitas primarias. A partir de ellos es inmediato deri

var deformaciones y eventualmente tensiones a partir de las 

relaciones que ofrece' la cinemática de la deformación y las 

ecuaciones constitutivas del medio, 

1 1 

1 

-l------------(-+_) ___ E_n __ o_c __ a_s_i_o_n __ e_s-,-.s-o_n ___ t_a_mb ___ i_é_n_,_p_o __ s_i_b_l __ e_s __ f_o __ rm __ u_l_a_c __ i_o_n_e_s ___ d_i_r_e_c __ t_a_s __ d_e ______ _ 

[ 
las ecuaciones correspondientes a un elemento. Este tipo de 
formUlaciones se han utilizado con éxito en problemas de t~ 
po estructural fundamentalmen~ 1 donde la intuición fisica 

1 de los fenómenos, está ffin~ k~~ei-lil, más desarrollada por anal~ 
gia con los métodos de cá~k4lo matricial de estructuras. 

1 



2.- PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES 

Consideremos un campo tensional; Ü¡,~ , en equilibrio, corres

pondiente a un cuerpo sóliclo solicitado por fuerzos de masa X. - . 
por. unidad de volumen y teñsiones en el contorno T¡_ , Las ecua-

ciones de equilibrio se escriben: 

?u.. ~<J, ... + ~z + xi = o. -o;;:, + ~. 

~~- 'der .... ~ t X = o 
+ ~ + "'3 - - 2 

"'' 
;:¡.::¡-,3 + dClu 'C):::rn + x3 ... o 
~. ~~ 

.,. 
"?1; 

( 2·. 1) 

seran iguales a-¡as T. y en el contorno las t-ensiones .±nternas T 
T:- í.: =O 

. . ·l.. 
(2.2) 

Introduzcamos en este cuerpo un sistema arbitrario de peque

ños desplazamientos J\.1< (desplazamientos virtuales) compati

bles con las condiciones de borde,es decir, y refiriéndonos al 

problema representado en la 4·, $u,.o en la porción s 1 del 

si 
U.= u. 

L L 

S, U¡:¡¡, 

1· 
L 

Fig. 4· Cuerpo sólido en equilibrio bajo la acción de 
fuerzas exteriores y condiciones de sustenta
ción en bordes, 

borde donde se especifiquen los desplazamientos. 

Multipliquemos el conjunto de ecuaciones (2,1) y (2.2) por los 

desplazamientos virtual<¡os Su;, , Si ._integramos en el volumen V 
pue~e escribirse, 

... (2.3) 

12 

.. 
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donde la repetici6n de indices tiene el sentido habitual de su

matorio. Un término arbitrario del sumando Ca) en la Ec. (2.3) 

pued~ escribirse 

13 

(2.4) 
= 

donde se ha utilizado la intercambialidad de~ operador derivada 
3 ) . 

parcial ('Q><; y variaci6n (~). Introduciendo (2.4") en (2.3) y hacien-
. (*) 

do uso del teorema de la divergencia 

JIJij "id~< JS - 0i cÍ (~~) dV t J.~'( Sq; JV -J (T, -f.:) Ju; J~ =o 
.;> 'S~ 

. (2~5) 

La integral sobre S del primer término de la Ec. ( 2. ~) puede 

suponerse actuando sobre s 2 pues el sistema de desplazamientos 

virtuales. elegido satisfacia $u~Oen S • Por otra parte, en el 
1 

contorno, 

~i ~'~j = -~-l 
(2.6). 

y por tanto la Ec · (2.5Aueda reducida, después de las simplifi-

caciones que esto introduce, a 

_ fv~r'i d"{~~).N t J..xJu, c{v +~~.fu; ds =o (2.7) 

Es conveniente para los desarrollos posteriores utilizar una 

notaci6n vectorial para tensiones y deformaciones con el conve

nio siguiente(+), 

~O"~: ( v, ,<Tu, <J31 , q-,, ,G;3 ,cr.,_3) ( 2. 8) 

j E.~ T : (é,, ,Eu, Et3o2€,z,t€,.,,z~.)::(f.,,én, éB ;t,,,f,\,r,.,yo) (2.9) 

¡ -

~------~----------------~------------
(*) J JA.; +1 rJ..V :j R.ñ Js o ~>•e" J. dA• dV ~ J it;q; ds 

-l--------------~~--_________ s ______________________ v __ ~_~_· -----~---------------

[ 

l 
l 

(+) Se considerarán simétricos ambos tensores. Asi son dnica
mente 6 las componentes independientes. 

(o) Ver nota al pie de la página siguiente 



Utilizando asi mismo una notaci6n vector~al obvia para el 

resto de magnitudes que aparecen en la Ec. ( 2. 7 L . puede ese ri

birse 

J 
J3t/1 lf\cN; ~)¡"qx.rJ.v·j"J¡o-~fT)_rr J.s 

V ~ 

... (2.10) 

que es la expresi6n del -principio de· los._trabajos virtuales y 

q~e puede enunciarse de la manera siguiente:- S~ un. campo de 

tensiones )u) se encuentra en equilibrio bajo la acci6n de 

fuerzas de masa \X\ y tensiones ·.en el contorno ji-l , el tra

bajo producido por las fuerzas internas (tensiones) como re

sultado de la aplicaci6n de un campo virtual y compatible de 

desplazamientos l á'IL y (y por consiguiente de deformaciones. aso

ciadas \ Óé~ ) es igual al trabajo efectuado por las fuerzas 

externas (fuerzas de masa y de borde) bajo este mismo campo 

virtual de desplazamientos. Es interesante comprobar que ·-
aparte de las condiciones cinemáticas impuestos a los des

plazamientos virtuales, no se ha hecho uso más que de la con

dici6n de equilibrio. Ninguna ecuaci6n constitutiva ha inter

venido en el desarrollo. Ello hace muy general este princi

pio en el campo de la mecánica del s6lido. 

El principio se puede formular de una manera alternativa 

a la indicada en la Ec. (2.10~En efecto, si ~é~ y Ju.~ 
son campos compatibles de deformaciones y corrimientos, el 

trabajo interno realizado por la aplicaci6n de cualquier sis 

tema virtual y en equilibrio de fuerzas y tensiones (l~ ~ 1 J fr"¡ 1 l J"<rf) 
es igual al trabajo externo desarrollado. Es decir 

(o) Es necesario definir el "vector" de deformaciones de esta 
manera con el . fin de hacerlo conjugado con respecto al 
"vector" \ll"~ , en el sentido de que su producto 
regresente trabajo. Para comprobarlo basta desarrollar el 
primer término de la Ec. (2.7) 
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Con el. fi.D. de obtener una s.ol.uci6n aproximada, podemos ex-

presar 

o.' ~o.) 
e 

los corrimientos u.,; en_. 

, de la manera siguiente: 

. N(ll ) ,,¡ u, = , r)l.,}(,x, a, '~- . 
' ' 

-+ 

Cl) (1) u. = N, ()(,..<,~¡) c-, .. -
~ 1 1 

·-1-

Afil) \ (l) 
lA-:,"- ¡v, (X,,'-•/J_t:~., ~ 

y en forma matricial· 

funci6n de unos parámetros 

15 

(2;13) 

donde C•) 

¡J ,''1 N¡,¡ 
,.,_ ..p o 0- o 

VJ :: o o i.J, !•) - N~'J o o • ( 2 o 14) ' .e 

1.3) tv~'J) o o o o r-;, -

-'
a.,''', a'•J-- ,''1 a (J)- -· a ... o)) 

1 ' ,~ 1 1 1 1 
- (2.15) - ( 11) 

~a~'= li 1 , 

y 

Es decir, J.a sol.uci6n se desarrol.J.a como combinaci6n lineal. 
,¡l~) . 

de unas ciertas funciones IV¡ conocidas y elegidas con cierta . 

J.ibertad. Deben satisfacer sin embargo J.as condiciones cinemá

ticas de compatibil-idad incl.uyendo el. borde S, • Nos proponemos 

util.izar el. principio de J.os trabajos virtuales, representado -

por J.a Ec (2·.10).· con el.fin de obtener una sol.uci6n para los va

J.ores de \ú~ ·. Para el.lo hemos de expresar \t} y )(j'~ en fun

ci6n de 'U~ En J.a hipótesis de pequeñas deformaciones,se ve-

rifica é)u, 
~~~: ~. 1 

OLIL 
f Z"l. = UJ(.._ 

- C><.e, + ~ 
- 8}7<,_ '01(, 

/ 

1 

"~ tn = 81"..s 

? - 9<1~ é)~ 2.éz.r- .,. ~· 
~~ ,(l 

(•) Por simpl.icidad J.as funciones N suel.en ser J.as mismas pa
-ra cada componente de J.os corrimientos 

- (2.16) 
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En ferina matricial simb6lica 
' 

{t:7=[LJ1L(1 (2.17) 

donde 
~ o o 6i, 

2 o 'b.><,_ o 
é) 

l_L] :: o o ~~ 

i2. &, o 
?))(._ 

(Z.l8) 

Jx, d o ~. 
ól C> 

o G>x~ ~2. 

Las variaciones de ~uryJ~~ pueden pues escribirse 

)S~~= [N]jd"«J 
y 

. i Ó€ ~ :: [ L] [N'] ~ Óc. 7 -·.:- (2.20) 

Con objeto de expresar las tensiones 1w~en funci6n de de

formaciones o corrimientos, hemos de introducir una ley cons

titutiva del material, En mecánica del s6lido el caso más sim-

~le es proponer una relaci6n lineal entre tensiones y deforma

ciones (elasticidad lineal) ¡•) : 

donde [o] es ~a matriz simétrica (6x6) de coeficientes cons-. . 

tantes (21 constantes independientes). En el caso bien conoci-

do de isotropia, esta matriz se escribe (+) 

(•) Se supone que tensiones y deformaciones se miden con rela
ci6n a un estado .inicial no deformado y sin tensiones in
ternas. 

( +) Puede advertirse la falta de "acoplamiento" entre las com
ppnentes esféricas y desviadoras de ambos tensores, carac
teristica de la e1asticidad lineal is6tropa. 1 • 
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E( r-v) y E ve_ 
(t·VJ( 1+11) (1-<:~(it~ (1-~ v)( 1-~"vl o o o 

~e ~ vs 
(1-t,l)( 1+ 11) ~ ( ) c~zJI){ tul) o o o 

(D} =-
ve: vE. t(l~v) 

(1-tv)( 1+>1) (H.\)J(IH)j ( 1-ZY XfW) o o D. (2.22) 

E: o o o o o ¿( 1+>') 

o o é o ·o. o. :LC1-I !)) 
E. 

o o o o o 2..( .¡.¡.!)) 

Resumiendo los resultados anteriores: 

{lrt :[D]LL][tJ]~o.{ - [jJ[)J1a.7 - (2;23) 

donde 

l~J = l_L.]\_Ñ] ú·;,24) 

Por t1lti.mo, ·sustituyendo (2.19),(2.20:1) y~.(2...Z.3)',·e:.:,. (2~_10).,.:,.s;, ob-

tiene, 

J ) &.\1 [N]' [L]'.[_J>] [1'>] ~AreN ~ i 1óc.fT[N f1X~c*Y + ( J ~fT (!Jf(rf ols ·( 2 ~ ~s l 
V V . ~ 
(~•lo) (3n~3) C.•f.) ~) (W.)~•i) ~üfl) (.¡.,.J) (J.<t) ftdo) Ó• •3) 0..1) 

1 

donde se ha indicado la dimensión de cada matriz. Dado que el 

conjunto de desplazamientos virtuales es arbitrario, también 

lo será J SG.f y por ello la Ec (2 .• 25) se traduce en un sistema 

de ecuaciones: 

Jv [sf[n] (B] j "- f oi.V; f/N]' íXf eN +-{ ÚJ]
1 {q el$ 

1 

que también puede escribirse: 

con 

[K:]= t[B]T[n][.B] dV

Ht= J [I'JffXfaY ~· j f_tv]'jT} c*5. 
V s._ 

' (2-:26) 

,.,..;.;.-

' (2'.27) 

'7'"(2.28) 

. ( 2. 29 ) 
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La solución de este sistema de ecuaciones permite obtener el 

vector la.\ y con él, a través d~ (2.13), .(2.:17) y·_(2.23),:-el estado de 

corrimientos , . deformaciones y tensiones dentro del sólido. 

Si las funciones N se eligen de manera que constituyan una 

familia completa (por ejemplo de polinomios) que· adquieran va

lores en todo el dominio, la matriz [KJ será una matriz 3n x 3n 

donde todos los términos serán en general no nulos. La esencia 

de los elementos finitos radica en la elección de estas funcio

nes de aproximación, que se van a definir elemento por elemen

to. Ambas alternativas se indican en la Fig. s: para un caso 

simplificado donde el dominio V (:a.Jio) s~ ha supuesto unidimen

sional. En este segundo caso la matriz [K] será en banda con 

el consiguiente ahorro de almacenamiento, y la flexibilidad 

adicional que permite la elección y tamaños de·elementos ade

cuados a_ las. caracteristicas de cada problema en particular. 

:l\ 
i CD .. 

iJ· "' 

~1 
1 

... 

~ 
1 

' 

1 , 

1 
3 

ct 

1 
<D~ 

1 
~ 

1 

~ 

.2. 

G> 
1 
S' 

f' 

1 

r 

(!) ' 

6 

1':> e¡¡ -¡. 

·"' l 

AHtn~Att"~~ ~v\ Qr.. J.~ el~ Q ... \ t"'"'G.:vnes .1{1.<) . .9.: fa.md·A complete. 
1'1. .2 ..,_\JaN .. t. o.-b. P. : ¡.,t:wv .. IQ d.:.ncl<Jo <Z't\ 6 c/eme"~ f<n'~o_s 'J 
~"'..:o .. , s e'"'c2e.s t r-.1 d o..clo pto...lA.s 
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Con el fin de facilitar el desarrollo del método de elementos 

finitos, conviene especializar las ecuaci"ones anteriores par& un 

subdominio (elemento finito) del cuerpo. Consideremos en la Fig. 
' 6a· un dominio bidimensional aproximado por un conjunto de ele-

mentos triangulares. Expresiones integrales como l~s desarrolla

das anteriormente admiten ser calculadas elemento por elemento 

para sumar a continuación los resultados parciales. En efecto, 

podemos escribir la Ec .( 2. 10) de la siguiente forma 

. (2.30) 

donde el subindice e se refiere a un elemento genérico. Consi-

deremos entonces el desarrollo realizado anteriormente referi-

do a un elemento. La Ecuación( 2·. 26) se escribirla ahora 

l C•ÚoJ [•JJ•l dV = 1 [Nf\Xf. dV -t f c•I Jil J.s 
~ ~ ~ 

Analicemos esta expresión en un caso particular. El primer 

paso seria aproximar los desplazamientos U¡ de acuerdo con 

"(2.31) 

·las expresiones (2~12a,b,c) ~s decir, elegir las funciones IV; 

Supongamos que el desplazamiento u1 se expresa mediante una 

combinación de tres funciones rJ, : 
. (2.32) 

de tal manera que cada función N¡ sea lineal, tome ~1 valor uni-

dad en el vértice i y cero en los restantes (Fig. 6b) Con es-
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te tipo de funciones de aproximaci6n es claro que cada coefi-

ciente a"l 1 • representa e corrimiento · U~ que sufra cada vérti-

ce del triángulo. Esta interpretaci6n, permitida por el tipo 

de funciones N, enlaza directamente con el análisis de siste

mas discretos que se hizo anteriormente. En efecto, los vér-
. ' 

tices de los triángulos pueden ser considerados ahora como 

nodos y los coeficientes a¡. de expansi6n de las magnitudes 

independientes del problema pueden interpretarse como los 

valores puntua.les, en los nodos, de estas magnitudes. Con ello 

una v:~z planteado el sistema de ecuaciones (2_. 31 )correspondien

te a un elemento, la organizaci6n del sistema global de ecua

ciones representado por (2.)0)sigue los mismos criterios esta

blecidos anteriormente para el "ensamblaje" de ecuaciones co

rrespondientes a sistemas discretos. 
. (1) 

La forma explicita de funciones como la N
1 

puede obtener-

se cón> facilidad. Basta forzar a que una funci6n lineal en x .. 

y adopte los valores. especificados en 

si N
1
c11

c.<,'1) ~ ax -+h'd +C. , se cumplirá: 

los nodos 1,2,3. Asi, 

21 

ax~ .. .!:>~, +C.:1 ~ 

o..x~ + b ':h +C. .: o J 
a..x: ~ + b•h ... c. ;; o 

(2.33) 

donde (x:, 1 ~.) son las coordenadas del vértice· i. Este siste
., (1) 

ma lineal·permite obtener a,b,c y con ellos o~, (><,1) 

"(1) . 
IV¡ (Jo/} 

donde 

.XI 

x. 
.x:,. 

;~] = -<. (ll~ Jal tndY\~I.lh, J 
~.l> 

(2.34) 

(2.35) 



22 

(t) N.(•) ( +) 
De forma, análoga se obtiene N2. ¡ ~ . Es conveniente co-

mo ya se dijo elegir las mismas funciones para ~l desplazamien-

to CA~~ v, (w,"!fJ/~fJ,,!I.}:_SL el s±s:t~ {2.Jtl:·s.,;· •ts~ribe 

[KJc_)a?e- -~f~cz. :::.o (2.36) 

es inmediato buscar los términos de (1<] . En 
e. efecto, si se tra-

ta. de un caso de tensi6n plana 

, 
-ª- o 

[ L] [Nl = 
'él,x 

[ tJ, N t. Nl 

~ l" [ol ~ 
o o 

::. e> 
o o o tJ, l'ft. o ~ 

f)d ~ 

- aw, a N,_ 
~ o o a/( ex o 

o ~ 911,_ ~ ·(2.37) o o 
~) ~ a.,_ 

l'JN, ;¡~ o~r, 9 w, 911-.. 8}1) 
~~- r 9g. FJi: 15K ~""' 

Dado que las funciones N¡. son linea~_es ( •) los términos de (B] 

son con.stantes y las integraciones necesarias para el cálculo de 

(K]e son en este caso inmediatas. En elasticidad plana (D]se es-

cribe 
E [: v 

[o] = 1-v"' ~ 

o ~] (2.38) 

(+) En forma compacta, podemos escribir: 
' (1) 

/J • = a, ;e: ... h, ~ .. e, 
con a,= (,r')r..)/26 ; b¡_:. (x.._ -~j)l.u~ . C..:= (.Kj ~.._ -""" ~j) jz.o entendiendo 
que .. ~-¡-.lo. .. permutan en combinación ciclica. 

(~) Como en B aparecen derivadas de primer orden, las funciones 
N, deben permanecer al menos a la clase ct (funciones 

con primera derivada continua~ Es-interesante comprobar que 
la soluci6n numérica puede obtenerse con requisitos de deri
vabilidad impuestos a las funciones de aproximación N menos 
restrictivos que los derivados de la ecuaci6n diferencial 
que gobierna los desplazamientos en elasticidad plana. Des
de este punto de vista las expresiones integrales de equili
brio son más generales que las diferenciales. 
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Al vector lr~ (ecuaci6n(2.36)) contribuyen las fuerzas de ma

sa en el elemento y eventualmente las tracciones en el borde cuan-

do el-.elemento en cuesti6n forma parte de él. En el caso de las 

fuerzas de masa debe procederse a una integraci6n de las funcio

nes NL en el elemento. 

En.~partados posteriores se examinará con más detalle la for

mu1aci6n de las funciones de aproximaci6n en el elemento asi co

mo los procedimientos de integraci6n necesarios para formular 

las matrices de rigidez y vecto;es \fT. 
El principio de los trabajos virtuales ha sido utilizado fre

cuentemente en mecánica del sólido para la formulaci6n del F.E.M. 

Expresiones similares a él pueden encontrarse sin embargo en otras 

áreas. Asi en problemas de filtración o conducción de calor es 

posible formular expresiones análogas. Por ejemplo, la siguien

te expresi6n: 

. (2.38) 

donde· 

h: [:
1

lt;r: 

1
piezométrica: 

H = O R., ~ (matriz de permeabilidades) 
· O v "-~ 

Q: velocidad de producci6n o almacenamiento de fluido 

flujo especificado en el contorno Sn 

describe 
. (•) 

el flujo en medio poroso y puede ser utilizada de 

manera análoga a la expuesta anteriormente para la formulaci6n 

del F.E.M. 

En los apartados siguientes se exponen otros principios inte-¡ .. ·-
grales que también conducen a la formulaci6n del F.E.M. y que pue-

(•) Este principio generalizado de "trabajos virtuales" incluye ya 
en su formulaci6n la ecuaci6n constitutiva del fen6meno, es de 
cir la ley de Darcy. 
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d.<:n ser más.-adecuados para determinados problemas, 
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3.- LOS METODOS DE RESIDUOS PONDERADOS 

3.1-~ ~ODUCCION 

Con gran frecuencia los problemas que se presentan en la 

ciencia de la Ingenier~a están formulados como ecuaciones di

ferenciales, cuyo planteamiento as~ como el de las condiciones 

de contorno necesarias sigue mecanismps bien conocidos, que en 

general consisten en la· expresión de condiciones de·eqú.ilibrio.o 

continuidad unidas en relaciones constitutivas. En estas formu

laciones la intuición y comprensión f~sica del fenómeno juega 

un papel importante que no debe minimizarse. Pues bien, los mé

todos de residuos pondera~s ofrecen la posibilidad de encon

trar una solución aproximada del problema a partir de la(s) 

ecuación (es) diferencial (es) del fenómeno. Este hecho les 

diferencia del método estudiado de los trabajos virtuales y 

el basado en principios varicionales, que se examinará en un 

.~parta do próximo, y en cierto .modo les confiere una mayor ge

neralidad y superioridad. Entre los métodos que se examinarán 

brevemente destaca por su amplia aceptación el de Galerkin,de

sarrollado por este ingeniero ruso en 1915. Su adaptación al 

método de los elementos finitos es sin embargo reciente y ha 

permitido la generalización del F.E.M.·y su posible adapta

ción .a una amplia gama de situaciones. Más adelante se exa

minará la relación entre los principios variacionales y el 

método de Galerkin. 

Esta generalización que han permitido fundamentalmente los 

métodos de residuos ponderados puede ayudar a explicar la gran 

.expansión del F. E .M. y su vi;rlual preponderancia sobre otros mé

todos cono~idos de análisis numérico. 

25 
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3.2.- EXPOSICION DEL.METODO 
. ----- - -· 

Sea una ecuación ·diferencial 

( 3 ~1) 

que la función desconocida f ha de satisfacer en un dominio V. 

En el conto~o S de V se satisfacen 
\ 

.&4>--.o 
las condiciones 

( 3 ..2) 

En estas expresiones L y C son operadores diferenciales que 

incorporan las propiedades fisicas del medio, 
.1' 

Toda solucibn <j> aproximada no satisfará exactamente las con 
' ' 

diciones 

(3.3) 

(3.4) 

son residuos, en general no nulos, que representan una medida . . .,.. 
de la aproximación conseguida por <P , Los diferentes métodos 

de residuos ponderados utilizan técnicas diferentes para mi

nimizar el valor de estos residuos en el dominio V. Normal-
·. h 

mente las funciones ~ se eligen de tal forma que s~tisfacen 
las condiciones de. contorno en todo él o bien en parte del 

' 
mismo. 

Supongamos que la solución aproximada 
1 

~ se busca de la 

forma siguiente 

donde N. son 
~ 

tualmente
1
el 

funciones 
1 

tiempo si 
' 

(3.5) 

de las coordenadas espaciales y
1
even-

~ ~) ¡ depende también de él Las fun-

cion~s N. se eligeri'de modo que satisfagan parte o la totali
~ 

dad de las condiciones de contorno. El objetivo es obtener N 

(~) Más adelante se examinará con más detalle la solución de 
probl~mas no ~stacionarios, 

26 
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ecuaciones algebraicas para la obtención de los parámetros a.. 
. . " 

J.. .• Métodos de Colocación Puntual'. Se .trata de anular el re-
' 

siduo {"-: r"+ f; en N puntos Xi , ¡, 4,. . . , tJ dentro del dominio 
' V: 

1 
~ : 1., ... J Ñ 

lo que proporciona N ecuaciones para la obtención de los ·, 
a .• En forma general,dtil para los casos siguientes, la 
•l. 

candi~i6n anterior se puede expresar 

con tal de que las funciones W. y 
~~~...;;·&.·--· J. r 'tJL- ,~..: . _% > (ic .:..x7] 

w" 
i 

se definan 

donde d(·) es la función delta de Dirac-. 

fl:~,\JBdos :de -colocación por subdominios .• En este caso se 

fuerza a que el residuo r sea nulo en la media, en una 

colección de N ~ubdo.!"inios, V~ 
1 

de V'· es decir 

l rcx) dV ::.o • 
Ve.. 

Utilizando 1~ exp_resi6n gép.eralizada ( 3. 7 )>asta con que 

las funciones W. se definan como de valor unidad en ca
l. 

da subdominio V y nulo en el resto. 
1 e 

i!l'::~todó1ie ,Ga~erkin; Paryiendo de la expresión( 3. 7), en el 

( 3 .6) 

( J; 7) 

( 3. 8) 

método de Galerkin se eligen como 

funciones de aproximación Ni' Más 

En consecuencia 

funciones W. las mismas 

exactamente\¡¡ • ~. y ¡¡].' = ll( N.· . . : ' 

(3.10) 



4. Método de los Minimos Cuadrados. 

Se tra~a de minimizar, con relación a los constantes O¿ , 

la siguiente medida del error cometido: 

28 

l = ( t-vl. Jlf ~ J fs-.. d. S ( 3 . 11 ) 

Jv s 
La condición de minimo prpporcio~a las siguientes N ecua-

ciones: 

o 
1 

. (3.12) 

y desarrollando esta ecuación 

1 dl'v- .J 
tr.,. da·Oití 

V ' 

(3.13) 

(3.14) 

Ide~tificando esta ecua~ión con la (3.7) observamos que los 

"pesos" W. y w': 
~ ~ 

son en este caso 

w. ::. 2- ;)&it 
-w~ = 2. ;; (e~ 

L ;;>a.: 

(3.15) 

(3.16) 

Ilustramos estos conceptos en un caso particular resuelto 
\ 

por el método de Galerkin. 
1 

3.3.- APLICACION DEL METODO DE GALERKIN 
. ·-··- -

Se.trata de resolver la ecuación de distribución de tempe-
'- . 

raturas · en un dominio V de superficie S; S 1 ~ Sz. ( Fig, 7) . La 

ecuación diferencial del fenómeno se escribe: 

(3.17) 

1::. -,-1 <2'\ SI (3.18) 

(3.19) 
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es la temperatura, k es el coeficiente 

de transmisibilidad calorifica (en general función de X e 

incluso de T lo _que dar.ia .origen a un problema no lineal), 

si es una porción de borde dqri_!ie ·se especifica la temperaturay 

~ la porción restante donde se especifica un flujo de ca

lor q por unidad de area. Q repres~ta la generación de ca-
' 

lar por uni~d de volumen. Supongamos que la función de apro-
~ -x~ción elegida , T satisface la condiciónT =Ti. en s

1
• La ecua-

ciónCl~:7J se escribe en nuestro caso: 

29 

t[vr.(~~JP-g:j +Q)jcrv+¿v((w_l~~-~)J.s =o . -c 3 .2o) 

.. 
s-T=T-~. 
~ 

if 

--------S .... R.~; 1-:z.. 

Fig. 7. Dominio y condic~ones de contorno para problema ,_ 
ilustrativo de transmisión ·de calor. 

Si utilizamos un vector F cuyas componentes se definan 

dT 
tl<t..-=: 'R.)~ 

la ecuación( 3. 20) se escribe de forma más compacta 

d$ ::-0. 

Sabiendo que si ~y íi son dos campos, eses,~"- y vectorial 

(3.21) 

•(3.22) 
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respectivamente, se cumple 

•(3.23) 

el primer sumando en(3.22)puede descomponerse en los dos pri

meros términos de la ecuación siguiente: 

Utilizando el teorema de la divergencia, el primer térmi
( ' no de( 3, 24) se transforma en 

{ 3 ._24) 

1 rJ;.oJ(W, ~yv ~J V¡F.n dS =JWJR~ .,, ,.R_~ '~• r R.f~,Jd5:: 
V S S 

~ 

= i I,J;_ ~~ olSa ( 3. 25) 
s. 

pues en la porción s
1 

del borde aceptamo~ que las funciones 

W ·se anulan. Adoptando IJ,,-w;, los términos (a) y (d) se 
e 

anulan mutuamente y ( 3. 24 }¡ueda reducido a 

::0 - (3.26) 

. • Ó -A • t ( +) t '1' . 1 que es una expres1 n W4S conven1en e para u 1 1zar e 

método de Galerkin. En efecto, supongamos ~a descomposi

ción habitual 
IV 

/' 
T L. o.j Nj 

j' 1 

(*) La misma expresión se obtendria si los tres primeros su
~dos de la primera integral de la Ec,(3.20)se integran 
por partes en x, ,J, 'x. respectivamente. 

(3.27) 

(+) Puede observarse cómo en (3.26~e ha reducido en un grado 
el orden de diferenciación de T. Ello permite reducir el 
grado de continuidad de .las funciones de aproximación en 
T . Asi por ejemplo en ( 3. 26) .Son. posibles funciones linea
les mientras que en ~ 3. 20 :bsto no seria posible. 
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y por tanto • Sustituyendo en (3·;:?6·), se·~abtiene un siste-

ma de ecuaciones en la forma 

= o (3. 2 8) 

donde los.elementos son respectiv~ente 

(3.29) 

( 3. 30) 

Si el coeficiente k depende de T, el sistema de ecuaciones 

( J • .2 8) ser.i no lineal y los coeficientes K .. dados por( 3. 29) de
:LJ 

penderán en general de las constantes a .• 
1 

El método, tal y como se ha planteado hasta aq~ es general 

y en principio, no puede denominarse método de 'lüementos fini

tos". De nuevo la caracterización esencial de este método con-

siste en la elección apropiada de las funciones N .. , que se es-
l. 

cogen de forma que adquieran valores en un subdominio de \f y 

sean nulas en el resto del dominio. Este proceso es mAs fácil

mente identificable si las relaciones integrales anteriores se 

especializan en un elemento como se hizo anteriormente. La su

ma global de contribuciones. de estos elementos ha de hacerse 

de nuevo teniendo bien en cuenta los principios de ensamblaje 

.que se establecieron con anterioridad. En particular y en un 

~roblema bidimensional, utilizando el tipo de elemento trian

gular y las aproximaciones .lineales para las funciones N., in-
l. 

qicadas anteriormente, es inmediato llegar a expresiones ex-

plicitas para los coeficientes K·· 
~) 

y f· • de cada elemento. 

En efecto, recordando que .Ñ¡ :a., JI ~lo; d- +e¡ , si sustituimos 

esta ,relación en expresiones como ( 3. 29) y ( 3 . 30), se. obtiene, 

ra un elemento ~ue no forme parte del borde 5~ 
1 

pa-



l,(¿t = -J (ka.Qi ... k b,·b¡) d.x d~ 
R 

( = Jcct; i( i" "· 'd tC.:) Q. d.x. d} 
A . 

donde el super.indice e indica que e,stos coeficientes se refie-

ren exclusivamente a un elemento. Los valores de 

se han indicado anter~ormente • . , 
Si el coeficiente k es co~stante, 

Q~ 
3 

siendo A el área del elemento ·triangular. En los elementos 

que formen parte del borde s 2 habrá que añadir la contribu

ción de q a f i tal y como Í;'_ldica la Ec. (3. 30). 

3.4~- PROBLEMA.S-"NU.ESTACIONARIOS;· DISCRETIZACION·PARCIAL 

Los. problemas formulados a,: partir de ecuaciones diferencia-. . 
les donde intervenga el tiempo son igualmente atacables median 

' -
te el método de los residuos ponderados •. En principio puede 

' 
pensarse en funciones de aproximación N. en las que interven-

, 1 

ga· el tiempo como una dimensión adicional ( T'l¡_(l,-!:J). otra posi-

bilidad interesante. que transforma el problema inicial en un 

si~tema de ecuac_iones diferenciales ordinarias, para los que 

existen mé~odos estandar de solución
7
es la denominada d.iscre

tización pprcial. Consideremos como ejemplo la siguiente ecua

ción diferencial 

32 

(J.31) 

(3. 32) 

(3.33) 

(3.34) 

o (3.35) 
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que encontramos en problemas bidimensionales no estacionarios 
.1 

de transmisión de calor, flujo 7n medio poroso compresible 

(consolidación) etc. Las condiciones de contorno pueden ser 

por ejemplo, de. los tipos indicados en las ecuaciones ( 3. 18) y 

( 3.19) ·.:.Junto a .. ellas es preciso, especificar unas condiciones 
\ 

iniciales ... que generalmente. se refieren al valor adoptado por 

33 

o/ en el dominio V. ·El método de Galerkin conduce a 

t~ expresión, equivalente a ·la Ec. (3.26) 

la siguie~ 

--J r~~ ?1 ~w;;-~- R. ?f ;;w)Jv +Jw- ~ ?§ +jw.- Q rJ.s 
''Ux, Clx, z. d)<.,. ""~ V ~ "/:; s ' r 

V · 2 

=o . - (3.36) 

Supongamos una. discretización en la forma siguiente: 
. ¡1" 

$(X,, x,, 1:) = J;, '1 ~,x~) aJ {1-) . . (3.37) 

• Sustituyendo (3.37) en (3.36)_ se obtiene -

=O (3.38) 

que en forma matricial, 

( 3. 39) 

donde 

(3.40) 

e- "' fv e JJ, ~- Jv' 
'J 

(3.41) 

f¡ : S Ni ct J. ,S (3. 42) 

5._ 
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El sistema de ecuaciones diferenciales de p~imer orden (3.39) 
1 ¡ 

puede ser . ahora· resuelto con ayuda de las condic.iones inicia.:. 
' 

l.es (p. ej. valores de~ -es decir de ~a.r- especificados para 

t=o). 

La~ posibilidades de los métodos, de discretizaci6n parcial. 

no se agotan con este planteamiento. Es evidente que siempre 
\ ' 

que las fnnc~one~cinc6gnita depend~n de varias variables es 

pos.ible utilizar el método, haciendo objeto de discretizaci6n 
•• 

parcial a cualquiera de ellas. 

Su utilización más,frecuente ~,sin embargo, en problemas 

no estacionarios y_es la variable tiemp~ la que generalmente 

~cibe este ~ratamiento • 

• 
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4.- PRINCIPIOS VARIACIONALES 

/ 

4. 1-, .;,___ INTRODUCCION 

La tercera via que aqui estudiamos para la formulación del 

F.E.M. lo constituyen los principios variacionales. ~ra un 

buen_,námero de problemas,_. de ~a mecánica .de~ .continuo y -otras 

áreas de-~a fisico-matemática es.posible encontrar funciona

~es que a~canzan un valor_estacionario para la función solu

ción del problema-. Estos funcionales están generalmente defi

nidos como integrales de la función incógnita y sus derivadas 

sobre el dominio de definición del problema, Conocido este 

funcional el primer paso a dar es semejante. al proceso des

crito anteriormente: basta proponer una versión discretizada, 

de la función incógnita como combinación de unas funciones 

de aproximación 

estacionariedad 

N. y unos parámetros a .• Las condiciones de 
1 1 

del funcional conduce __ a un conjunto de tan-

tas relaciones como parámetros a .• Si 
1 

el funcional resulta 

tener una variación cuadrática en las a. (como es un caso 
.1 

frecuente en problemas lineales) se obtiene un sistema de 

ecuaciones lineales algebraicas para las incógnitas a .• · 
1 

El estudio de los principios variacionales ha permitido 

profundizar en la naturaleza de las condiciones de contorno 

como_ se verá más adelante. Por otra parte el fllllcional en si 1 

_ puede representar una magnitud con significación fisica pro

pia .que puede ser_ de cierto interés en algunos casos,-También 

es posib~e estab~ecer cotas superior e inferior de la solución 

aproximada que pueden ser átiles en ocasiones. Frente a estas 

ventajas a las que debe unirse quizá la elegancia matemática 

de la formulación, se alza la dificultad importante de encon

trar estos principios variácionales, problema matemático com

-plejo y sin solución en determinados casos. Los principios de 
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minima energia potencial y minima energia potencial complemen

taria son principios variacionales válidos en mecánica del s6-

lido bajo algUnas condiciones restr1ctivas y han sido utiliza

,dos con cierta frecue~cia para la formulaci6n del F.E.M. 

Como introducci6n a. estas notas se examina brevemente el 

concepto de funcional y ecua~~6n de Euler asociada • La ob-
' tenci6n de esta ecuaci6n, conocido el funcional, es tarea sim-

ple. La operaci6n inversa es mucho más 1::l.ificil y no siempre po 

sible, dándose la circunstancia de que los problemas están ge

neralment~ planteados como ecuaci6nes dif~renciales • 

. 4.2.ESTACIONARIEDAD DE FUNCIONES. ECUACION ASOCIADA DE EULER. 

Considérese, como ejemplo, el funcional 

forma siguiente 

definido. de la 

36 

'J t") = 1 f( x, 'i' '-(' u.~ ' u'~) al.utJ 

1L 

.. 
( 4.1) 

.donde Jl es un dominio cerrado, de contorno S definido en dos 

dimensiones. Se supone que F es dos veces diferenciable con re 

laci6n a todos sus argumentos. Se busca una funci6n 

que cumpla las condiciones de conto~o impuestas al problema 

y minimice o maximice el funcional 'J . Puede demostrarse que 

V ha de satisfacer la sigui.ente ecuaci6n diferencial, llama-

da de Euler 

-{x{;~) 
. ;) JF ) 

F' -:1J ( d vJ_ =O 
IT 

. (4.2) 

que desarrollada,se escribe 

df d'F iF 'd"'F d\T' ,;¡ 'l.F dlj 

'diT -o~ dx ov~ d;} ;,v¡; dll' d)( (7u' d\1 ad ¡ 

d't'F ;)'\]' J':f; e>~ d~F ~~ 
.z (7~ Jv'3 'd¡t.dd- o"' 2. ~t 

o 
(Jv' .. vi<" 

X 1 
. (4.3) 
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Por ejemplo, el siguiente funcional 

constituye un· principio variacional para la ecuación de trans

misión de calor ( cp =T~mperatura) 

co:no puede comprobar:;e si a_plicamo~ la ecuación (4. 3) 

4 ~~:h-:: ~'?.I!-~~i_o!le'!._c:J.e_:S:.OE~-o_rt\o Natu!'ales y Forzadas 

Supongamos que no se fuerza a las funciones admisibles V a 

satisfacer las condiciones de borde. ¿A qué condición(es) con

duce la estaciónariedad del funcional?, Consideremos en primer 

lugar un funcional más simple, ~onstruido a partir de la fun

ci6n u(x) : 
b 

37 

(4.5) 

- f(x,~..~, <N\ J u.') _¡ .• 
(4.6) 

c. 

Las var'iacion'!'s 6J son· debidas a variaciones en la función 

u y sus derivadas 

. b ¡, 

8J "J (fu di( 1-. g~ ó\Á~)c~x :=j(o~ r~ t #!; t (óu)) ~ 
o. 

¡o. #o. )<. 

Integrando por partes el segundo sumando de (4.7) 

¡, 

ÓJ-1 rd~ ó~ ~ ;1x ct:Jó0 f- :~. ó4} b 

A ~ 

. : (4. 7) 

. (4. 8) 
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Como esta variación debe ser cero para cualquier variación J~ 
' / 

depe cumplirse sucesivamente: 

()F ol ( di= ) __ 
ou. - J:x ~· <) ) 

~ue. es (o. eCJ..U>.G'-6"- de Eu.br 
1 

::J · 

Cl...E J~.~ \ - __!' J"' ( . (d ). 
;1u' /;c:b :fu' X:.c,. 

o . (4.10) 

Una posible elección e,~ (Su; = 1 y (J 1.1) ::.O • l;o que condu-
x-.. b X•o. 

(4.11) 

y análogamente, para (.!'u) =O y (cfu. \ .-~ = 1 ) 
¡ h\, ~ ~ 

( ar=). o 
~u.' x~~ (4.12) 

Las condiciones (4.11) y_ (4 •. 12) se denominan naturales y en ge

neral afectan a derivadas de la función U • Por el contrario 

las condiciones (u)~.,.._ y ( UJ 1<,. lo se'- denominan forzadas o esen

ciales. Para nuestros efectos la "distinción que conviene ha

cer entre ellas radica en que las funciones de aproximación que 

se elijan deben satisfacer las condiciones forzadas (es -~sencial 

que se satisfagan) porque la estacionariedad del funcional no 

erige que se cumplan. Sin embargo las funciones de aproximación 

no tiene porqué satisfacer las condiciones naturales porque las 

condiciones de estacionariedad del funcional que se van a exi

gir ya garantizan que estas condiciones se cumplan (Ec. (4.10)) 

Examinemos ahora el problema en dos dimensiones ~o~ el fun

cional defin~do en(4.1)quese adapta a la ecuación de transmi-

sión de calor,en 2-dim. que elegimos como ejemplo. A partir de(4.1) 

·(4.13) 
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. ( ~) . 

Integrando por partes en JI.. oz. y r~spectivamente; el se-

gundo y tercer sumando de (4.13)(Fig. 8), resulta para el prime-

(4.14) 

1 

1 
1 

~L· 
1 )( 

L_ 
1 
1 

'd.: 
Fig. 8. Condiciones pal'a la integración por partes en 

un dominio bidimensional. 

Análog~ente 

1------------------------------------~ 
[ 

[ 

L 
1 

1 

(lf)A .los nd.s.mos resultados 1::\.egariamos transformando los tér
minos en(4.13)de la manera siguien~e ~F) 

~,.. i; (óu) = {¡ ( jf $ .. ) - 6'u 'a.< (2>"'-. 

( "'' A la suma de términos como ta), integrados en .Il.. puede apli-
cárseles el teorema de la divergencia e inmediatamente se 
obtiene el resultado final ( Ec. (4 .16) 
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. Reuniendo términos: 

{4.16) 

Por consiguiente, como áu. es arbit·rario, debe cumpl.irse 

OF o ;)+ ;; dt- ::.o fL 
Q\.4 

- ~d ..... ;.-~~ o"''; 
.ltl'\. . (4.17) 

oF :R -'11'1 .S 
~· v'\c +- - ~ =o 

\AA d ,,.¡' 1 o 
'(4.18) 

Particularizando estos ::-esultados para la. Ecuaci6n ( 4. 4) .. l.as 

condiciones naturales de contorno 
. E*) .. 

de calor (4~5) 

son, para la ecuaci6n de 

transmisi6n 

o (4.19) 

4. 3.- ALGUNOS EJEMPLOS DE PRINCIPIOS VARIACIONALES -

El principio de energia potencial minima se ha utilizado con 

frecuencia en mecánica. del s6lido. Anteriormente hemos estable

cido el principio de trabajos virtuales en la forma siguiente . . . 

(4.20) 

Recordemos. que\~} era un campo tensional. en equil.ibrio bajo 

la acci6n de las fuerz.;¡s de masa 1XJ y tensiones .. , T en el con 

torno s 2 • En el resto del co':ltorno se especificaban los despla-

~) Si las condiciones de contorno real.es son tales que en una 
zona s 2 del borde e~iste un flujo de calor q por unidad de 
are a y tiempo, debe añadirse al funcional .un término en 
la forma ' _ \ ~ c:p I(S . · 

que conduciria inmediatament~~ una condici6n natural (simi
lar a(4.19))en la forma \.("~ 11¡, +\('" i2t" = Q 

&x . rr<>d ~ r 
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mientas. 
\ 

eran un conjunto de pequeños despla-
. . . 

~amientos arbitrarios y deformaciones asociadas, consistente con 

los desplazamientos impue~tos al cuerpo. 

Si existe una ~unci6n 11 do¡;nsida,d de energ!an, W(€,1) de forma 

q~e las tensiones puedan obtenerse como • 
ow 
~: '.) 

el primer término de (4.20)puede escribirse 

ó j W d.v 
V 

. (4.21) 

(4.22) 

Si1 a~emás, las fuerzas de masa, X, y tracciones T derivan de 

un potencial, (G y H respectivamente), 

d~ X.: = - o~..~.- 1 

puede escribirse 

Sx =o 

donde 

-x. ; J (w + G ) dv + J ti o. $ 
. V S 

d+f 
;;7v. . 

l 

(4.23a,b) 

(4.24) 

(4.25) 

En general el funcio1;111-l )C, denominado energia potencial del 

sistema aleanza un minimo en ~a situaci6n de equilibrio. De for

ma más precisa, entre todos los desplazamie~tos que satisfacen 

las condiciones de contorno son los que satisfacen las condicio-· 

~s de equilibrio los que conducen a un valor estacionario, ge

neralmente minimo, de la energia potencial. La existencia de la 

funci6n densidad de energia queda asegurada si el s6lido es élás 

tico. En otros casos (deformaciones anelásticas) esto no es as!. 

Es patente, pues,la mayor gen-eralidad del teorema de los trabajos 
' 

virtuales • 

Es también posible formul~r el teorema de la energia comple~ 



menta~ia minima, dti~ cuando son ~as tensiones ~as variables de 

nuestros prob~emas. Su e,nunc;i.ado y desarro~~o puede encontrarse 

en ~a mayoria de ~os textos sobre mecánica de~ s~~ido. 

La bdsqueda de func~ona~es a partir de ~as ecuaciones dife

rencia~es de~ fen6meno no es tarea fáci~, e inc~uso puede de

mostrarse en a~gunos casos 1,;1 inexistencia,_ de principios va

riaciona~es. Esto es especia~mente cierto en prob~ema no ~i

nea~es. La obtenci6n de estos funciona~es es también comp~ica-
' 

da.· en prob~emas no estacionarios,inc~uso de t·ipo ~inea~, aun

que se han desarro~~ado proce~imientos que uti~izan ~as técni

cas de convo~uci6n. 

En e~ caso de ecuaciones diferencia~es ~inea~es de ~a forma 

Ru+-ó=o 

y siempre que el op~rador A sea simétrico (o autoadjunto) es 
1 

decir si se cumple R~ra otra func;i.6n v ~a igualdad, 

J v .4 u rJ..V :: 1 u A 1.r d. V 1 V · . V 

puede encontrarse un principio variaciona~ origen de (4.26) a 
'• 

partir del funcional 

J =- J ( A12 u R u. + u ~ ) cllr 
V . 

En efecto 

JJ =J. ( {tz Ó1.1 A- u + -fi u ¡::¡ (óuJ + Óu._ e¡ ) d..V 
V 

Si L es simétrico 

Jv ./12 u A (d ~.~) cJ.:V = l -11z:d l( fi u. 

y (4. 29 )se transforma en 

dJ ::1 J .... {{:tu + &) el V 
V 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

.(4.30) 

(4.31) 
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~uya ecuaci6n diferencial de Euler es precisamente(4.26 }..e En ge

neral los 6rdenes impares de derivaci6n· no son simétricos. Más 

detalles sobre la obtenci6n de principios variacionales a par
' 

tir de funcionales simétricos y no simétricos pueden encontrar-
' 

se en Stakgold, (1971). _ Washizu (1968) ·ofrece.una amplia 

discusi6n de principios variacionales en Elasticidad y Plasti

cidad. 

4.4~:API.;I~ACION A LA FORMULACIO~ .DEL F.E.M. 

Considérese un problema de flujo bidimensional estaciona-

rio en medio poroso. La ecuaci6n diferencial del fen6meno 
' 1 

d"lcp l!1 
\(~ !>¡c'l- 1- 1.(1- d d .. = o (~"'V) (4.32) 

donde IC,., ¡(1 son.. las permeabilidades, . en direcci6n x e y, y ~ · 
es la altura piezométrica, se ha de complementar con las con-

' ' 

diciones de contorno. Supongamos que estas son de dos tipos 

.IU\ ' (4.33) 

y 

Kx ~ "-': t l<d ~,a - q_ - ()( ~ =o 

S: S, ..-S.._ ( con.b>.-n.o ele V) . 

(4.34) e"' 5.,_ 

con. 

Es inmediato comprobar que el funcional 

1 :: l.¡lz. } \.{~ ~o: y-+- \Cd- c;t j'"fcN -J ( 1-~ + <( fJ d. S . t4. 35) 

alcanza un valor extremo en la ~oluci6n de este problema. La 

Ecuaci6n(4.32)es la ecuaci6n de Euler asociada y la segunda 

con~ci6n de contorno (Ec.(4.34))es una condici6n de contorno 

natural. 

Dividimos la ~egi6n V ~n elemento~, Ve, para lo~ que sigue 

siendo v.~lido el funcional J sin más ~e r~ferir las integra-



Cfones al dominio y contorno de~ elemento, Aproximamo~ la fun

ción o/ en cada elemento ~ediante 
A 1'\. 

<P = ~ N.: C~<,-a) a¿ (4.36) 

El funcional :J~ (r~ferido al el~mento e) ha de alcanzar un 

valpr estacíonario si queremos que cf> se... aprox:i,Jue a la solución, 

Ello conduce al conjunto de n ecuaciones siguiente: 
' 

~o 
J 

'(4. 37) 

-Si. (4--36-) es sustituido.en (4-35) y ejecutamos (4-'37), ob-t?enemos 

~ ... =-1 [K (!§ d {d~j + 1(~ 'Jj )_ (~)] o(V 
'da~ _ _ "" ílx t? .. , Bx) " )'d- ~.- -; ~ . 

~~ J e~#. ·-t- 4( $ ;/) d.5 = 
S.. 

o - (4.38) 

La ecuación anterior representa de nuevo un sistema de ecua 
t 

cienes ~gebráico: 

- - (4.40) 

j 
cl.5 

' (4.41) 
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Solo resta elegir las funciones de ,aproximación 

Conocidos los término~ de las ecuaciones anteriores los proce-
"''A a 1 1 ' J 

dimientos de 11 ens!lmblaje 11 para to?-o el dominio siguen caminos 

conocidos. 

Es interesante comprobar._ que la;" matrices [K] 

nidas aq_ui. son idénticas a las que se obtuvieron 

y jfJ obte

por el mé-
' 

todo de Galerkin ( Ecs. ( 3. 29-) y ( 3. 30) deol apartado de Residuos Pon

derados). Este hecho no es una coincidencia. Por.el contra-
' 

rio, puede demostrars~ que el método de Galerkin es equiva

lente a¡ método var,iacional •.. En efecto si Jt~ es un funcio

nal cuya estacionariedad conduce a ;La ecuac,ión de Euler LC'<) • o, 

es evidente en función de lo expuesto, que 
. ' 

ó J ~ 1}-(.( L\.{ d:v =- o 

Si elegimo~ una aproximación 

plirá 

y,como 

Óa.; J N.: LlQ) d.v 
y 

es arbitrario, 

u :l.V:·II.- 1 ~ = L N; dQ.~ 
l . 

o 

que es exactamente el método de Galerkin. 

(4.42) 

se cum-

(4'.44) 

Es más, el método de Galerkin puepe relacionarse con los 
• 

métodos de diferencias finitas si las func~ones de aproxima

c,ión N. se eligen convenie.ntemente (Finlayson, 1972). 
l. 



PARTE 8 - EL ELEMENTO FINITO 

s.:... GENERACION~ TIPOS Y CARACTERISTICAS. RJNCIONES OE INTERPOLACION 

En los apartados anteriores se ha expuesto brevemente la justificación .. 
del m~todo de Elementos Finitos, así como las diversas t~cnicas que 

pueden emplearse para su desarrollo matemático. En esta sección vamos

a ocuparnos del elemento en sí, es decir de cada una de las partes di~ 

cretas en que subdividimos el dominio continuo. Un estudio exhaustivo

de los distintos tipos de elementos finitos, así como de su correspon

diente manejo y ensamblaje matemático, cae fuera del contexto de este

curso. Para profundizar en el tema se remite al lector a la bibliogra

fía de esta sección. 

Hasta el momento hemos aprendido a definir matemáticamente de forma 

conveniente el fenómeno fÍsico que tiene lugar en el dominio continuo

o, as! como las diversas expresiones de las condiciones de contorno.-

La base del F.E.M. consiste en discretizar dicho dominio continuo D d~ 

vidi~ndolo en una serie de elementos, llamados finitos. La suma o en-

samblaje de todos estos elementos e reproduce el dominio D es decir -

Entonces la expresión matemática que se considere definitaria del fen~ 

meno puede aproximarse individualmente en cada elemento, siendo la 

aproximación total la· suma o ensamblaje de todas las ·aproximaciones in 

dividuales. En particular, y·usando la notación de los apartados ante

riores, si la aproximación obtenida es la solución del sistema 

( 5. 1) 

dicho sistema se_calculará como 

( 5.2) 

donde el subÍndice e representa a un determinado elemento. 

A continuación se estudiarán los tipos de elementos más usuales as! co 

mo sus principales características, y finalmente se explicará el proc~ 

so de ensamblaje. 

46 
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El primer problema que se debe enfrentar al tratar de discretizar un 

dominio continuo es el de la elecci6n de la geometria de los elemen

tos que van a emple'arse para dicha discretizaci6n. Para dicha elec -

ci6n deben de tenerse en cuenta las tres directrices básicas siguie~ 

tes: 

----a).- Los elementos elegidos han de ser tales que se adapten a-

la geometria del dominio. 

b).- Cuanto más _pequeño sea el elemento mayor será .en general

la aproximaci6n obtenida, por lo que la malla habrá de ha

cerse más fina en las zonas donde se esperen mayores gra -

dientes· o mayor concentraci6n ·de tensiones. 

e).- La complejidad de la formulaci6n matemática· y la exactitud 

de la aproximaci6n, que son funci6n, como se verá más ade

~ante, del tipo de elemento elegido. 

El sentido ingenieril ha de estar bien presente al tratar de seguir

las dos primeras directrices. En la Figura 9-a se representan dos 

discretizaciones distintas, ambas válidas, para el estudio del flujo 

de un fluido a través de un' estrechamiento en la tuberia de conduc -

ci6n, utilizando elementos triangulares y rectangulares. En la Figu

ra 9·-b se representan dos posibles discretizaciones de una placa en

ferma de corona circular para un estudio elástico de la misma, usan-

do en este caso elementos triangulares y 

muy importante señalar que la reducci6n 

curvos respectivamente. Es-
. \ 

del tamaño de los elementos-

significa, evidentemente, un aumento en el coste del cálculo, tanto

por el mayor tiempo de ordenador requerido, como por la ampliaci6n -

de memoria necesaria para almacenar la geometria y propiedades del -

dominio discretizado. 

En realidad no existe raz6n matemática alguna que impida la utiliza

ci6n de varios tipos geométricos distintos, pero en la práctic~, y -

para evitar el tener que realizar varias formulaciones paralelas, 

suele emplearse el mismo tipo de elemento en todo el dominio. 
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Figura 9a .- Discretizaciones de una zona de estrechamiento en una tu

bería: a) mediante elementos rectangulares y b) mediante 

elementos triangulares 
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Una vez discretizado el espacio mediante un cierto tipo de elemento, 

es necesariol a su vez,.discretizar el elemento en sí, es decir, de te!:_ 

minar un número limitado de puntos en los que se calculará la aproxi 

mación a la función que se desea determinar. Estos puntos, denomina

dos nodos, se clasifican en exteriores primarios, exteriores secund~ 

rios e interiores. tal como. muestra-la figura-10.,-
---'--·. ·- -- ---· -

1 ~------~29-------~2~------~1 

2 2 OJ Jo 2 

2 D oJ Jo ( 2 
1 

1 1 ~----~2;.,_ _ _.:;2-Q.----4> 1 

Figura 10 • .:.:· Nodos exteriores primarios (1), exteriores secundarios (2) 

e interiores (J} 
- ------··---- .. -- .. 

Los únicos nodos estrictamente necesarios son los exteriores primarios, 

aunque puede ser que el tipo de formulación que se busque imponga la··

definición de otros nodos secundarios o interiores. 

El concepto de grados de libertad de un elemento está relacionado, por 

una parte, con el número de nodos, y por otra, con las condiciones de

continuidad que se establezcan entre dos elementos consecutivos. 

G'Jiroñf;S!íii':us;lS.ue:-:Li(~ción. a.'·ealcuJ.,ar{t2l-}.-s..un -vector .de .dos compone!! 

~es •.. -s:i:·-no .. ·<!s:tabl·eéemos -, ;.eondiciones de cont:inuidad en .las derivadas. 

de-{ .¡¡j.1 ; el criúmer:o ·de grados· de .. 1:ibertad ..del .. elemento de la Figura 10-e 

será 12, mientras que el elmento de la Figura 1G-b tiene J2 grados de 

l'ibertad. El número-de grados.de libertad de-un-elemento puede aumen-· 

tarse · incrementando el número. de riodos, .. o exig:iendo condiciones de · -

cont:inu:idad adicionales .• (por ejemplo, .continu:idad .de. ciertas .deriva-

das de \. t2lj ) • 

El concepto de continuidad, así como el de convergencia, se exponen a 

continuación. 
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~or continuidad se entiend~ que en la frontera entre dos elementos, 

las funciones a determinar \.fl!\tomen valores únicos. (Pueden tambien, 

si el problema lo requiere, establecerse criterios de continuidad 

para ciertas derivadas de tfll\. aumentando por tanto el número de gr~ 
dos de libertad del elemento,aunque en esta exposici6n nos limitare

mos a la sil;,ple continuidad de t f2l}. 

~or.c~~":vergenc_ia_. se entiende que al disminuir _el tamaño de los ele -

mentes, la soluci~n aproximada tienda a la soluci6n exacta. 

Los elementos que ·cumplenla condici6n de continuidad se denominan -

continuos Jo. conformellfl'i'¡:y-·loe ··que cumplen ~a .condici.cSn d,. convergen. ..... . ... ·--··-~- .. -~-..._- . 
cia ·se denominan completo 145\:¡f~ii.DI.~!!.~!':J>a.:r:a~,¡qú.•f.::La."i·soJ.uci<Sn A e un 

problema::-por .. ··elementos.:fWtos tenga .algún .sentido, .·la discretizaci6n 

ha de ser ··compl.eta. Sin embargo_, .:···IEoP;niijdf".;~:ti.jlili;.~onr~rmi.dad no es -

!'stric.tamente .necesaria. Para algunos problemas en los que la obten

ción de elementos continuos es muy dif!cil, si no imposible, se han 

empleado con éxito elementos no conformes completos. Actualmente pa

ra ciertas aplicaciones,son preferidos elementos no con~ormes, aun 

que el problema permita el empleo de elementos que satisfagan las 

condiciones de continuidad (R.H. Gallagher et ar, 1.975). En gran nú 

mero de casos la convergencia de la soluci6n obtenida con elementos

no conformes ha sido demostrada 11 a posteriori". 

Antes de seguir hablando de convergencia, es necesario establecer 

las bases matemáticas de la aproximaci6n elemental. 

\illii'P{•J~:;omd.1iñéii.;le8eonoci:das ·;definidas .. ;por .·.un ... :pr.inci:pi o -varia 

.cional, .. .una ;ecuaci6n dlisrencial o .. .integral, .• etc •.• Dichas l'unciones 

pueden.,ser~j)roximadasa.ediante. 

(5.3} 

~~!!~J=;!B.s:::wu>• ma tri.z. de ~cibries.•de . .aproximaci.cSn .c.onocidas -y .. \ a} 

un~s- pa,rámet;ros ·.desconocidos que :s_erán l.ae, ;:nuev;as ...i.nccSgni. tas ... en .. l.a- -

formulac·icSn .. .f'irial.'. Si las funciones N se definen individualmente en

cada elemento, es decir si 

. 1 . . 
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(x,y,z) ¡;; e 

(x,y,z) ¡;; D-e 
( 5.4) 

la aproximación (5.3). es· equivalente a 

(5.5) 

Es por lo tanto· suficiente el estudio de la aproximación 

( 5.6) 

en cada elemento, para la resolución del problema completo. 

A la vista de la ecuación(5.6) es obvio que la condición de converge~ 

cia se verificará si las funciones de aproximación N. son tales que -
. . ~ 

para unos cierto!' valores de los 'parámetros ai. las funciones {fil le t2_ 

man un valor constante en el elemento.ya que en el l!mite el elemento 

se transforma en un punto único del dominio continuo. Puede demostrar 

se que si las funciones de aproximación N. son polinomios, es suficien 
~ -

te que incluyan todos los t~rminos del polinomio de grado K,· donde K-·· 

es el mayor orden de derivadas de [N) que contenga el integrando de -

la integral de aproximaciones (o.c. Zienkiewicz, 1.971). 

Por ejemplo, se ha visto anteriormente que la aplicación del m~todo -

de trabajos virtuales a un caso de tensión plana produce el siguiente 

sistema de ecuaciones lineales aproximado: 

' donde 

[Ble•[L1[N]: 
( 5.8) 

siendo 

d o o 
'Q;( 1 

8 o o (5.9) 'Q¡(~· C> 
o o ~ ¡(3' 

lLl - é) C) - - o 
'O "t. 'a )(. 

'd e 
o "'¡( 1 a x1 

o 'd 
o '0"'3 '2l "~ 



Es decir, en este caso es únicamente necesario, si N. son polinomiosr 
l. 
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que contengan t~rminos en x¡,x2 ,x
3 

y una constante para que quede in-

mediatamente garantizada la convergencia del m~todo. 

Una vez definidos estos conceptos fundamentales, se estudiarán los di 

versos tipos de elementos y sus correspondientes funciones de aproxi

maci6n. Dado que los elementos unidimensionales no necesitan más co -

mentario que citar su posible existencia, se comenzará la exposici6n-· 

por los elementos bidimensionales. Los elementos curvos se expondrán

en una secci6n posterior, 

6.- ELEMENTOS SIOIMENSIONALES 

Desde el punto de vista geom~trico,los dos_elementos empleados con 

más frecuencia son los triangulares y los rectangulares. Esto no im -

plica que otros elementos puedan emplearse para problemas específicos, 

En particular la literatura de la Última d~cada es pr6diga en la in -

troducci6n de elementos pentagonales, hexagonales, r6mbicos, et.a:. Es

te breve estudio se limitará a los dos tipos primeramente mencionados, 

6. i . - ELEMENTOS TRIANGULARES 

El elemento triangular es con mucho el más empleado en problemas bid! 

mensionales, fundamentalmente por la ventaja que representan sobre 

los elementos rectangulares para aproximar el contorno del dominio.

La Figura 11 ·representa tres elementos .triangulares sencillos •. 

Figura 11 • .,.. ~~n:tos- triangulares:_ a) lineal.r-b) cuadrático Y e) cÚbico 
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Para estudiar el desarrollo matemático general se elegirá uno de 

ellos, por ejemplo el cuadrático (Figura 1g) 

y 

2 

x· 

Figura 12.- Elementos triangulares cuadráticos 

-·-------~-

Los ejes x-y representan unos ejes Cartes~an0 s ~enerales para el sis

tema total. Las coordenadas por ellos representadas se denominan coor 

dénadas globales. 

Supóngase que para cumplir el criterio de convergencia, y suponiendo-

que las funciones de aproximación N. sean polinomios, es suficiente -
l. 

que estén representados únicamente todos los términos del polinomio -

de primer grado (de ahora en adelante se··manteridrá esta hipótesis pa

ra todos los elementos estudiados). 

' 
~-.q~~':\¿>~ada: 'Zl.adó ':deJ.·,c±riiÚlgul.Q_~'haY :'!_r!s 110dos ,_ l.a ·condición .de -

cont:inuidadt.quedilríi ,satisfecha. si. 'la ·:f'unc±ón.·-~e ·-aproximación .para ·ca

da ;nodo es ·'Un ·pol.inomio.:de segundo grado ,_;ya _que dicho polinomio _que

da 'def'inidc;¡_ por _tres_ :puntos' Por Úl. timo, dado que hay seis nodos en -

el triángul.o-, serán necesarios seis parámetros 

ximar los valores de la función ¡¡l. (supuesta- un 

en.el elemento. Es decir 

¡¡le 

y en los nodos, 

a., i=l, ••• 6 para apr~ 
l. 

escalar en este caso)-

(6. 1) 
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(5.2) 

donde (x. ,y.) son las coordenadas globales del nodo i 
~ ~ 

Dado que 

y que 

ia.~~= [ ~J~l 1 ~ .. ) ... 

(5.3) 

( 5 • .f) 

(5.5) 

se deduce que el valor de la t'unción en el elemento puede escribirse

en t'unción de su valor en los nodos como 

(5.5) 

con lo que la ecuación integral en el elemento quedará reducida al 

sistema 

(5. 7) 

cuyas incógnitas son precisamente los valores de la función incógnita 

en los nodos. 

Esta forma de obtención de las t'unciones de aproximación [N]tiene un

serio inconveniente: 1a necesidad de invertir la matriz de coordena -

das.globales [cJe. 

Un método directo de obtener las t'unciones·[N]-es utilizar las llama

das funciones de interpolación. Supóngase que se puede encontrar para 

cada nodo i una función e' .. t¡¡l ;que 
. 1 

l 0.! e~= 

t.-u. (.?t~/ y~) 

(.<~' )') 
(6.8) 

Entonces, si 

{~)e,. l_c1~ ~Q.~e. (6.9) 
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los parámetros ~a\e serán directamente los valores de {~len los nodos, 

-es decir 

. (6.10) 

y las funciones de aproximaci6rr LN1 serán las mismas funciones de in -
e 

terpolaci6n [c1e , es decir, podremos escribir directamente 

{0\" [N1eio.t~" [C:Je1~le (6.11) 

la Figura13 representa dos de estas funciones de interpolaci6n para el

elemento triangular cuac'.rático de la Figura i2,-

Figura13.-. Funciones de interpolaci6n cuadráticas: a) en un nodo pri

mario y b) en un nodo secundario 

- -·-···---------------~·-·· ------·---- -
Para definir estas funciones de interpolaci6n es conveniente crear un 

nuevo sistema de coorde~adas, particulares para cada elemento, que lla-

maremos coordenadas locales. ICbl!%~!~9!1·~·il.!l.o~-iie;:;é""lcementos. trj_angul.ares, las 

~ oordenadas··:loca1es.·.más · eonvenj_en tee .. .son las llamadas ..naturales_ o de s~ · 

:perfj_cj_e', En dicho sistema, a cada v6rtice del triángulo le corresponde 

una coordenada, que toma el valor 1 en el correspondiente vértice, y el 

valor O en el lado opuesto como muestra la Figura 14. 

El empleo de dichas coordenadas permite, ademas de la obtenci6n direc•a 

de las funciones de interpolaci6n, la generaci6n recurrente de elementos 

triangulares de orden superior, mediante la colocaci6n conveniente de 

los nodos secundarios e interiores como se muestra en la Figura 15. 

La relaci6n de las coordenadas de superficie con las coordenadas globales 

rectangulares, que puede obtenerse fácilmente mediante simples conside-

raciones geom~tricas, es 



L=l. 
J " 

L '=O 
2 

L--.. ='h. ' ~ ~ . 

¡_; 1 

Figura 14 .. - Coordenadas naturales o de superficii.e para un elemento 

triangúlar 
.. ·------ ··-·-·. 

·--·--··-------- --· 

x = L1 x 1 t- L2x
2 

+ LJXJ 

y= Llyl+ L2y2+ LJyJ 

1 = L1 + L2 + LJ 
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(6.12) 

donde (xi,yi) son las coordenadas de los v~rtices en el sistema global. 

Igualmente 

donde 
i 

· e(¡= :ot-.. y3 - x-. Y-.. 

~·= y,_-)', ' 

r.= x,-x .. 

= 2(Area del triángulo) 

ol.,_: "'•'7',- ;¡t,y,, e.~~: >l,)'~- ><-..Y, 

r .. = y,-'7. (h ~ :r,-)'1. 

~1.:>~,-,cl Ql=i,-x, 

(6.13) 

( 6. 14) 

(6. 15) 

Una vei definidas las coordenadas naturales, es fácil deducir las funcio

nes de interpolaci6n para el elemento triangular que se desee utilizar. 
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15 lJ 12 11 

Figura 15.- · Generación de elementos triangulares: lineal, nodos del 1 
. 

al J. Cuadrático, nodos 1 al 6. CÚbico, n~dos 1 al 10. Cúár-

'tic o, nodos 1 al 15. 
----· 

: .. 1 ··------Evidentemente, para· el elemento tr1ang\ll:a1 lineal (P±-t;tuoac-16a-)- ·· --- -

1 

1 

l 
r 
1 

l 
[ 

l 
[. 

1 

1 

!N: ;i.~-:~- -N~~~~._ ~J _=. i ~,r ~~ ~~- ( 6. 16) 

Es igualmente posible deducir las funciones de interpolación para los 

demas elementos. Por ejemplo; 
.. ----· -·¡ --~~~··---- . ·ti 

~ 
' • 
~ --

Nodos primarios: N. 
]_ 

Nodos secundarios: 

---·-. f. 
= (2L.-l)L. 1 

,_ l. r. 
( 
' 
;, 
' 

4L,L., 

' ~-------- --
\ b 

~ ~leménto-ci1bic·o-···· --·~'·· -·---

Nodos primarios: N. = t(JL.-l)(JL.-2)L. 
1 l. l. 1 

Nodos secundarios: N4 = ~ L1L2 (JL1-l) 

N5 = ~ L1 L2 (JL2-l) 

N6 = ~ L2L
3

(JL2-l) 

., 
;. 



(0,1,0) 

(1,0,0) (1,0,0) 

e} 

2 1) (o,'J'j" 

Figura .16.-· Coordenadas nodales en el sistema natural para elementos 

------triangulares: a}·-li.neal, b) cuadrático y e) cúbico 

Nodos secundarios: N4 
16 

= J L1 L2 (2L1 -.1)(4L1 -l) 

Ns = 4L
1

L2 (4L1-1}(4L2-l) 

16 
N6 = :J L1 L2 (2L2 -1}(4L2-l) 

16 
N7 = Ji L2L

3
(2L2-1)(4L2-l) 

r- 24 ·-· ----- -~ ..... -- ~- .;.. -·--- ----
= J2L1 L

2
L

3
(4L

3
-l) 

- . . ,~ -.....,.-~'""""""'_,.: -· .. -
. --~----- ._. ---.:.·---- . - ' 
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Una vez obtenidas las funciones de interpolaci6n, si n es ei número de 

nodos del triángulo y fb es un escalar 

. ' . 

( 6.17.) 
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1 

2(0,1,0) 

6(·Lf,o) 

s(t,t,o) 

4(f,t,o) 

1(1,0,0) 

o 
14(t,t.t) 

o 
13(t.t.t) 

12 ( 'o' t) 

o 
15(t.t.t) 

11( ,o,t) 
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10 ,o,t) 

.Figura 1_7.::- Coordenadas. nodales .en el sistema _naJ;~a.!_]2ar§l __ lJ!!._elem_!nto -· 

triangular cuártico 
-------=-===-~=-.:.::::.::..:..------···-- ----- -·· ·-· 

. __ que podelllOS sustituir directamente en la ecuaci6n integral para obtener 

la matriz [K1e y el vector {fle· En el caso de que ~ sea un vector, por 

!~l· \~} 
ejemplo 

(6. 18) 

la aproximaci6n sería 

ct, 
Q.\ 

' ' 

\: \· 
' 

~. 111.,--- N ... o 0---0 --o] a.~ 

l ~} o o 'ol 
: o o --- o "-'• N., ___ N ... o o ---o 0\ ( 6' 19) 

o o ---o. o o ---0 ..... ~., --- .....,, 
'o., 
e, 
e, 

c. .. 

-donde a .. representa la aproximaci6n a u en el nodo i, b. la aproximaci6n 
l. l. 

a v en el nodo i, y c. la ~proximaci6n a w en el nodo i. Para el cálculo 
l. 

de las derivadas de N., observemos que 
l. 

a N~_ ~\J¡. él L, +~~ ... ~-al,:...!_ (B,~\.J¡, .. r ... 'O....!:j; -+l'l)!.S) (6.20) 
~- '<l L1 '<~>< ah 'd" a \..J 11 .e 1.A \\- 'd L., 'O\., ' a L3 
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e igualmente 

'di.J~ ~ ---'0 )' - 'Z. t::. 
( 6.21 ) 

donde A y o(;, rs~, 4";, vienen definidos. por las expresiones (6.14) Y [6.1s) 

respectivamente. Al sustituir estas derivadas en la ecuaci6n integral 

nos encontramos con integrales de funciones del tipo L~~j extendidas 

al área del elemento. En vez de deshacer el cambio de coordenadas e in

tegrar, es preferible tener en cuenta la expresi3n 

11 L "L~"'L3~ a )te~>':. "t ""\ ~ l 7.t. 
J Se • . < "~""' ... ~ ~~ H 

(6.22) 

La simplicidad de su formulaci6n, asi como la facilid-ad· de discretizar 

con ellos dominios relativamente irregulares, ha hecho que los elementos 

triangulares sean los más populares hoy en dia para casi todas las apli

caciones simples del F:E.M. 

6.2.- ELEMENTOS RECTANGULAf'ES 

Los elementos rectangulares, tambien muy empleados en la práctica, pue

den formularse de un modo totalmente paralelo al utilizado anteriormen

----- te_l'ar03._ el elemento triangular. 

Consid~rese, por ejemplo, el elemento rectangular de la Figura_18. 
------- ------------

y 

r=-1 

---------

~-------E~-t!:.;-;..;1,__ __ ---e·····r· 
1 

lb 
r=l! 

··-··I·· 
;b 

$-------'"'~""""l:'...........,;-----&····.L t-.,.1 

a a 

X 

Figura 18.- ··Coordenadas naturales en un elemento--l'ectangul.ar--

Al igual que en los elementos triangulares definiremos unas coordenadas 

··rocales naturales (r,t) cuya relaci6n con las- coordenadas globales (x,y) 

es la siguiente 
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donde (x ,y ) son las coordenadas del centro del rectángulo. o o 
Según la forma que se emplee para deducir las funciones de interpolación, 

N., los elementos rectangulares pueden dividirse en dos grandes familias: 
1 . . 

- Familia de nodos frontera 

En este tipo de elementos, representados en la Figura 19,. las funciones 

de interpo~~c_l,_Ó_ll_'!_e ob:f;_iene_n_dir.ectamente .. por ....inspección en coordenadas 

locales 

4g_ ____________ -Ql 49------8~----~ 

a) 7 D b) 

J A--------------Q> 2 J ~-------'~----4l 
6 

1 

5 

2 

--------
4 11 12 

~ 

,lO b 
e) 

9 b 

J 
8 7 

Figur_a _19.- . Elementos rectangulares. de,..la_;f:.amilia .de nodos fr_ontera: 

a) lineal, b) cuadrático y e) cúbico 
··-· -·-·--·------------···--···--·-- .. ··--

1 

5 

6 

2 

Por ejemplo, para el elemento lineal, las funciones de interpolación son 

N1 = t(l+r)(l+t) 

N
2

.,; t(l+r)(l-t) 

Para el elemento cuadrático: 

Nodos primarios: Nl = 

N2 = 

NJ = 

N4 = 

Nodos secundarios: N5 

N6 

N7 

N8 

NJ = t(l-r)(l-t) 

N4 = t(l-r) (1• t) 

t( 1 + r) ( 1 • t) ( r + t-1) 

t(l+ r) (1-t) (r-t-1) 

t(l-r)(1~t)(-r-t-l) 

t(l-r) (1 + t) (rr+ t +1) 

"2. 
= t(l ... r)(l-t )• 

2 
= t{l-r ) (1-t) 

2 
= t{l-r)(l-t) 

= t{l-r
2

) (1+ t) 



Para el elemento cúbico: 

Nodos 

Nodos 

principales: 
N ~ _l_(l+r)(l+ t} l-l04-9(r

2+- t
2

)} 
l J2 

~ _l_(l+r}(l-t} (:l0+9(r
2

+ ~ 2 )] 
N2 J2 · 

N
3 

~ J; (1-r)(l-t) [-l0+9(r
2

+ t
2

)] 

-2:_(1-r) (l+ t) l-10 +-9(r
2 +- t

2 )1 
N4 ~ J2 1 

secundarios: 

N
5 

~ Jf-(l+r)(l-t
2
)(l+Jt) 

N6 ~ J~ (l+ r) (l-t
2

) (l-Jt) 

N
7 

~ J~ (l-r
2
)(l-t)(l+Jr) 

N8 ~ J; (l-r
2
)(l-t)(l-Jr) 

9 2 
N

9 
~ ~(1-r)(l-t )(1-Jt) 

N10~ J~ (l-r)(l-t
2
)(l+ Jt) 

N11~ Ji-(l-r
2 )(l~t)(l-Jr) 

N12~ J; (l-r
2
)(l+t)(l+Jr) 

6.3 

Puede observarse que las funciones de interpolaci6n ae complican al au 

mentar el orden de los elementos. Por otro lado, elementos de orden su 

perior al terceronecesitan nodos internos para cumplir el principio de 

isotropía geom6trica. Dicho principio, muy relacionado con la condici6n 

de continuidad, exige que el desarrollo polin6mico de las funciones de 

interpolaci6n no se genere preferencia de una coordenada sobre otra. -

Por ejemplo, supongamos el elemento cuártico de la Figura 20. 

Dicho elemento tiene 16 nodos. Dado que para expresar las funciones de 

·interpolaci6n de forma que incluyan un polinomio c.ompleto de cuarto gr~ 

do (necesario para continuidad) es imprescindible incluir 15 t6rminos-

( 
2 2 J 2 2 J 4 J 2 2 J 4 

l,x,y,x ,xy,y ,x ,x y,xy ,y ,x ,x y,x y ,xy ,y ) 
61 

d . t 
, s o po emos 1n ro-

ducir un término de quinto grado.Como ninguno de los t6rminos de quin

to grado es sim6trico, la elecci6n de cualquiera de ellos genera auto

máticamente una anisotropía geom6trica, en general indeseable. 
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Figura 20.:-:-.' Elemento cuártico generador de anisotrop!a geométrica 
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Sin embargo, la introducci6n de un nodo centra~. (r=O,t=O) elimina el -

problema, manteniendo a la vez la simetría del elemento. El lector pu~ 

de comprobar, basándose en el triángulo polin6mico de Pascal de la Fi-

gura 21. que un elemento de quinto grado de esta familia necesita al -

menos 4 nodos interiores para ser geométricamente is6tropo y simétrico, 

mientras que un-elemento de grado 6 necesita al menos 8 nodos. En es -

tos dos úJ.timos casos la soluci6n, evidentemente, no es única. 

4 
X 

6 
X 

1 
-----¡------, 

X y 

1 

4 
y 

,eje de simetria 
·-··--- --·· -----------

Figura 21..:..:..:. Triángulo polin6mico de Pascal 

6 
y 

La dificultad de esta formulaci6n para elementos con un número superior 

de grados de libertad ha llevado al desarrollo de la segunda familia -

de elementos rectangulares, denominada familia de Lagrange y que estu

diaremos más adelante. 

Ha de hacerse notar que en elementos rectangulares el número de_ grados 

de libertad no tiene porqué ser el mismo en ambas direcciones (r,t,).

Por ejemplo, el elemento de la Figura22 es lineal en la dirección r Y 
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cuadrá:tico en la direcci6n t •. La formulaci6n de sus correspondientes _ 

funciones de interpolaci6n es inmediata. 

4 t=l 1 

r=-1 'L r=l 

6 1 5 
r 

J G------:----------€12 
t=-1 

Figura 22.-. Elemento rectangular con distintos grados de libertad en las 

dos dire.c.ciones de las coordenadas Íla turales 

---·----------..,....---
Nodos Primarios: 

=- t (l+ r)t(l+ t) · 

l 
= 4(1-+-r)t(l-t) 

1 
= 4(1-r)t(l~t) 

1 
N4 = 4(1-r)t(l-1- t) 

Nodos Secundarios: 

N
5 

= t(l+ r)(l-t)(l+ t) 

N6 = t(l-r)(l+t)(l-t) 

Como puede observarse, las funciones de interpolaci6n son el producto

de un polinomio line~l en r por un cuadrático en t . 

. - Familia de Lagrange 

Para evitar el inconveniente de la difícil formulaci6n de lós elemen -

tos rectangulares de la familia de nodos frontera puede aumentarse el

número de nodos del elemento de forma que .las correspondientes funcio

nes de interpolaci6n se generen direct~mente como el producto de dos -

polinomios, uno en r y otro en t. 
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Considérese por ejemplo el elemento de la figura_23, que-es cuadrático 

en la direcci6n r y cúbico en la difecci6n t. 

------;:(.:...r..J 1-_;_tz.!i.·).:...· -------e-.:...(_r;,:..:... ?' t_.,l.:.)---------i) ( r J, t 4 ) 

~---~""-"Fi.gur•i"2:!:,7;.Element_o::.rectangular de la familia de .. Lagrange 

Consideremos el nodo ( r i, t j) _• Si en dicho nodo definimos la funci6n de 

interpolaci6n como el producto de dos polinomios de Lagrange que se 

anulen en .los demás nodos y tengan en éste un valor· unitario, habremos 

resuelto el problema. Por tanto, si llamamos, 

-~ 1"- ..... .;. 

L " n 
.... i . r.:- r-.,. 

""~ (6.2'-) 
~ 

t-~c: 
L-- n t~-t .. ~ -

IC":! 
'(:;~· 

la e interpolaci n de ese nodo será 

\N~¿~ l: l~}~~ (6.25) 

Este tipo de elementos, de muy fácil formulaci6n. tiene sin embargo 

dos inconvenientes: la imposibilidad de obtener isotropía geométrica 

excepto en elementos lineales (veánse por ejemplo, los elementos cúbico 

y cuártico de la Figura 24), y la generaci6n, al aumentar el orden del= 

e1emento, de polinomios de muy alto grado ~'P po son convenientes como 

funciones de aproximaci6n. 
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---- - . -. e----e----er---e--~ 

o o o 
o 

o o o 

o 
o o 0 

a) b} 

Figura 24:~El~mentos a} cúbico y b) cuártico de la familia de Lagrange 
·-~. . . 

1~----------------------
En la Figura. ·2s·,puede observarse la diferencia entre las funciones de-

l 
1 
r 
1 

1 

-=·-.-· 
aproximación en un nodo secundario para dos elementos cuadráticos de -

distinta familia. 

Se ha visto, pues, que el aumento del número de grados de libertad de-

un elemento mediante el aumento del nUmero de nodos, conduce a plante~ 

mientas muy difíciles o poco correctos matemáticamente. Sin embargo, -

numerosas veces necesitamos elementos de alto orden en problemas resuel 

tos mediante el F.E.M. La solución del problema radica, más que aumen-

tar el número_de nodos, en aumentar·el número de grados de libertad en 

j ---~- cada __ I1o<i~_:_E_sta t~cniC!_S!'; __ e~~d,iará _más adelante. 

l 

l 
1 
l 
L 
1 

1 

Figura 25.- Funciones de interpolación en un nodo secundario para dos · 

elementos··e:uadráticos; a} familia de nodos frontera Y 

b) familia de Lagrange 
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6.3 •_-:- ELEMEN11JS AXISIMÉTRICOS 

Un estudio tridimensional totalmente paralelo al hasta ahora realizado 

puede hacerse para la discre.tizaci6n de dominias que tengan un eje de

simetría. Los elementos empleados para este tipo de problemas son los

engendrados por los elementos anteriormente expuestos al rotar alrede

dor del eje de simetría. (Figura 25). La formulaci6n del problema se -

simplifica notablemente si se emplean coordenadas cilÍndricas como 

---·coordenadas globales~--(H.C. Martin y G.F. Carey, 1.973) !l_--
1 

l 
r 
r 
1 

1 

H 
1 
t 

'i 
l 
1 

1 

l 
1 
L 

L 
l 
1 

---j-"j~-------------~--

7.- ELEMEN11JS TRIOIMENSlONALES 

La formulaci6n de los elementos para análisis tridimensional es muy 

similar al anteriormente expuesto. Los elementos tridimensionales admi 

ten, sin embargo, más variedad de formas que los bidimensionales. Ana

lizaremos brevemente, a continuaci6n, los tres tipos de elementos. rec

tos más·empleados en la práctica. 

?.1.-. TETRAEDROS 

Al igual que en el estudio del elemento triangular, definiremos unas -

coordenadas naturales locales, que en este caso serán de volumen, según 

muestra la Figura 2? 

. -68 
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--

---~ 

------
J 

Figur_a _27 .. ":".. Coordenadas naturales_en __ un__elemento tetraédrico 

·---·-----

. ..De nuevo las coordenadas naturales pueden r<!lacionarse fácilmente por

consideraciones puramente geométricas con un sistema cualquiera de 

coordenadas globales cartesianas mediante 1~'' relaciones. 

xcL1 x 1 -t- L
2

x 2 + L
3

x
3 
+ L

4
x 1_, 

Y=Llyl + L2y2 -t-LJy J+ L4Y4 

z=Ll z 1 + L2 z 2+ LJzJ +L4z 4 

l=L1+ L2+L
3
+ L

4 

(7 ,.1) 

donde (x. ,y. ,z.) son las coordenadas de cada vértice en el sistema.gl~ 
l. l. l. 

bal, o bien, mediante la relaci6n inversa. 

( 7 .2·) 
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·donde 

1 xl yl zl_ 

1 x2 y2 z2 
6V = =6(Volumen .del elemento) (7.3) 

1 XJ YJ ZJ 

1 x4 y4 z4 

y 

x2 y2 z2 y2 z2 1 x2 z2 1 x2 y2 1 

ex.= XJ YJ ZJ ~·= YJ ZJ 1 o,= XJ ZJ 1 á;= XJ YJ 1 (7,<l) 

x4 y4 z4 y4 z4 1 x4 z4 1 x4 y4 1 

e igualmente los demás coeficientes. 

En la Figura 26 se representan los tres primeros elementos de esta fa

mil.i.a. 

Las fWlci.ones de :interpolación para di.chos ·elementos- pueden- obtenerse · · 

directamente. Por ejemplo, para el. tetraedro lineal.: N.=L. 
l. l. 

::r·-· 
1 

1 

1 

1 

l 
[ 

l 
l 
1 

!¡ 

4 

a) l.i.neal. 

10 
-a.-

b) cuadrático 

Fi.gura 26.- Elementos tetraédricos 

e) cúbico 
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Tetraedro cuadrático: 

,;·. 

t=; 

- ~ .. 

Nodos primarios: N. =L. ( 2L. -1) 
1 1 1 

Nodos secund~rios:N5 =4L1L2 
N

6
=4L

3
L

2 

N7 =4L4LJ 

N
8

=4L
1

L
4 

N9 =4L1LJ 

Nlo=4L2L4 

T.:.traedro cúbico: 
... 

Nodos primarios: N.=tL.(JL.-l)(JL.-2) 
1 1 1 1 . 

Nodos secundarios:N
5

- ~ L1L2 (JL1 ~1) 
N6- ~ LlL2(JL2-l) 

Nodos interiores: N
17

=27L
1

L
2

L
3 

N18=27L1L2L4 . 

N
19

=27L
1

L
3

L4 

N20=27L
2

L
3

L4 

En el empleo de estas funciones de interpolaci6n es necesario tener 

en cuenta que, por ejemplo 

71 

(7.5) 
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donde V y r~ vienen dados por las expresiones (7.4) y (7 .. 5) respectivamente. 

Es igualmente conveniente recordar que 

( L: L:' L: L~ dv = n! ,.,.!$! f! 6V 
Jve . (n+m+~+f.¡J)! 

(7.6) 

7. 2.- PRiaiAS RECTANGULARES 

La ampliaci6n del concepto de elemento rectangular a tres dimensio 

nes ·es obviamente un prisma rectangular. 

Las coordenadas locales naturales serán en este caso (r,t,s) y de nue

vo puede hablarse de dos familias distintas. En este caso 

x-x 
t= Y-Y z-z. 

r= __ o o S= o 
.:·. :'::_ 

a b e 

donde (x ,y ,z ) son las coordenadas del centro del prisma, y a, b y e-
o o o . ··-· .. 
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son las semilongitudes de los lados en las direcciones r,t y s respecti 

lJ 

5 

2 

20 

a) 

---------·-- .. 

b) 

Figura 29~.""-·· Elementos a) cuadrático y b) .cúbico de la familia·· de nodos ¡ 
frontera 

. - Familia de nodos frontera. 

Dos elementos típicos pueden verse en la Figurazg • La generaci6n de 

las funciones de interpolaci6n vuelve a realizarse por inspecci6n. Por-· 

ejemplo, para el elemento cuadrático de la Figura 29· las funciones de -

interpolaci6n son: 

" ¡ 
·'' 

' 
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Nodos primarios 

Nodos· secundarios: 

.. ,, .... 

N1 = +(1-r)(l-t)(l-+-S)(-r-t+-s-2) 

_1_(1-r) ( 1 + t) ( 1-+- s) ( s-+- t-r-2) 
N2 = 8 

_1_( 1 t r) ( 1 + t) ( 1+ s) ( s+ t + r-2) 
N3 = 8 

= _!_(1 + r) (1-t) (1-s) (r-s-t-2) 
8 

1 2 
N

9 
= --¡¡-(1-t )(1-r)(l-+-s) 

' 2 N10= 4 (1-r )(l+t)(l~s) 

.. 

1 2 -
N20= --¡¡-(1--r )(1-t)(l-s) 

El estudio de la isotrop!a geom6trica puede realizarse igual que con 
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el elemento rectangular plano, aunque su complicaci6n matemática es na

turalmente mayor. 

.-Familia de Lagrange 

En el estudio ·tridimensional, los elementos de Lagrange se definen me -

(Ú@1;1! ·el' producto de tres polinomios unidimensionales. Por ejemplo, Pi! 

ra ~1 polinomio de la Figura 30, la funci6n de interpolaci6n en el nodo 

A es 

(7.7) 

donde 

L2 (r) = (r-r2 )(r-r~) 

(rl-r2)(rl-r3) 

L1 (t) = (t-t2) 
(7.8) 

(tl-t2) 

L
3

( s) = 
{s-s¡)(s-s 2 )(s-s~) 
(s

3
-s1 )(s

3
-s2 )(s)-s4 } 
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sl~-----------------E~----------------~ 

Figura 30.- Elemento de Lagrange lineal en t, _cuadrático en r, 
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,,. ,, 

------~~------~~--r Todo ~o que se dijo anteriormente para los elementos rectangulares de 

1 

1 

1 

1 
1 

r 

1 

l 
1 
l 
( 

1 
:l 

Lagrange es ap~icab~e a estos .e~ementos tridimensionales. 

'- .. ~ . 

7.3 .- PRISMAS TRI!'NGULARES RECTOS . ·.· ·, 

. ·,-· 

Para re~lenar huecos a~ discretizar un dominio mediante elementos pris-

máticos rectangulares es bastante frecuente utilizar pz:ismas .tri_angula-. 

res como el de la Figura 31 (donde'las caras rectangulares se han eleg! 

·do de la familia de nodos frontera). Para estos_.elementos se. definen 

·~as· coordenadas loca~es naturales· Li ,L
2 

y l-;J en _las séc·cr<lnéll-·,triangu1~ 

res y una coordenada adicional r perpendicular a dichas secciones. 

2 

i 
1r=l 

1 r--....~-.:::~ J 

r 

6 

, 
- F:igurá·-:n:·.::--·Prisma·· triangular linea~ 

., . .. ·\ ' 
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Las funciones de interpolación se deducen de la misma forma que para 

los elementos anteriores ejemplo, para el elemento tri~ar de la Fi -

gura 31 

Nodos 1,2,3 

Nodos 4,5,6 

B.- ELEMENTOS CE ORCEN SJPERIOR . 
-:.· 

i=l,2,3 

i=4,5,6 

éo'mci en cualquier m~ todo de aproximación, a· medida que aumentamos el or

den -d~1· método disminuimO~ ~!-.error de truncamiento,' _es decir, mejoramos 

la',;:¡:;;6xi~6:i.ón lograda. ·~·-'éi'F~E.M., el aumentar el orden del m~todo -

se traduce en incrementar ,el·· número de grados de libertad de cada el eme!! 

to. Hasta ahora se ha estudÍado"como hacer esto définiendo un solo gra-
•• j ( 

;. . • • ¡ 
do de libertad por nodo, y -~umentando el número de nodos. Otro métogo p~ . 
ra aumentar el orden del elemento es, dejando fijo el número de nodos, -

·< aumentar·· el número· de·: grados de libertad en cada nodo. Para ejecutar este 

Último método la t~cnica normalmente utilizada conssite en aumentar las-
' . . . 

exigencias de continuidad interelemental. Para explicar esta técnica va-

mos a emplear un ejemplo sencillo. Supóngase un dominio discretizado me

diante elementos triangulares lineales s'imilares a los de la Figura 16a 

e, y .. sea (6, .supuesta un escalar, la _f'unción buscada. Si deseamos aumentar -. " .. .. . ;. -:\. ·:; . . 
el oz;den del .e.lemento a 3 pod~mos_: 1} . utilizar elementos cúbicos como el'-

. • ~ . ·- .. . ·' . ~- . ! ,.,. . . . • ~ 

de la .. F.;igura 16b y 2) a~en:t;_ar _el número de· grados de libertad a tres . . .. ~--- . . .. . ' . . . ) 

p.or nod.o_ ... Esto Último .. _puede hacerse, por ejemplo, fijando en cada nodo -

no ,_solo (6, sino también _sus derivadas 

él ~D 'd rzs -, -
.. 'él "-- . 'a)' 

_-;•eLa ventaja de esta ~tima formulación es que aumenta no solo el número -

de grados de libertad del elemento, sino el grado de continuidad intere

.l_.,mental.Por otra parte, al no aumentar el número de nodos, la :fÓr;mu_a

-:.-c:i:Ón final __ será lÓgicamente más __ compacta, Sin embargo, el planteamiento-
-~ . ·-· .. . . . .. .. . ·. . . . . 

111a.temático es considerablemente más complejo, y las correspondientes fun 
. -. '·-· :•" .. ' . '· . -

cienes de interpolación han de deducirse para cada elemento particular.-

.• 
. ~J. emplear esta t~cnica para aumentar el orden del er~·meñto usado es ne

c.esario tener cuidado para no obtener en la :formulación final i.m número-· 

auperior de incógnitas que de ecuaciones. Por este motivo este método -

s:ue.le utilizarse únicamente cuando el concepto físico _de los nuevos gra

dos· de libertad (en el ejemplo anterior 'a% y· -a~)') está per:r'actamente· -

determinado. ---~-
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9.~ ELEMENTOS. CURVOS . ,_. :~ . ~ ·~ :: .. 

' ~-. -:.- ... 
Se ha repetido numerosas veces que una de las ventajas del F.E.M .. ·.es,¡

la facilidad con que puede discretizarse cualquier continuo indepen- , 

dientemente de su geometría. Es evidente que_ los elementos hasta ah9._ 

ra expuestos solo pueden realizar esta discretizaci6n de un modo muy 

aproximado (véase Figura 9b), sobre todo los rectangulares. 

Este problema puede obviarse median~e téc':'icas de repr~,s':t¡taci6n. }1 

definir en el~apartado anterior las 9oordenadas locales (r,t,s) o -
. ~ . . ..•. ,_r;-: • -·-~- ·..:.t') 

(L1 ,L2 ,LJ ,L4 )! cpn :;especto a las ':~or~:nr:das Cartesi~':~ _!!1~\)';.~.'¡s r:; 
se obtuvieron relaciones de¡l tlpo ... ·,¡L·¡·c.. __ ,_ ·.•:.,"-: _,,, 
m~ [~1¡: 1 -.:· t¡. \P]>~: ·: .. .,: :~;::::::t·:l 

~~nde ahora lo~s ·elementOs ·de lá~ -~ t'ztic~s·-· [F l son ruiléi.·On.-es; :·la~ 'rePr~ 
-~-- ·:.r;:(· . ' -· J ::. • • ,. ••• 

1- ~. • .' • .:: __ ---~·-!"·•·t>r::··y •• ·. }' ~ . "+'-l.'· -.' ,... ... . . 

sentaci6n de un elemento cualqu1era en el' s1stema· de -coordenadas glo-
.• '• <:-•~· :!~ · ''<-''TOfi : .,•,, ·:"''' ··· 

bales puede, en principio, tomar ·la forma"que se desee. ·(Fi·gura 32)'.-

·J.r:- • E1 sistema de c~Ordenadas local e~ s~. tfaD.sformará ·eri úñ ~-ist~ema.· cur-vo 
1 ' .., i" .• K. r 

cuando se represente en coordenadas-- globales.- Sin embargo, "cómo'"la r.!!_ 

presentación de los elementos en su· respectivo si~-tema local no cam -

bia COn respecto a lOS elementos rectOS SimPles azÍ~eriormente estudi!_ 

dos, la def'inici6n de las funcion'e's· 'de interpÓl:aci6n no reviste''nin~ 

na dif'icul tad adicional.· 
! . ! ... -'• 

-~- . 

La forma más simple de defi~ir e la-- t:f.ffi.sformaci6n de coordenádás .. ; (9 .2) 
- - ... :-. • ' ',j' . ' ,: .•• - '--'' ' ' .; - : 

es el empleo de funciones efe interpolación· M similares 'a ias· ~aiú.in''ior 
. ~- . '• 

mente estudiadas de .!'nrina que, por ejemplo ( --~·:;j .:, 

·- .. ¡. l ; ,, 
·- ....... .,. ..... ~ ... ~ .... , .. - ' '-. 
··-'·.-:::·-:; <::-: .. . , __ 

,;. ~- ;, ,·J. .;.._- -· 

~- -:. 
. ". -r .. ... ·:- ·r:s~: ·, .-. ,_,..,. __ 
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r:p,, '·:.•· Figura .-32.-.. Representaci6n curva de elementos isoparamétricos 

simples: a} ·:en coordenadas locales; b} en coordena

das globales 
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donde n es el número de nodos. que se utilice para fijar la geometría, 

(x. ,y. ,z.) las coordenadas globales de 'estos nodos, y M. unas funcio-
~ l. 1 1 

nes (normalmente polin6micas) expresadas en.las coordenadas locales.., 

que toman el· valor 1 en el nodo i y el valor O en todos lo's demás no

dos. Es evident.e. que con este tipo de transformaci6n no podremos fi -

jar exactamente el contorno del dominio .a discretizar·~- pe~b si aprox_! 

mar lo tanto cOmo 'queramos sin más que· aumentar él Íl.úmero de riodos que 

utilicemos para determinar la geo.metría (obsérvese que esto no aumen-
.. . ) 

ta el orden del elemento, ya que el número de nodos eri que se define-

la f\lnci6n desconocida { ~ \ no varía)-;-

·----' ! .. ,.:r 

El número de nodos en que se define la geometría.del nuevo élemento-

puede ser mayor,·. "igUal. o .. menor al número -'de .. n,odos en que se def'ine la 

funci6n {~} . .'Los elementos· transformados se deno.;;inan' ·sup~¡:-paramétri-
·e os y subparamétrit:os:;: ·r.e·spe·c-tivamente. 

bi 

Si . en 'la definici6n de la geometría de ·un elemento curvo se utilizan-

los mismos ricidos empleados pli.ra la definici6n de { ~f,; y 'además las 
• ' 1 

·nuevas funciones ·de interpolaci6n M. utilizadas para;·la t:t-ansformaci6n 
l. 

"'''""·.-:: -- ... 

de coordenadas (9.3) son tales que 

' 

.. 
-c::-1 
L::::J_ 

(9.4) 

el elemento se denomina isoparamétrico. Estos. elementos son, con mucho, 
' . 

los más empleados en la práctica, y a ellos exclusivamente nos referi-

remos de aquí en adelante. 

Al representar los nuevos elemeritos 'pa,;.am"¿f·;i·cos a partir de elemen -

tos rectos, hay que tener en cuenta: 

.-
... 

. • 1 
Que la transforlnaci6n de ·coordenadas sea unívoca·, es de-·-·-- -:.::,. .. 

cir que ·a cada punto del plano local le corresponde un -

punto, y solo ~o del plano global. No existen reglas g~ 

nerales para asegurar esta ~icidad, por lo que habría -

de estudiarse en cada caso. En la práctica, transforma -

e iones no unívocas=·no suelen presentarse si-~ se)_ emplean 

elementos isoparamé·tricos. 

·, .. · · .. ·:· 
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De· la· misma forma,· para el '"elémento :téctangula_r. J, la correspondiente 

trari_sCormaci6n 'vendrá dada' por'· ~:, 

•: :'. .•:: . ':"·n"~~--,··. ,¡ . 

. x = {NI(o,o.s,;.~¡05,¡.~9,0.64,o,o)T 
. ' _,_, 

'Y .= { Nl {o,o ,o,cco.,;¡; -1, "-l, -l, -o. s} T 

··' 
·- 1: 

.' 

81 

(9.9) 

donde, en este caso (estamos· ·empleando elementos rectangulares de la fa-

milia dé nodos frontera .... __ 
(" .. :·:· ·-··- '. 

• -' :- '1 • 

·{riJ~ '.{t( l;r) ,( l ::._ t) (-}" ~ ~-i:l)•! ,j-(1-';2
) ( ~--+- t) , t,( l -t~r )Jl-+- ~) (r,+,f-1), 

• "· ·. ·. _, · "- · ,. ' . · ·z·· ·· ' - · .. · · · •· ··' · · 2 · · 
t{i-rr)(l:..t), f{l-t-"r)'(':C-t)(r-t-1), f((l:_r )(i-t),''· 

:·!:'.'' '' 

t(l-r)(l::.t)kr-t.:..J..), t<~-::r2-<~-t2A (9' ; ) . 
: ;·--- .. ··-· 

-~ \ . : . 
. . .' ' - : ··. .; . - 1.. . . . . . e: <. : 

M~d:i.akte. esta téen,tca;·pued~n ,a¡;¡roxima,rse ,_domi~ios .. 9on prácti.,a(mente. cual-

quier co'ntorn~, con lb ·q;;.e ~el¡ F;E\M¡, iadq~ier~-una gran poten9ia adicional. 
.-- . . ': ¡' 

: ·'. ;( -. 1--· . ¡• ' 

.. ':.:· 
... ' 

.u~ ve;. di:scretizado el domÚlio, hemos de for-mar para cada elemento la 

... - 'i:· 

l ~1;~ t ~-}~'":'{+J~!: ., _;; ' '•-' ;-,,:: ( 10. 1 ) 

do:ride la níat':dz [K] e e!Ítá relacionada con ciertas propiadadks del elemen

t~ y el ~eé'tciz" Jf}.;,• x'e¡li'es'enta las condic>¿>nes de conto~o elementales. 

~ ~..:. def:úl:i~i6~ tántÓ de _l:S:~e como de fila intervienen ''i:a:~ funciones de 

interpolac:i6n; N,, y gEi'ne'rá'l:lllénte sus derivadas, Por ejemplo, _en el pro-
. . ~. -·. ' 1. . 

biemá. de tensídii pia:b:a: qü¡;; se J:iá. venido analizando ( v6ase Ecuaci6n ( 5. 7 )) 

(10.2) 

( 10.3 J' 

. f.: .• [( 

' ,. -~ 
··' 

¡ 
• 

( 
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donde lB¡ viene definido por 

triz de coeficientes elásticos. 

las. ~cu.ac;tones,_(5,8)y(5.9) y· .. [l?} .es l,<!- ~-

- El cálcttlo,_ge~ l~s integral!'s (9\J;J)_~_o . 
•:.· 

presenta dificultad al expresarse la~ funci.on,es Ni en coorde~adas 

cales. Sin embargo, las iritegrales (9. i2·¡ in~ luyen de~ivadas de las 

c.iones de aproxima,ci6n c'on. re~p~ctO ... 8.~19-s .coor_den~da_~ global~-~-' lo 

que para elementos curvos requiere alguna elaboraci6n. 

lo

fun 

··.! :· ::. :: ~- .. .!.•. 

10.1.- ELEMENTOS RECTANGuLARES 0- PRiaAAS RECTANGULARES , .. .._,..---· - - ----------

•• ., . • _ - ~ --- í '; : -- • r . • - !,". •· 
generados· a partl.r' de ·ele,:-

. ·,e ·.: !.· 

mentas rectangu1~~-~-s;. o. primas rectap.gu;L~_res, .1~ _ f~;r~a~i6n p.~ las 
... :---~-).·_,·. ·:- ! .'\'' . ._.:·,-.:.:·,-.;- ·:-- .. ·¡:··' ':-· __ ;¡·:· ...-",:,-~ -· 

in 

tegrales ( 10.1) preseílta poca dificul tao:!- .. En, efec-to; · · · · · 

d f-;; -(;¡r 
!Z: '()~e~ - -~ .: : 

= :()t· 

'd I.J~ -'d~ 
i:::_.-

'dx. 'dv. 'C);o 

-a.- '3'f 'dr. 

.. -o .• c'·?.-'o . .P ,' "'d ~·: 

-~---~-,.a:¡;' 
• -"-:.: •- :• -•• • O, •· _.,. 

' . 
. ,.... ·'. '- .. '!' ·cr N"'- . --

:-.:.::..!i· c:i:iE:...::;:·"'J." 
( ro.4 J 

.. r. -·: .. : .r D -· 

~\J: 

.,:~,-~.--· _-_. --... - .·.-.-... ,._ ·_-. -_,_· __ ,_ .... ·.·_-. :-._-;·L-= __ ,-_ __ . .. 7_· ~---:; ---:" , 
·~- --·····~- .. -· -~~--~ .... ~- __ , ___ --~ ... 

·_:•;._: .. :-.i 

de· coordenadas (9.3)_ D!3,dO qlfe 

o:::.:. 
9!d: '"~ 
~y 

'd~: 

'a~ 

._:-

10 I.J: 
-~ 

'1)-lJ:·~.---
~ 
'~t> 

~--'- . 

-•. ;: _j_;'l -··. 

. ! 
J 

¡_ 1i _¡ .:: : 

e: .... 

con lo que las integrales ( 10.2)'pued~~ ·,Ya ;e'itp1-i;,sars~. 
: ·.- ... . .. · --~ .. .: ;. 

coordenadas locales. Por otra parte 

dxdydz=//~//drdtds 
' 

~ ·, ~ ;· f '· ~ 'y 

:. . :· -; :,: ::.~ :...• - :: j,' 

.: --~-

' 

:_:e . .-:.-~-:-·-- -· .\.,e-

e.'!l funci6n de las 
' 

(10.6) 

donde //JI/ 
=- : t • ···' : • 1 ; '\; ~.:, •.. 

representa el determinante de { J]. Entot).Ces, si' las propi!1_ 

dades elementales pueden expresarse como 

dv 
e 

(10.7) 
T 
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las transformaciones anteriormente expuestas han transformado las in

tegrales (10.7) en 

{K 1e = { [:(r;'~;h.)] 1 /J/ !re=J~f-~ h~ l_G(r, s ~ t)] 1 /JI_~dr1~ct,s 
' ~ ": ' .. ~ - .. 

( 10.8) 

El probleaJt iiel·. cálcu1'1. ~e,¡ la$ ;prop:i,edad_es elementales está pues teó

ricamente ~esu~lto. En 1~- ~ra~Uca;la~ :Íont~~ral.esC{~:é)ff_d poci'tán,en 

general, in:ti.'grarse anal'íticalnente, por. lo que .habreJ1IOS cie re'currir -
' ...: ) ~ .. ,~:.- ~-~ H '--~-~ ,t ,. -~) , .. : ''i O· •• 

a los mátodos de· integración num6rica· i:¡ue S<!· expone'fi:,más adelante. 
. ' ..... . .. t; .. l - . 

.10.2.- ELEMENTOS TFIIANGU64RES .O TETR.AEOROS 

En el caso de elementos isoparam6tricos triangularef!.la obtención de-
, ' > • • • - • • • •• ~:- • • • ' • • • ·- •• • • • : • ' 

las propiedade's elemen_tales [10.2) ·~s ligeramente má.!' complicada, ya que 

'l. as coorde~adas· l~caiie~ dEifiiÍidii'~ '·en es~' tipei aJ elementos no son in 
' ; . : . '• : : . . " ,: . . - \ . . . -

... dependientes. En ~f.ect_o, habr~amp!l' .t·is_t_\) que en e:l. 'caso general trid.!_ 
.. f· •' ;, ': ,'. ~ . _; _.-... .: '. :::. \', ;. '·• . - -.. , ___ .,. ,.. -, ~ ' . . . . ' - - ~ 

· -···:• ·:•·:.'··,, :·)' .: ·.'' .... ~· .~lL.; J.-,; ~-!·':- ,.::;r·.·. \"';"'\' 
mensional· . ,;;,; __ ::. ... 

. ' . ..)!'' ·' 

·- !" 
" ._:,-(_\. 

•,.! 

. • ,.. -~ .' .. .·:·. _¡, 
·• -L' ·_;¡._ ·L . •'+ ., L· -t- V ., 1 • 

' · •·. ·· l.· ... 2 ' <l · 4·· r · . . ' : .. ~ [.:!·-;, " . .. ·. . . \ . :¡. ,: _: ·,: . -· 
. :::. ,. 

(10.9) 

''· 
Si suponemos q\le L40>~ l<i COOJ:"?enada dep~ndiente podemos escribir. 

'i : ·; ~· .r: ~l ,.. · .. 
: ;· .. ~-}-~ ~~:·. ~ .:· .: ~~ ·~: ~ '·;· 

1~ ¡ :( 10. 10) 

y en general 

. 'd ~~ -~ -'d. !-J.: 
.. - .. ~-'al~ ~L.; 

J 

{10.11) 

' < 

.- i: 
'(10.12) 

,;,'!....'.". ·- . . :dl.· J -~~<:"· ¡~ -.. ';"" . 

Entonces, suponiendo que el camJ<io ci';. 'do~';denadas ('9.-3) '-~e veri'fica en-

tre las globales ( x, y, z) y unas co.orden~das indepertdi~ntes '( ~{ ;L'~ ,L;), 
·''obtenemos ;• :.) ; --~ .. 

,; 

'0~: <dlv:'d~ 'dl-.l: 'dY 'ON:.<d-c 
-=---~--,-·--''dt', . _'d " 9 ~J .· 'd y<";) 1.., ~-~.'Id L.!, 

(10.13). i 

:::.· .. "-:;.'.r- ') ;;-.. ~. ·;·"'!~-;:-.· ...... 
. f; •. ,:~ ·. <P. 

' 

·· .. ·.~,:- ·. l: 

·.. .... 

,. :~ 

. : .. :.' .. i ; .. (_. ¡ .... 

L 
. ~. 

! . 
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¡ 
l. 
¡. l (, 

~ : 

1 ' 

,. 
y en general 

·~- i -..: 

-~ .. ; 
·-'~· ' 

>. 'd>l 'dy_ o Y f"d;;~--a:e ';O N~.· e ---- -al, 
....,__.--

~L• ~L., 'CI L¡ ~L, ~L.,' -;,..: 

1-.l: ··' ~x "~" ··a y'-~>- ~·-ai:- '·'d:e > \ i;;~J~' .. :: . ['tii1 - = - ... -:""! -. - -- -·-- - : . '<1~1.,., ~\:i.'·'Cl·L~ ~l, ~L .. 'CILi.' -aL .. :::·;--a"Y, .. , · · .. 

. ~.,('"-a,/·~~-·:~)" ~~~ .; '<>~ .i, f ~·~~ 'l.. ,. 

'1:3'0~. taL;~ V .. ~ -'aL\:¡:c:··j. 'a_~--· .:T,, .. 
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... ' 

. ' 

''Ot-J• . &. ,._ -· :¡ 'i 
'OJt 

'''r;~:~ l' ! . 

.'d~J .. 
'a~., 

:· ~- .;\.. 

. · ·. (10.1~) 
s:.~ec. '· --~ 

• ··; :: ·:::·.~ ·1.: ... :~_~-J.·i · :. T __ rv ·.f.' 
T." 

i i~i que á'ntés'· 
... : ·- ':'l 

;, i!: •' . 
. -~ ! . 

. :: ~--~_, ''i::.r;:, ·.:__·:) ~r~ 

·¡ 
•1 
¡· 

. , :." .. '11-· ~¡~~-~-':'z)J;~"'.~ /[~}!-~~~;;'¿3¡.)i./,1H/{.1;,~c·;:·:,.,, '~{1o.1s) '¡ 
1~: e~-·-· 

:. '1(,. __ -··.· ~::.·;., :~:.:t·.lve-.~~--~-)-:1 ~ -~-:.:1;;-·¿-'=' .:·:· .·'e-;.J.: .. ;_·_~:-,--.-.."a-:. :··-. 

'r·-

r. " ·' • 

. =-~ .,. ·- "':··-: ,, . 
En. este casq,los l!mi te's d'e integraci6r1 son varl.ables ya qu_e nos. ·esta-• 

_,!_ • ) ' ) 

mos refiriendo a un t·etr:aéd-%-o ( ~riáligulo). Es decir · >..:.!-!.: :. •. r..·- .1":. ··rr· 

C'; 1 G(L; ,L; ,L;) J ÍHJ /dv•ttJtJ-;~!'~[o(c; :L; ,.:;;]/ /H//oi; OL;dL; ( "·" 
"e:: .. ~~-~r··:- .... · .. r .• ~·,_.-........ ",.-;~~;; , .... - ~~ ,. .. . - . 

· · --- ~~,_ ~->J.,.,_.· _,._•.s~ ;.-...:"'l-J.-J,; ... _;_~ t.:~.-· ~-'-;J ecrr~~.~--'-.:J'' ·é: 

El cá~culo de esta integra~ se realizará, en general., mediante uno 
. '' .. ~ • .' r.., .. 

. ·.los inétódos ,'.de .in:tegraciCSri numérica f¡,tie se exponen a continuación. 
:~ -~: ¡~'" _ .. ' ·-- -· ..... , .... , •. 

de 

' ' 

. 1 1 ; - ;i:NTEGRAciON NUMEF!ICA , .. 
, · L!.::>i;_o.r.-.~--~:~1- .s::; ~9 

·-¡ -

Se ha mencionado que las int.egr~;Les ;:e.sui tan tes a~ calcular 0l~~ "¡)ropi~ 
.: ~--; --~ ..... ;J. - Lt sJ("'' • . · .-~;.:-: ~-u;, - ·VC 

dades· de elementos isoparamétr.ieos 'ño "soñ,- en· genera:I¡~ resolubJ.'es ana-
-___ -·~~.: ,.:-:; f,"":_ -~· ' 'f:) ·.:: .. _::;('•, 

1Íticamentee En estos casos· es necesario!uti1iz2.r un método nUmérico -

de integración. 
_ .... ? 

. ,. 

-;;¡Úodos, SUPO!:! 

' . 
..O•• -· _,. '- .. :. -:.. :.· J: 

(11.1) 1 

.'- · .. 
¡ •. --~--;. 

doride f(x) no es de inte-

graci'Óri· numérica normalmente usados se basan- fundamentalmente en lo s~. 

guiente: calculemos n valore's de la función integrando para n abcisas-

,. 
¡ 
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En el segundo método, denomirui,do, l':",neralmente de· Gauss-Legendre, 
~ ... . .-,. ' 

integral ·parcial-sobre ~,puntos se calcula como ... ,. 

) 
. . . " ' b . . . b. 

±'(x)dx=-~ 
. - 2 

•· a ',-. \.' 

del pól:inomio. de Legendr.e de grado 
._,, .... ·. "J ; ..... .-. .· 

son. las .n."r;>-:(,ces 
.; .r. : ~-(..;_: ,-; ·'J 

donde las 
'r -\:. 

los pesos ' . viénen :dai:ios.Gpor 

. ""'. 

' : 

·:-~·:;_,.y ··-·-;,,. 

:. ¿ 

<..' '.- ¿: l 
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cada 

(11.12) 

.r.~' y 

2\~~: · :·- :r.'1 r . 

No.rmalmente .no es necesario calcula>¡', estos pesos, ni tampoco las raí-
, ""~ .,~~' ' ' i ~ r. · · :v1yl(\ ;,) 

ces zi, ya que ;S_~éi:E!~ ~~~~~'t~r ta~uJ.adoS_. -~n las p;·~~-1~,?,~--e~g'a~ --~~~ p_r?gramas 

del ordenador.'-~En '·l~'Tli'bía 2. s·e· presentan raí'ces 'y'ipésó's .para integr!!_ 
. . '. . . . . - ., 

ciones .de Gauss-Legendre de dis•tintos~;,f?denes. _--, ... . . :-:-- -~. 

11 . 1.-. INTEGRACIO~ ~U~I:n:t:A 'fu: y TRIDIMENSIONAL 
.. -. '- . . .- .. · .' ..... ~ ·. . .... : ' ~-- '.'. -

Elementos .rectangulares y prismas• 
; _\¡. ·. ~'("~- .'.;',(~:.·; 

rectangula~es_._ 
¡ ..•. ". 

-~ ,~;-:¿ 
~- . 

r ·!,:-~.r_;:; 

. :--.~C- ~::.:~ 

. ¡...' ;· :.;._: 

... J;...-~ ... 
't:· :.~::·~;> ;.:-~~::l·_ ~:~~;:: __ ~~~ . ~ 

En e_stos elem.~nt,~~~;;l~~>f>tegrale,s .a· calcula~~~ori,-;#.~(~¡J:~o _('Véase Ecua 

ci6n ( 10.8 }) 'Z;<•::.n i,.'-'·.C, '.<··' ·,;_:; . r 

' . '' 

.:.~· 

e J~' j[;,)o:J¡ ~ O i-' •) ;.,~ . 

Estas 
. ~;~l~ ·-~;:~:·;·:;::.c ... ,:;.(. 

.integra_:J,e,s ~e<Le.J1. <Jalcul.,.rse 
. ... ~ . ' '• ~ ; (': -

'directame:Q.t;'~, ya sea á,p_licando una-

,f'6rmula de 

al ser los 

. . .... ·~ ... \ ··-. 
Ne,;;tón::c9t'eii0 o una cuadratura: de Gauss-.Legeru:f:re. En ef'ecto, 

. (,. J.\ .. ~;( -~~_.¡-,(.:. . -::: .. , .-. ·:_ - ~ 

lí_m:i/te:!i~·de integraci6n · independien't>e.s de: las variables, P.!?. 

demo.s integra~ "e~--~:.;;ci~- dir·~-~c'i'óñ-·m~teniendÓ coñstantes las otras dos. 
. . ; ·-· . - _,'.e:.:.-~.:..;-:·- . • -·· . ' - . ·-. 1 . ·~ é.O .. _¡.. .. ,···.. ; • 

Por ej_emplo, . si áplicamos _el m_étodo de Gauss-t.egeiidrec"re'presentado por 

( 11.12.) y dado que cada integral -parcial varía entre -1: y 1, obtenemos,-

d~t:iñi;:iídó'n-:Pünt'ci; e'~ 1í'~ Ji'reé'.;'i.?rf--r, 'in p\lrt't'os eñ' ia d.i-'ire'cci6n __ t y q 
•• .c..;··;;.:i.:.!.~:,· ·--~._..·; !:··-~'- ,.,;_ ~-;···. ':; -: :.; ·- ;,. -r·¡,,- ._·...,_ ,· , .· ., .. .1 

·ptintos en la direcci6n·s;. - ,.,_ - '·· ·-

c::t::ti~( :·;t~-~}~;~t.:~;~ít'·~:~-~i:w·i~ j:.:if;~-. tj;' sk) ( 11 .1~) 
.. ....... .. . . , .- _. . .:..~:-::·· ... i:~---~-r ~-.::--.... ~,----•~-:. 

.- Elementos triangulares y tetraeqFos 

j. 

' L 
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1 Roo1s (z,) 
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11 
i l : 

±0.57735 02691 89626 

f' F(z)d:i·oJ::~,F(~J"lr::c. ';;¡ 
-· . .. 1•0 . . 

-· .J • 1 '-~ ~-:,:.:·- >-.'Wei:ht F:tctOrf(w.)' ·· 

1\w>-PointrFoYuUt/Q.
n·;.:¡ ·-:-

TIJI'«--Poinl Formil/a 

·,. "• • - -~·-· 'f • r ' • ~. 

. 1,00000'00000 00000 

. •.J 
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. c:'.t 

. . .: 
. ~~ ,: ) .. :. ~)-. 

;. i ,_. \ 

1 !1 
· .. · ... : 'O.ooOObfOo<x:,o .. ··Ooooo· .:· .. e-~'--~~::~: .~:~-2 

±0.77459· 66ú92 4148J 

_.,..·,¿,')·.-._,...... _. ' 
:. • 0.8S388' '88888 8S889 . 

. ;,-, · -O.Sill5;JS555,-55556 • 

\¡ 
¡_·' 
¡ 1 
! a 
i .. 

lf 
¡· 

lr .-. . 
l 

1 i 
i 

í l 
' i 

¡ 1 

\1 

1t 
i 
u 
l 

l1 

h 
ll 1 

! 

\1 
i ¡l i \ 
1!1 
i ' 
i :l 

,: 
.l 

::'·. 
. . . ·· 

.. \. 

--
. . - .. 

. ' '\ 

:' 

_ .... 
±0.33998 10435 84856 
±0.86113 63115 94053 

' 

FouT-Poi11t ForliJtila 
n-3 

·. fi~pqíirt Forüiula 
n-.;.4 .·- ":.:::.s::· 

•. 1 • 1:;.: • ...:. .• 

: -~~Jst~•f5~ 6;s.~6 
•: G.34~ '484.1Í 37.454 

;; J 

¡: ~ . 
" 

--·-··: r:.t >;;~ :.-· r- e!"~-· 11:~ '~:"7 ~-- ,-.;:;-~·.re··; f.:...,_ 
-- . o.ooooo ooooo ooooo . . . . . . . · o.5Gia8 · 88888 88889 .. , . 

·' -" ·;·:· ·. ±o.m46 <hio1-ó56a3 u:.. ""'· ","~· '!"'·"''--::~Jiis6fi67!J-i'm66' '/ .,--: _,_: •·• • .- •:.·· 

· .. _ -~. ·_ 
-·:. 

. .. _ .. 

.-

- ·=- . -

.·:; ~:_•_ 

'! J.9 ¡
:• 

.·• 

ot.1 

,~ . ";!:O./lo.617, ~:8459 -~[k!~,., . . e::-: :r,., _, ~ '·' :·e: . ;,. e . :; -9,~622: 68ª_50 :5,~ o9: ~ :_,~,,,_;, '"'., " , , t 
·. ·. 

_,,. :)n.~_::_>-;~>~~e-~-}s-t.1'.'-~t:: ~-:-.i::c:o·-· ; 2 f:ii~ -~-:S.~Point :F.ot!lt~tk!. ~t · e.!:..; 

' .±0.23861' 91860 83197 
±0.66120 93864 66~6S 
±0.93246 95142 03152 

. n-s . 
0.46791 393-:s 7~691 
o.3C.07c> 1Si30 .;sü9 . 

·. _t4:~:.::: .. ,:3:;_~->- _p-- ( &r7úiJ.4/521L19t'io~:..J/:_;;;;.:;;·· 

T~n~Poiui'ruriwtla ,_ _ . 

±0.-14&87 433~~~~16Jt'''· , '~:' ·~-t.9''" ·rq_ -~ ''~~;s~~~~i1 ·il;~; ;,_, ú "'' ~ -
±0.43339 .S39-11 291H . . ·0.269~6 67!93 09996 
#l.~7940·2~~82_ 990~4'" " • . __ ·_ ...... 0.21908 6)t,25 15981 . 

. :!:~Ol6SOil JJ/,66 8898S-· ---- .u :; ¡, .. d F -r.l ~; :0:149:\5' i;.;9J'SiJ5SÍ''" "l;. e-n; 

±0.97390.6S28S 17172 . : .. 00.06667 ¡;..;43 08638 

: Fl/l~~n-Poim 'Foiliu(a ~ -~ .. · ._ .. 
e:,:._-;~ ~:, (e:'u-~~-~-'\- \ 1 

. 0.00000 ÓOOOO OO!lOO' . , :. 1 0.-202S7 &'!419 '25561 
±0.20119 40939'.97435 ·-' :-: 0.1"9843 141153 :i7ll1 
±0:3941S J:l.-170 77S63 '0.18616 1Q:..o1 15~61 

Dru:o~ -ir~~~~ ;~1~~ %~~~' "·" ·· . ; c.~;-, s'e"-r;.Tr:,_i<;~::~~"=-~ ~~~~' -r~o" .1-:.: .. 

; :_±Q,l:4820 65834J04~,7 ,, b ,c·:u" -_¡-,. • -.sr.:. ~10]15. ~~,p112 . 
. - . ±0.93727 339~4 00706 . 0.07036 ~74 85105 
·,,,,, ±Cl9S799 25180 204SS:;;. .. ' .. -,oqo.· .. :; -r.-\.;:'::;"'-r.~-, O.GJ07S'.iill41!h9.PBJ"-; 

·.;;;::_ '.c.·:;, . •. ""'J ·'J!;I7S.i _ n::.u: ~.n:L.!.'J ..:' . .r:b . .fft'.::s.~' ~~:- · -.·.r·:·:;:_::-;·'::.j~:..~_:· .'é\ .. -;m·9-_'J 

c.b.::>Jt.<1~~ ·_-: ·>-~~a.~~:c~_fJ_;a..t .. a·~.FB ·_-:., .. 
. . ·. Pesos.( w. ) , . 

:. ' ~-c.:(b.l~~-. !3 =:c.:::--._~~:)J..·\~::, l. t·¡;I_G:.:::~t...~ ···.oS 

'. _:._o.,_·._:.·· .•.. ,,··.-: :ri· ' . . . . . . ' . .. . . . . -. . . 
;:;> ... , •• ,::: D.:.".: d:.'·.:.:_ -z.:.-~r ·.:. · :~~--':Jc :· r . .b.::::.:. ··.:. . .:.·.·. _r:·_;:-, ·-. ·..,:_ is~., ~) 

_ C>: .. -; __ n'' ;, _ _;!;ab,la ~--,;;. '(al;8:r,:_l's ,de. 1;¡.,!1 ;';'!t"=,.~_'lo. '1~1 ,¡;o~{'?'~~~o"d;'n~~r;_~g~~ 
L (z) y de los pesos relativos. w. ,de la cuadra-

n ~~ :;-.· .. ::;:.•• ·;t:~ ::;.~ ;;_:, E:o:.J"'!T.:.;'-r 

tura .de Ga\1.$'~-L~n~I:Jt. (No'ta: en la pres~nt!'_ · · 
. ,., ' ' ~,..,. • .o# ...... - • . :.-- 1"\ ' \ 

• 'tabl~' n-';et¡~sexrf'f el_ g:i-ádo 'del, polino~Íjo, 4". ¡ 
interpolaci6n) • Tomado de Carnahan, Luthéf'· :t"' 

) .·• ': ~ ·' ~ 

Wilkes (1969) 
- ' · o·::l.-9 :.·r. ~ · ·.: 
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¡ ':::;., EJ' este caso_:}~~ int=-~rk~es~.,i>~~A~,el cárculo de la matriz 

tipo ( 10. 16} es decir 

K son del 
e 

... 

"b>s'Hiril.'te.s'd'e 'il1tegraci6n aé:e'i.'ta integi-~a:i deperiden':·if~ las· ;_;~r'ii..bles 
L

2 
y LJ, por lo "que la.'"'i'n't.egi-'ifci6ri nWnéri.;,: no '~s tan' 'iriihedi.'Úa_" como

en e1 caso anterior. ExiSten numerosos -métodos para 'calcular numérica 
'::-----~-c. .. · . ..:: ---.·? ·::: ·;-:: ~·---~_::~:: ~?/- ... ~_:y_-~ : - .,il~ .. -·.:.-... S -

mente integrales de .este tipo, .... que·· puedE!n" ~·ortS\ll:ta:rse -~en· P; e;·· Ha:mmer 

y A.H. Stroud (1.958)-·.o en P.J. Davis y P. Rabinowitz (1.975). 
-t:;~_:J:_v~_::;F: ... L.- F .. Í ·.~;_, .,.·_, ,'.::..' :' f .. < ::.j- ·--~--'r-~ ~=· -~~-~,:;_ · .. f; . '!':t .. ·:: 2~ · ~.0- --_;;;·-

¡-;(- : ~H· -~ .:~::r·h '1 .s .: ~- f:'; :.!•~:- : :.:. · ::·.!" .. =·e:· .<:- J: -:: ~ .. ~ .... -:· ~-:-·:_ ~~ :r ~-: }J · .. r; ;J . . : ·.:.l' 
Uno de los métodos más simples, que expondremos para un elemento bid~ 
f'··::-:-J·'";_· ·:.':,.-,_·.'.•.~¡':!.,•, r.".f.., ,·:,·?-J . .":!:·;):.!~-.J..:-; <?.D.-::.'- J:. .. .;_}e:·.-~ ,.; c_~,!:::L :'·.~,:· 
mensional es el siguiente. Transformamos ligeramente la integral .. 

r '- ._.: .. 

·~ r ! •.:-i :il.fi ?. .~; · \ -- -~- .. ,_. 

.. ''donde 

(11.17] 

. 't , . 

·e-: . 

..,., .. .. -~ 

(,. 19) 
. ~-. 

. 1. .• S 

Para calcular la integral( 11. 18)podemos utilizar una cuadratura de 

___ ~auss-L~gendre., .. s~bre ': Puntos_ e,"!_ ~a. ~ir.e,cci6n _lo.¡• ".es. <\.ecir , . _ 
- •... ;::_,.:... -·~- ·[ .J't:·.· ' ."' ·-·-· ,•¡•,.-.--.-::·.~--' .. ,JJ: ·---·~--· •. !.-;,- '··· t.. --- -- • -·-· . -~q.:;; 

dorltl'e' o{-'Y 'Son' las' 'faíées' 'd.kl' ~ófin'óoíifo 
1 

de~i.z!. 

n. ¡:-;i:~ ~ ~i ... 
I=-1. -~ w .. ; ·: ; G( 1· • ¡ · -L )dL-;; 

4 ¿_ i . ·'· 1 ' ' 2 ·-2 
i=l o. ¡ i ! 2 1 . 

t ' , '. ', ·.- - 'J . ...,Ji -,:;;.s.·! :;- ¡ : ,.. r~··-- ·:;.-: ;,,..;. 

Para cada una de las n integrai:..s ~n 1~ :direcc~6n L2 :podemos 
~-- : . ·-: ':. ') ·"' .. 1 ! ,, , ,. .u. lr , t 

cuadratura de m puntos, resúl.tando' .. -,_ .. 

(11.21) 

usar una 

i. 

1 
' ~ 
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1 

l 
1 

1 
1 

) 

l 
l 
1 

1 

1 

l 
1 
;[ 
'i[ 
1 

:1 

1 

n 1-C:\. 

I=·fz·w. 
i-1 ~ 

~-

-4-

donde r·j son las 

di,rección L
2

. 

m raíces del polinomio_de Legendre de grado m en la 

..L·-
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La fórmula ( 11.23) cuya principal :ventaja, ,es, .la. facil.idad 
~ ;:;·, ~;.,. ~,!. -~'" . .',._,, l..i :·:~: ·;, ;: . .! ~,;_._,e.~. ~·L. :.<.... ..• '-' • ''-· :. 

de.apl:icas:ión, . ~ ..... __ -· ~ c...;,. 

:~u-~_de_ ~~:x_fLe~~-ersJ~- .fá,:c-~lme~:te_ ~~r.'t.f.¡esn~~- :~~p~.,d~JP.~~iones . ___ , .i . 

• t •1c[! __ ·:~l..:::-::/_·;;:,"!,j.G'; ·-·>t.· -:_.1· ;:: -:--;.:.·~-~- r;.: :~· .. ·1::-~:.!.:J .·..-.·.J.f:·1-:·<i.'.f. ·,¡.)·;;,l .l.:; Dt'?-

12,- ENSAMBLAJE DE LAS ECUACIElNES ELEMENTALES ... :., , . __ _ 
- -·~-r .. : , :, : :·;i •. ,• -L...•·:. . .; ••• · ..• ·. r . .- '::::: -~, • '.>~--- • ~·.J ~;.-_•. -;..::• ~;-~,l..-::-:-.!"~:~<.:•-;,::.; .::__.-::::!~:,1,; 

· • ;. ;= \ .- . ; ' .... .: i:.... ..:·- r; .. _; d.f--· . S -., r- : ·.- · J: . : .• ·.;; .-t.~::- ·: · (E. ;' · .. r. .\ ;,_\:·. :· -r::: 2 ~ i1. i~ , 
En los apartados anteriores hemos obtenido, a trav~s de la discretiza-

·' ' 
ción del dominio de integración y de la aplicación de 1¡¡. formulaci6g -

.· ··:··!::-·'~;s -···-.::·-- . ·.r. 7.:.·r··,c·x9 ~-1-'J..; ,•~:1 ... ¿'.:L-B r:.·J. t':..!:J:_:,:.·.:--a... ?.:::J.: E!! or;· 
matemática del problema físico a cada elemento, las relaciones elemen-

--~--:1.~ -:;;:t_;J.e,..c.r-::~·: ·"J:)F:.;:-:::t.:·(¡":;·.e. . ..-:~·-·-;::i.' . ~-.. :· ... ¡g_:·.:.·;:·~-~-F.: . .!.!1 ;-~ .r:.r.;ro..::·c!i· .. 'T> 
tales; .,. · · 

{ 1 
.e····~ . q 

r K] ~ _í.~J él:-•: r·:,. _¡ , . . (. J " (o/·.~::: l e e~ e .. ·· · ....... ( 12. 1) 

' 
Estas ecuaciones se han cá~e'\H'ado ~s¡iode~ando'oaJis'ladamen'te 'cátia.L·eléme!! 

"' \,.. . 
to. Para represel)-tar el problema genj!_;"_ll.l; h¡n> de sumarse to<i.l!-B.i-.:l.¡i.'s ecu!!_ 

( •· 'cienes ( 12.1) .E~-~a:·~~~~ q,~~_s-ipii ;p~occ.,~ép-'-'ssh·ciúp¡i-'~e~é)'/Pre~e~tar -

problemas a la hora de automatizar .;1 ensambla,je, 'por lo que es necesa

rio definir minuciosamente todos los elementos que contribuyen a,._c~!ia -

nodo. -··· 
r .J ... ;.', 

'.";.. .,.1 .•. ~ ', -::.. ' ::: {,· _,.11,' ~. 
-~-·· .. '·'-.;.-:-~ 0-. • : 

El proceso general de ens.amblaje se comprenderá·· mejor con el siguiente-

ejemplo. 

. ra. 34. 
• .!.":;;-.. 

, . 
.. ---;~ 

. ~~~ -:-';. 

Mediante las t~cnicas expuestas en los apartados anteriores, obtendre -

"!os, 1,as si~"~\l'l:l' !'.8..1:-Jt~iones eh_'V"-'Hl~}.."s¡ .Jsupo_n_<l1"""' ~- un ,es_c,al,a,;:;rLb 
r . . - , , ~. _, r. 

'Elemento 1 
~ 

( . ¡ 
. •· 

• ' •• <::.-...... -••• · • 
:-:, M, ~1 '¡-::_, ... K K K·' . 11 ·1-2 .•• 1<3 .. 

~2 = ( 12.2) 

iH.:'·.; .:.::-.s~·.: . ..> ~~ ~d·:.: "'J :·;:.~ ,-~ <'--::~ \ :?.::· 
. f . 

~-:':! .:;·_¡)_ í'E!.."-'·:. , <;;<.•~.:1;1~ ;:. 

·1 

·' 
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1 
r 
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l 
1 
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l 
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1 
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' ' ~ " 
.... ; ,J 

~ - -
'~· ! " 

t, . 
í' i 

(} ' - 1 
1 

'• J 

!---,-----x· 

.' ' \ 

Fig,ra- 34;..;.., E.tem'ento~,- triangiira'res adyacentes l ·~ . . t ; 

...___.~~-
Elemento 2 

---·; . .l.!- ,-,---'--,-,
; (". -~ 

= > 

-;--,,"''-' +----:--;:-(" t, ~'-,--.:e-:, .. 

' ' • t 

., 
;¡¡f 
.1 

- ·, 

·-·:·r--------
!. 

,...¡- ..... -· ~-:. 

.;"r .• · 

v-·~· .. V..¡ ,_, rK • 
~Jji -n:Jj"" .j'4' 

.. : .. ; .· "'J , __ . 
. - fj-' 

E.l sistema de ecuaciones definitivo será 

- .. :;; .1:-j~·-::· 

,. 

f:s ,o:§·re·in::.···.r::.re.· .. fe.:.::·~,, 

' .. 
¡¡S 

1 

~~ . 
2 

< 

= 

J 

c.;· 
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.. (12.3) 

( 12.4) 



l 
l 
1 
1 

1 

1 

1 

1 

' 1 

1 

1 
1 

/, 92 
, . 1 

Elemento 1 •.. -

KltK¡2 KlJ o .~\ fl 
/ ·~ 

o 
r· /'K21 .. _1{2·2 --~-2 :3 

F.-·-;:------. . _/ 
~2 

= f· 2 (12.5) 
'KJGKJ2 KJJ o - -~ 

. -.~ 
J fJ 

o /0 o. o ~4' o ,. . 
' 

' 
~~: 

.,, .... ,~ .. ·-·-·-~ ··-' 
Elemento 2 

t f 1 •. 1 1 

·s ,,r.,·Kil''·O"KiJ"Kl4· o, __ r¡¡jl ;fl~! L · 

o 

..... 

•1 

_,·: .; Utiliz;>ndo_ esta 

·~ . ---

1 1 

K K ----
33 .. ~4 

~ .. 
2 

+· J 

= 1 
.......... f .. 
. J 
'· -

(12.6) 

,. ,., :r.~ •. "" !· ;_ j 

" 
_f.;_ 

. ' 
·. -.......... 

( 12.7) 

podrá calcularse directamente-como 

[12.6) 

J . ~ 1 ).{ .• : : _1, • ~ - '! 
. .~ r f ('" .. -{ . t .... F... r· . .:X .r ~ ~ ,_.. • Ji 1. 

l .... ....: -. '• ~- . ·~ ~ .·. <., L. ( 

,se !complica ligeramente cuando la!s ecuaci~ 
' 1 

nes inte~rales,_ no han) sido pl~n-~.~13,das ._eP,: el sist~má ·glo~al de. coorde-
·, \,. ~ • ~ ·-,......_. f ~- l·; ¡ 

nadas. Esta t6cnica, que debe evitarse·. siempre que. se. pueda-; ·implica-

,. 
El problema 

que Jlara .sumar las ·ecuaciones elementales 1 6stas deben antes transfor 
.. E::-:-,:.~.rr~·é-.o.L-:~5-. ·,·::~~.:=:;:::u'::..>.: ~-:~b e,l-.:····L~ .. ,,·-.ec.~ ~'": . ..&}• d.·. __ • r.::;tiit.::IJ-~-<1 1- ~t:> -

mar se al sistema ··de coordenadas global. De .lo contrario, .. la· defl.n!l.ci6n 

E:: .. de. ,(1111 :.~n un· nodo depender:r.'a ·de que. 'dicho· nodo se· considerase· perten_! l 
0 
~e "l .~~¡;~~~ -~-: 9~:. ~-~ ~f:~~~-¡~~~~;i~~ .. ~~~-iicfi~;;d¿jJ;~o~~·A.~aJt~~-:s:;;-.. =s~i:·~1~il~~V~ La 
·· · ..... _ · _~~-:~ r~. ---~- -~e ... !:-.'J;r:;-b ::· .-:....: :.~-:.'Jetr· .::.J.ur .ir::<.·- ~':t.¡ tr . .:,.r:::.::::I!:':·~·.e ~:.-:.:-=-rn 

("-: 1.6 ,, ·~ ~ÍS~fi~~Z~~IJ¿~~~:~~r~~~~~ ~~~ ~e~~\~~-.(e~ 1-~~.~-~~-e,~~d~~} -lr.o1~a.l0er~~l~bsJ.1~. em-
pleada con frecuencia en cálculo estructural, ya que de esta 'forma se 

1 facilita notable~:~~~ 1:·· ~~~i:cfin 'Jj \¡:i iehc'l'o\i'e"¡•o/,.i'e"ii'~s:Jisple. 
zamientos y tensi6n-deformaci6n .. La tendencia actual, sin .embargo, es 
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l 
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[ 

1 

.,. la de plantear cualquier problema que se pretenda· resolver mediante. . . .~;-. 

el, F.E.M. en coordenadas globales, limitando la utilizaci6n de coor 
• 1 • ; 

donadas naturales' 'al c4lcu,J.o de propiedades elementales. 
\~ ¡ 

.;,.-_. \.. l 

13~- MINIMIZACION oEL~QOQ.-~:¡jjNOA DE LA ~ATRIZ (K] 
.-. --

La matriz :final sistemarde efuaciones resultante de1 ensam-

blaje i' 

es, •.en.:geneTa.L:,: ~ :Diat:ni-z;,LeJI.'if bapd.Jl.;•~¿¡~chura de banda es :funci6n 

·····únicamente de la numeraci6-n de los nodos y de ,J. número de grados cte.

libertad especificados en cada ·nodo. DadO que esta Última variable-

F.:-::j<,há "cielfíli'Úa'-p~ ~.~¡ rprb~~ ·~·-dh~;~~j{~-~~,~~e~=~f~~~ d~;~ed;;cii= 
el. ancho de banda (y 'cón.'ello· J;a necesidad de memo:,.ia para almace~ 

miento de (K} .. Y e:j; tie,mpo ,de.. fálculo eJ¡J. ordenado':) es. numerar ade -
1 = ~' •} .• _. , r ' __ ;_ ~- ...,.l 1 

cuadamente loii. nodos. Puede demostrarse :fáo-:Úmente-· que el semiancho 

de banda corr,sp!?rid'!:~rit., sá' &l ciez¡o.t~ dpml.ni,ó" d;L-s'cr~:~i~ado es 
l 1 ,. . -- t :._,~ ~ -~' ;. ; ~ . 

93 

. .. :..:r.. r-~tL -~-_:.o.\ ; ¡ ·-¡ . . :-:: ;; ( 

- · SAB=N(l:+d) e•. (13'.1) 
. ''V -~.ji •. _\:..:. (; : ._· (_l ~~- ·~, •• :¡ :) • l .. _ ¡:-~-~ ...... - . . 

donde N ,es- el número de grados de· libertad de:finido en cada nodo y-
-~ ~;·.s::- • ':-.? ¡X l ,.:55\J-~.:: :;.;;:;-:.:.L $..[ 9;•, 1 ''..¡ '¡ - i•''}~ >,.._.---~·: :"J'-" •"'>r ~·-·~ Í ~,~w • • -· • 

d es la 'l:li:f'erencia máxima de numeraci6Ii"•eñt'ré "dos nódó's . exteriores-

de .un elemento,. • _ft • 
• • ; J '_ 

~-;_rp_oi' _~j~~n;,ll_~:r,.r. )a~~Bti-1::~ [K]~'"bo~~lfesp6ilii"ient~ ~~~~::L¡;g:~·.d~~: e·fJtite·ift-oS de' 
- -1 J~.:.. ·-". ·, ·:- •·'t;..,-·~n ~,. ~ ·•·J ¡· • +·; • , 
, la F~-~a- ~;: si' !le ha:''cie:fihig9 ti;,"_s~l'J" ghict&'ct~''libertad"pof""éú 

~-:~;~~~i·:C:~~~.!·Q~~:~~~O~~lf~ d:~:~~~:;:3:" ; .. ::~·:·~~' ,::~·," ~~':,. -" 
?':;:~":::::;B:,·-) ;.::::Ó-~·~;·/1~'=~ E,~~:~:~i~.~;::~·:~·~'"jy-~> .. :;.' e;,:_.:,~ "' 

·- "6~~g"Jf~~ii~~!"Ú~\~;ddiaió's· 1c?J'mtiob1Ú ·e~ \u' e'Xi>r'éWi'8lh'('i2:Jf . .:.sl:it'-'emba!: 

¡to, s], e11 el miS_ml) domtilio. hu~io!ramos. num~ra'db'''i-6i 'no~s- ·~ollió<i l'ridica 

•la. Fi&:'!ra 35, ·;el semiancho de banda sería 
' ' 

. '' 
SAB=. 1l1 ~ (-4~~ ~ =3 

. . - . 
'1.-· .• ' 

·_ ;;, 



.• :'OJ ,-, -•.• ,_~~ J.::.'·~: 

~en~·este casq 

o o o o 

y 

!:·:;:._t.;-:-;; a~·~, b f·d-·'ZlL":-~ . f:.(.l.b:: :ft 
1 

d?.r lf2to1&:2jt.~24é ·.-r·:: "" .é.!:/ü;' 

·v. 0: btiü ~~ 
serían riu 

J¡:sta .~u.D~eraci6n 6ptima de nodos, que puede parecer simple éri úil yr.2_ 
• .-: •• • r_ :l'~-.. :.·;· :~ .•. : :_~,-._ 5 ':2."í.'1· .DHC.:.f~9 :·1'--•'J '7_,. s.i·1~sn: ¡.. ~ ... ,:0;-~¿r-,c;- ..-r,· 

~~~em~ -~et;\c:,~1lo , __ : n?,_:,l?,~~~~ e_~l ~~sg¡~~g1;~f:·iT~r.~i~sec~L~~t--i~~t~ic{~~e~i 1~9.~ 
que el n1imero de elementos sea e.levado. Existen en el mercado pró -' 

.k::J.ílF.d 9.b t<L).ü:.Sl.i-;;~!::. a.r. -:'.)·i-.~1::;- ;,0ilJ9~ 
gramas de proceso previo que optimizan dicha enumeraci6n a bájó co~ 

to. El ahorro de memoria,] ¡.tt~,~~ .Af-1~. e"~i:,.'}. numeraci6n 6ptimá produ'" 

ce en la soluci6n del probl~ma general obliga, pará prácticamente -

~L~f¡_~v-a:\9}li~z:~. !':r"o.,_~Ji~rf-e6 F.1~ ·:.~~6 '~-.!~o~~~'t::i~~7n~5;~~n ~ ~~_f;;~~->~~~-~~o~~~js ~-
s :• .:_:~~-~gOfHD' 9::: ~~-)!:pr¿>.9_es&!!;;. e<:.. "J: e :l!!:..r.-1: ~.tdu.r-.1 el d.t~:!h:- ;:} -:}e;:?. i:& .re fie Eé. í 6jj 

.13'1. ~é s.bru:é ::sb vd:;t....s..t.a:('a. .r':: ~=:-. !i·:.:údi·~· .S.~ 

:~ .... ·~ 
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