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Capítulo 1

Introducción

El control automático es una disciplina que continuamente adquiere mayor importancia
en diversas aplicaciones industriales y que ha desempeñado un papel vital en el avance de la
ingeniería. Generalmente, el diseño de un controlador se comienza realizando estudio del sistema
que se pretende controlar, de forma convencional esto se realiza a partir de un modelo matemático
del mismo del cual es posible obtener información adicional que en muchos casos simpli�ca el
diseño de dicho controlador. La deducción del modelo matemático radica en el conocimiento del
sistema que se desea controlar, es un hecho que entre más información se tenga sobre el sistema
en cuestión, más exacto y detallado será el modelo y, por lo tanto, se espera que el controlador
diseñado presente un desempeño superior en comparación a un diseño basado en un modelo
simpli�cado.

Con el avance de la tecnología surgen sistemas de los cuales no es posible obtener un
modelo matemático preciso, por razones tales como su complejidad, dinámicas que no puede ser
modeladas, o bien por las perturbaciones desconocidas que actúan sobre el sistema. Por estas y
otras razones el diseño de controladores para sistemas inciertos representa un reto importante
para los ingenieros de control.

1.1. Planteamiento del Problema

Se considera un sistema dinámico formado por un doble integrador

9x1 � x2

9x2 � ∆ptq � u,
(1.1)

donde x1 y x2 P R son los estados del sistema, u P R es la señal de control y ∆ptq representa
incertidumbres y/o perturbaciones externas. Se asume que ∆ptq es una función Lipschitz y que
su derivada respecto al tiempo es acotada. También se supone que esta cota es conocida.

Mediante un controlador dinámico continuo por retroalimentación de estados se requiere
que los estados x1 y x2 converjan a cero en tiempo �nito y permanezcan ahí para todo tiempo
futuro a pesar de la perturbación ∆ptq.
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1.2. Estado del Arte

Existen varias tendencias para controlar sistemas con alto grado de incertidumbre. Dos
que gozan gran popularidad actualmente son la teoría de H8 y control por modos deslizantes.
La teoría de H8 es una técnica bien estudiada que permite solucionar problemas de forma muy
general. Sin embargo se requiere que las incertidumbre pertenezcan al espacio L2 (desvanecientes
con el tiempo) y no se logra su compensación exacta. Esto es una condición poco factible en
situaciones reales, pues se supone que la perturbación no tendrá efecto alguno conforme el tiempo
transcurra.

Otra de las técnicas más e�caces para controlar sistemas con alto grado de incertidumbre
es el control basado en modos deslizantes (SMC, por sus siglas en inglés) (Utkin et al., 2009;
Edwards y Spurgeon, 1998), la técnica desde sus inicios, y hasta la redacción de esta tesis ha
logrado avances signi�cativos, los cuales se mencionan a continuación de forma breve.

1.2.1. Primera generación: Modos deslizantes convencionales

De forma general, el diseño de controladores por modos deslizantes convencionales se basa
en la elección adecuada de una variable de interés σ, la cual se desea hacer converger a cero
y lograr que se mantenga en dicho valor a pesar de las perturbaciones y/o incertidumbres del
sistema. Para realizar esta tarea es necesario efectuar una acción discontinua de alta frecuencia
(teóricamente in�nita), cabe mencionar que esta variable de interés debe de tener grado relativo
uno respecto a la señal de control. Este enfoque tiene la propiedad de lograr la convergencia
en tiempo �nito de la variable interés σ a la super�cie de deslizamiento (la cual también forma
parte del diseño con base en el objetivo de control) a pesar de la existencia de perturbaciones
acopladas a la señal de control, sin embargo la acción de control resultante es también una señal
discontinua con un efecto de alta frecuencia denominado chattering, el cual no es deseable en la
mayoría de las aplicaciones reales.

Existen alternativas para utilizar modos deslizantes con el �n de lograr la convergencia
a cero de σ aunque esta no tenga grado relativo uno, sin embargo, mediante este enfoque la
convergencia a cero de σ se logra de manera asintótica.

1.2.2. Segunda generación: Modos deslizantes de segundo orden

Con el �n de eliminar la limitante del grado relativo uno respecto de la variable de interés
σ respecto a la señal de control, surgieron los algoritmos de modos deslizantes de segundo orden.
Estos aseguran la convergencia a cero en tiempo �nito de σ y su derivada 9σ.

Esta clase de algoritmos, a diferencia de los controladores por modos deslizantes conven-
cionales, presenta precisión cuadrática en σ respecto al paso de muestreo τ . Cabe mencionar
que los controladores por modos deslizantes de segundo orden tienen la ventaja que en sistemas
con grado relativo dos respecto a σ no es necesario diseñar super�cie de deslizamiento, esto no
ocurre en sistemas con grado relativo mayor, y de igual forma que los controladores por modos
deslizantes convencionales, son capaces de compensar perturbaciones acotadas.

Sin embargo, aunque en menor medida que los controladores por modos deslizantes conven-
cionales, la acción de control sigue siendo discontinua ocasionando el efecto nocivo de chattering
(Boiko et al., 2004).

Otro problema que continua sin solución empleando este tipo de controladores es la com-
pensación exacta de una perturbación en sistemas SISO con grado relativo arbitrario.



3

1.2.3. Tercera generación: Super-Twisting

Este controlador utiliza un modo deslizante de segundo orden; sin embargo, el controlador
está diseñado para ser usado en sistemas con grado relativo uno respecto a σ. Esto permite la
convergencia en tiempo �nito de la variable de interés mediante una señal de control continua.
Si se desea emplear este algoritmo en sistemas con grado relativo mayor a uno, es necesario
diseñar una super�cie de deslizamiento con lo cual la convergencia de σ se llevará a cabo de
manera asintótica. El controlador Super-Twisting es capaz de compensar perturbaciones cuyas
derivadas estén acotadas, sin embargo estas perturbaciones no pueden crecer más rápido que
una función lineal del tiempo.

Es importante mencionar que la estructura del Super-Twisting es empleada para la cons-
trucción de derivadores para funciones cuyas derivadas sean Lipschitz, donde, a diferencia de
derivadores basados en �ltros pasa altas o derivadores de alta ganancia, el derivador basado en
Super-Twisting proporciona una señal exacta, debido a la convergencia en tiempo �nito.

1.2.4. Cuarta generación: Algoritmos de orden superior

La limitante del grado relativo para lograr la convergencia en tiempo �nito de las variables
de interés, motivó el estudio y desarrollo de una nueva clase de algoritmos. De esta forma surgen
los controladores por modos deslizantes de orden superior, (HOSMC por sus siglas en inglés)
que se emplean en sistemas con grado relativo r respecto a la variable de interés σ para lograr
la convergencia de la misma y de sus r � 1 derivadas en tiempo �nito.

La propiedad que permite su aplicación en sistemas con grado relativo arbitrario radica
en el hecho de que estos controladores son construidos de forma recursiva aprovechando su
homogeneidad.

Esta clase de controladores requieren la información de σ y sus r � 1 derivadas. Esto
generalmente es solucionado con el uso de derivadores por modos deslizantes de orden arbitrario,
los cuales proporcionan las derivadas necesarias de una señal de interés en tiempo �nito, esto
evita el diseño de super�cie de deslizamiento ya que el orden del controlador se puede extender
hasta el grado relativo necesario.

A pesar de las múltiples ventajas de los HOSMC, la señal de control es discontinua.

1.2.5. Quinta generación: Algoritmos continuos de orden superior

Esta familia de controladores corresponden a los denominados controladores continuos por
modos deslizantes de orden superior (CHOSMC, por sus siglas en inglés) (Fridman et al., 2015;
Basin y Rodríguez~Ramírez, 2014; Kamal et al., 2014; Zamora et al., 2013). Estos algoritmos
basados en el Super-Twisting tienen la característica de lograr la convergencia en tiempo �nito
de σ aun cuando esta posea grado relativo arbitrario respecto a la señal de control y son capaces
de compensar perturbaciones tipo Lipschitz empleando una señal de control continua.

Para sistemas con grado relativo dos, los CHOSMC tienen pesos de homogeneidad tres
y dos para σ y 9σ respectivamente, lo que garantiza una precisión cúbica y cuadrática de las
variables de interés con respecto al paso de muestreo τ . Esta clase de controladores requieren la
información de σ y 9σ.

En la siguiente tabla se muestra una comparación de las cinco generaciones de controlado-
res por modos deslizantes
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Generación Grado relativo información Perturbación Control
1 1 σ Acotada Discontinuo
2 2 σ, 9σ Acotada Discontinuo
3 1 σ Lipschitz Continuo
4 r σ, 9σ, . . ., σpr�1q Acotada Discontinuo
5 r σ 9σ, . . ., σpr�1q Lipschitz Continuo

1.3. Objetivos

Para el problema planteado y dadas las características de las distintas generaciones de
controladores por modos deslizantes en esta tesis se realizará lo siguiente

Se construirá una función de Lyapunov suave empleando la metodología propuesta en
Sánchez y Moreno (2014), para analizar condiciones que garanticen la convergencia del
sistema considerado al aplicársele el algoritmo Twisting

u � �k1signpx1q � k2signpx2q.

Se demostrará que las condiciones determinadas coinciden con las que se encuentran dis-
ponibles en literatura existente, lo cual valida el método propuesto para la construcción
de funciones de Lyapunov.

Mediante el controlador continuo por modos deslizantes de quinta generación

u � �k1|x1|
1
3 signpx1q � k2|x2|

1
2 signpx2q � η

9η � �k3signpx1q � k4signpx2q,

se resolverá el problema planteado, y se demostrarán condiciones que garantizan su es-
tabilidad mediante una función de Lyapunov suave, la cual será construida empleando la
misma metodología para la construcción de la función de Lyapunov suave propuesta en el
caso del algoritmo Twisting.

Con el �n de facilitar y extender la aplicación del algoritmo propuesto, se analizará y
determinarán condiciones de estabilidad para realizar control a través de retroalimentación
de salida empleando el observador de estados

9̂x1 � �l1|x̂1 � x1|
2
3 signpx̂1 � x1q � x̂2

9̂x2 � �l2|x̂1 � x1|
1
3 signpx̂1 � x1q � ε

9ε � �l3signpx̂1 � x1q.

1.4. Contribuciones

Función de Lyapunov suave para el Algoritmo Twisting.

Propuesta de un método para determinar la cota máxima de la perturbación admisible en
una clase de sistemas homogéneos perturbados dada su función de Lyapunov para el caso
nominal.
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Análisis del controlador de quinta generación y un método para ajustar sus ganancias con
el conocimiento de la cota de la derivada de la perturbación en el sistema.

Propuesta de un método simple para veri�car y garantizar la estabilidad de la conexión
de observadores y controladores por modos deslizantes.

1.5. Preliminares

1.5.1. Notación

Debido a que términos como |x|γsignpxq se utilizarán constantemente a lo largo de esta
tesis, se de�ne una forma compacta para escribirlos

| � |γsignp�q � r�uγ , 0   γ P R.

Nótese que en el caso de que el exponente γ sea un número entero impar

rxu2q�1 � x2q�1, q � 1, 2, . . . ,

y como caso particular
r�u0 � signp�q.

En los Capítulos 2 y 3 con frecuencia se utilizarán sistemas de desigualdades lineales los
cuales son expresados mediante

Aλ ¡ r0s,
donde A P Rq�p, λ P Rp. La notación se emplea para indicar que cada uno de los p elementos
del vector resultante es positivo.

1.5.2. Homogeneidad ponderada

De�nición 1.1. (Bacciotti y Rosier, 2006) Para un conjunto de coordenadas px1, . . . , xnq P Rn,
y sea r � pr1, . . . , rnq un conjunto de n números reales positivos.

La familia de dilataciones de un parámetro pδrεqε¡0 (asociado con r) se de�ne por

δrεpxq :� pεr1x1, . . . , εrnxnq,

los números ri son los pesos de las coordenadas.

Una función V : Rn Ñ R se dice δr homogénea de grado m pm P Rq si

V pδrεpxqq � εmV pxq, @x P Rn,@ε ¡ 0.

Un campo vectorial f � Σn
i�1fi

B
Bxi

se dice δr homogéneo de grado v si el componente fi
es δr homogéneo de grado v � ri para cada i; esto es

fipεr1x1, . . . , εrnxnq � εv�rifipxq, @x P Rn,@ε ¡ 0,@i P r1, ns.
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1.5.3. Formas Clásicas

De�nición 1.2. Una forma clásica es un polinomio de gradom tal que la suma de los exponentes
de cada monomio corresponde al grado del polinomio.

Ejemplos de forma clásicas son los polinomios

Hpxq � x31 � x1x
2
2 � x32,

Mpxq � x51 � x21x
3
3 � x42x3 � x53.

1.5.4. Formas Generalizadas

De�nición 1.3. (Sánchez y Moreno, 2014) f : Rn Ñ R es una forma generalizada, si esta es
homogénea y todos sus términos son solo sumas, productos y sumas de productos de términos
como | � |γ y r�uγ , γ P R.

Ejemplos de formas generalizadas son

F pxq � |x1|
3
2 � x1rx2u

2 � |x2|3,
Gpxq � |x1|

5
2 � rx1u

5
2 rx2u

0 � rx1u
0rx2u

5 � |x2|5.

Es importante observar que a diferencia de las formas clásicas, las formas generalizadas pueden
tener monomios con exponentes racionales.

Las formas generalizadas tienen dos propiedades importantes:

El producto de dos formas generalizadas es una forma generalizada.

La derivada parcial de una forma generalizada es una forma generalizada.

1.5.5. Teorema de Pólya y construcción de sistemas de desigualdades lineales

Teorema 1.1. (Pólya, 1928) Sea F : Rn Ñ R una forma clásica y P � tpz1, . . . , znq|zi ¥ 0u. Si
F es homogénea y positiva en P, entonces existe una p su�cientemente grande tal que todos los
coe�cientes de

F̄ pzq � pz1 � z2 � . . .� znqpF pzq,
son positivos.

El Teorema de Pólya es una herramienta que permite determinar condiciones necesarias y
su�cientes para garantizar la positividad de�nida de una forma clásica F pzq mediante la solución
de un conjunto de desigualdades lineales.

La aplicación de este Teorema será mostrado mediante un ejemplo.

Ejemplo 1.1. Se desean determinar condiciones con las cuales la forma F pzq es de�nida positiva

F pzq � z31 � bz1z
2
2 � z32 , 0   b P R.

Aplicando el Teorema de Pólya con p � 1

F̄ pzq � pz1 � z2qpz31 � bz1z
2
2 � z32q � z41 � z31z2 � bz21z

2
2 � p1 � bqz1z32 � z42 .
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Debido a que la forma resultante contiene un coe�ciente negativo no se pueden determinar

condiciones que aseguren la positividad de F pzq, por tal motivo se aplicará el Teorema nueva-

mente con p � 2

F̄ pzq � pz1 � z2q2pz31 � bz1z
2
2 � z32q � z51 � 2z41z2 � p1� bqz31z22 � p1� 2bqz21z32 � p2� bqz1z42 � z52 .

En este caso es posible apreciar que seleccionando un valor adecuado de b, todos los coe�-

cientes de la forma resultante F̄ pzq serán positivos. Para esto se deben satisfacer las desigual-

dades

1 � b ¡ 0, 1 � 2b ¡ 0, 2 � b ¡ 0,

de las cuales se puede concluir que una condición necesaria y su�ciente para asegurar la positi-

vidad de F pzq es b   1
2 .

Si el Teorema de Pólya se aplica con p � 3 se pueden concluir las siguientes condiciones

3 � b ¡ 0, 2 � 3b ¡ 0, 1 � b ¡ 0, 3 � 3b ¡ 0,

por lo tanto se determina que la positividad de la forma F pzq puede ser asegurada con b   2
3 , este

es un resultado que extiende la condición determinada con p � 2, por lo tanto, al incrementar

el valor de p se pueden determinar condiciones más exactas. Esto es útil en el caso de analizar

formas clásicas que contengan un mayor número de monomios.

Ordenamiento

Dado que los coe�cientes de la forma resultante F̄ son combinaciones lineales de los coe�-
cientes de la forma F , las desigualdades que se obtienen al aplicar el Teorema de Pólya a una
forma clásica pueden ser expresadas mediante un sistema de desigualdades lineales

Aλ ¡ r0s, (1.2)

donde λ es un vector formado por los coe�cientes de la forma F evaluada.
La construcción de la matriz A se realiza considerando que el número de monomios en

una forma clásica de grado m y n variables corresponde a la combinación de exponentes en las
variables tales que la suma de los mismos corresponda al grado de la forma en cuestión es decir

Nm
n � pm� n� 1q!

m!pn� 1q! . (1.3)

Existen Nm
n vectores qrjs, j � 1, 2, . . . , Nm

n tales que la suma de cada uno de sus compo-
nentes corresponde a m

qrjs �
�
q
rjs
1 q

rjs
2 . . . q

rjs
n

�
,

ņ

i�1

q
rjs
i � m. (1.4)

Al existir Nm
n monomios también existe el mismo número de coe�cientes para dicha forma

y por lo tanto, el conjunto de todos los vectores qrjs corresponde a todas las combinaciones
posibles que pueden tomar los exponentes de las n variables en la forma F .

Al aplicar el Teorema de Pólya con una p determinada se obtiene una forma clásica resul-
tante de grado p�m, por lo tanto esta forma resultante contiene Np�m

n monomios y coe�cientes
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de tal manera que los exponentes de esta forma resultante pueden ser ordenados en Np�m
n

elementos srks, k � 1, 2, . . . , Np�m
n tales que la suma de cada uno de sus componentes es p�m.

srks �
�
s
rks
1 s

rks
2 . . . s

rks
n

�
,

ņ

i�1

s
rks
i � p�m. (1.5)

La función que expresa los coe�cientes de la forma resultante está dada por

a
�
srks

	
�

¸
tqrjs|qrjs¤srksu

p!�
s
rks
1 � q

rjs
1

	
! . . .

�
s
rks
n � q

rjs
n

	
!
λj . (1.6)

Por tal motivo los coe�cientes de la forma resultante pueden ser representados mediante
una matriz A P RN

m�p
n �Nm

n multiplicada al vector de coe�cientes λ. La matriz A se construye
mediante

A � �
Ak,j

�
, Ak,j �

$'&
'%

p!

psk1�qj1q!...pskn�qjnq! si sn ¥ qn

0 otro caso

(1.7)

Ejemplo 1.2. Con el �n de mostrar este ordenamiento, mediante el Teorema de Pólya nueva-

mente se determinarán condiciones necesarias y su�cientes para garantizar la positividad de�nida

de la forma clásica F pzq � z31 � bz1z
2
2 � z32 utilizando p � 2.

El vector de coe�cientes λ de la forma F pzq es

λ � �
1 0 �b 1

�T
, (1.8)

y los vectores que contienen los exponentes de las formas F y F̄ se de�nen mediante

qr1s � r3 0s
qr2s � r2 1s
qr3s � r1 2s
qr4s � r0 3s

sr1s � r5 0s
sr2s � r4 1s
sr3s � r3 2s
sr4s � r2 3s
sr5s � r1 4s
sr6s � r0 5s

. (1.9)

Empleando la ecuación (1.7) se construye la matriz A

A �

�
��������

1 0 0 0

2 1 0 0

1 2 1 0

0 2 2 1

0 0 1 2

0 0 0 1

�
��������
. (1.10)

De esta manera los coe�cientes de la forma resultante F̄ están asociados a la expresión
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Aλ �

�
��������

1

2

1 � b

1 � 2b

2 � b

1

�
��������
. (1.11)

De este resultado se obtienen las desigualdades que deben satisfacerse para garantizar la

positividad de la forma F pzq.

1 � b ¡ 0, 1 � 2b ¡ 0, 2 � b ¡ 0,

las cuales coinciden con las obtenidas en el Ejemplo 1.1.

1.5.6. Solución de sistemas de desigualdades lineales y conos poliédricos

De�nición 1.4. Un cono poliédrico C es el conjunto de todas las soluciones a un sistema de
desigualdades lineales y homogéneas Ax ¥ 0:

C � tx P Rd : Ax ¥ 0u, (1.12)

donde A P Rm�d.

Un cono poliédrico puede ser descrito en términos de la intersección de todos los hemi-
espacios dados por los hiperplanos, o en términos de sus aristas. Esta idea es expresada en el
Teorema de Minkowski-Weyl.

El programa de computo skeleton (Zolotykh, 2012) emplea el método de la doble descrip-
ción para obtener el conjunto de todos los rayos extremos (aristas) de un cono poliédrico, lo
cual permite obtener (al menos teóricamente) todos los conjuntos que satisfacen el sistema de
desigualdades mediante cualquier combinación convexa de estos rayos extremos. Para su ejecu-
ción basta con que el usuario ingrese la matriz A asociada al sistema de desigualdades que se
pretende analizar.

1.5.7. Nociones de estabilidad

Se considera el siguiente sistema no lineal

9x � fpx, dq, (1.13)

donde x P Rn es el estado, d P Rm es una entrada externa que se asume acotada d P L8, y
f : Rn�m Ñ Rn es una función localmente Lipschitz, fp0, 0q � 0.

De�nición 1.5. (Bernuau et al., 2013) El sistema (1.13) se dice entrada a estado prácticamente

estable (ISpS, por sus siglas en inglés), si existen funciones β P KL, γ P K y c ¥ 0 tales que para
toda x0 P Rn y cualquier entrada d P L8 la solución xptq existe y satisface

}xpt, x0, dq} ¤ βp}x0}, tq � γ
�}d}r0,tq�� c @t ¥ 0.
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La función γ se denomina ganancia asintótica no lineal. El sistema es llamado entrada estado

estable (ISS, por sus siglas en inglés) si c � 0.

De�nición 1.6. (Bernuau et al., 2013) El sistema (1.13) se dice entrada integral a estado

estable (iISS, por sus siglas en inglés) si existen funciones α P K8, γ P K y β P KL tales que
para cualquier x0 P Rn y d P L8 se cumple

α p}xpt, x0, dq}q ¤ β p}x0}, tq �
» t
0
γ p}dpsq}q ds @t ¥ 0.

1.6. Organización de la tesis

El Capítulo 2 presenta los modos deslizantes de segundo orden así como el Algoritmo
Twisting y sus condiciones de convergencia y un análisis mediante una función de Lyapunov
suave y homogénea que permite validar el método de construcción empleado. En el Capítulo 3 se
presenta el Algoritmo Twisting Continuo, el cual es uno de los algoritmos por modos deslizantes
de quinta generación. El análisis de convergencia se realiza mediante una función de Lyapunov
homogénea y suave. En el Capítulo 4 se muestra el análisis del controlador Twisting continuo
mediante retroalimentación de salida empleando un observador robusto ante perturbaciones
Lipschitz, así mismo se presentan condiciones que garantizan la estabilidad de la conexión del
sistema controlador-observador. Finalmente en el Capítulo 5 se exponen las conclusiones y el
trabajo futuro.



Capítulo 2

Análisis de Algoritmo Twisting con
funciones de Lyapunov suaves y
homogéneas

Tal como se mencionó brevemente en la introducción, los controladores por modos desli-
zantes de primer orden requieren que la señal de control aparezca explícitamente en la primera
derivada de la variable de deslizamiento σ es decir, se requiere grado relativo uno respecto a
la señal de control. Mediante la elección de una super�cie de deslizamiento adecuada es po-
sible extender esta restricción a sistemas con grados relativos mayores a uno. Supóngase que
se requiere mantener la variable de deslizamiento s en cero, sin embargo el control aparece de
forma explícita en :s; para solucionar esto la variable de deslizamiento puede ser elegida como
σ � s� 9s, por lo tanto 9σ � 9s�:s de esta forma es posible aplicar control por modos deslizantes de
primer orden, esto asegurará la convergencia en tiempo �nito de σ, sin embargo solo se logrará
convergencia asintótica de la variable de interés s.

2.1. Modos deslizantes de segundo orden

Se considera una ecuación diferencial con lado derecho discontinuo

9x � fpxq. (2.1)

De la cual se escoge una función de salida suave σ � σpxq tal que σpxq y 9σpxq son funciones
continuas de x (en el sentido de Filippov).

De�nición 2.1. Se llama Modo deslizante de segundo orden a la dinámica asociada al compor-
tamiento

σpxq � 9σpxq � 0. (2.2)

Para ejempli�car la utilidad y funcionamiento de los modos deslizantes de segundo orden
se considera el siguiente sistema

9x � apt, xq � bpt, xqu, σ � σpt, xq. (2.3)

11
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El objetivo es lograr que σ � σpt, xq converja a cero en tiempo �nito, y mantener dicha
variable en el valor deseado por medio de una acción de control discontinuo.

Se supone que σ tiene grado relativo dos respecto a la señal de control u por lo tanto

:σ � hpt, xq � gpt, xqu, (2.4)

donde las funciones hpt, xq � :σ|u�0 y gpt, xq � B
Bu :σ � 0 son funciones suaves desconocidas.

Además de estas funciones se supone

0   Km ¤ gpt, xq ¤ KM , |hpt, xq| ¤ µ, (2.5)

para Km, KM , µ>0, estas desigualdades se satisfacen al menos localmente en sistemas de la
forma (2.3) con grado relativo dos bien de�nido.

Si se cumplen estas condiciones, entonces se satisface la siguiente inclusión diferencial

:σ P r�µ, µs � rKm,KM su. (2.6)

La mayoría de los controladores por modos deslizantes de segundo orden se consideran
controladores para la inclusión (2.6), estos algoritmos deben de asegurar la convergencia de σ y
9σ en tiempo �nito.

Es importante notar que (2.6), no tiene relación directa con (2.3) por lo que un controlador
por modos deslizantes de segundo orden garantiza su robustez siempre y cuando se satisfagan
las desigualdades expuestas. De ahí que el problema es diseñar

u � ψpσ, 9σq, (2.7)

que satisfaga la inclusión diferencial (2.6).

2.2. Algoritmo Twisting

Históricamente, el Algoritmo Twisting fue el primer controlador por modos deslizantes de
segundo orden propuesto en la literatura (Emel'Yanov et al., 1986), el cual esta descrito mediante

u � �k1rσu0 � k2r 9σu
0, (2.8)

las constantes k1 y k2 son ganancias del controlador que deben ser ajustadas para satisfacer las
restricciones planteadas.

Teorema 2.1. (Shtessel et al., 2014) Sean k1 y k2 tales que satisfacen

pk1 � k2qKm � µ ¡ pk1 � k2qKM � µ

pk1 � k2qKm ¡ µ.
(2.9)

El controlador en la ecuación (2.8) garantiza la aparición de un modo deslizante de segundo
orden σ � 9σ � 0 atrayendo las trayectorias de la variable de deslizamiento en tiempo �nito.

La prueba de este Teorema puede ser veri�cada en Shtessel et al. (2014), la cual se realiza
mediante argumentos geométricos. Sin embargo las condiciones de convergencia del Algoritmo
Twisting también pueden ser obtenidas empleando funciones de Lyapunov.



13

Considerando x1 � σ y x2 � 9σ, y al sustituir (2.8) en (1.1) se obtiene el siguiente sistema

9x1 � x2

9x2 � �k1rx1u0 � k2rx2u
0 � ∆ptq. (2.10)

El sistema (2.10) será empleando en la construcción de una función de Lyapunov suave y
homogénea, de las cuales se obtendrán condiciones para asegurar convergencia en tiempo �nito
de los estados x.

2.3. Sistema Nominal

Para efectos de análisis se supondrá que el sistema (2.10) está ausente de perturbaciones,
es decir ∆ptq � 0, por lo tanto el sistema que será analizado es

9x1 � x2

9x2 � �k1rx1u0 � k2rx2u
0.

(2.11)

2.3.1. Función de Lyapunov suave y homogénea

Con la �nalidad de determinar condiciones que garanticen que los estados de (2.11) con-
verjan a cero se efectuará el análisis de este sistema mediante una función de Lyapunov suave y
homogénea, para lo cual se empleará la metodología expuesta en Sánchez y Moreno (2014).

Primero se veri�ca el grado de homogeneidad y pesos del campo vectorial de (2.11)

f1pεrnxnq � εr2x2 � εr1�vx2

f2pεrnxnq � �k1rεr1x1u0 � k2rε
r2x2u

0 � εr2�v
��k1rx1u0 � k2rx2u

0
�
.

(2.12)

De lo cual se determina que el campo vectorial asociado a (2.11) tiene grado de homogeneidad
v � �1, así como los pesos r � �

2 1
�
para las variables x1 y x2 respectivamente.

Con esta información, y dado que el campo vectorial de (2.11) está formado por formas
generalizadas, aprovechando las propiedades de las mismas se propone una función candidata
de Lyapunov como una forma generalizada con la siguiente estructura

V pxq � α1|x1|
m
r1 � α2rx1u

ρ1rx2u
ρ2 � ᾱ3rx1u

ρ3rx2u
ρ4 � α4|x2|

m
r2 , (2.13)

donde m corresponde al grado de homogeneidad de la función candidata. Es importante señalar
que la función candidata se propone de tal forma que esta contenga condiciones necesarias para la
positividad de�nida, es decir términos con una sola variable con un signo positivo bien de�nido.

Los términos cruzados se agregan con el �n de obtener condiciones necesarias para asegurar
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la negatividad de�nida en la derivada de esta función candidata.

9V pxq � m

r1
α1rx1u

m�r1
r1 rx2u� ρ2α2rx1u

ρ1 |x2|ρ2�1
��k1rx1u0 � k2rx2u

0
�

loooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooon
A

�ρ1α2|x1|ρ1�1|x2|ρ2�1

� ρ4ᾱ3rx1u
ρ3 |x2|ρ4�1

��k1rx1u0 � k2rx2u
0
�� ρ3ᾱ3|x1|ρ3�1|x2|ρ4�1loooooooooooomoooooooooooon

B

� m

r2
α4rx2u

m�r2
r2

��k1rx1u0 � k2rx2u
0
�
. (2.14)

Las constantes ρi deben ser seleccionadas de tal forma que en la derivada de la función
candidata existan monomios de una sola variable con un signo negativo bien de�nido. Mediante
la observación de los monomios denominados A y B en (2.14) es claro que se deben de seleccionar
ᾱ3 � �α3 y ρ2 � ρ3 � 1 para lograr esta condición.

Es importante señalar que (2.13) debe de cumplir las siguientes condiciones

Para garantizar la diferenciabilidad de V pxq

m ¡ máx ri.

Para asegurar que V pxq sea una función homogénea se debe satisfacer

r1ρ1 � r2ρ2 � m

r1ρ3 � r2ρ4 � m.
(2.15)

De esta forma seleccionandom � 4 y empleando las condiciones antes planteadas se expresa
la función candidata de Lyapunov como

V pxq � α1|x1|2 � α2rx1u
3
2x2 � α3x1rx2u

2 � α4|x2|4, (2.16)

así como la derivada de (2.16) a lo largo de las trayectorias de (2.11)

9V pxq � �α2

�
k1 � k2rx1u

0rx2u
0
� |x1| 32 � 2

�
α1 � α3

�
k1rx1u

0rx2u
0 � k2

��
x1x2

� 3

2
α2|x1|

1
2 |x2|2 �

�
α3 � 4α4

�
k1rx1u

0rx2u
0 � k2

�� |x2|3. (2.17)

Es evidente que la positividad de la función candidata (2.16) y la negatividad de�nida
(2.17) es asegurada mediante una elección adecuada de los coe�cientes αi y las ganancias k1 y
k2.

2.3.2. Positividad De�nida

Se empleará el Teorema de Pólya para veri�car la positividad de esta función candidata
de Lyapunov, por tal motivo (2.16) se representará mediante un conjunto de formas clásicas
empleando el cambio de variable

|x1| � z21 , |x2| � z2. (2.18)
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Al aplicar este cambio de variable en (2.16) se obtiene

V pzq � α1z
4
1 � α2z

3
1z2rx1u

0rx2u
0 � α3z

2
1z

2
2rx1u

0rx2u
0 � α4z

4
2 . (2.19)

Esta forma clásica quedará completamente determinada al evaluarla en los distintos cua-
drantes px1, x2q

Cuadrantes (x1 ¡ 0, x2 ¡ 0) y (x1   0, x2   0)

V1pzq � α1z
4
1 � α2z

3
1z2 � α3z

2
1z

2
2 � α4z

4
2 . (2.20)

Cuadrante (x1 ¡ 0, x2   0) y (x1   0, x2 ¡ 0)

V2pzq � α1z
4
1 � α2z

3
1z2 � α3z

2
1z

2
2 � α4z

4
2 . (2.21)

Los conjuntos de formas clásicas resultantes revelan que la función candidata es una función
simétrica respecto al origen, por lo que con el �n de determinar condiciones su�cientes de
positividad, el Teorema de Pólya debe ser aplicado únicamente en dos cuadrantes no simétricos.
Esto permite construir el siguiente sistema de desigualdades lineales

Avα �
�
Av1
Av2

�
α ¡ r0s, α � �

α1 α2 α3 α4

�T
, (2.22)

donde cada Avi corresponde al sistema de desigualdades formado por las formas resultantes
V̄ipzq.

Un conjunto de α que satisface (2.22) y por lo tanto garantiza la positividad de�nida de
la función candidata de Lyapunov es

α1 � 3.1, α2 � 1.769555, α3 � 2.3115914, α4 � 4.116138. (2.23)

2.3.3. Negatividad De�nida

El Teorema de Pólya analiza la positividad de�nida de una forma clásica por lo cual se
de�ne W pxq � � 9V pxq. Para el análisis de la positividad de esta forma generalizada nuevamente
se efectúa el cambio de variable (2.18)

W pzq � α2pk1 � k2rx1u
0rx2u

0qz31 � 2pα1 � α3pk1rx1u0rx2u0 � k2qqz21z2
� 3

2
α2z1z

2
2 � pα3 � 4α4pk1rx1u0rx2u0 � k2qqz32 . (2.24)

Los conjuntos de formas clásicas que representan a (2.17) son

Cuadrantes (x1 ¡ 0, x2 ¡ 0) y (x1   0, x2   0)

W pzq � α2pk1�k2qz31�2pα1�α3pk1�k2qqz21z2�
3

2
α2z1z

2
2�pα2�α4pk1�k2qqz32 . (2.25)
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Cuadrantes (x1 ¡ 0, x2   0) y (x1   0, x2 ¡ 0)

W pzq � α2pk1�k2qz31�2pα1�α3pk1�k2qqz21z2�
3

2
α2z1z

2
2�pα2�α4pk1�k2qqz32 . (2.26)

Es importante notar que las constantes αi son lineales en los coe�cientes de la función
W pxq y a�nes en las ganancias ki por lo que se puede hacer uso de dos opciones para obtener
soluciones que satisfagan las condiciones impuestas.

Linealidad en los coe�cientes α

Aprovechando la propiedad de linealidad de los coe�cientes αi el conjunto de formas resul-
tantes W̄ipzq, puede ser expresado por medio de

AwBpkqα ¡ r0s, (2.27a)

Bpkq �

�
���

0 k1 � k2rx1u
0rx2u

0 0 0

2 0 2pk1rx1u0rx2u0q 0

0 3
2 0 0

0 0 1 4pk1rx1u0rx2u0 � k2q

�
��� (2.27b)

El producto de la matriz Bpkq y el vector de coe�cientes α de la función candidata da
como resultado el vector de coe�cientes de la forma W pzq.

Por lo tanto, para garantizar la positividad de�nida de V pxq y la negatividad de�nida de
9V pxq se deben de satisfacer en conjunto los sistemas de desigualdades (2.22) y (2.27a), es decir

�
Av

AwBpkq
�
α �

�
���

Av1
Av2

Aw1B1pkq
Aw2B2pkq

�
���α ¡ r0s. (2.28)

Este enfoque tiene la limitante de exigir el conocimiento previo de las ganancias ki para
las cuales se satisface la función candidata.

A�nidad en k

Otro enfoque de determinar las condiciones requeridas consiste en expresar el conjunto de
formas W̄i como

AwCpα�qK �
�
Aw1C1pα�q
Aw2C2pα�q

�
K ¡ r0s, K � �

k1 k2 1
�T
, (2.29a)

Cpαq �

�
���

α2 α2rx1u
0rx2u

0 0

α3rx1u
0rx2u

0 α3 2α1

0 0 3
2

4α4rx1u
0rx2u

0 �4α4 α3

�
��� , (2.29b)
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Figura 2.1: Representación grá�ca de la función de Lyapunov V pxq para el algoritmo Twisting
empleando los coe�cientes (2.23).

donde α� corresponde a un vector que satisface el sistema de desigualdades (2.22). Nótese que el
producto CpαqK expresa todos los coe�cientes de la derivada de función candidata de Lyapunov
(2.17).

Una solución a este sistema de desigualdades empleando los coe�cientes α obtenidos en
(2.23) es

k1 � 5.3648, k2 � 5.3063. (2.30)

Ilustración visual de los resultados

Con la �nalidad de validar de forma grá�ca los resultados obtenidos en las Figuras 2.1 y
2.2 se muestran las representaciones grá�cas de la Función de Lyapunov V pxq y de W pxq. La
función V pxq es una función homogénea continua y suave, lo cual puede ser visualizado, por
otra parte W pxq es una función homogénea discontinua positiva de�nida.

2.4. Sistema perturbado

Al tomar en cuenta el efecto de la perturbación se debe considerar que los controladores
por modos deslizantes de segunda generación pueden compensar perturbaciones acotadas, por
esta razón se debe considerar

|∆ptq| ¤ µ P R. (2.31)

El análisis del sistema perturbado se lleva a cabo con el �n de determinar el valor máximo
de µ que el sistema puede admitir empleando los resultados previos. Por lo tanto el sistema a
analizar en este caso es
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Figura 2.2: Representación grá�ca del negativo de la derivada de la función de Lyapunov W pxq
para el algoritmo Twisting utilizando los coe�cientes (2.23) y las ganancias (2.30).

9x1 � x2

9x2 � �k1rx1u0 � k2rx2u
0 � µ.

(2.32)

Para analizar al sistema (2.32) se utiliza la función de Lyapunov para el caso nominal

Vppxq � α1|x1|2 � α2rx1u
3
2x2 � α3x1rx2u

2 � α4|x2|2. (2.33)

La derivada de esta función a lo largo de las trayectorias de (2.32) es

9Vppxq � �α2pk1 � k2rx1u
0rx2u

0 � µrx1u
0q|x1|

3
2 � 2pα1 � α3pk1rx1u0rx2u0 � k2 � µrx2u

0qqx1x2
� 3

2
α2|x1|

1
2 |x2|2 � pα3 � 4αpk1rx1u0rx2u0 � k2 � µrx2u

0qq|x2|3. (2.34)

Es importante notar que la diferencia entre las funciones (2.34) y (2.17) son los coe�cientes
donde aparece el termino µ. Si se consideran los coe�cientes α y las ganancias k previamente
determinadas, el objetivo es obtener el valor máximo µ que puede ser admitido tal que (2.34)
siga conservando su negatividad de�nida.

Debido a que µ es afín en los coe�cientes de la derivada de la función de Lyapunov, se
puede utilizar la misma estrategia para determinar los valores de k en el caso nominal, para ello,
(2.34) se representa mediante un conjunto de formas clásicas empleando (2.18).

Wppzq �α2pk1 � k2rx1u
0rx2u

0 � µrx1u
0qz31 � 2pα1 � α3pk1rx1u0rx2u0 � k2 � µrx2u

0qqz21z2rx1u0rx2u0

� 3

2
z1z

2
2 � pα3 � 4α4pk1rx1u0rx2u0 � k2 � µrx2u

0qqz32 . (2.35)
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Cuadrante (x1 ¡ 0, x2 ¡ 0)

Wp1pzq � α2pk1�k2�µqz31�2pα1�α3pk1�k2�µqz21z2�
3

2
z1z

2
2�pα3�4α4pk1�k2�µqqz32 ,

Cuadrante (x1 ¡ 0, x2   0)

Wp2pzq � α2pk1�k2�µqz31�2pα1�α3p�k1�k2�µqz21z2�
3

2
z1z

2
2�pα3�4α4p�k1�k2�µqqz32 ,

Cuadrante (x1   0, x2 ¡ 0)

Wp3pzq � α2pk1�k2�µqz31�2pα1�α3p�k1�k2�µqz21z2�
3

2
z1z

2
2�pα3�4α4p�k1�k2�µqqz32 ,

Cuadrante (x1   0, x2   0)

Wp4pzq � α2pk1�k2�µqz31�2pα1�α3pk1�k2�µqz21z2�
3

2
z1z

2
2�pα3�4α4pk1�k2�µqqz32 .

Entonces el Teorema de Pólya se debe aplicar a las cuatro formas Wpipzq y con ello se
de�ne el sistema de desigualdades

AwDpα�, k�qP �

�
���
Aw1
Aw2
Aw3
Aw4

�
���Dpα�, kqP ¡ r0s, P � �

µ 1
�T
, (2.36a)

D �

�
���
�α2rx1u

0 α2pk1 � k2rx1u
0rx2u

0q
�2α3rx2u

0 2α1 � 2α3pk1rx1u0rx2u0 � k2q
0 3

2α2

�4α4rx2u
0 α3 � 4α4pk1rx1u0rx2u0 � k2q

�
��� (2.36b)

α� y k� son constantes que satisfacen el sistema de desigualdades (2.29a). De esta forma utili-
zando (2.23) y (2.30) se puede determinar que el valor de µ máximo que satisface el sistema de
desigualdades (2.36a)

µ � 0.0584. (2.37)

Observación. Las ganancias obtenidas (2.30) en conjunto con (2.37) satisfacen las condiciones
establecidas por el Teorema 2.1 para el caso Km � KM � 1, es decir

k2 ¡ µ (2.38)

k1 � k2 ¡ µ. (2.39)

De esta forma, los resultados obtenidos comprueban que el método propuesto asegura la obten-
ción de condiciones adecuadas.
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2.5. Aplicación del Algoritmo Twisting

Empleando la función de Lyapunov determinada en este Capítulo se determinaron ganan-
cias que aseguran la convergencia de los estados del sistema (2.10), las cuales son capaces de
compensar una perturbación ∆ptq la cual está acotada por un valor µ.

Sin embargo si esta cota es distinta a la determinada, las ganancias obtenidas no serán
adecuadas para logar el objetivo planteado.

Para solucionar este inconveniente se considera que la perturbación del sistema que se
pretende controlar ∆ptq es acotada por un número real δ que se asume conocido. De esta cota
se propone lo siguiente

δ � Jµ, (2.40)

donde 0   J P R es un factor de escalamiento.
Aprovechando el Teorema 2.1, considerando las condiciones establecidas por el problema,

es decir KM � Km � 1, así como las ganancias obtenidas (2.30), se expresan las condiciones que
aseguran la convergencia en tiempo �nito a cero de los estados x cuando existe una perturbación
con una cota arbitraria δ

Jk2 ¡ δ (2.41)

Jk1 � Jk2 ¡ δ. (2.42)

Es decir, las ganancias (2.30) deben ser multiplicadas por el factor de escalamiento J , el cual
se determina con el conocimiento de la cota de la perturbación del sistema que pretende ser
controlado.

Ejemplo 2.1. Se considera el sistema (1.1) y para efectos de simulación se asume la perturba-

ción ∆ptq � 4 � 0.6 sinp2tq � 0.4 sinp?10tq para aplicar el controlador Twisting se determina

|∆ptq| ¤ 5

Usando el conjunto de ganancias (2.30) se ha determinado la cota máxima admisible µ por

lo cual se puede determinar el factor de escalamiento J

J � δ

µ
� 85.61, (2.43)

por lo tanto, las ganancias que deben ser utilizadas en el controlador Twisting son

k1 � 459.3151, k2 � 454.3065. (2.44)

En las Figuras 2.4 y 2.3 se muestra la acción de control y la convergencia de los estados

x1 y x2 respectivamente. Es importante notar que estas ganancias fueron determinadas em-

pleando la función de Lyapunov (2.16), al utilizar otra función candidata, o bien, otro método

para determinar las ganancias es posible obtener determinar ganancias menores que aseguren la

convergencia de los estados en tiempo �nito.

Pese a los bene�cios que ofrece el algoritmo Twisting, al igual que los algoritmos por modos
deslizantes de primer orden, producen una señal de control discontinua de alta frecuencia que
puede dañar los actuadores, lo cual lo hace impráctico en la mayoría de las aplicaciones reales.
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Figura 2.3: Convergencia a cero en tiempo �nito de los estados x1 y x2 empleando el controlador
Twisting.
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Capítulo 3

Algoritmo Twisting Continuo

Para alcanzar el objetivo planteado se propone emplear el siguiente controlador por modos
deslizantes de quinta generación

u � �k1rx1u
1
3 � k2rx2u

1
2 � η

9η � �k3rx1u0 � k4rx2u
0,

(3.1)

donde las constantes ki son ganancias para el controlador y η es una variable interna del contro-
lador. Se debe notar que la segunda ecuación del algoritmo propuesto tiene la misma estructura
que el controlador Twisting, es por esta razón que este controlador recibió el nombre de Algoritmo

Twisting Continuo (CTA, por sus siglas en Inglés).

Al sustituir (3.1) en (1.1) y de�niendo el estado virtual x3 � η � ∆ptq se obtiene

9x1 � x2

9x2 � �k1rx1u
1
3 � k2rx2u

1
2 � x3

9x3 � �k3rx1u0 � k4rx2u
0 � 9∆ptq.

(3.2)

Las ganancias del controlador (3.1) deben ser seleccionadas de manera adecuada con el �n
que los estados del sistema (3.2) converjan a cero en tiempo �nito. Es importante percatarse
que, de lograrse la convergencia, la variable η compensa exactamente a la perturbación ∆ptq.

Una de las formas de determinar las ganancias con las cuales el CTA asegurará la conver-
gencia de los estados es mediante una función de Lyapunov.

3.1. Sistema Nominal

Se comenzará por analizar a (3.2) asumiendo que 9∆ptq � 0

9x1 � x2

9x2 � �k1rx1u
1
3 � k2rx2u

1
2 � x3

9x3 � �k3rx1u0 � k4rx2u
0.

(3.3)

23
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3.1.1. Función de Lyapunov para sistema nominal

Con el �n de determinar las ganancias que se requieren para asegurar la convergencia de
los estados de (3.3) se construirá una función de Lyapunov suave y homogénea. Por tal motivo
nuevamente será utilizada la metodología expuesta en Sánchez y Moreno (2014) la cual aprovecha
el hecho que las funciones del campo vectorial de (3.3) son formas generalizadas.

Primero se deben de determinar los pesos de homogeneidad del campo vectorial de (3.3)
para ello se realiza el siguiente análisis

f1pεrnxnq � εr2x2 � εv�r1x2

f2pεrnxnq � �k1rεr1x1u
1
3 � k2rε

r2x2u
1
2 � εr3x3 � εv�r2

�
�k1rx1u

1
3 � k2rx2u

1
2 � x3

	

f3pεrnxnq � �k3rεr1x1u0 � k4rε
r2x2u

0 � εv�r3
��k3rx1u0 � k4rx1u

0
�
.

(3.4)

De esta forma se veri�ca que (3.3) tiene grado de homogeneidad v � �1 así como los pesos
r � �

3 2 1
�
para los estados x1, x2 y x3 respectivamente.

Empleando las propiedades de este tipo de funciones, se propone la estructura de la función
candidata de Lyapunov como una forma generalizada

V pxq � α1|x1|
m
3 �α2rx1u

ρ1rx2u
ρ2 �α3|x2|

m
2 �α4rx1u

ρ3rx3u
ρ4 � ᾱ5rx2u

ρ5rx3u
ρ6 �α6|x3|m, (3.5)

donde m corresponde al grado de la función candidata, es importante señalar que la función
candidata se propone de tal forma que contenga monomios con signos positivos bien de�nidos

Los términos cruzados se agregan para obtener condiciones necesarias para la negatividad
de�nida de la derivada de la función candidata es decir, monomios de una sola variable con signo
negativo bien de�nido.

9V pxq � m

3
α1rx1u

m�3
3 rx2u� α2ρ1k1|x1|

3ρ1�1
3 |x2|ρ2�1loooooooooooooomoooooooooooooon

A

�α2ρ2rx1u
ρ1rx2u

2ρ1�1
2 � α2ρ1|x1|ρ1�1|x2|ρ2�1loooooooooooomoooooooooooon

B

� α2ρ1rx1u
ρ1 |x2|ρ2�1rx3u� m

2
α3k1rx1u

1
3 rx2u

m�1
2 � m

2
α3k2|x2|

m�1
2loooooooomoooooooon

C

�m
2
α3rx2u

m�2
2 rx3u

� α4ρ4
�
k3rx1u

0 � k4rx2u
�
rx1u

ρ3 |x3|ρ4�1 � α4ρ3|x1|ρ3�1rx2urx3u
ρ4

� ᾱ5ρ6
�
k3rx1u

0 � k4rx2u
0
�
rx2u

ρ5 |x3|ρ6�1 � ᾱ5ρ5k1rx1u
1
3 |x2|ρ5�1rx3u

ρ6

� ᾱ5ρ5k2rx2u
2ρ5�1

2 rx3u
ρ6 � ᾱ5ρ5|x2|ρ5�1|x3|ρ6�1loooooooooooomoooooooooooon

D

�mα6rx3u
m�1

�
k3rx1u

0 � k4rx2u
0
�
.

(3.6)

De la inspección de (3.6) se aprecia que estos monomios pueden ser obtenidos de los términos
señalados como A, B, C, D y en conjunto con una selección adecuada de ρi. Estas constantes
deben ser seleccionadas de manera adecuada tal que se satisfagan las siguientes condiciones

Para garantizar que la función candidata sea diferenciable

m ¡ máx ri (3.7)
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la homogeneidad de la función candidata se logra mediante

r1ρ1 � r2ρ2 � m

r1ρ3 � r3ρ4 � m

r2ρ5 � r3ρ6 � m.

(3.8)

Al �jar el grado de la función candidatam � 5 se deduce que ρ1 � ρ2 � 1. De esta forma en
los términos A y B se obtienen monomios necesarios para las variables x1 y x2 respectivamente.

El término D en la expresión de la derivada muestra que la única posibilidad de obtener un
monomio con una sola variable en x3 es seleccionando ρ5 � 1, por lo tanto ρ6 � 3. Con esto es
posible percatarse que el coe�ciente ᾱ5 debe ser negativo para satisfacer la condición necesaria
planteada.

Para evitar monomios con productos de tres variables, se selecciona ρ3 � 1. Lo cual permite
visualizar la función candidata de Lyapunov como

V pxq � α1|x1|
5
3 � α2x1x2 � α3|x3|

5
2 � α4x1rx3u

2 � α5x2x
3
3 � α6|x3|5. (3.9)

Al igual que su derivada

9V pxq � �β1|x1|
4
3 � β2x1rx2u

1
2 � β3rx1u

2
3x2 � β4rx1u

1
3 rx2u

3
2 � β5|x2|2 � β6x1x3

� β7rx2u
3
2x3 � β8x2rx3u

2 � β9rx1u
1
3 rx3u

3 � β10rx2u
1
2 rx3u

3 � β11|x3|4, (3.10a)

β1 � α2k1, β2 � α2k2, β3 � 5

3
α1, β4 � 5

2
α3k1,

β5 � 5

2
α3k2 � α2, β7 � 5

2
α3, β9 � α5k1, β10 � α5k2,

β6 � α2 � 2α4rx3u
0
�
k3rx1u

0 � k4rx2u
0
�
,

β8 � α4 � 3α5rx3u
0
�
k3rx1u

0 � k4rx2u
0
�
,

β11 � α5 � 5α6rx3u
0
�
k3rx1u

0 � k4rx2u
0
�
.

(3.10b)

Es posible apreciar que tanto la positividad de�nida de V pxq, así como la negatividad
de�nida de 9V pxq será determinada por los αi coe�cientes, así como por las ki ganancias.

3.1.2. Positividad De�nida de V pxq

Se utilizará el Teorema de Pólya para determinar condiciones necesarias para garantizar
la positividad de V pxq. Sin embargo, este teorema solo puede ser aplicado a formas clásicas,
por lo cual se requiere de�nir un método para representar una forma generalizada en la forma
requerida.

Una forma generalizada puede ser transformada a un conjunto de formas clásicas mediante
el cambio de variable

|xi|ri � zi. (3.11)

Aplicando este cambio a la función candidata de Lyapunov (3.9)

V pzq � α1z
5
1 � α2z1z2rx1u

0rx2u
0 � α3z

5
2 � α4z

3
1z

2
3rx1u

0rx3u
0 � α5z

2
2z

3
3rx2u

0rx3u
0 � α6z

5
3 . (3.12)
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Se debe notar que este cambio de variable producirá 2n formas clásicas las cuales dependen
del octante donde se evalué la forma generalizada.

Octante px1 ¡ 0, x2 ¡ 0, x3 ¡ 0q y px1   0, x2   0, x3   0q

V1pzq � α1z
5
1 � α2z

3
1z

2
2 � α3z

5
2 � α4z

3
1z

2
3 � α5z

2
2z

3
3 � α6z

5
3 ,

Octantes px1 ¡ 0, x2 ¡ 0, x3   0q y px1   0, x2   0, x3 ¡ 0q

V2pzq � α1z
5
1 � α2z

3
1z

2
2 � α3z

5
2 � α4z

3
1z

2
3 � α5z

2
2z

3
3 � α6z

5
3 ,

Octante px1 ¡ 0, x2   0, x3 ¡ 0q y px1   0, x2 ¡ 0, x3 ¡ 0q

V3pzq � α1z
5
1 � α2z

3
1z

2
2 � α3z

5
2 � α4z

3
1z

2
3 � α5z

2
2z

3
3 � α6z

5
3 ,

Octante px1 ¡ 0, x2   0, x3   0q y px1   0, x2 ¡ 0, x3 ¡ 0q

V4pzq � α1z
5
1 � α2z

3
1z

2
2 � α3z

5
2 � α4z

3
1z

2
3 � α5z

2
2z

3
3 � α6z

5
3 .

Se puede apreciar que existe simetría respecto al origen, por lo que solo será necesario
aplicar el Teorema de Pólya en cuatro octantes no simétricos, de esta manera la positividad
de la función candidata V pxq puede ser garantizada al obtener un conjunto de coe�cientes que
satisfagan cuatro sistemas de desigualdades lineales

Avα �

�
���
Av1
Av2
Av3
Av4

�
���α ¡ r0s, α � �

α1 α2 α3 α4 α5 α6

�T
. (3.13)

Cada Avi corresponde a un sistema de desigualdades lineales asociados a las formas resul-
tantes V̄ipzq producido al aplicar el Teorema de Pólya en cada uno de los octantes requeridos.

3.1.3. Negatividad De�nida de 9V pxq

El Teorema de Pólya se utiliza para evaluar la positividad de una forma por tal motivo
se de�ne W pxq � � 9V pxq, no se debe perder de vista que la forma generalizada W pxq debe ser
transformada a un conjunto de formas clásicas mediante (3.11).

W pzq � β1z
4
1 � β2z

3
1z2rx1u

0rx2u
0 � β3z

2
1z

2
2rx1u

0rx2u
0 � β4z1z

3
2rx1u

0rx2u
0

� β5z
4
2 � β6z1z3rx1u

0rx3u
0 � β7z

3
2z3rx2u

0rx3u
0 � β8z

2
2z

3
3rx2u

0rx3u
0

� β9z1z
3
3rx1u

0rx3u
0 � β10z2z

3
3rx2u

0rx3u
0 � β11z

4
3 . (3.14)

La evaluación de esta función en los distintos octantes produce el siguiente conjunto de
formas clásicas
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Octantes px1 ¡ 0, x2 ¡ 0, x3 ¡ 0q y px1   0, x2   0, x3   0q

W1pzq � β1z
4
1 � β2z

3
1z2 � β3z

2
1z

2
2 � β4z1z

3
2 � β5z

4
2 � β6z

3
1z3

� β7z
3
2z3 � β8z

2
2z

2
3 � β9z1z

3
3 � β10z2z

3
3 � β11z

4
3 ,

Octantes px1 ¡ 0, x2 ¡ 0, x3   0q y px1   0, x2   0, x3 ¡ 0q

W2pzq � β1z
4
1 � β2z

3
1z2 � β3z

2
1z

2
2 � β4z1z

3
2 � β5z

4
2 � β6z

3
1z3

� β7z
3
2z3 � β8z

2
2z

2
3 � β9z1z

3
3 � β10z2z

3
3 � β11z

4
3 ,

Octantes px1 ¡ 0, x2   0, x3 ¡ 0q y px1   0, x2 ¡ 0, x3   0q

W3pzq � β1z
4
1 � β2z

3
1z2 � β3z

2
1z

2
2 � β4z1z

3
2 � β5z

4
2 � β6z

3
1z3

� β7z
3
2z3 � β8z

2
2z

2
3 � β9z1z

3
3 � β10z2z

3
3 � β11z

4
3 ,

Octante px1 ¡ 0, x2   0, x3   0q y px1   0, x2 ¡ 0, x3 ¡ 0q

W4pzq � β1z
4
1 � β2z

3
1z2 � β3z

2
1z

2
2 � β4z1z

3
2 � β5z

4
2 � β6z

3
1z3

� β7z
3
2z3 � β8z

2
2z

2
3 � β9z1z

3
3 � β10z2z

3
3 � β11z

4
3 .

W pxq es simétrica respecto al origen por lo que solo debe ser evaluada en cuatro octantes
no simétricos.

Es importante notar que los βi coe�cientes son lineales en los coe�cientes αi de la función
candidata y a�nes en las ganancias ki, por lo cual tal y como en el Capítulo anterior se tomará
ventaja de la a�nidad.

A�nidad de ki

El conjunto de formas resultantes W̄i puede ser representada mediante

AwCpα�qK �

�
���
Aw1C1pα�q
Aw2C2pα�q
Aw3C3pα�q
Aw4C4pα�q

�
���K ¡ r0s, K � �

k1 k2 k3 k4 1
�T
, (3.15a)

Cpαq �

�
�������������������

α2 0 0 0 0

0 α2 0 0 0

0 0 0 0 5
3α1

5
2α3 0 0 0 0

0 5
2α3 0 0 �α2

0 0 �2α4rx1u
0rx3u

0 �2α4rx2u
0rx3u

0 α2

0 0 0 0 5
2α3

0 0 3α5rx1u
0rx3u

0 3α5rx2u
0rx3u

0 α4

α5 0 0 0 0

0 α5 0 0 0

0 0 5α6rx1u
0rx3u

0 5α6rx2u
0rx3u

0 α5

�
�������������������

(3.15b)
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α� es un vector de coe�cientes para la función candidata que satisface el sistema de de-
sigualdades (3.13). Cpαq es una matriz que expresa la relación de las constantes αi y ki en los
coe�cientes βi de W pxq.

La aplicación de este enfoque de solución consiste en dos pasos. Primero se debe de obtener
un conjunto α que garantice la positividad de�nida de V pxq, y posteriormente emplear esta
información para obtener las ganancias que aseguran la negatividad de�nida de W pxq.

3.1.4. Determinación de resultados

Empleando este enfoque de solución se obtienen los siguientes coe�cientes que satisfacen
el sistema de desigualdades (3.13),

α1 � 1, α2 � 0.36913, α3 � 0.782483,

α4 � �0.907063, α5 � 0.904313, α6 � 8.187983.
(3.16)

Estos valores son aprovechados para obtener un conjunto de ganancias que satisfacen el
sistema de desigualdades (3.15a). Un conjunto solución posible es

k1 � 0.982223 k2 � 1.320462 k3 � 0.013756 k4 � 0.0071928. (3.17)

Ilustración visual de los resultados

V pxq y W pxq � � 9V pxq son funciones homogéneas, debido a esto, si su positividad se
asegura en una vecindad del origen entonces, esta será garantizada de forma global.

Una manera visual de comprobar esta positividad es gra�car estas funciones en una esfera
unitaria, por tal motivo se realiza el siguiente cambio de variables para representar a V pxq y
W pxq en coordenadas esféricas

x1 � % sinpθq cospφq
x2 � % sinpθq sinpφq
x3 � % cospθq.

(3.18)

Utilizando los resultados (3.16), (3.17), �jando % � 1 y al variar 0 ¤ φ ¤ 2π y 0 ¤ θ ¤ π,
se obtienen las representaciones de V pxq y W pxq las cuales pueden ser apreciadas en las Figuras
3.1 a 3.4. El valor mínimo de la representación de V pxq es 0.06155, y 0.0718 para el caso de
W pxq.

Es importante notar que la representación de V pxq es una función suave y positiva para
todo valor sobre la esfera con radio unitario. Por otra parte W pxq contiene discontinuidades, sin
embargo es positiva en toda la esfera, con esto se concluye que la función (3.9) con los coe�cientes
(3.16) es una función de Lyapunov para el sistema nominal empleando las ganancias (3.17).
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3.2. Sistema perturbado

Debido a que la perturbación ∆ptq es Lipschitz su derivada existe casi en todas partes y
además se asume que

| 9∆ptq| ¤ µc P R. (3.19)

De esta forma el sistema que se analizará en esta ocasión es

9x1 � x2

9x2 � �k1rx1u
1
3 � k2rx2u

1
2 � x3

9x3 � �k3rx1u0 � k2rx2u
0 � µc.

(3.20)

3.2.1. Función de Lyapunov para el sistema perturbado

Es posible emplear la función de Lyapunov obtenida en el caso nominal y emplearla en el
sistema perturbado

Vppxq � α1|x1|
5
3 � α2x1x2 � α3|x3|

5
2 � α4x1rx3u

2 � α5x2x
3
3 � α6|x3|5.

La derivada a lo largo de (3.20) es

9Vppxq � �β1|x1|
4
3 � β2x1rx2u

1
2 � β3rx1u

2
3x2 � β4rx1u

1
3 rx2u

3
2 � β5|x2|2 � β6x1x3

� β7rx2u
3
2x3 � β8x2rx3u

2 � β9rx1u
1
3 rx3u

3 � β10rx2u
1
2 rx3u

3 � β11|x3|4
� β12rx1u|x3| � β13rx2u|x3|2 � β14rx3u

4, (3.21a)

β12 � 2α4µc, β13 � 3α5µc, β14 � 5α6µc. (3.21b)

El objetivo ahora es dado algún conjunto α yK que satisfacen los sistemas de desigualdades
(3.13) y (3.15a) y que aseguran la negatividad de�nida de 9V pxq, determinar el valor máximo
que µc puede alcanzar de tal forma que 9Vppxq sea negativa de�nida.

3.2.2. Determinación de cota máxima de la perturbación admisible

El Teorema de Pólya será empleado en la determinación de µc de forma similar al enfoque
empleado para determinar las ganancias ki dados los coe�cientes αj por tal motivo esta forma
generalizada debe ser representada por un conjunto de formas clásicas, para lo cual se emplea
(3.11) y se de�ne Wppxq � � 9Vppxq

Wppzq � β1z
4
1 � β2z

3
1z2rx1u

0rx2u
0 � β3x

2
1x

2
2rx1u

0rx2u
0 � β4z1z

3
2rx1u

0rx2u
0

� β5z
4
2 � β6z

3
1z3rx1u

0rx3u
0 � β7z

3
2z3rx2u

0rx3u
0 � β8z

2
2z

2
3rx2u

0rx3u
0

� β9z1z
3
3rx1u

0rx3u
0 � β10z2z

3
3rx2u

0rx3u
0 � β11z

4
3

� β12z
3
1z3rx1u

0 � β13z
2
2z

2
3rx2u

0 � β14z
4
3rx3u

0. (3.22)

El conjunto de formas clásicas que representa a Wppxq es
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Octantes px1 ¡ 0, x2 ¡ 0, x3 ¡ 0q y px1   0, x2   0, x3   0q

Wppzq � β1z
4
1 � β2z

3
1z2 � β3x

2
1x

2
2 � β4z1z

3
2 � β5z

4
2 � β6z

3
1z3 � β7z

3
2z3

� β8z
2
2z

2
3 � β9z1z

3
3 � β10z2z

3
3 � β11z

4
3 � β12z

3
1z3 � β13z

2
2z3 � β14z

4
3 ,

Octantes px1 ¡ 0, x2 ¡ 0, x3   0q y px1   0, x2   0, x3 ¡ 0q

Wppzq � β1z
4
1 � β2z

3
1z2 � β3x

2
1x

2
2 � β4z1z

3
2 � β5z

4
2 � β6z

3
1z3 � β7z

3
2z3

� β8z
2
2z

2
3 � β9z1z

3
3 � β10z2z

3
3 � β11z

4
3 � β12z

3
1z3 � β13z

2
2z3 � β14z

4
3 ,

Octantes px1 ¡ 0, x2   0, x3 ¡ 0q y px1   0, x2 ¡ 0, x3   0q

Wppzq � β1z
4
1 � β2z

3
1z2 � β3x

2
1x

2
2 � β4z1z

3
2 � β5z

4
2 � β6z

3
1z3 � β7z

3
2z3

� β8z
2
2z

2
3 � β9z1z

3
3 � β10z2z

3
3 � β11z

4
3 � β12z

3
1z3 � β13z

2
2z3 � β14z

4
3 ,

Octantes px1 ¡ 0, x2   0, x3   0q y px1   0, x2 ¡ 0, x3 ¡ 0q

Wppzq � β1z
4
1 � β2z

3
1z2 � β3z

2
1z

2
2 � β4z1z

3
2 � β5z

4
2 � β6z

3
1z3 � β7z

3
2z3

� β8z
2
2z

2
3 � β9z1z

3
3 � β10z2z

3
3 � β11z

4
3 � β12z

3
1z3 � β13z

2
2z3 � β14z

4
3 .

La inspección de estas formas clásicas demuestran que Wppxq es simétrica respecto al
origen, por lo que solo se debe de efectuar un análisis sobre los primeros cuatro octantes.

Al analizar los βi coe�cientes de (3.21a) es posible apreciar que µc es afín en estos, por lo
cual se puede aprovechar esta propiedad y utilizar el mismo procedimiento que se utilizó para
determinar las ki ganancias dado un conjunto α.

Empleando los resultados (3.16) y (3.17) se obtiene el valor máximo de µc que satisface el
sistema de desigualdades

AwDpα�, k�qP, P � �
µc 1

�T
, (3.23a)

Dpα, kq �

�
�������������������

0 α2k1
0 α2k2
0 5

3α1

0 5
2α3k1

0 5
2α3k2 � α2

2α4rx3u
0 α2 � 2α4pk3rx1u0rx3u0 � k4rx2u

0rx3u
0q

0 5
2α3

�3α5rx3u
0 α4 � 3α5pk3rx1u0rx3u0 � k4rx2u

0rx3u
0q

0 α5k1
0 α5k2

�5α6rx3u
0 α5 � 5α6pk3rx1u0rx3u0 � k4rx2u

0rx3u
0q

�
�������������������

(3.23b)

El producto de Dpα, kq y P proporciona el vector de coe�cientes βi de la derivada de la
función de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado.

Al sustituir los resultados obtenidos y evaluar la forma resultante en el segundo octante se
aprecia que esta contiene todos sus coe�cientes positivos por lo que el sistema de desigualdades
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a satisfacer es �
�Aw1D1pα�, k�q
Aw3D3pα�, k�q
Aw4D4pα�, k�q

�
�P ¡ r0s. (3.24)

Con esto se concluye que la cota de la derivada de la perturbación máxima admisible dadas
las ganancias (3.17) es µc � 0.0024.

Esta información permite proponer el siguiente resultado.

Proposición 3.1. Con las ganancias mostradas en (3.17) dada una perturbación Lipschitz tal
que | 9∆ptq| ¤ µc � 0.0024 los estados x1, x2 y x3 en (3.2) convergen a cero en tiempo �nito. La
variable η en (3.1) converge también en tiempo �nito a �∆ptq.

Observación. Las ganancias presentadas están sobreestimadas, mediante simulaciones se puede
comprobar que estas ganancias pueden ser reducidas y se sigue logrando la convergencia de los
estados a pesar de la perturbación con la cota establecida. Sin embargo la intención de este
trabajo es probar la convergencia de los estados de (3.20) por medio de la función de Lyapunov
(3.9). Usando otra función candidata, o bien, otro método para determinar αi y ki es posible
demostrar la convergencia en tiempo �nito empleando ganancias menores.

3.3. CTA para cota arbitraria de perturbación

Empleando la función de Lyapunov (3.9) se determinaron ganancias que aseguran la con-
vergencia de los estados del sistema (3.2) y que son capaces de permitir una cierta cota de la
derivada de la perturbación µc. Sin embargo al presentarse una cota diferente a la determinada,
las ganancias obtenidas pueden no ser adecuadas para logar el objetivo planteado.

La solución inmediata sería repetir el procedimiento anterior y obtener una función de
Lyapunov que permita determinar las ganancias adecuadas para una perturbación con una cota
superior distinta, sin embargo esto no es una buena solución ya que dicho análisis no es simple.

Por otra parte se puede tomar ventaja de la propiedad de homogeneidad del sistema ana-
lizado así como de la función de Lyapunov y aprovechar los resultados obtenidos previamente,
por lo cual se propone analizar un nuevo sistema homogéneo que se deduce a partir de un nuevo
cambio de variable

x̄1 � Lx1, x̄2 � Lx2, x̄3 � Lx3, (3.25)

0   L P R es un factor de escalamiento que permitirá ajustar las ganancias obtenidas previa-
mente.

Al evaluar la derivada de los nuevos estados x̄ se obtiene

9̄x1 � x̄2

9̄x2 � �kp1rx̄1u
1
3 � kp2rx̄2u

1
2 � x̄3

9̄x3 � �kp3rx̄1u0 � kp4rx̄2u
0 � 9∆pptq,

(3.26)

en donde
kp1 � L

2
3k1, kp2 � L

1
2k2, kp3 � Lk3, kp4 � Lk4, (3.27)

9∆pptq � L 9∆ptq. (3.28)
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Es importante notar que (3.26) tiene la misma estructura que (3.2), y al igual que en el
caso anterior, posee grado de homogeneidad v � �1, y pesos de homogeneidad r � �

3 2 1
�

para los estados x̄1, x̄2 y x̄3 respectivamente.

3.3.1. Escalamiento de las ganancias

De acuerdo a la ecuación (3.27), las ganancias de (3.26) pueden ser ajustadas con el cono-
cimiento de las ki ganancias para (3.2) y del factor de escalamiento L. Para ello nuevamente se
asume que la perturbación ∆pptq es Lipschitz y además

| 9∆p| ¤ δ P R. (3.29)

Empleando las ecuaciones (3.19) y (3.28) se puede deducir que

Lµc � δ. (3.30)

Por lo tanto, el factor de escalamiento L puede ser determinado con el conocimiento de µc
y de la cota de la derivada de la perturbación del sistema a controlar δ.

Ejemplo 3.1. Se considera el sistema (1.1) y para efectos de simulación se asume la perturba-

ción

∆pptq � 35 � 0.6 sinp2tq � 0.4 sinp
?

10tq.
Por lo tanto

9∆pptq � 1.2 cosp2tq � 0.4
?

10 cosp
?

10tq ñ | 9∆pptq| ¤ 2.5 � δ.

Utilizando el conjunto de ganancias p3.17q se ha determinado µc � 0.0024 de esta manera

se determina el factor de escalamiento L

L � δ

µc
� 1042. (3.31)

Aplicando la ecuación (3.27) se obtienen los valores de las ganancias necesarias para el

CTA que aseguran la convergencia de los estados

kp1 � 99.7877, kp2 � 42.2548, kp3 � 14.0863, kp4 � 7.3655. (3.32)

La respuesta de los estados puede ser visualizada en la Figura 3.5. La señal de control

continua se muestra en la Figura 3.6. Finalmente el estado η y su convergencia a �∆ptq se

visualiza en la Figura 3.7.

Es importante notar que tanto los estados x y η convergen a su objetivo en el mismo tiempo.

3.3.2. Escalamiento de la función de Lyapunov

La convergencia de los estados x̄ en (3.26) puede ser demostrada mediante la función de
Lyapunov previamente determinada y aplicando el cambio de variable (3.25), esto se debe a que
la función de Lyapunov determinada es homogénea.
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Figura 3.5: Convergencia de los estados x empleando el Algoritmo Twisting Continuo.
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Figura 3.6: Señal de control continua del CTA.
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Figura 3.7: Compensación de la perturbación ∆ptq mediante η.

V px̄q � αp1|x̄1|
5
3 � αp2x̄1x̄2 � αp3|x̄3|

5
2 � αp4x̄1rx̄3u

2 � αp5x̄2x̄3 � αp6|x̄3|5, (3.33a)

donde

αp1 � α1

L
5
3

, αp2 � α2

L2
, αp3 � α3

L
5
2

, αp4 � α4

L3
, αp5 � α5

L4
, αp6 � α6

L5
. (3.33b)

Debido al escalamiento realizado es claro que la derivada de (3.33a) a lo largo de las
trayectorias de (3.26) es una función negativa de�nida.
De nuevo se emplea la representación grá�ca para demostrar la positividad de la función de
Lyapunov V px̄q y de W px̄q � �V px̄q derivada.

Las representaciones de estas funciones homogéneas sobre la esfera unitaria se muestran
en las Figuras 3.8 y 3.9, respectivamente.

Se debe notar que tanto V px̄q y W px̄q � � 9V px̄q son funciones positivas de�nidas lo cual
asegura la convergencia de los estados x̄ a cero en tiempo �nito.

3.4. Precisión del CTA

De acuerdo a los pesos de homogeneidad del CTA, se espera que los estados x1, x2 y x3
presenten precisión respecto al tiempo de muestreo τ cúbica, cuadrática y lineal respectivamente
(Levant, 2005), es decir, se espera que la precisión alcanzada por cada uno de los estados se
encuentre determinada por

|x1| ¤ ξ1τ
3, |x2| ¤ ξ2τ

2, |x3| ¤ ξ3τ, (3.34)
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Figura 3.10: Precisión de las variables de estado x1, x2 y x3 con τ � 0.001 seg.

donde ξi corresponde a los coe�cientes de precisión. Para veri�car este hecho se realizan simu-
laciones empleando el método de integración de Euler con paso de muestreo τ � 10�3; esta
simulación se muestra en la Figura 3.10. De su inspección se aprecia que

|x1| ¤ 8 � 10�7, |x2| ¤ 1.1 � 10�3, |x3| ¤ 0.3 � 10�1. (3.35)

Empleando la ecuación (3.34) se concluye que los coe�cientes de precisión son

ξ1 � 800, ξ2 � 110, ξ3 � 30. (3.36)

Estas constantes también pueden ser obtenidas al examinar los resultados de simulación con
τ � 10�4 y 10�5. En las Figuras 3.11 y 3.12 se muestran los resultados de simulación cuando el
método de Euler se �ja en τ � 10�4 y τ � 10�5 respectivamente.
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Figura 3.11: Precisión de las variables de estado x1, x2 y x3 con τ � 0.0001 seg.
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Capítulo 4

Algoritmo Twisting Continuo mediante
retroalimentación de salida

Se ha demostrado que el CTA es un controlador por modos deslizantes de quinta generación
que asegura la convergencia en tiempo �nito de los estados del sistema (1.1) aun en presencia
de perturbaciones Lipschitz. Sin embargo como la mayoría de controladores para sistemas de
segundo orden requiere la información de ambos estados, lo cual puede di�cultar su aplicación.

En este capítulo se asumirá que solo se dispone del estado x1 para ser medido, por lo cual
se analizará el siguiente sistema.

9x1 � x2

9x2 � ∆ptq � u

y � x1.

(4.1)

El objetivo es utilizar la información de la salida y y con ella obtener un estimado de x2
con el �n de emplearlo en el CTA. Para ello se analizarán dos enfoques diferentes.

4.1. Control mediante retroalimentación de salida usando deri-

vadores de orden superior por modos deslizantes

Los controladores por modos deslizantes de orden superior (HOSMC) tienen como objetivo
lograr la convergencia en tiempo �nito de una variable de interés σ, la cual se asume derivable y
tiene grado relativo r respecto a la señal de control. Para su ejecución estos algoritmos requieren
la información de las r � 1 derivadas de la variable σ, lo cual se logra empleando derivadores
por modos deslizantes de orden arbitrario (Levant, 2003) cuya estructura está dada por

9z0 � v0 � �λrrz0 � fptqu r
r�1 � z1

9z1 � v1 � �λr�1rz1 � v0u
r�1
r � z2

...

9zr�1 � vr�1 � �λ1rzr�1 � vr�2u
1
2 � zr

9zr � �λ0rzr � vr�1u
0,

(4.2)

41



42

Figura 4.1: Esquema de control por retroalimentación de salida empleando HOSMC y derivadores
por modos deslizantes de orden superior.

donde fptq es la señal que se desea derivar y las constantes λi son ganancias del derivador
que deben ser elegidas de manera adecuada para lograr la convergencia en tiempo �nito de los
estados zr a las r-ésimas derivadas. El ajuste de las constantes λi se realiza con el conocimiento
de la constante de Lipschitz de la r-ésima derivada de fptq.

Es importante notar que las ecuaciones del campo vectorial de (4.2) son continuas con
excepción de la r-ésima ecuación, esto implica que la r-ésima derivada se obtiene mediante la
integración de una función discontinua, por lo que esta derivada se podría nombrar en términos
cualitativos como ruidosa, por lo tanto emplear esta derivada afectaría el desempeño del contro-
lador que sea utilizado. Razón por la cual, en la práctica si se requiere estimar las r�1 derivadas
de fptq, generalmente se implementa (4.2) para obtener r derivadas, de esta forma para ajustar
el derivador (4.2) se requiere la constante de Lipschitz de la r� 1 ésima derivada. El enfoque de
este esquema de control por retroalimentación de salida se muestra en la Figura 4.1.

Sin embargo, esta estrategia de control mediante retroalimentación de salida no es aplicable
en el CTA debido a que la tercera derivada de x1 no es Lipschitz, por lo cual no es posible ajustar
(4.2) para así obtener una buena aproximación de x2.

4.2. Control mediante retroalimentación de salida usando obser-

vador de estados por modos deslizantes

Tal y como se presenta en Moreno (2012) una opción para realizar control por retroali-
mentación de salida para controladores basados en modos deslizantes es obtener los estimados
de los estados requeridos mediante un observador para el sistema controlado y posteriormente
utilizar esta información en el controlador que será empleado.

La idea de este enfoque es aprovechada, por lo cual se propone utilizar un observador de
estados para el sistema (4.1). Este observador debe ser capaz de proporcionar en tiempo �nito
el estimado de x2 pese a la perturbación ∆ptq. En Chalanga et al. (2014) se analiza esta idea
para realizar el objetivo de control.
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El observador de estados que será utilizado se propone como

9̂x1 � �l1rx̂1 � yu
2
3 � x̂2

9̂x2 � �l2rx̂1 � yu
1
3 � ε� u

9ε � �l3rx̂1 � yu0.

(4.3)

Las constantes li corresponden a las ganancias del observador y deben ser seleccionadas de
manera adecuada para lograr la convergencia de los estados estimados. ε es un estado interno
del observador.

Al de�nir los errores de estimación

e1 � x̂1 � x1, e2 � x̂2 � x2, e3 � ε� ∆ptq, (4.4)

es posible expresar la dinámica del error en lazo cerrado mediante

9e1 � �l1re1u
2
3 � e2

9e2 � �l2re1u
1
3 � e3

9e3 � �l3re1u0 � 9∆ptq.
(4.5)

El sistema (4.5) posee un campo vectorial con grado de homogeneidad v � �1 y pesos
r � �

3 2 1
�
para las variables e1, e2 y e3 respectivamente.

Cuando los errores de estimación convergen a cero, la variable ε converge a ∆ptq, lo cual
permite observar esta perturbación.

En (Ortiz-Ricardez et al., 2015) se han analizado, a través de una función de Lyapunov
suave y homogénea, las condiciones de convergencia de un derivador de segundo orden. Este
análisis se realiza a través de la dinámica de los errores de derivación, la cual coincide con la
dinámica de error (4.5) por tal motivo se emplea dicha función de Lyapunov

V peq � γ1|e1|
5
3 � γ2e1e2 � γ3|e2|

5
2 � γ4e2e

3
3 � γ5|e3|5. (4.6)

Dado que ∆ptq es Lipschitz se asume entonces

| 9∆ptq| ¤ µo. (4.7)

Por lo tanto la derivada de (4.6) a lo largo de las trayectorias de (4.5) considerando la
restricción (4.7)

9V peq � �λ1|e1|
4
3 � λ2re1u

2re2u
2 � λ3re1u

1
3 re2u

3
2 � λ4|e2|2

� λ4e1e3 � λ5re2u
3
2 e3 � λ6e2re3u

2 � λ7re1u
1
3 e33 � λ8|e3|4, (4.8a)

donde

λ1 � 5

3
γ1l1 � γ2l2, λ2 � 5

3
γ1 � γ2l1, λ3 � 5

2
γ3l2

λ4 � γ2, λ5 � 5

2
γ3, λ6 � 3γ4pl3re1u0re3u0 � µore3u

0q,
λ7 � γ4l2, λ8 � pγ4 � 5γ5l3re1u

0re3u
0 � 5γ5µore3u

0q.

(4.8b)
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Es claro que para garantizar la positividad de�nida de (4.6) y la negatividad de�nida de
su derivada, los coe�cientes λ y las ganancias l deben ser �jados de forma adecuada.

Teorema 4.1. (Ortiz-Ricardez et al., 2015) Considere | 9∆ptq| ¤ µo � 0.0021. La función homo-
génea (4.6) es una función de Lyapunov para (4.5) con los coe�cientes

γ1 � 102.01, γ2 � 13.9955, γ3 � 3.9831,

γ4 � 2.0066, γ5 � 13.3625,
(4.9)

y las ganancias

l1 � 9.343561, l2 � 6.858970, l3 � 0.021809. (4.10)

Las condiciones del Teorema anterior aseguran la convergencia de los errores de estima-
ción para una perturbación cuya derivada tenga una cota de�nida, si esta cota es mayor a lo
establecido, las ganancias pueden no ser adecuadas para lograr el objetivo de observación. Para
solucionar este inconveniente se analiza un nuevo sistema homogéneo auxiliar deducido mediante
el cambio de variable

ē1 � He1, ē2 � He2, ē3 � He3, (4.11)

donde 0   H P R es un factor de escalamiento que permitirá ajustar las ganancias obtenidas
previamente.

La dinámica de los estados ē es

9̄e1 � �lp1rē1u
2
3 � ē2

9̄e2 � �lp2rē1u
1
3 � ē3

9̄e3 � �lp3rē1u0 � 9∆pptq,
(4.12)

donde
9∆pptq � H 9∆ptq, | 9∆pptq| ¤ δ P R (4.13)

Teorema 4.2. (Ortiz-Ricardez et al., 2015) Considerando los resultados del Teorema 4.1, el
origen de (4.12) es estable en tiempo �nito con

lp1 � H
1
3 l1, lp2 � H

2
3 l2, lp3 � Hl3, (4.14)

donde H � δ{µo; µo � 0.0021. Más aun, la función

V pēq � γp1|ē1|
5
3 � γp2ē1ē2 � γp3|ē2|

5
2 � γp4ē2ē

3
3 � γp5|ē3|5 (4.15)

es una función de Lyapunov para (4.12) con los coe�cientes escalados

γp1 � γ1

H
5
3

, γp2 � γ2
H2

, γp3 � γ3

H
5
2

, γp4 � γ4
H4

, γp5 � γ5
H5

. (4.16)
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Figura 4.2: Errores de observación.
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Figura 4.3: Estados del sistema y sus estimados correspondientes.

Ejemplo 4.1. Considere el sistema (4.1) con ∆pptq � 35 � 0.6 sinp2tq � 0.4 sinp?10tq por lo

tanto | 9∆pptq| ¤ 2.5 � δ. El sistema está libre de acción de control u � 0. Con los resultados

obtenidos se calcula el factor de escalamiento H

H � δ

µo
� 1191, (4.17)

empleando (4.14) se obtiene

lp1 � 99.0413, lp2 � 770.6670, lp3 � 25.9750.

Los errores de estimación se muestran en la Figura 4.2, en la Figura 4.3 se muestran los estados

reales y estimados. La convergencia del estado ε se muestra en la Figura 4.4.
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Figura 4.4: Convergencia de la variable ε a ∆ptq.

4.3. Conexión observador-controlador

Al combinar la estructura del controlador (3.1) y el observador (4.3), se puede de�nir una
versión del CTA mediante retroalimentación de salida

u � �k1ryu
1
3 � k2rx̂2u

1
2 � η

9η � �k3ryu0 � k4rx̂2u
0

9̂x1 � �l1rx̂1 � yu
2
3 � x̂2

9̂x2 � �l2rx̂1 � yu
1
3 � ε� k1ryu

1
3 � k2rx̂2u

1
2 � η

9ε � �l3rx̂1 � yu0.

(4.18)

Al sustituir (4.18) en (4.1), nuevamente de�niendo el estado virtual x3 � η � ∆ptq y
empleando (4.4) se expresa la dinámica del sistema controlador-observador.

9x1 � x2

9x2 � �k1rx1u
1
3 � k2rx2 � e2u

1
2 � x3

9x3 � �k3rx1u0 � k4rx2 � e2u
0 � 9∆ptq

9e1 � �l1re1u
2
3 � e2

9e2 � �l2re1u
1
3 � e3

9e3 � �l3re1u0 � 9∆ptq.

(4.19)
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4.3.1. Sistema nominal

Al igual que en el Capítulo 3 primero se considera el caso cuando (4.19) no contiene
perturbaciones

9x1 � x2

9x2 � �k1rx1u
1
3 � k2rx2 � e2u

1
2 � x3

9x3 � �k3rx1u0 � k4rx2 � e2u
0

9e1 � �l1re1u
2
3 � e2

9e2 � �l2re1u
1
3 � e3

9e3 � �l3re1u0.

(4.20)

Estabilidad sistema conectado

Es posible apreciar que el sistema conectado (4.20) puede ser visualizado como

Σ : 9x � fpx, eq, x � �
x1 x2 x3

�T
(4.21)

Ξ : 9e � gpeq, e � �
e1 e2 e3

�T
, (4.22)

es decir la conexión en cascada de dos sistemas. Esta propiedad será aprovechada para determinar
condiciones que determinen la estabilidad del sistema (4.20).

Lema 4.1. (Khalil, 2002) Se asume que el origen de (4.21) con e � 0 es global y asintóticamente
estable. Si (4.21), con e como entrada es entrada-estado estable (ISS por sus siglas en inglés) y
el origen de (4.22) es global y asintóticamente estable, entonces el origen del sistema en cascada
(4.21) y (4.22) es global, y asintóticamente estable.

De acuerdo al Lema 4.1, una condición para garantizar la estabilidad de (4.20) radica en
que el subsistema Σ sea ISS, esta condición puede veri�carse utilizando la función de Lyapunov
del sistema conectado con el controlador determinada en el Capítulo 3.

En Bernuau et al. (2013) se presenta un método que permite veri�car de forma simple las
propiedades ISS e iISS de sistemas homogéneos, de la forma

9ξ � hpξ, dq, (4.23)

donde ξ P Rn, d P Rm y d P L8.
La veri�cación de dichas propiedades se realiza a través del denominado campo vectorial

extendido auxiliar

h̃pξ, dq � �
hpξ, dqT 0Tm

�T
, (4.24)

0m P Rm es el vector nulo de dimensión m.

Teorema 4.3. (Bernuau et al., 2013). Sea el campo vectorial h̃ homogéneo con pesos r ��
r1, . . . , rn

� ¡ 0, r̃ � �
r̃1, . . . , r̃m

� ¥ 0 con grado de homogeneidad v ¥ �mı́n r. Se asume que el
origen del sistema (4.23) es global y asintóticamente estable para d � 0, entonces el sistema es

ISS si mı́n r̃ ¡ 0;
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iISS si mı́n r̃ � 0 y v ¤ 0.

Al analizar los pesos de homogeneidad del campo vectorial extendido del subsistema Σ

εr2x2 � εr1�v px2q
� k1rε

r1x1u
1
3 � k2rε

r2x2 � εr̃e2u
1
2 � εr3x3 � εr2�v

�
�k1rx1u

1
3 � k2rx2 � e2u

1
2 � x3

	

� k3rε
r1x1u

0 � k4rε
r2x2 � εr̃e2u

0 � εr3�v
��k3rx1u0 � k4rx2 � e2u

0
�

0 � εr̃�vp0q,

(4.25)

se aprecia que el campo vectorial extendido tiene grado de homogeneidad v � �1 y los pesos
r � �

3 2 1
�
para x1, x2 y x3 respectivamente, además r̃ �

�
2
�
para e2. De acuerdo al Teorema

4.3 el subsistema Σ es ISS con e2 como entrada.

Por otra parte si las ganancias de (4.5) se diseñan adecuadamente los estados e convergen
a cero. Y por lo tanto de acuerdo al Lema 4.1 los estados de (4.20) convergerán a cero.

4.3.2. Sistema perturbado

Ahora se debe analizar el efecto de la perturbación ∆ptq en el sistema (4.19) para ello se
considera la cota de la derivada de la perturbación

9x1 � x2

9x2 � �k1rx1u
1
3 � k2rx2 � e2u

1
2 � x3

9x3 � �k3rx1u0 � k4rx2 � e2u
0 � µ

9e1 � �l1re1u
2
3 � e2

9e2 � �l2re1u
1
3 � e3

9e3 � �l3re1u0 � µ,

(4.26)

donde µ es la cota de la derivada de la perturbación ∆ptq. Es importante observar que el sistema
(4.26) se puede visualizar como

9z � ϕpz, µq, z � �
x1 x2 x3 e1 e2 e3

�T
. (4.27)

Este sistema debe ser analizado con el �n de determinar condiciones para las cuales se
mantenga la convergencia de z a pesar de la perturbación ∆ptq. Para ello nuevamente se opta
por emplear el Teorema 4.3.

La veri�cación de los pesos de homogeneidad del campo vectorial extendido ϕ̃ se lleva a
cabo mediante
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εr2x2 � εr1�v px2q
� k1rε

r1x1u
1
3 � k2rε

r2x2 � εr̃e2u
1
2 � εr3x3 � εr2�v

�
�k1rx1u

1
3 � k2rx2 � e2u

1
2 � x3

	

� k3rε
r1x1u

0 � k4rε
r2x2 � εr̃e2u

0 � εr̃µ � εr3�v
��k3rx1u0 � k4rx2 � e2u

0 � µ
�

� l1rε
r4e1u

2
3 � εr5e2 � εr4�v

�
�l1re1u

2
3 � e2

	

� l2rε
r4e1u

1
3 � εr6e3 � εr5�v

�
�l2re1u

1
3 � e3

	

� l3rε
r4e1u

0 � εr̃µ � εr6�v
��l3re1u0 � µ

�
0 � εr̃�vp0q,

(4.28)

De este análisis se aprecia que los pesos de homogeneidad son

r � �
3 2 1 3 2 1

�
, r̃ � �

0
�
. (4.29)

Dado que el grado de homogeneidad del campo vectorial ϕ es v � �1 entonces se concluye
que (4.26) es iISS respecto a la derivada de la perturbación ∆ptq, esto implica que los estados
x y e seguirán convergiendo al origen aun con perturbaciones con una cota µ su�cientemente
pequeña, por lo tanto, al ajustar el controlador y el observador de tal forma que se asegure la
convergencia de los estados x y e respectivamente en presencia de la perturbación ∆ptq garantiza
la convergencia de los estados del sistema (4.19).

Teorema 4.4. Los estados de (4.19) convergen a cero si los conjuntos de ganancias k y l son
elegidos de tal forma que se logre la convergencia de los estados de los sistemas (3.2) y (4.5).

La idea principal del Teorema 4.4 es que tanto el controlador y el observador pueden ser
ajustados de forma independiente, y si ambos son capaces de realizar sus objetivos, entonces se
garantiza que la conexión de ambos seguirá logrando el objetivo planteado.

Ejemplo 4.2. Nuevamente se considera la perturbación ∆ptq � 35� 0.6 sinp2tq � 0.4 sinp?10tq
por lo tanto | 9∆ptq| ¤ 2.5, con esta información se determina que los factores de escalamiento L

y H son 1042 y 1191 respectivamente. De esta manera las ganancias que requiere el controlador

son

k1 � 99.7877, k2 � 42.2548,

k3 � 14.0863, k4 � 7.3655.
(4.30)

Por otra parte las ganancias que aseguran la convergencia de los errores de estimación son

l1 � 99.0413 l2 � 770.6670 l3 � 25.9750. (4.31)

En la Figura 4.5 se puede apreciar la convergencia de los estados empleando CTA con

retroalimentación de salida. Los errores de estimación se muestran en la Figura 4.6 y �nalmente

en la Figura 4.7 se muestra la señal de control continua.
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Figura 4.5: Estados del sistema controlado con CTA por retroalimentación de salida.
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Figura 4.6: Errores de estimación del observador propuesto en conjunto con el CTA.
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Figura 4.7: Señal de control continua del CTA mediante retroalimentación de salida.
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Capítulo 5

Conclusiones

Se construyó una función de Lyapunov suave y homogénea para el algoritmo Twisting
utilizando el Teorema de Pólya. Además se propuso un método con el cual es posible determinar
la cota máxima de la perturbación admisible.

En esta tesis se presentó el Algoritmo Twisting Continuo, el cual es un controlador por
modos deslizantes de quinta generación basado en el controlador Super-Twisting. Se realizó
el análisis de las condiciones que aseguran la convergencia de los estados en el sistema en el
que es aplicado mediante una función de Lyapunov suave y homogénea, la cual fue construida
empleando el Teorema de Pólya. Esta función de Lyapunov permite el análisis del sistema
perturbado y nuevamente empleando el Teorema de Pólya se realizó un análisis de la cota
máxima admisible.

Con la �nalidad de realizar control mediante retroalimentación de salida, se propuso un
observador de estados robusto ante perturbaciones Lipschitz, de igual forma se presentó un
análisis de las condiciones de convergencia de los errores de estimación mediante una función de
Lyapunov suave y homogénea.

Posteriormente se analizó la conexión del sistema controlador-observador y se demostró que
el controlador y el observador pueden ser ajustados de manera independiente y, si ambos son
capaces de realizar su objetivo, entonces la conexión de ambos seguirá cumpliendo el objetivo
planteado. Debido a que la prueba de la conexión del observador-controlador se realiza mediante
los pesos de sistemas homogéneos, el observador propuesto, así como el método de análisis puede
ser empleado en diversos controladores homogéneos basados en modos deslizantes.

5.1. Trabajo futuro

Con el uso del Teorema de Pólya fue posible construir la función de Lyapunov con la
que se deducen las ganancias que aseguran la convergencia del sistema controlado. Esta técnica
consiste en obtener conjuntos adecuados que satisfacen sistemas de desigualdades lineales, una
tarea pendiente es desarrollar un método que permita obtener nuevos conjuntos de ganancias
que satisfagan los sistemas de desigualdades obtenidos.

Con el �n de determinar nuevas ganancias para este controlador también se pueden emplear
métodos distintos para la construcción de funciones de Lyapunov suaves y no suaves.

En esta tesis se abordó el caso cuando el coe�ciente de control es idéntico a uno, si este
coe�ciente se tratase de una constante distinta no existe mayor inconveniente puesto que las

53



54

ganancias obtenidas se escalan de forma inversamente proporcional a dicho coe�ciente. Por lo
cual una dirección natural a trabajar es el caso de coe�ciente de control incierto. Por otra parte
se realizó el análisis del controlador suponiendo que la perturbación solo es dependiente del
tiempo, por lo que es necesario realizar dicho análisis asumiendo que dicha perturbación puede
ser función del estado.

Con el �n de extender la cantidad de sistemas a los cuales el algoritmo puede ser aplicado,
es posible extender el CTA para ser empleado en sistemas de mayor orden, esto requiere un
análisis similar al presentado en esta tesis para de�nir condiciones que aseguren la convergencia
de los estados involucrados.

El CTA por retroalimentación de salida presentado consiste en obtener mediante un ob-
servador de estados robusto la información de uno de los estados que no puede ser medido
directamente, de esta manera el análisis de estabilidad se lleva a cabo mediante la conexión en
cascada de dos sistemas. Un enfoque adicional que debe ser considerado es el análisis de una
versión del CTA mediante retroalimentación de salida la cual incluye un observador de estados
no robusto, es decir el lazo cerrado del sistema debe analizarse como la interconexión entre el
observador y el controlador.

El ajuste de las ganancias del algoritmo presentado exige el conocimiento de la cota de la
derivada de la perturbación que actúa sobre el sistema a controlar, sin embargo en la mayoría
de las aplicaciones esta cota es desconocida. Para solucionar esto, es posible desarrollar una
versión del CTA con ganancias adaptables. Esta misma estrategia puede ser aplicada para los
controladores por modos deslizantes de quinta generación basados en retroalimentación de salida.

Finalmente se debe estudiar el caso de la aplicación del CTA a sistemas multivariables.
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