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PRESENTACION

La Facultad de Ingenieria ha decidido realizar una serie de ediciones provisionales de obras
recientemente elaboradas por académicos de la institucién, como material de apoyo para sus
clases, de manera que puedan ser aprovechadas de inmediato por alumnos y profesores. Tal es
el caso del Fasciculo "Teorema de proyeccién", de la Mtra. Leda Speziale San Vicente.

Se invita a los estudiantes y profesores a que comuniquen a la autora las observaciones y
sugerencias que mejoren el contenido de la obra, con el fin de que se incorporen en una futura
edicién definitiva.
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Proélogo

La finalidad de este trabajo es servir de ayuda a los estudiantes de Algebra Lineal, sobre
todo en la parte correspondiente al producto interno y sus aplicaciones inmediatas dentro de
la misma asignatura, como son la obtencién de bases ortonormales, la proyeccion de un
vector sobre un subespacio, y la determinacion del vector que, teniendo -ciertas
caracteristicas (perteneciendo a un subespacio), sea el mds préximo a un vector especifico.

Este fasciculo estd elaborado con la intencién de que el lenguaje empleado en €l sea, sin
perder la formalidad matemaética, sencillo, coloquial y accesible a los lectores. Ademas, la
obra contiene un gran numero de ejemplos, cuya resolucién se efectua con todo detalle
para poder ser seguida sin dificultad.

En la primera seccién se presenta un ejemplo simple de geometria relacionado con el tema
a tratar. En la segunda se dan, las definiciones de los conceptos fundamentales e
indispensables para el desarrollo del tema. En la tercera se expresa lo que es producto
interno y se presentan varios productos definidos en un mismo espacio, y esto para
diferentes espacios, como son los de algunas matrices, y de algunos polinomios, ademas del
de las ternas. En las secciones subsecuentes se plantea la generalizaciéon de conceptos
geomeétricos, utilizando en los ejemplos los productos internos presentados en la tercera
seccion.

Segura de que la intencidn y la finalidad con las que se elabord el trabajo no se lograron a
plenitud, ni fue posible evitar la presencia de errores, agradeceré profundamente el
sefialamiento de éstos y las sugerencias para el mejoramiento de la obra que los lectores
tengan a bien enviarme.

Por ultimo deseo agradecer a la Facultad de Ingenieria y a sus autoridades la oportunidad
que me dieron de escribir este fasciculo y de manera muy especial a la ingeniera Cecilia

Teresa Carmona Téllez por sus ensefianzas en materia de computacion y por el enorme
apoyo otorgado cuando realicé la captura del manuscrito.

Leda Speziale San Vicente

Noviembre de 2001




I. Introduccion

En geometria se define la distancia de un punto A a una recta L como la magnitud del
segmento limitado por el punto A y el punto B , de interseccién de la recta L con una
perpendicular a ella llevada desde el punto A. Suele llamarse proyeccion de A sobre L, al
punto B, que pertenece a la recta L y tiene la particularidad de ser el mas cercano a A de
todos los puntos de la recta, esto es, cualquier punto diferente de B perteneciente a L, dista

de A una magnitud mayor a la del segmento AB .

Lo anterior es un caso simple del tema que , de manera mas amplia y general, se trata en
este fasciculo.

Una forma analitica de representar un punto, es por medio de una terna de niimeros reales
que corresponden a sus coordenadas cartesianas. El punto A , asi representado, puede
considerarse un elemento (vector) del conjunto (espacio vectorial) de todas las ternas de

ntiimeros reales que se denotacon R’ .

De manera semejante, una recta es el lugar geométrico de los puntos que satisfacen las
condiciones expresadas en dos ecuaciones cartesianas (representacion analitica de la recta) ;
dichos puntos son un subconjunto (que puede ser subespacio, si contiene al origen) del

conjunto R°*.

Como ejemplo, obtendremos la proyecciéon B de un punto A con coordenadas (2, -2,4)

. y z
sobre la recta representada por las dos ecuaciones x = Y = =

Los puntos de la recta son los elementos del conjunto
L={(x,y,z) | X = % = —% ;X,y,Z € R} , que es subconjunto (subespacio) de R°.
L también puede expresarse como L = {(x,2x,-3x) | xeR}.

Buscamos el elemento B de L mas cercano a A, que expresado como (2,-2,4 ), esun
elemento de R*>.

Las coordenadas de B, por pertenecer éste a la recta L, son ( x , 2x , -3x ) ; asi la
representacion analitica del segmento AB es (x-2 , 2x+2 , -3x—4) . El segmento
AB debe ser perpendicular a la recta L, de la cual, uno de sus vectores directores es
v =(1,2,-3) . Laperpendicularidad entre AB y L, la expresamos igualando a cero el
producto escalar de AB por v de donde es posible obtener las coordenadas del punto B

(x-2,2x+2, 3x-4) (1,2,-3)=0;
X—2+4x+4+9x+12 =0 = 14x =-14 ; x =-1

Con lo que, las coordenadas del punto Bson (-1,-2,3)




Como un segundo ejemplo, obtendremos la proyeccion Q del punto P(3,1,-2) sobre la
recta J representada analiticamente por la ecuacién vectorial

P=(1,-1,0)+t(2,3,-1)

T={(x,y,z)| x=1+2t,y=-1+3t, z=-t; téR }
Las coordenadas de Q, por pertenecer élalJ,son (1+2t, -1+3t, -t)
Conloque PO =(-2+2t,-2+3t,2-1)

Un vector director de larectaJes u =(2,3, -1). Por ser PQ perpendicular a J :

PO u=0 esdecir -4+4t-6+9t-2+t=0= t=i—i =g
19 11 6
.. Q es el punto cuyas coordenadas son (—7— > :7-)

La proyeccién de un segmento dirigido MN sobre un plano 7 , es el segmento dirigido
PO donde P y Q son, respectivamente, las proyecciones de M y N sobre el plano 7.

Dicho segmento PQ (vector) es el que, perteneciendo a r, tiene una distancia a. MN

(vector) que es la minima de las distancias de los segmentos de 7 a MN.

Los problemas geométricos expresados en los parrafos anteriores se pueden extender a la
nocion general de vector que se estudia en algebra lineal, por medio del concepto de
producto interno en un espacio vectorial.




II. Definiciones Preliminares

Espacio Vectorial sobre un Campo

Un espacio vectorial es un conjunto V acompaiiado de un sistema algebraico (K ,+, -)
con estructura de campo. El conjunto llamado espacio vectorial sobre el campo, debe ser tal
que:

« en él esté definida una operacion + llamada adicion que forme con el conjunto un
sistema algebraico ( V ; + ) con estructura de grupo abeliano.

« esté definida un regla ( seudo-operacion ) llamada multiplicacion por un escalar,
aplicable a dos elementos: el primero perteneciente al campo K y el segundo al espacio
V, tal que el resultado sea un elemento del espacio V, y que ademas satisfaga las
siguientes condiciones:

Va,f eKyVY u,veV
v (a+f)u= au+ Bu
voa(u+v)=au+ v
voa(pu)=(af)u

+ si 1eslaunidad de K entonces 1v = v

En otras palabras, espacio vectorial es un conjunto en el que se satisfacen diez condiciones:
cinco respecto a la estructura de grupo abeliano con la adicién y las otras cinco que
involucran la multiplicacion por un escalar.

Vector y escalar

Se llama vector, a todo elemento de un espacio vectorial.
Escalar es todo elemento del campo .

Ejemplo : El conjunto P,. de los polinomios de grado menor o igual a tres, con

coeficientes complejos es un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros reales, y
respecto a las operaciones de adicion y multiplicacién por un escalar usuales en los
polinomios. Por lo que, (3 -1 ) x> + 2 x> -4ix +(1+7i) esun vector del
mencionado espacio, y los numeros reales, por ejemplo, 5, 6, -1 son escalares.

El elemento idéntico respecto a la adicién en todo espacio recibe el nombre de vector
nulo o vector cero.




Subespacio
Un subconjunto de un espacio vectorial V sobre un campo, tal que, respecto al mismo
campo y a las mismas adicién y multiplicacién por un escalar del espacio, es por si

mismo un espacio, se dice que es un subespacio del espacio V.

En otras palabras, subespacio de V es un subconjunto de V que cumple las diez
condiciones de espacio, respecto a los escalares, la adicion y la multiplicacion por escalar
del espacio V.

Ejemplo: A = { ax” + 3bx + atb a,be C}, subconjuntode P,. , satisface las

diez condiciones de espacio para el campo de los reales , la adicién y multiplicacién por
escalar usuales en los polinomios. Por lo tanto A es un subespacio de P, .

El subconjunto de un espacio que contiene sélo al vector nulo, es un subespacio que recibe
el nombre de espacio nulo.

Combinacion lineal
Una combinacidn lineal de n vectores es una suma de n sumandos, donde cada sumando
esta formado por uno de los vectores multiplicado por un escalar, pero ninguno de los n

vectores esta en mas de un sumando.

Ejemplo : Una combinacion lineal de los vectores
a=x>+2; b=x+5; ¢=3x"+2x-1 es :

3¢ - b +4c = (3x24+6)+(x-5)+(12x*+8x—4) = 15x°+9x -3
otra combinacién de los mismos vectores es: Oa +7b +0c = 7b = -7x + 35

otraméases: -2a +5b = -2x? -5x +21

Dependencia lineal

Un vector depende linealmente de otros, si €l puede expresarse como una combinacion
lineal de esos otros.

Como ejemplo, el vector 15x* +9x —3 del ejemplo anterior, depende linealmente de
los vectores a , b y c.

El vector nulo, siempre puede expresarse como combinacion lineal de otros vectores,
yaque : O0=0v,+0v, + --- +0v,




Por lo que, el vector nulo siempre es linealmente dependiente de otros vectores.

Conjunto Linealmente Dependiente

Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si al menos uno de sus elementos
puede expresarse como combinacién lineal de los otros.
Todo conjunto que contiene al vector nulo es linealmente dependiente.

En particular, si el conjunto sélo contiene al vector nulo, se considera linealmente
dependiente.

Conjunto Linealmente Independiente

Un conjunto de vectores es linealmente independiente si ninguno de sus vectores puede
expresarse como combinacion lineal de los otros del conjunto. Es decir, es independiente si
no es dependiente.

En particular, si el conjunto tiene sélo un elemento y €l es un vector diferente del vector
cero o nulo, dicho conjunto se considera linealmente independiente . -

Un método para determinar si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o
independiente, consiste en plantear la llamada ecuaczon de dependencza lineal del conjunto,

que para el conjunto { v, ,v,,---,v, } es: @V, +a,v,++a,v, =0 . Sidicha
ecuacion tiene como unica solucion la trivial, es decir ¢, =a, = --- =, = 0 , entonces el
conjunto es linealmente independiente. En caso contrario es dependiente. '

Conjunto Generador

Un conjunto G es generador de un espacio V, si G es un subconjunto de V y ademas, todo
elemento de V puede expresarse como una combinacion lineal de los elementos de G.

Ejemplo: El conjunto G={x*+2,-x>, 7 } es generador del espacio
T={ax’ +b| a,be R},yaque, ademésdeque G esunsubconjunto de T,
Va,b e R, siempre existen «,,a, y a, tales que:

a, (x> +2)+a, (x*)+a,(7)=ax’ +b

Para determinar las alfas, se debe resolver el sistema:
a, - o, =a - (D)




Restando de (2) la ecuacién (1) multiplicada por dos , se obtiene 7a, + 2 @, = b-2a
1
= a, = 5 (b-2a-7a;) ;de (1) a, = a+ q,

El sistema es compatible, aunque indeterminado, ya que para cada valor realde «, se

obtieneun «, y, porende un q,.

Sin embargo, G no es generador del espacio P, = { ax* +bx +¢ I a,b,c e R}, puessi

b#0 , no existen alfas tales que a,( x°+2)+ a,(x*)+ a,(7)=ax’+ bx+c .

Base de un Espacio

Se llama base de un espacio V, a un conjunto de vectores que sea generador de V' y
ademas, linealmente independiente.

Ejemplo: Una base del espacio P, = {ax’+bx+c | a,b,c € R}, es el conjunto

{x?, x, 1}.Otrabase del mismo espacioes: {x” +x+1, x+7, -2x*+x -3}

En particular, el espacio nulo no tiene base. Pero, salvo dicho espacio, todos los demas
tienen una infinidad de bases.

Todas las bases de un mismo espacio tienen el mismo nimero de elementos, es decir,
tienen la misma cardinalidad.

Dimension de un Espacio

La dimension de un espacio V es el numero de elementos ( cardinalidad ) de cualquiera
de sus bases. Se expresa con el simbolo dim V.

Ejemplo: La dimension del espacio P, de los polinomios de grado menor o igual a dos

con coeficientes reales es tres, lo que se expresacon dimP, = 3.

En particular, la dimensidén del espacio nulo ( que no tiene bases ) se comsidera, por
definicion, igual al numero cero, estoes dim{ 0 } = 0.




III. Producto Interno

Un producto interno en un espacio vectorial .es una regla que se aplica a una pareja
ordenada de vectores de ese espacio y con la cual se obtiene uno y sélo un escalar del
campo sobre el que estd definido el espacio. Es decir, si el espacio es V sobre el campo K,
un producto interno es una funcion cuyo dominio es el conjunto VxV ( conjunto de todas
las parejas ordenadas de vectores de V ) y cuyo codominio es el conjunto K

f: VxV > K

Ademas, dicha regla ( funcidn ) debe satisfacer cuatro condiciones ( axiomas ) que
corresponden exactamente a las que satisface el producto punto o producto escalar
definido en el conjunto de ternas de niimeros reales ( espacio R* sobre el campo de los
reales ).

Si K es el campo de los complejos, @ un escalar cualquiera de K y U,v,w son

elementos cualesquiera de V, entonces el resultado de aplicar la regla a una pareja ordenada
de elementos de V es un numero complejo que debe cumplir, para ser producto interno
en V, las siguientes condiciones :

f(u,v) f(v,u) (conjugadode f( v, u ) )

i

f(u,v+tw)=Ff(u,v)+f(u,w)

flau ,v) =af(u,v)
f(u,u)>0 Vuz0
En un espacio vectorial se pueden definir mas de un producto interno, por ejemplo en R >,
ademas del producto punto, la funcion
f: R°xR®> >R talque, para u =(u,,u,,u,) , v=_(v,,V,,V;)
f(u,v)=uv, +2u,v, +2u,v, +2u,v, +2u,v, +u,v, +u,v, +7u, v, +2u,v,
satisface las cuatro condiciones para ser producto interno. Aqui, comprobaremos sélo la
cuarta de ellas
- - 5 2 2
f(u,u)=u +2uu, +2u,u, +2u,u,; +2u,u, +u,u, tu,u, +7u,” +2u,

=u} +4u,u, +4u,u, +2u,u, +4u +ul +3ul +ul
= (u, +2u, +u, )* +3ui+ui>0, V u # (0,0,0)




Por lo tanto la funcién f define un producto interno en R°, diferente del producto escalar.

Otro producto interno en R* puede definirse con la funcién g : R*xR*— R, tal que

para u =(u ,u,u ), v=_(v,v, v;), glu,v)=2uv, +u,v, +6u,v,

de un

Existen varias notaciones para expresar el producto interno de los vectores u 'y
u | ) entre

v
espacio, algunas de ellas son : (u,v) ; (u,v) ; <.L-l-| v ;o ( v

otras. En este fasciculo usaremos la notacion ( u | V).

Para los vectores u# = (1,-1,2) y v = (3,2,-1)de R®, se obtiene :con el
producto escalar (u l v)=3-2-2=-1

con la funcién £, (% | v) = 3+2(2) +2(-3)+2(4) +2(1) + (-1) + (6) + 7(-2) + 2(-2) =
— 344 6+8+2-1+6-14—-4 = 2

conla funcién g, (u I v)=20B)+(2)+6(-2) = 6-2-12 = -8

Como puede notarse, para los mismos vectores se obtienen escalares diferentes al utilizar
productos internos distintos.

En el espacio de las ternas de nimeros complejos sobre el campo complejo C*(C),un
producto interno para u =(u, , 4, , % ) y v=(Vv,v,, v,) sedefine con:

(u | v ) = u v+ u, v+ u3;3 -------------- (1) donde v expresa el conjugado de la

primera componente del vector v, v2 el conjugado de la segunda componente y vs el
conjugado de v,. A este producto se le acostumbra llamar el producto interno usual en C >

Otro producto en el mismo espacio, es el definido con
(% | V) =3uw+2u,v2 +4uys —moeeees @)
Para los vectores de C* u = (i,1431,-2) 'y v =(0,34,-1+)

Con el producto internousual (u | v) = i(0)+ (1431 )}(3+1)+(-2)(-1-i) =
= 0+ (3+3i%+i+9i)+(2+2i) = 2+121

con la regla (2) (u|Vv)=3(0)+2(10i)+4(2+2i) = 8+28i




En el espacio P, de los polinomios de grado menor o igual a 2 con coeficientes reales, se
tienen entre otros, los productos internos definidos para

p =a,+ax+a,x’ ; g=b,+bx+b,x>
— - 2
con las siguientes reglas:  (p | ) = Y. p(k)q(k) ---oeoeees (1)
k=0
- — 2
(plq): z akbk """"""" (2)
k=0
Para los polinomios p = 2-3x+x> ; g = 1+5x-x?
p(0)=2 ; q(0) =1 p(0)q(0) =2
p(l)=0 5 q(l)=>5 p(l)q(l) =20
p(2)=0 ; q(2)=7 p(2)q(2) =20

por lo que, con la regla (1) (EIE):2+O+O=2

a, =2 ; b, = a, b, =2
a, =-3; b, =5 a, b, =-15
a, =1 ; b,=-1 a, b, = -1

yoonlaregla(2) (p|gq)=2-15-1=-14

En el espacio sobre el campo complejo de las matrices de orden m por n, con elementos
complejos, un producto interno se define con : (A l B) = tr (AB*), que dicho con

palabras, es la traza de la matriz resultante de multiplicar ( con la multiplicaciéon comtn de
matrices ) el primer factor por la conjugada transpuesta del segundo factor. Asi, para las
matrices A,By D deorden 2x 3, siguientes

1+i 2 -3 4 2-i -2 iS5 -2+2
A= , B= ;, D=
0 -2+43i —1-i 142 —2+i 0 -3 0 1-3

) _ 4 1-2i )
1+i 2i -3 _ _ 2+2i
(A| B) =1t . 2+ -2-il| =tr .
0 —2+43 —1-i|| _. e T =4
2i 0

En virtud de que para calcular la traza de una matriz, s6lo interesan los elementos de la
diagonal principal, los elementos fuera de ella no se obtienen y se representan con ...




(A| B) =2+2i+7-4i = 9-2i

( 40 -3
1+i 2 -3
(A| D) =1tr 5 0
0 —-2+3i —1-i : :
. -2-21 1+3i1
[—i+1+10i+6+6i T4+150 -
= r = r
i 0+0-1+3-i-3i e 24
(A] D) =9+11i

10




IV. Ortogonalidad

El concepto geométrico de perpendicularidad de vectores expresado con u- v = 0 se
generaliza con el concepto de ortogonalidad (referido a un producto interno
determinado), como sigue : dos vectores son ortogonales si su producto interno es cero.

Los vectores u = (1,-1,0), v = (0,1,-5) e R® geométricamente no son
perpendiculares, yaque u - v = -1 ; sin embargo, son ortogonales respecto al producto
interno definido anteriormente con la funcién f, pues :

f(u,v) =
= (1)(0) +2(1)(1) + 2(-1)(0) + 2(0)(1) + 2(-1)(-5) + (1)(-5) + (0)(0) + 7(-1)(1) + 2(0)(-5) =
=0+2+0+0+10-5+0-7+0 =0
Elvector w = (1,1,-2) e R® estal que:
u- w=0;pero f(u,w)=1+2-2+0+4-2+0-7+0=-4 =0

y  g(u,w)=2)+(1)+60)=1 =0

por lo que, los vectores u y w no son ortogonales respecto a los productos internos
definidos con las funciones f y g ( expresadas en la seccion III ), aunque si lo son

respecto al producto escalar o producto interno usual en R’

En el espacio de matrices de igual orden y con elementos complejos, la matriz A es
ortogonal a la matriz F, respecto al producto interno ( A | B) = tr(AB*),si

1+i 2i -3 4  2—-i =2 _
A = _ |y F= _ , debido a que:
0 —-243i —-1~i 3-2i O 2

. 4 342
1+ 2i -3 _
(A| F)=1u _ t2+i o0 =
0 —-2+3i -—-1-i ,
2i 2

[4+4i+4i—2—6i
= 1r

=2+21-2-21=0
0+0-2-2i

11




V. Conjunto Ortogonal

Un conjunto se dice que es ortogonal respecto a un producto interno, si todo vector de
dicho conjunto es ortogonal a cada uno de los otros vectores del conjunto.

Ejemplo : El conjunto A { a1, a2 ,as} = {(1,-1,2),(1,1,0),(1,-1,-1)} es
ortogonal respecto al producto escalar en R’ , ya que :

a+ a» =(1,-1,2) (1,1,0) =1-140=0
ar- as =(1,-1,2) (1,-1,-1)=1+1-2=0
a: as =(1,1,0) (1,-1,-1) =1-1+0=0

También el conjunto S = {x*-x+2 , x?>+3x+2 , -4x*> 2x+1} = {51, 52,55 }
es ortogonal respecto al producto interno en el espacio de polinomios de grado menor o
igual a 2 , definido por

- - 2 _ _
(plg)=2 ab, donde p =a,x’+axta, ; ¢ =Db,x"+bx+b
, i 3 2 1 0 2 1 0

envirtuddeque (51 | 52) = 2Q)+(-DB)+1(-1) =4-3-1=0
(51| 53)=21)+(1)(2)+1(-4) =2+2-4=0
(52] 53) = 2(1)+3(:2) + (-1)(-4) = 2-6+4 = 0

Para formar un conjunto D de vectores de un subespacio, por ejemplo de

c
dos con elementos reales, que sea ortogonal respecto a un producto interno, por ejemplo el
definido en M para A,B e M por (A | B) = tr (AB”) , se considera como primer
1 -1
2 -1

b
H = {[a :l | a,b,c,e R } que es subespacio del espacio M de matrices de dos por
-a

clemento un vector d; que pertenezca a H , digamos di = |: } , luego se

determina un segundo vector d.e H talque (d, l d;) =0 ,estoes

- a b 1 -1|la ¢ a—->b
d, = tal que tr = tr =a-b+2c+a
c —a 2 ~-1|b -a -+ 2c+a

2a-b+2c =0 osea b = 2a+2c ; paracadaparejadevaloresde a y ¢ existe

un valor de b, es decir, existe una infinidad de posibles vectores d» ortogonalesa di , st
hacemos a = -2; ¢ =1 , entonces
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- -2 =2
1 2

Si buscamos un tercer vector ds , éldebe, ademas de pertenecer a H, ser tal que

a b}
, por la

(31|33)=0 y (Zz|33)=0,porloque, al ser ds =[
c -a

ortogonalidad con di, b=2a+2c y por la ortogonalidad con d,,

~2 =2la ¢ —-2a-2b
tr = tr =0 = -4a-2b+c=0
1 2 16 —a c—-2a

sustituyendo, en la igualdad inmediata anterior, la variable b por 2a + 2c, resulta

4a-4a—4c+c =0 = a = -_8—30

- -3 10
si hacemos ¢ = 8 resulta a = -3 ; b = 10 conloque ds = {8 3}

- a b - )
Al buscar un cuarto vector d4 = [ } ortogonal a d; se tiene
c -a

-3 10fla ¢ .
tr s 3lp =0 lo que nos lleva a: -6a+ 10b+8c = 0, ecuacion que,
—-a

junto con las correspondientes a la ortogonalidad con d\ y d, forma el sistema de

2a-b+2c=0
ecuaciones { —4a—-2b+c=0 , que es homogéneo y al resolverlo se obtiene
—6a+106+8c=0

2 -1 2 2 -1 2 2 -1 2
-4 -2 1|~{0 -4 5|~|0 =4 5| por lo que, al ser sistema homogéneo
-6 10 8 0 7 14 0 O %

determinado, su unica solucién es la trivial,, esdecir, a = b = ¢ = 0, y el tinico

= - 00
vector da4 posible es: d4 = |:0 O:|

Otro vector ortogonal a los cuatro anteriores es, solamente, el mismo vector nulo.
El nimero de vectores ortogonales, diferentes del vector cero, de un conjunto, depende de
la dimensién del subespacio ( en el ejemplo dim H = 3 ). En general el nimero de
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vectores diferentes del vector cero, que forman un conjunto ortogonal es menor o igual a la
dimension del espacio ( o subespacio ) al que pertenecen. Si el nimero ( cardinalidad del
conjunto ) de vectores ortogonales diferentes de cero, es igual a la dimensién del
subespacio, entonces dicho conjunto ortogonal es una base del subespacio, a la que suele
llamarsele, base ortogonal.

) 1 -1 -2 =2 |-3 10
Para el gjemplo: B = , , es una base ortogonal del
2 -1 1 2 8 3

a b

c —a

subespacio H = {[ J | a,b,ceR } respecto al producto interno definido por

(A] B) = r (AB")

El subespacio A = {ax’+bx-2a+3b| a,b e R} del espacio P, de polinomios de

grado menor o igual a dos, tiene dimensién dos, es decir, dim A = 2, por lo que, toda
base de A tiene dos elementos.

Podemos determinar una base ortogonal de A respecto al producto interno definido con

— — 2 — —
(p | q) =Zp(i)q(i) definiendo.un vector 7 € A, por ejemplo 7, =2x’+x-1 vy
i=0
determinando el segundo 7, tal que (7, | r, ) =0, para ello debemos obtener los valores

ayben r,=ax’+bx—2a+3b paraque el producto de r  por Z se anule

71(0) = -1 72(0) = -2a+3b
rn(l)=2+1-1=2 r2(1) =a+b-2a+3b = -a+4b
r(2)=8+2-1=9 72(2) = 4a+2b-2a+3b = 2a+5b

s-1(2a+3b)+2(-a+4b)+9(2a+5b) = (2-2+18)a+(-3+8+45)b =

=18a+50b = 0 conloque b = — a = - % a ; un vector r» ortogonal a 71

puede obtenerse con a = 25 ; b =-9 osea: r2 = 25x? -9x-77 y una base

ortogonalde A es . B, = {2x’+x-1, 25x%-9x-77}.

— — 2
Respecto al producto interno definido en P, por ( p | q) = Zak P, donde

k=0
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p = a,x’+ax+a, y ¢q = B,x*+ Bx+ B, ,considerando como primer vector

de 1a base ortogonal al mismo 7:. del ejemplo anterior, el segundo vector debe ser tal que
(r1 l ;2)=O,osea :

-1(-2a+3b)+(1)b+(2)a =4a-2b = 0 = b = 2a,porloque,si a=1 entonces
b=2 yunvector r» es X’>+2x+4 .

La base ortogonal correspondiente es B, = {2x*+x-1 , x*+2x+4}

En el espacio sobre el campo complejo, de matrices de orden 2x3 con elementos

i : a 2a 0
complejos, un subespacio es J = by 0 3

a,be C}. Podemos -obtener una

base ortogonal de J, respecto al producto interno (A| B) = tr (AB*), para ello

consideramos un elemento cualquiera de J diferente del vector nulo, por ejemplo:

- I+i 2+2i 0 : .=
Jj, = |: . 0 3_:| y determinamos los elementos de la matriz j, que
—1i i
. . —] — . -_ a 2(1 O

perteneciendo a J, satisfaga que ( j | Jj; ) = 0,esdecir j, = b o 3 tal que

1+i 2+2 0 2 b S5a+5a

+ + - 1 —_ —_
[ X 0’ 3.] 2a 0 =tr[“+ “ 1031] = 5a(1+i)-106i =0,
: o T3 B

donde a y b son, respectivamente , los conjugados de los complejos a y b{( elementos

de la matriz -j_z). Entonces se tiene: a(1+i) = 261 = b = 1—51-2 = (—;——?ll-i)z
i

1 1 — 2 4 0
orloque, b = (—=+—i)a , para a=2, resulta j, = una
porod (7+31)e v % [l+i 0 —3—31'] Y

-1 0 Jiy|1+i 0 -3-3i

I+i 242 O 2 4 0
base ortogonal de J es B = ) )
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V1. Norma. Base ortonormal

Por medio de un producto interno definido en un espacio vectorial, se generaliza la idea

geométrica de magnitud de un segmento dirigido ( vector de R*) con el concepto de
norma.

Norma de un vector v , que representamos con " v " , es la raiz cuadrada positiva del

producto interno de dicho vector por él mismo " v_" = JOo|

Un vector tiene una norma, en general diferente, para cada producto interno considerado.
Asi, la norma del vector v = (1,-1, 21) e R’, respecto al producto interno usual en R*

( producto escalar o producto punto ) es : " 7" = J1+1+4 = Jg .

Sin embargo, respecto al producto en R*® definido por

(u | v)=uv,+2u,v,+2u,v,+2u,v,+2u,v,+tu, vt u,v,+7u, v, +2u,v;

s |v] = VOO +ADED QD + 20 + TDED +20)2) =

=JV1-4-8+4+7+8 = 48 =242

) 1+ 2i -3 4 2—i =2i
Para las matrices : A= y B= ) .
0 =243 -1-i 1+2i -2+i O

Respecto al producto ( A | B) = tr (AB* ), sus respectivas normas son :

. . 1-i 0
la] = | [1+1. 2 -3} i pol| - ‘/tr[2+4+9 }
0 -2431 -1-1 3 14 0+13+2 |
Ja] = V30
: . A4 1-2 .
IB] = [& { 4 | 2—1' —21] i o ill \Fr[l6+5+4 ]
RS 2i 0 5+5+0
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I8l = V35

: . . - 1+i 242 0
Respecto al mismo producto interno, la norma de las matrices j, = _ o 3
—1 i

_ 2 4 0
= , son
Yl T4 0 —3-3

1-i
— 1+i 242 0
70 - o[ 2 oo o =‘H2+8 |- a5 - 205
-1 0 3i ) e 149
0 -3i
R | 4+16
=t 4 0 | =Jtu | =440 =2410
%1 |:1+i 0 —3—31'] , J [ 2+18]
0 —-3+3i

- 1 -1
Para la matriz m = L 2] respecto al producto (A | B) =tr (AB”)

R I R AR R

d h
respecto al producto definido por ( {c f] l [ig k} J = cg+dh+ 3¢j +2fk
e J

“ 'm_" = JOO+CDED+33)B)+22) = V1+1+27+8 = 37

Si la norma de un vector es uno , se dice que ese vector es unitario.

= (-1 Lo ) , tiene, respecto al producto usual en

Por ejemplo, el vector v € R® ; v L, 2,
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R, lanorma |[v] = {-HD+EE)+©00) = S+I+0 =41 =1,

por lo que es unitario respecto a dicho producto usual.

- 1 -1 - '
A un vectorcomo m = |:3 5 J # (0 podemos multiplicarlo por el escalar reciproco

1
de sunorma, —— en este caso, y obtendremos el vector :

7

1 1
—_— — _ = 1 .
m, = _1_ m = '/g_7 «2/5 cuya norma es |mn| S — \/37 = 1, es decir
V37 Vi V37

m, es unitario.

Al proceso efectuado con m suele llamérsele normalizacién v es aplicable a todo vector
diferente del vector nulo. Asi , es posible normalizar a todos los elementos diferentes de
cero de un conjunto y si éste es ortogonal, al obtenido se le llama ortonormal.

El conjunto B boolpg=2 -2 =3 10 {b ,5, ,b, } bas
conjunto B = , , = , b, e
ot 2 —1l7l1 278 3 T2 s

a,b,ce R } puede normalizarse,

. a b
ortogonal del espacio H = { [ }

c —a

multiplicando a cada uno de los elementos b, , b, , b, por el reciproco de su norma , como

lo hacemos a conftinuacién

LY R N [ e D EE S A 1 B

2 -1 -1 -1

— -2 —2]-2 1 4+4 ... , —
5] - [ 2}[_2 2} =trlim WJ —g+5=13 = |5 = V33

|2, ]2 = & {_3 10}{—3 8} = tr [9“00 } = 109+73 = 182
g8 3[10 3 o 6449
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2] = Jie2

—_
oo [§<
N

El conjunto B normalizadoes: B, = { |:
que es una base ortonormal de H.

De manera semejante es posible normalizar las bases B, y B, del subespacio

A = {ax* +bx-2a+3b | a,beR}

Para B, = {2x?+x-1, 25x*-9x-77 }={b, ,b,} base ortogonal respecto a
1 1 2

(7 | D)=2p0a@ o] = D7 +27+9* = V86

I6,] = 7D+ =607 +(5)* = o675 =15 V43

por lo que , una base ortonormal es

15 , 3 77}

2 1
B, = {—x’+ X - , x* - X -
1 {\/% J56 486 343 543 15443

2
Para B, = {2x’+x-1, x +2x+4} baseortogonal de A respecto a

N = = —=_ _1°

J7 J_7':| |:~/§ JE:| [J@ 182] }
PN I 2 |28

v il Ww Bl Lam
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y la base- ortonormal correspondiente es

B ={_2_x2+_1_x— 1 Lx2+_2_x+_%__ }
" Weo Ve W6 T2 V21 V2t
La base ortogonal del subespacio J, { I , Z }, también puede normalizarse y se obtiene :

1 2
0 —_— — 0

1.1 1
i i
g _ 125 25 545 10 10
1 37| 1 1 -3 3

0 — =
2410 2410

1 0 i

+ 1
245 25 | 2410 2410

que es una base ortonormal de J.

A partir de un conjunto generador de un espacio es posible obtener un generador ortogonal,
por medio del método conocido como proceso de Gram-Schmidt *. eliminando del
generador obtenido a los vectores nulos, si los hay, se obtiene una base ortogonal, que al
normalizarla determina una base ortonormal.

il Solar — Speziale

Apuntes de Algebra Lineal
Meéxico, D.F., Edit. Limusa, 1997
p. 666
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VII. Distancia entre vectores

En geometria, si @ y b son los vectores de posicion de los puntos A y B,
respectivamente, la distancia entre estos puntos es el moédulo del vector diferencia b—a
que es el mismo que el del vector a—b, osea . |5-a_| = |5-3| .

De manera semejante, la distancia entre dos vectores de un espacio se define como la
norma de la diferencia de esos dos vectores. La distancia, por estar definida en términos
de una norma, depende del producto interno que se utilice.

- {2 -3 - |-1 3
Por ejemplo, la distancia entre las matrices a = [1 J y b= { 5 2:\ es la norma

- - 3 -6
de a-b = { . 3} y dicha norma depende del producto interno considerado.

Asi, para (A| B) = tr (AB”) ladistanciaentre a y b es
- -y 3 -6 3 -1 45 ...
|a-b" = Jtr[[_l —3:|[—6 _3D = Jtr[m 10] = \/E

f

la distanciaentre a y b es: "Z b" = J9+36+3+18 = J66

5
[g_ D = cg+dh+ 3ej + 26k
Jj k

Para los polinomios % = 2x*-3x+1 y k = -x’+x-3 ,ladistancia entre ellos es

lanorma de su diferencia % —k = 3x?-4x+4 Sise considera el producto interno en
- 2
P,definidopor (p | q) =Zp(i)q(i) se tiene :
i=0

‘é\(h %)(0) = 4 ; (B—~k)1)=3 ; (h-k)2)=8, conloquelanormade 7 — k es:

|| k| = \/42+32+82 JI6+9+64 = 89
J

Para el producto ( p | q) = iakﬂk se tiene : "H-E" = ‘/32+(—4)2+42 = J41
=0
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VIII.Complemento Ortogonal

Con €] concepto de ortogonalidad, también es posible obtener un vector ortogonal (respecto
a un producto interno) a todos los vectores de un subconjunto de un espacio vectorial.

Por ejemplo, un vector ortogonal a todos los vectores del subconjunto A de R’, donde
A= {(x,x-2,4) | xe R}, respecto al producto punto en R*,es (-2,2,1) ,ya
que: -2x+2(x-2)+4 = -2x+2x-4+4 = 0 paratodo valor de x .Otro vector
ortogonala A es (3,-3,-2 ) yen general, toda terna de niimeros reales (a,b,c) tal

que , para todo valor de x, (a,b,c)" (x,x2,4)=0

Estoes: ax+b(x-2)+4c =x(a+b)-2b+4c =0

b =2

a =-2¢

a+b =0

y al resolver el sistema se llega a
-2b+4c

lo que implica que : {

Asi que, todos los vectores del subconjunto B de R*, tal que B ={(-2c, 2¢, c) | ce R},
son ortogonales a todos los vectoresde A = {(x,x—-2,4) | x € R}.

A un conjunto como B, suele llamarsele ortogonal al conjunto A , se representacon A’

y siempre es un subespacio, aunque el conjunto A no lo sea.

Para L = {(x,2x,-3x) I x € R}, que es subespacio de R*, un vector ortogonal a L

respecto al producto puntoes (6,3,4),0tro (-1,1, + ) yen general toda terna
(a,b,c) que, paratodo valor de x, satisfaga :

ax+2bx—-3cx = 0, osea, (a+2b—-3c)x =0 = a=-2b+3c
Si el subconjunto del espacio es un subespacio ( como lo es L ) , al conjunto ortogonal a él
se le llama complemento ortogonal de dicho subespacio, debido a que la dimensién de este

complemento, sumada a la del subespacio es igual a la dimensidn del espacio.

Con lo anterior, el complemento ortogonal (respecto al producto punto) de L, subespacio
de dimensién uno de R*>,es Lt = {(-2b+3c,b,c) | b,c € R}, subespacio de

dimensién dos de R*

El complemento ortogonal de un subespacio esta referido a un producto interno. Asi, para
el producto interno en R*, definido por
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f(u,v)=uyv, +2u,v, +2u,v, +2u,v, +2u,v, +u,v, +u,v, +7u,v, + 2u,v,

el complemento ortogonal de L, es el conjunto de ternas ( a, b, ¢ ) que satisfacen, para

todo valor de x : ax + 2a2x + 2bx + 2¢2x + 2b(-3x) + a(-3x) + ¢x + 7b2x + 2¢(-3x) = 0

lo anterior puede expresarse como : (2a+ 10b-c)x = 0, es decir ¢ = 2a+10b, por
loque L= {(a,b,2a+10b)| a,beR}= {(-Sb+§ ,b,c)| b,ceR},

que es diferente del obtenido antes, respecto al producto punto.

Si consideramos el producto definido en R® por g(u , v ) = 2u,v, + u,v, + 6u,v,
donde u =(u,,u,,u,) , v=(v,,v,,Vv,) ,el complemento ortogonal de L es el

conjunto de los vectores (a,b,c), tales que 2ax +b2x + 6¢(-3x) = 0 , equivalentea :

x( 2a+2b—-18c) = 0, que debe cumplirse paratoda x € R, por lo que

a+b Lzl — {(a,b a+b

2a+2b—18c =0 = ¢ = ,
9 9

)| a,beR}

Para el subespacio A del espacio de P, de los polinomios de grado menor o igual a dos,
donde A = {ax*’+bx—-2a+3b| a,be R}, podemos obtener su complemento

ortogonal A™ respecto a cada producto interno que nos interese.

_ — 2
Respecto al producto (p ' q) = Z p()q@) , consideremos el polinomio
i=0

p(x) = mx’+nx+r y el elemento genéricode A, q(x) = ax’+bx—2a+3b

de los cuales: p(0) = r q(0) = -2a+3b
p(l) =m+n+r q(l) = a+b-2a+3b = -a+4b
p(2) = 4m+2n+r q(2) = 4a+2b-2a+3b= 2a+5b

(7 | g)=r(-2a+3b)+(m+n+r)(-a+4b)+(4m+2n+r)(2a+5b)

a(-2r-m-n—-r+8m+4n+2r)+b(3r+4m+4n+4r+20m+ 10n+ 5r)

a(-r+7m+3n)+b(12r+24m+ 14n)
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El vector p perteneciente a A?, complemento ortogonal de A, debe ser tal que

{-r+7m+3n =0

(p I g ) =0 para todo valor de a y de b, sistema

12r+24m+14n = 0
homogéneo que resolvemos a continuacion :

-1 7 3 1 -7 -3 1 -7 -3 , 1
~ ~ , el segundo renglén de la ultima
12 24 14 6 12 7 0 54 25

: . . 54
matriz, representa la ecuacidon 54m +25n = 0, que implica n = - 55 m ;

162 175-162 13
r=7m+3n=7m-— m= ————m = —m , conloque:
25 25 25

4
Al = mxz-i-mx+l-3-m|meR
25 25

- - 2 -—
Si el producto interno es  ( s | t) = Z a, B, , donde s(x) = a, + a,x+ a,x”,
=0

t = B, + pBx+ B,x*, para: p(x) = mx’+nx+r ; qx) = ax’+bx—2a+3b
0 1 2

(p | g)=am+bn+(-2a+3b)r =a(m-2r)+b(n+3r) que debe ser cero para

y se tiene

m-2r=0 =>r= 2
todo valor de a y de b { 2

n+3r =0 = n=-3r=-im

1
Ay = mx? - S mx +—m | meR
2 2

Otros ejemplos pueden plantearse en el espacio de matrices de orden dos .

b
El complemento .ortogonal D; del subespacio D = 2 | a,beR
a+b 2a-b

d
respecto al producto interno ( A | B) = cgt+dh+3ej+2fk donde A = [c f] y
e
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h x
B = [g ] , tiene como elemento genérico a |: y} tal que
j k z w

[

estoes: xa+yb+3z(a+b)+2w((2a-b) = a(x+3z+4w)+b(y+3z-2w) =0

b
¢ = 0 paratodo valor de a y de b que pertenezcana R
a+b 2a-b

+ 3z+4w =0 ------- 1
que conduce al sistema homogéneo e indeterminado {X S M

de(l) x = -4w-3z ; de(2) y=2w-3z

N —-4w—-3z 2w-3z .
“ Dy = I z,weR ; , este conjunto puede expresarse en
z w

términos de x y de z despejandode(l) a w = —x‘-1-3z , yaque y=2w-3z
X -x-9z
_ —x=3z _ =x=9z 1 2
y = -3z = 3 , D; y—3z x,zeR
z
4
el mismo complemento puede expresarse como :
X x+6w X y
Dll = —-x—4w w |x,weR = -x=2y -x+y||lx,yeR
3 9 6

Para el producto interno definido por: (A | B) = tr (AB” ) debe tenerse

[ 2t sa]) o020 i) o oo
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a a+b

De la matriz resultante de multiplicar Y por
z w b 2a-b

] sélo nos interesan los

elementos de la diagonal principal, debido a que la traza buscada es la suma de
ellos, como se dijo antes, a los elementos fuera de la mencionada diagonal los

ax+ by
representaremos con ... , tr

z(a+b)+w(2a—b):|
=axtbytaz+bz+2aw—-bw = a(x+z+2w)+b(y+z—w) =0, que debe

X+z4+2w =0 --------- (1)

satisfacerse Va,beR , lo que lleva al sistema
y+z-w = 0 --------- 2)

delcual x = -z—-2w ; y = w-2z conloque

N {[-—Z—ZW —z+w:|
D, =
z w

z,weR } , pero, side (1) despejamosa z yde 2)a w

setiene z = -x—2w ; W =y+z =y—-x—-2w ,porloque w = y;x , con lo
2y-2 -3x-2y+2 -x-2
que resulta z = -x - y3 L i 3y L X3 Y y €l complemento
X y
ortogonal Dj puede expresarse como: D;L =4]-x-2y y-x|| x,yeR
3 3

Consideremos ahora el conjunto de puntos que satisfacen a la ecuaciéon 2x +y—z = 0,

esto es , todos los puntos del plano cuya representacion analitica es la ecuacién anterior.
Dicho conjunto es un subespacio de R’ que puede expresarse como :

P={(x,y,2x+y) I X,y € R} . Sucomplemento ortogonal P; respecto al

producto escalar en R’ es el conjuntode temas (a,b,c) tales que,

ax+tby+c(2x+y)=0,Vx,ye R, esdecir, x(a+2c)+y(b+c)= 0, quenos

a
) a+2c =0 =>c¢c=-— . a
conduce a: 7 estoes: -

b
b+c =0 = b =-c -1

=c; estas dos
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ecuaciones son la representacion analitica de una recta que pasa por el origen y es paralela
al vector u = (-2,-1,1),a su vez paralelo al vector normal al plano propuesto,
quees N =(2,1,-1).

En otras palabras, el complemento ortogonal del plano, es la recta perpendicular a él que
pasa por el origen. Al ser un conjunto de puntos (subconjunto de R*), podemos expresarlo

X

como: P{ = {(x,y,z)

Respecto al producto interno en R* definido por

f( u , Vv )=u,v, +2u,v, +2u,v, +2u,v, +2u,v, +u,v, tu,v, +7u,v, +2u,v,
P, = {(a,b,c)l((a,b,c)l(x,y,2x+y))=0 Vx,yeR} :
((a,b,c)|(x,y,2x+y))=

= ax +2ay + 2bx + 2cy + 2b(2x +y) + a(2x +y) + cx + Tby + 2c(2x +y) =

= x(a+2b+4b+2a+c+4c)+y(2a+2c+2b+a+7b+2c) =

=x(3a+6b+5c)+y(3a+9%+4c) =0 de estas

3a+9b+4c

{3a+6b+50 =0
ecuaciones se obtiene ¢ = 3b ; a = -7b, porloque P; = {(-7b,b,3b)|beR}

Todo vector de un espacio, por ejemplo del R* , puede expresarse en forma tnica como la
suma de un vector perteneciente a un subespacio, por gjemplo L = {( X,2x,-3x) l xeR },

mas otro vector del complemento ortogonal del subespacio , para el ejemplo respecto al

producto usual en R*, Lt= {(3c—-2b,b,c) Ib,cER} . Elvector (1,-3,1) € R’
puede expresarse en forma Unica como W+ Wl, donde We{(x,2x,-3x)|xeR}

y el vector WLG{(-2b+3c,b,c)|b,ceR}, de tal manera que
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x-2b+3c =1

(1,-3,1) = (x,2x,-3x)+(-2b+3c,b,c) =>4{2x+b = -3 , resolviendo
-3 x +¢ =1
1 -2 3}1 1 -2 3|1 1 -2 311 1 -2 311
2 1 O0-3|~|0 5 —6~5|~|0 1 =2|-1|~|0 1 =%-1
-3 0 11 0 -6 10|4 0 -3 512 0 0 |1
. 5 13 2 15 4
setiene ¢ = - — ; b=—1--§=-—- ; x-—l-—g — = -— vpor lo que
7 7 7 7 7 7
— 4 — 11 1 - -
W=("79"§'a£) > Wl: _7-3—'—3-r-§) y W+W-L=(1:'3>1)

Como otro ejemplo, tenemos que el subespacio A = {ax2 +bx -2a+3b| a,beR }, del

espacio P, de los polinomios de grado menor o igual a dos, tiene el complemento

3 . .
ortogonal Ay = { mx” - me +% | meR } , respecto al producto interno definido por:

— — 2 — —
(p l q)=z_ a, b, paralospolinomios p = a, +a,x+a,x’, ¢ =b,+bx+b,x>.
k=0

Un vector cualquiera de P, , por ejemplo 5x* + 3x — 8 puede expresarse en forma tnica

S — - -1
como w+w donde weA y w €Aj, esto es

5 =a + m
5x2+3x—8=ax2+bx~2a+3b+mx2-%mx+—’;1 = J3 = b-%m
8=-2a+3b+—
L 2
1 0 11}5 1 0 115 1 0 1}5
resolviendo | 0 1 —-3|3 |~|0 1 =2{3|~ |0 1 —-3|3 |conloquem=-1;
-2 3 L|-8] {03 22| |00 7|7

2
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b=3-i = 3 ;a=5+1=6; -Za+3b=-12+2 = -— ; 'y resulta que
2 2 2 2

a b

El subespacio D =
a+b 2a-b

i|| a,beR } del espacio M, de las matrices de dos

por dos con elementos reales, tiene, respecto al producto interno definido en M, por

+3
(A| B) = tr (AB"), el complemento ortogonal D* = * xw | x,weR
-x—2w w

0 4 -1 8
Dos matrices, pertenecientes a M, , como por ejemplo J = l: 3 5} y K= [ i|

pueden expresarse como unasuma: ] = W+ W<+ y K =W, + W, donde W, W,

pertenecenaD y W , W pertenecen a D' , esto es, como la suma de las matrices

a b x x+3w )
y donde cada una de las variables a, b, x,w
a+b 2a-b —-x=2w w

tiene un valor respecto a la matriz J y otro, en general diferente, respecto a la matriz K.

Para la obtencién de esos valores deben resolverse los sistemas de ecuaciones siguientes :

a + x = 0 a, + x, = -1
b+x+3w= 4 b, +x,+3w, = 8
a+ b-—x-2w = -3 a,* b, -x, -2w, = -2

Il
W

2a-b  + w 2a, - b, + w, = 4
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Estos dos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes, por lo que pueden resolverse
utilizando una matriz doblemente ampliada, como lo hacemos a continuacién.

10 1 ofol-1] [t o 1 o]of1] [t o1 ofo0]-1
0 1 1 3(4]8 0 1 1 3(4]8 01 1 3]|4]S8
1 1 -1 =2]-3}-2 0 1 -2 -2|-3-1 0 01 -4|-9]-14
2 -1 0 154 0 -1 -2 1]5]6 0 0 0 —-17|-34|-51
De lo anterior, se tiene que :
-34 -51
W= — =12 W, = —— =13
-17 -17
x =-9+4Q2) = -1 x, =-14+4(3) = -2
b=4-32)-(1) = -1 b, = 8-33)-(-2) = +1
a=0-(1)=+1 a, =-1-(2) =+1
Dedonde: a+b = 0 a,+b, = 2
2a-b = 3 2a, -b, = 1
x+3w =5 X, +3w, = 7
Xx—2w = -3 X, -2w, = -4

0 4] 1 -1 [~1 5]
Conloque : J = = + )

30




IX. Proyeccion de un vector sobre un subespacio

Siempre es posible determinar una base ortonormal, de un subespacio respecto a un
producto interno.

1 1 4 1 5
— =X+ — ) x* + X— €s
3B BT Je JE}

una base ortonormal del subespacio A = {a)c2 +bx—2a+ 3b| a,beR } del espacio P,

Como puede comprobarse, B, = {

de los polinomios de grado menor o igual a dos con coeficientes reales, respecto al
2

producto interno definido con : ( p I q) = a,b,, para p =a,+a,x + a,x’,
k=0

g=Db,+bx + b,x>.

Si B = {E, b,,-:-,b, } es una base ortonormal de un subespacio W del espacio V, se

define la proyeccion de un vector v € V sobre W, como: v, = Z(VI b,)b, , donde

r es la dimensién del subespacio W. La proyeccién de v sobre W, depende del
producto interno respecto al cual la base B es ortonormal, que debe ser el mismo al que se

refiere ( ;lﬁl_ ) de la definicion. Debido a ello existe una proyeccion, en general diferente,

por cada producto que se considere.

Como ejemplo, obtendremos la proyeccion del polinomio se P,, s = x’-x+2, sobre
el subespacio A, s, = ( ElE) b, +( §|E) b,,(donde b, , b, son los elementos

de la base B, ) respecto al producto interno en P, para el cual la base B, es ortonormal .

o — 1 1 1-1 2
(slb1)=(x2-x+2 —x2+—1—x+—)= 2.2 ; —b]=-2—x2 %x+g
3 e 3 e 3 3 3 3 3
o — 4 1 5 -7 -7 2 1 5
(s|b,)=(x*-x+2 x* + x- ) = ;, ——=b,=-=x>-—x+=
[°: J2© Y2 Ju2 Ju 42 3 6 6

si= (222 21 2.3 -1,
sa= (577N )xH(S+) = 2

l\)lw

Como otro ejemplo, obtendremos la proyeccién del vector p = 5x*>+3x -8 € P, sobre
el subespacio A, ;A = (:5'51)1_71 + (:5| b2 ) b»

- 1 1 1 5 3 8
(plb) = 5x*+3x-8 | —=xX"+—=X+—=) = —+—=——

3 33 A

=0
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| 4 5 20 3 40 63

(p| b2) = (5x*+3x-8

— ): + + =
IJZE J2 Yo Ju Ju 2 =
— _ . 8 (4 1 5 ) _ 22, 6 315 o, 3 15
Pa Ja2 J_ T i 2° 2 42

, = — —1 : — :
Aqui, p, es el vector we A que sumado con w € A" esiguala p , obtenido en
paginas anteriores . Este resultado es completamente general . Esto es : la proyeccion de un
vector ve€ V sobre un subespacio W de V es el vector we W, tal que sumado con

—1 . - : .
w € W™ esigual a v. Con esto tenemos dos formas diferentes de obtener la proyeccion
de un vector sobre un subespacio.

La proyeccién s, del vector s = x’-x +2 del ejemplo anterior, también la podemos

. -_ —L . -
obtener determinando el vector w, € A que sumadocon w; € A" seaigual a s.

w, = ax’ +bx—2a+3b ; Vvll=mx2-%mx+%
a + m =1
—_ -1 - 3 . .
wt w = s = 1 b- Em =-1 al resolver este sistema se obtiene
-2a+3b+—=2
1 0 111 1 0 1(1 1 0 1}1
0 1 —-f-1{~|0 1 —3j-1| ~ |0 1 =3|-1| dedonderesultaquem = 1;
-2 3 212 03 2|4 00 717
3 1 — — 1 3 ] .
b=-1+=— == ;a=1-1=0. w =s, =—=—Xx+— , que ya habiamos obtenido
2 2 2 2

Para obtener una base ortonormal del subespacio D, de dimensién dos, del espacio M, de
a. b
las matrices de orden dos con elementos reales, donde D = l a,beR ;,
a+b 2a-b

respecto al producto interno definidoen M, por (A | B) = tr (AB"), consideramos
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— 1
como primer elemento un vector que pertenezca a D, por ejemplo d, = [2 l] ; luego

a b

, tal que, ademas de pertenecer
a+b 2a-b

determinamos el segundo elemento d, = [

. o _ . 1 1lla a+b
a D, satisfaga (d1| d,) =0, es decir, (d1| d)= & 2 1ild 2a-b B

a+b - 5 _
tr =5 +2b=0 = b=-—a;s a=2 ,entonces b =-5 con
o da+b 2
— 2 =5 . —_ —
lo que queda d, = - . Ahora debemos normalizar a los vectores d, y d, ,

) —1l 2 1 11 2 1+1 .-
para lo cual obtenemos sus respectivas normas: " d, " =1tr > 1l 1 =tr 4+l

4+25
=119

9+8J

O £ R Tt R S | P

y la norma del segundo vector es "d_z' || = 4119 . Una base ortonormal de D es :

1 2 5

1
V7L Vi Vi

La proyecciéon de la matriz J = |: 5:‘ sobre D es, por definicidén,

-3
JD=(JIQ)E+U|bL)E
o, 4 3 3
0 4 < J7 3 3 - 7 7
(Jb)=u[ }ﬁ | =t =, —b =
o= sfle BT —ees| T F 0 FE e 3
47 7 17
-20
0o 41[-= = —E 34
(Jl b ) — tr [ }|: 119 119} — tr = —,
2 -3 5 —lf; -% 9+45 ’119
J119
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68 —-170 4 -10
LN~ N TTIETCN R
710 b2 1 =102 _3_(& - -—_6_ g , con lo que
119 119 7 7
3 3 4 10
P ) B R B R
>~ |6 3| | 6 18 0 3
7 7 7 7
-1 8 . o o
Para K = |: 5 }, la proyeccién sobre D es: K, = (K| b, ) b, +(K| ) T,

-42
_ -1 8] &= -+ o — [oo
(K| 5) =1t Hﬁ? {ﬂ=tr o =0 0b2=[ }
-2 477 T 00
V119
1 1] ,
K, = 5 1| Las proyecciones J, y K, , como puede comprobarse, son

respectivamente igualesa W y W, obtenidas al final de la seccién anterior.

La proyecciébn de un vector sobre un subespacio depende del producto interno

considerado, asi la proyeccién del polinomio s = x? -x +2 sobre el subespacio

A = {ax2 +bx—2a+3b|a,beR} respecto al producto interno definido por
2

(p| q) = Z p() q(i) es diferente de la obtenida al principio de esta seccién. Para
i=0

determinar esta nueva proyeccion usaremos los dos caminos referidos :

—_ — _- — =1
1. Obtendremos los vectores we Ay w € A; tales que s=w+w  donde el complemento

) ., . 13
ortogonal, obtenido en la seccidén anterior, es All = { mx> -me +T2gm | meR },
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54 13
x*- x + 2 = (ax’ + bx — 22+ 3b )+ ( mx’- -é——mx+—2—5—m)
1=a+4m 0 1]1 1 0 1]1 1 0 111
1-1= b—i—sm, 1o—slt| ~ o 1 —gl1] ~]o 1 -zl
13 -2 3 2|2 0 3 214 00 217
2==-2a+3b+—m
\
225 7 42 17 2
— =9 m = —;b=-1+ﬁ(z)=-1+-——=—-—, y a= —
25 9 25°9 25 25 9
— 17 4 51 2 17 359 —
resultando w = %x2+—x+(--—+—) = —x’+—x+— =5, queesla
9 25 9 25 9 25 225
proyeccion buscada.
- — — 7 42 91
El vector w , ortogonal a w es: wo=—x?-—=x+—m, se puede comprobar que
9 25 225
- — 2 7. 17 42 9+91 -
W+w = (24—) X7+ (———)x $ 39 e yin o5
9 9 25 25 225

2. Determinaremos una base F ortogonal de A , para ello, consideramos un elemento

cualquiera de A, por ¢jemplo T] =x?-2, luego obtenemos —Ee A, que sea ortogonal a
7, , esdecir, tal que (f; | 7)) =0, f, =ax’+bx—2a+3b, dando a la variable x los

valores 0,1 y2 , se tiene:

F(0)==2 7,(0) = —2a +3b
7i)=-1 fi(l=-a+4b  yal hacer (f, | /;) = 0 se llegaa
f(2)=2 ,(2) =2a +5b

2(-2a+3b)+(-1)(-a+4b)+2(2a+5b)=4a-6b+a _4b+4a+10b=9a= 0 .
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Esto es, todo elemento de A, formado con a=0 y cualquier valor para b, es ortogonal a

2 -2 . Un vector puede ser f, = x + 3, conlo que labase {x°-2 , x+3}es

ortogonal.

Ahora, hace falta normalizar a los vectores -ﬁ y Tz para obtener una base G que sea

2
ortonormal : "71" = V22 +(-1)2+(2)? =3 = g =x? _%
— — 3
Fl=vd3)+@+5)? =V50 =542 = 3, =—=+-=
I71-4 e i
El conjunto G = { g_1 , g, } es la base buscada.
La proyeccién de s sobre el subespacio A es, por definicion,
r 2 . 3 _
g, (0)=—= 0) = s(0)=2
=i(§|g_)g_ yaque  {BM=-=, 5.0)= i s =2
p cerr o ’ 37 s
— 2 — 1 -
)= —, 2)=—, s(2)=4
-|— 4 2 8 2 - , 4
s = - —e— = = — = (s Zxr 2
(s|g) =-5-5+3 = 3 (s|g) z 5

8 4 6+8+20 34

:_ S T Sl = y+ =
e AN AN 542 542 = Gla)e 50 50

— _ 2,34 718 2, 17 35
Se = X =Xt = =X X

50 450 9 25 225

que es igual a la obtenida con el método anterior.
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X. Teorema de proyeccion

Si W es un subespacio del espacioV'y veV, entonces el vector we W mds cercano a v
es la proyeccion de v sobre W.

En otras palabras : Si V w, €W, el vector weW es tal que ";—v—v" < l ;—@T" ,

entonces w es la proyeccién v, de ve V, sobre el subespacio W de V.

Este teorema nos sugiere utilizar la teoria de maximos y minimos, que se estudia en cursos
de calculo, para la obtencién de la proyeccion como el vector w cuya diferencia con el
vector v tenga la norma minima.

Para el tltimo ejemplo de la seccion anterior, la proyeccién de s = x”- x + 2 sobre el
subespacio A = {ax2 +bx—2a+ 3b| a,beR } , puede obtenerse también como el vector

we A, cuya diferencia con s, tenga norma minima respecto al producto interno
considerado. La diferencia s—w = (1-a)x*+ (-1 =b)x+ 2+ 2a- 3b, cuyos valores

(s—w)(0)=2+2a-3b
para losdex de O, 1 y 2, pueden expresarse como : (s—w)1)=2+a—-4b ,tiene
(s-w)2)=4-2a-5b

2
respecto al producto definido con (p | q) = Z p(i) q(i) ,una norma que es funcién de las
i=0

variablesa y b : ||s-w| = V2 +2a-3b)? +(2+a—4b)’ +(4—2a-5b)* = f(a,b)

debemos , ahora , determinar los valores de a y de b, tales que f(a,b), sea minima, para
ello igualamos a cero cada una de las derivadas parciales de f respecto a las variablesay b

o _ 22+2a-3b)2+202+a—4b)1+2(4-2a-5b)(-2) _
0a 2J(2+2a-3b)* +(2+a—4b)? +(4—2a—5b)*

o _ 2(2+2a-3b)(=3)+2(2+a—4b)(—4) +2(4=2a = 5b)(=5) _

0
ob 2J(2+2a-3b)> +(2+a—4b)? +(4—2a —5b)’
_ 8+8a—-12b+4+2a—-8h-16+8a+20b=0
con lo que llegamos al sistema :
—12-12a +18b—16—8a +32b—40+20a +50b =0
de la primera ecuacién 18a+0b = 4 = a = {lg- = -Z— , de la segunda ecuacidn se
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68 17

tiene 0a+100b = 68 = b = 100 = 55 y el vector w correspondiente a estos
- —_ 2 , 17 359 . . .
valoreses w = s, = — x°+ — x+ —— igual a la proyeccion obtenida con los otros
9 25 225
métodos.

2

Respecto al producto interno en P, , definidopor ( p | ¢ )= > a,b,,dondelasa; y

k=0
las b,, son respectivamente los coeficientes de p yde g, lanorma de la diferencia

s—w, que para este caso es s—w = (1—a)x’+(-1—b)x+2+2a-3b, resulta ser

||§—W|| = J(1-a)* +(-1-b)? +(2+2a—3b)? , funcién de las variables a y b.

g __ 2(1-a)(=D)+0+2(2+2a-3b)(2)

=0
- — 0 2,/(1-a)* +(-1-b)* +(2+2a - 3b)’
[s-%]=eca.0): 05 _ 0+2(-1-5)-D+22+2a-30)3) _ que conduce al
0b  2,(1-a)* +(-1-b)* +(2+2a —3b)’
_—3+6b !
, —2+2a+8+8a—12b=0 5a-6b=-3 @=—— o ()
sistema =
2+2b-12-12a+185=0 —6a+10b=5 b_5+6a )
10 @
: : 7 1 .
sustituyendo a de (1) en (2) y despejando a b, resulta b = — = — | sustituyendo este
Y 14 2
-3+6(3) - — 1 3 . .
valor en (1) queda a = ———— =0,conloque w =5, = Ex + 5 igual al obtenido

en la seccion anterior.

Como ultimo ejemplo obtendremos, por los tres métodos, la proyeccién del vector ve C*,
v=(2+i,5i,-1-i,2) respecto al producto usual en C*, que es el definido para

4
X =(X,,X, ,X3,%X,) 5 Y =(Y;,Y2,Y3,Y4) POI (xly) =Y x,y, dondey, es
j=1

el conjugado de la componente jotaésima del vector y, sobre el subespacio de C*
U= {(z,w,72z.-w,z+w)|z,weC }

1.- Obtendremos el complemento ortogonal de U, determinando la relacién entrea,b,c y
d ,talque (a,b,c,d), elemento genérico de U™, sea ortogonal a (z,w , -2z—w , z+w )
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para toda pareja z,w € C, esto es ((z,w,-2z-w,z+w)| (a,b,c,d)) = 0Oconlo

a-2c+d =0

que za + wh + (-(2z-w)c + (ztw)d = 0 = - - = . Considerando el
b-c+d =0

conjugado de ambos miembros en- cada una de las ecuaciones queda

{a—2c+d =0 ---~(1) . Ya que, el conjugado de una suma es la suma de los

b—c+d =0 ----(2)

conjugados de los sumandos y el conjugado de un producto es el producto de los

conjugados de los factores, se tiene a-2c+d = Z-2E+; .Como a=a ; 2=2,
la ecuacion (1) queda como a—2c+d = 0 ----(3). De manera semejante, la ecuacion
(2) seconvierteen b—c+d = 0 ----(4) ,deaqui d = c—b ----(5), sustituyendo en (3)
,tenemos a—2c+c—-b =0 = c = a-b,ésta, sustituidaen (5)da d = a—2b. Asi,
el complemento ortogonal de U, respecto al producto interno usual en C4 , €s el

subconjunto de C*: U™t = {(a,b,a-b,a-2b)|a,beC }.Ahora, la proyeccién de v

— -1 L . - - =1 =
sobre Uesel vector ue U, cuya sumacon u € U~,es iguala v,estoes u+u =v

osea (z,w,-2zw,z+tw)+(a, b, ab, a2b)=(2+i,5i,-1-1,2), que

z +a = 2+i
) w + b= 5i . )
conduce al sistema ) Al resolverlo por medio de matrices se
-2z-w+a-b =-1-1

Z+w+a-2b=2

1 0 1 O0[{2+1 1 0 1 0 |2+1 1 01 O0]2+i

) 1 0 1] 51 0 1 0 1|51 01 0 1] 5
obtiene ~ |~ : .
-2 -1 1 -=-1§-1-1 0 -1 3 -=-1{3+1 0 0 3 0p3+61

1 1 1 =21 2 0 1 0 =2|-i 0 0 3 =-3] 3

de la tercera ecuacién, 3a = 3+6i = a = 1+2i ydelaultima, 3a-3b = 3,es
decir a-b=1 = b=a-1=1+2i-1 = 2i,delasegundaecuacién w+b =.51

conloque w = 5i—2i = 3i, ydelaprimera, z+a = 2+i,osea z = 2+i—a=1-1
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con estos valoresde z yde w, -2z-w = -2+2i—3i =-2—-i;z+w = 1—-1+3i = 1+2i
el vector u , que es la proyeccién requerida, es u = ;; =(1-1,31,-2-1, 1+2i)

2.- Otra forma de obtener v, , es aplicando la definicion de proyeccién sobre un
subespacio, para lo cual es necesario conocer una base ,que llamaremos B, ortonormal de U
Primero formaremos una base A = { a, , a, ) ortogonal . El vector a, lo obtenemos

dando valores a z y w, porejemplo, z=1yw=i=> a =(1,1,-2-1, 1+1).
El vector b: debe ser tal que a, € U yademss ( Zl a,) = 0, aplicando el producto
interno queda: z(1) + w(-i) + (-2z-w)(-2+i) + (ztw)(1-i) = 0 ; y efectuando operaciones
resulta z—wi+4z+2w—-2zi-wi+tz+w—-zi—-wi=0; z26-31)+w(3-31)=0

—-6+3i 3(=2+1i) , = (=2+)(1+7) , = (2-D)+(-2+10D); ;-

de aqui, w = zZ = ;
3-3i 31-19) -1+ 2

w = (--3- --;—i)z .Para z=2 resulta w=-3-1; -2z-w=-1+1; ztw=-1-1.0Un

2 .
vector Z ortogonal a a_1 es Z= (2, -3-1, -1+1i, -1-1). Ahora, debemos

normalizar los vectores de la base A, para tener la base B ortonormal.

||2T|| = O +i)+ 22— 2+)+Q+)1—-i) = JI+1+5+2 = 9 =3
1 —

T 4
[«

1 i =2—i 1+i
(3733 ’3)

el vector b, =

| ]| =v2@ + B-DEB+)+ 1+ 1=+ (C1-(-1+1) = J4+10+2+2 = 18

— —  — 2 —3—i —1+4i —1-i
a =3\/5, elvector b, = —— a, = ( , , , )
|2 S 7 NI Vo R YR V)
- — 1 i L2 1 i

b )=(2+1)=+5i(-=)+(-1-i)-=+=)+2(=-=) =
(v] ) =( D +51(F(1-D-3+ D +2A 7 - 7)

=_2_+i+£+(_2.+_1.)_i+zi+_2__zi=£+Oi=4
3 33 3 33 3 3 3

- — — — 4 8 4 4 4
b)b =4b =(—=,—i,-=-=i,—+=i
(v| )5 L= (3 53133

(VS N
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1 i
5,)=(2 5 - e
]B=( +1)J_+ t- 3J_ 3J—)+( 3J_ 3J_ 3J5+3J5)
_ 4 LS s U 1 % 2 % -3 0
32 32 W2 32 32 32T 32 32 32 32 32
_.1 3
2 2
G|B)E = (= - =) =

V2 2

~ 2o A3, 3L A3y 3
= ( GG (G ot

1 3 1 3.
1, (=——=)t(—=+—)1
6 6 2 6 2 6 6) (6 6) (6 6))

1 5 2 1 1 2.
=(__ -1, =1, —+t=1 ’ _—+—1)

3 3 3 3 3 3
— 4 4 4., 4 4. 1 5 2 1 1
Vv, =(=—,—=1,-—-=1,=+—=1 }+(-— -1, =1, =+F+=1, ce+=1),
v = (3 3773 3 3 )+ 3 33 3 )
asi que (1—-1,31,-2-1,1+21)

3.-Para aplicar el tercer - método, debemos obtener la diferencia v—u , donde el vector u
es del subespacio U, estoes: v—u =(2+i—-z , 5i-w , -1—i+2z+w , 2—-z-w),

= +ni

yaque, z ,w € C, podemos expresarlos como {Z men l, donde m, n,p,q € R
w=p+qi

v—u = (Qm)+ ()i, p+(5-Qi, (-1+2m+p) + (-1+2n+q) i , (2-m-p) + (-n-4)1 )

cuya norma €s:

\/(2-—m)2 +(1-n)? +(-p)’ +(5—q)2+(—1+2m+p)2+(—-1+2n+q)2+(2—-m—p)2+(—n—q:

Esta norma es una funcién (que podemos llamar f) de las variables m, n, p, q .
Al igualar a cero cada una de las cuatro derivadas parciales de f, se obtiene un sistema de
cuatro ecuaciones, cuya solucién nos da los valores de m , n, p y q correspondientes al

vector de U que es la proyeccién v, .
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6i _ 2@2-m)(-)) +‘2(—1 +2m+ p)(2)+2(2—m— p)(-1)

Om 2f(m,n, p,q)
—-24+m=-2+4m+2p-2+m+ :
i = r mrep U SN (1) de manera semejante
Om f(m,n,p,q)
zji: —1+n-24+4n+2q+n+gq 0 2);
On S (m,n, p,q)
—-1+42 -
6_f=p 1+2m+p 2+m+p=O ______________ 3)
op S (m,n, p,q)
(iz —5+q-l+2n+qg+n+q _ 0 @)

oq f(m,n, p,q)

multiplicando por f(m,n,p,q) las cuatro ecuaciones y simplificando términos llegamos a

om+3p=6 = 2m+p=2 ----- (1)

on+3g=3 = 2n+q=1----- (2"

3m+3p=3 = m+p=1 ----- (3"

3g+3n=6 = q+n=2 ----- 4"
Restando (3’ )de (1) m=1. Sustituyendo este valoren (3’)setiene p = 0 .De (2°)
q =1-2n quesustituidoen (4’)da 1-2n+n=2 = n=-1 .. q=3.
De lo anterior se tiene z=1-1 ; w=31 ; 2z-w=-2-1; z+w=1+21.
El vector ue U, méscercanoa v,es u = v, = (1—-i,3i ,-2-i, 1+2i):

Igual a la proyeccion obtenida con los métodos anteriores.
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