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RESUMEN

El estudio del fendmeno transitorio y su comportamiento en tuberias a presion, es un campo
con interrogantes que aun no han sido aclaradas en su totalidad. La investigacion enfocada
a la propagacion de las ondas de presion y su disipacion en flujo transitorio, causada por el
esfuerzo cortante entre el fluido y las paredes del conducto (también conocido como
pérdida de energia por friccién), ha dado paso a nuevos modelos con resultados cada vez
mas cercanos a los que se determinan con técnicas experimentales.

El presente trabajo estudia a detalle las ecuaciones fundamentales de flujo en tuberias,
tomando en cuenta la aceleracién total del flujo (local y convectiva), y un modelo empirico
global para evaluar el término de friccion que incluye la condicién en estado permanente y
transitorio. Para esto se aplican los principios de conservacién de masa y cantidad de
movimiento bajo la hipétesis del medio continuo y se obtiene un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales de primer orden de tipo hiperbdlico no lineal.

El sistema de ecuaciones resultante no tiene una solucion exacta, por lo que se construy6 un
modelo numérico en diferencias finitas conocido como ‘esquema de caja’ 0 ‘esquema de
Preissmann’ y un algoritmo de convergencia sobre las iteraciones no lineales tipo Picard
(Morton & Mayers, 2005; Szymkiewicz, 2010). EI modelo numérico desarrollado permite
evaluar las ecuaciones completas sin recurrir a las simplificaciones de los modelos clasicos
y posee la capacidad de incluir condiciones de didmetro variable en la tuberia. Para
verificar la certidumbre del modelo numérico, los resultados se compararon con datos
experimentales reportados en la literatura y como complemento, se determinaron los
criterios de convergencia aplicando el Teorema de equivalencia de Lax, previo a un analisis
de localizacion y escalas maltiples.

En las comparaciones con datos experimentales, se demostré que el modelo propuesto
reproduce de forma adecuada la amplitud de las ondas. Para verificar la fase, se realizé un
analisis espectral y se establecié que la condicion CFL menor o igual a uno (Courant,
Friedrichs, & Lewy, 1967) es necesaria para que la forma de los osciladores de presion
presente un mejor ajuste con los resultados experimentales cuando se analizan periodos de
tiempo después del cierre total de la valvula. Para la condicion de presion maxima, el
modelo propuesto determina con precision este valor y la forma del transitorio; la condicion
CFL utilizada en este caso fue igual a la unidad y se aumentaron los valores hasta llegar a
100, los resultados muestran que es posible reducir significativamente el costo
computacional sin sacrificar la confiabilidad de los resultados.

RESUMEN 1



CAPiTULO 1

INTRODUCCION

La investigacion relacionada a los transitorios hidrdulicos en tuberias, estudia la variacion
de las condiciones de flujo (presién, velocidad y caudal) en el tiempo (Wylie & Streeter,
1978). Si bien es sencillo hablar de la naturaleza unidimensional del flujo en tuberias, su
analisis no siempre fue tomado en cuenta de manera explicita en el disefio de obras (Karney
& Mclnnis, 1992). En la actualidad, la descripcion completa del fendmeno propone
interesantes problemas para la dindmica de fluidos y sienta las bases tedricas que pueden
ser aprovechadas en futuras aplicaciones (Ghidaoui, Zhao, Axworthy, & Mclnnis, 2005).

El estudio de las ecuaciones completas que gobiernan el flujo en tuberias y la introduccion
de los nuevos modelos que predicen la magnitud de las pérdidas durante el paso del
transitorio, permiten representar a mayor detalle las ondas de presion del fendmeno. Para
esto resulta indispensable conocer las diferencias que existen entre modelos y la influencia
que tienen los términos sobre las soluciones.

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Para conocer los cambios instantaneos del gasto y la presion en tuberias, las ecuaciones
gobernantes de flujo se deducen a partir de los principios de continuidad y conservacion de
la cantidad de movimiento bajo el punto de vista de la columna elastica. De esta forma se
toman en cuenta los efectos causados por la compresibilidad del fluido y la elasticidad del
conducto (Parmakian, 1963).

La formulacion completa de estas ecuaciones, presenta términos no lineales que suelen
simplificarse en la aplicacion de los problemas que involucran flujo transitorio en
ingenieria (Chaudhry, 2014). Esta filosofia clasica logra describir adecuadamente las
presiones maximas y minimas en conductos a presion (Tijsseling & Bergant, 2007) y los
autores que han analizado paquetes comerciales para simular transitorios, aseguran que los
esquemas numéricos de solucion, no incluyen todos los términos presentes en las
ecuaciones (Bergant, Tijsseling, Vitkovsky, Covas, Simpson, & Lambert, 2008).

INTRODUCCION 2
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Sin embargo, el flujo en tuberias esta sujeto a la pérdida de energia debido al contacto entre
el fluido y la pared sélida del conducto. La evidencia tedrica y experimental, muestra la
gran dependencia entre el cambio de velocidad y la friccion y su evaluacién simplificada no
reproduce el fendmeno correctamente en su totalidad. Aun sabiendo esto, por muchos afios
se aplicaron modelos que involucran términos de friccion en flujo permanente, pasando por
alto la evidente atenuacion de las ondas de presion (Zielke, 1966). En base a esto, el
desarrollo de conocimiento referente a las pérdidas por friccion en flujo transitorio es un
tema que ha llamado la atencion de diversos investigadores (Szymkiewicz, 2002).

1.1.1. PRIMEROS ESTUDIOS SOBRE EL FENOMENO TRANSITORIO

Los progresos actuales en la teoria de transitorios hidraulicos son el resultado en conjunto
del trabajo de un gran nimero de investigadores que han hecho significantes contribuciones
al area. Sus inicios van desde los primeros estudios de la propagaciéon de las ondas de
sonido en el aire y el agua, el comportamiento de las ondas en conductos a presion e incluso
aportaciones relacionadas con el flujo de sangre en las arterias (Figura 1.1).
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Figura 1.1. Resumen de autores que han contribuido al desarrollo de la teoria actual sobre
transitorios hidraulicos, basado en Chaudhry (2014)
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Atribuir los descubrimientos de manera especifica y definir quien marco un antes y después
en la historia resulta dificil. Varias investigaciones sobre los inicios del fendmeno
transitorio han sido realizadas y dependiendo del autor, la perspectiva de los hechos
cambia, al punto que se pueden encontrar trabajos con importantes pero olvidadas
contribuciones, no mencionadas en las exhaustivas revisiones bibliograficas hechas por la
comunidad cientifica (Tijsseling & Anderson, 2007).

No obstante, el estudio moderno del fendmeno transitorio en conductos cerrados comenzo
con los esfuerzos de N. E. Joukowski y L. A. Allievi (Asli, 2013). Estos autores son
considerados pioneros en el desarrollo de la teoria de transitorios y ambos presentan en sus
respectivos trabajos, la ecuacion elemental para sobrepresiones instantaneas actualmente
conocida como pulso de Joukowski o formula de Allievi (Tijsseling & Anderson, 2004):

Ap = palAv (1.1.1)

Donde Ap es el cambio de la presion; p la densidad del fluido; a la celeridad de onda y Av
el cambio de la velocidad.

El estudio de Allievi (1925)" sobre los transitorios presenta las formulaciones basicas de las
ecuaciones que rigen el comportamiento del flujo en tuberias y es el primer autor en
considerar despreciable el término convectivo en la ecuacion de cantidad de movimiento
(Ghidaoui et al., 2005). A partir de este punto, la concepcién moderna sobre flujo
transitorio prosper0 a pesar del retraso en las traducciones al inglés de las principales obras:
aproximadamente seis afios para el trabajo de Joukowsky y casi veintiin afios para el de
Allievi; durante ese tiempo diversos autores continuaron realizando investigaciones que
aportaron nuevo conocimiento tedrico y practico, estos trabajos fueron reunidos y
presentados en el primer Simposio especializado en el tema y realizado en Chicago, Illinois
durante la primera mitad del siglo XX, impulsando formalmente este campo de estudio
(ASME & ASCE, 1933).

Una vez fundamentadas las bases del fenomeno, nuevas dificultades comenzaron a surgir:
la complejidad del problema requeria un tratamiento generalizado y en consecuencia las
primeras soluciones fueron del tipo grafico y no consideraban el efecto de la friccion.
Dichas propuestas se fueron refinando con el paso del tiempo hasta afiadir las pérdidas de
carga (Hager, 2001).

! El afio de la referencia en el texto corresponde a la publicacién del documento traducido al inglés, por tal
motivo difiere del afio presentado en la Figura 1.1, la cual corresponde a la publicacion original del autor.
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1.1.2. ANALISIS DE LA FRICCION EN FLUJO TRANSITORIO

Los principales intereses en el estudio del fendmeno transitorio se basan en la discrepancia
entre los resultados experimentales y numéricos para predecir las variaciones de presion en
el tiempo y como el campo de velocidad influye sobre las oscilaciones en términos de
amplitud, fase y forma de las ondas (Ramos & Covas, 2006).

Gibson (1920), basado en los trabajos de Joukowsky y Allievi, discute la importancia de
considerar que las pérdidas por friccion no dependen linealmente de la velocidad de flujo
durante el paso del transitorio, sin embargo, la teoria de la época se desarrolld suponiendo
las pérdidas equivalentes a las que ocurren en flujo permanente. Dicha consideracion
permitié obtener buenas aproximaciones para describir oscilaciones maximas y minimas en
tuberias de acero y concreto, pero presentaba considerable imprecision en tuberias plasticas
y sobre todo para cambios rapidos en las condiciones de flujo o en frecuencias con
osciladores altos (Figura 1.2). Los resultados empleando unicamente el modelo de friccidn
permanente no reproduce correctamente las amplitudes de las ondas mientras mayor sea el
tiempo de simulacion del fendmeno (Vitkovsky, Lambert, Simpson, & Bergant, 2000).
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Figura 1.2. Comparacion de las variaciones de presion con pérdidas por friccién permanente y
transitoria (Riasi, Raisee, & Nourbakhsh, 2010)

Por tales motivos, el fendmeno relacionado con las pérdidas de friccion durante el flujo
transitorio ha sido estudiado en los ultimos 60 afios (Covas, Stoianov, Mano, Ramos,
Graham, & Maksimovic, 2005). Como resultado, actualmente existen modelos de friccion
que se implementan en las ecuaciones de flujo y describen de forma mas adecuada el
decaimiento de las ondas de presion (Vitkovsky, Bergant, Simpson, & Lambert, 2006). Los
resultados que se obtienen representan aproximaciones mas confiables y se validan con
resultados experimentales (Figura 1.3).
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Figura 1.3. Verificacion experimental de un modelo de friccion CB (Convolution-Based) para
diferentes maniobras de la valvula (Vitkovsky et al., 2006)

1.1.3. MODELOS DE FRICCION TRANSITORIA

Las modelos para estimar las pérdidas de energia en flujo transitorio se basan en el analisis
del esfuerzo cortante global t producido durante la ocurrencia del fendmeno. Su
implementacién y desarrollo es continuamente discutido con el fin de obtener mejores
aproximaciones (Tiselj & Gale, 2008; Storli & Nielsen, 2011).

Los modelos que involucran términos de Friccion Transitoria (UF por sus siglas en inglés:
Unsteady Friction) pueden ser clasificados en tres categorias (Figura 1.4): modelos basados
en aceleracion instantanea, modelos basados en la integral de convolucion y modelos cuasi-
2D (Prashanth Reddy, Silva-Araya, & Chaudhry, 2012).

En principio, el calculo del esfuerzo cortante 7 en un andlisis transitorio convencional en un
punto especifico x de la tuberia suele considerarse igual al esfuerzo cortante en flujo
permanente t,, (Wylie & Streeter, 1978; Chaudhry, 2014). Esta consideracion para estimar
las pérdidas da paso a la teoria clasica de los modelos de flujo transitorio:

T(t) = 1, (t) (1.1.2)
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Donde se establece una relacion directa del esfuerzo cortante para cada instante de tiempo t
con su respectivo valor en flujo permanente para la velocidad instantanea promedio del
flujo transitorio (Silva-Araya & Chaudhry, 1997). Las suposiciones hechas en este tipo de
modelos (permanentes y cuasi—permanentes) describen un comportamiento que resulta
satisfactorio para transitorios lentos, pero que en la validacion experimental para
transitorios rapidos presentan grandes discrepancias en la atenuacién y fase de las ondas de
presion (Bergant et al., 2001).

ANALISIS DE LA FRICCION EN FLUJO TRANSITORIO
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M para flujo unidimensional ¢ es el tiempo como variable independiente; 7 el esfuerzo cortante causado
por el contacto de la pared y el fluido; 7, el esfuerzo cortante en condiciones permanentes; 7, el
- esfuerzo cortante en condiciones transitorias.
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independiente; p la densidad del fluido; v la viscocidad cinematica; u y v son las velocidades
longitudinal y radial respectivamente y u'y v’ son las perturbaciones turbulentas correspondientes a
la velocidad longitudinal y radial respectivamente.

Figura 1.4. Clasificacion de los modelos de friccion empleados en flujo transitorio, basado en
Ghidaoui et al. (2005)
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Para corregir lo anterior, se estudio el efecto que tiene el flujo transitorio sobre el
movimiento inercial del fluido y como éste modifica al esfuerzo cortante generando
componentes turbulentas que contribuyen a la pérdida instantdnea de energia (Daily,
Hankey, Olive, & Jordan, 1955).

Las formulaciones que estiman los efectos de friccidn transitoria bajo la hipdtesis anterior
se pueden expresar matematicamente como (Ghidaoui & Mansour, 2002; Vardy & Brown,
2004a):

(x,t) = 1, (x, 1) + 76 (x, t) (1.1.3)

La ecuacion (1.1.3) propone una nueva forma de modelacién corrigiendo las limitaciones
de la teoria cuasi-permanente, en donde ademas de calcular el esfuerzo cortante en estado
permanente t,, el nuevo término 7, adiciona la contribucion debida a las caracteristicas
transitorias del fendmeno; su correcto uso en los modelos unidimensionales requiere el
establecimiento de conjeturas apropiadas que lo relacionen con los parametros
caracteristicos del flujo (Abreu & Betdmio de Almeida, 2004).

1.1.3.1. MODELOS BASADOS EN ACELERACION INSTANTANEA

Con el fin de representar de manera adecuada la influencia de , en el fendmeno, una
primera consideracion consiste en introducir los efectos provocados por las aceleraciones
instantaneas locales y convectivas promedio de la seccion transversal, sin tomar en cuenta
la influencia de la distribucion de velocidades (Prashanth Reddy et al., 2012). Este tipo de
representaciones se conocen como modelos Basados en Aceleracién Instantanea (IAB por
sus siglas en inglés: Intantaneous Acceleration-Based).

Los modelos IAB se caracterizan por ser de caracter empirico y presentan resultados
simples y eficientes; su fundamento tedrico se respalda en la Termodinamica Irreversible
Extendida (EIT por sus siglas en inglés: Extended Irreversible Thermodynamics) la cual se
centra en problemas de flujo con altas frecuencias y pequefias longitudes de onda
(Axworthy, Ghidaoui, & Mclnnis, 2000).

Las bases de los modelos IAB se puede encontrar en el trabajo de Daily et al. (1955),
quienes asumieron que analogo al flujo permanente turbulento unidimensional, para cada
instante de tiempo del transitorio, el campo de velocidad U puede ser descrito por un valor
medio de la velocidad % en adicion a un valor fluctuante u’. Al aplicar la conjetura a la
ecuacion de momento se obtiene una expresion que muestra de manera cualitativa como la
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turbulencia, la uniformidad de flujo y la aceleracidn afectan al potencial total de la energia;
y para simplificar el problema propusieron una expresion que conserve talas propiedades:

K, = K, + K, (1.1.4)

Donde K, es el coeficiente de flujo transitorio causado por la resistencia de las fronteras y
la velocidad local absoluta de flujo; K, es el coeficiente de resistencia unidimensional en
flujo permanente y K, es el coeficiente de correccion debido a los efectos transitorios
adicionales sobre las fronteras y la inercia de flujo de la velocidad local absoluta.

Ghidaoui et al., (2005) indican que los términos de la ecuacion (1.1.4) se pueden expresar
en funcion del esfuerzo cortante y tomar la forma de la ecuacién (1.1.3).

Otra caracteristica importante de estos modelos es el uso de coeficientes empiricos k cuya
funcion es ajustar el decaimiento del arménico (Brunone, Karney, Mecarelli, & Ferrante,
2000) y que pueden ser calibrados experimentalmente o determinados analiticamente
mediante el uso de otros modelos tedricos (Pezzinga, 2000). En los ultimos afios se han
propuesto significantes cambios a los modelos IAB que van desde el uso de coeficientes de
decaimiento constantes y variables en el tiempo (Vitkovsky et al., 2000); nuevos modelos
modificados denominados MIAB (Modified Instantaneous Acceleration-Based por sus
siglas en inglés) que emplean coeficientes de decaimiento dobles (Vitkovsky et al., 2006) y
su estimacion mediante el uso de algoritmos genéticos con el fin de tener mejores
aproximaciones a los resultados experimentales.

1.1.3.2. MODELOS BASADOS EN LA INTEGRAL DE CONVOLUCION

Zielke (1966) con el fin de obtener una expresion que relacione los esfuerzos cortantes y
los cambios de la velocidad media instantanea con la velocidad anterior, aplico la
transformada de Laplace a las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo paralelo con simetria
axial e ignoro la influencia de la compresibilidad en la distribucion de velocidades. Como
resultado demostrd que el esfuerzo cortante transitorio es una integral de convolucion de la
aceleracion temporal y propuso calcularla con una funcion de peso que actie como
‘memoria’ de los valores pasados en la aceleracion del fluido (Axworthy et al., 2000).

El modelo desarrollado por Zielke también conocido como frequency-dependent friction
(Silva-Araya & Chaudhry, 1997) es un método analiticamente correcto para flujo laminar y
calcula la friccion transitoria como una funcion de la suma ponderada de las aceleraciones
méaximas locales ocurridas para cada nodo, lo que lo vuelve computacionalmente
demandante (Storli & Nielsen, 2011). Su so6lido fundamento tedrico y las validaciones



SIMULACION DE FLUJO EN TUBERIAS APLICANDO UN MODELO DE FRICCION TRANSITORIO 10
INTRODUCCION

experimentales han hecho que diversos investigadores continten bajo la misma linea de
trabajo y propongan modelos de este tipo para estimar la friccion (Adamkowski &
Lewandowski, 2006), conformando una segunda categoria de analisis conocida como
modelos Basados en Convolucion (CB por sus siglas en inglés: Convolution-Based).

Los esfuerzos actuales de estos modelos estan encaminados en la derivacion de funciones
de peso para materiales hidraulicamente lisos y rugosos (Vardy & Brown, 2004a);
propuesta y validacion de funciones de peso para flujo turbulento (Vardy & Brown, 2007) y
su eficiente implementacion en las ecuaciones unidimensionales para obtener resultados
simples y precisos (Ghidaoui & Mansour, 2002; Vardy & Brown, 2004b).

Los avances en los modelos CB ademas de permitir su uso directo sobre analisis numéricos
de flujo transitorio en tuberias también han ayudado a deducir numéricamente valores de
coeficientes empiricos aplicables a los modelos IAB para cualquier valor del nimero de
Reynolds (Vardy & Brown, 2003).

1.1.3.3. MODELOS CUASI-2D

Los modelos cuasi-2D, los cuales justifican su aplicacion en el analisis de los perfiles de
velocidad en condiciones transitorias (Figura 1.5): estos muestran que durante el fenémeno,
los valores del esfuerzo cortante son distintos a los asumidos como flujos promediados en
condiciones permanentes, que incluso pueden ser mucho mayores para ciertos instantes de
tiempo (Vardy & Hwang, 1991).

Este tipo de modelos sugiere corregir en base a los perfiles transitorios y modelos de
turbulencia, la poca capacidad que tienen los modelos 1D para estimar las fuerzas de
friccion y las oscilaciones (Pezzinga, 1999). El calculo del perfil de velocidad y su
correspondiente pérdida de energia se realiza de manera continua, por lo que exigen
grandes requerimientos computacionales (Pezzinga, 2000; Bergant et al., 2001).

Los modelos cuasi-2D se pueden obtener de las ecuaciones completas de Navier-Stokes
para flujos compresibles mediantes un analisis de escalas (Ghidaoui, 2004) o analizando los
principios de conservacion de masa y cantidad de movimiento para los ejes longitudinal y
radial (Vardy & Hwang, 1991), asumiendo simetria axial de flujo, que el campo de
presiones es unidimensional® y sin términos convectivos (Korbar, Virag, & Savar, 2014).

! Los modelos cuasi-2D consideran que la variacion de la presion H sobre la direccion radial r es constante
(0H/0r|,—o = 0), esto implica que la velocidad es q = q(x,r;t) y H = H(x,t), entonces existe un Unico
valor de presion en cada instante de tiempo y en cada seccidn de la tuberia (Pezzinga, 1999).
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Figura 1.5. Perfiles de velocidad durante algunas etapas del flujo transitorio en una seccion de la
tuberia (Brunone et al., 2000)

El anélisis de esfuerzo cortante para los modelos cuasi-2D es (Zhao & Ghidaoui, 2006;
Riasi, Nourbakhsh, & Raisee, 2013):

[ au Iagl
T= PV pu'y

(1.1.5)

En donde u’v’ es la covarianza de las fluctuaciones de velocidad en la direccion axial u' y
en la direccion radial v’ usualmente llamado esfuerzos de Reynolds (Silva-Araya &
Chaudhry, 1997; Currie, 2012; Panton, 2013).

Para solucionar la expresion (1.1.5) es necesario el uso de modelos de turbulencia dada la
presencia del término de perturbacion —pu'v’ (Ghidaoui et al., 2005). Estos modelos
permiten mejorar el estado actual del conocimiento sobre la disipacion de energia en flujo
transitorio; proporcionar informacion detallada sobre el transporte y mezcla en flujo
turbulento (informacion importante para la realizacion de modelos relacionados a la calidad
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del agua en flujos transitorios) y proveer los datos necesarios para evaluar la validez de los
modelos unidimensionales de flujo (Zhao & Ghidaoui, 2003).

En los dltimos afios, la investigacion relacionada a los modelos cuasi-2D centra su
aplicacion sobre el estudio experimental detallado de los gradientes de velocidad cerca de
las paredes del conducto con el fin de mejorar los modelos de turbulencia (Brunone &
Berni, 2010), asi como su correcta implementacion a sistemas complejos (redes de tuberias)
y el desarrollo de versiones que mejoren su eficiencia con el fin de convertirlos en potentes
y viables herramientas para resolver problemas practicos (Duan, Ghidaoui, & Tung, 2008).

1.2. OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

Deducir las ecuaciones fundamentales aplicando los principios basicos de conservacion y la
teoria de la columna elastica y definir detalladamente las caracteristicas particulares del
modelo matematico.

Resolver en forma discreta las ecuaciones unidimensionales que gobiernan el flujo en
tuberias a presion, con un modelo de friccién transitorio basado en aceleracion instantanea
(IAB) y considerando todos los términos del fenémeno.

Realizar un estudio de convergencia para definir los criterios de convergencia de las
ecuaciones, tanto para el sistema continuo como para el discreto.

Comparar los resultados obtenidos en la simulacion numeérica con resultados presentados en
la literatura, con el fin de identificar las diferencias entre estos y establecer las condiciones
gue mejoren la precision del modelo propuesto.

Finalmente, se tiene como meta futura desarrollar una herramienta computacional capaz de
reproducir transitorios hidraulicos que ocurran en conducciones reales y estimar la
evolucion completa del fenomeno en el tiempo y el espacio para diversos escenarios y
utilizando pardmetros de simulacion confiables para el modelo.



CAPITULO 2

ECUACIONES GOBERNANTES DEL
FLUJO EN TUBERIAS

Cuando la velocidad de flujo en una tuberia cambia rapidamente (ya sea por la operacion
normal o accidental del sistema, arranque de bombas o durante maniobras de apertura o
cierre de valvulas) la cinética se transforma en ondas de presion que se propagan a través
del sistema con las caracteristicas propias del fluido y en el caso del agua (a 20 °C) pueden
alcanzar una velocidad de hasta 1482 m/s (Bilaniuk & Wong, 1993). Este fendmeno es
conocido como transitorio hidraulico y la magnitud de la presion pueden causar la ruptura
o colapso de la tuberia (Axworthy et al, 2000).

Los principios basicos para describir el efecto de los transitorios hidraulicos de un flujo
unidimensional sobre una tuberia a presion, son el de conservacion de masa y la segunda
ley de Newton (Rich, 1951; Parmakian, 1963; Wylie & Streeter, 1978), su planteamiento da
origen a un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico de valor
inicial y valores en la frontera, conocidas de manera general como la ‘ecuacion de
continuidad’ y la ‘ecuacion de cantidad de movimiento’ (Silva-Araya & Chaudhry, 1997;
Ghidaoui & Mansour, 2002; Riasi et al., 2010).

Figura 2.1. Ruptura de una linea de conduccidon causado por un cierre instantaneo en Francia
(Kueny, Combes, Lourenco, Clary, & Ballester, 2014)

ECUACIONES GOBERNANTES DEL FLUJO EN TUBERIAS 13
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2.1.ECUACIONES FUNDAMENTALES

La deduccidn de las ecuaciones gobernantes que se presenta, se fundamenta en el trabajo de
Chaudhry (2014), tomando en cuenta las siguientes consideraciones:

— El flujo es unidimensional y recorre el eje longitudinal de la tuberia.

— La distribucion de las velocidades sobre la seccion transversal del conducto es
uniforme, es decir, siempre se estara analizando un flujo medio o promediado’.

— Las paredes del tubo y el fluido son linealmente elasticas, por lo tanto los efectos de
la expansién y contraccion radial son importantes. Lo anterior se aplica en la
mayoria de los conductos como son: el metal, concreto, madera, plasticos o tineles
no revestidos en rocas.

Para derivar las ecuaciones de conservacion se considera el concepto del medio continuo y
el seguimiento de las particulas dentro de un volumen de control de forma arbitraria, se
realiza en un marco de referencia lagrangiano. Con esta combinacion podemos determinar
la derivada material del volumen integral (Currie, 2012). Con la derivada material, es
posible formular en variables eulerianas, la derivada temporal que sigue a la particula y las
propiedades del fluido pueden ser evaluadas considerando la relacion de sus cambios
locales en el tiempo y el transporte convectivo. Este Gltimo concepto representa el gradiente
de cambio en el espacio causado por la variacion del campo de velocidad (Panton, 2013).

Entonces, para establecer las ecuaciones fundamentales aplicando las leyes de conservacion
se utiliza el teorema de transporte de Reynolds, el cual permite relacionar la derivada
lagrangiana sobre un volumen de control y el cambio de la propiedad intensiva desde un
punto de vista euleriano.

2.1.1. TEOREMA DE TRANSPORTE DE REYNOLDS

Considérese una masa especifica de fluido a la cual se le sigue su trayectoria durante un
corto intervalo de tiempo At y sea a cualquier propiedad del fluido en alguna direccidn
(masa, momentum o energia).

! La velocidad media de flujo se define como v = 71 J, A7 [, q-ndSdt, donde T es el periodo de muestreo
de un flujo fluctuante; A el area de la seccién transversal; dt y dS los elementos diferenciales de tiempo y
superficie respectivamente; q = q,i + q,j + q,k es el vector velocidad con componentes (qy,qy,q;) Y
cosenos directores [i,j, k] y m=mn,i+ny,j+n,k es el vector normal a la seccion transversal con
(ny, n,,m,) cOMo componentes.
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Desde un punto de vista lagrangiano, el tiempo t y las variables del origen de referencia
X0, Vo Zo SON independientes y la cantidad a estara en funcion del tiempo, solamente si el
volumen de control se mueve junto con el fluido. Si a = a(t), la relacién de cambio de la
integral de a se puede establecer empleando la definicion de derivada como un limite:

D 1

— a(t)dv = lim — U a(t + At)dv — f a(t)d‘v’]
Dt )y Ae=0 At | Jy (e 4at) v(t) (2.1.1)
Donde D /Dt es la derivada material® y V(t) es el volumen de control que contiene la masa

especifica del fluido que cambia su tamafio y superficie con el flujo.

Si una cantidad a(t + At) que se integra sobre V(t) se adiciona y sustrae dentro de la
integral, para diferenciar las escalas de variacion temporal de la propiedad material y la
variacion del volumen de control sobre la misma propiedad, se obtiene lo siguiente:

D 1
— a(t)dv = lim {— U a(t + At)dv — f a(t + At)dv]
Dt Jy(p At=0 (At | Jy(e4a6) v(b)

1
+— U a(t + At)dv — f a(t)d‘v’]}
At |y V(o) (2.1.2)

En la ecuacion (2.1.2), las primeras dos integrales dentro del limite corresponden a tomar el
integrando « fijo y variar el volumen de control V(t); en las otras integrales el V(t) queda
fijo y el integrando « es variable. El segundo término de la derecha indica la integral de la
derivada euleriana y la ecuacién puede ser escrita de la siguiente forma:

D 1 da
— a(t)dv = lim [—f a(t + At)dv] +f —dVv
Dt )yt 8e=0 | At Jytran)-v(e) w(e) Ot (2.1.3)

Para establecer los cambios temporales del volumen, en la Figura 2.2 se muestra el
volumen de control vV que encierra a una masa de fluido en el tiempo t y t + At, durante
este intervalo At, el volumen de control se mueve cambiando su tamafio y forma. La
superficie que rodea a Vv es la superficie de control S y en cada punto de ésta existe un
vector de velocidad q acompafiado de un vector normal a la superficie n.

1 El uso del simbolo especial % para representar a la derivada material fue establecido por Stokes al observar
su frecuente uso en mecanica de fluidos (Panton, 2013). Se define como % = Z—‘: + (g - V)a, en donde a es

la propiedad del fluido; q el vector velocidad y V = %i + aiyj + %k el operador Nabla.
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VARIACION DEL VOLUMEN DE ' SUPERPOSICION DEL
CONTROL EN EL TIEMPO VOLUMEN DE CONTROL
q
Superficie de f 1
control (S) —~. n
n
. . MO ~V(t+At)
Tiempo t Tiempo t+At

Figura 2.2. Superposicion del volumen de control arbitrario V en el tiempo t y At para establecer
el cambio de volumen AV, basado en Currie (2012)

Al sobreponer el volumen V(t 4+ At) en V(t) se puede establecer un elemento diferencial
de volumen Av, cuya distancia perpendicular desde cualquier punto dentro del espacio
interior hacia el espacio exterior es q - nAt donde n es el vector a la superficie en el tiempo
inicial y por tanto, a cada incremento diferencial de superficie AS le correspondera un AV
que se puede calcular como AV= q - nAtAS.

Entonces, el volumen integral dentro del limite en la ecuacion (2.1.3) se puede evaluar
como una integral de superficie. Al aplicar el limite de la funcién y remplazar dVv por
q - nAtdS se obtiene:
D[ agv = f ds + f g
Dt J, aav = s aqn y Ot

En la ecuacion anterior, se aplica el teorema integral de Gauss para transformar la primera
integral y evaluar los cambios de la propiedad material en un volumen integral (Currie,
2012; Panton, 2013):

(2.1.4)

fV-aqu=j aq-ndS
v S (2.1.5)

Donde V es el operador nabla. Aplicando el teorema (2.1.5) a la ecuacion (2.1.4) resulta:

D[ av j [a“+v ( )]dv
| aqdv = Ziv-(a
Dt ), y Lot 1 (2.1.6)
La ecuacion (2.1.6) es el teorema de transporte de Reynolds y seré utilizado para definir las

ecuaciones de conservacion del flujo en tuberias.
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2.1.2. ECUACION DE CONTINUIDAD

La ley de conservacién de masa nos permite derivar la primera de las ecuaciones
gobernantes: la ecuacion de continuidad. Este principio fundamental se puede enunciar
como: ‘La tasa de cambio de masa en el tiempo en el sistema es cero’ (Panton, 2013).

Para obtener la ecuacion de continuidad se considera que el flujo es compresible y las
paredes del conducto son elasticas (es decir, los cambios de presion acortan o alargan al
volumen de control), por tanto existirdn efectos radiales sobre el conducto a causa de las
contracciones y expansiones que se produzcan; asimismo se considera que la distancia x
sobre el eje longitudinal y la velocidad media de flujo V' poseen signo positivo en la
direccién aguas abajo, tal y como se muestra en la Figura 2.3.

Salida

|
|
|

X X+Ax

Figura 2.3. Diagrama del volumen de control para deducir la ecuacién de continuidad

La equivalencia matematica del principio de conservacion de masa se obtiene al integrar la
densidad del volumen de control, considerando a = p, por lo que su derivada en un marco
de referencia lagrangiano es (Currie, 2012):

b dv =20
Dt )y pav = (2.1.7)

Y aplicando el teorema de transporte de Reynolds (2.1.6):

fv [a—p+V-(pq)]dV=O

ot (2.1.8)

Considerando una tuberia con variacion suave de diametro, se puede decir que la velocidad
media en sentido unidimensional es:
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1
Vix,t) = —f q.(x,t)-idS
Ayt (2.1.9)

Aplicando la integral (2.1.9) en el modelo (2.1.8) y desarrollando, se tiene la siguiente
ecuacion de conservacion sobre la linea unidimensional:

dp 0
P+ = (pax (o) - D] dsdg = 0
fx(f) fA(x,t) [at dx (2.1.10)

Para evaluar el area transversal, se considera la suma de los elementos diferenciales:

Alx, t) = j ds

A(x.b) (2.1.11)

En base a lo establecido en (2.1.11), la ecuacion (2.1.10) puede ser escrita como:

2 9
- (0A) + = (pAV)| dg = 0
-fx(f) [at 0x (2.1.12)

La ecuacion (2.1.12) tiene dos soluciones y aquella que cumple el principio de
conservacion de la propiedad material para cualquier region de integracion arbitraria, es
cuando el integrando es nulo (Currie, 2012; Panton, 2013), entonces se tiene que:

a(A)+a(AV)—O
ar P T P =

(2.1.13)
El desarrollo de las derivadas da como resultado:
A(ap+vap)+ (6A+V6A)+ 42
ot T ax) TP\ae T ax) TP ax T (2.1.14)

En la ecuacion (2.1.14) se observa que los términos englobados en paréntesis se definen
como las derivadas totales de las variables p y A que se obtienen al aplicar la regla de la
cadena (Hildebrand, 1976):

dp_6p+6pdx_6p+ dp
dt ~ at dxdt adt dx (2.1.15)

dA _8A+E)Adx_8A ap
dt 0t 0dxdt ot dx (2.1.16)
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Sustituyendo (2.1.15) y (2.1.16) en (2.1.14) y dividiendo la ecuacion entre el término pA:

1dp 1dA 0V
——+-—+4+—=0
pdt Adt o0x (2.1.17)

Se puede observar que la ecuacion anterior no considera la presion p, variable que nos
interesa en el estudio. Analizando los cambios del volumen de control en funcion de la
compresibilidad del fluido y la flexibilidad de la tuberia, es posible obtener la ecuacion de
conservacion de masa en términos de V' y p.

— Compresibilidad del fluido:

El modulo de compresibilidad K de un fluido es (Wylie & Streeter, 1978):

_ dp
“dp/p (2.1.18)

Separando las variables e introduciendo la tasa de cambio con respecto al tiempo en la
ecuacion (2.1.18) se obtiene:

dp _ pdp
dt Kdt (2.1.19)

— Elasticidad de la tuberia:

El area de un conducto circular en funcion del radio r se calcula como:

A =mr? (2.1.20)

La derivada con respecto al tiempo de (2.1.20) es:

dA _ dr
a e (2.1.21)

La deformacion unitaria e se define como el cociente del alargamiento (deformacion total)
y la longitud en la que se ha producido (Pytel & Singer, 1994), para el caso de elongacion
radial en una longitud diferencial la expresion resulta:

de = dr
€= (2.1.22)
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Al introducir el término unitario r/r = 1y las ecuaciones (2.1.20) y (2.1.22) en (2.1.21), la
igualdad se puede reescribir como:

1dA _ de
Adt  Tdt (2.1.23)

Una de las consideraciones establecida al inicio del capitulo sefiala que las paredes del
conducto son linealmente eldsticas, por tanto estan sometidas a expansiones y contracciones
en direccion radial. Este tipo de deformacion se representa con la relacion de Poisson, la
cual generaliza la aplicacion de la ley de Hooke' y determina la variacién de dimensiones
transversales que acompafian a los esfuerzos (Pytel & Singer, 1994).

Para cilindros de pared delgada sometidos a presion interna, los esfuerzos actuantes son
circunferenciales y axiales (Figura 2.4), y la relacion de Poisson es:

_ 0g — U0,
- E (2.1.24)

Donde gy es el esfuerzo circunferencial; o, el esfuerzo axial y u el coeficiente de Poisson.

G,

Figura 2.4. Cilindro de pared delgada sujeto a presién interna P que genera esfuerzos
circunferenciales o, y axiales g,, basado en Hearn (1997)

! La ley de Hooke se suele escribir de la forma o = Ee y expresa que la pendiente de la recta en el diagrama
esfuerzo-deformacion de un material linealmente elastico es la relacion entre el esfuerzo ¢ y la deformacion
unitaria €; dicha pendiente es conocida como médulo de elasticidad de Young y se representa con la letra E.



SIMULACION DE FLUJO EN TUBERIAS APLICANDO UN MODELO DE FRICCION TRANSITORIO 21
ECUACIONES GOBERNANTES DEL FLUJO EN TUBERIAS

Si se asume que las condiciones de sujecion de la tuberia se aplican en toda su longitud y
restringen el esfuerzo axial®, se tiene que o, = 0. La ecuacion (2.1.24) se reduce a:
0o

=F (2.1.25)

Despejando el esfuerzo circunferencial oy en (2.1.25) y derivando con respecto al tiempo:

dog £ de
dt  dt (2.1.26)

El esfuerzo circunferencial para un conducto de pared delgada sometida a presion interna
p = p(x, t) se expresan como (Hearn, 1997):

_pb
9% = 55 (2.1.27)

En donde e es el espesor de la pared de la tuberia y D el didmetro del conducto. Derivando
(2.1.27) con respecto al tiempo se obtiene:

dog 1 ( dD dp)
dt 2e p

—p—+D—
dt+ dt (2.1.28)

Sustituyendo (2.1.26) en (2.1.28):

de 1 ( dD+de>
at 2e\Par dt (2.1.29)
Side = dD/D, entonces se tiene la siguiente relacion paramétrica:

dD(e) _dDde
dt  de dt (2.1.30)

Por lo que la ecuacion (2.1.29) se puede escribir como:

de D/ de dp
3 )

Er=2e\Pac T ae (2.1.31)

! Esta suposicion se hace con el fin de facilitar la deduccion; para cada anélisis es posible considerar
condiciones de sujecion especificas e incluir sus efectos en los calculos como se vera en el apartado 2.2.1
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Factorizando el término de/dt y despejando dp/dt en (2.1.31):

(Ee p) de dp

D 2)dt  dt (2.1.32)

Dado que el orden de magnitud de p/2 « Ee/D (Chaudhry, 2014), entonces:

de Ddp
dt Eedt (2.1.33)
Y sustituyendo (2.1.23) en (2.1.33):
1dA D dp
Adt Eedt (2.1.34)

Retomando la ecuacion de continuidad deducida en (2.1.17), sustituimos las expresiones
(2.1.19) y (2.1.34):

1/pd Ddp aV
Loty D, I _
p \K dt Eedt 0x (2.1.35)

Y factorizando el término dp/dt en (2.1.35):

(1+ D)dp+av_0
K Ee/dt odx (2.1.36)

La definicion de celeridad de onda a para un conducto cuya condicién de sujecion restringe
los esfuerzos axiales es (Chaudhry, 2014):

e K
p (1 + %) (2.1.37)
E introduciendo (2.1.37) en (2.1.36) resulta:
L ov_,
pa?dt = 0x (2.1.38)

Usando la notacion p = pgH (x, t) para expresar la presion en metros de columna de agua:

g dH N v 0
a?dt = ox (2.1.39)
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Multiplicando la ecuacién por el término a?/g y desarrollando la derivada total aplicando
la regla de la cadena, la ecuacion de continuidad finalmente resulta:

oH OH 'V _
at ox g ox (2.1.40)

2.1.3. ECUACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

La ecuacion de cantidad de movimiento se basa en la segunda ley de Newton, este principio
de conservacion del momento lineal se puede expresar de la siguiente manera: ‘La tasa de
cambio de la cantidad de movimiento dentro de un medio continuo es igual a la suma de
fuerzas que actuan sobre ¢él’ (Panton, 2013).

La ecuacion matematica que resulta al aplicar la conservacion del momento se obtiene al
integrar el producto del vector velocidad por la densidad del fluido contenido en el volumen
de control e igualando el resultado con las fuerzas que actlan sobre éste (Currie, 2012):

D
— dv=3XF
Dt J, P4 (2.1.41)

Aplicando el teorema de transporte de Reynolds (2.1.6) se tiene:

]
— +V-(pq- ]dv =3F
fv [at (pq) (pq - q@) 2.1.42)

Sustituyendo las ecuaciones (2.1.9) y (2.1.11) y considerando que la propiedad material de
la conservacién de cantidad de movimiento se cumple en forma intensiva, entonces se
obtiene la siguiente ecuacion’.

d d

— —_ 2y —

dat (pAV) + Ox (pAV7) = 2F (2.1.43)
Por otra parte, para el analisis de fuerzas sobre el sistema (Wylie & Streeter, 1978;
Ghidaoui et al., 2005; Chaudhry, 2014), la Figura 2.5 muestra el diagrama de cuerpo libre
con la posicion 1 aguas arriba y 2 aguas abajo en un conducto divergente e inclinado un
angulo @ con respecto a la horizontal.

! Tal y como se hizo con la ecuacién de masa, se toma en cuenta que la distancia x actda sobre el eje
longitudinal y la velocidad de flujo V son positivos en direccion aguas abajo.
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Figura 2.5. Diagrama de cuerpo libre del volumen de control

Las fuerzas de presion normales a las secciones transversales del volumen de control son:
p|x =pA (2.1.44)

0
Fp|x+Ax =pA+ po (pA)Ax

(2.1.45)
La fuerza de presion hidrodinamica es causada por la divergencia de las paredes que
aumenta el area de flujo y en consecuencia disminuye la velocidad causando un incremento
en la energia de presién (Guaycochea, 1992), este cambio en las fuerzas de presion entre las
secciones se representa como:

o
Fope =P 57 0% (2.1.46)

Para las fuerzas de cuerpo se considera la componente del peso del fluido a lo largo del
centro de gravedad (eje longitudinal del conducto). La amplitud del angulo de inclinacién
con respecto a la horizontal se mide en el sentido contrario a las manecillas del reloj de
modo que si 0 < 6, < m la tuberia se inclina hacia arriba y en consecuencia la componente
de la fuerza de peso es adversa al sentido del flujo (de aguas abajo hacia aguas arriba); por
otro lado si m < 6, < 2m la tuberia se inclina hacia abajo y la componente de la fuerza de
peso, va en el mismo sentido que el flujo (de aguas arriba hacia aguas abajo).
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La componente de peso se calculan como:
Fy, = —pgAsent, Ax (2.1.47)
La fuerza cortante se define como el esfuerzo cortante T que se produce por el contacto
entre el fluido y las paredes del conducto durante el desplazamiento. Su direccion es
contraria al sentido de flujo y se puede expresar como:
F, = —tnDAx (2.1.48)
Obsérvese que durante la obtencion de las fuerzas, se incluyo el signo adecuado para
indicar el sentido en direccién longitudinal, en base al diagrama de cuerpo libre (Figura 2.5)

y las consideraciones que describen su comportamiento en el sistema.

La sumatoria de fuerzas con las ecuaciones (2.1.44) — (2.1.48) resulta:

Fil 0A
IF = ———(pA) + p=—— pgAsen6, — D (2.1.49)

Sustituyendo (2.1.49) en (2.1.43):

a(AV)+a(AV2)— a(A)+ 04 Asen6 D
a¢ F ax P ~ TP Py —pgasentz—in (2.1.50)

Igualando a cero y desarrollando las derivadas de los productos, la ecuacion (2.1.50) se
puede reescribir como:

av 0 0 v op
pA—+V &(pA) +a(pAV) + pAV —+ A—+ pgAsenb, + D =0

ot Ox Ox (2.1.51)
Sustituyendo (2.1.13) en (2.1.51):
A6V+ AVaV+Aap+ A 6,+tD =0
PEGE TP Bx ox T PgASeNYz TINL = (2.1.52)

Empleando p = pgH para calcular la presion en metros de columna de agua y dividiendo la
ecuacion (2.1.52) entre el término pA la ecuacion de cantidad de movimiento es:

0V+V6V+ E)H+ 6+‘L’T[D_0
ot ox Iy TISNz pA (2.1.53)
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2.2.CARACTERISTICAS PARTICULARES DEL MODELO MATEMATICO

2.2.1. EVALUACION DE LA CELERIDAD DE ONDA

Durante el siglo XIX los estudios relacionados a las ondas estacionarias en instrumentos
musicales y en el flujo sanguineo a través de las venas exigian la determinacion precisa de
la velocidad del sonido en los fluidos, como resultado se logro relacionar adecuadamente la
propagacion de ondas en liquidos confinados, en funcion de las propiedades elasticas del
conducto y del fluido, asi como de las restricciones externas de sujecion de los elementos
del sistema (Tijsseling, 1993).

Las propiedades elasticas que intervienen estan relacionadas con el tamafio del conducto, el
espesor de la pared y el material del que estd hecho, por otro lado las restricciones de
sujecion incluyen el tipo de soporte y la libertad de movimiento de la tuberia en la direccién
longitudinal (Chaudhry, 2014). En su version conservativa, la celeridad de onda a se
expresa como (Ghidaoui et al., 2005):

1 dp pdA

=+
a? dp Adp (2.2.1)

En la ecuaciéon (2.2.1) el primer término del lado derecho representa el efecto de la
compresibilidad del fluido y el segundo la flexibilidad del conducto; por tanto, si se estudia
la celeridad de onda de un flujo compresible en una tuberia rigida, se tiene que dA/dp = 0,
en cambio si se trata de un flujo incompresible en una tuberia elastica dp/dp = 0.

La formula de Résal-Moens-Korteweg es la primera expresion utilizada para determinar la
celeridad de onda durante el fendbmeno transitorio considerando los efectos causados por la
elasticidad de la tuberia, la compresibilidad del flujo y las restricciones de movimiento de
la tuberia (Tijsseling, 1993; Tijsseling & Anderson, 2012):

K

a= |—
p (1 + e %) (22.2)
En donde a es la celeridad de onda; p y K son la densidad y el médulo de compresibilidad
del fluido respectivamente; D el didmetro de la tuberia; e el espesor (del francés
‘épaisseur’) y E el modulo de Young del material; ademas se propone el uso del coeficiente
de restriccion axial ¥, cuyo valor esta en funcion del coeficiente de Poisson up y puede ser
modificado con el fin de contemplar hasta tres casos teoricos relacionados a las condiciones
de sujecion del sistema (Tabla 2.1).
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Tabla 2.1. Valores del parametro . en la ecuacion (2.2.2), basado en Tijsseling (1996)

Caso Descripcion
Y. =1 Tuberia anclada con juntas de expansién en toda su longitud.
Yo =1-p? Tuberia anclada a lo largo restringiendo el movimiento axial.
Y. =1- %P Tuberia anclada Gnicamente en su extremo aguas arriba.

Para derivar la formula (2.2.2) se considera que la tuberia estd conformada por una serie de
anillos de masa despreciable que se expanden y contraen de acuerdo a la presion interna del
fluido y donde intervienen el esfuerzo circunferencial y el desplazamiento radial.

El tipo de andlisis presentado en este documento no toma en cuenta la interaccion fluido-
estructura (FSI por sus siglas en inglés ‘Fluid-Structure Interaction’), es decir, el esfuerzo
axial sobre las paredes o, la inercia del conducto y la densidad del material en las paredes
de la tuberia p, son despreciables (Tijsseling, 1996):

g, =0 (2.2.3)
pr=0 (2.2.4)

El estudio del FSI toma importancia en sistemas con pocas restricciones de movimiento en
sus anclajes, haciendo que el comportamiento dinamico del liquido y la tuberia deba ser
tratado de manera simultanea al flujo transitorio (Tijsseling, 1993). La interaccién del
fluido y la estructura se manifiesta en forma de vibraciones sobre el conducto y generando
perturbaciones en la presion y velocidad del liquido (Wiggert & Tijsseling, 2001).

Halliwell (1963) presentd una expresion generalizada para estimar la celeridad de onda a
basandose en casos practicos y examinando rigurosamente los valores de . para describir
un mayor nimero de posibles condiciones (Tabla 2.2); su formulacion serd la empleada
para el calculo de la celeridad de onda:

(2.2.5)

Con la ecuacion (2.2.5), el autor concluye que la elasticidad de la tuberia reduce la
velocidad de viaje de la onda de manera significativa a diferencia de las restricciones de
sujecion; sin embargo, este efecto en vez de ser ignorado debe ser detallado junto con las
suposiciones que describen al sistema con el fin de mejorar la estimacion del parametro de
celeridad a para su aplicacion en la ecuacién de conservacion de masa (2.1.40).
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Tabla 2.2. Valores del parametro . en la ecuacion (2.2.5) basado en Halliwell (1963)

Descripcion Valor
I EEE——————S———y
Caso 1. Tuberia rigida

—  Tuberia que no sufre deformaciones Y. =0

Caso 2. Tuberia eléstica de pared gruesa’

—  Tuberia anclada contra el movimiento longitudinal en
toda su extension

b? + a? 2upa?
w(] = 2(1 +‘up) [bz _ az] - [bz _ az]

—  Tuberia anclada contra el movimiento longitudinal en el
extremo contrario a la valvula final

b? + 1.5a®> up(b? —3a?)
b2 — a2 b2 — a2

Yo =2

b? + a?

—  Tuberia con juntas de expansion instaladas
Ve =2\75 gz the

frecuentemente

Caso 3. Tuberia elastica de pared delgada

—  Tuberia anclada contra el movimiento longitudinal en

D
.z =—(1- 2
toda su extension Ve =7 (1 —pp®)

—  Tuberia anclada contra el movimiento longitudinal en el " D <5 )
extremo contrario a la valvula final € e \4 ke

—  Tuberia con juntas de expansion instaladas " D
frecuentemente € e

" En esta tabla las variables a y b corresponden a los radios interno y externo de la conduccidn respectivamente.

Para el caso de tuneles en roca solida, Halliwell (1963) presenta expresiones extensas que
resultan complicadas, éstas se simplifican al modificar parametros especificos de su
formulacién que incluyan las caracteristicas de la roca (Tabla 2.3). Se debe tener en cuenta
que los calculos se ven afectados por las condiciones no homogéneas de la roca, asimismo
la presencia de fisuras restringe la precision de los resultados.

Otros casos particulares como tuberias de madera, policloruro de vinilo (PVC), plasticos
reforzados, conductos no circulares o el efecto que causa la inclusion de aire sobre la
velocidad de onda no son presentados pero pueden ser consultados en Parmakian (1963),
Watters (1980) o Chaudhry (2014).
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Tabla 2.3. Modificaciones en el calculo de la celeridad en tiineles, basado en Chaudhry (2014)

Tipo de tdnel Especificaciones Valor
I EEE———m—§—§m,
Excavado en El valor de E en la ecuacion (2.2.5) debe remplazarse por el Y. =0
roca. madulo elastico transversal G de la roca. E=G
Contuberiade | El valor de E le corresponde al mddulo de elasticidad del acero y _ DE
acero e al espesor del conducto. Ve = GD + Ee
. Se emplea un espesor equivalente e, que se calcula con el radio DE
Con tuberia de P pesor eq e { + Yo =7
concreto del modulo de elasticidad del concreto reforzado' E.; el espesor GD +Ee,
de la tuberia de concreto e,; el area de la seccion transversal A, y s
reforzado. . . e, =Ee. +—
el espaciamiento entre varillas de acero L. lg

"El valor de E, varia de 0.06 a 0.1. En caso de considerar grietas se sugiere usar 0.05 (Parmakian, 1963).

2.2.2. EVALUACION DEL TERMINO DE FRICCION

Tal y como se mencioné en el apartado 1.1, el esfuerzo cortante durante el paso de un
transitorio se puede expresar como (Ghidaoui & Mansour, 2002; Vardy & Brown, 2004a):

(x,t) = 1, (x, t) + 76 (x, t) (2.2.6)

En donde x es la posicion espacial sobre el eje longitudinal de la tuberia y t el tiempo como
variables independientes; 7 el esfuerzo cortante global; 7, el esfuerzo cortante en estado
permanente’ y 7, la contribucion debida a las caracteristicas transitorias del flujo.

En base a este planteamiento, a continuacién se detallan los modelos a usar para evaluar la
friccion en las ecuaciones unidimensionales de flujo, tanto para el término permanente
como para el transitorio.

1 El término permanente hace referencia a la teoria donde se establecen los coeficientes de friccion para el
modelo de pérdidas de Darcy-Weisbach (Nikuradse, 1950). De manera funcional en el modelo, el término
7, (x, t) es una variable dependiente con variacion espacio-temporal.
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2.2.2.1. TERMINO DE FRICCION PERMANENTE

Para evaluar el esfuerzo cortante permanente 7, se empleara el modelo de pérdidas de
Darcy-Weisbach® (Wylie & Streeter, 1978; Ghidaoui et al., 2005; Chaudhry, 2014):

o= f 121414
p—Jr g (2.2.7)

Donde £, es el factor de friccion en estado permanente y mediante un analisis dimensional
puede demostrarse que esta en funcion del nimero de Reynolds Re y la rugosidad relativa
€/D de la tuberia (Guaycochea, 1992).

El nimero de Reynolds es un numero adimensional que permite clasificar el
comportamiento del flujo en funcion de las fuerzas inerciales, las fuerzas viscosas y las
propiedades geométricas de la conduccion (Reynolds, 1883):

v (2.2.8)

Donde v es la viscosidad cinematica del agua, definido como el cociente de la viscosidad
dindmica y la densidad del fluido.

Para analizar la naturaleza del flujo en tuberias, Reynolds (1883) inyectd colorante en agua
mientras circulaba por una tuberia transparente para poder identificar la velocidad a la cual
la sustancia comenzaba a mezclarse con el liquido y se producian efectos turbulentos; con
esto establecio un valor critico de la ecuacion (2.2.8) que separe los dos tipos de
comportamiento actualmente conocidos como ‘régimen laminar’y ‘régimen turbulento’.

Este valor critico del nimero de Reynolds resulta no ser fijo, algunos investigadores
reportan que han logrado mantener el flujo laminar hasta valores de Re de 40000 y aun
mayores, pero siempre bajo condiciones especiales de laboratorio tales como conservar el
liquido en reposo durante mucho tiempo previo al experimento y evitar todo tipo de
vibraciones; en la préctica ingenieril se considera que nunca es mayor que 4000 y que
existe una ‘zona de transicion’ para la cual no es posible predecir con exactitud si el flujo
sera laminar o turbulento (Guaycochea, 1992). Diversos autores establecen que el valor
minimo del Reynolds critico oscila entre 1800 y 2300 (Darbyshire & Mullin, 1995).

! Nétese que en lugar de escribir V2 se utilizé la notacién |V|V en la ecuacién (2.2.7), con este cambio se
evallia automaticamente la direccion de flujo durante el transitorio en base al signo de la variable dependiente.
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Flujo Laminar

Flujo de Transicion

Figura 2.6. Resultados del experimento de Reynolds (1883)

Dado que el valor del factor de friccion en estado permanente esta en funcion del nimero
de Reynolds (y por tanto del régimen de flujo) se utilizardn expresiones analiticas para
evaluar al termino f,, sujetos a los siguientes intervalos (Sotelo, 1994):

Re < 2300 = 64
€= fo = Re (2.2.9)
Re = 2300 1 . [S/D N 2.51
e> == —410810 |5 57
Jh 371 ' Re\[f, (2.2.10)

La ecuacion (2.2.9) conocida como ‘ley de Poiseuille’ (Sutera & Skalak, 1993) evalua el
factor de friccion en régimen laminar y es valido para tubos lisos o rugosos en los cuales el
numero de Reynolds no rebasa el valor critico de 2300. La ecuacion (2.2.10) corresponde a
la ‘formula general de Colebrook-White’ para flujo en la zona de transicion entre régimen
laminar y turbulento (Colebrook, 1939) y se ajusta a los resultados de Nikuradse (1950)
para condiciones de flujo turbulento.

2.2.2.2. TERMINO DE FRICCION TRANSITORIO

Para el término transitorio 7, se propone el uso de un modelo Basado en Aceleracion
Instantanea® con amplio reconocimiento internacional.

! El modelo seleccionado Ginicamente fue implementado en las ecuaciones gobernantes. Al ser un modelo n
bastante aceptacion internacional, no se realizaron desarrollos ni modificaciones adicionales durante el trabajo
de investigacion.
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La formulacién es conocida como ‘la propuesta original de Brunone’ 0 simplemente
‘modelo de Brunone’y ha sido probada para casos de cierre en tuberias con valvulas en la
frontera aguas abajo obteniendo resultados que se ajustan correctamente a los datos
experimentales (Pezzinga, 2000; Bergant et al., 2001).

La ecuacidn que evalla la aportacion del esfuerzo cortante en flujo transitorio es (Abreu &
Betdmio de Almeida, 2004; Ghidaoui et al., 2005):

kpD 3V 9V
w =4 (5~ 95)

4 \ot “a (2.2.11)
En donde k; es llamado ‘coeficiente de friccion de Brunone’ (Bergant et al., 2001) y actla
como factor de decaimiento sobre los términos de aceleracion temporal y convectiva de la
ecuacion de cantidad de movimiento (Brunone, Golia, & Greco, 1995).

La aplicacion del modelo de Brunone requiere una confiable estimacién del parametro k;
(Ghidaoui et al., 2005). En una primera aproximacion determinada experimentalmente para
su modelo, Brunone et al., (1995) sugiere que el valor del coeficiente varia en el intervalo
de 0.03 a 0.1, asimismo sefiala que una mejor evaluacion puede ser hecha usando datos
generados en pruebas de laboratorio y aplicando la siguiente relacion analitica:

1

h,—h, =
R T (2.2.12)

En donde h,, y h,_; son las maximas alturas piezométricas en dos periodos consecutivos
cualesquiera, tomados en algun instante posterior al fin del cierre total de la valvula
(Brunone & Morelli, 1999).

Pezzinga (2000) para estudiar la relacién del parametro k. con el resto de las variables
presentes en el fendmeno, realiz6 un analisis dimensional considerando un cierre
instantaneo en el extremo aguas abajo de una tuberia en serie y con un tanque de nivel
constante aguas arriba. En sus resultados obtuvo tres pardmetros caracteristicos: la
rugosidad relativa de la tuberia £/D, el namero de Reynolds relacionado a la velocidad
media en la condicion inicial R, y un parametro caracteristico de la tuberia y,:

y gL
Yo =Joqy, (2.2.13)
En donde J, es la pendiente de energia y V, la velocidad media, ambos calculados en la
condicidn inicial de flujo.
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Con los parametros definidos, Pezzinga (2000) evaluo6 el término transitorio mediante la
comparacion sistematica de los resultados obtenidos en el modelo unidimensional con un
modelo cuasi-2D propuesto por él mismo (Pezzinga, 1999). Tomando como referencia los
resultados de su modelo cuasi-2D, realiz6 la correccion del esfuerzo cortante y relaciono el
término k, al que llamo k, con los parametros adimensionales; sus resultados los presento
en gréaficas logaritmicas (Figura 2.7) y concluyé que buscar reglas generales al fendbmeno
con este procedimiento, resulta dificil dada la dependencia de k; con y,.

1
10

= : —— i I : .
K, . !|y,, =0.01 kz”’ T : Yo = 0.05]
! i ] i |
| ‘ ' * oD
p————t (.05
\\‘ | eD i s__‘-_‘_‘_*_’;_.‘__.___.___‘_. 0.03
— 00 ———— 0015
R . ! ools . T ———] 0.008
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Figura 2.7. Coeficiente k, en funcién de los parametros y,, £/D y Re, (Pezzinga, 2000)

Por otra parte, Vardy & Brown (1995) estudiaron la contribucién de la friccion transitoria
en el modelo Basado en Convolucion de Zielke (1966) para flujo laminar, el cual emplea
una funcion de peso W que evalla la integral de convolucion para determinar los efectos
transitorios del fendmeno; el objetivo de los autores era desarrollar una funcion valida para
flujo turbulento en tuberias lisas.

Una vez desarrollado su modelo, analizaron el caso de aceleracion uniforme e integraron su
funcion de peso W; como resultado obtuvieron un coeficiente de friccion transitorio f;,; al
que llamaron k5 que estima el termino k; del modelo de Brunone bajo la siguiente relacion
(Szymkiewicz, 2002; Abreu & Betamio de Almeida, 2009):

fur =k =2VC (2.2.14)

Donde C* es un coeficiente de decaimiento que varia en funcion del nimero de Reynolds
(Vitkovsky et al., 2000; Tiselj & Gale, 2008):

Re < 2300 C* =0.00476 (2.2.15)

7.41

Re > 2300 c" = Re10910(14.3/Re05) (2.2.16)




SIMULACION DE FLUJO EN TUBERIAS APLICANDO UN MODELO DE FRICCION TRANSITORIO 34
ECUACIONES GOBERNANTES DEL FLUJO EN TUBERIAS

Bergant et al. (2001) incorporé la propuesta de Vardy & Brown (1995) a su algoritmo
numérico estableciendo lo siguiente:

\/F

ke == (2.2.17)

La estimacién de k; con la ecuacion (2.2.17) fue usada junto con una variante modificada
del modelo de Brunone desarrollada por Vitkovsky', que evalta el signo del término
convectivo y es valida para un mayor nimero de escenarios del fenémeno.

Después de analizar los ciclos de aceleracion y desaceleracion del término convectivo y el
aumento y reduccion del esfuerzo cortante del nuevo modelo empleado, concluyeron que al
dividir la ecuacion (2.2.14) entre cuatro, la atenuacion de las ondas mejoraba, comparando
sus resultados con mediciones experimentales (Szymkiewicz, 2002). El uso esta variante de
k. ha sido empleado en los trabajos desarrollados por otros autores como Landry, Nicolet,
Bergant, Miller, & Avellan (2012), Jonssson, Ramdal, & Cervantes (2012) y Prashanth
Reddy et al. (2012).

Vardy & Brown (2003) realizaron una revision a las hipétesis de su modelo para aumentar
la precision de los resultados y encontraron que en su trabajo previo (Vardy & Brown,
1995), los valores de C* sobreestimaban las tasas de decaimiento, especialmente para
nameros de Reynolds altos. Para corregir las incompatibilidades encontradas, propusieron
una nueva ecuacion para evaluar el valor de C*:

12.86
8 . _
2000 < Re < 10 ¢ = Rel0g10(15.29/Re%0567) (2.2.18)

Los valores calculados con (2.2.18) son mayores en comparacion a su predecesor
presentado en la ecuacion (2.2.16) y la variacion de k; al contrastar ambas expresiones se
puede apreciar en la Figura 2.8. Finalmente, cabe mencionar que no fue incluido un nuevo
valor para régimen laminar (Prashanth Reddy et al. 2012) y se sigue usando la ecuacion
(2.2.15) modificando el rango del nimero de Reynolds:

Re < 2000 C* =0.00476 (2.2.19)

! Pezzinga (2000) propuso una modificacion al modelo de Brunone idéntica a la formulacion atribuida a
Vitkovsky; tiempo después, el autor expresd su asombro al ver que ambos habian llegado a resultados
similares de manera independiente (Szymkiewicz, 2002).
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Figura 2.8. Coeficiente k, en funcion del nimero de Reynolds (Vardy & Brown, 2003)

En resumen, el término de friccién de Brunone k; queda en funcion del coeficiente de
decaimiento C* de Vardy & Brown y se tienen tres formas distintas para su calculo.

Por ultimo, el esfuerzo cortante global se obtiene al sustituir (2.2.7) y (2.2.11) en (2.2.6):

1414 N k:pD (OV OV)
t=h—g 4 \or “ox (2.2.20)

Incorporando el modelo de friccion transitorio (2.2.20) a la ecuacion de cantidad de
movimiento (2.1.53), resulta:

v v 0H 1414 v av
V—+g—+gsen92+fpﬁ+kt( —a—)

at TV ax T 9% at Yox 2.2.21)

Y factorizando los términos de aceleracion, la forma final de la ecuacion de cantidad de
movimiento a utilizar es:

1414
=0

(1+k)av+(V k)aV+ OH | 0, +
2T ake)go+ 9o Tgsend: + 5= (2.2.22)

Obsérvese que si se emplea unicamente el modelo de pérdidas en estado permanente, €s
decir k; = 0, la ecuacion (2.2.22) pasa a ser:

ov av OH 1414
—+V—+ga+gsen92+fp =

ot 0x 0

2D (2.2.23)
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2.3. MODELOS DE FLUJO EN TUBERIAS

Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento detalladas anteriormente,
representan un sistema dimensionalmente homogéneo que evalta el fendbmeno transitorio
en tuberias. En funcién de las consideraciones y/o restricciones de flujo, las ecuaciones
pueden ser modificadas para dar paso a diferentes modalidades de analisis.

En el apartado 2.3.1 se definird la version del sistema que se estudiard a lo largo del
documento. Adicionalmente, se evaluaran aquellos aspectos que conforman la teoria clasica
de los transitorios hidraulicos, con el fin de establecer las principales diferencias entre el
modelo de estudio y las version clasica, incluyendo los rangos de aplicacion, limitaciones
de uso, condiciones de frontera e inicial y las diferencias entre cada uno de ellos mediante
la determinacion de sus valores caracteristicos.

2.3.1. VERSION CONSERVATIVA

La ecuacion de continuidad y de cantidad de movimiento, describen la evolucion del
fendmeno transitorio en un conducto a presion; dada la naturaleza de su deduccién, de
ahora en adelante se hara referencia a ellas como ‘ecuaciones gobernantes en su version
conservativa’.

Definicion 1. Sea el sistema de ecuaciones gobernantes del flujo en tuberias en su version
conservativa con friccion transitoria.

— Ecuacién de continuidad

oH 0H a?(x)oV
LH,V;x,t) =—+V—+ —=0
ot 0x g O0x (2.3.1)

— Ecuacion de cantidad de movimiento

ov

MH,V;x,t) =[1+k:(V;x,t)] T +
viv__
2D(x) (2:3.2)

av JH
[V —a(x)k:(V;x,t)] ™ + 955 + gsenb,
+p(V;x,t)
En donde x es la coordenada en el sentido longitudinal y t el tiempo como variables

independientes; H(x,t) y V(x,t) son la presién y la velocidad respectivamente como
variables dependientes y x,t:Q € [0,L] X [0,T] que delimitan el espacio de solucion
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Q - R?; L es la longitud total de la conducciéon y T el tiempo final de solucién; g es la
aceleracion de la gravedad; a(x) es la celeridad de onda; 6, es el &ngulo de inclinacion de la
tuberia con respecto a la horizontal y se mide en el sentido contrario a las manecillas del
reloj; f,(V; x,t) y k. (V; x, t) los coeficientes de friccion en estado permanente y transitorio

respectivamente y D (x) el didmetro de la seccion transversal.

El sistema de ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2) a resolver, constituye un problema bien planteado
en el sentido de Hadamard (Drolet & Gray, 1988), de valor inicial y valores en las fronteras
de tipo hiperbolico. La condicién inicial se define para para el tiempo t = 0 en condicion
permanente, con V(x,0) =V,(x) que es la velocidad media de flujo en cada punto y
H(x,0) = H,(x) representa la carga de presion a lo largo de la tuberia:

V(x,0)=V,(x) ; t=0 (2.3.3)

H(x,0) =H,(x) ; t=0 (2.3.4)

Para la condicién de frontera aguas abajo (x = L) se considera una ley de cierre en la

valvula, esto es V(L,t) = g(t) y para la condicion aguas arriba (x = 0) se usa la carga de
presion que suministra el embalse H(0,t) = h(t), ambos evaluados para t > 0:

VL,t)y=g9g(t) ; t=0 (2.3.5)

H,t)=h(t) ; t=0 (2.3.6)

Al multiplicar la ecuacion (2.3.2) por el término (1 + k,)~1, el sistema de ecuaciones
gobernantes se puede expresar en forma matricial de la siguiente manera:

My g, Mg =0
at 1 9x 1= (2.3.7)
En donde:

aZ

V -

_ 9g
1+k 14k, (2.3.8)

0
Gl -

gsenb, VIV
1+k; 2D(1+kp) (2.3.9)
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H
Ml =
%4
_ i (2.3.10)
0
0=
0
_ _ (2.3.11)

La matriz B; se define como la matriz de conveccion y con ella se define la funcion
caracteristica f(1,) y los eigenvalores A, de las ecuaciones a través de la siguiente relacion:

F(A.) = det(By — AI) = 0

En donde I es la matriz identidad; entonces la funcién caracteristica resulta:

ak, —Vk, =2V V2 —Vak, — a?
t ¢ 1 ( t )=O

1) = A2
fQe) = Ac + 1+k, ¢t 1+k, (2.3.12)

Y los eigenvalores:

L Vi —ak; JV2kE + 2Vak}E + a?(k? + 4k, + 4)
‘127 21+ k) T 2(1 +k,) (2.3.13)

2.3.2. VERSION NO CONSERVATIVA (FORMULACION CLASICA)

En muchas aplicaciones de ingenieria se acepta que los términos de aceleracion convectiva
V(0H/0dx) y V(aV/dx) junto con la pendiente 6, son muy pequefios comparados con
otros términos por lo que pueden ser despreciados para facilitar su solucion (Wylie &
Streeter, 1978; Chaudhry, 2014). Para evaluar la magnitud de cada uno de los términos de
las ecuaciones gobernantes, se llevara a cabo un analisis de orden de magnitud.

Sea (x,,t,) un punto de referencia arbitrario en el espacio de solucion, alejado de la
frontera, en donde se cumplen las siguientes relaciones para las variables dependientes:

V, =V(x,,t,) (2.3.14)

Hy = H(x,,t,) (2.3.15)
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Ademas, sean X y T las escalas de espacio y tiempo respectivamente asociadas a las
soluciones de referencia (2.3.14) y (2.3.15). Entonces se pueden definir las siguientes
variables adimensionales de espacio y tiempo con sus respectivos érdenes de magnitud:

X' = ;C_( =0(D) (2.3.16)
t
"= T 0(1) (2.3.17)
Y para las variables dependientes, se introducen los siguientes escalamientos:
V=1Vt =0(01) (2.3.18)
H=H,H"(x*t*) =0(1) (2.3.19)

En donde el superindice * indica que la variable es adimensional. Sustituyendo las
ecuaciones (2.3.14) — (2.3.19) y desarrollando, la ecuacién de conservacion de masa
(2.1.40) en forma adimensional pasa a ser:

oH* TV, 0H* TV, a%dV*
+—=V" tvm 35 =0
at* X dx* XH, g 0x* (2.3.20)

Y para la ecuacion de cantidad de movimiento (2.2.21) se tiene:

av* TV, 9v* TH, OH* T /A'SE k(av* T av*)
v t

—+ + +— 0, +Tfy——+k(=———=
ot Vx U ae Ty, 9o Ty 9sent v Th ) o x % ox 2.3.21)

Para determinar el orden de magnitud de cada término en las ecuaciones (2.3.20) y (2.3.21),
se definen los parametros caracteristicos del fendbmeno en las escalas.

Entonces, sean V, y H, las escalas de velocidad y presion respectivamente; X = L la escala

espacial dada por la longitud del conducto y T = L/a la escala de tiempo del transitorio en
funcién del viaje de la onda. Al sustituir las definiciones planteadas se obtiene:

*

OH" Vo OH™ 'V, adV" _

at* ' a  9x*  H, gox* (2.3.22)
6V*+I/OV*6V*+H0 aH*+ L : +V0 V*2L+k (av* av*)_
ot a dx* V,a? ox* aV(,gSen Za fo 2D t\otr ox*/ (2.3.23)
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Definiendo el nimero de Mach My = V,/a como el cociente de la velocidad de flujo y la
velocidad del sonido en el medio fluido (Graebel, 2001; Currie, 2012; Panton, 2013), las
ecuaciones (2.3.22) y (2.3.23) se reescriben como:

OH™ LOH' TV adV'

atr N 9x* TH, gox* (2.3.24)
ov' OV He OH' L o 4 V*2L+k<0V* av*)_
at N a9 Ty, 9% e vhp f\oat*  oax*/) (2.3.25)

En el estudio de los transitorios hidraulicos el valor de la celeridad de onda coincide con la
velocidad de propagacion del sonido y el nimero de Mach varia en un rango que va entre
1072 y 1073 (Ghidaoui et al., 2005). Para comprobar lo anterior, tdmese como ejemplo una
tuberia rigida que conduce agua con una velocidad de flujo V, =1 m/sy a = 1482 m/s;
entonces el nimero de Mach es 1/1482 = 6.74 x 10~ * « 1.

Por tanto se puede decir, que en las ecuaciones (2.3.24) y (2.3.25), los términos asociados a
M son de orden 0(My), en donde:

My <1 (2.3.26)

Cabe destacar que el término de friccion permanente en la ecuacion (2.3.25) también es de

orden O(My)?1, su evaluacion cobra importancia en el fendmeno para tiempos largos de
simulacion (Ghidaoui et al., 2005) y cuando L es muy grande o D muy pequefia, por tanto:

L
MNfPNﬁ (2.3.27)

Con la ecuacion (2.3.26) se determina que los términos de transporte V(dH/dx) y
V(0V/0x) en las ecuaciones son de una magnitud inferior a la escala de orden 0(1) y
pueden ser despreciados con el fin de simplificar el sistema:

OH'  Vy adV" _
at*  H, gox* (2.3.28)

ov* H, OH™ L o M V*2L+k <av* av*)_
gsenbz+ Mfoop b+ ke G ~ox7) =

Jt +@ ox* av, (2.3.29)

! La magnitud de este término y su inclusion en las ecuaciones se revisara nuevamente en el siguiente
capitulo, en un andlisis de escalas maltiples.
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Escribiendo las ecuaciones (2.3.28) y (2.3.29) en su forma dimensional se tiene:

OH a?ov _ .

ot g ox (2.3.30)
o, oH VIVl (av aV)_O
ot T95x TISnOthop ke \Grmagr) = (2.3.31)

El término sen 6, puede ser representado como dz/dx, donde z es la altura medida desde
un nivel de referencia arbitrario al centro de gravedad (Figura 2.9). Se tiene entonces, la
definicion de carga piezometrica:

H,(x,t) = H(x,t) + z(x) (2.3.32)

CARGA PIEZOMETRICA

(X+AX, 2o+AZ)

NIVEL DE REFERENCIA

[
1
|
|
|
|
1
|
|

3\

7 /
s
Figura 2.9. Interpretacién de la linea de carga piezométrica

Al sustituir la ecuacion (2.3.32) en (2.3.31) y desarrollando, la ecuacion de cantidad de
movimiento resulta:

oV  8H, V|V <av av)
t

at9 thop t T

ot dx (2.3.33)

Finalmente, si en la ecuacion (2.3.33) se evalGa la friccion unicamente con el modelo de
pérdidas permanente y por tanto k, = 0, se obtiene una version simplificada de las
ecuaciones gobernantes desde el enfoque clasico de estudio del fendmeno transitorio.
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A este nuevo sistema se le denominara como ‘ecuaciones gobernantes en su version no
conservativa simplificada:

Definicidn 2. Sea el sistema de ecuaciones gobernantes del flujo en tuberias en su version
no conservativa simplificada.

— Ecuacién de continuidad

0H, a*(x)oV _ 0

L(H,V;x,t) = =
(Hz, V3%, ©) ot g O0x (2.3.34)

— Ecuacién de cantidad de movimiento

M(H,,V; t)—aV+ aHZ+ (V; x,t) Vvl =0
wVint) =grt g5t hVix oy = (2.3.35)

En donde x es la coordenada en el sentido longitudinal y t el tiempo como variables
independientes; H,(x,t) y V(x,t) son la carga piezométrica y la velocidad respectivamente
como variables dependientes y x, t: Q € [0, L] X [0, T] que delimitan el espacio de solucién
Q - R?; L es la longitud total de la conduccion y T el tiempo final de solucién; g es la
aceleracion de la gravedad; a(x) la celeridad de onda; D(x) el diametro de la seccion
transversal y £, (V; x, t) el factor de friccion de Darcy-Weisbach.

El sistema de ecuaciones (2.3.34) y (2.3.35), constituye un problema bien planteado en el
sentido de Hadamard (Drolet & Gray, 1988), de valor inicial y valores en las fronteras de
tipo hiperbdlico. La condicion inicial se define para el tiempo ¢t =0 en condicion
permanente, con V(x,0) = V,(x) que es la velocidad media de flujo en cada punto y
H,(x,0) = H, (x), la linea de carga piezométrica de la conduccion:

V(x,0) =V,(x) ; t=0 (2.3.36)

H(x,0)=H, (x) ; t=0 (2.3.37)

Para la condicion de frontera aguas abajo (x = L) se considera una ley de cierre de valvula,

esto es V(L,t) =g(t) y para la condicion aguas arriba (x =0) se usa la carga
piezométrica H,(0,t) = h(t), ambos evaluados para t = 0:

V(L t) =g(t) ; t=0 (2.3.38)

H,(0,t) = h(t) ; t=0 (2.3.39)
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En forma matricial el sistema (2.3.34) y (2.3.35) resulta:

Mz g,2M2 6 0
a - Foax O r (2.3.40)
En donde:
aZ
0 -
BZ = 9
0
g (2.3.41)
0
G, =
? 414
_f” 2D | (2.3.42)
H,
M2 =
1%
_ _ (2.3.43)
0
0=
0
_ _ (2.3.44)
Y los eigenvalores de la matriz de conveccion B, son:
Aey, = ta (2.3.45)

Se puede decir que la definicion anterior representa una version especifica del modelo
general presentado en (2.3.1) y (2.3.2) ya que considera despreciables los términos
convectivos que causan la no linealidad de la matriz de conveccion vy facilita la tarea de
solucionar las ecuaciones de flujo (Zielke, 1966; Wylie & Streeter, 1978; Chaudhry, 2014).

La aplicacién de las ecuaciones en cualquiera de sus definiciones, permite representar el
flujo unidimensional en conductos a presién y la complejidad de su solucién depende de las
hipétesis de simplificacion; esto ultimo se refleja en los eigenvalores, cuyo analisis ayuda a
seleccionar el método de solucion que mejor se adecue al tipo de sistema a resolver.



CAPITULO 3

CONSTRUCCION DEL MODELO
NUMERICO

Para solucionar las ecuaciones de flujo en conductos a presion es posible aplicar diferentes
técnicas numéricas como los esquemas en Diferencias Finitas, Elemento Finito o Volumen
Finito (Ghidaoui et al., 2005). La necesidad de recurrir a este tipo de métodos es porque las
ecuaciones diferenciales no pueden ser resueltas en forma exacta para los casos de interés
general, las soluciones exactas suelen existir sdlo en casos muy especificos o simplificados
(Aguilar, 2002).

Entre las técnicas numéricas para el tratamiento del fendmeno transitorio en tuberias, el
método de las caracteristicas (MOC por sus siglas en inglés Method Of Characteristics) es
la herramienta méas usada por los investigadores (Goldberg & Wylie, 1983; Tijsseling &
Bergant, 2007; Bergant et al., 2008).

El éxito del MOC en el campo de los transitorios hidraulicos, reside en su precision y
eficiencia computacional para problemas con celeridad de onda constante, alcanzando
resultados con dispersion numérica practicamente nula; sin embargo, si se consideran los
términos no lineales, la complejidad de la simulacion aumenta y el uso de esquemas en
diferencias finitas plantea un tratamiento mas adecuado (Tiselj & Gale, 2008).

3.1. METODOS DE SOLUCION NUMERICA

En el capitulo anterior se dedujeron las ecuaciones que gobiernan el flujo en tuberias y
mediante un andlisis adimensional se establecié la version simplificada de las ecuaciones;
de igual forma se discutieron e implementaron los modelos de friccion que complementan
el analisis del fenémeno.

La combinacion de estos elementos (version de las ecuaciones y modelos de friccién) dan
paso a diferentes sistemas de ecuaciones; para su resolucion se proponen dos técnicas
numéricas: el método de las caracteristicas y un esquema en diferencias finitas.

CONSTRUCCION DEL MODELO NUMERICO 44
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ECUACIONES GENERALES DE FLUJO EN TUBERIAS

oM

oM
+B

at

0x

+F+ 6=

0

|

VERSION DE LAS ECUACIONES

EC. NO CONSERVATIVAS

EC. CONSERVATIVAS

_[Hs »_ [0 2/g CHl . _ [V a%*/g] . _
M_[V]B_[g M_[V]B_[g V]F_[gsiné’z]
F. PERMANENTE F. TRANSITORIA
0 0

G=|. Vvl =l CIVIE OV ov
e oo * e\ Gr T %ox
METODO DE LAS DIFERENCIAS
CARACTERISTICAS FINITAS

1
,J
J
J

Figura 3.1. Elementos representativos de las ecuaciones diferenciales

La aplicacion del método de las caracteristicas permite establecer una combinacion lineal
que transforme un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales, a un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias. El sistema resultante puede ser representado en un
plano de solucion donde se describan las lineas de viaje de informacion, denominadas
lineas caracteristicas (Figura 3.2), y mediante un modelo discreto se calculan los valores de
las variables dependientes (Wylie & Streeter, 1978; Watters, 1980; Chaudhry, 2014).

Las ecuaciones que se generan al emplear un esquema de tipo MOC son conocidas como
ecuaciones de compatibilidad y su integracién es valida Gnicamente a lo largo de las lineas
caracteristicas, que en conjunto, conforman un mallado de tipo espacio-temporal (Zielke,

1966; Bergant et al., 2001).
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Este tipo de malla a su vez debe satisfacer la condicion de convergencia dada por el nUmero
de Courant-Friedrichs-Lewy, definido como el cociente entre la velocidad de onda a y la
velocidad numérica en la malla Ax /At (Chaudhry, 2014):

(y=a Ax (3.1.1)

La condicion de Courant establece que para el caso de ecuaciones de valor inicial de tipo
hiperbdlico, la convergencia se obtiene solamente si se satisface un valor limite de Cy que

relacione la posicion de las lineas caracteristicas y el espaciado de la malla (Courant,
Friedrichs, & Lewy, 1967; Morton & Mayers, 2005).

V»HzA
P
n+1 n+1
s |
Vj-l'HZj-l———————1 c C
n n A
vj+1'HZj+1—‘_'_‘_‘_'—‘—" » B

Figura 3.2. Representacion del plano caracteristico de solucion

Para el caso del fenébmeno transitorio en conductos a presion este valor es Cy < 1; su
imposicion dificulta el uso de un intervalo temporal At general para todo el espacio de
solucion si existen diferentes longitudes, didmetros y/o celeridades de onda en cada tramo
de analisis (Ghidaoui et al., 2005). En consecuencia, la facilidad de aplicar un modelo
numérico basado en el método de las caracteristicas se vuelve relativa segun la complejidad
del sistema; a pesar de que estos inconvenientes pueden ser solventados empleando ajustes
geométricos o diferentes tipos de interpolacion, su aplicacion introduce errores en la
solucion (Goldberg & Wylie, 1983).

En contraste, los métodos basados en diferencias finitas permiten la evaluacion del
fendmeno para intervalos temporales méas grandes sin volverse inestables (Ghidaoui et al.,
2005; Chaudhry, 2014).
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El método en diferencias seleccionado, conocido como ‘esquema de caja’ 0 ‘esquema de
cuatro puntos’, €S Un esquema muy compacto que pondera el intervalo espacial y temporal
usando cuatro puntos de la malla en dos niveles (Figura 3.3); este esquema es muy usado en
la modelacion de flujo a superficie libre donde comldnmente es llamado ‘esquema de
Preissmann’ (Morton & Mayers, 2005; Szymkiewicz, 2010).

|

s B  u n+1O : O
1-6 :

At B Lok & ________ S—

6 i

v v .4 : O

J : j+1

< Y SN

N ! |

e Ax N

& =)

Figura 3.3. Representacion del esquema de Preissmann en el plano x - t (Aguilar, 2002)

Si la discretizacion se aplica a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales
(como es el caso de la version conservativa), el problema pasa a ser un sistema algebraico
que conserva su propiedad no lineal.

Entonces, para establecer una estrategia que solucione la no linealidad de las ecuaciones de
flujo, se plantea la construccion de un algoritmo iterativo de tipo Picard (Paniconi, Aldama,
& Wood, 1991; Szymkiewicz, 2010), que se acople al esquema en diferencias finitas de
Preissmann (Aguilar, 2002). Cabe destacar que también se desarrolld una propuesta de
solucion no lineal de segundo orden tipo Newton-Raphson (Aguilar, 2002; Szymkiewicz,
2010), pero las magnitudes de la actualizacion son de escala muy pequefia. Esta
demostracion se puede consultar en el Anexo A.
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El empleo de un esquema de este tipo, permite solucionar las ecuaciones considerando los
términos convectivos independientemente del comportamiento de los valores caracteristicos
o de la condicion de Courant; adicionalmente se pueden estudiar sistemas complejos que
incluyan cambios de diametro y variaciones en la celeridad de onda.

En base a las caracteristicas de cada técnica numérica, la Tabla 3.1 presenta los casos de
estudio y el método de solucion que se empleara en éstas.

Tabla 3.1. Descripcion de los modelos a evaluar

S . . . . Método de
Definicion Caso de estudio Tipo de ecuaciones Modelo de friccién .
solucién
1 Modelo clésico No conservativas Permanente MOC
2 Modelo propuesto Conservativas Transitorio DF

Se observa que los modelos a solucionar coinciden con los sistemas definidos en el
apartado 2.3. La construccion de cada esquema se presenta a continuacion.
3.1.1. METODO DE LAS CARACTERISTICAS

Sea el sistema de ecuaciones que gobiernan el flujo en tuberias en su version no
conservativa simplificada:

0H, a?dVv
——=0

Li(H,V;x,t) = —_—=
1( 2V X, ) ot g Ox (3.1.2)
Ly(H,V;x,t) = v + oH; + £, (V;x,t) ivi _ 0
2 zZ ) X, - at g ax fp » X, ZD - (3.1.3)

En donde x es la coordenada en el sentido longitudinal y t el tiempo como variables
independientes; H,(x,t) y V(x,t) son la carga piezométrica y la velocidad respectivamente
como variables dependientes y x, t: Q € [0, L] X [0, T] que delimitan el espacio de solucién
Q - R?; L es la longitud total de la conduccion y T el tiempo final de solucién; g es la
aceleracion de la gravedad; a la celeridad de onda; D el diametro de la seccion transversal y
f»(V; x,t) el factor de friccion de Darcy-Weisbach.

El sistema de ecuaciones (3.1.2) y (3.1.3), constituye un problema bien planteado en el
sentido de Hadamard (Drolet & Gray, 1988), de valor inicial y valores en las fronteras de
tipo hiperbdlico, sujeto a las condiciones descritas en las ecuaciones (2.3.36) — (2.3.39).
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Estableciendo una combinacién lineal aditiva L£(H,,V;x,t) que asocie a las ecuaciones
(3.1.2) y (3.1.3), se tiene:

L(H,V;x,t) =L,(H,V;x,t) + A.L;(H,,V;x,t) =0 (3.1.4)

En donde A, es un factor lineal desconocido y su evaluacion conduce a las ecuaciones de
compatibilidad que simplifiquen el sistema (Wylie & Streeter, 1978; Chaudhry, 2014).

Sustituyendo los operadores (3.1.2) y (3.1.3) en (3.1.4) y agrupando los términos:

v a?ov d0H, g 0H, 414
(&**ﬁ;a)+ﬂ4ﬁ?+zsz)*%7ﬁ—° 3.15)

Para relacionar el comportamiento temporal de las variables dependientes H, = H,(x,t) y
V =V (x,t) con su variacion espacio-temporal, se aplica la regla de la cadena:

dH, 0H, s oH, dx
dt ~ dt 9dx dt (3.1.6)

dv _ov s oV dx
dt dt Odxdt (3.1.7)

Por inspeccion, se puede establecer la correspondencia entre los términos en paréntesis de
la ecuacion (3.1.5) con las derivadas totales de las variables dependientes (3.1.6) y (3.1.7),
de modo que se pueden definir las siguientes igualdades:

dH, 0H, N 0H,dx 0H, L9 oH,
dt dt odx dt ot A, ox (3.1.8)

v v ovdx v _ a’dv

qat "ot Taxdrt ot TG ox (3.1.9)

Para que las identidades construidas en (3.1.8) y (3.1.9) sean verdaderas, el término dx/dt
debe cumplir la siguiente relacion:

dx_

2
a

— = —=

dt g

9
Ac (3.1.10)

Entonces, el valor del factor A, queda definido como:

A=+

SIS

(3.1.11)
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Y sustituyendo (3.1.11) en (3.1.10) resulta:

dx _ 4
dar T (3.1.12)

Para obtener las ecuaciones de compatibilidad de cada linea caracteristica, se sustituye el
factor A, (3.1.11) y las derivadas totales (3.1.8) y (3.1.9) en la combinacion lineal (3.1.5):

— Caracteristica positiva C*

v gdH, _VIV| _

attaa hap 0 (3.1.13)
dx B
a ¢ (3.1.14)
— Caracteristica negativa C~
dV gdH, N 4140 0
dt adt 'P2D (3.1.15)
dx B
a ¢ (3.1.16)

Con las ecuaciones (3.1.13) y (3.1.15), el sistema (3.1.2) y (3.1.3) clasificado como un
sistema de ecuaciones diferenciales parciales con dos variables independientes (x, t), pasa
a ser un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con una variable independiente (t).

X, X, X.
F—AX—F—Ax—

Figura 3.4. Lineas caracteristicas del modelo conservativo simplificado
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La validez de cada ecuacion esta ligada a su linea caracteristica, las cuales coinciden con
los eigenvalores del sistema continuo original (2.3.45) y representan el recorrido de las
variaciones sobre las variables dependientes de un punto a otro del sistema conforme el
fendmeno evoluciona en el tiempo, con esto, se puede generar una malla espacio temporal
que representa el plano de solucién de las ecuaciones (3.1.13) — (3.1.16).

Para evaluar las ecuaciones caracteristicas (3.1.13) y (3.1.15) en el espacio de solucion, se
construye la malla en el plano x — t, para esto se divide la longitud total de la tuberia L en J
tramos iguales de longitud Ax y dado que las lineas caracteristicas tienen una pendiente
constante, se tiene una malla regular cuyo incremento temporal® puede ser calculado como
At = Ax/a, en donde las variables dependientes pueden ser discretizadas de modo que
V' =V(jAx,nAt) y HZ?(]'Ax, nAt).

Considerando el siguiente operador de discretizacion para construir un esquema en
diferencias finitas:

d_F B P}_n+1 _ Fon
dt At (3.1.17)

En donde la posicién F* representa el punto de propagacion de la caracteristica y puede
aplicarse tanto para la linea caracteristica con pendiente positiva, como para la negativa.

Sustituyendo el operador (3.1.17) en el modelo continuo (3.1.13) y (3.1.15) y multiplicando
por At, se obtiene:

g f,At

V=V G (e = 1) + 55 () = 0 G119
g f,At

Vit = Vi = g (B = o )+ S5 (Gl al) = 0 @119

En las ecuaciones (3.1.18) y (3.1.19) para evaluar el término de friccion y el factor de
friccion f,, de manera lineal, se considera el valor de la variable dependiente en el punto de
propagacion que le corresponda, este criterio resulta satisfactorio cuando las soluciones del
esguema se mantienen estables (Chaudhry, 2014).

! Para satisfacer la convergencia del método se debe cumplir la condicién de Courant descrita en la ecuacién
(3.1.1), por tanto la resolucién de la malla es suficiente si At = CyAx/a, donde Cy < 1.
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Desarrollando las ecuaciones (3.1.18) y (3.1.19) y despejando el término Vj"“, se tiene:

1_ 9 prt +1
Vit =i+ HZ? 1 (anlvnll) __H i (3.1.20)
g prt 1
an+1 j+1 HZ;L+1 ( :l-llvjzl-ll)-l_ H it (3.1.21)
Y considerando las siguientes variables de simplificacion:
_9
Co = a (3.1.22)
Cp"t = Vi + CoH, f” - (V24 |V24])
Bj Zj-1 1171 (3.1.23)
f,At
Cy;,l =Vii—C Hz;lﬂ 2D (Vj’-1+1|Vj’11|) (3.1.24)
Al sustituir las relaciones (3.1.22) — (3.1.24) en (3.1.20) y (3.1.21), resulta:
n+l _ o~ n_ n+1
Vit =10g j CaHyj (3.1.25)
n+1 __ n n+1
Vit = CVj + C“sz (3.1.26)

La solucion aproximada del fenémeno transitorio aplicando la técnica MOC sobre las
ecuaciones no conservativas de flujo con friccion cuasi-permanente (3.1.2) y (3.1.3) se
obtiene al resolver las ecuaciones algebraicas (3.1.20) y (3.1.21) para las variables
dependientes en el tiempon + 1.

Asumiendo que se conocen los valores de la condicion inicial definida en (2.3.36) y
(2.3.37) para el tiempo n y las condiciones de frontera definidas en (2.3.38) y (2.3.39) para
la carga piezométrica en funcidn del nivel del embalse (primer nodo) y el valor de la
velocidad dado por la ley de descarga de la valvula (Gltimo nodo), se tiene un sistema de
ecuaciones cerrado a resolver.

Para conocer el valor de an+1 se aplica el metodo de reduccién al sistema de ecuaciones:

Ca"+C,"
V.n+1 — B] y]
2 (3.1.27)
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Y conocido anﬂ se despeja en (3.1.25) 0 (3.1.26) el término Hz;‘“:

C n_V'n+1 n+1 —Cc."
H7}+1= ﬁj ] V} Vj

C, C, (3.1.28)

El sistema resultante cuenta con J tramos de longitud Ax y por tanto, / + 1 nodos de
solucidn en cada instante de tiempo; considerando que en cada nodo se calcula el valor de
las dos variables dependientes (exceptuando los valores de frontera) se tiene un total de 2/
incognitas y dado que cada tramo Ax posee dos ecuaciones de compatibilidad, entonces la
malla cuenta con 2] ecuaciones para el calculo. De manera esquematica la malla espacio
temporal de solucién se puede ver en la Figura 3.5.

‘A
R | \_ | \_ [ \_ | N 2 | \_ | \_ | \_ |
i OSSOSO
\
HNEPS = - - S -
At I I I I I } } I O Nodo de solucién espacio-temporal
_}% t K—— l A | l l l A, I S l e l A Nodo de condicién de frontera
n
At I I } I I } { l M Nodo de condicién inicial
| | | | | | |
\
RN N | | | | i i
At | | | | | | |
\ | | | | | | |
=
| | X X Xj+1 | X
- -l -—— : -t - -——

AX TAX CAX CAX CAX CAX CAX CAX

Figura 3.5. Malla regular discreta con las lineas caracteristicas

3.1.2. DIFERENCIAS FINITAS

Tomando como punto de partida la definicidn del sistema de ecuaciones gobernantes en su
version conservativa:

aH _0H a*(x)av
FTi — =
ox g Ox (3.1.29)

L(ﬁ, ; X, t) =

M7, ) = [1+kt(17;x,t)]a +[7 - aGk (7,0 2 +ng
v

2D(x) (3.1.30)

+ gsend,

+fp(V X, t)
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En donde x es la coordenada en el sentido longitudinal y t el tiempo como variables
independientes; H(x,t) y V(x,t) son la presién y la velocidad respectivamente como
variables dependientes y x,t:Q € [0,L] X [0,T] que delimitan el espacio de solucion
Q - R?; L es la longitud total de la conduccion y T el tiempo final de solucién; g es la
aceleracion de la gravedad; a(x) es la celeridad de onda; 6, es el &ngulo de inclinacion de la
tuberia con respecto a la horizontal y se mide en el sentido contrario a las manecillas del
reloj; f,(V; x,t) y k. (V; x, t) los coeficientes de friccion en estado permanente y transitorio
respectivamente y D (x) el didmetro de la seccion transversal.

El sistema de ecuaciones (3.1.29) y (3.1.30), constituye un problema bien planteado en el
sentido de Hadamard (Drolet & Gray, 1988), de valor inicial y valores en las fronteras de
tipo hiperbolico, sujeto a las condiciones descritas en las ecuaciones (2.3.3) — (2.3.6).

Para discretizar el sistema continuo en un esquema de Preissmann, se considera una funcion
continua F:Q — R? , donde Q(x,t) es el espacio de solucion y R el conjunto de los
nimeros reales. A su vez se tiene una variable discreta F;* que se aproxima a F(x,t) enun
punto (x;,t,) del espacio Q. Ademas, el espacio de solucion Q(x,t), es cubierto con una
malla uniforme de espaciado Ax para cualquier intervalo At, donde Ax =L /], At =T/ N
y J y N son numeros enteros e indican la cantidad de intervalos computacionales de
discretizacion espacial y temporal respectivamente, de forma que Q(xj, tn) = Q(jAx, nAt).

La propuesta de discretizacion en diferencias finitas de Preissmann para la derivada
espacial, temporal y términos independientes se describe a continuacion (Abbott, 1979;

Cunge, Holly, & Verney, 1980; Morton & Mayers, 2005; Szymkiewicz, 2010):

— Discretizacion de las derivadas temporales

aﬁ (1 - l/)) +1 l/) +1

T (FM* —F") + A (F = Fa) (3.1.31)
— Discretizacion de las derivadas espaciales

oF (1-9) 6 +1 +1

5~ e Fa— )+ (B - ) (3.1.32)

— Discretizacion de los términos adicionales

Fr,t) ~ A = 0)[A = PF" + YFL | + 0[(1 = )F ' + pFET (3.1.33)
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— Discretizacion de las variables invariantes en el tiempo

F(x) =~ 1 = Y)F; + YFjyq (3.1.34)

Donde ¥ y 8 son factores de peso espacial y temporal respectivamente; ambos pueden
variar su valor desde 0 a 1.

Para aplicar el esquema de Picard de primer orden, se separan los términos que causan la no
linealidad del sistema y se indica la iteracién en que son resueltos haciendo uso del
superindice (-)™ como identificador de actualizacion para los términos en el tiempo n + 1:

I; = I;(8V™, sy nHim)y v i=1,234 (3.1.35)

En los operadores de discretizacion (3.1.31) — (3.1.33) se empleara el superindice (-)™** en
el tiempo n + 1 sobre las variables dependientes, indicando que serén las que se calcularan
en la siguiente iteracion.

Entonces, para construir el algoritmo que genere el codigo de programacion, se procede a
discretizar las derivadas espaciales y temporales de las ecuaciones (3.1.29) y (3.1.30):

oH (1-v) , 4 ,
~ (H-n+1 m+1 Hjn) + A_t([_11’l+1 m+1 er_zl-l)

ot At v j+1 (3.1.36)
g ~ % (erfn - Hjn) + % (I_Ijr};'-lllm+1 - H]n+1,m+1) (3-1.37)
% a A—tlp) (yreimet _yny +%(Vj’ﬂlrm+1 -V, (3.1.38)
O D =) 4 e s -y (3139

En la ecuacion de cantidad de movimiento (3.1.30), la naturaleza del término de friccion es
no lineal, por tal motivo se considera un valor de ¥ como término principal y se discretiza:

V(x, ) ~ (1= 0)[(1 =)V + Vi, ] + 6[(1 — )y 4 yyitm (3.1.40)
Los términos de actualizacion son aquellos elementos en las ecuaciones (3.1.29) y (3.1.30)

que contienen a las variables V(x, t), k.(V; x,t) y f,(V; x,t) y dada su dependencia con la
variable temporal, provocan la no linealidad del sistema:
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I, =V (3.1.41)

M, =1+ k. (V;x,t) (3.1.42)

My =V —a()k(V;x,t) (3.1.43)
(7o) AV

My = fp(V:xt) 2D (x) (3.1.44)

En la ecuacion (3.1.44), para mantener la capacidad de definir la direccion de flujo en el
término de friccion, el valor absoluto de la velocidad media |V| serd sustituido por la
funcién signo, de modo que:

V| = sgn(V) -V (3.1.45)

En base a lo establecido en (3.1.35) para el método de Picard, la discretizacion de los
términos de actualizacion (3.1.41) — (3.1.44), resulta:

My~ (1= 0)[(1 =PIV + PV, ] +6[(1 — PV ™ 4+ i (3.1.46)
Moy~ 1+{(1—=0) | —p)kee} + ke, |+ 0 [ =Wk + 9k} 5140
My; =~ My ; — {(1 = 0)[( - ) (ak)]} + P(ak)},
+60[(1 — ) (ak)T™ + Y(ak) ™} (3.1.48)
1 V" V1"
My~ Hu -6) {(1 =) [fpsenp] + [fsenw) B]M}

sulpsmng] ]

j+1

n+im

|4
vo{a- s

j (3.1.49)
Se considera como términos constantes a aquellas variables invariantes en el tiempo, es
decir aquellas que sélo cambian en el espacio (como es el caso de la celeridad de onda'):

_ @

0,
g (3.1.50)

! La forma de evaluar la celeridad de onda se hace de manera espacial y se considera constante durante todo el
tiempo de simulacion, para mayor detalle consultar el apartado 2.2.1.
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Aplicando el operador de discretizacion (3.1.34) se tiene:

0 ; zl[(l—l[))a-2 +at,|
LT g J I+l (3.1.51)

Para el término que constituye la fuerza de cuerpo g sen 8,, se emplea la siguiente notacion
para la discretizacion:

gsenb, =~ gsenty; (3.1.52)

En donde el término sen@,; representa una caracteristica constante del intervalo y no se
emplea la ponderacion sobre los nodos de discretizacion con los factores de peso espacial.

Sustituyendo los términos discretizados en las ecuaciones (3.1.29) y (3.1.30) y
desarrollando, el sistema en diferencias finitas a resolver es:

(1 —tI/J) (Hjn+1,m+1 _ Hjn) n % (H-n+1’m+1 _ H]T}v-1)

A Jj+1
(1-96)
Ax

(1t = H) 4 g (T = )|

|

(1 _ 9) n n ) n+1m+1 n+1,m+1
+ 0, [T Vi =)+ (™ =0 )|=0 (3.1.53)

(1—1,0) +1,m+1 'l’ +1,m+1
Mo | " =) + (V™ = Vi)

(1-96) 6 +1,m+1 +1,m+1
+H3,,-[—Ax Vs =) + o (Tt -yt

(1-0) 0
+ g[S Gt - ) + L (R - e gsens

]
+ 10, {1 — O] — IV + V1]

Entonces el procedimiento de solucidn consiste en dar un valor a las variables dependientes
para la iteracion m y evaluar los términos II;. Para la primera iteracion m = 0 se proponen
los valores en el instante n y en los casos subsecuentes, se usa el resultado obtenido en
m + 1 una vez conocidos los términos I1;. Con esto, el sistema de ecuaciones a resolver se
convierte en un problema lineal, lo cual permite determinar los valores de las variables
dependientes en la iteracion m + 1.

Una vez que se tiene el resultado de la iteracion m + 1, se compara con el propuesto en la
iteracion m y si la diferencia o error de convergencia es menor a una tolerancia



SIMULACION DE FLUJO EN TUBERIAS APLICANDO UN MODELO DE FRICCION TRANSITORIO 58
CONSTRUCCION DEL MODELO NUMERICO

preestablecida entonces se tiene una solucién convergente para un error dado y en ese
momento, se estd en posibilidad de determinar la solucién para el siguiente intervalo At.

La forma de evaluar el error en la convergencia no lineal en el dominio de solucidn es:
”Hn+1,m+1 _ Hn+1,m”Oo <e¢ (3.1'55)
”Vn+1,m+1 _ Vn+1,m|| <e¢ (3.1.56)

Donde H™t*1m+tl y gn+lm gon Jos vectores de resultados para la presion; Vn+im+l y

yntlm os vectores de resultados para la velocidad; & es una tolerancia arbitraria

preestablecida y la evaluacion se realiza sobre todo el espacio de solucion.

Para facilitar la programacion de las ecuaciones (3.1.53) y (3.1.54) se ordenan y factorizan
las variables en la iteracion n + 1, m + 1 del lado derecho de la igualdad:

n+lm+1 n+lm+1 n+1lm+1 n+im+1 __

ay,jH; +by,V; teiHy +dy,iVi = ey (3.1.57)
n+1,m+1 n+1m+1 n+i1m+1 n+im+1 __

az,jH; + b,V t el tdy Vi = ey (3.1.58)

Los coeficientes en (3.1.57) y (3.1.58) son constantes en la iteracién m y se evallan como:

_a-w 6
a,j = At LiAx (3.1.59)
b = 6
1j = ~01; Ax (3.1.60)
Y
1=t (3.1.61)
Q. = 7]
1j = 01 Ax (3.1.62)
(1-1v) 14 (1-9) (1-6)
€1,j = At Hjn + E jr-ll-l - 1—Ilj Ax ( ]r-ll-l - Hjn) G)1] Ax (V]?-l - an) (3.1.63)
_ 6
azj = —QE (3.1.64)
(1-19) 6
by =1 e Wit M,,;6(1 =) (3.1.65)
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6

“2) = 97y (3.1.66)
4

dyj =My o +1g 7=+ 1y ;09 (3.1.67)

1-9) P 1-9)
€2 = o= V" + Tl o Vity = Tl —— (Vi = V")
(1-90)
— 97y (Hl\, —HJ') — g senf,;
+ =T, ;(1 = O)[(1 =PIV — V4] (3.1.68)

El sistema de ecuaciones (3.1.57) y (3.1.58) es aplicable en cualquier punto dentro del
dominio de solucion Q(x;, t,) y para definir la malla espacio-temporal, la longitud total de
la tuberia se divide en J intervalos de discretizacion espacial de longitud Ax y el tamafio de
At se define aplicando el nimero de Courant Cy = a At/Ax de modo que:

Ax
At =Cy—- (3.1.69)
Como resultado de la discretizacion, las ecuaciones (3.1.57) y (3.1.58) se aplican sobre los
J+ 1 nodos del dominio, generando 2] ecuaciones con 2] + 2 incognitas; con las
condiciones de frontera definidas en (2.3.5) y (2.3.6), se conoce el valor de la carga de
presidn en funcién del nivel del embalse en el primer nodo y el valor de la velocidad en el
ultimo nodo, dado por la ley de descarga de la valvula.

Sustituyendo entonces HI**! por h(t,.1) Y Vj’l’gl por g(t,+1), €l sistema de ecuaciones
queda cerrado (2] ecuaciones con 2] incognitas) y puede ser expresado en una matriz
pentadiagonal de coeficientes (Figura 3.6).

- ntlm+1

byy €11 dyg 0 41 ey — ayh(t,q)
byy c2q7  dzy H, ey1— Ay 1h(t,,q)
aj; bz ¢z dy v, €12
Ay bay €23 dayy Hj €22
ayjq byjq €159 dyjq Vi1 €1)-1
azj-1 b2,1-1 C27-1 dz,1-1 H; €27-1
ay; by oy V) ey —diyg(tnsq)
| 0 az; by ¢y 1L H1+1_ | €25 — dz,lg(tn+1)_

Figura 3.6. Matriz pentadiagonal de solucion
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El sistema matricial se puede escribir como:
A- Xn+1,m+1 =B (3.1.70)
Por lo tanto, la solucion para la iteracion m + 1 es:

[-xn+tim+l — pA-1. B (3.1.71)

3.2.ANALISIS DE CONVERGENCIA

Durante la construccion de un sistema de ecuaciones discretas, es necesario satisfacer
ciertas condiciones para que la solucién obtenida se aproxime en forma precisa al sistema
de ecuaciones diferenciales de partida; estas condiciones se asocian con la convergencia de
la solucion y con la necesidad de evitar el posible crecimiento de errores de redondeo,
producidos por la aritmética de precision finita con la que operan las computadoras durante
los calculos (Aguilar, 2002).

El estudio de la convergencia para esquemas numéricos aplicados a problemas no lineales
resulta complicado y para estos casos, es conveniente recurrir al Teorema de Equivalencia
de Lax (Morton & Mayers, 2005). De manera esquematica, dicho teorema se puede
visualizar en la Figura 3.7 (Fletcher, 1991):

CONVERGENCIA = CONSISTENCIA + ESTABILIDAD

Discretizacién

MODELO CONTINUO

MODELO DISCRETO
Andlisis de

g(x , t) =0 consistencia Af( SX, St) =0

Andlisis de Solucién

Integracién estabilidad numérica

Convergencia SOLUCION DISCRETA

0(5x%,5t)=0

Figura 3.7. Relacion entre consistencia, estabilidad y convergencia
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La teoria de estabilidad en problemas discretos fue formulada por Lax en 1953, dando paso
al teorema que lleva su nombre (Morton & Mayers, 2005):

Teorema de Equivalencia de Lax. Teniendo una aproximacion consistente en diferencias de
un problema de evolucién lineal, bien planteado, el cual puede ser resuelto en el sentido de
las ecuaciones diferenciales de partida, la estabilidad del esquema es necesaria y
suficiente para tener convergencia.

Dado que el Teorema de Equivalencia de Lax no puede aplicarse directamente al caso de
sistemas no lineales (como lo son las ecuaciones de flujo en tuberias), resulta necesario
realizar una linealizacion de las ecuaciones de partida y en consecuencia, el teorema debe
ser interpretado como una condicion necesaria, pero no suficiente (Abbott, 1979).

3.2.1. LINEALIZACION DE LAS ECUACIONES

Para aplicar el teorema de Lax se requiere gue el sistema de ecuaciones a evaluar sea lineal,
el cual se puede obtener aplicando un analisis de escalas multiples y localizacion (Nayfeh,
1981; Aguilar, 2002).

Para esto, se usa una técnica de perturbacién sobre las ecuaciones conservativas definidas
en (2.3.1) y (2.3.2); en donde se considerara la condicién de tuberia horizontal (6 = 0) y
se asume que las variables de friccion transitoria k.(V; x,t) y permanente f,(V; x,t) son
constantes en el analisis (esta suposicién serd justificada mas adelante). Entonces, las
ecuaciones de estudio son:

0H 0H a?adV

ot Vaxt a0 32.1)
av+(V+ )av+ oH VIV _
“ ot B oxt95c hop = (3.2.2)

En donde se definen los siguientes términos ‘transitorios’
a=1+k, (3.2.3)
f = —ak, (3.2.4)
Las ecuaciones (3.2.1) y (3.2.2) representan un problema bien planteado en el sentido de

Hadamard (Drolet & Gray, 1988), de valor inicial y de valores en la frontera descritas en
las ecuaciones (2.3.3) — (2.3.6).
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Entonces, para conocer sus condiciones de propagacion de perturbaciones, se introducen
pequefias variaciones sobre las variables dependientes, con las siguientes caracteristicas:

H(x,t) =H(x,t)+h(x,t) ; h<«H (3.2.5)

Vi, t) =V(x,t) +v(x,t) 5 vV (3.2.6)
Las variables H(x,t) y V(x,t) se consideran valores promediados, mientras que las
variables h(x,t) y v(x,t) son pequefias perturbaciones que indicaran el crecimiento o
decaimiento sobre el sistema continuo y la relacion de escalases € = h/H = v/V « 1.

Introduciendo (3.2.5) y (3.2.6) en (3.2.1) y (3.2.2) y desarrollando se tiene:

O0H oh _0H _0h OH oh a?dV a?dv

FEA TR PR PR PR PRl P i (327)
v ov 7 4 7 V. dv  oH oh _|V|V
aa—+a—+( +ﬁ)—+( +/3)—+va—+va—+ga 9 +h oy
||
(|V|” + [vIV) 5, =0 (3.2.8)

En el sistema (3.2.7) y (3.2.8) se identifican tres escalas: la primera s6lo depende de las
variables promediadas y es de orden 0(£°); en la segunda se tienen variables de
perturbacion solas y/o el producto de una variable promediada y una de perturbacién y se
considera de orden O(e!); en la tercera se tiene el producto de dos variables de
perturbacion y su orden es O(e?). En resumen se pueden establecer los siguientes
operadores:

L = LO + Ll + LZ (3.2.9)
M =My + M, + M, (3.2.10)

Donde £, y M, son los operadores de las variables de orden 0(£°); £, y M; son los
operadores de las variables de orden 0(e) y £, y M, son los operadores de las variables
de orden 0(&2) que constituyen a los operadores £ y M del problema respectivamente’.

' De manera general, la separacion de escalas de perturbacion adopta la forma siguiente:£ = 1 + & + 2 + ---
endonde 1 > ¢ > ¢2 > --- (Nayfeh, 1981)
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— Escalade 0(£)

0H 0H a0V _

Lo(H,V;x,t ——+ —+———=0
o(H,V;x,t) ax g ox (3.2.11)
ov v oH _|v|v
MO(Hth)—a—+(V+ﬁ’)—+g ot f”_ZD =0 (3.2.12)
— Escalade 0(¢)
oh _oh 0H a?dv
Liythvx,t) =—+V—+v—+——=0

dt 0x ox g 0x (3.2.13)

v

ov
My (h, v; x, t)—a—+(V+ﬁ)—+vax

ga—+—(|V|v+|v|V) =0 (32.14)

En esta escala las derivadas espaciales sobre los valores promediados son d/dx — 0 dado
que el operador se localiza en una escala pequefia, entonces:

Lk, D = ah Vah a2 ov 0
v x,t) = o= ao=
1 ax g ox (3.2.15)
ov dh
M, (h,v; x, t) =ags +(V+ﬂ)—+ a+—(|V|v+|v|V)_0 (3.2.16)
— Escalade 0(g?)
- B dh _
Ly(hvix,t) = v =0 (3.2.17)
h _0v |lv|v
My (h, q;x,t) = Va—+fp > =0 (3.2.18)

Se observa que la condicion de orden 0(£°) es el valor de referencia y no presenta
variaciones en funcion de la perturbaciones (no tiene términos en funcion de la variables de
perturbacion). En los casos de orden 0(g) y 0(?) los operadores estan influenciados por
los términos de perturbacion, pero en el caso de los operadores de orden O () se tiene una
caracteristica lineal sobre las variables de perturbacién, en consecuencia su propagacion es
mas estricta en comparacion con las de 0(e?) dada la sensibilidad de los cambios en su
orden de magnitud, a la cual estan sujetas los términos de orden superior.
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En lo subsecuente, se trabajard con la escala de orden O(¢); por tanto los términos de
friccion permanente £,(V;x,t) y transitoria k.(V;x,t) al tener una variacion suave
determinada por la escala de 0(£?), en la escala de O(e) dichos términos pueden
‘congelarse’, es decir, mantenerse invariantes para el valor que adopten y por ende
considerarse constantes tal y como se indico al inicio del analisis. En forma coloquial, se
dice que las variables de referencia pueden ser localizadas, mientras que las variables de
perturbacion no (Aguilar, 2002).

Aplicando la funcion signo para sustituir el valor absoluto de las velocidades en el término
de friccion de la ecuacion (3.2.16), tal que |V| = sgn(V) -V y |v]| = sgn(v) - v, se tiene:

N 7
(V] + 1vIV) = 2 [sgn(V) Vo + sgn(v) vV] (3.2.19)

O bien:

[ S .
ﬁ(|V|v+ lv|V) —ﬁ(sgn(V)V+sgn(v) Vv (3.2.20)
Obsérvese que, en la ecuacién de cantidad de movimiento, el valor absoluto del término de
friccion es utilizado Unicamente para identificar la direccién del flujo en movimiento sobre
el eje longitudinal x, por tanto se puede establecer que el signo de la perturbacion sea igual

al de la velocidad media sgn(v) = sgn(V), entonces la ecuacion (3.2.20) resulta:

i 7
%(|V|v tvlV) =fopv (3.2.21)

Y sustituyendo (3.2.21) en (3.2.16):

I v oh _V
Ml(h,v;x,t)=aa+(V+ﬁ)a+ga+fp5v=0 (3.2.22)
El resultado de escalar y localizar el sistema de ecuaciones (3.2.1) y (3.2.2), es la
transformacion de un problema de valor inicial, no lineal y coeficientes variables, en un
problema de valor inicial puro, lineal y de coeficientes constantes, cuya condicion de
estabilidad puede delimitarse aplicando el método de Von Neumann.

Entonces, para llevar a cabo el anélisis de convergencia del sistema linealizado (3.2.15) y
(3.2.22), se definira la presentacion de las ecuaciones, proponiendo una expresion
generalizada que considere la versién conservativa y no conservativa del modelo continuo:
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Definicion 3. Sea el sistema de ecuaciones gobernantes del flujo en tuberias en su version
linealizada.

— Ecuacion de continuidad

L(h,v;x,t) B AL
VNt =5 ox g ox (3.2.23)

— Ecuacién de cantidad de movimiento

dv — dv oh _V
M(h,v;x,t)=aa+(MV+ﬂ)a+ga+fp5v=0 (3.2.24)
En donde x es la coordenada en el sentido longitudinal y t el tiempo como variables
independientes; h(x,t) y v(x,t) son la presion y la velocidad respectivamente como
variables dependientes en una escala de perturbacion de orden O(g), en donde ¢ K 1y
x,t:Q € [0,L] x [0, T] que delimitan el espacio de solucion Q — R?; L es la longitud total

de la conduccién y T el tiempo final de solucién; V es la velocidad media de flujo para un
punto arbitrario de referencia en el espacio de solucion Q; g es la aceleraciéon de la
gravedad; a es la celeridad de onda; D el diametro de la seccion transversal; f, el factor de
friccion de Darcy-Weisbach para flujo permanente; las variables transitorias se definen
como a =1+k; y B =—ak,, en donde k; es el coeficiente de Brunone para flujo
transitorio y el término M es una variable de control que adopta los siguientes valores:

0 — Sintérminos convectivos
1 — Contérminos convectivos (3.2.25)

m={
El sistema linealizado (3.2.23) y (3.2.24), constituye un problema bien planteado en el
sentido de Hadamard (Drolet & Gray, 1988), de valor inicial puro de tipo hiperbdlico.

3.2.2. ANALISIS DE CONSISTENCIA

Se dice que un sistema de ecuaciones discretas es consistente numeéricamente, cuando dicho
sistema tiende a la ecuacion diferencial de partida bajo cualquier norma, al aplicar una
condicion de refinamiento que tienda a cero el espaciamiento de la malla numérica (Morton
& Mayers, 2005; Aguilar, 2002).

En lo que respecta al esquema de Preissmann, se han realizado estudios del anélisis de
consistencia aplicado a las ecuaciones unidimensionales de Saint-Venant que describen el
flujo a superficie libre (Abbott, 1979; Cunge et al., 1980).
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Aguilar (2002) presenta un analisis general de consistencia del esquema de Preissmann, que
se utilizard como base para establecer la consistencia numérica de las ecuaciones discretas
de flujo en tuberias. EI método seleccionado para ello, es un anélisis de truncado, en el cual
se construye una funcién polinomial de grado n que tome los valores de la funcion discreta

en el espacio de solucion, de modo tal que F(x;, t,,) = F".
El polinomio a definir debe poseer las siguientes propiedades:

— Muestrea los valores de la funcion discreta F sobre los puntos definidos de la malla.
— Cumple los requisitos suficientes de continuidad, de manera que permita aplicar
sobre ella una expansién en serie de Taylor de grado n.

Una vez generados los polinomios, se sustituyen en las ecuaciones discretas y se evallan
alrededor de un punto particular arbitrario. El resultado de la expansion debe ser la
ecuacion original con un remanente adicional conocido como error de truncado (Morton &
Mayers, 2005; Szymkiewicz, 2010), el cual debe tender a cero a medida que el
espaciamiento de la malla tiende a cero (Aguilar, 2002).

Definido lo anterior, se generan las funciones polinomiales que especifican los cuatro
puntos en los que tiene influencia el esquema de Preissmann (Figura 3.3) y sobre ellas se
aplica una expansion en serie de Taylor:

— Esquina inferior izquierda F(xj, tn)

Flx — yAx, t — OAt]

W2 Ax? 02At2
- F - l/}Axe - gAtFt + TFxx + ll)anAtFxt + TFtt
W3 A3 W2OAX2AL W2 AxAL? 93AL3
_T XXX _T xxt _T xtt _TFttt
+ 0(Ax*, At?) (3.2.26)

— Esquina inferior derecha F(x;, 1, t,)

Flx + (1 — y)Ax, t — 6At]

1—1)?Ax?
= F+ (1 — Y)AxF, — OALF, + %Fm — (1 — Y)OAXALF,,
62 At? (1 —)3Ax3 (1 — )20Ax2At
+ 2! Ftt 3! xxx 2 xxt
(1 —y)82AxAt? 63At3 ‘ xoa
+ 2 xtt — 3' Fttt + O(Ax ,At ) (3.2.27)



SIMULACION DE FLUJO EN TUBERIAS APLICANDO UN MODELO DE FRICCION TRANSITORIO 67
CONSTRUCCION DEL MODELO NUMERICO

— Esquina superior izquierda F(x;, t;41)

Flx — yYAx, t + (1 — 0)At]

l/)Zsz
= F = YAxFy + (1= O)AF, + ———Frp — (1 — 0)AxALF,,
(1 — 6)?At? P3Ax3 Y?(1—6)Ax2At
T tt — 3 Fxxx 2 xxt
P(1 — 0)2AxAt? (1—6)3A83 s a
- 5 xtt TFttt + 0(Ax*,At*) (3.2.28)
— Esquina superior derecha F(x;1, t41)
Flx + (1 —)Ax, t + (1 — 6)At]
1—1)%Ax?
=F+ (1 —y)AxF, + (1 — O)ALF, + % x
(1 — 6)2At? (1 —)3Ax3
+ (1 —yY)(A — 0)AxAtF,; + TF“ + TFxxx
(1 —y)?(1 — 6)Ax2At (1 —y)(1 — 8)?AxAt?
+ xxt xtt
2 2
(1—0)3At3 4 xoa
3 Fee + 0(8x" A*) (3.2.29)

Donde se usa la siguiente notacion para identificar a las derivadas parciales: 0F/dx = F,,
OF/0t = F,, 0°F/0x? =F,,, 0°F/0x0t=F,, 0°F/0t* =Fy, 03F/0x3 = F,y,
agF/axzat = Fxxt1 63F/axat2 = Fxtt y 63F/at3 = Fttt'

La consistencia numérica de los operadores de Preissman, tanto para la derivada temporal
(3.1.31), la derivada espacial (3.1.32) y los términos independientes (3.1.33) se determina
sustituyendo en ellas, las expansiones (3.2.26) — (3.2.29) y desarrollando:

oF (1-20)At (362 — 360 + 1)At? P(1 —P)Ax?
E_Ft-i_T et t 3 tee T Famt
+ 0(Ax3,At3) (3.2.30)
oF (1 —2¢)Ax (3yY? — 3y + 1)Ax? (1 — 0)At?
a:FX+T xx 3! xxx f xtt
+ 0(Ax3,At3) (3.2.31)

oF (1 — P)Ax? (1 — )AL?
T3 wt

Fie + 0(Ax3,At3) (32.32)
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Sustituyendo los operadores (3.2.30) — (3.2.32) en las ecuaciones linealizadas de flujo en
tuberias (3.2.23) y (3.2.24), se determina la consistencia numérica del esquema:

(1—20)At (302 — 30 + 1)At? P(1 —¢)Ax?
2(h,v;x,t) =h; + Thu + 30 heee + 5 Dyt
_ (1-2¢)Ax (3y? — 3y + 1)Ax?
+ MV [hx-l-Thxx'l‘ 31 hyx
0(1 — 6)At?
+ #hxtt]
a? (1—-2y)Ax (3y? — 3y + 1)Ax?
+—|v, T o T 30 Vxx
0(1 — 6)At?
+ —( ) tht] +0(Ax3, At®)
2 (3.2.33)
(1 —-26)At (362 — 36 + 1)At?
mhv;x,t) =« [Vt + o1 Ve + 30 Vit
P(1 —P)Ax?
+ fvxxt
— 1 —2y)Ax 3Y? — 3y + 1)Ax?
+(MV+,B) [Vx+%vxx+( Ld b1 Vaexx
2! 3!
0(1 — 0)At?
+ fvxtt]
(1—-2y)Ax (3y? — 3y + 1)Ax?
+ g [hx + 2| hxx 3' XXX
0(1 — 8)At2 _V[ ¢ —y)Ax? 6(1 - 0)At?
+ fhxtt:l + pr v+ ol Vix o1 Vit
+ 0(Ax3,At?) (3.2.34)

Con las ecuaciones (3.2.33) y (3.2.34) se puede evaluar el grado de aproximacién numérica,
el cual varia en funcion de los valores que adopten los factores de peso; de modo que si los
factores se centran en la celda, es decir ¥ = 8 = 1/2, el orden de aproximacion resulta:

vt = 2 7L L oaxz art)
yViX, ) = =~ ST — 3 x-,
ot dx g 0x (3.2.35)

(h,v; x,t) = av+(MV+ )av+ ah+_V + 0(Ax2,At?) =0
m(h,Vv; X, _“at 'Bax gax prV X - (3.2.36)

Y en caso de que los factores de peso adopten valores diferentes al centro de la celda, tal
quey # 1/2y 6 + 1/2, entonces el orden de consistencia es menor:
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2(h,v;x, t) = oh + Mvah + a® ov + 0(Ax, At)
A T dx g ox X (3.2.37)

(h,v; x,t) = aV+(MV+ )av+ ah+'7 + 0(Ax,At) =0
m(h,Vv; X, _“at B Ox gax prV X - (3.2.38)

Una vez definido el grado de aproximacion del esquema, se puede enunciar el siguiente
Teorema, cuya demostracion cumple la primera parte del Teorema de Equivalencia de Lax:

Teorema de Consistencia Numérica. El esquema de Preissmann (3.1.31) — (3.1.33)
aplicado a las ecuaciones linealizadas de flujo en tuberias (3.2.23) y (3.2.24) es consistente
numéricamente bajo cualquier norma, cuando se tiene un refinamiento de malla tal que,
Ax y At tienden a cero.

Entonces, se toman los operadores originales del problema continuo (3.2.23) y (3.2.24) y
los operadores obtenidos del anélisis de consistencia (3.2.33) y (3.2.34) y se refina la malla,
de forma que se llega a la siguiente aproximacion:

|£(h,v;x,t) — ¢(h,v;x, t)|| = O cuando Ax, At = 0 (3.2.39)
||M(h,v;x,t) — m(h,v; x,t)|| = 0 cuando Ax, At = 0 (3.2.40)

Y se concluye que el esquema de Preissmann aplicado a las ecuaciones de flujo en tuberias
es consistente numéricamente.

3.2.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DE VON NEUMANN

El concepto de estabilidad esta relacionado con el crecimiento o decaimiento de los errores
introducidos en cualquier etapa del proceso computacional; estos errores son causados por
la imposibilidad de las computadoras de usar un namero infinito de posiciones decimales
en los calculos (errores de redondeo) y no son el resultado de una incorrecta l6gica del
algoritmo (Fletcher, 1991).

El analisis de estabilidad de Von Neumann sera el método empleado para determinar el
comportamiento de los errores de redondeo basado en el analisis de series de Fourier; su
uso permite estudiar las propiedades de propagacion del esquema numérico asociados a
cada namero de onda (modo de Fourier) a traves de su amplitud y fase y compararlas con
las propiedades de propagacion de la ecuacion diferencial original (Aguilar, 2002; Morton
& Mayers, 2005).



SIMULACION DE FLUJO EN TUBERIAS APLICANDO UN MODELO DE FRICCION TRANSITORIO 70
CONSTRUCCION DEL MODELO NUMERICO

Para efectuar este analisis de estabilidad, considérese la expansion en serie de Fourier para
una variable cualquiera con dependencia espacio-temporal c(x, t):

c(x,t) = z E(k,y) e tkmx—wm(km)t]
m=0 (3.2.41)

Donde m representa la m-ésima componente de Fourier; ¢ la amplitud de la variable

dependiente; i = v—1 la unidad imaginaria; k,, Y w,, el nimero de onda adimensional y la
frecuencia respectivamente, ambos correspondientes al m-ésimo modo de la serie.

Tomando un modo arbitrario de la serie de Fourier para el analisis:
c(x, t) = é(k)ellx—wlt] (3.2.42)

Y dado que la frecuencia w (k) es una variable compleja, se puede separar en su parte real e
imaginaria como:

w(k) = w.(k) +iw;(k) (3.2.43)

En base a lo definido en (3.2.43), la componente de Fourier de la ecuacion (3.2.42) se
puede expresar de la forma siguiente:

c(x, t) = é(k)e®ittgilkx—wr(kt] (3.2.44)

La relacion obtenida en (3.2.44) indica que a medida que aumenta el valor de t > 0, la
perturbacién se amplificara solamente si w;(k) > 0. En caso de tener w;(k) = 0, entonces
la perturbacién permanecera de igual magnitud y en el caso de que w;(k) <0, la
perturbacion decaera en el tiempo.

Usando estas condiciones de crecimiento y disipacion de la perturbacion, se define la
condicion de estabilidad limite para sistemas continuos:

wi(k) <0 (3.2.45)

Por otra parte, la representacion de la funcion discreta de muestreo para cualquier punto del
espacio de solucion Q(x;, t,,) se puede expresar como:

xj = jAx (3.2.46)

t, = nAt (3.2.47)
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Al sustituir las variables discretas (3.2.46) y (3.2.47) en (3.2.42) se obtiene:
c(xj, tn) — é(k)e—iw(k)nAteiijx (3.2.48)

El término e i@t se define como el factor de amplificacion modificado p™ para un
modo arbitrario de Fourier y se puede establecer lo siguiente:

C = c(x), tn) = E(k)pTekitx (3.2.49)

En este caso C;* es el polinomio de muestreo discreto que mapea a la funcion continua en
Q(xj, t), y ademas (' € C?; entonces la expansion en serie discreta de Fourier para un
modo arbitrario se puede expresar de la siguiente manera:

Cl' = C(k)pnetkinr (3.2.50)

De manera similar a lo establecido en la ecuacion (3.2.44), se observa que la relacion
(3.2.50) indica que a medida que aumenta el valor de t > 0 la perturbacién se amplificara
solamente si |p| > 1; en el caso de tener |p| =1 la perturbacion permanecera de igual
magnitud y en el caso de que |p| < 1 la perturbacion decaera en el tiempo.

Usando estas condiciones de crecimiento y dispersion de la perturbacién, se define la
condicion de estabilidad limite para sistemas discretos:

lpl <1 (3.2.51)
Cabe destacar, que la aplicacion de técnicas de estabilidad con expansiones en serie de

Fourier (tanto para sistemas continuos y discretos) esta limitado a problemas evolutivos
lineales donde el principio de superposicion es valido (Aguilar, 2002).

3.2.3.1. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL SISTEMA CONTINUO

En base a lo establecido en la ecuacion (3.2.42) la aproximacién en serie de Fourier
continua sobre las variables dependientes es:

h = hellkx-wt) (3.2.52)

v = pellkx-wt) (3.2.53)
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Sustituyendo (3.2.52) y (3.2.53) en el sistema de ecuaciones linealizado (3.2.23) y (3.2.24)
y desarrollando, se tiene:

2
ellka-ot) [(w — MVK)h - %kﬁ] —0

(3.2.54)
i(kx—wt) N 7 s V N .
e —gkh + aw—(MV+ﬁ)k+lfp5v =0
(3.2.55)
O en forma matricial:
_ a? -
w—MVk ——k h 0
ei(kx—wt) g _ —
_ _V ~
—gk — if 1% 0
9 aw — (MV + B)k + if, D (3.2.56)

Entonces, el sistema de ecuaciones (3.2.56) tendra una solucion diferente a la trivial, si y
solo si el determinante de su matriz de coeficientes es nulo, esto es:

ww? + {iﬁ,%— [(1+ @MV + ﬁ]k}w + [MV(MT + §) — a?]ic - i, & M7k = 0

(3.2.57)
Y considerando las siguientes variables de simplificacion:
Fy=—[1+ )MV + ] = —(MV + B + aMV) (3.2.58)
F, = MV(MV + B) — a2 = (MV)’ + MVp — a? (3.2.59)
La ecuacion (3.2.57) pasa a ser:
aw? + <ifpg+ F1k> w + Fpk? — ifngVk =0
(3.2.60)

Entonces la relacion de dispersion continua se obtiene al resolver la ecuacion cuadratica
(3.2.60) para la frecuencia w(k):

— -2 — —
4 N F% — 4qF, vt _ 2 4 - V(F, +2aMV)
aD ~— 402 fo 4q2pz T Hp 2a?D (3.2.61)

F; .
w(k) = _Zk - lfpz
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Y al aplicar la condicion de estabilidad limite w; < 0 a la relacion de dispersion (3.2.61) se
obtiene la condicidon de estabilidad del sistema continuo:

— 2 — —

_ v F? — 4aF, _2 V _ V(F + 2aMV)
= —f ——+1 - k2 ——+if, ————2k| <0
0= "fpogp TIM \/ 4a? o qezpr T h T a7p =

(3.2.62)
Dada la poca practicidad de solamente expresar la parte imaginaria (Im) del nimero

complejo dentro del radical en la ecuacion (3.2.62), resulta imperativo extraerla. Para esto,
se utiliza la raiz cuadrada de un nimero complejo en forma rectangular (véase Anexo A):

x+i + x ’x+l — X
(3.2.63)

En donde el mddulo del nimero complejo por definicion es:

[x + iy| = {/x2% + y? (3.2.64)

Aplicando las relaciones (3.2.63) y (3.2.64) sobre (3.2.62) se obtiene:

_ — [ —2 2
_ Vv N _V(F + ZaMV)k 1 F? —4aF2k2 .,V
fogap 58 o~ 32 2

402 P 4q2p2
—2 _2 V2 2 —2 1z
_oV (F, +2aMV F{ — 4aF. _
- G ) | _fital 2K+ f 5t <0
4a4D? 42 4q2D?
| (3.2.65)
Y de la ecuacion (3.2.65), se puede establecer lo siguiente:
_V(F +2aMV
pyk >0
2a2D (3.2.66)

La inecuacién (3.2.66) se deduce al analizar cada variable del término (las cuales siempre
son positivas en el analisis). Dicha afirmacion es valida en caso de considerar 0 no los
términos convectivos en las ecuaciones, por lo que se puede establecer que:

_V(F, 4 2aMV
sn [, L 20MV) 1

2a2D (3.2.67)
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En caso de que los términos k. = 0 (excluir la friccion transitoria) o f, = 0 (excluir la
friccién permanente), la relacion (3.2.66) cambia y se obtiene lo siguiente:

_V(F, + 2aMV)
sgn|fp—— 3, K|=0
2a2D (3.2.68)
El resultado (3.2.68) reduce sustancialmente la ecuacion (3.2.65) y su aplicacion es valida,
independientemente de usar 0 no los términos convectivos.

A
Re

O

Figura 3.8. Representacion del nimero imaginario en el plano complejo

Por otra parte, analizando el plano complejo en la Figura 3.8 se tiene que:
|z| > |x| (3.2.69)

Al comparar la inecuacion (3.2.69) con la definicion (3.2.63) utilizada para extraer la parte
imaginaria del radical, de la ecuacion (3.2.65) se establece lo siguiente:

-2 2 -2 —\2 1/2
Ff — 4aF, vz g2V L2V (F; — 2aV) 2
42 P 4q2Dp2 fo 4q4D?
FZ — 4qF v
1~ ) 2
4q2 Kt T 4q2D2 (3.2.70)

La inecuacion (3.2.70) demuestra que el valor dentro del radical en la ecuacion (3.2.65)
siempre serd positivo y por tanto deben considerarse en el analisis de estabilidad las dos
ramas que el signo + establece.

Aplicando lo sefialado en (3.2.67) y (3.2.70) la condicion de estabilidad limite sera:
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— —2 \2 —2 —\2 1/2
v N 1 F12—4aF2k2 2V _oV (Fy +2aMV) 2
Jo 2aD ~ 2 4q? P 4q2p2 P 4q*D?
1/2
—2
F? — 4aF, _2
Gy Y _ <0
4a? th 4a?p? B

(3.2.71)

En caso de tomar el signo negativo se concluye que para el sistema continuo la ecuacion es
‘incondicionalmente estable’y para el caso mas desfavorable (signo positivo), la condicion
limite de estabilidad esta dado por:

. 2 . 2 1/2
7 2aD )| (FE—4aF, , s LV (F, + 2aMV) 2
~V2f, 4q? P 4q2D? P 4q*D?
1/2
—2
F? — 4aF, _2
- “k%4 -
4q? fo 4q2D?

(3.2.72)

Si se sustituye el caso indicado en (3.2.68) para friccion transitoria no considerada en el
analisis (k;, = 0) en la ecuacién (3.2.65), la condicion de estabilidad se reduce a:

~fo 2D =0 (3.2.73)

Entonces se dice que el sistema continuo evaluado con friccién en estado permanente es
‘incondicionalmente estable’. Finalmente si se considera la condicion de friccion nula
fp = kp = 0, laecuacion (3.2.65) resulta:

0<0 (3.2.74)

Y se establece que el sistema tiene una condicion ‘neutralmente estable’.

3.2.3.2. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL SISTEMA DISCRETO

Para solucionar el sistema linealizado (3.2.23) y (3.2.24) aplicando una expansion en serie
discreta de Fourier, retomamos la propuesta de discretizacion de Preissmann y se sustituyen
los operadores del esquema establecidos en las ecuaciones (3.1.31) — (3.1.33), para generar
un sistema de ecuaciones discretas en diferencias finitas, lineal y de coeficientes constantes:
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(1-1)
— (h}“’l _ hn) _|_ (h}1:11 _ th+1)
7]
+ MV [( (h}‘+1 W) + = (i - h}’“)]
(1 0
+ 7 [T (W —vf) + Ax (v - 'nH)] =0 (3:2.75)
Ja-»
= ]n+1 _ vjn) + = A (v]fll — Uﬁ,_l)]
_ 1-6
+ (MV +B) [( A ) (Vo1 — an) + vall n+1)]
(1-9) o
oo ) + L - h}“l)]
v
+ A= Ol -] + Y] +0[A -yl =0 o, 0

En base a lo establecido en la ecuacion (3.2.49) la aproximacion en serie de Fourier discreta
sobre las variables dependientes es:

hl' = hpte'tix (3.2.77)

n _ s5,n,ikjAx
vt = Dp"e™ (3.2.78)

Sustituyendo (3.2.77) y (3.2.78) en (3.2.75) y (3.2.76), multiplicando por At y factorizando

el término p™e*/2* se obtiene:

preikibz H{[l +y(e™ —1)](p- 1) + ﬁ—iMV(e“‘“ —1[1+6(p - 1)]} h

At a?

g (= DI+ 0 - 1)]9]] -

(3.2.79)

p npikjAx I[A;g(eikAx _ 1)[1 + 9(,0 _ 1)];‘1
+ {a[l + (e —1)](p - 1)
+ %(MV +B)(e* M — 1)1+ 6(p — 1]

_V .
+ Atfp5 [1+y(e®*** —1)|[1+6(p - 1)]}ﬁﬂ =0 (3280
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Considerando una forma alterna de representar los términos exponenciales en las
ecuaciones (3.2.79) y (3.2.80) se realiza lo siguiente:

— Usando la funcién trigonométrica seno en términos de la funcién exponencial con
x = kAx /2, se puede definir que:

elkbx _ 1 = j2ekAx/2 gen(kAx/2) (3.2.81)
— Aplicando la formula de Euler con x = —kAx/2:
e~ kAX/2 = cos(kAx/2) — i sen(kAx/2) (3.2.82)

Al sustituir las igualdades (3.2.81) y (3.2.82) con ¢ = cos(kAx/2), s = sen(kAx/2) y
A = At/Ax, el sistema resulta:

preik+1/2)x H{[C +i(2yp — Ds](p — 1) + i2AMV[1 + 6(p — D]s}h

a2
+ iZA?[l +0(p — 1)]sﬁﬂ =0

(3:2.83)
pheik(+1/2)ax |[i2/19[1 +6(p — 1)]sh
+ {a[c +i2yY — Dsl(p— 1) +i2A(MV + B)[1+ 6(p — D]s
+ Atfpg[c +i(2yY — 1)s][1+6(p — 1)]} ﬁﬂ =0 (288

Para que el esquema de Preissmann sea estable independientemente de las condiciones de
flujo, se debe satisfacer que (Abbott, 1979; Lyn & Goodwin, 1987; Aldama & Aguilar,
1996; Aguilar, 2002):

Y=1/2 (3.2.85)
6=1/2 (3.2.86)

Sustituyendo el valor establecido en (3.2.85) para el factor de peso espacial i sobre las
ecuaciones (3.2.83) y (3.2.84):

o _ R a?®
phetk(+1/2)ax H{(p —Dc+2AMV[1+6(p — D]s}h + 1'2,1E [146(p — 1)]sﬁﬂ =0
(3.2.87)
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preikli+1/2)dx |[i2/1g[1 +6(p — 1)]sh

+ {a(p — D+ i2A(MV + B)[1+6(p — D]s

_V
+Atf, —[1+6(p — 1)]c} ﬁﬂ =0
D (3.2.88)
Ordenando (3.2.87) y (3.2.88) en forma matricial:
(p - 1)C a2
+i2AMV i22—[1+6(p—D]s h 0
[1+6(— Dls g
pneik(j+1/2)Ax _ =
a(p —1)c+i2A(MV + B)
i2Ag [1+06(p—1)]s 5 0
[1+6(p—Dls _V
] + Atfp5[1 +6(p —1]c 1 L1 L] c2s9

Entonces, el sistema de ecuaciones (3.2.89) tendra una solucién diferente a la trivial, si y
solo si el determinante de su matriz de coeficientes es nulo, esto es:

H(a + 0Atf, %) c? — 4022 [MV(MV + B) — a?]s?
S A _
+i262 {BAtfp MV + [+ )MV + E]}scﬂ p?
+ |”(1 — 20)Atf, % — Za] c? — 420 — 20)22[MV(MV + B) — a?]s?
+ 22 {(29 - ZHZ)Atﬁ,gMV +(1-20)[(1+ )MV + ﬂ]}scﬂ p

+ [a + (0 — 1Atf, %] c? = 4(60 — 1)?22[MV(MV + B) — a?]s?

+i2(0 — 1)1{(9 - UAtf;%MV +[(A+ MV + ﬂ]}sc =0 (3.2.90)

En la ecuacion (3.2.90), se pueden aplicar las variables de simplificacion F; y F, definidas
en (3.2.58) y (3.2.59) respectivamente:

F, =—[(1+a)MV + B] = —=(MV + B + aMV) (3.2.58)
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F, = MV(MV + B) — a? = (MV)" + MVp — a?

Por lo tanto, el sistema puede ser reescrito como:

v VvV _
[(a + 0Atf, 5) c? — 40%2°F,s% + i261 <9Atfp 5MV — F1> sc] p?
v
+ {[(1 — 20)Atf, D Za] c? —4(26 — 20%)A%F,s?
. Vo
+i21 [(29 - 292)Atfp5MV -(1- 29)F1] sc}p
_V
+ [a + (6 — DAtf, E] c? —4(6 — 1)?1%F,s?
_V _
+i2(6 — 1A [(9 — 1)Atfp5MV - Fl] sc=0
Extrayendo la relacion de dispersion de (3.2.91):

b, + ib;

=— b. +ib.)2 — 4 ia: ic:
p z(ar_l_lal)—z(ar_l_lal)\/( T+l l) (aT+lal)(CT+lCl)

En donde los coeficientes se definen como:

_V
a, = <a + 0Atf, 5) c? — 462%)%F,s?
_V
a; =201 <9Atfp5MV - F1> sc
_V
b, = [(1 - 29)Atfp5 - Za] c? — 4(20 — 20%)A*F,s*?
_V
b; = 22 [(29 — 20%)Atf, 5 MV — (1 - 26)F1] sc
V], 292F 2
& = @+ (O = DAL, o 2 — 40 — D*Fys

¢ =2(60—-1)A [(9 — 1)Atfng7 — Fl] sc

(3.2.59)

(3.2.91)

(3.2.92)

(3.2.93)

(3.2.94)

(3.2.95)

(3.2.96)

(3.2.97)

(3.2.98)
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Estableciendo la condicion de estabilidad |p| <1 en la relacion de dispersion discreta
(3.2.92), se obtiene lo siguiente:

brtib 1 Vb +ib)? — 4(ay +ia)(cr +ic)[ <1 ¥
2(a, +ia;) ~ 2(a, +ia) ¥~ " Hi r TGN TIG)] = m (3.2.99)

La inecuacion (3.2.99) indica la condicion de estabilidad limite del esquema de Preissmann
aplicado al sistema de ecuaciones linealizado de flujo en tuberias. Como resultado de
aplicar el analisis de estabilidad sobre el sistema discreto, la condicion de convergencia se
puede enunciar en el siguiente teorema:

Teorema de Convergencia. El esquema de Preissmann (3.1.31) — (3.1.33) aplicado a las
ecuaciones linealizadas de flujo en tuberias (3.2.23) y (3.2.24), dado que se tiene una
aproximacién consistente en diferencias demostrado en las ecuaciones (3.2.39) y (3.2.40),
este esquema es convergente en el sentido del Teorema de Equivalencia de Lax para la
condicion de estabilidad establecido en (3.2.99).

Para ejemplificar la convergencia numérica del esquema y confirmar la validez de los
resultados obtenidos, en los siguientes apartados se presentan los retratos de amplitud y fase
para diferentes casos de estudio del fendmeno transitorio.

3.3. RETRATOS DE AMPLITUD

Las propiedades de disipacion y dispersion de cualquier esquema numérico pueden ser
expresadas mediante sus retratos de amplitud y fase (Szymkiewicz, 2010).

Los retratos de amplitud permiten examinar de manera visual la condicion de estabilidad
limite del esquema |p| < 1 y se obtienen al graficar el modulo de la relacion de dispersion
discreta (3.2.92) en funcion de la longitud de onda kAx. Los datos empleados para las
pruebas se ajustan a los experimentos de Bergant et al. (2001) para un cierre instantaneo y
se detallan en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2. Parametros para las pruebas de convergencia numérica

Descripcion Variable Valor Unidades
Longitud L 37.23 m
Diametro D 0.0221 m
Espesor e 0.0016 m
Viscosidad cinematica v 1.01 x 107° m?/s
Celeridad de la onda a 1319 m/s
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Las pruebas realizadas analizan el comportamiento de la estabilidad en funcién del factor
de peso temporal 8, el namero de Courant Cy y el nimero de Mach My para diferentes
versiones de las ecuaciones de flujo.

La primera serie de pruebas consiste en el analisis del factor de peso 8 y para cada retrato

de amplitud se consideran los valores 6 = {0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1}; la
secuencia de presentacion de los graficos se detalla en la Tabla 3.3

Tabla 3.3. Retratos de amplitud para las pruebas del factor de peso temporal

Identificador del retrato de amplitud’ Velocidad Versién_ de las Mo_del_ci de
(m/s) ecuaciones friccion

Prueba 01: E.C.+F.T. 0.3 Conservativas Transitorio

Prueba 02: E.C.+F.T. 0.1 Conservativas Transitorio

Prueba 03: E.N.C.+F.P. 0.3 No conservativas Permanente

Prueba 04: E.N.C.+F.P. 0.1 No conservativas Permanente

" para todas las pruebas el valor del nimero de Courant es Cy = 1y para el intervalo de discretizacion se usa J = 100.

15 S S

1.4
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1.2

1.1
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0.7

0.6~

0.5 f e roccccrs f e oo
10 10° 10°

kAx

Figura 3.9. Retrato de amplitud de la Prueba 01: E.C.+F.T.
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Figura 3.10. Retrato de amplitud de la Prueba 02: E.C.+F.T.
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Figura 3.11. Retrato de amplitud de la Prueba 03: E.N.C.+F.P.
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Figura 3.12. Retrato de amplitud de la Prueba 04: E.N.C.+F.P.

Como se puede observar, los limites de estabilidad numérica se acotan en la misma
condicion de la inecuacion (3.2.99) para valores de 8 > 1/2 independientemente de las
condiciones de flujo, esto ya habia sido establecida anteriormente en la ecuacion (3.2.86).

En la segunda serie de pruebas se evalta el nimero de Courant considerando los valores

Cy ={0.01,0.1,1,2,5,10,30,50,100} y usando la condicién limite del factor de peso
temporal & = 0.5; la secuencia de presentacion de los gréficos se detalla en la Tabla 3.4

Tabla 3.4. Retratos de amplitud para las pruebas del factor de peso temporal

Identificador del retrato de amplitud’ Ndmero de Versién_ de las Mo_del_q de
Courant ecuaciones friccion

Prueba 05: E.C.+F.T. 0.50 Conservativas Transitorio
Prueba 06: E.C.+F.T. 0.75 Conservativas Transitorio
Prueba 07: E.C.+F.T. 1.00 Conservativas Transitorio
Prueba 08: E.N.C.+F.P. 0.50 No conservativas Permanente
Prueba 09: E.N.C.+F.P. 0.75 No conservativas Permanente
Prueba 10: E.N.C.+F.P. 1.00 No conservativas Permanente

" Para todas las pruebas el nimero de intervalos de discretizacion es /] = 100 y la velocidad V = 0.3 m/s
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Figura 3.13. Retrato de amplitud de la Prueba 05: E.C.+F.T.
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Figura 3.14. Retrato de amplitud de la Prueba 06: E.C.+F.T.
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Figura 3.15. Retrato de amplitud de la Prueba 07: E.C.+F.T.
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Figura 3.16. Retrato de amplitud de la Prueba 08: E.N.C.+F.P.
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Figura 3.18. Retrato de amplitud de la Prueba 10: E.N.C.+F.P.
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Para analizar las pruebas realizadas, se dice que el esquema numeérico es libre de disipacion
para cualquier longitud de onda cuando el factor de amplificacion es |p| = 1, para valores
mayores la amplitud de las ondas incrementan en el tiempo (inestabilidad numérica),
mientras que para valores menores las ondas se amortiguan (Szymkiewicz, 2010). De
acuerdo a esto, el esquema de Preissmann resulta estable para cualquier valor del nimero
de Courant siempre y cuando los factores de peso sean i = 0.5y 8 > 0.5; conjuntamente
se observa que las ondas de presion se atentan (disipacion numérica) cuando el factor de
peso temporal tiende a la unidad y cuando se evaltan valores altos del namero de Courant.

En base a lo anterior, resulta recomendable trabajar con valores del niumero de Courant
cercanos a la unidad o menores (Cy < 1) y con los factores de peso centrados en la celda
(y =6 =1/2), con el fin de obtener resultados aproximados aceptables, al momento de
solucionar las ecuaciones discretas.

Por ultimo se analiza la influencia del nUmero de Mach en las ecuaciones conservativas con
friccion transitoria. Para esto, la velocidad localizada de flujo estara en funcion del nimero
de Mach y de la celeridad de onda (V = aMy); asimismo se establecen los valores de
6 =05y Cy=1 en las dos pruebas realizadas: la primera que corresponde a valores
generales My = {1,0.75,0.5,0.25,0} y la segunda a valores bajos que se presentan
normalmente en una tuberia My = {1, 0.75, 0.5, 0.25, 0}.
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Figura 3.19. Retrato de amplitud para diferentes nimeros de Mach
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Figura 3.20. Retrato de amplitud para nimeros de Mach bajos

Con la evaluacién del nimero de Mach, se corrobora que el esquema es estable para valores
por debajo del régimen sdnico (esto es, para V < a) y que la dispersion numérica es
minima cuando la velocidad media de flujo es VV = 0, este Gltimo caso se presenta después
del cierre total de la véalvula y por tanto la amplitud de las ondas de presion son libres de
disipacion numérica.

3.4.RETRATOS DE FASE
Los retratos de fase representan el comportamiento de los sistemas de ecuaciones y se
utilizan para determinar las propiedades dispersivas en los resultados, las cuales se asocian

con la propagacion de las ondas y las oscilaciones.

Para determinar la fase del sistema discreto se calcula el argumento de la relacion de
dispersion discreta obtenida en (3.2.92):

b, + ib; 1
r 10 Jbr + ib)? — 4(a, + ia)(c, + ic)

.= — +
Paisc = arg 2(a, +ia) = 2(a, + ia)) (3.4.1)
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Se dice que el esquema numeérico es libre de dispersion en la propagacion de las ondas, si
para cualquier componente de Fourier, el angulo ¢4;5. €s constante, en caso contrario el
esquema es dispersivo.

Entonces, para evaluar las propiedades dispersivas, la fase de propagacion de las ondas del
esquema se compara con la solucidn exacta. Para hacer esto se construye una expresion
similar a la ecuacion (3.4.1) a partir de la relacion de dispersion continua (3.2.61) obtenida
con el andlisis de Fourier:

— -2 — —
4 F% — 4qF, .V - V(F, +2aMV)

k) = — + k2—ff—— if,
w (k) aD =~ 4a? fo dazpz v 352 (3.2.61)

.7
2 T3

Retomando del apartado 3.2.3 la serie discreta de Fourier para un modo arbitrario:
C(Xj, tn) — é(k)e—iw(k)nAteiijx (3.2.48)

Definiendo el factor de amplificacion modificado p™ = e~ (M4t nara un modo arbitrario,
se puede establecer lo siguiente:

e —iw (k)AL

p= (3.4.2)

Sustituyendo la ecuacidn (3.2.61) en (3.4.2) la relacion de amplitud del sistema continuo se
puede escribir como:

| F .V F2—4QF. 2 V2 _V(F +2aMV
_l[_ﬁkﬂfpmi\/ Saar K I il (120(21) Jilae
Pcont = € (3.4.3)
Por tanto, la fase del sistema continuo resulta:
Geont = arg[pcont] (3.4.4)

Al comparar y graficar los resultados que se obtienen con las ecuaciones (3.4.1) y (3.4.4) en
funcién de la longitud de onda para diferentes condiciones de flujo, se obtienen los retratos
de fase mediante la siguiente relacion:

b= |¢cont| - |¢num| (3.4.5)

La informacion utilizada para generar los retratos de fase, coincide con los datos de los
retratos de amplitud y se pueden consultar en la Tabla 3.2.
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El primer retrato de fase (Figura 3.21) compara el sistema continuo y discreto con 6 = 0.5,
V = 0.3 m/s y evaluando los nimeros de Courant Cy = {0.001,0.01,0.1, 1, 2}. Con esto
se determina que el esquema de Preissmann sobre las ecuaciones de flujo en tuberias es

libre de dispersion numérica cuando Cy = 0

S
0.001 |

_16 r r r rrrrrk r r r rrrrrE r r r rrrrrF r r r rrrrrk
10" 10° 10° 10" 10°
kAX

Figura 3.21. Retratos de fase del sistema continuo y discreto para diferentes valores del niimero
de Courant

La informacion proporcionada por los retratos de fase y de amplitud representan las
caracteristicas generales de las propiedades de propagacion del esquema numérico y son de
caracter cualitativo (Szymkiewicz, 2010). Su analisis formaliza la discretizacion de las
ecuaciones diferenciales y asegura un mejor resultado en las aproximaciones.

Por ultimo, se evaluard la influencia de los términos convectivos en las soluciones
aproximadas; para esto se calcula la fase discreta de las ecuaciones conservativas ¢ . y no

conservativas ¢, . para diferentes nimeros de Mach My ={0.001,0.01,0.1,1} y
considerando 8 = 0.5y Cy = 1.

Para su comparacion (Figura 3.22), los retratos de fase se grafican como:

¢, = |¢E.C.| - |¢E.N.C.| (3.4.6)
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Figura 3.22. Retratos de fase del sistema discreto (conservativo y no conservativo) para
diferentes valores del niimero de Mach

Los resultados mostrados en el dltimo retrato de fase concuerdan con el analisis
dimensional del apartado 2.3.2, en donde se muestra que la magnitud de los términos
convectivos depende del namero de Mach. Para valores bajos de M, (condicion que ocurre
normalmente en los transitorios de tuberias), la fase de las ondas no presenta cambios
significativos entre modelos.



CAPITULO 4

CONSTRUCCION DEL CODIGO
COMPUTACIONAL

4.1. CONFIGURACION Y SECUENCIA GENERAL

A continuacién se presenta la construccion de los algoritmos que permiten generar el
codigo de programacion del esquema numérico en diferencias finitas de Preissmann, es
decir, para la version conservativa de las ecuaciones de flujo’. El cdigo se divide en tres
maodulos que actlan de manera secuencial y cada uno cuenta con instrucciones especificas
(Figura 4.1).

CONFIGURACION CALCULO EN FLUJO CALCULO EN FLUJO
GENERAL DEL MODELO PERMANENTE TRANSITORIO
- Datos basicos - Condicidn inicial - Armado de la matriz pentadiagonal
- Dimensionamiento del conducto 1. Calculo del gasto - Solucién del esquema numérico
- Discretizacion del sistema 2. Célculo de la carga de presion 1. Método iterativo no lineal
1. Interpolacién de la informacién - Condiciones de frontera 2. Actualizaci6n de los resultados

2. Limites de convergencia

Figura 4.1. Secuencia general del c6digo computacional

En el primer modulo se realiza la configuracion general del modelo de simulacion, éste se
enfoca en la topologia del sistema y la adquisicion de informacion para generar la malla
discreta y los calculos preliminares. Con la informacion establecida en cada nodo, el
siguiente modulo resuelve las ecuaciones que calculan la condicion inicial y de frontera, en
base a lo descrito en las ecuaciones (2.3.3) — (2.3.6) para el modelo conservativo. En el
ultimo modulo se solucionan las ecuaciones discretas del modelo en diferencias finitas.

! La existencia de paquetes comerciales que utilizan el MOC, asi como el gran nimero de desarrollos
matematicos relacionados con esta técnica (Ghidaoui et al., 2005), son las razones por las que no se presenta a
detalle el algoritmo para dicho método. En caso de requerir mayor informacion sobre programas de computo
de este tipo, se recomienda consultar autores como Watters (1980) o Chaudhry (2014).
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4.1.1. ADQUISICION DE DATOS Y TOPOLOGIA

Los datos de entrada que configuran el sistema se dividen en dos tipos: los generales y los
de interpolacion.

El primer tipo de datos se relaciona con la informacion que representa un valor Gnico, como

la densidad del fluido o el coeficiente de descarga de la valvula. En la Tabla 4.1 se enlistan
cada parametro junto con su notacion y unidades.

Tabla 4.1. Datos generales para la configuracién del sistema

Descripcion Notacion Unidades

Caracteristicas de la tuberia

Espesor (diferencia de los radios externo e interno) e m

Rugosidad relativa del material £ m

Coeficiente de Poisson U —

Méddulo de elasticidad de Young E Pa
Informacion de los elementos del sistema

Coeficiente de pérdida local por entrada ke —

Cota topogréafica de la altura del embalse Hopmp m

Cota topografica de la altura de sumergencia Heym m

Coeficiente de descarga de la valvula Cy, —
Propiedades del fluido

Médulo de compresibilidad del agua K Pa

Viscosidad cinematica del fluido v m? /s

Densidad del fluido p kg/m3
Tiempos de simulacion

Tiempo de inicio del cierre de la véalvula to s

Tiempo total de simulacion T s

Duracion total del cierre de la valvula ty s

Valores de discretizacién y convergencia

NUmero de Courant Cy _
NUmero de intervalos de discretizacion minimo Jmin _
Limite de convergencia de los célculos iterativos tol -
Factor de peso espacial Y —
Factor de peso temporal 0 —

Otros
Aceleracion de la gravedad g m/s?
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Los datos de interpolacion son variables con dependencia espacial y corresponden a la
geometria de la tuberia®; se caracteriza por ser un conjunto de datos calculados a partir de la
informacion inicial proporcionada y establece la conectividad del sistema y el
dimensionamiento del conducto. Este tipo de datos se asignan en sitios representativos
denominados secciones de control (Figura 4.2).

A: Embalse

B: Sumergencia

1: Inicio de la tuberia

2: Inicia cambio de direccién
3: Inicia cambio de diametro

|| SECCIONES DE CONTROL ||

@ X, X, 4: Finaliza cambio de didmetro
Zy Z; )’k 5: Inicia cambio de direccién
= D, D, Z; 6: Fin de la tuberia (valvula)
@ @
A
i ’ X4
! 1 Z, A A
i ! X5 X
| E D, Zs Ze
! |
—

%: Cadenamiento
z: Altura |

D: Diametro Lss
L: Longitud de la tuberia
x: Eje de la tuberia

>
GEOMETRIA

Figura 4.2. Caracteristicas generales del sistema hidraulico

El objetivo de la interpolacion es ajustar la informacion requerida en cada nodo de la malla
de discretizacion a partir de las secciones de control. Los criterios para definir dichos
puntos en el sistema son los siguientes:

— Inicio de la tuberia: Este primer punto representa la posicion x = 0 y por tanto la
frontera aguas arriba.

— Fin de la tuberia: Ultimo punto que representa la posicion x = L, es decir, la
frontera aguas abajo.

— Cambio de direccion: Se establece un punto de control cada vez que se presenta un
cambio de direccion en la tuberia.

1 El alcance del presente trabajo se limita a la interpolacién de la informacién geométrica, el resto de
caracteristicas en la tuberia puede ser promediado si se considera que existen variaciones a lo largo del eje
longitudinal (variable espacial). Ejemplo de lo anterior es el uso de diferentes materiales, donde la
heterogeneidad de la tuberia no permite usar un valor Unico del médulo de elasticidad o la rugosidad.
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— Inicio y final de un cambio de diametro: Se establecen estas secciones de control
para delimitar tramos con ampliacion o reduccién de diametro, estas variaciones
deben ser lineales y graduales para evitar la separacion de lineas de corriente™.

Una vez que se identifica el total de secciones de control en base a los criterios anteriores,
se indica para cada uno de ellos la informacion correspondiente al cadenamiento en el
sentido horizontal x, la cota topografica z y el didmetro D, todas en metros.

Dado que el eje de la variable independiente x en las ecuaciones es longitudinal y coincide
con el centro de gravedad de la tuberia, no debe confundirse con el eje x, el cual junto con
z, representan un sistema coordenado ortogonal que facilita la visualizacién del esquema y
la entrada de datos que conforman la topologia del modelo (Figura 4.2).

Con la informacion asignada en las i secciones de control, se tiene un total de i — 1 tramos
de tuberia. La distancia L; en cada tramo calcula aplicando al teorema de Pitagoras:

Li = \/(Zi+1 — Zl')2 + (551'+1 - 551')2 (4.1.1)

Conocidas las longitudes en cada tramo, se selecciona la menor y se divide entre el nimero
de intervalos de discretizacion minimo J,,,;,,, el resultado sera una separacion Ax preliminar
que servira para determinar los intervalos de discretizacion J; en cada tramo:

Ji=1 donde: J; €Z (4.1.2)

La suma de los J; seréd el nimero total de intervalos J del sistema:

J = z]i (4.1.3)

Dado que los valores de J; deben ser nimeros enteros, se realiza una correccion que ajuste
el valor del incremento espacial Ax para cada tramo:

Ji (4.1.4)

L El flujo a través de conductos con didmetro variable es vulnerable a la separacion del liquido de sus paredes.
Este fendmeno produce altas pérdidas de energia a causa de la turbulencia y se relaciona directamente con el
angulo de apertura y el nimero de Reynolds. Las recomendaciones generales indican que para evitar que
ocurra la separacion, el angulo oscile entre 7 y 15 grados (Sparrow, Abraham, & Minkowycz, 2009).
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Asimismo, se calcula el incremento de alturas Az; como:

Az; = Ziv1 — Zj
Ji (4.1.5)

Conocidas las secciones de control que establecen el inicio y final de cada tramo y
considerando que el sistema queda definido en J intervalos con J + 1 nodos (en donde el
primer nodo corresponde al inicio de la tuberia en la posicién x = 0 del cadenamiento), se
realiza la interpolacion de la informacion por tramos como se muestra a continuacion:

— Elvalor en x y z de cada nodo se calcula con la adicién sucesiva del incremento Ax;
y Az; que corresponda en el tramo.

— Para el sen @, se evalla la inclinacion entre secciones de control y el resultado se
asigna a los nodos de su tramo correspondiente, entonces se tiene:

Ziy1 — Zj
senf,; = ——

~

Rioq — X (4.1.6)

— Finalmente, para las variaciones del diametro D en el tramo se emplea la férmula de
interpolacion lineal:

D;+1— D;
D] = Di +L(xj—xi)
Xit1 — X (4.1.7)
Por ultimo, se calcula el area de la seccion transversal A; y la celeridad de onda a; para
cada nodo en funcion del diametro D;. Con estos datos la topologia del sistema queda
definida y se procede a construir la condicion inicial y de frontera para la simulacion.

4.1.2. CONDICION INICIAL Y DE FRONTERA
La condicion inicial (flujo en estado permanente) se obtiene aplicando la ecuacién de
continuidad y la ecuacion de la energia sobre la linea de corriente que coincide con el

centro de gravedad de la tuberia:

— Ecuacion de continuidad. Establece la invariabilidad del gasto Q, en cualquier nodo
j del conducto.

Qo = 4;V; (4.1.8)
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— Ecuacion de la energia. Establece la constancia de la energia entre dos posiciones
arbitrarias a y b en el sistema.

V2 V2
P SO A LN N A
P9 29 pg 29 (4.1.9)

En la ecuaciéon (4.1.9), z es la carga de posicion medida desde un plano horizontal de
referencia; p/pg la carga de presion; V2/2g la carga de velocidad; H, representa la suma
de pérdidas locales y Hf la suma de perdidas de friccion.

De acuerdo al sistema presentado en la Figura 4.2, se tiene un conducto sencillo alimentado
por un embalse de carga constante aguas arriba (posicion A) y la descarga aguas abajo
puede ser libre o hacia otro tanque en caso de sumergencia (posicion B). El resultado de
aplicar la ecuacion de la energia entre las secciones representadas con las letras A y B es:

Vi

Hemb :Hsum‘l'ﬂ‘l'Hl‘l'Hf (4110)

En donde V/%,/2g es la carga de velocidad en la seccion final del conducto, considerada
como energia final en el caso de descarga libre o como pérdida en el caso de sumergencia.

Para el calculo de las demaés peérdidas locales se tiene lo siguiente:
1. Pérdida por entrada. Ubicada en el primer nodo del sistema j = 1, se emplea la
formula general de pérdidas con un coeficiente global k,:
¢2g (4.1.11)

2. Valvula al final de la tuberia. La pérdida se calcula en el nodo final j =] + 1, con
un modelo que utiliza el coeficiente de descarga €, de la valvula®:

1V
v C2 2g (4.1.12)

! La ecuacion del modelo se obtiene de la férmula para valvulas de control de gasto Q, = C,+/2gh,,; en donde
h,, es la carga aguas arriba de la valvula.
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La suma de pérdidas locales resulta:

VB AV
729 7 c2 2g (4.1.13)

Para las pérdidas por friccion permanente en cada tramo de tuberia, se aplica la formula de
Darcy-Weisbach:

L Axp?
Ahy = fpf@ (4.1.14)
Dado que la longitud total del conducto ha sido dividida en J + 1 nodos, la ecuacion
(4.1.14) puede emplearse de manera sucesiva sobre los intervalos que estos conforman para
calcular la pérdida total de friccion. Adicionalmente, se introduce el factor de peso espacial
6 € [0,1] sobre los nodos, para definir de manera ponderada las propiedades de cada tramo:

1/ & V2
Hy = @Zm [(1 — 6) (f,, 3>,- +0 <f,, F>,~+1

Sustituyendo las pérdidas locales H, (4.1.13) y las de friccion H; (4.1.15) en (4.1.10):

(%41 + %)

(4.1.15)

VA VP 1VE,

2g °2g ' CZ 2g
a3 [o-a(e) ot
29 Lujoy D), D).

Finalmente, al aplicar la ecuacion de continuidad (4.1.8) en (4.1.16), se obtiene una
expresion para calcular el gasto en la condicion inicial Q,,:

Hemp = Heym +

(%41 + x7)

(4.1.16)

Zg(Hemb - Hsum)

k, 1( 1 fp

A2+A]+1 +?>+2§=1[(1—9) DAZ) +(9<DA2 ](x]+1+x])
v

Q =

(4.1.17)

La ecuacion (4.1.17) no puede resolverse de manera directa, pues el factor de friccion
depende de la velocidad que no se conoce a priori.

En la Figura 4.3 se presenta el diagrama de flujo con un algoritmo para calcular el gasto de
manera iterativa y se incluye un subproceso detallado en la Figura 4.4 que evalla el
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régimen de flujo en cada nodo del sistema para determinar el valor del coeficiente de
friccién con los modelos presentados en las ecuaciones (2.2.9) y (2.2.10).

C meo )

Y
Hemb' HsumlAj' Dj'le
ki, Cy,i5:0t0L ]
Y

Q= A]2+1V 29(Hemp — Hsum)
. (1 + 1)
AT AL\

]

FACTORDE
FRICCION

Y

fpj 10 fl’j+1
D2 D2,
hf = h’f + (.X'j+1 —Xj)CQ

Co=(01-6)

Q _ ZQ(Hemb - Hsum)
4= (hy +h)

Si

Q:=0;

Figura 4.3. Diagrama de flujo para el calculo del gasto en condicién inicial
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( FACTOR DE FRICCION )

Si No
Re < 2300

C FIN D)

Figura 4.4. Diagrama de flujo para el calculo del factor de friccion de Darcy-Weisbach

Una vez calculado el gasto Q,, las velocidades V; dejan de ser incognitas del problema y la
ecuacion de la energia (4.1.9) puede aplicarse desde el embalse (posicion A) a cada nodo j
y asi conocer la carga de presion H; = p;/pg a lo largo de la tuberia.
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Para el primer nodo, la ecuacion resulta:

VZ

H =H, ,—z —(1+k)—
1 emb 1 ( e) Zg (4.1.18)

Y para los nodos restantes:
[/
29 ‘29

—izj_l [(1—9)( V—2> +9< V—Z) ]( + Xm)
29 Lam=1 foD . an _— Fma1 7 Em (4.1.19)

El uso de las ecuaciones (4.1.17) — (4.1.19) para generar la condicion inicial del esquema
numerico permiten evaluar una conduccién sencilla de diametro constante (Figura 4.5) o
con diametro variable (Figura 4.6).

Hj = Hemp — 2 —

6 —
. Hemb L/NIVEI de energia en el embalse |
E i Rt LS H
E ;
@
@) : :
G : :
> X
VISTA AMPLIADA DE LA TUBERIA
r r r r -
0 5 10 15 20

Longitud (m)

Figura 4.5. Condicién inicial para una tuberia con diAmetro constante
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5 ___________________________________________ -
Y S ~——— —————— Linea de energia T

e: h.-.hqh.
4+ g\?arga piezométrica H,
E 5 5 :
S 1L : : :
o 1 : : : :
T 5 : 5 :
O 0 DATUM ; : :

> X

VISTA AMPLIADA DE LA TUBERIA

r r r r

0 5 10 15 20
Longitud (m)

[

Figura 4.6. Condicidn inicial para una tuberia con diametro variable

Las condiciones en los nodos de frontera se definen para la presion al inicio de la tuberia y
la velocidad en la valvula final.

En la frontera aguas arriba se asume que el nivel del embalse permanece constante durante
el paso del transitorio; de esta manera se puede asociar la energia del primer nodo con la
del embalse para cualquier instante de tiempo y calcular la carga de presién en la frontera
aplicando la ecuacion de la energia:

V2
H, =H —z1— 1+ k,sgn(V;)]| —

1 emb 1 [ eS8 ( 1)] Zg (4.1.20)
Para una correcta aplicacion de las pérdidas locales, en la ecuacion (4.1.20) se incluye la
funcién signo para identificar la direccion del flujo transitorio, como se puede observar en
la Figura 4.7.
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Hem, ) Heump / :
1k ~LINEA DE ENERGIA emb 7 fhe LINERDEENEREIS
Hye —» Flujo (+) Hye <4—Flujo (-)
l [
x=0 x=0
i =1 j=1

Figura 4.7. Condicién de frontera aguas arriba para nivel constante del embalse

En la frontera aguas abajo se impone una ley de descarga que describa el funcionamiento
de la valvula; para esto se construye una funcién en el Gltimo nodo que relacione la
variacion del gasto durante el tiempo de simulacién (Figura 2.23). Aplicando la ecuacion de
continuidad, la velocidad en la frontera se calcula como:

Qu(®)

Vg = 22
T A (4.1.21)

En donde Q,, es la descarga de la valvula y t el tiempo de simulacion.

O t..Q,)

@c( Qo) 0" Q= Q,M
E /

©

(@)]

o

o

0

(D)

a (t, +t.,0) (T,0)

o

Tiempo (s)

Figura 4.8. Condicion de frontera aguas abajo para el cierre de una valvula

El empleo de una funcidn de este tipo permite representar diferentes leyes de cierre en un
mismo sistema (Figura 4.9) y su seleccion depende de las caracteristicas de la valvula
(Azoury, Baasiri, & Najm, 1986).
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Gasto de descarga Q /Q_

N
-
~ o~
-

O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tiempo de cierret t/tC

Figura 4.9. Grafico adimensional con diferentes leyes de cierre de valvula

Con la condicion inicial y de frontera construidas, el Gltimo paso es efectuar la simulacion
en flujo transitorio.

4.1.3. SIMULACION EN FLUJO TRANSITORIO

En el apartado 3.1.2, durante la elaboracion del esquema en diferencias finitas, se planted
de manera detallada el algoritmo de programacion que soluciona el sistema de ecuaciones
en flujo transitorio. Como complemento de lo anterior, en la Figura 4.10 se presenta el
diagrama de flujo que ejemplifica el proceso y el orden de calculo de las ecuaciones.

Para su ejecucion, se considera que la informacidn correspondiente a la configuracion del
sistema hidraulico y la condicién inicial son datos de entrada; las condiciones de frontera se
plantean con la informacion en flujo permanente, pero su calculo e imposicion ocurre
durante el paso del transitorio. Por ultimo, el valor del incremento temporal At, se calcula
con la condicién limite de Courant en el sistema, es decir, con el Ax mas pequefio de todos
los tramos y el maximo valor de la celeridad a en caso de existir variacion del diametro:

min(Ax;)

At =Cy————
¥ max(a;) (4.1.22)
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INICIO @
i
V' H*, A;, Dj, x;,a;,sin 0, ., COEF. DARCY-WEISBACH
e e B / (Calculo con la velocidad

Ax;, Cy,,0,¢,t0l, ], T :
en el tiempon+1,m
Hemp ke, 21, Q4 (8), g, v p )

¢ COEF.BRUNONE
=0 (Célculo con la velocidad

A= CNM en el tiempon + 1,m)
max (a;)

<= > v
VECTORES DE ACTUALIZACION:
My ; - (Ec.3.1.46) a,; — (Ec.3.1.59)
M; = (Ec. 3.147) ¢, ; - (Ec.3.1.61)
M3 ; — (Ec. 3.1.48) b, ; — (Ec.3.1.65)
My, — (Ec.3.1.49) d;; - (Ec.3.1.67)
ey — (Ec.3.1.63) e, ; — (Ec.3.1.68)

VECTORES INVARIANTES:
0,; = (Ec.3.1.51)
byj — (Ec. 3.1.60)
dyj — (Ec. 3.1.62)
azj — (Ec. 3.1.64)
¢2,j = (Ec. 3.1.66)

J ®
< B
* ARMADO DE LA MATRIZ:

COEF. DARCY-WEISBACH g C gzg' g'g
(Calculo con la velocidad 8 3
en el tiempo n) SOLUCION DE LA MATRIZ:
i xntim+l (EC. 3.1.7 1)

COEF.BRUNONE

(Calculo con la velocidad m

en el tiempo n)

Y yrtLm _ gntim+l grrLmEl _ yntime1
J j+1 ]
t=t+At prim _ pntimil pntim _ gntimtl
J J f) =A2j-1
A

COND. DE FRONTERA:
H11+1,m - Hr+1,m+1 ey (EC. 3.2‘20)
Vi =V > (Be.3.2.21)

(dH AdV) > tol
(Ec. 3.1.55)
(Ec. 3.1.56)

n+im _ ;n T
Hi 7" = Hiyy
an+1,m — an H}l - H{1+1,m+1

n _ pntlim+l
=y

Figura 4.10. Diagrama de flujo del algoritmo en diferencias finitas

El algoritmo incluye dos subprocesos para calcular los factores de friccion. La aplicacion
de cada uno se realiza sobre el vector de velocidad en la iteracién que corresponda en la
secuencia de célculo, ya sea para el tiempo n o parael n + 1, m.
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Para determinar el coeficiente de Darcy-Weisbach (Figura 4.11), el calculo es similar al
hecho para el gasto en condicion permanente; mientras que para el caso del coeficiente de
Brunone (Figura 4.12), se presentan el proceso con la ecuacion (2.2.14) para el célculo de
k. y las ecuaciones (2.2.18) y (2.2.19) para C*.

( COEF.DARCY-WEISBACH )

> j=ujt1 >

_Vib;

Si No

64 ~ e/D\]7?
fo, = Re fi= [—2108 (ﬁ)]

o (E72 , 251 ’
fo=|—2log ﬁ“Lﬁ

C FIN )

Figura 4.11. Diagrama de flujo para el calculo del factor de Darcy-Weisbach en flujo transitorio
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( COEF.BRUNONE )

Y
Il
-
3
+
—

Si No
Re < 2000

12.86

C* =0.00476 c' = Rel0g(15.29/Re%0567)

ke, = 2\/C*

( FIN )

Figura 4.12. Diagrama de flujo para el calculo del coeficiente de Brunone en flujo transitorio

A fin de evaluar la precision del programa de computo desarrollado, a continuacion se
presenta una serie de pruebas numeéricas.

4.2. PRUEBAS NUMERICAS

Para evaluar la capacidad del modelo numeérico propuesto se compararan los resultados
obtenidos en las simulaciones con resultados experimentales presentes en la literatura. Los
casos de estudio analizados corresponden a los experimentos de Bergant et al. (2001) para
un cierre instantaneo y Jonsson et al. (2012) para un cierre gradual. Como complemento, se
presenta, la posibilidad de simular transitorios en tuberias de diametro variable.
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4.2.1. EXPERIMENTOS DE BERGANT & SIMPSON (1995)

Bergant & Simpson (1995) disefiaron y construyeron un aparato experimental para
investigar el comportamiento de las sobrepresiones y la separacion de columna durante
eventos transitorios en la Universidad de Adelaida, Australia. En la Tabla 4.2 se resumen
las caracteristicas del sistema y las condiciones de flujo de las pruebas realizadas por
Bergant et al. (2001).

Tabla 4.2. Parametros utilizados en la calibraciéon del modelo de Bergant et al (2001)

Descripcion Variable Valor Unidades

Caracteristicas de la Conduccion’

Longitud L 37.23 m
Didmetro D 0.0221 m
Espesor e 0.0016 m
Pendiente sen 6, 5.45 %
Coeficiente de Poisson u 0.34 —
Modulo de Young E 120 GPa
Propiedades del Fluido

Densidad p 998 kg/m3
Modulo de compresibilidad K 2.19 GPa
Viscosidad cinematica v 1.01 x 107° m?/s

Condiciones de Flujo

Velocidad 1% [0.1;0.2;0.3] m/s
Celeridad de la onda a 1319 m/s
Carga del embalse Hemp 32 m
Tiempo de cierre de la valvula t, 0.0009 S

" La tuberia es de cobre y la condicién de sujecién corresponde a una conduccion anclada contra movimiento longitudinal.

Este aparato de pruebas tiene la capacidad de conducir el flujo en ambas direcciones
mediante un sistema de control de presurizacién computarizado y la valvula de cerrado
puede ser localizada en los extremos o la posicidn central de la tuberia.

En la Figura 4.13 se presenta el esquema general del sistema, se puede observar que la
direccién de flujo va del Tanque 2 al Tanque 1 y las mediciones de la carga piezométrica
fueron tomadas en el punto medio de la tuberia (P50) y en la posicion aguas abajo, a un
lado de la vélvula (PV). La condicién inicial de velocidad es de 0.1, 0.2 y 0.3 m/s para
tres pruebas distintas.
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14

TANQUE 1
TANQUE 2
|
|
i

Flujo

Valvula de cierre rapido

||

REGULACION DE LA PRESION

Figura 4.13. Esquema general del aparato experimental de Bergant & Simpson (1995)

Los resultados que a continuacion se presentan, incluyen el modelo MOC con friccion
cuasi-permanente (desarrollado en el apartado 3.1.1) y para el esquema en DF se analizan
las diferentes propuestas de célculo del coeficiente de Brunone® (Tabla 4.3).

Tabla 4.3. Propuestas de calculo para el factor de friccion transitorio

Célculode C*
Referencia Célculo de k
Re < 2300 Re > 2300 t
7.41 .
Bergant et al. (2001) C* = 0.00476 €' =3 k, = ver
Re“’gw(m) 2
. 7.41
Vardy & Brown (1995) C* = 0.00476 =3 k. = 2VC*
RelOglo(W)
. 12.86
Vardy & Brown (2003) ' C* = 0.00476 C=——"3 Kk =2JC

R 610810(W)

" Para este caso, el rango del nimero de Reynolds se modifica a 2000 para el calculo de C*

Para completar el estudio y definir qué modelo presenta el mejor ajuste, los resultados
numéricos se comparan con los datos experimentales reportados por Bergant et al. (2001)?,
los puntos de muestreo corresponden a las posiciones P50 y PV (Figura 4.13), considerando
un cierre lineal instantaneo, 100 intervalos de separacion espacial y el namero de Courant
igual a uno en todos los casos.

! La informacién a detalle de las propuesta expuestas por los diferentes autores para el calculo de k, se puede
consultar en el apartado 2.2.2.2

2 Las series de datos que reproducen las mediciones experimentales fueron proporcionadas por el Dr. Anton
Bergant, mediante comunicacion personal en 2014.
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Figura 4.16. Resultados del modelo cuasi-permanente (MOC) paraV, = 0.3 m/s
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Bergantetal. (2001) Datos P50 Bergantetal. (2001) Datos PV
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Figura 4.17. Resultados con la propuesta de Bergant et al. (2001) paraV, =0.1m/s
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Figura 4.18. Resultados con la propuesta de Bergant et al. (2001) paraV, = 0.2 m/s
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Figura 4.19. Resultados con la propuesta de Bergant et al. (2001) paraV, = 0.3 m/s
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Figura 4.20. Resultados con la propuesta de Vardy & Brown (1995) paraV, = 0.1m/s
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Figura 4.21. Resultados con la propuesta de Vardy & Brown (1995) paraV, = 0.2 m/s
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Figura 4.22. Resultados con la propuesta de Vardy & Brown (1995) paraV, = 0.3 m/s
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Figura 4.23. Resultados con la propuesta de Vardy & Brown (2003) paraV, = 0.1m/s
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Figura 4.24. Resultados con la propuesta de Vardy & Brown (2003) paraV, = 0.2m/s
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Figura 4.25. Resultados con la propuesta de Vardy & Brown (2003) paraV, = 0.3 m/s



SIMULACION DE FLUJO EN TUBERIAS APLICANDO UN MODELO DE FRICCION TRANSITORIO 114
CONSTRUCCION DEL CODIGO COMPUTACIONAL

En primer lugar, cabe destacar que los transitorios obtenidos con el modelo MOC para las
ecuaciones no conservativas con friccion cuasi-permanente, a pesar de presentar un buen
ajuste en la primera oscilacion, las discrepancias con respecto a los resultados
experimentales se vuelven més notorias mientras mayor es el tiempo de simulacién en
todas las pruebas realizadas.

En lo que respecta a la amplitud de las ondas de los modelos en DF, el mejor ajuste
corresponde a la propuesta de Bergant et al. (2001), mientras que los resultados de Vardy &
Brown (1995; 2003) presentan un mayor decaimiento en el tiempo con respecto a los
resultados experimentales; esto se debe a la forma en que se calcula el coeficiente de
friccién de Brunone, que para el caso de Bergant et al. (2001), resulta ser menor en
comparacion a las otras propuestas (Figura 4.26).

Con base en lo anterior, los andlisis y resultados que se muestren de aqui en adelante
corresponderan al modelo en DF, empleando la aproximacion del coeficiente k, propuesto
por Bergant et al. (2001).
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01 N Vardy & Brown (1995) ||
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Figura 4.26. Coeficiente de Brunone en funcion del Niumero de Reynolds

Ademas de la amplitud y el decaimiento, existen diferencias en la fase y forma de las
ondas; para ejemplificar esto, la Figura 4.27 muestra el caso de prueba V, = 0.1 m/s en la
parte final del diagrama para diversos refinamientos de malla (variando el ndmero de
Courant) y la medicion experimental en la posicién PV.
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Figura 4.27. Detalle del final del transitorio parala pruebaV, = 0.1 m/s

Con el fin de conocer el comportamiento de los transitorios medidos en las pruebas, se
aplica la transformada réapida de Fourier (FFT por sus siglas en inglés Fast Fourier
Transform) para determinar la frecuencia caracteristica f, de cada sefial. Conocido su valor,
el periodo caracteristico se calcula como:

fe (4.2.1)

Conocido T, se compara con el ‘periodo teorico’ del transitorio (Chaudhry, 2014); éste se
define como el tiempo T, que ocurre entre dos puntos equivalentes de la onda después del
cierre total de la valvula y esta en funcion de la celeridad y la longitud total:

(4.2.2)

Igualando el periodo tedrico con el caracteristico y despejando a en (4.2.2), la velocidad de
propagacion de la onda en el transitorio se estima como:

a=4Lf, (4.2.3)

Los espectros de frecuencia, de los transitorios presentados en la Figura 4.27 al aplicar la
FFT, se muestran a continuacion.
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En la Figura 4.28 la frecuencia caracteristica de las mediciones es f, = 8.7891 Hz y por
tanto la velocidad de propagacion es a = 1308.9 m/s, este valor se aproxima al valor
estimado para el modelo numérico (a = 1319 m/s).

Al utilizar esta celeridad caracteristica calculada con la FFT y realizar nuevamente la
simulacion, se obtiene un mayor ajuste en las fases de los transitorios (Figura 4.32).
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Figura 4.32. Ajuste de la simulacién con la celeridad caracteristica de las mediciones

A pesar de hacer este nuevo ajuste, si se analiza la primera y ultima cresta de la simulacion
con a = 1319 m/s, se observa que el desfase nuevamente aparece cuando mayor es el
tiempo de simulacion (Figura 4.33), por tanto, para frecuencias bajas el comportamiento del
transitorio resulta diferente.

Para constatar lo anterior, basta comparar los espectros de frecuencias de los datos
experimentales y los resultados numéricos: para valores menores a la frecuencia
caracteristica se presentan frecuencias secundarias que el modelo numérico no es capaz de
reproducir; para solventar lo anterior es necesario un modelo matematico que ajuste el valor
de la celeridad de onda durante el transcurso del transitorio y asi actualizar los periodos de
las ondas de presion.
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Figura 4.33. Comparacion de la primera y ultima cresta con la celeridad caracteristica ajustada

Finalmente, para las altas frecuencias se debe tomar en cuenta que junto con el fendmeno
transitorio existen otros factores que alteran la sefial, como la vibracién de la tuberia o la
sensibilidad de los aparatos de medicion, entre otros. En la Figura 4.27 se aprecia que al
refinar el intervalo temporal At en las simulaciones al variar el nimero de Courant,
comienzan a aparecer frecuencias secundarias altas que modifican la forma de la sefal
principal; no obstante, el uso de tiempos de muestreo méas pequefios aumenta el costo
computacional haciendo que el modelo sea poco préactico si se requieren resultados rapidos.

4.2.2. EXPERIMENTOS DE JONSSON (2011)

Jonsson (2011) llevo a cabo una serie de experimentos para medir el flujo en tuberias en un
banco de pruebas ubicado en el laboratorio de energia hidraulica de la Universidad Noruega
de Ciencia y Tecnologia (conocida por su acronimo noruego NTNU); como parte de la
investigacion, el autor obtuvo diagramas de presién diferencial en flujo transitorio mediante
mediciones de laboratorio y simulaciones numéricas para el cierre de una valvula en el
extremo aguas abajo. En la solucion de las ecuaciones utilizo la version no conservativa e
incorporo la propuesta original de Brunone en el calculo de la friccion.
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El banco experimental de la NTNU consiste en un sistema de tuberias alimentado por un
tanque elevado de carga constante y gasto maximo de 0.410 m3/s. Cuenta con una seccion
de pruebas en donde se ubican 11 puntos de medicidn separados a un metro de distancia
cada uno, de los cuales el mas cercano a la valvula se ubica a 3.7 m. Un esquema general
del modelo se presenta en la Figura 4.34.

Tanque de carga constante
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n
:
CHl Secci6n de pruebas
o E Ls =26.67 m § Valvula
i |
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. .IIIIIIIII' i DATUM

‘ + Sensores de presion-

Figura 4.34. Esquema general del banco de pruebas utilizado por Jonsson (2011)

En la modelacién numérica, Jonsson et al. (2012) empled la técnica MOC para solucionar
las ecuaciones y dada la compleja geometria del banco de pruebas, simplificé el sistema a
una sola tuberia con D = 0.3 m y L = 40 m. Otras caracteristicas presentadas por el autor
en la literatura y utilizadas para la simulacion se enlistan en la Tabla 4.4.

Tabla 4.4. Informacidn de las pruebas de Jonsson (2011) para la modelacion numérica

Descripcion Variable Valor Unidades

Caracteristicas de la Conduccién’

Longitud L 40 m
Diametro D 0.3 m
Pendiente sen 6, 0 %

Condiciones de Flujo

Gasto inicial Q, 0.408 m3/s
Celeridad de la onda a 900 m/s
Carga del embalse Hemp 9.75 m
Tiempo de cierre de la valvula t, 5.5 S

¥ La tuberfa en la seccion de prueba es de acero inoxidable.
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El cierre de la valvula durante el experimento fue controlado con un piston hidraulico y
describe un cierre gradual que varia entre 4 y 6.5 s, la curva de descarga de la valvula se
presenta para tres diferentes condiciones de flujo (Figura 4.35); el experimento a reproducir
corresponde al gasto en condicion inicial Q, = 0.408 m3/s.
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Figura 4.35. Curva de descarga para cada gasto de prueba (Jonsson, 2011)

Por ultimo, para elaborar los diagramas de presion diferencial, Jonsson (2011) realizd
pruebas para tres longitudes de separacion entre sensores (sin indicar especificamente las
posiciones de muestreo); de éstas se evalla Unicamente la longitud de separacion de 9 m
por ser el caso reportado en la literatura en forma gréfica (Figura 4.36)
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Figura 4.36. Resultados experimentales (izquierda) y numéricos (derecha) de Jonsson (2011)
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Con la informacion recopilada, se efectta la simulacion con el cédigo desarrollado para el
esquema en diferencias finitas de Preissmann. La Figura 4.37 muestra los resultados del
diagrama de presion diferencial obtenido, considerando dos puntos de muestreo ubicados
en la seccion de pruebas y separados aproximadamente 9 m.
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Figura 4.37. Diagrama de diferencia de presion simuladoconJ =100y Cy =1

Al comparar el diagrama obtenido (Figura 4.37) con los del investigador (Figura 4.36), se
puede decir que existe una semejanza visualmente aceptable entre estos; a pesar de que una
inspeccion de este tipo es un criterio subjetivo, la aprobacion de los resultados tiene como
objetivo estudiar el comportamiento de las ondas de presién en un cierre gradual cuando los
valores del nimero de Courant son Cy > 1 (Figura 4.42).
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Figura 4.38. Efecto del incremento del nimero de Courant en los resultados numéricos
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Tomando como ejemplo el nodo con mayor incremento de presion (posicion de la valvula),
el andlisis de las ondas con nimeros de Courant mayores a la unidad presenta dos
comportamientos: en el primero el incremento de la presion durante el cierre asi como la
maxima sobrepresion muestra minimas variaciones entre resultados (Figura 4.39), por otro
lado, en el segundo la disipacion y dispersion de las ondas es méas evidente mientras mayor
es el nimero de Courant (Figura 4.40).
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Figura 4.39. Registros de la maxima sobrepresion del transitorio
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Figura 4.40. Primeras oscilaciones después del cierre total de la valvula
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Teniendo en cuenta que el comportamiento de las ondas es analogo en cualquier punto de
muestreo del dominio espacial, el esquema numérico en diferencias finitas puede ser usado
con altos numeros de Courant para calcular el valor maximo de la sobrepresion hasta el
cierre total y disminuir con esto el costo computacional de los célculos; a diferencia de lo
visto en el apartado anterior, en donde es recomendable utilizar valores de Cy < 1 si se
estudia el comportamiento del oscilador.

Para observar la capacidad del modelo, en la Tabla 4.5 se presenta el tiempo de ejecucion

(t.) de cada escenario para los diferentes nimeros de Courant. Las pruebas se realizaron en
una laptop con procesador de 2.0 GHz y 8 GB de memoria RAM a 1600 MHz.

Tabla 4.5. Tiempo de ejecucion para diferentes escenarios de simulacion

Método de c At Ax Tiempo de ejecucion
solucién N (s) (m) te (s)
MOC 1 444 x 10™* 0.4 73.22
1 444 x 10™* 388.92
2 8.88 x 107* 209.14
5 2.22x 1073 88.40
DF 10 444 x 1073 0.4 4421
25 1.11 x 1072 19.83
50 2.22 x 1072 10.79
100 444 x 1072 6.55

El tiempo de simulacion empleado es de 6.5 s y corresponde a la evolucidn de la sobrepresion maxima.
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Figura 4.41. Rapidez del modelo en DF comparada con el modelo clasico MOC
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La Figura 4.41 muestra como el modelo en diferencias finitas utilizando un nimero de
Courant de 100 es hasta 11 veces mas rapido que el modelo clasico (MOC) bajo las mismas
condiciones de simulacion.

Otra de las ventajas que distingue al modelo numérico propuesto reside en la estimacion de
la envolvente espacio-temporal de presiones maximas y minimas, es decir el
comportamiento del transitorio en toda la longitud del conducto y para cualquier tiempo de
simulacion; la precision de ésta dependera del grado de ajuste con los datos experimentales
(en caso de existir) o la capacidad del usuario para determinar los pardmetros de la
simulacion en funcién de las caracteristicas del sistema. Para ejemplificar lo anterior, la
Figura 4.42 muestra la envolvente espacio-temporal de los experimentos de Jonsson (2011).
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Figura 4.42. Diagrama envolvente de presiones maximas y minimas en el conducto

4.2.3. TUBERIA CON DIAMETRO VARIABLE

Para finalizar el capitulo, se presentan la comparacion entre las ondas de presion de un
transitorio en un sistema con didmetro constante y otro con diametro variable; para hacer
esto se toman los datos de los experimentos de Bergant et al. (2001), presentados
anteriormente en la Tabla 4.2.

Para la prueba con diametro variable se considera una reduccion del 50% del diametro
original en el nodo final del conducto, en otras palabras, los didmetros de la tuberia serén
0.022 y 0.011 m en el primer y Gltimo nodo respectivamente, con una variacion lineal a lo
largo de toda la longitud. El angulo de convergencia de la tuberia resultante es 0.017° y el
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gasto de la prueba se ajustara a 2.85 x 10™> m?3/s para que la velocidad en el Gltimo nodo
sea de 0.3 m/s.

En la Figura 4.43 se muestran los transitorios que se generan en la posicion de la valvula y
los resultados corresponden a simulaciones numericas realizadas con 100 intervalos de
discretizacion y Cy = 1; para el caso de la tuberia de seccidn constante, la condicion inicial
de flujoes V, = 0.3 m/s.
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Figura 4.43. Transitorios hidraulicos en tuberias de diametro variable y constante

Se puede observar como el transitorio con diametro variable muestra cambios significativos
en la amplitud, fase y forma de las ondas desde la primera oscilacion; para la validacion de
los resultados no se cuenta con pruebas experimentales que comparen los patrones del
perfil transitorio trazado, sin embargo queda de manifiesto la capacidad del modelo
numérico para simular flujo en conductos con seccion transversal gradualmente variable.



CAPITULO 5

CONCLUSIONES

Para estudiar las ondas de presion causadas por el cierre de una valvula en una tuberias, el
presente trabajo muestra la deduccidn de las ecuaciones unidimensionales de conservacion
de masa y cantidad de movimiento bajo un enfoque conservativo e incorporando un modelo
que evalla la pérdida de energia, basado en la aceleracion instantanea de flujo.

Con el fin de solucionar el sistema de ecuaciones resultante, se elaboré una formulacion en
diferencias finitas de tipo implicito junto con un algoritmo de convergencia no lineal. El
resultado fue un esquema numérico que toma en cuenta la aceleracion local y convectiva
del flujo, la condicidn de didmetro variable y la friccién en condiciones transitorias.

Para precisar en forma explicita los limites de aplicacion del modelo, se evalu6 a detalle la
condicion de convergencia del sistema continuo y discreto aplicando el Teorema de
equivalencia de Lax. Para esto se llevd a cabo un andlisis de localizacion y escalas
multiples con el objeto de convertir el sistema de ecuaciones no lineales original en un
sistema lineal de valor inicial puro y aplicar los anélisis de consistencia y estabilidad
correspondientes.

Con las ecuaciones localizadas y linealizadas, se determind que el sistema continuo es
incondicionalmente estable para diversas consideraciones; por otro lado en el analisis del
sistema discreto se debe cumplir que los factores de peso espacial ¥ y temporal 6 del
esquema cumplan que ¥ =0.5 y 6 > 0.5, esto asegura la convergencia numerica
independientemente de las condiciones de flujo. Estos resultados se ejemplifican en los
retratos de amplitud y fase, en donde se observa que para valores bajos de velocidad y del
numero de Courant, el modelo es libre de disipacién y dispersion en las ondas.

Con los limites de convergencia establecidos, se complementa la literatura relacionada a la
propagacion de la amplitud y fase de las ondas aplicando modelos en diferencias finitas en
las ecuaciones de flujo en tuberias, asimismo se mejoran los criterios de evaluacion de las
soluciones aproximadas, al permitir diferenciar si los resultados son producto del fenémeno
0 si son causados por errores del propio esquema.
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Para evaluar la calidad del modelo numérico se realizaron pruebas que tuvieran como
referencia datos experimentales reportados en la literatura, asi como los proporcionados por
el Dr. Anton Bergant. En estos escenarios el modelo reproduce en forma adecuada el
decaimiento de las ondas si se utiliza el coeficiente k, propuesto por Bergant et al. (2001).

En lo que se refiere a la fase de propagacion de las ondas es recomendable realizar un
analisis espectral si se cuentan con mediciones de laboratorio, con el fin de determinar la
frecuencia caracteristica del transitorio y usar dicho valor para aproximar el valor de la
celeridad de onda.

Los resultados numéricos para el modelo propuesto muestran que la convergencia del
esquema ocurre sin importar el refinamiento de malla que se utilice y se pueden establecer
dos criterios de evaluacion:

— Si el estudio del transitorio es a largo plazo y después del cierre de la valvula, es
necesario usar nimeros de Courant Cy < 1 para que la amplitud, forma y fase de las
ondas sean precisos.

— Si lo que se desea es conocer la presién maxima del golpe de ariete, el nUmero de
Courant puede adoptar valores de Cy = 1y con esto reducir el costo computacional
sin incurrir en grandes errores (el méaximo valor que se utilizo en la pruebas fue de
Cy = 100).
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ANEXOS

ANEXO A. PROPAGACION DE SEGUNDO ORDEN DE LAS ECUACIONES DE
FLUJO EN TUBERIAS

Sea el siguiente problema de valor inicial y de valores en la frontera:

LV %, 1) = OH N VOH N a?(x) av
A T ox g Ox (A1)

ov. 9V  OH 1414
MHV;x,0) ==+ Vot got fyope (A2)

Endonde H,V:Q € [0,L] X [0,T]y g, a, Dy f,, son constantes del modelo e invariantes sobre

las variables dependientes. Se propone un analisis de propagacién de perturbaciones sobre las
variables dependientes con las siguientes escalas:

H=H+h; H>»h (A3)

V=V+4+v; V>v (A4)

Para evaluar las perturbaciones (A.3) y (A.4) en las ecuaciones (A.1) y (A.2), se aplicard una
expansion en serie de Fréchet-Taylor (Milne, 1980), con la siguiente caracteristica:

WH,V;x,t) =W(H+hV+v;xt) (A.5)
O bien:
— ow ow
W(H,V;x,t) =W(H,V;x,t) + h— +u— +H.0.T
OH (a7 WV lap (A.6)

Donde W = []6[] es el vector de operadores y H.0.T los términos de orden superior.

En el sistema anterior, para construir el método de actualizacion tipo Newton-Raphson
(Szymkiewicz, 2010), se considera que h y v son las actualizaciones no lineales, por tanto
6h = h 'y du = u y constituyen el vector de actualizacion, entonces la ecuacion (A.6) se
puede escribir de la forma siguiente tomando en cuenta la expansion de Fréchet-Taylor con
los términos de primer orden:
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Wl = W + sw] (A7)

Donde W es el vector de ecuaciones por actualizar, que en este caso es el sistema de ecuaciones
(Al) y (A2); Sw = [gﬁ] es el vector de actualizacion no lineal tipo Newton-Raphson y J es el
Jacobiano de trasformacion y sus coeficientes de sensibilidad se expresan por la siguiente matriz:

0H
J= ax
0 6V+ 14
ox pr (A.8)

Por tanto los términos de sensibilidad aplicados sobre la actualizaciéon producen un factor de
correccion de orden muy pequefio, tal que g J~0(M,,)?, en donde My « 1.
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ANEXO B. CALCULO DE LA RAiZ CUADRADA DE UN NUMERO COMPLEJO EN
FORMA RECTANGULAR

Considérese la variable compleja z, como la raiz cuadrada de un nimero complejo:

z=x+tiy (B.1)

En donde x y y son nimeros reales e i = v —1 es la unidad imaginaria. Por definicion, z
puede ser representado como la combinacion de su parte real Re(z) y su parte imaginaria
Im(z), tal que se tiene:

z = Re(2) + iIm(z) (B.2)
Sustituyendo (B.2) en (B.1) y elevando al cuadrado ambas partes de la igualdad:
x + iy = Re?(z) — Im?(z) + 2i Re(z) Im(z) (B.3)

Se dice que dos numeros complejos son ‘iguales’, si y s6lo si su parte real e imaginaria son
iguales respectivamente; entonces de la ecuacion (B.3) se establece:

x = Re?(z) — Im?(2) (B.4)
y = 2Re(z) Im(2) (B.5)

Las ecuaciones (B.4) y (B.5) representan un sistema de ecuaciones a resolver. Entonces,
despejando la parte imaginaria Im(z) en (B.5) y sustituyéndola en (B.4) se obtiene la
siguiente relacion:

2

y
4 — 2 —_——_— =
Re*(z) — x Re?(2) 7 =0 (B.6)

Haciendo el cambio de variable t = Re?(z) en la ecuacién bicuadrada (B.6):

4 (B.7)

Las soluciones de la ecuacion de segundo grado (B.7) son:

xi\/xziﬂ-y2

t= 2 (B.8)
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Al deshacer el cambio de variable en (B.8) las soluciones del sistema resultan:

1/2
X +/x? + y?

Re(z) = + 3

(B.9)

Por definicién, el modulo de un nimero complejo es:

lx + iy| = yx? + y? (B.10)

Al sustituir (B.10) en (B.9) se obtiene:

x+|x+1i
Re(z) = + (2T
2 (B.11)

Cuando x #0 y y # 0, se dice que el médulo del nimero complejo es mayor que
cualquiera de sus componentes por separado, esto es |x + iy| > x; por tanto se puede

establecer lo siguiente:
x—|x+i
- /—' LA
2 (B.12)

Dado que la ecuacion (B.11) extrae la parte real Re(z), considerar la solucion negativa
sefialada en (B.12) resultaria contradictorio. Entonces las soluciones validas son:

+ iy| +
Re(z) = + |21 +x
2 (B.13)
Sustituyendo las soluciones de (B.13) en (B.4) y despejando la parte imaginaria Im(z):
Im(z) = + X=X
2 (B.14)

Al sustituir (B.13) y (B.14) en (B.2) y (B.1) resulta:

x+iy|+x x+ iyl —x
T =+ I v n I vl
2 2 (B.15)
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Analizando la ecuacion (B.5), se observa que el signo de la componente y del nimero
complejo depende del producto 2 Re(z) Im(z); entonces, al analizar las combinaciones de
signo, se tiene que:

: . | +,+)
Si y>0-(+) - [Re(z),Im(z)] - (- —) (B.16)
. o (— . (+! _)
Si y<0-(-) - [Re(z),Im(z)] » (= +) (B17)
En base a (B.16) y (B.17) las posibles soluciones son:
J;IBh:iju+04+xiffx+Ud_x
2 2 (B.18)
x_jy:iju+bd+x$?fx+bd—x
2 2 (B.19)
Factorizando los signos (B.18) y (B.19)
mzi \/|x+1y|+x+i\/|x+1y|—x
2 2
(B.20)
i Ju+iﬂ+x _JM+04—x
x—iy==% -1
2 2
(B.21)

En las ecuaciones (B.20) y (B.21) se observa que el signo de la parte imaginaria coincide
con el de la parte imaginaria; por tanto, si se emplea la funcién signo para identificar el
signo correspondiente, se obtiene una expresion generalizada para la raiz cuadrada de un
numero complejo en forma rectangular:

x+iyl+x x+iyl—=x
Jxtiy=4% ’%+ isgn(y) ’%
(B.22)

Con la ecuacién (B.22) es posible separar e identificar tanto la parte real, como la
imaginaria de un nimero complejo cuando se encuentra dentro de un radical.



