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\CONCEPTOS INTRODUCTORIOS EN ANALISIS ESTRUCTURAL

El objetivo del andlisis estructural consiste en calcular las -
fuerzas internas y las deflexiones en un punto cualquiera de una estruc
tura.

En el andlisis estructural deben tomarse en cuenta las siguien-

tes condiciones:

1.~ Equilibrio entre fuerzas internmas y externas en todos los -

elementos de la estructura.

2.- Compatibilidad de deformaciones de todos los elementos -

estructurales,

3.- Relacion fuerza-desplazamiento.
1.- EQUILIBRIO ENTRE FUERZAS INTERNAS Y EXTERNAS

Una estructura, sujeta a un sistema de acciones externas de -
finidoy estard en equilibrio si las reacciones de la misma cumplen -
las condiciones de equilibrio, que se expresan como:

En el espacio:

EFx=20 IMx=90
LFy=20 EMy=20
LFz=20 TMz=10

Cuando se trate de estructuras planas:

TFx=0 2Fy=0 EM:O

De esta forma, si se cumplen las condiciones mencionadas, bajo
la accidn del sistema de fuerzas externo y el sistema de reacciones, la es-
tructura estd en equilibrio. Los elementos que forman la estructura estardn
sujetos a fuerzas internas que se desarrollen en ellos, provocadas por el -
sistema de fuerzas externd aplicado.

Si se hacen diagramas de cuerpos libres,al aislar una parte de la
estructura haciendo uno o varios cortes, deberdn estar también en equili--
brio.

Si por ejemplosen la estructira mostrada a continuacién se aisla -

el nudo. indicado, sobre el cual actian las fuerzas externas Fa asicomo las

l Fs 1F4
Fa

c D I
F5 A l F 1
F2 l': ) \“.
B 3 H
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fuerzas internas desarrolladas en los planos de corte, éste nudo deberd es
tar en equilibrio, porque forma parte de una estructura en equilibrio,y por
lo tanto, podrdn aplicdrsele las ecuaciones generales de equilibrio; a este -

sistema en equilibrio, se le llamard equilibrio nodal.
' Msc

Bc
—\5¢

S e

Vse
F ‘ Nse Mee

"Moea

Asimismo, al hacer un corte en un entrepiso, deberd estar en -
equilibric la parte aislada por el corte, vya que pertenece a una estructura
que estd en equilibrio.

AsT por ejemplo, si en la estructura anterior se corta en el plano
indicado, la estructura aislada permanece en equilibrio} a este sistema

se le llama equilibrio de entrepiso.

Fs Fs
Fio
. C D I
Fs Fs
F2 _|B E H
_N - _N
JVAE "—EVFE J‘VGH
NQB NFE NGH
Mae Mee Mewu

Por lo tanto, si una estructura estd en equilibrio, cualquier elemen

to que se aisle también lo estard, siendo necesario para que ésto se cumpla,

que en los planos de corte se considere la o las acciones internas que la es-

tructura ejerce sobre ‘el elemento que se aisls.

2.- COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES

Al aplicar un sistema de fuerzas a una estructura, ésta se defor-

ma, pero conserva las condiciones de continuidad iniciales. Asi mismo,. los

desplazamientos finales en la estructura deberdn ser compatibles con las -~

condiciones de deformacion de los diferentes tipos de apoyos.
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En la estructura de la figura, el nudo B al pasar a la posicién B', -
se desplaza y gira; si se trata de una estructura en el espacio, podrd tener

tres componentes de desplazamiento lineal y- tres giros. En el caso de un -

nudo en el plano, los desplazamientos serdn:dos componertes de desplaza

miento lineal y un giro.
La condicién de compatibilidad con las condiciones de apoyo, se-

rian por ejemplo, en el caso de la figura,que los apoyos A y F por ser em-
potramientos, impiden toda posibilidad de desplazamiento lineal y de giro;

en cambio para e} apoyo G, por ser un apoyo articulado, no permitird des-

plazamientos lineales pero si el giro del mismo.

RELACION FUERZA-DESPLAZAMIENTO

3.~
De acuerdo con los objetivos mencionados del andlisis estruc-
tural, es necesario conocer para una estructura de geometria definida,

la relacidn que existe entre las fuerzas y los desplazamientos.

Si se observa la siguiente grdfica, se deduce que la relacidn

entre fuerzas y desplazamientos puede ser lineal o no serlo.

P4 P4

e

Relacion no lineal

oy

Relacion lineal
En general, se supone la hipdtesis de que la relacién entre -

fuerzas y desplazamientos es lineal, por lo que se puede aplicar a las

estructuras el principio de superposicidn.
Dicho principio establece,que los efectos que produce un sistema de

fuerzas aplicado a una estructura, son equivalentes a l2'suma de los -

efectos producidos por cada una de las fuerzas del sistema actuando -

independientemente.



Las condiciones que debe cumplir una estructura para que se -
le aplique el principio de superposicion son: 4
a) Que exista proporcionalidad entre esfuerzo y deformaciones, es -
decir, que se cumpla la ley de Hooke.
b) Que no haya interaccién entre efectos debidos a fuerzas axiales y
momentos flexionantes (efectos de esbeltez).
c) Que las deformaciones en la estructura sean relativamente peque
fias, evitando asi que se afecten en forma importante el sistema de --

fuerzas internas y de reacciones.

CAPITULO 2

METoDO DE BOWMAN
METtopo DEL VOLADIZO

Si la estructura en estudio cumple con las tres condiciones men METODOS APROXIMADOS PARA DISEﬁOS PRELIMINARES
cionadas, se trata de una estructura con comportamiento eldstico y li-
neal.
A.
B,
C.

D,

Métopo DEL PORTAL
Métopo DEL FACTOR



METODOS APROXIMADOS PARA DISENOS PRELIMINARES

METODO DE BOWMAN

Después de estudiar un gran ndmero de marcos resueltos por mé-
todos exactos, se ha propuesto un método aproximado que se basa en las
siguientes hipotesis:

a) Los puntos de inflexidn en las vigas exteriores se encuentran a
0. 55 de su claro, a partir de su extremo exterior. En las vigas interiores
su punto de inflexidn estd al centro del claro, excepto en la crujia central
cuanéo el nimero de éstos es impar, o en las dos centrales si es par. En
ellos los puntos de inflexion de las vigas estard forzada por condiciones -
de simetria'y de equilibrio.

b) En las columnas del primer entrepiso los puntos de inflexidn ~
estdn a 0. 60 de su altura a partir detla base..

En marcos de dos o mds, tres o mds, cuatro o mds entrepisos, -
respectivamente, los puntos de inflexién en las columnas de los entrepi-
sos dltimo, pendltimo y antep'enflltimo, respectivamente, se encuentran
a 0.65, 0.60 y 0. 55 de la altura correspondiente a partir del extremo su-
perior.

En edificios de cinco o mds entrepisos, los puntos de inflexién en
columnas para las cuales no se ha especificado la posicion, se encuen--
tran al centro de su altura. Esto se ilustra en la Fig. 1. |

cyLa fuerza cortante de cada entrepiso se distribuye en la forma

siguiente.

En el primer entrepiso:

Una fuerza cortante igual a:
ve = N2 Q3y

Esta se distribuye entre las columnas proporcionalmente a sus -
rigideces.

La fuerza cortante Vt=V —Vc¢  se distribuye entre las crujias
proporcionalmente a la rigidez de la viga que la limita en la parte supe-
rior. La cortante de cada crujia se distribuye en partes iguales entre las
dos columnas que la limitan.

En pisos superiores: La fuerza cortante y¢ = ».m—_‘*'_.-]z— Vv
se distribuye directamente entre las columnas.

La cortante Vt= V— Vc se distribuye entre las crujias como
se hizo para la planta baja.

V = fuerza cortante por entrepiso.

N = crujias del marco en el entrepiso considerado.

Io.son Figura 1
q
Puntos de inflexidn en los
0.55h . .
I diferententes entrepisos

\
v
N
\3




Enseguida se presenta un ejemplo numérico para mejor compren- Para el ler. entrepiso el cortante. V=8

sion del métwodo antes expuesto. y el cortante para lascolumnas es
Se tiene un marco el cual consta de tres crujias distribuidas co- o N-0.5, , 3-0.5 ..,
Ve = N v = §=5

mo se muestra en la figura, dicho marco es de dos niveles y estd so_ s
Para cada columna es 7 = 1.5
metido a dos cargas horizontales en el 7o, y Z2o.nivel de 5T y 3T -

respectivamente. Determinar los momentos que se generan en los nu-
. : Para el segundo entrepiso V=3
dos debidos a las fuerzas actuantes.
: Para esas columnas
El= constante.

w=ﬁv=§7ﬁ(s)=o.7e

Y el cortante por columna es 0'15 = 0.1875

Para el primer nivel el cortante en vigas es

37T ‘CD G) Gb Q) +
Vo= §-5=3
3m L
57,0 ® @ ® 4 Y el cortante en cada viga es 3 ~ 7
4m Esa fuerza se divide entre las dos columnas inferiores igualmente o -
1.0 _ 0.5
9 ’ 9 @ sea-—2— = .
% % 2 kA +
+ Sm + Sm + &m + Lo mismo se hace para el segundo nivel

Ve = 3 - 0.75 = 2.25



10

1 i N 4
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Para cada viga —3 = 0.75 a0 ~208 o @ BN o
o 22 o ol <+
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Se reparte entre las columnas inferiores vecinas i e
0
0.75 ;
5 = 375
—?——— g. D
P~ = +
o]
Para encontrar los momentos se multiplicardn las fuerzas cortantes por
' N
sus respectivos brazos en las columnas o
— i
@
ol @ 3 oo <+
o} .
Por ejemplo 1.75 (1.6) = 2.60 ol 8 Nj’é’,ﬁ.‘ '
= ' &
0.5625 (1.05) = 0.59 N ~ oo O i §
. ) © ISR Dl
o MR ~he
1 O 300
Equilibramos los momentos en las columnas con los de las vigas
valiéndonos de que conocemos los puntos de inflexién de las vigas. 32 do
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4 4

METODO DEL VOLADIZO Cdlculo de las fuerzas axiales en las columnas.

Se hacen las siguientes hipStesis: Como todas las columnas tienen la misma seccién, el.centro de -

a) Hay un punto de inflexi6n en el centro de cada viga. gravedad de las columnas se determina.

b) Hay un punto de inflexién en el centro de cada columna. 4X = 54+ 10+ 16 X= 31/4 = 7.75m a partir de AEl

c) La intensidad del esfuerzo axial en cada columna de un piso es

proporcional a la distancia horizontal desde esa columna al centro de gra ~Z7—f75§ FAE
. £ .
vedad de todas las columnas del piso que se considera. ; ’ 8.25
- o= FAE
: . ———775m 4 “2E3ppe 775

Apliquemos este método al siguiente ejemplo:

30007 I J K _
1 J K .
3000Kg 5000, E F S H
3m
. : . i b BT $
5000Kg 7! 2.25 1&25
iFAE t—-—r—-l—s— Fag 55 FAE 775 FAE
£l = Cte. 4m
A B C D 1
b4 727 VA V4
+——5m + Sm—t &m + Si tomamos momentos respecto al punto de inflexién de la colum-

na DH.

v - 2.75 2.75 _
}:M = 0 5(3000) + 2(5000) - 16F, - S0 Fie (17) + 7 Faglél=0

\

Fugp =1376.55

F_ . 486.45  F_ . 399.64  1465.36
: Fes Fom =

BF



Para el siguiente nivel las fuerzas axiales estdn distribuidas de -

igual manera que para el primer nivel.

3000 1 J K L T
L i l L5m
8:.25 +
2.75, 2.25 =2 Fg |
lFE‘ l7—7‘5‘ FEl T'ﬁs‘ Fel T s
Tomando suma de momentos con respecto a La articulacién en el
eje L.
=0 2.75 2.25
3000(‘7.5)’76FAE - ﬁFAE(”) + Tf?FAE(G) =0

Fero247.78 Fpp87.92 Fg =71.93 F, 463.76

Las fuerzas cortantes en las vigas se obtienen a partir de las --
fuerzas axiales en las columnas de los diferentes nudos.

Por ejemplo en el nudo H.

VHG = FDH — FHL = 1437.28 ~ 258,71 = 1178.57

Para ei nudo E

VEF = 1350-17 - 243.03 = 1107.i4
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Momentos en las vigas. - Como el momento en €l centro de cada -
viga es nulo, el correspondiente a Sus extremos serd igual al cortante

en la viga por la mitad de su longitud.

Momentos en las columnas. - Se determinan en las cabezas de és~

tas descendiendo hacia la base,

METODO DEL PORTAL

Este método se basa en las siguientes hipdtesis:

a) Los puntos de inflexién de vigas y de columnas se encuentran en ’

sus  puntos medios.
b) La fuerza cortante en cada una de las columnas exteriores de -
un piso es igual a la mitad de la que corresponde a cada columna interior.
De esta manera el problema se.transforma en una isostdtica.

Resumen de la secuencia de cdlculo:

1. Se determina la fuerza cortante en cada entrepiso.

2, Usando la hipStesis (b) se determina la fuerza cortante en ca-
da columna.

3. Considerando ia hipdtesis (a) se determinan los momentos fle-
xionantes en los extremos de las columnas.

4. Determinense los momentos en los extremos de todas las vi--
gas equilibrando los momentos de las columnas en cada extremo. Se ne-
cesita empezar en nudos con una sola viga y considerar que los momen

tos en los extremos de una misma viga son iguales.

13

5. Obténganse las fuerzas cortantes en las vigas a partir de los -
momentos de sus extremos.
6. Determinense las fuerzas axiales en las columnas a partir de

las cortantes de las vigas.

3000 1 J K L “f'
3m
5000, |E F G Hl L
Ei = Cte. _ 4m
A B C D
77 w0 v/ VA
L T - T
El cortante en el primer entrepiso vale
Vo= 2666.6 columnas interiones
Ves 1333.3 columnas exierdiones
Ef contante en el segundo entrepiso vale V=3000 kg

columnas interdiores
columnas exiteriones

1000
500

Ve=
Ve=

Con Pos valores anterniones se cafeulan Los momentos
en Las columnas y por equilibrio el de Las Zrabes.
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METODO DEL FACTOR

Se bas;a en las ecuaciones pendiente-deformacion haciendo mo
dificaciones bajo las siguientes hipotesis:
a). - Para el calculo de los desplazamientos lineales y angulares enun --
piso, se considera que el valor Y en dos entrepisos consecutivos es-

igual, ¥ es la diferencia de desplazamiento laterales de dos niveles ---

- consecutivos dividida entre la altura del entrepiso.

b). - El giro de un nudo y de los extremos opuestos de todas las barras -~
que concurren al mismo son iguales.

Este método se aplica siguiendo los seis pasos siguientes:

1. - En cada nudo se calcula el factor v de las vigasv = EKC/ZK s
ZKC es la suma de los valores K =1/ L de las columnas que concu --
rren al nudo, y ZK es la suma de los valores K para todos los elemen
tos del nudo.

2. - En cada nudo se calcula el factor C de las columnas C=1- v, sien-
do v el factor de viga del paso I. En las bases de las columnas empo--~
tradas del primer piso se considera C=10

3. - Hay un niimero, obtenidoenly 2 ,, vyCen éada extremo de todos-
los elementos del marco. A cada uno de dichos nimeros se le sumé. la -
mitad del correspondiente al otro extremo del elemegto.

4, - Se multiplica cada suma hallada en el paso 3 por el valor de K del -~
elemento al que corresponde dicha suma. Para las columnas, a este pro-
ducto se le llama factor de momento de columna, C ; para las vigas, fac-

tor de momento de viga V,



A

eamos como ejemplo el siguiente marco:
5.- Los factores de momento de columna C, hallados en el pa Veam jemp guien

s0 4 son los valo;es relativos aproximados de los momentos en los extre- T 21, : ‘ €] — (Los nimeros intermedios

mos de la columna para el piso correspendiente, 4m 2 3 2 son rigideces relativas)
Por la estética se ve que la suma de los momentos en los ex-- + 31, ) l %) : @

tremos de las columnas en un piso determinado, es igual al cortante hori- 4m 2 3 2

zoutal total en ese piso multiplicado por la altura del piso. Por lo cual, - + 5f‘@ l ) ' 3 '

los factores de momentos en los extremos de las columnas, por propor-- 4m 3 4 3 2

cidn directa, en cada piso. J» Wl/—/? 7/% W/g/? %
6. - Los factores de momento de viga V, hallados en el paso 4 ‘ 4 sm | 5m — 5m—4

son los valores relativos aproximados de los momentos en los extremos--

de las vigas para cada nudo. La suma de los momentos en los extremos- Calculo de los factores de viga de los nudos

de las vigas en cada nudo es igual, por la estatica, a la suma de los mo-- Por ejemplo para el nudo (10)

mentos en los extremos de las columnas en ese nud»o, que pueden obtener- v = Z Ke / ZK XK ¢ = suma de rigideces de las

columnas

se en el paso 5. Por lo cual, los factores de momento de viga V se pue---

den transformar en momentos en los extremos de éstas, por proporcidn -- ZKC =3+3=6

vo = 6/8 = 0.75
directa en cada nudo.
También para el nudo (7)

2Ke = 3+ 4 2K=9 vz = 7/9 = 0.777
Calculo de factores de columna por eiemplo nudos (7)y (10)

C=1-y
C == 1——0.77_7 = 0,223

C =1-075 = 0.25
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X 0.933 0933 0.9 5
%:368 P 3388 Calculo de Momentos
0.666 0.600 , 0.600 0566 ‘ )
353 0,400 0333 Por ejemplo primer entrepiso
100 0.125 G100
333 0.525 0,433
M= Vh = 10(5) = 50 T-m.
366 0.450 0366 :
o',zgg 63% o ‘2%% Este momento se distribuye en las columnas proparcionalmen
1175 1150 | Lis50 L1758
0.375 04060 | 0400 0375 te a sus rigideces.
e 0,800 mememmmmenamaean 7 50 ebene 01 7 5O ermmrarmsmmrsmerrerennd 0. 800
29 iy 332 Mi = S
283 0361 0343 » ZC
22.536 = ) C
266 0348 0.386
o . o glog En el primer entrepiso
0.388 0.4t | 0357 0388 | 0333 0.357 :
}— 0.833 —————0.77 740,777 ————— 0.7{4 ——0.7| 4 ———————0.666 22.536 = 3249 + 4.444 + 3,429 +2.50 +1.666 + 2.358 + 2.852 +1.998
12210 : 193] TI13% 1.702 | T.047 _1.02"'3-|
500 6283 6555 3250 4.444
; . 0500 . _ 3.249 = = 2 =
666 0.723 _ 0.78 6.833 Mg = 55536 {50) = 7.208 Mar 55 536 {50) 9.859
_ 1998 = -
Mei = S5%== (50) = 4.430 Mr2 6.416
il 1143 1.250
083 30N 0,123 0250~ M3s= 7.607 Ms4 = 3.696
1,000 1-000 1.000 ’
Mez = 5.231 Mes = 5.5486

Para el nivel 22

M= 5(4) = 20 4.683 = y ¢
Para el nivel 3o.

Se han anotado los factores de vigas y columnas y a cada uno de- M= 20@d)=8 8.121 = ZC

dichos nimeros se le ha sumado la mitad del correspondﬁ*nte al otro ex-
tremo del elemento, Les momentos en las vigas seran proporcionales a sus rigideces



Se anotan los factores de

y los Momentos

i

CyVv y Mij

0.933—]-0,933
1.575

E2.05B

1764

1,350

1150 ~+—1.150

@625

[o.859]

4.444

Momentos de columnas y vigas

0772

[a373 ‘

1.002-'—:.047-———1.023—]
2.358 1666

5546

3.429 2500
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CAPITULO 3

TRABAJO Y ENERGIA

Princip1O DE t0S DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES
PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL )



2.1 TRABAJO Y -ENERGIA

Si un sistema de fuerzas externas,se aplica a un cuerpo, este
se.deformard hasta que se presente el equilibrio entre las fuerzas ex-
ternas aplicadas y las fuerzas internas del cuerpo. En consecuencia,
el sistema de fuerzas externas realiza un trabajo. Este trabajo se al
macena en el cuerpo y es a lo que se llama "energiz de deformacion -
del cuerpo'.

El trabajo realizado por el sistema de fuerzas externas, se -
puede transformar en energia de deformacidn y/o energia cinética del
cuerpo. Si las fuerzas se aplicén gradual y lentamente,a un cuerpo -
eldstico, el trabajo exterior se transforma completamente en energia
de deformacitn.

La energia de deformacion o energia interna de un cuerpo e-
ldstico es por lo tanto, la suma de todo el trabajo transmitido por el
sistema para deformarlo con respecto a su estado natural. La ener--
gia de deformacidn almacenada se transforma en trabajo cuando el sis
tema de fuerzas es retirado. Si el cuerpo es perfectamente eldstico -
recuperard exactamente su forma inicial.” En los sistemas eldsticos -
se despreciardn las pérdidas de energia por calor.

La energia de deformacién depende de las caracteristicas de -
la curva carga-deformacidn del cuerpo. Asi, por ejemplo, en la Fig.1
el drea sombreada nos representa la energia de deformacidn de un --
cuerpo con comportamiento eldstico lineal. El drea sombreada en la -

Fig. 2 nos representa la energia de deformacidn de un cuerpo con com

18

portamiento eldstico no lineal.

Para el caso de la Fig. lla carga P se aplica gradualmente -
y por lo tanto la deformacion aumenta gradualmente. El trabajo desa-

rrollado por la fuerza P es:

W =jp-dé‘ = energla de deformacion

Pa =] | -

-

fig.l- Energla de Deformacidn fig. 2.~ Energic de Deformacidn

Caso Lineat Caso no‘l_ineal

E1 drea no sombreada marcada con C en las Figs. 1y 2, se -

denomina "energia complementaria de deformacion” y se calcula con -
la integral . T A

C= S&dp=enevg{o complementaria de deformacién



17

La energia de deformacidn, puede aparecer debido a fuerzas La aplicacidn gradual de la carga normal N produce la defor-

axiales, de flexién, de cortante y de torsidn. Estas fuerzas pueden pre macién § . En la longitud dx el trabajo interno efectuado es:
sentarse aisladas o en determinadas combinaciones. En seguida se obten

drdn las expresiones para la energia de deformacion debido a los efec dw = _%_ £dx

tos antes mencionados, los cuales se consideran que actian uno a la -

vez. pero
a) Efecto de Fuerza Normal.
Considérese la barra mostrada en la Fig. 3, la cual tiene su €= ——g:— = 'KNE_
drea transversal constante,
entonces
= i . _N__ dx
=3 RE
L
2
W= N dx
i 2AE

debido a que el trabajo efectuado es igual a la energia de deformacicn

%
2 J el trabajo total en la longitud L. serd
] interna, entonces:




donde Un es la energia de deformacidn interna debida a cargas axiales. entonces
b) Efecto de Momento Flexionante.
Consid€rese que en el tramo de viga mostrado en la Fig. 4 -
actlan fuerzas que producen flexidn en €l mismo.
Debido a que las fuerzas que producen flexidn se aplican gra-

dualmente, el valor de la fuerza promeédio que actiia en el drea dA, es:

d F= _'2_ Tda
dA e
—H— y entonces
T S

:-l- M
dF =5 “7-dA

fig. 4 El trabajo efectuado en la fibra analizada es:

Una fibra situada a una distancia "y" del eje neutro tendrd co dw = JdF
mo deformacién en la longitud dx
o sea:
$ =gadx -
aw= 4 ML dx
pero

y el trabajo para todas las fibras en la longitu dx serd.




Y G Viga :
dw = .2_..E__F_.dx 5 yz.dA /// .
e, K i = . Ete Neutro

s ¥
ha T
2 - ) -dx —
dw = Mo —i 1 f =
2 3 K.T t
hy A
==
d
El trabajo total en toda la viga serd: + Xt
t 2
= M_ fig. 5
w S A e v g
o4
por lo tanto- El trabajo debido a la fuerza Cortante es:
L 2 !
= M dw = ?(ZdA)(bﬂdX)
Ue S 5E] dx
o
pero
donde Um es la energia de deformacion interna debida a momento fle-
Xionante. _va
G- Ib
c) Efecto de Fuerza Cortante.
Considérese que en el tramo de viga mostrada en la Fig. 5 - y
actdan fuerzas que producen esfuerzos de cortante en él mismo. Enla
figura se exagera la deformacidn de la fibra mostrada. ) g _g. = ?511.%_



donde Q es el momento estdtico con respecto al eje neutro y b es el -

ancho de la seccidén, entonces:

VEQ® 4y dA

El trabajo que se efectda en la longitud dx, es:

2
. Ve A | _Q ga
dw = 3GA 1=§:b2d

-t

si:

entonces:

2
dw = ——-—ng dx

El trabajo efectuado en toda la viga serd:

por lo tanto:

donde Uv es la energia de deformacidn interna debida a fuerzas cortan-
tes.

La constante C es el llamado factor de forma y depende de la
forma de la seccidn transversal. Algunos valores de C se dan ensegui-

da.

d) Efecto de Momento Torsionante.
La viga mostrada en la Fig. 6 estd sujeta a un momento tor-

sionante T aplicado en un extremo de la misma.



{L dx

fig. 6

El trabajo efectuado en el segmento dx es:

= A
dw = 5 Tg‘
pero
. JTdx
g GJ
entonces
dw = -Lodx
WE 26

—e
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para todo el elemento el trabajo serd:

- Izgx
W= 1354
por lo tanto
L
= | Tidx
ut X 264
o

donde Ut es la energia de deformacidn interna debida a fuerzas de tor-
siény J es el momento polar de inercia para una seccidn circular.
Valores de J para diferentes secciones transversales se dan a conti-

nuacion.

Secciones llenas

g=ID* J=0,020* J=
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Secciones Huecas Secciones Abiertas
' ) 3
Expresion General: an Expresidon General: J=z = i’g—
J =

bz

En el caso general de un elemento sujeto a los elementos me-

cdnicos citados anteriormente, se obtiene que la energia de deforma-

cidn total es:

U= Un+ Up + Us + Ut




O sea:
.\ Nidx M dx CVidx Tdx
U= \zae + | 280 * {Fea t | Zal
L L L L

La expresion anterior puede usarse también para vigas ligera
mente curvas. La limitacidn para su uso se presenta cuando el radio -~
de curvatura es menor que cinco veces la dimensidn mayor de la sec-

cidn transversal.

2.2 PRINCIPIO DE L.OS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES
Este principio constituye la base para la aplicacion del princi
pio de los trabajos virtuales que se verd en €l siguiente inciso.

Se entenderd por desplazamiento virtual aquel desplazamien-
to hipotético de uno o varios puntos de un cuerpo rigido en equilibrio.
Las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de geometria del cuerpo
no se alteran debido a dicho desplazamiento, el cual puede ser de mag-
nitud pequefia o infinitesimal. Dichos desplazamientos son producidos
por un sistema de cargas diferente al aplicado al cuerpo rigido en equi
librio. Por lo tanto, el sistema de cargas original se mueve cuando se
produce el desplazamiento virtual. El producto de cada carga del siste
ma original por su desplazamiento virtual respectivo producird enton-
ces '"un trabajo virtual'.

Para demostrar el principio de los desplazamientos virtuales

se usard la Fig. 7, en la cual se muestra un cuerpo rigido en equilibrio

bajo el sistema de cargas dado.

fig. 7
Si el cuerpo rigido estd en equilibrio debe cumplirse que
=Fx=0
=Fy=0

SM+ =FxY+ ZFy.Xx =0
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Si el cuerpo se traslada una distancia pequefia & , cuyas com

ponentes son dx y §y se efectuard un trabajo que serd (Fig. 8)

W= ZFx §x+ =Fy &y

O sea

W= Jx =Fx+ dy =Fy

G
o
o

+ dx

fig. 8

vaque §x y Sy sonconstantes en todos los puntos del cuerpo.
Debido a las condiciones de equilibrio = Fx=0 y ZFy=0

se tiene que: ~

W= X =Fx + g =Fy=0

Si el cuerpo ya trasladado sufre una rotacidn pequeria « con respecto
al origen O, las componentes del desplazamiento de cualguier punto
serdn oy paralela al eje'x', y a x paralela al eje 'y’, El traba-

jo efectuado por el sistema de cargas seréa:

W= ZSMoc + =Fx-ocy + =Fy ocXx

W= oc(Z=M+ =ZFxY+ ZFy-X)
yaque o< es constante en todos los puntos. Debido a las condicio-

nes de equilibrio

N

SM+ SFxY + SFyX=0



se tiene que

W= oc(ZEM+ ZFx-Y+ ZFy.X) = 0

Ya que cualquier movimiento de un cuerpo puede descomponeE
$€ en un giro y una traslacion y se vié que en ambos casos el trabajo -
efectuado vale cero,se puede enunciar que:

"Sia un cuerpo rigido en equilibrio bajo un sistema de fuerzas
dado se le desplaza virtualmente, el trabajo efectuado por este sistema

durante el desplazamiento virtual es cero.

2.3 PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL
Considérese el cuerpo deformable que se muestra en la Fig.

9, el cual se encuentra en equilibrio bajo el sistema de fuerzas dado.

fig. 9

Los segmentos (1) y (2) de la figura anterior se muestran co-

mo cuerpos libres en la Fig. 10.

\

—~  —

El segmento (1) es un segmento interno y estd sujeto a fuerzas
internas en todos sus lados. El segmento (2) es un segmento de borde
y estd sujeto 2 una fuerza externa Fi  en uno de sus lados y a fuerzas
internas en los otros.

Si se supone un desplazamiento virtual del cuerpo producido -
por una accidn diferente al sistema de fuerzas dado,- las fuerzas exter
nas e internas se moverdn y por lo mismo efectuardn un trabajo virtual.

Por. lo anterior, cualquier segmento del cuerpo deformable sufrird un

giro, una traslacién y una deformacion virtual. Si se representa por -
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d We al trabajo desarrollado por las fuerzas externas en el segmento

se tiene que:

dWe = dWRrT + dWi

donde: dWaT es el trabajo virtual de rotacién y traslacién del segmen

to tratado como un cuerpo rigido y dWi es el trabajo virtual de defor-
macién del segmento.

Por el principio de lqs desplazamientos virtuales se sabe que:
dWrT = O
por lo tanto
dWe = dWi

El trabajo desarrollado en todo el cuerpo serd:

donde Wi es la energia de deformaci6n interna virtual del cuerpo y -
We repreé enta el trabajo virtual tétal debido al sistema de fuerzas -
externas F, ya que el trabajo desarrollado por las fuerzas interseg-
mentales se anula.

Por lo visto anteriormente se puede enunciar que:

"Si una estructura deformable en equilibrio bajo un.sistema -

de fuerzas dado, se sujeta a un desplazamiento virtual debido a una --

fuerza adicional, el trabajo virtual producido por las fuerzas externas,

es igual al trabajo de deformacidn de las fuerzas internas”.

2.4 TEOREMA DE BETTI
Coné idérese el cuerpo eldstico mostrado en la Fig. 11 en el
que se aplican dos sistemas de cargas a la vez, los cuales aparecen -

por separado.

Sistema de fuerzas A Sistema de fuerzas B

fig. it
Si se aplica el principio de la superposicién de efectos se pue
de hacer el siguiente andlisis:
Si se aplica gradualmente primero el sistema A y luego el sis

tema B, el trabajo efectuado por dichos sistemas de fuerza serd:

W= —'zPicS‘iJr iz—FjJH Pi &ij
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donde "El trabajo que realiza un sistema de fuerza A debido a los -

$i son los desplazamientos producidos por las fuerzas desplazamientos que en sus puntos de aplicacidn le produce un sistema

Pi de fuerzas B, es igual al trabajo que realiza el sistema de fuerzas B -

S} son los desplazamientos producidos por las fuerzas debido a los desplazamientos que en sus puntos de aplicacién le produ-

Fj ce el sistema de fuerzas A"'.

Jij son los desplazamientos en la direccidn de las fuer Un enfoque mds simple puede darse observando la viga mostra

i i i i i las fuerzas -~
zas Pi debidos a la aplicacidn de las fuerzas Fi da en la Fig. 12, en la cual se aplican simultdneamente las

Si ahora se aplica gradualmente el sistema B y luego el siste- Pa 'y Ps
ma A, el trabajo efectuado por dichos sistemas de fuerzas serd:
‘ Pa Ps
W= 5Fsi+ Lpigi+ R y l l
7 A 8
donde
Jji son los desplazamientos en la direccisn de las fuer fig. 12

zas Fj debido a la aplicacién de las fuerzas Pi

idé i imero la fuerza Pa
Debido a que el orden de aplicacisn de los sistemas de fuerzas Considérese que se aplica gradualmente pri

j i i i ientos mostrados en la Fig. 13.
no afecta al trabajo externo wtal, las expresiones obtenidas arriba se la cual produce los desplgzaml L &

pueden igualar:

%PiJH%FiJJ’ + PiSij = LZF;‘JH —é—Pié‘i—& Fidji

Pa
’% Al B
de donde: Sa / Tl
Pidij = Fjs8ji ’ ) fig. 13 Q & A

i idet i almente la fuerza Ps
que es el teorema de Betti, el cual puede enunciarse como sigue: Considérese ahora, que se aplica gradualme



con Pa

en posicidn como se ve en la Fig. 14.

lPA lPB
A BY .

5A+§A§V\\\‘\\\

fig.14

y2774

El trabajo total de las fuerzas aplicadas es:

W= —‘Z‘PAJA-{- %‘PBJB‘F Pa Jas

Si se invierte el orden de aplicacidn de las

que:

cargas, se tiene -

/7774
1]
i
G
!
BN
i
!
1
!
1
!
!
/
f
/
/
/
)
+
[
w
»

El trabajo total de las fuerzas aplicadas es:
W = %Paé‘a + -lz—PAé‘A -+ PeSBa

por lo tanto, igualando las expresiones del trabajo total, se tiene:

—lz—PASA + —lZ—PB 38 + Pa das = —%Paé‘a +—é—PA3A + PeSBa

de donde:
Pafas = Psdsa

2.5 TEOREMA DE MAXWEL
Considérese el marco mostrado en la Fig. 16 al cual se le apli
en el punto A y después, al mismo marco se le apli

ca una carga Pa

P8 en el punto B.

ca una carga

Pa

B
yz2223
T

8

N




segin la Fig. 16 dJBa es el desplazamiento producido por P& y -

tiene la direccién de P8
Y $as es el desplazamiento producido por Ps
cién de Pa

Por el teorema de Betti se tiene:

Padas = Padsa

y tiene la direc

Seglin Maxwel si Pa esiguala Ps , se tiene:

Sae = SBA

por lo tanto,  puede enunciarse que:

"El desplazamiento en un punto A (en la direccidn de la fuerza

aplicada en A) debido a la aplicacidn de una fuerza P

en un punto B, -

es igual al desplazamiento en el punto B {en la direccidn de la fuerza -

aplicada en B) debido a la aplicacion de una fuerza P en el punto A",

El teorema anterior también es v4lido para el caso de rotacio

nes o de combinaciones entre desplazamiento Iineal y rotaciones. Un -

caso como €l que se muestra en la Fig. 17 aclarard lo anterior.
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P
caso a) | 42 3 4
S N
P
caso
caso
fig. |7
En los casos a) y b) se tiene
Pdas = Pfaz
entonces
Jo3 = Ja2

En los casos a) y c) se tiene

pdar = M2



. : . . idé i -1 je
si Py M tienen la misma magnitud, entonces Considérese la armadura mostrada en la Fig. 18 la cual est‘ suje

ta a un sistema de cargas P, y en la cual se desea calcular el desplazamien

d21 = de. 1o vertical dva enel punto A,

En los casos b) y ¢) se tiene P3

P P2 i

Pz = M3

si P y M tienen la misma magnitud, entonces:

d31 = &3

2.6 METODO DEL TRABAJO VIRTUAL

Es un método muy versdiil para calcular desplazamientos en
. . fig.18
las estructuras. Estos desplazamientos pueden ser debidos a cargas -

. : : - idé i : j arga F en el
de cualquier tipo, cambios de temperatura, contracciones en el mate- Considérese ahora la misma armadura sujeta a una carga F

rial estructural o errores de fabricacién. punto A en la direccién de Jva.
La expresion bdsica para el método del trabajo virtual ya se

vid anteriormente y es:

Trabajo virtual externo = Trabajo virtual interno

En la ecuacion anterior se puede expresar el primer término

como el producto de una carga conocida por el desplazamiento busca-

do. El segundo término se puede expresar en funcidn de los elementos

mecdnicos de la estructura, lo cual se hard enseguida-

fig. 19



Si se denominan como N las fuerzas axiales en los elementos

debidas al sistema de cargas P, ycomo n a las fuerzas axiales en los -

elementos debidas a la carga F, se tiene, segin Betti que:
We =_LFdva
2

vy ()

donde el término con paréntesis es el alargamiento o acortamiento de cada

elemento de la estructura debido a la aplicaci6én de la carga F. Por lo tan-

o]
| = Nob
= Fdva _12_2 AE
Si sedk a F el valor unitario (puede ser cualquier valor) se tendrd
que
- NnbL
dva = = AE

En forma semejante se pueden establecer las expresiones del tra

bajo virtual interno para los demds elementos mecdnicos y se obtiene:

(flexidn)

L
Wi =—|2_S£G_\%ldx {cortante)

(torsidn)

2.7 PRIMER TEOREMA DE CASTIGLIANO

Este teorema sirve para determinar desplazamientos en cualquier

direccidn en una estructura.
Considérese la Fig. 20 mostrada en la cual las fuerzas Py Q se -

aplican gradual y simultdneamente.

Fl trabajo efectuado por Py Q es:

Ve s S

Si se gumenta la fuerza Pen dP  (Fig. 21) con Py Q en posi--

cién, el incremento del trabajo o energia de deformacion interna e€s:
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LP+ dpP lQ despreciando los productos diferenciales

wr = B ggg+ieégﬂ+_egi;_o_g_s_o_--,(c_)

pero
- Wt = W+ dW
0 sea

dW = Wt — W

4w = P’—ﬂg—*—dﬁ)-]dsp + QdSe

y de las ecuaciones (a) y (c) se obtiene

dw = ﬁPgE + P¢:|2§g+ Q<2150

Si se deprecian los productos diferenciales se tiene
si se sustituye (b) en la expresién anterior

dW = Pdsp + QdSa----— (b) Se dP dw

También se puede valorar dW de la forma siguiente: considére-
o sea

se que se aplican P+dP y Q gradual y simultineamente, entonces el traba-

jo total efectuado es: ' dw = SpdP

de donde
Wt = (i'%d—P) (Sp+ ddp )+ —%(é‘c + dSa)
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tes:
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5
EJEMPLOS szrs.ggxw Tem . o

ENERGIA DE DEFORMACION

Problema 1.- Obtener 1§ energia de deformacidn debida a flexi6n y cor La enefgia de deformacion por cortante es

tante de la siguiente viga, y calcular la relacién Ub/Us 1 c R , , s
s = 7 CRUNIIR ! {10)% dx +{(—70) dxj{; C=1.2

QT 107
A 15 lc D u o= 4500 o
% 40cm s T T
3 2
o 3m o 2m * 3m "
pe——sl
20¢m Cdlculo de la relacidn yp/yg

Por equilibrio se tiene: RA = KD =10 Tn

La ecuacién de momentos es Se tiene G - TT;ETU)” ; tomando gy .13
M=10x ]+ 10(3+x) ~10%]2+10 (5+x) -10(2+x) ~10x |-

o o . 6. E .G . ;
M= 10x [%+ 30 |2+ 30-10x]° 73 °F T3

o o 0

0 sea que:
La ecuacién de cortante es ‘ Ub _ 16.82 x 105 x (6] _ 16.82 [ 1 ) x 105
Us =~ ~4500x  {ET ~ #5000 ‘7.3

v=10 |0 X 10 |?
T ' Ub/ls = 162,512

La energia de deformacién se valda como
Lo anterior indica, que la energiz de deformacidn debida a flexién es

1 .M 1 2 .
U=z lgrde;lseyg Clgpde--- (Al 162,51 veces la energia de deformacién debida a cortante. Por lo tan-

. . to, para fines de cdlculo, se puede despreciar Us
1= %_ - _(_0_-_27)7_(9_-_‘&5 0.00107 m* ; A = 0.2(0.4) = 0.08 m?;

Sustituyendo en (4)

1
U= 7¢ T0.00707] [{a {10x)? dx + {2(30)" dx + {3(30 - 10x)2 dx]



Problema 2.- Una columna estd sometida a una fuerza horizontal de 1 Problema 3.- Determinar la energia de deformacién de la siguiente es-

ton. y otra vertical de 3 ton. como se muestra en la figura. tructura.
. 5tn
Sin considerar peso propio, determine la energia de deformacion de la 2 tn/m
+ Seccignl . © Seccibn 1 112* Liviana
estructura. .
Secedidn Z Cajén de 90x70x5 am
. E = 2x10° hg/em?
—_ 105 Ka/on? 4m Seccion 2
=X g/om 1, = 8582.9 om"
2.5emy de >0em i an .
I, = 1692499.98 em
A =175 o A
+ w7
— o 3m
4m 20cm
. 4 4
1= 7‘1[ {hy*-ho*) = —{—29)—77_—”—5—’—'= 9114.58 om"* Cdlculo de momentos
' X 202
La energia total es (= Un + Ub Meg= ——+ 5K = Z—+ 5000X
_pPa ., PL . _ PAL
Un =7 s begp s Un =g .
My, = 2.4 x 10° kg-em
BA
_ 1300012 {400) _
Un = rerxoexrys —~ = 5+ 143 kg-om La energia de deformacion es
_ L Mz " 1 qoo(Tooox)z _ /'\'37(.706 400
Up = [gppde = g Mg dx = Sppr— | 0% 585.14 kg-om hee P20, 500 s B, puaelZd X 10%)2
’ A Tt

U= 585.14 + 5,143 = 590.28 kg - om
lp= 7320.52 + 340.37 = 7660.84 kg-em

Problema 4.- Calcular la energia de deformacidn para la siguiente fi

gura. .
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Sustituyendo
10tn ) )
i @ _ 1200 , §00  _ B '
90° X - . U= 9370 * 7050 © 0.24 tn-m
AL = 0.333
¥ em T
2 E=2.1 x 10° hg/om?
1= Hgi,= 4.533x10% om® En las siguientes figuras se muestran los diagramas de momento flexionante y
Hg“ torsidn.

w
"

X =9 o
37 0666 cm

La energia de deformacion vale: U= +u
L,2 2
M LT
u —{ 7ET dx + {—m d x

Cdlculo de My T

M_ = -10X |* onigen en B
BA .
M = -10X |2 origen en C
CB !." g
U, - g 1002 o, [210X)2dx 107 x 47, 10%x 2° _ 1200
b~ [ o ZET h 6ET 6ET 31

_re [20)% _ 800
Up =/" g dx = g7~
o

Ceous Lé_‘;ﬂ+ % enengta.de deformacibn total

Diagrama de Momento Torsionante

ET = 2.7 x 105 x 45.333 x 10% = 9570 Zon-m?

G E o ZXI0® L 105kg fan?
iy T 7(1+.333) O

GI = 7.08 x 10° kg-em® = 7080 ton-m®
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PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES AL CALCULO DE

ELEMENTCS MECANICOS.

Problema 1.- Encontrar R;,Rz, Rj, aplicando el principio de despla-

zamientos virtuales.

10 Tn

l 5 Tn/m (3)
;(37 ;ﬁ; # 8= desplazamiento virtual
. 4 #.
TR T 6 + Se supone que ef apoyo (3] se
desplaza §, entonces:
10 To W= Ry8 - [5x6) 8/2 = 0

Ry = 15 ZLon.

8¢ {2) se desplaza §
§ 150,

W= Ra8 + 102»— —g—é 0

Rz = 16.25 ton.

Si (1) se desplaza S
s
W= RS - 10 x 3 6+5x6) 3= 0

Ri= §.75 ton.

Calcular en el siguiente marco el momento en el punto "'C”

Problema 2. -
B
h/2
h/2
A

e P

Introduciendo una anticulacidn on
el punto de .intenés

W= M=+ (P) 8/2

« = §/h

Sustituyendo en
W=M¢&/h+Ps/

Como debe existin equilibrio W=p
M&/h+PS/2=9¢
M= - Ph/?

EL s4gno negative indica que el
sentido del momento es contrario
al supuesto
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APLICACION DEL TEOREMA DE CASTIGLIANO AL CALCULO DE Tramo B-C (origen en A)

3PLAZAMIENTOS. M= (6+ P/2) X - 10{X-4) = 6X + [P/2)X - 10X + 40
"La derivada parcial de la Energia de Deformacidn, respecto a una carga
P, es igual al valor del desplazamiento bajo el punto de aplicacién y en - M= (P/2) X - 4X + 40
la direccién de P". .
WM X, M _PE e
375 W gy - X I
sc= 2 - - (1) (desprazams i
3PL esplazamiento) Tramo D-C (origen en D)
M= {4+ P/2) X= (P/2} X+ 4X
Problema 1.~ Calcular la flecha del punto ¢ en la viga mostrada.
M X | M _ px® 2
sp-7s Wgpe Tt KX
119 Ton M oM Integrando las ecuaciones de momentos y sabiendo que P = O se tiene
A Be C, D o 7 i
Wowy \ 2 b =S Fr—dx
Cm m 4 5 3% s (-2X2 + 20X) s X2y
3 s M 3 - 4 _ =
' —F t cS—'J,‘ﬁ—dxi“fk-—————E—I————-dx-r—{ﬁ——xv
Se puedg suponei X e | -(2/3)%¢ + T0x3| 5, 22 |5
10 TIn P Er | £l W 3ET
A B lC ’Zg P es floticia y sirve para hacer
%ﬁ Te——a _I_ﬁ_‘l,_—- =" vrm La derivacibn parcial y posterion 1
mente se Le da su valor nulo = [54 + (-83.33 + 250 + 42.67 - 160) + 83’33] 54
Cdleulo de momentos: . s 196,67
Tramo A-B £
' M=[6+P/2)X = 6X + [P/2)X
M X M _ g0 , PXE
w7 Mgps ¥
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Problema 2.- Determinar el desplazamiento horizontal del nudo B de la Momentos

estructura mostrada Tramo A-B (origen A)

M= 4P + 32 - [P+&)X = P[4-X) - X + 32

+ 3 N Se considerard dnicamente efectos " o
de glexidn w7 4-x; M 57 = BXE - 64X + 126 + P (XE - gK+16
Ym El=cte w = 2T/m
kL] Tramo B-C (origen B)
S = [ 1 dx
HB Ei
| 32 M
7] D M= (Pra)X= PX + 4X ; 22 = ¥
A 3P
4m —

M _ 2 2
M 3" X% + PX

Tramo C-D (origen C)

<P=? > EL valorn que se¢ Le a dado a P, es
v 8 B
A = - - 2 = - -
i arbitranio y una vez que se ha de M= (P+r4)4 - PX - X P{4-X] - X2 +16
A iy
\\ El=cte. 2T/m nivado nespecto a P se Le da dicho
k : WMy My 2
\ valon. P4 X Mgp s X0 - 4P 16K+ 64+ P (X2 - Bx+16)
\‘ i
A
%/g
U! Integrando las ecuaciones de momentos y sabiendo que P = 0
Cdlculo de las reacciones y momentos en el marco. (ET) 6HB _ {k(sxz - 64X + 128)dx + {'*4X2 de + 10 - X - Tex ¢ 6d)dx
Rp =P+ 4
Hyz Ry WP -20) (1) 5 BEmmm e by - %(i‘ S L taaxe L o X Ay (18C X
' z 3V 3%
TFx = Ax - P - 2(4) ; Ax =P + § : o
Mip = My -~ Ax{4) ; M, +4(P+8) = 4P+ 32 = M =§i+§;x3-4ox2+19zx [4; 362,67
B~ A 7 TA AL LS. L T



Problema 3.- Calcular el desplazamiento para la armadura mostrada en
el punto "E”
N Hm N 4m N
T LN T
A B
T Tsostdtica
3m

3\\
(@]
k3]

’10 Tn

Se establecen las fuerzas axiales en las barras en funcién de una carga

"P'" aplicada en (E) y después derivar respecto a ella.

Se tendrdn que resolver las 2 armaduras siguientes y después particula-

rizar el valor de "P".

se convierte en suma de integrales para cada barra, los cuales se pue

den sumar como:

Por superposicién de efectos de las dos armaduras anteriores, se tiene

AL 1.33P B
2
*E
-P 22
>,
%>—(13.33+2.67P) -1,33P
% 5 E
10 P

Para aplicar la expresién (1) es conveniente disponer de uma tabla como

sigue

13,33, 0.0
33
17
Ze. 0.0 &
65 )
13'33/2 -13.33 0.0
¥10 Tn

Para el caso de armaduras, las fuerzas axiales se consideran que son

constantes para cada una de las barras, en ese caso la integral

84 =

FIN) (3N /3P)
s (Bjop)

1 2 3 4 5 6
Barra L N aN 3N N
a0 | Ny | Napl
AB 4 1.33p 1.33 0.0 0.0
BE | 5| 1.67P 1.67 0.0 0.0
AD 5 | 16.67+1.67P 1. 67 27.84 139.2
BD 3 -pP -1 0.0 0.0
Ch 4 1-13.33-2.67P] -2.67 35.59 142 36
DE 4 -1.33P -1.33 0.0 C.0
z 28156

En la columna (5) se debe considerar el valor real de "P" que en este -




caso vale O to.
Por lo tant, el desplazamiento buscado serd-

- 281156
Se = “aE

VE hacia abajo

El signo de la sumatoria estd asociado a la direccidn en

nPn

que se suposo
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PRINCIPICO DEL TRABAJO VIRTUAL

Problema 1l.- Encontrar 4v; de la siguiente viga aplicando el principio

del trabajo virtual.

. 10Tn
) @) LY (3) (2 l
A » 7 7 %//
+ L + Y A T V4 p——
carga real carga virtual

Aplicando una fuerza virtual de 10 tn. en el punto de interés:

Cdlculo de momentos en el punto de interés

2
.- - My = X 0sX < L2

El trabajo externo desarrollado es: lve =%(10)sz

El trabajo virtual interno debido a flexidn es:

. Mgl
Wt = [ gprdx

L
L/2 2 2
ot = /T WX - 1/2 XY X, (/2 WX - 1/2 W) BX
2 2ET Y 7ET
/2 R
12.5

. gy
Wt = 797 y’é‘f Trabajo interno



Aplicando el teorema de Betti se tiene

4
Wi =tve ;  Sbvp = 12,5 WLY | puy = oo, WLU
' 797 B/ 384 EI

Otra forma de solucién es usando las tablas de integracidn.

Los diagramas de momentos para cada upa de las cargas som.

Estructura virtual .

Estructura real

Usando la columma 7 y renglén 5 de la tabla de integracidn.

o101 Wt PL
Wl “0ET I 7 L {1+aB) = Z_:1 ;jas = Bs=1/2S ;a=8=1/2

Wi =ppr [0.333 L {1+ 0.25) 0.313 wLa‘[= L 125

2E1 96

Segln Betti Wve = Wi
_115 5wt
o tar T W et gy Sy

En los siguientes ejercicios se suprimird el factor 1/2 que aparece

. en las expresiones de Wvi y Wve .
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Problema 2.- Detesipina. 3l giro relativo y el desplazamiento vertical

en el punto C.

Aplicando una carga virtual en el punto C

i!T
A B 3¢ D
b 55 =
{ am. %im E 4m. i|
D

A

-.........munnmmmﬂllﬁllllllli""

Wve = Tave




Usando las tablas para el cdiculo de guvs

A | 1 ! - =9
Wi =gy 3 (11 (=3) (-1] + ¢ (4) (-3) [-1] +% (4) (=11 {4) ===
RZ * (2 RZ ° C2Z RZ * C4
RZ = nenglbn 2 C?2 = columna 2 ==---- ete
Como  wve = Wui; dve = ~ T2 4

e

Ahora se aplicard un momento virtual en el mismo punto

Pt T-M
A B_»Gr D
77X
o == P
J ~ 4m. }ImJ 4m. !

..... ..,.mmumlll!ﬂl!lmmmmm‘mlmmﬂllllﬂlllllmmm.....,..._ ;

A

! am. Fim.4- 4m. {

Usando las tablas de integracicn:

B Wod = L (410505 1) (6) + 3 (111 (=30 + 3 (41001080 + § (41000 04)

R3 * 7 RS * C1 R? " C2 R2 * 4
5.83; 6c = it..fi

P

ET Wui =

3
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Problema 3. -

Para la viga que se muestra enseguida, determinar:

a).- El desplazamientmo vertical del punto B tomando en cuenta Unica- -
mente flexidn
b).- Desplazamient vertical del punto B considerando los efectos de -
flexién y cortante
c).- Calcular el giro a la izquierda de la articulacidn considerando los
efectos por flexion
5T
A 2T/m I 12" Liviana
p B
y c ET = 179.64 % 10° khg-cm?
“h
-+ 4m LoIm o Imy
+ T T

= .}. Zn
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Aplicando una carga virtual en el punwo B El desplazamiento total es AVB: AV52= ‘65 on
1 7In ¢).- Suponiendo un momenio unitario en B
’% ¢
4m m %
-+ -+ -+ as 1 {2.5% glxz)(l) dx _ 42533 - 0.023 nad

o = 1.318°

Problema 4.- Obtener el desplazamienb horizontal del nudo B

a).- Integrando la ecuacién de momentos

= flo AE'fI____Vﬂ dx = fu(2.5x + XZ]

Bx o 4 ET x dX.

Av

2.5 X2 v 3
- | " }%- T:'_;' . 717.;5 x 10 kg.om?; Carga heal Carga virtual
: : Tomando momentos en el punto A
EL = 179.64 x 10° hg.on® 5 dug = HIS3 2100 4 551 o
MA = 2.5 {R-ReosO) ; ma= 1 sen8 (R} ; dx = Rde
Ay = fw udx € . 26
b).- < gag Tz 14) 1105+ 251 - gp C A 2l s
. - e b = : -
1 C3 bg =2 g | Mmoo dx s g JIPLER {1-cos8) senddd

€= 2.7
A= 59.74 em®

G = 770 000 kg/em® ; AG =46.0 (10}%ton

AVBZ= 0.152 om



. 5RY i/, [send - senfeosd) de =
by = —Er— | ) L2

Problema 5.- Determine el desplazamiento vertical en el punto (1) del

siguiente marco

2T/m

4
-l
3

+

E

Diaghama de momentos

* Aplicando una carga virtual de 10 t en (1); wye = 104y,
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ET Gui = /5 (4.24)(30) (15) + *J& | (2)115](30) + 15(70) + 2(57)(70)}(5”(30)—}

R2 - C2 R4 © C3

-{1/3) 4 {30+70)(4) + 5(51)(70) = 25032
R4 "~ C4 RT * 1

Camo Wue = Wud ; Avp = 2502.5

El

Problema 6.- Calcular el desplazamiento vertical en la siguiente arma-

dura. l.as dreas de cada barra aparecen entre paréntesis.
E ,
. (10} A {10) B10Th sl g
(10} N 2 110) A (om?)
O 4
3m S Tens.6n (+)
Compresidn (-)
7 (20} : C E = Constante
+
Z 7
3m 3m

+
-+

Se calculan las fuerzas en todas las barras en la estructura real.

E_ 0 A 10 Bio Ty
9 N ’
Q) >
g A\ NEs 0
Estructura heal NR
D 5 o




Se aplica una carga virtual en el punto de interés y se calculan las fuer Problema 7.- Calcular el desplazamiento vertical del nudo 5 en la si-

zas en las barras. guiente armadura. El drea, en m*, de cada barra aparecen entre pa-

17 Tn réntesis.
E 0 A0 B 10 Tn 10 Tn
+ w®' (0 Z)* @ WA @
7 \\:\ & - 0 Z.
Estructura vintual Nv - {0.1) £ = constante
(0.5 N
0.5 S
D NC ¥
N\
7 7%
@ (0.1} 5
El trabajo interno desarrollado en cada barra es : i
2
a4 3 m " im —e

Se calculan las fuerzas en las barras que componen la armadura, tanto

wui=f5§#dx=zN—§—&L .
E para condiciones reales como para la carga virtual aplicada en el.nudo &

10T 10T
(5). ¢
¢ -5 ¢ -0.5
Para facilitar el cdlculo se elabora la siguiente tabla
7 74
-10 -5 ¢ N
A A 0.5 0
| Barra A L Ng Nv NRANV L .5 0.5
AB | 10 | 300 10 0 0 & 7 I
-BC 10 300 0 0 0
AE ‘10, | 300 0 0 0
ED 10 300, O 0 0 :
AD 10 |. 4247 %05 -0.7 | -2092 Estrwctura Real Ng Estructura Virntual Ny
AC 10 4243-7.05] -0,7 2092
2 ' .
€ 0 600 5 0.5 75 "El trabajo interno desarrollado wui es igual a
=750 ‘

. _ < Np Nv . .
' 50 Mu.-Z—ETE—L 5 Wve =1 x Avs
Como  Wue = Wul ; Avg = -



se forma la siguiente tabla para el cdlculo de Wi

Barra A L Ng Nv NRANVL )

12 | 02]3 | 0 0 0.0

23 02| 3 | -5 [-0.5 ] 375

45 | o1l 3 | s 0.5 | 75.0

41 01| 3 |-10 0 0.0

52 | 0.5] 3 | -5 0.5 | -15.0

42 | 0.5 |4.23) 7.1 | -0.71] 426

53 | 01| 423 7.1 | o71| 213.0 |
I 353.10

Si Wve = Wi ; Avs = 353.7
) T

CAPITULO 4

ESTABILIDAD Y GRADO DE INLETERMINACION DE ESTRUCTURAS



ESTABILIDAD Y GRADO DE INDETERMINACION DE
ESTRUCTURAS

La estabilidad y el grado de indeterminacién de las estructu-
ras se determina por el nimero y la disposicidén de sus apoyos, ele-
mentos y uniones. Puede hacerse por simple observacién o por me-

dio de férmulas.

Las estructuras estables para casos particulares de carga, pero
inestables para condiciones generales de carga son desde luego inestables
{fig. 1).

Si las incbgnitas de reaccidn son menores a 3 no se satisface el-

equilibrio y el sistema es inestable.

P P2
l l En la fig. 1 no se cumple equilibrio --

A \ horizontal para un sistema cualquiera-
%// %/

de cargas. También las incignitas de-

fig. | reacciones sSoOn menores que tres.

Para que haya equilibrio estable en un cuerpo, como minimo se requietren -

tres elementos de reaccidn. fig. 2.

| / 2 /

]

fig. 2

Se puede concluir que una estructura estaticamente determinada, es aque--

lla cuyas reacciones se pueden calcular a partir de las ecuaciones de equili

brio estatico.

Se puede tener una estructura geométricamente inestable, o --
sea aquella que teaga el namero suficiente de reacciones para lograr la-

estabilidad pero colocadas incorrectamente. fig. 3.

5

fig. 3

Por dltimo, si el nimero de incognitas de reaccibn es mayor gue tres el
sistema es estiticamente indeterminado, Sera estable si no hay inesta-
bilidad geométrica, siendo el exceso de incégnitas el grado de indetermi-

nacion (fig. 4).

RN
A\

Vigas

Si en una viga estable y estiticamente determinada se coloca un dispositi-
vo de unién (articulacion interna), ésta se hara inestable, Como la arti-~
culacién colocada no tiene capacidad de resistir un momento esto implica
imponer una coundicidn al sistema actuante de fuerzas, esto es que el

momento serd nulo en la articulacidn, M = O (fig. 5).
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}P Ejemplos:
— s ¥ _
; ______ —— %
7 7 A
fig. 5
Para hacer estable una de estas estructuras, sera necesario colicar {a) ;
3

por-lo menos un elemento adicional de reaccion (fig. 6 ).

lP

fig. 6

2+3>4

inestable

(b) /
Establezcamos un criterio para calcular el grado de indetermina-

cidn y estabilidad de las vigas.

a)~ sir< C+3, lavigaes inestable
b)~ sir= C+3, laviga es estaticamente determinada siempre y -
cuando no exista, inestabilidad geométrica,

c)- si r> C+3, laviga es estaticamente indeterminada. (c)

2+3 =5

estdticamente determinada

donde:

r = nimero de elementos de reaccidn

C= m‘:m/ero de condiciones adicionales.

b
THRT

2

{+3<5

estdticamente indeterminada
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Armaduras
En una armadura el nlmero total de incégnitas serd el nimero

de barras mas el niimero de elementos de reaccién. Cada nudo tiene - .

dos ecuaciones de equilibrio

Establezcamos un criterio para &terminar la estabilidad y gra 74+ 3=10
do de indeterminacion.
a). - 8i b+ r< 2j, el sistema es inestable
b). - sib4r = 2j, el sistema es estaticamente determinado siem
pre y cuando sea estable
c).-sib+r > 2, el sistema es estaticamente indeterminado--
donde: b= nimerc de barras; r = reacciones; | = nudos
Ejemplos:
6 +3<10
o} ‘]
6+3<i0 5+3=28
inestable estdticamente determinada
6 +3>8

y estable

22274
inestable
no hay equilibrio
horizontal
7
inestable
estable e
de " grado

N

inde terminada



Marcos

Un marco puede separarse en varios elementos.

(columnas y vigas).

A
Wt

Ttz %

En una seccién de un elemento existen tres magnitudes descono
cidas (N, V y M). Si se conocen estas cantidades en una seccidn pueden
determinarse las correspondientes a otra seccidn cualquiera.

Si se considera: b = nimero total de elementos r = el nGmero--
de elemento de reacciones, entonces el nimero total, de incdgnitas in--

dependientes en un marco serd (3 b+ r)

Se puede establecer gque:

a). - si 3b +r < 3j+C, el marco es inestable

b).- si3b +r = 3j +C, el marco es estiticamente determinado
siempre que sea a la vez estable.

¢). - si 3b+r>3j + C el marco es estaticamente indeterminado

Ejemplos:

2

77

Q

777

3(4) £ 3<i5+ |

inestable

3(3)+3 = 3(4)

estdticamente determinado

s

3(4) + 6> 5(3) +1

¥ %

indeterminado de  2° grado



CAPITULOD 5

METODO DE LAS FLEXIBILIDADES
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

i.- INTRODUCCION;

El método de las flexibilidades (llamado también de las fuerzas)
es bdsicamente la superpogicién de desplazamientos en términos de es--
tructuras estdticamente determinadas. Las fuerzas o momentos que son
las incognitas, se determinan a partir de desplazamientos conocidos con
base en las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones, gque son - -
aquellas ecuaciones que garantizan los desplazamientos finales como com
patibles con las condiciones de apoyo originales de la estructura.

La viga mostrada en la figura 1, es hiperestdtica en primer ----

grado, ya que hay 3 reacciones verticales y sélo se pueden usar dos --

ecuaciones de estdtica para resolverla.

| S N S RN SR B S

A B [
v W//, 277

+— L + L 4

Fig. 1
Aplicando la definicidn del métwodo de las flexibilidades para re-
solverlas, se escogerd como incdgnita la reaccién vertical en el apoyo--
central, lo cual nos lleva a considerar una estructura isostdtica gque lla-
maremos estructura primaria (fig. 2).
Dado que en la viga original la flecha en el apoyo central -----

debe ser nula, lo-cual implica considerar que la flecha debida a las
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cargas en ese punto deberd ser igual y de sentido contrario a la flecha

debida a la reaccidn:

N A N Y Y R B
P . A B c
a) ELdstica debdida ——— —
a carga %/‘//, “‘*TY/ —————— %
N Asp .
,' T z
i i
o | -+ |
b} Flasitica debida a | ABX |
La neaccifn B "’,,.———-—-“" P i L - :
4 BI %
A Rs c

e) Eldstica f{inal A% ~~~~~~~~~ %\ —————————— %C

La ecuacion ABP + ABX = 0, es una ecuacidén de compatibilidad

de desplazamientos, porque garantiza el desplazamienwo final como compa

tible con las condiciones de apoyo originales de ld estructura.

De la ecuacién de compatibilidad se calcula el valor de la incog-
nita y el resto de la estructura podrd resolverse aplicando las ecuaciones
de Estdtica.

Para una estructura con n redundantes, los desplazamients debe
rdn ser calculados para ( n + 1 ) sistemas de cargas:

a) Un andlisis para el sistema de cargas y

b) n andlisis para efectos de cada redundante.

La satisfaccién de compatibilidad involucra un conjunto de n ecua
ciones lineales, donde cada ecuacidn expresa una condicién del desplaza-

miento final de la estructura cargada.

Cualquiera de las componentes de los desplazamientos para la es

tructura primaria son medida de la flexibilidad de la estructura, es de--

cir, que la estructura es mds flexible cuanio mayores sean los valores -

de los desplazamientos.
1L - SOLUCION PARTICULAR Y COMPLEMENTARIA

Como se menciond en la Introduccién, en el método de las flexi-
bilidades, la solucién de uma estructura hiperestdtica se logra mediante -
la superposicién de desplazamientos de estructuras isostdticas, que se les

puede llamar estructuras primarias.




La estructura primaria no es dnica ya que depende de la seleccisn
que’se haga de las incognitas o redundantes y la mejor de ellas serd la que

~
invdlucre el minimo de trabajo ndmerico. Para obtener

la estructu
o . . <

<ra primaria, se hace la supresién de apoyos, e la transforma--
cidn de un tipo de apoyo en otro mds simple,0 por una ruptura de la eldsti-

ca de la estructura, que puede ser angular, lateral o longitudinal.

Para aclarar lo anterior, vesmos la estructura siguiente. (fig. 3)

Fig. 3

2/

a)

Es una estructura hiperestdtica en tercer grado y dependiendo de

la seleccidn de incégnitas, podria haber entre otras, las siguientes estruc

turas primarias:

B)
X \/x‘s % Ty
NN = = %
Xt

Fig. 4 f\x
2

X! NE

Se hace notar que las condiciones jue tienen estas estructuras --

orimarias o cualesquiera otras deben ser estabilidad e isostaticidad.

Se le llamard solucién particular a la estructura primaria sobre

la que actdan las fuerzas externas y solucidn complementaria a la estructu

ra primaria sobre la cual actian cada una de las redundantes o incognitas.

—-
X2
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111 CALCULO DE LAS FLEXIBILIDADES La base de la compatibilidad en la estructura real serd que el des

Para ilustrar el cdlculo de las flexibilidades y la formulacion de plazamiento vertical, horizontal y el giro en D son nulos.

las ecuaciones de compatibilidad, se resolverd la estructura siguiente: La representacion grdfica de dichos desplazamientos se muestra

a continuacidn Fig. 7:

r'w/m l——W/l_'n
o N D ]l
F F
B c "B c
F F
s X3
A _ D A ___E—ﬁ‘ ! f5
NS\ N AN Xz & i t‘v
LI "
a) Estructura  real b) Estructura primaria X! /
Fig. 5 ,
fo3

De acuerdo con la estructura primaria, las incSgnitas serdn las !
grade de grado de grado de

reacciones vertical y horizontal en D y el momento en D. libertad | Fig. 7 libertad .2 libertad 3

Por lo tanto, la estructura real se podrd descomponer en la suma El primer subindice indica la correspondencia con el grado de li-

de las siguientes estructuras primarias con los efectos indicados en la “_bertad y el segundo la causa que provoca el desplazamieato. Por ejemplo,

fes  indica el desplazamiento horizontal debido al momento que es la

fig. 6.
[ W/m !—w/m ’ ¥ causa 3.
¥ + B
L1111 e £t Laas ecuaciones de compatibilidad se escribirdn como sigue:
a) El desplazamiento vertical en D es nulo:
+- | |
= T +
F
I » Ra— A+ fn X+ flzaXe + fizaXs = 0O
2 A 7 A TR e Xs
L_____'.__A
s x’
sglucion 5 v A
particular solucidn complementaria

Fig. 6
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b) El desplazamiento horizontal en D es nulo:

Azp + far Xy + fazX2 + fasXs = O
c) El giro en D es nulo:
B3p + f3 X1 + fazXa + fazsXs = O

Del sistema anterior de ecuaciones lineales, se obtendrd el valor
de las incOgnitas Xi, Xz y X3 . Si alguno de los valores obtenidos re
sulta con signo negativo, significa que actda en direccién contraria a la su
puesta. N /

Es conveniente definir el efecto de las fuerzas redundantes de la
estructura primaria en términos de los desplazamientos producidos por -

fuerzas (o causas) unitarias correspondientes a las redundantes.

Por ejemplo, fij corresponde al grado de libertad 1  debi
do a una causa (fuerza o momento) unitaria aplicadaen j . A este valor

fij se le llama coeficiente de flexibilidad.

Los coeficientes de flexibilidad, son entonces desplazamientos d_e_
bidos a causas unitarias y dependen de la geometria y propiedades eldasti-
cas de la estructura primaria y son independientes del sistema de cargas

N,
real de la estructura real. )

Asi, por ejemplo, en la estructura anteribi% y fi2 son coefi
cientes de flexibilidad lineales y fi3 es un coeficiente de flexibilidad -

angular. (fig. 7)

Expresando el sistema de ecuaciones del ejemplo resuelto en for-

ma matriciall

Qe fu fi2 f13 . Xi

Azp + far fa2 fe3 Xz2.] — O

(SELS 31 f32 f33 LX3 !

Los coeficientes de flexibilidad asf arreglados forman la matriz -
de-flexibilidades, la cual es siempre simétrica, debido al teorema rec-fprg
co de Maxwell-Betti y es una matriz cuadrada cuya diagonal principal es -
siempre positiva,

Los coeficientes de flexibilidad pueden obtenerse por cualquier -
método; sin embargo el mds recomendable es el de trabajos virtuales.

Por ejemplo, paréi obtener el valor de f23 serfa: (Fig. 8) el -

desplazamiento horizontal debido al momento unitario.

causa 3 Fig. 8 causa 2



- mamz ¢
fa3 mel X

. s p ML m4 .
onforma general ¢ £if =7 —E—T—i- dx ;

La integral anterior se resuelve rdpidamente para los casos mds
comunes medijante el uso de tablas.
La secuela de cdlculo, para la aplicacién del método de las flexi-
bilidades, puede resumirse como sigue:
1) Determinar el grado de hiperestaticidad n de la estructura.
2) Seleccionar las n  incognitas o redundantes y por lo tanto -
la estructura primaria correspondiente.

3) Resolver las n+ | estructuras, calculando los desplaza--

mientos debidos a las cargas y a cada una de las redundantes.

4) Plantear las n  ecuaciones de compatibilidad de desplaza--
mientos y resolver el sistema, obteniendo asi el valor de
cada una de las incognitas.

5) Obtencidn de los diagramas de elementos ‘mecdnicos.

v. ARMADURAS

En el andlisis de armaduras hiperestdticas, al aplicar el método
de las flexibilidades para el cdlculo de las fuerzas en laé barras, el pro--
blema se puede presentar segln que el grado de hiperestaticidad sea exter

no, interno o ambos.
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Por ejemplo en la armadura de la figura 9, el grado de hiperes

taticidad es uno y proviene de un apoyo, O sea externc:

7 % 7

Fig. 9
La ecuacidn de compatibilidad serfa, suponiendo como incdgnita,
la reaccién central, que la deformacién vertical en ese punto es nula.
lLas fuerzas en las barras se obtendrian, una vez calculado el valor de
la incdgnita, sumando algebrdicamente las fuerzas debidas a la estructu

ra primaria sometida a las cargas externas y al efecto de la redundan-

te. Fig. 10
fes
B NN TV T A
A/ i S A B e A X A ¢
T Z 1] 2%
V daee Y.V
P P P P

Asp + fBBXE = O

Fig. 10




Los coeficientes de flexibilidad debidos a efectos axiales, sg deter

minan mediante la expresion:

fij = Zoin Li

Cuando la hiperestaticidad en las armaduras es de origen interno

como en €l caso de la Fig. (11)

A D
. i

Fig. 11

la estructura primaria se formard "cortando’ una de las barras

y el problema se reduce a aplicar una ecuacién de compatibilidad del miem

bro liberado o sea:

Awr + fuXy = O é/

Para la obtencidn de los valores de Aw y fu, lo mds conve--
niente es el uso de tablas semejantes a las que se utilizaron para calcular

desplazamientos por el método de trabajos virtuales en armaduras,

Barra PiplLI{A sEel Zp-pL

AE AE | FEP+PX

AB
BC
cD
DA
DB
AC

Z Aip i

Las fuerzas en las barras serdn la suma de efectos de la estruc-
tura primaria bajo las cargas y bajo cada una de las redundantes, en
‘este caso solamente una,

Cuando se presente el caso de hiperestaticidad interna y externa
simultdneamente se superpondrén los efectos de ambas.

Es importante sefialar que el grado de hiperestaticidad, que intere
sa es el total de ambos: externo e interno. Sin embargo, se hizo hincapié

en la distincidn entre ambos para proceder al andlisis.

V. ESTRUCTURAS CON ASENTAMIENTOS DE APOYOS
Cuando las estructuras presentan hundimientos diferenciales deb_i

dos a asentamientos de sus apoyos, la resolucién de las mismas mediante



el método de las flexibilidades, se hace .escogiendo como redundan
tes las fuerzas existentes en los puntos en que se presentan los asenta-
mientos, debido a que de esta forma, bastard con igualar en la ecuacién

de compatibilidad el valor del desplazamienio vertical al valor del asen-
tamiento, en lugar de igualar a cero (fig. 13).

El signo que deberd darse al desplazamiento del segundo miem-
bro de la ecuacidn decompatibilidad y que corresponde al valor del asen
tamiento diferencial quedard definido por el sentido con el que fue su-
puesto la fuerza en el apoyo; si coincide con el sentido de la fuerza se-
rd positivo y en caso contrario negativo.

En la Fig. 13 es evidente que en la ecuacién de compatibilidad

de desplazamientos verticales, deberd igualarse a - A:

f11X; + 12X+ £13X3 = - A
T
/ The——
/ ~—
f
/
li
/
!
/
i
X3
’ A
% asentamiento Wy p ——
recl de Ia : TXI
estructura —— Estructura  primaria

Estructurg real conveniente

El caso de rotaciones de los apoyos, deberd tratarse en forma se
mejante, planteando la ecuacién de compatibilidad con base en que el giro
en el apoyo es igual a la rotacidn del mismo, aplicandola misma regla que

se dif para los signos.

VL. ESTRUCTURAS SOBRE APOYOS ELASTICOS

Cuando las estructuras estdn apoyadas en tal forma que no se li-
mita totalmente el desplazamiento, pero que si prese‘ntan'oposicién al des-
plazamiento libre en esos puntos, se les llama apoyos eldsticos.

La restriccidn que tienen es proporcional al desplazamiento pro-

vocado y su valor es:

F=KA

(Ley de Hooke)

en la cual K se le llama constante de proporcionalidad del apoyo. Dichas
constantes, tienen unidades de fuerza entre desplazamiento,

Los apoyos eldsticos se representan como sigue:




Cuando las estructuras estdn sobre apoyos eldsticos, es convenien
te que las redundantes sean las fuerzas en los resortes, en tal forma que
al plantear las ecuaciones de compatibilidad, los desplazamientos en los
resortes sean iguales a la fuerza en el resorte dividido entre la constante
de rigidez del mismo. El signo de este segundo miembro serd negativo,
ya que la fuerza aplicada del resorte a la estructura es de sentido contra
rio a su desplazamiento, provocando un trabajo negativo.

En la figura 14, la ecuacién de compatibilidad se escribiria de

acuerdo con la figura 15.

a)

b %

Donde
K = constante del resorte
Ar + fu Xy = --—XR'—-
Fig. 15
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EJEMPLOS

METODO DE FLEXIBILIDADES.
Problema No. 1. Obtener el diagrma de momentos de la siguiente -

viga.

P i

ur

La estructura es de un grado de indeterminacibén, por lo que se toma

ra el apoyo en{7}como redundante.

Estructura primaria.

l

Solucién particular,

Cargas en la viga Momentos en la viga

L/z

T % (11)
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Ecuacidén de compatibilidad. El diagrama dé momentos es el siguiente;

Ay + FaRy = 0

Célculo de 43 y f11 (por tablas)

Célculo de A; : (D) real con (II) virtual

R? . 3 (renglén 2, columna 3)

BT ULA; = v Lsd (K + 2Ka) = - L B PL (kv o »
En los ejemplos siguientes dUnicamente se anotard para el cdlculo de des -
A = - 5pL3 plazamientos el nimero de renglén y columna correspondiente a la tabla.
i 45ET
Calculo de fy; : (H) real con (I) virtual
B . N
R? ., €2 (renglén 2, columna 2)
ET (10 f1y = LS = L0 (1) L
3 3 Problema No. 2. Determinar en la viga siguiente el diagrama de mo -
73 mentos flexionantes.
fii =7 7r .
1zt ozt T r
Sustituyendo en la ecuacién de compatibilidad se obtiene: l
. P
) l. (2) P (3]
5pL3 13 : El El
PL . B : &7 % %
- I3ET + 3-—IR1 =0 ; Ry = 0.3125P L 7 .
Las reacciones en la viga son 6 4/ Su grado de indeterminacién es uro.
lp B r > C +3
% 0.187 PL 48
é Z
4 . .
Io.szzp 10-537 P
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Eligiremos como redundante el apoyo (2)

Estructura primaria

.
=

N

Solucién particular.

B

Solucidn complementaria

f22
=T —1‘71‘-~\\\
el
%A

-

2

Ecuacién de compatibilidad = 820+ f22 Rz = 0

1

Célculo. de deformaciones 4, ¥ fz22(por tablas)

Célculo de Ao, (I} real con (II) virtual

%si, k) +k2)2

(ET)ase L] = 2{RZ . CZ) + (RI . C3)Z = (% sEk)2 +

+é‘.)1

(“EI)Azo =21 -

rof
-
t
NP

L L
71

SV Y

Apo ==0,2292 PL3/EI

i

171N

7

Problema 3. -

Célculo de f22.

R2 c7 N (Ez)fzz =

I
3

faz= L3/ 6El

(I1) real con (II) virtual

Sustituyendo en la ecuacidén de compatibilidad.

- 0.2292 PLY + L%/ g(Ry)

Reacciones en la viga.

= 0 ; Rp=1.3757

P 17’
(1) l {2) {3}
Y ; %/%
1 0.3125P 11.3751: 0. 3125p

Diagrama de momentos flexionantes

Determinar

las reacciones y el diagrama de fuerza cor-

tante y momentos de la viga mostrada, la cual esta sujeta a una carga

uniformemente distribuida.

1 tn/m




El grado de hiperestaticidad es = 2

Estructura primaria A
Qk ‘Eg,

- Y

X y
)
Z

Solucidén particular

14/ m 6_01

foz

I 6;1 P 621

& A
12 -m

b 22

Ecuaciones de compatibilidad

fox + fax X+ fy,¥

foo + f2q X + faaY

#

|

X,Y son momentos unitfarnios

para producin Los ginos
fy ¥y 6

my

el

my

Céalculo de los giros foi, foz , fi1 , f21 = fi2, a2

for= Momy= 2(R5 ., c2) = 20} Sirk) = Ll sin)e - 42667
Foze Moma=(R5 ,C2)= & SimK= L 87871 = 21.33

Fai= mum=(R10°CT7) = & SiK = L 167 (-1} (-1)=5,353

Faorefie = mymy =(R3'C2)s L sik = Loog. (THITI == 7,353
F,, - mama=(RZ.CO)= § SAK = G EUILUL =2.666

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad

-42.667 + 5.333X - 1.333Y = ¢
21.333 . 71.333x + 2.666Y = g

Resolviendo el sistema anterior ’ .

X = 6.85 t-m ; YV =-4.57 X-m;

Reaccienesen la viga -

o
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Diagrama de fuerza cortante

El grado de hiperestaticidad es n = £ {g,, R,)

Se aplicardn momentos unitarios en los apoyos (1) y {(2)

Estructura primaria

4w
A
L <

—

P

— T

T

Diagrama de momentos

Solucién particular

Solucibén complementaria

f11
- -~ _f21 ™y
~
A R
1 T-M 1
Problema 4. Obtener las reacciones y diagramas de fuerza cortante
) fa2
y momentos para la viga continua que se muestra. fi2 ,f"‘*f;\/ -~ mz
. 18 < , ~--...uum|||||mW|||mlumnu,..
14£-m 1
4t 6t
QA : Ecuaciones de compatibilidad R
% 7 %/. "7%7

2m 2m 3m 3m 5m

foat f11 X + fle = 0

foz + f21X + fa,Y = 0
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Calculo de los giros for, foz, f11, f21=F12, fa3,

For= Mymy = R2.C7 +R3.07 =ZS[1+0)iK+2S (1+8) iK
form g (41 UTR5 (=11 (4) + 1 (61(150.5) (-1)(9) =-17.50

Foa= Moms = RIO.CZ + R3.C4 = %-S(Hoc)l(xl * %smn

5 {-116.25 = ~ 23,92

W —

fo2= ZX, 6 (]"‘0.5)("])(9) +

10 x {-1){-1) = 3.33

W

fryomem= R10.07 = L siK =

fai= Fi2= mimp= R3.CE = ;—SLK =Ly ey = 1

faor mymy = R10.CT = L SiK =

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad.

-17.50 + 3.33X + ¥V = 0

-23.92 + X + 3.67Y = 0

Resolviendo el sistema anterior
X = 3.587 tn-m, ¥V = 5.544 tn-m

Reacciones en la viga

4t 3 587 ot 5,5 2to/m

¢ W

9.33 1

W11 2t/m
[ pommaseeay

s

1.10t

Diagrama dé fuerza cortante

1.11

4l(} lét 2t/m
5 % 2 2
T 5.57t 9.44L ‘TS.EN
2.67 ”ﬂ il
(#) 1.95
i Il N
I I 0
(-] (-
eoollllll .5 1]




Diagrama de Momentos

Problema 5. Obtener las reacciones y diagramas de fuerza cortante y

momento flexionante del siguiente marco.

Im

+

4 tn

3m

ZET

3m

El

4m
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El ntimero de redundantes en el marco es n = ¢

Se eligirén como redundantes las reacciones en la articulacidn; por lo

tanto la estructura equivalente es como se muestra enseguida

Estructura Primarda

Solucién particular

Sol. Complemeniaria fo1

—
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fip = oy = mp.my = RI.LC3 + R3.C] = 1 sd (ktke) *+ 1 sk
BT : 7

7
Fro= For= 2 (6)(2+4) + 6 (6] (4] = 72
7 ET 7 ZEL T
faa = my.m, = RI,CI + R2,02 = siK + 1 siK
a 3

2E1 I

I

fap= 2 {8)(6) + 6 (6] (6] = 108
3

. . Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad
Ecuaciones de compatibilidad
108 , 88 2y g

FortfaX +F,Y = 0 “ErtE XtE

fo2 +f21X +fa2Y = 0
lﬁ: 72 108

Célculo de los desplazamientos £,,, fo2, £11, f22, f12, = f21

Por producto de diagramas Resolviendo el sistema anterior

fo1 = Mgm; = R1,C3 + R3.C1 = 1 si (KitKe) + 1 si X X = - 0.45 ton, Y= 2.05 Zon.
i o ) 2
L —’_/ L L Reacciones en el marco
For = Lp (b x 20-12)(2#4) — g g x 3 x 12 x 4] = %ﬁ
) | o |
foa = %’;‘A = RI1.CI + R2.C3 = sk, + 7 st (Kyi+ZKs)
fop = 261D T (L sz - 1
7
1 1. 0.45
¢, . mm RECS + RILCT + R2.CZ - L S1240K, + 240aKs + 49Kg *+ 42Ki) #
R 3 0.6
0.45
L1 -
+ sK + 3 s{K %
7.
(4)(4) _ 88 Iz.os

2 ; 614114) | 4
Loz (z) + 2040 (4) # (2)14) + 402)) ¥ Sgprt e 3 S o

-

-

-
"




Diagrama .de fuerza cortante

i
(+]
! il

1.95

i
-}

{
2.05 i

Diagrama de momentos

i
1+

4.35

Problema 6. Calcular las reacciones y dibujar los diagramas de fuer-
za cortante y momentos flexionantes del marco mostrade en la figura,

el cual estd restringido lateralmente por un resorte en el mido C; a su

vez €l apoyo D tiene un desplazamiento vertical den =

Las dimensiones estén indicadas en la misma figura.

71

z7 '
+ B /m - ¢
° 7
e lar 27 . K= 1tn/om (de? nesonte)
E =‘Z.70x706hg/cm2
I _ 1=10% on

M I

J .

Y 7

I n=5em

El grado de indererminacidn del marco -es n=2; se:toman los nudos

s

ém

4o
T

C vy D como redundantes pOr existir movimientos .en ellos.

Estructura primaria

X y ¥ son Las nedundantes
elegidas en £os nudos C
¥ U respectivamente

Solucidn particular

5 om,
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Elfay = f12 =My, = RILCZ = 1 sdke = 4 (6){4) = 48
3

3|

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad

342 21,333 48 , _ _ ~2
-t X+ﬁV— X{10 %)y EI

1134 48 180

{2.7 x 10°% kg } (10* om*}
o

-t e X = Y = - 5(10_2); EI = 2.1 x 10*° hg-om® =2100 £.m®

EI El EI

Resolviendo el sistema anterior

X = 0,308 £n Y = 5,615 tn

Célculo de reacciones

2 t/m

,308 Tn

UTne )

vz

A—I—_ 3,692 -
13,078 N

. 6,385

Sofucibn complementaria.

-
I
e TN K
< -
\
\
\ 1
\\
' +] ™
f21
4
1.t
’,j’\\flz I3 (*’
\\
\
\
\ {+} mz
AN
. \\
Ifzz
6

K

Ecuaciones de compatibilidad

For + FuaX + Fi12¥ = - X/1 (107%m

Foz + FouX + F2a¥ = - 5 (107%) m

Céalculo de los desplazamientos foi, o2, f11, f22, f12="f21 (por fablas)

for= Momy = R4.C3 + R3,CT = 1 SI2iky + Liaks + 41 Ko + 4Ky} + 5 5K
~ ! x

\

E for= & 3(201)(-36) + 2(4 ) (~48) + {1)(~48) + (4){-36) + [ (1) (1)(-36) = - 2&
Foz= Momy = RA.CT + RI-C + RE-CZ = 1. Sliy + 4] K + sik +1-S4K

EIfoz= 3 (-48 -36)6 + 1{6){-36) + 6 (-36)(6)= - 1134
z 4 ?

EIfi=m. m= R2.C2 = 1 sik = 4 {4) (4] = 21,333
3

o

ETfy= momy = RILCT + RZ.CZ = sik + 1 sik = 4{6}{6) + 6 (6) (6] = 150

I
3 372




Diagrama de fuerza cortante

Problema 7.

4

Calcular las fuerzas axiales de la armadura siguiente.

8Tn ¢
v

2m

+

2m

D

73

Convencibén de signos

Tensibn {+] ; Compresdidn

Estructuna pridmasia

Solucién complementaria

-0.71

~0.71

-0.71

Las reacciones en Los apoyos son
Ax = §tn («}; Ay = 8tn {¥), By=8tn (%)

Grado de .indeterminacidn
6 + 3> 2(4]) 9> 8
Por Lo tanito hay una nedundante

{-1

-0,71

Sobucibn particular

0 {No)

8 0
——aly
N ’/
X
8 \7& fo1
,\
o1
L8
8
s
lE
Notaz:

Las fuerzas internas en la

armadura para cada una de las -

condiciones de carga, pueden ob-

tenerse por algin método analiti-

co (por nudos o secciones) o gra-

fico.
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A continuacion se construye una tabla de cdlculo Reacciones en la armadura -~
8 -4
Barra| N n L | NnL mL | nR | F=N+n1nR 3,
AB 8§ |-0.7 ] 2 [-11.2 | 0.98 -4 4 " -t
-CD 0 -0.7 27 0 0.98 -4 -4 .
AC 8 -0.7 2 -11.2 0.98 -4 4 %f\
BD 0 -0.7 2 0 0.98 -4 -4
AD —_ 1 2.85 0 2.85 5.7 5.7 y
CB |-11.4 1] 2.85/-32.5 | 2.85 | 5.7 -5.7
74
v | -54.9 9.62 . T :
i 8 8

La ecuacién de compatilidad es
for+ F11R = 0 Problema 8. La armadura que se muestra a continuacién, estd suje

@ a una carga vertical de 100 ton. Determine por el método de fle-
Nony . . =y Mg
foy =L 1E Li; fi1i1= ZTE e

xibilidades, las Teacciomes y fuerzas internas que actuan en las ba--
Estado final F =N+ R

rras.
De la tabla se tiene
fo = 5h9 o 9.62
01 = “KET 2 AL T xE 100 tonm.
(F) ) A=10 exteriones -
Sustituyendo en la ecuacion de compatibilidad ' > A=5 interiones
54.9 9.67 ~
-2l s 28R -0 ; R= 5.7 . 7
AE K ’ - Pml (® © o))
//‘ . - %A 'l
N 20m L 20m N 20m N
Grado de indeterminacion .- = 10 + 4 > 2{4} 14 > 12

Por lo tanto existen 2 redundantes.



Estructura Primaria

L
<
A B C

Ay I e

Solucidén particular

100

'fzo

Solucidén Complemerntaria

N
5
fZl
fing 7
s, L3
& ]1T %/Z
v.87 0,33 1
£22N\UT
£1o\sf " 1T

2

Se eligienon como redundante Las
neaccliones de La barta BE y el

apoyo B
-88.9
© ~
P Z,
0 -33.3N\7
% Ly b4y 88.9 9)
7 73
}33.38 (N) 55157T
0,14
A o
'& .
A Ces |-0.38%
=
Br -0.89 -0,89  -0.4u 7%7
(ﬂl)
-0.8
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Ecuaciones de Compatibilidad

fio + f1aiRy + f12P2

fap + f21Ry + f22P2

Calculo de los desplazamientos

fio =
fao =

fip =

Los

muesiran en la tabla siguiente:

Ny

L=

AE
5 M on,

AE

¥ nin:

AE

L

L

0

0

£
rtz2

fiz =

fie, f20, flz, fa2, f215 Tr2

H
o1

cdlculos como las dreas y longitudes de las barras se

AB bk 4 -0.89 0 20 10 -79.0 0 161 o0 0
BC L b -0,89 -0.8] 20 10 -79.0 7190 1.6 1.28{ 1.4
[ 88.9 -0.44 0 20 10 -78.2 0 0.4 0 0
EF -88.9 0,44 -0.81 20 10 -78.,2 142,2f 0,4 { 1.28/-0.7
BF 0 -1.0 -0.6] 15 5 0 o 3.0 | 1.08] 1.8
CE -33.3 -0,33 -0.6} 15 5 33.3 59.9{ 0,3} 1.08 0.6
AF -55.6 1.11 0 25 101 -154.3 0 3.1 0 0
CF 55.6 0.55 1 25 5 154,3 278.0 1.5 5 2.8
DE | ~111.1 0.55 0 25 10 -154.3 0 0.8 0 0
EB 0 1 25 5 0 0 0 5 0
b3 -435.4 409,1) 12.7 {47.2 | 5.9




Sustituyendo los valores de los desplazamientos en las ecuaciones de -

compatibilidad, tenemos:

- 435.4 + 12.7R1 + 5.9P2 =

0

409.1 + 5.9 R, + 47.2P, = @

Cuya solucion es: R, = 40.67 ton,,

Multiplicahdo las fuerzas en las barras para los diferentes estados de

carga i y n, por las reacciones calculadasR®; y P,

obtiene la siguiente tabla.

P, = -~ 13,35 Zon.

respectivamente,

Barra ny Ry n, Py F=Ntn R+ B
AB -36.2 0 8.2
BC -36.2 10.7 18.9
CD -17.9 0 71.0
EF 17.9 10.7 -60.3
BF 40. 67 8.0 -32.7
CE -13.4 8.0 -38.7
AF 45.1 0 -10.5
CF 22.4 -13.35 64.7
DE 22. 4 0 -88.7
EB 0 -13.35 . ~13.35

Las reacciones finales en

la armadura son las anotadas en la figura

100
F -60.3 L £
s, Se
N <(.> >
A
82,71 L -38.7
8.2 -
A B c
A . 18.9 71 25%%

I 5.22 Tu0.57 T 53.11
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Problema 9. Calcular las reacciones en los apoyos y determinar el

desplazamiento del nudo 5 {8v5].

Ao (1) (2) (3)

2m

(%) (5)

7 10T

+
L

-4
T

2m 2m

Grado de indeterminacidén = 2 &+ 4> 2(5)

Estructura primaria

12 > 10

Solucién particular

» 2 0 0
/ if10
. A i
! v
Ry ~10 ¢ 0
s 0
Rz >
< Fag [ No)
% 7 ~-10 10T
Solucién complementaria
. ‘ T o T
% ~1.0 -1.0 if11 Z -0.71 HE S
N 1T Z o, A1
- %y 9 <, -0,71
1.0 é] . -0.71 A £ap o
N a
Ve a* 1
£21
2.0 aé%? -0,71 ny)
> [ny) % (n2

Ecuacio

fio+ i3

faot T2

Los de

|

T
|
gt ol gt W

0o B9 e D
i
(lﬂ@




iciones de compatibilidad
f11Ry + f12Rz = 0

f21Ry + f22Ry =0

desplazamientos se calculan en la siguiente tabla

RA Ng ny n2 L NomL [NgnaL [nyniL | npnil nonpL
) 0 -1 -0.71 2 1] 0 2 1. 41 1
3 0 -1 0 2 0 0 2 0 0
5 1-10 2 -0.71 2 -40 |14.14] 8 -2.84 1
L [ -10 1 -0.71 2 -20 11414 2 -1.41 1
5 0 0 -0.71 2 0 0 0 0 1
5 14.14 | -1.41 1 2.8 | -56 40 | 5.6 | -4.0 2,82
4 0 0 1 2.8 0 0 0 0 2. 82
5 0 | 1.41 0 2.8 0 0 5.6 0 0

T | -116[68.28125.2 | -6.84 9. 64

a tabla anterior se tiene

i

L= 1E foy =5 fana  _ _ 6.84

AE

A

- - v Man 9.64
AE " T faz = 2321 = S

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad
~116 + 25,2Ry - 6.84Ry = 0

68,28 - 6,84Ry + 9.64Ry = 0

Resolviendo el sistema: R; = 3,32T; Rp= - 4,65 T
Las fuerzas finales gue actiian en cada barra se obtiene por superposi-
cién de efectos, dada por la ecuacion F = No + niRi+ n2Re

Asi, para las reacciones finales tenemos

BARRA n1Ry naRa No F
1-2 -3.32 3.32 0 o}
2-3 -3.32 0 0 -3.32
4-5 6. 64 3.32 -10 0
1-4 3.32 3.32 -10 -3.32
2-5 0 3.32 0 3.32
1-5 -4.65 -4.65 14. 14 4.78
2-4 0 -4.65 0 -4.65
3-5 -4.65 0 0 4.65
Estado final
4.38 7 (1) o (2) -3.39 (3)
s,
2 7
-3.32 3.32 3.32
%63 @(’3
> >
(%) 0 (5
7 107
6.68
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Para calcular ¢&vs se integra la armadura original (F) con la armadu
ra virtual que resulta de aplicar una fuerza virtual en el punto de in-

texrés a la estructura primaria.

Z {1} 0 {2) 0 (3)
N
-1.0 % 0
[o]
4l 5}
7 ~1.0 R
(n)
BARRA F n L Fnl
1-2 0 0 2
2-3 -3.32 0 2
4.5 o -1 2 Como Wve = Wyi
1-4 -3.327] -1 2 6.64 1 §vs'=I ;_2 L
2-5 3.32 0 2 0 25,76
. §vs = 3
1-5 4.78 1.41 2.8 119,12
2-4 -4.65 0 2. 0
3-5 4.65 0 2. 0
5 25.76




CAPITULO ©
METODO DE LAS RIGIDECES

79
METODOS DE LAS RIGIDS%Q&E% ,
1L 600876

Las incOgnitas en este método s‘on los desplazamientos de los nu-
dos (los nudos son los apoyos, extremos libres en voladizos o en los pun
tos donde concurren dos o mds miembros).

Los desplazamientos de los nudos son el nidmero de grados de li-
bertad o el grado de indeterminacidn cinemadtica de la estructura; por -
ejemplo, la Fig. 1 muestra unmarco que tiene 7 grados de libertad si se
consideran acortamientos o alargamientos de los miembros o sSlo 4 si

no se consideran acortamientos .o alargamientos.

Axz #0 Ax3 #0

Ayz #0 Ays #0

G2 #0 1T ¢3#0
Y

o] @qu:pyt;:o; Ga#O
W/‘WD/ é;
74 vé

fig. |

N

Al no considerarse los acortamientos o alargamientos de los miem
bros

Ax2=Ax3=4A, 04#0, $3£0, $2#0, Ayz= Ayz=0



El metodo requiere de las acciones de empotramiento, por lo

cual consideremos algunos casos.

i
+

g0

Wiz /ﬂ W {1/m) %W_LZ 2
12 ﬁ 7. i
+ L + + L
P P
8 AL L2 | L2 % 7/ S
+ + - L L o2
Pab (b + L)
M 30
P P
Pab? C? l %\F’ M 7 l
B\ 4 ) A
a b + —a 4D <

5WL
38

W = carga total

W = carga total

gy

e
M
o aM
MOCZ /T %)MI Mo 2 K;‘
4 - z wn
ey b + +—9a 4 b +
Mo=-(aLa~30*~ (), M= H(2La-30% | Mo =Hf(2C+ 30~ 6aL)
W = carga total W = carga total
wi %]\ﬂ\ﬁ\ﬁ\m\qw'- 2w
0 I
( V '© 2

A

mlr...

W = carga total

M= 0.0846WL

A

+i+,____c___,_+_b- ;
M(% ENEEN B M = —gﬁa—{a‘— {b+c)+ 2!fc(2b+c)}
4 g 34 c " b L ) .
94 w v Mi = _W_{(a+c)3— a®  (ate)-— a“}
LY NN iz 3 L 7
Mo(% /‘>M|
i

2 2
Mo____‘_é_{!_z (o+§) o’ _

2o+~ , la+c)—a*
4 3 j+ )




El primer paso del método es restringir todos los desplazamien-
tos de junta desconocidos. Esto nos conduce a vigas doblemente empotra
das por lo cual h;ely que conocer las reacciones en vigas doblemente empo
tradas.

En este métodose utilizan acciones producidas por desplazamien
tos unitarios, estas son translaciones o rotaciones unitarias, y las accio
nes serdn fuerzas o momentos.

Las acciones causadas por desplazamientos unitarios se conocen
como ”rigidecés".

Rigidez de un elemento doblemente empotrado:

! L " ZMA =0
{R‘ R2=V=0
2=v= MBL 2 Mal L _
Ms ' “2er 3ht2E 30
]
VA
El
Al provocar un giro unifario en el extremo A con MA  se genera
Mg = Ma_ , es decir existe un factor de transporte de 1/2.

2

81

El cortante en A es el valor del giro en ese punto: Rz2:= 6
SMe=0 LA L o ML tir =0

2
| Ma £ Ma 202 —= 0O —- A —
5 BE 3 5E] .3L+R2L—VO - +Rel= 0

MaL . 4E} Si _ 4F _ 2El
Re = g i Ma= —7-6; =1 Ma= 70 Me =

+ L .

SMA=0  LRe - SlbZ.
Rz ='—M§L‘I—, M_——_-_?g_[iLl__e_
si e =1, M=_3_E_L
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i
% Y para las translaciones:
!

i _Q!EE_L 3El
3E! 12
12El it {T\‘ E L ww P/l\
E Y
I |
/
{
/
/ /
// /I
/// //
/ /
/ /
I /
7/
12E1 / 3E|
d2El g
e @ Eoars e
6El e

A estos elementos se les conoce como rigideces lineales.

Basdndonos en los conceptos anteriores analicemos una estructu
ra por este método: El método es aplicable a estructuras linealmente e-
ldsticas con pequefios. desplazamientos. ~

Las incdgnitas son los desplazamientos, por lo cual éstas coinci-
den con el grado de libertad.

Para expresar claramente los conceptos consideremos la estruc

tura siguiente:

——— —
—

® P @
Mi (2 l /é
Ri ?— L/2————‘*——L/z———“ﬁ</’2

Su grado de libertad es 1, ya que el extremo

2 gira un dngulo © 3 la translacion horizoﬁtal no se considera ya que se
desprecian los alargamientos 0 acortamientos axiales. 4

1}... Se obtiene una estructura cinemdticamente determinada, o sea -

que se eliminan los desplazamientos.

o I e
L ——
P P
z 2

A esta etfapa se le conoce como solucién particular

2)._ El extremo 2 en el cual se ha restringido la rotacidn sf gira, co
mo ocurre realmente, por lo tanto habrd que suponer una condicién de -
carga que considere el giro real del nudo 2.

Por comodidad se da un valor unitario al desplazamiento desco-

nocido.
© @
Y \,
. 2E1 N . 4El
M =55 (2 ——___ X zf«)M =L
T oS A
'TGE! LSE\
2 L

M es la rigidez angular

A esta etapa se le conoce como solucidn complementaria




3)...  Abora planteamos la ecuacion de equilibrio (superposicién de -
etapas).

PL _ 4El o _ = PL_

B T L 2=0 =3y

_ P L BEl _PE _ P, 6 o _ 0.6875P
Ri=5+"F g7 = 7+ 3P = ©
RI = 0.6875P = —;l-—P
- _PL _ 281 PE
M= -5 T 3zer = —O-I1875PL
M = - 0.I875PL
Considerembs la siguiente estructura
4T 2 T/m
(D 2T/m @ l
o B TV B b
i 6m L Sm_—_J2m 5m_T
I Lt ] L2 L3
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Tiene cuatro grados de libertad , pero si o fijamos
los nudos 1y 4 encontramos las incdgnitas €9 y ©3, con las cuales es -
suficiente para determinar 10s momentos en los nudos 2 y 3.

Se deberdn considerar para los barras 1-2 y 3-4 {os momentos de
empotramiento y las rigideces correspondientes

2 T/m ( / 41 N Soluci.'o'n
% }% } particular

w T/m 2
W WMeopy = W = 9 T-m.

P
2
M20)d = P°" = 86326< )Mso)l =E22 - 4086

G —b
W
2 .
W30 = 4 =333 %:%,
e kZZ)' \ Solucidn
K\%’]_.___—/ %/ . complementaria
7 ka2)d ka2 W%”
ke3 9z =| K33)i
=,
\‘ K33)d “
keay = i[‘- 5E1 kz2)d = 4_E|2 = 0,57I4El
k22 = 1.O7I EI
ke = 2EL = 0.2857E kes = 2EL = 0.2857E
.- A4El - 3Bl _
kaz)i = 5 = 0.5714€ k33 = =5 = 0.6El

x33 = LITIE!



Hagamos la superposicitn o ecuacisn de equilibrio:

Mzo + k22e2 + k2393 = 0

Mag * k338, + k30, =0

7.3674 + 1.0714E192 + O.2857E193 = 0

C.7486 + O.2857EI€2 + 1.1714E163 0

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones tenemos:

8, = - 7.17249 =
2 v 93 1.11027
EI BEI

El signo () de ©, significa que el sentido de] giro es contrario al
supuesto. ‘

Momentos reales:

Maq = Magy * kaay 9,
M21 = 9 + 0.5 (—7.17249) = 5,41375
M . =M

M +
23 200a ¥ K23)49; * k, 8,

M3 =1-6326 +70.5714 (-7.17249) + 0.2857(1.11027)
= - 5.41375
. .
32 300 T K38y kg ey

M32 = 4.0816 + 0.2857 (=7.17249) + 0.5714(1.11027)

= 2.6668
M3 T M30ya * k33,49,
Myg = 7 3.333 4 0.6 (1..1027) = - 2.667
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Considerando ahora el siguiente marco:

25 T/m

Sol. Complementaria

YKiyv /4
127 jA— —== X
kinc
(a)
Sol. Particular
Z
k2a
kiz e — I e
,>_—' W kanz
| .
7
/I
: () (c) ;
K4a
.

: 2
M!.O:'"jTML =-7.5 Mzo = 7.5

kies 3L g ser

Kzg)V=
3E1 E
KA1=- '-2—2—--: - 0.75E1

s
o BEI{7) _
KAZ’ - e e 0.7€FI
Kip= - 3EL - . 0 7561

Kb = Kyt = ~

RALI N K2z

6EI(Z) __
SEEL —oo.75ET

Kl =2EL q4)e gE1 K= lss EI

= ZEI Kzz’ 6 EI




KAdy = §§§ = 0.0489ET T
kane = LEELUEL © g 375e1 Kan = 0.4219 EI
L\ 3 fap 2
o _ ZEN® _ 2EI L
Kiz2 = Kz1= —z F T

Eeuaciones de equilibric
Mio + Ki18 + Ky1208, + Ky A=0
Moo + K18, + Kp208, + Kz 4=0

Vo + K818y + KAz8; + KAA A<0

Sustituyendo valores

5.50ET6, + ZE16; - 0.75EIA = 7.5
2E168, + 6EI8, - 0.75EIA= - 7.5
-0,75E109y - 0.75EI8, + 0.4219EIA= 1.2

Resolviendo el sistema de ecuaciones

H

8, = £.290908/ET
8, = - 1.745456/E1

A = 2.145456/E1

Momentos reales en ef manrco

Myia = Ky1 )Ce!+ KiA = 1.82Im

Myz = Myo + K“)Ve1 F K126y =-1.82Tm

Ma1 = Mao + K2:8:1 +
May= Kzz)cﬁz + Kpbh

Myo = Kg282 + KulA=

Kzz)Vez = - 5,04Tm
= - 5.09Tm

- 3.35Tm



Consideremos la siguiente viga
0T

%i @a 3T/m CD
) %
— 33— S
% P ? w
Mo M20) ZmMe0)g 2
} TVo
mz(,2 /’__"EZ\)%',//: \kzz)d
VI ~----"25n
9, = | ko)l Yko2)d
kaoy w k20d
———————— A

Mag * Kgp®y * kypb =0
vo
P
P
TLS
Vy = 5+ 7.5 + 1.875 =
4EI
ky,), = “EE = 0.666EI X,
3EX
kpplq = 20 = 0.6EI
%), = K2 R0y o BBL |\ seeerr
pply T 32 223 3
2 L
X, o)y _
oq)g 22 a4 = - 0.128I
L
= B6EI _
Kig = X0y = 8EL = 0.1666E1

o

7
kOOJéTkG»d

Ecuaciones de Equilibrio (superposicidn)

1?2

L

El = cte.
ks = 0.3E

= 2B _ o 333E1

EL
8

iox6 _ _
8
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Keadd = - 3EL = - 0 12e1
Kool = J3EL = 0 055567 Koold= EL - 0. 024e1

~1.875 + 1,26660, + 0.04666ETA= ¢
14,375 + 0.046668, + 0.379550 = ¢
0.04666 .%z

1.2666 1.875

0.04666 0.3795% A -14,375
82= 2.88565104/E1; A= - 3§,22895871/E1
+ 0,1666 (-38,2289)

M12=Mxo+K1292+K10A =~ 7,5 + 0,333 (2.888651]

Mya= - 12,9084 T-M

May= Maold + Kaa2ld 8, + Kaold 8= 7.5 + 0,666 {2.588651 4
+0.7666(-38,20895) = 3.0543 T-M

May=Maold + Kaz2)do,+Kag)ldd= - 9,375 + 0,6(2.868657)-0.12(-38.2289)

M23= - 3.0543 T-M

El diagrama de momentos serd

3T/m

12.90
3.05




87

Se pueden expresar matricicimente las  ecuaciones de  equilibrio. 4 I 4E I 28T 6E. 1
) _ K11=T+T K12=T K1A="‘ﬁT
Por ejemplo
_ LEI 3E I _2E1I K 3EI
wi wi Koz = ==+ 7y fa = == Kep = - 77
12 12
=] w K = 12EI  3ET K, = - SEI K, = - 3EI
T - b AA H3I HI At " H Az T HZ
H SOLUCION
1
PARTICULAR : My + Kia83 + X302 + K tA = 0

u
o

Ma + Xo18, + Kz282 + K 24

#

P+ KAlel + KA28, + KAAA o]

'SOLUCION  COMPLEMENTARIA

4E1 ZEL
L L
Kiz Kz K4 61 -,
¥z1 K2 KZA 8, |7 -M2
X X K A -P

cuadrada
{ siméirnica
diagonal positiva

K = Matriz de rigidez

6E} Kij = Kji
HE 3E) ) J Ji
—_ T
12E1
3
HY Aci -3.54_ - La matriz de rigidez, [k] es aquella que multiplicada por el vectwor de -
Iz? oE1 " desplazamientos {d} proporcionard el vector de fuerzas gf} .
H> w— 2 =2E2



EJEMPLOS

METODO DE LAS RIGIDECES.
k4

Problema 1.

Resolver el siguiente marco por el método de rigideces

10T
- (1} l 2)
81
im I I Inedgnitas:
81, 824 A
. SO () &
%///f %
Iy el
[ A Sm dm &

Solucidén particular

88

Solucién complementaria

13 ok
k 12 29 V
‘\kuf\! 2t \ ’*,_..-—-~._)t x,
Shoe -\ 4 I
——— <],
T
: Kzzle
by =1 82 = 1 '
\ kAsz g
4 7 %&
k
A k28
1 2
ka1, 4 o ——m faal2
! i
!
7 A= T !
y ’
’ ’
kAA) «——kpp ,
7 Z



Los momentos de empotramiento en los nudos 1 y 2 son:

Hyg= - P ab?= - 1,385 T-m

- 10051411} =
L 5

Moo= P a2 b = 10(5)%(1] = 6,944 T-m
I e i

Los valores de las rigideces eén los nudos

de deformacidn supuestos, son:

ko du = 4EL {6} = 4EI; ke =
5
kyy = 2E1 (6] = ZET ; kA = -
6
ki, = ZEI 6] = 2ET ; kag = -
6
Kaalv = 4ET (6) = 4ET ; kazle =

6

para los diferentes estados

3E1 = 0.75 EI
7

3EL = - 0,186 EI-

K&

3E1 = - 0,188ET

o

3EI = 0.75E1

4

89

kA& = - 3E] = - 0,188E1 ; koa =«
s .

k8Af, = 3E1 = 0.047 EI ; kapl? =
47

Vo = 0

Las ecuaciones de equilibrio son:

Myg * ky1 01 +X3p 02 # XA 8 = 0.

Maq * ka1 01 *+ kaz @2 +kaA b= 0

Yo + kﬁl 0 * k.Az @2+kM A= 0

Sustituyendo valores

3E1 = - 0,]88E1
R

3EI = 0,047E1
4

-1,388 + {4 + 0,75} E19, + 2EIO, - 0,138ETA = 0

6,944 + CETIOy +

0 - 0.188E10, - 0,188E10, + (0.047)2EIA . 0

(4 + 0,75]E10,- 0,188EIA = 0



S0

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior. Reacciones en el marco i
107
P ¢ | ®
0y = 1,052/E1 ; ©2 = =~ 1.978/E1 ; A = - 1.872/E1
|
. L{ l
FAR
| 0,284 - . —hBi2se
T W; 7;77/.
Una vez determinados los giros y desplazamientos en el marco, se - 4 4
_ 1,667 §.533
calculardn los momentos reales en dicho marco. )
et e st it
i =, 4
Diagrama de fuerza mormal =% Ten
Mys = ky1}eB, + kid & = 0,75 €1 {1,052) - [0,188E1}(-1.872) = 1.136
: El El 0.2847 ] .
1.667 T11 1'I w711 8.335
Miz = Mig + ky1)uBy + k120, = ~ 1,388 + 4E1 (1.052) + 2E1(-1.978)= - 1.136
. [ 41
Mpy = Moo+ X0101 +Kop)u8s = 6,944 + 2E1(1.052) + 4 EI{-1,978})= 1.136 {4+ (1)
£l ' El v (K) :
Moy = kpp)e@ + Ko A= 0,75 EI(-7,978) - 0,188 E1{-1.872) = - 1.136
’ ET El
S ' Diagrama de Fuerza Cortante
Las reacciones y diagramas de momento, fuerza cortante y normal se
. . 1.667 )
determinan como sigue. ] {
5.333 |0 (5
Y i
(v) -
i
L

~
o6
R

0.284 : 0.
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Diagrama de Mone ntos.

Problema 2. )
Utilizando el método de las rigideces, resolver el siguiente marco el
7.199 cual estd sujeto a una carga lateral de 2T y cargs distribuida de 3T/m
» como se muestra en la figura.
, 1.136 /HJJ/V/ l ‘s 1.136 2T w=3T/m ‘
¥
. 2} 3
1.136 1.136 2 Gl
..)J -~
EI = cte. Im
(M)
{1) 5
4 t
" Tm
SO 1
y b
El grado de indeterminacién ¢inemdtica es ¢ = 3 {9;, €3, A}
Moo Mao kaz)v K32
MMLV_ K\ [
OFEREE
ky2lg
i
Solucidn ' ‘\ 6, = 1 Solucibn .
Particular [N CompLementaria
T \\
Tk
77 /4
kA,
v/ /A
! k ksa)v
zi 4“——-\€\ kA kZA ‘ kaA
- Y - 3
Jj \%/ "_"k T B REL 13
0
RE ta g H h
i ; i
! ; [}
i : / -1 ! .
! VA igA
[} ’ 1
8y = 1 " Il Il
\ x K
# z (’\ A i
4 ) A i/ ke
kh3 \ (r\ A
V-4 >




Los momentps de empotramiento en los nudos 2 y 3 son:

M2u=w_]l.zz_ =-3](g)23=»—4T—m; Mig = 4 Tem  Vze20 T

Las rigideces en los nudos para los diferentes estados de deformacion

supuestos, son

koz)v = 4EI = EI; kaple = 4EI =7, 333E7

4 : 3
k3o = Zﬂ = 0,581 ; Kis = ?_El ?,»'0;627‘(?[

4 3o
Silv = 4E1 = €1 ; ‘ Kysle = 461 = €1

4 4

kyy = 2ET = 0.5EI-; k”:_z_gl:o'gfy

4 7
kop= -~ 6EI = - 0,667E1 ; K3A = - 6ET = ~-0,375 EI
kA = - 6E] = - 0,667E1 ; X A = ~ 6E] = - 0.375E1

BT T

Las fuerzas K42 yK4s son pares de fuerzas equilibrantes las cuales -

se valuan de la siguiente marena

KA, = _Kgple # kyp = 4EI/3 + 2E1/3 = - 8EI = - 0,667E1
T TE

kAg = k33)€‘_ + Ky g = _ 4E1/4 + 2E1/4 = - 0,375E1
L 4

Ky, = J2ET - 0,444E1 ; Kan)3 = J2EL = 0.788E1

Las ecuaciones de equilibrio son

Moo + ko282  + k2383 + KA A = 0

Mao + K320, + k3303 + K3A A= 0
V + kA0, +kA;0; +KAA-A =0

Sustituyendo valores

- 4 + {1+1,333) EIG, + 0,5E103 - 0,667EIA = 0

4.+ 0,5E10, + {1+1)E] 05 - 0.375FIA = 0

-2 - 0,6679, ‘- 0.37551(?3 + (0,444 + 0, 188)EIA = 0
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior
0, = 3,861/E1 ; ©3 = - 1,810/E1 ; A = 6,159/E1

Cdlculo de los momentos reales en el marco

Miz =Xk120, - kid A = 0,667ET(3,861) - 0,667E1}(6,159) = - 1,533~
' _ —Er '

Ma1 = k22008, -koA A = 7,333ET(3,86]] - 0,667ET){6.159) = 1,039 4

I TE ,
Ma3 = = Moo + k22}v0z +k23O5 = -~ ¢4 + F1{3,861) + 0,5E1%-7.81) = ~ 1,039
- £T £l

Msz = Mo + k3205 + (Kg3)V ©3= 4 + 0,5E1(3,861) + EI(-1,81) = 4,721

ke I EH o

M3y = k33}cOs - ksA A= ET{-1,81) - 0.375{6,159]FT = - 4,121

Mus = k4303 - kyA A= 0,5EI(-1,81) - 0,375 EI{6.159) = - 3,215
ET ET

Las reacciones y diagramas: de momentos, fuerza cortante y normal

son como se muestra a continuacion
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M
TN Mgy e,

Msa
Mz 3
3
m_, Y l(m*rw%ywvn)T Cs
Fy ¢ F
c, I I 2 l 3

Cy M2y F2 Fa
——

Cy
N My 2

Py

Donde.

n

Ci = May + Mia 1,039 - 1,533 =
L 3

1,039 — 4,171 =
4

N

Ca = Mps + My,
L

=4,121 =~ 3,712

Cy = M3y + Mys
L

4
L
F :‘;_ =3—2£=6T0"

Fi = F2 - Ca = 6-0,771 = 5,229 Ton,

Fs = Fat Co = 6 + 0,777 = 6.771 Ton.

Cs
Mys ~mr¥ ™
Fy
~ 0,165 (Par equilibrante)
- 0,771
= - 1,834

Reacciones en el marco
2T

37T/m°

@1.533

0.165 ¢

TS.ZZ?

Diagrama de Fuerza Normal

\7_%,//3.215

1.834 4—

T6.777

.854 T[T I
g
e {4 Y]
5.229
6.771

6“ ™



Diagrama de Fuerza Cortante

l 2.257

94

5,249 <~!7
= I
— 6.771
=
- !
- (v)
1.834 »
Diagrama de Momentos
&)
1.038 L T 4.172
1.038 -
4122/
(M) .
1.533 ]
3.125

P

Resolver

robtema 3.

el siguiente marco

$—6m — 4

8 2 T/m
2EF 7%4
2m
4m
21| ot
3T/m 5
X
e 2E] 4 2El %
Al al 4m
Iy I
é}l % 3 —t
7z
4+ 5m S—— em —+
M8} y 2T /m M7
7] 4
Melz
2T
Mzs

P ga—

A My /
’ ﬂ;& My | A pag

B

B

M3i

A #
73

k63
_t
| 2 %
\
\
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"}RSCS
e K4
A3y 7~ 3
K3ci ‘,7:/ J P \ A %
[' 03 =1
1
\
A\

lncognifcs’ 03,84 y Os

Solucibn particular

Solucibn campiménta/r,éa




K6)y k76

k36

(o
!
\
\
!
A
/

RS\

06

n

El grado de indeterminacidn cinemdtica es G =3 (0, O y O]
. . ?

Los momentos de empotramiento en los nudos son:

My = ?Af-= Zi?%i—= [ 3 Mglv = - 6

Mole = PR B Ly sy - g

A - RTINS

M)a - LU g mod-- 3o 3Ee .,

Las rigideces en los nudos son los siguientes
ZEI

Kes = S = 0.5ET ksles = - 1
ksled = 2L g 7581 ksl = B2 g geg
Koy = ZELED g gt ke ZELE) L g g
AR N T ED. g

ke = EL g ; kow = 2L g se
ke = L. g kel = %L 2y < 1 3331
kos = LD - gu5Er kos = 2L q2) - 0,s66E1

Fcuaciones de Equilibrio (superposicidn)

Mg + kg303 + 0 + k@5 = 0

My + K383 + k3u0, + kagQ = 0
My + k383 + K8y + 0 = 0
Sustituyendo valores R

{ 1-6) + 05105 + 0 + (1 + 1,333}E10 = 0

(-1-6.25 + 3] + (1 + 0.75 + 1.6}E10,+ 0,8E10, + 0,5EI0; = 0

(6,25 - 9} + 0.8E16; + (1,6 + 1 + 11E18, + 0 =0



Resolviendo el sistema anterior

O + 1,964/E1 ; ©O3= 0,838/E1 ; 0,7 0,578/E1

Momentwos reales en el marco

May = My A4 + Xslel®y = 3,638

]

Mas = M3)v + k3}uBs + k3oOu= - 4,447

Mse = M3} s + KglesOs + k30 = 0,819

n
“e

Mes = Ms)(’.“* ksa@:; + ks)Q@s . 382

=

&

5
u

Mslv + ks)U@g = 3;382

Mus = My} £ + %4305 + X)) 40, = 7,844

Mys = M) d + K) 48, = §.422
Mz = kycO, = 0.578
Mg = My + li760g = 7.309
Ma = k5,0, = 0,289

Las reacciones y diagramas de momentos, fuerza cortante y normal
son las mostradas a continuacion.
El procedimiento para determinar las reacciones, es similar al segui

do en los ejemplos anteriores.
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8T

M76
Mier 2 T/m Fo,
e )
.Ca lc s 7
TFG IFv
Mg s .
Ci or™ . Fefl
27
—]
— -LEaliS
C,  ilye
Mau 3T/m Mas M"S
e, | (eoverrroemooreremy | {(
'S Cs
Fg\l . ¢
Fiul Foud
Co  ~Ms1 ~ Mz
-——— ———— s
FaHC C
5
4T
—_—
Q———-——Fl .C.i..,
?_* X ila
s

De la figura anterior se tiene

Mg7 + M -3,362 + 7,309 _
Cy = 676 76 - 3 = 0,655 T

A : Mss . 3.3zz4+ 0.819 _ 4 g51

Cz

ey = M3y 2Mu3 3‘4.447 ; 7.844 =.0.679




o Mus + 0

- 8822 L1404

6

6

Cy = Mag * My _ 0,578 # 0,289 _ o oy
7 7
Cwﬂﬂ—%&.’i =~34§35—=.907
Fs\;=;-'7_%’£=zz(,_6.,_=5,t
F6H=F3H5='§——l, F3V~F9v4=i(_g;_=7‘5
8
Fovd = Fs = 5= 4 ; FSHC=F1=§=Z

Del equilibrio de las fuerzas actuantes en cada uno de los miembros -

de la estructura se obtiene.

2,051

Z T/m A

. .0
— fZXIIIIIIIXZJIIZZZZIINZZT PR—
' 4.655
5.34{ 5,345

. 2.051

51

0.051
Dl
5.3451\ &
£.856 5 fm . 7.8556 3,073
» . . N
3,073
6.821 I . I I
12,166} I 8.179 75.55‘5‘ 5.404 7.596
1’;707 —— 0.217
1.093 ,
12,166 0.217
T 13.553?
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3.073
-

T 2,596

Reacciones :
7.309
2 T/m N 7.
\\ > ‘057
N
7T : I 6.655 R
ey )
§T
3 T/m
4T
B oo
1.093 0.217
— e
% 727 .59
7 s
T 12,166 T13.533
Diagrama de Fuerza Nornal
(T T T L 205

2,556

mnscnin U

5.3450

[U]s.073

=Y

12,166 13.583

N
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Diagrama de cortante Problema 4.

Determinar las reacciones y diagramas de momentos y fuerza cortan-

5.345
£.051 te de la viga continua mostrada
1
6.655 (A) () 1 1/m (7) (s L Tn g
1 71 ’ I 3.33
& %// %A %// 2}// 7‘/%/
- 6.821 ~ 6 m e 5m L. 4dm S M
H [ 2011 —— 5.404 f i '
T 2. 596
s Notacidn mgiros y desplazamientos
§.179 H
2.907 a El grado de indeterminacién-es 3 (0,,0,,0,)
s (v
§ Sclucibn particular
1.093 0.217 » . Myo 20 M30
Diagnana de momentos - M £ f"\j
762 o )’/:/ ;ééz/
V i } r . Solucidin complementania
{-y
; kyy)d k
3.382 k]l)l 11’_-~-,\ 21
X L oy - 1

2.186
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Los momentos de empotramiento valen Cdlculo de momentos reales en la viga.
2 2 .. _ 0,5ET{-1,502) _
Mlo=9ﬁ=’ﬁ(5%—=2.0£’tn—m; Mao= - 2,08tn-m Mg = *alde, = = 0151 £ - m
Moo o W2 113)2 .
305 = = = 11125 tem Miz = Myo+ ky3)dey + %150, = 2,08 + (1.6ET)(-1.502) + 0.8ET(1,342)
ET ET
My, = 0,751
=4 X K, 140, = - - =
Kati - L. g ger RPN 2 (- My = Moo+ 5,0, + X,,)40, 2.08 + 0,8ET(-1.502) + 1,6EI(1,342) = 1,134
3 5 ET [
Ky = JEL. 0.8ET ; Ko = £ g7 - 0, 8€1 Mas = Yo2}d0y + X485 = EI{1.342) + 0,5E1(-0.415) = 1,134
5 . 5 ET ET
§ET Mzs = k3,0, + k (O3 = 0,5E1(7.342) + E1{-0,415) = 0,256
kea)d = Zzm= 1,6ET ; Koz ld =5§1 = E1 » 12 = %520 * s ]9 ( £ ) ( T
= k = - = -
Ky - ZEL L oo - Msg = Msp + Ka3)dOy = 1.125 + 3,33E1 (-0.415) 0.256
232 7z - . ; 23 < 7 U
- Fuerza y momentos resultantes en la viga
4ET ’ Y
k)i = 2L . ey ksjd = ZEIEL L g saey
Ecuaciones de equilibrio
Mio+ k3110, + k12 92 = 0
. 0.751 0.751 1,034 1.134  ¢0.z56 U.257
M2+ K510, + kp,0, + kK,30; =0 ) m) M L m
Mao + k320, + k330, =0
’ 0.125l G.IZSI L0.077 0.07; I L .
Sustituyendo valores » 0.348 0.348 0.086 0.086
2,08 + 0.5 + 1.6]ET6, + 0.6€10; = 0 ' L s 5? 1.5 1.5
= 2,08 + 0.8E10; + (1.6 + 1)E10,+ 0.5E10, = 0 '
1.125 + 0,5E16, + (1 + 3.33)E10; = 0
Resolviendo el sisterna de ecuaciones
1 T/m 1 T/m
0, = - 1502 o 1,342 0, = 20,415
; = .
I I T 7 b ZZ%%Z Z%%%/ ¢5é%i?
| om foosm foaewm b osw
{ " f f 1

0.125 2.548 2.925 1.066 1.586
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Diagrama de fuerza cortante

1.414

2.42
0.348 ;h

LUV T T 2
0.125 ”U\ \U\ll.%é
2.577

(v}

Diagrama de momentos
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CAPITULO

METODO DE CROSS

2
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METODO DE CROSS

Este es un método de relajaciones y fue ideadovpor Hardy Cross
en 1932. - También se llama "Método de distribucién de momentos’. -~
No es un método de los llamados aproximados, sino un proceso de apro
ximaciones sucesivas que nos permite determinar las incégnitas hiperes
tdticas con la precision deseada.

En estructuras impedidas al desplazamiento lateral el método de
Cross evita el tener que efectuar la solucién de un sistema de ecuacio-

nes. Si la estructura puede desplazarse, el método de Cross también

- conduce a un sistema de ecuaciones, pero el nimero de dichas ecuacio-

nes es muy inferior al que se obtendria utilizando por ejemplo, el mé
todo de las flexibilidades o el método general de las rigideces.

Fl método de Cross puede aplicarse en estructuras con elemen-
tos de seccifn constante o variable, asi como a estructuras con ele-
mentos de’'eje recto o curvo.

Para comprender esté méwdo es necesario comprender perfecta

mente ciertos términos bdsicos, los cuales se estudiardn enseguida.

CONVENCION DE SIGNOS

Para designar el signo de los momentos la convencion serd la -
siguiente: Si el momenio de flexidn tiende a hacer girar al apoyo en
el sentido de las manecillas del reloj, el momentw de flexidn se consi-

derard positivo.



FACTQR DE DISTRIBUCION
Considérese la Fig. 1 mostrada, en la cual la estructura estd su-

jeta a la aplicacidn externa de un momento M.

M
8 ¢

K4 \ } K2

NN
>

AN

Ks

D
prozzzs

fig. i .

La estructura soportard el momento M por medio de los elemen-
tos BA, BC y BD. La contribucién de cada elemento para resistir el mo-
mento M estard en funcién de las rigideces K1, K2 y K3 de cada elemen-~
to respectivamente. Se puede decir entonces que la contribucién de cada

elemento es:

K1M

Mea :ZK

KzM

Mec:‘i—k— ‘

Mes = M

=K

102

donde T Kz Ki+K2+Ks

Por lo tanto se puede enunciar que:

"El factor de distribucidn para un elemento de un nudo en una es-
tructura, es igual a la rigidez del elemento dividida por la suma de las -
rigideces de todos los elementos que llegan a dicho nudo”

En si, el factor de distribucidn representa la rigidez proporcio--
nal del elemento con respecto a la rigidez del nudo. -

Para el caso analizado arriba se tiene:

2KK1 es el factor de distribucidn para el elemento BA
zKé es el factor de distribucién para el elemento BC
—E‘S&%_ es el factor de distribucién para el elemento BD

FACTOR DE TRANSPORTE

Se ha visto anteriormente que cuando se desarrolla un momento -
resistente en el extremo de un elemento, se induce un momento en el ex-
tremo opuesto de dicho elemento. El momento inducido en el extremo o-
puesto tiene siempre una relacién con el momento resistente desarrolla-
do en el extremo que gira o que se aesplaza. Por lo tant, se puede definir
que:

"El factor de transporte es el valor por el cual debe multiplicarse
el momento que se desarrolla en el extremo girado o desplazado de un -
elemento (siendo el otro extremo empotrado) para obtener el valor del -

momento inducido én el extremo opuesto’.




En la siguiente tabla se analizan algunos casos comunes.

ESTRUCTURA F. T
v
N 1
(———) |+
LET 2E1
L L
L i
6FE1
GEBI“\ T
v
@ —2x 0
3EI
L
—+ 0

*FT "Factor de transporte"
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METODO DE CROSS

a) Estructuras sin desplazémientos.

En la Fig. 2 se muestra un marco sujeto a un sistema de cargas
dado. Para resolver dicho marco se puede usar el principio de superposi

cién indicado en la figura.

$s

%Keﬂtz
/L\&- ‘\ \b('sod)e

-l 13 g e
K NN N
D
fig. 2

Los momentos de los elementos que llegan al nudo B son:

Mea = Mea + KeaQs
Mec =Mac + KecQe —— Q)

Mso = Meo + Keo (s
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Por condiciones de equilibrio ZMB: O  por Io tanto si Kaa
dea == —
Kes
Mea +Msc + Mso = O doe = - Kac
Kss
o sea _ Keon
~ _ deo = Kos
Ms+ Kes Pe = O
que son los factores de distribucién de cada elemento que llega al nudo B
y se sustituyen en (C), se tiene que
q)B:_.M_?_. (b) : Mea = Msa + dea Ms
Kes
Msc = Msc + dsc Ms
donde
Mso =Mso *+deo Ms :
M = Man + Ms o+ Mao es el momento de desequilibrio del nudo B. Las expresiones anteriores indican que los momentos finales en
los elementos, es la suma del momento de empotramiento respectivo -
KoszKaa +Kasc +Kso  es la rigidez angular del nudo B. mds la parte proporcional (factor de distribucién) que le corresponde del

sustituyendo (b) en (a) se tiene que momento de desequilibrio del nudo. : R

Los momentos en los extremos opuestos al nudo B serian:

Msa =Msa - Kaa Me
Kes _ _
Mag = Mas * tea dsa Ms

Mec :Mec‘——-——KBc Mae (c)
Kes

T Meg + tac dsc Ms

=
@
1

MBD:MBD - "‘E‘EL M
88

Mos + tso dso Me

Mos




donde taa )tsc ytao son los factores de transporte de los elementos -
que llegan al nudo B.

Puede establecerse entonces el siguiente procedimiento para la -
aplicacidn del método de Cross.

1; Se obtienen los momentos de empotramiento de la estructura.

2. Se calculan los factores de distribucidn y de transporte para -
todos los elementos de la estructura,

3. Se distribuyen los momentos de desequilibrio de cada nudo en
todos los elementos que concurren a dicho nudo, segin su factor de dis~
tribucidn correspondiente. Debe tenerse en cuenta que después de distri-
buir se debe transportar al extremo opuesto segin el factor de transporte
correspondiente.

4. El proceso de ir equilibrando los nudos puede terminarse se--
gin la aproximacién deseada.

En el desarrollo de los ejercicios siguientes puede verse en mejor
forma el procedimiento del método.

EJERCICIO

Considérese la viga mostrada en la Fig. 3 sujeta al sistema de -

carga dado.

105

Los momentos de empotramiento y los factores de distribucisn y

transporte serdn.

2
= - WL
Mas = B

2
M4 - 1333 t-m
12

Mgaz —Mas= 1.333 t-m

2 2

Moe = — b= ”83) -_1.125 t-m
Kea :,—[-‘-%*I—: EI
Kac:i%l—-‘: ET
SKs = 2E1

. Kea - _EI - 0.5
dea = <%~ ® ZEI

. Kec - ET = 0.5
dec = 5% " 2EI .
tBA:"l?' .
tsc= O



Se puede entonces hacer la siguiente representacién de los datos

obtenidos
it/m
Estructura original A § 9!% Al
‘\L El R 1\ EL R
i 4m — 3m -F
1.333 1333 1125
Momentos de
empotramiento R N
0.052 D.IO4+0.IO4
Distribucidn de N A
momentos y %\ - @
transporte “ )
1.385 1.229 1.229
Momentos finales
N X K
fig. 4

La distribucién de momentos se efectud distribuyendo el momen-

to de desequilibrio en los elementos BA y BC para establecer el equili~

brio en el nudo B, o sea

Mg = Maa + Msc = 1.333 - 1.125 = 0.208
dsaMs = - 0.5(0.208) = - 0.104

dscMs = — 0.5(0.208) = - 0.104

1,08 momentos finales se obtienen sumando los momentos de em-~

potramiento con los momentos distribuidos y/o transportados en B.

El ejercicio anterior puede también presentarse en la forma si--

guiente:
[ Momento de FACTOR DE | FACTOR DE
BARRA | o potramie. |[RIGIDEZ| pISTRIBUC. | TRANSPORTE
4ET_
BA L333 L -EI} 6.s0 0.50
BC |-1l125 SEL:e1) .50 0.00
=| 0.208 |2EI 1.00

‘FD. 0.50(0.50 Factor de distribucidn
ET -— 1712 c —» 'Factor de transporte
M.E}j~1.333 1333 |[~1125 Momentos de empotramiento
/W0-052 - 0.104|-0.104 Distribucion y transporte
1. M|~L385 1.229|-1.229, Momentos finales

N

Diagrama de momentos




b) Estructuras con desplazamientos.
Para resolver este tipo de estructuras por medio del método de -
Cross se puede emplear el principio de la superposicién. Considérese,

por ejemplo, el marco mostrado en la Fig. 6, el cual puede desplazarse

lateralmente.

TR NN

fia. 6

Por superposicidn se puede establecer que:

N P F1

- -

_+_

18 Etapa 24 Etapa
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Lo cual quiere decir, que e-n la primera etapa se resuelve el mazr-
co considerando que este no se desplaza. Se calcula la fuerga Fi  que
impide el desplazamiento y se aplica al marco (segunda etapa). Puede es
tablecerse entonces el siguiente procedimiento para resolver estructuras
de este tipo:

1. Resolver la estructura considerando que esta no se puede des-
plazar. Determinar la fuerza F1 que impide el desplazamiento.

2. Suponer en la estructura un desplazamiento A cualquiera im
pidiendo que los nudos giren. Con la estructura desplazada se permiten -
los giros en los nudos y se resuelve la estructura. Se calcula ahora la -
fuerza F2 que produce el desplazamiento A dado.

3. Como la fuerza F1 que impidi6 el desplazamientov en (1) se-
rd diferente que la fuerza F2 calculada en (2), los resultados del paso
(2) se deben multiplicar por el factor de correccién F1 [Fa2.

4. Se suman los resultados obtenidos en (1) con los obtenidos en

(3) vy ésta serd la solucidn final.
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EJEMPLOS

METODO DE CROSS

F.D.zl = Kis

IK; = (112.5 + 200)E = 312.5E .

» = = 0,36 3 F.D.z3 = o=22=_S— = 0.64
Prcblema 1.- Encontrar el diagrama de fuerza cortante y fnomento Ik, - 312.5 ’ IXp ~ 812.5
flezionante de la viga continua que se muestra enseguida, la cual - )
L FT23 = 0.0. 3 FTz3 = 0.5 3 !
estd sometida a una carga uniformemente repartida de 2 tn/m y una
carga de 10 tn. como se ilustra en la figura.
Nudo 3
110T Kiz = %ii = ‘L%@E = 200E
. T/m
(7 (2) s (3) 47/ (4
é%\ ~ é; é; _ HEIs 4(100)E _
% D R Z Is Key = 555 = - —=5—— = 66.67E
+ + + + +
am - Zm Zm ém ;
+ . + + I K3 = (200 + 66.67)E = 266.67E
Ll I—2 L3

Iy =150; I, = 200; I3 = 1003 E = cte.
Solucion: Considerese que los nudos (2) y (3) estdn erhpotrados.

1. - Cdlculo de los momentos de empotramiento

= _wii _ 2(y)?

M“:-s_l:_.a__: [T (1
7

#o= . WL3 _PLy _ 203)%  10(4) -

Mza__—l_é___a___.. 15 _'?_'é-‘—=‘7-66;M32=7.65

2.~ Factores de distribucién y transporte.
Nudo Z
P
/ 3EIy _ 3(150)E

Kpy = Tsz —= 112,5;‘ 3 Koy = =2 = 2ER0R - 000E

%

2T/ {4

N




(1] 2] {3} [
Fact.Distr. -0.36 | -0.64  -0.75] -0.25
Fdgt.Trans. 0 : > 0,5 « 0.5 >
_ [M.emptr. 4.0 1 -7.66 7.661 -6 6
1 (MO 1.32] 2.3y )
2[F.T.i ¥ 117
3 MO -2.12]-0.71
L [F.T.1] M9 . +1.06% . T~—s-0.36
}M@ 0.38] 0.68
T 14 MO 0.3y
e -0.26 ] -0,09
F.T.ii MO -0.13% T~ -0.05
0.05| 0.08
Y 5.75 | -5.75. 6.79 | -6.79 5.59

En la tabla anterior se ha ilustrado como se distribuyen los momen-
tos de desequilibrio de cada nudo en los elementos que concurrén a

dicho nudo, segin su factor de distribucién correspondiente, teniendo
en cuenta, que se deben transportar dichos momentos al extremo - -
opuesto segin su factor de transporte.

Con el fin de hacer mds claro el método, se anotardn algunas opera

ciones en forma detallada de los valores obtenidos en la tabla.

Renglon 1.- Distribucidén de momentos (equilibrio del nudo 2)
Mz = Mp1 + Mag = 4-7.66 = - 3.66

(d21)¥y = - 0.36(-3.66) = 1.32;  (dp3)¥Mp = - 0.64(~3.66) = 2.3u
Rengldn 2.- Momento transportado

F.T.23 (d2s)¥y = 0.5(2.34) = 1.17
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Renglén 3.- Distribucidn de momentos (equilibrio del nudo 3)

My = M3z + Myy + F.T.p3(d2s)Mz = 7.66 - 6 + 1.17 = 2.83

(d32)¥s = - 0.75(2.83) = = 2.12; (dsy)Ms = - 0.25(2.83) = - 0.71

Rengldn 4.~ Momentos tfénsportados

F.T.32(d32)Ma = 0.5(~2.12) = - 1.06 3 F.T.34(d3y)¥3 = 0.5(~0.71) = - 0.38

El procedimiento se repite icerativamente hasta obtener la precision
deseada. -

Una vez que se han distribuido y transportado los momentos de dese
quilibrio se procede a determinar los momentos ﬁnales,» que de - -
acuerdo con la tabla anterior, basta con sumar algebraicamente los

valores que aparecen en cada columna.

Cdlculo de reacciones en la viga

10
5.5 5.5 i 6.79  6.79 5.59
cocsmmcce) 2 G
[ias 1.0 | lo.2e 026 1 to.z0 0.20]

Jo ) /]
L«;.lz Iw.%

I
IZ.SB
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Diagrama de coruante.
5.74

.74
7.5\ 2.77 2.9
ER|
5.4%J 5.26 \Is.s

9.26
Diagrama de momentos. 7.7
2,81
6.8 5.59
Problema 2.- Determinar el diagrama de fuerza cortante y momento
flexionante del marco mostrado.
10 tn
3in/m
E.I. = constante
Por simetria geométrica y de carga .

no hay desplazaﬁientc lateral

T WL PL _ 3(16) | (10(4) _ -
M32-12 tE T ot g = 9.0 5 My = 0

2, - Célculo de los facwres de distribucion.
Nudo 2
K = s BT Ky =5‘-§£=51 . IKs = 2EI

1 1
da1 25 =0.55 day = 5= 0.5
Nudo 3
.
K,z=“§1=}:z, K”=-’§£=EI; IK; = 2EI

Dado que los factores de distribucién son de vital importancia en el
méiodo de Croess ‘en el cdlculo de momentos, debe verificarse siem-

pre que la suma de dichos factores en cada uno de los mnudos, ses -

-igual a launidad.

Para este problema, puede observarse que la suma del valor de los

factores de distribucidn en los nudos 2 y 3, es correcta,




Los factores de transporte son para todos los casos igual a 0.5

En este ejemplo se considera una variante del método que consiste
en equilibrar todos los nudos y después efectuar los transportes co

rrespondientes a los empotramientos 1 y 4.

Fl arreglo tabulado se presenta a continuacién y no importa el or-
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den de equilibrio de los nudos, ya que primero se equilibran todos

ellos y después se procede al transporte de momentos.

l 05105 ] — 0.5 ¢— 0.5 1-0.5 l
0.0 1-9.0 5.0 | 0.0

L 4.5 4.5 o —-—| 4.5 |-4.5

i -2, 25« =" 2.25

Il 1.12] 1.12 e e -1.12]-1.12

| 20.56 ~==-[ 0.5

1| 0.28/ 0.28 . -—|-0.28/-0.28

i 0.14 j=—— " 0.14

{ 0.07| 0.07 }——_ _ _ . -0.07{-0.07

! ot — » 504

} 0.02 0.02_\\__\,::-0.02 -0.02 |

| ~0.01|e——"""" 0.01

1| 0.00| 0.00 . 0.00{ 0.00

; 6. 00] -6. 00 6.00[-6.00

i

: %Z%& ZZZ&

| , _

11,225 -2.25
0. 56 -0.56
0.14 -0. 14
0.04 -0.04
0.01 -0.01
0. 00 0. 00
—3.00 -3, 00

Mo = 2 dazMT3 =

La secuencia que se ha seguido en el cdlculo anterior es como lo -

indican las flechas y que a continuacion se expone brevemente.

De acuerdo con las ecuaciones utilizadas en este mérodo y refirien-

do la notacién a la expuesta en la parte tedrica de estos apuntes,

se seguird la secuencia indicada con lineas continuas.

Fl momento de desequilibric del nudo 2 es:

My = Mag + Moy = =9+ 0= -39
El momento distribuido vale Mo,= dps Mz = - 0.5(-9.0} = 4.5
El momento transportado es M, = t23 dasMz = 0.5(4.5) = 2.%5

Ts

Por lo tanto los momentos distribuidos con el nudo 3 son

M93 = dszMT = - 0.5(2.25] =~ 1,12
3

Yy Mez = dgh Mra s - 0.5(2.25} = = ].]Z

El momento transportado del nudo 2 al 3 calculado antes, pasa a -
ocupar el momento de desequilibrio en el nudo 3, por lo que se pro

cedi6 a la distribucidn del mismo.

Volviendo al problema se transporta el momento distribuido de -1.12

al nudo 2:

0.5 (-1.12) = - 0.56

T2

Este momento se distribuye en los miembros que concurrren al nudo

2 repitiendo nuevamente el procedimiento.
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Una vez equilibrados los nudos, se procede a transportar los momen Diagrama de fuerza cortante
tos distribuidos hacia los empotramientos. Asi por ejemplo para el
apoyo 1 se tiene.

Mn = faq d21 ﬁz = Momento WVLA}OOMLLC{O a "1

My, = 0.5(-0.51{-9,0} = 2.25 ~{Linea punteada del nudo 2 al 1}

Mry = 0.5{1.12) = 0.56 ; Myy = 0.5{0.28) = 0.14

etc.

Cdlculo de reacciones en el marco

107
s l 37 /m 6
/ { 2 My, £2g. = 0

A2 Sl 9
6 =~ 3+ Hy14) +H1=Z= 2.25 tn
L M3, £zq. = 0 -
6 =~ 3+ 10(2) + 12{2} - Vi{4} + 2.25(4)

3 Vl = 7T in. \

ey

& ‘4 Por sdmetrnia de cargas tenemos

1 .m P . :

Vi = Uy = 17,0 2n 5 Hy = He = 2.25 Zn.
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Problema 3. - Encontrar el diagrama de momento flexionante de la siguien

Nudo 2
e esfructura. .
day = K“ = Ksy K. :
21 % gt 0.207; day = TRy T 0.277; dps o 0.516
a1 = 07 Loy = 0.5; L3 = 0.5
4m
Nudo 4
d =fﬂ—=0577v dys = wo> = 0,483
+ ; + + 4 42 ZKL, . Pl b5 = m 4
5m Z.5m 2.5m Em
atqz = 0.5,’ /tx,s = 0.5
Solucién.
1. Célculo de momentws de empotramiento . 4, Distribucidn de momentos de empotramiento
. T N
oo ekt ) Joul P
Moy = 5= 15,625 5 Mow = - 57 - 7 31.04 19.164 | -178.032 19,874 | -29.874 25,111
" UTT3 NEL Z00%T | T=U.076
M,y = 37,045 Mus = - =55 = ~ 26,66 - -0.546 0.157
2 . o 77 T T~ 7597 | 2707 — 051
-1.133 2,113
2. Céleulo de rigideces relativas 3197 fg5s {65 | T017.  —=  _-1.05
15,675 | =33-042 [37.047 |-76.46 | 76.6¢
Nudo 2 0.707 0.276 [ 0.517 | 0.485 | ~ A
7,517 N
bavr e 05 Kaye e a0 k- e 150 = R 7
=i ~=0.586
Py 0,282
1Ky = 290 Iy §.538
| i
boLTEgEE
b— =~ 0,293
Nudo 4 4778
Koz = 222 50 ; 2. 75 ; Ky = 155

Kus = T

+

3. Cdlculo de factores de distribucién y wansporte
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Diagrama de Momentos

(5)

25,11

Nota. La secuela de cdlculo en la distribucidn de momentos. es la mis

ma que se utilizé en los problemas 1 y 2.

Problema 4.- Resolver la estructura siguiente
18 Tn
(] l {5)
-‘-
6ET
2E1 E1 4m
(1) (4]
7 2
+— + +
Im 6m
Cdiculo de momentos de empotramiento
Moy = LI o gg tum 5 Thoo = - 2810 12 tom
Cdlculo de los factores de distribucidn
Nudo 2
Koy = LELL < 967 5 Ky - B - g 4781 ;5 K = 4.6TED
doy = 2/4.67 = 0.428 ; dza = 2.67/4.67 = 0.572
Nudo 3
Koo = HEELL - g 6781 5 ks = L. je1 ;5 5K - 3.67ET

dss = 2.67/3.67 = 0.728 ; d3y = 1/3.67 = 0.772




El arreglo tabulado es el que se presenta a continuacidn.

En el cal-

culo se han equilibrado primero los nudos y después se hicieron los

transpories correspondientes.

" 0.4:8) 0.572 0.728 | 0.272
74.00 ~12.00
_l-10.28(-13.12 o 5.73 | 3.27
| TR i R
ool 1is6)- 2,50 _b 4099 | 1.7
! T = T =~ [T
v |- 1306]- 1.43 _ 0.91 | 0.34
i T i
Coof-0u1ap 0.26 0.52 | 0.19
LT Sz |~ — == Ton
vt o011]- 0.3 0.10 | 0.03
! 005 |- — = [0
. |- 0.02]- 0.03 _ 0.05 | 0.02
. 0,03 |=— " T - 0.01
o [-o0.01]- 0.0 0.07
: ~13.53] 13.53 - 5.72 | 5.72
Z
—] - 5,14 1.63
- 0.93 0.93
- 0.53 0.17
-.0.09 0.09
- 0.05 0.01
- 0.01 0.01
- 5.75 7.84

Cdlculo de la fuerza que ha impedido el desplazamiento del cabezal.

(Del paso 1).

De acuerdo con 1_os valores de los momentos obtenidos en el cdlculo
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anterior (distribucién y transporte de momentos), se tiene el marco

siguiente.
My, Xzg. = 0
12) N /(3]
v 1 -13.53 = 6.75 - 4H,
15.5% 5.72 )
< o Hy o= 20.78/4 = 5.07
6.75 1.84
7 111 14) D% My, der. =0

‘4‘ 5.72 = - 2.64 + 4 H,
H Ha

e Hy = 6.56/4 = 2,14

Aislando el cabezal, se tiene

. 2.93= F4

2

T T4

La solucién de la estructura requiere el andlisis de los marcos.

1¢
7 %
lzx 2.93
2.93 _ o,
4
7 la. etapa 7 Z 2a. etapa &
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20. PASO.- Como se menciond anteriormente, se supone un despla
zamiento & del cabezal y se calculan los momentos que lo produ-

cen con los cuales se obtiene la fuerza en el cabezal que causa di-
cho desplazamienio. Asi mismo puede suponerse el valor de los -

momentos y calcular la fuerza en el cabezal.

Por lo tanto supdngase momentos de 10 tn.m. en la columna de la
izquierda. Los momentos en la columna derecha no tendrdn el mis

mo valor, dado que las rigideces en ellas son distintas.

A
—t
De La f6nmula de nigidez Lineal
se Tiene
z el _ 6EIA ., _ GIZEI)
Wz 10 =2
1o A = 4073 EI

= GEL , _ 6EL _ 40 _

M3y = _LTA =Sz XEmET 5.0 tn.m.

La distribucidn dé momentos se realiza de igual manera como se -
hizo en la primera etapa.

El orden del wbulado en esta etapa es el que se presenta ensegui-

da.

.70 ] -6.10 -4.36) 4.36

0,975 | 0.572 0778 0.272
10.00 5.00
e el o LT
JIEA -,

1] -0.44 | -0.60 -0.38 |-0.14

B 0.08 _g';? — 0t 0.08 ;
§ ; P R v - e B
JETIES I e
i 0.01 | 0.01 1 .02 0.01

[ aical
I I
1] 1]
L. |

10.00 5.00
-2.14 ~0.68
0.39 0.39
-0.22 -0.07
0.04 0.04
-0.02
£.05 4.68

Cdlculo de la fuerza F2 que ha producido el despléizamiento del cabezal.

{2} . / 5.8= F,

4.36 ZMz, ,("Zq. =

10 = 4Hi- 8.05
.05 4,65 4) 5.10 = 4

§§ i
o -
s
N

<o Hy = 14,1574 = 3.54

.94 =H; H,= $2.26

+

ZMQ, dern, = 0
4.36 = 4Hy- 4.68

s Hy = 9.04/4 = 2,26

Se tiene  Far 3.54 + 2.26 = 5.80
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3er. PASO.- Como en el primer paso se obtuvo uma fuerza de - METODO. DE KANI
2.93 wn. y en el segundo paso una fuerza r, = 5.80, se multi-

. . L El método de Kani es un proceso iterativo, siendo el punto de par
plicardn les resultados por el factor de correccién F;/F, que va- -

le rida del mismo las ecuaciones de pendiente deformacidn que a continua--

cidn se describen.

C = 2.93/5.80 = 0.505 La relacidn entre los momentos aplicados en los extremos de una

viga con los desplazamientos que producen, som:

Se obtienen los momentos siguientes y como comprobacién se

calcula la fuerza en el cabezal

) [ 2.93
b e -

s 08 : ) 20,/ Hy = {(3.08 + 4.06)/4 Mae

: Hy = 1..79 (\\ i

: : \VEra
T 06 T 2.36 He = [2.20.+ 2.36)/4 A
a . A
g Hy = 7.14
i 1.79 =Hy 1 14=H, .e.B/
F=1.79 + 1.14 = 2.93 ' ‘
N JMBA*“*

40. PASO.- Sumando algebrdicamente los resultados de esta -

etapa con los de la primera etapa, se obtiene finalmente

L
18T ;
2
{ }_‘x i . / (3) \
%0.45 7.9
7.49 5.20
Z. ,'(”



CAPITULO

METODO DE KANI

8
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Los diagramas de momentos divididos entre El, serdn:

Il

<
o
o

m
—

il
e

e

Resolviendo por viga conjugada:

4—'L/3 fL L/3 }‘ L/3 ft

- Mas L
Prs ST
PZ: MBAL
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Haciendo =M en Py

Se obtendrd

My ™oq m'12 .
r ad F £ ¥ 1 N
©.2L+all- A- Ml 1120 (1 Miz = 265 01 + Koz 02 * T ¥ (5
3 3 2EI 3 ™o, my, a1
Haciendo ahora 2 M enPy: Marz 2Kas Q2 + Kan Q1 + Ko ¥ — (8)
"E}A_;_L + ‘6‘3% L- A - ];!Béll- % L=0 —(2) o0 en forma general:
Si hacemos K = I/L Mi; = 2mi *+ m; * m",; + Lo v ) (7)
Mas = ZEK(ZGA*'G’B ‘—3—LA—) —(3) en la cual:
3A ) mi = contribucidn por giro de la barra ij, en el extremo estudia-
Msa = 2EK(28s + Ba-28) — (4
L do. [—i%- eil
Las ecuaciones 3 y 4 se les llama ecuaciones del método pendien- mj = contribucion por giro de la barra ij, en el extremo opuesto.
[ZEl ej]
te deformacidn. -
‘.‘ . P P s
El método de Kani es una resolucidn grdfica de las ecuaciones men mij =  contribucién por desplazamiento lineal entre dos extremos
’ 6E1
cionadas. de 1a barra [ EA]
La demostracion del método de Kani, se expresa a continuacion: Lo = momentos de empotramiento en los extremos de la barra,

Si en las ecuaciones 3 y 4 se substituye:

K:__E,,I_ quiera
L

0=26

- 6A

L L

producido por el sistema de cargas.
Aplicando la ecuacidn de equilibrio de momentos a un nudo cual-

en una estructura, se obtendrd:

® ‘
Kas




=M = 0
Kiz (201 P2) + Kaa (201 + 0u) * Kas (204 +Os)

+ K201+ 0s) + Kis¥We * Kun¥Yo + Mo = O (8

(Mo = momento de deseguilibrio en el nudo)

de donde:
mai ma ms:
0: = 1 Mo + Kia @2 + Ku Qs + Kis B
4= -
2(Kiz + Kis+ Kis +Kis ) | +Kn Qs+ Kis W1+ K Yr
ms m'is mis
(9)
Aplicando ahora la ecuacidn de equilibrio de fuerzas de entrepiso
se tendréd:
C o) 5 |
mi4 mazs mas i
' h
@ mai ms2 mez(® ,t
A\ AN\ AN\
SF=0=)F— V=0
Siendo ZF = Fuerzas exterjores

Zv: Fuerzas cortantes
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M4 mat

——h A
Fh = Kis(2d + $a) + Kai20a + 1) + Kia

mha

by

¥y

+ Kzs(2 0z + 05) + Ksz(2 §s + Oz2) + Kes¥r p-f1O)

+ K3sl2 ¢ + §s) T Kezl2 P + $3) + K3e'tl

desarrollando la ecuacidn anterior, tenenemos

Fh= 3(Ka®:i + Ki Qs +Kasdz + KesQs + KaePs + Kashe) +

+ 241 (Kie + Kgs+ Kss)---(i

de donde:

— 3
b = 2{Kia + K25 + Kz6) [

mi4 41
Losre r——T-—‘\
KiaQr + Kia da + K

+ Kas s + Kze b — 5
g by

mss

mes3

mzs ms2

—A—
2502 + Kes Ps

Fh

}-uz)



De la ecuacidn (9), se obtiene que:

Kiz [mismo paréntesis que}
M2 = Ke (b' T 2Kz F Kz + Kia + Kis ) (9) -A3)
= _ Kiz H z .
mis Kis O K T Re +Re TR [m(smo paréntesis que (9)]{,]4)

y en forma general:

mij = Kijpi = ——KU_

mismo ‘paréntesis que 19)] -5
3T [ (1)

A la expresidn fuera del paréntesis se le llama coeficiente de ro-
tacidn angular.

De la ecuacion (12), se obtiene que:

— _ 3Kia . . . .
mis = K ¥y = — 5(Kis + Kes F Kag) [mlsmo paréntesis que (12)]-—(16)
m2s = Kes¥s — — 3Ke2s

3{Kia F Kos + K3s) [mismo paréntesis que (12)]._-(]7)

y en forma general:

3Kij r

mij = Kij¥r = — m
ZZK cols. entrepiso L

ismo paréntesis que (‘2)]*“(18)
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A la expresidn fuera del paréntesis se le llama coeficiente de dis-
tribucién lineal.

Las ecuaciones (13) y (18) son la base para la aplicacicn del méto
do de Kani.

De acuerdo con lo mencionado, la secuela de cdlculo para la obten
cion del método de Kani serd la siguiente:

1. Obtener los coeficientes de rotacién angular en todos los nudos

de la estructura y los coeficientes de distribucidn lineal de todas las co-

lumnas de la misma:

coeficiente de rotacién angular = — —é~ —§—'—-
. Ki

coefici ente de distribucidn lineal = — —g— Kot
Z Keols.

2. Calcular los momentos de empotramiento en vigas y posterior
mente del momento de désequilibrio‘en cada nudo.

3. Si existen fuerzas horizontales, calcular la fuerza cortante en
cada entrepiso y el valor correspdndiente a Vh/3

4. Recorrer todos los nudos de la estructura aplicando las ecua-
ciones (13) y (18), haciendo las iteraciones suficientes hasta lograr que
la dltima iteracion sea igual 4 la precedente. El orden pa{fa recorrer la
estructura es arbitrario; pero es com‘reniente que una vez seleccionado -
algin orden, se repita en la misma forma. El método de Kani es autoco-

rrectivo, es decir, sise cometid algiin error numérico, éste se corregi
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rd en la siguiente iteracion. METODO DE KANI

Los momentos finales en las barras, se obtendrdn como sigue: Las siguientes ecuaciones constituyen la base del lamado Méwdo

-

, . de Kani
Mij= L+ 2mi + mj + mij
mij = - ghe ( Fio+ Imji+ I uéf) -= (1)
“”"%gi ( 13’3 + 5 (mij +mji) ) --- (2)

f
El momento real en el extremo de una barra serd igual a:
N
Mij = Mio + 281 (287 + 8] - 3¥ij) N
T .
Mij = Mio + 2mij + mji +péf --- (3)
( \
Problema 1.- Resolver por Kani la estructura siguiente
{1} {z}
20T - —_
81
)
1 g Im
15 T k3 CH S .
101
1 21 i
(5} {6
- TR «Lﬁ\‘l‘
J« Sm 1




ler. PASO.- Calculo de los factores de distribucidn

Sabemos que. F.D'A, = K ; F.D.L, = 3 K
2ZK 2 I

Angulares Lineales
BARRA | Rigidez Relativa.| FD, E"t’e?iso Rigidez Relativa | F.D.
1-2 | 8/5 =1.6 0,415 3-5 1/3 = 0,33 0.5
1=3 | 1/3 = 0,33 0,085 heg 2/3 = 0,66 1,0

Suma = 1.93 ’ Suma = 1,00

2x1,93 = 3,86 ‘ (2/3)1 = 0,666

p -

2-1 | 8/5=1.6 |ovuis nerepise
2=k | 1/3 = 0,33 0.085 1-3 1/3 = 0,33 0.75

Suma = 1,93 2l ;

b1t e 1ge - 1/3 =033 _ 0.75
3.3 | 1/3=0.33 0,062 Suma = 0.66

(2/3) 0.66 = 0,443
3-4 | 10/5 = 2,00 0,376

3.5 1/3 = 0,33 0,062

Suma = 2,66

2 x 2,66 =5,32
4-2 1 1/3 = 0,33 0.055
4.3 110/5 = 2,00 0 335
46 2/3 = 0.66 0,110

Suma = 3,00

2x3 = 6,00
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20. PASO.- Calculo de momentos de empotramiento.
Como las cargas estdn aplicadas en los cabezales de la estructura,

los momentos de empotramiento valen cero.

-3er. PASQO.- Obtencién de momentos de entrepiso

Este momento es igual a

Entrepiso Momenmo = 1/3 vh
2 0.333 {20 x 3) = 20
1 01333 (35 x 3) = 35

40. PASO.- Se sigue el siguiente ordem

a).- Se distribuye el valor de Vvh/; entre las columnas de cada entrepi

s0.
Columna ]
3-5 -35(0,5) = 17.5
46 : -35(1.0) = -35
1-3 -20(0.75) = -15
2-4 -20(0,75) = =15

b).- Se calcula la contribucién angular en cada nudo

Nudo 1  mij = =(F.D.A.1(Mio + & mji + I wéf) -~ (1)

Donde. Hio = 0y del paso ?



125

Como primera interaccidn puede suponerse que
~Del paso 4-a, se obtuvo § udif = - 15

Sustituyendo en la ecuacién (1)

~ '
1+ M3y =« 0,415(-15] = 4,22
7.3 M1z = - 0,085(~15] = 1,27

Nudo 2 JImid = 6,22; T W = - 15 (Pasos 4.b y 4.a)

2-1 mzy = = 0.4/75(,6,22 - 75) = 3,64

-4 May = - 0,085 (6,22 - 15) = 0,74

Nudo 3 Imfi=1,27; L uif=-15+«17,5=~ 32,5

3-1 mgy =« 0,062(1,27 ~ 32,5} = 1,93

3-4 may = - 0,376(1,27 - 32,5] = 11,74

3-5 mss = - 0;062(1,27 ~ 52,5) = 1,93

Nudo 4 Zmfi= (1174 + 0,74] = 12,48; fuif = - 15 - 35 = - 50
4-2 Moz = = 0,055(12.4§ - 50) = 2,06

403 ey = = 0.335(12,48 - 50) = 17,56

4-6 Mye = ~ 0,110(12,48 ~ 50) = 4,12

c) Se calcula la contribucién lineal transversal.

Entrepiso 1 wi(f = (F,D.L,LWV&/3 + T {mij + mid)) - (2]

Mss + Mug = 1,93 + 4,12 = 6,05 B

I mif =
L mji = 0 por ser el primer entrepiso
Va/3 = 35  (del paso 3)

Sustituyendo en la ecuacion (2)

Ws = 0.5(35 + 6:05) = 20,52

3.5
4-6 We = « 1,0{35 + 4,05 = 41,05
Entrepiso 72 Vh/3 = 20 (del paso 3)

1.27 + 0,74

[
~
=1
g

Lmif = ms * My, =

Zm_j:(: = M3y F My = 1,93 + 2,06 =

1-3 Mg = - 0,75(20 + 2,01 » 3,99] = - 19.50

[}

2-4 Mpy = ~ €,75{2¢ + 2,01 + 3,99] - 19,50

Después de este paso, se regresa a calcular las m{j siguiendo nueva-
mente toda la secuela de cdlculo antes expuesta.
Los momentos finales se calculan aplicando la formula (3); por ejem-

plo:
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Myp = 0+ 2(5,68) + 4,64 + 0 = 15,90 Pll'oblema 2.
Mlg = (0 + Zu,ié}_ + 1.36 « 19.77 = « 16,00

Resolver por Kani el siguiente marco
Moy = 0+ 2{4.64) + 5,68 + 0 = 14,96

{5 T/m
Maw = 0+ 2(0,95} + 2,89 « 19,77 = - 14,9§ 4T —
ete. (2 21 13)
1 I 4 m
En la figura que se muestra a continuacion, se encuentran anotados -
los resultados obtenidos de la aplicacidn en forma interactiva de las
ecuaciones (1) y (2); bdsicas del método de Kani.
« 80 14+96
i HEE)
;4 tagd
: 3 I 3 kx’ ]
(1) (2) ) 4]
1.27 %;3‘; ANVRAN “K‘\—L
171k 3.38 ¢ L 4m |
{:}g 085 I !
-%6,00 1498 Factores de distribucitn.
> N
jocmﬁ,\ “ Angulares Lineales
i ;,;‘,;,;“;E . oidez
ELELEE B ‘*"””" BARRA | Rladdez F.0. BaRRA | Riglde
1-36 [3ue2v h's'_;o" 13, 0n Relativa ] Relativa
137 = ‘ '
HiRER 17188 S, 2-1 | 1/4 = 0,25  |0.766 dz-1 | i/4=0.25 075
rxresl 363 H t s ; '
ey e 2-3 | 2/4 = 0.50 0,333 3-4 174 = 0,25 0.75
Suma = 0,75 : Suma = 0,50
3 . .
{3} {4} v ’ 7% 0.75 = 1.50 {2/3)0,5 = 0,333
1.93 L12
. ;323 A 3.7 2/4 = 0,50 0,333
1.36 ;g T
18+32 | 50- 50 3-4 1/4 = 0.25 0.166
Sama = 0,75
- 2 x 0,75 = 1,50
<
! ';:;;gg Siscirme D
tree J."T‘TTT
"19-72“4 . ~36.37
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Momentwos de Empotramiento

wl?

Mzc—--j—?-—-\z; Maa—+2

Vh _ 4(4) _
S

Momento de Entrepiso 5,33

Distribucién del valor de VA/3 entre las columnas

Columna -_udf
2-1 -5,33{0,75) = - 4.0
3-4 -5,33(0.75) = - 4.0

Contribucién angular de cada nudo

Nudo 2 Mao = = 2; ZTudf=-4
2-1 ————mp1 = - 0,766(-2-4) = 1,000

2-3 ————— 123 = - 0,333(-2-4] = 2,000
Nudo 3 Miop = 2; Tudj=-4

3-8 3y = - 0,333{2 + 2 - 4) = 0.00
34 ————— 3y, =~ 0.766(2 + 2 - 4] = 0,00

Contribucion lineal transversal

Imif =mey +mgy = 1,000+ 0,00 =100

Tmic=0; Vh/3 =533

2-1

3-4

"

Moy

Hyy

~ 0,75(5.33 + 1,00) = 4.75

- 0,75(5.33 + 1.328]

=~ 4,75

Se vuelven a calcular las méf , los nij y asi sucesivamente.

Los resultados se muestran en la figura siguiente:

7,68 4.67
7.706 7.777
7.048 0,224
2,274 4 0.205 +
2.740 0.166
2,000 0.000
0.335] - 2.0 [7.333
(2) (3]
0.76%] 0.168
1,000 0.000
1.120 0.083
Y1112 0.104
1.114 0.112
1.113 0.113
-7.70 “F70
Faesss) BEEesE
=YY TT T TYTTTE
-
-3.81} (1) (4)| -4.81
ANNNAN ANNSANNN



Problema 3. -

Resolver por Kani el marco siguienre.

107 171/m
(3 (4] T
EI = cte.
4m:
207 13 1 T/m
—N~
(2 {54 (7)
4m
(1) {6) {8} o
AN\NNN A NN\ A NS\\\
L 1 y
[ g0 m _J]__ {0 m _é
Facrores de distribucion
Angular Lineal
Rigidez Rigidez
BARRA Rg,@a/téva F.0. BARRA Relativa F.2.
2-1 1/4°= 0,25 0.208 2-1 1/4 = 0,25 0.5
2-3 1/4 = 0,25 0,208
2-5 1/10 = 0.10 0,084 5-6 1/4 = 0,25 0.5
Suma. = 0.60
2 x 0,60 = 1.2 7-§ 1/4 = 0,25 0.5
3-7 174 = 0.25 10,357 S = 0.75
3-4 1/10 = 0,10 0.143 (2/3}0,75 = 0,50
Suma = 0,35
7% 0.35 = 0.70 32 | 1/4 =025 0.75
4-3 1/10 = 0,10 0,143 4.5 1/4 = 0,25 0.75
4-5 1/4 = 0,25 0,357 3 :
T uma = 0,50
2058 0.0 (2/5)0.5 = 0,353
5.9 1710 = 0.10 0,0715
5-7 1410 = 0,10 0,0715
5-4 1/4 = 0,25 0,179
5-6 1/4 = 0,25 0,179
Suma = 0,70
7 x 0,70 = 1,40
7-5 1/10 = 0.10 - 0.743
7-8 1/4 = 0,25 0.357
Suma = 0,35
2 x 0,35 =0,70
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Momentos de empotramiento

M20 = Mso)d =\Mgg=':_li)_l;2_=*g.33
. 17
Mso )< = Myg = Myo = wl? = 8,33
: 17
Momentos de entrepiso
Vh _ 10x4 . Vh _ 30x4 _
3z 13,33 ; i 40,00

En este problema se inicid la distribucidn, con las contribuciones an-
gulares siguiendo la secuencia (3)(4)(2)(5)(7)

AsT tenemos, por ejemplo, para el nudo 3

Imid = Iudi= 0 ; WMy = - 6.33

Nude 3 (utilizamos la ecuacidn 1)

3.9 maz = - 0.357 (-§.33) = 2,97
3.4 may = ~ 0,143 {-8.33) = 1.19

Los valores anteriores se encuentran anotados en el nudo 3 de la es-

tructura, en primer orden. Una vez calculados losmij se procede al

cdlculo de los ¥4f y asi sucesivamente.

En la figura siguiente, se muestra la estructura con los valores calcu

lados en cada interaccidn.
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INTRODUCCION AL ANALISIS PLASTICO superior (c); si sigue incrementdndose el momento también se alcanza

la fluencia en la parte inferior (d).

Se supone que el material se deforma de una manera idealizada como se

ve en la grdfica - ' {y
A g 4 A = Area
e [ & B
1

g NEUT!
Ey: DEFORMACION DE FLUENCIA -g- <

— ;

{a}

€y = ESFUERZO DE u s 3 i
v FLUENCIA Si el -momento sigue aumentando se llega al estado pldstico total.

& Se puede calcular el valor del momento dltimo en esta condicién. El -

eje neutro divide a la seccidén en dos dreas iguales, las resultantes de

tensidn y compresidn son ?A_ oy ¥ el momento

Momento dlitimo.
A

‘v . ix Mp= 7 0y Y1+ Ve

Considérese una viga con la seccidn transversal que se indica con un eje

de simetria (a R R R .
@ : donde Y: y Y2 son las distancias a los centroides de las dreas de com-

presidn y de tensidén a partir del eje neutro.

“+% + -+ & +
&@ 17 17 El momento mdximo que se presenta sin exceder el esfuerzo de fluencia
R X - : : : ] i : -
-- “LA oMy A es My = oyz,zes el médulo de la seccidn.
4 3
Y —+ Cy p
ta) (b) le) (1 La relacién MP. = ¢ depende de la forma vor lo cual o« se llama fac

4
tor de forma y es siempre mayor que la unidad.

La viga, estd sujeta a flexion en el plano de simetria.

c - _ bhk?
Si el momento es, pequefio el esfuerzo y la deformacidn varian linealmen Para un rectdngulo de base b y aél;luzra h - &
bh? M i
te (b). ) Mp=oy —5— ’Mg:gib_h_t=a=1‘5
Sy

Cuando el momento aumenta el esfuerzo alcanza la fluencia, en la parte



Para una seccidn circular sélida o=71.7, para vigas de seccidn

de 1.15 a 1.17.

I varia -

Comportamiento pidstico de una viga simple.

Considérese la relacidn entre Momento y Curvatura idealizada.

M

Mp = MOMENTO PLASTICO TOTAL

i
d§

CURYATURA =

Veamos la siguiente viga:

(a) L
@ L ‘ L > Si se incrementa el valor de P has
-z —— F T ta que se alcance el valor del mo-
—t mento Mp Pel
P L
M N 4
{b} Pe )
Entonces se presenta una articula-
.¢ién pldstica y por lo tanto el co
lapso.
- © |Pe ©
2 26
Si igualamos el trabajo con el in-
T3] terno en (c).
.pL3 Pe é-e = Mp2e
| 48ET |
DEFLEXION _f_DEiFALSS:g: 4M
DECOLAPSD | Pe = TE
td)
A ¢
ZORA DE FLUENCIA
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Grafiquemos la relacidn Carga-deflexion.

P
[EPSIE——— T -7 Y X
S IDEALIZADA
td
Pe 4
CARGA DE
FLUENCIA
QUE ! L& |
CAUSA My 2 '
D
Pc .3
1 48E ‘__}_

Consideremos una viga hiperestdtica:
Lss " Lsa

A c

Igualando trabajo externo con interno.

Mplo+28+8) = Z(TWCL) %L—
2
4Mp6= 91—%"—*9
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We = %ﬁﬁ = Carga de colapso

Estudiemos la siguiente viga continua:

£ F- I = 3

1 L ! L ! L ; L | | SR
! ' 2 T ! 2 y 2 k
o <
26
MECANISMOS
DE COLAPSO  MPQ + 2MP O+ Mp & = F%e P, = 8Mp
L
< =N
—%
Mp & +2MpE = PcL o pP.:-8Mp
2 L
El mds pequeiio de los valores calculados de Pe es la carga real colap-
so
. SMp
Pe= -
Mp Mp
Me L N Mp
////’ ////’
//’ - —~
// //”’

Diagrama de Momentos

Estudiemos un marco

.6 LO

4L

Pe o

2P

.8L

PAYYS

2Pc

2P 5o=Mpo+Hpe+IMp2o

Pe{.68L}

1

Mp(6+8+6+6)

pa- bo67Hp

\/3,2 A

2Mp26 +Mple-+© +20):2Pc L& F166L)Pc
2

Pc= _EST_
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La carga de colapso es la mds pequefia

N 2Mp
Mp Mp

DIAGRAMA DE MOMENTOS
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