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LOAD CASE , MODE SHAPE 
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DEF"ORMEO SCALE 
l.~B6E+02 

r .,;fj-QI 1-1''1.1.!1_ 
-1 . 750E +•::.3 

1 X 

l. 
3.35üE+03 

1 

·f 

------ - - -- --3.509E+03 y 
3.509€..-03 -----------1.981E+ü3 

z .2.23üE+03 
DATE 

_l ~-~'(-=-~~ ~- ~·~ 
TU1E 

03:17:41 
POST/SAP6. 
SAP IJSER GROUP 
t.J?-H!JEP.SlTY OF 
SOIJTHEP.H CALIF 

IJIEW OlP..: 
_j ___ l~ __ .j_ 

IJIE¡;JING. OIST' 
1 . 000E +2'0 · 

. ROTATION. AXES: 
X. 9. 000E+01 . 
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Dimensiones de la trabe de b.n-de 

Todas las 
· place·s _ttenen 

6mm de 
espeSior +r 

. . 25.4# 1 25.2 
· Secel&n trari~JYersal de los 

puntales de taChada. 

todas laa·barras tienen la 
mt&ma secc:t&n transversal 

. . . 2 
Area 10.4)16 cm 

Nomento_ de 
Inercia 

. 4 
39.00)) Cll\ 

(.0 1 

1 

1 
1 

_ .. ,-

. 24 segme!! \~'-,...._,_¡ 
- tos de 

1719oSl 

ca': uno 

./. 

1 
. 1 
1 . -·· ¡. 

1<...._ ·- i";- __ 

----¡ 

::> iVISlOO DE UN SEXTANIE D! 

Lo\ CIH~Jl.A GBÓD!SltA. · · , 

!c:uaet&a ·de la esfera. 

· X2+Y2-t(Z+l9!ÍlO. 9°7174) 2•(42ÜS.ll474) 
2 

· 

• 

ilegment os de · 

. 1502.87 11111 

c:adá-uno. 

, Plano de slmetrfa -· 

Los pmtos 101 a 124 se enCuentran en la dlvlaJ&n del arco 

--de simetría en 24 segme~tos Iguales 
~ - . : . 

~~,~~-2gg91S02 lncuto central 

l-
. ·Radio medio de la c4pula 42115.13474 am. 

.,. : ·' 
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!• . ,. )2414.107 t- ·10512.046. o 
!;¡-¡.. 33023. }24 1- 1019.282 . o 
¡-::.~~-_-_¡.-¡.:::.._.::..):.::n;,::a:.;a •:...:J.:.69:...¡::.1-.--..;:l;:;;50::.:s;.;;• &;:;;· J;.;;o+-__,o'"--. _·_· 

Ir · :. ll:>ot. Jo& o 
Id. lo )1182. 76.9 • )508,6JO 

o 
E) 

o li !1> ))()21.124 :-- 70i9. 282 

~; ~ U414,)()l 11' 1Qjl2,046 

1· _ +•...:1:.:1:.:~..:.::2 •:..:40=l-llt;....;;1:.:404.:.:.:l:.:•:.:s.:.a2~-..;o;.._ __ 
1 1" ~ ·)0388.8ll lt 17546.000 o 
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Una tnatd:z. es .. una_ tábla¡rcct:tneulnr; de númeroü o de símbolos· 
dispuestos en,renglones.y en colum~as. fre~uentemente se le repre
senta li:~i tándqla con- cor'chet~s. /;. co~tlnuación .se ~epn~senta 

. ' . ' . . . ' . 
una. ma tri:z. de m· renglones. y il: colurr.l"\¡¡s. a 

t. • t ~ _,_. '·- ...... í_ /'- / 

aÍl ··' a12 ' 
-1·' ; ,, alj aln . . • • . 

• • a2n . 
: a¿¡ . a22 • . " • " a2 . • ; • • .J 
' 

~¿:..._· ó . . . • • • • • • • • .¡ t ,, ,/ ' .. 
• • .. • • • • • • ·• 

. ; A - ' • :• 
" 

•· 

aiJ' - • > ail. .. • • • • • . . • ~-· 
a. ,.., l.n 

('m X .n) •· 
. ' ') ... . . • • • • . ·• • !' • • . ' • 

·,: • • • • • • • • • • 
' .amh aml • ·~ • • amj • • • 

-

Es necesario señalar que siempre se menciona· el número. de 
; • . . 1 

renglones.(m) prir.:er·o,'Por consigui,ente, ~ es·una matriz (m,..x n); 

En los "si'¡;uier.tes párrafos se 
o vectores renglón-o columna.· 

·: . , ~ . 
hará frecuénte -mención de matrices 

. . ) . . . 
~ ;- . : i 

. ' 

- ·, ... , 
-..... 

' ... 

'•( . 

A ,.., 
.~. 

. . 

'. ' 

. _.: 

·-. •' 

Suponiendo que m -:; 1, se tiene 
.. ' ; .... 

' . · . . . . 

. una .. matri i ren!';lón. o' un vector rer.q;lón 
, - . ·-

- \>u ' - al2 • • aij • • • 
. . \ ' ,. -. ' 

' • 
·- .. 

.. _ ,!- ';: 'lo ·•· ,. 
• 1 .. 

l : • 
" . • r .. 

< . 

· . 

aln] 



'i 

·sin embnrgo, si se supone que n : 1, se obtiene 

unn matriz colu~nn o un vector co1umne 

• • • a ~Tml..l -

Existen matrices ·especiales que es necesario mencionar. 

Matriz diaF;or.al 

all o o o 

A - a22 o o aij-= o -(4 X 4) 
a.:n o 

simétricá a44-
_j 

Otra notación sería 

A -=: diag ,.., 

~triz id~ntid~d 

·Dicha matriz es un c~so especial del el e 

• 

• 

• 

si o .J. 
l-r-

arriba. En e1 caso de una matrix J x J por ejemplo, se tiene 
) 

r 
• 

1 o 

~-l dio.[: ( 1, 1, 1) 

r.:tm · 
------·-~·---'-C-.-------·---···--·····---····-------..:...:.._ .. ___ . _____________ ::.__. ____ ··---~---___ :.:.~.:.z..:..:... __ ..:_._· -------·--·---~-------

1~ 

j 
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Matri1. bar:dea(!a 

Se aplica la denominaci6n "mat~iz bandeada• cuando todos elemento~ 
de una matriz que no son ieuales a O. están colocado:: alrededor 
de la diafon~l princi~al. Por eje~plo _, 

all al2 o o • • • o o 

a2.}. a22 o o • • .. o o 

o o aJJ aJ4 • • o o 

o o a4J a44 • • • o o 

• - • • • • • • • • 

o o o o ... • • a· .. 
n-1, n~l an-1, n 

o o o o • • • a r¡-l 
. a . 

n, nn 

!f¡atrill trianr:ular . ! 

Se di~e de una matriz que es triangurar superior ( 5) o inferior ( I) 

cuando la totalidad de sus elementos situados ya sea arri~a o abajo . . . . 
de la.diagonal principal es igual a cero. 

all o ·o • • o 

L a21 2 22 o • • o 
'(n "V n) X 

• • • • • • 
2 nl an2 • • • .a nn 

Matriz simétrica 

\,_. En una ma.triz simétrica, aij es siempre. igunl a aj i. En mecánica 
estructural lineal por e jcmplo, todas las matrices de ric;idez son 
simétricns • 

. ¡ 
·• '· 

• 

------~---- J ----- _. --·-· ·-"----......!--~"""'-'-- ~--· ----~~-----------~---·-·_· ______ ·_. _--~~-___ :___:- __ ~....:. __ ._~: __________ ~-------- --~-------~---

i 
1 
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Mntri~ tran~pue~ta 

Se obtiene una matriz transpuesta cuando se cambian renglones por 
colUmnas, como por ejemplo 

As!, 

... 

la :.;atriz transpuesta -de A, es 
"' 

AT ... rv 
(J x2) 

·- . Adep.as, 

,·, 
,, 
y, en el caso de matrices sim~tricas; 

.Subdivisi6n de matrices 

all a21 

al2 a22 

~-¡; a2) 

1 . ' 

·' 
1 

i 

. ' 
1 

. 1 

Las:matrices .'llUY grandes de, por ejc:mplo, 5 000 X 5 000 que contienen 1 

25 millones de elementos, tienen necesariamente qu¡¡ subdividirse 
matrices • pequeñas, en mas como 

a u al2 • alJ • 
' All Al2 ~ 

Jl-21 a22 • a2J 
,... ' ,... 

' ' 
-~----------r-----
aJl nJ2 • aJJ A2l A22 ·- -- -

l.L. ,. 

., 

-~------.:.-~ ___ ____:_,_ _________ , ___ _ 
------------------------ --------------------·---·-

1 
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· ' 0. · · ~ · dan.de 

. . 
Í.' • 

' ~ ' 

·:--o •. 

~21 ·- L8 Jl. aJ2J 
(1 X 2) 

.. Operacio:-.83 con matrices 

· · ~12 -==· [ 8 1J 
(2 X 1) . . 

!22 -=- l 8 JS ") 
(1 X 1) 

.·. ·~n ·.ei cálculo, es. posible procesar matrices de la misma manera 

en .. que sE: proct!uan normalmente los datos numéricos. s·e indican m:ls. 

abajo las definiciones necesarias • 

IgUaldad· c.e ::1at.r.l~. 

A:..B ... ,... 

significa que, para toda i y toda j, · a .. - b . .-, lJ - lJ . 

Adicl6n y sub~tr~cci&n 

Si 

. entonces 
·c

1
.- a.j-\- b .. , 
J- l lJ 

·Por co.ns.iguiente,. en el caso de substracci6n, se obtiene 

ciJ-=-. nij-:- bij' 

. 
.. f. 

________ _.:._ _ _; __ ~~'-'-·---·--------·..; _____ ;.. __________________ ._______.,. _____ ~--· ----~-----·· _: __________ :_: _____ - -- ------·--------- ---
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• • ' • • 1 • • ., 

Multiplicaci6n de M~trices 
·>rr · ......... 

. 1~29 

"¡1-,. . ' 
-y; . 

. . 

• ·J·. 

' ' 

. . •. _.: ... 

. ; :;f.; 
:'<si ·.sie. deb~ muÍtiplicr~r úna matriz por un factor e·;· cada:.:elemento 

~J!ebe.:mult:ipl~barsepor .c. por,' eje:nplo .•. 
-,~· ;r···~. ;~·.<· ·,.,·. . .. . . . ' .. '· ' .· 

._;::~.. . };i, · ..•. ·.::· '' o"L e~) ='[c.ai j }-~ 
> . 

. '· 

·( 
.... 

<~~ ' 
••.:i · .•. : ·'cuá}~~o ;~:;,·rm'uÚ'iplican 'dos matrices: es 'condición sine qu? non 'que s-..:~ 

:·~~.· • •. • • 1 . ,•, ... , ... •• •. • • :.: .'' •p' ' .. ·.• ·.·; 

,'dimc;nsioñ'es,:sean compatibles. Si;. por ,ejemplo, la' matriz:~ de rr .. x' n 
·. deb.é, mui:t;.iplicarse :por: la matriz B de. p x ·:q,, es. ·necesario que n = p, 
... ·· .. _;~ . ·.· . . . -.. . -~- ' . . . . -

·Y. •• esto·;_ e·s, :el núMerO· de re'nglories h contenido en: A' debe ser igual.· 
- .-- { ·, • >' - -~· z - • .... ' !: ' . '. - ~ . - - • ,.., ' 

'· '' · · · rál-'·rhlmero ·de· columnas p ·contenidas en i3. As!, 

::~>: .::5:.;_ .. _.·_:_-.'._ .. ·'_\.·_·.·.:_~_··.i.~.·-~_:,·_.:_·'. ; ;:;·:,,,. ·,: .. : .• ,.· i; ,,.,. _¡. ,., . : .. 

-.• ·\' • : •. :,)~:~;; .-r. . A.:.\. :.·¡ B :\- C.' 
. . ' .. : . ' .... ,, _., •·· '".' 

., - f'•'· -~,, :-.:-· .• :.. ,.._¡'.. · .. ,.., .·. ~-- . ......, . .. ¡ >· .; ;,.',\• ' '.Y (ni X n.) (p X i'q·) ,~¡n' X q) 
. _, .. -... ·.· !_,... ·,¡.' ¡ ;.~-. • ... ,, ,.· -~.~:. 

. ·.".q·· . ., \} . / ·:·~¡;:· 't·. •-" .-.·:.~-

.', ;··· """ ~. ,1'/Y . :. 
,>,.' ·._; · .... 

, . ·.:-~~ •'--' 

·: :.:.t\; 
...i \'--

~ .. 
·./ 

.. ·~·-
''-', 

" ~-

-~" 
• • ~.-. ¡ 

'':-;-;. 
'í;' ~ '..: 

·- ' .. --.,., 
) ; ·-:_ 
. ~ ·.' 

' .· _;. 

•' 

;,: . 

b ::. 
ll 

bú' 

:•' 

' l 
. ;' 

.·<,' 

. . 

:--

·'. .... • t • 

,'. ~~(:. 
' .. 

. ! 
. ;,;,. 

·.). 

"'<" ,., ... 
.· ... 

¡'; 

. . , ... 

. .;-: .· 

. ' 

'(·· 

'' 

. ··'· 

! . 

-; ;' 

, 
·:. 

. . 
..__, : .. · 

l' ·... . 
· . 

. l' , .. 
.• . 

: -.' 

1. 
',) 

1, 2 
·, 

n- b 
. ~--··· ', 

,. 
·- •) 

., ,. 

'-! 
,', 

."'·' 

· . 

'· 
··_, . 

.-· .. ·, 
1 

., ,., 

. '·' 

" .•. l 

... ~-·, 

' .. 
·,'·' 

••. ,. 1' 

.'1 

·,·' 

'1 

'. ., 

'· 

:. ' 
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•'1~,0 

Dada unl'. rr.a'triz. cuadrada A den x n y un vector·u ce dirnensión 
""'· _.., n sobre el que c,r,era .; , el producto _, 

. 
V- A u 
A,/---~'"""-

es un vector también d.e dimensión n. En general, V es muy diferente 
. .V . 

. de u. Si, ·por eje:nplo, v resulta nulo para valores particulares 
~ ·'· ' . • 1\,J . 

. de u -1: o;se dice· qU:e v es un vector del espacio nulo de A~ :t-or·. 
'V f" IV ' . #"V 

eje::iplc, sea 
·;' 

.. [0 ·: 
A: O ,... . ~) ' 

·Un ·vector del espacio nulo de A es, c,laramente, · 

. T . .· 
·.,'Se observa que si. se multiplica el vector ~ :::. ( 1, o] pór el 

escalar·· x, se obtiene una infinidad de vectores del espacio nulo de 

A, uno para·.cada v;lor que pueda adquirir .x. Sin embargo, \','es el . 
. ,..., : .;',-·· '· ' . . . ~ ·; 

·.único vector de magnitud unitaria. qu_e perten~ce al espacio nulo de· 

A, Por ~sto se puede decir qué w es ·una base normal de ~ste espacio. 
~ ,.., . . 

En general, el espacio nulo de una matriz de n x n tiene una base 

·comp~esta por ~~n ~ectores. Si estos vectores se seleccionan de 
. maé:ni t'Jd unitaria y mutuamente. ortogonales.,. se dice que la base es 

· ortor:o.l·:~?.l. Las matri.:es nó sino;ul;¡_res tienen un' espacio nu16 de 

de 'ciiÍ:lcnsión cero, esto es, no existe nine;ún vect.Or no nulo ·que cea 

transformado por ellas en o, 
. . . . . . ,.., 
.'' ., 

Por :.:otra·· part'e, puede darse el caso que el vector- ·v ::. ·A- u 
·linea)_0éri~~. dÓpcndiente con u, esto es, que. uno resUlte7' de. ~ultipl i"~ r 

~. ;.· 

~~a,. 

. . · . , . 

. ¡ ·.:" 
' ~. • • 1 • • • • ' ' 

.... 
__________ ,_, ---- --~"-· ------ - . ' 

.. ---------- -------- ----~----- --------------- ··------------'---- ------ ·-------- ------------

·-..... 



,- r, 

: -~,.·:-

.' .¡: 

.. 
·'•\ ,·. 

,' ' 

...•. 
· .. / 

. . 

; .. ;. . . '( 
·.' ,.>¡t-1- ~-y.¡, ·- ·¿.. : 

se, ;esto :;es, 
. ... · .. ~~ ,-.. 

. , ' -~ ~-- ·, ' . ' 
• ~:. • 1 •••• 

. ,.;·· . ··-~ ·- . 
'.• 

.~ i ·;p det' (Á - (\I)_ O -
" Pero··. el determinante en cuestión, es~o es, el mic::m'bro izqui,erdo 

.de la ecuación ailterior1 es •Un polinomio- de orden n. en'i\ , • si· A es de 
· n x';n,: Liam~ndo P ~('(-.) a este polin~~io, la ecuación anterior' ;s :. , 

J.. '' 
•( ,. '. '· 1' 

~ :-\: ·_, 
/;, r 

)' ··' 

'. "· 
'· '-""? 

. (• '; _, 

P~(~) - O 
·., 

•" 

1 :-. 

~., : .. 
· · _., · •Si :~ es una matriz de elementos reales, · P n (í\) ·es un polinomio ·de 

. co.efici e'ntes reales y, por el Teorema Fundamental del Algebr~ [ 4 j, , . 
·po'sec n :raíces complejas, de la~ cuales ale;unas • pueden :'aparecer 

' • ' 1 .' • ' • -·· • 

.' -.:~- : 
1' 

repetida_s. :Las n raíces· del polinomio l:'. (i\), llamado polit:om:o 
c~rnctc;'rstic~ de A, r~ciben ·eL nombre ~e v,alo~~s caractedstic~::; .::e ,, . -··· . . 
Si·._cada valor 'característico de· A se sustituye en la· ec···(*) ,-se o.cti.:>::..: . ,..., .' . 
un· conjunto do· vectores .!:i correspon~Hentcs. que se __ llaman ve~tnrrs 

,. caractcr!r..ticos dé A. Nótese que s~/:~0,. conoce. un¡.Nector caractcrbticc 
_, ;?t::< ' .. ' . . . ~ . . ' . . 

xfr.{· 
::!1 • 

---- --- ·-----~----· 
.:..· 



.. , 
! ,, 

1 . ' 
V 

. . '• . 

. ·. 

· .. 

.· 
l.,J2 

entonces .el producto de este por un escalar ( err general; co:n¡¡lcj~' 
. # .• -. . • • . 

es otro vector caracterlstico de !• lo cual pt;ec!e comprobar:;;e .pot• 

sustituci~ri delnuevo vector .en la ecuación anterior.· Entonces,·a 

cada valor caracter.ístico ~ ; de A corr'ecpcnde ur.a in!'inid~d. de 
. . . . ·. l ,..., . . ·, .. 
ve'ctorcs caracter.ísticos. Sin embargo, no todos. éstos interesán, . . . 

sino sólo aq".léllon que son linealr:lentc indep!:'ndi.erites •. Un conju:1tO 

~e vectores { ~l' .:!z• . '.', .Jm}. es Íinealmente independiente si la 
combinaci0n lineal 

. 
se 'anulá si' y sólo si' todos y cada uno de 
anulan. De lo contrario, el c'onjurrto es linealmente dcpcnéli !:'::te·. '. 

Ejemplo 1.2.1. Sea la matriz 
· .. · 

. ·. 

'[ 2 ~ = ~ - 2 
- 1 

l 
2 

2. 

Su polinomio característico es 

, 
cuyas ra1ces·son 

. .. 1 
(\ 1-= 1, (\ 2 J":.-. .... 

- • 2 

• ~ e. +_ . ·l. 11'/J i'L2....:.. 
. 2 -

donde i es la unidad·imaginaria i 
j 

' ' 

'·. 

. 1 

El Ejemplo 1.2,1. mostró· q'ue la matriz en cuestión tiene C!os 

valores característicos complejos que, como consecuencia de+_ 

\.....-·. · Tcorer:1a. Fundamental del Alr,ebra, s·on conjugados, Si la r.:a tri z aludH'. 

' ..... ¡" 
·¡ 

. 1 



·es sirr.étrica, se pu~de demostrar[ 5) que su::; valores caract.,d::;ticos 

son rcialcs y suc vectores cnracterí~ticos son mutua~ente oitocc~alos. 
En consecuencia, una matriz simétrica. de n x ~ siempre puede expr~:ar-.. 

·se con· respecto a un::J. base (esto ':~:i, un conjunto de. n V.c:ctores 
ilri~al~ente inde~c~dientes), que ~esulta ser su conjunto d~ v~dt6tet 
característicos, en la que ·adquiere la forma diaaonal. 

Kje~~lo 1.2.2. Sea la matriz 

2] 
J 

Esta matriz es sim6trica y por lo tanto tiene valores- car~ctcr~s

ticos:reales y vectores característicos orto~onales. En efecto, su 
polinomio carc.cterístico es. 

~ cuyas ra1ccs son 

~ 1 = - l," 2-::: 4 

.Den6tcnse ~us ~actores característicos correspondientes por 

Estos se 6alculan.de lns relaciones 

. . ' 



-1.)4 

\.__! . Ii~ ahí 

. ·::·, 
' /l ·_e, 

(A --~1. !)e.= [ 
1

. 
;v - ""'J. . 2 

·por lo que 

y 

e21 :::: 
1 
2 

Imponiendo la condición 

. 2 1 2 - 1 

. ~11..,.. e21- · 

se tiene 

• .Análogamente se obtiene 
! 
¡ 

S 

. ... 

,. 

.. 
El problema de valores- característicos réviste particular 

·importancia en :-:ec:inica. l::n efecto, la _determinación de las frecuc!1-
cia~ y los modoz maturalcs de vibración de sistemas mccdnicoc (Ver, 

p. . ej. [ 6] ). La determinación de tales modos y frccuencLis 
para sistemas mcc:inicos de parámetros distribuido¡¡ ,mediante el r:::.\¡•' 

con~uce a un problema de valores característicos, como se ver~¡ 

\ ...... ; posteriormente en este curso. 

' . 

' . i 

. .. _. 

--·--~: •... : .. ----·------ ... _ -- --~--- -- --··· ----· --- -- . :.: __ . - _ _ _:__- ____ ---------·-------- ----- --~ --------~---__,;_ ____________ ---- ~---



.- .• 

r'ormi!!l cuadráticas 
t . 

El escilai definido por la-expre~i6n 

donde~ es una rr.atriz den x ·n y .!!• ·un vector de dimensión::, 1·ccii.::· 

el nombre de forma cuadr<itica. Esta forma es equiv<Jle!"ltc a lo. f<Íl'~-~ 
escalar ~u2 ; De est~ dltima expresión se puede con6l~ir u~a 
propiedad interesante de la forma cuadrática f antes defin~~a. 

. . . . 2 . . . ' 
Nótese qúc, si a -y u son· reale·s, ·a u es una expr0s~on ~u yo "·.¿;:-.o 

depende enterarne:r.te de a, y no de u, Análoeamente, el sigi:o ce la 

foriT.a cuadrática, f depende entera:r.ente de ¡, y no ·de u, si ar~tos. 
. . . . - ~·. . - -...,. 
tienen ele::.entos reales (o bien, si, aunque A tenc;a elementos: .. 

"' . . 
· complejos,· es idéntica a la matriz obtenida de trr,r:spónerla y Íuego 

tomar el conjueado de cada uno de sus elementos). 

-

Se dice que A es 
..J 

positiva definida, 

positiva ser.üdefinida, 

negativa definida, 

negativa semi definida, 

" 
Gi 
si 

si 
si 

f> 0~,4 u'.f O · 
~ -

f~C,..¡. u=/ o 
~ ~ 

f< o ' . .:.¡. u J.. o - .... ~ 
f~ o, *u,; o. . ,., ,..., 

(D 1) 

(D 2) -

(D J) 

(D 4) 

De otra forma, A _es· de .signo indefinido. Las matrices posit.i·;;:,.s "'. . 

defiriidas y semidefinidas j~ecan un papel importante en la ~ecd!"lica, 

pues están as:Jciadas o bien a cantidades intrínsecamer:te po::;itivo.s, 

como ·la energÍ:?. cin6tica de un vehículo cri movilf.ic-::tc, :J bien a 

cantidades intt·ínsecamente no negati;.-as, cor.to. la encrcía potenci<:.l 

al~accnada en 1~ suspensión de un vehículo, medida desde su estado 

descart;ado. 
; 

~ .. 

______ _:_ __ ,_·---···----·- __ _____: __ , ___ :_· --------·-------- ________ __,_ __ . ·------
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1.)6 

NótE:sc que las definiciones (D 1) a (D 4) r_1o p:::-oporcionari un 

medio pr~ctico para determinar si una matriz. es. positiva· defin.:..:,-,, 

por ejerr.plo, ·pues según ellas, sería .necesario pr'Jbar el signo ce f 

para todos y cada uno de los valores po:iblcs de u-:;!: o. Sin em:--,.:.rro,. ·. . . . . . .... - ,_, 

. -la carac:terizaci<Jn del si¡_;no de una rr.atriz se puede. consce;uir a ·tr;:.v~:o 
de cus valqrcs cnra6tcrísticos, seBdn lo siguiente : 

.Una matriz A es 
.. -v 

. positiya definida, si todos sus valores característicos son ... 

-positiva semidcfinida, si 'nin6Uno'de'sus Valores C~racterísticos 

··es negativo 
. ' . . 

negativa definida,. si t"odos sus valores caracter.í.sticos" son 
· ... · L . · negativos 

- negitiva semidefinid~, si ninguno.de sus valores característicos 
es positivo, 

. . . 

. . -. . 

- . ' . ... . .. 

. .· 
·~ 

. ,. 
- '. ¡~ 

• .t ..... 
. '· 

1 ... 
"--' 

. -~----~--- ----- -··· ----·---- _1_._ --------------~----------------------- ------. ·----· --------. ------- ------ - --~ ---·-



; \ Dcriv:i1as de funcion,,s de· Vétrias variables 

. . . 
. . ' 

.. ; 

Dada la_ furic i6n g = e( u1 , u2 , ••• , un), .escri tu en fo¡;~a CO!'-p<l<:- ;,. 

corno g = r.:(J¿), :::w dice que g e:J una !unció~ er:c:ll.<H".dc v::¡ri<:,'.:Jlc 'Ir''> 
torial. El gr" '' i '·"'t" de " .rcpresen"'~d · ._; ·~----.-.... ~-"-"-'-'-··- "'' "u o por '/ g o por<.:T!;/JU, (!!; 

el vecto~ de dimcnsi6n n definido por. -

.. 

~d~u]. • 
ádo.u2 

Sea 

h¡-:: 

el 

d . 
'=--.L
ó u -

.....,· 

conjunto 

h
1

(u1 , uz, 

h2:: hz(ul' uz, 

• 
• 
• 

h~· =- hm (u1 ,, u2 , 

• 

• 

de funcio·nes 
.. ... 

. . . ' un) 

••• t un) 

. ·~· ' un) 

. •; 

.· \, 

• 

. ' 

Este se representa .en forma compacté:. coma· h =- h(u), dance, .,· fii'Y.--
obvi:a:ncnte, h y u son vectores de dir~li:~nzi"one::; rn y n, · respectivarne:,:e. "' ..... . 

Se dice, entonces, que h es una funci6n vectorial de ar1""-1~er.:o 
,y 

~ectOria'l. :n·. c;radicnte de h, representado por\] h o ;}-t:/au• es 
. . . '. . . . .~ . . ""-~ .., ~ 

.: la rnattiz de m x n defi~id~ por 

.. 
. h 

'C7 . d 
V h= ~:: 

..., c)..u -

h¡l ul 

h/ U¡ 

• 
• 

• 

. : hl/ uz .. 

'h 1 .. 2 u·· 2 
• 
• 
• 

h 1 li~ 
m . '··. 

• !. •; ' -. h¡/ un 

.. • .·..-. h2/ un 

• 
• 
• 

. .. 

'. 

~ ··----------~-~---------.-----------~--------~--.------
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. •, 

. 
l,.J8 

-. 

Si rc:ulta.q~c 

.entonces he~ de dim~n3ión m= n~ donde n es la dimensión ~d u. . ~ -
Entonces, '<:;] b -:::"\/V t;·, es la matriz. ;Ec~siana de e; y· es de. n .x n. 

Vol9icndo a la funbión e: g(u), ésta alcanza uri Ynlor est:•ci~::•.·· 
. -

rio en un "p•lnto" ~o en el que su gradiente se anula. Este ·::.:.lor 
puede ser u:1 'extrc~.o lo~r:!l o un· punto silla. Es un .extremo lt;cal ·~¡ 

. ' 

·la r~atriz ::e~!!iana de ¡;, \] 'V g, es de sic;rio se:nidefinico. De he el: o, 
es un· i::áxi::,o .local si '\J"Vg <:::J negativa semidefinida, mient.rc:.s r:cue · 
.és un ~íni:.:o le-cal si \J'í/g es positiva semidefinida. Si es2. r.o.tri~, 
Hcssiana es 
es un punto 
amplia~,ente 

Fig 1.2.1 

g 

de sic;no i.ndefinido, e], punto estacion~rio en c-uestión ' 

silla. El resul taci.o anterior no es más· que el r·csul taco 

conocido del c4lculo elemental, que se ilustr~ en. la 

.. 
. .. 

g g 

. ~··e \.l)>o 

vj'L•loO 

~'(v. )::.o 

.' 
. 'V .. . ·. 

' -.. '· 
u u· ,. 

(a) • :Tilnioo (b) . . max1mq (e)· punto 
~ 

sil.!.é: 

Fig 1.~.1. Funtos estacion_?.rio,s de una·runción é::;calar de 
' 

,. ·• ·argumento escalar.- · .. 
· .. 

~\ 

' 
; . : . 

----'-~-· -· --~--~---·- ~ ----- -~ .. _·_.·--·~· _. __ . _· ~-.:.... __ :_ _ _: __ 



' 
·A continuación se presenta un esbozo de los m6todos nu::H~ricos 

apÚc;.bles ~1 problema. 
.. 

. . . . 

(L J.l) 

.·' 
· donde: f.. es de n x n. Otro_ ,problema frecueni~ en cdlcul6~-d~ ~le~ento 

,._, . . . .. . - . . 
finito es-61 de valores c~racteristicos 

'(i.j.2)' 

~-

Sin e,mbargo '· da_ das las lir.li tacior!,e~ -~e t__iempo _de este curso, el 
~egu~do problema no .será tratado. ' . .. 

. . ' . ~ ' . .. .. 
Para resolvez: el problema (1.3:1) ;.exi:;;ten dos amplias cl::..ses de 

-m~todos 1_. 

métodos directos 
'~ méto~os iterativos. 

Estas dos cla~es de m'todos resuelven el sistema (l.J,l), es~o .. 
es, calculan el valor que deb.an tener todos los co!nponcntes C.e ~· 
para valores dados de! y de ~· de !)'lanera tal que _se .satisfc.;;an -":ob.::: · 

las ecua6iones del sistema (l,J.l); Los ~~todós directos. resuelv~n.·el 
problema en cuestión mediante una secuencia de operaciones bien 
definidas que se aplican una sola vez •. los métodos iterativos 
resuelven este mismo problema apiicando un ciclo de 6peraciones . . ' . 
rei terado.!:!ente, hasta aprÓximar la solución· de manera satisf?..ctoria. · 
Cada ciclo recibe el nombre de iteración. 

,.... .-. 

:En este punto es necesirio hacer la si~uiente observación: en 
teorÍa es posible resólver el 'sistema LJ.l mediante un tercer mt1toco, 
llamado "regla de Cramer"; ·'en··la•:farma·' · ·. • ., 

dct-A. 
-_..,:"-'-=.::;~'-: .i . - 1 

. . ' - - ' •••• n ' -·- (i.J.J) 
det A 

• :•#JIIoi ~ ' .. 1' • • ,"!" .' ·-
. 

. ' 

-· ----·~·---- -- ---···----- -- ---~= -~ ·-------~-------+---~-__: ------ ___ ... _:...._~--=-------------



1.40 

_ ,___,. _. ·En la cxpresi6n anterior, ~i es la matriz que se obtiene 

:· ·-

sustituyendo la i! columna de A por el vector b. ~ste ~étodo · 
. . ,.., _.., 

requiere o entonCE:S 1 el cálculo de n 4- 1 deter:'iÍI~::t:-:tes, ~n ze¡:.u ic!::t 

se deternina el nú~cro de multiplicaciones requerido parn c~lcul~t· 

Uh determinante de n x n y, de ahl, el t~empo de ejecuciGn rcqu~ricio 
por la Mrcgla de Cramcr".· En. una computr!dora .c!i¡;ital de alta veloci.c::;c 

~na multiplicación consume un tiempo del orden de 10-4 ~cgundos, 
. . . ' 

mientras qúe una suma o una· recta, un· tiempo de U!1 orden mucho :::cn;;r

por esta razÓ!1, en lo que sigue se considera como "operación", ·una 

.mul t~plicaci6n, quedando la:s sun1as y restas sin contabili zar::e. 

Existen varias formas de calcular un determinante. llqu:( se 

empleará la conoc{da co·r:-,o expi!nsión oor cofactorc~. Dada ui:a r:1atr-i':: 

·A de: n·· x n, cuyo ele~t>nto ( i, j) se re,precenta por ai j ,· el co::1c'!:o::

de a •. es el producto qc ( -, 1) i +- j por el determinante de 1?. :..a tri z. 
dé (~J- 1)-x (n ·--1),· obtenida al eliminar ~e hT ei i~ re~zl6n y la 
.a- . . . . . . -v 
J- columna •. Llámese ci·j al cofactor de ~-i j. Se tiene, entoncés, · · -· 

. . ' . . . 

. 

det ~=- ailcil~ ai2ci 2+ 

'::.. aljclj 4- a2jc2j 4-

• • • 

-.. •· 

+-a. e. 
~n ~n -

~a2nc2n 

·El cálculo del determinante de una matriz de 2 x 2 se realiza, 
des"de luego, sericillamerite como 

det '[ 
an· al21 
a

21 
·· a . = alla22 

22 . 
~ . ' . 

. ¡· 

que.rcquicre 2 operaciones. 

.. Ahora, p<;~r~ ·una matx:~z _,d(:! J x J, e>..-yundiendo su dcterminan-:;e 

.por cofactorés de su primer rengl6n, se.tiene 
,. •• 4 •• 

det 

all 

a21 

a l . }. 

.. 

. · 9. ,. 
)2 

'· . 

\ . 

. . 

••• 

---~- ~- --- --·-. ------------- -- ----'--- ·--------'--~ _· __ . ----~~------_. -----· ~--·-· '----~ 



1.41 

. ' 

que re_quiere J operaciones, Cada cofactor cli, que es un detárnir.~r::e: 

·de. 2 x 2, .requiere" a !:Ú veL 2 op·craciones, co!:lo ·:;e ·aca1.:a de ver, ,:-.or 

lo' que el cálculo de este detcrmin:,r.te requiere J x 2 ciper.a::~o:1ec. 

No es difícil dc~ostrar, sieuiendo kste ca~ino, que el ~ilc~¡a ~e· 

un det~;rrr.i:mnte de n x n requiere n 1 opcraci enes·.· Er: :;t;:;-,a, la . . . 
soluci6n del sicterna(l.J,l):cdiantc la "regla de Craccr" rcq~i~re 
nf(n+ l) = (n+ l)l operacio~es. ~uporiien~o ~ue el' sisteSa rn ~~es:~ . ·. - . . ' 

·co.ntuviera 25 ecuacione~ con 25 ir.:::6gni ta:;, :;u soluci6n me<ll~::~t:.: :s:c 

mi! todo reqt:~riría 261 operaciones ,que es un número m¡;y ~ra:-.cc, ,'<. · . 
orden oe 1c27. 3i ca¿a operación rc~uiere 10-l!. segu~éo;, el te·:::: ce 

... ·.ope:r-c.cioncs requiere, entonces,· un tier.;po de ejecución <.!e 1c 2J 

scguncc::; ,· Para tcr;cr una idea de la r.-.agni t~d de este tier.1po ,· i:.a:i·::e 

decir que, si se ?.d;nite que el univér'só tier.e una Z.icta de l:Cl7 

. se~'Undos L 7]: , el tiempo requerido para resolver el sistema . ( L J .l). 

con 25 incó.;ni ta:; utHizando una computadora. rúpida,; es. ¡ ··úr.. :iiil).¿:,, 
. .. . ' . 

de vecc:;.la vida del universo: Sobra decir ouc, hazta el ~ocentc; . . . . 
ningún ser .hu::1ano ha resu9l to jamás un dst~;na lineal C. e ::5 ec~acio:-,; ~ 

. . ' ·. . .. " . 
con 25 inc6gnitas~utilizando la reGla de Crnmer. Sin emtar[o, ~rá~~~~: 

. se de resolver problemas. elásticos mediante el l•:E?, es co::n1n !'le¿;=.!· 

. . 

a siste~as de ecuaciones de li for::~a (l,J:l) con rr.il'·incógni~~s. 

En lo que si¡;ue se presentan métodos 
en la. solución de tales sistemas. ·' 

El m~todo directo ~mpleado actualmente par~ resolver sistP~as 

como el (l.J.l) es el ~e eliminaci6n de Gnuss. Este rnéioc.o e~ P~G~-
. .... . : -~ . ·_ .-··. (~ _·,_, . .. ~ .. •' . ·-. : . . . . 

val ente'· al mchod:> lla:nadÓ LU. por los angloparlantes ('L, de "2.o·c;0r'', 
• . • ' • ' • . ;.¡ ~ 

que quiere ·lécii' in:[erior ; u,. de "Úpper", qt:e ·qui.crc .. cecir s~::-::r.:..:;r). 
Este·método se ilustra con un ejemplo de J ecuaciones con J in:::Ó[~i~~c 

llllUl + al2U2 + alJUJ ;:. bl 

a 2·1u1 + a..,.,u:2 + a 2Ju 3•-· .. b.., . . . ' . ',,_ - - ' 

_aJiul +- a 32u2 4-a33u3 ::. bJ 

.. ! 

. , -.. (l.J.4). . . '·' . 

r. ' •• ' . 

.. 
-·: 

. ' ·• ~--. 

1 

i 
. ! 

-----~---------------- --~--· --·- -- ----'---·-------------· 
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1.42 

·Div!da~c arnbosmicmbr~s de la segunda ecuación entre a 21 y 

mult~I!llque:;cle:; por <~ 11 • ~rocédase, en seguida, con la )a,ecuación 
eri !or~a se~ejante, excepto que, en vez de dividl~selcs entre a21 , 

di ". • • ~ ti t VlGase~~~ ~n.re a 31. ~e ene, en onces 

a22 - a23 b2 
-allul +. all •21 

U2+ •n nÚ u y- •u 
•21 

•. 
( L). 5) '· -

bJ 
allul+ all 

aJ2 
~..:..,+ 2.11 

a)J 
aJl '· aJl uJ: •n a)l 

·' 
A continuación, rc~:::::tese la la 

. , . ec;uac¡on:ae (1.).4) de cada una 

de las -ecs (1.3.5), Se tiene 

(·au.· 
a22. 

al2 )1.!2 + .(.all 
a2J 

a13 luy...: 
b2 

bl - - all a21 a21 a21 

(all 
a32 

- -a12)ü~+ (a: ,, aJJ 
- ·a13)u3 = ali 

bJ -
b2 • aJl 11 aJl aJl .. 

-

. Por sencillez, escríbase el sistema ~nterior en la forma 

• • b. 
a22u2 + 2 2Ju 3 = 2 

_ aj2u2 + o.jJU.J ::: b) 
'· . 

(l.J.6) ... 

·la 
Ahora proc6dase como con ~1 sistema (1.):4), esto es, div{dase 

2a;ecuaci0n dé (1.),6') entre aj2 y multiplíquese. por a22 ; Se tiene 

aj3 .,. . bj 
.. az2U2 + a22-=-uJ.= a22 

aj2 aj2 
(l. J. 7) 

•· Réstcse a continuación la la. ecuación de (l.J.6) de la últi•~a 
ecuación, obteniéndose 

. . . • 
• .. -- ,_·_ . ------ ·-~- -· _. _________ _____;_: ·- . ···-·-· __ . ___ .....___ ____ ~---~--- ----------· -----· _ ____:_ __ :_ 



., 
r,· • 

. , 

... ~-. 

~; que se puede e::::cribir en !or:1a dmplificada como 

-éle donde 

es el valor de la Ja,inc6gnita. La segunda se obtiene sustituycri~o est~ 
valor en.la ce· (l.J~?), que con~iene ahora 
Esta se Óbtiene' despejándola en la forma 

1 b' 
( a22 -:--';'

aJ2 
u.) 

) 

una sola incó.:;nita, u ........ 
"' 

Finalmente, sustitúyanse ~os, valores obtenidos de u2 y u3 en la 

la ecuaci6n de (~·~·4), Se obtiene u1 como 

,, -quedando así totalmente resuelto el pro.blema • 

j. 

. :; 

El esquema anterior es básic~mente el método de .eli~ihaci6n ¿e 
Gauss, Sin(?mbargo, aplicado tnl y_ como ·se present6, puede causar 
dificultades ~i alguno de los dividendos es.cero, o un ~úmero ~uy 
pequeiio. Para eliminar esta posibilidad, se escogen como divit!e!'lÓ.OS 
los nú:neros más grandes de cada columna de la ma'triz A, lo cual 

- • ¡· . . • -

equivile a reordenarlas. Este proceso es conocidó como nivot~o ~~~~!~1, 
para distinguirlo del rivoteo tot:l.l, gue consiste er: bu::::cp.r el :1¡;::-,c:-o 

más e;rande no s6lo en cada colwnna, sino también· e~ cada ren[;lón~ Si 
e~ ·el .proceso resulta que el número más .t;rande es cero,. o un m!:~~ ro 
tan pequefto que la máquina lo tome c~mo cero; el m6todo no ze puede 

" ·. 

aplicar, lo cual indica no otra cosa fiino que el sistema es si~~ulir, 
esto es, que det A~ O, En este caso es -imposible x·esolvcr el si::::tcm••, 

• ·• 1 ... ""V • . . ' . .. . ' ' 1_ • '. 

indcp·e>ndicntcmcnte del' m~toúo cinplcad0.- · 

? 1 1 

1 

1 

-------·- ------·-------· --~------------
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·. Este m•hodo se realiza en computndora utilizand? el concepto t!c 

d~;!:Occ:.,pc:::ici6r, lU, que :;e basa i.m el Teorema de De:::co!aposición c¡u0 

~~ta;lecc qu~ toda mntriz ~ d~ n x n se RUede factoriznr en el· pro~u~~:. 
d~ .~na ~atciz triangular. inferior 1 y una trian~ular ~~~cricr U. Ln 

. . ""' "" 
.r.•~triz L c;t;r,ti.z:ne uno~ en su dia¡;onal y ceros arriba~& ello., mi<'r.t!·~·-: 

"" . . 
que la U contiene en :;u diagonal los valores sin~~ler~~ ~~ ~. c~e sn~ . ..., . ......... .. 
la:; raíces :;ositivas de los valores caracteristicuG (uositi·:c.s ~L<::cs. 

ello~) de l~ rr.atriz-6 f::..T y ceros abajo de. su diagonal~ ~y ~so::, 
entonces, ~ntrices de la forma 

1 u12 • . . u .. ln 
.,: 1 2 2n 

L • • • u • 
:• . • • • • 

• • • • • 

• • 1 1n2 .. .·n 
• • ' ·El Teorema de Descompos~ci6n en cuesti'n establece, entonces, 

A-::.. L U 

El sistema (LJ,l) ·de esta manera adópta la forma 

Li.lu-:. b (l.J.8) 
·.;. . 

""' """" - ,...¿ . 
Llámesé 

(1.3.9) 
·, 

Sustituyendo este valor en la e e (l. J. 8) se ti e n'e 
' . .. . . 

' ¡ L·v- b · · ., (1.·.j.9). 
. ! 

'' . '-.· 

'_·, ... 
' ,. 

,· .. ' . ~ 

');>·.~-: ,. 
-------·. ·~-~ ----- -· --·~------------~- .. ' '----·------------------------------·-------------- ---------
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¡ 

c¡uc,· en forma de cornponentes, .adopta la forma 

v1 ::: b¡" · 

121v1 ..¡... v2-= b2 

• 
• 
• 

(l.). lO) 

de donde la pri~era inc6gnita, v1 , ya_ ~stá despejada en la pri~c~~ 
ecuaci6n. La se~unda inc6gnita se despeja de la 2a.ecuaci6n, en don¿~ 

se ha sus ti tui do prev lamente el valor calculado de v 1 . rrocedie:o.:lc 
en for~n se~cjnnte con el resto de las ecuaciones de (l.J.lO) se 

obtiene~ todos los componentes del 
ahora este vector, ya conocido, en 

vector v de (l.J.~). Sustituy~ndc -la ec (l.J.9) .se ticine el sistc~a 

G"" lul + ul2u24- '•• + ulnun=. ·vl · 

<r 2u2 + • ·' CJ u2nun=. v 2 

• 
• 
• 

<>n-lu~-i+ Un-l,nun= vn-1 

¡ ($ nun = vn 

' . 

De la Úl Ú!r.a ecuación de . ( L J .11) se tie'nc 

u -n-
Ún 
l:ln 

(l. J. U) 

Sustituyendo este valor en la penúltima ecuación de (1.).11) sa 

tiene 

'· 

.. 

1 

1 

1 
1 

1 

1 

1 
. ' 

i 
1 

1 

i 
1 

; 

1 

----·----~---· ---'--------'-'-- -------------- ---~-------_ __,_ -- ---· ·----- ------· _ .. __ -·---



~· Procediendo en este orden re~resivo con las re~tantcs n - 2 

,. 

ecuaciones oc calculilrl todos los componentes de u, con lo ~uc queda ,..._ 
resuelto el problema. 

Este rn~todo ha sido rcaiizado en diversos subproeramas de 

computadora. lo¡:; ::1ás eficientes son los llamados DEcc;.¡p y Sü!...'/E [bJ. 
· m:CO!.'l• produce la dcsco;nposición LU de A, mientras que SOL\':;, ·l;:. 
. . ""' 

• 

solución rcr.:;resiva de los sistemas trian¡:;ulares (l.). lO) y (:!.,J.ll). 

Una ventaja de estos programas es que, una vez desco::lpucsta la 
matriz A, se puede. r-esolver una serie de sic temas de la fot·:-:~a 

'V 

A u1 :::. b1 , A u2 -=. b2 , 
,..,. - ...., -- ....... . . . ' A u _ b 

--m _m 
(l.J.Ü) 

,. : . 

sin tener que vol ver a descomponer A,. cuya descomposici6n no dept:nG.e 
. - . ·-

del miembro derecho d~ las ecs (l.J,l2), Todo lo que· tiene que hacerse 

és aplicar m veces la. subrutina SüLVE, la· que consume la menor pa:-te. 

del tiempo total. La mayor parte del tiempo· se utiliza en la des

éomposición de A. Este método requiere un nú:nero de operacioflcs del 

orden de nJ. AsÍ, para resolver el sistema anteriorMente presentado 

de 25 ecuaciones, con este método se req~iere ejecutar 25J.:.:. 15 625 

operaciones, lo cual consume en una computadora rápir:!a algo así co:::o 

l. 6 seeund:>::, que es una cantidad sustancialmente por abajo de la 

anterior. 

El proble~a de resolver m sistemas de ecuaciones ~e la form~ 

(l.J.l2) en relaci6n ~on e~ ~EF se present~ e~ aplicaciones de 

diseño se ingeniería cuanco se desea conocer la distribución del 

e.sfuerzo en una misma e~tr~ctur:! o en una m·isma máquina sujeta a 
.diferentes condiciones de car¡;a que se puedan presentar en opc:racié:1. 

Volviendo a las aplicaciones .dcll·iEF, la matri~ A viene a ser la 
. ...... . 

. matl'i:; r.lob:ü de rigidez que, como ya se vio, tiene propiedadc::; 

particuhtrc~ cotno simetría y posi tividad definida, rar<l .este tipo de 



-· .. 

.matricc~, el m6todo de Gau::::;, o Lll, se ::i:nplificn ::;ur<ta...:ei:\l."l\,nt~ • 

. La versión !;implif~cada ·recibe el nombre cte método de Cholc:-:k~·. ':.'::: 

j · que la matriz de ri¡:;iuez es positiva definida, se puede descomponer 
·en la forma 

.. 

'!' K-:. G G 
.V ... "' 

donde C es una r.-,atri z triari¡:;u.lar :n;,¡;erior, I- or otra parte, la estr¡,¡c

tura t;:nceada de esta matriz aporta ventajas adicionales qt.:e n·::~r.¿<'-:': 
· ·• en una. soluci~n r.:ás econÓ!Üca. En efecto, el tiempo de so·luci6r. e:-:: 

. 2 
.·una n:atriz oanc!cada de ancho d_e banda d, es del orden de n d. ·Cc:r:c 

riorr~al:r:cnté el anch-o de banda de una matriz es algunos órdenes d·:? 

magni·t·.i·d ir.ferior a 'su número de renglones y colUJ:m:a3, esto· es, 

ci<'< n, ·la econo!nÍa de ejer.uci6n es evidente. Así, po~- ejer.:;¡lo,· :.::!a 

matriz de rigidcz_típica de·5 000 x 5 000 ptiede tener un anchb d~ 

banca de 100, Si se utilüara el l!l~todo de descomposición E dirc::ta-
mente,- se realizarí-an alt:;o así como 6. 25 x ·Ht·1 ope:racione·s, muci~as ·dé 

ellas inútiles, pues involucrarían rnul tiplicaciones por cero·. 

Exploti!ndo la naturaleza·bandeada ae.la matriz, el número de 

operaciones req.ucrido serÍa del orden de 2;5 X 108 , es decir,·) 

,_. 

6rdenes ·de magni t:¡d inferior al anterior. rr.ás aún, el orde:1 cie 

nuZ::eración de lo::; nodos de una malla de elemento finito afect~ 
enormemente el a~cho de banda, d, de la matriz de rigidez • .S:üs-té, 

enionces~ un orden de ~umeraci6n (que no es único) ópti~o que 

proporciona un ancho de banda mínimo. En el mercado se pueden obtener 

diferentes preproce::;adoras que _se encarc;<'-n de proporcion::-,r el· ancho 

41 

de banda mínimo, como el programa Bl\l.!IN, desarrollado en la Vnivc::-si.ia-! 

de i·~anchester, 

For su parte, los.métodos iterativos se basan en el esque~a . . 

siguiente 1 descóm¡J6nc.:ase la matriz. A en la forma 
"" 

A~D-E-F 
,..., . fJJoJ ,.., ,....,; . 

donde D es · diac;·onal, mientras que E y P son matrices.entrict~~rnL~ 
. "V 

trian~ular inferior "' """ y superior, recpcctivamente, ente es, tienen c~ro::; 

'· 
------"'--------~ -·----·-·----___ .....__ ___ _ 
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en su diagonal, De esta manera, el sistema (l.J.l) se puede escribir 
\ ..... ;!. 

CO::lO 

D u -:: (E+ F)u +- b ~,.., ,.., __ _ 

Dado un valor inicial arbitrario 

. o bien 

o 
u 1 générese la secuencia 

(1.).15) . 

... (1:).16) 

donde D es invertible si A lo es. El esauerr:a i terc.tivo (l.J.l6) 
... constituye el método de J-;;'cobi, lla~á~~ose D- 1(E +,X) matriz de - -

A'Z-

Jacobi.. Este esquema tiene la desventaja de que reqtücre almace!12.r . 
. ; ... el .valor· anterior de uk y· el actual uk +l, Lo lóc;ico sería utilizar, ··~. · 
'---' . , ..... a . ' - k-1-l k ... l · ., 

para el calculo de la ~- componente de u , u. · , todos los valores· 
. . - . k J.l k -1- 1 . . . . 
actualizados dé las co~ponentes anteriores u1 * u2 , •• ;, · 

k-.1 . ... d 1 t . . k k k D . t ui-l' ces .. ruyen o as componen es·v~eJas u1 , u2 , ·• ".' u1 .:._ 1 • e es a 

~uerte, el eoqu~ma iterativo (1.).16) se sustituye por 

-
uk+ l -=.· (D - E)-l F uk 4-- (D - E)-l b. 
"J ~-- """"'"' -~-

(1.).17) 

1 ·El esque:na iterativo. (1.);17) recibP. el nombre de mé1;_odo de 
· G~uss-~eidel, mientras .que la matriz (D ~ E)-l F, el de ~2triz de 

. . ,._ ---
Ga:iss-Seicel. E::;te método posee, adem::ís,. la ventaja de que con él se 

aproxi:1a la solución mtís rapidamente, esto. es, converze rr.ás r:ipid:J.

mcnte a la solución, Escdt."J.se los esq~ena~ (l. ),16} y (l. ).17) en .!.:: 

forma 

(l.J.l8} 

; . 
l. 

,. ; -- .~---·-···--·--· -~---· 



- . 

Ahora se determina la evolución del error pnra cada enquema, 
Par::i. el de Jacobi, ci u* es la colucl.én; 
(1.).18) con uk+ l_ uk :."u*, esto es 

,.., -,.., -
u• :: J u*-\- o-1 b 
N ,.., '""" - -., 

(1.).20) 

Llámese ·e k al error ukc-u* en la. k a,i teraciór.. P. estando (l. J, 2C: - "" ..... 
de (l.J.lD) se tiene 

ek + 1-:::. J k e - ..... ,.... (l.J,21) 

' Del hecho que 
. . ... 

l. e -::. J e o ,., ,... "' 
e2.- J el 

~ 
J2 e o 

"" - -·~ - ~ 

• 
• 

'· • 
etc. 

se concluye· que ** 
·. k k o 

e ::.J e (l.J,22) 
rv . ,.... ,...., -

cuya evolución sólo depende de J, Se dice que ·J e e coriverc-cr.te ·si 

lím J~ = O. A sí, para J converc;nte, lí:n e k-:::.. O, Se observ:J. que .. 
1'1..1 "V ,.,.._ t"""' ,...., 

k -700 k-) "" 
J es converr,ente cuando se va haciendo más y más pequeña a medid2. 

f"'J . .• • . . 

que se le eleva a potencias más altas. Así como t.:n.número re<.l dc 
valorabsoluto menor que 1 se va haciendo cada vez más pcquc!lo a 
medida que se le eleva a potencias más.altas, una.matrit es 

.* 'En ck, k·_e,., • d" · t · · Jk . · t :.; cuper~n ~ce, n11cn ras que , exponen e . ' .. , 

.. 
---~ -------- -·~.....;.-'-'--; ______ ----------------------'--------·----'--~---_:__:... ____ ,___.:_._.:~: ______ . _______ J ___ . _ _,_ _______ _ 
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• 
eonverecnte si los valores absolutos de toao::; sus valores c::tracterb-

"tico~ son estrictamente menare~ que·l. Al máiimo valor ab~oluto ~~ 

los valores característicos de una matriz A se le llama "r;•dio 

espcct~al" y Ge representa por p. As! 
'. :. 

(l.J.2J). 

· Entonce.s, el esquema iterativo de Jacobi convcr¡;e si 

.. 
(l.J.21~) 

Apálogamente, el error del esquema iterativo de Gauss-3eidel " 

( 1.}.19) adopta la for~a 

(LJ•25) 

por lo que este esquema converee si 

(LJ.26) 

Es claro que mientras menor sea el radio espectral de un· . 
esque~a iterativo su rapidez de convereencia será mayor. Una forma 

de 1o¡:;rar _un radio espectral menor es modificando el esquer,¡a i ter~tivo 
. . . 

de Gauss-Scidel, introduciendo un factor de sobrer:rela. j!:lc ión, w ," :nayor 

que l. Se obtiene, entonces, el método iterativo de sobrerrel2.jación 

sucesiva, cuyo esquema es el sic;uict~tc 1 

. (l.J.27) 

o·bien . 

_ uk+l-::.<:._ -w~)-1(_(l -1-l)!_ + w~J uk+.,_,(! -(.J_!;)-1 E-1 ~ 
. . . . . (l.J.28) 

:· 

, -~~- ~-~----- --- -------- ------------ - ---- -- --- ---------------------- --- ----------------
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.· 

donde 

,.., ,_ - -
La rapidez de convergencia del esqu~ma (1.).28) tlcpence, cn".:onc0s; 

s6lo del factor de soorerrelajaciónw. F'ara cada problerroa paz·ticular 

.exi~te un valor 6pti~o ~e sobrerrelajación que maximizn esa rapi~ez, 

· Sln .einbare;o, no existe en general,, un método para hallé~!' ese fcctor· 

:y normalmente tiene que .determinarse experir~cntondo con varios 

valores. 

En toda la discusión anterior se ha con::;iderado que tanto ;, coree 

b se conocen a la perfecci6n. Sin embar[o, en la-práctica esto ~o 

"' sucede. ·.En efecto, si A o b proceden .de mediciones 1 éstas introdt•cen 
~ ~ 

siempre "ruido'', esto es, imprecisione::; debidas a la i~1po.sibiEd2.d. de. 

calibrar perfecta'!lente los instrumentos de .medici6n, o bien a erro1·es 

dé·apreciación de'parte de.quienes toman las lecturas. En cálculos 
relacionarlos con el ¡,:r:;;:, tanto la 

düculan:.dentro de. la máquina, lo 

~atriz A coco el vect6r b se 
"' ""' cual introduce errores lla~.ados 

"de redondeo", esto es, debid.os a que· cualquier co~putadora no 

·dispone más .que de un conjunto finito de números, .que se lla;r.an "de_ 

punto flotante". Operaciones entre nú:neros de punto flotante, ·e!'l 

general, no producen otro número de punto flot.ante, por lo que el 

·rcsul tado deberá aproximarse a uno de los dos números de punto 

flotante más próximos al resultado· real. Algunas máqui~2.s aproxi:::an 
por defec'.to y otras, ·por exceso l pero ·no necesariamente al nú:nero de 

punto flotante más próximo. En secuida se presenta una eiscus~ón 

somera de los errores de redondeo presentes al resolver el pro'21e:~;:¡ 

(l.J.l). 

Antes de continuar con la presente.discusión se.introduce el 

concepto de norma de vectores y de.matrices. 

· ... . ' ... 
. . 

1 

1 

! i 

. i 
1 

1 

1 

1 

i 
1 

l 
1 

i 

·l 
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La noma de un vector v de dimensión n·es una ge!'leralizaci6n del 
conceptó de magnitud. En efecto, la ma~nituu do un vector ña una 
idea sobre·el tarnai'io de sus componentes considerados global6ente. 
Esta se.define como 

2 . 2 
~~~ 11.::. (vl +' v2-+:- ... (1.).29) 

·.;)e observa que esta magnitud nunca es ner;ativa y se anula .si, 
y ~6lo si!~· O, esto es, si todos y cada uno de los ndmeros v, se 

~ . 
anulan, Por otro lado, si cada componente vi se multiplica por el 
mismo escalar e, se tiene 

11 e v 11 -= l e 1 ti v 1\ .... "" (l. J' )O) 

y,· f'imilmente, para todo par de vectores v y w, ,.., "' 

\\ V + W 1\ < 1\" V \1 4- \1 W l\· 
,..,~ -.'"""""' (l.J.Jl) • 

c¡ue no es otra cosa que una condición de existencia del tri<lnc;ulo·de 
lados v·, w ·~,' v + w. Por- esto, la última relación, (l.J.Jl), se llama 

. - "" -., "" 
"desicualdad del tri~ngulo'', Generalizando el concepto anterior se 
tpndrá 1 ~na nor~a para un espacio vectorial es un número real que, 
si v, w son vectores del espacio, 

" ~ 

i) La norma es positiva definida, esto es 

11 ..... 1\ > o 
-'V "' 

y se anula si v sólo si v se anula igualmente • 
. ""' 

ii) Es linealmente homo~énea esto .es 

11 e ! 1~ -::: \ e\ 1\ ;::. 1\ .. 
iii) Satisface la dcsi6Ualdad del triángulo, esto es 

' . 

o 
. . .1\ :V 4' w i \l . ::: . H V ( { + P. w : ( • 

- ---------~- ;:_ ____ _,.____ _ ___._: __ :...:.._~-.........0.... .... ~~<-~-~-~_,_ .. ___ ~.;-· --~- ~~------· _:-~ .. ---~--~-' _· --·-· __ ... ___ · --
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'. 
Nótese que en ln ñefiÍ'llci6n anterior no se ha irnpu!!sto forma 

·alguna p~ra c•lcular la norma, como es el caso en la dcfinicidn 

(l,J.29). As!, cualquier n~mero real asociado a cnda·vcctor del 

éspacio en. considera·ci6n, que satisfaGa las propiedades i) a iii) 

·,anteriores es una norma. Ejemplos de nor!!las son los siguientes· 1 

(l. J. J2 '-': 

1\.v 1\ = :¿:. \ v. \ 
"" l. .l. 

. ' 

De éstas 'dos,· la primera es la más fácil y económica 'de caJ.c:Jlc.::-, 

y por eso se emplea mucho en análisis numérico para cálculo de 

errores. 

Por_ otra parte, ya que la definición anterior de norma no se 

limita a vectores de!'inidos como arreglos unidi:.~ensionales, se _pv.ede 
. . ~· 

aplicar a matri::es. Una norma de un espacio de r~ntrices, entonces.; e::; . - . . . . 
úna medida del tamaño ·de las componentes de cada.ma!riz del espacio, 

consideradas glcb;ümente, de manera que mientras más pcqueiia sea 13. 

norma de una matriz, más próxir..a estará de la matriz nula. EjeMplos 

de normas de matrices son 

11 A 1\ 
IV 

A A \1 ,.., 

r.láx L. 1 a. · 1 . . i l. J 
J . 

a .. \ 
l. J. 

(l.J,JJ a) 

(i.J.JJ b) 

(l.J.JJ e) 

Un concepto primordial en el análisis de error de redondeo en 

cálculos con matrices es el de condici6n de una matriz. Dada una· 

matriz A de· n x n, invertí blc; su condiei<5n se define como 
-"" 

cond (~) -=.. 1\ -~ \\ _·_1\_~-l\\ · (l.J.J4) 

1 
' i 
1 

.1 

1 
! 

' 

1 
. ! 
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. 

Se observa de inmediato que la condici6n es un i:úr.:cro adir.lensiol:..,.l, 
y se. demostrar4 que es una medida de la amplificaci6n del error de 
r~dohdco. Asi, un n~mero de condici¿n bajo est4 pr6ximo a 1, aunqbe 

·nunca es inferior a la unidad, mientras que uno alto puede ser del 

orden de l 000 o m<1.yor. z.ún. id entras más alta :::ea la condición ce 
·una matriz, má~ impreci:::os s~rán los resultados de las cperacioncs 
en· que interviene esta matriz. 

Sup6ngase que se conoce A a la perfecc~6n .- : pero que b está ....... 
conta~inndo con un error de redondeo 1 b. As!, la ce (l.J.l) es, 

"' en realidad 

A(u -\-~u)~ b -1-Sb (1.1.35) 
,..._.. ,.., - ,.., ,.., 

donde Su es el error de redondeo producido por & b.· -Interesar;:~ · ·· · 
calcular ""el error -d~ recto'n::!eo en el cálculo de u. ;n térr.linos del C. e. 

. ,.., . 

~. esto· es,interesa calcular el cociente 11 ~- u\\ /11 u\\ en tér::i::.os · 
. - - . ., "' . 

de 11 -~ b 11 /1\ b 11 • Ya .... "" 
que .la ce (l,J;l) se·satisfacri te6ricamente, 

restándola de la ec (l,J;JS) se tiene 

A u b 
"" 

o bien 

u ::: A-l b (l. J. J6) 
"' 

,.., 

De una propied¡¡_d de las normas se tiene 

1\ A.:.l ~ b\\ 
.. - - ~ $ b 1\ - (l,J.J7) 

que aquí no se demostrará. Baste con decir que esta desigualdad está 
asociada al producto interno de vectores. En efectó, 
vectorea del mizmo espacio (para el cual previamente 

. . · 

si v y w'son C:o 
'"' ..., 

se ha definiúo 

1 
' ; . 

, . 
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. ··. 

.. 
· \ ~!!.\ _ \\ ;:,H \\ ~11-lcos(~, wJ 1 

donde cos(v, · w) es el "coseno del ángulo que forman los vect_orcs v ·.-- ......_ 
-~ ~-Del hecho de que (·cos(!• ~) 1 ~ 1, la igualdad anterior· se 

tranforrna en la desiG~aldad 

. ' 

(IV, W \\ .:::_ 1\ V 1\ 1\ W \t 
..,.._,..., - ~ ,...,¡ 

que· es una desigualdad conocida como. de Schwc.rz . 

. . 

Volviendo al sistema (l.J.l), ya que 

se tiene 

1\ b (\ ~ \1 A \1 \1 u \! ..., "' ~ 
(l. J. J8) 

.. 
Aplicando la desigualdad (LJ,J7) a li eé (LJ.J6),· se tiene 

(l.J.J9) 

·Multiplicando miembro a miembro las desigualdades (l.J.JSi y· 

(1.J,J9), se tiene. 

. 
Si b-:/: o,· se pueden dividir ambos miembros de la últir.:o. 

. N ...., 

desigualdad entre n u. 11 11 b 1(, con lo que se obtiene 
·, . ~ ...., . . 

h~ u ,, 
--..::"""'-- e::: 

,, u 11 
. "' 

\\ b b 1\ . 
-:---'-'~::___ .:-. e o n d (A ) 

l\ & b 1\ ~- "' 
N . 

11 S b 1, 
~ 

"b lt . ,..; 

(l. J. 40) 

__________ ...,_..:....._ ._......,__.:..__·. ------·· -------~------
----------------~-------·--~-
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1 

1 
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l ·i 
. '-"' . 

con lo que ::;e demuestra que la condición de una matriz es.el factor. 

de a:nplific;::.ción del error de redondeo. 

Un res~ltado se~cjant~ ~e habría obtenido si .se hubiera supucstc 

· imprecisió.:-. en ~· en lugar de ~ per-o en aras ce la brev.edad
1 

e¡¡te 
análisis ya no se continúa.' 

.. J>or la 

. mayor pa.rt <:! 

irr.portanci::J. que tiene la condición ce una matriz, :1a 

de los procra:na;:; de .ele:nené;o finito :¡::roporcior:an ur:a 

estimación ~e este número, y:c. que un cál·culo exacto ser!a uc:~:asia<.io 

costoso ; pero tambi~n, innecesario. En aplicaciones del ~.¿p a 

. pro'Jlemas en medios elásticos planos se· e en era uria rr.alla de eJ.t:!.:erito::, 

Si la malla es trian~ular, se· tendrán elementos de las for~:as de J.a 

· Fig ~.J.l· 

.. 

(~) (b) 

Fig l.J,l Elernentos.finitos 

El ele;nento de la Fig l.J,l (a) es casi equilátero, :nientr2.s que 
él de·la Fi::; l.J,l (b) es "muy escaleno';; esto es, sus lados son de 

longitudes muy desicuales. Una malla con elementos equiláter-os 

produce ur.a matriz d¿ rigidez de condición baja, mientras que ur:a con 

elementos :r.uy desbálanc·~:idos, corno él. de 1a Fig l.J~l (b), prod:.:ct! 

una·matriz de .l'igidcz de condición muy alta. Existen prcP!'e>ces:-\c;n:-es 

que balancean una malla .desbalanceada, 
.•. 

. , 
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NEVADO ll) MEXICO 1.1. U. F .. Tt:l.. ~·J\·-11-2'> 

' 
ANTECEDENTES --

· El grupo Constructora_ General del Norte, S.A. solicit6 a Batles -

teros, S.A., un e~tudio sobre la causa de la Falla de la secci6n 

Transversal_de lo~ Túneles 1, y 2 ubicados en "El Salto" estado 

de Hidalgo. Para ello proporcion6 la siguiente infÓrmaci6n : 

(1) Plano estructural No. V.F. 049, de la Direcci6~ General de 

Construcción de Vias Férreas, Departamento de Estructuras de la -

dficina de Estudios y Proyectos~ De fecha Enero de 1980. 

(2) Estudio Geotécnico en el Sitio de los Túneles l,·y 2 de la-

linea México - Querétaro, ubicados cercá de "El Salto", Hidalgo ~ 
' . 

efectu-ado por Proyectos de Ingeniería y Dise~o, S,A., de fecha No 

viemb~e 5 de 1979. 

(3) Reporte fotográfico de las fallas, efectuado por Constructora 

General del Norte, S.A. 
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X, 

l. TRABAJOS DE CANPO , 

Se presentó un análisis· preliminar d~ la -

causa de la falla·. Esta sucedió cuando el relleno que se estaba•

colocando alcanzó un espesor de 27.8 metros respecto a la cGspide 

J de la sección del tGnel (Fig. 1). Las caracteristicas .de la falla 

se pueden ver en el reporte fotográfico (3) • 

• 
1 l. CARACTERISTICAS MECANICAS DE LOS MATERIALES. 

\ 
1 

' 

a) Sección del tGnel.- Tiene un concreto de una resistencia a 141t 
a la compresión simple f'~ = 150k9jcm 2 a los 28 d1as de colado, -

su módulo t;;.ngente.de elasticidad se puede considerar Ec = 1.5 X 

10 6 ~~~·, y la relación de Poisson Yc = 0.15 ·• El acerO de la re

fuerzo en .el limite.elástico tierie un esfuerzo f =4000kg¡cm2 con.· y . . 
·una deformación uniaxial 

f:y = 0.001 y su módulo de elasticidad 
Es = 2.1 x 10 6 kg/cm2 (Ref (1) ) • 

es 

b) Relleno sobre el tGnel.- Su procedimiento de construcción fué 

de corte con taludes de 1/4 a 1 y hermas de 5.0 m de plantilla e~ 

da 10.00 m de altura (Fig. ll. Los parámetros de resistencia del 

::. ... >relleno los consideraremos similares a los de su estado natural-
, del subsuelo:. una· cohesión e,; 15ton/cm 2 , un ángulo de fricción-

. ' ·. 1 · · · ton 
interna 4> = 15° y un peso volumétrico y =·l. 7 --. (Ref. (2) ) • · . _ cm• · 

V . . ' . . 
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lV. TRABAJOS DE GABINETE 

a) COMPRES ION POR METRO VE TUNEL VEL MURO ( 1), F.<.g. l. 

Peso relleno : l. 7 .t~~ x 27.8 Jll x 5.5 m = 259.93 t·. 

Peso arco {2) 
w ton 

:-2-Rad X 5.5 m X 1.0 m X 0.6 m X 2 .• 4 --¡¡¡3 = 

ton 
Peso muro {1) : 1.0 m x 0.6 m x 4.4 m x 2.4 m3 = 

' . . 
p = Carga normal del muro (1) en 1 .. 'X 

~ b) PRESIONES SOBRE EL TUNEL 

qv =· Presi6n Vertical = l. 7 t~~ x 27. 8 m + 1 ~: ~ 4 m ton/m 

= 47.26 tmo~ + 2.26.ton 
mz. 

= 49.52 ton 
mz 

12.44 

6.34 

278.71 l· 

La presi6n horizontal sobre el tGnel se calcula del estado Activo de 

Rankine que se muestra en la Fig 2. 

e) ANALISIS VEL SISTEMA ESTRUCTURAL.-

Analizando el sistema estructural mostrado en la Fig. 3, se obtiene

para el punto 1 de la barra {1) los siguientes valo~es 

·• 
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o 

X· • 

P'lx =Carga normal= 278.71 ton 

P' ly = Corte = 131.8 
n . 

H• 13 =Momento = - 66.8 ton -·m 

' 

... 
d). ES~UERZOS EN 1 ANTES VE.LA FALLA. , . 

• 

1 . 

'· : -~ .. 
., .. 

• • ' 1 o 
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1 

,.. 
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... 

.. 

f) CARGA ULTIMA VEL MURO (1) VE~PUES ~E LA FALLA~ 

r- lOO cm -1 
1-065(~ 

N u 
o 

E 24 cm 

"' " q :¡¡ -·--· ·--

+ --t- .J,. + + Ts' fsAs 
., 

' ' 
l' 14 -i 14 -i 

La carga de falla por comprcs.i6n aceptando 'el r-ectángulo equi-
• 

valcnte de esfuerzos de Ch. With .ncy es : 

100 X 50 X 150 Nu = = 239 846. 62 kg · 
_3~x __ s_o_~x_2_4 ____ + 1 •18 ·. 

432 

Comparándola con la ~ompresi6n en 1 . 

P'Nu_ 239.9 
· 1;c- 21s. n = 0.86 .< 1.00 

Significa que .en 1 ya se form6 una articulaci6n plásticá de -

fallá, c~yo mecanismo se muestra en la Fig. 4 
.. 

;-:· 
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g) CARGA VE PANDEO VE .LAS VARILLAS VE 5/8" ( 1 :~:· 5875" cm} PARA 

L " 150 cm. 

X 10
6 

1
. 2 n x 1.5875~ · 

-E = 2.1 kg cm , I = 64 = 

P1= n 2 
X 21 X 10 6 

X .3118 

150 2 

o-1 = 

·.·' 

• 287.22 ·= 144.33 
1.99 

= 287.22 kg 

Para un paquete de 3 varillas 

·A= 3A, = 3 X 1.99 = 5.97 cm 2 

O. 3118 cril~ 

.~di&metro equivalente : 

x· .. 
V 

X 5.97 1 
= 2.75 cm 

le -
; . .' nde~- = 3.14 x 2. 75" = 2.81 ;;m~ 

64 64 

n.2 x,2.1 ~ 10 6 x 2.81 
p3 = 150 = 2.588.47 kg 

2588.47 
5.97 

= 433.58 kg/cm 2 
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'~ 

-

\._... -·· x. 

.. 

V 

Iz 
1 

= 3 lOO X 33 3 + 341.04 X 26 2 + 383.67 X 

33 33 + 26 383.67 Oz = 100 X X 341.04 X - X 
2 

Iz 1 581 511.04 28.42 e y = Qz y = = cm ' . 
55 643.64 

(T 
M -~~y Esfuerzo ) = o,. y = y, 

X 

278 710 Esfuerzo e1,concreto . 'fe en . = 55 643.64 X 

Esfuerzo en acero comp : 'fs' =. 278 710 
55643.64 

X 

Esfuerzo tcnsi6n: 'fs 
278 710. 

en acero = 55 ~4"]64 X • 

ESFUERZOS EN J VESPUES VE lA FAllA. 

JI 
lOO u•. 

·f-·
nA, • 9 •42.63 '383.67cmZ 

20 2 
' 1 581 511.04 cm' 

20 = 55 643.64 cm 2 

' . 

k 
33 165.29 ~-= 

26 9 1172.34 ~ X = cm2 

20 X 9 = 901.80 ~ cm 2 

,.. f'c 

I~ = ~ 100 X 29.5 1 + 383.67 X 20.5 2 = 1 016 983.15 cm~ 

Oz = lOO x 29;5 x 
2 ~· 5 - 383~67 x 20.5 = 35,647.27 cm', 

.. ' 

13 = . - 28 . 
. -•. P.j -

x 29.5 - 230.65-kg/cm2 _> 150 kg/cm2 

. 1 

· . Acero : V:s · x.20~5x·9= 1442.52 kg/cm 2 , 
...... · 

. ,. - _.· 
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. V • CONCLUSIONES · 

1. En et punto 1 el concreto en el manto interior alcanz6 un -
. k 

valor de 165 c~2, que es mayor que el de proyecto. de 150 kg/cm2 - .. 
simult~ncamente el acero tom6 una compresi6n de 1172 kg/cm 2 n: .. ,yor 

que 433.6 kg/cm 2 ·que ·es· la de pandeo de un paquete de 3 varillas 

d~ 5/B", originando las fallas que se observan en el reporte. fo~ 

togr:ifico (3) • . . 

2. Los mantos interior y exterior de refuerzo no están conectados 

entre si, lo que origina que el refuerzo a compresi6n pr~cticam~ 

te no trabaje y se pandee como se observa en (3). 'IJ 

3~ Para el ~ive1 de cargas a que se. lleg6 la geometría 4e la seccf 

,del túnel no es la adecuada. Esta debe seleccionarse siguiendo la ,.;"" . 

linea de presiones. 

•· La estructura se encuentra en el mecanismo inicial que se pre

senta en la Fig. 4, con articulaciones plásticas. 

5. La redistribución de momentos ayud6 a que no se formaran rotuL' 

plásticas en los puntos 4 y 3.00 m arriba de 2 

6. Consic;Jeramos.que la estructura no.fue proyectada para lascar

gas que se muestran en la figura Num. 3. 
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J. Descargar la estructura de 'inmediato. 

1 

.2. Observ3.r si hay fallas en el manto exterior 

~ 

3~ Reparar la.secci6n aumentando su espesor de acercarse á la 

línea de presiones. 

4. No.demoler. 

Octubre 16, 1981. 
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1 

2. SISTEMAS CON MUROS O CONTRAVWHOS SUJETOS A CARGAS LATERALES 

En muchos casos prácticos, para dar a los edificios rigidez y resistencia 
suficiente ante cargas laterales, se. recurre al uso de muros de c6ncreto, 
normalme,nte combinados con marcos rígidos. Otras formas de rigidizar ma::_ 
cos son rellenarlos con muros de mampostería o contraventearlos con elemell 
tos de concreto reforzado o de acero. Son comunes también los edificios 
de altura moderada en que los elementos resistentes son muros de mamposte
rfa con distintos tipos de refuerzo. En esta sección se describen métodos 
que sirven para analizar estos tipos de sistemas estructurale~ ante ·cargas 
lateralés. 

2 . 1 Sil, temM e o 11 mWLo b 

2.1.1 Deformaciones ante cargas laterales 

Aceptando la hipótesis de comportamiento elástico lineal las deformaciones 
de un muro a~tc cierto sistema de cargas 
los métodos y teorías de la elasticidad. 

en su plano.deben_calcularse con 
Además de las propiedades elástj_ 

cas del material (como módulos de elasticidad, de cortante y de Poisson) 



\·· 

1 ,, ,, 

/ 

hay que tomar en cuenta la magnitud y distribución de las cargas la geo~e-
'-,... tría del muro y la forma en qe.~ está apoyado. Existen soluciones analíti

cas para ciertos casos sencillos {véase por ejemplo la ref 80), y los casos 
de geometría o condiciones de frontera complicadas se pueden tratar con el 
método del elemento firiito, que se describe brevemente ·::ás acelante; y 

que permite obtener soluciones numéricas con la precisión que se desee 

1 
'-

(ref 16 a 18). 

Sin embargo, para muros de sección rectangular empotrados en su base y su
jetos a una carga lateral en su extremo superior, P, como se muestra en la 
fig 2.1, el desplazamiento lateral del extremo cargado ó, se ~uede calcular 

con bastante precisión con la expresión 

Ph 3 

6 = ---- + Ph 

3EI GA 

donde_h ~s la altura del muro, I y A el momento de inercia y el ·área de su 

sección transversal, E el módulo de elasticidad y G el de cortante. 

En la fig 2.i se incluye una comparación entre los resultados obtenidos con 
la ec 2.1 y los que proporciona el método de elementos finitos {que pueden' 

_cons1derarse como exactos) y se observa que los errores no exceden del 4 
por ciento. Aunque la figura citada cubre valores de b (ancho del muro) 
entre· h (altura) comprendidos entre 0.5 y 2.0, la ec 2.1 da la similar pr~ 
cisión fuera de ese intervalo porque para valores mayores de b/h son impo_r:_ 
tan tes so 1 o 1 as deformaciones por cortante cor.s ideradcts con e 1 término 
Ph/GA; y para valores menores son más apreciables las defonnaciones debidas 
a flexión tomadas en cuenta con Ph 3 /3EI. 

Oc lo expuesto se concluye que para fines. prácticos es suficiente calc~lar 
las deformuciones laterales de muros aislados con procedimientos de resis
tencia de materiales que consideren los efectos tanto de flexión como de 
cortante. Así se ha procedido para calcular las deformaCiones en el caso 

mostrado en la fig 2.2. Las expresiones empleadas y los resultados se pr~ 

e) 
~-

1 
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sentan en la·tabla 2.1 
' -

2.1.2 Muros bajos 

En muros de sección rectangular cuya altura total no excede de un tercio de 
su longitud y cuya base se halla aproximadamente empotrada, las deformaciones 

por flexión pueden ascender a 10 ó 15 por ciento de.l total, o aún menos_~ ·ct~ 

pendiendo de las condiciones en los otros tres bordes. Es aceptable despr~ 
ciar esta contribución y calcular la ~igidez de 

solamente las deformaciones debidas a cortante. 
fórmula 

. ,·. 

donde 

" .. 

·. ¡: 

R = eGL/h . 

R = rigidez 
T;-~mÓdulode rigidez efectivo del muro 

e =.espesor del muro 
L = longitud del muro 

entrepiso tomando en cuenta 

Es entonces aplicable la 

: -: >; .- •• 

) · .. 

'. ,. h = altura del entrepiso donde se calcula la rigidez 

En general para muros con sección diferentes de la rectangular la rigidez 
de entrepiso está dada por 

R = Gn/h 

donde 

Q = área efectiva de cortante· del muro 

2.1.3 Muros es be 1 tos 

En estos muros tienen importancia las deformaciones pot· esfuerzo normal de 

·.,. '·. 

3 
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bido a flexión como las provenientes de fuerza córtante. Por ello; las ri 
' gideces de entrepiso dependen de la distribución de fuerzas horizontales en 

altura. Normalmente estos muros se encuentran acoplados con marcos y la in 
teracción altura también sus·rigideces de entrepiso. Así, por una parte las 
cortantes que toman los muros dependen de sus rigideces de entrepiso, y por 

otra,· estas dependen de las primeras; por consiguiente para .. conocer es~as 
cantidades es necesario proceder·por iteracción (ref 14, 15). 

Cuando las fuerzas laterales son tomadas solo por muros de distintas propi~ 
dadés geométricas, es decir, si ~o son importante las rigideces de las vi

gas o de 1 as 1 osas .que conectan a. los muros, se coma ten errores tolerables 
~i dichas fuerzas s~ distribuyen proporcionalmente a la rigidez de ca~a ~u 

ró~. caléulada para un desplazamiento unitario de su extremo superior (Es 
decir aplicando una fuerza en d.icho extr.emo y dividiéndola entre el despl~ 
zamiento que allí produce). Cabe advertir ;in embargo que este criterio 
no es aplicable si las variaciories de las propiedades .geométricas de las: 
secciones transversales de los distintos muros con la altura no son aproxl· 

madainente proporcionales. También son notables los errores en los pisos 
inferiores, donde la i nfl uenc i a de 1 os es fuerzas cortantes es mayor que la 
que involucrado en esta forma de proceder. A continuación se presentan a}:· 
gunos métodos para analizar muros acoplados con marcos, que es el caso que 
con más frecuencia se presenta en la práctica. 

2.1.4 Método de Khan y Sbarounis 

La. versión inás simple del método propuesto por estos autores (ref 15) con
siste en sustitui~ una estructura como la de la fig 2.3 por otra.equivale~· 
te reducida que se esquematiza en la fig 2.4 en la cual el sistema yJ repr~ 

·senta al muro o muros de rigidez; el momento de inercia' de este sistema, 
en cualquier piso, .es 1~ suma de los momentos de inercia de todos los mu
ros de rigidez representados. El sistema F (marcos) incluye .a las colum-
nas, vigas y losas que contribuyan a la rigidez lateral. 

(inercia/longitud) de las columnas (Se) y vigas (Sb) son 

Las rigideces 
la suma de .las ri 

- ---~-------- --- _______ -----..:.: ----~--~- _______ .:_ ________ ~----· -'---·--'-- ~---·---~-----·----' ·-· ___ ;_ _______ ·:c.":....:...· 
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gideces de todos los elementos correspondient~s en la estructura._ 

Los sistemas W y F se consideran ligados por barras horizontales de rigidez 

áxiai -infinita y de rigidez a flexión nula, de forma tal que los desplaza· 

mientas laterales de ambos sistemas son iguales, pero no los giros. 

Khan y Sbarounis proponen que las cargas laterales externas se apliquen ini 
. ' -

cialmente en su totalidad al sistema W co~o si estuviese aislado, y se cale~· 

len los _desplazamientos laterales asf provocados; se pueden incluir las de

formaciones debidas a cortante. Luego se suponen unos despl azami en tos 1 ate~ .. · 

rales para el sistema F; a menos que se cuente con una mejor suposición, 

ésto~ serán iguale~ a los calculado~ para el sistema W. Por medio de dis

tribución- de momentos se pueden conoce'r los elementos mecánicos generados 

'po·r los desplazamientos supuestos y l.as reacciones sobre el sistema ~r:·· :se. 
c·alculan enseguida las modificaciones que producen estas reacciones,:aplicá!! 

·dalas al sistema W, nuevamente aislado. Se comparan los desplazamientos de 

ambos sistemas-y se repite el procedimiento hasta que dichos desplazamie:ntos 

sean iguales dentro de cierta tolerancia. .:· 

Lás fuerzas finales en los distintos muros representados en el sistema W 

son·proporcionales a los momentos de inercia y; conocidos los desplazamien~

tos en los inarcos representados en el sistema F, se pued~n determiriar·sus . · 

elementos··mecánii::os con aplicar una sola·vez distribución de momentos. 

Cuando los marcos toman una parte significativa de las cargas totales, e]. 
método ex.pues to puede requerí r de varios e i e 1 os y por tanto ser muy 1 ¡¡bori_Q. 

so; por dicho motivo los autor~s presentan gráficas dando valores de los de! 

plai:amientos del conjunto W-F en términos del desplazamientÓdel muro en su 

eXtremó superior. Estas gráficas se reproducen en las fig 2.5 a 2.11. Pa

ra entrar a ellas la cantidad S /S debe calcularse mediante la fórmula 
. ·S e 

S ¡; Es Is ( .!Q ) 
2 S· 

(2.2) -= se ¡; Ec le N 

. ·-· 

•1 
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fig 2.3 y 2.4; Las rigideces de entrepiso, Ri' est~n dadas en la tabla 2.2 

. por tanto, 

t-= 
f 

1 1 '3 
11414 + 7676 +.7376 

Háciendo operaciones resulta Kf = 1601 ton/m; como están incluidas todas las 

vigas y columnas en el c~léulo de las Ri' entonces Kf = l: Kf . 

3 E E 1 ' ' 

En este caso ¡; Km = w donde E es el módulo de elasticidad.de los m u 
Hl , 

ros 1 w su momento de inercia y H su altura tota 1 . Así 

1 .~ ¿ ~ = 3 X 1.5 X 106 X 2 X 0.8 = 2133 ton/m 
15 3 

Ahora· se pu¡;de emplear la fórmula 2.4, como sigue: 

' ' \' ~·- '!- i ~· , ·· .. -
.•·.,··· p . 11 1601 

W = 20 X 1601 + 2133 = 
0.236 

. 
t,o111o W ':: 150 ton, P = 0.236x150 ':' 35.4 ton. La estimación del desplazamie!!_ 
to máximo· es P/l:Kf = 35.4/1601 = 0.0221 m. El valor de la. fuerza cortante 
t~tal máxima en los marcos está dado por 1:3 P = 13x3S.4=46.02ton. Finalmen 

te el momento de volteo en los muros se estima como 50x15+40x12+30x9+20x6+ 

+10x3x35.25xl5 = 1119; a cada muro corresponde 1121/2 = 560.5 ton-m. 

2.1.6 Método del elemento finito 

En la actualidad, el método del elemento finito constituye una poderosa h~ 
rramienta para el análisis de e~tructuras complejas como ciertos muros de 
composición y/o geometría complic.ada. Para fines prácticos, las soluciones 
obtenid~s mediante la aplicación adecuada del método a problemas elásticos 

lineales pueden considerarse como exactas. 

/0 
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Básicamente, la aplicación del método en cuestión consiste en dividir la 
estructura en subregiones denominadas e 1 emeiltos finitos, ·dentro de 1 as cu!!_ 

:les ·se prescribe la forma en que varían los desplazamientos en función de 
los valores correspondientes a ciertos puntos deno~inados nudos (fig 2.12) 

Con• base en las leyes constitutivas del mate~ial (esto es, en las relació•" 
nes que existen entre esfuerzos y deformaciones, por ejemplo, la ley de. 

Hooke), en la función adoptada para prescribir los desplazamientos, y en 
las relaciones entre deformaciones unitarias y desplazamientos, se dete.r
mina la matriz de rigideces de cada elemento, usando, por ej~mplo, el prin 

cipo de trabajos virtuales. Estas matrices están referidas a los grados 
de libertad de los nudos del elemento. 

[a matriz K de rigideces de la estructura completa se obtiene aplicando· el 
~étodo directo de-rigideces, descrito al 'tratar el problema de marcó~~ ~s 

·decir, sumando en donde les corresponda los términos de las matt·ices de-.-; 
gideces de los elementos. '' ·'·· 
·: 

Los.desplazamientos U de los nudos, ante un-sistema de cargas P aplicadas· 
en lo~ mismos, se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones lineale~ 

·· .. K U = P 

Conocidos los valores de ~se pueden calcular esfuerzos y deformaciones en 
cualquier punto de cada elemento, esto es, en cualquier punto de interés. 

En las ref 16 a 18 se presenta con 
hacia el análisis de estructuras. 
adecuadamente consider~ndo que se 

detalle 
El casf' 

trata de 

el 

de 
un 

método, en forma orientada 
los muros se puede modelar 
problema de estado plano de 

es fuerzas, es decir, aceptando que son nulos 1 os es fuerzas fuera de 1 p 1 ano 
del muro. Aunque los elementos finitos que permiten tratar este tipo de 
problema pueden tener diversas formas, como triángulo o cuadriláteros, d!!_ 

do que las partes·de un muro.son_ usualmente rectángulos, es adecuado el 
uso de elementos rectangulares (véase la ref 16), como se muestra en la 
fig 2.12. 

! 

1 

i 

1 
1 
1 

l 
\ 
1 



i 

1 

;1 
r· , .. 
¡ll 

... 
:/ 
,.· ., 

' ,, 
l"· .. 

m ,. 
:1; 
'>¡ 

' :\ 
:• 

1 

1· 
1 

'· '· 

1. 

\.._..-

) 
vi 
6 

Existen programas para computadora que permite aplicar el· método del elemen 
to finito'a diversos tipos de estructuras. Uno de los más difundidos es el 
que ·se describe en la ref 19, del cual se han:desarrollado varias versiones 

.mejóradas. 

· 2.1.7 Método de la columna ancha 

Este método se basa en que, como se ha expresado en la sec 2.1, las deform~ 
é'iones laterales de un muro se _pueden calcular con muy buena precisión con. 
·los procedimientos de resistencia de materiales, si se toman en cuenta las 
deformaciones debidas a flexión y a cortante; por ejemplo mediante la ec 
2.1. :·Esta ecuación es aplicable a muros de sección diferente de la recta~ 
gular· si se reemplaza A por el área efectiva de cortante n. Se denomina 
columna ancha a un miem)lro así analizado, para distinguirlo de las colum~as 
normales en que solo ·son importantes las deformaciones por flexión. 

Para .. analizar sistemas d2 muros y muro-marco se considera cada muro como una·., 
columna a~cha con sus propiedades concentradas en su eje centroidal y se su-
pone ~ue las zo~as de las vigas que se encuentran dentro d~ los muros·son in 
finit~~ente ·rígidas a flexión. Esto se ilustr~ en la fig 2.1J,·y tiene 1~ 
ventaja de que los sistemas con muros se ideaiizan como estructuras esquel~ 
tales, igual que los marcos. 

Las deformaciones por cortante en las columnas y las zonas dgidas en. las vi 
gas modifican las respectivas matrices de rigideces. Con referencia a los 
grados de libertad y notación mostrados en la fig 2.14 dichas; matrices se 
escriben: 

Para las columnas anchas: 

··'· 'í 
i. ··---· _ _,__ ~-·-____ :..:..._ _ ___!:_:_ ---- - ------- __ __: - ---------- ~---------. ...:.-•• --- -- --- ____________________ :..._ -----~--------- _ ___, _________ :._ _ _'.~,--· .. ,_....:__.: 



' ~ ': 12 El 
". 

(1 + a)h 3 

..... ' 

12 El 12 El - (1 + a)h 3 (1 + a)h 3 

6 El 6 El - (1 + a)h 2 {1 + a)h 2 

6 El 6 El - (1 + a)h 2 (1 + aW 

4 + 12 r. (1+"1..) 
:A >. 

2 + 6 (Y....:!:_~) + 12 Yª-
A ;¡.2 

El 
>.e 6 --( 1+Et) 

Al. A 

.~(l+?.r.) 
M. ' A 

'· 
·' ' 

-··. -------· ---:-- ___ .:, --· ; 

simétrica 

(4 + a) El 
{1 + a) h 

(2 - a) El (4 + a) 
{1-a).h n + a) 

simétrica 

4 + 12 .fl. >. ( l + ~) 

6 ( 1 + 2B ) ·--
>..e. A 

6 ( 1 + 2B ¡ 
'IT . A 

.. 

El 
h 

.·• ·. ' . 

12 
;¡.2¿2 

12 
pp· 

12 
~ 

)3 

.(2.6) 

( 2. 7) 
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En casos. extremos, si el área de cortante es grande o las 'lcngitudes de zo 

nas rígidas son bastante pequeñas, las matrices anteriores coinciden con 
las de una viga y columna normales. Así, si dichas matrices se incluyen en 

' ' ' 

u·n programa para resolver marcos este servirá también para analizar siste" 

mas muro-marco. 

Me Leod (ref 20) ha constatado la buena precisión del método comparando sus 
resultados con los de modelos elásticos a escala de muros con una hilera 
central dé huecos. En efecto, el método es útil en casos de muros con i1ue
cos, sobre todo si se incluyen los efectos ~e extremos rígidos en las colum 

·nas y los de cortante en las vigas. Algunos ejemplos de idealización posi
bles se muestran en la fig 2.15. En ciertos casos es .conveniente que ·1as · 
zonas rígidas en los extremos tengan forma de codo y no sean solamente rec
tas;~pára estas situaciones pueden consultarse la ref 21. 

11 

Existen programas para anal_izar edificios 
'formaciones por cortante y zonas rígidas 

que incluyen explíc~tamente de
(ref 22 y 23). Cuando se usan pr~ 

' gramas que no incluyan esta última opción, las zonas rígidas pueden n?presen
tarse·por tramos de vigas con momentos de inercia grandes, en compa~atión 
con las de las vigas y columnas del conjunto . 

2·; 2 MiVlco& coJdturventeado& y ta.b.tVtM de muAo~ coit6-útado~ po-'t ma..'Lcc& 

2.2.1 Marcos contraventeados 

En el análisis de marcos contraventeados es fundamental tomar en cuenta no 
sólo los mrnnentos flexionantes en trabes y columnas, sino también las fue~ 
zas axiales que rin ~llas introducen las componentes horizontales y vertica· 
les de las fuerzas que obran en los contravientos. 

En ~~reos contraventeados en todos los niveles. de una misma crujía, si las· 
vigas y columnas no son muy robustas una forma sencilla y razonablemente · 
aproximada de determinar las cargas axiales en los distintos miembros, es 
analizar la crujía 'contt·aventeada como una a1·madura, ignorando .la rigidez 

----------- ,_,.,_ ______ , .... -- --------~{,. __ ,_ 
. ' - - -· ----- -~-------------- --····- .. ____ ·- .. ---------- -- ~- ------ - ··--------·-------------....... ~---------
L -·--·-•·- ---- -·------ -
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a flexión de las vigas y columnas. 

Lo más conveniente para analizar marcos con cualquier disposición de contr~ 

viéntos es emplear el método de rigideces, incluyendo en la matriz de rigi

deces global el aporte de los contravientos. Estos usualmente se represen~ 

tan como elementos con solo rigidez axial, cuya matriz de,rigideces, con re 

ferencia a los grados de libertad y propiedades que se indican en la fig 

2.16, est~ dada por: 

e2 es e2 - es 
K_ EA es 52 - es - 52 

(2. 8) . .. ": ~ . --T c2 es e2 es 
es 52 es 52 

Debe ·procederse con cuidado especial en la determinación del módulo de ·eles 

ticidad, E, y del área de la sección transversal A, sobre lo cual sé cómen-

ta .en la se e 2.3. 
~' . , .. ' 

2.2:2 Muros confinados por marcos 

El caso de tableros de muros de mamposteria confinados po~ marcos y sujetos 

·a cargas laterales (fig 2.17) ha sido objeto de numerosas investigaciones 

expe~imentales y analiticas; en las ref 24 a 26 se incluyen revisiones de la 

literatura sobre el tema. Se ha reconocido (ref 27) que inicialmente tabl~ 

·ro y marco trabajun monoliticamente con una sola unidad en la cual son impo!:_ 

tante·s las deformaciones por flexión y por cortante. Bastan sin embargo ca.c 

gas laterales relativamente pequeñas para .ql/2 tablero y marco se separen en 

esquinas opuestas de modo que el primet·o se apoya sobre el segundo en la for 

ma ~ue se indica en la fig 2.17. Se producen fuerzas axiales en vigas y e~ 

luninas asi como 1ilomentos y cortuntes en las mismas. Los momentos son de p~ 

ca impol'tancia dado que las fuerzas de interacción se desarrollan en la pr~ 

ximidad de los nudos .. Las fucrias cortantes,· por el cont~ario, son.de con

sideracióil. En el tablero ·apa~ccen fue¡,zas de compresión diagonal que pue-

. den producir fallas por compresión en las esquinas en contacto con el marco. 

' . 
. .. ~ ~ 

'.· . ··-.:. ·- .. ,. 

''i / . ' 
·-: 

' • 1 
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En Ja dirección de la otra diagonal aparecen esfuerzos de tensión en la mal'l 

postería que pueden ocasionar agrietamiento diagonal ·del mu~o. 

Para el cálculo de la rigidez· lateral y de los elementos mecánicos en mar

có y tablero una posible 'idealización es simular cada tablero como una di~ 

·gonal equivalente en compresión según se· esquematiza en la fig 2.18. Como 

resultado de estudios analíticos con elementos finitos en los que se toma.· 

eri cuenta el comportamiento descr.ito, en la ref 26 se. pr·opone que la .diagQ_ 

na! equivalente tenga los mismos espesor, t, y módulo de elasticidad, E, 

que el tablero y que su ancho. sea (ver fig 2.19). 

W0 = .(0.35t 0.022 A) h 

donde 

' 
' h = altura del tablero ·entre ejes 

·:e·.·., A = parámetro adimen~ional basado en· las rigideces de tablero· 
y marco 

.. ,. 

(2:9) 

.: ... ' 

.. :·· 

'•• ' 

~ara;~eterminar la matriz de rigideces de. la diag9nal se aplica la e~prf!sión 

2~8, .. con A = w0 t y L = longitud de la diagonal 

Al deducir las diagonales equivalentes. en la ref 26 se ha considerado que·el 

marco no está articulado en sus esquinas (fig 2.18). La expresión 2.9,se ha 

de. ducido suponiendo .. Gm· = 0.4 E y es aplicable para valores de A comprendidos m . . . \ 
entre 0.9 y 11, y valores de la. relación de aspecto¡; (ver fig 2.19).que.e,--

tén entre 0.75 y 2.5. Estos iritervalos:cubren la mayoría de los· ca~os·prác

ticos. 

Otro procedimiento. para calcular rigidez late~al y elementos mecánicos de un 

sistema marco-tablero es .considerar .que el conjunto constituye una columna 

ancha con lo que es aplicable ,la expresión 2.6 para valuar la ·matt·iz de.ri

gidecés. El momento de inercia 1 se considera que proviene de la rigidez 

axial de las columnas y se calcula como se indica en la fig 2.19; E es el 

i' 

~- ·-'_ ..... _..:.:..::.... • -··•• ---~------·•- ...... ••••• -••••----•_:_·--•· ~- •••o••-•• .:-·•-••• ---~--.:-•••--- .: •••• .:...--·~L . .:_ __ ~2._-'_··-~-•:_•••-~~~••••• 



·módulo de elasticidad del marco, y G el módulo de cortante del muro. Para 
el área de cortante, n, se adopta un valor reducido, que toma en cuenta la 
separadón entre muro y marco, dado por 

·. ·. ~ .. · · .. 
00 = (0.37 - 0.12 ~ + 0.023 \) {A + 2 A ) 

. m e 
(UD) 

en esta expresión 

e; es la relación de aspecto del muro 
A m es el área de la sección transversal del muro 
A . 
e es el área de la sección de cada columna de 1 marco, sin trans 

fonnar a pesar de ser de diferente material. Estas definí-·' 
cienes, lo m.ismo que la de \, se ilustran en la fig 2.22.' ·· · .:: 

' ... - ·, ~ . 

Como resultado del análisis considerando columnas anchas se obtienen momen
tos flexionantes M y fuerzas cortantes V. Las cargas axiales T de tensión • 

:Y c·de compresión en las colun1nas son: 

T = zMI.. 

M e= z l 

< siendo z = 1.15 - 0.2 ~. 1.0. 

La fuerza cortante m~xima en ·las columnas es 0.6 V. 

Esta aproximación también está limitada a los intervalos de valores de ~y 
} ~ue se indican para el uso de diagonales equivalentes. Como ejemplo co~ 
sidércse la estructura mostrada en la fig 2.20. Para determinar las diag2_ 
nales equivalentes a los tableros de mampostería se deben conocer las si

guientes propiedades geométricas y mecánicas: área de las columnas, Ac' 
iguaL a 30x30 = 900 cm 2

, ~rea del muro, A , dada por .15 (400-40) = 540 cm 2
; . 111 . . 

módulo de elasticidad de las columnas, Ec ~ 10,000/200 = 141,000 kg/cm 2 
• 

... , 

. '~ . -~- ~ ._, ·._ 

\ . 



¡ . 

i . 

· .. 
En .la sección 2.4.4 de la ref 31 se estipula que para cargas de corta dura 

ci6n,; como son las sísmicas el módulo de elasticidad de la mampostería pue

de ca 1 cul arse como Em = 400 f;, donde f; es 1 a resisten e i a nomina 1 a· compr~ 

sión, dada en la tabla 2.4.1.c de la misma referencia. En este caso se tie 

rie f~ = 15 kg/cm 2 y, por tanto, E = 6000 kg/cm 2
• G es igual a 0.4 E , es . m · m m m · 

· decir2400 kg/cm 2 con estos valores se puede calcular el parámetro :\, defi-

nido en la fig 2.19, como sigue 

E A 
A. = e e = G A m m 

141QQQ X 900 _ 
2400 X 5400 - 9 ·8 

. Aplicando la expresión 2.9; con h = 3m, resulta w0 

· , ... 1. 70. m. 
= (0.35+0.022x9.8) 3 ~'·· 

· ~as .di agona 1 es 

y·su módulo de 

equivalentes tienen 170x15=2250cm 2 .de. área, S 1i1 de J'on:¡jt~d .. 

. ' . " . elasticidad es·6000 kg/cm 2
• 

~ ·' ' 

Se ha analizado esta estructura con el método de rigideces y algunos de los 

resultados más importantes se muestran en la fig 2.21 

.2.3 Comen~oJ 

2.3.1. Sobre los distintos métodos 

Ei método de los elementos finitos permite obtener soluciones prácticamente 

exacta para cualquier problema que involucre menos,. si se acepta que el co~ 

portamien~o es elástico lineal, e inclusive se pueden tratar con él prob:e

ma· no. lineales (ref 18. y 26). Sin embargo, como se adviet"te en la fig 2.10, 

--~·. ~par-a_obtener_una_prec.isi ón~acepta ble_se_debe-r:epr:esenta r-eLmu r-o_con~.va do S----

elementos finitos, lo cual,· en estructuras de varios ~isos y c~ujfas, requi! 

re.·de tiempos y capacidades de computadorabastnte grandes; haciendo imprÚ- . 

. ti ca la aplicación del método. Además es· alta la probabilidad de cometer 

errores por la gran cantidad de datos que hay que proporcionar y es .dlffcil 

1..._.. interpretar el elevado volumen de resul tiidos que se obtienen. Otro asunto 

que ·hay que tener presente es que el método pt·oporciona como resultados es 

fuerzas en distintos puntos, mientras que en los procedimientos par.a el di 



--"----~-- -~- .::..:. .. 

¡rJ .· 

·-ménsionami ento se emplean moment-os fl exi onantes, fuerzas cortantes ·y· notm~ 

les, que son resultantes de d:chos esfuerzos, y que no son fáciles de cal

cular automáticamente con los programas para computadora. 

Por lo anterior el uso de elementos finitos en el análisis de edificios es 
tá reservado a ciertos casos especiales, como el de muros con geometría 
complicada; también se suele emplear para estudiar con más detalle algunªs 
partes y no la ·totalidad del edificio. 

. ,.' 

Para una verificación adicional de la precisión del método de la columna an 
cha se ha analizado el conjunto muro-marco de la fig 2.22 con este método 
~con el de los elementos finitos. La comparación de resultados, que's~ ·~· 

~ü~stra en la misma figura, ~evela que en este caso las diferencias ·en~re 
.los desplazamientos laterales_ obtenidos co.n ambos métodos son menores .que 
· 2 · por ciento, confirmando que e·l uso de columnas anchas conducé a resul

tados prácticamente exactos. Nótese que muro y marco no son del mismo ma
terial. 

· .. . • 

Con el propósito de tener una idea sobre el grado de aproximación del méto

.do de Khan y Sbarounis se ha analizado con el método de la columna ancha la 
~~tructura ~impl.ificada de la fig 2.4 y los desplazamientos resuli~nt~s··sdri,. 

del piso superior al inferior, 0.0240, 0.0178, 0.0117, 0.060 y 0.0018 m~que 
difieren de los obtenidos en la sección 2.1.4 en menos de 4 por ciento; las 
cortantes que arroja el método de la columna ancha para el sistema H son 
~6.41, 45.25, 76.56, 106.08 y 134.88 ton, también bastante similares· a las 
que se llegó en la sección mencionada, salvo en el piso superior, aunque 

hay que tener presente que allí la fuerza cortante es muy pequeña. Esto 
muestra que la fonna en que se ha aplicado el método de Khan y ·Sbarouns es 
sufi e i entcmente precisa/~'para fi ncs prácti e os. 

También se ha ánalizado con el método de la columna ancha el edificio compl~ 
to mostrado en la fig 2.3. Los desplazamientos y las fuerzas cortantes que 
toman los ·muros resultaron, respectivamente, 0.0203, 0.0152, 0.0101, 0.0053 y 

. ·-· . 

\ 
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0;0016 m, y 6.14, 54.97, 84.8, 111.8 y 136.9 ton. Las diferencias con los 

valores obtenidos con el método de Khan y Sbarounis se deben principalmente· 

· a.que este usa una estructura. equivalente. No obstante, se puede concluir 

~IJé dicho método proporciona ideas bastante buenas de como se distribuyen 

la.s cortantes entre.muros y marcos y de la magnitud de los desplazamientos 

laterales. 

En la sección 2.1.5 se aplicó a este mismo edificio el método de l·lc Leod .v 
se encontró que el desplazamiento lateral del último piso, la fuerza cortan 

.te máxima que toman los marcos, y .el momento de volteo que se orisina en ca 

. ,: 

. da muro, son 0.0221 m, 16.02 ton y 560.5 ton-m, respectiv·amente. Los corres 

~o~dientes valores que se obtienen 

o:o2ó3 m, 43.86 ton y 484.2 ton-m. 

. - -.. 
con el método de la columna anchá ·son: 

Se desprende que el método de l·k (eod ' 

aunque no proporciona, información sobre la distribución de cortantes':eri al 

tura,:perinite verificar con rapidez el orden de magnitud de resultados. obte 

nidos: con procediml en tos más elaborados. 

-:· ; 

;'' --
.· . ' ·. '(-'· 
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T A B L A 2.2. · METODO DE KHAN Y SBAROUNIS 

Val ores· iniciales e i e 1 o l 
. .. 

1 ' 1 o.= 
~ivel 

1. 1 
' 

.· f..;/6<¡/ 1 V i f..; ¡ R; llii t. . . -ó.. . 1 
11 11-

5 50 1 0.0449j 7376 0.43 0.0193 . 0.0035 1 

1 4 90 1 0.0324 73~5 0.35 0.0157 0.0045 
' 3 . 120 1 0.0204 7375 0.25 0.0112 0.0054 1 

2 140 1 0.0101 7676' 0.13 0.0058 0.0040 1 

l 150 
1 

0.0028 11414 0.04 0.0018 0.0018 
1 

i 
1 ' 1 

. 

* De la gráfica de las fig 2~3 y 2.4 

Aplicación del criterio de convergencia Ciclo 2 
i i 

a= B= ll;;(2)~ 
:¡;ve 1 ll .. . 6.-t:, i 6ei -llii ! 6ei . . _, i 

1+ 1 e . B ' 1 e . 
' t. .. +- 1 

ll;; 
1 

11 a 

! . 

1 1 ' . 5 0.014!! 
1 

1.7 7 . ! 0.0108 0.0254 0.0247 '. 
' '4 0.0105 1.5 7 ¡ o. 005 2 0.0194 0.0182 
1 3 0.0064 1.57 0.0028 0.0130 O .Ollil 

2 0.0030 1.52 ·~ 0.0013 ··. 0:0067' 0.0061 

1 0.0008 1.44 0.0002 0;0019: 1 0.0017 
.\ 

i 

. 

V fi= V mi" 
R.o. 1 , Vi -V fi 6ei 

' 

26.55 23.45 0.0 301 

33.19 56.81 0.0219 

39.83 80.17 0.0140 
;;o. 70 109.30 0.0071 
20.55 

1 

129.45 0.0020 

Ciclo 3 
1 

l:i;; 6ei 
'1 
1 

1 

1 

0.0.2~0 i 0.0 248 
1 

o. 01 87 1 0.0183 
' o .o 123 
1 

O .Oll'J 

o. 00 63 0.005! 
0.0018 0.0010 
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Fi'g 2.1 ComparaciÓn de los desplazamientos· laterales de un 
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muro obtenidos por dos metodos 
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Fig 2.4 Representación del edificio de la fig 2.1 en el 
método de K han y Sborounis '· 
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Fig 2.17 ' Muro de rnompostena confinado por un morco 
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,Marco 

Fig 2.18 Diagonales en compresión ~qüivalentes o tableros de 

mamposterla confinados por vigas y columnas, cuando 
están sujetos a cargos laterales 



'--. 

Marco oc concreto 
con módulo de 
elasticidad E e 

1 y_ rr· -· c .• -· --. -.. ---~ 
. ~ l 1 • 

1 
11 1 

1 T~f ~ M~mposterio con . 

¡ . ~ 
modulo de cor -

1 
tan te Gm 

1 

A .f._ • ; ------ -- -- 1 

l T . 
1 

-
1 

1 1 
///////////////////////////////////////////////////// 

1 

Corte A-A 

·Definiciones 

s = l. 1 . ' d h = re ac1on e aspecto 

A 
Ec A e 

= 
.GmAm 

A 12 

I 
e . 

= 2 

Fig 2.19 Definiciones empleados poro determinar lo rigidez 

lo.terol ·de muros de momposterlo confinados por 

marcos de concreto 

/ 
. --?_1::7 . 

._/ 

__ ______....._~--- -~---------~ 
--~ ---- - ~--- -- ---- - ------ --·--·-·-

·------------=------------------~-- ------ -



9 

T. 1 

Columnas de 0.30 X 0.30 ·y vigas de 0.25 X 0.50, de concreto con 
t'c:; 210 kg/cm~ 
Muros de tabique de borro .recocido de 0.15 m de espesor 

o· • 1 . r 10g0n0 equ1va ente 
¡, 

K: 3.0 

~ 3.0 

• ~ 3.0 

A c. D 

1- 6.0 4.0 6.0 

Fuerzas en toneladas y longitudes en metros 
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The finite element rnethod is applied to con-duct the stress analysis Óf the tf1ciion bráke pi ate 
used in the rear axle system _of agricultura! tractors. Externa! loads on the plate are 
considered to be 8pplied to the spline and fixed boundary conditions at th.e h_i~tiqn material : 
area. The original design of the friction plate is analyzed 8nd shown to have an u neven : 
distribution of load on the teeth ot the spline, causing high stresses a"t some critica! area,s of 
the plate. Design changes are made on the analysis model. having as a primary interest tne 
reduction of peak stresses toan acceptable level. without severe modifications to the orig1nal 
design. With a minimum ot computer manipulations, the linite element model used yielded 
the best configuraHon ot .the brake plate tor !he given loads. 
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Design lmprovement of a Friction Brake 
Plate Through Finite Element Añalysis 

V. H. MUCINO V. PAVELIC R. G. TASCHNER 

l/OH<JICLATURE 

fi 
Fn .. 
Fr 

Ft 

m 

r 

s~i 
Smi 

8max:· 1 
8vmi 

.s1' 5 z• 53 
Ti 

Tin 
Tpl 

= flank area of the teeth 
=:radial displacencnt at thc 

the tooth (5.) 

tip of 

= 

tangential displace6ent.at 
of the tooth (i) 
load distribution factor 

the tip 

normal force acting on the flank of 
the tceth 
radial force acting on thc flank of 
the teeth 

tangential co~ponent of the normal 
!'orce (Fn) 
slope o~ lo3,c.ling line in Goodrnan 
~iagram 

equivalent pressure on thc flank o1' 
the teeth 
stress ratio of alternating str.ess 

; {s81 ) to mean stress {srn1 ) 
alternating stress at tooth (1) 
mean str~ss at tooth {i) 
maxirnum stress at tooth (i) 
van Mises criterion of failure 
principal stresses 
torque carried by tooth (i) 
input torQue in the spline shaft 
torque carried by one friction 
plate 

~ = pres~ure ~ngle Of the s~line teeth 

INTRODUCT ION 

The system considered in this analysis is 
a.mUltiple disk brake, which is used in a typi
cal rear_ axle of an_agricultural t~actor. The 
main objective of the analysis is the design 
imprcvement of the brake system which depends 
upon the performance of the friction plates. 
"These friction plates are subjeCt to fluctuating 
loads that may cause :fatigue failW'e of the sys .. 
tenr. Therefore, the analysis is carried out 
having as primary interest the reductio·n of Peak 

. ,-·· 

1 

stresses occurring at the critica! area of the 

friction ~late. 
In pursuing.the ~bjective it is óesirable 

to keep the overall modifications to a mini~um. 
This paper demonstrat~s thc application 

of the fÍ.ni te el ement. met~·od "as an effici~nt 
too! to identify critically stresSed areas of 
a typical friction"plate, and also as a tool to 
qual!tativ.ely evaluate the design modifications 
propo!3ed in arder to reduce the critica} stress·
es. 

Fig. 1 shows the main. components of the 
rcar axle assenbly which consists of a differ
ential gcar train (A), a·clutch system (B), a 
dual brake _ system ( C&C 1 

} and t"he p.ianetary gear ... 
train systems (D&D' ) • The various components • 
in the assembly of each brake syst"em, are shown '
zeparately in Fig. 2. 

The operation of a multiplc disk brake 
system may be described. briefly a~ foll"ows: .. 
thc friction plates rotate along with ~he s~aft 
to 1-.'hich they are attached through the spline, 
and the steel plates are attached to the hOus
ing in such a vray that ·rotation is prevented.·· 
Axial d!splacement is allowed for both the rric
tion plates and steel plates. When hydraulic 
pressure is applied to the brake cylinder, the 
brake pisten rnoves axial~y and presses the fric
tion plates against the steel plat·es, the 3cting 
torque in the shaft is transrnitted to the fric
tion plates through the spline,· and then trahs
mitted to the steel plates through the fricti6n 
material on the friction plates, the absorbed· 
braking torque from the steel plates is finally 
ti"ansmitted to thé housing which is attached to 
the frarne of the tractor. The heat generated 
durinS the brake. application is absorbed by 
COC?larit fluid ·which circulates· on either side 
or· the friction plate through the hole·s proVided 
on the pla te • 

The braking loads imposed on the frtction 
plates, induce high stress concentration· ~t the 
root of the ieeth in the sPline, which are sub-

!_..._ ·---~----·~-·-·----· -· ·_.-·-""---:...C....--~-- ----- --·----~ ---------~- ---- - ~ ------- -- ----
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Fig. 1 Schematic view of a tr~ctor rear axle assembly 

ject to a stress variation rangine; from ;;ero 

valuc (idle nade) to sane maximum valuc (brake 
npplication'). 

Fig. 3 sho• .. :s schcmatieally ·t.orque~ applied 

to -c;_he friction ·rlate, the geometry of the 
spline; ·and .the lccation of thc coolant circu

·lation hales. 

LOADIIlG COHSIDEHJ\'i'IOJlS 

oue to the rcpetitiv'e nature of the loads, 

the~e can be expressed .by means Of a sté!tic 
(mean) cornponent, and a. dynamic (al ternating) 
colnpOrient,, for the purpose of analysis. These 
loads are distributed among the tecth on the 
friction plrite, in such a Hay that the ratio of 
aiternatine stre~s to .steody stress at ~ny locn
tion o:f the plate i~ al~!ays constant. This is 

· due. t. o the fact that the load varies from zero 

to sorne maximum value in e~ch brake application. 
Howevfó!r, thc load that a particular tooth car
ries is not necussarily. Cqual to thc lo;1d C¡]r

ried ·by a differcnt 'toOth ·.in the spline. 
:Fig. t¡ shous qualitatively the V;]l'.i.ation 

of. stresses uith re~pect to time, a t. thrce ar
bifrary loCations of the friction plate. Also 
;Plotted in ttie sa~e Fig. 4 is the v·ariati'on of 
-th~ load with respect to time. ~t can be ap
preciated that the ~ax~um stresses at any of 
the locations sho:;n are reached ühen the .. applied 

load is maxir:lllil, this is, ttie stress pe2ks_ are. 

in phase with the load peaks. 

2. 

Using thc notation of Juviri:lll (~J ,1 the 

stress ratiq can be cxpressed as foll0\·15: 

( l) 

where Sai is the alternating str·ess coJnponent_ 
Sml is the mean stress- component and for the 
particu~ar case in Hhich the load varieS from 
zero to a rnaximwn value then r = 1; or 

Sal = Smi ( 2) 

Fig. 5 shoHs thc Goodman diagra!:l and the l~ading 
line for the teeth in the spline of the frictton 
plate. The slope of the loading line is such 

that: 

Smax_. i = Sml -1- Sai. (3) 

by substituting the equality (2) in equation (3) 
it re!:ults 

Srndx,i 2Smi 

thCrefcirc, the slopc of the loading time in_the 

Goodman diagrar;-; is 

m = 2 

Underli:1ed nurnbers in parentheses 
designa te Refere!lces at Emd o:f paper. 

' .. 
. . . ·-···- ---- ---~--··---· ~. ··------~-----""··· --·~ .. ;_____._, ________________ ,~ ----- ~-- ----·---
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HYORAUL1C INLET 

BRAKE PISTON 

BRAKE HOUSING 

, SHAFT 

FRICTION PLATE 

STEEL PLATE 

CYLINOER. SUPPORT 

Fir;. 2 Brake <JS:3c~bl~-- '::;:;~ter:: 

Dnse~r en thesc stpc~s rel<>tionship3 and fcr thc 

partlcul ;¡r e~ se _treatell in. thi:: anal:Ysis. t_he· 
follo\::i.nc ccmsic!~rations ca11 ·be ::-.2:.!e in ordPr 
to fÓrr.,uJ ate ihe. fir,i te elcmcnt r:-:.odcl. 

1 

2 

(~). 
th~ alternntinc; .stre.s:; cm::pcne:1t must Oc :1: 

51:1.:111 ~S possible in order te ir.:provc the 
fatigue life of the pnr·t. 

Duc to thc nature of thc loads. and by in-

'1 .FRICTION MATERIAL - REACTING TOR.QUE 

1 ·. \_.f'ig. 3 Torques applied and geometr:,· of the fric-
11 
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i ~~~-STRESS TOOTH 

¡ / · '' .---STRESS TOOTH ·¡ 

i / ·_0t~-- STRESS TOOTH k 
• 1 J _:__ '\ \ ~
/,/(Y.~·\·: 

í(i \\\ 
¡,/¡' 1\\ 
1 / ''" -~ '\::\ TIME 

:-:'i¿;. i~ \'J!'iation. of load nnd stres:ses at three 
~::--bi t:·ary locations of ·the. friction pla~e 

100 

90 

80 

\ ' 

sr-ection or equations (2} and (3}, the re

duction of the ma.:-_:inUI:J peak stre~-~ at ~I?Y 
lDCéltion of the part Hill result in a re

ciÜ:!tiOl! óf the dynamic cor:~poñent of -~tress •. 
Sincc buth the steel plate~ and f'ricti_on 

rlates are allowed to displace in the ax~al 

' 

/ 

. ' 
¡'/ 

/.' 
/.:.' 

STEEL 
217 229 BHN 

Fi ¡;. 5 Gc~d~an diagrarn and loading line for the 
frict_ion plate 

11

. tion plate ... 
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Fig .. 6 Application of the load on the friction 
plate spline teeth 

dir~ction the load on the friction ¡¡late 
can be 6onsidercd to be:acting only in the 
plane of the plate and i_t has no conponent 
in the axial direction. 

l.¡ The tot~1 load acting...:on the friction pl'7ite 
can be· broken dovm into tangential ~md 

5 

· ~adial forces acting on thc teeth of the 
s·plinc_, such that the sunrnation .of the re
~uÚ;ini" tangential forces :1t the pitch 
circle~ multiplied by the correspondine 
pitch radius is equivalent to the torque 
provided by the shaft. 
The loads applied to the teeth of. the platc 
are reacted by the friction material, uhich 
transrriit5 the braking torque te- thc steel 
plate5. 

6 A static analy5is alone can be performed on 
the friction plate, to estir.,ate the stress 
di5tribution on the plate. 

FORMULATIOÍl OF THE PROBLEM 

Pig. 6 shm·/5 5Chematiéally the application 
of the load on the friction plate, at the loca
tion of tw"o adjacent teeth, and _the boundary 
conditions at the friction material area of th~ 
pi ate. In arder to avoid local effect5 due to 
concent~ated point loads, !t 15 conyenient to 

.. represent the: applied forces at the teeth as 
unifonn preSsures along the flank of e·ach· tooth. 
The resultant force at the pitch circle must 

hold for the consideration as discussed earlier 

in ~tem .. 4. 
· The total input torque fe:- each "Hheel i.s 

carried by two plates, such tha~ ea eh .plate cai'

ri es one-half of the if1put torqae. 
For the nurr.erical portien of th15 study 

4 
". ' • 1 

Fi_g. 7 Ccr:1.puter.plot of the criginal desigr. 
6-holes.friction plate gecMetry 

and tc:.>t data availal;le for the particulal' case. 

t_hc torque- c2rried by each plate t-.•as determined 
to be ·35 1'oll01:s: 

1 ,_ 1 z Tin 
(4) 

Then 

1 2 (32400) ló200 lb-in 

assW!Iing equal load per to::.Jth, the tor·que in the 
plate 15 distribUted equall:r among tr.e 13 teeth. 
The torque carried by each tooth is then: 

thcn 

1 
1 

1 
' 

1 ·¡¡ (16200) 

(51 

12SO lb-in ( 141 N-m) 

The equivalent tangential force at each "tooth 

actinc; at· the pitch circle is· obtained by é!i
viding.th~ torque by the radius· of the pitch 

circle, this is: 

2 nurebers in brackets indicate the SI 
equivalence. 

.:.J 

50 

--~--------<...·----~---- --~------·----··-·------·-·--·· --- - ~--------- ···-··-·------~-·-·------~-....c-.--....:..~...., 



-~A . 
~- ¡ 
'' . ' ·; : 

'. f:.! 

.. 

., . '. 

., ··' [' ¡ 
1 

1 

'. 1 

~.. ) 
! 
1 ' 

i ', ~ 
i '; 
\ ; J . ,, 

' .. 
i 

'·1:' 

! •' 

1 ,1 

1 ¡ 
1 ~-r 

1.4 

1.3 
\.,._.., ..... !: 1.2 

'=Q. l. r 

LO • 

Fig. 8 Displacements at thc tip of each tooth 
for the origina1 8-holcs friction plate model 

.· 

Hher>e ·r . p 1.3 in. Then 

1150 
'103 960 lb 

(6) 

[41)(, 11] 

The·· Cquivalent normal force at the flank oí' the 

\.__ torith is obtained a~ folloHs: 

F. -
1
·- F. n1 cos~ t1 

wheZ.e cJ> ·is the ·pressure angle of the spline 

geometry; Por the present case cp = 25 deg. 
The normal force is then: 

(960) • 1060 lb . F . 
nt 

(7) 

The_equivalcnt pressure ot the flnnk of the 
teeth is obtained by dividing thc normal force 
by the are a o r the !'lank: 

(8) 

wher~ Ar is the area of the flank of the tooth 
for t:Je present case Ar = 0.04106 in. 2 then: 

'1060 
:ono6 25800 psi 1m r< raj 

The load as unitor.m pressure on each tooth 
~ '

1
s estimated to be 25800 psi [178 i·! Pa] act.:J.ng 

'-ón the overall flank of ea eh tooth. 

Te!"olc 1 Spline ·?eetl1 Load Factors '.;.'.:lble 

Tootll Í4fl,{'fl\o<ll l t'l"ff;) .. f'er<<!'llt1~ 1-iOrrlHldl f'~r(Cf'll~~c lo<1d 
Num~H tl:s~.:l(tmtllt !..-'dti ~. "'.::<('1'11<1,~' Pilf..:rtn(<.: Faitor e, • • ~~·,., o y. 

1 o. 1200 8 ~~)) 7_ 2684 7.o'lZ.3 -o_.qz-~~ 0.'.1448 
--

2 . 0.1054 9.487• 5.1753 H'l2o 0.5819 1.0750 

3 0.1200 8.D33 7. 2•84 7.6923 ·O.<'-oq o. 9448 .. 
A 0.1116 8.8809 7.7~61 h"l25 o.os~7 l. 60ié9 

5 o 1088 9.19J 1 8.0!~'- 7_,¡;q2~ 0.32112 1.042.] --- ~- --· .. ----- --- -- .. 

6 0.12_19 82034 7.1511 7.'-~2 ~ -Q.537Z 0.'130i 
~ 

7 0.10(;1 9.3954 8.1'174 ?.bO¡z.-> o. 5050 r. o:,S5 
---

8 o. 1166 8.5763 7.4804 7.{;.<.)2."':;, -0.'2-!1'3 0.')12.4 
- --. -- - .. ·---

9 0.1167 8.5689 7.4739 U91? -0.118'1 09.71~ - _ .. _ --- -- - . ··-·- .... --. --. --·· 
\0 0.1061 '3.42.50 B. no¡ 'Z6"l23 0.528~ 1 .Qffi6 .. --·- . .... - .. ---- ... -···- . -- . ····-· 
1 J 0.1220 argo 7.14~:l 7~0Z3.-0.54:lO 0.9Z '34 
-· .. - -- - -- ----- - .. "··----· . ·-------
12 0.1091 g 1659 7.')q47 7.b'l23 o:;oz~ i. 0?>~:!> 

- ---
13 0.1125 8.5555 7. 7 530 7ó~Z3 o.o(,OJ 1.0079 

Total - 11~ .• 4% 100.000 100 000 - ~ 

TP.S FI;riTE ELEHEJ!T l-iODEL 

Due to the type of S;eometr:~/ and· ,] c:.ldin·g,_ 

r;l:1ne ::;tress elements He re considered· ·atleé¡uat .. e 

for this analysis. Flat plate parabolic ele
r;;ents (8 no des per elcne~t) :..;er·~ chosen t? 
::-:oticl the geometry or the friction plate. 

In or·del' to define the f'ini te el~men't 
r.lesh of the structure of the fi>iction plate,-· 
nade and element generati ::m pattern~ uer•e ~se.~ .• 
The prccedure is as follO'.·JS: only one tcoth is 
broken dm-m into f'~nite elements, the loca'tion 
oí' nades is defined Hith respect to a cylindri
cal coordinate ::;yster.J. Hhich origin is at the 
cconter of the pl;:ttc. The element conn~ctivity 
i!> also defined for this tucth, then,. nade gen
eration iz performet.l to define the node loca
tions of the remaining 12 teeth. In the same 
r.arL'l.Cr, element generation is perfonned for the 
rc~aining 12 teeth. The generation is done by 

i:;crer.Je:'!.tin,s the.node m.unbers by 100, at every 

27.69 deg tHelve times around the centel' of the 
plate. A si~ilar approach is used to define'the 
J~:esh foro the outer part of the plate enco::~passing 
the· coclant circulation hales; ·in this case one 
sector is defined and seven sectors are gen
erated around the center of ~he plate. Finally, 

QUadrilateral and triangular elements are used 
1:--. order to ccinnect the t\!C set·s of sectors 
te gcther. This is sholm in Pig. 7. 

finite ele~ent prcgram used, developed 

·o:: structural Dyna:nics· Research Corporation ( 2_) 

1 !. 

ll· . . . ·. . ..... ' . . . . ', . . . 
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TOOT H NUMBE R 

'l'he P.ig. ·9· stressez at the root of cach tnoth. 
,von I·!ise:: failure crite~ion and the principal 

_::.trct:Se::. ~l end s2 • cc.rre::;po!:.d :.;o the urig!nal 
desic::.. '.i'l1e const3!1t linc i':..>r s1 corr·esponds 

to the r:roposed ne1: dcsi(?l 

j s ba::;ed on a H~ve fpont éJ.lccr·Jtlun solver, 
·thcl'efot·c, node nur.:.berinc docs not afi'cct the 

siz'c of the Have front, t·lhich i:.; in fur.etion of 
the arder in Hl11ch the element:.; are Uef.Lned. 

(A r:1a1·e dctniled de:.;cription of thc Have front 

aleorith~ solver c~n be found in Reference (~) 

by i:lColas et al.) }!ouever. thc arder in Hhich 

it is co:-J.venient to t:;enerate the elements, 1:::. 

i1.ot necessarily the !:'iOSt Cfficient for the W3VC 

front si:-e; thercforc, a \-:ave !'ront optim.izer 

preproccsc.or Has applied nfter the mesh 'genera
'tion vas accot:lplished, in arder to rearrange thc 

elencnt de!'in1ti0n. 

The resultinc uavc front vras considerably 

reduccd and the co:mpute:· costs of this .analy~i5 
were a~o reduced. 

THF. FIHIS ELEi·IENT COi·IPUTER P.\JHS 

Inspcction of the ::.olutio·n yielded by the 

· fi-nitc elcment method application t.hoHed that 

the largest di3place~ent for each tooth occurs 

at thc tip. For the case uhere the load is 

Considered equally distributed among the teeth, 

these d~spla.cernents shoued to be differcnt frotn 

one .tooth to another. ~hen, the relative dif

ferences of displace~ents are-indicative of the 

particular flexibili t:; of e:J.ch tooth. Fig. 8 

\~-"· shows ¿;raphically the variation of tanc;~ntial 
displace::-.ents at thc tiP for all thil'teen teeth 
( dashed line) , 

1 6 
\.~C- --· --~~-- -- --· ____ __,;_. -----· 

Fic. 10 computer plot .oi' the proposed 13-holes 
friction plate 

--1 
52. 

Due to the Yariation in flexibility for 
c;1ch tooth, thc load carried by the most flexi

ble tooth r.mst be less than that. i'or the stiffe~-t 

tooth. BCC:J.Use of this, a redistribution of the 

load mu3t be co~sidered, such that the load for 

a particular tcoth is 1nversely proportional to 

the tangential displacement at .every tooth. 

Based on the relative differences of tan

gPntial tlisplacenents, load factors uere de

velopcd, in arder to redistribute the load on 

the t eeth. 

The significance of the load factors is 

that they indicate the aT.ount of load in per

centage carried by each individual tooth. 
Table 1 sunmarizes the calculations nade 

in arder to obtain the load factor values for 
ench tooth. 

The equivalent pressures applied to the 
teeth :J.S obtained by equation (8) are then modi
fied a:; follo1-:s: 

r'e. 
1 

(9) 

i.e., 1'1 is the load factOr for the iih tooth. 
A computer run rras performed considering 

the load factors, and the resulting displace

ments are sho~m .in F~g. 8 (solid line} ~or all 

1) teeth. The stress solution obtained frorn 

this run shoHed that the rna..xi!!lUltl stress for each 

tooth occurs at the base of the root. 

}<'i ['; • 9 shc~·!S the IJagni tu de' Qf ·the :maximtlr.l 

. --~-- -~- - ·-- -·~·---·--..L...·........:-· -~--.:.....__~ ·'---.-~.:.. 
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VON MISES EQ. STRESS 
IP Si) 

CON TOUR 
No. LEVEL 

1 o 
2 4200. 
3 8400 
4 12600' 
5 16800 

. 6 21000 
7 25200 
8 29400 
9 33600 

10 37800 

.Fig. 11 Stress contour plot for the teeth of the 13-hcles friction plate 

pi'inciPaJ stress (salid line) for all 13 teeth, 
and also in the same graph, the Von l·Iises cri

terion of failure is plotted (dashed linc}. 
The Von Mises criterion of failure a:::. 

treatcd by Juvinall {2:._) is Given by the follO\dn¡;. 
exprcssion: 

.where sl. s2. s3 are the princfp?..l ~tr~bse~ at 
the point of consideration. 

For the particular case treotcd in thi::> 
8nalysis, S3 =o and·equatiO~ (10} reduces to 

(ll) 

It can be observed ih ?ig. 9 that the 

second principal stress S2 obta.i!",ed at the rout 
of the teeth i s very !;mall. · In the limi t. as 

., 
the me::;h is r~fi!"led Sz Hill approach zero. 

From the rcsults of the initial cc:,1puter 
runs, it Has co:::luded th~t there e.:":ists a sig
nificant influer.ce of the relative positions of 
the coolant circ~lation hales Hith respect to 
each touth on the spline 1 so::1e of uhich Hill be 
m~re susceptible to fa-11· due to fat~gue. 

A ImH DESIGH HO:~I.. 

On the basis or thi. s study, and ui th the 
purpose of redistributing the loads ond stresses 

more evenly. n r:e: . .- desig;. having 13 hales equal
ly spaced Has St:.Ci_;"ested. '?he geor:'.etry of the 
model proposed :.s sh0\·!11 in Fig. 10. 

The main oCLiective_ of this change as 
described ureviously is to obtain a unifom 

l - . 
stiffness rar all the teeth s"uch that each t 

· carries the sane load. 

. One addi ~:ic:-:.2.1 .cor.-.J:uter. run l-:a~ pe!'fomed 
conside'ri~g agai:: equal loading per to:::~th; and 

7 
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Fic. 12 Additional rnodcls of onc sector use<! to dcter::ünr! the most adec:uate position of the hales 
\Ü th rcspcct to thc teeth 

thc resulting stress distribution (?ig. 11) 

shmm a consistcnt p:1t tcrn of strcsses Hhi eh 
indicate::. an even distributio:;. of the lor-d on 

the tecth. 
1 

The naximum stress level ·for thc ne\.-T dc

·sign plots as tpc straight lin~ in the graph 
shm·:n in Fig. 9. As it can be observed, the 
peak 'stresses o_btained with the_ original des_ign 
c;an be reduced by having the same number of 
coolant hales than teeth on the plate. 

Finally, three addi tional r.:odels t.: ere con
sidered i.n the analysis to determine the most 
adequate position for the hales \-:ith respect to 
·the teeth. These models wcre nade for only one 

sector cncompassing one tooth and one hale. In 
arder to·rnake the one sector nodel represcnt to 
complete structure of the plate, proper boundar:,· 
conditions were imposed by coupling _the dis
plncer.J.entz of the nades in the syr.tnetry limits 
a:; shoHn in Fig. 12. 

Vcry good correlation Has found bCtHeen 
stresses obtained with the cor.Jplete rnodel and 
thc stresses obtained Hith the sim}:lified one 

secto:r- model, (11ithin a ·t,percent of differ-
ence). ···' 

Table 2 -smnmarizes the resuJ.ts obtaincd 
in the various computcr.runs, and rrcvides a 

reference for the m'axirnun. st.resses and -loca
tions for ea eh case treated. 

8 

?able 2 Summary of :::tesults Obtained from the 

Finite Elemcnt Hethod Computer Runs 

COi!CLUSIONS 

Frorn the results in this analysis, the 

follO· . .-ing conclusions can be d.rawn: • 

.. _____ , ···-- -· ·--- ---~-· ------ ·-· -~~---·----___c.-
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.1 'l'he distribution of ::;tres:..:e::; on variouG 

'tecth in the oriGinal desicn is unevcn 
· due ~o tbe tmique posi tion of' ca eh tooth 

Hith rcspect to the coolant circul~tion 
hole::,. 

2 J.. uniform distribution of stre:.;sez <mane 
thc teéth can be oUtaincd by h::~ylnc thc 
same nui:tber of boles and teeth. 

3 The waximurn stresses for the new 13-holes 
design are 22 percent lower than the 

stresses obtained with the 8-holes rnodel; 
!'or the same loading condition. 

4 The most.adequated position of the holes 

with respect to the tceth is obove the 
thick section of each tooth as shol·m in 
Fig. 12(b). 

The ncw desiGn produccd by this analysis 
did not f'equire any r.~odification to any o'r the 

cor.Jponents of the assernbly, and the reduction 
of the peak strcsses resul ted in an improveme.nt 
of the li·fe expectancy of the friction pl<:~te. 

Laboratory tests have shown an improvement 
of 1~0 percent in the fatigue'life of the new 
frictHm plate, as co!:lpared to thc oricin:ll 
d,.~_ign. 

This represents· a sic;nificant ir.-,provement 

; · l the nerforr:ance· of the brake system in the 
~é.1r. axies under dynamic loading conditions. 

'!here cxists scveral other po.rts ·in the 

tractor s~'stem, which have similar chara:cter
istics to the part analyzed herein, and it is 

vi:..uali~:cd that the prcsent analycis method 

providcs the fundamental base for some of the 

·mo::;t important aspects to perform a finitc ele
. ment analysis. 
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ABSTRACT 

'In thi< study a new approach fs proposed for the 
analysfs of 3 crankshaft-bearfng system. The mathema
tfcal model of the system fncorporates the elasttc 
properties vf the crankshaft and supports, the hydro
dynamfc nature of the journal-bear1ngs, and for the 
ffrst time the mass dfstrlbutfon of the rotatlng 
crankshaft. The procedure of analysfs fnvolves sub
structurfng prfnc1ples applfed to the crankshaft for 
wh1ch each crank represents a substructure and a new 
condensatfon scheme fs used for the synthesfs of the 
system by operatfng over the transfer matrices of the 
s,ubstructures derfved frcwn the ffnfte element d1scre
thatfon of each crank. The analysfs yfelds the loads 
~n the mafn bearfngs for a full cycle of 4• at con
stant-speed of rotatfon. 

NOMENCLATURE 

{F} vector of loads on crankshaft 

•• 

y, 

z. 

[C] 

{Y} 

!Q} 

m 

k 

[k] 

{X) 

••• 
y. y 

Z, z 

dfsplacement velocfties and acceleratfon. 
rotatfng system 

dfsplacement velocftfes and acceleratfon, 
rotating system 

dfsplacement velocities and accelerat1on,
rotat1ng system 

coord1nate transfonmatfon matr1a 

vector of d.o.f. fn the absolute system 

vector of d.o:. f. 1n the rotating system 

lumped mass 

sprfng stfffness 

stfffness matrfx of substructure 

vector of d.o.f. of substructure 

;- '.R< 
' '-..--'. 

vector of react1~ns on journals 

vector of loads on crankpfns 

journal radfus 

[H] mass matrix of substructure 

[D) dynam1c sttffness matrix of substructure 

r 

p 

9 

z 

h 

u 

w 

• 
t 

{B l 

!e l 

{Y S } 

[F) 

t. (. t 

pressure dtstrtbutfon 

cfrcumferenttal polar coordfnate 

· ·1ong1tudfnal ·polar coordinate 

. o11 film thfckness 

o11 vi scosfty 

angu~ar velocfty 

journal prec1s1on rate 

time 

vector of beartng d1splac~ments 

vector of eccentrfctttes 

vector of dfsplacements Of crankshaft 

f.lexlblllty matrh of supports 

dfsplacement veloc1t1es and acceleratfon~ 

absolute system 

.... "• 1'1 dfsplacentent veloc1t1es ctnd ac.celeratfon, 
absolute syst~ 

'-r. r::, :: dfsplac~nt velocftfes and dCceler~t1on, 
absolute system 

315 

XL d.o.f. of left Interface 

X¡ d.o.f. of 1ntermed1ate nades 

XR d.o.f. of rlght Interface 

FL loads on left Interface , .. ·.· 

F¡ 1 oads on 1ntenmed1ate nades 

FR loads on r1 ght f nterface 

[TI] trans fer matrh of substructure 

{Zjl state vector of 1nter!ace j 

!sl vector of transfer ~trfx • 

L length of bear1ng 

D d1ameter of bear1ng 

e radtal clearance 

(H) mob111ty funct1ons 

{J} journal d1splacements 

íR l react1ons vector 

INT<OOUCT!DN 

In the an~lys1s of crankshaft-~ear1ng sy~te~s. 

thert>··are thret' Nin areas of concern: stress analy· 

/¡ 
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s'ls dynamic analysis and bearing ~>erformance analy
si~: The analytical moaels typic~lly used for each of 
these three lJreas have very little in common, mainly 
due to simplifying assumptions which make the calcu
lations practical for deslgners and dna_lysts. In the 

·stress anal~sis area, for instance, static loads are 
generally considered and the crankshaft is almost 
always isolated from the other components of the sys
tem. Stresses llre then computed based on the statfc 
loads assumed and the corresponding reactions. In the 
d)'namic analysis area, the. stress distribut1on of the 
crank 1s of little 1nterest and for all practical pur
po~es of no interes~ whatsoever and the emphasfs fs 
placed on the torsiona1 vibrations caused by the 
rotating and reciprocating masses and the lack of 
rotationdl constraints. Finally. in the area ol 
bearing analysis. the loads acting on the bearings are 
g~nerally assum~d to be those obtained through ihe 
static. analysfs for a number of rotational positions 
along a full cycle of operation. The bearings are· 
typically isolated from the entfre system and thus the 
effects of the dynamics of the crankshaft and the 
i nteract ion with the other components of the systeni 
are not·fully fncorporated. 

Numerous studies have been publtshed descrfbing a 
variety of analytical, empfrtcal and experimental 
methods fn each of these three areas, such as the 
studies by ·lowell [1], Eshleman [2] and Ross and 
Slaymaker [3] among many others. 

· However, few attempts have been made to model the 
crankshaft-bearing system as a whole. considering that 
the loads 'acting on the crankshaft cause defonnations. 
This. in turn interacts with the dynamics of the 
system. the" flexibi11ty of the supports and the hydro
dynamics of. the journal-bearings of the engine. While 
a 'more extensive literature search is presented in 
(4], here only sorne of the sign1ficant works are dis
cus sed. 

· Gross and Hussman [5] developed a method by means 
of which loa.ds on the mafn bearings could be deter
mined considering a model that consisted of a round 
sha.ft representing the crankshaft. elastic supports 
represented by springs and bearings which were assumed 
to behave as linear ·springs. The procedur"e derived by 
these authors constdered the shaft as a statically 
undetenntned system on flexible supports. The results 
obtained.improved over the classtcal method of const
dering each crank as a separlJte simply supported bum 
on whic.h certain loads act and the reactions satisf,y 
the·conditfons of stattc equ11ibrtum for each separate 
cra.nk. However. the true realtty of the hydrodynamfc 
nature of the bear1ngs was not considered. Later. Von 
Shnurbein [6] incorporated the hydrodynamic character-
1stics of the bearingsby using the -expresstons de
.r.ived by Holland [7] 'lll'htch relate the instantaneous 
eccentricities of the journals wfth certafn ve1oc1ty. 
By ... taUng the eccentricfties as deflections of the 
crankshaft, the reaction loads could be determtned, 
bul an important assumption was that the supports were 
rigid. In bOth cases. [S] and [6]. a transfer matr1x 
approach was used to carry out the calcuht1ons based 
on the Holzer method [8]. · 

Most recently. Sttckler (9] developed a more ela
brirate approach whtch for the ftrst time introduced 
thr. ftnite element method to model the crC~nkshaft and 
also tncorporated the hydrodynam1cs of the bear1.ngs 
through the mob1lity method developed by Booker [10, 

.11). In the model used by Stickler. the 'cr.,nkshaft 
Wds modeled ""lth be.,m elements and the supports were 

· represented through a flex1btltty matr1x. Thts study 
showed verj clearly the d1 fficult ies 1nvohed in con
si_der:tng: the crllnkshaft as an actually unsymmetriclll 
shaft as opposed lo the round shafts used 1n studles 
[5) t1nd [fi]. Jt should be noted that in none of the 

~~---~ ___ . . ··- -------- -----~-- ----- ~- .. ·- ---- - ----
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/-{ 
previous cases was the mass distributton of the crank·
shaft considered in the formulation and thus an 1mpor
tant aspect of the dynam1cs of the cranl::shaft was 
neglected. 

In this study, a general approach fs present 
wh1ch ytelds the loads on the main bearfngs and L a 
soltd f1nite element model for each crank fn such· a 
way that the elastic properties are more representa
tive and. for the first time. includes the mass dis
trtbutton of the crankshaft. 

. The approach is based on the fin1te element
transfer matrix method developed by Muctno and Pevel1c 
[12]. The synthesis of the system substructures i$ 
made by combinfng the state vectors of the substruc-. 
tures with the hydrodynamic loads on the bearingS and 
the flex1b1lity of the supports. 

THE SYSTEM MODEL ANO EQUATIONS 

The system considered in this study consists of 
three matn components: the crankshaft, the nex1ble 
supports and the journal 7 bearfngs as shown in Figure 
l. lt 1s assumed that the loads actinQ on lhe 'crank"- . 
ptns can be obtllined using the preSsure--volume diagram 

P/STONS 

T 
j]_. 

rLEXIBLC StJPPORTS ·. 

Fig. 1 A Typical Crankshaft-Bear1ng System on 
Flexible Súpports 

and the geometrtc charactertst1cs of the system for 
the entire cycle of operatton. Thus, the loads llcting 
on the crankpins can be resolved into radial and 
tangenttal components as shown in Figure 2. 

tn arder to fonnulate the equations of the sys
tem. 1t 1s necessary to define the degrees.of freedom 
of the system in such a way that the interaction 
between the crankshaft and the bearings and the sup
ports Clln also be descr1bed. First. the vector of 
loads aCt1ng on the crankshaft can be deffned as: 

!Fl·l:~¡ 
where fRjl are the react1ons from the beartngs 
act1ng on the mafn journals llnd {f5 } are the loads 
from the connecting rods ~cting on the crankp1ns~ 

(1) 

The rractions 9enerated by the bearings are the 
result of 1ntegrat1ng the pressure dtstr1bution 
developed by the lubric~nt. oil film llnd thus: 
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where Pj{e,z) 1s the pressure distrtbutton around 
( B) and a long (L) for bearing of radius r as shown in 
Figure 3. The pressure dtstrfbutton f.s governed by 
Reynol~'s .equatton: 

·1 ri ·]·a 
1-'~; 
¡. 
1 ¡ ... 
! 
¡·' 

¡'. 

1 

: 1 

'1 
·1(_, 

·• ' 

. · • ah ah 
6.u[(~- 2>1)- + 2 -] . ae at 

. Ftg. 3 A Journal-Searing System and lubr1cant 
Pressure Ofstrfbutlon 

(3) 

3 
In this equation h 1s the otl· film thickness 

around the bearing, 11 1s the viscosity of the lubrt
cant, $ is the journdl pr:-ecision rate and w 1s the 
angular velocity of the journal. The vector of dts~ 
placements of the crankshaft can then be defined as: 

¡y¡ • {!Bl +!el) 

!Y, J 1 
(4) 

where {Bl ís the vector of displacements of the -bear ... 
ings which are rigidly attached to the supports. {el 
is the vector of eccentric1ties of the journals with 
respect to the bearings, and {Y5l h the· vector of 
displacements of the crankshaft at other locations 
except the disPlacements of the main bearings. · 

To incorporate the flexibility of the supports, 
the vector {8} can be expressed as: 

' 

(5) 

where [F] is the flexibility matrix representing the 
support structure and {-Rj) i_s ·given by the negative 
of Equation (2) • 

Oue to the nature of the mechanical system, two 
coordinate systems are needed to derive the equation.s._ 
of mot1on. 8oth systems coincide fn the origin and 
one a~1s as shown in Figure 4, but one is fixed 

~ 1-~ ABSOLUTE SYSTEM:. 
X-Y ROTAT/NG SYSTEM .. 

Xcoswt 

Fig. 4 Coordinate Systems: Rotating (x. y. z) 
and Absoluto(<. "• t) 

X 

(( ." n .e) and the other one rota tes (x, y, .z) and 1s 
attached to the crankshaft. The transformations from 
rotating to the absolute system are: 

01s;>lacements: 

~~~·[c]j~j (6) 

:nT 
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.Veloc1ties: 

m !'"'] [C) y ... wx 

z 

Acceler.atton: 

~; ), m ,,, ¡ ~ 
where [C) ls given by: 

[C) • ¡::: :: 

- zw; + ·'· l + zwX w2y 

z 

-sin wt O] 
COS wt O 

. o 1 

(7) 

(8) 

(9) 

lhe degrees of freedom for the crankshaft and supports 
can be expressed us1ng the followfng notat10n. 

In the absolut.e system (t, ra, e): 

In the rotot1ng system (x, y; z) 

Where the subscr1pt s desfgnates the d.o.f. of 
the crankshaft and for the supports the subscr1pt 1s b 

ond 

Der1vtng the potent1a1 ~nd k1net1c energtes of 
the elastic members, {crankshaft and supports), and 
applytng the lagranghn equat1on, the fol.lowtng 
rquattons of mot1on result: 

(10) 
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n 
t 

j•1 

( 11) 

' ', ( 12) 

(14)/ 

' These equattons are expressed using the degrees 
of freedom of the crankshaft in the rotating toordi-· 
nate system and also in tenms of the eccentrtcities of 
the journals w1th respect to the bearings in the rota
tional system. 

The solution of this system of equations is not 
trivial due to the nature of the system once the loads 
derived tr"om the pressure d1str1but1on generated in 
the bearings are tncorporated in the right hand side 
of Equotions (JO) through (14). 

NUMER ICAL PROCEOURE 

In arder to carry out the analysis of the·. system 
and the solution of the,equations prevtously fonmu
lated, 1t ts necessary to make use of ·the .fact that 
the cran~shaft c~n be macrodiscretized into a nu
of 'substructures which ha ve sim11ar charatter1st 
Each substructure {crankthrow) 1s th~n dis~retfze 
using ·a finite element model suth as the one shown in 
Figure S. The equation describ1ng the static equi11-
brtum of th1s substructure wrttten in mlltrh fonn ts: 

[K) {X} • {F} 

!' 1 l , 

' 

1 , 
1\ 

/ 7 
/ 

/ 

\), V /' /\ V /' V 

\ 

1 /1 l. 11 v /"'--lv ~ (~' ~ 

Fig. 5 F1n1te Element Model of • Cranktorow 
liS a Substructure 

(15) 



1· 

l 

j. 
' 

where [K] is the stiffness matrix of the substructure 
an·d {X} 1s the vector of dfsplaceinents of the nades or 
degrees of freedorn and {F} 1s the vector of loads 
act1ng on ·the substructure. 

To fritr.oduce the mass distr1but1on of the crank
shaft, the mass matrtx can be incorporated so that: 

[H] ixl + [K] !X) • !(F(t)l (16) 

lt wfll be assumed that the fnternal damping can be 
neglected. • 

Constdertng that the load ts harmonic with circu
lár frequency' of ~. then Equation (16) can be reduced 
to: 

[O] {X l • {F l 
. o o 

( 17) 

where·[D] is the ~dynamic stiffness matrix" given by 

[D] • [K] - J[H] (18) 

·In arder to synthetfze all the substructures, the 
finite element-transfer matrix method can be applied. 
Todo· thfs,·the vectors of d1splacements and loads can 
be p•rtttioned as follows: 

··· ¡ xxL,·¡ {X )·• . o 
-', 

.. XR 
. ' 

and (F ¡. 
o ¡ :: l (19) 

Then, by following the formulation given in (12), 
the final expression for_ the transfer matrix can be 
obtained in the form: 

(20) . 

Whtch wrftten tn a more ~ompact f~rm becomes: 

(21) 

Thfs equatfon 1s the transfer matrfx relat1onsh1p be
tween state vectors <zRl and {Zll which contain 
both the.displacements and the loads acting on the 
interfaces of the substructure. By changing the sub
scripts to 1 and 2 instead of l and R, a second sub
structure can be added by considering the followfng 
standard relat1onshfps as described by Pestel and 
letkle [13]: 

/ 

<z
3
J • [T

2
] [T

1
] <z

1
l ·. (22) 

· · In th1s equation, [T¡l and [T2] are the . 
transfer matrices of the f rst and second substruc
tures ar-1 more substructures can be aSsembled by mul
ttplytri!sl the transfer matrices tn the correspondfng 
arder. · 

It should be noted that the main advantage of 
this scheme is that by multiplytng the matrices 
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5 
[Tl)• [T2]• etc., the s1ze ·af"the matrices does 
not increase but rema1ns compatible with the arder of 
the matrices being multiplied. · 

The .state vectors { Zt} contafn'"the loads and 
di'splacements of the interfaces of the substructures. 
These in turn are the reactfons and the dfsplacements 
of the journals of the crankshaft where the interfaces 
were designated. From Equation (20) the following two 
express1ons can be obtafned to express the react1ons 
on the ma1n journals assum1ng that the correspond1ng 
dfsplacements are known: 

(23) 

(24) 

where the superscripts k indicate that the vectors are 
obtatned based on the transfer matrix of the kth 
crankthrow. The net force on the béarings can be 
obtatned by algebratcally adding the contribution of 
each degree of freedom in.the corresponding dtrection 
and through the d1splacements of the supports using 
the flexibility matrh of Equation (5). · · 

The fnstantaneous velocfttes of the·journal cen
ters in the bearfng Clearance ctrcle can be approx1-
mated using Booker's equattons [10, 11] whtch have the 
following form: 

dex • J!l c/r (Hx) _ .;;¡.,Y¡ 
dt LO P/c (25) 

dex • lfl c/r (W) + -¡ •¡ 
dt LD •/c w e (26) 

where (Hx) and (Hy) are known as the mobtlity 
functtons and are functions of the bearfng character-
1st1cs and the eccentrfc1tfes of the journals Wfth 
respect to the bearfngs. The expltcft form of these 
mob111ty functtons which apply to finite bearings are 
given by Booker [14] and were developed ·by Hoes [15]; 

Equations (25) and (26) allow the determination 
of the 1nstantaneous veloc1t1es of the' journals in.the 
bearings in the plane perpendicular to the axis of the 
shaft. By extrapolating these velocities through an 
tncrement of time. At, a new pos1tion can be (ound 
whfch can be used to determine a new set of loads 
which will generate a new set of journal velocities. 

COMPUTER ALGORITHH 

The computational algorfthm consfsts·of an ftera
tive procedure which yields a cycle of displacements 
and loads of the journals of the crankshaft in sui:h a 
way that the elasto-hydrodynamfc behavfor of the sys
tem ·can be approx1mated. Once the transfe.r matrtx has 
been der1ved ·for each hanmonfc component of the loads 
actfng on the crankpfn of each substructure, complete. 
calculat1ons are performed and the followfng steps 
define the algorithm: 

•, 
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J) 

2) 

3)· 

4) 

5) 

6) 

8) 

9) 

JO) 

Initiate w·ith an :arbitrary eccentrlcity of ellch 
journal in the bearings and tak.e these eccentrl· 
cities as the absolute displaceffients of the 
journals of the crankshaft • 
. Determine the loads acting on the journals 
wh1ch, combined with the instantaneous loads on 
t'he crankpin, are compatible ~·1th the eccentr1-
c1ties and displacements of the previous step, 
~slng Equations (23) and (24). · 
Determine the loads on the bearii)QS using the 
follówing relationship 

{R. ·l • IF ¡k 
1 ,. i (27) 

Compute displacements on the journals for the 
loads just found using Equations (4) and (5). 
Once the displacements of the bearlngs and the 
displacements of the joÜrnals are known, the 
eccentrfcit1es can be found L.i the \lector1al 
difference of these displacements. Thus, 

!el • !Bl- !Jl (28) 

where {e) is the vector of eccentric1t1es. {Bl 
fs the vector of bearing displacements and {J} 
is. the vector of journal displacements. 
Determine the 1nstantaneous velocities of the 
journals in the bearirigs using Equations (Z5) 
atld ·(26). 
Extrapolate the displacements of the journals 
through an increment of time ót and find a new 
absofute position using an extrepolating scheme·. 
such as the Adam's formula• [16], mainly: 

(Z9) 

ROtate the pos1tion of the crankshaft with 
respe.ct to the support through an angle of wt.t 
and cal culate the new '1 óáds froril the connect 1 ng 
rods on the crankp1n. 
Repeat steps 2 through 8 until one cycle 4w is 
completed. 
Repeat steps 2 through 9 unt 11 conver~enc.e is 
ach1eved. In this step. convergente 1s achieved 
when the cycle of loads is identical to the 
previous cycle w1thin certain margins. 

The algorithm jUst described is shown in the forrn 
of a block d1agram in Figure 6. 

APPLJCATION TO A REAL SYSTEH 

ThP computational procedure developed in this 
study was applied on a cranksh.aft-bear1ng system. the 
main. c.haracteristics of whlch are ghen i:-t. Tables l. 2 
and 3. In this. applicat;on. the loads on the cran~pin. 
were. resolved into Fourier components and only th~ . 
ftrst 6 components were considered tn the approxima
tion. 

The load cycles for ma1n bearings 1. 2 and 3 are 
.shown in figures 7 through 12 for two cases. In the 
·first. the mass of the crankshaft ts not constdered 
and tn the second the ~ss ts tntroduced by ustng the 
dynamtc sttffness matrix of Equatton {18}. 

CONCLUSIONS 

from the results obtatned 1n this analysis and 
based on the prevtous atte~pts for thts type of sys
te"!". the follo,..ing conclusions can be .drawn;. 

J ) 

2) 

3) 

6 
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Fig. 6 Flowchart of Computer Algorithm 

/f' 

The fncorporation of the mass distribution of 
the cranK~haft in the analysts has a consider
able effect on the calculation of the loads on 
the matn journals. y1eld1ng loads whtch ane 
ápproxtmately 12.5~ and 221 smaller for matn 
beart~Qs 1 llnd 2 and approximately 7.~ greater · 
for ~in bearfng 3. Thfs can be seen in the 
Figures 7 through JZ. 
The loads on the bearings. comb1ned with•the 
loads on the crankpins and the displacements of 
the journal s. can be u sed to perfonn the stress 
analysts using the ~trices obtained in [quat1on 
(15) for the finite element ..,del. 
The oethod developed here incorporates fo e 
ftrst time the mass distribution of the crank
shaft to carry out the analysh~ 
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. 

1.40 l. O 1.1 1.0 1.40 

RADIAL Q.EAIWtCE (In) 0.0015 0.0035 0.0015 0.0035 0.0015 

' 
fiRIIIi ORDD 1 3 • ' 
Oll fiSCOSJn 6.!1 • ¡o•6 

CRAHl~ SPHO 1400 R. P.M. 

Table 1 Crankshaft-Bearing System Data 

CIWtl NO . 1 '. 3 • . 

;H.UE AIIGU: o ... 180 360 
·. 
slRou cin) 4.125 

WEB nt ICLICtSS (ln) 1.1 (ner•ge) 

Cu_IU.PII ,OlA. (In) z.zs 
C;WCkP~· UNiiTH (tn} 1.04 

~~~~~ JOURNAL D!A- (ffl) 2.87 

HAIJI JOURIW. LENiiTH (In) 1.40 

· Table 2 Crankshaft Geometry Data 
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Table 3 Radial and Tangential Loads on the Crankpin 
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Fig. 7 Radial and Tangential loads on Hain Bearing 1, 
Crankshaft Without Mass 
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Ffg. 8 Radial and Tangential loads on Hain Bearfng 2, 
Crankshaft Without Mass 
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Fig. 9 Radial and·Tangential loads on Main Bearing 3, 
Crankshaft Without Mass 

4) The application of the finite element-transfer 
matr1x method to th1s problem allows the de
tailed representát: ~" of the crankshaft struc-' 
ture without resulting in large system matrices. 
Thfs fact increases the efficiency of the method 
which allows the_ stress analysis using the same 
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mod · and results obteined in the elasto-hydro
dyn .. !e analys1s. 

LeRD CYCLE eN MRIN BERRING 

)(JO'o 
12-5 , ,,.;,' :¡:OO:;,.,:•;;o;oO ..,,.;>;,0;;0,_,;4~Q;;O,.,.,m5~0"'0:,..,;;• •;;•;,.,-,;,7!¡';100 X 1 0 J IJ' 12.6 

10.0 

7.5 
10-0 

7.6 

8 
Recommendattons for future ~ork in this area may 

1nclude the corÍsiderat1on of the rotational'.degrees of 
freedom in the system in arder io obta1n moments on 
the journals and also to consider the Cor~o11s ·campo
nents of the acceleration ghen 1n Equat1on (10) '·1ch 
was dropped by rotat1ng the supports. around ·the k-
shaft 1nstelld of r .. ~ng the oppos1te. · ._. 

Also. sorne ·pa• ametrfc analysis would allow ·the 
detenm1nat1on of the effect of some additional geome
tr1cal parameters on the systems' behaVfor. 
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7he main ob)t.>CIÚ.'P of 1his study is·to describe o new scheme 10 carry Outihesta'Úc-or 
dynamic analysis oj e/astic sysJems us;,lf? q combined Finile Elemenr-Transfer 
Motrix Approach. The proposed scheme offen the advantage of'aÚlomafic fflilthx 
si:e r('(/uction withour har>ing 10 trunca te de~trel'S oj freedom. ond preserving the 

· stroin tmd kineric eñergy Jhrouxhout the condensation. Although limiled to chain
likt•l'fasric 5ystemJ, the 111rthod ú generali:ed to non-repeútive cunfigurarions wilh 
substructures haL·ing intermedia/e aclive degrees of freedom. 

Introduction 

The analysis of large and complc.x systems oflen requires a 
discrct•zation so refmcd that thc rcsulting sllflncss and mass 
matrices become lOO large for the computer to handle. To 
overcomc this difficulty, severa! "reduction .techniques" ha ve 
been proposed, having as primary objective thc sizc reduction 
of the sysrem matrices, through a truncation of degrees of 
freedom (d.o.f.), whích i'nvolvcs the sdeclion of cenain 
"master" and .. slave" d.o.f., also known in litcrature as 
retained.and truncarcd d.o.f., respectively. 

Guyan (IJ is credited with establishing the conccpts. in· 
volved in performing the reduction, \vhich b hased upon the 
assumption that for dynamic analysis, the kinetic energy of 
the lower. frequency modes is less ~ensitivc to the truncation 
than the kinctic energy of the higher frequcncy modes, while 
thc strain cnergy is prescrved through the truncation. 

In thb procedure, the problems in volved are two-fold: first, 
the results are dependen! on the ahility and experiencc of the 
analyst. to arbitrarily select the master d.o.f. in such a way 
that thc motion of the principul modes can be characterized 
adcquately by the retained d.o.f., and second, that th<.· 
fruncation modifies to an extent the distribution of thc 
incrtial properties of the structure, which in turn introduce .... 
sorne error in the results obtaincd. Furthcr, no critcria 
currently exists lO relate the number and location of the 
retained d.o.f. and the error introduced by the truncation. 
Common sensc, experience and technical imuition in sorne 
caSes are about the only possible tools to come up vlith an · 
effJcient truncation. unless the problern in hand is fairly 
simple. However, for practica! purpos~s. even though thcse • 

ContribUied by lhe oe~ign En¡:ineering Di\·i~ion o( THI: AI•H.IIIC\~ ScX1t-:TY 
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~1anu.~cript receivll"d at. AS~E He<~dqu<~nc-r~ Márch, 1'111(1. Paf'C'r ~:o. 80. 
C2/DET.r1J. . . . 
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techniqucs are used, they produce Iimited success results. 
The idea of rnatrix cundensation lendS itself Panic'ularly 

well 10 the concept of substructuring,· which involves the 
"Macrodiscretization" of a large system lmo a set of sub
systern~ known as substructures, which in turn-·are discretized 
using a finite elcrnent mcthod, having as its rnain purpose to 
cxtract the most significant modes and to assemble the systern 
as a whole in terms of the principal modes of each sub
structure. This arca received significant atlention in the 
aerosPacc indusrry and is well documented under the subject 
of "Modal Synthesis Techniques." Hurty [2]. Bamford (3] 
and Goldman {4), among others. have develope9 extensive 
studies in this area and the theory need not be repeated here. 

Thesc techniques have been well adapted lO the present 
finite elernem practice, and several codes, such as NASTRAN 
15]. ANSYS (6] and SUPERB [7], .among others, offer the 
featurcs of ''substructuring'' and ''dynarnic condensation. '' 
· lt is to be noted that the use of these techniques is primarily 

direc1cd towards the dynamic analysis area. in which not only 
the stiffness matrix is stoied, but also, the mass, and in sorne 
cases, the damping matrices a're stored, thus re~ucing the 
problem size mcmory storage capac.ity requiremenrs to 
enham:e the compUier analysis wor~. 

Whilc matrix methods of analysis have significantly 
contributcd to the devtdopment of these techniques: par
ticularly the ''Direct Stiffness Method" [8], upon which the 
finite element method is based, orher rnethods have not en
joyed the same degree of application, but may potentialiY be 
proved useful fÓr the analysis of structures. ·Such is the case 
for thc "Transfer Mat~ix Method'.' [9], which can be viewed 
as a continuily function for an 'enclosed system. with 
rransferabJe boundaries. lts advantages 'and limitations are 
documentcd by pimarogonas [lO) and Eshlernan fJ 1], but it 
has had sorne succe~sful applications for ':ery particular types 
o1 ¡.nóbiCin.s. a~ ·ha\'t the studies publish'ed b\: Prohfi(l2]. 
! ~<.k:c !!JL ;:..;H.! Ur. :1:1j ~f:DaPi~l·[i4l. "· · 
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The generalization achieved by the finite element method. 
and the correspondence or correlation between the- "Direct 
Stiffn"ess" and the ".Transfer Matrix" methods prompted. 
various researchers to investigate the possibility of combining 
ihe advantages of both methods. Peste! and Leckic (15], 
treated the field transfer rnatrix as a different way of ex
pressing the stiffness matrix. Later Dokainish (16] presentcd a 
combined Finite Element-Transfer Matrix (FE-TM) Method., 
for the dynamic analysis of tapered or rectangular plates. lri 
his approach, a finite element formulation was used to obtain 
tlie stiffness and mass matrices for a strip of elements whose 
bound3ries were successively connected and whose end 
boundaries were characterized by state vectors, as defined in 
the standard transfer matrix method. rhen a rransformation 
of matrices was performed as described by Peste! and Leckie 
(15] andan algorithm similar to that proposed by Holzer (17] 
was used to successively sol ve for !he natural frequencies of 
thc system. Me Daniel and Eversole {J 8] followed a similar 
approach tO treat a stiffenect plate structure anct gavc sume 
numerical values of merit in the computing rime i:fficiency of 
the algorithm as compared with regular finite eJement for
mulation without condensation. 

In this paper a further generalization for the FE-TM 
method is presented with special emphasis on the non~ 
repetitive configuration, but still chain-like type of struCtures, 
without re~tricting the substructures to be of the same naturé. 
A spccial. feature, described herein, is the treatment given to 
the intermediate d.o. f. which are condensed into a more· 
comPact forro rather than regarding them as slave or trun
cated d.o.f. Condensation in this sense implies that all the 
d.o. f. contribute 10 bmh. kinetic and strain energy. 

Theory 

In this expression. it is assumed that thc characteristics of the 
system can be approximatCd by expressing the kinetic CnCrgy 
(first term). and the strain energy (second term) in "termS of a 
finite number (n) of generalized coordinates cif d. o. f. 

The substitution of equation (2) in equalion (1) yields the 
rcsulting equations of motion, which expressed in matrix 
notation h~ve the following general form: 

(M] (X) +[K] lXI = IF(I) 1 (3) 

Systems Matrices and Substructures. In finite element 
practice, the mass matrix (!vf] can be formulated using a 
lumped mass approach as described by Bisplinghoff et. al. 
(19). This formulation results in a diagonal matrix. 

Also, a consistem mass formulation can be q.scd to describe 
the distributed mass properties of the .system. Archer [lO] 
introduced the· concept of consistent mass matrix, and gave it 
a physical interpretation analogous to that of the stiffness 
matrix. Thf later approach results in a banded matrix and the 
na!Ural frequencies obtained using this consisten!. mass 
formulation are upper bounds to the exact frequencies of the 
system. 

The formulation of thc equations of motion using eithcr a 
lumped or consistent mass · matrix, generally satisfy · the 
requircments of minimum potential energy. The explicit fonTI 
of the equations of motion is as follows: 

The Equations of Motion. The equations of motian· of any 
ela"stic structure able to store energy in terms of clastic and 
incriial pi"operties can be obtained from the a¡)piicable form 
ofthé Lagrange equation as follows: 

.· ' . a [aL ] iJL This system of cquations is applicable. to any elastic 
·- - ...:. .:-·=Q- ·(1) ·· structure if damping can be neglected. lf finite elements are 
iJt iJi; ax; 

1 

u sed to discretize the overall structure,. afld the system is 
Where the Lágrangian function (L) is given by the following cornposed of severa) substructures, the overall system 

. expression: · matrices ha ve the following form: · 

----Nomenclature 

a 
ar 
x ... ij 
X¡, xj 

Q, 
L 

lXI. IX) 

IXmJ,IXmJ 

IX, J. IX,) 

IXt!.IX,) 

IX,l 

2' 

= partial derivative with respect to time 

generalized velocities 
generalized coordina tes 
generalized forces 

= Lagrangian function 
= vector of generalized (accelerations, 

displacemems) 
vector of (accelerations, displacements) of 
master d. o. f. 
vector of (accelerations, displacements) of 
slave d. o. f. 
vector of d.o.f. of the (left, right) boun-' 
daries of a substructure 

= vector of intermediate d.o.f. of a sub-
structure 
mass coefficient associated with 
generalized coordinatcs "i"and ''j" 
global mass matrix 

partitions of thc global mass matrix 

IK .. J 
R 

d. o. f. 
N 

corresponding to the master 3.nd slave 
d. o. f. 

stiffness coefficient associated with 
generalized coordinates ''i" and 'J .. 
global stiffness matrix 

partitions of the ·global stiffness matrix 
corresponding to the master and · slave 
d. o. f. 

partitions of the global stiffness matrix 
corresponding to the· ·left. and rig~Í 
boundaries d. o. f. 

arder ofthe global stiffness rriatrix 
order of the substructure ••;•• stiffnes~ 
matrix 
numbcr of degrees of freedom per.node 
numbcr of riOdes at thc imerfaces 

· TfanSacfif,n:: of ~he- t::.SNIE 

;{i 
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y ELEMENTS 

~~CE 
2 

F IXED BOJNDARY CONDITI<)NS 

FRAME 

[M, l· [K, J . rX,1 ¡/, X l • 1 

. [ M, J ;:( [ x,J J h '\~ (7) 

rxr i'xl rxr rxl rxl 

where: 

1 X; 1 are the degrees of freedoni associated with ~ubsystem 
"i" only i = 1,2 and jX¡j are the degrees of freedom con
nec!ing the two substructures. 

For the example used here, tht: order of the global matriCes 
is given by the following relationship. 

R;r1 +r: -(d.o.f.)xN (8) 

Flg. 1 Multidegree of freedom general structure wilh constralned where: 

i·~·· 

1 
1 

1' ,. 

boundary conditlons and applled load vectors 

and (K]= 

· The overlap between thc blocks repre~ents the common 
bóundarieS between tw9 adjacent substruct_ures. Physically, 
the overlap between matrices represents the degrees of 
frcedom connecting the two subsyst~ms. 

The arder of these matrice!- is dircctly givcn by the total 
number' of d.o.f. in the overall systcm. As an example, 
consider the structural system shown in Fig. l. 

If a lumpe9 mass matrix is used, and no damping is 
assumed, 1h_e equations descrPJing ¡he motion ofthe Slructure 
un_der a harmo.nic driving force are as follows: 

[Ml,tx't (X},¡.r¡ + rKJ,, ... ,, IXl,txt = 1/l,t ... , (6) 

If the system as shown in Fig. l is assembled 10 anothcr 
alike system, as shown in Fig. ·2, such that sorne nades are 
common to bath systems, the resulting cquations become: 

---- !'l'omenclature (cont,) 

1 F(f) 1 
iF~ JIF, 1 

IF" 1 

iF;I 
IDJ 

fDmmJ 
!Dm.l!D,ml 

ID,) 

vector of applied time dependent force~ 
= vector of force~ associated with (master. 

si ave) d.o. f. · 
reduced vector of applied forces after 
condensation 
\-·ectors of forces for the (left, right) 
boundary d.o. f. 
vector of forces althe intermediate d.o.f. 

== dynamic sliffness matrix 

panitíons of the global dynamic stiffness 
matrix corresponding 10 the master and 
slave d. o. f. 

rn·] = reduced dynamic sliffness matrix after 
condensation 

(T1 ) = transfermalri"ofsubstructurei 
[T,) 

(T12 ] fT:d = panitions corn·~opondinp. to the overall 
transfer matrix of a sut>~tructurc with 
active intermedia te d.o.f. 

Journal of Mechanical Design 
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r, is the arder of the íth substructure matrix, i 1,2, Nis 

the number af nades at the interface and d.o.f. i.S the number 
of degrees of freedom per nade. 

Jn general, the substructures do not have ta be of the same 
arder, and several substructures can be assembled following 
the same procedure. The general expression for·the o"rcter of 
the global matrices of the chain-like system shown in Fig. 3 is 
given by: 

n n-1 

R= I>,- }:(d.o.f.),xN, (9) 

lt should be noted that the interfaces mayor may not ha ve 
the same number of nades. The important fact tó note here is 
that the more substructures there are in the system, the larger 
the order of the system matrices will be. This is no't the case 
for the proposed method described in the following sections. 

[T,) 
zH zl. 

(A)(B) (C) 

(DJ !El lfl 

(G) IHJ IIJ 
1 ~ .. J 

(V,,) (\f,) 

1~::1 

state vectors of the (right,left) boundaries 

partitiom of the global stiffness matrix 
corresponding to the (left, right and in
termedíatc) d.o.f. 

= partitions of the reduced set of equations 
after the intermediate d.o.f. have been 

. eliminated in the global system 

1 R 1 1 = vectors of remainder terms after the in· 
termediate d.o.f. have bcen eliminated in 
the global system 

IR, J 
(S,J 

. 
complementary \'ectors for the extended 
transfer niatrix of C_quation (32) 

.._. = frcq!Jency of vibra1ion 

3. 

./VI 
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Flg. 2 Suporstructure composed ol two ellke substructures havlng-a 
< common Interface boundary 

SUBSTRUCTURf · 1 3 

Flg. 3 Mullisegmented superstructure wlth "n" substruetures chain
llko connected. The substructures are ot a non-repetitiva nature. 

Condensation Technique's, As statfd (:arlicr, the cOn
densat:on of d.o.f. has as its primary objective, the matrix· 
size r~duction' and is conceptually done in four sieps v.··hich 
are: 

1 Selection of master set of d.o.f. 
2 Partiiion ~fthe systcm matrices. 
3 Obtaining the solution for the master set of d.o.f. 
4 Performirtg expansion or recovery for slave d.o.f. 

The selection of the master set of d. o. f. is generally left to 
the 2nalyst, who de!.ignates cenain d.o.f. as being the most 
tepresentative of thc motion of the system. Once the master 
sct ha~ been specified, rearran,gemem of rows and columns is 
performed on the mas's and stiffness matrices, in order to 

.make the partitions given in the following equation: 

[
M mm Mmsl.{X."'} + '¡K mm Kmsl J X m\= J Fm}(!O) 
Msm MssJ Xs Ksm KsmJ Lxsj LFs 

\\'here the subscript (in) indicates the terms associated 
wit_h the "master set" of d.o.f., and subscript (s) indicates 
the terms associated with the "slave d.o.f." Assuming a 
harmonic solution, the following expres~ion can be obtained: 

r 

_ w' f. M mm Mms 1l ¡}fmJl = J Fm l (JI) 

[Msm MssJ J Xs lFs J · 
·l· Km m Kms] 
Ksm Kss 

this equatÍOJ"! can be wriuen a .. foliO\~. S: 

4 

! .. _ 
r Dmm Dms] {x'"·L {Fml 

·\ Dsm Dss X sJ Fs J ( 12) 

or 

(D)iXI = iFI (13) 

Where the matrix (D] is known as the "Dynamic Stiffness 
Expanding" equation (12), solving for-1 Xs 1 and substituting, 
several times, the ~oll_owing system of equations is obtained: 

\· .. 
(D")(Xml = IF"I (14) 

where 

iD"!= (Dmm)-ID'?'si (Dss)- 1 (Dsm) ( 15) 

and 

IF' 1 = (Fml +[Dms) (Dss¡· 1 (Fsl (16) 

Equation (14) constitutes the "Reduced" set of equations. 
whosc matrix order is dependen! on the number .of inaster 
d.o.f. The expanded solution can be obtained using the 
recovery equations; these equations are given by the followiñg 
expressiun: 

(X, 1 = [Dss)- 1((F, 1-(Dsm!IXm IJ (17) 

A spccial case in the condensar ion resuhs when the mastef 
d.o.f. are chosen in such a way that there are no driving forces 
acting on the slave d.o.f.; in this case equ.ations (16) and,(l7) 
beCome: 

' (18)' 

and 

(X si= (Dss)- 1 (DsmJ1Xm! (19) 

Aside from the inherent approximation in the discretizatio&: 
of the system, the solution expressed by equations (14) an. 
(17) do.not fully satisfy the Lagrange equation (1), since the 
kinetiC energy is not minimized, considering the slave d.o.f. 
This ar.gument is well documented by.Guyan (21) and Clough 
(22), among others. Th!'Gfore, the truncation of d.o.f: in
troduces sorne error in the·results obtained. 

i 

The Finile Elemeni-Transfer Malrix Approach ,• .. 
Pi'ior to the discUssion and derivation of the proposed 

method, the fundamental concepts of combining the finite 
element and the transfer matrix method will be reviewed 
brieny. ·A more detailed· description can be found in 
rcferences (15, 16) and [18). • 
. The application of the direct stiffness method tú" an elastiC: 

system subject to a static load vector _results in the following 
equation: 

[Al lXI = IFI (20) 

Now, lct's consider the systcm described by equation (20) as 
a structurc such that the degrees of freedom can be pani:ioned 
into "left" and "right" d.o.f. .Then equation (20) becomes: · 

(21) 

By expanding this expression and .solving for 1 X N 1 an·d 
1 FH 1 in terms of 1 XL 1 and 1 F1 1. the following equat!ons can 
he ob1ained: ... 

IX,i~f-(K1,R)· 1 (Kull IXLI+IKLR)- 1 1Fd (2. 

and 

IF,I=!IK.,.J-IK.,) (K'")- 1 iKullfX, 1 

Transactions ot the ASME 
f\". 
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+(K,,((K,,]- 1 {F,I 

which arrangéd in matrix f~rm become: 

(23) whc~e.l!f,jl and !R;.I are'the short hand notation of the 
matrices in the squáre brackets of cquations (28). 

or shnPiifying the notation, it can be written as follows: 

{x"}=[T" T"]{xl.} <25> 
. FR T21 Tn F¡ 

or 

IZ, 1 =(T]IZ¡ 1 (26) 

Equation (26) can be recognized as the transfer matrix 
relationship between the state vectors 1 ZH J and 1 ZL J, which 
were derlved directly from the stiffnes~ rclationship betwcen 
the ct"isplaccment vector 1 X l and force vector 1 FJ, given by 
equation (20). 

In this example, only the filed transfer matrix was derived. 
In a similar manner. the poim transfer matrix could be 

: derived~ 

., The Proposed Method of Analysis 

Consider.now, that the structure to be analyzed is such that 
it can' be b~Üken down imo substructures which are chain-like 
connected as shown in Fig. 4. The substructures ha ve cenain 
number of d.o.f. which are at the interfaces and sorne whkh 
a~e intermediate between thC two interfaces. Then taking the 
vector of d.o. f. for onc substructure, and dividing it into threc 
subsets: 

where 

1 X1. 1 are th'e d.o. f. at the lcft interface 
(X1 1 are the intcrmediate d.o.f., and 
IXR 1 are the d.o.f. at the right interface 

Using this partition in equation (13) applicd to one sub· 
süucture, the following expressions can be written: 

. [A g 
B 
E 
H 

C] {X1
_} {F¡ l 

~ ;~ = :~¡ (27) 

sol.ring for the X 1 and substituting in the remaining 
· equations, the following expressions are obtaihed! 

[[A]-fBifE] -I(DIJ 1 XL 1 

+ IICl-fBifE] -l(f]]l X R 1 +(BifE] -l 1 F¡ 1 = 1 FL 1 

IIGJ-(H]fE]- 1 (DIJIX¡ 1 

+ lfl] -IHJIE] -lff]]IX• 1 + IHJIEl- 1 (F¡ 1 = IF. 1 . (28) 

which can also be wriucn in ma1rix formas follows: 

l
l ... 
~ .. 
,¡,,. 

(29) 

Jo:Urnal of MechanicafDesign. 

]r::J (24) 

By expanding and rearranging equation (29), it Can be 
shown after various matrix manipulations that the leít 3nd 
right boundaries can be related by the following expressiori . 

(30) 

or sirnplifying the ,nmation: 

{ X"}= [T
11 

T
12

] {XL}+{S
1

} 

fR T21 T22 FL S2 

(31) 

where T1¡ correspond to the terms included in the partitions of 
thc rnatr.ix of equation (30). 

Adding one dummy equation to the system, i.e., (1 = 1) the 
following equation can be obtai'ned: 

{x.} _ [T" fp - T21 
1 o • 

si] {x, 1 
52 F1 J 
1 1 

' . (32) 

which is the expanded rransfer matrix relating the .state of the 
left and right boundaries through the intermediate degrees of 
freedom. 

For dynamic analysis, the stiffness matrix (K] can be 
substitute-d by the dynamic stiffness inatrix given in equations 
(11) and (13). The procedure then 10 obtain the transfer 
matrix is analogous w that just described. 

Once the transfer matrix has been formulated for each 
substructure, the assembly of the system as a whole is made 
following standard transfer matrix method procedures. 

The relation between the left and right interface state 
vecwrs, of a substructure in a chain·like connected system is 
given by equation (32), which in short hand notation has the 
form o( equation (26) repeated here for convenience of. the 
reader. 

(26) 

When two substructures are linked together, the right in· 
terface of substructure (n), becomes al so the left interface of 
sub~tructure (n + 1), therefore; 

1z, 1,. 1 = ¡z. 1, (33) 

The relationship between state vectors for substructure 
(n+ l)isthen 

(34) 

Combining equations (26). (33) and (34) the equation results: 

IZ.I,. 1 =IT,. 1lfT,fiZ, 1, (35) 

·In this case, the general expression for the. total system with 
''n" substructures·as shown in. Fig. 4ls give.n by · 

1 Zl, = 1 T,]IT,_ 1 ffT2 lfT1 ]1Z0 1 (36) 

-- -- ----- -~----· ------------··--J-·-----·------~------· ...... 
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Flg. ~ A Chaln·llke connee1ed system, compaSad ol"n" substructures 
or statlons, wlth deflned stlflnesses (k}1 and applled torce veetors 1Ft. 
end state veetors IZ 1 detined at the eonnecting boundar1es 

or 

(ZJ,=(U}(Z0 J (37) 

where 

(U}= [T,](T,_ ¡] .... [T1 ] (38) 

1t should be notcd that by muhiplying the transfer matrices 
(T¡}, the order of matrix (U1 does not increase but remains 
..::ompatible with the matiices being multiplied. If the system is 
.suCh that all substructures have the same transfer matrix the 
order-of the system transfer matrix.(U) remains the same. 

This feature results in a reduced size matrix which embodies 
the entire SYstem. The end state vecrors 1Zin and 1ZJ 1 
contain the boundary conditions of the structure in terms of 
displacements in the direction of the d.o.f. and forces at the 

·. nodes loCated in the interfaces. 
Once the system has been assembled, this is when all the 

transfer matrices haVe been multiplied as . expressed by 
e·quation (38). Subsequently the boundary conditions ha ve to 
be-"s"atisfied.by'solving for the unknown,term.s in the end state 
vectors. After the end state vectors are known the in· 
ter"mediate state vectors can be obtained by recursivcly ap· 
¡)lying equation (26) until all state vectors are known. 

For dynarriic analysis, the dynarnic stiffness matrix con~ 
· 'tainS the frequency lerms. Those frequency values which 
s~uisfy the boundary conditions are the natural frequencies 
for the system. The procedure. to obtain the natural 
frcquencies and the modes is similar to lhat proposed by 

.Holzer (17}. In this ffiethod a natural frequency value is 
·assumed for which the syst.em is "treated," where the test 
consists in multiplying the transfer matrices and observing 
whether or not the boundary conditions are satisfied. lf the 
boundary conditions are not satisfied, a different "test" 
frequency must be chosen; and calculations must be repeated, 
until the · boundary conditions are satisfied producing an 
actual ilatural frequency of the system. This iteratiVe 
procedure is shown schematically in the computer flowchart 
in Fig. 5. 
Operational Aspects of the Finite Element-Transfer 

· ·Matrix Method · 

. Dueto the inherent complicatiohs of matrix operations, it is 
necessary to point out sorne important aspects to be con· 
sidered in developing a suitable computer algorithm. 

The proposed method is oriented towards the analysis of 
complex systems which can be modeled by means of sub· 
structures connected in a chain·like manner, for instance, 
beams with intermediate sup¡)orts, bridges, multithrow 
crankshafts, etc. The complications involved in obtaining thc 
stiffness and mass matrices are directly associated with the 

· Type of finite elements used to describe the structure. Severa! 
books {23, 24 among others} are available · with. detailed 
descriptions of the procedurés required to obtain the system 
matrices of equations (3) and (4). 
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Fig. 5 Computar lmplementalion algorith~ for the gene~allzod finita 
element·transfer matrlx method t~r the stetlc or dynamic analysls ot 
chaln·llke structures 

··.· 

e.~--·-·-------~-----'"·--'-· -·--.---·- .:. .:~ 



1 

¡, 
1 

·,,. 

.15 

SUBSTRUCTURE 1 

Xz 

SUBSTRUCTURE 2 
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Fig. 6 Simple chain·like system and synthesis by substructuring 

The· derivation of the transfer matrix for a ~~~b~!ructurc, 
howcvc·r, requircs the inver~ion of submatrix !él in equation 
(27) and {~ 1 ~) in cquation (30). Thc~c inversions are sources of 
~omc numcrical errors. However, the:.e inversions are done 

'" only once for each substructure and are ·noi 'affl·crcd· bY ihe 
load _,·ec10r. This is an advantage, ~~pecially if all the ~ub
sirul'turc~ have the sa~e configuration. This i~ the case in 
pcri0dic structures such as thosc trcated by Emgels and 
~1ailovitch {25). Note al:.o that thc order of the~c matrices is 
smaller !han the arder of the stiffness and mass matrices for a 
givcn substrucrure, since only rhe inrermediate d.o.f. are 
con.~idered in rhe marrix 10 be inverted. · 

Finally, it can be noted rhat the marrix fk] is banded and it 
doe~ not require full storage in the computer memory. It h. !he 
as.!.embly of the \'arious substructure~ that makes storage 
requi.rements incrca.!.e, .\inc.:e the order of the glohal matrices 
increa\es too. In the FE-TM method the subqruclure malrix 
1 T,] i~ fully ropulated and requires full storag.e in the cum
putc:r nu:mory, bur the glohal 1ramfL'r marrix fUJ doc.~ not 
incrt·a\e' in \Íie since it rc:~uhs from comecurive matri\ 
rnultiplh.·afiom a!l indicarcd by l'4u<Hion (36). 

Somc othcr aspect\ in oh1aining tht: solution of the system 
are parallcl 10 tho.!.e involved in srandard lramfer ma1rix 
applications and discu!!sion may be found, for instance. in 
papcr.1 by Pc.1rcl and Lec~ic )9) or J15). 

Although 1he propo_o;,ed mcrhod i!! orieáled towards more 
comp:ex structures, a simple example is given in the appendi.x 
with the purpose of illu\trat·mg the trcatmenr of rwo sub
~tru.:ture~ which ha\'e a common houndary and are chain-like 
connccted. In this e~ample. the stiffne~s matrix (k) i~ first 
deii\·ed for cach element in thC' ~ubstructure and then 
a;-.cmbled u~ing.the Standard dircct .stiffnes-., mcthod. Suh
sequrntly, thc tramfer matri\ 171 i~ formulated for cach 
sub.\!ructure by applying the tramformatiom. of equations 
(2H}, (30) and (32)' to the stiffne<.>s matrix found earlier. 
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Finally. global transfer rnatrix ¡u¡ i~ oblaincd by muhiplying 
'tin·transft.·l matrices of rach ~ubstructure. 

Treatml'nl. of n !argcr and more compleX system is 
anatogou~ to that describcd in this example and the use of the 
finitt' clezncnt mcthod allows more complcx elements to be 
U\Cd 10 di~cretize the suhstructures and to obtain the sub
structure stiffnc.~os and mass matrkes. Such applications ha ve 
bccn done by thé authors u·sing 3-D ·isoparamerric salid 
elcmcnt!. and will he reponed in our ne.xt papers which are 
now in prepara! ion. 

Summary and Conclu.sions 

.A. brief description of the currcntly available condematíon 
and suhstrmturing techniques has. been made, pointing out 
~nmL' of the main featurcs of thc.·st• techniques and how they 
apply 10 the actual type of systt·m~ addressed in this study. 
Thtc conclation betwecn the stiffness and transfer matrix for 
simple ekments was di~cu~sed, and a gen~o:raliza¡ion of the., 
concept was developed for complex substructurcs having 
intcrmediate active d.o. f. A detailed derivation of the · 
cqualionS involved in the proposed melhod was made, anda 
general computer algorilhm nowchan (Fig. 5).was presented 
showing !he main steps required for computer im-: 
plerncntation of lhis merhod for practica! applications' to .. an · 
ac1ual physical system. 

lt is important to note that special attCntion mUst be paid to 
the numcrical aspects in\'olved in the matrix operation·s, ·in 
order to reduce the possibility of nurnerical error: · 

From inspection of the equations derived, and ·from rhe 
c.\arnple gÍ\'CO in the appendix, the followinr: conclusionS can 
be drawn \vhich apply for chain-like connected systems. · 

1 ~·1atrix reduction can be achieved by applying the FE-TM 
approach to the substructures of a system. . 

2 No selection of Master and SI ave degrees of freedom_is 
rcql~ired in the FE-TM method. thus reducing the'·pos.sibili.tY 
of misrepre.<.>cntation of the system. ' · 

3 All !he degrees of freedom are included in rhe for
mulalion of. the reduced equations;· and no sacrifice is 
rcqui1 ed in approximating the kinetic energy of the system. ·· · 

4 Intermediare active d.o.f. can be properly condemed; 
along with any exrernal loads acting on them as shown by 
cquation (28). 

5 The ad\'antages of the finite element method apply to the' 
p10posed method in terms of discretizing the system using 
~uhstructures. 

6 The advantages of the Transfer Matrix method also 
apply to the propo.<.>cd method, ~pecifically the fact that by 
multiplying the transfer mar rices, the order of the resulting 
matri.\ docs not increase. 

Future improvements in this arca perhaps will include the,. 
forrnulation of transfer matrices for structures with compJex' 
finite clemcnt~ and in addition. the inclusion of branches in' 
thr syqem m ay he coMidered. 

Súme of this \\Ork i~ alrcady in progress at this instilution, 
srccifically, rransfcr matri' for structures modelcd with 3D~' 
sol id finitc elements. 
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APPENDJX 

Transfer.Matrix dc:rivation for the two sub!\tructure system 
shown, Fig. 6. 

Sliffness Matrix of Subslructure 1: 

. ··[· .K, .. -K .. o 1 

. - . 

o 
-K, K; 

Stiffriess Matrix of Substructure 2: 

[

. K,. 

-~.' 
o 

-K. 
K, 

-J {X'} V'}· ~: = l~! . 
Assembled Overall Sys1c:m Stiffnc:ss.Matrix: 

K, ·-K; o o 

-'-K, K, +K2 -K-z o 

o -K, - K2 + K1 -K, 

o 
o 
o 

o o -x·, K3 +K4 ·-K. 

l o o o 

·( K K- ) ( - ___ ,_._ + 
K, ~¡.;2 .. 

8 

K - . 

' . lP'n = 

K, 

x. 
x, 
x, = 

x, 
X, 

Panitions on Substructure 1 Stiffness·Matrix· for. Transfer 
Matri>. Formulation: 

[ ---~-~;--=--~~:-!--?·_·] ¡~~¡ ¡~~¡ -K, , K, +J\.2 , -/\2 X 1 = / 1 
-----~---·----1----- -- --

0 -K, K, X, j, 

Therefore 
.·. 

A = K 1 B = -K, C = O 
D = -A·, E = K 1 +K, F = -K, .. 

______ c ____ o~ __ H _____ -_K_, ___ I_= __ x_·'----~--·--· ,_, 

fo 

/, 

¡, 

¡, 

Then, using equations (30) and (32) 

R, =- -

and 

/\¡-+-/\2 -----K,x·, 

1 

' 



¡,: 

,, 

17 

The Transfer Matrix for Subsrructure 1 i.s Thereforc 

1-
K 1 +1\2 j, x, 1-

K 1 +K2 ¡, r x, K1K2 K, K,A·, K, 

[T,]= o -1 
f 1 (K, -K,) 

¡, o -1 
/ 1 <K, -K,) L, 

(K 1 +K,) (K 1 + K 2 ) ll Lo o o o o 

. hll 
The Global Transfer Matrix is 

X, 

j, = o 

'1 o 

~ourn.at ~f M_eChaniCal Oe-S:ign' 

_!___-

(K, +K, _ K, +K,) ( ~ J, _K, +K, (f• (K, -K,))_ /, ) 
. K 3K, K, K, K, K 3K, (K 1 +K2 ) K, . 

(-f1(K,-K2 ) +/3(~,-~,)) 
(K 1 +K2 ) ·K3 +!1., . 

o 

X o 

fo 

9 

-- -- ---·_ .... --.,..~.l. 
, ___ , __ , ...... ____ ... ..:.:•._.:· 
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DESf l- liNAtyl Marzo 15 de 1976 P. Ballcsreros 

METOOO DE ANAL!S!S POR ELE:\1ENTOS FL.\ilTOS. 

INTRODUCC!ON. 

El ingeniero en la busca de los valores numéricos adecuados para descri-. . 

bir su proceso de diseño, se encontraba generalmente con formulaciones mate_ 

máticas difíciles. Por ejemplo, con~~erando el simple caso de teoría de -~-
·~ . . 

flexión de placas, bajo las hipótesis de pequeñas deformaciones y que las sec-

cienes pl::~nas permanecen planas después de la deformación, la ecuación dl fe-

rencial que gobierna el análisis para un material elástico lineal homogeneo e 

isotrópico es 

(1) 

donde W es la defle.JS:ión en el punto ( x, y), q es la intensidad de la carga en el 
. El-f . 

punto ( x, y), y 0=¡
2

(1-'Y') es la rigidez flexionante de la placa la 

cual depende del modulo de elasticidad E, el espesor de la placa h y la rela-

ción de Poisson 0 En la Fig. 1 se presenta un e le mento diferencial de 

la placa y las acciones y reacciones sobre él. Combinando la flexión simple -

en dos direcciones se obtiene para los momentos y corrantes por unidad de lon

gitud de placa lo siguiente: 



Q. ~JYw1" 

/1\ ¡Q~. 
M'(x f . 

- G1 
na·. j S1uperli~ ~ ~11cJ ~'- , el E \c\~·lCil k J.x Ji f. 

ele ~\cica. ·' 

... 
---·----------- ~------------------- . ----------------- --------------------------------- - -- ____________ _,_ __ ---------- --- ------~-----:..-_-~:..:.; .r 
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.· 

(2) 

'-·· 
r'()V\) 

+-¿~-(~-

donde 

Para el caso particular de la placa libremente apoyada, y rectangular, -

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) son: 

~JX=o::: 'f-1( lV\J ::-0 
i . 

'Ñlt:i-(o,!-()~ ~'N'(~(o,fi)=o 
(3) 

X 

' ·,_ 

--~----------- -------·------ --------- ---- ---- -------·----------· --------------- ------·--·-- ·--· ----------
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Navier en 1820 presentó a la Academia Francesa de Ciencias, la solución 

representando la carga q ( x, y), por medio de una serie trigonométrica doble 
tú o::> 

i (."1-,f\J = 2_ l!!~n n MV\. ~X ~·~' 0! ~ ( 4) 

fl1-=l li~l 

substitutye ( 4) en ( 1) y considerando las propiedades de ortogonalidad de las 

series trigonométricas obtiene la solución d~ la ecuación diferencial bi-armónica 

(1) como 

(5) 

en donde el coeficiente Amn viene expresado por 

. ..1 \t\ \'\) t.;n\Í '()\í 

. a,'Y\o=- ~'9 1 \~(x.~t),¿c~_, 0--'i )}u~-;-~ 
V . o 

(6) 

El procedimiento de Navier consiste en lo siguiente: Conocida la función de 

carga ~ (x, y); se substituye en (6) y se obtiene el coeficiente Amn el cual -

nuevamente se substituye en (S) y se obtiene la deflexió;¡ W (x, y), y por medio 

las ecuaciones (2) se obtienen los momentos y cortantes ~H ~ y iQ t 
Es importante observar que las limitaciones de Navier se refieren a una placa -

rectangular libremente apoyada y con una función de carga q (x, y) 

respecto a x, y con respecto a Y, es decir, fcx) ::--t(-x) 
impar con-

y 

.Si la función fuese par, la representación de 

q (x, y) seria mediante una serie de cosenos, y si .q (x, m) fuese una función cua!_ 

---~-~---~-- _.:,._ _______ . -~--



. quiera, se representaría mediante una serie trigonométrica doble completa 

de senos y cosenos, y se tendrían problemas en satisfacer las condiciones ·en 

la frontera. Generalmente la convergencia de la serie (S) es lenta, y en algl!._ 

nos casos es necesario considerar más de 500 términos para asegurar la solu . . -
ción correcta. 

Posteriormente en 1900 M. Levy cambia de posición los ejes coordenados 

( Fig. 3 ) e utiliza una serie trigonoméfrica simple 

-oo 

~ = L_fmc~),bs~~ m; '{_ 
en=\ 

(7) 

El procedimiento de Levy consiste en substituir (7) en (1) obteniendo una 

ec;:uación diferencial lineal de cuarto orden en fm(y) con coeficientes constan-

tes no homogenea con la cual ya es posible satisfacer diferentes condic.iones en 

la frontera '-l- + \.2. ,...a-- '2 , pero continua limitado a una placa rectangular 

. libremente apoyada en las fronteras x =o y x = a. 

- Jil/L 

'/-.. , 
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. Las limitaciones de análisis tan restringidas, como los ejemplos anteriore 

aparecían en innumerables problemas de ingeniería, lo cual originó el principio 

de los métodos ,¡uméricos, el cual presenta dos etapas de desarrollo. Antes 

de la época de las computadoras, donde representa un importante papel ei Prof. 

Southwell del Colegio Imperial de Inglaterra, desarrollando y aplicando los mé-. 

todos numéricos de relajación y diferencias finitas, superando las limitaciones 

restringidas de los métodos analíticos de solución. 

Durante la era de las computadoras digitales, el método de análisis por ele . . -
memos finitos ha obtenido gran popularidad, puesto que en este procedimi~:úo 

como resultado de la discretización del medio por analizar, se obtienen sistemas 

grandes de ecuaciones algebraicas lineales simultáneas, lo cual actualmente su 

solución no representa ningún problema. Por ejemplo, en el caso de _análi~is~ 

.elástico lineal de placas, podemos tener cualquier condición de apoyo, de geom~ 

trfa y de cargas, prácticamente se eliminan la· mayoría de las restricciones de 

las soluciones analíticas mencionadas, el problema más importante es verifiar 

adecuadamente su convergencia. 

El primer trabajo referente al método se debe a Hreriikoff Ref. 1 pu-

blicado en 1941, y el segundo a Mcl-lenry publicado en 1943 en ambos trabajos 

( Fig. 4 ) se verifican soluciones de problemas de elasticidad bidemensional en 

estado plano de esfuerzos, discretizando el medio y buscando la analogía con la 

solución estructural. 

Posteriormente en 1949 Newmark, en su libro de Métodos Numéricos 

.·'-- Ref. 3 , presenta los métOd.Qs de Hrenikoff y McHenry. Sin embargo, el 

---------------- ·---------- - ------------- ·----- '---- -~-~~----- ----~ .:.. 



J 

l 
'1 
1 ;¡ 
,¡ 
1 

,¡ 
.¡ 
't 

u 

i. 
; .· 
' ,. 

.../ 

-~ 
~ 
~ 
/ 

~ ¡ 
~ 1 

~ ! 
.;; 1 

~------Q------~ 
~ i-t=i 

. 1 . 

Fig. 4 Piimera soluc:.ón presentad& por Hrenikoff en 1941. 

crédito de aplicarlo a medios continuos es de Turner, Clough, Martin y Topp 

- Ref. 5 , y no es, sin-o hasta 1960 con Clough, Ref. 6 nace por primera 

., 
........... 

vez el nombre mágico de "Elemento Finito" , derivando más correctamente las 

propiedades básicas del elemento .triangular y el rectangular, y el hecho de que 

en el mismo tiempo la computadora comienza a ser una herramienta muy efect~ 

va, conduce rápidamente a la solución numérica de problemas elástico lineales 

complejos, en los cuales una solución analítica no era posible. 

Se inician la derivación de las propiedades de rigidez de los elementos finitos, 

el campo de dcsplazamien tos en el medio se expresa en función de los desplaza -

mientos nodales del elemento, satisfaciendo continuidad, las fue·rzas internas. se 

definen aplicando el principio del tralnjo virtual, la identidad de este proceso con 

el de minimizar la energía potencial total, o sea, el proceso de Ro¡yleigh-Ritz 

Ref. 7 es obvia. El desarrollo anterior se acentúa en el campo de la Mecá

. nica de Sólidos y posteriormente Zienkiewicz Ref. ·13 y Wilson Ref. 14 lo 

.aplican en Mecánica de fluidos y en problcn,as de anáHsis de conducción de calor. 

------------ --------
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Se presenta al final una l;sta de referencias de imporrancia del método. del ele-

mento finiro . 
.. 

Al iniciar la determinación de esfuerzos y desplazamienros en cierro proble-

tna de diseño, las ecuaciones que gobiernan el problema en cualquier forma de-

ben satisfacer equilibrio y continuidad. 

El Mérodo del Elemento _Finito es un procedimiento analítico, y cuando se 

aplica a 'un medio continuo, éste se modela analíticamente subdividiéndolo en -

sub-regiones (los elementos finiros) en los que el comporramientqde cada uno. 

es definido p:Jr grupos separados de funciones que supuestamente definen esfuer-

zos y desplazamienros en esa región, las funciones se seleccionan en forma tal · 

que se satisfaga la condición de continuidad a través de todo el medio, por lo -

tanto, el método del elemento finito en comúri con las soluciones por series y
ferencias finitas representa una aproximación a la solución del·problema . 

.;..,..,..~ 
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TIPOS DE ELEMENTOS. 

Elementos que son usados comunmente en la práctica son ilustrados en la 

Fig. 5. 

El elemento estructural simple, Fig. 5 (a), es un miembro de la familia-

total de elementos finitos. Cuando se usa con elementos del mismo tipo descri 

be armadur.as y estructuras espaciales. Cuando se combina con elementos. de 

tipo diferente, especialmente con elementos de placa generalmente se describen 

miembros de rigidez. 

Los elementos básicos en análisis por elementos finitos son placas delgadas 

con cargas contenidas en su plano ( condición de esfuerzos planos ), triangulares 
1 

y cuadriláteros se ilustran en la Fib Sb. Se denominan básicos porque los pri-

meros desarrollos concernientes con el método se refieren a ellos. 

Los elementos sólidos, Fig. 5 (e), son la generalización tridimensional de 

los elementos de esfuerzos planos. El tetrahedro y el hexaedro son las formas · 

más comunes y son esenciales para modelar analíticamente problemas de mecá 

nica de suelos, rocas y estructuras nucleares. Es conveniente mencionar que 

la única forma práctica de resolver problemas tridimensionales prácticos, es 

el método de elementos finitos. 

Uno de los campos m<ís importantes de aplicación del método de .elementos 

finitos es en el análisis de "sólidos axisimétricos", Fig. 5 (d). Una gran varíe-

dad de problemas de ingeniería caen en esta categoría, incluyendo concreto, tan ' 
. -

ques, recipientes nucleares, rotores, pistones, flechas de motores, y la cabeza 

.de los roqucts. Generalmente son rnc·dioscle c¡rga y geometría axisirn5trica. 
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·f ~ En la Fig. S (d) se muestra el elemento triangular, también se usan seccion~.. _ 

cuadriláteras. 

Elemento de placa plana en flexión es empleado no solo en coneccióil eón el 

comportamiento de placas planas, sino también en cascarones y miembros de -

pared delgada. Fig. S (e). 

Estructuras de cascarón delgado axisimétticas, Fig. S (f), tienen el mismo • 

rango de significado en la aplicación práctica que los sólidos axisimétricos. Sin-

embargo, l'as relaciones gobernantes se derivan de la teoría de cascarones delg~ 

dos. 

Cuando una estructura de cascarón delgado que de hecho es curva, .es .prefe

rible emplear elementos?e cascarón curvos delgados .pa~a· el modelo analitic

tienen la ventaja de describir más aproximadamente la superficie curva del case~ 

rón, y la apropiada representación del acoplamiento de deformación y equilibrio 

entre cada elemento. Elementos típicos de cascarones de doble curvatura se mue_:. 

tran en Fig. S (g). Gran número de formulaciones para este elemento existen. 

ALGUNAS APLIC\CIONES DE ELEMEI'\TOS FINITOS. 

Examinaremos algunas .:tplic:JCiones delmétodo de elementos finitos en diseño 

estructural con el objeto de ilustrar la forma en la cual se usan los elementos -

de la Fig. S, y la escala y complejidad de los problemas. 
. ' 

El desarrollo del mérodo del elemento finito se debe a los investigadores re-. 

lacionados con la industria aeron<iutica. La Figura 6 muestra la forma en que -

1 

1 

1 

l 
l 
! 

i 
-------- '------- -------
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se aplicó el análisis por elementos finitos de una porción del avión Boeing 7 47. 

La estructura del fuselaje de un avión consis_te de laminas de aluminio ligadas 

a una estructura. interna formada por armaduras y atiezadores. La expétien~ 

cia ha mostrado que los efectos locales de flexión en el cascarón son despreci~ 

bies, por lo tanto, se supone que consiste de elementos en :ondición plana de 

esfuerzos Fig. S(b). El análisis de elementos finitos del Boeing 7 47,. de la 

parte achurada, reg1ón que conecta el cuerpo o Cascarón Monocoque con las alas,· 

área achurada en Fig. 6, consiste de 7000 incógnitas. Por lo tanto, es común 

en la práctica dividí r la estructura en regiones, o subestructuras, y analizar -

c:ada una por elementos finitos con el objeto de producir un s<.iperelemmto. Los 

superelementos se ligan ent;;e si por medio de un procedimiento conVencional -

que determina la fase final del análisis. 

El esquema de subesrructuración del Boeing 747 es mostrado.en la Fig. 6 

y los detalles son listados en la Tabla l. 

¡e Sub- Dcscrip:: ión . Nodos Condición .Elemento Ele memo Grados liber Grado de 
Placa tad interac-- libertad Estrucrura Carga Viga 

ción elemen- total. 
ros. 

1 Ala 262 14 J~S 363 104 796 
2 C•,nlro ala 267 S 414 295 198 880 
3 Ca':carón 

Monococ¡u~ 291 7 502 223 91 1,026 
4 Cascarón ~1.211 5 377 185 145 820 
S Cascarón \1 292 7 415 241 200 936 
6 Caja Tren 

AccrrizJjc 170 JO 221. . 103 126 686 
7 Cascarón~! 2S5 6 392 249 233 909 
8 Caja Trc·n 

Aterrizaje l2q 10 201 Q3 148 503 
9 Cascarón ~1 2~6 i. 497 227 92 1,033 . 

TOT,\L 2, !9S 63 3,374 1, 9iO 553 7.594 
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Corno es usual en el diseño de aviones, c;e hideron pruebas enel pro,ori_¡x> 

y los resultados se compararor: con la solución por elementos finitos, coinci -

dlendo como se muestra en la Flg. 7 

-4 _, o 2 4 rrr-· 
• :!> o 1 

o D~PORMIMETRO AXIAL 320 

o OEFORMIMETRO BIAXIAL 

280 

Boenig 747-4 
' 

745 -5 

~ 
+-1 120 

Q-.-WL 300° 
·- 'wL 2 .. 0a 

-·-1wL· tao• 
--.P-

80 • 1 . 

lineo de ¡ll';IU_O r Wote1 itne 1 
' 

Fig. 7 Comparación ent.re análisisy experimentación del Bo~XJ 7-~l 

.. 

Es importante agregar que la respuesta dinárrlica de un avlón es muy ¡¡n;)QE 

tante, así como su lnesrabllirl:ld elástica es una forma importante de fall;¡. Nin 

gttno de estos fenómenos puede tJat;¡rse por los métodos simplificados, pero su 

análisis usamJu el rn~todo de elementos flhltos ha probado ser muy aceptáble. 

Problemas similares 110 e.nct~ntrall on At:t¡uiwctura N¡¡val. Figura S una 
. ! 

\....... porción de una estructura de un transbordador. La parte plana es Jeprescntada 

¡x>r elementos en estado ptano de esfuerios, . Pig. 5 (b). Elemento? esnuctu -

rales, Fig. S (a). son empleados en In rcpn~~«!ntación de la estrucrura Interna. 
. . ... _, .. 

------~------ ------ ·---------~---~ ----·----------- ,. _____ _ 
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El número total de incógnitas para definir las partes importantes de un barco 

es del orden de 50,000, y de nuevo se subdivide el problema en subestructuras 

obteniendo menos incógnitas. 

Fig. 8 

CL 

1 
1 

1 ~ ,_/ 

CL 
~/ 

Análisis por clcmcnlc finito dé~ cstrucru:ra de barco. . . ·. . 
--~-------. ------- ------------- ---------
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Fig. 9 Analísis por elementos finitos de Un recipiente reactor de 
concreto presforzado. 

Requerimientos de seguridad en el diseño estructural de los reactores nu-

cleares han causado que la industria use ampliamente el análisis por elementos 

. finitos. Figura 9 (a) un recipiente reactor de concreto presforzado. Debido a 

la simetría es posible analizar solamente un doceavo de la estructura total, - -

Fig. 9 (b). Su volumen se modela analíticamente en un ensamble de elementos 

tetaedrales y hexaedrales, .Fig. S (e). ·En problemas de este tipo, el número de 

incógnitas es del orden de 20,000, y muy común hacer el análisis en condiciones 

no lineales en material y geometría. 
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No todos los problemas de aplicación del método de elementos finitos son 

dé proporciones monumentales. Las figuras lO y 11 muestran aplicaciones -
" 

básicas a ciertos problemas de ingeniería civil. Una forma de incrementar. 

la eficiencia de diseño en secciones roladas de acero estructural es cortando 

el alma en la forma dentada mostrada en la· Fig. lO (a), colocando una secc1ón 

sobre la otra y soldándolas, Fig. 10 (b). Y se obtiene una viga más aperalta-

da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto que en este problema rutin~ 

rio de diseño, no es necesario el uso del método de elementos finitos. 

Alu.B 

' ~ fV\M?YYi- = -
1 
l 
l 

'1 ! /(:>-'-'•..<·+<~ 1 1 _) 
111 • ......._.~-: 11 

1 •r ~ 11 11·1 1 
1 1' 1 1 11 '1 1 

\'l~~:Jt'v ...._ ,_ t j i _Jj 

\lL 

\ 

\ 

20.0 

_Fig. lO Análisis de elementos finitos de una viga aperaltada en celosic1. 

Un problema todavía más común es el de una viga de concreto reforzado, 

Flg. 11, para el cual se conoce muy poco respecto a la adherencia .entre r 

acero de refuerzo y el concreto, y la formación y crecimiento de las grietas 

al aumentar la carga. La FigurJ 11 (a) muestrct· el modelo analítico de- ele-

-~---- ---------- - --- ---- ----- --------- - . 
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mentas finitos y la descripción de las trayectorias de grietas y las gráficas de 

esfuerzos se muestran en la Fig. 11 (b). 

Los pocos ejemplos mostrados muestran que el método de elementos finitós 

puede ser usado ventajosamente en cualquier situación que se requiera la pre-

dicción de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, vibraciones, 

inestabilidad elástica, mecánica de fluidos, transferencia de calor. Situaciones 

que se levantan de diversos campos que tradiciOnalmente han sido considerados 

como disciplinas ingenieriles separadas. Ejem., lngeniería Civil, Mecánica, -

Aeroespacial, Arquitectura Naval. El método del elemento finito pro¡:xnciona 
• 

una tecnología unificada de análisis en casi todos los campos . 

. Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos teóricos básicos 

y estudiar problemas esÍJecíficos de carácter práctico. Un compendio de ,tales 

problemas llenaría muchos volumenes, por lo tanto es recomendable consultar 

las memorias de congresos y publicaciones periódicas correspondientes. 

PROGRAMAS DE PROPOSlTOS GENERALES. 

. . 

Se ha indicado que las ecuaciones del método de elementos finitos son de una 

forma tal que su carácter general permite teóricamente escribir un solo progra_ 

ma de computadora que ~-esuelva la mayoría de los problemas que se presentan 

en: la Mecánica de Medio Continuos. Programas de computadora con este obje-

tivo, aún en escala restringid::~, son llum::~úos progr::~mas "de propósitos genera-

les". La vent::~ja de progr::~m::~s de prop68icos generales no es sólo su'é::~pacidad, 

.~~-- _____ ..e:_·_·-·-~------ -~~--- --~-·-- -- ------
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sino también en la instrucción de los probabies usuarios respecto a la.inter-

pretación de la documentación, los datos y procedimientos de entrada y sali,-

da de result.1dos. 

El costo de desarrollo de llll :_programa de propósitos generales es usual-

mente muy alto por lo que la amortización de la inversión es esencial. Cier-

tos programas de propósitos generales sl)n codificados en un lenguaje comp~-

tacional que permite operar el programa a muchas organizaciones diferentes 

localizadas en grandes separaciones geográficas. Otros programas de propó 

sitos especiales de limitada capacidad se usan en organizaciones industriales 
. . 

y gubernamentales con un costo menor en :;u desarrollo y operación. 

Las cuatro componentes mostradas en el diagrama de t1ujo de _la Fig. 12, 

\:. ~ s~ncomlllles en el desarrollo de programas de propósitos generales, fase dt.. 

datos de entrada, rec1uiere del usuario información del medio o mater.i:1l, des-

. cripción geométrica de la repres~ntación por elementos finitos y las condicio

nes de carga y de frontera. Los programas de propósitos generales más sG• 

fisticados facilitan el proceso de entrada como propiedades constitutivas del 

material, almacenados previamente, esquemas de modelar analíticamente el 

medio, trazar esterográficamente la idealización por elementos finitos en for- . 

ma tal que los errores pueden detectarse antes de efectuar los cálculos. 

La fase de biblioteca de elementos finitos es de interés primordial en el -

curso. En ella se tienen los procesos de codificación formulativos para los 

elementos individualmente. La mayoría de los programas de propósitos ge-

~ nerales contienen todos los elementos de la Fig. 5, así como ciertas otras al

ternativas de formulación para un tipo dado de -;lemento, por ejemplo el trián-

----·-~~ 
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l. Entrad3 de datos 1 
D:;finición del material, geometría, 

cargas y condiciones en la frontera 

del modelo físico del medio. 

2. Elementos de bilbiotec·a. 

3. 

4. 

Generación de los modelos r.latemáticos 

para los elementos estructurales y las 

cargas aplicadas. 

Solución 

Construcción y solución del modelo 

matemático para el sistema estructural 

t 
Salida de resultados 

Ob~ención de esfuerzos y 

desplazamientos. 

Fig. 12 Diagrama de flujo computacional en 
Análisis Es truc rural. 

·, 
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~,; . gulo en flexión. Teóricamente el elemento biblioteca es de extremos abiertos 

y capaz de acomodar cualquier nuevo elemento de cualquier grado de comple-

jidad. 

La fase elemento de blibioteca recibe los datos almacenados y establece las · 

relaciones algebráicas d~l elemento por medio de la aplicación de los procesos 

formulativos relevantes de codificación. Esta fase del programa de propósitos 

generales también incluye todas las relaciones algebráicas para interconectar 

los elementos vecinos y la conección del proceso en si. Las operaciones poste

riores producen un conjunto de ecuaciones algebráicas lineales simultáneas para. 

representar la estructura completa por elementos finitos. 

La fase so lución del programa de propósitos generales opera .;,ob::-e las ec· 

ciones del problema formarlas en la fase anterior. En el caso de un problema - · 

de análisis estructural solo significa la solución de un conjunto de ecuaciones li-

neales algebráicas. Soluciones para respuesta dinámica requerirán computacio-

nes más extensas sobre la historia- tiempo de las cargas aplicadas. En algunos 

casos hay que operar en regiones subdivididas como en el caso del análisis del 

Boeing 747, o efectuar operaciones especiales en las ecuaciones construidas ori-

ginalmente. Incluidas en esta fase están las operaciones necesarias de substitu-

ción para obtener todos los aspectos deseados de la solución. 

La fase salida de resultados presenta el análisis con un registro de la solución 

sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto al dimensionamiento estrúcru-

ralo disel'io. El registro comunmente es presentado mediante una lista impn 

de esfuerzos y desplazamientos de los respectivos elementos. As.i. como en la -

fase de entrad,:¡ existe una fuei·te tendencia. a la rcprcsento.ción gráfico.. de datos, -
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tales como gráficas de trayectorias principales de esfuerzos o modos de pandeo 

· y vibración •. 

ALGUNOS PROGRAMAS DE PROPOSITOS.GENERALES. 

ICES-STRUDL ll, Integrated Civil Engineering System, (ICES), MIT, Maneja 

problemas de deformadón y esfuerzo::; planos, cascarones rebajados, sólidos tr!_ 

dimensionales, flexión de placas con y sin deformación axial. Su uso en proble.

mas. muy especializados resulta caro. ASKA, Automatic System .for Kinematic 

Analysis. Desarrollado por J. H. Argyris, H. A. Kamel y otros en la Universidad 

de Stuttgar. Sistema general muy potente el cual incluye una biblioteca de 42 

elementos diferentes. Puede ser costoso para un usuario especializado. SAP, 

A General Structural Analysis Program, elaborado por E. L. Wilson de la Univer-

sidad de California. Incluye análisis lineal estático y dinámico de estructuras elá~ 

ticas, estructuras tridimensionales, sólidos axisimétricos, sólidos tridimensiona-

les, esfuerzos y deformación plana, placas y cascarones. 

Zienkiewcz, O.C., programa desarrollando-en la Universidad de Wales, 

Swansea. ·Incluye lo de los programas anteriores y problemas de Mecánica d" 

Fluidos y transferencia de calor. 

NASTRAN, NAsa STRuCLural ANalysis. Desarrollado por U. S. National -

Aeronautical and Space Administration para análisis elástico de varias estructuras 

incluye, análisis de expansión térmica, respuesta dinámica a cargas transitorias -

. y exitacioncs random, cálculo de valores característicos reales y complejos, .e.sta . 1 

. bilidad dinámica. Ofrc~e capacidad limicada para análisis no lineal. · l 

--------- ----~-·· ________ ------- ---------- _, _______ -----~-'--'---- :i 
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a 
SAMIS, Structural Analysis and Matrix Interpretarive System. Desarrollado 

por Jet Propulsion Laboratory, y Manmid Spacecraft Center. Contiene ul1 eie -

· mento unid.imensional general y elementos triangulares para deformaciones por 

flexión y membrana. 

ELAS y ELAS 8, Equilibrium Problems of Linear Structures. Desarrollado 

por el Jet Propulsion Laboratory. Incluye una biblioteca de elementos unid.i m<~~ 

sionales, triangulares, cuadrilátero.s, tetaedros, hexaedros, cónicos, sólidos -

axisimét'~icos de secciones cuadriláteros y triangulares. 

MARC, elaborado por P. V. Marcal, incluye análisis lineal y no lineal de pro 
. -

blemas de Mcckmica de Medios Continuos. 



1 

' . 

. ; 

' LISTA DE REFERENCIAS EN ORDEN CRONOLOGICO DEL METODO DE .:2 '3 
ELEMEN1 OS FINITOS 

(1} Hrenikóff, A., "Solution of problems in elastlcity by the framework method," 
J. Appl. Mech. 8, A 169-175, 1941 •. 

· (2} McHenry, D., " A 1attice ana1ogy for the so1ution. of p1ane stress prob1ems," 
J. Inst. Civ. Eng 21, 59-82, 1943. 

(3} Newmark, N. M., "Numerica1 methods of ana1ysis in bars p1ates and elas
tic boclies," "Numerical Methods of Ana1yeis in Engineering," edited by L. E. 
Grinter, MacMillan (1949). 

(4} .Turner, M. J., Clough, R. W., Martln, H. C .. , and Topp, L. J .• , 
Stiffness and deflecrion analysis of comp1ex structures, "J. Aero Sci. 23, 805-
823, 1956; AMR 10 (1957), Rev. 1776. 

(S) Clough, R. W., "The finite e1ement in plane stress analysis," Proc. 2nd. 
ASCE Conf. on E1ectronic Computation, Pittsburgh, · Pa., Sept. 1960. 

(6} Argyris, J. H., "Energy _Theorems and structura1 ana1ysis·," Butterworth, 
Londcin (1960). ( Reprinted from Aircraft Eng. 1954-55); AMR 15 (1962), Rev. 

'--"' 2705. . 

(7} Clough, R. W., "The finite element method in structural mechanics,'" 
(Ch. 7 "Stress Ana1ysis", O. C. Zienkiewicz and G. S. Holister, edited by, j. 
Wiley & Son (1965); chapter in AMR 20 (1967), Rev. 3942. 

(8) Courant, R., "Variational methods for the so1ution of prob1ems of equili
brium and vibration," Bull. Am. Math. Soc. 49, l-23, 1943. 

(9) Prager, W., and Synge,' J. L., "Approximation in elasticity based on the 
concept of function space," Quart. Appl. Math. s,· 241-69, 1947 . 

. (lO) Synge, J. L., "The hypercircle in mathc::matica1 physics, Cambridge Univ. 
Press (1957); AMR 11 (1958), Rev. 733 . 

. (11) Schme1ter, J., "The energy method of networks of arbitrary shape in pro
blems of theory of e1asticity," Proc. !UTAM Symp. on Non-homogeneity in 
E1asticity and P1asticity, W .. Olszak, edited by, Pel.Jb:::.lon Press (1959). > . 
(12) Zienkiewicz, O. C., and Cheung, Y. K., "Finite elements in the so1ution 
of field prob1ems," Engineer, 200, 507-510, Sep,t. 1965. 

'--' (13) Wilson, E. L., and Nickell, R. E., "Application of finite element method 
to heat conduction ana1ysis," Nuclear Eng. and Design 3, 1-ll, 1966. 

/ 



í 
~ 
1 
¡ . 
' 

. ' .\ ... _...· 

- 2 

· (14) Herrman, L•, "E1astic and torsional analysis of irregular shapes," J. of 
. Engnr. Mech~ Div., Proc. ASCE 91, E\16, 11-19, 1965; AMR 19 (1966), Rev. 
3444. 

(15) Zienkiewicz, O. C., Arlett, P. L., and Bahram, A. K., "Solution of three
dimensiona1 field problcms by the finite element method," Engineer, 224,547-
550, Oct. 1967; AMR 21 (1968), Rev. 7898. 

(16) Winslow, A. M., "Numedcal solution of the quasi-linear Poisson equation 
in a non-uniform triangle mesh," J. Comp. Physics 1, 149-172, 1967. 

(17) Pian, T. H. H., "Derivation of e1ement stiffness matrices," J. AlAA 2, 
576-577, 1964; AMR 17 (1964), Rev. 5128. 

(18) Fraeijs de Veubeke, B., "Disp1acement and equilibrium models in the , 
finite e1ement method, "(Ch. 9 "Stress analysis"),. O. e, Zienkiewicz and G. 
Holister, edited by, J. Wiley & Son (1965); Chaprer in A~.1R 20 (1967), Rev. 
3942. 

(19) Fraeijs de Veubeke, B., ''Eending and stretching of p1ates," Proc. Conf. 
Matrix Meth. in Struct. Mech. Wright-Patterson AFJ3, Ohio, 1965 . 

(20) Fraeijs de Veubeke, B., and Zienkiewicz, O. C., "Strain energy bounds 
-in finite e1ement ana1ysis by s1ab analogy; "j. Strain Ana1ysis 2, 265-271, 1967. 

(21) Herrmann, L. R., "A bc;:cin:; analysis of piares," Proc. Conf. Matrix 
Methods in Struct. Mech. Wright-Patterson AFB, Ohio, 1965. 

(22) Pian, T. H. H. and Tont';, P., '1J¡¡sis of finite element methods for solid 
continua," int. J. Num. Meth. in Eng. 1,3-28, 1969. 

(23) Pian, T. H. H., "Derivation of el·:=ment stiffness matrices by assumed 
stress distribution," J. AIAA 2, 1232-133ó, 1964. 

(24) Severn, R. T., and T:ty1or, D. R., "The finite element method for 
flexure of slabs when stress distributions are assumed," Proc. Inst. Civ. 
Eng. 34, 153,170, 1966; i\MR 20 (1967), Rev. 3213. 

(25) Zienkiewicz, O. C., "The finite c1ement me::.hod," McGraw-Hill (1967). 

(26) Bazeley, G. P., Cheung, Y. K., Irons, B. ~1., and Zienkiewicz, O. C., 
"Trim:gular c1ements in bending-conrormin!! and non-comforming solutions," 

' Proc. Conf. Matrix Meth. Struct. iV!ech. Wrighr-Pattet"son i\Fl3, Ohio, 1965. 
··-

(27) Mikhlin, S. G., "The problem of me mínimum of a quadratic functiona1," 
Ho1den Day, San Francisco (1966). 



P. BALLESTEROS 

- 3 -

(28) Pian, T. H. H., and Tong, Ping. "The convergence of finite element me
thod in solving linear e las tic problems," In t. J. Sol!ds Struct. 3, 865-880, 1967. 

(29) l<ey, S. W., "A convergence investigation of the d!rect st!ffness method," 
Ph. D. thesis, Univ. of Vfashington, Seattle, 1966. 

(30) de.Arrantes e Oliveira, E. R., "Theoretical foundation of the finite element 
method," Int. J. Solids Struct, 4,929-952, 1963; AMR 22 (19ó9), Rev. 7609. 

(31) Adini, A., and Clough, R. W., "Analysis of pi ate bending by the finite 
element method," Nat. Sci, Found Rep. G. 7337, Univ. of Calif., Berke1ey, 
1961. 

(32) Zicnkiewicz, O. C., a.'ld Cheung, Y. K., "The finite element method for 
. ana1ysis of e las tic isotropic and orthotropic s1abs," Proc. Inst. Civ. Eng. 
28, 471~488, 1964. . 

(33) Walz, J. E" Fulton, R. E., and Cyrus, N. J., Accuracy and convergence 
of finite element approximation," Proc. 2nd Conf. Matrix Merh. in Struct. \.1ech., 
Wright-Patterson AFB, Ohio, 1968. · 

(34) Melosh, R. J., "AEtiffness matrix for the analys!s of thin piares in bending," 
J. Aero Sci. 28, 34-42, 1961; AMR 14 (1961), Rev. 3489. 

· (35) Crandall, S. H., "Engineering analysis," McGraw-Hill, NY (1956); A\.tR l2 
(1959), Rev. 1122. · 

(36) Szabo, ·B. A.; and Lee, G. C., ''Derivation of stiffnees matrices for pro
blems on plane e1asticity by Ga1erkin method," Int. J. Num. Meth. Eng. 1,301-
310, 1969. 

(37) Zienkiewicz, O. C. , and Parekh C. J. , "Transient fie1d prob1ems-- two
and thrcc-dimensiona1 analysis by iso-parametric finite e1ements," lnt. J. 
Num. ~1cth. in Engr. 2-61-71, 1970. · 

· (38) Odcn, J. T., "A general theocy of finite elements: I-Topolo¡;ical considera
tions II-Application," lnt. J. Num. Meth. Eng. 1,205-221; 247-260, 1969. 

(39) Gallagher, R. H., "A correlation study of methods of matrix structural 
analysis," AGARCograph 69, perg::¡mon Press (1962). 

(40) Argyris, J. H., '':v!atrix methods of srructurál analysis," Proc. 14th meet
L ing of AGARO, AGARCograph 72, 1962. 

( 41) Martin, H. C., "Introduction to matrix methods of structural analysis," 
McGraw-Hill, NY (1966). . ' 

... ~-------- --------- .:~------ ~--------
-- ---- ~---- --- -~------

' . ' 
' 



1 
1 

1 
¡1 

.... , 

!' 

' ' 

. \ . 

\. 

\..... 

.• 4 -

(42) Southwell, R. V., "Relaxation methods in theoretical physícs," Clarendon 
Presa, Oxford (1~46). 

(43) Varga, R. S., "Matrix iteratíve analysís" Prentice-Hall, (1962). 

(44) Griffin, D. S., and Kellog, R. B., "A numerical solution of a-"<ially 
symmetrical and pbne ebsticity problems," in. J. Solids and structures 3, 781.: 

. 794, 1967; AMR 21, (1968), Rev. 3185. 

(45) Gallagher, R. H., Pad1og, J., and !3\jlard, P. P., "Stress analysis in 
heated, complex shapes." J. Aero-Space Science 29, 700-707, 1962. 

( 46) /,rgyris, J. H., "Matrix ana1ysis of three-dimensional e1astic media. 
Small and 1arge displacements, "j. AI.r\A 3, 45-51, 1965; AMR 18 (1965), Rev. 
3951. 

(47) 'Zienkiewicz, O. C., 1rons, B. M., Ergatoudis, J., Ahmad, S. and Scott, 
F. C. , "1so.,.parametric and assoclated.elemcnt families for two- and three
dimensional ana1ysis, "(Ch. 13 of "Finite element method in stress analyc:is"), 
l. Holand a.1d K. I3ell, editcd by, Tapir, Trondhcim, Norway (1969). 

(48) 1rons, B. M., "En;;ineering application of numerica1 inteÚation in stiff
ness method," J. AIAA 4, 2035-2037, 1966. 

(49) Ergatoudis, J., Irons, B. M., and Zienkiewicz, O. C .• "Curved, ísopara
metric c;uedrilateral etements in finite element analysis," lnt. J. Solids & Struct. 
4, 31-42, 1968; AMR 21 (1968), Rev. 6347 . 

(50) Ergaroudis, j., 1rons, B. M., apd Zienkiewicz, O. C., "Three.,-dimension
al analysis of arch dams and theír foundatioP..s; "Proc. Sym. on Arch Dams, L1st .. 
Civ. Eng. London, 1968. 

(51) Atkinson, B., Brock1ebank, M. P., Card, e, C. M., and Smith, J. M., 
"Low Reyno1ds number deve1oping flows," A. l. Chem. Eng. journ. 15-548-553, 
1969. 

(52) Clough, R. W., and Tocher, ]. L~, "Finite e1em~m stiffness matrices for 
analysis of pb.tes in i:.;::::ding, " Proc. Conf. Matrix Mcth. in Struct. Mech., 
Wright-I'atterson AFB, Ohio, 1965. 

(53) Clough R. W., ami Feli.ira, C. A., "A refined qu.1.drilateral elcment for 
ana1ysis of plo.tc bendi.•f:," Proc. 2nd Conf. Matrix Meth. in Struct. Mech., 
Wright- Pmterson AFB, Ohio, 1968. 
(54) Bog11cr, F. K., Fox, R. L., and Schmit, A. L., "The generation of intP 
relemcnt compa•iblL! sutfness and mass matrice.s by use of intcrpolation for 
mulas," Pmc. Conf. Matrix :>.1eth. in Struct. Mech., Wright-Patterson AFi3, 
Ohio, 1965. · 

----- . ______ .. _____ . 
--~·--~--



l 

P. BALLESTEROS 

- S -

(55) Bell, K., "A refined triangular plate bending element," lnt. J. Num. 
Method. in Eng. 1, 101-122, 1969. 

(56) Irons, B. M., "A conforming quartic triangular e1ement for piare bend
tng," lnt. J. Num. Melh. in Eng. 1, 29-46, 1969. 

(57) Argyris, J. H., Fried, l., and ISchapf, D. W., "The TUBA family of 
plate e1ements for matrix disp1acement method," Aeronautica1 journal R. Ae . 

. Soc. 72,701-709, 1968; A:v1R 22 (1969), Rev. 5921. , · 

(58) Bosshard, W., "Ein neues volltraglicher endliches Element fo:: P1atten
biegung," Int. Ass. Bridge Struct. Eng. Bull, 28, 27-·40, !Bú3. 

(59) Cowpcr, G. R., Kosko, E., Undbcrg, C. M., and Olson, M. D., 
"Formulation of a new triangular pbce bending elemcnt, " Trans. Canadian 
Acro Space inst. 1, 36-90, 1968; .<\~.IR 22 (1969) Rev. <1063. 

(60) Grafton, ?. !Z., and Strome, D. R., "Analysis of axisymmetric shells 
by the direct stirfness method," J. AIAA 1, 2342-2347, 1963. · 

(61) Zienkiewicz, O. C., and Cheung, Y. K., "Finite element method of 
ánalysis for arch dam shell::; and comparison with fir:ice difference procedures," 

-· Proc. Symp. on Theory of. Arch Dams Pergamon Press (1965). 

(62) Connor; J. 1., and Brebbia, C., "Stiffness matrix for shallow rectangular 
shell e1cmcnt," ;. of Er.gnr. Mech. Div. Proc. ASCE 93, -~3-63, 1967; Ai\IR 21 (1968), 
Rev. 7391. 

(63) Stricklin, J. A., Navaralna, O. R., and Pian, T. H. H., "lmprovements 
in the ~la1ysi.s cf shells of rem!ution by matrix uispbcen!ent method (curved 
elements)." J. AIAA 4, 2069-2072, 1965; AMR 20 (1967), Rev. 9219. 

(64) Ahmad, S., Izons,B. M., and Zienkiewicz, O. C., "Cu::-ved thick shell and 
membrane clemems with pal·ticul.:lr referénce to axisymmetric prcblems," Proc. 
2nd Conf. en ~.latrix Meth. in Struct. ~;lech., Wright -Patterson AFB, Ohio, 
1963. 

(65) Ahmad, S., Irons, l3. ·M., and Zienk:icwicz, O. C., "Analysis of thick and 
thln shcll structurcs by general curved elements," to be publi.shed in lnt. J. 
Num. :-.leth. in Engr. 

(66) Argyris, J. H., "Elasto-p1asti.:: ir.atrix disp1accment analysis of ::.hree-
dimcnsional continua," J. Roy .\ero ::OC. 69, 633-635, 1965; AMR 19 (i966), 
Rev. 3·170. · 

(67) Marca!, P. V., and King, l. P., "El::tst!c-plast!c analysis of two·dimcnsion
al stress sysrems by thc fin! te clement method," Int. J. Mech. Sci. 9,143-155, · 
1967; AMI\ 20 (1967), Rev. 7686. 

-·-·- -------·-·---



¡1 
1, 
1 

" 
.1 
1 

·1 ' !\ \~ 
' ;¡ 

,¡ 
·1 
l 
" ;'! 

- 6 -

(68) Popov, E. P., Khojastch-Bakht, M., and Yagbmai, S., ''Bendin¡r of circu
.lar piares of hardening material,·· Int. j. Solids and Struct. 3;975-988, 1967; 
AMR 21 (1968), Rev. 3240. 

1 

(69) Zienkiewicz, O. C., Valliappan, S., and Klng, l. ?. , "E1asto-plastic só-
1utions of engineering problema, lnitial stress, finite element approach," lnt. 
J. Num .. Meth. in Eng. 1,75-100, 1969. 

(70) Zienkiew!cz, O. C., Valliappan, S., and King, l. P., ''Stress :malysts·of 
rock as a no-tension material, "'Geotechnique 18,56-66, 1968; AMR 22 (1969), · 
Rev. 3296. 

(71) Yamada, Y., Yashimura, N., and Sakurai, T., "Stress-strain matrix and 
its application for rhe solution of elastic-phstic problema by the finite elemerit 
method," In. J. Mech. Sci, 10,.343,354, 1968; AMR 22 (1969), Rev. 2330. 

(72) Reyes, S. F., and ~ere, D. U., "Elasto-plastlc analysis of underground 
openings by rhe finite element method," Proc. 1st lnt. Congr. Rock Mech H, 
477-486, 1966. . 

(73) Zienkiewicz O. C., Watson, M., and King. l. P., "A numerica1 method 
of v lséo-elastic stress analysis," lnt. ]ourn. Mech. !:ci.. 10,807-:-827, 1968; 
AMR 22 (1969), Rev. 8419 . 
. 

(74) Creenbaum, G. A., and Rubinstein, M. F., "Creep analysis of axisym-
. metric bodies using finite elements, ". Nucl. Eng. and Design 7 ,379~397, 1968, 

(75) Goodman, R. E., Taylor, R. L., and Brekke, T., "A model for rhe mecha
nlcs of jointed rock, "J. of Soil Mech. and Found. Div., Proc. ASCE 94,637-659, 
1968; AMR 21 (1968), Rev. 8177. 

(76) Zienkiewicz, O. C., and Valliappan, S., "Analysis of real strucrures for 
creep, plasricity and other complex constiturive laws," Conf. on Materials 
In Civ. Eng. Univ. of Southampron, 1969, J. Wiley (1970). 

(77) Mar.tin, H. C., "On the deriv:~tion of stiffness ~natrices for the artalysis of 
1arge deflec~ion and stability problema," Proc. Conf. Matrix i\leth. in Struct .. 
Mee h., Wright- Patterson A FB, Ohio, 1965. 

(78) Gallagher, R. H., and Padlog, ]. , "Discrete e1emenr approach ro structura1 
instability analysis'' J. AIAA 1,1437 1439, 1963. 

(79) Kapur, K. K., and Hartz, fl. J., "Stability of thin piares using the finite 
element method," J. of Engnr. Mech. Div., Proc. ASCE 92,177-195,1966; AMR 
.20 (1967), Rev. 4676. 

(80) Anderson, R. G., Irons, B. M., and Zienkiewicz, O. C., "Vibration and 
stability of pbws Uf'in~ fini.te elemems," lnr. J •. Sol'ds and Struct. 4,. !0.3l-!C):55, 
1963. A·;.<¡' 2" t•oó·ol r,·, .. '·!''"'· · · • l\ l '· .,(, \l. ' ,; ~ -, .. .· ., <,." ' 

.. ~- ------·------- --------~ ----·--- ·--·-



P. BALLESTEROS 

- . 7 -

· (81) Gallagher, R. H., and Yang, H. T. Y., "Elastic instability predictions for 
· doub1y cur ved shells," Proc. 2nd Conf. Matrix Meth. in Struc. Mech., Wrighi
Patterson A FB, Ohio, 1968. 

(82) Carson, W. G., and Newton, R. E., "P1ate bucking ana1ysis.using a fully 
compatible firiite e1ement," J. AlAA 8, 527-529k 1969. 

(83) Turner, M. J., Dill, E. H.,. Martín, H. C., and Melosh, R. J., "Large 
deflection of strucrures subject ¡o hearing and externa! loads, " J. A ero. Sci. 
27,97-106, 1960. 

(84) Marca!, P. V., "Finite element analysis of combined problems of material 
and geometric !Ehavior," Techn. Re p .. 1 ONY, Brown University, Yiarch 1969. 

(85) Brebbia, C., and Connor, J., "Geometrically non-linear finite e1ement 
analysis," J. of Engnr. Mech. Oiv., Proc. ASCE 95, 463-483, 1969. 

(86) Marcal, P. V., "Effect of initial displacenent on prob1em of large deflection 
and stabiliry," Techn Report ARPA E54, Brown Universiry, Nov. 1967. 

(87) Oden, J. T., ''Finite e1ement large deflection ana1ysis of plates," j. Engr .. 
Mech. Div., Proc. ASCE 95, 143, 1969. 

(88) Murray, D •. W., and Wilson, E. L., "Finite elemem postbuckling analysis 
of thin e1astic p1ates, "J. A1AA 7, 1915, 1969. 

(89) Schmit, L. A., Boyner, F. K., and Fox, R. L., "Finite deflection structu
ral ana1ysis, using place and cylindrical shell discrete e1ements," J. AIAA 5, 
1525-7, l96S. 

· (90) Oden, J. T., and Sato, T., "Finite strains and deformations of elastic 
membranes by the finite e1ement method," lnt. J. Solids and Struct. 3, 471-478, 1967; 
AMR 22 (1969), Re·¡. 767'2. 

(91) Oden, .1. T., "Finite p1ane. strain of incompressible e1astic solids by the fi
nite element method," The Aeronautica1 Quarter1y, 18, 254-264, 1967. 

(92) Zienkiew icz, O. C., M ayer, P., and Cheung:, Y. K., "So1ution of anisotro
p!c seepage prob1ems by finite elements," J. of Engr. Mech. Div., Proc. ASCE 
92, lll-120, 1966. 

(93) Taylor, R. L, and brown, C. B., "Darcy flow solurion with a free surface," 
J. of the Hydr. Oiv., Proc. ASCE 92,25-33, 1967; A~IR 32 (1969), Rev. 702. 

(94) Martín, H. g., "Finite element analysis of fluid flows," Proc. 2nd Conf. 
Matrix Meth. in Struct. Mee h., Wright -Patterson AFG, Ohio, 1968. · 



1 

¡. 

1 

1 

1 

1 
1 

' ·'.,_..;-

\'-' 

- '8 -

(95) Arlett, P. L., Bahrani, A. K., and Zlenkiewicz, O. C., "Application 
of finite elements ro the solution of Helmholtz~s equation (wave guides)," Proc. 
lnst. El. Eng. HS, 1762-1964, 1968. 

(96) Zienkiewlcz,. O. C., arid Newton, R. E., 
ture submerged in a compressible fluid," lnt. 
in shipbuilding, ~tu:t[art, 1969. 

"Coupled vibrations of a struc.o 
Symp. on finite element techniques . 

(97) Taylor, C., Patil, B. S., and Zienkiewicz, O. C., '1-Jarbour oscillation 
In a numericnl treatment for uildampred modes," Proc. Inst. Giv. Eng. 43, 
1941-153, 1969. 

· (98) Archer, J. S., and Rubin, C. P., "Improved linear axisymmetric-shel!-
·fluid model for launch vehicle longitudinal resronse an:~1ysis," Proc. Conf. · 
.Mat. Y!eth. in Struct. Mcch., Wright-Patterson AFB, Ohio, 1965. 

(99) Zienkiewicz, O. C., lrons, B., and Nath P., ''Natural frequenctes of · ' 
comp1ex free or ¡:;tJbmerged snuctures by the finite element method," Sy:np. 
onVfbration in Civ. Eng., lnst. Civ. Eng., (Butterworth), London, 1965. 

. .. 

(100) Sandhu, R. S., and Wilson, E. L.,. "Finite element ana1ysis of seepage 
in e1astic media, "J. of Engnr. Mech. Div., Proc. ASCE 95, 6_41-651, 1969 . 

. (101) Rashid, Y. R., "Three-dimensior.a1 analysis ofe1astic solids," Int. J. 
Solids Stn!ct., "Part 1: Analysis proceclure," 5, 13ll-33, 1969; Part Il: "The 
computatio'nal problem, " 6, 195-207, 1970. 

(102) Irons, B. :-.1., "A front:t1 soludon program for finite element analysis," 
lnt. J. Num. Meth. in Eng. 2, 5-32,1970. · 

(103) ;ohnson, W. M., and Mclay, R. W., "Convergence of the finite element 
method in the theory ofelasticity, "]. ,\ppl. Mech. Trans. AS~..1E, 274-278, 
jurie 196S. 

(104) Pt-zemieniecki, .J. S., "Theory of matrix structural analysis," :-..1cGraw
Hill, 1963. 

(105) .'enkins, '.V. M., "Marrix and digital compurer methods in structurai 
. analysis," :vtcGraw-Hill, 1969. 

(106) Pope, G. G., "The application ot rhe. matrlx displacement method iP
plane cl:J.stoplastic stress problems," Proc. Conf. 'vlntrix .\1eth. in Struct. 
Mech., Wright-P:merson AFB, Ohio, 1965. 

(107) Miller, f? .• E. and S. D. Hansen, ''L&tge Scale .\nalysis ofCurrent Air
craft," On General Purpose f<"ir.ite t:::lement Computer Prog:cams, P. V. Marca! 
(ed), 1\SME Spccial Publication, New York, N. Y., 1970. 



1' " 
' 
' 
1' 
" 
'• ¡ 
1 

~ 

1 
,. 
11 
1: ,. 
;j 
1; 

___ J 

' 1 

\..___,· 

- 9 -. 

(108) Smith, C. S. and G. Mii:chell, "Practica! Considerations in the Application 
of Finite E::lement Teclmiq:.~es to Ship .Structures," Proc. of Symposium on Finite 
Element Techniqucs, U. o! .Stuttgart, Stuttgart, Germany, june, 1969. 

(109) Corum, J. M. and J. E. Smith, "Use of Small Models in Oesign and Ana-
1ysis of Prestressed-Concrete Reactor \'essels. :· Re¡;ort ORNL-4346, Oak 
Ridge Na t. :..:lb., Oak ;l..hl¡;e, Tenn., \by, 1970. 

(110) Cheng, W. K., M. U. Hosain, and V. V. Neis, "~o\nalysis ofCastellated 
· Beams by the Finite Element :1.1ethqcl, ·• Proc. of Conf. on Finite Elemenr Method 
in Civil En¡;., McGill U., Montreul, Canada, 1972, pp. ll05-lt40. 

(Hl) Gallagher, R. H., "Large -Scale Computer Programs f.ar Structural Analy
sls" in On General ::Urpose Finite Elemeni: Com;:mter Programs, P. V. Marcal 
(ed. ), :\SME Epec ial P!.lblicaticn, 1970, pp. 3-34. 

(112) Man~al, P. V., "Survey of General Purpose Prcgrams for Finite Elemeiit 
Analysis," in .o\(hances in Computatior;¡;J 'J!ethods in Strilc'llral ~:!echanics ar~d -
Design, J. T. Oden, eral. (ed.), U. ofAlab'lmaPress, Universiry, Ala., i 
1972. . . 

(ll3) G.:lllilghcr, R. H. andO. C. Zien.'<iewicz, Optimum Structural I::esign, 
john Wile~ & Sons, Inc., New York, N. Y •• -1973. 

,_.;_ _______ _,___:_ ---------- - -~------.-~------------------- --------·· ---------· ----- -----------·-·-



1' 
' 
¡ 
1 . 

1 

'
\........ ' 

".· 

FINITE ELE~ffiNT ~THOD . 

THEO.RY AND APPLICAT!ON 

l. INTRODUCTION 

1.1 . HISTORICAL BACKGROUND 

The finite elemcnt method (FE!1) has becor.~e· a powerful riumerical 

techniquc for · solving co:nplex problems in sc·ience and engineEring, 

mainly due t.o the C:td'li'.nces mad-: eariler in 'che numerical methods 

particularly in rnatrix methods as well as due to th¿ rapid 

introduction of high speed com:.:mters in the market. However, 

the introduction of concepts and applicatio:u: of FEM dates back 

, to the er.a of mathematicians who tried to calculate the perimeter 

and area of a circle by id«alizing it as a regular polygon. It 

is also ir:.teresting to riote that the bound solutions which are 

often discussed in FEM can be traced back to the solution of the 

area of a circle. If the circle is r.todellcd with an inscribed 
' . . -

. polygon, ·a lower bound solution is obtained where'3.s an upper 

bound ·solution is obtaincd by replacing the circle by a circums 

cribed polygon. Even though the basic concepts of FEM existed. 

for over two thousand years, for all practical purposes, one can 

only say that these concepts were actually used for solving . 

physical problems in 19505 by the· aeronautical engineers. 

In 1956, ?urner et al (Ref 1) presentcd the stiffness analysis 

for the complex struct_ures, which is the starting point··in the 

rcdiscovery of FEN. Nevertheless,_ Clough (Ref 2) \\'as the one 

who actually used the term FEM in 1960. Since thcn, a tre-

mendous amount of rescarch has becn dor.e in this field and 

~----~--~--- ; ______________ - -----
·-· __ :...~--'-~ 
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quite a large number of papers have been published in almo::;t .dll 

the journals related to all fields of engincering as well as sorne 

in the füc.lds of mathematics and science. In addition, severa! 

conferences have been held all over the world and hundreds of 

papers have been presented in .each. The theory and application 

of FEM have also been presented .in numerous text books (Ref 3-22) 

In order to help the research workers in tracing the references 

required for their particular work several bibliographics have 

either been published or under preparation, among them notably 

Ref {23) is a good source of 'information. 

1.2 APPLICATIONS,OF FEM 

The FEM is applicable to a variety of boundary value and init:i:"al 

value problems in engineering as well as applied ·science. Sorne 

·of these applications are: 

l. Stress Analysis of Structures, Stability of Structures, 
Dynamic response of structures, Thermal Stress Analysis, 
Torsion of prismatic members 

2. ·st·ress Analysis of Geomechanics problems, Soil-Structure 
Interaction, Slope Stability problems, Soil Dynamics and 
Earthquake Engineering, Seepage in soils and rocks, Con
solida ti o;¡ set tlemen t 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

Solutions in Fluid Mechanics, Harbour oscillations, Pollution 
Studies, Sedimentation 

Analysis of Nuclear Reactor Structures 

Stress Analysis and Flow Problems in Biomechanics 

Characteristic Study of Composites in Fibre Technol,ogy 

Wave Propagation in Geophysics 

Field Problems in Electrical Engineering 
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·Apart from the above nientioned areas, the FEM is also applicab~ 

to any other problem as long as the analyst makes certain that 

the problem is amenable to solution based on · the assumptions ·· 

introduced in the formulation of FEM and appropriate material 

properties can be provided in a realistic manner. 

1.3 METHODS OF ANALYSIS 

In general, there are four basic methods of analysis in FEH-

displacement method, equilibrium method, mixed method and hybrid 

methóá. The field variables or unknown quantities in each of 

these methods are as follows. 

Displacement method - displacements and their derivatives 

Equilibrium method - stress components 

Mixed.method- sorne displacements and sorne stress components 

Hybrid method - displacements or boundary forces 

In the displacement method, smooth displacement distribution is 

assumed within an element, interelement compatibility of displa-

ce~ent is generally assur.cd and mínimum potcr.tial energy critericr; 

is used in the formulation. 

In the equilibrium method, the interior stress distrib~tibn is 

assumed to be smooth, the equilibri'um cif boundary tractions is 

maintained and the mínimum complimentary energy is the basis· 

for the formulation. 

\ ... > In the mixed method· which is generally used ·for plate and shell 

problems, both displacemcnts and stresses are assumed smooth 

. ' :. - . -. 
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in the interior, the di~place·ment components and the equivalent 

stress components are considered to be continuous at the ínter-

element boundaries and the formulation is based on Reissner's 

principle. 

In the hybrid method, 9epending on whether the model is dis

placement type or equilibrium type, the distribution of dis-

placements or stresses within the element is considered to be 

smooth and along the interelement boundary either assumed 

compatible displacements or assumed equilibrating boundary 

tractions are ensured and either modified complementary energy 

or modified potential energi principle is adopted for the for~ 

mulation. 

Arnong these four methods, the displacement method is the most 

widely used approach. However, for platc bending problems 

either the equilibrium or mixed method is preferred and for 

sorne field problems hybrid method is more suitable. 

1.4 DESCRIPTION OF FEM 

A structu:o:e, continuum or a domain is divided into a number of 

arbitrary shapcd parts or regions known as elementa. These 

elements are interconnected at joints known as node~. The 

principal unknown is termed as the 6ield va~iable. This field 

variable can be displacement, temperature, pore-pressu,re or 

stress. The distribution of the field variable within an 

elemcnt is approxim~ted by the use of certain polynomial 

.functions. Variation.J.l methods or residual methods are.employcd 

------.-------·----:·--
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L ·to.develop the finite element equations which relate the field 

variables at the nodes to the correspanding action vector at the 

nodes af Llie element. This relationship is provided by the so 

called praperty matrix which is based on the material and the 

geometric properties of the element. Finally these finite 

element equatians are assembled ta form a system af algebraic 

equations far the entire domain. The unknO\m field variable 

is obtained by solving this system of algebraic equatians. · 

1.5 BASIC STEPS IN FE ANALYSIS 

The basic steps in the finite eleme~t analysis of general. 

problems are as follows. 

1~ The continuum is divided into finite elements of any 
arbitrary shape. 

2. A suitable polynamial is chosen to represent the distribution 
of the field variable within.an element in terms of its 
nodal values. Thus, the field variables at the nades becarne 
the p~imary unknowns. 

3. Using variational ínethods or residual methods, the finite 
element equations are farmulated . 

. 4. The individual finite element equations abtained in step 
3 are assembled ta form·a set af algebraic e,quations far 
the overall continuum. 

S. The salution af the algebraic equatians obtained in step 4 
yields the valuesof the field variables at the nades. 

6. From the field variables at the·nodes, the secandary 
variables such as stress, strain far an element can be 
obtained. 

-----~--- ----~-------- --------- --·- ~----------
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¡ ~~~-~-t;-U-1!::-( ~-~-r·!-0~;-C-TI_N_G __ -el---·---- -~ -¡--- ~-

4 NODE OUAD 

Pll\rlllfl 

6 . . ,--.-l~ 
_____________ , _____ -- -- -· -----T 

4 NOO-[ OUAO fiiNG I__J_ - _· __ L: __ 1_._L IIXISYMMETniC 

TRIANGULAR RING 

-~-NOI;~-OUA~·-,:~·;,·-- --- LJ . 1 S V ¡ : 
~----------~r---------------------t---~- ' 

~ .. _U_ TETRAIIEDRON 

:W=ED=GE-=--=-=--""---~-~~----t--;~,-::-J)- --- • • Hl 
¡........__ 1 

8 NOflf. IJIIICK j:J • • • 1 
"-----·--· ---------- -- - ......... / ---· SO LID 

15 NODc WEDG[ ~J ~~~-
1 1---2-0_N_O_D_E_· -6-R-IC_K_.---· --· I:Jj -- ---- _j_ 

L_ ~'"" m_r_n_'x_'~_·r...:u_r _________ . ___ .___-L __ _;_ _ __t_·.....J_-.J_L 
NOl rs: 

S Contaln\ svbp:''·'mdriC fnrm\ v-'i•!o lrwrr n•~rH'.•r of nr,dc-~ 
p Als<J cont •• iw. l'·''·'h,•li;: i\t'f'•''·'rH-·1•1:: t:lo:-nt•·nl ···irh or•~ n•ithidt· node 
e Al~? ((1/lt.~in~ c:ul· .. · l\(>l'·lr,lllli'11H'7 rlr'l"'•·OI "·•lil hVo frHf!',HJ(" nr .. lc:, 
o o,·gefl('l,lll' c .. ~l' 

~----- ... ·=~ .... ··-· -· .. ·-·~· . ···--···-·-- ... - .- .. ·----···--'e'------ .... __ ---------
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-w 
C,OORD!f·JATE SYSTWS 

. :<: z 
>- ~ ANO r,MTERIAL PROP[RTIES 

BASIC 
(GLOBAL) 

N o ce Vl 
U1 cr f-

1 

>· u 
Vl ~ Vl '·, e: 1 

" f- •( .. ..:: 
1 UJ (1) ¿ e:: ¡ ::: FfATURE 

CARTrSI/\N • • • 1 • 1 • 1 
1 1 

• o o 1 • 1 ¡ 
1 1 CYLINDRIC/\L 

SP!Ir:f!IC/\L 1 1 1 

~---~------~----------1--T~-·-~-·+-~'-
GENHl/\L 1 1 1 

COOR[JINI\TEr---f--~------:------------f~+--1--!~--; 
SYSHMS Cl\flTl ~;1/\N o o l o • i • 1 

SKEVIEO 
(lOCAl) 

. MATERI/\l PilOPERTIES 

________ _:_ _________ --·--L--+---¡--
. CYLINDiiiCAL . o o • • : 1-
SPfH;-fi-IC·-.1\-L-.-·----,----:-----:--~--~-4-.-J--.-~~-

GENERAL . 1 1 1 i 
MI X (O • • o ' 1 • i 
ISOTHOPIC L: .. L 1 ' 

~--:--:-0-0J-,;T-r;-::-~--:-:-~-::-~ -------,---l-·-+_:_L¡ : l : 1 

TEMPHI/\TURE DEPENDENT • l 
-,-

• e • j 
~----------~------------~--4--+---. ·1·1·!-STnESS DCPENOENT 

TIME OEI'f:NDlNT • 1 o j 
1------------ ----·--· -----------· --- --- -· L:...l 

l • : NONLINI'/\11 [l.A!;TfC 
. 

ISOTnOI'IC 

~·-K_I_N_E_M_A_T __ ,c _____________ _¡ __ ~-4--t-•~1 o. ~ 
wonK ~ -,-H/\nnErm;G ¡--c_o_M_o_t_N_E'_o ______________ ¡ __ ~--1--1 • ; 

OfiNL lO CYCLE . o ¡ 

GENEil/\1. l 1 T 
NOTES: 

1 Performcct by user subroutinc-

--· -. ·-··· ..::-:::=:-. ;~-· ":""";'; . .: .• ~-:-;.;"":..-.""- ----:..---~ .. ·---·----·--·-·--

-- ·------·-· --------------------

' 
l 



,lj . . , 
·ti 
'l .¡., 
'•! ,. 
"Í 
. ·~ 
\! 

.:1; 
·" r 
-e 
1 
i. 
·' 

t 
;¡: . "----' J .. 
':¡' . ' . 
'' ·¡: 
' . 
' l 
'J," 
¡.· 
" 

'--·' 

i 

1 

l 

.. 

• 

. 

. 

·~.· . iS/1 '') 
~---~_·? .... - ~ Y1 . ... r ¡" __ .._. -- ---- -----~_, ____ _......;.. -·~ ... ---· 

il . Pno e ru-.r.i . ~ . 
w 

ROUNDM~Y C Oí-~ D !TI 01~ S :;.: ·->- <t 
N o rr. (/) 

u w e: ,_ >-
(/) < VJ V) :-:: 
<t 1- ! .:~:::. --; 

FEI\lllllc w v. ~: <.1: ! ·" ! 
' ' 

CONCENTIII\TED • . L··¡· ~} ---·--· 
DISTHI BUTE D li>EAI~) • ~·1·· ·---------· 

o • i • i PL/\TES/::.:1 !Eli...S 
--------· .-. -r---1------~ 

rHESSUnE 1\XISYMMI:TIIIC [L[MENTS -~-L:J_· !_~_) '--· 
SOLIOS 

• . o ! _:__~~-_!_ 
STA TIC Tf.MI'E li!•.TUHL _. L:.J.-;+.J -~-~ ¡-------- --

1\CCf: U 1!1\ 11 ON - :_ __ __ ._¡ _ _. J_:_i_:_L --------------------------------------
1.01\IIING I!OTI\TI(J~JI\L VI'I.OCITY • ·]·1·'1! 

----···-·-·--··· ·-.- ···-· --------·- --·--- ··-·· :· · r:-r:t-·! COMBINA IION 

r- ,,,. . . F~;;~;MM'''"~ e ,,;,;:-, "------,_TEBI 1 

SYMr~ETI.IC A>;ISYMM[ II:IC RINGS -, --- -. 1 -¡~ 

'riME DEI'ENDENT . ·l·~i·l ------- - ---:- -~- T!. 
rREOUENCY OLrr:NDENT 

OYNI\MIC ·----------- -···-- -----b¡-·"· I'Sn HANDOM • • 1 
~ ----- r~ 

SIIOCI( SPECTfWM • • o 11 l 
SINGLE I'OINT' . • • • 1 • 

1 • 1 
OISPl.I\Cl 1.1ENT . FP_l_:_ 1 ' MlllTI POINT' 2 ' CONSTIII\IIHS • ! 1 ---·--------

o 1 • ' sr•r:ciFIED NON/r:IW Dl~l'l ACCMENT • 1 • 1 ! ' 

Hl:AT SOLJI<CF/~:INK l__:__l: ¡ o ¡ -
----------- . 

t:fll T CONVENliON . .-¡:-r 
111/\NSfln 

1----------- . . ·=:=r fli\Clii\TION 
r----------

Sf'ECifll"D TEMI'EHATURE • • _:_j_ 
TU:: •singl.:- puint ct•mlf<Jinl ,-. cnrorccd /NO tf<Jmf,,tion{s) anrJ/or ICJI~!ion('.) in coordir.Jtcf!.) .l!.<..oci.HN: \·,itiJ ,, nndt· rnint 

Multi·pl•int cnrntr.lint :· ('llfor:rd lmr.1r cor•'.\l<~ir.r H:l.•liOn'".hiN bclwccn lrolml.rti••P(!.) ~nd/ur ro~:-sti<•nh) wllich r"iJ;.y- lo 
a<..·.or.:i.lh:ll with diflt·•wt noclc ¡minl1 

1\prlic\ to \t'rllc clcrn··"ts J Oi<..p!M:C'mcnl com¡•~mcnts sct N¡u.ll on difrcrcnt no~c1. 
"1 ~rnitiiÍtl·d I<Hrns of r s:;i.l ó'lmi int~..·rf,lcc couf)lin~ -t S1.1nrJ alonC' {UOIJ' ,m, 

'._. 

. ·--..,--··-.--.-, . -·-·· --- ___ .. ___ , __ •. -- ... " ------·-- ----·--
-~---·-.: ____ ···- __._ ---·-
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"~ --:------~-~,---~~-·~--·-- ... ....,-----~~- ~--
r. '1 < i c.· 

- .... _ .. L.~ ............ ~-·----·-
.------,----------

1 
r 

.. PHOGfl/\~.1 ... 
w ' 

PRE-·flfW POST-PfWCESSING 2 -· 1 •->- < 1 
[" o ! N '~ V) 

-W ex: >--- ~ 
(' --

V) UJ 
,_ 

' 

1 
(1) <>:: 
< ,_ 

1 
< ;. _: ~ 

-
(1) ;:_ < i --------------------~---------------------1 FEA TUllE w 

1 -~ <-. 

IIJPUT 

·UNDHOfH!.Ell GFOMETRY + • l:_l • i • ! • 
-· 1 !--·---C. 
J---N_O_DE_L_A_B_E_L_~---------------l--+-lf--+ l 

0 ! • 1 ° : ' 

__ ELEMENI li\OI:LS--------,----'-+-t---h!l 
0

0 
~~~-, • __ :'· __ -_,·-

PIIOf'[ RTY LI\BH.S ' 1 

:1-D SECTION:; • 1 • 

BOLINDI\RY COI-JPITION LI\OHS • 1 1 -:-

PLOTTING 

111~~~--L-IN_I"_:; 1:~---~--W-V_E_D __________ l--f----1•-- 1 1 • 

!;!-of-01~~-0-\.-,1~~-;,-\-1-E-1-R-Y------- + ~~ • ¡.-¡-.;-::-:--. 

'-· 

. OUTPUT 

DI\ lA 
CENEJli\TIOIJ 

ourrur 
SOillii~G 

* 
1.2.3: 1,2 1 2_3 i '· 

ELEMENTS . 1,2,3/ 1,2' i 2.3 1 í _ 

~-----------------------------! 
RESTR/\INlS 1 1 1,2 1 1 i 2,3 ¡ : 

------- ------------------- -+--t--:------t----;-

,_-_-_c=o~N_r_~_~u_-n __ s~-;~x~~C-c_r_u_H __ c:_--. ==========~---= ~~~_:_~--. 
CONTOURS SOLID STRUCTUI:E -~+-:- ~ • 

4 :I.J·¡·~ ----J-+-n-,-· POWEfl Sf'ECTII/\l DENSITY • • ! 
1--------------'----------------t-----¡ __ ¡_ 

! 1 . 1 + ! 

TIME HISTORY 

FREOUENCY nESPONSE 

1\RBITR/\RY X VS. Y 

NODES 

1 2 
1 

1 1 1 ·, 
1 7.J .i 

1 
i ' • • ! 

,_ 
1 • 

• ,--.--. L 
1 • 

----------------------------------~¡---~---1---i---
BY l.OI\!J CI\S[S 

CJY ELEM!:NT • 
• ¡ 1 • 

• • --=-¡-
MI\X/MIN SUMMI\RY --
SELECTED NOOES AND/OR ELI:M[NTS 

• .. 
• 

--¡--
BANO\\'IOTII r,¡¡¡;¡,\11l/\TION o • • IV • ,\'1 1 i '' 

NOTlS: 
1 C1cncrc.trs. data in 1 "dimcmion" 
2 Gcucr.ll('~ tl,•fJ in ") "dirno:-H~Íon .. " 
3 (',('nr•.llt:'• <l.•tJ in 3 "diuH•w.ion\" 
4 l'fintcr r•lut\ 
'* St<md .alonr pro!lr,1rn 
W W,JVcflOr•l s.o:l!tion 

---·-- ------------------- -- -------------------
•'1 ... $ 

···\'.'. : 
,",\\ ,,;. 'r . 

--~-~_)ti':;i; ------
-·---~----

----·-
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j 
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f'LA~;E !>TM.:.J~" 

AAI:;Y'Ao,ii(T~IC' 

JO 

:o 
t':,(,I-AI'IA',<:'1i1<C' 

:'-H'..C:th:LO 6t 
10.- .:.."D l:CrTOU 
.._ :l.Ji' St 

1 
JO 

t!.C"AAA.t..'(l<tJC 

1-i(lC~tHOllO!'O 

,, 
JSOPAR&.'Ioii[TAIC 

SUP[Jil Sr1EU. 0 

Oln'R 

ELEME ... TS 

UX U'I'Ul 

Ull L:'r' UZ 

Al lolllCS•DE .. ODES. 

UX UY UZ 

.,<,~ ' , ..... 
\ )o 

~~ ~----::.."'- ~Eic_\t'' 
A.ttl 

l 
)QQtAM 

X l 

·.,. 

lO 

'O SYM. 

JO ,, •o 

•o 10 •o 
JO 20 •o 

y /x y /x 

'< ..:;/ 
~' 

X z X 
J 0 SP~J.I J U AA··'l Sl'fii~C. 

• ,_ .... •:;;· 1 ~.o-:-..·~~- ... ~¡···-------.. ---.·-·· .. _~- .... ~··-~ ... ·------:-~·-··-,--.- .... -..-........ ,~ .. --.-

• 1.:.:.::.~ . . . . '~ 
e ~OI.\.:..5>:>.!.\o•,~.l.~o•l,.', 

a JO l. lA~ l.h • \' \1, • \' '·'l • •,t 
• ~;:,cr.'¿".:.Lo.·-...i -.~. -,,,_ 

( 

a lO CL'•(AAl t.~.;,i.:; . .M •• 'A~. M". la, lf, J¡J 

Y¡ /x 

V 
~ z X 

JO T~H:>;.~o.:.. ,._.•:. •,.;; 
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1 
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1 
! 
j 
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Appliciltions Stlftware ~ 
The user (cesigncr, drafto.man, engin~er or technician) 

interacts wit~ a ':1\D sy~tem throucii¡ .1pplic:aUons software.· The 
programs "talk" the user's lilnguil'Jl' ñS oppose:l to ·the computer 
implementation lan')uage which is, ~•opefully, isolntecl from the 
user in lower- levels of utili~;.,s <~ncl system softwilre. The 
usefulness of applications softwRrc· is relatcrl to the 'human 
enginc:crin') of it1~ interfilce with the u'ser (co:nm;,nd langu:~ge, user 
r¡o· harrlware devices, software dcsign, etc.) as muchas the 
technical contcr1t ¡¡nd fcAturcs of the program. 

Applications softwnrc can he divided into t~o categor!~s: 

standalone and turnkey. The st~ndalone softw~re is nvilililble fioG 
C\ software vcn•1or vnd fr~quently runs on sc:verill dif.f:erc:--~t 
manufacturer's co-:>íJUter~. The turnkey softwilre: 1s availah'lc as· 
part of ~ packilge~ hardwnre/software system fro:n ~ turnkey ven~or. 
The turnkey vendar typically hL•ys computcr equipmcnt from ¡¡ 

computer 11anufacturer anrl combines this with his o•.rn software, 
hardware pac%aging, and workstati9n design. A few turnkey ven~ors 
offer modified software from another software vendar .. A f~w also 
produce their own h~rdware components, particularly 
microproccss.:>rs for speecling up interactive graphics response. 

St<~ndalone appl ications software has t'•c primary advanta']<e. o: 
flexibility. It often can be implemented on computers ovc,r <t 

broad size/speed range in organizations hwing · diverse· computing 
machinery. Stan-:lalone software domin~tes engineering.· analysis, 
where turnkey systems either don't offer capabilitics orare very 
we~k. Turnkey systems, on th~ other hand, have the pri~ary 
advanta-:¡e of being avai lahle f rom. one source, avoid i ng the 
potential prohlems of multi-ven-:lor scenarios. They have ~-::hievc.:' 

i'. tiÓminance- in the area of geomctric modeling and <irafting 
(particular! y 20). , 

This section rcviews thP standalone applications software used 
in CI\D. Turnkey systems are discussed in Section VII. The hig 
ncws in standalon~ CAD software is the migration to smaller 
computers. 

'' 
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CAD Software Vendors/T)istributors 

l. Professor K. J. Bathe 
MassaciJusetts Institute of 
Tcchnolo'J'¡' 
Room 3-365 
Cambridge, MA 32139 

2. Swanson Analysis Systems, Inc. 
Box 65 
flouston, PA 15342 

3. Merlin Technologies, Ine. 
977 Town an:l Country Vi llage 
San Jo5e, CA 9517.8 

4. Atkins Research and 
Developnent 
ijoodcoge Grovc, Ashley Road 
Epson, Sur rey, ti. K. 

·5. IKOSS GmbH 
Vaihingf•r Str. 49 
0-7000 Stuttgart 8~ 
West Germany 

f'i. C.E.G.B. 
Be r k e 1 e y N u e 1 e a r La b s. 
Gloucestershire, England 

7. Engineering Information 
Systems, Inc. 
5120 Campbcll Ave. 
Suitc. 24Cl 
San Jose, CA 9513Cl 

8; COSMIC 
112 Barrow !1al: 
Univcrsity of Georg{a 
Athen5, G.'\ 306:12 

9. ~~cNeal-Sehwendler Corp. 
7442 North Figueroa Street 
Los An>Jeles, CA 90041 

lO. 'LH e 1\n a 1 ys i s Re ,; e are h Co r p. 
21)0 S~1er id3n, St>i :~ 2ClCl 

·Palo Alto, CA 94036 

ll. Univ,rsal Analyties, Inc. 
"~ 7740 \~. M,Jn•:hc'ster Bldg. 

Playa dd R.1y,. ':.'1 90291 

'· ¡'·. 
1,• ' ' . ' 

12. Enginc.ering Mcchanics 
Res. Corp. 
P.O. B:)X 69fi 
Troy, MI 48399 

13 •. PI\FF.t:, Ltd. 
Strellcy Hall 
Main Strcet, Strelley 
Nottingham, ~G8 6PE 
England 

14. SI\P Users Grour 
Denney Rescareh 5ldg., USC 
University Park 
Los 1\n g e 1 es , CA 

15. A. S. Comput;¡s 
Veritasveicn 1 
·P.O. Elox 31 O 
N -1 3 2?. 'lo v i k , No r ·.;a y 

16. GTICES Sy~te~s. Laboratory 
Sehool of Civii Engineering 
Georgia Institute of Tech. 
Atlanta, G~ 30332 

17. Struetural Dynamies Researc::h 
Corporat ion 
21'Hl~ F.ast11an Dr ive 
Milford, OH 45150 

18. T-Programm GMBH 
Gustav-Werner-Str. 3 
D-741 fl Reutl i ngen 
West Gcrmany 

19. "lC~UTCJ 

Dcpt. 1\161/:?70,\ 
P. 0. Bo x 51 5 

. St. Louis, MO G116fi 

21l. Sil\ Ltcl. 
2 3 Lowc r Re lg rave St re-: t 
Lonrlon, SW ¡' 
England 

21. Jordan, ~.¡:¡ostal, Ritter 
Assoe. Inc. 
Administration Bldg. 7 
Oavisville, HI fJ2854 
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22. Interac"tivc Graphics 
Engineering Lab 

\;,_;. University of f..rizona 
Collegc of Engineerinc¡ 
A~E Bldg. 16, Ro~m 2Hl.l\ 
Tucson·, AZ 95721 
{~IJZ) ~ 2t. -/&.5-tJ 

2 3. PDA. En::¡ in e e r in::¡ 
17411 Garry Ave., Sui te 201 
Santa Ana, Cf.. 92705 
USA 

24. · Manuf<Jctur in1 & Consul tin'3 
Scrviccs 
31 9 5A 1\ i r por t Lo o p Dr i ve 
Costa Mesa, CA 9262~ 

2 S. Lockheed, Ru r han k 
Building 67, Plant A-l 
Dcpartment Rn34 
Burbank, CA 91501 

26. Ev.ans and Sut'1erland 
Computer Corp • 

. 58~ Arapeen Drive . 
· S a lt La k e e i t y , uta h 8 41 o 8 . . . 

"-._,1. . 

. 27. Production Automation 
Project 
College of En:¡ineering and 
Applicd Scicnce 
University of Roche~ter 
Rochester, NY 14627 

28. MI\GI 
3 \-lestchestcr Plaza 
Elmsf~rd, NY 10523 

29. MI\TRA-::latavision UK, Ltcl. 
Systems Enginecring 
Labor ato r i es 
Rufferty House 
2-4 Sutton Court Roil':l 
Sutton, Surrey SMl ~SY 
En:¡land 

30. ~1CIIUTO 

~cpt. K507 
P.O. Box 5lli 
St.Louis, "10 n3Hi6 

. ') l 
---~-....:...--· -·-------

( ;>. 
1. -· .. 

31. Tcch-.L;hc O<Jten·verarbcitun'J. 
/\-SOl 0, Graz 
Luthc,·gassc 4, 1\ustria 

32. Washing ·on University 
Technol' lY .A.ssociates 
8049 Lit .inger RoHd 
St. Loui.;, '10 53144 

33. SCI"
Attcnrorlc;traat >, 
33il5 Mecn:·.el-:-<iczegam 
8e1gium 

34. Advanccrl E1gineering 
Consultan u AB 
Box 3044 
S-580 03 Li;koping 
Swcden 

35. Enginecring Computcr 
Se rv ices, Lt·l. 
Piccadilly, ··a:nworth, St~ffs 
878 2ER, Engl'3nd 

·3'5. Computationnl "'ech;,nics 
125 High StreEt · · 
Southhampton., :lar:>pshi re 
501 ')A.A., Engla.1d 

37. SOCOTEC" 
"Les ·Ou adran t s" 
3 "-vcnue du Cen:rc 
78182 St -Quentir en Yuelines 
Cedex, France · 

39. Dr. Edward L. 1-JL.son 
1050 Leneve Place 

.El Cerrito, CA. 94530 

39. l"1SL, Inc. 
5th Floor N'3C Builrliq 

-7500 Bellaire Blvd. 
Houston, TX 77A3~ 

40. 1\. o. Little, Inc. 
2e 1\corn Pa rk. 
Car:>~ri~ge, ~A ~21~~ 

41. Quadrex Corporation 
17:10 ::Jell Avenue 
~amp~ell, CA 95008 

---·---·---- ------
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42. Structural Software 
nevelo¡:llnent 
1930 Shattuck AvPnue 
Berkeley, CA 947~4 

4j¡ MCAÚTO 
Dept. K246 
P, O. Bo x 51 S 
St. Louis, MO 53166 

44. AAA Technology and 
Specialities Co., Inc. 
P.O. Box 37189 
Houston, TX 77~35 

45; Fitech, Ltcl. 
~is~issippi State Univ. 
Drówer KJ 
~ississ'~pi State, ~S 397~2 

46. Mr. Ronald T. Bradshaw 
85 Central Screet. 
Waltham, ~A 02154 

47. Guiley Computer Associates 
2300 E, 14th 
Tulsa, OK 74104 

48. Structural ~embers· Users 
Group, Ltd, 
P. O. Box 395'8 
Univ. of Virginia .Station 
Charlottesville, VA 22903 

49. Genesys Limited 
Lisie Street 
Loughborough, LEllOAY 
Englancl 

50. ECO'"\ .1\sscici a tes 
567 8 •,.¡. f>rown Oec r 
~ilwa~kcc, wr 53223 

51. Syncrcom Tcchnology 
P. O. Eio x 2 7 
Sugcrland, TX 77478 

52. CO~CAP Comput1ng Systems 
7700 Edgewater Orive 
Sui'tc 7lHJ 
O~kland, CA 94~21 

.. ···-···--"--· -·-- -~: .:..::._ ·--·-· -··-- ---.-----~ 

1 

f S-''/~' 
53. Structural Proqrammin'J, Ir 

B 3 !los ton Post Road 
Subu:y, MA 01776 

54. Sha~ler Associates 
1959 C~alicc Way 
Toledo, OH 43513 

55. SysComp Corporation 
2íl4 2 Broadway 
Santa Monica ,. CA 9CH04 

5C.. Eolguin and Associates, Inc. 
~822 ~romo Orive 
P.O. P.ox 12990 
.El Paso, TX 79912 

57. Zeiler-Pennock, Inc. 
2727 Rryant Strect 
Dcnver, CO 90211 

58. Stress Ana1ysis Associates 
4529 .'<:qeles Crest High.way 

·Suite 104 
La Cana-:la, CA ·91011 

59. Computcr '"la~t 

56H West 14 ~ile Road 
Claws~n, MI 43017 

60. Northern Re~earch and 
Engineering Corp. 
39 Olympia 1\venue 
Woburn, ~ .. \ 018fl1 

---·------------- . ----~ ---- --------- ·-··- . 
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Software Referral Catalogs 

l. HP 1000 Cuide to OEMs and Software Supp~iers 
OE~ ~arket Development 
Hewlett-Packard Data Systems Dlvísion 
iioAn Wo1fe Road 
Cupertí~o,· CA 95014 

2. Engineeríng System Software Rcferral Catalog 
Digital.Equípment Corp. 
Engineering Systcms Grou? 
200 Forest Strect · 
Marlboro, MA 01752 

Dístríhution Agencies for·software 

l. ASIAC (Aerosrace Structures Information and Arialysis Centcr) 
AFFI)L/FBR 
Wright Patterson Air Force Rase 
Dayton, OH 45433 

2. CEPA (Socicty for Computer Applications in Engineering, 
Planning and Architecture, Inc.) · • 
358 Hungerford Orive 
Rockville, MD 20850 

3. COSM !C 
Suite 112, Barrow Hall 
The University of Georgia 
A.t hens, GA 3060 2 

4. National Information Service-Earthquake Engirieering Computer 
Applícations· 
51 9 Da V i S Ha 11 
Thc Unlversity of California, Rerkcley 
Ocrkelcy, CA 94720 

5. National Technical Information Center · 
5285 Port Royal Road 
Springfield, V' 22161 

6. NESC (National Energy Software Center) 
9700 South Cass Avenue 
Argonnc, IL 6~439 



;, 

J 
il' 
1 
'! ¡ 

1 

t 
1 r 
t 
' t 

¡ 
\ 

DIVISION DE EDUCAC/ON CONTINUA 
FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M. 

ANALISIS ESTRUCTURAL 

APLICACION DE ELEMENTOS FINITOS AL ANALISIS DE PLACAS 

Dr. Porfirio Ballesteros Barocio 

MAYO, 1985 

PalaciCJ de Mineria · Calle de Ta<;ubn 5 prlmer,yiso Doleg. CuautitBmo': !)6'000 Méxlc:o, D.F. ·r~~l.: 521·-!0·20 t,pdo. p.;,stal J-.A-2285 



1 
! 
¡ 

IREWDSIOII ESTIRUCTUIRAL DEL HI!IIIRC IDIE FIERII<OCRETIE 

,, 



1 

1 

f 

t 
2 

J.\\IHIE!r: IEiiDIEIIIIlfiES . 1 

D D GIEtlll/11\IElfllUIJ.\\, 111\J.\\lf!EIU J.\\IL W IJ:J.\\!R(k;J.\1$ 1 

liD ANALISIS liDIE 11110111\IEIIIITtlllS W liDIES~ILkZJ.\\111\DEIIIITtlll 2 

1111/ IESJFWJ[RZtlllS 3 

w CaDIIIIICILWISI«DIIIIIES 

LISTA D[ FI&U~ 

U 5lrJ.\\ liD[ MO:illiS 

! 

1 
/ 



···;· -.. 
'1 •. 

l. l.li'HIEICIEilliEI:YES 

Se han tenido diversas juntas técnitas con para aclarar la informa-

ción que se recibió. 

1 1 • CE.([ü!tETRIA, /',";.TERifJ.. Y UJ\GAS 
..:. ..;. 

LAs geometrlas de las fachadas oriente y norte se indican ~n las figuras 1 y 

2 respectivamente. 

1 

El muro estructuralmente trabaja como una placa formada por dos. patines de fe-

~r·occ~ento de 2.5 cm de espesor separados entre si 20 cm, ~encetados coh arma-

duras de al'CJmbrón de 1/4" y el bastidor dP. perfiles MOil-TEN (Fig 3). Las pro- ' . ' 
-\ 

p1edildes mecjnicas se indican en la misma figura. 

_____ , ____ ,__ ... ·---'----·-· ---.- ~------~----
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2. 

Las cargas consideradas son las presiones y succiones originadas po~ un viento de 

140 km/h; las cuales equivalen a 53.5 kg/m 2 y 48.5 kg/m 2 respectivamente. 

1 1 1 • IWIALI S 1 S DE HOXENTOS Y DESPL.AZAK 1 EHTOS. 

El análisis estructural se hizo aplicando el Método de Elementos Finitos con las 

discretizaciones indicadas en las Figuras 4, 5 y 6. Puesto que la Teorfa de An~ 

1 isis de Placas por este procedimiento es conocida y se encuentra en diversas p~ 

blicaciones y 1 ibros, en el Anexo 11 se muestra el capitulo 10 del 1 ibro de o. C 

Zienkiewcz, Me Graw Hill, 1977, en el que aparece claramente l·a Teorfa utilizada 

en este an!il isis. 

Los datos y resultados se muestran en los Anexos 111, IV Y V. En las figuras 7, 

8, 9 y 10 se muestran diagramas de Momentos y deflexiones, en secciones importa~ 

tes. Los momentos máximos corresponden al muro norte, Figs. 2, 6 y se local izan 

en la recta y= 7-75 m, e iguales a 

kg =" 755.71 -
• m 
m ( 3 • 1) 

y el desplazamiento m!iximo· lo tiene el mismo muro fachada norte y corresponde al 

pur.to nodal 4 de coordenadas· (2.4, 11.65), o sea 

(W)X = 2.40 m 
y 11.65 m 

-< =- 0,51108 x 10 m=- d.51108 cm (3.2) 



;¡·. ' 

i 

1 V • BIFUJIIERZIJDS 

Los esfuerzos correspondientes a (3.1) son 

•donde: 

N ~ (105 kg/m) x (3.90 m) ~ 409.5 kg 

A ~ 2 x 2.5 x 100 ~ 500 cm 2 

1 ~ 1/12 (100) (25 3 - 20 3
) ~ 63,541.67 cm2 

z 

y ~ ± 12.50 cm 

·• Substituyendo (3.1) y (4.2) en (4.1) se obtiene 

4095 ± 500 
75571 X 12.5 

63541 .67 
~ l + .15.69 kg/cm 2 

J - 14.05 kg/cm 2 
(compresión) 
(tensión) 

3. 

( 4. 1) 

(4.2) 

La compresión de 15.69 kg/cm 2 y la tensión de 14.05.kg/cm2 son valores acepta-

b1es para los patines de ferrocemento · 

5.1 Los muros de Ferrocrete, en la forma que se indican en los planos están 

perfectamente estructurados y NO REQUIEREN REFUERZO ADICIONAL ALGUNO 
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4. 

5.2 El muro anal izado en el anexo 1 corresponde al de fachada oriente y este 

no es el más desfavorable. En este muro las deformaciones máximas corres 

pon den a 1 os puntos noda 1 es 43 y 49 ( Fi g •. 4) cuyo va 1 or es 

-2 
- 0.92754 x 10 ·m= 0.09 cm y el momento máximo corresponde a la frontera 

y = O, con un valor de 331.6 kg ~ 
m . originando esfuerzos de compre-

sión iguales a 8.97 kg/cm 2 y de tensión iguales a - 4.07 kg/cm 2 VALORES 

ACEPTABLES 

5.3 En lá hoja No. 8 inciso 4.5 de la memoria de AINSA (Anexo 1) al. conside-

rar la acción compuesta el esfuerzo es 

o = 178700 6 
5117 ' X ] •. = 265 kg/cm 2 

en vez de 2030 kg/cm 2 

En la página 7 de la memoria de TH (Anexo 1) el esfuerzo con acción com-

puesta- es· 

(J = 
201¡ 1 DO 

511.7 x 12.5 = 499 kg/cm 2 

en vez de 2023 kg/cm2 

5.4 _De l_a Fig 12 se ve que Jas·iinucias de los bastidores son 10 veces mayores 

que las consideradas en el anexo l. Por lo cual el campo de desplazamie.':)_ · 

tos tiende a disminuir 10 veces, as! como lÓs esfuerzos correspondientes 

también 
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. 5. 

AUN CONSIVERANVOSE QUE EL MURO TRABAJA COMO RETICULA LOS DESPLAZAMIENTOS SERIAN 

MENORES VE O. 8 cm Y LOS ESFUERZOS MUCHO MENORES QUE LOS ADMISIBLES. 

5.4 Los muros de ferrocrete se encuentran en PERFECTAS CONDICIONES VE SEGU-

RIVAV ESTRUCTURAL. 

. A t e n t a m e n t e. 

BALLESTEROS, S, A. 
Dr. Porfirio Ballisteros 

1 
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F 1 G. 2 

FIG. 3 

FIG. 4 

F 1 G. 5 

'FIG. 6 

FIG. 7 
. . 

FIG. 8 

FIG, 9 

FIG. 10 

• 
FIG. 11 

F 1 G. '12 

FIG. 13 

FIG. 1 1¡ 
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LISTA DIE FIQ:;IIIMS 

GEOMETRIA MURO FACHADA ORIENTE 

GEOMETRIA MURO FACHADA NORTE 

SECC 1 ON TRANSVERSAL MURO DE FERROCRETE 

. DISCRETIZACION POR ELEMENTOS FINITOS, MATERIAL, GEOMETRIA 
Y CARGAS DE LA FACHADA ORIENTE. 

DISCRETIZACION POR ELEMENTOS·FINITOS, MATERIAL, GEOMETRIA 
Y CARGAS DE LA FACHADA NORTE PARTE CENTRAL 

DISCRETIZACION POR ELEMENTOS FINITOS, MATERIAL, GEOMETRIA 
Y CARGAS DE LA FACHADA NORTE, EN JUNTA DE CONSTRUCCION 

PERFILES DE MOMENTOS Y DE FLEXIONES EN X = 0,6.00 m DE FA
CHADA ORIENTE 

PERF 1 LES DE MOMENTOS Y DE FLEX 1 ONES EN X = 3, DE FACHADA 
ORIENTE 

PERFILES DE MOMENTOS YDE FLEXIONES EN X= O DE FACHADA 
NORTE, CON JUNTA DE CONSTRUCC 1 ON 

PERFILES DE MOMENTOS Y DE FLEXIONES EN X = 2.40 m DE FA
CHADA NORTE, CON JUNTA DE CONSTRUCCION • 

PERFILES DE MOMENTOS Y DE FLEXIONES EN X = 4.80 m: en FA
CHADA NORTE.CON JUNTA DE CONSTRUCCION 

RETICULA DE BASTIDORES. FACHADA ORIENTE 

SECCIONES DE BASTIDORES E INERCIAS CON Y SIN LA ACCION 
COMPUESTA. 

SECCIONES DE BASTIDORES E INERCIAS CON Y SIN ACCION COM
PUESTA 

\ 

-·------·-·· --------- ------------·--··· 
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1 

1 

' 

1 1 ' ' 

1 

' 

• 1 -., N. P .. T. 
1 

' ' _¡ ¡ 1 
1 1 

A" 
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NOTA : Ese. espesor sección 1 : 25 
Ese . general = 1 : 1 ~S 
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Fig .L Geometría muro fachada. Oriente 
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\ Junta en X = O 

-r· 
:1.00 m 

--\ 
o. 

Junta constructiva (! 14.4 m Rellena de 

Fig 2 

Ese_ espesor secciÓn 1 1 : 25 
Ese. resto fig. 1 1 : 75 

• Geometr10 muro fachado ··Norte , en 

junto constructivo 

--~----- -'-·--- + ------- -----------------~--------~--
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Copo de mortero 
fe = 210 kg /cm2 

(Peso 50 kg/ m~) 

30 cm 

Metal desplegado unido con 
grapo a lo armadura 

( L2 k/mL 1-5 cm2/ m1 1 

• ,¡ • 
Armadura de alambran 'P 1/4 
resistencia o la' tensión 6 400 kg/cm 2 

armaduras' @ 42 cm -
( 23 kg 1m~ ) 

Peso teÓrico del muro terminado =. 105 kg 1m2 

3/,. 2 3 3 
Espesor equivalente h = V ( 1-03 )( 25 -20 = 19.07 cm= .1907 m 

Fig 3 Sección transversal del muro de ferrocrete 
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1 13 25 

49 
61 

8 9 10 11 

2 14 26 

15 16 17 

3 15 27 

22 23 24 

4 16 28 

29 30 31 

5 17 29 
36 31 38 

6 18 30 
43 44 45 

7 19 31 
50 . 51 52 

8 20 32 
57 58 59 

9 21 33 -1 
64 65 66 

" 
JO 22 34 

71 72 73 
---< 

11 23 35 
78 79 8C 

12 24 36 
85 86 - 87 

i 
1 1.00 . 1.00 
- -14 

1 
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2.1 x 106 kg/cm 2 

0-2 

~ AP ~YOS 1.205 . -t· 12 13 14 

38 50 62 1.205 

-, '---
18 19 20 21 1 

39 51 63 

25 26 27 28 

40 52 64 

32 33 34 3 

41 53 65 
39 40 41 4 

42 54 66 
46 47 48 49 

43 55 67 9.24 m 
53 54 55 56 

44 56 68 
60 61 62 63 

45 57 69. 
67 68 69 70 

-
46 58 70 

74 75 76 7 

47 59 71 
81 82 83 84 

48 60 72 Ir 
88 89 90 91 

X 

Ec = 250 000 kg/cm2 

tí = 19.07 cm 

Fig 4 Discretizoción por elem{l_ntos finitos , material , geo
melrío y cargos de lo fachado ori<!nte . · 
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49 

56 

0-9688 . 
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0-~688 
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09688 
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10 22 34 46 58 70 
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0.9688 
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·-~ ----- 84 
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' 4.80 m 
~-------~~~~------~+ 

Material { 
E5 = 2.1 x 106 

V = 0-2 
E e = 250 000 kg /cm2 

h = 19-07 cm 

Fig 5 Discretización por elementos fínitos , material, 
geometria y cargas de la. fachada Norte . 
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6 2 
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Material v 
:: 0.2 

Ec = 250 000 kg/~m2 

h = 19.07 cm 

Fig 6 DiscretizociÓn por elementos finitos del muro norte 

en junto de con st'rucción 
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DEFLEXIONES EN X=O 1 6.00 m 

7 

MOMENTO Myy EN X= O 1 X = 6.00 m 

Fig 7 Perfiles de momentos y deflexiones en X =O , 

X = 6.00 m del muro de lo fachado oriente 

. ·---------- --- .. -------------------

-0.02 

-0.04 

-0.06 

-0.08 

-0.10 

z 
Myy, 

( kg-rh) 
300 -m 

2 00 

lOO 

-1 00 

-2 00 

-3 00 



'· ¡ 
; 

1 
! 
' t 

i 
1 
1 -

\ 
! 

y 4 

y 

.. ,!-

11 18 25 32 39 46 53 60 - 67 74 

Apoyos 

DE FLEXIONES 

43 

MOMENTOS 

Fig 8 Perfiles de momentos y deflexiones 

en X= 3.00 m-, fachado oriente 

z 

W;(ctn) 

81 88 

-0.02 

-0-04 

-0-06 

-0.08 

-0.10 

. M (~~m\ 
yy : 

1 
1 

300 

100 

-lOO 

-200 

-300 



W (cm) 

0.2 

i 0.1 

\ 121 

-0.1 

-0.2 

-0.3 

-0.4 

-0.5 

¡ 
1 •. 

! M[k~m] 1 
' ' l 1000 

800 

600 

400 

200 

-100 

-300 

-500 

·•.· ·¡ . . ..... 
-~ 

v·.~.~ 1 

Puntos Nodoles 

111 101 91 81 71 61 51 41 31 21 11 1 

y 

Deflexiones 

'" 

Elementos Finitos 

11 10 

7 6 5 4 3 

Momentos 

Fig 9 Momentos y Deflexiones en X=O m 
Fachada Norte con junte: de construcción 

y 



¡. 

M 
i 
i 

W(cm) 

0.3 

0.2 

0.1 

' , ...... 

Puntos Nodales 

!24~_31M~·~J04~,~~9~4~8~==~~~~~~~~~i_~~_j4~------oa-

-0.1 

-0.2 

-0.3 

-0.4 

-0.5 

~~m] 
1000 

800 

600 

400 

200 

-200 

-.400 

-600 

y 

Deflexiones 

Elementos Finitos 

47 46 45 44 43 42 41 40 39 38 37 . 

Momentos 

Fig lO Momentos y Deflexiones en X= 2.40 m 
f-achado Norte con iunto de •>:>hs'lnJccion 

y 

'-· 

--------· ----···-·-··'--- ---------- ---· . -------- ------- - ----- ----------- - -------------' ---- -- -------- ---·· 



' ' 1 

1 . \ 
1 

1 

1 

M 

W (cm) 

0.3 

0.2 

0.1 

. l" l¡ . ._ 

y 

. ·:, 
f / ·~-. 

127 117 107 97 87 77 17 7 

-0.1 

-0.2 

-0.3 

-0.4 

-0.5 

~~m] 
1000 

800 

600 

400 

200 

-200 

-400 

Puntos ·Nodoles 

Deflexion es 

; 

y 

Elementos Finitos 

Momentos 

Fig 11 Momentos y Deflexion es en X= 4.80 m 
Fachada Norte con junta de construcción 
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de sección se especifiquen en la instrucción 4.- q 

En cada tarjeta se perforará la siguiente información 

Columnas 

· l - S 

6 - 10 

. ' 

identificador de la secci6n 

indicador del tipo de secci6n. El 

valor perforado dependerá del si-

guient'e catálogo de secciones trans 

versales. 

o especial 

l rectangular 

2 T 

3 I 

4 Canal 

S lingulo 

6 circular 

7 caj6n 

8 circular hueca 

9 cruz 

lO zeta 

llH 

La ·informaci6n que se debe continuar perforando en la tarjeta 

dependerá del ti~o de secci6n segGn se indica a continuación: 

Columnas 

11 - 20 

21 - 30 

• a) Sección especial. Inicador del tipo 

de secci6n = O 

A área transversal (cm2¡ 

IZ momento de inercia respecto al 

eje z (cm4 l 

----~------~---- ------- ----~------~--~-~---~~~-

CD 



l 
1 

1 
1 
! 

i¡ 
:! 
¡j 

li 
¡1 
1 !t 

!l 
l! 
li ¡: 

¡¡ 
1! 
ii 
11 
1 

1 

¡1 
·j 

1! 

11 
ti 
ll 
!! 

li 
,1 
1· 
1' 
i! 
11 

'i :¡ ., 
1 
1 

i 
1 

1 

'-' 

31 - 4.0 

Columnas 

11- 20 

21 30 

Columnas 

11 - 20 

' . 
~ 

FY Factor de forma para la dirección y 

bl Sección rectangular. Indjc~dor del 

sección = 1 
y 

' -r-
L._- h 

b(cm) z 

-~-
h(cm) b - + 9 • 
e) Sección T. Indicador del tipo 

de sección= 2· 

b 

n~ 1 1 
• b(cm) 

. z 
_2~1~. _::-:__4~0J___'---'-_____ h(cm-) 

31 - 40 

41 - so 

• 

Columnas 

. 11 - 2.0 

21 - 30 

31 - 40 

41 - so 

v(cm) 

t (cm) 
'1 

• V 
- y 

.·-
• t -

d) Sección I. Indicador del tipo de 

sección = 3 b ' ' -• 
_, 

y ... 

~¡t~ i i-r 
'b (cm) z h 

b(cm) J • v(cm) ~¡~- r 1 
1 

t(cm) ' . V • -· +-
e) Sección Canal. ·Indicador del 

tipo de sección = 4_. V ;-

.-.:.Y+----, - __..._-
,..----l· 1 -+ t_ 

z 

• 
_....:_ __ _J] ____ , -------



li 
;¡ 
r' 

lf 
.¡¡ 
¡; 
rl 

1! 

ll 
li 
l' 

il 
¡: 
¡! 

¡¡ 

li 
¡' ,1 

1: 

1 

'-

Columnas 

11 20 

21 - 30 

31 - 40 

41 - so 

Columnas 

11 - 20 

Coiuninas 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 40 

so 

• 

b(cm) 

h(cm) 

v(cm) 

t (cm) 

f) Sección ángulo. Indicador del 

tipo de secci6n = S 

b 

, g) Sección circular. Indicador del 

tipo de sección = 6 ----r-
z d 

d(Cm) --1-
h) Sección caj6n. Indicador del tipo 

de sec,ción = 7 

b(cm) 

h(cm) 

v(cm) 

t(cm) 

V 1<:-

b 

' -- ~-
t 
t 

1' 

i) Sección circular hueca. Indicador 

del tipo de sección = 8 
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Columna.s 

11 20 

21 - 30 

Columnas 

ll - 20 

21 - 30 

31. 40 

4l - so 

51 - 60 

., ' 

Columnas 
, 

ll . .,. 20 

21 -30 

31 - ~o 

41 - so 

51 - 60 

61 70 

'· 

7 

., 

·' . e ,. 

d(cm) 

t(cm) 

y . ------ r 
-1 --1---=Z~· ~ d¡. 

1-----.- .,.. 
j) Secci6n cruz. Indicador del tipo 

de secci6n = 9 ,, 

b(cm) 

h(cm) 

v(cm) 

t(cm) 

e (cm) 

n· L. 
;, 

.V --r--- --t. 
y 

-~r-.. 
'-----. ........ 

4==-:;;l ·l_t 
z 

. ,-b. 
-+-.. ~ . , 

k) Secci6n Zeta. Indicador del.tipo 

de secci6n = 10 

e - "i--- --t- . 
., 

y 

b(cm) 

Pl·l ·t· .. , .. 
h(cm) 

-,< . 

1 
•' ' . 

v(cm) z h -
t(cin) 

---+ V:+-- ,J ~rt_ 
c(cm) 

' b 
p(cm) • 
1) Secci6n H. Indicador •del tipo de 

secci6n =· 11 ! y . V . 
--+~· 

·V ..... --+- ':" 
' ; 

r·~ 
h Jt~ :==~~-~z-;-

1 
. 

-. '-- '--. 
~ . ' . b . 

-· "'"!·- ------~---~- --~-.... 



1) La nurneraci6n,de los puntos nodales I y J de cada barra debe 

ser tal que, para dos secesivas cualesquiera n y n+l., sé sa-

tisfaga lo siguiente: 

In+l-In = Constante, igual para todas las barras 

· Jn+l-Jn =Constante, igual para todas las barras 

, if) Estan construidas con el mismo material. 

iii) Tener la misma geometrfa ~referencia local. 

iv) Los tipos de apoyo correspondientes deben ser iguales. 

Los dato"s de grupos de barras que satisfagan las cuatro condi-

ciones anteriores queda definido por dos tarjetas que corrres-

ponderán a las barras inicial y final del grupo. 

----·--·~--·--··---
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N O T A El :l:ndice de genera.ci6n tarnbi{;n vale la unidad cuando 

, no se utiliza la opci6n de generaci6n, si la barra en 

cuesti6n satisface las condiciones ii, iii y iv, res-

pecto a la barra que le antecede. 

B.2 Tarjetas de los elementos finitos rectangulares, 

El paquete de tarjetasquefonnan las instrucciones 9 a 11 están 

condicionadas a· que el .número de cuadrados de la instrucción 4, 

sea distinto de cero. En caso de ser igual a cero se pasa a la 

instrucci6n 12. 

Tarjeta de ángulo de la fuerza de gravedad y espesor (2F10.0) 

Columnas 

1 - 10 Angulo ertre la fuerza de. graved~d y 

el eje X global, en grados. 

11 20 Espesor dominante de los cuadrados que 

forman el muro, en metros 

10. Tarjetas de tipos de elementos finitos (80I1) 
> 

.En cada tarjeta se perforan hasta ochenta valores de los :l:ndi-

ces de los tipos de elementos (Tipo 1, y Tipo 2; fig 2.3;3) y 

el ordenamiento deberá ser secuencial. Estos :l:ndices toman los 

valores siguientes: 

O Eiemento tipo 1 

1 Elemento tipo 2 

11. Tarjetas de elementos finitos rectangula~es • 
Se requiere una tarjeta por cada cuadrado y deberán darse en 

riguroso orden secuencial. Se perfora la informaci6n siguien-. 

te; 
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Colwnna·s 12 
l. S 

6 - 10 

11 - 15 

16 - 20 

21 ·- 25 

26 - 30 

u- 40 

41 ,_ 45 

' 

No. del elemento finito 

Punto nodal I I 

Punto nodal J 

Punto nodal K 

Punto nodal L J K 

La numeraci6n I, J, K, L asignada a 

los nudos del elemento finito se de-

be proporcionar en sentido contrario 

a las manecillas del reloj, para un 

sistema derecho y empezando siempre 

por I. 

Indicador del tipo de material. To-

mar:!. el valor correspondiente entre 

los identificadores utilizados ·en la 

1nstrucci6n S. En el caso del rr.ate-

rial N~ l, el espacio se deja en blan 

co. 
• 

Espesor del elemento (m) 

Este valor se puede omitir cuando el 

elemento tenga el espesor dominante 

proporcionado en la instrucci6n 9. 

Indice,de generaci6n. Este dato e~t:i. 

condicionado al empleo de la opci6n 

de generaci6n descrita a continuaci6n: 

En caso contrario se deja en blanco. 

La opci6n de generaci6n ~e puede titilizar si un grupo de cuadra~ 

eos numerados secuencialmente cumpl.e las condicioens siguientes 
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i) La numeraci6n de los puntos nodales I, J, K y L de cada 
,,, -

cuadrado debe ser tal que, para dos sucesivos cualesquiera 

n y n+l, se satisfaga lo siguiente; 

· I -I = Constante, igual para todos los elementos 
n+l n 

Jn+l-Jn = Constante, igual para todos los elementos 

K +l-K ¿ Constante, igual para todos los elementos n . n 

Ln+l-Ln = Constante,, igual para todos los elementos 

ii) Estan construidas con <~1 mismo material. 

iii) Tener la misma geometría y referencia local. 

iv) Ser del mismo tipo de elemento finito. 

Los datos de grupos de elementos que satisfagan las cuatro con 

13 

diciones ~nteriores queda definido por dos tarjetas que corres-

penderán a los elementos inicial y final del grupo,; 

El índice de. generaci6n vale la unidad y se perfora únicament.e 

en la segunda tarjeta del grupo. 

N O T ~ : El índice de generaci6n tambi€n vale la unidad cuando 

no se utiliza la opci6n de generaci6n, si el elemento 

en cuesti6n satisface las condiciones ii,.iii y iv, 

• respecto al.elemento que le antecede. 

La informa c.: 6n que se debe continuar perforando en la tarjeta 

se indica a continuaci6n: 

Columnas 

46 - so Indicador de fuerzas equilibrantes 

O no se requiere las fuerzas equili-

brantes 

1 s~ requiere calcular las fuerzas 

equilibrantes, que estarían actuan 

do sobre el elemento según se in-
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Tarjetas de condiciones de frontera 

Las condiciones de frontera consideradas son las de.desplaza-

mientos prescritos para puntos nodal2s. Estos desplazamientos 

pueden ser nulos o no, y para un punto nodal, pueden restrin-

girse todos 6 alguno de los tres componentes. 

La presencia del grupo de tarj'etas de las instrucciones 12 ·y 

13, está condicionado a que ef núnÍero de nudos restringidÓs 

con desplazamientos prescritos no nulos, especificado en la 

instrucci6n 4, sea distinto de cero. En caso de ser nulo, se 
• 

deberá continuar con la instrucci6n 14. 

12. Tarjetas de nudos con desplazamientos prescritos no nulos 

{10(IS,3Il)) 

Se perforan hasta diez grupos de valores que definen al punto 
. ' 

nodal y el tipo de restricci6n. Cad·a -grupo esta formado· de 

cuatro valores descritos a continuaci6n; 

i) El primero correspond e al número del punto nodal restrin-

gido. 

ii) El segundo corresponde al indicador de iestricci6n del com 
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13. 

ponente de desplazamiento lineal, paralelo al eje x glo-

ba,l. 

iii)El tercero corresponde al indicador de restricción del com 

ponente de desplazamient0 lineal, par~lelo al ~je y glctal. 

iv) El cuarto corresponde al indicador de restricción del cc~p~ 

nente de desplazami~nto angular, respecto al eje z global 

El valor del indicador de restricción será la unidad si el gra-

do de libertad está restringido. En caso contrario no se per-

fora. 

Tarjetas con desplazamientos prescritos (I5,3F10.0,2I5) 

En-este grupo de tarjetas se perforan los valores de los campo-

nentes de desplazamientos prescrito~ no nulos de los puntos no-

dales indicados en la instrucción 12. Cada tarjeta debe cont~ 

ner los datos correspondientes a un punto nodal. El número de 

tarjetas será igual al número de desplazamientos prescritos no 

nulso lndicado en la instrucción 4; salvo que se utilice la op-

ci6n de generación que se describirá después. El orden de es-

te grupo de tarjetas debe coincidir con el orden utilizado en 
• 

la instrucción 12. 

Columnas 

1 5 No, del nudo restringido 

6 15 Valor del componente de desplazamiento lineal, 

' paralelo al eje x-global, en metros. 

16 - 25 Valor del componente de desplazamiento lineal; 

paralelo al eje y global, en metros. 

26 - 35 Valor del componente de desplazamiento angular, 

respecto al eje z global, en radian~s. 

El signo de los valores de lso componentes de desplazamiento 

--- ·---~ -----
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lineales, serSn positivos si coinciden con la dirección posi-

tiva de lso ejes x y y globales. El signo del componente de 

desplazamiento angular será positivo, si un tornillo de rosca 

derecha que siga a tal desplazamiento, avanza en la dirección 

positiv~ del eje z global. El sistema de referencia global 

es ortogonal derecho. 

La opción de generación·se aplica a un grupo de puntos nodales 

con desplazamientos prescritos que satisfagan las condiciones 

siguientes: 

i)·Los componentes de desplazamientos prescritos correspondie~ 

tes son iguales. 

ii) La numeración entre dos puntos nudales sucesivos cualesquie 

-.ra deberá ser tal, que su diferencia sea la misma. 

~ / El grupo de puntos nodales con desplazámientos prescritos que 

. ' 
satisfagan las dos condiciones anteriores, se puede especificar 

con una sola tarjeta, al adicionar las perforaciones siguientes: 

Colwnnas 

36 - 40 

41 - 45 

No. de nudos adicionales que poseen 

los mismos componentes de desplaza

miento 

Diferenc~a entre dos puntos nodales 

sucesivos. 

14 •. Turjetas de nudos con desplazamientos prescritos nulos 

(10(IS,3Il)) 

Este grupo de tarjetas está condicionado a que el número de nu.,. 

dos restringidos con desplazamientos prescritos nulos, especif~ 

cado en la instrucción 4¡ sea distinto de cero. En caso de ser 

nulo, se dcber5 continuar con la instrucción 15. 

------- ~-------'--
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Los qato.s de perforan exactamente igual a como' 's.c hacen en la 

instrucción 12. 

En ocasiones se presen ~an puntos ~:Jd·a Íes c9~·;. Condiciones· de.;,.~::·· ·· · 
... ·.,, 

desplazamientos como las mostradas en las figuras a y b. 

a) Extremos articulados b) Extremos continuos 

Es costumbre reemplazar estos casos por una barra orientada 

en la misma dirección en que se rest~inge el movimi~nto, de 

longitud usual y una área de la sección transversal muy gra~ 

de (A .. "') . · Las condiciones de ·frontera y el momento. de inercia 

de la sección transversal se es~ecifican en las figs e y d: 

> 

, 

A+~ 

• 

' ' 
I a Arbitrario { 

A + "' L = Usual 

I :: ... e 

:r .. - Us\•::1 donde 

A área de la sección tranversal 

I momento de inercia de la sección transversal 

L longitud de la barra 

e) Apoyo "idealizado para la 
fig a 

d) Apoyo idealizado para la 
fig b 

E4. Tarjetas para el cálculo de rigideces de entrepiso. 

El p~qucte de tarjet~s que forman_l~s instrucciones 15 a 21 

-----·-----------~~ ----~-------~·--------~---- ·---------------- ------------------------· 
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están condicionadas a que el ·indicador de rigideces de entre--

piso, de la instrucci6n 4, sea distinto de +l. En caso de ser 

igual a +1, se pasa a la instrucci6n 22. 

15. Tarjeta título. (13A6) 

be las columnas 1 a 78 se perforan caracteres alfan~~éricos 

para indicar el c~lculo de rigideces de entrepiso·,· 

16. Tarejtas de control (2!5) 

Contiene: 

Columnas 

1 - 5 

·6.- 10 

11 15 

16 - 20 

No, de niveles de la estructura .. 

No. máximo de puntos nodales por nivel 

Nci. total de rigideces de entiepiso 

de la estructura, cuando la estructura 

es uniforme, coincide con el número de 

niveles y se deberl dejar en blanco 

No. mlximo de barras que forman parte 
> 

de alguna de las rigideces de entrepi 

so, cuando la estructura es uniforme, 

se dejá en blanco 

. 17 '· TarJetas de puntos nodales por nivel (16!5) 

• 

18. 

En cada tarjeta se perforan hasta 16.elementos del arreglo for

mado por el número de punto~ nodales por nivel. El número de 

elementos de este arreglo será igual al número de niveles. de 

la estructura definido en la instrucci6n 16. El primer elemen 

to corresponder& al número de puntos nodales del primer nivel. 

Tarjetas con la numeraci6n de los nudos por nivel· (16!5) 

El número de grupos que definen a este paquete de tarejtas es 

igual al número de niveles de la estructura definido en'la ins 

trué:ci6n 16. 

---------------------;--- ·----------------

18 
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El ordenamiento y,el n~~cro de elementos de cada grupo es el 

indicado en la instrucción 17. 

En cada tarjeta se perfotan hasta 16 elementos y habr& tantas 

tarjetas por grupo como elementos posea. 

19. Tarjetas de alturas de entrepiso (8F10.0) 

En cada tarjeta se perforan hasta ocho valores del arreglo fo:::_ 

mado con las alturas de los niveles, en metros. El ordenanien 

to d~ este grupo deber& corresponder il indicado en la instruc 

ci6n 17. 

20. Tarjetas de pesos por nivel (8F10.0) 

En cada tarjeta se perforan ~asta ocho valores del arreglo for

mado con los pesos de los niveles d~ la estructura. Los pesos 

se especifican en toneladas y el ordenamiento de este grupo de 

ber& corresponder al indicado en la instrucción 17. 

21. Tarjeta de coeficiente sfsmico (FlO.O) ... 
> 

El valor perforado en esta tarjeta deberá corresponder al uti-

lizado en el an&lisis sfsmico est&tico de la estructura de la 

que forma parte el marco. 

··columnas 

1 - 10 coeficiente sfsmico 

.... B3.1 Datos ,para. muro marcos irregulares únicamente 

Los datos de las instrucciones 22 ·a 23 est&n condiciÓnados al 

caso en que el número de rigideces de entrepiso de la estruc-

tura sea mayor que el número de niveles, de no cumplirse esta 

condición se pasa a la instrucción 24 

22 Tarjetas para especificar el número de rigideces de entrepiso 

que salen de cada nivel (16IS) 

En cada tarjeta se pueden perforar hasta 16 valores para indi-



1 

1 

¡\ 
" " ¡¡ 
ij 
¡/ 
¡; 

1! ,¡ 
,' 

; 
'-- .. 

23 

' 
,.'-'. 24 

.--

car; el nllinero de rigideces que salen de cada nivel se especi-

ficar~n a partir del primrir nivel y el sentido de salidá corres 

penderá hacia niveles inferiores. 

Tarjetas de barras por rigidez de entrepiso y niveles de 

llegada (16I5l 

En cada tarjeta se pueden perforar hasta 8 parejas de valores 

correspondientes a los conceptos siguientes 

a) .El primer valor corresponde al nllinero de barras que forman 

la rigidez en cuestión 

b) El segundo valor corresponde al nivel de-llegada de la rigidez 

en cuestión 

El.orden deberá ser secuencial, empezando por el primer entre-

piso, se entender~ por.nivel de llegada al número del nivel don 

de terminan las barras que forman la rigidez en cuestión 

Tarjetas de identificación de barras y sus ni~elei extremos que 

definen las rigideces de entrepiso (5(3I5l) 

En cada tarjeta se pueden perforar hasta S tercias de valores, 

a.cada barra le corresponde una tercia y a cada rigidez de en

trepiio le corresponde un grupo de tarjetas d~finido por el n6-

mero de barras especificado en la instrucción 23. El número de 

grupos de tarjetas est~ definido por el n6mero de rigfdeces de 

entrepiso de la estructura, la tercia de valores corresponderá 

a los conceptos siguientes 

· a) El primero corresponde al número de la barra 

b). El segundo corresponde al n6mero del punto nodal locali_zado 

en el nivel de saiida de la rigidez. 

!.,____ e) El tercero corresponde al nllinero del punto nodal localizado 

en el ni~el de llegada de la rigidez. 

El orden deberS,ser secuenciai c~pczando po~ la pri~dr rigidez 

-- ----·--·-·-·~ ----~----- ·----·--------~------ -------~-----'--------------------------~-
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de entrepiso 

BS• Tarjetas para cada condici6n de carga 

El paquete de tarjetas formado con las instrucciones 25 a 30, 

está condicionado a que el valor del indicador de ~igid~ces de 

entrepiso de la instrucci6n 4, sea distinto de -1. En caso de 

ser igual a -1, se pasa a la instrucci6n 31. 

Este paquete de tarjetas se deberá repetir tantas.veces como 

se indica en el número de condiciones de carga de la instruc 

ci6n 4. 

25. Tarjeta tftulo (13A6) 

De las columnas 1 a 78 se perfora un encabezado para indicar 

la con_dici6n de carga considerada. 

26. Tarjeta de control (3!5) 

Columnas 

1 - S 

.. 6 ,... lO 

11.- 15 

No. de barras cargadas 

No·. de nudos cargados 

indicador de fuerzas de cuerpo 

O si· se consideran 

1 no se consideran 

86. Tarjetas de cargas en barras 

El paquete de tarjetas formado con las instrucciones 27 ·a 29 

está condicionado a que el número de. barras cargadas de la 

instrucci6n 26, sea diferente de c.3ro. En caso de ser igual 

a cero, se pasa a la instrucci6n 30. 

27. Tarjetas de barras cargadas (16(!4,!1) 

En cada tarjeta se p~rforan hasta 16 elementos del arreglo con 

las caracterfsticas siguientes: 

1) El primer término del elerntno lo forma el número de la 

------~ - ----· ------- - ___________________________ :..._ __ ~-------·· --~---------
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barr.a cargada. 

ii) El segundo término del elemento lo constituye un indicador 

de graficación de los elementos mecánicos de la barra. Es-

te indicador vale la unidad si se requiere la graficaci6n, 

' y se dejará en blanco, en caso contrario. El número de 

elementos de este grupo, quedó definido por el n~~ero de 

barras cargadas de la instrucción 26. 

El ordenamiento de los elementos de este grupo deberá ser 

monotónico creciente. 

El paquete formado por las instrucciones 28 y 29 se debe-

rá repetir tantas veces como lo ind.ica el número de barras 

cargadas de la instrucción 26, ~xcepto que se desee utili

zar la opción de generación descrita más adelante. El or-
·-

denamiento de este paquete está controlado por la instruc-

ción 27 • 

. 28. Tarjeta de control de cargas internedias (2IS) 

Contiene la siguiente información: 

Columnas 

1 - 5 

6 - 10 

• 
No. de cargas intermedias .que actúan 

sobre la baéra 

Indicador de generación de cargas. 

El indicador de generación de car-

gas repre,enta la. opción de genera: 

ci6n de cargas y adquiere valor cua~· 

do un grupo de barras cargadas posee 

las caracterfsticas siguientes. 

Las cargas actuantes son iguales 1} 

11) La qeometrfa v la referencia local son las mismas 

---------
·--~--------~- ----------· 
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111) Las condiciones de frontera de los puntos nodalcs corres~ 

pendientes son iguales 

iv) La numeraci6n de las barras debe ser monotónica creciente. 

Cuando un grupo de barras posee las cuatro caracterfsticas an-

teriores, sus condiciones de carga se podrán establecer con ios 

datos para una sola barra, al asignarle al indicador de genera-

ci6n de cargas, el número de barras restantes con dicha carga. 

29. Tarjetas de tipos de cargas intermedias (I5,3F10.2) 

El húmero de tarjetas de este grupo, es igual al número de car 

gas intermedias que actGan en la barra de la instrucción 

28. La informaci(in perforada en cada tarjeta depende del tipo 

de carga a~tuante y corresponderá al catálogo siguiente: 

Columnas 

1 - S 1 

6 - 15 W(ton/ml 

Columnas 

1 S 2 

6 15 P(ton) 

16 - 25 a(m) 

• 

i) Carga uniforme 
.Y 

W (ton/ m) 

Fuerza concentrada 

y 

1 
p ( lc•n ) 

1 -o ' J 
-·~ o 

L 

3&= X 

ii1) Carga distribufda lineal 

Columnas 
y L 

w2 
1 - S 3 . -1f 6 - 15 w1 (ton/m) 

wlU~.._--= 16 25 . w'2 e ton/m) X 1 ~ 
.i 
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Columnas 

1 - S 

6 - 15 

16 - 25 

26 - 3S . 

Columnas 

1 - S 

6 - 1S 

16 - 2S 

4 

W(ton/m) 

a(m) 

b (m) 

S 

M(ton-ml 

a(ml 

iv) Carga unifo~me dis-

continua 

iv) Carga •miforrne discontinua 
., 

v) Par concentrado 

·~~.1 ('T-m) .. 

1: 
9 

- ~~--~--~
a ,J ·. -. '-

~~-- ~----~ 

Las cargas intermedias del catálogo anterior están referidas al 

X 

sistema de referencia looal de la barra; y la convenci6n de sT~ 

nos es la indicada en las figuras. 

B7. Tarjet~s de caigas en n~dos 
• 

. El paquete de tarjetas de la instr~cci6n 30 está condiconado a 

que el núrneru de nudos cargados de .la .instrucci6n 26, sea dif·~-

rente de cero.. En caso de ser igu<:~l a cero, se pasa a la ins.-

trucci6n 31. 

30. Tarjetas de carga en nudos (I5,3F10.0,2I5) 

\ o 

En este grupo de tarjetas se perforan los valores de los compo-

nentes de las cargas.concentradas en los puntos nodales de la 

estructura. 

cada tarjeta debe contener los datos correspondientes a un 

punto nodal. El nfimero de tarjetas scrl iguai al nfimero.de 
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nudos cargados indicado en la instrucci6n 26; salv~ que se 

utilice la opci6~ de generaci6n que se describirá después. 

Columnas 

1 S ·No. del nudo cargado 

' 6 15 Valor de la fuerza paralela al eje 

x global, en ton. 

16 ..; 25 Valor de la fuerza paralela al eje 

y global, ·en ton. 

26 - 35 Valor del par respecto al eje z 

global, en ton-m. 

El signo de los valores de las fuerzas serán positivas, sí 

coinciden con la direcci6n positiva de los ejes X y Y globa-

les. El signo del par será positivo, si al hacer girar un 

tornillo de rosca derecha, avanza.en la direcci6n positiva 

dei ej~ z global. 
. 

La opci6n de generaci6n se·aplica a-un grupo de punto noda-

les cargados, que satisfagan las condiciones siguiente~: . 

i) Las cargas correspondientes son iguales 

·ii) La nurneraci6n entre dos puntos nodales sucesivos cuales-

quiera, deberá s'er tal que su diferencia sea la misma. 

El grupo,de puntos nodales cargados que satisfagan las dos 

condiciones anteriores, se puede esp~cificar con una sola 

tarjeta, al ·adicionar las perforaciones siguientes: 

Columnas 

. 36 -.40 No. de nudos adicionales que po-

sean·igual carga 

4! - 45 Diferencia entre dos puntos noda-

les sucesivos. 



. ·. ·· .. · 

C. . Determinaci6n del número de tarjetas por corrida. 
\ 

.1 · ... ~ 31. Terminaci6r¡ de tarjetas~. 
~ 

1 
i 
1 

_.-•.-} 

El paquete total de tarjetas para una corrida quedará comple-

to cuando se hayan especificado las tarjetas correspondientes 

a las instrucciones 3 a 30, tantas veces como se.haya prescr!_ 

toen la instrucción 2 . 

• 

• 
·: .. 
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INTRODUCCION I 
El an&lisis estructural, a través del método de rigideces, ·re

suelve <Ü problema del análisin de sistemas estructurales, me

diante la solución de la ecuación general {F} = (K){ct} , en donde el 

tamaño de la matriz de rigidec•~s de lo estructura(K), mantiene 

una relaciÓn directa con el número de grados de libertad angular 

y lineal del si:;te~na estructural. 
, . 

En un planteamiento tradicional, el analisis estructural 

concibe como nudos de una. estructura a todos aquellos puntos ·en 

<¡ue concurren dos o mas elementos ele la misma. 

Es posible, a través. de un planteamiento más elaborado redu

cir el número de nudos de una estructura si sÓlo se consideran 

como.tales a los puntos en que concurren tres o m.ls elementos 

de esta, lo cual reduce considerablemente el tamaño de la í<tatriz 

de rigideces de la estructura(K), siendo esto ventajoso .desde el 

pu'nto de vista de la solución matemática y sobre todo de la apli-
, ' , cacion de computadores al analisis estructural. 

~ste planteamiento es de interés particular cuando se a:olica 

al análisis estructural do sistemas do tubed.as en dos o t¡;-es di-

mansiones, dobido a que en estos sistomas estructurales existe 

por lo general un número suficientemente grande de puntos en que 

concurren solamente don tramos de tuboria. (quiebres)' como para 

pensar en un tral:amtonto especial para ellos, sin considerarlos 

como nudos. 

.,.· 
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CARACTERISTICAS JI 
1.- NUDO.- Se considerarán como nudos sÓlo aquellos puntos 

de la estructura en que concurran tres o m~s tramos de 

barra y a los apoyos incompletos. 

2.- TRAI10 DE BARR.'\..- Se llamará as1 al tramo recto compren

dido entre dos quiebres adyacentes de una barra. 

3.- BARRA.- Se entenderá por barra, a la parte de tuber1a 

comprendida entre. dos nudos. 

4.- SECCION TRANSVt:RSAL.- La secciÓn transversal de cada 
·• 

barra, será un anillo circular constante en toda-su lon

gitud. 
z' 

. 1 

Y' 
....... 

x• 
-- ···-. 

Ix' = J 
Iy' " Iz•= I 

F.rG 1 .- l'rop.iedaiJes de la sec
ción transversal y ejes locales 
de referencia. ( S.L. ) 

4 
/ 
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DEFINICIONES 

. 1' 
! 

S.G. 

': .. 

FIG. 2.- Tuber1a en el plano. 
::-r--
Notese qu·e en un nu:lo pueden con-
currir barras con diferente sec
ción transversal. 

Q) nudo 

m barra 

m 

s.G.::Sisterr.a global 
de referencia. 

A. t.>.- Matriz de· transformaciÓn de coordenadas T para 

un tramo de barra. 

:<i) quieb:ce 

.ill tramo. 

FIG_l.- Tramos de LaTra y ángu
lo -e· para la barra 1 de la fi
gura 2. 

@ 

cos ~ -sen ~ o 

(T)ill " sen ~ 
---t-----+-

cos .(} o 

0 o 1 

/ 

5 
f 



IJ 

IJ donde .0. =. inclinació,.; del tramo de barra j referido al 

eje x positivo en el. s.G. medido en sentido 

contrario al de las manecillas del reloj. 

A. 2.) Matriz de transporte P.ntre los puntos@yQ)referidos 

al S.G. 

1 o o 

(H&jf ... o 1 o 

-(Ye,-Yj) (X~-Xj ) 1 

il.eferido al tramo~/ de la barra 
!IJ (fig. 3 >, B es el nudo <D y j 
es el quiebre@ 

6 

..... 

NÓtese que pCira el tramo adyacente a un nudo;· la matriz 

de transporte (He.j) to¡na la forrrn de la matriz identidad 

( r) • 

A. 3.) Hatriz de flexibilidad del tramoOJen su extremoQ)refé

rido al s. L. de referencia. (ver fig. 1) 

L o 
'EA 

(t;Jrn 
L 3 (1-•C) 

" o 
3t:I 

o 
L~ 

· (en S.L.) 2E:I 

donde: 

o 

----
L' 

2EI 

L 

EI 

I 
Ca G (1+íl)'-

AcL 

r= NÓdulo de Poisson del !:la.;. 

terial 

Ac= Arca ele cortante de la sec
ción transversal 

,, 

1 
~ ,, ,, 
:¡ 

' 1 
i 

1 
! 
' 1 

i· 
---- . -- ~--=--------· ---------------------- --·------------ .!_7 __ __:_..::_~~-· 
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B >.- Para ·anc•lisis en tres dimen:;iones· • 

·~ ~- .. 

./ 
...... :-.> 

"'---------...:¡ y. 
5.q. 

_FIG_.,_..1_.- Tuberla en el espacio. 
NÓtese que en el nudo pueden con
currir barras con diferente sec
clén transversal. 

nudo 

[l_\ barra 

S.G. Sistema global 
de referencia 

B. 1.). .-Matriz de transformación de coordenadas(T)para 

un tramo de barra. 

.. ·. .A3 o . r= 1 

(~Jm;. -+ 
. - l .o l j\) 

Cx•x 

Cíc'y 

Cx•z 

Cy'x Cz'x. 

Cy'"y Cz'y 

Cy'z Cz'z 

En la matriz({l:3J los ••lementos de las columnas 

1,2 y 3 son los cosenos directores de x•, Y• 

y z' respectivamente, del tramo[}] en la barra 

[!:\en S.L., con respecto al S.G. (ver fig 1 y. 

f1g 4) 

7 . / 

------ ~ -----
--~---- -~ 

----~-.:___ __ -~~---- ~---- ~~-
-~--- '-~·--------· . 
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B. 2.) .- Matriz de transporte .entre los puntos B y j 

referidos al S.G. 

/ 

o -(Ze-Zj) 

donde:(hJ ~ (Z6-ZJ ) o 

1- (Yc-Yj ) (XB-Xj ) 

CD 
w 

·quiebre 

tramo 

(Yj¡ .;.Yj ) 

-<x5-xj l 

o 

FIG.S.- Tramos de barra y quie
bres para la barra IIJ de la fi
gura 4 ( para el tramo I]],B es 
el nudo @y · j es ·el quiebre G)) 

. . 

IJÓtese que para el tramo adyacente a un nudo, la 

matriz de transporte (HiljJ toma la forma de la ma 

triz identidad(!). 

\ 

B. 3.) .- Natrlz de flexibilidad del 'tramo 1] en su extremo· 

@referido al s. L. de referencia. ( ver fig~ 1 ) 

8 

donde: e = G(t+'j)) I 
AcL'. 

V ::: MÓdulo de foisson del material 

Ac = Area de cortante de la sección 
transversal 

G a E 
2<Hv> 
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3EI - ""'2E"f . 

o o o L o o -
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~~a)m = -----
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PLANTEAMIENTO GENERAL 

La solución de la ecuaciÓn· general planteada en el análisis es

tructural a través del método de rigidecés 

••• ( 1 ) . 

comprende las siguientes etapas: 

A.-

B.-

c.-

D.-

FormaciÓn de la matriz de rigideces(K) 

Cálculo del vector de fuerzas{P) 

Obtención del vector de desplazamientos d mediante la 
solución de la ecuación general (t). 

Obtención de los elementos mecánicos en los extremos 
de cada barra¡ calculados a partir del vecto_r de des-
plazamiento{ d . · 

, • B Se trataran aqu1 sol~mente los puntos A y • Los puntos 

C y D corresponden a un planteamiento tradicional del análisis 

estructural. 

A.- Formación de la matriz de rigideces(K] 

1 ).- Formación de la matriz (KJ en forma topolÓgica 

Se entiende por forma topolÓgi~a de la matriz K 

a la representación matricial de la relación que guardan 

los extremos de las barras con los nudos de la estruc

tura 

La matriz topolÓgica (K] para las estructÚras de las 

figuras 2 y 4 es idéntica y tiene la siguiente forma, 

si el extremo B de las barras coincide con el nudo~ 

@o@ 
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' 1 
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o o 

------~-------~----~----+------

e k_.,e)rn (kMJ¡t e k~ _ (k AB)@ 
(kAA)¡¡¡ . 

---------- -----~--1--- ------ --------+------

o 

0 (k~ )ál ~os)lil {e~") m 
kic~[il+ (~)~ 

o o 

. 

o [k.,)Bl o (kee)
51 

+(kso)01 
o 

(kt;B) o o o lkAAJ@ m 

( en s. G. ) . / 

NÓtese que pu~de pensars_e en una reordenación de la nomencla-

turu de los nudos a fin de obtener un menor ancho de banda de 

la matriz(K), lo cual es conveniente desde el punto de vista 

de la aplicación de computadores.· 

2).- Obtención de hs ~tri~es (kAA),Qc11~,(ke~ y lks~J para cada 

barra en s. G. 

Estas matrices están relacionadas entre si através 

de las siguientes expresiones: 

l kM J a ( llllAJ l k~sJ eH B"r 
(kAbJ "' -(Ho:AJ(kso) 
(kM) .. -(k.~(ne"F donde A y B son los extremos 

de la barra ( ver figuras 3 
y S ) 

Por lo cj"ue sÓlo será necesario calcular(keo) de cada ba

rra,·y aplicar las expresiones anteriores para calcular 

(k ... ,.,) ' (k.._..,) y (kr;I'IJ • 
Para calcular(kse) se procede de la manera siguiente: 

. -1 
Recuérdese. que (keBJ ~ (fe.sJ , por ·lo que el problema 

se reduce a calcular(f80)en s. G., la cual se obtiene a 

11' 
. 1 

' i 
1 
: 
¡ 

1 
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partir de la siguiente expresión : ( Ver figuras 3 y 

5 >. 
N!harno$ 

( fb~\1· 2- (Hal)' (fe~Jrn (Ha)) 
J=j.. c~n) (¡) 

donde (H~j) y(:f~,~)ffise encuentran referidas al s.G. de 

referencia. · 

La matriz de flexibilidades del tramo rn en el_ ex

tremo B, referida al s.G. puede calcularse cori la siguien-

te expresión. 

cf~e)¡i) a e T Jill(f~o)j T )m 
(en S.G.) 

3).- Tratamiento de a~s inco~P.letos - ., 

Un apoyo incompleto puede no ser· considerado como nudo, si 

se emplean las rigid~ces modificadas del tramo de barra 

que concurr.e en él. 
A continuacion se li,;tan las matrices de rigideces mo 

dificadas para dos casos de interés práctico: 

p~~ ® 01"1 
t@ ® e l. 

¡;>. 1" 
/ 

EA o o EA o o - "L 
L 

(k~~= o 3E:I nr ( k'ee) = ( k'M) = o o o 
'!} v 

c." ~-L.) 
---- --~------ ( ~" s. L.) 

lo o o o o E:t 

'L / 

/ ' 
EA o o r, E: o o 
'L 

---r-~ -·-

(ks~~ o 3f:I 3EI ( ' ) =(k~D~ Q 

o o o 
-v -- lkAB 

L' 

(ao 5 L) 
------ ( an s.l.) 

o 3~ 3f·:l 
o o -~ J 

L' L 
r; 

.:/ 

- ------------·- ----------- ------------------~- ---- --------- ---· - -· 
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; '. Para obtencr(kJen S~G. se emplea la siguiente exprcsion: 

Con (TJ tal como fue definido en III 

B.- Cálculo del vector de fuerzas/F) 

Las cargas que pueden presentarse en un sistema de tuberías 

.como el de las figuras 2 y 4, son las siguientes: 

1~- Fuerzas e'xte~nas aplicadas en: : · 

{

- los nudos de la estructura 

- los quiebres de las barras .· 

- los tramos de cada barra 

·considérese la barra !IJ de la fig. 21 cargada como se 

muestra en la figura 6 

{~1 
FI:j~ 6.- Barra [TI cargada y 

fuerzas de fijación/ F,\ / F~) y 

Fir¿.,_~- .Darra [\en C<intiliver. 

{ f) t j'trQil\0> 

/ 

Fuerzas quiebre 
- Fuerzas fijación. 

Las fuerz,~s de .fijaciÓn en el extremo B de la barra \1l se 

obtienen a partir de la siguiente expresión: 
. ' 

13 

1 

i 
! 
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donde { d:)es la matriz de desplazamientos del extremo B 

considerando a la barra en cantiliver ( ver fig. 7 ) y 

se calcula con la siguiente expresión 

En la expresión anterior,{ Fj)es el vector resultante 

de restar las fuerzas externas aplicadas en el quiebre 

Q) C{ Fl• • • • • • •• •. • • •, ( F) N't•am•~ en la figura 6 ) menos las 

fuerzas de fijaciÓn producidas por las cargas externas apli

cadas en los tramos adyacentes al quiebre(]) ambas refe

ridas al S.G. 

El vector/Fjj, tiene la forma siguiente para el caso. 

de sistemas de tuber1as en dos y tres dimensiones. 

j F1\ ~ 1 ; ~: ¡· 
. M¡• 

< s.F. 20 > 

F¡x 

Fjy 

Fjr 

[ Fj}= Hj< 

·convención 
vector{Fi} 

Mjy 
'. 

Mjt 

< s.G. 30 > 

positiva del 

La matriz(HsDse aplica tal como fue definida en III. 

La matrizlf;) es la matriz de flexibilidades del segmen

to de barra comprendido entre el extremo origen@y el 

quiebre Q) respecto al cxtr.cmo destlno(Dy está defii'lida me

diante la siguiente fÓrmula de recurrencia. 

( ;;+11 =Cf§JJ +C~~~!lif~~J~em) 
1 ~ j ~ ( N'tramos-1") 
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en donde(H®aJ'H' aplica tal C'omo fue definida en III 

y (f¡r¡¡¡) se obtiene por un. procedimiento similar al des

crito en A.2. 

NÓtese que en la ecuación anterior se tiene que: 

(Íl) a (fee)m 

y (! N'tromo>J a (fe e) ill 

Mediante el procedimiento descrito, se obtiene[diJ 

se calcula{ F Bl y se le suman las fuerzas de fijación en el 

extremo® de ia barra m producidas por las cargas aplicadas 

en el tramo adyacente a él, obteniendose así el vector(rBJ 

definitivo. 

Una vez conocido el vector de fuerzas(FJde la barra 

m se calcula el vector de fuerzas \'F.J de la misma "barra con 

la siguiente expresión: 

donde:jF-A¡*es el vector de fuerzas en. el extremo@de la 

barra ffi producido por las cargas actuantes en 

ellá considerá';.dola en cantiliver, ( ver fig •.. 7 .) 

y(H~se ~plica' tal como fue definida en III. 

Los vectores de fuerzas/FA\ y{F~as1 obtenidos-cons

tituyen el estado I de cargas ( fuerzas de fijación ). 

Al aplicar vectores ·de carga en sentido contrario a 

los del estado I, y sumar los que concurren en un nudo 

mas el vector de cargas aplicado en el mismo, se constitu

ye el'estado II de cargas. 

La forma topolÓgica del vector .de cargas{F}en la e

cuación ( 1 ) para las estructuras de las figuras 2 y 4, 

siendo nudos destino el G), G) o@), es la siguiente: 

15 
. . . . ' . 
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i' 
' 

····· {FB}ffi + {Fe\~ + {FeJ
0

+{f}Q) 

(F} 
{FA}0 

+ { FAJ BJ + f rJ0 + [ t=J@ 

Ue.J + { FaJ@ + { Fe}[i] + [ FeJrn + { f J® 
i~] 

{ F6]@ + [ FB}6l + { f} 
6) 

ConvenciÓn positiva para los 
componentes del vector/ F). 

·) 
T NUDO ii. 

16 

Estamos ahora en posibilidad de resolver la ecuación ge.;,. 

neral {F)a(~{d) y obtener los desplazamientos de los nudos de 

la estructura y calcular a partir de ellos los elementos ·meca

nices que se generan en los extremos de las barras ( inciso 

IV.C l, lo cual puede hacerse a través de un planteamiento tra

dicional de análisis estructural. 

A los elementos mecánicos as1 obtenidos, se les suman los 

vectores de fuerzas de fijación que constituyen el estado I de 

cargas para obtener los elementos mecánicos definitivos en los 

extremos de cada barra de la estructura. 

2.- Fuerz<:IS Pr.oducid-lS por C'-lmbios de Temperatura. 

Es aplicable todo lo estipul<Jdo en 0.1, pero ahora el proble

ma es más sencillo, ya que la Única diferencia con lo visto 

allá, es que la matriz d 

gttiente¡ 

ahora se calcula de la manera si-

·-------·-·----~ .. ···---··--'·--~------~----'-- -----··---- ---
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(s.G. 

ol.= Coeficiente de dilatación lineal del 
material 

At =Cambio de temperatura 

Para o<. • e te 

¿¡t a cte 

• dx!!. =..<lit< x6- X11 l .. 
dye, a o~.ll t ( Y e,- Y ... ) 

!il~e = O· 

• 
a o<.L\t (Y e,-Y A) dy¡) 

2D) • ,.· .,L/l t ( Za -Z A) dze, 

.·.· 

•• 
d a 91x fl = o 

ths a O 
~ 

¡i1Z El a o 

(S.G. 3D) 

Para c.<. = e te 

(Lit)!¡= variable para cada tramo rn 

(S.Go 2D) 

.¡. tn ....... • 
dxe E f. d,[lt [] ( Ll X) [JJ !l'xe. .. o 

J=l 

{cts"'}= f, 
tJ.'-tícAO.S 

.. ? o~Llt m ( ,6 y >m ~ dye II'Ye. D o 
¡:1 J 

N'tto.tl"'ib 

dte, · = 2: ..(L)t ru ( (l z > fi1 } o 
j-=1 J J 

91ze " (S.G. 3D) 
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3.- Fuerzc.s producidas por desplazamientos impuestos a los 

apoyos. 

Es aplicable también ahora todo lo estipulado en Bol y 

el problema resulta ser mas sencilla ·.que 2 .. oe: .p-":,·:••t:eados en. · 

B.t y B.2 puesto que ahora{FoJ se ca1cula:.di.t:e:~te· a 

partir de la siguiente espresión: 
.. · ' . 

donde {JA} es el vector de desplazamientos impuestos " la.. 

estructura en el apoyo A. 

.. , .. 

·-----·---- --~-----'-----· 
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,¡, ~101lEl.AC [O~ ~IXIT~I:\T 1 CA [lE S 1 STE\L\ <; . 

4.1. Introducción ~~ C.:í.lculo de v;,riJCÍOnC'S 

'Existe una gran variedad de sistemas físicos que p•;·ecen· 

ser dc5crito~ dasdc ~~ punto d~ vista v~riacicnal y en esta co~

tcxto, el mancio de c5lcu·lo de var·iaciones se considera co~o una 

herramienta !~atcrn5tica que. pcrrnitc la formulaci6n d~ un si~te~¿ 

mediante c~nccptos matcm5ticos.quc pueden relacionarse Jirccta

mcnte con aspectos físico~ del mismo. 

El problcmn cl5sico de c5lculo de variaciones consiste ~~ 

encontrar los valores cstocionarios de un funcional el cuñl se 

d~fin~ como 11na integral dcfini.da cuyo valor nu~¿rico dcp~ncie 

de la funci6n inteqrada y pnra encontrar los valores cstacio~a

rios de dicl1~ intcyral es nccc~ario encontrar l.a funci6n qu~ 

·Sustf:tuida en el iritcgr.ando corresp9ndientc ceda un ·valor extre

mo,· es decir mínimo 9 miximo. 

Sea el ·funcional I definido por: 

(4.1.1i 

Cada funci6n F(x) que sea sustituida en esta ccuaci6n resulta 

.en un v3lor numérico de I diferente y aquella función F*(x) ~~e 

resulte en un v~lor mínimo ~ mSximo, hace el funcional I ~s~a-

con,·~ni~ntc rcnsar en el paralclism6 que existe entre 

el con~~pto d~ encontrar los valores estacionarios de un fu~cio-

nal y ctc una funci~n alqebráic . .:l. Cuando se busca~ el· mí~.ir:-~o 

ximo d~ una función do~inidu como 

.( 4 • 1 • 2 ) 

; 
-------~------·---··-~-· .. ·-----·--·-----· _______ __:_··-·----'·- _____ _:. __ - --·------: 
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Ciertas con.diciones deben sec s~tisfechas, como !o son que la 

funci6n sea continua en el ran9o de intc~is, qu~ ~ea deribable 

dos veces en dicho rango y q1Je a~~más la primera rlerivada de 

la función con respecto a la variable sP.a cero es decir 

t.t• - o (4.1.3)· 

El res11ltnrlo es 110 valor de la variable independie~te para 

el c1:al la funci~n f(x) es estacionario. 

Entonces, cuando se extremiza una funci6n se en·cuentra uti 

valor de la variable independeinte, más cua~do se extremiza un 

funcion.al se c!ncticntra uan funci6n. La condici6n suficiente· y.· 

necesaria rara extrnmi~ar dicho funcional r:onsiste en que s.u 

primera variaci6n sea cero; es 'decir: 

.( 4 . 1 • 4 ) 

Esta condici6n es an5loga a la cor1dici6n de ·¡a ecuaci6n 

'(4. 1. 3). Un ejemplo de aplic~ción del concepto variacional es 

el problema de encontrar la trayectoria que debe seg~ir un~ 

·partí~ula de masa m para movc~se dssde el punto A al. purtto· B 

en un plano, bajo la acción de la gravedad de tal forma que 

el tiempo de recorrido sea mínimo. Figura (4. 1.1). 

o 

....... 
......_(X,,'\,) 

Figura 4.1.1 Problema de brachistochrone 

! 
----~----------- -·~~---- --------- -~~- ---------- ------·----~ -----·· ---------
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•1 funcional que se puede proponer para este p~oblema e , .. 
~. 

(4.1.S) 

en donde: 

(4·.1.6) 

y de consirl~raciones enórg~ticas 

\ W\V'l '!'()~X (4. 1. 7) 

' 
entonces combinando las t:res Últimas ecuaciones se tiene que 

t=-Jxg dx 
o z.~x 

(4.1.8) 

El problema consiste en encontrár una funci6n y•f(x) tal 

que el funcional t sea mínimo. 

Antes de procedir a formular la solu~j6n es necesario des~ 

cribir la forma general der problema cl&sico de c&lculo de va-

riaciones. 

Sea el funcional TI definido por 
lo . 

1T::: L .. F ( x, '-1, y' ) clx 

en donde y'O'dy 
dx 

El problema 

(4.1.9) 

cansi~te en encontrar funciones 

_J y•y(x) para las cuales pequefias variaciones arbitrarias 6y(x) 

1 no cambien el valor de TT .. 

La condi.ci6n suficiente y n~cesaria para encontrar un va

lor estacionario de TI es de acuerdo con la ecuaci6n (4. 1. 4) 

(4.1.10) 

---·---- ------------- -------~----:-· -------------·-------~ -------
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Tomando la variación de F resulta 

b 

Jl1= L ( :~ ~i + *' .íl{') ~K-:;: o' (4.1.11) 

en· donde .f'1' "' t ( H) (4.1.12) 

Sustituyendo f4. l. 1 Z,) en (4. 1. l1) e integrando por partes el re

sultado es: 
' b 

é)f'~~t· =:0 
d '1' ' 

' 0.. 

Bn.tonces para q11~ ~n sea cero es n9cesario que: 

y por lo tanto 

(4.1.13) 

(4.1.14) 

(4.1.15) 

o en su defecto que los dos términos de la integral en la ecuación 

( 4 . 1. 1 2) S e a n ser O , e S deCir 

"d-r(b) ~ F(a.) - d~l 
;::o 

d 'i' 
(4.1.16) 

y 1 b "a F A-(~FJ]~~Ó.X o 
(A. [ ¡ti 

-M <)l.f' (4.1.17)' 

dado que ~y es ~rbitraria éritre· los l{mites a y b y no neces~ria-

mcntt' cet·o ent011ces 

d ( dF) :=O 
~ ~· (4.1.18) 

Esta es la ecuación conocida como la ecuación Euler~Lagrange 

Y aquelL~ función Y(x) ql\c. satisfaqa la ecuación (4.18) hace el 

funcional n estacionario. 

__________ ..! 
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Regresando al problema de b,achistochrone podemos identi-

\....· · ficar el i·ntcc¡rando de las ecu~ciones. (4, 1, 8) y (4·, 1 .. q) es de-

e ir 

y dado que y no aparece expltcitamente en (4·. 1.1~) .entonces 

4 ( CjF ) . . 
- ~ =0-dX ó~ . 

que implica que el paréntesis es igual a una constante 

~, 

e 

despejando Y' de (4.í.21) queda 

(4.1.20) 

(4.·1.21) 

(4.1.22.) 

<4.1.n) 

La solución de esta integral a través de tablas de integración 

y algunas manipulaciones cede la siguiente sol¿ión. 

(4.1.2'1) 

en donde 

(4.1.25) 

Entonces sustituyendo la -ecuación (4.1. 22.) es (4.1.&) se 

puede comprobar que el tiempo de recorrido es mínimo en com~ara

ción con cualquier otra trayectoría que pase por los puntos €Y.

tremos de la curva. 

i 
. ' 

---·------- .. -----------·- ----.---------------------------------------------------- ----~--
__ _:. _ _________ , 
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Otro probl~ma clisico que et lector puede realizar como 

ejercicio consiste en encontrar la trayectoria que debe seguir 

la part!cula que haga la ~istancia de recorrido mlnim~. El rc

'Jltado es obviamente una linea· recta que une los puntos extt~~ 

mos. El ft1ncional ~orrespondiente para este otro problema es: 

~n funcional en general pued'e tener varias va·riables 

dientes, .por ejemplo: 

TI= JF(X.,'1, e1 lf, <.p~ cp'1 'Pe) dv 

V 

(4.1. 2&) 

indepen-

(4.1.;l7l 

en donde lj¡x, 1/Jy, tpz son las parciales de ljJ con respecto a las 

tres variables independientes. 

por un pequeño cambio en Fes: 

Una variación de ~ ocasionada ·. 

(TI= j( ~ ~<J + óF Hx + dF ~~'1 + ;}F _í~~) Jv· 
o a~e . d<fx "<t<f'f dC{'-z, (4.1.28) 

V 
y ap'licando la ecuación (4. 1. 11) resulta 

" en esta ecuaci6n los Gltimos t6rminos satisfacen ~or el teorema 

de divergencia de Gauss lo siguiente: 

(4.1.30) 

en donde lx'es el coseno direccional de la nor~al a la superfi-

cie con respecto al.eje x, La ecuación. (4.1.2CW) q.ueda como si

gue: 

--· --·--- -------- --~-----------------. ·------'---

1 

! 
' 

i 
1 

--- __j 



1 

. , 
1 
! 

- ..... _- ------------------------,--------'----

(4.1.'1) 

Ahora, un valor estacionara de n ocurre solamente cuando los t~r~ 

minos de los paréntesis son cc~o. Esto da como resultado la ecua

ci6n diferencial que gobierna el sistema y sus con.dicion~s de 

frontera. 

El f~ncional de la ecuaci6n (4.1.31) es aplicable a pro~le

mas de campo y un cjemp~o es el siguiente; sea el funcional 

Ji ( kxl< ( ~) \ \('{'i ( ~)
1 

+ l<u ( ~ f- 1 QCf1dv . 
(4.1.32) 

V 

aplicando la forma de la ecuaci6n (4. 1. 31) el resultado es el si

guiente 

(4.1.33) 

y considerando los términos individuaic~ resulta 

(4.1.3q) 

Las ecuaciones combinadas ceden la ecuación diferencial que apli

ca para problemas de Campo: 

----------------------------------------------------------- -----------'-'----- --.. ~~~~it_ ----------------------- __ : 
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(4.1.3')) 

y como conclusi6n tenemos que el func.ional ·rr de la ecuaci6~ 

(4.1. 32.) es estacionario cuando la ecuación difP.r<'ncial (4. 1. l<;) 

se satisface. 
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f·.z Formt1lación Variacional del Elemento Finito 

4.2.1 Introducción 

El concepto fundamental del método del elemento finito 

(MEF) consiste en que cualquier función continua en un domi

nio dado,· puede aproximarse mediante una sucesi6n ~e funcio

nes que se definen en una serie de subdominioo dentro de los 

cuales estas funciones son· conti?uas y las cuales se inter

conectan para aproximar así la función dada (Fig.4.2.1} 

,Desde un punto de vista físico, el concepto fundamencal 

del método del elemento finito consiste en que para resolver 

·un siste~a que representa una estructura física sujeta a 

ciertas condiciones f!sicas, se pu~de utilizar un ·modelo 

aproximado compuesto de una serie de elcmento·s que. se inter

'conectan en una serie de puntos llamados nodos (Fig.4.2.2)y 

·cuyo comportamiento es conocido a trav€s de ciertas ecuac.io

nes p®stablecidas y que corresponden a los tipos de elemen-

tos usados y al nGmero de nodos en cada uno de ellos.,· 

La solución de las ecuaciones del modeló pueden ser 

exactas, pero el modélo en si es una aproxirnaci6~ discreta 
' 

al sistema físico y la solución de dicho modelo se aproxima 

,a la solución del sistema real. Los antecedentes del método 

.del elemento finito datan de los ~Hos 50's cuando surgiÓ del 

análisis de estructuras aereonáuticas, y ha evolucionado ra

pidamente hasta expander sus aplicaciones a varios campos d~ 

la ingeniería como son la transmi~i6n de calor, la elastici

dad, mecánica de fluidos, estructu•as, lubricación y otros 

muchos. 

·L:'.2 FOrmulación de un Problem·a de Ingeniería 

La formulación matemática en problemas de ingeniería 

generalmente se p.ucde ef.ectuar en· dos formas diferentes, 

-~----~~-----·--·-·-··-- .. -------------- ---------------- -
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la primera considera el compoitamiento de ·una área o volumen 

~nfinitecimal del sist0.rna y las ecuaciones correspondientes 

se formulan en forma diferenical, y como el área o volumen 

con~·id~rado es representativo de toda la regi6n, las mismas 

ecuaciones son válidas para todo el dominio de esa región. 

Como ejemplo tenemos la ecuaci6n de Reynolds en la lubrica-

ci6n hidrodinámica de cojinetes Fig 4.2.3 la cual es una 

ecuaci6n diferenical .~n dos dimensiones que se deriva a par

tir de un elemento infinetesimal y es de la forma: 

1 
R¡ 

(4. 2. 1) 

en do11de h es el espesor de la capa lubricante, e es la 

coordenada polar angular, z es la .perpendicular al plan·o 

(x,y),~ es la viscocidad del lubricante, w.es la velocidad 

angular de rotaci6n de la flecha y. P es la dis tribuci6n d'e 

ia presi6n al red~dor y a lo largo del eje z. 

En la segunda alternativa se postula Uil principio 

que englobe la regi6n entera o dominio ~ad6 y ~onsecuente

men~e es una formulaci6n en forma Integral y la soluci6n'' 

es generalmente dada por valores extremos de dicha integral. 

Este método es conocido como el Método Variacional y como 

ejemp~o se tiene el caso de la energ!a potencial de cuer

pos elasticos, en el cual se. eitablcce que la ~onfigura

ci6n del equilibrio est~tico de una estructura .deformable 

requiere de una energía potencial mínima. Esta energía se 

r~fierc al total de la energla de toda la estructura y se 

obtiene mediartte la suma de energ!as de las partes de la 

C'!Structura. . 

. De tod<>s las posibles c,onfiguracio·nes que la estruc

tura pueda adopt~r, aquella que ceda un valor mínimo a la 

energía poten\:ial nos da la configura.ci6n de equi~ibrio. 

Esto se canee corno el _Principio de la· E~erq!a Potencial 

Mín,ima. 

·---------·-
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' Resumiendo lo anterior, 0l ¡>rocedimiento para desarroll~r 

el análisis de una estructura deformable consiste en establecer 

un funcional, el cual es el valor de una integral y que tiene 

la forma 

lT 
Xb _ 1 F ( x-, "\ , '1' ) d X 

X<>. 
'(4.2.2) 

en donde 
d l.\(•) -ox (4. 2. 3) ) 

Una vez establecido este funcional se procede a encontrar 

sus valores extremos, lo cual requiere que su primera varia

ci6n ~ea igual a cero, es deci.r que cumpla con la.condicidn 

de estacionaridad de una integral mediante: 

o (4. 2.4) 

Cabe mencionar que encontrar el ·valor estacionario de 

una integral es similar a encontrar los valores m~nimos o 

mixirnos de una. funci6n en c¡lculo diferenical, excepto que 

ul minimizar una función se obtiene un valor de la varia

ble independiente que nos da un m!tlimo en la funci6n, mien

tras que al minimizar un funcional se obtiene una función 

que al integrarse hace el valor de dicha integral mínimo. 

Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a 

discretizar la integral mediante la siguiente ecuación 

. XI> X, .

1 
X 'l. 

1f= J nx:u')J:x_ = { r'('J..,"\,'\')ch + ~(x.~.~·)aH 
x._ )(o.. X , . 

Xb 

+ JFCx.'-t'l·lax (4. 2. s¡ 

x .... 

·~----~------·~-----~------·-·------ ~- -----~--
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O bien: 

TI = 11, ... ih ... lT' + ... + 1T" (4.2.E.) 

La. integral total rr ahora consiste en varias integrales parcia

les ;r., cada una extendiéndose en los subdomin ios ( x. -1, x.) 
1 1 1 

El. concepto de discretizar la integral de la ccuaci6n 

puede tener una interpretaci6n f!sica al dividir el do

minio de la Eunci6n ~n una serie de elementos a los cuales 

se asigna cada una de las integrales. La ventaja es que ahora 

es pos~ble usar alquna aproximaci6n polinomial (lineal, para

bólica etc.) para la función Y(x) en cada integral, es decir 

en cada elemento. 8sto permite que el valor de cada funci6~ 

integral sea ur•a función de los coeficientes utiliz~dos en 

el polinomio de dicho elemento. Entonces la integral teta~ 

n ·es: tambi~n 11~a funci6n de los coeficientes polinomiales usa

doS en cada uno d~ los E~e!tlentos y la. condic~Ón de la ecuaciér, 

se satisface s1. 

o 
(4.2.7) 

donde las a.'s son el juego completo de co~ficientes polinomia
l 

les usados en cada elemento. 

Al substituir la funci6n Y(x) por una aproximaci6n ~oli-

el problem& se reduce a encontrar los 

C?cficientes de los polinomios usados en la aproxima~i6n. 

Es decir, la solución dircc.ta de .la ecuación (.:;.2.2) sujeta 

a fas condiciont!S (4.2.3) puede ser bastante ccmplicad..J. y es 

ncccsar~o aplicar los cbnccptos de c5lcul6 varjacional, sin 

emb~rgo el problema se puede formular mediante la ecuación 

(~.2.-'3) 'i al substituir la .aproximución polinomial el· proble

ma se puede rPsolver aiqe~r5i·camcnte 

···--------·---··-----·- ---. ·-----~--C··------ -·-·---·-- ----'--, ·--~-·- .... ________ :__ _ __:__.,~~-
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4.2.3 Energía Potencial 

En la introducción d.e conceptos fundamentales del método 

del elemento finito se derivaron unas ecuaciones algebriicas 

de equilibrio que en forma matricial se pueden expresar como: 

[K1{D}={P} <4.2.8) 

E.ste sistema de ecuaciones representa un modelo matem~ti

co cuya interpretaci6n ftsica ·c~t§ directamente relacionada 

con la definición de un sistema físico el cual consiste de un 

cuerpo deformable caracterizado por la matriz de propiedad~s 

elásticas 1}]. 
·. 

actuan. sobre el sistema y por las cargas que 

· .{p} que ocasionan ciertos desplazamientos en dicho cuerpo {r)} • 

En general, un· cuerpo el¡stic~ es la composición d~ una 

infinidad de partículas las cuales interactuan entre si y 

producen ciertas respuestas a clertos perturbacio~es y dado 

a que existe un número infinito de partículas en cada cuer

po no es conveniente describir la respuesta de un sistema 

elástico en términos de los desplazamientos de cada partí~ 

cula, m&s bien se to~a un número _finito de puntos que pue

dan caracterizar el comportamiento del sistema. 

En ciertos casos es posible formula~ las ec~aciones de 

equilibrio en base a relaciones directas de carga y despla

zamiento, como es en el caso de resortes lineales, o vigas, 

pero en otros casos no es tan evidente la relación de carga 

~- jcformaci6n y por lo tanto es conveniente usar m¡t~dos 

dlternativos para la formulaciSn de las ecuaciones de equi

librio. Uno ¿e estos métodos se basa en la expresión de la 

energ!a potcnci~l la cual se d~fine como sigue: 

La energia pdtencial de un cuerpo deformable sujeto a 

cargas estáticas es igual a la enerqla interna o de defor

mación almacenada en el cuerpo deformado menos el trabajo 

--~--~~----- -·------- --------------~--- ___ ____.:.__ _____ . _____ ------------· 
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realizado por las cargas que actuan en_el a lo largo de los 

desplazamientos de los puntos de áplicaci6n de dichas cargas. 

Esto se puede expresar como sigue 

V= u- w 

en donde V;Ener~Jia potencial 

u~Energ!a de def6rmaci6n o interna 

W=Trabajo de las. cargas aplicadas 

Como ejemplo podemos considerar e·l caso s·imple de un re

sorte lineal mostrado-en la Fig. 4.2.4 .El desplazamiento O· del 

extremo libre del resorte es ocasionado por la carga ? aplica

da. en ese extremo en tonces la energ!a potencial se puede e~

prcsar como: 

V== I ~X d X - L~ J X 
o 

(4. 2. 1 ü) 

En esta expresi6n,· la primera iritegral representa la 

energ!a de d~formaci6n y la segunda el trabajo realizado por 

la carga sobre el resorte de constante K. Al .integrar se ob

tiene: 

V ' \e:. D
2

- PD 2. (4. 2. 11) 

Es decir la expresión de la er.ergía potenCial _es el val·or 

de una integral y por lo tanto V es un funcional el tual puede 

ser minimizado, de acuerdo-al princi~io ·de la energia potencial 

mínima. Entonces de la ecuación(4.2.4) se tien.e qce: 

SV-::. ( KD- ?)óD (4.2. 12) 

. . 
·--·--·-·-·------·-··-·-· .. ·- ......... _ .. _, ______ ------·--· ·------·-· -- .. -----· --- ---"-·---· ·----. 
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La cual es consistente con el principio de trabajo virtudl 

y dado que ÓD es diferente de_cero entonces 

K D- P o (4.2.12a) 

Es decir que el desplazamiento D que resulte en el equili

brio del sistema es tal ~ue: 

f' 
\( (4.2. 12b) 

Gráficamente la ecuacion(4.2. 11) se puede representar por medio 

de la suma de dos funciones tal como se muestra en la Fig(4.2.5) 

de tal forma para un potencial mínimo se tiene que el desplaza

miento o es aquel que produce el equilibrio. 

4.~4.sistemas con Varios Grados de Libertad 

Por definición los grados de libertad son aquellas varia

bles que definen completamente y en forma única el estado o 

configuración de un sistema dado, por ejem~lo, el sistema de 

resorte lineal que se acaba de ver es un sistema con un solo 

grado de libertad ya que una sola cantidad define el estado 

del sistema, esa variable es el desplazamiento lineal del ex

tremo del resorte. Si en ese extremo se anexa otro resort~en 
tonces e~istcn dos grados de libertad y asi sucesivamente. Sin 

embargo la naturaleza de los grados de libertad no es necesa

riamente la misma, ya que éstos se pueden referir a desplaza

mientos, rotdciones, temperaturas_o también coeficientes de 

un polinomio que aproximan una función. 

Si consideramos un sistema.elástico con n grados de li

bertad el cual esti sujeto a ciertas perturbaci~nes. Entonces 

la energla potencial total se puede expresar como un funci6n 

de estos n grados de libertad o sea 

(4.2.11) 

----- ----------·------
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entonces la primera variación del potencial con respecto n los 

la cual debe cu'!'plir co~o la c:ondición de estacionaridad de 

la ecuación (4.2.4), es de¡::ir ó:r=O y por lo tanto: 

o 

(4.2.14) 

(4.2.15) 

De acuerdo con el principio de energia potencial mínima. 

la ecuación (4.2.1:5) define la configuración de equilibrio del 

sistema .. 

Un ejmplo de un sistema cnn dos grado de libertad es el 

que se muestra en la Fig. 4.2.6 el cual consta de dos resortes 

linea~es empotrados, y una barra rigida ligada los dos resor

tes con una carga puntal como se muestra. La expresión para 

la energía, potencial se puede escribir ya integrada como: 

es: 

l 2 V = .!. k D + .L 1< 2 ( D + eL) - P ( D -t ea.) 2 1 . 2 
(4.2.16) 

Al substituir v por 1T en la ecuación (4. 2. 5) el resultado · 

;)Y _ \{, i) + \o:¡ D + kt.6L - p 
oD 

~ = k2. LO + \<¡ L2 e - a. P 
a e 

o 

o 

(<{.2.17) 

(4.2.1Hl 

que en forma matricial adquier"~.i la siguiente fomra 
.~. : .. :. 

1 

.1 
------------·-·-· --------~------· -·-·------
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(4.2.1'1) 

qúe se puede reducir a la forma comUn de las ecuaciones de 

equilibrio 

(4.2.20) 

• 
En la ecuación 4.2.19, (.p) y (aP) son llamadas las fuerzas ge-

neralizadas correspondientes a las coordenadas generalizadas 

(D) y (0). 

De este ejemplo se puede concluir entonces que la matriz 

de rigidez es una matriz simitrica es decir k .. =k .. y 
l] Jl 

tambiin que el pro~ucto de una fuerza generalizada por su 

correspondiente coordenada siempre tiene unidades de trabajo. 

Si un tercer resorte es anexado al sistema digamos en el 

punt\> intermedio de la barra, .el sü;tema se convierte en un sis

tema estaticamente inditerminado. Sin embargo las coordenadas 

D y 8 son aun suficientes para determinar la configu~ación del 

sistema y dos ecuaciones de equlibrio son generadas, es ~ecir

la indeterminación estática no afecta el procedimlento general 

básado en la minimización del potencial. 

·l.2.:·F ..... rrnul.lción General Usando Campos de Desplazamiento 

Antes de desarrollar una expresión general para la energ!a 

potencial de cuerpos elSsticos es conveniente des~ribir el con

cepto de campo de desplazamiento y aproximaciones. 

En muchos sistemas mecánicos la configuración del mismo en 

un insta~te dado puede ser expres.ada en tªrminos de los despla

z~mientos de ciertos puntos de referencia, los cuales ~cpresen-

¡ ___ · ---··-- -·------------~~·-. ________ ..:...._ _____ -~~------ ·-----
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tan un campo de despl~zamientoa cun respecto a un marco de re

ferencia. Por ejemplo el campo de desplazamiento de una barra 

elasti<:a de sección uniforme con una carga axial Fig.4.2. 7 se 

puede describir en tªrminos de lo~ desplazamientos en los·ex

tremos de la misma en una fo~ma lineal. Es decir el desplaza

miento en cualquier punto intermedio_de una barra se puede ex

presar como una función del despl~zamiento de los puntos ex

tremos de la misma con .una relación de la forma 

Dx (4.2.21) 

. . 
Dond~ Dx es el dcsplazam~enot de un punto en la coordenada x 

d~ la barra, Les la longitud original de la barra y D(i,j) 

~s el desplazamiento del extr.cmo (i, j) de la barra. 

·La' ecuación (4.2.21) _puede escribirse en forma matricial 

'como sigue: 

Dx (4.2.22) 

Si consideramos que la barra rep~esenta un elemento con 

el nodo i en el extremo i y el nodo j en el extremo j y que 

fes el desplazamiento de un punto'cualquiera del elemento en

tonces la ecuaci6n(4.2.22) se puede expresar en forma matricial 

corno sigue: 

(4.2.23) 

En el caso de un elemento en dos dimensiones como el· mos

trado en la Fig. 4.2.8 el vector' {d}los ·desplazamientos en dos 

dimensiones de los nodos· del elemento, entonces la ecuación 

(4. 2. 23) tendría la forma: 
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N, o Nt o Nl o u., 
v, 
1M 

"• 
en donde: ('o+-,.) (c+'1) 

('b- ~")(c-'1~ Nz = Ñ\:: o\ \Jc 
4 'oc 

(\otXJ(~-~) (l>-J<)(c+"'J 
) N., = 4loc 

(4.2.25) 
f'\-¡ = 

4 be 

N son llamadas las funciones de''forma'' o d~ in-
1_,2,3,4 

terpolación. La descripci6n del campo de desplazamiento para 

otros elementos ·también es posible en base de los desplaza

mientos nodales, es decir que es posible conocer el desplaza

miento absoluto de cualquier punto en un elemento. o estructu

ra conociendo el vector de desplazamientos nodales. Por lo 

tanto la formulaci6n general us.ando elementos finitos est~ 

orientad~ a obtener la soluciSn de un sistema coQ un nGrnero 

finito de grados de libertad, en donde los grados de liber

tad son los desplazamientos independientes de cada nodo y 

d~nde dichos desplazamientos pueden ser de traslaci6n o de 

rotación. 1 

La aproximaci6n ~ un campo de desplazamiento tambi~n se 

puede hacer en base a un polinomio cuyo grado de libertad sea 

el mismo que el correspondiente al elemento en cuestión, por 

ejmplo en el caso de la barra uniforme se puede utilizar un 

polinomio del tipo: 

(4.2.26) 

O· 

(4.2.27) 

·~-------··---~----~--------·- ___ ._ ____________________ _ --- -------------------···- --------~-----~---.-'. 
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en donde a
1 

y a
2 

son loa coeficientes de~ polinomio de grado 

1, entonce~ hay dos coeficien~es para un elemento que tiene 

dos grados de libertad, 

Los desplazamientos nodales ·~}se pue6en expresar en fun

ci6n de estos coeficientes substituyendo las condiciones de 

frontera 
U.-·. 

). 

(4.2.28) 

Entonces substituyendo en (4.2.26) resulta el siguiente· 

sistema: 

(4.2.29) 

Despejando '{a}_ de·(~-t.29) y substituyendo en (4.2.27_) se tiene 

-1 

)(] [.A1 {d1 (4.2.30) 

Invirtiendo la matriz [t~J y desarrollando ·el producto en la 
ecuaci6n 4.2.30 se obtiene la ecuaci6n 4.2.22 o sea: 

(4.2.31) 

En el caso de un elemento planc triangular como el mostrado 

en la fig .4.~.'L la aproximaci6n se puede hacer en base a las 

sigui~ntes polinomios: 

~ : Q., t t:l.t X -+ ~ 1 "1 

V':. IÁ'I -+ Q.()( T o,, ~ 

Quenm forma matricial quedan expresados como 

(4.2.32) 

1 • • 
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1~~=l~ 
)( '1 o o ((1 

o X ().~ (4. 2. 33) 
o 

ll( 
a. .. · 

Tomando las condiciones de frontera se obtiene que para 

la dirección x 

(4.2.34) 

;· para la dirección y 

m 
1 , x. 

y, 1{"'1 - 1 x1 l\z o. ~ 

1 . X) '1; 1 él e j l ' 1 J ' 

(4. 2. 35) 

dt• donde 

E:l 
r _/\_ r ( u.: 

- l l u, 1 - LIJ 
(4.2. 36) 

y 

Substituyendo(4.c.3G)y·(.;,2.J7) en la ecuación(4.2.33) se obt'.e:1e 

U ::: [ 1 X 'i] [A f' l U. Ut U:) T 

...¡ :o· t 1 X '1]L J\. f { 'ú. 1ft \T1 1 T 

y donde .,_.·¡.X¡ 1.\.:~- X 1 "1 1 

(Al- . '11. .:'\1 

X1-Xl. . 
. •l 

'h - "1, 
Xo -. Xl 

(4.2.38) 

(4.2.39) 

'· 

X,·~.~ - Xt '1,1 
~. -"'l (4. 2.40) 
X1._)(, 

----·------ ----·---·- ._ .. ________ ,__, ._,_,,._,_, ___ _ 
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substituyendo (4.2.40) en (4.2.1fl). y(4.2.39) y reduciendo el sistema 

resultante es 

(4.2.41) 

en. donde 
1 l "Z.A (XJ- )(~)'i 1 

N,= -\- ('h·'-11)X + 
2."1'. 3 

(4.2.42) 
. . ' 

1 r 2 !l. ('h-·4,)X ' ll\,-Xl)'i1 
Mt~ 2.A l3 + + (4.2.43) 

(4.2.44) 

De la misma manera se puede aproximar el campo de desplazamien~o 

·para un elemento cuadrilatero plano de la Fig~.2.8 usando poli

nomios del tipo: 

(4. 2. 45) 

(4.2.46) 

Los cuales condu-cen a un sistema equivalente al dado en las 

ecuaciónes(4.2.24) y (4.2.25). ' 

4.2.6 Exprsión General de la Energía Potencial 

Podemos considerar ahora el caso general de un cuerpo elás

tico en el espacio el cual·está sujeto a cargas que producen un 

_campo de dcsplazafuientos, deformaFiones y esfue'rzos tal que en 

un punto dado de.dicho cuerpo y con respeéto a un mar~o de re

ferencia, los vectores de esfuerzos y de deformaciones son: 

(4.2.4'/) 

; .. · 
.. ___________ . _______ . ~-------~c. ______ . --



,. 

y 
(4.2.48) 

ta real~i6n esfuerzo-~efnrmaci8n puede escribirse como: 

{G"J~LE1it:\+ tcr:.\ (IH~~l 
en donde [E] es la matriz de propiedades elásticas del .material 

y el vecotor (o 0 }es ~1 ~ector de esfuerzos iniciales (dichos es

f~erzos iniciales pueden ref~rirse a los esfuerzos presentes si~ 

la aplicaci6n de las cargas externas, ~amo podrian ser esftierzos 

residuales, esfverzos de ensa-mble etc.). 

La definici6n ¿e energía interna o de deformaci6n se pue~e 

escribir como 

(4.2.50) 

Esta pncr~!a de deformaci6p es originada por ci~rtas car

gas que actuan en el cuerpo las cuales desarrolan un cier.to. 

trabajo. Estas fuerzas se pueden clasificar en fuerzas internas' 

o de. cuerpo, que en un punto cualquiera tiene la forma: 

(4.2.51) 

y el vector de fuerzas de s~perficie expresado por: 

(4. 2.52) 

Entonces usando las expresiones (4.2.41) a la (4.2. 52) y la expre

si5n gc11eral de la energ!a potcrtcial de la siguiente forma· 

'1f~J(-Ut:}1 LEl{é\ + fEn<l.\)Jv . 

· 
110

' -j{f]ífF}diJ JifrB1ds .(4.2.53) 

_ .. :.:.~~-· -----· _. ·-- ----~--~------------~ -~---· ---
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en donde la p~ime~a integ~al ~ep~esenta la ene~gia inte~na 

o de defo~maci6n, la-segunda integral ~ep~esenta el trabajo.de

sarrollado por las fuerzas de cuerpo sobre la estructura y la 

tercera integral representa el trab~jo desarrollado por las 

fuerzas de superficie sobre el cuerpo. La ecuaci6n (4.2.53} -es 

. una forma más general de la ec·uaci6n _,(4. 2.·9) 

~~6 Formulaci6n Elemental en Base a la Enerq!a Potnecia~ 

El objetivo ~hora es formular las ecuaciones que carac

terizan un elemento en base a la minimizaci6n de la energía 

potencial usando la expresi6n general (4.2.53} y la expresi6'n 

del campo de desplazamierito [f}~ju v w}. 

Primeramente las deformaciones en un elemento se pueden 

~xpresar en termines de los desplaz~mientos nodales a travis 

de.la siguiente expresi6n 

(4.2.54\ 

en donde [sJ es la matriz esfuerzo-deformaci6n que en el 

caso general de un material elástico isotropico es de la forma 

'::t 

1- l) V lJ o o o 

.V . 1- i.J j) o o o 

tB1 
t· lJ j) 1" j) o o o (4.2.55} 

(1+~.) (H.IJ) 1~"2.11 o o o o o -z. 

o 1-lll o o o o 7 

o o o o o 1-H.I 
-=r-

. 1 
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Substituyendo las ecuaciones l~·2,23) y!~·1,54)en('l-l,5.1) la energía 

potencial puede expresarse como; 

Jfe = i ~ J1T (S [p,JT[€1 [B1 Jil) id} + 
Vol 

LJFjcr;JT{\I·l dv 
Vol 

- fd1TJ[N]Ti¡::1 J~ idr f[N]
1 f P} Js (4.2.56) 

Vol 51.{' 

En esta ecuación el subíndice en iTe indi~a que la cnerg_Ía 

potencial es de un elemento y por lo tanto el vector· (d} es el 

vector de desplazamientos nod_ales de un elerne·nto soiarnente, y 

para una estructur~ compuesta de varios elemen~os se tiene que 

la energía potencial total se expresa como la sumatoria de las 

energias potenciales de cada uno de los elementos y la energia 

potencial total queda expresada como: 

1h 'l\DJT(~i.[BJ'[q[il]J1 (D] +{b)Tf(¿[oJ'{<o\dV 

- f[Ñ]1 f¡:1 Jv-J [N]1 t~\dS) {ur tP) 
>Jo\ · S"'f 

Una vez encontrada la expresi6n generil de la energia 

potencial se procede a encont~ar el valor extremo del funcio

nal nT substituyendo en,la ecuación(4.2.4) lo cuaÍ resulta en 

el sistemd de ecuaciones dado -por ló. ecuación(4.2.7) o 

(4. 2. 58) 

Entonces al substituir np dada por la ecuaci6n (4.2.57) en la 

ecuación (4.2.58) s¿ obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 

\. ... ..- de equilibrio. 

. . . 
. . 

--·---· ·····-· __ . --·--- ___ :_ ·---------· ---



r~.J(s}T[t]ls)dv)t~>1 = ~ (- jrelf~) d'J + J[N}T{F1 J\}_ 
l . ~1 . ~ 

vol . (4. 2. 59) 

+ f(ll)1tp1 as) t {P1 
Su~ 

La ecuación (4. 2. 59) se puede abreviar en tal forma que la 

sumatoria de las integrales del lado iz4uierdo de la misma 

sea identificada como la ''Matriz de Rigidez'' .y la sumato.

ria de integrales del lado derecho de ra ecuación como vector 

de cargas general izadas, entonces ·1~ ecuación l'l·l·'t~) queda 

Ejemplo. Podemos considerar un caso simple en forma general 

mediante el cual podremos establecer la siguiente secuencia 

. de operaci.ones 

. r u, 1 _ r , . o 1 I a., 7 _ (.A] ( {(_1 
iJJ==tlAl{-L' L lQt.J-L l ~ 

L 

U - ( ! E e 7. A dK 
- j., L Cx 

(4.2;61) 

(4. ?.62) 

(4.2 63) 

14.:~.<,1¡ 

(4.2.65) 

--------------,~-
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\¿e.= T l-' Matriz elemental de riqidez 

(4. 2. 66) 

(~. 2 • .... - \ 

Podemos considerar un ejemplo unidimensional para descri

bir el método Rayleigh-Rith con¡o el mostrado en la Fig.4.2.10 en 

donde ei área (S) y el módulo elástico (E) son constant-es y· la 

carga distribuida (q) son tales que 

J_ (4. 2. 08) 

Las condicior•cs de frontera son: 

(4.2.6~) 

u,)<,. o 

La energía potencial se puede expresar como: 

·L l 

lT == J t-t t.A,7.>< Jx -J u ('4 Jx) 
• 2.. () 

(4.2. 70) 

5uhst ituyendo l.os valores dados en(4. 2.68) y asumiendo que los 

.. :i es ~' 1 a z a m i en t o~' u son de la forma u=a
1

x 

1 ll., :: 3 

entonces 

(4.2. 71) 

(4. 2. 7.') 

/, 
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Si se asume. ahora que 
2 

u=a -x+a x 1 :! 1 
eito~ce& la energia potencial 

queda como sigue; 

(4.2. 7l) 

(4.2. 74) 

[o..,} f v.~} 
lh l-t;~ 

(4.2.75) 

Sumarizando Resultados; 

.l""1 -'2.'500 .'3J3 

2 
Tcr"'i"o .1'302 

• 'S Pl • 0&33 

.1'2.'24 " 2l'I'Z. • 3 0'1 1 ."S'OOo .o 

Si asumimos un polinomio de 3er grado para u(~res t€rminos) 

ob!J!ildríamos la solucion exacta pdrque ·la solución exacta es 
,.· 3 

cúbica de la forma u~(3x-x ) /6 o .sea 'que el método Rayleigh-

Ritz basada en 

(4.2.76) 

. daria como resultado_, 

O.., = 111-
. 14.~. 7'1) 

.. 

.. . 
~----------- ·-------~------------~--- ~~ ___ : ------·--·--·-
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y si se ~ncluye~an m&s tfi~minos como po~ ejemplo 

la solución sería: 

a.,= y2 
Cl.t.':. o 
Al = -Y(. 

ú~ = ás-"' .., a" -= o 

(4.2.78) 

(4.2.79) 

El Método del Elemento Finito y su relación con R.R 

Podemos considerar ahora la barra del ejemplo anterior 

pero dividida en tres elementos como se muestra en la Fig 4. 2.11 

Para cada elemento existe una matriz de forma tal que el cam

po de desplazamientos en cada elemento se puede expresar como: 

(4.2.80) 

y donde {1 (4.2.81) 

Las deformaciones son dadas por: 

(4.2.82) 

Usan<h> la ecuación(4.2.82) en la ecuación(1.2.80) 

(4.2.83) 

en donde (4. 2. Sol) [B]= ~ tN] 
· dS 

- . 

.;•_ 

¡·~ .\ 
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y donde que Ex es escalar entonce~; 

2 T 
Ex::: tx ti( (4.2.W•) 

Substituyendo la ecuación (4. 2.H5) en la expresión para la 

en.ergia de un elemento se obtiene _que 

J . 
V J 

At '1 ·= -E ().X= }.. 1. X 

o 

(4.2.86) 

lo cual se puede· expresar en forma compacta corno: 

V· J. (4.2.87) 

(4.2.88) 

Por otra parte el trabajo realizado por la carga es 

y el potencial total tle 1:. estructura es 

Suponiendo que para cada elemento las propiedades 

con las propi~dades de las ecuaciones (4~2.G8l y adern&s 

l= '13 

(4.2.8')) 

.(4.2.90) 

cumplerl 

(4.2.91) 



1 

1 
! 

Expandiendo los vectores al r~ngo de la estructura se 

tiene que el vector global es 

(4.2.92) 

Substituyendo las condici.on·es(4.2.91) en(4.2.90) y expandiendo al 

.rango de la estructura, 1~ en·ergia potencial es: 

-iof 

3 -3 o o 
-3. 3 o o 

o o o o 

o o o o 

1 

S4 

Minimizando ·la energ!a potencial se obtiene que 

la cual resulta en el s i'gu i en te sistema de ecuaciones 

librio 

3 - ~ o o U, Ys~ 
-3 " ..¿, o \.{¡ 

'ls-1 
: 

o -~ " -~ UI 11/'>1 

o o -~ 3 l.(" i'/s-1: 
,. 

(4. 2. 93) 

_(4. 2.94) 

de equi-

(4.2.95) 

-------------· ------------·---------·--------- ------------



' ·- La Matriz cuadrada del lado izquierdo de esta ecuación es 

singular debido a que no. se han impuesto las condiciones de 

frontera de la estructura, ésta condición es 

u.l::: o (4.2.96) 

Al imponer la condición (.3.96) en la ecuación (4.2.9S) se 

obtiene 

(4. 2. 97) 

de donde se obtiene que u
2
=.1605, u

3
=.2840 y u

4
=.333 los 

cuales son exactos sin embarqo son apcoximados en cualquier 

otro punto, por ejemplo en x•L/2 5e tiene 

(4.2.98) 

(4.2.99) 

El valor exacto de u en x=L/2 es óe 0,2292. El esfuerzo 

en el elemef\to iesO.=(Eu l.otambién 
t , X ~ 

(4.2.100) 

Substituyendo· l¡:¡s condiciones (4.2.91) en < 4 ·~· 10 0) se obtienen 

los siguientes resultados: 



' 

s!S 

L 
(f, : . 4 & 1 S J. xo.do e" X= 

'" 
~'l . 3104 

\.. 
= LX a.c.~ ~~~~ )G::. z. 

<r} • 1 4 8 \ Rx .. c. lo· e"' x.~ ~ 

" 

Es decir los esfuerzos no son continuos en el modelo y los des

plazamientos son m5s exac~os que los esfuerzos como se pued~ 

apreciar en la Fig. 4.2. 1Z 

De estos dos ejemplos se puede concluir que el mitodo cli

sico de Rayleigh-Ritz (R-R) es aproximado pero.mis exacto si 

se utilizan mis términos en el polinomio. En el caso de cargas 

destribuidas el método de R-R puede ser exacto si se usan su

ficientea términos en el polinomio y la inclusi6n de mis tér

minos no cambia la soluci6n. 

Por otra lado u~ando elementos finitos se llega a resulta

dos exactos si las cargas se localizan en los ~odas y es apro

·Ximado para el. caso de cargas distribuidas pero' puede ser bas

tante cercano al exacto si se usan mg~ e:ementos. 

El método cl5slco de R-R utiliza un polinomio que se apli

ca a todo el dominio de la estructura, mientras que el método 

del elemento finito utiliza un polinomio ap~a cada elemento. 

42J0Modelaci6n de Sistemas con Elementos Fin~tos 

Existe una variedad muy grande de sistemas mecinicos y es

t~ucturiles los cuales requieren de una soluci6n la cual no es 

siempre trivial ni simple de obtener, en'tales casos es pric

tica comGn hacer una clasificación de efectos significantes y 

otros que P?r su naturaleza pueden considerarse insignificantes 

o ignorables, de tal manera que en general siempre se habla en 

'···· términos de una solución aproximada a la solución real del sis-. 

tem~.o de una soluci6n exacta o aproximada.de un modelo aproxi-

----·-·-···-···--- ----
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mado al sistema real, 

E~ la formulaci8n anal!t1ca de un sistema, las suposicio

nes de que algunos efectos son ignorables tier.en corno objetivo 

simplificar los procedimientos de calculo, sin embargo a 

travls'del desarrollo de t~cnicas d1qitales se han podido me

jorar dichos procedimientos, aunque en general siempre es ne

cesario hacer algunas suposiciones respecto a aquellos efec

tos que pueden ser ignorables o simplemente no dominantes. 

ta formulaci6n con· elementos finitos tambian requiere de 

suposiciones lÓgicas en hase a la naturaleza del' sistema en 

cuesti6n y para tal efecto se han desarrollado una ~ariedad 

de elemntos cuyas propiedades son represntativas de algunos, 

casos especificas de sistemas y así se tienen por ejemplo ele

mentos-planos para la simulaci6n de problemas bidimensionales 

de esfuerzo plano o ·deformaci6n plana, elementos viga en dos 

y tres dimqnsiones, elementos s6lidos o -de volumen, elementos 

cascaron y otros varios que tienen prop6sitos especificas. 

Ep general, el an&lisis y modelaci6n de un sistema es 

un proceso'que se desairolla.en varias etapas que son: 

l.Definición del sistema fisico 

2.Definición de condiciones de frontera 

3,Detinici6n de i~entes de perturbación 
}_1 

4,Definici6n de variables de respuesta 

S.Definici8n de 'fectos despreciables· 

6.Desarrollo del ~odelo analítico o 
~ . . ' 

modelo matemático 

7.Apiicación ~istemática de procedimien

tos de C<ilculo 

8.Inteipretaci6n de Resultados 

Cabe mencionar que un entendimientn gcn(::ral d~l !i i~;t(~tnll 

·en cuesti6n es siempre b&sico ~importante pues 1~ dcflr1ici6n 

------------ ----- -- -~--~- -- -------------------- - __ : _______________ . ______________ :_: __ --·---------·--------



1 

1 

1 

,1 
:1 
¡1 
¡¡ 
1 

11 

il 
il 
1' 

1 

il 
11 
11 

" ,, 

l! 

1' ,, 
l, 
¡i 

1 

del sistema físico, de las condiciones iniciales y de frontera 

y la definici6n de agentes perturbadores puede depender de. un 

entendimiento bastante completo del problema que se esti ~na

lizando ya que una formulac~ón erronea conceptualmente genera 

resultados que n6 corresponden al verdadero problema. 

En el irea de aplicaciones· del mitodo del, elemento finito 

se parte de la suposición que el anilisis conoce y entiende el 

problema en cuesti6n, de tal form~ que los puntos del al 5 

dei porceso de anilisis queden satisfactoriamente estableci~os. 

En el punto 6, referente al. des~rrollo del modelo mate~i

tico es necesario que las car~~tcr16ticas de los elementos. ·~m

pl,~c~dos sean compatible~; con el ·.;omr-ortamiento ~encral del .sis-

t·~r.:a y por compi.LtihilidC>d se ,,nt iende' que el conjunto de ele-

rncnt~~ que compqnen el sistcrn~ sean capaces de reproducir en 

forma aproximada la respuesta del sistema a las perturbaciones 

y condiciones a que está sujeto. 

Son varios los aspectos. que se deben tomar en cuenta para 

la selecci6n de los elementos apropiados para cada caso, por 

ejemplo: 

-El número de nodos del elemento 

-El número de grados de libertad 

-Condiciones haturales de frontera del elemento 

-Tioo de cargas admisibles por el elemento 

-Tipo de geometría permitido por el elemento 

-Sistemas de coordenadas permisibles del elemento 

-Limitaciones del tipodlelemento 

En la Fig. 1.\·1:13 se muestran algunos elementos que en gene

ral pueden ser aplicados a la modelaci8n de varios tipos de sis

tcnlas y a continuaci6n~se presentan algunos casos especificas de 

aplicaciones a sistemas real·es. 

--·--. ----~--- ----



1 

1 

1 

1 --

1 
1' 

1 

·-,_ 

z 

,1-----Y 
1 

a.TRUSS ELEMENT 
. b. THREE DIMENSIONAL 

BEAM ELEMENT 

t.PLANE STRESS,PLANE STRAIN ANO AXISYMMETRIC ELEMENTS 

d. THREE DIMENSIONAL SOLIO e.THICK SHELL ELEMENT 
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!THIN SHELL AND.BOUNDARY ELEMENT 
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TANGENT. 

g. PIPE ELEMENT 

BEND 

. ,.• 

,, 

------·-------~-----------



' ' ·-....... .. 

4. 3. Formut:!ClÓn de l<csíduos Pesados (MétOdo de Galcrkin) · 

Una formulación alt'e·rnativa g. la variacion·al es la d~no

~irla~a de residuos pesados. Esta formul~ción no requiere de uri 

postulado variacional qt1c aplique al sistema de i~t.er5~ y par

te de una man1pulaci6n directa sobre 1~ ecuaci6n diferencial 

que gobierna la físico rtel mismo. 

Una formulación diferencial resulta en una ecuación del 

tipo 

o (4.3.1) 

en donde L es \ln operador diferencial, con las cpndiciones de 

frontera 

l('(o\=0 

'{11(o)=b 
(4.3.2) 

Una función de campo que puede 

rieres se pue~e definir como: 

satisfacer las condicione~ ante-

en dondetNles una función de las cOordenadas 

es el vector de .valores nodales de 

es una funci6n a ''rr~uba!' 

{4.3.3) 

entone es , si t f} a es ~ verdadera funci6n,, al sustituirla en la 

ecuación (4 .. 3.1) el resultado es: 

o {4.3.4) 

la verdadera funci6n pero es una blJena aproximaci6n de la m)s-

am, entonces al sustituir en .4. 3. L el resultado es: 

{4.3.5) 

..¿ .. 

----- . -··----
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en donde R es un resid:1n. r.r: ,...rrnr r..1rlo por 

una b·uena aproximaci~n rl~~ la ~~crdadera función 

a es solamente 

.For lo tanto 

R se puede evaluar en puntas tJiscretos (nodos) e ig11alar la su-

ma a cero para minimizar el error, o sea 

(4.3.6) 

Pero una mejor so~uci6n seria la de distribuir R .sobre una regi6n 

de acuerdo a alquna función de peso w de las =oordenadas (nodales) 

antes de la i~tegración, es decir 

I w RdiJ o 
(4.3.7) 

" 
o sus'tituyen<lo la ecuación (4:3.3.)' en (4.3.5) y esta en (4.3.~) 

se tiene: 

f W L(cN] flf,¡j) dV= o (4.3.&) 

V 

La función de peso w puede ser· de cualquier forma en general 

pero'cuando se selecciona igual a las funciones de forma o. de in-

terpolación se tiene que w es igual a N y por lo tanto 

j [t{] L ( r.~H~.d) dV =o 
(4.3.9) 

V 

La ecuaci6n (4.3.9) es la formulaci6n de ''Ga.lerkin'' de ele

mento finito y si se aplica a cada elemento en la regi6n,. ae ob

tienen n ecu;\ciones simult~neas para n p~rimetros nodales en 

La solución del sistema de ecuaciones que resulta se desarro~ 

lla de igual manera que para :otros casos, aunque una desvetaja es 

que la ecuación (4.3.9) contiene dérivadas de orden más alto que 

las de formulación variacional. 

----~---'---------

~ \ 



Considerar la ecuación d ifer~ncial: 

Lu- f =o (4,3.10) 

en donde Les ur1 operador diferencial, y la aproxi~aci6n 

u. 
(4.3.11) 

entonces 

l U.- .f = E. 
(4.3.12) 

en donde (=error residual.La condición es entOnces: 

j NJ. E d~ =O 
R . 

(4.3.13) 

Es decir que el error E entre la soluci6n aproximada y la solu

ción real es ortcgonal_ a las funciones usadas ._en la· aproximación 

Ni. Este es el método de Galerkin cuya ecuación estable: 

j3:: .l. ,j • 1:. ... 

donde 

\{> = [ ~j. ' t-l L t-\ ~ ·' · 1 { ~ 1 
Un ejemplo es el siguiente, sea la ecuaci6n 

con condiciones iniciales 

<p(o) ::: 1 

q>'(o)::.. O 

=o 

Usando. la ecuciiin (4. 3.14) resulta 

j .t ( d2'1' H ) · 
e) NJ -»1. + 3 GlX -t-4 ~X= D 

1 es el l!mité de x 

(4.3.14) 

(4.3.15) 

(4:3.i6) 

(4.3.17) 

(4.3.18) 

~------- ---------------- ·-- ------~------------------------------·· --------------- --------··----.. ----------
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~ 
1 Aplicnci6n del Método de G:tlerkin a Vigns, 

" 1 

.............. ' 

La ecuaci6n fun-damental 

(4.3.19) 

Usando la ecuación (4.1.14) 

J'cr-~1T ( %~- ft ') o.x =o 
o 

(4.3.20) 

La función de forma óde interplación s• define sobre cada 

elemento, entonces para todo el sistema se tiene: 

H Ce) 

EI ) O.x == o 

Las funciones de interpolación son tales que: 

Entonces el Momento M se puede aproximar: 

(4.3.21)' 

(4.3.22) 

(4.3.23) 

Para ·reducir el orden de la integral en la ecuación(4.3.21) s.e puede 

integrar por partes entonces: 

· Xj f a [tJ<l)r ctu 
J [('{'~)1T ~ = [Nee)r ~1 _, c.tx ~ c.\x 

(t) (.{.¡tl. cAx. ' (11. 
1 ~;. lt) (4.3.24) 

Substituyendo en (4.3.21) se tiene: 

(4. 3. 25) 



1 
i 
i 

. ' 

La· primera integral nos da la matriz ~lemental de coeficientes 

{k(~)] en la ecuaci6n 

(4.!.1-f>l 

A través ~e la s~ma sobre to~os los elementos, la segunda 
. ( 1 integral produce el vector ry . 

•. 
El primer término de la ecuación (4.3.25) contribuye al 

vector lF} si dy/dx se define en cualquier extremo del elemento, 

si no se desprecia. 

Las integrales de la ecuación (4, 3. 25) se evaluan como si-

gue: 

t:rÑ1¡= ~ t'~1)1 1 f -: ! R 

. ' ~:::A (M1\Y} 'l ,1 t ~tr - - -1 

dx . d.:f.. J 

Entonces: 

y para la segunda integral: 

11{ M.i/EI) 
2. \ M¡ /E.t J 

--~-----~-- ---- -~------

·(4. 3,'27) 

(4.3.28) 

(4.3.29) 

(4.3.30) 

---~-~-
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 

IS"O C.WI 
c¡soo Ñ 

--..: " 
..___ """"- ...h ""' .. b 

c.o .. A ~ !o c. ... 

llodo M/EI: 

1 - 0·0001'1'1 
:z.. -O·ODO•l~ 

!> -o.ooo'I1C. 

'1 -0. OOO)Il! 

~ -0-000\~~ 

·e; ().0 

Las ecuaciones para el primer elemento son: 

_..!... p-''1f'ü) _ 3o r2. 11{ Mi./sr¡ _ fl-l< ~)d.~ 1 = {oo} 
'3o l-' ' ( '\¡ 1 "' l 1 '2. K~ /er. l t ;;. J -'~ vr-

11 
~o ( 4 . 3 . 3 1 ) 

. di{ ·1 . -~o •• (b.- ~:.0 1 el Último término desaparece. Entonces, una vez 

ensamblado el .sistema queda: 

1 - 1 li· -o. ooo1'1.4 
-l 7. -1 o 'h 

"l o -o. ooo&sr 
4 1 

-1 '2. _, 1{1 ' 
-0. OOO'I1l. ={o} +1~0 

1 '1 
-1 '2. _, "\,. 1~ \ -o. o 00111! 

o -1 '2. 
_, 

~r o 11 1 -o. o o o 1>'1 
_, 1 '1, 1 l .:o. o (4.3.32) 

que se puede reducir a : 

"'' 
.J'3"l 

1 -' 
-1 '2. -1 \{\ • ~11 (4.3.33) 

-\ 'l. -1 '\3 • '\ '2.8 • - • "l.i" •• ~.=o 
-l '2. -1 ~'f 

• \ '13 
-1 '2. -1 "'t • 02.':\ 

-1 'le 

---- ----'------ --· ·-··-----
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f1 
1 

i 
Resultados 

'"--". 

Nodo E. F, Teoría 

1 o o 

2 -. 3 3 34 -. 3335 

3 -1.2385 -1,2388 

4 -].5719 -2.5729 

5 -4.1929 -4.1929. 

6 -5.9559• -5.9559 

Conclusión: Sin comentarios. 

Ecuación de campo en dos dímensiones: 

:0 
(4.3.34) 

Áplicablc a problemas de: 

-Torsi6n 
·-· -: -Transmisió~ de ca(or ,. 

:Mec&nica de Fluidos 
• 

·L~ integral de Galerkin para el caso de la ecuación (4,3.34)e~: 

(4.3.35)' 

. ·-

·---=-------·--- ·----------- ~----~~ --- _:___ 
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Table 1 - Caupled Nade Displacements 

Nade 1 Nade 2 Directions ~ 
1 

1 1001 ux, UY, uz 
27 1027 1 ux, UY, uz ! 

' 40 1040 ux, UY, uz ' 

1 
SS 10SS ux, UY, uz 
70 1070 ux, UY, uz 
as 1085 ux, UY, uz 

102 1002 ux, UY, J,JZ 

119 . 1119 ux, UY, uz 
' '., 

215 1215 ux, UY, uz 
651 1651 .. ux, UY, uz 
664 1664 ux. UY, uz 
667 1667 ux, UY, uz 
709 1709 ux, UY, uz 
728 1728 ux, UY, uz 
747 1747 ux, UY, uz 
764 1764 ux, UY, uz 
781 1781 ux, UY, uz 

---·---------. ==~===·· =· ·=-' 
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Us1 * 

Us3 

U275 

U2i1 

U417 

U419 

U111 

. U719 

** <X1 ' 

<X2 

* 

·. ,. ., . 

. 

V sect ionl Tsect ion S section Ssec/pin · 

0.005~08 1 0.00'1'100 1 0.0040~1 o. 00"312. 

Q.OD5:!.24 1 Q.OD4914 0.00404'1 o.oo"!> 1s 

Q.OQSb:,C . o.oosnt Q.004'L"O Q.OC4175 

0.006~51 o·.oosc¡'ls Q.0049 'l o. 00414q 

o. o o 1'577 o.oo \61'1 9·00164'5 1 Q.QO'Z.lSS 

0.00 Zi6~ (J.Q02'Z.O~ O.OD22~S o.o0214B 

Q.OO 1788 o.OOIB\7 o.oo nq 8 Q.001l73 

o.oo 2117 O· DO 21.4S Q.0021Z.l 0.00\](.C. 

o .oo 10~4 . o. 000~29 O.OOOc,l'l o.oooszo 

o. 00 \077 o.oooqn 0.000704 Q.QQOS\~ 

TABLE 3 

U(¡) - Tangential d isplacement no de 1 ... 
<X(j) ·S lope ot pin side j 
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APPENDIX - DATA INPUT TO SAP IV 1 

l. HEADING CARD (l2A6) 

notes columns variable 

(l) l - 72 · HED(l2) 

NoTES/ ... ". 

·•. 

entry 

Enter the heading information to be 
printed with the output 

(~) Begin·each new data case with a new heading card. 

' .' .• l 
--·-~------'"-------.:.~ 



Il. 

Dotes 

\._. 
(1) 

(2) 

(3) 
i. 

(4) 

(5) 

!'. 
( .. 

:• .. , 

(6) 

'--
(7) 

(8) 

~arES . 

WSTER COHnDL CA RD (815) 2 
columns variable ent Ty 

l.- S !R'lt!i r Total numbcr oC nodal points (,joints) 
in th" model 

6 - 10 NELTYP Surnbi>r oC. elem.,nt groups 
r 

11 - ¡;; LL. 

16 - 20 NF 

:H - ~5 rmv:¡ 

26 - JO MODI::X 

31 - 35 NAO. 

.Numb"r oC 
CiE. ! ; 
EQ.O; 

structurc load cases: 
static analysis 
dynamic analysis 

Number'of !requcncies to be found 
in the eigenvaluc solution; 
EQ.O; stat1c analysis 
GE.l; dynamic analysis 

Anulysis type ende: 
Ew.O; Static anolySlS 
EQ,l;_ ~igcnvnluc.·'vt:ctor· snluti(>n·. 
EQ.:.I; Corct~d dynomi<: n•sponsc hy 

mocic superpositi.ou 
I::Q.J; 
EQ.4; 

Prugram 
EQ,O; 
EQ.l; 

respon~u ~pcctrum an~lys1s 
direct stcp-hy-st~p int·~ration 

c..oxecut ion modc: 
problt.'ru solut ion 
data check only 

Total number of Vc<:ton,. to be used 
in .. a SI!DSPACE ¡;o;TER~TIO!'i solut ion fa>· 
elgenvalues/v~ct<>rs: 

EQ.O; dL• f¡¡ul t ~t.·t to: 
MIN 1_2•:-;~·, !'iF+I:l} 

36 - 40 KEQD !'umber o! d<•.:rees of frcedom 
(equations) P"'" block o! storagc: 
EQ.O; calculatcd. automatically 

by the progrom 

(1) Sud<·~ ar<· lnbel~d with intcgcrs rangin¡: f>'om "1" to 
thc tntol numbL•r uf nodcs in thl' system, "Nt:~JN:p''. 
1'hc pru¡:~T:lm C'Xits v.·jth nn c1ia~nostit.' mt.•sS:ll!C" i·r 
~UlL~P. is :tt'l'o (0). Thu~, twn hlank cr~r"d~_ :n•t.' u~ed 

hl (.'nd th~o.• 1:-.st data <:ast.• tn n run; i ,l.'.,. onP hlank 
hl'ndinK c:nn1 (S~,.•ct iun 1) otnd on<..• bÍanlt c-;u-d lor 
this ·St.'(.:tinn. 

(:?) For each r11.f ft'rent ,,¡,.m,•nt typ<' (TRUSS, RF.AM. f'tC.) a 
new element ¡:ruup "'"'ti IJt' rl"fined; El,•m .. nts within 

"1" gruups nn• ;.l:..:~il!lh'tl •nL·t!t.'!' lalu .. •ls ran..:tn.,: (1·um 
to' the tut;ll nlanlh':' t,f·l·lt..•mL•nt~ in tht> .:r..tup. · 

Elé.·r:1L•nt .;!'onps ¡ti'' input tn s,·t.·tiun _1\', bt.•lu"'·· 

n.I 
--- ------------ ·----·------------~__:___ _____ ..J...J--
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MASTER CONTROL CARO (~ont i nuc•d) ' : ~. ' 3 

(3) 

Element numb<~rlng must begin with one (1) in Pnch dif!en·nt 
group. It is possible to use more !han one grotrr' for an 
element type. For example, all columns (vertical llc·nms) o( 

a building may be considercd onc group and tlw girdcrs 
(horizontal beams) mny lJe considercd anothcr ¡¡roup. 

At least onc (1) load condit!on must be specified for a 
static (NDYN.EQ.O) analysl.s. If thc data case calls furon.,af 
tlie dynamic analysis options (NDYN.EQ.l, 2, 3, or •1), no 
load cases can .be reQucsted (Le., LL is input as "o"). 
The program always proccsses Sections V (Conccntrat"d 
Load/Mass Data) and VI (Element Load Multiplicr·s) and 
expects to read sorne dnÚ, For the case o!. a dynamic 
analysis (NDYN.GE.l) only mass coefficitnts can h1• input 
in Se>ction v,· and one> (1) blank element load multiplicr· 
card ís expected in Sectíon VI. 

(4) For a stntic analysis; NF.EQ,O. If NDYN.EQ.l, 2 or ~. thc 
lowest NF cigenvalucs are dctcrmincd l.Jy th~ progra.m. ::;otc 
that a dynamic solution msy be rc-started af.ter (:i~t·nyalw_. 
oxtraction· (providin~ a previous eigcnvalue solution for 
the model v.·as savcd on tap~· as dcscrib<..·d in Appcndix :U. 
NF for thc original anrJ rc-start ·.runs must he th<.· samc. 

(5) If NDYN.EQ.2 or NDYN.EQ.3 thc program first solvcs for 1\F 
eigenvalucs/vcctors and thvn performs !he forccd response 
solution (or thc response spectrum analysis). Thus, the 
program t.•xpects .to rCad thc Control card govcrning the 
eigcnsolution (Scction Vli.A) befare reading data in . . . ' 
either Sections VII.B or VII.C. For the case NDYN.EQ.l, 
the program solv~s for .NF cigcnvalucs/vectors, prints the 
rcsults and procecds to the next data case. Thc r~·sülts 

for the eigenvalue solutíon phase (NDYN.EQ.l) may be 
saved for 'later use in automatic rc-start (Appendix A 
lists the control cards that are rcquired to affcct this 
sav~ operation). i.c. a dynamic solutinn m~y be ~t·started 
without rt·pL•nting thc solut1on !ur modcs and frec¡ucncies. 
If tltis data cnst• is a re-st~rt job, ~(~t SDYS.EQ.-2 for a 
forl't.'d response sulut.ion, or· tit.'t :\UY~. i::(L-J for a n•spons1• 
spcctrunt"analysis. ~~te that tllt' sofution may be rc-start0d 
a multiple of times (to r_un diffcn .. •nt l!l'üUnct spl'C'tra or 
diffcrcnt time-dt•pt•ndcnt fo1·cin~ functionsl bl'cause t!w 

program dot...·s not dPstro~· tht..' cotltt..•nts of t_hl' l't"'-stnrt tnp• 

If NDYN.EQ.·l tlh• -program pe.r·forn:s thl' rl.•.spon~t? solutiPt1 by 
dircct step-by-stl.'P 111to..·¡.:;ratúa1 :tncl nc• L'Í¡.~Tn\·aluc solutiun 
control card sh0uld bt: pro.\·idt.:d. 

-"-----·-·--- --------- --- . -- - -- ---- ·-----
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I l. MASTER CONTHOL CARO (con t inucc.J) 

(6) In. the dota-chcck-only mode (MODEX.EQ.l), the program 
writes only onc filu, ,.TAPES', ancl this .fil.e m:1y be 
saved for ·use as input to spt!cial purpo!'ic programs such 
as mesh plotters, etc. TAPES contains all datJ input 
in its completely ¡:enerated t'orm. If MODEX.EQ.l, most 
ot thc expensive calculations requirecl dur:ng norm~l 
OllDEX.EQ. O) cxe'cut ion are passed. TAPEB, howcvcr. is 
not ~ritten during normal.problcm solution. 

Note that a negative valUe for NDYN ('-2'' or "-3"), 
when executing in the data-check-only mode, does not 
cause the program to rcod the re-.·n.:trt. tape v.·hich 
contains the eigensolution informa~ion; instead, the 
program jumps dii"ectly f¡·om this card to Se.ction VII.B 

. (or Secti.on VII.C) and <:ontinues rcoding .and checking 
data cards without perlorming thc sol ut ion. 

(7) If the program is to salve for eigenvalues usin¡: the 
SUBSPACE ITERATIO:~ .al¡;orilh.n, the ent¡·y in ce Jl-35 

(8) 

c¡¡n be u.sed to change th~ total numbcr of iter:~tion 

vectors to he used from the d~fault minimum ol :!~~F 

or Nl-'+8 (whic.:Ja?vcr i:-; smal Jcr) to thc V:.Jluc ··~.\1J ... 

Thc effec.t of incre¡¡sinJ.:" :\AU ,_)ver lhe d<:LJuJt value 
is to accclerate convergencc in thc c3lculations for 
the lo .. ·cst NF eigcnv~.Jlues. ~A~ is prin<;ipnlly ¡; pro
gr:Jm testii1g Parametcr ;Jnd . ...;houlU normally iJc l• .. :it bi:..il:ii.. 

KEQB is a program testing par3metel· v.hich ~lluws the 
user to test multiple equation blc>ck s61utinns lJsing 

sm¡¡ll data cases -.·hich \~·ould othcrwise he one blocK 
problems. KEQU is normally le!t· blank. 

--------·-- ·----------..:..---- ·-· 
. .. 11 

... ~--
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NOOAL POINT DATA (Al, 1·1 ,6J5,3Fl0.0, J5, FlO.O) 
5 

columns varublc entry 

(1) 

1 CT Symbol descrlbing coordinatc ·~·~ten: 

for th 1s nodt>; 
EQ. , (blnnk) 
EQ.C; 

cartesian (X,Y,Z) 
cylindric~ l (R, Y, e¡ 

A speclal cylindrlcal coordtnatc system is allowcd 
for the global descrlption of nodal point locatlo~~. Jf 
a "e" is ente~d in card coh_tmn o_ne (1), thcn t.hc cntril'S 
given 1ñ l'C 3_6-65 a re taken to be re fcrenCes to :t 

global (R,Y,9) system rntht>r than to the standard 
(X, Y,Z)· system. Thc progJ"nm .con\·crts cyllndri<·al 
coord inatc reteren<..'t•s tu cartl•.sian · coordin~1tcs using 
the !ormulae: 

X=Rs>n9 
y = y 

Z = R cos9 

Cylindr¡cal coordt.n:ttn .input i~ nu•:·l·ly a ll!"t.'t· t:onn•nl

cnce tor lo,·:t.tinJ: nodt•s in th•• stand;•rd (X,Y,Z) ~yst~..·m, 

and no uthc·t· a·cfl't"t.•nn•s to th.· c~·l::;,fric.·~,¡ s~·st'-•m 3rt.• 

implh.•d; t.c•., Ut~ut~d~ll":\' cond1t1ofl ~lh.'l'tfic;~tiun:-o, out
put du;pl:u.:~..·mcn' ,·nmpun,•nte:;, 1..•h·. :tr~ rt"ft..•rt..•n'-·,"(.1 In 
th~ (X,Y,Z) Hyst~~. 

(2) lludal puint data mu~t b<· U<'flnt•<l ft>r :dl (Sl"lL"'P) nodo·•. 
Nod~ dnta n1a·y be input chrt:•Ctly (l.l' ••• t::ll'h OtMfC' .on 
\tS own Jnctt\'Úill:ll.~·a•"d) or th1• l.:.''nL't':ttion upllPil 

mny b~ Ulh!r1 íf appltc¡,¡~1~,- (tuot.•_"nult• 5, t?c"lo~). 

l IL. l -------------·- ------------------
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Ill .. NOOAL POINT MTA (cont¡nucui 
6 

Admissiblt..! nodal point numbcrfi rnn~e from '"¡'' to thP fotnl 
numbcr of nodcs "~IDt~P".· Illt!'gal rcferent.:es are: 
N.LE.O or N.GT. !>U~L'iP. 

(3) Doundary cond i t ion codcs can only be nss i ¡;n<'rf · hP 

followin¡:¡ valocs· (:,¡ = 1,2, ... ,6): 

• IX(N,M) =O; ··unspecifil·d (frud displa..:em<Ont 
(or rotation) component 

IX(N,M) = 1; deleted (fixcd) displaccmcnt 
Cor rotation) componcnt . 

IX (N, M) = K; •node numbcr "K" (l ..: K :. ND!:'P 

and K 1- N) is th<' "noaster" nod" 
to which th(! Mth d~g1·ee <,f fr·e~·

dom at nodc "~" is a "~l~l·:t..·" 

An unspecified (IX(N,M) =O) dep:rce of frccdom is fn·<· 
to translate or rotate as th<:' Solution dictrttcs. 
Concentratod !orces (or mom.,nts) may be: applied (SectJOO. 
V, b"low) in this dc¡:¡rc·c of frcedom. Onc (l) system 
equilihrium t:-Quation is rcQuircd for each unspccificd 
dcgrt.'C uf frecd(,m jn tla.• mm.lt.•l. TIH• n!:J-"lh;llm numbt.•r 
of equilibrium cqu:ttions 1s a}'llr,:ays less than six (6) 
timus the total numher of nodt'S in thc morlcl. 

Dcletcd (IX(N,M) -;: 1) dcgr·t!C!i of. f.rL'cdom ar·t...• r·t.•n:nVt.'d 

from the final ·sct of cquilibrium equations.. Dt•lett...·d 
degrees o! freedom are fixed (points of rcaction), and 
ony loads applied in thcse dogrpcs of fr·~edorn nrc 
ignored by thc program. Nades that are uscd .for 
gcometric refc.r«:nce only .(i .e., nodt•s not assigJ?cd 
.to any clem.,nt) must have all six (6) dcgrt!cs of frcc-
dom deleted. Nod;-tl dt•l!rf'.'es oí fn•edom hnving undcfined 
stiffness (such as a·otations in an 3ll TRUSS modcl, 
out-of-plnnt...· l:omponents in a t\l.t)-dina:nsionóll pl:\nar 
model, etc,) shoulU U"-" dt.•lt..•toJd. 1Jelct1ons :h~J\'L' tht.• 
beneficia! cfft.•ct ¡)f. ¡·,·dlH'lng the· siz.e of tht.~ sct' of 
eQU3tions that mu~t IJ¡· sol\'c•d, The tablt.• l>elo,\· lists 
thc typ.._.s of d~·grl't'S t1J t r·vttrlnm that are dt.•flnt.•d by 
cach c1 iffpz·~·nt t·l,•rr,(·nt l!'Pl'. Th·· t:1hle 'iot.';t:-; prL'p::'lr<.>d 
nssumin~ th:tt tht· o...'lt'zu,•nt has .. ~··nl'z·;1l orientation 1n 

(X, Y, Z) :;pal"l'. 

DEC.REES o;· FRE!::DOM \llTJI DLFI"ED STIFF:-t:SS 

ELEM!::'iT TYPJ:: t.\ :y .. '/. ~e 
y 

l. TRL'SS X 

2. BEAM " 
~- )!EM[IIL\:-.'1:: X 

4. 2D.'QI'ADIU 1.\TJ::IL\L · 

5. 30/0I!ICK " 
6. Pi.J\ TE'S 11!. Ll. X 

7. 130L~;DA llY ·:re. 

X • 

X 

X 

X 

X 

;<,;' 

' 
'( 1" ., ., 
• ~ 1 •.• ; 

X 

X 

x 
X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

" 
X 

- .. ·--- ---·----·· --~-~-__,.;._ ___________ -- ---...:---~-------

¡ 

\ 
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III. NODAL POINT DATA (cont1nued) 7 

DEGREES OF FliE.EDOM W I TI! DEFINED STIFFNESS 

. ELEMENT TYPE 6X 6Y 6Z a ex 69y 69z 

8. 
9. 

~~~-~---~---~·· .. · 

THICK SHELL X X X 

3D/PIPE X X X X X X 

• 

Hence, for an all JD/BRICK modél, only the. X, Y,Z 
translations are defined at the. node, and the number 
of equations can be cut in half by deleting the three 
(J) rotational components at every node. If a node 
is common to two or ~ore different element types, then 
the non-trivial dcgrees uf freedom are found by combi
nation. · For example, all six (6) components are possible 
ata node common to both BEAM and TRVSS elements; i.e., 
the BEAM govcrns. 

A "master/slavc" option is allowed to model r1gid 
links in the system. For this case, IX (N,M) = K m<•ans 

. . " lt ,, " 

that the Mth degree of !reedo~ at node N is slav~ 

to (dependent on). the same (Mth) degree o!" !reedom at 
node "K"; nade ''K" is said to be the master node to · 
which node N is slave. Note that no actual beam nced to run 
from node K to nade N, however the following rcstrictions hold: 

(a) Nade one (1) cannot .'be a master node; i.e., 

K f. l. 
(b) Nades "N" and "K" must be beam-only nodes; 

1.e., .no other el'cment type may ·be connected 
to either nade N or K . 

. · (e) A node "N" can be slave to only one.master node,''K"; 
multiple nc:xles, however, can be slave te thl' same master. 

(d) lf the bcam from ''N" to "K" is to be ·a 
rigid link arbitrarily oricnted in thc 
X,Y,Z space, then all six (6) degrees of free
dom at nade "ri.'' must be made slaves to node "K'. 

D1splacement/rotation compon~nts for Slave dcgrc~s of 
freedom at node "N" ar~J- .not rt>covcrcd for printlnh; 

1.e., zeroes appear as output for slav~ dcgn!cS of 
freedom. 

(4) When CT (Col. 1) is equal to the character "e", thc values 
input in ce 36-65 are interpretcd as the cylindrical (1(, y. e> 
coordinates ot nodc "N". y is the axis of symmetry. R is 

.tbe distance ot a point from the Y-axis. The angle e is 
measured clockwtse from the positive Z-axis when lookin~ in thc 
positive Y direction. The cylindrtcal coordinate valUC'S an• 
pr1ntcd as entcred on the caid, but 1nuned1atelysfter printing the 

. ,. 1 . ' '• 



III. MODAL POINT DATA (continued) ... 8 

(5) 

global cartesian values are computad from the input entries • 
.!lote that boundary condition codes always refer to. the 
the (X,Y,Z) system even if the node happeris to be 1ocated 
with cylindrical coordinates. 

Modal point cards need nat be input in node-order sequence; 
eventua1ly, however, all nades in the integer set (1, ML~I~P1 
must be defined. Joint ~ata for a series of nodes 

[M
1

, M
1

+1 X KM
2

, M
1

+2 X KM
2

, •.. ,M
2

} 

may be generated from in!ormation given on 'two (2} cards 
in sequencc: 

CARO 1 / N
1

,IX(N
1
,1}, ••. ,IXCM

1
,6},X(M

1
} , ... ,KN

1
,TCN

1
}/ 

CARD 2 / N
2

,IX(N
2

,l}, ... ,IX(N
2

,6},X(N
2

}, •.. ,KN
2

!T(X
2
}/ 

KN? is the mesh generation parameter given on the second 
caru of a scquence. The first gencrated nade is 
li1'+1 XKN2 .; the second ¡;cncrated nade is N1 +2 :<K~2 • etc:. 
Generstion continues until node numbcr· N?- KN2 is 
establishcd. ·Note that rhe node diffcreñce 112 -11

1 
·must 

be evenly divisible by KN2 . Intermediate nades betv><oL'n 
N1 and N2 are located at cqual intervals along the 

\_.. straight line between the two points. Boundary conilition 
codes for the gencrated data are set cqual tu thc valut;>s· 
given on ,thc first card. Node temperaturcs ore found .t)Y 
linear interpolation between TCN1 } and T(N2 ). Coordinatc 
generation is always pcrformed in the (X,Y,Z} system, and 
no generation is performcd if· KN2 is zero (blank). 

(6} Nodal temperatures describe the a·ctua1 (physica1} 
t~mperature dist:ribution in the structun:·. Average 
element temperatures estoblished fróm the nodal va1ues 
are used to select material propertit.•s and to compute 
thermal strains in the model (static analysis on1y). 

'·' ' 

___ j ____ ... ----· .... ·--------
nr .·: 

·----·--·==------
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IV. ELEMENT DATA 

TYPE 1 - THREE-DIMENSIONAI. TRUSS ELDIENTS 

Truss elements aré 1dent11'ied' by the number .1. Axial 'torces and 
a tres ses are ·calculated for each member. A unifo·:nn. temperature 
change and inertfa loads in three directions can be corisidered 
as .the basic element load conditions. The truss elements are 
described by the !ollowing sequence of cards: 

A. 

B. 

c. 

D. 

Control Card (315) 

Columns 1 - 5 
6 - 10 

11 - 15 

• 

The number 1 
Total numlfer of truss elements 
Number o! material property cards 

Material Property Cards (l5,5Fl0.0) 

There néed be as many .of the following .cards as are 
necessary todefine the properties ·usted below .for.cach 
element in the·· structure. 

Columns· 1 - 5 Material identification number 
6 15 Modulus of elasticity :. ~· 

16· - 25 Coef !icient of thermal expansion 
26 - 35 Mass dcns ity (u sed to calci.Jlat'c mass matrix) 
36 - 45 ero ss-sect'ional are a 
46 - 55 Weight density (u sed to calculate gravity 

loads) 

Element Load Factors (H'lO.O) Four cards 

Three cards specifying the fraction of gravity (in each 
of 'the three global coordinate directions) to be added 

'to each element load case. 

Card 1 : Multiplier of gravity load in the +X dircction 

Columns · 1 - 10 Element load case A 
11- 20 Elcment load case .B 

21 30 Elemcnt load case e 
31 - 40 Element load case D 

Card 2: As abo ve !or gravi ty in the +Y di rcct ion 

Card 3: As above !or gravity in the +Z direction 

Card 4: This indicates the lraction o! the thermal load 
to be added to each of the element load cases. 

Element Data Cards (415,Fl0.0,15) 

One card pcr element ln increasing nu...,rical order start ing 
with one. 

Columna 1 - :¡ Element number 

.... ¡v .. r l .. ·~ 
--- -··--~·-·---'· ---~----- '-·~~---~'"-·-~·-· _· _.-

/' 1 
1 

··, 

• 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 10 

NarES/ 
(1) 

(2) 

·Columna 6 10 
11 15 
16 20 
21 30 
31 - 35 

Node number I 
Nade number J 
Material p~perty number. 
Rcference temperatura for zero stress 
Optional parameter k used for automatic 
generation ot element data. 

1! a series ofelements ex"ist such that the e1ement number, 
Ni, is one greater than the previous e1ement number (i.e. 
N1 a N1_ 1 • 1) and the nodal point number can be given by. 

J· 
. 1 

then only th~ !irst clement in the series need be provided. 
The element identification number and the tempcrature for 
the generatcd elements are set cQual to the va1ues on the 
first card. lf k (given on the first card) is input as 
zero 1 t is sct to l by the program. 

The _clcmL•nt tempcr:~türe increa~e ,,T uscd to calculatc 
thermal loads !s g!vcn by 

trr = (T. + T ) /2. O - T 
1 j · r 

where (T. + T )/2.0 is the average ot tht.• nodal tcmp<~ratur·cs 

specifteA on ~he. nodal point data cards for nodt:s i and j; 

and Tr is the zero stress rcfcrcn<.:y tcmpcr·atur·c specificd 
on thc elcmcnt carel. For truss clcments it is generally 
more convcn!cnt to set T1 =·Tj = 0.0 suci1 that tJT = -'fr 
(note the minus sign). Othcr typcs of mcmbcr loadings 
can be spec!fied using an equ!valcnt ~T. If a truss 
membcr has an !nitial lack of fit by an amount d (posit•v~ 

if. too long) thcn ·toT =d/(ryL). IC an initia1 prestrcss 
torce p (posit !ve 1f tensllc) is appl ied to thc· mcmbcr 
ends that is released á!tt:!r ttle rncmbcr is conne<.:tcd to 
thc rcst of the struc-turc• then tJT =- P/(ryA E}. In the 
abo ve formulas A = e ross sc.ct ion n re a, L = mcmber lcnbth 
and ·o= cocf"!icient of therma.l c:-:panslon. 

-. T\'.1~~ 
------- ---·----~-- -·-·-----------·----
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IV. ELEMENT DATA (continued) 11 

TYH: 2 - THREE-DIMENSIONAL BEAM ELEMENTS 

Beam elements are .1dent 1f1ed· by the number ·2. Forces (axial ond 
ahear) and momen.ts (bending and. tors.i.on) are calculati,d (in thc 
bea_m local coordinate system) for each beam. Gravity loadings. 
in each coordiriate direction and specified fixed end !orces fom 
the basic element load conditions • 

• 
The beam e~ements are described by the !ollowing sequence o! 
cards: 

A. Control Card (515) 

Columns 1 -. 5 
6 - lO 

11 - 15 
16 - 20 
21 - 25 

B. Material Property 

The numbcr 2 
Tot.al numbcr of beam elements 
Number of elemcnt property cards 
Number of fixed end Jo re e sets 
Number of material property cards 

Cards (I5,3Fl0.0) 

Material identification numhcr 
Young' s modulus 

Poisso~' s ratio 
Mass density (uscd to calc:ulatc mass matrix) 
Weight density (used to calculatc ~ravity 
loads) 

C. Element Property Cards Ú5,6Fl0.0) 

----------··----

Columns 1 - 5 Geomt·t ric property nurnber 
6 - 15 Axial are a 

16 - 25 Shear aren associated wi th shear fo re es 
local 2-d i rec t ion 

26 - 35 Shcar are a a ssoc i a ted with shear forccs 
local 3-d i rcct ion 

36 - 45 Torsional incrtia 
46 - 55 f'lexural incrtia about local 2-axis 
56 - 65 Flexura! incrtia nbnllt local.3-axis 

One card is req~irt..·d for each uniqut.> sct uf pt"tlpertH.•s. 
Shear arcas necd be specificc1 Only if shear de formal itms 
are to be i~cludcd ·in thc ~nnlysis. 

in 

in 
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lV. ELEMENT DATA (continued) 

K • 

2 

1 

12 \ua ~-
\R•¡{, ~ 

---; ... 3 
l 

J 
NOTE• 

• K IS ANY NOOAL POINT 
WHICH LIES IN THE LOCAL 

1·2 PLANE (NOT ON THE 1~AX1Sl 

LOCAL COORDINATE SYSTEM FOR BEAM ELEMENT ·· 
D. Element Load ·Factur• (4Fl0.0) 

Nodal point loads (no momcnts) ·due to gravity are computt:d. 
Thrc" c:ards nced he suppl{ed which specify th" fraction of th.,se 
loads (in cach of thc three global coordinatc directions) to.be 
added to each elemcnt load case, 

Card 1 : Mul t iplier o! gravity load in thc +X di rec t ion 

Columns l - 10 Element load case A 
ll - 20 Elt.men t load case B 
21 - 30 Element load case e 
31 - 40 Element load case D 

Card 2: As above ·for gravity in the +Y di rect ion 

Card 3: As abovc for gravity in the +Z d i re-e t 1 on 

E. Flxcd-End Fort·ps (15,6Fl0,0/15,GF10,0) 

-

Two cards'an~ i·equired for cach uniQlll' s,_•t of fjx~._·d-l'nd fun:l'S 

occurring in ~he analysis. Di-Stributt.•d loads ancl thL·rmal lo:~ds 
,can be spcci_fied usin~ tite fixcd-end fon:l.'S. 

Card 1: 

Columns 1 - 5 Fixed-end forl.·e nu'mbcr 
6 - 15 . Fixed-cnd force in local 1-d iJ·cct ton ~t :\odl' 

16 - 25 Fixed-end force in loca 1 2-d i re e t ion ¡l t ~vctc. 1 26 - 35. Flxed-cnd force in local 3-d ircct ion at Nod'-' 1 
36 - 45 Fi X~d-,:nd momL•nt a.bout locnl 1-d i n.•c t i<1n at ~1 )(j 1' 
46 - 55 Fixed-cnd momcnt about } U(;~ 1 2-din.•ct ion ~t ~Odt• 
56 - 65 Fixcd-end momt!nt about local 3-directiun at Nod<> 

. r-;;· 
_, --------~-- ··-------- ·---· -·-· -· ·---------

1 
1 
1 



l 
'-' 

\ IV. 

• 

~. 

.: .. 13 
ELEMENT DATA (continued) 

Card 2: 

Columna 1 - 5 Blank 

6 - 15 Fixed-end force in local 1-d irection at Node J 
16 25 Fixed-end force in local 2-d i rect ion at Node J 
26 - 35 Fixed-end force in local 3-d i rec t ion at Node J 
36 - 45 Fixed-end moment about local 1-direction at Ncid~ 
46 55 Fixed-end moment about local 2-direction at Nade 

56 - 65 Fixed-end moment about local ·3-d i rec t ion at Nade 
• 

Note that value's input are literaliy fixed-end values, 
cor;:ections due to hinges 'and rollers ar~ perfonned within thc 
program. Directions 1, 2 and 3 indicate principal d1rect1ons in 
the local beam coordinates 

F. Beam Data Cards (lOI5,2I6,I8) 

Columns 1 - 5 
6 - 10 

11- 15 
16 20 
21 - 25 
26 - 30 
31 - 35 
36 - 40 
41 - 45 
46 - 50 
51 - 56 
57 - 62 
63 - 70 

Element number 
Nade number I 
Nade numbcr J 
Nade number K - see accompanying fig~re 
Material property numbcr 
Element property numbcr 
A 

B 
e 
o 

Fixed-end force identificat·ion for 
element load cases A, ·n, C, and O 
respectively 

End ·relea se é::ode a t no de 1 
End release code at node J 
Optional parameter k used for automat1c 
generotion or element data. This optlOO is 
described below ,'under a separa te hcading. lf 
the option is not used,· thc field is left blank, 

The end rclease code at each nade is a six digit number of ones 
and/or zcros, The 1st, 2nd, . • . 6th digits respcctlVely 
correspond tO thc· force components Rl, R2, RJ, foil, M2, ~l3_at 

each nade. 

If any one of the ·above elemcnt end forces is known to be zero 
(hinge or roller). the dig1t correspond1ng to that componf'nt 15 
a onc. 

NOI'ES/ 

(1) lJ a H~r·ies of elements occurs in which each element numb~r SE. 1s onc 
l 

¡reater than the previous number NE. 
1

. 
1-

1. e. , NI eN[ +1 
1 i-l . 

only the clement data card ror the !in~t elemént in the series nct!d be g>v<'n 
as input, provided 

----- -~~---

-~---- ---- __ , 

/- ·-

j 
J 
J 



IV. ELDIENT DATA (continued) .. ' 14 

(1) The end nodal point numbers are NI
1 

= NI
1
_1 + k 

and the 

(2) material property number 
(3) element property number • 
(4) !ixed-end force identification numbers !or each element load case 
(5) element release code 
(6) orientation o! local 2-axis 

are the same !or each element in the seri6s. 

The value o! k, 1! le!t blank, is taken to be one. The element data card 
for the last beam element must always be given. 

(2) When successive beam elements have the same stiffness, orientation 
and element loading, thc program automatically skip.!:i re~omputation ol .the 
stiffncss. Note this ..,·hen numbering the beams to obtain ma~imum ·cffit:Icncy . 

. .. . 

~--· ·-·~--·-·--~--~----'---'----' ---------·--------~~--- .. 
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.TYPE 3 - Pl.ANE STRESS. MEMORA NE. ELEMENTi:; 

Quadrilateral (and trian¡:ular) clcmt>nts can be used for plan" 

stress mcmbrane elcments o! specified thickness ."·hich are ori~ntr>d'·ln 
an arbi t rary planc. All elcmcn ts ha ve tcmpcrat urc~dept~ndr_·nt orthcJt n1pi~ 
matc"rinl propcrtiL'S. lncompf:iti..blc dtsplaccmcnt. mudes C:an be_ in,ludf~d at 
thc clt~ment lt:vcl in arder to imprOve the bL•nding propcrti,~s uf the 
elemcnts. 

• 
A general quadrila.teral elemcnt is shown bclow: 

z 
u K 

\Q_v 
1 

y 
X 

• 

A local clement coordinatc systern is dcfined by a.u-v system. Thu ,._:l.Xl::i 

coincides with the I-J sidc of thc element. The ~~ axis is normal to thc 
v-axis and is in the plane dcfined by noda1 points J, J and J.. :\ode K 
mu~t be in the same plane if the clement stiffncss calculatiuns are to 
be corr~ct. The following sequcnce of cards define thc input data for 
a set of TYPE 3 elem<>nts. 

A. Control Card (615) 

Columns 1 - 5 Thc number 3 
6 - 10 

11 - 15 
16 - 20 

Tot~l nllmber uf plane stress clcmcnts 
Numht..'l' o f. material propcrty c:.~rds 

Maximum number of temperature points for 3ny 
one matt.•rial; St•c St.•ctiun 8 h~..•low. 

Non-zcro nunu.;ricnl punch \l·ill suppress thc 
introduct ion oí" incompatible dispLtct.•mt~nt 
mod{'s. 

B. Mat('rial Property lnform:1t ion 

Orthotropic .. temperaturt>-ch•pl.'ndcnt matC'rial proper·tics ~ll"t' 

possiblt..•. For each·diffl'rt'llt matcrinl,thl' following ~roup of 
< cards must be supplicd. 
-,~ 

-------- ::. 1. --
---"'-

.• 



IV. ELEMENT DATA (continued) 16 

\__, 

' '---

------------ ----· .... 

l. Material Property Card í2I5,3FlO;O). 

Columns 

u 

S 

1 

·1 - 5 
6 - lO 

Material 1dent1!1cation number 
Number of di!fercnt tempcratures Cor which 
properties are given. If this ficld is 
le!t blank, the number is taken as onc. 

11 - 20 Weight density o! material (used to 
ca1culate gravi ty loads) . 

21 - 30 Mass odensi ty (u sed .to calcuiate mass matrix) 
31 - 40 Angle S in degrees, meas u red e o un ter~ 

clockwise from the v-axis to the n-axis. 

K 

J 

The n-s axes ·are the principal axes for the orthotropic materia~. 
Weight and mass densities nced be listed only if gravity and 
inertia loads are to be considcred. 

2. Two cards for eA<.:h temperature: 

Ca rd l: (8Fl0.0) 

Colum~s l - 10 Temperaturc 
11 - 20 Modulus oC Elast1city - .En 
21 - 30 Modulus of Elasticity - Es 

·31 - 40 Modul us of Elasticity Et 
41 - 50 St rain Ratio - 'hs 
51 - 60 St rain Ratio - "llt 
61 - 70 Strain Ratio·- vst 
71 - 80 Shea r Mod ul us - Gns 

,, ' •'' ·, 

. 'lY .·:_.. ,2 
------- ---~---· -- _____ · ~-·--· ' .... <.: . .__:.,_.::_ __ _ 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

NOTES/ 

Card 2: (3F10.0) 

Co1umns 1 - 10 Coeffic 1ent ot thermal expansion - a 
11 - 20 Coe. f tic ient o! thermal expansion -

n 
as 

21 ""·i 30 Coe!ficient of thermal expans ion - at ,, 
' • 

All material constants must always be specified. For plane 
stress, the program modifies the constitutiva relations to 
satisfy the condition that the normal stress o1 equals zero. 

C. Element Load Factors (5Fl0.0) 

Four cards i.re used to define th" element load cases A, B, C 
and Das fraction o! the basic thermal, pressure and accelcration 
loads. 

First card, load case A: Second card, load case B, etc. 

Columns 1 - 10 Fract ion of thermal load 
11- 20 Frac t ion of pressurc load 
21 - 30 Fraction of gravity in X-dircction 
31 40 Fraction of RT3VÍ ty in Y-di n·ct ion 
41 -i1, 

50 Fractiori o! gravi ty in Z-d i rcct ion 

;~ 

D. Element Cards (6I,5,2Fl0.0,2I5,Fl0.0) 
: ''. 

One card per element must be supplied (or generated) with the 
following information: 

Columns 1 - 5 
6 10 

11 - 15 
16 - 20 
21 - 25 

26 - 30 
31 - 40 

41 - 50 
51 - 55 
56 - 60 
61 - 70 

Element number 
. Node 1 

Node J 
Nade K 
Nade L (Nade L must cquol ~odc K for 
triangular elements) 
Material idcnt ificat ion ntlmbcr 
Reference temperature for zero strt·sse~ 

wtthin element 
Nonnal pressur·e. on I-J sidf' of ell'ml.'nt 
St rcss evalua t ion opt ion "n" 
Elemc.>nt dat:. generator "k" 
Element thickness 

(1) Element Data Generatlon - ~lement c.ards must be in elem.,nt number 
aequence. Ir cards are om'itted, data tor the omittcd .,}.,ments will 
M generated. Thc nooal numbers w.ill be generatcd •·ith respcct to thc 
first card in the series as tollows: 

---···----~------· -~---- - .. ·- ··-----·----~-----~----------- .-'----..---._;::..:.:..:::... __ :..:L---.-::.:_.._~~ 
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(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

IV. I::I.D1ENT !JATA· (<:on t 1 nu"d) 
1 : 1 18 

K = K + k 
n n-1 

L : L + k 
n n-1 

All other clemcnt information' "'·i.ll he ~et equal to t.he information (Jf' 

the lnst card read. Thc data gcncration parumt.."tcr "k" is speci!icd 
on that card. • 

Stress Print Option - S ce clcment typ<! 4 

Thcrma l Data - Se e element type 4. 

Use o! Triang1es - Sce element type 4 

Use of Incompatible ModcH - See elcment typc 4 

------- ----------------~---------"'':.:._" 
-----~----- ---··---------· ------ ---
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IV. ELEliENT DATA (continued) 19 
TYPE 4 - TWQ-DIMENSIONAL FINITE ELD!ENTS 

(1) 

Quadrilateral ~nd triangular) elements can be used as: . 

Axisymmetric solid elemcnts symmetrical about the 
The radial direction is specified as the Y-axis. 
be exercised in combining this element with other 
elements. 

• 

Z-axis. 
Care must 
types of 

(11) Plane strain elements of unit thickness in the Y-Z plane. 

(111) Plane stress elements of spccified thickness in the Y-Z plane. 

All elements have temperaturé-dep.endent orthotropic material 
properties. Incompatible displacement modes can be includcd .at the 
element level in arder to 1mprove the bend ing pro.pert ies of the elemcnt. 

A general quadrilateral element is shown·below: 

Z,u 

~----------------~ 
Y,v 

A. Control Card (615) 

Columns 1 - 5 The number 4 
6 - lO Total numbcr of elements 

ll - 15 Number of differcnt material~ 
16 20 Maximum number of tcmperAturc cards for any eme 

material - s~e Scction D below. 

{ 

~ for axisymmctric analysis 
25 l fo~ plane strain analysis 

· 2 for plane stress analysis 
30 Non-zero numcrical punch will supprcss t~e 

1ntroduction of incomp3tib~c displaccment modcs. 
Incc;.mpatiblc modes cannot- ·be uScd for triangular 
elements and ·are·~u~omaticélly_ suppiess0d. 

r: ·~------ ------- ----
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

20 
B. Material Property In!onnation 

Orthotropic, temperature-dependent materiel propertics are 
possible. For each di!!erent materiel the !ollowing group 
of cerds musi be supplied. 

l. Material Property Card \.!I5,3Fl0.0) 

Columns 1 - 5 
6 lO 

11 - 20 

21 - 30 
31 - 40 

S 

Material identi!ication number 
Number o! different temperature for which. 
properties are given. If this field is 
left blank, the.number i~ taken as one. 
Weight.density of material (used to calcu
late gravity ·loads) 
Mass density (used to.calculate mass matrix) 
Angle S. in degrees. measured countcr
clockwise frum the v-axis to the n-axisw 

PRINCIPAL MATERIAL AXES 

The n-s axes are the principal -axes for the orthotropic 
material. Wcight dcnsil)' is needed only if gravity and 
inertia loads are to be considercd. 

2. T'wo cards. for each tcmp(.·r·ature: 

Card 1: 

Columns 

------~~---

(8Fl0.0) 

1 - 10 
11 - 20 
21 - 30 
31 - 40 
41 - 50 
51 - 60 
61 - 70 
71 - 80 

Tempera tu re 
Modulus of :elast 1city - E, 
~1odulus of elasticity - Es 
Modulus of elasticlty- E1 

. Strain ratio 
Strain ratio 
Strain ratio 
Shcar modulus 

·:.v. '~ .. :~ 
-'---"-~-

- \1 ns 
- 'i>t 

"s t 
Gns 

--~--··-· -~~--- _____ __: ______ ·--·-'--'-•----:.._ 



IV. ELEMENT DATA (continued) 

NOTES/ 

. ! ' 21 

Card 2· .. (3Fl0.0) 

Columna 1 - lO Coe!ticient ot thennal expansion - Cl' n 
11 20 CoeUicient o! thennal expans ion - <l's 
21 30 Coe!!icient of thennal expansion - Cl't 

All material constants must 8lways be specified. 
thc program modi!ies the constitutive relations to 
condition that the normal stress ot equals zero. 

In plane stress, 
satisfy the 

c. Element Load Factors 

Fbur cards are used to define the element load cases A, B, C 
and Das fraction o! the basic thermal, pressure and nccelera
tion loads. 

First card, load case A; Second card·, load case B; etc. 

Columns 1 - 10 Fraction of t he nnal load 
11 - 20 rract ion of pressurc load 
21 - 30 Fract ion of grav ity in X-dir0ct ion 
31 - 40 Frac ti on of gravity in Y~d i rect ion 
41 - 50 Fract ion of gr·avity in Z-dirf'ction 

D. Element Cards (6I5,2Fl0.0,2J5,Fl0.0) 

One card per clement must be supplied (or gencratcd) with th<' 
tollowing information: 

Columns l 5. 
6 - lO 

11- 15 
16 - 20 
21 - 25 

26 - 30 
31 - 40 

41 - 50 
51 - 55 
56 - 60 
61 - 70 

Elemcnt number 
Node 1 
Nade J 
Nade K 
Nade L (Node L must equal Nade K for 

triangular clements} 
Material idcntification number 
Reference tcmpcraturc fOr zero streSSl'S 

within element 
Normal 'prcssurC on I~J side of elcmcnt 
Stress ·cvaluat ion option "n" 
Element data gcnerator "k" 
Element thickncss_ (For planc stra1n sct 
equal to 1.0 by pro!<ram) 

(1) El<~r.~t ... nt Data Gl·n0rat Jnn - Elemcnt cards mus_t be in clemc~nt numbt.·r 
sequcncc. Jf cards ar~ om1tted the omittcd clem~nt data ~111 be 
¡¡eneratcd. Thc nodal numbcrs .. -ill be gCncr:::~tt.•d with rcsPcct to tht.: 
!1rst card in thc• series as !ollows: 

-----·--- ·-----·---
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I = 1 ~ k 
n n-1 

J = J + k 
n n-1 

K .. K + k 
n n-1 

L = L ~ k • 
n n-1 

All other e1emcnt informa non wi ll be set cq u a 1 to the information 
on the last card read. The data gcneration paramcter k is ·¡¡iven on \hat 
card. 

(2) Stress Print Option - Thc !ollowing dcscription o! the stress prlnt. 
opt10n applies lo both e1cment types 3 and 4. The va1ue of thc ~tn·ss 
print option "n" can be given as 1, O, 8, 16 or 20. 

t 

L 

1 

O = origin oí nn~ural s-t coordina tes (Fig. 5-2). Points 1, 2. 3 and 
~ are midpn1nts of sidcs. ·Thc pPintH nt wh1ch stresses are outp11t 

depcnd tlll the value·.of nas desca·il>L•d in tht..' follo~M:in¡::-t!lhll·. 

n St rL•SSPS output l\t 

l !'nnt• 
O· o 
8 o, l 

16 o. 1' :.!, 3 
20 o, l ' 2, :1, .¡ 

·-· _ _:_ _______ _: ___ c •• --'---·-·--------·----·---~----'.:..... __ 
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23 
!.V. ELEMEJ>T DATA (continucd) 

The stresses at O :>re printed in n local y-z <·oordlnatc system. 
For clcmén.t type 3, sidc .I-.J defines thc local- y-z axes in the' 
plane of the elemcnt. For element type 4 the local y-z axcs are 
parallel to the global Y-Z axes . 

• 

Lr-----------~---------------------,K 

z 

y 

X 
GLOBAL 
COORDINATES 

I 
y 

LOCAL y-z 

COORDINATES 

STRESSES AT 
O FOR ELEMENT 

TYPE 3 

Lr---------------------~--~----~K 

z 

L----+Y 

LOCAL ANO GLOBAL 

Y-Z 

1 

¡s22 
_ _. ..... 512 

+-J EJ j-+su .. 
! 

~-------·----~--'---'--------

STRESSES AT 

O FOR ELEMENT 

TYPE 4 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

Fbr both element types 3 and 4 tho stresses at .each edge midpoint are 
output in a rectangular n-p coord1nate system defined by the outward 
normal to the edge (n axis) and the edge (p axis). The positive p 
axis for points 1, 2, 3 and 4 1s. from L to J, J to K, I to .. J and K to L 
·respectively (pos1t1ve direction is.counterclockwise about element) • 

• 
n 

p 
Lr-------~--~.-~------~----~-,K 

4 

n 

' ' ' +--____ .,-- 1 

1 
1. 
13 

p 

n 

·lv-~··1.-6 · 

---

\ 

n 

COORDINATE SYSTEMS 
FOR OUTPUT OF 

EDGE STRESSES 

POSITIVE STATE 
OF STRESS AT 
THE MIDFOINT 
OF A SIDE 

------------ ·------·-·--- ---'-~---'- --- ----~- -----------··~--·"-
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IV. ELEMENT DATA (cont1nued) 

The strcsscs for an element are output undcr thc following hcadings: 
Sll, 522, 512, 533, 5-MAX, S-M IN, ANGLE. The normal st res ses Sll 
and 522 and thc shear stress 512 are as describcd above. s-~~X and 

·s-MIN are the principal stresses in· the planc oi the. element and 533 
is the th.ird principal stress· actTñg oi,. the plane of the '-'lement. 
ANGLE is the angle in degrees from (llthe local y axis at point o, 
or (2) the n axis at the midpoints, to the axis of the algebraic~lly 
largest principal stress. 

For triangular elemcnts the ;tress print option is as ~escribed 
abo ve e:xcept tha t n = 20 is not va lid. 1 f n = 20 is input, n will 
be set to 16 by the program. 

(3) Thermal Data - Nodal temperatures as specified on the nodal point data 
carda are used by elemcnt types 3 and 4 in thc following two ways: 

(1) Temperature-dependent material properties are approximated bY. 
interpolating (or cxtrapolat ing) thc input material· propcrties 
at the temperature T

0 
corresponding to the origin Óf the ·local 

s-t coordinatc systcm (sec rig. 5.2 for description of local 
elcment coordinates). Thc material propert!cs throughout thc 
element are assumud constunt corresponding·to this tcmperaturc. 

t 
t 

T¡+TJ+TK +TL K=L 
= 

.4.0 

1 

(2) For computation ol nodal loads due to thermal strains 1n th~ 
element a bilinear interpulation· vxpansion for the teffiperature· 
chpnge C,T (s,t) is used. 

4 
llT (s,t) = l: hi (s,t) Ti- Tr 

1= 1 

.where T
1 

are the nodal temperatures spcci!ied on the jo1nt 
data cards, "i'r is thc reference stress free ten:pl.•.r3turc and 
h 1 (s,t) are the interpolation functions given by Eq. 5. 1·. 

',J 4 ·¡. " . . 

J 

--~--~·--------- ------- --~~ ------
---~ ·~-------·-·-

-----~- ·----- ·-~-----....:: __ _ 
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IV. ELEMENT DATA (continuad) 26 
·'--', (4) Use o! Trian¡;:le,. - In general, the elements are most e!!ective when · 

\ 
"--

they are rectangular, i.e. the elements_ are not. distorted. -There
.tore, regular and rectangul~r element mesh layouts should be used as 
much as possible. In particular, _the triangle used is the constant 
strain triangle; and it should be avoided, since its accuracy is 
not satisfactory. 

(5) Use of Incompatible Modes - Incompat i!>le displacement modes ha ve 
been found to be eífective only when used. in rectangular elements. 
They should always be employed with care. Since incompatible modes 
are used for all elements o! a group it is recommended to -use 
separate element groups !or elements wi th incompatible modes and 
elements without incompatible modes, respeétively. (See Section li, 
note (2)). 

• 
. • .. 

IV.4.1l 
-~------ --~--~-~--- -- ----·-~--------·~---
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TYPE 5- TIII!Et::-IJIME!'iSJO!I:Al. SOLIO El.Dlr:!I:TS (t::lGI!T l\00!:: BI!IC'K) 

General three-tlimensional, eight-node, i~oparametric elemcnts ~ith 
tbree translaÜonol de¡:rccs of freedom per nade ·are identified by the number 
5, lsotropic material properties are assumed. The element load c"-'"s (A, 
B, C and O) are defined as a• combination of surface pressure, hydrostati.c 
loads, inertia lo"ds in three directions and thermal loads. The s1x com
ponents of ::it~ess and three principal stresses ::ire .computed at the ccnter 
of each el.ement.. Al so, surf a·ce stres!lles are ev~luated .. Nine inco':lp<lt ible 
displacement modes are assumed in the formation pf element stiffn"' motrices. 
For 8-node eleme.ins w1thout incompatible modes use clement type s.' '· 

A. 

B. 

Control Card (4 15) 

Columns l 5 The number 5 

6 - 10 Number o! 8-nodc sol1Íl elements 
ll - 15 Number of differcnt m¡¡ tr ri a 1 s 
16 - 20 Number of elcmenl d!s . .tr;but"d load sets 

Material Propcrty Cards (15,4Fl0.0) One card for L•ach 
differcnt material 

Columns 1 - 5 Material idcntif_,icatwn numb<.'r 
6- 15 Modulus of elasticity (only e las tic, 

isotropic matcrials are considercd) 
16- 25 Poissun's ratio 
26- ·35 Weight dcns1ty of material (fnr t:nl<:ul:\t 1nn 

of gravity· loads or ma~s matrix) ·. 

36 - 45 Coefficient of thermal expans1un 

C. Distributcd Surfacc Loods (2J5,2Fl0;2,!5) One card ís rcqU1red 
for cach uniquc set of untformly distri~uted surface loads 
and for each rcfcrencc fluid leVcl for :.hydrost.rltlcally var~·ing 
pressure loads. Se<> notes (4) and (5) (or sign convcntion. 

Columns 1 - 5 Load set identificati-on number 
6 - 10 LT (load type) --.... 

LT == 1 if this card s_peci fies a uni formly 
distributed load. 
LT = 2 if. this card ~pecifies a 
hydrostatic~llly varyi._ng pressure. 

11 - 20 p 
If LT = 1, Pis th<' ma¡:nitud" of tiH' 

uniforrnly d.is_lnbutcd lt:ad 
I.f LT = 2, p, is tht.• we lf..::ht d,·n~u ty o f t h·· 
fluid causing thl• hydf-ostatic prcs:->UI'L' 

21 - 30 y 
Jf LT = 1, leavc blank 
If LT = 2, Y is thC J!lnbal \' coort:lln:ltt• 
of the .surfacp. of fluid causin~ hytir11:;t~~t JC 

prcssurt..• load ing 
31 - 35 · Elcmcn~ facc numbcr on which surfttct• load 

acts.· Fnce numbers are from l to 6 a~ 

~ 1, . r. -
.l \• ..... ' J 

-·--'---------- ··- ____ , _______________ :_ ______ ~. 
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described in note (5) for unifonnly 
distrtbuted 1oads and can be on1y faces 
2, 4 or 6 for.hydrostatical1y varying 
pressures. 

D. Acceleration due to gravity (F10.2) 

• 
Co1umns 1 - 10 Acceleration due to gravity (for calcu1ation 

ot mass matrix) 

E. Element Load Case Multip1i<>rs (5 cards of 4Fl0.2) 

Multiplicrs on thc ~1ement load cases are scaling factors 
in ordcr to provide flexibility in modifying applied loads. 

Card 

Card 

Card 

Card 

1 : Columns 1 - lO "l 11 - 20 p[] 
load 

21 - 30 PC 
Pressure 

31 - 40 PD 
multiplicrs 

PA is a factor u:-;ed to scale the compl<..•tt .. · set uf distribu_ted 
surfacc lo3ds. ·This scalt:d set of loads is assigncd to 
cl,anent load case A. Note that zcro is a v:~lid multiplier. 
Pll, PC and PD ar~ similar to PA cxcept that sca1ed 1oads 
are nssigncd to _clemcnt load cases B, C and D rcspCctivcly. 
For thc majority of app1ications these factors shou1d b<·. 
l. O 

2: -Columns 1 - 10. 

"'l 11 20 TB . Thermal load 

21 - 30 TC multipliers 
31 - 40 TD 

TA is a fac·tor uscd to scale the complete sct of thermal 
loads·.. The scaled sct oT loads are the"n ·assigned to element 
load case A. TB, TC and ~O are similar and rcfer to elemcnt 
load cases ~' C and O respcctiv~ly. 

3: Columns 1 - 10 GXA 

l 11- 20 GXB Gro:n"i t y loact 
21 - 30 GXC mul t ipl icrs fur • X 
31 - 40 GXD global direction 

4: Col.umns, 1 - lO GYA ) 
11- 20 GYB Gravity load 

21 - 30 GYC í multip1iers for + y 

31 - 40 GYD global direction 

Card 5: Columns 1 - 10 

cu l 11 - 20 
21 - 30 
31 - 40 

GZll . 

GZC 
GZD 

Gravity load 
mul t ipl icrs for •· Z 
glob::tl direction 

·----'----··------·-------------~~---- ·--------- ·~---·'-----·-----·--
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Gravity loads are computed from thn wc!ght dcnsity of thc 
material and from the ~eomctry of thc c•lemt:nt. GXA is a 
multiplicr which re!lccts thc locat Inri of the ¡:ravlty ·axis· 
and any load factors·usert. Thc program computes the wei~ht 
ot the clement, multiplies it by GXA and assigns the · 
resulting loads to the ·+X direction of element load case A. 
Consequently GXA is the produet of the ·componcnt of gravi ty 
along the +X global axis (from- 1.0 to 1.0) and any desired 
load factor. GXB, GXC and GXD are similar to GXA and refer 
to element load cases B, C and D respectivcly. GYA and GZA 
ref.er to the global Y and Z directions respectively •. 

F. Element Cards (12I5,4I2,2Il,Fl0.2) 

NOTES/ 

Columnn 1 - 5 
6 - 10 

11 - 15 
16 - 20 
21 25 
26 -'30 
31 - 25 
36 - 40 
41 - 45· 
46 - 50. 
51 - 55 
56 - 60 
61 - 62 
63 - 64 
65 - 66 
67 - 68 

Element number 

Global node point 
numhcrs correspond.ing 
to elcment nades 

l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

Intc~rat ion Order 
Matcrinl :'iumbcr 
Gencration Puramctut· (INC) 

~: l LSC 
LSD 

LSA is the distributcd surface 
load set identification numbcr 
of the distributed load acting 
on this elemcnt to be assigned 
to element load case A. LSB, LSC 
and LSD refer to element load cases· 
B, C and D respectively 

69 - 70 Fo.ce numbers for stress output 
71 - 80 Stress-free element temperature 

(1) Element Gencrat1on 

l. Element cards must be in ascending order 
2. Generation ls possible as !ollo~·s: 

If a series of elemcnt cards are umittt•d, 
a. Nodal poin~ number~ arc::- gen~rnted by ;~ddinl!: I~C tu 

those o! thc precedtn¡; ..:lcmcnt. (If omlltt!d, ISC 
1& sct equol to l.) 

b. 

c. 

Sarrr. material propt'rt it.>s :1rc uscd as for tht.~ 

prec~:dirig el(>m ... ·nt. 
Sai!IC tempcrature is USl.'d for suct.'l!~dlng'elcmcnt1:i. 

----~----_..::__~------·-..:._ .. _..:__ ___ -~ 
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(2) 

30 

d. lf on first card for the series the 1ntegration 
order 1s: 
>O Same value. 1s used for. succeeding eléments. 
a O A new element stiffness is not formed. 

Element stiffness is assumed to be identicaÍ 
to that of the preceding élement. 

<0 Absolut.e value is used for the first element 
ot the series, and the same element st1ffness· 
is used for succecding elements.· 

e. If on first card for the series~ the distributed 
load number (for any load case) is: 
>O Same load is applied ·to succeeding elcmcnts. 
<O The load case is applicd to this element but 

not to ·succeeding elements in the series.· 

3. Element card for the last element must be supplied. 

Integration Ordcr 

Computation tim~ (for elcmcnt stiffncss) 1ncreas~~ ~,th 
the third powcr o! lhc ·integration arder. Thcrt..·fort.:_, tlH: 

smallest satisfactory ordcr should be uscd. This is founu 

to be: 
2 for rectangular clcment 
3 for skewcd elemcnt 
4 may be used if elcmer.t is extremely distortcd in shape, 

but not recommendcd. 
Mesh should be selectt·d to give "rectangular'~ -:lement.s ~s. far 
as possible. 

(3) Elemcnt Coordinate Systcm 

Local element coordinate systcm is a natural systcm for 
this elcment in which the element map~ onto a cube. (Q~al 
element numbt:-ring is shown in the diagran1 bcloW: 

1 , 
1 
1 

1 
)----4 . 

___ , ~-~· ---

7 

b 

·-· --·---· --~·-----.~~~ 
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31 

(4) Idcntification of E1emcnt Faces 

Element faces are numbered as follows: 

/ 
Fa ce 1 corresponda to. + a diroctlon Fnccs 1,3,5 a r«J 

2 corre~ponds to - Q directlon pos 1t 1 vo fUCl~R 

3 corresponds to +"b di rcct ion 
2,4,6 Faces are 

4 corresponds to - b direct_ion 
nega tí ve faces 

5 _corresponds to + e di rect ion 
6 corres¡:)onds to - e direction 
o corresponds to the center of the element 

(5) Distributed Surface Loads 

Two types of surfnce load ings mny be specified; load 
type 1 (LT = 1), uniformly distributcd surface load and 
load type 2· (LT = 2), hydrostatically varying surface 
pressure (but not surfacc tcnsion). Both loading typ,-s are 
for loads normal to the. surface and do not includc sur·race 
shears. Surface loadings that do not fall inio these 
categories must bt> input as· nodal loads on the 
concentratcd load data cards (see Scction V). 

(l) LT = 1:· .A positive· surfacc load acts in thoo direc
tion of the outward normal oí n positivc elcment facc ~nd 
along thc inward -normal of a negat ive elcment fa ce as 
shown in the !ollowing diagram. 

---11>~ a OR b OR e 
AXIS 

NEGATIVE 
FACES 2,4,6 FACES 1,3,5 

POSITIVE SURFACE LOAD! NG P 

lf the uniformly distributcd surface loading P is Input as 
8 pOSitive quantity then it dCSCribCS prCSSUTL' loading 00 
faces 2, 4 or 6 and tensile·loading on faces 1, 3 or ~. 

lt Pis input as a negative quantity .thcn· lt describe• 
tensile loading on taces 2, .4 or 6 and pressure on faces 
1, 3.or 5. 
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32 

(2) LT e 2: A hydrostat ically varying sur!ace prcssure 
on element faces 2, 4 or 6 can be spec1!1ed by a rcference 
fluid sur!ace and a !luid weight density ·y as input. Only 
one hydrostatic surface prcssure card need be input in 
order te speci!y a hydrostatic loading on the complete 
structure. The consistent nodal loads are calculated 
by the program as follows. At each numerical integration 
point 

11

1" on an element ·surface the pressure Pi is Calcu
lated !rom 

where Y. is the global Y coordinate of the point in question 
1 

and Yref specific~ the fluid surface assurning gravity acts 
along the -Y axis 

y 

~ 
1 

Yrot 1 
1 Y, 
1 

tJoX 

· If p. >O, correspon~ing to stzrface tension,the ~ontri-
. 1 
bution is ignorcd. If an clcmcnt facc is suc!1 tha~ 

v 1 > Yref for all i (16 integration po1nts are used by 
pro¡;ram) thcn nonodul loads will be applicd to tht..• elemt.•nt. 
lf sorne P

1 
>O .tnd sorne p

1 
¿O ·for a. p:ll~ticular f::Ic<·, tht~n 

approximatc·nodal loads are obtained for thc part1ally 
loadcd surface. 

·--·-~-------------~------·--- ----- ---'-'-~~~- ---·---
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33 
(6). Thcrmal Loada 

Thermal loads are computed assuming a constant 
temperatura increase (lT throughout the elemcnt, 

AT = T 
avg 

• = the average o! thc 8 nodal point 
tcmperatures specificd on nodal 
point data cards 

= stress·free clemcnt tempcrature 
specified on the element card. 

{7). Element Load Cases 

(8) 

. . 

Element load case A consists of all thc c~ntilbution~ 
from distributcd load1ngs 0 thcrmal loadings and gravity 
loading for all the clem~nts takcn collectivcly. 

Load case A. = E (PA x pressure load ing 
+ TA x ·thcrmai load 1n¡; 

·+ GXA. X gravi ty X load in¡:: 
+ GYA X gravity Y loadin¡; 
+ GZA X gravity Z loading) 

Elemcnt load case A for thc· sct o! th rec d imcnsional sol id 
elemcnts is _added to elem~nt load case A !or the other 
element types in thc analysis~ The treatmcnt of cle·m.,nt 
load .cases B, C and O is analogous to that of elcmcnt 
load case A. The loading cases for the structure are 
obtained by adding linear combinations o! element load 
cases A, B, C and O to the nodal loads spccificd 
on the joint data cards. 

Output of Elcment Strcsscs 

l. At the ~entroid of the elemcnt, stresscs are rcfcrrcd to 
the global axes. Thr·ee principal strcsscs are also 
oresented. 

2. At the center of an elemcnt face, stresses ore rcfcrr~d 
toa set of local axPs (x,y,z). These local axcs 
are 1ndiv1dually de!ined for cach tace as tollows: 
Let nodal points 1, ·J, K and L be the tour cornC'rs 
o! the element tace. Thcn 

x is spcc111cd by LJ - JKi where LI and JK are _midpoint~ 
of sides L- 1 and J-K, 

z 1s noimal to x and to the line joining midpolntb IJ and 
KL. 

' 

y 1s nonnal to .X and z, .to co~r.ple.te. thc ribh.t-handcd Rystcrr._ 

.tV. "'1, 7··-
-----------
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

J 

The corrcsponding nodal points 1, J, K and L in each facc 
are given in the tablc •. 

FACE 
NODAL PO!l\"TS 

I J K L 

l .1 2 6 5 

2 4 3 7 8 

3 3 7 6 2 

4 4 8 5 l 

5 8 5 6 7 

6 4 1 2 3 
.. 

Two surfacc principal stresses :1nd tht• an¡¡:lc l>t!t\l.'t.:en tl11· 

alg.,braically lar~c·st principal stress· Rnd tlw local x 
axis are printcd with thc output. It is optional Lo chonSt.' 
one or two locat 1-ons .. o! an elemcnt where stresscs are to 
be computcd. In the out_put, 'face? zcro" dcsi¡;:nates tht• 

cent r·oid of the el.,mcnt. 

' \:~:!...: .. _· ,_,_· · ____ , -----··-.. -~---· 
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IV •. ELEMENT DATA (continued) 

TYPE 6. - PLATE ANO SHELL ELEMENTS (QUADRILATERAL) 

A. Control eard (315) 

Co1umns 1 - 5 
6 10 

11- 15 

The number 6 
Number of shell elements 
Number of different materials 

B. ~~terial Property Information 
• 

35 

Anisotropic material properties are possible •. For 
each different material. two cards must be supplied. 

Card 1: (Il0.20X.4FlO.O) 

Columns 1 10 Material identification number 
31 40 Mass density 
41 50 Thermal expansion coefficient a 
51 - 60 Thermal expansion coefficient ax 
61 - 70 Thermal expansion coefficient aY 

xy 

Card 2: (6Fl0.0) 

'· 

Columns 1 - 10 Elasticity element e Elements in plane stress 
exx 11- 20 Elasticity element r1r·;" ~, 21 - 30 Elasticity elemént exy 

31 40 Elasticity element eX S XX XX xy XS f} 41 - 50 Elasticity element eYY cryy = exy eyy eys yy . 
51 - 60 Elasticity element Gys ' e e e yxy xy xs xs ys xv 

c .• · Element ·Load Multipliers (5 cards) 

Card 1: (4Fl0.0) 

Columns 1 - 10 Distributed lateral load multiplier for load case A 
11- 20 Distributed lateral load multiplier for load case B 
21 - 30 Distributed lateral load multiplier for load case e 
31 - 40 Distributed lateral load multiplici for load case D 

Card 2: (4Fl0.0) 

Columns l - 10 Temperature multiplier for load case A 
11- -. 20· ·Tempo::r..::::-u~c- multiplier for load case B 

' 
21 30 Temperature multiplier. for load case e 
31 - 40 Temperature multiplier for load case o 

·-- Ca re! 3: (4Fl0.0) 
.J 

Columns 1 10 X-direction acceleration for load case A 
11- 20 X-direction acceleration for load case B 
21 30 il:-direction acceleration f<'r load case e 
31 - 40 X-direction acceleration for load case ·o 

.JV;S-.. 1 
------- ____ .:,_ ____ -'--· ~...:-

- --·------- - ----- -------··-~-
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IV. ELEMENT DATA (contlnucd) 36 

Ca ni 4: (4Fl0.0) Same as Card 3 for Y-direction 

Card 5: (4Fl0.0) Same as Canl 3 for Z-direction 

D. Element Cards (8I5,Fl0.0) 

One card for each element • 
Columns 1 - 5 

6 lO 
11 - 15 
16 - 20 
21 - 25 
26 - JO 
31 - 35 

36 - 40 
41 - 50 
51 - 60 

Element 
Node I 
Node J 
Node K 
Node L 
Node o 
Material 
taken as 

numhc r 

idcntiflcatlon (if left blonk, 
onc) 

Elemcnt data gen0~ator K 
. n 

Element th1ckncss 
Oi.strihuted · Llteral load· (nÍ"•~ssure) 

61 - 70 Mean tempernturc variation T from thc refr.r·ence 

levcl in undcforf!lcd position 
71 80 Mean tempcrature gr·adicnt 2!T . .'~ across the 

shell thickness (3 posit ivc> tempcraturl' 
gradi'ent produces a ncgat i\~c- curvaturc). 

NOTES/ 

(1) Nodal J'oin1~ and Coordinate Syste;ns 

The nodal point numhL•rs 1, ·J, K anO L are in sequcnce in :1 

counter-clockwise dircction around the elément. The loc.Lll 
clement coordinall~ systcm (x, y, z) is dcfined as follows: 

x sp:cciiicd _by LI - ,JK, where LI and JK are midpoint~- of 
sidcs L-I and ·J-K. 

z Normal to x and to the lint:' joining midpoints IJ 3nd KL. 

y Nonnal to x and z to c:::omplet" thc right-handcd system. 

This systcm is uscd to PXprcss all physical nnd kin0~at1c 
shcll proper·tiPS (!cit.rcs5es, strainS, m:1tcr·ial l:1w, t.•tc.), 

exccpt that th·:· body~ for-ct.· df!nsity is n?f••rn•d to tht.· 
.global coo,-dinatc system (~, Y, Z) . 

• ____ .!, ___ --·--'-----------'-----------------· 
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IV. ELEMEl'iT !JATA (con: 1 n1u G) 1,; '. 3'1 

z 

1 
y 

L 

1,: 
K 

1 '-{ 
1 

~JK 1 
1 

~ 
X 

J 
Foi- the analyses ofshallowsh<'lls, rototional cunstratnts normal 

to thc surfacc m:1y be imposed by tht• .1ddition of boundo1·y ·l'll-'filL~nts :lt 

thc nodcs (elemcnt typ•· a7). 

(2) Nudc O 

When columns 26 - 30 an.! l1!ft blank, n11d-nodt· pn>pert 1v~ 
are computed by a\·craging tt'i(.• fou~· nodt•::;. 

(3) Element D"ta G<'n .. ratiun 

.Elemcnt cárds mugt lJc in. PlC'ment number sequcnce. 1 f 
elcmcnt can:Js ar·c omittt•d, the program automat1cally 

gf.nerates th•~ omitred 1nforrnation as fldla\4·s: 

Thc inc reml'nt for cl~m~nt number is onc 

i.e. NE. . ~ NE. ~ l 
1 +1 l 

The corn.•sponding· incn.·ment fo1· nodal numb('r is 1\ 
n 

i .e. NI. l = NI • K 
1 + 1 n 

NJi+l = NJ1 + K 
n 

NJ(i +1 = NK + K 
i n 

NL ·= NL
1 

+ K 
i +1 n 

latcr~l lcJ~d. tc~pvra.t~rc and t~~~~ratll~l' gr~dl~~t 
¡::encratt.>d ._•}crr.f'nts. are the samL·. Al"·;,ys ¡ncludc tht 

co~plete l~~t ele~tnt card. 

1 

i 

1 

1 

1 

IV.G J 

-~-·-·---1 ------------·----·--····~--



IV. ELEME~T DATA (continuad) 
38 

(4) Element Stress Calculations 

Output are moments per unit length and membrane stresscs . 

• 

\ __ 

' 

1 l \' " 
:-----~--·----- ----~--- ~ -------~~----- ---~--~~--·----- ·-------- ----· -~----------~·~·---
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IV. ELEMENT DATA (continucd) 

TYPE 7 - BOUNDARY ELEMEN'!S 

Th1s element 1s uscd to. constrain nodal d1sp1acements to spccified 
values, to compute support rcactions and to pro'vidc linear clastic 
supports to nades. 1! the boundary condition cod.c for a pnrticular 
degree o! freedom is specified as 1 on the structure nodal point data 
cards, thc displaccrncnt corresponding to that degreP of frcedom 1s 
zero and no support rcactions are obtained with the pri'ntout. Altcrna
ttvely, a boundary clement can be used to occomplish ·thc same cffcct. 
except that support reactions are obtained ·sincc :hey are equal to the 
member end torces of thc boundary elements ,..,.hich are printed. In 
addition thc boÚndary clemcnt can be used to specify non-zcro nodal 
displacements in any direction which is not posSible using the nodal 
point data cards. 

The boundary element is defined by a single directcd axis through . 
a specified nodal point, by a lineai cxtenslona} stiffncss along thc 
axis or by a linear rotationa1 sti!fness about the axis. The boundary 
element ·is cssentially a spring which can havc axi'al displaCement . 
stiffncss and ax1al rotational stiffness. There is no llm1t to th~ 
~umber o! boundary elemrnts which can be applied to any ,joint tb produce 
the dcsi•red oft'ccts. Boundary clcmcnts havc no·cffct.:.t on the s·~z.~· ot 
the stiffness matrix. 

INPl!T DATA 

A. Control Cnrd (215) 

·a .. 

c. 

Columns 1 5 Thc number 7. 
' 

6 - 10 Total ·numbcr O[ bounda ry clemcnts. 

E1em.,nt L(lad Mu1 t 1 pl iers (4Fl0.0) 

Columns 1 - 10 Mult ip1 i.t•r ·for load case A 
11 20 Mult iplier for load case 8 

21 - 30 Mult iplier for load case e 
31 - 40 Multiplicr

1 
for -load case D 

1 
Element Cards (8 1 5 , 3 Fl O • O) 

Onc card• pcr elemcnt (in asCending nodal point ordl·r) ···xccpt 
where automat ic l\lcment ssencration is uscd. 

Columns 

'. 

1 - 5 
6 10 

11 - 15 
16 -· 20 

'21 - 25 
26 - 30 
31 35 
36 - 40 
41 - 50 
51 - 60 

61 - íO 

Node- N, ot \lo'hich the t~lcmcnt is placed 
Nade 

~ 1 
Nodc Lea ve columns ll - 25 blank 
No de 1f only Oollt_• 1 is ncedcd. 

J'iodc L 
Codc for di sp 1 :n: l'mcn t 
Codc for rot::~tion· 

Data gen<:>rator K
0 

. 

Specifil'd d.isplacemcnt along clemC'nt axis 
Specificd rotation about elt:ritcnt axis· 
·Spri.ng stl ffncss (set to 1010 1 f l<•ft blank) · 
for botll extension and ·rot~titJn. 

"\· 
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IV. ELO!ENT DATA (cont inued) 40 
N<YrES/ 

(1) Direction of boundary element 

The direction of the boundary element at node N is specified 
in one o! two way s. 

(1) A second nodal point I defines the 41rection of the 
element from node N to noae l. 

' (11) Four nodal points I, J, K and L specify the direction 

K 

of the elemcnt as the normal to ·the plane d<?fined by two 
intersecting straight lines (vectors a and .!?_, see Fig. below) . 

a 

n::axb 
ROTATIONAL CONSTRAINT 
IN THIN SHELL ANALYSIS 

The four ~oints 1, 'J, K and L need not be unique .. A useful 
applicat1on for thc analys1s of shallo~ th1n shells cmploys 
the boundary elcm ... ~nt te npprox-imatc rotat1onal t.:onstraint 
about t he surface no rmnl ab · shown above. 

· ~ is givcn by .thc vccto•·r•·ross product n 

the direction of the bo~ndary element. 

=a ' b iJnd defines 

Note that nodc 1 in case (i) and nodes I, J, K a·nd L in case (ii) at·c 
used only tu define the direction df the clemcnt and if convcnicnt ~ay 
be any_ nodt:•s uscd to define othcr clements. HowevCr 'art.ificial nudc~· 
may be cr~atcd to define dircctions of boundnry elem~nts. Thesc 
'artificial nades' are 1nput on thc noc!al point data cards 
with their coordinatcs and with ~11 t.he boundary condit1on codt:s 
specificd ~s 1 {onc) . 

t 

. ',' 

. ___ ]¡_;_;_·~---~~--~-----'---'------~"------... ------- ·----·-----·-------~~ _______ ,___ __ -_ .. 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

It should be noted that node N is the structure node to ~·hich the 
boundary element is attached. In case (1),· o positive displacement movcs 
node N towards node I. Correspondingly, a posltive force in the e1ement 
means compression in the element. .In case (li), a positive displacement 
moves node N into the direction ~ (see Fig.). 

(2) Displacement and rotation codes 

Displacement code = 1: When thi& code is used, the displacement 
6, speci!ied in columns 41-50, and the sprins stiffness k, specified 
in columns 61-70, are used by the program in the following way. The 
load P. evaluated from P = 'k6, is applied to node N in the ,directi.on 
node N to node· ·¡ in case (1) and into direction ~ in case (ii), if 6 
1s pos1tive. 1! k is much greater than the stiffn~ss o! the structure 
at node N without the boundary element, then the net effect is to produce 
·a displacement very nearly equal to 6 at no<.le N. lf 6 = O, then P = O 
and the stiff spring approximates a rigid support. ~ote that the. lo.ad 
P will contributc to the support reaction for nonzero ó. The t:oundary 
condition codes specified on t.he structure nodal point data cards mu'st. 
be consistent with the fact·that a load Pis being app1ied to nodc ~ 
to e!!ect the desired d{splacement (even when this disp1acemeni is ·· 
zero). 

Rotation code = 1: This case is analogous to the situation 
described nbove. A torque T, eva1uated from T =k 6, is app1ied to nade 
N about the axis (direction) of the element. The rotation e is.spccified 
in cOlumns 51-60. 

(3) Data generator K 
11 

When a series o! nodes are such that: 

(1) All have identical boundary elemen-ts attached 
(ii) All boundary elements have same direction 
(111)All spcci!icd displacements and rotations are identical 
(iv) The nodal sequence forms an arithmetic sequence, 1.e., ~. 

N+ K , N+ 2K etc., 
n n 

then only the !üst and last node in the sequence neen be ir.put. The 
increment K is input in columns. 36-40 of tl1c first c~rrl. 

n 

--------~- ~---·-· ---- ------------------------"'·~--~-·---------· --------·---- --
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IV. ELEMENT DATA (continued) 
. ./ '· 4•) ..._ . 

M) Element load mult!plicrs 

Each of the four·possiblc element load cases A, B, C and D 
associatcd with the boundary clemcnts consists o! thc complete set o! 
displaccments as specificd on thc boundary elemcnt cards multiplied 
by the clement load multiplicr 'for thc correspondin·¡: load case. As 
an example, suppose that displacemcnt o! nodc N is spccificd as 1.0, 
spring st if!ncss as 10lO .and no ·othcr boundary clcmcnt displacements 
are spccificd, I..et case A multiplicr be 0.0 and case B multiplier be 
2.0. For elcment load case A the spccificd displacement is 0,0 x l. O= 0,0 
while that for B is 2.0 A 1.0 = 2.0. Linear combinations of elcm~nt 

'load cases A, D, C and D for nll tvpes of el~mcnts cnllectivPlv for a 
particular problem are spec1fied on the structure element load multipli>!r 
cards. As !ar as the boundary elemerit is concerned, this device is 
usctul whcn n particular nod~ has a support displacement in one load 
case but is Iixcd in others. 

(5) Recommendations !or use of boundary elements 

I! a boundary element is aligned with a global dis~laccment. 
dircction, only the corrcsponding diagonal elemcnt in thc stiffness. 
matrix is modified. Therefore, no .stiffncss matrix ill-conditioning 
results. However, when the bouridary elcmcnt couples de~rees of 
!reedom, largc off-diagonal elements introduce ill-conJitioning .ihto 
thc stiffness matrix which can cause solution difficulties. 

In the analysis of shallow shclls boundary elements with stiffness 
a fraction o! thc elcment bcnding stif!ncss should b~ used (say lcss 
than or about 10~). 

In dynamic unalysis "art1f1c1ally stiff" boundary ·elements sho_uld 
not.be used. (See note (8) in Section VII.A). 

IV.:'-,4 

--~-'--~------------·----- ---------
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IV. ELDlDóT DATA Ccont wuc<l l 

TYPE 1! - VARIAIJLE-l'>1J~ffiE:R-NODES THICK SHELL ANO THREE-DIMENSIONAL ELEMEliTS 

A minimum of 8 and a maximum of 21 nades aTe used to r'lt.'S.cribe 
a general thrcc dimensional isoparametric elcmcnt; the ~lement is u~~d 
to rcprcsent orthotropic, elastic media. Thc clcment typc is üh·ntl rl.Cd 
by the numbcr ci¡.:ht (H). Thrcc translational degrccs of frcedom are 
assigned to cach nade, and at ~cast thc -cig:ht corncr nod('S rr.ust be 1nput 

to define a hcxahcdron. Input of JlOdes 9 to.2l is optional: thc flgures 
below illustrate sorne of thc most commonly uscd nade combinations. 

Element load cases (A,B,C, .... ) are fonned ti-om combinations 
of applied surfacc pressure, hydrostatic loads, inertia loads in thc 
threc directions X, Y,Z and thcrmal loads. Six global st~csscs an~ 
output nt up to scven _(7) lo.cations within thc el<?ment: thP.sc output 
locations are sclectt·d by means o~ appropriate d:tta: cntrics. 

X'odc tcmpcratures input ln Scction Il 1 are· used to. fortn an 
average elemcnt tcmpcratur~ which is ttae basis of material prupcrty 
selection for ·the clt!IDP.nt. If thcrmal loads are appl icd, nodt· tt·mpcra
tures art! us<..•d tn cst:1hlish thf' tcmp•!raturc ficld with.in thc t•lf>mc·nt,, 
and thc tcmpcratuJ~ intcrpolation ft1nctions are thc samc as thnst· 
assumed to rcprcscnt clcmcnt displaccmcnts. 

notes 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

• (5) 

l. Control Card (lO l 5 l 

columns 

5 
6 - lO 

11 - 15 
16 - 20 

21·- 25 

26 - 30 

:ll - 35 

. 36 - 40 

variable ~ntry 

NSOL2l 
NUMMAT 
MAXTP 

NORTHO 

NDLS 

!l~XNOD 

NOPSET 

Enter the numbcr ''s" 
Number of sol id elcments: GE .l 
Number of differcnt matcrials; GE.l 
Maximum numbcr of tcmpe'raturc points 
used in the table for any material: 
EQ.O; defauit sct to "¡" 
Nurnber of different sets of matcr1al axis 
oricntation data; 
EQ.O; all propcrties are dcfincd in 

the X,Y,Z, ~ystem 

Number of differcnt d1strihutl·d l<.1;1<'! 

(i .C.," J;lTCSSUTl') SCtS 

Maximum ntÚnbez· of nvdes u~1·t1 lo desér1be 
any one clcmt.."'nt; 
GE.II and l.E.2l 
EQ.O; deiault sPt to "21'' 

:\umbc r 

output 
EQ.O: 

of set~ of data rt.•quf•Sting- strt•$S 
at various clem~11t lu~ations; 

ccntroid output llnly 

·-··---~--~·-· ---· -----~ ______ l_V, i.l ~-;t -~- -~-_.:_ __ ._____~----· _____ _ 
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a. 16- NODE ELEMENt 

8 

• 

2 

b. 17- NODE ELEMENT 

e 

2 

c. 20- NODE ELEMENT 

e 

COMMONLY USED ELEMENT GEOMETRI~S 

IV.l!:·1 . 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

notes 

(6) 

l. Control Card (l0I5) (cont1nucd) 

columns 

41 - 45 

46 - 50 

variable entry 

INTRS Standard integration order for the natural 
(~,s) d1rect1ons; 

INTT 

GE.2 andLE.4 
EQ.O; default set ·to "2" 

• 
Standard 1ntegration order for the 
natural (t)-direction; 
GE.2 and LE.4 
EQ.O; default·set to "2" 

NOTES/ 
(1) The variable ~~XTP limits the number of tcmperature points 

that can be input for any one of the !\L"l>!MAT material sets; 
i.e., the variabic NTP in Section 2 cannot ex~ecd thc valGe 
of ~~XTP. 

(2) NORTHO spcci fics the numbt>r of cards to be read in S<•ct ion .J, 
and if omitted, all orthotropic rna·terial ~xcs are· assumcd to 
coincide with the global cartesiaO axes X,Y,Z. 

(3) NDLS specifics the numbcr of card pairs to he rl'nd in 
Scction 4. NOLS must be a positivc intt·ger i"f any pn.·ssun~ 

losdR are to be applicd to salid clement faces. 

(4) MAXNOD specifies thc maximum number uf non-zcro nade numbers 
assigncd to any one of the NSOL21 elcments input in Section 7. 
Locations of the elemcnt's 21 possible nades are· shown in 
the figure below in which the clcment is shown mapped into 
its natural r,s,t coordinate systcm. The cight corn~r ~odc.s 
must be input for evcry clcment, and nodes 9 to 21 are 1nput 

optionally. If MAXNOD is 9 or grcater, all 21 nndc cntries 
ore read for each element (Cards 2 and 3, Sect1on 7), but 
only t:he first MAXNOD non-zero entries cncountcrcd··whcn 
reading in scquence from 1 to 21 will be uscd for ~1~ment 
description. As an ex~mple, for thv 16-17- and 20-nodc elemcn[s 
MAXNOD has values of 16, 17, 20,_ respectively. 

(5} As a mcans of control_ling the arr:<.n1nt of solution 011tput, 
stress output loco.tiot; sets are dcfincd in St•Ctlon 5, ;JOd thc 
total numb0r of tht•St..' nt:tput rcqUL'!-'itS is spt'<'lfit.•d Uy tht~ 

variable NOPSET. For thc (:as..:o o! NOPSET.El.l.U, no data "i!-'i 

input in Sl·ction .s, and the only stn:ss output prodUC('ti hy 
thc pr<?gram is at thc clemcnt centroid. Othcrw.lsc, _str<'_ss · 
output can be reQm·sted at up to sevcn (7) locations (sl•leCtcd 
trom a tablc of 27 possiblc locations) by mcans of thc datn 
entrics given i~ ~cction 5. 

. ·----- -··---- ·--·------·-- ... . : . -""'"··~---: .•.. '--- --~ ~-----··--::.::::__ __ ·-----··---
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IV. ELE~~NT DATA (continucd) 

MOTES (continucd) 

(6) The entrics INTRS and INTT control th~ numbcr of intc~ration .. 
points to be used 1n numcr1cal evaluation uf integrals ovcr volt1mcP 
in the (r,s) and (t)-coordlnatc dlrcc·tlons, .-.·spcctivcly. 
When sol id clcments are used to rcprcscnt sr~cll structurcs, 
the through-thc-thlckness 1ntcgrations (i;e., 1n the natural 
t-axis dircction) can be evaluate:d le~s accuratcly th:1n thoSt! 

1n-plane (i.c., in thc r,s ploan<'). for this case I:>>rr.s 
might be 3 and I~TT woulcJ be cho~cn typ1cally as :.!. Tht: 
·entrics Jr.-"TH.S and INTT .:Jrc stand:...rd ur r<:fcrcncc v:1lues :J.tH1 

a·rc uscd 1! the 1ntl·~rat1on ordc_r·entrlcS on thc '-'lL'fT'•l.·nt' 
cards (Card l, Scctl<1n 7) are om1tted . .Sun-zcro '-'ntr1cs for 
integration ordcr(s) giv~n ~n thc clcmeni cards ovcr-ridc the 
standard values postcd on this card. 

2. Material Prnrerty Cards 

.are allowcd. 
·orthotropic, t•:mpt!raturt· dcp<·ndent r.-~ar~~rl..al prupcrt ics 

For cnch dlfh_.·rent matcrinl tha.t is rl·r¡~~~·stcc1 nn th1· 

Control Card, thc foll,,win~ sct <•f data must bL·-~uppllcU (l.t!., ~L").~!AT 
• 

sets total): 

·notes 

(1) 

(2) 

a. Material· 1dcntificatíon card. (2!5,ifl0.0,6AG) 

columns 

1 - 5 

6 - 10 

11 - 20 

21 - 30 

31 - 66 

variable 

M 

NTP 

WTDEN 

~lAS S DI\ 

entry 

Matetial idcnti!ication numbcr; 
GE .1 and LE. SDr.iAT 
Numbcr of. diff.crL'nt tcmpL.'raturc~ at 
which prCipt..•rtit..•s _nrc givcn; 

LE.MAXTP 
EQ.O; dcfault 5Ct to "1" 
WL'ight_ density of thc material u~cd to 
computcd stat1c gravity luads 
Mass d(!nsity ur· tl1c material uscd to 
compute t~c ~1as~ n1~trix 1n a dyn;a~lc 

analys1s; 
t:Q.O; tJ·~fault :;.,•t. t·,J ··wTDJ·:~,':ssli.1" 

Mat~rial tll'sCrlptJ'•ll u~r.·1t to l.-..h,·l 11!·: 

output. 

~OTES . 
(1) M.-..tcrlal numtJ,•r!:i Oti n:ust hl' 1nput in- asct..•ndin¡:; st.·Cj~ll·ncP 

bcb,innin~ with "1" and t..·ndin~ with "~t:~C-1.-\T"; ,l::Li5Sl~..-•ns or 
repctitions are llle¡;al. 

(2) Wci¡;ht dt.•nsity is U5t.'d lo cor:nputt· ~tat ü: riúdt> f~,r(·, .... Uul· to 
epplit.•d ~r~vity ~uads; mass drnsity l_:.o u:-. ... ~d tu c.:ah·ul~Lh' 

elemcnt m~ss mntriccs for tts~ 1n c,,nnt•ction ~i1h n dynam1c 
analysis. 

---·--------- . ---- ____ _¿:_:_..!!:-:. 
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IV. ELEMENT DATA (continucd). 

'-.-· b. Material cards (7Fl0.0,6Fl0.0) 

NTP pairs o! cards are input iu arder o! elgebraically 
1Dcreasing value o! ··temperature. 

First Card 

Dotes columna variable- entry 
• 

(1) 1 - 10 Temperature, T 
n 

(2) 11 - 20 E11 at Tn. 
21 30 E22 at 
31 - 40 E33 at 
41 - 50 "12 at 
51 - 60 "13 at 
61 - 70 "23 at 

Second card 

notef-

(2) 

columns variable entry 

1 lO ''12 n 
11 - 20 <,;13 ·o 
21 - 30 G23 o 
31 - 40 "'1 e 
41 - 50 "2 •· 
51 - 60 '3 a 

The 12 constants (E¡ ,E22· 
to a set of a.,•·s (XJ .x2 ,X. 
direc"tions fa: an o: hotr 
strain rclati· 1s Wl', re~ 

wr1tten as fo · lows : 

Tn • 
Tn 
Tn 
T' n 
Tn 

' 
.. .. 

n 
rn 

Tn 
Tn. 
Tn 
Tn 

: • . ,0'3 ) are-dc!ined w1th rcspcct 
· which are thc principal ~at~riJl 

ic, clas~ic mC'd.um. The stre!::iS-:' 

:t to the (X 1 ,x~,X3 ) syst<'m 1s 

--

··-·'---------------------~--~----·-'--·• 
--=~· . '.T ·~ _,·>c._ _ _::_" ' --·-·~· _ ____..:....._ 
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IV. ELEMENT DATA (cont1nued) 

o o 

1/E22 .. '23/E33 O o o 

- '':niEu - v32/E22 l/E33 O o o 
= 

o o o o 

o o • o o ~23 

o o o o o 
• 

[ ATo
1 AT~ ATo

3 
o 

where E i and a11 are normal stra1ns and stresses in the 
x1 direc!1ons; Yij and 7ij are shcar strains and stresses on 
the principal material planes; o 1 are the coefficicnts of thermal 
expansion, nnd ó.T is the increasc in temp?'raturc f'rom strcss·frcc 
distributcd over the elemcnt volumc. 

3. Material Axcs Oricntation Scts (·115) 

If NORTHO is zcro un thc Control Card, skip this data 
soction, and oll mntL'rial oxcs cx 1 ,x;¿,"X3 ) will he ass1Jmed to col1a:1dt.• 

w.ith thc global cartL•Sian systcm X,Y,Z. OthelWlSC, NORTHO l:'i.ll'tls muSt 
be input as follows: 

notes columns variable entry 

(l) 1 5 M Identi ficat ion numbcr; 

GE.l and LE.NORTI!O 
(2) 6 - lO NI Node numbcr for po1nt 

,. " 1 
11 - 15 NJ Node numbcr for point ' .. " 

.1 
16 20 NK No de numbcr for point "k" 

N<YTES/ 
(1) -Idcntification numbers (M) must be input in incrcos1n¡; 

scQucncc bcgi~ning "'·iih "1" and .cnding with ":-tORTHO". 

(2) Orthotropic maturial axcs orif'ntations are spcc1 ficd by 
means ot thc thrce nod\? numbt..•rs NI.NJ,Z\K. For the spccial 
case \ta•hcrc orthotropil· mntl•J'inl axcs coincide with the .,::lobal 
axos (X,Y,Z), il 1& nl;t n<!l:cssnry to input d3tn in th1~ 
acctio~~ scc Scction 7, notl' {-1). Lt..•t .!l•!2•..!.:.t bt.:- tht! thr.._~e 

ortho&onal vcctors \lo"h1ch dL'flnL~ thc axcs of material orth~tropy, 
thcn their dircctlons are as shown below: 

. 1T.i:· ,& 
. . . . 

~-----------------------·------- -----------·-
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Node nuinbers NI,NJ,!'-.'K are only used to locatc points i,j,k, 
respcctivelY, and any convcnicnt nades may be uscd. 

4. Distributcd Surfacc Load Data 

NDLS pairs of cards are to be input in. this section 1n 
ordcr of increasing sct numbcr 00. Thl•sc data d(.•scribc surface loads 
scting on clemcnt faces and may be prescribcd directly in tcrm·s of 

face co.rncr nade pressures or indirectly by mcans of a hydrostat ic 
pressure field. 

notes 

(1) 

(2) 

(3) 

a. Control Card (3!5) 

column~ variable 

1 - 5 N 

6 - 10 NfACE 

11 - 15 LT 

entry 

Load set idcntification numbcr; 
GE.l and LE.NDLS 
Elemcnt facc numbcr on whicll this 
distribut0d load is acting; 
GE. 1 and LE: 6 
Load typ., codc; 
EQ.l; prescribed norma'l prcssurl· 

intensi~ies 

EQ.2; hydrostat ically v:¡J·ring prL'ssun• 
ficld 

EQ.O; default sc·t tu"¡" 

. ---~---··- -·- ~- --- ---'-------~---- ----"-'~----·----' -_· ---~·-f__,'-~--· _¡_~ __________ _:___ ___ ------
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IV. ELEMENT DATA (contlnued) '' 52 
NOTES/ 

(1) The surface load data sets established in this section are 
assigned to the elements in Section 7. 

FACE 

(2) Hexahedra have six quadrilateral faces each uniqucly described 
by !our node numbers at thc corners of the face. The face 
number convention established for _elementS is given in the 
Table bclow. 

• 
(3) Two types of surface pressure loads may be app1ied to faces 

o! the elements. If LT.EQ.O (or 1), a normal prcssure 
distribution is pre.scribed d1:rcct1y by. mcans of prcssure 
intensities at the facc corner nodes. If LT.EQ.2, the 
tace is cxposcd to hydrostatic pressure due to fluid hcad. 

NATURAL COME 1! :-<ODE NUMBERS 
NU!.IBER ' COORDINA TES N1 N2 N3 N 

1 
2 
3 
4 

5 
6 

notes 

(l) 

(2) 

4 

( ~1 • s' t) 1 4 8 5 
( -1. 5'. t) 2 3 1 6 
( r, -+1, t) 1 5 6 2 
( r,-1, t) 4 8 1 3 
( r, S, -+1) l 2 3 ·1 
( r, s,-1) 5 6 1 8 

TAn LE Corncr No de ~umbc rs for the Sol id Elcmcnt 

b. Normal Prcssurc Data (·1FlO.O) (LT.EQ.l, only) 

columns 

1 - lO 
11 - 20 

21 - 30 

31 - ·10 

variable 

Pl 
p~ 

P3 

P·l 

entry 

Prcssun· ;~t face nodL' :-.: 1 
Prcssur~..· a t f.3('C nod(' ~-¡ • 

EQ.O; def~ult sel lo '"p¡ 
Pn~ssurl' a t fa ce· nudc x3 ; 
EQ,O; dcLlult Sl.'t to "pl" 

l'rt .. •ssuJ·e at 'facc nodt• ;.;,: 
". 1 '1 

EQ.O; d~fault sct t1.>. ~l 

FaC·es 

-----· ___ ,_ ~-------- ---~-
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

NOTES/ 
(1) The pressure distribution acting on an elemcnt face is 

defined by specifying intensities Pl,P2,PJ,P4 at the face 
comer nodes as shown below: 

Thc facc corner nade num6crs are givcn in thc Tablc· 
and positive prcssure tcnds to comprcss. thc volumc ~f 
thc elcment. 

. 
Thc variation of prcssure ovcr the c-lcment !acc, p(a,b), 
is given as: 

p(a,b) = Plxh
1 

+ P2xh
2 

+ PJxh
3 

+ P4xh
4 

wherc 

hl 
h2 
hJ 
h4 

= 
= 
= 
= 

(1/4) 
(1/4) 
(l/1) 

(l/4) 

(l+a) (l+b) 
(1-a) (l•b}. 

(l-a) (l-b) 

(l +a) (l-b) 

in Quadrilatcral natural facC coordinatcs (a,b). 

(2) Jf any of the entrics P~.PJ,P-1 are omittl'd, thesc v~lues · 
are rc-_sct to thc vo1lU•· of Pl; i.c., for a untfnr·rnly c1Is
tr1butcd prcssurt· {p), IA·c havc Pl.E(.J.p :-&nd ce 11--10 blank. 
If P2 is zero sp .. cify a smoll num!JL'r. 

IV.8.-~1 
-----~-------------· ~-- ---------· -----~- --~-·--__:__ 
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IV. ELEMENT DATA (continucd) 
54 

notes 

(1) 

(2) 

N<YfES/ 
(1) 

c. Hydrostat 1c Pressure Data (7Fl0.0) (LT .EQ.2, only) 

columns variable entry 

l - lO GAMMA Weight density o! the fluid, Y; 
GT.O 

ll - 20 xs x-ordinate of point S in the free surfacc 
of the !luid 

21 - JO· YS Y-or¡;linate of point S in the free surface 
of the fluid 

31 40 zs z-ordinate o! point S in the free surfacc 
o! the fluid 

41 50 XN X-ordinate of a point n on the normal 
to the fluid surface 

51 - 60 YN Y-ordinatc of a point n on the normal 
to thc fluid surface 

61 - 70 ZN z-ordinatc of a point n on the normal 
to ·thc !1 u id surface 

GAMMA is thc weight dcnsity (i.c., units of !ore., pcr unit 
of fluid volumc) of tho fluid in contact with-element fac(..• 
number NFACE. 

(2) Po1nt "s" is any point in the free surfan: of thc fluid, 
and point ·'-'n., is locatcd such that thc dircction frorr: s tú 
n is normal to the free surfacc and is positive with 1ncrcnsing · . ' . . 
depth. 

, 

X 

,., .. 

IV. R·:.:-_!:-~~+:~\ 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 
\ 55 

Hydrostatic pressure in contact with an element !ace causes 
element compression; i.e., pressure resultant acts toward the 
e1ement centroid. Nodes located above the fluid surface are 
automatically assigned zero pressure intensities if an e1ement 
face is not (or only partially) aubmerged in the fluid • 

5. Stress Output Request Location Sets (715) 

lf NOPSET is zero on the Control Card, skip this section, 
and global stresses will be computed and output at the element centroid 
only. Otherwise, NOPSET cards must be input as follows: 

notes column variable entry 

(1) 1 - 5 LOCl Location number o! output point 1 
6 - 10 LOC2 Location number of output point 2 

11 15 LOC3 Location number o! output point· :J. 
16 - 20 LOC4 Location number of output point 4 
21 - 25 LOC5 Location number o! output point 5 
26 30 LOC6 Locat ion number of output point '6 
31 - 35 LOC7 Location number o! output point 7 

LE. 27 
NCYTES/ 

(1) 27 element loca't1ons are assigned numbers as shown in the 
Figure below. Locations 1 to 21 correspond to node numbers 

6. 

1 to 21, respectively. Locations 22 to 27 are elemen~ tace 
centroids. The first zero (or blank) entry. on a location 
.card termina tes reading of locat ion numbers for the output 
set; hence, fewer than seven locations .. can .. be requested in 
an output set. Location numbers must be input .. in order o! 
incressing magnitude; i.e,, LOC2 is greater than LOCl, LOC3 
is greater than LOC2, etc. In dynamic analysis, FACE 1, · 

t'ACE 2, ••. , FACE 6 correspond to output locations 22, 23, .•. , 27 
respectively. (See Table VII.l). 

Elcmcnt Load Case Multipliers 

Five (5') cards must be input _in this section specifying the 
1ract1on o! gravity ~.Y,Z), the fraction o! thermal loada and the 
!ract1on o! pressure loads to be added to each o! the element loading 
comb1nat1ons (A,B,. •• ). Load case multiplier data a!!ect stat1c 
analys1s calculationa only. 

Card 1 X-d1rection grav1ty (4Fl0,0) 

notes columna variable entry 

(1) 1 - 10 CXA Fract ion o! X-direct1on grav1ty to be 
applied in element load case A 
. . . 

31 - 40 CXD Fraction o! X-direction gravi ty to be 
applied in element load ~ase D 

-----~:' l-~ .c.'.:.·•c__ __ _ - _________ :...:..,. __ _ 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

Card 2 Y-dirccUon ¡¡ravity (4Fl0.0) 5'7 
.Card 3 Z-di rection ¡travity (4f'l0.0) 

Card 4 Tlwrmnl lnads (4F'l0.0) 

notes 

(2) 

Card 5 

notes 

(3) 

NOTES/ 
(1) 

(2) 

(3) 

columns variable cntry 

1 - 10· TA Fraction o!· therma l loads to be ap 1:1 ied 
in clement .load ca'se A 

31 - 40 TD Fraction o! thermal· loads to b<> appl ied 
in element load case D 

Pre.ssure loads (4 FlO. 0) 

columns variable entry 

1 - lO' PA Fraction of pressure loads to be applied 
in element load case A 

31 - 40 PD Frac~ion of pressure loads to be appl ied 
in element load case D 

Gravity loads on the structure ·due to staiic body for~es. 
are computcd from the weight dénsity of elemcnt materials: 
and the element geometry. These loads are assigned t~ the 
clement load combinations by means of the entries on . '. t.~ 

Cards 1,2 and 3 for torces in ~he X,Y,Z dircctions, 
respectiv<>ly. 

Thermal loads are computed knowing the nade temperatures 
input in Section III, the. stre·ss free reference temperature 
(T

0
) input in Scction 7 and the element 's material pro¡>erties 

and nade coordinates. The tempcrature distribution within 
thc elemcnt is described using the ·same interpolation func-, 
tions which describ'e the variation of displacements within · · 
the·elcmcnt. 

Pressurc loads are fii'st assignc..-d t'a clcmcnt load c.:as(·S 
(A,B, ... ) by means of <thc entrlc•B (scalt.· factors) o!l _Card .5, 
and the distributed.load sets "hich wcrc i.nput in Scction 4 
are then applied to thc elcmE'nts individually for cas•·s 
(A,B, ... ) by means of load sét refprences given·in 5<""tlÓn 7. 

7. Elcmcnt Caras 

-1 ·.;. ' 
Too cards (1! MAX!IOU.EQ.S) or three .cards (if, MAXNOD.GT.'S) 

· must be preparcd !or ea eh element that app.cars in .. the input,· and the' 

. :-

··-·------·---------------~'-l:. "!l._,.!·:;___:_ ____ _ 
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IV. ELEMENT DATA (continucd) : ·. 58 
format for thcsc <:ards is ns ·follows: 

Card l (615,Fl0: ,415,412) 

notes columns variable entry 
o ' ' 

(l) l - 5 M Elemcnt ' number; 
GE .1 and LE .NSOL21 

~: (2) 6 - 10 NDIS Number of nodes to b<> u sed in dcscribing 
thc clemcnt's displnccm"nt ! ie 1d i 

i. ,, ·: EQ.O; dc!ault set .to ''r.ti\XNOD'' j. . ' (3) 11 - 15 NXYZ Number o! nodes to be u.sed· in the description 

1-

';-: of ._e1ement geornetry; . ' . : 
EQ.O; "dcfaul t set to "Nois" 

1 EQ. NDIS ... i.soparametric element .;· 
l· 

1 

LT. N01S -t subparamctric elcmcnt .. 
' , ' 
' 16 :w N~IAT Matrr1n1 idcntification numbcr_¡ 

1' 
. GE. 1 ~nd LE. !'iml!IIAT 

(.l) 21 - 35 ~lAXES ldcnti!ic.:ation nUml>C'r of the material 

l. ' axis oricnt3ti0n sct ~ 
¡.··. GE.l and U:.!"ORTHO , . 
1 

EQ.O; material axcs de!nul t to the . ] 

1 
gl o'Oal X,Y,Z system 

1 

(5) 26 - 30 JOP 1denti!ication numbcr o! the stress output 
location set ¡ 

. ·(,_-· GE.l nnd LE .XOPSET 
EQ.O; ccntroid output only 

'. 31 - 40 TZ Strl.'Ss free rt:!erencc temperaturc, To 
(6) 41 45 KG Nndc nurnbcr incremt•nt for clemcnt data ·' - \ 1 genera t ion; 

1 
EQ;O; dcfau1 t set tO· "1" ' 

1 
46 - 50 1\llS l NT I ntcgra tion ordcr !or natural coord inate '· 

(r,s) dircctions; 
EQ. O; defaul t set to '' 1 NTJtS" 

51 - 55 I(I"INT lntt•g:ration ordcr for natural coórdinate 
( t ) di r"Pt't ion; 

EQ.O; dc·foult sct t " 
"It>."T'f'' 

(7) !)G - (j() 1 !U: ti~;¡; t'l ~~ ind:ic:Jtin~ that thc st l ffJH~.SS and 
mnss r.J~~trices for tld S clcmPnt are thc-
samc as thoso for the prc~eding: elt>rnent; 

-EQ.O; no 
EQ.l; y es 

(8) 6] - 62 LSA Prcssure s(•t for elcm<"nt load case A 
63 - 61 LSB Prl.·ssure ~(' t for elcmcnt load case B 
65 - 66 LC'C _,_ Pressure set for elC"mcnt load case e 
67 68 LSD Pressure set for elt•ment load c.ase D; 

LE .1\DLS 

1 V-:- "- . .... 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

Card 2 (1615) 

notes columns variable entry 1.) ;_ 59 
(9) 1 - 5 Node 1 number 

6 - 10 Node 2 number 
11 - 15 No de 3 number 
16 20 No de 4 number 
21 25 Node 5 number 
26 - 30 Node 6. number 
31 - 35 Node 7 number 
36 - 40 Node 8 number 

(lO) ·41 45 Node 9 number 

Card 3 

note 

NaTES/ 
(1) 

(2) 

46 50 
51 - 55 
56 - 60 
61 - 65 
66 - 70 
71 - 75 
76 - 80 

(515) 

columns 

1 - 5 
6 - 10 

11 15 
16 - 20 
21 - 25 

(required 1f 

variable 

Node lO number 
No de 11 number 
Node 12 number 
No de 13 number 
No de 14 number 
Node 15 number 
Node 16 number 

MA.XNOD. GT. 8) 

entry 

Node 17 number 
Node 18 n·umber 
Node 19 number 
Node 20 number 
Node 21 nUmber 

Element carda must be input 'in ascen~tng elemcnt number 
or!ler beg1nning with "1" an;:l e'nd1ng _with "NSOL21". Rcpet 1tion 
of element _numbers is il1ega1, but ~lement carda may be 
omi tted ,, and miss1ng element data are generated according 
to the procedure descr1bed in note -~7). 

' -NDIS is a count of the node riumbers actually posted on 
Cards 2 and 3 wh1ch must inunediately follow. Card l. 
NDIS must be at least cight (8), b~t must be less than 
or equal to the l1rn1t (MAXNOD) whti:h waa g1ven on the · 
·control Curd, Sect1on l. E1ement d1sp1acements are 
ass1gncd et the NDIS non-zero nodeS, and thus, thP 
order o! .the clement matrices is three (1ae. 1 trans-
1at1ons X,Y,Z) times NDIS •. The eight corner.nodes ot 
the hexahedron muat be. input,· but · nodes 9 to 21 are 
optional, and uny or a11 ot these optiona1 nodes may 
be u sed to describe the ele.;.;h-t 's d!splacement t1e1d. 

-~-· --~---·--- --·--·--------------,;,'-----------·---'----·----- -~------· ---- ---· 
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IV. ELEMENT DATA (continued) : ¡ ;_. 60 

(3) When element edges are straight it is unnecessary 
computationally to include side nades in the numerical 
evaluation of coordinate derivatives, the Jacobian 
matrix, etc., and sir¡ce regular element shapes are 
common, an option has been included to use fewer nades 
in thése geomctric calcul&tions than are used to 
describe element displa~ements. The first NXyz non- · 
zero nades posted on Cards 2 and 3 are used to evaluate 
thos~ parameters which pertain to element geometry 
only .. NXVZ must be at least eight (8), and if omitted 
is re-set to NDIS. A com~on application might be a 
20 nodc elemcnt (i.e., NOIS.EQ.20) with straight edges 
in which ca,se NXVZ would be entered as "s". 

(4) ~lAXES (unless omitted) refers to one of the material 
axes set defined in Section 3. lf omitted, the. 
material (.NMAT) orientation 1s such that the (X1,X2 ,X3

) 
axes coincide with the (X, Y,Z) axes, respectively. · 

(5) JOP (unless omitted) refers to one of the output location 
sets given in Section 5. If IOP.EQ.O, stress output is 
quoted at the element centroid only. Stress output at 
a point consists of three normal and three shear 
cornponents referenced to the glóbal (X,Y,Z) axes. 

(6) When element cards are omi tted, element data are generated 
autornatically as follows: 

·(a) all data on Card 1 for generated elements 
is token to be th~ sarne as that given on 
the ·first elemen! ·card in the sequence; 

(b) non-zero nade nurnbers (given on Cards 2 and 
3 for .the first element) are incremented ·by 
the value "KG" (which 1s given on Card 1 of 
the !1rst element) aa element generation 
progresses; zero (or .blank) nade number en
tries are generatcd as zcroes~ 

The Iast elemcnt cannot be generated. 

(7) The !lag !REUSE allows the program to bypass stiffness 
and mass matrix calculations providing the current 
element is ident.ical to the preceding element; Le., 
the preceding and current elemcnts sre identical except 
!ora ·rigid body translation. If IREUSE.EQ.O, new 
matrices are comput.ed for the current element. 
I! IREUSE.EQ.l it is also assumed that the ·nade 
tempcratures of thc element (for calculatiori of thernial 
Ioads) ,are th" samc as those o! the préccding element • 

. J1.' .. 8 .. :lfi_ 

. '¡• .. 

'. 

,"'.\· 

:-;1 
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IV. ELEMENT DATA (cont inucd )· 61 

(8) Pressure loads are assigned (i.e., applied) to the 
element by means Of load set refcrences in Ce 61-62 
for combination A, ce 63-64 for B, etc. A zero entry 
means that no pressurc acts on th~ element for that 
particular element load combination . 

. (9) The first eight node numbers establish the corners or 
vertices o! .. a general hexohedron and must be all non
zero, (see Figure in Section 1 on control cards). Node 
numbers must be input in the sequence indicated othenwis.e 
volume and surface area integrations will be indefinite. 

(lO) The number of cards requi red as input for ca eh' element 
depends on the variable MAXNOD. .For the case of 
MAXNOD.EQ.S, only Card 2 is rcc¡uired. lf Mo\XNOD.GT .. S, 
Cards 2 and '3 Are rcquired for all elements. 

Nades 9 to 21 Are optional, and only those nades actually 
used to describe the element are input. The program 
will read all 21 entries if MAXNOD was given as 9 9r 
greater, but only NDIS non-zero values are expected 
to be read on Cards 2· and 3. If for exarnple one element 
is described by 10 nodes, then ce 1-40 on Card 2 waul,d be 
the eight co~ner node n\lmbers, and the· r·emaining .tWo. 
nade numbcrs would be posted somewhere on Cards .2 and ~. 

- ·-------·--~---~--"........_:_ _________ . _____ ~-~~-~~~-~:~~1___ ___ . ____ ----~_______,__~·. -------
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IV. ELEMENT DATA (continucd) 

62 

TYPE 9- THREE-DJMENSJONAL STRAJGHT OR CURVED PIPE ELE~IENTS 

Pipe clcffients are idcntificd by thc numbcr twelvc (12) .. Axial 
&nd Shear forccS, torquc and bending momcnts are cnlculated for each 
member. Gravity load1ngs in the global (X,Y,Z) directions, uniform 
tcmperature changcs (computed from input nodal tempcraturcs), and 
extensional effects due to internal pressure'form the basic member 
load1ng .conditions. Pipe element input. is described by th:? followi»g 
sequoncc oí carrls: 

l. Control Card 

notes columns variable 

4 - 5 
(1) 6 - lO NPJPE 

.11 - 15 NUMJ\\AT 
16 - 20 l\\AXTP 

21 25 NSECT 
(2) 26 - 30 NBRP 

31 - 35 MAXTAN 

36 - 40 NPAR(R) 
41 - 45 NPAR(!'l) 

46 - 50 l'PAR(lO) 

51 - 55 l'PAR(ll) 

(1415) 

ent ry 

Enter. the numbe~ 11
12" 

Number of pipe elemcnts 
Numbcr of material scts 
Maximum ·number of tcmperature points 
u~ed in the table for any. material 
GE.l; at least one point 
Nllmbcr of scction propcrty sets; GE.~ 
Numbe1· of branch pnint nades at whi~h 
output 
EQ.O; 

is requircd; 
no brancl1 point output is 
produced 

Maximum numher of tnngcnt €lements 
common to any one branch point nade; 
EQ.O; dcfault set to ''4'' 
Blank 
Tangcrit 'stiffness load matrix dump flag 
EQ. 1; Print 
EQ.O; ·Suppress print1ng 
Ocnd stiffness load matrix dump flag 
EQ.l; Print 
EQ.O; Suppress printing 
El.em.cn t paramet er s d ump fl a·¡;· 
EQ.l; Print 
EQ.O; Suppress printin~ 

MlTES,.. 
(1) Th•· numlh'I" ttf pi¡w t·lt~ml.'nt~ ("~PIPE") couut!; hoth tnr.gcnt 

:uuJ h<~no r.•·om<~t rics, ~nd both the material nnd sect ion 
pJ·opL•rty tablc~ can n?-ference cithcr the bend or tangent 
clcmt"flt types. 

(2) A branch point is defincd as a nodal locat ion wh~rc at 
least threc (3) tangcnt plpe elements connect. The two 
input paramctcrs "t>."BRP" and ".MAXTAN" reserve storage for 
an ·index ~rray crcatcd during thc processing of pipe 
elcment data; posting ,. largcr nu.mb(·r of meximum common 
tangents than nctually exist is not cOnsidered a fatal _error 
condition. Branch point data is rcad if requested, ~ut not 
currc~t-ly used; i.c. to be used 1n future prograrn versions. 

1 1.:' .J. 

.,. 
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IV. ELEMENT DATA (cont inued) •./ '· 63 

notes 

(l) 

2, Material Property Cards 

Temperature-dependent Young's modulus (E), Poisson's ratio. 
thermal expansion coefficient (a) are allowed. If more than . 
temperatura point is input for a material table, then the ptoghiril 
properties using linear interpolation between input temperatura 

The temperatura used !or property selection is the average 
temperature which 1s denoted as T : 

a 
T = (T +T.)/2 

a 1 . J . 

T1 and Tj are the input nodal temperatures foi- ends "i .. and "j'' 
pipe. FOr each different material, the following set of cards 
input: 

a. material identification card (215,6A6) 

columns variable 

1 - 5 M 

6 - 10 

11 - 46 

entry 

Material ident.ificstion number; 
GE.l and LE.NUMMAT 
Number of different temperatures at 
which properties are given·¡ 
EQ.O; one temperature poiiÍt i"s· 

assumed to be input 
Material description used to label 

.the output for this material 
NOTES/ 

(l) Material identification 
and the total number of 

number must be input between one ('l") 

notes 

(l) 

NOTES/ 

' " . ti 
material& specified . ( NUMMAT ) 

b. material cards (4FlO.O) 

columns variable entry 

1 - 10 
11 - 20 
21 - 30 
31 - 40 

T(N) 
ECN) 
XNU(N) 
ALP.(I¡) 

Temperature, -Tn 
Young's modulus, En 
'Poisson's rati-o, ·.\.In 
Thermal 'expansion coe!fic ie.nt, cr, 

(1) Supply onc card for each temperatura poirit in the material 
tablc; at least onc card is requircd; Temperatur('S must. 
be input in lncreaslng (algebraic) order. If two or more 
points are used. es re must be taken t.o 1nsure "that the tab~e 
covcrs the expected ra,ige o_f average temperátures existing 
in th'e elementa to. which the material table. is assigned. 

---~------~-:...--- .. --
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1 V. ELEMENT DATA (continued) 64 

notes 

(l) 

(2) 

(3) 

( 4) 

NOTES/ 

3. Section Property Cards (l5,5Fl0.0,3A6) 

columns variable entry 

l - 5 N Section property identification number; 
GE.l and LE.NSECT 

6 - 15 Outside diametcr of the pipe, d
0 

Pipe wall thickness, t 16 - 25 
26 - 35 
36 45 
46 - 55 

56 - 73 

Shape factor for sh ear di stort ion, 0V 
1\'eight per unit lengt·h of section, Y¡ 
Mass per unit lcngth of section, Pl 
Section description (used to label the 
output) 

(1) Section property identification numbers must be input in an 
ascending sequence beginning with one <''¡'!) and ending with 
the total number of. section specl.fied ("NSECT"). · 

(2) Assuming that (y,z) are the section axes and that the x-axis 
is normal· to the section, the properties for the section are 
computed from the input pnrametcrs [d

0
, t and .OV] as foll.ows: 

(a) 

(b) 

(e) 

inner and outer pipe 'radii; 

r = d /2 o o 
r

1
=r

0
-t 

cross-·sect ional ares (axial deformations); 
2 2 

A = n(r - r ) 
X . O 1 

principal moments of inertia (bending); 
• 4 
r 1) 

I z = I~ 
· (d) polar moment of inert 1a (torsion); 

J = 21 
X y 

(e) effective shesr areas (shcar dÍstortions); 

A =A/o 
y X V 

A = A z y 

Note thnt the shape factor for sheer ,d1stort1on (o) may 
be input directly. If the entry 1s omitted, the shape 
factor is computed using the equation: 

3 '"v = (4/3) cr0 

. ~ 2.0 

---~-----~ --------- ----~----·----- ·--------~---------- ------------------·------'---·--- ·' 
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IV. ELEMEI\T DATA (cont inu<•d) 

An input value for Ctv greatcr than onc hundred (100.) 
causes the. program 10· n<'¡:lcct shcar distortions entirely. 
Jf· used, the .same shape factor is applied to both in and 
_out-of-plane shcnr distortions. 

(3) Thc wei~ht pcr unit length of section (Y¡) is used to 
compute gravity loadings on the elements. Fixed end 
shears, momcnts, torques, etc. are computed automat !cally 
and applied as equivalen! nodal loads. These forc~• will 
nOt act on the s~ructure unless first assigned to one of 
the element load cases. CA,D,C,D) in Section JV.L.5, below. 

(4) The mass per unit length is only used to form th'!' lumped 
mass inatrix for a dynamic analysis case. If no entry is. 
input, then the program will re-define the mass density_ 
from the weight dcnsity using: 

p
1 

= Y¡ /386. 4 

Either a non-zero weight density or mass density· wfll 
cause the program to assign masses to all -pipe element 
nodes. 

4. !lranch Point .Node Numbers 

Jf thc numbrr of out~ut branch point.nodes has been 
omittcd from the control card (i.e., ce 26-30 hlank), skip this· cDction 
of input, Hnd no branch point data wil1 be. read. Othcrwise, supply 
node numbcrs for a total number of branch ·points requcsted on the 
control c~rd, ten (lO) nodes per card: 

first card (10!5) 

notes columns varinble !'ntry. 

(1) 1 - 5 No de number at branch point 1 
6 - 10 Node numbcr at branch point 2 

45 - 50 Node numbe.r at branch point 10 

~f'cond card (1015) -- jf req u i red 

notes colurnns \'ariable entry 

1 - 5 l'odc numbcr nt branch po~nt 11 

Non:s/ 
(1) A node does not define a branch point unless st least three (3) 

tangent eleffients are common to the node. Brsnch point output 
is only -produced for·static an;dysis· cases. 

- --· ______ _: ____ _:::___._ _____ - -~..L._:: _ ____: --~ - -------~- --
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IV. ELEMENT DATA (contimwd) 66 
5. Elcmcnt Load Case Mult i pl ic rs 

Fivc (5) cards must be input in this section specifyin¡; 
the fraction of gravity (in. cAch ·of thc X,Y,Z coorciinat€:' directions), 

th~ !raction.o! thermal loadin¡; and the !raction of intcrnai pipe 
prcssure loading to be added to each of fuur (4) possiblc elcment 
loading combinations (A.R,C,D). 

Card 1 X-di rection grav i ty 

notes columns variable 

(l) l - lO 

ll - 20 

21 30 

31 - 10 

rard 2 Y-direction gravi ty 

Card 3 Z-direction gravity 

card 4 Thermal lORd S 

notes colurnns va·riabl" 

(2) l - JO 

11 - 20 

21 :JO 

31 - 40 

Ca rrl 5 Jnt0rnal pressu re. 

notes column!-. variahlc· 

(3) l - lo 

11 - 20 

21 - :!0 

31 - 10 

(4Fl0.0) 

ent ry 

Fr3ct·i on of X-direction gravity to be 
applied in elCment load case A 
Fraction of X-di rect ion gravity to be 
applied in .élement load case B 
Fraction o! X-di re e ti on gravity to be 
appl j cd in element load case e 
Fraction of X-di re e t ion gravity to be 
applied in element load case D 

(4Fl0.0) 

(4Fl0.0) 

(4Fl0.0)' 

entry 

Frac t ion of thermal rcad ing tu be 
appl i c•d in elcment load case A 
Fract ion of thcrmal loading to be 

.npplicd in el,~ment load case B 
Fract ion of thcrmal Joading to be 
applicd in elcmcnt load case (' 

Fraction of thcrmal loading to be 
appl 1ed in element load case D 

(1Fl0.0) 

entry 

Frat't ion of prt:'ssun~-inrluced load in .. 
nppl i ed in el Pmf'nt· load case A 

. Fral·tion of.pr0ssurt~-induced loadin~. 
applicd in el0mct1t l<J~d case 8 
Frac t ion of prt•ssun• -:i nduced loRd ing 
~pplied in eh .. mc·nt load ca.sc e 
Fraction of pressure-lnduccd loading 
applied.in clcm~nt load case D 

. -------- -- ______ __::: ___ . 
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!V. ELEMENT DATA (continued). 6& 
5. Element Load Case Multipliers (continued) 

.NOTES/ 

notes 

(l) 

. (2) 

(3) 

(4) 

(l) No gravity loads will be produced if the weight per 
unit length was input as zero on all section property 
cards. Otherwise, a mult1plier of 1.0 input for an 
element load case means that 100% of deadweight will 
be "assigned to that load combination. 

(2} Cfio thermal loading w!ll result if the éoefficient of 
thermal cxpansjon has been omitted !NJm all the material 
cards. Otherwise, thermal loads are computed for each 
elernent using the !JT between the aver·age element tempera-

. ·.:"ture (T
8

) and the stress-free temperature (T
0

) given 
wi th ea eh pipe element caro (Sect ion J\' .L.6, below). 

(3) Elemcnt distortions are computed for each element due 
to interna] pressure, and these loads are corr.bined :Í.nto 
element load cases by means of appropriate non-zcro 
cntries in Card 5. 

Gravi ty, thcrmal or pressure. induced loads canno·t act 
on the. structure unless first cornbined .in one or more 
of thc clement load sets (A,B,C,D). Once defined, 
elemcnt load caSes are as~i~ned (vja scale factors) 
to the structure load cases by means of Element ·Load 
Multipli~rs gi~en in ~ectlon VI. An element. loa¿ 
ca~c·combinatlon may be uscd o multipl~ number of 
times when ·defining the various structure loading 
conditions. 

6. Pipe Elcment Cards 

o. card type_l 

columns variable 

1 - 4 N 

5 

6 ~ lO 
11 - l!> J 
16 - 20 MAT 

21 - 25 JSECT 

26 - 35 
36 - 45 
_46 - 55 

cnt ry 

Pipe clement number; 
GE.l ond LE • .NPJPE 
Gcomctric type code: 
'~'' (or blonk); tangent section 
"a" bend (e ircular) sect ion. 
Nodc I nu~ber 
~ode J number--
Material identlflcation number; 
GF..l and LE.Nl'MMAT 
s~ction property identiíication numbér; 
GE.l and LE.NSECT 
Stress-free temperature, T

0 
Interno! pressure, p 
Pos1tivc ·projection of a local y
vector on the.global X-axis; A(yX) 

rv. ~:. 7 

----------- --------·- -··--·------·- -- -------------------
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JV. ELEMENT DATA (éontinued) 

notes 

(5) 

6. Pipe Element Cards (continued) 

columns 

~6 - 6~) 

66 75 

76 - 80 

vari nble 

KG 

entry 

J'ositi\'P projection of a loc.:ul Y
vector on thc global Y-axls; A C:. Y) 
Positive projection of a local y

vector on the global Z-axis A <:·Z) 
Node number incre.m~nt for tange~t 
element gencraiion; . 
EQ.O; dcfnul t set to ''1" 

NOTES/ 

(l) Card type l is used for both. tangent and bend elemcnts; 
a second card (c~rd type 2, below) rr.ust be. input imrned i
ately following card type 1 if th<> pipe element is a 
bc.nd (i.c., "a" in ce 5). Note that element cards rnust 
be input in asccnding sequence beginnÍ:ng with' one (''1") 
and ending with the total number of pipe elements. 
If tangent elements are omitted, gencration óf. the 
in1ef1Tlediate elcments will occur,; thc gencration algorithrn 
1 s dese ri bed b<>low. An at tempt to gcnerate bend typc 
el~mcnts is considered to be an erroJ·. 

·(2) The stress-fr·ee temperature, T
0

, is subtractcd from 
the average element temperature, T

8
, to .. compute the 

uni form temperature éii ffere~ce a e ti ng on the element: 

flT=T.-T 
a o 

The cnt i re el(1mcnt is assumed to be ;.t ·this uniform 
valuc of tempcrature.difference. 

(3) The valuc of pressure is .used to éomput~ a set of 
self-equllibrating joint forces arising'from mcmber 
distortions due .to pressurizat1on; i.e~·, thc mc.chanic31: 
equlvnlent o! 1herrnal loods. For bend elements, the pressure 
is also used to compute the bend flczlbiliiy f~ctor, kp. The 
curved pipe subjected to bending is m'orc flexible than cle
mcntary beam theory would predict. The ratio of "actual" 
!lexibility to that predicted by bcam theory is denotrd by kp' 
where 

k = (1.65/h)/[l + (6p/Eh) (R/t) 4 / 3 ] ;,; 1 · 
p 

in ~·hic-h 

r = (d - t) /2 
o 
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IV, ELEMENT DATA (contlnu,·d) 

'70 
6. Pipe Elcment Cards (continued) 

nnd 

t = pipe wall thickncss 
¡ 

R = radius of the circular bend 
r = mt~an radius of thc pipe cross section 

do = outsidt:~ diarnctcr of the pipe 
E = Young • ~ modul us 
p = intern:1l pressure 

Thc flcxibility factor i; computed and applied to all 
bcnd elemcnts; prcssun .. • stiffening· is ncg!.ected if tbe 
cntry for interna} pressure (''p

11
) is omitted. 

(4) The global projcctions of the local ·y-axis for a tangent 
membcr may ·be omltted (ce ·46-75 blank); for this case, 
the following convention for the local system is assumed: 

(a) tangents parallel to the global Y-axis 
·cvcrtical axis) have their local y-axes 
directed parallel to and in the same direc
tion as the global z-axis¡ 

(b) tangents not parallel to {he global Y-axis 
ha~e tllei~ local y-nxes cont~ined in a vcrt.ical 
(global) plane such that local·y projects 
pos¡tlvaly on thc positive global Y-axis. 

For bend cl~mcnts, the global projections of thc local 
y-axis are not t1scd; 1nste~d, tl1c local axis convcntiori 
is dcflncd as follows: 

(a) th<> local y-axis is dir.,cted positivcly toward 
and intersccts thc center of curvaturc of the 
bend (i.e., radius vector); 

(b) the local x-axis is tangcnt to the are of thc
~end and is dirccted positively from nodc l 
to node ,J. 

}';ote that for all c·lem('nts, 1he ioc::~l x, y, z systcm 
1~ a ri(::ht-handed ~et (sec figure).· 

(!"l) 11 n t.1ngcnt ·elerr.ent scqut..•tJC't..' cxists such that each 
C'lcnicnt number (~Ei) i~ on~ (l) t::reatcr than the pre
\'iou~ nurr.ber (~~l-1); Le.·. 

!'iE = l\f. • J 
i i-1 

only thc clcmcnt· card :or thc first tangcnt in the 

] ,'' r; • 9 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 71 

notes 

(1) 
(2) 

6. Pipe Element Cards ¡continued) 

series need be input. 
tangents are computed 

The node numbers for the missing 
using the formulae: 

where "KG" is the nade number increment input in 
ce 76-80 for the first element in the series, and 
the 

.. , .. (a) 

(b) 
(e) 
(d) 

(e) 

material ideniification number 
section property identification number 
stress-free temperature 
internal pressure 
y-axis global pr6jections 

for each .tangent in the generation sequence are taken to 
be the same. as those input on the first card in the 
series. The node number. increment _(''KG") is reset to one 
(1) if left blank on the first card in the series. The 

·last (highest) elem'ent cannot ·be generated; 1.e., it must 
be input. · 

Bend element data cannot be generated because two input 
cards are. required for each bcnd. Al so, the element ' 
just .. prior to a ·bend ,¡,lemont must .. appear. on •an input. 
card. seyeral bends may be input in a sequence, but 
each bend must appear ·(on two cards) in the input stream. 

b. card type .2 (Fl0.0,3X,A2,4Fl0,0) 

columns 
! 

1 - 10 
14 - 15 

16 - 25. 
26 - 35 
36 45 
46 - 55 

variable 

R 

entry 

Radius of the bend element, R 
Third point type code: 
"TI" (or blank); third point is the 
tangent intersection point 
"ce" ; third point 1s tlie 
ccnter of curvature 
x-ord1nate of the th1rd point, x3 
Y-ord1nate of the third point, y3 
z-ordinate of the. third point, z3 
Fraction of. wall thickness to be 

-used for dimensional tolcrance tests; 
" l" EQ.O; defaul t set to O. 

· .. 
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IV. _ ELEMENT DATA (i:ontinued) 

6. Pipe Elemcnt Cards (continucd) 73 

NOT,ES/ 

(l) The radius of the bend ("R") must be input r"¡;ardless 
of the mcthod ("TI" or "ce") used lo define the third 
point for the bend. 

(2) lf th.- tangent interscctinn point is use·d, the- progr:-m 
~omput(?S n rudills í<•r tl1e b~nd and compares the compu
ted vuluc with ·thL' input rac1ius. An error condition 
is dcclnred 1! thc .two radli are ·different by more 

· than the specified fraction (or multiple) of the 
section wall thickness. The lengths of the two 
tangent lines (I to TI and J to TI) are compared for 
equali ty, and an error will, be flagged if· the t~<·o 

values are discrepant by more than the dimensional 
tolerance. 

lf the center of curvature is input, the distances 
from thc third point to nodes I and J are compáred 
to the input 'radius; discrepancies larger than the 
user deíined tOlerance are noted as errors. 

This second elcment 
bcnd type element. 

F.lemcnt Stress Output 

card is onl}•. to be input for the 
'-, 

Stress output for pipe clements consists of torces a·n~ momcnts 
acting in the member cross sections at the cnus of each member and 
at thc midpoints of the ares in bend elemcnts. Output quan'titites 
act on the element scgment connecting the particular output station 
and end 1; i.c., j to i, center to 1, or 6.\ to i (wh.,re 6.\ .. O). 
Posit ivc -force/moment vectors are directed into th" posi t ive local 
(x,y,-z) dir~ctions, ns shown in the accompnnying: figure. 

--~----------~----- ------------ - - ---·----·--·--- .' ' . ~l.-1:: 
--: -----------------~-~ ~-------------- ------------,- ----------
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notes 

(1) 

(2) 

CONCÉNTHfl'fED LOAO/MASS DATA (2!5,6r'l0,4) 74 
columns 

1 - !) 

6 - lO 

11 - 20 

21·- 30 

31 - 40 

41 - 50 
51 60 
61 - 70 

" ' 

variable 

N 
L 

FX (N, L) 

fY(N,L) 

f'¡,:(N,L) 

~LX (N, L)' 
MY (N, L) 
MZ(N,.I.) 

entry 

Nodo1 point number 

Structurc 
GE.l; 
EQ.O; 

lond case numbcr; 
static analysis 
dynamic analysis 

X-direction force 
mass cocf !icient) 
Y-di rcct ion force 

· rnass cocfficient). 
Z-d i rcc t ion force 
mass coef ficient) 
X-nxh 111omcnt (or 
Y-axis naJmcnt (or 
Z-ax i S momc•nt .<or 

(or translational 

(or translatio~~l 

(or translational 

rotational inertia) 
rntational .incrtia) 
rbtati~Jnal inertia} 

• 

.... 

NOTES/ 

(1) For o static analysis case (I'IJYN.EQ,O), one card is required 

for eoch nodal point ("N") h•ving applied (non-zero) concentr~ted 
forccs or morncnts. All structure load cases 'must be 
srouped togcthcr for thc node (''N") befare data is entcred 
for th<: ncxt (hi¡:hcr) noue nt whicll loads ar<' applicd. Only 
thc.! struc.·turt• load cases for which nodc N is loadcd nced be 
gi v<.•n, but thP st ructur<~ load case numbcrs ("Lit) which are 
rcfercnccd must be supplied In ascending arder. ~odc loadin~s 

must be defined (input) in increas~ng node numbcr arder, b~t 

again, only those nndes nctually loaded are required as input. 
Thv static loads dcfined in this section act on the structure 
cxactly as input and are not scaled, factored, etc. by the 
t•lt:mL·nt load cnse (A,B,C,D) multipliers (Sect"ion VI, belO\to'). 
J'\od:~l forccs arising from cl<..•ment loadinbs are combincd 
(~Jcldltin .. ·ly) w:ith any conC't:ntt·ated loads given· in this 
section. Ap¡1lied force,~ornent vcctors act on thc structure, 
positive in thc po5liiv<> glob:1l direct:ion!'i.. Only on~ card 
lS allow('d pcr- nfXh! pcr )(J<Hi case. 

For ~~ dynami(' analy!'iis ca.s<..• (XDYN.EQ.l,:!, 3 or ·1), structurt> 
l<)~d cases havr~ no mcan1ng, but the prol~r;1r.1 t:Xpects tu read 
data 111 this s~ct1nn nu~ctheless. In place of ~oncentrated 
loads, lumped mass cocfficients for thc nodal dcgrrcs of 
freedom may bt.• input for any (or all) nodes. The mass matri, 
is autornatically construct~d by the progr~m from elcmcnt 
geoml•tr·y and :;~ssociated material densitic~; the m;.~ss coeffici,·nts 
r<~ad ln this scct ion are cornl.Jined (addit~in .. ·ly) with the cxist·~ 
1ng (.."li'TI"lPnt-Uascd -lumpcd mas~ matrix. }'Pr rr.ass input 1 a nade 
r.wy tln)y bl' Sp(•Clficd.oncc, ar.d thl' load cas~ numhcr. ("L'') 

must bv zcro (or blank). 

' . 
' • 1 

' \ 

-~-·-----·-. -~------~---~·--·-·~---~-~-· ·-·-~-- .. -- --~ -~-----·--·-! 
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75 
CONCENTHAH:D LGAD/MASS DATA (2J5,6J-"10.1) (continu(.'d) 

Tht· progrom tl!rminates 
u zc!ro (or blnnk) node 
t('rrninutc this .Ht!C1 ion 

readlng loads (or mass) data whcn 
" 11 . numbcr (N) is encountcrcd;· i.e~, 

of input with a blank card. 
,..,.r· t.ht•· HJH'Clul c·a~if: of H stnttc· unuly:.:;is with no 

conct>nl.rnted ·luuds applicd, input only ont_. (l) hlonk 
c<1rd in this section. Similarly, a dyn~mic a~alysi~ 
in which thc mass matrix is not to be augmented by finy 
entries in this section ·requires only one (1) blank 
carO as input. 

(G)· For a static analysis, structun1 load case nurnbcrs 
rangc. from 

11

1" to the total number of lOad cas~s 
reque.stcd on the Master Control Card ('tL"); thus, 
¡·,;J. ,;.LL, NDYN.EQ.O. For a.dynamic analysis, only zero 
(O) refcr·cnces are allowcd; thus, L =O, KDYN.EQ.l,2 
3, or 4 .. 

.. -··------------.::.... ...... __ ---~---· ____ ,_ 
·-·--· -------- --··--- --------
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VI. f.LE~lf.NT LCJ..\D :.1Ul.Tl pJ,I EllS (·JFlil. (l) 

notes columns variaOle cnt ry 

(l '2) 1 - lO nl(l) Multiplícr for elcment load case A 
11 20 F.M (2) Multiplier for clcment load caSe B 
21 - 30 EM (3) Mul tipliC'r for element load case e 
31 - 40 EM ( 4) ' Multíplícr for element load e as~ D 

:\OTES/ 

(l) One C:lrd n~ust he givcn for ...:;-¡cJ¡ static (1\DY:r\.EQ~O) structure 

load ,cast~ T(:quested on tht.· :.íaster Control Card ('LL"). The 
c~rds mu~t refcrenct~ load c:1se numbers in ascendin~ order. 
Thc: four (·1) element J~Jad se1s (A,B,C,D),if created during 

the pnJC'<:•ssing of element cbta (Section IV, abovc), are 
combín~<l "ith ony concentratc·d loads spt>cifíed ín Section V 
for· thc structur·c load cases. For eX;:¡mple, suppose an analysis 
case Calls for .scven (7) static structure loadin¡..;: conditlons 
{i ,e!., ~.l. ::-! 7), then th~.· progr3m cxpects to rE'ad scven (7) 

cards ln this St'C.:1 ion. Furttlcr, suppose card number three (3) 
ln thi~ ~t·CI.itHJ cnntains thc cntries: 

[EM(I) ,HI(:!) ,DI(:l) ,W(·I)] = [-3.0,0.0,2.0,0.0) 

Structun· lo;"Jd c;:,.Se thr<:<' (J) 
11!-:ln.g JOO'i'c of any t:oncent ratt!d 
Sf'ction V minus (-) 300t;;, of thc> 

(+) 200'7,. of the l11ads in p}en:t•r:t. 

will ·thcn he cnnstructcd 
loads specjficd in · 

loads in clezuent set A p]us 

sct C. Load sct s B end D 
wi11 not hC' applied in structure lp'ad case 3. Elcment load 
SL"tS m:Jy bo n.·ferenced any nur:;bcr of times in ordcr to. 
con.s1rut-t djffL·rent st ructurt>·lo<Jdinb conditions. Elernent

hascd 1o<.~d::; (i!,r~vlty, tht.•rm;d, etc.) can only be applied to 

th<· structurc by means of thL' d:1ta entriL'S in this sectlon. 

(2) lf thi"s caSl' c;:~lls for ont.· of thL'. dynamic analysis options, 
~upply only oJH! blank card in this section. Jf the job 15 

a dynamJc r<•-:--:tut'1 C'aSt.' (?\D)'?\.EQ.-2 or -3), si-:ip this section. 

SI:Jti.(· aJJ;ll~·~¡~: ''•JHit 1~ cor.:¡1lt·ll' with this s('ct"ion. 

;¡ J)('W dal;l (';¡s'P \l"i1ll :l.Jlt> .... !lo:adxng c~rd (.S(.-1"' Scctinn 
Begin 

Il. 

~·. --~-------· ... -·---· ·--------·--- ---~--"'-··---· ··------·--· --·-·-.--------------·-
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VII.. DYNAMIC ANALYSES 77 
Four (4) types o1' dynHmic analyais can be performed by the program. 

The type of analysis is indicated ·by the ·number "NDYN" specifhid in card 
.~olunins 21-25 of the Master Control Card (Section ll), lf 

NDYN.EQ.l; Determination Ót system mode shapes and 
frequencies only 
(complete input Section VII.A, only) 

NDYN.EQ.2; Dynamic Response Analysis for arbitrary 
time dependent loads using mode superposition 
(complete both Sections VII.A and B below) 

NDYN .EQ. 3; Response Spectrum Analysis 
·."(complete· both Sections. VII .A and e, below). 

NDYN.EQ.4; Dynamic Response Analysis for arbitrary time 
dependent loada using step-by-step direct 
integration 
(complete Section VII.B below) 

',·. 

In any given dynamic analysis case only one (l) value of NDYN "·ill be 
considered. However, if ND1~.EQ.2 or 3, the program must first solve 
the eigenvalue problem for structure modes and frequencies. These 
eigenvalues/vectors· are then used as input to ei ther the Forced Response 
Analysis (NDYN.EQ.2) or to the Response Spectrum Analysis (NDYN.EQ.3) . 
Hence, options 1, 2 or 3 al'l require that the control parameters for 
eigenvalue extraction be supplied in Section VII.A, below, 

. " 

In case of a direct step-by-step .integration analysis (NDYN.EQ.4) 
do not provide the eigenvalue solution control card of Section Vll.A. 

For the·special case ot dynamic analysis re-start (NDYN.EQ,-2 or -3), 
data input consists of the Heading Card (Section 1), the Master Control 
Card (Section 11), .. and either of Sections.VII.B (-2).or VII.C (-3), 
below, Re-starting is possible only if a previous solution using the 
sorne model was performed with NDYN.EQ,l, and the results from this 
eigenvalue solution were saved on the re-start file. (See Appendix A.) 

Up to this scctiOn thc program processes (1.e., expects to read) 
essentially the same blocks of data !or e!ther the static or dynamic 
analysis cases; certairi of these preceding data cards, however, are 
read by the program but are not used in the dynamic analysis phase. 
In general, the purpose of the preced!ng data sections is to provide 
information leading to the !ormation of thc system sti!tness and mD88 

matrices (appropriately mod1fied tor d1aplacement boundary conditions). 
For example, -element load seta (A,B,C,D) 01ay be conatructed 88 though 

·a static case were to be c0ns1dered, but thesc data are not used in. a 
dyna011c analysis; Le., the same data.deck through Section !V can be 
used for either type o! analysis. The concept of structure loading. 
conditions 1s not defined for ihe dynamic case, and input for· Sect1on& 
\' and VI must be prepared specislly, 

, .. 
•• J ·" 
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VI l. DYNAMI.C ANALYSES (cont 1 nucd) 
., (j 

A. diagonal {lumped) mass matrix is !ormed automatically using 
.element geometry and assigned material density or densities. The mass 
.matrix so de!ined contains only translational mass coe!!icients 
colculated from tributary element volumes co~mon to each node. Known 
rotational inertias must be input for the individual nodal degrees. of 
freedom in Section V, above. 

Non-zero impressed displscements {or rotations) input by means ·of 
the BOUNDARY element (type "7") a;e ignored; instead the component 1s 
restrained against motion during dynamic motion of the structure. 

The program does not change the order of the system by performing 
a condensation of those nodal degrees of freedom having no (zero) 
mass Coefficients; i.e., a zero mass reduction is not perfo~ed . 
. No distinction is made between static and dynamic degrees of freedom; 
Le:, they are identical in sequence, type and ·total number. 

Vll.2 

------ ------ - ---~ -- --~--- -~--- -· 
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VII, DYNAMIC ANALYSES (continuad) 

A . 

notes 

(1) 

(2) 

MODE SHAPES AND FREQUENCIES (NDYN.EQ,l, 2or3) (315,2Fl0,0) 

columna variable 

1 - 5 IFPR 

6 - 10 IFSS 

entry 

Flag for printing intermedlate matrices, 
norms, etc. calculated during·the 
eigenvalue solution; 
EQ,O¡ do not print 
EQ,l¡ print 
Flag for performing the STURM SEQUENCE· 
check; 
EQ,O; check tQ see if eigenvalues 

were mi ssed 
EQ,l¡ pass on the check 

(3') ,.. - 11 - 15 NITEll! ' Maximum number of i terations .>~llowed 
to reach the convergence tolerance; 
EQ.O¡ default set to "16" 
Convergence tolerance (accuracy) for 
the highest ('NF") requested eigen-

(4) 16 - 25 RTOL 

26 - 35 COFQ 

36 - 40 NFO 

NOTES/ 

vslue; 
EQ,O ¡ 
Cut-off 
EQ.O; 

GT.O; 

default set to ''l.OE-5''. 
frequency (cycles/unÚ Üme) 
NF eigenvalues will be ex
tracted 
extract only those values 
below COFQ 

Number of starting it·eration vectors 
to be read f rom TAPElO 

(l) Extra output produced by the eigenvalue solutions can be 
requested; output p~duced by·this·option can.be quite 
voluminous. Normal output produced by the program consists 
.of an ordered list of eigenvalues followed by the eigen
vectors 'for ea'Ch mode, The number of modes found and 
printed is speci!ied ·by the variable "NF" giyen in card 

·columns 16-20 of the Master Control Card. 

(2) The program performs the solution for eigenvalues/vectors 
using either of two (2) distinct algorithms: 

(a) the DETERMINANT SEARCH algor1thm requires that 
the upper triangular band of the system stiffness 
matrix ti t. into high speed memory (core); i.e., 
one equstion "block". 

(b) the SUBSPACE lTERATION algorithm is u&ed 1f only 
portions (fractions) of the system matrix can be 
retained in core; i.e., the matrix (even though 
in band form) must be manipulated in blocks·. 

v:.~.J 
-·~------- ·---'--.....:....' ________________ · ---·- -·--~-----···--· -·-
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continued) 80 
A. MODE S HA PES AND FkEQUENCIES (continued} 

The program w!ll automaticolly select the SUBSPACE ITERATION 
procedure for eigenvolue soltit!on if the model is too large 
for the in-coro algorithm. 

The eritries "IFSS"; "NlTEM" and "RTOL" are ignored if the pro
gram con ·use the DETERMINANT SEARCH to find eigenvslues. 
Whetller or not a model is too large for the DETERMINANT SEARCH 
depends on the arnount of core allocated (by the programrner 
and not the user) for array storage. The program variable 
11MTOT" eQuals the u.mount of working storage avs.ilable. 

Define': 

M!lAND = msximum equotion bandwidth (coef·ficients) 
~ (maximum elcrnent nade number differeDce) 

X (average number of degrees IJÍ freedom 
per node) 

~~Q = total number o! degrees o! freedom in 
the model 

= (6) X (total number of nodes) - [number of 
fixed '(deletcd) degrees o! freedom] 

NEQB = number of equations per block o! stonige 
MTOT/ MBAND/ 2 (for large systems) 

If NEQB is less thsn NEQ, the model is too large for the 
DETERM!NANT SEARCH algorithm, and .the SUBSPACE .ITERATION 
procedure will be used. 

If the SUBSPACE ITERATION algorithm is used the user may 
request that the STURM SEQUENCE·check be performed, By 
experience the algorithm has always produced the lowest NF 
eigenvalues, but there is no formal mathematical proof that 

• the calculated NF eigenvalues will always be the lowest one6, 
The STURM SEQUENCE check can be used to verify that the 
lowest NF eigenvalues ha ve been obtained. Jt· should be 
noted that the computational effort expended in performing 
the STURM SEQUENCE check is not trivial. A factcriz.ation 
o! the complete system matrix is per!ormed at a shift just 
to the right of the Nrth eigenvalue. 

If during the SUBSPACE ITEWITlON .the Nrth eigenv.alue 1ails 
to converge to a tolerance of "R'I'QL". (normall;v l.OE-5 1 or 
5 signific.ant figures) within "NITEM." (normally "16") 
iterations, then the STURM SEQUENCE flag ("lFSS") is 
ignored. 

\'ll A 

.. -----~------------ ·------------- --- ------- -·-----'-..__. ________ -. -~- ---------- -------
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Vll. DYNAMlC ANALYSES (continu~d) 

A. 

(3), 

(4) 

MODE SHAPES AND FREQÜENC!ES (continucd) 

The maximum: number of iterations to 'reach· convergence. · 
" 11 1 • • 1 

( NlTEM ) applies only to the SUBSPACE ITERATION algorithm. 
1! ce 11-15 are 1eft blank, a defa\llt ;value of "16" f~r 
NITEM is assumed. 

Thc convergcnt·e tolcrancc ("RTOL") is applicab1e only if 
thc Sl'llSPACE lTERATION algori thm is used. 

1 
This tole¡ nnce 

1 • . • ' 1 • ' ' 

\e~t applics to thc NFth cigcnvaluc; and al1 eigenvalues 
lower than tht· NFth one will be more accurate th·an RTOL. 
! ' .. 

The 1owest mode is found IIJOSt accurately with precision 
decreasing with increasing mode number until the highest 

11 " . 1 rcquested modc ( NF ) lS accurate to a tolerance of RTOL. 
' lteration -)s terminated after cycle number (k+l) if the 

NFth eigcnvalue (l, soy) satisfies the inequality: 

[ !Uk+l) - A(k) \/\(k)] < RTOL 

If thc determinant search algorithm is usect,· the eigenpairs 
are obtaincd to a high precision, which is indicated by the 
''physical error bounds'' 

= 

where 
2 

(K - w ·M) $ 
1 1 . ri = 

2 
and (w

1
. $.f> are the i' th eigenvalue 

in the so ution. 
and eigenvector obtained .. 

" 11 1 (5) The cut-off frequency ( COFQ ) is used by both eigenvalue 
algorithms to termínate comput~tions if all eigenvalues 
be low thc spcd fi cd f requency ha ve been found. 

Tiw Dt:TERMl NANT St:ARCH algnrithm computes ci ¡;<'nvalues in 
ordcr from "¡" to "Nr": 1f thc Nth cigenvaluc (1 ,;N<.NF) 
has .'1 frequcncy grcatcr than "COFQ", thc remaining (NF-!\) 
cigcnvalucs are not com.puted. 

Vl1.5 

---~-------~-- --·---------·-- ------------- ---·------ :~_::;_~--·---:=--. __._ ______ ____: ____ :_ __ _:_ ___ .. -------
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VII. !JYNAMIC ANALYSES (cont!nued) 82 
A. MOOE SIIAPES AND FREQUENCIES (cont !nu~:d) 

Th<.' SllllSPACr: ¡n;IIATION nl~or! thm t<•rminntcs cnl!'ulntion 
wh('H thc• Nt h t·i~~·nVn111<' is nc'l'liTOtr~ (1 .t•, 1 dcH~H no1 <:hnngu 
wi th it<:rut ion) tu a tol<:ranc<: nf HTOL. As befo re, t he Nth 
ci¡;cnvaluc is thc ncarc.st cigcnvolue higher than COFQ. lf· 
thc SUBSPACE JTERATJON. solution determines N eigenvalues 
less than COFQ (where, N < NF) , the STURM SEQUENCE check 
(if requested) is performed usin¡; the Nth (rather than thc 
Nfth) eigenvaluc as a shift. 

Qn)y thosc modL•s whose· frequenci"cs are less than COFQ 
"ill b<' used in the TIME HlSTORY or RESPONSE SPECTRUM 
nnalyses (Sectlons VI J.ll and C, below). 

(6) The starting ltcrnt ton vectors, to¡:cth"r wi th control 
information, must be written onto TAPElO bcfore the program 
cxecution is startcd. Appcndix 8 describes the creation of 
TAPElO and ¡;!ves the T<'QUi.red control cnrds·. 

(7) Thc program d<:>es not calcula te rigid body modes, i .c. the 
syst~m must l1ave becn restraint so that no rigid body modcs 
or<• prC'SC'nt. In uxact DJ'ithnlf:tic the t•lcmcnt d of thc nn . 
rnatrix JJ in tlu: triangulnr ft~ctorization of th{· stifftwss 
matri.x, i.P, 1\ '-"LULT, is zcro if 1t ri~id lmdy modt· in'prc~<~nt. 
ln computcr arithmctic the f'lC'ment dnn is !-'>tnall whcn compnred 
with the other elements of the rnatrix D. lf this condition 
uccurs thc pro~ram stops with a.message. 

Note: lf rr.any "artificially" stiff boundary elements are 
used, thc :lV(•ra¡;C? of the elcmcnts of D.will be artificially 
lu.rgE". C.nhsccpa.·ntly, dnn may be small in compnrison, and 
nlthou~h no ri.g_irl l.>ody moc1cs :nay bC' prl•Sí•nt, thr;o program 
will stop. ln a dynnmic ana1ysi.s it i~ recom!Tif.>nded not 
to use very sti ff l.>oun<lary clements. 

E;\ll OF DATA <:ASE l!>Pt!T (NilYN.EQ.l) 

·' l'll.G 

·-------·· ·-- -~-
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83 
B. RESPONSE .H!STORY ANALYSIS' (NDYN.EQ.2 or NDYN.EQ.4) 

Thc NDYN.EQ.2 opUon uses the ('NF'') mode shapes and 
frequcncies computed in the preceeding Section (Vli.A) to perform 
a mode superposHion solution for forced response. The NDYN.EQ.4 
opt1on 1nit1ates a direct step-by-step integrat1on of the coupled 
system equations, i.e. no eigenva·lue solution has been performed 
and no transformstion to the eigenvector basis is now csrrfed out. 
Thc data input 1s identical to thc case NDYN.EQ.2 except for the 
dcfinition of damp1ng. Dynamic response can be produced by two (2) 
general typcs of forcing function: 

and/or 

(l) ground acceleration input in any '(or all) of 
the three (3) global (X,Y,Z) directions; 

(2) time varying loads (forces/moments) applied in any 
(or all) nodal degrees of fre~dom (except -· "slave" 
degrees of freedom) 

Time dependent forcing fun-ctions (whether loads or ground 
accelerntion components) are described in two st~ps. First, a_· 
numbcr (l or more ~re possible) of non-dimensional time functions 
nre specified tnbulnrly by o set of descrete points: [f(ti) ,ti), 
whe.rc 1 = 1,2, ... ,k. F.och difft?rent time function may have a·different 
numbcr of definition points (k). A particular .forcing funCt'iori 
applied at sorne point on the structure is thcn defined by a scalar 
multiplicr ("f", soy) and refercncc to one of tile'input time 
functions ("f(t):', say). The actual force (or accelerat1on) at any 
time (''~". say) equnls exr(~); fh) 1s found by linear interpola-
tion bctwe,·n two of the input time points {ti'ti-+l), wh~re .t 1 ,; ~,;ti-+l' 

Assuming that thc solution be~ins Rt time z_ero (0) 1 an in
depcndcnt arrival time (1

8
, Whl'rC t

8 
¿Q) may be assign€>d to C'Bch 

forcing function. The forc1ng function is not applicd to the system 
until the solution time ('',-", sa"y) equals the arrival time~ t 8 . 

Interpolation for funct1on values is based on relative time w1th1n 
the function table;' Le., g(~) = f(T- ta). 

The structure is assumed' to be at rest at time zero; i.e. • 
zero initinl displacements and vclocities are assumed at time of 
solution start. 

Analysis: 

notes 

(l) 

The following data are requir<'d for a Forced Dynamic Response 

l. Control Card (515,2Fl0.0) 

column6 variable 
' 

l - 5 

entry 

Number of dif!erent time functions,; 
GE.l 

VI l. 7 

----- -------
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VJI: DYNAMIC ANALYSES (contlnued) 84 

notes 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(4) 

(6) 

B. RESPONSE H!STORY ANALYSIS (continued) 

col uinns· variable 

6 - lO NGM 

ll - 15 NAT 

16 - 20 

21 - 25 NuT 

26 - 35 DT 

36 - 45 DAMP 

.entry 

Ground 
EQ;o; 
EQ.l; 

motion indicator; 
no ground motion is input 
read ground motion control 
card (Section VII.B.3) 

Number of d~ffetcnt arrival times 
for thc forcing functioris; 
EQ.O; nll arrival times are zero 
Total numbcr of solut.ion time steps; 
GE.l 
Output print interval for stresses, 
displncemcnts, etc. 
GE. l a nd LE. NT 

Solution time step, ót;· 
GT.O 
Damping factor to be applied to all 
NF modes (fraction of critical); 

GE.O 

J n CBSt:' of liD Yl'i . EQ • 4 ll ~·! 

(6) 36 - 45 ALPHA Dnmplng factor o 
'• 

(7) 46 - 55 BETA Damping factor e 
NOTES/ 

(l) At least one (1) time function must be input. 

(2) 1! no ground accelcration ects on the structure, s'et "NGM
11 

to zc.~ro Rnd sklp Section VlJ .B.3, bclow. Doth ground 
acccleration and nodsl force input are allowed. 

(3) If no arrivnl time values are input, all forcing functions 
begin acting' on the structure at time zero. The same 
arrivil time vnluc may be r~:fcrenced by differcnt forcing 
functions. "MT" detl~rmines the number of non-zero entrie~ 
that thc program expccts toread 1n Section VII.B.4, below. 

(4) The program pcrformS. a step-by-s.tep int cgration of the 
cquations of motion lJSin~ o ~cheme which is unconditionally 
st.<Jble w1i.h respect to time stcp sifl.e,_ (}t. In case NDYN.EQ.2 
the modal uncoupled equations of motion are intcgr~ted. In 
cas~ ~DY~.EQ.4 the coupled systcm equations ere intcgrat~. 
If "r" is the period of the highest numbered mode (normally 
the NFth mode) that is to be ihcluded in the response 
calculat10n, llt should b<• chosen such that l>t/T <O. l .. A 

i 
1 

1 Vll.~ 

_________ __! 
----· ·----~--~---------- --·----
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B. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (continued) 
85 

lnrger time step (i.e., {¡t > O.lT) will not cause failure 
(instability), but participation of the higher modes is 

11 filtered" from the predicted response. In general, with. 
increasing ti-me stcp size tl1e solution is capable of 
cnpturing less of the higher frequency participation. 

(5) The program computes system displacem<>nts at every sol11tion 
time step,_ but printing of displacements and recovery·of· 
elemcnt st-resses is only perforrned at solution- step inter
vals of "NoT". NOT must be at least "1" and is nonnally 
selected in thc range of lO to lOO. 

(6) Thc dompi ng factor ("DAMP") i s appl ied to all NF modes. 
The ndmissiblc rangc for DAMP is between 0.0 (no damping) 
and ·1.0 (lOO% of critica! viscous damping). 

(7) In case NDYN.EQ.4 thc damping matrix used is C = crM + e K, 
whcre Q' nnd e are dcfined in columns 36 to 55. 

. ; . 
·~..n :9 

-----·-----------------~- ----------· -------------------- _______ ::.·. __ _ ---·····---~-
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'V 1 J. JJYI;A~Il C ANALYSES (nmt inued) 

notes 

(]) 

(~) 

(:l) 

( 1) 

( ,, ) 

B. Hl:SPONSr: HJSTOHY ANALYSIS (continuNI ). 86 
2. Timl'-Varying Load Cards (415,Fl0.0) 

col unms variable 

1 - ;, 

10 IC 

ll ] ~} 1 FN 

16 - 20 IAT 

21 - :lO p 

ent ry 

Nodal point numbc1· ~hcre the load 
component (force or moment) is appl ice 

GE .' 1 n nd LE . lWMI' P 

EQ.O 1ast card on1y 
De g re e of f reed om number; 
GE. 1 and LE.G 
( éX=l, (,\'=:!, 6Z=3, ~X~4, ?Y= S, ~Z=6) 

Time funct ion numb(•r;· 

GE.I and LE. I'TEI' 

Arrival ti me numhc r; 

EQ. O; J uad _appl.ied "' solution s t 8 rt 
GE. 1 ; non-zt~ro arrl\'n1 time 

Scn!ur mt1ltiplier Jur thv timQ i un ct i nn ; 

E(J. O; 110 loHd ;.¡ pp l it;d. 

()) Onc rarrl i!'> requin~d fnr (!íH.:h nodal der.rl't' of f~(:'edom 

Cnnl!> must be input 

iTI IISI'I'TldlJ•g nod1· point order. Th'is SPqt¡r•ncc uf cards 

n1u:-.t IJt' tl·nllinalcd with a ld:~nk cnnl, t'\ Ul~nl-> LFird must be 

~uppli•·LI t'Vt.•n if no loHds art' applied tn thc systc~m. 

(2) Thc s[lme node ·may híH't more than onf~ dt_·¡;rec of frC'l•dom 

lo:1dcd; arranp~ dE'grces of frl.'edom rcferenc-cs ('Jc-~') 
in ns{'enc1ing Sf'QUC'nce at any ~iven node. 

(::S) r'\ non-zc¡·o tjrr.~~ function numbcr <"lFr-1") rr.ust Ue i;l'."L~n for 

each f<1rc1ng function. lF~ n;ust bf' IH·t .... <·•.'n 1 and NFK. 

ThL' t1nfc functions ~~r~··input tabul:1rJy 1n Sf•ction \'Il.B.S, 
h(_•lo~·. Fun('~ ion \':lllle!-. at t in.(!S L'l·twct·tt Input t im~ polnts 

·:.~·,· ,·t,n~put,•d u:ith 111n·;1r lll11.'rpo1ation . 

• (•i) 11 IAT 1~ zt•ro· (or hlank), tlw forcirq: 1unct.ion :is assumcd 

tn acl Pll th1• S\'~ll'ln' Lcr,innin¡: al time :·.<'ro. If IAT is 
input u~; ;¡ pOSl.t Í\'1.' ,lnl•_:gt·r·, bJ.•twc1·n } ancl ~AT, th1• JATt.L 

~trr"iva) 1.lmP (tlftf1nPd in Scct1on \'Jl.J~.·I;_:lw1o"'·) is used 

to delay lht: applic<:~tion of thp furcin~: tunc1ion; i.•.:., 
ttll.' forcing function'b~>hllls <•ctinL~ on 1ht· struc·tun.:.when lhl 

~nlution reaches the JATth <:~rrivnl 1lmt• valUL'. 

(~,) Thc ••ctual m:q;n1tUd<' of force (or moment) act1n¡; on thc 
r::oocl <•t t1nH:, t, equnl~; thf~ pr(¡du<:t: "P '') :•. (\'::Jlue of 

1unct 1Cd1 11ur:-~Uer IF~ at t 1m~.:·, t). 

\' I 1 . 1 U 

·---~·-------- .. -·---- ·---------·---------------·--- --~----- ... ·-~ -- ···---
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87 
!l. RESPONSE HISTOllY ANALYSIS (cont inued) 

3. Ground Mot ion Control Card (6 !5) 

notes columns variable entry 

( l ) 1 - 5 NFNX Time function numbcr dcscribing t11e 

ground <1cceleré1tion in the X-di r<"t't ion 
6 - JO !'\FNY Time furct ion numbcr describing t i1e 

ground accelerotion in the Y-direction 
1 1 - 15 :;FNZ Time function numbcr·describing the 

grounrl accelcLot ion in the Z-d i rect ion 
(2) lfi - ~w MTX Arrival t irnc number, X-d 1 rect ion 

21 - 25 MTY Arrival ti rr.e number, Y-di rect ion 
26 - 30 MTZ Arr i val time number, Z-d i rec.t ion 

NOTES/ 

(1) Ttds card must be input only· if the ground motion 
ind1catur ("NG:.t''> wns set equal to one (l) on the 

Control Cnrd (S('ction, VJI.B.l, abovt.:). A :.ero 

time functiun number :indicates that no ground motion 

is appl il·<l for that particular direction. 

(2) Zcro arr·1val time n~r~~rcnces nu~cm that thc ground 
accel•~rallon (if applied) bcgins acting on.the 

st ructure at time zero (O). l'íon-zerc refere-nces 

.must b<~ intcgers in the range 1 to ~T.· 
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VI l. Jl\'c;A;,¡¡( A\Al.\'SES (l'ont inuc-d) 88 
U. RESP01>SE IIISTOHY A:;AL\'S1S (contic.ued) 

notes 

( l ) 

not t.'!-. 

!iOTf:S,' 

(1) 

4. Arrival 1'imc Cards 

n. canl one (8FIO.O) 

<.:olumns \'3-r f~blc cntry 

1 - 10 AT (l) ,\rr.i\·al t :i nlQ nu:d)c r 

11 - 20 i\T(2) Arr.iv:d tliT:P :~umiJc r ¿ 

71 - HO AT (8) Arr1val t l !'1•;' nümb._. r k 

"· cani twc1 (RFlO.O)- (:-equin:d if ~AT.GT.S) 

('()}JJJ!lllS \':JI'Í:-:b)r. ent ry 

1 - 10 AT Ul) /\r·rjv;¡} time :JUi.lber ~ 

c·t e. 

Tlle cntry <''x..'\T") gi\'en .in ce )1-l:'"l (Ir; thf.• Cnntrol Card 

(Sr·ct iqn \'II.n.l, abtJVc) spcc.ifir·s 1h(~ tot:ll nlimber of 
:-~rr1v;d time_· f:t:tr:il'S t(l be n)ad ]n this scct1on. Input 

<J.S rr.;:;ny <'í.it'ds as <lrc n.•c¡u:irt_•d to define "J~;AT" diffcrent 

:_¡rr:iYal t..irr.cs, elght (~) en1r1es pL'r C8rd. If no arrival 
tirr:t!S wer~ rpquc-stet.J (1\'AT.EQ.O), supply orh: (1)- b)3nk 

c:1rd in thjs ~(·ction. 

\" 1 : . ! :: 
~-~~--~--···-----~-···----·-· ·--·--·-~-----· ---~------··- ------~---~-··--··--·-·-·---·-- ·-~·-·- ----------·' 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continued) 

B. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (continued) 
89 

5. Time Funct!on ·ncfinition Cards 

Supply one set (card l and card(s) 2) of input for 
each of the "NFN" time functions.requested in ce l-5 o! the 
Control Card (Section VII.B.l, above). At least one seto! time 
function cards is exp~cted in this section. The card sets are input 
in ascending function·number arder. 

notes 

(l) 

(2) 

a. card l (15, Fl0.0,12A5) 

columns variable entry 

l - 5 NLP Number Of function defini t ion points; 
GE.2 

6 - 15 SFTR Se ale fac;tor to be applied to f (t) 
values; 
EQ.O; default set to "1.0" 

16 - 75 HED (12) Label infonnation (to be printed wi th 
output) describing this !unction table 

NUTES/ 

(l) At least two points (Le., 2 pairs: f(t 1) ,t 1) .must be 
specified for each time function. Less than two points 
•·ould preclude linear interpolation in the table for f(t). 

(2) The se ale factor "SFTR"' is u sed to mult iply function 
values only; i.e., input time.values are not changed. lf 
the scale factor is omitted, SFTR is re-set by the proEram 
to "1.0" thereby leaving input_ function values unchan·ged. 

~--- ---------
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notts 

. (1) 

so 
B. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (continued) 

5. Tinu; Function DefinHion Cards (continued) 

b. card (s) 2 

columns 

1 - 6 
7 - 12 

13 - 18 
19 - 24 

variable 

T(l) 
F(l) 

T (2) 

F(2) 

etc. 

(l2F6.0) 

entry 
:~ 

Time values at point 1, t1 
~Jnction va1ue at point l, f(t 1 ) 
Time value at point 2, t2 
-~1nction value at point 2, !(t2 ) 
etc. 

NOTES/ 

(1) Input as many card (s) 2 as are required to define 
"NLP" pairs of t1 ,f(t 1 ), six (6) pairs per card. 
Pairs must be jnput in arder of ascending time value. 
Time at point one must be zero, end care must 'be taken 
to eosure that the highest '(last) input time value 
(tNLpl is at 1east equal to the vniue o! time at the 
end of solution; i.e., the time span for all functions 
must' cOver thc solution time period otherwise the 
interpolation for function vslues will fail. }'or 
tl1e case of non-zero arrival times associated ~ith 
a particular f.unction, the shortest arrival time 
refcrcnce (."tA"• say) plus (+) the last functio'n 
time ('tNLP")must at least equa1 the time at the 
t'nd of the solution pcric;>d (t[NQ, ssy); .i.e., 

tA ~ tNLP ;;, tEND . 

,, 

vn .14 

! 

1 

1 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continucd) 

B. RESPONSE HISTORY ANALYSIS (cont1riued) 91 
6. Output Deflnition Cards 

To minimize the amount of output which would be 
produced by the program if oll dlsplacements, stresses, etc. 
were printed, output requests for specific compon~nts must be 
given in this section. Time histories for selected components 
appear in tables; the solution stcp output printing interval 

" u is specified as NOT ~hich is glven in ce 21-25 o! the Control 
Card (Section Vll.B.l, above). 

notes 

(l) 

(2) 

s. displacement output requ~sts 

columns 

l - ·5 

6 - lO 

(1) control card (215) 

variable 

KKK 

ISP 

entry 

Output 
EQ.l'; 
EQ.2; 

type indicator; 
print histories and ·maxima 
printei plot histories and 
recovery ··of Tnaxima 

EQ.3; rec.over triaxima only 
Printer plot spacing in9icator 

NOTES/ 

(l) The type o! output to be produced by the program 
applies to al! displacement requests. KKK.EQ.O 
is illcgal. 

(2) "Isp" controls the vertical (down the page) spacing 
for printer·plots. 01,1tput points are .. printed on 
every (ISP+l)th llne. The horizontal (across the 
poge) width of prlntcr plots is a constant ten (10) 
lnches (lOO prlnt posltlons). ISP 1s used only 11 
KKK. EQ. 2. 
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VIL !JYNAMJC ANALYSES (c'ontinued) 

. !l. .J!ESPONSE HISTORY ANALYSIS (continued) 92 
6. Output Definition eards 

a. displacement output requests (continued) 

(2) node displacement request cards (715) 

not.L's columns variuble entry 

(1) 1 - 5 NP Node numt.H~r 

GE.1 and LE. Nl!MliP 
E(/.0 last card only 

(2) 6 - 10 1 e o l Displaccment componcnt, request 1 
11 - 15 Ie (2) Displacement componen~, request 2 
16 20 JC (3) Displacernent componcnt, request 3 
21 - 25 ¡e (4) Displncernent compOnent, request 4 
26 - :JO JC (5) Displacement component, request 5 
31 - 36 JC(h) Disp}¡¡ccmcnt· component, request 6 

GE.l ~nd LE. 6 
E(.'. O termina te~ requests f.o~ the: 

NOTES/ 

(1) On)y thosc nodes at whictr Ol!tput is to be produced 
(or nt which maxima are to be determined) are entered 
in this scctiun. Cnrds must be input in ascending 
node numhcr arder. Node numbers may not be repeatedw 

Thls scction must be tenninated \lr'ith a blnnk· carel. 

(2) Di sp1 occment cornponent requcsts ('¡e") ran¡;e from 1 to 6, 
whcre l=óX,2='óY,3=óZ,4=?X,5=?Y,6=9z. The flrst zero (or 
blunk) encountcred while reading Je(l),Ie(2) , ... ,JC(6) 
terminntes information for the card. Displacement 
componcnts at a nodc rnay be requestcd i~ ariy order. As 
on example, suppose that ÓY, ~X and ~Z are to· be output at 
node 34; the card coeld Oe wri.tten ns /34,2,4,6,0/, or 
/34,6,4,2,0/, e1c. hut only four (4) f:ields "'·ould have 
non-icz·c¡ cntries. 

no de 

--- -·~~----~-----.-· ----~---------------- . --------~~-------------'----~------ ----·---- --- --------·----
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VI 1. DYNAMIC ANALY5E~ (continued) 

13 • 

notes 

(1) 

I>OTES/ 

RESPONSE H1 STORY ANALYS !S (continued) 
93 

6. Output Dcfinltion Cards 

b. clcment stress component output requests 

columns 

l - 5 

6 - JO 

(1) control card (215) 

variable 

KKK 

ISP 

cntry 

Output 
EQ.l; 
EQ.2; 

typc indicator; 
print histories and maxima 
printer plot ~f histories 
and recovery of maxima 

EQ.J; recover maxima only 
PloÍ spacing indicator 

(1) S<!c Section \"ll.!l.6.a. (l), above. 

(:!) f•lt•ment .stress cornponL"nt reQUC'St c;¡rds (1315) 

R<'qucsls ure groupcd by elcmcnt type; 

"NELTYP" ~roups must I.Jc input. A group Ct1nsist·s of a series of 
... lcmL"nt stress componcn.t request cards tcnninated by a blank carc1. 
Element numbcr rt..·ft..•z:enc<•s wi thin an element type (TRUSS, say) 

~roupin~~ must be 1n ascending ordc~. Elemen~ numbcr rc!crcnct;s may. 
Ue omi t ted but not rep•·atcd. Thc prograrn proccsses clcmcnt groups 
in 1he samc order as originally .input in the Elemcnt Data .(seCtion IV; 
above). If no output is to be produced for an elcment type, then input 

onc blank card for its group. 

notes columns variable 

(1) 1 - 5 

(2) G - 10 1 S (l) 

11- };) IS (~) 

61 - 65 1 S (12 l 

cntry 

Element 
GE.l 
EQ.O; 
s t ie ss 

number 

·last cnrd in. the group only 

Lomponent numbcr for output, 
rcQlH.·st l 

Stress componen t numbc r for out P" t , 

requcst ;¿ 

Stress compc,nt!nt nlJrnbl.'r !or outp::t, 
rcquest 12 

··-·-'-'-· ---------··----·-- --~-·---··----
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94 
Il. RESPONSE l!JSTOHY M\ALYSIS (continuc·d) 

h Output Jk:fin:ition C<~nfs 

(2) rf.:'que::;t C:ll'ds (contiTliJ('d) 

NOTES/ 

(l) Tt·rndn:Jtt• t.·ach diffe¡·,·nt L'lemt~nt output t::roup {type) 
with n blanh. carO .. Elcuú:nts within tl ~roup must be 

in cll:mcnt number ot·der (nscend:ing); t.dernent number 

rc·p~::t itions are illcgal. 

{~) Thf: fl r~.;t zc:ro (or bl:'lnk) requ~st cm.:t•\ir.tcrPd wh:ile 

n::ulJtll~ lS(l), 1S(2), ..•• 1~)(1:?.) tL·nnlll~ltes inftJr-

111;1tiPII ft,r 1/lt· t·anJ. r~·o rllOJ't• til<lll 1wt·lvt: {]:l) diffcrcnt 

t·o:npnll(·llls Ju:ty IJt• outpttt for any OIH' of thc- elPments. 

TtdJl•: \'11 .. 1 }jsts t11e strvss C"om¡JOIJent nurnbcrs and 

Ct¡r·rt·:~punclint-! dt.•scr·iptions ft>r tlw varlou~ P.lcment · 

typcs. Somt~ t•Jcment typ('S (THUSS, for t~X::trr.plc) hé1ve 

f't·WL·r· t!Jan )¿ componcnts rlet'lnPd; unly ÚH.' ~1 rcss 

<·umpor ... ·nt numbt'rs listl!d in Tabl..: VJI.l are lt."gal 

rt•f<·J'l~llCl'S. 

(~IJ\",\.EC).2 or l'D\"~.EC).I) 

\'1 . l H 

1 

1 

! 

l 
1 
1 

1 
1 .... 

----·--- ----·--·-·· - --·--·~-- --·-------------·-------------------- -- --· ______ _¡ 
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TABLE VII.l 

\_.. 
95 

~AXI'IU'I .STRESS 
FLfME~T NIJM'3ER nF· CIJ'II>QNI;Nl OUT PUl 
TVPF COMPONC:NTS NUMBER SV~BOL D E S e R 1 P. T 1 o N 

1 • TR~SS ( 2, 1 1 1 IP/A AX 1 AL STRESS 
1 21 (!' AXIAL FORCE 

.. ~ * * ·* ~ * .. .. .. .. * .. * * .. * .. * * .. • .. 
z. Rf A'l ( 1 2 1 ( l 1 (Pllll 1 !-FORCE AT END 1 

1 2 l 1 V2 1 11 , 2-SHEAR Al END 1 
1 31 IV3111 1 3-SHEA<l. AT END I 
1 4) ITII!l 1 1-lOROlJI' AT END '1 
( 51 ( MZ ( 11 1 2-MOMENT Al END 1 
( 61 (M3(11 1 3-"'OMENT AT END 1 

( 7 1 (Pll JI 1 !-FORCE AT END J 
( " ) IV21Jl 1 2-SHEAR Al END J 
( 9 1 IV31JI 1 3-SHEAR Al END J 
( lo, (ll(J) , 1-TOROUE AT END J 
( 1 1 , ("12(J) , 2-MO"'ENT Al END J 
( 17.1 P13lJl , 3-'IO"''=Nl AT ENO J 

* .. .. .. " .. ~ .. • • * . , .. .. .. .. .. * • * • .. "' 
3. PLANó-

-S·l'l. F <; S 1 
PLANf-· 
STRA!N 

4. AXISV"''- 1201 1 1 1 11 -so l v- STRESS AT~POlNT-O 

"'~TillC 21 ( 22- so 1 u- STRESS AT POINl o 
3 1 ( 33- so 1 T- SlPESS Al POINT O 
4, . 112 -so 1 U V-S l RESS Al PO!~T o 

( 5 l 111-Sl V- STRESS AT POINT 1 
( 61 1 22 -S 1 u- S TRE'SS AT PQJNT 1 
( 7 1 133- S 1 T- STRESS AT POINT 1 

8 l 112 -S 1 UV-STRESS AT POINT 1 

( q l 1 11 -S 2 l v- STRESS Al POINT 2 
( 1 o l ( 22- sz l u- STRESS AT POI NT 2 
( 1 1 l ( 33- 52 1 T- S l RE SS Al POINT 2 
( 1 2 1 112 -52 } UV-STRESS AT POINT 2 

f· ( 131 ( 1I-S3 l V- STRESS AT POI"'T 3 
( 1 4 l ( 22 -53 } u- STRESS AT POI'lT 3 

~----· ( 1 51 ( 33-53 1 T- STRESS AT POINT 3 
( 1 ó } 1 12 -S 3 l UII-STRESS AT POI NT 3 

~-.----·---: __ :...,_ __________ - -------------- --·------
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"'AXIMU'I ST~FSS 

~lr.'lf NT N'J '1 A ': .¡_ OF Cr:J"'PO~f NT DIJT P~JT 
TY?C ·(O"'Dt;Nt'JTS N1J'1BcR SY"'fl•JL J E S e R 1 p T 1 o N 

'--· : 1 1 7 ) ! V -54 v- STRESS AT POJNT 4 
1 1 A l ( 1) -54 u- STRESS 1\T P'JINT 4 
( 1 o ) ! T -54 . T- STRESS AT POJNT 4 

!291 (UV-54 UV-ST Of SS AT P:JJNT 4 

" .. ., 
" " " " * 

,. ,. • * • " 
, 

* * * ~ • • " " 
~. CJG'iT ( 12) 1 1 (XX-S'cll XX-STRESS AT LOCATION 1 

'JGD E. ( 2 ) íYY-Slll YY-STRESS AT LOCATlJ'II 1 
~D((I( ( 3) IZZ-Slll U-STRESS AT LOCATIJN 1 

1 4) IXY-SL11 XY-STRESS AT LOCA T toN ' 
( 5) CYZ-Slll YZ-STRESS AT L.OCAT ION 1 
1 6 ) !ZX-Slll ZX-STRE SS AT LOCATION l 

( 71 1 XX-SLZ l XX-STR<OSS AT LOCA TI GN 2 
( ~ J IYY-SLZI YY-STR E SS AT LOC4TION 2 
( e J CZZ-SLZl ZZ-STRESS AT LOCATION ?. 
( 1 o) IXY-SL2l XY-ST~ESS AT LOCATION 2 
( 1 1 ) '( y 1- S L z ) YZ-SIRESS AT LOCAT ION 2 
1 1 2 ) (lX-SL2l lX-STRESS AT LOCATION 2 

* * 
,, 

* .. :;t < * " 
,, 

~ * " ~ * 
., .. .. " * .. " * 

6. ntATf-/ 6) 1 ) CXX-.'./Rl XX-STRESS ~ESUL TANT 

' )Htll 2) 
' 

lYY-S/Rl YY-STil.!'SS ~ESUL TA•H 
~- 3 ) IXY-S/Rl XV-STRESS RESVL.TANT' 

4 ) lXX-"IR) XX-"'O"'ENT PESUL TA.NT 
5 ) ( YY-M/C{) YY-"'OMENT RESVL T MH 
l'>'l IXY-'1/Rl XY-"'GMENT RESULTANT 

• ~ ,. • ·• .. ... ., 
* " " * .,. * * * * * " " * .. • 

7. q~iiN- ( ? ) 1 ) !~ORY-Fl 130UNDAR Y ¡:C>l.CE 
~~~y n (fi')RY-M) dOLJNOA~Y '1CPI PH . . * o •. > , ., 

~ < (ó ~ • o o "' ~ o .. o * .. * .. 
"· THICK 1 1 !SXX!Oll XX-51 Rf'SS t.T (fii¡TK.Oiu (o) 

SHEll ¡ 4 2 ) 2 1 !<;YY!Oll YY-STRESS AT C:ENB.O l i) (o 1 
AND 3 ) !SZl.IJll U-STRESS Al CENTRO ID 1 o 1 
3-DIM. 4 1 CSXY!Oll XV-STRESS AT CENTPCJICl (o 1 

'j ) !SYZ!Ol l YZ-STRESS AT CENTRO! O (o l 
b ) !SZXIOI l ·ZX-ST~f.SS AT CENTRO ID 1 o l 

7 ) lSXXIlll XX-STRESS AT CENTER OF FACE 1 

i 
\ ---

VI J. LO 

·----------.--·------------·------.. -______ , __ ... -------- --· ·--



~AXI~'J'I STRESS 97 
Elf'lt NT NUMBER OF CO'IPO"lE NT OUTPJT 

~· TVP~ CC1'1PO"lENTS 1\¡lJMB FR S V M BOL o E S e R 1 p T l l) N 

.1 9 l ISYYI1ll YY-STRF:SS AT CE N TER OF FACE 1 
( 9 l ,ISZZilll ZZ-STRESS AT CE N TER OF FACE 1 
( 1 o l ISXYI1ll XV-STR<:SS AT UN TER íJF FACE 1 
( 1 1 l ISVZilll Vl-STRESS AT CENTER Of FACE 1 
( 1 2 l ISZXIlll lX-STRESS AT CE N TER or FACE 1 

( 1 3 l ISXXI2ll XX-STRESS AT CE:NTER 01 FACr 2 
( 14 l ISYYIZll YY-ST'l.f'SS AT CENT ¡:q GF FAC( 2 
( 1 5 l ISUI7ll Zl-STRf'S'i liT CE NTER or F ACE 2 
( 1 b l ISXYI2ll XV-STRESS Al C ~N l tR rJF FACE 2 
1 1 7 l ISYZI?ll YZ-STRFSS AT C ~ NT ER OF FACE 2 
( 1 ~ l ISZXI21l' ZX-'STRESS AT CE N TER QF F AC E 2 

( 1 Q l ISXXI3ll XX-STRESS AT CE'HE'l. OF FACE 3 
1 2 o l ISYY13ll YV-STRESS AT CE N TE 'l. QF FA Ce 3 
( 2 1 l 1Slll31l ZZ-STRESS AT CENTER .OF F ACE 3 
1 22 1 ISXYI3ll XV-STRESS AT CEIIITE~· OF FACE 3 
( 2 3 l ISYZI31 l YZ-STRI'SS AT CENTEt< QF FACE 3 
( 2 4 1 1 SZXI31 l lX-STRESS AT C<: NTER OF FA([ 3 

1'. 5 l ISXXI4ll XX-STRrSS AT CENTER OF FACE 4 
( 2 6 1 ISVVI411 ·YV-ST'l.E SS H C~ N TE 'l. OF FACE 4 
1271 ISZll411 ZZ-STRESS AT CENTER QF FACE 4 
( 2 ¡; 1 ISXVIi,ll XY-STRE SS AT CENTER o;: FACE 4 
( 2 Q 1 ISYZI"'I YZ-STRESS AT C~t-;TER QF FACE 4 
1 30 1 I~ZX14ll lX-STRESS AT c~o.;TE~ QF FACE 4 

1 3 1 1 ISXXI511 XX-STRESS AT CENTE'< OF FACE 5 
132 1 ISVVI511 VY-STRE SS Al CENTEil OF FACE 5 
1 3 3 1 IS7.ll5)) U-STRC:SS Al (UHER GF FACE 5 
1 3 4 1 ISXVI5l 1 XV-STRIOSS AT CE'<TER OF FACE S 
1 3 S 1 ISVZI5ll· VZ-STR~SS AT e ENTEil OF FACE 5 
(161 ISZX151 1 ZX-STRtSS Af CENTEil GF FACE 5 

1 3 7 1 ISXX!hll XX-STRESS AT CE 111 TER OF. FACt 6 
1 3A l ISVVI611 VV-STRfSS AT CENT Eil UF FACE 6 
( 3 <; 1 1Slll61l U-STRESS Af CE NT E R Of F ACt 6 
'40 1 ISXYI611 XV-STRESS AT CEIIIT':R CF Fo\CE b 

( 4 1 ) I~Yllóll Yl-STRESS AT C ENT EK OF FACE 6 
1 4 2 1 ISZXIóll lX-STRESS AT CE"'TEil OF FACE 6 

'· 



* * .. * * .. * "' .. * * * * * * .. 9? 
* * * * "' • 

' 
~ . P r P r ,_ 
.... T A"'G!:'IIT ( 12) 1 ) (PXIII . X-FORCE AT ENO 1 

n (VY(() Y-SHEAR. AT END [ 
( . 3 ) 1 V l 1 1 ) ) Z-SHEAR AT END ( 
( 4 ) ITXIII ) X-TOROUE AT ENe> 1 
( 5 ) (MY(() ) Y-'IOME"'T AT END 1 
( 6 1 ('illll 1 Z-MOMENT AT F. NO 1 

( 7 ) IPX{J) X-FORCE AT END J 
( 8 ) (VY(J) Y-SHFAR AT EN') J 
( o) IVZIJ) Z-SHfA<{ nr END J 
( 1 o). ITXIJ) X-TOII.QUE 41 ENC> J 
( 1 1 ) (MY(J) ) V-'if)MfNT 4T EN::> J 
( 1 2 ) l'IZIJ) ') Z.:.MOMPH u END J 

B. P.C.Nf) 1 1 A l ( 1 ) IPX(J) X-FORCE 4T END 1 
( ?) IVVlll Y-SHEAR AT END ( 

( 3 ) IVZill Z-SHEAR AT END ( 

( 4 ) ITXIll X-TORQUE AT END 1 
( 'd ("'Y( JI. ) Y-V.OMENT 4T <:NO 
( 6 ) IMZ!Il ) Z-MOMENT AT ENO 

7) IPXICl ) X-FORCE AT CE N TER OF ARC 

' 8 ) (VY!Cl ) Y-SHE AR AT CE N TER OF ARC , ___ . 
( 9 ) IVZICI ) Z-SHEAR AT CENTEi!. 01· ARC 
( 1 o ) ITXIC) ) X-TC'ROUE 4T CENTER CF ARC 
( 1 1 ) ( MY ( C) ) Y-'IOME N T AT CENTER OF ARC 
( 1 2 ) 1 M z e e 1 ) Z-I'OME"'T AT CENTER OF Ai<C 

. ( 1 3 ) (PXIJ) ) X-FORCE AT END J 
( 1 4 ) 1 VYI Jl ) Y-SHEAR 4T ENO J 
( 1 5 ) 1 V l 1 J l l Z-SHEA~ 4T ENO J 
( 1 6 ) ( T X ( J l ) X-TORQUF. AT END J 
( 1 7 ) ('IY(J) Y-MO"'-F.NT AT END J 
( 1 p ) (Ml(J) Z-MOMENT AT EN::> J 

t t. * < ~ ~ , • o • • " • • , . • " • " " ~ • • 
< <· " .• o (• < ,. • e • * ' • • * • • • " • • q 

i 

1 

---------.--------- ··-·--·---· - __ · -··------'----· - _____ _:~ ______ j 

\' 1 ¡ . :: :: 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (continued} 

c. RESPONSE SPECTRUM ANALYSIS (NDYN.EQ.3} 99 
This opt ion combines all (NF) mode shapes and frequencies 

computed during the eigenvalue solution (Section VII.A} to calculate 
R.M.S. stresses/dcflections due toan input displacement (or accelera
tio~} spcctrum. The input spectrum is applied in varying proportions 
in the global X,Y,Z directions. For the case of a non-z.ero cut-off 
frequcncy "coFQ" (Section Vll.A}, only those modes whose frequencies 
are less than COFQ will he comhined in the R.M.S. analysis. 

notes 

(1} 

(2} 

l. Control Card 

columns 

1 - 10 
11 - 20 
21 - 30 

31 - 35 

variable 

FX 
FY 

FZ 

1ST 

(3FlO.O, 15} 

entry 

Factor for X-direction 
Factor for Y-direction 

input 
input 
input Factor 

EQ.O; 
Input 
EQ.O; 
EQ.1; 

for Z-d i reCt ion 
not acting 

spectrurn type; 
displacement. vs. 
acceleration vs. 

period 
period 

!WTES/ 

(1} All thr.-e (3} di rection factors may be non-zero 1n 
~·hich case the entries represent the X,Y,Z components 
of thc input direction vector. 

(2) ."JsT'" defines thc type of spectrum table to be input 
Jmmcdiate1y fo1low1ng. The spectral displacements 
('sd "> nnd a e ce 1 e re ti ons ('s

8 
") are assumed to be 

rc1atcd as follows: S8 = (4 rf!r 2 } (Sd}. 

1 
i 

1 
. 1 ·--'------·--' ~~~---··-----
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Vll. DYNAMJC ANALYSES (eontinued) 

notes 

notes 

( J ) 
(;!) 

c. 
100 

RESPONSE SPECTI!UM ANALYSJS (con1 inued) 

¿. ·spectrum CRrds 

a. heading card 

c:olumns variable 

1 - 7'2 HED (12) 

. b. control card 

columns variable 

1 - 5 NPTS 

(12A6) 

cntry 

Ji<·<Hiing informat ion uscd to lnbcl 
thc SJH:Ctrulll table 

(!5, FlO.O) 

ent ry 

Number of definition points in the 
spectrum tablc; 
GE.2 

6 - 1~ S}JR SCalc .factor used to adjust the 
displacernent (or acceleration) 
ordinates in thc spectrum table 
EQ.l.O; ,no ndjustmcnt 

e ~;¡w(:trum datn (2Fl0.0) 

ce¡] umns 

- 1 o 
11 - 20 

vnriuUl•: 

T 

S 

en t ry 

J~r1od (r<·ciprocal 0f [J·cquenc)') 
Valur.: of di~plaCt~mr:nt (or acceleration 
if lST.EQ.1) 

~OTES/ 

(l) Jnput une definition point per card; "NP'fS" cards 
arr rcqlJir~rl in th1s section. Cards must be arranged 
1n a~ct.•nd:in~ value of pcriod. 

(~) " S is :intt-•rprc1t:d to be a 
if 1ST WhS inpllt HS ZPTO. 

JS Utl ltC(·eler:ltion vnllJC. 

displacc~cnt.quantity' 

For lST.EQ.l, ''s" 

El\ll UF lll\TA CASE 1 t\I 1UT (NIJY~. EQ. :1) 

''J.1.~~~4 

·----------~--------- ---===----_-_._-_._-_._-_·-::..-::..-::..-::..-::..·_-
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101 
APPE:\DJX A - CONTHOL CAIUlS ANJJ IJECK SET-UP F'OH llYNAMJC ANAJ.YSJS RFSTAlrf 

The purpost.~ of this appendix··i.s to describe thc proccdurc 
(including control cards nnd dcck sct-up) rcquircd ror prograrn re
start followin~~ an eigenvalue/cigcnvcctor extraction analysis. The 
rc-star1. option ltas been incll~ed in thc progrem in arder to rnake 
a rcpeatC"d forcC>d response or spectrum analysis possible wi thout 
solving each time for the rcquired cigensystem. For rncdium-to-lar¡~e 
size mudcls, eigcnvalue solution is qu·ite costly when comparcd to 'he 
fon::cd response calculations; hence, cxccssive costs may be incurr.•d 
if tt1e E·ntirl! job'has to be re-run duc to irnprnper specification of 
forcing func:tions or input spectrn, inadcquate requests, etc. For 
small mod,·ls Oess thnn lOO nodcs, say) the extra cf!or1 requircd 
for rc-sta1·t is normnlly not justified. 

A (:t>mplcte dynamic annlysis utilizing 111e rv-start fcHturc 
requires thnt the job be run in two (2) stcps: 

JOB (1) : 

.JOBS(~) 

Eigenvnlue extrac1ion solution only, after whicJ1 
program files TAPEl, TAPE2, TAPE7, TAPES, nnd TAPE9 
are savcd on t he re-stnrt tape. 

ltt·-instntt..·ment Of prog1·am files TAPEl ,TAPE2,TAPE7 ,TAPES, 
:tnd TAPE!l from the n.·-start· tape follnwcd by n Dynamic· 
H\·Rponsc Annlysis (NUYN.EQ.-2) or a Jk•sponsc Spectr~rri An:dysis 
(NU\'N. EQ. -:l). 

For a given model, the first job [JOD(l)) <:rcating the re-stn.-t 
tape i.s run only nncc. 'J'hP n·-start tape then ('Ontains all the 
inJt inl infnrm:Jtinn r1.•quin~d by thc program at the ht!ginning Üf a 
I'I)JTt.'d n.·~:pons1· ;m:1lysis. Mon.' than onc sc<.:ond ,iob L.JOBS(2)) mny be• 

run u~1n~ tht• n·-start t:•ru· us 1nitinl input; i.t•., the rc-st<..~rt 

tJqH.: is not dt~St roycd. 

ContrCll cards nnd rlh'k set-up fur executiun on thc C'l>C 6400 
l'Clmputcr :tt 1IH_• Univer:sity of California, BPrkt.'lf•y urc ~ivt:n ht.•lo"·: 

A-J 
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JOB()) - EIGEI\'VALUE SO!.UTIOX.'HE-START TAPE CHEATIOJ> 
102 

:-;ons.· 

Notes Card Dcck 

(l) 

(2) 

( :¡) 

(4) 

( 5) 

( {j) 

(7) 

Job number, 1, 200, 120000,300. Uscr Name 
REQliE.ST, TPl, I. Recl No., Tape U"'r Nnme 
COPYBF, TPl ,SAP-1 

UN LOAD, TPl 

I.C.O, SA P4 

HFW 1 ND, TAPt:l , TAPE:/, TAPE7, TA PE8, TAPE9 
HEQliEST, HE!;T.~Jrf,l. Jteel No., Tap<' llser 

¡CciJ>YliF, TAI'r:l, J!f.STA liT 
COI'Ylll', TAPE:!, m:sTA ltf 

C'Ol'Yl.!F,TAPE7 ,IJESTAJrr 
COPYB F, TA PEH, !U:: STA Jrr 

COPYBF,TAPE'>, HESTAJrr 
7-!l-9 

PROfll.l::~! DATA DECK: 
1. JrEADING CAJUJ 

11. ~:ASTER CONTROL CAJUJ wi th 
(!.!.. EQ. O) 

1 J 1 . 

1 \' • 
\' 

V 1 . 
V 1 J • 

ld:lld: C';!J'd 

L1anh ,·an.l 

(!'if.GE. 1) 
c:-;ur¡¡.EQ.ll 
OIOUEX. ¡,;q. O) 

.1011\T DATA 

ELDU·:~T IIATA 
COI\CEN'J'J!A TEil MASS !lATA 
U.E~IENT LOAD MULTIPJ.Jt:l~ 

JJ\'NA~IJ(' IINAJ.YSIS 
1\. f..lod,. Sil a pes ;.~nd )'J't·qtlf'll<" Ít.·~· 

(H) 6-7-!l-9 

(l) T~w jnb cunt r·(ll c;:1rd oar<~mct•.:rs are dt'f1T1t'd GS follo\1.!:.: 
1 = l\wnber o~ tape• drivcs rcqu) red _frJr thc JOb. 

''.:¿o(l'' ==- CPl! til!'t' limit (in tlctal ~(·conds). 
"120000'' = ('CJll r·_a] mt~mory field· lt•n{.:t 11 (in (JCtal )" 

":.~oo" - ra,:(' limlt for print in~. 

(2) Tapo· <"<>llL<lllll>~ hJn:li'Y'\'o'l'""ll of pro¡:o·nm (TP1) JS ro,quesl•••!. 

(:l) i!JlUI".\' \.,.,.""11 ,¡ lh<' l'''"l:•·:uu "; .:up1o·d unto :o d1sk f¡)., (!;·'P1) o 

(l} J•r,q:J':llll 1:-: }p;ui,·J and <'Xt't'Uill)ll 1:-; 1nlli:-tf•·d. 

(!'l) A Olunh Lqw (11.1-::-iTAm·> l~ r,•qlh'.Slt:d. 

(fi) Tlll..: conh·nt'"' ol disk fllt·S TAPEl ,TAPE:!, <'le, aJ·,. t:upJt•d <'nto 

t a ¡w HE STA I!T. 

(7) .lrHJ-oJ-n..-cunJ c<~rd: 7,H,~J punehcd 1n <·oluu:ll l. 

(h} t.nd-of-fj],. card: 6,7,B,~t punched in c<tlom·,n l. 

··~-~--~--~- --~-~----~- ....... ~-· -~--·-~~---~---~-- -~~--· .·----~ --~~---~·~~-~-- -·-·--~-· - --~--~-
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JOB (2) - RE-START FOR' RESPO:-¡SE HISTORY ANALYSJS (NDYN.EQ.-2) 

or RESPONSE SPJ::CTRUM ANALYSIS (NDYN.EQ.-3) 

\ 

Notes Card Deck 

(1) 

(2) 

(3) 

Job numbcr, 1,200,120000,300. User Name 

REQUEST, RESTART, J. Reel No., User Name 
COPYBF,RESTAHT,TAPEl 
COPYBF, RESTAHT, TAPE2 
c¡~PYBF, RESTART, TAPE7 

C0PYBF, RESTART, TAPES 
COPYAI', Hf.START, TAPE9 

HEWIND, TAPE!, TAPE2., TAPE7, TAPES, TAPE9 

UNLOAD,RESTART 1 

1 

REQUEST, TPl, l. Reel No., U ser Na me 
C()PYBF', TPl, SAP4 l 
l.Gó, SAP4 . · ·. 
7-8-9 

PROBLEM DATA DECK 

1. HEADI NG CA RD 

11. MASTER CONTROL CARO with 
(LL. EQ·. O) 

(NF .. GE.l) 

(l'<DYN.EQ.-2 or -3) 
(MODEX.EQ.O) 

VII. DYNAMJC ANALYSIS 

or 

biank card 
blank card 

6-7-8-9 

B. Dynamic Response Analys1s (/>:DY?>:.EQ.-2) 

c. Response Spectrum Analysis (1\llYN.EQ.-3) 

'1 

NOTES/ 

(1) Thc c!Jsk files TAPEl,TAPE2, etc. are re-created using the 
information saved on. tape RESTORE. 

(2) Tht: Uinnry version of the program is again obtaincd from 
tape TPl. 

(3) r-;ormally, the nurnbcr of fr<>qucncies ('NF") ente red on thc 
MASTER CONTROL CARD for a rc-start case has the sam<> value 
ns wn~ specif1ed carlier wht•n the ~igenvalue problrrn was 
~<.,lvt·c1 in JOB(l). 11 a va1ut• for the cut-off frcquc-ncy 
('corQ") '••as <'ntcq.·C1 on thc "Modc Shapcs and Frequencies" 
control coro ltn JOU(l)] nnd thc program cxtract('d fcwcr 
thnn "NF" frL"qucncics (~ig~.·nvalups), then only thc nctual 

l numb~r of ('igenvelues computcd by the program in JOB(l) 
is specified for "'Nr'' in this rf·-sto.rt run. 

·!-.---: 
.. ________ ..,_J 



APPE:>.lJJX D: CO:>Tl!OL CAROS A]';D DF:CK Sr:T-tiP FOH USE OF STARTJ!iG 104 
JTEfú\TJO~ VF.CTORS 

In tl10 dyr¡amic ;1naly~is of lnrgt•-c•rdcr systems, the solution of 
the r{!quiret1 c>igensystem is normally the most cxpensiv_e phase. The 
Option described in this appendix demonstrates how it is possible to 
use ]'.if(} previously calculnted eigenvalues ·and vcctors when the solu
tion for NF 2' NF0 eigenvalues and cigf'nvc·ctors is required. 

Assume that in .Job(l), thc !:olution for· NFO cig(_~nvalues and 
l~ig¡_•nvt.•ct.ors was performed. At ltH:> t·nd o! th1s job, T . .O.PE2 and TAPE7 
must havc been savcd on a physi<-:al t;:~pc:, s~y "R.ESTAR1'". Assunnng thal 

in JOB(2) thf' soiution of r\F eigenvalues and eig-:•nvCctors i's requirerl,. 
th,~n prior to the cx,:cution uf th:is job, tap~e RESTAm· needs to be 
co¡J:ied ontcJ TAPElO. 

'lh:is proceúure was pcrformed \l,':ith the following control card::; 
on th-: CDC.6400 of the UniVer.sity of.Californja at Berkeley: 

.JOB(J) - SOLIJfJON FOH· ~FÓ F.JGE:<I'ALliES/fU:START TAPE CIU:ATJO!'l 

l\otcs Card Deck 

( l ) 

(~) 

(3) 

( 4 ) 

1 

J~b 1'~:, 1 ,2oo ,1zoooo •. ·.oe. 
FU.QU<..o f, TPl , 1. Ree1 !io. , 
COPYDF, TP1,SAP4 .· 
U;\ LOAD, TPl 

{ 
HEQUEST,TAPF.2 ,NB 
ru:QL'EST, TAPE7, !il3 
LGO, SAP4 
JU:W J 1\ll, TA PE2 , TA PE7 
H.EQU.EST, nESTA RT, 1 . Rt~t·l t\o. , Tape üser- t\:Jc.'(', OtJJPLl 

j COPYHH, TAPE2, FU:STAI(f ,1 
t CóPYBF', TA PE7 , TP:l 
7-3-~) 

l'HODLEM DATA DECK 
6-7-8-9 

l~¡ J '\ l':; / 

(]) See /iotcs (1)- (4) in App<'nd¡>. A. 

(2) The computer is directcd to •·rite on di'k f1les TAPE2 

and TAPE7 1 n an unblocked for~.a l. 

(3) A blnnk tape (JU:START) is rcquested onto \lrolllch the contl.·nts 

of files TAPf.2 and TAPE? are to be written. 

(4) Tht> content.s of fill.~s TAí'E2 and TAPE7 ar~ \lor:itten üS one file 
onto tapt.• RESTAR'J'. 

E·. 1 

·- ------------- ----
'l •• ------· ---·------.:-.c.-----·. ---·-----· ---.. -'--·-':...... 

_________ j 
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JOD(2) - SOJ.lJI'ION FOH ADDJTJONAL EJGENVAJ.UES USJNG THE INf'ORMATION 

STOitED· ON TAPE "HESTA ¡r¡-" 

Notes 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

Card Deck 

,Jc,b No. ,l ,200, 120000,~>00. llscr Name 

{ 

IU>QUEST, !tESTA RT, l. H<'<' 1 No. , Tn pe U~r r Na m.-, 

REQUEST, TAPE lO, NU 

REQUEST, TAPE2, NB 
ltF.QUEST, TAPE7, NB 

C0PYDF, RESTART, TAPE lO 

UNLOAD, RESTART 

{ 

ltEWINll, TAPE lO 
·nr;QUEST, TPl, 1. 

· C0PYBF, TPl, SAP4 

LGO, SAP4 
7-8-9 

Reel No., Tape Uscr Name 

PR<X;RAM DATA DECK 
6-7-8-9 

Not t.•s/ 

(1) TAPElO (as TAPE2 and TAPE7 if they are to be used for 

further r·cstarts,) is rcQuestcd to be An unblocl(ed file. 

(2) TIH .. · contctnts of tn¡w H.ESTAHT art~ cnpit·d into TAPC10 as 

ont~ filf'. 

(3) ProGram cxccution. 

\ 

------------ ---~--~ --· ------·--·--- ---------- --~ ---~---- ----
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PrOBLEM.l.1 PL~IE TRUSS 

Hcf: 
' 

.... . 

·-.... 

Tir::osr.0nko, S. P. and Young, D. H., Thcor.y of Structurcs, 2nd 
cd., l·:cGraw-Hill, llc1-1 York, 1965, pp. 266-267 . 

·······""' ··~. 

/ 

7" 

G 
y 

-----·---·--·· 

1.1 
Pg 1 

Each truss !IICrnber has 1\ = 2 in 2 , E = 30 x .10 5 ·psi, a= 6.5 x lÓGin/in;oF 

· This problcm has two structure load cases:. 

1 ) Uniform tcmp. increasc of 70°F; P¡=P¿=P3=P,,=O; n = ~ = o. 
' 2) Uniform tcmp. decrcase cf 40°F; P 1 ;p2_~p 3=P4=l O, 000 lb; 

n - ¡; = . 01 ft. 

Prob l_crn Formula ti on 

Since tl-10. diffcrcnt tcrnpcratul-e case> are uscd, it is·bcst to spccify 
thc nodal tcr.;pcratur..:s as 0°1' and alter thc zcro stress J'efcrcnce 
tcmpcr-ature for c¿¡ch structurc load case. The SM' IV manual, page 
IV. l. 2, gives thc tempera tu re inencasc as 

~1herc Té and Tj are the nodal temperaturcs. Thus the zcro stress 
rcfcrencc ternpcraturc for cach membcr is spccificu as -l°F, and the 
thcnnJ·l load rwltiplicrs are +70.0 und -40.0 for elemcnt load cases 1\ 
and 13. To un<.icntJnd thc signs, note that thr. clemcnt .loi!d case 1\ t.hc 
zcro stJ'CSS rcfercncc te;npcrdture is (+70.0)(-1.0) ~ -70°F. Since thc 
nocfal tc~,~pr.raturcs··arr~ O"F, eilch. 11:..:r::cJCr of thc t:-uss has cxpcricnccd 
u risc of /0°F abovc the stress-free tcmpcrature, i.ls requircd. 
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PROí.lLE:112.1 PIPE ::EWORK STf.TIC Nli\LYSIS 

Prob1em Dcfinition 

Rcf: Si\P IV l·!anual, prob1ern 1 

y 

~.,. 
. =x 

~~ 
G 151n 

15ini. 

105in 

~~- !000 lh·; ,COt·!ST/~'~T 
FOilCE H.'-liGER 

2 

" }' 105!z / 1 

200!b5 ~r. .. 

DEAD WEIGHT .r-......_ 

1 
...>- . 13 ' 
,.-;-'->-~l 

Prob1em Formu1ation 

Thc nor.-;:;;i·o disp1accments at nade 12 are ct·cated by using boundary 
e1cmcnts connectcd .to·aducd nades 16, 17 and 18. 

\ . 
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UNA SISTEHATIZACION DEL ANALISIS DE MARCOS 
PLANOS SIN CONSIDERAR DEFORMACIONES AXIALES 

DE SUS BARRAS 

Julio Damy Ríos (!) 

I -1 RESUMEN , , 

\ ·: 

' ¡. 

Se presenta un método para anal;izar marcos planos de cualquier forma, sin consi
derar-deformaciones axiales en sus barras, En·uria forma sencilla se obtienen ios 
.grados de libertad, la matriz que relaciona éstos con los desplazamientos trans
versales de las barras,' así como la matriz de rigidez de la estructura. En mu~ 
chos casos se justifica no considerar deformaciones axiales de las barras, ya, 
que este efecto es despreciable. 

La ventaja 
permite el 
nual. 

. 

del método radica er. que se disminuye el número de incógnitas, lo 
uso ventajoso de mini y microcomputadoras, así como su aplicación 

II ¡_ INTRODUCCION 

' que 
ma.-

Antes del advenimiento de las computadoras, los marcos planos de cualquier forma 
se analizaban-sin considerar deformaciones axiales de sus barras;· la razón-era 
evidente, las incógnitas eran los giros y los desplazamientos de los llamados.· 
grac:!_os de_,_li~b_ertad, en vez· de _tres incSgnitas por nudo, como es el caso al cons.!_ · 
derar deformaciones ax:!ales. ·De hecho no se utilizaba el método de los ·desplaza
mientos en su forma explícita¡ sino que ge ~saba el método de CrC3S ~oci:icnd~· 
combinado con los llamados t!ibg::amas de Will'iot-Mohr (Re f. 1) que relacionaban 

'. 

los desplazamientos transversales de cada barra; el procedimiento era bastante ¡ 
engorroso y dif!cil de sistematizar. · 

En la década de los sesenta apareció el programa .STRESS desarrollado por el Dr. 
S, Fenves; es el primer programa que utiliza el método general de los desplÚa
mi~n-tos, en la forma que hoy nos es tan con_ocida; considera defo::-maciones axi~
les, deformaciones por flexion·y por cortante de todas las barras, lo cual impl.!. .1 
ca que por cada nudo hay tres incógnitas: los desplazamientos. dx dy y el giro JP 
de los nudos; este planteamiento es solo posible gracias a la nueva herramienta, 
la_ co~putadora, que en aquella época no era una palabra de uso común como.lo(es 
ahora, El -rápido desarrollo. de las computadoras lánzo ·al olvido a Cros:> y a ' 
Williot-}!ohr; sin embargo hay que hacer notar que en gran número de p::obleÍna~ 1 

estructurales, el considerar únicamente deformaciones por flexión de las barras, 
co_mo lo hacían estos métodos, no introduce grandes errores en los resultados· 
del análisis, 

¡ 

En P.l presente trabajo se introduce una forma de sistematizar un método de los 
desplazamientos, en donde el análisis de los marcos considera sólo flexión, lo 
cual, en muchos casos, disminuye el número de incógnitas a menos de la mitad de 
las del método general de los desplazamientos, La ventaja es ·evidente cuando se 
usan mini o microcomputadoras con poca capacidad de almacenamiento o cuando se 
tiene que efectuar al análisis manualmente.- Otra modalidad de la presentación 
consiste en no utilizar un planteamiento matricial directo, que en muchos casos 
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es muy deficiente, sino que se obtendr~ expresiones sencillas que serán fáciles 
de programar 

II I - PLANTEAMIENTO GENERAL 
' . 

Si no se consideran deformaciones axiales de las·barras (d.a.b.) los marcos'tie
nen un· número limitado Ú desplazamientos independientes a los que se les llama 
los grados de libertad; ilustremos.lo anterior .con el ejemplo mostrado en la fi
gura l. Se trata de un marco de;' dos aguas· con nB (4) barras orientadas y nN {3) 
nudos, al no considerar d.a.b. 'tendremos las siguientes restricciones que rela
cionan entre s! a los desplazamientos de sus nudos: 

'Lr-
... ·--· .. barra 1 

(~ 
=·o· 

barra 2 - dxt) cose+ (dyz - dyl) sen9 = o 
barra 3 (dxJ - dxz) cose- (dyJ dy2) sen8 a O. 

barra 4 dyJ a o 

estas cuatro ecuaciones son linealmente independientes, por lo que se puede ele
gir a dos desplazamientos independientes que llamaremos los grados de. libertad 
(g:l.), se llamará n0 al número de esos g.l.;'·los otros cuatros desplazamientos 
dependen de los dos g.l. Arbitrariamente elegiremos como g.l. s dxl y dx3• a 
los que llamaremos D¡ y D2 respectivamente, por lo tanto: 

'' 
dxl a D¡' 
d... a o· 
~~ a 1/2 (Dl 
dy2 a 1/2 (Dl 
dx3 = Dz 
dy3 T o. 

cotO 

estas relaciones 
(Ref. 1) 

se'obtienen igraficamente usando el mi1todo de Williot-Nohr 

' Al aplicar el método de los desplazamientos, las inc6gnitas serán los dos g.l. 
y los tres giros de los nudos .. 

f} 
-·· 

El problema se. reduce a obtener la matril!:.de .rigidez (x) que ·relaciona estos 
desplazamientos con los momentos aplicados en lo.s nudos (Mi) y con las fuerzas 
aplicadas paralelamente a los g.l. (Fi), véase. figura ~ • 

K u 

• • • 
! Ktz 
• . ;. ............ .. 

' ·, 
K21 1 Kzz 

• 1 
Como se observa la matriz· (xJ se ha sub~vidido en cuatro matrices que se· o~en· 
dran por separado, éstas son la matriz lKtt) de orden (nN X nN), la matjiz lK22) 
de orden (no X nr) Y.Jla matriz (K¡z) de orden (nN X no), la matriz (~<21 es la 
transpuesta de K12 • · . - ' 

... 

• 
' 

. ' 
' l 

...... · 

1 ' ' ~- ........ ; 
j 
¡ 

1 
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IV - ARMADURA ANALOGA 

La relación que guardan entre sí los desplazamientos de un marco donde no se CO!!_ 

sideran d.a.b •. es la misma que tienen. los de un mecanismo de igual forma que el 
marco pero compuesto de barras indeformables dob1.emente articuladas (figura 3), 
al que se le llamará mecanismo análogo; Pl!-ra· que esta analogía sea válida será 
necesario que los desplazamient.os del mecanismo sean pequeños. 

' 1 , 
Por facilidad en la figura 3 se ha dibujado la configuracion deformada del marco 
considerando nulos a los giros¡ lo cual no afecta a las relaciones entre los des 
plazamientos ya que éstas se fundan exclusivamente en no considerar d.a.b. 

El.problema de encontrar las relaciones entre los desplazamientos transversales 
de las barras (~) con los g.l. (Di), se reduce a encontrar esas relaciones en 
el mecanismo aná1ogo para lo cual estableceremos dos teoremas válidos sólo para 
desplazamientos pequeños. · 

Teorema 1 

Los g.l. de un mecanismo ·está~ asociados a las barras que unidas a tierra. se ne
cesitan añadir para que el mecanismo se convierta en una armadura estáticamente 
estable (mecanismo indeformable) (ver figura 4). A esta armadura le llamaremos 
la armadura análoga (a .a.) • 

En la figura.4 (a) las barras asociadas a D¡ y n2 son la 5 y 6, en la figura 4 
(b) fas asocTadas a Di~ D2 y D3 son las 6,. 7- y 8 en la figura 4 (e) las asocia-. 
das a D¡ y D2 son las 7 y 8 · 

, . i 
La demostracion de este teorema es evidente ya que en las dos estructuras no hay 
d.a.b._, obsérvese que hay vari;f.as altern;itivas de a. a. para un marco dado. 

Teorema 2 \ 

El desplazamiento (d) de cualquier nudo en cualquier dirección es una función li 
neal de los g.l. (ésto es evidente por ser pequeños los desplazamientos) 

no 
(d) .. ¿: a{ Di 

i=l 
'·. 

' 

lo.s coeficientes ai son las fuerzas axiales en las barras as.ociadas a los g.l. 
(b.a.g.l.), producidas por una fuerza unitaria paralela al desplazamiento (d) 
aplicada en la a.a. La demostración. del teorema se funda en la aplicación del 
principio del trabajo virtual considerando que las Únicas barras deformadas son 
las b,a.g.l. cuyas deformaciones son los valores de los g.l. (Di). 

A continuación aplicaremos estos dos teoremas al ejemplo ilustrado en. la figura 
5; se,desea obtener el valor de dx2 en función de D¡ y Dz; resolviendo la armad~ 
ra analoga se obtienen los resultados mostrados en la figura 5 (e), por lo tan
to: 

dx2 = 0.5 D¡ + 0.5 D2 

que es el mismo resultado que obtuvimos con anterioridad. 



-Y 
Us~do también estos dos teoremas obtendremos las matrices (H) de orden (ns x. no) 

. y ~e) de orden (2nN X n0) que respectivamente relacionan a los g.l. (Di) con los 
desplazamientos transversales de las barras (Aj) y con los desplazamientos de los. 
pudos (dxi• dyi) {b} · · ·'.· · 

tN} 
1 

: f~l ~J. 
1 
1 

V - OBTENCION DE LAS MATRICES [H) y (cJ 
1 

Para obtener la matriz (HJ se aplicarán los dos teorem,.s de la a.a. que ya hemos 
·demostrado. El renglón j de {H) , asociado. a la barra j, se obtiene aplicando un 
par de fuerzas unitarias aplicadas normalmente y en los extremos de la barra j y 
calculando las fuerzas axiales en las b.a.g.l.; en la figura 6 se ilustra el pro
cedim~ento pa~a ~tener el ren~l6n 2 de la. matriz (H) del marco del ejemplo; el 
renglon 2 sera ~- 1.0 + l.OJ • · ·. . 

A continuación obtendremos la matriz (Hl para nuestro ejemplo: 

= 

1.0 
- 1.0 

1.0 
o 

o 
1.0 
1.0 
1.0 

Paia obtener la matriz .(e) aplicaremos los. teoremas de la a.a. El renglón j de 
(CJ asociado a un desplazamiento de un nudo, se obtiene aplicando una fuerza 
unitaria en el nudo en la dir~cción del desp!azamiento y calculando las fuerzas 
en las b.a.g.l. Obtengamos ilC) para nuestro ejemplo: 

' 
\ 

'· 
'LO 

o 
0.5 
0.8660 

o 
o 

o 
o 
0.5 

-0.8660 
l. O 
o 

VI - OBTENCION DE LA MATRIZ (Kl 
1.- Obtención de [K1J 

Esta matriz es la más simple de 
es nulo, es muy fácil demostrar 
a: 

obtener ya que relaciona {M} con ff'} cuando {n\ 
que el elemento i,j de la matriz ~1~ es igua1 

Kil (1J) . m Aik Ajk rk (1 + bij) 

~ m Valor de 2 EI/L de la barra k 

(AJ Ajk• Ajk a Elementos de' la matriz 
S ij = Delta de Kronecker· (= 1 si i=j , = o si i/j) 

La matriz (A)está definida de. la siguiente forma: 

.. " 

1 

,. 
1 

1 ., 
: 

1 



Aij = 1 
•' 

o J 

- r-
si el nudo i es cualquier extremo 
de la barra j 

en caso contrario 
' . 

A continuación presentamos el valor de (A) para n~estro ejemplo: 

i [1 -= : o 
j o 

1 
1 
o 

o 
1 
1 

¡] 
__ Como la matriz (A) está~ formada por ~er_os y unos y es función de las inc'!;dencias 

de· las barras, se podra omitir su calculo cuando se programe la obtencion de 
(K1i' , ya que ésta se obtendrá directamente con la llamada "regla de la suma" 
"to d'el ·ensamble) que utiliza las incidencias de las barras. Obtengamos (K¡¡)Para 
nuestro ejemplo,_ por facilidad supondremos EI constante: . · 

rz = r3 a 0.3464 EI 

[1.6928 . 0.3464 o.ooooJ 
0;3464 1.3856 0.3464 EI 
0.0000 0.3464 1.6928 

r1 = r 4 m 0.5 El; 

2.• Obtención de (~22).:. 
-' ~ .: .. ~ 

La.matriz-{K22) que relaciona {F} con {o} ·cuando los g:l,ros {y} son nulos se ob-· 
tiene comb10ando los tres principios fundamentales del análisis estructural: e~ 
tinuidad, ley de Hookc y equilibrio. 

1 : ' 
1 . 

Contin~idad: 
Ley de Rooke: 
Equilibrio: 

La ecuación de equilibrio _se obtiene a partir del principio de cont;r~radiencia, 1 

·que·nos dice que el trabajo efectuado por las fuerzas externas ( \FJ {o} ) es 
igual al de las fuerzas internas ( {v~});_las variables usadas en estas ecua-
ciones son·: . 

{A} a Vector de los desplazamientos transversales de las 

f~j 
= Vector de los valores de los g .l. -
a' Vector de las fuerzas cortantes de cada barra 

{F a Vector de las fuerzas aplicadas paralelamente a los 
Cr = Matriz diagonal con ios valores de 12 EI/L3 de cada 

Combinando las tres ecuaciones se-obtiene: 

o sea que: 
= ( HT) [ro) [H] {o) 
~ [HT] (r'] (H1 

o bien el elemento ij de la matriz ·[Kz2) será: 

r_ 
K22 (lj) = k = 1 H ki H kj r 'k 

barras· 

g.l. 
barra 

"\ 



Obtengamos [K22) 
• para nuestro ejemplo: 

ri a r¿ D 0.1875 EI 

[Kzz J = [- ~:~i;z8 
1 

3.- ObtenciéÍn de (K12) ¡ 

:...... (, -

r' D r' a 0.0624 Ei 
2 3 

- o.iz·481 
0.3123j EI 

La matriz fK1~ que relaciona {M} con {n} cuando los giros {ylson nulos, se ób
tendrá apl~cando la relaciéÍ~ que muest~a la ff~ura 7; por lo lanto, 

. K12,) a lA) (r') ( H) . 
donde: {r'~ = Matriz d agonal con los valores de 6EI/L2 de cada barra 

o bien simplificando: 

obtengamos 

K12 (ij) 

[K12)para nuestro ~jemplo: 
rr D r4 D 10,3750 

[ 

0.~950 

0.1800 

'' 

EI; 

A ik H kj 

. r" a r" 2 3 

0.1800] 

0.~950 
VII - APLICACION DEL METODO 

r" k 

0.1800 EI 

se 

! ..... 

Apliquemos el método al ejem~lo mostrado en la figura 8, ~uya matriz (KJ ya 
ha calculado; las fuerzas de ~ijación de cada barra se muest~an en la misma 
ra. Obtengamos el vector {FN} ·fuerzas. en los nudos: 

' fig.!:!. .. 

Fxl" o Fyl a -5.78 ; .Fx2 
Fy2 a -·5,78 - 3.52 x cos 30; Fx3 
Fy3 = 6,48 X cos 30· 

~ 10~ - 3.52 x sen 30 
a - 6.48 X sen 30 

., 
Obtengamos {Frl. vector 
de contragradfencia: 

de·fuerzas paralelas a los g.l., utilizand~ el principio 

obteniéndose los siguientes resultados: 

o 
- 5.78 -..--·· 8.24 

• ';' .fl. •• 83 
- 3.24 
- 5.61 

por lo tanto el ~~ctor {F}será: 

. ¡ 

. {- 3.53'\. 
= 8.53J 

., 

,. 

1 



·- 1 1" -

- 4:81 
- 0.73 

8.31 •.•. "3: 53" 
8.53 

La ecuac1J5n (F} = (K) {d} se puede resolver utilizando el método de Gauss-Sei
del (Ref.2), el cual es muy simple de programar o de ejecutar manualmente; se 
obtienen los siguientes resultádos: 

Por medio de las matrices 

7.6117 
27.3377 
27.3377 
34.9494 

[ B] 

1 

- 7.7325 
l. 4620 

= - 0.2253 
···i.6ú7 

34.9494 

x 1/EI 

Y (cJ obtengamos los valores de{t>}y {dN} 

7.6117 

x 1/EI 

....... • Q __ , 
21.2806 

-:: Xi ._6_7 2J. 
34.9494 

o 

xl/EI 

Los momentos ·en los extremos de una barra j ,·producidos por los desplazamientos, 
se obtienen con las siguientes fórmulas: 

MAj a rj ~2 ~A + ~B) ·+ rj' /),. 
j, 

MBj • rj Ú 1( B + ~A) ·+ rj' ,Aj 

estos momentos sumados a los de empotramiento nos dan los momentos finales; en 
1s figura 9 se muestra el_diagrama final de momentos flexionantes. 

' ,. 

Para comprobar la solución se utiliza el·principio del equilibrio: la suma de 
los momentos sobre los_ nudos debe. ser nula y 'el -valor final de fFoJ debe ser nu-
lo, condiciones que cumple la s_ol!lción de nuestro ejemplo. ··. . . 

d.a.b. 
dxio dyi 
g.l. 

~r 

nN 
ns 
no 
b.a.g.l; 

.. .. 
a 

a 

.. 
" 
• 

VIII - NOTACION 

deformaciones· axiales de las barras .. 
desplazamientos del n~do i 
grado de libertad . , . 
valf:)r del g .l. i 

·.giro en el nudo i. 
vector formado por los giros en los nudos y los valo
res de los g.l. 
momento aplicado en el nudo i 
fuerza aplicada paralelamente al g.l.i 
matriz de rigidez de.la estructura de orden 
(nN +no) x (nN +. no) 
número de nudos 
número de barras 
número de g .l. 
barras asociadas a los grados de libertad 

' . 

•. ' 

.. 



(1) 

{2) 

- desplazamiento transversal relativo de la barra j 
(ver figura 7) 

IX - REFERENCIAS 

"Análisis Estructural", Jack C. McCormack, Editorial Harla, págs. 353, 
3&2, 483 y 519. ' 

' "Numerical Methods in Fin~te Element Analysis", K.J. Bathe; E.L. Wilson 

1 

( 

i /~ 
' 
\ 

.. ' 

í 

' ' 

1 

'1 
1 



~q-

1 •. 

' ;¡ 

/llt//1 

FIGURA FIGURA 2 

1/1/111 11//11 

---M a-r-c-o-- Meca nlsmo anátooo 

FIGURA 

\ 

/NI ~"'' 11// 

(a 1 ( b 1 (e 1 

FIGURA 4 

~ 10m ¡. ., 
® 

0 0 0 - ~ D <1 
+O.!! 

1/l/ 1/11 11/1 . 1//' 1/,/ 

1 a 1 More o 1 b 1 Arma dura anátooa le 1 Sotuclo'n armadura 

FIGURA !S 



8 

(a) CarQas 

-4.88 

+ 1.01 

-. lo-
NOTA: Para el sentido de las 

fuerzas unitarias se usa
rá la siguiente regla. 

J 

FIGURA 6 

m2 

/~ 
i FIGURA 7 

4.81( !!.78 

CD 3.!!2. 
0)e.31 

\ !!.78 
• 6.48 

(b,l Fuertaa de • fl)aclon 

FIGURA 8 

...... ,,. 

® + 12.88 

Dlaarama de momentos tlealonanlu 

FIGURA 9 
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DIRECTORIO DE ALUMNOS DEL CURSO "ANALISS ESTRUCTURAL" IMPARTIDO EN ESTA 
DIVISION DEL 20 AL 25·DE MAYO DEL PRESENTE.A~O. 

1.- RODRIGUEZ VEGA MIGUEL ANGEL 
U. N. A. M. 
PROFESOR 

.CD. UNIVERSITARIA 

2.- GUZMAN OLGUIN HCETOR JAVIER 

'' 

CALLE ~9 No. 71-7 
COL. I. ZATAGOZA 
DELEGACION VENUSTIANO CARRANZA 
15000 MEXICO, D·;F'. 
762-04-13 

. U. N. A. M. FAC. INGENIERIA 
PROFESOR 

NUCLEO 1-4 No. 8 MOLINO STA. DOMINGO 

CIUDAD UNIVERSITARIA 
DELEGACION COYOACAN 
550-52-15 

3.- AGUILERA REVELES MAURICIO A. 
LATINO AMERICANAN DE INGENIERIA 
CALCULISTA CIVIL ESTRUCTURAL 
TUXPAN No. 54 
COL. ROMA 
DELEGACION CUAUHTEMOC 
5131-40-22 

4.- AGUILAR MARTINEZ EMILIANO 
S. A. R. H. 

5.- AGUILAR ZAMORA JOSE 
S.A.R. H. 
JEFE DE OFICINA 
PASEO DE LA REF. No. 20-4o. PISO 
COL. JOAREZ 
DELEGACION CUAUHTEMOC 
06600 MEXICO, D.F. 
5116-68-21 

6.- ANGEL GARIBAY SERGIO 
COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
JEFE GRUPO ESTRUCTURAS 

. MISS'ISSIPPI No. 71-16o. PISO 
COL. CUAUHTEMOC 
DELEGACION CUAUHTEMOC 
525~78-80 ext. 3311 y 3208 

7.- BAUTISTA HERNANDEZ J. PILAR H. 
S. A. R. H. 
JEFE DE OFICINA 
COA. SANCHEZ AZCONA No. 1723-5o.pPISO 
COL. DEL VALLE 
524-73-07 

. DELEGACION ALVARO OBREGON 
01130 MEXICO, D.F. 
777-57'-25 

SUR 107 No. 1703-1 
COL. 24 DE ABRIL 
DELEGACION VENUSTIANO.CARRANZA 
768-41-10 

CALLE 3 No. 79 
JARDINES STA. CLA.RA 
535-78-44 

ESCUELA INDUSTRIAL No. 144 
DELEGACION GUSTAVO A. MADERO 
537-,92-61 

RUBEN DARlO No. 16 
COL. ZONA ESCOLAR 
DELEGACION GUSTFIVO A. MADERO 
07230 MEXICO, D. F. 
\l$_&#_)& 

: 

·: 

' . \~ .. , ~---~ 



8.- CEPEDA ZAMORA RICARDO 
·~ . 

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE COAHUILA 
ESTUDIANTE 

9.- FLORES MENDOZA JOSE 
D. D. F. 

' .- .\ ¡ 

JEFE DE OFICINA 
SAN ANTONIO ABAD No. 231-7o. PISO 
978-97-91 

10.~ FLORES MENDEZ AMALIA 
S. C. T. 

11.- HERNANDEZ BRITO EDMUNDO 
C. F. E. 

12.- HERNANDEZ PINEDA HECTOR 
COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
JEFE DE GRUPO EN ESTRUCTURAS 
MISSISSIPPI No. 71'-11o. PISO 
COL. CUAUHTEMOC 
DELEGACION CUAUHTEMOC 

13.- LEON NU~EZ JUAN 
S. A. R. H 
JEFE DE OFICINA 
CDA. SANCHEZ AZCONA 
COL. DEL VALLE 
524-75-07 

14.- LEON PINEDA CARLOS 
C. F. E. 

1 5.- HARGAIN OLVERA JORGE 
COl1ISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
INGENIERIA DE PROYECTOS 
RIO 11ISSISSIPPI No. 71-4o. PISO 
COL. CUAUHTEMOC 
525-05-37 

16.- MIRANDA TORRES RICARDO 
C. F. E. 

17.- MARTINEZ GARCIA CARLOS 

1• 

DIREC. GRAL. OBRAS MARITIMAS S.C.T. 
JEFE SECCION MUELLES 
PROVIDENCIA No. 807 
COL. DEL VALLE 
DELEGACION BENITO JUAREZ 
523-30-28 

AV. ALLENDE No. 2780 
TORREON, COAHUILA 

CALLE IGNACIO ZARAGOZA M 3 L-9 c~,.l ,. 
COACALCO, EDO. DE MEX~CO 
781-78-44 

ACEROS NACIONALES No. 37 
COL. VISTA HERMOSA 
TLALNEPANTLA EDO. DE MEXICO 
54080 

. Nif!OS HEROES No. 14 
COL. SAN PABLO XALPA 
54090· EDO. DE MEXICO 
382-05-95 

PASEO DE LA REFORtiA No.742-502 
COL. CUAUHTEMOC 
583-13-53 

CALLE NIEBLA No. 166 
COL. AZCAPOTZALCO 
02770 MEXICO, ·D.F. 
352-22-90 

. ' ..... -· 

• 


