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Variable aleatoria 
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2. DISEAO Y ANALISIS DE EXPERIMENTOS CON 
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2.1 Distribuci6n de probabilidades. Dist~i
buciones bionominal, de Poisson, multi
nomial y normal. 

2,2 Estadísticas. Estimaci6n puntual de 
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DOS VARIABLES 

4. 
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3,2 Comparaci6n de medidas de dispersi6n -
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3.3 Prueba de independencia. de dos varia
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DISE~O Y k~ALISIS DE EXPERIMENTOS PARA 
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1; ¿~~ le pareció el ambiente en la División de Educaci15n Contim.Ja? 

MJr' AGJWl.\BLE AGRAD\BLE · DESAGRAD\BLE 

2. ~dio de coliU.IJlic.aci6n por el que se entero del curso: 

PE!UODICD EXCELSIOR 
ANUNCIO TITULADO DI 
VISION DE EDUCACioiT 
CDNriNUA 

rAf<rEL MENSUAL 

REVISTAS TF.0/1 CAS 

PERJODICD NOVEDADES 
ANUNCIO TITULADO DI RJll.ETO DEL 0JRS0 
VISION DE EIXJCACicil 
CONriM.IA 

RADIO UN I VERS 1 [lAJ) COMUNICACION CARTA, 
TELEFO'lO' VERBAL • 
ETC. 

IJNIVERSITARIOO IDr• 1 CARm.ERA - ·= GA-CETA 
lJNAM 

3. Medio de transporte utilizado para venir al Palacio de Minería: 

1 ~=~ 1 >aOO 

000 ~10 
1 

4. ¿Qu~ cambios haría usted en el programa para tratar de perfecci~ el 
curso? 

!i. ¿Recomendaría el curso a otras personas? 

SI 

. '. 
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6. ¿Qu~ cursos le gustar!a que ofreciera la División de Educación Continua? 

7. La coordinación académica fue: 

EXCELENTE BUENA REOJLAR ~!AlA 

. ' '. 

. •. 
8. Si está interesado en touor algún curso intensivo ¿Cuál es el horario · 

más conveniente p~r~ usted? 

LUNES A VI ERNE~- ~WiKS A . LUNES, MI ERC'.:OLF.S ~~\RTES y JUEVES 
DE 9 A 13 11. Y VIEHNES DE Y V 1 EHNES IJE DE 18 A 21 H. 
DE 14 A 18 H. 17A21H. 18A21H. 
(CON CX:NJ ffi.J) 

VIERNES DE 17 A 21 H. VIEHNES DE 17 A 21 H.' OTRO 
SA!WlOS DE 9 A 14 H. SAJlAIXlS DE 9 A 13 Y 

·' IJE 14 a 18 11. 

·-

9. ¿Qué serv1c1os adicionales desearra que tuviese la División de Educación 
Continua, para los asistentes? · 

10. Otras sugerencias: 

S 
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IN T RO D U C.C ION (j) 

l. lQUE SE ENTIENDE POR"''EL DISE~O DE UN EXPERIMENTO"?. 

Diseñar un experimento significa planear un experimento de modo que reúna 
la información pertinte al problema bajo investigación. 

El diseño de un experimento es la secuencia completa de pasos tomados de 
antemano para asegurar que los datos apropiados se obtendrán de modo que 
permitan un análisis objetivo que conduzca a deducciones válidas con res
pect'o al problema establecido. 

· 2. LA' NECESIDAD DE UN DISE~O DE EXPERIMENTOS· 

Surge de l~~cesidad de responder a preguntas como: 

lComo se va a medir el efecto? o lCuales son las características a analizar? 
lQue factores afectan las caracteristicas que.se van a analizar? 
lCuales son los factores que se estudiaran en esta investigación? 
lCuantas veces deberá ejecutarse el experimento? 
lCual será la forma de análisis? 
lA partir de que valores se considera importante el efecto? 

3. OBJETIVOS DE UN DISE~O DE EXPERIMENTOS 

Proporcionar la máxima cantidad de información pertinente al problema 
bajo investigación 
El diseño, plan o programa debe ser tan simple como sea posible 
La investigación debe efectuarse lo más eficientemente posible; ahorrar 
tiempo, dinero; personal y material experimental 
"Proporcionar la máxima cantidad de información al mínimo costo" 

4. PRINCIPIOS BASICOS bEL DISE~O DE.EXPERIMENTOS 

REPRODUCCION 
·- ALEATORIZACION 

Contro 1 Loca 1 



" 

5. REPRODUCCION 

Repetición del experimento porque: 

Proporciona una estimación del error experimental 
Permite obtener una estimación más precisa del efe.cto medio de cualquier 
factor 

UNIDAD EXPERIMENTAL 

Unidad a la cual se le aplica un solo tratamiento (que puede ser una combina
ción de muchos fatores) en una reproducción del experimento 

ERROR EXPERIMENTAL 

Describe la situación de no llegar a resultados idénticos con dos unidades exp~ 
rimentales tratadas identicamente y refleja: 

Errores de experimentación 
Errores de observación 
Errores de medición 
Variación del material experimental (esto es, entre unidades experimentales' 
Efectos combinados de factores extraños que pudieran influir las caracte
rísticas en estudio, pero respecto a los cuales no se ha llamado atención 
en la investigación 

El error experimental puede reducirse: 

Usando material experimental mas homogéneo o por estratificación cuidadosa 
del material disponible 
Utilizando información proporcionada pro variables aleatorias relacionadas 
Teniendo más cuidado al dirigir y desarrollar el experimento 
Usando un diseño experimental muy eficiente 

CONFUSION 

Dos o más efectos se confunden en un experimento si es imposible separar sus 
efectos, cuando se lleva a cabo el· subsecuente análisis estadístico. 

,., 



11. LISTA DE COMPROBACION PARA PLANEAR PROGRAMAS DE. PRUEBA. 

'. 
A. Obtenga un enunciado claro del problema. 

l. Identifique la nueva e importante área del problema. 
2. Subraye el problema específico dentro de sus limitaciones usuales 
3. Defina el propósito exacto del programa de prueba. 

' 
4. Determine la relación del problema particular con la investigación 

total. o desarrollo del programa. 

B. Reúna la información básica disponible. 

l. Investigue todas las fuentes de información disponibles. 
2. Tabule los datos pertinentes para planear el nuevo programa. 

C. Diseñe el programa de prueba. 

l. Sostenga una conferencia respecto a todas las partes concernientes. 
a. Enuncie las proposiciones por probar 
b. Especifique respecto a la magnitud de las diferencias que usted 

considere que valen la pena. 
c. Esboce las alternativas posibles de los sucesos. 
d. Escoja los factores por estudiar. 
e. Determine el rango práctico de estos factores y los niveles esp~ 

cíficos a los que se harán las pruebas .. 
f. Escoja las mediciones finales que van a hacerse. 
g. Considere el efecto de variabi.lidad de muestreo y de la precl. 

sión de métodos de prueba. 
h. Considere las posibles interrelaciones (o "interacciones'') de 

los factores. 
i. Determine las limitaciones de tiempo, costo, materia 1 es, pote!!_ 

cía humaoa, instrumentación y otros factores y de condiciones 
extrañas tales como condiciones metereológicas. 

j. Considere los aspectos de las relaciones humanas del programa. 
· 2. ·Diseñe el' programa en forma preliminar. 

a. Prepare una cédula sistemática y completa. 
b. Proporcione las etapas de ejecución o adaptación de la cédula, 

si es necesario. 

1 

1 
i 
1 
1 

. 1 
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c. Elimine los efectos de las variables que no están en estudio, 
mediante control, balanceo o aleatorización de las mismas. 

d. Reduzca al mínimo el número de ejecuciones del experimento. 
e. Elija el método de análisis estadístico. 
f. Haga las indicaciones prudentes para una acumulación ordenada 

de datos. 
3. Revise el diseño con todo lo concerniente. 

a. Ajuste el programa de acuerdo con los comentarios 
b. Desglose en términos precisos los pasos a seguir. 

D. Planee y lleve a cabo el trabajo experimental. 

l. Desarrolle métodos, materiales y equipo 
2. Aplique los métodos o técnicas 
3. Supervise y cheque los detalles; modificando los métodos si es nece 

sario. 
4. Registre cualquier modificación al diseño del programa 
5. Sea cuidadoso en la colección de datos. 
6. Registre el avance del programa. 

E. Analice los datos. 

l. Reduzca los datos registrados a forma numérica, si es necesario. 
2. Aplique las técnicas adecuadas de la Estadística Matemática. 

F. Interprete los resultados. 

l. Considere todos los datos observados. 
2. Limite las conclusiones a deducciones estrictas a partir de la evi 

dencia obtenida. 
3. Pruebe, mediante experimentos independientes, las controlversias 

que susciten los datos. 
4. Llegue a conclusiones, tanto respecto al significado técnico de re 

sultados como respecto a significancia estadística. 
5. Especifique lo que implican los resultados para su aplicación y pa. 

ra trabajos posteriores. 
6. Tome en cuenta todas las limitaciones impuestas por los métodos usados .. 

1 . 



7. Enuncie los resultados en tfirminos de probabilidades verificables. 

G. Prepare el reporte. 

l. Describa claramente el trabajo dando antecedentes, aclaraciones 
pertinentes del problema y del significado de los resultados. 

2. Use mfitodos gráficos y tabulares para la presentación de los datos 
en forma eficiente para usos futuros. 

3. Suministre información suficiente para que ·el lector pueda verifi 
car resultados y sacar sus propias conclusiones. 

4. Limite las conclusiones a un resumen objetivo, tal que el trabajo 
evidencie su uso para consideraciones rápidas y acciones decisivas. 

' 

1 
1 

1 



12. VENTAJAS DE LOS EXPERIMENTOS DISEÑADOS ESTADISTICAMENTE. 

l. Se requiere una estrecha colaboración entre los estadísticos y el 
investigador o científicos con las consiguientes ventajas en. el an~ 

lisis e interpretación de las etapas del programa. 
2. Se enfatiza respecto a las alternativas anticipadas y respecto a la 

preplan~ación sistemática, permitiendo aun la ejecución por etapas 
y la producción única de datos útiles para el análisis en combin~ 
ciones posteriores. 

3. Debe enfocarse la atención a las interrelaciones y a la estimación 
y cuantificación de fuentes de variabilidad en los resultados. 

4. El número de pruebas requerí do puede terminarse con certeza y a men!!_ 
do puede reducirse. 

5. La comparación de los efectos de los cambios es más precisa debido 
a la agrupación de resultados. 

6. La exactitud de las conclusiones se conoce con una precisión matemi 
ticamente9 definida. 

13. DESVENTAJAS DE LOS EXPERIMENTOS DISEÑADOS ESTADISTICAMENTE. 

l. Tales dise~o y sus análisis, usualmente estáh acompa~ados de enuncia 
dos basados en el lenguaje técnico del estadístico. Sería signific~ 
tivos a la generalidad de la gente, además, el estadístico no debería 
subestimar el valor de presentarnos los resultados en forma gráfica. 
De hecho, siempre debería considerar a la representación gráfica como 
un paso preliminar de un procedimiento más analítico. 

2. f~uchos dise~os estadístico, especialmente cuando fueron formulados 
por primera vez, se han criticado como demasiado caros, comp 1 i ca dos 
y que requieren mucho tiempo. Ta 1 es críticas, cuando son válidas, 
deben aceptarse de buena fe y debe hacerse un intento honesto para m~ 
jorar la situación, siempre que no sea en detrimento de la solución 
del problema. , 

9. Charles A. Bicking "Sorne uses o Statistics in the planning of experiments" 
Industrial Qual ity Control, Vol. 10, No. 4, enero 1954, pp. 22. 
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7.1.- Piin:ipf.oo involu:::rados en la ~Jrnentaci&l. 

(a) El ·prir.er paso inp:xtante en la planeac16n de un experimeuto !:S t>...;:;tar

cx:n;ieJ.te de que no pjede lcqrarse lA perfección a partir de un ~ 

1:1m1t.a±l de d:::lservaeimes (l!llestras) y por e-:de deber~ ei¡llearse di

señoa y mét.o.ioo que pem.1 tan la reprcxiuc!bilidad de los resultados qu~ 

desean dete:rminarse. 

(b) las a::rclusicnes derivadas de un e:xper:írnelto ~ tener validez.- Rl~ 

as63UZ"ar la Al!Seflcia de errores sist..anáticos es ne::e.sario asignar 

aletorimente los t¡ata.:m.entos a los eEpEChlenes o material expe

rimental. C::n esto las estimaciones enccrrtradas de los efectos ~e los 

tratan.ient.os en un gran ntínero de repeticiores del experimento te:'.derán 

a mp:=-::na:Uo resultante de los verdaderos efectcs de ).os tr~tamientos. 

Esto es, la aleatorizaci61 as.equra la o~ten:::i6n cie estimadores inses -

gados de los efectos de los trat.nient.Os~· El experimento vllido ser.t.

aquel que estd planeedo de lr\'!!\era tal q.¡e las. ccn::lusiones· estén 1.u:.res · 

de seg;os o parcialidades, sea ccn:iente o in:cx-cientmente del ~1-
trentador. la l!lleatar1zaci6n es un se;uro r.ara el exper1.'Tienta1c:r. 

(e) L!s C:on:::lusiones derivadas de un e:q:erimento deben tener PREX:'ISirn.-s! · 

los err::rres sistmAUcos se evitan m::dLmte la aleatcrizac16n enton:es 

la est:.inac16n de los efectos de los tratzrn.ientos deferid de sus va~ 

res ver&.deros solmlente p:r la varia:16l aleatoria. Un experimento 

verdadero es aquel qJ.e prq:arciala una rne::Uda de esta varilicilSn. lh:! da 

tales rredidas sed roodiante la. replicac16n o repetic'i6n de alguros o · 

tcrlos los trata:nientos, de nanéra 'tal que un estirM.dor de un err:cx 

ecperi.-rental pueda cbtenerse por una ~~ci~ de unidades experi

mental~ similares; es decdr, unidades similares con resp;!Cto a los 

efectos cart:rolaOOs o:::n::ientenente. En suna, la replica::it.n permite -

la reprOOuclbllJdad de los resu1t01dos a dete.rmln'ane. 

{d) Los resultados de las cc:rclluiones e:per'imentales deben tener ancho 

rargo de aplica:i6n.- la precisien del experimento ro sol.ancnte depen

de del ta:raño del mi!ITO caro &e refleja coo el n1ínero de réplicas sino 

tanb1.én en la variabilidad inherente de las· unidades experimenta • .'S. 

El errcr ecpe.ri:rental sed. m.!s pequeño si las tmidades { espocimenes) 

ecn más hc::m::r]tme:~sr sin El11!::ll!lrgo, pan1 lograr una ancha ccbertura de los 

resultados se terdrli que usar unidades hetercqmeaa en el exper1mento. 

!>tiste> alqunas t&nJcaa dispcn1bles para la¡rar un eq.Jilibrio; es 

.decir, inc:Dmenta.r la preciS'il5n sin un excesivo sacrificio de cobertura. 

1.2.- El prablana del diseño de expP-Iimentost Eleqir un di~cfu rnra ~·stirnar los -

efectos de los tratamient.OO tan pre:::is.r..ente cano SM ~ihle. 

7.3.- Pr:irreros pasos~ ia planeaci& de un experimento.- El pri'l'IU•· Y t!; · li'~JC'I!. 
tan te paso en la pla.reaci6n de un experimento es decir, qué ~ ÍJ':'e"'to ~~ 
prq:one uno a realizar •.. Esto :no es tar. f&il CO!O ¡a=·ace ya qJc ade:.ás de 

establecer lo que se va a probar tarr.biál se necesita e..c:peci!icar c>t"3:rente 

la poblaciOO a ·la cual se aplicarán las co&lusicnes del ex¡:-eri.~;~..·--:t:... ~

salta evide.Í'lte que la pcbla::i6n total p:sible consiste de t:o.!:.s las "l..'i~ 
des de especimenes y ran;os de con:Ucicnes bajo las cuales se:~n t:at..~~.c-, 
también dek:en consider~e las limitaciones p.1estas al experir.en~. 

El ~tadar ~á elegir a que an:OO de la p:::bláciOO se referir.ID -

su con::::lusiones. 
El se;uroo paso en su eq:eri.Tento es medir la ecactibld prd:nble de los - -

resultados que se cbtendr~. Para esto. es recesario m9:iir la variabilidad

de las d::servaciooes in:llv:iduales del experirrento y deter:tr.inar el ~ de 

re{SH~s necesar~s para U1la: diÍerencia de magnitud d3da Y tener 11mite c:Je
coi'lfianza .praiet:el:J'n!nadc)s conf~nne a la rigurosidad del ~irrento. Fn -

resuren, para C.etermi.nar cuardo un experimento ha de ser ba~~"1te la.rg~ se

requiere : 
(a) 1a estJmaeJ6n del por:centaje de variaciOO. en las cbservacic:res que no-

p.lede .asignarse a n.J.n;Juno de los factores del exper.i.manto. Esta cantidad -

se llarra COEFICIINI'E LtE Vl".RIACICl~. 

(b) El valor de la exactib.D deseada en el efocto del trataniento expresada 

cano un porcentaje de la ma:iia qlcbal. Par ejenplo puede de~se medir -

ei· efecto de un trata:niento al 5\ porque efectos rr~s pequeños ya no tier~ 
~ia pr:ictica. 
{e) La probabilidad. de que los valores verdaderos de las diferencias cai~ 

dentro de limites asignados. El nivel de probabilidad qJe se usa deP.=ndo -
de. las ccnseoJencias posibles que se ~ivan de las corclucicnes. A6n si -

aquellas pevan· .e acciones costosas e irrevcrables, entorx::es se rEq.liere un

un nivel de probabilidad tal que haga las pruebas mAs rigoristas. 

7 .4.- Métcxios para rrejorar la exactitu:i de Wl ecper:irrelto.-

{a) Limitar la pcblaciln a la Cllal serán aplicable las o:::nclusi.oocs del 

..iperfnentO. 
(b} Usardo material unif~ se majara la mcactltu:i del expe:rinento. 

__ ;.....=.·------------ , ____ -· ·-
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(e) Mejarardo los r.6tnkls d~ aplicac10n de los t-au:nientns y de rrcdici6n de 

los efec:tcs~ 

(d) utili:.a.."lb r.'ét.o:Ds estadistio:~s: 

(d-1) E.sttati!iean:\:) los ttat...e.."'l1e~~t!)9 de blcxJues {lo más ha,•·•.;~t•OO ¡:.osi

ble) 9ene::ando as1 \D'\3 varie..i.;sd de disci'los ~ilt'ci11:i'l.l6>. Estos 

el.ir.J.nan <.:.Jt..a:.1ticanente tt:'.x:l".as de las variaciones en la3 ob5eiVa- , 

ciones Ce las a:nparaciones de los tratarnJ. .. ~ntos. 

(d-2) Si ¡ued31 t:.a:!Qrse series de observacicnes ~a explicar algo da l2s 

var1ab!!i:!n.:5.es en lis rrediciones finales puOOe efPCt::uarsc lln ~m~;u

sis e:~ f'Xl..'A?..!ANCIA p3-.-a eliminar \>ariabilidad. Por eje-r;plo, loz ¡:e

oos fir.:lluo de anima.les desp..és de terr.úr.ar un cxperi;;~nto p..leden 

ajustarse u.sanlo sus peros iniciales antes d~ ~ el eAperi:ne.,

to. De esta r.anera se elimina la Wri.abilldad debida a las diferen

cias iniciales & tz:afo y posiblercnte a la habili~ inherente al 

crecimiento. Dcl::e notarse que W cbservaciones usadas de esta mane
ra P'.Jeden ~ reflejar los efectos del tratind.ento~ 

7.5 t:lecci6n del Di~elo.- Los tres pas:>s principales ¡:ara la elección de un 

d.J..&eño expe= i= en tal 9:Jtil 

{l) CUardo se ha CecidiOO si el diseill es unifactor o factorial' 

(.2) Cuaró:> be ha decid.J.OO que agrupanCo las observaciones se eli:ni.nan 1, 2 6 

n.!s C3\l.S1;l.S de var~ción; ¡::or ejEiftllo, si se desea eli.."'ltinar sirrultar.ea

rrente los efectos de tiurq:o y d!as de tonar las oJ:::.~rvaciones, un dise-

00 de c.ud.ra:'bs J.at..i.rps p..!aie ayuC\ar. 

{3) Cuando se t.a visto que el ntinero de trata:nientos .0 ~.O:nbinaciDnes de 

tratamientos E:S lo bastante grarde para tener UJ\Zl répliCa total ajusta

da oor..tenientatente en un blcque, tenienlb as1 Un ~ p:lr "bloque 

in::arpleto• • 

¡., tabla 1 iniica los t.i.p:)s de disei'o que p.lCrlen usarse para experi

r.cnbs unifa.ctoriales o !actor1Jllo2s, en blcques ~etos e inc:J:npl~ 

tos,elirr..i.nardo una o dos causas de Wriací6n. Estos misros diseh:ls apa

rece.., en la bbla 2 listando sus pttJPiedades relevantes para su selec

ci6n o recham. 

7.6 El~sito de los ~irrentos factoriales.- La prinripal caracter1stioa 

de los ~tos factoriAles ccnsiste en que se p..m::ien obWler anpl.ios 

res.UtD<lo!! varúmdo !As CCI1diciones bS.sicas o trataillientos deJ\tro del ._

ri=ltx>. liW ejmplD, m el estudio del in<:rerentx> en pes> ele les an1lMl.es 

l.a;¡ro<b p:¡r Ó!fen:nt.ea dietas, ¡:o:>:lmos usar d1seiioo fActoriAles en clonle o 

' 

TiJllA 1.- CIA3IFIO.CICN [E LOS PRDCIPA!.F.S DIS!:X:lS 

Bloques Unifa:::tor 
~ 

--
Ca1pletos . Ur.a a;t"UPlllci6n Blo.:¡..1e al~torizados -· 

dos agrup.sciones c~:h·ados !.!tinos 
l>-.. aqrupaci6n E1o:¡..le inctl!flletos -Dl....ceil:-~ t·~=-Lur-

Ca la-ceados ba:::lo.~. 

Disé1os c!cll c;os -~Ucac:.cn~ -

ftaccicnales 

In::'arpletos 
Diseños parcialmente 

balanceados 

Dos :agrupaciale& !-cuadros ele Yo.ñen o.Cuadros OJ.asi-

·latinc.s 
-C'l.ladros L!lttice 

DISE1lCS 

l.- Blo<¡ues aleatoriz.odoo Fácil de desarrollar, Ucil de ajustarse por ~ -

c±servaciones perdJdas y otras CCJ!t:llicaciones 

e:xperi!IY"..ntales, pJOOen usar~ cualqu.ter :-.únero de 

t:rat<IT'.ientos y r~licaS. 
2.- Oladrados lAtineo 

' 

P-elati·.-a~nte fácil desarrollar, peq.1e.:::.a dif icul

tad en oorre:ciones par obsen•acicnes pe.rdirl.as,

el nlínero de réplicas debe ser un multiplo del -

n6nero de tratamientos; es de=ir coo 8 tratani~tos 
terddn que usarse 8, 16, 24 ••• r~¡icas, es des-

ventajoso si el núnero ":e tratamientos es qrarrle,

Otil para trabajar c:aa. hasta 10 tratanientos. 

' 

1 
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1 
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3~- Blcques"irranpl~ M1s dificil de des.:::nollar,_dif1cil de ajustarse· 

bdan:eadoa ¡:or observaciones perdidas y otras ccr.oplicacialeS 

~rllncntales, el n1mero de réplica necc~jta ser 

l::e!.tante gran::lc: sin crrbugo existen a~ .:!ts~.-

ñc;>s gue requieren po::as rt\plicas. 

4.- Diseños clcllcoa y- Se usan cuand.:> m existt;n blcqJes balarcul.dos :in

parcialmente tal.an- canplet.Os o cuando ciertas cx:n:pai-a:ioi1es entre tra

ow1os. tam1entos son de espe;:ial interes, dificil de de · 

sarrollar y de ajustar ra= ~ervacione.s pedidas 

y otras cx:nplicaciones e-:perinentales, permite i..ma 

ccr.siderable flexibilidad en la elec::ci6n Cel nC"n1ero 

8E7 t::ratanientos y de blc:qucs, rruc:OOs de estos dise

ños" ¡ueden usarse c::W.rrlo hay dos agru¡:uciones. 

5.- Diseños ~ Putrlen usarse para mlalquier arre;Jlo factorial 

a:nfa..nied) pero es m!s tlt.il para disa"ios 2k, J.k o . .;k, se ne

cesit.l;l cuidado en la aplicacien de las CO?rbinacicnes 

. de los tratamientos y si se usa una. sola r~ica, 

el núnero es ~ difíCil para ajustarse por cbser

vacicnes perd.ida.s, PJerlen usarse cualquier ntinero 

de répli'ca. 

6.- Rt!pl1.c:a iracc.iooal la mitad, tercera o "cuarta ¡:arte de las ~licas 

soo cUTU.""trellte usadas, pezm.ite al ex¡::erirrentador 

planea.:r- SU fnllestigacf(;n COJO ui"Ja secuercia de pe

quffios experimentos, dificil de ajustarse por ~ 
vac16n pezdida. 

7.- Diseño Split-Plot Pe:m.ite que algunos efe::tos e interao:iooes sean 

esti.rrados coo m!s ~ctibld a expensas de la exact:::!. 

tud de otros, part!culanrente Gtil donde algunos 

de los f~tores m el experimento re¡uiere grarñes

. ~t~des d8 rna~1al. ~inenW ·mientras otros 

· faCtores PJeden usarSe econani.Canente en péqueñas 
cantidades de materiaL 

8.- CUadrados de Ycu!en MSs Ot1l para zrenos de 40 tratanie.ntos, m!s dificil 

de desarrollar, dificil de ajustar. por chservaciooes 

pe.rd1das y otras oarplicaciales experimentales, el 

rúnero de dplicas debe ser 1t¡ua1 al rúrero de ~ 

tertdentos ~ bloque, el rúnero de tratamientos dU....... 
"' 1,... -.l. ,.Q. t'l .:;.,.CA d.a. lol ., "14. • 

~9.- Cuadr~doS Celosía Util pura tratar con 16-49 tratanientos, rrás dif1cil 

(LatUce square) de desarrollar, dificil de ajul-'';.:U." t"'·:n: c01plicacicr._+ 

experinentales y observaciones ~diCas. i .1 rt:;.~ .. ::-o 

de t.rat.anientos debe ser p2 dcrde el nr..-n;::--:> de· rf¡_;ll

. cas es p + 1, o si P es par posiblcrrc:~te} (P + 1) 

10.- CuadradoS - folás O.til p3ra diseñes 25, 26, 33,34,43, rrás dificil 

- cua.si-Lati.n:Js de desarrollar, dificil de ajustar p::lr ob::-:..:rva.:-i~:. ;¡ 

otras ccrnplicaciones ex¡:erime.ntales, el nfrnero 62 

observaciones d~ ~ un cuadrado perfoctc o r;,ú.J. '=.it-lc 

de un cuadrado perfe::to. el nC"rnero de r~plica es usua!_ 

_ ncnte Pe:iueño, se r.e::esit.a cuidados en la aleatari::.a -

ci6n de ~te diseñQ. 

h<qarros intezvenir aniiral.es de a."Tb:ls seJaJ y de diferentes raz.as,alinent.!n

dolos ron diferentes riétocbs. UsanCb cada nétodo de a.l.iirentacifn y cada dl!_ 

ta a mrbos 6e1<0S y raza~, esto eg un diseño factorial., se plEÓel"l detenni.nar 

.los rrejores rréto:hs, dietas y razas. Ada:iis, tal vez--+ lo rr.is ~c+-..e

r!stico de este tipo de diseños, es ¡:os:l.hle estu:liar Cl.lo:""U"leb .el r.ejor r.étr...:b 

de alizrentaci6n varia de dieta a dieta o Cll3JlÓ) el ~t:oCb y la dieta de?en

den del sexo o raza del aninal. 

Q::lnsec\len~tc oon un diseño faCtorial p=>deros estl.rliar la r:-.ine.ra en que 

pueden variar los efectos a:..""\ los canbios en otros factores experirrentales; 

es decir, I.A nriERllO:ICN de los fact.ores exper:inv::ntal~. El disefo foeto..:-
:· ria.l, ¡or el uro de cada cnrbinacit:n de \.U1Cl rerie de tral;.am!entos y oon

diciones experizrentalcs, p~cfona los efectos rredios1y· sus interacx:i.cnes 

con alqtln otro p..100en ·esti.""l"'erse simult.1nearrente. Si n:" hay interacclOO en

tre los f~res, pueden usarse tOOas las observaciones t:Jara hacer a:r.para
ciones entre tratarnientDs1 si etbargo, cuando las hay fuberá restringirse 

la atenc::i6n a las o:nbinaciores particul.ares. la ex:f.sten:ia de interao:iores 

pLEde verificarSe mlarrente ¡:or el uso de un experirtento fa-:---t:m"ial y la de

tenninaci6n sim.ll ~ de interacclooes significantes se facilita qra.nda,.~n

te. El rec:r::nxirniento de qué interacciales oon relevantes permite enfocar 

la aten:i6n sobre éstas. Por ejenplo, si encontrarros que el nejar nét.o.b de 

a.l.JJTentaciOn depende de la ~eta pero ro del 5e)O o raza del animal, pode

D considerar mt!toOOs diferentes de lll..1nenbci6n para cada dieta separada

nente pe:ro pttm:!diadoa a:bre ta:d.ls los seaa:lS .Y razas • 

.. ,:· 
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Ih resuren~ el diseño factorial estA interesa.OO a:;n el ~lisis simul

tAneo de un nWcro b1sic:o de tratamientos o factores, cada uro de loa 

cuales ~ un n~ ¡:osible ele famas O' niveles. Una. ou;binact6n ~Ji!!. 

ticul..ar de los niveles de los factores determina un tratamiento. 

El t.&miro "fac:tar" se usa aquí para iniica.r cua.lq..ri.er caract:er!stica 

~ est-1: bajo el central &.1 experi1rentacbr y que puede sP..r variach. 

oo prueba a prueba. 

1.1. El an.Uisis de ~in'ent:os factoriales~ 
D1 este pu:11:D discutirer:os d exper.inento ~ que es .un experirrento de 

k factores cada uno o::n dos niveles. 

c.onsidércse un ~ir:cnto o:n 2 factores A y.B, cada uro oon 2 nive

les. OQsigrt:sros con rnay1lsculas a "los efectos" y ron minúsculas a las 

ccr.bin-"1cicrtes de los niveles de los trata'TI.ientos fOSibles. "A" .se ref~ 

rirá entonces al efecto del factor A y "a". al nivel •alto" de A que 

aparece en algunas o:nbinacione.s de un trata-niento. Arbitrari..alrente ros 

referinos a los OOs niveles de c;.ada .. factor a:no los ni~s "alto" y 

"bajo" (¡1>dien<h ser alto y bajo scbre alguna escala). 

las cuatro o::nbinacic:nes para establecP..r los correSfOO<Üentes trata

mientos ·para este experirrento 22 s:n caro se nn..estra en la Tabla m a 

(1), a, b, ah. El r.étodo de designar estos tratamientos es in:hr_¡~ 

la letra rn1.nl1scula si el factor est.1 al nivel alto y excluyé.ncbl.a en 

caso a:xntrarto. 

'D!bla In O:nbina.ciooes nivel-tratamiento en m 

e><perirrento 22 

llo A¡ 

(1) 

b 

a 

a:mo se obserw. si todas los factores est.án al nivel "bajo" se usa el 

&!ntolo (1). - OCI'Y'o'eniencia 1\g ~ nivel inferior y A¡ • nivel superior 

de A (de JMOOra slmllM par.> los otros factores). 1os 8\b!ndioes O y 1 

· B<rin """tajosoo m cliscuslales p:>&tedores. [loe s!ntx>los a,b, ab y (1) 

'· 

• 
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8. AWILISIS OC Vl\Ril\N:IA Ell RD:iRESICtl LIND\L 

8.1 As:x::iaci6n entre variable 

En el, 1in.1lisis estad!stico se ¡:>Jeden tener datos ~ y 

MULT.!Vl\RIA.~. Los primeros =es¡:orrlen a una aru.ca abseJ:va

ci6n de cada wúdad elenental de una muestra de la ¡x>blaci6n Cuna 
' ' 

. oola v~iable). Los estadísticas ruestrales 'calculadas ccn estos 

datos se utilizan para mcer infererciaS acerca de los par&netros 

corres¡:orrlientes a la. ¡;nblaci6n univariante relacionada. OJando 

cada unidad elarental de una · ¡;nblaci6n ¡:>Jede dar dos o más rnali-

das, referidas a ~ caracterizaci6n espec4'ica t:enarps una p::>

blaci6n MULTIW.RlJ\N'IE: ¡nr ejanplo, los qastos_ de ·~· niedio 

se ¡:>Jeden asociar ·ccn una variedad de factores ta~ ·cxm:¡ el in- . 

qreso disp:mible, tamaño y distrib>oi6n C:e efectivo, edades, etc. 

En particular, una PCBU\C!Cl'l BIV11JUJ\NIE es la que OCI1 tiene dos n-e

didas <>.n cada unidad el""""tal¡ ¡:or ejBl¡>lO, p(x¡mos d:lservar la 

sltiJra y el peso de cada irrlividuo de una ¡:oblaci6n adulta. 

La té::nica de estirnaéi6n par asociaci6n es,. en realidad, un métOOo __ 

de predicci6n, siendo la pi'edioci6n la funci6n central de las cien

cias. La tarea princi¡:al de cualq.úer estudio cient!fico es descu-

brir las relaciones generales entre las variables observaias y ex

presar la naturaleza de .tales relaciones en fonna ma~ticanente 

precisa de manera que p.leda predecirse el valor de una o:n base en 

otra (u otras). La tara de decisiones ¡:or ascciaci6n en estad!stica 

conercisl y ecoránica pecnite, entre otras cosas• 

a) redu::ir los costos en la tara de decisicnes 

1 

•. 

-· 

b) eoo:mtrar tina variable de explicaci6n· suficientanente o:nsis-_ 

- tente cuarrlo restrirq:!rros nuestra 1nvestiqaci6n sl ~lisis -

bivariante 

e) 1\lrnentar la precisi6n 

Existen dos aspectos distintos pero cc:nplanentarios en el estudio de 

la asociaci6n entre variables. El primero Harrado ANALISIS DE Rl'XiRE

! SICl'l trata de establecer "la naturaleza de la relaci6n entre las va
·: .. 

raibles•7 esto es, se esb.Dia la r:elac16n fW'lCional entre las varia

dables a fin de predecir el valor de una ocn !:ese en las otras. Con

vercionalmente la predicm se lls!ra VARil\BLE DEPlliDmml y las varia

bl.,; Ms~ de- la ·prediociOn sa1 las VARil\BLES !NilEPENDmmlS._ 
j .:·;:¡::-;_::_":,.. . · .. -. 
!. . --
1 El sa;¡unlo aspecto del ~isis ¡:or asociaci6n se ccnoce caro ANAL!-

SIS DE CORREU\CICl'l y trata de deternü,rnr "el qrado de relaci6n entre 

las variables". 

~ lo ;.,terior ¡:>Jede roservarse que el ~lisis de asociaci6n puede 

claStft~se en ANALISIS DE ~!Cl'l SIMPlE ¡:ara ~ m; una so

. la variable irrleperrliente y ANALISIS DE l\SOCll\CICl'l MULTIPLE para ~ 

do_ my nás de una variable iniependiente. Man1s confome a la rela

ci6n funcional entre las variables, el ~sis de ascciaci6n puede 

diferenciarse entre LINEAL y 00 LINE2IL. 

2 varian::ia explicada e inexplicada 

Los c.1lculos necesarios para ajustar ecuaciones de reqres:i6ri lineal 

ya mn sido discutidos con alq(ln detalle. 1lgu1 <Xnsideraralo5 COOD 

tratar estos problanas vfa los nétOOos de ~isis de variancia. 

. . . ~ 



R=deros que si ajusta:ms una r<gresi6n de la fOima E (y,· :J • 
a + b x usa:rlo n [Erejas de valores ( Xj Yj ) (j= 1, 2, ... n) el 

estimador de b es; 

y el de a: 

B• 
t !Xj - xl !Yj- Vl 

t(Xj-R)2 

A=Y-Bi 

El m:xlelo de regresil'n puede escribirse caro Yj = a + b Xj + zj 

donde zj satisfacen las carliciones del análisis de variancia. 

En la f~a 1 la Unea de regresi6n ajustada E (y/x)= A + Bx ¡:¡Ua, 
caro se e><plic6, · pOr el puntO G (x, y) que es "el centro de grave:.. 
dad" del ronjunto de puntos observados, de los cuales Pj (Xj,Xjl. es 

U!X> 

y 

Ffq. 1 ll16 recta de regresi6n ajustada 

4 

Cbs&vese que la perpen11cular al eje x desde Pj establece los pun

tos K en la intersecci6n o:n la recta de regresiOn, H en la intersec

cUn CXJn la recta y y l( al intersectarse ccn el eje x¡ donde k y b 

tienen ¡x>r ooordenadas K (Xj , A+B Xj) y H (X:¡ , y) , 

El segmento Pjx puede dividirse en PjK, Kll y HX o bien en términos 

algebráiCOSI 

o:.m 2)... y = A + BX, sustituyendo en el primer paréltesis de 

:. '_1) ~0:.3) ~ .. Yj =y+ B (Xr XJ + (Yj -A -B Xj)· 
~ . .. -.·. . 

De áqu! podan:,;. Cal.culai: la sura total de cuadrados cano: 

t (Yj - y ).2 
s t [e (Xj - ;¡ l + (Yj - A - !l xjl] 

2 

•• "¡.' ... 

-o 

.·' 

Ia e><pres16n 4) muestra que la SU1B total de cuadrados L1Yr ylz estA di

vidida en dos partes, la prinera1 

... 



·' 

,.¡:. 
' ,., 

' ,._,, 

Es entcO::es prqx>rcimal a KH y mide la cantidad de varia ci6n de las 

Y's "e><plitada" p:>r la recta de·regresi6n ajustada; por lo tanto, se 

le 11azra ~la suna de ·cuad,ad:,s debida a la regres16n lireal de Y s:ilre X . . 

y el núnero de grados de liliertad de esta suna de cuadrados es 1 (el 

roeficierite de a•). · 

La ~ Surr.a de cuadrados 4) si d:>servam::>s la fi~, · oorrespcrrle a 

la de las desviaciones de los valores d:>servaoos Yj respecto a los valo

res predichos para la regres16n. En otras palabras, es la suna de los 

cuadrados de los errares "IX> e>q:Ílicados" debioos a lÍl aleatorizac16n. 

Por tantD.aesta auna de cuadrados se le llama "alrededor de la regresi6n" 

o suna de cuadrados "residual". En efecto 

Y r A-llx:J = a + bxj + Zj - A -Bxj 

!BOO que E (A) = a y E (B) • b y A y B ro depenlen en otro sentiib 

a y b, ·se sigue que 

es \Ul m1lltiplo de a2 o sea1 

E (qyj :.. A - BXjl 2)=. Aa\xxletos en:xntrar_ l 

C:al.c:u1ando el valor esperado de 4 1 1 

. . .. -- - ' ...: .. -. 

CCJtD A ro depende de b poderos hacer b = O 

(n-1) a2 = o~A a2 

de tb1de 

. l. e n-2 

' 

lue<;p entcnces la sura de cuadraoos residual tiene n-2 graoos de libertad. 

PtxÍatos resunir los resultados cb~dos en la tabla de análisis de va-
' - ::i ·' 

riarÍciá si~ente1 
. :. ·. -· ~ , .. _.:. 

·'mBI.A I. 

'Fuente G. de l. SeS. Mi 

rE9=16n lineal 1 B2E (X¡- l!l • a•t(Xj - x1• 
.. 

residual (al.tededor n-2 t(YrA-Ilx:JI 2 [tcYr~<-llxjl 2)/(n-2J 

de la regresión) 

Total n-1 t(Yj - y)2 

MSR (n-21 a2 E CXj - xl 2 
la estadística F = MSE = . (Yj _ A -Bxjl.2 

Se ccttpara ccn la distribuc:16n f<S1,n-2 para probar la h1¡:6tesis 

lb1 b=O contra la alternativa Hu bi'O (:!ndepe!rlencia entre 

X y Y en la poblaci6n) • 
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B • 3 Ej eq>lo l un fahr~cante de soldaduras de puntos de aluninio de alta 

resistercia al esfuerzo cortante desea predecir la resistencia al es

fuerzo cortante p>r los di&retros de la soldadura de punto en lu;¡ar de 

destruir el praiucto con ese prop6s1to. lhl muestra de diez ooldadw:aa, 
_,. 

escogidas rara establecer la z:elac1l5n entra las dos variables dio loa 

siguientes resultados: 

[!j.'Ú!Jetn> de la 

soldadura (cm) • · 

2.4 
1.8 
1.6 
l. O 
1.2 
1.1 
2.8 
1.6 
1.5 
2.3 

· Resistencia al 

esfuerzo cortante (1000 Kq) 

7.0 
5.3 
4.2 
3.3 
3.8 
6.6 
8.5 
6.6 

. 4.5 
8.8 

Ia estirreci6n de la ecuaci6n de re¡¡resioo p:>blacional result6 ser 

Yc = 1.481 +' 2.531 X 

Par prcbar la independencia entre las variables X y Y de la pcblac1l5n 

estableceros la hip5tesis: 

Ho: b = o 

Hi: L ¡1- O 

Para prcbar dicha hi¡:ótesis construya¡ros nuestra tabla de an1Usis de 

variancia: 

x= 2.4 + 1.8+ ••• + 1.5 + 23 
a 1.73 

I-~- XJ2a (2.4- 1, 7~)2+ (1,8 -1. 7J)2+., ,+ (1.5-1. 73)2+ 

+ (2.3- 1.6J)Z• 3.22 
~ . -· . -· : . , 

1 

cbservanos que I ( ~ - A -Bx:¡l 2= I (Yj - Ycl 2 cl:mde Yc se cbtiene para los 

valores de X por la recta de regresioo. Con esto: 

valores cbservados 

diN.letro 
X 

2.4 
1.8 

·1.6 
1.0 
1.2 
1.1 
2.8 
1.6 
1.5 

_hl__ 
17.3 

n = 10 

res. al cortante 
y 

7.0 
5.3 
4.2 
3.3 
3.8 
6.6 
8.5 
6.6 
4.5 

_!&_ 
58.6 

Ia mbla N:J:NA ser!: 

resistencia 

calculada 
Yc 
7.56 
6.04 
5.53 
4.01 
4.52 
4.26 
0.57 
5.53 
5.28 
~ 
58.60 

Y-Yc 

· -o.56 
-o. 74 
-1.33 
-o.n 
-o.n 
+2.34 
-o.o1 
+1,07 
-o·. 78 
+1,50 

(Y-Yd 2 

0.3136 
0.5476 
l. 7689 
0.5041 
0.5184 
5.4756 
0.0049 
1.1449 
0.6084 
2.2500 

13.1364 

Tabla 2. MOJA para la rcgresi6n lir..al de resistencias al cortante 

scbre los diárretros de ooldadura 

Fuente G. de l. s.s. MS Fe 

regresi6n lineal 1 20.6272 20.6272 12.5619 

residual (alrededor 8 13.1364 1.6421 

de la re;res1l5n) 
.... 

• 
Total 9 33.7636 

Para un nivel de significancia • = 0.05, Fo.05, 1,8 = 3.46 

caro r toorica < r calculada ( 3.46 .< 12.5619) entonces rec:ll&za.'TOS Ho 

inplicando que si hay dependencia entre los diárretros de la soldadura y 

la resistencia-al esfuezo oortante oon una significancia estadtstica del-

95\, Dicha dependev:ia se e><plica c:xn la relac1l5n funcional Y= 1.481+ 2.531 ::. 

' 

. · •. J.:: 



8,3 An!lisis de variancia en regre.si6n lineal m!lltiple •. RecDrdaros que para 

enamtrar los ooeficientes de regresi& lineal ron ébs variables ~ 

diena,;. habrl! que resolver el si.stara romal 

na 1.23 + b 12.3 t ·X2 + b 13.2 tX3 =t y 

1) ,., a 1,23 EX2 + b 12.3 tlQ1+ b 13.2 tX2X3 = tyx2 
. . 2 

a 1.23 E x3 + b 12.3 EX2X3 + b 13.2 EX3 =E XJY 

puesto que: . 
t(y - y) = E(X2- X2l =· t(X3- x3l =O 

s1 ha~ la transfomaci&i; 
. ·':·-'. 

y 1= y - y : X2' = X2 - x ._Y x3• = X3 - 2 

cartb:lanos el origen de las ecuaciones nornales de (0,0,0) a (y, X2• X3l 

redu::l.erdo 1) a 2 ecuaciones . en ~s de las desviaciónes a.l..rEdeibr 

de las medias: 

b12.3t~ + b 13.2i~~~ixr= y'~ 
.. 

2) ... 

/0 

que !lstas dqlenden, entre otros factores, de la publicidad de su producto 

y del mdice a:rrparativo de precios (el precio de su producto CXI!paraéb a:n 

el precio rredJ.o de otrás IIW'CaS similares m porciento) , Se dispone de datos 

hist6rioos de la ~da pasada para estos factores, los cuales se muestran 

junto can los porcentajes oorres¡x:mdientes: 

Tabla III Datos hist6ricos de la ~a PIPA 

Illtos originales expresadcs 
. Datos originales o:no pQicettaje 

AiD y· X2 X3 y X2 X3 

1 :· 24 4 80 6.80 6.06 8.25 
2 27 4 60 7.65 6.06 8.25 
3'. '31 5 90 ·a. 78 7.58 9.28 
4 29 5 lOO 8.22 7.58 10.31 
5 33 6 lOO 9.35 9.09 10.31 
6 38 7 110 10.76 10.61 11.34 
7 37. 8 120 10.48 12.12 12.37 
8 40 8 lOO 11.33 12.12 10,31 ' 
9 45 9 90 12.75 13.64 9.28 .. u-\ 

10 49 10 lOO 13.38 15.15 10.31 
--
'lbtal 353 66 970 100 100 100 

En la tabla: y = ventas anuales m millones de pesos 

que resolviendo ootenenos los coeficientes de regresi& parciales x2 =·gastos amBles de publicidad en millores de pero8 · 

b 12.3 y b 13.2 y al tercero lo enccrttrai!OS de x3 = P 6 1ndice =varativo de precios 

3)... a 1.23 =y- b 12.3 x2- b 13.2 x3 

Para cx:rrentar el arelisis de var:lancia para este caso ronsideraros el 

siguiente ej""Plo: 

la cx:rrpañia de cigarros PIPA cx:rrenz,ar:!. su XI aro de operaciores Y se 

cx:nsidera una ""Presa pr6spera en la irdustria • A fin de progranar su 

produc:cl6n requiere un pron6stiro de las ventas totales. Se sospedla 

Cbn los datos tenenos lo siguiente: 

Y = ~ = 23 = 1o011o = io 

Ey1 = 1046.03 

t.X2Y = 1064.11 

cx:n lo cual tenenos: 

Exl= 1092.91 

t yX3 = 1011.73 

't'xJ. 1015.18 

tX2X3 = 1020 •. 28 

t2 2 2 2 -2. 
tY = t(ril cty- n(y) = 1046.03- 10(10) = 46,03 

t x~ 1= 1092.91- 10(10)
1 = 92.91 

1 
t X~= 1015.18- 10(10¡

1= 15.18 

" ' -- ---- --· - . 



I y 1 xj a Y X2 - n(yl (x2l e 1054.11- 10(10) = 64.11 

I Y' x• R 1011.73- 10(10) (10) a 11.73 
3 

t ~ Xj = 1020.2s- lO!lOI 1101 = 2o.2e 

sustituyen:b en 2) y 3) cbtene!cs los ooeficientes <le regresi6n y la ecua

ci6n de regres1l:n estinaea es: 

y 1.23 = 4.7452 + 0.73595 x2 - 0.21047 x3 

Este resul tacb indica q\Je la pli>licidad increrenta las ventas y que los au

nenta; en los precios relativos·las disr.inuyen. Esto es, el valor o. 73595in-
cn '"'"~ IJ,.L 

dica que sila;gastosra-umentan en 1\ las ventas· aurentar!n en O. 74% mientras 

que -o;21047 revela que al aunentar el precio relativo en 1% las ventas cae

r!!\ en 0.21\. 

8.3.1 Significad:> de los coeficientes de regresi6n ,arciales. lluesua prin

cipal interes en esta parte del curso se centra en saber: 

a) ¿(loé tan significativos san los valares de los ooeficientes de re-

b) 

regresi6n parciales? O sea, si eilCXllltrar.os cerro en n~sb:o ejenr 

plo que b U. 3 ;1- O y b 13. 2 ;1- O ¿p:Xier.os ccnsiderar tar.bi~ que 

los correspondientes coeficientes de la [Oblaci6n taTBn valares 

distintos de cero? 

¿Hay diferencia relativa ehtre ·los· efectos de las variables 

independientes y el valor de la variable dependiente? Dicho en 

otras palabras, estanos interesad:>s en determirer la a:mtribuci6n 

neta de cada variable indq:>endionte a la deperdicnte. 

Estas preguntas se a:ntestan ocn pruebas estadÍsticas basadas en 

el anüisis de la variancia1 veancs oc:aro. 

I:Z 

Dada la e::uaci6n de reqresi.On llUlestral y ror tanto, para este caso, 

el plano de re;¡resi6n, _¡:oleros pensar en las desiriaciones totales 

de los valores y ron rela::i6n a la media esti!Mda caro las desvia

ciones verticales con re1aci6n al plaro de re;¡resi6n ajustado. 

~ 

;:t.'-
Dividiendo esta var iaci6n, o:rno en el caso bivariante en dos partes 

in:leperrlientes: una parte mide la variaci6n en Y que ha: sido "expli

cada • por la re;¡resi6n (Yc - y) y la otra mide la variaci6n •ro e><

plicada • debida a la aleatoriedad, siencb par tanto la residual ('i-Ycl 

I.o anterior en~ algebraicOS sed: 

(Y-1) = (y-Yc) +. (Yc-lil 

cuya 51.11\a cuadrada es: 

4) ••• 

reoard..,-os que el dcble producto • (Y-YcJ . (Yc-Yl = 0 

en 4) se tiene 

SST = suna de cuadrados ·totales a E (Y-~)2 = IT -n(YJ 2 = IY
12 

• SSR e sna de cuadrados de la rs:¡resiln • E lYc~2 =bl2.3 IX2 y'+ 

-fbU.2 EXj y' 



mn k grados de libertad (k ':' n!lner<:> de coeficie;>te. ~e regre5iOn_ pardal 

en la ecuaci6n de reqresi6n muesaal. F:lnahtente 

SSE = suna .de C\JI!drados .del errar = ssr - SSR = E ( Yc ) 2 cx:a 

n-k-1 graó:>s de libertad. 

Rcsu:úJIDS lo anter:lor en el cuadro A'UIA USUAL 

Tabla IV Tabla 1'KNA para la ·regresi6n trivariante 

Fuente G. de l. s.s. MS 

regresiOn k=2 . SSR 

resi&al n-1:-1 SSE 
-
Total . - •. r;l -. ssr -

. : SSE 
donde el error mediD cuadrático' MSE= n-k-1 = 

MSR = 5SR/k 

MSE = SSF,/(n-k-1) 

- -

(y-y.;l 1\1 
n-k-1 e n.23 

es la variancia muestral del plaro de regresiOn ajustado y es una estinaci6n 

inse>qada de la varian::ia de la poblaciOn oi. 23 

ai las s\bp:blacione_s de Y est.fu n:mnaltrente distribuidas MSE mide la preci

si6n del a juste 

La estadtstica F = !:: se distribuye CXIlD fk, n-k-1 y puede erplearse para 

efectuar una prueba general de h.!p6tesis: 

H1 1 B2.1' O, B3 y& O !Bi = coefs. pablacialales) 

ai la hip6tesis nula es falsa o sea que sl existe regresi6n significativa 

los valores Yc diferirAn significativamente de y y SSR será grande. Cl:m> re

sultado los residu:>s ten:lerán a ser pequeños. Esto ·su¡:one que el valor de F 

será grande indicando una regresi6n inpartante. CUando los residu:>s son rela

tivamente grandes o la :rejera provocada por el plano de regresiOn es pequeña 

entuooes F ser~ pequeño aocptando m cx:nse:uenc1a !lo. Q::n esto ocntestanDS la 

la pri:rera pregunta ¡llanteada al l,Jliclo de este pun:O•_ 
Para nuestro ejE!IPlo teneros: 

- 2 
ssr = ty' = 46.03 

/-1 . 

SSR e bl2.3-E X~ y+ bl3.2 tX~ y 1 = (0.7359) (64.11)+(0.21047) (11.73) 

= 44.71 

_y SSE = ssr - SSR = 46.03 - 44:71 = 1.32 

nuestra tabla 'ANJVA será: 

Tabla V - /lJ:UlA para el prcbl61B de la Cia. PIPA 

~uente SS G. de l. 

reg,eiillln x.rc 3 :·. 44.71 -· - 2 -. 
'> 

residual 1.32 7: 

Total 46.02 9 

MS 

MSR = 44.71/2 = 22.355-

MSE = 1.32/7 = 0.1886 

F = 22.355 ·-. = 116 50 1 F., = 0.01,2, 7 = 9.55 
o.io86 • 

a:m:> ooservarrcs hay una alta asociaciOn aignificativa o regresiOn entre la! 

ventas, la publicidad y el lnd1ce relativo de precios. 

Para <Dntestar la segunda pregunta planteada pri:rerO ca1culeu:>s los coefi

cientes de ~esiOn Íúnp1e ~~ 121 1 • • 

bl2 = coeficiente de X2 en regresi6n sinple de Y sdJre X2 -

1 1 
= X2 Y = ~= 0.690· 

tx~2 92.91_ 

de manera similar 
1 1 

E X3 Y 
bl]=-, 12 

. - x, 
= ..!!:1! = o. 773 

15.16 

.. ! 1 



las sunas de cuaclrad:>s e><plicada3 debidas a X2 y X3 solas son• 

SSR IX2l = b12 I~ Y
1
= (0.690) (64.11) a 44.24 

SSR IX3l = b 13 IX~ Y
1 
= (0.773) (11. 73) = 9.07 tenierd:> 

Tabla VI RUlA rara la a¡:ortaci6n de X2 

[~u ente SS G. de l. MS 

Íregresi6n x2 44.24 1 44.24 

Í"dici6t de X3 0.47 1 0.47 
1 
1 

IX2 y X3 44.71 2 

kesidm 1.32 7 0,1886 

¡rotal 46.02 3 

rara probar la significancia de X2 sola calcuianos la SSE <x2l 

como SSE (X2) = SCT- SSR IX2) = 46.03- 44.24 = 1.79 

ron G. de 1. = 1Q-1-1 = 8 1 ¡x>r tanto 

MSEIX2I = .!fi = 0.224 

El estad1stiCD F será F (X2) a MSR (X2) 
MSE (X2) 

44.24 = 197.5 
0.224 

que es altamente significativo, por lo tanto rechazanos la hi~tesis 

!lo 1 B2 a O. 

EL efecto adicional de x3 robre Y puede OCI1pi'Obarse con la estad!stica 

F = _¿MS=Rs(Xc.:3::.l __ = 0.47 a 2.492 que c:mpa:rado 
MSE 0.1886 

.con r o.os,t,? ~.3.59 resulta m s1gnificatiw, 

Alt.exnativarrente podem:>s elaborar el cuadro VII ron SSR tx3¡, 

cmo dEbetos esperar de resultad:>s anteriores, el efecto directD de X3 el 

estadtsticanente insignificante mientras que el de ~ es altarrente signi• 

ficativo. Fmal!rente los resultados de estas pruebas a:n::ueraan aprecia

bl.errente ron la inte<pretaci6n hecha de los misros coeficientes de ~ 

si6t parciales. 

Tabla VII 

Fuente SS G, de l. MS 

regresi6n X3 9.07 l 9.07 

adici6n de x2 35.64 1 35.64 . 
x2 y x3 44.71 2 

residual 1.32 7 0,1886 

Total 46.02 9 

.•. . t 
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--~~~~~--------~-·~ 
SUJETO GRUPOS (Xti'ytiJ . 1 

1 2 

1' '25,25· H,ll 

2 13,25 '·' 
3 10,12 19,16 

4 25,30 25,17 

5 10,37 .• 6,1 

' 17,25 23,12 

. 7 9,.31 7,4 

a 18,26 5,3. 

' 
10 

"l'e'EErcs entonces para cada ~~ 
1 

fxi -
iyi -
fxiyi -
~· i --" -

'1 -

171 

268 

4,611 

3,331 

17.1 

26.8 

2 

160 

119 

2,482 

3,256 

16.0· 

U.9. 

3 4 ... 1 

~2,24 

30~18 

12,2 

. 30,24 

10,2 

a~o-

5,0 

11,1. 

3 

168 

82 

2,338 

3,928 

16.8 

8,2 

10,8 

7¡8 

17,12 

8,7 

30,~_6· 

· . . 5,'~ : 

29,29 
' ' ' 

e 

153 

144 

2,695 

3,3':'1 

15,3 

u.c 

J 

',· 

n 

' 10(46111-11711 (2681 

De -· 

b a ' 
1 10(3,3311-11711' 

a ~ 1 "¡ a 26.8 - 0,069J(17.11a~. 

10(2,4821-(160) (119) 
b2" • 0.8305 1 a2 • U.9- 0.8305(16) a 1.3874 

10(3, 256) -(1601' 

... 10(2,338)-(168)(82) = . 
bJ 0.8687 j a3 e 8,2 • 0,8687(16.8)a Íó.J936 

10(3,982)-(168) 2 ... ' ,·' ., •• '.' 

be , 10(2,695l-115Jl (1441. !!.__.5112 1 ••• 14.4 - 0.5U2(15.3)• 6.5790 
10(3,3031-1153) 2 

·' ·px lo que las rectas de regres!On s:x\r para cada uro da los gruposz 
-~ ;·. . 

1) y a 25.61 + (0.07) X . 

21_,~ •• :; y~:í;;;;{·(Ó:8Ji.x •,.,. 

Ji . • .;,t a '6·:·~~ + (0.87) X 

4) y • 6.58 + (0.51) X 

- para los p<arediosJ ¡ (17.1, 
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(15.3, 

26.8) 
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8.2) 

14.41 

' . 4(1,006. 761-(65.21 (61.31 
· b, " -;.4:::(1-,"'o64="'.-=74:-,l.:.-::(1:,:6:::5=-=.2::l.:.:.::.. • 3•8232 · 

a, a 15.325 - (3.9232) 16.3 • ~ 

y la recta de regresi6n para los praredias esa 

51 y • -46.99 + ·(3.82) X 

z: Xi - 65.2 

1: Y1 oa 61.3 

.·• 

1: XiYi • 1,006.76 

E ~ • 1,064.74 

5l- 16.3 

y •.15.325 
·.·~ 

1 
1 
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1 
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bl EstinaÍ' .los efEC:tÓs <>(t,. . •. 

CXIID . , .. :. ::?·{~~{~/;~:~·~:-~.: .. :/_ 

ElatJ • CXt ; "t. es ·Un est1ma<Dr insesgacb de Ol,t Y 1 

,.._ " A " . 
eX,. 25.61 t 0( •• -1;39 . o<.~- ~.39 . Ol~-- 6.58 

el pr<t>ar la_ h1¡6tesis de iq>aldad de pendientes 

a, • 1'1" 1!2 • 1'3 • 1!_4 

nt . ft(. · 

21 

·--! ' 

·. -~ ·:·¿·\~-'~:-~"'.:~:-. 
.. 
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Por lo que .se acepta que las perdientes son iCJI,e.l.e$ 

= 5, de_.iuvel·de ·signifiC:ancia• · ~1 ~ ~2 - ,J = ~· 
_<:· __ -:-: --~.'- ... ~\·.-:._ .. ~: :- __ ,. .. ' 

d) Pn:bar la hip6tesis \-\-. : o<, = ..¿ t ~ -<' 1 : <>{ 1 

:u.-

'F.. .S .J & ' . 

De los resulta.Cbs del inciso anterior, es raz.roabl.e' asunir que-las B~ 

s:x1. 1g1.Blest ¡:or lo que usanos el rrodelo Iz_ 

-. 

·'· tenenos .,...1,,~•,,• .J..t + l$l)l.t.;- ¡< .. ) ~ Zt;., 

\ '~·NP·t;::::;::;~;~~; . . '0:-si ·t~E·= ~~-j~:~~·i-q,:ao = ·/,48o. o1 
Ull, ~(.'lf.:.-:~t-l·~X~i,nt~;:;; 
, : . : ~··-._-:, '-.:·.· ~,;;, • . (U ,,':' ;_ ·-,. : ... _~·:.,; ·. --~.-; •: ~: :: ; . 

w1 • 3,33i- 10(17.1)2 ~ 406.f~:.<} :·:•1 ~ o:o693; · · 

~2 - 3,256- 10(16.o)2 ~ 696 .·· -· ·¡,~-- :o-.6:!05:· ... ·. 

"l. 3,9-28- iou6.s)2 .. l,los.& 

w, • 3,303- .10(15.3)2 • 962;]. .. ·. 
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s... • 2 ,,..lt 13~- w._ ~-

t.•• 

B3 • 0.8687 

.-., - 0.5112 
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ANALISIS DE COVARIANCIA 

EN UNA DIRECCION 

EL ANALISIS DE COVARIANCIA SE UTILIZA PARA PROBAR SI LAS DIFE

RENCIAS EN LA RESPUESTA I!EDIA DE UN GRUPO A.OTRO PUEDEN SER 

EXPLICADAS POR UNA REGRESION LINEAL CON UNA VARIABLE DE CONTRO~ 

EL PLANTEAMIENTO DEL ANALISIS DE COVARIANCIA DEPENDE DEL HODELO 

QUE.SE UTILICE; PARA CLASIFICACION DE GRUPOS EN UNA DIRECCION 

SE PUEDEN USAR LOS SIGUIENTES MODELOS: 

(1) 

{21 

PARA AMBOS 110DEL05 SE PRETENDE PROBAR LA HIPOTESIS 

{3) 

CONTRA H1 : NO TODAS LAS at SON IGUALES 

LAS TABLAS DEL ANALISIS SON: 

MODELO FUENTE G. ·de L. 55 
I GRUPOS (AJus'rADA) k - 1 SliG + SG 

RESIDUAL N-k-1 SR + Slf 
k II GRUPOS (AJUSTADA) k 1 s 0 .-+ Sl:IG +'SG +S"~.- "o. t Bt 2 

·tul 
RESIDUAL N 2k .SR 

..•. ·.1 :· 



'. 
i 
1 
¡ 

.¡ 

1. 
1 

¡o3 

DONDE SWG, SG, SR, ~K, s0 y w
0 

SE CALCULAN CON LAS FORMULAS DEL 

CAPI'nJLO DE OBSERVACION DE DOS VARIABLES, T 

Nt - - -
I (Xti - X ) (Yti - Y ) 

B' .,. 1""1 • • •.• 

t . Nt . 2 ---
I . (Xt.i _- X ) : :-

1 ... .1.. •• ~--

(4) 

LOS VALoRES ESTIMADOS DE lAS at SON 

MODELO h.-, Yt··- .,-.B0 (Xt·· -X. ·) ··· < •. -.-,.·· .:,_: /, _ (5)_. · 

MooEi/i~'/;~~~C%iJf~(iÍ~~~:~J~-~~j:~hiWV?i:~~f~Y,~:t}:(}'-1L!fl:'~:-·:: .. -:.-
., :·:· 

SI UNO ESTA BASTANTE SEGURO DE QUE ~l .. s
2 

a Bk' ENTONCES 

• 
EL MODELO I ES HEJOR, YA QUE DA l1AS GRADOS DE LIBERTAD EN BL · 

RESIDUO. 

/l</ 

:1.6 

SUJETO GRUPOS (Xti' Yul 

1 2 J 4 

1: 25,25 ~7,11 ~2,24 10,8 

2 13,25 9,9 30,18 29,17 

J,c_ ·,10,~~:·· 19 ,16·. ~2,2 7,8 
·' ~-

4' ~5,30 25,17 30,24 17,12 

S 10,37 6,1 10,2 8,7 

6 17,25 23,12 8,0 30,26 

·7 9,31 7,4 s,o 5,8 

:.· 8_. ~8,26 s,J 11,1: 29,29. 
• ,,. 1 ._,.. ··~ -·- .. 

·.·• 
,·_; ·g ---,- 27,28 30,26. 5,1 5,29 
-. 

10 17,29 ~9,20 25,10 13,0 

a) CALCULAR LAS RECTAS DE REGRESION PARA CADA GRUPO,_fARA LOS 

PROMEDIOS Y PARA TODOS LOS PUNTOS JUNTOS. EN ':JUA MISMA GRA 

FICA DIBUJAR LOS PUNTOS Y LAS RECTAS CALCULADAS.· 

b) ESTIMAR LOS EFECTOS at EH UN EXPERIMENTO, A 40 SE~ORES SE LES SUJETO A"UNA PRUEBA. 

(TRATAMIENTO) PARA DETERIHNAR OUE TAN CERCA PODIAN CAMINAR HA-· :: ."' ~~~- PRO~ LA HIP~~~~S DE IGUALDAD DE PENDIENTES R0 1 B1 •, 82 • • • 

CIA UN OBJETO PELIGROSO (EN ESTE CASO UNA VIBORA), ANTES DB 

SENTIRSE ANSIOSOS1 PARA ESTO, CADA SUJETO SE SITUO ALEATORIA

MENTE EN UNO DE CUATRO.GRUPOS, CADA UNO CON DIEZ SUJETOS; CON 

CADA GRUPO SE EMPLEO DIFERENTE TIPO DE VIBORA. DESPUES DEL 

TRATAMIENTO' A CADA SERoR SE LE SUJETO DE NUEVO AL MISMO TRA

TAMIENTO (POSTRATAMIENTO) • :WS RESULTADOS DEL TRATAMIENTO SON 

LAS X ti Y LOS DEL POSTRATAHIENTO SON LAS Y ti, LOS CUALES SE 

PRESENTAN EH LA .TABLA SIGUIENTB 

d) PROBAR 

CUATRO 

O SEA, 

LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE MEDIAS DE iAs Y.ti DE LO.S 

GRUPOS, DES PUES ·cE AJUSTAR POR LA REGRESION CON xu,· 

PROBAR H0 c "1 - ¡¡2 • al • a ... 

. ,·.1 

1 • 1 

i 

1 

1 
- 1 

1 
1 

) 
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l. lNTRODUCCION l 

El papel de la experimentaci6n .. 

El proceso de investigaci6n requiere que en alg~n momento se 

confirme si los resultados obtenidos con base en un modelo 

formulado bajo ciertas hip6tesis son congruentes con la reali-

dad; esto conduce a diseñar y llevar a cabo experimentos que 

permitan recolectar informaci6n que sirva para verificar la 

validez del modelo y, en su caso, modificar sus hip6tesis. Es-

te proceso de retroalimentaci6n se muestra en el siguiente es-

quema 

v 
Hip6tesis Deducci6n Resultado de 

aplicar el 
Ho, H 1, .. • (modelo) modelo 

:.lo de lo s.! ¿Concuerdan ~ Exoerimentaci6n 
adecuado satisfactoriamente? (datos) 

No 

Sustituci6n de Revisi6n de las 
hipótesis hip6tesis 

La deducci6n que se realiza después de la experimentaci6n no 

necesariamente implica el formular un nuevo modelo, sino que 

puede limitarse a señalar en qué rangos de valores de los pa-

rámetros involucrados en las hip6tesis el modelo es válido. 

Por ejemplo, una•hip6tesis podrfa ser que cierta reacci6n 

qufmica es independiente de la temperatura; si al realizar el 

experimento con dos temperaturas (20 y 500°C) para verificar-

la, se encuentra que no es asf, se podrfa proceder a formu-

lar un nuevo modelo cambiando la hip6tesis por la que señala 
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que la reacci6n s:l depende de la temperatura, o a ejecutar una 

serie de experimentos con otras temperaturas (por ejemplo O, 

100, 250, 350 y 4 50 •e¡ , para determinar en qu~ rangos de temp~ 

ratura la hip6tesis inicial es correcta, si ese fuera el caso; 

esto se ilustra en la siguiente figura: 

Producto de 
la reacción 

1 o o 

60 

50 

0.20 lOO 

L 
250 350 

. Resultados 
iniciales 

lt~O 500 

_j 

Rango en que 
la hipótesis 
inicial es 
válida: ·O a 
2sooc 

Temperatura, 
oc 

Es usual que al diseñar un experimento se. procure que se pue-

dan estudiar a la vez todos los parámetros involucrados en las 

hipótesis, ya que pudiera suceder que dos de ellos, consider~ 

dos por separado, no tuvieran efectos que condujeran a recha-
• 

zar la hip6tesis inicial, pero que al combinarse s:l se detec-

tarán efectos negativos. 

Para tener ~xito en un próceso de verificaci6n de hipótesis, 

es necesario conjugar dos factores: 
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1. Tener un método eficiente para diseñar un experimento que 

conduzca a resultados que permitan obtener las respuestas a 

las preguntas que se plantean, y que sean.~fectados lo me

nos posible por alguna fuente de error. 

2. Contar con algún método para analizar los resultados y 

sacar conclusiones. 

De estos factores el más importante es el primero, ya que si 

el experimento no se diseña adecuadamente no se podrá obtener 

la información necesaria para extraer las conclusiones desea

das, aun cuando se cuenta con métodos de análisis sofistica

dos. 

Dificultades confrontadas por los investigadores 

Las dificultades usuales que tiene que vencer un investigador 

son: 

a. Error experimental 

b. Confusi6n de correlaci6n eón causalidad 

c. Complejidad de los efectos estudiados 

a. Error experimental. Toda variación en los resultados oca

sionada por factores disturbant~s, conocidos o no, se 11~

ma Error experimental. 

La confusión que ocasiona el error experimental se puede 

reducir grandemente mediante un diseño adecuado del expe

rimento y mediante el uso de métodos estad!sticos de análi 

sis. 

• 
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b. Confusi6n de correlaci6n con. éausalidad. Es necesario 

saber disernir cuándo una coz:relaci6n aparente .entre dos 

parámetros es casual o causal; en el primer caso €sta apa-

recerá por casualidad; en el segundo, se tendrá cuando en 

realidad la variaci6n de un parámetro se puede explicar por 

la variaci6n del otro, es decir, que un cambio en uno causa 

un cambio en el otro. 

c. Complejidad de los efectos estudiados. No siempre es fá-

cil detectar si un parámetro influye en los resultados ex

perimentales, y si sí, en qu€ rangos de valores lo hace, y 

de qué manera interact~a con otros parámetros para influir 

junto con ellos (efectos cruzados). 

Por ejemplo, los 'parámetros vino y café pueden. influir en 

el tiempo de reacci6n de un ·individuo ante cierto estímulo; 

los efe~tos pueden ser 

café o s6lo al vino) o 

de manera .individual (debido s6lo al 
¡:1. :::!: .. ' 

¡ : .. i <. -~ :; . 1 ' ' 

combinada (debido a ambos a la vez). 

Asimismo, los efectos pueden cambiar en funci6n del número 

de tazas de café o de copas de vino. 

Es muy importante que en cualquier investigaci6n experimental: 

a) se definan claramente los objetivos que se persiguen 
\ 

b) se asegure de que todas las partes interesadas estén ·de 
.·,,,:' ,. ' j • • 

. • ' ¡.. . ' ' ' '·..r l ~~ . . ' 

acuerdo Con ellop -J. 
11~J}P.\. , -~ ·. '._.--

. ' ! ···";'f';l/· , . r '"'. ;•:· 

e) se defina el criterio ba~p :¡;el éua~ ~e p~obará. si se :e~ 

,plieron los objetivos, es decir, s~ seleccionan~el dise 
' - . -

.. : 
'ño experimental que se considere adecuado y el m€todo 

' . 

. . 
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estadístico de prueba; y. 

d) se tengan acuerdos preliminares con las partes interesa

das sobre las acciones a tomar en caso.de que no se cum

plan los objetivos. 

En lo que sigue se entederá por espécimen o unidad experimen

tal a la persona, animal u objeto sobre el cual se hace la me 

dici6n de la propiedad o característica bajo estudio. 

Por su parte, se entenderá por tratamiento a un nivel o valor 

de un factor o a una combinación de niveles de factores. 

Por ejemplo, al comparar el rendimiento (enkm/lt) que se tie

ne con cuatro aditivos para gasolina y dos marcas diferentes 

de automóvil: 

-se tendrán dos factores, aditivo y marca, el primero con 

cuatro niveles y el segundo con dos 

- cada tratamiento será una de las combinaciones aditivo

marca 

- las unidades experimentales serán los vehículos a los 

cuales se les "apliquen" los tratamientos 

- el rendimiento es la característica o variable en estu

dio 

- los resultados de cada medición (km/lt) serán los datos 

u observaciones 

- el conjunto de datos para cada tratamiento conforma la 
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muestra correspondiente, 

En este ejemplo cada muestra debe ser representativa de la 

réspectiva poblaci6n; las poblaciones son las colecciones de 

resultados (rendimientos) que se tendrfan si todo el aditivo 

disponible de cada tipo se usara en todos los autom6viles de 

ambas marcas; obviamente serfa no s6lo antiecon6mico sino im

procedente el usar todo el volumen fabricado de cada aditivo 

para hacer la comparaci6n de rendimientos, puesto que no que

darfa nada para usarse con el fin previsto (en este caso, es

coger el mejor aditivo para los vehículos de una empresa), y 

la verificaci6n te6ricamente no terminaría nunca ya aue las 

fábricas de aditivos y vehículos pueden producir 

continua e indefinidamente (se. tratarfa de poblaciones te6ri

camente infinitas). 
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2. ~ABLAS DE CONTINGENCIA 

CON FRECUENCIA SE DESEA DETERMINAR SI LA CLASIFICACION DE UNA 

MUESTRA EN TERMINOS DE 2 O MAS CRITERIOS ES TAL QUE PERMITA 

INFERIR SI ESOS CRITERIOS SON INDEPENDIENTES ENTRE SI. 

POR EJEMPLO, UNA MUESTRA DE PERSONAS QUE HAN FALLECIDO SE PUE-

DE CLASIFICAR DE LA SIGUIENTE MANERA: 

MUERTE POR MUERTE POR 
CANCER DEL OTRAS CAUSAS 
PULMON 

FUMADORES 348 3152 

NO FUMADORES 82 1418 

' 
EN UN CASO COMO ESTE SE :¡>RETENDERIA PROBAR LA HIPOTESIS DE 

QUE FUMAR Y MORIR POR CANCER DEL PULMON SON CARACTERISTICAS 

INDEPENDIENTES. 

CUANDO LOS DATOS SE CATEGORIZAN DE ESTA MANERA, SE DICE QUE 

SE FORMA UNA TABLA DE CONTINGENCIA. 

SEA UNA MUESTRA DE T~O !! Y QUE EL EXPERIMENTO SE HA DISE

~ADO PARA CLASIFICARLA EN DOS CATEGORIAS, UNA CON r NIVELES 

Y LA OTRA CON e NIVELES. 

SEA 

QUE 

Xij EL NUMERO (LA FRECUENCIA). DE ELEMENTOS DE LA MUESTRA 

QUEDAN EN LA CELDA (i,j). 
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LA TABLA DE CONTINGENCIA SERtA 

CLASI'- CLAS.IFICACION 2 
FICACION 1 1 2 3 . . . . e TOTAL 

1 xll x12 x13 X1e xl. 

2 x21 x22 X23 X2e x2. 

3 x31 X32 X33 X3e x3. 

. 

. . ,. 

r Xr1 Xr2 Xr3 X re Xr. 

TOTAL x.1 X .2 X .3 x.e n 

LOS TOTALES POR RENGLON SE DENOTAN CON X· ES DECIR 
l. • 1 

e 
X. = ¡; 

J.. j=1 xij 

LOS TOTALES POR COLUMNA SE DENOTAN 

r 
x = r .j i=1 xij 

LA SUMA DE LOS TOTALES POR COLUMNA O·POR RENGLON DEBE SER EL 

T~O DE LA MUESTRA, ES DECIR 

e 

= jhx.j = n = 
r e 
r r 

i=1 j=1 

EL PROBLEMA D~ VERIFICAR SI LAS CATEGORIAS SON INDEPENDIEN-

TES EQUIVALE AL DE VERIFICAR SI LA PROBABILIDAD DE QUE EL 

ESPECIMEN CUMPLA CON ALGON NIVEL DE LA CATEGORIA 1 DEPENDE 

DE EN QUE NIVEL DE LA CATEGORIA 2 SE ENCUENTRA. ASI, EN EL 
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EJEMPLO ANTERIOR SE TRATARI.A DE VERIFICAR SI LA MUERTE POR 

CANCER PULNONAR DEPENDE O NO DE SI LA PERSONA ES O NO FUMA 

DORA. 

EN INFERENCIA ESTADISTICA 

k 
V = ¡; 

i=1 

SE DEMUESTRA 
2 

<xi-nPil 

QUE LA ESTADISTICA 

(1) 
nPi 

TIENDE A UNA VARIABLE ALEATORIA CON DISTRIBUCION DE PROBA

BILIDADES x2 CON k-r-1 GRADOS DE LIBERTAD CONFOR~E CRECE 

!)_, EN DONDE n ES EL TAliAflO DE LA MUESTRA, Xi ES LA FRECUEN 

CIA CON QUE SE OBSERVO EL EVENTO! y P. 1 ES LA PROBABILIDAD 
~ . 

DE OBSERVARLO EN UNA REALIZACION DEL EXPERIMENTO. 

EN NUESTRO CASO, SI Pij ES LA PROBABILIDAD DE QUE UN RESUL 

' TADO TENGA EL VALOR i DE LA CARACTERISTICA 1 y EL VALOR j 

DE LA 2, Y SI LOS DOS METODOS" DE CLASIFICACION SON REALMEN 

TE INDEPENDIENTES, ENTONCES·. 

... r; j = 1, 2, ••• , e 

DONDE wi ES LA PROBABILIDAD DE QUE EL ELEMENTO OBSERVADO 

CAIGA EN EL I-ESIMO NIVEL DE 

LA PROBABILIDAD DE QUE CAIGA 

CLASIFICACION 2, 

LA CLASIFICACION 1, Y S. ES 
J 

EN. EL J-ESHlO NIVEL DE LA 

POR OTRA PARTE, LOS ESTIBADORES DE MAXIMA VEROSIUILITUD DE 

X. X . j A • 
= ~. S. = w. -- --~ n J n 
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. POR LO TANTO, CON LA EC. (1). ·SE OBTIENE QUE 

V = 
- .... 2 

~ ~ !_x..=i...._j__,._n_· _w::.i _s-";'-') ( 2) 

i=lj=1 n ~i sj 

TIENE DISTRIBUCION x2 CON (r-1) (c-1) GRADOS DE LIBERTAD 

PARAn GRANDE. ESTE NUMERO DE GRADOS DE.LIBERTAD SE JUS

TI;FICA DE LA SIGUIENTE .MANERA: SE TIENEN K = re CLASES Y 

PARA ESTH1AR LAS P. . SE REQUIERE ESTIMAR r-1 VALORES DE w 
J.) 

Y c-1 VALORES DE S, ES DECIR, SE ESTIMAN (r-1) + (c-1) PA-

RAMETROS; POR LO TANTO LOS GRADOS DE LIBERTAD SON 

rc-(r-1)-(c-1)-1 = (r-1) (c-1) 

EJEMPLO 

.CON EL FIN .DE VERIFICAR SI EL FUMAR Y EL MORIR POR .CANC.ER 

PULMONAR SON INDEPENDIENTES, SE DIS~O UN EXPERIMENTO 

ESTADISTICO QUE CONSISTIO EN SACAR UNA MUESTRA ALEATORIA 

DE 5000 EXPEDIENTES CLINICOS DE PERSONAS FALLECIDAS EN UNA 

CADENA DE HOSPITALES, Y.CLASIFICARLA EN UNA TABLA DE CON-

TINGENCIA. EL RESULTADO FUE EL SIGUIENTE: 

HUERTE POR MUERTE POR TOTAL w. 
CANCER PULIIO OTRAS CAUSAS X. 

J.· 

NAR J.. 

FUMADORES 348 3152 3500 0.7 

NO FUMADORES 82 1418 1500 o.~ 

TOTAL x.j 430 4570 5000 l. O 
·.A 

sj 0.086 0.914 1.000 
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1 PARA REALIZAR LA PRUEBA DE INDEPENDENCIA SE UTILIZA LA EC 

(2), Y SE DETERMINA EL VALOR CRITICO DE x.2 QUE CORRESPONDA 

A UN NIVEL DE CONFIANZA PRESTABLECIDO, 1-a, USANDO (2-1)x 

(2-1) = 1 GRADOS DE LIBERTAD, YA QUE r = e : 2. 

A 3500 - o. 7 1 " 1500 
0.3 w1 = 5000 - w2 = -= 

5000 

" ' " 4570 
s1 = 430 - 0.086, s2 = = o •. 914 5000 - 5000 

V 
[348-5000 (0.7) (0.086)]..: 

+ 
[3152-5000 (0.7) (0.914)]2 

= 
5000 (0. 7) (0. 086) 5000 (0.7) (0.914) 

+ 
r a2-5ooo (0.3) (0.086)] 2 

+ [1418-5000 (0. 3) (0. 914)] 2 

5000 xo.o86l (b.3l 5000 (0. 3) (O. 914) 

2209 2209 2209 2209 
V= 301.00 + 3199.00 + 129.00 + 1371.00 = 

= 7.34 + 0.69 + 17.12 + 1.61 = 26.76 

SI 1-.. = O. 99, ENTONCES 

2 ( Xc) o . 9 9 1 1 = 6 • 6 3· < 2 6 • 7 6 

POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE INDEPENDENCIA. 

EJEi1PLO 

UN CLUB DE PESCA DEPORTIVA ESTA INTERESADO EN SABER SI SE 

PESCA CADA TIPO DE PESCADO CON LA MIS~~ FRECUENCIA EN LOS 
• 

MESES DE JUNIO A SEPTIEMBRE. , PARA ELLO SE DISE~O UN EXPE-

RIHENTO CONSISTENTE EN REGISTRAR LA PESCA MENSUAL EN UNO 

DE LOS BARCOS DE LOS TRES TIPOS DE PECES DE LA ZONA: ABA-

DEJO, PEZ AZUL Y COLA A!·~RILLA. 

+ 



12 

LA TABLA DE CONTINGENCIA QUE .. SE FORMULO FUE LA SIGUIENTE: 

A 

ABADEJOS. PECES AZULES COLAS AMARILM.S TOTAL w 

JUNIO 315 1347 620 2282 0.2611 

JULIO 2.70 1250 514 2034 0.2327 

AGOSTO 295 1480 710 2485 o. 2 84 3 

SEPTIEM 246 1200 494 1940 0.2219 
BRE 

·TOTAL 1126 5277 2338 8741 1.0000 
A 

S 0.1288 0.6037 0.2675 l. 0000 

PARA LA PRUEBA DE INDEPENDENCIA CON CONFIABILIDAD 1-a = 0.95 

y (4-1) (3-1) 2 
= 6 GRADOS DE LIBERTAD, SE TIENE QUE (~)0.95,6 = 

= 12. 6. 

EL VALOR DE LA ESTADISTICA V SE OBTIENE EN LA EC ( 2) 

A A 2 
4 3 \'X.ij-8741 wi S . ) 

V = ¡; J ¡; 
A 

i=1 j=1 8741 wi sj 

A 2782 A 2034 
CON w1 = 8741 = 0.2611, Ó)2 = 8741 = 0.2327 

A 2485 A 1940 
w3 = 8741 = 0.2843, w4 = 8741 = 0.2219 

A 1126 A 5277 
s1 = 8741 = 0.1288, s2 = 8741 = 0.6037 

A 2338 
s3 = --= 0.2675 8741 



A A 

8741 w1 51 = 8741 (O. 26Ü) (0.1288) = 293.957 
A A 

8741 w1 52 = 8741 (0.2611) (0.6037) = 1377.809 
A A 

8741 w1 53 = 8741 (0.2611) (O. 2675) = 610.509 
A A 

8741 w2 51 = 8741 (0.2327) (0.1288) = 261.983 
A A 

8741 w2 52 = 8741 (0.2327) (O. 6037) = 1227.944 
A A 

8741 w2 53 = 8741 (O. 2327) (0.2675) = 544.103 
A A 

8741 w3 s1 = 8741 (0.2843) (0.1288) = 320.077 
A 

8741 w3 52 = 8741 (0.2843) (0.6037) = 1500.235 
A 

8741 "'3 53 = 8741 (O. 2843) (0.2675) = 664.755 
A 

8741 w4 s1 = 8741 (O. 2219) (0.1288) = 249.824 
A 

874l, w4 52 = 8741 (O. 2219) (O. 6037) = 1170.953 
A A 

8741 w4 53 = 8741 (0.2219) (0.2675) = 518.850 

V= (315-293. 957)
2 

+ (1347-1377.809) 2 
+ (620-610.509) 2 

+ 
293.957 1377.809 610.509 

(270-261. 983) 2 
+ (1250-1227.944) 2 

+ (514-544.103) 2 + 
261.983 1227.944 544.103 

(295-320.077)
2 

+ (1480-1500.235) 2 
+ (710-664.755) 2 

+ 320.077 1500.235 664.755 

(246-249.824) 2 
+ (1200-1170. 953) 2 

+ (494-518.850) 2 

249.824 1170.953 518.850 

V'= 1.506+0.689+0.148+0.245+0.396+1.665+1.965+0.273+3.079 

0.059+0.721+1.190 

V = 11.936 < 12.6 

13 

POR LO TANTO SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE LA CANTIDAD DE P~-

CES ES INDEPENDIENTE DEL MES EN EL PERIODO DE JUNIO A SEPT!EM 

BRE, CON UN 95% DE NIVEL DE CONFIANZA. 
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EJEMPLO 

CON EL FIN DE VERIFICAR SI LAS VARIABLES REGION GEOGRAFICA, 

PARTIDO DE AFILIACION Y SEXO SON INDEPENDIENTES, SE DISE~O UN 

EXPERIMENTO ESTADISTICO Q~E CONSISTIO EN SACAR UNA MUESTRA AL~ 

TORIA DE 1500 PERSONAS Y CLASIFICAR A CADA UNA DE ACUERDO CON 

ESAS VARIABLES; CON ESTO SE OBTUVO LA SIGUIENTE TABLA DE CON-

TINGENCIA: 

PARTIDO· 

DEMOCRATA 

REPUBLICANO 

OTRO 

TOTAL 

ESTE 

MASCULINO FEMENINO 

183 217 

196 154 

12 8 
391 + 379 

=770 

770/1500 = 0.5133 

OESTE 

MASCULINO FEMENINO 

223 227 

137 113 

14 16 
374 + 356 

=730 

730/1500 ;=.O •. 4867 
A 

TOTAL 

850 

600 

50 
1500 

A 

wi 

0.5667 

0.4000 

0.0333 

391 + 374 = 765~ t 
379 + 356 = 735, r 1 = 765/1500=0, 51 · 1 

1 

1 

r 2 = 735/1500=0. 491 r = 3, 

3 2 

e = 2, 

2 
LA ESTADISTICA V = E E E 

i=l j=l k=l 

m = 2 

= 30. 88 . 

TIENE DISTRIBUCION X2 CON rcm-(r+c+m)+2=7 GRADOS DE LIBERTAD. 

SI 1-a = 95%, ENTONCES 

t 2 = 14.1 < 30.88 0.95,7 

POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE QUE LAS TRES VARIABLES 

SON INDEPENDIENTES. 

¡ 

1 ¡ 

i 
1 ¡ 
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FORMULA CORTA PARA TABLAS DE CONTINGENCIA DE 2 x 2 

SI DENOTAMOS A LAS FRECUENCIAS DE LA TABLA CON a, b, e Y d, 

O SEA x11 = a, x12 = b, x 21 = e Y x 22 = d, SE PUEDE DEMOSTRAR 

QUE EL VALOR DE LA ESTADISTICA V SE CALCULA CON LA FOIDIDLA 

(ad - be) 
2

n 
V = (a+bJ (e+d) (a+e) (b+d) 

EJEMPLO 

CON EL FIN DE VERIFICAR SI DOS FABRICANTES DE TELEVISORES DE 

COLOR TIENEN IGUAL NIVEL DE CALIDAD SE DISE~O UN EXPERIMENTO 

CONSISTENTE EN PREGUNTAR A 412 COMPRADORES DE LAS MISMAS SI 

SE REQUIRIO DE SERVICIO DE·GARANTIA EN LOS DOS PRIMEROS A~OS 

DE FUNCIONAMIENTO, CON LO CUAL SE INTEGRO LA SIGUIENTE TABLA 

DE CONTINGENCIA: 

REQUIRIO NO REQUIRIO 
SERVICIO SERVICIO 

FABRICA TOTAL 

A 111 = a 152 = b 273 

B 85 = e 54 = d 139 
TOTAL 196 216 412 

V = bl1) (54) - (152) (85)) 2 412 
(273) (139(196) (216) = 15.51 

2 1 

X = 3.84 < 15.51 '0.95,1 

POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE CALIDAD, A 

UN 95% DE NIVEL DE CONFIANZA. 

l. 
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CORRECCION DE YATES 

CON EL FIN DE MEJORAR LA APROXIMACION DE LA DISTRIBUCION x1 

COMO DENSIDAD DE PROBABILIDADES DE LA ESTADISTICA V, CUANDO SE 

TIENEN POCAS CELDAS EN LA TABLA DE CONTINGENCIA, SE HA PROPUE~ 

TO INTRODUCIR UNA CORRECCION A LAS DIFERENCIAS DE LAS FRECUEN- . 

CIAS OBSERVADAS MENOS LAS ESPERADAS, CONSISTENTE EN SUSTRAER-

LE 0.5 AL VALOR ABSOLUTO DE CADA DIFERENCIA, ES DECIR, 

1 
~ A 1 2 r e ( x .. - nwisJ. -0.5) 

V = E E --~1]¿_~~~-L-------
i=l j=l n~i§j 

CON ESTA CORRECCION LA FORMULA CORTA PARA TABLAS DE 2 x 2 

QUEDA EN LA FORMA 

V= !lad- bci-0.5n)
2

n 
(a+b) (c+d) (a+c) (b+d) 

EN EL EJEMPLO INMEDIATO ANTERIOR, AL APLICAR ESTA CORRECCION 

SE OBTIENE: 
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E.:TEMPLO · 

CON EL FIN DE VERIFICAR SI EL GRADO DE MEJORIA EN EL FUNCIONA-

MIENTO DE UN TIPO DE PROTESIS ES INDEPENDIENTE DEL HOSPITAL 

DONDE SE COLOCA, SE DISE~O UN EXPERIMENTO CONSISTENTE EN FORMQ 

LAR UNA TABLA DE CONTINGENCIA; PARA ELLO SE OBTUVO UNA MUESTRA 

ALEATORIA DE PACIENTES DE 5 HOSPITALES CON ESTE TIPO DE PROTE-

TESIS, Y A CADA UNO SE LE CALIFICO COMO: FUNCIONAMIENTO NORM~L, 

PARCIAL O NULO. LOS RESULTADOS FUERON 

FUNCIONAMIENTO 

NULO 

PARCIAL 

NORMAL 

A 

13 

18 

16 

HOSPITAL 

B e 

·5 8 

10 36 

16 35 

a. PROBAR LA HIPOTESIS DE INDEPENDENCIA 

D E 

21 43 

56 29 

51 10 

b. ¿SON LOS RESULTADOS DE LOS HOSPITALES A, B, C Y D INDEPEN-

D¡ENTES DEL FUNCIONAMIENTO? 

c. ¿SI SE JUNTAN LOS RESULTADOS DE LOS HOSPITALES A, B, C Y D, 

¿RESULTAN INDEPENDIENTES DE LOS DEL HOSPITAL E? 

USAR 95% DE NIVEL DE CONFIANZA. 

. : 

! 

1 
! 

1 
1' 
1 

1 

¡ 
1 ¡ 
i 
' ! 
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HOSPITAL 
FUNCIONAMIENTO TOTALES 

A B e D E 

NULO 13 S 8 21 43. 90 

PARCIAL '18 10 36 56 29 149 . 
NORMAL 16 16 35 51 10 128 

TOTALES 47 31 79 128 82 367 

. 
S. 0.128 0.0845 
J 

0.215 o ."349 0.223 

r e 
V = ¡; ¡; 

i=lj=l 

V = (13- (367) (0.245) (0.128)) 2 + (5- (367) (0.245) (0.0845) >2 

367 X 0.245.X 0.128 367 X 0.245 X 0.0845 + 

(6- (367) (0.245) (0.215)) 2 (21- (367) (0.245) (0.349)) 2 

J67 X 0.245 X 0.215 + 367 X 0;245 X 0.349 + 

(43- (367) (0.245) (0.223)) 2 (18 -(367) (0.406) (0.128)) 2 

367 x· 0.245 X 0.223 + . '367 X 0;406 X 0~128 + 

(lO - (367) (0.406) (0.0845)) 2 (36 - (367) (0.406) (0.215)) 2 

367 X 0.406 X 0.0845 + J67 X 0.406 X 0.215 

(56 - !367> co.406l cÓ.349)) 2 (29 - (367) (0.406)(0.223)) 2 
+ 367 X 0.406 X 0.349 367 X 0.406 X 0.223 

(16 - C367l co·. 349! co.l28l 12 i 16 - (367) (0.349) (0.0845)) 2 

367 X 0.340 X 0.128 + 367 X 0.349 X 0.0845 

+ 

+ 

+ 

• 
wi 

0.245" 

0.406 

o. 349 
1 

. f 
' 

) 
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(35- (367) (0.349) (0.215)) 2 +(51- (367} (0.349)(0,349))
2 

367 X 0.349 X 0,215 367 X 0.349 X 0,349 

c1o - (3G7l co.349l co.223l ¡ 2 

367 X 0.349 X 0.223 

2. 2227232 + 6.7486558 + 128.40799 
V = 11.'50912. 7.5978175 19.331725 

' 

526.65454 + 1.1497329 + 6.745659 
20.051045 19.0722566 12.590669 

15.986419 + 17.8713 + 0.1557281 + 
52.001698 33.227446 16.394624 

55.683757 + 39.677817 + 344.56674 
27.537845 44.700967 28.562509 

+ 107.75135 + 31.380335 

+ 15.717815 + 32.03543 

26.801189 + 10.823014 

V= 0.1931271 + 0.8882361 + · 6.6423452 + 3,4337233 + 

26.26569 + 0.060283 + 0.5330587 + 0.4906385 + 

0.3074211 + 0.5378475 + 0.0094987 + 2.4763149 + 

2.0220811 + 0.8876277 + 12.063602 = 56.811495 

V= 56.81". 

GRADOS DE LIBERTAD: v = (r-1) (e-1) = (3-1) (5-1) = 2 x·4 = 8 

2 
DE LAS TABLAS DE LA DISTRIBUCION X , PARA 95% DE NIVEL DE CONFIAN 

ZA Y 8 GRADOS DE UIBERTAD, SE TIENE: 

x2 = x2 = 15 5 
e 0.95,8 • 

2 
V= 56.81 > X = 15.5 e 

i 
1 

f 
1 
¡ 

i 
' ( 

1 

¡ 
1 

f 1 

1 

¡ 
' í 
' 

1 
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POR TANTO SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE INDEPENDENCIA A UN 95% 

DE NIVEL DE CONFIANZA, O SEA QUE SI HAY RELACION ENTRE EL FUN 

CIONAMIENTO DE LA PROTESIS Y EL HOSPITAL, 

b) 

. HOSPITAL • 
FUNCIONAMIENTO TOTALES wi 

A B e D x. 
J.. 

NULO 13 S 8 21 47 0.165 

PARCIAL 18 10 36 56 120 0.421 

NORMAL 16 16 35 51 118 0.414 

TOTALES: X . 
• J 47 31. 79 128 285 

• 
S· J 0.165 0.109 0.277 0.449 l. 000 

(13 - (285) (0.165) (0.165)) 2 (S - (285) (0.165) (0.109)) 2 
V = 285 X 0.165 X 0.165 + 285 X 0.165 X 0.109 + 

(8 - (285) (0.165) (0.277)) 2 + (21 - (285) (0.165) (0.449) ¡ 2 

285 X 0.165 X 0.277 285 X 0.165 X 0.449 + 

' 
(18 - (285) (0.421) (0.165)) 2 (10 - (285) (O. 421) (0.109)) 2 

285 X 0.421 X 0.165 + 285 X 0.421 X 0.109 + 

(36 - (285) (0.421) (0.277) ¡ 2 (56 - (285) (0.421) (0.449)) 2 

285 X 0.421 X 0.277 + 285 X 0.421 X 0.449 + 

(16 - !2'85) (0, 414) (0.165)) 2 (16 - (285) (0.414) (0.109) ¡ 2 

285 X 0.414 X 0.165 + 285 X 0.414 X 0,109 + 

(35 - (285) (0.414) (0.277) >2 
(51 - (285) (0.414) (0.449) ¡ 2 

+ " 285 X 0.414 X 0.277 2B5 X 0.414 X 0.449 

; 

! 



V = 27.466771 + 0.0158068 + 25.259922 + 0.0130474 + 
7. 759125 5,125725 13.025925 21.114225 

3.2310961 + 9.4763311 + 7.6405529 + 4.5230018 + 
19.797525 13.078365 33.235845 53.873265 

12.029452 9.853886 + 5.3674232 + 3.9105458 
19.46835 + 12.86091 32.68323 52.97751 + 

V= 3.5399315 + 0.0030838 + 1,9392037,+ 0,0006179 + 

0.1632071 + 0.7245807 + 0.2298889 + 0.0839563 + 

0.6178979 + 0.7661889 + 0.1642256 + 0.0738152 

V= 8.3065975 ~ 8.31 . 

21 

GRADOS DE LIBERTAD: v = (t-1) (c-1) = (3-1) (4-1) = 2 X 3 = 6 

DE LAS TABLAS, PARA 95% DE CONFIANZA Y 6 GRADOS DE LIBERTAD, 

SE TIENE: 

2 2 
X e = x0.95,6 = 12.6 

V = 8.31 < 2 = 12. 6 .Xc 

POR LO TANTO SE ACEPTA LA HIPOTESIS. SE CONCLUYE QUE LAS 

YARIAl.!LES SON INDEPENDIENTES, O SDA.EL FUNCIONAMIENTO DE 

LAS EROTESIS ES 'INDEPEN.DIENTE DEL HOSPITAL. 

1 
1 
1 

1 

" 1 

1 

\· 
1 
1 

¡ 
¡, 

l ¡ 
1 
1 

t· 
l 
' 
' 1· 

' 

¡ 
í 

,¡ 



22 

e) 

HOSPITAL". " 

FUNCIONAMIENTO TOTALES • 
(A+B+C+D) E X. 

J.. . wi 

NULO 47 43 90 0.245 

PARCIAL . 120 29 149 :0.406 

NORMAL .118 10 128 0.349 

TOTALES: X . • J 285 82 367 
• 
sj 0.777 0.223 1.000 

V = ( 4 7 - (367) (0.245) (0.777)) 2 + (43 - (367) (0.245} (0.223)) 2 

367 X 0.245 X 0~777 367 X 0.245 X 0.223 

(120 - (367) (O. 406) (O. 777)) 
2 

(29 - (367) (0.406} (0.223))
2 

367 x0.406 x 0.777 + 367 X 0.406 X 0.223 

(118 - (367) (O. 349) (0. 777)) 
2 

(10 - (367) (0.349) (0.223))
2 

367 X 0.349 X 0 •. 777 
+ 

367 X 0.349 X 0.223 

V = 522.76044 + 526.65454 + 17.854394 + 17.8713 
69.863955 2o.oslo45 115.77455 33.227446 + 

341.49225 + 344.56674 
99.520491 28.562509 

V= 7.4825486 + 26.26569 + 0.1542169 + 0.5378475 + 

3.4313763 + 12.063602 = 49.935281 = 49.94 

GRADOS DE LIBERTAD: v = (r-1) (e-l) = (3-l) (2-l) = 2 x l = 2 

DE LAS TABLAS, Pf>RA UN 95% DE NIVEL DE CONFIANZA Y 2 GRADOS DE 

LIBERTAD, SE TIENE: 

2 2 -
Xe = x0.95,2 - 5.99 

v = 49.94 > x2 = 5.99 
e 

1 
. ¡ 

1 

i 
1 

1 
! 

1 

.1 
1 

+ 

+ 

+ 
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POR LO TANTO SE RECHAZA LA HIPOTESIS. SE CONCLUYE QUE CON·:! . ' 

95% DE CONFIANZA LOS RESULTADOS DE LOS HOSPITALES A + B + 

C + D (JUNTOS) Y LOS DE E NO SON INDEPENDIENTES DEL FUNCIO 

NAMIENTO DE LAS PROTESIS. EN GENERAL, SE PUEDE DECIR QUE 

LOS RESULTADOS DEL HOSPITAL E SON LOS QUE DAN LA DEPENDENCIA 

DE ESTE EXPERIMENTO. 

¡ 
1 
i 

1 ,, 

t 
1 . 

l. 
f 
1 ¡ 
¡ 
' 1 

~ 
F 
' 1 r 

i 

" 
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3. EXPERIMENTOS PARA COMPARAR DOS TRATAMIENTOS 
..... -

CUANDO INTERESA VERIFICAR SI DOS PROCEDIMIENTOS DISTINTOS PARA 

LOGRAR UN MISMO OBJETIVO CONDUCEN A RESULTADOS IGUALES, SE DISE 

~A UN EXPERIMENTO QUE, CONSISTE EN OBTENER UNA MUEST~ ALEATORIA 

DE LOS RESULTADOS LOGRADOS CON CADA TRATAMIENTO, Y COMPARAR EN-

TRE SI LAS ~ Y VARIANCIAS CORRESPONDIENTES. 

CUANDO LAS OBSERVACIONES SON INDEPENDIENTES, ESTO SE. LOGRA MEDIAN 

TE·LAS PRUEBAS DE HIPOTESIS DE IGUALDAD DE MEDIAS Y DE VARIANCIAS. 

CUANDO NO LO SON, LA COMPARACION SE HA~E EN TERMINOS, DE LAS DIFE

RENCIAS INDIVIDUALES DE CADA PAREJA DE RESULTADOS. 

AL DIS~AR EL EXPERIMENTO SE DEBEN· CONSIDERAR DOS ALTERNATIVA~: 

a. ASIGNAR AL AZAR A CADA ESPECIMEN EL TRATAMIENTO QUE LE SERA 

APLICADO; A ESTE PROCESO SE LE LLAMA DE ALEATORIZACION. 

EJEMPLO 

POR EJEMPLO, SI SE TRATARA DE VERIFICAR SI UN FERTILIZANTE ES 

MAS EFICIENTE QUE OTRO, UNA VEZ DEFINIDOS LOS LOTES .PARA SIEM

BRA NOMINALMENTE IGUALES, HABRIA QUE ASIGNAR AL AZAR CADA LOTE 

A CADA FERTILIZANTE. SUPONGAMOS QUE SE DISPONE DE 11 LOTES Y 

QUE 5 SE TRATARAN CON EL FERTILIZANTE A Y 6 CON EL B, EL EXPE 

RIMENTO ALEATORIZADO SERIA 

LOTE 1 •2 3 4 S 6 7 8 9 10 

FERTILIZANTE "A A B B A B B B A A 

11 

COSECHA DE 
TOMATE 29,9 11.4 26.6 23.7 25.3 28.5 14.2 17.9 16.5 21.1 2~.3 



' . 

. "~t,¡: . 
CON ~ .• COSECHA 

·.{.,;.•.o. 

FERTILIZANTE A 

29.9 

'11:4 

25.3 

16.5 

21.1 

104.2 
··'-

= 104.2 = 20.84, 
5 

COSECHA CON 

FERTILIZANTE 

26,6 

23.7 

28.5 

··.·14. 2 

135.2 
6 

17.9 

24.3 

135.2 

= 22.53 

Ya- YA= 22.53- 20.84 =_1.69 

LAS VARIANCIAS INSESGADAS VALEN 

s! = 52.50, s~ = 29.51 

PRUEBA DE HIPOTESIS PARA LA VARIANCIA: 

52 

B 

F = A= 52.50 = 1 • 78 , 
52 29.51 

F . . . = 11.4 > l. 78 
0.01,4,5 

B 

25 

•. 
~- ' . ' . . 

POR LO QUE SE ACEPTA H
0 

CON UN NIVEL DE.CONFIANZA DEL 99%. 

PRUEBA DE HIPOTESIS PARA LAS MEDIAS: 

f 
1 

1 

l. 
1 ,. 
¡;_ 

' 1 

" 
' ¡ 
l. ¡; 
! ,. 
[; 

¡ 
·J 
' 
' . l 

'1 
1· 
! 
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2 2 
YB - YA vAS A + vBSB . (CON VARIANCIAS 

T = 1 E INSESGFIDAS) vA + 
E/1 + 1 

vB 

nA nB 

vA = n - 1 = 4, vB = A n - 1 = 6 - 1 = 5 B 

E = 4x52.50 + 5x29.51 
4 + 5 =F= 6.30 

t = ·~b= 0.44 < t0.01,9=3.25 

6.3~5 ,, 6 

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE MEDIAS, O 

SEA, QUE CON 99% DE PROBABILIDAD EL RENDif1IENTO DE LAS TIERRAS 

CON AMBOS FERTILIZANTES ES EL MISMO. 

b. APLICAR CAPA TRATAMIENTO A GRUPOS O BLOQUES·DE ESPECIMENES, 

EN ESTE CASO EN PAREJAS 1 QUE PERIHTAN REDUCIR !JI:, VARIANCIA 

O DISPERSION ALEATORIA DE LOS. RESULTADOS, INVOLUCRANDO, A 

LA VEZ, UN PROCESO DE ALEATORIZACION EN LA ASIGNACION DE 

LOS BLOQUES¡ A ESTE PROCESO SE. LA LLAMA DE AGRUPNo!IENTO EN. 

BLOQUES. 

EJEMPLO 

EN EL EJEMPLO INMEDIATO ANTERIOR LA INCERTIDUMBRE EN LOS RESUL 

TADOS POR LOS EFECTOS ALEATORIOS INVOLUCRADOS SE PU~DE REDUCIR 

SI EN VEZ DE SORTEARSE LOS LOTES PARA CADA FERTILIZANTE, CADA 

'. 
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LOTE SE DIVIDE EN DOS PARTES I~UALES Y SE SORTEA QUE MITAD SE 

TRATARA. CON\· CADA UNO PE ELLOS, CON ESTO LOS RESULTADOS QUEDAN 

AGRUPADOS POR PAREJAS (yA' y
8
), UNA PARA CADA LOTE, TENIENDOSE 

QUE yB y yA NO SON INDEPENDIENTES. CON ESTO SE TIENE UN EXPE

RIMENTO CON AGRUPAMIENTO POR BLOQUES. 

' SOPONGAMOS QUE LAS PAREJAS DE DATOS QUEDARON DE LA SIGUIENTE 

MANERA PARA S LOTES: 

YA YB y -y =d B A 
d2 HO:Jld=O¡ H1 : Jld ;/O¡ 1-a = O. 99 

29.9 26.6 -3.3 10.89 d = 6.7/5 1.34, -2 l. 80 = d = 

11.4 23.7 12.3 151.29 d2 = 187.95/5 = 37.59 

25.3 28.5 3.2 10.24 52 = 37. 59-l. 80 = 35.79 
d 

16.5 14.2 
1-2.3 

5.29 

21.1 17.9 \.-3. 2 10.24 
S = 5.98, t = s:P= 0.448 

677 187.95 . d 

t = 4.60)0.448; POR LO TANTO SE ACEPTA H . 
0.005,4 o 

EN ESTE CASO SE MANEJA LA ESTADISTICA d CON DISTRIBUCION t DE 

STUDENT. 

EJEMPLO 

CON EL FIN DE VERIFICAR SI DOS MATERIALES _PARA FABRICAR SUELA 

DE ZAPATO SE DISE~O UN EXPERIMENTO CON AGRUPAMIENTO POR BLO-

QUES Y ALEATORIZACION. EL AGRUPAMIENTO SE HIZO AL USAR EL ZA-

' PATO DEL PIE IZQUIERDO CON UN MATERIAL Y EL DEL DERECHO CON 

EL OTRO¡ LA ALEATORIZACION SE HIZO AL ASIGNAR AL AZAR CUAL MA-

TERIAL ESTARIA EN EL IZQUIERDO Y CUAL EN EL DERECHO, PARA CADA 

1 . 



NI~O QUE USARlA LOS ZAPATOS DE PRUEBA. 

LAS DURACIÓNES. DE LOS ZAPATOS, EN' MESES" FUERON: 

NI~O MATERIAL A MATERIAL B DIFERENCIA = d 

1 13.2 (I) 14.0 (DJ • 0.8 .. 
2 8.2 (I) 8.8 (D) 0.6 

3 10.9 (D) 11.2 (I) 0.3 

4 14.3 (I) 14.2 (D) -o .. 1 

5 10.7 (D) 11.8 (I) 1.1 

6 6.6 (I) 6.4 (D) -0.2 

7 9.5 (I) 9,8 (D) 0.3 

8 10.8 ( I) 11.3 (D) 0.5 

9 8.8 (D) 9.3 (I) 0.5 

10 13.3 (I) 13.6 (D) 0.3 
4.1 

1-a = 0.99 ~O:pd=O; H1:pd;oiO; 

d = 4.1/10 = 0.41, S~= d
2 

-d
2 

= 
3Í~J -0.41

2 
= 01.1349 

sd = 0.367, 

28 

d2! 

0.64 

o. 36 . 

0.09 

0.01 

l. 21 

0.04 

0.09 

0.25 

o. 25. 

0.09 
l. 0·3' 

POR LO TANTO SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE DURACION 

DE LAS SUELAS HECHAS CON :AMBOS MATERIALES, CON UN 99% DE NIVEL 

DE CONFIANZA. 
·,·, 

RESUMEN 

l. LOS EXPERIMENTOS DEBEN SER COMPARABLES Y REPRODUCIBLES. 

CUANDO SE CONPARAN TRATAMIENTOS DEBE PROCURARSE QUE LOS 

' 

1 
1 

J 
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EXPERIMENTOS PARA CADA UN .CORRAN EN PARALELO. 

¡'. ~. 11:. -
"' ~' 

2. DEBE HABER REPLICAS DE CADA TRATAMIENTO. LAS VARIACIONES 

ENTRE LOS RESULTADOS DEBE PERMITIR ESTIMAR LOS "ERRORES" 

DEBIDOS AL AZAR 

3. SIEMPRE QUE SEA POSIBLE SE DEBEN AGRUPAR LOS RESULTADOS EN 

BLOQUES PARA REDUCIR EL ERROR, AL HOMOGENIZAR LOS RESULTA

DOS DE CADA REPLICA. 

' 
1 

1 ,. 
' 

1 

1 
' 

[ 
. : 

' 

r i 
' 
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4. EXPERIMENTOS PARA COMPARAR k TRATAMIENTOS 

CON FRECUENCIA ES NECESARIO VERIFICAR SI MAS.DE DOS "TRATAMIEN 

TOS" CONDUCEN A RESULTADOS CON VALORES HEDIOS IGUALES. PARA 

HACER ESTO SE DISE~A UN EXPERIMENTO EN EL QUE LOS ESPECIMENES 

(EL MATERIAL EXPERIMENTAL) SE ASIGNAN AL AZAR A CADA TRATAMIEN 

TO. 

SI LAS MEDIAS POBU\CIONALES DE LOS TRATAMIENTOS SON nA' nB' nC' 

ETC., INTERESA PROBAR LA HIPOTESIS NULA DE QUE nA= n = n ••• , B e 
EN CONTRA DE LA HIPOTESIS ALTERNATIVA DE QUE NO TODAS LA ME-

DIAS SON IGUALES. ESTA PRUEBA SE REALIZA MEDIANTE LA TECNI-

CA ESTADISTICA CONOC;IDA COHO ANALISIS DE VARIANCIA. 

SUPONGAMOS, POR EJEMPLO, QUE SE TRATA DE VERIFICAR SI CUATRO 

MEDICINAS DIFERENTES CONDUCEN A TIEMPOS IGUALES DE COAGULA-

CION DE LA SANGRE DE LOS PACIENTES. PARA ESTO SE OBTIENE UNA 

MUESTRA ALEATORIA DE 24 INDIVIDUOS, A LOS CUALES SE LES ASIG

NAN AL AZAR' LAS CUATRO MEDICINAS, SE LES APLICA EL TRATAMIEN-

TO DURANTE .EL TIEMPO PRESTABLECIDO Y SE LES SACA UNA MUESTRA 

DE SANGRE A CADA UNO PARA MEDIR LOS TIEMPOS INDIVIDUALES DE 

COAGULACION. EL NUMERO DE ESPECHIENES (INDIVIDUOS) NO NECESI 

TA SER EL MISMO PARA CADA TRAT~~IENTO. 

SUPONGAMOS AHORA QUE LAS MUESTRAS DE TIEMPOS DE COAGULACION 

ASOCIADOS A CADA UNO DE LOS CUATRO TRATAMIENTOS SON LOS PRE-

SENTADOS EN LA SIGUIENTE TABLA: 
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' ,. MEDICINA ; . ¿~. ~; 

7•; 

A B e D 

62 seg 63 seg 68 seg 56 seg 

60 67 66 62 

63 ·71 71 60 

59 64 67 61 

65 68 63 

66 68 64 

63 

59 

PROMEDIOS 61 66 68 61 

PROMEDIO GLOBAL: 64 seg 

EL ANALISIS ·DE VARIANCIA, EN ESTE CASO, SERVIRlA PARA DISCRI-

MINAR SI LA VARIABILIDAD DE LOS RESULTADOS QUE SE TIENEN ENTRE 

LOS DIVERSOS TRATAMIENTOS ES IGUAL A LA QUE SE TIENE DENTRO DE 

CADA TRATAMIENTO Y, POR LO TANTO, PODER AFIRMAR QUE ESTA SE 

DEBE AL AZAR Y NO A DIFERENCIAS REALES ENTRE LOS RESULTADOS 

DE LOS TRATAMIENTOS. 

EL ANALISIS DE VARIANCIA PARTE DE LA CONSIDERACION DE QUE 

CADA RESULTADO EXPERIMENTAL ES CONSECUENCIA DE LOS EFECTOS DE 

BIDOS A FACTORES O VARIABLES ALEATORIAS QUE SE SUJETAN A CON-

TROL, Y DE OTRAS QUE NO SE CONTROLAN; A ESTAS ULTIMAS SE LES 

LLAMA VARIABLES RESIDUALES, Y A SUS EFECTOS SE LES DENOMINA 

.¡ 
'· ·¡ 

~· 

! 

i 
1 
' ,. 
1 

1 

i 
1' 1 

' 
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' 

EFECTOS RESIDUALE~ O ERROR. A MAYOR NUMERO DE VARIABLES BAJO 

CONTROL, CORRESPONDE UN MENOR EFEC~ RESIDUAL. 

BAJO ESTA PREMISA, EL ANALISIS DE VARIANCIA SE FUNDAMENTA EN 

LAS SIGUIENTES HIPOTESIS: 

l. EL VALOR MEDIO DE CADA VARIABLE RESIDUAL ES CERO. 

2. LAS VARIABLES RESIDUALES SON INDEPENDIENTES •. 

3. LAS VARIABLES RESIDUALES TIENEN IGUAL VARIANCIA. 

4. LAS VARIABLES RESIDUALES TIENEN DISTRIBUCION NORMAL. 

DE ESTAS HIPOTESIS LA QUE REQUIERE MA~OR ANALISIS, EN CUANTO 

A SU VERIFICACION, ES LA NUMERO 3. SI ESTA HIPOTESIS NO SE 

CU1.fi'LE, SE RECOMIENDA OBTENER l.fUESTRAS IGUALES PARA CADA TRA

TAMIENTO, YA QUE EN•ESE CASO EL EFEC~ DE LA DIFERENCIA DE VA 

RIANCIAS NO ES IMPORTANTE. 

FACTORES. EN TERMINO S GENERALES, LLAMAREMOS FACTORES A LAS 

CUALIDADES O PROPIEDADES DE ACUERDO A LAS CUALES SE HACE LA 

CLASIFICACION DE LOS DATOS. POR EJEMPLO, SI UN PRODUCTO SE 
' 

ELABORA CON DIFERENTES TIPOS DE MAQUINAS Y VARIOS OPERARIOS 

DURANTE LOS DIVERSOS DIAS, ENTONCES SE PUEDEN CONSIDERAR EN 

EL ANALISIS AL MENOS TRES FACTORES: MAQUINA, OPERARIO Y DIA. . . 

CADA UNO DE ESTOS FACTORES TENDRA SUS PROPIOS NIVELES; POR 
1 

EJEMPLO, ~BRA LAS MAQUINAS A, BY C (3 NIVELES), LOS OPERA

RIOS JUAN Y JORGE (2 NIVELES) Y LOS DIAS DE LUNES A VIERNES 

( 5 NIVELES) • 
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C'íl~\kiFICACION EN UNA DIRECCION 

SE TIENE UNA CLASIFICACION.EN UNA DIRECCION CUANDO SE COMPA-

RAN LOS RESULTADOS EN TERMINOS DE LOS DIVERSOS NIVELES QUE TIE-

NE UN SOLO FACTOR. EN EL CASO DEL EJEMPLO DE LAS MEDICINAS 

DESCRITO ANTERIORMENTE, EL FACTOR UNICO ES MEDICINA Y TIENE 

CUATRO NIVELES; SE TRATA DE COMPARAR LO_S RESULTADOS DE LA VA-

RIABLE "TIEMPOS DE COAGULACION" QUE SE OBTIENEN CON CADA UNO 

DE LOS NIVELES, TRATAMIENTOS O GRUPOS. 

LA FORMULACION DEL MODELO PUEDE TENER DOS VARIEDADES: 

l. LOS NIVELES O TRATAMIENTOS SON FIJOS Y SE TOMAN TODOS EN 

EL EXPERIMENTO. A ESTE MODELO SE LE DENOI.UNA DE NIVELES 

FIJOS, PARAMETRICO O MODELO I. 

2. LOS NIVELES QUE SE INCLUYEN EN EL EXPERIMENTO SON SOLO AL-

GUNOS DE LOS POSIBLES, Y SE SELECCIONAN AL AZAR; EN ESTE 

CASO EL FACTOR·ES EN SI UNA VARIABLE ALEATORIA. A ESTE MO 

DELO SE LE DENOMINA DE NIVELES ALEATORIOS O MODELO II. 

SEA Xti EL i-ESIMO RESULTADO DE APLICAR EL TRATAMIENTO t, 

t = 1, 2, ... , k; i = 1, 2, ••. , nt. 

CADA RESULTADO ESTARA COMPUESTO DE UN TERMINO QUE REPRESENTA 

EL EFECTO DEL TRÁTAMIENTO RESPECTIVO, Y OTRO TERMINO QUE ES 

EL EFECTO RESIDUAL O ERROR. 

SI DENOTAMOS CON Zti A DICHO EFECTO RESIDUAL, LAS HIPOTESIS 

i 
' 

r 

1' 

1 
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1 A 4 ANTERIORES SERIAN EN ESTE'CASO: 

l) E (Zti l = O PARA TODO t E i 

2) LAS Zt. . l. 
SON MUTUAMENTE INDEPENDIENTES 

3) o2 (Zti) = o 2 PARA TODO t E i 

4) LAS Zti TIENEN DISTRIBUCION NORMAL 

EN EL CASO DE QUE SE TUVIERAN FACTORES FIJOS, EL MODELO I CON~ 

SISTE EN DESCm!PONER CADA OBSERVACION EN DOS TERMINOS: UNO DE~ 

BIDO AL TRATAMIENTO, ~t' Y .EL OTRO DEBIDO AL AZAR O RESIDUAL, 

Zti' ES DECIR 

POR CONVENIENCIA, REPRESENTEMOS A (t EN LA FORMA 

DONDE t ES EL EFECTO MEDIO DE TODOS LOS TRATAMIENTOS Y yt ES 

LA DESVIACION RESPECTO A ( QUE TIENE EL TRATAMIENTO t. AL 

HACER ESTO TENDREMOS k+1 TERMINOS, (, y1 , y 2 , ••• , yk' PARA RE 

PRESENTAR A LOS k PARAMETROS, t 1 , t 2 , ••• (k' POR LO QUE SE LE 

DEBE IMPONER ALGUNA CONDICION A LAS Yti DICHA CONDICION SERA 

QUE 

1 

= o (A) 

1 

1 

• 1 
1 

1 ' 
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LO,::CUAL SIGNIFICA QUE LA MEDilt f; ES UN PROMEDIO PESADO DE LAS 
• : . r . ~ ·; • , ; .• 

f;t' ES DECIR 

k k 
f; = E ntf;t/N¡ N = E nt 

t=1 t=1 

EN EL CASO DE LOS NIVELES ALEATORIOS EL MODELO II SERIA 

EN DONDE LAS Ut SON VARIABLES ALEATORIAS MUTUAMENTE INDEPEN-

. DIENTES CON 14EDIA CERO Y VARIANCIA a6, CON DISTRIBUCION NORMAL 

E INDEPENDIENTES DE LA Zti' 

MODELO PARAMETRICO 

SI LOS NIVELES O TRATAMIENTOS SON FIJOS, E~ MODELO I O PARAME

TRICO SERA 

(1) 

EL PROMEDIO ARITMETICO DE LOS DATOS DE CADA GRUPO O TRATAMIEN 

TO SERA 

nt 

¡; xt./nt, 
i=1 ~ 

SUSTITUYENDO LA EC (1) EN LA EC (2): 

t=1,2, ••• ,k ( 2) 

(3) 

1 

1 

' :· 

1 
i 
1 
¡. 
·' 

1 

l 
f 
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DONDE 
~ ' ¡ ' 

( 4) 

LA MEDIA GLOBAL DE LAS OBSERVACIONES ES 

k 
- = ¡; nx /N 
X. • t=l t t. 

(5) 

SUSTITUYENDO LA EC (3)_ EN LA (51 Y CONSIDERANDO LA CONDICION 

(A) : 

X • • 
= ~ + z .. (6) 

k 
DONDE z •• = ¡; ntzt. /N, PUESTO QUE 

t=l 

k 
¡; ntyt = o-

t=l 

EL PROBLEMA QUE NOS OCUPA ES .EL PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE 

Y1 = Y2 = ••• = yk =O; ES NATURAL, POR LO TANTO, QUE CAL

CULEMOS LAS DIFERENCIAS DEL PROMEDIO DE CADA TRATAMIENTO 

MENOS EL PROMEDIO GLOBAL 

CUYA ESPERANZA ES PRECISAMENTE y • 
. . t. 

PARA CADA GRUP01, LA VARIANCIA DE LAS OBSERVACIONES SE OBTIE 

NE EN TERMINOS DE LAS DIFERENCIAS 

1 

1 

1 

1 
rl 

1 
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AHORA, SUMANDO Y RESTANDO X t. a Xti - X •• OBTENEMOS 

LA SUMA TOTAL DE LOS CUADRADOS DE ESTAS DIFERENCIAS PARA 

TODA LA MUESTRA SERA 

k nt k nt k nt 

/ ¡2 ¡; ¡; (Xti - X = ¡; ¡; ex t. - X + ¡; • ¡; (Xti 
t=l i=l t=l i=l .. t=l l.=l 

k nt 
+ t I: 2 ex t.- x •• ) (X ti - xt. l 

t=l i=l 

k 
) 2 

k nt 

= ¡; nt cxt. - X + .I: ¡; (Xt. 
t=l t=l i=l l. 

(lO) 

YA QUE LA SUMATORIA DEL DOBLE PRODUCTO VALE CERO PORQUE 

nt 

t cxti- xt.l =o. 
i=l 

pE ESTA MANERA SE TIENE QUE: 

-

- xt. 

x ¡2 
t. 

(SUMA TOTAL DE CUADRADOS) = (SUMA DE CUADRADOS ENTRE GRUPOS) 

+ [SUMA DE CUADRADOS DENTRO DE GRUPOS) 

1 

·TOMANDO EN CUENTA LA EC (7), LA ESPERANZA DE LA SUMA DE LOS 

CUADRADOS ENTRE GRUPOS ES 

)2 

! 
1 

1 

1 
! 

1 

1 
! 

. 1 

, 
t , 

1 
1 

1 
'[ 

l. 
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\ 

k 
E{ E nt(yt +· zt - z 

t=1 ., 

( 11) 

YA QUE 

z ) } = o . . 

. EN VIRTUD DE LA HIPOTESIS 1 DE QUE E(Zti = o) • 

ADEMA S 

k 
E{ E nt(zt. - z 

t=1 

k 
- 2 E nt z z } 

t=1 t. . . 

k 
PUESTO QUE E nt 

t=1 

k 
E{ czt. E nt - z 

t=1 

) 2} 
k _2 k -2 

= E{ E nt zt. + E ntz .• 
t=1 t=1 

k -2 -2 -
=E{ E ntzt.+ Nz •• - 2! .. (NZ 

t=1 
) } 

-
zt. 

) 2} 

= NZ· 

k 
-2 NZ

2 ' = E{ E nt zt. } = 
t=1 

k a2 a2 2 2 2 
= E n.• - - N -N = ka - a = (k-1) a 

t=1. t nt 

(12) 

PUESTO QUE E(Zt.l = E(Z ) = O, DEBIDO A QUE E(Zt.) =0. 
• • l. 

2 
AQUI a ES LA VARIANCIA DEL ERROR O RESIDUAL. 

SUSTITUYENDO LA EC (12) EN LA EC (11) LA SUMA DE LOS 

1 
1 
1 

i· 

1 
1 
' 

1 
¡ 

l. 
1 

1 
. 1 

' 
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CUADRADOS ENTRE GRUPOS QUEDA'EN LA FORMA 

k k 2 2 
! nt(Xt. -X )2 = ! nt Yt + (k- 1)o 

t=1 
( 13) 

t=l •• 

POR SU PARTE! LA ESPERANZA DE LA SUMA DE CUADRADOS DENTRO 

DE 

E{ 

GRUPOS, TOMANDO 

k nt 
! ! 

t=1 i=1 
(X ti 

k 
= ¡; 

t=1 

nt 
E{ ! 

i=1 

- X 

EN CUENTA LA EC 

) 2} 
k· nt 

= E{ ! ! 
t. t=1 i=1 

8, ES 

(Zti - z ) 2} = t. 

2 
= (N-k)o 

Í14) 

DIVIDIENDO LAS SUMAS DE LOS CUADRADOS DADAS EN LAS ECS 

(13) y (14), ENTRE LOS GRADOS DE LIBERTAD (k'-1) y (N-k), 

RESPECTIVAMENTE, RESULTAN LOS VALORES MEDIOS .CUADRATICOS·. 

ENTRE y DENTRO DE LOS GRUPOS DADOS POR LOS TERMINOS 

k 2 
! nt Yt 2 t=1 2 

k-1 + o y o , RESPECTIVAMENTE'• 

BAJO LA HIPOTESIS NULA DE QUE TODAS LAS yt S0N CERO, EL 

VALOR MEDIO CUADRATICO ENTRE GRUPOS VALE o 2
, YA QUE EN TA·L 

k 2 
CASO E nt yt/(k-1) = O. 

t=1 

DE ESTA MANE~, BAJO LA 'HIPOTESIS NULA, LOS VALORES 

MEDIOS CUADRATICOS DENTRO Y ENTRE GRUPOS SON EST.IMADORES; 

. 2 
INSESGADOS DE LA VARIANCIA DEL ERROR O RESIDUAL,. o ... 

POR LO TANTO, PARA PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE y 1 = y2 . = • ".=Y'~tf'O',, 

,, 
\' 
' ,. 

!: 
t 

•' ~ 

1 

¡· 

! 
i 
' ' 
1· 
¡· 
r; 
' ' ¡· ¡r: 

l 
t 
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BASTA PROBAR LA. HIPOTESIS DE QUE LOS VALORES MEDIOS CUA-

DRATICOS DENTRO Y ENTRE GRUPOS SON IGUALES, LO CUAL SE 

PUEDE HACER MEDIANTE UNA PRUEBA F, AL TO~~R EN CUENTA LA 

HIPOTESIS 4, DE QUE LOS ERRORES TIENEN DISTRIBUCION NOR

MAL. LA ESTADISTICA FES,· ENTONCES 

F = VALOR MEDIO CUADRATICO ENTRE GRUPOS · MSB 
VALOR MEDIO CUADRATICO DENTRO DE GRUPOS = MSW--

"' 
QUE TIENE DISTRIBUCION F CON k-1 Y N-k GRADOS DE LIBERTAD,, 

EJEMPLO 

EN EL EJEMPLO DE LAS MEDICINAS DESCRITO ANTERIORMENTE, SE 
' ·-

TIENE UN CASO DE UN SOLO FACTOR· CON 4 NIVELES. LA SuMA DE CUA 

ORADOS ENTRE GRUPOS ES 
.. 

k 
1: nt<xt:- se?--~ 4(6i=64J' 2 -+ 6<66:.:64) 2 ·+ '6(68~64> 2 + 

t=1 

.. · +- 8 (61-64) 2 = 228 . 

' LA sm~ DE CUADRADOS DENTRO DE G)WPOS ES 

[(62-61) 2 + (60-61) 2 + (63-61) 2 + (59-61) 2 ] + [(63-66) 2 + ... ') . . -. . . ,. -,~ . ' . . . . . 

-W7-66) 2 + P1-
1

6Gi 2 +. (G4-~G6} 2 ~ (65-66i 2 + (66-66) 2j + 
" 

( (68-68) 
2 + (66-68) 2 + (71-68X 2 + (67-68) 2 + (68-68) 2 + (68-68) 2)+ 

--:;. [<56.:.61¡ 2 + (62-.61> 2 + <6o-61l 2 + (61-61¡ 2 + (63-61> 2 + (64-61> 2 + 

_J(63-:-61) 2 +. (5?-61) 2 ] = u + 40 + 14 + 48 = 112 

. 'EN TAL CASO: HO: E (MSB) =E (MSW); H1 : E (MSB) >E (MSW); 1-a=0.05 

F 228/3 ' 76 = 13.6 > F 0 • 95 , = 3.10 
= 112/20 = 5.6 3 • 20 

1 
~· 
1 

1 
' 
'·· i 

[ 
1 

j 
r 

1 i 



41 

POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS NULA DE IGUALDAD DE TIEM

POS DE COAGULACION PARA LAS CUATRO MEDICINAS, A UN 95% DE NI

VEL DE CONFIANZA. 

FORMULAS SIMPLIFICADAS PARA EL ANALISIS DE VARIANCIA EN UNA 

DIRECCION 

SUMA TOTAL DE CUADRADOS = SST 

2 -2 
SST = HXt. - NX, .•.. 

ti ~ 

= EE(Xt. -X ~ 2 ti ~- ·• •. 

SUMA DE CUADRADOS ENTRE TRATAMIENTOS = SSB = E(X - x2 
) 

.. t t. • •· 

2 
( EXt.) . ~ 

SSB = ¿ ...::~~-
t nt · 

2 
(HXt.) 
ti ~ 

N 

SUMA DE CUADRADOS DENTRO DE GRUPOS SSW = SST - SSB 

2 
(EXti) 

. 2 i 
SSW = EEXt. - ¿ -=--- = SST - SSB 

ti ~ nt 

EL RESUMEN DEL ANALISIS DE VARIANCIA SE PUEDE HACER EN LA SI

GUIENTE TABLA 

FUENTES DE SS g. DE l. VARIABILIDAD MS F 

TRATA!IIENTOS 
SSB k-1 SSB MSB USB 

(ENTRE GRUPOS) k-1 = usw 1 

ERROR ssw N-k ssw 
(DENTRO DE GRUPOS) N-k = MSW 

TOTALES SST N-1 

¡ 
1 

! 
•: 

1 

1 ,, 

1 
1 
: 
' 1 

' ¡ 
' 

r ,. 
1 
~ r: 

" ' 
! 
1 
l~ 

1 
t 
f .. 
¡ 

.! 
!. 
'· ¡. 
' '· .¡ 

!· 
1 
t ¡ 

r 
l ,¡ 
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EJEMPLO 
•' ~ ' 

CON EL FIN DE VERIFICAR SI ClER~O ~!PO DE LESlON CEREBRAL AFEC 

TA LA CAPACIDAD DE APRENDIZAJE, SI ESTA APARECE EN EL LADO IZ

QUIERDO, DERECHO O EN AMBOS, SE DISEflO UN EXPERIMENTO CONSlS-

TENTE EN OCASIONAR DICHO TIPO DE LESION A UNAS MUESTRAS ALEA

TORIAS DE RATAS Y TOHAR COMO COMPARACION A OTRO GRUPO DE RATAS 

SIN DICHO TIPO DE LESION (GRUPO DE CONTROL, I). 

LOS INTENTOS DE APRENDIZAJE DE CIERTA RUTINA SE PRESENTAN EN 

LA SIGUIENTE TABLA. 

GRUPOS 

I. II III IV 

20 24 20 27 
18 22 22 35 
26 25 30 18 
19 25 27 24 
26 20 22 28 
24 21 24 32 
26 34 28 16 

18 21 18 
32 23 25 
23 25 
22 18 

30 
32 

TOTALES 159 266 322 223 970, X = 970/40 = 24.25 ... 
nt 7 11 13 9 N = 40 

xt• 22. 71 24.18 24.77 24.78 

' Yt -l. 54 -0.07 0.52 0.53 

l 
t 
' 

! 
1 

¡ 

' 1 

1· 
1 
' 

¡ 

l 
1 

f 
1 
1 

' 1 

1 

1 

' ' ' 1 
1 
1 

¡ 
l 
1 

1 1 

! 
' 
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2 2 2 2 2 . . -2 2 
HX .=20 +18 + ••• + 18 +25 =24,_424¡NX.,=40(24,25) =23,522,5 
ti t~ 

SST = 24, 

2 
< ~xti l 

424 - 23, 522.5 = 901,5 

l: ~ 
t nt 

159 2 266 2 322 2 223 2 
= -7--- + -rr- + -rr- + --9-- = 23, 545.1 

SSB = 23, 545.1 - 23, 522.5 = 22.6 

SSlv = SST- SSB = 901.5- 22.6 = 878.9 

FUENTE DE 
VARIABILIDAD 

ENTRE GRUPOS 

DENTRO DE GRUPOS 

TOTALES 

SS 

SSB = 22.6 

SSW = 878.9 

SST = 901.5 

g. DE l. 

3 

36 

39 

MS 

22.6 - 7 5 
3 - • 

878.9 
36 = 24.4 

F = 2~:¡ < F0.95,3,36 = 2 • 8 

F 

7.5 
24.4 

POR LO TANTO SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE EL NUMERO MEDIO DE 

INTENTOS PARA APRENDER CIERTA RUTINA ES IGUAL EN LOS CUATRO 

TRATAMIENTOS O GRUPOS, CON UN 95% DE NIVEL DE CONFIANZA. 

ESTINACION DE LOS EFECTOS 

O SEA QUE Xt. - X •. ES UN ESTINADOR'PUNTUAL INSESGADO DE LA 

NAGNITUD DE LOS EFECTOS. 

i 
i 
1 

1 
1· 
:• 
¡ 

1. 
1 

' ¡: 

! 
1 
1 
¡ 

i ,· 

1' 
1 
' 

¡· 
(. 
" 

·1 
' 1 
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TOTALES: 
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LOS SIGUIENTES DATOS SE OBTUVIERON IE UN EXPERIMENTO Cm1PLE-

TAMENTE ALEATORIZADO PARA COMPARAR LAS PROPIEDADES REFLECTI 

VAS DE CUATRO TIPOS DE PINTURA. LOS RESULTADOS FUERON OBTE 

NIDOS MEDIANTE UN INSTRUMENTO OPTICO SIENDO LOS SIGUIENTES: 

PINTURA #1 PINTURA #2 PINTURA #3 PINTURA #4 

195 45 230 110 

150 40 115 55 
1, 

205 195 235 120 

120 65 225 50 

160 145 80 

195 

TOTALES 
nt 5 6 4 5 N = 20 

114.167 201.25 83.0 X =136.75 X 166 
' t. 

Ext·. 830 685 . 805 415 2735 

. 1 

PROCEDIMIENTOS ORIGINALES Y SIMPLIFICADOS). l 
a) ELABORAR LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANCIA (MEDIANTE LOS 

' 
1 

X- 195+150+205+120+160 
L "' 1 5 =: 166; 

r x = 45+40+195+65+145+195 = 114 • 167 i 
2.' 6 

230+115+235+225 
x3. = = 201. 25 ; x

4
• = llo+55+~2o+50+8o = 83 • 0 

1 

1 

1 ¡ 
;[ 
' 
1 



X . . = .=1~6~6 ....:x~5~·~+~1:..=1~4-=-• .=1~6.:...7....:x~6~+:__;2~0:=1..:.· ·..::2.::..5-'x~4.:.......+=+'....:5~x~8:.:.3 = 
20 

SUMA DE CUADRADOS ENTRE GRUPOS: 

45 

136.75 

SSB = ~ nt(Xt -X >2 = 5(166-136.75) 2 +6(114.167-136.75) 2 

t=1 • 

+ 4 (2 o l. 2 5 - 13 6 • 7 5) 2 .+ 5 ( 8 3 - 13 6. 7 5) 2 

= 5 X 855.56 + 6:x 509.99 + 4 X 4160.25 + 5 X 2889.06 

= 4277.81 + 3059.95 + 16641 + 14445.31 = 38424.08 

SUMA DE CUADRADOS DENTRO DE GRUPOS: 

ssw = 
k nt 
¡; ¡; (Xt. - X ) 2 

1 t. 
t=1 i=1 

1 .. 
' 

i 
. !; 

1 
i 
i· 
1 
1 ' 
t 
'1 
~ . 
i 

. \ 

L 
' i 

1 
i 
\' 

L 

= [(195 -166) 2 + (150- 166)2 + (205 -166)2 + (120- 166)2 + (160- 166>2 1 ¡ 

'' 
~~ 

+ (C45 - 114 .167)2 + (40- 114 .167)2 + (195- 114 .167)2 + (65 - 114 .167)2 . 

+ (145- 114 .167)2 + (195- 114 .167)2) + [(230- 201. 25)2 + 

+ (115- 201.25)2 + (235- 201.25)2 + (225- 201.25)2] + I<llO- 83)2 

+ (55- 83)2 + (120- 83)2 + (50- 83)2 + (80- 83)2 J 

= 4770 + 26720.833 + 9968.75 + -3980 

ssw = 45439.583 ' 

• 
CON ESTOS DATOS PODEMOS FORMULAR LA TABLA DE ANALISIS DE VA 

RIANCIA COMO SIGUE: 

1· 
1 
! 
1 

1 
¡ 
¡· 
!. 
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FUENTES DE SS GRADQ~ DE MS F 
VARIABILIDAD LIBERTAD 

.. 
IJTIPOS DE PINT-1 MSB = SSB¡{k-1) " . MSB 

F = MSW . 
TIPOS DE PINTURA SSB = 38424.08 =K- 1 .;. 38424.08 
(ENTRE GRUPOS) = 4 -1 .= 3 3 = 4.51 

= 12808.03 

ERRAR IIELEM. DE LA M • MSW = SSW/(N-k) 
(DENTRO DE GRUPOS) ssw = 45439. 583 -#TIPOS DE PINT. = 45439.583 

N -K = 20-4 = 16 16 
=2839.974 

TOTALES 
SST = SSB + SSW 

= 83863.66 

EL VALOR DE F TEORICO PARA UN NIVEL DE CONFIANZA DEL 95% ES: 

F = 3.24 0.95,3,16 

CONCLUSION: 
• ~ 

DADO QUE F 0 . 95 , 3 , 16 < F (3.24 <4.51), ENTONCES F CAE EN 

LA REGION DEL RECHAZO, POR LO CUAL NOSE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE 

LOS VALORES MEDIOS DE LAS REFLECTANCIAS DE LOS 4 TIPOS DE PINTURA 

ES IGUAL EN TODOS LOS TIPOS DE PINTURA, CON UN NIVEL DE CONFIANZA 

DEL 95%. 

CALCULO DE LAS SUMAS DE CUADRADOS POR EL METOÓO SIMPLIFICADO 

(195 + 150 + 205 + 120 + 160)
2 

+ 
S 

(45 + 40 + 195 + 65 + 145 + 195) 2 + (230 + 115 + 235 + 225) 2 + 
6 4 

+ (110 +55+ 120 + 50+ 80)
2 

_ 20 X 136.752 
S 

1 

.. 

f. 

1 
¡ 

1 
1 

r 

1 
: 

1 
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SSB = 830
2 

685
2 

aos
2 

415
2 

136,752 5 + -6- + ~ + -5- - 20 X 

= 412435.42 - 374011.25 = 38424.17 

SST 
2 NX 2 = ¡; ¡; xti 

·t i . . 

= 1952 + 150 2 + 205 2 + . . . + 45 2 + 40 2 + ... + 

+ 230 2 + 1152 + ... + so:? + 80 2 

20 X 136.752 

SST = 457875 - 374011.25 = 83863.75 

SST = SSB + SSW =) . SSW = SST - SSB = 83863.75 - 38424.17 

ssw = 45439.58 

i 
i 
! 

1 

! 
i 
1 

t 
¡"J. 
¡ 

-t 
r 
•·: 
{.'. 
'' 
' ' 

¡· 
1 
1 

! 
¡, 
,· 

¡. 
r 
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MEDIDA DE ASOCIACION ENTRE EL FACTOR Y LA VARIABLE 

UNA ME~IDA DESCRIPTIVA DEL GRADO DE ASOCIACION O CORRELA

CION QUE EXISTE ENTRE LA VARIABLE DEPENDIENTE Y EL FACTOR 

(O VARIABLE INDEPENDIENTE), ES 

2 = SSB _ SST - SSW 
11 SST - SST 

(20) 

QUE CORRESPONDE A LA PROPORCION DE LA SUMA DE CUADRADOS 

QUE SE EXPLICA POR LA RELACION ENTRE AMBAS VARIABLES. 

SE OBSERVA QUE 11
2 

VALE UNO CUANDO TODA LA VARIACION SE EX 

PLICA POR LA RELACION, ES DECIR, QUE SE TIENE UNA RELACION 

PERFECTA, Y VALE CERO CUANDO SSB = O, O SEA, CUANDO NO HAY 

NINGUNA RELACION. 

MODELO DE NIVELES ALEATORIOS 

ES EL ANALISIS DE VARIANCIA CON UN SOLO FACTOR EN EL QUE 

LOS NIVELES DEL MISMO NO OUBREN TODOS LOS VALORES POSIBLES 

DE ESTE, SINO SOLO ALGUNOS DE ELLOS, CADA OBSERVACION QUEDA 

EN LA FORMA 

( 21) 

EN ESTE CASO, LA ESPERANZA DE LA SUMA DE CUADRADOS DENTRO 

DE GRUPOS ES 1IGUAL QUE EN EL ·.MODELO FACTORIAL, ES DECIR, 

(N - k) a2
• 

POR SU PARTE LA SUMA DE CUADRADOS ENTRE GRUPOS ES: 

1 
1. 

1 
1 

1 ,, 



49 

(22) 

DONDE 

AL ELEVAR AL CUADRADO EL BINOMIO DE LA EC (22) Y OBTENER 

LA ESPERANZA CORRESPONDIENTE APARECERA_EL TERMINO 

DEBIDO A QUE SE CONSIDERO LA HIPOTESIS DE QUE LAS U Y LAS Z 

SON VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES. 

LOS OTROS DOS TERMINOS SON: 

E [ I: nt (Zt. - z 
t 

y 

E [ I: 
t 

nt (Ut - Ü) 2] 

PUESTO QUE 

SE TIENE QUE 

) 2] = (k 

= E [ ¡; nt 
t 

z 
= o u 

2 
- 1) o (23) 

u2 
t - NÜ

2
) (24) 

y E ,;-;2. l - ou2 ( /N) 2 ,.., _ I: nt 
t 

(25) 

POR LO TANTO, LA ESPERANZA DE LA SUMA DE CUADRADOS ENTRE 

GRUPOS ES 

2 
• E(SSB)= (k-1)o 

2 
+ o { I: nt -

u t 

2 
= (k-1) o 

2 1 2 
+ o { N-Ñ I: nt l 

u t 

( 2 6) 

'· 

,. 

¡ 

1 

l· 
1· 

1 ( ¡ 
¡, 
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DIVIDIENDO ENTRE LOS GRADOS DE LIBERTAD RESPECTIVOS SE OB-

TIENEN 

2 
E(MSWJ= ·o 

2 
E (MSB)= o 

(27) 

2 
PUESTO QUE EL COEFICIENTE DE o ES POSITIVO, UNA DIFERENCIA 

u 
2 

EXCESIVA DE MSB SOBRE l.fSW PUEDE DEBERSE A QUE ou NO ES CERO, 

ESTO ES, A UNA VARIACION REAL ENTRE LOS GRUPOS O TRATAMIEN-

TOS. 

2 
BAJO LA HIPOTESIS NULA DE QUE ou=O,TANTO MSB COMO MSW SON ES 

2 
TIMADORES INSESGADOS DE o , POR LO QUE LA PRUEBA DE HIPOTE-

SIS SE REALIZA CON LA ESTADISTICA F 

F = MSB/MSW (29) 

CON DISTRIBUCION F CON k-1 Y N-k GRADOS DE LIBERTAD. · 

EN. EL CASO PARTICULAR. DE QUE TODAS LAS MUESTRAS DE LOS TRÁ 

TAMIENTOS SEAN DE IGUAL T~O, ES DECIR, SI nt = n, ENTON

CES LA EC (28) SE REDUCE A 

MSB = o 

1 

2 2 
+ no u (30) 

2 
UNA ESTIMACION PUNTUAL DE ou SE PUEDE OBTENER SI A LA ÉC (2B) 

SE LE RESTA, MIEMBRO A MIEMBRO, LA EC (27) Y DEL RESULTADÓ SE 

DESPEJA A o~; EN TAL CASO 
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= 
(MSB - MSW) (k - 1) 

N - (31) 

EN EL CASO EN QUE TODAS LAS nt SEAN IGUALES, LA ESTIMACION 

•2 
DE ou' EMPLEANDO LAS ECS (30) y (28), SERA 

EJE~IPLO 

•2 
o = (MSB- MSW)/n 

u 
(32) 

SE TIENE UN PROBLEMA DE APLICACION DE UN TEST PSICOLOGICO EN 

. EL QUE SE TRATA DE VERIFICAR SI SE OBTIENEN LOS MISMOS RESUL 

.. TADOS AL SER APLICADO POR DIFERENTES PERSONAS. · PARA ESTO SE 

DISENO UN EXPERIMENTO CONSISTENTE EN SELECCIONAR AL AZAR A 5 

PERSONAS, QUIENES APLICARON" EL TEST A 8 SUJETOS ASIGNADOS AL 

AZAR A CADA UNA. LAS CALIFICACIONES QUE OBTUVIERON SE PRE-

SÉNTAN EN LA SIGUIENTE TABLA 

EXPERIMENTADOR 

1 2 3 4 S 

5.8 6.0 6.3 6.4 5.7 

5.1 6.1 5.5 6.4 5.9 

5.7 6.6 5.7 6.5 6.5 

5.9 6.5 6.0 6.1 6.3 

5.6 5.9 6.1 6.6 6.2 

5.4 5.9 6.2 5.9 6.4 

5.3 6.4 5.8 6.7 6.0 
1 

5.2 6.3 5.6 6.0 6.3 

:1.J. ~~ - :~.: 
0 

.. ,,\,,•,,:¡,¡ "¡. w• t: ', J 
l:l:Xti=·24·o:8·'····--·"···· ){ ''i 

t i 

1· 
1 

!· 

., 

J 
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EN LA SIGUIENTE TABLA SE RESUMEN LOS RESULTADOS DEL ANALISia 

DE VARIANCI~ REALIZADO CON ESTOS DATOS: 

Fuente SS g. de l. MS E(MS) F 

•2 •2 
Entre experimentadores 3.47 4 o. 868 . So +o u 

10.72 

Dentro de experimentado- A 2 
res 2.85 35 0.081 o 

Total 6.32 39 

F 0 • 99 , 4 , 35 = 4.12 e 10\72 

POR LO TANTO SE RECHAZA LA HIPOTESIS' DE IGUALDAD DE RESULTADOS 

A UN 99% DE NIVEL DE ·CONFIANZA. 

LA ESTIMACION DE LA VARIANCIA ENTRE EXPERIMENTADORES VALE, DE 

ACUERDO CON LA EC (32): 

0.868 - 0.081 = 0~098 
8 

LA ESTIMACION DE LA VARIANCIA TOTAL ES 

.... 2 "2 .... 2 
ax = ou + a = 0.098 +. 0.081 = 0.179 

LA ESTIMACION DE LA PROPORCION DE LA VARIANCIA'EXPLICADA· POR 
' 

LAS DIFERENCIAS gNTRE LOS EXPERIMENTADORES RESULTA SER 

.... 2 "'2 
au !ax = 0.098/0.179 ., 0.55 
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5. COMPARACIONES MULTIPLES 

COMPARACION DE DOS MEDIAS 

1 

CON LOS RESULTADOS DEL ANALISIS DE VARIANCIA.SE PUEDEN DE 

TERMINAR INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE DOS 

MEDIAS CUALESQUIERA DE LA SIGUIENTE MANERA. 

- -SEAN LAS MEDIAS DE LOS GRUPOS i Y j, X. Y X. ; LA DIFEREN 
~. J. 

CIA X. -X. ES UNA ESTADISTICA CON VARIANCIA 
J.. J· 

2 2 2 
a (1/ni- 1/nj), EN DONDE a SE ESTIMA CON MSW =S • EN 

TAL CASO, EL INTERVALO.DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE 

LAS MEDIAS PRESELECCIONADAS ES 

+ (t - v, xi - x. 
• J • 

+ 1 
n. 

J 

(33) 

DONDE v = vR ES EL NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD ASOCIADO 

CON s2
, Y a ES EL NIVEL DE SIGNIFICANCIA DEL INTERVALO (vR=N-k) •. 

EJEMPLO 

PARA EL PROBLEMA ANALIZADO ANTERIORMENTE DE LOS TIEMPOS DE 

COAGULACION DE LA SANGRE ASOCIADOS A DIFERENTES MEDICINAS, 

CALCULEMOS EL INTERVALO DE CONFIANZA DE LA DIFERENCIA DE 
1 

LAS MEDIAS DE LOS TRATAMIENTOS A Y B. 

PARA ESTE PROBLEMA SE OBTUVO: 

xA. = 61 X = 66 n ~4 1 B. '· A 1 

·, 

1 

' 
1 

1 1 
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s 2 = 5.6, ~ = 20. 

POR LO TANTO XB. - XA. = 66 - 61 = 5 Y {t_20,0.0 2 S) = 2.09 

EL INTERVALO DE CONFIANZA RESULTA SER 

5 + 2.09 ~ /~ + ~ = 5 + 3.2 = {1.8,8.2) 

COMPARACION DE PARES DE MEDIAS 

SI SE DESEA COMPARAR LAS DIFERENCIAS DE LAS MEDIAS DE k TRA-

TAMIENTOS, SE TENDRAN k{k-1)/2 PAREJAS DIFERENTES DE COM

PARACIONES POR HACER. EN CASO DE QUE SE TENGAN MUESTRAS 

DE IGUAL T~O PARA CADA TRATAMIENTO, LA SIGUIENTE FORMU 

LA DEBIDA A TUKEY PARA CALCULAR LOS INTERVALOS DE CONFIAN 

ZA ES EXACTA; EN CASO CONTRARIO SERA SOLO APROXIMADA: 

X _X. + qk,v,a/2S·j1·+·.!. 
i. · J. - 12 . ni nJ 

{34) 

DONDE qk, v, a/2, ES EL 

v GRADOS DE LIBERTAD. 

RANGO STUDENTIZADO PARA k MEDIAS Y 

LOS VALORES DEL RANGO STUDENTIZADO 

SE HAN TABULADO EN ALGUNAS PUBLICACIONES, TALES COMO: 

PEARSON, E.S. Y HARTLEY, H.O., "BIOMETlÜKA TABLES FOR 

STATISTICIANS", ·TABLA 29, VOL. 1, 3a. ED., 1966, CAHBRIDGE 

UNIV. PRESS. 
1 1' 

EJEMPLO 

SUPONGfu~OS QUE EN UN EXPERIMENTO CON 7 TRATAMIENTOS SE OB 

1 ¡; 
i 
i 
l 

' ' 
¡ 
1 
f 
j 
' i 
' ;-; 
1 
1 

r 1' . 

1 

!' 

1 
i' 



Table 11 Percenlage poinu of lhe sludenllzed range 

t a numbt'r, of trtolmtnl mranJ 

EmN 
di a 2 3 · 4 S 6 7 8 9 10 11 

S ,OS 3.64 4.60 S.22 5.67 6.03 6.33 6.58. 6.SO 6.99 7.17 
.01 s.1o 6.98 1.so 8.42 8.91 9.n 9.67 9.97 10.24 10.48 

6 .OS 3.46 4.H 4.90 5.30 5.63 S.90. 6.12 6.32 6.49 6.6S 
.01 s.24 6.33 7.03 7.56 7.97 8.32 8:61 8.87 9.10 9.30 

7 .os 3.34 4.16 4.68 5.06 S.36 5.61 5.82 6.00 6.16 6.30 
.01 4,95 S.92 6.54 7.01 7.37 7.68 7.94 8.17 8.37 8.55 

8 .os 3.26 4.04 4.53 4.89 5.17 5.40 5.60 S.77 5.92 6.05 
.01 4.75 5.64 6.20 6.62 6.96 7.24 7.47 7.68 7.86 8.03 

9 .OS 3.20 3.95 4.41 4.76 5.02 5.24 5.43 5.59 S.74 S.87 
.01 4.60 S.43 S.96 6.3S 6.66 6.91 7.13 7.33 7.49 7.65 

10 .os 3.15 3.88 4.33 4.6S 4.91 S.12 S.30 S.46 5.60 5.72 
.01 4.48 5.27 5.77 6.14 6.43 6.67 6.87 7.0S 7.21 7.36 

11 .os 3.11 3.82 4.26 4.S7 4.8i S.03 5.30 S.3S S.49 S.61 
.01 4.39 5.15 S.62 S.97 6.2S 6.48 6.67 6.84 6.99 7.13 

12 .OS 3.08 3.77 4.20 4.52 4.7S 4.95 5.12 5.27 S.39 S.S1 
.01 4.32 s.os s.so S.84 6.10 6.32 6.S1 6.67 6.81 6.94 

13 .os 3.06 3.73 4.15 4.45 4.69 4.88 s.os 5.19 S.32 5.43 
.01 4.26 4.96 S.40 S.73 5.98 6.19 6.37 6.S3 6.67 6.79 

14 .os 3.03 3.70 4.11 4.41 4,64 4.83 4.99 5.13 S.2S 5.36 
.• 01 4.21 4.S9 S.32 S.63 5.88 6.0S 6.26 6.41 6.S4 6.66 

1S .os 3.01 3.67 4.08 4.37 4.59 4..78 4.94 S.08 S.20 5.31 
·.01 4.17 4.84 S.2S S.S6 S.80 S.99 6.16 6.31 6.44 6.SS 

16 .OS 3.00 3.6S 4.0S 4.33 4.S6 4.74 4.90 S.03 S.1S S.26 
.01 4.13 4;79 S.19 S.49 S.72 S.92 6.08 6.22 6.35 6.46 

17 .os 2.98 3.63 4.02 4.30 4.S2 4.70 4.86 4.99 5.11 S.21 
.01 4.10 4.74 S.14 S.43 5.66 S.8S 6.01 6.15 6.27 6.38 

18 .os 2.97 3.61 4.00 4.28 4.49 4.67 4.82 4.96 S.07 S.17 
.01 4.07 4.70 5.09 S.38 S.60 S.79 5.94 6.08 6.20 6.31 

19 .os 2.96 3.S9 3.98 4.2S 4.47 4.6S 4.79 4.92 S.04 5.14 
.01 4.05 4.67 5.05 S.33 S.5S 5.73 5.89 6.02 6.14 6.2S 

20 .OS 2.95 3.58 3.96 4.23 4.45 4.62 4.77 4.90 5.01 5.11 
.01 4.02 4.64 S.02 S.29 5.51 5.69 S.84 S.91 6.09 6.19 

24 .os 2.92 3.S3 3.90 4.17 4.37 4.5A 4.68 4.81 3.92 S.01 
.01 3.96 4.SS 4.91 S.17 S.37 5.S4 S.69 S.81 ' 5.92 6.02 

'30 .os 2.89 3.49 3.85 4.10 4.30 4.46 4.60 4.72 4.82 4.92 
.01 3.89 4.45 4.80 5.05 S.24 5.40 5.54 5.65 S.76 5.85 

40 .os 2.86 3.44 3.79 4.04 4.23 4.39 4.52 4.63 4.73 4.82 
.01 3.82 4.37 4.70 4.93 S.11 5.26 5.39 5.50 S.60 5.69 

60 .os 2.83 3.40 3.74 3.98 4.16 4.31 4.44 '4.5S 4.65 4.73 
.01 3. 76 4.28 4.59 4.82 4.99 5.13 5.25 5.36 S.45 5.53 

120 .os 1.60 3.36 3.68 3.92 4.10 4.24 4.36 4.47 4.56 4.64 
.01 3.70 4.20 4.50 4.71. 4.87 5.01 5.12 5.21 5.30 5.37 

- .os 2. 77 3.31 3.63 3.66 4.03 4.17 4.29 4.39 4.47 4.55 
.01 3.64 4.12 4,40 4.60 4.16 4.88 4.99 5.08 5.16 5.23 

ll'lil U bit h Jbrid¡td from T .&bit 29 i" Bioffttttillo hbltJ 10' JlotiJtkifJ'tJ 0 

Vol. 1. 1d td. t.;rw Yorll: (.lmb"dlt', 195!. ldolrd b~ E.S. Pu~'On •nd 
H.O. H11tlc". Ru11oduud ••lh lhc .. ind pcrm•u1on of thr editor\ o~nd Uw • 
u-.outu of B~Utillo. 
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Table11 (continu~d) 

1 a numNr of lrtDtnwnt tMDM 
Enw 

11 13 14 15 16 17 18 19 10 o df 

7.32 1.41 7.60 1.12 7.83 7.93 8.03 8.12 8.'21 .os 5 
10.70 10.!9 11.08.11.24 11.40 11.SS 11.6S 11.81 11.93 .01 

6.79 6.92 7.03 7.14 7.24 7.34 7.43 7.S1 7.S9 .os 6 
.9.4! 9.6S 9.81 9.9S 10.08 10.21 10.32 10.43 10.54 .01 

; 6.43 6.5S 6.66 6.76 6.85 6.94 7.02 7.10 7.17 .os 7 

1 8.71 6.86 9.00 9.12 9.24 9.3S 9.46 9.55 9.6S .01 

' 6.18 6.29 6.39 6.48 6.S7 6.6S· 6.73 6.80 6.87 .os 8 

' 8.18 8.31 8.44 8.66 8.8S 8.94 9.03 .01 , 8.SS 8.76 

i S.98 6.09 6.19 6.28 6.36 6.44 6.S1 6.58 6.64 .os 9 

·, 1.i8 i.91 !.03 8.13 8.23 8.33 8.41 8.49 8.57 .01 

~ S.83 5.93 6.03 6.11 6.19 6.27 6.34 6.40 6.47 .os 10 

1 7.49 7.60 7.71 7.81 7.91 7.99 8.08 8.1S 8.23 .01 

' S.71 S.81 S.90 S.98., 6.06 6.13 6.20 6.27 6.33 .os 11 
1 

¡ 
17.25 7.36 7.46 7.56 7.65 7.73 7.81 · 7.8S 7.95. .01 

' 5.61 5.71 S.80 S.88 S.9S 6.02 6.09 6.1S 6.21 .os .12 ,. 
l 7.06 7.17 1.26 7.36 7.44 7.S2 7.S9 7.66 7.73 .01 
¡ S. 53 S.63 S.71 S.19 5.86 S.93 S.9Q 6.0S 6.11 .05 13 

~ 6.90 7.01 7.1 !> 7.19 7.27 7.3S 7.42' 7.48 7.SS .01 

S.46 S. SS 5.64 .5.71 S.79 5.85 S.91 5.97 6.03 .os 14 

6.77 6.87 6.96 7.0S 7.13 7.20 7.27 7.33 7.39 .01 

S.40 5.49 5.57 5.65 5.72 5.18 S.8S 5.90 S.96 .os 15 
6.66 6.76 6.84 6.93 7.00 7.07 7.14 7.20. 7.26 .01 

·• S.35 s . .;4 S.S2 S.59 5.66 5.73 5.79 5.84 S.90 .os 16 
·¡ 6.56 6.66 6.74 6.82 6,90 6.97 7.03 7.09 7.1S .01 
' i ·S.31 S.39 S.41 5.S4 S.61 S.67 S.i3 S.79 S.84 .os .n 
.j 6.48 6.S7 6.66 6.73 6.81 6.87 6.94 7.00 7.0S .01 
¡ S.27 S.35 S.43 s.so S.S7 S.63 S.69 S.74 S.79 .os 18 
1 6.41 6.50 6.S8 6.6S 6.73 6.79 6.8S 6.91 6.97 .01 
l S.23 S.31 S.39 S.46 S.53 S.S9 S.6S S.70 S.1S .os 19 
' • 6.34 6A3 6.S1 6.S8 6.65 6.72 6.78 6.84 6.89 .01 

! S.20 5.~8 S.36 S.43 S.49 S.55 S.61 S.66· S.71 .os 10 

' 6.28 6.37 6.4S 6.52 6.59 6.6S 6.71 6.77 6.82 .01 ! 

' S.10 S.l8 S.2S S.32 S.38 S.44 5.49 s.ss S.S9 .os 24 
• 6.11 6.19 6.26 6.33 6.39 6.4S 6.S1 6.S6 6.61 .01 ' ' s.oo S.08 S.15 S.21 S.27 S.33 S.38 S.43 S.47 .os 30 i. 

S.9J 6.01 6.08 6.14 6.20 6.26 6.31 6.36 6.41 .01 
4.90 4.9S 5.0-l 5.11 S.16 5.22 S.27 S.31 S.36 .os 40 

• S.76. S'~ J. S.90 6.02 6.21 j 5.96 6.07 6.11 6.16 .01 

·' 4.81 4.SS 4.94 s.oo S.06 S.l1 S.15 5.10 5.24 .os 60 
S.60 S.67 S.13 S.18 S.84 5.89 5.93 5.91 6.01 .01 
4.71 .c.';S 4.84 4.90 4.95 s.oo S.Q.l s.09 5.13 .os 110 
5.4-1 s.so S.S6 S.61 S.66 S.71 S.7S S.79 S.83 .01 
4.62 4.6S 4.74 4.80 4.8S 4.S9 4.93 4.97 S.OI .os -
S.29 S.35¡5.40 5.45 S.49 S.S4 5.57 5.61 5.65 .01 

• 

='~,-----·-... ---------·------·-... --------
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TUVIERON LOS SIGUIENTES RESULTADOS DEL ANALISIS DE VARIAN 

CIA CORRESPONDIENTE: 

TRATAMIENTOS 

A B e D E F G 

X. 
~. 

63 62 67 65 65 70 60 

MSW = s 2 = 9.0, k = 7, n. = n = 4, v = 28-7 = 21. PARA 
~ 

a = 0.05, SE OBTIENE DE LA TABLA DE LOS RANGOS STUDENTIZA 

DOS (q 7 , 2l, O. O 2 S) / /2 = 3. 2 6. 

CON ESTOS VALORES LOS MARGENES QUE DEFINEN LOS LIMITES DE 

CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE LAS MEDIAS DE CUALQUIER 

PAR DE TRATAMIENTOS SON: 

.!. ) 
n. = + 3.26x3/<i + ¡)· = + 6.91 

J.' 

DE ESTA MANERA CUALQUIER DIFERENCIA DE PROMEDIOS QUE EN 

VALOR ABSOLUTO EXCEDA DE 6;91 PUEDE CONSIDERARSE ESTADISTI 

CAMENTE SIGNIFICATIVA AL 95% DE NIVEL DE CONFIANZA. TODAS 

LAS DIFERENCIAS POSIBLES (7 x 6/2 = 21) SE ENCUENTRAN EN LA 

SIGUIENTE TABLA, Y SE HAN ENMARCADO LAS QUE RESULTARON SIG 

NIFICATIVAS. 

TRATAHIENTO A B e D E F G 

PROMEDIO, 63 62 67 65 65 70 60 

X. -X. * 1 -4 -2 -2 8J 3 
~. J. 

* -5 -3 -3 BJ 2 

* 2 2 3 [TI 
* o -5 5 

* -5 5 

* IIQ] 

l; ., 

l 

1 
' 
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EN ESTA TABLA SE OBSERVA QUE LAS PAREJAS CUYAS MEDIAS TUVIE 

RON DIFERENCIAS SIGNIFICATIVAS SON: A Y F, B Y F, C Y G, Y 

. F Y G. 

METODO DE DUNNETT PARA COMPARACION DE VARIOS 

TRATAMIENTOS CON UNO ESTANDAR 

SI SE DESEA COMPARAR LAS MEDIAS DE VARIOS TRATAMIENTOS CON 

LA DE UN TRATAMIENTO ESTANDAR, A, SE TIENEN QUE HACER k-1 

COMPARACIONES POR PARES. LOS INTERVALOS DE CONFIANZA DE 

LAS DIFERENCIAS RESULTAN SER 

(t l 
·k,v•a/2 

(35) 

EN DONDE t ES LA t DE DUNNE'l.'T* •. 
k, v, a/2 - . 

SI EN EL EJEMPLO ANTERIOR EL TRATAMIENTO A ES EL ESTANDAR, 

ENTONCES t = 2.80, Y EL MARGEN DE LOS INTERVA-:7,21,0.025 

LOS RESULTA SER 

+ 5.94 

POR LO TANTO,· :CUALQUIER DIFERENCIA DE PROMEDIOS QUE SEA 

SUPERIOR A 5.94 RESULTA SIGNIFICATIVAMENTE DIFERENTE CON 

a = 0.05. 

* DUNNETT, C.l'l., "NEW TABLES FOR MULTIPLE COMPARISONS WITH 

A CONTROL" , BI011ETRICS, VOL 20, P 4i82. 

' 
i 
.~ 
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TRATAMIENTO A (a:Nl'IDL) B- e D E F G 

P~MEDIO 63 62 67 65 65 70 60 
- - -4 . r=Il 3 XA - XL * 1 -2 .-2 

COMO RECOMENDACION, CUANDO SE USE UN TRATAMIENTO O GRUPO 

DE CONTROL, SE DEBE PROCURAR QUE EL TAMA90 DE LA MUESTRA 

DE ESTE SEA /k VECES MAYOR QUE EL DE LOS DEMAS. 

_,' 
•; : .. 

1 

' 1 
l. 
1' 

1 
; 

f ,. 
1 

¡· 

l' 
1 
1 

' 1 
¡. 

•' .., 1 

! 
f f 



o 
'L> 

' 1 
'JOI!f1J ~IIIJlUW 'n;,uun(l '¡\\ ·~ 'JCI\iln• :JIIIjf) 

""!"!wJ~ "~'!..._. '(~C61) 1 t 11-9601 •os: •·.,,y 'IPI,\" • ..,.., ·r .,'to,,un, • '1'!.--. uu.)u,,~)"' t"J~.,~, 
Ju~.n·dwo> JOJ ,,npJ:xud un•!athuo.:J =»tcl!'l"wv,. utnJJ p:~mP"uri~J '! J¡•tr.• '!'1 t. lll:t•nos 

Rt 
~~·z 

tt't 
on 
r.n 
~n 

on 
Oó'Z 

6n 
!16'Z 

~n 
.IO't 
Bt'r. 
tO't 
IRt 
!i<.rt 
~o·c 
lit 
c.n·c 
tl't 
r.G't 
~•·e 

r.r•c 
·Grt 
~n·~ 

r.z·c 
en 
tl't 
Zr.t 
ZL't 

en 
Bl't 

tn 
!WC 

~n 
~n 

Oó't 
lrJt 

tr. ~ 
911'[ 

tn 
.... en 6 •.• 

zn IL'Z 

on 
9L't 

Rr.-t 
IQ't 

~•·e 
~ll't 

~n 
lb'Z 
tn 

·%'t 

en 
tO't 
~n 
to't 

1111 t 
so·e 
f.O'[ 
1111'[ 

IIIJ't 
ort 
cr.·c 
tl't 

. r.n 
ti'C 

!IO't 
lt't 

~··· Rt 
,n lt't 

Rl-'t 
Gt'e 

tn 
Ut't 
IR'• 
!IH 

r.n 
9t'e 

1!1'~ 
Oll't 

9t'9 
·!Jt'" 

1 1 1 1 1 ----• -.... --·-1 ...... 
ll't 
Ln 

nn 
~n ... , zn 

lt'e 
!JIJ'l 

lll't ; r.n 1 
tn 1 

Gn 
1 i:'r. 

nn 
!lfi'l 

1

66' 1 

n·e 
IL't 

en 
!IL't 

IH 
IH't 
Ot;'t 
!IY't 

on 
lfi'7. 

LH 
!11!'7. 

nn 
tn 
tn 
GG't 

LL't 
IO't 
lll't 
11ft 

911'e 
LU't 

r.r.·c 
lll't 
ltfi'C 
trr. 
OO't 

• Ul't 
nn 
ll't 
lf.'t 
1n 
111'1-
Gt't 
O('t 
1n 
In·~ 
!~I'C 

n·~ 
1111'[ 

91'9 
ti:'t> 

R7.'t 
un 
!lr.·e 
~L'1. 

~l't 
Gn 
r.n 
rn 
f'i::·c 
t ~1' t. 

. Lt'l 
nn·e 
1n 
H't 
~n 

lt't 
nn 

ur.·r. ~~ un 
1-o·r. 
ct't 1 

o.·-= tFt 
ll'e 
r.n 

t n i un 
r.n , zn 

Ll't 
on 

iTt 
Hl't 

l!l't 
Coll' r. 
t !I'C 
IIG'Z 

tn 
w· t 
PL'C 
t li. ~ 

I·L't 
!lft'l. 

r.n 
Wt 

1 
111'& 

. llft 
u;·r. 
!NJ'C 

r.r.·r. 
un: 
(;11' t 
~rt 

1n 
17-'r. 

tn 
h7.'C 

~t-'t 
!IL't 

r.r,·r. 
1 111' t 

t;lj't 
lii'Z 
Ht;· e 
11rr. 
7.'1't 

1 ~~rr. t;!t'f. 
1111'7. 

1 

nn 
UG'l 

~L't 
l:fi'7. 

urr. 
!lli'T. 

GO'r. 
ll(J'C 

flli'f. 
'4U r. 
lll'lo 
ll't 
1·7.'1-
111'1: 

u~· t 
11vr. 1 
tn·t 

1n: 1 

l·t't 
ur.·r. 
1n 
11-'t 

111:·~ 

1 
Re 
t~·~ 

1 9Q't 

1 
' 1 l 

1n 
U!l'f. 

r.n 
UH'e 

M'e 
9!1'~ 

r.t't 
w·r. 
~f·'t 
r.¡·~ 

ntr. 
~L'l 

I
IH 
c;rr. 
c;rr. 
LL'l 
(ír,'( 

GL't 
t ~)'[ 
11/'l 

l·l't 
en 
lf.'e 
t~·r. 

l:r.·r. 
u•;·r. 
•;t:'t 
li'i'~ 

1 

llf.'t 
1!1'7. 

1 t'r. 
f.!J'7. 

~.-r. 
l·n 
Wt 
t!f~ 

r.•rr. ! 1 ~·r. 
nrr. 1 r.n 
!IL't 
mrr. 
¡;rrc 
u.·r. 
c;ti'r. 
. tr.·~ 
(;1'1· 
ure 
Ll.'t 
tl't 
lt;'l
l·r.'r. 

1111'1-
ln 
11-'c; 
!J!I't 

1n 
T.L'l 

n~rr. 
!IL'r. 
IIL'r. 
lll'i: 
(lfj'[ 

!111'7. 
!I(J'I· 
lló'7. 

ur.·~ 
11rr. 
0!1'1-
III'C 

' r.tr'i 

1 irr. 
tt'r. 
or.·r. 
tn 
~r.·~ 
fj1.'t 

IO'f. 
zn 
tO't 
~f.'t 

r.rr. 
nr.-t 
~ rr. 
r.n 
Ll't 
01-'t 

r.rr. 
wr. 
7.7.'r. 
r.~·l 

~l'r. 
H't 

fi7.'f. 
!l 1-' r. 
r.r.-r. 
111"7. 

r.r.-r. 
flt;'Z 

~Fr. 
r.r;·r. 
t:r,·r. 
t 1i'l. 
s:!J't 
1!1'7. 

tt'r. 
tn 
~;li' r. 
I,;L'h 

r.n 
!111'7. 
(!1'1· 
eo·r. 

l.!J' t. 
IIG'l 

!l!l' r. 
011'7. 

IIL'7. 
w·r. 
~n 
l·o·r. 
on·r. 
~o·r. 

~n·r. 
GU'~ 

!111' l. 
1~1'~ 

mrr. 
()J't 
Otó' r. 
11'7. 

i:ti'T. 
7.1'(. 

Sfi'7. 
e 1'7. 
Oli'l. 
t-1'1. 

10'1: 
. !11'7. 

J •.an: 
Ul'7. 

WIO> 

GG' 
W Otl 
Gli' 
~G' 09 

f.(j' 

~6' 

Gli' 
~6' 

Gro· 
~G' 

(oG' 
~ti' 

r.t,· 
w 
lifi' 
S ti' 

(jfi' 
¡;r¡· 

tili' 
¡W 

l. r.ci' 
~ti' 

Cifi' 

1 
\ló' 

(.ci' 
'ili' 

(jtj' 

~li' 

Ot 

oc 

tt 

Ot 

61 

01 

ti 

!11 

~· 
ti 

ti 

ti 

ll'r. 11 r.r.· 
ur.·r. ~·;· 11 
L 1'1: 
1:1.' i. 

•;~·r. 
!17.'7. 

!Jf.'f: 
u:·r., 
flt;'f. 
!ll:·r. 

lt'r. 
~1·'7. 

r.cn 
Ln 

(j(j' 
e;¡¡· 

66' 
'iti' 

.titi' 
t;lj' 

(ili' 
•;ci' 

01 

6 

B 

L 
1 (j(j' 

1 ~6'19 1 Citi' . 

--6 -T·~--r--~--c 9 __ I_ ~--e~ 
l r.t'C 

L :tJ~.;..·:·. 
1 W S 

1 ,, /P 
fUIUr'll Ru!pnp·u '111~.1111 lll.t1111•.1JI J'' ut¡mnu -1/ JnJJ'] 

• ~ ;'-'~ 1
9 

~.-.m~V.'t ~~¡~ P.;~';F "~;::11Ur. .. l •v. '•~, \I•'IJHllt .1'!p 1' . . .. . ,-. . ' ,.. -
UO!U!\UJ~ lfl!.\\ '("$G1)Jlt l""!)t';!)J 'O~ ¡'S'IfJ' 'JiJi$ 'OI;t• •j' ~:~••.A]~:/'I:J 7 l)!!·'~ 1l'\J.ii.l4tl'.;lJ~ I"'J.•t.• 
l'li!Jl'tJwo.:l JOJ :t.tUit;JJUJ UQil!Jt:\hUn.:> .J!lf!li'lu.; \ •,. Utn;J 'jl.:t; '·J''"~;¡,/.~.1 1! ·'!'P~1 il'i,;, : •l. U! ~"'\ 

oo·c 
lt"t --·--·-....... .....__ ...... __ 
OO't 
~t'r. 

LG'~ 
.un 

f.O't 
1n 

~n 
tn 
&G't 
tn 

fD't 
Gn 
t6'Z 
zn 

lO' o 
tt'l 
GO'i: 
9t't 

l.CZ 
~l't 

r.n 
Bl't 

·¡ .nn ¡' :;~·r.·· 
!lll't 

1 
;:G·¡ 

rt·; 
·~·1 

C<>' 
t;(i' 

"' 

7.P't 
Rfo'L 
• lll't 
1n 
ti:'t 
l~'t 

lr.'t 
tn 
nr.-c 
O!l'r. 
OI·'C 
1n 
r.t'C 
ln 
n·c 
1!1'(: 

111-'C 
~!1'~ 

tn 
t!l'r. 
!lt;'r. 
fi!J'i: 

l!t'C 
1n 

no· e 
lt'~ 

ti'C 
H't 
li:'t 
nn 
LT.'t 
en 
lt't 
!l'i't 
~r.'C 
tn 
RC't 
nn 
lt't 
1
.,. •• 
11 1• 

H'r. 
1 !1' r. 
tt'r. 
t.!I'Z: 
1 t;•r. 
t !f;: 

!l>'t 
!•!l't 

tO't 
Gt'l 
01'[ 
¡:q 

~l't 
~t'i. 

;:r,·r. 
un 
lit: e· 
IS'r. 
lt't 
•n . r.r.-r. 
[t;'t. 

!lf.'r. 
H'T. 

GI:'C 
!15't 
r...-c 
LS'l 
~···e 
li·r.·· ••• 
1n 
1!1'~ 

OO't 
H't 
~o·c 
tt't 
ll't 
on 
!l't 
tt't 

rn 
~t'7. • 
H'C'·I 
tl'l 
LT.'r. 1 
111-'i. 1 
llf.'r. ·, 
Cil-' t 

' n:·r. j ·1 o~·¡; 

1 

i 
! 

!IC't 
¡c;·z: 

01-'C 
l:~·t 

lt't 
~n 

16'~ 
Di:'L 

GG'~ 
lf.'t 

~o·e 
rn 
ll't 
!lr.-7. 

tl'C 
lól:'r. 

RI'E 
Ot-'1: 
1 ;.·r. 
..... r.;:·r. 
;:¡.-¡ 

!ti:'t: 
r.n 
Gi:'r. 
H'l. 
if.'f, 
!11-'i. 

Ll:'t 
111-'l. 

tn'l 
1 i:'t 
lG'(. 
en 
LG'i: 
s;:·r. 
nrr. 
u;:·¡: 

mrr. 
m:·;. 
Ol't 
lt'7. 
j.l'[ 
;,,;·¡: 

l·rr. 
1:~·¡; 

Ll'f. 
tri: 1 

Ol.'r. 
!lf.'i. 
r¡:·r 
u;·;: 

t7.'C 
(ir.·¡: 

1 r.n . O!l'i: 
UO't ! rG'I 

OL't 
m·c: 
nrr. 
r.n 
tlfr. 

~"' rr.·~ 
Ll't: 
t6'7. 
c;n 
fifi. r. 
un 
urr. 
1n 
r.n·c 
¡:;:·r. 
~n·~ 

r.n 
1111'[ 
,.;:·¡: 

ll'r. 
¡;;:·¡: 

t;I'C 
a:;: 

t!l'i: 
~G'I 

sn 
LG'I 

r.n: 
6ló' 1 

l!'i: 
ur~ 

111'~ 
tcrr. 
nrz 
J.O'io 
lll'i: 
IIJ ¡: 

!lli'Z 
~ti'C: 

IJII'i: 
~'tfl 

u.·;: 
!11'7. 

lti'i. 
1ft)'¡: 

lti';: 
(,¡)'¡: 

!~·e l!rr. !l~·r.¡ un wr. 1 u·e 1 r.rr. urr. 
IL'T. Gn 1n un un 1 

••·• 
1 

~><:t 1n. 
H't G~·c r.n !In nn , nn rn !1(\'e 
tn r.n L!l'T. 1 un rn 1 w¡: 1 1n r....: 
nrr. nn 1 n : 1 n !•n: 1 H'e ll:'f. 1 rr. 
111 e; !'l't: 1 ucr. 1 t!rc: !'~·;: 1 n·r. u:·;: ~r¡: 
11ó'1: r.~rr. 1 ;.wc · ~n ~n 1 ~n nn r.n 
!lll'i: 1 urr. 1 ~n 1 un. on. 1 or.·;. , tn un 
mn i r.o·~ 1 %'r. 1 nn·r. r.n l' tn i In l r.;.·r. ¡:,¡·;: 1 tll';: ltrt. u·;: !l~r;: s'i·z n·¡: ¡:¡:·;: 

111:·~ i r.¡;·~ 1 ~n ten !lfi't : nrr. !l:rr. 1 r.n 
llr~ 1 ~ti·r. 1 mrt w·¡; 1 rn . i.!l'i: 111'7. ! tn 
lin 1n r.n en 1n • to·t no·c 1· wr. 

,f.'T. lór.' 
~1~1' 1 1 ';ti' 
Gt'T. 
L9'1 1 

r,r,· 
\ti' 

1 
1 (Ji' 

tli:J 

IY.I 
r.n 
u~r 1 1 ~e;· 1 Ot 
!'lt''l. (.ti' 1 

nn ¡ \f.' 1 c1c 
(it';: rtli· ¡ 

":~ 1 ~~: 1 I'C· 
H •· 1 r•• 1 Í 7.CI , ~h· o;: 

1 
·~·¡: . (Ji' t 

rn 1 w 1 r.1 
H'i. 
rn 
tn t('( 

n~·r. 
H'l 
o•r¡: 
~n 

;.~r¡: 

!1!'1 

'i!t'i: 
Ll'l 
11'1' ¡: 
IIL'l 
7t'i. 
1111' 1 

!'! ·;: 
111'1 

i.lfi: 
rtl'l 

Oti'C: 
!JU 1 

Ull'f, 
ftlfl 

11'[ 
1 (j '1 

(,(,' 1 . 
11;· 1 111 

! r.r.· 1 
1 \1;' ti 
• fol'j' 

1 w· ! !H 

1 
(,tj' 

\h' 

lA' 
l,li' 

,,;· 
\ti' 

r.~· 
\ti' 

l
. r •• ;· \li' 

1 ,,,¡· 
\•i' 

hli' 
\ti' 

(Ji' 
¡;,¡· 

•;1 

11 

fl 

i.l 

11 

01 

r. 

11 

' 
~ i.n 1 LO't 1 OO't l.G't j tll't 1 IL'Z ~n 1 1n: 

ur~ : IG't ~D't en on en 1n ' oG't · tn 
. nn 1 tn ,.., uo·c 1 IIG't ! ~o·¡: on l ~n 1 r.crt 

(,(j' 

\'h' 

(oli' 

\li' 

(.ti' 

~: ~ ... J ·-\~;;:;}-:;~: :-.. ~~:.~ .. ~~~~~.:.·}~~~.-.. ~ ¡~·j . I. ; .. ! .. ,-¡ ~frr .. -
~ti' 't 

66' ~ J pun ~6' a ,/ JO I"·'!~!JPO~ ~JII.II'!JIIIl~ '"!"! u JOJ IOJIUOJ e puu 66' "',¡ pon ~6' =,¡JO '"'P!IJ-10~ JJII>p!JUOJ IU!O! u,' 
lllw>· · · •uUI¡n.HI e/ u.u"~''l "1"'!""'"'"" f"'P!"Il"l JOJ 1 JO ·'1'1".1. U6'\' ' .. · !olltt.Hu l"·'"'l"·'ll el u.».\\1·'4 51IOS!AI'dlllo) I"'I'!"JUU JOJ 1 JO ·'1•. 

?JJUOJ ft ('11ft 
... V f.'\' ~1•1n 1 

! 



1 

61 

·.EJEMPLO 

PARA EL PROBLEMA DE LOS TIEI-IPOS DE. COAGULACION aJN DIVERSAS 

HEDICINAS , TRATADO EN CLASE
1 

HACER, CONSIDERANDO UNICAMENTE 

LOS DATOS DE LOS TRATAMIENTOS A Y B, .LA SIGUIENTE PRUEBA DE 

HIPOTESIS PARA LAS MEDIAS: ~A - ~B = 0; ~A i ~B. ESTIMAR, EN 

LAS MISMAS CONDICIONES, EL INTERVALO DE CONFIANZA DE LA DIFE-

RENCIA DE HEDIAS. 

DATOS: 

PROHEDIOS 

VARIANZAS 
IN SESGADAS 

TRATAMIENTOS 
A B C.' D 

62 63 
60 67 
63 71 
59 64 ·' 

244 65 
ci6 

396 

. 6i 66 

.... 
!Ó8 

66 
71 
67 
68 
68 

68 

56 
62 
60 
61 PROMEDIO GLOBAL = 64 seg. 
63 
64 
63 
59 

61 
_¡_· --------

'2.5 6.67 2.33 6 

a) INTERVALO DE CONFIANZA 

SI SE C'-lNSIDERAN SOLAI1ENTE LOS DATOS DE LOS TRATAMIENTOS A Y 
/ 

B, r.,r.· ECUACION PARA OBTENER EL INTERVALO DE CONFIANZA SERA: 

. ·' - - )1 1 1 

X. -X. +t. j' 2s-- +--
~ J-V•a n. n. 

~ J 

2 . 
DONDE S ES LA VARIANCIA OBTENIDA DEL ANALISIS DE VARIANCIA 

DE LOS TRATAMIENTOS A Y B, EXCLUSIVN1ENTE. 
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UTILIZANDO LAS FORMULAS SIMPLIFICADAS PARA EL ANALISIS DE VA-

RIANCIA : . ' · 

SST 2 
= l:l: Xt , - NX 

ti ~ 

CON N= 10, X = (61)0.4+66(0.6)=64,Y NX2 =10(64) 2 =40,960 

POR OTRA PARTE: 

2 
l:l: xt. 
ti ~ 

ENTONCES, SUSTITUYENDO: 

SST = I:I:X~-- NX = 41,070- 40,960 = 110 
ti ~ .. 

LA SUMA DE CUADRADOS ENTRE TRATAMIENTOS VALE: 
2 

(I:Xti) 

NX2 SSB = I: i 

t nt 

HACIENDO OPERACIONES 

POR TANTO 

I: XA, = 62+60+6 3+59 = 244 . ~ . ~ . 

1 

~ XBi = 63+67+71+64+65+66 = 396 
~ 
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SUSTITUYENDO EN LA ECUACION: 

SSB = 41,020- 40,960 = 60 

LA SUMA DE CUADRADOS DENTRO DE GRUPOS VALE: 

SSW = SST - SSB = 110 - 60 = 50 

CON N - k = 10 - 2 = 8 GRADOS DE LIBERTAD 

POR LO TANTO: MSW = 50/8 = 6.25 = s2 

PARA UN NIVEL DE CONFIANZA a = O. 0 5 Y 8 GRADOS DE LIBERTAD, 

t8,o. 025 = 2. 31 

SUSTITUYENDO LOS VALORES OBTENIDOS EN LA ECUACION PARA EL IN-

TERVALO DE CONFIANZA SE OBTIENE: 

66 - 61 + 2. 31.j6:25 j¡ + ~ = 5 :t_ 3. 73 

CONSIDERANDO TODOS LOS DATOS DEL ANALISIS DE VARIANCIA SE 

OBTUVO 5 + 3. 2 

b) PRUEBA DE HIPOTESIS (CON EL ANALISIS DE VARIANCIA DE A Y B) 

CONTINUANDO EL ANALISIS DE VARIANCIA PARA LOS TRATAMIENTOS A 

y B: 

1 MSB SSB 60 
= k-1 = 2=T = 60 

ssw 50 
MSW =N-k= S= 6 · 25 

1 ¡· 

., 

i 
•· 
r 
i 
1 
¡ 
~ . 

i 

1 
t 
1 
! ¡ 
1 

·l. '. 
l ' 

r~~ 
!;: 
\. 
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ENTONCES LA ESTADISTICA F VALORA: 

MSB _M_= 
F = 14SW = 6 • 7 5 g ' 6 

EN TABLAS, CON UN NIVEL DE CONFIANZA DE 95%, F.05 , 1 . 8 = 5.32 

COMO 9. 6 ,> 5. 32 SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE HEDIAS. 

e) PRUEBAS DE HIPOTESIS 

SE TRATA DE PROBAR LA HIPOTESIS NULA H0 : ~ 1 = ~ 2 CONTRA LAS 

HIPOTESIS ALTERNATIVAS: 

a) ~1 '1 ~2 

TOS A Y B. 

e) ~ 1 < ~ 2 , PARA LOS TRATAMIEN-

e.1) SE PROBARA: HIPOTESIS NULA = ~ 2 

HIPOTESIS ALTERNATIVA H1 : ~ 1 '1 ~2 

EN PRIMER TEffi4INO DEBEMOS ASEGURARNOS QUE LAS VARIANCIAS CUM-

PLAN LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE VARIANCIAS: 

DE LA TABLA DE DATOS OBTENEMOS: 

52 = 10/3 = 3.33 CON 4-1 = 3 GRADOS DE LIBERTAD A 
52 = 40/5 = 8 CON 6-1 = 5 GRADOS DE LIBERTAD .B 

ENTONCES LA ESTADISTICA F VALE: 

F = 3.833 = 2.40 
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SE TRATA DE UNA PRUEBA DE DOS COLAS, POR LO QUE EL VALOR EMPI~ 

RICO CALCULADO F0 , DEBE CUHPLIR, RESPECTO AL TEORICO F1 : 

o 

EN ESTE CASO: 

F =;F = 7.76 a 0.025,3,5 
2' v·1, v2 

1 '1 
= F1-0.025

1
3,5 =F0.975,3,5 = ;::F,...0.-0-2~5'-,-5-,-3 = 14.88 = 0 • 0672 

ENTONCES, COMPARANDO CON EL RESULTADO EMPIRICO: 0.0672<2:10<7,76 

POR·LO TANTO ESTru~OS EN LA REGION DE ACEPTACION Y SE ADMITE 

QUE, CON UN NIVEL DE CONFIANZA DEL 95%, si. = S~. 

CON LO ANTERIOR, PODEMOS PROCEDER A EFECTUAR LA PRUEBA DE. 

IGUALDAD DE MEDIAS: 

PARA EFECTUARLA, SE CALCULARA LA ESTADISTICA T COMO: 

1 



DONDE 

DE LA TABLA DE DATOS: 

s2 = A 

s2 = B 

SUSTITUYENDO 

e: = 

t = 

3.33, YA = 61, nA = 4, VA = 

8, YB = 66, nB = 6, VB = 6-1 

3(3.331+(5{81 = j1o + 40 = 
5+3 8 

66-61 _....::..:::........:::.:::..._ = 3 • 1 

.~ 2 o 5¡ 4 T 6 

66 

4-1 = 3 

= 5 

/6.25 = 2. 5 

COMO SE TRATA DE UNA PRUEBA DE DOS COLAS, LA ESTADISTICA TEO

RICA SERA: 

t a = t = 2. 31 
1- 2' vA+vB 0.975, 8 

COMO 3.1 > 2.31 SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE MEDIAS, 

PARA UN NIVEL DE CONFIANZA DE 95%, EN CONTRA DE LA HIPOTESIS 

POR OTRA PARTE 

2 2 T = 3,1 = 9,6 = F 

POR LO QUE SE VERIFICA QUE SI K=2, SE OBTIENE EL MIS!10 RESULTA 

DO SI SE HACE LA PRUEBA CON LA DISTRIBUCION t O CON EL ANAL!-

SIS DE VARIANCIA. 
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c.2) PARA ESTE CASO SE PROBARA LA HIPOTESIS H0 : ~ 1 = ~ 2 

CONTRA H1 :·p1 > ~ 2 

SE HABIA CALCULADO EL VALOR EMPIRICO T0 = 3,1 

COHO SE TRATA DE UNA PRUEBA DE UNA COLA, ENTONCES: 

t = t = 1.86 < 3.1 a, v1 + v2 0.05,8 

POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE MEDIAS, CON

TRA LA HIPOTESIS ALTERNATIVA ~ 1 > P2 

c.3) SE PROBARA FINALMENTE H0 : P1 = P 2 ; H1 : ~ 1 < P2 

PARA LA PRUEBA DE MEDIAS SE HABIA OBTENIDO TO = 3,1 Y t 0 • OS, 8 = .1. 86; 

COMO 3.1 > 1.86, SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE MEDIAS, 

CONTRA LA ALTERNATIVA ~ 1 < P2 
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6. PRUEBA DE IGUALDAD DE VARIANCIAS 

PARA APLICAR EL METODO DE ANALISIS DE VARIANCIA SE TIENE QUE 

CUMPLIR CON LA CONDICION DE QUE LAS VARIANCIAS DE LA PARTE 
2 

ALEATORIA, Zti' DEL MODELO SEAN IGUALES, ES DECIR, QUE a 1 = 

. . . -

PARA HACER ESTO, SI k = 2, SE PUEDE UTILIZAR LA PRUEBA USUAL 

DE IGUALDAD DE DOS VARIANCIAS. SI k > 2 SE PUEDE USAR CUALQUI~ 

RA DE LOS DOS METOoOS SIGUIENTES, LOS CUALES SON APLICABLES 

SI SE TIENE QUE TODAS LAS MUESTRAS, ni' SON DE IGUAL TAMA90: 

a. PRUEBA DE COCHRAN, QUE USA COMO CRITERIO AL COCIENTE 
k 

ssv-1 á ¡ ¡; sswt 
m x t=l 

' b. PRUEBA QUE USA COMO CRITERIO AL COCIENTE SSW á /SSW ! m x m n 

EN LA PUBLICACION BIOMETRIKA TABLES, REFERIDA ANTERIORMEN-

TE, SE TIENEN TABLAS DE LOS VALORES CRITICOS DE LAS ESTADIS 

TICAS ANTERIORES; SEMEJANTES A LA TABLA QUE SE PRESENTA A CON-. 

TINUACION PARA a = 0.01. 
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~1 2 i i 1 
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1 
e 1 8 V 10 

1 
11 

1 
12 

--1 
142 20! 1 !68 1333 403 476 650 lm 704 39.0 187.5 

3 15.4 21.8 39.2 60.7 G!.O 1 12.9 
1 

63.5 93.V 104 ¡•u 124 
4 9.&0 1 16.6 20.6 25.2 
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VALORES CRITICOS PARA LA PRUEBA DE 
IGUALDAD DE VARIANCIAS (a= 0.01) 

NUMERO DE VARIANCIAS 

\) 4 S 6 7 8 9 10 

2 0.864 0.788 0.722 0.664 0.61S O.S13 O.S36 
3 0.781 0.696 0.626 O.S68 O.Sll 0.481 0.447 

PRUEBA DE 4 0.721 0.6JJ O.S64 O.S08 0.463 0.42S u.393 
COCHRAN 6 0.641 O.SS3 0.487 0.43S 0.393 0.359 0.331 

8 O.S90 0.504 0.440 0.391 0.352 0.321 0.294 
10 O.SS4 0.470 0.408 0.362 0.325 0.29S 0.270 

PRUEBA DE 2 729 1036 1362 1705 2063 2432 2813 

ssw ~ 3 120 ISI 184 216 249 281 310 
max 4 49 S9 69 79 89 97 106 

ssw ~ 6 19.1 22. 2S 21 30 32 34 
nn.n 8 11.7 13.2 14.S IS.8 16.9 . 17.9 18.9 

10 8.6 9.6 10.4 11.1 11.8 12.4 12.9 

EJ&'!PLO 

SE DESEA PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE LAS VARIANCIAS DE LOS 

DATOS DE SIETE DIFERENTES NIVELES DE UN FACTOR SON IGUALES; 

LAS MUESTRAS FUERON DE NUEVE ELEMENTOS CADA UNA. LOS VALO-

RES DE SSW FUERON: 6.24, 5.16, 6.34, 8.26, 5.93, y 5.74 y 

.5. 86. 
1 

SE TOMARA a = 0.01. 

9 
PRUEBA DE COCHRAN: SSY.'máx/ E SSI''t = 8.26/45.53 = 0.190 

t=1 
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VALOR CRITICO = 0.391 > 0.190 

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE 

IGUALDAD DE LAS VARIANCIAS 

PRUEBA b) SSWmáx/SSWmin = 8.26/5.16 = 1.60 

VALOR CRITICO= 15.8 > 1.60 

-
~OR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS BAJO 

PRUEBA. 

1 
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7. DISE~O DE EXPERIMENTOS CON BLOQUES ALEATORIZADOS 

CONSIDEREMOS, COMO EJEMPLO, QUE INTERESA EL P.ROCESO DE 

MANUFACTURA DE PENICILINA, PARA LO CUAL HAY CUATRO ME-

TODOS O "TRATAMIENTOS". ADEMAS, SUPONGAMOS QUE UNA DE 

LAS MATERIAS PRIMAS PROVIENE DE CINCO FUENTES DIFEREN-

TES 1' A LAS QUE LLAMAREMOS BLOQUES. EL PRINCIPAL INTE-

RES ESTA EN VERIFICAR SI LOS CUATRO TRATAMIENTOS DAN 

RESULTADOS ESTADISTICAMENTE DIFERENTES; EL INTERES SE-

CUNDARIO ES VERIFICAR SI LAS FUENTES DE MATERIAS PRIMAS 

INFLUYEN EN-LOS RESULTADOS. 

EN ESTE CASO SE ALEATORIZA UNA MUESTRA ASIGNANDOLE A CADA 

TRATAMIENTO UNA DE LAS MATERIAS PRIMAS, QUEDANDO UNA TA

BLA DE RESULTADOS COMO LA SIGUIENTE: 

BLOQUE TRATAMIENTO PROMEDIO 
(MATERIA PRIMA) DE LOS 

A B e D BLOQUES 

1 89 88 97 94 92 

2 84 77 92 79 83 

3 81 87 87 85 85 

4 87 92 89 84 88 

5 79 81- 80 88 82 

1 
PROMEDIO DE 

LOS TRATAMIENTOS 84 85 89 86 

PROMEDIO GLOBAL = X = 86 
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EL .DISEf:lO DE UN EXPERIMENTO MEDIANTE BLOQUES ALEATORIZÁDOS 

TIENE LAS SIGUIENTES VENTAJAS: 

l. SE PUEDEN ELIMINAR LAS VARIACIONES DE LOS BLOQUES AL 

HACER LA COMPARACION DE LOS TRATAMIENTOS 

2. SE PUEDE ESTUDIAR EL EFECTO DE LOS BLOQUES EN LOS RE

SULTADOS EXPERIMENTALES, CUANDp ESTOS SON PREVISIBLÉS 

EL MODELO MATEMATICO QUE EMPLEAREMOS PARA ESTUDIAR ESTE 

EXPERIMENTO ES EL DE ADITIVIDAD DE EFECTOS 

(1) 

_ DONDE Xti ES LA OBSERVACION CORRESPONDIENTE AL TRATÁ 

MIENTO t Y AL BLOQUE i, n ES LA MEDIA GLOBAL, Bi ES EL E-

FECTO DEL BLOQUE i, Tt ES EL EFECTO DEL TRATAMIENTO t.¡ Y 

Eti ES EL ERROR •. 

DE ACUERDO CON ESTE MODELO LAS OBSERVACIONES SE PUEDEN DES 

COMPONER EN LA SIGUIENTE FORMA: 

X ti = X. • + (X. i - x .. l + (Xt. - x l + (X ti - X, i .. xt: .- + x:. _i' 
1 

( 2 }' 

AL ULTIMO DE LOS TERMINOS DE ESTA ECUACION SE LE LLAMA ÉL· 

RESIDUO, POR 1SER LO QUE RESULTA AL QUITARLE A LA MEDIA GLO 

BAL LOS EFECTOS DE LOS BLOQUES (X . - X ) Y EL DE LOS TM. 
-~ 

TAMIENTOS (Xt. - X ). 
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.,EL CASO GENERAL DE UN DISE~O CON BLOQUES ALEATORIZADOS QUE 

DA EN UNA TABLA COMO LA SIGUIENTE:. 

TRATAMIENTOS 
. PROMEDIOS 

BLOQUES 1 2 3 . . . 'k X 
.i 

1 xll x2i x31 xk1 x.1 

2 x12 x22 x32 xk2 x.2 

3 • 

. 

n X .n 

PROMEDIOS 

... X = PROMEDIO GLOBAL 
• • 

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE LA SUMA DE CUADRADOS DE LAS OBSERVA

CIONES SE PUEDE DESCOMPONER EN LA FORMA: 

SS = SSX + SSb + SSt + SSr (3) 

EN DONDE ssx = SUMA DE CUADRADOS DE LA MEDIA GLOBAL = nkX2 .. 
Y TIENE 1 GRADO DE LIBERTAD 

SSb = SUMA DE CUADRADOS.ENTRE BLOQUES = 
n 

) 2, ='k ¡; 6c .i - X Y TIENE n-1 GRADOS DE 
i=1 

LIBERTAD 

SSt * SUMA DE CUADRADOS ENTRE TRATAMIENTOS = 

, 

1 
1 

,. 

t 
1 
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k 
= n ¡; ( xt. - X 

t=1 
)

2
, Y TIENE k-1 GRADOS DE 

LIBERTAD 

SSr = SUMA DE CUADRADOS RESIDUAL 
n k _ _ _ 

2 
= l: l: (Xt. -x i -Xt_ -X ) = SS-SSb-SSt 

i=1 t=1 1 • • •• 

Y TIENE (n-1) (k-1) GRADOS DE LIBERTAD 

LA MEJOR ESTIMACION DEL RESULTADO Xti ES 

•h 

xt. = x + ¡x . - x l + <xt - x l . 1 • • ..1 • • • 
( 4) 

h 

LOS RESIDUOS SERAN Eti.= Xti- Xti 

EJEMPLO 

EN EL EJEMPLO DE LA PENICILINA TRATADO ANTERIORMENTE SE 

TENDRA: 

ss·= 89
2 + 84 2 + 812 + 872 + 79 2 + 882 + .••• + 84 2 + 882 = :148_.,480 

SSX = 5 X 4 X 862 = 14 7 1 920 . . 
SSb = 4[ (92-86) 2 + (83-86) 2 + (85-86) 2 + ·(88-86) 2 + (82-86l2) "" 

= 4 X 66 = 264 

SSt = 5((84-86) 2 + (85-86)
2 + (89-86) 2 + (86-86) 2)=5 X 14=70. 

SSr = 148, 480 - 147, 920 - 264- 70 = 226 

h 

'ESTOS CALCULOS Y LAS ESTIMACIONES Xti SE:PUEDEN FACILITAR ME 

DIANTE LA SIGUIENTE TABULACION, EN LA CU~L SE ENCUENTRAN ANO 
h 

TADAS TAMBIEN LAS ESTIMACIONES Xti" 

'. 

' ' . ! 

., 
,, 
1 

·~ 

! 

¡ 
1 
1 

. i 

1 

l 
¡· 
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RESIDUOS Y ESTIMACIONES 

BLOQUES A B e D X :x .-x ó! .-x ) 
' • i. -; l. •• . ~ .. 
1 -1 -3 2 2 92 92-86=6 36 

(90) (91) (95) (92) 

2 3 -5 6 -4 83 83-86=-3 9 

(81) (82) (86) (83) 

3 "c2 3 -1 o 85 85-86=-1 1 

( 8 3) ( 8 4) (88) - (85) 

4' 1 5 -2 -4 88 88-86=2 4 

(86) ( 8 7) ( 91) ( 8 8) 

5 -1 o -5 6 82 82-86=-4 16 

(80) ( 81) (85) (82) 66. 

84! 85 89 86 . 

x -x · 
t. . . 84-86=-2 85-86=-1 89-86=3 86-86=0 

E(xt.-x .. ) 2 4 + 1 + 9 + o = 14 

~ 

RESIDUOS: E ti. = xti - X = xti - X - xt. + X ti .i 

E11 = 89 - 92 - 84 + 86 - -1 

E12 = 84 - 83 - 84 + 86 = 3 

E 13 = 81 - 85 - 84 + 86 = -2 

ETC·. 

~ 

ex <xt. x ESTIMACIONES: xti = /{ + X ) + - ) 
.i 

~ 

xll = 86 + 6 + (-2) = 90 
~ 

x21 = 86 + 6 + (-1) = 91 
. 
x31 = 86 + 6 + 3 = 95 
~ 

x41 = 86 + 6 + o = 92 
. 
x12 = 86 + (-3) + (-2) = 81, ETC. 
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ESTOS VALORES ESTIMADOS ESTAN ANOTADOS!EN LA TABLA ANTERIOR 

ENTRE LOS PARENTESIS. 

BAJO LA HIPOTESIS DE QUE LOS RESIDUOS O ERRORES Eti SON 

VARIABLES ALEATORIAS CON DISTRIBUCION NORMAL DE MEDIA CERO 
2 

Y VARIANCIA o , LAS ESPERANZAS DE LOS VALORES MEDIOS CUA-

DRATICOS 

MSb = SSb/(n-~) 

MSt = SSt/(k-1) (5) 

MSr = SSr/(n-1) (k-1) 

SON 

2 2 E{MSb} = o '+k I: ai/(n-1) 
2 1 2 

E{MSt} = o + n I: T tf (k-1) (6) 
2 t 

E{MSr} = o 

BAJO LA HIPOTESIS NULA DE QUE TODAS LAS Tt sqN NULAS, ES 

DECIR, QUE NO HAY EFECTOS DEBIDOS A LOS TRATAMIENTOS, LA 

ESTADISTICA 

Ft = MSt/MSr (7) 

TIENE LA DISTRIBUCION F CON (k-1) Y (n-1) (k-1) GRADOS DE 

LIBERTAD. 1 

DE IGUAL MANERA, BAJO LA HIPOTESIS NULA DE QUE TODAS LAS 

Si SON NULAS, ES DECIR, QUE NO HAY EFECTOS DEBIDOS A LOS 

' • 1 
¡ 

•• 

1 

1 

,. 
' 
i. 
'· 

1 

. i .. 
¡ 
1 

t . - f 
¡ 
1 

. ' 1 

. t 
' 

1 
. i 

1 

! 
1 
l 
! 
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BLOQUES, LA ESTADISTICA 

Fb = MSb/MSr (8) 

TIENE DISTRIBUCION F CON (n-1) Y (n-1) (k-1) GRADOS DE LI-

BERTAD. 

PARA EL EJEMPLO DE LA PENICILINA SI a= 0.05, SE TIENEN 

MSb = 264/4 = 66 

MSt = 70/3 = 23.3 

M Sr = 226/(4x3) = 18.8 

F 4,12,0.05 = 3.26 

F = 3,49 3,12,0.05 

Fb = 66/18.8 = 3.51 > 3.26: SE RECHAZA LA HIPO 

TESIS DE QUE NO HAY 

EFECTOS DE BDOQUES 

Ft = 23.3/18.8 = 1.24 < 3.49: SE ACEPTA LA HIPO 

TESIS DE QUE NO 

HAY EFECTOS DE TRA 

TAMIENTOS 

1 

! 

' 1 

1 

( 1 

1 

1 
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EJEHPLO 

SE HIZO UN EXPERIMENTO ALEATORIZADO Y SE ENCONTRARON LOS SIGUIEN 

TES RESULTADOS: 

TRATAHIENTOS 
BLOQUES 

A B e: 

1 6.5 7.4 7.4 

2 6.8 7.3 6.9 

3 6.4 7.2 B.O 

4 6.7 6.9 6.5 

PROBAR SI LOS E.FECTOS DE LOS BLOQUES Y TRATAMIENTOS SON 

NULOS 

SOLUCION· 

LOS CALCULOS SE RESUMEN EN LA SIGUIENTE TABLA:· 

; . 

¡ 
'· 

~~ 
f 

l .. 
1' 

t: 
\;. 

1'. 

1 
1• 

¡ 

h 
! 

.l 
r 
! 
h 
l. 

' '; 1 

1 
1 
1 

1 
1 
; 

i 
¡ 
1 

i ", 
¡ 
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TRATAMIENTOS x x <x - X ) 2 X -
BLOQUES A B e . i • i . . .i .. ... 

6.5 7.4 7.4 

1 42.25 54.76 54.76 7.1 0.1 0.01 6.56 7.7 7.7 
· -o. 06 -0.3 -0.3 

6.8 7.3 6.9 

2 46.24 53.29 47.61 7 o o 
6.76 7.5 7.1 
-0.04 -0.2 -0.2 

6.4 7.2 8.0 

3 4ü.96 51.84 64 7.2 0.2 0.04 
6.56 7.6 8.4 

-0.16 -0.4 -0.4 

6.7 6.9 6.5 

4 44.89 47.61 42.25 6.7 -o. 3 0.09 7.04 6. 8 6.4 
-0.34 0.1 0.1 

E = 0.14 
xt. 6.6 7.2 7.2 

- -x -x t. . . -0.04 0.2 0.2 

<xt .-x .. 1 0.16 0.04 0.04 E = 0.24 

DONDE EN CADA CELDA SE INDICA: 

SUMANDO TODOS LOS VALORES DE (Xti) 2 INDICADOS EN LAS CELDAS 

OBTENEMOS: 

2 2 2 2 2 S S = H (X t . ) = 6 • 5 + 7 . 4 + • • • . + 6 • 9 + 6 • 5 = 59 O • 4 6 S S = 59 O • 4 6 
i t l. ' 

LAS SUMAS DE CUADRADOS DE LAS DESVIACIONES SON: 

ssx = nk(X ¡ 2 
= 4(3)(7) 2 = 588 -ssx = 588 
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n 
)2 -

SSb = l< ¿ ex -X = 3 (0,141 = 0,42 SSb = 0.42 
i=1 .i •• 

k 
)2 SSt = n I: (Xt - X = 4(0.24) = 0.96· sst = 0.96 

t=1 • 

SSr = SS - SSb - SSt - SSX = 590.46-588-0.42...; 0.96 = 1.08 .. 
SSr = 1.08 

SSb TIENE n - 1 = 4 - 1 = 3 GRADOS DE LIBERTAD 

SSt TIENE k - 1 = 3 - 1 = 2 GRADOS DE LIBERTAD 

SSr TIENE (n-1) (k-1) = 2 x 3 = 6 GRADOS DE LIBERTAD 

LOS VALORES MEDIOS CUADRATICOS ENTRE BLOQUES, TRATAMIENTOS Y 

ERRORES, SON: 

MSb = SSb 0.42 0.14 MSb 0.14 n-1 = -3-= = 

MSt SSt 0296 = 0.48 MSt 0.48 = k-1 = = 

MSr = S Sr 1.08 0.18 MSr 0.18 (k-1) {n-1) = --= = 6 

ENTONCES SE PUEDEN HACER LAS PRUEBAS DE HIPOTESIS PEDIDAS UTI-

LIZANDO LA ESTADISTICA F. 

- TRATAMIENTOS 

MSt 0.48 _ 
2 667 Ft = MSr = 0.18 - ~.~·~~ 

1 
CON UN NIVEL DE CONFIANZA DEL 95%: EN TABLAS: 

F = 5.14 0.05,2,6 --

~ 
l 

' ·l 

¡· 
' 1' 

1: 
' 

¡ 
. f 

¡ 
l 
• 
' 

f ¡. 
i 
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COMO 2,667 < 5,14 

* SE ACEPTA LA HIP~ESIS DE QUE LOS 

BLOQUES 

EFECTOS DE LOS TRATMiiENTOS SON 

NULOS. 

F = MSb 0.14 _ 0 , 778 b MSr = o:T8" -

LA F, EN TABLAS: 

F0 =4.76 .05;3,6 

COMO 0.778 < 4.76 SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE LOS 

EFECTOS DE LOS BLOQUES SON NULOS 

EN LA TABLA SE INCLUYEN TAMBIEN, EN CADA CELDA, LOS VALORES 

DE LA MEJOR ESTIMACION Y DEL ERROR¡ QUE FUERON CALCULADOS 

CON LAS ECUACIONES: 

A 

MEJOR ESTIMACION: X ti = X + (X. i - X. , l + (Xt. - X. , l 

ERROR 

1 

. ' 

. . f 
1 

i 

1 
1 

1 

1 
1. 

1 

' 
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8. EXPERIMENTOS CON CLASIFICACION DE DOS FACTORES 

EN OCASIONES NO INTERESA RELACIONAR AL FACTOR PRINCIPAL 

CON TODOS LOS NIVELES DEL FACTOR SECUNDARIO, POR LO CUAL 

A CADA NIVEL DEL FACTOR PRINCIPAL SE LE ASOCIA UN DIFEREN 

TE CONJUNTO DE NIVELES DEL SECUNDARIO. EN TAL CASO SETIE 

NE UN EXPERIMENTO DE DOS FACTORES NO CRUZADO. 

EN CAMBIO, CUANDO CADA NIVEL DEL FACTOR PRINCIPAL SE COM

BINA CON TODOS LOS NIVELES DEL SECUNDARIO SE DICE QUE EL 

EXPERIMENTO ES DE DOS FACTORES CRUZADOS. 

POR EJEMPLO, SI SE TIENE QUE EN UNA FABRICA SE DISPONE DE 

CUATRO MAQUINAS Y SE QUIERE ESTIMAR SU 'RENDIMIENTO, SE PUE 

DE DISE~AR UN EXPERIMENTO EN EL QUE A CADA UNA SE LE AS!~ 

NEN AL AZAR TRES OPERADORES. SI ID SE IDEN!'IFICA AI.GUN1\ CARJ\CTERISTI-

CA DE LOS OPERADORES QUE SE~ALE LA CONVENIENCIA DE DISTIN 

GUIRLOS EN TERMINOS DE ELLA, EL EXPERIMENTO CONSISTIRA EN 

REGISTRAR LOS RENDIMIENTOS INDIVIDUALES DE CADA PERSONA EN 

CADA VEZ ·QUE LA OPERE; ESTE EXPERIMENTO DE FACTORES NO CRU 

ZADOS SE ILUSTRA EN LA SIGUIENTE FIGURA: 

MAQUINAS 1 2 3 4 

OPERADORES 
1 1 1 1 1' 1 1 1 1 
X X X X X X X X X X X X 

REPLICAS i' X X X X X X X X X 
X X X X X 

X 

SI POR EL CONTRARIO, SE SABE QUE LOS OPERADORES TIENEN DI 

; 

1 
i_ 
¡ 

' 1 
1 
1 

1 
'¡~; 

. ·1 

i 
L 
iJ 
1 

! 
!."."' 

! 
¡ 
¡, 

1 
i 
1' 
V ,. 
1 

1 

~· 
l 
1 

1 
j 
' ! 
1 

1 

i 
' 
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FERENTE EXPERIENCIA EN EL USO DE MAQUINAS IGUALES A LAS 

DEL ESTUDIO, SERA NECESARIO DISERAR UN EXPERIMENTO CLASI 

FICANDOLOS EN TERMINOS DEL N-IVEL DE EXPERIENCIA •. SUPON-

GAt10S QUE ESTOS NIVELES SON 2, 4 Y 6 AROS DE EXPERIENCIA, 

Y QUE A CADA MAQUINA SE LE ASIGNEN AL AZAR. EL EXPERI-

MENTO RESULTANTE SERA DE DOS FACTORES CRUZADOS,' EL CUAL 

SE PUEDE REPRESENTAR EN UNA TABLA_COMO LA SIGUIENTE: 

EXPERIENCIA MAQUINAS 

I II III IV 

2 ANOS X X X X X X X X X X 

4 ANOS X X X X X X X X X X 

6 · AflOS X X X X X X X X 

EN ESTE EJEMPLO EL NUMERO DE REPLICAS ES DIFERENTE PARA 

CADA NIVEL DE COMBINACION MAQUINA-EXPERIENCIA. EL ANALI

SIS DE ESTOS EXPERIMENTOS SE SIMPLIFICA GRANDEMENTE SI PA 

RA CADA CELDA SE OBTIENE IGUAL NUMERO DE REPLICAS, n. 

EXPERIMENTO CON DOS FACTORES NO CRUZADOS O JERARQUIZADO 

MODELO PARAMETRICO (I) 

EL MODELO PARAMETRICO PARA ANALIZAR ESTE TIPO DE EXPERIMEN 

TOS .ES 

xt .. 
. l. J 

(1) 

DONDE j = 1, 2, ...• , nti, ES EL NUt1ERO DE OBSERVACIONES 

(REPLICAS) DEL t-~SIMO GRUPO 

i 
¡ 
k 

! 
t 
1 
1 

t 
1 

f 
! 

f ' 
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PRINCIPAL Y D~L l-ESIMO GRUPO 

SECUNDARIO (SUBGRUPO) 

i = 1, 2, ••• , mt' ES EL NUMERO DE SUBGRUPOS EN EL 

t-ESIMO NIVEL PRINCIPAL ' 

t = 1, 2, ••• ,k, ES EL NUMERO DE GRUPOS EN EL FAC 

TOR PRINCIPAL 

' t MEDIA GLOBAL 

Yt ES EL EFECTO ~EDIO DEL TRAT~IENTO t 

~ti ES EL EFECTO MEDIO DEL i-ESIMO SUBGRUPO EN EL 

t-ESIMO GRUPO PRINCIPAL 

zt .. 
l.J 1 ES EL RESIDUO O ERROR ALEATORIO CON VARIANCIA 

a Y MEDIA CERO 

AL IGUAL QUE EN EL MODELO DE CLASIFICACION EN UNA DIRECCION 1 

,A ESTOS EFECTOS SE LES IMPONEN LAS SIGUIENTES CONDICIONES; 

mt mt 
= o, l: 

·i=1 
= O, PARA TODA t (N = ¡: nt1.l t. ; '1 l.= . 

LOS PROMEDIOS ARITMETICOS QUE RESULTAN DE ESTE MODELO SOlh 

PARA LOS SUBGRUPOS: Xti. = t'+ Yt + ~ti+ Zti. 

PARA LOS GRUPOS PRINCIPALES~ Xt .• = ( + y t + Z t •• 

PARA LA MBDIA GLOBAL: X -· = t + z . . . . . . 

(2) 

(3) 

(4) 

AL DEDUCIR ESTAS DOS ULTIMAS ECUACIONES SE HACE USO DE LAS 

DOS CONDICIONES ANTERIORES IMPUESTAS A y t Y o ti , 

i 
t 
!~ 

l 

~t 
1 

. t. . 1 
¡ 

,,., 
.¡ . 

I~J. '. 

b. 

r
" :: 
.,. 

f ' 
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1 

A PARTIR DE LAS ECS (2), (3) Y (4) SE OBTIENEN LAS SIGUIEN 

TES DESVIACIONES: 

X - X = yt + z - z . E(xt •• - X l = Yt t .. t .• 
, . . . . .. . .. 

xti. - X = 6ti + zt. zt ; E(Xti. - x l = '6ti t .• ~. • • t •• 

xtij xt. = ztij - zt. 
~. ~. 

POR LO ANTERIOR yt Y óti SE PUEDEN ESTIMAR MEDIANTE LAS 

ESTADISTICAS: 

A 

Yt = X - X y 
t •• . .. 

A 

6ti = xt. - X RESPECTIVAMENTE 
~. t •• 

(5) 

(6) 

(8) 

( 9) 

LAS ESTADISTICAS PARA ANALIZAR LA INFORMACION DE UN EXPE-

RIMENTO DE ESTE TIPO SE DEDUCEN DE LA SIGUIENTE PARTI' 

CION DE LA SUMA DE CUADRADOS: 

-
l: l: l: (Xt.;J· - X 
tij ~ 

) 2 = SSP + SSPW + SSR = ¡; N (X -X )2 + 
t t. t. . . .. 

+ l: ¡; (X- - X- l 2 + · nt. t' t t i ~ ~. . . 

(10) 

LOS TERMINOS DEL MIEMBRO DERECHO SE DENOMINAN: SUMA DE CUA 

ORADOS ENTRE GRUPOS PRINCIPALES, SUMA DE CUADRADOS ENTRE 

SUBGRUPOS DENTRO DE LOS GRUPOS PRINCIPALES, Y SUMA DE CUA

DRADOS RESIDUAL, RESPECTIVAMENTE. 

1 



LAS ESPERANZAS RESPECTIVAS SON: 

ENTRE GRVPOS PRINCIPALES: E(SSP) 
2 

= (k-1)'a 

ENTRE SUBGRUPOS DENTRO DE LOS GRUPOS PRINCIPALES: 

2 2 
E (SSPW) = (l: m - k) a + l: l: nti óti 

t t t i 

2 
RESIDUAL: E(SSR) = (N - l: mt)a ; (N 

. • t = ~ ~ _nti) 

AL DIVIDIR ENTRE LOS NUMEROS CORRESPONDIENTES DE GRADOS DE 

LIBERTAD: k-1, I: rnt-k Y N - I: mt'. SE OBTIENEN LOS RESPEC-
t . . t 

TIVOS VALORES MEDIOS CUADRATICOS, A SABER 

2 1 2 
ENTRE GRUPOS PRINCIPALES: E(MSP)=a +k-~ l: Nt,Yt 

t 

ENTRE SUBGRUPOS DENTRO DE LOS GRUPOS PRINCIPALES: 

2 
E(MSPW) = a + 1 

l: ro-k 
t t 

2 
RESIDUAL: E(MSR) = a 

2 
¡: ¡: nti ó 
t i ti 

(11) 

. (12) 

(13) 

COMPARANDO MSP CON MSR SE PUEDE PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE 

Y1 = Y2 = ••• = Yt =O PARA TODA t. COMPARANDO MSPW CON 

MSR SE PUEDE PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE óti = O PARA TODA 

t e i. 

TICA F: 

AMBAS COMPARACIONES SE HACEN MEDIANTE LA ESTADIS-. 

' 
F = MSP/MSR p ( 14) 

CON k-1 Y N -¡: mt GRADOS DE LIBERTAD. 
. . t 

1
1 

·' 

·l. ,, 
1 
1 

1 
i' 
! ' 

! ' 
i 
~ 
1 

! "" 
¡ 
¡. 
i 
r 

f f 
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FPW = MSPW/MSR 

CON E m -k Y N -¿ mt GRADOS DE LIBERTAD. 
t t •• t 

SI SE DESEA PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE 6ti e O PARA 

i = 1, 2, ••• , mt' Y CADA t POR SEPARADO, SE USA LA VARIAN 

CIA 

s2 = 1 ex - x l 2 
t mt-1 ~ nti ti. t •. 

~ 

(16) 

QUE TIENE COMO ESPERANZA A 

(1 7) 

POR LO QUE SE PUEDE COMPARAR, PARA CADA t, CON MSR MEDIAN 

TE LA ESTADISTICA ' 

Ft = S~/MSR (18) 

CON mt-1 y N -¿ mt GRADOS DE LIBERTAD 
. . t 

TODO ESTO SE PUEDE RESUMIR EN UNA TABLA DE ANALISIS DE VA 

RIANCIA. 

EN CASO DE QUE TODOS LOS SUBGRUPOS TENGAN IGUAL NUMERO DE 

OBSERVACIONES nti=n, Y DE QUE TODOS LOS GRUPOS PRINCIPALES 

TENGAN IGUAL NUMERO DE SUBGRUPOS rnt=m' DOS DE LOS GRADOS 
1 

DE LIBERTAD SE PUEDEN ESCRIBIR DE LA SIGUIENTE MANERA 

k 
N -¿m =krnn-krn 

t=1 t 
= km (n-1) (19) 
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k 
¿ rnt - k = km - k = k ún-1) 

t=1 ... 
(20) 

EJEMPLO 

EN EL PROCESO DE FABRICACION DE UN COLORANTE INTERVIENE CO 

MO VARIABLE IMPORTANTE EL CONTENIDO DE HUMEDAD DEL PRODUC-

TO. SE QUIERE VERIF!CAR SI EL METODO DE PRUEBA PARA MEDIR 

LA HUMEDAD INTRODUCE UNA VARIACION APREC[ABLE EN LOS RESUL 

TADOS QUE SE REPORTAN. PARA ESTO SE DISE~O UN EXPERIMENTO 

NO CURZADO EN QUE 'EL FACTOR PRINCIPAL ES EL LOTE Y EL SE-

CUNDARIO ES PARTE DEL LOTE; SE DISPUSO DE k=15 LOTES, CON 

. DOS MITADES CADA UNO (rnt 911=2) Y SE HICIERON nti =n=2 DETE~· 

HINACIONES DE HUMEDAD DE CADA ~1UESTRA. •HACER EL ANALISIS 

DE VARIANCIA DE ESTE EXPERIMENTO. 

BACHADA 

1 

2 

1 

3 

4 

MUESTRA 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

LOTE 
(BACHADAS) (15) 

(JO) 

DETERMINACIONES 
DE HUMEDAD (60) 

HUMEDAD 

40., 39 

JO, 30 

26, 28 

25, 26 

29, 28 

14, 15 

30, 31 

1 

i 
i· 
' 

L 
i 
1 

i 

1 

f 1 



BACHADA MUESTRA 

8 

5 9 

10 

6 11 

12 

7 13 

14 

8 15 

16 

9 17 

18 

10 19 

20 

11 21 

22 

12 23 

24 

13 25 

26 

14 27 

28 

15 1 29 

30 

HUMEDAD 

24, 24 

19, 20 

17, 17 

33, 32 

26, 24 

23, 24 

32, 33 

34, 34 

29, 29 

27, 27 

31, 31 

13, 16 

27, 24 

25, 23 

25, 27 

29, 29 

31, 32 

19, 20 

29, 30 

23, 24 

25, 25 

39, 37 

26, 28 

90 

'".'; 

1 

1 

1 
' 1 
1 

' 
f ¡ 

1 
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xti. ~ o ,.._ ll\ ll\ ll\ ll\ .... ll\ o ll\ o ll\ ll\ o o ..... .-i 
ll\ ll\ ll\ ll\ ll\ ll\ o . .. . . . .... \D "' '. ll\ ..... .., N N 

. . • . • 
"' ll\ CXl .... o "' 

,.._ N ll\ .., N .... "' 
N .., .... ll\ N N N .-i "' "' M N CXl N .., N N .-i .., .-i .-i .., N N .., .., N .-i N .., .-i N N .., 

X t •. 34.75 26.25 21.5 27.25 18.25 28.75 28 31.5 29- 20 25 30.25 24.5 24.25 32.5 

X 

Nt. = 

t=
¡:1 ._:1 ._:1 xt1 ·"' 40+ 39 + 30 + 30 + 26 + 28 + ••• +25 + 25 + 39 + 37 + 26 + 28 = 1601' · 

~- ]- J . 

= 1607 
"' 26.783 60 1 

2 
¡: nt. = 4 

1=1 ~ 

1 
1 

'1 

--~ 
' 

1 



92 

SSP = 
15 
E N ('X 

t=1 t. t •• 

- 2 
- X •• • ) 

-
= 4 [ (34. 75- 26. 783) 2 + (26. 25-26. 783) 2 + (21. 5-26. 783)

2 
+ ••• +(32. 5-26;783) 

2 J 

= 4(63.47+0.28+27.91+ ••• +32.684)= 1211.0 

SSPW = E 
t 

15 
Ent. (Xt . - xt ¡

2 
= 2 E 

i l. l.. • • t= 1 

2 
E (Xti 

i=1 • 
- ) 2 - X t .. 

¡ 
i 

:1 
1 

= 2 [!39.5-34. 75) 2 +(30 -34. 75) 2 +(27 -26.25) 2 +(25.5 -26.25)
2
+ ••• +(27-32.5)

2
] :¡ ' 

·' 

= 2[22.56+22.56+ ••. ] 

= 2x424. 88 = 869.7 

15 2 2 
E · E E 2 = 

t=1 i=1 j=1xtij 

= 45149 

kmnx
2 

= 15x2x2x26.7832 = 43040.82 ... 

SST 
15 2· 2 2 

= E l: E Xt .. 
t=1 i=1 j=1 l.J 

krnnX~.. = 45149-43040.8. = 

SSR = SST-SSP-SSPW = 2108.2 -1211.0 -869.7 = 27.5 

G. de L.: k - 1 = 15 - 1 = 14 

15 
E m - k = 15 X 2 - 15 = 15 

t41 t 

N 
•• 

15 
- ¡: m = 60 - 30 = 30 

t=1 t 

2108.2 

" ·¡ 
:: . ,. 
ll ¡, 

i 
1 
! 

. ' 

1 
' 

¡ 
1 

L 

r ¡ 
1 
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LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA DE ESTE EXPERIMENTO ES: 

FUENTE DE • SUMA DE GRADOS DE 
VARIACION CUADRADOS LI·BERTAD MS F 

ENTRE BACHADAS 1211. o 14 86.6 92.2 

ENTRE MITADES DE 869.7 15 58.0 64.4 
LOS GRUPOS PRINCIPALES 

RESIDUO (ENTRE PRUEBAS) 27.5 30 0.9 

TOTAL 2108.2 59 

F = 2. 75 < 92.2 ' 0.01,14,30 

F =2.70<64.4 0.01,15,30 

POR LO QUE SE RECHAZAN LAS HIPOTESIS DE QUE NO HAY EFECTOS DE 

, BACHADAS Y DE MITADES A UN 99% DE NIVEL DE CONFIANZA, 'ADEMAS, 

AL COMPARAR LOS VALORES MEDIOS CUADRATICOS SE CONFIRMA QUE NO 

ES EL METODO DE PRUEBA, SINO LAS BACHADAS Y .LAS MITADES LAS QUE 

INTRODUCEN LA MAYOR VARIABILIDAD DE LOS RESULTADOS, PUESTO QUE 

EL MS DEL RESIDUO ES MUY .PEQUE90 EN COMPARACION CON LOS OTROS 

DOS. 

. .-·.: 

' 

·:! 
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MODELO CON DOS FACTORES NO CRUZADOS. MODELO CON FACTORES 

ALEATORIOS . (II) 

SI TANTO EL FACTOR PRINCIPAL COMO EL SECUND~IO SON VARIABLES 
• 

ALEATORIAS Y EN EL EXPERIMENTO SOLO SE INCLUYEN ALGUNOS NIVE-
' 

L.ES (O VALORES) DE LAS MISMAS, ENTONCES EL MODELO ES DE FACTORES 

ALEATORIOS O MODELO II. EN ESTE CASO EL MODELO MATID~TICO PA~ 

RA REPRESENTAR A CADA OBSERVACION, Xtij' ES: 

(21) 

DONDE Ut ES UNA VARIABLE ALEATORIA QUE REPRESENTA EL EFECTO 

MEDIO DEL FACTOR PRINCIPAL, Vti ES OTRA VARIABLE.ALEATORIA QUE 

REPRESENTA AL EFECTO MEDIO DEL I-ESIMO SUBGRUPO EN EL T-ESIMO 

GRUPO PRINCIPAL. t Y Ztij TIENEN EL MISMO SIGNIFICADO QUE EN 

EL SUBCAPITULO ANTERIOR. SE SUPONE QUE Ut' Vti Y Ztij SON 

INDEPENDIENTES ENTRE SI, CON DISTRIBUCION NO:RMAL~Y QUE E (Ut) = O, 

E(Vti) =O Y E(Ztij =O); PARA LAS VARIANCIAS USAREMOS LOS SI

GUIENTES SIMBOLoS: 

CON 

x 
t •• 

xt. J.. 

xtij 

2 
V1érr (U ) - a • 

t u' 

ESTE MODELO SE TIENE QUE: 

- X = u - u + '\. - V t, 

- X = vti - V t. + zt. t •• J.. 

- xt. = ztij - zt. J.. J.. 

+ z z (22) . . t •. 

- z (23) 
t •• 

(24) 

1 
1 

1 
1 

' ,, 
1 

f 

1 
1 
f' ., 
1' 

1 

i 
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DONDE 

(25) 

EN ESTE CASO LA DESCOMPOSICION DE CUADRADOS CONDUCE A LOS SI

GUIENTES VALQRES MEDIOS CUADRATICOS: 

¡; ¡; ~(Xtij - xt. ) 2 

E{t i ~. 2 J } = E(MSR) = a (26) N - ¡; .. t mt 

¡; Nt. (Xt •• -X. )2 l:(N-1 - N-1) ¡; n2 

E{t 
2 t t. i ti 2 

k-1 } =E (MSP) = a + k-1 a + ·v 

N ¡; N2 /N .. t t. 2 
+ k-1 a u (27) 

¡; ¡; nti(Xti. - X ) 2 N - ¡; N-1 l: 2 
nti 

E{t i t •• 2 . . t t. i 2 

l: m - k 
J =E (MSPW) * a + av l:m -k 

t t t t 
(28) 

2 
EN ESTAS ECUACIONES SE OBSERVA QUE SI. av = O, ENTONCES E(MSR) = 

2 
E(MSPW), POR LO QUE PARA PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE a =O BAS

v 

TA FORMULAR LA ESTADISTICA 

FPW = MSPW/MSR (29) 

QUE TIENE DISTRIBUCION F CON (l: mt- k) Y(N 

LIBERTAD. 

2 
POR SU PARTE LA HIPOTESIS DE QUE au = O NO SE PUEDE PROBAR COM 

.. 

1 
1 

·1 

i 

1 
i 
' 

- 1 
! 

1 
! 
1 
1 

1 

1 
1 

! 
1 

¡ 
1 
1 
1 
1 

1 
.. ¡ 

1 

1 
1 
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2 
PARANDO MSP CON MSR, YA QUE EN E(MSP) INTERVIENEN TANTO a .u 

2 
COMO av' EN EL CASO PARTICULAR DE QUE n~1=n PARA TODO t E i, 

ENTONCES Nt.=mtn Y: 

(Emt)2 2 - Emt 
2 2 2 t 2 

E(MSP) = a + n a + (k-1) na u V Emt 
t 

(30) 

2 2 
E(MSPW) = a + na 

V ( 31) 

2 
POR LO QUE LA HIPOTESIS DE QUE au=O SE PUEDE PROBAR COMPARANDO 

MSP CON MSPW MEDIANTE LA ESTADISTICA 

Fp = MSP/MSPW (32) 

QUE TIENE DISTRIBUCION F CON (k-1) y (Emt -k) GRADOS DE LIBER
t 

TAO. 

1 
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EJEMPLO 

SE MUESTREARON CUATRO LOTES DE HULE CRUDO. DE CADA LOTE SE 

TOMARON DOS MUESTRAS. TRES PRUEBAS INDEPENDIENTES DE ESPECI-

MENES SE PREPARARON Y ANALIZARON PARA CADA UNO. ABAJO SE MUES 

TRAN LOS DATOS QUE DAN EL MODULO DE ELASTICIDAD OBTENIDO EN 

PORCENTAJE. CONSIDERE QUE SE APLICA EL l10DELO DE VARIANCIA 

DE UNA COMPONENTE,CONSTRUYA LA TABLA ANOVA (ANALISIS DE VA

RIANCIA). USANDO LA TABLA OBTENGA ESTU1ACIONES DE LA VARIANCIA 

DE CADA COMPONENTE. 

SOLUCION 

LOTE O 
BACHADA 

MUESTRA 1 

MUESTRA 2 

1 

1 2 

1 

X X 

1 
. 

MODULO DE ELASTICIDAD 

1 2 3 

560 600 600 
580 640 610 
600 620 .640 

660 . 580 580 
610 630 660 
600 670 620 

2 3 

1 

·2 ~ 

(%) 

4 

680 
700 
730 

720 
770 
740 

1 

1 

4 
( 
LOTE 
K= 4) 

2 MUESTRA 

(m =2 ~ft) 
t 

.. 

X X 
X X X X X X REPLICM 
X X X X X X 

' 

X X X X X X X X <nu=3 "c't,i) 

= n 

; 

' •\ 

1 
¡ 

,1; 

' i 
¡L 
¡! 

l 
!, 

,, 
!1 

11' ' 



SE TRATA DE UN EXPERIMENTO CON DOS FACTORES NO CRUZADOS, 

LAS ECUACIONES A EMPLEAR SON 

SST Hl: (Xt .. ¡2 = 2 krnn x2 = - X l:HXt .. -
tij ~J . . . . tij ~J ... 

SSP = ~ Nt. (Xt. • X ) 2 ... 

SSPW = H nt . (Xt . - Xt ) 
2 

ti ~ ~. • • 

- 2 SSR = l:l:l:(Xt .. - Xti) = SST- SSP- SSPW 
tij ~J 

APLICANDO LAS ECUACIONES TENEMOS 

k= 4 

m = 2 

n = 3 

• 
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LOTE O MODULO DE ELASTICIDAD 
xu. x - • 1 - ) 2 . (X -X ) 2 

BACHADA MUESTRA 
2 

t .. (X ti. -xt .. t. . . .. 
xtij xtij 

560 313600 
1 580 336400 580.0 469.444 

1 600 360000 
601.6667 1599.99 

660 435600 
2 610 372100 623.333 469.444 - 600 360000 

600 360000 
1 640 409600 620.0 11.1111 

620 384400 
2 623.333 336.11 

580 336400 
2 630 396900 626.667 11.1111 

670 448900 

600 . 360000 
1 610 372100 .616.667 2. 7778 

640 409600 
3 618.333 560.11 

580 336400 
2 660 435600 620.0 2. 7778 

620 384400 

680 462400 
1 700 490000 703.333 400.0001 

730 532900 
4 723.333 6615.11 

720 518400 
2 770 592900 743.333 400.0001 <D 

740 547600 <D 

TOTALES 15 .• 1/00 9956200 1766.667 9111.33 

··----

- -- ---... ' . -·....--
. ' - ... ···.~-:~"';""--.·~-----~--·····;;~---.-.. ----:;:':':"·-----



jx = 15400/24 = 641.6667 ... 
kmn = 4 X 2 X 3 = 24 

SST = Hl:X~ .. - kmnX
2 

tij ~) 

2 
l.: EE Xt .. 
tij ~J 

2,177, 700+2, 336, 200+2 ,298 ,100+3, 144,200 = 9, 956,200 

SST = 9,956,200- 24(641.667) 2 =74,533.33 

SSP = 6(9111.33) = 54,667.98 

SSPW = 3(1766.667) = 5,300.00 

lOO 

il 

SSR =Ssr-SSP-SSPW= 74,533.33-54,667.98-5,300.00 = 14,565.35 

HSP = ~~i = 
54 ·~~i· 98 

= 18,222.66 

MSPW = SSPW = 5300.00 = 1 325 00 
k (rn-1) 4 (2-1) ' • 

MSR ~S~S~R7. = 14,565.35 = 910 , 33 = km(n-1) 4x2(3-1) 

DE TABLAS PARA UN 99% DE 

NIVEL DE CONFIANZA 

F MSPW 1,325.00 
PW = MSR = 910.33 = 1 • 4 6 < F 0 =4.77 .01,4,16 

_ ~!SP 18, 2 2 2. 6 6 
Fp- MSPW 1,325.00 = 13 • 75 < F = 16.69 0.01,3,4 
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POR.LO TANTO, PARA LOS SUBGRUPOS S~ ACEPTA LA HIPOTESIS, O SEA 

NO HAY DIFERENCIA SIGNIFICATIVA ENTRE LAS MUESTRAS A TJN 

NIVEL DE CONFIANZA DE 99%. PARA LOS LOTES SE' ACEPTA .LA HIPO-

TESIS, O SEA NO HAY DIFERENCIA SIGNIFICATIVA ENTRE LOTES 

A UN NIVEL DE CONFIANZA DE 99%,. 

ANO VA 

FUENTE DE 
VARIACION 

SS GRADOS DE 
LIBERTAD 

MS F (CALC) F (DE TABLAS) 
(a = 0.01) 

ENTRE LOTES O k - 1 
HACHADAS ·ssP=54, 667'. 98 3 

ENTRE PARTES DE k(m-1) 

MSP=18,222.66 F =13.75< p . 16.69 

LAS HACHADAS SSPW=5,300.00 4 MSPW=1,325.00 FPW=1.46< 4.77 

RESIDUAL (ENTRE km(n-1) 
PRUEBAS) SSR=14,565.35 16 MSR=910.33 

TOTAL 74,533.33 23 

F - 16 69 F = 4. 77 3,4,0.99 - • , 4,16,0.99 

ESTIMACIONES DE LAS VARIANCIAS DE CADA COMPONENTE 

PUESTO QUE E(MSR) = o 2
, SE TIENE 

A2 
o = MSR = 910.33 

DE LA EC 31, o 2 = (E(MSPW) 
V 

' 
o 2 )/n, POR LO QUE 

o~ = (MSPW -MSR)/n:(1325.00 - 910.33)/3 = 138.22 

RESTANDO LA EC. 31 A LA EC. 30: 



E (MSP) - E (HSP\'1) = 

POR LO QUE 

cr 2 = {E(MSP) - E(MSPW)}/sn 
u 

y, 

~~ = (MSP - MSPI•;r) /sn 

EN NUESTRO PROBLEMA 

S = 8
2 

- 4 x 4 
3 x 8 = 2 

(18,222.66 - 1325.00)/6 = 2816.28 

102 
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9.EXPERIMENTO CON DOS FACTORES CRUZADOS. 

EL MODELO PARA REPRESENTAR LA j-ESIMA 

CORRESPONDIENTE AL NIVEL t DEL PRIMER 

DEL SEGUNDO FACTOR ES 

103 

MODELO PARAMETRICO 

OBSERVACION, Xti'' 
. J 

FACTOR Y A¡. NIVEL i 

(1) 

DONDE pt Y Ki SON EL EFECTO DEL t-ESIMO NIVEL (RENGLON) DEL 

PRIMER FACTOR Y DEL i-ESIMO Nll:VEL (COLUHNA) DEL SEGUNDO FAC-

. TOR, RESPECTIVAMENTE, (pK)ti ES EL EFECTO DE INTERACCION DE 

LOS DOS FACTORES EN SUS NIVELES t E i, Y Ztij ES EL RESIDUO, 

ERROR O EFECTO NO EXPLICABLE POR ·LOS FACTORES¡ LAS Ztij SON 

VARIABLES ALEATORIAS .. INDEPENDIENTES CON DISTRIBUCION NORMAL 

DE MEDIA CERO E IDENTICA VARIANCIA, a2, 

SI t = 1, 2, •• , , r, E i = 1, 2, .. , , e, SE DICE QUE SE TIE · 

NE UN EXPERIMENTO CRUZADO rxc¡ SE DICE QUE ESTE ES ORTOGO-

NAL SI TIENE IGUAL NUMERO DE DATOS EN CADA CELDA (t, i), Y 

SI TODOS ESTOS SON RESULTADO DE OBSERVACIONES INDEPENDIEN

TES DE UNA POBLACIO.N CON DISTRIBUCION NORMAL. 

PUESTO QUE EL TOTAL DE PARh~ETROS INVOLUCRADOS EN LA EC (1) 

PARA PRESENTAR A re VALORES ESPERADOS ES 1 + r + e + re, ES 

NECESARIO IMPONER OTRAS r + e + 1 CONDICIONES¡ ELLAS SON: 
. ( ·· "i "' ( X ·r . X - )( ·• . . X l 3 
.I .. J .. • I.. ~ "~... ..L:J' r 

¡; pt = o 
t=1 •. . 

(2) 
X 

- •. _¡ 

e 
¡; Ki = o 

i=1 
(3) 



r 
¡; (pK)ti = o PARA TODA i ( 4) 

t=1 

e 
1: ·e p K> t . = 

i=1 ~ 
o PARA TODA t (5) 

EN DONDE HAY r + e + 2 CONDICIONES, PERO UNA DE LAS DE LA 
e 

EC (5) ES REDUNDANTE ( l: (pK) .), YA QUE QUEDA OBLIGADA EN 
i=1 r~ 

TERMINOS DE LAS: r + e - 1 CONDICIONES RESTANTES !..~PUESTAS 

POR LAS ECS (4) y (5). 

DE ACUERDO CON ESTE MODELO SE OBTIENEN LOS SIGUIENTES PRO-

MEDIOS: 

PROMEDIO POR RENGLONES: X = ~ + . pt + z (6) 
t •• t .• 

PROMEDIO POR COLUMNAS: X • i. = e + Ki + z • i • 
( 7) 

PROHEDIO POR CELDAS: xti. + t + Pt + Ki1 +(p1C)ti + zti 
( 8) 

PROMEDIO GLOBAL: x = t + z (9) . . . ... 

LOS EFECTOS DE CADA PARAMETRO SE PUEDEN SEPARAR MEDIANTE 

LAS ESTADISTICAS, QUE SE OBTIENEN CON LAS ECUACIONES (6) A 

(9) : 

X - X = pt + z - z E (Xt •• - x ) ·= Pt (10 l t •• . .. t •• • •• . .. 
X X = Ki + z z E(X - X l = Ki (11) 

. i • . . . . .i . . .. . i . . . . 
1 

- X - X + X + - z -z +Z 

104 

xt. J.. t •• . i. . . . =·(pK)ti zt. 
~. t •• . i. . .. 

(12) 
E(Xti. - X - X + X l = (p K) ti t •• . i. . . . 

xtij - xt. = ztij - zti.; E (Xtij - xt. l = o (13) 
l.. l.. 
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PARA ANALIZAR LAS FUENTES DE VARIABILIDAD DE LOS . DATOS, LA 
~ 

SUMA DE CUADRADOS SE PUEDE DIVIDIR, EN UNA PRIMERA ETAPA, 

EN LA SUMA DE CUADRADOS ENTRE CELDAS Y DENTRO DE LAS CELDAS: 

1: 1: 
t i 

. - 2 
~ (J(tij - X •. •) 
) . 

ENTRE CELDAS DENTRO DE LAS CELDAS 

(14) 

UTILIZANDO LA EC (13) SE DEMUESTRA QUE 

E{ SUZ.JA DE CUADRADOS DENTRO DE LAS CEr.DASl ;0. l!l{t I 1: 
ti j 

2 
=(N -re)a (15) 

POR LO QUE EL NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD DE LA SUMA DE CUA 

ORADOS DENTRO DE LAS· CELDAS ES . (N - re) Y 1 POR LO TANTO, LA 
• • 

ESTADISTICA VALOR MEDIO CUADRATICO DENTRO DE LAS CELDAS O RESIDUAL: 

- 2 
X ti . ) 1 (N • • - re) · (16) 

2 
.ES UN ESTIMADOR INSESGADO DE a • 

LA SUMA DE CUADRADOS ENTRE CELDAS SE PUEDE DIVIDIR EN TRES 

PARTES SOLO SI LAS nti SON IGUALES PARA TODA CELDA (nt1=n), 

O SI SE SATISFACEN CIERTAS.CONDICIONES DE PROPORCIONALIDAD*¡ 

AQUI SOLO TRATAREMOS EL PRIMERO.DE .ESTOS CASOS, EN.EL QUE SE 

OBTIENE: ' 
n 1: 1: (Xti 
ti • 

- X ) 2 = nc 1: (Xt • . . t .• - x· 
• •• 

ENTRE RENGLONES = SSBR 

*BANCROFT, T. A., "TOPICS IN INTERMEDIATE STATISTICAL METHODS", 
IOWA UNIVERSITY PRESS, 1968, 

1 

1 

,. 
! 

1 
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+ nr J: (X . - X l 2 + n t l: (Xt . 
i .~. ••• ti 1 ·• 

-----=-------.~---' 

- X t •• - X . i. 
(1 7) ... 

.. ' 

EN'IlRE COLUMNAS =SSBC INTERACCION = SSI 

LAS ESPERANZAS DE LOS TERMINOS DEL MIEMBRO DERECHO DE LA EC 

(17) SON: 

'2 2 ENTRE RENGLONES: E(SSBR) = (r-1)o + nc J: pt (18) 
t 

2 2 
ENTRE COLUMNAS: E(SSBC) = (c-1) o + nr l: K. (19) 

. l. 
l. 

2 2 INTERACCION: E(SSI) = (r-1) (c-1) o + nl:l:(pK)t. (20) 
ti l. 

POR LO QUE LOS GRADOS DE LIBERTAD RESPECTIVOS SON (r-1), 

(c-1) Y (r-1) (c-1); EN ESTAS CONDICIONES LOS VALORES MEDIOS 

CUADRATICOS SON: 

2 
ENTRE RENGLONES: E(MSBR) = o + 

2 
ENTRE COLUMNAS: E(MSBC) = o + 

INTERACCION: 

(r-1) - 1 2 
nc J: p t 

t 

(c-1)-1 2 
nr J: K. 

i l. 

.·' 

2 
nl:l:(pK) 

(21) 

(22) 

ti ti . 
( 2 3) 

POR LO ANTERIOR, LA PRUEBA DE HIPOTESIS DE QUE p 1 = p2 = ••• 

= p = O SE PUEDE HACER PROBANDO LA HIPOTESIS DE IGUALDAD r 

DE VARIANCIAS ENTRE RENGLONES Y RESIDUAL, PARA LO CUAL SE 

UTILIZA LA ESTADISTICA 

F = MSBR/MSR ( 24) 
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.' 

QUE TIENE DISTRIBUCION F CON .(r-1) Y (N. -re) = re(n-1) 
• • 

GRADOS DE LIBERTAD, 

ASIMISMO, LA PRUEBA DE HIPOTESIS DE QUE K~.=· K2 = ••• Ke = 0 

SE PUEDE HACER PROBANDO LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE VARIAN-

CIAS ENTRE COLUMNAS Y RESIDUAL, CON LA ESTADISTICA 

- F = MSBC/MSR (25) 

QUE TIENE D-ISTRIBUCION F CON (e-1) Y re (n-1) GRADOS DE LI

BERTAD. 

LA PRUEBA DE HIPOTESIS DE INTERACCION NULA, O SEA, DE QUE 

(pK)ti =O PARA TODA-tE i SE PRUEBA CON 

F = MSI/MSR (26) 

QUE TIENE DISTRIBUCION F CON (r-1) (e-~) Y ·re(n-1) GRADOS 

DE LIBERTAD. 

EN EL CASO PARTICULAR DE UNA OBSERVACION POR CELDA (n=1), 

NO SE REQUIERE EL TERCER INDICE (j) Y EL MODELO ES 

(27) 

EN ESTAS CONDICIONES NO SE OBTIENE NINGUNA .SUMA DE CUADRA-
2 

DOS RESIDUAL Y NO ES POSIBLE ESTIMAR A a DE MANERA SEPARA 
. ' DA DE pt' Ki Y (pK)ti Y, EN CONSECUENCIA, NO$ PUEDEN HACER 

LAS COMPARACIONES DE VARIANCIAS DADAS POR LAS ECS (24), (25) 

Y (26). PARA SALVAR ESTE OBSTACULO EL MODELO DE LA EC (27) 

SE REDUCE A 
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( 2 8) 

EL CUAL IMPLICA QUE (pK)ti = O PARA TODA t E i, ES DECIR, 

QUE NO HAY INTERACCION ENTRE LOS PARAMETROS; EN ESTE CASO 

LA ESTADISTICA 

l: l:(Xt. - xt -X . +X l 2/(r-1) (c-1) (29) 
t· i ~ . .~ 

ES EL VALOR MEDIO CUADRATICO RESIDUAL, MSR. 

EL EXPERIMENTO DE BLOQUES ALEATORIZADOS VISTO ANTERIORMENTE 

ES, COMO PUEDE VERSE, EL CASO PARTICULAR DE UN EXPERIMENTO 

DE DOS FACTORES CRUZADOS CON n=1. 

FOR1>1ULAS SIMPLIFICADAS PARA LAS SUMAS DE CUADRADOS (SS) 

TOTAL: SST = 2 . -2 
l: l: l: xtij - nrcX 
t i j ... 

ENTRE RENGLONES: SSBR ncl: -2 -2 = X - nrcx 
t 

t .. 

ENTRE COLUMNAS: SSBC = -2 -2 nrl: X . . - nrcx 
i . ~. 

DEi.-ll'RO CEIDAS (RESIDUAL) : SSR= l: l: 2 
¡; . .Xti · - nl: l: 

t i j J t' i 

INTERACCION: SSI = SST - SSBR - SSBC -

SI n = 1, SSR = SST - SSBR - SSBC. 

' 

(30) 

(31) 

(32) 

-2 . 
( 3 3) xt. . ~. 

SSR (34) 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA EN DOS DIRECCIONES CON 

FACTORES CRUZADOS QUEDA EN LA FORMA: 



TOTAL rcn-1 SST 

EJEMPLO 

EN UN EXPERIMENTO PARA DETERMINAR EL COEFICIENTE DE EXPANSION 

DE ALGUNAS ALEACIONES' DE TITANIO, FABRICADAS CON DOS PROCEDI-

MIENTOS DIFERENTES, SE ELABORARON 16 ESPECIMENES A LOS CUALES 

SE LES MIDIO EL COEFICIENTE DE EXPANSION TERMICA. SE DESEA 

SABER SI LAS ALEACIONES Y PROCEDIMIENTOS INFLUYEN EN DICHO COE 

FICIENTE. 

LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES SE. PRESENTAN EN LA TABLA SIGUIEN 

TE, EN LA CUAL CADA CELDA TIENE LAS SIGUIENTES ANOTACIONES: 

• 
'Pi 
.¡.J 

•>< 

' ' 

i . ¡ 
. i 

1 
; 
1 

¡ 
' 

1 
1 1 
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COEFICIENTES DE EXPANSION 

PROCEDUUENTOS ALEACIONES 

A B ·C D xt;. 

"' \D o o 
4. 78...,~ 3.84 \D~ 5. 82 ~ ~ 4.57:g~ 

4. 9725 1 Lt"n Lflr- r- Lfl 00 

4. 28..; g . • . . • . 
5.28 .... ~ 5.77Lfl~ 5.44Lfi:G 

\D o N .... 
4. 4 6:G g 4, 73 Lfl N 4.76~aJ 4,30 IX)~ .... \D 

2· \D .... 01"'1 ON 0\D 4.1963 . . 
3.36..;~ 

. . 
4. 79 .... ¡:;J 3. 31 .... ~ 3. 86 .... ~ 

TOTALES 18.31 17,21 19.66 18.17 

X 
. i. 4. 5 775 ~-3025 4.915 4.5425 

-2 
20.9535 18.5115 24.1572 20.6343 .. X . 

• l. • 

EL ~10DELO AQUI ES 

t = 1,2; i = 1,2,3,4~ j = 1,2 

POR LO TANTO: r = 2, e = 4, n = 2, X = 73.35/16 = 4.5844 

-2 
X = 21.0164, nrc x2 ,; 336.2639 

SSBR = 2 X 4 (24.7258 + 17.6085) - 336.2639 

= 338.6741 - 336.2639 = 2.4102 

-2 X 
t .. 

24.7258 

17.6085 

42.3343 

'. ' 



SSBC = 2 x 2 (20.9535 + 18.5115 + 24.1572 + 20.6343)

·- 336.2639 

SSBC = 337.0260 -336.2639 = 0.7621 

1 

2 

TOTAL 

A 

22.8484 
18.3184 

19.8916 
22.9441 

84.0025 

TABLA DE CUADRADOS 
2 

xtij 

B 

14.7456 
27.8784 

22.3729 
11.2896 

76.2865 

e 

33.8724 
33.2929 

22.6576 
10.9561 

100.7790 

2 EEIX ti" = 344.9361 
tij J 

D 

20.8849 
29.5936 

18.4900 
14.8996 

83.8681 
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SSR = 344.9361- 2(20.5209 + 20.7936 + 33.5820 + 25.0500 + 

+ 21.3906 + 16.3620 + 16.2812 + 16.6464) = 344.9361 -

- 341.2534 = 3.6827 

SST = 344.9361 - 336.2639 = 8.6722 

SSI = 8.6722 -.0.7621- 2.4102 - 3.6827 = 1.8172 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA. RESULTA SER: 

1 
'-
1 
1 

' ' 1 
! 

r 
' ' 
t 

1 

'· 

: 

1 
i 
1 
1 

r 
1 
• 
i 
~ .. 

! 
1 

~ 
r 

1 . ¡ 
t 

1 

¡: 

1 
• 
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FUENTE DE SS G. DE L. ns F VARIACION 

ENTRE RENGLONES 2.4102 1 :Z.4102 5.236 
(PROCEDIMIENTOS) 

ENTRE COLUMNAS 0.7621 3 0.2541 0.552 
(ALEACIONES) 

INTERACCION l. 8172 3 0.6057 l. 316 

RESIDUAL 3.6827 8 0.4603 

. TOTAL 8.6722 

F = 5.32 > 5.236 SE ACEPTA Ha= pt = o~ 0.95,1,8 

F = 4.07 > 0.552 SE ACEPTA Ha: " o = o Vi 
0.95,3,8 ~ 

F . 
0.95;3,8 = 4.07 > l. 316 SE ACEPTA Ha: (pK)ti = o vt,i 

1 ' 
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EJEMPLO 

PARA DETERMINAR EL EFECTO DE.CUATRO DIFERENTES PESTICIDAS 

EN LA PRODUCCION DE TRES TIPOS DE FRUTA CITRICA, SE DISE~O 

UN EXPERIMENTO DE DOS FACTORES CRUZADOS EN EL QUE SE ASIG-

NARON AL AZAR DOS ARBOLES FRUTALES DE CADA TIPO PARA SER 

FUMIGADOS POR CADA PESTICIDA. LAS PRODUCCIONES DE FRUTA 

EN KG/ARBOL SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE: 

VARIEDAD PESTICIDA 

DE FRUTA 1 2 3 4 

1 49 50 43 53 
39 55 38 48 

2 55 67 53 85 
41 58 42 73 ... ' .. 

3 66 85 69 85 
68 92 62 99 

1 . 

REALIZAR EL ANALISIS DE VARIANCIA Y HACER ESTIMACIONES PUN 
' 2 

TUALES DE LOS EFECTOS, DE LAS INTERACCIONES Y DE a • 

LAS HIPOTESIS A PROBAR SON: 

LOS EFECTOS DE LAS FRUTAS SON NULOS: H0 : pi = p 2 = p3 = O 

al.; NO TODOS .. LOS EFECTOS DE LAS FRUTAS SON IGUALES A CERO 

LA CUAL PUEDE HACERCE PROBANDO LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE 

VARIANCIAS ENTRE VARIEDADES DE FRUTAS (RENGLONES) Y RESI-

DUA~MEDIANTE LA ESTADISTICA: 



1 

F = MSBR/MSR 
R 
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VERSUS F0,01,2,12 = FCR 

b) LA PRUEBA DE LA HIPOTESIS DE QUE LOS EFECTOS ENTRE LOS PES-

CONTRA LA HIPOTESIS DE QUE LOS EFECTOS NO SON TODOS NULOS, . 

LA CUAL PUEDE HACERSE PROBANDO LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE 

VARIANCIAS ENTRE PESTICIDAS Y RESIDUAL: 

Fe = MSBC/MSR VERSUS F 0.01,3,12 

e) FINALMENTE LA PRUEBA DE HIPOTESIS DE INTERACCION NULA H : 
o 

(pK)ti = OVt, Vi1 CONTRA LA HIPOTESIS H1 DE QUE NO TODAS LAS 

INTERACCIONES SON NULAS, PUEDE HACERSE PROBANDO LA HIPOTE-

SIS DE IGUALDAD DE VARIANCIA ENTRE LAS INTERACCIONES Y LA 

RESIDUAL, CON LA ESTADISTICA: 

FI = MSI/MSR VERSUS F 0.01,6,12 

DESARROLLEMOS LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANCIA EN 2 DIREC 

ClONES CON FACTORES CRUZADOS. 

1 . 



! PESTICIDA i 
VARIEDAD x . -2 ! 
DE FR11TA 1 2 3 4 X ' TOTALES .t • • t •• ! 

1 1 1 1 
1 44 1 

52.5 f 40.5 
1 

50.5 

1 1 
1 

-

1 49 50 43 53 1 375 46.88 2197.27 '¡ 

1 1 ! ' 
39 1936 55 2756.25 38 ' 1640.25 48 2550.25 ' 1 - 1 1 i 

1 1 1 1 i 
48 

1 
62.5 

' 
·, 47.5 79 ; 

1 1 1 
1 

2 .55 1 . 67 1 53 85 
' 474 59.25 3510.56 

41 1 2304 58 1 3906.25 42 1 2256.25 73 1 
6241 ' 

1 1 -• --
1 67 ¡ 88.5 i 65.5 92 

1 1 
1 1 3 66 85 

1 
69 85 626 78.25 6123.06 

1 j 1 68 1 4489 92 ! 7832.25 62 4290.25 99 8464 
1 1 i 

1 1 
1 ' 

1 ' 
1 1 

N. • : 1 

TOTALES 318 1 407 307 ' 443 1475 11830.891 
1 1 

i. 53 ! 67.83 1 ' ·51.17.1 73.83 : X • • • ::: . ]. . 
1 61.46 

xz. 2809 1 4601.36 2618.03 1 5451.36 1 15479.75 x:; . ::: . ]. . 
1 j ¡ 3l/I.ZJ 

i 
1 

iCi:. 1 l. o 

xtill 
-2 r r xt. Q 48,667.75 ¡:: ]. . 

X 1 -2 ti VI 

xt:. t:i. 2¡ l. o 

1 . ' 
-•=--'==-===-'·"o.,..,-..;:=:.¡, 

( 

---- ~ .... ---·· -------====~--:-:-.. o::-.. :-:.:-: ... -c .. c:::-.:-:. ::c--=-:c::-::--:::-:-~:::-:-=:_:__.~---·--· ----···- ... ·-----·-·--·----·-···---·-···· 
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--- -. -- -----¡ 

TOTAL: SST = t t t 
t i j 

xt2 .. - nrcx 2 = 49 2+39 2+55 2+412+ ••• +73 2+85 2+55 2-2x3x4x 
~J ••• 

= 97839 - 90,655.92 

=7183.04 

ENTRE RENGLONES: 

SSBR = nctxt
2 - nrcx2 =2x4x11830.89-90,655.92 

t .• ... 

ENTRE COLUMNAS: 

SSBC = nrtX 2 . - nrcx 2 
i .1. 

ENTRE CELDAS: 

= 94647.12-90,655.92 

= 3991.20 

= 2 X 3 X 15479.75-: 90,655.92 

= 92878.50 - 90655.92 

= 2222.58 

2 ::2 SSR= tE, t Xti.-nl:l:Xt.= 97839-2 X 48667.75 
t i j J ti ~. 

= 507.5 

INTERACCION: 

SSI = SST - SSBR - SSBC - SSR 

= 7183.04 - 3991.20 2222.58 - 507.5 

= 461.76 

PUDIENDO CON LO ANTERIOR COMPLETAR LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA~ 
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FU. ~ DE VARIACION G.Dl: L SS MS f,E Fe 

E!.'TRE VARIEDADES DE r-1=;3-1~2 SSBR ~ SSBR/(r-1)~ MSBR/MSR= F ~F 
CR 0.01,2,12 

FRUTA 3991.20 >·.1995.60 = 47.19 > = 6.93 

E}.'TRE PESTICIDA c,-1=4-1=3 SSBC = SSBC/(c-1)= MSBC/MSR~ F ·~F ce o.o1,3,12 

2222.58 . 740.86 . ~: 11.52 ) ~ 5.95 

l}.!ERACCION (r-1)(c-1) SSI = SSI/(r-1)(c-1)= MSI/MSR= F =F . 

1 

CI 0.01,6,.1.2 

= 6 461.76 
.. 76.96 ~ 1.82 < = 4.82 

' 
~ESIDUAL (DENTRO DE rc(n-1)=12 SSR ~ SSR/rc(n-1) 
1 
1 . 
¡cELDAS) 507.5 42.29 

' 

!TOTAL rcn-1=23· ·ssr ~ 
1 

L 7183.04 

CVI·IO PUEDE OBSERVARSE EN LAS FE · (F,:ESTIMADA) Y LAS Fe". (F CRITICAS) SE 

TENDRAN LAS SIGUIENTES CONCLUSIONES DEL ANALISIS DE VARIANCIA (VER LAS 

2 ULTIMAS COLUMNAS) 

l. DADO QUE FER > FCR ~ SE RECHAZA LA HIPOTESIS Ho ,, SI HAY EFECTO 

ENTRE VARIEDADES DE FRUTAS 

2. DADO QUE FEC > FCC ~ SE RECHAZA LA HIPOTESIS H0 

ENTRE LOS DIFERENTES TIPOS DE PESTICIDAS. 

' 

SI HAY EFECTO 

3. DADO QUE FEI < FCI ~ SE APLICA LA HIPOTESIS HO ,', NO HAY EFECTO DE 

INTERACCION 

1 

' . ' i 
' 

·' 

1 
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CALCULO DE LOS ESTIMADORES DE LOS EFECTOS: 

EFECTO DE LA VARIEDAD DE FRUTAS 
A 

DADO QUE E { Xt .. - X } = pt ~ p = X - X t t .. 

p1 = 46.88 - 61.46 = -14.58 

A 

P2 = 59.25 - 61.46 = -2.21 

p3 = 78.25 61.46 = 16.79 

EFECTOS DE LA VARIEDAD DE PESTICIDAS 
A 

DADO QUE E{X . 
• l. • 

X }=k=}k 
. . . i i = X . - X 

• l. • . 

A 

k1 = 53 - 61.46 = -8.46 

A 

k -2 = 67.83 - 61.46 = 6.37 

A 

k3 = 51.17 - 61.46 = -10.29 

A 

k' = 73.83 - 61.46 = 12.37 4 

ESTIMACIONES PUNTUALES DE LAS INTERACCIONES: 

DADO QUE E <xt. - X - X .i. + X } = {pk)ti => 
' l. • t •• 

TENDREMOS: 
A 

( pk) ti = X - X - X + X ti., . t .• . i . 
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A 

(pk) 1¡1. = 44 - 46.88 - 53 + 61.46 = 5.58 
" 
A 

(pk) 1,2 = 52.5 - 46.88 - 67.83 + 61.46 = -0.75 

A 

(pk) 1,3 = 40.5 - 46.88 - 51.17 + 61.46 = 3.91 

A 

(pk)1,4 = 50.5 - 46.88 - 73.83 + 61.46 = -8.75 

A 

(pkl2,1 = 48 - 59.25 - 53 + 61.46 = -2.79 

A 

(pk) 2,2 = 62.5 59.25 67.83 + 61.46 = -3.12 

A 

(pk) 2,3 = 47.5 - 59.25 51.17 + 61.46 = -1.46 

A 

(pk)2,4 = 79 - 59.25 73.83 + 61.46 = 7.38 

A 

( pk) 3 1 = 67 - 78.25 53 + 61.46 = -2.79 . , 
A 

(pk) 3,2 = 88.5 - 78.25 -· 67.83 + 61.46 = 3.88 
A 

(pk) 3,3 = 67.5 - 78.25 - 51.17 + 61.46 = -2.46 

A 

(pk) 3,4 = 92 - 78.25 - 73.83 + 61.46 = 1.38 

FINALMENTE, DADO QUE EL VALOR DE MSW (0 MSR) ES UN ·E.S:l'IUADOR 
2 A2 

INSESGADO DE a 9 a = 42.29 (VER TABLA DE ANALISIS DE VARIAN• 

Al A A ""

2 
a CABE OBSERVAR QUE TODOS LOS ESTIMADORES Pt, k1 , (pk)ti Y 

SON INSESGADOS. 

, 

·' 

•· 
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MODELO CON DIFERENTES TA}~OS DE MUESTRA 

SE DESARROLLA LA SUMA DE CUADRADOS: 

r e nti r e nti 
- 2 - 2 + 

l: l: . l: (Xtij - X ••• ) = l: ¡; l: (X - X • • • ) 
t=l i=l J=l t=l i=l j=l t •• 

' 

r e nti 
- 2 + 

+ l: l: E (X. i' - X • • • ) 
t=l i=l j=l • . 

r e nti 
- 2 

+ ¡; E . E (Xtij - xt o> + 
t=l i=l J=l 

1. 

r e nti - - 2 + E E E (Xt o - x -X .i: +X • • •) 
t=l r=l j=l 1. t •• 

SST = SSBR + SSBC + SS! + SSR 

e r r e 
En ti En ti ¡; l:nti 

i=l 
n;:i. 

t=l t=l i=l 
nt. = ; = • n .. = e r • er 

AS!: 

, .. 
r e 0 ti 

SSBR = l: ¡; ¡; <x 2 2x x · + X 2¡ 
t=l i=l j=l 

t •• t. . . .. 

1 

r r 
= e l: n X 2 

2ex ¡; n X + erx 2 n t=l t. t •• t t. t .. ó • 



r 
= e l: nt 

t=1 

r e 

SSBC = ¡; ¡; 

-2 
X 

t .. 
-2 

- ren X . . . .. 

- 2x . X 
t=1 i=1 • J.. .... 

e 
-2 2 = r ¡; n .X . - ren X 

i=1 • J. • J. • . . . . . 

r e nti 
2 - 2 SSR = ¡; ¡; ¡; (Xt .. - 2Xtij xt. l 

t=1 i=1 j=1 l.J J.. 

r e nti 
2 r e 

- 2 = ¡; ¡; ¡; 
xtij - ¡; ¡; nt. xt. 

t=1 i=1 )=1 .t=1 i=1 J. J.. 

r e nti 
2 -2 SST = ¡; ¡; ¡; (Xt .. - 2Xtij X + X 

t=1 i=1 j=1 l.J ... 

r e nti 
.. 2 -2 
= ¡; ¡; ¡; xtij - ren X 

t=1 i=1 j=1 ... 

SS[ = SS~- SSBR - SSBC - SSR 

121 
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EJEMPLO: 

TRATAMIENTOS 

1 

t = l,r¡ r = 2 

i = 1,c; e = 3 

j = 1,nti 
2 

2 

= [: : j nti 
. 

nt; 1 

3 

n . = [2.5, 2.5, 1.5];. 
.J. 

CALCULOS NECESARIOS: 

X 

J: J: J: 
t i j 

xt. J.. 

X . 
• J. • 

= 10.692; -2 X 

2 1627 xijk = 

= 

[" 
10.5 

9.5 11)33 

= [10.4, 11, 

- 114.325 

";'] ; 

10.66.]; 

X 

= 

n .. 

t •• 
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1 

BLOQUES 

: 1 2 3 

¡ 10 12 5 
i 
¡ 15 9 18 
1 
1 

i 8 
1 

1 7 13 9 
¡ 

12 11 
1 

1 10 
1 

r· :3J 

= 2.16s 

= [ 11 l 
10.33 J 



- 2 r ~ nti xti. = 1494.606 
t ~ 

2 
l: n . X . 
i .1 .l.. 

SST = 1627 -

= 495.711 

= 743.353 

(2) (3) (2.166) (114. 325) 

SSBR = (3) (495. 711) - (2) (3) (2.166) (114. 325) 

SSBC = (2) (743.353) - (2) (3) (2.166) (114.325) 

SSR = 1627 - 1494.606 

SSI = 140.775- 1.366 - 0.939 - 132.394 

ANALISIS DE VARIANZA: 

FUENTE: SS G.L. i MS 
1 

RENGLONES r ., 1 = 1 
(BR) 1.366 - l. 366 ... 

COLUMNAS e - 1 = 2 
(BC) .939 .. ·0.4695 

INTERACCION (r-1) (e-1) = 
( I) 6.076 2 3.038 

RESIDUAL re (n -1) = 
(R) 132.394 6.996'= 7 18.913 

TOTAL 
(T) 140.775 ' 

1 

' 1 
• 

NO HAY EFECTO POR RENGLONES (TRATAHIENTOS). 

NO HAY EFECTO POR COLUMNAS (BLOQUES). 

' i 
! 

' 
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= 140. 775 

= l. 366 

= 0.939 

= 132.394 

= 6.076 

F a =O. OS 

0;0722 5.59 

0.0248 4.74 

0;1606 . 4. 74 

NO ImY EFECTO POR LA INTERELACION ENTRE RENGLONES Y COLUMNAS 

1 .. 
-· 
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MODELO CON NIVELES CRUZADOS ALEATORIOS 

ESTE MODELO SE OBTIENE A PARTIR DEL PARAMETRICO REEMPLAZADO 

Pt' ki (pk)ti POR Ut, Vi' Wti' RESPECTIVAMENTE DONDE LAS U's 

V~s Y \1 's SON VARIABLES ALEATORIAS NORMALES, MUTUAMENTE INDE-

PENDIENTES CADA UNA CON.VALOR'ESPERADO CERO Y: 

2 
1) Var(Ut) = a u '1ft 

2 
2) Var(Vi) = av 'lfi 

2 
3) Var (Wtil =a 'll't,i w 

CONSIDERAMOS SOLAMENTE EL CASO nti = n V~,i O SEA. IGUAL NUMERO 

DE ELEMENTOS EN CADA CELDA ti, CON LO CUAL EL MODELO SERA: 

DE DONDE: 

- - -5) X = E;;+U+V+W +Z 

E;+Ut+V - -6) X = +wt.+zt •• t •• 

7) x = E;+Ü +V.+W .+Z. • i. ~ .~ .~. 

8) xt. = E;+ Ut +V. + Wt. + Zt. 
J.. l. l. l. • 

6) -5): 

. . . = (Ut - Ül + (Ñt. - w •• l + (Z - z i t,. o• '' 

9) X 
t •• 

- X 



7) -5): 

10) 

8) - 6) - 7) + 5) 

11) 

DONDE: 

12) 

14) 

16) 

4) - fl): 

/ 17) 
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X . -X . ~. > + cz . - z > 
• l. • • • ,. 

- -
Xt. -X - X . +X 

1. t.. .1. 
= (W • - W - W . + W ) + 

t~ t. . ~ .. 

+ cz - z - z + z > . ti. t.. .i. • •. 

:t e 
U = . E Ut/r 

t=1 
13) •.. V= E Vi/e 

i=1 

w = t. 

w ... 

e 
E wt./e 

i=1 ~ 
15) ••• w;i= 

r 
= E 

t=1 

e 
E wt./rc 

i=1 ~ 

NUEVAMENTE, PARA ANALIZAR LA FUENTE·DE VARIABILIDAD DE LOS DATOS, 

LA SUMA DE CUADRA~OS·SE PUEDE DIVIDIR EN 2 PARTES: 

'18). - 2 -
E E E (Xt .. -X ) = E E_ nt< (Xt<. - X 
t i j ~J . • • t ~ • • 

) 2 +· ¡; E ¡; (Xt .. - Xt. ) 2 
, ti j ~J L 

~~---y-------J 

ENTRE CELDAS DENTRO DE•.LAS 
CELDAS 



DE AQUI QUE: 

E {SUMA DE CUADRADOS DENTRO DE LAS CELDAS} = 

- 2 
E{ E l: l: (Xt .. - Xt. ) } = (N 

t i j ~J ~. 

2 
- re)a 
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POR LO CUAL LA ESTADISTICA VALOR MEDIO CUADRATICO DENTRO DE 

CELDAS O RESIDUAL (MSW O MSR) 

19) E(MSR)= 

• 

- 2 . 

t
E ~ ~ (Xtij - Xti.) /(N .. 
~ J 

2 

2 
- re) = a 

SE USA NUEVAMENTE PARA ESTIMAR a O SEA LA VARIANZA DE CADA Ztij • 

DE LAS ECS. 9), 10) y. 11) ENCONTRAMOS LOS SIGUIENTES VALORES 

ESPERADOS DE LOS VALORES MEDIOS CUADRATICOS: 

02 + 
2 2 

ENTRE RENGLONES: E{MSBR} = no + neo 
w u 
2 2 

ENTRE COLUMNAS: E{MSBC} = .02 + na + nro 
w V 

a2 + 
2 

INTERACCION: E{MSI} = no 
W· 

LA SITUACION ES SIMILAR A LA DE LA CLASIFICACION DE DOS FACTO 

RES NO CRUZADOS CUANDO UN MODELO ALEATORIO ES APROPIADO. 

LA HIPOTESIS H0 : o~ = O PUEDE PROBARSE COMPARANDO EL VALOR MB 

DIO CUADRATICO DE LAS INTERACCIONES CON EL RESIDUAL i ESTO ES: 

F = MSI/MSR 

POR OTRO LADO PARA PROBAR LA HIPOTESIS H0 : o~ = 'O DE IGUALDAD 

DE VARIANCIAS ENTRE ~NES DEBERA HACERSE LA COMPARACION DE: 
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F = MSBR/MSI 

Y FINALMENTE; PAP~ PROBAR LA HIPOTESIS H0 : a~= O,DE IGUALDAD 

DE VARIANCIAS ENTRE COLUMNAS1 DEBERA HACERSE LA COMPARACION DE: 

F = MSBC/MSI 

JUSTAMENTE, OOMO EN EL CASO DE LA CLASIFICACION NO CRUZADA, 'l'A!:! 

BIEN ES LA ALEATORIEDAD DEL TERMINO• QUE REPRESENTA LA INTERAC

CION EN EL MODELO EL QUE TOMA LA DIFERENCIA ESENCIAL EN EL ANA-
1 

LISIS. EL PROCEDIMIENTO FOR\lAL DE PRUEBA NO SE AFECTA SI LOS E-

FECTOS ENTRE RENGLONES O COLUMNAS SE CAMBIAN DE PARAMETRICOS 

A TERMINOS ALEATORIOS O VICEVERSA (DANDO UN l>lODELO MEZCLADO). 

ES UTIL RECORDAR QUE SI EL MSBR O l>lSBC SE COMPARA CON EL MSR 

CUANDO EL MODELO ALEATORIO ES APROPIADO, EL POSIBLE EFECTO DE 
2 

UNA VARIANCIA a ~ O DE INTERACCION PUEDE DEBERSE SOLAMENTE AL 
w 

INCRID~ENTO DEL T~O MEDIO DE LA RELACION CON EL MSR. 

EJEMPLO 

SUPONGAMOS QUE UNA COMPA~IA DISPONE DE n FUENTES DIFERENTES DE 

MATERIAS PRIMAS An Y m MAQUINAS DE DISTINTAS MARCAS Bm PARA 

PRODUCIR UN NUEVO PRODUCTO. SE SABE QUE LAS ~ffiRCAS DE MAQUI-

NAS SON IGUALMEN~E PRODUCTIVAS EN TERMINOS DE VELOCIDAD - EL 

NUMERO DE TIRADAS PRODUCIDAS POR HORA - PERO NO SE SABE SI 

TRABAJAN IGUALMENTE BIEN EN TERMINOS DEL NUI>lERO DE UNIDADES 

DEFECTUOSAS ELABORADAS ENTRE LAS PRODUCCIONES POR HORA. 



MAQUINA 

1 

2 

3 

TOTALES 

X 
.i. 

-2 
X . 

.1. 
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ADEMAS, LA FIRMA DESCONOCE SI HAY DIFERENCIAS EN LA CALIDAD 

DE LAS MATERIAS PRIMAS PROVENI-ENTES DE LAS FUENTES, POR UL 

THIO SE SOSPECHA QUE LA .HATERIA PRIHA DE UNA FUENTE PUEDE 

PRESENTAR UN EFE.CTO ESPECIAL EN UNA MAQUINA PARTICULAR O VI 

CEVERSA. 

DifERINIT.5, 

POR CONSIGUIENTE, SE DESEA ESTABLECER SI LOS An SON 

SI IDS B SON DIFEREi.ti'ES Y SI EXISTE ;,r.Q.lN EEEClO CONJUNTO . . m . . . . . . . 

A x B. PARA RESPONDER A ESTAS PREGUNTAS SE SELECCIONARON AL 

AZAR 4 FUENTES: A1 , A2 , A3 Y.A4 Y 3 HARCAS DE HAQUINAS B1 , B2 
Y B3 ~Y SE HIZO OPERAR CADA HARCA DE MAQUINA EN IDENTICAS CONDI 

CIONES CON CADA FUENTE DE HATERIAL DURANTE DOS HORAS Y SE RE-

GISTRO EL NUMERO DE UNIDADES DEFECTUOSAS POR CADA HORA COMO SE 

INDICA EN LA TABLA. CON ESTOS DATOS,. ¿A QUE CONCLUSION SE PUE-

DE LLEGAR? 

FUENTES DE MAT. PRIMA 
-2 

1 2 3: 4 TOTALES X X 
. t .. t' . 

1 
6 

1 
7 ' 1 6 1 6 

1 1 

9 
1 

49 6 1 36 8 1 36 5 1 36 50 6.5 39.06 
5 6 1 4 1 1 

1 7 
' 3 4 4 3 1 1 

1 
1 

1 4 9 5 16 2 16 1 9 1 1 1 1 
2 1 3 1 6 1 5 1 28 3.5 12.5 

1 8 
1 

8.5 i 7.5 1 7 

10 1 64 8 72,5 7 ' 56,25 9 1 49 ! 1 
i 

6 1 9 1 8 1 5 1 62 7.75 !>0.06 +--
1 ' 1 '· 

36 1 37 1 35 32 1 140 1 ~ L t;J; : 
J. ! . . .::_";..:,-:..~ ~ 

1 "" "' ' 6 1 6.17 5.83 5.33 ¡ .1'\. ~ • ! 1 5.83 •. 
1 1 1 x2 . 36 1 b8.03 34.03 28,44 ... 

1 1 i 136.5 ... 
1 1 1 1 33Vi9 

r = 3, e = 4, n = 2 



2 
¡:: I:. ¡:: xtij 
t i j 

TOTAL: SST 2 = ¡:: ¡:: ¡:: xtij 
t i j 

ENTRE RENGLONES: 

-2 ncrx ... 

129 

2 
. . • . 5 + 

= 952-2x:3x4x33.99= 

= 952- 815.73 = 136.27 

SSBR = nc ¡::}{2t 
. -2 

- ncrX = 892.96 815.73 = 77.23 
t .. ... 

ENTRE COLUMNAS: 

SSBC = nri:i2 . - nrci2 = 819 
i . ~. • · .• 

815.73 = 3.27 

ENTRE CELDAS: 

SSR =. ¡:: ¡:: 
t i 

2 -2 
¡::X .. -ni:EXu=952- 2 x 448.75 = 
j tl. J ti . • 

INTERACCION: SS! = SST - SSBR - SSBC - SSR 

= 136.27 - 77.23 - 3.27 - 54.50 

= 1.27 

LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA SERA: 

54.50 



FUENTE DE VARIACION: 

ENTRE MAQUINAS 

ENTRE FUENTES 

INTERACCION 

{;, de l. 

r-1=3-1=2 

c-1=4-1=3 

(r-1) (c-1) 
= 6 

SS 

SSBR = 
7.7 ,'23 

SSBC = 
3.27 

SS! = 
1.27 

MS 

SSBR/ (R-1) 
= 38.62 

MSBC = 
SSBC/(c-1) 
= 1. 09 

MSI = SS!/ 
(r-1)(c-1) 
= 0.21 

RESIDUAL rc(n-1)=12 SSR = MSR = SSR/ 
54.50 rc(n-1) 

TOTAL. rcn-1 =· 23 SST =. 
136.27 

DE LO ANTERIOR CONCLUIMOS QUE: 

= 4.54 

F estimada. 

F- = 
ER38.62/0.21 

183.90 > 
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F crítica. 

1' = F 
ER 0.01,2,6 

= 10.92 

F = 1.09/0.21 F · '= F 
EC 5 . 19 " ce o.o1,3,6 

FET=0.21/4.54 
= 0.05 

._ = 9.78 

F = F cr· o.Ol,l/,12 
< = 4.82 

DADO, QUE FcR < FER => SI HAY VARIABILIDAD ENTRE LAS DIFERENTES 

~~RCAS DE MAQUINA. 

COMO F CC > F'Et => NO HAY EFECTO ENTRE LAS DIFERENTES FUENTES DE MATE

RIA PRIMA 

Y FINALMENTE COMO: 

FCI > FEI => NO HAY EFECTO ENTRE LAS INTERACCIONES DE LAS MAQUI

NAS Y LAS FUENTES DE MATERIA PRIMA. 



131 

EJEMPLO 

EN UNA INVESTIGACION SOBRE LA ACUMULACION DE UNA SUSTANCIA EN 

LOS DIENTES DE LAS JOVENES DE 18 A 20 &~OS DE EDAD EN UNA LO

CALIDAD, SE DISE~O UN EXPERIMENTO COMPLETAMENTE ALEATORIZADO 

EN EL QUE SE SELECCIONARON AL AZAR TRES JOVENES, A CADA UNA DE 

LAS CUALES SE LES RASPO EL SARRO DE LA DENTADURA; EL SARRO DE 

CADA UNA SE DIVIDIO EN SEIS PARTES IGUALES Y SE LES ENTREGA

RON DOS PARTES A CADA UNO DE TRES ANALISTAS TOMADOS TA!-lBIEN 

AL AZAR, CON EL FIN DE QUE HICIERAN EL ANALISIS QUIMICO PARA 

DETERMINAR LA CANTIDAD DE LA SUSTANCIA DE INTERES CONTENIDA 

EN CADA PARTE. LAS CONCENTRACIONES, EN MICROGRAMOS OBTENIDAS 

SE PRESENTAN EN LA SIGUIENTE TABLA: 

MUJER 

ANALISTA A B e 

1 13.2 10.6 8.5 

12.3 9. 8 8.9 

2 12.5 9.6 7.9 

12.9 10.7 8.4 

3 13. o 9.9 8.3 

12.4 10.3 8.6 

SOLUCION 

a) HACER EL ANALISIS DE VARIANCIA Y LAS ESTI~ffiCIONES DE TODOS 

~OS PARN4ETROS DE INTERES; TOME a= 0.05. ESBOCE SUS CONCLU 

SIONES. 
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SE TRATA DE UN PROBLEMA DE NIVELES ALEATORIOS, PARA OBTENER 

LOS PARAMETROS NECESARIOS PARA EL CALCULO DE LAS ESTADISTICAS 

F, SE USARA LA SIGUIENTE TABLA. 

ANALIS
TA 

1 

2 

3 

TOTALES 

X. 
.l.. 

-2 X· .l.. 

A 

1 

13.2 
12.3 

12.5 
12.9 

13.0 
12.4 

76.3 

12.71667 

161.71361 

12.75 
162.563 

12.7 
161.29 

12.7 
161.29 

MUJER 
B 

10.6 10.2 
9.8 104.04 

9.6 10.15 
10.7 103.023 

9.9 10.1 
10.3 102.01 

60.9 

10.15 

103.0225 

EN CADA CELDA SE INDICA: 

DE LOS DATOS: 

xt. l.. 
-2 
xt. l., 

e 

8.5 8.7 
8.9 75.69 

7.9 8.15 
8.4 66.422 

8.3 8.45 
8.6 71.403 

50.6 

8.433 
-

71.1211 

.. 

TOTA- X 
LES t.' 

63.3 10.55 

62 10.333 

-2 
X 

t •. 

111.3025 

106.7778 

62.5 10.41667 108.506' 

187.8 326.5872 

r = 3 
e =·3 

I:=335. 85 722 n = 2 

EH X~ij = 13.22+12. 32+12. 52+12. 92+132+12.42+10.62+9. 82+9. 62+10. 72+9. 92+ 
2 2 2 2 2 2 2 +10.3 +8.5 +8.9 +7.9 +8.4 +8.3 +8.6 = 2017.38 

DE LA TABLA: 

-2 I:EI: xt. = 162.563+161.29+161.29+104.4+103.023+102.01+75.69+66.422+71.403= 
l., 

¡: 
¡· 
. 
i 

- 1 

1 

1 
1 
' 1 

1 

1 
1 

. 1 
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X = 1SZ8·
8 = 10,433, ~ .. = 108,854, nr~ .. =2(3) (3) (108.854) =1959.38 

·¿ x2 = 326.5872, ¿ x2 . = 335.85722 
·t t. .. i .l.. 

POR LO TANTO. LAS SUMAS DE CUADRADOS VALDRAN: 

2 -2 S ST = E H X':"t . . - nrcX 
- ~J ... 

= 2017.38 - 1959.38 = 58 

SSBR -2 
= nc rxt - nrcX2 = (2) (3) (326.58722) - 1959.38 = 0.14333, CON (r-1) G DÉ L .. ! 

t .. 

-2 
. '1 

- nrcX2 = (2) (3) (335.85722)-1959.38 = 55.76332, CON(c-1) G. DE L.!¡ SSBC = nrLX . 
.J.. i 

2 
SSR = EHXtij 

~;. il 
- nHXt. = 2017.38- (2) (1007. 731) =1.918, CON rc(n-1) G. DE L.J¡ 

ti ~. . 

EN LA SIGUIENTE TABLA SE RESUMEN LOS RESULTADOS DEL ANALISIS DE 

VARIANCIA; COMO SE TRATA DE UN NODELO DE NIVELES ALEATORIOS, 

LAS ESTADISTICAS F SE CALCULARAN COMO: 

EFECTOS DE INTERACCION: F MSI = MSR 

EFECTOS "DEL ANALISTA" F MSBR = MSI 

EFECTOS DE "LA MUJER" F MSBC = MSI 

TABLA DE ANALISIS DE VARIANCIA 

ORIGEN DE 
' s 1:: G. DE L. MS F VARIACION 

ANALISTA 0.14333 2 0.071665 l. 634 7 
.MUJER 55.76332 2 27.88166 635.998 

INTERACCION 0.1753467 4 0.0438392 0.2057 
RESIDUO l. 918 9 o. 213 
TOTAL 58 

,. 
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LOS VALORES CRITICOS PARA LAS ESTADISTICAS ANTERIORES, CON 

a= o·. OS SON: 

ANALISTA: E = 6.94 1).05,2,4 

MUJER E = 6.94 o.os,2,4 

INTERACION E = 3. 63 o.OS,4,9 

1 

COMO: 6.94 > 1.6347 EL EFECTO DEL ANALISTA NO ES SIGNIFICA-

TIVO 

6.94 < 635.998 EL EFECTO DE LA MUJER ES SIGNIFICATIVO 

3.63 > 0.2057 EL EFECTO DE INTERACCION ANALISTA-MUJER 

NO ES SIGNIFICATIVO 

COMO PUEDE VERSE DE LOS RESULTADOS ANTERIORES, EL UNICO EFECTO 

SIGNIFICATIVO ES EL DE LA MUJER; ES DECIR QUE LA CONCENTRACION 

DE LA SUSTANCIA DE INTERES SI DEPENDE DE LA MUJER DE QUE SE 

TRATE. 

b) REALIZAR LO PEDIDO EN EL INCISO ANTERIOR CONSIDERANDO AHORA 

EL PROBLEMA COMO SI SE TRATARA DE PARAMETROS FIJOS. COMPA-

RE Y COMENTE LOS RESULTADOS DE N4BOS INCISOS 

EN ESTE CASO LAS ESTADISTICAS F ESTAN DADAS POR: 

-ANALISTA: 

-MUJER: 

MSBR 
F = IMSR 

MSBC 
F = !1SR 

-INTERACCIONi F = MSI 



,. 
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POR LO TANTO, LA TABLA DE ANALISIS ·DE VARIANCIA QUEDARIA: 

ORIGEN DE SS G, DEL, MS F 
VARIACION 

ANALISTA 0.14333 2 0.071665 0,33645 

MUJER 55.76332 2 27,88166 131.236 

INTERACCION 0.1753467 4 0,0438392 0.2058 

RESIDUO 1. 918 9 0.213 

TOTAL 58 

LOS VALORES CRITICOS, EN TABLAS, SON: 

ANALISTA: F - 4. 26 o. ·os, 2, 9· -

HUJER: F = 4. 26 0.05,2, 9 

INTERACCION: FO.OS, 4 , 9 = 3.63 

COMO: 

4.26 > 0.33645 EL EFECTO. DEL ANALISTA NO ES SIGNIFICA 

TIVO 

4.26 < 131.236 EL EFECTO DE LA MUJER ES SIGNIFICATIVO 

3.63 > 0.2058 EL EFECTO DE INTERACCION NO ES SIGNIFI 

CATIVO 

COMPARANDO LOS RESULTADOS DE AMBOS MODELOS PODEMOS OBSERVAR QUE 

LOS RESULTADOS HAN SIDO IGUALES EN CUANTO A CONCLUSIONES¡ NO OB~ 

TANTE LOS RANGOS DE LAS ZONAS DE ACEPTACION HAN SIDO ALT:E;RADAS, 
1 

.. ASI COMO LAS ESTADISTICAS F CALCULADAS, POR LO QUE CABRIA LA PO-

SIBILIDAD DE QUE EN UN CASO CERCA DE LOS LIMITES DE ACEPTACION 

(VALORES CRITICOS), LA APLICACION DE UN MODELO U OTRO DERIVARA 

EN CONCLUSIONES DIFERENTES. 
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e) CALCULAR EL INTERVALO DE CONFIANZA DE LA DIFERENCIA DE LAS 

CONCENTRACIONES MEDIAS OBTENIDAS POR LOS ANALISTAS 2 Y 3. 

ANALISTA ANALISI'A 

2 3 1 

12-; S 13. o 13.2 

1 12.9 12.4 12.3 

9.6 9.9 10.6 

10.7 10.3 9.8 

7.9 8.3 8.5 

8.4 8.6 8.9 

PROHEDIO 10.333 .. 10.417 10.55 

BL INTERVALO DE CONFIANZA ESTA DADO POR: 

LA SUMA DE CUADRADOS DENTRO DE.GRUPOS, CONSIDERANDO LA TOTALI-

DAD DE LOS DATOS SERA: 

(12. 5-10.33) 2 + (12. 9-10. 33) 2+ (9. 6-10. 33) 2 + (10. 7-10. 33) 2+ (7. 9-10. 33) 2 + (8.4-10. 33) ';!+ 

2 . . 
+ (13-10.417) +(12. 4-10. 417) 2+ (9. 9-10. 417) 2+ úo. 3-10. 417) 2+ (8. 3-10. 417) 2+ (8.6··10, ljlJ) 

2+ 

+ (13. 2-lO. 55) 2+12. 3-1d. 55) 2+ (12. 5-10. SS) 2+ (12. 9-10.55) 2+ (13-10. 55) 2+ (12. 4+10. 5:'::·) :;,> 

= 57.8567 

ENTONCES s2 = 57.8567 
N-k = 57.8567 

18-3 = 3.857, S = l. 9639 
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EN TABLAS: t15,0.025 = 2.132 

POR TANTO, EL INTERVALO DE CONFIANZA VALE: 

10.417- 10.333 ~ 2.132(1.9639)~ + ~ ·= 0.084 + 2.417 

d) APLIQUE EL METODO DE TUKEY PARA REALIZAR LAS COMPARACIONES 

HULTIPLES DE LAS .r.IEDIAS DE LOS RESULTADOS DE LAS MUJERES. 

DESSARROLLE Y APLIQUE A ESTE PROBLE.r.IA LOS METODOS DE FISHER 

Y DE DUNCAN PARA COMPARACIONES MULTIPLES. 

NETODO DE TUKEY 

EL MARGEN, DE ACUERDO AL METODO DE TUKEY, ESTA DADO POR LA 

E.CUAC ION : · 

'Lk,v,a/2 

.j2 

EN ESTE CASO: ni = nj = cte = n = 6 

EL VALOR DE S SE OBTENDRA DE LA TOTALIDAD DE LOS DATOS, COMO 

Nsw = ·s 2 , PARA ESTO sE OBTENDRA MS~I: 

M U J E R 

A B e 
13.2 10.6 8.5 
12.3 9. 8 8. 9 
12.5 9.6 7.9 
12.9 . 10. 7 8.4 
13.0 9. 9. 8.3 
12.4 10.3 8.6 

PRO!>IEDIOS 12. 717 10.15 8. 4 33 
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LA SU!-IA DE- CUADRADOS DENTRO DE GRUPOS SERA: 

(13.2-12. 717i 2+(12.3-!2. 717) 2+(12.5-12.717) 2+(12.9-12. 717) 2+(13-12. 717) 2+ 

+(12.4-12.717) 2+(10.6-10.15) 2+(9.8-10.15) 2+(9.6-10.15) 2+(10.7-10.15)+ 

+ (9. 9-10.15) 2+ (10. 3-10.15) 2 (8. S-8. 433) 2+ (8. 9-8. 433) 2+ (7. 9-8.433) 2+ ( 8. 4-8. 4 33) 2 

+(8.3-8.433) 2+(8.6-8.433) 2 = 2.23667 

2.23667 MSW = 18_
3 

= 0.149, S = 0.386 

DE TABLAS, EL RANGO ESTUDENTIZADO ES; CON k= 3 Y v=15:q3, 15 ,. 025 =3.67 

POR LO TANTO, EL MARGEN VALE: 3 • 67 0.386~ = 0.578 12 /6 T 6 

LAS DIFERENCIAS ENTRE MEDIAS SON LAS SIGUIENTES, INDICANDO LAS 

SIGNIFICATIVAS CON UN MARCO: 

MUJER A B 

MEDIA 12. 717 10.15 

* 12.5671 

DIFERENCIAS * 

I-1ETODO DE DUNCAN 

e 
8.433 

14. 2 841 

IL 7171 

* 

TODAS LAS DIFERENCIAS 

SON SIGNIFICATIVAS 

EL METODO DE DUNCAN, COMO EL DE TUKEY, SIRVE PARA EFECTUAR 

COMPARACIONES DE MEDIAS, NO OBSTANTE ESTE ES MAS CONSERVADOR 

' QUE EL PRIMERO. 

EL ERROR ESTANDAR DE CUALQUIER MEDIA ES: S =j M~W • 

;· 

i 
! 

' 
! 
í 
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DE LA TABLA DE DUNCAN PARA RANGOS SIGNIFICANTES OBTENEMOS 

ra(p, f), .DONDE a ES EL NIVEL DE SIGNIFICANCIA, p = 2, 3, ... k 

SON LOS TRATAMIENTOS, CUYAS MEDIAS SE ORDENAN DE MENOR A ~iAYOR, 

f SON LOS GRADOS DE LIBERTAD DE SSW: (N-k) •. EL RANGO SE CALCU 

LA CmlO: Rp = r a (p, f) S, PARA p = 2, 3, ••• k 

PARA PROBAR LAS DIFERENCIAS, SE_PRUEBA LA MAYOR CON LA MENOR, 

COMPARANDO CON EL HAYOR R , ASI SE CONTINUA COMPARANDO EL a 

11AYOR CON LOS RESTANTES, EN ORDEN CRECIENTE ESTOS ULTIMOS. SE 

PROCEDE IGUALMENTE EN EL DE SEGUNDA IMPORTANCIA, ETC. 

EN ESTE CASO, ORDENANDO LAS: MEDIAS EN ORDEN CRECIENTE: 

Yc-= 8.433, y8 = 10.15, YA= 12.717 

EL VALOR DE MSW ES= 0.149, POR LO QUE, EN CUALQUIER CASO: 

S =/
0

·
1
6
49 =' 0.1576 

EN TABLA.S DEL METODO DE DUNCAN (DESIGN AND ANALYSIS OF 

EXPERIHENTS.-MONTGOMERY;-WILLEY INTERNATIONAL, 1976), CON 

a =O. 05, f = N-k=18-3=15: 

r 0. 05 (2,15) = 3.01, r. 05 (3,15) = 3.16 

POR LO TANTO, LOS MARGENES SERAN: 

R2 = 3.01(0.1.576) 1= 0.474, R3 = 3.16(0.1576") = 0.498 

Y LAS COMPARACIONES DE 11EDIAS SERAN: 

.1 
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.os 

.01 
1 .. , 

.01 
) ... 

,01 
.... os 

.01 ' ... 
.DI 

' .os 
.DI 

7 .os 
.01 

1 .05 
.DI 

' .05 
,01 

10 .os 
.01 

11 .os 
.01 

12 .os 
• 01 

1) .O.Ii 
.DI 

•• .es 
• 01 

u .os 
.DI 

" .os 
.DI 

11 .os 
.01 

11 .os 
.DI 

19 .c.s 
.DI 

20 ... 
.01 

22 .os 
.01 

24 .os 
.01 

26 .os 
.01 

21 .os 
.01 

lO .os 
. 01 

.. .os 
.01 

60 »S 
.DI 

tOO .OS 
.01 
.OS 
.01 

VALORES CRITICOS EN LA PRUEBA DE DUNCAN 
DE RANGO ~ULTIPLE 

1 

11.0 
'-lO 

6.09 
14.0 
·UO 
1.26 
).9) 

6.Sl .... 
5.70 
1.46 
S.7.a 
l.ll 
4.9S 
).16 
4.74 
).10 
<.60 
l.IS 
4.48 

l11 
4.]9 .... 
4.l2 
).06 
•. 16 
].0) 

4.21 
1.01 
4.17 
).00 
4.1) 
2.95 
4.10 
1>7 
4.07 
2.9G 
4.0S 
2.9S 
4.02 

'-" .... ,_, .... 
2.91 
).91 
1.90 
).91 

1.59 
1.19 

'" 1.82 
2.11 
)," 

HO 
1.71 
2.71 , .. 

J 

11.0 
!10.0 

'"" 14.0 
4.SO 
1.1 
4.01 ... 
).74 .... 
).j! 

S-SI ,_.., 
S.21 
l.H 
1.00 
J.J.I 
U6 
).JO 
4.1l 
].]7 

4.6) 
).:U 
os 
).11 
4.0 
).11 
4.41 
1.16 
4.]7 

J. U 

'·" ).13 
00 
112 
4.27 
).11 . .., .. 
1.10 
4.22 
l.OI 
4.11 
1.07 
4.14 
].06 
4,11 .... 
).OJ .... ... 
1.01 
].99 

2.9! 
l92 
H5 
U6 
2.91 
l.!O 

p 

• 
110 

"'o 
6(fl 

H.O .... 
1.6 
4.02 
6.9 
)_;, 
6.11 .... 
HS ..... 
S.l1 
),4J 

S.14 
).41 

4.99 
l.l1 
4.!1 
l.H 
4.77 
Ul 
4.65 
).lO 
4,62 

).27 
4.H 
l.2S 
•.so 
),2) 

4.45 
l.ll 
4.41 
l.ll 
01 
].19 
4.)5 

).11 
4.)) 

).17 
4.ZS 
l.U .. _, .. 
1.14 
·'.71 
l.ll 
4.11 
1.12 
4.16 
).10 
4.i0 

J.-:!. 
4.0) 
.).~~ 

1.9) 
).J1 

'·"' 

= NUMERO DE MEDIAS ADYACENTES 

' 
11.0 
900 .... 
140 .... 
1.7 
4.01 
7.0 
).!) 

6.11 

'·" 5.7) 
).51 
$.<15 
).S:: 
!.ll 
J..4j 
!.01 
] ,, .... 
3.)9 ... 
l.l6 
<1.76 

~.)5 
4.69 
).)) 

<1.6) 

J.ll 
Bl 
J.JO .... 
).ll 

'-"' 
1.27 .... 
].16 
<1.4] 
).25 
.4.40 
1.24 
c.n · 
).22 
4.)] 
).21 
<.JO 

'].20 
4.11 
).~ 

4.22 
].11 
4.17 
).1-4 
4.11 
).12 .... 
)09 

).9! 

' 
11.0 .,o .... 
14.0 .... 
u 
•. 01 
7.1 
:U) 

6.'26 
).6,, 
Ut , .. 
Ul 
) . .U 
S.ll .... 
S.l7 
).46 

!.06 
~.-o 

4.94 
).40 ... , 
).]6 

c.7.c 
l.l1 
4.70 
].l6 .... 
'-" .... 
).)] .... 
).32 

·~· ll1 
c.so 
].JO 
c:.u 
).29 

.•.• 2 
).21 
.C,)9 
).27 
A.]S 

).25 
4.14 
J.:s 
c.n 

'" "' uo 
•. 17 
).lB 

"' J. 1 S ... 

1 

110 ... 
60f 

1-4.0 . ... 
1.9 
.C.02 
7.1 
Ul 
6.JJ 
).61 
HS 
).61 
Ul ,,. 
5.40 
l.Sl 
us 
).41 
S.ll 
]« 
S.OI 
]..41 

.C.9l 
).•11 .... 
].)9 

4:.71 .... 
4.72 
).)1 

4:.67 
].35 
4.6) 
).)S 

4.$9 
].lS 
4.56 
l.>< 
4.Sl 
1.32 
•.ca 
J.]l 

'·" ].JO 
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S.J6 
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S. U .... 
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4.11 
).-11 
.C.76 .... 
-1.72 
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).)9 ... 
).H 
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.C.S7 
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.C.H 
).)6 
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l.H 
4.47 
).]j 

4.CS 
).J). . , 
).)1 

<JI 
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l26 
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, 
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900 ... 
140 
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90 ,., 
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).~) 

<.S 

'" 60 
1.61 

'·' U6 
S. S 
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••• 
H7 
S.::".\ 
] . .at 
S. U . ... 
! o~ 
) . .U 
.C.'ili 
) . .t .. 

4.91 
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].43 
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).Cl 

.&.H 
].41 
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).41 
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).]9 .... 
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... n 
l.ll 
4.S) 
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].]~ 

J . .&! 

'" "' ]]] ..... 
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11 

11.0 
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u o .... 
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].61 
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].16 

••• 
l.U 
S. S 
].Cl 

S.J6 .... 
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'" Sil 
).45 . ... 
].45 ... 
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4.76 
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4.71 
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4.69 

"' 4.6S 
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] .. 
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'" ].19 ... 
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09 

'" .ti.lS 
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9.1 
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u 
Ul 
u 
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U6 
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A VS. C: 12,7l7- 8.43~= 4,284 > 0.498 (SIGNIFICATIVA) 

A VS, B: 12.717- 10.l5 = 2,567 > 0,474 (SIGNIFICATIVA) 

B VS. C: 10;15- 8.433 = l.717 > 0.474 (SIGNIFICATIVA) 

COMO EN EL METODO DE TUKEY, TODAS LAS DIFERENCIAS SON SIGNIFI-

CATIVAS. 

METODO DE FISHER 

PARA REALIZAR COMPARACIONES MULTIPLES ENTRE LAS MEDIAS DE DI-

VERSOS TRATN1IENTOS SE PUEDE USAR LA ESTADISTICA DE FISHER 

(ESTE METODO EN REALIDAD ES UNA MODIFICACION DE LA COMPARACION 

ENTRE MEDIAS CON LA t DE STUDENT). 

1 

LA DISTRIBUCION t SE DEFINE COMO: 

t = (al 

DONDE y ES N(O,l) Y ~TIENE DISTRIBUCION x2 CON ~ G, DE L. 

SI QUEREMOS COMPARAR DOS MEDIAS: 

(X l. - x2. 
y = 

) - (~l - ~2) 

a2 
__!+ 

a2 
2 

n1 n2 

cx1 - x l - e~ - ~ l cx1. - x2. l - c~1 - ~2' y= • 2. 1 2 = 

a /.1_ + .1_ 
.j n1 n2 

a 

(b) 

~ 
jn;+n;_ 
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QUE TIENE DISTRIBUCION x2 CON N-k G. DE L. 

k ni 

I: I:(Xij sw = -X. ¡ 2 CON N-kG. DE L. 
l.. 

COMO 

E (MSW) = e/ 

SW ES LA VARIANCIA COMBINADA, ESTIMADOR INSESGADO DE o2 , POR 

LO TANTO, EL DENOMINADOR DE (a) ES: 

)J = \ MSW 
q,. o 

(e) 

SUSTITUYENDO (b) y (e) EN (a) SE OBTIENE,BAJO LA HIPOTESIS )Jl = )J 2 

(X l. - X ) - ()J 
t = 2. 1 

IMSW 

,y COMO F = t 2 SE OBTIENE: 

<x1. - x l 2 
F ~. 

O = MSW 

QUE COMPARADA CON F e, CON 1 Y N-K G, DE L., NOS PERMITE SABER 

SI EXISTE DIFERENCIA SIGNIFICATIVA EN LAS MEDIAS. 

PARA EFECTUAR CON MAYOR FACILIDAD COMPARACIONES MULTIPLES SE 

' ACOSTUMBRA CALCULAR: 

(X- - X ) 2 
l. 2. MSW FO 
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Y COMPARAR CON EL TEORICO: (MARGEN) 

CUANDO (x1 . - x2.J 2 
ES MAYOR QUE EL MARGEN EXISTE UNA DIFERENCIA 

SIGNIFICATIVA. 

EJEMPLO 

EN EL EJEMPLO ANTERIOR, EL MARGEN EN CUALQUIER CASO VALE, CON 

F0.05,1,15 = 4 • 54 

~ (~) 6 (o . 14 9 ) ( 4 .: 54 ) = o . 2 2 5 

LAS DIFERENCIAS ENTRE MEDIAS SON LAS SIGUIENTES (AL CUADRADO), 

INDICANDO LAS SIGNIFICATIVAS CON UN MARCO 

MUJER A B e 

X 12.717 10.15 8.433 TODAS LAS 

(DIFER ENCIAS) 2 
* 16. 591 I1B.35I DIFERENCIAS SON 

* 12.951 SIGNIFICATIVAS, 

* 

. 1 

• 
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10. EXPERIMENTO DE CUADRADOS LATINOS 

SUPONGAMOS.QUE EL ENSAYO QUE SE LLEVA A CABO PARA DETERMINAR 

EL VALOR QUE TOMA CIERTA VARIABLE EN UNA UNIDAD DE EXPERIMEN

TACION (ESPECIMEN) TOMA UN TIEMPO RELATIVAMENTE LARGO, DIGAMOS 

UNA SEMANA, Y QUE CADA ANALISTA (EXPERIMENTADOR) SOLO PUEDE 

REALIZAR UN ENSAYO A LA VEZ. 

SI SE USARA,POR EJEMPL~UN EXPERIMENTO POR BLOQUES COMPLETA

MENTE ALEATORIZADO CON TRES ANALISTAS Y TRES SEMANAS, PODRIA 

PRESENTARSE LA SIGUIENTE DISTRIBUCION DE LOS ENSAYES PARA LOS 

ESPECIMENES TIPOS A, B Y C: 

SEMANA 

1 

2 

3. 

1 

A 

e 

B 

ANALISTA 

2 3 

B A 

A B 

e e 

SI SE PROBARA LA HIPOTESIS NULA H 0 :~A - ~B = O, EN CONTRA DE· 

LA ALTERNATIVA H1 :~A ~ ~B' Y SE RECHAZARA H0,QUEDARIA LA DUDA 

DE SI EN ESTE RESULTADO INFLUIRlA EL HECHO DE QUE LA PRIMER 

SEMANA SE PROBARON DOS ESPECIMENES DE A Y SOLO UNO DE B, EN 

LA SEGUNDA UNO Dt A Y UNO DE B Y, EN LA TERCERA, SOLO UNO DE 

B. 

SI ESTA DUDA FUERA LEGITIMA, SERIA NECESARIO ELIMINAR (FILTRAR) 
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/ 
EL EFECTO DEL FACTOR "SEHANA"/ ADICIONALHENTE AL FILTRADO, ES 

NECESARIO RESTRINGIR NUESTRO, PROCESO DE ALEATORIZACION DE TAL 

MANERA QUE QUEDE UN SOLO ESPECIMEN DE CADA TIPO EN CADA SEHA-
! 

NA, QUEDANDO UNA DISTRIBUCION DE LOS ENSAYES COMO LA SIGUIENTE 
' i 

SEHANA 

1 

2 

3 

1 

A 

B 

e 

ANALISTA 

2 3 

B e 

e A 

A B 

EN ESTE CASO LA ALEATORIZACION CONSISTIRIA EN ASIGNAR AL AZAR 

CADA ESPECIMEN TIPO A, B O C A CADA PAREJA (SEMANA, ANALISTA) 

DE NIVELES DE LOS FACTORES. 

A UN DISEf:!O EXPERIMENTAL COMO ESTE SE LE DENOMINA "DISEf:!O DE 

CUADRADOS LATINOS". SE USA CUANDO SE, QUIEREN COMPARAR t MEDIAS 

DE TRATAHIENTOS, EN PRESENCIA DE DOS FUENTES EXTRAf:!AS DE VARIA 

BILIDAD, LAS' CUALES SE BLOQUEAN EN t' RENGLONES Y EN t COLUMNAS. 

DEFINICION: UN DISEf:!O EXPERIMENTAL DE CUADRADOS LATINOS txt, 

ES TAL QUE LOS t TRATAHIENTOS QUE SE DESEAN COM-

PARAR SE ASIGNAN AL AZAR ENTRE t RENGLONES Y t 
1 

COLUMNAS, DE TAL FORMA QUE CADA TRATAHIENTO APARE-

CE EN CADA RENGLON Y EN CADA COLUMNA. 

1 
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EL MODELO PARA REPRESENTAR A CADA UNO DE LOS RESULTADOS, 

(1) 

DONDE Zijk SON VARIABLES ALEATORIAS NORMALES INDEPENDIENTES 

ENTRE SI CON MEDIA CERO Y VARIANCIA DESCONOCIDA, o2, CADA UNA. 

LOS TERMINOS ai' aj y yk SON LOS EFECTOS DEL TRATAMIENTO i, 

EL RENGLON j Y LA COLUMNA k, RESPECTIVMIENTE, CON 

¿a.= E a.= E yk =O, Y V ES LA MEDIA GLOBAL. 
i l. j J k 

EN TAL CASO 

. ' 

E(Xijk) =V+ ai + aj + yk 

Var(Xfjk) = ·a2 

(2) 

LA DESCOMPOSICION DE LA SUMA DE CUADRADOS QUEDA EN LA FO~A 

SIGUIENTE: 

TSS = SST + SSR + SSC + SSE (3) 

DONDE TSS ES 'LA SUMA DE CUADRADOS TOTAL, SST LA DE LOS TRATA-

MIENTOS, SSC LA DE COLUMNAS, SSR LA DE RENGLONES Y SSE LA DEL · 

ERROR. LAS ECUACIONES PARA CALCULAR A CADA UNA DE ELLAS SON: 

TSS ¿ ¿(X. 'k X ) 2 t.l: 
2 x2 = - = xijk - n 

i j l.) ... i j 

(4) 

¿(X. ) 2 -2 -2 SST = t - X = t ¡: X. - n X 
i l. •• . .. i l. •• 

(S) 

¿(X X ) 2 t -2 -2 SSR = t - = ¡; X • - n X 
j • j . j • J • 

(6) 

'1 
' 

1! 

i: 
! 

1 

' '. 

! 
1' 
! ! 
i: .. 

'' i 

( 1 
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ssc 2 2 =t¡;{.X -x l =ti:X 
k .. k • • • k .. k 

-2 
- n X (7} ... 

SSE = TSS - SST - SSR - SSC ( 8) 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA DE ESTE EXPERIMENTO ES 

FUENTE SS G. DE L. MS F 

TRATAMIENTOS SST t-1 MST=SST/(t-1) MST/MSE 

RENGLONES SSR t-1 MSR=SSR/(t-1) MSR/MSE 

COLUMNAS ssc t-1 MSC=SSC/(t-1) MSC/MSE 

ERROR SSE tt-1} tt-2} MSE=SSE/(t-1} (t-2} 

TOTALES TSS t
2
-1 

CON ESTAS ESTADISTICAS F SE PRUEBAN, RESPECTIVAMENTE,LAS HIPO-

TESIS: 

i=1,2, ... ,n 

H1 :AL MENOS UNA ai NO ES CERO 

b) H0 : sj = o . , j = 1, 2, ••• ' t 

H1 :AL MENOS UNA aj NO ES CERO 

, 
e) Ho:yk = o, k = ~. 2 ' ••• 1 t 

Hl:AL MENOS UNA yk NO ES CERO 

' ' 
ESTAS PRUEBAS DE HIPOTESIS SON TAMBIEN PARA EL CASO DE NIVELES 
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ALENI'ORJOS. 

l::,J El·l PLO 

EN UN PHOBLE;·!A DE INGENJI':RIA DE 'l'RANSITO SE DESEAN CONPAR11R ·. 
WS 'riJ:I.;pOs EN QUE NO SE APROVECHA LA LUZ VERDE DEL Sf:!JT,FORO 

POR !JO ''l'.SAR NINGUN VEIITCULO, PARA 4 DISPOSITIVOS DE CO:i'fROL 

AUTO:•lATICO DE SE!-lAFOROS EN 4 CRUCEROS DIFERE;,TES DE LA CIUD.'\D, 

LO SUFICIENTE!•lE:,TE DISTANTES EN'rRE SI cm~O Pl\RA CONSlD!'i''\R~!: 

INDEPENDIENTES. P.'\RA ESTO, SE DISEf~O r_m EXPER.lHEN'J'O EN EL QUE 

SE IHDIEROCJ LOS TH;:.¡nc::. D:t;. DESPERDICIO, EN ~liNUTOS, QUE SE TU

•s DIFERENTEc DEL DIA, DOS HORAS "PICO", Y VIERON EN CUATRO IJC"ib . - ·"' 

DOS HORAS "VALLE'' DEL DIA, CON LO CUAL SE INTEGRO EL SIGUIENTE 

EXPER H!ENTO DE CUADRADOS· LAT !NOS 4 x 4: 

LOS PR0!1ED!OS PJ..RA Cr,DA_ DISPOSITIVO SON: 

• 1 

·•, 

1 

1 1 

1 
: 1 

\.' 1 
1 1 

l 
1 
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X = 94 3/4 - 23 ~ • X = 72,2/4 = 18,05 A.. " - • ' C,. 

xB •• = 100,2/4 = 2s.os ; xD •• = 89.4/4 = 22.35 

X = 356,1/16 = 22.26 ¡ 16X
2 

= 7925.45 . . . . . . 
x.l.= 91.7/4=22.92; x.2.= 85.1/4;21.27; x.3.=89.3/4=22.32; 

x.4.=90.0/4=22.50; x .. 1=57.3/4=14.33; x •. 2=125.6/4=31.40; 

x .• 3=69. 4/4=17.35; X •• 4=103. 8/4=25.95. 

SST=4(23.58
2
+25.0S 2+18.0S 2+22.35 2 )-7925.45= 

=4 (555. 7 8+627. 50+325.80+499. 52) ~792 5. 45=8034. 41-7925.4 5=108. 96 

SSR=4(22~92 2+21.·27 2+22~32 2+22.5 2 )-7925.45= 
.~4(525.56+45~63+498.41+506.25)-7925.45=7931.40-7925.45=5.95 

SSC=4(205. 21+985. 96+301. 02+6 73. 40) -792 5. 45=8662. 36-7925. 45=736.91 

SSE=875;6-108.96-5.95-736.91=23.78 

.,. 

FUENTE SS G. DE L. MS F 

DISPOSITIVOS (TRATAMIENTOS) 108.96 3 36.32 9.17 > 4.76 

RENGLONES (INTERSECCIONES) 5.95 3 l. 98 0.50 < 4.76 

COLUMNAS (HORAS DEL DIA) 736.91 3 245.64 61.87 > 4.76 

ERROR 23.78 6 3.96 

TOTALES 875.60 15 

F 0.95i3,6= 4 . 76 

DE LO ANTERIOR SE CONCLUYE QUE SI HAY DIFERENCIAS SIGNIFIC~TI

VAS ENTRE LOS DISPOSITIVOS Y ENTRE LAS P.ORAS DEL DIA, A tm 0 5 

POR CIENTO DE NIVEL DE CONFIANZA. '· 
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CON FRECUENCIA SE DISPONE DE TIEMPO Y RECURSOS PARA TENER VA-

RIAS REPLICAS DE UN EXPERIMENTO DE CUADRADOS LATINOS, PRINCI-

PALMENTE CUANDO t ES PEQUENO. SUPONGAMOS QUE SE EJECUTAN r 

REPLICAS, EL MODELO MATEMATICO SERA, EN ESTE CASO: 

(1} 

EN DONDE 'p 1 ES EL EFECTO DE LA L-E SIMA REPLICA, i, j y k = 
1, 2, •.. , t, Y 1 = 1, 2, ••• , r; LOS DEMAS TERl.UNOS TIENEN 

EL MISMO SIGNIFICADO QUE EN EL EXPERIMENTO SIN REPLICAS, LAS 

RESTRICCIONES DE LOS PARAMETROS SON 

(2) 

LA SUMA TOTAL DE CUADRADOS, EN ESTE CASO, SE DESCOMPONE DE LA 

SIGUIENTE MANERA: 

TSS = SST + SSR + SSC + SSRe + SSE (3) 

EN DONDE 

TSS ¡; ¡; ¡; 2 Nx 2 N t
2

r = xijk1 ,- ; = 
i j 1 . . . . ( 4) 

SST rt ¡: -2 Nx 2 = X. -
i ~ ... .... ( 5) 

rt ¡: -2 NX 2 SSR = X . 
j • J' •• 

(6) 



-ssc 

SS Re 

-2 -NX . " ' . 
-2 NX . . . . 

i 
l 

SSE ~ TSS - SST - SSR - SSC - SSRe 
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(7) 

(8) 

(9) 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA CORRESPONDIENTE A ESTE EX-

PERIMENTO ES: 
,. :."· 

FUENTE DE ~::: 

VARIABILIDAD G. de 1 SS MS F 

TRATAMIENTOS t - 1 SST MST~SST/(t-1) MST/MSE 

RENGLONES t - 1 SSR MSR~SSR/(t-1) MSR/MSE 

COLUMNAS t - 1 ssc · Msc~ssc; tt-1)· MSC/MSE 

REPLICAS r - 1 SS Re MSRe~SSRe/(r-1) MSRe/MSE 

ERROR g~ (t-1) (rt+r-3) SSE .MSE~SSE/g 

TOTAL 2 
rt - .1· TSS 

-
• 1 

1, 
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EJEMPLO 

SE TIENE UN PROCESO DE FABRICACION EN EL CUAL SE RECUBRE UNA LA 

MINA CON UN CIERTO METAL. EXISTE LA DUDA DE SI EL ESPESOR DE 

ESE RECUBRIMIENTO CAMBIA EN LAS DIRECCIONES DEL ROLADO Y T~~S-

VERSAL A EL. PARA ESTUDIAR ESTO SE TOMO COMO VARIABLE AL PE-

SO POR UNIDAD DE AREA QUE SE TENGA DE DICHO RECUBRIMIENTO. PA-

RA ELH!INAR ESTAS DOS FUENTES DE "VARIACION, CADA UNA DE 2 PLA-

CAS FABRICADAS SE DIVIDIO EN 16 PARTES REPRESENTANDO 4 POSICIO-

NES EN DIRECCION LONGITUDINAL Y 4 TRANSVERSALES AL ROLADO, Y 

LUEGO SE TOMARON 4 MUESTRAS DE CADA UNA Y SE MANDARON A LOS LA 

BORATORIOS A, B, C Y O PARA DETERMINAR EL PESO DEL RECUBRIMIENTO, 

TENIENDOSE LOS SIGUIENTES RESULTADOS: 

FACTOR 

1.1 

1.2 

1.3 

TRANSVERSAL 

2. 1 2.2 2.3 2.4 

B0.29 Ao.2s co.1s 0o.zs 

0 o.zs Bo.1a Ao.21 co.2s 

co.zs 0 o.23 Bo.zo Ao.zs 

2.1 2.2 2.3 2.4 

co.2o A0.24 °o.2o B0.27 

B0.28 c0.19 A0.22 D0.28 

0o.34 B0.23 co.21 A0.28 

TOTALES x . • .1 •• 

l. 91 0.239 

l. 89 0.236 

2.05 0.256 

o 1 4 >-1 • 1.95 o. 24ft 

1.1 

1.2 

1.3 

co.zo A0.24 °o.2o B0.27· 

B0.28 c0.19 A0.22 °0.28 

B 
0.23 

1· 4 A0.32 n0.22 B0.16 c0.27 

TOTAU:S 2.29 1.730 1.620 2.160 

Y 0.2R6 0.21~ 0.203 0.27 
.. k~·------------------------

7.90 
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VERIFICAR.LAS HIPOTESIS DE EFECTOS NULOS Y SI HAY ALGUNA QUE NO 

LA CUMPLA, HACER LA. PRUEBA DE COMPARACIONES MULTIPLES. 

SOLUCION 

a) ANALISIS DE VARIANCIA 

x = (O. 29 + 0.28 + + o. 2 8 + 0.25)/16 = 0.243 
... 1 

X ... 2 = (0.20 + 0.28 + + 0.28 + 0.27)/16 = 0.244 

-
0.32)/8 0.263 X = (O. 2 5 + 0.21 + + 0.28 + = A .. ,. 

X = (o. 29 + 0.18 + . . . + 0.23 + 0.16)/8 = 0.233 
B" •• 

X e ... = (O .18 + 0.25 + + 0.21 + 0.27)/8 = 0.221 

X = (o. 2 8 
D ... 

+ o. 2 8 + + 0.34 + 0.22)/8 = 0.259 

X 0.29 + = 0.28 + 0.28 + + o;29 + 0.28 + 0.27 = .... 32 

2 NX 2 . 2 
TOTALES: TSS = E E E xijk:P. - = 1.9628-32 X 0.244 = 

j k i. 

= l. 9628 - l. 905 = 0.058 

RENGLONES: SSR = rtEX2 . - Nx 2 = 2x4x (0.239 2 +0.236 2 + 
j • J. . . ... 

+ 0.256 2 + 0.244 2 ) - 1.905 = 0.002 

COLUMNAS: SSC = rt E x2 
k : • k. 

-2 -·NX . ... 
2 + 0.27 l - 1.905 = 0.035 

0.244 

REPLICA: SSRe = t 2 E x2 .. Nx2 = 16(0.243 2 + 0.244 2)- 1.905 = 
.1 •• -: 1 ••.• 

= 0.008 

TRATAMIENTOS: SST = rt E X~ 
l. ••• 

- NX 2 = 8(0.263 2 + 0.233 2 + . ... 
+ 0.221 2 + 0.259 2 ) - 1.905 = 0.010 

• 1 
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ERROR:. SSE = TSS- SST- SSC- SSR- SSRe = 0.058-0.002-0.035-0.00 8 

- 0.01 = 0.003 

TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA 

FUENTE g. de l. SS MS FE F 
c(a=0.05) 

LONG. AL ROLADO 3 SSR=0.002 0.0007 5.00 

TRANSV. J\L ROLADO 3 SSC=0.035 o. 0117 83.57 

LI\BORJ\TORIOS 3 SST=0.010 0.0033 23.57 

REPLICAS 1 SSRe=0.008 0.008 57.14 

ERROR 3(7)=21 SSE=0.003 0.00014 

TOTAL 31 TSS=O. 058 

DE LO ANTERIOR SE CONCLUYE QUE: 

l. .SI HAY EFECTOS EN LA LONGITUD AL ROLADO 

2. SI 111\Y EFECTOS ENTRE REPLICAS 

3. SI HAY EFECTOS ENTRE LOS DIFERENTES LABORATORIOS 

4. SI HAY EFECTOS EN LA DIRECCION TRANSVERSAL AL ROLADO 

b) PRUEBA DE COMPARACIONES MULTIPLES 

b-1) ENTRE LOS DIFERENTES LABORATORIOS: 

LAI30RA'l'ORIO e B D 

~1EDIA 0.221 0.233 0.259 

A 

0.263 

> 

> 

> 

> 

DE LAS TABLAS PARA a = 0.05, 21 G de L. y P = 2,3,4, TENID~OS 

( IN'l'ERPOLI\NDO) 

3.07 

3.07 

3.07 

4. 32 
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p 2 3 4 
\ 

2.942S 3.0925 3.1825 

S-,.) MSE =jo. 00014 = 
x n 8 

0.00418 

p 2 3 4 

0.01293 0.01330 

EL RANGO PARA LAS 4 MEDIAS ES R4 = 0.042 > R4c(0.01330), LO 

CUAL ERA DE ESPERARSE YA QUE LA PRUEBA F MOSTRO QUE SI RABIA 

EFECTO ENTRE LOS 4 TRATAMIENTOS. 

LOS RANGOS PARA 3 MEDIAS ADYACENTES SON: 

CBD = 0.259 - 0.221 = 0.038 > 0.01293 

BDA = 0.263 - 0.233 = 0.030 > 0.01293 

LOS RANGOS PARA PARES DE MEDIAS ADYACENTES SON: 

CB = 0.233 - 0.221 = 0.012 < 0.01231 

BD = 0.259- 0 •. 233 = 0.026 >.0.01231 

DA = O • 2 6 3 - O . 2 59 = 0. O 04 O < 0 . O 12 31 

POR LO TANTO TENDREMOS: C B D A ·--

DE DONDE CONCLUIMOS QUE LOS LABORATORIOS C Y B, ASI COMO D Y A 

TUVIERON RESULTADOS CONSISTENTES, MIENTRAS LOS LABORATORIOS 
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BY D PRESENTARON RESULTADOS DIFERENTES ESTADISTICAMENTE Y, 

POR ENDE, NO HABRA CONSISTENCIA ENTRE BY A·Y C Y D 

b-2) EN LOS NIVELES DE LA DIRECCION TRANSVERSAL AL ROLADO: 

NIVELES 3 2 4 1 

MEDIAS 0.203 0.216 0.270 0.286 

DE LAS TABLAS PARA a= O. 05; 21 G. de L. , p = 2, 3, 4 Y Sx = O. 0041R 

TEN!oi•10S: 

p 2 3 4 

2.945 3.0925 3.1825 

0.01231 0.01293 0.01330 

EL RANGO PARA LAS 4 MEDIAS ES R4 = 0.286 - 0.203 = 0.0830 > 

Rcrítieo (0:.01330), LO CUAL RATIFICA EL RESULTADO DE LA PRUEBA 

F DE QUE SI HAY EFECTO ENTRE LOS 4 NIVELES DEL ROLADO TRANS-

VERSAL. 

PARA LOS CONJUNTOS DE 3 HEDIAS ADYACENTES: 

R324 = 0.27 - 0.203 = 0.0670 > 0.01293 

R241 = 0.286 - 0.216 = 0.07 > 0.01293 

, 
POR LO QUE TAMBIEN Hl\Y EFECTO SIGNIFICATIVO ENTRE LAS TRXPLE-

TAS DE MEDIAS ADYACENTES. PARA LOS CONJUNTOS DE 2 MEDIAS AD-

YACEN'l'ES: 
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R32 = 0.216 - 0.203 = o. 0130 > 0.01231 1' 
l' 
\ ' 

R24 = 0.27 - 0.216 = 0.0540 > 0.01231 

R41 = 0.286 - 0.27 = 0.0160 > 0.01231 

DE DONDE CONCLUIMOS QUE: 

FACTOR 2 : N3 N2 N4 N1 

EN LA DIRECCION TRANSVERSAL DEL ROLADO NINGUNA PARF.,l'A DE 

.. NIVELES DIO RESULTADOS CONSISTENTES. 

b-3) APLICANDO EL METODO DE FISHER DE COMPARACIONES MULTIPLES 

TENEMOS: 

b-3.1) TRATAMIENTOS: LSD = t r;;;;;: -
21,a/2· / ~-

t j?xo8ooo14 
21,0.025 

= 2.080 X 0~0059 = 0.01231 

LABORATORIOS e B D A 

MEDIAS 0.221 0.233 0.259 0.263 CB DA 
1 

QUE 

* 0.0120 ~.0381 lo. o4~ 
COINCIDE CON 

* ¡o. o 2 61 · lo. o 31 
EL RESÚLTADO 

* 0.004 
ANTERIOR 
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~ 1 

b-3.2) A NIVELES DEL ROtADO NIVELES 3 2 4 1 

TRANSVERSAL: 11EDIAS 0.203 0.216 0.27 0.286 
·' 

3 2 4 1, QUE COINCI- * /0.013/ lo. o6 7/ lo. o 831 

DE CON EL RESULTADO * /O. O 54/ lo. o1¡ 

ANTERIOR * /0.016\ 

EJEMPLO 

PARA EL EJERCICIO QUE SE DESARROLLO EN LA CLASE SOBRE FUNDENTES TENEMOS: 

a) APLICANDO DUNCAN: 

PARA LOS METODOS: METODO e B A 

MEDIA 11. o 14.4 14.6 

PARA a ; 0.01, ).1 = 10¡ p = 2,3 TENEHOS 

p 2 3 

r 4.48 4.67 
s-; ~ = ¡1. 38 = p 

0.4795 
Rp ; rp X S-= 2.1485 2.2397 x n 6 

X 

EL RANGO PARA 3 HEDIAS ADYACENTES= XA- XC= 14.6 - 11 ; 

3.6 > 2.397 LO QUE SE VERIFICO EN LA PRUEBA F, 

LOS RAt>JCOS PARA LOS CONJUNTOS DE 2 MEDIAS ADYACENTES SON 

1 
X - XC 

; 14.4 - 11 ; 3.40 > 2.1485 B SIGNIFICATIVO 

XA v - 14.6 - 14.4 ; 0.2 < 2.1485 "J3 NO SIGNIFICATIVO 
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LO CUAL HlPLICA QUE C B A¡ EL METODO C ES EL QUE PRODUCE EFE~ 

TOS ESTADISTICN4ENTE SIGNIFICATIVOS. 

b) PARA LAS FUNDENTES: FUNDENTE 1 3 2 

MEDIA 11.6 13 15.33 

EL RANGO PARA LAS TRES HEDIAS iADYACENTES: R132 = 15.33 - 11.6 -· 

= 3.73 > 2.2397 o SEA QUE SI HAY EFECTO ENTRE LOS 3 FUNDEN'l'ES 

COMO SE HABIA, VISTO EN LA PRUEBA F. PARA LOS CONJUNTOS DE 2 

MEDIAS: 

x3 - x1 = l. 40 < 2.1485 NO SIGNIFICATIVO 

x2 - x3 = 2.33 > 2.1485 SI SIGNIFICATIVO 

ENTONCES: FUNDENTES :h...1_ 2
1

POR LO QUE EL FUNDENTE 2 PRODUCE 

EFECTOS DIFERENTES ESThDISTICAMENTE SIGNIF!CATIVOS. 

APLICANDO FISHER: 

a) PARA LOS METODOS 

LSD = t. / 2 
X ~· 38 = 3.169 X 0.6782 = 2.1493 0.005,10 

METO DOS ·' e B A 

MEDIAS 11. o 14.4 14.6 
C B A 

* 

* 0.20 



¡¡.: 
1 

.1 
Pl\Rl\ LOS FUNDENTES 
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1 3 2 
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ll.EXPERIMENTO DE CUADRADOS GRECO-LATINOS 

.. 
EN OCASIONES SE CONSIDERA QUE EXISTEN NO .SOLO. DOS SINO TRES 

FACTORES EXTRA!'lOS QUE PUEDEN INFLUIR EN LOS RESULTADOS DE UN 

TRATAMIENTO 1 COMO SUCEDE EN EL EXPERIMENTO DE CUADRADOS LA'l'I

NOS; .CUANDO ESTO SUCEDE, SE PUEDE FILTRAR O AISLAR EL EFECTO 

DEL TERCER FACTOR MEDIANTE EL EMPLEO DE UN EXPERIMENTO DE CUA-

DRADOS GRECO-LATINOS t x t. 

EN ES'rE TIPO DE EXPERIMENTO LOS t NIVELES DEL TERCER FACTOR SE 

REPRESENTAN USUALMENTE CON LETRAS GRIEGAS, LAS CUALES SE COM-

BINAN CON LAS LATINAS QUE REPRESENTAN LOS t NIVELES DEL TRATA-

~liENTO, DE TAL MANERA QUE CADA LETRA LATINA APARECE SOLO UNA 

VEZ EN CONJUNCION CON UNA GRIEGA EN CADA COLUMNA Y EN CADA REN 

GLON. 

POR EJEHPLO, EN UN EXPERIHENTO DE CUADRADOS GRECO-LATINOS DE 

4x4 LAS LETRAS SE COMBINAN DE LA SIGUIENTE MANERA: 

FACTOR 1 FACTOR 2 

1 2 3 4 

1 A a BS Cy Do 

2 Bo Ay DB Ca 

1 3 CB Da A o By 

,,. ,, 4 Dy c.s Bá AB 

UN EJEI·IPLO EN EL QUE SE USARIA UN EXPERIMENTO DE ESTE TIPO 
( 

SERIA EL CASO DEL PROBLEMA MENCIONADO EN LOS CUADRADOS LATINOS 
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SI ADEMAS DE LOS FACTORES "OPERARIO" Y "FUNDENTE", SE AGREGARA 

EL DE "TEI·IPERATURA" DE LA SOLDADURA. 

EL MODELO MATEMATICO PARA REPRESENTAR A CADA RESULTADO DEL EX-

PERHIEN'rO ES UNA EXTENSION NATURAL DEL DE CUADRADOS LATINOS; 

(1) 

DONDE Ak y yl REPRESENTAN AHORA LOS EFECTOS DE LOS FACTORES R~ 

PRESENTADOS POR LAS LETRAS LATINAS Y GRIEGAS, RESPECTIVAMENTE. 

POR SU PARTE, LA SEPARACION DE LA SUMA DE CUADRADOS QUEDA EN ,. 
LA FORMA 

TSS = SSR + ssc + SSL + SSG + SSE (2) 

-~ 
EN DONDE ,. 

r 
2 t2 -2 ' TSS ' = }~ E xijkl - X 'f¡ 

i j 
(3) 

'. '. 

SSR -2 t2 -2 
= t ¡; X. - X 

i ~ ... ( 4) 

ssc t -2 t2 -2 = ¡; X'. - X 
j 

• J •• (5) 

1 

SSL -2 t2 -2 
= t l. X •. k. - X 

'· ...... (6) 
... 

-2 t2 -2 
SSG = t :: X. • • 1 - X 

1 
( 7) 

. ' 
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SSE = TSS - SSR - SSC - SSL - SSG ~8) 

DE ES1'A HANERA LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA CORRESPON-

DIENTE ES: 

FUENTE G. DE' L. SS MS ,.F 
. : .. 

,}. 

FACTOR I t-1 SSR MSR=SSR/(t-1) MSR/MSE 
(RENGLONES 

•, 
·'' FACTOR II t-1 ssc MSC=SSC/(t-1) MSC/MSE 

(COLU!·1NI\S) 

' : 
FACTOR III t-1 SSL MSL=SSL/(t-1) MSl/MSE 
(LETRAS LATINAS) 

FACTOR IV t-1 SSG MSG=SSG/(t-1) t1SG/MSE 
(LE'l'RAS GRIEGAS) 

ERROR o RESIDUAL (t-1) (t-3) SSE MSE=SSE/(t-1) (t-3) 

TOTAL t 2-l 

EN ESTE EXPERIMENTO LAS ESTADISTICAS F TIENEN t-1 Y (t-1) (t-3) 

GRADOS DE LIBERTAD EN EL NUMERADOR Y EN EL DENOMINADOR, RESPEC-

TIVAMENTE. 

PUESTO QUE EL ERROR TIENE l(t-1) (t-3) GRADOS DE LIBERTAD, PARA 

td3 SE TIENE G. DE L.=O, POR LO CUAL NO SE PUEDE HACER EL ANA-· 

LISIS DE VARIANCIA. 

EJEMPLO 

EN UN PROBLEMA DE LA INDUSTRIA QUT"'ICA SE SOSPECHO QUE EN LOS 

HESLTL'l'AIJOS DE UN ENSJ\Yf: INFLUII\N CUATRO FACTORES: CONCENTRACION 
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DE LA SUBSTANCIA, VOLUMEN USADO, T~mflO DE ESPECIMEN Y TIEMPO 

DE LA HEI\CCION, POR LO QUE SE DISE~O UN EXPERIHENTO DE CUADRA-

DOS GRECO-LATINOS PARA VERIFICAR ESTADISTICAMENTE CUALES DE 

ELLOS EFEC'riVJ\1-!ENTE INFLUIJ\N DE HANERA DIFERENTE AL C~IBIAR 

SUS HESPECTIVOS NIVELES. LOS RESULTADOS QUE SE OBTUVIERON TO-

!1ANDO 5 NIVELES DE LOS FACTORES .FUERON LOS SE~ALADOS EN LA TA-

BLJ\ SIGUIENTE. (LAS LETRAS LATINAS SON LOS NIVELES DEL FACTOR 

'rAMA~O) : 

FACTOR I 
(CONCEN

'l'Rl\CION) 

1 

2 

3 

4 

5 

1 

1\a 
65 

BS 
84 

Cy 
105 

D6 
119 

E e 
97 

TOTALES 470 

X . 
• J •• 94.0 

FACTOR II 
(VOLUMEN) 

2 

By 
82 

C6 
109 

De 
129 

Ea 
72 

A a 
59 

451 

3 

Ce 
108 

Da 
73 

ES 
89 

Ay 
76 

B6 
94 

440 

.. · i 
' ' 

4 

DB 
101 

E y 
97 

A6 
89 

Be 
117 

Ca 
78 

482 

90.2 88.0 96.4 

S 

E6 
126 

A e 
83 

Ba 
52 

ca 
84 

Dy 
106 

451 

90.2 

TOTALES X 1 . .. 

482 96.4 

446 89.2 

464 92.8 

468 93.8 

434 86.8 

2294 

X 

l: x .. l\. = 372, /.X .. B.= 429, /.X .. C.= 484, E X .. D.= 528, E X •. E.= 481 
1 

- 37? 
X = ···¡~- = . . ]\ . .) 

74.4, x = 4
5
29 = 85.8, x 

•• B. · •• e . 96.8, 
484 = = -5-

-X 
. • D. 

52R -
:::: ~· 5 - = 105.6, X 

. . E. 
= 96.2 
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377 
X = --,.- = 75.4, X 

•••. a. :..> ···B 
= 398-= 79.6, x ;, 4566 = 93.2, 

S ... y 

' 
x = 53 7 

= 1 o 1. 4 , x = 58 4 
= 1 o 6 • 8 , t 

2 x2 
••• ó S ••• € S 

2 
1= 25x91. 76 = 210,497.44 

, 
SSR= 5(96.4 2+89.2 2+92.8 2+9'3.6 2+86.8 2 )-210,497.44 = 227.76 

BSC= 5(94.0 2+90.2 2+88.0 2+96.4 2+90.2 2 )-210,497.44 = 285.76 

TSS = 65 2+82 2+108 2+ ••• +106 2-210, 497.44 = 9880.56 

SSL= 5(74.4 2+85,8 2+96.8 2+105.6 2+96.2 2 )-210,497.44 = 2867.76 

SSG= 5(75.4 2+79.6 2+93.2 2+107.4 2+106.8 2 )-210,497.44 = 5536.56 

SSE = 9880.56-227.76-285.76-2867.76-5536.76 = 962.72 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA RESULTANTE ES: 

FUENTE SS G. DE L. 

CONCENTRACION 227.76' 4 r 

VOLUMEN 285.76 4 

TAMAflO 2867.76 4 

·TIEMPO 5536.76 4 

ERROR 962.72 8 

TOTAL 9880.56 24 

F 0 • 95 , 4 ,B = 3.84 (PARA a= 0.05) 

MS 

56.94 

71.44 

716.94 

1384.14 

120.34 

F 

0.47 < 3. 84 

0.59 < 3.84 

5.96 > 3.84 

11. 50 > 3. 84 

.DEL ANALISIS DEL EXPERIMENTO ANTERIOR SE CONCLUYE QUE LOS FAC

TORES· "C9NCENTRACION" Y '.'VOLUMEN" NO. INFLUYEN SIGNIFICATIVA

MENTE EN LOS RESULTADOS A UN 95 POR CIENTO DE NIVEL DE CONFIAN 

ZA Y, EN CAMBIO, LOS FACTORES '~TAMAflO" Y "TIEMPO" SI INFLUYEN, 

¡ 
• 1 

1 

·¡ 
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EJEr4PLO 

LOS FOCOS DE UNAS CAMARAS FOTOGRAFICAS FUERON COMPARADAS CON 5 

C~ffiRAS, 5 TIPOS DE PELICULA Y 5 TIPOS DE FILTROS (DENOTADOS 

a, ... , e). DOS DUPLICADOS FUERON TOMADOS PARA CADA COMBINA-

CION DE LOS 4 FACTORES OBTENIENDOSE LOS SIGUIENTES DATOS: 

' ! . ' CA. "!ARA ! 
; P"'T r- ! 1 ~~ 

i ¡cuL/\ 1 2 3 4 5 X : i ..... 
1 

¡ 

1 

1 

., 

1 0.64 .. o. 70 0.73 0.66 0.66 
' 1 (/\a) O. 66 (By') 0.74 (Ce) 0.69 (DB) 0.66 

1 
(EcS) o. 6.4 .0.6780 

1 

1 
x .. :0.65 o. 72 o. 71 0.66 0.65 

1 

1 J ••. 

1 't" 

1 

1 0.62 0.63 0.69 0.70 0.78 
2 

1 
<Be> 0.64 <e eS l 0.61 (Da) 0.67 (Ey) o. 72 (A e) 0.76 0.6820 

' 0.63 0.62 0.68 o. 71 0.77 
' 

0.65 o. 72 o. 68. 0.64 0.74 
3 (Cy) O. G4 (De) 0.73 (EB) 0.68 (AcS) 0.65 (Ba) 0.70 0.6R30 

1 
0.645 o. 725 o. 6 8. o. 64 5 0.72 

1 
0.64 0.73 0.68 0.74 o. 72 1 

4 ' (D ó) 0.63 (Ea) o. 72 (Ay) 0.70 (Be) 0.74 (CB) 0.75 o. 7050 1 ! 

1 ' 0.635 0.725 0.69 0.74 0.735 

1 
1 0.74 o. 73. o. 6 7 0.74 0.78 

1 

' 

1 
5 

1 

(EE) o. 74 (AS l 0.71 (BeS) o. 66 (Ca) 0.75 (Dy) 0.78 0.73 
0.74 0.725 0.665¡ 0.745 0,78 

-
0.66 0.702 0.685 0.70 0.731 l X . 

• J .... 

a) DETEru4INE LA VARIANCIA RESIDUAL 

b) QUE EFECTOS SON SIGNIFICANTES? (NOTA: LOS DUPLICADOS SE CO-

RRIERON AL MISMO TIEMPO. W'lTONCES ESTOS PUEDEN NO SER UN/\ 

~1EDICION VEHD/\DERI\ DEL ERROR). 
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e) DETJmMINE UN INTERVALO DE CONFIANZA DEL 95% PARA LA DENSI-

DAD MEDIA DE LA CAMARA # 5 

SOLUCION 

X = 34.78/50 = 0.6956; 
-2 
X = 0.483859 

TOTALES: TSS =l:D:L:D{2.jk:lr-: t
2 á 2 = (0.64

2 + 0.66
2 + 0.62

2 + 
ijklr l. ' ••••• 

+ 0.64 2 + •••• + 0.72 2 + 0.75
2 + 0.78

2 + 0.78
2
)-

5 2 X 2·X 0,483859 = 24.298400 - 2 X 25 (34, 78/50) 
2 

= 24.298400- 12.096484x2 = 0.105432 

FACTOR I (PELICULAS): SSR = (t l: X. 2 -. t 2 x2 ) r 
' l. ••• 
l. 

= [5(0.459684 + 0.465124 + 0.466489 + 

0.497025 + 0,532900) - 12.096484 X 2 

= 5 X 2.421222 -12,096484] X 2 = 

= (0.009626) X 2 = 0.019252 

FACTOR II (CAMARAS): SSC = (t ¡;X 2 
j . J .•• 

' ssc = [5(0.4356+0.492804+0,469225+0.49+0.534361) -

- 12.096484] x 2 = 2(5x2.421990-12.096484) = 

= (12.109950-12.096484) X 2 = (0.013466) X 2 

= o,o26932 

FACTOH III (LETRAS LATINAS (FOCOS)) 

SSL = (5 l: x2 -t 2x2 ) r 
k .. k.. . .... 

= [5(0.483025+0.483025+0.477481 

X •• A •• =O. 695000 

x. ,B •. =0,695000 

x .. c .. =0.691000 

X •• D •• =0 .,696000 



= + 0.484416 + 0.491401) 

- 12.096484] X 2 

= (5 X 2.419348 -12.096484) X 2 

168 

X •• E •• =O. 701000 

= (12.096740 -12.096484) X 2 = Q,QQQ256 X 2 = 0,000512 

FACTOR IV (LETRAS GRIEGAS (FILTROS)): X =0.704 

SSG = (tr.X2 - t 2x2 
J r 

1 ... l. . .... 

... (). . 
x ..• e.=0.685 

X =0.709 
= [5(0.495816+0.469225+0.502681+ 

o. 413449+0. 543169) -

12.096484] X 2 

= (5 X 2.424140 -12,096484) X 2 

= (12,1207-12.096484) x2 

= 0.024216x2 = 0.048432 

••• y. 

x ... .s.=o.643 

X =0.737 
• • • E • 

RESIDUAL (DUPLICADOS): 

2 -2 
SSRes = l:HHX. "kl - rl:l:X .. 

ijklr ~J r ij ~J••• 

2 2 2 2 2 = 24.2984-2(0.65 +0.72 +0.71 + ••• +0.665 +0,745 

+ 0.78
2

) 

= 24.2984-2 X 12.1467 = 0,005000 

INTERACCIONES: SSI = TSS- SSR- SSC- SSL- SSG- SSRes 

= 0.105432-0.019252-0.026932-0.000512-0.048432-, 
0.0050 = 0.005304 

CON LO ANTERIOR PODEMOS FORNULJ\R LA SIGUIENTE TABLA DE ANALI:SIS 

DE Vl\RIJ\NCIJ\: 

.; 
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f 1 
' : FUENTE DE ' GRADOS DE SUMA DE MEDIOS FCALC F =F 

i VARlAClON LI!lER:fAD CUADRADOS CUADRATICOS e a,vlv2 
' ' ---

' 
FACTOR l t-1=5-1 SSR MSR=0,019252/4 F1=MSR/MSRe F =F 
(PELIC:ULAS) = 4 0.019252 =0. 004813 I 0,99,4,25 

=24.065 4.18 
-

FACTOR II t-1=5-1 ssc MSC:=0.026932 FII=MSC /MSRe F =F 
(CN-ÍARAS) = ,, 0.026932 4 II 0,99,1t,25 

= 33.665 4.18 ' =0.006733 ' '. 
FACTOR III ,. t- 1 = 4 SSL MSL=0.000512/4 FIII =MSL/MSRe F = F 
(llUÜOS)' o. 0005.12 =0.000128 = 0.64 

m o.99,4,25 

1 

; ' 4.18 
•· .... .. .. 

FIV=MSG/MSRe FACTOR JN t- l = 4 SSG MSG=0.048432 F =F 
(FILTROS) ! 0,048432 4 IV 0.99,4,25 

' i =0.012108 =60.54 4,18 

1~!TERACCIO~ES ! (t-l) (t-3)= SSI ~51=0.005304/8 FIN=MSI/MSRe F = F 
lt X 2 = 8 0.005304 =0.000663 0.99,8,25 

=3.3150 3,32 
RESIDUAl. = 49.-16- 8 SS Re MSRe=O.OOS0/25 
(DUPLICADOS) = 25 0.0050 =0,00020 

i TOTAL 
2 "'- 1 0.105432 rt 

2 X 25- 1 
1 = lt9 

2 A 2 
a) EL ESTIMADOR INSESGADO DE LA VARIANCIA RESIDUAL CJ ES CJ = MSRes 

= 0.00020 

h) DE LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANCIA SE OBSERVA QUE LAS PELICU

LAS, LAS "CN-IARAS Y LOS TIPOS DE FILTROS PRODUCEN EFECTOS SIGNI-

FICATIVOS. 

e) EL INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA CAMARA # 5 SERA (a = 0.05): 

X • 5 ... 

, 
+ t. 025,25 ¡Msies = o.731 + 2.o6o¡f0 • 0 ~ 020 = 

= 0.731 + 2.060 X 0.006325 = 0.731 + 0.013029 = (0,717971, 

0.744029) 
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d) COMPARACIONES MULTIPLES: 

d.1) ENTRE LAS PELICULAS: 

¡----,---..,----.-----,----.-,---
:PE!.JICVLA 1 2 3 4 · 5 

0.6780J0.682 
1 

" 0.683 0.705 0.73 •'· i .... 
1 

DUNCAN· 1 2 3 4 5 . 
p 

1 
2 1 3 4 

l * 
1
0.0040 0.0050 0.0270 0.0520 q' ' 2.915 3.065 3.14 5 

! 

1 

* 0.001 0.023 o. 04 8 wp 
1 

0.013 0.0137 0.014 

' * 0.022 o. 04 7 
1 DONDE 

1 
* 0.025 = q' ¡o.ooo2o 

wP 10 

q' = q' 0.05, (r,25) 

FISHER: LSD = ta/2,v 
2M SR es 

rt 
= t ¡2x6.00020 = 

0.01/2,25 2x5 

= 2 . 0 60 X 0. 0 0 6 3 = 0 . 013 

DE LA TABLA OBSERVAMOS QUE LAS PELICULAS 4 Y 5 PRESENTAN EFEC-

TOS SIGNIFICATIVOS 

HETODO DE TUKEY: 

1 
5 

3.215 

0.0144 

/
MSR 

W = ga(t,v) rtes = ( 5 25) 1 o. 00020 = 
qo.05, ' 10 4.1583x0.0045 = 0"0186 

OBSERVANDO LOS RESULTADOS DE FISHER SE LLEGA A LA MISMA CON-

CLUSION (VER TABLA). 
' 

d.2) ENTRE CAMARAS 

,. 
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! CAMJ\.RAS 1 3 4 2 5 FISHER: LSD ; 2.060x0.~063 

1 
1 

1 

1 
1 
' i 
1 

' 1 

i 
J 

X . j . , .. 0.66 0.685 0.70 0.702 0.731 ; 0.013 

* 0.0250 0.04 o. 042 0.071 TUCKEY: W ; 0.0186 

* 
1 
o. 015 0.017 0.0450 DUNCAN: 

* 0.002 0.031 p 2 3 4 5 

1 * 0.029 q' 2.915 3.065 3.145 3.215 

w o. 013 0.0137 0.014 0.0144 
p 

OBSERVM!OS EN ESTE CASO QUE FISHER Y DUNCAN COINCIDEN EN RESU.!! 

TADOS: lJ
1

, lJ
3 

Y lJ 5 SON SIGNIFICATIVAMENTE DIFERENTES MIENTRAS 

P4 Y P2 SON MENOS SIGNIFICATIVOS; EL METODO DE TUCKEY DIFIERE 

EN LO REFERENTE A !J 3 DE DONDE SE INFIERE QUE LAS CJI.MARAS 1 Y 5 

SON LAS QUE DIFIEREN. 

d.J) PARA LOS FILTROS: 

1 ! ó ! 1 FIL'l'ROS (3 a y E 
! 

FISHER: LSD; 0.013 
1 ' ' 
1 X 0.643 0.685 0.704 0.709 0.737 
' .... i 
' 

TUCKEY: W ; 0.0186 

i 
* 0.042 0.0610 0.066 0.094 1 DUNCAN: 

1 ¡ ¡ * .o. o 19 0.024 0.052 
1 1 1 

1 
1 i o. o o 5 ¡ o. o 3 31-1 1 * 

¡ 
¡ 1 . r 

! o. o 2 s¡ 1 1 * 
' ' 

1 p i 2 3 
1 

4 5 

J wP [o.013 0.013710.014 0.0144 

EN ESTE CASO LOS FILTROS.a Y y SON MENOS SIGNIFICATIVOS EN 

LOS EFECTOS QUE LOS FILTROS RESTANTES ó, .¡3 Y E (OBSERVESE LA 

COINCIDENCIA DE RESUL'I'l\DOS POR LOS 3 METODOS. 

·' 



172 

-1 2. BLOQUE_S ALEATORIZADOS INCOMPLETOS 

ES USUAL QUE AL PLANEAR UN EXPERIMENTO SE PRESENTA LA SITUA-

' 
CION DE QUE LOS BLOQUES NO SON LO SUFICIENTEMENTE GRANDES COMO 

PARA ACOMODAR UNA REPLICA COMPLETA. 

POR EJEHPLO, SI EN UN DIA SOLO SE PUEDEN REALI2ÍAR 3 ENSAYES Y 
i 

SI HAY~ NIVELES DEL "TRATAMIENTO", ENTONCES Etl UN SOLO DIA NO 

SE PUEDEN REALIZAR LOS ENSAY:ES PARA OBSERVAR r.iOS CUATRO NIVE-

LES EN UN SOLO BLOQUE (DIA) • EN ESTE CASO EL DISEflO EXPERU1EN 

TAL Ql'EDARIA CON 4 BLOQUES CON TRES RESULTADo'S SOLAMENTE CADA 

UNO, DE LA SIGUIENTE MANERA: 

I 

B 
A 
e 

II 

A 
B 
D 

BLOQUES 

III 

e 
A 
D 

IV 

B 
D 
e 

! 
EN EL QUE EL ORDEN DE APARICION DE CADA TRATAJIHENTO EN CADA BLO 

QUE 111\ SIDO ALEATORIZADO. 

UN DISEi10 EXPERIMENTAL C0!-10 ESTE SE DENOMINA DE BLOQUES ALEA

TORIZADOS INCOMPLETOS O BLOQUES INCOMPLETOS BALANCEADOS (IHB). 

EL TEWHNO BALANCI1ADO NO SOLO SIGNIFICA QtJE TODOS LOS BLOQUES 

SON DEL MISMO 'I'AMA~O Y QUE CADA NIVEL DEL TRATAHIENTO APARECE 

EL 1-HS~lO Nl'~lERO DE VECES, SINO TA1-1BIEN QUE CADA PAREJA DE NI-

VELES !)EL TRATNHEN'fO APARECE JUNTA (EN EL ~1ISMO BLOQUE) EL 
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MISMO NUMERO DE VECES; EN EL EJEMPLO ANTERIOR ESTO SUCEDE 2 

VECES. 

PARA DESCRIBIR UN EXPERIMENTO BIB SE UTILIZAN LOS SIGUIENTES 

TERMINOS: 

t = NUMERO DE NIVEL-ES DEL TRATAMIENTO 

b = NUMERO DE BLOQUES 

k = NUMERO DE NIVELES DEL TRA'I'AMIENTO EN CADA BLOQUE 

r = NU:.1ERO DE REPLICAS DE CADA NIVEL DEL TRATAMIENTO 

A = NUMERO DE BLOQUES EN LOS CUALES APARECE CADA PAREJA DE NI-

VELES DEL TRATAMIENTO 

UNA FORMA ALTERNATIVA DE EXPRESAR ELEXPERIMENTO ANTERIOR ES 

MEDIANTE LA SIGUIENTE TABLA: 

BLOQUES 
t=4 

TRATAMIENTOS b=4 
I II III IV 

A X X X 
k=3 

B X X X r=3 e X X X 
D X X X ;>.=2 
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OTRO EJEMPLO ES EL SIGUIENTE: 

TRA'rA 
BLOQUES 

!-liENTOS I II III rv V VI VII VIII IX X XI 

i\ X x, X X X X 

B X X X X X X 

e X X X X X X 

D X X X X X X 

E X X X X X X 

F X X X X X X 

G X X X X X X 

H X X X X X X 

I X X X X X X 

J X X X X X X 

K X X X X X X 

EN ESTE EJEMPLO: t = 11, b = ll, k = 6, r = 6 y A = 3. 

EN EL LIBRO DE COCHRAN Y COX, "EXPERIMENTAL DESIGNS", SE PRESEN 

TAN UNA LISTA DE DISE~OS BIB. 

EL MODELO MATEMATICO PARA REPRESENTAR AL DISE~O BIB ES 

X .. = 1J + p..+T. + Z1.J. l.J l. J 
(1) 

DOt\01' !.J\ S p. . SON LOS EFECTOS DE LOS BLOQUES, Y LAS T J. 
l. b t 

LOS EFEC 

TOS DE I.OS 'l'Rl\1'AHIEN'l'OS, CON ·.· r' = í. 1 . = 0. 
i;,;l 'i j=l J 
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~ .. . · .. t' 
EN ESTOS EXP.ER.IME.N'J.:OS SE PRESUME QUE NO HAY INTERACCION ENTRE 

LOS DOS FACTORES, 
·' . 

LA DIFERENCIA DEL EXPERIMENTO BIB Y EL DE BLOQUES COMPLETOS A-

LEATORIZADOS, ES QUE EN EL PRIMERO NO ESTJ\N PRESENTES TODAS LAS 

POSIBLES COMBINACIONES DEi Y j. 

CONSIDEREMOS UN NIVEL PARTICULAR DEL TRATAMIENTO, q; ·· Ll\ SUMA· DE 

TODAS LAS OBSERVACIONES DE ESTE NIVEL ES,. UTILIZANDO LA EC (1) : 

X ·· = E' . X . .- rp + · . 'E B . + · rT + 
• '.q J.q l. .. i(q) i (q) q . 

¡; z . 
i (q) J.q 

( 2) 

DONDE E DENOTA LA SUMATOR~A SOBRE TODOS LOS BLOQUES (r) QUE 
i (g l 

CONTIENEN EL q·-ESIMO TRATAMI)':NTO. ;SLMILARMENTE: .. 

x .. = l. • r·x .. = kJJ + kB
1
. +· ·r -r·: + 1: z .. 

j(i) l.J j(i) J j(i) l.J 
(3) 

DONDE ¡; DENOTA LA· 'sUMATORIA SOBRE TODOS LOS TRATAMIENTOS IN-
j (i) 

CLUIDOS EN EL i-ESIMO BLOQUE • 

. (3UMANDO LA. f:C ( 3) SOB~E TODOS LOS BLOQÜES QUE. CONTIENEN EL 
'l , 
g-ESH!O TRATAMIENTO SE OBTIENE: 

,· ... 
• 1 •• ·-' 

- .. ,, ... -
¡; ¡; X. . = rk)J. +, k . E 6 .. +. E E T • +· E E Z .. 

i(q)j(i) l.J i(g) l. i(g)j(i) J i(g)j(i) 1 J 

:_. 

( 4 ) '• ., , ... 
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EL TERCER TERMINO DEL MIEMBRO DERECHO DE ESTA ECUACION VALE: 

t 
YA QUE l: T • 

j=l J 

1: r -r 
i(q)j(i) j 

= o = 

' = r-rq + A T. Tj = (r -A)T 
j;t'q q 

POR LO QUE l: T 
j;lq j 

(5) 

SUSTRAYENDO EL RESULTADO DE LA EC (4) PREVIA SUSTITUCION DE LA 

EC ( 5) l-.L DE LA -EC_ (2~J; MULTIPLICADO POR k SE OBTIENE 

k r. x. - ¡: 1: x1 . = (kr - r + >d T + k 1: z1 - l: l: z1 j 
i(q) 1 q i(q)j(i) J ' q i(q) q i(q)j(i) 

(6) 

POR TANTO, Y CONSIDERANDO QUE E(Zij) = O Y QUE LA RELACION 

A = r(k - 1)/(t - 1) ES VALIDA,DE LA EC (6) SE OBTIENE QUE UN 

ESTH!ADOR IN_SESGADO DE Tq ES 

o 

DONDE X. 
J .• 

T 
q 

; = ....!. {k l: X - l: l: X } 
q At i(q)iqi(q)j(i) ij 

- x J i. 
=¿{X- l:X) 

>.t .q i (q) i. 
' 

. 

(7) 

(8) 

= l:X .. /k = PROI1EDIO ARITMETICO MARGINAL DE LAS OBSER:.. 
j 1) 

VACIONES DEL BLOQUE i 

X = SUMA DE TODAS LAS OBSERVACIONES DEL q-ESIMO .q 

TRJ\'I'AMIENTO 
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. _,. -.- "':'" -~- .. 
... ~: . . . ' . .. --~ .. 

SUMANDO LA EC (1) SOBRE TODAS LAS OBSERVACIONES SE ENCUENTRA 

QUE EL PR·JME!JIO GLOBAL 

X = ¡; r. xij/(kbl 
i j 

( 9) 

ES UN EST :MADOR INSESGADO DE ¡1, POR TANTO, UN ESTIMADOR INSES-

' GADO DEL J:FECTO DEL g-ESIMO TRATM1IENTO ES X + T , EL CUAL 
g 

TIENE COW VARIANCIA A 

• 
Var ex •. '+ Te;) = cr 

r 

2 

( ! + k:..c(,_;:t:..._--=1_,_) _
2 

= 
t . 2} 

(k 1) t 
(10) 

DE IGUAL ~i\NERA, LA DIFERI:NCIA DE EFECTOS ENTRE LOS TRATAMIEN-
; 

• • 
. TOS g Y g'. SE ESTIMA CON ;:g - Tg' , CON LO CUAL SE TIENE UNA 

VARIANCIA'DE .LA ESTIMACION 

2 2k = cr 
).t 

( 11) 

LA TABLA "ARA EL ANALISIE>DE VARIANCIA DE ESTE EXPERIMENTO ES 

FUENTE 

BLOQUES 
. (SIN ·l,JU~'l'AR) 

'fRA 'I'AMIEN'POS 
(AJUS'l'ADC:) 

EHROR O R!OSIDUAL 

G. DE .,;• SS. ·'MS F 
--~~~~--~~--------~---

b ll 
1 

i 
bk-t-b'l 

~SB =: SSB/ (b - 1) 

; 

SST f.1ST = SST/(t- l) MST/MSE 

SSE MSE=SSE/(bk-t-b-1) 

TOTAL bk ~ 1 TSS 
--------------'~~-----,------'-'------------

\ .í • 



DONDE 

SSB = 

SST = 

b . 
2 

l: X. /k 
i=1 J.. 

1 
kH 

t 
E {k X . - E X . } 

2 

j=1 .J i(j) l.. 

TSS = E E X~ . - bk x2 

i j l.J 

SSE = TSS - SSB - SST 
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' 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

ES NECESARIO MENCIONAR QUE EL SSB CALCULADO CON LA EC (12) 

SOLO SIRVE EN ESTE CASO COMO AUXILIAR PARA CAIDliAR SSE CON LA EC 

(15), PERO NO PARA HACER LA PRUEBA DE HIPOTESIS DE EFECTOS DE 

LOS BLOQUES; LA RAZON DE ESTO ES QUE EN ESTE CASO, AL USAR LA 

EC (1) PARA CALCULAR SSB SE ENCUENTRA QUE DEPENDE DE 6i Y DE 

rj; PARA QUE SE PUEDA HACER PRUEBA DE EFECTOS DE BLOQUES SE 

REQUIERE DISEJIIAR UN ·EXPERIMENTO DE BLOQUES INCOMPLETOS BALAN-

CEADO Y SIMETRICO, EL CUAL SE ESTUDIARA MAS ADELANTE. 

EJEMPLO. 

EN LA PHODUCCION DE UN COMPONENTE DE UNA MAQUINA, SE TIENE QUE 

EL DIAMETRO,INTERIOR DE UN TUBO ES UNA DIMENSION CRITICA. ES
f 

'l'OS C01•1PONENTES SE FABRICAN CON 7 MAQUINAS Y 7 ALEACIONES DI-

FERENTES . 

.PARA DETEP.MINAR LOS EFECTOS DE LAS ALEACIONES SE DISEJ\10 UN 

EXPERI!-lENTO BIB, EN EL QUE LOS BLOQUES FUERON LAS MAQUINAS Y 
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LOS TRATAMIENTOS FUERON LAS ALEACIONES, Y SE TOMARON MUESTRAS 

DE 10 DIAMETROS EN CADA CASO. EN LA SIGUIENTE TABLA SE PRE-

SENTAN LAS DIFERENCIAS DEL PROMEDIO DE LOS DIEZ DATOS Y LA DI-

MENSION NOMINAL, EN Ml1. 

TRATAMIENTOS MAQUI NAS (BLOQUES) TOTALES 
(ALEACIONES) (X . ) 

1 2 3 4 5 6 7 • J 

A 5 4 9 18 
B 12 9 9 30 
e 7 6 8 21 
D 7 5 3 15 
E 4 6 5 15 
F 10 12 9 31 
G 4 4 3 11 

TOTALES (X. ) 16 18 28 19 27 2.2 11 141 
~. 

X. 5.33 
~. 

6.00 9.33 6.33 9.00 7.33 3.67 

EN ESTE CASO SE TIENE QUE b=t=7, k=r=3, >.=1, X = 141 =6.7143 .• 21 

1 7 
X~. -7x3x X~:=~ (16 

2
+1 82+232+19 2+27

2
+22 2+11 ~ -9 4 6. 714 3=72. 96 SSB=- E 3 i=l 

SST = 1 
3x1x7 

7 
E (3X . 

j=1 ·J 
E X. )

2
= J..[{3x18- (16+18+28)} 2 + 

i(j) 1. .<l. 

+ {3x30- (28+19+27)} 2 + {3x21:... (16+19+22)} 2 + 

+ {3x15 -(28+~2+11)} 2 + {3x15- (16+27+11)} 2 + 

+ {3x31 - (18+27+22) }2 + {3x11 - (18+19+11) 12 J = 75.90 

TTS =E r x 2 .- bk x2 =5 2+4
2
+9

2
+12 2+ ... +3 2 -946.Ú43 = 156.29 

i j ~J 

' .. 
,: ;r 
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~SE = 156.29 - 72.96 - 75.90 = 7.43 

MST = 75.90/6 = 12 •. 65, MSE = 7.43/8 = 0.92. 9, FT = 12
·

65 = 13 62 0.929 • 

F 0 • 99 ,G,B = 6.37 < 13.62, POR LO QUE SE CONCLUYE QUE CON UN 

99% DE NIVEL DE CONFIANZA SI HAY EFECTO DEBIDO A LA ALEACION 

QUE SE UTILIZA PARA FABRICAR EL COMPONENTE. 

TAREA: ESTIMAR LOS T. 
~ 
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PARA EL EJEMPLO DE LOS DIAMETROS INTErutOS DE LOS TUBOS, CALCU-

5 
LAR LOS VALORES ESTIMADOS DE 1:.' Y HACER COMPARACIONES MULTI

J 

PLES: 

PARA ESTIMAR LOS EFECTOS DE CADA TRATAMIENTO PODEMOS USAR LA 

FORMULA ALTERNATIVA: 

A k ¡:-X T = 
At [ ¡: X. - 1 q 

i (q) J.q i(q) i .• 

A 3 " . TA = 1x7 [18 - 20.66] =-1.143 'E 

A 

" TB = 0.429[30 - 24. 66) = ·2. 288 'F 
A 

" Te = 0.429[21 - 19] = 0.858 'G 
A 

TD = 0.429[15 20. 33) = -2.288 

COMPARACIONES MULTIPLES: 

TRATAMIENTO D G E A 
A 

4.4263 4.5693 5.4273 5.5713 X + T .. q 

* o .14 3 l. 0010 1.1450 

* 0.858 l. 002 

* 0.144 

•* 

' 

FISHER: LSD =t ·~-
0/2,vJ Xt - to.o5,8 

= 

= 

= 

-1.287 
.·: . 

3. 718 

-2.145 

e B F 

7.5723 9.0023 10.4323 

3.146 4.576 6.006 

3,003 4.433 5.863 

2.145 3.575 5.005 

2,001 3.431 4,861 

* l. 43 2.86 
' 

* l. 43 

2x3x0.929 
lx7 = 0.061 



TUCKEY: W = q 0 . 05 {7,8) MSE """t = 5.4 

DUNCAN: 

p 2 3 4 5 

q' 3.26 3.39 3.47 3.52 

0.929 = 1.967 
7 

6 7 

3.55 3.56 

WPI1.88 l. 235 1.264 1.28211.293 l. 297 

DONDE 0.929 
Wp = q0.05, {p,B). 7 
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DE DONDE CONCLUIMOS QUE LOS TRATAMIENTOS D, G, E Y A SON SIG-

NIFICATIVAMENTE MENORES QUE C, B Y F. 
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EJEMPLO 

UNA FABRICA DESEA COMPARAR LA COMODIDAD QUEOFRECEN 8 TIPOS 

NUEVOS DE AL!10HADAS Y UNO QUE YA ESTA EN EL ~lERCADO. PARA ES·· 

.TOSE DISEI'lO EL SIGUIENTE EXPERIMENTO DE BLOQUES INCOMPLETOS 

BALANCEADO: 

PARA REDUCIR EL PROBLEMA QUE TENDRIA UNA PERSONA AL ASIGNAR 

UNA CALIFICACION AL GRADO DE COMODIDAD SI SE TUVIERAN LOS 9 

TIPOS DE ALMOtffiDA JUNTOS, SE DECIDIO AGRUPARLAS EN 12 BLOQUES 

DE 3, Y A CADA BLOQUE SE LE ASIGNARON AL AZAR LOS TIPOS DE AL

MOHADA LOS CUALES, A SU. VEZ, SE IDENTIFICARON CON LAS LETRAS 

.DE LA A A LA I (LAS LETRAS NO SE PUSIERON VISIBLES). LA PRqE,

BA CONSISTIO EN SELECCIONAR AL AZAR A 20 PERSONAS PARA QUE CA-

LIFICARAN CON NUMEROS DEL 1 AL 5 EL GRADO DE COMODIDAD; EL 

DATO QUE SE ANOTO EN CADA CASO FUE LA SUMA DE LAS CALIFICACIO-

NES DE LAS 20 PERSONAS, HABIENDOSE OBTENIDO LOS SIGUIENTES.RE-

SULTADOS: 

BLOQUE TRATAMIENTO TOTAL (TIPO DE ALMOHADA) 

1 A59 B26 C38 123 
2 D85 E92 F69 246 
3 G74 H52 I27 153 
4 A62 070 G68 200 
5 B27 E98 H59 184 
6 C31 F60 I35 126 
7 A63 E85 I30 178 
8 B22 F73 G75 170 
9 C45 D74 H51 170 

10 A52 F76 H43 171 
11 B18 D79 I41 178 
12 C41 E84 G81 206 

2065 
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t = 9, b = 12, k = 3, r = 4, A = l. 
; ¡ó 

1 • 

OTRA FORHJ\ DE PRESENTAR LOS DATOS ANTERIORES ES: 

TRATA~!IENTO BLOQUE 
(TIPO DE AL- TOTALES 
~10 HADA) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 (X • j) 

1\ 59 62 63 52 236 
B 26 27 22 18 93 
e 38 31 45 41 155 
D 85 70 74 79 )08 
E 92 98 85 84 359 
F 69 60 73 76 278 
G 74 68 75 81 298 
H 52 59 51 43 205 
I 27 . 35 30 41 133 

TOTALES (X. ) 123 246 153 200 184 126 
]., 

178 170 170 171 138 206 2065 

x = 2065/ (4x9) = 57.361111, 36 x2 = 36x57.36112 = 118,450.69 

SSB = 4<123 2+246
2
+153 2+200 2+184 2+126 2+178 2+170 2+170 2+ 

+171 2+178 2+206 2 ) - 118,450.69 = 

= 368 ·~ 91 · 00 - 118,450.69 = 4,546.31 

1 SST = {(3x236-(123+200+178+171)) 2+ 

+(3x93-(123+184+170+138 )) 2+ 

+(3x155-(123+126+170+206)) 2+ 

3xlx9 

+(3x308-(246+200+170+138)) 2+ 

+(3x359-(246+1p4+178+206)) 2+ 

+(3x278-(246+126+170+171)) 2+ 

+(3x29~(153+200+170+206)) 2+(3x205-(153+ 

+ 184+170+171)) 2+(3x133-(153+126+178+138)) 2 J = 

= 322,122.00/27 = 11,930.07 
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= 135,435.00-118,450.69 = 16,984.31 

SSE = 16,984.31-4,546.31-11;930.07 = 507.93 

LA TABLA DEL ANALISIS. DE VARIANCIA ES: 

FUENTE "G. DE L. SS MS F 

• 
BLOQUES· 11 4,546.31 

' TRA'I'ANIENTOS 8 11,930.07 1491.26 46.97 > 2.59 

EHRO){ 16 507.93 31.75 

'l'OTAL 35 16,984.31 

PUESTO QUE F
0 

.. 95 , 8 , 16 = 2.59 < 46.97, SE CONCLUYE QUE SI HAY 

DIFERENCIA SIGNIFICATIVA ENTRE LOS NUEVE TIPOS DE ALMOHADA. 

VEAMOS, 10R TANTO, CUALES TIPOS SON LOS QUE DIFIEREN DE LOS 

DEMAS, Pl.RA LO CUAL ESTIMARE~~OS LOS EFECTOS, T , DE CADA NI
q 

VEL. 

= k {X 
Tq At .e¡, L X. } 

i (q) l. 

3 123+200+178+171) 
T1 = 9 ( 236 -

3 
:~ 

T2 = ~(93 123+18~+170+138)= 

~ 1 ( 123+126+170+206) 
T3 = -:3 1?5 3 

• . 1 .. 246+200+170+138) 
T4 = ·J(308 

3 

Ts = :~(Y-9 ~~?+184+178+206) 
3 ., 3 

i 
'· 

= ~(236 - 224.00) = 4 

1 
.:;:.(93 - 205) = -37.33 
.) 

- }c15s - 208.33) = -17.78 

= 18.89 

= 29.22 
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• l 246 + 126 + 170 + 1 71) 
T6 = 3 ( 278 - = 13,44 

3 

• 1 153 + 200 + 170 + 106) 
T7 = (298 - = 18,33 

3 3 

l ( 20 5 153 + 184 + 170 + 171¡ = -7.00 TB = 3 -

• 1 (133.- 153 + 126 + 178 + 138) 
T9 = = - 21.78 

3 3 

LA TABLA DE ESTIMACIONES DE LOS EFECTOS DE LOS NIVELES DEL TRA 

TAl-liENTO SON: 

'l'RATAMIENTO A B e D E F G H I 

X + T 
q 

61.36 20.03 39.58 76.25 86.58 70;80 75.69 50.36 35.58 

USANDO MSW = MSE = 31.75, CON 16 GRADOS DE LIBERTAD, LA MINIMA 

DIFERENCIA SIGNIFICATIVA ENTRE DOS MEDIAS ES, CON a= 0.05: 

LSD = 2 12 j2x3x31.75 = 
· 1x9 9.75 

• 
LAS ESTIMACIONES Tq ORDENADAS EN FORMA CRECIENTE SON LAS QUE SE 

MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE, EN. LA CUAL SE HAN ANOTADO TAM

BIEN LAS DIFERENCIAS QUE HAY ENTRE ELLAS: 
¡ 
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B I e H A F G D E 

20.3 35.58 39,58 50.36 .6J.,36 70.80 75.69 76,25 86.58 

* 15.28 

* 14. ool 14,78 

·.* 10.78 

* 11.00 

* J9. 441 14.33 

* l4. 891 ¡s. 451 15.78 .. 

* ¡o. 561 10.89 

* 10.33 

LAS MEDIAS QUE RESULTARON SER ESTADISTICAMENTE IGUALES SON 

LAS SUBRAYADAS A CONTINUACION CON LINEA COMUN: 

B I C H A F G D E 

20.3 35.58 39.58 50.36 61.36 70.80 75.69 76.25 86.58 

BLOQUES INCOMPLETOS 

BALANCEADOS SIMETRICOS 

SI EL NUMERO DE BLOQUES ES IGUAL AL DE TRATk~IENTOS (b = t), 

ENTONCES r = k. 1EN ESTE CASO SE DICE QUE EL EXPERIMENTO ES 

DE BLOQUES INCOMPLETOS BALANCEADOS SIMETRICOS (SBIB) , Y ES PO 

SIBLE.HACER PRUEBA·DE,HIPOTESIS,PARAo·LqS,EFECTOS DE LOS BLO-
' 

QUES EN UNA MANERA,SIMI¡;AR.QUE·PARA· LOS: TRATAMIENTOS, MEDIAN 

·.• .. 
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TE LA SIGUIENTE TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA, EN LA CUAL SE 

NOTA QUE HAY SUMAS DE CUADRADOS·AJUSTADOS PARA CADA UNO DE LOS 

DOS FACTORES, 

FUENTE SS G, de L. MS F 

BLOQUES SSB 

TRATAMIENTOS . 
(AJUSTADA) SST t - 1 MST=SST/(t-1) MST/MSE 

TRA1'AMIENTOS SST 

BLOQUES . • 
(AJUS'rl\DA) SSB b - 1 MSB=SSB/(b-1) MSB/r.1SE 

ERROR SSE bk-b-t-1 

TOTAL TSS bk - 1 

. 
EN ESTA TABLA SSB, SST, SSE Y TSS SE CALCULAN CON LAS MISMAS 

FORMULAS QUE EN EL EXPERIMENTO BIB; LAS OTRAS SE:CALCULAN CON 
' 

LAS SIGUIENTES EXPRESIONES: 

1 t 
x2. bkx2 SST = - ¿ 

r 
j=1 • J •• 

1 b 
¡; X .)2 SSB = kt>. ¡; (rXi 

i=~ • j ( i) • J 

EJEMPLO 

EL PROBLEMA PRESENTADO ANTERIORMENTE, DE LAS MAQUINAS Y ALEA-

ClONES, ES UN EXPERIMENTO SBIB, YA QUE EN EL t = b = 7. PRO

BAR LA IIIPOTESIS DE QUE fli =O PARA TODA i, A UN'95% DE NIVEL 
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DE CONFIANZA. 

SST 

- 946.71 = 118.96 

SSB = 
1 7 

l: ( 3X. -
i=1 ~. 3x7x1 

2 
E X . ) 

j (i l . J 
= h[Dx16- (18+21+15ir+ 

+ {3 X 18- (18 + 31 + 11)} 2 + {3 X 28- (18+30+15)} 2 + 

+ {3 X 19- (30 + 21 + 11)) 2 + {3 X 27- (30+15+31)} 2 + 

+ { 3 X 2 2 - ( 21 + 15 + 31 ) } '
2 

+ { 3 X 11 - ( 15 + 15 + 11 ) ) 2 ] = 2 9 , 9 0 

PARA VERIFICAR, CALCULEMOS SSE = TSS - SST SSB = 

156.29 - 118.96 - 29.90 = 7.43 = TSS - SST - SSB 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA ES: 

FUENTE 'e;; • de L. SS MS F 

HAQUINAS 72.96 

ALEACIONES 
(AJUSTADA) 6 75.90 12.65 13.62>3.58 

111\QUINAS 
(AJUSTADA) 6 29.90 4. 9 8 5.36>3.58 

ALEACIONES 118.96 

ERROR 8 7. 4 3 0.929 

TOTAL 20 156.29 
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F = 3.58 0.95,6,8 

POR LO ANTERIOR SE CONCLUYE QUE SI HAY DIFERENCIAS SIGNIFICA-

TIVAS ENTRE LOS NIVELES TANTO DE LAS ALEACIONES COMO DE LAS 

MAQUINAS. 

TAREA: ESTIMAR LAS MEDIAS PARA CADA NIVEL DE BLOQUES Y TRATA-

MIENTO S 
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EJEHPLO 

DIEZ ESPECIMENES DE HULE SE ENVIARON A UN LABORATORIO PARA UNA 

PRUEBA. DE RESISTENCIA A LA FLEXION. HAY CINCO TIEMPOS DE CURA-

DO. SIN EMBARGO CADA ESPECIMEN·ES SUFICIENTE SOLAMENTE PARA 

DOS MUESTRAS. ENTONCES SE PROPUSO UN DISE~O BIB. LOS ESPECI-

MENES SE CONSIDERARON COMO BLOCKS Y LOS TIEMPOS DE CURADO COMO 

TRATAMIENTOS. INVESTIGUE EL EFECTO DEL TIEHPO DE CURADO SOBRE 

LA RESISTENCIA A LA FLEXION, USANDO LOS DATOS CODIFICADOS DE 

ABAJO. 

(BLOQUES) TIEMPOS DE CURADO (TRAT) TOTALES 
X. X. 

ESPECIMENES 1 2 3 
l.. J.. 

! 4 5 

1 25 6 31 15.5 

2 10 3 13 6.5 

3 3 16 19 9.5 

4 15 11 26 13 

5 o 6 6 3 

6 14 11 25 12.5 

7 6 17 23 11.5 

8 10 27 37 18.5 

9 10 5 15 7.5 

10 
' 7 21 28 14 

TOTALES 
X 

. j 53 34 lB 78 40 223 

X 
. j 

13.25 B. 5 4.5 19.5 10 X = 11.15 
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• 

EN ESTE CASO TENEMOS: b = # BLOQUES = 10; t = # TRATAMIENTOS = 5; 

r = # REPLICAS = 4; k = # NIV, DE TRAT /BLOQUE = 2; A = # BLOQUES 

C/PAREJAS IGUALES = 1 

b 
PARA LOS BLOQUES: SSB = k-1 E 

i=1 
X~ 

J. • 

=~2867.5- 2486.45 = 381.05 

PARA LOS TRATAMIENTOS: 

SST t - 1 = Nk(k-;-1) 

t 
E 

j=1 
kX . - I: X. 

[ ·J i(j) J.. ]
2 

5 - 1 2 ( SST = zox2(1 l {[2x53- (31+13+19+26)) + 2x34- (26+23 + 

+ 15 + 28)J 
2 

+ [2 X 18- (13 + 6+ 37 + 15)) 2 + (2 X 78- (19 + 25 + 

+ 37 + 28J) 2 + (2 x 40- (31 + 6 + 25 + 23)] 2 } = 1
1
0 f (17) 2 + (-24) 2 

+ (-35) 2 + (47) 2 + (-5) 2 } = 1~ (289+576+1225+2209+25) =432.4 

2 
TOTALES: TSS = E E X~ J. - ~k: 

ERROR: 

i• j 

= 3503 - 2486.45 = 1016.55 

SSE = TSS - SST 7 SSB , 
= 1016.55 - 432.4 - 381.05 = 

, 

203.10 
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DONDE: 

FUENTE g •. de l. . SS. MS F F ~F 
e 0.05,4,6 

ESI'EClMENES b - 1 = MSB=SSB/(b-1) NO SE PUEDE 
(BLOQUES S/AJUST) 10- 1 = 9 SSBg381,05 =·42.34 

TJEMPO DE CURADO t - 1 = MST=SST/(t-1) MST/MSE 
(AJUSTADOS) 5 - l = 4 SST=432.4 =108.10 =108.10/33.85 < 4.53 

. = 3.19 

E!UWR bk-t-b+l= MSE=SSE/bk-t-b+l 
20-5-10+1= SSE=203,10 = 33.85 

6 

TOTAL bk - 1 ~ 
10 x 2-1=19 TSS=l016.55 

DADO QUE F CALCULADA (3.19) < F CRITICA (F0.0 5 , 4 ,G = 4.53) ENTON-

CES CONCLUH10S QUE LAS RESISTENCIAS A LA FLEXION DE LOS ESPECIME-< 

NES DE HULE NO SE AFECTAN POR LOS TIEMPOS DE CURADO, O SEA, POR LOS 

TRATAMIENTOS, 

b) ESTIMACION DE LOS EFECTOS DE LOS TRATAMIENTOS: 

~ = kr (x - r -1 ¡: x J 
q ,\t .q i(q) i. 

11 = i ~ ~ [13.25 - 15.5 + 6.5; 9.5 + 13] = 3.40 

~ 

[ 8. 5 12 8 13+11.5+ 7,5 + 14J -4. 80 = 5 = . 4 
~ 

8 6. 5 T [ 4. 5 + 3 + 18.5 + 7. 5 J -7.00 3 = - = 5 4 
~ 

[19.5 9.5 t 12,54+ 18,5 + 14J '4 8 
9.40 = - = 5 

~ r 
'5 8 15.5 + 3 + 12.5 + 11. 5 ] = -l. 00 = 5 :lo 

' 4 

e) AUNQUE EN ESTE CASO LA PRUEBA DE ANALISIS DE VARIANCIA INDICO 
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INDEPENDENCIA ENTRE LOS TIID1POS-DE CURADO (TRATk~IENTOS) HAREMOS 

LA PRUEBA DE COHPARACIONES HULTIPLES PARA VERIFICAR QUE NO DIFIE 

REN DICHOS TRATAMIENTOS. 

USANDO EL CRITERIO LSD = t a/2 1 
V ¡2k (HSE) 

At 
= 

= 2.447127.08 = 12.73 

TIEHPOS DE CURADO 3 2 S 1 
A 

X + T 4.15 6.35 10.15 14.55 .. 
* 2.2 6.0 10.4 

* 3.8 8.20 

* 4.4 

* 

4 

20.55 

16.4 

14.20 

10.40 

6.0 
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13 .CUADRADOS DE YUD EN 

EL EXPERIMENTO DE CUADRADOS DE YUDEN ES UN TIPO DE CUADRADOS 

LATINOS INCür1PLETO. SI EL FACTOR I ES EL DE LOS RENGLONES, EL 

II EL DE LAS COLUMNAS, Y EL III EL DE LAS LETRAS LATINAS, Y SI 

SE CUHPLE QUE LOS FACTORES I Y III TIENEN EL MIS~lO NUMERO DE 

NIVELES (t = b), ENTONCES LOS CUADRADOS DE YUDEN QUEDAN EN FOR 

!-lA SE~JEJANTE A LOS DOS SIGUIENTES EJEHPLOS 7 x 3 Y 7 x 4: 

FACTOR I FACTOR II fACTOR I FACTOR II 

1 2 3 1 2 3 4 

1 G A e 1 D F G A 

2 A B D 2 E G A B 

3 B e E 3 F A B e 

4 e D F 4 G B e D 

5 D E G 5 A e D E 

6 E F A 6 B D E F 

7 F G B 7 e E F G 

ESTE DISEOO EXPERIMENTAL SE PUEDE VER TAMBIEN COMO UN BIB 

CON UN FACTOR ADICIONAL (EL II), EN CUYO CASO LA TABLA DE DA 

TOS TENDRIA LA SIGUIENTE PRESENTACION, QUE EJEMPLIFICA EL CA 
' 

SO 7 x 4 ANTERIOR: , 
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TRATAMIENTOS 
FACTOR I 

(FACTOR III) 
1 2 3 4 S 6 7 

A ( 4 ) (3) ( 2) (1) 
13 ( 4 ) ( 3) (2) (1) 
e ( 4 ) (3) ( 2) (1) 
D ( 1) (4) ( 3) ( 2) 
E (1) ( 4) ( 3) (2) 
F (2) (1) ( 4) ( 3) 
G ( 3) ( 2) (1) (4) 

EN ESTA TABLA LOS NUMEROS EN PARENTESIS SON LOS NIVELES DEL 

FACTOR II; EN ELLA: t=7 1 b=7, r=4, k=4 y Á=2. 

EL MODELO MATEMATICO PARA ESTUDIAR ESTE EXPERIMENTO ES 

(1) 

DONDE i = 1, 2, .. , , b; j = 1, 2, ..• , t = b; 1 = 1 1 2 1 ••• 1 k ( < t) 1 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA DE ESTE EXPERIMENTO ES LA 

SIGUIENTE: 

FUENTE 

BLOQUES 

TRA'l'l\MIENTOS 
(AJUSTADA) 

TRATAMIENTOS 

BLOQUES 
· (AJ U S'l'ADA) 

FACTOR II 

EHROH 

'l'O'l'AL 

G. DE L. SS MS F 

SSB 

t-1 SST MST=SST/(t-1) MST/MSE 

SST 

p-1 SSB MSB=SSB/(b-1) MSB/MSE 

k-1 SS2 ,. MS2=SS2/(k-1) MS2/MSE 

bk-2b-k+2 SSE MSE=SSE/(bk-2b-k+2) 

bk-1 TSS 



EN ESTA TABLA: 

b 
SSB = k-1 E X~ - bk x 2 

i=l ~.. • •• 

SST 

SST 

SSB 

SS2 

TSS 

t 
= (kAt)- 1 E (kX . 

j =1 • J. 

·t 
x2 . = k- 1 E - bk 

j=1 • J • 

(J.:At) -1 
b 

= E (rX. 
i=1 ~ .. 

-1 k 
x2 = b E - bk 

1=1 .. 1 

2 bk -2 = E l:Xijl - X 

x2 

-2 
X 

¡; x. )2 
i(j) l... 

) 2 ¡; X 
j ( i) . j . 

SSE = TSS - SSB - SST - SS2 

EJE~IPLO 
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(2) 

(3) 

( 4 ) 

( 5) 

(6) 

( 7) 

(8) 

EN LA DETERMINACION DEL NUMERO DE OCTANOS DE UNA GASOLINA, UN 

METPDO USA UNA GASOLINA BASE Y SE TIENEN 6 ADITIVOS COMO CAN-

DITATOS PARA FORMAR UNA NUEVA MARCA. EL EXPERIMENTO ES UNO 

DE CUADRADOS DE YUDEN 7x3: A CADA COMBUSTIBLE SE LE DAN 2 MI-

' NUTOS EN EL MOTOR Y EL RESULTADO SE REGISTRA .EN UN INSTRUMEN·· 

TO ESPECIAL,EL CUAL SE LEE A LOS 60, 90 Y 120 SEG PARA VERI
l 

FICAR LA ESTABILIDAD; UNA MARCADA DIFERENCIA'EN LA LECTURA A 

LOS 90 Y 120 SEG ES CAUSA DE ALARMA; LOS BLOQUES SON GRUPOS 

DE 3 LECTURAS DE 2 MINUTOS. LOS RESULTADOS FUERON: 
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FACTOR III FACTOR I (BLOQUES) ( 'l' Rli'J' AH I E N-
·ros o GAso- TOTAL 

1 2 3 4 5 6 7 (X . LINAS) • J • 

A ( 1) (3) (2) 
43 44 41 128 

B ( 2 ) (1) ( 3) 
34 36 32 102 

e ( 2) ( 1) ( 3) 
32 33 27 92 

D ( 3) ( 2 ) ( 1) 
47 47 44 138 

E ( 3) (2) (1) 
46 40 41 127 

F ( 3) (2) ( 1) 
43 35 36 114 

G (3) ( 2) (1) 
33 32 33 98 

TO'l' liL (X . 
~ .. ) 124 114 123 117. 120 100 101 799 

X = 799/3x7 = 38.0476; 3x7x38.0476 2 = 30,400.05 

SSB = ~(124 2+114 2+123 2+117 2+120 2+100 2+101 2 )-30,400.05 = 

= 30,597-30,400.05 = 196.95 

SST = 3 x~x 7 [13x128-(124+120+101) J2+!3x102-(124+114+100) ) 2+ 

+ {3x92-(114+123+101)J 2+{3x138-(124+123+117) }2+ 

+ [3xl27-(114+117~120)} 2 +(3x114-(123+120+100) }2+ 

+ { 3x98- (117+100+101) 12 ] = 493.62 

SS'l' = ~(128 2+102 2+92 2+138 2+1272+114 2+98 2 )-30,400.05 = 608.29 

SSB = 3xix 7 [13x124-(128+102+138)} 2+{Jx114-(102+92+127) }2+ 

+ [3x123-(92+1~8+114) J2+[3x117-(138+127+98)} 2+ 

+ {3x120-(128+127+114)} 2+!3x100-(102+114+98)} 2+ 

+ [3x101-(128+92+98Jl 2 ] = 
2
1
1 

[4 2+21
2

+ .•. +(-15) 2 1 = 82.29 

) 

i . i 
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X ~ 43 + 36 + 33 + 44 + 41 + 36 + 33 ~ 266 •. 1 

X .. 2 
~ 34 + 32 + 47 + 40 + 35 + 32 + 41 ~ 261 

X ~ 44 + '32 + 27 + 47 + .. 3 
46 + 43 + 33 = 272 

SS2 
1 

(266
2 + 261

2 + 272
2

) 30,400.05 = - = 7 

1 
(70,756 + 68,121 + 73,984) 30,400.05 ~ 7 - = 

= 30,408.71 30,400.05 ~ 8.66 

TSS ~ 43 2 + 44 2 
+ 41 2 + 34 2 + ... + 33

2 - 30,400.05 ~ 706.95 

" 
SSE ~ TSS - SSB - SST - SS2 ~ 7. 72 

F0.01,6,6 
~ 8. 4 7 , F ~ 10.90 0.01,2,6 

LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA ES: 

FUEN'l.'E G. de L. SS MS F 

ORDEN (BLOQUES) 196.95 

GASOLINA (AJUSTADA) 6 493.62 82.27 64.27 > 8. 4 7 

GASOLINA 608.29 

ORDEN (AJUSTADA) 6 82.29 13.72 10.72 > 8. 4 7 

TIEMPO 2 8.66 4.33 3.39 < 10.90 

ERROR 6 7.72 1,28 

TOTAL 20 706,95 
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14 .ANALISIS DE EXPERIMENTOS FACTORIALES 2k 

EL EXPERIMENTO 2k ES UN EXPERIMENTO DE k FACTORES CON DOS NI-

VELES CADA UNO. 

CONSIDERESE UN EXPERIMENTO CON 2 FACTORES A Y B, CADA UNO CON 

2 NIVELES, A LOS CUALES LLAMAREMOS "ALTO" Y "BAJO". DESIGNE-

/10S CON /1AYUSCULAS A "LOS EFECTOS" Y CON MINUSCULAS A LAS COM-

BIN~CIONES DE LOS NIVELES-DE LOS TRATAMIENTOS POSIBLES. 

POR EJEMPLO, LAS CUATRO COMBINACIONES PARA ESTABLECER LOS TRA

TAMIENTOS PARA UN EXPERIJI1ENTO 2 2 SON LAS QUE .SE MUESTRAN EN LA 

TABLA SIGUIENTE. EL METODO DE DESIGNAR ESTOS TRATAMIENTOS ES 

INCLUYENDO LA LETRA MINUSCULA SI EL FACTOR ESTA AL NIVEL ALTO 

Y EXCLUYENDOLA EN CASO CONTRARIO, SI TODOS LOS FACTORES ESTAN 

AL NIVEL "BAJO" SE USA EL SIBOLO (1). POR CONVENIENCIA A =NI o -
VEL INFERIOR Y Al = NIVEL SUPERIOR DE A (DE MANERA SIMILAR 

PARA LOS OTROS FACTORES). LOS SIMBOLOS a, b, ab Y (1) REPRE-

SENTAN LAS OBSERVACIONES (O SU SUMA SI HAY REPLICAS), PARA LAS 

COMBINACIONES NIVEL-TRATAMIENTO CORRESPONDIENTES. 

COMBINACIONES NIVEL-TRATAMIENTO 

EN UN EXPERIMENTO 22 

(1) a 

b ab 

' 
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EL EFECTO PROMEDIO DE A PARA ESTE EXPERIMENTO 2
2 

PUEDE ESTIMA~ 
1 . 

SE COMO: A e '2 {(ab-b) + (a-(1!)} 1 SIENDO ESTA LA DIFERENCIA 

PROMEDIO DEL NIVEL SUPERIOR E INFERIOR DE A, . TOMANDO PRIMERO 

E~ NIVEL SUPERIOR DE B Y DESPUES EL INFERIOR, OCASIONALMENTE 

SE 01-IITE EL COEFICIENTE 1/2, CON LO CUAL SE ESTIMA EL EFECTO 

TOTAL DE A. 

DE MANERA SIMILAR, AL EFECTO PROMEDIO DE B SERA: 

B = ~ {(ab-a) + [b-(1!]} 

LA INTERACCION AB SE DEFINE COMO LA DIFERENCIA PROMEDIO; ESTO 

ES, EL EFECTO DE A AL NIVEL SUPERIOR DE B MENOS EL EFECTO DE 

A AL NIVEL INFERIOR DE B: 

AB = ~ { (ab-b) - (a-(1)]} 

ESTAS RELACIONES PUEDEN GENERARSE COMO SIGUE (CONSIDERANDO 

LOS EFECTOS TOTALES Y REEMPLAZANDO (1) POR 1) 

A (a-1) (b+1) = ab - b + a (1) 

B : (a+l) (b-1) = ab - a + b - (1) 

AB : (a-1) (b-1) = ab - a - b + (1) 

PARA DETEirniNAR CUANDO EL RENDIMIENTO DE UN FACTOR PARTICULAR 

SE SUMA O SE RESTA, SE FORMA EL PRODUCTO DE BINOMIOS FORMADOS 
1 

POR CADA UNA DE LAS LETRAS MENOS 1 SI EL FACTOR ESTA INCLUIDO 

EN LA INTERACCION (0 EFECTO), O MAS 1 SI EL FACTOR NO ESTA IN-

CLUIDO. 
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EJEMPLO 

EN UN PROBLEMA DE TRES FACTORES A, B Y e (23} , LAS EXPRESIONES 

PARA LOS EFECTOS E INTERACCIONES TOTALES, (SIN CONSIDERAR EL 

FAC'rOR MULTIPLICATIVO) SON: 

A (a-l) (b+l) (e+! l = abe + ab + a e - be + a -b - e- (1) 

B (a+!) (b-1) (e+1) = abe + ab - a e +be - a +b- e-(1) 

e : (a+!) (b+l) (e-l) = abe ab + a e + be - a -b + e-(1) 

AB (a-l) (b-1) (e+!) = abe + ab - a e - be - a -b + e+ (1) 

AC (a-1) (b+l) (e-l) = abe - ab + a e - be - a +b - e+(1) 

BC (a+!) (b-1) (e-l) = abe ab - a e + be + a -b - e+(l) 

ABC (a-l) (b-1) (e-l) = abe ab - a e be + a +b + e- (1) 

COMBINACIONES DE TRATAMIENTOS 

DE UN EXPERIMENTO 2 3 

A Al o 

B Bl B B1 o· o 

e (1) b a ab 
o 

el e be a e abe 

NOTACION PARA CALCULAR LOS EFECTOS 

LA TABLA QUE SE RfPRESENTA MAS ADELANTE SIRVE PARA CALCULAR 

LOS EFECTOS DE CADA FACTOR, EN LAS COLUMNAS SE TIENEN LOS 

EFECTOS PRINCIPALES Y LAS INTERACCIONES (I INDICA EL TOTAL 

PRODUCIDO POR EL EXPERIMENTO PARA CADA TRATAMIENTO); LOS 
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RENGLONES TIENEN L}\S COMBINACIONES DE LOS TPJ\'l'AMIEN'rOS, 

EL CUERPO DE LA TABLA SE HACE CON SIGNOS + Y -, PARA CADA 

EFECTO LOS SIGNOS INDICAN COMO SE COMBINA CADA TRAT~~IENTO. 

POR EJEMPLO, ABAJO DEI HAY PUROS "+", EL CUAL ESTABLECE QUE 

EL GRAN TOTAL ES LA SUMA DE TODOS LOS RENDIMIENTOS, EL EFECTO 

A TIENE EN SUS 8 RENGLONES UN SIGNO "+" DONDE EL TRATMliENTO 

INCLUYE LA LETRA "a" (O SEA EL NIVEL SUPERIOR), Y "-" DONDE LA 

"a" NO ESTA INCLUIDA. 

·CUANDO LOS SIGNOS DE LOS EFECTOS PRINCIPALES SE HAN INCLUIDO 

EN ~. TABLA, LOS SIGNOS DE LAS COLUMNAS RESTANTES SE OBTIENEN 

MEDIANTE LA MULTIPLICACION ALGEBRAICA DE ALGUNAS DE LAS COLUM-

NAS PRECEDENTES. POR EJEMPLO, LOS SIGNOS DE AB SON EL PRODUC-

TO DE LOS SIGNOS DE A Y B, RENGLON POR RENGLON. 

SIGNOS ALGEBRAICOS PARA CALCULAR LOS EFECTOS 
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' . ..: ,;, -. 

PROPIEDADES DE LA TABLA 

1. A EXCEPCION DE LA COLUMNA I 1 EL NUMERO DE SIGNOS ''+" Y ~ ... " 

ES EL MISMO EN CADA COLUMNA, 

2. LA SUMA DE PRODUCTOS DE SIGNOS DE DOS COLUMNAS CUALESQUIERA 

ES CERO; ENTONCES, EL PRODUCTO TIENE IGUAL NUMERO DE SIGNOS 

MAS Y MENOS. 

3. EL PRODUCTO DE DOS COLUMNAS CUALESQUIERA GENERA UNA COLUMNA 

INCLUIDA EN LA TABLA. POR EJEMPLO, AB X B = A¡ ABC X AB = C 1 · 

ETC. 

ESTAS PROPIEDADES ESTAN IMPLICADAS POR LA ORTOGONALIDAD 

(QUE INDICA QUE SI UNA INTERACCION ES NULA ENTONCES LOS 

EFECTOS SON INDEPENDIENTES). 

NOTESE QUE LOS PRODUCTOS AB X B + AB2 = A 

ABC X BC = AB 2c2 = A, ETC, 

TENIENDOSE PRODUCTOS MODULO 2 1 O SEA, EL EXPONENTE PUEDE 

SER SOLI\MENTE O O 1; SI PASA DE 2 SE HACE 0, · 

ALGORITMO DE YATES 

LOS CALCULOS Y LAS PRUEBAS PARA OBTENER LOS EFECTOS TOTALES 

Y LAS INTERACCIONES ENTRE LOS FACTORES, SE PUEDEN HACER CON 
1 

UN PROCEDIMIENTO DESARROLLADO POR FRANK YATES; ESTE SERA ILUS-

TRADO MEDIANTE UN EJEMPLO 



EJEMPLO 

LA SIGUI~TE TABLA MUESTRA LAS COSECHAS OBTENIDAS (EN KGS) 1 

EN PARCELAS EXPERIMENTALES PARA EL CULTIVO DE PAJA 1 LOS CUA•· 

LES RECIBIERON TRES TIPOS DE FERTILIZANTES MEZCLADOS CON NI

TRATO (n),FOSFATO {p) Y POTASIO (k). EN EL EXPERIMENTO SETO

MARON 3 REPLICAS DE LAS 8 COMBINACIONES POSIBLES DE LOS FER'rl-

LIZANTES, DANDO UN TOTAL DE 24 PARCELAS EN TOTAL, 

PLAN EXPERIMENTAL Y GENERACIONES OBTENIDAS 

pk k nk n TOTALES/BLOQUE 36.9 31,4 43,6 33.8 

np ( 1 J p npk 
43.3 28.1 31,9 41.8 290.8 

npk p p 
41. o 31.8 36,5 33.0 

nk np k n 
42,8 35.2 35,9 35.4 291.6 

np k pk nk 
35.0 29.6 38.0 36,5 

p n {1) npk 
32.1 38.3 34.2 41.5 285,2 

·GRAN TOTAL 867.6 

LOS TOTALES POR TRATAMIENTO SE DAN EN LA SIGUIENTE TABLA 

GENERACIONES DE PAJA 

No N1 

p p1 Po p1 o 

K 94.1 97. o 107. 5 113.5 
K o 96.9 111.4 122.9 124.3 1 
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EL PRIMBR PASO ES ESTIMA~ LOS F~ECTOS DE LOS TRATA~IENTO A 

PARTIR DE LAS PRODUCCIONES. EN LA SIGUIENTE TAJ3LA SE HAN ARRE

GLADO LAS PRODUCCIONES TOTALES (COLUMNA 1) POR TRATAMIENTO. EL 

ORDEN DE LAS COMBINACIONES DE LOS TRATAMIENTOS DEBE MANTENERSE 

SIEMPRE DE MANERA QUE CADA FACTOR INTRODUCIDO SE SIGUE CON 

TODAS LAS COMBINACIONES DE ÉL Y DE LOS FACTORES PREVIk~ENTE IN 

TRODUC IDOS; 
; 

ALGORITMO DE YATES PARA UN EXPERIMENTO 23 

TRATAMIENTO PRODUCCION (1) ( 2 ) (3) EFECTO MEDIA SS 

(1) 94.1 201.6 412,1 867,6 TOTAL 

n 107.5 210,5 455,5 68.8 . N 5,73 197.2 

p 97. o 219.8 29.9 24.8 p 2. 07 25.6 

np 113.5 235.7 38. 9 -10.0 NP -0.83 4.2 

k 96.9 13.4 8 . 9 43.4 K 3.62 78.5 

nk 122.9 16.5 15.9 9.0 NK 0.75 3.4 

pk 111.4 26.0 3.1 7.0 PK 0.58 2.0 

npk 124.3 12.9 -13.1 -16.2 NPK -1.35 10.9 

TOTAL = 321.8 

LA COLUMNA DE PRODUCCIONES SE USA PARA CALCULAR LA COLUMNA (1), 

ESTA-A SU VEZ PARA CALCULAR LA (2), Y ASI SUCESIVAMENTE. LOS 

CUATRO PRIMEROS TF!RMINOS DE (1) SE ENCUENTRAN SUMANDO POR PA-

REJAS, DE ARRIBA.A ABAJO, LAS PRODUCCIONES. POR EJEMPLO, 

201.6 = 94.1 + 107.5. LOS CUATRO ULTIMOS TERMINOS DE LA MISMA 
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<;:OLUMNA SE ENCUENTRAN CALCULANDO LA DIFERENCIA POR PAREJAS DE 

LAS GENERACIONES, RESTANDO EL NmlERO SUPERIOR DEL INFERIOR EN . . 

<;:ADA CASO; POR EJEMPLO, 107,5 ~ 94,1 = 13,4, ETC. DE ~ANERA 

~DENTICA SE ENCUENTRAN LOS VALORES DE LAS COLUMNAS (2) Y (3). 

DEBERAN DESARROLLARSE TANTAS COLUMNAS DE ESTAS COMO NUMERO DE 

FACTORES HAY EN EL EXPERIMENTO (3 EN NUESTRO EJEMPLO), LA CO-

~UMNA (3) DA EL EFECTO TOTAL DEL FACTOR (O INTERACCION DESIG

NADO CON LA LETRA MINUSCULA. PARA OBTENER EL EFECTO PROMEDIO 

DIVIDIMOS LOS ELEMENTOS DE (3) ENTRE EL NUMERO DE DIFERENCIAS 

QUE HAY EN CADA EFECTO TOTAL (4 EN ESTE CASO) POR EL NUMERO DE 

~EPLICAS 2n-1.r (3 EN ESTE CASO), O SEA 3 x 4 = 12 (QUE ES EQU.!_ 

VALENTE A.LA MIT.AD DEL NUMERO DE PARCELAS), ESTOS VALORES SE 

~lUESTRAN EN LA CUARTA COLUMNA, 

H~Y VERIFICACIONES PARA LOS CALCULOS: 

a) LA SUMA DE LA COLUMNA (i) ES IGUAL A 21 VECES LA GENERACION 

TOTAL DE LOS TRATAMIENTOS QUE TENGAN LOS PRIMEROS i FACTO-

RES AL NIVEL "ALTO"; POR EJEMPLO, LA SUMA DE LA COLUMNA (3) 

ES 8 VECES EL TOTAL GENERADO DE npk, ES DECIR, 8 x 124.3 = 994,4/ 

LA SUMA DE LACOLUMNA (2) ES 4 VECES EL TOTAL GENERADO POR np 

Y npk, O SEA, 951.2 = (113.5 + 124.3) x 4, ETC, 

b) EL TERMINO QUE ENCABEZA LA COLUMNA (3) ES EL GRAN TOTAL 

e) LA SU!'lA DE CUADRADOS DE LOS OTROS TERMINOS DE LA COLUMNA (3) 

DIVIDIDA ENTRE EL NUMERO DE PARCELAS (24) DA LA SUMA DE CUA 

ORADOS DE LOS TRATAMIENTOS: 
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SST 

·~\ 

16.2. 2 )/24 = 321.9 

DE LOS RESULTADOS ANTERIORES PUEDEN DERIVARSE LAS SIGUIENTES 

CONCLUSIONES: 

1. LOS EFECTOS N, P Y K SON TODOS POSITIVOS. 

2, LOS EFECTOS NK Y PK SON POSITIVOS, INDICANDO~UE LA APLICA-

CION DE POTASIO TIENDE A lNCREMENTAR LOS EFECTOS DEL NITRA-

TO Y DEL FOSFATO. 

3. EL EFECTO NP ES NEGATIVO, MOSTRANDO QUE LA PRESENCIA DE Nl-

TRATO REDUCE EL EFECTO DEL FOSFATO, DE HECHO, EN PRESENCIA 

DE NITRATO EL EFECTO MEDIO DEL FOSFATO SE REDUCE A 

2,07 - 0.83 = 1.24. 

4. LA INTERACCION NPK ES NEGATIVA, INDICANDO QUE CUANDO EL PO-

TASIO ESTA PRESENTE LA INTERACCION NP SE REDUCE Y QUE EL 

EFECTO MEDIO DEL FOSFATO SE REDUCE AUN MAS, EL EFECTO ME-

DIO DEL FOSFATO EN PRESENCIA DE NITRATO Y POTASIO ES 

2,07 - 0.83 + 0,58 - i,35 = 0,47, 

5. LA CONCLUSION SOBRE TODO ESTO ES QUE EL NITRATO Y EL POTA~ 

SIO DAN EFECTOS BENEFICOS, ESPECIALMENTE CUANDO SE APLICAN 

JUNTOS; POCO SE GANA APLICANDO FOSFATO SI EL NITRATO ESTA 
1 

PHESENTE Y ESPECIALMENTE SI EL NITRATO ESTA TAMBIEN PRESEN~ 

TE. 

6, POSIBLEMENTE SE HUBIERA LLEGADO A ESTAS MISMAS CONCLUSIONES 
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INSPECCIONANDO LAS PRODUCCIONES MEDIAS, PERO PARA MAS DE 

TRES FACTORES ESTA CONCLUS!ON ES MAS DIFICIL, AUN CUANDO LA 

INSPECCION DE LOS EFECTOS E INTERACCIONES MEDIAS SEA AUN PO 

SIBLE. 

ES IMPORTANTE CONOCER CUALES DE LOS EFECTOS E INTERACCIONES M.F. 

DIÓS SON SIGNIFICATIVOS; ES DECIR, QUE TAN CONFIABLES SON ESAS 

CARACTERISTICAS DEL EXPERIMENTO. PARA ESTO SE REQUIERE CALCU-

LAR ERRORES ESTANDAR (A PESAR DE QUE LA MAGNITUD RELATIVA DE 

LOS EFECTOS E INTERACCIONES CASI SIEMPRE DA UNA BUENA GUIA DE 

SU CONFIABILIDAD), Y LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANCIA. ES'rE 

ES UN TIPO DE ANALISIS DE BLOQUES ALEATORIZADOS CUYA TABLA 

ÁNOVA ES LA SIGUIENTE 

TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA 

FUENTE G. DE L. SS MS 

BLOQUES 2 3.0 

TRATAMIENTOS 7 321.9 

ERROR 14 124.6 8.90 

TOTAL 23 449.5 

LOS ERRORES ESTANDAR DE LOS EFECTOS DE LOS TRATAMIENTOS PUE

DEN CALCULARSE COMO SIGUE: SI s 2 ES LA.VARIANCIA RESIDUAL POR 

UNIDAD, ENTONCES LOS ERRORES ESTANDAR PARA LOS EFECTOS TOTA-,. 

LES Y MEDIOS SE DEFINEN AS!: 



PARA LOS EFECTOS MEDIOS: S =~2 · 
m~~ 

DONDE n = NUMERO DE FACTORES \3 EN NUESTRO CASO) Y 

r = NUMERO DE REPLICAS (3 EN NUESTRO CASO) • 
' 

PARA EL EJEMPLO ANTERIOR: 

S =/ 8.90 = + 1;22 
m 23-2 x 3 
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USANDO LA DISTRIBUCION t CON 14 G. DE L, PARA NIVELES DE SIG-

NIFICANCIA DE 5 Y 1%. 

ta=0.0 5 = 2.14 ~ N.S1 = 1,22 x 2.14·= + 2.61 

ta=0.01 = 2.98 ~ N.S 2 = 1.22 x 2,98 = + 3.64 

·COMPARANDO ESTOS VALORES CON LOS EFECTOS MEDIOS, SE OBSERVA 

QUE PARA a = 0.05 N Y K SON SIGNIFICATIVOS, MIENTRAS QUE PARA 

a = 0.01 N ES SIGNIFICATIVO Y K LO ES LIGERAMENTE; NINGUN 

OTRO EFECTO ES SIGNIFICATIVO. 

OTRA FORMA DE LLEGAR A ESTAS CONCLUSIONES ES CALCULANDO LA 

SUMA DE CUADRADOS PARA CADA EFECTO SEPARADAMENTE. ESTO SE 
1 

LOGRA ELEVANDO AL CUADRADO CADA COMPONENTE DE LA COLUMNA (3) 

DE LA TABLA DEL ALGORITMO DE YATES Y DIVIDIENDO ENTRE EL TO

TAL DE OBSERVACIONES; POR EJEMPLO, PARA N TENEMOS 68.82/24 =197.2, 
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ETC, ESTOS VALORES ESTAN ANOTADOS EN LA ULTIMA COLUMNA DE 

ESJI. TABLA, 

CON ESTO SE TIENE PARTICION DE LA SUMA DE CUADRADOS DE 

LOS TRATAMIENTOS. CON ESTOS VALORES SE PUEDE INTEGRAR LA 

TABLA ANOVA SIGUIENTE PARA HACER EL ANALISIS DE SIGNIFICANCIA. 

l''UENTE 

BLOQUES 

n 

p 

np 

.k 

nk 

pk 

npk 

ERROR 

TOTAL 

F a=O.OS 

F a;=0.01 

TABLA ANOVA 

G. DE L. SS MS F CALCULADAS 

2 3.0 1.5 0.17 

1 157.2 197.2 22.16 

1 25.6 25.6 2.88 

1 4 . 2 4.2 0.47 

1 78.5 78.5 8.82 

1 3.4 3.4 0.38 

1 2,0 2,0 0.22 

1 10.9 ro.9 l. 22 

14 124.6 8.9 

23 4'4 9. 5 

= 4.60, F O OS = a= • 3.74 

= 8.86, Fa=O.Ol ; 6.51 

COMPARANDO LAS F TEORICAS CON LAS CALCULADAS SE LLEGA A LAS 

MISMAS CONCLUSIONES ANTERIORES. 
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'· 
COMO PASO FINAL~ARA LA PRESENTACION DE RESULTADOS DEBERAN 

PREPARARSE TABLAS DE MEDIAS Y ERRORES ESTANDAR, LAS TABLAS 

DE MEDIAS PUEDEN CONSTRUIRSE DE LAS PRODUCCIONES DIRECTAMENTE 

O DE LOS EFECTOS CALCULADOS, PREFIRIENDOSE ESTO ULTIMO CUANDO 

HAY MUCHOS FACTORES INVOLUCRADOS, 

. EN EL EJEMPLO QUE SE VIENE DESARROLLANDO LA PRODUCCION t1EDIA 

TOTAL ES 

867,6 
X = = 36,15 24 

CON ESTO SE TIENE: 

PRODUCCION MEDIA CON NITRATO (n) = x + 1/2 N = 36,15 + 1/2 (5, 73) = 39.02 

PRODUCCION MEDIA SIN NITRATO = x - 1/2 N = 33,28 

DE MANERA SIMILAR, PARA CONSTRUIR UNA TABLA DE DOS DIRECCIONES 

QUE MUESTRE LA INTERACCION DEL NITRATO Y POTASIO SE TIENE; 

PRODUCCION MEDIA CON n Y k = x + 1/2 (N+ K+ NK) = 41,20 

PRODUCCION MEDIA CON n Y Sill k = x + 1/2 (N - K - NK) = 36.83 
' 1 

PRODUCCION MEDIA SIN n Y roN k= x + 1/2 (-N+ K- NK) = 34,72 

PRODUCCION MEDIA SIN n O k = x + 1/2 (-N - K+ NK) = 31,85 

TABLA DE MEDIAS PARA EL NITRATO Y POTASIO 

SIN k 
CON k 

MEDIA 

SIN n 

31.85 
34.72 

33.29 

CON n 

36.83 
41.20 

39,20 

MEDIA 

34.34 
37.96 

36.15 
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RESUMEN 

EL DISE~O FACTORIAL 2k PRUEBA k FACTORES A DOS NIVELES CADA UN0 1 

TIENE 2~ COMBINACIONES DE POSIBLES TRATAMIENTOS Y PUEDEN HACER

SE 2k -1 COMPARACIONES EN FORMA DE EFEC~OS PRINCIPALES E INTERA 

CC~ONES; POR EJEMPLO, CON CINCO FACTORES A, B, C1 D1 E; SE RE

QUIEREN 2S = 32 COMBINACIONES DE TRATAMIENTOS Y PUEDEN HACERSE 

31 COMPARACIONES COMO SIGUE: 

EFECTOS PRINCIPALES, A, B, e, D, E S 

INTERACCIONES DE PRIMER ORDEN AB,, AC ,, ETC. 10 

INTERACCIONES DE SEGUNDO ORDEN ABC, ABO, ETC, lO 

INTERACCIONES DE TERCER ORDEN 1 ABCD, ABCE 1 ETC, S 

INTERACCIONES DE CUARTO ORDEN, ABCDE 1 

TOTAL 31 

ES, IMPORTANTE SE~ALAR QUE LA INTERPRETACION DE LAS INTERACCIONES 

DE! TERCERO Y 111\YOR ORDEN ES COMPLICADA Y NECESITA CONSIDERARSE 

CUIDADOSAMENTE A LA LUZ DE LAS OTRAS INTERACCIONES QUE PAREZCAN 

IM~ORTANTES. U~UALMENTE TALES INTERACCIONES NO REFLEJAN EFECTOS 

REALES. 

RESULTA TAMBIEN IMPORTANTE EL COMENTARIO DE YATES (1937) AL RE~ 

PECTO: "EL EXPERIMENTADOR,,. DEBE EVITAR DAR ENFASIS EXAGERADO 

A ALGUNAS INTERACCIONES AISLADAS DE ALTO ORDEN ESTADISTICAMENTE 

SIGNIFICATIVAS QUE NO TENGAN SIGNIFICADO FISICO APARENTE, SI 

SE! ESTA USANDO UN tJIVEL DE SIGNIFICANCIA DE 1 EN 20 (O.OS) 1 UNO. 

DE! CADA VEINTE EFECTOS PRINCIPALES E INTERACCIONES SERA EN PR~ 

MEDIO ESTADISTICAMENTE SlGNIFICANTE, AUN CUANDO LOS TRATAMIEN-
' 
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,. 

; .·;. ;!¡ : 
• ". \':!. .. ~ .•}. 

TOS NO PRODUZCAN EFECTOS EN TODOS, TALES RESULTADOS ANOMALOS 

JUNTO CON LOS EFECTOS NO SIGNIFICATIVOS DEBERAN ANOTARSE Y RE-

SERVARSE EL JUICIO HASTA QUE SE ACUMULE MAS INFORMACION". 

EL ANALISIS DEL EXPERIMENTO FACTORIAL 2k SIGUE LAS LINEAS INDI-

CADAS EN EL EJEMPLO ANTERIOR SIENDO LOS PASOS PRINCIPALES: 

a) EL ALGORITHO DE YATES SE DESARROLLA HASTA k PASOS, LOS VA-

LORES FINALES DIVIDIDOS ENTRE LA MITAD DEL NUMERO DE OBSER 

VACIONES (N/2) DAN LOS EFECTOS DE LOS TRATAMIENTOS Y LAS 

INTERACCIONES. ESTOS PUEDEN EXAMINARSE DIRECTAMENTE. 

b) EL ERROR ESTANDAR DE LOS EFECTOS Y LAS INTERACCIONES SE CAL 

CULA CON 4S 2/N, DONDE s2 SE OBTIENE DEL ANALISIS DE VARIAN-

CIA DEL EXPERIMENTO, ESTE PUEDE USARSE PARA PROBAR LA SIG-

NIFICANCIA DE LOS EFECTOS. SI SE DESEA UN PROCEDIMIENTO 

ALTERNATIVO, LA SUMA DE CUADRADOS DE LOS TRATAMIENTOS PUEDE 

PARTIRSE ENTRE LOS COMPONENTES CORRESPONDIENT~S A LOS EFEC

TOS PRINCIPALES E INTERACCIONES. 

e) EL ANALISIS TERMINA CONSTRUYENDO LAS TABLAS DE MEDIAS PARA 

LOS EFECTOS SIGNIFICATIVOS, LAS CUALES PUEDEN CONSTRUIRSE 

DIRECTAMENTE O USANDO LOS EFECTOS ESTIMADOS. 

EJEMPLO 

EL DESARROLLO DE UN PROCESO DE FERMENTACION INDUSTRIAL USUALMEN 
1 

TE COMIENZA CON UN ESTUDIO DE LABORATORIO DE LOS REQUERIMIENTOS 

FISIOLOGICOS DE LOS MICROORGANISMOS INMISCUIDOS. EN UNO DE TA•-

LES ESTUDIOS SE ENCONTRO QUE UNA SUSTANCIA UTIL LA SEGREGA UNA 
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ESPECIE DE MOHO CUANDO CRECE EN lJN 1-!EDIO DE CULTIVO LIQUIDO PQ~ 

LO! QUE SE DESEO IrCREMENTAR LA PRODUCCION, PARA LA FORMACION. 

DE LA SUSTANCIA SE SABIA QUE DEPENDIA PRINCIPALMENTE DE LOS NI.,.. 

VELES DE DOS INGREDIENTES EN EL MEDIO DE CULTIVO, Y DE LA TEM..,.. 

PERA TURA, LA AEREAC ION, EL PH 1 Y LA EDAD EN QUE EL CULTIVO ER; 

LOGRADO, 

SE: SOSPECHO QUE CUATRO DE ESOS SEIS FACTORES PODIAN SER INDEPEN: 
.. 

DIENTES, PARA PROBAR ESTO SE DESARROLLO UN. EXPERIMENTO PACTO.,. 

RIAL 2
4 

CON DOS INGREDIENTES EN EL MEDIO DE CULTIVO (X1 ,x2 ) Y 

DOS FACTORES AMBIENTALES· (X4 ,x 5); PARA CADA TRATAMIENTO SE PRE.,.. 

PARARON DUPLICADOS, LOS DATOS PRESENTADOS EN LA SIGUIENTE TA-

B~ ESTAN CODIFICADOS, LOS EFECTOS SE REPORTARON COMO UNIDADES· 

PRODUCIDAS (UP) POR UNIDAD DE DISE~O (UD}. HAY 2 REPLICAS PA~ 

CApA UNA DE LAS COMBINACIONES DE LOS FACTORES. 

EXPERIMENTO DE FERMENT~CION 2
4 

x1 - 1 + 1 

x4 x5 x2 - 1 + 1 - 1 + 1 
,. 

32.7 50.4 70.6 115 
-1 

19.3 89.8 84,5 108,6 
-1 .. 

20.2 94.1 76.1 133.6 
+ 1 

29.9 9 6 . .5 73..3 131.6 

50.0 72.6 104,2 81.3 
-1 f 

¡ 
! 

52.1 76,9 103,4 88 •. 2 
+1 

1 

' 50.5 91.8 78,6 108.3 
1 +1 
i 49.1 

1 

86.9 74.1 108.3 
1 i 1 



ALGORITMO DE YATES PARA EL PROBLD1A DE LA FERHEN.TACION 

TRl>.TANIENTO GENERACION EFECTO MEDIO e;, DE L. 

( 1) (2) ( 3) (4) (S) (6) (7) = ( 6) /16 (6) 2;32 = ( 8) F CAL.4'*** 
---------· 

( 1 ) 52 207.1 610.9 1239.6 2542.5 

XL 155.1 403.8 628.7 1302.9 536.9 33.56 9008.2 1 448.17 *** 

x2 180.2 309.7 655.3 272. o 605.3 37.83 11449.6 1 569.63 *** 

x1x2 223.6 319.0 647.6. 264.9 -185.1 -11.57 1070.7 1 53.27 *** 

x4 102.1 199.5 146.5 206.0 10.1 0.63 3.2 1 0.16 

x1x4 207.6 455.8 125.5 399.3 -103.9 -6.49 337.4 1 16.79 *** 

x2x4 149.5 252.3 173.9 -'145,2 -300.7 -18.79 2825.6 1 140.58 *** 

x1x2x4 169.5 395.3 91. o -39.9 -16.3 -1.02 8.3 1 0.41 

x5 50.1 1"03.1 196.7 . 17.8 63.3 3.96 125.2 1 6.23 * 

x1x5 149.4 43.4 9.3 ,;.7,7 -7.1 -0.44 1.6 1 0.08 

X2XS 190.6 105.5 256.3 -21.0 193.3 12.08 1167.7 1 58.9 *** 

x1x2xs 265.2 20.0 143.0 -82.9 105.3 6.58 346.5 1 17.22 *** 

X4XS 99.6 99.3 -59.7 -187.4 -25.5 -l. 59 20.3 1 1.01 *** 

x1x4x5 152.7 74.6 -85.5 -113.3 -61.9 -3.87 119.7 1 5.96 ** 

X2X4XS 178.7 53.1 -24.7 25.8 74.1 4.63 171.6 1 8. 54 

X1X4X2XS 21_6_. _ _6 __ 3L.9.._ -15 . 2 9.5 35.3 2.21 38,9 1 l. 94 

RESIDUAL 20,10 16 ----·· 
N 

: ... f." 

"' 



ANALISIS DE VARIANCIA 

FUENTE G. DE L. S. S HS F F e 0.05,15,16 

BLOQUES X =? o 0.20 

TRATAMIENTOS 15 26694.50 1779.63 88.28* > 2.35 

RESIDUAL 16 321.58 2.0 .10. 

TOTAL' 31 27016.08 

DE TABLAS: 

F = 4 . 4 9; F = 8.53; F = 16.12 0.95,1,16 0.99,1,16 0.999,1,16 

\ 



ERROR ESTANDAR = /
20

•
10 

= 4 X 2 + l. 59 

t16,0.95 = 2,12, t16,0.99 = 2,92, t16,0,999= 4,01, DE DONDE 

N.S 0 . 95 = 2.12 X 1.59 = + 3.37 

N.S 0 . 99 = 2,92 X 1,59 = + 4.64 

N,S 0 . 999 = 4,01 X 1.59 = + 6,38 

COMPARANDO LOS EFECTOS MEDIOS CON ESTOS NIVELES DE SIGNIFICAN-

CIA Y LAS ESTADISTICA$ F CALCULADAS CON LAS F TEORICAS, SE OB-

SERVA LA COINCIDENCIA DE RESULTADOS PARA LOS EFECTOS SIGNIFI-
' 

CATIVOS INDICADOS PARA LOS ASTERISCOS SITUADOS EN LA ULTIMA CO 

LUMNA DE LA TABLA. 

LAS CONCLUSIONES A LAS QUE SE LLEGA SON: 

a) LOS DOS INGREDIENTES EN EL MEDIO DE CULTIVO (x1 Y x 2 J AC

TUANDO SEPARADAMENTE FAVORECEN LA REPRODUCCION DE LA SUBS-

TANCIA; SIN EMBARG~ UNO EN PRESENCIA DEL OTRO LA REDUCEN. 

b) SE OBSERVA QUE LOS EFECTOS PRINCIPALES DE x1 Y x 2 SE TOMAN 

EN CUENTA EN LA MAYOR!A DE LAS DIFERENCIAS ENTRE LAS PREPA-

RACIONES. 

e) LA INTERACCION MAS NEGATIVA ES POSIBLE, CIERTOS REOUERI-
1 

MIENTOS NUTRICIONALES DEL MOHO PUEDEN ALIMENTARSE POR CUAJ~~ 

QUIERA DE LOS INGREDIENTES. 
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d) ES SORPRENDENTE ENCONTRAR QUE LOS FACTORES AMBIENTALES x 4 

Y x 5 TIENEN POCO EFECTO OIRECT0 1 PERO EJERCEN SU INFLUENCIA 

A TRAVES DE SU INTERACCION CON x2 DE MANERA INVERSA. 

e)· IDEMQUE d) PERO EN MENOS GRADO CON Xi 

f) NINGUNO DE LOS CUATRO FACTORES ES INDEPENDIENTE DE LOS 

OTROS, EN EL SENTIDO DE AFECTAR LA GENERACION DE MANERA PU• 

RAMENTE ADITIVA. 
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EJEMPLO 

EN UNA PLAN'rA PILOTO SE OBTUVIERON LOS SIGUIENTES DATOS: 

PRUEBA No. TEMPERATURA' CONCENTRACION CATALIZADOR RESULTADO 
oc % A o B gramos 

1 160 20 A 60 

2 180 20 A 72 

3 160 40 A 54 

4 180 40 A 68 

5 160 20 B 52 

6 180 20 B 83 

7 160 40 B 45 

8 180 40 B 80 

A. CALCULAR LOS EFECTOS PRINCIPALES Y LAS INTERACCIONES 

B. REALICE EL ANALISIS DE VARIANCIA 

LOS DATOS ANTERIORES SE PUEDEN REESCRIBIR EN LA SIGUIENTE 

TABLA: 

FACTOR C 

TEMPERATURA 

160° 

180° 

FACTOR A 

CATALIZADOR A 

FACTOR B 

CONC.=20% CONC.=40% 

60 
( 1) 

72 
e 

54 
b 

68 
be 

CATALIZADOR B 

FACTOR B 

CONC.=20%. CONC.=40% 

52 
a 

83 
a e 

45 
ab 

80 
a pe 
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POR LO TANTO, SE ~ UN EXPERL~ENTO FACTORIAL 23. APLICANDO 

LA ECUACION GENERAL, LOS EFECTOS PRINCIPALES E INTERACCIONES 

ESTAN DADAS POR: 

EFECTO A: (a-1) (b+1) (c+l) = abc+ab+ac-bc+a-b-c-(1) 

B: (a+1) (b-1) (c+l) = abc+ab-ac+bc-a+b-c-(1) 

C: (a+l) (b+l) (c-1) = abc-ab+ac+bc-a-b+c-(1) 

AB: (a-1) (b-1) (c+l) = abc+ab-ac-bc-a-b+c+(1) 

AC: (a-1) (b+l) (c-1) = abc-ab+ac-bc-a+b-c+(1) 

BC: (a+l) (b-1) (c-1) = abc-ab-ac+bc+a+b-c+(1) 

ABC: (a-1) (b-1) (c-1) = abc-ab-ac-bc+a+b+c-(1) 

DONDE LAS COI1BINACIONES DE TRATAIUENTOS SE INDICAN EN LA MISMA 

TABLA ANTERIOR. SUSTITUYENDO SE TIENE QUE: 

EFECTO A: 80+45+83-68+52-54-72-60 = 6 

B: 80+45-83+68-52+54-72-60 = -20 

C: 80-45+83+68-52-54+72-60 = 92 

AB: 80+45-83-68-52-54+72+60 = o 

AC: 80-45+83-68-52+54-72+60 = 40 

BC: 80-45-83+68+52-54-72+60 = 6 

ABC: 80-45-83-68+52+54+72-60 = 2 

.Y,· POR LO TANTO, LAS SUMAS DE CUADRADOS CORRESPONDIENTES SE"' 

RAN: 

SSX (efecto X) 
2 

= . . k 
n2 



ES DECIR: 

SSA 
62 

4.5 = -= 8 

SSB = 
(-20) 2 

= so 8 

ssc 92 2 
1058 = -8--

SSAB o o = 8 = 

SSAC 40 2 
200 = -- = 8 

SSBC = 
62 

4.5 
''. a= ',., 

SSABC 
22 

o.s = s= 

POR OTRA PARTE, LA SUMA DE CUADRADOS TOTAL SERA:· 

2 
a:rrxijkl 

n2k 

2 
SST = ¿¿¿ Xijk -

EEE Xijk = 60+54+52+45+72+68+83+80 = 514 

h.' 

k 2 2 
n2 = 8; (HE Xijk) /nk = 514 /8 = 33,024.50 

POR TANTO: 

SST = 34,342 - 3~024.50 = 1,317.5 
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Y: 

SSE = SST-SSA-SSB-SSC-SSAB-SSAC-SSBC-SSABC 

SS~ = 1,3i7.~-4.5-50-1,058-0-200-4.5-0.5 =.O 
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LO CUAL COMPRUEBA LOS RESULTADOS ANTERIORES, PUESTO QUE EN UN 

EXPERMIENTO 2k CON UNA SOLA REPLICA ES IMPOSIBLE CALCULAR UN 

VALOR DE MSE (YA QUE SSE = O Y LOS GRADOS DE LIBERTAD 

n2k(n-1) = 2k(l-l) =O). 

SE ACOSTUMBRA, EN ESTE CASO, CONSIDERAR LA SUMA DE CUADRADOS 

RESIDUAL COMO LA SUMA DE LAS INTERACCIONES: PARA UN EXPERIMEN~ 

TO 23 COMO ESTE, DONDE LOS EFECTOS DE ESTAS PUEDEN CONSIDERAR~ 

SE NO SIGNIFICATIVOS, SE TOMAN TODAS LA INTERACCIONES, SI SUS 

SUMAS DE CUADRADOS NO SON MUY GRANDES.· 

DE LA INSPECCION DE LAS SUMAS DE CUADRADOS DE LAS INTERACCIO~ 

NES, RESULTA CLARO QUE LA SSAC ES UN ORDEN DE MAGNITUD COMPA• 

RABLE A LOS DE LOS EFECTOS PRINCIPALES, POR LO QUE SE CONSÍDE~ 

RA CONVENIENTE NO INCLUIRLA EN LA SUMA DE CUADRADOS RESIDUAL, 

DE ACUERDO A LO ANTERIOR EL ANALISIS DE VARIANCIA SERIA: 

SSE = SSAB+SSBC+SSABC = 0+4.5+0.5 = 5 

LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANCIA QUEDARIA: 
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FUENTE DE 
. ·:. 
.• -~¡ 

SS G. DE L. MS F -
VARIACION 

A 4.5 1 4.5 2.7 

B 50 1 50 30 

e 1058 1 1058 634 .• 8 

AC 200 1 200 120 

RESIDUAL 5 3 1.6667 

TOTAL 1317.5 

COMO F0 . 05 , 1 , 3 = 10.13, RESULTAN SIGNIFICATIVOS, CON a = 5%, 

LOS EFECTOS DEL FACTOR B(CONCENTRACION), LOS DEL C(TEMPERA-

TURA) Y LA INTERACCION AC. 

COMPROBACION CON EL ALGORITMO DE YATES. 

APLICANDO EL ALGORITMO DE YATES SE OBTIENE LA SIGUIENTE TABLA: 

COMBINACION DATOS (2) (3) ( 4) EFECTO SUMA CUA-
TRATAMIENTOS (1) PROMEDIO ORADOS 

(4) +4 (4) 2 +8 

(1) 60 112 211 514 r:129,5 
a 52 99 303 6 A :1,5 4.5 
b 54 155 -17 -20 B:-5 50 

ab 45 148 23 o AB:o o 
e 72 -8 -13 92 c:23 1058 

a e 83 -9 -7 40 Ac:1o 200 
be 68 11 -1 6 BC:l, 5 4.5 

abe 80 12 1 2 ABc:o.5 0.5 

TOTAL 514 

OBSERVANDO LAS SUMAS DE CUADRADOS SE COMPRUEBAN LAS OBTEN!-

DAS CON EL PROCEDIMIENTO NORMAL; EL RESTO DE LOS CALCULOS SE 

EFECTUARlA IGUAL. 
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EJEMPLO 

CONSIDEREMOS EL EXPERIMENTO 2
4

, CON UNA SOLA REPLICA, INDICADO 

ENI LA SIGUIENTE TABLA: 

1 
A o A. 

1 

B Bl B Bl o o ' 

co el co el e el co el o 

' 65 Do, 45 68 48 80 71 60 65 
(1) e b be a a e ab abe 

-

Dl 43 75 45 70 lOO 86 104 96 
d de db deb ad a de clab daeb 

.. 

SOLUCION 

DE ACUERDO A LAS EXPRESIONES GENERALES¡ LOS EFECTOS PRINCIP.}\LEl? 

ESTARAN DADOS POR: 

SSA = n~ 4 ((a - 1) (b + .1) (e + 1) (d + 1) J 2 

1 
= 16 [ abed- ebd + aed- ed- d + ad- bd + abd +abe- eb + ae ,... ••• 

• .. - e - 1 + a - b + ab] 2 

SUSTITUYENDO VALOREf: 

' 1 
S SA = I6 [9 6 - 7 O + 8 6 - 7 5 - 4 3 + 1 O O - 4 5 + 1 O 4 '+ 6 5 - 8 O + 6 O - 6 8 .,. 4 !). + o. ~ ~ 

+71-48+65] 2 = (173) 2/16·= 1870.56 
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SIMILARMENTE SE OBTIENEN: 

SSB = 39.06, SSC = 390.06, SSD = 855,56 

PARA LAS INTERACCIONES DE 2° ORDEN: 

SSAB = fr [(a - 1) (b - 1) (e + 1) (d + 1) J 2 

= (abcd-bcd-acd+cd+abd-bd-ad+d+abc-bc-ac+c+ab-b-a+1) 2 ;16 

= [ 96-70-86+75 +104-45-100+43+65-80-60+68+65-48-71+45] 2/16 

SSAB = (1) 2/16 = 0.06 

SIMILARMENTE: 

SSAB=0.06,SSAC=1314,06,SSAD=1105,56,SSBC=22,56,SSBD=0,56,SSCD=5,06 

SE DESPRECIARAN EN ESTE CASO EFECTOS DE ORDEN MAYOR, 

POR OTRA PARTE, EL PROMEDIO GLOBAL VALE: 

X = Hl:X~jk = ft [ 45 + 68 + 48 +,., + 104 + 96) = 1121/16 = 70,06 
n2 . 

n2kX 2 = 78534.458 

POR TANTO: 

SST = (45 2 + 68 2 + 48 2 +, .. + 104 2 + 96 2 ) ~ 78534.458 = 5730.94 

SSE = 5730.94 -1870.p6- 39.06-390.06-855.56-0.06-1314.06-

-1105,56-22.56-0.56-5.06 = 127,84 

LOS GRADOS DE LIBERTAD TOTALES SON: n2k 1=16-1=15 

COMO SE CONSIDERAN·4 EFECTOS PRINCIPALES Y 6 INTERACCIONES, EL 

ERROR DEBE TENER 15 - 1 O = 5 g, DE l. 
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Lk TABLA RESUMEN DE ANALISIS DE VARIANCIA ES: 

FUENTE DE SS G. DE L, MS F 
VARIACION 

A 1870.56 1 1870.56 73.15 

B 39.06 1 39.06 1.53 

e 390.06 1 390.06 15.25 

D 855.56 1 855.56 33.46 

AB 0.06 1 0.06 0.002 

AC 1314.06 1 1314.06 51.39 

. AD 1105.56 1 1105.56 43.24 

BC '22.56 1 22.56 0.88 

BD 0.56 1 0.56 0.02 

CD 5.06 1 5.06 0.198 

ERROR 127.84 5 25.57 

TOTAL 5730.94 15 
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CALCULO USANDO EL ALGORITMO DE YATES, 

(6) (7) 
COMBINACION DATOS (2) ( 3) (4) ( 5) EFECTO EFECTO SS DE TRATAM. (1) PROJVIEDIO 

(6)
2

f16 (5) ;. 8 

(1) 45 116 229 502 1127 1 

a 71 113 273 619 169 A 21.125 1785,06 

b 48 128 292 16 25 B 3.125 39,06 

ab 65 145 327 153 1 AB 0.125 0,0625 

e 68 143 43 14 79 e 9.875 390,06 

a e 60 149 -23 11 -145 AC -18.125 1314.06 

be 80 161 116 -16 19 BC 2.375 22.563 

abe 65 166 37 17 15 ABC l. 875 14.062 

d 43 26 -3 44 117 D 14.625 855,56 

ad 100 17 17 35 137 AD 17.125 1173.06 

bd 45 -8 6 -66 -3 BD 0,375 0.5625 

abd 104 -15 5 -79 33 ABO 4.125 68.06 

ed 75 57 -9 20 -9 CD 1.125 5.063 

aed 86 59 -7 -1 -13. ACD 1.625 10.563 

bcd 70 11. 2 2 -21 BCD 2.625 27.563 

abed 96 26 15 13 11 ABCD l. 375 7. 5625 
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SUPONGASE QUE SE TIENEN DOS TIPOS DF. PINTURA, A Y P, Y SE 

DISPONE DE DOS l·lE."l'ODOS, 1 Y 2, PARA DETERMINAR SU REFLD:TIVI

DAD r>;,;¡·J'JJ::S DE SER !,PL.lCA':l.l\ EN CIERTOS PAt\ELES. SI L."' PINTU

RA SI:: CJ;LIFICARA !·~S'DIAr\Tf: !-:L METODO 1 Y L.l\ B NEDJ.l\N'PE EL 2, 

CU!<L(>JIER DIFERENCI.'. PODRIA HIPUTARSE AL ~1I:'I'ODO, LA PINTURA 

O ."1 !,!·1!!0S, POR LO Q','E LOS EFEC'rOS DEL METODO Y L"' PINTeRA QU~ 

DARE1N l:_O]~;::_I}~ID_IDOS; ES DECIR, NO SE PODRL"' DISTINGUIR LA CAU

SA DE Ll>.S D1?2RE!,C!.',S ('LJE SE ENCONTRARON. 

EN OC,\SIO!\ES NO ES POSIBLE TENER L.l\ SERIE CO!·~PLETA DE RESUL

'l'!·.DOS DEh'TRO DE Cl\ SO•~O !3LOQUE; ESTO OBLIGA A INTEGRAR BLO-

QUES DE D,;TÓS. SU?O!lG.'.SE QUE UN EXPERIJ.iE!-lTO 2 3 SB DISE::!10 CON 

'LOS SIGUIE!·;TES BLOQ'JES: 

BLOQCE 1 

( 1 ) 

a 

b 

ab 

BLOQUE 2 

e 

a e 

be 

abe 

L/\ DH'ERE!\CI.l\ DE LOS TI:Rt.HNOS DE AHBOS BLOQUES ES 

(e- (1))~ (ac -a)+ (l.:x;- b) +(abe -ab) 

(>Ll!: COINCTDr: CON EL ;:!'ECTO ')EL F.IIC'rOR C, POR LO (1UE ET, Er'EC

'1'0 Dt; ESTE C .. F:OA CO!;"'Ul'DlDO CON r:L DE LOS 6LOQUES. SI LOS BLO 

Q:.J ES SE ~·o:<.:-:,~~A!'J DE ·''Lr~U!c\ DE L.l\S FORMAS 1 Y 2 SIGU IE~:·l'I:S, 

E'<Ol'O~Cl>S QUEl.'\RL;N COC¡f'IJKl)Ji).'IS L.l\S INTERACCTO~:ES AB Y !\'=C, 

RESPEC'I'Tv,;:.: [\'PE 
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"' 
FORMA 1 FOR..'iA 2 

BLOQUE 1 BLOQUE 2 BLOQUE 1 BLOQUE 2 

(1) a (1) a 

ab b ab b 

e a e a e e 

abe be be abe 

. P!3.'t. DEJ·:OSTRAR ESTO, E.'t.STA ENCO:JTRAR LOS EFECTOS DE DICHAS 

1 :;'i'::O:_;cc :o:; ES Y C0!·1PARARLOS CO!\ L!\ S DIFERENC JAS DE .".MBOS ELO 

-
:-.E=(a- :!.)(b- 1)(e + 1) =abe+ ab +e+ (1) -a- b- ae- be 

POR LO CS:::~R".L DEBE f.VIT.Z\RSE Q<JE ALGUN EFECTO PRINCIPAL QUEDE 

co:::·u:;oiDO Y, EN OCASIONES, Jl.LGU~;A INTERACCION PREDEFINIDA; 

PO;{ ESTE :-:OTIVO, SE DEBE SELE:CC IOK".R ANTICIPADAMENTE LA INTE

R;CCION <:::~:E QUEDARA CONFUNDAD.l', (POR LO GENERAL UN.". DE ORDEN 

l1L'l'O, QUE SE PRESUPONGA NO TIE!m EFEC'rO IMPORTANTE). 

EL BLOQUE QUE CONTIENE EL (1) SE DENOMINA BLOQUE P~CIPAL; 

LOS OTROS BLOQUES SE FOR!-!UL.'\N A PAR'I'IR DE ESTE, DE LA SIGUIE!! 

TE :-~'<!lERA (SI HAY DOS BLOQUES): SE INCLUYEN EN EL PRINCIPAL A 

LOS TRAT.'YIENTOS CON UN NUl·iERO P.:;R O CERO DE LETRAS EN CO!•lUN 

CO:> SL E'2CTO QUE SE TR.".TA DE COWUNDIR. AS!, EN LA FORI~A 1 

IS~:.:'.ICR EL EFECTO A Cüt<FUNDIR ES AB; CSTE TIENE CERO LETRAS 

EN CC:-:u:< CON (1) Y e, Y DOS C0!-1 a b Y a be. EL O'!' RO BLOQUE 

SE r:;'l'EG?_; CON LOS 'rHAT.'t.l-liE!'\'l'OS :-;o INCLUIDOS EN EL PRINCIPAL; 

SI ¡.;_;y ~t;s DE DOS BLOQUES, P/;R.'t. C'IDA UNO SE SELECCIONA UN 

'l'R.;'r.;:.:u::-;-ro NO INCLUIDO F.N EL ELOQUE PRINCIPAL, Y SE GENBRA."J 

LOS D[ . .'•!,\S :-:~~DIJ>!NTE PRODuCT~S :-'ODULO 2 DE ESTE 'I'RA'rAMIF.N'rü CON 

LOS DEL :!tOQUE PRINCIP.l\L; PM<A EL EJJ·:•1PLO EN CUES'fiON ES'rO SB 

2 
a x a b "' a b "' b, 
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EJE!1PLO 

DIS2,AR UN EXPERIMENTO 2
4 

CON 2 BLOQUES DE 8 TRATAMIENTOS 

CADA UNO, CONFUNDIENDO LA INTERACCION ACD 

BT"OQUE 1: (1), ae, ed, ad, b, abe, abd, bed 

BLOQUE 2: ex 1 =e, ex ae ~a, ex ed ~ d, ex ad = aed, 

ex b = be, e x abe = ab, e x abd = abcd, ex l:x:d = bd 

SUPO!·l3l,SE !,HORA QUE SE REQUIERE FORH.''IR 4 BLOQUES DE 4 ·;~I\'L'\'11~

TOS c;..D.l\ UNO. EN 'fAL cr,SO 3 EFECTOS QUED!IR!,N CON!-'U!·/DIDOS CON 

LOS BLOQUES; PEHO ES'I'OS NO SON I!'JDEPEND IEN'PES. POR TANTO, SE 

ESCOGEN 2 DE LOS 1':1-'f·l:'l'OS Y EL OTRO QUF:D.I\ OBLIG.>,DO POR EL PRO-

DUC'i'O l·lODL'LO 2. POR EJE!•! PO, SI 

'I'ERCicR F2EC'i'O SEH.'I ,\!:'ICD x ABC = 

SE CO?;!'U!;DEN .;seo Y ABC, EL 

A
2

B
2c 2o = D, QUE ES UN EFECTO 

PRINCIPAL (P.',?]; EVITAR ES'I'O SE DEBEN SELECCIO!\..",R CUID.Z\005.1\}lEN 

. TE LOS EFFC'i'OS A CQl;J·'UND IRl 

/\SI, SI SE CONFUNDIERAN AB Y BCD, EL 'I'ERCER EFECTO A CON-

FUNDIR SERIA AB x l'CD = AB
2

CD = ACD. p,\RA GEI\ER.I\R EL BLOQUE 

PR I!;C IP]\L SE PROCEDE C0!<10 l•'lTES, ·CON EL RE('U !SITO ADICIONAL 

QUE C!,DA TR.'\TA~IIEN'l'O QUE QUEDE EN EL 'I'ENGA UN NU:·IERO PAR 0 

CE!W DE LET?..-'\S EN C0~1UN CON TODOS LOS EFECTOS QUE SE CONFUN-

Di:!-1; ASI: 

ll LO~!U E 1 : ( 1 ) 1 cd, a be, abd. 

B!_~OtJU E 2 : a X (1) = a, a X cd . - aed, a X abe = be, a X abd = bd 

BLOQUE 3 : b X (1) = b, b X cd = :: ... :=d, b X abe = ae, b X abd = ad 

BLOQUE 4 : e X (1,) - e, e X cd - el, e X abe = a b, e X abd = abed 

EN GE!-IE:iL\L, !:~ UN EXPERI:·li::NO 2k EN 2r BLOQUES, QUEDAN CONFU!i 

DlDOS 2r - 1 EFECJ'OS, DE r,os <_'U.\LF:S SOLO r SON H:OPENDIEN'rES. 

ASI;HS:·IO, EN EL BLOQUE J>H !"!Cli'.'\f> SE TIENEN SOL'\:-:EN'I'E k - r 
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TR.'\.TJ..!UE:·<-:'05 lNDEPS~:OIENTES (hP.!,RTE DEL (1)) ¡ LOS DEMAS SE 

PUEDE!' GE!\!::?)\R A ?l,RTIR DE ESTOS. 

EJ l'"'IPLO 

SE PRE'!'E!:OE PROBAR U\ EFIC.l\CJA DE UN RIFLE NUEVO; SE PIENSA 

QU!o PUmE:.¡ INFLUIR LOS SIGUIENTES FI\C~'O~ES: 

1\: C.',l<TID.:;D DE POLVORI\ EN EL PROYECTIL 

B: PE: SO DEL PROYECTIL 

C: G20:.;ET·2!.:; DE U\. .Z\GUJA DISP.r,R.;DORI\ 

D: J•:P.RCA DEL PROYECTIL 

Ll\ Vl.RL;3LE DE INTERES ES LA VELOCIDAD DEL PROYECTIL. POR 

LlMIT.;CIQNES DE TIE:·;Po Y DEL EQUIPO DE PRUEBA, SOLO SE PUEDEN 

I~CER 8 PRUE~'IS CADA DIA, POR LO QUE SE CONSIDERA LOGICO IN-

TEGR.'IR BLOQUES (UNO POR CACJA DIA): EL EXPERmENTO ES 2
4 

EN 2 

BLOQUES DE 8 TRATh!HENTOS CJ,DA F!W; SE ESCOGIO CONFUNDIR LA 

IN'fERACCION ABCD (SE SUPONE QUE ES CERO). LA VELOCIDAD RE

GISTRADA (CODIFICADA) EN CADA PRUEBA SE PRESENTA EN L..Z\. SI

GUIE:<TE TABS.Z\. (LAS SUBRAY.;DAS CORRESPONDEN A UN DIA): DESPUES 

ES'fMI L.'IS TABL.Z\.S DEL ALGORITr·lO DE YATES Y DEL ANALISIS DE VA

RTANCI.r,: 

C'1.!<TIDAD DE POLVOR.'I A o Al 
-T'LSUOEL PRO YEC'l'TI.-----g------B Bo Bl o 1 -----

:·~GUJA '"-'' RCl\. 

e o 
_b ___ ·-----<¡¡ 

o 68 151 150 

D1 75 53 145 141 

el Do 39 15 100 66 
f 

Dl 26 -16 97 54 

Bf,OQLJE (DF1.) 1: (1), ab, ac, ad, !:>e, bd, cd, abcd 

Hr,OQLIE ( 1) !,'\) 2: ,,,. !), e, d, .:tbc, .1lxl, "cd, bcd 

\. 



A LGOR l']}lQ DE YATES 

Trata- (1) (6) (7) 

mi en_!:E_';Le 1 0_r i ~a~1 (l) (4) (l) (IJ -;. 1 (S)'-;- 16' 

(1) , :u 4t·6 686 1:!61 1 

• !51 :!18 ::~o 575 '" A 6i.l7l J~700.S62S 

b ,,, 139 414 =~ B -1'19 B - =.; ~, 1.;':'S.Oti2S 

••• 1 ~:J '1 161 :"19 Jl .<B ~.)7S irí. ~t-~5 
j'¡ :!~O 1}6 -- ~:~ -- -~~Jt,l e - t·:' j':IS ''~~~-~t~~s 

"' H...:! 194 1 12 -111 -'i .<C -~ I~.S !OC•I,:":.S 
¡,, l; 121 15b' " -hJ bC -1(.; b7S .; -j.(lo:!S 

<-:!·~ , .. 38 "' 17 -ll ·" JJC - i.\25 ~.1) :-o:st 
J 7l 54 -JO -246 -111 D -IJ.h~.S ': :'.) llt,:.S 

cd "l bl: -~8 -HJ ll AD t..ns 1 ~:. _St·:!S 
f,J ll 61 -26 -24 -n BD. -::.r:s : j (•:.:!.S 

<J!•d ¡.;¡ ll -hl -17 -1 ~!ID -f •. l ~S (' 06:St 

<d ~· JO ' ~! -28 -1 CD -~-~- 75 ) r;,,:os 
acd ,, 

" -JO -59 +1 ACD l'.b?S 3 ~-~.:st 
!>rd --! 6 JI 'i -38 -JI bCD -).i7.S t..:.• 0t-2St 
at>ni ~· JO -1 -19 +19 D:.~)l ~.JH l:: ~e:! S) 

Total 1:'61 
-----------· -------

A~.\ LISIS DE VAR TA!<CIA 

Fu(!nte 
A 
B 
e 
o 

otu 
.4~ 

.4C 

.<0 
BC 
liD 
('0 

ABC 
.480 
.KD 
PCO 

Tüt .. d 

\';llOl"l~S 
Crlticos 

SS 
18700.56 
~475.06 

15562.56 
770.06 

22.56 
7656 

105.06 
162.56 
47).06 

.13.06 
3.06 

r 103.06 , 
~6b ~4.r 0.06 

1 .1.06 
. 60.('6 

3%~0.401 

G de L MS F 
280.96 ... 
37.19'' 

233.81''' 
11.57" 

0.34 
l.ll 
1.58 
2.44 
7.11 

. 0.50 
0.05 

b6 56 

233 
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EN L.l\ T.!,BL'\. DEL .1\NALISIS DE VARIANCLI\ SE APRECIA QUE LOS ITEC 

'I'OS PRI!:CIPALES SON SIGNIFICATIVOS Y QUE NINGUNA INTERACCION 

LO ES, ¡, LOS NIVELES DE CON~'L\NZA DEL 95 Y 99 POR CIENTO (LA 

BC PARECE SERLO, POR LO QUE NO DEBE DESC!,RT.l\RSE); PARA ESTAS 

PRUEIV\S SE TO!·!O CO:·!O SUHA DE CU!,D:'U;DOS RESIDUAL A LA SUMA DE 

Clll·.DRADOS CORRESPONuiEN'rES A L.'•.S 1:\'~l'R!,CCIONES DE TRES FACTO

R};S. 

COKPUSION PARCIAL 

SI UN EXPE~I~!ENTO SE PUEDE RP.I\LIZ.l\R CON V.l\RLAS REPLICAS COM

PLET.l'-.S, NO ES !\F.CESARIO CONFlllWIR EN C.Z..D.l\ UNA AL !HS'·lO EE'EC

•ro. SI SE CON7UNDEN VARIOS, SE DICE QUE EL EXPERlJ.lENTO TIE

NE CONFUSION PARCL'\L. 

POR EJD·!PLO, SI SE TIENE UN EXPERI:·lE!\'TO 2 3 CON 4 REPLICAS, 

C.l\DA ·UNA J.3REGLAD.l\ EN DOS BLOQUES DE 4 ELD!ENTOS CADA UNO, 

PODRIAN CO:~FUNDIRSE LAS INTERACCIONES ABC, BC, AC Y AB DE LA 

SIGUIENTE 1-~'l!\ER.l\.: 

REPLICA 1 2 3 4 

(1) a (1) b (1) a (1) a 

be b be e b ab ab b 

a e e e ab a e e e a e 

ab abe abe a e abe be abe be ---- .. ___ 
E:' EC'fO 

CO~;:u ND IDO ABC BC AC AB 
-------·-·-------- ---------

SI TODAS L\S IN'I'E'L\CCIONES DE UN 1-!15'·!0 ORDEN ESTAN CONFU!\'DI

D.I\S, SE D,ICE QUE EL EXPEH JI~EN'PO r:s'f.l\ .~!'!!~CEADO. TAL I':S EL 

C!;SO DEL ~:Jc:-.:PLO .0\N'I'E:RJOR; SI DI .EL NO .\['.'\RECTERA Ll\. REPLI

CA l, SEGU-~!UA STE'!DO e.'IL!1NC!·:'1DO, PERO SI DESAPAHFCTEHA CUAL 
1 

(ll!.IERA Df. L";S OTR.'\S DJ::~If,Hll\ llE S!::!<LO. 

LA VI·:NT/\.J:\ DE L.l\ CO!\FUSION PAI~CT.l\L R.'") fCA EN 0UE SE DTSPONE 

DE ,\LCUr:A !\1-'01{'1.\CION IICJ-:HC/\ DE f"\S Tt:'I'E!l..I\CCTONES QUE SE 

,, 
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CO~EUNDEN. .Z>.L l,!\AL!Z.Z>.R LOS RESULTADOS DEL EXPERIMENTO, LA 

SU:-~\ DE CUADRADOS DE CADA INTERACC ION CONFUNDIDA PARCIALMENTE 

SE 'c.'\Sll SOLO EN IJ\S REPLICAS E!< QUE NO !.STA CONFUNDIDA. POR 

'l':\:; ~·o, AL !,Pf.ICAR EL !·.T.,GORTT,·~o DE YATES T_Z\S SUM.Z\S DE CUADRA

DOS .• .. :;(l(:Jl,éJOS LAS 1!\T;;;;_;CCTO!\ES CONFU:mm;,s DEBEN CORREGIRSE 

SL':' .• ~: .. n::\L'O!.E Ll, C<<·•· iD.;D (•l.' E CORRESPG!:DE A L.Z\ REPLICA EN QUE 

ES'i.\ Cu:eli!iDJDll, Y • . .'<:-:-:0 DIVISOR PAP.A C.;!..CUL.;R EL EFECTO MEDIO 

SE ·;'0'1!, EL tiU!·\EHO DE ELE:·lEN'fOS (\UE TIP\EN LOS BLOQUES EN QUE 

NO LS'l,.T\ CO!;?UNDTDA; .~SI, EN ET... F.J~PLO .~NTERIOR, EL DIVISOR 

.;SC>.~i.\DO '' LJ',S :rr;TJ:'<!,CCIO'<r:S ABC, BC, !'C Y AB SERIA 24 EN VEZ 

DE 32. 

EJf:-:rr..o 

E!-1 liN ES1'UDIO SOBRE FER'l'ILIZld~'rES SE 'fO!'.J>.RON EN CONSIDERACION 

TRES t'!,C'f'ORES: A TI8·1PO DE APLICACION, B TDlPERATURA AMBIENTE 

Y C DOSIFICACION DE C0!-:?0!\ENTES; CO!~O ETAPA PRELIMIN.l\R SE TO

NAN DOS NIVELES DE Cl\DA F.'>C'rOR, POR LO QUE SE TIENE UN EXP!:.lU 

l·lE!¡TO 2
3

. SE DISPONE DE DO~ ARE.Z>.S DE SFJ.lERADO ( SE TIENEN 

DOS BLOQUES) Y SE SIE:·!BR.;N DOS VECES (SE OBTIENEN DOS REPLI-

CAS). EN U\ PRIMERA SE CONFUNDIO ABC, Y EN LA SEGUNDA 

AB. LOS RESULTADOS DE L.'\S COSECHAS' (CODIFICADOS) SON LOS SI-

REPLICA 1 R'::PLICA 2 
----·----

BLOQUE 1 BLOCUE 2 BLOQUE 1 ELO(lUE 2 
----

( 1 ) = 9 a = 8 (1) = o a = 9 

be 13 b = 3 ab = 8 b = 2 

be = 5 e = 15 e = 14 a e = 10 

..lb = 11 
1 

abe = 11 abe = 13 be = 1 2 

·ro't'/\ r, J-:s: 38 37 35 33 

I'RO:·l = 37.5 P:<Ol·l = 34 

SSB ~ ( (38 - 37.5)
2 

t. (37- 37.5)
2 + (35- 34) 2 + (33 - 34) 2}/4 = 0.62!) 
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PROMEDIO EWfRE REPLICAS= (37.5 + 34)/2 = 35.75 

S SR = { ( 3 7 • 5 3 5 , 7 5 ) 2 + 1] ·Í - 3 5 • 7 5 ) 
2 

) /2 = 3 , O 6 5 

-2 X = (38 + 37 + 35 + 33)jl6 = 8.94 
• o • 

= 1573 - 1278.0625 = 294.9375 

EN LA SIGUIE!\TE TABT..J; !Jic Y.'l'i'r:S SE UTILIZAN LOS 'rOTALES CORRES 

'l'RA'!',t..J.! l E!.''fO CCS~X::ii'l !.F EC'IO 

( 1 ) 
-----·----· 

( 1 ) 

a 

b 

ab 

e 

a e 

l:c 

abe 

'I'ABIA ANO/A: 

F'U Er~~l'E 

... 
B 

e 

A e 

FC 

!d:C* * 

HESJDü:",L* • k 

'J0-1':-..r ... 

12) (3) ( 4) (5) 

9 26 50 1~3 

17 21. 93 7 

S o ' 22 3 ":"t 

19 !,9 -15 19 

~9 8 - 2 .43 

1 5 14 5 -37 

25 -14 6 7 

24 1 13 7 

SS G. DE L. 
--:--::-:-:~---:- -· ·-·--· 

3.0625 

0.5625 

(6) 

J 

A 

B 

AB 

e 
¡,e 

FC 

AOC 

115.5625 

36.1250 

85.5625 

,. 3.0625 

8.0000 

115.5625 

3.0625 

0.6250 

39.3125 
. --······--

~é·:.'JJ/5 

2. 

S 
1 ') 

36.1250 

85.5625 

8.0000 

7.8625 

EFEC'IO PRa'.IDIO 
FRCHFD 10 CUA!:JRl, TreO 

(5) /8 (5) 2 /16 

0.875 3.0!:25 

0.375 0.5625 

5.375 115.5625 

-4 o 625 85.5625 

0.875 3 o 0625 

F 

14.7 > F 1,5,0.95 
~.59 

1 o. 9 > F1,5,0.95 

1. 02 

¡-·,, 5, o. ')5 
= G.61; ¡;• ,:: 1h.26 

l,S,0,':)9 



* SS = { 1 9 - (3 5 - 3 3) } 
2 /8 = 3 6. J 2 5 

. .'\B 

** SSABC = {7 - (37 38¡}
2
/8 = 8.0000 

•••ss = 294.9375 - 255.6250 = 39.3125 
R 

(255. 6250 ES U\ 9J!'-" DE CUADR.Z,DQS 1-'J',STll BLO:UES, INCUJSIVE) 
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SE APRECIA QUE EL EFECTO DEL FACTOR C (DOSIFICACION) ES SIGN! 

FlCATIVO AL 95% DE NIVEL DE CONFIANZA, .\SI COMO LA INTERAC

CION DE EL CON A (TID1PO DE APLICACION). 

C0!-10 ELE!1EN'EO AUXILIAR PARA DF..FINIR LOS SIGNOS DE LOS TERMI

NO$ QUE APARECEN liL CALCULAR LOS EFECTOS, SE PUEDE UTILIZAR 

LJ, 'I'liBLA ~lOS'!'RAD.'l. EN LA SIGUIENTE PAGIK\ (TOMADA DE LA REF 1). 

J:::i'l'A ES U'EIL PARA EXPGRI1·lENTOS 2k CON 2 < k < 5. 

ES.". 'rl< BLA SBVE T.".=·~ BIEN PARA DETERMINJI.R LOS TRATA.I-1 lENTOS ('lOE 

SE INCLUY.f.:N EN EL BLOQUE PRINCIPAL, SIE!\'DO ESTOS LOS QUE TIE

NEN EL MISl·lO SIGNO QUE (1) EN LA COLU!•:!·:.; DEL EFECTO ('lUE SE 

0 O 2
4 

CON DE.,E,; CONFUl\'DIR. AS! POR EJEMPLO, EN UN EXPERINEN'E 

L.'\ INTERACCION ABCD CONFUNDIDA, EL SIG!\0 DE (1) BAJO LA CO

LU!~!\A ABCD ES +, POR LO QUE TODOS LOS T?.\TAMIENTOS QUE TEN

G.I\N ESTE SIGNO EN DICHA COLUMNA INTEGR}\RJiN EL BLOQUE PRINCI-

P/\L: ab, ac, be, ad, bd, cd Y abcd. 

RLPLTCAS FR\CCIQ!,_;D.\S 
···- --------------------------------

EN OC.I\STO!\ES POR F.',!:r.; DE RECURSOS O 'fiE:-IPO NO SE PUEDE DISE

:-::'\R UN EXPLn::·lENTO CUE TENG.'\ l1L l·lENOS u~:,'\ REPLICA COMPLETA. 

CONSIDEHESE, POR EJ'::.;PLO, UN EXPERL'lE!HO 24 
EN EL QUE SOLO SE 

PUF:DEN JH:'\LIZ,\R 8 oc::S!::Rv.;ciONES y 1 POR TANTO, SE TIENEN SOLO 

' 7 GRADOS DE LIFlERT;~); ES'PO ES, SE 'l'IE!\E~ 7 PARES DE EFECTOS 

INSEPMV\BLES ~-:AS U\0 QUE !'<O SE PUFDE [S·t'T!·lAR. 

~_ry~_cc;:IONJ\~1 :'X~~~IQ __ ,'} ___ ~ n. 
POR ~:JL~·\PLO, CONSJD!::n;SE EL 1·:.\l'E'<l:·IEN'l'O 2

4 
fRACCTONADO O LA 
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t-1 I T-~D, I!·:::JI G;DO EN LA TABLJI. SIGUIENTE: 

A o Al 

Bo Bl Bo B 
1 

o o (1) ab 

e o 

Dl bd ad 

Do be a e 

el 

Dl cd abcd 

EL EFECTO DE A EN ESTE C.li.SO ES 

ab + ad + ac + abcd - (1) - bd be cd 

Y EL DE 3CD ES 

ab t ad - (1) - bd + ac + abed - be - cd 

QUE COINCIDE CON EL DE A Y, POR .·TANTO, !\0 SE PUEDEN SFPARAR 

LOS E:?EC'i'OS DE C!..DA TRATANIENTO.. DE I·~ANER.ll. ANALOGA SE EN-

CU n;T!<A Q''"' ~- CADA UNO DE LOS SIGUIENTES PARES DE EFECTOS QUE-

DA!'< DADOS POR LA IHS"'A ECUAC ION: 

(A, 3CD) ., ( B, !;CD) , (C, ABD), (D, AOC) 

(AB, CD );, (AC, BD), (.li.D, BC), ( I, A5CD) 

SE .';PREC!l, QUE LA INTFRACCT.ON !c32D ES'l'A CO!\'FUNDIDA CON EL TO

'l'AL ·r (l-;s~··o 'SE tPUEDE DETECTAR '!'7,:-:SIEN AL OBSERVAR QUE AOCO ES 

1~11. I!\TE!:L\CC ION CO':t:UNDIDA Af, r:;Tt:G!<AR uN BLOQUE CON LOS OCHO 

TR/\l'!"-l!E\';'OS DE U\ 'l'ABLA AN'l'ERIO::l). 

A LOS PARr:S DE EF!::C'l'OS QUE NO FüF.DEN SEPARARSE SE LES Dj-;NO!HNA 

'· 
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PARES ALI~_QOS (El: EL EJE!-!PLO AN'rERIOR r~'<Y 7, PORQUE EL QUE 

CON'riENE _r, .T !'0 SE CONSIDERA POR ALI.l\DO). 

POR LO !,!I'PERIOR t;~; r:XPERI!·H:NTO 2k/2 CONTIENE A LOS TRATAMIEN

'I'OS DE Utl ~~LOQUE DE UN EXPEHIJ'.EN'l'O 2k CONFUNDIDO EN DOS BLO

QUES; U, E:i''c:C'l'O co;;:u;~DIDO EN EL UL'l'T!·:O ES EL CON'rRASTE DEFI-

!\.lOOR EN EL P~. l.'< :::?.0. 

EL ALL">DO DE CJ,D.'\ E?EC'I'O SE PUEDE ENCONTRAR MEDL!\NTE SU INTE

RACCION GU:ER.Z\LE.'<D.". CON EL CONTR.l\STE DEFINIDOR, HEDI.'>NTE SU 

!·lUL'riPLIC.">CION !·lG:lULO 2. EN EL EJFNPLO ;,NTERIOR, EL CONTRAS-

'rE DEFINIDOR ES !>ECO, POR LO QUE A ESTA ALI.">DA CON A X ABCD=BCD, 

AB CON AB x ABCD = CD, B CON B x ABCD ::;: ACD, ETC. 

EL PROCf~D-1 IEN'rO P.'-.?-"> SELECCIONAR UNA HITAD DE REPLICA ES: 

l. SELECCIONE EL CONTRASTE DEFINIDOR 

2. USE ESTE CO~TRASTE PARA DIVIDIR EL EXPERII-IENTO 

CO!·:PLETO EN DOS BLOQUES 

3. ESCOJA Cu.;LQUIERA DE LOS DOS BLOQUES PARA DF..FI

NIR LOS 'I'?~Z.TAHIENTOS.A EMPLE.'>R 

AL CALCUL">R CUALQUI!'.R EFEX:TO CON UNO DE LOS DOS BLOQUES DEL 

PASO 2 ANTERIOR, LOS 'l'ERJ.!INOS APARECERAN CON SIGNO CONTRARIO 

AL QUE SE TIENE AL CALCULAR DICHO EFECTO CON EL OTRO BLOQUE. 

/\SI, EN EL EJ!:".:·:PLO QUE SE VII,NE PLANTEANDO, EL O'rRO BLOQUE 

'l'ENDHL'\ A LOS 'J'R,\'1'.'-.:-\IEN'.POS a, b, e, d, abe, aed, abd Y bcd¡ 

CON f:S'f'E EL ETFX:~'O DE .". ES a - b - e - d + abe + aed + abd - bca 6 

QUE TIENE SI<;NO OPU!::STO AL CALCUL.".DO CON EL O'rRO BLOQUE. 

EJ FJo1 PLO 

EN UN/\ !t\VI-:STJC/CIO:·l SOBHE LA EFlC/\CTA o'E FER'P.TLTZ.'\NTES, SE 

'l'lF:IH:N 5 Fi\(:'l'ORSS (.\, R, C, D, E:), CON DOS NIV~:LES CADA UNO, 

Pl:í<O POR R/\ZON"S P:\:·:SUl'UES'i'/\LES SOLO SE PUEDEN Rr~l\LIZAR 16 

t)li~3J:'<V.'I('f0i;I'~;. ~-·~1:>. 't':\NTO, SE Dff:;F,~l\ UN F:XPE!Ut•1EN'l'O 2 5 CON 

!U ·" ' • , .. '1 • ' \ · ·" ' J' " · · · · · • · ' r ' ·' ·¡· '1' \ 1) ( 2 5 /2 ) !" •• \ ,\ .l_,,c: t·.\:,_l..r'.J ... -. 1 .;\ :\ -~'\ ;· •. : _ • • 
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POR CO!'<SIDERAR C'llE L.". INTER.".CCION ABCDE ES NUI.J\, SE OEX:IDE 

CONSJ.Dt-::.-=t..;RL.". CO:·!O CO!~TRASTE DEF INIOOR. 

PARES ;,LID.~.DOS RESULT!,N SER : 

CO!l A A X ABCDE ~ BCDE 

B x 1\ECDE = ;,CDE 

POR CONSIGUIENTE. LOS 

ETCE'PE.~. EL !<ESUMEN DE LOS PARES ALIADOS ES (.a. , BCDE), 
' 

(B, l•CDE), (C, AEDE), (D, ABCE), (-El ABCD-), (AB, CDE)., (AC, BDE), 

(.'ID' BCE), (AE, ECO), (BC, ADE), ( '3!) ,, ACE), (BE, .'\CD) , (CD, ABE),! 

(CE, !e ':::J ) ' (DE, liBC). 

SE TIE>::~; CO:·lO SELECCIONES POSIBLES PARA INTEGRAR EL EXPERI

!-lEN'J'O _; CUALCUIFFta. DE LOS DOS BLOQUES QUE SE FORY .. ;'< AL C•::>!J-'UN-

SI SE ESCOGE EL BLOQ;.:E PRINCIPAL, !,05 'l'?.X:'.;-

;-:II.:NTOS .:o:\HESPO!lDJENTES SON : (1), ab, ac, ad, ae, be, td, be,_ 

cd, ce, c2, a!:cd, abce, abde, acde y bcde. 

SI SE !"::JS?fX::H.~. QUE LOS INTER.Z,CCIONES DE TRES Y CU.;'!'RO FACi'ORES 

SON NUL'-.S, CON ESTE EXPERDlE!;ro SE PUEDEN ESTDlAR LOS F.i't:CTOS 

PRINCIP.'-.LES Y L.'IS INTERACCIO!:ES DE DOS FACTORES. 

SUPONG.;SE AHORA QUE ES NEX:ES.'.RIO FR.;CCIONAR UN EXPERI'~E\:-0 PA-
' 

RJ\ US.'-.R SOLO U!:.a. FR.".CCION 2-r. PO!< EJD1PLO, SI li!-'0 2 5 
SE 

3 · -r 
F!\ACCIO::C\ A UNO 2 , SE TENORJ, r = 2 Y 2 = 1/4; F:'< EL SS TEN-

DRAN SO~') OCHO RESUL'; .\DOS, AS0CI.Z;DOS A UNO DE LOS 4 BLOC' ES 

QUE SE l';cE:DEN ?OR!-\1\R CON OCHO '!'R]\T.;:-!IENTOS CADA U!\0, LO Cl!.".L 

1-L".CE VE..~ QUE CADA EFEC'l'O 'riE::E TRES .';LIADOS Y SOLO SE DIS?ONE 

DE 7 G~;~OS DE LIBERTAD. 

1 
EN ESTE C!\SO SE TIENEN DOS F:o':::cTOS COC\I·'l:JNDTDOS QUE SON I::DE-

PENDIE\c'r:S; EL TERCF:HO HESUL'T.\ DEL !0 :\0DUC'l'O ~10DULO DOS E!\TRE 

ELLOS. 

ABC x COE ~ !li"JE. LOS 1\ LI."'.DOS SE OH'!' IENEN ~!ULT T PL IC."'.\::>0 EL 

El·'l':C'I'O {:-!OIJllf-0 :!) 1'01{ 1\BC, CDE Y l\IDE; l\SI RESUV!':\ LO 

.. ':,:··:'.'-.·,·~.·.·,-~-'.c._ •. :~,:_ .• ~"~-:.J.:_ .. ~ ... '.~_:.·_~ .. : ..•• _:-.:-.-.· .. ·.-.. -__ .· .. -._ . ~ :::'t~~ .. ~. .. ji\11~~.: 

'· .. 

'• 
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SIGUIENTE (SE PROCURA TO:·!AR COMO EFJXTOS A LOS PRINCIPALES 

Y A LOS DE l·lf.NOR O!'<DEN QUE SE SOSPJX!!E SON IHPORTANTES): 

EFECTO ALI.".DOS 
--------- -------------·----

I t .. BC CDE !>.BDE 

A BC ACDE BDE 

B .o. e BCDE ADE 

e l\B DE ABCDE 

D J,l'CD CE .liBE 

E .;BCE CD ABD 

AD rv:o ACE BE 

,AE :~-/~E .\CD BD 

-----------

?!;R.O. DEFINIR LOS T!' .. :..T.;!·Hl:!\TOS A E!•lPLF.h.:l. SE ESCOGE UNO DE LOS 

CUNf'RO BLOQUES QUE SE FO~·:_!,N C0!2UNDIE'iDO ABC, CDE Y ABDF.. SI 

SE ESCOGE J::L PRINCI!'l>.L, SE TENDRO.N LOS ';'?..1\TA!·qE~;TOS (1), de, 

acd, ace, ab, abde, bcd Y bce, DE L.l\ SIGUIENTE !-lANERA 

--B-,-. -,A, ---;,--¡ B, A, 8
1 

--,--e-,-· e, -(-~~~~---~~~~ 1_-_-e=·==~-~-._-___ e_·--~--
E, (1) ab 

IJ, 

E, bcd u.-d 1 

-· --- __________ L~!..: ______ _ 1 -- -------- ---------
' 
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-r b 
FRACCIONAMIENTO A 2 EN BLOQUES 2 

LOS EXPERlMENTOS FRACCION!;DOS PUEDEN TN1BIEN DIS~ARSE CON 

BLOQUES; SI SE TO'!.l\.N 2b BLOQUES, Cl,DA UNO TE!'<TIRA 2k-b-r 
1 

T.'~AT~'1IENTOS.' Pi'..R.''\ EJ,C!:R ESTO SE PROCEDE DE LA SIGUIENTE 

1·11\NER.'\: 

EJE11PLO 

l. SE ESCOGEN r CO!ITPJ',S'n:S (Er'ECTOS) IN"OEPEN
r· 

DIENTES. LOS REST.t,NTES 2 - r - 1 SE GENE 

RAN A PARTIR DE ESTOS. 

2. SE SELECCIOK;N LOS EFECTOS QUE SE CONFUNDI 

RAN CON LOS BLOQUES CUIDA~~O DE NO TOMAR 

LOS EFECTOS PRINCIP.l\LES, SUS ALIADOS O LOS 

CO!rrR.;STES DEFINIDORES. 

3. FOR,'lUL"-R EL BLOQUE PRINCIPAL, QUE TENGA UN 

NUMERO CERO O PAR DE LETRAS EN COMUN CON 

LOS CONTR!',STES DEFINIDORES INDEPE!I.~IENTES 

Y L.;S INTERI\CCIONES DEFINIDORAS INDEPEN-

DIENTES • SE USA !eSTE BLOQUE U OTRO GENE-

. RADO CON EL. 

SE 'riENE UN EXPERL'lENTO 2
6 

QUE ES NrX::ESARIO FRACCIONAR A 16 

TRATA!>1IENTOS .1\.RRffiU•DOS EN 2 BLOQUES (k = 6, r = 2 Y b = 2). 

SI SE 'l'Ot·\AN CO~·!O CON'l'"J,S'l'ES INDEPEND lENTES A U\ S IN'I'FRACC IO-

~:ES ABCD Y ABEF; EL T':.::lCERO SJ:R.I\ ABCD x ABEF = CDEF. LOS 

GRUPOS DE Er'ECTOS ALL;DOS QUE RESULT!>N SE PRESENTAN EN Ll\ 

SIGUIENTE TABL'\.: 
1 

'· 
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i:<'!oC~QS J..LlJ..DOS 

----
1 AElCD ABEF CDEF 
A bCD BEF ACDEF 
n ACD Af.F HCflFF 
e .·!/ID .~iiCf.F /JEF 
D • .f -S'C .·! _:l!.ll.F l-,r~F 

t: .. ; _!;C/lF. . ; !JF CDF 
F .; .CiC DF .t!!E CDE 
.-:s CD LF ABCDEF 
.4C !íD BCEF ADI:F 
Al> nc BDEF ACt.F 

1 ... n •. b'CllE BF ACDF 
AF liC /JF BE .-:CflE 
CE .-: n:>E ABCF DF 
CF .·!IIDF ABCE OE 
ACE IJDE !JCF .4 DF 
ACF :?DF BCE AIJE 

-------------- --------------···----

P.'<RA FOR'IULAR EL BLOQ:.JE PRJ!\CI?AL SE FYPLFJ,N LOS 1'RES cO!;TAAS 

'I'ES DEFINIDOS; CON ELLO SE OBTIENEN (1), ab, cd, a!x:d, !x:e, 

ace, bde, ade, abef, ef, abcdef, cdef, acf, bcf, adf y bdf. 

LOS B!,OQUES SE FOR:·~l,R..'-.~ CO!\'FU~uiE!'·iDO lill (SUS ALLli.DOS BC, BDEF 

Y ACE:F' QUEDAN CO!\r'U>.,u IDOS TA'·~BIEN). ES'1'0S RESULTAN SER 

LLOQU E 1 BLOC'i.J :C 2 
---------

( 1) ef ab abef 

abcd a be eL? f cd cOef 

be e bcf a ce acf 

a de ,,d f a de ~xif 

SI EN VEZ DE 2 BLO\!Ur:S SE J-'0"-.:···.'"\~l .: CON 4 'l'R.'\T.'-.~·liENTOS C\DI\ 

U';O, L.\ lN'I'I"F\CCTON Q:.:c: f:,\F'<L'·. C!JJC CO:·:c·'L'NDIR NO DEBERIA F:STAR 

.'1Ll!\DA CO:-l !d). SI J:S'".; i''Ul.:<.r, ,\F (Si.!S ,\LL\DOS ECDF, BE Y 
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ALID!,DOS (CE, ¡,BDE Y .1\FC.!") T.!\.'lBIEN Ol'EDAN CON.FUNDIDOS. LOS 

BLOQUES QUE RESULTM< SON 

BL?QUE 1 BLOQUE 2 BLOQUE 3 BLOQUE 4 

( 1) cd ab ef 

Lee bde a ce lx:f 

a lx:def abef cdef alx:d 

adf acf bdf a de 

y_· .. "' es 

CON EL FI!-: DE ILUSTRAR L.l\ t,PLICACION DEL ALGORITMO DE YATES, 

Pl\EA J:..:\CLR EL /~;.;..ll.LISIS ESTl~D .LSTICO 

I"·DO ., . .,'-'Ji)Jn¡'r'c DT C'SO oc·u•.n 2 5 
.\.-"1. 1 LU.\""' .. _.t\._.o r: .. l.J .'"'lo l'IJ 

DE UN t~XPER IJ.H:NTO F'RACC lO

CON !~FDIA REPLICA (k = 5, 

r = l). SI SE ESCOGE A ABCDE CO~lO CONTRASTE DEFINIDOR, EL 

E<LO•:!UE P~INCIP.li.L COllTENDP.A LOS TRATA.•HENTOS (1), ab, ac, ad, 

ae, be, bd, be, cd, ce, de, abcd, alx:e, acde, abde Y bcde. 

P.";RA E!-:PEZAR, SE FORHA L.'\ PRD1ERA COLUI1NA DE LA TABLA DE YA

,'i'F:S C'O?RESPQt.DIEN'rE A UN EXPERD·lENTO CON 4 FACTORES (A, B, C, 

D): (1), a, b, ab, e, ac, lx:, abe, d, ad, bd, abd, cd, acd, 

i~·cd Y .~ bcd. /1L CO:·lP!,R.I\R LOS TER'.lJNOS DE ESTA CON LOS DEL 

BLOQuE .'-.!·<TES FOR"l.li.DO, SE 1:0'!.'\ 0:JE SI SE .1\GREGA LA LETRA e A 

LOS Ti<,'.'1!~'>1IENTOS CON 1 Y 3 f.t:'l"<.'IS SE OB'rTENEN LOS DE DICHO 

B!,OQCE; D !CHA LE1'R'\ J:S'T.\ Y:.'<'~.:;\DA EN'I·RE PAREN'l'ES !S EN I~'\ SI-

GUIE'\'i'E '".\'lfJ';. LUH30 SE !'·FOL'EJE DE L'\ :•lANERA USL1AL DEL ALGO

iU'i'/•10 !',\CJC!\DO U\S SV·:AS Y é:>:ST.',S 'l'RES VECES (k - 1 = 3) Y SE 

;,'\OTAN T~OS EFECTOS .".LF,'JOS COC!"CSPONDIEN'l'J'S (COLU~lNAS (6) Y 

( 7) ) • 



'!RATl--'1 lENTO S 

!·:.JD·lPLO 
·-~---·--

(1) (~) 

(1) (1) +u(<) (1) + a(r) ; l>{r) + .,; 
a(<) U_<) + ,,b 
b(t') 

ab 
e{<) ·-. 

a e 
k 
a.'~:id 

J(d a(t) - (1) b(d + ,,¡, ·· (1) - a(<) 

!·d 
o!•d(t) 
cd 
U( tf(t) 
lord(<) 

c!JCd 

(") 

2.; 7 

( 5) (6) (7) 
~- ·-----~----·--

1 .4llCDE; 
A BC DE; 
B ACIJE; 
AB CDE 
e A !IDC 
AC RfJE 
/IC A DE; 
. <BC f>E 
D AHCE 
AD liCC 

·- HD .-ICE 
.-i UD CE 
en AHE 
ACD liE 
HCD AE 
A!iCD E 

EN UNA !::'1'!\P/\ PR ELI1-II'<.',R DE U~.'\ I!,"\: !::3'!' TG.'\C ION SO'::H: F ER7!

LI?.AN'J'E:S SE r!~:CIDIO VERil-' 1C.\R SI LOS SIGUIC-I'l'ES "':\C'I'O?c:S,CON 

.. 
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DOS NIVELES CADA U!iO, TENIAN EFECTO SIGNIFICATIVO: A = FABRI

CA, B = MAQ:JI!\.1\ J.!EZCL.'\DORA, C = DOSIFICACION DE NITRATO, 

D = TIPO DE TIERRA DEL SENBR.-\00. LOS RESULTADOS FUERON LOS 

RENDDliENTos;¡ EN KILOS POR HSCTARL'\ SF~~BRADA. 

POR CONSIDER-\R QUE L\ INTER.'1CCJON !1BCD ES h'UUI, SE TO!"'O ESTA 

C01·10 CONTR,\STE or.F~::'CJOR EN u;-~ RE?L!CA FRACCIONADA A 1/2. 

EL BLOQUE PRINCIP.ZIL P.t:SULTA src:R: (1), ab, ac, ad, be, bd, cd 

Y "bcd. 
•· 

AL REALIZAR LAS /I,DcCJOI'ES CORRESPO!'<DlENTES A ES'rOS TRATA.•HEN 

'rOS SE OB1'[.!VIERON LC!S SIGUit::-ITES RY~SULT.'1DOS: 

-------- ·---------
A o Al 

Bo Bl Bo Bl 

co Do ( 1 ) : 6500 a b: 5700 

Dl bd: 67 00 ad: 64 00 

el Do be: 6300 ac: 6100 

Dl cd: 6500 abcd: 6400 

PARA SI!-1PLIFICAR EL _;';_;;LISIS t-.'U~1ERICO ESTOS VALORES SE CODI

FICARON REST!,NDOLE 6000 A C!-.0:'\ UNO Y DIVIDJF\::JO Ell'fRE 100. 

LOS H J:su L'I:ADOS SON 

--------------------- ------------

-----· ---------------------------=----------- ----
30 El BO 81 

--------------------------- -----------
ab: -3 

bcl: 7 ad : 4 

cd: 5 
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EN U!; F.:·: !'L~'l D·l ENTO 2 3 (k - 1 = 4 - 1 = 31 LOS TRATAJ.IIENTOS SE

R T ;,N ( l), a, b, a b, e, a e, be Y a be. l<L CO:·lPAR!;R ESTOS CON 

LOS DEL !\LOQUE PRINCIPAL SE OBSERV.'l. ('UE A LOS DE 1 Y 3 LETRAS 

LES F'AL'D, UNl; d Pl\RA IGUI\!.1\R A u,s DFL BLOQUE, POR LO 0UE LA 

'I'/,BLI\ :;r: Y.~TfS ('Um.l\ DE U\ SIGUii::NTE '-'.1\'\F-'V\: 

'J'iJ.:\ 'f~\
:.: ¡:-:::Tos 

(IJ 

(11 
a(J) 
!•{d). 
ub 
r(J) 

"' ;, 
a!.rl,JJ 
To1.1l' 

;; ESUL
T:,DOS 

(:!J 1 (l) 

8 12 

• 4 
7 6 

-3 7 
~ -· 1 -10 
) -4 
4 1 

~· 

16 
ll 

-1~ 

-J _, 
1 -· j 

--·---------------

~· -11 
' 

-1 
-) 

11 

' 11 

r:i' EC 
T(l~-

1 .. 
8 
<8 
e 

"' RC 
ABC 

.·t!JCO 
iJC {) 
.1CD 
e o 
ABD 
80 

·' D 
D 

EFECTO 
~:m ro 
15) -:- .. 

-4.~S 

-1.75 
-0 :!5 
-0.75 

!.7.5 
~.:!.S 

2.75 

S S 

J6.1:l 
6.1~5 

o.t ~s· 
1.1 ~5 

15.1 ~5~ 
ao.1 :st 
1!-.i:!.S 

8J.b7S 
----·--

AL OBSERVAR LAS SUMAS DE CUADRADOS SE APRECIA .'QUE EL EFECTO 

P'\ TNClP.'.L A (!ILI.l\DO CON BCD) ES EL MAS DlPORTANTE, LUEGO LE 

SJC]IJIEN EL D (1\LIADO CON ABC), 1\C {/\LIADO CON BD) Y PC(ALIADO 

CON :'<D) • DE ES·rOS DOS UL'l'P·iOS PROB/\BLE;·lENTE LOS J!.!PORTAN-

'l'lcS SON BD Y AD YA QUE INVOLUCH!'N A LOS DOS EF,FJ:'!'OS PRINCI·

p;,LES QJE INfLUYEN DE :-lM\EHA RELEV.I\N'l'E, EN CN·lBIO SUS RESPBC

'l'IVOS .\LL'<DOS /\C Y BC JlNOLUCR!d'~ l\L EFEC'rO PRINC IP!\L C QUE ~;o 

H;!-'I.UYE DE ~¡;,NER.I\ .HlPOR'i'l\!\'l'E. 

CO!NlE\': DES'i'.'ICliR QUE EL lilTiiO DE QUE 1\ lll\YA SJDO 'i:-:?OH'i':'<N'I'E 

L':I'LICA QUE EX.T¡S'l'E GR.'\N V:\!<L\!nLTD!IO DE RESULT.l\DOS DE l'll.l\ 

F.l\BRIC.'\ .\ O'i'Rl\, LO Cli.'\L Pl.'i·:r)E Sl'G!\IFJC/\R ()UE l'S'l'o\N STGUU.NDO 

PROCLDJ.'·LiE:\·t'OS DE PHODUCCION D.lS'i'TNTOS. 
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}lE'I'ODO DE U\ SU!·lA 1-:0DULO 2 PARA DENOTAR TRATAMIENTOS 

U!'-'\ !·lANER.'\ .1\LTERKl\TIVA A LA DE LETRAS PARA DENOTAR LOS TRATA-

HIENTOS ES ~ DE US.l\R LOS ~WMEROS 0 Y 1: EL CERO SE USA PA·· 

RA INDICAR QUE EL ?ACTOR ESTA EN SU NIVEL INFERIOR, Y EL 2 

PA?A EL SUPERIOR. POR EJF!-1PLO, EN UN EXPERIMENTO 2
3 

LA EQUI· 

VALENCIA DE NOT.~.CIOr:ES SERL'\ 

A B e A B e 

(1) = o o o e = o o 1 

a = 1 o o a e = 1 o 1 

b = o 1 o be = o 1 1 

ab = 1 1 o abe = 1 1 1 

----·--

AL GENER.'.R DOS BLOQUES DE UN EXPERIMEN'I'O 2 4 CON LA INTERACCION 

;,•'..:D CO!<~'Ut,DIDA EL BLOQL:E PRJNCIP!\L SE INTEGRA DE ~lANERA ANA

L03.\ CVE Al~'::'ES: SE INCLUIRAN LOS TRATAMIENTOS QUE TENGAN UN 

!'.'U:·:ERO PAR O CERO DE UNOS EN CO!~UN CON ABCD; EL OTRO BLOQUE 

SE OBTIENE l·!EDiliNTE U\ SU!-IA MODULO 2 DEL TRATM!IENTO QUE SE 

ESCOJA DE PIVOTE (QUE NO ESTE EN EL BLOQUE PRINCIPAL). 

PO:< E.JEi<f'LO UN EXPERI!>!ENTO 2
4 

CON DOS BLOQUES Y ABCD COMO INTE 

RACC10N CO:-IFUNDID.\ SERA : 

A B C D 

o o o o 
1 1 o o 
o o 1 1 

1 o 1 o 
·- ---· ------

·-- .... -----·-·· 

.-'\ B C D 

1 o o 1 

o 1. o 1 

o o 1 1 

l 1 1 1 

A 

1 

o 
.t 
o 

, BLOQUE 2--·-- ---
---------·---
s e D A B e D 

o o o o o o 1 

1 o o 1 1 o 1 

o 1 1 1 o 1 1 

o 1 o o 1 1 1 

" 
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1000 + 1100 = 01 00; 1000 + 0011 = 1011; 1000 + 1010 = 0010; 

1000 + 1001 = 0001; 1000 + 0101 = 1101; 1000 + 0011 = 1011; 

1000 + 1111 = 0111 

OTR!, !·~-~~ ~ ~ E~A Di:: FOR'llJU\R LOS P.LOQUES CO!\SISTE EN FORMULAR FAMI-

LI.\S DE TJ:L•,;CIO';'~S CO'·lO 'J1S l>OS SICUJL!\'PES, (VE CORRESPOt;'DEN 

A u~: '~·:r;::n~-:E:<TO 2
1 

coN 2 EL·:•c .. LJES; sr uN Tf<.l,c:·.~·!IENTO SNriSFACE 

LA P!U'·:icR.\ !"':U!1CION, EN'fONCJ;S CORRES!•O!,'DE l1L E!:..OQUE PRINCIP.l\L, 

DO!\DE ki SO!' O O 1, DEPP·'DlE!mO DE QUE f.J',S LETRll.S A, B, C, O 

ES'fEN ;~:: T~\ I::T!3..!\CCION COl:FtJ!·lDIDA; SI ESTA ES ABCD, EN'T'Ot;'CES 

l~'IS CUA'!'iW LET.=<.:; S ES'r.:;N EN ELU\ Y, POR CO!;SIGUIENTE, 

kA = k 3 = kC = ~ = 1, POR LO QUE L.ll.S ECU.ll.C IONES A N TER lORES 

QUED.l\N DE Lll. SIGUIENTE Ml1NERA 

1 + 1 + O + O = 2 (~lOO 2) = O 

QUE Cl~\:PLE CO~; L; PRL!·ll:Rl\ IX1.1Al.'ION, POR LO Q'.:E CClC:!H::SPO':DE AL 

BLOQUE PRit:CI?.:O.L, EL 'l'Rl\'rA!-\TJ:t;'J'O 0100 DA O + 1 + O + O = 1 

U·!OD 2), QUE CU:
1
:PLE CON LA St:•:U!-!DA ECUACIO~ POR LO ,-,I.IE CORRES-

1'01-iDE _:,L DLOC·JE SECLJ)-;DJ\RIO. 

!·:J 1-::-: l'LO 

()¡." '8 
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??_;'J'AJ1I r::' f'OS CJ,D!\ li!~O, TU.<.J,•DO .".BCD, ABEF Y CDEF COMO CONTRAS-

·:·ps DE:' .:~T':lOiH:S, Y !•.D CO'·!O r:;;·¡:::o)"\CCION COt\l-'UNDIDA. LOS TR.'\-

.,_,,_.-:IE:;·;·os DEbEN PRJ:.ncRO SATISc'ACER L!\S ECUl<CIOI\ES 

LUEGO LOS 16 TRATA!1IE!<TOS SE DIVIDEN EN DOS BLO(ll.JES, DEBIENDO 

S.'\'l'T SP.'\C ER 

111100 y 011010 QUE S!,TISU<CI::; U\S PRlt-TR.r..S DOS E:CUACIONr:S; 

'.:\ !cDICim: !·lODLlLO 2 DE LAS DOS ULTJ.'lAS DA 111100 + 011010 = 

~ '·1_22110 = 100110; LU:LO SE TC:.:.r, 000011 QUE SU~ll\DA A LOS ANTE

R~<:C>RES D.t¡, 111111, 011001 Y 100101; LUEGO SE TOMA 110000 Y SE 

_;o IC IO!".t¡, A LOS ANTERIORES, ETC. UNA VEZ QUE SE TIENEN LOS. 

16 SE SEPARAN EN GRUPOS QUE CU!-!PLAN CON LAS ULTIMAS DOS ECUA

CIO:<ES; ASI, 000000 D.l\. 0 + O = O (CORRESPONDE AL BLOQUE PRIN

CI?:\L), 111100 DA 1 + 1 = 2 = 0 (AL PRINCI!:'AL) 1 110000 DA 

1 + 0 = 1 (AL SECU1\'D!,R IO); E'l'C. · 

':::;EL Di:!".\l<iWLLO DE :::;·;•,; S!XCION SE US,'\R!\ LA NO'[','\CfON CON O Y 1 

LOS TRES NIVELES DEL 

?.:.CTOR Si:R.I\N O, 1 Y 2; L.'<S :-HJL'iJPLTCACll)!\ES Y T\DfClONES SERAN 

:<OJULO 3. EL F1c<T:·:F.R '.W:FfW DEL '!'Ri\'f'.'\!•1IEN'rO CO~RESPQNJ)E AL 

=',;C'rOR !1, EL Sf:X.;UNDO M, B, ETC. 

1:-- 1-'"l'I'''I"·'I''N'l'O 3 3 SF' l)':'·oonA 'ST· - ... --•:"\ ··'. ; ¡ • • .. . •• •• J .. , ·- • o 
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A, A, A, 

B, B, B, B, B, B, B, B, B, 
1 

1 
010 0~0 100 110 120 cOO 210 2~0 e, o:.o 

7.1 C•JI 011 -~;~ ¡ 101 111 1~1 .. · 201 211 221 
. ------------------------ __ .!,_ ___ 

e, l_:o:.~--~~2_(•~2 102 112 12~ .:!02 212 222 

ALGOR I'I'!·IO DE Y.; TES 

LA EXTE!lSION DE:L ALGC~I'r!·lO DE YA'rES A UN EXPERIMENTO 3k SE 

ILUSTR.;PJ; COt\ SL SIGL~I~:!l'rE EJE'·lPLO. 
~-

SE D ISE:"lO UN LXPER IN ESTO PAR.". DE'rER!4 IN.".R LA CANTIDAD 

TILIZl<!;'I'E PRO::JUCIDO E.~. JO 'rRES ThlPERATURAS (50", Go• 
EN TRES F!,B~lC'..S (1, 2 y 3) ; EIJ PR Il1ERO ':s EL <ACTOR 

Stx;UNDO EL B. LOS RESULTADOS CODIFICADOS SON 

LABOR; TORIOS 

1 <s0 l 

2 ( 31) 

3 ( 32) 

L.". 'I'ABIA DE Y.?;.TfS ES 

TE!·lPEIWruRA ( A ) 

S o• (A ') o 

9 

12 

3 

2 

3 

10 

1 

-3 

S 

DE FF.R-

y 7 o• >, 
A, y EL 

1, 



• . .. 

( 1) 
1 
(2) (3) 

. EFECTOS D JV 1 SUR .S S .. 
(5) (6) 

---· -·-·---·-·-- .. ------- ··---------·----·---------
(1() 

10 
~o 

01 
11 
21 
02 
1 ~ 
~2 

9 
2 

12 
3 

-3 
3 

10 
S 

12 
12 
18 

-8 
-15 

2 
6 
3 

-12 

~~x3~- 1 >:1=6 
: 1 .~ ~1:.. - ~· .': ~ -= l S 
,,:.:-:3~-!:-:~~.6 

73.5 
0.5 
6.0 

25.0 
27.0 
2.0 

48.0 
4.0 
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EL PRI!~ER 'í''~í<CIO DE LA COLtl>\~1,'\ 3 SE FOW·t'l SUMANDO LOS RESUL

'I'."DOS DE 'l'RES el'\ 'l'í<ES (9 + 2 + 1 = 12, 12 + 3 - 3 = 12, 

3 + l 0 + 5 = ! 8); EL SEGU~DO ·:·;·:!~C IO SE C.'l l.CllLA RES'fl\t'DOLE EL 

PRJlHJl TE~·:INO .\L TERCERO DE l'.\DA TERCIA (1 - 9 = -8, -3 -12 

= -15, S - 3 = 2); (ESTO ES'l'Tcl.'\ LA COMPONENTE LINEAL) EL TER

C:::R TERCIO SE C3TIENE SU!·'!;~'DO <:L PRD.IERO Y EL TERCrRO DE CADA 

TERCIA Y RSS'l'.l','\DOLE EL DOB1"E o•:L SUGUNDO) ( ESTO EST~\A LA 
' 

CO!•lPONE~'fE CUAC?.ATICA) (9 + 1 - 2 x 2 = 6, 12 - 3 - 2 x 3 = 3, 

3 + 5 - 2 X 1 0 = -12) • 

L:JEGO L.". COLUm:A ( 4) SE Cl\LCU L]\ CON LA (3) DE IGUAL ~lANERA 

(_iJE ESTl\ S,, O B';'UVO CON L.'\ 2 (12 + 12 + 18 = 42, -8 -15 + 2 =-21, 

6 + 3 - !2 = -3. 18 - 12 - 6' 2 ( -8) = 6, 12 - 6 = 6' 12 + 18 

2 X 12 = 6, -8 + 2 - 2 ( -1 S) = 24, 6 - 12 - 2 ( 3) = -12) . EN 

L"'. COLU'<!·~; (5) SE l\NOT.;~< LOS EFECTOS (EL .!NDICE L Dt::-<OT.'\ EFEC

':i_-·) LJt\Fc'\L, Y EL Q, CUADRXI' ICO). 

L 0> SU!·~". DE ClJ!,!Jil..'IDOS (COLU:·alA 6) DE CADA EFECTO (CAD."> Ul'\A CON 

ü~\ GRADO DE LIBJ:rt'f.Z\D) SE Cl\LCUL1\ USANDO UN DIVISOR 0.=\DO POR LA 

S :GUIENTE FO~·íUL'\ 

1) q 
DIVISOR '~ 2" 3 n 

D·>~mE p l:S EL \U:·'EHO DE L\C'!'()IH:S E~ T..'\ lN'l'E!<ACCION CO!'\SJDER.WA, 
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q ::s EL N'~!·lERO DE ,FACTORES QUE TIENE EL EXPERmENTO MENOS EL 

!\l:·~'-=~0 DE TERMINOS LINE.~.LES DE LA INTER.'>CCION, Y n ES EL NUME .. 
RO !:lE REPLICAS. 

1 
' POR EJE11PLO EL EFEC'fO LI!<!'.AL, AL' DE A, TIENE COMO DIVISOR A·. 

21 
X 3 2 - 1 X Í = 6, EN T.;!ü'O QUE .!.. 2 B2 TIF.NE A 2 2 X 3 2-0 X 1 = J6. 

1 



15, PRUEBAS DE HIPOTESIS E INTERVALOS DE CONFIANZA 

EN REGRESION LINEAL 

1 
SI EL MODELO Qur: RELACIONA A Y CON X ES LINEAL, ENTONCES' 

y = ex + a 

SI NO SE CONO~EN e Y a, ES NECESARIO ESTIMARLOS CON BASE EN 

UNA l'lUESTRA, CON LO CUAL SE OBTIENE 

-Y=mX+b 

EN DONDE m ES EL ESTIMADOR•DE M, Y b, EL DE B. 

VARIANCIA DE LA ESTIMACION DE Y CON BASE EN X. 

SEA o 2
1 

LA 
y X 

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE, -SI SE CONOCE o~lx ,:_ENTONCES: 

n 
Var (m) = o 2 = o 2 l 1 ~ (x. 

m y x i=1 ~ 

Var(b) = o~ = o21 /n + y X 

-2 2 
X O 1 1 

-:------'Y'-1.-=:x=--- = o 2 1 (- + 
n 2 y x n 
~ (x. - x) 

i=1 ~ 

Var (mX + b) 

- 2 
oy2.1 x ( x - x) 

= o2
1 /n + -L-~-~------- =·o~ y x n y 

~ (x. - x) 2 

1 ( -¡ 2 = 021 (- +. X - X ) 
Y x n ns; 

i=1 1 

256 

SI o~lx NO SE CONOCE, SE PUEDE OBTENER UNA ESTIMACION INSESGA- · 

DA DE ELLA MEDIANTE LA ECUACION 

...... 

s2 ylx = 1 
n-2 

n 
¡: (y. -

i=1 
1 

'• 

.. ~, 

'~'. 
·~· . 



INTERVALOS DE CONFIANZA: 
0
y!x CONOCIDA 

a. PARA LA ORDENADA EN EL ORIGEN, a, 

b + z ob' - e 

DONDE zc = P(Z < zc) = 1- a/2; a= NIVEL DE SIGNIFICANCIA 

b,, PARA LA PENDIENTE, M: 

• 

c. PARA LA PREDICCION, Yi; 

z oc y 

EN CASO DE QUE oy!x SEA DESCONOCIDA (ES LO USUAL), DEBE ESTI-

MARSE A PARTIR DE LA MUESTRA HEDIANTE S y! x' 

INTERVALOS DE CONFIANZA CAMBIAN A: 

EN TAL CASO LOS 

a. PARA LA ORDENADA EN EL ORIGEN, a: b + te ob 

····-·· 

b. 

DONDE t ES, EL VALOR CRITICO DE UN NIVEL DE SIGNIFICANCIA 
e 

a, CORRESPONDIENTE A UNA DISTRIBUCION t DE STUDENT CON 

v = n - 2 GRADOS DE LIBERTAD, Y S 2 ES LA VARIANCIA (SESGADA'¡ .x 

' DE LA MUESTRA DE x. 

PARA LA PENDIENTE, (3: m + te om -

m+t s
1
;¡:;f o m + t ~ - C y X X e 

·sxfl 
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-c. PARA LA PREDICCION, y.: 
]; yi ± t d-e Y 

' ' 

A+ (xi - x> 2 
yi + t 8y!x - e ns 2 

X 

SI x. ESTA DENTRO DEL RANGO DE LA MUESTRA, O 
]; 

Y.+t S h+! 
1 - e y¡x n 

,. 
"~· 

SI xi ESTA FUERA DEL RANGO. 

y 

y 

1 
1 
1 
1' 
1 
1 

X 

• ,.¡) • •• 
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• 

EJEMPlO 

LA FORMACION DEL ALCOHOL EN UN PROCESO DE FERMENTACION SE RELA-

i 
CIONA CON LA T~ERATURA. EN UNA SERIE DE SEIS MEDICIONES A 

DISTINTAS TEMPERATURAS SE OBTUVO LO SIGUIENTE: 

TEMPERATURA, x, oc 35 40 45 50 55 

ALCOHOL, lt 20.2 23.1 23.2 . 23.6 25.8 

SI SE AJUSTA UNA RECTA POR MINIMOS CUADRADOS SE OBTIENE 

Y= 0.225 X +13.01 
·, 

<x = 47.5, Y= 23.7) 

l. INTERVALOS DE CONFIANZA CON oy!x = 0.8 (CONOCIDA). a= 

DONDE 
6 

2 0.8 X 47.5 
437.5 = l. 84 5 

- 2• 
l: (x . - x) = 4 3 7 • 5 

i=l 1 

b + zcob = 13.01 + 1.96 x 1.845 = (9.39, 16.63) 

0.8 

437.5 

' 

m+ z o = 0.225 + 1.96 x 0.0382 = 0.225 + 0.075 = 
e m 1 

= (0.150, 0.300) 

60 

26.3 

o. os. 
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INTERVALOS DE CONFIANZA CON rry!x DESCONOCIDA, 

EN ESTE 
' 1 2 1 6 ' ·. 2 6 - 2 

CASO S J =-2 l: (y. -0,225x. -13.01T = l: (y.-yi) 
' y x n- i=1 ~ ~ i=1 ~ 

TEMP, ALCOHOL, 
x, oc y,lts 

35 20.2 

40 23.1 

45 23.2 

50 23.6 

55 25.8 

60 26.3 

1:=285 

285 
x=-G=47.5; 

~ ~ 

(yi-yi)
2 

yi y.-y. 
~ ~ 

20.9 0.7 0.49 

22.0 1.1 l. 21 

23.1 ' o .1 0.01 

24.3 -0.7 0.49 

25.4 0.4 o .16 

26.5 -0.2 0.04 

1:=2.40 

S 2 = .:.:4 3::.;7,..:.. ~4 
X 6 = 72.9 

,.,/ ' 

SABEMOS QUE y = 0.225 x + 13.01; POR TANTO:· 
• 

.._ 
y(35) = 0.225(35)+ 13,01 = 20.9, 

y(40)= 0.225(40) + 13.01 = 22.0, etc. 

INTERVALOS DE CONFIANZA: 

1 -n 

t ~ t = 2.776, e 0.975,4 

- 2 
x .-x (xi -x) 
~ 

-12.5 156.2 

- 7.5 56.2 

- 2.5 6.2 

2.5 6.2 

7.5 46.2 

12.5 156.2 

1:=437.4 
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. ~' 1; 
-\ + • '.¡ -·~: 

47,52 1 
13,01 + 2.776 X 0.77 6 (?2, 9)+ 6 = 13,01+4,93 = (8,08,17,94} 

b) PARA .§.: 0,225 +t.~ e 0.25 +2, 776 °~7 7 = 
- e¡ns~ - /6 (72, 9) 

= 0.225 + 0.102 = (0.123,0.327} 

e) PARA yi (x=50): yi(50)=24,3 

24.3 + t S l - e y x 

= 24.3 + 0.9 = (23.4,25.2) 

1 C50-47.5J 2 
= 24.3+2.776x0.77 6 + 6 (72 , 9 ) = 
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PRUEBAS DE HIPOTESIS 

. a. PARA LA ORDENADA EN EL ORIGEN 

• 

j 
SE DEMUESTRA QUE 

ex - b
0 = ---""- = T 

TIENE DISTRIBUCION t DE STUDENT CON v = n - 2 GRADOS DE 

LIBERTAD. 
i 

SI SE DESA PROBAR LA HIP,OTESIS 

H0 : ex = b
0 

H1 a t- b 0 

BASTA SUSTITUIR A a = boEN LA ECUACION 
.. 

T = t, ES DECIR, 

t = 
b - b o 

~~· 
sx Jn- . 

EVALUAR · 

SÉ ACEPTARA HO SI ltl<ltcl; EN CASO CONTRARIO SE RECHAZARA 

(PRUEBA DE DOS COLAS). SI Hl FUERA B > b 0 , SE ACEPTARA SI 

262 

t < t , Y SE RECHAZARA e CASO CONTRARIO (PRUEBA DE UN~ COLA) 

fT(t) 

a/2 a/2 

T 

PRUEBA DE DOS COLAS PRUEBA DE UNA COLA 



b. PARA LA PEN?IENTE, S 

ANALOGAMENTE, PARA Sr LA ESTADISTICA 

B - m
0

: j B - m 
-----"--'-- - ' O = T 

R - sylx ' 
S l / nS 

DONDE m
0 

= VALOR DE M BAJO LA 

HIPOTESIS NULA H
0 

·: B = m0 , 

y X X SX¡ñ' 

TAMBIEN TIENE DISTRIBUCION t DE STUDENT CON v = n - 2 

GRADOS DE LIBERTAD: 

• 

EJEMPLO 

t = 
m - m0 
5 ylx 
Sx.¡ri' 

_CONSIDERE LOS DATOS SIGUIENTES: 

:X 1 0 1 2 3 

¡;- j o .16 0.09 0.08 0.23 

m = 0.093, b = 0.032, 

4 5 6 

0.60 0.39 0.55 

2 
S l = 0.01258 y X . 

·•. 
7 8 

0.75 0.81 

9 

0.85 
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1 
10 

10 
¡; (x. 

i=1 ~ 
- x)

2 = 82.50/10 = 8.25; 1: x~ = 285 2 - 285 - 28 " r X -lO- .;;; 

a. PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE a = o 

b. PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE S = 0.1 
0.005 

CON a = 0.01 Y sylx DESCONOCIDA. 

a. Ho Cl = O; H1 : Cl '1 o 

-+-----~~ 

t = ACEPTACION 

t = t = 3. 35 5 > o. 4 86 e 0.995, 8 
.. SE ACEPTA HO. 

1 
! ! 

1 
¡ 

1 



1· l, . 
Ji: 

• 

t = 

264 

ll = 0,.1; H1 : B l 0.1 

rn-rn·· 
-=---0=-=· 0.093-0.1 = 
~~ ! /0.01258' 

0.567 < 3.355. 

sxfrl J 8.25 x 10
1 

SE ACEPTA HO CON 99% DE NIVEL DE CONFIANZA • 



. 
PRUEBA DE HIPOTESIS PARA EL COEFICIENTE DE CORRELACION, gxy 

PRUEBA 

SE DEMUESTRA QUE EN CASO DE QUE X Y Y SON INDEPENDIENTES 

(p =O), LA ESTADISTICA 

¡ 2 ,, n -T - r - xy 1 - r 2 
• xy 

TIENE DISTRIBUCION t DE STUDENT CON n- 2 GRADOS DE LIBERTAD. 

EJEMPLO 

EN BASE A UNA MUESTRA ALEATORIA DE 30 DATOS·SOBRE LA TEMPERATU-

RA MEDIA DURANTE UN MES, X, Y EL PESO MEDIO DE LOS TOMATES Pis-

CADO S, Y, SE OBTUVO. UN COEFICIENTE DE CORRELACION rxy = O, 9 31·o 

PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE pxy = O. USAR a = 0,05. 

H :p =O· 
O xy ' 

t-r ~- xyv 1 - r~ -
xy 

0.931 j• 30 - 2 
1 

= 13.448 
1 - 0.9312 

te = t 0 . 975 , 28 = 2,048 < 13.448 

• 1 
.. SE RECHAZA H

0 
A UN NIVEL DE CONFIANZA DEL 95~. 
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1 
16. ANALISIS DE VARIAN.CIA EN REGRESION LINEAL 

EN EL CAPITULO DE REGRESION LINEAL SE TENIA QUE LA ECUACJ.ON 

Y = mX + b ESTIMABA A LA ECUACION ENTRE LAS VARIABLES Y Y X, 

SIENDO m UN ESTIMADOR DE LA PENDIENTE, 6 1 DE LA RECTA, Y b 

UN ESTIHADOR DE LA ORDENADA EN EL ORIGEN, a. ASIMISMO, SE 

TENIA QUE LA VARIANCIA SESGADA TOTAL ERA 

S2 (Y) s 2 + m2s 2 (X) 
V = YIX (1) 

POR LO QUÉ LA SUl1A TOTAL DE CUADRADOS SERIA 

(2) 

LA PRIMERA SUMA DE CUADRADOS DEL MIEMBRO DERECHO DE ESTA 

ECUACION ES LA INEXPLICADA, ALEATORIA O RESIDUAL Y, LA SE 

GUNDA, ES LA EXPLICADA •. 

EL ~lODELO LINEAL ES Y1 = a + ex1 + z1 DONDE z1 SON VARIA-



BLES ALEATORIAS QUE SATISFACEN LAS CONDICIONES DEL ANALISIS 

- 2 
DEVARIANCIA. EN TAL CASO, E(m) =a, E(b) =a, Var(Y)=o/n, 

2 - 2 
var (m) = o /I:¡{x. - x) Y cov (y,m) = O 

~ ! 1 

PUESTO QUE E(m) = B, SE OBTIENE QUE LA ESPERANZA DE LA SUMA 

DE CUADRADOS EXPLICADA ES 

[ 
2 - 2] 2 2 - 2 E m E(x

1
-x) =o +a E(x

1
-x) ( 3) 

• 

' SE OBSERVA QUE ESTA SUMA DE CUAD~~DOS TIENE.UN GRADO DE LI-

BERTAD. 

POR OTRA PARTE LA ESPERANZA DE LA SUMA DE CUADRADOS RESIDUAL 

ES 

(4) 

PARA LO QUE ESTE TIENE n-2 GRADOS DE LIBERTAD. 

OBSERVANDO LAS ECS (3) y (4) SE CONCLUYE QUE LA PRUEBA DE HI 
.!>E 

POTESIS DE INDEPENDENCIA_.Y y X, O SEA DE B = O, SE PUEDE HA-

267 

CER FOru4ULANDO UNA ESTADISTICA CON EL COCIENTE DE LAS SUMAS DE 

LOS CUADRADOS (4) ENTRE (3) CON a = 0: 

F 

2 - 2 (n-2)m l: (x .-x)· 
J. 

2 E(y.-mx.-b) 
J. J. 

(5) 

ESTA ESTADISTICA TIENE DISTRIBUCION F CON 1 Y n-2 GRADOS OE 

LIBERTAD. 



PARA PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE ~=~0 SE REMPLAZA EN LA EC (5j 

A m POR m-a
0

• 

i 
LA TABLA DEL ANALISIS DE VARIANCIA RESULTANTE ES: 

FUENTE 

EXPLICADA 

RESIDUAL 

TOTAL 

GRADOS DE 
LIBERTAD 

1 

n-2 

n-1 

SUMA DE 
CUADRADOS 

2 
l:(y.-m:g.-b) 

~ ~ 

VALOR MEDIO 
CUADRATICO 

2 
l: (y.-mx .-b) 

~ . ~ 
n-2 
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17. CLASIFICACION EN UNA DIRECCION. OBSERVACION DE DOS 

! VARIABLES 

SI SE lUDEN DOS CARACTERISTICAS, X Y Y, EN CADA SUJETO DE EX 

PERIMENTACION EN UN EXPERIMENTO CON CLASIFICACION EN UNA DI-

RECCION, NECESITAMOS CONSIDERAR TANTO LA RELACION QUE HAY E~ 

1 
TRE ELLAS COMO LA POSIBLE VARIACION DE ESTA DE GRUPO A GRUPO. 

SI SE TIENE QUE ES ACEPTABLE UNA RELACION LINEAL DE Y CON BA 

SE EN X PERO QUE PUDIERA VARIAR DE UN GRUPO A OTRO, UN MODE-

LO APROPIADO SERIA: 

(1) 

UN PROBLEMA NATURAL SERIA VERIFICAR SI ES POSIBLE USAR UN 

SOLO MODELO Y = a + SX PARA CADA UNO DE LOS GRUPOS. ESTO IM 

PLICARIA PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE a 
1 

= a 2 = •.• =a k Y DE 

QUE a1 = a2 = ••• = ak. 

PARA PROBAR ESTA HIPOTESIS CONVIENE SEPARAR EL PROBLEMA EN 

TRES PARTES, CADA UNA DE LAS CUALES PUEDE PROBARSE POR SE
¡ 

PARADO: 

( 1) 
a. Ho : LAS LINEAS DE REGRESION SON PARALELAS, ESTO ES, 
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' ' 

b. H~ 2 ): LAS MEDIAS DE LOS G~UPOS CAEN EN UNA LINEA RE~ 

TA, ESTO ES, LOS PUNTOS (xt.' at + atxt.l SE 

ALINEAN EN UNA RECTA, 

e, H~ 3 ): LA PENDIENTE DE LA LINEA ANTERIOR ES IGUAL AL 

PARJ. HACER LO ANTERIOR SE CALCULAN PRIMERO LAS 'RECTAS DE 

REGP.ESION PARA CADA GRUPO POR SEPARADO, CON LO CUAL SE OB

TIENEN LAS ESTIMACIONES 

(2) 

:[..A E:SPERANZA DE Bt ES at Y . SU VARH\NCIA ES 

- 2 
- X ) t. 

(3) 

J?ONDE 

- 2 
- x,t • l ( 41 

LOS ANALISIS DE VARIANCIA DE LA REGRESION LINEAL EN .CADA GR~J

PO SE BASAN EN LAS IDENTIDADES .ALGEBRAICAS 

= w B2 
t t 

' ; . 

SI SUMAMOS ESTAS k IDENTIDADES SE OBTIENE: 

(5) 
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k n 
E E t (Y ti 

t=l' i=l 
y ) 2 = 
t. 

= (6) 

k 

-
D_ ONDE SR ES LA SUMA DE CUADRADOS RESIDUAL CON l: (n - 2) = N - 2k 

t=l t 

GRADOS DE LIBERTAD, DONDE N = l:nt' ES DECIR, 

2 
E(SR) = (N - 2k)a 

k' k 

(7) 

SI Be = t~l wtBt/we' DONDE we = t~l wt ES UN PROMEDIO PESADO 

DE LAS Bt,ENTONCES LA_DESVIACION CUADRATICA TOTAL DE LAS Bt 

RESPECTO A B ES e 

k 
B )2 

k 2 2 S = ¡: wt(Bt = .E wtBt w.·B w t=l . e-· 
t=l e e 

2 CESPEJANDO DE ESTA ECUACION A l:wtBt SE OBTIENE 

LA ESPERANZA DE S ES 
w 

DONDE 

E{S } 
w 

2 
= (k- l)a 

(8) 

(9) . 



ES LA PENDIENTE COMUN (PROMEDIO) DENTRO DE LOS GRUPOS. 

POR SU PARTE, LA VARIANCIA DE Be ES 

2 
= a fw e 

CON LO ANTERIOR LA SUMA DE CUADRADOS TOTAL SERA: . 

(11) 

k nt 
) 2 - ., 2 

- y + ¡; ¡; (Yt . - yt 
• • t=li=l ~ • 

- y )2 = 
k 
¡; nt (Yt .. ·. t=l • 

DONDE S SE DENOMINA LA SUMA DE CUADRADOS DE LAS PENDIENTES 
--·- . -W 

ENTRE GRUPOS. 

ANALIZANDO LAS ECS. (7) y (10) SE PUEDE VER QUE LA HIPOTE

SIS H!1l: a1 = a 2 = ••• = 8k SE PUEDE PROBAR MEDIANTE LA ES

TADISTICA , 

tUl 

QUE TIENE DISTRIBUCION F CON (k-1) Y (N-2k) GRADOS DE LIBE~ 

TAD, YA QUE BAJO LA HIPOTESIS NULA. EL SEGUNDO TERMINO DEL 

MIEMBRO DERECHO ~E LA EC. (10) ES CERO. 

PARA REALIZAR LA PRUEBA H~2 ) PRIMERO AJUSTAMOS LA RECTA QUE 

PASA POR LOS PROMEDIOS fXt.' Yt.l CON FACTORES DE PESO nt. 

CON. ESTO SE OBTIENE LA SUMA DE CUADRADOS ENTRE GRuros: 
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)2 B2 
k 

y = w + ¡; nt{Yt. - y ... mm t=l > 

s txt m • 

= w B2 + SG mm 

DONDE - y ) 

y 

-- X 

LA VARIANCIA ·DE Bm Y LA ESPERANZA DE SG SON: 

DONDE 

2 = (k-2)a 
k 

+ ¡; n Ca - a - a x l 2 
t= 1 t t m m ••• 

···' 

-- X 
• • 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

{18) 

(19) 

(20} 

POR CONSIGUIENTE, LA HIPOTESIS HS2 l SE PUEDE PROBAR FORMULAN 

DO LA ESTADISTIQI\ 

_.SG/(k-2) 

F ~ SR/(N-2k). 
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QUE TIENE DISTRIBUCION F CON (k-2) Y (N-k) GRADOS DE LIBERTl\J), 



FINALMENTE, PARA PROBAR H~J) USAAEMOS LA. SUMA DE LOS DOS 

TERMINOS w B
2 

Y w B
2

: 
e e m m 

(22) 

DONDE 

(23) 

( 2 4) 

DONDE B 0 ES LA PENDIENTE GLOBAL QUE SE OBTENDRIA SI TODOS 

LOS PUNTOS _E_E:_.~JUSTARAN A UNA SOLA RECTA, SIN DISTINCION 

DE GRUPOS, LA ESPERANZA DE SWG ES . 

2 = a + 
w w 

e m 2 tao - aml w., 
(25} 

POR LO TANTO, LA HIPOTESIS J}) SE PUEDE PROBAR CON LA ES-

TADISTICA 

F = (26) 

QUE TIENE DIST~IBUCION F CON 1 Y N-2k GRADOS DE LIBER'I'l'J) 

LAS PRUEBAS ANTERIORES SE PUEDE RESUMIR ENIA Tl\31)\ DE Jl.NA-. 

LISIS DE VARIANCIA.SIGUIENTE: 
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Fuente 

Pendiente global-
Pendiente de las medias de los grupos vs pro 
·medio de las pendientes dentro de grupos -
Acerca de la lÍnea de regresión de las me
dias de los grupos 

Pendientes entre grupos 

Residual 

Total 

G. de L. 

k-2 

k-l 

N-2k 

N-l 

Suma de cuadrados 
SS 

s.- w,B.2 

w"w"' 1 SwG•--(B,-B_) 
w. . ' Sa• L n,[Y.- Y.-B_(.r,.-.rJ] ·-· • S.v • L w,( B,- B,)' ·-· . ~ ' s.- ¡ ¡ [ r.,- Y,.-B,(.x.,-.r,.>] 

1•11•1 . ~ 
¡ L (Y.- Y .. )2 
,. t 1•1 

Esperanzas de 
MS 

• 
o2 +(k-2)" 1 L n,[a,-a_-.B.x,,f ·-· • •'+<k-W' ¡ w.<.B,-.B,l! ·-· 
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ANALISIS DE COVARIANCIA 

EN UNA DIRECCION 

EL ANALISIS DE COVARIANCIA SE UTILIZA PARA PROBAR SI LAS DIFE-

RENCIAS EN LA RESPUESTA HEDIA DE UN GRUPO A OTRO PUEDEN SER 

EXPLICADAS POR UNA REGRESION LINEAL CON UNA VARIABLE DE CONTRO~ 

EL PLANTEAMIENTO DEL ANALISIS DE COVARIANCIA DEPENDE. DEL 110DELO 

QUE SE UTILICE; PARA CLASIFICACION DE GRUPOS EN UNA DIRECCION 

SE PUEDEN USAR LOS SIGUIENTES MODELOS: 

I, 

II. + zt. 
].. 

PARA AMBOS NODELOS SE PRETENDE PROBAR LA HIPOTESIS 

CONTRA H1 : NO TODAS LAS at SON IGUALES 

LAS TABLAS DEL ANALISIS SON: 

MODELO FUENTE G, deL, SS 

I GRUPOS (AJUSTADA) k - 1 SIITG + SG 

RESIDUAL N-k-1 SR + sw 

(1) 

(2} 

(3) 

---

k. 
II GRUPOS (AJUSTADA) k - 1 s 0 + S>lG + SG + sn- w

0 
:s; B: .e 

t"'I 
t.: 

RESIDUAL N - 2k SR 
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DONDE SWG, SG, SR, SW, s 0 y w
0 

SE CALCULAN CON LAS FORMULAS DEL 

CAPITULO DE OBSERVACION DE DOS VARIABLES, Y 

LOS VALORES 

MODELO I: 

MODELO II: 

B' = t 

Nt 
E (Xt. 

i=l l. 

ESTIMADOS DE 

- x l (Yt. - Y 
• • l. 

LAS at SON 

Y t. - B (Xt - X e • 

Y t. - Bt<xt. - X 

( 4) 

( 5) 

(6) 

SI UNO ESTA BASTANTE SEGURO DE QUE al = a 2 = • • • ak, ENTONCES 

EL MODELO I ES HEJOR, YA QUE-DA 11AS GRADOS DE LIBERTAD EN'EL 

RESIDUO. 

TAREA 

EN UN EXPERIMENTO, A 40 SE~ORES SE LES SUJETO A UNA PRUEBA 

(TRATAMIENTO) PARA DETEIDliNAR QUE TAN CERCA PODIAN CAMINAR HA~ 

CIA UN OBJETO PELIGROSO (EN ESTE CASO UNA VIBORA), ANTES DE 

SENTIRSE ANSIOSOS; PARA ESTO, CADA SUJETO SE SITUO ALEATORIA-

MENTE EN UNO DE CUATRO GRUPOS, CADA UNO CON DIEZ SUJETOS; CO~l 

CADA GRUPO SE EMPLEO DIFERENTE TIPO DE VIBORA. DESPUES DEL 

TRATAMIENTO A CADA SE~OR SE LE SUJETO DE NUEVO AL )\USMO "l:l<..!',.~ 

TAMIENTO (POSTRATA1HENTO). LOS RESULTADOS DEL TRATAMIENTO SON 

LAS Xti Y LOS DEL POSTRATAMIENTO SON LAS Yti' LOS CUALES SE 

PRESENTAN EN LA TABLA SIGUIENTE 
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SUJETO GRUPOS (Xti 'y ti) 

1 2 3 4 

1 25,25 17,11 32,24 10,8 

2 13,25 9,9 30,18 29,17 

3 10,12 19,16 12,2 7,8 

4 25,30 25,17 30,24 17,12 

5 10,37 6,1 10,2 8,7 

6 17,25 23,12 8,0 30,26 

7 9,31 7,4 5,0 5,8 

8 18,26 5,3 11,1 29,29 

9 27,28 30,26 5,1 5,29 

10 17,29 .19,20 25,10 13,0 

a) CALCULAR LAS RECTAS DE REGRESION PARA CADA GRUPO, PARA LOS 

PROMEDIOS Y PARA TODOS LOS PUNTOS JUNTOS. EN UNA MISMA GRA 

FICA DIBUJAR LOS PUNTOS Y LAS RECTAS CALCULADAS. 

b) ESTIMAR.LOS EFECTOS at 

e) PROBAR LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE PENDIENTES H0 : B1 = 82 ••• = ílk 

d) PROBAR LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE MEDIAS DE LAS Yti DE LOS 

CUATRO GRUPOS, DESPUES DE AJUSTAR POR LA REGRESION CON Xti' 

O SEA, PROBAR H0 : a 1 = a 2 = a 3 = a 4 • 
1 
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SOLUCION 

CALCULO DE LAS RECTAS DE REGRESION PARA CADA GRUPO:, 

DONDE 

= cy - b xlt 

SE TIENE PARA CADA GRUPO: 

1 2 3 4 

J: X. = 171 160 168 153 
i J. 

J: yi = 268 119 82 144 
i 

J:x.y. = 4,611 2,482 2,338 2,695 
i J. J. 

J:xi 
2 3,331 3,256 3,928 3,303 = 

i 

-
xt. = 17.1 16.0 16.8 15.3 

y = 
t. 

26.8 11.9 8.2 14.4 

POR LO TANTO: 

= 10(4611) - (171) (268) b1 = 0.0693; a1 = 26,8- 0,0693(17.1) "'2')J;l 
10(3,331)- (171) 2 
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b2 = 
10 (2·,·482) - (160) (119) 

= 0,8305¡. . a,2 = 11,·9..,. 0,8305 (16} = ~1,39 
10 (3, 256) - (160) 2 

b3 = 
10(2,338)- (168) (82) 

= 0,8687¡ a 3 =8,2-0,8687(16.8) =-6.39 
10 (3, 982) - (168) 2 

b4 = 
10(2!695)- (153) (144) 

= 0,5112; a 4 = 14,4-0,5112 (15.3) = 6,58 
10 (3,303)- (153) 2 

POR LO QUE LAS RECTAS DE REGRESION SON, PARA CADA UNO DE LOS 

GRUPOS: 

y1 = 25.61 + 0,07X 

y2 = -1,39 + 0.83X 

y3 = -6.39 + 0.87X 

y4 = 6.58 + 0.51X 

CALCULO DE LA RECTA QUE SE AJUSTA A LOS PROMEDIOS: 

(17.1, 26.8), (16.0, 11.9), (16.8, 8,2) 

EXi = 65.27 EYi = 61,3, EXiYi = 1,006.76, 

x = 16.3, y = 15.325 

' 
= 4 ( 1 , o o 6 • 7 6 ) - ( 6 5 • 2) (61 • 3 l = 

bp 4(1,064.74)- (165,2) 
3,8232 

• a = 15,325 - (3.8232) 16,3 = -46,9937 p 

(15. 3, 

EX~ = 
l. 

LA RECTA DE REGRESION PARA LOS PROMEDIOS ES: 

Yp = -46,99 + 3.82X 

14.4) 

1,064,74 

' ·' ! 



CALCULO DE LA RECTA PARA TODOS LOS PUNTOS JUNTOS: 

= 171 + 160 + 168 + 153 = 652¡ iF 16,3 

-= 268 + 119 + 82 + 144 = 613, y.r. 15.325 

EX1Y1 = 4,611 + 2,482 ~ 2,338 + 2~695 = 12,126 

EX~ = 3,331 + 3,256 + 3,928 + 3 1 303 = 13,818 
~ 

LA RECTA DE REGRESION RESULTANTE ES 

' ' 

= 40 (12,126) - (652) (613) br = 0,6689, 
40(13,818)- (652) 2 

ar = 15,325- (0,6689) 16,3 

=_4.4217 

Yr = 4.42 + 0,67X 

b) ESTIMAR LOS EFECTOS at 

COMO 

A A 1'\ 1\ 

a 1 = 25.61; a 2 = -1,39; a 3 = -6.39¡ a 4 = 6,58 

e) PROBAR LA HIPOTESIS DE IGUALDAD DE PENDIENTES 

1 
H0 : 81 = 82 = 83 = 84 ; H1 : NO TODAS LAS Si SON IGUALES 

nt 

E (xt. 
i=l ~ 



w~. = 3,331 10(17.~) 2 
= 4-06.9, B1 ~ o. 0693 

w2 = 3,256 l0(16,0J 2 = 696, B2 = 0,8305 

w3 = 3,928 10(16.8) 2 
= 1,105,6, B3 = o. 8687 

w4 = 3,303 10(15.3) 2 = 9fi2,1! B4 = 0,5112 

3,170,6 

nt 
B2 B2-S = l.: wt - w w t=1 

t e e 

nt 
w = r. wt = 3,170.6' e· 't=1 

1 
nt 

1 B = w l.: wt Bt = 3,170, 6 (2058,4864) = 0.6492 e t=1 e 

s· = 1,567.7572 - (3,170,6) (0,6492) 2 
= 231.30 

w 

AHORA,' DE LA ECUACION (12) DE LOS APUNTES: 

k 
S = l.: 
:· R · t=1 

k, 
= { l.: 

t=1 

CON y 

k 
- y ¡2 - l.: nt(yt 

• • t=l ' 

= 15.325 SE OBTIENE 

SR= 14,161 - 11,344.5- ~,567.7572 = 1,248.74 

282 

EN CONSECUENCih F = 
Sw/(k-1 ) 231 3'0/ 

= • . 3 - 1 98 < "' ., " . sR/(N-2kl 1,248.74/32- · ·o.os,3,32 = _,,l 

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE LAS PENDIENTES SON Y-

GUALES, CON 5% DE NIVEL DE SIGNIFICANCIA. 

' 1 
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DE LOS RE.SULTADOS DEL INCISO ANTERIOR ES RAZONABLE SUPONER 

QUE TODAS LAS 6. SON IGUALES, POR LO QUE EL MODELO CORRES-
~ . 

PONDIENTE ES: 

ENTONCES: 

SR+ SW = 1248.74 + 231.30 = 1,480.04 

k 2 -2 
w = ¿ n (x - x l =ntEx.t 

m t=1 t t. 
-2 2 kntx •. =10(1,064.74)-(40) (16.3) 

= 19.8 

4 
B = ¿ 

m t=1 

10(iCt.- 16.3) (yt • .,-15.325) 

19.8 =-
10(9.18+1.0275-3.5625+0.9250) 

9. 

= 3.8232 

k -2 -2 2 2 2 
SG=t:

1
ntyt_-Ny .• -wmBm=11,344.5-40(15.325) +19.8(3.8232) =2,239.63 

(3, 170 • 6 ) <19 · 8 ) (O 6492-3 8232) 2- 198.23 3170.6+19.8 . • • -

SWG + SG = 2437.91 

POR TANTO : 

= 2437.91/3 = 
F 1480.04/35 19.22 > 2.81 = F 0·.05,3,35 

POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS H
0 

DE QUE TODAS Li\S ctit 

SON IGUALES ENTRE SI. 
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ESTIMACION 

-PUNTUAL 

-INTERVALOS Y . 
REGIONES DE 
CONFIANZA. 

.PROBLEt1A· Estimar el valor de un conjunto de parametros a partir 
de una muestra aleatoria 

.t1ETODOS 

.PROPIEDADES 

. M0~1ENTOS: !gua 1 ar momentos muestra 1 es y pob 1 a 
ilinales y resolver el sistema correspondiente 

.MAXIMAVEROSIMILITUD: t1aximinar la función de 
verosimilitud o el logaritmo de esta . 

. BAYES: Minimizar es riesno esperado . 

.... 
. INSESGAMIENTO: E(Q) = Q -

.... 
. CONSISTENCIA: P {!en-e!>~:}->o si .n->«> ..., 
.CONSISTENCIA EN ERROR CUADRATICO: lim Ele -e!=O 

n->«> - n 
;. <V 

. EFICIENCIA: Var en < Var en 'r{ e''~ es-lrmacJor cJ.p 8 

.SUFICIENCIA: Toda la información contenida en la 
muestra aleatoria en·lo que se refiere al param~ 
tro, la contiene el estimadnr. 

. CONSISTENCIA EN ERROR C.UAP~I\71CO 

.PROBLEMA: Especificar un intervalo o región en donde se espera que 
este contenido el valor del parametro . 

. METODOS 

• PROPIEDADES 

. Apoyandose en estadísticas conocidas: A partir de 
una variable aleatoria y una relación de probab~ 
lidad despejar al parámetro. 

.BAYES: A partir de una relación de probabilidad 
sobre la función de densidad condicional de 
f(e!x 1 .... ,xn) se despeja e. 

.GENERAL: De una relación de probabilidad del esti 
mador de maximaverosimilitud del parámetro, se 
despeja a este. 

-Longitud o medida del intervalo o región . 
-Facilidad de construcción del intervalo o región. 



6. ALEATORIZACION. 
C) 

""--.. 

• 

Asignación al azar de tratamfentos a las unidades-experimentales. 

Una suposición frecuente en los modelos estadísticos de diseño de 
experimentos en que las observaciones o los errores en ellas estan 
distribuidos independientemente. La aleatorización hace valida esta 
suposición. 

La reproducción y aleatorización hacen válida una prueba de signif! 
cancia. 

7. CONTROL LOCAL 

Cantidad de balanceo, bloqueo y agrupamiento de las unidades experi 
mentales que se emplean en el diseño estadístico adaptado. 

El objetivo del control local es hacer un diseño experimental mas 
' 

eficiente. 

AGRUPAMIENTO 

Colocación de un conjunto de unidades experimentales homogéneas en 
grupos, de modo que los diferentes grupos puedan sujetarse a distin 
tos tratamientos. 

BLOQUEO 

Distribución de las unidades experimentales en bloques, de manera 
que las unidades dentro de un bloque sean relativamente homogénas, 
de esta manera, la mayor parte de la variación predecible entre las 
unidades queda confundida con el efecto de los bloques. 

BALANCEO 

Obtención de las unidades experimentales, el agrupamiento, el blo 
/ -

queo y la asignación de los tratamientos a las unidades experime~ 
-tales de manera que resulte una configuración balanceada. 

8. TRATAMIENTO O COMBINACION DE TRATAMIENTOS. 

Conjunto particular de condiciones experimentales que deben imponer 
se a una unidad experimental dentro de los confines del diseño selec 
Cionado. ' ', 



. ( 

9. FACTOR 

.. 
Una variable independiente. En la mayoría de las investigaciones, 
se trata con mas de una variable independiente y con los cambios que 
ocurren en la variable dependiente, cuando varia una o mas de las. va 
rjables independientes. 

10. ETAPAS DE UN DISEÑO DE EXPERIMENTOS. 

-Enunciado o planteamiento del problema. 

-Formulación de hipótesis. 
' 

-Proposición de la técnica experimental y el diseño, 

-Examen de sus.cesos pos i b 1 es· y referencias en que se basan 1 as razo 
nes para la indagación que asegure que el experimento proporcionará 
la información requerida y en la extensión adecuada. 

-:Consideración de los posibles resultados desde el punto de vista_de 
los procedimientos estadisticos·que se aplicaran y para asegurar que 
se satisfagan las condiciones necesarias para que sean válidos estos 
procedimientos. 

-Ejecución del experimento. 

-Aplicación de las técnicas estadísticas a los resultados experime_l! 
tales. 

-Extracción de conclusiones con medidas de la confiabilidad de las .. 
estimaciones generadas.. Debera darse cuidadosa consideración a 1 a 
validez de las conclusiones para la población de objetos o eventos· 
a la cual se van aplicar. 

-Valoración de l~investigación completa y contrastaci6n con otras 
investigaciones del mismo problema o similares. 

,, 
. ~: 
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i 
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1 

! 
! 
1 

1 
1 

' i 
1 
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1 
1 
' ' 1 ¡; 
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1 
1 
1 

1 
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7 

P. = Ji. = 0.2H 

&, = ¡¡, - Y. 0.024 

&, = y, - Y. -0.017 

... =y, -y_= -0.014 

... = y, - y_ = 0.006 

y las estimaciones correspondientes de las ¡¡, están dados por ¡¡, = fl;. . 
El análisis de la varianza descrito en esta sección se aplica a clasificaciones en. 

una sola dirección en las que cada muestra tiene el mismo número de observaciones. 
Si no es éste el caso, y los tamaños de las muestras so11 n., n,, . .. nt, sólo tenemos 

• que substituir N = 2: n, en lugar de nk y escribir las expresiones de cálculo de 
~-1 • 

SSTy SS(Tr) en la forrna • 

• 
. ., 

SST = 2: 2: yf, - e . 
i-lj-1 

• n SS(Tr) = 2: - - e 
i-1 ft¡ . . 

• 
En lo demás. el procedimiento es el mismo. (Ver problema 13 de la página 254.) 

EJERCICIOS 

1. Se hace un experimento para comparar la acción limpiadora de dos detergentes, A y B. 
Se ensucian 20 piezas de tela con grasa y mugre, y cada una se Java con uno de los de
tergentes en una máquina de tipo agitador, midiéndose después la blancura de las piezas. 
Criticar los aspectos siguientes del experimento: 
(a) El ex pcrimcnto completo se hizo co~ agua sUave. 
(b) Quince piezas se lavaron con el detergente A y cinco con el B. 
(e) Para acelerar la prueba, se empleó agua muy caliente y un tiempo de lavado de 30 

segundos. 
(d) Las medidas de bl¡ncura de t~a"s ·Jas Piezas lavadas con el dete;gente A se hicieron 

primero. 
2. Un bnn ~·i,·ant, deseaba saber fa causa de sus frec:ucntes malestares, después de beber 

hizo el siguiente experimento. la primera noche sólo bebió whiskey con agua~ la segun
da., vodka y agua: fa tercera, ginchra y agua, y en la cuarta, ron y agua. En cada de 
bs siguientes maflanas tuvo malestares t llegó a la conclusión de que era el factor Co-. 
mün. o it.a d agua. Jo que le hacía daño. 

(a) Esta conclusión, obviamente, es incorrecta, pero, ¿puede usted decir qu~ principios 
del proyecto cxpc~imcntal han sido violados? 

(b} Dé un ejcmp1o menos obvio de un experimento que tenga fas mismas conclusiones. 
(e) SuPonga quc-nuc-;trtl 'amigo ha modificadO su éxperim'entO' de iál fOrina 'é¡uc ·cadá 

una de las bebidas akoh::'llicas se ha empleado con, y sin, agua, de tal forma que el 
experimentO duró § noches. ¿Pueden los resultados de esie otro experimento servir 
p;1ra conrinnar o rdular ta hip;Jtcsis de (¡uc el agua es la causa de los malestares? 
E.:pfique por qu6. 

la página 244, cada laboratorio mide los pesos de recubrimiento de 12 discos y que 
los resultados son los siguientes: " 

Labnratorin A: 0.25, 0.27, 0.22, 0.30, 0.27, 0.28, 0.32, .0.24, 0.31, 0.26, 0.21, 0.28 
Laboralorio B: 0.18, 0.28, 0.21, 0.23, 0.25, 0.20, 0.27, 0.19, 0.24, 0.22, 0.29, 0.16 
Labora10rin C: 0.19, 0.25, 0.27, 0.24, 0.18, 0.26, 0.28, 0.24, 0.25. 0.20, 0.21, 0.19 
Labora/orín D: 0.23, 0.30, 0.28, 0.28, 0.24, 0.34, 0.20, 0.18, 0.24, 0.28, 0.22, 0.21 

Los totales para las cuatro muestras ~on, respectivamente, 3.21, 2.72, 2.76, 
y 3.00, el total mayor es 1 L69, y los cálculos para obtener las sumas de cuadrados 
necesarias ~on )os siguientes: 

e= OL69)'/4S = 2.8470 

SST = (.25)' + (.27)' + ... + (.21)' - 2.8470 = O.OS09 

SS(Tr) = (3.21)' + (2.72)' ~ (2.76)' + (3.00)' - 2.8470 = 0.0130 

SSE = 0.0809 - 0.0130 = 0.0679 

Así, obtenemos la siguiente tabla de análisis de la varianza: 

Origrn d• Grado d~ Suma d~ Cuadrado 
rariación libertad cuadrados medio F 

. --
Laboratorios 3 0.0130 0.0043 ~.87 

j 

:----
Error 44 0.0679 0.0015 1 

1 
' Tot.ul 47 0.0809 

• 1 

Como el valor obtenido para F excede de 2.82, al valor de F . .,, con 3 y 44 grados 
de libertad, la hipótesis nula se puede rechazar al nivel·de significado de•0.05; lle
gamos a la conclusión de que los laboratorios no están obteniendo resultados con
cordantes. 

Para estimar los parámetros "''a~, a:, a3,,y a.. (ó /l-t, p.2, p.¡, y J.Lt.), podemos em
plear el método de mínimos cuadrados, haciendo minima la expresión 

• 12 

2: 2: (y;¡ - 1' - a;)• 
i-lj•l 

• con respecto p.-y las a;, con la restricción de que "2: ai'" 0:: o.· Esto se puéde hacer ·-· 'eliminando una-de las a, o mejor aún, utilizando el método de los multiplicadores 
'de Lagrange que se puede encontrar en la mayoría de los libros de Cálculo 'supe
rior. En cada caso, obtenemos las estimaciones •·intuitivamente •'obvis:~~~". 

' 
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tenemOs 
• • 

/ 
o 

SST = ::!: ::!: y~- e 
i-lj-lt. ' . 

• ::!:Tl 
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Dustraremos el análisis de una clasificación en dos direcciones con una obser
vación de cada tratamiento en cada bloque, considerando un experimento para 
comparar_ varios proyectos de cascos de lanchas de motor. Como las condicior;es 
"del aire y del agua pueden- afectar la velocidad máxima de una lancha, posible-

. me.,te en un grado mayor que las diferencias en los proy~tos de los cascos, cada 

• SS(Tr) =~-e 
b 

• . ::!:~ 
SS(Bl) = cl_ - e 

Q 

.• uno de los cuatro cascos se probó en tres días diferentes, correspondientes a con
diciones de calma, moderado, y picado. En cada día las cuatro lanchas se come
ron en una ruta marcada a la velocidad máxima, habiendo sido su orden ·de 
salida al azar, y los tiempos (en minutos) necesarios para cubrir la trayectoria se 
"muestran en la tabla sigujente: · 

SSE = SST - SS(Tr) - SS(Bl) ·. 

Nótese que los divisores de SS(Tr) y SS(Bl) son el número de observacio
nes de los totales respectivos, T,. y T J- En el problema JI de la página 263, el 
lector deberá verificar que c!!;tas ~órmulas son equivalentes a los térniinos corres
pondientes de la identidad del teorema 13.2. 

Empleando estas sumas de cuadrados, "podemos rechazar la hipótesis nula de 
que las a; son todas igual a cero con un nivel de significación a si 

Proyecto A. 

Proyecto B 

Proyecto C 

ProyectaD 

· Dítz 1 

4li 

42 

. 36 

49 

Dial DlaJ TafDI 

.46 51 142 

44 50 136 

41 48 125 

47 54 

j •. 1 
j TofDI 172 178 203 • F _ MS(Tr) _ • SS(Tr)/(a - 1) 

,..,. - MSE - SSE/(a-:- I)(b- 1) 

excede a F .. con a-1 y (a-l)(b-1) grados de libertad. La hipótesis nula 
de que las /31 son todas igual a cero se puede rechazar con un nivel de signifi-
cación a, si 

• Fm = MS(Bl) = SS(Bl)/(b- 1) 
. MSE SSE/(a- 1}(b- 1) 

excede a F .. con b -1 y (a-l)(b -1) grados de libertad. Notemos que las 
medias de cuadrados, MS(Tr), MS(Bl), y MSE, se definen nuevamente como las 
sumas de cuadrados correspondientes divididas por sus grados de libertad. 

Los resultados obtenidos en este análisis, se pueden resumir en la siguiente 
wbla de análisis de la varianza: 

Origen de Grado de 'Suma d• 
variación libenad cuadrados Cuadrado medio F 

" MS(Tr). F MS(Tr) 
Tratamiento a- 1 ·SS(Tr) .. 

- SS('!_r)/(a - 1) .-.- MSE 

Bloc b - 1 SS(BI) MS(BI) F MS(BI) 
- SS(Bl)f(b - 1) Bl- MSE 

Error. (a - Í)(b - 1) SSE MSE 
- SSE/(a - l)(b - !) 

Total ab -.1 1 SST 
' .. 

·----'-

Considerando los proyectos como tratamientos y Jos días como bloques, obtene
mos las sumas de cuadrados necesarias en la fo~a siguiente: 

./ 

e = (553)1 
= 25 484 

. . . 12 ' 

: SST = (45)1 + (46)1 + ... + (54)1 - 25,484 = ~65 

SS(Tr)_ ~ (142)• + (136)• ~ (125)' + (150)• - 25,484 = 111 

SS(Bl) = (l72)• + (l~S)• + (203)• - 25,484 = 135 

SSE = 265 - 111 - 135 = 19 
1 

Dividiendo las sumas de cuadrados por sus respectivos grados de libertad para 
obtener las medias de cuadrados adecuadas, obtenemos los resultac)os mostrados 
en la siguiente tabla de análisis de la varianza: 

-Origen de 

·1 
Grado de Suma de ·cuadradO -

variaci6n libertad cuadrada~ medio F 

Proyecto 
casco 

del ·3 111 37.0 . 11.6 

Días 2 135 67.6 21.1 

' 'Error 6 ·- 19 3.2 

1 
-

·.' 
Total 11 265 ¡ --, 
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Tabla X(b) <t 1 

VALORES DE r, PARA a- 0.01* 

~ 2 3_. 4 5 6 7 - 8 9 10 

1 90.02 
2 14.04 14.04 . 
3 8.26 8.32 8.32 
4 6.51 6.68 6.74 6.76 
5 5.70 5.90 5.99. 6.04 6.07 

. 

6 5.24 5.44 5.55 5.62 5.66 5.6S 
7 4.95 5.15 5.26 5.33 5.38 5.42 5.44 
8 '4.74 4.94 5.06 5.13 ·5.19 5.23 5.26 5.28 
9 4.60 4.79 4.91 4.99 5.04 . 5.09 5.12 5.14 5.16 

10 4.48 4.67 . 4.79 4.88 4.93 4.98 5.01 5.04 5.06 

11 4.39 4.58 4.70 4.78 4.84 4.89 4.92 4.95 4.97 
12 4.32 4.50 4.62 4.71 4.77 4.81 4.85 4.88 4.91 
13 4.26 4.44 4.56 4.64 4.71 4.75 4.79 4.82 4.85 
14 4.21 4.39 4.51 4.59 4.66 4.70 4.74 4.n 4.80 
15 4.17 4.34 4.46 4.55 4.61 4.66 4.70 4.73 4.76 

. 
16 4.13 4.31 4.43 4.51 4.57 4.62 4.66 4.70 4.72 
17 4.10 4.27 4.39 4.47 4.54 4.59 4.63 4.66 4.69 
18 4.07 4.25 4.36 4.45 4.51 4.56 4.60 4.64 4.66 
19 4.05 4.22 4.33 4.42· 4.48 . 4.53 4.57 4.61 4.64 
20 4.02 4.20 4.31 4.40 4.46 4.51 4.55 4.59 4.62 

24 3.96 4.13 4.24 4.32 4.39 4.44 4.48 4.52 4.55 
30 3.89 4.06 4.17 4.2.5 4.31 4.36 4.41 4.45 4.48 
40 3.82 3.99 4.10 4.18 4.:!4 4.2tJ 4.33 4.38 4.41 
60 3.76 3.92 4.03 4.11 4.18 4.23 4.27 4.31 4.34 

120 3.70 3.8G 3.97 4.04 4.11 4.16 4.20 4.24 4.27 

.. 3.64 3.80 3.00 3.98 , 4.04 4.09 4.13 4.17 4.21 

• Esta tabla se reproduce de .. Critica! va1ues for Du!tcan"s new multiple range test ... por 
H. L. Haner. Contiene: algunos valore$ corregidos para reemplazar a Jo~ dados por D. B~ 
Duncan en su "Muhiplc. Rangc and Multiple F Tests:•. Biom~trics, Vol. JI (19SS). La tabla . 

. anterior se reproduce con permiso·del autor Y el editor de Biometrit:z: · 

Tabla X(a)• 

VALORES DE r, PARA a - 0.05° 

~ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
' 

1 17.97 
2 6.09 6.09 
3 4.50 4.52 4.52 
4 3.93 4.01 4.03 4.03 
5 3.f>4 3.75 3.80 3.81 3.81 

6 3.46 3.59 3.65 3.66 3.69 3.70 
7 3.34 3.48 3.55 3.59 3.61 3.62 3.63 
8 3.2G 3.40 3.48 3.52 3.55 3.57 3.57 3.58 
9 3.20 3.34 3.42 3.47 3.50 3.52 3.54 3.54 3.5.5 

10 3.15 3.29 3.38 3.43 3.47 3.49 3.51 3.52 3.~!: ~ 

11 3.11 3.26 3.34 3.40 3.44 3.46 3.48 3.49 3.50 
12 3.08 3.23 3.31 3.37 3.41 3.44 3.46 3.47 3.48 
13 '3.06 3.20 3.29 3.35 3.39 3.42. 3.44 3.46 3.47 
141 3.03 3.18 3.27 3.33 3.37 3.40 3.43 3.44 3.46 
15 3.01 3.16 3.25 3.31 3.36 3.39 3.41 3.43 3.45 

16 3.00 3.14 3.23 3.30 3.34 3.38 3.40 3.42 3.44 
17 2.98 3.13 3.22 3.28 3.33 3.37 3.39 3.41 3.43 
18 2.97 3.12 3.21 3.27 3.32 3.36 :1.38 3.40 3.42 
19 2.96 3.11 3.20 3.26 3.31 3.35 3.38 3.40 3.41 
20 .2.95 3.10 3.19 3.2.5 3.30 3.34 3.37 3.39 3.41 

, 
24 2.92 3.07 3.16 3.23 3.28 3.31 3.35 3.37 3.39 
30 2.89 3.03 3.13 8.20 3.25 3.29 3.32 . 3.35 3.37 
40 2.86 3.01 3.10 3.17 3.22 3.27 3.30 3.33 3.35 
GO 2.83 2.98 3.07 3.14 3.20 3.24 3.28 ~.31 3.33 

120 2.80 2.95 3.04 3.12 3.17 3.22 3.25 3.29 3.31 

.. 2.77 2.92 3.02 3.09 3.15 3.19 3.23 3.27 3.29 

* Esta tabla se reprodu~ de ••critic:.al nlues for DUncan·s new multiple range iest'", por 
H. L. Harter. Contiene algunos valoi"es corregidos para reemplazar a los dados por D. B. 
Duncan en su "Multiple Range and Multiple F Tests'". Biom~lrics. Vol. JI (195S). La tabla 
anterior se reproduce con permiso del autor Y el editor ~e Biumetrics. 
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EX IENTAC10N DE DOS FACTORES . 27'S' 

y si se hacen varios bloques (o réplicas) consistente cada uno en esws seb .. tra. 
tamientos", será posible analizar los datos como una clasificación en dos dir~ccio
nes y contrastar las diferencias significativas enire las medias· de los seis trata
mientos. Sin embargo, en este caso el experimentador está interesado en conocer 
algo más que esto: desea saber si las variaciones en el espesor del horno o en su 
temperatura afectan al tiempo para hacer el coque, y posiblemente también si cual
quier cambio en este tiempo atribuible a variaciones del espesor .• es el mismo a 
diferentes ·tempcraturás. · 

Contestar preguntas de este tipo será posible si las condiciones del experi
mento, los .tratamientos, consisten en combinaciones adecuadas de los nireles (o 
valores) de los distintos factores. Los factores, en este caso, son el espesor y la 
temperatura; el espesor tiene los tres nireles 4, 8 u 12 pulgadas, mientras que 
la temperatura tiene los dos ni.-e/es 1600 y 1900 grados Fahrenhcit. Nt\tese que los 
seis tratamientos se escogieron de tal forma que cada nivel del espesor del horno 
se asocia una vez a cada nivel de la temperatura. En general, si dos factores A y 
B se investigan en a niveles y b niveles, respectivamente, y si hay a·b condiciones 
experimentales (tratamientos) correspondientes a todas las combinacions posibles 
de los niveles de los dos factores, el experimento resultante se denomina expe
rimento far:toria/ a X b completo. Nótese que, si una o más de las a· b condicio-
nes experimentales se omite, aun as! se podrá analizar el experimento como una 
clasificación en dos direcciones, pero no se podrá analizar como un experimento 
factorial. Es costumbre .omitir la palabra "completo'', ya que el experimento fac-

14·1 Experimentación de dos factores torial a x b debe contener condiciones .experimeriJales correspondientes a todas 
. . las combinaciones posibles de los niveles de los dos factores. 

. En el capilulo 13, nos interesamos principalment 1 · f Para obtener una estimación del error experimental en un experimento de dos. 
~able cuyos valores los considerábamos como "trata .~ e¡" .?s Le ectos. de una va-factores, es necesario hacer réplicas, esto es, repetir el conjunto completo de las 
~as· se acomodar?" para evitar su influencia en bloq~~=nr~~lica as,.ranables extra- 11 .b condiciones experimentales, tal como un total de. r veces, tomando al azar el 
e ~~~drados htmos Y en formas más complicadas de'·ciiseñ s, ~as 0 colu~nasorden de ·aplicación de las condiciones en cada réplica. Si Y•J• es la observación 

tratat:mo~ de los efectos individuales y en conjunto de v;ria os.. ." b~ste cap¡tulo de la k-ésima réplica, tomada con el i-ésimo nivel del factor A y el i-ésimo nivel 

dcom~mac,ones de los valores, o niveles, de esas variables que ~a\?rJa hes, Y de las del factor ·B, el modelo necesario para el análisis de esta clase de experimentos se 
e d1ferentes tratamiento L . bl ran a ora el papel : 'b . d 1 . . . f s. as vana es extrañas si las hay tr á escn e cornentemente e a s1gUJente orma antes. , . , se atar n como : · 

Para considerar un experimento sim le de d jllt:t • • · •+ 1/<1• = 1! + a, + {J¡ + {á/3);; + P• + <ii• 
~amos que se desea determinar los ere~os d Jos le ores (dos vanables), supon-

• 
"'pesor del horno en el tiempo n ce • e a mperatura de )a caldera y el para i = 1, 2, a; j = 1, 2, ... b; y k= 1, 2, ... r. En este caso Jl es la me
rimentales utilizadas son . . e sano para hacer coque. Las condiciones ex pe- dia mayor, a¡ es el efecto del i·ésimo nivel del factor A, f3¡ es el efecto del¡ -ésimo 

n.ivel del factor B; (af3}¡¡ es la imeracciún, o· efecto conjunto, del i -ésimo nivel del 
(actor A y el j-ésimo nivel deUactor B, y P• es el efecto de la k·ésima réplica. 
Igual que en los modolos empleados en el capftulo 13, supondremos que las <.,. 
son valores de variables aleatorias independientes que tienen distribuciones nor
males con medias cero y varianza común a'. Tamhién. en· forma análoga a las 
restricciones impuestas a los modelos de las páginas 2~6 y 275. supondremos que 

A_ncho d~l 
hogtu 

•• • 8 
8 

12 
u 

T~mpcraJura dr gas~s 
(grados FJ. 

274 

IGOO 
lll()() 

1600 
t!JOI) 

tGOO 
1900 

( 
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Se puede demostrar que estas restricciones aseguran estimaciones únicas para los .. 
parámetros #l, a;, f3h (a.f3)ib Y Pt· 

Para ilustrar el modelo utilizado en un experimento de dos factores, consi
deremos un experimento con dos réplicas en las que el factor A se presenta en 
dos niveles y el factor B en otros dos niveles y Jos efectos de la réplica son O, 

a 6 r o b 

. ~ .~ ~ (J;;;•- 11 ... )' = r ~ 2: (¡j;;. - 11 ... )1 
•-1 J-11-I i-1 i•l 

' + ab 2: (Y .. •- l/ .. .l' ·-· 

277 

esto es, PL = p2 = O. En vista de las restricciones impuestas a los parámetros, Excepto en la notación, esta identidad es equivalente a la del teorema 13.2. La 
tendremos . suma total de cuadrados en el primer miembro de la identidad tiene abr- 1 gra

y (afJ)n = (af3)¡, = - (afJ)n = - (af3)u 
dos de libenad. Los términos del segundo miembro son, respectivamente, la suma 
de cuadrados de los tratamientos, con ab- 1 grados de libenad, la suma de cua
drados de las réplicas (o bloques), .con r-1 grados de libertad, y la suma de 

y las medias de las poblaciones correspondientes a las cuatro. c~ndiciones expe·cuadrados de error, con (ab- 1) (r- 1) grados de libenad. (Nótese que Jos va-
rimentales definidas por los dos niveles del factor A. y los dos mveles del factor · 
B se pueden escribir de la siguiente forma: p.¡¡¡ 

!11n = Pm = p + a¡ + fJ¡ + (af3)u 

p¡n = ""' = " + a, - fJ¡ - (afJ)n 

1'211 = ""' = 1' - a, + {3, - (af3)u 

"'" = l'w = 1' - a1 - fJ, + (af3)n · 

Susdiuyendo /Liil = p.;;2 por la media de todas las observaciones obtenidas para el 
i"ésimo nivei del factor A y el j-ésimo nivel del factor B encontramos cuatro ecua-: 
ciones lineales simultáneas que se pueden .resolver para Jos parámetros p., a, /31 

y (a/3) 11 '(problema 7 de la página 290). ' 
· Para continuar con nuestra ilustración, supondremos ahora que p. = 10. Si 

todos los demás efectos són nulos, cada una de las P.•;• será igual a 10, y la super
ficie de respueSta será un plano horizontal, como el mostrado en la figura 14.1 (a). · 
Si añadimos ahora un efecto del factor A, con a, = -4, la superficie de res
puesta se convierte en .el plano inclinado mostrado en la figura 14.1 (b), y si · 
añadimos a esto un efecto del factor B, con f3, = 5, obtenemos el plano mostrado 
en la figura 14.1 (e). Nótese que los efectos de los factores A y B son aditivos, 
esto es, el cambio en la media de cualquier factor al ir del nivel 1 al nivel 2 no 
depende del nivel del otro factor, y la superficie de respuesta es un plano. Si ahora 
incluimos una interacción, con (a/3) 11 = -2, el plano se curva como se muestra 
en la figura 14.1 ( d), los efectos ya no son aditivos y la superficie de respuesta 
ya no es un phno. Nótese, también, que, si los efectos de las réplicas no fueran 
igual a cero, habríamos obtenido una superficie diferente para cada réplica; la su
perficie de la figura 14.1 (d) para cada réplica se hahría inclinado cieno número 
de unidades hacia arriba o hacia abajo. 

A. 
(a) Efedos factoriales ausentes 

p.¡¡¡ 

Nivel 2 

A 
(e) Efectos de 8 suplementario 

p.¡¡¡ 

. _. ~:, 

1 6 

lt4 Ni~el 1?---t:;-~'-':~B 
1 / 
1 1 / 

2 ___ . __ j/ 

A 

(b) Efectos A solamente 

p.¡¡¡ 

1 
. .-.;~ivel 

7 /. 
. 1 / 

/ ______ _¡., 

A 
(d) Efecto suplementario de interacción El análisis de un ~xperimento factorial a X b se basa en la siguiente descom· 

posición de la suma total de cuadrados. Primero, subdividimos SST en compo
nentes atribuidas a los ·tratamientos, las réplicas (o bloques), y error. por medio 

no. 14.1 Efectos factoriales 

de la identidad ·. 
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EXPERIMENTACION FACTORIAL 

ríos grados de libertad son Jos mismos que Jos del análisis de varianzas de 
tabla de la página 256 si sustituimos ab por a y r por b.) . 

y las sumas ae cuadrados de Jos tratamientos y las réplicas 
la están dados por ·. · . 

(en Jugar de bl<'ques) _ . 

No hay n'ada nuevo en ·este análisis de Jos· datos; se trata· de el análisis de 
una clasificación en dos direcciones, pero el hecho que distingue a un experimento 
factorial es que la suma de cuadrcldos de los tratamientos se puede continuar sub
diridiendo en componentes correspondientes a los distintos efectos factoriales. As!, 

1 . " C<r 

SS(Tr) = 3 [(9.2)' + (6.9)' + ... + (22.0)'] - 655.22 = 146.05 

1 
SSR = ¡¡ [(36.4)' + (34.5)' + (37.7)'] - 655.22 = 0.86 

para un experimento de dos factores, tenemos la siguiente subdivisión, o descom- . · 
posición, de la suma de cuadnidos de Jos tratamientos: · · Fmalmente, por substracción, obtenemos 

o b o 6 . 
r l: l: (JJ;;. - 1/ •. .l' = rb l: (JJ; .• - !/ ... )' + ra _l: (JJ.;. - 1/ •• .l' SSE = 149.38 - 146.05 - 0.86 = 2.47 

i-tj-1 i-1 ,¡o•l 
• • Se puede facilitar la subdivisión de la suma de cuadrados de los iratamientos 

+ r l: l: ('fl;;.- 'll< •• - !/.;. + !/ ... )' en componentes para Jos factores A y B y para la interacción, construyendo la i•lj-1 
. . . . . . . . . . siguiente tabla en dos direcciones, en que las entradas son los totales de la co-

EI pnmer termmo del segundo miembro mide la vanablhdad de las m~dlas co-lumna derecha de la tabla que da Jos datos originales: 
rrespondiente a Jos diferentes niveles del factor A, y llamamos a esta suma de 
cuadrados del factor A, SSA. Similarmente, el segundo término es la suma de cua
drados del factor B, SSB, y ·el tercer término es la suma de cuadrados de las in
teraeciones, SS(AB), que mide la variabilidád de las medias !/;;.·que no es atri-

' . buible a los efectos individuales (o separados) de Jos factores A y B. Los ab- 1 
grados de libertad de los tratamientos se subdividen, análogamente, en a- 1 gra
dos de libertad para el efectct del factor A. b:.....: 1 para el efecto del factor B, y 

. ~ . . . 
ab - 1 - (a - 1) - (b - 1) = (a- l)(b - 1) 

grados de_ libertad para la interacc1ón. 
Para ilustrar el análisis de un experimento de dos factores, nos referiremos 

nuevamente al experimento del coque descrito en la página 274 y su_pondremos que 
tres réplicas dieron Jos siguientes tiempos (en horas): 

Factor B 
Fac1or A r~mpcratura de 

A11cho del hogar los gases Rep.l Rep. S Rep.3 Tol<l! 

4 1600 3.5 3.0 2.7 9.2 
4 1900 2.2 2.3 u . 6.9 

·8 1600 7.1 6.9 7.5 21./i 
8 11100 6.2 . 4.6 6.8 16.6 

12 1600 10.8 10.6 11.0 32.4 
12 1900 7.6 7.1 7.3 22.0 

Tol<l! 36.4 '!4.5 37.7 108.6 

Facror B 
T ~mp<raturo d~ los gaus · 

1600 1 1100 

9.2 6.9 16.1 
Factor A 

Ancho dt'l hogar 8 21.5 16.6 38.1 

lB 32.4 - 22.0 54.4 

63.1 45.& 108.6. 

Empleando fórmulas semejantes a las que utilizamos para calcular las sumas 
de cuadrados de varios efectos en el capítulo 13, tenemos ahora los dos ef<•ctos 
principales 

1 • . 
SSA =b-l: 7'1:.-C 

·rt:-t 

1 . 
= ¡¡ [(16.1)' + (38.1)' + (54.4)'] - 655.22 = 123.14 

1 • 
SSB=-l:~-C 

a·r ;-1 · 

Siguiendo el procedimiento utilizado para analizar una clasificación en dos 
direcciones, ca·lculamos primero el término de corrección 

1 . 
= 9 [(63.1)' + (45.5)'] - 655.22 = 17.21 

y para la intuacción 

Luego, la suma total de cuadrados está ·dada por 
SS(AB) = SS(Tr) - SSA - SSR 

14G.Oii - i:l:l. \.1 - li.:ll = ñ.70 
SST = (3.5)' + (2.2)' + ... + (7.3)' - 655.22 = 149:38 

' ,. 
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Fiñalmente, dividiendo las diferentes sumas de cuadrados por sus grados de liber-!600° a 1900° F serviría para disminuir el tiempo de coquización en (63.1/9)
t~d y dividie.ndo los .medios cuadrados por el error medio cuadrado, obtenemos (45.5/9) = 1.96 horas. De hecho, este tiempo se disminuye en promedio_ sólo una 
los resultados mostrados en la siguiente tabla de análisis· de la varianza: cantidad tan pequeña como 0.77 horas cuando el espesor de las paredes del horno 

Orig~n dt' la Grados de Suma d~ 
nlriaciÓII Ji balad cuadrados 

Rcplicl:lción 2 0.86 

Efecto principal 
A 2 123.14 
B 1 17.21 

1 
Interacción 

1 
2 5.70 

Error 10 2.47 

Total 17 . 149.38 

CuodradcJ 
medio 

0.43 

61.57 
17.21 

2.85 

0.25 

1 

F 

1.72 

246 
68.8 

11.4 

es de 4 pulgadas y en tanto como en 3.47 horas cuando el espesor es de 12 pul
gadas. 

14.2 Experimentos de varios factores 

Una gran parte de la investigación y experimentación industrial está dirigida 
a descubrir los efectos individuales y de conjunto de algunos factores en variables 
·que son las más importantes en los fenómenos investigados. El tipo de clasifica
ción en dos direcciones o el de bloques simples al azar son los tipos de diseños 
de experimentos más usados, pero la característica distintiva de la mayoría de ellos 
·¡,. la disposición factorial de los tratamientos, o de lás condiciones experimentales. 
COmo observamos en la sección precedente, se pueden analizar r conjuntos de da· 
tos pertenecientes a a·b condiciones experimentales., como un experimento facto· 
'rial con r réplicas si las condiciones experimentales representan todas las combi, 

. 'naciones posibles de los niveles de dos factores A y B. En esta sección, extende· 
La prueba F para réplicas no es significativa ni en el nivel U.05 m e~ el O.Ol, pero~~mos el análisis de los experimentos factoriales al caso de más de dos factores . 

. las otras 3. p~ue~as F son significativas en el ni_vel 0.01. En consecuencia, recha·.esto es, a experimentos donde las condiciones representan todas las combinaciones 
zamos la h1poteS1S nula de que las a; son todas Igual_ a cero, la de que las /3; son posibles de los niveles de tres, o más, factores. . · 
todas igual a cero, Y la de que las (cx/3);; wn todas lg~al a cero .. Estos resultad~s Para ilustrar el análisis ·de un experimento ct'e muchos factores considerare· 
se ilustran en la figura 14.2, en la que se ve la tendencia de los tJempos de coqUJ·rnos la situación siguiente. Se emplea un baño de solución sulfúrica caliente para 
zación medios a variar el espesor de horno para cada ~na de las tem~eraturas.quitar los óxidos de la superficie de un metal antes de someterlo a un recubrí· 
En esta figura se ve claramente qu~ el ~umento _en el llemp? al ca~blar el es· miento electrolítico, y se desea determinar qué factores, además de la concentra
pesar es mayor a la temperatura 111as ~a¡a. En VISta de esta mteracclón, se ~ebcclón de ácido sulfúrico, pueden afectar la conéluctividad eléctrica del· baño. Como 
tener mucho cuidado al-establecer 'Jos resultados de este experimento. Por e¡em-:;¡e sabe que la concentración de la sal y la temperatura del baño afectan también 
plo, seria muy erróneo establecer que el efecto de aumentar la temperatura deJa conductividad, se planea un experimento para determinar los efectos indivi-

Temperatura :duales y en conjunto de estas tres variables sobre la conductividad eléctrica del 
de los gases baño, Para cubrir los recorridos de concentraciones y temperaturas que se encuen· 

1600 •r ;uan normalmente, se decide emplear los niveles siguientes para los tres factores: 
10 

FtJCtqr Nivel 1 Niv~r 2 N;v~l J Nivd 4 e t900 •r ¡ 
•· ·A. concentración de o 6 12 18 

6 ácido".* 
B. Concentración de o 10 20 

sal % -·--4 ,. 
' C. Temperatura del 80 lOO .:¡~:-

i 
baño 

4 8 12 
Ancho del hogar (pulgada) 

Fig. 14:2 ·Resultados del experimento de .}a coquificación 

El experimento factorial resultante necesitará 4·3·2 = 24 condicion~S expr:
)"imcntalcs en cada réplica, donde cada condición experimental es un baño. hl~cho 
"(le acuerdo con las esPecificaciones. El orden en que se dt:ben tomar estos haños 
Serán al azar. Supongamos que efectivamente se han compldado dos rc.!pli\,.·J.s del 

• 
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RESULTADOS DE LOS EXPERIMENTOS DE .O.·\ NO- ACJOO 

,'\'iw-1 dl'l fucwr CllllduC"Ii\·idad (m/¡n¡¡fr.m') 
A Ji e llrp. 1 llcp. ! Tolal 

1 1 1 0.99 0.93 1.92 
1 1 2 1.15 0.99 2.14 
1 2 1 0.97 0.91 1.88 
1 2 2 0.87 0.86 1.73. 
1 3 1 0.95 0.86 1.81 
1 3 2 0.91 0.85 1.76. 
2 1 1 1.00 1.17 2.17 
2 1 2 1.12 1.13 ·2.25 
2 2 1 0.99 1.04 2.03 
2 2 2 0.96 0.98 1.94 
2 3 1 0.97 0.95 1.92 
2 3 2 0.94 0.99 1.93 
3 1 1 1.24 1.22 2.46 
3 1 2 1.12 1.15 2.27 
3 2· 1 1.15 0.95 2.10 
3 2 2 1.11 0.95 2.06 
:¡ ~ 1 1.03 1.01 2.04 
a 3 2 1.12 0.96 2.08 

' 4 1 1 1.24 1.20 2.44 
' 4 1 2 1.32 1.24 2.56 

4 2 1· . 1.14 1.10 2.24 
4 2 ~ 2 1.20 1.19 2.39 
4 3 1 1.02 1.01 2.03 
4 3 2 1.02 1.00 2.02 

'l'olrtl 2S.53 24.04 50.17 

EH 
i' 

lENTOS DE VARIOS FACTORES 2a3, 

\
experimento, esto es, se han medido las conductividades de los dife,,ntes hJñns. 
y los resultados son los mostrados en la tabla de la página 303. 

FACTORIAL El modelo que supondremos para el análisis de este experimento (o cualqui~r 
. experimento similar de tres factores) es una extensión inmediata del usado en la 

sección 14.1. Si Y;;•1 es la medida de conductividad obtenida en el i-ésimo nivd 
de concentración de ácido; el j-ésimo nivel de concentración de sal. el k-ésimo ni·, 
vel de temperatura del baño de la 1-ésima réplica, tendremos 

y;;u = 1' +a;+ {J; + 'Y• + (a{J);; + (a-y)"+ ({J-y);t 

• • 
+ (a,S-y),¡, +PI+ t;;u 

para i = l, 2, ... , a; j = 1, 2, ... b; k = 1, 2, ... e; y 1 = l. 2. . . r. Supo
nemos, también, que las sumas d~ ·los efectos principales (a, f3 y y) y la suma 
de los efectos de las réplicas son igual a cero, que las sumas de los efectos de 
la interacción en dos direcciones sumadas respecto de cualquier subíndice son 
igual a: cero para cualquier valor· de los otros subíndices. y que la suma de los 
efectos de la interacción en tres direcciones sumadas respecto de uno cualquiera 
de los subíndices, vale cero para cualesquiera valorc.s de los otros ·dos suhíndi
ces. Como antes, se supone que las .,,., son valores de variables aleatorias inde
pendientes que tienen medias cero y varianza común a'. 

Comenzamos el análisis de los datos tratando el e.xperimento como una da
sificación en dos direcciones con a·b·c tratamicntbs y r róplicas (blo<.jues) y uti-
lizando las fórmulas abreviadas ue la página 256, ~btene11lOS . 

e = <50·17)' = sz .. ¡:¡st . 48 . . 

SST = (0.00)' + (1.15)' + ... + (1.00)' - 5:!.-I:JSl ~ O.UU:l-! 
. 1 

SS(Tr) = 2 [(1.92)'.+ (2.14)' + ... + (2.0:l)']- ;,:u:J8l = 0.,;712 

·1 
SSR = 2-! [(21).!i3)' + (2-!.<H)'] - !i:lA~Sl = O.OlG~ . -
SSE = O.GG2-!.- 0.5712- O.Oltiii = 0.0717 

Los grados de libenad para estas sumas de cuadrados son. respectivamente. 47. 
23, 1 y 23. 

A continuación, deseamos subdividir las sumas de cuadrados de los lrala
mientos en las tres sumas ele c-uadrados de los efectos ¡>ri11<"ipalc•s SSA. SSB. SSC. 
las tres sumas ele c-uadrados ele la illteraccicíll ,., dos direccio11.s SS(AB). SS(AC) 
y SS(BC). y la suma de cuadrados de illtc•raccicmes en tr<"s dir<"C"CÍVIIr> SS(ABC). 
Para facilitar el cálculo de estas sumas. construiremos primero las tres tahlas si· 
j¡uicntes an~logas a la de la p~gina 279: 
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1 

1 4.06 

4.42 
A 

S 4.73 

5.00 

18.21 

B 
t 

3.61 . 

3.97 

4.16 

4.63 

16.37 

1 
e 

3 -

3.57 11.24 1 

3.85 12.24 2 
A 

4.12 13.01 S 

4.05 13.68 ~ 

15.59 50.17 

B '· 
1 t 5 

8.99 8.25 7.80 

9.22 8.12 7.79 

18.21 16.37 15.59 

e 
1 t 

5.61 5.63 

6.12 6.12 

6.60 6.41 

6.71 6.97 
--

25.04 25.13 

25.04 

25.13 

50.17 

11.24 

12.24 

13.01 

13.68 

50.17 

y 

1 
= 16 [(18.21)' + (1G.3i)' + (liJ.59)'] - 52.4381 

= 0.22ü2 

SS(AB) = 0.5301 - 0.27ii0 - 0.2:lü2 

= 0.0289 

Haciendo los mismos cálculos para las iablas segunda y tercera de la página 284. 
obtenemos, similarmente, 

ssc = 0.0002 y SS(A.C) = 0.0085 

· y el análisis de la tercera tabla nos da 

SS(BC) = 0.0042 

Para la suma de cuadrados de la interacción en tres direcciones. ·obtenemos, 
por substracción, 

SS(ABC) 

.Las entradas de estas tablas son los totales. de todas las medidas obtenidas en = SS(Tr) - SSA - SSB '- SSC - SS(AB) - SS(AC) - SS(BC) 
los niveles respectivos de las d.os variables. Nótese la "autocomprobación" de es- = 0.5712 - 0.2750 - 0.2262 - 0.0002 - 0.0289 - 0.0085 - O.OQ.!2 
las tablas; los mismos totales marginales aparecen varias veces, dándonos una com' = 0.0282 · . 
probación rápida y efectiva de los cálculos. . . · . · -

·Para calcular SSA, SSB y SS(AB) nos referimos a la primera tabla y utili·Nót~se_ que los _grados de libertad para cada efe~to principal son uno menos que 
zamos una identidad semejante a la de la página 278. Estos cálculos son para-~! nume_ro de ntveles del factor correspondiente. Los grados de libertad para cada 
lelos a los que se necesitan para SSA, SSB y SS(AB) en el .experimento de do.mterac~rón so~. el producto de los grados de libertad de los factores que aparecen 
factores. Para hacer la suma de cuadrados de los tratamientos, calculamos primerén la mteraccron. _Asi, los ~rados de libertad de los tres efectos principales son 

3, 2 y 1 en este e¡emplo, mrentras que los grados de libertad de las interacciones 
en dos direcciones son 6, 3 y 2, y los grados de libertad de la interacción en tres 
direcciones es 6. 

1 . . 
,;, 4 [(4.06)' + (4.42)' +. •.• + (4.05)'] ..,. 52,4381 . . . 
= 0.5301 

y luego obten~mos 
1 • 

SSA = ,_ 2: T'.... - C 
Vf.iT i-1 

1 
= 12 [(11.24)' + ... + (13.68)'] - 52.4381 

= 0.2750 

1 • 
SSB =- 2: ~ - C 

acr i-1 -

. La tabla de la página siguie~t~ muestra el análisis de la varianza completo 
,para el experimento del baño ácido. 
¡ Obteniendo los valores adecuados de F . ., y F ... en la tabla VI. vemos 4uo d 
test para las réplicas es significativo en el nivel 0.05 (tal vez las dos r<plicas se 
hici~ro.n bajo diferentes condiciones atmosféricas o el termómetro empleado para 
medrr las temperaturas de los baños se descalibró, etc.), las pruebas para d fac
tor A y el factor B (efectos principales) son significativas al nivel- 0.01 y ninguna 
de las otras pruehas F son significativas en ninglm nivel. De esle análisis con
cluimos que variaciones en la concentración de ácido y en fa co~centración de 
sal, afectan la conductividad eléctrica. las variaciones en la temperatura del haño 

· " 0 . la _arectan y que no hay interacciones. Daremos un paso miis. investigando las 
;agmtudcs de los efectos~ estudiando las gráficas de las medias como las mostra
·~~n las figuras 14.3 y 14.4. En ellas vemos que la conductividad aumenta a 

·m 1 a que se añade ácido y disminuye a medida que se ariade sal: utilizando Jos 
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Orig~n de Grados dt Suma 'dt 
''ariadón - libútad cu~rodos .. 

Réplicas 1 0.0165 

Efecto principal 

A 3 0.2750 
B 2 0.2262 
e 1 0.0002 

•' 

Interacción' de 
dos factores 

AB 6 0.0289 
AC 3 0.0085 
BC 2 0.0042 

irlterac~ión de ' . 

frcs factores 
ABC 6 0.0282 

Error 23 0.0747 

Total 47 0.6624 
.• 

. ' 
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EXPERIMENTACION FACTORIAL ..s~ 

Cuadrado p 
mtdit; 

0.0165 5.16 

0.0917 28.66 
0.1131 35.34 
0.0002 <1 

0.0048 1.50 
0.0028 .< 1 
0.0021 <1 

0.0047 U7' 

0.0032 

p'al-'i{~da e'recto principal se obtiene sumando los cuadrados de Jos totales corres:· 
.pondientes a los diferontes niveles de dicho factor, dividiendo por el número de 
observaciones que comprende cada uno de estos totales y restando desptl'és el tér-. 
mino de corrección. La suma de cuadrados de cualquier interacción se obtiene su
mando los cuadrados de todos los .totales obtenidos sumando respecto de Jos sub
lndices pertenecientes a los factores no incluidos en la interacción, dividiendo por· 
el número de observaciones que comprende cada uno de estos totales y restando 
después el. término de corrección y todas las sumas de cuadrados correspondien· 
les a los ~fectos principales y a _las interacciones de Jos menos factores que in
cluyen los factores que intervienen en aquella interacción. 

EJERCICIOS 

1. Los da~os siguientes son los tiempos de vida (en horas) de cu.atro alas de aeroplano~ 
sujetas a tres clases diferentes de vibraciones (a frecuencia constante, corriéndose ade
lante y atrás con una velocidad constante en una banda de un ancho detenninado. y 
generadas con un generador de. ruidos al azar). El experimento es factorial de 3 X 4 
con dos réplicas, siendo el primer número en cada casina el de la primera réplica y. el 
segundo número, el_ de la segunda. 

Proyuto 1 Proyecto 2 Proyuto J Prvyrcto 4 

Vibración 1 . 876, 913 1156, 1234, 1181 825, 7~7 

métodos del capítulo 12, podemos ajustar rectas, curvas o superficies para descri
bir la superficie de resp1Jesta que relaciona la conductividad con las variables con· 
sideradas. 

Vibración B 

Vibración S-

1412, 1290 

1291, 1412 

1219 ·1 
1876, 1710 

2115, 1963 

-· 
1591, 1649 1083, 11Gl 

1650. 1712 
1 

1148, 1262 

::;-
E 1.20 u -M o 
~ 

!.. 1.10 
.!!! ... 
u 

~ 1.20 -j 
.S 

(a) Analizar Jos datos como una clasificaCión de dos direcciones con 12 tratamiento\ 
y 2 bloques (réplicas). 

(b) Calcular las sumas de cuadrarlos correspondientes a los efectos principales y a la 
intera~i:Jn y presentar Jos re5ultados en una tabla de an~Jisis de la varianza. · 

(e) Interpretar los resultados del experimento . 
E 

1.00 ... 
~ ... 
~ 0.90 ~ ... 

=i 
E 

l 
-¡¡ 0.90 
1! 

2. Para determinar las condiciones óptimas en un b3ño de plateado, se estudian en un 
experimento factorial de 2 X S los efectos de la conccntrllción de compuestos sulfo-
nados y la temperatura del baño, en la reflexividad del metal plateado. l.os resulta~ 
dos de las tres réplicas son los siguientes. 

~ 

" ... 
00 6 12 tB 

Concentración de écido (por ciento) 

Fig. 14.3 Efecto de la concentración de icido 

8 
o tO 20 • Concentración de 6cido (por clento) 

Fig. 14.4 Efecto de la concentración de aal 

El procedimiento general de cálculo para un experimento de muchos factores · 
es semejante· al método ilustrado aquí para un expérimenlo factoiial de 4 X 3 X 2. , 
En primer lugar, analizamos Jos datos como una clasificación en dos direcciones · · 
(o cualquier otro diseño que se utilice) y después analizamos la suma de cua- . 
drados de Jos tratamientos, descomponiéndola en las componentes atribuidas a los ' 
diversos erectos principales y las interacciones. En general, la suma de ~adrados 

Conumrar:ióu 
(g./lirro) 

' ' ' ' 4 
8 
B 
8 
8 
@. 

r~nipuatura &ftedi••tv 
F• &p.I Rep. e Rep. 11 

80 33 37 34 
100 30 36 35 
120 31 32 34 
140 29 21 24 
160 17 ]6. 20 
80 37 45 40 

100 36 44 39 
120 37 31 36 
140 34 46 39 
160 31 39 32 
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Analizar estos resultados y determinar la condición o condiciones que producen la mi· 
xima- reflexividad. Construir. además, un intervalo de confianza a un nivel de 0.95 de 
la reflcxi"·idad del metal correspondiente a estas condiciones óptimas. 

3. Supongamos que en el experimento descrito en la página ·257 ~Se desea determinar si 
hay alguna interacción entre los cascos de las lanchas y las condic;ones del tiempo, 
esto es, si un casco darl. mejores características en condiciones de C:ilma, otro en mar 
picado, etc. Com~íncnse los datos de la página_ 257 Cl)O la réplica del experimento dada 
a continuación, y contrástese una· interacción significativa y di~cútanse los resultados. 

Dia 1 Día 2 DiuS 

Pro)·ecw A 39 42 58 

Proyec10 .B 44 46 48 

Prnytcw C' 34 47 45 

P.royutn D 47 45 '57 
. . 

4. Las tablas siguientes dan los. pesos (en gramos) de comida ingerida por dos tipos di
ferentes de ratas despub de haber estado sin comer el número de horas indicadas y 
habiéndoscles do:t.do después las _cantidades indicadas de· cierta droga: 

Réplica 1 Réplic-a 2 
Tipo A Tipo B Tipo A Tipo B 

1 hora 9.07 6.02 8.77 7.59 ,, Dollage 
·o.t mufkg .S horas 9.16 7.05 11.82 9.21 

9 horas 16.08 12.01 14.65 15.35 

1 hora 5.63 5.87 8.76 6.13 
Dosis 

0.3 mgfq 5 horQ.J 11.57 9.66 11.53 8.30 

fJ hurus 10.30 10.13 14.46 9.26 

Ihour 4.42 4.35 3.01 3.81 
.Dusis 

0.5 mgfq 5 horas 5.22 8.01 9.21 10.10 

y Ir oras 7.ZT 8.17 6.10 11.16 i 
Hacer un análisis adecuado de Ja vaiianz8. e interpretar los resultados. 

S. Para estudiar las características de lrc!. detergentes con diferentes tiempos de lavado Y 
difctc.Ítcs temperaturas, un Jab,"lratorio hizo un tx("lcriment<l factorial de 2 X 2 X 3 cnn 
tres réplicas. Lns rc~uhados se indic4n a continuaci~m; la'S entradas son las lecturas de 
hh .. ncura _obtenidas con un equipo especialmente prcparotdo. 

·-

~RIMENTOS DE VARIOS FACTORES 

D~lug~nt~ 

A 
A 
·A 
A 
B 
B 
B 
B 
e 
e 
e 
e 

Ti~mpo d~ 

lavado (min) 

10 
10 
20 
20 
10 
10 
20 
20 
10 
10 
20 
20 

Ttmpuatura 
drl agua 

cali~nte 
tibio 

ca/i~nte 
tibio 

caliente 
tibio 
caliente 
tibio 
caliente 
tibio 

caliente 
libio 

&p.t 

76 
61 
77 
61 
63 
45 
63 
65 
64 
47 
65 
66 

Blancura 
&p.t 

72 
48 
74 
62 
62 
48 
64 
53 
60 
42 
66 
54 

73 
60 
79 
62 
60 

143 
'59 
58 
63 
49 
62 
54· 
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(a) Analizar c5te experimento como una clasificación de dos direcciones con 12 trata
mientos y 3 répJicas (bloques) . 

(b) ~ompletar el an:Uis~s. computando lli;S sumas de cuadrados correspondientes a Jos 
dtferentes efectos pnncipales y a las interacciones. 

(e) Presentar los r:esultados en u~ tabla de análisis de la varianza e interpretar el 
cxocrimento. 

6. Para estudiar los efectos de la posición en el lingote (.-f). la posición en la plancha 
(B). la preparación de la probeta (C). y la temperatura del ensayo (D) sobre el nú-· 
mero de vueltas r~querido para romper una pro~eta de acero por torsión. se hiciemn 
las siguientes ~notaciones: 

No .. d~ vutltas 

A B e D 
Rep. Rep. 
1 B 

orriba 1 lorno 2100" F 24 22 
arriba 1 /orno 2200 25 28 
arriba 1 torno 2300 41 39 
arriba 1 piedra 2100 18 18. 
arriba 1 piedra 2200 33 Z1 
arriba 1 piedra 2300 35 41 
arriba 2 torno 2100 22 19· 
arriba 2 torna 2200 26 31 
arriba 2 torno 2300 37 43 
arriba 2 . piedra 2100 1 23 1· 
arriba 2 piedra 2200 30 26 

~-¡ 

arriba 2 piedra 2300 34 30 -::~-.~ 
medio 1 torno 2100 26 19 
medin 1 torno 2200 30 31 
medio l torno 2300· . 39 42 - . 
m~ dio 1 pi~dra 2100 19 19 
medio 1 piedra 2200 31 31 
medio 1 piedra 2300 26 35 
medio 2 torno 2100 30 26 
medio 2 torno 2200 31 34 
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JI ' B 

m~dio 2 
m~dio 2 
m~dio 2 
m~dio 2 
obajo 1 
abajo 1 

1 
1 
1 

abajo 
abajo 
abajo 
o bajo 

· ci~ojn 
1, 
2 

ahajo 2 
abajn 2 
abuj11 2 
abajo . 2 
abajo 2 

e 
torno 
pit'dro 
pil'dro 
piC'dra 
lomo 
IUTIIO 

lnrno 
pil'dro 
pie-dra 
pit:dra 
torno 
torno 
torno 
pil'dra ·. 

piedra 
pil'dra 

D 

2300' F 
2100 
2200 
2300 
2100 
2200 
2300 
2100 
2200 
2300 
2100 
2200 
2300 
2100 
2200 
2300 

• -·· 1 
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No. d~ 
R<p .. 

1 

39 
22· 
32 
38. 
18 
35 
34 
21 
20 
44 
23 
31 
38 
·18 
31 
35 

\'udtas 
R<p. 

t •' 

42 
20 
26 
22 
21 
32 
37 
19 
29 
31 
22 
26 
41 
19 
Z4 
41. 

tultarón "significativos· individualmente o en conjunto en el exoerimenlo de filtra--. 
do) tomados con más de dos niveles. 

En el análisis de un experimento factorial 2• es conveniente denotar "los dos 
niveles por O y 1 (en lugar de 1 y 2). En consecuencia, los modelos usados para 
el análisis de estos experimentos difieren de los de la sección \4.2 solamente en 
que·ahora tenemos i = O, 1, en lugar de i = \, 2, ... a, j = O, 1, en lugar de 
j = 1, 2, ... b;. y así por el estilo. Por ejemplo, l'n un experimento factorial 2' 
el modelo de la pági~a 281 será: 

y;¡u = p.+ a;+ P; + "Y• + (aP};; + (cry),. + {P-y);• 

• 
crin i =O, l;j =·o, 1, k= O, l. y 1 = 1, 2, 
y los parámetros se encuentran ahora sujetos a 

r. Las foJ;I se definen c~mp antes, 
las restricciones 

a1 == -ao, p, = -Po, "Y1 =.-"Yo, (a{J)1o = (aP)ol = :_ (aP}u =:, - (a{J)oo, : . : , 
r 

. 2: PI= 0. ,_, Analizar el experimcntoJ. 
7. Resolver las cuatro ecuaciones de la página 2i6 para p., a1r {31, y (afj) 11 en funciún de las . \ 

medias de población Jliil correspondientes a las cuatro condiciones _experimentales de la Nótese que, aparte de los parámetros· para réplicas, sólo es necesario un parúme
p~imera réplica. ~-ótcsc que esta~ ecuaciones sirven como _una guía para estimar los pa- ! tro de cada tipo,· es decir, aparte de ]os parámetros para réplicas. podemos ex-
ntmetros _en func10n de las mt'duu mut>stralt:'s correspond1entes · 11. las diversas condicio- · presar el modelo completo en fundón de lo · t R (-D) ( ) 
nes expcnmentalcs. . . S parame ros Jl1 ao, ,.,o, "Yo, U#J oo, a"Y 00, 

14.3 Experimentos factoriales 2• 

<P-r)oo, y (afJ-r)ooo. 
Un experimento factorial 2• requiere 2• con"diciones experimentales; como su 11 

número puede ser bastante grande, será conveniente representar las condiciones del 
,experimento por medio de una notación especial y enlistarlas en el llamado •'orden 

~ay varias razones por las que se emplean frecuentemente los experimentos normal". La notación co~si.ste en representar cada condiCión. experimental por el· 
factonales con. ~a da factor. tomado sólo en dos niveles. En primer lugar, el nú- p~oducto de las letras" ~muscula.~ c~rrespo?di_entes a los fact~r~s tomados en el 
~ero de cond•c•om;s expenmentales ·en un experimento factorial crece multiplica- n~vel 1, llamados de mv~l ?~to . s, se ehmma una letra mmuscula .correspon
tlvamente con el numero de niveles de cada factor; por lo que si hay que inve$- d1ente a un factor, esto S1gmf1ca que el factor se ha tomado en el mvel O, lla
tigar simultán~amente muchos factores. se hará económicament~ imposible irlcluk;mad~ ~'nivel bajo:. Entonces, en un experimento de tres factores, ac rep~esenta las 
más de dos m_veles por cad~ factor. Otra importanie razón para tratar por sepa- ,cond1c1ones expenm~ntales en que los factor~•. A y e s~ toman en el m ve! alto Y. 
rado los e~penmentos factonales 2• es que existen métodos cortos de cálculo que el factor B en e~ ba¡o; e representa la cond1c1ón expen~ental en q~e se .tom.! el 
sólo se. aphcan en este ca5o. De hecho, e1 resto de esta sección se dedicará a esos factor e en el mvel alto y los factores A y B en el ba¡o; etc. El s1mbolo ··1 se 
~étodos abreviados, mientras que el estudio de otras v~ntajas, tales como la faci- usa pa~a den~tar la condición experimental en que todos los factores se toman 
hdad de mezclar las interacciones de orden superior y la adaptabilidad de los Cacto- en el mvel ba¡o. 
riales ·2· a los experimentos con réplicas fraccionales, se hará .en secciones pos6 Aunque las condiciones experimentales se aplican en u.n orden al azar durante 
teriores. el experimento, para los propósitos de análisis de los resultados es conveniente or- 1J 
. Antes de i~troducir aigunas nolaciones especiales que se emplean en los expe- denarios en el _orden normal. Paran= 2, este orden es l,·a. h. ab; y para 11 = 3 

nmentos factonales 2• vamos a apuntar que tales experimentos lienen algunos el orden es el mostrado en la tabla de la pág. siguiente: · 
i~convcnicntes. Como cada factor se mide sólo en dos niveles. es imposible juzgar Nót~ que los símbolos de los cuatro primeros experimentos ~n como }os de un 
s1 los efectos producidos por las variaciones en un factor ~on lineales 0 de otra expenmento de dos factores, y Jos segundos cuatro se obtienen multiplicando cada 
forma (por ejemplo. parabólicos 0 exponenciales). Por esta razón. los experimen- uno de los cuatro primeros ·sfmbolos por c. De modo semejanle. el orden para 
tos factoriales 2• se emplean frecuentemente en ··experimentos de ·filtrado-. que se n = 4 de la página 294 se obtiene enlistando los ocho símbolos del experimento 
continúan. con otros experimentos con pccos factores (ordinariament~. los que re. de tres factores Y. repitiendo el conjunto con cada símholo multiplicado por d. 



292 ·~ 
( 

' . 
Condición eX· 
paim~ntal 

1 
. " 

b 
ab 

• 

A 

o 
1 
o 
1 
o 
1 
o 
1 
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Nivel Jd fact~r 
B e 
o 
o 
1 
1 
o 
o 
1 
1 

·o 
o 
o 
o 
1 
1 
1 
1 • 

~Ipal del factor A, y se puede demostrar que fA f/8r es igual a._§SA. suma de 
cuadrados del efecto principal del factor A. ~ · ·· · ·· .. ····--·· 
· Analizando de una manera semejante la combinación lineal 

(1} + (a) - (b) - (ab) - (e} - (ac} + (be) + (abe) 

el Je<tor deberá demostrar, en el prob~em~ 7 ~e la página 30?~ q~_e es igual a '1\ 
Sr(P-y}oo +<se, donde 111c es una combmación hneal correspondiente_ a las ~urnas 
d~ las E;;••· Designando a esta combinación lineal de Jos totales de los tratamientos 
como efecto total [ BC] de la interac~ión en dos direcciones de los factores B Y 
C, vemos que [BC]/8r nos da una estimación de (ll-y)oo, efecto de la interacción 

En este capítulo Y en el anterior nos referimos al total de todas las observa- BC, y también se puede demostrar que [BC]'/8r es igual a SS(BC), suma de los 
ciones correspondientes a una condición experimental dada como al tratamiento cuadrados de la interacción BC. Procediendo de esta forma, podemos presentar 
total y representamos estos totales por medio de símbolos tales como T< .• Tu .• y combinaciones lineales de Jos totales de Jos tratamientos que nos den estimaciones 
así, sucesivamente. Habiendo !ntroducido una notación especial para las condicio- de los demás efectos principales e interacciones, cuyos cuadrados, divididos entre 

. nes experimentales del experimento factorial 2• podemos extender esta notación Sr, nos den Jas correspondientes sumas de cuadrados. Estas combinaciones linea· 

fl
h~ciendo que (1), _(a), (b), (ab), ~e) . ... , representen los totales de los trat~·.les, 0 efectos totales. se pueden obtener fácilmente, utilizando la siguiente tabla 

. m1entos correspondientes a las condiCiones 1, a, b, ab, e, . . . As!, en un expen- de si¡:nos: · _ . 
mento de tres factores es . 

' (1} = 2:: .YOOOI ,_, 
' (be) = 2:: Yolll . ,_, 

' (a) = 2:: YHIOI ,_, 
' (abe) = 2:: yuu ,_, 

(1) 

1 
-1 
-1 

1 
-1 

(a) (bL (ab) 

1 1 1 
1 -1 1 

-1 1 1 
-1 -1 1 
-1 -1 -1 

Etuw 

(e) (ne) (be) (abe) Toral 

1 1 1 1 [1) 

-1 1 -1 1 [A] 

-1 -1 1 1 [B] 

1 -1 -1 1 [.4B] 

1 1 1 1 [C] 

1 -1 1 -1· -1 1 -1 1 [AC] 

1 1 -r -1 -1 -1 1 1 [BC] 

-1 1 1 -1 1 -1 -1 1 [ABC] 

.. . Los métodos de cálculo abreviado citados en la página 290, consisten, esen- ;:, j/ cialmente, en expresar las estimaciones de varios efectos principales e interaccio- ;·
nes, así como sus sumas de cuadrados éorrespondientes, en función .de combina
ciones lineales de Jos totales de Jos tratamientos. Para ilustrar esto, consideremos Las entradas de esta tabla son los coeficientes de las combinaciones lineales 

de Jos totales de los tratamientos para Jos distintos efectos principales e interac-

fl 

la cantidad 
- (1) + (a) - (b) + (ab) - (e) + (ac) _ (be) + (abe) ciones. Como una ayuda para construir tablas similares para n = 4, n = 5, etc .. 

. . . . notemos que, para cada efecto principal, hay un signo "+ 1" cuando el factor 
que es. una combmaCJOn lineal, con coeficientes + 1 y -1, de Jos lota les de los lá el n'vel alto y un "-l" cuando está en el ba¡·o. Los signos para un 

· · d' 1 h d' · · 1 R fi 'é d es en I • tratamientos corre~p?n 1entes a as oc o con JClon_es expenmenta es .• e m n onos_ decto de interacción se obtienen multiplicando los coeficientes correspondientes de 
al _modelo de la pagma 291 y empleando las relaciOnes entre los param~tr?' (pero todos los factores contenidos én la ·interacción. Entonces. para [ABj multiplica
de¡ando.todos los detalles al lector en los problemas 5, 6 y 7 de la pagma 300) moscada signo de [Al por el correspondiente de [Bj. dándonos 
se puede demoslrar que . -. ...,.., 

- (1) + (a) - (b) + (ab} - (e) + (ac) - (be) + (abe) = -Sra.+ ... 
(-1)(-1) (1)(-1) (-1)(1) (1)(1) (-1)(-1) (1)(-1) (-1)'(1):'(1)(1) 

- :;~~-

ó 1 -1 . -1 1 1 -1 .,1 - 1 
óonde •• es una correspondiente combinación lineal de sumas de las E;¡••· Del tco- ~" 
1ema 8.1 de la página 155, se deduce _que '• es un valo; de una variable aleato- Notemos, también, que en la tabla anterier !IJ es el total mayor de todas la•¡¡ 

observaciones, de tal ~od.o que·¡" 11'/Sr n~~- d3 el 'tc!rmfno de .corrccCiún para calcu- 1 ria cuya distribución tiene media cero; de hecho9 ·se puede demostrar que· fA es. un 
valor de una variable áleatoria que tiene distribución normal con· media cero y lar SST. SSE. SSR Y ~S(Tr). , . . . . 

\i¡ varianza Sr"'· Llamando a la combinación lineal anterior efecto total [Aj del. Aunque hc~o~ •lustrad? el mc_todo abreviado antenor para obtcnei los d1fc
~ factor A, encontramos que -[A1f8r nos da una estimación de "'"' efecto prin· rentes efectos pnncipales e Intcracc•ones con respecto a un experimento factorial 

---~ -- ~~-- --. :~ "!.· • ... 
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.. 2', la única diferencia en ·un experimento fac;torial ~··con n > 3. es que necesita·· 
mos una tabla más extensa de sigrios y que las sumas de cuadrados respectivas 
se obtienen dividiendo Jos cuadrados de los efectos totales por r·2•. Para ilustrar -esta técnica e introducir una mayor simplificación, consideraremos el siguiente ex-

. ( peri,mento f~ctorial 2', proyectado para determinar los efectos de, ciertas variables 
en a exacutud de un interruptor giratorio que actúa. a interva os. Los factores 
estudiados fueron los siguientes: 

Factor Nlv<l ba}<> Nivel alto 

A. Lubricación seco lubricado 

B. Protección polvo no protegido cubierto 

· C. Sin chispas DO oi 

.. D. Corpcnte" o 0.5 amp. 

Cada interruptor ·.se operó continua"mente hasta que se presentó un fallo en el fun· 
. cionamiento y el número de horas de operación se anotó en la lista siguiente. El 
experimenio entero se realizó dos veces, con· Jos siguientes resultados: 

Condición HoraJ de npuaciÓil 
rxpcrimrnlo/ Rq" 1 Rq>. f Total 

1 828 797 1625 
a '9117 948 1945 
b• 735 776 1511 
ab 807 1003 1810 
• 994 949 1943 

" 1069 1094 2163 
be 989 1215 220f 

. ubc 889 1010 1899 
d 593 813 1406 
ad 773 1026 1799 
bd 740 922 1662 
abd 936 1138 2074 
cd 748 970 1718 
acd 1202 1182 2384 
bcd 1103 966 2069 
abcd 985 1154 2139 

Total. 14,388 16,963 30,861 

Analizando estos datos como una clasificación de dos direcciones. con 16 
tratamientos y 2 réplicas (bloques), obtenemos-· 

e = (:!O,:l!il)t = 28 786 975 
32 • • 

SST = (828) 1 + (997) 1 + ... + (1154)1 - 28,786,975 

= 744,876 

' . . .. , . . .. ,.. 
'SS(Tr) = ~ [(1625)' + (1945)1 + ... + (2139)'] - 28,786,975 

= 547,288 

SSR = 
1
1
6 

[(14,388)1 + (15,963)1] - 28,786,975 

= 77,520 

SSE = 744,876 _.. 547,288 - 77,520 = 120,068 

Para subdividir las sumas de cuadrados del tratamiento en SSA, SSB, . . . . y 
SS(ABCD), podemos construir una tabla de signos como la de la página· 293, 
calcular los efectos totales y, después, dividir los -cuadrados de los efectos tota· 
les porr·2• = 2·2' = 32.Para el ef~o principal del factor A, tendrem?s 

y 

[A] = -1625 + 1945 - 1511 + 1810 - 1943 + 2163 - 2204 + 1899 

-1406 + 1799- 1662 + 2074- 1718 + 2384- 2069 + 2139 

= 2075 

SSA = (2075)' = 134 551 
32 • 

Estos cálculos son bastante tediosos, pero se pueden simplificar considera-ll 
blemente utilizando un método aún m!s corto, llamado mNodo de Yates. Este mé
todo de calcular Jos efectos totales se ilustra en la página 296. Las_ condiciones 
experimentales y los totales correspondientes se anotan en orden normal. En la 
columna· (1), la mitad superior se obtuvo sumando pares sucesivos de totales de · 
tratamientos y la mitad inferior se obtuvo restando pares sucesivos. Luego, en la 
columna (1) obtenemos 

1625 + 1945 - 3570 

1511 + 1810 - 3321 . . . . . . . . . . 
20G9 + 2139 = 4208 

1945 - 1625 = 320 

1810 - 1511 - 299 . . . . . . . . 
2139 ~ 2069 - 70 
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Nótes'é que el prh •. _, total de cada par se resta del segundo. La columna (2) se 
obtiene después, haciendo_operaciones. idénticas a las entradas de la columna (1 ), 
y las columnas Ó) y (4) se obtienen del mismo. modo de las entradas en las 
columnas (2) y (3), respectivamente. La columna (4) y, en general la columna 
(n), da los efectos totales en orden normal. Cada suma de cuadrados se obtiene 
como antes, elevando al cuadrado el efecto total correspondiente y dividiendo pos· 
teriormente el resultado por r·Z• = 2:2' = 32. 

CondiciótJ Trata-
~.xperi- miento (1) (.e) 

mm tal torales 

1 1,625 3,570 6,891 
a 1,945 3,321 .s,~ 

b 1,511 4,106 6,941 
ab 1,810 4,103 8,310 

e 1,943 3,205 619 
ae 2,163 3,736 -85 

be 2,204 4,102 805 
abe 1,899 4,208 736 

d 1,406 320 -24g-
.ad 1,799 299 -3 

bd 1,662 220 531 
abd 2,074 -305 106 

ed 1,718 393 -21 

(3) w 

15,100 30,351 
15,251 2,075 

5M 385 
1,541 -1,123 

-252 2,687 
637 -773 

-546 -179 
-577 -1,119 

1,318 151 
1,369 1,007 

-704 889 
-69 -31 

246 51 

Idcuifi-
cación 

[1) 
[A) 

[B) 
[AB) 

[C) 
[AC) 

[BC) 
[ABC] 

[D) 
[AD) 

[BD) 
[ABD) 

[CD] 

Suma de 
cuadrados 

28,786,975 
134,551 

4,632 
.39,410 

2'>..5,624 
18,673 

1,001 
39,130 

713 
31,689 

24,698 
30 

81 

' •·. 

Origw de Grado de Suma de Cuadrado 
F ·• variació11 libertad cuadrados meclio 

Réplicas 1 77,520 77,520 9.68 

Efecto principal 
A 1 134,551 134,551 . t6:81 
B 1 4,632 4,632 <·1 
e 1 225,624 225,624 28.19 
D 1 713 "713 <l 

Interacción de dos -
factores 

AB 1 39,410 39,410· 4.92 
AC 1 18,673 18,673. 2.33 
AD 1 31,689 31,689 3.96 
BC 1 1,001 1,001 <1 
BD 1 24,698 24,698 3.09 

-CD 1 81 81 <1 

Interacción de tres 
factores 

ABC 1 39,130 39,130 4.89 
ABD 1 30 30 <1 
ACD 1 12,601 12,601 1.57 
BéD 1 14,070 . 14,070 1.76 

nteracción de cua. 
tro factores 

· ABCD 1 .385 385 <l 

Error 15 120,068 8,005 

' Total 31 744,876 

·aed 2,384 412 -525 -425 

bcd 2,069 668 19 -504 
abed 2,139 70 -596 -615 

635 [ACD] 

-671 [BCD) 
-111 [ABCD) 

12,601 

14,070 
385 

Como F.,. = 4.54 y F.01 = 8.68 para 1 y 15 grados de libertad, encontramos que 
los efectos de las réplicas, lo mismo que los efectos de la lubricación y;Ja suprc- . 
sión de chispas, son· significativos con un nivel de 0.01, y que hay interacCiones 
significativas con un nivel de 0.05 entre la lubricación, la protección contra el polvo 

·Y la supresión de chispas. El lector deberá interpretar estos resultados y estimar 
_ia magnitud de algunos de Jos efectos en el ejercicio 8 de la página 300:éc· 

Dividiendo las sumas de cuadrados por sus grados de libertad para obtener . t. 
os cuadrados medios, y dividiendo los diferentes cuadrados medios por el medio 
uadrado de error, obtenemos la siguiente tabla de análisis de varianza para el 
xpcrimento factorial 2': 

. . -~~ 

EJERCICIOS 

Un experimento de prueba de sabores se realizó. para descuhrir qué efecto, si algunn. 
producen las propiedades físicas de cierto comestible sobre su sabor. Los resultados, ex
presados por una puntuaciiln de: un experto en una esc;\la del 1 al 10 aparecen en la 
tahla que sigue: 

1 

! 
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{a) Analizar Jos resultados como una clasificación de dos direcciones, C'OD 7 grados de 
libertad para los tratamientos, y 1 grado de libertad para los bloques (rl:plicas). 

{b) Usar una tabla adecuada de signos para calcular Jos efectos totales de (A], [B], 
[C], [AB], [AC], [BC], [ABC]. 

(e) Utilizando los resultados obtenidos en la parte \b), hallar las sumas de los cua
drados correspondientes a los efectos pñncipaln y las interacciones y verificar Sus 
totales frente a lá iuma de cuadrados de los tratamientos de la parte (a). 

( d) Ordenar los datos con combinaciones de tratamientos en orden normal y usar el 
método de Yates para encontrar los efectos totales. Comparar con los resultados 
obtenidos en (b). . · 

{e) Construir-una tabla de anil~sis de la va~anza y analizar el experimento. · 

2. Se rea1i2'6 un experimento para detenninar los efectos de ciertos elementos aleados s~. 
bre la ductilidad de un metal y se obtuvieron los resultados que a continuación se 
indic-an: 

Carbono Mangan~so 

0.2% 
0.2 
0.2. 
0.2 
0.5 
0.5 
0.5 
O.li 

0.5% 
0.5 
1.0 
1.0 
0.5 
O.li 
1.0 
1.0 

Nlqu<l 

0.0% 
3.0 
0.0 
3.0 
0.0 
3.0 
0.0 
3.0 

R~sist~ncia a la rotura (pi~s/lb.) 

R<p. 1 R<p.l R<p.3 

34.6 
46.4 
41.8 
40.0 
37.8 
33.2 
38.2 
46.2 

37.5 
42.4 
38.0 
44.7 
32.7 
36.2 
40.4 
43.6 

36.1 
44.8 
37.2 
46.3 
31.6 
35.5 
38.8 
49.2 

Hacer un análisis dC la varianza adecuado e interpretar Jos rcsultadoa. 

3. Se hizo un experimento para ddcnninar los efectos de Jos Siguientes factores sobre el 
rendimiento de un semicoilductor: 

Fadar 

A. Localiz.aci6n del conjuntO 
· ·B. Presión parcial del material 

control 
C. Humedad relativa 
D. Tiempo de envejecimiento 

. Nivel O 

Laboratorio 
10-~' 

1% 
72 horas 

Nivel/ 

L1nca- de producción 
10 ...... 

30% 
144. horas 

,. 

~os resulta~ns fueron_ Jos· sigui~ntcs: 

. · ..... 
,Condició11 

experimemal 

1 
a 
b 
ab 

• .. 
be 
abe 
d 
ad 
bd 

.abd 

cd 
acd 
bcd . Gbc.r. 

a·anónCliu · 
R<p. 1 R<p. 1 

39.0 
31.8 
47.0 
40.9 
43.8 
29.3 
34.8 
45.6 
40.1 
42.0 
54.9 
39.9 
43.1 
30.1 
35.6 
41.4 

43.2 
43.7 
51.4 
40.3 
40.5 
52.9 
48.2 
58.2 
41.9 
40.5 
53.0 
40.2 
40.2 
39.9 
53.7 
49.5 

)_,..,. 

Hacer un. análisis adecuado de la varianza e interpretar los resultados. 
Un expenmento de filtración se realizó para determinar qué factores influían en el 
c~ntrol del contenido final de fósroro de un acero producido en un convertidor Los 
mveles de los factores estudiados y los resultados eXperimentales están· contenid~s 
la tabla que sigue: en i 

E 
V ociado 

lcnp. ("F) 

2400 
.2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2400 
2600 
2600 
2600 

D 

Cal 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
3 
a 
a 

5% 
5 
5 
5 

15 
15 
15 
15 
5 
5 
5 
5 

15 
15 
15 
15 
5 
5 
6 

B 
Fósforo 

·arigilra/ 

0.15% 
0.15 
0.30 
0.30. 
0.15 
0.15 
0.30 
0.30 
0.15 
0.15 
0.30 

·o.30 
Ó.15 
0.15 
0.30 
o.ao 
0.15 
0.15 
o.ao 

Á 
MDIIfO'I~So Fósforo 

original R~p. 1 

1% 0.003% 
3 0.004 
1 0.002 
3 0.015 
1 0.002 
3 O.Oll 
1 0.004 
3 0.002 
1 0.000 
3 0.008 
1 0.003 
3 0.005 
1 0.010 
3 0.000 
1 0.000 
a o.ou 
1 o.ooa 
a o.oo1 
1 O.Ull 

0.001% 
0.009 
0.008 
0.007 
0.005 
0.006 
0.001 
0.004 
0.003 
0.002 
0.007 
0.012 
0.000 
0.001 
0.014 
0.015 
0.007 
0.00~ 

0.005 
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l . S. 

E 
Vadaa'o 

2600 
2600 
2600 
2600 
2600 
2600 
2600 
2600 
2600 
2600 
2600 
2600 
2600 

D 

Cal 

3 
3 
3 
3 
3 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

e 
O.:dgeuv 

5 
15 
15 
15 
15 
5 
5 
5 
5 

15 
15 
15 
15 

B 

original 

0.30 
0.15 
0.15 
0.30 
0.30 
0.15 
0.15 
0.30 
0.30 
0.15 
0.15 
0.30 
0.30 

A 

original 

3 
1 
3 
1 
3 
1 
3 
1 
3 
1 
3 
.1 

3 

Rep. 1 

0.010 
0.004 
0.019 
0.004 
0.017 
0.007 
0.015 
0.004 
0.010 
0.017 
0.005 
0.014 
0.016 

Rep. 1 

0.017 
0.008 
0.013 
0.008 
0.023 
0.004 
0.009 
0.011 
0.006 
0.011 
O.QIO 
0.009 
0.011 

(i) Utilizar este método para expresar· [.8], [AC], y [ABC) en función de los totales 
de tratamiento en un experimento factorial 2': 

(ii) Utilizar este método para expresar [AC] y [BCD] en función de los totales de tra-
tamien!o en un experimento factorial ~ · 

14.4 El mezchido en un experimento faclorÍiiL2• . 

En algúnos experimentos es imposible realizar todas las condiciones experi
rr.entales requeridas en un bloque. Por ejemplo, si se hace un experimento factorial 
2' combinando ocho pigmentos de pintura que se aplicarán a una superficie para 
después cocerla en un horno y sólo caben cuatro muestras en el horno, se hace 
necesario dividir Jos ocho tratamientos en dos bloques (hornadas) en cada réplica 
Como hemos indicado anteriormente, si el tamaño del bloque es demasiado pe
queño para incluir todos Jos tratamiento~. será necesario hacer diseños especiales 

Analizar Jos resultados de este experimento. denominados de bloques incompletos. 
Escribiendo el total del tratamiento (a) como ]a suma de ]as observaciones y101:u corres-- Cu~do las_ con~iciones experi~enta1es_ se distribuyen en varios bloques, uno

1 

pon~ientes y substituyendo para estas observaciones las expresiones dadas por la ecua· o más de loS erectos pueden qued.ar confundidos o mezclados con posibles efectos 
ción modelo de la página 291, se puede demostrar que de bloque, es decir, diferencias entre bloques. Po~ ejemplo, si en un experimento. 

(a} = r[¡t +a,+ fj, +'Yo+. (afj),, + (a-y) .. + (fJ-y)"' + (a{J-y}, .. ] + i .,.,, factoñal 2•, como el del párrafo anterior, se incluyen las condiciones a, ab, ac y 
. . . • . • · 1-1 ohe en una hornada (bloque 1) y las condiciones exporimentales 1, b, e y be en: 

Hac~e~do uso de las re~tncc1ones 1mp~estas a Jos parámetros, escnbir de nuevo la ex-la segunda hornada (bloque 2) erttonces el Hefecto de bloque·•, diferencia entre· 
pres1ón de (a) en func1ón de los par.tmetrosp,a0,{J0,-y0 (afJ)00 (cry)00 (ft-y)

00 
(ap-y)OOI)o ' ~ 

6. Repetir el trabajo del problema S, escribiendo (1 ), (b),' (nb), (e), (.,:), (beJ y (abe) los totales de los dos bloques, está dado por 
en función de los parámetros p, ao, fJo. 'Yo, (a{J)., (a-y} .. , (fJ-y)., y. (a{J-y)-. [(a) + (ab) + (aé) + (abe)] - [(1} + (b) + (e) + (be)] 
EmpJeando los resultados de Jos problemas S y 6, -verificar las expresiones de [AJ y • • • · - . 
[BC]:obtenidas en la página 293. Expresar también, •• en función de las cantidades. Temendo presente la tabla de s1gnos de la págma. 293, observamos que. esta 

• 7. 

,;8. 
•;;.,. . . · · ·cantidad ~ de hecho, el efecto total [A], as! que la estimación del efecto princi
Jilterpreta~ los resultados del an~lisis de la varianza dado en la tabla de ·la página pal del factor A está mezclada (o confÍmdida) eo11 los bloques. Notemos que to-

1 
318, Y cst1mar la magmtud de Jos efectos significativos. ·dos los demás efectos factoriales permanecen sin mezclar; para cada otro efecto 

9. l!na forma de co~p~obar, por c~Tcuto, ~as sumas de los cuadrados obtenidas para· Jos total hay dos coeficientes + 1 y dos -1 en cada bloqtiC:, ya que los efectos de 
d1vef$OS efectos pnnc1pales y las mteracc1ones es que la .suma debe ser igual a la suma b • · Es · · d 'd' 

/10. 

de los cuadrados "·e los trata · 1 bt .d' 1. d 1 d . loque se eltmman. la clase de argumentactón se puede emplear para ect u, -.: m1cn os. o cm a ana •zan o os a tos como una das1fi- . , . . . · 
caci:ln de. dos direcCiones Hacer esta comprobación en las sumas de cuadrados de la tamb1en, qué condlClones expenmentales se deben poner en cada bloque para mez'"; 
tabla de la p~gina 297. ciar un efecto principal o una interacción dados. Por ejemplo, queremos mezclar 
Si se desea una expresión para un efecto total. sin construir una tabla de signos com- la interacción ABC con ]os bloques del ejemplo anterior; para eiJo, podemos poner 
pleta. se puede emplear el. método que. indtcamos a continuación, ilustrado para en .. ]as condiciones experimentales a. b. e y abe, cuyos totales tienen coeficientes + 1.: 
contrar [ABC] en un expenmento faetona! 2•. Tomamos la expresión· (a ± 1)(b ± 1) . . . · b · 
(e± l)(d ± 1) <on signo "+" s·1 las let d' 1 • 1 . b 1 en [ABC], en un bloque, y las cond!ctones expenmentales 1, ab, ae y e-, cuyos ras correspon 1en es no aparecen en e Slm o o . . · 
para el efecto p~n~ipal o en Ja interacción para la que se estA calculando un efecto totales llenen coeficientes -1, en el otro bloque.. "-
total. Y .. _ .. si la letra correspondiente aparece. Asf. para encontrar [ABC] escribimos En general, mezclar en un experimento factorial 2• puede resultar mucho más 

(e - 1)(b - 1)(c ~ 1)(d + 1) = abcd +abe_ obd _ acd _ bcd _ ab complicado que en el ejemplo que acabamos de dar. Para evitar serias dificultaJ 
· . - ac + ad - be + bd + cd + a + ¡, des, supondremos que el número do bloques usados sea una potencia de 2, tal 

· . + e - d - 1 como 2•. Esto nos indica que el precio pagado por hacer un experimento rae~ 
Y despu& de ordenar los tE:nninos en orden normal y sumar loS· parE:ntcsis, obtenemos. torial 2- en 2P blOques es que 2•- 1 efectos se mezclen con Jos bloques. Panf 
finalmente. · "" ' - - · · · 

adarar exactamente qué efectos se mezclan, y para indicar un método que se pue-. 
[AJ>..., = -(1) + (a) + (b) - (oh) + (<) - (ac:) - (be:) + (abe) - (ti) 

+ (ad) + (bd) - (nbd) + (cd) - (acd) - (bc:d) + (obcd) . 
: emplear para mezclar sólo determinados efectos, y no otr esulta Íttil defi~ 

nir el término uinreracción generalizada .. en Ja forma siguiente. JCl interacc•i<ín J:t'4 

1 
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' -// ncralizada de dos' efectos es el "producto" de esos efect.!}§,_~O!'_~~!f>resióll_ de letras· Bloque ¡: a be d ab<d 
iguales. Así, la interacción generalizada de AB y CD es ABCD, y la interacción Bloque 2:- b ac ·abd <d 
.g~lizada ,de ABC y -BCD es A·Bf/:Bf/:D, o AD. P~ra mezclar un experimento Bloque 3: ab e bd a<d 
factorial 2• en 2• bloques, se puede emplear el método siguiente: se seleccionan Bloque 4: 1 abe ad. b<d 

... 
" ,303 .. 

p efectos para mezclarlos, asegurándose de que ninguno sea la interacción geñe: ·Comparando estos bloques con una tabla de signos, o lo que es equivalente, apli
ralizada de algunos de los seleccig_nados. Entoiices;-·podemos- demostrar que 2•- cando la regla de pares-impares, el lector deberá verificar, en el problema 8 de ' 
(p- + -¡)efeCios quedan mezclados automáticamente cóñ ·los bloques; junto con los la página 310, que la interacción BC también está mezClada con los bloques, 
p 'erectos esc:_()gidos orígfn"iiim-eñ!e. esii) nos da u-~-toÍal de 2•...:._1 efectos mezcla- mientras que todos los demás efectos no lo están. 
dos en ~exppj_m_e_J!.l9~.l.os otros efectos_ !"~zcla¡i()S _son, de hecho, las intcraccio- EJ.análisis de un experimento factorial 2• mezclado es semejante al del eXJ\\ 
nes _ _gene_rªlizadas de los p efectos esco_gid~s. orj_gi_n~l!J1ente. · perimento sin mezclas, con la excepción de que las sumas de cuadrados de Jos\ ¡ 
· · Para ilustrar la construcción de un diseño mezclado, vamos a dividir un ex- efectos mezclados no se calcula y, en cambio, calculamos una suma de cuadra-¡ 
perimento factorial 2• en 4 bloques, de tal forma que efectos deseados se confun- dos del bloque como si el experimento consistiera en br bloques y no en b blo- : 
dan con bloques. En la práctica se mezclan solamente las interacciones de orden ques en cada una de las r réplicas. Con respecto a nuestro ejemplo del expe
superior (con la esperanz.!l de que sean no existentes). Como hemos decidido en- rimento factorial 2'. en el que se mezclan las interacciones ABD, ACD y BC, y 
tre 4 bloques, tenemos 2• = 4 y p =· 2 y podemos seleccionar arbitrariamente dos empleamos dos réplicas, tenemos la siguiente tabla del an~Jisis simulado de la 
interacciones de orden superior para mezclarlas. Si seleccionamos ABCD y BCD, 1varianza · 
la interacción generalizada, A. se puede mezclar también. Luego, para evitar la 
mezcla de cualquier efecto principal y para mezclar el menor número posible de 
interacciones de dos factores, seleccionaremos ABD y ACD, notando que la BC: 
en consecuencia se mezcla. (Observemos que es imposible evitar que se mezcle · 
cuando menos un efecto principal o una interacción de· dos factores en este ex-
perimento.) " 

Para repartir las 16 condiciones experimentales en Jos cuatro 'bloques, distri
buimos primero en dos bloques, de tal forma que ia interacción ABD se mezcle 
con Jos bloques. Ahora, ponemos en una tabla de signos adecuada todos los tra
tamientos cuyos totales tengan un"+ 1" en la fila de [ABD] en un bloque, y todos: 
Jos que tengan "-1" en· un segundo bloque, con Jo que tendremos los bloques . 
que s~ indi~n a continuación: 

Primu bloque: b oc 
s~gundo bloque: ab e 

be d abd <d ab<d 
abe ad bd a<d bcd 

Origen de variación 

Bloques . 
Efectos principales 

Interacciones de dos 
factores 

Interacciones de tres 
factores 

Interacción de cua ... 
tro factores 

Error interior de Jos bloques 

Total 

Grados de 
libertad 

1 
7 

1 
4 

5 

2 
' J 

1 

12 

31 

Notemos que cada condición experimental en el primer bloque tiene un ñúmero 1 
impar ·de letras en común con A BD, mientras que las condiciones experimentales La suma de cuadrados de los bloques se obtiene, como siempre, sumando Jos 
del segundo bloque tienen un número par de letras en común con ABD. Esta cuadrados de los ocho totales de bloques, dividiendo el resultado por 4 (el nú
regla de pares-impares nos da una forma alternativa de distribuir las condicio- mero de observaciones en cada bloque), y restando el término de corrección. La 
nes experimentales en dos bloques para mezclar un efecto dado y tiene la ventaja suma total de cuadrados y las sumas de cuadrados de los efectos factoriales no 
de que no es necesaria 'la construcción de una tabla de signos completa. mezclados, se obtienen en la forma habitual, y la suma de cuadrados del error 

Una vez que hemos mezclado la interacción ABD dividiendo las 16 condi- ·dentro· de los bloques, una medida de la variabilidad _en el interior de los blo
ciones experimentales en dos bl~ques, vamos a mezclar la interacción ACD divi- ques, se obtiene por resta. 
diendo cada uno de estos bloques en dos bloques de cuatro condiciones cada Para ilustrar el análisis de experimentos factoriales 2• mezclados, suponga
uno. Utilizando la regla de pares-impares que acabamos de describir (o una ta- mos que cada réplica del experimento con el interruptor por pasos descrito en 
bla de signos) obtenemos los cuatro bloques siguientes: · la sección anterior, se hace en cuatro bloques, porque sólo se tienen cuatro posi-
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1 bl s Copiando la suma total de cuadrados y las sumas de cuadrados de los di-
' -1•. -•• 0nt'•r 1-<. ¡r "1n•.e.rn¡ptores. lE! orden para probar os . oques e • ·~ b:Eo:bd~s .. '"~ ~ ·-· '-' · d t ·~erso:i e:icclvs no llJCL.Ch::~.do::; de ]a rabia de la pftgina ¿g¡. obtenernos ia tabía de 

d d · 1' 1 anera de asignar ca a mterrup or 
' 1 toma al azar dentro e ca a rep •ca, Y a m . d d á las inter- análisis de la varianza del experimento factorial mezclado, mostrada (parte in/e-

dentro de cada bloque es también al azar.) Supomen °' a em s, que tra en la rior de la página 304). En este ·análisis, los efectos principales A y C son signi
aa:iones ABD, ACD y BC se mezclan c~n _los bloques, com~ se mues artir de ficativos a un nivel de 0.01, pero ninguno de los restantes efectos principales o 
página 303 (ref. 324-2), obtenemos los s¡gmentes totales de . oques, a p de las interacciones son significativos.- ,~·· 
los datos de la página 315: Si hay réplicas, alguna de la información perdida sobre los efectos mezclados, 

Bloque 1 Bloque 2 Bloque 3 Bloque 4 se puede recobrar por una descomposición más amplia de la sudia de cuadrados 

Réplica 1 3564 

1 

3488 3743 

1 

3593 

4130 3978 . 4056 3799 
Réplica 2 

Entonces, )a suma de cuadrados para Jos bloques está dada por 

. (3564)' + (3488)' + ... + (3/99)' - 28 786 975 
~~- 4 ' ' 

. = 101,240 

dónde el factor de corrección es e( mismo que en la página 2~5. 

Grados de Suma de Cuadrado 
Orig~n de vañación Iib~rttul cuadrados medio 

. 
101,240 14.,463 Bloques 7 

Efecto principal 
134,551 A 1 134,551 

B 1 4,632 4,632 

e 1 225,624 225,624 

D 1 713 713 

Interacciones de dos 
factores 

AB 1 39,410 39,410 

"AC 1 18,673 18,673 

AD 1 31,689 31,689 

BD 1 24,698 24,698 

CD 1 81 81 

Interacciones de tres 
factores 

39,130 ABC 1 39,130 

BCD 1 14,070 14,070 

Interacciones de cuatro 
factores 

ABCD 
1 385 385 

Error interior de 12 109,980. 9,165 
los blo· ' 
Total 31 74.4,876 

F 

1.58 

14.68 
<1 

24.62 
<1 

4.30 
2.04 
3.46 
2.69 
<1 

4.27 
1.54 

<1 

de los bloques. Este análisis consiste en dividir la suma de cuadrados de los blo
ques en una componente para cada uno de los efectos mezclados, una compo
nente para las réplicas, y una componente residual llamada "error entre bloques", 
que eS una medida de la variabilidad entre bloques. Copiando la suma de cua
drados de las réplicas y las .urnas de BC, ABD y ACD, del análisis de la varianza 
de la tabla 297, y copiando las sumas de cuadrados de los bloques del análisis de 
varianzas internas del bloque de la tabla anterior, obtenemos el siguiente análi
sis de la varianza entre bloques: 

Origeñ de vari~ión Grado de Suma O.e Cuadrado 
F 

libutod cuadrados media 

R~pticas 1 77,520 77,520 . Zl.05 

Efectos conjuntos. . 
' BC 1 1,001" 1,001 <1 

ABD 1 30 30 <1 
ACD 1 12,601 12,601 3.75 

Error interbloque 3 10,088 3,363 

Total (Bloques) 7 101,240-

.Nótese que el error entre bloques se obtiene por resta y que las razones F se 
¡obtienen dividiendo Jos cuadrados inedias de Jos efectos mezclados y el cuadrado" 
medio de las réplicas por el cuadrado medio del error entre bloques. Sólo el 
test F para las réplicas es significativo (al nivel 0.05). El pequeño número de 
grados de libertad del error entre bloques implica. que la sensibilidad de estos 
tests de significación es muy pobre; de hecho; raramente tiene objeto esta clase 
de análisis entre bloques, a menos que el número de réplicas S_!!a relativamente 
grande. 

14.5 Réplicas fracciona les-· 

. En los estudios sobre líneas complejas de producCión, procesos químicos como ' 
' del petróleo, plásticos o metales, procesos físicoquímicos, f· · como los que ¡ 
. .uecen en las industrias electrónicas y de tecnología espacial, . .) much~ 9tros : 
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1 . . . 
~J . . .. · 

{// 
e:,tudios de ingeniería, ~1 expe_r. imentad?r se encuentra ·?nt~ ~n conjunto mu! gran
de y ·enreda<!? de vanables mterrelacwnadas. Los _pnncopoos .de )a expcnmenta

IJI ción factorial· tratados en este capitulo le ayudan a "recortar" estas variables, para 

¡ descubrir cuáles de· ellas tienen mayor influencia en el proceso considerado y 
qué interrelaciones importantes pueden existir. 

! 1 
Sin embargo, hay algunas serias _lirri~táciones al estudio simult.áneo de un gran 

número. de factores. Aun cuando a i:ada factor se le den solamente dos niveles, 
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' ,, . .. . .· '~ . . . 
¡;dscindiend(:i' d~ todas!ás ·~oiumnas, excepto las correspondientes a a~ b, e y abe, • 
vemos ·que e! efecto tótal -dé! factor A está dado ahora por 

Si. escribimos 

y substituimos las y;;H 

página 291, obtenemos 

[A] = (a) - (b) -:- (e) + (abe) 

r r 

(a) = ::!: YUXll, (b) = ::!: YotOI, • : • , 
1-1 1-1 

por las expresiones dadas por la ecuación modelo de la 

l/ /una réplica de un. experimento de 6 factores requiere· 64 observaciones; en un 
experimento de. 7 factores hay 128 observaciones en una réplica, y en una ré- [A] = -4r[ao- {P-y)oo] + • 

•. , plica .d~ .. un experimento de 10 factores hay 1024 observaCiones. Las limitado- · . . . . . , la 
;• nes económicas y prácticas de estos grandes números hacen necesario buscar. don~e E es el v_alor de una vanable alea~ona con medo~ ~ (e¡ercocoo 16 de así 
.' métodos en Jos.que el tamaño de Jos experimentos factoriales se mantengan den- págma 312). Ast encont:amos que [A] mode el efecto pnncopal del ~actor A, 
:; tro de limites manejables. Por supuesto, se debe insistir que no hay ningún subs- .como la interacción BC, por lo que estos dos efectos. se han he~ho mseparables, 

titulo para un planeamiento cuidadoso preliminar que, \lnido a la perspicacia de o mezclados. Notemos, también, que en la tabla ·de sognos. reducoda (con las co-
un buen. ingeniero, puede dar la eliminación de muchos"factores innecesarios. lumnas que corresponden solamente a a, b, e Y abe). los sognos para [~J. Y [B9] l 

son ·idénticos y, por lo tanto, [A].= [BC]. En el problema lz_deja pagon~ ~21, 1 

A pesar de un planeamiento preliminar .muy cuidadoso, es dificil muchas el lector deberá demostrar que, .para la réplica fracciona! dada, ti efecto prmcopal 
veces ·evitar que sean necesarios 6 ó 10 (o más) factores en un experimento. Una del factor B está igualmente mezclado o aleado con la interacción AC, mientras 
forma de reducir e( tamaño de un experi~ento de este. tipo es descómponerlo . que el efecto principal del factor e está mezclado, o aleado, con la interacción 
en varias partes, 'inclu)·endo en cada parte la variación deliberada de un factor, AB. La interacción ABC no se puede estimar. 
mientras que los otros permanecen fijos. Esto puede traer la consecuencia inde- Con un diseño cuidadoso, en general será ,posible mezclar todos los efectos 1 
seable de 'que no se pudieran estudiar algunas de las interacciones. Aún si inc!u- principales y las interacciones de dos factores sálo con intcraccion_es de orden su- . 
yeramos la mitad de los factores en una parte, y_ la oira mitad en otra, con Jo· perior. Esto se ilustra en el ejemplo siguiente, en el que construoremos una me
qu~ cambiaríamos un experimento de 10 factores .(que necesita 1024. observado- dia réplica de uri expeñmento factorial 2' Pri"lero, seleccionamos un efecto 
nes) pbr dos experimentos de 5 factores· (que necesita cada uno 32 observa- (usualmente una interacción de orden superior) para dividir el experimento en . 
cio:,es), se perderla irremediablemente cualquier interacción entre factores de la ·dos. bloques, como lo hicimos en el caso de las . mezclas. El efecto escogido se 

1
¡ ~rimera parte y factores de la seg~nda. Es posible corregir a~gunas de estas difi- 'llam~ contraste de definición, y no se p. uede calcular de. ni.nguna manera por la 
culr~des ob~ervando qu~ la mayona ~e las veces no estamos mtere~dos en todas réplica fracciona!. Tode>.~!()~_emás efectosse_a!e~-~--con ot.ros .. efectos,. • .. saber, su~ 

.
11 

las_ mteraccoo~es. :or e¡emplo, es posoble desarro~Jar sólo -~na fraccoon de un fac- interacci_ones ger~eralizadas_(ver página 302) con el c:on~raste de defimcoon. As!, St 
1 ton.aJ 2• y aun aso obtener la mayor parte de la mformacoon deseada, tal como la el contraste de definiciones es· ABCDE. el ·efecto pnncopal para el factor A llene 
qu~ se refiere a Jos efectos principales y las interacciones de dos factores (pero la interacción de cuatro factores BCDE como aleada, BC y ADE son un par 

. no 1as interacciones mayores). · · . . aleado, y asl sucesivamente. Como hemos visto, sólo se puede estimar en el ex
. ~s principios ~~ las réplicas_ fracciona/es, en .las que ~ólo se desarrolla una perimento el efecto combinado (la suma 0 la resta. de Jos efectos aleados). ~m 

1~ 
lrac-..::oon de un expenmento faetona! 2• completo, son seme¡antes a los usados en< embargo, si se puede suponer que no hay interaccoones de un orden sup~nor, 
las :mezclas. Para obtener una media réplica, seleccionamos u.'nicamente uno de Jos (podemos atribuir el efecto. del par aleado BC y ADE completamente a la mter
dos bloques en que se han dividido las condiciones experimentales, mezclando (acción de dos factores BC, el efecto del par ·aleado A y BCDE. completamente 
u~ decto; para obtener un cuarto de réplica seleccionamos_ sólo uno de los cuatro al efecto ·principal del factor A, etc. Una lista completa de Jos pares aleados en 
blcx:cues en que las condiciones experimentales se han dividido .al mezclar dos una media réplica de un experimento factorial 2'· que tiene el contraste úe defi-

i efe.."':! os, etc. En contraste con un experimento de mezcla como los discutidos en· nición ABCDE es la que sigue: , 
¡\¡i la sco..:ción 14.4, ve~os que, e~ una ré~lica fr~';"ional los efectos están n~ezc~ados, A ·y BCDE, · By ACDE. · e y ABDE, D y ABCE. 

· nn • .-.-m bloques, smo entre s1. Como tlmtracoon, supongamos que sólo se mclu- E y ABCD AB y CDE, AC y BDE, AD y BCE. 
yen las condiciones. experimentales a, b, e y abe en una rriedia réplica de un AE y BCD: BC y ADE. ·BD y ACE. BE y ACD, 
cxp•!!rimento factorial 2' (Este es un bloque. de un experimento factorial 2' con • CD y ABE:, . CE y ABD; Dé y· ABC, 
la imteracción A BC mezclada.) Considerando la tabla de signos de la página 293 
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· . f · · · 1 · · 'nt ac ión de dos factores están . _.odo de Yates como si el experimento fue~e un factorial 2-• Se dcb. en tomar · · 
Nótes~ que nmg~ .; ecto pnnc1pa m mnguna 1 er e . . . . .. . . . · . . . .. d 

.. f_ · --. · · 1 · t .. de dos factores Ciertas precauciOnes para ordenar las condiCIOnes expenmentales en un or en nor-
ale'ados con otro e ecto pnncipa u otra m eracc,on . . . . . 1 . . 311 - ¡ 1 

· d' · · 1 e deben ·ncluir en Ja media réplica mal'' modificado, como se md1ca en el problema 14 de ~¡¡ma _ . ·Las 16 con 1ciones expenmenta es que s I · • 
1 

. . · -- b-1 d--b · 
. · 11 · - d · 1 · · d 1 d bl qu s obtenidos mezclando A tratar con factonales fracciOnales, existe el pro ema e o tener una esii-

e<tan dadas por aque as e cna qwera e os os o e . . . 1 . . 1 d' • 1' 1 f . 1 2' 
• . .. E . d .. ., la regla de pares-impares 0 mac10n de error expenmental. Por e¡emp o, en la me 1a rep 1ca de actona el contraste de defimciOn. scog1en o pares en • . . . . . 

1 
· 

. . · • de letras en común con d descnta en )a pagina 307, Ja descompOSICIÓn de )a suma lota de cuadradOS tiene 
sea, aquellas co_n~I~IonesBqCuDeEIIenben un numl er~ ~anrt med'Ia réplica· 15 grados de libertad y, por lo tanto, <la sumas de cuadrados de Jos· 'efectos prin-
contraste de defmiCIÓn A o tenemos a siguie e · . • .. 

· ' cipales (5 grados de libertad), sumas de cuadrados de interacciones 'de dos fac-
r . 1 ad ,. dt lores (JO grados de libertad), pero no da ninguna componente (O grados de li-
f ab bd be abdt bertad) para el error experimental. En una situación como ésta, y en todos los 
i "" cd ce a<dt demás casos en que el número de grados de libertad del error es pequeño, es 
1 be abcd abce bcde mejor incluir una cantidad limitada de réplicas. Esto se puede lograr seleccio

nando al azar varias condiciones expcrimenta)ei; y haciendo obseryaciones adicio-
Para dar un paso más, ilustraremos cómo construir un cuarto de réplica nales correspondientes a esas condiciones. Además, si se puede suponer que no 

para el experimento factorial 2' dado- Haremos esto dividiendo la media répli- hay i~teracciones de orden superior, el total de las sumas de cuadrados corres
ca anterior a la mitad, m""clando la interacción de tres factores ABC. Una vez pendientes a las interacciones de orden superior que no están aleadas con efectos 
ll_lás, utilizando "pares", obtenemos las ocho condiciones ·experimentales que si- principales o interacciones de orde.n inferior se pueden atribuir a "error", y se pue
guen: den usar en el denominador del test F (problema 15). De esta forma, se puede 

utilizar la "réplica oculia" inherente en la mayoría de los experimentos factoriales 
grandes. 

En resumen, la réplica fraccio~al es útil siempre que el nú!l'_ero. de fact<?r.es 
, . . . incluidos en_ un ex~nmento es grande y si no es_económica~_~n_t~ fa_ctible- incluir\ 

C()mo la interacción generalizada DE de los dos e~~":'~~ mezclados esta tamb1en todas las condiciones experimentales posibles. La reducción de ta?:año_(y, por 
mezclada, tenemos ahora los tres contrastes de defmicton ABC:D~. ABC Y DE. co~guient<;, de costo) de una réplica fracciona! or:!gi!l_¡¡__l~-d~scomp~nsación .<!e 
Ninguno· de estos efectos se puede calcular en el cuarto de rcpltca Y cada uno U'!!'._])érdida en inforrnación causada ~r la aleación y las dificultades inherentes 
de los oiros efectos está aleado con sus interacciones generalizadas con los tres a )a estimació'!_~el errC>! experjm~!!!'!LE~bro .de w:-a.· CÓchran ·y (;. M. 
cont'rastes de definición. La aleación completa es la siguiente: . cóx;- citado en la bibliografia, se puede encontrar un análisis más detallado de 

Aleación d~ conjulllos 
la réplica fracciona), incluyendo réplicas fraccionales de experimentos a· y una 
gran variedad de otros diseñes, ,_, 

A, BCDE, BC, ADE 
B, ACDE, AC, BDE 
e, ABDE, AB, CDE 
D, ABCE, ABCD, E 
AD,- BCE, BCD, AE J. 

BD, ACE, ACD, BE 
CD, ABE, ABD, CE 

Hemos presentado este cuarto de réplica ímicamente como una ilustración; e~ 1~ 
práctica, seria difícil que ·resultara Íllil, debido a la aleación de los efectos pnnCJ- 2· 
paJes con las interacciones de dos factores. Sin embargo, Jos cuartos de réplica 
de experimentos con 6 ó 7 factores (y aún Jos octavos de réplica de experimentos 
con 7 y S. factores). pueden·da;'muchá información útil. ·_ .: . ( 

El análisis de un experimento factorial fracciona) es prácticamente el mismo 3. 

que el de un· experimento factorial con réplicas completas. Dada la fracción 1/2• 
de un factorial 2•, ha)' .. 2~_c_ondici.<J.nes_e~P!'~imentales,~ se puede emplear el 

' 

EJERCICIOS 

Hacer una lista de las condiciones cxpeñmentaJes incluidas en cada bloque al mezclar 
un experimento factorial 24, 
(a) en 2 bloques en ABCD, 
(b) en 4 bloques en ABCD y AB. 
¿Qu~ otra interacción se mezcla en el inciso (b)? .f1:.J·•. 
Se v~ a hacer en varios bloques un expeñmcnto factorial 2s que tiene Jf,~~:faclores A. 
B. C. D y E. Indicar qué tratamientos se deben asignar a cada bloque ai:-:.· 
(a) hay dos bloques con la intera.:ción A BCD mezclada. 
(b) hay 4 ·bloques coi:J. Ja:s interacciOn-es ABDE ·y CDF, mezcladas. ¿Cufll otro efecto 

r8ctoria1 (o efectos) se mezclará? ~ ' 
Hacer una lista de las condiciones experimentales incluidas en cada bloque si se mez
cla un experimento factorial 2° en ABDE, BCDF y ABC, formando 8 bloques. iQu~ 
otros efectos factoriales se mezclan? 

1 

1 
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4. ¿CuAl es el "mayor número de· bloques en que· se puede desarrollar un experimento 
f.actorial 26 sin mezclar ning"ún efecto principal? 

S. Supongamos que, en el problema 1 de la pigina 2'J7, los comestibles se j_uzgan en 11. 
conjuntos de cu.atro, con un periodo de descanso intermedio, y qUe el npenmento se 
hace de tal forma que cada réplic3 consiste en dos bloques con ABC mezclado. Hacer 
J.;n an!J.Iisis interno de bloques. 12. 

6. Se van a investigar cuatro medicinas nuevas para determinar su eficacia como tranqui· 
lizadores, aisladamente y combinadas unas con otras. A cada paciente se le dan dosis 
regulares de uno de Jos 16 tranquilizantes formados con estas drogas (incluyendo un 13. 
excipiente correspondiente ~~ ni\'el O de cada droga) y, después de un periodo de dos 
semanas, el efecto de estos tranquiliz.adores en la estabilidad emocional de cada pa
ciente se juzgó {en una escala de 1 a ~) por cinco psiquiatras. Para mantener el tra-r 14. 
bajo dentro de limites razonables, se usaron dos hospitales para este experimento, Y 
se seleccionaron ocho pacientes de. cada hospital pan cada ensayo (liplica); luego, el 
experimento está formado por dos r~plicas de dos bloques cada una, con la interac
ción ABCD mezclada. Los resultados de Jos ensayos en las dos semanas se muestran 
a continuación: \ 

J~r. Hospital 2do. Hospitol 

Comibinación de Clasificación media Comibinación de Clo.si/icÓción media 

tratamientos Ensayo 1 Ensayo 2 tr~tamientos Ensayo 1 EnsOyo 2 

1 2.0 2.6 " 2.8 2.6 
ah 3.8 3.4 b 3.6 2.0 
O< 4.2 4.8 e 2.4 1.8 
be: 4.8 4.0 abe 4.0 3.8 
ad 1.8 2.4 ·d 1.8 2.2 
bd 3.4 3.8 abd 1.6 2.0 
cd 4.6 2.8 acd 3.6 2.4 ·IS. 

ahal 4.2 4.6 bcd 3.4 3.8 

Si una alta clasificación indica progresos satisfactorios. ¿q~ droga parece ser la me--· 
jor1 (Combinación o combinaciones de )os medicamentos.) Hacer un· anfllisis de las; 
vañanzas interiores de ]os bloques para contrastar los dectOs _signifkatives. 

7. Supongamos que, en el ejercicio 4 de la pigina 299, sólo se pudieron probar 8 mues
tras de una sola vez. y que ahora el experimento se ha desarrollado de tal forma que 
cada r~plica consta de cuatro bloques con ~BC, A D.E Y BCDE mezcladas. . 
(a) Si, para cada factor, los niveles O y 1 son, respectivamente, los valores menor y 

m:t.yor, construir una tabla que indique· las condiciones experimentales que van 
en cada uno de los cuatro bloques. · 

(b) Hacer un anilisis inteñor de bloques del experimento. 
8. Verificar que, en el ejemplo de la pigina 303, los totales de todos los tratamientos que 

tienen coeficiente + 1 en [BC] se encuentran en los bloques 1 y 4, que todos los to
tales de tratamientos que tienen _coeficiente -1 en [BC] están en ]os bloques 2 y 3 
y, por lo tanto, que la interacción BC estA mezclada con los bloquea. 

e 9. Demostrar que Ja regla "'parcJ-irnpares" para rcpanir los tratamientos en los bloques, 
da~a en la página 303, es equivalente al método descrito en el problema 10 de la 

~,gina 321. . 
jO. Con respecto al ejercicio 2, supongamos qUe, en cada caso, el bloque que contiene la 

c-vmbinación de tratamiento 1 se escogí~ como una réplica fracciona} de un factorial 21. 
! (a) Mostrar Jos pares aleados t.n la medía r~plica resultante. 

. (b) Mostrar ]os co~juntos aleados en el cuarto de réplica resultante. 

. ' 
(En la práctica, Ja selección al azar deberla usarse para escoger el bloque que se de-
biera incluir en una rtplica fr::t.ccional.) -. 
Hacer la lista de conjuntos~ aleados en el ejercicio 1 si un experimento consiste en 
(a) Una media réplica de un ex-perimento factorial 2• con ABCD mezclado. 
(b) Un cuarto de réplica de un experimento factorial 24 con A BCD y A B mezclados. 
Hacer una media réplica de un experimento factorial 26 que tiene e1 contraste de defi-· 
nición A BCDEF. Hacer )a lil\ta de los 32 tratamientos en el bloque que contiene la 
condición experimental 1, y mostrar lm pares aleados. 
Diseñar un experimento consistente en cuarto de réplica de un factorial 2\ con A.BCDE,. 
.A.BCFG y DEFG mezcladas, si )a condición experimental con cada factor en el nivel 
O debe quedar incluida. Mostrar, adem~s. todcs Jos conjuntos aleados. 
En el ejercicio 12. podemos definir un ord~n normal modificado para las 32 combina •. 
ciones de tratamientos de la ffiedia r~plica en la forma !.Íguiente. Primero, hacemos la; 
lista de las 32 combinaciones de tratamientos correspondientes a Jos cinco factores A. i 
B, C. D y E, en orden normal. Despu~s. añadimos la letra 1 a 16 de estas combina~ ! 

cienes de tratamientos. de tal modo que l.a lista contenga las m"tsmas que el bloque 
escogido para ]a· media réplica. 
(a) Utilizar este m~todo pard hacer una lista de las combinaciones de tratamientos 

obtenidas en el ejercicio ·12. · · 
(b) Generalizar Ja regla anteiior para ordenar las combinaciones de tratamientos en 

un orden normal modificado que se pueda aplicar a una media réplica de un ex
perimento factorial 2-. (Para una réplica fracciona! 1/2,. de un experimento fac
torial 2-, un orden normal modificado se obtiene notando que cul;jlquier bloque 
escogido contiene un subconjunto de n- p letras que forman una r~plica completa 
de un factorial z-.,.. El orden· normal modificado s.:: 0bliene, entonces, empleando i 
estas letras sola.nente y dc11pués añadiendo las rcsi:Jntcs p letras para obtener las 
combinaciones de tratamícntos necesarias.) 

Los factores siguientes se van a estudiar en una media r~plica de un experimento fac
torial 2G (contraste de definición ABCDEF). proyectado para eYaluar diversas substan
cias quimicas como insccticidat: 

Factor Nivrl iJ Nil·~l 1 

A. BMC O% 5% 
B. Malathion 3% 6% 
c. Tedion 1% 2% 
D. Cblorda.no 2% 5% 
E. Lindano 1% 4% 
F. Pyret.hro 2% 4% 

Cada unidad experimental c_onsta de 10 insectos. y los tiempos de vida medios (en se-
gundos) dcspué:s de cada aplicación de los insecticídas respect-ivos son Jos siguientes, en 
e1 orden de azar en que fucrt:'n obtenidos: 

"" 181 acdj 162 bd 135 abdj 131 

"" 172 1 182 dj 171· ah 136 

ah<! 140 bJ 1n =1 159. bale 105 
bcdf IGS </ 176 be 179 ab<d<f 109 
a <M 139 ,. 187 O< 1G5 af 176 
.¡ 186 ah« 131· 

"""' 
181 ad 150 

J• 164 ah<! 125 <d<f 163 alxh 115 
aLa! 112 ad<f 158 lxhf 128 cd 166 
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Hacer: una~ lista·, de·_\Oso P.~!·~~ d.J".>?.Co:;. 

0 )) Ordenar.- lOs; res~ HadOs; en CJl ~.<:r< nc1 r:1al modificado. (.ver· ~jCrcicio, 14): y· utilizar,-
. cli métod01 de: y:::~tes; para· en:-,. :ar i::-1:. erectos. totales. 
(e)¡ ldCntifii:ar,·lO~-'·--eféCtc::. _;t:-:h._ -.-lfl:D !:.=~uc: En la· última. columna de la_ tabla de. 

Yates; escrib!r H~s 32· r: ---~·i:-,:!~io::..:S [JJ, [.A.]; [B], [AB], •.•. 1 [~4BCDE] en. ordt:n· 
norma!:' ~3da ur.a de -'::.: .: ~:,ti! al~:.Ca con otra;. identifique.los pares aleados •. em-
rot-;:ándO•ellcfC~:~. _?ri:;:·:;,~:d - i.a ir::e:-:-Jc.:ión· dC:~prden inferior. (Por·ejerriplo. ABCDE 

.--- _r está\ alC:ada. c.:c-; .-=. irle;:~,:.::.:lr el ciecto total. [ABCDEJ como• el del' efecto prin
cipal! T:). N ::>'-ar e; u!: lC d~ le:. ~J?..;cs aleados. SClOI interacciones; de. tres· factores. alea':" 
d3.s- con in;::ra~:iones a~ 1res- f<:.c:.~res;_ se: califican como "'error ... 

fd)) Obtcr.c: !t;~ . ..:,_;.adradOs: medio:. y completar· el análisis dc·13. varianza .. Notar. que 
er cuadrado mcdi(1 de. error. que tiene· 10 gradOs de: libertad. cs. el promedio de 
JOs cua~rados- mediOs de~ ros 10- cf ectos clasificadOs. como ••error:-":. 

Verificar 13. expresión· obtenida para_ [A] _en. la· página. 307. 
Duplicando los pasos indicados· en la página 307. demostrar- que; en- el diseño· dado, el 
efecto. principal del factor B está· mezclado con. la. interacci:m AC Sugerencia:· expre
sar·[B] y [AC] en. fiinci:ln de los· parámetros del. modelo. 
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13 ANALISIS DE LA VARIANZA 

lDUCCION 

medidas de los pesos de recubrimiento de muestras tomadas de cada envio. Supon
gamos taljlbién que hay cierta discrépancia sobre los pesos de los-recubrimientos 

, efectivos, y·se decide planear un experimento para saber cuál.de los cuatro labora
torios ha hecho medidas correctas, Un factor de complicación radica en el hecho ·de 
que parte del proceso de medida consiste en la remoción química del recubrimiento 

. de la superficie del metal de la base; luego, es imposible tener la misma muestra me
dida por cada laboratorio para determinar con qué exactitud corresponden '!as me
didas a la muestra. 

Una posibilidad es mandar varias muestras (en forma de discos circulares de 
áreas iguales) a cada uno de los labpratorios. Aunque esos discos no tengan en rea
lidad pesos idénticos· de recubrimiento, es de esperarse que tales diferencias sean 
pequeñas y que, más o menos, den el mismo promedio. En otras palabras, se su
pondrá c¡ue cualesquiera diferencias que puedan existir entre las medias de las 
.cuatro muestras podrán ser atribuidas· a causas debidas únicamente a las diferen
cias sistemáticas en las técnicas ile medida y a variaciones aleatorias. 

Ahora queda el problema de decidir cuántos discos se deben mandar a cada 
_laboratorio y cómo se deben seleccionar estos discos. La cuestión del tamaño de la 
muestra se puede resolver de m'uchas formas diferentes, una de fas cuales es usar 
la fórmula de la página 154 pará la desviación típica de la distribución muestra! 
de la diferencia entre dos medias. Substituyendo los valores conocidos de o-1 y u,, y 
especificando qué diferencias entre las medias verdaderas de cada dos laboratorios· 

13.1 Introducción se han de detectar con una probabilidad de al menos 0.95 (ó 0.98, ó 0.99), es posi· 
. -ble determinar n1 = n, = n (problema 10 de la página 253.) Supongamos que este 

Algunos de los ejemplos del capitulo 12 nos han enseñado que con un planea- método y quizás, también las consideraciones de cÓsto y obtención de las muestras 
mi~nto p~evio del experimento se puede lograr considerable eéonomía en el cálculo. necesarias, nos conduce~ a la decisión de enviar una muestra de 12 discos a cada 
Lo que es más importante, un planeamiento experimental adecuado puede dar una laboratorio. 
seguridad razonable de que los resultados de un experimento den respuestas claras El problema de seleccionar los 48 discos y distribuir 12 a cada laboratorio no 
a Jás preguntas que se investigan. Como es !mposible dar en este capítulo una dis- es tan sencillo como puede parecer a primera vista. Para empezar, supongamos que 

· cusión completa d•l dise1ío de experimemo.<, incluyendo Jos muchos fallos a _J?s una hoja del material,. suficientemente larga y suficientemente ancha, se selecciona y 
que está expuesto un experimentador, comenzaremos por presentar en esta seccJon que los 48 discos que se cortan son los mostrados en la figura 13-1. Los doce <lis
algunos de los principios generales del diseño de experimentos. Muchos de estos cos de la tira 1 se envían al laboratorio primero, los doce de la tira 2 al segundo, y 
diseños se aplican frecuentemente en ingeniería y_ otras investigaciones aplicadas se así sucesivamente. Si encontramos que las cuatro medias de los pesos de recu
trataran en secciones subsecuentes. · brimiento difieren considerablemente, ¿nos permite esto llegar a la conclusión de que 

Para ilustrar algunos de los aspectos más importantes del diseño de experimen; las diferencias se pueden atribuir a fallas en las técnicas de medida? Supongamos, 
tos, comidcramos la situación siguiente. Una laminadora surte de hojalata a tres por ejemplo, que una investigación adicional muestra que la cantidad de estaño de
fabricantes, de envas~s. existiendo la especificación más importante 00 que el r~cu- positado electrolíticamente en una hoja de acero larga sigue en proceso no uniforme 
brimiento del fondo del envase pese al menos 0.25 libras por envase tipo·. La la~u~a- y que se repite de variación perpendicular a la dirección en que se lamina. (Este 
dora y cada uno de los fabricantes de envases tienen laboratorios. donde se_ hacen proceso de depósito puede deberse a la posición de los electrodos, a "efectos de bor-

242 ,, de5", etc.) Luego, si los cuatro laboratorios midieron correctamente los recubri
mientos, hay una causa para que existan diferencias en las medidas. El envío de una 
tira ·entera a cada laboratorio nos lleva a que las diferencias entre las técni:as d_e 
medida en Jos ·laboratorios son inseparables (o se confunden con) de cualqUier dJ· 
ferencia que haya en realidad en la cantidad de estaño depositado perpendicularmen
te a la dirección de laminado. 
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del tubo y el contenido mineral del agua, las conclusiones sobre qué tipo de mo!:ót 
es mejor, sólo serán válidas para las condiciones fijadas. Lo que, en realidad. desea 
conocer el fabricante, es cuál material es mejor en una amplia variedad ce condicio
nes, y al diseñar un experimento adecuado será conveniente (de hecho, necesario) 
especificar que tubo de cada material ha M ser enterrado m cada una de las distintas 
profundidades, en cada uno de los distintos tipos de sueio, y en lugares donde el 
agua varia de dureza. · 

Todo lo expuest() sirve para ilustrar que raramente es deseable mantener fij0s' 

Fig. 13.1 NumeraciÓn de las muestras de hojalata todos, o la mayoría de, los factores extraños de la circunstancia de un expcrimcntu. 
· cuando se trata de obtener una estimación deJa variación aleatoria que no esté ''in· 

Un medio de evitar esta clase de confusión es numerar los dlscos y enviar al fiada" por variaciones a otras causas. (De hecho, es muy difícil, si no impo>ible, 
· a:ar doce de ellos a cada laboratorio, como en la selección siguiente, que se obtuvo ejercer un control ian extricto que mantenga constantes todas las variables extrañas).: 
con la ayuda de una tabla de números de azar: En la práctica, se planean Jos experimentos de tal forma que se varian deliberada-' 

mente las fuentes conocidas de variabilidad ·en un rango tan amplio como sea 
Laboratorio A: 3, 38, 17, 32, 24, 30, 48, 19, 11, 31, 22, 41 necesario; aun más, deben ser variadas en tal forma que su variabilidad quedo eli-
Laboratorio B: 14, 20, 15, 25, 45• 4• 14, 5• 39• 7• 40• 34 minada en la estimación de la va~iadón aleatoria. Una forma de consegüir esto, es 
Laboratorio· e: 12, 21, 42, 8, 27, 16, 47, 46, 18, .. 43, 35, 26 t' l · · · b/ 
L b 

. D· 9 2 28 23 37 1 10 6 29 36 33 13 repe tr e expenmento en vanos oques, manteniendo fijas en cada bloque determi-
. Q oratOriO • 1 1 , 1 r 1 , r r r 1 d f • . 0 • · 

. , .. . na, as uentes de vanabohdad (esto es, variables extrañas), pero variándolas do b:o-

Si hubiera algún proceso sistemático en la distribución del espesor del recubrimiento que a blo~ue. . . . · · . 
de la lámina, se "rompería" al tomar las muestras al azar. · · Volvrendo a nuestro e¡emplo del estaoiado de la lámina· de acero, podemos 

, Aunque hemos identificado y eliminado una posible ley de variaciÓn, no te- medir las variaciones a lo largo de la hoja, tomando al azar tres discos de. cada tira 
nemos seguridad de que no puedan existir otros. Por ejemplo, puede habér una di-para cada laboratorio, como se muestra en la ~elección siguiente: · 

fer<ncia sistemática en las áreas. de los discos causada por desgaste progresivo de la · 
tira 4 herramienta de corte, o puede haber grietas u otras imperfecciones. en una parte de tira 1 tira 2 tira J 

La!larat.dn A: S 4 10 23 "4 19 'J6 3 
la Jámina, de tal modo que afecten a las medidas. Entonces', siempre hay la pos.ibili~ Labomtorin B: ' ' ' - ' ... ' 

29
• 

5 37
, 44, 4:8 . 2, 6, 12 21, 15, 22 34 33 3? 45 43 46 

dad de que las diferencias entre las medias atribuidas a fallos técnicos en los labora-· · Laboratorio C: · 1 ' ' - ' ' , 5, 11 16, 20, 13 3G, 29, 30 41, 38, 47 
torios se deban, en realidad, a otros factores no controlados, y el propósito de tomar. Laboratorio D: 7, 3, 9 17, 18, 14 28, 31, 25 39, 40, 42 

las muestras al azar <S el de evitar que se pueda confundir la variable en investi- · · . , . . 
gación con otras variables del tipo de las descritas. , · · , En est~ e~penm~nt~, las liras f?r~~n los bloques, y, si basamos nuestra estimaciÓn 

Al distribuir los 48 discos enteramente al azar entre Jos cuatro laboratorios, no d~ vanacoon a!eatona en la vanabohdad ell/re cada uno de los 16 conjuntos de tres 
nos queda ya, otra alternativa que incluir cualquiera variación atribuible a causas·dosc~s, esta est.imación no estará innada por las variables extrañas, esto es, las diCe
extrañas como una "variación aleatoria". Es posible que esto nos lleve a una esti, rencoas ~ntre tora~. (Notemos, además, que, con esta selección, las diferencias entre 
mación excesivamente amplia de lo que hemos designado como variación aleatoria, las medoas obtenodas en los cuatro laboratorios no se puedan atribuir a diferencias 
lo que, a su vez, hará difícil detectar diferencias entre las medias verdaderas de Jos entre las toras. Esto no se puede afirmar para la selección de la página ~44). 
distintos laboratorios. Para evitar esto, tal vez podríamos emplear sólo discos corta- El análisis de los experimentos en que se utilizan bloques para eliminar uno 
dos de la misma hoja y de la misma tira (o de alguna otra región homogénea). Des- fuente de variabilidad se discutirá en la sección 13.3. El análisis de los expcrimen
graciadamente, este tipo de experimento controlado nos presenta .nuevas complica- tos ~n que se deben eliminar dos o tres fuentes de variahilidad se encuentra en la 
ciones. Por ejemplo, ¿qué utilidad tiene 'hacer un experimento ·que nos permite con- seccoón 13.5. ' 
cluir que los laboratorios coinciden (o no) en sus medidas, si tal conclusión se li-
mita a las medidas lu·chas a una di.o;tancia fija del borde de la lámina? Para consi· 
derar un ejemplo en el que se preEentan tales complicaciones con agudeza, suponga 13.2 Clasificaciones en una sola dirección 

mos _que un fabricante de n:ateriales d.c fontanería desea ~o-!J1parar las ~racteristi~s En esta sección consideraremos el análisis estadí!.lico del diseño hecho cumph:ta
de d1vcrsas clases de matcnales para emplearlos en tubena que van a estar sumerg1- mente al azar, o de clasificcu:üJ11 en una sola dirccciún. Supondremos que el expc!"Í· 
das en agua. Si vamos a fijar condiciones tales como la acidez del suelo, profundidad 

. ' ·---.-.---".. ._. --··· -- -·-- -
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rnentador cuenta con Jos resultados de k muestras de azar independientes, cada una Para_ lograr uniforl)lidad con las ecuaciones correspondientes para clases más 
de tamaño 11, provinientes de k p_oblacion<:sdiferentes (esto es, datos sobr~ k trata- complicadas de diseño, es costumbre reemplazar ¡J.¡ por JL +a¡, donde JL es la media 

mientos, k gru~os, k métodos de ~reducción etc.)! y debe con.trastar la ·hipótesis de las JL• , por Jo tanto, ~ a¡ =· 0 (ver problema 11 de la página 254). Utilizan-
de que las med1as de esas k poblaciOnes son todas 1guales. Un e¡emplo de tal,expe- y · ;-1 · 

rimentos, con k = 4, es el expuesto en la página 245. Si denotamos la j-ésima ob- do estos nuevos parámetros, podemO$ escribir la ecuación modelo para la clasifica
•en·ación en la i-ésima muestra por Y<l el esquema general de la clasificación en una ción en una sola dirección, en la forma 
sola dirección es el siguiente: · • 'gij = ll + Q¡ + fij para i =¡ 1, 2, . . ·., k;"j:= 1, 2, . .. , n • 

Alu~stra 1: Yu 1 Yu,. · · ,·yli, · · •, Yb 

Afu~stra 2: Yn, Y22,. · . 1 Ylj, · · .: , Y2• 

Mcd;a 

!l• 
. y, 

y, la hipótesis nula de que las k medias de poblaciones sean iodas iguales se puede 
cambiar por líl hipótesis nula de que "' =a•= . .. =_a,= O. La hipótesis alternativa 
de que, al menos, dos de las medias de población sean diferentes, es equivalente ·a 
la hipótesis altenativa de que a, =1= O para alguna i. 

Aftustra i: y,1, ya, .... , ·yiir .. · 1 Yi• 

Muestra k: Y.u, Yu.1 ••• , YiiJ ... 1 Yn 

!l< 

Jl. 

Para contrastar la hipótesis nula de que las k medias de población sean todas 
iguales; compararemos dos estimaciones de u'-uno basado en la varianza entre las 
medias milestrales, y otra basada en la variación dentro de la muestras. Como, por 
hipótesis, cada muestra proviene de una poblacion de varianza u', esta varianza 
se puede estimar por cualquiera de las varianzas muestrales 

• Con respecto al experimento de la página 263, y,. (i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2, ... 12) r, = _z V/ii- '{j;}'/(n ~ 1) 
es elj-ésimo peso de recubrimiento medido por:el i-ésimo laboratorio, !1< es la me- ,_, · 
dia de las medias obtenidas por el i-ésimo laboratorio,_ e 'li es la media general (o y, por consiguiente, también por sus medias 
media ma)•or) de las 48 obsen·aciones. • • • • 

Para poder contrastar 1~ hipótesis de que las muestras· obtuvieron de k po- 8~ = z sVk = z z (y;; - iJ,)'/k(n - 1) 
b1acioneS con medias iguales, haremos -Varias suposiciones. Concretamente, se supOn.· . . •-t •-t i~ 1 

· 

drá que tratamos con poblaciones noimales ql!e tieneri varianzas iguales. Existen Nótese que cada una de las varianzas muestrales s~ está basada en 11 -1 grados 
métooos para contrastar en qué grado es razonable es esta última suposición (ver el de libertad (n -1 desviaciones independientes de y,) y, por lo tanto, 8lv está ba· 
libro de A. M. Mood y F. A Graybill, citado en la bibliografía), pero los métodos sada en k(n- 1) grados de libertad. Ahora, la varianza de la media 1< muestra! 
que desarrollaremos en este capítulo son bastante "robustos"; es decir, son relativa- está dada por 
mente insensibles a las violaciones de la hipótesis de la normalidad y de la igualdad • 
de las varianzas. · si = Z ('/i, - !1.)'/(k - 1) . . . •-1 

Si p.¡ denota la media de la i-ésima población y u1 denota la varianza común y, si la hipúlesis nula es cierli:r, nos da una estimación el~ u'/n.Luego. 
de las k poblaciones, podemos expresar cada observación y¡¡ por p.¡. más el valor i • 
de una componente aleatoria, esto es, podemos escribir. , .. ' - -- 8~ = n·si = n· 2: (y,- !1 )'/(k- 1) 

t-1 

'Yii = ~Ji + EiJ para i =- 1, 2, · · · , k; i = 1, 2, · · · , n nos da una estimación de ~' basada en las diferencias entre las medias muestrales, 

De acuerdo con las suposiciones anteriores las Eii son valores de variables aleatorias Y está_ basa~a. en. k - 1 gra~os de libertad. 
independientes con distribuciones. normales de medias cero y varjanza común u'l. : SI la hlpotes¡s nula es Cierta, podemos demostrar que u:, y ~son estimaciones 
(Nótese que esta ecuación, o modelo, se puede con.siderar como una ~cuación de re- Independientes de e-', Y de aquí que 
grcsión múlt}ple; introduciendo las variables xu que sean igual a O ó 1; dcpendiel)do ·., . F _ 8s 
de que los dos subíndices sean desiguales o_ iguales, podemós escribir. · - 8~ 

Y11 .= p¡X¡¡ + P~XiJ + · · .. ·+ JlA:Xü + t.¡¡ . . : .es un valor de una variable aleatoria que tiene distribución F. con k - 1 Y 
· · . · · - · k(n- 1) grados de libertad Co 1 · - · 1 1 l ~ (puede esperarse Los parámetros p.¡ se pueden interpretar ahora como coeficientes de regresiÓn, y se . . · mo. a v~nan.._a 111 ermues ra: . 8 • . 

pueden estimar por Jos métodos de mfnimos cuadrados del capítulo 12.), que exceda a la vananza muestra! mtenor, .. ~.cuando la h•poteSIS nula es falsa, 

... - . ·' . '-·· ./ . 
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éstá,'deberá rcc. JTSe si F excede de F., donde F. se ÓbÍiene de la' tabla VI, co •. .. JniQ intcrmuestral de cuadrado so suma de tratamiellto, de cuadrados SS(Tr). (La 
k-'-1 y k(n -1) grados de libertad. . mayoría de_ las primeras aplicacionés de esta clase de análisis se hicieron en el campo 

El argumento precedente ha demostrado cómo se puede basar en la compara- de la agricultura, donde las k poblaciones representaban diferentes tratamientos, ta, 
ción de dos estimacionEs de varianzas el test de la igualdad de k medios. Quizá más les como fertilizantes, aplicados a campos agrícolas.) Notemos que con esta notación 
interesante resulta el hecho de que las dos estimaciones consideradas (excepto para la razón F de la página 24S se puede escribir. 
los divisores k- 1 y k(n - 1)) se pu~den obtener por "ruptura" ~ análisis de la _ SS(Tr)/Óc _ 1) 
varianza total de todas las nk observaciOnes en dos partes. La vananza muestra! + F - SSE(k(n _ 1) 
de las nk observaciones está dada por 

Las sumas de cuadrados necesarios para substituir en esta última fórmula, se 

8
, = :Í i (JI;; _ y.)'f(nk _ l) obtienen generalmente por medio de las fórmulas abreviadas siguientes, que el lec-

•-•;-• tor deberá verificar en el problema 12 de la página 254. Primero calculamos SST 
y con respecto a su _numerador, Úamado suma total de cuadrados, probaremos abo- Y SS(Tr). por medio de las fórmulas . 
ra i:l siguiente teorema . • • 

SST = :Z :Z y~ - e 
TEOREMA 13.1 

1:11 1:·.. 1: 

:Z :Z (y;;...:. y.)'= :Z .:z (JI;;- y,)'+ n·.:Z (fl,,- y.)' 
. i-li•l ¡ ... ¡, ... ¡. ·- 1 

La prueba de este. teorema está basada en la identidad 

1/i;- 11. = (y;¡- y,) + (y,- y.) 
Elevando ambos miembros ai c~adrado y haciendo la suma respecto de i y 

•-li~l 

• • 
:ZTi 

SS(Tr) =~-e . n 

donde e' llamada término de corrección, está dada por 

• de j, 

' T' 
e=

kn 

• 

• 
obtenemos 

1 • 1; . • ¡, • 
:z :z (y¡¡ -y.)' = :z . :z ~.y¡;- y,)• + }; }; (y,- y.)' 

. y donde T, es el total de las n observaciones de la i-ésima muestra, mientras que p. 
es el total mayor de las kn obser;aciones. La suma de error de cuadrados SSE se . ' 

i-lj•l t:-li-1 ·i-tj-1 . 
• • • obtiene, entonces, por substracción; de acuerdo con el teore~a 13.1 podemos escribir 

+ 2 }; }; (y¡¡- y,)(y,- !/.) 
l•lj-1 • SSE = SST - SS(Tr) , . 

A continuación, observamos que 
1: ft . 1 • . 

:Z :Z (JI,;- y,)(y,- Y.) = .:z (y,- Y.) .:z (yq- fl<) =O 

Los resultados obtenidos al analizar la suma total de cuadrados por sus com
ponentes, se puede resumir en la siguiente tabla de análisis de la varian<a: 

i-li-1 , ... ¡ , ... ¡ 

• como '11< es la media de la i-ésima muestra, por lo tanto, :Z (y., -1};) = O para 
i-l 

todas las i. Para completar la prueba .del teorema 13.1, sólo tenemos que observar 
que el sumatorio de la segunda suma del segundo miembro de la identidad original 
no contiene el subíndice j y que, en consecuencia, 

• • • 
2: :z (y,-'!/.)' = n· :z (y,- IJ.)' 
i-li-l ·-· 

Es costumbre denotar la suma total de cuadrados, primer miembro de la identi-

Orig~, dt: Grado de 
variación libtrtad 

Tratamiento k -1 

Error k(n - 1) 

Total nk- 1 

Suma dt! 
cuadrados Cuadrado mt!dio F 

SS(Tr) MS(Tr) MS(Tr) 
-SS(Tr)/(k - 1) MSE 

SSE MSE 
-SSE/k(n - 1) · 

~·-·.· -· -
! 

SST 'h'r 
dad del teorema 13.1 por SST. El primer término del segundo miembro es 6~ veces • _ 
~us grados de libertad y nos rcfcrinlos a esta suma como la suma d~ cuadrado~ áeNóteSe que cada cuadrado medio se obtiene dividiendo la suma de cuadrados co
error, SSE. El término "suma de error de cuadrados" expresa la idea de que la CBI)•rrespondiente por sus grados de libertad . 

· tidad estima el error aleatorio (o de azar). El segundo término del segundo miembro Para ilustrar el análisis de la varianza (como se llama esta técnica) para la da-
de la identidad del teorema 13.1 es rrJ, veces sus grados de libertad y loHamamossificación en una sola dirección, supongamos que, de acuerdo con lo establecido en 

..,;.._,.___...__..,.._.,: ... ~---~--·-.. ~..,-· :"'. -- ... 
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la página 244, cada laboratorio mide los pesos de recubrimiento de 12 discos y que 
los resultados son los siguientes: ·· 

Laboratorio A: 0.25, 0.27, 0.22, 0.30, 0.27, 0.28, 0.32, 0.24, 0.31, 0.26, 0.21, 0.28 
Laboratorio B: 0.18, 0.28, 0.21, 0.23, 0.2.5, 0.20, 0.27, 0.19, 0.24, 0.22, 0.29, 0.16 
Laborarorio C: 0.19, 0.25, 0.27, 0.24, 0.18, 0.26, 0.28, 0.24, 0.2.5, 0.20, 0.21, 0.19 
Laborawrio D: 0.23, 0.30, 0.28, 0.28, 0.24, 0.34, 0.20, 0.18, 0.24, 0.28, 0.22, 0.21 

p. = Y. = 
á, = y, - Y. = 

á,= 'li•- '/i. = 

0.2-1-1 

o:ou 
-0.017 

á, = 'lh - '/i. = -0.014 

.X. = 'li• - '/i. = 0.006 

y las estimaciones correspondientes de las p., están dados por p., = y,. 
Los totales para las cuatro muestras son, respectivamente, 3.21, 2.72, 2.76, El análisis de la varianza descrito en esta sección se aplica a clasificaciones en 

y 3.00, el total mayor es 11.69, y Jos cálculos para obtener las sumas de cuadrados una sola dirección en las que cada muestra tiene el mismo número de observaciones. 
necesarias son los siguientes: · Si no es éste el caso, y los tamaños de las muestras son n., n:, ... n,, sólo tenemos 

e= (1Ui9)'/48 = 2.8470 
. ; 

que substituir N = l; n, en lugar de nk y escribir las expresiones de cálculo de¡ 
,_1 • 

SST = (.25)' + (.27)' + ... ·+ (.21)2 - 2.8470 = 0.0809 

SS(Tr) = (3.21)' + (2.72)' ~ (2.76)'+ (3.00)'- 2.8470 = 0.0130 

SSTy SS(Tr) en la forma 

. SSE = 0.0809 - 0.0130 = 0.0679 
·• 

• •• 
SST = 2: 2: y~ - e 

i-li-1 . ~ . 
SS(Tr) = 2: .....! - C •-1 n¡ . 

• 
. Así, obtenemos la siguiente tabla de .análisis de la varianza: 

En lo demás, el procedimiento es el mismo. (Ver problema 13 de la página 254.) . 
Orig~n d< Grado d~ Suma de Cuadrado 
\'Oriación lihutad cuadrados medio F 

EJERCICIOS 
·.laboratorios 3 0.0130 0.0013 2.87 

- l. Se hace un experimento para comparar la acción limpiadora de dos detergentes, A y B. 
Se ensucian 20 piezas de tela con grasa y muire, y cada una se lava con uno de .los de~ 
tergentes en una máquina de tipo" agitádor, midiéndose después la blancura de las piezas. 
Criticar los aspectos siguientes del experimento: 

0.0015 • Error 44 0.0679 

.l .... 47 . 0.0809 · Total 

' \ : 

Como el valor. obtenido para F excede de 2.82, al valor de F . .,; con 3 y 44 grados' ·. 
de libertad, la hipótesis nula se puede rechazar al nivel de significado de 0.05; lle- ·· 
gamos a la conclusión de que Jos laboratorios no están obteniendo resultados con-
cordantes. . 2. 

Para estimar los parámetros "'' a¡, a:, aa, y a.c ( 6 P.t, P2, p.¡, y 14.), podemos e~ ... 
picar el método de mínimos cuadrados, haciendo mínima la expresión . : 

• 12 

. ~ ~ (y;; - 1' - a;)' 
i•1j•1 

• con respecto p. y las a;, con la restricCión de que .~ a; 
- . . ~-1 

= O. Esto se pue<J~ hacer 

.eliminando u·n·á·d~ las a, o mejor aún, utilizando el método de los multiplicadores 
de Lagrange que se puede encontrar en la mayoría de. los Hbros d~ Cálc,ulo su_pe
rior. En cada caso, obtenemos las estimaciones ~'intuitivamente .. obvias" .. ) 

. ~-··--. __ ,.. .. 

(a) El experimento comPleto se hizo co~ agua· sUave. 
(b) Quince piezas se lavaron con el detergente A y cinco con el B. 
(e) Para acelerar la prueba, se empleó agua muy caliente y un tiempo de lavado de_ 30 

segundos. 

(d) Las medidas de blancura de todas ·las piezas laYadas con el detergente A se hicieron 
primero. 

Un bon viva11t, deseaba saber la causa de sus frecuentes malestares, después de beber 
hizo el siguiente experimento. La primera noche sólo bebió whiskey con agua: la segun· 
da., vodka Y agua; la tercera, ginchr.1 y agua. y en la cuarta, ron y agua. En cada de 
las siguientes ma"anas tuvo malestares' S' llegó a la conclusión de que era el factor co-
mún. o sea. el agua, lo que le hada daño. 

(a) Esta conclusión. obviamente, es incorrecta. pero, ¿puede usted decir qué principios 
del proyecto experimental han sido violados? 

(b) Dé un ejemplo menos obvio de un experimento que tenga las mismas conclusiones_. 
(e) Suponga que nuestro "amigo ha modificado su experimento de tal forma que cada 

una d_e las ~ebidas alcoh61icas se ha empleado con, y sin. agua, de tal forma que el 
expenmento duró 8 noches. ;.Pueden Jos resultados de este otro experimento ser..-ir 
para confirmar o refutar la hjp:ltesis de (¡ue e1· agua es la causa de los malestares? 
Explique por qué. 



•' 

252. ANALISIS DE LA VARIANZA~ 
LASIFICACIONES EN UNA SOLA OIRECCCION 253 

··3.· Muestras, .adas al azar, de 4 marcas cubiertas~ neccsitafon las siguientes diSta •. 
•· de frenado "a 30 millas por _hora: 

Marca A . Marca B Marca C MarcaD 

27 25 27 26 
30 20 31 26 
25 22 30 25 
26 21 32 23 

• • 
(a) Sin emplear fórmulas abreviadas, calcular 2: 2: ÚJ<;- y.)', 

i t-1 j-1 
Y n· }'; (Y,- jj.)1

1 y verificar la identidad del teorema 13.1. 
t-1 

' 

• • 2: 2: Ú/;¡ ...:. y,)•, .. 
i-lj-1 

(b) Verificar los resultados· obtenidos para las tres sumaS de cuadrados, utilizando tu 
fórmulas abreviadas de la pAgina 249. 

4. Para determinar el efecto en la salida de polvos de un precipitador, se hicieron }as ·5¡_ 
guientes medidas: 

una de las pinturas. Luego se· iluminan Jos cuadrantes con luz ultravioleta, y los si
guientes son los números que indican los minutos que dieron luz, despuéS que la ultra
violeta fue ap~gada_: 

Tipa A Tipo B Tipo C 

46.3 48.7 62.3 
48.2 53.6 64.7 ~;, 
42.0 49.3 56.2. 
41.8 47.3 60.2 
48.9 51.4 53.6 
51.0 53.9 55.5 
49.7 43.6 6!.8 
50.1 48.8 64.5 

(a) Calcular F y (suponiendo que se obtienen las condiciones necesa.rias) contrastar, 
con un nivel de 0.01, si las diferencias observadas entre las medias de las mues
tra! s-e pueden atribuir al azar. · 

(b) Estimar los parámetros del modelo usado en el análisis de este experimento. 
Corrienu ÚJial 

(pie 1/hora) 

200. 
300 
400 
500 

Con cll!'ga de polvo 
gramos por yarda cúbi~a 

· en el gasto de gas 

1.2 
2.0 
2.4 
3.1 

1.0 
1.8 
3.0 
3.8 

1.6 
2.5 
3.5 
4.4 

B. Un fabricante de planchas eléctricas, • deseando probar la exactitud de Jos termostatos 
de tres proveedores diferentes, comprobó los hierros a 500" F. Las temperaturas se mi
dieron con un. par termoelé-ctrico y dieron los resultados siguientes: 

.(a} Coinprobar si el gasto en la salida a tfavés del precipitador tiene algún efecto en 
la carg3. de polvo de salida. 

(b) Estimar los efectos a 1 correspondientes a las diferentes velocidades del gasto. 
~5. Utilizando las sumas de cuadrados obtenidas en el ejercicio 3, probar con un nivel de 9. 

significaci~n de 0.05, si las diferencias entre laS distancias medias d.e frenado obtenidas 
para las 4 marcas de cubiertas tienen algún significado. 

-6. Tres probetas de cada uno de los cinco diferentes metales que se indican a continua-' 
ci6n, fueron sumergidas ·en una solución altaniente corrosiva y JC midieron sus velo--' 
cidades de corrosión con los ~iguientes. resultados: 

M <tal Velocidad de corrosión 

Aluminio 0.5 0.4 0.6 
Acero inoxidable 0.6 0.7 0.6 
Acero al carbono 6.5 7.0 7.3 
Acero esmaltado 0.8 0.6 0.8 
Aleación de niquel 4.1 3.5 3.0 

(a) Contrastar la hipótesis nula de que los cinco metales tienen la misma velocidad 
de corrosión .. 

(b) Estimar la diferencia de velocidad de corrosión entre el acero inoxidable y ellO. 
acero al carbono y dar un intervalo de confianza a un nivel de 0.95 para esta 
diferencia. . , 

7. Para comparar Ja efectividad de tres tipos diferentes de j,¡~turas fosforcscentCs para 
cuadrantes indic-adores de instrumentos de :l\·iones, se pintan 8 cuadrantes con cada 

. l ·--- - . __ . 

Proveedor A: 494, 5161 487, 491 
Proveedor B: 512, 528 
Proveedor C: 480, 518~ 510 

¿Se puede llegar a la conclusión de que hay una di(erencia en la exactitud en los ter
mostatos de los tres proveedores? 
Teniendo 20 pruebas disponibles para comparar el crecimiento de tres variedades de 

malz,. un investigador agrícola planta 7 con cada una de. )as variedades A y B, y 6 
con la variedad C. Los siguientes son los crecimientos obtenidos Cn bushcls por acre: 

Yari~dad A Variedad B Variedad C 

81.6 73.5 89.6 
66.7 77.3 86.1 
72.9 57.5 72.4 
86.7 69.0 78.·1 
73.5 62.4 85.2 
63.8 77.7 70.5 
69.2 71.5 

Estimar el crecimiento promedio verdadero de cada variedad y probar si h:1y dircrcn
cias significativu entre las medias de las muestras con a ~·o.os." 
Con respecto a la discusión de la página 243, supongamos que las des..,iacioncs tipicas 
de los pe'\OS de rceubrir!liento determinados por cnda uno de los tres laboratorios tie
nen el valor común tT- 0.012, y que se desea una confianza de 9S'ió para. determinar 
una diferencia entre las medias de dos laboratorios cualesquiera en m~s de 0.01 libras 
por envase. Demostrar que: estas suposiciones nos conducen a la decisión de enviar una 
muestra de 12 discos a cada laboratorio . 
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deJo para 1:i Clasificación en una sola dirección, restringimos los par:ímctros im¡io• 
11. D_cmostrar que, si p.. = p. + a a, }' p es la media de Jas p;, entoncei ~ 01 = O. · : · • . ' . 

;-• · niendo las condiciones 2: a;= O y 2: (J; =O (problema JO de la página ~63). 
12. Verificar las fórmulas abreviadas para c-alcular SST y SS(Tr) dadas eri la página '249. i-1 · j•l · · · ·· 

13. Establecer y probar un teorema anilogc al teorema 13·1. para el caso en que el tamaño En el análisis· de una clasificación de dos direcciones en el que cada trata. 
de 1~ i·ésima. muestra sea n¡. esto es, cuando los tamaños de las 111uestras no son ne· mientb está represeittado una vez en cada bloque, el objetivo principal es probar 
cesanamcnte 1guales. • 1 d'f · · t 1 · · ·r· · 1 h' 't · u] st a 1 erenc1a en re as p,,, es stgm tcattva, esto es, contrastar a tpo es1s n a 

a,==a,== ... =a.=O 
13.3 Clasificaciones en dos direcciones 

Además, siempre será conveniente comprobar si la agrupación de los bloques ha ; 

Como hicimos notar en la sección 13.1, el valor estimado de ]a variación alea-sido efectiva, es decir, si se puede rechazar la hipótesis nula 
toria (el error experimental) puede frecuentemente ser reducido, es decir, liberado (J1 = (J1 = .•. = (J, = O 
de la variabilidad debida a causas extrañas, dividiendo las observaciones en cadaE d · 1 h' ót · 
1 ·¡¡ 'ó bl E 1 d f d • b'l'd d 'd n ca a caso, a 1p es1s alternativa es que, al menos, uno de los efectos sea 

e a~1 tcac1 n en oques. sto se ogra cuan o uentes e vana 1 1 a conoc1 asd.f t d · 
( · bl - ) · · fi' d bl . d 1 eren e e cero. o sea, vana es extranas se manhenen 1¡as en ca a oque, pero vanan e un Co 1 •1. • d 1 · · d 1 d' cc'ó b aremo estos bl . mo en e ana ISIS e a vananza e una so a tre 1 n, as s 

oque a otro. • . . . . tests de significación en comparaciones de las estimaciones de cr1 ; una basada en 
En _esta secciOn sup?ndrem~s ~ue_ el expenmentador tl~ne a man_o medidasla variación entre tratamientos, otra basada en la variación entre bloques, y otra 

pertenec1entes a a tratamientos dJStnbmdas en. b bloques. Pnmero cons1derar:mos que mida el error experimentaL Notemos que solo la última es una estimación de 
el caso en que hay ex~ctame?te una obse':"ac1ón procedente de cada tr~ta'?1ento cr' cuando alguna (o ambas) ·de las hipótesis nulas no es válida. Las sumas 
en cada ~toque; en la dustrac~ón de la págm~ 245, e:te caso se presentana SI c~da de cuadrados necesarias están dadas por las tres componentes en que se "rompe" 
laboratono comprobara un d1sco de cada lira. Ind1cando con y;¡ la observac1ón1 t t 1 d d. d r d' d 1 · · t t a . . . . . . . . a suma o a e cua ra os, po me 10 e stgUJen e eorem : 
pertenec1ente al r-es1mo tratamiento y al ¡-és1mo bloque, con flo. la med1a de las · · 
b, observaciones del i-ésimo trathmiento, con 1}.; la media de las a observaciones TEOREMA 13.2 
dél bloque j.' y con JI. la media mayor de todas las ab observaciones podemos uti
lizar ~1 siguknte esquema para este tipo· de clasificacióir en dos direcciones: 

Tiliitiñiiii;¡¿; j: 

Tratamiento 2: 

Tratamiento i: 

Tratan1iento a~· 

Media 

Bloque 

B, B, ... B; ... B, 

1/n, Yu, · · · , 'Yli, · · · , 'Y1t 

Yn, Yn, · · · , Yth · · . , Yu. 

y,,, 1/a, ... '.y¡¡, .•. ·,ya,. 

Ya1, Yc2, · • • , 1JaJ, • • • , U.a 

Jl.l !l.! ••. JI.¡ • . . JI.• 

. Media 

JI•. 
Jlt. 

JI •. 
!7 •• 

a b . a 11 

2: 2: {y;¡ -1} . .)' = 2: 2: {y;¡- JI;.- JI.¡+ 1} •• )' 
·-·i-1 i-li•l 

a . . ·r. . 
+ b 2: (J]i.- y..)'+ a 2: Úl.J- !7 .. )' 

. ,... ·¡-1 

·El primer miembro de esta identidad representa la suma total de cuadrados, SST, 
y los términos del segundo miembro son, respectivamente, la suma de cuadrados 
de error SSE. la suma de cuadrados de tratamientos, SS (Tr), y la suma de cua
drados de bloque SS(Bl). Para probar este teorema, empleamos la identidad 

1/ii- y __ = {y;¡- JI;.- JI.¡+ JI .. )+ (J¡,_- JI . .)+ (y.¡- 1} .. ) 

y seguimos, esencialmente, la misma argumentación que en la prueba del teore
ma 13.1. 

Nótese que, cuando empleamos un punto en lugar de un subíndice, esto sig- En la práctica, calculamos las sumas de euadrados necesarias por medio de 
nifica que la media se obtiene sumando respecto a ese subíndice. fórmulas abreviadas análogas a las de la página 248, mejor que las expresiones 

El modelo subyacente que· aceptaremos para el análisis de este Úpo de clasi- qu: definan estas sumas de cuádrados, tales como las definidas en el teorema 
ficación de dos direcciones con una observación por .. casilla" está dada por. 13.'1.. En lo que sigue, T1• es la suma de las b observaciones del i-ésimo trata-
A y-- = +a·+ (J· + .' · _ 1 ·2 .. _ t 2 b ; • miento, T., es la suma de las a observaciones del j-ésimo bloque, y T .. es el gran 
v ,1 ll , 1 E,¡ para s. - , , •.• , a, J - , , .•• ,. , 1 d d 1 b - d 1 · · d .. . tota e to as as o servacaones. Usan o e termmo e correccron 
Donde p. es la media mayor, "" d efecto del i-ésimo tratamiento, {3¡ el efecto del· · 
j-ésimo bloque, y las E¡; son valorc:S de variables aleatorias con distribución nor- + · e = T'. • 
mal, independientes y con medias cero y varianza comúh u1• Igual que ~·~ el mo-·: · ab 
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a b 

SST = ~ ~y~- e 
i-lj-1 

a 
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lillslraremos el análisis de una c:iasiiicación en dos direcciones con una obser· 
vación de cada tratamiento en cada bloque, considerando un experimento para 
comparar varios proyectos de cascos de lanchas de motor. Como las condidor.es 
del aire y del agua pueden afectar la velocidad máxima de una lancha, posible-

• SS(Tr) 

SS(Bl) 

i-1 · e =-b--

• 
~77, 
=~-e 

a. 

SSE = SST - SS(Tr) - SS(BC) 

• mente en un grado mayor que las diferencias en los proyectos de los cascos, cada 
uno de los cuatro cascos se probó en tres díaS diferentes, correspondientes a con
diciones de calma, moderado, y picado. En cada día las cuatro hinchas se corrie
ron en una ruta marcada a la velocidad máxima, habiendo sido su orden de 
salida al azar, y los tiempos (en minutos) necesarios para cubrir la trayectoria se 
muestran en la tabla siguiente: 

Nótese que los divisores de SS(Tr) y SS(Bl) son el número de observacio
nes de los totales respectivos, T,. y T.¡. En el problema 11 de la página 263, el 
lecto·r deberá verificar que estas ~órmulas son equivalentes a los términos corres-
pondientes de la identidad det"teorema 13.2. · 

• Empleando estas sumas de cuadrados, podemos rechazar la hipótesis nula de 
que las a; son todas iguaf a cero con un nivel de significación a si · 

• F _ M S(Tr) _ • SS(Tr)((a - 1) 
. r,- MSE - SSEj(a- 1)(b- 1) • 

excede a F.. con a- 1 y (a- 1 )(b- 1) grados de libertad. La hipótesis nula 

·Dial 

. f'royecto A 45 

Proyecto B 42 

PrOyecto C . 36 

Pr.oyectoD 49. 

Total 172 

Día2 Día3 Total 

46. 51 142 

44 50 136 

41 "48 . 125 

47 54 150 

178 203 

Considerando Jos proyectos como tratamientos y .. tos días como bloques, 
de que las {J¡ son to_das igual a cero se puede rechazar con un nivel de signifi- . . mos las sumas de cuadrados necesarias en la forma siguiente: 

obten e-

cación Cf, si 

• F _ llfS(Bl) _ SS(Bl)f(b- 1) ·· 
81

- llfSE - SSE((a- 1)(b- 1) • 
excede a F., con b -1 y (a- 1)(b- 1) grados de libertad. Notemos que las 
medias de cuadrados, MS(Tr), MS(Bl), y MSE, se definen nuevamente como las 
sumas de cuadrados correspondientes divididas por sus grados de libertad. 

e = <5532' = 25 484 
12 ' 

. SST = (45)' + (46)' + ... + (54)' - 25,484 = 265 

SS(Tr) ;, (142)' + (136)' ~ (125)' + (150)'-: 25,484 = 111 

Los resultados obtenidos en este análisis, se pueden resumir en la siguiente: . SS(Bl) = (172)' + (l~B)' + (203)' - 25,484 = 135 . 

. tabla de análisis de la varianza: 

Orixen de Gradn de \Suma de 
\•ariación libu1ad c-uadrados Cuadrado medio 

Tratamiento (!_- 1 SS(Tr) MS(Tr) 
. -- SS(Tr)f(a- 1) 

Bloc b-1 SS(Bl) MS(Bl) 
- SS(Bl)/(b -1) 

Error (a - l)(b - 1) SSE MSE 
- SSE/(a -;- l)(b - 1) 

' 
Total ab -1 1 SST 

' . 

F 

MS(Tr) 
Fr.- MSE 

MS(BI) 
Fa,- MSE . 

' .• 

' . ' 
' 

. -

SSE = 265 - 111 - 135 = 19 

Dividiendo las sumas de cuadrados por sus respectivos grados de libertad para 
·obtener las medias de cuadrados adecuadas, obtenemos los resulta~os mostrados 
en la siguiente tabla de análisis de la varianza: 

. '·. 

Origen de 
variación 

Proyecto del 
casco 

Di as 

Error 

Grado de 
libertad 

3 

Suma de 
cuadrados 

- 111 -

19 . 

. Cuadradq.;~
medio,.;v...:.. 

~.,. .... 

37.0 

3.2 

F 

11.6 

Total 
L------------L __ ~~~~ ____ _l ____ 2:G5:_ __ _l __________ j_ ______ ·j· ' 
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Como FT• = 1 L6 excede de 9.78, valor de F.o, con 3 Y 6 grados de libertad, lle- n observaciones de cada "casillan se consideran como duplicados, y es de espe
gamos a la conclusión de que las diferencias en lo;; proyectos ~e los cascos afec·rar que su variabilidad sea algo menor que d error experimentaL Para ilustrar 
tan la velocidad máxima de las lanchas. Además, como FB, = 2LI excede de este punto, supongamos que los pems de los recubrimientos de tres discos de po-

. 10.9, valor de F.0 , con dos y seis grados de libertad, concluimos que las dife·siciones contiguas en una tira se midieron consecutivamente por uno de los !abo-· 
rencias en la velocidad má,ima se deben también a las condiciones del tiempo, ratorios, utilizando las mismas soluciones químicas. La variabilidad de estas me
es decir, que la distnoución en bloques ha sido efectiva. (Para hacer más evi- didas será probablemente mucho menor que la de ires dÍscos de la misma tira 
dente el efecto de estos bloques, el lector deberá verificar, en el problema 6 de medidos en tiempos diferentes en dicho la~or¿torio, utilizando soluciones químicas 
la página 262, que el test de diferencias entre proyectos no da resultados signi- diferentes y, quizá, técnicos diferentes. El análisis de la varianza apropiado para 
ficativos si consideramos los datos como una clasificación en una sola dirección.) esta clase de repetición se reduce esencialmente a un análisis de la varianza de 

El efecto a, del i-ésimo casco se puede estimar por medio de la fórmula dos direcciones aplicado a las medias de Jos n duplicados en las a · b casillas; lue
&, = ll•-- !l .. , que se puede obtener por el método de mínimos cuadrados. Las go, no habrá aumelllo en los grados de libertad por error y, en consecuencia, no 
estimaciones resultantes son . habrá aumento en la sensibilidad de los tests· F. 

&, = 47.3 - 46.1 = 1.2, 

&a = 41.7 - 46.1 = ~4.4, 

&, = 45.3 - 46.1 = -0.8 

&. = 50.0 - 46.1 = 3.9 13.4 Comparaciones múltiples· 

Debemos observar que una clasificación en dos direcciones nos conduce. auto". Lo.s tests F usados en este capítulo· muestran si hay diferencias enhe. varias 
máticamente a repeticiones de las condiciones del experiménto; por ejemplo, eri elmediasy si éstas son significativas, pero no' nos dicen si una media dada (o un 
easo anterior, cada casco se probó tres veces. Las repeticiones se pueden tratar degrupo de medias) difiere significativamente de otra media dada (o grupo de me-

. diferentes maneras, y debemos tener cuidado de que el modelo empleado describadias). En la práctica esta última es la clase de información· que le interesa a un 
convenientemente la situación. Una_ forma de obtener repeticiones adicionales eninvestigador; por ejemplo, habiendo determinado en Ja página 251 que las medias · 
una clasificación de dos direc~iones es incluir bloques adicionales, por ejemplo,de Jos pesos de recubrimientos obtenidos por los cuatro laboratorios difieren de 
probar cada casco en mayor número de días, haciendo al azar el orden, de pruebauna manera significativa, será import~nte encontrar qué laboratorio (o laborato· 
en cada día. Nótese que el modelo permanece, esencialmente, igual que antes, ha-rios)' difiere de cuáles otros • · 
biendo, cambiado t'micamente por un incremento en b y un incremento correspon- Si un experimentador se encuentra ante k medias, es razonable, en primer lu· 
diente en los grados de 'libertad por bloques y por error. Lo ú.ltimo es· importantegar, hacer tests para contrastar las diferencias significativas entre todos los posibles 
porque un aumento en Jos grados de libertad por error hace más sensible el tes( . h . (k) k(k - 1) t t t ·d d · tra 1 · d 't 

h
. . · . . .. d'f . 

1 
pares esto es, acer == - es e os mues s, como os escn os. 

de la 1pótes1s nula a 1 = O para todo r. para pequenas 1 erenc1as entre as me-. ' · . . . , 2 . · 2 . · 
dias de los tratamientos. De hecho, el propósito real de esta clase de repeticiones en ia página 156. Además del hecho de que esto requiere un gran número de ¡:irue
es aumentar los grados de libertad por error, y por lo tanto incrementando la sen- bas, aún siendo k relativamente pequeño, estas pruebas .no serian independientes 
sibilidad de los tests F (problema 9 de la página 263). · y seria virtualmente imposible asignar a todo este proceso un nivel de significado 

Un segundo método es repetir el experimento completo, usando un nuevo general. · 
método de selección al azar para obtener a· b .observaciones adicionales. Esto sólo Se ha'! propuesto varios tests de comparaciones múltiples para superar estas 
es posible si los bloques son identificables, esto es, si las condiciones que definen dificultades; entre ellas, el test del recorrido múltiple de Duncan, que estudiare
cada bloque se pueden repetir. Por ejemplo, en el experimento de Jos pesos de re-mos en esta sección (en el libro de W. T. Federer, citado en la bibiiografía, se 
cubñmiento descrito en la sección 13.1, los bloques son tiras tomadas a lo largo hace referencia a otros tests de comparaciones múltiples). Las suposiciones en que 
de la dirección de laminado de una hoja de acero galvanizado y, dando una nueva se basa el test del recorrido múltiple de Duncan, son, esencialmente, las del aná
hoja, es posible identificar cuál es la tira uno, cuál_es la dos, etc. En eÍ ejemplo lisis de la varianza en una sola dirección, con tamaños de muestras iguales- El 
de esta sección, esta clase de repetición (llamada generalmente. réplica) es difí· test compara el recorrido de cualquier conjunto de p medias con un adecuado 
cit de conseguir porque sería neces_ario que las condiciones de1 tiempo se repitieran mínimo recorrido de significación. Rp. dado por 
exactamente en los tres días. Esta clase de repetición se usará en los diseños de + R. = ••·r. -
cuadrado latino de la sección 13.5. Véanse también los problemas 7 y 8 de la· 

' • 
página 262. Aquí •• es una estimación de 

Un tercer método de repetición es incluir n observaciones para cad3 trata· 
miento en cada bloque. Cuando se desarrolla un experimento ~n esta fo(ma, las + 

"• = <T/Vn, y se calcula por medio de la fórmula 

•• = ~M~E + 
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. significati~·as. Por lo tanto, 11egamos a la conclusión de que, en nuestro exrcri-
donde MSE es el enor cuadrado medio del análisis de la vananza. El v~lor de mento, el laboratorio A promedia pesos de recubrimiento mayores que los otros 
'• depende del nivel de significación deseado Y del número de grados de hbertad tres laboratorios. · 
correspondiente a MSE, Y se puede obtener de las tablas X(a) Y (b) para a= Si aplicamos este mismo método al ejemplo de la sección 13.3, en el que 
0.05 y 0.01, para p = 2, 3, ... JO, Y para varios grados de libertad entre 1 Y 120· comparamos los cuatro cascos de lanchas, obtenemos (véase también el problema 

Para ilustrar este proceso de comparaciones múltiples, nos referiremos a los 12 de la página 262) 
datos de la página 250 y ordenaremos las cuatro medias de las muestras en un 
orden de magnitud creciente:· 

\ Laboratorio 

Media 

B e D A 

0.227 0.230 0.250 0.268 

Proyecto de casco 

e B A D 
41.7 45.3 47.3 50.0 

En otras palabras, entre temas de medias contiguas, ambos conjuntos de di-
A continuación calcularemos s,, utilizando el error cuadrado medio de 0.0015 
el análisis de la varianza de la página 250, y obtendremos 

•• = ~0-~15 = 0.011 

en Ierencias son significativos. En lo que respecta a pares de medias contiguas, en
contramos que solo la diferencia entre 41.7 y 45.3 es significativa. Interpretando 
estos significados, concluimos que el casco C es significativamente mejor que cual
quiera de los otros. 

Luego, obtenemos (por interpolación lineal) de la tabla X (a) los valores siguien
t~s de r. para a = 0.05 y 44 grados de libertad: EJERCICIOS 

p 1 2 3 4 
.r, 2.85 3.00 3.09 

Multiplicando cada valor de r: por s, = 0.011, obtenemos, finalmente, 

l. Para hallar la mejor disposición de instrumentos en un tablero de control, cuatro dis
posiciones diferentes se sometieron a un test simulando una emergencia y observando 
el tiempo de reacción nec:sario para corregirla. Los tiempos de reacción (en d~imas 
de segundos) de tres personas diferentes fueron los siguientes: 

p 1 2 3 4 
R. . 0.031 0.033 0.034 

El r~rrido del conjunto d~ las cuatro medías es 0.268 - 0.'1:1.7 = 0.041, que . 
excede·a R

4 
= 0.034, mínimo recorrido. de significación. Se podfa ':'perar_ este re

sultado, puesto que el test F de la página 270 ~emostró que las diferenCJas entre 
)as cuatro medias eran significativas, para un mvel a = 0.05. Para contrastar. las 
diferencias significativas entre tres medías continuas, obtenemos los recomdos 2. 
0.038 y 0.023, para los conjuntos de tres medias 0.230, 0.250, 0.268 Y 0.227, 0.230, 
0.250 respectivamente. Como el primero de estos valo~es . ~xce~e a R s = 0.033, 
las diferencias observadas en el primer conjunto son' stgmftcallvas; com~ e!. se
gundo valor no excede a 0.033, las diferencia~ correspondientes no son stg~tftc:'· l 
tivas. Finalmente, para pares contiguos de medtas encontramos que n~ hay m~gu~ 

. par adyacente que tenga un recorrido menor que el mínimo recorn_d~ de stgm-
ficación R

2 
= 0.03 t. Todos estos resultados se pueden condensar escnbtendo . · 

0.227 0.2-'lO 0.250. 0.268 

donde se ha tlibujado una línea debajo de cualquier conjunto de medías contiguas 

Sujeto 1 Sujeto 2 Sujeto 3 

Disposición A. 8 14 10 
Disposición B 11 15. 11 
Disposición C ~ 11 6 
Disposición D ... ~ 18 15 

Utilizar el análisis de la varianza de dos direcciones adecuado, para contrastar si hay 
diferencias significativas entre las diversas disposiciones. 
Supongamos que, en el experimento del problema 3 de la página 252 la primera me
dida .para cada marca se obtuvo con un Chevrolet, }a segunda c-on un Ford, la ter~ 

cera con un Pl)'mouth. y la cuarta con un Ramblc:r. Analiz.ar los datos como una clasi
ficación de: dos dir'eccionc:s y contrastar si hay diferencias entre las cubiertas, con un 
nivel de: significación de 0.05. 
La tabla siguiente da la productividad (medida por el número de piez.as aceptables por 
trabajador y por hora) de tres tumos en una fAbrica durante un· periodo de una 
semana. ·.-:f:t<:2 

Lun. Mar. M /Ir. Jue. ··~~·Viu. 

Turno primuo 5.6 6.1 5.9 6.5 5.8 
Turna ugundo 4.8 6.5. 6.0 5.8 6.0 
Tu.rnn rercero 3.9 5.8 4.2 5.9 ··u . 

para las ql· 1 recorrido es menor que el valor adecuado de Rp, esto es, de¡..-·.,'1 ¿Hay diferencias significativas de tumo a tumo o de dia a dia? . ' 
de cualquit. .mjunto t!e medias conti[?uas para las cuales ·ras diferencias no · · 

·. ' . ~ 

~.- .. ~ , . 
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4. Los siguientes son los números de piezas defectuosas producidas por cuatro trabajado-
res que operan, por tumo, en tres m.iquinas diferentes: 

10
· 

. ' 
Demostr~r que, si p.¡¡ = p + a,+ fj¡, la media de las p¡¡ (sumadas respecto de j) es 

Trabajador 
B, B, Ba B, 11. 

A, 22 23 30 21 
Mcíquin~ A, 14 15 22 15 

Aa 20 18 '1:1 22 12. 

13. 

considerando las máquinas como "tratamientos" y los trabajadores como •'bloques", 
analizar los datos como una clasificación de dos direcciones·. Estimar también cuántas 14. 
pit;zas defeC'tuosaS se puede esperar que haga un trabajador operando la máquina A .. 

S. En el ejercicio 4 de la pAgina 252, supongamos que Jos datOs en cada una de las tres lS: 
columnas se obtm.·ie'ron de precipitadores diferentes. Repetir el análisis de la varian·· 
za, tratando el experimento cerno una clasificación de dos direcciones, y observar qué 16. 
cambios se presentan en el error cuadrado medio. 

6. Para hacer resaltar la importancia de la distribución en bloques, volver a analizar Jos 
datos de la página 2S7 pertenecientes a los proyectos de cascos de lanchas como. una 
clasificación de una sola ·dirección. 

; - 7. Si, en una clasifica"ción de dos direcciones, se repite el experimento compl~to r veces.· 
1· el modelo se transforma en · · 

·1/t;lt. c:o JJ + a¡ + P; + Plt. + Ei¡"lt. 

igual a p + a 1, y la media de las JJÚ sumadas respecto de i y j es igual a #l, de esto 
• • 

se deduce que ! a¡ = ~ fJ¡ = O. 
·-· j-1 

Verificar que las fórmulas de cálculo de SST, SS(Tr), SS(B/) y SSE, dadas en la pá-
gina 256, son equivalentes a los términos correspondientes de la identidad del teO: 
rema 13.2. 
Verificar los resultados del test de Duncan para la comparación de los cuatro cascos 
de lancha, dada en la página 261. 
Utilizar ei test de Duncan con un nivel de a - O.OS para anaÚzar las medias obteni· 
das para las cuatro marcas de cubiertas del ejercicio 3 de la página 252. 
Utilizar el test de Duncan, con un nivel de a- O.OS, para comparar _Jos efectos de las 
pinturas fosfores_c:ntes del ejeTcicio 7 de la página 2S2. 
Utilizar el test de Dunca~, con un nivel de a-= 0.01, para comparar Jas cuatro dispo
siciones de instrumentos dd ejercicio l. ¿Qu6 disposici;Jn o dispo:¡iCiones son mejores? 
Utilizar el test del recorrido mú1tiple de Duncan, Clon un nivel de a - 0.01 para 
analizar: 
{a) Las medias obtenidas -para las tres máquinas. 
(b) Las JT~edias obtenidas. para los cuatro trabajadores del ejercicio 4. 

para i = 1, 2, ... a, j -=.r, 2.· ... b. y k- J. 2, ... r. siendo la suma de las a, la 
suma de las J3 y la ... suma de las p igual a cero. Las Ei¡• son de nuevo valores 

de variables ale~torias ind.cpCdientes con distribuciones normales de medias cero y va· 13.5 Otros diseños de exp' erimentos 
riand.a común u . 
{a) Escribir (pero no probar) una identidad análoga a la del teorema 13.2, que suh· 

divida la suma total dC cuadrados en componentes atr:ibuibles a tratamientos, blo- Lo d" - d bl 1 s tsenos e oques a azar, o las clasificaciones en dos direcciones son 
·ques, réplicas y error. ~ d · , 

(b) Generalizar las f6nnulas de cilculo de la página 256, de tal fonna que se pue- apropta os cuando una fuente extraña de variabilidad se debe eliminar al compa
dan aplicar a un diseño de bloques al azar con réplicas. Nótese que el divisor en rar un conjunto .de medias de ,muestras. Una característica importante de esa 
cada caso es igual al número de observaciones en los totales respectivos. clase de diseños es. su equilibrio. logrado dando el mismo número de observacio~ 

(e) Si el número de grados de libertad para la suma de cuadrados de réplicas es .nes, para cada tratamiento en cada bloque. (En este sentido, véase también el 
1 r-1, ¿cuántos grados de hbertad hay para la suma de cuadrados de error? comentario de )a página 246 en el qu · d" 1 d"f · · d b"d 

&. Supongamos, en el ejercicio 3. que las mrdidas de productividad se repitieron en una blo u f t • 
1 

' . ~ m ¡camos qu~ as 1 erencla~ e _1 as 8 
segunda semana con los resultados adicionales siguientes: . q es no a ec anan as medias obtemdas para los drferentes tratamrentos.) La 

nusma clase de equilibrio se puede obte"ner en tipos más complicados de diseños 
s~gunda umana cuando se desea eliminar el erecto de varias fuentes de variabilidad extrañas. En 

Lun. Mar.· Miér. Jue. Vier. esta sección introduciremos dos diseños equilibr3dos más generales. el diseño de 

Turno primero 5.4 6.5 5.9 7.1 6.2 cuadro latino Y el d!seño de cuadrado grecolatino, que se utilizan para eiiminar 
TuMo «gundo 4.8 6.7 5.8 6.2 5.9 los efectos de dos y tres fuentes extrañas de variabilidad, respectivamente. 
Turnf, lt'rcern 4.3 6.ol 4.6 5.9 5.3 .: Para introducir el diseño de cuadrado latino, supongamos que se desean com· 

utilizar la teoría desarrollada en el ejercicio 7 para analizar los resultados combinados p~~ tres tratamientos A. B Y C. en la presencia de otras dos fuentes de varia· 
de las dos semanas como una clasificación de dos direcciones con r~plica. \ hdtd~d. Por ejemplo, los tres tratamientos pueden ser tres .métodos para soldar 

9. Como se indicó en la página 2S8, dos métodos para aumentar el tamaño de "un·a cla·lerm.mates eléctricas de cobre y las dos fuentes extrañas de variabilidad pueden ser 
s!ficaci6n de dos direcciones son (a) doblar el número de bloques. Y {b) hacer una (1) diferentes operadores haciendo la soldadura. y '(2) el empleo de fundentes di· 
réplica del experimento completo. Discutir y comparar la ganancia en grados· de Ji,ber~ (erentes. Si tres operadores emplean tres fundentes. el experimento se puede pre· 
tad para la suma de cuadrados de error por los dos métodos. 

1 
· . sentar en _el siguie~te esquema: 

1 
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Fund~nte 1 Fundent~ 2 Fund~nte 3 

Operador 1 A B e 

Opuador 2 e A B 

Operador 3 Jj e A 

En este caso, cada método de soldadura se aplica una vez por cada operador, 
junto con cada fundente y, si hay efectos sistemáticos debidos a diferencias entre 
operadores o entre fundentes, estos efectos se presentan igualmente en cada trata
miento, es decir, para cada método de soldadura. 

Una presentación experimental, tal como la descrita anteriormente, se llama 
cuadrado latino. Un cuadrado latino de n X n es una disposición en forma de cua
drado de n letras distintas, en el que cada letra aparece una vez y sólo una en 

5 X 5 

4X4 .A B e D E 

A B e D B A E e D 

B e D A ·e D A E B 

e D A B D E B A e 
D A B e E e (J 8 A 

Fig. 13.2 Cuadrados latinos 

En este caso p. es la media mayor, a¡ es el efecto de la i-t;ÚnH¡ fila. f3: es el cft.YIO 

de la j-ésima columua, 'Yt es el efecto del k-ésimo traramiento. p~ es el ejecro de 
la 1-ésima réplica, Y. las Eif(k>f son _valores de variables aleatorias independientes .. con 
distribución normat' de medias cero y varianza común u 2• Nótese que. por "efectos 
de fila" y "efectos de columna", entendernos los efectos de las dos variables ex· 
trañas, y que incluimos los efectos de las réplicas, puesto que, como veremos, las. 
réplicas pueden introducir una tercera vafiable extraña. Nótese, también, que el 
subíndice k se encuentra entre paréntesis en y;""'' porque, para un diseño de 
cuadrado latino dado, k queda determinado automáticamente cuando se cono
ceníyj. 

La hipótesis principal que queremos contrastar es la hipótesis nula -y, = O para 
todas las k, es decir, la hipótesis nula de que 110 hay diferencia en la efectividad 
de los n tratamientos. Sin embargo, podernos contrastar también si la distribución 
de "bloqueado cruzado" del cuadrado latino es efectiva; es decir, podemos con· 
trastar la hipótesis nula a:; = O para todas las i y {3; = O para todas las j (contra 
alternativas convenientes) para ver si las dos variables extrañas tienen algún efecto 

.sobre los fenómenos considerados. Además, podemos contrastar la hipótesis nula 
¡,, = O para todas las 1 frente a la alternativa de que no todas las p, sean igual 
a cero, y este test para los efectos ·ae la réplica puede ser importante si las par· 
tes del experimento que representan los cuadrados latinos individuales se reali· 
zaran en diferentes· días por técnicos diferentes, a temperaturas diferentes, etc. 

Las sumas de cuadrados nece~arias para desarrollar estos tests se obtienen 
generalmente por medio de las fórmulas abr~viadas siguientes. en las que T1 .. es el 
total de las r·n observaciones en toda la fila i, T.;. es el total de las r·n obser· 

d f
-
1 

d 
1 

· E 
1 

f" 
13 2 

. 
1 

d d d vaciones en toda la· columna j, T . .1 es el total de las nZ obsrevaciones en la ré· ca a 1 a y en ca a co umna. n a ¡gura . se ven eJemp os e cua ra os . . . . .. 
1 t. 4 5 · d b . 

1 1 
l"b d phca 1, T<•> es el total de todas las r·n observac10nes pertenectentes al k·es1mo a mos con n = y n = , y se pue en o tener eJemp os mayores en e 1 ro e . 2 • 

W G Co h G M Co 't d 1 b"bl" f' Nó d d tratamtento y T ... es el total mayor de todas las r·n observac1ones: . . e ran y . . x, c1 a o en a 1 10gra 18. tese que un cua ra o . - . . 
latino incluye n tratamientos, y es necesario incluir n• observaciones, correspon-. 
diendo n a cada tratamien:o. · · 

Como veremos en la página 286, un experimento de cuadrado latino sin ré
plicas da solamente (n -1) (n- 2) grados de libertad para estimar el error expe
rimenta]. Por lo tanto, tales experimentos se hacen raramente sin réplica si n es 
pequeña, esto es, sin repetir el cuadrado latino completo varias veces. Si hay uri 
total de r réplicas, el análisis de los datos presupone el siguiente modelo, en el que 
y;¡1,,, es la observación de la i-ésiina fila y la i·ésima columna de la 1-ésima ré· 
plica, y el subíndice k, entre paréntesis, indica que pertenece al k-ésimo trata·. + 
miento: 

.;. 

• Y;i<•>• = 1' + a; + fJ; + 'Y• + p¡ + <iittll .... l 

para i, j, k = 1, 2, . . . n, y 1 = 1, 2, _.. . r, con las restricciones de que: ; 
• • • 
~ a; = O, }; {J; = O, ~ -y, = O, y 

j-1 1-1 

.. 
~PI= O. ,_, 

' -

( 

+' 

1 • 
SS(Tr) = - ~ 'r.., - e 

. r·n .t-1 

1 • 
SSR =- ~ 71.. -e 

r·n i-1 
(efecto de fila) 

1 • sse =- ~ T}- e 
r·n ¡-1 

(efectos de columna)_ 

1 r 

SS(Rep) = t ~ 'rJ - e n ,_, . (efectos d? la réplica) 

• • r ssr = ~ ~ ~· YL"'' - e · 
i-lj-11-1 

· SSE = SST - SS(Tr) - SSR - SSe - SS(H 

• 

·.· 
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' 
Nótese que, una vez más. cada divisor es igual al número de observacio_nes _ Los resultados, mostrando la fuerza de tensión en libras necesaria para sepa• 

en los totales cuadrados corrcsponditrites. Finalmente, los resultados .del análisisrar las terminales soldadas, fueron los siguientes: 
quedan como se muestra en la siguiente tabla de análisis de la varianza: 

Orig~n dt' Grado dt Sumo dt 
\'ariación libcr1ad cuadradoJ Cudrado mtdio F 

Tratamitntn n -1 SS(Tr) MS(Tr) MS(Tr) 
• SS(Tr) ' MSE 

"- 1 . 

Filas n -1 SSR MSR MSR 
SSR --- MSE · 
n-1 

Ct•lumnas n -1 ssc MSC M§.f ssc --- MSE 
n-1 

Réplicas r -1 SS(Rep) MS(Rep) 
MS(R21 

• SS(R<i>) MSE' 
r-1 . 

E.rrnr · (n - !)(m + r - 3) SSE MSE 
SSE -'· (n - !)(m + r - 3) 

-
Total rn1 -1 SST • 

Réplica 1 Réplica 11 

14.0 '!6.5 

1 

11.0 

9.5 17.0 15.0 ' 
11.0 12.0 1 13.5 

10.0 16.5 
1 

13.0 l 
!2.0 12.0 a.o 

1 
13.5 18.0 11.5 i 

El total para el primer tratamiento (método A) es 

14.0 + 11.0 + 13.5 + 13.0 + 12:o + 18.0 = 87.5 

mientras que Jos totales para Jos otros dos tratamientos (métodos By C) son 

y 

16.5 + 15.0 + 11.0 + 16.5 + 1-1.0 + 13.5 = SG.5 

11.0 + 9.5 + 12.0 + 10.0 + 12.0 + 11.5 = GG.O 

respectivamente. Además, los totr{es para las tres filas son 81.0. 79.5 y 79.5: los 
:le. las tres columnas son 70.0, 92.0 y 78.0: los totales de las dos r.,¡plicas son 
119.5 y 120,5. y el total mayor es 240. Entonces. ·obtenemos · 

Como en Jos casos anteriores, _los grados de libertad para la suma total de 
cuadrados es igual a la suma de los grados de libertad de las componentes indi·:. 
viduales; Juego, los grados de libertad para error se encuentran, generalmente, al:' 

e = <z:~>· = 3zoo.o · 

final por substracción. · 
Para ilustrar el análisis de un experimento de cuadrado latino con réplica, 

supongamos que se hacen dos réplicas del experimento de soldadura, empleando'·· 
las disposiciones siguientes: · 

Operador 1 

Operador 2 

1 

A 

e 

RépliC'u 1 
Fumll"lllt' 

! 1 

e e 

B A 

RipUca 11 
Fuudr111~ 

! 

B 

e 

., 
. A ( 

·' 

B 
' 

• 

SS(Tr) = ~ [(87.5)' + (8G.5)' + (00.0)') - 3200.0 = 4!1.1 

SSR "':' ~ [(81.0)1 + (7\l.5)' + (79.5)'] - 3:?00.0 = 0.2 

SSC = ~ [(70.0)' + (!l:l.O)' + (78.0)')- ;¡:lOQ.O = 41.3 

\ 1 
l · SS(Rep) ~ ¡¡ [(119.5)' + (120.5)') - 3200.0 = 0.1 
\ .. 
-~ SST = (14.0)2 + (1G.5); + ... +.(ll.S)' -·:l:lOO.O;. 104.5 

SSE = 104.5- 49.1 '- 41.3- 0.2.- 0.1 = 1:!.8 R= B A B A c. 
( 

Oprradur J ~ ~os resultados se muc!tran en la siguiente tahla de análisis de: la varianza: 
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Origm dt' i GrCJdo ·de Suma d~ i \'ariación 

1 

libatad cuadrados 

Método 2 49.1 

Operador 2 
1 

0.2 

Fundente 2 
1 

41.3 

Réplica 1 0.1 

Error 
1 

10 13.8 
- -

Total 1 17 104.5 

ANALISIS DE LA VARIANZA 

Cuadradu 
mt>dio F 

24.6 17.6 

0.1 0.1 

20.6 14.7 

0.1 0.1 

1.4 

OTROS DISEf;IOS DE EXPERIMENTOS 269 

Para dar un ejemplo en el que es conveniente utilizar un cuadrado greco
latino, supongamos· que, en el ejemplo de las soldaduras, se considera la tempe
ratura de soldadura como una fuente adicional de vaiiabilidad. -~L~ emplean tres 
soldaduras a temperaturas diferentes ix, p y -r, junto con los tres~métodos, los 
tres operadores (fila•) y los tres fundentes (columnas), se puede presentar una 
réplica de un experimento de cuadrado greco-latino, en la forma siguiente: 

Fundt!nlt! 1 Fundml~ 2 Fundentt' 3 

Opaadur 1 A a 
1 

h 1 Cp 

' 
Opuador 2 e~ Ap J:a 

EP Ca A~ 
1 . Operador J 

... 
Comdo !Fas razone2s F pOara lods mdétodl.obs y los fun~efntes ~xceden ambas, ba.d7.56, va- Entonces, el método A se empleará con el operador 1, usando el fundente 1 y 
lor e .ot para y 1 gra os e 1 ertad, las d1 erencms, tanto las de 1 as a los 1 1 1 · ¡ d 2 ¡ f d 1 2 ¡ 1 1 n e ¡ · . . . . a empera ura a; con e opera or , e un en e y a empera ura ¡J: y on e 
métodos como las deb1das a los fundentes, son sJgmficatJvas. Como se puede ver d 3 1 f d 1 3 la 1 e 1 s· ·¡ 1 ¡ "todo B se u ar' . . . . . . . . . opera or , e un en e y emp ra ura 'Y· Iffil armen e, e me s a 
por mspeccJOn, las d1ferenc1as deb1das a las otras dos fuentes de vanac1ón (ope- 1 d 1 1 f d 1 2 · 1 1 1 1 . . . . . . . con e opera or , e un en e y a empera ura -y, e c. 
ra.dores r ~ephcas) no son SlgmficatJ_:~s. Para dar un pas? ~as, la prueba de rec<: En un cuadrado. greco-latino, cada variable (representada por filas, columnas, 
r:1~0 mulllple. de Dun~an. de 1~ seccJOn 13.4, nos da el sJgUJente esquema de decz- letras latinas, o letras griegas) está "igualmente distribuida"' sobre las otras varia-

. swn con un mvel de sJgmficac•ón de O.Ol: · ·bies. Luego, al comparar las medias obtenidas por una variable. todos los efectos 
Método C Méwdo B Método A de las otras variables quedan promediados. El análisis de un cuadrado greco-latino 

ll.O 14.4 14.6 es semejante al de un cuadrado latino, con la adición de una fuente extra de va-
riabilidad correspondiente a las letras griegas. · 

Entonces, llegamos a la conclusión de que el método C nos da, ~efinitivamen- Existe una gran variedad de· diseños experimentales además de los discutidos 
te, soldaduras más débiles que los métodos A y B. en este capítwlo que son útiles para diversos fines. Entre los más corrientemente 

La eliminación de tres fuenies extrañas de variabilidad se puede hacer por utilizados están los dise~ios de bloques incompletos, que se caracterizan por que 
medio de un diseño denominado "cuadrado greco-latino". Este diseño es una dis- cada tratamiento no está representado en cada bloque.· Si el número de tra¡a-

. posición en cuadro de n letras latinas y n letras griegas, en el que tanto las letras mientas investigados en un experimento es grande, sucede frecuentemente que es. 
latinas como las griegas forman, cada una, un cuadrado latino; además, cada letra imposible encontrar bloques homogéne<?S, de tal forma que cada uno de los Ira
latina aparece una vez y ·sólo una junto c0n cada letra griega. El siguiente es un tamientos se pueda acomodar en un bloque. Por ejemplo, si se van a comparar 
ejemplo de un cüadrado greco-latino de 4 X 4: 11 pinturas, aplicando cada una a una hoja de acero y después calentándola en 

~ 
A a 

1 
Jip 

1 

li6 A~ 

Cp Da 

1 
D-r 1 

q 

e~ 
1 

m 

DP 
1 

Ca 

A6 Ji~ 

Ba AP 
t ( . 

un horno, será imposible poner todas las hojas en el horno al mismo tiempo. En 
.- consecuencia, será necesario utilizar un proyecto experimental en el que k < n tra-

e tamientos (pinturas) se incluyan en cada bloque (calentamiento en el horno). Una 
forma de lograr esto, es asignar los tratamientos a cada hornada en tal modo. que 
cada tratamiento se presente junto con cada otro tratamiento en el mismo número 
de bloques. Esta clase de proyecto se llama prorecto de h/uc¡ues incympletos equi
librados, y podemos utilizar el siguiente esquema para 11 = 4 y k = 2: 

Hornadtl Pint,ras · 

... 
La construcción de cuadrados greco-latinos, Ílamados también cuadradas latinos 
orto¡:onales, plantea 'varios problemas matcm;iticos interesantes, algunos de Jos cua
les se mencionar -~ el libro de H. B. Mann, citado en la ·bibliografía.~).:·, .... 

. 1 : ':. ·.- '~-

1 
2 
3 
4 
5 

1 y 2 
3"y 4 
1 y 3 
2 y 4 
1 4 y 

···. \'.~- .... _r:_:_;~· .. ~ 6 2 y 3 

. ·, 
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Los proyectos de bloques incompletos equilibrados tienen la ventaja de que se 
pueden hacer con igual- precisión las comparaciones entre dos cualesquiera de los 
tratamientos. 

Como los proyectos_ de bloques_ incompletos equilibrados requieren demasiados 
bloques, se han desarrollado muchos oiros modelos. La mayoría de estos diseños 
experimentales surgieron para cubrir las necesidades específicas de algún investi
gador, especialmente en el campo- de la agricultura. Como hemos indicado ante
riormente, el lenguaje empleado en estos diseños, incluyendo términos como "tra
tamiento", "bloques", etc., provienen de la agricultura. Sólo en·Jos años recientes 
se han aplicado estos. métodos a la experimentación industrial y de ingeniería y, 
con una aplicación más amplia, es de esperarse que se desarrollen. muchos nuevos 
diseños para cubrir las necesidades de estos campos. 
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hojalata se divide en 16 partes, que representan cuatro poSICIOnes a lo largo Y cuatro 
a lo ancho de la dirección ·de laminado. Luego, se mandan cuatro muestras de cada. 
lámina a cada uno de los laboratorios A, B, C y D. como se m~est~. Y los pesos de 
recubrimiento determinados son: 

Rlp/ica 1 

B A e D 
.29 .25 .18 .28 

---
D B A e 

.:18 .18 .21 .25 

e D B A 
.:18 .23 .20 .:18 

A e D B 
.30 .19 .24 .25 

Dirección 
de 

laminado 

Réplica 11 

e 1 A 
D 

.20 .24 

B e A 
.:18 .19 

D B e 
.34 .23 

A D B 
.32 .22 

.20 1 
B 

.TI 

D 
.22 .28 

A 
.21 .28 

e 
.16 .TI 

¿,/¡_ Se empleó un cuadrado latino con tres réplicas para comparar tres combustibles ex- i 

perimentales. Los números representan ~os_ minutos que los motorcl E1, ·E2 Y E 1 cstu-, A Partir de estos datos, determinar si los laboratorios est!n obteniendo resultados co
vieron trabajando, operados por los mecánicos M 1, M 2 y M 1, teniendo 1 galón de los · rrectos. Determinar tambi~n si· hay diferencias en los pesos reales de recubrimiento a 
combustibles A. B o C. Las réplicas pertenec-:n a duplicados del experimento completo · lo largo y a lo ancho de la dirección de laminado. (Emplear un nivel de significación 
hecho (eón orden al azar) en tres días consecutivos. de O.OS.') 

3. Las siguientes son las medidas de la resistencia a la rotura (en onzas) de los bil01 
Ea · Et · .. Ea· E 1 Es Ea de tino A, B," C, l'! y E, obtenidos por S técnicos de laboratorios en S días diferentes: 

A B e A B e 
16 21 14 17 23 13 

Ms B e A 
1 
.B e •A 

25 18 23 :l8 19 21 

Ms e A B e A B 
16 21 211 12 20 25 

. 

Es 

A B e 
15 21 14 

M, B e A 
211 16 24 

y, e A B 
19 24 :l8 ~·· 

.• 1 
' ( 

Analizar estos datos y, si la hipó~esis nula referente al efecto de Jos comb~tiblcs "·-4. 
puede rechazar, aplicar el test del rc:co:nido múltiple _de Duncan para ~ ~ me-· 
diu com:spondientes.. ( 

2. En el problema en el que se distribuyen mue~tras de recubrimiento de .estaño, wtre naa· 
tro laboratorios (Sección ·13.1). supongamos que -se encuentran diferencias _sistdn.iti.c:u \ 
en el peso del recubrimiento •. tanto en la dirección del laminado como ~ la tJ"a.n5.
verut: para eliminar esas dos fuentes de variabilidad, cada una de d~ Uminu de · 

r. 1 .... 

T, T, 

A B 
30.2 24.3 

B e 
21.4 . Tl.1 

Días D. e D 
20.7 26.5 

D, D E. 
20.7 24.7 

B A 
20.6 35.8 

Técnicos 
T, 

e 
19.6 

D 
23.4 

E 
25.2 

A 
32.3 

B 
23.9 

D 

E 

A 

B 

e 

T, T, 

E 
21.5 17.3 

A 
24.5 31.0 

B 
29.1 20.6 

e 
25.2 22.2 

D 

1 
23.6 21.5 

Aoalizar este experimento de cuadrado latino y aplicar la prueba del recorrido múlti
ple de Dunca.n. con a- 0.01, a las medias de las resistencias a la rotura de los cinco 
hilos de lino. . . 
Un fabricante de telas desea deteñninar c:uál. de cuatro agujas ~iferentes, _es mejor para 
au. zná..quina de coser. üu fuentes de variabilidad que deberán ser eliminadas para hacer 
~-tomparación son: la máquinil empleada actualmente, el oper3.dor y el tipo de hilo. 
Ul!l.tz.ando el diseño de cuadrado greco-latino mostrado a continuación (las filas ·rqlre~ 
ac:ntan ~n.dorcs; las columnas representan máquinas; las letras latinas, agujas; y las 
Jctn.s gnc¡:u, tipos de hilo), el fabricante anotó los números de prendas rechazadas al 
cabo de dos diu. con los siguientes resultados: 
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. e \ A, 

1 

B6 
1 D~ : a 42 _ 15 6 24 1--· 

: ¡. 
' u~ 

1 

A a e, 
-"' i 8 24 34 

V, Ba. 
1 A~ ca 

18 16 9 27 

Cp A a .lh Da 
29 15 7 . 30 

;-~¡ Da 

1 

e~ A a 
33 36 

1 
11 

M 
131 

ca 1 D, 

1 

Ba 
• 30 

1 
21 12 

A a 

1 

e, Da Bp 
21 38 23 6 

Ha 

4 1 

Dp Ca ~ 18 37 1 
L 

Usando un nivel de significado de 0.05, .determinar si hay alguna diferencia entre las 
aguj3s. Determinar también si hay diferencias significativas entre los operarios, las 'mi
quinas y los tipos de hilos. 

S. Para estudiar la eficacia de dife~entes clases de envases, un fabricante de desayunos hizo 
el siguiente experimento de cuadrado greco-latino, donde A, ~. C. D y E representan 
tipos diferentes de enVases, a, B. "Y, a, y C! representan (en orden creciente de magnitud) 
las cantidades de dinero gastadas en anuncios del produc-to el día anterior ·al experi
.mento, y las filas représentan localizaciones diferentes en supermercados proyectados 
idénticamente, los cuales, a su vez, estin representados por las cinco columnas. Los. 
números representan las ventas ~de desayunos de 9 A.M. a 11 A.M. 

A a BP. e, Da 

1 

E• 
50 51 53 55 56 

B-, ca D, Ea AP 
51 50 50 45 49 

c. Da Ep A-, Ba 
45 37 39 40 41 

Dp E-, A a B, ('a 

39 40 41 44 37 .. 
Ea A• Ba Cp 

1 
V, 

43 47 41 42 42 

Analiz.ar este exp:rimenlo. 

(b) Utilizar este método par~ construir un cuadrado greco-latino de 3 X 3 y otro 
de 7 x 7. 

(e) c;:~·mpr~bar que est.e método da un cuadrado greco-latino para cualquier número 
pnmo 1mpar p. [Sugerencia: probar primero que cada uno de los dos cuadrados 
es un'cuadrado latino Y probar después que cada par de letras latina y griega se 
presenta una vez y. sólo una.] 

\ 

La siguiente es un modo sencillo de construir cuadrados greco-latinos cuyo lado es un 
número primo impar p. Comenzamos por construir dm cuadrados latinos. En el pri· 
m:ro, ponemos el número i + j-2 en la casilla corrcsptmdiente a la i-ésima fila y Ja 
j -hima columna, restando p si una entrada excede de p- l. En el segundo cuadrado 
ponemos el número 2i + j- 3 en la casilla correspondiente a la i-ésima fila Y la i-~sima 
columna, restando p 6 2p, de tal forma que ninguna entrada exceda de p-~. Si en-, 
tonccs su1:1stituimos por A, 8, C •... los números O, 1, ... p-1 en el primer cuadrado, ' 
y por a, {J, "'(, .•. los.números o; J, :. : p -1 en el scgunllu l.."u<tdt::.d .. ,, los cuadrados 
!'.Up::rpucstos constituyen un cuadrado greco-latinO. . 
(a) Verificar que este método se utilizó para construir el cuadrado grcco-lntino del 

problema S. 
., 

. , 
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4.76 
4.69 
4.63 
4.58 

4.54 
4.50 
4.4(J 

4.43 
4.40 

4.94 5,01 
4.64 4.92 
4.74 4.64 
4.70 4.76 
4.64 4.72 

4.60. 4.67 
4.56 4.63 
4.53 4.59 
4.50 4.56 
4.47 4.53 

.6 

90.0 
14.0 
8.9 
7.2 
6.40 

9 

90.0 
14.0 

9.0 
7.2 
6.44 

10 

90.0 
14.0 

9.0 
7.3 
6.5 

20 

90.0 
14.0 
9.3 
7.S 
6.6 

50 

.90.0 
14.0 

9.3 
7.5 
6.8 

5.95 6.00 6.0 6.3 6.3 
6.0 
5.8 
S.7 
5.55 

5.69 5.73 5.6 6.0 
5.47 5.51 5.5 5.6 
5.32 S.36 5.4 S) 
5.20 5.24 5.28 5.55 

5.06 5.12 5.15 
4.96 5.02 5.07 
4.88 4.94 • 4.98 
4.83 4.67 4.91 
4.77 . 4.61 4.64 

4.72 
4.68 
4.64 
4.61 

_4.56 

4.76 
4.73 
4.68 
4.64 
-4.61 

1 

4.79 
4.75 
4.71 
4.67 
4.65 

5.39 5.39 
5.26 5.26 
5.15 5.15 
5.07 . 5.07 
s.oo 5.00 

4.94 4.94 
4.89 4.69 
4.es 4.6s 
4.62 4.62 
4.79 4.79 

100 

90.0 
14.0 

9.3 
7.5. 
6.6 

6.3 
6.0 
5.6 
5.7 
5.55 

5.39 
5.26 
5.15 
5.07 
5.00 

4.94 
4.89 
4.!15 
4.82 
4.79 

30 3.89 4.06 4.16 4.22 . 4.32 4.36 4.41 4.45 4.46 4.65 4.71 4.71 . 
40 3.82 3.99 4.10 4.17 4.24 4.30 4.34 4.37 4.41 4.59 4.[,9 4.69 
w 3.76 3.92 4.03 4.12 4.17 4.23 4.27 4.31 4.34 4.53 4.U 4.U 

100 3.71 3.1\6 3.98 4.06 4.11 4.17 4.21 4.25 4.29 4.48 4.~4 4.65 
00 3.64 3.eo 3.90 3.98 4.04 4.09 4.14 4.17 4.20 4.41 4.1.,() 4 . 68 

1- dt'f:lt' .. \ ol flf•f•drHf\. 

• ~~priJduc t·d Wllh JWifnh~ion lrurn -Multi¡rle R,jngr. •nd Multiph· f 1 e'l\," hy O. 8. Our.c .o~n, Biorrwlth t, Vol, 
1, No. 1, pp. 1-U, 19~S. 

f 2 3 

1 16.0 
2 6.09 
3 . 4.50 

16.0 
6.09 
4.50 
4.01 
3.74 

4 3.93 
5 3.&4 

6 3.46 3.56 
3.47 
3.39 
3.34 
3.30 

7 3.35 
8 3.26 
9 3.?0 

10 3.15 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
16 
19 
20 

30 
40 
w 

100 

3.11 3.27 
3.08 3.23 
3.06 3.21 
3.03 3.18 
3.01 3.1& 

3.00 3.15 
2.98 3.13 
2.97 3.12 
2.% 3.11 
2.95 3.10 

2.89 3.04 
2.1\6 3.01 
2.63 2.98 
1.80 2.fJ) 
2.77 2.92 

4 

18.0 
6.09 
4.50 
4.02 
3.79 

3.&4 
3.54 
3.47 
3.41 
3.37 

3.35 
3.33 
3.30 
3.27 
3.25 

3.23 
3.22 
3.21 
3.19 
3.18 

3.12 
3.10 
3.00 
3.05 
3.02 

5 

16.0 
&.()') 

4.50 
4.02 
3.63 

3.68 
3.58 
3.52 
3.47 
3.43 

3.39 
3.36 
3.35 
3.33 
3.31 

3.30 
3.28 
3.27 
3.26 
3.25 

3.20 
3.17 
3.14 
3.17 
3.0'J 

'"'·(p,f) 

p 

6 7 6 

16.0 16.0 18.0 
6.09 
4.50 
4.02 
3.63 

6.09 6.09 
4.50 4.50 
4.02 4.02 
3.63 3.63 

3.68 3.68 3.68 
3.61 
3.56 
3.52 
3.47 

3.60 3.61 
3.55 3.56 
3.50 3.52 
3.46 3.47 

3.43 
3.40 
3.38 
3.37 
3.36 

3.34 
3.33 
3.32 
3.31 
3.30 

3.25 
3.22 
3.20 
3.16 
3.1 S 

3.44 3.45 
3.42 3.44 
3.41 3.42 
3.39 3.41 
3.38 3.40 

3.37 3.39 
3.36 3.38 
3.35 3.37 
3.35 3.37 
3.34 3.36 

3.29 3.32 
3.27. 3.30 
3.24 3.26 
3.22 3.7& 
3.19 3.73 

9 

16.0 
6.09 
4.50 
4.02 
3.63 

3.66 
3.61 
3.56 
3.52 
3.47 

3._46 
3.44 
3.44 
3.42 
3.42 

3.41 
3.40 
3.3') 

·3.39 
3.38 

3.35 
3.33 
3.31 
3.29 
3.26 

10 20 50 

16.0 _18.0 16.0 
&.09 &.O'J &.09 
4.50 4.50 . 4.50 
4.02 4.02 4.02 
3.63 3.83 3.63 

3.68 3.68 3.68 
3.61 3.&1 3.61 
3.56 3.56 3.56 
3.52 3.52 3.52 
3.47. 3.48 3.46 

3.46 
3.46 
3.45 
3.·14 
3.'13 

3.43 
3.42 
3.41 
3.41 
3.40 

3.37 
3.35 
3.33 
3.32 
3.29 

3.46 
3.46 
3.47 
3.47 
3.47 

3.47 
3.47 
3.47 
3.47 
3.47 

3.47 
3.47 
3.47 
3.47 
3.·17 

3.46 
3.46 
3.47 
3.47 
3.47 

3.47 
3.47 
3.47 
3.47 
3.47 

3.47 
3.47 
3.46 
3.53 
3.61 

-----·-- -----

100 

16.0 
6.()') 

4.50 
4.02 
3.83 

3.68 
3.61 
3.56 
3.52 
3.46 

3.46 
3.46 
3.47 
3.47 
3.47 

3.47 
3.47 
3.47 
3.47 
3.47 

3.47 
3.47 
3.46 
3.53 
3.f,7 
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10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
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20 
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60 

120 
00 

f 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
1ó 
17 
18 
19 

20 
24 
30 
40 
60 

120 
00 

~01(•- 1, f) 
·(wo-Sided Comrari~ons 

d- 1 - numbcr of treatmcnt mea m (excluding control) 

1 

4.03 
3.71 
3.50 
3.36 
3.25 

3.17 
3.11 
3.05 
3.01 
2.98 

2.95 
2.92 
2.90 
2.88 
2.86 

2.65 
2.60 
2.75 
2.70 
2.66 

2.62 
2.58 

1 

2.57 
2.45 
2.36 
2.31 
2.26 

2.23 
2.20 
2.16 
2.16 
2.14 

2.13 
2.12 
2.11 
2.10 
2.09 

2.09 
2.06 
2.04 
2.02 
2.00 

1.98 
1.96 

2 

4.&3 . 
4.21 
3.95 
3.77 
3.63 

3.53 
3.45 
3.39 
3.33 
3.29 

3.25 
3.22 
3.19 
3.17 
3.15 

3.13 
3.07 
3.01 
2.95 
2.90 

2.65 
2.79 

3 4 5 ó 

4.98 5.22 5.41 5.56 
4.51 4.71 4.87 5.00 
4.21 4.39 4.53 4.64 
4.00 4.17 4.29 4.40 
3.85 4.01 4.12 4.22 

3.74 3.88 3.99 4.08 
3.65 3.79 3.89 3.98 
3.58 3.71 3.81 3.89 
3.52 3.65 3.74 3.82 
3.47 3.59 3.69 • 3.76 

3.43 3.55 3.64 3.71 
3.39 3.51 3.60 3:67 
3.36 3.47 3.56 3.63 
3.33 3.44 3.53 3.60 
3.31 3.42 3.50 3.57 

3.29 3.40 3.48 3.55 
3.22 3.32 3.40 3.47 
3.15 3.25 3.33 3.39 
3.09 3.19 3.26 3.32 
3.03 3.12 3.19 3.25 

2.97 3.06 3.12 3.18 
2.92 3.00 3.06 3.11 

do-,(•- 1, f) 
Two·Sidt'd Comp;1risons 

7 8 

5.&9 5.80 
5.10 5.20 
4.74 4.82 
4.48 4.56 
4.30 4.37 

4.16 4.22 
4.05 4.11 
3.96 4.02 
3.89 3.94 
3.83 3.88 

3.78 3.83 
3.73 3.78 
3.69 3.74 
3.66 3.71 
3.63 3.68 

3.60 3.65 
3.52 3.57 
3.44 3.49 
3.37 3.41 
3.29 3.33 

3.22 3.26 
3.15 3.19 

a- 1 ·- Number of trcalrncnt mcans (cxcludinE c:ontrol) 

2 3 4 5 6 7 8 

3.03 3.29 3.48 3.62 3.73 3.82 3.'!0 

2.86 3.10 3.26 3.39 3.49 3.57 3.64 

2.75 2.97 3.12 3.24 3.33. 3.41 3.47 

2.67 2.88 3.02 3.13 3.22 3.29 3.35 

2.61 2.81 2.95 3.05· 3.14 3.20 3.26 

2.57 2.76 2.89 2.99 3.07 3.14 3.19 

2 53 2.72 2.84 2.94 3.02 3.08 3.14 

2.50 2.68 2.81 2.90 2.98 . 3.04 3.09 

2.48 2.65 2.78 2.87 2 94 3.00 3.06 

2.46 2.63 2.75 2.84 2.'J1 2.97 3.02 

2.44 2.61 2.73 2.82 2.89 2.95 3.00 

2.42 2.59 2.71 2.60 2.67 2.92 . 2.97 

2.41 2.58 2.69 2.78 2.85 2.90 2.95 

2.40 2.56 2.68 2.76 2.83 2.89 2.94 

2.39 2.55 2.66 2.75 2.81 2.87 2.92 

138 2.54 2.65 2.73 2.80 2.86 2.90 

2.35 2.51 2.61 2.70 2.76 2.81 2.86 

2.32 2.47 2.58 2.66 2.72 2.77 2.82 

2.29 2.44 2.54 2.62 2.68 2.73 2.77 

2.27 2.41 2.51 2.58 2.64 2.69 2.73 

2.24 2.38 2.47 2.55 2.W 2.&5 2.69 

2.21 2.35 2.44 2.~ 1 2.57 2.61 2.65 

9 

5.89 
5.28 
4.89 
4.62 
4.43 

4.28 
4.16 
4.07 
3.99 
3.93 

3.88 
3.83 
3.79 
3.75 
3.72 

3.69 
3.61 
3.52 
3.44 
3.37 

3.29 
3.22 

9 

3.97 
3.71 
3.53 
3.41 
3.32 

3.24 
3.19 
3.14 
3.10 
3.07 

3.04 
3.02 
3.00 
2.98 
2.96 

2.95 
2.90 
2.86 
2.81 
2.77 

2.73 
2.69 

f- dtgu:e' of hrcdom. · 
'Reproductd wilh prrmi\\ion from C. W. Ounnt:U, .. Nt:w l.1hlr, for Mulliplr Comp.lri\On with .a 
Control," Biom('ltilt, Vol. ]0, No. 3, 191' ... -i. •nrl Ir o m C. W. OunnrH, "'A Multrplt• Cornp.ui\on 
Pro<t:durr lor Comp.uinr, Srvcr•l Trt•lmrnt\ wrth ,¡Control," }vurno~f of tlu: Amellc<~fl :Sro~trsrico~f 
A.uo<"i.l!ion, Vol. 50, 19~~-

Clt- zs 





'~')":7-u./"v { ,_.,, O() -~?¡-....,_, ': /'7H 

r .• {\ -. h {\ 1 '""':'-r>')"n~-:r 

( ""?':' >J ( ,-{ ;}"] /1 ) 

( O~Jlf' 'CJ ) 

( 7" "1 <In lt) 

( '"'r"J/ ,.¡n fT} 

SOt'') 7 '?"/, =( f, :St-&·01/ =1'1fi-'SfS./. 

so'"' < 1! ·.; = f" ·st -1'11:'/ ~ 1''6 -·~·rs¡ 
S0/'1 ~ "l:"'l." =-{h·.s¡-1't1/= ¡·•¡:_ -'ff\1 

. S rJ/' "? > '? • !J = 1 ¡,'SI -1! . b 1 = 1''6 -'~~ 1 

o¡,·<¿ =(0?: '¡,) lo·of 

. ~ "'1 ~ ~ ?7> """"'vv77 

"'»r7""f "J ""1r 'r'/4:-r u-p 41'--u..._¿ o~ =1 ~ 1o•g ,M)h/ 

¡:; s = v '/1 = 1-/1 's = >t 't o ·o =Jo ~ 77'? vs · py-vo--?J 
Jp o ./")7~''7/."Tr P 1>-V e a;7""';Jf"'f rr ~ ·(}-.-,;e~ "Y>-(>' '" '1/ 
~ "'P"'Y17-j "'m/,?r"'"' "'-'-''1"7. ""7 ~ .,.,,"1''1 a/ IV' --....-o¡ 

o i<f w:;} J: ;;¡ ti '{1 

Nls~-'1!' ~ U ',.;f) ~"p "1 '"f ~ 'Tf / 

_..,.,.....t ~-·~ Jo ~ "')"<? _--v'?.,,..Pg~ -n-()(1 'V]~'l/ ~h . '7 . 
. '(?.,4-'u-:!(/) o~r --r-r· ~ p-:v ?r"""~:i 

':) z -jl"i) 

~~~~---··----···· 

·" 



j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

J 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 



1 

/¡,/$1 IA/lCR. vl)to5 

·t¡ . ·d r r r r ,._.( é' • · 

1 1 1 •. ' :.{l.· .. ! •. 1! {(_, .·-!/ 

.--:-··-··e ·/ /.5 JV .r., ll• l. 

~;,. .. ,, / ,,.,.; tf"'t"l.. ·,-;lt_( 
1 . &./ 

+ J. 
'-'--<A 

---·-""-------·--~------~u· 

' _n,r~ .. 
--···~· 

r¡ '·· '· 

J . (. . 
-L\.J //111 r• .-- t'·("" (...1. L..:.l-,: .-,t, !.ID rf t 

l j 

/---< )', /'"'·,'!'. ~1- .,·. 

-r-.·r·. r/:· ( 11 _/' '{, ' /--: ,.( 
1' 

(·,"':,"(.l. 1:. ... .'/tl_. .~, .. \\(, ... :,· ' 
· .'·'•r r' 

,. ~ 
t'J.. .... . ·- ~ ~ .• 

¿ •-' l ¡1/ "l. r.> 
/ h ' ,.-,· ' . 

I!!J~;~ .. 
11,' t . t 

'- ... ¡,- tV11s = 3.1/ (Y=- e,) 
,. 
1 

/"" • {r::. ? t ( c. . 
/.(,: ./..':,,::>+·re •~>'·'· 

,1 ... ... - ...... ' ...... 1/ • 
.J_ ···•.:; ' 

l -! 1 t-. 1/1' .' .rt, .... j ., 1.. . ., . -: . .;. ~ J .. O •Í /o 
• . 1 1 

p f J ?. f 1/ ·l ~ . ! lt "' :? V.. fi~ 1, - (.). ·i') 
~ 

1 ... ...,. ... ? f, :1 ·¡ ¡1 ( 1'' ''f:,. :· c. :'i .~. ... "· 1¿ 1. 1 ...... _; .. 
' ' 

--~--~ -~··-. 



, __ ·~·--· ¡ · ·, .... · ij" · ····-··-;- -~~-· ·•1--'-'r-'--r- .. 1-- · •· r·''r .......... 1 ... , ¡--... ,
1
. '.,. ... ~ .... ¡ · ·¡ .. ·;· . "-

1
--·T·T:--r· ¡ · :¡·--·r-- ·,- .. , . -¡· ~-¡-·. ~-- , .. - ; ·-;>·~·,.. ,~ 

._ .. ,·-_ .. 1 .. 1 _.~_ .1 .1 ... / ... 1"'--·r- .: .... 1 ..... ¡-__ ·'-_ ..... __ L 1-._-,·'·_·---l·· ... , ...... , ............... ¡ .... 1 ...... , .... 1 ....... ~--· ·----~----~-----··' .. .,.. ... t-~ c.:.: ...... , .... ,, ___ ,_ Q .. : ---~-~-. . . ,, ) r .. . l 1 ~ j i . . t • ' .• i , . • 1 1 t . ' 1 1 ' . ' i •. • • J , ... 
'. ; ··' ..... ·-.. , •• ¡_\,;., i ;: ! . i __.,_t.· .l ; ) . ;· !, ' ! l . ' l,.; ·; . ,· ¡· '¡· -.·1 ··1.'':' ! ¡ ! ·, ¡ .. 

~~-~~i~-.?)1 ·-:¡ -~ •
1
•• -~.,..~, ... ::¡ ... _,~·¡· .... ~·~.e:-, ""·1 ·=-~-:-~¡N ... ¡,~·~¡ ·_:~t-~¿;"'~'f'1 '-¡..c-r.-•·t~¡-:·'f ~~~1 .... ·~'~1 - ;-;·~::r~-t;:~¡~:~·r·~ -~-~q ·;~·r•':-·-~~.-~-·~~-~¡~.:)~:·x¡:._~ "v~··i ::,1·.~~---~-f : , ·• . , : ! • . ¡ r 1 • t · 1 • r • • ~ • · ! · , . · · • . ' , · • : . ·. · ...... 1_ ....... 

1 
.... ,,..._ ....... , . 1 .. ,....... .. ........ : r:· 1 1 , ...... 1 .. ,. 1. 1 --•-""'"1 .. Ir .. , __ ¡ , , ...... - ........ : .. ·¡ .: ¡ --:- i~L~.S_tFic/,~I~U; ~l UJ-l~. 0112:;-::,~_li?~) ;j (\'Jsc~"i:-<·~~ .. :d;. ~.!r~ 'crd:,:.,~~~~~]~-1.:' 

1 1 1 i 1 ! i i 1 1 i ,~ i '¡1 1 i l i i 'LI ! 1 l 1 i l ! ·, 1 ! 1 i l l i j • ! .. !· :··- ........ ,_... ¡-¡-¡ -;-1-¡-·- --·:-· -!-- --¡-·¡-r·t;r--¡--' ·¡ -:--r-rr·---J-·r-: -t-- r-·-·ll-'7""'1-'l"":-:--::-·-, 
,.:.... ,_ - 1-- L ....... __ 1 __ , ___ --- -- ¡_ ---¡--- ....... ·-·¡'--· :-- ! 1- -¡--~·- k .. .!.-~--·-· ¡_:_ti ___ ll __ ¡_ ----1---L¡:::'' I_I_L.L.! J ___ ,_ 
• 1 : . J. 1 • ' 1 1 1 l ¡ 1 1 1 1 1 t' 
; 1 1 :2. . 1 3 l • • • 1• 1 ' • 1 ' 1 ' ' J 1 • • ---~ .. .¡. ....... ¡J.J .. ¡ ...... 

1 
... , ..... , .... , . ,. 1 ...... .¡. .. ¡ ......... ¡ .. o.:... ... 1--l-;-L. .... J_¡_Jl_¡ __ ..... 1 ... : .... 1 .... : .... .. 

i--¡---1---~- ! .... 1 .. _!__
1
1, __ , __ , __ X,i:tti ;xz,'lz¡: .:>ú~.~,, !_ 1:_¡)(~:.¡,~~ •. : _! __ :_ .. 

1
: ___ 

1
1 __ ¡ .. : .. 11 .. J_

1

u. ~: ... ¡. ¡__! __ ¡::_! ... :. 
1 1 1 . ' . 1 ' • ' • 1 ' _, • 1 1 1 ' 1 1 

_, ___ .J __ II_¡_; ---- ··-r' .. _, __ rx'Z.~IZ _xn Y u. - 'A31.~1L : .... : ..... :~1!.. 'i 1<., 1 ... _.:..::..: ···t' _L_L_J __ _!._,_,_ , __ l. ! .. L.: .... :_ : 
1 ' ' 1 ' ' J ' 1 J r 1 ¡. · • • 

.:.. . .!.._
1
1 __ 1 __ .... ¡ .... Lt. --l--1--- x.~.'i•:....:X.t;Jz¡ : ..... >I:~'JH .. : .. :....X~t~·l~). ~ .. .:.::_

1
: ___ -+-1.~-H--L-~J-j---i ... i_L.L~ 

1 j . ' 1 l 1 
1 ; 1 : ! : i ¡ 1 

'; 
1 i : 1 '.' l ; : : ' 1 1 l 1 1 1 1 1 1 ¡ i '"•! . 

·;--1 -~ ---~-----¡ .. 1 --¡-j· ""1'"" .. . . 1- ., ' ' ,.. .. ... " .... 1 .... ' :·----,--,-·- -:--·-¡--~-- -·r--!-• ·-:· ....... ·- 1•'"1" .. 

!¡ 1; Xt(l·~~Xtn'lznX>n'l,,..i·>(t.Vl'll!.h t:111' il •l!·j"l' ----··-- ----, --·----- 1'' 11 1' 1'' 1'• ',.. ... ,\,,. t---·----··---------1--·-·¡- --¡-¡--"- .. --. 
' 1 • f ' 1 ' 1 1 1 ' 1 1 1 1 ' ' 1 . 1 l 1 1 • 1 ¡ 1 r • 1 • 1 1 l J • l ' i l 1.1 ....... ¡.~ .. -¡--K ¡ ~------1 .... .A.~nl ,_ ·-·-~··--·--·~--_---;-~:-•--···· ......... _,. __ j _____ J_, ....... ; .. , .......... . . i ' ~ . 1/..<lW..., . ' .;, 'OJ.. , 1 1 •• X ~ ~ '( , b'W . 't , ' 1 !--,---J-·---f¡ J'~ · .. ;~I-'--L":Q.1.·_ o., <L.~: r-d¿rv.eo-"'-'. 1 •• : .; : ;c-"0. CAA._X: o.,.<>"'~!----
' 1 ' • ' ' .;.0 d--<L 1 ..... " l:...r- . .,_¡_, " ' 1 dJ. ' ~ 1 / . ... . . 
-'~--¡-···t- -~- (' llt-d- .u-11-¡n ·--¡- 1 r,F ?- ~~~ . 0-~b:~t; e;. p ~o~ u¡ ':"'-0. t .c:J-1 , . l~ :.!:-: . 

1 j · ' t · 1 j ¡ · · ¡ 1 ¡ 1 ¡· • 1 1 ! 1 V · 
1 

1 1 1 · . 1 • 1 · 1 · 1 1 :-·:··· -- ---¡--!~¡--¡-¡-¡-~-~--y., __ !;-O<_··---~- ~--.--,x-~:-:¡:•¿--:T:-;-¡--r-¡-¡--¡---¡-¡-¡=t=. ¡--~----¡--r.¡--¡----· 
r·! ·+· --:-·--rT-:r···--rn tt. ¡--: f-:· r~- -t~ 1 ~~- ;· ·¡--¡-¡-·t-·n-l---r-¡--¡- ¡--T----¡-¡-T' 
·;-r-¡--l·-j·+-¡--¡-·¡-!·-¡---1--¡--l-~ u~ f-.r.·:·Yí , .. ·h:r~ i'. ¿' i ':-:-:-12.. -¡-r i :-¡-·j--¡-¡ ·-+:- ¡---!- ·¡·-·r--¡-
!"T'""'"!""T1"'i"'l'-¡ ---·,-¡-·¡·¡ 1 ! ¡ J 'T r r T ¡ : ';- ( ¡ ·¡·-·¡---¡-¡-T¡-r¡ T -~ ¡-¡--J-:-¡
¡---¡---1---¡---r'D¿J~'--~~~:t._! ;;,.~ -~~~~~- · n7~~ 11;¿~ -,) c:r -F,r--- ~~ '?~ .. ~. ;- & i ;-- ·-;¿ .. ,. : ·: -Tr-r .. --¡-· 1 2: J, 1 

" • 1 - • é . 1 ' • • .1 1 • l. . ' .(]" .. u.-Y: . .. ......... ' . p 1 ......... , ...... - ·--¡· 
~ 1 1 • ; 1 i • ! 1 • ¡ ! ~ : · ! · ., 1 1 1 : . t 1 \ ! r : 1 ! ¡ 1 1 ~ i . 1 : ~ ! j · ·--·¡-¡--· , ' .. u....:t 1 ·o'·. , . ~1 • -,·~ •• 1 •• ~ •• -~/~ ...................... 1 ,. ···-----¡-
1 1 1 

• ' \\.P..Ur:- . y. i : 1 ~ ' • \( 1 ' • • : 1 l J ' 'l 1 t ; 1 l 
; . -~----~ r:<'-<11'- .C-4'0 , .<>rl ·~"':-- r<N~.: _ .. _;_ rtwi.K)A.JU a....._ ... '· ·:. 1-- ! .... ! .. L.t1 -L..'¡ _____ ¡ .... : .... 1'--t. 

1 1 
1 :u ¡. ! 1 1 • 1 1 1 . . • ' 1 ' • 1 1 1 1 , 1 ¡ ' f • ' '1 1 ! j 1 ' 1 : J ' i 1 1 ! ¡ 1 i 1 1 1 i ' : ' 1' "-·¡·-~- .. , l .. t -~--~----- ¡--- ., ...... . , (? .. 1 , ...... l...... . .. -·-- ... Rz.. .. ....... , , ·-·---· _,__ ..... --· 

1 1 • ·¡ rP ' ' . (2• ' 1 1 'f ' ' 1 'o/ ()1• 'e)' . oL . :__¡---·- --'-- 1~--l--i---1 .. ·· . . • •. :.. .. ~ ~-1- ¿':" 1

1

¡=¡ = ·.::· ... =.~~!. .... !_, __ o!'·, ~".. ~=: J...::..:.:.~ ... ::=. ___ la._;_J 
: . ' ¡ ! 1 ! ¡ ; : ! 1 1 1 ! : 1' .,· • 1 : 1 ¡ ¡ 1 : ! ! 1 ~ i ¡ ¡ ! 
1 ' 1 1 ' ' 1 • • 1 1 ' 1 1 1 1 ' : --~-1--- - --~·-·I-1--T·1--·J11l·TÚ~"""'.;_;--L ·~ ;;_. ·:r.__,· .··- i?--: .... : .. -¡--.. ¡--:~-r~·: tJ:~,.:. ~Tv~·--.:Jc~ .-·-- ;·-¡--.. , --1-- -·¡--·¡ --¡·· ..... ···¡." 1"'0• . . 1.,. f ·' f- ( 11.. . -----·-· .l.... .. .. . ..... 7, 1.1 • - .. • ' 1 .J r • • 1 J 1 ' , • ,J , 

-~ .... _~ __ 1 1 1 : .... L.t---·11 1 . _¡ !. ,_..!.__, ' ~ .... : .... !.._¡_LL .. U i .. I_!._~~...J_: __ , .. _l._¡._L. 
·
1

1 1., .•11· · ,:·~~ 1 N',,,~~--
; 1 ' • • ' ! 1 ' 1 1 • lf 1 ! 1 : -: 1 1 1 1 1 1 ' ¡-·j·--¡--¡·TT .. , i'lf'¡·¡ i ¡---¡- ·- --:rrt.' _·¡·! ¡·· r 1 --¡---¡---¡-r-· -:u~r. :--¡--¡--:-·¡-¡-¡--¡-¡· 

., ....... ------1 ""1 -~1 :·- i· -~--- . ¡. :. . - .. ' -: ... ·. -·---¡-; ---¡· i . : /L ¡-·--'-·:---; ··:----!·-i·- : ...... 
1 ~ . 1 : (2.' 1 1 i 1 . 1 '-. • .;r 1 1 1 ' . <.J •, 1 ¡ 1 1 1 ' 1 --¡ 1 __ 1_ ... --J--··1 -~-- ~.:..: .. ~ 11 -¡-~-,·¡·· j ~"---;- ¡·.: J. {'Sl :· í -¡-· ¡· r• .. , ..... 1 .. -¡--,--:·:1-;--·¡---¡-.. ·: :! ' .¡. ' J 1 l' '! 1! .. 1' 1 1 j!: ·:_.-¡·-¡-¡----¡ -:---¡--:·-¡_--; ·¡_--·¡-· _,---¡-I--T--:--·-~-¡···,··¡··¡ : ¡··-¡--·-T ·¡ ·1···: ·¡ ¡-:----¡-·¡·--¡-¡--¡·:-r 

.Ll-¡- l=f. ·- : ... : ..... r·-.-~ ......... J .. 1-,- .1 .... ! .!.... .. :. ...... 
1 
....... 1 .... L .. J. .. L_: ... _,_,_L._ ....... ! .... .!-1 ... ; __ ~-~--i--'----

; J . . . 1 : . f . j !· i l ' t i ¡ . 1 ¡ j 1 l ¡ i : l ! \ ; ! i ¡ i 1 j j ¡ . ! l j . ¡ . -·- -·¡- ,..... .... ......... .. . -------·-·¡-1-- .. .. ... ¡ ..... --·---·- -------- ......... ·----1-- ... 1 -_·----- --·~--·------- '--· • • . . ; ' . : : 1 • ¡ l ! l ' ! 1 1 j' ' 1 j ' ' • ' ' 1 .--; +-+ .. -::-- ·- -· -+ ¡ .. i. L- 1
---'-· -7H-- :---·--1-?-·!-¡-I ... ¡? .. : .... U~f-j--i--i .J./).! ... ¡--1·-l--:-j_;J+L....+--. --1---·--¡--JJ .... tJ ... ¡_ .. \.. __ , __ 

1 
... 11 .... L¡ .... ~-¡--··--'- LJ ... I--L-1 .. :._; ___ !__j_L_

1
_L -'-fr1 .... L...L . .L l_t_..L._, ___ I :. .... 

1 ¡ 
1 

· · ·
1 

1 •• , , 1 • 1 , 1 1 I_LJ· , 1 1 , , 
' . 1 .. l ·~ 1 -: t ' • 1' 1 ' 1 j • l 1 : ! : ' 1.; .. , .... --~-- r.-·.---f~l-- ---¡-·¡·--t"--l---,--1--· ~- ,--¡-¡; .. , ........... , ,---:-· "l --:--·~· .. , ·•·-·-:-----, ,--:---·~--.-.... ----· ¡ . 1 . ! 1 1 1 .. ! 1 1 ·, : ·. 1 l 1 1 i i 1 ¡ . ! i . i 

I~- ~= -~ -=~~- =:i:J~-.T=~i:J.T~~--- p~~ --l::J::J· :-~T 1 
-: .. •_ rrJj-=F::::- ¡-:[~ :=cccf-u __ !. .. 1 1 ...:_·_ ~:-~ 

+_¡ _____ ~-- ----+--1-·--tu. -h~-¡~_-:~-1--H ~~--+-1-H,-·_-:-I--~-r--_ h+ ~-t-F-'~--r++ ¡--1-+ _ _j i.,, ... 
-¡-!------L 

1
---¡-T.,.L .... ¡ .. i ;·--r-~---¡~-1 1 • 1 1 · ; _L::~--~ ¡-1-¡-¡--h~¡-,--·rl_ : ~---

-:--..j·-:-. --H-¡-;--¡·-1·-r-'¡--¡-1---r--¡-r-;. ¡ ·¡-· ·¡ 1 1 1 ' ·c¡-c·:---·~--+--¡-¡·--·1-- -. ¡-:-·¡-¡-1 ~¡,..--: -,---¡·--·--
1 1 ' . ' r . . ' 1 1 'L. . ' 1 1 • • . 1 1 ' ' .1 . 11 . . ' . . r' . 1 1 ' 1 T- ·-~;r,J. crJ.,V::. -: · '1-;¡:J k~.~v-,~--~t ¡rtft·-, --~---,_--Jwik..--,;::;;.:___--, -~-:r~t;.· tí' ·;.;;·a~;.~-,_-:-:-,--;-_---·· 
·;----·--·-ir~¡ ; · : r·-·Mtl· ; .. -1-ff ~ r r -, r· · : -(~-~ ... 1 ¡ .! .. -r· r iT,t¡-;. ,._ 1 i' -: ¡··-¡- :- ·-- ¡--:r·--- .. 
1 . ' ' .. 1 1 ! ' 1 .. ) 1 . 1 •• 1 . ' 1 ' 1 1 ·' 1 ' 1 ' ; 

-¡. =1--_-1 --1·--·_··¡·1-- ,, 1 (1) : .. ~ - f¡ -.' -:---:,; 1 ... , .. : .1 ·1 .. -,-¡--~--i ~ D _¡__¡---,· .. ;;---:··¡;· -- t···(:·· -:·--¡-·ll_---·0·:· ·-,--¡·-·; __ · . ~-+~ -C'- iil o ,, 11--d .X.tn.Í¡yJ.. "--'--' ,A~ 'Jqv..... a.r,_JJü..u_,: : f.::í =' " . '= .. - = Plz_: 1 ' · 
-~·--;----1 -¡- · ·; ,,, · -~· · 1 • • n .·,,¡;___: "'". (• · ,.Q..O --- ·:·-!·¡/;' , · ' ') · ;-!--;-¡-:- '·-·--. --· 
_!_11 __ ¡,_, ...... +--1- ¡1·1 \ . ; : . ,G'--<'. ("IIW-1 1) l'd.ry )!-WJ . ! .b.!. (:!,ifV";'. ""' ; 0-}- .i.. : 'B'rf· ~S' • !- _¡ __ ;. __ 1 [_;_: ~+ !. _¡_ ..... 
i j 1. 1 1 1 • J ' ~ 1 ! 1 1 1 i ·1 i i 1 . 1 ¡ 1 !{-! ! . 1 1 1 1 l 1 ' . ; 1 ,1· • , ! , ' 1 1 , r , t 1 , , t , • , • • i -n-rtl;CTH Ctl! ·. ' ' ' . ~)¡LJ, -~-: ~ ~ra ;--,-ih-FJZ. ·;,: ~;;::_ .. ~-¡¡;;;J-k::;¡-;-·;;-·--~. ~~----, ;---

-¡- · q-.-F ¡·--¡ 1° i :· (Jp- ~- · x ~ CXt'~x · Ji~' ,:.;e~·~-- · cu .~ : ··¡--: · ---- ,.... .,-¡-... ¡ .. - ........... , .. ~ lX'X-~ . ~ .. t 1 ) . -. , ¡J.,,. t..) F . ... . .... 1M- . . ... . ---~ .. ----·¡-·---
! 1' 1 ' ' • . ' 1 1 ,~. ' ' . • ' 1 ' ' 1 1 1 1 -1 • ' ' 

' • ; ' j ' ! : 1 ' ' t ¡ \ : 1 : ! 1 i 1 1 i :. ' ! t • ;-¡---~----:----¡--··:·v(Z.) .. : ~. . "i. !---! ·r·-·; -...,--·;·-- ;·· r• t h:' -~ ,,,_·-¡--·! ....... , ... -r-;-·:-·:,--·---· ~:--- . 
_J_J._¡ __ J.... __ , L.,. :' ; ,1/¡J.;¡ MJ.{j).fJ-. c;Ll. av~ ~-... •,. . o._ ""0• . "' -.V'~-- el q.w- o/'-.~ ~'l~ . . -. ,- , .... 

1 1 1 
1 1 1 1 J.- ' . • . • . ' ' 1 ; • 1 ' ' 1 1 . ' . 

; ! 1 0.~ ,: 1 1 i t ! 1 1 ! 1 ¡ 1 i ! 1 1 i ¡ ! 1 ¡ 1 : ,' .' ! ·i . -~-~---~--- -1--·.-r·¡--r-¡· r<c¡_ ¡ ¡ -¡--,- .. --¡-T r-r·rr·- ---,-·¡-·¡-¡--·¡ --¡-:-1-¡·----¡-TTT-;-; --¡·T,. 
-;- ¡---1-- - .'::! r +- .-· , .... _ . ·---·--1- .... L .. _ ----¡--··--· ___ , __ ¡ __ j_¡__ ... _'é_¡--¡--,---~-- --l----1-,--,- -- .. ~---,.,1...,..-
• . U.- __ 1 ' . f .. ! .... : .. !. ... 1

1 

+-~----·- ... ..l
1 

.... ¡---¡--. J .... ¡-.
1
1_¡_.! .... !-l .... f-·--'-· .... : ... ! ... :_f-L-1-'---L-.L-L: ........ . 

· L .. !----~-- _j_)_ !-- J ... !. ~ L ~--~-1-L -- .... ¡ ... · ·· __ j __ J_ ... · ... j .. J.LLJ_J.~L ··· --- ¡_ -l---l-.. j .. ) __ ¡__¡ __ JJ _L_L; 



- r-1· · ---,---1_ .... ,--··-·r 1 .- ·¡ · -¡··· ······ ... _, ....... , .. ·1 - •• ·--
1
- , • ·1 , 1 , 1 .,_ -_ ·• • , ·1 , • ·, •• 

• 1 ' j. [· 1 ! ' ' . ¡ ! }' 1 t .. ! ' ; . t 1 ! 1 1 ¡ . : t_ : 1 • } i i i 1 ' 

~~;:I.~~t.;~;:~r:~;-.1:~-~.r:_; .. t:~~- r~-.:~·~( ~:~::.~ .) ~- :.~ r, ~~ ~.,; ·.¡_ .. 1 :·.1·.~¡ :·~ r::l;,:=)_ .;.1 .. ! ·::¡:;-r~:::r.-~ ~~-- 1_::-.~r~~Jr~ .. ¡_·,~~r.~-~b~::~~-I , ; .. , 
· 1 l. 1 1 "1 ¡') : ' : 1 1 1 ! i i~ ! i 1 • ·! : 1 1 ' ' L 1 . l • ·.¡ 1-- 1- 1 .,, 1- · L 1 ! 
-¡j· ,é Í · H o& :' D~ ' n

1
d1iJt cLJ,;__ 'ui~¡;_ ¡ a1nfu"n"-~' ;~\ <,j_:_:; ~ ~~ '! · ~- -~- ~C 1 

.. ·: : -f . 1 ~ --1 . • ,. : ' ' Gc ' 1 1 • ' ' 1 ' ... --·' . .,... : 1 ' ' .. 1- ' . 1 ' 1 (5 J ( 1 ¡,}. 
' .· ' 1 1 . 1 : 1 /í . i 1 1 i 1 ¡ 1 ! 1 . i ! 1 ! 1 ¡ i 1 1 1 ! .· \ -·1 ; ¡ ! i ; ' --1---- --_ -¡--··-~¡-¡ . ..!_ .... ' --f" ! .. ' -- ........... 1 .... _ ........... 1-. --¡---·--1----¡- .... _ .... ,_ ..... ·---~----.. --·---·----l---.. ; ................. 1 ..... 1_ .. , .... ·--·-·--- .. 

1 
. 1 ' . "" • 1 1 1 • 1 1 1 . ' ' ' 1 ' 1 1 ' ' . ' . . ,: . ·• . 1 ¡ j 1 1 ' . 1 - t·. ¡ : ¡ l 1 ! . 1 -'! ' 1 ·. .• . : ¡ . . . ·1' ; ---¡---- - -· -~-~~·-r( L) . --¡ : . ·~-¡ . l __ , .... ¡.c .. , .. '/ .---·-:-. !-'---L-,-·¡·-i---'--l-·--•- ---~-----f-· ,~--¡'---¡-""·---;--; ---!--;- -'----' h . 1 ' ' '· tJ ' 1 . ' J., it. ' ' ¡( ' ' l. ' ' 1 ,. 1 1 ' ' ~·------ ... ---¡- --1---L-.L ... } .. · ;J1P ~ t. . -! .. cr.CN'I: . -(-•!. ~-=-L. ·1-='l--~ : .. ~!. r:-tt. .; __ _¡ __ 1 __ ,_ 1. i ·-~ 1; ___ ¡ __ l_ L- --

: 1 1 . 1 . ¡' 1 i j 1 ~ : ¡ l .t l l 1 j : j ! ¡ i f ¡ ' : i . ! 1 ! 'l :' 1 : 1 ! ¡ . l : ---·---¡-- ......... ·- ... ,_.,_ .... ' '_ , .......... , ... ¡--·· ..... ,, ' "1•' ·----¡-·«-, .... ,. ·¡- .. ·---·_·.·1- ;. ' .. -¡-- .............. -------~--··----. ' . . . "C.- ' . l i 1 ! 1 ' ' 

..... !. ..... --j-.. -¡1 
.. :i .... L.L.~.-¡: __ t

1
.: .. L. .. _¡_, ___ : ... , ... !_ ... : ... ! .. J_L. L_ ... L. L .. 11_l'f.iL_.L~L .... ! .... ' .... : .... LL.L .. '·- LJ ___ 

"1 . i . ' 1 1 1 1 1 1 ., ' 1 1 ' ' "' 1 1 1 1 . 1 ' ' • . 1 1 ' ' 1 1 . i . ' 
. ' 1 1 ' ¡ ! : • ¡ ' ' 1 ' ¡ 1 .:J : 1 l •.•• f"'. 1. : ( '.. ' l . ! ! .' . . ' ' ' ¡ ' 

~-~ -~-~~ ~~~~~~-l~-=¡~~~r~·-r--r~¡)(-,];-J-~: .!"-¡~-~-·x;·;. ":~~-r · r _··:x~; -. ~-l;T-:-=I=1~=T-~rx~~~;~ .. ~-¡~-_r=:; =i=~J~=L~:·c~T~~r·~---1--~~~---
. 1 1 1 · 1 ' 1 "' ' · ''/ X ~ · ·;< · " · · 1 1 

· 'X \J · ' ' • · • · · ' 1 • ~_,_ - ---1---- .-l-1---¡---1·-¡/' 1f , .. , •l ---.. r··-: t~ ~ '"t..· ----. 3 ~ • _,J ¿: ---· 1--- !--+--- i· ---l- ~l~ · ·1"-l. .. ¡...:-; --l---1----!-.:-f-+--i---¡ -~~ ··-:·--
l~., .. ,.j .. !-L-!~r--I--XIJ,.:-1•~ i :Xl.~·,'i<~¡ ¡ li<3J,.';/7l : ~:----!--'¡ ... !XM,'I~t.'-! i---1-l-l-l--l--!--!--i-¡1 .... : ... 
i· . 1 1 1 . ¡·· 1 ! '¡ 1 ! : 1 i J ¡ : i ¡ i ! . ! . ¡ l: 1 i ! ! i 1 : ¡ 1 i ! ' 
:-· 7 - ---¡-t-·-~--¡---·1--- -:-¡·--- ¡---- --1--~-¡-:.-r··-¡- ~---!--T·:·¡---~·--~-1-¡--.-¡·--·r-r-:·¡··--t---t--1-~-;~--~---:---¡~¡-;--·f--r-···-

;· ··-~ -·r+l---1--r-:-'.X-~Ill: '/; ~ .. --,x~~;;.y', ~, 1 :.:;.,":'1~-~! :---,-- r-·':t~-,~-~---:-r·: -+-;-¡-¡--T---:--¡-
__ 1 __ --r-¡-·---·-!·-·-- . ~~ 1 t..l- :··-··J . , . 1 l::1.---- J ~~- 1 t) -:·------~----· .b. k. 1 k,n'tC- ___ ,----:---·--~¡--- ............... -:---:----:-------
. i ' ! ¡ . 1 1 l ! : l i . ! ¡ i i ¡ • ; 1 1 ! 1 ! ' ' ' ¡ ¡ ¡ 1 : ¡ : . - -~--~---~----~-:-·1---1----¡--J--J- t ¡- · ' --,- , ... - , --: ----~--- ..... 1 - 1 , -;---:··--r-·-·1 --;----· --.--; 1 --.·····-·:---r---- 1 ---,.·:·--¡--·~-- -i--

1 1 i ' • X\. ''1 ' 1 )(
1 'i' i ' ' X 'i ' : 'X 't ' ' 1 • ' ' ---~·---~-·-¡--: .L ... :_. •;_ V¡··-¡' f' 'Z·, .... !--1-- -~·, ~· ·--·--!---'---:.,h.·_, ¡.¡. ' 

1 
' 1 .... !:.. ..... , .... g ! 1 ! ! ¡ l 1 l t : • i 1 1 : 1 l ' :·-·¡---- ~--¡- --~ . ! --¡ ! 1 T-1- .. ---¡--¡·¡+-¡--+r:--·rt=•· rb3 / ----:--:--::-- ·-

---- .· ! .... _, __ '- ' ' 1 ..... l ... 1 ·--1-··--- ·- , .... ¡. ~---1~--· ---·--··( '"' .. . . . .1_ 1 ... ------·-·. . i 1 i . 1 ' ¡ 1 1 [ r t ~ • /. o - -¡;- "- . ~ i 1 

'"1---,--·¡·---1- ¡--~..: ·-f~"- ± ., .. T ;-,-¡ ·¡- !·TT :-· -,.:::-; -- ·-:,_:.>_,;:::: } ; -- --:---:--··---
"'"! . ' ' 1 .. 1. . 1\. ' : ' . ' '- ' « . -- - ' ' . -' '1 1 1 ,.._ ----- ------ --:--·--------------1 --:·--.. - --- .... -~----- F . ·~ L -l' • 1 J - • f 1 1 ' • ¡ • / 1 1' • CH¿t.... "l:..,-
......... 1 __ ,_ .. 1 Y e. . . .. . .. . ./,.~· - ·-- - . 
1 : • ! • t.· :-· - :·-;-;-: ¡- .. -/7 --- ·------ . ,~ r .... ~ 1:~ ... .. J ....... , .. ,.... ... 1 .... , ........... 1. +/ /. " . ,. _,_. -. ¡ ¡ 1 j ' j l ¡ 1 ! 1 : ' 1 _..,.;~"" 1 ¡ 1 1 

: : • l l . 3 ·--•--·•:·¡-!--+ ... ;. , 1 1 • ~-~--~-~-~· ! / - •; /0 ... ¡· 11 ----i-------'~ .. ·1-['"C' on. . 
' 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 ' 1 1 .. • '/ ' 1 1 '1 1 ! i ' ·' ' 

1 
' ·--~--~---- ---1--·- --1 -- .! 1 ' · • · · · --'-· , ..... ! ...... : ..... -1-1 ... ·: ' ... ! 'L .. 

' . 1 ~ l ! ' ! 1 ! i _¿; ~ 1 ) /~ • ' ¡ 1 ¡ ! ' •' : : ; 1 1 Q ' ~--- ' l-~ fL. . ---,.--¡-, -:------· ; -.. 1. , . - , / ' '-"' ..... --:---, 1- , 1·, .. ¡-- ¡- . --, .. --~ ... r. r . . 
J j ! 1 i J i / , F • ' 1 ¡ ; ¡ : ~ 1 ¡ i : 1 l : ~' (JO fh (ti~) ·--··-"¡ ---·~---- 1. '1 "''J'. ·/·. ,--,-.--·-:·:-·:--"-:---.. ·-----, _._1 !--,t 

____ 
1
1 ... 

1 
.. 1..

1
1 ... !..-Í.. .~ 1 ::;..·< !. ·, , ;..... ;_: .. ! .. '.-i ..... J.._; __ ! 1: .. ;1 !.L! .... I ..i .. L .. ~-.: __ , __ 

1 1
1 J ,/"1 i l 1 / i i 1' ' • 1 • ! 1 '1 '1; ! 1 1 l i 1 1 ' 1 

1 1 1 'U ' 1 • ' ' • 1 ' 1 ' ' 1 1 • ' ..... 1 .... !--~---, ... ,....... ;rl , ,t 1 '~-.• ·-/ o 1 ....... 
1 
.... , .......... 1 -, ........ , .. 

1 
.............. 

1 
................ ,- ... -,........-, ---·--. 

' • 1 1 : 1 "' 1 1 ' '// o ! i 1 : ' 1 1 1 ' 1' 1 l 1 f 1 1 1 '1 ' ' ' 
' ' 1 ' ' 1 ' ' 1 • ' ' ' • ' -[-,-----~-.. --- , ___ , .... _, -1- .¿:;' 1-1------~--1- ___ ,_,_ ........... , ... 1 .... , .... ,_,_., ___ , ...... _ .. _, ________ ~---~--... --

~--L ..... __ i .. ¡ _ _¡__ __ .. 1 
1
1 L!..._! --¡-.... o' _ l .. , __ 

1
!_ : .......... 1~.-~-U ..... ¡ .. 1

!_
1
! .. 1 L.J¡._: ...... _; __ :_1_!_!.._1'---!-.. l--L- · 

1 1 • 1 1 1 1 ' ' 1 1 1 1 , • , r 1 • 1 , 1 1 ' t , 1 1 
. ' ¡ ¡ 1 1 1 1 i 1 J ' 1 l 1 ' ¡ 1 1 1 i ' 1 l 1 ¡ 1 ! 1 : ¡ ' ¡ 
,·-¡--1~- --,---¡ -r·-· 1 -T · -¡ ,-- -- -r ¡--¡--¡---¡- -~- 1 ¡ ~---:-----. -~ -~- ·- -;·¡· :· 1 -· ¡---¡ .... :--,---¡--¡---,-¡-;-- :-·-j--1--- -L.,_,___ - . --·- - ... -·-·--1-- ---·- -·-- --· -- -¡---- ..... -· ................ , __ ... J ... ·- --t-· _, _____ , _ _¡ -,-·-----

, ! • ' 1 ' 1 1 1 ' 1 l ¡ ' • • 1 ' • 

-:- ---¡---
1
--·L l-1:-- · :·-·!-+--H---¡---

1
--i-1--..i -+-·!-·¡--1----¡ ..... ¡-: ... :--H Ji -11 : --.---!---¡ --+--:--:-:-; -'--;---- · 

-:---!--·~~-· -¡_ +--+-·;~-- .:. · 11! • i -· 1 ---¡--·~--,--·l---l--j--r-!·--1--11 ·-; ....... :~.--!~--'----:-!1-- ,-- :· ·J--i---;---¡--;- : : -;--¡-~- · .. 
' ' 1 ' 1 ' ' ! 1 ' . 1 1 ' 1' '1 . 1 ' ' ' ........... 1 ... 1-1----·- ' . - ''l"' ., .... , .... 1 ___ , ... ,........ ·- ... ·-------¡- ., .. - -----·--- ·- .. --"-----------------.. ----

' • 1 1 ' ' 1 1 1 ' 1 1 ' ' 1 \ 1 
1 

: 1 • ~ l ! ¡ : ' : j J l i ¡ ! ! ' ' 1 1 1 1 ' : ' 1 1 1 • : : : l ' 1 ' ' • 

·;--~-~~----~-TTT : 1 i · 1 ·¡ 1 ¡ ·¡ 1 1 1 1 : • r : ' : - "' • , , , 1 1 1 , , 1 :X... 
-.-¡-·-~·--¡-- 1 r · ·;-r-¡·-¡ T-,-·--¡-¡---T-~- ~--~--r-·:-r·' ·-: -¡)?-·¡ T"! -, ....... , ·¡--,-¡--T--~--!- · 
~--·--·ti: .. 'f) ·ve.bO.: .. L t.~.~ -~~ ·~-- --:---- h-~:-- :- :.T .. r-¡-:·-·¡ -¡-: --H--¡·-¡ r ;¡;¡·--:_u __ i . ,rr. ' . : ~- f . ·~ : : twr· . . . , ·-·¡-----~· ... --¡ .... ,. --:---,---·~.---:--T-í--:·-¡--:- -:--T,-----
, 1 1 ' l 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ' ' ' . • ' ' 1 -,---------¡--¡:¡"_:,)··o' ~-w:¡;, '[..: · ~;;;:~¡ ~t,-,;;:.: 9 ; e;t,··-·j¡-·;.-·-·~--~---~.;~-:--:--· ·:-· .... .. , __ , _

1 
_, . _ .fui ~ ."':} 1rl . _ ,_ . .. a:. . r , ~ .. ~ l -- - .. 

·"-·1¡ .. - "!¡_¡ __ ,_¡ __ :_ Có6lQ¡r: r-: C' rw-L:. __ li_[ ·11 ______ 1 .:.: .. J. : ........ I.I ...... ~--L .. : .. L' ... I· __ ,-
' ' • 1 • ' 1 1 1 1 1 ' ' 1 1 ' 1 ' 1 • • 1 1 1 ' 1 1 ' ' 1 ¡ . ' ' ' 1 1 ! 1 1 ' 1 i 1 1 ' 1 • 1 1 1 • ' • r- -· --1-++-1-.!-, ri -! t 1 Y ll) ~-A-L.--B. ·-x_---·--:-;-h· U: i~-~;_-·yr:·:-·---:-¿;·~-~c:,:',::;;~ ;;t~. 

. ,.....l .... ,-,l-,-:---·--·--·¡,·•;' ,t._.,, .. ,. ··-,-.. -¡/\4 ...... -
1 1 1 • 1 : ! . 1 1 l ! 1 i j i 1 i ¡ 1 i j ; • : ' 1 ! : ; . ' ' ; i . ; 1 ·_-- .. ---1_--·t•t·, , l .•. , ' 1 ....... 1 ••• ·~· ............. ,, •• , • ----·----~·--·-----·-· ' eL. · · ,... · · e +e, ' '11 ' · ~~ • ' · L J. · t, · ~ · · · .:_~~--.-··! , ~ {-· ; _ ... ; \ .. :-_¡ ......... , ____ ; __ !.~J--cxG'A~ q h ~ . · . _ ~ Ca k- \(~ o-~ .J.-J~-- ~---·-·~ 
:_· ... 

1
• :.\:lM_J._ qw.vv .. .:. ... _!. \.L.) ... 

1

1 .. J. .. 
1
i __ 1,~ .. .\ __ /__

1
!J?,j, ~ .... d.-<. .v.W.. .Nl> <id,,;,~,~"'- Q._ "'r..._,:....'é a _f2Ú"!"' _ 

. 1 ¡ V. 1. 1 
1 

, • 1 1 ; ' f"l f , ~ r 

¡......~- L .t .. ¡ ·i·-¡--+ .. +-l-¡~-H---l--h--1-+- }-!' ~-h~ -~.tt-.::--: -¡-¡ .... ¡-1--r---:-+ ~ --
··- ·-·\---- .. 

1 
..... 

1 
.. , .... ------,--! -- ---' ,. · ¡--1 :--··--¡- :---~--~---"'t-. , · · : ' ' ·-

1
--,--- :-·· r·-¡-.. ---------·- -¡---¡·-· ' ' t>. ·\.1 ' ~ ' ' 1 1 1 1 1 . 1 ' 1 ' ' 1 1 • 1 1 ! ' -~- -··~-- . ____ 

1

. i _. . . F'. \ J t(..-: 1 t.• 1 __ : l ... i--+---·-- _;_._: ___ J ____ ,, ____ ¡ ___ ,; - .. !.._.:.. , __ ; ___ ~---·-: __ , ___ , ---L--1 --¡---~---¡_ __ ;,.__¡ ___ _ 
; 11 JC3:: 1 ""·'Ui ~~j!l!.il¡,.;i-j!¡':!r¡i;:iii 
"- __ ..... ---,---·--.. ,_ .• Jt,L- Jt:: ... ,)_,_ <j' , . _, , ·e~ ! _ ... )'-. ( ! .... , ... ) -:-_'--_---:---'--·--------
. • ' ' (> - '· ., ' • IJ - -' + U u · • 1 ¡! ¡ .i !..! c=f':1ti.~'lt-i:: :'"! t~-i;o!'-.- t.:._- "'~t· . .Jt:.c.-:.Jt.. -·--'---- : ___ .. 

1
; __ "1

1

'"' +--!a.:.') 'cJ)~. k A~ k cJu~ dJ ~QV ~~ (Sr) nlJ~~I : 
- . l 1 ) 1 - : ' ) ' ' : ' ¡\. ; l : .... l : ! -- 1 - -i .. :. ; - -l • - ! . - q_- . :_._:_· --

, ... -
. i 

: ·-·-........... ·~·--





¿~~;T:~~r::T·~t~=-t·~. ~~--.f>-·1 ~~ T ~ -! --. .-1.:-... ·¡ ~.-:~.( J.~!~--~ t--·- :F:·~.F~~ r.:.:r;~t~-~~~-. ·. -'r---_-;.: ... J . .- .. '_t -~~·! ~ --¡~-~-!.~-.~-¡~ ~.-1·:~:- -V~::--_r~~:¡·~~~-¡ ~~-~~~T~-;1.- ~ : ... ~~- -(- --i· ---
•·'" ' 1 ' ', ... _¡,. 1· h .. l . ' J 1 ' ¡ 1 ' 1 . . . . ! ' 1 . 1 1 . • . • ' . < • 1 . . 1 1 " 3 ,/. "'- . 

i:;;:.-::.?-f_.'~:l --~- .. ,·.t::•(Jit~•:v:•-' ~-'\;"!<f. P1 "·(--: :· --~-9}•'~-·l ,. ~ ;,:,...,,

1
.;~ S·,,.-l{.-3_·~·,q•::;)f,;:-.,.- ¡-'"~;·~y p--,.~.l¡ .. ;· .. ,,.l.. : .. ,:.,.~· ~>:·.-._• .~·.w,:•¡''f·:~;·.-·"'....,:.t;;.,~· .... '.•.-,··:w.,. 1 :·:~-:.~.~~·J;-~_"'. ~~ •. ;:~-~, , 

;-~~~---··: ... ¡··,· ·.·.:: 1 ~1-;¡ ·t· :, "+~7'-Xt':: ~ ¡ {-l 1 -•• ··i>_-·:.: 1 -i.l 1 ¡ .-r~_; ... !;-·.1• '<.J":·¡· ::_¡.•-,¡-,::r·_~,-(_¡·--:".f·;·-
__ ,_ . ..,¡._ . ·-' ,. !,.. 1 ¡-'-- ~ &,¡ .. ' : .......... ! _, __ ... _____ __... --Aj' '-~- ;•·'···- 0;· ;··' . J•!··< ·¡·•·-·.1'1 •1. l -1· .• •{ . 

, - 1 • ) , , • · ~ • 1 , u · u · 1
· · o • · B ·- · · · · · ' · · · ·t ·• ·; . ~· 1 d.t 1 :. : 1 • : 1 t : 1 ' :. ' ; v- 1 .! =• + o;; X~· '- 1:- · ')( , '1 ! : --r ; 1· · ... , ·. , ... :-- ' 1' '¡·,,., ... y-. : .... .._ l. : : ~ ¡--¡t.·¡ . t . -" . . ' ' t ~ i c'~c· .. ) .. . .·.;· ·-·;-- ·-

,_. . . 1 ••• :;- tg.. ~ ; · : , · , g X · '- '>' · · ... 1 .' •• -1 • -¡ 3 _. ! .. ; ·: 
--, ___ ·-~--+--·-·_~)_¡·-¡ ~;--¡ ~tr t?<t¡ : r!-T- --t--·-1--¡- r~- f'·¡ · ,trr·-r¡·-·¡---¡-·--:r-:l--~---¡-:·--~_,_._-... ,-.. ¡-.· 
·0¡~- -·-3~-l--r)-t·· · ··-rTT 1-h ··rT-·¡·- r· · -·rr ---¡--:-rr-·1··-¡-¡-¡-¡-¡--:- ,~ ! ·-r~j ·-¡ --¡ ·r·~--;~-:~--
~-.._- ·-- -- --·.- . ·-· _,__ . ... .. -·- . ··-- . ~·e·,_- -- ---)--~-------!--- • ----~-----~-.. )- .. ---· !-- -¡--¡---+-·-·---·-~-l----~-- -----!---·----·!----:--- ¡) --·- ·-

~ -l ¡ .o~) 1 -• ! I;Ju:-i':lt~ = 1 SL , Xt.~'- ><"-~.~ : +. C! ';lu'- Yt.• : ¡ ; r 1 1 ¡. : ¡ 1 1 ¡ 1 ! . ., .. ,,, .... ¡- 1 ... : •1 ' 1 . 1 -~·· ,, :. ; ¡· . ·.····.~-.. ·¡·-.¡··· :··' +·- .... ¡ .... ., •..• _1---·:----· ·-¡---·--¡--·¡---!----1-----.···--· ·:· ·- • 1 • 1 • • 1 • ' ' ¡ ¡ 1 ¡ 1 ' • . • ! ¡ ,u ___ -.) J ... :..) , ___ u _
1
_¡ ___ ¡_ . , __ ¡ __ ¡ __ ¡ __ , __ ¡_

1

1 _ _j.:_ .:..._, __ ¡ _t_Jx U_J _ _¡__~ 1..:_J: __ ! ___ L .. L .... ,"-¡--·i---l __ :___¡ __ +·· 
.L. ·-1-- -- ..!..~-~-_¡-! ¡ '. + -i---¡· __ L_ '.: .. ¡ .... ! -··- l-1-c-j---,: ... _!..;.::j::_II_'J,~¡, ,::. -,-~~ f>l. t X t..:..·'¡-.!. L ~s __ ¡--'-!1_.:_¡1_:1 .. .L _¡ ..... ¡.: .. ¡ ~ .. , 

' .. • J j ' . ; 1 • ' 1 1 . l j ! ¡ ¡ ¡ ¡ 1 ; 1 1 ' ; ' . : ! ¡ ¡ 

¡ .,: ___ ri) !-:-~ At.~ ~~~~-!~P.,~ ;-:~·r(,-, . .:--;-·:---.. -rrrrl-i ¡-j----. t-¡-:--·1·--¡-¡--¡·-;-~:-:-T 
-"=1---1--¡ -··¡-)-¡---·~--- ,. ,---· - ¡·---¡- ¡ t . t.,~---~- ... ·- ~~---~~-·1-:-+· -r--¡·--:---r·- ·~-·¡--·¡·T- ---··¡~-¡-¡-:-1---,¡--¡-,-; -·-;- ¡-¡ 

l t ¡ ' . 1 ' '- \ 1 1 • 1 ¡ : . 1 • ! --__ J._ --~--. .' -·-· ....... --1---'.-•-T·-¡_j _____ , ___ , __ .i_ --.---¡- -----···-·.-J--1--¡--¡--·¡---, .. -·¡--·-·--·---·--1---~----·----·---_--·. 
i · , 1'~') •..._~ s) :! 1 ! ! : . 1 1 i 1 ! ! . 1 i !_1 i 1 1 1 i i 1 ! 1 i- : r- --¡ r i --¡-- ¡ --¡-~:rt.¿-::-yt";¡-;;-·¡¡~: ( x~r~·: -;( :T·+·r~t.:i-=i'fl:·.¡. &~:.-xt': =·l(t\:("~-~-r-r·¡-:--¡----¡--· 

·¡---¡·-·¡.--¡]-----rrr · ¡-·: J 1 i i • ¡ i t.-~-~ :-· 1- ¡--¡··- i ·: r ; :-: ¡ ~ .. ¡·--1-r·r-¡-rT..,. 
·n--·-r¡ _j-¡--¡-- -¡-¡-J-- '-,-í-··--¡--.-' -L¡---¡ --¡-¡-¡-¡-¡-.;.--8t"cxti~-x--' -:-:-¡-:-:-;-~---;-- · 
~-rrrr:: H--¡- -¡--, ·-r-~--- ¡-· l··r+· !-+-1..,..-1-··r·r-r--T-rr·r -! ~ : · ¡ ¡ 1. ¡ t; l-r-¡--c-n-¡-~-~-: 
-_, :-··-rTT ¡·:-·rr··¡-¡·--¡·-r: ¡--r-;-¡-h··T-T"-¡---~--¡ -¡-· ¡-¡--r·:··--¡---¡- rr·-: ·-¡---r- r~T-r·:·-·¡·-~--~---
;-+l··¡-·¡--¡~ r .. r.lj t.:r- -. :-~, e t ><t0- :í<'. -~ : (: ~ t~ ·:.:Y t~ ::. e;d· x~~..:.: xt- )f ·r·:--·: ·r-r·-· ..... -¡-.·-¡--- -·--·1·-.-·-¡----· -·. ¡-~.t' 1 ,t .. ' ., t.)_ ... , ... ' ..... 1 1 . , .. ·. . . .. ...... 1---¡--·1---,----·---· 
: • l 1 1 ¡ J ; ' 1 1 1 ' ; ¡ ~ ¡ ¡ ! \ : 1 : ! ', ' ¡ ¡ ¡ l ! ! : i 11 ! ! 1 

' . ' ' . • 1 ' 1 1 . ' • ' 1 • ' • • • ' . • • ¡,.:,: :j -~'!:::: 
T~ __ 1~ 'J-:oiulo~t, ·-~Ji~~ _j~,;,:_~:~ ¡;;;:~;-., :~1--~~~ · ~:-~--~r:~~ 
L .. ¡ .. :..IGA: br·~- r"'J_ "'~~ r-";t~ vbh.) <Pil''-4<AJ • .íl.. oltw!..cr-. ~ _____ _:.,J_¡ __ L_ _ _L, __ j_' ¡___; ___ L_L ____ _ 

1 1 
~ 1 . 1 : ' • • ,- 1 . ' \ ¡ 1 1 1 ¡ ¡ 1 ' 1 • 1 ' 1 

1 • • , ! 1 i ¡ 1 i : ! ¡ i ! i : ' ! . - : l ' l ¡ ; ! ~ 1 ! . i . ' ! i 1 ; 1 -----¡--r· 1 ~- '-;--¡ : ·· s e· ·' - · )e S· ·g-··:- · e · ->< · n · · · --- ··---~--~---:-:- :-·;-·:--: 
___ 

1 

__ ¡ __ :...¡ .. 1.-Jc .. : ~ f:. 1_.~t.~- Xt• . . Ü -¡ t: ... ::" .l\ Xt;.L .- t.• . 1:_J_i_ ! .... : .. _Jc..:..\ --!-· :,_; _; : 
-'----·¡--LLri ... U 'e~ ! _¡ 1 :_: 1_: L.!..:...!!., _ ___!_ __ \~:_! ~--:--1---!-L.l.. __ ! L~---~--! .... : ___ , 
J __ j__ .. J .L .. !--1·-¡I.:",J:. ,t.~tt;- í\t Xl._.) (,':)¡,.; ( '.J,t·¡' - 1· 6t:XtL. _! 1 !: Xt• .J __ 

1
1_ .: -~~--:--1--c----'---'--'---L 

' j 1 1 ¡ ' ¡ J J i j 1 ¡ l ¡ '1 : l ' ; i ¡ 1 1 
1 

• ' • 
! ' 1 ! - ' ' • • ' • ' ' 

.,.---~-:--¡-¡---¡--¡1 -·¡;:¿,IJ3t ~e~~;_¿~ r3t-x~~9t.r~-:13~ x::. ~-e~><::;: xL.::..:at><~.~~~--+13~x~-'i~ _x.~ 
·;-- --~---¡·---¡--·¡--- --··--··:-·; ; . . ' . ¡·· 1 1 • ! ··~·- ' '. ~ - ' . . . ¡ . . ' 

. 1 1 1 . , 1 1 y· . ' 1 ·~:; 1 ' + n XL' X .¡.. . ';);/; . , ¿, 1 • ' ' 1 • o '"" . . . ' ' . . 
·¡- rrr¡--¡-¡·-:---1--s·t:-r\-- . 'Jt<. :- i ;;;;()¡, -t.·""~: - ?} x, -~... , ~ ~...~, x .-_-ir· ~.-~\:- +-ñé · ;: __ C~---~--··-rl·--·-·····--¡- . . ' ' -·---·--¡--- , J ,. -, . ~.. 2. e, ' . ~ ~ . t. ·' ·.. . . .... _, 

1 ¡- 1 • : 1 • t • 1 1 : · ' ' 1 l/l ~.' 1 · 1 g';l;. · · · • · ' -¡. r> p}'l!¡-
i_l:-·-ll-·-¡~--¡------:¡1.-,~---···¡-f--:-~· ;·--~:11 -]--·--¡ ~ ¡ i- - ¡--·-+- ¡ ¡- --¡¡ ---1--l-·¡~---:¡·-··¡---~---;---·1:- -~f- -¡-'~--~ ¡----¡ -~: .... :1·---¡--~1-:---¡~-¡----¡ ·- ;Jrl' t=. 

' • ' . 1 1 ' . 1 ' ! J - ' 1 1 1 1' ' • ' ----·--·- --1--- ··- ··-1--·--~- o, -·'----¡-·-t-I --¡- ""1 _____ ¡ __ , ___ , ___ ,--~.c_, -·---·----, ..... -,_ --;----·--·-¡-·:--·-;. --¡-¡-,_ -;-;--¡-;---.. . 
i 1 1 1 1 f [. ¡ : i 1 ! ¡ ! 1 • ¡ i 1 i 1 1 . ; l i ! : : i ! i 1 : ' • i ' i 1 . 
--! ~--I;;;;L~-;-·--~iliJr·- ~-- ,. ·-~ct'.:::---r-,-,--.:~...::-·-·---;-···:l:'-- ~-i"·:·.;:z::¡-:=t¿;.:;·-:-:-¡----... __ , __ -r ... ___ ,_h_ .. 1 ----~..t-.' .. -·'3--·~· -;~· . h ·--- ··--· ---.!:l-- ---··-··" 
LJ __ , __ ¡~. _¡__¡____¡_:_¡_~ ~~-1----1----!---¡1 ... i _.L._¡ __ !__¡ ___ ¡ _ __¡_LL! __ ¡ __ , __ :.~. LLL.LU __ L l.J._J_!_ L .. L.U_.J .. 
· ¡ 1 1 1 · • · 1 · , 1 • 1 1 1 1 1 ¡ · • - 1 1 1 1 r ' • 1 r : ' 1 t 1 1 . . 1 t 1 ' V\t ! ' - . ! 1 • ~ 1 " 1 1 l ! : : 1 ¡ ' l ' 1 j 1 ~ 1 ? ' • ! 

i::=~:-r·¡':=J=t-lr~~L:~:~· ___ ( '¿~,::.g't· r.:l:=:r:~~~-;~l·l_(;)\<1~·-::x LJ2~~?,C. 0¡~~s~:J:Je ,(-~t_C:_,x_~. )r:~l-=.; : t · · i 1 · 'l.= • ' ¡ 1
1 : , 1 i 1 ~ i 1 1 1 1 : 1 •' 1 1 . i 1 1 i 1 L i ' ' : J '1 . ' 

t---i--·-¡--~--'-¡·--~-'---~--,",.' !;;j -:+-¡· ~:.::r--:r;,~-~---¡--f¡z--:-:---¡-TT_ ·¡-¡¡-T-¡--·¡-¡---¡- ,--¡--¡ -:_j·+-1·-·r- ----¡·-- ~--'{'», -----~: r: i ---: .. ,. 1 i ·-·¡'--c;··c·--"-''-'----¡--·-·--¡:-- !-T·--¡·-"·--t---¡-¡··-¡---~-· : 
.J. __ j_L¡ _____ ;"",!_ __ . ), .... f1 L ¡. ,; .¡J. 1: L. : 1... 1 .. LL .. : .... L_L_L_LL_¡_L.L .. L! __ ¡ __ L 1!_¡ __ ~_t.J_L_.l.._ 

, , 1 S ~ , :¡- . +--_.. t,u' t.-.-J<> -~. 1 1 ' ' . 1 . • • 1 , • , 1 : . 1 , 1 
_L_.j"-:L·-~-~~-. ______ ;_ ____ ~ .. ,". ·.¡ .¡..-. ---~~~ ---· -~ --j---J. ___ ¡ ____ ;. ____ ! -j--L-~1_._1 ___ . __ L._l.--:-1----.--·-t--¡-~----l-·· ··---~--~---: 
i -¡ 1 1 k.. i V\t ' i 1 1 ! 1 ¡ . : ! j ! j ! ¡ ¡ ! ' ¡ l ¡ ! i -: ! ! ¡ ¡ ! ! l . l ?. 

·;-¡---8 , --: z- -:-2. (Yt:~-~-g¡:·)z i ;¡ :i'=Jl~~~ ( !>(~~-_:::-·~ _;-z -:¡:---~ ~-T~t:¿-:·q~-:--·=--~~--c¡-¡,: ~ ~~)')" -

B±
)l ~-..._~----~--·"··-~·-;--·:----¡ --··-:...' L'.· . .., ... ,t.J .......... t .. ,., ··-' , .... -;· '--··--¡-···: : . ,. -, 

1E.- 1 1Lo- 1 .·t•ll· ,; ..... 1-!;11] •"" ~i:'i 1 1• )¡ 
--~--t-- ;_ .. __ ;_ __ [-· ._; ___ ~- ___ ; .. _;_, 1 ' ' . . . ...J :; .. ___ ; ___ \....., ; : ! : : : ' ~----1--.. --.. -

\ l : - i . 1 ¡":" ; j . ¡ - ' 1 l : ¡v: . 1 • ; ¡ ; 1. ! ; 

1 
-·-"--'--·--L_,_¡_¡__LI__I --

1
-

1
1---1-- _, __ .L wl -

1
·-. !. .... !. __ .!_ __ , __ , __ ,_. __ ¡ ___ , ___ _~ __ s· ? ---'·· ·: --· ___ ¡ __ , ____ '-····' __ !_ __ -

1 1 
' 1 0:. . 1 . . 1 1 ' ' "' ' . . 1 ' • • • o ' . . . 1 . ' 1 "- n~ l i i- • ¡ 1 1 , 1 ¡ : .¡ 1 ! i ¡· • ! ..... ! • • 1 1 

·---~---~-~· T 1 ' ( ··-¡·-:-:- ·z.! :·' · ., 1-:---- 1---:-.,-~~-·--;·-· 
__ 
1 _ji.? .... _; ___ 2 __ ¿_ ___ fj_t;L_~_'3t·_1 __ 1c:'_L~ B1

t ,w~_;:I:_:S~ __ L.. .... . . ...... •. '·--'--
' J_j' 1 L_lo 1 ¿~o ! i i . ¡ · ' 1 • . 1 1 ·1 · 1 · 1

1 j Í l i ' Í 1 1 i j JI. ! ' ' 1 
1 j • ¡-¡--_ -T¡:--¡ ¡-¡--¡ ! ¡·-¡--¡--¡-·¡-¡--: -¡-¡~--1--·---¡-¡-T-¡-¡j-:--¡-·¡-T-¡- ¡---,--·¡-¡-¡-;---¡- --

·m- -1.- r11 .. --.---,---&.:~,r¡;:;;.-~. :-+.· , __ ~--- W0-r-ln-r::·-cn_·--T-r 1 ·-~-~~.---~-~---,~~-~-.'-I ... , ~ 
-¡ .--j-- ()f fif: 1 ' . : . ¡--1 Tif i ; 1 -:+· 1n~ ~ 2-i"-fTT:-j---!·--¡--¡-TT--j 1 l ¡-·¡-¡·-¡---
·;- --:-:=ffrri-1-tl-;--r--¡--rrt--:-¡-r+- ¡·, : -~ ··:-·¡-¡·rTJ~-¡j~- CJ=t-_:=¡_:::_:=:c.:cc_: _ -; -~-J--··· -:-· ¡--¡-¡:--¡- --¡ -r-1··:-r--·-¡-TTT- fnh.~ 2. ·--¡--¡-¡-¡ --¡ ¡ 1 ! l 1 í i , 1 . ' i ; 
~-++¡±·t-r-·r-¡-- --h--:-·-¡·---1--·j·-c h--¡-¡-: tn~· ... •"'"-- :.. fi~ i -;; N· ilz. :· · 1;, ¡.;- ~h..tJ- .... · 
· ·•-----··--"--·:--¡-··------·1---¡--·1·--r-'---i--:-··t-:-·--¡·--~ ·' 1-¡ -: 1- ~.! · ' 1 ¡------·· 

! -1--, -.:---.---~-!_LL_¡ __ Li---1-.\.-!----i --~-~-,--i-1--LN !--'--i---i---!--;....!--i --f---1--L.!. ... U- ! - ! · 



- ---·-------· ------·----·--

DIVISJON DE EDUCACION CONTINUA 
FACULTAD DE INGEN/ERIA U.N.A.M. 

DISE~O ESTADISTICO DE EXPERIMENTOS 

TABLJ\S - ANEXT1.S 

Ml\YO, 1985 

Palacio do Mlnorla Callo do Tacub.a 5 primor plao Oeleg. CuauhtOmoc 00000 México, D.F. Tol.: 521·40-20 Apdo. Postal M-22:2-.S 





.... 

'. 

r 
' .. 

., 

. ': 

·. •. .... 
. ·. 

. ,. ,'. 

. ~ :. ~. 

...... 
.; ·-· 
·---::-~; . ' 
'..:; · . 

. . 
• < ., 

.. 2S2 /'RUt.HA nE 1/1/'0TESIS 

' 
Tabla ?·l. Pwchas de medias y v~riancias 

llo , 
Estadistica de pmeba /11 

JI .,. Jlo 
X - l'o . 

Z = ---¡:; a conc:tclda 
uj,¡n · 

J.l < l'o 
JI > l'o 

1' F l'o 

11 -= Po 
X- ''• . T= ----:•· = n -·1, 
s¡J.. 

1' < l'o 
P > Po 

J1 1 - J.l2 =do 

\ ., 

CJ desconocida 

· tX 1 - X,l-d., z ~ ---------------· 
J(;f¡;,J+-Inf:,•~ ¡' 

(J 1 y (1 l conocida 

tX 1 - X,l- d., 
T = --

s,.,/tl/t•1J +. tl/t•ll_ 

p.¡. Jlo 

111 -P:<do 

111 - J.l2 >do 

1'1 - 1'1 1- do. 

Jl¡-l'l<do 
JI¡ - J12 > 1/o 
J1 1 -¡t 1 i:.d0 

,. = n 1 + 11 2 - 2.a 1 = "2 

pero desconocida 

2 
ln

1 
- IISi + lu 1 :... 'I)S~·- • · .. 

S = -----.-------
' n 1 +t•l'-2 · 

. tX 1 - X 11 - d., 
T =-----.. -----·-·-· 

·fi.\'i/n,J + -,sf¡;.~: 

bVn, + -~~/nlll. 
,. =: l l 2 2: 

. (.'i¡/11¡) 1,\1/112) 
-·--- + -----
11¡.-1 ,,.1 -1 

a 1 r#- a 2 pero dc~con_ocida 

D- do T D --- .,, = 11 - ,, . s,¡,¡;,. . 
observaciones· pareadas' 

· tn - I)S' 
X'=--,-: 

o •. 
vcn- 1 

f = Sj/Sl: 

"' .. "•- 1 y 
''l • "2 -

··;· 

JI¡'- JIJ < dn 
11 1 ··.J-1 2 >do 
p 1 - ¡1 2 f d0 

Jiu < do 
·,,¿ > d¿ 
Jlo t- do 

a1 <a~·. 
o- 1 > e¿ 
o-_

2 'f ~5 

a~ <a~ 
a~ >-a~ 
a~t-a~· 

· ,Región critica 

z <_ -:, 
~ > :, 
Z< -:,2 a 
z > =··2 
T< -t, 
T >. t, 
T< -1,:: 
.T > 1,.2 

Z< -:. 
z > :. 
Z< -:.2 
z. > :,;} 

T< -:-t, 
1" > '· 

o 

o 

T< -1,, 2-:o-
1" > ,11 

T' < -1, 

r· >. '· 
1''<-t,:O 

T' > '•·l 

T< -r. 
T > t, -
T < ·-r •. 2 o 

T >. '•r2 

xl < r.~~. 
x2 > r.~ 
X2 < r.~ -r;l o 

..... ·xl > x!:l 

F < ¡,_,(,·,. ''z) 

, f > /,lv 1• •· 11 

' 

F < f1-r:2l''•· ,.l 1 

y 
F > /,12(v 1• '':) 

.. l 

l 
·¡ 
l 

1 

l 

1 

' 
i 

i 1 
' . . ' . 1 
. i ¡ 

;: 1 
¡ 
1 ... ' 

' 1 1 ¡ ¡ 
1 ! ' ¡, ! 
¡ i ' ' 
d 1 

1 
1 

<! 
1 
1 

" í:: ! 
1 \ ' 
'¡ 1 
1 ' 

• 
1 ¡ 1 
!f r 

' 
' ' 1 
1i ¡ 
·.:: 1 ., 
··--! ¡ :.-~ 

1 ¡ 
., . l 

' 

1 . i 

.'; 
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P;JrJrnetro 

Media 

Total 

Porcentaje 

Razones 

.... .:.:...:...· 

T¡¡hl• 3.3 
Euin;;,dorcs Aplic¡¡l>fcs a r.~.lCUft.:O All·atorio Simple 

Estirn:ulor del 
Pt.Jr<Ímetro 

y=l n 
~ Yt n 1"1 

- N n 
Ny =- ¡i.

1 
Yt 

n 

B 
p =- 100 

n 

Á =N~ 
n 

n 
.. _ ;~1 Yt 
R--

n 
¡ 

t•¡ X¡ 

Vari.:mc_i~ dt.•l estim:Jdor 

V(y) = s' 
(1·1} --

n 

V(Ny) N's' = (1-1} -::_-
n 

' 

V(p) = NPO (1-Q. 
(N- 1) n 

V(AJ = N' f'_O .lllJ 
N- 1 n 

nX' 

1·f 
V(R) ::---

-

EstirnJdor de la 
.VariJnci8 

V(y) = •' (1·1}-
n 

V(Ny) = 
N's2 

(1-1}-: 
n 

V(p) 
N-n 

= pq 
(n-l)N 

V(A) 
N( N-ni 

= ----- pq 
n-1 

V(R) 

Nota: Cuando 'e de,. 
conoce X puede ~r 

lnwrvalos de confianza • 

¡, . 

' 
. . --~· 

:•t i 

Ny l' r(V(.'.'y)J 'h 

. ¡ 

R l' t(V(RJJ'h. 

U!.lldo X en tu luq.:"'''-''·~---...1.. _______ ,_. ___ __,' 

• P.u~ obtener inh:tv~IO' de <onfi.mn del 95':"" u~ t ::-2. 

t , . 
: .. 

TABLA 3.4 
f brrn.u!u plfl 1! dlculo dt Úri.arntu fllim~du lm. a. t.) 

.. ) . 

) 
~ 

f>1tJmt!UO Crtimldor S• ,qui~n .. 
{ 
'f 

• n L1 1um1 d11 cu1d11dto1 dr cad1 otnuvtci6n. 

!.:.!.. _,_ • (:; Vl) 1 ) il) L• lllnll "' !u CtiJII'IVIÓOntl tl1v1d1 ,, M~di1 1rv:-
n n- 1 n cu•dr•do. 

N 1 (1- f) _1_ • J.r "'' ,, Mi1m1 inform.ci6n qu1 Plfl 11 nt1di1. To"l n:: Yl - ,. 
n n- 1 n 

t 
' 'f 

i 
.~ 
.tt 

i n .lJ IUml do cu•dr1rt01 dt c.tdl ob&ttVtciOn 1 - , ,,'! 1 - . " 
nX' -- - r, ')fll;v,•~ -+ll'!xll de 11 uri<11lole en el oumc1td01'. n- 1 . ii) LJ 1Um1· de:· C~•rludo1 do ud• Ob..eiUCtÓtl 

Ru6n 
df' J¡ \lolri•blt tn.tl d~nominotd01. ' 

Oond• Í1 • .f. iill L1 1unu dt produciOl mrro.to1 dr tu oi.IWI\141 
¡¡ 

cionu d~ un<11 "'''"hit ''o' 1• ou•. 

! ,¡ ,, ,..::,.,..,.,o 10111 dt unrd..du rnu;'"''" c..oon 
l",ufH,.ción n 11 C•r •Cit"l i5ltCI dt .nlt"t it. 

fn •j"t 

~ ~ 
·¡ 

m 
~·~ r·~; 

·.·) 

•.-

"li 

f:;]\ _.: ·,; /· . 

./; 
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DIRECTORIO DE ALUMNOS DEL CURSO "DISENO ESTADISTICa DE EXPERIMENTOS" IMPARTIDO 
-. EN ESTA DIVISION DEL 3 DE MAYO AL 7 DE JUNIO DEL PRESENTE TINO. 

\~··---·:·· 

1.- RODRIGUEZ SAENZ RICARDO 
SCIIERAMEX, ·s.A. DE C-.V. 

QUirHCO DESARROLLO ANALITHJ:O · 
·AV. 16 DE SEPTIEMBRE No. 30,. 
COL. XOCHIMILCO 
DELEGACION XOCHIMILCO 
16090 MEXICO, D,F. 
6,76-30-11 ext. 134 

2.- . VIESCA MURIEL RICARDO 

... 

LADOHll'fORIOS SC!IEHAMEX, S.A. DE C. V. 
QUIMICO INVESTIGI1DOR 
AV. 16 DE SEPTIEMBRE No. 301 
C()L. XALTOCAN 
DELEGACI ON XOCIII MI LCO 
16090 MEXICO, D.F. 
676-30-11 ext. 134 

3.- MENESES GARCIA MANUEL 
S. C. T. 
ANALISTA 
PROVIDENCIA No._807 
COL.· DEL VALLE 
687- 7G-80 

4.- HI\NGEL GUTIERREZ HI\YMUNDO IIUGO 
U. N. A. M. 
PROFESOR Y COORDINADOR DE MATERIA 

·550-52-15 cxt. 4346 

5.- GUTIERREZ 1\CEVES MA. GUADAWPE 
LAD. SCIIERN1EX, S .A. DE C.V. 
GERENTE AREA ES'r/\DILIDADES Y LEGISTI_Cl)..,. 
16 DE SEPTIEMBRE-No. 301 
COL. XAL'fOCAN 
16090 MEXICO, D.F. 
676-30-11 

6.- TORHEBLANCA CORTES SERGIO 
BANCO DE MEXICO 
INVESTIGI\DOH INDUSTRIAL 
LEGI\RII\ No. 691 
COL. IRRIGI\CION 
11500 MEXICO, D.F. 
557-21-00 cxt. 134 

~!ANUELA SAENZ ANDADOR 22 No. 233 
· DELEGACION COYOACAN 

04480 MEXICO, D.F. 

AV. CASTELLANOS QUIRBO Ílo. 20 
COL. EL CENTINELA ,_,. 

DELEGACION COYOACAN 
04450 MEXICO, D.F. 
549-26-82 

PAPACOTEPELT N.o. 64 
COL. IJI PHI\DEM 
DELEGACION GUSTAVO A. MADERO 
07500 MEXICO, DF. 
687-76-80 

CALZADA '-ACUEDUCTO No. 161 
·TLALPAN 
14380 MEXICO, D.F. 

CALLE PAPALETA 3 No. 12 
O 11,40 MEXICO, D.F • 

. 515-72-36 

FUNDIDOPJI DE MONTERREY No. 377 
COL. I Nour;TRII\L 
DELEGACION GUSTAVO ¡,_ HADERO 

07800 MEXICO, D.F. 
781-'16-14. 

' .. ,1 
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7.-
• 

.Z.AMUDIO JIMENEZ CARLOS 
INSTITUTO MEXICANO DEL PETROLEO 
INGENIERO DE PROYECTO 
EJE CENTRAL ·LAZARO CARDENAS No; 152.• ·., · 
COL. SAN 13ARTOLO ATEPEIIUACAN 
DELEGACION GUSTAVO A. MADERO 
07730 MEXICO, D.F . 

. 567-91-00 ext. 20504 y 20339 

B.-. LOPEZ JIMENEZ MATIAS 
DIREC. GRAL. AEROPUERTOS S. C.T. 
JEFE DE OFICINA 
CHIAPAS No. 181 
COL. ROMA 
574-83-20 

9.- JAHAMILLO 13LANCAS CARLOS 
S. C. T. 
PASANTE·DE•INGENIERIA CIVIL 
JALAPA No. 147-3er. PISO 
COL. ROMA 
574-82-67 

10.- SCYI'O PORTILLA ALFREDO 
UNIVERSIDAD VEHACRUZANA 
CATEDRATICO . 

'LOMAS EL ESTADIO 
XALAPA, VER. 

11.- ARANA ERRASQUIN Rl\MON 

·--- .......... ---~---'- -~--·-·--------·--

ALEJANDRO DUMAS No. 230 
DELEGACION· MIGUEL HIDALqO 
11330.MEXICO, D.F. 
345-11-65 

CALLE SUR 111-A No. 328 
COL. HEROES DE CHURUBUSCO 
DELEGACION IZTAPALAPA 
09090 MEXICO, D.F. 
582-97-.15 

PRIV. A. DEL MAZO NZA 4 B LOTE 32-1 
VILLA LAS MANZANAS 
COACALCO '' 
55700 EDO. DE MEXICO. 

AV. ADAIBERTO TEJEDA No. 32-3 
XALAPA, VER. 

ESCUELA NACIONI'ÍL DE CIENCIAS 13IOLOGICAS • T. DE MIXCOAC A-6-401 
PROFESOR DELEGACION ALVARO 013REGON 
CARPIO ·y PLAN DE AYALA 01490 MEXICO, D.F. 
COL. STO. TOMAS 593-.14'-86 
541-00-87 

12.- CARDENAS SUAREZ JOSE T. 
DIREC. REFERENCIA S.A.R.H. 
JEFE DE PROYECTO 
DR. MORA No. 6 

. COL. JUAREZ 
DELEGACION CUAUIITEMOC 

13.- DAVIT~ MENESES JULIETA 
TESORERIA DEL D. D. F. 
JEFE DE ECONOMISTAS 
ANALISSI ECONOMICO Y FISCAL 
NiflOS IIEROES No. 114 
COL. DOC'rORES 
588-11-24 

SUR 111 No. 1 21 5 
COL .. AERONAUTICA MILITAR 
DELEGACION VENUSTIANO CARRANZA 
552-15-22 

PLAYA COQUETA,No. 168 
COL. REFORMA IZTACCIÚUATL 
DELEGACION IZTACALCO 
08840 MEXICO, D. F. 
579-20-07 
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14.- JIMENEZ FUENTFS LUIS GUILLERMO 
P~PARATORIA MIXCOAS VALLE 
PROFESOR DE LOGICA 

. "SAN FRANCISCO 
COL. DEL VALLE 

15.- JUAREZ HONTOfiO MA. ESTHER 
INDUSTRIAS RESISTOL, S.A. 
INGENIERO DE'INVESTIGACION 
AZCAPOTZALCO LA VILLA No. 705 
COL. INDUSTRIAL VALLEJO 
DELEGACION AZCAPOTZALCO 
02300 MEXICO, D.F. 
587-01-00 

16.- LOPEZ'JIMENEZ MATIAS 
DIREC: GRAL. DE AEROPUERTOS 

17.- MALDONAD() GARRIDO NAPOLEON 
. INDUS.'rRIAS RESISTOL, S .A. 

'INVESTIGADOR 
CALZADA AZCAPOTZALCO LA VILLA No. 705 
COL. INDUS'rJUAL VALLEJO 
DELEGACION AZCAPOTZALCO 
02300 MEXICO, D.F. 
587-01-:-00 

18.- MAS SE 'zENDEjAS MARIO Alll ERTO 
.'. FAC. E!?T; SÜP. CUAU'I'ITLAN 

AYUDAN'rE DE i'ROFESOR "B" 
·~· .. 

CARRETERA CUAUTITLAN 'J'EOLOYUCAN 
KM. 36. 5 IZCALLI CUAU'l'ITLAN 
872-32-09 ~xt. 125 

19.- Nl\M!JO CARO IIECTOR 
S. C. T~ 

20.- RJ\NGEL GUTIERREZ REYMUNDO IIUGO 
· FAC. ING. 

PROFESOR 
CIUDAD UNIVE:RSITARIA 

21 .- RODRIGllEZ. SAENZ ·RICI\'IDO 

SCHERAMEX, ¡;.'A. DE C.V. 

UNIDAD HABITACIONAL SANTA FE 
MANZANA .4 .GRUpO 45 :ENT .•. ':/'" ·APART. 12. 
01110 MExicci, o; F • 
277-59-46 

TEPEYACNo. 187 
.COL. INDUSTRIAL 
DELEGACION GUSTAVO A. MADERO 
07800 MEXICO, D.F. 
517-50-92 

INSURGENTES NORTE No.· 677 
COL •. SAN SIMON TOLNAIIUAC 
DELEGIICION CUAUIITEMOC 
06920 MEXICO, D.F. 
583-30-74 

DIAGONAL No. 7 
COL. SANTA CLARA 
55640 -ECATEPEC DE MORELCG 

569-:38-03 

ACUEDUCTO No. 161 E B-34 
COL. LA PIEDAD 
DELEGACION TLALPAN 
14350 MEXICO, D.F. 

' 


