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PRUEBAS OE HIPOTESIS E INTERVALOS DE CONFIANZA -

EN REGRESION LINEAL

SI EL MODELO QUE RELACIONA A Y CON X ES LINEAL, ENTOHCES
Y=MX + B

SI NQ SE CONOCEN M Y B, ES NECESARIO ESTIMARLOS CON BASE EN
UNA MUESTRA, CON LO CUAL SE OBTIENE

Yemi+b

EN DONDE m ES EL ESTIMADOR DE M, Y b, EL DE B. SEA a;tx LA

VARIANCIA DE LA ESTIMACION DE Y CON BASE EN X.

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE, SI SE CONOCE o;l‘ + ENTONCES:

) n
- e gl 2512 ag2 2
ver(m m GYI"/J.EL(xi *) . °Y_!x/“sx
=2 2 .
. X g -2
- 2 2 —-—X.L’-‘-—.- 2 .]: x
var(b) op °yix/n + = — °y|:{n + ;—7)
L “‘i - X}
i=1
02 (x - w2 ‘ =2
= g2 ylx = 7 2 2 1 {x - x
Var{mx + L} dylx/n + ™ - 2 - U? - ﬂ'yi‘(n + Ts—)—)
E (xi - x} x
i=l

§1 c;!x NO SE CONQCE, 52 PUEDE OBTENER UNA ESTIMACION INSESGA-

DA DE ELLA MEDIANTE LA ECUACION

n

]
Ly, - ¥}
PO

1
2 -
Syix = 57

INTERVALOS DE CONFIANZA: ’ylx CONOCIDA

a. PARA LA ORDENADA EN EL OKIGEN, B,

b.

‘e,

EN

MARSE A PARTIR DE LA MUEBSTRA HEDIANT'B 5

b+z ooy
DONDE & = P2 « lc, - 1 = u/2; a = NIVEL DE SIG!’IIPICANCM

PARA LA PENDIENTE, M1

PARA LA PREDICCION, Yl'

Yi, A °9'

CASO DE QUE o SEA DESCONOCIDA (ES LO USUAL), DEBE ESTI-

ylx

. EN TAL CASO 108
y|x

INTERVALOS DE CONFPIANIA CAMBIAN A

a.

PARA LA ORDENADA EN EL ORIGEN, B: b # tc o

=

x

b_ttc SY" 5
x

DONDE t_ ES EL VALOR CRITICO DE UN NIVEL DE SIGNITICANCIA
o, CORHESPONDIENTE A UNA DISTRIBUCION t DE STUDENT CON

v'e n - 2 GRADOS DE LIBERTAD, Y s: ES LA VARIMNCIA (SESGADA)
OB LA MUESTRA OE x.

PARA LA PLNDIENTE, M: m #+ t o

2
L . Bylx//"sl o _mt"-c

K

S5x

e



. PARA LA PREDICCION, ¥,: ¥ teop
= 2
. (x, = x)*°
+ /L 1 —
Yi bt tc syt‘ A + -—-——n;-!-
x

sI xi_ESTA DENTRC DEL RANGO DE LA MUESTRA, O

51 L ESTA FUERA DEL RANGO.

C oy

EJEMPLO
LA FORMACION DEL ALCOHOL EN UN PROCESO DE FEAMENTACION SE RELA-
CIONA CON LA TEMPERATURA. EN UNA GERIE DE SEIS MEDICIONES A

DISTINTAS TEMFERATURAS SE OBTUVO 10 SIGUIENTY:

TEMPERATURA, x, *C s 40 45 50 58 60

ALCOHOL, ¥y, 1t 20,2 23,1 4 23.2 | 23.6 | 25.8 | 26.)

‘SI SE AJUSTA UMA RECTA POR MINIMOS CUADRADOS SE OBTIENE
¥ = 0,225 x +13,01
(X = 47.5, 7 = 23,7)

INTERVALOS DE CONFIANIA CON o;l‘ = $.8 (CONOCIDA}, « = 0.03.

. ﬁ_&a_ L 8 xar.s?

uh V~
6 -2
PONDE I (x, - B? = 437.5
s
b 2 oy = 13,014+ 1.96 x 1.845 = (9.39, 16.63) o
op =) 2B 2 0.0428 - .
437.5

‘m& % o, = 0.225 ¢ 1,96 x 0.0428 = 0.225 ¢ 0.084 =

= (0.141, 0.399)




EJERCITIO

PARA LOS DATOS DB X y Y PRESENTADOS EN LA SIGUIBNTE TABLA, CAL-
CULAR Sylx Y LOS INTERVALOS DE CONFIANZA DE B y M PARA &= 0,05,
Y PARA ¥ CORRESPONDIENTE A X=50.

B T Rl Rl I e
{33 20.3 20.9 | ~0.7 | .49 -12.5 | 1%6.2
[ 40 23,1, 22.0 1.1 | 1.21 - 7.8 56,2
i 45 21.2 23.1 0.1 0.01 - 2.5 6.2

50 21.6 24.3 -0.7 0.49 2.5 6.2

55 25.8 25. 4 0.4 0.16 7.5 56.2
i 60 26.3 26.5 | -0.2 0.04 12.5 156.2

I=285 ' 1=2.40 o r=437.2

 GABTOS QUE § = 0,225 x + 13.01
‘R (35)%0, 225(35)+13.01=20,9, © F{40)m0.225 {£0)+13,01=22.0,etc.

% =28 4.5, g2 4312 73,9

INTERVALOS DE CONFIANZA:

a) PARA _B 1 13.01 & ¢, 8|, /Tf‘! L

3
LR

2 1 2,1 3
te"to.975,4 T 2 TT6 Sy x T ETY IUgtTy) R 2.4 = 0.6

SYI'- 0.8 = 0.77

/[ 2 . :
13.01 ¢+ 2.776 x 0.77 /473, A_, 13,01 4.93 = (B.0R,17,94)
. 6(72.9) 6

®

-«
By|x 0.77 | '
- 0.225 22,776 217 o

hs? /s (72.9)
x .

B} PARA M: -0.225 tt,

=0,225:0.102 = (0.123,0.327)

C) PARA y (x=50)1 y, (50} = 14,3

24.3:tc-83,"_x / %‘- * .‘flli e 24.312.776x0.77 /_{ + 150-47.57 _
2 6 T 6(72.9)

n s
x . \

® 24.310.9 = (23.4,25.2)



‘I‘AMI HACER ESTIMACIONES DE INTERVALOS DE CO‘H'PIANZA PARA b. PARA LA PENDIEN'i’E, M

a = 0.05Ya=0.00,PEb, mYY,, ESTE ULTIMO PARA UN - ANALOGAMENTE, PARA M, LA ESTADISTICA
X = x, QUE 'SELECCIONE CADA QUIEN. UTILIZAR UNO DB.LOS ' :
o . _ A o M- m ¥ - m DONDE m, = VALOR DE M BAJO LA
PROBLEMAS DE RECRESION DEJADOS COMO TAREA ANTERIORMENTE. * g =T,
: . - s - yix BIPOTEZSIS NULA Hy t N * m,.
- ylx/ x . '
PRUEBAS DE HIPOTESIS o . _ . 8, &
A. PARA_LA ORDENADA EN EL ORIGEN T o TAMBIEN TIENE DISTRIBUCION t DE STUDENT CON v » n = 3
. . . m - mo
. BB B-b GRADOS DE LIBERTAD: t v g——
SE DEMUESTRA QUE - 0 . 0 unr : : xix
B
. <"
o [ s fZ _
yixfel B EJEMPLO
. *® .
: . ' CONSIDERE LOS DATOS BIGUIENTES:
TIENE DISTRIBUCION t DE STUDENT CON v = n - 2 GRADOS DE - ; ‘
_ C x [o 1 2 3 T4 5 3 7 8 9
LIBERTAD. . , A - : — ol ‘
‘ | : 7 [0.16{ 0.09 [ 0.08| 0.23{0.60] 0.39] 0.55 0.75 [ 0.81] 0.85
S1 SE DESA PROBAR LA HIPOTESIS . '
‘ , : 2
) . o = 0. = 0.032 = 0,01258
Hy * B = by | R P 09.3.. b= 0.032, 8,
. o - . 10 o
H 1 B o b, : S L %‘6 D (x, - D2 = 02.50/10 = 0.25; L x| = 285.::-—“-285 = 28.5
BASTA SUSTITUIR A B = byEN LA ECUACION ANTERIOR ¥ EVALUAR i=1 _ o :
T = t, ES DECIR, _ o ' ) a. PROBAR LA RIPOTESIS DE QUE B = 0
b = by, ) . . . b. PROBAR LA HIPOTESIS DE (UE M = 0.1
ta . L
. : - CON o= 0.01 ¥ 8_, DBSCONOCIDA. »
8,1y E!_ _ . : - vix :
A _ 5, ¥no - s a.H°|B-9; HItB,‘O‘
SE ACEPTARA H; BI |tj<|t |} EN CASO CONTRARIO SE RECHAZARA , b-B .
(PRUEBA DE DOS COLAS), 81y PUERA B > by, SE ACEPTARA 6I t - ) 0.032 - : —
. B,
t « t,, Y GE RECHAZARA EN CASO CONTRARIO (PRUEBA DE UNA COLA) By _5—3 V 0.01258 \/;b' x 5.78
1 1 . ’
! (t} ns’
o™ ty. g9, g = 3-355 > 0.486 i BE ACEPTA Hy. .

PRUEBA DE DOS COLAS




st Rk L o lhdl R

-

b.

A

®

te

0

t M= 0,1

M, 0.003 - £

C am—— B e kL e R e T

HltHI‘O.I

Sulx  y0.01358"

= J.567 < 3,385

‘sxﬁ v g.zs x 10

8C ACEPTA H

0

CON 99% DE NIVEL DE CONFIANEA.

'10

&

PRUEBA DE HIPOTESIS PARA EL COFPICIENTE DE CORRELACION,

Bxy
PRUEBA
. | )
“o":y'°’ Illlpxy:(l

SE DEMUESTRA QUE EN CASO DT QUE X ¥ Y SON INDEPENDIRKTES
{0 = 0). LA BSTADISTICA -

S fae 2
T=rx ————
.xyl-rz

XY

'TIENE DISTRIBUCION t DE STUDENT CON n« 2 GRADOS DE LIBERTAD.

EJEMP LO

EN BASE A UNA MUESTRA ALEATORIA DE 30 DATOS SOBRE LA TEMPERATU-

RA MEDIA DURANTE UN MES, X, Y EL PESO MEDIO DE LOS TOMATES PIS-

xy

PROBAR LA HIPOTESIS DE- QUE Pxy = 0, USAR « = 0,05,

‘Hotp =0y Hlpxyﬂo

1
: n -2 f_30 - 2
t=r [Tty =091 [————S = 13,448
A oy =Ty 1-0.93

t = 2,048 < 13.448

c " %0.975, 28

J+ SB RECHALA Ho A UN NIVEL DE CONFIANZA DEL 954,

(CADO5, Y, BE OBTUVO UN COEFICIENTE DE CORRELACION r__ = 0.9)1,
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.4, Utilizando las 20 lecturas de temperatura dadas en ¢l problema 4 de la pagina 114, esti-
mar la media de 1a poblacion a partir de la cuartila media.

5. Empleando la distribucian de pesos de Tecubrimicntos de estafo obtenidos en ¢l ejercicio 3

de la pigina 106, determinar 1a mediana y la cuartila media y comparar con la media
obtenida en ¢l problema 10 de la pigina i14.
6. Usar ia distribucién de velocidades obtenida en el problema 10 de la pigina 115 para
calcular la cuartila media y estimar p. Compacar este resultzdo con T y con una estima-
. cidn de p obtenida dibujando 1a grafica en papel de probabilidades. .

7. Utilizar los dos estimadores de cuantilas de la pagina {97 para dar una estimacion de o
para los ingresos no agrupados del problema 6 de la pagina 105. Calcular la desviacion
tipica muestral y comprarar las estimaciones. Estimar, también, o tomando un cuarto de
1a diferencia entre la media del 5%% supcrior y el 5+ inferior de loé datos,

8 Con respecto a las fecturas de temperatura del ejercicio 4 de la phgina 114, estimar la
desviacion tipica de la poblacion utilizande (a) ta desviacién tipica muestral, (b} las dos
formulas dadas en la pagina 197, y (c) una grifica de probabilidad. Comparar los resulta-

dos obtenidos.

9. Emplear fa distribucidn de pesos de recubrimiento de estaiio obienida en el problema 3
de 12 phgina 106 para calcular los dos estimadores de cuantilas de ¢ dados en la pégi-
na 197 También, comparar cen el valor de la desviacion tipica de la muesira obtenida

en ¢f problema 11 de la pAgina 114, o
10. Comparar ¢t valor estimado de ¢ obtenido de la grifica de probabilidad del ejercicio 6
con los valores estimados basados en las dos fdrnuias de la pigina 197. Calcular las

cuantilas necesatias a partir de los datos agmipados, .

11.3 Tesls de los signes

En esta seccion describiremos .tests no paramétricos baszdos en clasificar los
datos de acuerdo con dos tributes, representados convenicniemente por signos mds
¥ signos ntenos. Por ejemplo. si querrmos contrastar la hipdiesis nula flain = pg
sobre la base de una muestra de azar de tamafio #. podemos cambiar cada observa-
cion que exceda de pa por un signo mas y, cada observacién mener que u,. pOT uN
signo menos. Si la poblacion de la que obtenemos las muestras es continua y simétri-
ca la probabilidad de que una observacion sea cambiada por un sigho mas es igual
a 1/2 cuando M, es cierta. En consecuencia, la prueba de la hipotesis nula p = po

es equivalente a una prucba de fa hipitesis nula p = 1/2. donde p es el parimetro

de una distribucién bindmica. La alternativa bilaters u »= o s equivalenie, ahora,
a p =172, y las alternativas unilaterales g < pa ¥ #4 > o son equivalentes a
p < 1/2yp > 1/2, respectivamente. siendo p la probabilidad de encoatrar un sig-
no mas, es decir, una observacion mayor que py.

Para ilustrar el test de los signos de una sola muestra que acabamos de deseri-
bir, vamos a contrastar la hip6tesis de que la temperatura media a la que opera un
termostato es 282 C,, utilizando los resultados siguientes obtenidos de 20 termios-
tatos:

208 282 320 305 293 301 277 314 286 279
+ + + + + + - + + -

268 303 200 288 280 3.4 321 278 317 282
- + + o+ + + - + o+

NTERDS = T.MILLER , J. FRELND

e

o ¥

TR T

vem mm—— e T T T T T

®

TEST DE LOS SIGNOS ’ 199
Notemos que hay 15 observaciones mayaores que 28.0, 4 observaciones menores que
‘2.8..0 y una observacion igual a 28.0. Aunygue la probabilidad de que una obszrva-
¢lon. en una poblacion continua. sea exactamente igual a 280, es nula, los nimeros
anteriores estin redondeados y. como no sabemos si el nimero 282 sepresenta un
valer mayor o menor que 28, descartamos esta observacicn. Asi pues. debemos de-
terminar st 1os 13 signos mis v los 4 signos menas, 0 sea. 15 “casos fasorables™ an
19 pruchas. comprucban 1a hipétesis de que p = 1,2, Aplicando el criterio de! test
exacto dado en la pigina 180 con & = (.05, encontramos en la tabla de probabilida-
des binomicas que kom =4 ¥ I'gs = 13; como hubo 13 signos mis v 4 sjones me-
nos. se deduce que Ja hipdtesis nutfa debe ser rechaza, .\'(u-:sc-qu:. st el 1amadio
de 12 muestra s sulicientemente grande, podemos usar 1a curva: normai como apro
simacion de la distribucidn binémica v fos tests dades en la tabla de ja pdgina 164,

' »Utilizando muestras apareadas. podemos exiender inmediatamente ¢l test de ics
Signos a test e diferencias entre dos medias de poblicion, En este caso, el test de
los signos se puede emplear como una alternativa no paramétrica del test r para

- muestras apareadas intreducida en 2 pagina 137, Dadas n observaciones apareagas.
von la primera observacion proviniente de la poblacién uno v la szeunda de fa po-
blacion dos. usamos un sivne s pars reempiazar cada par para el cual la obser
vacion de {a primera poblacidn excede a 1 de [a segunda, ¥ un sigro mcnos para
su_hstimir cada par en el que la observacion de fa seeunda poblacion excede al de 1
primera. En el caso en que dos observaciones pareadis sein iguales. s¢ omite esta
pareja y la prucha se desarrofta como en ¢l ¢a:0 de una sofa mestra antes Jdescriza.

Para ilustrar el reat e Jox sivnos de meseras afircalas, vames a comparars
dos métodos para anadizar aluminie atendiendo 2 la apariencia de las piczas ancdi-
zadas (brillo. color, ¢ic.). Aungue resulia Jificil asignar valores numericos a egias
cualidades. no es dificil comparar piczas apareacas v deaidir cudd tiene ¢f aspecto
mis agradable. Supongamos que 40 unidades apareadas se juzsan. dando un sigoo
m;:ls 0 un signo menos & cada par. de acuerdo con que el ancdizado del prir‘ncr
nl\clodo 0 el del segundo se considere superior. Dado que hubo 24 signos mis. 11
SIgn0s menos y 3 empaies. queremos probar si el primer método es realmente
superior. Empleando la curva normal (ver pdgina 180) Y. = 0,03 calewlamos pri-
mero

=TT v
Lo 11
N

¥ como cste valor excede a LAJS valor critico parri un test unilatere, con wn nivel
de significacion de 0.03, concluimes que la hipoiesis nuda debe ser rechazada, En
otras palabras. concluimos que of primer méodo de anadizacion os mejor.

La eficacia ded test de Ios signos es bastante wlla para muedras pequeiias, 937
para it = 6. pere disminuve a medida que ¢l taimafie de Ia muestra aumenta hasta
liegar a una eficacia limite de 6377, La hipdtesis nevesarias para aplicar ¢l test de
fos signos. lo misnio en el caso de una sola muestra gue en ol de muestras apareaJas.
son que las poblaciones cansideradus sean continuas ¥ simdtrivas. Si [a poblicion no

——
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fuese continua, podria haber una probabilidad positiva de que una observacion fue-
ra realmente igual a p, en el caso de una sola muestra, o que las observacionss
apareadas fueran exactamente iguales en el caso de muestras apareadas. Entonces,
dejara de ser valida la hipdtesis de ser p = 172, 2 menos que impongames mavores
restricciones. Si fa poblacion (o poblacionesy no fueran simétricas, la probabilidad
de que una observacion fuera mayor que la media, o de que la diferencia entre dos
observaciones apareadas {uera mayor que cero, no iguala necesariamente un medio,
baje 1a hipotesis nula g = p, en el caso de una sola muestra, o w, = p;en el caso
de muestras apareadas. Sin embargo, es posible modificar el test de Jos signos para
eliminar la hipdtesis de simetria. Para concluir esto, solo tenemos gue cobsiderar
las hipotesis concernicnies a las medianas de 1a poblacion en lugar de las concer-
nientes a’las medias. ’

114 Tests por suma de m'lmerc;s de orden

El test de los signes de muestras apareadas es uno de los métedos no paramé-
tricos para contrastar 1a hipdtesis nula de que dos muestras provienen de poblaciones
continuas idénticas, frente a la alternativa de que las poblaciones tienen medias dife-
rentes. Una clase altamente eficaz de tests no paramétricos de esta hipdtesis, y otras
similares, se basa en la suma de los mimeros de orden; esto es, se dan numeres de
orden a las observaciones de acuerdo con su magnitud v los tests s realizan sobre
1a base de ciertas sumas de estos nimero de orden. En esta seccidn, introduciremos
tres tests basados en sumas de nameros de orden. Ef rest U de Mann-Whiney se
" presenta como un substituto def test ¢ de dos muestras, y tiene una eficacia limite
de 95.5%% cuando las hipdtesis necesarias para ¢l test ¢ correspondiente quedan sa-
tisfechas. Un test similar al test {7, que se puede emplear cuando Ja hipdtesis alter-
nativa especifica que las dos poblaciones ticnen dispersiones diferentes, se considera-
ri a continuacion. Finalmente, introduciremos el test H de Kruskel-Wallis H para
contzastar si & muestras provienen de poblaciones idénticas, frente a la alternativa
de que las poblaciones tengan medias diferentes. Como el test {7, el test / tiene, tam-
bién, una eficacia de 93.57 cuando se compara con el procedimiento “nermal™
cetrespondiente, que se analizard en el capitulo 13,

Vamos a describir, en primer lugar, el test I/ de Mann-Whitney por medio dei
ejemplo siguiente. Supongames que queremos comparar dos instrumentes de control
0 “registradores” diferentes wtilizados para la determinacioa del contenido de hume-
dad dentro de un semiconductor, a pastir de las siguientes corrientes medidas en
microamperes:

Regisirador A: 1.8 [{RY] 0.8 0.2 0.4 0.6 0.1, 5.1 0.2
Regpistrador B: L7 15 7.8 0.9 0.7 2.6 0.2 1.5 153 0.7

Primerc, ordenamos conjuntamente las 19 observaciones de acuerdo con su tamafo,
reteniendo la identidad de fa muestra en cada observacion. Despuds, asignanios &
estas observaciones 1os puestos 1,2, 3, ... ¥ 19, como se indica en la tabla siguiente:

A,

1
i
1
[}
)
'

.
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Registrador: A A A B A A B B A 4 " B A
Observacion: 0.1 02 02 02 04 06 07 07 08 09 08 13
Rango: 1 3 3 3 5 8 75 75 9 105 105 12

Registrador: . B B B B A B B
Observacién: 1.5 L7 26 35 b1 78 153
-Rango: 13 14 15 16 17T 18 19

Ndtese que, si dos o mds observaciones estin empatadas en ¢l mismo lugar,
damos a cada una de ellas el medio de los lugares que ocupan en conjunio.

Si denotamos 1os (amadios respectivos de las muestras por m, y a1, y la suma de
los nimeros de orden ocupados por la primera muestra por R,, se puede demostrar
que la media y la varianza de la distribucion muestral del estadistico

¢ ' o U=nm-+ _n.(ﬂ______)|2+ L_ Ry : .
estan dadas por )

: mnalm + 1y 4 1)
. = %ﬂ: y ol = el ':'2“! + .

(Si hay empates en la ordenacion, estas férmulas son correctas solo aproximadamen-
te). Si nn, y n. son, ambas, maycres que 8, la distribucidn del estadistico U se puede
aproximar con bastante exactitud por una disiribucién normal y, por lo tanto, el
test s¢ puede basar en el estadistico ‘ :

.. - !’Tuw »
y en la tabla I1L Existen, también, tablas en las que se pueden basar (ests exaclos
cuando n, y n. son pequeios (ver la tabla de ). B. Owen mencivnada en fa biblio-
grafia). Observemos que no fiene consecuencias saber qué muestra se considera
“primera”, por lo que podemos trabajar con cualguier suma de ndmeros de orden,
escogiendo 1a que sea mas ficil de obtener. ‘

Volviendo ahora a nuestro ejemplo, tecnemas n, = 9, n, =710, Ry = 66.5, y,
por consiguiente,

U=010+22 655 =685

Hy = 9%“} = 450
9-10-20 ‘
o = BT 150.0

_ 685 — 450 oo
v150.0

v mvmmee v s g R adeianaia~. o St
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y como este valor se encucntra entre —1.96 y 1.96, valores criticos de una alternativa
bilatera con &« = 0.05. llegamos a Ia conclusion de que la hipdtesis nula de pobla-

" ciones rdénticas no se puede rechazar, .

Si se asighan los mimeros de orden de alguna otra forma diferente. se puede
emplear ¢l mismo estadistico L para contrastar la hipdtesis nula de poblaciones
idénticas frente a la alernativa de que las poblaciones tienen dispersiones distintas.
Los nimeros de orden se asignan “desde ambos extremos hacia el medio™, dando
el namero ! a la menor observacién: los nimeros 2 y 3. a 1a mayor y segunda ma-
yor observaciones: los nimeros 4 y 5, 2 [a scgunda y tercera menores: los 6yl zala
tercera y cuarta mavores. y asi sucesivamente. Todos los demis aspectos de este
test con dispersiones diferentes son idénticos a los del test L7 de Mann-Whitney.

El test Kruskal-Wallis para decidir si & muestras independientes provienen de
poblaciones idénticas. se desarrolla en una forma simiiar a) test /. Como antes, las
observaciones se tiatan en conjunto para darles el lugar de orden, y si R:es la suma
de los nimeros de orden ocupados por las n; observaciones de a i-ésima muestra.
el test se hasa en el esladistico '

12 R .
. T oaln 4+ 15w, Aln + 1) .
donde n = n, + ny + ... 4 m. Cuando m; > 5 para todas las i y lu hipdlesis

nula.es valida, la distribucion del estadistico H se puede aproximar bastante por
la distribucion X-cuadrade. con k— ! grades de libertad. En la tabla de D. B.
Owen. mencionada en la bibliografia, se encuentran (ablas especiales para aplicar
con valores pequeiios seleccionados de las my k.

Para_ilustrar ia prueba de Kruskal-Wallis /i, supondremos que el experimento
descrito en a pigina 200, se amplid para incluir cuatro regisiradores diferentes, con

-1os resultados mostradus en la tabla siguiente. (Notese que a Jas observaciones em-

patadas se les asignan nuevamente, el medio de los puestos que ocupan en con-

junto.)
Regisirador A: 02 0.3 0.4 0.5 .7 1.9 20
Registrador 8: 0.8 1.1 1.3 1.9 2.5 78
Regisirador C: 0.7 0.9 82 120 121 153
Registrader D: 0.1 0.1 0.3 0.5 2.9 13.8

Las ohservaciones son. otra vez, corrientes de retorno cn microamperes. Como
se puede verificar facilmente. las observaciones de la primera muestra ocupan los
puestos 3, 4.5 6. 7.5, 14, 155y 7. por lo que R, = 67.5. Similarmente, las obser-
vaciones de la segunda muestra ocupan los puestos 10, 12, 13, 135 18 v 20, por lo
que R, = §8.5: las obscrvaciones de [a tercera mucstra ocupan los puestos 9. 11, 21,
22,23 y 25, por lo que R, = 111.0; y las observaciones de Ia cuarta muestra ocu-
pan los puestos 1.5, 1.5, 4.5, 1.5, 19 y 24, por lo que R, = 58.0. Substituyendo en
la férmula de M, encontramos - '

. . _
12 67.5? B8.5* 111.0* 58.0¢ _ _
"’2"5-_25(7 R +——-—6) . 3(26) = 6.4

)
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y si comparamos este valor con 7.815. valor de xbs con 3 grados de liberiad, vemos
que no se puede rechazar 1a hipdtesis nula. En otras palabras, no podemas rechazar
la hipdtesis nula de que las muesiras provienen de poblaciones idénticas frente a la
alternativa de que las medias de las poblaciones no son iguales.

EJERCICIOS

1. C"qn respecto a las 100 medidas de los pesos de planchas de estafio de gaivasizado eleciro-
litico del.probiema 3 de la pagina 106, utilizar el test de los signos con o = 0.05 para
cantristar la hipdiesis nula g = 0.33frente a Iz alternativa g < 0.33. dogde o = Iz media
de la poblacidn de pesos de 1a que se obtuvo la muestra.

. Empleando el test de los signos de una sola muestra, contrastar la hipyiesis sola’ de que
el octanage medio de la gasolina de la que se tomaron Jas 16 muesiras sizoienies es 100,
frente a [a hipdlesis alternativa de que es mayor de cien,

-

1056 a8.2 045 0.0 102.8 105.4 107.7 93.4
L1033 100.0 1025 971 103.6 101.0 88.7 Ry

Emplear un nivel de signifivacion de 005,

3. Uuhzar el test de los signos y un pivel de significacion de 0.10 para desidir 8i hey una
diferencia sistematica entre las lecturas oblenidas de lns dus instrumenics 2¢i ewrcicio 19
de la pigina 161 '

4. Se sierran vigas de acero por dus midtodus, consistente ¢l primero en atwrrarizs cuando
aln estdn calientes. ¥ el segundo cuando se han enfriado. Las lengitudes fzaley resuliantes |
(en piesl una vez que todas las vigas se han enfriado hasta la temperaziza ambiente, son *
las siguientes:

Vigas serradas et -cah'eme: 316 30.5 311 97 279
30.5 31.8 326 28.8

o

3

o

'.ﬂ ‘
LAY |

%8 200 316 207 303 3i5

¥Vigas serradas en frio: 301 310 29.9 2.8 30.0 =y 3 )
‘ 306 302 311 208. 207 5£
313 305 301 300 308 3

Apareando al azar las 18 chservaciones de las dos muestras, usar el (=52 62 Jos signos
de dos muestras, con un nivel de significncim{ de 108, para determinar w Rae 7pona dife-
rencia significante en las fongitudes finales medias.

5. En pruehas repctidas, un maotor experimental operod. respeclivament: ]
17,18, 20, 23,19, 20, 15, 24, 21, (R, 20, 24, 23 20, 17, 35 y 28 mnsies ton on gabin
de cierta clase de combustible, Empleandoe of test de Tos signos v un misg! & signilicacion
de 001 contrastar la hipitesis nuta u = 20 frenle a la alicrnativa p # 2

p 173622

6. Para comparar una bebidd con la de una marca de la competencia. 55 pevtomza probaron

una behida y luego la otra y despuds se les pidic que indicaran su prfec e, El orden
de Jas marcas sc escogit &l azar para cada persona.) Si 27 prefirieren i muocz dada,
18 prefiricron la de la competencia, v § no encontraron diferencia en el wdee, contrastar,
con un nivel de sipnificacion de 0.00, si la marca dada cs supcrior en s & ta de la
competencia.

7. Un experimenio para comparar la resistencia a la lension ds dos clases & kilms dio los

resulladas siguienles (en lLibras):

Tl
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Hile A: 1436 114.8 145.2 144.8 145.6 T 1460 - Dada ur i ) . .
Hae . 1u8 o L5 s, Lais R sor com p]lcl,'u]lqss“;;i;:n d;: dos sxmbnlns,. tales como 'H yT (qu€ pu_cden representar,
Hilo B: 146.0 1478 1444 140.8 1420 1438 i pe ucesi'. d o y a§ c'ru‘us en tiradas .sut.esu'as). una .scne de l‘gualcs es
' 153.0 1424 1468 143.2 140.9 1506 Ind sucesion de simboloes idénticas comprendidos entre dos simbolos diferentes o
. sin_estos thimos, Es decir, 1a serie
Usar ¢ test I7 y un nivel de significacién de 0.05 para contrastar la hipdtesis nula de que : . o
las dus muesiras provienen de poblaciones idénticas. {rente a 1a alternativa de que las dos ‘ 7—1: i 7_.?. iHiin THHNTTTTHH I

coniienc 8 series de jguales, como indican Jos subrayados. El némero rotal de series
de :g.uales €n una sucesién de n ensayos da una indicacién de si fa sucesion se puede
considerar como de azar. Entonces, si sélo ha habido dos series de iguales, consisten-

poblaciones ticnen medias diferentes. . )
8. Repetir ¢f cjercicio 4. usando el test I/ de Mann-Whitney. También contrastar si fas disper-
siones de las dos poblaciones sea iguales. utilizando e} test de suma de nimeros de orden

mencionada en la pagina 211.

9. En el ejercicio 7 vtilizar a = 0.05 para contrastar la hipdtesis nula de que las muesicas 7 tes en diez caras, seguidas por diez cruces, se puede suponer que la probabilidad de
provicnen de poblacivnes idénticas, frente a fa alternativa de que las dos poblaciones tie- un caso favorable no ha permanecido canstante de una prueba a2 la siguiente, Por
- nen dispersiones diferentes, otra paric. si la sucesidn consta de veinte tiradas formadas aliernativamente por

10. Los tests denominades de Franklin sc establecieron para determinar las propiedades de
aislamicnto de aceros 3l silicio de granos oricntados que fueron recocidos en cinco atmos-
feras dilerentes, con los resultados siguientes @

caras y cruces, se puede suponer que los ensayos no han sido independientes. En
cualquier caso, hay razones para suponer que no se trata de un azar. Nolemos que
nuestra suposicion no procede del rmimero de caras y cruees, si no del orden en que
Atmosfera Resultadeos del ensavo (amperios) - . aparecen.

- 81 una sucesion conliene n, simbelos de una clase y . de otra (y ni n, ni ns

1 0.58 041, 069 0.79 G.61 059 . N weh .
2 037 037 058 040 028 044 033 . son muy pequeiios), la distribucion muestral del nimero total de series de iguales se :
3 029 018 0H 017 02 016 ' puede representar muy aproximadanient ek e ] .
l ente por una distribucion
1 081 068 055 072 068 085 057 077 ' ,,pn . cion normal de media
& 0.26 0.34 0.29 047 0.30 0.42 * - 2T
: Bt T ¢

“Emplear ¢l test [/ de Kruskal-Wallis A y un nivel de significacion de (.05 para decidir y desviacion tipica

- si se pucde aceptar que eslas cinco muestras proceden de poablacicnes idénticas. . - - .
11. Para investigar tres medidas preventivas contra la cofresion, se probaron muestras al + o = /'.’mml_’ﬂ-.": = % — ny) . o
azar de 10 piczas de alambre para cada una de las tres medidas preventivas, dando los \"\711 + ne)in 4 ny — 1)
siguientes resullados para las profundidades miximas de las partes erosionadas (en milé- -donde « denota el nimero total de series de iguales, Entonces, ¢l test de Ia hipitesis \\
simas de pulgada): : nula de que la ordenacién de los simholos (y, por consiguiente, de la muestra)
. A: 45 53 60 48 57 62 49 55 53 52 sea aleatoria, se puede basar en el estadistico,
: b: 62 58 47 5 63 48 58 57 50 49
: C: 57 45 60 5 57 55 48 59 62 60 + z=% °
. . u
Contrastar, con un nivel de significacién de .05, si hay alguna diferencia en la eficacia _ Yen la tabla I, Este test da una excelente aproximacion cuando ni #, wi n. son
de 135 tres medidas preventivas contra 12 corresion. ) menores de 10. Se pueden encontrar tablas especiales para hacer {e<ts exactos c"uan— .

do n, o 12 son pequenas. en las tablas de D, B. Qwen, citadas en la bibliografia.
| . _ ' Para ilustrar este test, examinaremos Ia siguiente sucesicn s 32 vielos de prue-

11.5 Tesls de las series de términos iguales ! ba de un cokete, donde § y F marcan, sucesivamente, [os éxitos ¥ los fallos;
ot ' . FFFSSFFSSSFSF. .
Al discutir Tas muestrag alcatorias en el capitule 7. presentamos vatrios métodus Lo LFSSSFSE *—-——q.s SSFSSS FOSSSSFSSSS

Como hay 22 éxitos, 10 failos y 14 series de iguales, substituimos n, = 22, o= 10,

que daban por anticipado cierta seguridad de que uma mucstra fuera de azar. Sin 2=
t = ]4, y obtenemos

embargo, es Util tener una técnica para contrastar sj una muestra se puede considerar

como aleatoria despudés de haber sido obtenida. Una de estas técnicas estd basada en . '_ 2.22.10 R
: ¢l orden en que se obtuvieron los valores de las muestras; mds concisamente, se - _ b= T + 1 = 1475
’ tasa en el nimero de series de términos iguales mostradas en los resullados de las
muestras, - 2-22-10(2-2°.10 — 22 —~ 10)
. T ‘\} B : =238
- 22+ 1022 + 10 — 1)




METQD0OS ABREVIADOS EMPLEADOS EN INFERENCIA
y - 14 = 14.75 - 07
238

Como este valor queda entre —1.96 v 1.96. no podemos rechazar (con un nivel
de significacion de 0.03) la hipdlesis nula de que la erdenacion sea aleatoria. Evi-
dentemente, no hay razones suficientes para concluir que hay uma fiabilidad real,

Se puede cmplear también el test de series de iguales para contrastar la casua-
lidad que hay cn las muesiras formadas por datos nu_méricos. contande las series
de iguales a pantir dc fa mediana por encima ¥ por debajo de ésta Si denolamos una
observacion mayor gue la mediana de o muestra por 12 letra @ v una observacion
menor que fa mediana por la letra b, podemos utilizar la sucesion resuliante de a y
k para constrastar la casualidad, siguiendo el méiodo indicado antes. Una aplicacidn
frecuente de este método cs en el conirol de calidad. donde las medias de muesiras
pequeiias sucesivas se representan en una grifica en orden cronolégice. El test de
series de ipuales s¢ puede usar entonces para comprobar si hay alguna tendencia en
los datos; que nos indigue que es necesario ajustar una maquina o hacer algin otro

~ proceso antes de que ocurra algiin daito grave.

“Para ilustrar un test de series de iguales por encima ¥ por debajo de la media-
na, supongamos que un ingeniero se interesa en la posibilidad de que se hayan he-
cho demasiados cambios en el ajuste de un torno automiatice. Para contrastar esta
hipotesis, se obtuvieron los siguientes didmetros medios (en puigadas) de 40 ejes tor-
neados sucesivamente en ¢l torno;

0.250 .

0.261 0258 0.249 0.231 0.247 025 0247 0.255  0.243
0.252  0.250 0253 0247 0251 0243 0.238 0251 0.M5  0.250
0248 0.252 0254 0250 0247 0.253 0251 0246 0.249 0.952
0.247 0250 0253 0.247 0249 0253 076 0251 0249 0.253

La mediana de cstas medidas es 0.250 y, cambiando cada una de ellas por una etra
d si excede de 0.250. por una b si es menor que 0.250. y omitiendo las cinco que
son iguales a 0.250, obtenemos Ja sucesion

eababababoababaabbaabeabbababbababa

que liene 27 'series de iguales. Entonces, m,

=1% n. = j6. u 27, tendremos:
m_2 1916 | _ 547
33
2.19-16(2-19-16 - 19 — 16)
ou (19 4+ 16)*(19 + 16— 1) 289
27 — 18.37
y = 2.89 = 208

Como este valor excede a 1.96, podemos rechazar la hipdtesis nula de que la suce-
sién de medidas sea aleatoria. Como el nimero de series de iguales es mayor que el
que se podria esperar, debido al azar, es razonable suponer que el torno se ha ajus-

J
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tado demasiade: es probable que se haya hecho un ajuste después de tomear cada
pieza, tratando. con ello. de compensar cualquier discrepancia que se haya observa-
do con respecio al didmetro nominal de 0.250 pulgadas.

11.6 Tests de Kolmogorov-Smirnov

Los tests d= Kolmogorov-Smirnov son test no paramétricos para diferencias en-

" e dos distibuciones totales o acumulativas. El fest wni-muestral se refiere a la con-

————

cordancia enirz una distribucion acumulativa ohservada de valores de una muestra
y una funcion dz distribucion continua cspecificada: es decir. se trata de una prueba
de bondad de aiusie. El rest Bi-muestral se reficre a 1a concordancia enire dos dis-
tribuciones acum
independient=s provienen de distribuciones continuas idénticas. y ¢s sensible a fas
diferencias de podlzoion en lo que se refiere a la localizaciin, dispersion. o disimelria,

El test unmi-muesiral de Kolmogorov-Smirnov es. en general. mas eficaz que el
test X-cuadrado para la hondad de ajuste de muesiras pequenas y pueds usarse con
muestras muy peguzdas ea las que el test X-cuadrado no ¢s aplivable. Debemos re-
cordar, sin embargo, gue ¢} test X-cuadrado de la seccion 10.5 se pueds usar con
distribuciones Jiscrztas, mientras que el test de Kolmogorov-Smirnov no pusde
usarse.

Ei test uni-muestral se basa en la diferencia absoluta maxima D entre los valo-
res de la disiribesidn acumulativa de una muestra aleatoria de tamaic n y una dis-
tribucién tesrica especificada. Conto ilustracidn de este test, se quicre comprobar si
los agujeros para clavijas en una placa de hojalata electrolitica estan disiribuidos
uniformemente para lo cual se han tomado medidas de las siguientes distancias (en

sulativas gbservadas: se contrasta la hipotesis de si dos muestras.

pulgadas) de 10 agujeros a partir de un extremo de una tira grande de placa de hoja- -

lata de 30 pulgadas de ancho:
£8 148 282 231 44 287 195 24 250 6.2
Bajo Iz hipdtesis pula de que los agujeros estan uniformemente repartidos. la distri-

bucidn acumuiativa tedrica con la que queremos comparar la distribucion acumula-
tiva observada esta dada por

0 parar €0
F(z) = <z/30 paral <z < 30
1 parazx 2 30

La grafica de esia distribucion acumulativa tedrica se muestra. junto con la de la
distribucion acumulativa observada, en fa figura 11.1. Como se indica en esia figura,
la diferencia mivima entre las dos distrihuciones acumulativas es 0.193.

Para determinar si esta diferencia es mayor que lo que se puede esperar razona-
blemente, encontramos ¢l valor critico de £ en latabla IX. Pam n = 10 o
0.05. el valor cntico es D g = 0.110, y de aqui que la hipitesis nula (que los agu-
jeros estan unifermemente disiribuidos) no se puede rechazar.

e Ay m e ey T g e T
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Fig. 11.1 Prueba Kolmogorov-Smimov

_El test bimuestral de Kelmogorov-Smirnov se basa en Ja diferencia absoluta
m%’"fn‘i’ entre los valores de las dos distribuciones acurmulativas observadas. En
principio, es muy similar al test uni-muestral, y los valores criticos necesarios se pue-
den _oblcner de tablas especiales (por ejemplo. las de D. B! Owen. citada en la bi-
bliografia). : : -

EJERCICIOS

1. Para corn‘probar % cierta sefal de radio contiene un mensaje. se puede subdividir un int
valo de tiemipo en cieo namere de intervales muy cortos y determinar después si la lx'lu::-
za de la\_ sc‘ﬁai excede cierto nivel {ruido de fondo) en cida corto intervalo. Supongam
que 1a siguicnle es parte de una ohservacion de este tipo, dende ¥ indica u - sen I% "
¥ L que 1a seiial no excede cierto nivel de roido, ' e S Terte

LLHLIOULHLUHHNLH
LLIVLILHLI LN

=

!HLI!HHLHLHLHLL
THLERNLELULYLL

]

Vcnhr:abr si .“13 sucesion se debe al azar (usando un nivel de significacion de 0.05) y
camprobar st cs razenable suponer que la scial conticne un rmensaje.
o las filas sucesivas de izquierda a derecha. ¢l

orden en que una maquina produjo pi /
et periool p jo piezas defecluosas () y no defectunsag {N) durante

N N

NNNNNNNNNDDDNNNSNARNN

NNNDNNPNNNNNNDDNNDDANN
N NNNNNNNNNNNNDDDNNGDN
DNNDNNNNNNNRNDDNNNGDLNRN
NKNNNNNNDDDNNANNNNNGKNRN

Y

TESTS DE KdLMDGDROV-SMI RNOV

209

Comprobar, con un nivel de sigrificacion de 0.05, si este arreglo es debido al azar.

. En la pagina 92 sec describid un métode para generar digitos al seudoazar. en ¢l ¢ual un

niémero de 4 digitos se elevaba al cuadrado. los 4 nOmeros de la parte media del namero
resullante s¢ elevaban al cuadrado, ¥ asi sucesivamente. Comenzanda con €] nimere 3571,
usar una tabla de cuadrades o una calculadora para continuar este proceso hasta oblener
una susesion de 48 digitos. Contrastar si la sucesion resultanie. para ver si es de azar, uti-
lizando scries de términos iguales por encima y por debajo de la mediana ¥ un nivel de
significacion de Q.05 .

. En una fabrica, e! tiempd que no trabaja una miquina durantc jas horas de trabajo, debido

a dificultades tales como roturas o fallos, s¢ Hama “liempo muerto™. La tabla que sigue
corresponde a 50 tiempos muertos {en minwtos) conseculivos observados por un ingenicro
de control durante cierlo psariodo (iéanse las fitas sucesivas de izquierda a derecha):

18 25 28 21 29 30 31 30 25 21
22 29 30 24 35 37 20 bl 30 25
30 21 26 33 36 35 31 20 28 39
40 34 36 34 35 39 42 30 35 i1
38 35 50 16 34 37 39 42 48 51 :

Usar el test de Jas series de iguales por encima y por debajo de la mediana, a un nivel de
significacion de 0.05, para contraslar la hip3tesis de que los datos marcan una tendencia

. Las temperatutas horarias dc un homo (en grados centigrados) tomadas duraate un perio- .

do de¢ 24 horas son las siguicates:

46, 273, 271, 275, 269, 271, 273 &9

269, 265, 271, 268, 270, 2
2 273, 266, 270, 268, 272, 271, 278, 267

I, 268,
275, 268, 276, 270,

Corntrastar si esta disposicién es al azar, con un nivel de significacidn de 0.01, para investi-
gar si ¢l horao estd trabajande ciclicamente en intervates de dos horas. .

. El problema 13 de la pigina 107 contiene el nimero de imperfeccicnes en muestras toma-

das de 50 piezas dv tela. Suponiendo que ¢l orden de las muestras es ¢l mismo que ¢l or-
den en que se hap producido las piczas de tela, contrastar la hipdtesis de que la presencia
de musstras sin imperfecciones se debe al azar, frente a la alternativa de que existe un
agrupamienty. (e toma o = B0%),

. Utilizar €l test de Kolmogorov-Smirnov, con ¢ = 0.0F. para decidir si {as Tesistencias a la

compresidn del ejercicic 9 de 1a pigina tH7 se pucden supaser provinientes de una distri-
bucién normal con media de 30.000 libras por pulgada cusdrada y desviacion tipica de
10.00¢ bibras por pulgada cuadrada. [Supcrenciar utilizar papel grafico de prubabi!idadcs.l

. En un esudio de vibraciones, se semeticron las componentes d¢ un avida a {uertes vibra-

ciones, hasta que sc originaron falios estructurales. Los siguienics son los tiempos obteni-
des (en minutos) 4.1, 0.8, 5.3, 5.0, 8.3, 1.7. 2.5, 6.2, 7.3, 9.0, 1.2, 3.7, 9.5, 10.5. Contrastar
si se pueden considerar estos datos coma una muestra provinienie de una poblacida expo-
nencial con una media de 5 minutos. (S¢ toma ¢ = 0050




EX ‘ o L S e .

Csm2 TABLAS DE ESTADISTICA " TABLAS DE ESTADISTICA 383
Tabla VHI(b) : Tabla IX
0.99 INTEKVALOS DE CONFIANZA PARA PROPORCIONES® r VALORES CRITICOS DE D*
! ' - 2/n : . |
[ .. 100093 0.94 0.90 086 082 078 074 070 C66 062 058 054 050 : Niimero de
; - Q90pTyrT T 010 ) muestra
t‘ ‘\ nast : i Do D : D
} . . 1 0.950 0.975 0.955
! 080 2 0.776 0.842 0.929
] o1 3 D.642 0.508 0.628
I . 4 0.564 0.624 0.733
} . _ ool B 0.510 0.565 0.609
: _ " '
‘ acs //‘ 6 0.470 0.521 0.618
l _ // ,/\I 7 0.438 0.486 Q577
. Q&0 7 ] 3 0.411 0.457 0543
. . | | | A 9 0.188 0.432 0.514
- 055 // // P 10 0.368 0.410 0.490
o ' osofd 12 // 1 0.352 0391 0.458
p // % 12 0.338 0375 0.450
Q45 r/ 4 va 13 0.325 0.361 0.433
_ /] p j Wy v 14 0.314 0319 0418
i 040 /, /V[/ ? 15 0.304 0.333 6.404
035f AQ/ 16 0.205 0 ~2
> 7/ i 3 328 0.392 W
g P 17 0.256 0.318 0.381
030}] A ) -
////V % 18 0.278 0.308 0.371
P 18 0.272 0.301 0.363
' L % 4
| // .7 i 20 0.264 0.204 0.356
020 V 4 ’J/ o ! e ! 1 T — /0.80 .
; Py o 25 0.24 0.27 0.32
015 Ay fL P AR ool Yo i gl 085 3¢ 0.22 0.24 0.29
V% . i 1 it gl T -
. / PPy I o o g o \’J/b CA41 .
0.10L A ; ' S s ;L—yr—;,‘f:_’_, Q90 | * Adaptado de F. J. Massey, Ir, “The Kolgomorov-Smiinov tewt for goodness of flit”
0.05/ .t ; : st L] 055 4. Amer. Statist. Ass, Vol. 46 (1951}, p..70 con awtorizacidn de autor y editores.
27 e i i t J
51 1 ! 1.00
Q00 004 QOB QI2 016 020 0.24 Q.28 032 036 040 044 (48 Q50
X/ - .

* Reproduccién de 1a tabla 41 de Biomerrika Tables for Stailsiicians, Vol. I (New York:
Cambridge Univenity Press, 1954) con aulorizacién de Biometrka fideicomiso.
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EJEMPLO

EN UNA PRUEBA DE APTITUD QUE SE APLICO A 17 ALUMNOS DE PRIME-

PO DE EECUNDARIA, BELECC IONADOS AL AZAR DE LAS SECUNDARIAS DB

UNA CIUDAD, -SE OBTUVO UN PROMEDIO DE LAS CALIFICACIONES IGUAL

A 34.3% PUNTOS, Y UNA DESVIACION ESTANDAR DE 1.9 PUNTOS, PRO-
BAR LA HIPOTESIS DE QUE LA MEDIA DE LA VARIABLE ALBATORIA "CA-
LIFICACION EN LA PRUEBA DE APTITUD DE Lbs ALUMNOS DE 1°* DE BB~

CUNDARIA DE ESA CIUDAD" !8 DE 35 PUNTOS, CONTRA LA DE QUE ES
MENOR QUE 38. TOMAR o = 0.0%.

HO' u = 38
Hl' < 38
: X-p _ 34,35 - 38
T= /-l = AT-T = 3. 74
"Ex _—"JT"""
to,0.05,16 = "1:746 > -3.74 .

N ' :
PUESTO QUE.T ¢ t. g g5,1¢ SE RECHAZA LA HIPOTESIS NULA, CON
9S% DB KIVEL DE CONFIANZA.

EN UN BSTUDIO DE MERCADOTECNIA SE TOMO UllA MUESTRA DE 20 PRE-

2

LEJEMPLO

€108 DE CARNE EN 20 TIENDAS DISTINTAS PARA® ESTIMAR 80 VARIABI~-
LIDAD. LOS DATOS ARROJARON UN PROMEDIO X = §32,00 Y UMA vES~
VIACION ESTANDAR 8 = §8.00. CALCULAR EL INTERVALO DEL %58 DE

NIVEL D¥ CONFIANSA DE LA VARIANCIA

»

~

2 2
r.c. = (28, 20181} o (308,91, 143.66) 62

EL INTERVALO DE CONPIANZA PARA LA DESVIACION ESTANDAR ES

{7331, /TTITEE) = (6,24 , 11.99) 8

':";.':'T' o



EJERCICIO , ‘ 2 .
EJERCICIO X3 95,3 = 7481 < 8.74

LA DURACION DE LOS TRANSFORMADORES PRODUCIDOS EN UNA FABRICA
POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS NULA CON UN 5% DE NIVEL DE

v
FUE MEDIDA EN UNA MUESTRA DE 50 ELEMENTOS TOMADOS AL AZAR, OB~

. SBIGNIFICANCIA.
TENIENDOSE LA SIGUIENTE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS:
INTERVALO N° 1 -2 3 4
INTERVALO DE .
TIEMPO, AROg | 02t lplrtc2 2t 3|t
FRECUENCIA 21 18 S -4
PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES ' A : !
DE LA VARIABLE ALEATORIA *DURACION DE LOS TRANSFORMADORES" ES
CXPONENCIAL CON PARAMETRO 1s0.45 ANOE.. USAR a ® 0,05,
-SALUCION :
1a8 FRECUENCIAS BSPERADAS BON: nP(xy s X < x,)
DONDE n = TAMARD DE LA MUESTRA
. 1 - .
Py PO LX< 1) = (04500 0-45% a¢ « 0.362) s0p, = 18.10 '_
: -0.458% : : o
P ERZEICE R LS (0..451‘ .4t = 0.232; S0p, = 11.60 ‘ . ‘ A no
1
~0.45¢ :

] .
Py ® PI2 £ X < 3) = [7(0.45)e dt = 0.14%) 50p, = 7.25

~0.45t 40 m 01259 50p, = 12.95

L= 5.998 81 3530 4 %0

P gg;-{a.mﬁ Ll%ﬁi,ﬂﬁfiﬁ + %ggﬁ'&ll

p‘__ P(X » 4) =» { (0.45}e




L | ’ | ‘< N

EJERCICIO ' . : o 2

——— : 2 (11-13,5 27.0)° ., (25-27,0 -9.00* . (4-5.5
, x "LTEE“l‘ i__F__J_ __37*__1_ Li___l.4.£HL31rl_ "‘31?1'

SE PIENSA QUE LA EMISION DE PARTICULAS RADIOACTIVAS DE CIERTA

FUENTE OCU_RRE SEGUN UNA DIETRIBUCION DE PROBABILIDADES DE- = 1,687 vef=-1<]1m=4 (v = _N-r- i1y r = R* DE
POISSON, EL NUMERQ DE PARTICULAS EMITIDAS BN 100 INTERVALOS . ESTIMACIONES HECHA OON LOS
CONGECUTIVOS DE 10 SEG QUEDO PISTRIBUIDO DE LA SIGUIENTE MANERA - © pATOS) ‘
N* DE PARTICULAS- 0. ] 1. 2 | 3 4 >4 L "),’o g9, ¢ = 13.277 >° 1,687 ;, BE ACEPTA LA HIPOTESIS NULA

. .99, . ==

N* DE INTERVALOS : o
{PRECUENCTA) ‘11 30 25 20 10 ‘4

PROBAR LA HIPOTESIE DE QUE EFECTIVAMENTE SE TRATA DE UNA DIs-
TRIBUCION DE POIBEON, USAR a = 0.01,

2.%‘&9.!‘.

PU'ES'IU QUE NO NOS INDICAH UN VALOR DEL PARAMETRC DE LA DISTRI~- ' . :.' ) . ;

BUCION NBCESITWE EBTI.HA.RLO A PARTIR DE I'.A INPORHACIDH DADX

ARRIBA1

Ae {0 x11) ¢ (1x30) + (2x25 + (3x20) + {4 x 10) + (5 x 41}/100
® 2.00 PARTICULAS/INTERVALO ‘

LA DIéTRIBUCION DE POISSON ES ENTONCES: .

£ix) = "x?-l.- i‘g" -P(Xwx o " - L - w
Py = £x(®) = 2% a7%/0! = 0.135; np) = 100 x 0.135 = 13.5 , , )

' ,pz.'- £,(1) < 2! o711 = 0.270; np, = 100 x 0.270 = 21,0
Py = £,(2) = 2% 0732t = 0.270; np, = 27.0

=t =20 073 - 0.180; np = 18.0 ) ’

£,00) = 2% @72/42 = 0.090) mpg = 9.0 - ‘ e .

)
A
]

- Pg ™ P(X>38) =1~=Py(4) = 0,055 npg » 5.5 . - P , P



EJERCICIO /

am—
-

EN UN ESTUDIO CON FINGS 'AHTROPOLOGICOS SEVOBTUVO UNA MUESTRA
~ ALEATORIA DEL T&IANO DE LA CABBiA DE LDOS INDIGENAS ORIGINARIOS
DE CIERTA REGION TRCPICAL. LOS DATOS AGRUPADOS SE PRESENTAN'
EN LA SIGUIENTE TABLA, PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE ESTOS. DATOS

CORRESPOﬁDEN A UNA VARIABLE CON DISTRIBUCION NORMAL.

INTERVALO FRECUENCIA FRECUENCIA  f,-0, 2 (5,70t
DE VALORES, nm  OBSERVADA, £,  ESPERADA, LI ' LT
IS ) 5.4 0.4
171.5-175.5 - 3 2.4 0.6 Y 0:18
175.5-173.§ 9 Cotls -1.5 1.25 0.12
s 1r9.5-183.8 29 3301 . =41 16,83 0.51
£3.5-187.5 76 7ty 4.7 22.09 0.31
187.5-191,5 104 1042 - 0.2 0.04 0.00
191.5-195,5 110 108.8 1.8 - 3.24- 0.03
195,5-199, 5 88 F103 - - 10,7 114,49 .48
159.5-203.5 30° B I ~7.5  '56.25 1.50
203.5-207.5 6 13,0 $7.0 . 49.00 3.77
207.5-211.5 4 3.0 - 1.0 1.00 0.33
211.5-215.5 2 0.5082 1.4918  2.23 a.58
ZIS.S-:IQ.S 1 0.0462 0.9538 0,010 _18.69
> 218,5 o 2 0. TOTAL: '32.67
no(g, - e? IR : -
L % = 32,67 > 22,42 X - wyl
Al 1 ‘ - 0.95,13 ¢

POR LO QUE LA HH‘OTESIS KULA NO PUEDE RI':C!MZARSB CON UN .
95\ DE NIVEL DE CONFIANIA.

£0x8

EJERCICIO

8

SACAR UNA MUESTRA DE 50 NUMEROS DE UNA TABLA DE HUMERODS ALEATO-

RIOS Y PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE PROVIENEN DE UNA DISTRIBUCION

UN_I.’E'ORME DE 0 A 1, PREVIA REDUCCION A DECIMALES,

SOLUCICN

UBAR a = 0,05,

UTILISANDO LOS RENGLONES 1, 3, 5, 7, 9 DE LA TABLA DB HUMEROS

'.ALzAtonxos PRESENTADA EN EL VOL.

1 DE ESTADIBTICA nsscnrrrvn-

MULTIPLICANDO x 10”3 CADA NUMERO Y ELIMINANCO LOS 3 ULTIMOS.DL

GI1TO8 SE OBTIENE LA BIGUIENTE NHUESTRA!

0.16 - 0.81 = 0.04 = 0.53 = 0,79 = 0;21 = 0.8 = 0,92 = 0,36 - 0,31
0.59 = .73 = 0.47 = 0347 = 0,87.= 099 = 0,00 - 0.88 ~ 0,71 - 0.18 -
6.20 = 0.23 - 0,30 = 0.03 ~ 0.23:= 0114 = 0,15 = 0.45 = 0.22 = 0.19
0.09 - 0.74 - 0.68 = 0,96 - c.zo.- 0.42 =~ 0,78 ~ 0.0% ~ 0,22 ~ 0,24
0.5 - 0.35 - 0,19 = 0,11 = 0.31 - 0,76 = 0.17 ~ 0,03 - 0.44 - 0.64
AGRUPANDO DATOS EN 10 INTERVALOS TENENMOS:

NTERVAZO | £, |8, | £y-e; (£,e, 12| (2,-e,1 78 |

0.000-0.405 5 1 1 0,20

0.105-0.205 10 | 8 | 5 25 s

0.208-0.308] 7 | 8 2 ] 0,80 R

0.305-0.405, 4 | 5 | -1 1 0.20.

0.405-0.505} S | 5| 0 0 o

0.505-0.605| 3 | 5 | -2 4 0,80

0.605-0,705| 2 | & | =3 9 1.80

0.705-0.805| 6 | S 1 1 a.20

0.805-0.905| 4 | 5 | -1 1 0.20

0.905-1.005| 3 | S 2 4 0,80

I = 10,0

o — e



2
x; . ? (fi exl
iml %y

:1
0.95,9 = 16.9.> 10

POR LO TANTO SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE 1OS NUMEROS éORRIIS-

PONDEN A N DISTRIQCION UT!IPOI‘HE CON UN NIVEL DE BIGI-I?ICAH-

'‘c1a DE 0.05.

L

FRRSCOM . R..,
YOL. I. Ja. ED.

Y

* INTRODUCCION A LA ESTADISTICA DESCRIPTIVA®,
{1977), FRG, 21.
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14 THE NOAMAL FRLOUENCY FUNCTHON

I bs zomesimes dificult 10 decide w hether of not 8 frequency itnbutiss
is sufRciently near to the normal iype 1o be fined by a normal cune. A
prtiiminary decision in 8 given case i largely the resuh of experency —of
pood gurusing. Such a decision. however, can be reinforced by a Girly umple
tst invedving 1he use of arithmetic probabiliy paper.

P RN T W TE WU L Y

” LA
0399y - o99m
0599 ( Qyve
099 IA 099
098 u9d
09 /‘ -—{ags
0.90 7 as
0.80 aso
Gro aro
0.6 A 06a
0.5 -7 Q0
040 GeQ
0.33 [— T4 030
Q0 / Qa0
[+ L] 7 alo
&.05 1A cos <
o2 7 Q02
oo G - ao
A On :
Q.00 Qo0? for the .
cumula
Qo0
-4 -3 -2 4 0 1 T 3} 4 o0 the y
. i with 1h
, Figure 7-29 focated
- ' ' ) distaide
Since the area ynder the normal cunt Is mnily, the partial sres, P, Mreight
represent the perceniore cumulaiice frequennies of & pormal cune. Fox BoL Cof
euample, if we refee to Figure 7-18. we find that sbout X per cent of the on b u:
sormally distributed 2 have satucs fess than -2, about 16 per ceat have indxn, .
walues less than —1, 50 per cent hess than 0, and 10 on. saicily
We illustrane the use of the paper with the 3id of Table 7-7 and Figure _ foaury
7-30. Table 7-2 conwins the familizr dawa of head lenpit lodamuch as resultin
cumulaive frequencics arc of prime imporaace pore. we are ioteresed only dntiby
In boundary vatues and not mid-valuet. The Lt cofuma of vatues is found lav
from the formula 100 % cum fIN. For crample, the fifih number ia the tast unizh
outumn. 25.3, equals 100 x 117/462. . . rte,
- vy

T

e gl a4 iR iR

Ml o Lt LA A= i S e



n
EJERCICIO
CON OBJETO DE YERIFICAR LA CONSISTENCIA INTERNA DE UNA PRUEBA
PSICdLOGlCA, ESTA SE APLICO DOS VECES A CADA UNA DE DOS MUES-
TRAS ALEATORIAS. ESTAS MUESTRAS SE EXTRAJERON DE NIROS DEL
CUARTO GRADO DE DOS ESCUELAS DISTINTAS, A" y “'B". LAS CALI-
FICACIONES DE LA PRIMERA-APLICACIOﬂ CORRESFONDEN A LA VARIA-
BLE X; LAS DE LA SEGUNDA APLICACION (1s bIAS DESPUES DE LA PRI-
MERA), CORRESPONDEN A LA VARIABLE Y.

a, CALCULAR EL COEFICIENTE DE CORRELACION DE X y Y
PARA CADA ESCUELA, Y PARA LAS DOS ESCUELAS JUNTAS,
- “+ Y PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE DXY’O EN CADA CASO.

b. PROBAR LA iIPOTESIS DE QUE uy = ¥, PARA AMBAS ES-

CUCLAS JUNTAS, Y PARA CADA ESCUELA POR SEPARADO.

c. PROBAR LA HIPOTESIS DE QUE

P I I ]
. XA XB

2. vy
LA

3 2 2
.9 (XAi g (X
2 2
4,07 (Y,) =0 (¥y)

1-ORMULAS
. . 2 2 L2 2 2 2
X=X, /n, ¥=1Y,/n, S (X)=2X /n -, S (V) -:Yiln-? .

Sz{d) -tdi/n - dz .L__X%.*___ "ty /n-!
. N ) 1 r-

ts v - X'Y_z' - ' P:-
/fExS (X) + nYS iy} 1o S;
Nytny -2 [5; HY

’

12

2 ’ .
DONDE S, ¥ SL SON ESTIMACIONLS INSESGADAS DE LAS VARIANCIAS
MAYOR Y MENOR, RESPECTIVAMENTE, DE LAS DOS QUE SE ESTAN COMPA-
RANDO,

RESPUESTAS A LOS INCISOS a y b

ESCUELA A
- 2| 1 2

X | Y. 1" X Y XY dex-y d
34| 35] 1156|1225 1190 <1 |
39 36 1521 }1296 1404 3 9
40} 40| 1600[1600 1£00 0 [H
35 39| 122501444 | 1330 23 .9
3g) 29 900 841 870 - 1 1
28§ 2 784] 676 728, 2 4
33} 34| 10B9[1156 1122 -1 |}
38| 40| 14441606 1520 -1 4
32] 39§ 102431521 1248 -7 49 '
37) 35} 136941225 | 1295 2 4
26§ 26 6761 676 676 0 1]
401 391 160041521 1560 1 1
32 301 1024 800 |7 960 2 |
321 34| 10891156 1122 -1 |
387 331 1444 (1089 1254 H 15
344 39 1156 (152 1526 -5 5
35) 37 [ 1225]1369 1295 -2 []
5841590 1203261208161 20500 -6 142 -

MELINE VIR 171 TN IF R ITUREH

2
590 . -
= fy- = 34.705882 ; ¥ 1204.4982

(=% - i

—6/17= =0.3520411 ; A° = 0.1245674

s?(x) -“0326 - }180.1245= 15.5225 ; S(x) = 3.9338634

sP(y) = 8310 . 1204.4982 « 19.9723 1 S(V) - 44699373

d

(20500/17}—&34.3529412 34.705882) . -
¥ " .93 [} 45 .Q;Z;ilil.

3 = 13 - 01245674 8.2285737 5 S, 2.863534)




13 - B ‘ . 14 i

om0, Hy:p 0, t= tg.975,15 = 2-13
I —— '
17-2 . .
0.774 /--rmz = 0,774 x 6,316 = 4,73 >2.13 . S(zi - ‘}%é - 1.7216562 = 9.214844 sd- 5.0%
PCR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE QUE ,”-o CON UN - (19072/16)-(33.75 35,0625 . 04994934

Fxy . . o ——

NIVEL DE CONFIANZA DEL §53. ts * €_975,16 = 2,12

3435334, ) /15 . : . .
ta" > {as 108008 0.492< 2,12 t, = 0.499 /U%;ST 2,154 <215

. ) ’ ' - “
POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUEw = u_ CON UN : POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE QUE & =0, CON U
95V DE NIVEL DE CONFIANZA. ' . 95\ DE NIVEL DE CONFIANZA.
ESCUELA _ ) , : e o1(33.75-35.063) AT 1. 4 67 <2.13
ESCUELA B . A7l b 01313 '
7 ) '
X Y X Y XY | deX-Y d¢ "POR L0 QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE », = v, , COX
39 |41 | 9521 | 1es1| 1599 | -2 4 DE CONFIANZA.'
B30y (1 208 om2 | -s 81 UN 95V DE NIVEL
: 961] 1023 2 4 :
37 ] 360 1369 | 1206| 1332 1 4 AMBAS ESCUELAS JUNTAS
330360 a2zs | oaase| 20 | - 1 : 2 2
tossl 1023 | -2 ‘. 2 . =272y + 317,
33 312 1089 1024 1056 1 1 :xi = 1124, IY“”SI' :_Xi - 539.0.[71 39572, tdi N i )
39-1 10| 1s21 | 1600 1560 | -3 1 -
390035 sar | azst ases | 16
891 841 783 | -2 I ' 3 ja !
32 ] 36| 1024 | 206) 1152 | -3 6 2 o I < 34060006 5 X = 11601248 ; d =21« 08181818 ; 3 0.6094214
34. ] 3 Hse | haasf 1190 | - 1 : ' "
L35, .| tisep 190 | 1 z
36- | a2 | 1206" | 1764) 1512 | -6 16" P g - 34878787 5 Te1216.5207
33| nse | oaiss] aise 0 .0
: : 961 . 899 | -2 .
: : 2 58940 | L1248 19,8752 ; S(X) = 4.458161
ST0 56T | TEETT 1 1988y {13077 [T 175~ S0 = 5y Hee ’ -3

s3(y) = 43883 . 1216.5207= 16.2684 ; S(¥) = 4.0558889

ORI L LI s I . 3 mc},3125 3 2%~ 1.7226562 2 _
X 33.75 ;5 X" 1139.0625 ; d =<1,3125 a' _ 5y ;§§1”‘ 0.6694214 = 8.9366392 ; 5, = 2.5896212

-1
[ ]

16

Ax=w§%l - 35.0625 Vle1220.3789 - - : . . N o
, : $9672/33) - (34.060606) (34.878787) . g 201924

2 = 18814 . 11390625 = 24,3125 5 S(x) = 48307707 ry + SRR 0.6201924

sPeyy = 13887 . 1229 3789 - 12.3086 ; S(v) = 3.5083614 -



18
o1 _(31.061 - 34.879 /3T .
ty ol BT = 1.548<2.04
POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE ”x"' byo CON
UN 951 DE NIVEL DE CONFIANZA.
31 :
t, = 0.620fFrr = 4.39852.04
POR LO QUE SE RECHAZA LA HIPOTESIS DE QUE Py ™0
CON UN NIVEL DE CONFIANZA DEL 95%.
RESPUESTAS AL INCISO ¢
¢ . o 34.35-33.75 . . 0.6 .

X -k
Tx15.52+16x24.31 | 1 : T, -
ATB //1 x15 55; x24.3 ITT'+T%_] ‘//2a3 3;.333 LT (0. 121
'0.368 <204

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE By Uy » CON UN
= . . A B

951 E NIVEL DE CONFIANIA.

t- 134,71-35.06 | s ] -0.35}

- L 3
¥ -,
SRR L1 A PP PTOMA L R LT LI

= 0.24 < 2.04

POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE w, » i,

CON UN
A s
951 DE NIVEL DE CONFIANZA, :

PARA LA PRUEBA DE IGUALDAD RE YARIANCIAS USAREMOS

. TRUA .

15.52/ 1%

1.57< 3.4) = Fy o, (15,16)

- 1
POR LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE ol‘- c'.

CON UN 98% DE NIVEL DE CONFIANZA.
7 .
poa 1997 /T8 L2088 Ly g2c 3

1§
12.3:1 /' 13

»

' . 2 H
POR- LO QUE SE ACEPTA LA HIPOTESIS DE QUE o = a"
A

CON UN 98V DE NIVEL DE CONFIANZA.
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Estadisticas no paramétricas

J

13.1 INTRODUCCION

La mayoria de los procedimientos para prucha de hipotests descritos hasta
ghora se basan en la suposicion de que lay muestras alearoras se seleccionan de
poblaciones normales, Por fortuna casi todas siguen siendo bastante con-
fiables para ligeras desviaciones de la normalidad, particalanmente cuando ¢
tamano de fa muestra ¢s grande. En este cipitulo se examinarin ciertos proce-
ditnicntos de prucha que no suponen algan conocimicoto previo acerca de la
distribucion de la poblacidn fundamental. A Ty prucha electuada sin esta in-
formacion se le Nama no paramdétrica o prucha tibee de distribhucicn

L.as pruchas no paramdtricas han ganado cierio terreno en los altimos agos
por varias razones, Primero, los chleulos que reguicren son mbs rapidos y raci-
les de efectuar. Segundo, fos ditos no necesitan ser mediciones cuaniiativas ya
que preden ser respuestas cuaditativas; por cjemplo, “defectuosa’ o no de-
fectuosa’, “'si'* o **no'’, ete; a menudo son valores de una escadi ordinal a la
cral se le asignan rangos. En una escali ordinal los sujetos se colocan en ran-
gos segun un orden especifico y luego se analizan los diterentes rangos median-
1c una prucba no paramétrica. Por ejemplo, dos jueces pueden catalogar cinco
marcas de cervera asignando el rango 1 a Lt cerveza gue ereen ticne fas mejores
cualidades, €l rango 2 a la segunds mejor y asi sucesivamente, La prucha no
paramétrica debe usarse entonces pari determinar si los dos concuerdan, La
tereera y, Quizd Ly mas importante ventaja de las pruchas no parameéirnicas es
que contienen menos suposiciones restrictivas que las pruchas parameérricas
correspondicentes, pues suclen suponer que las distribuciones Tundamentales
SO0 continuas y simeétricas, '

También cabe advertir que tienen varias desventajas. En primer lugar, no
utilizan toda la informaciéon proporcionada por la muestra y de ahi que sean
mengs eficaces que el procedimicnto paraméirico correspondiente, cuando
ambos son aplicables. Consecuentemente, una prucha no parametrica requeri-
rd una mucstra mayor que la de la prucba paramétrica correspondicnte, si cs
que se quicre lograr la misma probabilidad de cometer un error tipo i1,
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En resw.aen, si las pruebas paramétrica vy no parametrica son aplicables al
mismo conjunto de datos, se aplicard siempre la técnica mas eficaz: la prueba
paramétrica. Sin embargo, dado que muchas veces 1a suposicion de normali-
dad no se puede justificar y que no siempre se tienen mediciones cuantitativas,
es una fortuna que los estadigrafos hayan ideado varios procedimientos no pa-
ramétricos utiles. :

13‘.2 PRUEBA DE WILCOXON PARA DOS MUESTRAS

Los procedimientos explicados ¢n la seccibn 7.4 para la prueba de hipdtesis
acerca de la diferencia entre dos medias s6lo son validos si-las poblaciones son
aproximadamente normales o si la muestras son grandes. En 1945, Frank Wil-
coxon propuso un procedimiento no parameétrico muy sengillo para la compa-
racidn de “dos poblaciones continuas cuando se disponia solamente de pe-
quenas muestras independientes y que las poblaciones de donde se habjan se-
leccionado no eran normales. Este procedimiento se Hama ahora prueba de
Wilcoxon pura dous muestras o prueba Wilcoxon para la suma de rangos.’

Se probara la hipbtesis nula If,, de que , = , contra alguna alternativa
apropiada. Primero se¢ selecciona yna muestra aleatoria de cada una de las
poblaciones. Sea 1y el nimero de observaciones en ia muestra mas pequena y

n- ¢l namero de observaciones en la muestra mas grande. Cuando las muestras

son de igual tamafo, n, ¥ i, se pueden asignar al azar. Las observaciones de
las muestras combinadas, n, + »n,, se arreglan en orden ascendente y se les
asighnaunrangodel.2..... ny + n,encada observacién. En ¢ caso de obser-
vaciones identicas, se reemplazan por la media de los rangos que tendran las
observaciones si no lo fueran. Por ejemplo, si lz séptima y octava observa-
ciones son idénticas, se les puede asignar un rango de 7.5.

L a suma de los rangos correspondiente a las observaciones n, de 1a muesira
mas pequea se indica por w,. De la misma manera, w. representa la suma de
los n; rangos correspondientes a la muestra mas grande. El total w, + w,de-
pende solamente de} numero de observacicones en las dos muesiras y en &l no
influyen en absoluto los resultados del experimento. Por ¢jemplo, sin, = 3y
n, = 4. entonces w, t w; =1+ 2 + --- + 7 = 2§, cualesquiera que sean los
valores numéricos de las observaciones. En general,

ny + ey + 1, + 1) .
3 *

Wy, + w, =

es la suma aritmética de los enteros 1. 2. ... n, + n,. Una vez determinada w,
puede ser mas facil encontrar w, mediante la férmula

in; + nny + 0y + 1) -
3 = 3 — W

-

ESTADISTICAS NO PARAMETRICAS 475

Al seleccionar varias muestras de tamanos n,y cabe esperar que w, Y,

- por lo tanto w,, varien. Asi, se puede pensar que w y w) s0n repectivamenic

valores de las variables aleatorias M, y H.. La hipotesis nula g, = p, sera
rechazada en favor de la alternativa jt; < solo si w, es pequena y w, grande,
iguaimente, la alternativa p; > f, solo puede aceptarse si w,es grande y h‘:-pe.-
quena. En una prueba de dos colas, se puede rechazar Hen favor de }'il siow,
es pequena y w, grande 0 siw, €8 grande ¥ w, pequ_gha. A consecuencia de. la
simetria en las distribuciones de i, y W', . las probabilidades de !a Fo}a superior
se pueden obtener partiendo de las probabilidades de .!a cola interior. Por lo
tanto, sin importar cudl pueda ser la hipotesis alternativa, la hipotesis r'1u13 se
rechaza cuando la menor de w, y wy¢s suficientemente pequehla'. SupOn'gase
qQue, en un experimento, w, < w. Si conocemos la diszribu-qon de H;. se
puede determinar Pii, < w,y 1M, es verdadera). Siesta probabilidad ¢s menor
que o igual a 0.05, la prueba es significativa y se puede rechazar Ht.en_lavor de
la alternativa unilateral apropiada. Cuando la probabilidad no excede de 0.01,
la prucba es altamente significativa. En el caso de una prueba de dos volas, 1a
simetria permite basar la decisidn en elvalorde 2PtH, < w,iHyes verdaf:ler-a)_.
Por lo tanto, cuando 2P, < w,[H, es verdadera) < 0.05.1a prueba es signifi-
cativa y se concluye queu, # j;.

La distribucion de 44, cuando #, es verdadera, se basa en el hecpo de que
todas las observaciones en la muestra menor podrian tener rangqs asignados al
azar a medida que sus sumas fueran menores o igua_les aw,. El numero total de
formas para asignar A, + f; rangos a m, observaciones, de 1al manera que la

n,+ f .
H H 1 - . ’ I~
suma de los rangos no exceda a w,, se indica por /( It, < w,).Hay ( " ) fo

mas iguales probables ac asignar los n, + n,rangos a las n, observaciones,
que dan todos los valores posibles de W, De donde

mi¥, < “'1_)

P(W, < wylHyes vcrdaécra): FT"' n;) .

paran; < n;.

Ny

Es posible encontrar n{}; € w,} para cualquier pruc_:ba listando todos los
casos y contandolos. Asi, cuando n, = 3y n; = S.¢el nume.ro de casos donfie
la suma de los rangos en la muestra Menor € Menor que 0 igual a § puede lis-

tarse del modo siguiente:

1+2+3=56
1+2+4=7

1+3+4=8

(]

1+
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Por lo tanto, en(‘) = 56 casos iguales posibles hay 4 favorables. De donde
RN

5
4

Pl < 81 H, es verdadera)= & = 00714

Para el caso en que n'; < w,. se puede proceder como anies vy determinar.
Py, < w, i H, esverdadera). Sinembargo, enambos casos generalmente esmas
facil encontrar la probabilidad deseada usando la tabla XVI cuando n, no ex-
cede de ocho. La tabla XVI se basa en la estadistica U, el minimo de Uy U+,

“donde

U, =0 ~ ',{L‘,”,‘:‘.T:_ l.)

nin, + N

-

L‘_, = 11: _—

St P < wjli,es verdadera) < . la prueba es significativa y se rechaza H,, en
favor de la alternativa unilateral apropiada, En una prueba de dos colas, la
prucba es significativa cuando 2PiL7 < ulf, es verdadera) < x. y entonces se
acepta la hipdtesis alternativa de que s, # p.-

En la ilustracidn anterior, donde se tenian, = 3., = 3y w, = 8 se en-

* cuentra que w; = [{%19) 2] — ¥ = 2y de donde obtenemos

* : u, =8 - 2 =2

wy = 28 — [ 2] = 13
Usando 1a tabla XVI, con ¢ = 2. se tiene

TP < 20 H,, es verdadera) = QU7

que coincide con la respuesta anterior. Si en la misma ilustracién w, = 7de
manera que n = 1. se obtiene

Pl s__l i H,, es verdadera) = 0036, )
que es significativa para un prueba de una cola al nivel de 0.03 pero no al nivel

de 0.01. En una prueba de dos colas, la probabilidad de que las medias
muestrales difieran en una cantidad mayor o igual que la observada es

2P < 11 H,, es verdadera) = {2110.036) = 0.072,

ot st er canshive ane Hoes e
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Cuando »; se encuentra entre 9y 20 se puede usar latabla .. Stebvalor
observado de U es menor o igual al valor tabulado, 1a hipdtesis nula puede ser
echazada al nivel de significancia indicado en la tabla. La tabla proporciona
valores criticos de U para niveles de significancia iguales 2 0.001, 0.01, 0.025 y
0.05 para una prueba de una cola. En ¢l caso de una prueba de dos colas, 103
valores criticos de U corresponden a los niveles de significancia 0.002, 0.02,
0.05 y 0.1. Cuando n, y > aumentan de tamaio, la distribucién muestral de U
se aproxima a la distribucién normai con media

}‘{' = __..5_

y variancia
Longnsbiny ok ns + 1)
gl- e P P Y

I')

En consecuencia, ceando n, es mayor que 20 se puede usar como prueba la
estadistica # = (U — g )0y cuya regidn Critica se encuenira en una o ambas
¢olas de 'Ia distribucion normal estandar, segun la forma de H,.

Para probar !a hipdtesis nula de que fas medias de dos poblacione_s no nor-
males son iguales cuando se dispone solamenie de muestras independientes pe-
quefas, s¢ procede a través de los pasos siguientes:

H,: py = u;. .
H,: Las alternativas son g, < ity jy > fr. 04y # ;.
Seleccione un nivel de signilﬁcancia igual a x
. Regidn critica: ‘
a) Tcdos los valores u para los cuales P U < ulH, es verdadera) < 2
cuando n. < ¥ y la prueba es de una cola.
b) Todos los valores u para los cuales 2PIL < uwiHg es verdadera) < x
cuando ri. <-¥y la prueba es de dos colas.
¢} Todos los valores ¥ menotes que 0 iguales al valor critico apropiado,
en la tabla XVII, cuando 9 < n; < 20
5. Calcule w,.w:. i, ¥ 4, partiendo de las muestras independientes de 1a-
mafos n, y n», donde n, < n,. Usando como u, el menor de los valores
u, y u>determine si u se encuentra en a regidn de aceptacidn o en la re-
gidn critica.
6. Conclusidon: Rechace H ,si u cacen laregion critica; de otra forma, acep-
teHg.

~

J-!.o-ll-l'_-‘

Ejemplo 13.1 Para averiguar si una nueva vacuna detendra la leucemia, se se-
leccionan nueve ralones que £s1an en una etapa avanzada de la enfermedad y el
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tratamiento se aplica unicamente a cinco ratones. A partir del inicio del experi-
mento los anos de supervivencia son:

Vacunados ,3‘1 53 1.4 1.6 uy

No vacunadosl 19 0.5 2% il

Al nivel de significancia de 0.05, ;se puede afirmar que la vacuna es eficaz?

Solucidn Se seguird el procedimiento de seis pasos con n, = 4 yn, = 3

I H,o gy =,

2. Hy:oony < s,

3. 2 =005

4. Regidn critica: Todos los valores de » para los cuales Pil’ < ulH, es ver-

dadera) < 005,

S. Las observaciones se arreglan en orden ascendente y se asignan rangos de
1a9. '

. Datos iniciales ] 05 09 14 iy 21 233 46 51

i
Rangos 1 2

-
L
=4
-
[ 4
U

Para hacer la identificacion se subrayan las observaciones de los ratones
vacunados. Ahora,

wy =1+ d+6+T7=18

wy = [(9110).2] = 18 = 27.

Por lo tanto, ' :

W, o= 18 — [(4N5)2] = 8

ws = 27 = [(3)6)2) = 12.

de manera que v = 8. Como Pl < ${H,, es verdadera) = 0.365 > 0.035,
el valor u = ¥ cae dentro de la regidn de aceptacidn.
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6. Conclusidn: Se acepta H, y se concluye que la vacunan. .olonga 1a vi-
da por detencion de la leucemia.

Ejemplo 13.2 El contenido de nicotina encontrado en dos marcas de ci-
garrillos, medido en miligramos, fue el siguiente:

Marca A 21 su 6.3 53 4.8 37 6.1 33

40 62 16 22 1y 54

L]

Marca B I 4.1 0.6 kN 2

Al nivel de significancia de 0.05, pruebe la hipotesis de que el comc'nido pro-
medio de nicotina de las dos marcas ¢s el mismo, frente a la alternauva de que
no lo es.

Solucion Se procede con la regla de seis pasos conn; = Syn, =10

1. Hy: py= -

2. Hy: opy # us.

3. 2= 0035

4. Regibn critica: U < 17 (de la 1abla XVII). .

5. Calculos: Las observaciones se arreglan en orden ascendente y se asignan
rangos de 1 a 18.

Datos iniciales Rangos

0.6 1
1.6 2
19 3
21 4
22 3
23 6
3.1 7
33 b
37 9
<0 10.5
4.0 105 E
41 12
48 13
54 14.5
54 143
6.1 16
6.2 17
63 18
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En"este caso se subrayan las observaciones pertenecientes a la muestra
menor. Ahora

Wy =4 E 849+ 105+ 133 145+ I8 = 93

ESN1Y
w, =[(——f—f—-)} — 93 =78

Por lo tanto,

W, =93 - Pi\l}?.’] = 57

-~

Hy = I8 —

de tal manera que x4 = 33

6. C:Oncius:on: Se acepta H,, y se concluye que no hay direrencia en el conte=:
nido promedio de nicotina de las dos marcas de cigarrillos,

La prueb“a de dos muestras de Wilcoxon no esta restringida a poblaciones no
npormalc:. Se puede usar el lugar de la prueba f cuando las poblaciones son
normales, aunque la probabilidad de cometer un error tipo Il serd mayor, Serd

siempre superior a la prueba ¢ para poblaciones no normales,

-13.3 PRUEBA DEL SIGNO

S.upongasc Que se seleccionan n pares de observaciones tomadas de dos pobla-
ciones no normales definidas sobre un espacio muestrat conrinuo, Para ngran-
des, en muestreos repetidos la disiribucion de la media de las diferencias de los
pares acoplados de obssrvaciones es aproximadamente normal y las pruebas

d; las hlpOlCSiS' relativas a las dos medias poblacionales se pueden efectuar me-
diante la estadistica

dada en la tabla 7-1. Sin embargo, sin < 30 y la poblacion de diferencias no es
cia_ramenlc normal, se debe recurrir a una prueba no paramétrica. La mas facil
y rapida de efectuar es quiza !a llamada prueba del signo. Al probar la hipdte-
$iS nul:_a_g!U dequey, = p,o0 qQue gy, = 0. se asigna un signo de mas o0 menos a
cad-a diferencia «, de las observaciones apareadas, segun J; sea positiva o ne-
gauva. Si la hinbtesis nula es verdadera y las poblaciones son simeétricas, la su-
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ma de los signos mas deberd ser aproximadamente ipual a la suma de 1os signos”
menos. Cuando un signo aparece con mas Irecuencia de lo que debicra, basado
en el solo resuliado, se rechaza la hipotesis de que las medias poblacionales son
tzuales.

Para proporcionar una estadistica apropiada de la prueba del signo, se
representard mediante r. y r. la cantidad de signos menos y mas contenidos en
la muestra aleatoria de observaciones apareadas. La estadisiica de prueba es
definida como la variable aleatoria R que toma el valor r en un experimento
particular, donde

r=tlamenorder yvr,.

La prueba del signo solamente es aplicable en situaciones donde no ocurran di-
ferencias iguales a cero entrs las observaciones apareadas. Aungue una dife-
rencia cero es tedricamente imposible, pues en la prictica las poblaviones con-
tinuas s¢ presentan por falia de precision al registrar los datos. Cuando se ob-
servan tales diferencias deben excluirse del analisis, reduciendo el numero
correspondiente de observaciones apareadas. Asi, en un experimento particu-
lar se tiene que n = r. .

St la hipdtesis nula de que p, = u. es verdadera, la probabilidad de que la
diferencia de un par acoplado resulte con signo mas o con signo menos es igual
a1 2. Porloanto la estadistica de prueba R tiene una distribucidn de probabi-
lidad binomial con parametro p = | 2 cuando M, ¢s verdadera y se pueden cal-
cular los niveles de significancia tanto para la aliernativa unilateral como para
la bilateral. Por ¢jemplo, al probar

+r,.

- }{U: Ha

i
Hy: uwy —u

= Q.
< .

1o

se rechazara H jen favor de H, solamente si la proporcion de signos mas es su-
ficteniemente menor que 172, esto es, cuandor = r_ €§ pequedia. Por lo tanto,
la region critica se establece al formar la desigualdad R < r*. donde r®es un
entero positivo apropiado menor que # 2 de manera que proporcione un valor
razonable para el nivel de significancia,

1 = PIR < r*|H, es verdadera).

Como la distribucidn binomial toma valores diseretos no se puede esperar en-
contrar valores de r® que establezcan las regiones criticas normales de tamafio
exactamente igual a 0.01 & 0.035. Sin embargo, este problema sblo se presenta
en muestras de tamano pequeio. Por ejemplo, cuandon = 15y r* = 5, dela
tabla ! (cf. Tablas estadisticas) se encuenira que

-3
x= PR < 3)= ¥ blx:15.0.5) = 0.0592,
=0 -

Y

.



482 ESTLDISTICAS NO PARAMETRICAS

de nr_:an.m"a que 12 regidn critica R < Sresulta una estadistica de prueba al nivel
de significancia 0.0592. Sin embargo, si # = 6y r* = |, se encuenira

1= PR < 1) = h0: 1505 = 00156
€n 1anto que ¢on r* = 2 se obtiene

= PR < 2= b0 15,05 + ML 1S 05
= 01094,

por lo que ningan valor de ™ produce un nivel de significancia de tamano x
cercano a 0.05. )
Para probar la hipotesis

H,: - =0,

Hy: oy —pe >0,

serechaza £, en favor de 1, solo si la proporcidn de signos menos es suficien-
l;@enlc_menor quel 2 estoes, cuando r = 1. es pequeia. Por lo tanto, la re-
810N ¢ritica de tamaio a se establece una vez mas formando el imcr\'alofé <r*
donde x se calcula, como antes, mediante la distribucion de probabilidad bi-
nomial. Por ultimo, para probar la hipdtesis

Hy: uy = =0,

Hyo opy — s #0
se rechaza H,, en lja‘_vor-de {1, cuando la proporcidn de signos de mas (o siznos
de fnenos) €3 significativamente menor que o mayor que | 2. Esto equivale a
decir que tantor o r. son suficientermnente pequenas o grandes. Sin embargo
= L]

la simetria permite usar nuevamente una region critica unilateral R < r* en es-
ta prueba de dos colas con ¢l nivel de significancia dado ahora por

x=2PIR < r*|H, e verdadera).

Como los valores de x estin calculados a partir de una distribucién binomial
con parametro p = 1 2, se podria usar la curva normal para aproximar x, co-
‘mo s¢ dijo en la seccion 4.3, siempre que n > 10. Por lo tanto, paran = 135y
re = §,

2= PR <35> PY < 435) :
donde X ¢s una variable aleatoria normal con media
H=np=(13003=175
y desviacion estandar

o = \'upy = \1ISN0.5)05) = 1.936.
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Por lo 1anto,

1= PIR< %1~ i/ <« —1.55)
0.0606,

"

que coinciden aproximadamente con el valor exacto de 0.0592 calculado antes.

Los niveles de significancia correspondientes a las diferenies regiones
criticas se pueden obtener rapidamente de la iabla XVII (cf. Tablas
estadisticas), donde IR < r* |}, es verdadera) estd dada para valores signifi-
cativos de r® y valoresde n = 5. 6., 25 Ya que H,se rechaza siempre en fa-
vor Jde cada H,cuando R < r*.la tabla solo da niveles de signilicancia para al-
ternativas unifaterates. Los valores de 1a tabla deben duplicarse para propor-
cionar los niveles de significancia correctos para alternativas bilaterates. Por
ejemplo, st # = 2b una prueba de una cola rechazara I, cuando R < 7al nivel
de significancia de 0.039, en 1anto que una prueba de dos colas rechazara H,en
favor de H, cuando R < 6 al nivel de significancia (2) (0.013) = 0.026.

Ejemplo 13.3 Una compania de= raxis esi2 estudiando la conveniencia de subs-
tituir fos neumaricos normales por neumaticos radiales y economizar mas com-
bustible. Doce automoviles se equiparon con neumaticos radiales y se asigna- =~
ron a una ruta determinada de antemano. Sin cambiar de conduciores, se
equiparon <on neumaticos normales y se asignaron a la misma ruta. Los con-
sumos de gasolina, en km por litro, se regisiraron asi:

Kitémetros por litro

Auromovil Neumdticos radiales Neumdticos normules
1 12 1.1
2 4.7 44
3 6.6 6.2
ks 7.0 oY
3 6.7 6%
6 4.3 44
7 3.7 : 5.7
3 6.0 3K
Y -~ 69
10 19 4.7
11 [N ] . 6.0
12 5.2 39
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:Se puede concluir que los automaviles equipados con neumaticos radiales
" economizan mds combustible que tos equipados con neumaticos normales?

Solucion Se representaran con u, v u. los kilometrajes por litro de gasolina de
los automoviles equipados con neumaticos radiales y normales respectivamens-
te. El examen de los datos indica nueve signos mas, dos sighos menas y un ce-
ro. Por lo tanto, con n = il después de excluir el cero se provede asi:

Hy: gy —p. =10

Hyo opyo=us >0

1 = 0033 (de la tabla XVIH).

Regidn critica: R < 3,

Cileulos: r. =9.r =2 asiquer = 2 lamenorder. r
Conclusion: Se rechaza H,, v se concluye que, en promedio, 165 neumari-
vos radiales mejoran la economia de combustible.

La prueba del sizno para observaciones apareadas puede utilizarce tambien
para probar Ia hipdtesis nula de que i, -- p. = . Simplemente se asignan
yignos de mas o menos después que cada J, ha sido ajusiada al restarle J, v se
procede como antes. Tambien se puede aplicar para probar la hipdtesis 1 = x,
en una muestra aleatoria tomada de una sola poblacidn. En este caso se asig-
nan signos de mas o menos a las diferencias (x, - p,0 v se aplican el mismo
procedimienio.

La prucba del signo no solo es uno de los procedimientos parametricos mas
faciles de aplicar sino que ademas tiene la ventaja de poder aplicarse a datos
dicotdmicos que no es posible registrar sobre una escala numérica pero que
pueden representarse mediante respuestas positivas y negativas. Por gjemplo,

DA de o —

3¢ Us3 en experimentos en que se registran respuestas ¢ualitativas rales como .

“facierto’” o **falla™ y en experimenios de 1ipo sensorial donde se registra un
signo de mas o menos segin et carador identifique correcta ¢ incorreciamente
¢l ingrediente deseado.

13.4 PRUEBA DE WILCOXON PARA OBSERVACIONES
APAREADAS

La pruceba del signe muestra, mediante ta asignacidén de un signo de mas o me-
nos, cual es el miembro mas grande en un par de observaciones pero no indica
la magnitud de la diferencia. En 1945, Wilcoxon propuso una prueba gue uiili-
zara 1anto la direccién como la magnitud; se le conoce con el nombre de
prueba de Wilcoxon para observaciones apareadas. Detedta con mayor sensi-
bilidad que la prueba dél signo una diferencia en la medias poblaciorales v por
lo tanto se analizara detalladamente.

Para probar la hipotesis de que ux, = g, mediante la prueba de Wilcoxon,
primero se descarian todas las diferencias iguales a cero y después se asignan
rangos a las diferencias d, restantes sin atender a su signo. El rango 1 se asigna
ala d, que renga el menor valor absoluto v el rango 2 a la que ocupe el segundo
lugar y asi sucesivamente. Cuando el valor absoluto de dos o mas diferencias
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es el mismo, se asignan a cada una el promedio de los rangos que les:
corresponderian si no fueran igeales. SI no hay diferencia entre las medias
poblaciorales, el 1otal de rangos correspondientes a las diferenvias negativas.
Los totales se representaran respectivamenie por w.v w_ Se designa con wa
la menor dew .y w. vseencuentra la probabilidad de obtener, sblo por azar,
un valor menor o igual a w cuando f, es verdadera.

Al seleccionar muestras repetidas de observaciones apareadas, se puede es-
perar que wvarie. Esto hace pensar que wes un valor de alguna variable aleato-
ria K7 Una vez que se conove la distribucion de W, se puede determinar (W
<wlH, es verdadera). En un nivel de significancia igual a = H, se rechaza
cuando

PUY < wiH ,es verdadera)<

y se acepta la alternativa unilateral apropiada. En el caso de una prueba de dos
colas, se rechaza H,,al nivel de significancia x en favor de 1a hipdiesis alternati-

va bilateral de que y, # ;. cuando
. Fa

2P < wl M es verdadera) < .

Si se supone que no hay diferencia en las medias poblacionales, cada d; tiene
la m.isma posibilidad de ser positiva o negativa. Por lo tanto, un rungo puede
recibir su signo de dos maneras. Para n diferencias, hay 2" maneras iguales de
que los n rangos reciban su signo. Sea n{1Y < wiel nimero de las 2" maneras
de asignar signo a los 7 rangos, de modo que ¢i valor de W no exceda a w. En-
tonces

. nH < w
PO < wiH es verdadera) = - ‘—‘-.

ALl

Por ejemplo, pongamos el caso dg n = § pares acoplados que proporcionan
un valor w = 3 ;Cuil es la probabilidad de queMW’ < Scuando las dos medias
poblacionales son iguales? Los conjuntos de rangos cuyo total no excede de 5
se pueden listar asi:

Conjuntos de
Valor deW  rangos que suman W

0 2
i R
. - i
- 1~
3 RIS
4 I S R
5 ETS IRTIRIR
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Por o tanto, en 2* = 64 hay atl}’ £ 3) = 10 casos igualmente posidles. De
donde

P < SiM es verdadera) = 1Y = 0.1363,

un resuliado que tene bastante probabilidad de ocurrir cuando i, = yu,.
Ciando 5 < n < 30 la tabla NIX (of. Tablas estadisticas) da en forma apro:
ximada los valores criticos de B para niveles de signinicancia iguales a 0.01,
0.025 ¥ 0.05 para la prueba de una cola e iguales a 0.02, 0.05 v 0.10 para la
prucba de dos colas. En ¢l ejemplo anterior, con n = o 1a 1abla muestra que s¢
requiere un valor de I < I para que la prueba de una cola sea significariva al
nivel de 0.05. Cuando # > 30, la-distribucidn muestral de B’ se aproxima a la
distribucion normal con media
nn + D
HJ-I' == '_:‘""*

y variancia

.onin+ D2n + b
oy = = - TRy
En este caso von la estadistica Z = (W — g, ) 0, se puede determinar la region
critica de la prueba.

La prucba de Wilcoxon para observaciones apareadas sirve también para
probar ta hipdtesis nula de que py = py = iy, = d,. Simplemente se aplica el
mismo procedimiento anterior después que cada o, s ajusta al resiarle d,,. Por
1o 1anto, para probar una hipégesis acerca de la diterencia entre las medias de
dos poblaciones cuyas dislribugiones son desconocidas y en las que las obsar-
vaciones ocurren en pares v ¢l tamano de la muestra es pequeno, se provede

con los seis pasos siguientes:

1. Hyo oy — By = 1y = dy.
2. H,:Las alternativas son p, — py < dyopty — fi2 > do.opy — s # dy-
3. Escoja un nivel de significancia igual a 2.
4. Regiodn critica: '
a) Todos los valores w para los cuales Pist < wiH, es verdadera) < 3
cuando n<3y la prueba es de una cola. :
b) Todos los valores w para los cuales 2P{1 < wiH, es verdadera) <
cuandon<3y la prueba es de dos colas.
¢) Todos los valores w menores que o iguales al valor critico apropiado,
en la tabla X1X, cuando3 € n < 30.
5. Asigne rangos a las n diferencias 4; — d,. Sin LOMar en cuenia su signoy
después calcular w.
6. Conclusion: Rechace H,si w cae en la region critica; en <aso contrario,
acepte H,,. '
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Ejemplo 13.4 Se dice que un estudiante de bachillerato puede mejorar su pun-
tuacidn en los examences de posgrado al menos en 50 puntos, si se le propor-
ciona ¢on anticipacion una muesira de los problemas. Para probar lo anterior
se.seleccionan 20 estudiantes v se forman [0 parejas, de manera que una haya
remdo cast la misma puntuacidn promedio durante los afos de estudio. La
muestra de los problemas v sus respuestas se entregaron al azar a un miembro
de cada pareja una semana antes del examen final, Se obtuvieron estas pun-
tuacionss:

Pareja
! 2 3 4 3 ] 7 S ¢ IO
Con muestra de problemas $31 621 663 579 431 660 391 Ty 533 575
Sin muestra de problemas 309 5400 688 502 424 683 36N T8 5300 524

Al nivel de significancia de 0.05, prucbe la hipdtesis nula de que la muesira de
problemas incrementa las puntuaciones en 50 puntos contra la hipdiesis alter-
nativa de que las incrementa en menos de 30 punlos.

So'ucion Sean jt, y i, las medias de las puntuaciones de los estudiantes que re-
cibieron la muestra de problemas y de los que no la recibieron. Con el procedi-
miento de seis pasos, se tiene:

. Hyo oy, — g, = 30

2H D gy~ pa < M.

3. =005 _

4. Regidn critica: Como n = 10, la tabla X1X muestra que la regidn critica
es Wl

5. Calculos:

Pareja
! 2 3 + 3 6 7 N Y 1
d, L g o T ¥ 27 -2 R 13 31
J, = d, —2x 31 =%y 27 =23 -1y 27T -9 =371
Rangos 5 6 vy 33 2 s 33 10 7ol

Ahora, w, = 105y w_ = 4435 por lo que w = 10.5.1a menor dew .,y
W .

6. Conclusion: Se rechaza H,y se conciuye que la muestra de problemas, en
promedio, no incrementa la puntuacion de los examenes finales en 50
puntos.
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13.5 PRUEBA DE CORRIDAS

Al aplicar todos los conceptos estadisticos descritos a 1o largo de este libro, se
ha supuesto que los datos muestrales se rednen mediante un proceso alearorio.
lLa pruchu de ensayos se basa en el orden en que se obtienen las ohservaciones
muestrales v es una ecnica utll para probar la hipdtesis nula M de que fas ob-
servaciones se han iomado efectivamente al azar.

Para ilustrar este tipo de prueba supdngase que s hace una encuesta enire
12 personas para averiguar si usan Jierto producto. Se podria poner en duda fa
aleatoriesad de la muestra si las 12 personas fueran del mismo sexo. Sise indi-
LJ aun hombre por Ay 3 una mujer por M y se registran las respuesias a partir
del sexv v en el orden en que ocurren, una secuencia tipica para esle experi-
mento podria

H H MAMM H M MM M M M

- —  o—— —
hd S p— v, ttt————_—

donde se han agrupado las subsecuencias de simbolos similares. A tales agru-
pamientos se les llama corridas.

DEFINICION 131 Una corrida es una subsecuencia de uno o mds
simbolos identicos que representun una propicded comun de los deios.

Sin importar s las mediciones muesirales representen datos cualitativos 0
cuantitativos, la prueba los divide en dos categorias mutuamente excluventes:
hombre o mujer, defectuoso o no defectuoso, caras o sellos, arrtba o abajo de
la mediana, elc. Por eso una secuenaia siempre estard Hmitada a dos simbolos
distintos. Sea n, el namerc de simbolos asociados con la categorna gue ocurre
menos veces ¥ . ¢l nimero de simbolos que pertensce a la otra ..a'ebona El
tamano de la muestra serd entoneas o = ny + n..

Para los n = 12 simbolos de la encuesta se tienen cinco corridas, ¢n las que
la primera contiene dos H, Ia segunda tres M, ete. Siel numero de corridas es
mayor o menor de [0 que cabria esperar, debe rechazarse la hipdtesis deque la
muestra fue tomada al azar. Asi, una muestra que produzca s6lo dos corridas

M M M M M M MH H H H H

0 ala inversa, tiene pocas probabilidades de ocurrir en un proceso de seleccion
al azar. Tal resultado indica que las primeras sicte personas entreviszadas
fueron hombres y las cinco restantes mujeres. Asimismo si el resultado es el
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atmero maximo de 12 corridas, como suvede en la secuc...1a aliernante
se puede sospechar del orden en que se seleccionaron los individuos.

H M H M H M H M H M H M

La prusba de corridas por aleatoriedad se basa en la variable afeatoria V', el
numero total de corridas que ocurren en li secuencia completa de un experi-
mento. Una region de rechazo para una prueba de dos colas puede expresarse
asi: V' < uy |’ = h.Conocer la distribucion muesiral de ' permite establecer
tos niveles de significanciu para tal prueba. En la tabla XX (of. Tablas
estadisticas) se dan los valores de Pyl < wif1, es verdadera) para valores de 1,y
y 1. menores Que o iguales a 10. Usando los valores tabulados s¢ pucden obte-
ner las regiones de rechazo para fas pruebas de una y dos colas. En la encuesia
efectuada anteriormente se presentan un iotal de cinco My siete F. Asi, con
n, = 5 n. = 7y r = 5latabla XXindica que 1" < 531, es verdadera) = 0.
197 > 0.025. Es decir, el valor v = 5 es razonable cuando H, es verdadera y,
por 1anlo, no se liene suficiente evidencia para rechazar la hipdiesis de alea-
toriedad en la muestra. Los valores criticos de una prueba de dos colas, para
un nive! de significancia exactamente de 0.05 6 0.01, no se puede encontrar a -
partir de la tabla XX. Sin embargo, parar, = Syn. = 7senoaque P(F < 3
H, es verdadera) = OOISy PIV > 11iH esverdadera) = | — Pil7 = 10jH es
verdadera) = 1 — 0992 = 04X, Por lo anto, la hipbtesis de aleaioriedad se
podria rechazar cuandot < 30 1 > 1 al nivelde significanciade = 0015
+ 0008 = 0023, Como va s¢ ha visig, el valor v = 35 de esta muestra cae
dentro de la regidon de aceptacion.

La prueba de corridas se puede usar también para detectar las desvizciones
de 12 aleatoriedad que con el tiempo aparecen en una secuzncia de mediciones
cuaniifativas ¥ que provienen de tendencias o periodicidades. Al resmplazar
cada medicion, en el orden en que se recoge {por un simbaolo mds si cae arriba
de la mediana, por un simbolo menos st cae abajo de 12 mediana) y al omiiir
todas las mediciones que son exaciamente iguales a la mediana, se genera una
secuencia de simbolos mis v menos que puede probarse por la aleatoriedad co-
mo se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 13.5 Una maquina se ajusta paca surtir un liquido en un recipiente.

Si se encuentra que las mediciones efecteadas en 15 recipientes consecutivos
son 3.6, 3.9, 4.1, 3.6, 3.8, 3.7, 3.4, 3.0, 3.8, 4.1, 3.9, 4.0, 3.8, 4.2 y 4.1 lirros,
cse puede decir que la cantidad de liquido sumda por esla maquina varia
aleatoriamente?

A

Solucién Para la muesira dada se encuentra que ¥ = 3.9. Reemplazando cada
medicion por el simbolo ™+ 7 si cae arriba de 3.9, por el simbolo ™~ — " si cae
abajo de 3.9 y omitiendo las dos mediciones iguales a 3.9, se obtiene la secuen-
cia
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paralacual w; = o n. = Ty ¢ = 6. Si se consulta la 1abla XX se encuznira
que Pl < 604 es verdadera) = 0298 > U5 Por 1o 1anio, s¢ acepta la hipo-
tesis de que la secuenvia de las mediciones varia aleatoriamente,

- Aunque 1a prueba de corridas tiene poca potencia, sirve también de alterna-
tiva a la prueba de dos muestras de Wilcoxon para probar el enunciado de gue
d.os"mucalras aleatorias provienen de poblaciones con las mismas distribu-
clones v, por lo tanto, con'medias iguales. Si las poblaciones son siméiricas,
rechazar el enunciado de que las distribuciones son iguales equivale a aceptar
Id hipdtesis alterna de quoe las medias no son iguales. Al efectuar la prueba, se
combinan primero las observaviones de ambas muestras v s arreglan en or-
den ascendente. Después se asigna la letra 4 a cada observacion L}mad:; de
una de las poblaciones v la'letra B a cada observacion tomada de ia sexunda
poblacidn, generando asi una secuencia consistente de tos simbolos A : B.

Para los anos de supervivencia de los pacientes del ejemplo 13.1, sé licne

3 09 14 19 21 25 3] 46 A3
B 4 4 B 4 B B 4 4

cuyo resultado es « = 6 corridas. Si las dos poblaciones simeétricas tienen me-
dias iguales, las observaciones de las dos muesiras se entremezelaran v origina-
ran muchas corridas. Sin embargo, si las medias poblacionales son si-gnificati-
vamente diferentes, cabe esperar que la mavoria de tas observaciones para unz
de las gos muestras seran menores que 1a3s de la oira muesira. En el caso extre-
mo en que las poblaciones no se traslapan, se puede obtener una secuencia co-
mo la siguiente: '

B B BB o B E BB A 4 4 14 4

A

y en cualquier caso, s8io habra dos corridas. Asi pues, se rechazaré la hipdtesis
de tzualdad de las medias poblacionales cuando }es pequeiia v cae dentro de
1a regidn critica | < . lo cual indica una prueba de una cola,

Volvamos ahora a los datos del ejemplo 13.1 para el que n, = 4. n. =
v = 6.de la tabla XX se encuentra que Pl < 615, es verdadera) = 0.736
por lo tanto se acepta la hipdtesis nula de que las medias son iguales. Con obje-
to de rechazar H,, incluso al nivel de significancia de 0.071, se requerira up va-
lor ‘de 1" < 3 Deaqui se concluye que la nueva vacuna no prolonga la vida de-
teruendo la leucemia.

Cuando », y n, aumentan de tamano, la distribucién muestral de ¥ se apro-
xima a la distribucién normal con media

th

Ly
v

2,
mo= - -7+ 1
ny o+ on,
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v variancia

- 2nnaQnns — oy - o
G;:'-'*" - 1’..‘...-. R
TIPS T I  §

Asi pues, cuando n, y 1, s0n mayores que 10 se puede usar ia estadistica para
establecer la regidn critica en la prueba de corridas.

7= !... el

Gy

13.6 LIMITES DE TOLERANCIA

Los mites de tolerancia en una distribucidn normal de mediciones se explica-
ron en el capitelo 6. En esta seccion se describira un método para construir los
intervalos de tolerancia que no dependen de la forma de 1z distribucion fun-
damental. Como cabe suponer para un grado de confianza razonable, seran
substancialmente mas amplios que los que se vonstruyen suponiendo normali-
dad v el tamano de muesira requerido suele ser muy grande. Los limites de to-
lerancia no paramétrica se establecen en términos de las observaciones mas pe-
quefla v mas grande de la muestra.

LIMITES DE TOLERANCIA BILATERALES En cualquier distribucion de
mediciones, {os limites de tolerancia biluteraies esidn dados por las obser-
vaciones mds pequena v mds grande en unu muestra de lamaefio n, donde
n estd determincda de manera que se puede afirmar con una confianza
delhw--",., que al menos la proporcibn | — x de lag distribucion esia
incluida entre los extremos de la muesira.

La tabla XXI (ver Tablas estadisuicas) proporciona los tamanos de muesira
requeridos para aigunos valores de v | — 2. Por ejemplo; cuando 7 = 099y
! - x =043 se debe escoger una muesira aleatoria de iamapo » = 130 con
objeto de tener una conftanza del 997 de que al menos el ¥53¥  de los valores
de la disiribucidn estén incluidos entre los extremos de la muesira.

En lugar de determinar un (amafto »# de la muesira que contenga una pro-
porcidn especifica de las mediciones enire 10s extremaos, en algunos procesos
industriales conviene determinar un tamafio de manera que una proporcion fi-
ja de la poblaciones caiga por debajo de la observacién mayor (0 por arriba de
la mas pequena) de la muestra. Tales limites se laman limites de tolerancia
unilaterales.
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LIMITES DE TOLERANCIA UNILATERALES  Pura cualquier disiribucion de
mediciones, los limites de tolerancia unilaterales estin dudos por la ob-
servacion mas pequeid (0 mds grande) en una muestra de camanio n don-
de n esta determinadu de manera que se puede afirmar, con una confian-
e del 100 T [ gue al menos fa proporcion 1 — x de la distribucion exce-
derd (serd menor que} lu observacion mds pequeiia (mds grande) de la
muesird.

La tabla NXX1J {cf. Tablas estadisticas) proporciona fos tamanos de muestra
requeridos correspondientes a algunos valores de v v1 — 2 Ast, cuando ;7 = O

giy | — 2 = 070, se debe escoger una muestra de tamano n = Y con objeto dz

“tener una confianza del Y3 _de que el 70 de valores de Ta distribucidn exceda

.1a observacion mas pequena de i muestra,

13.7 COEFICIENTE DE CORRELACION DEL RANGO

En el captiulo § se usd el coeficiente de correlacion muestral r para medir lare-
facién lineal entre dos variables continuas X v Y. Si se asignan los rangos 1,
2,. .. ,nalas observaciones v por orden de magnitud v a las abservaciones vy
si luego se substituyen ¢stos rangds por sus valoress numericos reales en ia fér-
mula de r, se obtiene la contrapartie no paraméirica dei coeliciente de correla-
cion ordinano. Un coeficiente de correlacion calculado en esta forma se cono-
ce como coeficiente de correlacion del rango de Spearman v se denota por r,.
Cuando no hay valores izuales dentro de cualquier conjunio de mediciones, la
formula para r, se reduce a una expresion mas simple, que se define a conti-
nuacion.

Y

COEFICIENTE DE CORRELACION DEL RANGO DE SPEARMAN  Unag media
no paraméltrica de la asociosion entre dos variables X y Y estd dada por
el coeficiente de correlacion del rango

n
6N d;
-1 -
== Ul
nin-+ 1)
donde d, es la diferencic entre los rengos asignados a X, y v,y nel nunse-
ro de parefus de datos.

En la practica, la férmula anterior se usa también cuando hay valores
iguales dentro de cualguiera de las observaciones x o ». En el caso de observa-
ciones de valores iguales, 1os rangos se asignan como en la prueba de Wiicoxon
para observaciones apareadas, promediando los rangos que podrian haberse
asignado si las observaciones fueran distintas. :
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Casi siempre el valbr de r, estacercano al valor obtenido .. .coatrarr, t?a-
sado en las mediciones numéricus, v se interpretacen la misma forma, También
en este caso los valores de r,. variaran desde — 1| hasta + 1. Un \-a}or +1
& — 1 indica una perfecta asociaciénentre Xy Y. el S1ZnO mMas ocurre pararan-
20s idénticos y €l signo menos para rangos opuestos. Cuando 7, 3¢ aproxima a

cero, se puede concluir que fas variables estan correlacionadas.

Ejemplo 13.6 Las cifras siguientes muesiran los miligramos de alquiran y ni-
colina encontrados en 10 marcas de cigarrillos.

Marca de cigarrilio Contenido de alquitran Contenido de nicoling

Viceros 14 vy
Murlboro 17 |i
Chestertield S 08 1.6
Kool BEA 1.3
Kent ‘1o 1.0
Rulergh i3 u.::‘
Old Gold 24 1.3
Phiip Morrs 23 14
Ousis 13 12
Piayers 31 20

Calcule el coeficiente de correlacion del rango para medir el grado de relacion
entre los contenidos de alquitrén y nicotina de los cizarrillos.

Solucién Sean Xy Y los contenidos de alquitran y picotina, respectivamente.
Primero se asignan rangos a cada conjunio de mediciones, asignando el rango
1 al nimero menor de cada conjunto, ¢l rango 2 al siguienie numero menor,
etc., hasta asignar el rango 10 2l nimero mas grande, La tabla 13-1 muestra los
rangos individuales de fas mediciones y sus diferencias para los 10 pares de ob-
servaciones. '

Substituvendo en la férmula para r.. se encuenira que

TR LI N (TPYY )
. (101100 — 13

indicando una alta correlacion positiva entre tas cantidades de alquitran y ni-
cotina encontradas en los cigarrillos.

El uso de r, en lugar de r ofrece varias veniajas. Por ejemplo, no se supone
que la relzcidn fundamental entre X v ¥ sea lineal y, por lo t2nio, cuar}go los_,
datos poseen una relacion curvilinea distinta, el coeficienie de correlacion dei
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abla 13-1 Rangos para los contenidos de alguitran v aicotina

Marca {fr’ il o kY 1 A

Viceray 3 s 0
Marlboro 1% 3 s
(.hn.'\k'l'l.lt'fd 4y “ 0

Kuoul 13 o Z1s

Kent 3 3 N

Ralaigh ; A "

UId Grold 3 T )

Philip Morris N - - | )
[@ RSN s 5 i

Plasers . i o i

rango serd mas confiable que ka medida normal. Una segunda ventaja es que

no se hacen suposiciones de normabidad con respecto a las distribuciones de X

y Y. Quizd la ventaja mas grande se [ogra cuando es imposible realizar medi-
ciones NUMEricas significativas v a pesar de ello se pueden establecer 10s ran-
_gos. Eso ocurre, por ejemplo. cuando jueces diferentes asignan rangos a un
grupo de individuos a partir de alguna cualidad. el coeficiente de correlacion
del rango sirve entonces de medida a la concordancia de los dos jueces.

Para probar lu significancia del coeficiente de correlacion del Fango es nege-
sario considerar la distribucion de los valores v bajo la suposicion de que X'y
Y son independientes. En la wabla NXI1 (¢f. Tablas estadisticas) se dan los va-
lores criticos calculados para x = 0.05, 0.025, 0.01 v 0.005. La rabla tiene for-
ma similar a la de tos valores criticos para la distribucién ¢, excepto gue zhora
la columna izquierda contiene el numero de parejas de observaciones v no el de
los grados de libertad. Como ta distribucion de los \'alore> r. &3 simétrica con
respectoa r, = O.el valor r, que deja un dreade « 2 Ly jzguierda, es igval al ne-
gativo del valor » que dc;a un areade r ala dcreJu. En una hipdiesis alier-
na bilateral, la regidn critica de tamano a cae igualmente deniro de tas dos co-
las de la distribucion. En una prueba en la que la hipdtesis alternativa es nega-
iva, la region critica se encuentra totalmente en 1a cola izquierda de la distri-
bucion, v cuando la alternativa es positiva esta colocada integramente en la co-
la derecha. En el ejemplo 13.6 ¢l valor critico para probar la hipdtesis nula
de que el coeficiente de correlacion del rango es cero vontra 1a hipdiesis alierna
i, de que es mayor que cero, con x = (O v a4 = 10, es 0.745. Es dacir, se
rechaza #  si v, > 0.745 y como el valor calculado fue r, = 094867 conc!u_\’e,'al
nivel de significancia de 0.01, que existe una gran correlacion positiva entre las
vanudades de alquitrdn y nicotina halladas en los cigarrilios.

Cuando X'y Y son independientes, se.puede demostrar que la distribucion
delos valores r, se aproxima a la distrubucion normal con una meadia de cero y
una desviacion estandar del  # — 1 2 medida que 7 2umenta. Asi pues, cuan-
do n excede los valores dados en la tabla XXIII, uno puede probar si la corre-
lacidn es significativa al calcular
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r,— U

= ; =r -1

! -1

N !

y compararlo después con los valores criiicos obtenidos de la curva normai es-
tandar.

La prueba de independencia de dos variables continuas presentada en esta
seccidon es una alternativa simplificada del elaborado procedimiento de ji
cuadrada con las tablas de contingencia descriias en la seccidn 7.9, Desaforiu-
nadamente, muchas veces todos los valores de las dos variables aleatorias de-
ben caer dentro de crertas categorias ¢stablecidas y por lo tanto no puzde me-
dirse sobre una escala continuz; se necesitan calculos mas complejos asociados
con las tablas de contingencia.

13.8 PRUEBA DE KRUSKAL-WALLIS

La prueba de Kruskal-Wallis, Hamada también prueba M de Kruskal-Wallis, es
una generalizacidon de la prueba de dos muestras de Wilcoxon para «f caso de
k > 2 muestras. Sirve para probar la hipdiesis nula #f, de que & muestras inde-
pendientes provienen de¢ poblaciones idéntivas. Dada a conocer en 1952 por W.
H. Kruskal ¥ W, A, Wallis, es un procedinuenio no paramétrico alterno de la
prueba £, utilizada para probar la igualdad de medias en el analisis de la va-
riancia de vn factor, cuando el investigador desea eliminar la suposicibn de
que las muestras fueron seleccionadas de poblaciones rormales.

Sean li=12.... k) el nimero de observaciones en la /-ésima muestra.
Primero se combinan todas las & muestras v searreglanlas n=n, + u, + ---
+ i1, obsgrvaciones en orden ascendente, substituvendo ¢l rango apropiado,
1,2,. .. .n, encada observacion. En el caso de observaciones idénticas, se si-
gue el procedimiento usual de remplazar las observacionss por las medias de
los rangos que tendrian si fueran distintas. La suma de los rangos correspon-
dientes a las i, observaciones de la f-ésima muestra se indica por la variable
aleatoria R,. Examinemos ahora la estadistica

12 * R
H= -2 .Y 2 —3u+ 0.
na + Y1,y o, .

que puede aproximarse bastante bien mediante una distribucién ji cuadrada
con k — 1 grados de libertad cuando #,,¢s verdadera y si cada muesira consta
al menos de cinco observaciones. Notese que la estadistica A toma el valor A,
donde

11

e
= j-"...

— 3in +

n(n + 1} ;3
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cuando . Lma el valor r,. R, toma el valor r:.y asi sucesivamenie. El hecho
de gue 4 sea grande cuando las muestras independientes provienen de pobia-
clones que no son idéniivas permite establecer el siguicnte criterio de decision
para probar

PRUEBA DE KRUSKAL—WALLIS Para probar la hipoiesis nula xx de que
Kk muestras independientes provienen de poblaciones idénticas, se calcula

12 L
h= e Y D 3+
nig + by, Ty

2
i

. . g .. > N -
Si hcaedentro de lu regién critica H > /i conv = L — | grados de liber-
tad, se rechaza H,, al nivel de significancia x; de lo contrario, se acepia
H.,.. '

Ejemplo 13.7 En un experimento cuva finalidad es determinar cual de tres sis-
temas de provectiles es mejor, se nidid la velocidad de combustidn del propul-
sante. Los datos, después de ser codificados, se dan en la 1abla 13-2.

Tabla 13-2 Velovidad de combustidn dé tos propulsantes

Sistermu de proyectiles

H N i
RXNP) 232 154
16.7 vy Iv.1
22N 181 17.3
ivs 7% 17.3
159 0.2 1.7 -
175 Is9
[
193

Utilice la prueba de Kruskal-Wallis a un nivel de significancia dex = 0.03 parz
probar Ia hipdtesis de que las velocidades de combustidn del propulsante son
iguales en los tres sistemas de proyectiles,

solucién En la tabla 13-3 se han convertido a rangos las 19 observaciones y
dichos rangos se han sumado para cada sistema de proyectiles.
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TFabla £3-3 Rango para la vejovidad

Je combuastion de 1os propulsantes

Sistema de proyecliles

! 2 3
19 In 7
t 143 1
13 & 23
143 4 25
g5 1t 11
r,o= 6EO 5_ 9"3
r.= 633 b
. 12
r, = 65.3

Ahora bien, al substituirn, = 3.0y = 6.0y = 8.
65.5. la estadistica de prueba H toma <l valor

v Rl0F 6357 6557 -
he T BLO™ . edx L0 )— (3620
TR 6 8
= }.6586.

Usando un nive; de significancia d2 0.05 conk — 1 = 2 gr-a'dos L_ic_ liberlac-j, s
encuentra 7 ;. = 5.991.Como # = 1.6386 no cacen !g region critica H _>>.991
no se tienen suficientes datos para rechazar la hipOtesis de que ias vc!ocxdajdes
de combustion de! propulsante son iguales en los tres sistemas de proyectiles.

EJERCICIOS

1. Un fabricante de cigarrillos anuncia que el contenido de alquitrin de los <t
garrillos marca B es menor que la de marca A. Para probarlo, se anotaron en mg

los contenidos de alguitran:

MarcaA ] 12

MaraB | 8 10 7

Utilice a prueba de dos muestras de Wilcoxon con un nivel a2 = 0.05 para dct.errm-
nar si ¢l anuncio es valido.
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2. Los datos siguientes representan ¢l ndmero de horas gue dos caleuladoras de bol-
{ sillo pueden operar anwes que haya que recargarlas,

Calculadora A 5.5 5.6 0.3 3.6 5.3 5.0 6.2 S8 5l

Calculadora B kR 4% L3 4.2 A0 4.9 4.5 52 4.5

Use Tu pruchas de dos muestras de Wilcoxon, con 7 = 001, para determinar si la

) caleuladora A opera inds tempo gue lu caleutadora B con Ly carga total de las

. balerias,

3. Los siguientes datos representan ¢l peso del equipaje de los imtegrantes de dos
equipos de béishol que viajan en un avion:

Equipo A k¥ 19 41 it 33

Equipo B M 40 15 3 RV A6

b ‘ Use Lt prucha de dos muestras de Wilcoxon, con v = (105, pata probar fu hipbtesis
de que los dos equipos cargan en promedio L misma cantidad de equipaje contra la
hipolesis alternativi de gue ¢l peso promedio de equipaje del cquipo B es mayor
gue el del equipo A, :

4, Una cuerda para pescir se Tabrica siediante dos procesos, Para deternminar si existe
dilerencia en Ly resistencia media @ lurotura de las cucrdas, se seleccionan. 10 piczas
de cada proceso y se pruebd suoresistencia, He aqui oy resuliados:

' s Proceso ) §OI04 YR (15 U0 99 Y6 B9 LE 93 107

: Proceso 2 £7 112 9K 100 10X 45 10 us 108 99

Utitice la pruchi de dos maestras de Wilcoxon, con r = 0.1, para detenminar si exis-
te diferencia entre la resistencia media a la rotura de las cuerdas fabricadas con los

dos procesos.

5. Linoun curso de matemdticas, 12 ¢studiantes de igual capacidad usan materiales
propramados; a § de cllos, que Tueron seleccionados al azar, el maestro les imparte
instruceiones complementarias para el examen fmal. Los resultados fueron los si-

awinr o

f . guicnies:

Celificacion :

Instrucciones complementarias %7 0] 7% TR g
Sininstrucciones complementarias 15 it 64 K2 93 79 67

Utifice la prueba de dos muestras de Wilcoxon, con = 005, para determinar si las
instrucciones complementarias afectan la calificacion promedio.

T ta e e e

s L A
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Prueba de hipétesis

7.1 HIPOTESIS ESTADISTICAS

La prueba de hipbtesis estadisticas es quiza el &rez mas importante de la teoria
de decisidén. En primer término, se definira lo que se entiende por hipdtesis
esiadistica.

DEFINICION 7.1 Hipdtesis estadistica es wng suposicicn o enunciedo,
que pueden o no ser verdaderos, relativos g une o nids poblaciosies.

La verdad o falsedad de una hipdiesis nunca se conoce con certeza si no se
exarnina toda la poblaciéon, Como las mas de las veces eso resulta poco practi-
€O, s€ toma una muesira aleatoria de la poblacidén v se usa la informacion con-
tenida en ella para decidir si la hipdiesis es verdadera o falsa. Si los datos de la
muesira s¢ oponen a la hipdiesis, #sta se la rechaza, mientras que si la apovan
se la acepta. Se debe aclarar aqui que la acep:acidn de una hipétesis estadistica
es un resultado de evidencia insuficienie para rechazarla v no implica necesa-
riamente que sea verdadera. Por ejemplo, al lanzar una moneda 100 veces se
puede probar la hipdiesis de que la moneda esta balanceada. En términos de
‘parametros de la poblacidn, se estd probando la hipotesis de que la proporcién
de caras seria p = 0.5 si la moneda fuese lanzada indefinidamente. Un resulia-
do de 48 caras no seria sorprendente si la moneda estd balanceada y apovara
con seguridad la hipotesis p = 0.5, Se puede afirmar que tal ocurrencia iam-
bign concuerda con la hipdtesis de que p = 0.43. Asi, al aceptar la hipdiesis, la
tnica cosa de que podemos estar bastante seguros es que la verdadera propor-
cidn de caras se acerca a la mitad. Si de los 100 intentos se obtienen solamente
35 caras, se coniara entonges con datos para apoyar el rechazo de la hipdiesis.
L.a probabilidad de obtener 35 caras o menos en 100 lanzamientos de una mo-
neda balanceada es aproximadamente 0.002; Por tanto, es posible que haya
ocurrido un ¢vento muy raro o que tengamaos razon al concluir que p = 0.5

AR RS a N e e oo

PRUEBA DE HIPOTESIS 239

n este capitulo se utilizan frecuentemente los términos aceprar ’ha:qr,'

pero cabe advertir que ¢l rechazo de una hipotesis implica meramente que no
s¢ tiene evidencia para creer 10 contrario. Debido a esta terminologia, el
ssiadigrafo v el investigador han de establecer siempre como sus hipotesis a
zquellas que esperan rechazar. Por ejemplo. si les interesa una nueva vacu-
aa contra ¢l resfriado coman, deben suponer que €s1a no s mejor gue fa
vacuna‘que se vende actualmente y despuds prepararse para rechazar esta afir-
macton. He aqui otro ejemplo, para probar que una técnica de ensenanza es
superior a otra, se prueba la hipdtesis de que no hay diferencia entre ambas.

La hipbiesis que se formula con la esperanza de rechazarla se llama hipdeesis
ruia v se indica por Hy su rechazo lleva a la aceptacion de una hipdresis alter-
ra, {alternativa) indicada por H,. Por lo tanto, si {1, ex 1a hipdtesis nulap="0.5
Al para una poblacion binomial, la hipdtesis alterna |, puede ser p = 073, p >
03 p < 05 0p# U5 H e,

7.2 ERRORES TIPC I Y TIPO HI

Para itusirar los conceptos empleados al probar una hipotesis estadistica acer-

-{a de una poblacion, considérese ¢l ejemplo siguiente. Se sabe que cierto tipo

ds vacuna contra el resfriado comun sélo es eficaz en un 25, al cabo de 2
afos. Para precisar si una nueva vacuna un poco mas costosa ofrece mejor
proteccion durante un periodo mayor, se inoculan 20 personas escogidas al
2z7ar. 5i 9 o mas de ellas rebasan ese lapso sin contraer el virus, se considerara
que ia nueva vacuna es superior a Ia actual. Escoger el nimero s arbitrario pe-
10 parece razonable puesto que representa una modesta ganangia sobre las §
personas que podria esperarse que obtuvieran proteccidn, siias 20 hubieran si-
do inocifadas con la vacuna actual. Esencialmente se esta probando la hipote-
i nuia de que la nueva vacuna es igualmente eficaz que la actual después de 2
zlos, conira la hipdiesis alterna de gue la nueva vacuna es realmente superior.,
Lio equivale a probar la hipdtesis de que el parametro binomial para la pro-
tabilidad de un éxito en un ensayo dado es p = 1,4, contra la alternativa de
gue p > | 4 Esto se escribe generalmente como sigue:

Hy: p=14,
Hy: p>1/

La estadistica en que s¢ basa esta decisibn es X, 0 sea el namero de personas
en la muesira que reciben proteccidn ¢on la nueva vacuna por un periodo
minimo de 2 aftos. Los valores posibles, desde cero hasta 20, se dividen en dos
irupos: 1os menores que 9 v los mavores o iguales a él. Todas las puntuaciones
mosibles situadas arriba de $.5 constituyen la regidn critica y todas las pun-
wwaciones posibles que caigan por debajo pertenecen a la regidn de acepiucion.
Al nimero B.5, que separa estas dos regiones, se le llama valor critico. Si la

-z
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estadistica X cae en la regién critica, se rechaza H,en favor de la hipdtesis al-
terra f,.Si cae en la region de acepiacion, H,, se acepia,

El procedimiento de decisidbn que acabamos de describir puede conducir a
uno u oiro 1ipo de error. Por ¢jemplo, la nueva vacuna quizd no sca2 mejor que
la actual v puede suceder que para este grupo particular de individuos seiec-
cionados al azar. 9 0 mas personas rebasen el periodo de 2 afios sin contraer el
virus. Asi, 1al vez se esié comeiiendo un error al rechazar H,, en favor de H,
cuando, de hecho, H,, es verdadera. A tal error se le conoce con ¢l nombre de
error tipo 1.

DLFINOIGN 7.2 Se b coneiicdo un error Upo | si se reclza fu ipdiesis
nula cuanddo ésta ex verdudvery,

Se ¢comete una segunda clase de error, st menos de 9 personas del grupo re-
basan el periodo de 2 afos sin enfermarse v se concluye que la nueva vacuna no
es mejor que la actual. En este caso se podria aceptar Hycuando es falsa. Esto
se llama error lipo M.

DEFINICION 7.3 Se fu cometido un etror tpo 11 i se weepna la hipdresis
nuta cuande ¢sia es pulsa.

A la probabilidad de cometer un error tipo 1 se le lama nive! de significancia
de la prueba y se denota por «. En ¢l ejemplo en cuestidn, ocurrird un error ii-
po 1 cuando 9 0 mas individuos rebasan el periodo de 2 aflos sin contraer el vi-
rus v Usan una nueva vacuna que en realidad es equivalente a 1a actual, Porlo
tanio, si X ¢s cl nimero de personas que permanecen sanas al menos durante 2
anos, ‘

Aqui se dice que la hipoiesis nula, p = 174, se esid probando al nivel de sig-
nificancia x = GO, Algunas veces, al nivel de significancia se denomina ¢l
famario Je la regidn critica, Una regiodn critica 0.0409 de tamaio es muy pe-
quena y por lo lanlo ¢s poco probabic que se hayva cometido un ¢rror tipo |,

x = Plerror zfpo 1))
=X z29p =1

= Y blx:200 4
aEY

b

=1 - Yobix:200)

vz i
— 1 = {105

- w RN
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Asi pues, sera factible que 9 0 mas individuos permanezcan i.nes al virus
durante 2 ahos usando una nueva vacuna que ¢quivale a la actual.

La probabilidad de cometer un error tipo |1, indicada por f. e imposible de
cafcular, @ menos que se tenga una hipdresis alterna especifica. Si se prueba la
hipotesis nula de que p = | 4 contra la hipdtesis alierna de que p = 1 2. enton-
ces se puede caleular la probabilidad de aceprar H, cuando ésta es falsa. Basta
ercontrar la probabilidad de obtener mmo: de 9 personas en el grupo que re-
basen ¢l periodo de 2 afos cuanda p = 12 En este caso

= P{error tipo 1)

PN <9ip=1Y

llG'

= h[\LBU 1’

N -

02517,

Esta es una probabilidad muy alia que indica un pobre procedimiento de‘

prueba Hay muchas probabiiidades de que se rechace la nueva vacuna cuan-
¢ hecho es superior a la actual. En 1eoria, es preferible usar un procedi-
miento de prueba en el gue tanio el errar tipo | como el tipo 11 sean pequenios”
Es posible que el director del programa de pruebas quiera cometer un efror
ipo Il si 1a vacuna mas costosa no es significativamente superior. La anica vez
que desea protegerse contra el error tipo 11, »s cuando el verdadero valor dep-
& jamenos 0.7. Sip = 0.7, este procedimie:io de prueba da '

ff = P{error tipo I
PLY < 9)p =0T

b
Y o hix: 20007

RS i}

VAL,

Ii

i

HE

Con una probabilidad tan pequeia de cometer un error tipo 1I, hay
poquisimas probabilidades de que la nueva vacuna sea rechazada ¢uando es
eficaz en un 70* al cabo de 2 afos. A medida que la hipOtesis alterna se apro-
uma 2 la unidad, el valor de ff disminuye hacia cero.

Supdngase que el director del programa de prucbas no desez cometer un
arror fipo 1 cuando ix hipdiesis alternag p I 2 es verdadera, aungue se haya
encentrado que la probabilidad de tal error es fo= 02517 Siempre e posible

cuna reduccion de fi al aumeniar el tamano de la region critica. Por cjemplo,’

veamos que sueede a los valores de vy ficuando se cambia’el valor criticoa 7.§
para que todas las puniuaciones de 8 0 mayores caigan en lu region ctitica y las

menoren e H o u}- wien bivregion de aceptacion, Ahora bien, al probar p = 174
comtta B Bipdtesis alternm de que po- 120 e cvienin a que
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1o
3 bix:20.1)
A=Y

4=
=1 - ¥ hix:20.4)
A=0
=1 — 08952
= 0.1018

=5 bix:204)
A=

= 0.1316.

Mediante al adopcion de un nuevo procedimiento de decisidn se ha reducido
la probabilidad de cometer un error tipo 11 a riesgo de aumentar la probabili-
dad de incurrir en un error tipo 1. Para una muestra de tamafo fijo, una dismi-
nucion de la probabilidad de un error resulta generalmente en un aumento de
la probabilidad del otro error. Afortunadamente, 12 probabilidad de cometer
ambos se aminora si se aumznia el tamano de la muesira. Considerando el mis.
mo problema con una muesira aleatoria de 100 individuos, si 37 0 mas rebasan
el periodo de 2 afios, se rechaza la hipdtesis nula de que p = 1,4 y se acepiala
hipatesis alierna p > | 4 y ahora el valor critico es 36.5. Todas las pun-
tuaciones posibles situadas arriba de 36.5 constituven la regidn critica y todas
las que se hallan por debajo de 36.5 caen en fa regién de aceptacidn.

Para determinar la probabilidad de comeier un error tipo I, se empleard la
aproximacién a la curva normal con

i

po=np = {100K) = 25

Q
Il

vapg = J00)dd) = 433,

p::S

Fig. 7-1 Probatilidad de un crror de tipo L.

En la figura 7-1

»
|
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= P(error tipo I)

P(X > 36.5(H, es verdadera).

Por lo tanto,

x = PiZ > 2.656)

1 — P Z < 2656
I — 09961

= 0.0039.

Si H, es falsa y el verdadero valor de H, es p = 1,2, se puede determinar la
probabilidad de un error tipo 1l empleando la aproximacion a la curva normal
con

uo=np = (160)4H = 50

Vapg = GO0 = 8.

Q
It

La probabilidad de caer en la regién de aceptacién cuando H,-es vcrdadcrﬁ es-
14 dada por el &rea de la regidn sombreada de la figura 7-2. De donde

B

P(error tipo 1)
PiY < 36.5)H, es verdadera

Fig. 7-2 Probabilicad de un error de tipn 11,
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El valor ’rcspondiemc ax =335es ‘

__ W5 =50 S,
.= < RAFS
Por lo tanio,
fi=PZ < =20
= 0.0033.

Obviamente, los errores tipo | v tipo 1l ocurrirdn rara vez si el experimento se
hace con 100 individuos. .

Los conceptos expuestos pueden verse en forma grafica cuando fa poblacion
es continua. Considérese 1a hipdtesis nula de que ¢l peso promedio de [os estu-
diantes varones de cierta escuela es de 68 kilogramos contra la hipdiesis alterna
de que no es igual a 68. Esto es, se desea probar

H,: p= 068
H,: p=#68.

La hipbtests alierna permite la posibilidad de que i < 68 &6 u > 63%.

Supodngase que la desviacion estandar de la poblacion de pesos es = 3.6,
La estadistica de decisién, basada en una muesira de tamanon = 36, sera X, el
estimador mas eficiente de u. En el capitulo § se dijo que la distribucidn
muestral de X es una distribucién aproximadamente normal con desviacion es-
jandar g, = ¢, n = 366 =06

Una media de la muestra que caiga cerca del valor hipotético de 68 sera con-
siderada como evidencia en favor de !, Por otra parte, una media de ia
muesira que' sea considerablemente menor o mavyor que 68, serd una evidencia
contraria a H, y. por lo tanto, acorde con H . Se escoge arbitrariamente una
regidn critica, indicada por el &rea sombreada de la figura 7.3, quees ¥ < 67y
X = 6%, Porlo tanio, la regiton de aceptacion serh 67 << X < 69 De ahi que, si
la media de la muestra X cae dentro de la region critica, M, se rechaza; en caso
contraiio M, se acepta,

La probabilidad de cometer up error tipo 1, o sea el nivel de significancia de
la prucha, ¢ igual a la suma de las Areas que se han sombreado en cada extre-
tno e L cistribacion de L L 7-3,

— o - .

‘a/Z

o3 oy X

ft

B M

Fig. 7-3 Reidn critica para probar g s oX [rente a oo 0N,

Por lo tanto,

x = ALY < 07, o8 verdadera) + X > e9isi 1, es verdadera

Los valores de ; correspondieniesa ¥, = 67y ¥
ra, son’

= 69 cuando 1, es verdade-

67 — 6N

i =- .- = ~167
0.6

69 — 68

T 2 e,
0.6

Por lo tanto,

1= P72 < —-1.67)+ PIZ > 16T}
s < =167
= 0093,

Asi, el 9.5" de todas las muestras de tamaio 36 conducirad al rechazode u =
A% kilogramos cuando es verdadera. Para reducir x, se puede aumefuar el ta-
mafio de la muesira o ampliar la regidn de aceptacion. Supdngase quk ¢l tama-
fo de la muesira se aumemia a 1 = 64, Entoncesa, = 36,8 = 043 Ahora

67—~ bN
R
: 043
0 _
L -6 s,
. - (+ 43 T

R A g e Y g, S St g e A n e v
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De donde . -

)
1

Pz < =222+ P2 =222
27 < =227
= (LU264.

La reduccion en x no basta para garantizar un buen procedimiento de
prucba. Sc debe evaluar f para diferentes hipdiesis aliernas que pensamos que
debieran aveptarse si son verdaderas. Por lo tanio, si es importanie rechazar a
i, cuando ia media verdadera es algin valor ;2 > 70 6 u<66.1a probabilidad
de cometer un error tipo [ debe caleularse v examinarse para las aliernativas
= 6b v = 70 Por razones de simetria, sélo es neceszrio considerar la pro-
babilidad de acepiar la hipdiesis nula de que g = 68 cuando fa aliernativa y =
70 ¢s verdadera. Un error tipo 1 resuliard cuando la media de 1 midesira X
calga enire 67 v 69 cuando A, es verdadera. Por lo tanto, en la figura 74,

fi= Po7 < X < 69)si H, es verdaderar.

70 x

Fig. 7=# Error de tipo il para probar no= 68 {renteapy = 70.

Los valores z correspondientes a ¥, = 67y ¥, = 69 cuando H, es verdadera,
500

07 =0 _ -
Iy = = =067
' 0.45
=00 o
N 0.43 ’

Por lo tanto,

fi=Pi—667 <2< =222

Pl < =222y = Pt/ < —667)
00132 = (XXX

= 00132,

..
il

it

e
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Si el verdadero valor de iz es la alternativa u = 66, ¢l \'alor.,l Sera nueva-
mente 0.0132. Para todos los valores posibles de it < 66 6 ¢ > 70, el valordeff
serd menor cuando n = 64, v en consecuencia habrd poca probabilidad de
acepiar M, cuando sea falsa, '

La probabilidad de comeier un error tipo Il aumenta réapidamente cuando el
verdadero valor de p se aproxima, pero sin ser igual, al valor hipotetico. Por
supuesto, ¢sto sucede generalmente cuando no imporia incurrir en €l
Por ejemplo, si ia hipotesis alterna u = 68.5 es verdadera, no importa cometer
ur error tipo 11 al'concluir que la verdadera respuesta es p = 68. La probabili-
dad de hacer ese error serd alta cuando n = 64. En la figura 7-5, se tiene

f= P67 < X < 69|H, es verdadera).

1
|
I
[
1

3.

) x

A

Fig. 7-§ Error de tipo 1] para probar g = 63 frente a p = 68.5.

Los valores 7 correspondientes a ¥, = 67 ¥ ¥, = 69 cuando ¢ = 68.5, son

Por lo tanto,

f=P~333<Z< il

= PiZ < 1.1 - PlZ < —-333)
= {(1.8665 — U
= 0.3661,
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Los ejer 5 anteriores ilustran las propiedades siguientes:

Elerrortipo 1y el error tipo [l estan relacionados. Una disminucion en la
probabihidad de uno resulta generalmente en un aumento de la probabili-
dad dz] otro.

El tamano de la regidn critica, ¥ por 1o tanio ta probabilidad de cometer
un error tipo 1, ptede reducirse siempre ajustando e} valor o los valores
Criticos.

3. Un aumento del tamado de la muestra 1 reducira z y jy simultaneamente.
4. Sila hipdiesis nula es falsa, f es un maximo cuando ¢l verdadero valor de
un parametro se acerea al valor supuesto. Cuando mavor sea la distancia
entre ¢! valor verdadero v el valer supuesto, menor sera jf

(2]

7.3 PRUEBAS DE UNA COLA Y DE DOS COLAS

Una prueba de cualquier hipOtesis ‘estadisiica 2n que la aliernativa sea unilgre-
ral o de una cole 121 como

H,y: =1,

iy >4,
0 quizas

He: =10,

Hy: <,

se llama prueba de una cola o unilateral, La regidn critica para la hipotesis al-
ternat > ), s¢ encuentra totairmente en el extremo derecho de la distribucion,
~mientras que la region critica para la hipétesis alierna ¢ < t, se encuentra to-
talmente en ¢l extremo izquierdo. Por ejemplo, el director del programa de
pruebas utilizd una prueba unilateral para probar la hipdiesisp = | 4 conirala
alternaiiva de un lado p > 1 3 para la distribucion binomial,
Una prueba de cualquier hipdtesis estadistiva en que la aliernativa es bilare-
ral o de dos colas al como

Hy =0,
Hyo 020,

recibe el nombre de prueba de dos colas o bilarera!. La hipdiesis alterna es-
tablece que ¢ < 1),y que ¢ > (). Los valores en ambos extremos de la distribu-
cion constituyen la regidn critica. Se utilizd una prueba de dos colas para pro-
bar la hipoétesis nula de que u = 63 kilogramos contra la alternativa de dos co-
las 1 # 03 para la poblacion coniinua de Jos pesos de tos esiudianies varones.

El formular una hipodtesis alterna unilateral o bilateral dependerd de la
conclusibn que se saque si /1, es rechazada. La posicidn de la regidn critica
puede determinarse sdio despues de establecer # . Por ejemplo, al probar un
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nuevo medicamento. se establece la hipdtesis alterna de que ‘dicumemo no
es mejor gue tos medicamenios similares con que se cuenty v s¢ pruekd contra
la hipdtesis aiterna de que es superior. Tal hipotesis alterna resuliarda en una
prueba unilateral con la regidn critica en el extremo derecho. S embargo, si
s¢ devea determinar que ios dos procedimientos de ensefanza tienen igual efi-
cacia, la hipdtesis alterna permitird que cualquier procedimiento sea superior.
‘Por lo tanto, 1a prueba es dos extremos (colas) con ia regidn critica dividida de
modo que se eicuentre en los extremos izquierdo v derecho de tu distribucion.

Al probar Ias hipotesis relativas a poblaciones discretas, lu region critica se
escoee arbitrariamiente v »e determina su tamano. Si el lamafo = ©» demasiado
grande, puede reducirse haciendo up ajuste en el valor critico. Quizd hava que
aumeniario para compensar el incremente automatico que ocurre én ji. Al pro-
bar las hipoiesis relativas a poblaciones continuas, se acostumbra escoger vilo-
res de x de 0.05 & 0.0t v despues envontrar ¢l valor o los valores criticos. Por
ejemplo, en una prueba de dos colas al nivel de sigmiticancia 0.03, {os valores
criticos de una estadistica gue tiene una distnbucion normal estindar seran
= Caws=— 1Y0Y Ty uzs = EY0. Enowérminos de los valores 20 1a region critica
detamano 0.05serd 7 < — 190 v /Z > 190 v hireg'on de aceplacion serd — 1.
Y6 < Z < 196, Se dice que una prueba es significariva st la hiporesis nula se¢
rechaza al nivel de stgnifivancia 0.05, v se considera aftaniente significativa si
la hipdtesis nula se rechaza ol nivel de significancia 0.01.

En las secciones restantes de este capitulo se expondran varias prucbas de hi-
poiesis especiales usadas frecuentemente por los estadigratos.

7.4 PRUEBAS DE MEDIAS Y VARIANCIAS

Tomemos el problema de prabar la hipotesis de que la media i de una pobla-
cién, con variancia e-, conocida, sea igual a un valor especificado s, contra fa
alternativa de dos colas de que la media no es igual a e, Es decir, debéra pro-
barse '

H,: =i,

“irl: HFE .

Una estadistica apropiada en la cual se base el criterio de decision es la va-
riable aleatofia Y. En el capitulo § se dijo que la distribucién muestral de Yes
unz distribucidn aproximadamente normal con media 1¢, = u y variancia a3
= &7 ;;.dondey y ¢ son la media v la variancia de la poblacién de la cual se se-
leccionan las muestras aleatorias de tamafo 7. Si se emplea un nivel de signifi-
cancia de x. es posible encontrar dos valores ¢riticos ¥, v X, 1ales que ¢l inter-
valo ¥, < X' < ¥, defina la region de aceptacion v las dos colas de la distribu-
cion, ¥ < &,y X > <. constituyan la region eritic.
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La redion eriticn puede estar dada en 1enminos de bos valotes ¢ por medio (|L'

la transformacién

N o= .

a,. i

Por tanto, para un nivel de significancia « en la figura 7-6 se muestra que los
valores criticos de la variable aleatoria Z, correspondientes a X, y £,.son

I Y Ry 10

-,y = bl
G, \h

Xy

Sy T T =S
o'n

X-esala
r—escala

Fig. 7-6 Region critica para la hipdiesis alterna ¢ # ia.

De la poblacion se extrae una muestra aleatoria de tamano z y se calcula la me-
dia de la muestra X. Si ¥ cae en la regién de aceptacién, ¥, <« X < ¥..entonces

caeralaregibn —:z, . < £ < I, ; y s¢ concluve que ¢ = p,.. De lo contrario, se
rechaza H,, y se acepta la hipotesis alterna de que ¢ # jt,. Generalmente la re-
gi6n critica se establece mas bien en términos de Z que de .

El procedimiento de prueba descrito es equivalente a encontrar un intervalo
de contianza al (1 — 100", para py aceptar H, si yyestd en el intervalo, Si
esta fuera del intervalo, se rechaza p, en favor de la hipotesis alterna H,. En
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cortedienein, Cumnde e hacen ileeenonan sodiee T roedis it Gy poblacidn
con variancia o’ conocidi, ya seu por la construcaidn de un intarvalo de cori-
flanza o por la prucba de una Wpotesis estadistica, se emplea fa misma
estadisticaZ = (X — wia  nt

En gencral, sise usa una estadistica para construir un ingervalo Jde confianza
daatinado al pardmetro Hocomo Z. T N7 e F se puede aplicir Lo misma es-
1adistica para probar Ia hipdtesiz Je que el pardmeire es izual 2 determinado
valor th, conira la alternativa apropiada. Naturalmente 1odas las suposiciones
fundamentales hechas en ¢l capitulo 6, relativas al uso de una estadistica dada,
se aplicaran a las prucbas descritas aqui. Esto significa esencialmente que to-
das las muesiras se toman de poblaciones aproxtmadamente normales, Sinem-
barzo, una estadistica Z puede emplearse para probar hipatesis acerca de me-
dias 1omadas de poblacioness no normales cuando n = 30

En la tabla 7-1 se enumeran las estadisticas con que se pruebu una hipdtesis
H, determinada y se dan las regiones criticas adecuadas para hipotesis alternas
H.de una y dos colas. Los pasos para probar una hipdtesis relativa al pari-
metro ¢ de una pobiacion contra una hipotesis alterna pueden resumirse como
sigues

1. Hy: =1,

2. H,:Las alternativas sont! < t,.00 > 0,. 6 t/ £ 0.

3. Escoja un nivel de significancia igual a x.

4. Seleccione la estadistica de prueba apropiada y es:tablezca la regidn

critican. :

8. Calcule el valor de la estadistizca partiendo de una muesira aleatoria de
tamano .

6. Conclusion: Rechace /i, si la estadistica tiene un valor en la region
critica; st no es asi, acepte H,,.

Ejempto 7.1 Un fabricante ce articulos deportivos ha inventado una nueva
cuerda sintética para pescar, que tiene una resistencia media de 8 kg a la rupru-
ray una desviacidn estdndar de 0.5 kilogramos. Pruebe la hipdtesisde que p =
$ kg contra la alternativa de que p = B kg si se toma una muestra aleatoria de
30 cuerdas y se encuenltra que tienen una resistencia media a la ruptura de 7.8
kilogramos. Emplee un nivel de significancia de 0.01.

Solucion
1. H,- n=23kg
2.H;: pESke
3. x=001.
4. Regidn critica: £ « — 238 y Z > 255, donde
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Tabla 7-1. Pruebas de medias v variancias
H, Estadistica Jde prucba H, Region critica
. . .‘. - o y _ -
o= Ry, Z = 2.1 5 conocida = K z <A
o.n 1 Z>z,
[T VAR -
s 22
X' -, ) -
K=y I = cliv=n - ) HS to T.< f
i S n 0o, >,
. . T< —t,,
o desconocida HF e S Theo
>,
- .\I:\ — u — I y I -2
o —ps=d, £= ._'._},—,3-‘___:_—::!-_..__!-_‘;.: o A ST
L 407 ) T gy =g > Al Lo
¢, ¥ 6. conoeida I
>z,
I_\: - .\.“—l!' i N T -
Moo= py =y T=—l-bh o e . # ‘j"' - =Th
Sy (F ) = (L) #p —pr e T
X My —pred, Te 100
. N T>1,,
pero desconovida .
. st = DS+ s = 13
_\P B il e
n ot 0y, =2
Hy — M = J“ T = .‘. }11_-":-3_:1 ._‘ ‘_!_U_ My = # = du T: = h
NNERERL N =y >da T
=gz Edy T < -r, 0
o s M T >t
V= Tz -
(RTINS R A R
ny, = | wy =1
G, # a. peto desconocida
D - 4, t, < Z -
Mo =4, T= “',“_':I. w=n-1 fp < dy T< -1,
_ : Sin >y T>q,
. ty, = 4, T< ~t,. 0
observaciones pareadas fla = o fr2
T>1,,
. G:-CG“ -\':<}",,
> . B T I N : N \: o
a” = o6 X-=‘_-.:._f: ot > oG . ->1,\
a5 67 # 6 No < piaz 9,
v=n-— 1 -\':>L::
ai = a3 F =335 ¢ < a3 Fefidvyr)
vo=n -1y oy > 62 F > fivv:)
6i # a: F<fitvnv)

¥
F>ptveva

(£
h
frd
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5. Calculos:

% = 7% kilogramos  n = 30
L . A e
0.5/,'50

6. Conclusion: Se rechaza H, y se concluye que la resistencia a la ruptura
promedio no es igual a 8 kg sino menor.

Ejempto 7.2 El tiempo promedio empleado para escribir a tos alumnos de

" una escuela ha sido de 30 minutos con una desviacidn estandar de 10 minutos.

Se esia ensavando un nuevo procedimiento de inscripeidn mediante maguinas

computadoras. Si una muestra aleatoria de 12 estudiantes obtiene un tizmpo
promedio en inscribirse de 42 minutos con una desviacibn estandar de 11.9 mi-
nutos con el nuevo sistema, prucbe la hipdtesis de que !a media de la poblacion
es ahora menor de 50, usando un nivel de signiticancia de 1) 0.05 y 2) 0.01. Su-
ponga que la poblacion de los tiempos es normal.

sSolucién
1. Hy: p = 30 minutos
2. My < 30 minuios
3. (=005 (2)x =001 - )
4. Region critica: (1) T < —1.796, (1) T < =2.718,donde T = (X ~ po)i(S/
\;’;:) conv = 11l grados de libertad.
5. Computos: ¥ = 42 minutos, s = 119 minutos y n = 17. De donde

6. Conclusion: Se rechaza H,, al nivel de significancia 0.05 pero no al nivel
0.01. Esto significa que la media verdadera rezlmente es menor de 50 mi-
nuios pero no lo suficiente para garantizar el alto costo que supone el

uso de una computadora.

Ejemplo 7.3 Se efectud un experimento para comparar el desgaste por abra-
sion en dos materiales laminados diferentes. Con una maguina para medir el
desgaste se probaron 12 piezas def maserial 1. Diez piezas del materiat 2 fueron
probadas de modo similar. En ambos casos se observo el espesor del desgaste.
Las muestras del material 1 dieron un desgaste promedio (coditicudo) de 83
vnidades con una desviacién estandar de 4, mientras que las del material 2
dieron un promedio de 81 y una desviacidn estandar de 5. Pruebe 12 hipotesis
de que los dos tipos de materiales presentan el mismo desgaste al nivel de signi-
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ficancia 1. Suponga que las poblaciones son aproximadamente normales

con variancias iguales.

Solucion Las medias de las poblaciones de los materiales 1y 2 s2 representa-
ran, respectivamente, por j ¥ i Usando el procedimiento de scis pesos, se
liene '

LHy pyo=pe 6y —u, =0

2H D o, E a6 — e

32 =040

4. Regién critica: T < ~1.723 y 7T > 1.725 donde

7o YT Y od
S‘,\ ‘] ”I) T ‘] ”.\)

con v = 20 grados de Uibertad.
S, CoOmputos: X; =855, =4.n, =12 ¥y ¥, =8l s, =35 n, =10 De
donde :

"

AIDE6) = (D25

L= /‘_i’ BSAATRLNERT N
Voo12+10-2

85— 31 =-0

, RS A V17

4TS LI+ (110)

6. Conclusion: Se rechaza H, v se concluye que los dos materiales no repre-
sentan ¢l mismo desgaste.

Ejemplo 7.4 Para averiguar si existe una diferencia entre un analisis quimico y
un analisis con rayos X que permita conocer la cantidad de hierro en un mate-
rial, se emplean cinco muestras de una substancia ferrosa. Cada muestra se
parie en dos submuesiras y se les aplica ambos dos upos de anilisis. Los datos
codificados que indican el andiisis de conienido de hierro son los siguientes:

Muestra :
Andlisis 1 N 3 :
Rayos X 20 20 23 2 24
Quimico 22 1Y 23 23 24

Suponiendo que la poblacidn es normal, pruebe al nivel de significancia 0.03 st
los dos métodos de analisis dan, en promedio, el mismo resultado.

- PRULIA I'.«-.fm-.'./.': ©o258 ¢
Sofuckon Los contenidos promedios de hierag desenmina P s asedhlisis

quimico y de rayos X se representaran respectiviemente por 4, Y jo. Se procede
cOmo sigue:

Hyo oy = p: 6 g, =0

Hyoowy = 3 O py # 0

1 = 005, : : .
Regibn critica: T < =2776y T > 2.776.donde T =D — dib (S0
conv = 4 grados de libertad. :

S. Cobmputos:

I O Y N

Rayos X Quimico d, S

X0 22 -2 0
20 1.9 0.1 001
23 25 0.2 O
21 23 U (hiH
24 24 i 0.00

—05 043

Se encuentra que 4 = — 0.5/ = —0.0ys; = [(3)0.13) — {— 0357051

= 00>. Tomando la raiz cuadrada, se tiene 5, = (14142, De donde

-01-0

i = — 16,

0.14142°'5

6. Conclusidn: Se acepta £, ¥ se concluye que los métodos de analisis no
son significativamente diferentes.

Ejemplo 7.5 Un fabricante de acumuladores para automovil asegura gue la vi-
da de su producto tiene una distribucion aproximadamente normal, ¢con una
desviacion estandar igual a 0.9 afos. Si una muestra aleatoria de 10 acumula-
dores tiene una desviacidn estandar de 1.2 afos, jpensaria usted que s > 0.9
2R0s? Utilice un nivel de significancia de 0.05.

Selucién
1. Hy: o =081
2. H,: ¢ >08L
3. 2z =005 :
4. Region critica: X* > 16919, donde X¥ = (n — 115367 conv = 9 grados
de libertad.
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5. Computos: »* = 1440 = 10 y

M4 Lo
T= = o
/ 0sl

6. Conclusion: Se acepta If,, v se mmlu\c que no hay razdn para dudar que
la desviacion estandar sea 0.9 afos.

7.5 SELECCION DEL TAMANO DE LA MUESTRA PARA
LA PRUEBA DE MEDIAS

E! nivel de significancia para [a prueba de hipdtesis estadisticas, normalmente
lo controla el investigador, micntras que . o sea la porenciu de la prucba, defi-
nida pori — festa controlada empleando un tamano adecuado de la muestra,
En esta seccion se explicard, la seleccion del wamafo de la muestra para
prucbas que contlenen una o dos medias de poblacidon. Cuando se usa ia distri-
bucidn normal y se conocen la variancia o varianvias de la poblacion, es ticil
delimitar ¢l tamano necesario de la muestra para alcanzar la potencia deseada.

Supdngase que se desea probar la hipoiesis

Hoyr o p= .

Hio wu>uy,,.

con un nivel de significancia x cuando ia variancia ¢~ es conocida, Para una al-

ternativa especifica, digamos p = n, + J. la potencia de la prueba esia dada
por -

N -
1 - f= P[ SRS >z, H e \crc.adn.ra]

a6 N )
- ..\: - l“‘, T ()) li ’ _—
=P - T >, - R T N
. LEEN IO

Segin la hipétesis alterna o = g, + 4. la estadistica

Nty v )

6 n

es una variable normal estandar. Por lo 1anto,
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de lo que se concluye que

y por tanto

resultando que tambiém es verdadero cuando la hipdtesis alterna es ;< y,,.
En el caso de una prucba de dos colas se obtiene la potencia | — /i para de-
ierminada alternativa cuando
(2, + 5V6°
I
a°

Ejemplo 7.6 Supdngase que se desea probar la hipotesis

H,: p = 6%,
H,: n > 65,
con un nivel de significamia ¥ = (L05 cuando & = 57 Encuentre el tamano re-

querido de la muestra si la potencia de la prueba es de 0. 95 cuando la media
verdadera es 69. ’

Solucion Como x = i = OU3. setiene -, = -, = 1.645. Para alternativa: p =
69, se toma & = 1 y despues

+ Le453152%) -
n o= ‘ﬂl_ff'_‘.__.f?f.___‘._... = 2706,

Por lo tanto, se necesitan 271 observacionss si la prueba se realiza para recha-
zar 1a hipotesis nula en 93iv  de las veces cuando de hecho el valor de 1 es 69.

Se puede aplicar un procedimiento similar para determinar el tamado de la
muestfan = n, = n. Que réquiere una potencia de la prueba en la cual se com-
paran las medias de dos poblaciones. Por ejemplo, supbngase que se desea
probar ia hipdiesis
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cuandq @:y a, son conocidas. Para una alternativa especifica, digamos x u, -
j; = o.la potencia de la prueba esti dada por

X, - X,
1l -fp= P[—I;L‘————"_‘- >l = = :5}

\ lay + a5in

r

Por. lo tanto,

_:E: i

1ot + 63

o Y, -Y.-9
P[—:,: T . S s
v Oy T oan Jley + 63kn

-
Ml
'ﬁ
]
|||
b

<L — = 0}

1}

il
T oEsm—em gy - gy = ‘)]-
~ ‘Gl T ﬂ':)‘”

o, la estadistica

Segin la hipétesis alterna, u; — g,

) ‘Yl - .T: b (S

e a3

¢s una variable normal estandar. Por lo tanto,

. ] )]
ﬁ = P{":l 3 T msme— e < Z-< e 7;‘—1_—-.::\-_:
Nley T o3 lay + ein

de la cual se concluye que

y por tanto

(2,2 + 3,Fie] + 63) :

a2

n =

Para la prueba de una cola, la expresion del 1amanio requerido de 12 muestra
cuando # = n, = n, la hallamos en '

Cz, + et + o))
TR Lt EL L L
a2

£
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Cuando se ignora la variancia de la poblacidn (o varianciazs en las si-'
tuaciones de dos muestras), la seleccion dei tamano de la muestra no es directa.
Al probar la hipotesis 4 = g, si el verdadero valor esu = y, + o.la estadistica

no sigue la distribucion ¢, como se cabria esperar sino la disiribucidn t no
central. Sin embargo, hay tablas o grificas basadas en esta dliima para deter-
minar el tamano apropiado de la muesira si se dispone de alguna estimacion de
¢ 0 si§ es un multiplo de 0. La tabla 1X (cf. Tablas estadisticas) proporciona
los tamanos de la muestra necesarios para controlar los valores de x y ffen dife-
rentes valores de '

,\ _ ’"()‘I _ 1.“ - ;l\]i
- G a

en las pruebas de una y dos colas. Enelcasodela prueba r de dos muestras, en
la cual se desconocen las variancias pero se suponen que son iguales, se ob-
tienen los tamafos de las muestras # = i, = 1, Que s& reguiersn para contro-
lar los valores de x y gen diferentas valores de -

A= i_:)'_l = I __‘(f:’_l
G G

‘contenidos en la tabla X.

Ejemple 7.7 Al comparar e rendimiento-de dos catalizadores en el resuftado
gde una reaccion quimica, sz efecta una prueba r de dos musstras conx = 0.05.
Se considera que las variancias de los resultados son iguales para los dos catali-
zadores. ;De aué tamano deben ser las muestras de cada catalizador para pro-
bar la hipotesis

Hyt o opy = i,
Hioo oy # 1.

si es esencial detectar una diferencia de (0.8¢ entre los catalizadores, con una
probabilidad de 0.9?

Solucién En la tabla X, con = = 0.03 para una prueba de dos colas, ff = 0.1,y

10.861]

G

A= = 0.3,

se encuentra que el tamafo requerido de la muestra es n = 34,
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7.6 PRUIPEAS DE PROPORCIONES

Las pruebas de hipotesis relativas a proporciones son utiles muchos campos.
Los politicos quieren saber qué fraccidon de los votantes los apoyardn en las
proximas elecciones. Todos los fabricantes desean conocer la proporcion de
piezas defectuosas contenidas en un embargue. E jugador se basa en un cono-
cimiento de la proparcion de resultados que estime favorables,

Estudiaremos el problema de probar- la hipdtesis de que la proporcidn de
éxitos en un experimento binormial sea igual a determinado valor. Es decir, se
va a probar la hipotesis nula H,, de que p = p,. donde p es ¢} pardmetro de la
distribucian binomial, La hipotesis alterna puede ser una de las alternativas
ustales unilaterales o bilaterales: p < p,.p> p,.Op = p,.

La estadistica apropiada en la cual se basa el criteno de decisidn es la va-
riable aleatoria binomial X, aunque se puede usar en la misma forma la
estadistica £ = X n. Los valores de X que estan alejados de la media jr = np,
conducirdn al rechazo de la hipotesis nula. Para probar la hipotesis

Hot p=po-
H;: p<py.
se recurre a la distribucidén binomial conp = pyy ¢ = | — p, para determinar

PLY < xjH, es verdadera). El valor x es el nimero de éxitos en la muesira de
tamafo n. Si PV < x|H, es verdadera) < x.la prueba es significativa al nivel
2 y H, se rechaza en favor de H,. Similarmente, para probar la hipdtesis

Hyt p=po.
Hi p>py.

se encuenlré PLX = x| H, es verdadera) y se rechaza H, en favor de H, si esta
probabilidad es menor que x. Finalmente, para probar la hipdtesis

H,: p = po. :

Hl: P?é Po-

al nivel de significancia x, H, se rechaza cuandox < np, ¥ PLY < x}H, esver-
" dadera} < x 2 ocuando x > p, ¥ PLY = v H, es verdadera) < x.2.

Los pasos para probar una hipdtesis acerca de una proporcidn contra las di-
ferentes alternativas s¢ resumer 2 continuacion:

’ PRULEBA DE mnl vrests 20l

M }{u: r=Pa- ) .

Fi.- Las alternativas sonp < Py 7> 1020 P # Jo-

Se escoge un nivel de significancia igual a x.

Regidn critica:

a) Todos los valores x tales que PLY
ternativa f < Po-

b) Todos los valores xtales que PIY
ternativa P = Fo-

¢) La union de todos los valores x :
< 12 cuando x < np..con todos los valores x tales que PLY =

es verdadera) < x:2 cuandox > np;.para la alternaiiva p # po-
Cdmputos: Encuentre x ¥ calcule la probabilidad adecuada.
6. Conclusién: Rechace H, si xcaeen la region critica; si no es asi aceple
HU:

[

Ao

< x|H, esverdadera) < z parzla al-
> x|H, es verdadera) < xpara la al-

tafes que PV < x|H;es verdadera)
x|Hy

(¥ ]]

n cazador afirma que derriba el 807 de los p:‘xje_xos a los que
a afirmacion si, en un dia dado, él derriba gdelas 15
{ de significacion de 0.05.

Ejemplo 7.8 U
dispara. ;jAcepta usted es _
aves a las que dispard? Utilice un nive

Solucién Se sigue el procedimiento de sels pasos:

1. Hy: p=08.

2. H,: p#08&

3. 2 = 005

4. Region critica: Todos tos valores de v tales que P(X < x|H,es verdade-
ra) < 0.025.

5. Computos: Se tiene x =9y n =15 Porlotanto, usando la tabla II,

PX <9p =03 = .‘: bix: 15, 0.8)

A=0

= 00611 > 0.025.

6. Conclusion: acepte H, y egard ~1a c_onclusibn de que no hay razon para
dudar de la afirmacién del cazador.

En la seccion 4.3 se vie que, cuando 7 €s pequento, las probabilidades bino-
mizles se pueden obtener de la formula binomigl rca.l' o de la tabla II. Par:? n,
srandes, se requieren procedimienios de aproximacion. C.?ua'ndo-e'l valor su-
;-ncsro Py esta muy cercanoa 061, se puede emplear la distribucidon de POL’:‘:—
i COn parametro g = npa. St n es grande, generalmente se prefiere la aproxi-

A
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macion a 1a curva normal, que es bastante exacia en la media que p, no esté
extremadamente cercano a0 nia 1. Al emplear la aproximacion normal, el ¢ri-
terio de decisidn se basa en la variable aleatoria

Por tanto, en una prueba de dos colas al nivel de significancia 2, la regidn
criicaesZ < —:z,.yZ >z, ;. Paralaaliernativa unilateral p < py. la regibn
critica es £ < —z,.y para la alternativap > p,. la regidn critica esZ > -,.

Para probar una hipotesis acerca de una proporcion, se aplica la aproxima-
¢ién a la curva normal y se procede comio sigue:

. He: p=p..
Hy:Las aliernativas sonp < pu.p > po.6p # p,. )
Escoja un nivel de significancia igual a x.
. Region crittea:
a) £ < —~:, para la alternativap < pg.
bY £ > =z, para la alternativa p > p,.
)Z <. —z,,y Z >z, , para la aliernativap # p,-
5. Computos: Encuentre x a partir del tamano de la muestra n.y después
caicule

A.!....nu.-'

N Pods
6. Rechace My, si - cae en la regidn critica; de lo contrario, acéntela #,,.

Ejemplo 7.9 Una compafiia manufacturera ha encontrado que ¢} %0 de los
articulos producidos mediante clerto proceso no estin defectuosos. Se 2sig
considerando Ia conveniencia de introducir una modificacidn en él se cree dis-
minuird la proporcidn de articulos defectuosos a menos del 10Y, actual, Enun
experimento de 100 articulos producidos con el nuevo proceso se encuentran S
defectuoses. (Es esta evidencia suficiente para afirmar que el procedimisnto
modificado es mejor? Use un nivel de significancia de 0.03.

Solucién Siguiendo ¢l procedimiento de seis pasos:

1. Hy: p=09.
2. H: p>08.
3. 2 =005

4. Regibn critica: Z > 1 &35,

Pt bA m.—un 14 263
Y :

5. Compuios:x = 93 n = 100, up, = (HAWNOYS] = Y5,

953 — 90
P 167
1001090010y

Wi

6. Conclusidn: Se rechaza H,, v se concluyve que el proceso moditicado ha
reducido la proporcidn de articulos defectuosos.

7.7 PRUEBA DE LA DIFERENCIA ENTRE
DOS PROPORCIONES

Frecuentemente surgen situaciones donde se desea probar la hipdiesis de que
dos proporciones son iguales. Por ¢jemplo, quizas se trate de probar que la
proporcion de pediatras en una civdad es igual a la que hay en otra ciudad.
LUnza persona puede decidirse a dejar de fumar solo si se le convence de que la
proporcion de fumadores que voniraen cancer pulmonar excede a la de los no
fumadores.

En general, se desea probar la hipdtesis nuia

contra alguna aliernanuva iddnea. Los parametros oy v Poson las proporciones
de las dos poblaciones de 10 que se investiga. La estadistica en que se basael
criterio de decision es la variable aleatoria 2, — P,. De dos poblaciones
binomiales se exiraen al azar muestras independientes de tamafios n, y n;y se
calcula la proporcidn de éxitos P, y P, para las dos muestras. En la seccidon 6.6

se sefald que la estadistica

- P, P~ P,

+Ap.gaansd \.‘;qr[l-l-;;:}v:‘?i,-113!:]

tiene una distnbucidn normal estandar cuando H,, es verdadera vy n, v n.son
grandes. Para calcular un valor de Z, se debe estimar el paramstro p que apa-
rece en ¢l radical. Fusionamos los daios de ambas muestras y escribimos

Xy + X '

ny +ns
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donde v, Y¥Vason el nlimero de éxitos de lus dos muestras. Substituyendo / por
pla cstadlsnca Z toma la forma

i} P, -
Z = — —.‘..'.'_.':'::. _—._:.-____._.__
IR EINE NN
donde j = | — p. Las reéxones criticas para la hipdresis alterna apropiada se

establecen antes de usar los puntos criticos de la curva normal estandar,
Si se quiere probar la hipdtesis de que dos proporciones son iguales cuando
las muestras son grandes, se procede con 10s seis pasos siguientes:

1. H. py=p.
2, H,:las alternativas son p, < p,.p, > p:-6p, #F ps.
3. Seleccione un nivel de significancia igual a 1.
4. Regidn critica:
a) £ < -z, para la akernativap, < p,.
b} Z > -, para la alternativar, > p,.
) £ < —z,.yZ > z,, para la alternativa P F Pae
5. Computos: Caleule pp, = x, ny. o= v, m.y p= N+ Xahlny 7 03)
~y después encuentre

o _Pl __P
\f’][(l kol fh]}

6. Conclusion: Rechace ,, si - cae en la reglén critica; de lo conrrario,
acéptela H,,.

Ejemple 7.10 Para devidir si se cons'lruyc una planta quimica propuessia, se
hace una encuesta entre los residentes de una civdad y del condado circundan-
te. El sitio de la construccion esta dentro de los limites de la ciudad ¥ por 230
muchos habitantes del condado piensan que una gran proporcidn de los resi-
dentes la apoyarin. Para averiguar si hay una diferencia significativa en la
proporcion de unos y otros se realiza una encuesta. Si 120 de 200 residentes de
la ciudad y 240 de 500 habitantes del condado estan a favor de la construccin,
¢se puede considerar que la proporcion de residentes de la ciudad que apovan
la construccion de la planta quimica es mayor que la de los habitanies del con-
dado? Ulilice un nivel de significancia de 0.025.

Solucion Sean'p; v p., respectivamente, las proporciones de habitanzes de la
ciudad y del condado que respaldan el proyecto. Siguiendo el procedimiento
de seis pasos:

L H,: py=p,.
2' i, M= p.

3. X = “025
4. Regidn critica: Z > 1.96.
5. Computos:

. v, 120
= -t = = 0.60
P n, 200
v, 23
pyo= 5 = - = (4%
P = T 0

Por lo tanio,

\ ‘0. >m0491[(1;“u0) + {1 300)]

6. Conclusidon: Se rechaza J/, y se concluye que la proporcidn de residentes
de la citdad gue apovan el proyecto es mayor que la de los habitantes del
condado.

7.8 PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE

En este capitulo nos hemos ocupado de la prueba de hipotesis estadisticas acer-
ca de parametros individuales de la poblacion, tales como u. #°.y p. Ahora es-
tudiaremos una prueba para determinar si una poblacién tiene una distribu-
cion tedrica especiticada, La prueba se basa en el grado de ajuste que hay entre
la frecuencia de ocurrencia de las observaciones en una muesira observada y
las frevuencias esperadas que se obtienen d2 una distribucion hipdtetica.
Ellanzamiento de un dado nos servird de ejemplo. Supengamos gue el dado
esta balanceado, lo cual equivale a probar la hipdtesis de que la distribucion de
los resultados es unitorme. Suponga que el dado se tira 120 veces, anotando
cada resultado. Tedricamente, si ¢l dado esta balanceado, se puede esperar que
cada lado saiga 20 veces. Los resultacos se dan en la tabla 7-2. Al comparar las

Tabla 7-2. Frecuencias observadas y esperadas de 120 lanzamientos de un dado

Caras

Observadas 20 »n 17 33 19 24
Esperadas 20 20 20 ) X X




2000 PR D PN NN ‘

Frecuend®™s observadas cou tus frecucnonis experadas vorrespondientes, se debe
decidir sioestas diserepancias se deben probablemente a tas fuctuaciones del
muesireo (v por lo tanto el dado estard balanceado); de lo contrario el dado no
o estd v 1 distribucion de los resultados no es uniforme, Es una practica co-
man Hamar celda a cada resultado posible de un experimento. Asi pues, en este
ejemplo se tienen seis celdas. La estadistica apropiada en que-se basa el criterio
de decision para un experimento con k celdas la define el siguiente

TEOREMA 7.1 La prucha de bondad de ajuste entre lus frecuencias oér-
servadas v esperudas se basa en la cuntidad

- e — e’

/

i.—_l "1
dunde 77 es un valor de la varicbie aleutoria X° cuva distribucion muesirul
s aproxima bastente w e disiribucion ji cugdradu. Los simbolos o, v <,

representan, respeciivamente, las frecliencias observadus v lus esperudias
pura la -esima celda,

Silzs frecuencias observadas estan cercanas i sus correspondientes frecuen-
cias esperadas el valor 7 sera pequeo, 1o cual indica un buen ajuste. Si obser-
vadas difieren considerablemente, el valor 7 sera grande v ¢l ajuste podre. Un
buen ajuste lleva a la aceptacion de £, mientras que un ajusie, deficiente con-
duce a un rechazo. Por lo tanto, [a regidn critica caerd en ¢} extremo derecho
dela dmnbuuon jicuadrada. Para un nivel de significancia bua] g x. el valor
¢ritico #; se encuentra de la tabla VI y en consecuencia X7 > y° constituye la
region ¢ritica. Este criterio de decision no debe usarse si las frecuencias espera-
das no son izual a 5, por lo menos.

El nimero de grados de libertad asociados con la distribucion ji cuadrada
aqui empleada depende de dos factores: el nimero de celdas en el experimento
y el namero de cantidades que se obtengan de los datos observados que se ne-
cesitan para calcular las frecuencias esperadas. A este numero se ![*ga por me-
dio del siguiente

TEOREMA 7.2 Ef miirmiero de gredos de libertad en una prueba de bon-
dud v cantidades obtenidas, tomailas de los datos observados que s¢
emplean en el calculo de lus frecuencias esperadas.

PHUENA LI It s [ 1,001 2677

La frecuencia totad es la anica cantdad propurcionada por los datos obincrva.
dos, al cateular las frecuencias esperadas para el ru‘alw.do de tanzar un dado.
Asi pues, segin la definicion, ¢l valor caleulado 7 tiene 6 — 1 = 3grados de li-

bertad.
En 1a tabla 7-2 sc observa que el valor 2es

(20 — 200° (22~ 200 (17 - 208

B= T T 3
C U8 =207 (19~ 208 (24 - 20 .
TR TR T
= i.7.
Usando la tabla VI, se encuentrd que y5,: = 11.070 parav = 5 grados de li-

mertad. Como 1.7 es menor que el valor eritico, H, no se rechaza v se concluye
que la distribucion es uniforme. En otras palabras, el dado esta Ddlanceado.

He aqui otro ¢jemplo, ta hipdtesis de que la distribucion de frecuencia de la
vida de los acumuladores, dada en la tabla 2-2, puede aproximarse por medio
de la distribucién normal. Las frecuencias esperadas para cada clase (celda),
listadas en la tabla 7-3, se obtienen de una curva normal gue tiene las mismas
media v desviacion estandar que la muestra que nos ocupa. De los daios de la
tabla 2-1 se deduce gue la muestra de <0 acumuladores tiene una media ¥ = i
3125 vy una desviacidn estandar s = 0703, Estos valores se usar@n para ity 6.en
el calculo de los valores - correspondientes a los Himites de clase. Por ejemplo,
el valor = correspondiente a 1os limites de la cuarta clase son

= = S = 0658
0.703
345 — 34125
s = 22T g,
B 0.703
De la tabla IV se deduce que el area entre -, = —0.653 yz, = 0033 es

~0.638 < Z < 0.053)
Pl7Z < 0033 — PIZ <« —0.658)

area

= 03211 = 4.2552

= 0.2635.
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de los acumuladores suponiendo normahidad

Limites de clase o; e;
1.45-195 2 o.c{l
1.95-2.45 iv7 0 27h00
245-295 4 6.%
295-345 15 10.6
3.45-395 10 10.3
395-448 -8 o.11.
3.45-4.95 AT LS,

Por tanto, la frecuencia esperada para la cuarta clase es

ey = 102659401 = 10.6.

La frecuencia esperada para el primer intervalo de clase se obtiene usando el

‘Area total bajo la curva normal hacia la izquierda del limite 1.95. Para el alti-

mo intervalo de ¢lase, se emplea el area total hacia la derecha del limite inferior
del intervalo, el cual es de 4.45. Todas las demAas frecuencias esperadas se de-
terminan por ¢l mérodo descrito para la cuarta clase. Notese que cuando las
frecuencias esperadas son menores de S, s¢ han combinado clases adyacentes
en la tabla 7-3. En consecuencia, el nimero total de intervalos se reduce de 7 a
4. El valor 1 esta dado entonces por

o 0= 10 (15 -106° (10 -1032% (8 — 838
TN 10.6 10.3 %3
= 2797. |
Eil nimero de grados de libertad para esta prucba setrd 4 — 3 = ], yaque se

requicren tres cantidades, la frecuencia total, la media y la desviacion estandar
de los datos observados, para encontrar las frecuencias esperadas. Como e} va-
lor calculado ¥°es menor que 3,5 = 3.841 para 1 grado de libertad, no hay
razbn para rechazar la hipdtesis nula y concluir que la distribucion normal
proporciona un buen ajuste para la distribucion de la vida de los acumulado-

Tes. . .

7.9 PRUEBA DE INDEPENDENCIA

El procedimiento de la prueba ji cuadrada, expuesto en la seccidn 7.8, tambien
puede emplearse para probar la hipdtesis de independencia de dos variables.

- Ahora, supdngase que sc_desea estudiar la_relacién exisiente enure la

=~ Tabla 7-3. Frecuencias observadas y esperadas de la vida ~
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Tabla 74, Tabla de contingencia 2 x 3 -

Protestantes Catdlicos

Judios Towal
Costa este 152 2
2 218 X
Costa oeste 154 136 ;t!)(; ;‘g))
Total 336 - KLY 313 1000

as se denomina tabla r x
LA lc;_s totales de las filas y las columnas de ‘
margm_a!es. Para provar Iz hipétesis H, de
una persona y el lugar donde vive, se debe

€. Elsimbolor x cselee "r porc”
.Ia tabla 7-4 se les llama Jrecuencias
Iindependencia entre la religidn de

la hipotesis de Hg es verdadera.
Dcﬁn;mos los siguientes evenios:

P Lo .
un individuo seleccionado de la muestra Que es protestante
Q 3 - - ' .
un individuo scl_eccxonado de la muestra que es catdlico

J: un individuo seleccionado de Ia muestra que es judio

Con las i i i
frecuencias marginales s¢ pueden listar Las siguientes probabilidades:

336

PPy = 22 - 351 313 600
EO R R
400 '

Wis

AW) = 156"

e e e~ R e e i o e Ay = mmt L e imee

- r e e g e e e e v
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Ahora, ., es verdadera y las dos variables son independientes, se tendr:-N

. . T336 Y 60
PP E) = PLPPLE) =( RV TR

PICAE)y= PICOWPE) = | =}t o

-
PIP A W) = PIPIPULY ( .
PICIPIE) = (

£ 351

PiC A ) = PICIPIY) (
PU A E) = PUPLE) = |

PiJ W= PR H

Las frecuencias esperadas se obtienen muliiplicando la probabilidad de cada
celda por el numero total de observaciones. Asi, ef nimero esperado de protes-
-tantes que viven en-la costa esie sera

336 '600) 133611600}
2UERY 200
(zooo)(mm 10001 = = ‘

cuando M, es verdadera. La foérmula general para obtener la fre;ucnua espe-
rada de cualquier celda esta dada por

donde R y C son los totales correspondienies 3 renglones v columnas v T es ¢l
gran total de todas las frecuencias observadas. En la tabla 7-3 se anotan, entre
paréntesis y al lado del valor real observado, las frecuencias esperadas para ca-
da celda. Notese que las frecuencias esperadas en cualguier fila o columna se
suman al total marginal correspondiente. En el ejemplo 5810 s¢ necesitan cal-
cular las dos frecuencias esperadas en la fila superior de 1a tabla 7-5 y después
encontrar las otras mediante resta. Usando los-tres torales marginales v el gran
total para llegar 2 las frecuencias esperadas, se han perdido 4 grados de liber-
tad, dejando un toral de dos. Una férmula sencilla para proporcionar ei nime-
ro correcto de grados de libertad esta dada porv
ejemplo, v = {2 — )13 ~ 1} = 2 grados de libertad.

R N R L I A TR ¥ }

Tabla 7-5. Frecuencias observadus y esperadas

Protesiantes Catolicos Judios Toral

Costa este IR0 S 203 0KT) t4n)
Costa oesle 15341134y 136 {1301 [REVEY oY 400
Total 336 15 313 1)

Para probar la hipdtesis nula de mdcpcrdenua se usa el siguiente criterio de
decision:

PRUEBA DE INDEPENDENCIA  Se calculy

vlo o)
—‘ t‘r

7=

donde Ia suima se euu’nde sobre todus las celdus en la tablu de contingen-
ciar X ¢. Siz’ > 71 se rechaza la hipdtesis nulu de independencia ol ni-
vel de significancia x; de ofru foring, se acepla ld #iporests milu. E1 nume-
ro de grados de liberiad es

={r — IMc — 1% Asi, eneste -

v={r - IHc - I}

Aplicando este criterio al ¢jemplo en cuesudn, se encuentra que

, U182 - 202 4215 - 211 (205 — 187

T R TV RN TV
U3 =134 (136 ~ 143087 +mo — 1268
TTTndTT T T o 136

= 8.536

Delatabla VI se deduce que xf._os = 3991 para v = {2 — 1)(3 - 11 = 2grados
de libertad. La hipdtesis nula se rechaza al nivel de significancia 0.05 y se
concluye que la creencia religiosa y ka regidn donde se vive no son independien-
185,

La estadistica ji cuadrada para probar la independencia también es aplicable
cuando se¢ prueba la hipdtesis de que & poblaciones binomiales tienen el mismo

parametro p.

R

“d






272 PRUEBA DE HIPOTESIS

Por 1o tanio, esto es una extension de la ‘1 presentada en la seccidén 7.7,
de la diferencia entre dos proporciones para la diferencia entre & proporciones.
Por lo tanto, si queremos probar la hipoiesis

Hye pw=p=-=p=p-

contra la hipotesis alterna de que.las proporciones de las poblaciones no son
iguales, lo cual es equivalenie a probar que el niumero de éxitos o fracasos es
independiente de la muestra escogida. Para efectuar esta prueba, se selec-
cionan primero muestras aleatorias independientes de tamafos n,. 1. .... h,
de % poblaciones y los datos se arreglan un una tabla de contingencia 2 x k
{tabla 7-6). Las frecuencias esperadas de celda se calculan como antes y se
substituyen, junto con las frecuencias observadas, en la térmula ji cuadrada
para independencia con v = k -~ 1 grados de libertad. Seleccionando una re-

gion critica apropiada, se puede obtener ahora una conclusion respecto al,,.

Recuérdese que la estadistica en que se basa la decision tiene una distribu-
cidon que solo se aproxima por medio de la distribucién ji cuadrada. Los vaio-
res calculados 7 dependen de las frecuencias de las celdas y consecuentemente
son discretos. La distribucion ji cuadrada continua parece aproximar muy bien
la distribucion muestral discreta de X? viendo que el nimero de grados de li-
bertad sea mayor que 1. En una tabla de contingencia * x 2, donde 56io hay |
grado de libertad, se aplica una correccidn llamada correccién por continuidad
de Yates. La tormula corregida se convierte en

> . — FER O Bt (1) 2
7~ (corregida) = >__”_‘.f Zals - ’ .
i v

Si las frecuencias de celda esperadas son grandes, los resultados corregidos y
no corregidos son casi los mismos. Cuando las frecuencias esperadas se en-
cuentran entre § y 10, debe aplicarse la correccion de Yates. Para frecuencias
esperadas menores de 5, debe usarse la prueba exacta de Fisher-Irwin, Una
explicacidén de esta prueba puede ser

Tabla 7-6. k& muesirales binomiales independienics

Muestra

Exitos. A X B Xy
Fracasos nyo— X, fiy — X R PR
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15970 México, D.F.

768 03 01

SANDRA ELVIA CAPETILLO FERREIRQ

- . Monte Alban 518-101-A

-Col. Narvarte
- Deleg. Benito Judrez

03600 México, D.F.
519 51 34

MA: DEL ROCIO CRAMONA CALTZ0ONZI
Eje Lazaro Cirdenas 817-C-303

“Col. Narvarte

Deleg. Benito Judrez
México, D.F.
696 10 55

EMPRESA O IHSTITUCION

DISTRIBUIDORA CONASUPQ

Av. Tamaulipas 150-12° piso
Col. Condesa

Deleg. Hidalgo

México, D.F.

553 99 55 exts. 243 y 298

VIDRIQ PLANO DE MEXICO, S.A.
Ex-hacienda de 1a Santa Cruz
San Juan Ixhuatepec

Edo. de México
586 02 53

CONGRESO DEL TRABAJO
Flores Magon 44-5° piso
Col. Guerrero

Mexico, D.F.

FES CUAUTITLAN
Cuautitlan Izcalli

SCT

Xola y Av. Universidad
Col. Narvarte

Deleg. Benito Juarez
México, D.F. '

519 51 34

DINA CAMIONES, S.A. DE C.v.
Margaritas 433 ‘
Col. Agricula

Deleqg. Alvaro Obregon
México, D.F.

658 51 00
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10.

11.

12.

13.

ADRIANA CASTAREDA ALVAREZ
Paricutin 16 : :
Fracc. Los Volcanes
Cuernavaca, Mor.

326 82

ANTONIOQ CASTILLO MARTINEZ
Michoacan 605

Col. Guadalupe Chalma
Deleg. Gustavo A. Madero
México, D.F.

MARGARITA CHICAS FRANCO
Oriente 160 N° 238

Col. Moctezuma

México, D.F.

ENRIQUE DEL CASTILLO FRAGOSO
Cuitlahuac 74

Col. Aragdn

Deleg. Gustavo A. Madero
07000 México, D.F.

781 53 10

RAMON DOMINGUEZ CASTILLO

Dios Fuego N° 55 - Secc. Los Parques

Cuautitlan Izcalli
873 71 21

MIGUEL FERRER CAMPOS
Parque Central Edif. 6-4
Unidad Adolfo Lopez Mateos
Edo. de México

397 68 32

CARLOS AUGUSTO GALINDO GALINDO
Cabo Catoche 40

Col. Gabriel Hernandez

Deleg. Gustavo A. Madero
México, D.F.

757 35 04

DIRECCION DE EVALUACION ACADEMICA, VAEM

Chamitpa

DEPARTAMENTO DEL DISTRITO FEDERAL
Division del Horte 3330

Col. Cd. Jardin

Deleg. Coyoacan

Mexico, D.F.

544 01 20

CENTRO DE CONTROL TOTAL DE CALIDADES
Puebla N° 282

Col. Roma

Deleg. Cuauhtémoc

06700 México, D.F.

1525 40 10

ENEP, ACATLAN

Av. Alcanfores y San Juan Totoltepec
Naucalpan de Judrez '
Edo. de México

373 23 99

INDUSTRIAL VINICOLAS DOMECQ, S.A. DE C.V.

Av. México 135
Col. Del Carmen
Deleg. Coyoacdn
México, D.F.
658 33 99

NACIONAL DE COBRE, S.A.
Poniente 134 N° 719
Col. Industrial Vallejo
Deleg. Atzcapotzalco
México, D.F.

567 11 44

UNAM.

Av. Universidad
Deleg. Coyoacdn
México, D.F.

550 52 15 ext. 3725
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14.
- Av. 531 N 89

15.

16.

17.

18.

19.

20.

ARTURD JIMENEZ MAYEN

Unidad Aragon
México, D.F.

55112 21

RICARDO JIMENEZ NOVELO

Ret. 15 de Fray Servando T. de Mler 9

Col. Jardin Balbuena
Deleg. Venustiano Carranza
15900 Mexico, D.F.

784 78 55

RUBEN LEYVA GUZMAN
Calle Elena N° 191-2
Col. Nativitas -
Deleg. Benito Juarez
03500 México, D.F.

EDUARDO MAURICIO LOBREROS LOPEZ
Av. Hidalgo 514

Col. La Libertad

72130. Puebla, Pue.

48 03 31

JOSE ESTEBAN LICONA LOPEZ
Oriente 95 N° 3709

Col. La Joya

Deleg. Gustavo A. Madero
México, D.F.

551 05 45

MA. IRMA LOPEZ SOLACHE
Adolfo Prieto 1385

Col. Del Valle

Deleg. Benito Juarez
México, D.F.

ERASMO MONROY CRUZ .
Ayuntamiento .159-5
Centro

Deleg. Cuauhtémoc

06040 México, D.F.

512 49 12

PERIODICO EL FINANCIERO
Milton 66

Col. Anzures

éxico, D.F.

254 32 58

_INDUSTRIAS VINICOLAS DOMECQ, S.A.
Av. Mexico 337

Col. Del Carmen

Deleg. Coyoacan

México, D.F.

658 33 99

IMPRESOS Y CAJAS, S.A. .
Arenal 42

Col. Transito

Deleg. Venustiano Carranza

México, D.F.

552 72 66

SRIA. DE COMUNICACIONES Y TRANSPORTES

- 13 Poniente N° 2306

Col. La Piedad
72000 Puebla, Pue.
48 79 86 :

HOSPITAL A.B.C.

Sur 136 - Esq. Observatorio
Col. América

18301 México, D.F.

277 50 00 '

LAB. CENTRAL DE CONTROL DE LA D.G.C.O.H.

Av. Division del Norte 3330
Ccd. Jdardin
Deleg. Coyoacén

‘México, D.F.

544. 01 20 ext. 20

ABARROTES LA CARMELITA
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21.

22

23.

24.

PEDRO MARROQUIN SUAREZ

" San Francisco 340- 603

Col. Del Valle
Deleg. Benito Judrez

03100 Méexico, D.F.

637 76 83

» FELIX LUIS MORALES CASTRO

Cerrada Valle de México N° 1
Secc. Cumbria

Cuautitlan lzcalli

Edo. de México

873 12 34

DAVID MORALES MORALES
Calle 17 Mz. 7 Lte. 1
Col. Oriental Rodeo
Deleg. Iztacalco
México, D.F.

558 37 84

ANTONIO ORTIZ FERNAMNDEZ
Torres Adalid 1558-104

- Col. Narvarte

24.

;25..

Deleg. Benito Juarez
03020 Mexico, D.F.

JUAN CARLOS F. PAIZANNI HERRERA

Plutarco Elias Calles 660-Edif. Q-2

Col. Iztacalco
02990 México, D.F.
696 74 83

. XAVIER PATINQ MONROY
"Iqualdad 28+ -

-~ Centro

26

México, D.F.

588 27 59

S“EVELIA PEREZ RAMOS

Javier Sorondo 260
Col. Villa de Cortez:
Deleg. Benito Juarez

. 03530 México, D.F.

530 54 45

FOMENTQ INDUSTRIAL SOMEX
Reforma 211-9° piso

Col. Cuauhtémoc

Deleg. Benito Judrez

~ México, D.F.

591 06 99

TELEFONOS DE MEXICO, S.A.
20 de Noviembre 206
Cuautitlan de Romero Rubio
Edo. de México

872 03 13

. GOBIERNO DEL ESTADO DE TLAXCALA

Palacio de Gobierno, P.B. Ciudad
Edo. de Tlaxcala
2 03 66 ext. 144

HOSPITAL LA RAZA, IHSS
Valtejo y Jacarandas,
Atzcapotzalco, D.F.

" COLEGIO DE BACHILLERES

Plantel 1 - Rosario
México, D.F.
382 71 65

CECYT N° 10

~Loreto Fabela
‘Deleg. Venustiano Carranza

- México, D.F.

SCT

Av. Universidad y Xola
Cuerpo-C Basamento
Col. Narvarte

Deteg. Benito Juarez
México, D.F.

519 51 34






27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

DELFINO RAMIREZ ZURIGA
Chihuahua N° 191-501-A
Col. Roma

México, D.F.-

- 531 64 06

FERNANDO REYES PEREZ -
Andes 75

Lomas Verdes IV-Seccion
Naucalpan, Edo. de México
393 65 13

MIGUEL ANGEL ROJAS FIGUEROA
Carruajes 17

Villas de la Hacienda
Atizapan, Edo. de México
C.P. 54500

RICARDO ROSAS LEYVA
Edif. E-10

Unidad San Simdn
Deleg. Cuauhtémoc
México, D.F.

658 51 00

PATRICIA GPE. RUIZ PIRA
¥ochicalco 21

Col. Narvarte

Deleg. Benito Judrez
03020 México, D.F.

519 25 69

JAIME SALGADO RODRIGUEZ
Av. Deportes 168 -

Las. Arboledas

54500 Edo. de Mexico
379 01 74

BENJAMIN VARGAS. DIAZ
Valle Mota 6-1
Valle Aragon

Edo. de Méexico

-PEMEX

Marina. Nacional 329
Col. Verdnica -Anzures
México, D.F.

531 64 06

COYSTRUCTORA METRO, S.A. DE C. V
Altadena 23

Col. Napoles

Deleg. Benito Juarez

México, D.F.

563 85 23

AEROMEXICO

Reforma 445-11° piso
Col. Cuauhtémoc
Deleg. Cuauhtemoc

~México, D.F.

514 21 64

DINA CAMIONES, S.A.
Margaritas 433

Col. Agricola

Deleg. Alvaro QObregdn
México, D.F.

658 51 00

CASTRO ANGOITIA Y ASOCIADOS, S.A.
Benjamin Franklin 222-301

Col. Escandon

11800 México, D.F.

516 03 39

. DEPARTAMENTO DEL DISTRITO FEDERAL

Direccion. General de Construccidn y
Operacién Hidraulica

San Antonio Abad 231

Col. QObrera

‘México, D.F.

588 37 66

SC T

- Direccidn General de QObras Mar1t1mas
. Providencia 807-3° piso

Col. Del -Valle
México, D.F.
523 48 53
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