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CURSO DE ESTATICA 

OBJEH~()S Y CONT_EN_ID(), 

PROPOSITOS, Impartir un curso de Estática para profesores, que satis

faga los contenidos de lqs programas vigentes y eleve los conocimien

tos de los nuevos profesores sobre. esta· ciencia, aumentando la ·cali-.. 
dad de la enseñanza correspondiente. 

TEMARIO: 

l. SISTEMAS DE UNIDADES Y RUDIMENTOS DE ANALISIS DIMENSIONAL, 

Objetivo.- Utilizar y relacionar las unidades de la Mecánica en los 

diferentes sistemas de medici6n·,as! mismo traducir f6rmulas expresa--··· 

das e~ un· si:stema dado ·a otro. 

Subtemas.-

I.l-

I. 2-

I. 3-

I. 4-

I.S-

Segunda Ley de Newton. 

Los sistemas absolutosy losgravitacionales. 

Transformaci6n de expresiones. 

Ecuaciones dimensionales y traduc~i6n de f6rmulas~ 

El Sistema Internacional de Unidades. 

JI~ EQUIVALENCIA Y REDUCCION DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS, 

Objetivo.- Conocido un sistema de fuerzas, obtener otro sistema, que

produzca los mismos efectos externos que el original, pero expresado

en su minima forma. 

\ 
\ ' 

. ' 



Subtemas.-
11. 1-

1 I. 2-

1 I. 3-

11.4-

II. 5-

- 2 

Sistemas de fuerzas. 
Sistemas equivalentes. 
Pares de fuerzas. 
Traslación de una fuerza. 
Reducción de los sistemas de fuerzas. 

111.- EQUILIBRIO DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS 

.., 

·Objetivo.- Dado un_proble~a isost&tico de equilibrio, plantearlo y-

resolverlo; 

Subtemas.-
III.1~ 

III.2· 

III. 3-

III.~

III.S-

111.6-

·rn.7-
ll I. 8-

1.11.9-

111.10-

Descripcióri de las fuerzas. que actfian en un cuerpo. 

Identificación y arreglo de las fuerzas que actúan ,en un -~ 

cuerpo. 
Fricción. 

Disposiciones particulares del sistema de fuerzas. 
Caracterización de los problemas de equil.ibrio. 
Sistemas de fuer zas de componentes cualesquiera. 
Si-stemas de fuerzas de componentes paralelos. 
Sistemas de fuerzas concurrentes. 
Sistemas de fuerzas de componentes colinea-les. 

Cálculo de reacciones en vigas, pórticos, marcos, arcos y~ 

armaduras. 
· 111;11- Armaduras planas inostáticas. 

111.12- Cables. 

IV.- PRIMEROS Y SEGUNDOS MOMENTOS 

Objetivo.- A partir de los conceptos del centro de un sistema de fue!_ 
zas paralelas y de la dinámica de la rotación de los cuellX's rígidos, deter;ni:_
nar los primeros y segundos momentos de cuerpos y figuras· geométricas. 

IV.l.- PRIMEROS MOMENTOS 

IV.1.1- Centro de un sistema de fuerzas paralelas. 
IV.1.2- Centro de giavedad y centro de masa de cuerpos. 
IV.1.3- Momentos estáticos y_centroides de voffimenes, de áreas Y.~ 

de líneas. 



1 
1 

! 
- l 

...:...~-~- . ----·-- ----~- ----~-· -----·----~----------- ······-- . 

:- 3 

IV .l. 4 Planos y ejes de sim~trla, ejes centroidal~i. 

. .., 
IV.2 MOMENTOS DE INERCIA 

i· 

· IV.2.1 Concepto dinfunico ydefinici6n matemática del momento. de 

inercia de la masa de un cuerpo. 

IV.2.1 Momento de inercia o de segundo orden de áreas planas. 

Momento polar de inercia de áreas planas. 

· IV. 2. 3 Producto de inercia y radios de giro ·de 'áreas planas, 

Teorema de Steiner o de los ejei paralelos. 

IV.2.1 Ejes centroidales y ejes prin~ip~les~ 

! 



. ; 

~- . t ..•• 

SISTE~~S DB UNIDADES 

_,., , . 
'¡;·,J.'·--~ .. ~-~!~· ,·,. -... 

. ·: ~. .-.. 

' ' . r:::·!.:.~~~~~cx~:;~~·- P:r::-:l cu:tl(!uic.r- in~C!::lcro el n::n~ej3T ctdCClJadar:cnt.c· 

los dl.fe1·cntcs sist~ntas de unid3Jes, de uso rn~s frcct1en~6, rcprc

scrltC un apoyo muy importante p&ra la soluci6n.Je cuelquier pro-

blc;,¡a ce ingeniería. ·Lo anterior s~ evidencia cuando. se. tier•.c. -

que: !!o<:llc>:i ar manuales o docu¡nentos que uti.lizJ.u, yara la soluci.Óil 

de problemas cspcc5ficos, unidades. diferentes ~ las· d~ uso m5i 

frecuente ~n nuestro País, aGn tt~s, en la mayorfn de las ocasio-

ne~; la:J fórn:ulas que ··c~berán r.t3nejur5c tienen que ser .ti-:lducic1~!.; 

p:JTa quo:e sean ·emple.adas en determinadas CO!).d:iciones o· c_o-~~U!licJ--

·des diferentes a las .de su _plaateamiento. · 
. ' . 

\. 

En el dcsarroilo de éste tema se considerrr qu_c los concepto:; 

que se rela¿ionan a continuaci6n son conocidos: 

Fuerza .. 

·Masa 

Acelc~·:?.cióri 

Tiempo 

Longitud 
. ~' 

OP..TET IVO.- Dada una fórmula que· fue pl;mte~cl?. en. un sistema ' C(~ -

unid:::des determinado, en caso de que sea necesario, será 

obtener· otra,- que_ser5 utilizable con unidades djstint~s 

ri¡;innles. 

r.-:)s ib J.(! 

'i 
a 1 r:s e-

m:st,RROLLO.- Con la finnlidad de comprender adccuat!amente el tem:1 

en-cuestión, su cstud:.o lo cividircmos en las siguientes p~rtcs: 

l) Segunda Ley de NeKton 

2) Los Siste;;;as Aosolutos y Gravitacioni>l·~s 

3) Transfor~ación de Expresicries 

4) IU.!!lC!l s ion al¿- s y í'!';;;Lluc-::ibn ' a• "- ·l:o;; ... ~"'" 1 ., S r ._ ... ··'::' ........... 
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1.- 'Se_f:.unda Ley de !·:e11tcn.-. La l·!ectínica. Clá::;ica o Ne~o;toninna se 
. basa en la~ r.~uy conocida::; leyes del m::Jvimiento éebidas a Ne1;ton y 

se emplean para la soluci6n de problc1nas de ingenicria ya quc,por.~~ 
naturale:za de los mismos,. las variantes que se involucran pueden 
ser re:suelta~ con las leyes citadas . 

.. · .. 

Para este t6ma en particulnr, nos ccnformaremós cori citar la Se--· 

gundaLey: -. ·:.· 

11 Si una fuerza actGa en una particula material le produce, en su 
direcci&n, una aceleri1ci6n de módulo proporcional a su m«gnitucl" . 

.. 
F = 1 ma . ' 

• 
donde 1 es la constante de proporcionalidad. Es muy importante -
hacer notar que dicha constante asume el valor de la unidad y en 
tonces la expresión indicada torna .la forma: 

F = ma 

La cual deberá tenerse muy en cuenta cuando se analicen los d~fe
r~ntes sistemas de unidades~ 

guir las dimensiones fí.sicas y apreciar JiJs magnitudes, 
rio medir. Para medir se requiere: 

Establecer la maznitud que se trate de estiTilar. 

es_ ;neces fl . -

Definir el patr6n que ha de servir de base en las meclicio--
ncs; 

El concepto básico que permite realizar mediciones es el de la 11ni 
dad, la cual es una magnitud de la misma especie o dimensiones que • 

las de aqu6lla que se desea medir. 

Existen dos tipos de unidades: 

Las llamad as FU:-./D:\~·!El':T.-\LES_, que se de finen arbitrar b.ment é, y · 1 as 
!JERI\'ADAS, que son consecuencia conceptual de las ·anteriores. 

. ; 

La Segunda Ley del. Movimiento estdblcce una rclaci6n fuerza-masa -
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que pcnüte dcfini1·, indep<;nJi.eútementc, no más de tres ma¡_;nitu

tcs unit;;ri.1s escocidas del conju~:to: longitud, m::s:1,fucn:¡ y 

tiempo. 

De~de este punto de vista existen dos enfoques; el primero de 

ellos acepta como unidades fund;:'lr.cntalcs las .de lonr,i.tud, masa y 

tiempo, a partir de las cuales se estaLl?cen los sistemas de ~c

didas ABSOLUTOS. Y el segtindo de (:!los, que parte de definir ar-
----~ • 1 , 

bitrarian~nte las unidade~ de longitud, fuerza y tiempo, dando 

por resultado los sistemas GRA:VITATOnros. 

En estas condicioJICS se han establecido los sistemas de unid3dcs 
1 

siguientes:. 

S!STHiAS DE 

UNIDADES 

. . rEC!i·lfHS 

ABSOLUTOS l 
. !NGLESES 

rEW1ALES 

GMVITf1TO' 

RIOS 

IIIGLESES 

• 

!~I.K.S. (r·ietro, Kilograrr.o masa, Segundo) 
C.G.S. (Ccntín:etro, Gri\rr.o masa, Segunde) 

F.P.S. (Foot, Pound-mass, S~ce>nd) 

1·1. K. S. (retl'O, Ki lograrro fuerza, Se~uncio) 
C.G.S. (Centímetro, Gra";o fuerza, Se~undo) 

F.P.S. (Foot, Pound-forcc, Second) 

€onviche aclarar, por una parte, que tambi6n en los sistemas ab 

solutos se dispone de unidades de fuerza y, por la otra, que. 

los sistemas ¡;ravitacionales contienen, asimismo unidades de m:1 

sa; sólo que en tales czsos uich~s unidades no son elegidas :<r

bitraria~r,ente, sine que se derivan de las fundan:cntales del sis 

tema correspondiente. 

Ahora bien, pzra definir las unidades derivadas, tanto de los -.

sistemas absolutos como 9e lll's gravitncionalcs,es necesado ha

cer uso de las dir~ensione:;, las cuales de-terminan la manera en 

que debc11 variar las unidades ~undamenta~cs para obtener las de 

rivadas que se requieran. 
<<.t. 

'i 
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Así, si las unidades fundamentales: longitud, masa, fucn.a :· 
tiempo (mcncionad~ts con ::ntcrioridi.!d), ::e rcpre:>cnta;-¡ po·c L, ~.f, 

. ' 
F y T, ;cspcctiva~ciite, tienen come diocn5ioncs correspondicn-: 
tes las siguientes: 

\ 

WNCE!'TO 

·LOi\GITU!J 
MASA 

FUE ll.ZA 

TIH!PO 

* Unidad derivada 

AIT:.SO LlT!O S C.: 0\'l.ff AC 1 O:..;.~. u: :S -

r 1 _L ' /.! ~ r•J r 1 _L , F• 
' 

T'] 
[L •' M 1 ' r•J ¡-L-! F1 • T2)* 

r 1 * _L ' M 1 ' ¡-2] ¡-L • , rl 
r ' 'r•J 

[L •, M•' r!] ,- . l. ' F• 
' 

T 1 J 

Al obs6rvar el cuadro anterior, se corrobora lo dicho cuando se 
·~~-" .. '" afirmó qun también existen unidades ele fuerza y eJe masa en lo5 

sistemas r.r::vitacionales y absolutos, respectivar,tente; otr•br.s di 
mensioncs fueron obtenidas o partir de 'lo Zdo. Ley del Mov5tii.cn 

to debida o Ncwton, como se muestra a continuación: 

1) Unidad de fue na 

'F -· e m a 

[Lo, f.l', T0
] [L 1 

, fl~ T- 2) ~ 

-p [L 1 ' H 1 , T-2 ] 

2) ·Unidad dt' masa 
.... .... 
F ~ m a .... 
m = F 

=;: 
a 

ll ~ F 1 ' ro] 
[L 1 • F~ T -2) 

m r -1 L . - .. F, ' T2) 

De las expresiones anteriores es muy sencillo obtener las uni
dades derivadas, en cualesquiera de l~s tres variantes de sis

temas mencionadas (C.G.S., M.K.S., F.P.S.). En efecto: 

-·i ., 
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i) Unid;!das cic ft:crza del Sistcr;;a Absoluto. 

C .• G. S. 

M. K. S. 

F.P.S. 

cm e = dina 

·= Newton 

ft ..::..1c:.b_ = Poundal 
52 

.. -· ......... ~-

ii) Unidades de masa del Sistema Gravitacional. 

C.G.S. grs 2 

= geograrno 
cm 

kgr .52 

= geokilo. 
M.K.S. 

m 

F.P.S. 
= geolibra o slug 

OA -· ,>••'• 
0 

Anfrlo¡;a~r.ente, podemos obtener otras unidades de gran aplicaciÓn 
en la Ingeniería·, tales como las de trabajo y potencia.· 

De acuerdo a la definición de trabajo (el producto de la fuerza 
por la distancia recorrida en la dirección de aquGlla), se tiene 

que: 

+ .... 
T " Fd 

i) Sistema Absoluto.- Las din:ens iones son: 

.... rl: r-2] 1-L 1 M" r•] Fd M 1 • - . ' 
+ 

[L 2 • r-2] T M', 

En esos t6rminos, resltlta: 

C.G.S. = crg 

· M.K.S. = Joule 

,, 
' 
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F.P.S. 

ii) Sistema Gravitacional.- En este caso las dimension~s 
son: 

-+ [L •, r•] rL • -Fd -F' , F• -r•]· - , - , 
-+ 
T. rL • - , F' . , r•] 

De lo que se desprende: 

e. G_. S. cm &f 

M. K. S. m k"&f _ • 

-F.P.S. ft lbf 

Las unidades que acabamos- de definir también se emplean para me 
.dir el momento que produce una fuerza, pero son las pértenecien 
tes al Sistefua Gravitacional las que con rn5s frecuencia se uti-
1 iz.an. 

Ahora bien, corno la potencia es el ·trabajo realizado en la uni
dad ·de tjernpo, _ se tiene: 

. -+ -+ 
-+.r Fd 
p =---=---

:t. :t. 

i) Sistema Absoluto. 
·Dimensionando 

+ r 1 ¡.¡1 r-2j [ 1 p _L, L , , ¡.¡• , r•] rL., w-, T-1] 

.... 
[i2' M 1, r-3] p 

De ahí que: 

e. G. S. -

.M.K.S.· = Watt 

F.P.S. 

, 
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ii) Sistema Gravitacional 

-+ 
n [L 6, • 
:; 
p ¡- 1 _L , 

En estas condiciones: 

C.G.S. cm gf 

S 

H.K.S. ¡¡¡ kgr 

S 

• 
F.P.S. ft lbf 

S 

Una forma ~intetizada y prictica de analizar las uriidades se 
presenta an las tablas 1 y 2 anexas. 

' 

.. 
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TABLA 1 

.. .. 
!'., 

:· .\: 

ALGL~AS UNIDADES DE LOS SISTE~~S ABSOLUTOS Y SUS DI~mNSIO~ES 

·e O~CEPTO u N I D A D E S 

SISTENA ~1. K. S. SISTH!A F.P.S. SISTE}~ C.G.S. 

LO~GITUD m ft Cr.l 

NASA. kg lb g· 

TIEHPO S S S 

ANGULO Adimensional · Adimensional Adimensional 
-

AREA m2 ft 2. • cm-

VOLUMEN m' ft 3 . cm 3 

' 
FUERZA Ne1rton=kg m/s 1 Poundal=lb· ft/s 1 Dina=g cm/s 2 

TRABAJO Joule=Newton.m -· lb ft!/s 2 er=Dina.cni 

POTENCIA Watt=Joulé/s lb ft 2 /s erg/s 

· ~·iO!·IENTO. Newton.m Poundal. ft Dina. cm 

. VELOCIDAD· m/s ft/s . • C'I'J/S 

ACELEHACION m/s 2 ft/s 2 cm/s 2 

ESFUERZO Newton/m2 Poundal/ft 2 Dina/cm2 
.. 

-·--
PESO ESPECIFICO Newton/nl ·~ Poundal 1ft 3 Dina/cm 3 

'' ·' 

·, 1' 

.. ~.; -~~-

•• •• •• •• -> •• 

DD!ENSIO~ES 
... ;·~, : .. 

¡ .:{ 

7 . 

['.ul M o To] 

[).o NI To] 

[L" l-1 o. TlJ 

[Lo ¡,¡o To] 

(L2 r.-1° To] 

[L' M o To] 

(r! ~~ 1 
-2 . 

T ) 

[L2 1-!1 T-.:] 

(Lz w r- 3] 

(L2 w T-2] l. 

\· . 

[L 1 M o T-1] 

[L1 l-1' T-2] 

(Cl M1 T-2] 

[ct H1 r""z] . , .. 
\" 

. (l.) / ;, .. •. 
¡-··· . . . ~. f:':r}_. •• 
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!'J~l'.l~ . 2 . - 1 - Obtenga ias unidades de lm Constnntc: G de 1.:: Cra 
' vitación Universal en los Sist·;,mos Absolutos y Grovitacio:1:clcs; 

M.K.S, C.G.S y F.P.S. en funciGn de sus unidades fundamentales, 

Soluci6n.- Haciendo uso de las dimensione~: 

a) En los Absolutos: 

G "' Fd2. "' p.l~¡ly-2JI"LI~¡oyo) 

ffi1ffi2 [L 
0 ~·! 1 T 0 J IY~·! 1 T 0 ] 

Asi.: C.G.S. 

. b) En los Gravitocionalcs: 

G 
Fd 2 

"' ---. 
ID1nt2· 

· Asi: 

= 
n.OF1TO] p,2 FOTO] 

[L "1 ¡:1 T21 [,·· 1 F :1'2) 

cm-. 

= p. 3 ~l 1 T-\ 
IYM2 T

0

] 

~!.K. S. 

I"L 2 F 1 rol 
[L- 2 F 2 T ~] 

~!.K. S . 

• F.P.S • 

• lb s-

., 
. ' 
i F.P.S. 

. ft ~ 

lbr s~ 

. ' 

( 

3.- Trnnsformnci6n de Unidades.- En ocasiones es necesario trans 

formar unidades de un sistem:~ a otr_as unidades, ya sea del misJ:io 

o bien de cualquier otro sistema.Como es·obvio, para que dichas 

transform:1ciones sea factible llev:nlas a cabo se requiere (\tiC -

las unidades de que se trate sean de la misma e~pccie. 

Por tal motivo siempre podremos plantear unn ig¡Jald;ld que involu 

c.re un coeficiente numérico el cual invariablemente será adir.',cn

. sionnl, esto es, c:~rcnte de unidades. 

-· 
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En tal virtud, para la transformaci6n de unidades podemos seg~ir 

·.los .siguientes p~sos: 

- . Revisar que las unidades que se de:;ea transformar sean de la 

misma especie y est6n elevadas a la misma pot6ncia. 
,.••'' 

o' ' ~ .. -...... . 

Plantear una ecuaci6n que involucre una constante. 

Despejar la constante • 

Determinar el valor de la cpnstante,·l~gtand6 que 6sta sea di· 

mens ion a l. 

1 
! !Jemplo 3.1.- El módulo d<: elasticidad del acero es E = ,2.1 x lO" 
' ·' ¡ 
! 
1 

¡ 

'1 
i 
1 

i 
' 
i 

· kgf/Cm 2
, indique cua 1 es valor en lb/ in 2 y en ú'tm 2

• 

Solución.- Planteando una ecuación tenemos: 2.1x10 6 l:r.r"' X lbf 

2· on 

y como l¡¡s unid¡¡cles de ambos miembros .son de la misma especie 

estfin elevadas ~ la misma potciJCia podernos despejar; 

X = 2.1 X 10~ kgf in 2 

crn2 lbf 

y dado que 1 kgf = 2.2 lbf 

X = 2.1 x 10 6 
( 2.2 lb{) 6 

4.62 X 10 
2 

in 
crn 2 

Y. finalmente, buscando que X sea adimensional y sabiendo que 

1 in = 2.54 cm tenemos: 

X " 4 . 6 2 X 1 O 6 
( 2 . S 4 cm) 2

• = 
cm 2 

Así: 

6 
2 9. 8 06 X 1 0 

2.1 x 1o' ker 
"'29.806 x lOI''lbr 

cm2 

y 

. ..-·'. 
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Similnntcn te: 

2.1 X 10 6 kgf N e X ffi2 
cm 2 

·donde: 

·x e 2. 1 X 1 o kgf 
m 2. 

--
cm2 N 

y como 1. kgf " 9. 81 Newtons. 

X = 2. 1 X 10 6 (9.81 N) m2 
20.60 1 o 6 = X 

cm2 N 

·Y puesto que 1 m= 100 cm. 

X e 20.60 X 10 6_j 100cm)
2 

= 26.66 X 10Vl. 
cm 2

. 

Entonces: 

J 

Ejemplo 3.2.- Obtener: 

a) 10 II.P. en erg 
S 

b) 100 sluf. en gcogramos 
s hora 

e) 1 Watt en kgf · cm 

hora 

d) 700 X 1 o• di nas en 
cm· 

e) 150 Poundal - in 
S 

lbf 

in 

en Newton - m 

S 

.... -,.·--

m2 

cm2 

. ' 
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.. 
Solución Procediendo en forma similar al ejercicio antcrio~ 

¡ .. 
! 

para todos los cnsos·planteados·t~nemos: 

a) 10 H.P. = X crr: , ·x = 10 
S. ' 

H. P. • S 
erg 

. , y como 1 H. P. " S S O 1 b f - ft 

.. 

S 
ft X= SSOO ·lbf _;:__ __ y dado que: . ..... - . _ ..... 

dina~- cm 

1 ft =,30.48 cm, 1 dina = 1 

981 

x = ssoo· (454grJ (30.48cm) ., 

1 (-- gf ) cm 
9&1 

7. 4 6 6 X 1 0 JO 

• 

- .... b) 100 ~ ., X ~~ramos , 
· ·S - hora. 

X " 100 _slug hora · 
s geogn;mos 

(37.. 2 lbl_ll~r;:¡ 
s · geogramo si 1 slug ·· .32.2. lb X = 100 

)' ya que: 1 hora '" 3600 

X = 3220 lb (3~-Q_~ = 
S 981 g 

puesto que 1 lb " 454 g 

X" 11816.5 ~454 g)" 
g 

e) 1 X kgf . cm \13tt = 
hora 

si se sabe que 1 w:~tt 

seg y 1 geor.rarw = 981 g 

1181G.S lb 
g 

5.36 X 10' 

X watt - hora 
" kgf - cm 

N - m = 
S 

. X " N-m-hor:t 
s-kgf-:Cnl y con las equivalencias de: 

l kgf" 9.S1 N, 1 hora= 3600 s, 1m= 100 c·m. 

X e 
N-(100cm)(3600s) " 
s- ( 9. 81 N) cm 

1 d.) 700 X 1 O' dinas 
cm 

3.669 X 10~ 

.. 

X=700 x to'din:ts - in 
cm - lbf 

1 
j 
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Así: 11bf = 454 gf, 1 in= 2.54 cm, entonces; 

X .; .:..7~0-=0.......::'.:..;-l:.cO::..~_c:::.l.:..;i l:.:l :::a.::s~(-=2:.:·...:5:_<1:...· _r::.;_r~n -'-) = 3 • 9 1 6 x 1 0 ~ d i n a s 
.-cm (454·g.) &[ 

y conocido 

X "' 3.916 X 

. r 

que 1 gf = 981 dinas 

1 o~' din~ = 39.91 
( 9 liTchn~s) :::::== 

e) 15 O 
poundal - in Ncwton - n 
'---'--'-~-...=.;. = X X 1 Pounda 1 - · ir: 

= 50 -Ncwton- ¡;¡-S S 

.y ya que: 1 in= .0254m, 1 poundal = -
1- lb 

32.2 f 
• 1 1 b 

. X = 150 ( 32 :z f) (0. 0254 m) 
= 0;1183 lbf 

Ncwton - m Ncwton 

Entonces: 

li 

, .. 

1. lbf = o. 454 . 1 

Finalmente: 

X • 0.1t83 ( 0 · 454 kgf) = 0.5269 

Cg~ 81 kgf ) 

,, 

4 . Ecua e iones Dimen si on :ll.e s v Tr<cducc-i ón de Fónn1l as.= .... --------
En virtud de que todas las ecuaciones bf1sicas que represcr.tan los 

fenómenos físicos deben ser válidas para todos los sistewas eh' unJ:. 

dadcs, dichas ecuaciones deben resultar dimensionalmente homog6ne

as; por lo que tedas las ecuaciones derivadas en forma analitico -

de las leyes fundamentales de la Fisica deberán ser tambi6n dimcn-·-· 

sionalmente homogSncas. 

Por lo anterior, se entiende por . ' CCU[tClOn dimensionalmentc hor,~o gé-

nea a aquélla en la cu;ll su cxpres ión no car.1bia con el u su de los 

distintos sistemas de ufiidades; en este caso, todos sus t6r~inos y 
J . 

en ambos miembros de la ccuacion se deben tener l:Js mism:~s dimen--

siónes. 

'f 
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Para verificer si una ecuación dada es v5lida e~ cualquier ~istc 
ma·de unidades, se dcbcr5 h~llar la expresión dirnension3l de las 
cantidades involucr~dns en cada uno de los t6rminos de la ecua~
ci6n y efectuar las operaciones correspondientes a los e;ponen-
tcs de los simbolos L, M y T o de L, ~ y T, s~gdn el caso y com
probar que los exponentes finales de dichos ~imbolos en tcdos y 
en cada uno de los t6rminos resGltan iguales. 

~~~~~ 4. -1.- Por medio de las expresiones dimensionales com-
pruebe que la siguiente ecuación es dimensionalffie11te homog(r•ca -
(correcta). P +kv= as, en la que P representa una fuerza, k.un 
peso especifico, a un 5rea, s un esfuerzo y v un volumen. 

• 
Solución.- Considerando los Sistemas Absolutos: 

P !)hJI T- 2 J , 
a 1).2 Mo T 0

] , 

k IJ.- 2
Wr 2 J, v 

s [L - 1 M 1 T- ~) . y ahora sustituyendo en la ex--
presión dada y consi~erando los eXponentes. 

IV MI T- ] + [1-2M¡ T-2] [J.l¡,¡oro]= [ L'-~IOTO] D--1 ~¡1 r·'-J 
,, 

entonces: 

con lo que dcmostra1~os que la ecuación es correcta. 

Ahora para los sistemas Gravitacionales: 

p [l. o F 1 To] 

a [L 2 F 0 T 0
] 

así: 

que compnteba lo solicitado • 

, 
h.·_¡ 
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~jcmnlo 4. ·2.- La expresión relativista para 1a cncrgia ci-nética 

de una partícula está d ''da por la expi·esi6n: 

E e mc 2 [ 1 1] -
r'l (vlc)T-

.. ---· 

en donde~ es la masa·dc la particula, v es la rapidez de la 

misma, e es la rapidez de .la luz y 1 6s un cocficicnte adi1~ensio 

na l. Si esta expresión es dimcn.sionalr.:ente correcta, detcrli'.inar 

la exprcsiGn dimensional de E . 

.. So-lución.; _Desarrollando el segundo miembro rcsul ta: 

• E = 

por lo que E, debe· tener· las mismas dimensiones· del scgunc1o 

no del se¡;unt~o miembro, o sea que para el Sistewa ~.bsoluto es: 

y para las Gravi.tacionales: 

Sje'!!.JÜO 4.-3.- La velocidad de los gr.ses en los conducto:; de--

la caldera de vapo1· se calcula por medio de la fórmula v~Dr/:16GOR;;, 

en la que v está en m/s, B en kgf-hora,R en m2 ,1· en ·m 3 /kgf y a es 

un nQmero abstracto. Determine las unidades del 11Gmero 3600. 

Solución.- Dado que la ecuación tiene que ser dimcnsionaln•cntc 

homogénea, sustituyendo las unidades plDnteadas t<;ncmos: 

m 
S 

= kgf - hora s· m 

kgr·1 ·U(36oo) 

despejando la~ unidades del coeficiente y simplificando 

' U (3600) = Hora - s 

' 

En dive~sas fórmulas emp1ricas ingenierl.les,comu la mostrada en el 
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ejemplo anterior, alguno~ tfrrninos contienen coeficientes rtt:rn6-

.ricos que pant cumplir .co.n el requisito de homor.enehbd uirr.en-

sional no pueden ser n6meros al>stractos, sino que sus e~pre5io

nes est5n obligbdas a tener determinados exponentes dimensiona

les. 
'' ... 

Conviene aclarar que se entiende como fórmula cmp'írica a acluc-

·lla q~!C cambia·· SU expresión COn el USO de distintoS sistel!laS .de 

uniuadcs. 

Ahora bien, mientr3s que la aplicación de las ecuG.cicnes f'i=i-

cas establecidas en forma matem~tica .es directa, ya que los co~ 

fici.entes numéricos que intervienen en sustérnünos son números 

abstractos (adimensionalcs), y por lo tanto dichas ecuaciones

tienen idéntica expresión en cualquier sistema de unidades, 01 
uso de las fórn,ulas establecidas empíriu1mcntc requiere hac·c¡:'-

su traducción cuando ·los datos disponi_bles -correspondientes .,a ........ ,_ .. .. 

,.las cinticl:ldcs involucradas en ellas estnn en unidades de otrc 

sistcma.'di.fercnte.:al que se utqiz6 originalmente al e".trurtl_l_--

rarl.as, ya que los coeficientes numéricos de sus ténninos se ~o 

difican; es de'cir, su expresión cambi~. 

0~li.?_ 4. -4.-. La expresión ~~ ~ 17.2 bd 2
, establecida de s•Jcr

te tal que, N es un momento que se mide en kgf - cm, b es u11 
-

ancho dado en cm y d es un peralte estimado en cm; clesea ser 

. usada de manera tal que ~1 se obtenga en lbf - ft, parti~.ndo :'.e 

b y . d · medidos en pulgadas. 

Solución.- En las condiciones planteadas, y dado que las unida

des del primer miembro deben ser iguales a los del segundo, po

demos sustituir las unidades y obtener la expresión: 

kgf - cm ~ U(17.2) CJn· cm2 

de la cual obtenemos que: 

u (17.2) ~ kgf 
cm2 

y como la fórmula similar que se desea obtener tendría la forma: 
., 

M., e b d2 , 

procediendo de igual manera. 
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lbf - ft 

in 3 

por lo anterior,forzosamcntc 

17.2 

y, 1 

e = 11..2 

e " zo. 368 

= e 
lbf - ft 

in 3 • ·. · -. 

(2.54cm) 3 kgf 

cm2 (0.454kgf)(l0:4B¿~} 

por lo que la fórmula por usar es: 

M = 20.3GB h d2 

.. ; ... -............... 

La velocidad en .m de una corriente d~ agu~ 
S 

que fluye p~r un émiái, calculada s~'gún el criterio de Hanning. _. 

es: 

-
donde n denota un coeficiente abstro.cto que ndde la ·¿ ~ rugo:.1 éh.l 

de las po.redcs del c¡1nal, S ta1nhién adimcnsional, <'S la pendie~ 
te del fondo y r el radio hidráulico se mide en metros. 

Traduzca 1::;. expresión a los sistemas ingleses ;:;. condición .de 

que v se mida en ft/s y r en ft. 

Soluci~n.- Sustituyendo las unidades para el sistema original. 

asi u (1) -
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r p~ra el sistema ingles 

ft 
S 

~ U(c) 

entonces U(c) = 
S 

por lo añterior, 

. mi/ 3 
1 -- = 

S 
e 

ft lf 3 

---
S 

y, e = 

por lo ·que e m lf, 
3 -

-(O. 3048ni)% --

Asii la expresión pedida es: 

V = 
1 . 4 861 

n 

' 

1 ---'--- -- 1. 4861 
0.6729 

....... -.. · .. -··-- ... 

gjemplo 4.6.- El peso de .un:; armadura de madera, medido en lbf, 

estA dudo por la fórmula 

·W 
L 

) ' 
5/ S 

cuando sG conoce L, su claro medido en ft, la distancia centro a 
centro de armaduras S estimada en ft, la carg~ P que ha de so-
portar la armadura medida en lbf. 

Obtener la traducción de la f6rmula al sistema M.K.S. Gravita-
. cional. 

' \Solución.- Esta fórmula polinóMica debe ser homog~nea, 0n el. 
sentido de que todos sus términos tengan igu:llcs unidades. 

. ~ ...,. .............. . 
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6 
En e$ta virtud, es muy importante zc!í~lar que: en este tipo de 

f6rmulas existen tanta.s altern~tivas para efectuar 1~ tracluc

_ci6n ~un~ término$ existan en ella. 

· F.ri el ejemplo que nos ocupa podt.;JnO$ h:1ccr las siguientes consi-

dcraciones: ~· •' .......... ~ 

a) Que el cpeficientc numérico 6S és adimcnsion:J.l; nótese que·· 

también podrían asociárselo unidade$: 

.b) Que el t.érmino 1 es abs_tracto, cl""dcnominador 30 "estJ. mcd"i 
11 ·-

do en ft y que el coeficiente S se encuentra estimado en ft ' 2 

Establezcamos entonces: 

30 ft = X m 

5 ft% = y m 
1
/ 2 

En estas condiciones: 

X e 30 (0.3048) = 9,144 

y = s .ro:-:·ro:m = z . 7 s 

Así, la fórmula en el sistema solicitado es: 

p 
w "'65 ( 1 + J. 

9. 14 4 
+ L 

2,75 (S 

• 

• 
) 

S.- El. Sistema Intern2cional de Unicbdcs.- Es una vcrsi.l'n n;o-

dcrna de los Sistemas Absolutos, que fue adoptado en. 19ó0 por la 

Conferencia Gener;ll de Pesas .Y ~!edid<ts. Podemos mencionar que 

es un sister.Ía completo y armonizado intc.r-nacion:llmcntc que prc

vec unidades para ~edir m:1gnitudes modernas, esto es, conceptos 

que no estaban previstos en los dos sistemas :J.n,,Iizados previa

mente. 

El Sistema Internacion:J.l (SI) .fsti integrado por tres clrises de 

unidodes: unidadcs.basc, unid:dcs suple::1cont:~ri:~s y unid:~dcs de

rivadas. 1':1mbién utili:.a los prefijos SI para la formación de 

-los r.1últiplos )' suhmt1ltiplos decimales dC' estas unid.:~dc.s. 

.• 
./"'.-. 

' -
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Unidades· base son r.quéllas en las que se fundamenta la e:.tructu 

-ra del Sistema !Iitc;·nadonal; son siete, corre~~pondicndo a las 

magnitudes: longitud, masa, tiempo, intensidad de corriente --

cl~ctrica, temperatura tcr~odiil5mica, intensidad luminosa y ca~ 

·ti_dad de substancia,- cuyos no¡;¡brcs son .respectivamente: _;:Ictro_, ·-------

kilogramo, segundo, ampere, kelvin, candela y mol. (véase la ta 

bl a 3) . 

-Las unidades derivadas son las que se forman combinando las uni 

- dades de base ó bien éstas y las suplementarias sep.íín- expresio--

nes algebraicas que relacionan las magnitudes correspondlentes. 

Muchas de estas expresiones algebraicas. pueden ser ree10plaz.adas 

por non,bre y símbolo especiales, los cuales pueden ser utiliza-

dos ·para la formación de otras unidades --derivados. (veásc la .ta· .... _ ....... 

bla 4). 

Por último, las unidades suple~rintarias son aquGllas con las 

cuales no se :ha tom<tdo una decisión de si pertenecen a las bases 

o a las unidades derivada~; corresponden a las ntagnitudes de 5~ 

gulo plano y db ángulo sólido y cuyos nombres, rcspectl.vaJncnte 

son: radián y es'terradi5n .. (Veáse 1~ t<1bla·. S) 

' 

'1 

'¡ 

' . 
\. 
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TfiBL.~. 3 

UNIDADES DE !lfiSE DEL S!STUIA INTERNACIONAL (SI) 

Magnitud ::orrbre de .la 
Unigad . 

" :1 .longitud ·. metro. - - ... 
. --~ -· 

l ·1 ,¡ 

1, 

·-J --¡ . ... 
. 1 

' ' ! , 
¡ masa k il og rarr.o 1 ·• 
' 

tiempo segundo 

~-:-:~---'"'" ~·-... ,, , 
. ,-q~· _.. ',., ~ .. 

' 

intensidad 
de corrien 
te eléctrT 
ca. 

ampcre 

temperatura kelvir. 
terrnodin5mica 

intensidad candela 
luminosa · 

cantidad de n:ol 
substancia 

' 

S1mbo 1 o 
Interna e ion.1l 
de la Unidad 

. . -· m 

kg 

S 

A 

K 

. cd 

mol 

Definicién de lJ 
Unidad 

.. :--

·. !!S la longitud iguai a lG5076l,73 
longitudes de onda en Coi vado. 
ele ia radi~ci?:n corresr;or1dient¡~ 
a la transicién entre ios r,·;vé-'···· cr·.-., 

les 2p¡o y 5ds.del Hor<o del 
kriptón 86. 

es la mas~ igcal a la del proto
tipo internacional d81 kilogramo. 

. ' 
es la duraci5n de 91~2031770 p2-
l'iodos de la ródiaci6n cGrrespG<1 
diente a la transicié-n entre lo·s· 
dos niveles hiperfinos d(!l fttorr::J ··'" 

·de cesio 133. 

. es la intensidad de una corrien
te constiHitC que rr.ant~l!jo:fa En -
dos COnductorC$ pilra]¿";os, recti 
l'ineos, ci8 lor.gitud infinita, ~E 
sccci6n circular d2s¡lreciable y· 
colocados e:1 el vaclo a ur1a di~
tancia de un rretro ·uno c'c:l otr·c 
producirii r.iltre estos conducto-·· 
res una fuerza iguc.l a 2 X 10_., 
ne~/tons fJOr metro de longitud. 

es la fracci6n l/273.16.de la 
teinp2ratura termoclin5::icél d¡;J 
punto triple del agua. 

es la intensidad luminosa, en una 
dirección clc:vJ.). de un0 fuente que 
emite una rodiaci.Jr: n:onocrJn:Hicu 
de frecucnciJ 5!10 X 10 1

-;o hertZ y 
cuya int~nsidad energ2tica en es~ 
direcci6~ es l/683 watt por est2: .. 
r.radi án 

es la cantidad de subs~~nc1a que 
contiene tantas entidac'es elcr::cn 
tales como existen ~to~us en -
O,Cl2 kilcgr~n~ de carbono 12. 
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UNIDADES DERIVADAS QUE TIEHEfl NOMBRE ESPECIAL 

. ' 
' 

Magnitud tlombre 
de 1 a 

Unidad (S!) 
Derivada 

Stmbolo Expresión en 
Unidades (SI) 

de Base 

Expre s ié.n ''!f 
otras U~jdadcs(S!) 

_ .. _ ..... -L-----------------------------------·----'---'--
~' l .•. frecuencia herz:. 

' fuerza · nm·tton 
pascal presión 

trabiljo,cncrgia, canti
. dad de calor. 

potencia, flujo cnergé-

joule 

t ico · t1att 

carga el6ctric&,t~nti
dad dc.elcctricidad 

potencial:cl~ctrico, di 
fen;r,ciil de potencial, 
tensión, fuerza electro 

coulomb 

notriz. .volt 

capacidad eléctrica farad 

resi~tcnci~ el~ctrica 

condüctDncia e16ctrica 

flujo de inducción mag_ 
n5tica, flujo magn6ti
co. 

densidad de flujo mag
n6tico, inducción mag
nética 

indllctancia 

flujo luminoso 

lumi nos ·idad . 

actividad nuclear 

dCisis :>bsorbida 

ohm 

sicmcn> 

~1eber 

tes la 

henry 

lumeñ 

lux 

becquerel 

gray 

Hz 

N 

Pa 

J 

w 

e 

V 

F 

S 

Wb 

T 

H 

lm 

lx 

Bq 

Gy 

-1 
S· 

-· m.kg.s • 
-1 -2 

m .kg.s 

2 -2-' 
m .kg. s 

2 -3 m .kg.s 

s.A 

2 -3 -1 m .kg.s .A 

-~ 1 - J r. n 2 
m .Kg .S ·" 

m2 • kg . s-~A- 2 

-2 -1 3 2 m • kg • s • A 

... -2 -! m·.kg.s .A 

k 
-2 _, 

g.s .A · 

2 k . -2 • -2 m.g.s .11 

cd. sr · · 

-2 m· .cd.sr 
-1 

S 

N.m 

J/s . 

W/A 

C/V 

V/A 

fl/V 

v.s 

Wb/A 
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·T A B LA 5 

UNIDADES SUPLEMENTARIAS 

Norr!Jre de 

la Unidad 

Sfmbclo . 

., 
•• ..• ~~-·-···--~-· ·····-·----·.·------------ --~ 

Defi ni ci ór.. de 

la Unidad 

. /. 
··-.:/ 

·-'---------'-----------------------,-----

ángulo plano radi ~n . rad 

~ngulo s6lido esterradián sr 

\ 

'1 

es el ár1gulo plano cwprcndi 

do entre dos r~dioc ¿2 un -

c1rculo y que interceptan so 
• 

· bre la circunferencia de este 

,, círculo, un arco de lon~itud 

igual a la.del radio. 

es el fingulo sólido que tc~icll 

do su vértice en el centro de 

una esfera corta sobr{· 1 :o. su--• · · 

·pcrficic ce esta csfHél una -

área igual a la de un c•.lii.drac:o 
1 

que tiene por lado el radio de 

la esfera. 

' 
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I. INTROn!iCC!ON 

O• c. r:,-r~·t 1· ,~,J 
.. ~ _. •• :.. ..... f ' 

En el cont~xto ~e los cursos uc Mecinica I ) 

los temas dC Equ5.V;J.lcnciél y de I\~:c:t~\:c1_6n de S:i.ste 

mas dü FuerzaS 

rr~n ctn::¡prcnrlc:· y analj zar ~dcc~t::d~n:cn-tc los cap5.tulos G.c Ertui

libr;.o, Y. d:: Prir~:::roc: y Segun¿ os l·~omcntc's, fu;'.d;;r.,c::.talc;·. c'n L• 

~rcpar2cj.~!1 clu cualquier i~J~Cllj_cro. 

Para el estudio de este tec1a se considera que son corJoc!dos··-··· 

los ': 'Í rn• l. nnf·p •: ,..,..llC"¡)tO ~' ---ó""' _ .... ~ ..... ~. ....... - :.J. 

Vector equipulc11te de una fuerza ..... . 

Postul~do de Stcvinus 
¡) ... ' 

0 S Cüllll10 S lC lUll 
• 

!>!omcn·.:o de una fuer:.a cc.n resp<ccto a un pu;:to 

y J un eje 

Coordenad~s Vec.tor~.alcs de una fuerza 

y que en lo ·ef 'ltC ~ 1 a1'•l.::r.;c:- \'ert· ..... .: 1 f' "Cl'L-! ~.1. el l· .1...>...:..~' ........ C ... ..~.-íJ.L, S8 

conocimientos J!cccso1·ios p~ra rlctern1i!1~r: 

StJma y resta de vectores 

Vectores de po:~ici6n 

Vectores t:nitarios 

Productos c.scaJ.:n·cs 

Productos vcctorinl~s 

1 . . . - ,. 1 .. ya que o anterlor ?C~21t1r~ rcn_lzar e cstua1o en cuestión -

en tres din:cr1sioncs y fncilitnrfi el cntc11direicnto del misGo .. 

I I • OBJf:T I ·vo 

Conocido ~~ ~istcGo d r.- .r.tl~1· ... ..,<'::' .... ... .... ~ ..... _...; , 
n~r otro ~istctc3, .que ~1rodu:c~ los mi~n:os cf~ctos ~xtcrnos (ttlc 

el odLinn1, pe1·o cxp1·csnd0 r·n su mÍiiÜE' forma. 



Para la mayor conpreJ!s].~n d2l 
anfilisis que nos ocupa, dividiremos- el estudio en las sig\licn
tes partes: 

; ... 

1) Sistemas de Fuerzas 

2) Sistemas Equivalentes 

3) Par de fue¡·zas 

4) traslaciGn de una fuerza 

5) Reducci6n de Sistemas de Fuerza~ ' 

III .1 Sistcm~s de Fué:rzi!S.- Se entiende por sistcJJa de 
fuerz<Js a un cOJljlJnto de dos o m5s fuerzas, co¡;¡e se indica en 

la figura: 'l 

fs 
______ .;_ ___ -· --------->· 

0 N q-

Los Sistemas de Fuerzas generalmcJite se enc•!cntran aplica-

dos a cualquier cstructúra, por lo que es de s:;ma i.mportanci.a, 

en el caso de la inccni.eria, dctcrmi11~tr los efectos extcTJlOS -
' que dicho sistema le provoca a un cierto cuerpo. 

Ahora bien, los efectos externos que un sistema de Fuer:as 

le produce a un cuerpo los podemos dividir en dos: 

J. lo tri e es 
n) Jal611 6 cmpuj6n - a 

b) Giro o momento - - - a 

ObviameJltc estos dos efectos dan lugar, de acuerdo a la 2da. 
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Ley del 1-lovimiento debida 
cuyo c~tuuio no es objeto 

a Ne~·1ton, n una cierta aceleración, -
de este tcn:~ 0 

Para determin:tr. el efecto de jalón o empujón basta apiicar -
el Postulado de St(:vinus o Regla Gcner2.lizada del Paralelogra·mo, 

el cual indica que la fuerza rc~ultantc de un cierto sistcma··de 
fuerzas se obtiene mediante ln suma vectorial de todas las fuer 
2.as que lo confoYJ:Jan, esto es:· ·e;, .. 

: + n + 
R e ¿ Fi III.-1-1 

i=l ' 

obsérvese que lo anterior permite conocer el vector equipolente> 
de dicl1a tuerza rcstlltante, a ~ravés del. cual es posible obte~-· 

her la magnitud, dirección y sentido del jalón o c~puj6~ repre
sentado. 

Es convcnionte l1acer notar que la expresión anterior no nos 
permite conocer un pu11to de aplicación de la fuerza resultante, 

esto es; no sabemos donde se est' aplicando el efecto scfialado, 
por lo que el vector i es considerado como un vector libre. 

El efecto de giro o mo1nento se puede valuar consldera;:~o mo· 

mentos de las fuerzas con respecto a cualquier punto en el csp~ 
cio; como es obvio, eL punto con respecto al cunl el momento es 

~as scn¿iilo de calct1lar, es el origen, ya que en estas condi-
ciones el momento est~ dado por la expresión: 

;·. 

n 
Mo e 1: Aoi X Fi. 

bl 
- 1!1.-1-2 

en la cual el vector 4o siempre ser& un vector de posición del 
orS.gen a cualquier punto de la linea de acción y f_¿ representa· 

el vector equipolente de las fuer¡ris involucradas en el sis

tema. 

Nótese que el vector Mo nos proporciona todas las caracic-
risticas del efecto de giro o momcnto;·inclusivc el punto de 
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aplicr.d.ón, ya que dicho vector sicro1pre ~e ubica en el d:::noJ;Ii.na 
do centro de mcmcintos y en est~s ccndicio:1o5 Mo es un vector ·

. qu·e sier.,pre pas::!rá por el origen . 

.. .. Ésta pareja de vectores ( R,. Mol se conoce con el nombre ·de 

coordenadas vectori~les del sist~m& de .fuerzas, en este caso se 

puede prescntDr la situaci6n en que R y Mo no sean pcrpcndicul~ 

res, o sea,. que no se cumpla que R·Mo • O. 

Concluyendo, par~ dctermin~r los efectos externos que 
tema de Fuerzas.le produce a un cue¡·po basta con obtener 

Coordenadas Vectoriales de dicho Sistema. • 

un :-_~i s 

las 

!U~.m.r.l~ III-1-1.- Calcular los efectos externos que, el si.s 
tema de fuerzas que se indica, le produce a la viga que. se r.mcs --

tra en la'figura. 

/001:.3 

B 

--------· -. -·-----=----·--J,~r 
z I'W\ 1 '2 1 J ¡;/,-----¡- 1\1\ ---+ .~·., --- ·<vn -~ 

. ' 

Solución.- Identificando a las fuerzas y .ubicando el origen 

en el punto A; con los ejes respectivos tendremos: 

1 

o f-------

IF', \ 

~ /''' loo~~ 
C·~Kt 

t \ GO 
X. 

-~ 
,. 

., 
-¡.,¡ t' 

1 i:¡\ 
t5 VJ 

'! 

.. 

~ 
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Ahora, obtengamos los vectores cqtiipolerites dc.las fuer:~~. 

f1 " -100j [Kg] 

.F2 a 50(co¿.J5•_¿- C0645°j)[i:g]_ 

F2 " 35.3H- 35.35j[t:g] 

F~ " 60(-col.60° i - COb 3iJ• ji [K9] 

r ~ " -so¡ - s 1 • 9 6 f Q:g] 

h ." 75j [KgJ • 

· ···y apliquemos el Postt•lndo de Ste~inus (6cuaci6n III.-1-1). 

4 
R =·l: F.t = F¡ + F2 + F3 + f, 

i=1 

R" 5.35-i ~ 112.31j[l:g] 
. ----------

Cnlcule1nos los ~omentos de las fuerzas con respecto al erigen. 

~¡1 .o " -200 f¿ p:!) - m] 

M~ = -50 co6.'15° ( 4) R. [Ko m] - - 1 4 1 , 4 211. [K g ¡;¡] 

Mt " - 60 C06 30° ( 6) /¡ [Kg m] " -311. 761< [Kg m] 
-~ 

525lcQ:g mJ M o " -

y realizando la sumatorio de momentos (ecuaci6n III.-7-2). 

4 
-¡ -2 -3 -~ 

Mo • E io.t x F.t • Mo + Mo + Mo + Mo 
.<.:1 

M o • - 1 2 8. 1 8 k [Kg - m J 

1Si los expresamos en magnitudes, los efectos son: 

a) Jal6n o empujón~ 112.43 Kg 

b) Giro o momcnio = 128.18 Kg - m 

y en l:~s direcciones indic:~das por ·los'· vectores unit:~rios: 
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fj 

6 

CR • 0.04761.- 0.99tj 

·Ejemplo 111.-1-2- Obtener las coorderiadas vectoriales del sis-

tema de fuerzas que s muestra en la figura. 
i! ¡, ~.,._ ___ B 

. 1 ;;¡-;-;;;--;~ 

e 

• 

Soluci6n.- Primeram~ntc calcule~os los vectores equipolentes -

de las fuerzas: 

630 [1 3-0li. + ! 6 -0!Lj_+_.(!..:O_-{>)(¿] [Kg]=210i.+420j-4201:[K!J] 
. r9+36+W 

Fz e l OOj [KgJ 

fa· e 50 f¿ [Kg]. 

h e -40f¿ [Kg] 

Fs e 30 [( 3- O)~:;_O-b) f¡ [KgJ = 13.4161.- Z6. 8 32j [Kg] 
/9+~6 -

Sumando las fuerzas: 

R = 2 2 5. 4 U + 4 9 3. l 6 j - 41 O. O O !1. [Kg J 

y los momentos con respecto al origen son: . . 

-¡ 
i. k Mo • j • 
o o 6 

2 1 o 420 -.:iO 
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1-
-2 

-6 o o.¿ [Kg m] M o " _, 
- 15 o j (Kg m] /.!o "' 

-~ 
-2401. 1 2 o j [Kg M o = + - m] 

-s 
j M o "'· ,¿ 

,_ .· ... · k " -80.49611.. [Kg - m] 
3 o o 

13.416 -26.832 o .. ~ .. 

., .. 

y renlizando la sumatoria de momentos: 

·siendo lns coordenadas vectoriales solicitadas: 

(223.41ú493.76j-410.00k), l-3360i.+1230j- 80.491<) 

111.-2- Sistemas Equivalentes.- Se denm~ina si.stcm~s equiv<.ilCI2_ 

tes a aqu611os. que actuando sobre la misma particula 1nat0~ial o 
el mism? cuerpo le producen los mismos efectos externos. 

Como se analiz6 en el punto anterior, la evaluaci6n .de los -
efectos externos se lleva a cabo mediante .la determin~c56n de -
las coordenadas vectoriales del sistemfi de fucrz~s de·~cfcrcn--

cia. 

Dicho de otra manera, para que dos sistemas de fuerzas ss:Jn 
equivalentes es necesario ~ue sus coordenados vectorihles sean 
iguales. 

JI. 

~--····-- ...... ~.,.· 
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. Sean los 

ra, come sus 

c~mpli r que: 

sistem~s I y II actuando en el c~crpa de lR figu
coordcnadas vectoriales deben ser jouales se debe ·o 

··.· 

o sea que: 

n 

R¡ " R¡¡ 

m -
,·¡; F.Ln 

_¿.,1 

m 
l: ro-l x . 

_¿.,1 
H¡= l: r 0 ,¡_ X 

-Í"1 

Ill.-2-1 

111.-2-2 

111.-2-3 
• 

111.-2-4 

Obs6rvcsp que el n6mero de elementos de cada siste~a puede -
ser diferente, sin qUe esta situación intcrvenr;a en la cqt•iva-
J.encia o no equivalencia de los sistemas. 

Resumiendo, para que dos sistemas de fuerzas sean ec¡;üvalcn·· 
tes es necesario que se cumpJ:an las dos ecuaciones, 111.-2-3 y 

111.-2-4, planteadas. ·i 

Ejemplo 111.-2-1- Demostrar que el sistema de fuerzas que a~--

tOa en la estructura de la figura es equivalente a una fuerza 

f = -2000!.- 6000j [l~g] que pasa por el punto P(22,0,0l ~-n] 

~ 

'· 

V/ 
0¡:: 20~ l:J 
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SoluciCn.- Considerando al sist:!ma de fuerzas que actúa en la 

estructura como I, _tendremos: 

ft ~ -7000.{. [l:g] 

f1 r. -3000j [Kg] 

f3 ~ -7000.<.-JOOOj [Kg] 

F~ " -2000j [l:g] 

en estas condiciones 

R1 a -2000.{.- 6000j_ [K.tJ] 
• 

que comparándola con 1::: fuerza F del -s·i stcma 1-1, observar.tos que, ..... 
son iguales, por lo qt1c la pr1mera condici6n de equivalcJJcia se 
cumple. 

En cuantc a momentos: 

Mb ; O [Kg - m] 

M~ = -90 0001~ [Kg - rn] 
-3 
J!o r. - 2 O O O O h. - 2 O O O lz ; - 2 2 O O O/~ [Kg - m] 

-~ [ i] Mo ~ -20000h' Kg - rn 

y la s~~atori~ es: 

Mo¡ " -132 00011 [Kg - m] 

_y en cuanto al sistema JI: 

por 
que 

Mo 11 ; 
22 

-2000 

j 
o 

-6000 

11. _" -732ooo1,. rr~g - ~J 

o 
o 

lo que los momentos son iguales y entonces podcm6s concluir 
los sistemas planteados son equivalentes. 

1 

111~-3- Par de fucr:~s.- Se conoce cerno par de fuerzas a des --

fuer7.as no col inealcs, Je ·igual 11:ar,ni tud, misma direcci6n, sen ti 
'! 
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X 
Conforme a la figura, obtendrémos los cfeetos que prodt1cc -

el par de fuerzas mostrado, para ello, detcrm~nemos las coor~c
nadas vectoriales. 

R•F+(-F =0 

- F = IL p Y. F - ilQ X f 

Por c:uriosid:~d, valuemos el momento del par de fuerzas co11 
' 

respecto a los puntos ,P y (~. 

thFñT~ llwp. X F + ILwQ X ( - F l = IL~Ip X r - ILwQ X F 

' 

Por todo lo anterior podemos, afirmar, en relaci6n a un par de 
fuerzas, lo siguiente: 

1.- El Gnico efccio que produce es el de giro o momento. 

2.- Su momento es el mismo .con respecto a cualquier punto 
en el espacio. 
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3.- Su momento se obtiene calculando el momento de \tna de -

las fuerzas con respecto a cualquier punto de la linci 
de acción de la otra fuerza. 

4.- Su momento es un vector libre. ( m ) , 
caracterfsticas: 

con las siguientes 

a) Magnitud = ¡f¡ . d 

b).Direc~ión =Perpendicular al plino del par. 

e) Sentido = Regla de la ·~ano-dc~echa: 

d) Punto de aplicaci611 - Cualquier~. 

3.- 1.- Calcular el momento total producido l>or 
observan en la figura . 

.§.9_!;llClON.- De la observación de la figura el momento del par -
formado por F¡ U F2 puede obte11erse en for1na directa. 

m;~ 30 k (!g-m] 

no asi los dctn5s pares que tienen que obtenerse realizando el -
prod\tcto vectorial. 
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'1 
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' 
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• 

1. 

nl2 t 

m 3 ·s:: 

m3 " 

m, = 

m,, ::: 

.l 
o 

20 
........ 

.(_ 

o 
-13.41 

lix-c 

-3 

o 

Y. 

j 
-12 

o 

j 
1 2 

ó 

F1, 

j 

1 2 

o 

11. 

6 

o 

;; 

12 

• m o; + 240k [Kg - m] 

= 12j, F 
S 

= 30 -31.+6/¿ 

-1.36+9 
= ~13.47.i.+26,83k [KgJ 

11. 

o 
2 6. 8 3 

-
Qpc 

11. 

o 
50 

= 

= 321.96.{. + 
• 

160,92/z [Kg - m] 

• 
-3.i.+12j; F7 = 5o f¿ [Kg] 

= 600-l + .1so¡ [l(g -·m] 

y realizando la sumatorio, ya que son vectores libres: 

m•;·o1'l\L = 921,96.{. + 210] + 430,921z[Kg- m] 

. ¡ 

111.4.- Trasl~ci.6n de un~ fucr7a,-
i 

En ocasiones es necesario -

trasladar una fuerza de un punto a otro, lo ~ual tratarfi de - -
plantearse, sin perd~r de vista que los efectos externos que se 
cstfin ocasioiJnndo no pueden alt¿rarse. 

Sea la fuerza f, ubic~da en el plano P de la figura ~ que de 
. . -

be ser trasladada al pu:1to O que se indici, tambi(IJ ubicado en 

e 1 plano e i t;~do, ~--------_:_ _____ --:-_;_----p7 
1 

\_ ______ _..--!..-•. --··~ 
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siendb las coordenadas vectoriales: 

R • F, Uo • roA x F 

Adicionemos un sistema de fuerzas en equilibrio, el cual no al

terarfi los efectos externos qu6 se estfin produciendo, Cabe 
aclarar que el sistcm::t que se adicionará cst'á formado por dos·" 
fuerzas colineales, de la misma magnitud y paralelas a la fuer., 
za que debe trasladarse, de sentidos contririos y pasar6n por 
el punto de tra~_o_, ___________ _ 

obviamente las coordenadas vectoriales no se a1tcr;cn, 

si: se observa con detalle se l1a forn1ado un par de fucr~as, 

el cual recibe el nombre de ~ar dó transporte, cuyo mon1ento es 
igual nl momento de la fuerza F con 1'cspccto al punto O, 

. i 

mlrnnsp " ro¡, X F 
•/ 

En base a lo anterior tendremos que 
en O, pero se ha agregado un par de 

la fuerza F se c'ncuentra 

transporte, y lns coorde 

-·-·--·-p··¡ 
A • .. 

o 

~===============' ===-=di 
.nadas vectoriales no se han n1odificado ya que: 

R .. F, M o • m " ro:. x F 

.. -: 

., 
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Resumiendo, para tra~ladar Uila fuc~za de un punto a otro, es. 

necesario considerar: 

Que 1~ fuerza se traslada conservando su lfnea de acci6n 

paralela. . -~· .. ·;· .. ~·· 

Que se incluye un par:.de transpoTtc 
Que el momento del par de trnnsporte es igunl al mcmc:l~o· -··· 

de la fuerza que se desea trasladar con respecto al punto 

(\e traslado. 

Que finalmente re~ulta una fuerza y un momento que so11 -

perpendiculares. 

' 
F.jemp~~ 111.-4-1- Tr·asladar la fuerza mostrada en ln fi¿:ura, 

al 

___ ·_. ---r--- 3. :Srm --i 
1~ e 

1----------------------~----------. 
1:--------. ,<----____,-y· . ·r- 1~: 

' 

,, ( 
-'e 

0{
,'( 

. 'loco 

Solución.- Para ello, encontre::1os el vector equipolente de la 

fuerza. 

y ahora calculemos su momento con respecto ol punto A, que no 

será otra cosa que el lllOIIICnto del par· de transporte. 

{F --~ A ~lll"TADX T = 1. j k "(96,-12+191,5)11. 

-1.5 - 2 • 5 o 
7 6. 6 o ~64.28 o 

m • 2 S 7. 9 21< [Ka - m J '¡ 

-

Ahor'!í, ya tenemos la fuerza aplicada en A pc!"O con un momento m. 

'f 
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EjempJn 1I1-·1-2- Sustituir el sistema de fuerzas que se indica 

en el croquis, por otro equivalente que pase por el origen. 

2 

/ 
/ 

T 

So lució~.·- Para sustituir el sistema por urio equivalente que 

pase por el or5~cn bastar5 con trasladar cada UJJa de las fuer-

zas a dicho pu~to y para ello, corno ya es· sabido, serfi suficien 

te con calcular el momento de cnda una de ellas con respecto al 

punto O, o lo que· es lo mismo, obtcnchcmos los pa1·es de traiis-

porte. 

Primeramente determinemos los vectores equipolentes: 

F¡ " 30j [Kg] 

Fz e -40-L [KgJ 

h {.0 ( ii - 3. 51< 
~ 

/Tb+rr-:n-
~ 4s.ts; - 39.57k r~ 91 J ,_ J 

F, 50 ( -3-L + 41_¡ 
" 

,llo+9 
= ~30-L + .40j [Kg] 

fs " - 7 Ob. [Kgj 

f6 " - 80j [KgJ 

y los momentos con respecto al origen ~on: 
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nl¡ = ~ e -105,{, [(-g mJ 

. -l 
ml e ll.o e ron. X F 3 = j k e -158.02.{.dl8.53j+l35.45/c [l::g-r:j 

3 o 3.5 

o 4 5. 15 - 39 • 51 

-~ 

h ,{, j h m~ = /.'.o = roE X = = l20k [!(g - m] 
3 o o 

-30 40 o • 

-s 
-2&0,¿ (!-g f¡a ms ~ Mo " -

mL r. T.~ = o 

En cst1s cOJJdicioncs, el siste~a que pasa por el origen es: 

6 -
R " E F.<. .= 

,{, = 1 
- t - • M e }; rO.(, 

.i.=l 

,, 

- 7 O .i. + 3 5 • 1 5 j - 1 O 9 • 5 1 k [K g J 
X F.i. r -543.02.<.- 21.47..j .+.255.45/¿ [Kg- 111] 

Una conclusión muy irnport<tnte de la trasl<tción de una ÍueT::a es 
que, al obtener las Coordenad:Js Vectori:ll.cs e! e un. siste¡~a de 
Fuerzas, además de valuar los efectos del mismo, lo estamos --
trasladando al origen, o sea, se le estfi sustituyendo por un 
sistema equivalente que pasa por dicho pw1to . 

. Cabe acl:JTilr que esta, si tuaci6n es· de suma importancia para 
los casos de reducci6JJ de los sistemas de Fuerzas. 

< 
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111.-5- Reducción de Sistemas de Fuerzas.- Se entiende por 

reducción de sistemas al encontrar un si~tema equivalente 
al da~o pero expresado en su forma mas slmple. 

Asi, si tenemos un sistema de fuerzas (I) como el mostra 

do en la fi~ura, tratare;nos de encontrar otro (II), con la 
menor cantidad de eler:~entos posible,_ a condición de que p!'S!_ 
duzca los mismos efectos externos quci el si~tcma original, 

por l.o cual necesariamente deber~ cuntplirse que las coordc-

• 
1 11 

? . 
• 

,... 
-----<!: o 

-----~-~ 

,::: 
J 

x.r ;<. 

nadas vectoriales de ambos sistemas deben ser iguales. 

R, M(ll t 

I 
(R', M"a lrr 

Eq01ibrio.- De cualquier sistema que se desee reduci-r, lo 

primero que tendr5 que obtenerse serfi11 sus coordenadas vec

toriales, para determinar los e{ectos que. se est§n prod~- -
ciendo y al mismo tiempo para sustituirlo por un sistema -
cquival cnt e que p.1sc por el origen. 

Sea que al calcular las coordenadas vectoriales de Ul) 

sistema se tiene que: 
ll \ _, 

R • l: u. • o 
bl 

ll 

R • l: !lo/. X F.i. t o 
.t=l 
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Asi, se observa que el siste~~ original no produce ningGn 

efecto, por lo cual, en el caso del sistema II que se pretc~ 

de encontrar podemos afirmar que no es necesario colocar nin 

gGn elemento pues 

. los efectos . 
.z J. 

R 

/.!o 

es 

= o 
= o 

la Gnica forma en que no se alterarian 

........ · 

R = O 

~ro = o 

__ ; _, ___ ..._ 

o )0~---------·J-- "'·} 

tT 

Este caso es conocido como Equi.librio, y para el te~~ que 

nos ocupa bastar5 con indicar que el sistema se reduce al "

equilibrio, ya que dicho tc~a serfi analizado detalladamente 

pos ter i.ormcnte. 
i 

.s¡ernplo.- !11.- S-1,- Demostrar que el sistema de fuerz~s -

que se muestra en la figura se reduce al 

'S_:::too kJ 
equilibrio, 

Fj "2 oo Kif 

, ¡,., B " F-1 :: ltl'f. S !<'~ 
·-------------.--,•• . ..::- \I-r. \ 
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Soluci6n 

1.- Calcularemos los vectores equipolentes y los momentos de 

cada fuerza con respecto nl origen. 
-·· , .. · 

F¡ • 150j [Kg] 

h = - 1 o o j .¡}:g] 

F3 = -ZOQj l}cg] 

F~ = -75.i. IY!lJ • 
h = 1B7.5.i.[Kg] 

Fe 1 B 7. 5 -3.i. + 4j 
= 

¡r:;-
= - 1 1 2 • 5 .i. + 1 5O j [K <1 J 

-1 
[Kg m] M o = o -

·z.- Obtengamos lns coorden¡tdas vectoriales del si~tema, para 
ello realicemos la sumatoria de fucrzns v de ntomeJJtos 

' 

6 -
R u I: F.i. = O.i. + Oj +. 0/~ [l:g] 

.i.=1 

6 -
r I: "ílo.i. X. F.i. = O.i. + Oj + o!< m] 

.i.=1 

3.- Podemos concluir con que'' el sistC>.ma 

¡·a que no cxis te ningún efecto brio 

do. 
'f 

se rcd1tce al cquili--

que se cst6 producicn 

.. 

1 
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.Par de Fuerzas.- Supongamos que las coordenadas v¿ctoriales de 

un sistc¡,;a de fuerzas resultaran: 

n 
R~Ef.i.=O 

.t=l 

n 
Mo = E ho,¿ x F,¿ 1 O 

.t=l 

. . . ' . . . 
., , . .. .. 

Lo anterior implica que el único efecto que dicho sistema csUí -

produciendo es .el de giro o momento y como ya se &naliz6, el elc

rrcnto c.:! paz ele producir tal efecto sin generar j':llon o crr:puj 0~1 es un p;:;r e·~. f¡¡:·~ 
zas, por lo.cu:ll poden·os concluir c¡n~ el sistema de fl.Crzcs, cuyas coordcna.~ .. 

das vectoriales correspondan :1 los indie:J.cbs, se reócc a un- par ele flx:erzas, 

De acuerdo a los croquis que se indican, deber~ observarse 

que el momento del par de fuerzas debe ser igual a Mo y ~u~ adc

~~s no ser5 needsario proporcionar ningún punto de aplicación d~ 

dicho par ya que su momento cs. el ~ismo con respecto a cualquier 

punto, y se considera como un vect6r libre. 

I 

i 
.n 

)-----------~-------~- ~ 
o e 
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~jcmplo 111-5-2.- Determinar el.momento del par·dc fuerzas al 

que se reduce el sistema de fuerzas de la figura. (cuadricula 
de 1m por lado). 

x.· 

So J. u d.0n 

1.- Vect6res equipolentes y momentos cori respecto al origen. 

F, = 20k [Kg) m = o I"Kg - m] 
·h = 2k [Kg) MD = -2j [Kg - m] 
h 4h ['Cg J ;ii& -J2j [Kg 

, 
= = - mJ 

F~ = 5k [Kg] iJó = 10.<.-10j [Kg - m] 
fs = k [Kg] ¡;¡¡; =· 3.<. ~ j [Kg - m] 

3h 1}9]' 
-& 

1 U-3j p~g m] f& = M o = -
- 31~ [kg] -7 

-12.{. +6j [Kg m] F, = M o = -
Fa -8k [Kg] 

-s 
-3U 32j [Kg m] = M o = + -

fg -10k [KgJ 
-s 

-20.{. 30j I"K m] = ~~o= + - 9 -
f¡o=-5.~ [Kg] M o = - 5 .{.· + 10j [Kg - m] 
f¡l•-:9h l}:g] 

-1 1 
-9.{. 27j [Kg m]. Mo = + -

.. 
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2,- Coordenadas Vcctori:1les 

11_ 
R = E F.i. e O.i. + Oj + Ok [Kg] 

bl 

11 
Mo =.E li.o.i. :r.. F.i. =-53-i + 77 j ·~· O k [Kg - m] 

.l=l 

3.- ·conclusiones.- Evidentem~ntc el sistema de fuerzas se reduce 

a un par,· pues la· resultante es nula y el womeuto. del sistema 
es diferente de cero, y el momento del par de fuerzas al que 
se reduce. e 1 sistema está dado .por e 1 .vector 1 ibre : ... 

::;._. 

m " -53.<. + 7 7 j [Kg - m] 

Una Fuerza.~ En esta ocasión debemos tratar este caso en dos -
11artcs ya qt:e cada una de las soluciones que se prcscnt:m, -
tiene .• aspectos diferentes. ,, 

a)· Una fuerza que_p~1sa por el orig~.- Sean las coordc:nad2s 
vectoriales del sistema: 

lt 
R e l: F.i r O 

.(.el 

n 
Mo = l: Ao.i x F.i = O 

.l=l 

obviamente el sistema exclusi~amcnte produce efecto de jalón 
o empujón, por lo que debemos colocar como mínimo sistema 

equivalente a una sola fuerza .pero que no produ:ca mo:;¡cnto 
con respecto al origen y la Gnica forma de que ésto se prcsc~ 

te es que la línea de· acción t1c la fuerza contenga a dicho 

punto. 
'¡ 

Como es cDlro, el vector equipolcJ\tc de dicha fuerza resulta~ 
te nos lo proporciona las coordenadas vectoriales y no es n~ 

cesario J.ocalizar llillfGil punto de ~plicaci611 de la misma ya -
. 'J . 

que, como acord~mos', pasarrt por el origen. 



i 
1 
1 
1 
1 

! 

:l 
' 1 

' ! 

.. -~ 

. -

T ~·- --------···-·--'--···· ... ·-·~ 
_,.: ·- 23 • 'JI. 

!l,i<•ll>pl.o JJL-5.-3.- Vcriíicrn· que el si.stcmn de fu'crzas que n~

tCia en el pcnto O del torn~punt~ de la ·figura, s~ •·cduce a u;~a 

,'2 
/() "'1 -··-- .. ·-/ . 

1... JJctcnnincwoS J.or. vectores equipolentes y lo:; rnomcntor; con 

rcs]l6cto al. oriccn. 

r¡ . 1too 1 o¡., ti.: 

IJcr 

r • • 621 ¡ s.t- 10L 
lf2'5" 

• 12 4. 31 j T 9 9 9. S 11< [K g] 

= 2 11. 71 .i. - S S S. 4 3 j [!:9] 

fs • 747 ( :i.-~-.l.Ql.) • -277.42-l- 693.S7j [Kg] 
,rrn 

Como es claro el momento de todas las fuürzas con respecto al -
ori¡;cn cs.nulo. 

¡¡~ • O [Kg -m] 

2.- Coordenadas ~cctoriJles. 

S 
R". ¡; u • o,¿.oj•999.SI! rr;n 

.(.1 

'; 
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X Fi. e 0.(.{0j+0(< [Kg - m J 

3.- Es claro que ei sistema se reduce a una fuerza que .pasa 

por el origen y dicha fuerza es: Re 999.5k[Kg-mJ 0(0,0,0,0) 

b) Una fuerza que no p::~s::~ por el origen.- Cuando l:ls coor-

denadas vectoriales de .un sistema de fuerzas son: 

n -
Rcr.F.(.{O 

bl 

n 
Uo = r. íioi. x Fi. 1 ·o 

¿..,¡ 

' . 
• 

podemos decir que tenemos un sistcr.1a .reducido que pasa por -

el origen; formado por una fuerza y un·p::~r, cúyo momeiJto po-
, i3 I' I 

~ 

"' 

\ __.>r 

R 

'· F¿ 

-- -o u -

, 
)C 

demos considerar aplicado en el origen. Como es claro el -

.sistema produce los dos efectos que hcn•os :referido, en es-

tas condiciones existen dos posibilidades: 

1. Que el momento ~lo y 1:-t fuerza R sean pCl·pendicularcs. 

2. Que el momento ~lo y la fuerza R no sean perpendicu

lares. 

nnalicenos la primera posibilidad. 

Consideremos un plano Q e~ 1 el que ubiquemos a la fuerza J( 

'' y dibujemos el momento Ho pcrpcndicubr a dicho plano; oQ.-

s~rvese que la linea de acci6n de ambo~ vectores contiene -

n l punto O. '; 



Localicemos un punto· P en dicho plano y coloquemos un sistema -
en cquilibrio.co110 se iJ1dica . 

. _______ j 

( 
o 

' 

Evidentemente los sistemas son equivalcntes.y adem5s hemos ere~ 

do uu par de transporte COJl la peculiaridad que su momento lo -

·podemos hacer igual a Ho, pero de sentido cont:·ario, lo ante- -

rior lo le ~rn11emos ubicando adecuadarr.onte 

lo contrario no loer:Jmos que m = -f.io. 

o 

el 
c. 

íTo 

punto 

---
Q. 

) i/ 
...,...., -

' 

p ya que de 

t::==================p .'_- i-1 o 

Como resulta ebvio la sur.~atoria de ~!o y iñ se anula, qued~ndonos· 

exclusivamente la fucrza.R pero, como es claro, aplicada en el 
punto~ 

o 
() 

• 

,_. ----- -~~-·--,,-,..-''------·--- ~-··. 

.. 
' ·1 
: 

, .•• ! 
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Resumiendo, cuando las coordcnadJ.s vectoriales de un sisto:;ma de 
fuerzas son diferentes de cero y R y Mo son perpendiculares, es 
posible reducir el sistema a una sola fuerza que no pase por el 
origen, cuyo vector es el mis~o que R. 

r· <! 

• 

X 

De acuerdo al esquema anterior, los sistemas I' y II Iteccsariá
mente deben .ser equivalentes y como se conoce E, lo Gnico que 
cabria aclarar es la localización del punto·P, pues bi.cn, d3do 
que, como ya lo mencionamos, los sistcl!las son c'quivalcntc~ y 

por tanto se deben cumplir las ecua~iDJles correspoiidientes, es 
decir:. 

n n 
R ~ E F.i.¡• 

i= 1 
.~ ¡: f.i.¡¡ 
i=l 

~ R. I I 

evidentemente la ecuación 
Ve¡¡mos ahor¡¡ la expresión 

n 
Mo ~ l: 1toi. 

.{,r) 

anterior se cumple. 
de momentos: 

l 
X F.i.¡• = ¡: lt.O.i. X R.i.¡¡ = 

ir) 
M o I I 

ya que exclusivamente tenemos una sola fuerza en el sistt"ma II, 
su momento con·respecto al origen necesariamente debe ser igual 

- -R -
a /.lo¡, entonces Mo = .!top x R. " Mor 

nnturalruente desconocemos las coordenadas del punto P, p.::ro po
dernos suponer un punto cualquiera en el espacio P(X, Y,Z) y corno 

lt.O p X R a ¡_ J 
X y 

P..x. E !1 

z 
Rz 

• (yR.z ZRy)i 

-(XRz - ZRx)j 

+ (XR.!f - yRx.) f¿ 

. ¡ 
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y dado que son vectores, pod~~o~ formar un sistema· de tres ecua 

cioncs con tres inc6gnitas: 

. 1 y P. z- Z R !f) " Mox 111 5.- 1 

-lxRz-ZRx) t Moy 111 5. - 2 

1 XRy- yRx). t Uoz •. 111 5. - 3 

·cuya solución nos proporcionara las coordenadas del punto bu~ca 

do. 
. 

Como l·!ox, Moy· y l·loz repr.escntan 1 os momentos c~m respecto a los 

······ejes··x, Y y Z respectivamente, podemos sciíalarlos como Mx, ~ly· y,- ............ ······ 

Mz y si las ecuaciones l;ts expresamos en forma simétrica, pode-. 

mos indicar: 

yRz ·- Hx 
z III 5.- t¡-

Ry 

My + xRz 
= z IIIS.- 5 

Rx 

e igualando estas expresiones: 

y Rz - ~b:: = xRz + ~ly = z 
Ry Rx 

y - Hx 
Ifi 

X+ ~ 
Rz 

z = = = z 
Rx ~ 
Rz Rz ..... 

ccu:~ci6n que corresponde a la del llamado "Eje Central" qt:e se 

define como: "El lugar geométrico de todos los puntos del csp~ 

cio tridimensional con respecto a los cuales el momento del 

sistcn~8. es d~ m6dulo n:ínimo". 

De cu:~lquier manera, como 

d~ la línea de acción de la 

las f~crzas se pueden 

puede proporcionarse cualquier punto 

fuerza y en virtud de que 

consider:~·r e o m o vectores 



,. 
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de tipo deslizante, en lugar de escoger un punto ~ualquiera 
·P(X,Y,Zj, es posible seleccjon<lr el punto en el -:unl lo 15.ne<l -
~e acción de la fuerza interscctc a cualquiera de los pl~nos 

coord~nados, esto es, P¡(X,Y,O), P1 (X,O,Z) 6 P3 (0,Y,Z) . 

. Lo anterior facilitar[¡ enormemente el cálcul'o evitnndo el resol 
v·er un sistemJ. de 3 ecuaciones siwult1ineas. 

nnalizarse·el vector fuerza ya que, Conviene aclarar que deber~ 

dependiendo de la dirección dc.dicho vector inte"'sectar1i o iló-- ... ·· ···-_- ,_._ ... ._._ ....... , ...... -~ .. 

a los planos coordcn:¡dos, por 

las siguientes posibilidades. 
lo que es conveniente observar 

R " u {y J +Zk P¡(x,y,ol, r>2(X:,o,zl, P¡'(ó, j'í, i l 

R = X.i. {· Yj P,(x,o,zl, P 3 (o,y,z) 
-
1< "' u +·Zk P¡(x,y,ol P¡{o,y,zl 

R " Yj+H fi(x,y,ol ¡; (x,o,zl 

R "' X J... P,(o,y,zl 

R a Yj Pa!x,o,zl . ' 

R " Zk P3(x,y,c•l 

·concluyendo, p·ara seleccionar el punto-- de aplicación de· la re:'---· 

s_ultalltc Lastarfi .co11 a!tulor cttnlqtlicro de l~s cocrdena··~~ cu~n-;--·-

do la fuerza tenga componente en esa dirccciÓJJ. 

!!jcmplo III S.- 4.- Encontrar la fuerza, y su punto de aplica
ción corrcspo!Jdiente, a que se reduce el sistema de fuerzas que 
nc~.úa en el trircugulo ue la figura. 

Sol\lción.-
1.- Vectorc~ equipolentes y JnOIII6ntos con respecto al ori¡;cn. 

-1 . 
f¡c -IOOL [..i.:n] Mo ~ O 

.f~r. 500(c.o~45'J..- c.al>45"jl ~ 353.55;_- 353.5Sj [Kg] 

•<. ' .,, 
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i. j k 
o 
o 

= 353.55 a lljj(g - r.1j 
l'. 

353.55 

F s" 15 O O j [K g J 

o 
353.55 

2.- Coordenadas Vectoriales 

r: ., -6 4 6 • 4 s ,¿ ; 1 1 4 6 • 4 s J [K 9 j 

Mo.= 353.55 a k l~!l m] , 

3.- Perpendicularidad 

R· .• Mo e O . . 
~--~······ Por lo ·cual es una fuerza que no pasa por el origen. 

4.- Selección del punto de aplicaci6rl . 

. P(X,O,Z) 

5.- Cfilculo ~e Aop x R 

. .. ······--

ii.op X R e j 

o 
f¿ ~ -1 14 6. 4 5 u -.61t. 4 5 z j 

X Z +!146.45Xh 

-646. t/5 11-16.45 o 

6.- Igualando momentos: Jtop x r.. = Mo 

-Ji46,45 Z e O 
-646.45 z:; o 

a 
b 

1146.45 X = 353.55a e 

De las cuales se obtiene: 

z " o X " O. 30E4a 

......... 

7.- Conclusiones.-. El sistema se reduce a una sola fuer:::1 

R = -646.45l + 1146.45jj~g] y que p::1sa por el punto 

P ( O • 3 O U a, O , O ) ljn] . 

Motor.- Cu~.ndo las coordenadns vectoriales ée un sistem:J de 

fuerzas resultan· diferentes de cero y .la resultC!ltc (R) y el mo 

v1ento con respecto al origen (Mol no son perpendiculares entre 

sí, se dice que la reducción es un motor, en.tendiéndosc é:.tc co 

nPl.lila ÍIICl"Z;l. y lUl n!O!~ClltO, 

acci6n. 

ambos ubicndos .en la misma lS.nea de 
• 
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R -fo 
'ifu :¡'O 

ifo ·R.=o 

, if o 

R ro 
No /o 

Supongamos que se realiza la primer;:\ reducción, o s,ea que obte- · 
nernos una fuerza. y un momento CI_l el origen, d:1das por l::s coor

denadas vectoriales del sistema, y que ~acernos pasar un plano Q 
que contiene a la línea de acción de la fuerz::l'. 

Ahora bien, el ¡;¡omento /.!o será 

ortoconales; tina contenida en 
pendicular al mismo. 

ÍÍo 

¡:¡o . R. ;c,l o 

----J 
descompuesto en dos compone :tes 

el citado pl:lno Q. y la otr<l pcr--

·¡-¡o,, 

-I~OT -¡: 
t::::== ========= ·---1'. 

Obscrvese que 1-foN y R son ortogon;:¡lcs· y que· MoT y R son ce-

planos, en base a la primera aseveración podemos trasladar la 
fuerza R a un punto (A) del plano Q y lograremos, asi, elimi-

nar el momento MoN con la aparición del par de transporte. 

Aho¡-a tenemos a la result:Jnte y ;¡¡. un momento , ambos en el pla
no Q.,_ loc:Jlizados en el punto A.' 



·El mon:cnto Mo'l' 

orto~onal, pero 

tre en la línea 

la misma. 

·' 

.o 

es posible descomponerlo nuevamente en fo::::a -
' 

logr;!ndo que una de las éomponcntes se encuc:1-: 

de acción de R, y la otra sea perpendicular a 

• o"· 

--------------'' 
r• 

Como r. y ~lp son ortogonalós, si volvemos.¡¡ trasladaT la ft:eTza; · 

1 1 1 1 " 1 1 /1 , pero a 1o1·a en un p ano norm.:J .:J Q ograrcmos anu ar a .. p, s1n 

embarco no.hay forma ~e eliminar a ~!M, puesto que cualquier nuc 

va posición de R, par¡tlela a su posición actual, pr~ducirfi un 

par con un momento, cuya representación será perpendicular a 

MM y por lo tantO, ~e descarta la posibilidad de alguna cance

lación. La combinación de R y MH forma el motor ya mencionado. 

·. 

-------------~-~ 
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Paro dc~erminar el momento del motor MH bastará con descomponer or 
.togonal~cnte el momento original Tia en dirección de la resultante, 
lo cual se logra fácilmente con un producto escalar, 

.. 
en donde ea representa el vector unita~io de la resultante. ¡ 

El punto.de aplicación del 
de una sola fuerza, con 1~ 

momento"del motor (MM). 

motor se obtcndrf, ·en formo sb:i.lar al -

salvcdi!ci de que- .será nc:ccsr.:rio st:r.!ar:."cl' 
' 

rop x R + My • Mo 

lo qué dará lu¿:ar a que la ecuación del· eje c~ntral sea: 

-ll.o y + /.!H_y_) ( -!-i_ox + ll'"·· . .-~~--~·:• .. :'"' X + ( y +" . ,., ... :) 
Rz -Rz .. , 

" z D 

-Rx Rt¡ 
~z J(z-

!?j~nplo III s.-s.- Dado el sistema de fue:rzas que se mttes t ·ra 

·figura, encont:;·ar .el motor resul t~cntc. 
2: 

Solución: 

1 • - Cálculo de momentos con respecto 
-¡ o T!3 .(. j k M o " " • 

3 2 -3 
40 30 o 

2.- Coordenadas vectoriales. 
R • SO.i. + 10j - 40k j}:g]. 

al origen. 
90.i.-120j+ 10k[Kg - m] 

CE la 
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/.lo = 70-i.. - 50j - 30k [Kg m] 
3.~ Perpendicularidad 

R·Mo= 5600 - 500 + 1200 • 6300 1 O 

por lo que el sistema se reduce a· tin ·motor. 

4.- Cálculo del momento del motor: 

- - 560 50 · Mo· e = -- - - + 
. . R 9 9 

J 2 o 
-= 

9 

630 

9 
= 70. 

MH • 6 2 . 2 U + 7 • 77 j - 3 1 • 1 l k [K g - m] 

5.- Sclccci6n del punto de aplicación 

P(x,y,o) 

6.- Suma e igualación.de momentos. 

ro¡.· x R + Ml1 = /.lo 

• 

.. 

·. rop X R 1. j k = (- 4 O Y) .i.. + ( 4 O X) j + ( l O X- 8 Y) k i]~ g- m] 
X y o 
80 l o -40 

{-40Y + 62.22)· = 70 a 

(40X i 7. 77) = -50 - b 
· (10X - SY-31.11) = -30 e 

De la solución de las ecuaciones a y b obtene¡;¡os: 

X . " -1. 444 y " -0. 1945 

i ... Conclusiones El sistema se reduce a un motor fonuado por 

una fuer::. a R • 80.i..+ 1 Oj -40k Kg ·'y un momento 
'1 

MM • 62.22.i.. 
·":',•;. 

+ 7. 77 j - 3l.JJ/¿ [Kg - m] que pasa por el punto 

P ( -1. 4 4 4 , - O • 1 9 4 5 , O ) [m] • 
. ; 
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Con el objeto de facilitar la cicterminación de lo:; cli.stintos ca 

sos de reducción, conviene ·a¡¡alizar los diferentes sistemas de 

fuerzas y obtenerlas posibilidades de reducción para cad;. uno de 

ellos • 

. A.- Sistema de fue~- colinealcs.- Es un s:i.ste;aa en el cual 

. todas las fuerzas poseen la misma linea.de.ncci6n o soporte,:por--· 

lo que es conveniente ubicar el origen··~ób~ó-~sta y orientar uno 

de los ejes en dirección del soporte. · En'estas condiciones los·" ·· 

casos de reducci6n factibles son: 

: a) f:quil ibrio 

h) Fucrz~ ~ue pasa por el. 

origen. 

. ' 

B.- Sistema ele fuerzas concurren tes.- Se d.enomina así en v h

tud de que las Í.Íncas de ¡¡cción de. J.¡¡s diferentes· fuerzas tienerc 

un punto com(m, por lo cual es conventicnte hacer coinc ,luir el 

origen con dicho punto. prese:-~tiínclose entonces, pnra dicho :;-istcr.1a, 

las siguientes posibilidades de reclLic~ión: 
'. 

a) Equilibrio 

b) Fuerza que pasa por el 

origen. 

i 
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C.- Sistcm~ de fuerz :ts PEL.Eal~las_.- Obviamente: son los s istcll!as 

en· lo~ cuales los soportes de las fucrz~s son paralelas •. Asi, al 

ubicar el erigen sobre alguna de las fue-rzas y al hacer coincidi~ 

uno de los ejes con. la línea de acción de cualquiera de las fuer

zas, lo:; casos de 1·educción pueden ser:. 

~-
a) Equ~librio 

•b) Par de fuerzas 

e) Fuerza que pasa por 

el origen 

d) Fucrz a que no pé.lsa 

por él origen: 

• 

'fl 

'1-laturalmcn.e J.¡¡ resultante R y el momento ~lo siempre ser5n pcrpcr:· .. 
diculares por lo que es imposible L< existencia de un motor.· Asi· 

mismo, la 'presencia de 11na fuerza que pase por el origen rcsttlta · 

un caso extraordinario ya é¡ue, como la s'élccéión dc1 orir,cr. es ar· 

bitraria, es muy dificil que dicha. selección se<.! tan :Itin;;da. 

D.- Sistema 9.E.. fucr_z_as g~_1_1eral. ~.!!.~.l. pJ.nn~. · Como su nombre lo 

indica es un sistema que ·incl.uye todos los tipos de fuerzas, o di· 

cho de otra manera es un sistema de fuerzas que no son ni concu- · 
' 

rrcntes ni paralelas. Ya que se ubica en un pl~no no es po!;.i.ble · 

la existencia de un rr:otor dado 0" 0 la resultante y el mom!:!:1to sicm 

p:rc sen pcrpcn<liculares. Así, los casos de reduccién que pueden · 

presentarse son: 

o ')(' 

a) Equilibrio 

b) Par de fuerzas · 

e) Fuerza que pasa por 

el origen (caso extra 

ordinario) 

.d) Fuerza que no pasa por 

el orieen. 
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E.- Sistc=ma de fuerzas g~crol_ ~el csp!:!cio.- Este es el úni 

co· caso que accpt:1 todos los ti[,os de reducción cómo posibl'é3 y el 

íinico h:ctible · de presentar un motor ya que la resultante R y el -

momento pudieran no ser perpendiculares. 

a) Equilibrio 

·b) Par de fuerz8s 

e) Fudrza que paso por 
el origen (coso extra 

or.d inar io) 

"-----\·--'---,_ d) Fuerzo que no p0sa --

por el origc;l. 

e)· Hotor 

Ejer~ III 5.-6- Obtener la resultante del sistema de fuerzas 

que nctún en la plnca de la figura 
1 

·. 

\ 
\ fi: 3C>O t:~ 

/"r.= 1'/l.H:t 
/ 

1 
FS::; 200 K} 

_),_3_0_~-i~i--F-3_~ ooo K~ 

SoJ u~.:H;ll.- En vista de tenerse un sistema de fuerzas concun·c-nte 

en el plano, las únicas posibilidades de reducción son el equili

brio y una fuerza que pase por el origen. Para la solución, ubi

quemos el origen en el punto de concurrencia y el eje."X" lo hace 

mas coincidir con la linea de acció~ de FJ: 

1.- Vectores equipolentes: 
. ., 

f1 e -IOOi.- IOOj T_Kg] 
F2 "282.Si.- 282.Bj [Kg] 
F s " 1 OOi. [Kg] 

., 
F~ " 40. 71.. + 23.'Sj [Kg] 

.. -. ; :; . .; 
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. r 
. 1 

F S " - 2 o o j [K g J 
f6 " -150.(. + 260j [Kg] 

.2.-· Coordenadas vectoriales. 

3.-

R" 173.5.(.- 299.3j [Kg] 

Mo " O 

Conclusiones.- El siste~a se reJucc a_una fuerza 

R " 1 73-,;;,¿ - 299. 3j lKg] · que ·pasn por,·el origen. 

. '. 

. ) .. ; __ ' 

g_icnplo IILS-7- Determinar las carac_terís.!!s:0.s d8 la rcsult;:n

tc del sistemo. de fuerzas que se aplica o. la :nm<1dura de lo. figu-

ra: • 

f', rl rl F~ Fs Fi. 
' 

r, Fe F~ J 

'Z lo,.. · 2. lo"' 2-lo~ JITo.., 1{ Tu., Y Tott a7- Bí., .. 81o,, 

3!'1">,·' 31'1'Y\ .., 3"""' • 3""""h f 3"'.,..., '3~ • ':lf'lr"\ ' ?.,.n ·: --. - ---·- ------- --··-·- ·---- ------· ----·- ;·\ 

.... " , .. :.;.-..... ' 

-

1\ 
------"-_!·-~ _L_ --~~" 

3 ., 5 " '1 ¡] ~ . 10 
'7) 17·7 

Solución.- Ya que se tiene un sistema de fuer<:ns paralel:>.s en el 

plano y como el sentido de todas las fuerza constitutivas es hacia 

abajo, la re~ultantc tiene que ser una ~ola fuerza. Tratemos de· 

encontrar stis características, haciendo coincidir el origen con el 

punto· 6 y tomando el eje "Y" coincidente con Fs. 

1.- Vectores equipolentes y momentos. 

F¡ " -2j [Ton] Mb " 241! [Ton m] 
F2 " -2j [ron] i.íb " 1 g k. [ror,. - m] 
Fs " -2j [Ton] i.ió " 12r. ·cron - m] 
F~ • 

1 • 
-~ j [ron] 

_, 
M o " 121;. [ro r: - "'] "' 

Fs " - 4j [Ton] i.i~ " o [ron - rr.J 
F, " .. -4j [To r:J ;:¡~ " -12 k [ron rr.J 

F, -Sj [Ton] 
-7 

-4 El~ [Ton m] " M o " -
F t " - tj [Ton] ;¡a 

" -72.1< [ron - m] .o 

F, -Sj [Ton] 
--; 

-96k [To11 ~r.J ~ M o • 



2.- . Coorden::c:las vectoriales. 

R ~ -42j IJon] Mo • -16211. ¡-ron - m] 

3.- Perpendicularidad. 

R. • Mo " O por lo que se tiene un·a· fuerz;¡ que no pasa por 

el origen. 

4.- Selección del punte de 
p (X,O,Z) 

S •• Cfllculo de rop xR 

rop xR ~ i j k 
V o z A 

o -42 o 

6.- · I¡:ualación de momentos 

ro1; ~xR "' U o 

422i - 42 Xk • -162k 

aplicnción 

" 42U 

de d·onde Z" O y X" 3.S57 

42 x.f¿ F'·' e - m] ,, ' - . . .. 

7.- Conclusiones.- El sistcm;¡ se rcuucc 3 una fuerza 

R .. -42j [Ton] que pasa por P(3,857,0,0I [m] .• ~ · 

·· ....... . 

gjcmplo.- III 5-8- Encuentre el sist.em6 equivalente m<~s sh1ple:, rle1 

sistema uc fuerzas que actú;:; en la porcH;n de <JTmcdura ·:"e se in-

dica en la fieura. 

T -----·-:;.: 

3.-,..., ••.. .._..!_ .... 3om 
1 

1 ----· 
i ---+·:-

i 
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Soluc16~.- Ya que se presenta un sisterni de fueizas general en el 
plano, las posibilidades son de equilibrio, par de- fuerza:; y de 
una. sola fuerza. 

1 • ' Vectores equipolentes y 

ft ..... -
t 150j("r-g] 

¡:2 " -IOOj [Kg] 
f, t -·2 o o j [Kg] 
r. " -75.(. (!-g] -
Fs " -112.5.(. + 150j [Kg] 

momentos. 
-¡· 
Mo " 
-z. 
/.ío " 

MÓ " 
-~ Mo e 

.. 5 
roiO = 

-135·0/¡_ •¡](g - m] 
6001l (!:g - m] 
O ~ ~ {Kg ... - mJ 
O [Kg - m] 
O [Kg m J 

2.- Coordenadas vectoriales. 
• 

Re -IE7.5.i. [Kg] /.lo " -75 Oh [Kg - m] 

3.- Perpendicularidad • 

R • Mo = O entonces tendremos como sistema equivalente a 

una fuerza qtie no pasa por el origen. 

4.- Selecci6n del punto de aplicaci.6n. 

S.-

6.-

7.-

fuerza 

P ;o,y,z 1 

Cálculo de rop X R 
-rop x R " i j k 

o !! z 
-78í.5 o o 

I ¡:u a lan<lo 
-1 87. 5 Zj + 

así, !1 =-4 

rop x R = Mo 
187.5yll = -750fl 

z t o 

,, 

" -187.5Zj + 1 8 7. 5 yfl (]cg -m] 

Conclusiones.- El sistema equivalente más simple es una 
R = -787.5.(. que pasa por el punto P(0,-4,0) [m]. 

Ejcr.:plo III. -5-9- Sobre una placa rectangular homor,énea y l'Í!:ida, 
actGun las fuerzas que se indican en el croquis; obtenga el sis

tema equivalente mas simple. 
'¡ 

'¡ .. 
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------d-

-· ' .-. 

---1 r,_ = 1~50 k'J 
• r 1 = "'OO(~ 

Soluci6n.- ·Como es un sistema de fuerzas paralelo en el espacio 

so pudiera tener equilibrio, par de fuerza o·u~a fuerza con~ ca
sos factibles de equivalencia mas simple. 

1.- Vectores equipolentes y momcnto·s. 

h -7 O Of¿ ¡](g] -· " /J. o .,: S400j [Kg - m] 
195 Oh [Kg] -z 

19500-i..- zz .Jo o j l]~g - m] Fz " M o r 

- . 
r, r -950/i [Kg] MÓ r -9500-f. l"Kg - m] 
F~ " 2200/¿ n:gJ MÓ " o 1!~!! - m] 
fs " -5O O f.: ¡:_¡~ g] . M~ = 3 o o· o j . !"K 9 - 111] 

2. - Coordennd:1s vectoriDles. 

R " 2 OOOI< [Kg] Mo = 1 oooo_¿ - 12 oooj p~g - m] 

3.- Perpondicularidad 

R • M o r O . por lo cual tend:reJ~os un:1 fue:·za que no p.::sa 
por el origen. 

4.- Selección del punto de apli cae iún. 

P (x,y,o) 

S.- Cálc.ulo de rop x R ' 

rop X R r .f. j 11. E 2000y.f. - 2üOOxj p: - g - m] 
X y o 

' o o 2 000· 

6.- Igualación de momentos. 

rop r. R " Mo 



....... 
'4· . 

' 

2000y = 10 000 
-2000x :-12 000 

/ 41 

y " S m 

x"' 6 m 

' - ----~---- -- ---~-~- ........... --·--- _, ___ , ......... _ .. ,. ' 

7.- Conclusiones.- El sistema solicitado cstfi formado por 

una sola fuerza R • 2000/¿ [Kg] que pasa pot: el punto 1'(6,5,0} l!n] . 
. --···· · ... _._- .. · ... 

Eiemplo III. -5 - 10 . - Un árbol horizontal que descansa sobre dos 

· .. -~ .. ·~ ,. ·c_ojinctcs A y B lleva pcrpendicularrr.cnt.c :al.-ejc.::una polca de ra_.:-.. :.:. ~·' -.:. 

dio r 1 = 20cm y un cilindro de radio r 2 = 15 cm. 

El {t¡·bol se pone en rotación mediante una ·correa -que pasa por l-<.!- ·······•····· 

polca; al -mismo· tie11:po se levanta ·una .. carga de peso W=780 l:g. 

Determinar el sistema equivalente mas simple ..• 

/. 

i 

Solución.- En este sistema se tienen todas -las posibilidades de -

' reducciÓil dado-que ~s·un conjunto g~neral de ·fuerzas en el espa--

cio. 
1.- Vectores equipolentes y momentos. 

F¡ ~ 50,{, [K9] ~¡1 .o • +7000j-7000k J](_c¡-c.m] 
F2 •l OO.<:[Kg] M5 = -2000j-l4000k l~g-c.m] 

F, ·lsor..IXgJ 
-s M o •75000-.i.[Kg-c.m] 

F~ " 200.<:[Kg] iJ~ • -2 O O O O I:.IX g- c. m] 
fs • 1 S/¿ IXD] m • o [l.:g- c. m] 
F,. • 1251)(!1] i? .o • o [Kg- c. m J 

---~ 
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~: 
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---~-~··-· ......... -~ ,.. ____ , __ ..., __ _..~-- .. --·- . u 

~:.·· 4 2 

2¡- Coordenadas vectoriales. 

R ~ 475i + 225k lf-g] 
/.lo e 1 S OOOi - 1 OOOj -41 OOOk [Kg-cm) 

3.- Perpendicularidad. 

R . /.!o v (475i+225k) 

~ 7 125000+0-9225000 = .. ,·- .. . 

(1500Ci-1000j-41000k) 

2100 000 
·. :. 

Por tal motivo el sistema se r6duce•a~un•motor. . ·. ; . -~ ·.-:. :· .. 

4.-. Momento del motor. 

• 
475i + 225k 

52 5. 59 
= 0,903l + 0.428k. 

tlo·c}{ r 13545-17548 = -4003 

/.!¡.¡ = -3 6 14l - 111 3, 2 811.. 1]: g - cm J 
S.- Selección del punto d6 aplicaci6ri. 

r( o,y,z 

6.- Cá.lculo de rop x R 

rop X R = l j h r 2 2 5 yl 

o y z 
475 o 225 

7.- Suma e igualación de momentos. 

rop X R + M¡.¡ = Mo 

" 

+ 475zj - 4 7 5yk 

( 2 2 5 y- 3 6 1 ·1 u.+ 4 7 5 z j + ( -47 5 y- 1 71 3 • 28 ) /~ = 1 5 o o o,¿- 1 o o o j- ·11 o o o f¿ 

Asi: 

225y - 3614 r 15000 

4752 e 1000 

... 

... 
y " 8 2. 7 2 cm 
z " 2. 1 O 5 cm 

s~- Conclusiones.- El sistema se reduce a un n1otor izquierdo 
fotmado por una fuerza i 1 • 475l+22Sk l!-9] y un momento 
lf~1 e -3614l-1113.2S/~ [Kg~c.mJ cuyo punto de aplicación es· 
P ( O, 8 2. 7 2 , 2 • 1 O 5 ) [c. m] . 

" ., 
~l 

.. 
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CURSO DE MECANICA PARA PROFESORES 

IV PRI!1EROS Y SEGUNDOS MOMENTOS 

I NTRODUCC l ON 
. ·.· 

' 

~.: .. . -··-' ~ 

. ' ..• "· . . 
. ,. 

1 

Los temas que se estudian en este capitulo -son de . gran' importiwcia 

dentro. de ·cualquier curso de l·~ecáni{;a-~ ·ya que,. los· prj!l.::r~.s morr.2ntos-··· 

o 'momentos estliticos surgen co;no consecuencia del estudio. del ·centro

d'e un '·sistema de fuerzas. paralelas y los segundos momentos, o mornen -

tos de. j_nercia, quedan establecidos a partir de la dinámica de la ro-

taci6n de los cuerpos. .• , . 

. ; 

Tanto los primeros- como los segu.ndos momentos, son tema.~ de cons -

tante aplicación en el aprendizaje de muchas asj_g;¡at;¡¡:-¡;.¡; consec'-1<:-nt.:;::: 

con los 'cursos de Hecánica, como son los diversos_cursos¡rle Ánálj_sis

y Diseño de Estructuras, Resistencia de materiales, (:onstrucci6n, t-le-

cánica de Fluidos, Diseño de máquinas, etc. 

Tal!'.bi€n debe marcarse J.a irr.portancia de estos concep,t.os debido " -

su aplicación frecuente en las diversas areas de la ingeniería, en 

l¡::; ct~P.~!? C::- an~lici~ y di!;eño de e~tru.ctul:-as ':.:' ci!..'!enta·ci.ones ,presas 

de almacenamiento, tanques y cisternas para depósito de ;,lfquidos ,plw2 . . 
tas industriales, máquinas y gran diversidad de elen1entos de construc 

ci6n. 
.. 
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.. ·····--·· 

A partir de los conceptos del centro de un sis~_ema: de_fuerzas par~ 
.- ·,. 

lelas y de la dinámica de la rotación de ios .. cuerpos rigidos,determi--· 

nar los conceptos fisicos y matemáticos de los primeros ·momentos ylos 

momentos ·de inercia de cuerpos, masas, y figuras georn€tricas. 

RECOi1ENDACI ON~S PAHA EL ESTUDIO DE LOS TEMAS 

QUE COMPRENDEN ESTE CAPITULO. 

•. ,l 

.. 
Los dos temas tratados en.este capitulo pueden estudiarse separad~ 

' . 
mente uno del otro, aunque es recomendable .. seguir el orden de este 

i i 

texto. ·Para que el ·.estudioso de esta parte de la Hec:Uica pueda apli

car estos conocimientos en las asignaturas subsecuente .. s, y en la inge 

nieria misma, es necesario que comprenda correctamente el significado 

fisico. del Centro de un Sistema de Fuerzas paralela·s con punto :de 

aplicaci6ny el de -momento de ·inercia de la mas~ de un cuerpo; esto tll 

timo ... como ... un ·coeficiente -de ·la resistencia'·que_::~opone · un cuerpo _a la -

rotación :y aceleración angulares. Una vez comprendidos estos conce.E_ -

tos· fisicos¡~·se ·pueden tratar matemá~icamente pa-ra: lo cual se requie

ren,-- ·como antecedentes· indispensables, el Cá·lcrilo Diferencial-e Int~--, 
gral, asi como-· el---Algebr'a. Vectorial~ 

: .. · 

Para·:facilitar la coroprensión¡.se·divide·el estudio de este capitu 

. - .. 
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lo en la siguiente forma: 

·.:.··· 

1.- PRIMEROS Mot1ENTOS 

. ... 

..... .. , .. 

IV .1.1 Centro de un Sistema de Fuerzas paralelas. 
... 

'IV .l. 2 Centros de gravedad y de masa 'de·. cuerpos." ·:: 

IV.1.3 Momentos estáticos y centroides de volúmenes, 

de areas.y de lineas. 

IV.l.4 Planos y ejes de Simetría. Ejes centroidales 

y principales.· 

II.- MOf1ENTOS DE INERCIA 

IV. 2 Concepto dinámico y definici6n matemática del 
l. 

... 

· . 

momento 

planas. 

de inercia o de segundo orden de areas.; 

Momento polar de inercia de are as plan'Js. 

· ....... 

. ; 

IV.2.3 Producto de inercia y radios de giro de areas planas 
' . . ¡ 

Teorema de Steiner o de los ejes paralelos. 

IV.2.4 Ejes centroidales y ejes principales. 

• • 

¡· 

'· 
. ' 

..... 
: ·.,·:· 

••• "; J . : .. ~ ,, '• ' , 

' ~. . . 

o 

.. 
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1 • - PRmEROS N011ENTOS 

., ...... -
. Para el estudio de este tema daremos por conocidos. los conéeptos-

- -·· ------··. . 
- :J" 

precedentes_ pe la Estática correspondientes al tratamiento vecto 

rial de los sistemas de fuerzas, como son el cálculo de la resultan 

te general de un sistema tridimensional de fuerzas paralelas, al es 

tudio del eje central de un sistema de fuerzas, el teorema del caro-

bio del centro de momentos, el teorema de_moment6s,as1 como el uso

de las coordenadas vectoriales o Pl Ückerianas. 

Se presentan a continuación, coma auxilio_ para este·. estudio,algu 

nos de los· princ.ipales . conceptos precedentes necesarios, 
. ·' 

f:4 

~ 

'i" "\ 

;. 

a) Una- fuerza F*, considerada como. vector deslizante o ·cursor., -

·está univocamente .terminado mediante .sus dos coordenadas .vectoria -

les ·o. P1Ückerianas[F,1 F()J ,en donde: 
.. 

~ 

F =·vectorc-equipolente··d_e. la··fuerza.-·-

-;_·.-. 
· . .-
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! 
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! 
1 

' 

•·. 
. : ' 

.. -. ,;, 
: . : ' . 

F-= momento de la fuerza F 
" 

respecto" al origen del sistema coorde-
/ -nadó; -esto es F0 = r X F ( 1) 

. . . : . ~·-····- .. · ~ . 
_..,·.;· 

r = vector de posición de. cualquier punto de la linea 'de acción · ·- · 

del cursor F* , respecto al origen del sistema coordenado -

(x,y,2) 
- ~ -

' 
b) Existe una relación biunivoca entre el cursor F* y sus coordena 

das· vectoriales; o sea que dado un cursor F* al ·cual le corres 

-+ -+ 
ponde ·una .y.solo una pareja de coordenadas vectoriales F y Fo, 

la condición reciproca se cwnple, ya que !apareja de vectores -

.... -+ . ..... ..... -
F 1 Fo ·, tales que_ F • F = O y F 1- O, corresponde a las coo,rdenadas-

vectoriales de uno y solamente un cursor F* 

--j 

e) El vector de posición r~1 . , del punto "M" situado e:-, la lineade
, j 

acción de: F*,· a la minim'a distancia del origen, estti definido 

por la relación: 

·Fx Fo 

ñ) Un sist~ma de fuerzas q~eda defipido por sus coordenadas vecto

riales: 

(3) llamada tambien fuerza-suma 

.-·· . 

· .. -, 
. J:_; 

.. 

{ 4_). llamada 

!'.omento-Suma 



. 

:.:···· . .-··. 6 

e) Se llama resultante.·de un sistema de fuerzas al sistema· más simple. 

·equivalente al sistema da~o y se calcula _con la Sll:rJ§i.-.Y?Ctóriª_l de-

,·::· . las fuerzas de· ese sistema • 

· . 
. . 

. - '·· 

~:~. 

• • r~ • 

. .. , _ . .,. 

.. 

f) Dos sistemas son equivalentes, cuando producen sobre el cuerpo al

cual se aplican iguales efectos .externos o motrices y tienen igu~-

les coordenadas vectoriales.· 

g) En la reducci6n de un sistema se llega a los siguientes casos: 

.... .... 
caso A~- Equilibrio, si R = O = Mo 

caso B.- Par de fuerzas, si + .... .¡. R = o, Mci o 

caso c.- Fuerza tinica; . si "Rt o .... + 
y R • Mo= o 

...... . + -+ .... 
. caso o.:.. Motor o bicursor, si R f ·o,, Mo f·O y R•J.Io f O 

El análisis y estudio de cada uno de los casos_anotados se efectu6 en .. 
el capítulo llamado REDUCCION DE LOS ;STSTEMAS DE FUEP.Zl~,intéresando-

' . 
nos en es.te capítulo· tinicamente- el caso (C) • . , 

En este 1iltimo. caso existe ·lo que se llama EJE CE!'."TRAL del sistema, el 

cual-se define.como~el<lugar ·geométrico. de los puntos-del-espacio -do!!_· 

.:. ·de el momento del sistema es mínimo y. coincide con la linea de acci6n 

··de la resultante del· sistema.- ·. ; 

.. . . .. -~ .: . . 

-~ 1 ·.¡ 
f 

·:'-

,.,.,.. 
" 

. .. 
' 
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· .. -.- ~· '¡. 
·-: ... 

El eje central define a su vez el centro del sistema .;de fuerzas -

· paralelas. Esta linea contiene al punto M, de la miniJ.t!¡¡,;;distancia, ·

por lo que la ecuaci6n vectorial del eje central es: 

-+- .. 
Rx Ho -+-

+ tlr (S) 

- . ·- :... -

' 1' 

,. :: . •• 1 •. 

Dondé e es un es~alar cualquiera 

·h) El teorema .de momentos establece que :''La suma de los momentos de -

las fuerzas Fi de un sistema dado, con respecto a un punto o~ual 

quiera de un_ espacio tridimensional, es igual al momento de su-re 

sultante' R respecto al mismo punto". .? 

Es decir: MQ' = t' (QP.:x F il;, 
' i=¡ ,l. . 

- -QHx R (6) 

h su vez, el ·teorema del cambio del centro de momentos; puede expr~ 

sar_,;,e con la s1guiente ecuaci6n: 

- -M = H - OQx R 
Q 0• (7) 

Con los: antecedentes anteriores puede procederse al estudio del -

tema correspondiente a este capitulo. 
[· 

¡: 

. ,. 

1 

' 

: 1 

:1 
: 1 

\ 

! 
' ' 

j 
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.. l.D.- CENTRO DE UN SISTElltA DE-fUERZAS PARALELAS 
:__. 

li : _:, ., 
. :~ 

í '': 
¡ 

' 

i ' 
1 
L 
1 

Sea el sistema paralel~: tridimensional · {Fl 
1 

.Fz ·
1 

• • • Pi) aplicadas 1. 
( ! 

en el plano xy del si.stema· {xyz) 1 que por. comodidad se hace coincidir

el eje z con la direcci6n.de las fuerzas dadas. 

- -"' -· R" .'f ¡::< . .... ' . - ... F. 

Se define -CENTRO _DEL SISTEMA al punto {X~ 1 , Y e, O) de aplicaci6n de - , 

f ht resultante R.· 

: 
Esta .fuerza j~ ·se calcula con· la suma vectorial de Ías· fuerzas- del 

sistema y-su pos-ici6n--se obtiene--aplicando el teorema de momentos;-

En efecto, calcularemos las coordenadas vectoriales-del sistema • 

. . ~-
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! 

. 1 

' 

... ·f ~ ' .,. 
• ¡( • • •..•. •·. -. ... ~ . 

. '1-

_. 

. ... , 

R = ¿l\ Fi =F.1 k + p2k + . 
i=l 

( 

. ·~· 

¿n 
<ri x· pi)= - -· Ro = r¡ X Fl + 

i=¡ 

+ 

rz 

' .·· .. '-

• 
Fnk 

X F2 

= 

+ 

._, ... 
·~ . ·, . 

¿n (Fn l' k 
i=t 

.......... .·· .. . .. . + rn. X· Fn. 
·' 

" 

Analizando cada una de las dos .ecuaciones .anteriores se llega a 

las siguientes con'clUsion.es: 
~; -. 

En la primera ecuaci6~ si todas las fuerzas del sistema tienen ig~ 

al sentid~, la suma ser§ de elementos del mismo signo, por lo cual 

ii f. o. 

'' 
En la segunda écuaci6n, Ro = ¿n <i\ x Fi):, todos los vectores r 

i=l 

están ubicados en el plano. (i,y) y todos los ,vectores F ·son paralelos 
.. ¡. 

al eje z, · por lo que· los vectores momento, por ser per?endicu}ares 

los planos (r. -, Fi), nos dar:in un vector suma <r Fol p~rpendicular 
l. . 

la:;resultante R. Esto es, se verifica la ecuaci6n R•Mo=' O 

f-5. "'"· cumplen lasi'ecuaciones R;lO y R•Mo = O, 

o 
•• Se concluye que,. de acuerdo al ·caso III, indicado anh.riorm'enie 1 

el ::i;;,!.-:.':!ma se reduce a fuerza única R ;l o· 
/ 
1 

Es ca fuerza resultante tiene !'las siguientes caractcristicas: 

HJ>.GNITUD.- Es la suma espalar de las fuerzas del sistema. 

a. 

a-

.. 
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· DIRECCION.- La misma que· la de dichas fuerzas.· 

' . 
POSICION.-. ·La posic.16n c(Xc, ·Yc,o) se ontiene aplicando:_ e! teorema . , 

de moment;os respecto a los ejes xx', yy' • .· .. 
. -.·._;..,«::-
.... '.. ' .... ·:., ~ ~: 

En efecto, apliq.uemos el teorema de
1 

momentos, para- lo cual el 

-t- + + 
vector:.de posici6n :de Res Oc = re.= (Xc-o, Yc-O,O)=(Xc,Yc,O) 

De donde:. 

i j k 

Yc o - =:·[(Ryc) i -(Rxc)j) 
o R 

- -Momento de la Resultante: Ro= re x:R = Xc 

o 

o 

., '·" 

-Suma de momentos de ··las fuerzas: .. ¡ 

i j ·¡ i j k i ·j ' k 
l:Mo=F 1 + ¡~ + .+Fn =· X¡ ~ o ' + Xz Y.z ·o + ••• + X .Y"' o = . -o o o -n n 

o o F ' o o F_2. o .0· Fn 

..¡; ... 
. .. 

---~ '. 

... 
( ' 

.'Igualinente la suma: de momentos de las fuerzas con -el ~moment;o de -

.. - .. ·_, 

,' .. 
·' . " ·' 

. · .. ' .. -.r· 
.- '. . ·-



, ... -.;.. 

Y e 

Zc=O 

F 1 Y1 + p,2 Y2 +; .+F0 Yo 

R 

' 

.·.· 

( 8 .) 

..... 

1 2 · n (9) ...=.F_,¿y_,J_+.:....::F-dyc.:2c..+.:....c·:..:·:..:·:..+~F:__Y=cn::..__---"-. . . 

F 1 + p2 ~ , . • -~ Fn 

' 
/ 

·. ·-·--
·. ~ ·' .. ~ :;: ~-

: .. 

Las ecuaciones' anteriores "proporcionan las 
; 

coordenadas del centr·o 

·del sistema de fuerzas paralelas aplicadas en el plano coordenado-

'(x,y) .• ·1 .. 

Aae;:c:::.:;, debe observarse glie estas ecuaciones son escalitres; 
·.i 

cEÍH.RO DE GRAVEDAD 

_,.;, 

· .. · . 
... -. 

\ 
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;J 
:.Sea el cuerpo mostrado en la figura anterior 1 referido al siste-

"" ., •-e 

. íná};:inercial.-·cartesiano (x,y,z); cada partícula del .cuerpo es atraída 

ha~ia éT-~~~tro de la tierra por su peso • 
. • ¿.· 

- _. ·" "·/: 
.. · ... , ·-~~ ... -.- . 

.... :. Aunque rigurosamente se trata· de un sistema concurrente· ál cen·--

tro de la tierra; dadas las dimensiones consideremos al sistema ~-

mo paralelo;· con fuerzas·de_ peso de igual sentido, por lo que la re 

sultante ser:í.a" una sola fuerza, qtie es el peso total. del cuerpo. 

Los resultados obtenidos en él estudio del centro de un- sistema

de fuerzas paralelas scih .v:i.lidos en este· caso, pero _aceptarnos la si 

guiente n~tación~ 

dp,= peso de una partícula del cuerpo. 

""-<- :r = vector de posición de la mencionada 

-· r=x+y 

,; 

'' •i 

" . 

particula. 

; ' 

re = vector de posición del centro Gravedad ncn ~ i . 

:.: . .":.--· 

. -~ . --<:' ,-.. ~-~~- -.. 
. .:':·~~--:..~..:'.~. :.~---
o.-• ~ ..__._,_., . 

Y-2 :~r~ principio 
:; ~~{~-~it~·-. 
~~- i :;;~ ':1·:: :· 
f.>·-.;::~-=;;~~~-;-~.·:. . 

n 

de Stevinus: R -= -z Fi-

F('Ji{vect~r-:equivalente del peso del: cuerpo:~ 
· -~~~iiJ;;_L:: - .. 

R =--w 
... 

= Jdw = (lO) 

1 

1 
1 
1 

-:/ .·¡ 



- . -·· 
". 

i . 

El momento del sistema de fuerzas correspondiente al peso de las 
' . 

"' partícúlas vale: 

. ~. ' . _,_ 

.... 
Mo = ·rr.x d w donde las fuerzas dw son ·paralelas al eje de· ;... 

las •z•, 
, 

segun.:: la figura anterior. 

o sea Mo. = Mox i + Moy j +- ~ k -t.' .(11) 

Comparando las ecuaciones 10 y 11, podemos decir que R·Ho=O, por

lo que ·en -este caso la resultante del sistema general es una sola -
'· 

fuerza • 

. . ~. 
'i / 

El punto." G" donde puede consi.derarse ~concentrado el peso· del 

cuérpo se denomina el CENTRO DE GRAVEDAD DEL CUERPO. 
·.i 

LLamando rG al vector de posición del centro de gravedad; el teo . . 

rema d~ momentos establece que: 

·"-' + 
rGx Jdw = 

vf 

Jrx d w 
o o 

(12) 

Si ." G" tiene por coordenadas: (XG, YG, ~ ) , la ecuación 12 queda: 

. \ 

.. 
·' 

. ' 

,¡ 
¡¡ 
'1 
!¡ 
;l 
;l 
:¡ 
;¡ 
·' 
1 

l 

i 
! 
i 

·¡ 
¡ 
¡ 

:¡ 
' 

.1 
1 
1 
1 
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Desarrollando la ecuación, e igualémdo los coeficientes de los 

vectores unitarios en ambos miembros se llega a: 

XG (VI) = f X d w ·• 

YG (m -· f y d w .. {13) 

Z G (H) = !z d w 

Las ecuaciones·13 expresan lo que se denomina el pri~er moJCcnto-

del peso d8l cuel~o. 

Dcspej Rnclo: 

XG 

YG 

/xdw 
w 

/y d w 
w 

/zd w 
w 

= 

= 

= 

f X d \: 
J d w 

/y d w ( 14) J d \\' 

Las ecuaciones (14) determinan el centro de gravedad de un cuerpo . 

• 

! 
. ' 
i 



15. 

El vector de posici6n rG del centro de gravedad puede expresarse 

así: 
• •.• ·.J·' .... 

1 r d " 
H 

(15) 

Las coordenadas de rG están e):presadas en las ecuaciones (14) 

CENTRO DE HASA DE UN CUERPO 

Este punto queda determinado con la ecuaci6n vectorial :r:.r j3"d"'(1G), 
= 

la cual es análoga a la ecuació~ ( 15) 
i 

En forma análoga puede definirse CENT.RO DE l·ll,SA· de tin cnerpo, al 

punto donde se considera conceP.trada toda su mas;¡. Pa:!.'3 dl!t:ennin:;¡:::-· 

dicho punto, ta.rnbién podemos considerc.r la segunda ley de 1-:e\·?ton --

F ~ mg, valor que substituido en cualguie.ra .de las ecuaciones (14) 

queda: 

X= 
G 

f x d(mq) ¡ d (mgi •••• si g= coP.stantc 

g /x d m 
g/ dm 

1 x dm 
J dm ( 16) 

1 

1 

1 
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De acuerdo a lo indicado en las ecuaciones 8 y 9 , al simplifi-

carse los vectores unitarios I, j y k, dichas ecuaciones son escala 

res, por lo cual puede escribirse 

/xdm 
X!1 = _....:...;/7-<1-:-m~-

f y dm 
y M = -....:]7-';dc-rn--"-'-

COORDEHi1Dl>S 

(17) DEL 

CENTPD DE l1ASi\ ....... ·-·¡ 
Z 

/?.dm 
M = --'-¡r-:d:-m-'--

.v. 1.3.- 1'10r'IENTOS EST!\TICOS Y CENTROIDES DE VOLUf,.¡EJiES, 

DE AREAS Y DE LINE!\S, 

Por lo indicudo en el pilrrafo anterior, las ecüo.cior.zs 
1 

tes" son·escalares, simplificándose notablemente su.aplicaci6n. 

CENTRO IDE DE UN VOLUi·iEN.-

I"el co=-o·. de que el cuerpo sea homogeneo, es decir, de densidad 

• constante, la masa pucd~ expresarse mediante la ccuaci6n m= pv ,6 

' en su forma diferr-mcial dru= pdv, donde "p" ·es la densidad 6 masa -

especifica "v" el volumen y "m" la ¡;1asa del cuerpo. 

1 

¡. 
·1 ¡ 



La ecuaci6n (lG),. que define el centro de masa de un cuerpo, 

tambi~n. puec1e escribirse así:· 

r = 
G 

f r(pdv) 
. f ( pd V J 

/rdv 
/dv 

'' .. · ..... ~. ' ... 

(17)' 

17 

Con la que se determina el cetroicc de un volumen, siendo sus 

ecuaciones escalares: 

Xv --

Yv = 

~V = 

f X d V 

/ d V 

fy d V 

f d V 

!zclv 
f d V 

CENTRO !DE DE UN A AREA PLAN A 

(18) • 

Si el cuerpo I!'encionaclo t.iene un espesor "e" constante, puecc 

c>:presarsc BU volum~tl Ce _la siffUiente n:s.ru3ra: 

V= eA 

y en forma diferencial: dv = edA 

1 
l 
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Substituyendo este último valor en las ecuaciones (17) y (18) -

y simplificando el valor del espesor constante "e" se llega a : 

- 1r dA 
rÁ= /d1, 

f X d A 
X¡, = --'-T'-.-~'---J dA 

'¡ z d ¡, z A = -=,/'d:::,-A~-=~-

(19) 

Vector de po3ici6n 

del centroide de un 

arca 

Ecuaciones e~calares 

que definen el centroidP-

·de una área ,, 

En el caso de que el :i.rea sea plana y esté contenida en un pla-

no xy, la tercera de las ecuaciones (20) se anula, bast.ando las 

· dos primeras para determinar el centroide ·de un área pluna. 

CENTROIDE DE UNA LINEA 
1 

En este caso·, por analogía con los anteriores, se pueden escri-
1 

bir., las siguientes ecuaciones: 

• 
'! 

. ¡ 
' 
' 



l 

. ... ._. .... ·· ··-·· . 

z = J.. 

(21) 

(22) 

1 z d L 
J d L 

IV.l.4.- PLANOS Y EJES DE SIMETRIA . 

EJES CENTROIDALES 

vector de posición 

del centroide de una linea 

CENTROIDE DE. UNJ, 

LINEl-. 

. 
····'·• .. 

Si una figura es simétrica respecto a un eje, su c~ntroide esta:-2 
. ; 

.ubicado en dicho eje. Lo anterior resulta claro a partir de 1~ pr~
n 

pi a definición ele primer momento Qx = 1 y dA - lim z y (d ¡,),en la qt:2·

i=l 

para cada elemento diferencial de ::;rea ubicado a una distancia (+y)-

del ejP. de simetría siempre existe otro elemento simétrico a una C.is 

tancia (-y), por lo que el Hrnite· de la suma es cero • 

.Esto es Qx = 1 y d A = O 

6 sea .el centroiC!e 

estfi en el eje xx' 

1 

1 
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i\n:;.logam<:mte puede establecerse que si una figura es sim6trica 
~ 

respecto a dos ejes, su centroide es el punto de intersección de am-

bos ejes •. 

También puede decirse. que si un volumen dado es sim6trico respec-

to a un plano, su centroide estará en dicho plano; si lo Gs respec~o 

a dos planos, el centroide qucoa ubic<-.do .en la xecta de intersccc;i_ón 

de ellos y si es simétrico con respecto a tres planos, el centroi.deo-

es el punto de intersección de ellos. Los ejes que pasan por el cen-

troide, se llaman EJ-ES CENTROIDl>.LES. 

Presentamos a ·continuación algunos problemus de aplicación éie los·· · 

temas tr •. é'.e1dos antcrio=ente. 
" 

Ejwnplo 1.- Dado un sistema de fucrzus·!paralelas aplicadas en el-

plano xy, calcule la Jtiagni tud 1 
,:¡•- :"---. ----· :6 u.~r~CC..LVJl y pu>J..LC...L n 

Diga usted cual c>s el centro del sistema. 

Dat.os: 

Fl~ Oi + o; - 3k (ton) a pJ. i cad a.s en (1,1,0) (m) ·' 

p2~ Oi + Oj - S k l ton) n n (3,0,0) (m¡ 

p3~ Oi + Oj - 4k (ton) n " (-2,-l,Ol(mj 

. }'~ ~ Oi + Oj - 2k (ton) " 11 (-1,2,0) (m) 

n 
R ~ Z+ Fi ~ - llk ton 1 es decir, la resultante es una fucrzc_-

ic 

paralela al eje .zz t 1 dirigida hacia el. sentido negativo de dicho eje. 
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Su posici6n (x 1 y 1 z) se calcula aplicando el teorema de ~onentos1 

que en este caso se simplifica asi: 

3-15+ 8 - 2 
X e = ----"=-==-=--=--~1. 5m; Y e 

...; 4 

Zc =O 

3+0+4+4 

- 4 

E 1 C';:!r: tro de l. sistema es: C ( l. 5 1 - 2:. 75 1 O) m 

--·~· , .. : ...... . 

-2.75m 

Ejemplo 2.-;- Localice el centroi ue de un sector circular que sub-

tiende un ánsulo :/.o< 1 como se indica en la siguiente figura. 

y 

• 

r 
: 
' 1 



.. i 

• N·~ 

R(RdO) R2 

0
•

0 2 ---2-

- Q 1 . R3 y=--
3 l:_senO) 

~rea A=/
11 

dA=/ 11 

o o 

2 

+a 

Xc = _3:;_..c.R-'-
3
--'s=-e=--n:__:__:_:C! _ 2 --3-

- ~ R3 :., sen(a) 

sen a. R----
a 

Po:r: siwetr1a Yc :::: O 
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Ejemplo 3.- calcule la posición del centroide de la secci6n de la -

siguiente vigueta formada por 3 placas de acero. 

Q) '-.-. ~ i' 
~l.'ff_tl¡f ~!(/lz¿j= 

® ______,_,.. IZ2Z'-2L1 ;:¡·z .. · ~22· '2--t.-2:/ .tz,.z .. · -=· -::::· -z .. z:;,-:-·:z.-ZJ· 

y . 
~-------t 

8" 

_1!---
"1 12" f 

' . 1 

. 1 

' 
i 

¡ 
i 
¡ 

1 

! 
1 
1 

1 

1 
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Az = 

A3 = 
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Qx (1) = (B"x +") (1"+10"+! ") (4)pulg 2 (11.25 pulg)=i5.0 pulg:i 

Qx(2) = (10x1) (1+5)=(10) (6) 

Qx(3) c(12x1) (0.5)=(12) (0.5) 

1Bx+ = 4.0 pulg2 

10xl 

12xl 

=10.0 " 

=12.0 " 
1:A=2G.O pulg 2 

' r. (lx Y e G, =-y-A-· -: 111. o 
26.0 

"' 6.0 n . 

1: Qx = 111.0 pulg 3 

4 ~ 2 7 pulg. 

XcG=O por la simetria de la figura rospecto al eje yy' , 

México, D.:!<'., Ciudad Universitari<,, febrero de 1984. 

ING. SEHGIO BE'IANCOU!:T cu-.r:V ;,~; • 

.. 



\V · 2. \"'\O~-'\::.\"\ ·y O S ~:_.,E .1~ ·,-.: ·.::.c. 1 /...._. __ 

~ ' .. , \ . ..; \ E\ cC>Í\cep o Óioo-0<co de.\ m::,n-~er¡yo ce ,c,;z:,·c·o... eL: o. 
'!'o,s.o .. de 'J,-, cv.erpo ~Q. e.::.Audio, <211 e\ co.F,(-l . .-~\b ::::.correspor~ 
die,A-e o. \Q.. Jir..O:n,;t.o. de \o~ ev.eq_;~s ,-;g,d::Js .. 

. . . . u 

-r- D \ d·\· \... '\·\-./1 /. ··¡ 
_e n ·e .-e. ero~ en , e 10 .. ~oc 1 e e_ e o. 1 11Z.C o.n, e e:>, s-e d 2: 

dv.ce \o, ec.uo.c·,¿(\ lv"\T = Io o<.) en \o, que "\·'\T" 12 '0. e\ (\\0-

mz-n-\-o ap\;cCAdO -a. ul\ CM<?.•-?O , "lo' e:s e\ rno.-),'2\\~o· dé.··· 
í?e2:rc;:J.. dcz su.~"'':-\SC"J, re'.:.pvc-ro o.. u11 e¿,cz. que pe.•.'.:.().' p:¡c 

''o" '-¡l_"d..." es ~CA. o..ce\ecoc.c•~) o.''<J'-"lw· -4'-.l<:: Y11 \z ¡::::.r·:_;,!_-,_\c:e-
1 r 1 ' -r G · 2 \ · o. o; e \_··o . e\...•, e e\--'::). l-\ o2 r,·.o. s .J.. ó = :L_;. = 

1 
rn ¡_ (re ) ~ :.:::::-. ,-_ d z _ 

111 L. 12 :o u r) e-\ z. ,, , :::"\e e\ e :::e\':...:::'- u. 'o i c. o, 2. 0 o.. u , , o_ d . :_-; ·· :. ~- . ~:.. 
DO.'<;. C1.. OC 1 1 1 o 

\1011 

. C omp::>. ro.,·,~ o \o. pr ·, m<Z- \0.. . de \o.. S e C..•,O,c:. \O~: 2 ~,, :J.,r• \e,- ;o C 

rr-.er.\c2:: c;\-o.dc\S ca(, \o, sc:;••J,\dO, \e.'j de. 1-Jev...J-\-cn :le: 1 n---.:':-

v·,!\,\E:'v.\o \if\e.o.\ ~= lv..-O.,..:sz yv..eJ(.n es\o,\:o\ecc' o..\c.Jno.s 

e o 1\ c.\ V..~ 1 o Í\ c. c.:;; -_ 

t-<\ 
- ~o_ 
F r@ 'r F~ n.o... --8 



': 

j_ó.S ecu.CI._C;C, .c.~@~~~ SOCI -;:,e,'í\'((1•··.-\-;:s er, Su C:~.c\r,JC~S 
+u ro. ~ + ie r. e r• -\-re:, -\-ú rn ~.-,os Ce;clo... u 1\0... 1:: (\@ s~ o. p\; c.c-.:. L1 

{la ~erzo. F o_\ O..J.e< po en e:::t.td;o, el c..v.o.l <;:;,.) nz: uno. 

ace\erac·.o~ \ine.o.\ Ci; e~"~ (6) se c.p\:co.. ví\ f'(\Orf\C.flto MT 

~ Q\ CJ_J.e<po. 0ufre uf\O~ Ocek.•-QC\o(¡ a,-,o
1
u\Q( e><( , ?2,1 Q \ 

Pr"·· ~""' · \ ···c·''-tí" (. ·--1-·¿ \ .\ ···' •r,--.e:, ~O':.;.o o. f\\O.cl.:>- ·- e.f\ vn coe_,.¡c•e'-'~-\(~ e e:>.· n~:::.•:>Te·nc.o. 

gue o¡:::Jo0.2 e\ c. ... •.zrpoo.J. se<o.ce\ero.do .. \':'.í.,ec:Jn-.e.n-\e .. , ... ··•· -1 

· A(\ó lo~r~n-.~?.n\e 1 sc~/n ~o... ec'-".o.c..;o~i cb), El t-1o:.--,:_:,..>to 'bE:· 

11..\'F_ílC!A 'De l-1-\ y,¡,,s_¡_, b'=. vN. cu~fi-'?:::> ES 1,_)\~ CoE\=\C,s•JTC::: 

1 

' 
/ 1~ ""'"=---;?,/:._:!_o t\t~E:,u ;_ ¡._ •2. \"'\ r; •J\E _ S; e\ 0-A.'?J p:.:; c.-·, es1• ... d: o no Q S 1 

r (~\do , o.::.\.z n·,::/s, de :::u.-(.--:, o,e:z. \e m.~ i e> r: 2::, p o ::k::{ ~-:. r dz t, _e f 

m·c\c\o~ F>c~\- ~a·o~·.Je e\;y.~cc\er,~o6.z ~c~.z~·cio .... de ur\ c) . .~.c.rp0 ¡y·:e \ 
. !' 

¿;,e{, O.:::k n·.c/~,> \o. cz~..:-IS~enc:.ó, d~\ (..qC-r¡.x) o .. ·sv.~r~c de. 
·f O í (I'IC\.. C \r.:; (, ::;_-: :":-J 0.,(\ Oy. \ C•. (' 2 ~ • 

0 

., 
' 



..ZG 
:=:\ nor;.,bre d:z Yby,su\o 1,:.:::: \\-\'2:\¿_c., ;., o\ p<od•.~cto · · 

.-r r2 (• 1 e . "' .["" 1 o o · · o l - \ ( n \ 1 ':11~ 5 U ,, \ 1 i'...A'l ;::¡v'je • e:. 
1 

r 1 íl\,Z(O-fl"\"-'1\\e. p;:)( t:::.-'-~ <Z "-' ~ 
1 

re.prcz'"::oeí'··~o~do poí \0- \e:\ro, ''I". :E:n e\ co~o dz que e\ 
'CJ.J/2( PO SQQ. V,cr·.os,i•\<ZO <J cb S2.cci~l -\ (Ot"\';ove ,-so.\ Ccn). 

1 1 
() \ 1 l -· -\-o,,;·cz~ se p•Jczde. llab\o( c..z\ morne!l 1o de illecc;::;, de u¡¡ 

" ~ \· t \ . i 1 . . \ 1 . ';:o. (IZO ; e o e·,, o re Fr.:¿ se: r, 10., ,·Jo o e. m o rne•' 1 o c:\Z 1 r, e (C: o..<'J'2 o.· · 
-_··-~ __ ::.;0\Q~o. de.\ rr,,~;n~._ D.¿~de e\ pvíl·\o ci,e v.;s\-a. rrlo.tz,,-.,ó.-\-;co ., 

. (\() exic;.\-i\o(¡ cz.:;;\a.c.:; ·(e"'..;\r;cc';oí',eS, ~o .... 9ve a..... \o ... ir~\e5ro.\ ' 
Jr'lJA se. \e pvc:de-\\:J.I:-.oí Y\Or'~.'t::.I.JTo "DE \l..l.t::.t;;.ctt.Jb-c 

U "-1 J..~ t::. ~' ·de:.. á o .. 

1 . / 
CC) ,~~~; : .. _ '-'' 0::.' J () 

1 

de 

IV· 2. · 2. u·.=-,_ 1 
1 

O oD-==•.J 1'',-:::. t,,...,·=.¡• c.) ~l; ·~·,· ¡. •:.. )-.".~'-"'l""'l 'TO 00' ~c.,·) r;:: 1\,:~f,r··. 1 •- - · ~ - •"-\ l' ...... _ • .._ .,_ r ~ 1 • .._ . _.. , \U 1 ~ ¡:,.::: - , - , • ... V- , ... ,_ - - i -t. 

u l . . 1 
J . 'J 1/~y-; of... 

- - .<'!:-._.:_ ___ 8_. ~--- --
/ . ; v ·'--.. / 

)' 
-if-ó·.-------------.,-7 >< 

c. \ \. ~ 1 ._yz. o... e. S TeA. T 1 S\ '_1 (u... V. (\ C; -

1 " \e o... fl o.. no, p\o,\0... u G·, CC\cb 

<2 n <Z \ p \ O. 1"10 X y . 
\:::\ mOíl',eí\\o de. ine:cc;o_ Je\ d¡c¿o_ con ícsp2cto e \os 

· ·· ejc.s -x,'-5 ~ Cl'·'--)0 sis;r,;ficc~do -{.'(s;co -::;e c><pl;co' en e:\ co. ·· 

p~~-\...1.\C? on\e,;oi, pucJz dz~·, n·~rc¿,e · secj_; .. bs c.c"o::_·,o~~·=c::: -;;,1 

o.· . e .l. r.oc. • 
(}· .. l' -'-'\.\"'- _,. " 

lx = ly" dA ---:-- ( 2 d.) 

1 ~ =·fx"d ~ .(2 5) 

1 

1 

1 

' l 
¡ 
! 
1 

1 

1 
1 

1 



ne 

:Z'} 

A su... v~z. e\ tJ,C) t-h:/-JíO POL"-.R D:=. 1 1..: E ·Re 1 /...._ se J -f!n ,.. ~z r-

COr\ \o_ so.\e. \11\ec? ro.\ Jl == {p 2dA (26) 1\ V (j • 

· IV· 2 · 3 PRODUCTO Dr:. ¡}.)ERCII"- l{ R.,"-"b\0'::> 0:::.. G1P-O ,.Ds 

A RE l'o.. S PU>.J\ t.. S . lt=-_o\21:: 1-1 f--. DE )_os ~:::,es ?/.._ 12/\ '~~LO'.:.·. 

-~·-··· . " Con ('Q ~·cz rcz..nc;o. 0- \o_ (1',·1 ~ r'i'\0~ A·,,;,V .--c .. / se.. <h~-; r,2 P"Zo-
',J 

'Dvc.lo D\=:. \I.JE:.\'2Cit\ de\ 0.,-cz..o, re_s pec~o o.. \os e.jc::: 'K,)' 
1 

o... 
\0-. \(\~(~:J.(· __ \ lJx~ = íx v,d A . .:.. __________ (2..3) . 

~ ). / ,, . 

1::~. :...=c:-\x·z,-·¡·.~r;¡.z fiC\ce.\ \o. o.~\o,-,~J,c;o~-. 0 .. 1,.,'.:-~-\o~ r:~'O' 
-- ! 

; 1 
1:\~r.t-:::-J::.: ·de ir·,,zcc·,CA lr-

1 
,_. •.11 :sierr,pnz ~:_:::¡,...., fC:>L. +·,voc::, \o 

C..lv\0\ '::,2 J¡c¿,·:,JC:s\·{'.j,.,\-'01 Q,\ \-,ce\·.::) cb<c)e \o. \Í\!~cs~(:J i re: 

pres<Zn+o. e\ \~rn·,~e_ JC?. u,·:::,;_ ~v·"Y,c· ..... dl2 <G\em-z(\lo::. pQ 
s;-\-ivos/ es c\eci<

1 
ounc1ue \o. co:::-rOí2 no...¿~J-. c.oc,-c.seol:!_ 

J 1 • 1 . 
, di e.·J~\ f"- -:::,Q.O.... ,~, Q.o o,·t- ~ V:J~, a\ el<Z. vn r-:: ~ o,\ c.u.c,d ,·:..'.~o e\ ¡:z;.._t\ 
\ ' . \ rJ \ f i • 1 -

·-yo,cio e.':> p::t'"-'1-;\lo '¡l í::::Oí · O -\-o..u:ro \o._ Su!'r.O.. es pc)Si-!ivO,. 

lo Q(.JC í ;ú(' te•-\'2. COII \0 E/. f' \ ", CO,:::: ·,0~\ 4\' S 1CO.. :::~\ \',e e\·,::_¡ 

.de. ow ~-oJo c·-~l?>oo C\•Je ~e"'o::~... (ll::t'::O..--FIC:::>:2v-,1orc~ ·,¡n::\.·C!ecfc. 

{QS:Sl'2',\C;o.. o... S
1

Q-< ~ce.\e(c~do 0!\~u.\orr.-,ev...te. 

1::1\ C-On\b;o
1 

eJ r<oc!.v..c.\o áe •, \)e.tc·:o_. pv.COQ ~e_,- TQ-
5;+¡ \.'01 nczc. '.:J,~.:o o 0 .... ~ \o¡ 6e ¡J'2 r~d i ~. ·~ 0. o de. \o... pío p·· 0-.. -~ i Juro 
0¡ dQ \oc~ C?fzs dz íetc¡Q,Ic~o... cor•"CC·por\die,,te~. 



!?./~\:.:>'O"::> u~:_ 6 1 k.~ ', 18 

\e.~ de no n1 i ,., c-... ro.cl ;os . 
1 

Á \o<;;. co~; e. u,\ e. s ~ ;~u·,e.v ... le~. 
1 

OiíO ', 
G 

a2 

V a. Lx e~ ';) 
~ 

Cc..·rno rx A -
~:'" d 1 e. u.~ e ::) . 

~ lA 

w (29) 
l A 

w ' 

~ue se e:s\o__b\<Z.ceíl o. ?Jr\-ir de. <Z.X\)1-<ZSÍofiQ.S 

('yz d A1 pro.. cc.d:). u.c1o de \os ejz<;, corre.sF1l 

n '·o¡·· ·- ·) r,,.._ ',_.,.,_ ,_ .•, ~-;:: _ ____, ..J • 

:_ ~ \- Q. -\-e.. o (·Z e; \:), 
1 

~-o n--. \.:::e_~_,._ Cono e: i JO ~.::1 C\\0 -"~O 1-2: m (A r~¿ 

1 
1 

. 1 
! 
i 
1 
' 

; 
; 
¡ 

C' l O - r •1 \ - \ > \ ' ·. ' 1 ' ·, ', - 1 r 
0 ¡C'< ,.¿_í ~ <Z-S d!?. ~!Oí'\ u-: 1 (~.(•,:.) p:::>rG_ CC•.\C.J.'. 0 ,a.C::' \()-:: fi'I:JI•:e::.:_ 

--ky~ d ·1- i 0 e. re; O.:. -óe c:/í'('::l S 
1 
C~ 11 íC'::: f'JQ. cto o, Qj'Z. S c¡•.;z·-t <::¡"¡.- -- · 

\ 
• " ' ( _\ \ {. - 1 • . 

~Cnl (.L'.CI q•...(,Q.i" PC)::O.,C<On Í2:TQ\'C.íl\e_ Ú O, ¡-\~v\0.,· J.:: S d'2C<Í • 

? •J, e6e di'::: po r•e rc¿,Q f-O í c.._ \o. S -~ i c., u ro. s r.·.c.~,;_ u) <.t. o.. k. s, ck \os 
· rno n1e•1\o ~· e\ e i ,,e .-e; ::A. . 12:. p ~s -\-o' o. e:j es o

1 
u e '?:::' ~-:;::.n p::J.- \o. 

. ,_ 1 j . . ' \ 1 • • 
PO.SC2

1 
O poí e1 C2.v.-ríOI=\C 02 -:;,_. -+tt:¿):J¡-().. ~ o.pt--:v..-::c\-,::;,-,_ 

eL::> czi -\-eo-:e:.n~.o, de Ste\,,:¿¡ :.:.?.\cu.\ol- ::_·_\ rnC>:<.(O'-",b :-.L2. ¡,,ec 
CÍO,., (<2.S\)\::c\o O.. Cuo\q·_;\ec <2\2 rJ.fC'-\1?.\o o.\ ~jecic.dO. 

S so_. 

-1-ro;áe <oe 

. \ . .\ 
e_. ara o_ o e 

he¡ ce(\ p o_Sc; r 

Con:;: dcr('.--1\0'S 

Cc.,4m i ,..\o.l ;( • 'Se 
1 

u,.\~ eje o.-\~~ L:rJ·, <=ro.. x:) poro..\ e\ o d e r~
cie::;eo.. co\c..,-'.\or e.\ r(\Q(¡\{?(+0 ~~(2 \rl('¡"(¡Q 



' 29 
.Ix, e(\ 1-'u•-.c;o;¡ A de to.. .fic?¡T\, dz\ rr,o,-.-,t::v:\"o de. ¡,·,uciCA 

ce.-+(oi d'2 I Y. 'i de \o, -distu-~c;o, "'e'.: <:.'>)ice q,-r,Los ejes 
...... 

[
--------------····--

-~--X= T!._~-~-~1=- (~o) 
· lo. cb.,..,o:;:.~rv.c·,o;., O:~eíió\, n2sfX:c.to o.\ e.'¡C >-~x'o·,•2c:k 

1 .1 1 . - 1 

~(:••erc•,\;;:orStz e\ QjQ ':)':;' '-\o\ mon:e.~jo p\o.- ¿e. ¡,,ere>:;;:'.· ... ·- -1 
~ • J . 

tx = "lx -\- 1\ (s)-¡_ 

.10 =.1~-+ A Cs)-z. 
1-z-'= :íz- +A Cr)• 

F. r-. '\ -- ~'\,¡, -.- ,..,. .. ,_ - (\· (l••··-' O•l-' u'J~' 

(31) 

1 
1 

es~e~·<2o1-cr~>C, 1 

1 



' 

..... .-...... . 

1 
¡ 

1 

1 . 

0\tZCl. ~: 

11 1:_\ mon;(2.rfto. de ic.(S,-:::c.~,. de:. uno-. ~:_;_pec~;c·,e. co;.'F"Je~Jc. 
po("CÍI~C<S porcio.\eS, res ¡.ceda CA u·n eje. CU.Of{'J.t <2{0, c\e_ 'SU. - 1

1 o\ a '"o es jc\'.J o.\ o. \o ... Su r,·,0- c\z \es ''\01.·-,'2i'\os d.(~ ', e rcio .. ck 
1 -1 . . 
C~..¡do.... u ríO.. ~e. _la<:; svpc.r-Í ;e¡ es '?~~rc;0.\es rc:.p~c:T.::> Ct.\ m'1srno 

e.~Q. 11 

..\.X ( 1) +tx (2)-7- ... -+--;-- x(v.) _ (2>2) 

·-.'.: 

.... -{-···· ... )- . b 
··+ ! 



SoLuCtotJ ·-

o..) Po.ro. co...\v.-t\or «=\ vo.\or d.e I x'>. se e\iie e\ e\e¡r¡~c.Ao 
indico.d0 en \o. ·C'2!•Jí0.. 

~ ~ . . 

1 X 1- ( + :r Lj"Í dA.= ( '2- ~7. (bd!.J)- _§_6_3_, 
- L h )_ h 12 

2. 2:. 

o.nó\o~rner1te SQ. \\E?P. 0'- 1~¡' = b
3
h 

'-' . 1 '2. 

b\ 'Dc·o'o u'"7 ) . ' 
1 

/ D · 
'/ A 1"'""' (x·, r S()n eje~ de. SirnQ.f(l(j. ·. r >('tj' ==: o 

.'; f)<(' - ~ 

r~· = ~--. 

"\ p 1 \ 1 -CJ o.ro. ca;c.u.O!- e¡ (T'>Cf';-,::J:O 

filOS lo. r-z\o.c\:)~·~ J:z.' = \y,• +J..~, 
o szo.. 

J:/=- bh:. + .b2.h =bh. (h-,+l}) 
12. \'2. \'2.. ' 

J:/= 'oh (b2 -T~)'· 
12. 

1 \ r,,)~ ; , ; 2. 'J. -

tjeu.,::-~O·- b"2.~er•,,~¡;e \o.:o. ,,.,Oí't'lerAo-:, de in::-~c;o. 
Ix', J::J'

1 

1

.:5z.', as~ como \es \-:J.ck.s c\z ~\:o r.><', r~·, rz', 
de uf\ c~rc. .. Jo de ro.c~:o ~~ +a.\ c:o.-.,o se:: ll\t..H?.:.i ro .. 2.r .. le... 

-í:1 ~LI ((A S ~.Je. 

. ' 

t 
l. 
r ,, 
J. 

. i 
~ 
r. 
f 
r 
1 
;: 

' ! 
' i 
¡ 

!! 
¡ 

f 
1 

1 
i 
1 
1 
1 



. -~""'"..:.~·· ~ · ... : 
í) . j_ 1 
\Oí ~.rn·.::.., (10. 

~· "1- 1 .. (") /. j_;<_' = ..)..L( = ¡, ,._-.,. 

i • ( 
(O::I.• OS 02. <ji (0 

Í v 1 - r ,, 
r, - t.;J-

r z' = J Jz,' -
A 

·' 4 

• 

32 



. ' 
' 

~ 

, 
~ 
J 

~ 
l~ 

¡¡ 

" ,, 
.~ 
.!l 

:~ 
.~ 
~ 

:¡ 
' 

1 
.1 
_¡ 

] 

1 
J 

rl 
. j 
:1 

:~ 

:J 
""' 
:~j 

~ 

J .. 

-""' q 

q 
~-

1 

Rotación de !:0.~2 

Considc:::-ando los ejes "x" e "y" que se cortan en el punto wo" 
de un arco plano y los cj•:;s "u" y "v" que se cortan en e i mismo pun-,. 
to y forman un :.ingulo "'P" con los anteriores. A p<J.rtir d·.': los Homcn-. 
tos de. Inercia respecto a los primeros es posible obt~ner los corrc!s· 
p0!1dientes a los segundo~:. '· ·· .. , .. :. 

y . ~~~-.- ~ "v:l" 

u=xcos'f+ysen'{' 

v=ycOS'f'-XSCn'f 

Momento de Inercia respecto al eje u: 

r 2 . 
Iu= V dA 

( . 2 [2 2 2 2-
= J {ycos'('-xsen'f) dA ~ y cos '(' -2ycos<fsen\~+x scn'-í'l dA 

· _2 r 2 2 r 2 
=. e o~_! dA + sen 'f' J x dA 

-~ 2 .· 2 . !.J · ~-:__!xcos <f+lyscn 'f -2Ixysen'fCOS<¡>. _ 

pero: 

- 2s~nrcosl{'[:y 
.•.• '.(1) 

2 l+cos2'{' 
e os 'f = -2---·· 

2 l-cos2~¡J 
sen 'f = 2 -

l¿co~2M 1 cos2•• 
Iu=Ix( ~__:::...:_r_¡ + .Iy~ - 2 

1 ) - Ixy(sc:n2'¡') 

1 
Ix+Iy Ix-Iy 1 Iu= --2-_- + - 2-- cos2~.?-Ixyscn2'\). • •••• ( 2) 

da 

·.;, 

Con las expresiones (1) o (2) se puede obtener el valor de Ju en fun
ción de Ix,Iy,Ixy,y 

·En la misma forma el momento de inercia respecto al eje "v" es: 

.· (2 (, . . 2'. 
Iv= J u dA = J (xcos'r'"+yscn'f) dA ... 

( 2 2 .2 + 2 2 .• : = x e os \" + xycos'fsen'\ y sen '{l ¡ 01\ 
. . 

J =cos~ {x2
dA + scn 2~ 1fy2dA. + 2c~s'f'sen'f Jxy dA 

2 2 . > 
Iv=Ixsen '{' +Iycos 'f +2Ixyscn'fcos '\' ••••• (3) 

pero: • ..... 
2 sen'fCOS'f"Sen21(> '! 

·-~---



•" •"- ·--· •• ,..w_..., ________ -
. . 

2 l+cos2'i' 
..._cos '{' = 2 

2 1-cos2op 
:x:sen '{> = -2-- •·· 34 . 

,r lo tanto: 
Iv=Ix ( 1-~os2)"¡ + Iy (l+cos2<¡>) + 1.:-:y (sen2\f) 

"" • . 2 

Ix+Iy + Iy-I:x --2-
2 

cos2 '9 + Ixy sen2 'f' .¡ .. ~ :.: ( 4) 

Con las expresiones 
Ixy, y • 

(3) y (4) podemos obtener. Iv en función de Ix,Iy,7 

·. "{-' 

·sumando las.expresiones (2) y (4) se obtiene: 

· ["IU!-r v~Ix+ Iy=Ip 1 

Es decir que para un .punt:..o .. d.ado de un area, la suma de los momentos 
de inercia respecto a dos ejes recUí.ngU:lar·es· es·· constante e igual ·al 
momento polar de inercia. · 

Además:· 

ruv:=.fuvd~:<:.:pr~ducto de inercia respecto a los ejes "uv" 

. ~ [e txcos \? +y'sen '(' ) (ycos 'f -xsen 'f' ) ) dA 

=. >:ycos 'f +y. sen'{' cos '{>- x cos'P sen'{' -xy sen <l' cu> 

.. 
. fíe 2 , 2 z 2 . > -'~ 

=cos·~ [xy dA +sen'f'COS'f' [y2
dA -costpsen'{>f.

2oJ>..- sen
2'f [xy d.!>. 

I 
2 

I 
2 

I I = xycos '{' - xysen '{' + xsen '{' cos 'f - y sen 'f cos'f. 

Iuv-- I (l+cos2 '-{' ) I (1-cos.2 '{') + I · (cos2 '{') xy 2 . - :-:y _2___ x -z--

1 Ix-Iy l Iuvo= Ixycos-2 (j' + ( 
2 

) sen 2l{' .••.• ( 5) 

Expresión con la suál se puede obtener Iuv en función de: Ix 1 Iy, 
Ixy, 
Observcse que al girar los ejes un·ángulo 90"se aumenta 2 en 180" 
y el producto de inercia conservando su valor absoluto c~1ilii6 de sig
no. 

Ejes Principales 

Para un punto dado de un arca, es posible obtener un par de ej
es. Pra los cuales el momento de inercia es máximo y m!nimo, dichos 
ejes se denominan ejes principales. 
puesto que: ~ 

Ix+Iy 
Iu=--2- + 

'-

.. , 
Ixiiy cos2'f' -

.. 
'¡ 

Ixysen2~ 

1 
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deriv<mdo respecto a t.p. · 

du 
.d- (-2sen2 '(' ) - Ixy {2cos2 'P) 

Igualando a cero para obtener los valores .máximos y mínimos: 

(ix-Iy) sen2 'í' 2Ixycos2 '{J = O 

1
' _ _ 2Ixy~
rdn 2<p -- ------- Iy-1~ _ 

••••• { 6) . 
.. -·· ., .. 

Con 6~ta exprcsi6n se pueden obtener los valores del §ngulo "~", los 
cu-ales difieren 90°, que nos dan los valores máximo y mín.i!r .. ·· del mo
Inen to de: ·inerci.a, siendo estos los siguientes: 

I {ln<_tX¡ 
m1.n 

Ix+Iy + Ix-Iy 
-- --2- --2-- ( Iy~~x====~~ 

. './(Iy-Ix) 2 + 4Ixy2 

± Ixy ( 

r < In. ,I.¡l ;.: > 
m n 

= Ix+Iy -2-

· I {m~x) -
l!IJ.n 

Ix+Iy 
-:y-

[ ;rr.a:-: 

Imin = 

Ix+Iy 
2 

Ix+Iy __ 2 ___ , + 

Ix+Iy 
2 

2Ixy . 

./(Iy-Ix)2 + 4Ixy2 

± 

± 

+ 

1 2 4Ixy 
2 

(Ix-Iy) + 

1 2 
2 (Ix-Iy) + 4Ixy 

-----·-------- ----

+ 

2 J 
2 

1 
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) ':!: 

. ; 
1 

(7) 

{8) 

Con estas expresiones podemos obtener los valores máximos y mínimos 
del momento d~ inercia del arca respecto a ejes que pas~n por un pun 
to dado de ella. · 
E~ c6nvcniente observar que para los ejes principales el producto de 
inercia es nulo; o sda, sustituyendo (8) en (S) 

• .. 
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Iuv = Ixy --.::I.Ly_.:..::r::.:x:___ ______ + Ix- I y 

((Iy-Ix)2+t.Ixy2)1/2l 2 

Por lo que los ejes de simetrfa son principal.es, _per_o no todos los · 
ejes principales son de simetría. '· 

Circulo de Mohr 

Dc.la expresión (2) antés señalada 

Iu- Ix+Iy _ 
2 

Ix-Iy 
-

2
- cos2'{'- Ixysen2_'{> •.•. : (2) 

y la expresión (5) 

Ix-Iv 
Iuv = - 2-=.L. se!12'f' + Ixycos2'P ••••• (S) 

' 
elevando al cuadrado (2) y (S) · 

(Iu 
. 2 

_ (Ix-Iy) 
2 

2 
cos 2'{' 

.~.,.--

.... / ::í 
' 

..;,~~-l 

., . ' .. 

1 

. 1 

·¡ 
1 
! 
¡ 
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¡ 
1 . ' 
1 

' 
! 

-. ¡ 
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= (~x;Iy) 2 (sen2 2'f+Jos?\p) + I . 2 ( .. 22 . 22'"' xy senu ~TCOS y, 
c. 

/ 

Observando esta expreii6n podemos ver que que se trata de la ecuaci
ón de una circunferencia, relacionando las variables Iu y Iuv de cen-

tro "e" (rx~ , O) Y radio R= fii>f:;_fv) 2--:;:--1~~2' = ~ j<rx-Iy) 2+IA-y2 
luv 

Purito bose . P{lx 1 lx.y) 

Ledo base PC 

J" 

hyl 
~-
1 

El centro do! circulo •o tncuentro o OC,AO¡AC 

~-- r. 
\. 
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Tan 21{' "" -1,54 
·' 

2 lp =ang tan (-l. 54) 

2 4' .'=-57°00 1 123°00 1 

.. Los valores m~ximos de los momentos de inercia se obtienen de la si
guiente forma; 

Imax 41864 
' "' 

·¡ Imax "' 50220 

· ... ~~>"·r:>··~ ...... Imi.n "' tl1864 

[rmin "' 33508 

\ 

• 

+ 1 
2 

cm41 

l - 2 

·4 
1 cm 

.... · 

511225+278756000 

511225+278756.000 
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