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11 SUCESIONES Y SERIES 



Vil. 1 · $\!CfSIOh"ES 

Con el objeto do lnaoduch el oonc~pto do suc~st6n noli 

<o""' el oi~~J<nte c .. o.• 

Sup6ngau que un bonco decide pogor el 1001 de intor~• 

<oto eo, si algu>en decide Invertir un peoo en dicho Oon-

<o, al <oho do un ofto tendrl. 

1•1•2 peoos 

Si ol bonco efOctuou 1• c001poo\ci6n de \nterh suestral­

unte, al invoroionhto le lr!a sejor, pun •1 caOo de •edio ano· 

tendrh 

l•Í peooo 

cantidad sobu la cual •• po,orio el otro SOl de interU. 

du,-ante el Oe¡¡undo oe~eohe 110nula 

(!•~) (~) pesos 

por lo quo al floal del ano tendrlo 

(hÍJ•(1•~J(t)•(l•}l'·l.l> peooo 

E>: o ••. 

~horo bion, o! h composición de lnt<Th se efoct~o treO 

••ce• ol ofto, el p.,o del invorsloni>ta •• con•ertlrt al fino! del 

• 
(I•~J • l.l) pUoo 

r ., lo c""poolcl6n se efoetOo cuatro veces al ano, on: 

P·}l •. l.H puo• 

Un general, si se co.pone lo inversión n v~c•• en un ano, 

por cada peso Invertido •• obtendrl al fin•! del ono 

N!iaero ... .. 

definida por 

per• onuoJ,.ent e) . 

•• coopos!c!o;>_ 

"" ano. 

' 
' 
• 

" 

f:N • R 

' . f(n)•(1•¡¡) 

Cantidad recuperobh por cado 
••o ol flnoll<or ~1 •~o. 

( 1 •1) ' ' 
(1·~) 

• • l.H 

(1+ 
• 

1.17 
• 

P•}l l.U 

A panlr de esta función, pode,.os forur lo colecclén d~ 

tf,-,inoo 

f(1). f(ZJ, f(J), f(&), ••• , f(n), ..• 

o Ha 

l, 1.2S, 2.37, l.U. 

a la que llomaruo; ouceo\6n Infinita r que, en foM>o abreviada, d!. 

( (1 • 



~finicl~n. 

.. 
f(l), f(Z), f{J), ... , f(n), 

fo~odo o partir de uno fonc!6~ f cuyo do.lnio •• el conjunto de • 

A f(n) •• le lluo t~rmlno ~nhioo do la <uce<l6n. 

En fcru abreviado, npre<utoreaos con lf(n)l o lo suce 

si6n .ouyo thcolno enhho.o es f{n). 

Lu si¡ulentn son oucnicnu ioUnltu: 

•l ( n' l• ' . '· '· "· "· • . . . ' • • 

" ¡.!¡ . '· ' ' . ' ' ' ' • ,. ,. ,. ,. . .. ' ,. 
·<) !(·l)"''nl • ' . . '. '· . ' . . .. ' (·1}

0 ''n, 

" 
¡(li)

0¡, "· . '. ' ' . ' cw"'. 
"' 

., ,. .... 

Obs~rvue que h def\nlcl6n no ••cluye la po>lbl!idod de 

caso d) del eje"PlO ontuior. 

mos con suceolone• de nohoeros reales, o aenos que se Indique otra ...... 
c,o . 

se puede ver en lo toblo, o medido qu~ aumenta el nUmero de ccmpo· 

ticlone• de lnter~s en un ano, auaenta la cantidad que el lnverol~ 

nlsu recupeu. Slo u.borao, podeaoo pregu..tarnos: ~blste olf!!. 

nfimero de coapo>iclonoo por ano ••• ton ¡ronde coao oe quiero! 

Poro rupondu o eoto, vea.ot quo ouc~de con o) UTilino 

(1•kln o •edlda que n aumenta: 

• 
¡~o!.¡n 

" 
' 

' l. l5 

' 2.17 

" 2 .61i37 

2.1146 

~. 760 2.7181 

ns,uo l.71Bl 

Ve•o• que (l•kln c~oce cado voz als lentooent~ (por eje~ 
plo ol co111bhr n de 8,760 a 525,600, •61o ca!llbio la cuorta cifro d! 

<i•al), lo que ocs llevo a pensar que hoy un li•lte poro al cree!·· 

Dic~c li•lte eo ol ~ero irracional 

o• l,7Ul81!2U ,, • 

Entonceo, h cantidad rocuporoble por cado peso Invertido 

nunca sert ~~>.yor quo "e" pe> os, por grande que u a el obero do <"!! 

po>iclonea efectuadas onuol•eoto. 

Lo dlscusl6n onto~\or so resuae en lo •~presl6n 

"" ·-



e), 1~ cual reprue~tuooo ••dioftle 

' . {(1•¡;:) l•e 

En J•nerol, diremos que uno sucooi~n {f{n)) tiene límite 

oi, o "edldo que n crece, f(n) •• ace<eo o un cierto .alor fijo L. 

Esto es: •• 

ol n ~ •, entonceo f(n) • L 

En eoto Ca>o decloo> que la ouc.,;6n {f(n)) e> convorge!'. 

te (conver¡o o L). 

hto concepto puede exprenne for.,.\oento eo la •hu;•!!. 

Deflnicl6n. 

Uoa oucul6o {f(n)l tiene Hoiu Lo!, para todo n011ero 

~>O, por pequefto que •n, Uiste un nliaoro M td que 

lf(n)-L 1 <t para todo n >M 

11• f(n)•L ·-
Ejemplo VIl, z. 
De-ootrar que la oucosl6n 

1,}·}·----k··· 

de donde 

' • 

' .. , 
por tanto, Vt>O exl•t• un nn.ero M•t tal <tU< 

I~·OI<c 'tn>H, 

- - - - - - - - - - - - - - -
"" todao ... ouceolones ••• conver¡eotn. 

" sucesi~n 
' . •• '· "· "· . . . . • • • .. tiene !lo! te ,. ••• 
Para calcular el lfo!te de uno sucesl6n conver~ente, pue­

den uplearoe lo• teornu bhlcoo sohe lfolt .. que el eotudlante 

el lfmlte do 1& ouceol6n 

~- ~- ~- .... Fnl· 

' lio 

' • 
... ... !!.!.! • u .. ... ••• ·- • ' .. ' ·- " ·- T • T ' •• ·-

Co.o ejercicio adiciona¡ d••ootrare•o•, ~n bne a h de­

flnid6n, que 



En ef~~tO, COilO 

n •1 1 
IJñ - rl" 

.. ' 1-,. 

si y ~~lo ,; 

' "':rt 

'l:r.\-1 • ' r. 

J>OT lo que, 'l't>O existe u~ n6a"To M•:k · tol que 

l"i~ - }1 < t 'l'n>>!. 

- - - - - - - . - - - - - -
Suc~<lcne> aon6tonoo. 

Si nolhuo• la suce.i6n 

{{n-I)~J· T, 1, 1, 6, 14, ... , (n·l)~ •••• 

Ye•o• que cado tfnolno u nyor o l¡uol que el onterior, por lo que 

dir .. os qu~ Jo oucu!6n u croclente. Por o! contrario, >i en """ 

•uco>l6n c•da tf,..,ino •• ~•nor o igual que el ancedor, dhe•o• que 

la ou~e5!6n es decreclento, c<JIOo en el •i~uiento coso: 

Doflnlci6n. 

... ' 1 

• 

Sea (f(n))una suceoi6n: 

1) Si f(n•1)._ f(n), Yncll, lo oucu16n os cncicnu. 

2) S! f(n•T)~ f(n], Vn<N, la ou< .. Jén eo docroclente. 

A Wla ouceol6n creciente o decreciente •e le ll .. o mon6-

Eje•plo Vil. l. 

•> 
1, 2.2S, 2.31, z.u, ... 

eo una •ncesl6n •on6tono creciente • 

JI• d• ~orreopondcncio. 

•• puede fonoar a partir de )a5 reglao: 

' ' f(Zn-1) • ~ y f(1n)• :!ii"'T 

Esta es uno ouceoi6n •on6tona decreciente. 

e) Lo sucuien 

Pna lo oucooi6n 

' 1 • 1 • ' • .,. l" ' ' 1"' •••• ñ' 

pode•o• construir la siguiente ¡rifico 

f (n) 

---1 -·--------------

' • ' • 
• • • • • 

' ' • , • ' • 
, . 

• 



don<le puedo opreclone cloramente ~ue todo thtlno de h >ucuión 

u •enor o !Jual que 1, por lo que clhe-• ~u~ 1 u uno coto '"P!. 

Tior de lo ouce<IM (~) · 

Por otro porte, cooo todo thtino de lo ouculón eo ••-

yor que ooro, """ nfi~nero <> uno coto infedor de ' (¡¡l. 

Definición. 

)!) f.l n~moro real Fes uno cou superior de lo oucul6n (f(n)) 5 1: 

Yn<N. 

Z) 1:1 núrnoro roal q es uno coto Inferior de lo •uoool6n {f(n)} si: 

f(n) ! q, 

Uno ouce>l6n oe dice acotado o! nene una Cota inferior Y 

uno COta >uperior. 

De acuerdo con eoto, lo ouc .. l6n {!),que como Yi10oo e• -

oon6tona, e o d .. to oc o todO. 

Teorema \"11. 1. 

te) • 

Proboremoo el Horua pou •uceoionu mon6ton .. ero-

soo (f(n)l uno sucesión acotado. 

rior o lo quo n ... uo•os L. SI t•O, L-~ no puode sor una coto su-

que L-(, o ooo 

f(k)>L-( poro ol11fin k<N 

Coao lf(n)l ef creciente: 

., 

. . . . '" 

f(n) ~ f(t), 

y, por (T): 

f(n) • L·( l'n>k . . ( l) 

roe otro porte, c""c L e> uno coto ouporlct 

f(n) 1 L . . (l) 

•• '" , "' 
'"' < f(n) " l'n>k 

tntondo ' ., < f(nl·L '" Yn>i 

lo qu~ !aplico 

)f(n)·LI < ' Yn>k 

con lo que beaoo de•oottodo lo exlotencia drl lf10ite, ~oe e< prec!_ 

suena la ¡nlnil'" coto ouperlor L. 

Lo d .. onroc!6n es 0\oilor <i (fin)) eo decreciente. 

Ejemplo VII. < 

o) Ya he•n• vloto que {~} eo mon6tono y acotado. poT lo que 50 ~~" 
el toorem• anterior ti<n< lloute. roto concuerda con lo obt!. 

• ' < 

" 

lill ·-
. ' rr' . . . . .,e· 'o,· ... L(n+l) 

E<to os una oucesi6n •on~tOn• creciente yo '1"0 f(n+l)>f(n) 

Yn<N, cooo •e demuestro o continuación: 



. ' > . ' 
"""' t1i<'T 
-L(n•l) > -L(n•ZJ 

L(n•l) > L(n•Z) lo ~ual •• e•identt. 

"' otro parte, .. su<eo!\'ln " ocoudo •• ... 
" . ' 

" " ""' cota !nforlor, pues '" '" creciente 

f(n) . ' 'rr M ,, C<>ao t(n•l) > O 

En baoe a lo anterior, dtl teor••• VI!. 1 •• concluyo que 

la sucoo!6n tiene llaite. 

V !1 . 2 SERIES. 

no> 1• proporciona lo s1au!ente paraóo¡o, debido al fll6sofo grir· 

go !en6n de Elu (ol(llo Y .\.C.): 

"Un corredor no puado aleonar nunca t. aeta porque üe!. 

rr• ha de ncorrer h oatad de una diltoncla antes do TOCHTOT lo 

d!otaocla total. 

tondr~ que recorrer la otra mitad. Cuando hayo record do la aitod 

de eou Gltiao, le quedorl todnh la =un puu; cuando hoya ro­

corddo la Ot!Ud do eHa cuarto parto, le quedorl h octava porte, 

y uf >ucuiv .. ente." 

Anallcomoo con .... detolle Uta sHuocl\'ln: 

SI ouponuoo quo ol corredor se deoplua a .. loddod con, 

' tont~ y le !!~va t oegundoo recorrer la prl•ero oitad del troye~to, 

el tiempo en que recorre lo diHondo totol oerl 

. . -·-. . . . ¡""' "' 
Lo Idea de la paradoja •• ~ue la ouaa de un nGaero infinl 

to de t~roinoo, coao {1), no puede oer un na-ero finito, por lo que 

el corredor no podrfo ~lcon,ar lo meto en un tieapo finito. Sin 

eoborgo, oobe•o• que ol el corredor oe desplo1a o velocid~ consta~ 

PGd .. oo por ello >upOner que; 

t.~. i. ~ • ... • l! ....... lt "' 
con lo quo heooo asignado o lo ouma Infinito (1), que llamorooo• ·~ 

rie, un valor finito lt, ooperODdo que lo Jcualdod (1) ••• rllido 

' 



n olgCm oentldO. 

Deflnlri6n. 

-
' ,., 

., ..... . 

. " '" 

. . . . . •, .... 
Obshveoe que lo< <halno• o 1 , a, • o" ... ' •,. 

O.lll ... 

cuyo •ignlflcodo •• 

por lo quo 

' " 

' "' 

. -'-. ... ' ... . . . . . 
' ' 

. . .. '.) 

No oieapte os poolble oolgnor o uno oerie un valor finito 

lo O<rie 

1•4·~·•6• . ,• . . .. ,., 

que (6) se di re quo •• di•etgente. 

An<e• d~ e<t~blocer uno definición for.ol de convor~encio 

y divergencia d< ouho, volvat~oo ol ...,.1Usio de la paradojo de Z.· 

n6p, 

• - po<th ,, " .. d • 

' z~- ' • • • • • • • • • • • • 
' ' • ... F .. ' 

podnoo fonoar lo ouceoi6n do '"""' potclolos 

s,. s,. s,. s, .... , s •.... 
donde 

S 1 • t 

'· 
• ' . ' . ' • t • ' •• 

s .. ·••!•,•---·z~-1 

'" 

Vo.o• que el tfno\no ¡enetol 50 de lo oucesi6n de ou••• 

potclales, •• lo swoo de lo> n priOtoro• témino• Qe la >cric (1), 

y en el ll11it0: 

-
' ••• 

t•{Z·I)t 

' ' 
. . . . ' ' (Z • -:-lt 

'• ... f•j•(Z-~)t 
y, cooo puede dooostroroe por inducción moto .. ltico, 

oetol do lo ou«oi~n de ,.....,, parciales es: 

'· . t. • • (l . 

pot lo '1"0: 

el dnuno a•· 



Con Uto vuos quo lo uprulón (l) 

' ' ' ••r•o·r···· . • . - li 

eo vllida si in<~'1'«tUI05 lo nlilo~ro infinito de Hnoinos. 

t • ~ • 

, .. 
' ' :r·r•---· 

' i'- 'J 

flniclón. 

'•• 
a,•a,•a,• ••. •an•··· 

""' 
"' 

.sn• a,•a,•a,• ... •an. 

Si ••l>to un n1luro reol S tal que: 

e die~ que h un~ u convergent. y tiene •u~• S, •" cuyo caso •• 

sed be 

• 

Uno oerle no convergente oo dice que e< dlverg~nte. 

llllte•e que lo ,,.,.., .. de una oulo convergente •• el llaHe 

de uno ouce<ión de suaoo parcloles y no •e puede obtener ~edlante • 

una au.a ordinaria de t~rolnos, pue•to que lstoo •on un oG.ero infi· 

nito. 

-' .. .. ' 
•e u<liiu pan indicar tonto lo seri.e CO>lo su '"""• o pesar de<« 

do• conceptO> diotinto< (lo •u~ representa un n6mero y por tanto • 

no puede ser convergente ni divergente). 

Ejet>plo VII. 5. 

•> Pora el caoo de la •erie ( ~) : 

.L 

" 
' ·;u;- . . . . . ' . ... 

se tiene que 

' . " 

«• -
' 
" 
. ' ... 

S " 11• . ·-
" ••Ti• conurge ' •• 

• 
' ' ' ... ... ' 

• ..l..... ... 

í (1- -'-> ... 
·-· .. ' ' ' 

b) Para el cose áe Jo serlo (&): 

1•h9+ ... •n'• 

• 

. ' ' 

' ... 1.. (1·-'-> 
, 10n 

el tfrmlno 1•n.u•l de la oucesi6n de •u•u parclaJe• "' 

Sn•1•~•9• ••. +n'• r [Zn'+Jn•1) 

(Oe•uhtrei<>) 

b <>cuiooes ~• 

' . 



ED consecuencia, lo .. de (6) u divor~onte. 

En lo• caoos onter>oces, h.-co ob~e~ido una exprcs\6n si~ 

pl!ficodo para lo'""" de loo pri .. ros n Ur.inoo de h oerio, que 

' con fociildod el lf•lte. 

slupu posible. De nccho, en lo moyorh de los usos no eüsU 

uno e~pruHn ohopliflcodo do sn, por lo que e!tudlornoo otroo •f­

todo, pHo deHnninar lo convngenclo o divngencio de uno ••Ti•. 
Condic\6n necesario poro la conver•encio de uno oerie. 

Observemos ~ue en los oerles convergentes 

e • ~ • f • ~ • ... • 

l. l • .J... • .J_. 
lO 10' 10' 10" 

. ' ... . . .. '" 
'" 

ol dmlno genero! tiende o coro, o oedido que n crece; eo decir: ... 
' ••• 

_,_ .. 
' .. 

Esto hecho oe preoento oi .. pre que uno oerie et convor¡e~ 

'"· 
Teoreu V¡¡. 2 

-- ' 

Si la •erle 

... .-
• 

' ••• •• 

. ·• " 

eo convor~cnte, entone•• 

"' ' ... '• 
d~ ou.o• por~iales. 

Cooo lo •erh •• convor(le"te ... 
~-

restando (1) de (1) 

<•,·•····•• l-o 1 n-, 
po1 los propiedadeo de loo Ualtu 

po< tonto 

... - <•,••,"···••n.,ll 

•• 

•• 

'" 

'" 

convergenc\o de uno •erle. 

flciente; on otru palabro>, 

Sin eaborgo, dic~o cond\cl6n no es '!'. 

el beche de que lila • •O no hplica _ -- " que lo ><rle ••• conver1ente. 

Lo verdsdoco utllidod del teore¡oo \'11. ¡u que peT111ite 

e•toblecer el •igu\ente: 

Corolario (pruebo de dlvor¡enclo) • ;] 

''
li• '' •. ' ' 

1-:::------------------'-•:_ _____ • __ "_"_'_"_" __ '_'_' __ ' __ ' __ "_' __ '_'_'_,::c__':•:_'_" ___ •_ver¡ente. .., 
"' 

ej.-plo Vil. •• • ., Poro " •orlo ' '" tlone que n•l •• .. , 
"' '" '" '" -.. • ~ "' • 



par la que la sede •• dlvu¡ento. 

- ' ., Para la ser!• ' " <loro ••• ••• • 
li• ' • o ·- • 
" este <••a ,, t<OHU Vil. ' no nos penolt.e deddlr ,, 

" ,, 
.. r~. <onvorge o Jlvorge . 

-En el e&><> de la serie t 

"' ·- • o 

.. ' ' ,, • 

se tiene un caso a~llogo al b), -
Paoterionoonto de•ootrau•a• que t ·-· ' ,. 

• 
serlo ¡ ,., ' -, es converge!!. 

• 

Los oerleo <ienen c1ertas propiedades que vale la pena 

aeocionor antu de enudlor difuen<es crl<erlo• que nas hclllten 

el trabajo de eotablecer el carlcter do canver¡encia o divergencia 

de una oerle: 

1) El carlcter de conver¡encia o d\ver¡encia de una oerle no .... 

bia si <<>do• n• tfDinos so •uHiplican por una connante di-

feronte de coro. 

1) Et carlcter do coanr¡enc!o o dlver¡ench de u,.. serie no .... 

l) El carl<tor do conver¡eucla o dlver¡euc!a de una serie do tfr· 

~tao• POSITIVOS no c .. bta o! •u• tfnolnoo •• a¡rupan de cual-

., -
-rie t ... 
-
' ,., 

-
' ' ... 

1) al). 

Se deja al utudiante la de•o•trad6n do las proplododoo 

hu una d-oot<oci6n de lo propiedad •J p>~ede ~ono>~lta!. 

' 



VIl. l CRITUIOS l!t CO!ffii!GEt!ClA. 

Podo•os de•o•trar que la ••rle or.6o!co 

1 • } • } • t . . ~ . 

OboeTVeooo que codo u..., do lo• t~n<ino> entTe parhteolo 

de uta sarle, •• .. y<>r o lpal que loo de la oerle divergente: 

r• que 

' 
' ' ' ' ' 

1 1 1 1 
!"'1 • T'i ' ' 

!...!.-.!.-!.....L...L..LL 
g 1~ 11 lt 1l H 1S 16 

~L.L.!.-LLLL!.... 1 

16 1~ H"16 16 16 16 16 l 

[n oonseouencio, la su .. de los thalnos de (1) >orl ooyo, 

que la ou .. de loo t~n<ino• de {l). Coao la ouaa de los t~nolnoo 

do {2) tiende o lofi.oito cuoD<I.o o- (por ur e"o sorie dher¡ute), 

aotoncu, la '""" de los t~ .. lmoo do (1) t&llbUD thodo o infinito, 

por lo quo la serie ar.6101co es dhertente. 

rocl6n,puede foTaallzarse co10o sit""' 

Seo r •n unl '"''" t~Talnao pos!Uwos {•n<O, Vn<N) C!:!_ ••• 
yo culcter quere111os conccor: 

" 

,, 

• 

" ' ••• 

• 

" ' .. ' dn •• una sorle I>IVERGENTE de Unolno• pooitlvos y 

• 
' ,., •n es DIV&RGENT[. 

el tfnaino oonenl de lo suce•l6n do '"""' 0orclalu M ' o ' •• .. ' 
el de ' .. , ••• 

Vn<N, entonces: 

• 
Adodo, por oer t c

0 
converi..,.U, exlsu el liilt~ d• 

••• 

... - ' . . • 



• 
Por otro porte, c~o I 

••• •• uno oerle d~ thodno• poo!_ 

thao 

Por tanto~''"" un n(m.ero ual S entre cero y L 

lim ·-
• 

por lo que la .. rie ¡ 
••• 

"' ~- ' .. ' 
y ••• 

. ' 
•n u convorl!en<e. 

Yn<N. 

• 

tal que 

SI >u~on .. ao que I 
••• 

•n el una oorie convPrgente, por lo 

parte I) de) criterio de comporaci6n •• tiene que 

ce la hlp6tetls. 

~ ' ••• 

Por lo Unto, la' sede 

d0 •• convergente, lo cual 

• 

' ••• 
•n •• diver~ent<. 

controdl 

Es claro que, poro poder utili<or este critodo se requl!_ 

Entre loo >erleo que 

·~• se emplean poro comparar eotln loo oerleo ¡eao~tricoo y loo ••· 

rlu "'p", quo tutareooo a e<>nttnuad6u. 

Sede geoohdco. 

Uno oarle ¡eo.t<rlco eo de lo fonoo 
• n- ' • aq • o • oq • oq • ••• • ' •.... .. ' 

o dl. 

vergoncla do """ tipo de series depende d<l valor de lo uz6n q, 

como VeHOIOO: 

Lo ouoa de loo n prioeroo t~noinC> 

' •· 5n • O·~ • oq +,,,+ aq 

" . .. ' •• • 
~u tondo '" 
'• ( 1 • ~) . • 

• [1-•tl 
• 1 • ~ 

pcr lo ~ue: 

"" ·-

' • • •• • .. (1) ' 

. ... 
... 

de lo •erir .. , 

"' 
( :¡ 

52 

Eote u~ite depende del valor de ~ r •~ puoden de<tacar • 

tres ca•o•: ., " entoncu: 

li• S • ·- . • "" 

por lo que: 

y en con•ocuench lo •ocie •• conver¡¡ento y su '"~" ""' 

• 

' ••• 
n·• • 

aq • n 

oxhto y, en conoocuonch, l• oerle u dher¡ente. 

e) .Sl [q[•l, entonen q•l 6 q•·l. 

< 

' 



-
' ·-· 

' ·-· 

·-' •• ••••••••• 

·- ' oq • • . . . -. . ... 
y Jo o~ri< '" taablfn dhugento. 

(Demu~•trelc) 

' . -' ·- ' •• 

., raro doteT!Oinor el carlcter de lo serie 

- • • • • • ' --- ' 
• 
' ~ • " • ••• ~n·o, 1 

pode"'o' e!Opleo~_.la .. d. geomhrlca 

- ·-· • ' • ( J¡ . • • • • • .. ' ' • " 
cuyo raz~n .. • • ' " ,. ,., que u 

"' 

'" 
<Cn••rlcnto . 

Compuando estas ... sulu ""'""' que 

• • • ' • • • 
' ' • • • "' • 

. ---
• 

~pleondo el criterio do <o-paraci6o, •• concluye que lo 

•erie (1) •• convu~ente, 

b) Pon detel"'lir.u <1 carlct<r de lo .orle 

- ... 
' ;o .. ' '" 

Y CUICO 
,, 

"' >ni u 

' ' ... , . (2} 

-
' • .. ' , . "' 

oon convergente> . 

Poca ano) lar la Hri< {l), utlli<OIIlOO lo serie ~ood«i 

-
' .. ' 
-
' .. ' 

. -' (', 
' 

' • •• 
1 1 o· ' 

HyH;l • 

Paro la •erie (J), utl\ic.,ooo la oorie ge010hrlco conv« 

-
' ... 
-
' ... 

t .. blh •• conver¡ento • 

'" 



COlllp&rondo (l) con (~): 

-'· ,. (Duuhtrelo) 

Por el niterlo de compoud6n, lo •ene (1) umbth •• 

•• 

• 

' ••• ' 

• 

' .. , 
' ,. 
L, ,. 
• 

' .. , 
• 

' .., 
' • •• • • ' ,. .., ,. 

~onverge~<e (propiedad ()}. 

•• ... oerle ' .. .. .. fono& 

• 
' ' L ' ' • ' • • ' • . . . .. , •' •' ,, •' .. connrgencia • dlver¡enda •• 

' • • ... 
•' . ... tipo .. 

pende del valor de p. Po<I .. os conoideur tTe• e no•: 

a) SI p>1, agrupeaos loo th1llno• c.,.o s\¡u: 

1 • (!... ,, 

1 • L ,, • !.. • 
•' 

' . -. •' ' . •' 
L, 
•' 

que •• una oerio 1eomltrlca con a•1 y q • ' ,, 

. ... 

••des ••• 

"' 

Coao p>l, 

• .. un nGnaro positivo ••nor ••• ' ' .. onla .. con .. uaenu. ~-
tfnlnos •• eot& serlo pueden "' ucdtoo en .. fonoa 

' (!.... L, ' tL • ' • L • L, . ... "' • . ,, ,, •' •• •' •' 

Venas que, cada uno de los tfralnoo entro parfnte• 1• de 

lo serie (1) es nenor o l¡uol ~ue su rorreopond>ento de la ser!< 

convn~rent< (Z), por lo que, del cdurlo de ~011puaci6n •• <l¡ue 

que (1) eo conver¡ento . 

ver¡nte. 

e) SI p<1, cada tfnolno de lo oerie r ~• nayor o tgual que su e~ 

rrespondlente.de 1& oerie ara6nlco, y por el ~r>ferlo de con­

paracl6n lo •erle r •• divergente. 

Resuniendor''-----------~--,-----------------------------, 

' ' n•l' nP 

., 

.. 
" 

converge oi y >ólo oi p>l. 

Eje10plo VIl. 8. 

La •erio I .. ' :. del ejemplo VIl, 6 eo uno >oric p,.~O" p•;, y 

por tonto convergente, 

• ' .. oerle ' ;¡¡ .. ' ·- ••rie ' dlvorgente 

Analice. o• 

• 

' .. ' 

.. caoo de 

' •' 

• 

<o· .. 
' ' ' ".' .., 

1 /Z) • 

oerle 

' m· 

• 

'" 

'" 



' 

• 

Obs~rv ... ~s '"" 
' 
' > ' ' ' 
' > ' ' ' 
' < ' " " 
' < ' = " 

' •-'-
0 ~ n' 

Yn<N y nU 

• pottlr de n•4. 

Booto con q~• las desigualdades 

0 n ' 0 n 

' 
de) <Ti todo de comporac\6n •• cu.,phn a partir de 1m cierto valor 

den, paro que dicho crtterlo s\¡o oiendo aplicable (yo ~ue pode•o• 

ouprimlr un número finito M tlttinos eo lu oeTieo •In dterar ou 

car1cter de convori<ocla o dlv<TE<ncio). 

ver1ente. 

.. . . 

-
PoT ello, podew.os concluir que ' "_, es uno <Uio con 

Otn fono• de d .. ooturto •• la oi¡uiento: 

Mul\ipllcando por l lo serie (l), obtene•o• la ""Ti• con 

- .,¡ • • '" ' •·< . ' . 

Compoundo ahoro lu •erios {1) y (l), ve~~os que: 

< ' ' ' ' 
< 

' ' < ' ' ' ' ' " 
< 

" ' ' = < 

" 

poucl6n u! coO<o se ~nund6 orl¡¡lndaente, que lo oerie 

es conver¡ente. 

- - . - - - - - - - - - - - - . - -

-' .. , ' " 
f.:l oco.\Oneo, el criterio de comporsd6n o. de dificil 

s> 

opHcocl6n prlct!CO (dicho dlflcultod estriba •n encontror la oeTl• 

que servlrt de co~poroci6n). Por .. to, intTodcdn~o• otro ori-

~· 
-
' .. , •• 

Cdculnoo: "" - 0n•l 

•• 
') 

U) " ,, 
111) SI 

t<l, lo ••ri• •• conver11•nte. 
' . 

L'l 6 n•l- cuondo n-, h 
•• 

L•l, el crltedo ~o dedde. 



< • 

• 

DeiiOStrocl6n. 

1) Si L<l, ellj .. os un nC.ero real q tol quo 

'"' que: 

~· •• ••• 

De donde: 

4 n•o 
< 

'• • Vn>IO. 

.... , 
< • '• 

a • ., 
< • • .. ' 

••• • < 
•••• • 

......... q 

........... ,q••.q' 

•••• < · ... ' < q < ••• ,q 

'" 

< •• q' 

En consecuencia, o portlT del thmino 

- •• 

a , los Hnolnoo ... 
do h serle: ' son •enero• que loo'correopondientes t~noinoo. .. ' 

oerle ¡eo.ftrlco. 

'• . • .. , .. • . . '· '" -
Co111o ' •. .. ••• o orlo .. ténoinoo pooitlvos, L!D • .. , 

•• (1 ) : O<q<l, ' 
,. serie '" .. CORVOTIOnte, 

'" SI L>l 6 

es dhlr: 

uiote . ' 

-
' ••• 

un •<11 tal que 

Eo cloro entonces que •n no tiende &'COTO·cuando n•m,,~or 

• 
lo que la oerie I ... 
11 1) " oplle..,o• 

"" • ... .. ··- -,-· 
• 

cri tui o • 
' li• ~p ·- •• 

paro cualquier Valor de p. 

,. 
• 

Pero H ~·••• de.,o>tndo 

serlo • ..•.•.. : 
"" • (;¡hJ ... 

que cuando p>l lo serie es con­

' ver&ento 1 cuando Pil dlver1ento, quedando comprobado que L puedo 
• 

ser lsual o ~o tanto poro oerl•• convo~~~nto• coao po~o\diver~•n-
,.,, por lo que •n osfe cooo <1 criterio no decido. 

Ejemplo VIl. 9. 

o) ~pllcando ol criterio de d'Ale•bert o lo oorle 

tiene: 

• por unto: 

"n• '· 
•• 

' -~· 
"' 

n!(n•lJ "' . ' ..,. 

-
' ••• ' " 

se ob-

' 



·~ 
0n•l • Ji o ' . o ·- •• ••• "' 

' .. •••te •• convorg~nte . 

• •• ¡;¡¡: 
"" 

0n•l "' !!!!.!.) n (n • 1 )n :. 
{\•!.) " • • •• " (n•l)n" " • •' ... •• • •• ... 0n•l "" (1 • .!_¡ " . • ·- • ... " " 

e)" Con ayudo del critodo de d'Alembert, resulto oenclllo demo•· 

tur la converKendo de lo oerle 

' .. ' 
del ej .. plo Vil. 7. 

En docto: 

' 

"n•l • 
•• 

Sorlu altornodu. 

... = ' ' 

,. ,... ' ' 
• •• 
"' 

Loo criterio< de comparación y de d'Alo.bert no oon opl! 

cable• a oerles tales coao 

• 

' .. ' 
• 

' ••• 

' •• 

' " 

. ' . 

. ' . 

' ' ' .. ' " 
. . . . 

que \laur.,oO> oeri<a de $i¡¡DO> dterudoo o, >l•ploaente, .. neo 

olternod ... 

En general, uno seTie &lternodo eo de la ÍOI'IR&: 

r (-11"' 1 •n ·a,- •,• •,· a,• ... 
• •• 

donde a0 > O, 

E>l>te uo criterio que establece uno condición ouflcien-

u pou la conver¡encla de eote tipo de urln, llaudo criterio -

de blbnlz. 

Criterio de ~eibnlz. 

La oerio alternada 

• 
30 •••••••••••••••• ' .. ' 

Vo<N, eo conver¡¡eoto ai: 

' "' ... •• 

•• ••••••••••••••• 
Sin •• un ~dme~o por. el t~,.,.lno reneul de lo >ucesi6n 

de su.os po~cloleo: 



poslthoo y to sucnl<ln {Snl 

Por ~•u parte, si 

eo cuclente. 

¡>or el at ... o ruon .. ten<o YeotO> QUe Sn • ~,. y b sucet16n u oco· 

toda. 

{>in eo por). 

NOo reota deaoo<rar QUe <oaan4o un nO.ero \apor de tfnol 

nos, el llai<e do lo >uceo\6n de •ua•• parcloleo es taa~ifn ~-

ED efecto: 

(si n eo par) 

... s ... 1 
... • .. • ... ·- ··- ••• . ... , 

••• bip6<eo\o: ... .... , • '· ·-
~· •• , .. ... s,.., . ' - • • • ' 

• 
lo serie I (·1) 0* 1 •,. tiene lfalto, por lo que dicha sede e> 

••• 

Ej..,plo Vil. IV 

o) Medlant~ ~~ criterio de Lelbnl• se puede de•~otrar que ¡ 0 >e· 

• 

' ••• 
(·lJ"" !.._. 

•' ' -
•• converi&nte,, ya que: 

' ' ' lJ t•o'!f'TO > ••• 

' ' '. ' ' . " 

bien: ' • • ' ··~ •• (n•l)' 

, .. •• que: •• > • • •• 
' " ... ·- •• 
~) Para lo serie 

• 

' ... 
•• tiene • •• 

' ' > .., • 
' COIIIO: 

li• ' • ·- • 

• Ji• ' ·- •• 

! . 1 • • 

M 

o 

. o 

' > ' ' ' 

~~ 

l· 

do coda tfnolno por su Yalor ob>oluto 

so 



a~,k· 1 •Í•Í•Í'· 
e• div~<¡ente {urh onoomico), 

Se dice por ello que -• ••• 
•• ~na ••rie eÓndi-

<ion~l••nte conn••""'"· 

Por otro poru, tonto lo serie olterudo 

a• 1 1 1 1 1 c-1) -•1·-r·~r-n'··· 
•• ' ""' 

coao lo que oe obtiene reeAplatondo codo t~rmlno por •u valor ab•~ 

luto: 

' " 
.... 

son oories converaentes, por lo que •• dice ~ue 

es uno •er\e oboolut .. ente conver¡ente. 

-
' ••• 

( ·1) 
... 

•• 

Eotao c""ceptoo no s6lo oon opllcabl., o .. rloo olle,..,.o-

<In, sino tWih o .. tiu de o\¡noo cuolesqu\uo, En lo que ol· -1""• cuando babl..oo de lo oerie I •., •• entenderl que •., pUe· .. ' 
de tenor cualqulu olgno, y represonuremos •edhnte I l"nl o 

~ n•l 

lo oerle que oe for.o reomplo<ondo los tfrminos do •• por sus ' ••• 

r •• ,. .... 

" n•l 0 

VIl. l. 

~ . 

Si lo urlo -
' ... 

eo convor¡¡onte, 

S.an s
0

• o 1•a,• ... •a11 

eo conver¡ento, ontonce• lo oerte 

tivo). 

Entnncu' 

5 •Z • . " 
De oqul 

l•,•lo,IJ•C•,•Ia,IJ• ... •I• •1• ll " . 
qu~.' CC80 o0 •l•nl~o. 'ln<N, la •uceo\ón 

Por ntra parte, ca.o 

{ s •z 1 
" " 

pode•o• e•criblr 

y c""o 

s,•zn! Zl•,l•<l•,l• ... •ll•nl• 

' ... -
convergente, la <uc .. 16n (S •Z ) tiene una c~U . " . 

ouper\or (Z [ ... 
ccnoecuencio !o suce>i6n ¡s

0
.:

0
¡ •• oon6tono y acoto·. 

do, por lo qu~ n\ste el !l~>i<« ... ... -,o.deml<, por hip6t .. lo, I ... 
... -... ·-

'• 

-
(S•Z-Z) • • • 

... ·- '· 
uabUn niote, lo que deaueo~ro '"' [ • •• •••••••·••• n ' • • .. , 



' ·-· 

VIl. "· 
co•(nl • o.s• . o.n- n.19 - 0.01 • o.ol • 

"" 
(dond~ n e>tl en radioneo), onalioando )a ~•rle de valore• aboolu· 

' .. ' 
Dado ~uo ico>(nJI ~ 1, Yn<N, u claro que 

1~1 -_,_ 
- n& ' 

YncN "' 
·~· - ' -
' - ' ' -m ·-· .r. ""' " 

•• uno •erie p, con p • 3/l, conver¡e. 

De )a uprul6n (1), por el crJterio de co•poncHin con-

cluho• que -
' ·-' 

a ••rie r ... 
lloHnie16n. 

1 co>(n) 1 •• convugente, y, por el teoreu \'ll. l 
.r. 

coo(n) •• t .. b!én convergente, 
.r. 

Una ••rl• ' .. , 
-Jo serie I 1•0 1 convor~e-

•·> 
Olloh"veoe ~ue, oeg1ln d teo.ou VI 1. l, toda ••Ti• ob>o­

lutaaon~• DOUver¡onte •• coovorgeote. -La ouio ' ·-· co~(n) , del ejeaplo anudor, n aboolu!.• 

"" 

mente convergente, 

Pefinici6n. -Una oerie conver¡ente 

-

-
' ) 
.. , 

" ·-· ' • • 

para Jo cual 

>orlo I .. ' (-lJ""' !. 
" 

r• e>tndiada, r lo ••rle ' ••• 
coao el eotud!ante puede caaprobar. 

-
' .. ' 

60 



Ejnplo VIl. "· 

' .. , oo>(n) o 0.5~. O,H- 0.1S ... 0.01 • 0.0~ .... 
(donde n .,ti en ndianu), anollundo lo oene de Valore> o~>olu-

to.: 

• 

' .. , 
!Ido qu~ lcoo(n)l! 1, l'nt~, «claro ~u< 

1 """"1 ' Yn<~ "' ' "" .r. 
Como 

• 
' ' ' ' ;;m ••• "" .., 

es uno oerle p, con p • J/Z, converge. 

De la e~prod6n (1), por el criterio de coll'poroei6n con-

cluhos que 

' ••• 
• 

lo ••Ti• I .. ' 
Deflnldén. 

1 cooln) 1 eo connrJ<nte, y, por el teon10o \'11. 3 

"'" ce• (n) 

.r. 

• 
Uno Hrlo ¡ •n n Uua o~ocluu,.~nte. convergente •1 

••• 
• 

la •erle I l•nl eonver,~ . 
••• 
Ob•~rven quo, ••JI!n el teoreao VIl. J, todo .. rle obso· 

lutuoente conYer¡onte eo connrJente • 

• 
h urie t 

••• 
coo(n) , do! eje~lo oMerlor, •• obooh•!.• 

""' 

~ente convergente, ol l,ua) que 1• serie 

Definld6n. 
• 

' • " 
pon lo cual 

diverg•• •• 11••• condlclonol•ente <on>ngente. 

• 

' .. ' (·1) 0 " 1 t ya Utudiodo, y 

como el eotudlonte puedo <o•probor. 

lo >eTie 
• 

' .. , 

• 

' .. ' 
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' ' 

Vil. ' SUIES DE POTENCJ.O.S,, 

Ex! o ten oerieo cuyo• t~nolnoo no oecooar!o~~nte son con•· 

taDteo¡ por eje•plo, lo oorle 

' ·-· •" ii*T • .­••• 
~ue llaaare•o• oerie de potonct•• de o. 

'" 
Eo claro que poU codo nlor de o, lo onle (1) u uno o!_ 

rle do tlnoinoo conotont ... 

" .. ' ,. .. tiene u oerle convergenu: 

IÍJ " 
' - ' • ' - ' - ' -

""" -= ' rr " 
Si • --' . .. tlono u oerh dlvHgento: 

- ~ ' " ' ' - ' -' 
. • • ... 

""" " 
N6teoo que heooo t~odo o'• 1 o6n cuondo x puedo voler 

• 
coro, por conven\oncla pou lo notocl6n. h cloro que p,oco •·O 
se tiene un serie con~••c~••· 

Cooo vn.oo, no pOro todoo loo vdoreo de o oe obtienen-

" Eo:loportante ontonceo oobor pora que vale 

• res do o h sedo (1) «>nnra•· 
-~-~ 

Yo que puo cieTioo >'Olono do • .e ol,.lueo snln ol· 

ternod .. , onolice•o• la oOT!o de nloru oboolu<oo: 

' . ~ .. "' 
Jt< para todo volor de xiO tol que 

-

• 
0n•l l 

"" 
.., . ' ·- ,• 1 ' • =-

' ••• 
' 

decl<: ... 1•1 1""' 1 < ' ·- "' o blon: 

1•1 ... tt•1 1 < ' 
,,. ••• • ~~ d~ude .. "' ~ = 

Como )in n + 1 j ... ••• 
¡¡;-; - "' - ' . la Hrl~ "' ~onvor110 ••• ·-

1•1 < 1 

[n ~on•ecuonclo, del teore•'" VIl. 

¡ 
' ' l,l h uTle (1) •• CO!!. 

ver¡ente (oboolu<&Monte conver¡ente) poro volot•• de • tolo• que: 

1•1 < ' 
o blu: 

Pan l•l • 1, el cTltuio de d'Ale,.bert no eo oplicable, 

pues: 

-,1_·,:;:,:+1 ... 
- 1 ...,.¡ 

1 debeaot onalizar por oep•r•do loo caooo cuando a•l J ••·1 • 

Pon a 1 oe tlue )& oede dlver¡oDte 

-
' ••• 

-
' ... 

' ' ' < •-r'"!'T 

' . ' 
qu~ e• conv<TI<nte (condicionalmente conver¡ente}. 



Finat.ento, puede <leiiO .. nne que p~u ulores "" I ... 

lu que 1~1 > 1, la uTie (1) es dl.-er1eate. 

-En roouaen, la urie t 
••• 

paro valore• <le ~ en el intervalo: 

-' • 
-1 ~ •• 

ll .. do hunalo do coovor¡encia. 

Definlcl6n. 

Uno· >erio do lo forma 

-
' ... •• •• 

•• ii>T u convn11onte linicO&onto 

recibe el nosbre de serie de poteaclos de ~­

Una .. do de la foT1>a 

-
' ... • •l •... 

~6te>e que \& >OUe de potonc\oo de • u un cuo portie~ 

lar do la ser le do po'tenclu de (~·•). 

-
' ••• • (•·•>"··· 

" 

Ob•erve quo uta 61 ti .. · · 

A cdo u do de potendoo corre>ponde un intervalo, llo· 

•ado Intervalo de connraencb, tal que la soríe convor¡e obsoluU· 

aeau para toda x n el Interior de dicho !J,ternlo, r dinr¡e para 

toU • fut~n de U. El punto •odio del taur .. lo u a. 

eor..a Vil. 4 (l) -SI la urie de potonct.. t "n (x•a) 11 conwerre para . 
••• 

al oeaos una xóa y dlvor¡e para al oenos otro valor do x, entonces 

IÍ>h ut1 aOloero red positivo r (Uu.odo ndio de coavergencla) . 

tal quo h urie u absolutuenu conver¡ente para todo ~ en ~1 In 

tenalo 1x·al < r, y diYor¡ento pua toda I fuera do ll flx·ol>r). 

So¡6n loo uorean VI!. l y VI!. 4, y por ol criterio do 

d'Aiubort, 1a serie 

' • •• 
•• ob>olutaaente convor¡onte oi ... - a~:11< 1 
y es dlvortente si 

• 1•·•1·!!! la~:,l· 
Para loo puntoa en la frontera del intervalo de conver~o~ 

do, el criterio de d' ~le•bort no u oplicoblc, por lo que oe hrl 

punto o. 

En e•••• e~tro~os, el !ntorvalo de conv~r¡eneio puedo ro· 

duciroe a un sdlo punto ~-a, on cuyo coto dire•os quo el radio do 

coa•ort•nclo es cero: o blan puedo abarcar todo el ojo roal 1 dtr•· 

"' ~a do•ootraciOa do eoto teoro•o •• omito por estar fuora dol ol 
canee do este curso. El estudiante Interesado puode conOultar -
uno deoootractOn an la referencia 1 pi¡. i16. 



••• 
{~·~ln 

s"(n•l)' 

Se tiene que 

1• ·S 1 

••plica que 

\o·S\ {~) < 1 

o O!.n 

. ' • ~-5. {x·!)
1 • 

1 2 ~ 1 

< 

~or lo qu• r·~ •• el ud!o do convu~encio, 1 lo oerlo converJO o2_ 

oolut .. ><nte poro todo volor de • en el intenolo: . 
·l<>·S<l 

l < • < 8. 

Analicemos lo •erio en loo extremoo del tntervolo. 

x•l •• tiene lo oerie 

- _,.,. ' . 
(n•1)

1 ' ••• 
que eo convergen<< (serie p, con p•l). 

hu x•Z oe tlne t. nrie 

-
' 
- ' ---

••• ••• 
quo eo obooluto~ente convergente {ver serie anterior), 

-
En'"'""""· h oede l 

o•O 
{•-1) 0 

l
0

(n•1)' 

' . n. 

rora 

Oboorvo que en este coso lo conver¡emcia de lo oerle on 

loo punuo enn•o• del lnurulo u obooluU. 

b) lo oigulente on\o convu¡e ~nluunte pua el •·olor o•-l: 

-I n~ {o•3) 0 

••• 

... ·- 1 '"""1· n! 

y por el crltetlo de d'Ale~bcrt lo •erie diver¡e. 

<) •• 1 eT le - •" < • 
' . ' • • • • " • < • " rr ... 

••• 
converge poro todo valor de x, yo quc 

- . . . . 
Conviene undonor ~oo, o! 

-
' ••• 

••• 

•• uno >erio de potenclos con Intervalo do conver¡enclo lx·ol<r, 

entoncu: 

o) Lo >erie puede derlvu•• th><ino o t~uino on dicho lntHVolo, 

-
' ••• 

<lene el oi>oo Intervalo de con•<r-enclo. 

b) Lo •«io puede tnte-uue tfnolM o t~noino n dicho intervalo, 



-
' ·-· •• = (x·•l ••• 

üen~ el &I..,o htervo!C do convn¡endo. 

VIl • ' DESARROlLO DE FIINCIONES EN SUIE Dt POTLNCIAS .. 

Por e}e01plo, paro h funciOn 

f{a)• ,-k 
pTolon¡ondo lndeflnida.ente lo divlol6n 

,;.-·~,·~·~·~· 
1 ·X \ 

·1 o X 

• 
-x • x' 

•• 
- •'. >. ' 

f(x} • ' = . ' .. . ... •'······". 
Ob•h-•o.e quo poU o•l b upre016n ontodor <onduco o un 

r••ultodo ob>urdo: 

~-1•l•9•ll• ... 

YOT~encio, podemos oproxl .. T lo func!On tomondo un n~m<To finito. 

de t~uino• oin comete• un <TTOT "•raclo~le", 

PoT ejemplo, IOOtondo loo cuot<o p<>moro• thminoo 

f [X) ' . ' = 
¡aro los v~lor•• oe • • •• 

O • X o 

' l• o, " 

• • 
th-no: 

.. 

Se 



' ,. ... • • • "' 
.. 

' ' 1 • t7S 

' ' l.lH. 1.nB 

' ' • 
E<l au~~ ... ocu!onu •~ t1ene uno funei6n cuya ••prul6n 

<O dificil de mon~Jor y puede resultar conveniente ouotltulrlo por 

un pol1no~lo •n x de ¡udo n, lo cual •• puede lo•n• o! lo fun· 

ci6n oe de>onollo en uno so<lo de potencl .. y oe to"'an loo thmi­

noo n<ee,.Tioo pua obtonH la opro>iu.ci6n deoudo. 

Suh de To<"lor, 

f(o)•o 0 •o 1 (o•o)•o, (>-o) '·•,(•·•!'•.,, '" Pan ottenor loo coHidenteo o
0 

poduos proceder en lo 

>l¡uiente formo: 

Hociendo <n (1) o•o, se obtiene 

f(o)•o, 

que<> el primer coeficiente. Para obtener los reotanteo, tomeooo 

¡., derh·ada. <u«Oivo• ~e (1) en el ate<..alo de conVeTI<nci& de 

lo oerie: 

f" (o) •h,•l·lo,(o·o)•l·••,(• o)'•.,, 

f'''(o) •l•lo,•Z·l·••,(•·•)• .•• 

!IV (•) •Z•l•<&,•, •' 

•n • ... 
lla<J<nolo en eHoo eopreoione• x•a, obtencmoo: ( 

~' u. 

o,· f' {a) 

O o• r;¡oJ 

\ \ o •• g& 
', 

o, • ~ 

o, 

Llevando ootos r••ult~~o• a (1), se obtiene la e~prc•lón: 

f(x)•f(o) •f' (o) (x-a) •f"(o) {Xi!l' •f"' {a) 
j' . . . ' ' . ' 

~ono~ido coao f6noulo de Toylor. 

Todo fu~c16n que am..uo Mrlndu do cuolq~IH orden en ..., 

intorva)o abierto (X 4 , x
1

) puede >er exprnodo n~Qn •••• fónoulo P!. 

n toda x en d!cbo lntendo. 

[¡e~~lo Vil. 1~. 

Pau duonollu en serie do Toylot la 

potencio• de {x·l), colculemo,: 

' (o) " ' "' ,, (o) • ' o 
,, 

'" ,. (.) ' o' 
,. "' 

f'"' (o) L f'"' '" •• 
f 1 \" 'o) 

,, , .. 
•' '" 

¡(n)(•l ( - 1 J n ' ' .l.!!..:.1.ll. 
•" 

1 ¡n)(1) 

función 
' 

• 
1 

"' 
. , 

"' 

f{x)•Lx co 

• (·1)"''(n·1)~ 



C0110 u Udl verificar, •••• oerie eo oboolutnute 

vu~enu en el intervalo 

1><-11<1 

••• 

para uno de lo• extremo> (x•Z); en 

coooecuencla, lo upreoi6o (1) no es viUdo pu• x hero de ute ¡!!. 

tervolo 

Se oco>tumbro decir ~u• (1) eo un deoorrollo eo oerie do 

Toylor de lo funcl6o tx en un entorno de x-1. 

Es poolble oproxiaor el lo¡oritao ooturol de un n~ero x, 

dentro del lnter..-alo de" conver¡encio, 01edionte el polln,.io de ter­

cer ¡ndo: 

0<1~2. 

Cal=lemo•, por eje10plo, el lo~uiuoo de 1.5; 

L1.5: (1.5- 1). (1.5-1)'. ll'"·\'c'Cl~' 2 S • o.n66 

Eo cloro que tomando al> tl~ino• de 1• ••rle se obtiene 

uno m<jor opro><laoci6n. 

lca&ndo dnco tf...,lno>: 

-IYL .!!ylL • 
-~- O<>sZ. 

t 1.s • o.oon 

·--·-·-

Si en la onle do toylor "-<"""' o•C, obteoemoo: . . ( . 
(o)•f (O)• f' (O) X •f" (O) Í:'f'" (ti) h• ... •f n) (O Ji:- ... 

hprool6n que no• permite deoarrollor lo fun<.l6n en uno 1!. 

ria de poteno;:u do x. 

do ModouTI~. 

E•to serie •• conoce coo el no&bro do oo~l• 

EJemplo VII. 1,. 

cuinO<: 

' (<) •• ,. ,., • •' ,. ,,, •• 

f{ol (•J ,• 
por lo ~ur: 

" ... : 
•• - 1 ••• 

•• 

-
' o•O 

• 

' o•O 

•• ., 

•• 
" 

•• ,. • • J"!" • • • • • 

' '" • , . 
'" • 

r• (0) • 

f(nl¡c¡ • 

•• 
ñ:' 

'" 

' 

con••t~e paro todo valor de •• por lo ~uo lo e•preol~n {1) •• vlli 

do V 1 1 R. 

Eo fo.-a onllo¡o, pueden obtener•• loo deoorrol\os en oe 

rle de Maolourio de IU funclo~n oen• r coo.: ' 



' ' •' ~+ • ' (-1) 0 '' ••• ,. rr " 
.. .. • 

' ,. ' '+ • ' (·IJ"'' '" ,. " " 
..... 

·~· 
.. flcll c-prooar, ... •-rlu 

• (·1)"'' 
,ln•l 

' (in•l)! ••• 
' •'" • (·1)"'' 

' rr.l' ••• 
oon , .. blfn ~onver¡enlet poro todo valor de •· 

Ejemplo VIl, 

JI «nx d ' -,- ' 
' 

"· 

x ln•l 
(2n•1)! • ... 

·'" rr.l' • 

E5tO> proble•o•, que no tienen uno ooluci6n ln~edloto, pu~ 

don reoolveroe ••ploondo el deoorrollo on oerle de potencio• de lo 

funcl6n oeru<: 

oenx • o- •' ,-• 
En efe<to, oo¡lln J. upreol6n on<erlor 

do oqul que: 

•' .. · ...... -
!!" V. 1!" !T! 

~- 1 
' 

"' 

s: •• 
' 

tcrUMO loo prt .. roo cuouo te,..inoo de lo urle (1): 

do oqul que 

s: 
' 

o oca: 

s: 
' 

s: 
' 

••~• do: J: (1· 

' 

•' ·,-

•' rr' 

' ' mrr. 

•• ,• 
rr ' ' ) " 

•' mrr ]: 
' 

!.!.!!!. •• "' O,OSSH • 0.00167 • 0.00003) 

' 
'' ' 

- o,oo69• • o.oooos- o,ooooo02J 

fholaenu: 

s' !!.!:!! ,, . 0,45297 

' ' 
' 

83 

La .. yorb do loo concoptoo tntodoo rn e>te capitulo, 

puodn 1•neuHtuoe paro ol c&>o de urin con tf,...lno< •-pleJoo. 

Por ojnoplo, al inicio do lo .. cc\6n VIl. 4 Ylaoo que lo •ule 

-
' ••• 

•' ..,. •' • . ' .. 



.. nudo ~n el phno de ~r-ond por lo re¡i6n: 

iJOO¡inorlc 

. ' 

que rodb~ ~~ nombre de circulo de conv<rg~nc!a. 

' ••• 

IX·&I < r 

., . real 

El udio de <o[!. 

estl representado en el plano c~plejo por un circulo de radio r 

coo contro en x•o, 

e>pre<iOn: 

•• l o X • •' " . •' . rr 

.e¡.' • u • ~ • ~ • ~ • ~ • ~ • ... 

• bin: ... •• •• . ' • • •· " ' rr 
, . 

' 
•• • • 

'" • 
" 

• 
"' " 

• ... otro porte, .. ••• funcione• ,. deunol lodos: 

cooe . ' •• • ¡.; ¡; • . .. " "' 
' •• • • •• .. ne • • . rr • 

"' 
,.,. • 

••• .. qu~: 
' • .. ' •' • ' 

•• . ' 
, . 

• ••• • . rr "' " "' 
Por los propiedades d• la$ l<r!eo convorsenteo, de 1 .. • 

e>preüon., (1) (l) y (3) u concluye que: 

·1 

• 
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'(· '{(11 •• 

P ... h(o-"' ~.,._,,l,.r ~-.. \,,\., .,,\.~.,., J, -=-oo 

~~. J.¡ ••• "";•'•• .,_. •~ r• .. •~· 1 ..... -·h-;d ;.__.. ..... ~ ... .,,.,.-~,_, 
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.Ir -\""-\_.a¡ ,...,.-\o~O:lo.a-<, 
T-1~ L., ... _.e-• .,¡,¡....,,....J<> f"' ,..., .... \ .J~, .... l. 
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..1..-. y;oo.l,t., T. r(•.•\ Ío.L.o 6, ...,_,_., Ao ,,-\,\•?• ~ 
,.,.. ..... ·~· ,...,\~-:,.•• .lo ID> do> ... ;'\_;,...-\., ...,_\.,e>; í=.c"e_ 
'="""'·u . .¡. •• ,....,.,\..,.,~ "1>~--··a~, '~'>~·'¡'·• ~ ~•-;o\•-••-'.• 
t.<u;><o<>•.~> 'l>",J,.,<~<oal" 'f>~<<o~l.,. IJ. •• ~.l:o ~0. ..lo\ollolo • 
.. ~ ~ _,._.,, .... ?"~-~~ ... .: .... o!. o:.rol~l.. '". 
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