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LIHITES ¥ COMT INMUIDAD .

CONCEPTOS BASICOS: DESIGUALDALES, WALOR AESOLUTE, [KTCAMES,

DEF INICION DE LamgTE Ew UN PUMTO DF UNA FLWCION KEAL DE YANIA-
SLE REAL. INTERPRLTAL 1O RECMETNILA,

LIMITE DE LA FUNCION COMETRHTE ¥ LA FUNCION (OINTIDAD .
TEOREMAS 30BRL LyniTES,
LimETES LATERALES,

CONTIMIDAD DE UNS FUHT ION [H U PUNTD. BISCENTIMJIDAD REM{N b--
BLE. TECKFHAS SOBRE FuML | ONET COHTINUAS,

CONTINGTOAD O Usa Fni ION EN UM | NTERVALD.
LIRITES C AFLICACIOW Ew EL CALCULO DIFER(WCIAL E INT[ERAL.

INCREMINTOS . CONCLRTD GE CONTINJIDAD PO MEOG B IMCKEMEWTOS ¥
EMVALFHE 1A CON LA DEFINICEON DLL INEISO N1, K,

Ir.1. COMITFTOS BASICOS. DESICUALDADES, VALOR ARSCIUTO ¥ IwTOMMOS, -~

DES MGUALDADES .
Fropladades Fundmwenisley .

1) [1 wontido da vra desigealdad no se slctara, sh 10 wome O 5 re3ts

& mmbos mlambros I misma coantided. 50 a2 b, entonces 4 g ¥ b P

E -Eln 1.-

2} EN rentido de wrh desiguslided no 5o sliters, 51 ambor mimmbros 39 -~

1> D23 xR 23

mltfplfcan o 52 dividen wnife la mlams canilded posftiva. 51 8 > b ¥y ¢ vo

> L)
antonceds 42 > B Y :_,T .

12 #6; 120 2)>xE(2) —= 1h>12

Elepla 1.~

R e

1] € tenpido de-una desiguslidad sy invierte 8l ambay wlambros se mob-

tiglicen ¢ sa dividen por ta misme Cantldmt regatlva. 3i 2 * 5 ¥ < = 0; en

- ]
LoncEs s f by ‘_":
Elempin 3.- 8512 B {-2)c2f-7}—=> -t1hs -b
R

b} 81 e suman miembro & miembre dos des lgualdades del mlamg sentide, -
la sy prigirarf yne desigueidad del misrs yentldo. Sl 4> & y © > d; en-

toimey a3 + € r b+ d

Ejﬂll~-‘ Ths b y 1% 3 —=—s1. 4+ 33f+ 3 -+« 1}, ¢
£} Si de tres cantldudey. |a prirerd o5 mayor gus fa segundd y s dar-
qurda mayor que ta tercard, entoncEl by criTrd o8 Bayor gud la Lerceras, 51

A*h y bFe ; enronEr ¥ L.

Ejemplo §.- Tho = b ¢ B 31 e Y g

&1 $1 dos desiyusldades wniry pome-is potliives, tienen ¢l mivmy tanel
#, tx porden syl tiplicar miesbro o algess s » I produt oo darkn cowa retel



tads yna deslguelosd an &) migmo santlda, Se w, b, ¢, 4, ¥on todos poaltives;
TR x B, & 3 0, ENLOACAE BC > bd.

Ejlomplo 6.~ SI b > % y § % J wuns—s D26

7} 51 wen una desiqualged se suntlitvyen smbos mionbrop, por sus reclpro

1 1
405, la dutigusldad cambla o sentldo. AT 3l & > b 3¢ Cendrd que - 5

Uemplo .- §§ 15 » §— 7 <

YALOR ABRSOLUTD ¥ DS IGUALDADES.

Dalinicidn.
5 m an un nOmere positive cuslqulers, wu valor abselurs serda"y 1l a
eb negatlve ancences sard 8™ aal wimbdl [cements wa Feprasants 1o anterfor=

de la margra slguienta:
|l - 1 o2 *0, |~a] = ¥l s @

El walpr absoluts O& Lerg ps CAFD ELLO E5° |ﬂi =-f '

Ljeple .- | 3 f= 3 ;17 -5-fz]l=2:[3-B8l=]-5 =5

ol i dr wcusc lones domde Inleryienen ralores abioluton.

Cusrdo wn una lguslded Intervienan  walorss shinlutor de waprasiongs-
on tirmingt da una variabla: la Tousidad 3o comglir | pars doy valores oo la-
varigble, wiro 4 deba al comepto #a valor abrclurg.

Ejemgl .= |32 = & |- I& - 2!1 be atunrdo 8 1o deflnicifn gxlstan
dot poslhllldadas:

s ~h=d - In
Ju - h w =% * §a

I 1
—_— ]

Al de [A)s Ex w10 aw x =1
y de [B): L

Mg i 20 Yugar de teper yre var sl [lame urd desliguslidss, £=Lon

vas &l resniver Y2 exprev|fn prra Ercoer=ingr los walOFEE X gue la satisTecun

24 harie como 1o meastrd o al slguierta ojuomplc.
Eforplo 10,  Determina los valorer de A que cumplen con:
| 2 -2 15E Y]
S mscribe [A) comd = 6 € 43 - 2 & §; sumando I 4 cada Miembro - - -

- hghx € 8, por o tantC 10 valores de 5 Gue seblafacen (A}, o0 105 gue -
van de - 1 5 ¥, leclugive.

ENTEMNGS .

T [loms entorng ¢ viet lntsd de un purto ™ o " wn B gt intervelo skefer-
wis-4 ,esd)eslata-te xsos &1 endomie & 45 1a senliun
plited o radla dal Intervelo. Ver figurs 1-

&
ey,
T ot :
—_— —
)
MG

Tal entorno dct punts & y Fadic & tuele LamblEn [ndicarse oomo:
|n-al =& .ubiuu'-ﬂf [a, 8],

T [lama " gnpcrno teducldo ™ sqgwE] en el gvn e eaclopr of &l -

punta " & ', wila B4 rEprEventE como:

r'(i.d-l-[xh'ﬂ-t mxa+tE ,Amn), esdeir:
Peja-u} cd

1.3, GEFINICIGW BE LIMITE EN UN PUNTD GE WUNA FUMCiOn RLAL DE VARLADLL
MEal. IMTERPRETACION GECMITRICA,

LIAITE B Lst - = Sl

Slendu ahora el ob] et e estudle ol concepto e Vimite an un punto, =



de uns furdifin resl e varfable real, es convenienta anallzar preyismente, &1
concepte de [Tmive de une werfabla, andlials que 32 reallgars 2 contlnuacidn.
Antes de dar una daflnlcidn cons(derénta lod lguiegnten «emplcs,
Flwmpto 11.- Ses x 1o wvarlable cuyo compo de warlobilidad an la soce-
3idw, .
1 . 1 1 1
11“—2 . 2 T.I'T,....l*?—,-.'

$f 2 va tosando valorey cala wez mbn T avaniedet * ey guldants qua Sue-
vElor 34 va MoefCanto & 2; e dlce antencas que a, Tiende a I, 1o cwal ae 5

cribe o+ 7, o bilen gue el 1Tmize de 3 v dor escribléndone asto, Ifmy = 2

$i k= I engonces da diferencia o - } rlemde a curs. Esto puade expre-
surpw Imdicardo qut 3iempre ar puede Taner g = 1 € 8, donde 6 Bn un edee-

ro pot | Live tan peguefio cano se quiers.

1 5= 0.1 pavta con tomar »;

) .
-.-1*—‘-14“1— on le coal e cumpler
H

LRCE SRR | . T+ %-Q-ﬁ-iﬂ.l‘

1 1 1
$hose hace &= 0.07 - —x, tempado s = 2w oy e 1 ¢ o ae Liere

A-1-1+"i-['2-3-1—t—;—n-5 ate.

Cbvarvess qua b no llegard al walor 2, ain smbargo, tu valpr puwdc a3~

Lar Lah fercans o 1 comg 1e depas.

Ljempic 2.~ Ses wn circuls FElo cuys ares contante es=a{ Flgura ¥ ]
Corsldbrere fncrito on al circule un poliyond rectanqular curp maserp de la-
dod a4 dumentd; obwlements xl Srea v oel pallgone e wariable » 5l cam=-
boar dm valor, »itd Mt Scerch al mimercs sln Plegar o ter v = & ¢y faclre -

¥ + g o bBugr. Vo p - m.

Farp suprgrar 10 condicida on que g Wlie g3ty hatho 42 pusds #acribir
v mu = Boblen | v - n ] x4, tiendo & un mamere pes lrive tan prgueho co-

s Lr guiEFa.

Ey necesario tomar &l vablor absoluto de Ja diferencis ¥ - 2 cusrdo 1e-
compars Eyta con ml welor de § porgue en gl presente cave 314 ticne Liempra -
que v - @ <. 5 ro sk romarg walor gbaclutd, no temdeia ningin cbjeta ta -
coogars; lim de un miwro negaglvg v - & con Cnalguier ndmero poaitive & ya =
que |o que reslimnie Interess a1 e cowparacifn entre la magnltod da anpag -
dos cank [dades,

En geraral tomando | » - & |en conlauler cose, sl Iy =~ af < & phra to-
da 4 * 8 [ por peduedn que e5te ves ), v Canark:

v*a AHbien Illaw =y

NGy

Dalinde |G,

" ia dlee g T varighle 2 tiende n la comitente 3, © blen, qua al -
Limita #a & v 2 . of pars todo nosre & > 8 [ pOF Geaaelo que ses shie ] -
thempre 1k verffice qgue | = - &'

& conlingac [4n sw prewentsrd ol contapts de Limite on un pynco de ung-
funcién real de variable real, Arted o axponer Lo dafinlcldn Formal ss har§
una introduce 150 del ¢coneepto pads lograr wa sejor entemilalento.

NOC IEW BE LIRITE BE LiNA Fow™ "u AFAL OF YARIABLE AEAL.

Comsldiresns o funcidn cota or:

ref{m})== :-’*l =~ h, yeomErtrese la atermc l8m an

urm weclndag de! valeor g = ),

L



[ 3] Mu.':lrlu cors Iderar 1o funclin mo soto cophd x = 3, 3lng tambifn
Cusndg A bomy valewas &n dfvarsos entcrmss dul puntop = = 3.

- /'“

LL
kayg
K] ¥

Fary ello 'lup-:;ngal! ot b drlaccions  al entorno [ 3,1} 28 detlr,
1em 2%, La grifice de 1a Torc|8n an wale EntOrno suedCTE oy para x = ¥ «
e tlarne £ [ 2= b ypara s =%, F[h )= -4& [Flgurs 1].

En ctrns pelabers, T4 grdflea de |y funclbn 34 arcuencrs of | recten-
gulo Jimicedn por lay roctas x = 2, s * b, y= &, y= = b El pri=im; paro +

a3 selecciommr un anporno de A = 3 con sanor amal [T, por ajemplo; -

#{3.0.5]) ex aecir, 2.5 ¢ x « 1.5. Connlberse la préfica en arte antorna.

{ Flgurs & ).

T4
o
1. s
, 7
L
/{
2 -
%
1 /
“ .
B 7 b a '
' —e *-os
LT L
.
[ L

La grifica »e sncoantra whors en el ractingule Jimlado por Tas rectas

= F5 . m= %%, y 05, y= ). 5. fontinuando de wita martra, tomesLe un-

antarno agn manor, see avte $ 03, B0 ) 8 202,29 ¢ 2 % 3.1, 14 gréfica gu-

ahiyuentra ahora en ¢l rectiogulo formede por las rectay o = 2.9, o = 1.1, ==
you LMy o= L SH; zoey mussiré wsnlificadmrence . 1y flgura 5.

-

m]

T ib

Mg 3



E) punte primcipal & recalcar es 12 altury du satos rectlngulos. A wy-
glds qur #1 ancho da Tos recLbagulos dismlouye, Ia ¢lturs comblin e reducs.

51 %2 continue tomands shore el sentormo ¢ 0 3, 001 ) & waa 2.99 « « ¢ 301,

«| racclngule ¢orraspondiante que contlune o 'a griTica #u Y2 Funcifin-
esterfa Halcado por 1ot rectas = 2,89, 2= 301, v = 1.95%%, 0s 1n anta
rlgr se deduce gue o medids qua Tas rectdd & = cte, a® aceccen ol valor --
=%, lit recowy ¥ = cte, ya 2curcan al valor ¥=1. Ex porlbla que pusda-
pregunkdric cudl «4 2] objaro 4n tods enta :nq!l:.-r,llh e oclrewnatnne lar -
que, por Latituclde dircts o0 18 scustifn 1e obllene que y = 2, tuando =-
= 3. Bhidrvese pin wmbargn, que en tods Ja discuplén oo se be utl]lzado -
aste hacho, miy aln, sr by svitedo tods consldergeién du To qua sucady cusn
doa =Y

sl Interess solamants a1 comportamlentc da ™ ¥ " cusndo x esth en a1

gin intervale alredsdor det wvalor 3.

e casf todas laa funcionas estpdisde) hastn ahora, iz et ingus antre
vl covmportamiento da Ta funcids en un punto, por ojmeplo #n 0 = &, ¥ fu com-

portemlenio en vrg BuCesidn da entornos, cada var wip pequefos, de =1¢ punte.

Lin smbargs, ocurrs um casbio torprandenty cuands ae tstodian func Tones tu=
¥O O Lamiento no puede determinerie por wntitw ldn direeia. Por gfem--
ple la fune (Sn.

agh m
'-f[‘]-_...._

Evik definide para toxto valor da m sacepio x = 0, la :lu:.tliur_i&n dirsg
ta en x * O daria:

- " I
r=Fig])~- o

le cual carecs totslmanie dy sant 00, Mo chitante, sa verd sy adelsnte, gue
ssrudipnde una et lén de [ntervalos en lormo & x = 0, que ee hagan mis y -
mfs pequiticy, se obierws qua s 41tura de 1oy rectingelon our conglanen 1 -
furc ifn 10 hace 1amblén mis y mb) paqeefs ¢ 32 acumwmla £5 t0=nc » LR walgr -
Perticular d# y. [noningl- scoetto sw dloe gD Bcerca G 3 - aribo x 3 or:

w6lp ae #itudia #| valor de y tusnds xae haca ME1 ¥y mit CEFCARD & curo,

Yalviando a) «jamplc dr la foncibn f { x ) --h’ * Bx -~ b so ve que --

—cumndo ¥ s apremima ot wvalor 3, f £ x } to epromima o ticndw al wlor 2. -

52 dlce entonces que por To tamte " F { a2 ) tlende & 2 cuandd x Clends a 1 ™
¥ ¢ abravis mats proposicifs sal; -

e Fia)=1
L, |

57 wna Funclfn astd definfde pars whlores do = on tortd & vh mmero 1
Je s " yral o tandar ma ", los valores de T [ x ] 3¢ hacan mis y mis

Carcancy & un nemero sspecifica L, #5lo wEki

Merfilx)l=0 I 1 |

P |
Lo cus? ox Jan " a] imite da f 0 x ) cuando . plonde 3 ™ & ™ an LY.

Goomatr lcaments a3to slgafflce que la Buwslén o reactfrgulos qua ro--
Aah 3 " Moy gue Liaman ancherss abs 7 i peimacfat, tienen Taekifa alturet
que e hacan Ceds vai emnores ¥ by aceulan an torno &l punes (n, L}

Todes la3 proposiciones anter |ores qua contiensn sxprasfoner coma “mils
carcanc', “wmis pedueAdt, stc. son bastenie lepreclsis v solo pratrnden dar o

mp ldes imtulblvae de 1o que oCurra.
tonsldirese pbars 1a siguwae Funt Fdnt

r-ltl]-———-—“__“

pus estd Elgm decurminady pien odo walor da e, Bxcepta x * 2, punslo gue-
2]
para x = } ta woarelewcldn dirgcis da: ¥ = -

La gréfice de I Funclfn, § flgura £ )}, ot sy sleple:

Sia* 2, entomet |n - 2] @ x =2y ta funcldn tome o] valor « 0.5; ¢
i m< 2, antonces (W= H = - [k -2 ), ¥ 1a Puncifn vele - 0.5. 34 qulera
phors ertedine o] comportamianto S |8 Tune lbn cuando o Llemdr 8 3. Scleccic
rardo un pnteenopsrs 5oz por ejempior P [ 2. 0.6 ) o zaat 5.A € n f 2E, e
ve que la funcion estd contenida #n el rectingulo limicede por las rectas --
sy h, x=26, y=05, r=-045, {Flgws 3.).

(411



'Y

ud %]

Tr=4l

< T
j

[ .

—
. ¥

¢

En realldad independlwntaments 08 culin ango$to ve hoge vl eagorng de ==
== 3, 13 alturs del reciinguio sarf siwmpre uno; erta e1, no hay 1imiix cuan

dom tflende n 1 vy 3a dige:

- T .
1 ——— g eainke.
- NN Ii

it estod(erdn & cont Inuac)bn diversos )omelon 42 Funciores, con ol ok
jeto de determicar 1o que fucede en e vecindad da un valor particular de a,
tusndd 1a furc 80 po queds definlde sediante Io suatliocidn divecrs de atr -
wvalor.

1:2 - =

Bleplo 13- La Furcibn F I x ) = _+"'
estd definida pars podo valor de x, edfafrg » = - 1, pueSto Gue en a = - |,
tento i rumersdor comy vl denomlnedor 4x grulan LEalate lim # [ o § T

= =1

Fars rener upa ldes de 1o que svteds, ie elabora uia rabla de wa lowrmy,

",

I
|

¥ trazendo  ansegulés a graflom e chrient uns |fras rects com un aguje--
fo"enal punta § + 1, =573, [ figura B ),

; o f{n}
7 Ll
- 1 -7 .l.]
— . ]
-1 &/ . s
L
aQ 1'] -__;,_;_3...11" ] i-‘ L ;
1 | I
b4 1 sl
ik
g ¥

Cem yna dlscutlBn geambtrlcs sobre o3 ractingulos como ta Recha gon
la funcin f [ & ) = - ‘hz + B m = &, 3 govcluye pars e3le cats guet

Lhmf {x)]==-5%
e =1

$in pubdrgo, st RecEcaric 2l4poner die um mitodo sl $latesbilcn, gin =
recesidad de recurrir » representacfones grifilcas y conslderaciones Intultf=-

LTS
Por a]emplo 3o pusde facgorizer ol rassgrador v la Func ifn ke dbkcribe =
ot
f3v-11{ns11
Flalm= 1 m—
Mrore 3l & = = 1, s¢ pumds sleplificar y entoncen:

Fi)]wz2e=-3. slm=k-1



Eals fumeibn tlersle 3 - S fuande » Figmie & - | pOrgue abors A pueds-
hacer la sustftucibn direca. Por tanto se conc luye que:

Al sultiplicendo numerador ¥ denomlradar por 5 * o + t, repuvlitas

Fix}- Lm-1}{m-]]_ X+ 1
Lim f o) m-3 (av 1) 050 -1 (x e 1AW v 1)
=+ =1 L

Dbyérvese que an nIngdn Mombhto £ subsbtituye wl velor o = = | gn 13 = Simpl Iffcanda queda:

wprasféa orlginel. . Pia)= -  bars b -l a1
Elemplo Th.— Erontrar o} 1inlte gq 1s func ifn: e + 1
1 - 1 1
N - Por lo tases Ifm F { a ] » 1in = L
Fim)]w - L B omk b g > g x o+ -1 a +=1 fMeae | 1414 )
P -21)

Cwdmla m Elande o &, Ejwmplo 16 - Encantrar:

Observess Gue no ta pusde dplicar 1a sustltucidn directs, pussco gque -

fld+h)-71a} _
f {4 )a + v 1o cval carecn de 3antlde, Pudlers procederss en fore gri- I1|.F:-ﬂ- h v R P donde f La ). {e+1 ]I
Fica al Iogmal gue en ot glempls 1}; 3in pmbarge, 3 poslble hacar wia Erani- T (&) -f(h) B
formacifn sigebrdfcs. In efectn, ol raclonallzamos | dpromirador, meltipl = s avitlrucidn directs de b = O, da ) " TE

cendo Ta fraceldn por ¥ =+ 2 | PFR A d e tipne T
50n wibargs, f{ii-"ﬁ—

x -k a2 fr - %30 A2 i . .
30 AT- 1) LS Ll Fli+h)a= 1 — - ! .
{hesh+] t5+h |

¥ vimpliflcanda, st tiwma:

= For Lance: 1 3
Flade=F"— slam tlaen)-¢tad _ {S5en)® 26 25 -igan}?
. h o I H L5 et
El ITmlca de asta axpresidn puede wncontrarse por wwst btuc (8 drects
d4 x = &, - - -tinh-h!.'p o =niwenl _'l.'ln-h,’!_:
- = v 2 - L L] - Fi ] N
:I::tn]:ini 3 ¥ 5 :51_-.:5-h} %h [ §+n) 515+ h)
Elemplic 15.- Emcontrar ol H-Ilrc de Ta Tuneidm AT,
¥T - - . h - -
Filmbe :; I.!-F-'l.ai-! Lfnf"lll‘hl f{.}']r”-'&ﬁ__lf' I: = -
B h +p heZ 26 [ 5 eh) H 135
cuando n tlgnde 8 = 1, Sim f [} ¢ ) 1
- Flemplo 17. -~ Ercontrar w1 3im kb dene f ) ———
Comr la SWsk{tue (86 fivacts da une Indararmine [&n dal tlp-n%— , bm= ] [==-131]
efwcila une ricionellcaciée co” rumerador, Lomoq,



Dlbujando-la grifica da bata Furk 50 = un #MEermg 8 x = 3, 34 & Qui
crece ain ITmite conndo & t{ende & 3, (Flgura 4}, Be wcuardo con Ja nex idn =
de ifmlia antes dads, timess un fntervnlo e valores de a o torno g ) ¢ wed
¢ en qua rectlingulo sstin contanldos los valores de 1a Py |80 d ta Flgurs:
ax we claramenin gue no mxlaten tales rectlingulos cualguiers qua 1es la peour

faz del intarvato wicogido alrededor da k= Y. En ta) cave, v dice que:

Lim f{ el Ho wxluta.
L |
T
r
|
i
7 {
i
i
]
'
i
4 1
1 '
i
1 ]
i
]
LI :
r
I
I
'
e ' ; : . ,
L z 3 1 5 Mastd
rid %

TUF INICIOW CE LIMITE DE LWA FLUKCION.

Aniaricemcnta 34 presentd la noc 8o da 1Tmile de v sancrs Inforeal -
1e hat |8 du entornes M peguelion ) de slmargs ! cercensy 4 alrgs, de cant]
dades " sterchndode ™ 4 cerg, ate. SIn ssbargs sitas patabran no setenkticas
tlemen dlterentes signlficador pire cadd prrsons ¥ A0 purden der 14 bptr de-
uhk gllrem 1oie cmiembticn, por lo tenlo, & contimecl8n b etvtablece 1a defl
nicidn forwal -

Pefbmbcidn. = Daden urd fumeifn ¢, y loa phmtres 2 vy L, 4e dice gue £1

1fmlte de F [ n )] cupnds = Elenda 5 “ 5 "' wt L, 37 para rodo ndmars positive
£ axistn wn nimera poaltive & tat que [F Lo} = LIv ¢ siowre que e
IR

Iim Fie]l»L

. Wl |

Lsx proposlclén

ed ute notac 1En sbravisds parw T3 dufInlc 160 anlerior.

En otrat palatras Is anzerlor dafinicldn astablace que loa waloret da-
o Tunct&n ! [ ] se sprocfmen w wa Timitw L o medide gue = 39 spronios o -

un rfmerc ., 81 &1 wilor absoluto de Tn diferencis enire F {a ) y L, 3¢ pume
4

du hacer tan pequefs como 3¢ qulers,tomande x suficlentenenta Carcany »

pera mo Tyl & a 't

€4 importante darss cusnts que 4 +ita definlc 160 sada e menc(ons mger

ca del valor de 1a Funcldn cuardoe x = & . Exte o5, no #5 necamaric oue la for

clbn sntd defInide pars = = & pars gua al Il-h: [x ) walsta.

Abare se encrard wn detalles acerca da data definicidn y paraiclament s

#a flustrark I» reprosantss [fn geomdtrica del concepra.

JHTERFRLTACIDN GEMELTRICA,

- Rgcodrdete que [n -8 | T b, %y wquivalente & ls doble deaigualaad:

a-f6 % meas+h
= Eylm doble desigus'dad sxpress que o debe eridr ¢ontenlds en yn ga=-
torro gt a6 ). -
= s parta ge Ta drrigualded que express 0 < ] w - | vignifice wtm
plamante qua m #o pyrde 1orer #] velor " o ™ €3 declr, 3¢ trata de on entor-

no tpduc ido dal punte ™ 8 " v 4w sk encluys ol valor "' x P owlamn,

"

= La deylguaidet | * s L] ¢t gue et equivalence o b =1 % f [}

€ L+g , umpress oo 1a Furncléa F extk por ancima de Ya recew y = L = g



¥ por debalo e o racte y = L * £ [ FPigwra 10 ).

r-fn‘.u}

= Ls dulinlcidn misma pusds $&r Enlgrprecada como un Critaric, dado un
ey potitlivg arkleracle, Vlimrsals € , ol crutario comlile i sAonlrar-
un olmarn & tal gue f [ 8 )] aw scomntrey gntre L = C ¢ 1L % €, slomprse ouw
k anth on o] entorng riducido de 8, & - d e xca + & Aok oa, 5§ oae-
puade ancontrar et 4 pdre todo AdEero posltive € , antonced wr o lce - -
Flm) tlem ol Ifmlte L cusnda = tTwnde 4 = 5 ™,

Obsérvetm que &1 valor de & puefa bar diFfurents care &IFerentes walo=-

ras da dpallon; adecde, o) criverlo dabn gqr yptleable & rodo & > 0.

ba Interpretec |8n gaomdtrics sxprate, que dade € , deba 22r poalble an
cortrar un & tal gue Te funcibn 7 e encusnire an al rectfnpio linltsdo por
Tan roctat = & =4  so a8 cymibgyy=Laoc ; (Flogura 11 ). Ma-

da & Blce scerca del vator de [ cysndo 2 as a.

[+ comveniwmte adaulrir clarts prffpica pyra wrcongrar &) & qur corres
eonde 4 wh € SadC. wrl0 pusds ewpazarie sfact ivements partierdo de glgumoe -
castr Py simples. Considirese un casd sdnzillo: sen F [ w ] = 3m = 3 ¢ tbme

e a5,

7

Le*Epmmr— = ww = any

| T SRR

L-fFp———arrm=~~ L L,
' 1 ;
] 1 i
! : :
1
i ' '
1 1 1
. — | .

' o -d 1] ard

Filc 1

Cordrgese wl 1Tmfte de 1o furc[dn en & = 5; pars &11n wiilicese un en:

torng de) punto m, 3ed uxke P LS, 1), oves, b 230 g,

Abcra 8= Formard ung Lable con las alguienpws columwatt

1.~ Valer de n &0 whtudfa, - . la}

1.« V¥alor contenida on €] entormn reducide de "w™. . . (k)
3.- ¥alor sbialuto 44 (o difgrencls n - a

b= Walor de ia fulde enw, | §f [ 2}

Al observer las cublro primerss columnas de 15 table, 49 v que & medi
4 g & intervalo |2 - || timnde 4 coro, In funcide tiende al valor 13,-
Por wito ie dice our;

1w F {w ) =
n+5

Aumgnt Endgle ahors & . 1a zezla o5 columas § ¢ & o 1ea:



-
]
~
— [ T, T
u W om - O B & - | O
M . N - - M
— - o o & & o
-~
- T T T T
- e e = e
~
-
- "~
- = n -
~— . A * A A i - ] -
e T L T
- L e
- " W -
- [=3
f e - «a o s o -+ o
i - . - - =
- o o o o o o
[l L]
[Ta) -] n m
L] -] Ll L (-2 - -y
= . - - 4 .
& o % x = &
- W oW WA WA um
—

TAbLA Wo. |,

5.~ K1 wvalor dal ITmlce de b fumldn. . . (L)

6.~ [1 valor absolutp d 1p diferencia F { w ) = L.

S obdurvd gt pare coka wier | a -2 | de Iy tabla, axista un wainr

de | F{x] =L | yambor tlendun & tero.

Lo qwe L gulere &F hpler var Que 4080 wn € | ik prade anconirer wn §
tal que:
| 38 =2 =13 | < £ cunndo |x - 5| < &

Comg | I - 1% 1= 30k -53) .o e iy un e, lr.l.tm s lmplomgpgg-
= g3 wnlences, Ml | 2 =5 [ <4 o/3, ee encumrtra que 3 | = - 5 |« £,
owr gquivele al revultedo buscada, [I= - 35 < ¢

Ejmmplo jE-- Tratar uns grifica de f | x | = T-;!!——dl:m-d. K=o 2,
¥ dncontrar wnBtal gur | F L] = W3 <001 i |a -7 54

SOLUE 1 DN :

La gréfice witd Dungrpda en o Figura 12, £n 12 deflaleidn v tendrii-
L= -;— o~ T, va debg wncontrar un fntarvalo dy s en [ornD de & = 7, 18l

que la grifles 1o wncuentrs h el rciingulo sdccusdo. Le Tynclén decrece wo-
rdtonsmenty 4 mad ldh Qui e mvarga hwcls 1h defecha, ¥ pof tanto, &Y Tevan
tef ractas varticales en los puntts an que a5 rectat vy = 0.3, y = 0.37, --
cortan g In Curva, ss abtigne &1 mpor- Imdsrvale posible an ¢! #jn n, Lu In-
Terpece iS50 de diches recean con In curve represengativa de la funclda, 2e an

cwtptra rasdlviendor

—_t e L 0.3 oo . A

x'+ F
-l—l—-—*}z—-l.‘iiﬂ-]23!']! P ] 1]
1

v derprjando n.

De [A}: - 0.3h333y { e 11

——— ¢

<

[



s 2(m-121
:l-l.?j?ﬂih-z — nI'E-?]HH im-1 :"ﬁ;,].}
Pe (B): a0 3Ny [ky+2) ’ 2 .
A, m NI -2 —e ok, = T.2ME3SI ris! e Haf{ulelfa ——u oo o
2 " 317835 ? o3 J:-&: ¥, o Lz 242 A e 2 :
ta préffca da ence funcidn aned didw]ade on s Figurs 13 om donde Lam-
¥ EiEn sa reprevantan las rectas
. . ‘-I-Littu_sl‘ "":- L= = 0.4
: i
H i
[N L] [ 4
P s U i 2t
arr ! o ———
r L}
E E
-’ ] r X
a Ve Lh 7 [1EE ; |
. 1 H
FIg 12 : &5 I : ]
"":_‘{".-""_"""'""""‘"“'“""""""_ F — ""_';_.‘;I
) | :
P !
Ea la flgura 13, s suastran 2350 valoras & une secale ey empbifles~ b [ :
da, puante que Iy Funcidn derracy SonStoramente Wocis |a derecha, un valor a : i i :
decuade parad wi 0.2%, ye que 2§ la funclén 1e ancoentre en un ractinguin L3 I!:ﬁ‘.!.li T ;'_’ 3 2_;4_,,5 14!:‘
vldentemente Lambin se #ncuentcs an un Factingulo simflar dy lo iz 8 lbu- . -
ra, pero miy angosta. En orras pelabras, se comple: Fig 13
H
|r¢:}-1n|'-r¢,u1:un¢an-cIu-?[: .25 ﬁ L+&=n5 L e W
Ejampln 19.- 1 ¢ {;]-—%ﬂ—.--!r!'a,m W
. T
Detarmineg ur romara § >80, ol qua e compin ta delfinlcidn de Vfmipy,- "-'—! = L-4& =08 P [
- L -
Ofbujc wro griflca spromlieda. ; LI

LTI R H

Lh Fure ldw wo asth daflnlds pars m= 2 puro para m we I
flejad IE-2) (/e y  1x-d

Betpalarmie « de Loy mcusclones (4] v (B):

B (A} fIiie2 . T:l—- i JT6 = 1957 por 1o tante Ix, = 369243

(mn-2) [ ffx*2)

fe-230Es 1)

- 1.84611



De M) Sixy ¢+ 2 = —.;%19— P /1) v 1,0816) per To tants Iny = b.33319
Ky = !.I'iMM

Poxate qua Is funclén decrece monftonesente hacls 1s dericha, un walor
sdecumdo pars & as &= 0,15 , ym que 1AM £ |85 ¢ I.18E > T.15

Elemplo 0.~  Damcatrar por madio de e seflniclin gue:

1T X

1
x+1l mal "l

SOLUC | 0N

S-ltlintquel,-‘T ¥y o= 1, Debe dJemgatrarsa gue pars cada £ > 0 ar

pusdy sntonlrat un & > 0, tal que

¥ | tuango b € | a = 1] « 4
b =1~ l=¢

Fary lTormersa yhs (dcs del sapectn de Te func FBm, & trazs 1o grdflon-
[(Flgura 14), v oa ea1s 3¢ va que la funclBn as wondionamernts crecients. Eco
i wrifices sstriblandd la [dentidagd.

-2 =

Y cbyereandc Gue 8] cracer x, b/L x + 1 ) detrece, par tarto,

B -[ 170 m + ]]:rﬂ.a.

Supcinghpe #h primer lugsr que & < 1/2, entoncas, L+ E7 |y | - E 50
PurItd que | = 1— . En seguids e delermiran Jos punlos en gue Tas Tectal-

L + - r yY" + +» g tortan ¢ la curve, resolvisndo las ecusclones —-

{#} v (M.

— = —— R 1]

i
P i

La ecuacifin TA) da:

a-[—;—+:}[1-l].nu-u

(Feeteatgoey

M o=

fimllarmante & acoscidn (B] da:

1

= - ¢
i L
5 ¢
1

'—r:+

5 x

i)

Tomanda 4 iguat & ls mendr distancis mntre 1 y x5, yoentre 1y K, g

pumde var(ficar quse 1 - Ky S WAROT qua K, - I, por tanto:

1
') a i i I LE
=1y - T - e
T *f TTtE
JL"I
H AL :
P S o ]
1
T.i'! ral I
: A
LT i L1
FIg 4

17



Chaervacidn., 51 bisn la dafinlc lén Sy ice cxprots gue dabe ereantrac
K2 N g pard toda £, en radllded se obiares que whe vez eocontrade un 3 ra
ri un detarminado € , 3¢ pusde gmplear &l wiveo § ppre todos lod £ - OrEs.
Gwomdtr lcamente wate significe gue vne ver que 4 Labe que Ig Funciée 3e an-
cuantra en un rectingulo, wvidentements witd contenlda an todo reccloguln ==
del mlimg smiha pern de seyor &% qurs.

I0.3, LIMITE DE Ea FUNCION COMSTANTE ¥ 1h FUNC LOM IDENTIDAD,

LIRITE DE LA FUMCION CONSTAMTE

Para determingr ] tlulte o wara funcldn recuirdess gua Ia funclén —
conutance asaguelle gue ra varfa, o sea que contarva ty mlsm valor pafe Lo-
do valor da lu varlable Indeperad lante, o1 dacir:

F=lta, tlaslacor; FEndIwk) A £ 1

cuys grifica 3 myantre an ba siguiente Flgurs.

yY

Fie |5

br wath miaea griflce resules obvio satablecer 1a slpulents proposlc iény

- Ta F(ad=ifmu=x e 1 1]
LB ] LN

Para damostrar la proposicidn (B) se toemrd comg base & la defFinlclén-

te Ilmlce, sxtabio: Ida &n ¢ tols whigefar 1.3, #ito eu2

birta que Tun 4 3 0, tal que pres un € * D dsdo, 49 cumplar

[flmb k| = |o-k|=0rg
0| m-u2]=4

lempra que)

come a1 thcil wer, s4a cun) fuers o rmrs 8 > 0 que se #wcola, dlespre
ceterd qus |f {n ) - & |er amror owe cunlquler € ¥ @ dedo, por pequeno que

w1ta Aaa.
Taorwem If, 1.~ “Llmite du 14 Fung {8n Conatante".

Wipdtenls: £ § a ) er una Foncldn constante.
Teabs: €1 Tmita de F (W ) cando & [iemie & wn momerc & ek lqulers, -
#3 lgual & la constanta.

1o we: 30 F [ a ) = koencorcwy Ifm F {a = tmb =k
L | av*a

FIAITE B LA FumC O +HENTIDAD .

Con ur proceto andiloga #) punic anterior, recusrdese que ln Punclén |-
fentided &5 aqualis cuvn valor uy exEctamenta &1 mi g ol ] gus sdquiere -
la variable indeperdipats, &3 dutirt

Ffafl{=. P luw} | mepf, rix)=ul

La grifica se menstra & continuie{sn, wn la figurs 16.

§ ey

Fig 16

35



# 1o wiifles o pusde obrervar gue 31 copla la sigulents lgusidad:

Ifm Flm] = 1lnx=n P 1 1]

LA | n=n

Su cemprobard la verscided de In Igualdad {A)} racurriendo a la deflinml-
cifn g Mmlte . . . ; saf Jalids £cORLrer wn sdmaro & 20 pars cada £ >0
tal que:

[¢tady-dec tlompre que  O<|x - a]< &
dowcrqua f (&) = 2 su blone |u - f< E= g

For 1o e pirs cuslquler £ 20 dodo yfmsgra 3 un & = © >0 guy cLm—
pla Tas condlciones sytablacides dn tul womerg gue 1M F { x ) = Ifmp = g

X+ & [,

Tworess V1.3 " Lfafte da la funclfm pdant lied *

Mipdtesin: f L x ] s la funclfn Jdent[dad,
Tatls: EI 1Tmlt: de F {5} coando kX Elpnda & conlguier nimers o 1 |-

gl &l powarn a.

fataes: 50 F { a] = x; entoncan 1w F{a )= 1fmpn=y
oo PN

i0.h. TEOKEWAS SODAE LIMITES.

fn al incieo 11,7, del preasants copltulc ie sstableacid wl comcapto de
1Mmice da una Fune 180 ¢ e caloularon npmlr leamente algunes ejemples de 1imi-
tos willizando dlvarcos arcificlos ¥ manipulsclones algebriicar. T4 extudlan
te exchpllco e deck cosntn da que crde une dg ellas necesloa Jwst(ficares -
alin cusndo mochas da 4iT81 perecen sbviss. Por wite motlve, se sdpondrin & -

contlmpc 160 Tos tetrgmps pobra Yimltes que cirven de et pare el cflculn

du 1Fmites de fure [Dney. L corrmdpond lante demostraclén o e1tos teoremss -
e preawnta en we araps 41 presenta capltulg,
Tworsms 115 = " ynleldud de los |Tmiigy,

Mipstesia: Unm fureI&n T {1 o ] w3t definlda =n un antorms del ponio -

Tanle: Ests Funclbh ao pomds tener dos Vieltet dlstlatos, cuande x ===
tlande ul wvalor g,

Teorema 1. b -

Hipltesis: Una Funcifn £ | % ] ¢ posltiva a nula oh un entoren dal —
puAto 3 =
Tasla: El 11mite o0 F § 2 ) cuande x tianda gl wvalor a, o pusda ser =
hegative.

Toiwroma 11.3.-
Kipdtmsis: Unn funclén £ [ W 1 4 nagative © nuls an un eniorno del --
Puntno a = g ’
Tesin: El Ifmite 2 F [ & ) cusndo m tiunde &) valor 5. ro puedy sar
pos lLive.

Tegremy th.b.- " Limjry de ure somm .

Hipdraslsr F [ o) o3 la toma de un namers o #o funclfones da m ==

tque tlenan 1Tmlie cuardo & tlenda nl pimero &

Tesls: F [ x ) tlane !fmlte cuandn x Liande 41 welor a ¥ dicho Iletig-
w1 Iguai 8 18 yuse dw Vo [imicey cuapdo 2 Clendg &1 Aisero g, -
de bsn funcfores susadas.

E“n:i:llf{l]-l’.lik]*f:,l'k]'. . .*fnll1-‘rl"“

Iflfl{a}-l..],ll'rufz'lp:].-l.l‘..,,1'”- fn(n}-l.n

L | LI ] "+ N

Emnn:u'.”n'!n}-lrn[f‘[n}'f:{n}+...tl'ﬂi.'nl]-
X+ B PR |
-I..“l.t“-a-"‘Lll

Tacrama 10.7.= "Limive do un produeces.”

Hipdtesis: Uns funclén .0 { m ] e3 & producie de wn nimero Finlte da -

Fuornciont de = qua ©lenan TImite cunndo 3 tlarde 8l wolor o,

Tapls: El lTmltw de # { m ] Suarndn x tTends ol rwmro & exd3le v 04 I-
gual al profucce de oy | Tmlles en #axtn punto de lan fuﬂt‘.t(-,nl;-



e e ML Rl lcan,
htni;::lf{l}-f‘[l].f:t:l...+.fh[l}

R S NP A S I S U S P

E =& L ] 2 X + 8
antonces: Iim F [a )= IMn filul.lell ..... f“{:]]-
KN E+a

forclerio.= E} Ifmlty en un punto dal producto de une Comatanty por wne
furcidn o3 igual & In constante multipl lcads por &) I0mite de Jo Furvc [8n w0+
o punto.

Exto s Ifm [kf{tl] whilm¥ [N}

uta L |

Tecrgma |1.B. - “Limita da wn cocimpnte ™

HipStmafs: f [ x ] vy ol cocianty du dos funclones da » qua Elgran IT-
elis cusnibo & Lierde &l nimaro g 7 41 T1Tmice dal dommina=--
dor mo w8 Cara. )

Tupls: EF Ifmlte o F [ 5 ) comntlo x tlande a1 piemro &, sxisia, ¥ 43

igual &l coclunta de loa TTmites de dichas Fonclores an o1 pun
to fndlcado,

f,lx}
[ 211 TH “ft-}'_?im_;“]:-.tit.!-l'l ¥
13 P (-}'Ll'ﬁ 0 entonces:
x w5
M (n)
Ir-f[;l]-w.-.—%-'i-—.F_r;j_-_P_ ily= 2
R+ & 1 1
Aoaw

Teorgme 14.9,. -

HipStasis: bon funcipres da =, i)y f! [ %) tienen 108 mismos -
wvalorus para valgres lguales de = ap un wAtorno del punto-

E =y i'.‘ [ 2} thermt IImlee comradd u 1lendy o) piemro &,

Tenlys ia Funciln f (a ) vlana |imlca cuands « blande &) nedro o y

15

arte 1imlie g Igual &l 1imfCe dg In Funcidn f1 {a ) wn dlch
purtn,

Eilnu'.ilf{n}-le'u] ¥aEa=-f06% gta+d yal

lf-f:{:}-L , Stences anlate: 'Ii'-ftls.'l-l{-i"[p_]-'l
o - A *a

Teorems 11,18, -

Hlp&e;ll: Fara un antornd del punio & pe tlenc que
flxde I‘[-]¢f=i.';'_i,-h-h.f1l-tllrf1tu} tleman 1imite cusnda x
tlande a) valor 2y pws |Tmltens son Igualas.
Tasls: El Nalte tuando » tiunds sl rimerc o de 1o Fonclén F (n ), &
Rlite v en fguab ol Uimlte da bas funclomes fy (0] y fl 11
an ] pmibe cond lderedn.

E4LD =87 !if.{:]tf[;}'!{:{n] ‘I'-ul;ﬂ‘l::-ll“

¥ af ll'lr1'In]-"nfzEu]-L.mlm-iulltril'-F[:l--l.
l.-i. :-ﬁ. ' !-#.

Taorem 11.7%.~-

Hlptiealst n ey vt pdmert snterd posltivo v 2] Yfulte go f [ ¢ § ¢unn-
do x tlante 21 wplor 2 = & wy positlw. §51 a e popitiv, o
bien dicho 1Imite o3 rmgativo o cere 91 B an Impar poslel-

Tetls: EI Ifmite du 1a rafz endsivm de § { 2 ) coando x Llende &l va-

Tor x + & ot igual & 1o rafr eofylma del 1imlea 4o T { x ) an-
a8 punta.

N - I, L I e L R
0 el 'Sl‘ll‘-.f e y=0, enmn:uk!.‘-. YT 12} L‘lf xl-
T
Lot signtnges alaoaplos Dlustran de apllcacidn de 1ot teoriedy pniario-

rag, Peca Tpdlgar ol tecrpsm dul Dimlta owe po watd vsando, sw hari anctemio



fe abraviatura ™ T 1 jequldy per a| al-ero dal pperp=a.

[lempla 37.- Emcontrar &1 walor <80 17m | _u= + 2x = 1]

% =1
I 2 1 - p )
__l"I{:l. "‘l!"l!-lrmh « 1im gu =~ bir 1 v s b1 ML 4
e+ 2 x* 1 LIS =+ 1
-k . =' R TP
L F I 1 3 L B tT.“n
-7 P P P
;2
Elemola 22 .= Encantror el Irﬂl
- N
7 ]
« fifp 22 (T, 1.
R I LTI MR
tim -4}
= . (.o,
- /h’{l;{ 'l?l"\j
H'nh-”n9 )
L B L c e L
|rr'"h: + 1fm T= + 1Im 3
Ko+l x ==} A + -]
tima . lima =1}y !
LX) we s} =) (1.0
Tifma  Ifme s T OIim2 o+ 1M=3
a==1 w1 1. -3 1-'3
- . A ' & T L
(-3} t-2)-39 R T
?{'!”‘!J*?f'!}'3 :
"II"_!
hD_.,,
-/—a— -3

e
o

Lo coeenlde represents une Indetormingc [8n, 1o cunl carecw d= sentlda;
aln embarga, #4550 no sfgnifica que el Ifelee butcads np exista. La funclSm -
pare Fa cudl s& traca de ence-trer su ITwmlite culndo o = - 3, sirplemgnte N
extd definlos pare ese wplpr de ®, por lo tanto para - b - 3 e pusde opfl!
zar la sfgulenze trasformacién slgebraica, aooyéndose #n el Leoreny 11,9,

H { oy i
-8 TSR IEEED, - x =1

h‘t?)ﬁ'l C2n v 1 ¥ a3 e+ 1

EALafctey:

e ————
tim 7@—7—'” - ifm DR ._LE_L' e Al
LR U I P | “"‘-J\/htl /.;1 [4

M; Erconmtrar el walpr d!llfmz—._:-i

n* 2

En egte problema, al Igckl que &n et c]emple anterlor R0 o1 postble a-
pifcar ¢l tecrema 116 2 coelente ya que &1 Tinite de| denonineder 16 anuly

cuarde x xo2. 504 embarge, factorltando &l nuserador s tlene:

REY - [:42}{::2'2:1-&]

m o+ 7 R

. a3l (1.8}

Este cocjente es {uz-lx-h}u--.i=z [ va gue sl x = = 2 ya -
Furde dividly mumerador vy denomineder enteg % + 2 ). Entonces 18 15luc (8-

a este problemy se Loma 13 slouientr forms:

H
1|"'n—!—‘—a—-1rm[;uz-21t+k}.tltndnu-ll—?
x +=7 H o+ P x + =2
2
= Ifmu - 1mIx e |[m b A 3 I
n w=3 o+ -2 x -« =1
- x . 1fmw ~F Ifmm + & [ U
% 42 ® +-1 wm v=1 (T 0.1
w22 0-2)-37(-2)+h Ct.nr. 21
= 1 .
=



1H.5 LIWITES LATERALES,

A gitudiarse al concapto de fimiie de uhe funelén
Ir':‘. ll;,,}‘ e hlpo expecial @enclén da que Interesn anallrar Jos weléred
gue purda tomar 1y varfable independénty & En LR ImLervalo ablerte qua con-
Tiens g1 walor ™ g " pero pd &0 " & M mitea, eLta w1, en wilored o A proms
wos B 3 M ogue SEAD mayores gue " a ' o MEROFES que '@ U e decir wn oun
anrTet reducidg o " & 1. Yin entarge. supbagiie por w]amplo, que e s

ng bp TunglBn:

fT{x)= ‘—"’L:_,—
Jl'!‘

¥a gue F [ = } no esth deflnida para w2 3, Ia func 18n p se daflne en
curlquler irtervidc ablertn que contenga & 3. Da agul, w¢ porde conslderas:

lim = 5 o embisee .
m+} A-F

Sfn embarge, $§ & &3td reseringlds & valeres mdycres que Y, 2l valor =
de ¥x - 3 v pulle hBCCr LaA CETCANG B CEFC COEG A8 quirra torando p sufi-

Cientaments cercano & ], pero mivor qure 3

En um cate £Omo vile 42 hace gue & 4 apfomimg & 71 por la derexha, ¥ -
entonces sm conanideras E1 Limite Laters] por 14 Derpcha, &1 cuad se define ==
forms Weerita & cont $rac 14n,

LEIMIT TERA .7

fons fderénte uns clerts furclén y = f [ & ) donde = asts definida en -
el intervalo ablerto {9, 3 * A ), donds BE R y k * I, sepin se abirrva #n-

Ia Fipuers 17. f Fock ( .
! |
i '
: 1
. ] i
o wETTooTET :
|
[ " .
- _ i T "
] FEE)

K

Sw dice que o Iimlpe de T [ 0 ) coardes x 3¢ gprociles & "o " por a -
dufoba 9 L‘II ¥ 4r dEnote:

li'lf[u.’!-t.l R L]
" .
-
3| para cuadquier [ * 0, rxinta um 4% 0, tol que: R
l[n}'l.]t:!.rdhk:qu:ntl-.-ﬂﬁ .. < IB}

Ki1ese qui ¢r (B} nt by barras de valor slrolute pars ¥ = 2, v que -
sl s>, n=-a>10

S¢ lgus du la eapresifin (A} para al «|onplo aralfasde, qus

1Mm i
e ]4r -1

-

%1 al considerar el Vaige dn 1a Pur lfen, lu varlable Independ lente 2=

ssth restringids & valores wenores Qua un rimero Y e ", decTmod que & 4e 4-

promima & " a " por la irquierds, sntonces al ilmlte ta llesg ITmite latersl
“por a laguierds . ’

LIMITE LATIEAL POF LA 1200 IRDA.

Cornaiderinee shora lo misms funcidm y « F {n ), paro " n ** en combin-
delinida an ul dntervalc { a4 = h, & |, donge hE R y b > 0, segdn se musstre
en lg Figura 1.

by

LY fmmma,
\




Enda flgurs 13 L= L Ifm f L af=1, - Ly E0 coubic 1a figure

Sn dice que ol Ifmlie de £ [ & ] conrnts % se spronims & " a " por la - .
: L 1-’. por lo wanre: LI

liqulers =3 L:. y 94 dengly;
Ifmf lx)e L T3] e f [ 2 ) o oexiste.

2 N
s B

Elemplo 24 = 5ea b una funclén definids por:
i pare cgmiguiar € » b, awiste we & >0, twl quag

a1 TS
[f{n]-L[{t slempre qua D & =~ g 7 & ] h{a)a=
0 =-a al w2}
2 puscs phora Vlamar a1 1T F { x ), Lintte Bllatural.
L al Trazer \a grifica da h.
o mo dirlgide, pars distlagulrle d¢ los 1Tmices latersins. b} Encontrar ol tlfan [ 2 ), ol axlste.
x + 1
Tuorewsa I4.12.-
— e FOLUC | Oz

MWipatarls: £ [ £ ) tiane ITHlle cunrde = glgrde ol valor & ¥ guce el
a) Un dlbujo da la griflcd se muestre o contismacibn en La figurs 70.

n.j hin}

i 21 el e L.

Teala: Log 1fmltes gummdo 3 Llarde &1 pldmers 8 por 1a lxquierds ¥y por

la darache, exfyian v gmbos son Iguw ey &1 piwero L. - '

- x
L]

=

Le Intarpretet |50 geomitrita du To sntefloer s meapira & cong e [&n-
derde pumde GhEarvarst que x pusde tander al nlmeco "' v " blen 1o por 1 de
rechy g bien por 1y lrguipras do " 5 " renldndose pars ambos fascp la potl-
blildad de qua joa Ifmfres wean diferuntes [ L= L J. ver flgurs 14,

e g e L —

4|.>,
} “—'/ x
.-.I m\
' 1 Fla p
L, B ifan [ 1= 1 { Zn v 4 ) = 7=y
[ PR 1
s b (b wifm (10 -} =7w,
+ +
L =3 LIS |
Segin ml Teorsma 10,12, coma b, = L, Hm b { x } eufira v 3 Igust o T
- X —_ X ) %3
* arh 4 gk drh

Fita 1913y Fig 13w C

[ 2

(W]
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Llemple 35.- %San g urm fumelbn definids por: -J—L----—E wplo 26 .- Comrldérase 1 stgulente funcibn £, definldn por:
h+[z St € -2 I : re+12 . L DL - |
f -
gl %y 5 sl - -2 ' 1,2 A
- oI
T . sht > -2 Ty tees
trvantliger 30 wxiste Y F [ r ) v brmpar Vo grifica da F { ¢ )
Trawsr la gréfles de g, y srcomtear 1fmyp § ¢ ) . r-.%
t - =3
SOLLACT DN
S0luC 106 ; -
AR E TSRS
Le grifles de 1o Funcia g wt 18 gue Se Bwestrs sba)o en la figura 31 roet r-1
TimF {r ) lim{r+2)a3ei,
se 1 ro

Por 1o Tents como L, l2,1|r|| I’I! r} noexfste. ver flgura 21,
r-a

Fe

b T

J
—

G >rh+u~

R D

Dot . _r
rERE REE LSS E
-1
Fie 1! J
1
Veglo)=1fm [2-070pa=t, Fie t2
LIFILF] r = -2
mg lt)aifmisst’)abol HOTE: Lot clreuton negras pretenscen = Te grifica. po mal oy blanecs.
L »=2 T oe= i
Por 16 tario por o) tesroms 1112, 17o g 4 t ] enisce v e lgual s B. M Fara le sigulente funcién dada por tras reglay de corres
PREY prnden e, derermicar los 1imices de diche fum ifn para 1ot puntos en que =
Woserr que g (=2 ) = 5 1o cual o afecia al Ifmg L} ew -2 pa= %, Hacer un diowje dr 1a griflca de Im fum lén,

| B |



a.:ij_-.q} Nr.—i

LN ]
Fiw)= -1 para - 1t x4 £
= - 13 para 5C x g

St 1O

= punde Inlciar con eb trazo da Do grdéflca de f | & ] para wna mejor
wisud Vleac 18 del probless, T41 ¥ como se Flustra en lo Tlgure 33,

¥

|
|
|
l
|
"“‘I!-l [ LT ]
T
|

a) viando ol 3¢ comple wl tegress 11,12, 4| ¢ = =2

IR EE -lf-l"]}--!tt_i
o :ll'-':“

e f i)« Teddadmetlabhobozen-1,
2 1

For in tame comp L, = L, 1T~ T f e Y mooexlare.
LIt |

b} Para » = 5

ife f (g )~ 0fm(2u=-13)%-1m=}|,

- a n= %

U fix} =lim{-3)n 1m0l

hRa & Ji.-is-

Por 1o Lanrto Com L, = L|l == al Vet gxliie ¥ vy

ifmf i) ~=-3

-5

TH.6, CONTimiIBAD TE Wia Fomel |08 EW UM PUNTE. O1SCONT iU IDAD MERDYIBLE.
TUOMERAS SDORE FumtIGWES CONT wunt,

En &l Irmclug 11,3 wx gnal bzl #) slgnifleadn do Timite da und Tune |Gn-
tn un punto ¥ gr akcriWlE  tu definteifn con Ta saprasifn (1] que w0 roalcge-
& gt [ {80

imt lnlm= coa . WiRY
n + &
Recorierdo tartiée owr mo 21 feceracio 1omEr w0 cuents =l w8 lar b 1o
Fure 1m ¥, Cuarde = = @) de hecho, para Muchas sspredboneg 18 Fund [En mo e

ti slgulers definida en » = 4,

In atd mipm e bvo, gh o1 2]empic 11, e conslders 1o Fumidn | defr-

mids por Ile scuaclbn: .
o - = ix = x o+ 1
peay i ad LB e l)

anl wiwo 4 ohaeryl gue tel Tuwrntdn ertd definise pars todor lon wmin
Fen de n, Ebteplo = * 1, para 4| culm lanta &) mimergdor toma &l danamline-
dor de ln Turclda tr arulan, 40 disw]o 4x Lo grifica #x todes 103 ponioy de-
Ya reay = 2 = 5, wacepip el { =1, =5 ] 28 mussirg en ba Flgura &,

En #lla, preclsements, hay wnd notekle ™ Interrupclde ™ ern ¢] pento --

[ =1, = 51 v «w dirk artonces qus la furg 18n ! gy Jlicorl|ryy tafa cusnde-

L



moe =1

Barts cor #of ung e Tms tred axpraviomes snteviorer sy campin pars -

£n camplio sl e defloe £ L -1 )= 5 15 funcifn gueds ahoes definlda Que tu condicifn LB} no te compla, por lo tanto, Ya funcifn f mo 88 conpl-
para toecs los valores d¢ n, pero ain hay wn " salte ' en 1o griflea, y lo- s o0 2] valor &, L condlclbn (BY o mecesarle 5 suf Tcimtte pare owr la-
Turc [0 sigue slendo discontinud on ate mism valor, yegdn 34 seetira en la- Forcf&n y » f [ o ) se8 continue wn a.
flgure .

Etmlb 8.~ Sua F deflnide comg sbgue:

5i onbargo, of se define gua F { - 1) « = 5, gnionces 3e dice gue Ja-

Tuncitn f ey cont s pera toder log wlores de a,

5]l o= =1

fix}-

o a* -2

Tragar su grifice ¢ Fnvastigar 91 23 continus an el punto donde x = - 7

En 1o Flgury 25, & sugetra pn dibu]o 4 |a grifice d9 1s funclin, en-
lo cunl hay un $xlto an 41 punts donde 2 = - 7

L)
i
'
!
y 7
1 &
.. . s
Lo
1
CaTinleidn: Se dice que 1o funclén 7 s continus an at wvalor & o Df.- : 2
2
viempre ¥ copande pe comgls Yo siguiente: .
N ' L I
1mflabefila] n A ¢ "
A oa ! 4
I1 que »e cumply 1a definicisn anterlor lwplica que 38 compla las 3= i -+
-
guieniss condiciomys: lI -
1 e F (o) each gefinioa, - ' ’
2) Que exiven limf [ 2 )
A o-n
Ha 10
Vowiimf(al=rla)
. EE ]

[

™t



irvestigando pase & pato le condieldn de contlruided pare & = - 2

ft{-2)=% .. por Yo tante 1a satisface la primers condicifn,

dmt {a)==13" por to tante wa wtisface |a segunda cordlc lBn.
z= -1

Fera, comp I [ -2 ) 4 1= § { x) ,1s tercars condleidn no sy satlsfaca.

A, e congluye wee T wi Afecontinue cuands o = — 2
Elemple 29.-  [onsfdérase la slguenta Puncifn:

x + ]

R ta-B

g b= )=

Invest fguese 3§ axiste 81gdn punto 4¢ discontlnulded en dichs fuacida.
SALEM] OM:

En la Tlgure 26 1a wuerira wn dibu)e de la grifica de la funcifn g,

rhaul

N T

! . X +d=-05

' 1

[ Fdl X +3

1 B o —
' ? [x +3HX-2)
: x

. 1

ey i—— pra— N L L K

Analizando In funcifa g, e obierva que E9E3 PO st ancyentis dafinlds-

para = = - ), por ran(e.
1
=1
Esto o wa clarsbenis como v intarrupciGn an 1o grifics de g, cesndo

gix)= , para k- 1

m==-3, yatl, &l o cumpllicen Ta condlelfn | # )}, 3¢ concluys oue tal fun-
clfn a3 dlpcont fnge pars cuwndo @ = = 9,

$in embarga, eslsfe OIrC pwhlc du discont irulded, ya que cvardos x = 1,
¢l denominador de la funcin g. +8 anula o quadando definids pars ase walor.
Womvamenty e concluys que dlcta Funclén no e oot lma a1 no complirss ta -
condic ifn (D) abors pars m = 2. Epte Gltlmo cass, dembido se powdy verificar
cbservando ¢l comportamiento da g § x ) en 12 Figurs 4.

| Ejemplo 39.- Ses h dafinids por:

x -1
I'If:l:_'l'l

-t a

simxl
af a» ¥

Trazar tu gréfica, e invastigar 1l se cumple la condicifn de contlni-
dnd, wn gl punlg donds » = 1.

SO0 LI |
€n ta Figura 27, ve encuentrs repracentada graflcamante la foncién h,
sa obsefve que para £ = 2, hoy woa Intwreupcidn =0 dlcha prifice.
wi b

...
e —— =
r

o

g 17 v

™3
™



Ahors investlgandc pasc a pa3o 1o comdicién de contlmuldad pare x = 7,
e Tlane:
Fl3)=302)-%=1, por o tanio satisface 1o primers condi-
clén, -
tmh (x)=lim{ 2 =30 =k-3=]
:n-!- k2
T h [ad=lfmf--=—=1}a-j-tm=1
* 2

+
w1 - 1

ya que Ifmb (=2} limh [ 2], se concluyn gue 1Ha h [ x| no aniste: -
a2 W2t ¥ =2

enconcas 1a segunds condic [dn no sa satleface ¥ h ws o lscontitua pare x = 3,

Elomplo §%_- bDadp la riquieste Tunclén:

Ik + 7 2iwze &
Fia}~
ke 1 yiaxr b
Encontrar el viler du Ib comtents b gua hece qua la fynclén sam contl
nus pafs 3 = &,
SOLUC T Db
Para que f { x ) sem contime para u = &, debie cupplires 18 condic [Hn-
de cont fmslamd,
fLAd=204] «F =0 por o tante s& cumple !n primers ean

diclén.

pfim P (a )= tim {3 e? }owigse?ely

ey N

Ifm Lo )= tim k-1 )= b=

o~k l4l+

(L
o

Pars que te cumple Yo vegunda condlelBn, debe cump! lrac quat

Matfin)=Ifaf {u], osea

PR —

e - = 1% par 1o tanto k= & 5T Ifm F Lu ) =Ff (&)

¥i (e} us contims mh x = &,

DISLONT N IDAD RINCYIRBLEL
En lox efamplos anterfores, se han aralbzads fune [ones GUE presantan -
d{scont Inuldad pard algdn punto,

51 3¢ mnalizh detenldewente pars cada case, ly causs Ihl; eriglma dicha
dlaont inyided, sa poard observar qus cwande la dfscontimled se orlgire por

Gua f [ w ] 2, slendo™s" ¢! punto de discontinuliged, existiendo ITm F [ x );
X+ a

O blen arlitinnde f { & )y mmictiomio 1im F [ 2 ) ssi0r no 2on lgueies; ©
I

sea: Ifmf [ x ] =7 (2] . Eneste sltuacisn 1n Jlacontlngisd e man long
A+

tomo "' Discont | nsldad Ramcw Ible'’, puan bavts con dafinlr ¢ {al=Imft {x}
oA

phra que 1a discont inuldsd za wlinina.

Faro 2¢ ha de recalcer que on e3bs Tovma 3¢ astaria dafinlendo, de wm-
nera abrsolute; une " rwevd funcldn ™ slerdo 1o " mygyva ™ funcf8n fdéntlca a

la srterlor, excepto &0 &l punka o = &,

En «l case que I discontIruled taa eriglrady por ' no exletencip del
ITm £ {2 ); entonces erts dlacontirmulded we (rramovible ¥ no se podrd wlled

Xry

far de ninQuid Maners.

Elemplia 32.- Sen 1 funzl&n:

K+ N - X
—rr————— LTI I S
fixs "CHF]
< 3l oxom -2



esludiade on pl ¢le=ein 2B, Indicar a1 ta dlscont Itmldad de? punto ®h gue ==

== =1 ab remowible y #n fayp aflrmativo reweweria,
LOLUC 0w

En ol gjeosplo 20, se puwde Gbsarvar | Tigurs 35 ) que Ia funcifn § {u)

PrEsentd " yn salto ™ patd £ = = 3, Al mismo gy puetr yet Gue Ie funcion ==
curple para g = = 2. lan dok primerss partes de la copdlicidn de cont Inulded ,

1 Jeglir:

Vo= F [ x ] esth definjda para m= = 2 ¢y yale P ~2] =4

2.~ 1lm enfisty ¥ valel L = =}
LI

For la farc®ra parie, no e Comple, Purtid guel

S-limfrix)=rf{-21

noa=1

o I

Lu dstontincided 5| et resow|ble, putsto que basta con defindr ¢ [ =2 }

= . 3, v vemblin se conplltd Iy tercera parie, questendo la Tunclde contlme-
park W= ¢ 3 gk

H
* n =3
N e U
-3 kit a= =1

£lempin 13.+ Ssa la Funcltnt
3
gin)e it
o 4w a =~ b

attutileds ep al elemplo 5. lodicer af In diyront inulded dal penios-

oogue b =1 ek Femovible ¢ un cawe de snrio, removerin

ST | L

s funclEn g [ & Y mp cumple con n primera parts, tal tomo ke 186 sn-
wl wjemplo 2%,

Aralfzardo la Funclfn pira Ip segueds parte:

Tim —_t LW I
X =] !I +.-8
Obvigmant®, 1a Tuscifn tiare une discont fnubdad  Irremovinle, pustio --
qus no =L poulble defindr la funclSn en u = § ¥y guw ses iguwd) sl walor del -
Hmite, puscto quo al 1Tmite no s iste.

LEONEmAL SOBAE FUNE]OMNES CONTIMIAS.

1At furc lones contimas tiemen yn butn masero die progledydet Imporian-
tek, alguras de Iag cusles o comiecuancle de Y8y prophedadey dp log 3 imi=-
tes. Aplicando 1a definicibn du discontimlded v lod ceorammy oy Fimlges an-
tagy vistos, & tienen ok slguisntes teoresey jobra funcicres conkineas en =
NE punbe.

Taoreea [1.13.-

Hipgteris: f y g son don furc lones continues en o = &,
Tesfa: {1 ) F+ gas comtine an g = 4
[2) F-gesconting s xny
{111 -9escontinus an x = g

f 8] 4% 5 es conting s n=a, yfeapre que g 10 § o 0,

Ye demortrued La phrtn {1 ) de este toorema, pars Tlagrar el 1ipe oa
demsdtrac jdn reoguer [ de pirs tads partw, ¥2 que F y g son coitinuay &n ok, de-
la daflmlcTbn de conelmuldad, =4 Elenal

Mmt (nj=tflal 14
A+t

]
llagim)=g(a) n
E *a

Por o tenen, de Tas ecusclones [AY ¢ (0], ¥ dal teorems 110 s4 timng:

e FLludeginld

L ]

=t le)+ryglald 1)

te

LAY
i



L4 eccuse lén (L) o2 1o condlc|8n pare que T + g &8 continus #n 2 - &,

la tust proporcions Ie demotiraclién ded tecrems 11.13.%.
Teorers 14,10, Ona func 1Bn polinomla! es contlnese en todo punto.

Fara demoatrar aste tworems, consid@rese la Funcldn polincmial £, defl

wida powr:

n n=1 n-2
fis)mb, o +b & + by n *.,.-ib“_.llib“.h.!iﬂ

donde 7 &5 un rrtera oo regetlvo y bﬂ' b,l O bn. son plmeros resles, Con

caplicaclones spcesivat de lof tmaremds da IMmites, su poedes demostrar gue f

a4 v cuslguinr nimaro, antonces:

IanIn]-hnaﬂ+h1 -""+b am . e

4+ b, de donde 3k -
i n
A+

lgue ouE;
MmfF(rby=tia)

Ll |

Tworess 11.15.
|||pé,;_¢,,“,; Flals~= —:—%}- es una Funcidn raclonat.

Tests: [ n ] &5 contloys para todo su gaminio slempre que h fa] =b

E1ie taprams 1 demosirerd en base & gur Foes wna func{fn recicoal, o
cual puede ser exprrsada como &l conclents de dox Funciones palinomlales. &

o1, T puosds welhr definide gor:

[ x

Fix]m= '

Dorde g ¥ h 3on dos func fones polincmlales ¥ w) dominle de F conslate
de todos Toi nimeror B wucupro aquellos pere Tos cuales b (= ) = 0.

%l a w3 coalquler rimerc en &1 dominlo da ¥, =ntonces b (a) =

™
i

aql por al reorems 11.4.

1img { =}
mf W] et )
R+ & limh { x}

A+ i

fa gue g y b son funclones poliromisles, pos el reorems 11.1h., son -~
continpat en b, yasi Iimgie i =gfalyiimbiuw]=ah(a]l. Comar--
A= a L B

cusnteoenie, da la ecuacion {3V -

{a]
et Cx ) gy
17.7. COMT LWL IDAD DE UWA FIMEIOe £N U INTIAVALD.

Con les comceptoy efwmladis an 2T Tacise snterlor, &1 poslble anall--
gar la continuidad de cualquier funciSn real de varlable real en el ponte -
g que wr deses. SEn embargd, para machoy prohlesss aerf isnlerewsnte Imvest]
ger 1oy Intervalos en o cusles ana fure ibn sea continua. El romcepio dae --
cont {ruidad de wea Funcifine en un Intervalo pugde expresarse sadlmnee lay af-

gulentes definlelomes. -

Def Inlclfn, -
o y sale ol &b continua para tode valor de 2 gque 4L dentso del Intarvalo-
(& &)

Ls funcifn f ex comtinua en £} interwio salerte [, &)

beptinlcbfin.~ La funcion ¥ es contious en &l intervalo cxrrade {a, 8]
sl v 5870 37 &1 rontinus pers toda valor de w fua aste dentro wal intwrvalo-
abinrtn [ &, & }; asT ¢omo contlnuy per 1o darechs en a® y contlnues por 1 =
frouierds am bie,

s La FunclBn T gp continud por la derechy »n &, sl ¥ aSlo 6l

Imf(n]l=-F{a)
L
LAY |
s La funciBn T s contima por 1a fequisrds an b, 2l y sdla o7

fafizx)]=tib]
u-l'



B¢ acuerde con las deflalciores anterlores, pera inwstigar 1a conti=-
rgided de wra funclén &0 un intarvale, s necesarfo ¢] andlliis en todos 104
punlot da ase Interwmio. Evte vrabaje serf, 'It:ﬂif-lﬂnta. angorrone, imprictl-
o ¥, dads s magniced [fmposiplse. STn ambargs, lp'ﬂ}';l'lldnil en 108 procamas a0
bre cont lsulded, estudisdes on o1 Incise gniarior, sl problems e redure & 8
Al lnr 3o lanente los velorss en 108 cudles no se cumplan las hipdtesis dr -
10t Ceormmas, 0 Blen piellas on 183 que hays duds, por e]emplo en donde hayg
cambic ga regla de correspandencin,

Elomplo 3h.- Sma g {a ) - —11-—? deicrminar toy intervalos para <«
s -
Tok tuatus la Tuncibn g a3 cont loua.

SOLLN O
La funcl®n an sytudle o und FunclZn raclona]l y de acuerdp &1 Teoroms -
14.15., sard contimea pars todo valor 44 x, sacoplo aquel Los gva amalen al -

denom[nadar. e manars qua lgualando & caro ol denominador:

l!-ihb

= %37
Fare x = = 3 5 u = 2, |a funcidn 9 mo e contlnua. Entonces, tos Inter

wa bttt en los oue 2l w3 contlaa son:
(-a . =23, (-2 2)yl2 +a]

Flampla 35.~  Pars gua wvalore: da x, 1a funcifn definida por:
J:I =3 , =11 4%

a-h . 12l

5-al , Teac<1

Frixl=

es Contimua 7 Blbujar sa griflcs.
SOALRC | Dol

Apoyantoas en los tenrewet Bobre funciones cont [nuas pudde Tacflmenge-
dodrc Irpw ot F { x ] wn contirus an bos Interwiow [ <1, 13, (4, 2) ¥ -
(%, 3). §in smbargo, low Gnlcasy valoras dudoscs asifn en 5 = 1 y x = 1.

Mralizams 1Tov  punion dudosos:
A en x &1
fl1Y =201 =-hw=2

IEI'I:}Itf-ly,z-j'I-‘-j-_!
X+ el

I f [ Y *lim [ Fn~h )]s} -h=-12

* -
x o+ 1 w-+ |

par lo tamto come 1fm F { a0 ) = Ifm § 3 - % ], antorces 1T F (o ) exinte.
- -

=3 A +~1 r;__,___‘___

Firalmarge, Ifm F{a)~Fl1]) -

n=1

por  bo tante e comple la condlciln de continuided, v aal 3¢ concluye que -

la furclfn T wa continua gn x = 1.

bl fnox S

P2y =6-02) =1

Mt la)=-Im{2e-4)=h-amwt

A= 3 x ~1

Maf (al=17m(§-x Vm5-k=i1
x=1 woeg .

par Je tanta gcgma 10 £ [ w1 = Im F [ a), ifmf [ n} noaxiste.
- -

s =l a -3 E R |

Por w#sto Gleleo, 3¢ concluye qua f ro et continua Cusndo 2 = 7, En Ta-
figurs i, aparece 's 9rifice de diche funcién,

26



il T

Elemple Y6 - Anallzar la contingided de 1o funcifn h [ 1 ] indicands
Tor valores para 1o cusley seadiscontinua v Tes Interveslos donde swa contT-

rud. Dlbu|e Is griflcs,

ot L si—'{tE-T -
hlg)=tnr s+ 1I-+¢tiu
tl sl DL T4+ =
SOLLE I Om:

Las wupruslones g forman 1# regly e correspondenc ja, repreganian ol
gunay gz Tas Fustlonae trascendentas estydlgdas on ¢! coplzdleo 1. Do scwerda
a ho satudiesdn, se pusds afirmar:

a) La func|én, cotasngents &% CORCiTRA, excapio an los puntos an gue ==
£ = nF, gndonde b es wn Nimerc enters poslciva. Para eate protiemm, la-
primers axpresifn o prosents nlngln punto de discontinuidad porque su Intsr
valc de dafiniclén no [rcluyw & 1o valores Seflglpdet,

-u

b} La fumcicn senc vismpre e conbimm.
e] La sumg de ls Funcifn tem wfs T func8n comstante E = 1, tambiin-
s cont Inm, d2 stuerdo con k] teoress 1].11,
d) s funclBn enporenclal h [t } = 4" o3 cont inva yipmore.
w] Lof dnlees wilores dudosos on cusnde £ = - + ¥ tuamdp T = 0
Ardtisls de los punton dudorow :
u
a) coando t = - -

hit ) estd definida por medio d= la primers eapresidn v waln:

h{—_il}-r.nt{%}l-ﬂ

entoneey $¢ tunple la prlacrs perim de la definlcffn:

Ilimhw (e) = Ifmeoe v =0

ta-n" [

warh*{t}-lfrnunt+l-n

L] o ¥
tey b
Por 1o tanto el Vamite walste ¥y vala 1fm b (£ } =« 0
e

¥ ln segunda parla s+ compla,

La Tetfcers parip k¢ comple, pumsio gue:

n‘-h[t]-h{%]-u
-
T

Entonces la Funclén b { ¢ ) ws tontina pars 1 -'-2—

b} Cumnda t = O,

B {1 ) ng asti definlds puesto que ningum Intervale de dafinfcifn de-

law (res anpros(ones Ingluye ]l valor £ = 0. Al na cutip] frse 1o primars par-
ta, T funcldn h | &t ] o o5 continaes gara @ = 3,



Ex de hacerss nelar que ¢! 1imite wn exe punto i snitie, como lo pue

dr comprabar el alumno, ey oegir Toy 1imbres lateralrt son fguains.

feh (tYalimbh(t)=1
'z '
Sin wrbarga, sl no poder Igualyr «1 walor det 17mite, que 3l existe, -
¢on el valor de la Furcldn en e3c ponto, POF ra #star definida, la condlcifn

da eont inuided no 16 cumple ¥ 13 funcidn b { T ) 1 discontineg en eie punis.

Rosumiendo:

h{t] es contint para loa algquichles intervalos:
(- . 9)yio,+ =~}

o blen:

h it} es dlscontinee pars 1 = 0.

Ls grifica de la funclfn pucdy obafrvarse eh is Flgura 7%.

Tlil
-

L J

Pr. B, LIMITES CON APLICAD 10N €M EL CALCULOD DIFEREm(EAL & INTEGRAL.

ie traterd en mstc Tema la sbtencifn de Toa Iimltes de clevias funclo-
et que [leren poatarlor apticacidn no solamente on eiir curid, ilng en o1ras

caterias de malemitices.

Cy1on 1imltes no se peeden oheerer por tustiluzdSn airecta, y FTYE T
_—

walor tendrd que chienarsa por otro sedlo,

ha de quedar ¢Inro que los casos qQue ke pratarin mo son Lok Dnicas de-
esie tlpo de 1Tmibey, pero 1w oblenciln e armtiza debldo a 1s apllencidn ==

que Lendrin er 1emes posterloaes.

1 Il 2T A

x =1

Macienda f (0 } = gen . 3¢ wve qQue = -
fLo) nocsrk definida, #in embargs -
3¢ demogtrard que su Dimbte salste.

1L g Supongase O % A< 2

RaFlriundcse & 1o figura 3O, tn cuab ~=
musscrs un £ hresle de radlo wvnliario cu
Phoni, muan o wousd B0 e . ?2 =1 y ¢nr el ual
st pucde dlstinguir =1 sector citoulor-

POF cyyo angulc ceniral, medido enoradla

LTE 7] AES w4 K ¥ CUTS Srea eald determinads -
-1 + rI ko Ml 51 3 wnidedes cun-
dradag =3 =l drea del smcror BOP, enton

cesS-T:,

Tamb l§n se observan la cuerds BP ¢ la =

Lﬂlﬁ
wengencs 5T on el punio B,

Llswesa by a1 §rea dul cridrgulo OBP, -
1

dondg k1 -+ En K, ¥ k:

For geometris slemental se tiena:

1
al bras del trifngulo DBT, donde by = —3— tan .

1 1 1
. PR —_— - L}
kqfictz.“tuu. 7 e ok £ cl n 3 Tan X &)



G MEAI EED A T 2 SLan @ {n}

¥ dividiando [B) enire 28n n, queds:

! . L tan « 1
“ = te__ £
N X T
ven » San s cos s

N X

de donde: cos 2% < | (x}
LY~ conw }f1
. ] 1- - £os x|
or otra parta :g; % ;+ca|. -
- T T"Eﬂ"il-ll_:m Ao Sm =
1 +connm I+ com x
3

Eumi;cm:}ﬂr&i%“—“?.c,m?!

H
por Io anto 1 = co3 & < $en A

1

b [A) @ sen afn::'flnuellnxlb]r:.:ﬂ
H K
pot To danta: | - goh 5 s en A & K wm 1-.2<:mn:t|n-dnn[:]

2 AN A
- —
1 ==« - 1 (o)

Tomands Iislte cuande z + 0, se LTers:

lim {]-xz]f II'm—’—"-‘iH'—-ctf.'i

=0 5 0 A+

T Ifm =202 oy o i =EDE {E}

k+0 w G ™
tan = Len a

1 H -t .
ﬂrjln ; recordanda gue Tan A -y e ¢ Fane:

Ifa =22 A o [ 2N K '_'I__ s m . %

] _'-n x u ,‘.‘:' oy X n ,]j'u = cos a]

Ifa ——2_ . ifm por lo tante Tim —a02 1

Weg X PRI el x= 0

IRl LS T A LL AL shfa tenkx
X =0 X x =+ 0 ER N ]
R T 1.1, . S
a-n *
TRI: V-eow = r'|'I:'U‘Il 1 + ¢ok &
PR T Kt us + COF A T
.”%[1-:1:'2-! | ]'I{mﬁh'—j—" = . !
n :lz ERE " a Lt LEE T
1 H I - coe & 1
=], ——— - | -
[ B ED
5} 1w 1 = com & _"..rl—:ul.x+1-rm‘,l . u_,.!k
2 O x - " l*cH:J,;g:{I+ml;]
STt ST X = e 2ARE g, 3anx
ma 0 ';-n"“‘" -0 * n-*-ﬂm
PO 1o tarto 1im m-ﬂ
A=l
1 s 2 1
LI R | R R} (RS | S LI I
n o+ X +0 = R0 g
1
- lm-TER. .
x = {
n -
B, K +a E 4L L. +a
7] ‘s ] 1 n
Eam b, K b A" s +k
] 1 * m

Fara wita iTmite 5o presentan los slgulentas 3 cpped:

(]
D



2
o

o daclr, nl Limlix oo exlsge 2l o 3 W

" onm ap A +|‘u"-1+ .,
. lnA"-n,ln"‘i.,-.h-“ ( " B} Lfl'l‘**l-}.
a'- i rY = "a
hnx + bI - LT + Bh = bﬂ: .h“ *.a.-lh“
2N i bresar rellgnds | binosio:
a "
¥ 1 -
o tRo -t 5 (1e o) - e By, mlmmd ) mt, mim- 1 )im-3)
'll‘rl'll'l- E'I —hn TR !
i Tl
1 —a=P 3,
Ll . ]
., X * ' L ] a
Qn o+ 1 L o]
por o panto! 1fm - 1lmnapm 1 1 A _
N L e B et Lhy (A,
L 1 1 3
- . - i
BY ntm L] | *n +_'lT *—2!'{1 }+'Tl'[1 ) Oy -jh
Ak ..1;“'1'4, I n Dl =2
1 y - A 3 i 1 4= 1,1
P hu+h1! + . +b- R 1*_”‘ - !}1rﬂ1(1‘—;—] -I4.Tr+—r!-+_!,r+ - .
X - o
"
-n_ . por 1o tanto 1lm {1+ 1 3% _
. o Jnn.:- +-] .
pr 1o tanto:
!:n‘ﬂl“-‘*,--il S ilm (1 +x) 0 e a--—‘—‘ -
ire g = po —n~—-'ﬂ'|l.1n( = K=} ' o [ L 0pm- =
Kt m bnu +bl; -...lb. o
—_ xITutl'*“]‘ -lfu(1+_]
<] hr m »
_ ] . . n
j!n*ltl“‘*"".n p .n+Tl-—'l-..+. in Y] AJT_EJ-.:“_.-LL:E-L{1+EI
tim * hm 4~0
bqn."rb\‘!. #...th e = g . L) . E - Jm L[+ LI e
- nm naél 0 " T Ty E~q - ”"'-'!1"’!] =1m.[ 1 +8]
= x LY B B+ A+
I&"“*H Ml e Dut Ylalte Bl xa tlane ‘fﬁ{i* R L

n
4 n
- Ile —— 2l n* m . L T+ -
o Rt ‘n . . “-_1 R . por 1o tanto: B!inﬂ-—{——!—&- La =1

P - —



Vi REGLA OE L'wPITAL. FORMAS INDETERMINADAS,

Cuande una Funclén y = F [ 2 ), tona una d8 Tar slgulentes formas para
wn determingdo yelor da x;
]

f{l.‘!"g-—;on-'t""tﬂ'.-",i"‘

we dlce que lo Foncldn y= F [ x ) tome una forma frdwterminads,

Hawtd =1 moswrite, on gl Capliulo 0| wn el cBlcute de nlgunce 1imltes ==
cuando reaultaba % 4 —:—, & wvieron varfos casos en tos <uvilcy 3o mostrd -
la Forma de como ol Tmfnar dichs Irdetermlinecifn, T declr, dads yne funcidn
vyt [ x ), s} para wigtn valor da 1a varifably Indepundlantu, &1 1Imlty de=
la funclén toms une dy tey %5 Formas antarlores de Indetecmindc[5h, ya san
g & —:—\, x b vlnte como conocer 41 valer de dichs Timite, sedlanie ung ==

transformacién o proced Imfento slgebraicn,

5in sobargo, una da T4t splicee lonen da 1# derlvedu, 28 preclvdments =
poder eltmlnge dlcha ndeterminactfn en vl Forms ods sencllla, a través -
da In regla ¢ L' HBpftal, l# cual a0 descrlbe & contlouscléng

]
(-

Pagle du L 'bfaitalr

Cada Infﬂul‘ﬁﬁ:;—{-:—}.!'f{t}-ﬂfgtl];nu

sa presents an &) corlents ung Indeterminaclon de 1a forme 7o oPeTE =,
El problcas our se plantes conslate En anconcrar;
ilmt { x )
a*d g ix
Fars wilo, sa hard vie del slgulfente teorema:
Tecrsma ¥. § RMagln da L'Hipled

Hipftmglag 1}~ Sagn y = f {a } vy ¥= g { » |, doa funcioneEs darfvables
en &l fntarvela ablerto |, excopio poslblomnic en ol odeare o F 1o

o= Peratodm v gm ), g" fx ) 0,

M. Ifa Flx)]=0 y 1m gilx)ap

x -+ g E o+ b
W, 1m0 5dan
= = 1

Thala: 5a cumpla guet
fia tix 1 x}
::1-!'". H_IT}. L= !I-I.} I_r"-'i' . 31:'“. TR

El Teorema snterlor es vElido 31 los ITmites & 103 qua 3& hace metclén -
ron todos 1Tmltes darachss o (Tmlges liguierdos.

Camostracidnt
Pary v dewoatraci8n del Teoresa snterlor, se dlatlnguen $rad cda04:

1), z= &

it. x+ »

¥, 2+ w



Jolucldn:

LA
r.a

Tearems dal Valar Mpdfc del CHlculo DHlares fal pars doy Fuonc lonat:

Tomado # (21 = Y5 Flu) = —g w=1270, b= 18y splican-

do [5) gueds: in Eyte teoroas conocido tembfin coms Teorema de Cauchy, es fundasenta| pa-
i estudlar le Megly da L'Hoplprel u a0 gl sfgulente .
}nr- W+{zﬁ-:?].h—hr— ;A7 ,14: »E que 1¢ ¥ . fu [ ama
Esto es: 1A Togrewa V.5 Do Caochy .
]f—'r 1
S 3 /3 = Arpdtesle, Seanm vy =f [ 6], y= 9 {2} don Furnclones que complen con
7% i 1 < 1 1 1 Ton cond lclones:
Forg comn E— -
! Y a? 3 (1271 103) 21 ‘
1 1 1., y»fdn), yog(n] son contlhuay an ul Intervaie[ s, B
1 n—ﬂr—-cji , lwsngo por [}
3w e 3y, y=Flx], y=yg {2 son derlvabins en £l Intervalo (u, &)
' 1
i< i“{!+ F¥; 7). §' [k ) o« O pars todo valor de x en [ u, ¥ ],
e Fars ajumpi(Flcar una apllcaclénge) Tacrams del Valor Medio del Ch) Tdsts: I[xlste un valar LI wl Intervale shierta { u, & ) pars £1 cumd
vulea DIiFerencla] oepresado la ccuscion (0} s da el alguienta: Fiwi=r rmiad
= s - : - -1—{—|—r' - HER S Y i
£ |emplu & - 1
Demostrar que Y01 - A100 (%. Comotteac!bn:  {onviene primeraments hocer var que g (B Y g { a2 ) pa
\ ra gur 1a exprealdn [ 7 ], tengy sentldo.
3 - -
4o locihn:

r S B £n afecte avidentosents o Tunclds v = g { a ] compla cpn lan camtfefg=
ses F ()= 3 &0, h =1, entoncas a + = 101 - res de 1s Hipdresls del Teoroes ga! valor Medlo del Cilculo Diferenclal an =
Fla+n])= /700, fla) > 705 . vl Intervelo[ a; b] , Juega 12 tlere:

Comy f° - aft [a+ph0Y=F [100+8] = ; Gl -

b XL ? 1m0+ O 5 s ICE L SRR I R LR

1
Aplicands (£ ¢ # 101 = ~iDdD + o<y Y
plicando :W 'tl‘ﬂ'ﬂtl}*nilE{l.b]*.i'{li}i‘ﬂ
/M ! gib)-wia)

Esto &3 FI01 - o = s 00+ B hb+|i. w0 = gleyogplaldwd o Binlsh gla)
Farg! 1 . ¥ A | . Ahgrs bfan, compfdErave 14 funclén scalllar:

SO+ B z /b 0 fin)-¢(a

' . ":!:"—i-'r]—H' 3 s [lil'l'QIJIJ'EfEul*I‘Ia}]-IH
! oY h m_ #-IF qﬂu_ A

Comn pusde obggrvarsu, ¢ { o Jer g (b ) = 0, entoncan e Funcltén { B ) -



Anstlzande 1a demoxtracibn de] primer cpuo, 316 chsarve gue #n a3 con=-
diciones del Tooreme Ao su supone que v = f [ x Iy y =g {2 ) evtin defln]
doL en M ", por tal motive, conslderengs gue;

y=flx]) ¥ r=alnm}
y=Fflal=Dy ymugf{ald=nt {1}

pars i ¥ .8

¥ pera x =~ &

tea " b M gl punte extremo dereche del fnyervale sabTerte | dade #n las-
condiclones del Teorems, Pustto we vy = f [ )r rag [ 2 ), yon ambay dc
rivabhles #n |, sxcepto prylblaments on " g ", a¢ congluye g ¥y = F [ x ] ¥
y=g {a} son smbes derfvables wn &1 lngervato [ a, x] , dode m < x g B,

byl qua, ¥y = F n )y y=g (&) son ambas continuss an el Intervalo -
(s = ]. Tag Funcfones y = f { k 1y ymg [ 2} pon tssdidn contlnuas & -

la derecha d¢ "' & V' yo guei

Ufm, IECEELEREEDR
L I ]

r iMmplxl=-0=g{s) {2}
n B .
Por I eento, = F Lxd,y y=g (2}, ton contTouns wn &l Inturvelo
carrado [_ &, u]. A, y= (), y y=g { u) saclefacen lus frea condi
clones dal Tegrema du Cauchy pars dos funciones en &1 Intervela [l.. :n:]. -

Lurgd, kn cumpla gqual

r{;l-f{.]_‘"*"il
gint-gla g L= ] : 1.,

Meuillunnhlrntﬂunlcn.l{u.

Tentande an ctuants Jud sxprocfones [ 1 ) v [ 2 ), se tlane quan
x ), s
x1 9" ] (%}

+ +
Ya qus & -rnl < w, 1 plgue que Coande x o+ &, n.. +~a& , por lo tanteod

A ) LN AP
L LR 1
:-rII': m‘} kl-nr:+ vl " } x'I-..r:+ ' 1 " L (s}
' -
- wi

Perg por ley condiclonce del taoress, ol 1Tafta en &l Tzde deracho de =
Is expresién { & }, es L. PFor conalgulenten

fix i
Il = L
s 2.0,

te cunl prusks a) cusa (1},

Ln demagtraci@n del cass {2 ), as similer 5 la entarior, y la demostra=
€ifn dal cana [ 3 ) wstd bwsads wn los resulcados de dov caton 1 3y L 2 0 ¥

o dajan &' satudfante como e]erciclo,
E1 Tecrsma ¥. &, $r conexa cor al rnombre de Regle de L'Hipltal,

Da asts pnerd, oveds wleto que la reqle ex aplicable para ta Fores % '
sxlmlamn, tambfEn results apllcable parn I Forms B sin onbergd su demgses
trapclim, no 2w presents 4n estn zapTenla, dado qua car fugra dal alcance dal

curae,

En concluslin, cabe menclonar gus |a regls de L'HGpioel, #8010 €1 ap¥lce

Blu cusnds 3 pressntan 1ss formaa Indeterminadas g-ﬁ -

I s &,

Encontrasr  |fm =

,! o tAn &
Solycidn:
Sustituyands ef 1o weprusidn x = 1, 2= obtlene que:

" - 2
“tf;' an e 0

iz cusl ey une Tndaterminecidn que posde elislparss medfpnte o)1 saplec de 1
regtn dn Lredplent, de wsra mpnary conslderandg 1a expresifn antarlor, como

un - coclengs da das Funclones se tlers quer
fix i
Ifm —2— = i
xe g N g LS

por 1o tanto, apllcendo 1a regle du L'HBnltal reswita;
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ft‘]- 1fa o ]’_ﬂ 5 -

tix AL : S D T 8 -
Mk e RELAE - o2 BB oo e U e BT

8D g™ a
En astw ceso, e regla de L'HEpTEel pueede apllearce tantas veces come -

flralmente, totanda el 1Telte se obtlene: ses necararlo haste mue #e hays elinfnade 1o Indetersinacldn, o yea:

1 1 r [ e  lah
in e - . LAty Lislow - i »
‘*: e -l_ “_.:i ) I-IT g a 1_: g'lu! :LE g"|||
por 12 gue, donde:
TR W im Ex) g 1L
map N2 nE s g {a}
- sl precedimlento antarlor ¢ conoee con el nembics de ganers]lzec!fr s b re-
3 emplo 1z tolcular: gla de L'HBplesl.
1fm F[n}-—1r||—ll--— Elampla 11
X - a+m n *1
Dads 1n funcléne ) -
Solue lén: sn” ¥
- Flmdlas=
A buscar 4l ITmlte da F { 5 ) comndn K+ = gy Dbtlgne: Vroonx
ENCONLraT tm F [x]
1m F[x]'”n L] - ‘:‘_ a0
- - -
AT - o - !l !
Solug l6n: .
L Induterminsciin anturlor, pucds ol Tmirdrie seclasndo para gtle 1s ry-
glu de L'i8pltal y connldarando o F [ x ], cows un coclenre da doy funclones, Conslderando a F { » ] com el ;'-"i""'“ de dos funclomes, e declr,
e 1a wfguimmte Forma: . " Iri= II_ i ey
1 o f{'} 1 fll'.! i LI u"‘-ﬂ'-:““
k...r: =)+ :I..I-_ P * e 'm [ n tomando ul [Tmite da F [ & 1 cusnde & -0, 32 Elera:
z
per le tante . Lfw Fi{a} = ”.:_{_E__:_ I fa 1uuu ¥ __g_
] - 1 1 a0 A wD X+ @ - £t oa
,_'ﬂ F-TI:_} B e In 2ual wb ven Indatwerafnac!bn an 1 gue resules wplicable la regls 4¢ Lindp]
Flnalmsnce; tal, con 'a qua se obL Tenn: u u
1 wn ok
(N ] "I—l « 0 s T 7 ¥ o
Kom 2 41 ::-;. T tes = alr: ah oa =

En ylgunes ocasiones, pusde suceddr gue @eipulis du haber apllcado 1w re
gl de L'H8pltal, & une Indelerminaclén, Epta persfsta a1 declr, que ¥a lengs:

bl



IT-%—%-"- -:-.-E-I—'}- I1m

xan? n =0 x +0 IH.'. L]
frnalmence, tomands w1 1Tmfte 28 phiinna:

1 1
Hi ——y— = =
k+0 mec a

por lo que,

Ifm “—:-—-1
B *

Mﬂ Calewlar:

timw Flu]l]= If--!“—

X+ = v m m 41
S e fdn:

Al buscar &1 1Tmlee éa F [ ) cusndo mew, s obilina:

Im F[;}_Nm " _:_

o - Evm z o+ 1

La IndetsrminngIda watarler, puede vlfnlnarae papleands pats elio 1y re-
g'a de L'HEpltat ¥ consldarando a F [ x ], como un coclenta de dou fume lones,
du In slgulenty Formi:

cm Fl=de, _H :Ln:. [

por lo tantes:
i) i .

LI 2 2 ruhen
Flnglinanta:

1

Ham o *1

£n slgunas ocaslones, puede pucedsf Qui daspuly de hater splicado la rs

n ap

gla de L'HSplinl, & uns Indeterminacién, Erta perdlaca es declr, que ap tenga:

LH
I

£ 4 £ (k] o -
UIE 2 o 3 ACEE i o i

£n rale a0, la regla de L'HSplia) fmade aplfcarse tapnoay wecws como -

ten neceddrlo hasts gue te haya wliminade 1o Indeterminacian, o sem
f;l]_ 'F'[:.}_ ™=l fm Eela}

Itr: ] E j.tII -] E] n‘_’r: q° III 'p;l-t-: g: I & F

=
e f Al g 1nlaed
K x~a g (&)
¥l procedisfents sntarfor ss copoce con &) nombre d8 gendrzl Trec!Be da, ta re-
gla de L'HEplLel.

Elemple 11

Dade ta funclin " -
N :-

Fl=x)m=
1 = cos a

ifm F(ul

n+i

et FRF

Soluc T

tongfderardo u F [ x ) como &} coclente oe Sod Funclones, o5 declr,

lx
L L 4|
F[K]'——E—’—;'lrl m—ng—;

R ]
fomgrdo 41 1Tmite de F { & } cusando = =0, & ti:nn“
1
1w Fixz) = 1= :—E-H' i E'—LL- _g_

RN a =0 myed 1 =-cor
1a cual ¢3 vna Indaterminacidn en ls wus results aptlceble 1p cagla d¢ L'M3pY

181, con 1n quo 3¢ ﬂbtlmﬂ

: s e L
: ! T R
1w 1—-"_ Tt | Fm Frrm—- -
x+0 ar



LM
n

F
coms puede observacse, la Indeterminaclén peralare una vaz que 5= ha aptlcado tfm La _ e - 3= -]
0 Ecaa kO
Is reqla, de asta marers, volvlends & aplifcar 'a regla por egends vaz, re-- L x~=0
sulrat

-0 ;_ con i_ ¥olvlends 4 apllcar lo regly de L'HSpItal, s obtleng;

3 A g 2
- 1 eon” ¥ - yun” ¥ 1 1=1 1

F[-ﬂ $EN & lr: - ! TR I — I fm -uﬂ::n_ fm T2 180 2 coy 2
X * .o Ao A !_._nl"nlenu-r:nlp.}'!_'n
Flauimente, x& cbtlene que: o
Ir unz = ¥ finelments, " Lx -
!_'; Temr kT T
E 1o 12, Tal como purde 4preciarse | los a)ampios sfrerforss, musstran 1u mpllcy
Cads To Funcldm: F [ a2} --:l;ﬂ_'“_ . ElSn de 1n ragis de Llnﬁpn.l. er los canrcn &0 s U,,T“,,.,.," sr presentan -

. fade ] 1 -
Hallurs Vi F 0 2] tarmlnne lonsy de In fnfnlb- & —

£+ 0 BETERMINAC IOW DEL VALCN DE LA FORMA (= =

talucibng i@ ung funcltn F [ o« ), conslderada com el products de dow func lones,

Flmdlm? {xdog{n}, tem la forme Indeterminads Q+= | parw un wvalor

fun-
de x, la Funcl8n deds puede ezcrlbirsw en Ta Torma;

Considarawdc & ln fuscibn F | x
ciones, wg decir:

ffal.t - tle) gl

st T~ Tew - Flx)mt(x)eg Iu}-.-..—l-“_ 1ix}

Y tomando |Tmites coanda m=0, e obileny,

. - Fato ne hace con wl objeto de Tlagar o obtener una de lap formsds vistss

xl-'; T r Mtgr lormanta y dx e4(a mangra poder aplicar 1x ragln dn L'HBpltel,
d-lhqucr'l.l---'l*l*ﬂ+ £ 1o, 13

1
y EME A ™ rem == 5 K m
[T Caleytar: 1Ife x L x

Entences para allminar 1a fnd&t.mtni;l.ﬁﬂ_ tx hice uso du ta regla de = 'l‘n*
LimBpltal, tenfendon Satuclén:
1 - :
lim ~ 5 o = _——x"'-""—'- Considerando, & IMm x 1%
wepn ST n (S -0 - ] f 4:: oMo 1
a=f
- 1 - EEE =
COMOT CH W e ¥ Eel K= e e Flx]=Lfm F{xlepglalaiim zy
te tlene gua: l-iu* l‘ﬂ* -..nt
dendy .
. “F(x)=a yeglxd=Ln
- :
el



sn obtfere que: Tfm sl x =0 =

:+n‘
Por 1o tanto, haclendgo: -
I xlu-llr‘l—h--'_
5+D* 5l — =

Ls forma de 1o Indeterminacifn senterlor, permite & empTee de 18 regla =
da L'HERpTtal, o35 dexlrt

:
tim LR o gy, = lm {-x)e0
x+0* 1 k+0 =1 aaf*
n n

Por bo cual llmal x = O
:u:"u*
CETERAINACEON DEL VALOR DE LA FORMA® - =
3t uhe Funclden F [ w ), conslderada coma te diferencis de dos func[ones
Flad=f{al=-gix), toma la form Indurarmlnada e para um va-
lor de ™ u ", en genaral as paslble teansformarla en una fracclan fue romard
I Forms Indetarmingds % -] —:, medlanty atgle procedimlento sigabralee -

¥ de eate mahgry, en peafble aplicar 1» repla de L'Iﬂphﬂ_. ¥ ARCONErar un W
lor determinadg,

fjumplo. 15

Caleutar 1im (.—_‘1— -r—;—)

[ |

foluciin:
Conalderando & Iim S N
_— E+1 1n

1w F {x})= 1Il[f{k]'li":] -""K;J—_rill_x)

n~1 w1 =1

y tomands Tielte ceands x=1, resultm;

1
(Ao Yoo

Fara ellmipar la Indetermineclén antarler, s redqulsre de ura [ransfor=
e lfn del tlps g— L] -:—, Toe cunles, medlante ol smpleo de 1a regle de --
L'HEpltal, puedan ) iminarse.

De esta matera, tonando como fecpor comdn g T TS _‘ s . feaults ous:
(ﬁ"' Li_x)"‘ru—"'r‘:-‘rr fwtaa[a-t]

por 1o que, ,
g (b)) - R

La Indetarmlinec[on anterfor permite splTcarse la regla de LiHGpltal, con

10 gue »c obklans: 'I)
Irann-Ix-1}_ ”“1{; + L= =1
A - L x 1
a1 A+l La-110(-0+1¢g
X
'm, L4 .Tﬂ
il l-i-‘l.x

Coma s¢ shsarva despus de apflear 1o regla dn L'MEpItal, te Indeterml-
naclin parslisne, por 1o qua lp‘i:ll;rdula LAY T rll.l.rll:.n

L x )

Iim = |lm i Y = Iim
FIC T B TS R i =1 -!_-4—- =1 1+
x a x _—"rk
F
-alln —2——ala —‘—-+

P | s [1+21 xk+1 1+ a
por lo tento;

o () -+ :

Wl "



E Io. 1%

Celowiar lHa

N O

toloc)én:

Considgrando & llm

leot k- o1
o T [T k]

unrtn}-hl.llui;lu}—g[n-i -lt-l':btn-—;-.'!

a i - n+0
romando |Tmites cusndo w~B, resulta;
Ih[mtl-—Tll ] =1Im {m——!—ll tam -
- - m en 1

Puesza que parg la Indaterminacidn anterilor no exlate uh procedimiento-
mue parmite eliminaris dlrve comente, ya debe burncer gigune transformae lén, -
dlpabrales medlente e cud] wws poalbla obitnar umz Indatermingcidn dal tlpo

L] %. ¥ dr ci1d forma, peder apllepr Ta regia de L'HEpitel,

Al pusn, 3l S toms come Tecloe comin ok Ta Edpres (S0 snterlor o ot v

e obhtlenr: "
ﬂﬂt:"—1"=£"—‘ {I-—'!"""} paro Comdt
x n [T
tan n = 1 i tlene quat
et KT
1 1 =~ IND x
cot n T T w AT wnal e o=

Atora hien, cbtanlends o] 1¥micy da Ta diglon expres (g

1 a = tan a
Thm ot - — - i —— -
M-+ = t . * L3 :u‘-r-- ¥ Tah A i

for lg taneg, s fnocterminmclén anterfor, parmite 21 weploc de 1y regle
du L'Momlcat) anl purst

Tim R__Tafx

I
T ”.-'I-'Itc:l:
[ ¥y-]

!
Rl TEA M 4+ m WL K

[ D ¥ tan = S0 E
Fo comor YACT N T e -
o 2
3a Figne que 1-.-..1—- tn-l.z e -1
3 k4

£os
e 17 ¥E = i et e e =22 .
x+0 1smox v mac’ e D kA ¥ M ATD Ash dfol R bk

Lo R oCot X b I
1
L] -
- 1Im A o= 1

Eam WA OE COW N 4+ m
SImplifrcande e dlthme exprasida ¢ utllizends lad sustltuclones trige-
romltrl s algulemies,

i 1
cos m -1 * aan &

1 %en x cO0 uow BN T X
e obtlehe:

2
:n:." L | lim 2 saf M 4]

- e
im aeh A ESE m * X l‘l-!nll'-*l [
-

n =0

¥olylernda » apllcar ia regle de L HGn tal, ¥ toeando & 1Imlts g viers:

?
n b sen » coy 2 [
”mlst L]

= 1im *T-ﬂ
a*y pan 1w+ w0 2 e I xw
Flnalmenta,

R

i A osgh ¥ gl A -0
A =0 2cop2ax+l

-
DETIRMINAC 1M DE WALOR DE LAS FORMAS 0°, =", 17,

£l uns fusciln § [ x ] pueds expresarae en I forea ! [ " (x}. pue-
de swceder que para algin valer = de x, s oblLangs qust

1'!::¢}-n,g[xn'|-u suadando e forms O°
o blan:

lf‘.'ﬂ“:l-'!..lnlnﬂ'.l--- quedsnde 1a Torme 17
o temblin:

f{’u}- .ntlﬁ'l'ﬂ. auedendo Ia forre =™

Entpnces, pers poder daterminar un yelor qus parkitd sliminar 1a Inde-



tarmina l&n pars covtouiarn de lay trey Formas anterlores, sa omplas &1 pro-
cedlmients qua & continuscln 1o explicar

hn%lfun:!&n'(l]—!'{;]'{‘]
Tomandg logeritmos naturaley un ambos wigabros de la saprestdn wogarlor
y aplfcando las propladades de lop logurltmoy, s= obtlene que:

1L ¢ iz) = gialLt(a)

For 1o que an ks uno da Ton cason wntarlorcs, a1 logarites natural da
la TunciBn, 3 1 x ), tomard g Forsa Indecerminada O - =, Be 23(a manars =
determingnds ul valor de seta forma por wl proced Imlents correspondfenta via=

to antarlorsante, sa cbtlane =l iTalie del Togarktmo de ls fonclfon g { o )

. Dn tal foris gue, 4l ot Ifmita tome =1 valor " & ", w5 decir sl:

Im Lg (a] =9

-+
Sk LR T T ¢ (a3} —
H"‘!o
£lenclo, 16,
talculer:  lm 11+'Tj‘
PN ]
Salwel8ng

Consfderando la wxprailin amtarlor coman

lim ¢ (=)= tmt (a9 02 g [14+|‘

o= m R-=im n~w
butcends oT timlen, ok obtlenc:

Ila ¢ {a}=1

| I

farn Indatersinscion condyce sl smplisa da) proceso descrite antarformmn
tn parn allminaria, sal puss, tomando Togarltmor natursles ¥ apllcandc lsa -
proplwdades da 1og Togaritars 3e OhTiena

tm LY (x) = dim oxL {1e-%

LR T a n
du diarudie:

1im J:L[i-rw:‘-— Jam .o

-

£l miteds purs rexslver dicha Indeiarmingeidn | Tnelag ¥. & 1. Indica ~
gue hay que conkldarar «1 1Talte srierior come o) products de day  Funcionen
tratande de llagar n dbtenar una Indeterainn:idn %E -5 para poder apllcarm
In regle &r L Wlpleal, .

daf purer, s{guiends dicho process rasolice:

Li1+ ——Zl
m xL (1+—}= tln -_....1_....._
i w KX+ =

Calevlondn #1 1Tmlce do Ja Sltima exprasién a4 obktlane:

I} 1
i L W B
N -i'll 1 v
1
Apllcando ahors |a Regle de L'H‘ﬁpf‘[.l

= Hlm
N o= m | R xE+m ] 3 —
l ‘T— n
a
buscando ul I(mfte rapulter
T 1
51— - 7"
e A -
=
On e¥Ly Buners,
fm L dle)=tle =1 — o

n- -t :li-o-"'l. L
i
Comy w! 1Talen gue 2e buten a9 1lm g {2 ), finnlmadta quads:

Tim, 4 {R]-1I-+I"[1}‘{’l3_.1_‘

L

“'\



T jo. 17
Calcular: lim .e'
-
$0luc lin:
e

Cona lderands 2 Tlm = comn

E+m
Jta ¢ {adem Um fiud® 02l aqm oo a oo

K = R E o+ w

v

tomands Togar femoy,

lim L & (x)=lm " Lan=f.a

k= = AL W

Apllcandt &l mitodo pars slimingr dicka Indeterminacién, se tfane gque
L ox

n- Lx_ M= —"‘.:—

SN

Ut lzwnde te regla de L'H8plical y enleuTands 21 1Imite sw obt{ane,

1
- 1lm .'i- fim —2 = Im ——:--— .-_1..._..-“
A m A Kaw ¥ Kww K& -
AT, puas, 3o rleny quat -

Mm L g (3= 1ma Yoo

L Aoy im t
Flnaimgnkn,
-

lim 4{ » ) = il= ™ E e e & e

Lam o ow

E jo. 14
Hallar -« Vim u®%0 2
“u

faluslgn:
sl en

51 If-.¢{1}-”.‘f{;}!{"}.“' LU S
E = Q | l-rﬂ‘
Tomandz legerftmor: L a™ " % = aan 2 L x—=1im L 2" % o gy
a-v-ﬂ’ J'-'I}‘

L= -
e L gle)l= Tin ~F - —
“n H'H‘T -

EM
Arlicando te regla de L'WSnital):
1

—_ 2
Ve, L g (n)w llm— --1|,!+.‘.$"_"._E._
= D s 0 = pcEk x 240 x e x 0O

pen B
Aplicands nupvamsnte la reglm

}

Y gan X tod x PN
I - - -
1"':-‘(:} llm*c“x_l‘“. 5
x+0 ]
Loago Lm 4 » )= fa &% 2 d®an
=0 J:-rn

wn 2L s
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¥I1. 1~ SUCESTOKES

Con €1 objero de Inzroducir el concepre de sudesidn aneli
cemos =] siguifhte casn,

Supfngase que un bance decide pagar el 1001 de interés
anuxl. Esto &%, 31 alguien decide invertir un pesa en dicho ban-
co, a4l cabp de un eho tendrd.

1+1=} pesas

S5i el banco efdctuara la composicibn de ipterés semcstral-

mente, al inversiopnista le irfs mejor, pues al cabo de medic sho -
tendrfa
1¢% pesos
cantidad sobre la cual 3¢ pagaria el otro $01 de interds.
durentes ¢l segundo semestre ganarfa
{1*%] (;] Pesas
por 1o guae al fipal del sfic tendria
(1*%&*{1*%}(%]-[1-}}:-2.25 pesos 3
Ahgpre bien, si la compesicifn de interfs s+ pfoctda fres
veces xl afio, el peso del inversighista se convertird al final del
L En
[1+§a'- 2.3 pesas
¥ 51 1la composicifn se efectfn custro veces 1 afio, on:
[1-}3‘- 2.44 pesos
En general, =i 5= compops la inversifn n veces en un afo,
par cada peso invertido se obtendrd 2zl final del afio

(1+%Jn peEOs

Esto es,

v

Fl anilisis waterior puede.rexumircse en la sigujents tabla

Ramero de composicio Cantidad recuperables por cade
ne3 Bn upn afio. peta al finalizer el mfo.
1 (1+13" = 2
T
? (1og) = 2.25
l a
3 (I'HS-} =- 2.3
L
. (1) = 2.44
. -
] [T*El

Coco 5& ve, hemos establecido una funcifin
f:n + R
definida par
1ely"
fin)={ *ﬁJ
gue asacia s cada ndmerc narural n [ndaero de veces que 3¢ componr
el inter&s en un afio] un nfimero rewl fl*%]n {cantidad que se& recu-
peTa anuelmente}.
A partir de ests funcién, podemos formar la coleccidén qF
términcs
1), £02), £03), £(4), «vu, £(R)s --»
o s5ta
1.n
2, .25, L3, T, L., =2, ...
a la que 1lamaremas sucesidn infinita y que, en forms abreviads. de

notaremos cof
1.0
(0~ 2313



¢

efinicitn. il nﬁmen:- de composicliones por afio 3ea tanm grande como se quiern?

Una sucesidn infinita €3 uns coleccldéin ordenads de térmi- Fara responder m esto, veamos que sucede con el términe
Inoa {1‘%]n A medida que n mumenta:

£(1), £(2), £{3), ..., fin), ... ] ;',,:_l,“ .
formada a partir de une funcifn  cuyn dominio es el conjunto de - | 2
los ntimeros patorales. 2 2 28

A f{r) se le llama FErmino enfsime de la sucesién, ] s B .57

En forma abreviada, Tepresentarenss con {f(n)l » la suce - .
1ié6n cuvo téymlng endsimo es £{n]. : :

M 2.6637

Ejemple VIL. 1 ) oo :

Les siguientes son sucesiones infinicas: SFS 2:”“

a) (o'l 1, 4,9, 16, 25, ..., 0%, ... - ;

DRNE IS NN T T S 8,780 2.7181

-} -1 'nd a3, -2, 03, <4, ..., (-1, ... . .

4 {{%]n}_ TR A L {%‘]n’ 525,500 2.7182

ah;ﬁ;v;s; ;u; ia-d;f;nlciﬁ; ;o-e;ciu;:-l; ;nsihllidld de Vemos gue (14%}n crece cada vez mks lentamente (por ¢jeh
que los tErminas Je 1l sucesiln Sean ntiseros complejos, como en el plo al cambiar n de B, 760 & 525,600, sdlo cambim la cuarts cifra de
casa d} del ejerplo anterior, Expero, £n 1o que sigue trabajere- <imal), lo gque nos lleva & penzir que hay uh liolte para &l creci--
mox con sucesionex de nidmeros Teales, s nencs que =& indique ctrs piento de (l-%]n_ Dicha limjte ¢s ol pimero irracipnsl
cosm, e= Z2.718ZB1HZEB4 ... !

Volvamos shors sl ejesple del interés bancario, Coma - Entonces, le cantided recuperable pu-r cnda pesc invertide
3= puede ver en la tehls, 2 wedidw gue sumenta o] niEmero de compo- nunce serd mayor gque “e" pesos, por Erande que ses el nfmerc de com
$iciones de interfs en un afo, Aumenta la cantidad que el inversio posiclones efectuadas snualmente.
alste FECHpPETR, Sin exbargp, podemos pregumtarnes: JExiste algn Ls discusifn snteriocr 30 resume en la expresifn

na cantidsd méxims recuperable por <mda peso lnvertide aunque el - - . lim {1.%Jn.. T
n“



n
Y por ello deiimoy que 1a sucesisn {[14%} ! tiene lfmite (el nimerg

el, lo cual representamos mediante
iim {[l-%ﬂn}-e

Limite de una sucesién.

En genernl, diremos que unw sucesidn {fin)} tiene 1imite
i, m medida que n crece, f(n) ser acerca & unh clerto valer f1jm L.
Esto 5z,

sf n -+ wm, entonces  fin) + L

En £3te caso decimos que la sucesifin {f{n)} es convergen
te [converge = LJ.

Este concepra pueds expresarse farmalmente en 1a slguien

te

Definicidn,

Una sucesida {f(n)} tlene lfmite L 31, para todo niimero
E >0, por pequeflo que sSee, €Xistte un ntimevo M tal que

[f(n)-L | <g pars todo n > M

Simbolizamns w310 medigate

lim £(r)=L
Al

Ejemple VII, 2.

Demgstrar que la EucCesisn
1

1, }r.... L.
tiene 1imite L=D.
Requerimos para #llo demostrar que siendo € » 0 existe un

W t3l gque

1% -0}~ YoM

Come I% -nr-|%| -% POT SEY N siempTe positivo, tepemos
Lo

de donde . .
n>g
por tanip, %E»0 existe un nfimero H-% tal que
1X-0] <« ¥noM,
quedando demostrado.

e e - = a s

No todas lms sucesiones son convergentes. Por ejemplo,
ln sucesidin

T 1, 4,9, 16, 25, ..., nt, ...
ne tienme 1imlte ya que

ENtonces n +w

51 nea |

Para calculer el 1fmite de une sucexisn convergente, pue-
den #mplearse los teoremses bisicas sobre I{ajtes que el extudiante
¥a cancce pars #) caso de funciones, Por ¢jemple, pura calcular -

el 1lfmite de la auceslén

2.1, 4, ..., nel, .
II !_P g_l | ] !n__l
podenos proceder de la slguitnte wpnera:
) Iim e 1
lim n+l _ 1lim 14} _ ke T+ fem n_ 1+0 i
n+= 3a a+= 3 Tim 3 i S 1

Como ejercicio adiclonal demostraremosz, en base a 1a de-
finicifn, que

I1ia m+Y _ 1
o= "3n X

M



En efecta, comc

5 - 31 PR - - ol
se Cumplird que
LR R
sf ¥ =8la s5i
es decir si
nog
pot lo que, ¥E»0 existe ur nimerg M'i! “tal que
12 - 3 o<k ¥nou,

Sucaslones monbtonms.

5i mnalizamos 18 sucesidn

f{n-1)t} T, 0, 2, 6, 24, ..., (a-1)', ...

¥emos que cads t€rmino &3 mayor o ifrual que =1 anterior, por 1a que

diremos que 1a sucesidn e3 creciante.

sucesifn cada término &8 menor o igual que el anterior, diremos gue

la sucesidn es decreciente, comp en et siguiente cesn:

1 1,1, 1%
Frhryr

PN

Por &l contraria, si en una

IDefinfcidn.

Sea (f(n)juna soucesifn:
1) S8i f(n+1)z £(n),
2} 81 £(n+T)3 f(m),

A uns sucesifn creciente o decreciente se le ilima mond-

¥YocN, 1m sucesidin w3 creciente.

¥neN, la sucesifin es decrecisnte.

tona.

n}

b}

£)

ho 3 mondtonz ya

podeaos construir

f(nlh

—_—1d - == = = —

94

Ejemplo ¥ILI. 3,
La sucesifin del prablema de interés bencario
Z, 2.25, 2.37, 7.44,
% Una sucesifn mondtona creciente.
No siempre os posible definlr unp sucesidn mediante une sola re

gla de correspondencia. Por cjeaplo, la sucesjiép

TR PURCINLTIN PO PR VO PO
Y Yy

se puede formar a partir de las reglas:

£(2n-1] = E%TT y  fl2n)= oy

Exta =% una sucesifin monfitons decreciente.
Le sucesifin
L: S P 1, F.1, 1
M LT o o e &
que no e3 CTeclente y tampoco decreciente.

socesidn

ll., I. o+ l; o el

1, I
rT 3T n -

Ia sdpuiente prifica

-




donde puedn gpreclarse claramente gue todo término de ls sucesidn
*3 menor o igeal que 1, por 1o gue difemos que ! &35 une cotm SUpE
rior de 1a sucesidn [%}-

Por otra parte, comd todo términe de la sucesidn es ma-

¥YOT qut cerp, est? NOMera es una cota inferlior de {%}.

Definiciéin,

T} El nmero real P €3 uUNA Cota superior de la sucesidn {f(n]} si:
fi{n]l z p,. ¥Ynch,

2] El nGmeTo real f e5 und cota Inferjor de la sucesldn {£{n)} si:
f(n) z qu ¥nex,
Una sucesién se dice acortada a1 tiene uns cota inferier ¥

UnA CAtla superiar.

De scuerdo con esto, 1o sucesifn {%}, que como vimos es -

mondtona, e ademdy acotadd.

Teor=ma ¥11. 1,

Tode sucesifn monStonz acotads tiepe limite {es convergen

te}.

Demostracidn.

Probatemes el t#0rémz para sucexiones mondtonas cra-
cientes:

Sea [f[n)) una sucesifip acotads, Come {{{n)) admite una
cota superior, por ¢l axioma del supremg tiene une minima cots supe
Tior s la qua llamavemosx L. 51 L0, L-t no puede sér una cots su-
periar de {£{n)}; por tant¢ algln tfrmino de l& sucesién es mayor -
que L-{, o sea

F(k}*L-& pars mlgdn keH e o.M

Como {f[n)} es creciente:

45
Efn} z f(E), Yn*k
¥, por (1):
f(n) » L-E Yok I )

For otre parte, como L €5 una cota superior

E(n] x L ¥k O 01
de (I} » (¥
L-£ « fin] 5 L ¥k

restandn L
- < f(n)-L 5 6 ¥nrk
la que implica
|£in)-L] < £ ¥ark
€an lo que hemos denonstrado la ealstenciz del ifmite, que es preci
samente la minima cota superior L.

La demostracidn e similar st [F{R]} ‘esx decreciente.

Eiemplo ¥II. 4
] Ya hemps visto que I%} es monftona y acotada, por lu que sepdn
el teorcma anterier ticne limite. Esta concueTda con lo obte
oida en el ejenplno VII.I, donde 3¢ demg3aiTéd que

1im 1 .
nim A~ U

b)] Conslderenmos Ja sucesifn

=1, -1, =1, L, -1, L.
T I Iy Lin+17

Estas o5 una sucesidn monftone crecientc yu que fin+1)>f(n]

YnoN, comg se demuestTs & continuacifn:



-1 =1
Koy * ]hn” B
~L{e+1} » =Lin+i]

L{ns1) < Li(n+2) 1o cual es evidente.

Por otra parie, la sucesidn es scotade va que
-1 .
1) [y ©5 uns cota inferior, pues por ser creciente
fn} 273  ¥oed
1) Como L(p+1] > 0 ¥ooN, entapces ETﬁ%TT e3 siempre negativa y
cuslguiar nfimaro positivo £5 une cots superior de la sucesidn
L I
| NETS D
En base 2 lo snterior. del teorema ¥WI11. ' 3¢ concluye aue

1 sucesidn tiene limite.

Ge deja 8] estudiante 1a obtenclbn de dicho limite.

4 €
¥Il. 2  SERIES.

Una forma interesanty de introduciz i} foncepto dr serle
nos la proporclona la sigulente paradoja, debida al fillsofo grie-
go Tenbn de Eles [slglo ¥ A.C.): :

"Un corredor no pusds alcantar puncs le mets porque ziem
rre ha deo recorrer lm mitad de upa distancia antes de tecorrer la
distapcia total. Es decir, cuands heys recorrido Ia primers mitad,
tendrd que recorrer la otra mitad. Cusnda haye recorrido la mitad
de esta Altime, le Guedsrd todevia la cusrte parte; cusodo haya re-
corcide la n?t.d de £sta Ccuarts parte, le quedsré Ia octava parte,
¥ mal sucesivemente,™ .

Analicemos con mds dételle esrs sitoacién:

5i suponemos que e) Coarredor te despluia a velocidad cons
tante y le lleva ¢ stgudes Tecarrer la primerw mirad 4+l trayecto,

el tiempo en que recorre la distencia total serd

T

T ‘., (1

;4%*.}.%;+__4

La idea de la patadeim es que la suma de un nfimero infinj
to de té&rminos, como {1}, no puede ser un nplmery fipite, por lo qQue
el corredor mo padrfa 2lEwRzar le mets en un tiempe fipite,  Sin
embargo, Suhemod gque 5§ el corredar 3¢ desplaza » velocidad constan

te ¥ emples t scgundes en 1OCOTrer la primers mitad, llegard a la

mety #n It segundos, Podemos por elle suponer que:

t - t E ] t - ‘t_.. -
T o+ T T | R A1 e it (2]

con lo que hemos aslignado w la guma infinits (1], que llamaremos se

ti¢, un ¥velor finito It, esperando que Ia Sgualdad (1) sea vilids -
4



en ulgln sentido.

La expresitn (2] pueds reprasehtarse como

t
S @ :

Definicidn.

Une serie es5s la suma de un ndmers infipito de t&rminos:

- B * * .. ¥ +
a, . TR

Dbsérvese que los térainos o, 2,. &, ..., a,, ... cong
tituyen ung suceslin.

Otro elemplic de serie lo tenemos al interpretar la CIPTE
s5ibn decima! del nimero racional } :

0.133 ...

curo significade es

_5 L ] a—-L +* L L ] * _5_ * ']
10 10F  1p° 1" a
por lo que
. 3 i
I === (5}
nw] 1I'.In I

No sieapre es posible asignar & una serie unm valar finite
como lo hicimas en (3) y (5}. Par ejesploc, la serie

1+ &4+ 3 16+ .. ~nt e ., (e}
carece de un valer finito como auma total.

A las series (1] y {4} se les llama convergentes, mientras
que {6) 3e dice quu e5 diverpente.

Antes de estohlecer una definicifn formal de convergencia

y divergencia d* series, volvamos al asklisisy de la paradojaz de Zo-

nn.

b

A partir de 1z serie

]
I L PO TP « L

. ean . 1
nel 200 T T ¥ JB 2 tn

podemas formar la sucesiba de sumas parciales

S, 5,0 By S04 -eeu 54 e

dande
Sl =1
L
Sl-t+:
slqtd-i-v-i-

Yemos que el tfrming generatl Sn de 1o sucesidn de somas

parciales, es la sums de los n primeras t€rminos de la aserie 117,

'r en €1 1imite:

; t s 5
O L

Pars calcular este limlte observemns que
5, =t~ {Z-1] 1t
1
S, " tefe(2- Dt
L - 1
5,-;+I-I=(Z‘I]t
¥, Como puede demostrevse por induccidn matemftica, ¢l término ge-

aeral da la sucesidn de sumas parcisles eo3:

R | 4 T - I |
Sn t+:.+.l-+ e * o (2 2 1t

R-1

por 1o gque:



lim Iim 1
e 5" e fz‘;;:TJt - e
Can esxto vemas qua le expreslén (2]

[ 4
t41+{-1§.+,__1.2_:_.__1.+_+_-2-[

en vilida si interpretamos la suxa del nimero infinito de términes.

L t o T
trrtyte e Tt
cemo vl lImite de la sucesidn
{t_+§.+§.-“_+2;_l_}

Pefinicifn.

Sea

.¥f:!#.jt" ""n" .

une serfe_ ¥ sea {SB} und sucesidn (llamads de sumay parcisles) ral
que

-Sn' Botagta e .%a
5i existe un nimera real 5 tal gue:

lim
Nem Sn - 5

tc dice gur la serie &5 Convergente ¥ tiene suma 5, en cuyo casoc se

scribe

Ung serie nn cohvergente sa dice que es divergente.

Mitese que 1la "Sums”™ de una 38Tir convergepte =2 el 1fmite
de une sucesifin de sumses parciales ¥ po 52 puede obtener mediante -

una stume ordinaria de téroings, pusate que #stes son un nlmero infi-

Gito.

48

Para Jas zerles Convergentes, el simboln

se utlliza parwe indlcar tamta la serlf CoMo su suma, & pesar de ser
dos conceptos distintos (lk Suma repre#senta up nimere ¥ por tanto -

no puede ser convergente ni divergente].

Ejemple VII. 5.

a} TFara ¢! caso de 1a seris ([d):

52 tien= que
e e e i bt
10 to 10 10 10
(Demuéstrela)
Como

1

lim lim 1 1
S = oM (1- :_E} -1

e n l'l'i'-‘r

la xerie converge y su Suma es } :

x ]
|
net 100 3

h] Para #=1 ¢e3so de 12 serie (6):
1od+9+_ . +n'+...
el t&rzine geaneral de la sucesidn de sumws parclales es

S e1+4+9+,, +n"= & (20" eInel)

{Demufstrela)

En eate case, o) Ilmite de {5} no existe, ra que & me-

dida que n crece, % (zn*+3a+1) tiende a infinito. En ocasicoes es
c:



to s&£ simbolize medlante

lim
Tk

E. [2.1'1-]]11]]- -

En consecuencia, la sevie {6) es divergente.
En los casos antericres, hemos obtenido una expresidn sim
plificeda para 1a sume de los primeros n tErminps de ln sevie, que

S

permite culczlar con facilided &1 limite, S5in embaTge, esto NO es

sieppre posible. De hecho, an la mayoris de los casos no existe
una expresifin sipplificads d» S, POT lo que extudiaremos otros mé-
todos pata determinar la cenvergencle o divergencim de una serie,

Condicib6n necesaria pura la convergencia de ung serie.

Uhservenmos que 20 las serles convergentes

| 3 T )4 t *
t-t:a-rgl.-.._r_—zn_l o)
¥
__s.ci-i-!—'l-.iq-___i-j—+ s (‘]
18 18t 1ot 16"

¢l témino generzl tiende a cero, & medida qué n crece; es decir:

lim t e 3
soe L A
Este hecha 3 presenta Siempre qué UNa serie e3 COOVETgeR

te.

Teprema WVII_ I
-

51 1a seTie E A 5 Convergente, entonces
n=1

iim -
= 1]

Demostracion,

Sea 7 &_ une Seri¢ CONVETpEnte ¥ sea {Sni la sutesidn
o=1
de sumas parciales.
Copo 1o serie B3 convergente

lim lim

Trew 5“ " e {"l "':"”*'n] - L )
y ramhién

1im lim =

= Sn-|' i e hlﬂlf“'“‘:n-:.“I L . (2]
restandoa {1} de [1)

11 i

;lf {nl+|’*...-nnj - ;ﬁ: (EI‘II‘---+ln_1] =0

bn: Ins propicdades de los Limites

l-f: E[‘l“l!*---*‘n] - (.I.“.l*"""‘“'l-]} -0
por tanto )

lim -

o g = O -

Este teorema establece una condicidp necesaria pore la -

convergencie de une serie. Sin embaTge, dicha condiclén no €5 su

ficiente;‘;n otras pelebras, =] hecho de gque ;j: an-n noe implica -

qgue la serie sea convergente.
Le verdpderpn utilidad del teorema VII, 2 e¢x que permite

estabhlecer el siguiente:

Coralazie {prueba de divergencia}

-
lim - I .
51 2 ¥ 0, entonces la sarie et a cs divergente,

Ejemple VII. 6.
T 2n

a) Para la setie I 4 s¢ tiene que
n=1
lim lim 2n

petn " e o7 " 2P0



par lo qus la serie os divergenze.

b) Farz e serie I % ey clare que
n=1
lim 1 0

R+= 0
En este caso &l teoreme VII, 2 no nos pempite decidir si

la serle converge o Jdiverge.

-
€] En el cazg de la serle [ l—, COomO
nel n’
lim 1
—
nem 1

s& tlene un case azldloge al b),

Posterigrmente demOStiyAremos que i

%, llamadn seTie
n=t

-
armbnica, £5 divergente; mientras que la serie p
n=1

te,

Propiedades da Jas series.

Las peries tienen ciertas propisdades que vale le penn -
meacionar antes de estudiar diferentes criterios que nos faciliten
£l trabajo de establecer 1 carfcier de convefgencia o divergencia
de una serie:

1} El carkcter de convergencia o divergencia de pna serie no cam-
bia s Todos sus térainos s¢ multiplicsn pOT una comstante di-
ferente de cerTo.

13 El carbcter da convergencia o divergencis de pna serie no cam-
bls 3i 3¢ agrega o aupriae un nfimero finlte JLp térzminos.

I} El cavdéter de convergencla o divergencia de una serie de tér-

mincs POSITIVOS no cambia si sus té#r=ines 1e egrupan de cual-

l’ e CRAVETEERT
n

fquisr Tansra,

4] Si 11 a, ¥ I b so;m dos series CONVERGEMTES, entonces Ea se
n= a=i =
rie :1 {aa +8b ) es tambifn convergente Yo B¢ K y su sums estd
n=
dada por
I {az +Bb J=a L a_+f X b_.
n=1 n n =1 ncl n
Se deja a) eatudiante la demostracitn de lax propiedades
1) a 3). Pata una dempatrscitn de la prapiedad 4] puede consultay

¢ 1a raferencia 1 pig. 471.



VIl. 3 CRITERIQS PE {ONYERGENCIA.

Podemos demostrar que ls serie arménica

1 + % + } + } + ...+ % . ..

es divergents, sgrupsndo sus términos en la siguiente forma:

(D 0] 2 (g slgogopo Pt ooty o i (1)

Observemos que ceds upo de 1ps términcs entre paréntesis

de esta serie, ex mayor o Jgual que Jos de la serie divergents:

oge o @

¥a qus -

1 =+ T L

H.—l
~
M-l

A -

1
7"

-y

[

H_—

3
PERE b
it 1 1 .1 .1 .1 .1 2 1.1 vt % 1.1 .1

sl 1l i el e A e b e B

1
21011 12 1% 14 15 146 16 16 18616 36 156 16 16 1

En consecuencie, is 3yma de inos ctfrminos de (1] =zeri mayor

que la suas de los térmings de (2}, Como la suma de 103 términos

de (2] tiende w infinite cusndg p+= (por ser ests aeTin divergeste)

r
sntonces, la sums de los términes de (1) tambidp tiende a infinito,

Por lo que la zerie armbnics #3 divergentw.

El métode squi swpleads, conocido como criterlo de compa-

4

racién puede formallrarse como sigue:

LA

Criteria de comparacifn.

5ea z‘ e, unik serie términas positivos (= 20, ¥nEN} cu
n= =

yo carlcter queremos CONCCER!

-
I] 31 El € ©% uBa séyie CONVERGENTE do¢ términoms positives y -
e

8,50 ¥neW, entonces E

x_ e31 CONVERGENTE.
n=1 M

L]
s11) %1 F 4, ex una serie DIVERGENTE dm términes positivos y -

n=]
-k
n_*d_, ¥oeMN, entonces I a w3y DIVERGENTE.
n=n g=1 M
Demosttracifn,
1) Sea: SH'Il*Il*...In

el término general de la sucesifn de sumes parclales de | .Y
=1

Lt h

In.cl‘ti""‘cn

el de T c_.
n=1 T

Como & -3 €qr YREH, eptonces:

Sa % iy
-l
Ademfin, por xer 31 L convergentes, axiste 2! limite de
“.-

lIn] ul que llsmmremos L:

lim -
e In Lo

En consecuencia

1im
gom op = L



-
Por otra parte, como I B, £S5 Una serle de tErainos posi
n~1 =
tivas
ﬁn >0

For teEnio existe un nimero real 5 entre cero ¥ L tal gque

lim
h*"snls

por lo gque la serie T LI convergente,
o=
I1) S5ea ¥ d_ una serie divergente
nef

d ¥neKl.

¥ ser @ n?

I

5i supomemcs queé I a, £t una serie convergente, por la
oel ¥

patte I} de)l criterio de comparacibn »e tiene gque

a, zd  ¥nr¥ = 1 dn €5 convergente, lo cual contradf
- n*1
ce 1a hipftesis.
-
Por 1o tanto, la'serie I1 a  es divergente.
nw

Es clara que, para podeT utilizar este criterio s¢ requle
‘re compeTar con saries de corfcter conecide. Entre las series gque
iy t¢ emplean para comparsr estin las series [:n-étticni ¥ lay ze-
ries "p", que trataremss a contintacidu,

Serie geométrica.

Una serie peométrice es de la forma

H :q“']- 2 v ag > mg'v ... v ad™ e L

h=1

Vemos que cade tétmine e5 igual al antorior multi

(AW

5
plicado por um factor fijo q 1lameds raidn. La convergencia a dj
vergencie da este tlpo de sevies depende del valer de 1a razéin q,
COMmo VET£BmOd:

La tuma d¢ las n primeros téreinos de 1w serie ea:

5. = w vag ag’ e .v ag™! (1]

Multiplicendo esta expresibn por g:

qS, = #q * aq ¢ aq *.v aq” {2
Restando {2] de ([1):

n

5, (1-e) = & - a9

de donde

por Jo que:

lim - Hx a(1- "
= "R pa -y

Eate 1fmite depeande del valor de g ¥ se pusden destacsar -
tres casos:

al 51 |q|<1. entonces: lim q'=0, por lo que:

= -

lim S m A
n~= “n T-g

¥ en ronsecuencls la serie es cOnvergente ¥ Su Summ o3

-
n-i 3
I
n=3 R4 - 1‘_(
]
b) 5t |q} »1, entomces: cumndo B, qn*- & g «~-=, por lo que:

lim
Sy

D+w™
no existe y, #n consecuoncim, 1a serie ex divergente. N

£) .85 [q|=1, entonces ge1 & gq=-1.



Farn g=1:

- - -
r ag” L T
n=1

¥ 1a serje rs divergente.

Para q=-1:

-
L aqn " & -5 *a-a-+

y In 3crir &5 taabifn divergente.
(Demufstrelol]

Resumiendo:

La serie geomEtylen 1 & an-l converge si » =dle si
n=1 -

flal <.

Eiempla ¥1I. 7.

aY Pars determinar i carhcter d= la serie

T4 A4, A4
RNt 2 SR A AN o

podemos emplear 1a serie geométrica

- L=y

Iy R A L S tH
n=1
cuya raifin es g = %. pot 10 que £5 Comvergente.

Comparando estzs don SeTief vedgs que

4

7 <4
4 F |
T °7
4 4
Ww s

+

&n peEneral; M
A I
Pher o 3R

T

~5
-
Enplesnda ¢l critearia de comparacién, =& concluye gue la

serie (1) ex convargente,

b) Fara determinar el cardceer de la zervie

S+n
I — i1
o=t 3"

veamos 51 las series

I 1
P I (1}
el 3"
Y
- n
I — (3]
n=1 3"

EOR CONVETEEntes.
MFera analizar la serie {2}, urilicemos la serie gromérri

Ca convergente:
-

n
ey

n=1

=1

Por las propiedades de las series convergentes:
O LRI S T VL L S SR
T (g} = E Slg){s) = P =
a=1 3 5 n=1 3 In-'l L
de agul due 1n serie [2] o5 converpente, fpropiedad 1) de las zeries)s

Para 12 serie (33, utilicemos 1a serie geométrica conver

gente
7oy T 2"
I fx} = I (¥
n=1 3 7 n=1 ¥

CoRO cskd SeTie s convergentes, eptonces

o 3 n .
r &y . o)
n+l T ' .

tamblEn es convergente.



Comparapde (3) con (4):

n 2."  vneN {Demufstreiol
;E « (I]

Por el criterio de Comparaclén, la serie (3] tembién as

Convergente.

]

Come [ Ei ¥y I Eﬁ son series convergentes, la seTie
ns1 3 p=l 3

- - -

n=1 3 n=1 3 A=

Seris P,

Una serie p ¢s de 1l» forma

bl | 1 1 1
L B o e A i L R
na1 nf 2P 3P &P a? .

Lz convergencia ¢ divergencia de este tipe de series do-

pende del valor de p. Podemos considerar tres Casos:

a) 5i p»1, mgrupemos los términos come slguf} "
l—sl_--t-Li.‘_.’-’#.‘—‘!l—# 1[1]‘
B R e :

y cansideremos la serie

1-.2—4;-0‘—*.,,
LA Ly

gue e una serie geomdtrice con a=V ¥y q = %F = %F:T' Como p*1,

g 5 un nfimero postitivo menor gque 1 ¥ 1a seriz a5 convergents. Las

tétminps de eata seris puedan sar escritos en la forms

1 1 1 1 1 1
DR (LI T R A R L - I S - 1
{zP P aF 4P 4P P

54

Veaos que, cada uno de los términas eptre paréntesis de
1 serie (1} #3 wenor o igual que su correspondiente de 1z serie
convergente (2], por Jo que, del criterio de comparacién se sigue
gue (1) e3 convergente.
b) 51 p=Y, la serie p es 1a nerie armafinica y, come vimos, es di-
vergante.,
<) =i p¢}, cada témino de lg 3eric p o5 mayor o igual que su co
trespondisntes de 1o serie armbnica, ¥ por el criterlo de com-
paraclin la serie p o3 divergepte.

Resumienda:

La serie p: T L converge 5i y sfle si p*1.
n=1' I'IP

Ejemplo VII. B.

a) La zerim I l; del ejezmpla ¥II, 6 &% una seric p,.con p=2, ¥
n=]1 n
-

POT TMRALD copveYpenbte,

1 1 1
La serie I :% -1 s }E_. FE

es una =arie p divergente [(p= 1/2},

b) Analicemps el caso de 1x serie

- | P I | 1
nf1iT LIRS B S 7 il o 1 B N

comparfipdols con lm serie coovergénte

E 4. } + % *YETTE e {2)

ia



Observamps que

I g e -
=

¥ s¢ puede dempstrar por induccibn matemfitica que:

-}—‘ f*—‘ . ¥ntN ¥y nxd
o. n

Ee dice por esto que la servie (2] “domina™ a la serie (1)

a purtir de a=d. Yale la pena rntonces ah3eTYaAT qQue;

Basta con gue las deslipualdades

L =
.ﬂ - "n

n dn

o

del eriterio de copparacidn se ¢umplan a partir de zn cierto valor

de n, pars que dicho criteria siga siendo aplicable (ya gue podemos
suprimir up nimero finlte de términns o las series sin alrterar su

carlcter de ¢anvergencla a divergencial.

-
Por #1la, podemos congluir gue E %T €3 una serie con

n=l
Yergente. i
Otre forms de demastrarlo es la siguients:

Multiplicende por 3 la =zerie (7], oblenemos la serie con

vargente!
T S .3.3.3, 3,8
h S ATETTRTIAEC 3

Comparando shora las series (1) y (3], vemas gque:

1 « I
1 )]
I = I
1 « 3
11 L)
1 c 3
b} Lt
1 3
Tr * 7%
¥, como ¢ puede demostrar por induccifn catemBtica:
L3 | wnen
n! n

Podemos entonces conclulr, basades en el criterip de com

paracifn tal como 3¢ enuncis originalmsente, que 13 serie E

1
oy
p=1 F-

eX Convergente.

En oceziones, £t criterlo de comparacidn es de dificil
aplicacién prictica {dicha dificultad estriba #n epcontrer la serie
que serviri de comperacifm]. Por estg, iGtroduciremos otro cri-

terio conocldo como criteric del cocients o de d'Alembert.

Criterio de d'Alembert.

Sen E Y una gerle de tErpings positives,

neT n
tim "nel
Calculemos: -— " L
o n

1) 5t L<1, 1w serle o5 convergente.

' .
117 51 L*1 & -%11 =« cusndo n==, l¢ aerie &s divergente.
n

111 51 L=1, el criterio no decide.




Demostracifn,

I} 5% L«<1, elljamos un nfimero real g tal gue

Leg=¥

De acuerdo con la definicifn de 1fmite, existe un mcN -

tal que:
Lnes

por lo que

L&

m*i

De donda:

ﬂm*l

- Pmes

' ‘I*l

En consecuencia, a partir del término e los5 tEmwinos

+

£

de 1» serle: I
n-

m g

a
n+l

mti

a
n

it}

Yo m.

4

q ¢ 8 8t

q @

son mehoras que los correspondientes t&rminos:

de la serte geomérrica.

L]

'lq! € Ay q'

1 ]
a g a

Cono

I

n=1
de [1): o+tgel, ¥ 1s serie (2) es cenvergente.

es upne serTis de t€rminos positives, L2D y

L]

-
e o)

Par £l criterio de cnlp:faciﬁn, I I convergente.

n=1

4
117 &i L=1 & -2:l += cuande n=, existe un meN tal que
n Yy
. -
-%1l =3,  ¥nzm
n

et dicir:

4 ¥nim.

n+y * ¥pr

-

Es clarg entonces gque a, ne tiande picero-cuanda’ n+=, por

)
lo que !a serie I A, £s divergente,
ne=i

[Ti1) 51 aplicemos ¢l criteric & la seriv p tenemos;
1
1im "ne, lim !n-![p o lim . n P 1
ne= "g - n+= ] EEITT] = -
A P

n

pars cualquier valor de p. -

Pero ya hemos demostredo que cuapdo p»1 la $tTi¢ B3 Con-

vergenta y cuandg pgl divergents, quedsndp comprobsde qﬁf L pueds

sey lgual a uRC t4nto PaTa $ETiés CONVETgentims comp plrI\di?erg!n—

tes, por lo qué en este casc ¢l criterio no decide.

Elemplo VT, 5.

-
2] Aplicandn £l criterio de d*Alembert 3 & sevie ﬁl se ch-
n=1 °
tiene:
1
'L-.._(a_;.[ﬂ. nt ___m_ 3
a L [a+T]T nr(n+1) o+l
n,

por taato:

\



1im %nel | 1im 1,

¥ 11 serie es convergente.

b) Fara )p serie ;

ey _ (nend™ _oar (n+ )M fnetyn: L L0 n
hr M n N [ ‘EJ

n o o' {nelin® \
par 1o gue
a n
lim “mel1 _ 1lim {1*1] - e
N-+m ﬂn R n

¥ Ll serie ec divergente.
Y Con syuda del criterio de d'Alembert, resulta sencilia demos-

trar la convergencis de la serie

-
: —
np=1 1"

del #jemplo V1. 7.

En efecto: -
Ine1 _ Selne) 3 1 nsg
a2 LT T T ST}

lim 1 n+h _ 1
n~= %" 5+% ¥

por lo gue la serie converge.

Series wlternadas.

Lot criterios de comparaclén ¥ de d'Alembert no son apli

cablex a serles txles como

E (-1} I TR
n=1 ot L S I
+1
E (-1 1o .1 1
n=1 AL B S R

que llamzTemos seTies de sighos alternsdos o, simplemente, 3eTies

alternadas.

En general, upna sevie alternade e3 de la forma:

t (_l]n+1 a - ay- .‘+ l’- l.+..|

n=1 .
donde a_ *a, WneX.

Existe un criterio que establece una condicidn suficien-
te pars 1a convergencla de este tipo de series, llamado criterio -

de Letbniz.

Criteric de Leibniz,

La serim alternada

- ‘1
£ (-1)" LI FRL AL Pl PO

donde s, * 0 ¥niM, &3 convergente si:

a_ > a ¥reN ¥y lim 8 = 4.
n n+1* fem n

Demostracsbn

Sea la setvie alternsda:

- .
o+l

& {-1] L AL MR

-

1

5i n et un pfimeto par, #1 téraino genernl de 1a sucesitn

de sumas parclales: .

S, = auceytR A v ra, o0,

pucde mgruparse en le sigoients fayma:



Sn- {‘:":}'{‘L_.-]"+'+{'n-.'ln]

Como e > & los tErminos entre paréntesis son tados

n+;*

poesitives ¥ In sucesidn {5;} es creciente.
Por otra parte, si agrupamos Sn en la forma:

e L T R R TY LT e e bl

por el mismo razonamiento wemos que 5 « .7 la sucesifn es ace-

tada.

Coan [Sn} e’ monbtora vy scotada, tieme limite, llamé-
mosle L:

lin

nes 35 - L {3i n =5 par).

Moy resta demostrar que tomande un odmero impar de térli

nos, el limite de 1a sucesifn_de sumas parciales =3 tambifp L.

En efecto:
Sn‘l- S, % By, (5i n £1 par) )
¥

lim tin , lim

L] snol k| Y Sn Tidemm Ti+] -

For hipftenis: li= L -

F Y e n+, r

por lo qus

lim - -

o Sn‘l L+0 L

Hemos dewostirado que 1a sucesifn de sumas parcliales de
1w serle E (-1]““ L tiene 1Imite, por lo que dichs serie es

n=1
coavergente,

58

Ejemplo - ¥II. 10

a] Mediznte €1 criterio de Leibniz se puede depostrar que lag se-

rie
° 1 LI 1
RGN R AL P
=l ol T F¥° T
ex converpente, ya gue;
1.} l}-}i;-}%??"‘
e bign: .1 ¥neN
a’ {ns+1}"
por lo que: a la*l VYoo
¥ 2] iin L lim 1 _

Rea TR ofva g
b} Paras la serie

S

n*l

ag tiens que

1 1 VncH
n )ﬂ*l
¥y como:
Lim 1
nea nt @

En eI ejemplo antaricr se dempntrd que 1» serile
I 1 1,1 1

I (—'I',I“"."l -1 - * R

nel o I T §

e3 capvergente. Slo embargo, la sarie que $&¢ obtiene reemplazan-

da cada término por 3u wiloer whyolute



1
H w1 = ¥ - T » T *oh .-

-
L
n=1

es divergente (3erie arsénicn].

Se dice por ello que I (-1 % es una serie condi-
n=%

cionaiment e convergeatc.
Por otrs perte, tanee la serle alternzds

L R R A A

I
n=1! 1

como 1p que se obtiene reemplazands cada término por su valor ah3g

luto:?
ot 1,1 1
EF e—r ] + - * * ...
- aet nd FR I |
A - n+y
son series convergentes, por lo que se diece que  r (-1) —
. n=1 nt
¢t unm serie sbzolutamente convergente. -

Estas conceptos na sflo son aplicables & serias alterna-

das, sino tambifn a series de 3lgnos cualesgulera, En lo que si-

goe, cuande hablemoz de la sevie I‘ a, se entenderd que &, pue-
n=

de tener cuslguier signa, y Tepressntaremcs medisnte I‘ |8l ®

1a serie que se forms reemplmzando los térainos de :1 L
n=

poT Sus

reapactivos valores sbsolutas.

.TEQT&ml ¥I1. 3.

-
5i la serie I

le,| es convergents, ontonces la serie

Ia tembidn 3 convergente.
a=1 0
Demostracidn.

Sean 5“- LT PR FY

— A L

Y In- Ia]l+|.‘|+,‘_+t1n[
Entonces:
5n¢zn - [11+||‘|]+(l!+|;,|]*___*[.n*l‘nl]
De aqui que, como 'n’l'nlau' ¥ntH, ls sucesidn [sn.zn}

o3 mondtons creciente y tiene cota inferior (cualquler ndmero nega-

tival.
For atra parte, como s flw | implica que ‘n‘l‘nfﬁ zianl,
podemos escribir

Sn‘zn = 2|Il|‘21l!|’-..*21ln],

Y CTOmo El I'n] g3 convergenie, la sucesidn {Sniznl tione une cota
-] T
-
superior (2 I |a_]|].
n=1 o

En CoOnsecuencia la sucesidn {Sn‘:n] rs mondtone ¥ acoll-

de, por lo que wxfste al limite:

tim
- == {sn‘xn]

ademfia, por hipdtesis, I‘ I'nI E3 convergente y existe el
ne

IM{mite

De aqui gue, por prﬂ?ilﬂlhfi de los Ifmites

;1: (S,*1,) - :1: in - ;i: (5,*Tp=20) = ii: 5h
tambifn existe, lo qu; demuedtra que DE: a =% convergente.



Eiemple ¥I1I. 11,

Podemos deterwinar £l carficier de 1s serie

I cu!jnt » .54 - 015 - 0,19 - .00 + 0.0F +. ..
n=1 nn

{dond¢ n estd en radianes), wnalizando Ja =zerie de valores abaclu-
Tos5; .
; i:us]n!
n=1 | ns/n

Dado que |[cos{n)| 5 7, W¥neN, e5 clarc que

|M‘ % .1_ N ¥ncN l]}
nA R

Comp

1 |
I — » -x77
n=1 n-n n=i n
et una serie p, con p = 3/2, converge.
De )a expresifin (1), par el c¢riterio de comparscifin com-

clufmos que

-
I 553131‘ es convergents, ¥, por el teorema VII. 3
n=1 nem
1s serie I cas{n) &5 tamblén convergente,
nai n’n

Dafinicibn.

s sarie E

a ¢ Ilaps zhxolutsmente convergente si
n=] S

Is serie i

|a, | cenverge.
=1 r

Obsfrvene que, pegln #1 teorema VII. 3, toda serie abso-

lutamebts CORVETEENTE £3 CLONVETgEpte.

La seria 1 EEiIEl.. del eiemplp anterier, ez absoluts
n=1 n -

60

- +1 ‘
Bente convergente, &l igun]l que la seTie :}-1}" - .
n= n
Pafinicidn.
e - -
Une serie convergente I a para la cual T Inn|
awl n=1

diverge, s¢ llema cotdjcionalmente convergente,

Son ejemplox de terios condiciomalmente convergentes 1a
: n+1 1 - n+y

1 3 -1 =~ wa estodisda, ¥ 1o serie ©  (-1]
serte n=1 B v 7 ' n=1 ‘net

towo el estudiante puede comprobar,



Ejemple  ¥I1I. 11,

Podemos determinar el carlcter de 11 serin

1 £95(n) L 55s . 0,15 - 0,16 - 008 - 0.5+,
n=3 o

(donde n ¢stf en radiapes), analizande la scrie de valores absolu-

tos:

A

n-T

tade yue lcos(n}] £ 1, YneM, ez clarp que

1_05."&]. s . ¥nen {1y
nn
Como
= 1 |
E —— = I
. n=1 nn n=1 n!::

ey une serie p, con p = 3fI, CONVETEe,
De la expresién (1), por &1 criteriv de comparacifin con-

clufimos gue

1 :nsfn[| =$ convergeénte, ¥, Por el teorems VII. 3
n-i

la serie : gos(n} % Llambifp convergente.
n=1 n'n

&0

-
: 11
mente convergente, i igua) gque lz serie EE-I]“' - .
n= n
Definicisn.
= -
Una setie convergente L a para 1s cual I la |
nel n=1 n

diverge, se lluma condicionalmente conveTgente,

—
Definicifin,

-
Una atrie I a, 3 llam2 ab:iclutamente converyente si

n=1 n
-

la serle I |a | converge.
n=1

Chefrvese quse, segln el T#0remsa VII. 1, tods 3erie absa-

Jutamente convergente ey COnvergente.

-
1& sorie L EEiéFl , del ejemplo anterior, es absoluta
a=1 B

5Son elesmplos de geries condicionalmente convergentes 1w

- L]
serie I {-1]".1 % va #studiada, ¥ la serie I [-‘I]“h

ne ) ne? v

come =1 estudiante puede comprober.
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INTECRAL SEFINIDA [ (NTICRAL IMDEFINIDA.

CBJETIVDS.

ORJET Ive CENEMAL -

E1 pluand comprenderd ot Fuondaesentos #ei cltculo (ngegral sy fyncio
fep da una 30l verisble [ndepend)enta.

Al gorminer este copTiula, el alpmng serd capax de:

1. pafinir particldn dg vn intervalo.
2, DefinEr norem da une Sartéicidn.
* 3 Paterminar pra func fén e3calonads que aproxfes los valores de una
tyncldn contlnua an wh intervalo dado.
& &, bads wne funcidn escelonads en wh Tatervalo, calcular ot vylor -
#4e la puma g Riamann. i
S, Calcular #] Srep Bajo 12 Cures, smplasndo serlas drl tlpo:
Im L mz. T -
& k., Explicar =] concupto Sa Integral Dafinida, mdiante |l quse & -
Ridwanan, de ura furxc lfn contfrgs S una varlabla indepandlente .
7. Ewplicar law condi¢iones que hagen une Funcidén (ntagrable en un-
Interunlo.
o B, Eeplfcar, mydianle ura figurs, la inperoracaclén gromérrica de -
la Intagral Definfda d¢ wna funcldn Lontinus.
9. [aplizer trus o wky splicsciones diferentas o la Iniegral Drfi
. nida.
* . Emplicar cade wna de 1t propiedaces Bisicas o la Integrat Gefl
e,

11, bemgsirar ¢l leoryme da) Yalor sidic de) CE1culo Integral.

1}, Explicar, con wn dlagrama, 13 repressatacids dal Teorees dat Va-
lar Medle.

13, Pars urg Funcldn darivable y comiinue daniro du un Intervalo, de
mpitrar at Teorems Fundesenta’® dal CElgulo Intagral.

Fh, Dpdgi wnas funciomsss | [ a ), F.ll'n]. FEEHT. . ..F'[x]
distingulc cobles oo Ios F, (m ), [ 1 =0, 2, .- .un) son an
tiderfeadns da F { %],

15. Enconcrar el valor da una Iaktegral Ingefinbda por wedlo del Tero-
rems Fundemental del Chlzulo latagral.

fh. DPada una Funcldn Integrabla #n un intyrvalo, calcular, ysends la
Ragle de Sarrow. wl valer de s Integral dufinids en ese laterve

ONFETIVOSE ESEMEIALES .



INTEGRAL DEFIMIDA
E

INTIERA; IMDTFINIBA
INDICE,

. INTORNALD, FARTICIGH, womA,

- SUMA BE RIEMANK. .

] INTEGRAL DCFIMICA, FUME|OW INTEGRABLE,

A ICTTAMRETACICN EFOMETAICA OF LA (MTEGAAL CLFIMIDA,
5 FROPPEDADEE OL LA iWTECRAL DEFINIDA.

N TEORERA DEL YALOE WID)O BEL cALCULD IMTIEAAL

7 INTLIGAAL DEFINCDA COM LIHITE SUPERICH vAR[ABLE

L TEDREMA FUNBARINTAL OFL CalcULp INTECRAL,

3

RELACION C4TRE LA IMTEGRACION ¥ 1A DER I WAL (D%
DE WA FUKC DN COATENUN, IMTICRAL OEFINIDA

10 RIGLA BE BAMAGW,

-

&7

INTEGRAL GEFINIDA [ INTECRA INDEFIN DA,

V.1 INTERVALE, FARTICION, mORRA,

infclaremos russtro watudlo de! Chlcule fhtegral plantadndomsos &l piv-s
fufante problens: Detarminer mt Sres comprendlds entre la corva deda por 1y
fun:fﬁﬂl’:{:.r‘xt N ,y=F I}l s lds rectas = = 5 pu =B, v ol wjen
( direa waJo le curvs ], .

erificemente s« represants du Yu 2 lguipte manara;

"l

yefiz})

Axy

A .

Flgpira ¥t

Para Tn formpleslfn proclesn dox sate probless v pary s 2olpcin an .

sarlo recordar ¥ definly alpuncs concuptoy suxl | faras.

Sa Vlema Intervalo corcado & squat comjumtof x jechyas xswl ; as

te farwrvale puade dfuddiran en n subintersalos cures punios frontera =, =
Ll

sha W x_ eabdn guluten & 18 tigulente comdlclgng o

- n=1"

3
1"}
"‘u"“l‘“:"j"“" vk =k



AsT, por wjempla, a1 Intervala [ 1, 1.5) ar pusde dlvidle arpttrarisaen
e &0 custro whbirtervales du la slguifsnte merers:

ovar l.*;l.l- I.;l q.-s

h"':l:,.-l.!-
Flgure ¥.1
¥ M cumglw guet

1«15«73t

En genaral 4] ye TEOferantsn lod sybintervalos sobre 12 radte nimeri--

ca b 2le n, queda:

Kl L ;.-- Tamb
Subih T ervail
Flgurs ¥.3

R , L

A o n subintervalos aal formados 4= ley gefini{rd como te partlclfn # -
dal Ingervwlo [4, & ] o« sublrvscvalo [Eplmn semlablerto serk ; [ n -
“yly 1

PFor lo ranto defialresdy como morma de weg parkfedfm '...'r $8 TERTHLEATR
ré par Lia la longliud del sublniervalo mas grande de los sublotarvalos cerre

ges Lo -n 1.

Cor g daves enierlorss yo eatemss Tietos para definfr wnae Funcldn -
calonada 5 (x ) de 1a siquients manara:

Una funcléan + [ o } cu:u datinta e ol Intervalo :rfrtdﬂ{l, b] r 1la-
my #rcalonsdas 1l exivte una partlelfe P pars In cusl 5 | 2 ) perswnccr constan

te =f cada wno e Tox b subincervalol semlabigrios de P,
Elemolo ¥, |

Un raplasta posre! tlane 1a siguiente tobla pore el cobro de timbres pot

¥
I

SO0 =

tales; reprasenta 4 la Tonciln grif lcamants, : i

M '

L] +

JolucFdn; 200+ E E

Pape [ gr. ) Trabres [ 5 ) : E

[u,!n ) £.10 :

fro,50 ) 0.50 100 TR

[sa.100 3 1.00 a0l .__- Py

[oo.120 ] .08 02— : I
20 30 [ v

Figora ¥ b

La funclin ruprasentuds eq wns Fencldn sccalosacs poes corple com 1o de
FlnlciSm yoe quer

€ Icwervale [ 0,120 1 5o Siwidid an custro gubintarvelos L o8], --
{?E,ﬂl i L 50,100 ), [ 100,120 ] correspondiamio #n cads tase los walores
conntantet 0.20, .50, 1.0 y 5. 0.reapectivementa.

Loy anterlores conieptod mgs wven 8 wfvir para delvreiner uns lunzli.n -
ascaVongds que #Proxiem 1ax valgres de yng Funciln continue an un latervalo =

dada, comes sx wepllica a continuscidn,

Sl pupofemcy gua ti. reapreaents cudTouier punto del Intetvelo cerragn =-
Ca pa1r ™, ]+ #n tads sublnterve'o dal Tniervalo cerrado [a, b] |, po--
Sramags gnEoNErar wh wylor £ oy o code £ Ja corresponderd ue walar de la fun-
d&.-,-f[n}ll_tl-f{f_ ) #4 tal Torms que en la functdn conlingss
y=of [ a], criginslosnte plantaada, la podemoa repreasntar sprarimedarents

coms la Tuncifn spcalomady ¥ { t, 1, comg se observa gm 14 Tlhgurs ¥.5,

Con =31e procesc podremos reictver en Fforme apronimeds al problesy glan+
teado orlglaalments, que cra enconerar el Bres bafo Yo curva 4e iy frgurs V.1
o ba flgura ¥. 5.0 5T en o lugar catcutamos =F Sres &o 1o Flgura ¥, 5.k, am==
bat Lerderdn 3 ver Iguales sleccray wayor norerp de soblrtercsicts Fayn, o 168

mlentray meror dea Ta rares de la partloidn,



. ¥
$oluc Fdnz
rtel )
prris En 4ile casa [l. b] - [!. lﬂ] 1 dividemoy 2] Intarvslo en % wehine
- turvalas fgualer, da mmpllicud 1, y construysmns una Tunclén ascalonsda, como
] we musstes an | flgurs sigutante;
3 r
FEr] S »ul ‘!!u = ETR l.¢; L
P a— : P

L 1 1
B K
Figura ¥_5 L_:l" .
El draa tajo 1a funcldn ascelonads f [ L I 1} para EI [ [-.‘ ‘] mirg -
Tas rectss x = & 7 u = b 40 pusde detarminar comc se [Tustra an Ju flgurs of

gulenta.

Flgura ¥.7

Y

b
"‘r'l-{'l '{EIH":"M]'
C 22 S I B T O I R O I I

- B

e v10 L1}

51 al nlmere de sublntervaloy Fuers mayor, el resultads serfs ams aproxt
mader 41 Bres bale 18 curve,

Flgure V. &

Il drea da! rectlnpuio | serf Igmlufl‘.{ jis= I-ll_‘}-.ll

1
L]
al draa totel serd 1 A = h |4
) £ o Ml R e e ), e e

wy la soluclin sproximeds a) probless plwgesdo, A continunclén daffniremon |0 que represents que uns fusc l&n cont{rnua ==
. y=Ff [ n ) vaw Incegrable n al Inturvalo cerrada [n, t]

¥_ X IWTECRAY BLFINEDA, FUNCIOM | NTFLRARLE,

¥.2 Sume BE MICAANN,

) n Cefinfeffin: a0 funclln ¢y = f [ x ) &3 Intagrible on = ¢ E., 8] ai
Aols grprasfin Indlends an g1 pleeafo wntarlar: I-:-l L | E[ Y fay - e 1 exlate v: nbmera L fus batlsfagan

CIN-A f‘;{f_l ¥ -ﬁ‘ x, 1x Tu fleme " Suma de Mlpwpen &, | IEI fFig ] & kL [c 1nl que >0 v prafifudo, y adembs ¢
Elerplo ¥. 3 Im; - e, 1 €& tamblin &> 0 pequsto ¥ prafijade entonces
Ercontear wh valar de 1o Suma de Rlesgmn pars Ia funcbBn contlinga y = all: T:-'-:l fFl EI 1t P

f{a)=1+uenat Intervalo cerrado 1, ]

-



En ul memento wn gue a_q.ﬂ.h.l_s"l;'rf‘E[}lllndllftl}.-
tambidn se piabde drcle wua ol nimarc 4 subintecvaTos tlende u Fnfialto,
n
Al .L'.I..'; i f { € YA, = Lsc ln llems Intagral dufleide du la fun
efEn rontTessd vy = f [ 5 ) en el [AterveTo cetrada [l, b] ¥ an Tm raprasenty -
porj: t (n) e s, o declr:
b la
Jorturaa- Lrir s =
. svo F1 B

" -

hacdrdasa que 4 rapresnnts Ta norme; b hacer tender HYT tere, 44 -
garant{za dux todoa lon demdy tnturvaled clenden o cero, por lo wa la Inte--
grel definlds ro depends ¢ los sublntarvalon &, x.

Recordemos tarhlEn que 31 y= 7 ( x ) an continus #n &l Intervalo corrs-
do [s, b] ; entoncas se satlafecen lad slfgulentes condlclonen

< I.‘EI,, b]

The Flind sxluce
A =L

Mm 4 )=t ()

i =L

f i) axlace

Conv iene wtlatar que o la nhlrlslﬁﬂj:‘ fix)dus, & repravents la -
wvirtuble da Inegragidn, f { x ]| 22 tless Integrando o fonclSy Ineegrabie, -
Moatt bImite trdarier, "B " 1wl suparlor ¥ ol alabele T oue 1ieme algno -
g Tntmgracffn, L]

s ¥,

frcontrar el Sraa bajo 1a cufva ¥y = ::1 Timfcads por Tak rectas v = 0 y
& 7,

Salye Fin:

Al Inturwvale [ﬂ, 2} , com mollved fguel » 2= 0 = 2, dividimosio en n

sublntarvalos dquales & =z = + va e s M
HioAlanl I
L] ] H
l-ﬂ{TtTde-u -:'—.—k-q:--.‘I'b

EV Brax dal Wislmg ractinguio serd :

Au-f{{ki{l"; parp {h--:—h
nrlntantuf{{hl-f{+t}| n.h.r(_i_l.].al,---.l“
mrt-:--:!.-nmnmft+n:l-:;— K s

Suatleuysndo £ 1) vy {3 ) an {2 ) quedar

P B I B
S § T
E\ Even torwl awrk
" ]
I I
= = A= owir B2

Ay k :!._l. )
pero _!! a1 Indapandlemtia da & por 1o qui puade 1at0r-de 1o WuBLor iy, sur
dwndo: P

| S '
-~ - = m o2 s ‘
e BT “

»
o1 prokless ahors st reduce s cncontrer ®] wvalor de I lz, e pot Induc--
=

£16n Matpmitica 0 pyeds dewoatrar que o3 ipual a1
n

I Z.nm l‘-+l_%_[2l'L"1j|_..Hl R L1

k=1

susktiquyenda { 5 J #n [ & } swadn .
"1-"-!]' n[n#'l'_l‘t:ﬂq-l!_ﬂt_:i.lk e e 8]
“

dusarroilande y vimpl I icanda e obrlane:

B L) LE
.I.T--Tf T * —n!—

1
[RERER II'|£.| el
I R B e n “'!.*n 1
PR,
n £ -
l'ﬂtﬂﬂl:-l:_];- JE"F{"I.’!LL = -;:; A e IP

LEN] A 4 =



¥ L
suriltuyende | & ) en [ 7 } cueds: "
N L. [} ryen x
Tim 3 LIS Ei]n’_lll Iim 1 F — } = "._...-4"""'L
S FRCS e nh bt T o
n=-® A+ = -4(1!-) fﬂ
-~ X
por lo Ilntulii widaa % a
A, Af=} Fl g
Y.L IRTEAPRETACIOM EOMETRICA DE Lh INTCCRAL DLFINIDA, S son xdx =4-A +Q
Sr pueds affrmer que ta Ingegral definids de ta funclfn comtime - - = = Flgura ¥.10
yr F{a), geombericamanie repreddnts ul Srga adajo da la prople turva — 7
you f [}, limitate por las fectes v = @, o » 8 v o = b, oM 3E muestrd en Elwmpio V. ;
la figura. . -
Calcular geedtricemante |a dligulfants Integrel definlda:
» I-j;‘ [¥-2 n)dnm .
iz }dx Solue bt
Ar =
a
En edte cdt0 v = 3 = 2 »; a7 Ta rapresentescs grificamgnts guede:
T
- Flgura ¥, B F
FES. x=h
Ohydrvess tarblén gue 1a fmcegral hﬂﬂi‘daj.-: F k] dude lpy ywdd KLY
algebralcas de Ias Sreas balo la curvae y na ol dres tots! en valor absglute | x=3 - k
segun 3n alempllflee en Tos siqulentas Flguras: xel Ay}
y ' got 1 ‘
& Flgurs ¥.11 y=3-2X
- j"rfun- A -a, +4,
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1
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o
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Por To tsata Ay = A ~ A = 0,25 - 225 % - 2

e dondu: Sl] “'”‘“""3

[ la ¥, f

Catoular 1o alputants Intgyrel, uiends Ya incerpeateciin geomftrice:

T
vaf, Tvoraciee
an qua ¥o = rapldez Inicial.
§ * acelarsciin de 12 gravedad,

Yo, g pusden cont lderarss constanmtas.
Salucidn:
(A wtra caso Ta fumelén Integrabla as:

FLt}=V¥o+gr, n repravantecidn griffcs da digha Tunclfn 3

™
T~ tit) e ¥ gt

b— & —1

f= e teT
Flgurs ¥ 11
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Como ta Fntagral safinlds de 1a funclén f { t 1 = Yo ¢ gt an a1 Intar-
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¥. § pAOF|EDAREY ©F LA INMTERRAL BEFINKIDE,

A conkinesc 6 pa dan ulgeias propteisdes de 1o Iovegrel definlds; to—
das witzy ne pustan Jemcatrar & pactlr du sw daflnicida,

$ean F L n )y g i x ] dob PuncTores contiruer en el intervalc carrade

L2, »]; entonces:
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a

2.-{% weCaydn=n{] € (x)ank=comtanta.
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- §2 rtetacacfircuy aa
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Y R TERPRISY PR (R PPN cPY TP
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4.r slf{x]ig(n]urlnc[mu.b:l 1 cunples quai
5: f{:]d:ij: glaleau

9,- 51 k*8, sr cumply gue:
kb ]
f ey anenflrtaran

10.- %4 ¢ £ R sx cople gua:
j: rtl]‘l'j:: fFilpw-clax
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¥ £l resto v dajarin 2l wloema,
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e
Mitur“i_g. hdamwk{x~al. .
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Be I dafInfcitn da ' Integral daffnldes poeds ancriblrn:
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j: kdxw;_!; |£1rt!}ﬁll

[

wn owstn catg F {2 )=k

blividamos a1 Intarvale [b - I]:n f pubintarvalos, susterd

£, =a B-2
n
- - b=
antoncet: m =X <4 hn. .-4-2“—' {-4]"—'{-4-
-+-<.1-kh-n. ‘--—t;in-b—;-._- - k.

#n) drwn del kénlmo rectingule serd ¢ & = F 2, 22,

-lh' [lll]'[.‘thi—‘;_.]] -h.ﬁ.i [

- - _b+a n
por 1o tears FEI fix) & LE'l h:---—--—rl _ Xk h=

b = -
‘—_,,—'—“"'llh-ll

'“ - lim - - -
“.w'#ljn s Fla)a, g (b-a]=ak {b=-un]

H‘- F
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Ijemglc ¥.7

Iaterprater gaosdtr{casenta |a $lgulenia propieded:
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Selucl8n:

Sap la funclde y = F [ 2 ) ¥ represcatjmosls griflcobente #n un ol pjeme-
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L] FEy.|

Flgura ¥.1)

hj: F{n}d s groaftricaments raprasenta ol Irgs bajo In curve vy = § { o )
¥OIFn rectay vy = 0 , u =~ gy x = b coma pe ve en la flgura .13,

!It o) una mbeciom cooprendTde en 2] Interveio :lrradn[h |]_ nton-
cAR: J-: flx)ldx, reprogunie vl drox &) Yajo 1o curve vy = ¢ [ 8} y 143
rRCEed y = 0, m = 8, ¥ E =, cOm 3 poude v en 10 Flgura ¥, 18 y . ___

)
3: f{x) dn reprasanta ol fras "‘2 belo la mlama cures, parg enire lap rec
NEEN NI TN -

Flogurs ¥ 1%

5o purdw obhservar quat
L Bl Sl |
por lnqn:_(: f[x}ﬂ:-j: 'Fl'x]ﬂx-r_g: Ffim)auxu,

¥.& TEOREMA OLL YALOA SEP 10 REL CELEULG INTECRAL,

5 o Funcldn gy = F [ 0 | ep contivs oh 2l irtervels cerrade [F* ] L
SRLEACES walale uh nbeere = £ [a. hj 14l gque hagy o

ihfll}dl-ll’:]{b-lj-"
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Drocstrecién:  faa la funclin vy = F [ 0 ) contloua en &l frisrveio carra
do [r. I]; Hasemas m al valor winiss s 3s fyncldn yaral vilor miximo)

ant:

Med {a ):*r o[y, 5}
o I-f‘u']:U‘u-’lEl,h]
griflcamanty spade

Merfin o}

'*("/””l}
met(za) P

m IH )
X¥=n Ak

Flgura ¥, 1%,

te pusds afimmar quesm < f (n) ch ax [-, "1‘"""‘“ bt pusde docir-

ﬁu*:gb mdnmm [ b-s) whbase a bnpropledad ¥y :Hd--nthni];

¥
&n tase & Ta propledsd B s ufirme 1o alfgylenta:

5: -4..25: r:g}u.iS: nax

Yo ques lif{;]in

#t docir: m [ b= Je f: FT{ixlduxsnib-ga]}
dividiendo todes 1oy mimesros de 1s ewpresidn antarlor por {b - o] v obsrivando
Que I dlfarancles rejults poslitive ya que b>u, sx obtleng:

Hﬂ)l"ft'l.'l'r"'ft.‘nINFFHQUIE
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Gade it F [ ¥} ws cortlrua ¥ x ¢ [:t. b:! s debe renar 1odos tes - ==
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valgrey, saronces doba waisklr, por o manch, un velar o ¢ € [.. l:l rirl muat

e Flelak

- L ]
o Via; r[cl-ﬁrj.fl!.'!dn
w daclr:

Fladdxmt{c) (h=u)awtor |nous tn dearta danns-
trar.

Far otrs parte, ta pusde [aLarprotar gavsiiricemante ¢l Teareos dal Yelor
cdlo dat Chleula Integrat, hasbrdoss an Ta (atyrpratacidn geondtrica 4o Ta In
tagral Definids.

[ 4] Im—mr!uwmj: Finbax=aric)ib-u}asdacir, —

ssagura la aalstencle de un recebogwlo da basa (B = a ) v ateare f { c ) woa

Fepragants Ie simse Sras gov b “5: f Ux ) dw, cowms po {lustra oo Ia 1
Y

qure V. 16, T

K
o 34 e Cro
Figars ¥, 16
o sam ""'Alul'.n = Araa ML
pero drea ntf, Tx) dn : .

¥ARR vy = lb=a)ricl

Qbsfrvean Temblin que sste taoress ssegurs por 10 mesos lg enlatencls -



do owh velor da ¢, L Vpcrdemady F [ &) s "o Ul cordmnads sapdly.

Elampic ¥.0
Ty
Detarminar u! valor de X tkhomd ox,

-

Solus la;

Reprosentemor grificemants |83 funclongs |

3
Flulmn',glx)=omnn T f[h]gli}-:!nnu
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¥
yoer¥ Frhen x
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-
Figura ¥, 17
. Flgurs ¥, 18
por lo tanto lltuxw‘rlt ¥
x-:'.in:
-3 T .
*:
g‘l tenm=fLe) [3-a] = -
Figura ¥, 19

chsfrvese qua a1 origen #fvfde a 1o flgurs an doy parias ‘guaies, = -
c=dyfigta=p

par o tantyq __‘S_:-zmu-ﬂf' -[-'!] -8
Lenglo b, -

]
baterminar s t““r.!jl (3 +x)dx, ext come |8 ordanada medla
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L
Lt
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M
Y
O

<1 1 -
K=2 K8
Sotucltn: Flgura ¥, 10
Comcy E: (3% n}dn reprasents af Lram bajo 18 curve guedard

para x = 1, r=5
alre=4 =1
por 1o qua al Sren dol teepeclo serk;

n-i_.;_u. E = &N
coasg =i
'"'-50-2 (3+x)da
antomcay I: {1 n)edu=0
Apllopeaieys whora wl Taoress del Valor Pedlo s #lcn

5‘ flatdaxmficl Ei-lJ

T osunt i tuyasda guaada;

S: l'}+lld:'f'[t}[l-2:| - M

por o tenrod
Ef (e Y= 4

dorde F { c ) =0y roprasenta £] vator promedie  ( ordenads medie ), enten
cos P (el =3+c=B, por loque w5,

[ o ¥, 18

viFlizendo sl Tegreme del Valor Pedlo, emcontrer £ ¢y F (¢ } #a 1a
sfgulentes [nbegralt
1+m =0 5,2

jfi fl:atldsilf'lx]-ls'l

Pfx %5,

if represontemor griflcasente Ta Foncboh guwda:



T
,!l * 2
3 Pi2.3)
-1
-t 1 2 ] >
flyura ¥ 21

]
E1 valor "‘551 f (=] ¢r. geomitricoments repretents ol Sres dajo =
Ta gurvs por Ue wou ox [gunl & 9,

For otro ladosal Tecrsws dul Yalor #edio 441 Chlcalo Imtagral srtebla-

el .

5: Flutas=1 ey [b-a] #cz[a, n]

Ir
as dec ‘Sf] rtljdl‘s'ffﬂjl:b'l]

o oaLte cawn: I:l,b}- [— ', 5] rb-a=%5 ={=-171=6%

o bo o
=T {c]é pnrlut;ntnrl.'c]--z—-l.!!-
pere F {m) =1+ para + 1 54 22
y fTlmn}=rS5-x para 2 e X%

For bo Lavto 1+ = 1.5 donde g = 4.5
s-r.,-!.sme =35

w1 declr, #n sate corc walaten dos valores o £ { 0.5 y 3.5 ) won stopuren -
lo salscancia de un rectdrguie da baie { b - 2 ] = 6y altyra f {c ) = 1.5
tare reprapenta ls alpms dres que 1o de 1a jf‘ Fix)adx

Y. INTESAAL DEFINEDA £OM LINITE SUPERIER VARIABLE,

Wesohk Frpresentsds & la Integrsl gof bnids g2 la fonclén contime F | 2}
en o1 intervale carrado | &, b:} con |a q:pr“lﬁnj: flmldarresbhlin coma
comor gque grombtrlcesents cortesponde ¢l Fres welo s curva y = F [k | encrs
lag rctas y = D, x = 2 v n ~ b; higamos shory vn Lasblo de wverfable, vy de-

:Frl-u.;ntoﬁczl : F{x)dn -E:ftu]durl:tudirm 2 wegunis

Intagral. hapohjencs qoe 4] axtreso smpwrlor e whrlstle, ¢ e B = 2; enlton
cas gl fren obtanlds pars cada valor dw u sorf distines, lo que sbgniflca qua
as Funcifm de 2, &1 decir:

A=b(mn)=Fizx])
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Fodamor conclulr qua Tlg: T [ududefingaln Fumclén F { = ¥, cum e
alnte ez vl alistc g et do Jv funcbln 7 [ o ), 93 duclr todo valor de = g -

[l, b] +

Grificiments ss representa du la slpybents wemara:

v q v
\"'f"“l' -
N

Alat

ala)

7 -

1 1
oagy Rt &l = F Rl a £ g

£Jemala ¥, 11 Flgura ¥, 22

Incontrar al valor de 1a slgulente (ntegral y reprasencerla gobf foomen-
LT H

Il {x+2)dn=F(x)

o
20 lue i

K :
Loma . 'I'{k]‘t"ju {n+2) &2 gntonces:

Fian)l=asidy a=10
- a

1l reprasmatamoy grificanenic f [ x ) gueds:
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. Y=p+ 2
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.
e )| —y i
Flgura ¥, I3
#

te conoce gua Is Integral represents &l dres be)s 1o curvs entre

fFia).y=0, yuma, x=k, ontonces quedarh:

" 2
I‘.‘nlnt-l:i:n.-l-l,'r“_\;n :"Il+-1l— ‘ .
H
par o tll'ltrn'.m:“r i

51 & 2w vez vepresentamcs t3ts d111me funcile en n alatems de eles ==
conrdenados X Y gquedarki
Y =
{‘. - 1x+ T—-—-—

21--!-iu+t-l

1y=t{ae2)?

5 = ¥ t:+!]!-1[r+!]

Hpurn ¥, 1k

que a1 la l:unlﬁn de yna parkbols con vrilce s [ - =3 ) shmftrica con

respacto § un -j.g parelelo ab ele f 1 cbrcaws hacle -rrlbi nSTese gue oh 1D

do cazo wlo Tnt-nu al tngurvalo ['ﬂ,, I] A oquE R > b,

i
¥, | TEOREMA FUMDAREWTAL GEL CALCULD INTEGRAL,

s
¥a hamos ottenide ingegrales deflnldes con |Imicee woperlar varisble, =

Iag cusles tlanen lu slgulents empresifng

32

5: flaldumrin?

Irunc(tmos ¥ Semcstrasos ghors ®) teorema fundssentul ¢o) chiculo Tnva-
gral = _Mrtlr ds Tu saprenidn snierlor:

TEGRLMA L

Sen y = T {.: ) wna fonclds contlrus on ol TAtervelo cerrade [:t. bj .
g ¥ U I:-, hJ st F { %} en |la funciBn definlda por:

Fexd=fl 1 curen R LI
antoncas ! d ¥ [ -Fta)
Pemcatracifn: Hapaewot o = x + 4 M, entonccs {1 ) quedat

S:‘hf[u]du-rtnﬂ-nn} - - 2]

Paro por una du las propledadas de 1a Intagral definlda sx sabc que:

5‘:‘ r[.]d--g:"ftsldpost fintdn .., 8
: u-ll‘[_l,b]

wnECnCeE:

g“‘ﬁ’ ¢ (.,,]4...5"
ya qus & E[l., x+ 0x7], daspe)endo de (L -j

SI'MFEUIﬂH-S:‘hrt“]dH S:'[“}ﬂu

ftuldu+5"'¢‘r{u]du.-{h}
f[u}dul

I 1
gustbouyendo [ 1] p 02 ) en (5 ).
5’:“"{“}‘“"1;*&!}-"{!1 E R {s]
p-crnr{:tﬁn]-r{u}-nrln}uun
S:+Mf{u}ﬂ“‘ﬁF{l} S ¥

cowo [ [ u ) et una funclin contings a2 puede aplicer & £ 51 et teorema el
valor sedip del céiculn integral, =t declr:



xrbs
J' ftu]du-r{:?{[:1!.]]—3-!{:][.&1].‘:; £] tuoroma dal valor medlo wuets srpransda coms £lpue:

[ s+ ax] PP ¢ 1 i
ipualands (T} y (B}:
EF{x)=Flc)in N T} ¥y =ffu}
blvidiends 3 (9} por & x: ]
sF 1w}
o -F ) B b Flours ¥. 26
Ahors tomemos el Ifmite da Ia wxprasifn { 10 ) cusndo - "
4 s v aex dacirrcuendn { x A m ) ~ a LHEg .H'A"f‘ﬂll’
Im aF{x)_ 1Tm f[z]1 soee = 1Y) pern al Ir haclendy may pegushic £x entoncer £ { ¢ ) se spronime o F { x ), =

bx =0 be bn =0 coms se va an £] sipuisnie diegrams:

pero cuands  Sx =~ D; Flc) *F [n],

pusito gus: © £ [l. i ﬂ-:] ntoncey: .
1m SEL} S § F 3
hx=+0 &«

par otro I-don:!_-n_'l;;l_'..l. 4 F‘t 2} PR )

da donde 1 punde conclulr, Igualengs £ 12 ) y 13 ) oua:

PF—I'!"L""{*:' 1, &, o, 4,

dx
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- Flpurs v_ 217
¥ v
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- ¥, 5 RELACION ENTRE LA INTECRACTOW w LA DEMIWACEON DE LA,
FUNE 100 COMTr ML,

A contimaacidn discutiremes mis aepilpmnts vl (worene Tundssental dal

¥ =)r|"u; tdlevle Intagral; we sxtableclié qua 3! pa t|.n.5: F{uldu=Ff(n)
ARtencan: '
x+dx )
AF(x) =}, flu)du fFikdlm o— ¢lu)

Utllizando 1earTy de comjuntes 1o snturlor 42 pusds sapressr de Ja 5)---

gefafis manera:

-_I-l Flgura ¥_ 1%



LI T decit: 5

Flgura ¥, 28

1] dc:Ir,-illrlt- wr tronsformec ldn s¢ 1lega al conceptc da Integral -

obLen lindoss wn wvalor F [ x ), pere vambldn ge ha dutermbnado gue:

#,r Flgura ¥, 2%

s oSN AN

Flewra ¥, Y0

"
Comy pe wa-la Incograclin v ba dartypetbn som ¥ prontformec lomes lowers
et {u)du=ctr [ w ) oap* anpidertvets " de F [ 2 ) -

La lntld-rhl-d__i_ war penaral de F { x b wa F{n ) +C, donda £ a1 ura consran
te lrbltrll‘li,‘._t{l‘l In gua formalments podemos deflafr que of F £ x ) #1 una =
antlderfvada i:i:“f {n), entonces lo anprositn F { x ) + £ au 4lpme integral
Intaf Inlda ﬁﬁ [ m 1, que 3¢ axpress If {m} o x.

Be acuwrdd con lo anterior, 21 problems de calcular x1 revulpade de 1s -

oprrac e lrf:!._l 1 4 n, e concrote & bypear poa FymeThe F § a ) tal guee: =

F'ix ) =@ Lir} . ey decirtal aue F [ o} cen la anlidreivada de F [ 5 1.

i

Ejowple ¥. 11

Calevlar 1o yigulente Integral; I l’ du
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F{a]l pusda ser;

& [
PR
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-
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S e 1o

towa £ { x ] = pwn x entonees F [ o ) peede ger;

-cn-l-uqut--‘:— {=ces n ) =marn g m F [ n})
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| KIPPR
ancontrando ahars wnss Funclomt F Lo ) coley wue
&
i IR
Utdl lzando ahora | regla de Barrow quede:

A DTG P

.-._-i-tzn-nai--—% CEn-E} e (2]

- i
l-:e-{:#u}--l— (560 + 0
| = 380 - 37.3 « 10 = 130 - 7.3
Por o fanra: 70
i = 152.7

Elemplo V. 1}

1
Calcular ! draa definlds por la cufes ¥ = ba=-n, sl g]e e, y tas =

1 =3

rectas A= | y = 1.

STy I8n:

!lr-ia*:z
- hwoeh =i

X

2 e

y 4~
cysu=la-2)f

c{y-t)=(n-21

Fr[w)=f 4 n] se abrlene:

flgura ¥, 31

qua =1 Im scuncifn da une parkbola, simEirica conp respacto & un w]a parale-
1o wl ole Ycon whroice en y (2, &} v clBocave hecln sba)s,

Oa 1a fnrarpratec|dn quonkor [cu, te COMOEs duur

S:‘ Ffluw)dnrepresents ol Jres baJo Te eurve vy = F [ x } y ==
lag rectas y = @ [ als K}, x = n yx = b por Yo gua 54 pusds affrmar que:

_g: {h:-ntllnrq-ruur;" el dres ba]o Iit.urvnyt-h.-.! 41 ¢Ja -
Ly Yup fottob L= &y x = b; & contInuaclén extoularamos ol velor 4o 1s —
Integral safinlds Messndonos an Ina propledadan de la Entagrel ¥ wn 1a repls
Wr Rerrow da | kfguichte Sascr:

S"[i-=:]ﬂ:-#5]:d!*53 aldn,
issndx-i—i—}a-lxji-![!-1]'11
ERERITEE S METIEEE SRR o

por 1u't-nt:u‘Sii'l:.--z]d-.-1ﬁ- :5 - "B;H‘ - 22

pera:

T

I Ared = —!—H u

G



BV DESARROLLCS DE- SERIES
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13

SERIES DE POTENCIAS.™

Exlsten series cuyos términos no necesarlamente son <ons-

tantest par sjemplo, la sarie i
= xn X x' X' .
L T = 1 = T - 4 + b § * s {11

h=0
gue llamaremos serie de potenciss de x.

Et claro que para cads valor de x, ls 3erie (1] €3 una se
rie de 1érmines constantes, VEENOR Algunas CERos.

5i x= %_ se tiens 1o serie convergente:

1 n
; t!] - * 1 - 1 - I +*
=13 LA S A Y

n=0

5i x = -3, e tiene la zerie divergente:
-

-n" y , 4 21
A SRS 26 AL

nag

NStess que hemos tomade x"= 1 win cuande x purds valer

cere, por convenlencia pars la rotacidn. Es claro que para x=0

3¢ tiene un serle convergente.
Comg YeRO3, NGO p;ra todes los valares de x 5= gbtlenen -

serles convergentes. Esfihportlnte sntances asber pesra gue valo
- -
Tes de x la serie (1) convergs.
A
Ya que psra cieTtos velores da I xe cbtienen serien al-
e ted

ternsdas, anslicemas 1a serie de valores sbaalutas:

-

- n
Ll

Aplicando ¢l criterio de d'Adembert, la serie (I} convel

Re para tado valor de x/d tal qu=

- [ L1
L] .
pm b PIL

FLwi= n
¥ L]
! T

[
15: decir:

lim 11[ |“‘II £ 1

Fitem nt!
g hien:
lim n+1 d
| x} e | r ‘ « 1 (¥a que x mo depende de n)
i 1 .
Coma ii: E;%l- ii: %;I = 1, la serie (I) converge

rara tods x tx] gue:

|=f = 1

iy

En consecuencis, del tecream VI1. 30 la serie (1) e COR

vergente [(absolutamente canverpente) para velores de x tales que:

Izt <1 o biea: -1« @< 1.

Para |x| = 1, £1 criterio de d'Alembert no e5 mplicable,

puss!
ln‘l
u-_..n_"‘! -
L X

T

y debemos wnalizar por separade 1as cases cuando x=1y x=-1.

Parz x 1| 3¢ tiene la serie divergente

1 1 1
L ) =1+ xty ‘T * L.,

y para £*+1 3¢ tlens la serie
- n
- 1,1
ax0 = i A A S

que BS CONYETEentE {candicionalments convergentel.



Finalwente, puede deagstrarse que pars valores da x Tg-
1es que Jx| > 1, 1m serie (1) €5 divergente,

1
En resumen, la serie [ ETT #3 Convergente Gnicaeente
ne=i

para veloyes de X en €] intervalo:

1lamado iptervalo da copvergencia.

Definicidn, .

Una:serie do la forma

n
T i_ k
n~l n

C TR Tt 54 FEERT 1% LN
Tecibe ¢1 nombre de serie¢ de potencies de x,
Una serie de la forma : ;
- r 2
* I o (x-a) =a, +a,[x-8)+n,{x-2) +..,
nsp P

lecihp »]1 nombre de serie de poteaciss de [x-a).|

NGtese que 1o serie de potencies de x ex un Caso particu

lar dm la serie de pJ{anclls de [x-a}. Qbserve gue Asta Gltima - -

siempre Converge pard I=4, Y& gut 34 tiene:
-

nEU l“[x-l]n‘ll

A cada serie de potencies corresponde un intervalo, lla-
made Lntervalo de convergencia, tal que 1z serie converge ahsolute-

Rénte pare tods X en ¢l intepior de dicho intervaie, ¥ diverge pars

=8

tods = fusrs 42 £1, i 31 punto medi¢ del intervalos a3 1,

LTEETIII VI, 4 (H __1

51 la gerie 4s potrencias I s {x-2)" converge para -
A=

El menoDs una x¥s y diverge pars sl menoy otro valor 4e x, entonces
xists usn afimeto real posltivo r {1lamado radic de cooverpencia) -
tal que tw serie es absoluremente convergente para tods ¥ en ¢l ip

tervalo |x-af < 7, y divergente para toda 3 foers de B [[x-al>T).

SegCGo lox vaoTemas VIT. 3 y VII. 4, ¥ por el criterio de

d"Alembert, 1a serile

nfu . (x-a)"

es abaglutamente convergante si

lim ey
Ix.-ll Ll N 1
T ln

¥ ¢3 divergente 34

lim ned
x-._l u — = 1 -
. | Ot ln I

)

Para loe puntos en 1a fronters del intervmle de convergen
cim, 2l criterio de 4" Alepbert no &3 lplic:hle, por 16 que se hard
necesdfic anslizar poY separede lp comvergencia de la serie on dichos
puntos,

' En ¢aSps extrepmos, €l intarvelo de convergencis pusde re-
ducirse s un sdlo punto x=s, 4R fuyo :tlg direacsy que =l radie de
convergeacin o5 cern; o hisn pueds abarcar todo el eis Tenl ¥ dire-

mos que &} radio de coavergencls ax infinito.

(1] Lz demastracidn do este. TevTems a¢ omite por estar fuera del s}

cance da este curse¢. El estudiante lntarssado puede conzultar -
une Jemostracifdn wa la referencia ¥ pig. 516, ¢-



Ejempla ¥II. TI.

a) Obtengamas el intervala de convergencia Jd& la serie:

_iELElE_ ] + E:i - LE;Ell -

ned  3M¢fne1}t L F: a1

LI

5¢ tiens que

Ix-5] L=

ooy’ < 1
!ﬂtiin.z}l
implica que

Tx-5t £§) < 1

o 2den
Ix-5] =« 3
por 1o gque 1=3 e ol radie de convergencia, ¥y la serie converge ab
iﬁlullm:nte pars todo valer de x en el intervelo!
- =1 ¢ x-5 ¢ 3
e3 decir
< x«c B,
Arallcemos la xerie &n los extremps del intervalo. Para
=8 su tierne la 3eTiE
N S T 1 1, T
nEn ;EE::T;? ™ nfn ?;:T;T =1 + T* FE*TE " ---

que £1 convergente {serie p, com peI).

Pare 2=1 3¢ tiene 1a seTie

T i;él:___ - ; [-1]n —ul—__ - 1 - 1 * 1 * ! - ..
ned  3M(ne13%  n=0 {ne1}” T 31

que e¢< absolutamente convergente (ver serie anterior].
-

n
En resumen, lu sevie I 1%;31—+— £S5 CONYEFEENTE paTH
n=0 X (n+1)"

tode valer de x en el intervalo:

2

Txx 350
Obxerve que ¢n =ste Casa la convergencia de ta serjie en
los puntos extremns del intervelo es absoluts,

B} Lz piguilentes serie converpd Gnicsmsente pari el valor x=-3:

I ni{z+e3)™ o ta{xe3}eziizs3)’s. ..
a=0

ya que, para x ¢ -3:
1l= {n+1}!
[==31 e | ot

¥ por ¢] ¢riterlo de &*Alembert la serie diverge.

- II']! ;:: (o+1) »1

£€) La serie

- n x* X’
nfu é? =1 ¢« x =+ r + T LT

converge parta todo valor de X, Y& que

M lim _ n:

11 1
poe TafyT = %] pem = |x]+0 =0 <1, ¥

n+= n+1

- + ok e B e # w ma ® A m m W w m mW m m = m =

Conviens mencionar gque, il

I a (:-a]“
n=0 n

es una setie de potenciss con intervale de convergencia |x-a]<r,

ENTONCES:

a) tLw serie puede derivarse término a términe en dicho intervala,

¥ 1n se72e ghtenida

.- n
E na_ {x-a) T
n=1 n

tiene #£1 miseo intervalao de Convergencla.

b} Lz serie puede incegrarse término » 1érmino en diche intervaia,

¥ 1a serie ohrenida



[ ) F ] -
I E%T {x-l]“ '
nel)

tispe el £lama intervalo de convetgencin,

vii. & DESKRROLLDO RE FUNCIONES EN SERIE DE POTERCIAS.

gpa funcitn pumde desarrollartse en serie de potencias de
% siguiendo varios procedimientas, Por eremplo, pars la funcifn

prelongando indefinidasente la divizidn
1 +x + xt
1-xlt
«1 + x
-
_xf:t

ae ohtendria que

1'..,*!“ *

£[x] = T%? w1 oex + 2%4 x

Obsérvese que para 1*3 la rxpresifin anterior conduce & un

-

resultndns absurda:

T%I “te3e9ene

ya que dicho valor estd fuera del intervaio df convergencia de le sc

tie [}x]<1}.

En camhio, para valores de x dentro del jntervale de <on-
vergencia, podemes aproximar la funcifn romands un nimera Findto -
de téTminos 5in cometsET un €TTOT “aprecimble”.

Por £jemplo, Tomande los custrs primergs téTmines

flx) = e 2 1o x s x' e x' L s (gl

tara 1os valores ge % = =, 7. 0, 3¢ tivne:



.1: 1 1*:‘1’*!!!
x
1
T I 1,875
1
. I I1.333...| 1.3
T o ' 1

En muchas ocasiones se tiene una funcidn cuya sapresidn
3 diffcil de manejar ¥ puede resultar copvenmiente Eustituirlm por
up palinemic en x de grade n, lo cual se pusde lograr xi le fun-
cidn se desarrolla en wna serie de potencias ¥ se tomen los LErmi-
noA necésarios para cbtener Ja pproximacitn deseada.

Serle de Tavlor,

Sea f(x) wunu funcibdn, y busquemos expresarla en la forme;

E(x)=a,~n, [x-a)va (2 -a)¥+a (x-a}"s. .. {1

Pers obtener los coeficientes a, podemps proceder en la
siguiente forms:

Haciends ¢n {(1] z=a, se obtiene

E(a)w=a, -

que &5 £l primer coeficiente. Fara obrtener los restantes, fomemos
las derivadas succsivas de (1) en el intervale de convergencia de
Is serie: I

£f' fx) = ll‘zll{!*I]isl.[I'I]’4l!‘EI-l].'...

£ (x) =Ja,+i-3a [z -a)+dean (x-n)¥e. .,
£10%{x) =2:3a 22 542 {u-a}+_,,

1Y () m2.3.4a,-0.,

L T e

{‘n}f:} anl s_*...

Hacjemin on estas EXpresiones z=a, obienemos:

L

-*

m,~ f'{a}
- e
L g

-y

: {“}{“l _

-y

Ey
iy
.l-
&
n

Llsvando estos resulcados a (1), se obtiene la expresign:

FOO=F(a)of" () (x-a) o £ (0] L5580 Do g gy LEQMITL g (M) (g Lc”,

conocida como (8rmula de Taylor.

intervalo

Ta toda x

ﬁutencill

Toda funcifin que adejta derivadas de cualquier orden £n yn

ablerie [x]. II} Puede zer =xpresada sepfin esta férmuly (Y

en diche intervalo,

Eyempla ¥II. 13,
Fara desarrollar en serie do Tavier

de (x-1), calculemgs

1a {uncéﬁn f(x)*Lx an

£ (2} = Lx £ (1) =0
£ (x) « X £ (1) =1
ey = -1 () -t
8
£ (‘] - g_. f"' [1) =12
E
(Vg - 2 Y (1) .
x
AU PP IR R P LA GTADE £y . (1) M ne 1)




por lo que;

L[!}'{I'1]—15%1114 Izill: N lﬁill: EPTIRTLAL !:;l[n .

Como &3 fdcil verificzr, estm 3eTie es shsolutaments com

vargante en ¢l intervalo
ja-1] 1

¥ condicionalsente convergente pATE ung de los eXiTenos (x=2}; en
copsecuencia, ls expresifa [1) no =% vElida pars x fuers de este in
_ tervala

Se acostumbra decir que (1) €3 on desarrcllo en serie de
Taylay de¢ 1z funcifa Lx en un entorme de x=1.

Es posible sproximsr 2l logaritmo natural de un plsero %,
dentro del intervala de" convergencis,

sediante &1 polinomic de tar-

cer grado:
2 - [ ]

Calcuiemos, por ejemple, el logaritmo de 1.52

O<xgl.

L1.5 ¢ f1,5-13%

L (st
7 T 0, 4166

£1,5-1) -

Ex clarc que tomande mls térmipos de 1= serie s obtiene
une mejor aproximecibn,

Tomando cince tErminos:
] ] LY E
lx » [I-l] - [Ii‘l] - [151} - S%l}_. - EElJ— ﬂ(:s:_

para x=1.5 se tendri

L 1.5 =0.4023

que s¢ aproxima mis al valor real L 1.5= 0, 405465...

Si en 1a serie de Teylar hacsmos pel, cbteneood!

n
m Iﬂz}-fm-f' @) xs Oy Eperet 01§re.o .ot ) 0)Fpe.

Exprasién que nos permite desarrollsr la funclfn eb uns 7%
rie de potencias de Z. Exta serie se conoce con el nombre de saTie
dn Maclsurin.

Ejemplo VII. 3d.

Pars dessrrallar 1w funcidn »' en serie de Maclaurln, cal

culepdas:
£ (x} = o £ [0y =1
£1 [x) = " £' (D) =1
o (x) = &F £y =
el (x) = &* £(0Y (o) « 1
por la que:
¥ n
a’-‘l*x*;—:_—*i-!"-”‘%r'...
; b Sea:
- n
X X
e nEﬁ 3 "
Comc wimos en «1 ojewple VII. 11, c}, 1n 3erie
L 1]
X
I
ant Y

*  comverge pirs toda valer de X, par lo que 1s expresisn (1} ax vElQ

da ¥ x & R,

En forma snklogs, pueden abtenerse 1oz detarrollas en B2

yie de Maclaurin de las fupclones Seny y COSx: r



I. I‘ XT n+t I!n‘!
sem k= x-yy ¢ gy - ¥T et UNT pmperyT ot o

] ¥ L] n

ces x= VEr e Ir - groteer G0N e
Como e3 flcil comprobal, las serjes
- 1
1 O™ ey
n=0 nelle
¥
- (-1]n*1 xzﬂ
nip TZn) 7

san tawbifn convergentes para todo valer de x,

Ejemple ¥II. V5.
Consideremos ¢! problema de valuar #1 1limite:

iim SENX
X} 3

¥ la integral:

1
Teny
I1 . drx
ri

Estos problesas, que no tienen una solucibe inmediata, pug
den tesolverse sppleande el desarrollo en serie de potencias de la
funcidn senx:

[ 1 -

JSENX * 1- §T * %T - 71“* .

En efecto, seghn la expresibn anterior

L ;; * E; - ;; - ;; - ()
da aquf que:
lim sen x

x=] K

Ahora, parte ohtener un valar spreximado de

B3

1
SENX
j} X 4%
7
tomemos los primeros cuatro términes de la serie (1):

1 - L]
SENE 3 1 x X X

X S S S S 4
de aqui gque
1 1 t " 1
f =peail o bk e

O SER:

] ] i)
ji_ !EEE dx [I' T!§TT - r!?;f - TT??T ]1
. 7

1
J‘1 !t:l dx {1- 0,058555 + 0.08167 - 0.00003) -

- {17 - D.0GASE + 0.00005 - §,0000007)

Finalmente:
1 .
}' FENZ 4y -« 0,45297
] ) 9
T

- = w - 4 m m A & ®m m = ® x r - & = = = o -

La mayoris de los conceptos tratmdos en este capituleo,

pueden genersilzarse pars el caso de series ron términes complejos.

Par ejempla, al ipicic de 1w seccifn YII. 4 vimos gque 1l serle

- n ] ]
I ZreteFeipeiye.
n=0

converge sbaolutamenis pParas '
IES
54 x puede tomar valores complejos, |2| represents cl -

mSdulo del nfimero ecpmplejo %, ¥ Ie expresifn Ix]<1 queda repre-



sentuda #n eI plapo de Argand par la Tegifin:

eie imaginarle

que recibe el nombre de circulo de convergencia.
vergencia T=1 es el radie de dicho circula,

Para toda

cia, la serie I
n=Q

n
E%T ¢3 absolutlzmenie copvergente,

eie real

zeC en 2l intetior del circule de convergen-

En el casa general, 1s vegifn de convergencia

|x-a} = T

esti representadas en e} plano complefe por un circuls de radic T

£of CeENLToC en XA,

»

Fhrmulas d¢ Euler.

Consideragdo que x puede tomay walores complsjos, en la

expresion:

x x' :' z" )'.‘

L}
t'Tox+ET+3-r*T!—*'S-TiE—!-*...

podemas hacer  x+@i obteniendo:

4

Ei radio de con

]

N g* ot et ot

lﬂnﬁ-iﬁ*ﬂ*lﬂ'ﬂ‘--- [

Par olra parte, de lay funciones ys desarrolledas:
T L E

cosg = 1 - -g—!- - g-!- - g-r * [2}

T

stnﬂ"l‘-rr‘g-r'rr e

por lo que:

'l + 7
. I LR LA T
isen & & i8 - L yr ¢ i gr i T . (5

For las propicdades de las seTles convergentes, de lps -

expresiones {13, (1) ¥ (3] s¢ concluyr que:

Bi
- = cos 8 + i 3em @
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LA ECUANLION DIFERERCIAL

Scn al ‘_;I.qnu!-"&t okl -
wpreasr mete mabicamente ) comportemiewto
del dthplillmicﬂ‘rn de yn CUEFRo fug ex laarada verticalmente
hacia arcibs com uis veloodad inical W contdersnde despre
cable la ttﬁl‘h;ﬂﬁ i del wire ' bere
are <uraphir con el truncmde f‘ﬂ?uﬁ*ﬂ de vk,
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1
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For lo ento

gy w -
Be = . i e oo IR ;_1,1']. :
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J..brtm‘li

Considerande que W=vit) ¥ la delinieidn malerio
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