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PROGRAMA

8 NOVIEMBRE 17:00 a 18:05 La Integral: aspectos histéricos,
18:0% a 18:10 Receso
18:10 a 19:15 Alpunos nétodos de integracién no
' cubjertos en el programa actual -
de C.D.T.
10 NOVIEMERE 17:00 a 18:05% Aplicaciones de 1la intepral a la
. fisica, a la mecinica, ectc.
18:05 a 18:10 "~ Receso
; 18:10 a 19:15 Aplicaciones de la integral a la

estadistica, a la econcmia, etc.

15 NOVIEMBRE 17:00 a2 18:05 Prueba de la integral pard la -
determinacifn de la cenxcrEEnC1a
de una serie.

18:05 a 18:710 Receso
18:10 a 19:15 Integracibn numérica,
17 ROVIEMBRE 17:00 a 18:05 Algunas rcflexiones sobre el - -

mejor métedo de enscfianza del --
Cilculo Integral.

. . 18:05 a 18:10Q Receso

! 18:10 a 19:15 Conclusiones,



HISTORIA DL LA INTESGRAL. -
La integracidn e=s vne operacidn de nileulo inflaitesizal que =~
tiene doa anpecton. Une a8 el *aftodo exhaustivo™, parn calcular

Areac y voldinenes usado poT Arqufmcedes.

" Un ejenplo de eate, o8 la aproxim=cidn del 4rea de ua cfreule
pbtenida por la inuerizeldn de un polffene regular da 4rea conocidn
dentro del clreuls, y dividiende deapu®s vste pollzoan en oiroa mug
PEQUATION , 31 %rea de loa oucesives poifconop w3 caloulads eon 12
eyudn do lo geonetrf= elemenital, Ei 1fnite de 1a secusncip de 1n
suma de walas arwas, da ol Area del cifrecule. Zete preceso s lp -

definicidn de que una integrnl ea el 1imlitc de¢ una auma,

Bl obru =apecio de 1a integraoidn ea.el nrocess de znconiranp -
otra funcldn g{x}, cuya derivada es. f{x). Zstec aspecto eotd re-
lagionado con el yrimero nor el Teeremn Pundogwental del Cflewlo In-
tegral,  Ambos procesos son Ylemedes integracidn.

El método usado por los grieges pzra deterninar el £raa de un
cfrenlo y de un segmento de una narthbola, ¥ @1 wvolimern ded eilindro
cono y enflers {ue, el Iimite de sumas, semejunte 2] mdtodo de inte-—

graclén. . ' _

Durantie la primera mitad del siglo XVIT métodoz de mia & mengs
aleencea linitados fapezaren n surgir en el nedlo matenitico pera -
la conatrueeién de tengentes, doterminacidn de aixinos y mfninmeg, ¥
Para encontrar 4rcas y voldmenes. En particular Termnt, Pasecal, -
RBoberval, Descartes, Buygens ¥ otios disgcutisnron o] curgo de la tan
gente s curvna particulyres y encontraron dréaa ¢lrcunseritas lint-
tzdag poarn deterninadas curvan wepeciales. Cada problema fue con-
glderade por lo misme y pocas regles genernles fuaron deanrrolla—=-
daa, prre la idde  esencinl de 1a deriveda ¥y la integral definids -

fue epomenenda a ger fermulady.
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Con ecta kerencla azteddsiea Vewton ¥ Lelbniz, trahajeren lince

rendlentements durante in sefunda uitad del alglo IVIT defliniends -

los conzepton e derivedes ¥ de dntegralen.

Z1 slntolo I praceds 48l ol 1o XVIT coro unp eatillzzcidn de -
1z letra §, gue =z¢ utilirsa parn indicar ascidn de staer r el caa%io

&Y, en dx  proviens de la nolacids de Ieibniz.

.5
ox . .

Una observacida inrartante que deriva de eata notecidn, ©3 que,
se pueds uzar eupijuier letra ern Jugar de  x, 3ln aue czmbis el va-
or de 1z intopral, o asce, 30 tlone:

b % L o \
Ur(xyax = {r(r) ey~ {ee) e« § o(sd ar
Q" o v [+
Tsto oo una corcocucnein de nue ¢l valor de la inte;srni dagen—

de uniczisnte de la fupeidr D, ¥ del intervalo de integm
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Por esata rardn l2s letrna x, v, ¢, r, 9¢ llzzman a veces varialles -

mudaz .

A condinupsidn mencionarecnos s 108 matendiicos gue Tueron for-

mends g1 concepto do J1a Indtegral.
*

ISTAC TARTO

) . . .
Ceocamelira, tedlogo ¥y elozuenic predicezdoer Insleza, neeide 2n Lon

éres en 1630 ¥ marid en Zanbtrige, =1 4 de maye de 1577,

En 1530 sc le ecenfid la enie@va que antes pretendia, dio ela—-
ges do peonelsfa vn Gresbizle, ¥y degpads en Cambrige, Jdonde contala
entre cus Jdigelpeloa =l dinmorial lewton, n.auivn en 1662, cedid an

citedra, para dedicarze n 1n Teolosia.
, 1

-

Bn 1670 publice "Leccianes Jeondirices™, reimp}imienﬁolas en -
1674. So le deben adezia edicicones de alpunas obrss elssicas, co-
me Loz elomentos de luclides® (1439) ¥y otron irstedos de Amuine—-
‘des, Teolosic y Apolonie, Tontrlibayd con sus trabajon al progrese -
de la cleucia. Se lv considera conp dnventer del trisngule Jdifa-——

ronclal y como uno de los prinergs gedrieiras que aplicuren el cilcu
lo a la geonetrfa.
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HISTORIA DE RIEMANN (3826 - 186G )
Uno de les malemaliccs mds aminenles de les hempes mederncs . Tuve disc -
pulo de Gauss, Jacebi, Derichlel, Sical‘ner*g Fisenfern. A el se debe
el procec!imiccnlo aclual palo ¢l rzsfudfg de o ledria de tunciones,
qufz 1H2nr.: Su nriqen en s memoria de (RSO schre [uncicmcr_:. afgc:-
braicos de wna varioble cﬂmpjﬂ-.]ﬂ. En 1854 eseribic’ scbre los funda ~
menlos de g qtemqfrfn, lumbien hizo eciudios sobie las Junciones
elipticas, la disfribucion de nimeres primos, problema que hobe o
mleresar al ruso Tachzchhe”; asi como a las modeinas escuelas
Trancesas cemo la Vallde Pouvasin . Fn su ezlebre memoria de 1857
Pubflcadq & Ef qurnql de Crelle ] hrEG <an lqs ﬂbclmnaﬁ' {D e .
}mmpc alids hizo Abel con las crlfp}.-'cas, ]ﬁ}rcdu}d es 5¢ memaric
fa superficie que lleva su nombre . Cen chialo de uniformizarse en o
represeniacion sobre ella, de iq funcicn objeto de esludic, pasan.
do de una hga a olra en Jas secciocnes delerminadas cor los
Pun*of. ethices . El problerma de la rraprrz*.sefn{acfc;n contorme, que
orfance de la carfografia, {ce estodiade per Lambect en el case
dz [c.i E&IE’;-Q Y el plﬂnoj e&lﬁnd;o‘a pel Draqan.x al cazo de e -
presentar sobre @ plano los scperhicies de cevolucidn, intrede-
ciende las tunciones de vartable compit::j'a; pei Gaues ¢l cone
de ung superfrcic analibica evalquiera - pero todes estos ma-
tematices se reducen a representar clrededor de un punto un
frovo de la supecticie que se desea  sobre of plano, la exlen-
sion de esfe {ezo depende de la naluraleva de la {uncich que
realiza Ja {rnns!ormcmién. AT - "y
Riemann se prepuso el preblema de establecer una correspon;]en.
eia bigaivaca confinua 4 conforme, enlre dos elementos fini-
{05 dQ‘. SUPQ[][IC;Q, 5imp[€m?n;ﬂ ConN@xosg ﬂmbﬂ-ﬂ, perin’ﬁn QUQ
se ha reducido o la de una supedicie conlquiera finifa
sobre ol «revlo que lieva so nembee. El problema de Riemanan
fue resvelie per evle malemotice, pere s demasliracion no o
rzxac{'q, comao Ac:mc-sjrrof U'Jellerst_ms.ﬁ. Mu‘a fordc:, E.c.ha,fmrj



loqm, C!Q’IT'ICISIIGF 1'0 [UGEJIl')IlldCI(‘J c]e |C| Clcamr:i*::*ra::-io’n, O [c. que 5e
llama la existencio de Ja misma vara vecintos muy qencm|e$ , Cra
demastiacion dio” Riemann en 1870 en hiempes mas presimos |
Porncare , Koebe , Breberbach y Cocuthedery han fundade sus
estaudios de unifos macicn de funciones analificas en la zxs{en-.
cia de selucion del preblema de Riemann.

| sSAC BAREQOW

Geemelya Tf‘:tﬂac]c} Y elocuente predreadaor ingles, nacido en Lendres
en 1620 y meric’ «a Cambrige el 4 de muye de la77. |
Empezs su carrera wludiando icﬂ.nqum, Ti:».olocjfa y Mn??mf‘:}ifﬂj.;
Pretendio” una caledra de Grieqo en r_‘cz_mbrlqg; , perc lue acusado de
formar parfe de la gsecta llamada de les Aiminianos y como consecuen-
cia se deseshimaren sus prelen Stones, gmprf-nclia’ una serie de via -
jes a tranaa, Halio, Fericna y Constanlinepla, residiende algin
ften’\po &n esfa albina ciuclact . De 129res0 on Inqlaf?rm, ¢n 1660 s
fe conlic’ la caledia que antes prefendiera. A los dos anos fue a
ensenar Geomefria @ Gresha y mas {arde  ensedo la asignNa -
{uru i Cﬂmbf‘f “, I‘E:m{zﬂf]'c. czi honor ciﬁ CC‘ﬁf'Df -zﬁffe Lt LY f’l.‘_‘;crp;_;-
los al inmortal  Newlon o quien cedid su caledra en sy,
per el o't?{{:cc:rse o Ia -thcfot};h . fug nombrﬂcio cﬂpe”én de.
Carfos T (1670} y cancller de la Universidad de Cambrige {1675},
perfenccic’ @ la Roqal seeiety, fundo la biblicleca del clegic do
Trnidad g por primera vez reselvic salisfaclortamente el pre -
blema {eorico de fa formacicn de o imaqen en dos lentes .

Publico Lechions Oplicae (te669) , lecfions Geemelricae (157
relmpre sas cambc:si formande un selo tomo en 1674 . 'Da*sp-;:-efs de
su muerle se publicaron leclions Habilae 10 Schows (1664).
SE lz cl'r.?br.an c:cl-zmas ediciones (‘If:: n, una c[)rﬂs Cl‘ﬂxﬁtcnﬂ-fcﬁlﬂb
jos elemenios de Tuclides (1685) Y olros {rofados de A:qu:?ﬂc-
des, Teodosio y Apolewis(Ve15).

Ealic los manys ceelos de ZDD‘HL], que 5@ conservan @ G:Imuam‘



PR ) ’
BH'GHILDJ rzxts’cz und bnocjrqlfa de Barrow . Con{rqbuqo con SUG '
frabojos «l peqieso de la ‘cienaa . Se le considera come in -

ventor del TchTnchrfD Yiferenciol g cemo unec de los primercs
Geomelras que aplicaren o Calewle o la Geametiia

IssAac NewTon (1642 - 1727)
Se debe o Hewlon la Jormula del binomio, el melado de las

Fluxiones | la Ley de la Gravidacion Umversal y aclables {taba - I
jos de Splica,

Fn 15673 Leibmz [ué a.londres -.} FXPUSO aHs r&f_,anc'lc.z-. -

sobre sus lnw.z:shqcc[cna:: qgie eran cenocidas ya per Mew fon. ceni!
fal molive se {mmc:fwl.mbmz'ﬁﬁcqml Scciely . En 1674 decia leibriz

Jue fenta cenocimienlo de melodos (}Qn‘wahs de onalisis basade;
en senes infimlas g seherdba informes de los J-mhnjcj de flewlon.
Esle confesle o 13 de junio de 1676 E"ﬁpcnlﬁ-ﬁf}ﬂ sus merodes e
desarrcllo en serie, aumente” per via de opendclice, lo Jimula del
Binomio, Ll desarrolls de ore- sen x del que  per tnversion dedy !
cia el de senx, ete. lLeboiz pidid clios pormoncres el 2??
de ngc-s,!o Y el 24 de oclubre de le7e Mewiton sheiibe indi-
cande 50 mode de oblener los desarrollos en serie en !
carta My extensa , en la cval hace elusion del preblema 1nvers
de ICIS ‘Ionq&fn*es, Q’JEPIICO’HE;G\(EJ con{u,ﬁﬂmen{-a con un unncirnma
con objele de no descebrirlo por complela . En la respoesia de
Lerbniz del 21 de junic de 1677 explica el Melodo Diferencind
y resuelve o preblema de hallar wna ecrva cuya 5ub¥mnqmﬂe
¢s constante , demostrando con cllo que conocia la cﬂ}aq;'uciﬁh.'

Newlon descubric” la desviacidn de los Graven en caidas,
DE‘E;VIG'Z.tC;F} f::rat}mndﬂ per la rc‘|0c'|cfr| de la tierra . .

Fa mecanica, se debe a Newlon el Teorema de las dreas,
Qu_z Iu '!IﬂL‘QClEJl’!lﬂ de IOS Cdetpcs ¢es UNag co‘mca , ele.

En fa Jeorie de ecuaciones algebraicas | se ocupo en los limi-
tes de las ralces, descobrio” el feerema de lo suma de las



polencia:; ccntz’s-mqa de lﬂﬂ rm’cca-.s, ,c:*s [Uncmnﬁ .Hrnrf::lrh:n:-., Q]Iccrll-'
cvle del numero de raices imaginarias de una ecoacion | ele,

Halley tnopird prebablemente a Newlen gee las leyes de kepler
conducian a la fm[ de la inveisa del wadrade de la dis -
‘Iancfa, prepenicndale o Newlen calcolar o -forma de la dra -
yectoria, lo gue Newlen resclvic” con suma fachidad . El pro-
blema cempledo de lo gravitacidn ‘

Newton caleule’ la afracaicn de un CLerpo pﬁ{érfco sobre un -
punfo exlerier en e prmer libro de Prindipia . Newlon sefiale’
tos leyes {undamenfales de la dindmica . En el sequndo fibre !
se ewpa del mevimiento en un medio resistente, en Hidresta’- :
tica e Hidrodinamica |, con aplicacidn « Jas ondas, a los ma-
reas 4 d la acdsiica . o ef fercer libre se hace unu oilica de !
las hipatesis cientificas _ !-

5S¢ ocwpa del estudio de planelas y saleliles, la feria de
las mareas, _faﬂ clqsrquclfc'oclpa EUDCHESI la teocia de salelides ;
en los ccm&‘fna, en o cﬁ[cUI{: de ¢rbifas . la maycy pmrirz de sus
descubrimienies debio bacerles ofilizanda o melodo de Tlexiones,
pero los pr?senlcmba en o {crmn del mas puro clasicismo Qed -
meleico de fkt‘qurm{r_deg ! /';Pc.fbnig . Halley Su{rﬂqof los qns}o.:s cle
|mprc-5r'o*n de {os principics quee 0pc1r'({ciczrcn en 1667 ceme qpc;n—
dice o su Splica, publics Newlden un Enumeraiio Linearam

|
I
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r
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Terfil Ordints, cen una cimll:cnc'm;n prohminar de curvas ulq?: -
bratca y ltoscendenles, esfudid’ de asinlofas, dangentes y pun-
los smc}ulmes. | _
En oho apendice al mismo Libro se encuentran diver-
sas cwadraturos y reclificaciones. En 1 publico 50 Methodus
bifterentials  donde discule gu Jormule de interpelacien. £l cdl-
culo de Fluxtones forma parle de un npa’ndicc de s0 C‘-pi ir:mwr:;fj
coal es identico, salve a los nolationes | al caleclo infimlesimal,
lo canhdad variable en lo IUQHI[‘-? 4 sU velocidad en lu variacion
era denoiminoada Fivwvion . Nmu,on mp!if.m o} calevlo que acab -
mos de atar (1 cuos!imws cle MB’?CIH“JGJ' l.' AT MOoS ol 1ra -
gado de ‘Inrrqgnicfs, curvnfum, rdio de curvalora Y (cr-:‘fl[t -
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y . .
cacien . an PUC{G’L‘Z qfumcrrﬁ:z e mcsflo Contuvrndente . - que. !
Leibniz, con su Calevte Infinilesimal, comelicra un piagm, am- .
bes genios a la vez inveniaron este {undaments ol caleelo ;

modﬁf.r ﬂ G.

LEtBNIZ (1646 - 1716)

. 0 Fa
Oeu pose en |D ccmbinﬂfcrmf &l |u Ccﬂﬁl(UtCtﬂn dc.z uno mnqtltr‘\a d-;/_
caleulo .

7 .

Sequn el @n 1674 eslaba ya en Posrz.r;'nc;n de un invenie de
caleulo diferencial e inteqral, pero no se ho podido demostrar
que luviza cencamiento del mismo aniesde 1675. De
~un mede completo lo die a conocer en 1677, Y se pubﬁico
en (684 . la may ol pcufrz: de sus trobajos vieron la lue en
las alta ¢rudilorum Jundadas pof el . wismo en 1682, Cred
{a atademia de Berlin en 1760, Desde 1709 hasle 1716 sesluvo
con keil, Newlon { ofros tngleses une dispula viclenta s;cnbrr;;
o prieridod de la invencion del calcolo inhinifesimal un h?chcz
parcce cierto g es gue, Lethmiz  peblicd el melodo anles que t
Mewlon . los parfidarios de altribuir a esle el erigen ded cal -t
culo infini{esimel alegan que la tdea del mismo estaba ya
conlenida en certas nolas de Wewton que lleqaron a cono -
amiento de  Letbniz .

£nlre los {rabajos de Lesbniz sobre el caleelo drfmenc'rcuta
merecen cifarse '

I.. la nofacton ‘que es la cerriente hoy

2. Diversas cueshiones de maximos y mimmes, caleclo

de dertvadas | lo teeria de as eavelvenies
CFo Jos memoried de leibniz, publicadas en 1694, se habl!
pot prmera vez de cootde nadas y ejes cecrcdenades .

Sa ocupcf {Gm'}jiﬁh de diversas cues{'rcnm de mﬂcc:mca;;
la curva Isoerona, la Brbquts{ccmnn, (o ecuacien intrnseca ;
- de la calenaria ete. '
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r ‘ . .
En algebra desarrelle” en serie log (14 x),sen x| arcsen x,
presento” el metode de desarrolle por ceebrcientes jndelermina~

dos .

GAUSS

Flotecio de 1777 a 1655 . 5ir;-nc1'a deseubridor de lmPCrl’GniGﬁ rr::]-::- ¢

ciones en lo teona de los ndmeros : Se debe o &l la demcs -
fracidn del Teorema de que boda ecvacion qurzb:.&l'ca fiene una
ra1z de la {orma aibe, En 180 Gareceron sus Dlsalmarjrmns
A”{mﬁhﬁﬂﬁ, libro CUL]D ceﬂ)&rﬂdﬂ {u& rechado po ‘D awnde mia
de clencias de Pcrris.'\.] donde se tienen nolabilisimas das -
cubrimiantas de la teeria de {es aumeros. Sa habilided ceme
CCI!CUI!SI[U '{Ué Jﬂﬂ Cisembrcm cCOMGC S pro][undqc]c:d Y C}clpz
de vista . En 1809 aporecie” la Teoria  Motor Corpuru.m Celastium
g otres volumenes gque conliene, calculo de orbilas, trabajes dz
Geodesia , catastrales glc .

[

En 1833 uparecid’ su primer volumen sobre rﬂﬁqn&hsmg |l
terreslre . Descobrio” ¢ ic‘cl'c{c}mEo (con Weber en 15337, .
En ledo aparecieron las Dmp{nsche Unfc»—r:aw:hunqw,,&n :

‘GS quz eXpent sisiematicamenie el paso de tﬂ luz a ‘*rmvrzz
de sistemas de lenles : Ny ' .
Gauss es Es[:-:zt::ulmr::n}'ar {cﬁmmo pcl SuUs erlmjcj en cml.,-
mé}-:‘ca, denommecacda Reina de las malemd{icas . Puede de-
Cirse. que prfchnrc’ el camino para la aphcqcién a la artme.:
hl‘:ﬂ de }Q 1?0“{{1 de {UHCIGHE';SJ cen !Q FE‘PFQSQIT}OCEG’H dQ‘.
los NUMEros Pc( {ormas cuadrc”rca}. binarias que &5 e
. punio de Par”dcx de la modetna teoria del cueipo AUME - |
rico cuadialico, no obstante sus trabajos hienen el aspi'-
ritu cldsico, como en la {feoria de las congruencias de
primero y sequndo f::rdr_m, que le strvid’ pana la resolucion |
de ecoaclones blnomlgs t’ cﬁnsl';uccidn de po!'l gones (equ -
lares de pm (204 1) lados, siendo Moy N enteros y
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" .
2 ¢+l un numerec primo.

Otro de los himbres de q'oria de Gauss es su ecludio de

o seric Hipergrometrica, de la {uncien T, la corvotura de
SUPQI'FI{Z]QL} la reprecentacien reduaida (sieala} | fa alraccion
de elipsoides .

escribit’ correcdda y ISqiecamente., a la par de un mode

.Lc:-cjraanz t} GGauss {UR(OI’! c&n’@:mpﬁronr&:cﬂj EZ[ primerc

sencillo . Gauss es ods conuiso en scs demcshracicones
peco s {ambien lcqico y cerrecto  Jin pecar de cxage-

Tado;
r

I'a.s

P”EJE cons'derarse a Gavss cowo el fvffjmr:‘ o'e

L
ma, ft‘:"ma f‘.'ca,;.

+
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INTEGRACION DE LAS IHFERENTCIALES BINOA’IAS. -

UnA  RIFERENCAL BiNosit £3 1WA EXPRESion 1E L4 FORMY

x"’(mhx"fdx - - = ()

N 2 cvALI ML B Son RAC/ONALES ¥ A, b 3o AEALES
St suFOMNEMOE PRIMERD QUE "M ¥ ' Sew ERACCIONARIDS Y HACEMOS |

o - -
X=Z  penwné & £35 £ MM BE Los DememinADERES DE M, 0.
®-1
dx-coZd d=

FOR I TANFO, LA DIFERENCIRL PINCMIA GOEDR EAMFONCES !

b{‘zmk.faﬂl(ﬂ-_‘_bznx)h dz

EL pn DUE Me A=l Y Mk LIN SMFERDS,
FOR OFRA PARIE , ta OIFERENCIAL MBrvosia (L) B5E FOERE E5cli/MR

Km[3f[m1m+ﬁﬂhdx=.xm+wlmxf+h§&x - -@

DE LD AMTERIEAL SE VE GUE SIEMPRE Es PosIPLE Gua el CXPINENTE DL X
OEMNTAD DCL Fh.ﬂ.ai‘-:tsu; LCh, POGVTING .

Hp s5C PICTRLDE GEMIGHCES GUEMERAMVIDAD S1 SUPEHEMDS GUE EH LA DIFERTN -
ClAL. FINOMia () m,‘n seH SNTERES ¥ N> 0. —

¢

Exisrand SOLD TRES CASDE &SN BUE 8& PUEHSE INFEGRAR A 1A DIFERENCIAL Dol

i ER CASD -
P &S ENFERD !

r}y pPyo

SaE PUERE DESARRNLLAR £2 FPARCNTE s Pord LA FeoRMULl FREL BiNorsd Y

YE PBIIENE O NUMERD FINIFO DE FERMINDGS Hpe ropos 5& INFEGRAN
INIMEDIATAMIENTE |

X) pPeo’

CBE ORTIENE ENTTNCES ENA FRACC.ON RACIONAL QUE SE PUERE JNTEGRALR
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F= c X {II)

£ LEAE X T LA LONGITUR EN QUE WA 10 COMPRIMIDD ¥ € &5 UN, FACOR AE
PROPOREIONMLISDAD (DENDANARD cpNSTANTE NEL RESORTE Y. Mt PARE COMPRIMIR
EL RESDRIE UNA cAnTiaAR L4 &a FUERZA HA DX IMCREMENTARSE 1D&:HE

iz & x0=0 '

. L
//Ajr‘i . FiF = ¢ 2

Y EnTONESES EL FUNID BE APLICACION S8 LA FUERZA 3£ MEVERAM EE£D£ =0 A
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£ EANTIDAR Ax pg rFofsw aug St EXTREMD IZEWERDD g Mucve AEsHneE X
A EFAX, LA FUERIA VARIARMN 2eime "CL A c(L+AXY, v comoe Acrua
RURMNTE UNA ISTANCIA, AX EL TRABAN EFECTUARS Ex ESTA PEQUVENA rowm.
PRESION VARIN .::HTFE '

cx A% ¥ CLXtAXIA X

ASt &UE £t TRARBAID ToraL £STARA, PARO, APRUXIMACDAMENTE, FPoR:
e
W=x2 CXAX
Ao
Y S3TA APRD X MACION TIENDE AL NALDA £arc/d W o020 rRARALIL EUANDO A X
TIENDE A CERO, AST HUE

———

——



" L/ 2
Wz lm Z CxAX = | exdx e el faz

AXx-bp (kI »

& BIEN

Wz 2 {oLf4) {/4)

ELpt O

P Froura IX

£n E5rA perean FORMA, £o Facror Y CCLIL) &5 za murano pDEL vALOR FiNal
ALEANZARNG PoR F cvAnpo £4 AESORIE S #4 Sl A 3L pF sSv LAY -
Gririis DRIGINAL Y Eé FACTe Lfg ES L4 DISTANCIA TOTAL E£M L4 CUAL MA AcTUALoD
LA FRERZA | ELTer ZUeiERS - .

W=Fs ' (&)

COMO L rPRESION APRDPIARA FARA MOPIFICAR 1A ScAceON (L) GUANDD LA FUERIA £5
VARILZLE PURANIE E4 DESPLATIAMENTD | F RapRasen A £t VALDS MIS 28 Dicnh
FUCRZA VARINBLE DURNMIE £2 DESPLATAMIENTD TOTAL . S EMAARGD, LA DEFERMI -
MNACIBN DE F EAIGE LN GENERAL, LA INPEGRACION , BE MODD QUE RESULTA DS
AL DIFICULTAD £6 APLICAR LOL PRINCIHMDS GENERALES BUS S€ PESARAROLLAN SH
EL EIE M08 CONGIIERADD €omo AFCICAR £A sadAcion (HI) . &Exn &EFEcre ., LA
ECUACIHLN (T ] DERE INTERFRETARSE cOMO PEFINICION DE .

S8 MO0 FOTALMERTE ANALDGD AL EMHPLEATD SN S ANTERIONR FJEMF.LE?,. &
Vo S AL M ENTE 2UE - 1

. ,
Wf‘-SFdﬁ. ' LAV) ' ‘

o H

DA £L FRADAID PESARARDLIAPD POR UNA FUERIA VARINBLE {th cuAL AcTuA SONSIAN -
VEMIMTE N UNA PIRECCION DADD Y CUANDID S PUNTD 725 APLICACIonN EMLTTAY -

MENTA wa DESFLATAMIZNTD RESRE Szo A =meh. €sro COMPBULE AL

SIGQUIEAMIE MPORIANTE FSOREMM DE AMeocanticn

SEA F LA FUEREA REZPLTANTE OF TaRhs LAS FUSRTAS QUE ACFUAN S8ARE

UNA FARTICULA L8 MASA M, 2immnp CONSTANTE LA IDIRECCION DE F . Sfwroness

2
AQL F consSTAMNTE o w.ﬂlnm.:_ £L TRAPAID SFECTUADD 10ARS Loh FAFRTress B
LS

!aﬂ' LA FUERTA F £5 jouac AL INCREMENTD BE A EFNERGIA Cia r.icA D8 LA
FA."H FCULA



T PARN  PHOAAR ZSTE FEQLEMS, REQUERIMOS !

0% LA ZeuAcion LiV) aud ~NOs DA EL FRABAIG. ‘

Y LA pernicion pe ENERGA cnerecA T = Wz M

€) LA s£qunnA LEY pE NEWTON Fz mdviae)

Possre fos

_ du
= d& . 1
¥ FAMDJEN
dr o dv ds A
dr T 4t dr T ds '

Far MELyo DE LA SEGUNDA LEY oA MNEWTON Foneros SScRIBI LA Scyhcibs LIV)
EA L p FORMA

5=l ix Ty
- [
‘W _ X Yy Al Ty ds = M dng .
] ¥=a N !
QUE NS Le£VA A Vil ‘
I
4 2™ 2 :
w:zmu- } = J‘Lim"u-:--%mvk
e,

L% PECIR, &L ?’.’?Agdﬁ-.la ELECTUALD  Fort LA FUERFA F £9 tA ENERGIA A ETI0A

N B
MENDS LA ENERCIA SCMIETICHA EN L, & pMAS Eegvépu‘_u‘rﬁ, Eb AN CAIERIEA T AT
FANERGIA CINETICA

W= AT,

BrRinGRAFIA L CALCLD iINEMNITESIMAL Y GEOMETRIA ANALITICA.
GEARGE /2. THAOMAS,
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o) Anflizis sora una ol aortfculn,

Se partas <e la Lev de llewton
ticula que e muove relativaneste a un

hor 1a cuil oe t)one:

gue mnltlslicernde estn ecuuciln ﬁgr'dr

apllendp 2 una rar-

niztema Inicia3, —-

ry hastia r, , a lo larpo éo la iroyectorii el movinicnto-

2

ce tiena

Prra ohbtan»r 1o Gliins ince
]

plicndo y dividide por dt, conbipnde o

futepraciin 0t, Tuecsto cue dr/dt = ¥,

=l
L]
(=9
L]
"
I
P
-
I~
(=9
-

o dr 1

t dt ¢t

L
]~

a
P ]

=
L

.

ol

tl
-
A
-l
A
-
.
:-I_



por 1o eull zZo ticne ¢

&
'Fl'dr = I o ( "rg - v? } I E R EREE NN E ] ( I )
r, 2 '

51 co tienme una ¢amnonente ccealar de 1o Loy de-
Nowileon, on una dirceeiln, cn la direcciln =, usando la no-

tacidn veeiorial, nucde cscrikirne:

in= n i

Multinslicendo ezenlaroente coda atlembro do la o=

cuacifn snterizr wor dr

dx, + dy., + dz ¥ dectlles O in
17 i 7 ~he

teorar se tlene

IIE
Fx dx = n/f2 l-.(UX}S - (?:}f:]

£ ¢ U
Fydy= ™3 (V) (YY),
Y
2y, ! < f:)
3 -'rﬂll'f_ ("u'lr?\‘]i#(\"' ¢
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Corsidaraciones zobre 1a notencia,-

Lo ranidez ¢oa gue so ofceteh el trabojo oo le-
denonmina notencia. Uzande la relaciha 07,

el trzbajo co tinne:

) FOTENDIA = %

Pucsto nue &V, ; parc eualnuier fucrsa dada FLoeg

1:3

F1 = dri; pucdn decirse nue 1a potencia queg desarrosllz un

4]

igtimo de fuerzas ( n fuerszas ), cn ¢l tichno t, ¢on res

peciv a un siscenn de ro~ferencia ¥ya, €5

ToCId = iy = Fl"xi

v ™ - o
Poﬁﬂﬂrv .l ‘1"'-’:"1 E?:: H

dt Ly

dondo:

patm
L)
Fa
[5-9
¥

Vi = cc la velpoidad del punts de = dienc

vr
]
s
o
)

Ya 1-boing fuerza en el tdenpo-t, visto dosds el gis
de raforencia wyz,

— a
Fuerens Consorvyotivoan. -

Caapo de

Bi gritoric pova distinguir un cnnps de fucroas-
consiryalivas o3 e} sizuiente,:

a) Estl dadio como funciln mo'ouente de cosndann-
das czpaciales, es decdir, dc 1a foran:

F=F {Y2), .

b} Se bucde cxpresar como psradisnte da una fun-
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+
cd
N
-
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[k
Pi
L |
]
jirt
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clfin cacoelar denaninadea 21 patencicl de

futenta forna:

E} trobolo efectusdo por una fucrza de este tipo
sobre una particula, ougz 32 nuewe el sunto ! 2l purnto 2-
e¢s independiante de la troyectoria y der-ende sclonente de

los puntos eitremos de enle, por 1o euild @

Wi o = 52 Fedr fj-' { grad @ )-dr = ﬁa - gl

Lo M e Lmpmmmpma f-m o T - LT - I R -
31 1o troyoctsria os Wy D 1a PRl vuCuLa S0 =

traé de roersreso 3 ou paniceldn ovicinnl, o tiene:

§ Fedr = 0 ]

Consorvacidn de la Bnorciz Mecknica.-

Considerrnde el movimizrio do unn partleula co-
bre la cull actnfi molomente un canmpp de fuerras conservo-

tivo so Lieone:

Ty 2 . Yo
F-dr == L ,4t = ' F K
r, €, 4t at ¢ \at

11
n
A
e
—
<
=
L
S
e
1
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Emploando la vefliniel’n ce Tnergioc Potencial, se
sustituye ) -rinmer nicoero de la ecuacidn zmieslor, do la

clzuiente marera:

2

(I—:P}‘—(EP}E=IKEE‘IE-IKEmV§ :

Reordensznde térninos noc queda:

, » 2w 2

Beuacldn de Trabajo 7 Znerziz para un sistens de

particulas,-

Para ur conjunte general de "a" particulns, con-

slderande la 1-%zina plriiculs y ennicandc la ecuaeidn {1)

e tiecnc:

s e ” :
; - P o iy 2
S -Fi-dri + ( E fij) cdr, = {(1/2 2, 71 )2 - {1/2 =ivisy

i I
it

an anndo:

fij= uerza de la J-Isinma partieulas modro 1z i-0-

cloa particuia,

cula.



APLICATIONES A LA RESTADITTICA.

A Guf eg ls Dstadfatica 7,

Za un nfiolo de investigacidn., Za el sutminlatre de un con
Junio ds ide=es ¥ herranientas punasmente dtilea o ln tnvestisga-—-
cidn. Eatndlautica ee una clencla; 1z clencin de la estpdfati-
ca Lrata coni

1,) Colieceidn y conpeniio ds daton

2.) Dluefio de experimentos y reconocimientos

3.) Ledicidn de 1 verigeidn, tazate de datos exparimenta-

lea comg de reconociuiznto.

4.) CDCstinncidr de pardmetros de podlacién y nuministro de

varias medidan de ln exactitud 7 precisidn de raang ea
timncionra.

Counyo de hipdienis reapecto a poblacienes

R T |
.

T

-

Totudio de 1z relacidn entrs doo o min ToTiahlan,

Concapias lirtendtices,

Debldo s que 1la teorin de In Intadicticn estd fniimenents
neopcinds cén la teorin de probabllidades ¥ que la probabilidad
en ung rama importenis de 1an matewndtican, re Jugtifien que se

use de vez en cuande, "un ppeo Ade mptemdticann.,

Algunas Panelonea Importantes.

Tefinicidu: La Tuncidn gumma, repreasntada con HTn)

na deflline cono la integranl

‘ - . —

B[I,}-Sx“e T ax

para p>0 :

otra foran de sxpresar esta funcidn een

2 (p) -2(;2]]'1 e 7 dy

-]
donde ln iranzformacidn emplesdn esr X = Y

2



Pofinicidn® La funcidn Bata, rapraseniadg conf5[p,q)

oo dnfine‘ggfn In intesral

Flpm) = L xP71 (1-x)3-1 dx

para p>»0 ¥ q=0

otra foraa 4+ Teprezentar eata funoldng
Tis

Alpya) "x nen®Pr 8 i cee®7l g gp

donda 8« empled la transfeoranacidn: X = sen? @

Regumen de la Teorfa 3diaica en Prodbabilidad y Dotpdfstica.

- Motribtucionen de Probubllidad.

' Tegreiln Para una wvarisble aleatoria continua X,
a0
F(x) -3 £{y) dy
-l
Penremna ¥{x} tiene luas sigvientes propiedades:

1.) P(~=w) =0
2.) ¥(leo)=1 :
3.) F{a)}<r( %) 81 Xiex,

Teoremns - f{x) tiene las sipulentes propirdadea:
' 1.) f(x}» 0
2.} g;f{x} a1 8i X es una variable =~

aleatoria discretn 4 &

——

3“f[1) dx = 1 81 X &8 unn ¥ariable -

. nlegtoria continua

Teorena Para una variable alentoria conﬁ&nua; X,
P{ pcx€b ) a P(b) = Fla) = \ r{x)ax
' - &
Definicidn 531 Xy Y soon varlables aleatorias com

tinuas, la funciin densidad de protabilidad
nsocinda de X ¥y ¥ pe representa cong

f(xl:!') - '}3 Fix,v'l

IXIY



Teorema

TeaTeNs

Teorema

TeoTrcra

Yrlores Hapsrados

Definicidn

Deafinicicn

Para varlableg aleatorias continuan X y Y

P{z,¥) -Sﬁ.du 33 r{s,t) A

P{z,y} tiene las siguientss prapiedadsa:

1.} P{-m,7) = 7(x,- @) a Plw=, =) = 0

2.) P{ooy =) = 1

3.) F{=,¥ } = Pa(7), 1a cual ee funcidn -
distritueida acumulsativa margtnai de Y

A4.) P(x ;<) = P1(x}, la cual es funcidn -

-dietribuelén acumulativa margingl Je X

T(x,7) -tiene las sigui<ntes propiedades:
1.) f{ 7,7} = 0
2.) e £ f{x,y) =1 & bisn,
‘Fr:ﬁ wes
'de S_ﬂf(xﬁf) dy = 1
dapendiendo dr que X y Y =ean dicere——

tn8 0 tontirune,.

51 X ¥ Y ton continuas, entoncen:
Plocxeb, caydd) n[&‘{b,c‘.)) - 7{u,e)
—E"{&,dlﬂ F{:I.j'l:ﬂ
ar Sadx Stf[x,y} dy

Etﬂ(x:}] = f_‘?[;) -f{x) dx * X continua

Bfe001)] - {Tax [B(x,y) 1lx,2) 4
x,¥1 continuan

Distribuciones de Muesstreo

Parfiaetros Totadleticos de Onlen

)
Lns obacrvaciones repprcto & variables aleatoeriaes usunlmen

ta pourren al acar.

5in enbargo, ea alpuncs ¢anod Be sncuen-—-

I
tran observocionen ordenml=s e acuerde con Bu mecnlind, Tato
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Debari notarss que, 8l en vez de tratar con la distriby-—-

cidn asocleda del rango ¥ el mayor de los valoreno de 1p mueatra

a npaber, n=-1 ’
& (. R 0 (A=) F IR TRy - F 0T YT D L gy
entonces hir} = Eb g{v, ) dv 0 R & b-g J I
Q4R

Lao ecuzelensa (5} y (7) naturalmsnte, conducirtan el mig-

me resultado.

Blbliografin
Fatadlstiea Aplioadp
Bernard QOatle

Rd. ILinuea



Ectadfeticn de Orden.

Teorena Biaicos

Por estpdlaticas de orden entendenos un t€raino genérico -
gues cubra lpo variablea de unpe mmiesiva eleszftorla ordenadas por
su magnitud, lo micoe que tales funcispes, de tales varinblz-a -

orlenaday,

Seleccionemon une mmestra al=aturia d= tamafo “a" G& una
poblacldn d=perita por la varleble aleztoriz continua X con -
funcidn ¢e densidad f{x). Ordenemos las “n™ varizbles de la
masgtrs fapain s magnitud., Zoeribanes X1 para ls nids pequsia
¥ T2 pary la gue oigus en Lawatfioy ... , X, Pera la meyor de o=
daga. Tudn uno de ealos elemontos de Iy mueatTa sipus siendo unn

varlable gluatoria al fgu2l que & conjunio de toles ellon.

Podrfanmos encontrar la funecidn de deasidad conjunta =———-
h(Kl, KE, Xyy wee s X)) de 1n muestrs ordenuia X13%5y vae %y
o parvoaclarar lo gue Posterioruente expondremos, 21 elem=nio -~
de probabtilidads”

Bo{ Xys oy oeenee g Xy ) dxyy dxp, eeny dxn —memee{ 1)

Pero conviens A nuentros propdisziios posserlorsn conitesiir
n tne pregunta algo ads general.. Tacribauos un conjunto de en
ferop T} Tpy sseh Ty COR la proniedad.

1£T1{r2 A EEREE] :}:'ﬁn

¥ en luzar de {1 ) €ncontreuos el cleannto €a probabilidad

h { xl‘l ¥ xr?, mara g Ihﬁ: } dxrl dlr? asw - dxr‘k ———..-( '2 }

de las eatacfatleas de ordsn Xry, Xr, , ¥ry , .. Xr . Tor

ejemplo pata n = 3, Ty = T = 6, buscmiss -

(%3, X6 ) dxy dxg
A s}

¢} zlearnto do probuabilildad confunta de la tercera 7 asxta XL -~



-l

v

ordenpdnaz. l&t=gs gue lans condiclon~a necesarias sobr= las rea
tantes seia d¢ las ocho variablec de 1n uesiry sent X, ¥ Ty -
menores gue X3, Xa ¥ 15 =ntre 33 7 Xgy X7 ¥ X8 mayorss que Y .
Fn general (2) requier= la asiguiente fijacidn d= las "n" varia-

blez de la pusztrad

Mimero de variablas oot l ' l (1-¥0e; l r l._‘l
VYulor de lpg variableg s | l I I+ . .|
Ar, %r ¢ i Ley Yory & div,

¢

nw- e

1
P =Ty ' l

) | |

Yrw Frg b dRheg +20

Hay ung variable de 1z ruestrsn en coda npa de Xray
.

aopn las sipuizatlsa condlclones aobre los otras varinbli.os de 1o

26
mestras ry - 1 veriables aenorss que  Xra [ru decir,  ———--

[rg-l) ~ {r1-1} - 1 vorinbles entrs Xro + dxrl ¥ Kré], sy ¥
finalasnte, n - 7. vavrinbles mayores qus Xy + dxr?

La probad®lilidad de dicha Tijacidn =ns

. Fg-Ny-l - n-re
fe pdre  Lerhdin Yrotdirg iy, "-‘lg Ary l g ) K -l
. Lieyda (xida - LARRE )
[S;L{ﬂ&: gh‘i (11d -“S.'-E.lﬂdi ].i{j-u} ke ] f?""-l;"'li"'- 5 sdleg

AT

El parent-osia cuzdrado =n la primere 1fnea mu-sira In proba
bilidad de una wvariable de la puesips on cada una de K, Krg..ote
¥ ¢l pardéntenis cundrado en In ﬁégunda ifara sieatoa la probabi
lidpd de N -y wvariableg =n 1n celd# indicala { entre % +Jxruﬁﬁrdp
n —r, varlables en la celdn indicadn (meyoren que Xe, « d ¥, }
Paro ™™ variables tospdas "n"™ u la vez pueden £ faras en

n! : -

- !
N LS AR D I I R AT L R S
fornndna diferentes e iguslnente protadles; el elemsnto de pro
babilidad requerido (2) esq .
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Tagrems de Tolerancia ds ¥ilka

Wilkas obLtuve uu rezultadeo notabls por un olmple eanbio de
las variables. El cambio de lam variables alantoriaa X, In -
a las wvarlables aleatorian u,v, donde

o [P eydx . w -mr.g:.'u_u.aﬁ

La distTitucidn de vrovabllidad de ¥ ( €5 la prepercidén -
de 1a poblacién que ar encuentra entre los elementos mdy pegque-
fiog y mayores en la muesira) resultn independients de la fup--
eién de denaidnd f(x) que deacribe la poblacifn para regordar

este, probaTencs que

'};.J.&_ '?:IS"-[ -

- T, I‘N|

?tumduhmp[mui.u\!,uu.,hﬂ N }}ﬁ A%, dnm,
o oo

ﬂ‘_.l ‘\"\‘qu’ﬁ‘ lqtn\ﬂ'lﬁ La¥- |

|'b {u. ) -t
3 (O, %n)

es prebarible ol g %W
|
pluvd |
en esto cafo, 1nd derivadas parclales en el inverso se obtienen

directpnonta:

%‘-#{.tl'} )

¥ #1 Jocoblane de la tranaformacidn de X , X

owo o BE o -l %“zhh‘i,

b 1

" A M, ¥ rea j

Y . Por tmnte, I{x,) £{x,) oo cancela, y tenemos

foway L '
PluvIdudv s ninaymt dudyr

Integrando respecto o u, con 0 en el limite inferior de
w y 1-v &su llmite superlor, obiznemos =] alenento de prohabi
lidad de v, '
qf"-"".‘l-fl‘lr:“{n-l‘,l'l.f“_: (vmr¥dyr o . - - £y

que depende de n, pero no de T{x)

En las aplicncioness précticas de {5) genszralments depeBnos
determinar "n" de modo qus ln probabilidsd aen o [alta); de -
gue al menor una .proporcidn ﬁ[y_ltg) da la poblacidn quede den-
tre dol recorrido de ls musatra. Dogesmgs encontrar =1 valor
da """ gque aatislace .

o Sntn-wf““ G-v) v L
Y



e

que ge peduce & una solucldn parn "n™ de la ecuacidén traccenden

=1
to A Y M N T T (T
Se¢ ban propucsto varlss soluclonzs aproximadas de (19) pa-
' n. Dion ba prejarado tablas; o
Y . .
th fﬂ,
,5 | o, [ a )
0.95 a.ah 4y
-, 15 - a1 130

0.5 1 .45 4% 32
.99 | .99 Jéot

Inferencin Fatadfatica
Tatinacidn Puntunl

Frontera de Sromdr - Hao.

Cramér & indap:ndlentemante Rio. han dcmnétradu qus dan——
iro ds la ¢cliase general de todon los eatinmudorea ingsen;sdos de
0, ¥ bajo condicienss baslante amplias, ningun astimador ds u,
pueds tepsr varianga reshor que una caﬁtidnd que d=pengds ﬁﬂlaneg
te de  £(x;8) y "a". Este importanie resultado qua shora deri
yanon e[ ’ .

F 2wy > !

1 T‘-[{%} Illoﬁqt'ﬂ-.'.lﬂ‘]z-

()

Sea X, 4 X1,-.. An una miestra alewatoria de F{X;0} ¥ n:ﬁ
TR S PO IRVIRS un sotimader insesgndo de 3, Por deri——

nieidnr g :&j’ K“':H VTR R Bk % BY g AR

' - 5“’ S‘,.. Su.u{[1.1,1* wnt flt ey b ExBY. .- FCRa YAy, ARy

53 es posible ln diferencincidn baje la integral { con ——-

reospsclo n 8 ), encontramoes:

) ” R 5 ! ‘L Vi : "w l.-“n. ‘ |'L]|'F‘ ,..é“‘ﬂ N
[ = S“' & '"g_:':'“‘"h' N TN :{_‘*[m‘ v fwedhin |B"}c|‘-‘ :

-l

donde o1 tfraino f[X1,08) se Iniraduce en el denoninplor parvs -
completar la suceaidn de tdralnom bajo la numa en el numerador,

Laey;o, me puede oscritir,

| = E[u .:c; 3= l,ﬁ;(m;;g}]



Sea ahora uvl; suporiende que 1a diferenciacién bajo la ip

tegral { con respesotc & & ) ea posilble, derivaane ls identidad.

PR L ICHS HEND IR LI ECR LS P

-

Ely e S

el

¥ obtencriga:

& E’* '}E PSS T ALY+
[, ]

Escribiendo ®

en lugnr de . la sunai
E’{_ut};l E.\*‘-E"O
Como la covarianza de u ¥y t ea

cov{u,t) =€ {u1y- € LuyELXYIL,
tenenan , .
L A »
—— T S IS
T orgud ey f"o ¢ Vel
donde P{u,t} es el coeliclente de correlanidn lineal de u ¥

t. Encontranca:
Ti(uy? =
(u) ¥ iend
¥y como E(t) = O
Fiuy > 1

N AT *‘:ih‘.'ﬂii

Enconirames nbora une segunda e :presidn para el anegunde --
miembre d¢ A) | . que, implicn molawents operaciones ginmdles -
Ssobre 1p funcidn de densidad original £(X;0). Daeribiendo

. ) ..
tl. = -")-ﬁ- I[Dias{.'f\;'(:'})

Tiouy 2 1

e e e .
= -t
tanemos . I“‘: i i . #
E{'tn‘l. . +tﬂ‘|1' [_.‘ {\'-tﬁﬂ;‘ .. * Etl‘ﬂl}tl{hﬁt'““ﬂ" mx'\\.%qﬁ.}

tnt 111 L tacmmiran l"‘-'ﬂr"ﬂhj

Conajderermos un t€nmiino mixtos

B35 Yoy Rxined ey F(1{0 8, V3T
Ty '::T, le o Hfa:;a]t-gi\nﬁ fLryi9) L ".';
T TR e TR (U PN R IE
\ "S:%} fix:eydn

ophemou quel

S::g'{ﬂ;ﬂi cl:n=i



y

a1 podenon diferenciar [ con respecto a © ) bajo la intepral 7

gl lca lfmites de X no deps2nden ds= 9, tendresoas

-y ' )
[h Y £{1~153'31 = O
¥ finalcente - "

¥ uy2 nE LS leg §1x; 83"

la depigualdat ¢ Tronters da Cranér-Bro. Una forma alizrnative

valiosa de eatn desigualdad s cnocuentra como siguer
{7 > , = du
G-j ﬂ#{)‘-,ﬂ}q‘l‘l:g. 1{1,1},&[ ey Qﬂ}"{’lﬂ'j

abreviando 1n notacidn y derivando “ajo 1a intepral, obisizmos:

i,_su Lo tiseln 1**"]]

4: (‘4;— }j")?* i‘\aai‘! ; d =

G gl

4

IMICERRE

de donde obiem+mpa una forma slternativa de 1a desigizldad de -

Cranfr-Mao en gie aperree la sepunda derivada de lz funcifa den

aidnds R '
Y olurn — e =4
T TREQTYON)
Bt
Il denezinador de B ha nile llamado I, 1n “cantided

de informazidon” zobre @ en Xy Xqy seany . Nol2gs gue T --

depende aolanszats de ¥y n, ¥ no da alsin método zarticular de

estimacidn. -

En ci=rtas diacuaionaa, la eliclencla de un estimalor & -
ge defins =n relnciSn 2 Ia froateri e Sromfr-%a0 [ el s=pundo
mienbro d« A} « Lato ti=n+ uaa desve=ntaja. En muchan —-
aituncioﬁes pu~de no s<i* posible pary «stadfistica alguna aleon-
zar lg frontera de Cramér- Rao.  Hutas reatriccion+s, lo misma
qu# otraa fronterse inferloren de ln varlanza debidas principal
menin a Bhattochayya ¥ a Tuefer, s= refieren a Keondnll ¥y —-=
Stuart,

Perg definnmoa a 1s eficlencin en tfrnings d= eatn Fronte—
ra O no, el r+otiltado de Crewdr- Fao proporcionn un adtoda As
identificar cizrtas eotndfstican lnsesgadas de varlanza mindmay

en cualquier probleaa de esatlmaclén puntual encontramen la fron



tara de Cranér-Bno; ai un estimador ins=ngede que tlene esta va

rinnza ns conece, la bdauedn ha tarminado.

Hétens que un estimador gue tlene la varlisnza de la fronte
rg inferior de Craafr-Rao ea consistznte: un eotimader =af es -
irseggndo ¥ a=ln A .y 8u varianza fiend= 2 o cuande "n" -

Be hade indefinidament:z granda,

Dimon tres ejemples, dejnndo al lector recilfigue 13 fron-

terg de Cramér-Rpo en cpda =jenplos

n} Para X norasl, medis descaonocidn h, varianza desconecida 77,
t § —

la frontera de €% eg Y /n . 21 eatimalor insenpade ea X ¥ tis

ne eatn variewza. For tanio X en un estimader inseapgado de A

de varipnza alnlma.

b) Pai= X nonuzl, medig desconacida M 1 veriangn desgceonocida
"
L] - gw - ?
71, la frontere de CR ea27%n . T estimpdor insegonde LA
' . iz
iy
tiene esta varianzan. For tanto, 3 (4i-%Y /' n e5 un #stimador
T

ingea_sdo de Tide varianza minima.

¢) Para X noraal, media desconpcida ™, variaznaa dezcenocidn
consideranos ¢l {mrdor) estimwlor insesgado ?;1 U"'“i’f LY -
Tlenz varienza 2 ¥'4n-1) , mayor gue l= frontera de CR que, ex-
tendiendo 1 teorems de Cranfr-Rao n dos pardmztros, ea de 2V '/n
liinpin estlondor 1né:sggdn exiate con variancza tan pequera como

la frontsra da CH.

Peaible Unicidad del Estimador Inses;ado ilsjorade.
El estimador lusesgndo mejorado (mds pequeiio) v encontrado
I . )
Anttrror me n e ¢e a menudo Ynice. Sea § un estimador -

puficiente de 6, con funcidn de densiidnd g(t;9). Sean tanto —-

¥, (t) coo v, {t) estinadores Inse:gados de & que dependen de t,

ST (q(tie)dt = o



©) Consideramon la poblacidn de Pcimmon
- !

'{D‘“H.] 2 K:ﬂ. Aro,

Se ha dezoatrade que una eatpdfntico aufic*cn*f mara o eB
t = xr* gt ¥ Iﬂa

de Poisson E_; 3¢
“h{ti)) ahole

! = T s msteo iy ey

oon Sawmal B3 B{t; %) oompleta? .  Tenemos
=, npthe™t WY -

Sabemos que t misme pigue unn diatribucidn

0=3 :
Tra t, ! 13
:5{052-14- E(;jﬂ }pﬂ{i'}tz _1..‘; ﬁ{‘]( T’:-a..,-,

para toda T 4 & . . ‘}‘
5{91;\5Ll)*%15{?){-%-£~5{53¥.+.- =0 purn Yeda Y

nom

l'lc- gue 'I'vr_",u;'!-'t

CroY: SUYeS(D: S48 =, ., . ... 20

]
donde h{t;2) # O para alguna ™™ . Por tanto, hey uns solacents,
funcidn de t gue &8 un estlmader insengndo

me) de K. Zn cuanto a su identidad, como

S R STI PRI I NS AT EU:‘}
tenemoa L p (4 5 AL

-E. ee el estinador insespedo de verianza minima de AL

{de varignza mini

Linximn Verosimilitud

VYerianca 2eintdtica del estiomdor de mivima verosimilitud.

Elemnlosn;

a) Varianza saintélica del estimpior de miximn verosimilltud de

la varlanzn V de una distribucidn normal de media conecida.

El e#stinador de midrxima veroslzilitud de ¥ esti dedo por -

& « Para encontrar la varinnza en muestras grandes, de
ente eatlimador

Yo PRI PR



t . - ¥ - :f_ L e—
E ‘_2_\'1 \O?;(lj}-if} .ji_t “".'i 2\’2

1
They: 2Y0
i

b) Varianza ssintdtica del sutimador de mixing verosioilitud -

de 1n binoningl "'p.  El eatlmador de mixina verocimilitud de p
estd dado por | B . Para encontrar la varianzm, =nr gran

des runnires, ﬂn eat« #stimadoer
E. (Kt':’i‘i

T“ by ]
iL T A - {——-“-r] =0
de [ 1P
con eBolucién dnica {gual n f
N P PYs PO G-7Y 7
ee [ ¥ L - - ‘.F?L--" = ]
LL“%??&J' ke (- py? &%
£9 '
ey j - -

que resulta iouanl £ lp varlanzz exacta {pers toda n) yn ercon—-

troadn

¢) Variansa eslniiiica del estinador de mixima verosimilitul

del parimetro da Tauchy. Aunfus Be rncontro fue 1o
) pary toda el estimador de mixima verosimilitud é+1 pa
'ThAnetro de Cauchy era Intratabley la verjanea asintdtica dol eo

timudor da mixima verofimiliitud se encusnbtra facilmenten

1
log £(X0) ~ log == - log {1 + (%-0)2] ,

3 -2+ ?{n_—ﬂ?
j__ 1 e f 'G = e
h{-}“ Db (xl } L]_ + K—G 1

- e
-2 + ?(x1=a)" 1 \
."A 1 f 'B TS PR o
E - o {I, ] ] 1+ (::_QTIJ: 11 1 + l:{_a}z
1 -ut gy

o
TY L+a®

-m -
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@ " STE (3an) t
que, comg at derestrs - 7 " . .. , 8e redugn g -% .
Finalmente:
v - £
L " Lusgo, ¢l e¢siimader de mdxina verosimlliiud Jdel pardimstro

de Cauchy (nue pueds ser detemeinsdo ﬁélu aproximadamnenta) tie-
ne una varianza asinidiica lgunal a %: y mlentres que 1a medla-
na de 14 muentra, que se encueniry mucho oiin Tacilmeni= ¥ que,
cooe 6= hace notar - . . ; g te un sztimadeor inz-s-
godo del pardanire de Cauchy, Liene ung variuweidn =sintdtica i-
cuel & %; , ©070 be hnce ver - . La eficiereia

asintSticy de 1a nedinnz de lp musstra nqui eg 5 y cani el 825,
- .

s

Loga Ve jores Zatlmadorss Linealen Inzepgados
Zultiplicedorss indeterminndos de Lagrang:.

En la seacidn anterior, encontramos valores s Cf en ol =s
timador T que minimizaban {Tj, con T sdjeta n ls condiclon
2{7") = 8 . Il problema de deterninar mdxines o mfuinos de fun-
cionsaa, dadas clertan condlcionesn co]ntrrjlcs sobr« luas variabivgo
de las Tunciones, se encuentra en wuchas areas de las matezitiean
aplicadus, Inciufmes aqui, por ello, un brave ejemnnlo gus ilus-
tra un mfiodo elegante ¥y sisteadtico de solucida gque e debs g —

[

Lagrange .

En el métodn de Lagrange, ¢l mineroc de ecuaclones n resolver
pet reducfn do n & n-k @pedianie 1a sustitucidn o introduccidn
do nusvos parinstros ¥ 9e resuelve eate conjunte nda grande da —-

ecusclones.  Tor ejemplo, para miniaizar B{w,X,7,2,) con condi--



—

d1clones colaterales f{w,x,¥,2} = 0, g{w,x,y,2) = 0, con 45,
tenemon

dape 24

Do, Plle 2T

3w g des Podee 0

W WM 4 24
P e Sy AR AT
v 2%

IE S
"2 T E.‘ﬁ_ él 11
i ;w;,_a.:&?-#— ™ 1 -:;"

Jq’-‘?:l

‘Para que las condiciones colat-rplea aean diferentes, al me

nea une de loa & jJatobianca

»{f, 8 2044) 3 (1,2)

1{,""'-"'1"} ! ¥ {"“'"l"::.'l 2 2 {_uJ.!‘j ? -
NS 305.4) atho)

\ 3 (x La} w3y | 2 ) -

debe per Aintints de cero, Supongamon qus el dltime Jacebiepno
no oc anula- Intonces podemos encontrar dos consiunies {zmlti
plicadores indeteruinados) a, b tales que {zfadiendo las dl
tiran dos columnas '

?J—H-'tltji-’-\—i‘ll.h L %—-—--lu.}'
,'.:_'.E.&z ‘ia%:' d3 2 b 2L dazo Col

1o quz noo du cuantro ecuaciones {lao dos condicicnes colatsrales

.

¥ las ecuationes aue acabumom de producir) con seis incognitacg,

W, X, ¥, 2, o ¥y b.

Las do3 ecuucioncs Tinales se consimiyen ghora basdndonoes
*n propicdades gue aln no hemos uando; Hultipliquréan af por
a, a5 por d y formsmos dil + a df 4+ b dy . Sumunie luz don
priumeran coluanas ¥ recordanio qu* pare ‘que exiota un valor ex-
tremo de H  Adebe tenzroe dh = O, tensTon.
( :}: o Y ,bi*-\ﬂ‘hn};\}éw-k %4&%%-‘: };-::';")ﬂm':.b

Pero w y x 8on varlsbles independientes, ¥, por tanto, lo son
dw ¥ dx, ¥ <ocda uro do los pareniesins debe ger cero. Lan -

dos escuncionss “inqles.

}.i q\u—.t_‘h}.l:,ﬂ . }ia.qi%"nhj:g '
3“.:+ 3w LT ' o R B .

¥ podemos renolver el aistemn #n las aeis incdynitas.  Las seis
scuncioness con las gue termninamos ar ve que aon las due oe nbtig

nen nl minisicar



H=pnf #+ bg

(cuatre ecunciones) m4s las dos condicionea colateralen

F.E. Zneuéntrens el valor mfnino de H = Y4 viy gzt y con 1=
Condicldn X«¥+l = 3. Conalderpsos priners la solucidn por -

reduccidn 2 dos varliables irdenendl«ntra ¥ dos ecuaclonens

AwX +Y « (3k -X-1Y)

L . _ v . .
5% 2 Ak -1 -Y)=0
T H ’

i 2Y « 2{3k - % - YJ - 0

de conda X=k, Yuls, y finaluente da laa dcuaciones de eondigidn
7 o= k. Como las szgundnas derivadas son poaltivan, B = sz eg

el velor d=]1 mfnino d- H. .

En el método dw Lagrange, llegn=ies o lpa cusiro verialisz
¥ lon cuztro ecuaciones. En nueairo ejenrleo, lea cuziro ecus-—

clones uon

X+ ¥y + 2= 3k 22 4 a w 0 2% + a = 0 29 +a = 0

con dmunl resuliado

La repreasniscidn genernl del méftodo de LapTace on eviden— ..
te.: ‘Para winimizar o maximizar
A{ Xy\y %ty +en Xn)

conde 1as "n" variables raian aujeian a o condiciones diferentien

-

(men). )
_'4‘1' ‘-?‘._111._,.1“‘}_0'- .

Toermanness

li.*ﬂ~33 10y Rlak L T Qﬁﬂ;fag VLT
D 3xd 3R Y '

llay nez dncdgnitas {n varipbles y m multiplicadores i) y
hi+m acunciones [nxcoudicionca ’ s ¥ Pucde exialdir uns =p
lucidn dnicn, ad:mgs de { n ecuncionea diferspcinlen )
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ESTYILZACION POR INTERVALOS

Interpretpcidn Geomfirica. D2 Utll una lnterpretacidn grond--
trica de loa Intervzlos Jde conflonza. Sea £{x;8) la funcidn

de densidad de L3 tentmos una varlnble alcaturii 2 eon l=z que

Podeign probar 1z hirdtenim Hh1 8 = B, de tamnTo = , pare torde
Posible wvalor de © , nlsndo ln repidn A+ rechazeo de Mg, 1E3~EE
log de 1p distribucicn d+ Z,- Eo derir, Dodsmes encoatrar —
d ¥y b en
Sﬁﬁtliﬂﬁé'zt 1~ - -

para ‘todo valer de ©. Aliora, sy b Eerin an ctheral funcio--
nes de 0.  Se grafican Zao{8) y o=%(2) en €l nlsno 2,9,
izl ecomp gparece en la figura.  Una ousalrz ohservads £ ods —-
lugar o un valor pariiculsr de %, diggtda 2' Dala 7 solenoo
lesr en 1o Tigira lot valorss n[&} ¥ E[E} LU Correananden o
Z' ¥y don Mrites irferior 7 sitpsrigr d~ A corra
usunluente @ (4 » B {9) g0 func n

bra sélo un par de Mfaltes 8 (') 5 8 (2°) correspondlenies

-
i} 45'0

z
Fy
| (‘4—‘__‘_’—-’/ R kb}

=l p

" |

I !

l . |

} ~ -

By §iz"Y
Plaeno Z,6 ¥ funciones Z=a(®) y = b[0}

Flaura



A

Jlustrancno est= argumento geouftrico con el primzro de los
doa e)eoplos agnterior=u, - Gonsid:r.«;:oalunn variable norzal cen
medis denconccids Ay variansa conecida 721, la eatodizticn
que utilizaros pars kaeer la prusha de una hipdtesis sobre A -

para todo posible wvalor de h £33 ¥; flustrpmos la geomeiria

9
o

bre % miszda eunque la cantidad funcamentul {2§-4) g2 habia 1i
godo ds modo mis innsdiate con Yo jue eatz amczidn s dlsculs
ploledy =z 2g (ENME ]z |-x
W) . .
S ”(i"}-.“f?\él‘.*' B 3 é"'—g"‘“ﬂn‘c. G- 45 . ‘
aLny '
aia2) +% (e =
.
a.0 258
\
LA -
S %
p. My 2
R
Fig A, Regiones eriticags sobra x en una pruebs scbre lz me-
dia pnomaal, varianza 1 L .
- O T
rorhT o
}
| -
, .
|
. 1 |
' '}l: J;‘i* _oa
vy
Fig B Plano ¥, » ¥ funciones Yay et Leefin " ALY - 1y e

donde, parn todn X, x e¢std normnelments distribulin con media P
¥ varisgnea lﬁj. Le integeal ge {luntry en 1a Tlgurn A,
dande bR} = N+ 1,96/ 0\ ¥ a Y= 2 -/

En 1ln figura estas funciones o) ¥ 5{2) B2 muestran en

el slane %, ¥y loa linitsa de confienzn inferior y nuperior de
.95 aobre 3, coerresprondientes u la media de unn muesbry obge=r—

-1 - — )
vada ¥ i e ve que son R A ST vy LSRN YA
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fA NFEGRAL AFRLIEADA A 4 FCOMOMIA .

e DpONGAMAS pof LA FUNCION Sf LR OEMANDA DE CIERTD AAFCULD PUEDE APRDYIMARLE
For . .
-/ 2.2
: x(pyz= DL J=P% @
&.822
PONDE "X &5 ¢4 CANTIDAR DEMANDARA ¥ P7 £5 &L FRECIO., FPos £ifMriQ + 51 £f
PRECID &5 351,00 , LA CANTIDAL ZEMANLAPA 3SER), 100 WHDNATES Y Lh RENTA
CORREIPOMNIENTE SERA 7 100,00 . ‘ '
,\‘Jf_'f".r_'né“_}ﬁ#ﬂo :f-:'" OE  tA et A CreM ;‘,?}TE-’QI’GJ? S SATHAEANE L0 JNYERSAL DE -y
Filnowpal 28 REMANGA , A DJANAER

2-0.22%
rex)= @ : g=x = o0

. SBULENGAMAS AHURA GUE &L VENDEODOR FRACTICN L0 GUE SE CONOLE COMO "BIZCRININA-
CrON  FPERFECTA £E£ AR5 FPRECIOLY, wEmiinsoh «om0R UnZAL0 (0 FRACCION) A WA

PRe el INFERENTE . COMD DETERMINA LA M VERIA DI 28 FUN EHON DE  paiaAnaliaft o GiTE
EAVIVALE A VEMDEAR A PRHAERA JrliDAD AL PRECIO  FU) | LA SEGunin A Ple).-
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Mé&todo RApido para Calcular Elevaciones de una

Curva Vertical de ung Carretera

Dan Hirschfeld. Consoor, Towmsend y asociados. Chicago, Illinois.

Entre mas ecuaciones deba usar un ingeniero para llegar a un resul
tado duade, hay mayor oporturidad de error humano, Los cdlculos in
volucrados también provocan wuna pérdida de tiempo. Una ayuda -
accesible para reduclir tanto errores como pérdidas de tiempo, se-
ria una determinacifn de las elevaciones de las curvas verticales.
Esto es cierto aGn cuando la mayoria de las oficinas.de ingenie~-
ria estin usando computadoras, pérc los resultados, obtenidos de-

ben checarse o bien son impracticos para trabajos pequeiios,

Tomando & ¢uenta que una curva vertical tiene oropiedades de una
pardbola, no existe diferencia con un diagrama de momentos produci
Gos por una carga uniforme actuando en una viga simplemente apoyva-
da, Por lo tanto el diagrama de cortantes de aquella pardbola es
una linea recta uniende las dos reacciones. El area bajo el dia-
grama de cortantes en un intervalo dado es igual al cambio de mo——

mento en ese intervalo, como se muestra en los ejemples,

" 1

Usande el area bajo el diagrama de cortante, ung puede calcular -

cuialquicr punto a lo large de la curva.

Esto eliminard un paso en la determinacidn de la elevacifin si se -
usara el métodeo tradicional {Calculando la elecvacibédn de la tangen-—

te, la correccibn y finalmente la elevacién real.)

'

"

AGn mas, se nota que cuando el cortante ps igual a cero el momento

¢s miximo, con lo cual se localiza @l punto mas alto o mas bajo de



la pardbola. Para construir un diagrama de cortantes, tiene uao -
qur recordar que la reaccidn tiene la misma magnitud que el grado.
La "ordenada” arriba de la lirnea horizontal es positiva y abajo de
la linea es negativa. Las abcisas tienen unidades de longitud.Las
&reas construidas del diegrama de cortantes se suma © se resta de-

pendiendo del problema,

Este método puede ser tan aproximado comc el ingenicre desee, sola
mente aumentando el nimero de lugares de cdlculo.. La aproximacidn
que da la regla de cdlculo es normalmente aceptable. Sus aplica—-
cliones nwierosas y poco €s 1lo que tiene wno que recordar de las -
ecuaciones fundamentales de curvas verticales, las cuales, como -
se sabe,'son tediosas., La figura No. 1 muestra aplicaciones de esg

te método ripide para cuatro tipes de curvas parabdlicas.

En las grdficas

PCY = . Punto de curvatura vertical

PIV = Punto de interseccidn vertical _
PTVY =  Punto de tangencia vertical

POC = Punto sobre la curva

HP = Punto alt;c:

LP = Punto bajo

-
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TIPDO 1

g1 L {0.04)(800)
X =TGiig2) = G.064 = 500

Determirar la elevacifn del puntc HFP

4rea (acd) = g1 x =(D.04
P 2

) 500 = 10.00"

Elgwv: HP

Elev: PCV + d&rea (acd) = 5,00 + 10.00 = 15.00°

Determinar la elevacifn POC

. Lo _ {250) _
Punte b = < g1 = (500) G.04 -PD.OE
Arca (abe) = E% b = nggl— 0.02 = 2.5

Elev. POC = Elev. PCV + &rea (cbed) 6 Elev. HP-area (abe) = 15.00

- 2.5 = 12.50
Chocando 1la €¢levacidn POC:
) o . (0.024)
F]' - g L —_ 1‘ = 1‘
Area (afh) 5 T, ( 2) ) 200 3'5.

Area (abe} = 2,57

Blev., POC = Elev. PTV + &rea (afh)
= 12.50°

drea (abe) = 11.40 + (3.6-2.%)

TIPO 2

Determinar la elavacidn PTV

drea (acdf) = iﬂl—%—ﬂgl L = _Lg;giélq 500 = 10,801

drea (acdf) = 10.00 +10.80 = 20.8G"

N

Elev. PTV = Elev. PCV

. Determinar la elevacidn POC

Lo (gt - g2)_ 500 {0.004)

Distancia. bh =
stang I 500

= 0,00333



Punta b = g2 + bh = 0.016 + 0.00333 = ©.0193)

Area {abof) = (g1+b) L1 = (0.02 + 0.01933)100 = 1,967
2

Elev. POC + Elev, PVC + 4rea (abef) = 10.00 + 1.967 = 11,97¢

r

Checando la elevacidn POC:
{p+g2) L2 0.012233 + 0.016)500 = 8.833"
2 N 2

Areca (becde) =

Elev. POC = Elev FTV - 4rea (bcde) = 20,80 - 8.33 = 11,97!

TT PO 3

Clglwy 0,03
X = Tg17g2)" D.05 000 =430

Determincr 1a elovagifin del puntoc LP
1 . .
Area {ade) = L x =222 450 ='6.75"

20,00 - £6.75 = 13.25

il

Elev. LP = Elev. PCV - &reca {ade)

Peterminar la elevacidn POC

L2 _ (300) _ -
Punto b = " gl = 200 0.03 = 0.02
. 2
Area {abe) = L2 P 23290 4 05 . 3 00

2 T 450
Elev. POC = Blev. PCV - drea (debc) & Elev. Lp + drca {(aeb) = 13.25
+ 3.00 = 16.25¢

Checando la elevacién LP:

area (afh) = gg L3 = (Dé01} 150

Elev. LP = Elev. PTV — Area (afh) = 14.00 - 0.75 = 13.25"

= 0.75¢



TIPO 4

Determinar la elevacidn PTV

ﬁ .
(g1 ; 2) | - {0.02 + 0,016) 800 = 18.4°

Arca (acdf) = 5

Flev., PIV = Elev. PCV ~ &rea (acdf)} = 100.00 - 18.14 = 81.6!

Determinar la elevacifin POC :
L

Distancia eh = 2 N | _ (500} _ .
=T {g1 g2} = (800) 0.014 = 0.00B75

Punto e = g2 + eh = 0.0087% + D.016 = 0.02475

T+ L
7] =

8.2131

Elev., POC = Elev., PCV — 4rea (abef) = 100.00 - 8.213 = 91.79¢

Chercando la elevacidn POC : '

2
2 2

(g2+e) L, _ {(0.016+0.024795)

Area (bocde) = 500 = 10.188

Elev. POC = Elev. PIV 4+ Area (bcde) = 81.60 + 10.188 = 91.79*

L3
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METODOS DE TMTEGRACION
’ MyAERS A '

En c¢azl tadas las ranes de las caitemfti--
ca6 aplleadas se rnrecentan oroblemas que requieren lagra-
luncifn de interrales. Alzunas veces es wosible anconimr-
una fbérnula cerrada, ¢s decir, una funziln gue nuede cn~-
presarse como una continacibn de Fonciones Alscbriicas y-
Trascendentes sinpiecs, lag éuulns nuegden valuarse entreo--

sus outrenos de interlracidn para deterzinor el valor de -

!

la interral, ‘ :

5in enxbarzo, on muchas situeciones prictl
cas, ¢ biirn no se puece encountrur uvna fImula cerrada, ©-
blgn, on casc de encontrarla es tan conplicada que es nés
difficil waluarla aue atzear direcinoante la intesral oor-
otros m%tedsa. En tales cases recurriiios a diversos ndio-
dus de integracifin nunirica, en los que partinos de la de

- ’
finlclbn de una diztegral como el linite de una suna de o

read ¥ tr1hajn:u: con =ftodos gque aprovisman el valer ce--
ecta cuma con guficienie precistdn,

En lo ciguiente tratarcmos de enzlicar 1o
foroma ¢n la gue 1los néiedos numiricos nos ayudan a 1lg ro-

solucldn nuntrica de los intersrales.

Suponsnos gue nugsira funzibn se aproxima-
por ur rollnoalo, uiidi-uands ol mpoliroinlo de internolocifn
de Hewton con egpaclatienton conztantec. Consideramos ade

nfs quo nucstra funcibn esta dada en forza tabular.
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((x)= PG) = ((X6) + X AL %0} 4 ZUX=1) A2 F ) 4
2 F

-

+ ’{(H*;f”{'” A+ g RN (D) 040} ()

- . rt/

Concidorcumos el coso cue zZe mucatra en la-e

‘\ o oo ) r{'—'-!
tenenos dos punteg @
X = a v x1 = b ¥ los uzsare---
Bog para ceturninar uwy noelinonio de nrimer orado, anrouni-

vado a lz funcilfn f {x) de @ F 4

P(x}: f()fa).f-”:xﬁff’}cn)

inte;rando entre loz lizites 2 ¥ b sa tipre:

b X .
E Pix) s = ‘ .[f()fa)+0<ﬂf(}<s)] e x @
X

a



haclendp 1z transformacifn an i1a vasiaodbla

de intesraciin recordandeo que &

= i = de donde

X3Xe kb v  dxzhde , ¥ gue para

X=Xo , - Xﬂ;?(u -6 P Y orara X=X, = Xo4-h
7 '
X +f1 X
o = _a_h__a_i ge ticne

kb .
JP"")“'K J [¥110) ex :ar(xoﬂda{ =4 /ﬁ{ i)+ =2 e "r’wa),r
—h[m), afm)?

lllllllll

dado gue -

(Xo £(X)) - Fixs)

[
[

Jr—y
L

suatitu}*endo en @ -
&
([ oties frxor ] @

51 hacemas eoutensive a todo rl intervalo

-~ ———

s

dezde ¥a hasta ¥n ose tendrh

X ;? = --.'?
J Pix) o E'Z[ff*)*f(mj RPN €

by

j " *f—/ dlerietl "JJ? ----------- @

Xz

]|

' Xn
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Pix)dx

Xa

J

X

Sumande 1las exrreziones 4 a ? 59 ticne quo;

—élffrfa) e 2 S 42102 oot 2 (Kot} }”rxﬂlj?

que ¢ ruede reducir a ¢

reste ofc fos 7 .

Prxdy. = —} [ff.k’ln} + LX)+ 22 pedencatas [0 (D)

f6roula conocida gome FRGLN TRAPSCTAL,
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Considerando ahorz el c¢aso pengral. Supo-
nicndo gue 11 oFitica corresmndlonte ronmrogenta o losw——

h+! puniogs de la tabla

£r
A

K=y o

sea a ¢l lirmite inferior do 2o Integraciin
que coinclda con Yo y b el 1inite superior, nor ol monents

_arbitrzris, la integral gueda definica como:

s 4
[f(xl]dx 2 j Plx)d x
a X

&

bR e an ] g

!
-y,

dende :7? = é.+)<a_

— e —— —

. i
| pevas - ”’//m;a)marm) RESEAN L Y (O
} a " -?_ .

P

.._L:r_;
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ry
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e
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-

De la ecuacifn 11 nodeilos obizner una fa-
nilia de fhroulas de integroceidn., 51 01 1iite scuzerior--
b {cl cufl hablia cuedade arbitrorio) , se hace colncldir-
¢on alzunes nuntos, tal cue la integracibn sea o traveg--
de MeW o inlorvolon egpaclados izualmente, ontonces :{ en 11

toma 21 valor n,

. Bn la rosla del trasccio se asunld que zmznsi’
de lp 'nigaa formp se wueden engontroar férsulozs -ora o 22,73,

Etciii

Pera el cano en ague ~-'7: L on 11 se-

tlana;
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ALGUMAS REFLEXTOUES SOBPE EL "MEJQR" METCDO DE ELSERAHZA DEL -

CALCULO  INTEGRAL

iNG.ERIK CASTALEDA DE ISLA PUGA,

Primero y antes que nada, es neocesario decir gue no es posible hanlar de
un "mejor" métedo de cnsefianza.  Intervienen tantos y tan diferentes factores
que €5 impocible geperalizar, Lo inico que se pretende al hacer estas reflexig
nes e5 ipiciar un intercambi¢ de ideas que pueda conduciv &, por 1o menos, cong
cer la problemdtica tan disimbola y a “aprender" escuchando las experiencias de
los demis participantes. Es comin escuchar ¢) refrdn: "Nadie experimenta c¢n
cabeza ajena", pero quizas, si se hace un esfusrzo y se toman las buenas ideas
aque seguramente surgirdn, entonces los participantes podremos canstiluirnos en
la excepeidén que confirme esta regla.

Por 1o pronto y s0lo para iniciar con algo, quisiera manifestar mis ideat
cor 'a eclarecidn de que todo 1o que se diga aqui se debe tomar ¢ome una opinidn
pertenasciente salamente a quien escribe.

Es muy probable que 1a pringipal dificultad con que se topa un profeser
al abordar el Calculo Integral, es el miedo gue tienen los alumnes hacia este
tema. &Porqué miedo?

Siempre hay miedo 2 1o desconocide y si se observa la situacidn ruy geng
ralizada de los cursos de bachillerato, le que sucede es que la mayoria de los
alumnos aprenden el C8lculo Diferencial, aunque no con todo e) rigor matemdti-
co deseable, pero el Calculo Integral lo ven muy ligeramente.

Es natural que cuando ingresan a esta Facultad y se les recalca que el
curso de C&lculo Diferencial e Integral tienc cormo uno de sus objetives el pro
fundizar on los conceptos que deben tener, surge primero el temor al saberse
mal preparados, despuds ese temor se copvieric en pavor cuando se inicia la se-
gunda parte del curso faltando escasas semanas mara el final.

A esto hay que agregarie la imposibilidad de hacer muchos ejercicios en
clase debido otra vez, al factor tiempo.

[Qué ficil es decir los problemas,perc que dificil resulta proponer solu
ciones! ‘ .

Por 1o pronto, no faltan las criticas hacia la prdctica "inhumana"” de al
gunos profesores, me incluyo entre ellos, de dejar como trabajo nbljgatntin la
solucidn de un buen nisero de integrales de uno de¢ los libros conocides.



La pregunta es: (ICOmo puede un nifio aprender a andar en bicicleta sélo
con las explicaciones de su padre ¢ de su hermano mayor? Creo que resulta
cbvio que es2 nifio tiene que subirse a la bicicleta, perder el miedo y quizas
despuds de unos raspones y varios dias logre "andar en bicicleta".

Ahora bien, <{cémo puede un alurno aprender a integrar s61o con las expli
caciones de su profesor? E7 alumno tiene que enfrentarse a tas integrales, per
der ¢1 miedo ¥ guizas después de algunos "raspones mentales” y varios dias lo-
gre "integrar®.

Puade ser gue Ta analogia no soa muy afortunada, pero 1a idea es que pa-
ra aprender a integrar, hay gque integrar. As{ de simple.

Sin embargo, en esa misia metdfora he mencionade de nuevo "perder el mie
do"  iComo?

Aquf es donde 1a labor del profesor debe ser decisiva. En el caso del
nino &1 sabe que no esta sole. Tienec a su padre & su lado, Pero en el
caso del alumno, ¢l profesor muchas veces se convierte 2o en sy apoyo, sino por
el contrario en una especie de verdugo que a cada memento le recuerda sus cefi
ciencias y a veces hasta se burla de sus caidas.

En mi opinidn, el profesor debe hacerle saber al alumno que no estd solo,
Ho debe consentirlo tanto que le exima deil trabajce. Perc debe darle confianza,
Si e! ticmpo estd en-contra y las actividades propias Ye impiden un trato ras
personalizado, debe orieniar a2l alumno para que aproveche ¢l recurso tan efi-
caz como puede ser la asesoria. -

Sin exbargo, nadie aprende algo si no lo quiere hacer, E} nino aprende
a andar en bicicleta porque sabe todas las horas de diversidn que ie esperan.
Pero un atumno ipara que puede querer aprender a integrar?.  Algunos profeso
res, no sdlo no le dicen a sus alumnos para que les puede servir esta discipli
na, sing gue al contrario les inrdican que e) dia de mzAanz, en su trabajo, no
se volverdn a acordar de "tantas" matemadticas.

Mo seria mejor, sin engafios, el decirles brevemente algunas de las apli
caciones de los conceptos estudiades? Es natural que se tienen muchas limita
ciones: el nivel en el que se encuentran impide profundizar en csos temas de
' aplicacitn, no todes van a la misma disciplina de Ingenieria, etc. Pero algo
que en 1o personal me ha dado buenos resultados, es mencionar 105 casos reales
en Jos que va una integral como parte de un proyecto,  Ademds me he auxiliade
de algunas diapositivas en las que se presentan obras de Ingenierfa y si bicn
ne puede uno produndizar, el interés de los alumnos es evidente, aunque no to-
dos vayan hacia la Ingenieria Civil, por ejemplo. '



Alguien puede pensar que ro puede perder 40 minutos de clase en la expo-
sicidn de diapositivas, perp cree Tirmemente que nd es pérdida de tiempo, sing
una ganancia de interés para que el alumno quiera perder el miedo y guicra
aprender,

Finalmente, a mi juicio, el profesor dehe siempre estar dispuesto a modi
_ficar'Su técnica de enseianza, o todos los grupos son iguales y a pesar de
los pocus o muchos afos de experiencia ¥ no obstante los buenos resvltades lo-
'gradns, nunca debe dejarse de intentar el mejoramiento,sobre fodo camo en esta
.estupenda oportunidad escuchando las experiencias y opiniones de otros profesg
res, Jjbévenes ¢ vigjos,ya que de todos s5e puede aprender.
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Guchelld, conrro’ docente Insegrad
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# es01 muchachos ceanto sablen Je
cilcvrio, “Demovremos que [3s sos-
pechas del 15 son infundadas™,

Lt 31 de aposto, doce de Jos estu-
dizies ¢ sometieron ol pucve exa
MEn, U Parbciramg oin das; wna
e elles halia ingresado en el Ejdr-
cito, ¥ el uiro ya estaba inserito en
Ia Universidad de Columbia, Y una
ver mds, o Jeve sustentantes alyus
vicron la puntuacidn dptima,

s mugluwches dempsiraron que
sabian edlculo”, reconoecid Grepory
Anrig, presidente de] £Ts. "5t
glot2d un pran crdlite a fa escozla
y, er partivular, al sedor Hscalinge™

Jeime Escabanie desarroild su pa-
sidn ot Ja ensefianza en su natal

Bolivia. Era a bo que avhelaba Je- .

dicasse, Su padre y su madee eran
maestens, s feculeacon en €l Lz pro-
fundu satisbaccidn que produce ins-
pirar u Ly menies jvenes.

iPeranic vice afios, iralapdde pro-
fesur e aaemniticas en Buolivia, En
1964, faimie, su expuiad ¥ 3u hiiu in-
mipraeen b Tasaden, alifurngg,

El profeser, gue ne hablab. inglds,
{.'t'ﬁ:!hdl;‘,':'j;" |_'|:|'||11|.'-.1 Je et en un res-
vautants del logar, y se inseeibid en
los orrsos aocmormes del Pasadena
Cizy Cotlepe, eninglds, matemiicas
v clecirdnics, Bnocuanto pass los
eadmenes decleciodnive, fue a tra-
Lajor d= séenica en la Burroughs
Corpatation, Fra wn cmpleo bl re-
mm.u:r.tJu. P ¢f descaba volver a
s pEmer anec L gpserfaraa, Par
taniy, prosignid sus esiudies, Lin
1973 vhigen Byonmaeste Lo en maiemd.
ticas en fa-Universidad Estaral e
Coftfunia, y recihid dhespuds so cre-
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denciol de moestro. En 1974, conun
sueido considerablemente reducido,
lo nombraron insirector de maremi-
ricas en Carlield.

Dutante sus primeros afos alll)
sufrid amarguras, Pocos estudisntes
aprovechaban, en clases formadas
por muchechos con muy Jiversas op
titedes y disimiclos inrerzses. P
ella, o seticiiwd deb direerar, urganiad

Sgrl,
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en 1978 un chesa especial parg alum.
nos reddmente intecetados en aprep.
Jer maremSticas, Las subeecntyd dy
Lateas v 105 somcaid a erdmenus dis-
tins, Trabapd con ellos antes v des.
pués de s buras rormales Jedases;
les exiabd Jiscipling y sterilizio, y
ohtuvo espivmdidos rerubiades. En
aque] prmer sfo, cince Je sus dis.
cipulus s PrChenLEron al #xanien da
clasificacisdo en calento, ¥ aatro po-
dieton acreditar 1a materio pare
pasar a louniversidad. Antes, ningdn
esindiants Je Garlield lo habia o
grada,

Entonces, Fscalante empezd a je
o las eseuclas secundaring del lugar,
en busca Je alumnos pronedones,
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Sea la funcidn y=f{x} cuya representacitn grifica se muestra en la

figura:

o d Xo X, + Ax X

Considérese el valor de A como el drea bajo Ta curva comprendida entre
lTas rectas x=a, x=x2, ¥y=0.

S{ se toma un incremento 4x, & éste le corresponderz un ah,

Geométricamente se chserva de la figura:

“ye Ax < AA < fyoraylax . .. (1)

- pividiendo la desigquaidad (1) entre Ax:

A
Yo < ix < Yo * by

Por otra parte sa sabe gue:

Tim  ¥o = ¥o
Ax=+0

Tim (yo +24y) =y
Ax+0



Entonces por un teorema sobre-timites:

Tim _2A _
Ax+0  AX Yo

Finalmente:

D A e ¥o

O

PEMOSTRACION DEL TEQREMA DE PITAGORAS A PARTIR DE TRIANGULOS EQUILA
TERGS COASTRUIDOS SCBRE LOS LADOS DE UW TRIARQULD RECTANGULO.

—i—senﬁﬂ"-a-ai-—%—sen ED_“-h-b=—%—sen6D°~c-c
-.1 a1+h2=c2

Esta demostracidn se menciona en el libro "Cientificos Grieges" y co-
rresponde a los Dlementos de Geometrfa de Euclides, teorema 31, libro 60,

tomo I.
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EFFETS nﬁ LA HOULE SUK LES CORPS IMMERGES 121
- minfe F_ = J‘;pn, d5 meinent de roulis M, = _[:pnn 45
diémpige F, = J;pn, d5 1 moment de tangage 3, = j; prpds
pattince F, = _’;pn,d.ﬁ' ‘ moment de laget M, = J; pn; 4%

— —
Ay AL M My A et Eant les composantes Jes vecteurs n (M) et C3 o« a (V)

V134, = Owillrrinn du corps dans un fluide an repes. — Dans ce cas, le potentizl se réduit
4@, et sk corps oscille de fzoen harmonigue :

pUM) = iaps,

o, et recherché en le décomposinl en 6 patenticls commespondant aux § mouverients §14- -

mentiires du carps {.i'::, &:,_.‘,I. #, ¢lant lincaire par rappon aux Jdéplacements et les cociTi-
cienls &, . .. ¢, dudéveloppement élant des fonctionsde x, y, = :
= — o0, Vo F 5, Yot 0,20 + 8,0, + &pbip + 4,8,)
Ces déplacements sappellent : X le cavalement, i’c Vembarder, 2. le pilennsment, B, le
toulis, ﬁ‘c le tangage ct 8, le lacet . .
Introduisons be mrs-:ur-?c des accélerarions du centre de cardne €, de compasantes ;
Yol Xe, —0' Yo, —0'Z,, — a8, , — eld., —a'8;)

Iboest posable d¥erre b torseur Fp. des efforts hydrod ynamiques sur 'obstacle dit 2u po-
tentiel ¢, clest-d-dire au Muide envirunnant mis en mouverwnt par les ascillations Jdu carps
et :

- . -

Fre = —p V[CM| ¥
F dlant le volume de carine,

—r

Fio ppardit comme un terseur des ingrefcs afeurdes | [CHc ] et la matrice des coefli-
cients d'inertie 3joutée delinie d= [1 facon sujvante ;
FICM} =

_f; 91,45 [ en05 fonas [ ogn, s

Jy #on, 45

f $,n, A5

81,45 fioyn, s
o,1,85 [ omnds [ oends [ ornas [ oo, ds

e, 95 [ om a5 [ o.n a5 orn, 95 [ a.n, 45

by

orneds  f; o, neds
P.nrds

¢,nrd5 [ onas [ onn,48 orareS [ ounpds

é,n, A5

o - e T i Tt

f
%
o, n, 45 j;ﬁ,n,,us foomeds [ opnmeds
.
J;

e Y

¢,n,dS Lﬁ,nLdS J‘:.a,nlds

I résulte de et considdrations que 1ude des meusenents harmuonigques J'un <orps
imnesgé Jam un udde au repos néooate Jajouter aus torces claswues Lpoids, pouside

@pn 43 J(; ¢pn, 45
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