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UNI\'HSI'>~D N~CIO~IM. 

, . 
• 

AunifiO>Ir. I'IE 
MÍ:xiCO 

B NOVIH!BRE 

10 NOVIHIBflE 

15 NOVJ H!l!l\E 

17 NOVIntBRE 

' 
• ' 

SENJI>ARJO TH!AS SEU:CTOS DE 

CALCULO TNHGRAL. 

PROGRA~!A 

17:00 a 18:05 

18:05 a 18:10 

18:10 a 19:15 

17:00 " 18: os 

.18:05 o 18: 1 o 
18 : 1 o ' 19:15 

17:00 a 18:05 

18:05 a 18:10 

18:10 a 19:15 

17:00 a 18:05 

18:05 a 18:10 

18:10 a 19:15 

La Integral: aspectos históricos, 

Receso 

Algunos métodos de integración no 
cubiertos en el programa actual -
de C.D.I. 

Aplicaciones do lo integral ' " fl:sica, o lo mecilnica, etc. 
Receso 

Aplicaciones do lo integral ' " estadística, o lo cconomia, etc. 

Prueba de la intcgrnl porii.' la 
determinación de la con\·crgencia 
de una serie. 

Receso 
Integración numérica, 

Algunas reflexiones sobre el - -
mejor método de enseñ~IHa del -
Cálculo Integral. 

Receso 

Con el us iones, 
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!':ISTO!tiA !l!:: LA r;;c:Gfi.\L • 

Ln intnc:rnci6n e~ r:na O;Jeraci6n de n-Hculo 1nrln1 teci::nl -:ue -

Un() <lB nl ".n~todo exh:~uctivo", p~r" C!!.lCI.Ilar 

Un ojenplo do este, o:l h npro:d.,~ci(;,, del &reo. de U!l. c!rculo 

obtcnidn ¡_'O!' b. inucri¡:ciVn do un poli¡;or:o re¡;uhr do 5.::-e:~ cor:ocida 

dentro <l<!l c!>-culo, y dividiendo d~spu·h esto poU¡¡ono en o~ro3 r.l~IJ 

p,;q_uei'íos, Zl /iro" d~ lo:! ou<.eniVo'> ~ol!:;or.oo '"' calclll:d"- ccn l.l 

21 líni te <le h ~ccuer.ci:: de }(l. 

::r.to proceso <oa le -

dufinici6n de que U:la in~ec;rt~l oa el lÍe'litc do Un!l au:n"-• 

Bl otro ~.opccto de la inte¡¡r"-oi6n ea.el ;.roceno r:e encon~rlr·-

otr,. runci6n c(x), cu;r.'l deriv:d::t ""· r{x). :stu as;>ccto eot~ re-

tcer,l. A:nbo11 proce~os oon ll~adon inte:;r:.ciún, 

El método Uo't~O fO'!' los crlcco<> p~ra llctcr.~i!l11' el 1r~!l de u~1 

circulo Y de Un ""V""IIto ol.;, una ;>~rfbola, y <•1 volWr.:en del cilin•1ro 

cono y ""f"r<! fue, el lí:ni~c de mL1l1.!lo seOlCj<~nte el :..:\"tono de it~~e

grac16n. 

Dur:~nto ln prlcwr" mitad <lol siglo X'JU m~ todos do m~a 6 mon~.>o 

nlco.ncc:> li:.'lltadoa <i"'I'CZeron 11 sur¿ir en el 1:\Cdio r.~CJ.tc::~.itico per.<t 

la construccló" de t.._n¿;.;,n~s:~, dotemin:>.Ción de :n.~:'<:i:.'IOS ;¡ l:lflli!:!oc, ;¡ 

Para cncon~r:~r ,j:-cas y volúmcne:~. 

Robcrval, Dc~c:~rtea, !lun:ens y otros discuti~ron ol curoo d~ .la tan 

eento n curvns pnrticul•¡r~s y ~ncontr,.ron >l're~a circunocritao li.~11-

nider:>.do por lo ;r.i!l<llO y pocas n¡;lns c;encr'lles fu~ron <.lesnrrolb---

daa, pero In idda ts.?ncirl.l de h dorivad.<t Y ltl inte¡;nl definida -



·• 
Co:t <H:tn ~-~r~c:cb ~"~"::1~1C!l ;;~,·;~o~. y L<'>i~ni::, ~r:¡>.·,hro~l i:l~!, 

pen•llo•r:l~u~nL' <:!ur•mt~ >n ¡¡•ocun~" :.1it~~ J~l si()o ~'I'II 1.;o!"ini,n·Jo -

loa co:~<Jc_;;to~ .¡~ Ccriv::cJ"-:: Y d" 1,-,te.:;r;~.~e~. 

la letra ~. 

·6.7.(; cu dx 

;:lr:>. i,,;ic,_r 

' ,, 
;¡ el c.~';;io 

e_., !.db:li:. 

Un!l obc~r·nciO::a i:·,;·<>rtsco~·J ·tu~ deri•¡_.,_ <!e'-"'"" :lotaci&t, ''" '1'-'"'· 

ee pucd" u~:lr cu,::.;c:i~r l~tr:¡ cr. lu..;,_r de "• sin <!Uc· C(:."'l'bie el v:;.-

lor ,¡, 1:.. intot:r"l, o n'"'• '10 

rf'(x) dx R rr(;r) dy ~ 
' . 

ti•·n~ 1 

' l.'('l"· " \,. f(r) <!.r 

d~· uni<::!:hn':~ d•o la !uuei.S" f, y Jel i:~~erv,lo de intes,~cEn n,b 

P<>r e!lt~ ro.:·ón bs l;dr".9 ;.: 1 ;¡, t, r 1 ~·o ll:,:o~n " voc•q Vp_ri~~,J~s -

mudas. 

A continunci.ón mencion::rcn1os 11 l.;c r.o~~c;,Ü.Cico~ que fuero:l foP

_P1endo <ll conc..,p'.o do 1~ Intu.;r~r. 

rs::;.c n;.r::10:: 

' Cuom~trn, :uúlo.:;o ;¡ olo~u<.:ntc ¡Jr<'dic:.c~or in,:l?s 1 nn.cido .,, Lon 

ere.:: en J53:l y O:l'Hió t•n ::n::1br~¡;c 1 el .; ,)., fil:>.)'o <le 167?, 

En lG)C ~e le confiú l;l cr.,.a,-,.. ~u-: -~nt•_''J pl·<'~c·n·li~, diú e:,.-

scs dü ceo1oe~rf:> ''" Crt•cbi:>l•'• j dc·oph;>l "" Cs:1bricc, •:on.le """'·"-~-~ 

cntrtt cu~ .li~c.L~ttlon •.1 in":lort,.] li~Nton, ·~·'llÜ<'" ~n l66?, c,·J!ó 3U 

cátcdl·n, J>"-r'' d~'lic:>rsc" 1" Toolo<;ÍA• 

mo "l.o:. <'l~r:('nto:;; <le J:ucli<lc.J'' (IC3)) :¡ ot:coc trn.tn.~os de· A:-c;ul':\e-

·dec, 1eo•losio :¡ .~;>·Jlo-..:o, Contribuyó con Sll9 tr:o.\njon i!!l ;•ro;.;r.:t~o-

ronCl!ll ;¡ como uno de• los :,¡ri.nt•:·os c;,,¿;,-,,t!'ocO c¡u¿ nplicttl'Ou C'l c:!lcu 

lo a l!l ~~o~etrf,_, 

.. 
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Hl~fORIA OE R!iOMAIJN ( se2G- lB66) 

Uno dr¿ lc.s makrn¿f1"ccs rnós owun(!nks de lc.s he m pes mcd'lrncs. fue. d¡sc_j

pufo de úouss, Jocc.bi, Q¡r¡cbk~, Sleiner ~ f¡ijc_..n/e:in. A Q/ :oQ: de-ba: 

d proce::dimiOLnlo aclual para 1(;/ t?:du~io d.z lo tc,Grlo óe \uncion'-<'!:>, 

1u"' !1ent:t ::;u oric¡~<n 1<:n :;u m~<:moria d':.. 1850 :Jcbr<.:: /wnc.ion<e:s d'3¡¡,
b1~ic.-:~s do< una vanohk ccmpk"¡o. En 1854 c::;cnbió xbrc<; los fundo

m~<.n)os de [q ~<ccmdrrtl, 1umbie.'n h12o ~>~ludios -5ebr"" lo~ ~tJnc1on<?J 
12J/plscos, lo d1slrsbucio'n de. n~m<-"rcs prunos, problema qo..:Q huk J.: 
tnkr«:sar al r1•:;.o T:t::hcbyche{Í, o.s1 coma a !a5 mode1 nas esc.ue!os 

Francesas cerno lo Vollic: Pe-u::.sin. fn S<J c~hbr~ memoria de IE57 

publ1cada e..n r;;;/ JcL'rnal de Crelle. , hr20 con las Ab(:ltanoY fo gv·e 
lr!lmpo of,a's ho2o <\be] c.on las dtpfic.os. Jn/rcdujo es sv rnemQrÍc 

fa .s<...:p~tdtc~e. qu,¿ lleva su nombre:. Con obj!llo de. un,fo•nlo2or:;,e. o:<i'\ lr. 
r"pres«"nlaciÓn 5obrQ ello, de la !unt:ién abj~<:!o cJ¡;¿ l.l.dudio, pa:;,.:on
do d<?. uno hoja a olro en la.s ~eccionl<:S d,-lurnlnr:~clas pcr (6~ 
punlos crÍhc.os, E! p10bkrna de la reprr<:•.>erdació'n conlorme:., q,;o:::. 
orwnco dQ )o cado(va~ia., {u.;, ¡¡-:.\ud1ado pcr LamberL c,n "-""·1 c.t:~so 
de.. la ~/éro. ~ d plano, <lx.Jenci¡Jo pcr '.Drogan 1 -"" el ca:c.o d~ f<:¿

pr(>_o:;e.ntar 5obrc 11! plano los sC·pC>:rftc.'te.s do2. rc,voluciOo, srdrc.dv~ 

ct('ndo las ]uMIOnes de. ';'arw61Q: ecompk·ja; pcr GOu<:.s o/ cc::.c 

de. una 5<1pcr/tcic: anali!scn cuolc¡ut.era..; p~ro ~odo.s ccs~os. m~
hcmcihcc.:!; se. reducen a reprQ·:A.<·n\ClF olre.d~dM de un P\·'nla un 

hoC'O c/Q \o 5Upecttc.ie. que .se dc:se.a. scbrQ Ql plano, lo o:;:x.hn

siÓn d12. !2!.:>1<2: ~rc<'o de¡wncle: rlv la nCllL•r0k<'o de la \uncic'n qutL 

real1ea Jo ~rcJn5\ormoc.iÓf). 

Rtomonn :.e prepuso el prcblen1a de e!Jablec~r una corresponckn. 

c1Ct bwn:voco con/;nuo ~ c.on!orme., "nlre do~ l?k.nwn+os, ¡·,ni

tos d02. 5L'P'<'~f,c.ie, SimplQmQnk: ccn•V<os ombc.s, prcblemn c:ue 

SQ:. het red<..•cido o lo d" una .'>CpQdsc.ie c:<..'olquiQ:(Cl :inilo 

scbt<2: <.<.\ cs'rc.u!o quQ: I)Qva su ncmbn?:, El problerna de, -l?J~<n1o•1n 
fuii rasu<Z.Ho fC.( """""'h! molem~~ic.o 1 pe-re Sl' clemoslroc.oÓn_no v~ 
ex-ac1q, c.c.mo rle:rnc·sfro~ Weicrstros:;. IJla·~ fcr~", Sc.h~cHJ 

1 



.. Jo"'ro' d"moslror la pcs1bdtdod de la d'<!"mos/racio'n, o la t:¡L'¡2 ::.~ 
llamo IQ ~Z¡<;tSknc:io d¡;:_ lo m•:;ma !lura 0-ecrn~os rrHJ~ qcnt.rak,::; . Olro 

demos/roción d 1o' i?H<:monn en lt\?0 en hempc!. f'(las prc~orno.s , 

Polflcqre', "Kccbe, Breber\)q.:h ~ Cora+hodo ry han !undodo ::>U!> 

e!.i/udio::. de unr{a¡ mocién dr. funcl_ones anal(/icas en lo ~<.l(.ls/c::n
cio dQ. so!uc.iÓn dd prcblema dt. R1e.rnann. 

ISSAC BAR.R,_QW 

Gecm~<llct, )c,.ÓJc~o ~ elouJ..znk prQdrcador ¡nc¡\Q:s, nacido GC:n Lcndr-("S 

en 1630 ~ n1urió "=fl Cambri~e el 4 de m(tyo d"- 1677. 

Empezo' :;;u carrera ~lvdrondo k.n1uo1, Tc>olo<:JI.o. '1 111okmb}tcc.~. 
Prc-.kndio' una colcdra de Gruzc¡o en <:arnbr19e, perc- \u!<' acusado ck~. 
~CHmar por!<: dQ lo ::.edo llarnCida de I"S fltmtni(lflOS y c.omo cc.nSQc._;,-n

cia se ~cse::;/,moron sur. prdQnS•orH!'>, J<:mprc-nd<o' úfW !>Ni e de- vio

je_s c1 Vranc1o, llolio, .fc.rnl!nn 'f (on'dnrdlncpiCI, rc-,;,Jrc<r¡cfo of9Ún 
hrzrnpo Q'O esfo ,.';l!!mC! ciudad. De !Q9rQ::.o u1 Jnq/akrro, e-n IGGO se 
/e. confío' la cri'lecJ1o e¡ ve:, an/(o:.o; prde.ndic:m. ll los dos (liJOs ft;e_ o. 

en'.>(-ñar Grzorndrr~• a Gre.sho tJ mo¡, ~ordQ enc...,fio la e>S19nc -. 
{uw e:n Combrr9c~, ten•enrlo el honor ele cc·nlar 9-:rdie !:.L'S J,_-:,e~p¡_;. 
los al lflmorl·al IJ¡;,uJlon a ourv,n cu.dié ::;ti co/e:clrCl C>f1 ·IGG9 . ' ' 
p<rrcr ded•car:3e cr fa Tl?c/o9r~1 . -tue nombroclo copcdfón dQ. 
cado~ lJ (1010) ~ cancrller do2 la Unm;:r::;rdacl de. Con'\bri9e (1675), 

per!enecio' O fa ij?o~al Sccie_/-lj 1 tundo /a brbloclQ:co def c:cle<jiC J(', 
Tunrdad ~ por prrrnew vn resol vio' so!rs/oclonamc>n1o2 «:.1 prc·
bhz.ma Leorico de_ la /orrndC.ic'n de¡- la lnlC\9':() «:fl clú~ len-le::.. 

PublicÓ L~~:rlro.ns Ophcae (tGG 8) , Lec/ions (¡eom.-/rrwe (u,?c; 
r12rrnprQ:::.ns Clmbo.o., /ormondo tll'! scfo loma e:n 1674. 'D~<:S(n)e'~ dCi:. 
su mued(:: se pu6f1caron le:c/!ons l!abdaQ rn Schotus (1664). 

Se le ,/cbe.n c1demas od1ciones de a/~unaJ cbros clo'!:>tcas 1 cvrnt
lo~ okmC>n~os dQ EuclrdC>5 (re, as) y o/ ros 1r,,/oc!os dQ A'qu,~x
des 

1 
Tc,:odo~'ro (J 1\polc,_,;,{tú'IS). 

En/1Q /o::. roanuscn/o::, d9- :povy, 'F'~ ~º- conservo!\ 17/l v:l rnc:~o< 



.. Brrlánic.o 1 et1sk. una b•o9ro/:o. de.. P...orroW 
~rabojos a/ prc9re.::.o de lo 'cienÚCL. Sil. 
V<l:nlor drJ TricÍn9ulo "D1 f'.<tenciCII ~ cc,mo 

G<~ÓmQ/w.s que qp!tc.orc-n e\ cáfculü o la 

1 SSAC NEWTOJJ ( 1642- 1727) 

. -Con1rl b(.)tjo' con 5liS 

)¡¡, tcn::.~d~rcl corno in

c.1no d~t los pnmttrcs 
Gec,me/.-¡'a . 

Sr.: dek a N.::<W~t>l> IQ \ormu!o d'<-1 
Flu;oCion~ 

1 
lo Le<j dr, lo Cwnrdoc'oo'n 

JOS diZ Op 1 i e o 

bmom"•o 
1 

el 
L!ruv<i:lsal ~ 

rnQioc1o de. llls 
r"IO!obles J¡abe~-

En 1(,73 Lerbnrc [vé a londre5 y ~rpuso all• rc-sc.•Hoclv~ -¡. 
::.obr~<: sus ¡nve~lrqocicno_:::, qc.'Q_ eran cc·nociclas ~o.. pcr tJew/c-n.Ufli: 
Jal molivo :;(¿ /ormér'"'l.'21bn,z·.-'Roycd SocielLJ. En 1614 dccio led,ruz 1 

9UIZ tenia '-.:,nocrrnr!<-nto do:: me'}odo~ 9"n.<i'rak~ de onc:'lisis ba~dc.;. 
en ser"1es tn/uHICl5 ~ scloc.ILI •n/o11nes dv. !O.l hobojcJ de fJwJlon. 
Es!~ cc.nle::.\ó "1 13 dQ ¡unio de 167(, e,:pcn¡vnclo .o::.<.Js n,.Z~oc-1c.s (1.:::_ 
deGorrcl\o !<"11 ~erie., uumc,nlo' pcr v,{, de. opencllcQ., lo [c.'rnh/IQ dcc/. 

Binomio, El dc-s~rro\1¿" dv ore- 5C::n )"... del 1uº' pcr •nve¡s;o'n d<tciv ".' 
c1a el de. .:':IC::fl ;<., de.. lPrbnr"l. pidró el ros p<:-~moncrei el Z7 : 
d~ agc-slo ~ Ql 24 c)Q cclubre clQ 1676 1/ew\on V:~cribe. indr·-. 

candú su mOdo ck ob!Gnr:-r lüs cl=arrollos a-n 5crie- "-n 
enria m4'j e.d'2nso 1 "11 lo, C.L•al. hCir~ {jlusio'n d;l prcl.>l~>mn ltl\l("f~' 
de los iang(>nlc~, e1pl1conrk\o c-on/w;omQ,-d-o:z. con un una9ron1q 

con c6rlo de no dc:scL•brrr!o por cornple!o. fn ICl rc:spuQ-~lo d«: 
Le1bnt"l dd 21 c/Q. ¡un"ro d<.>. IG77 ~,.:p\rco e-l /rlÓ.\oclo DdQrl{"n'-.ICd 

1 rusudve: ¡¿) prc-6\c>.Y'Io d¡¿ hollar uno curvo cUljO Sl'blon9enk 

~s ·c:ondonh.?:, d,nws}rClndc cc.>ll d!o 9ua.. conoc(a lo tnk9tacic'n.-
/Jew!oo di7.scubr.,o, )e¡ desvtoc.•Ón de los Grov.z.n "-n ca1dél'>, 

Oe&v¡nc"t~r¡ C·fl91nada pcr la rcl<lC·I¿fl J¡¿_ /o !1crrd. 

fo rn'ec6nicn, se J~<'bc- a tJewlún el Tc-orrcrrl<l de:. loo;, aJNtS, 
·'Que lu ~~m¡eclorl(\ de tos c<J«:¡pcs es uno co"111CC1, c./c. 

En lo korÍC1 d~C ecuocio!H'5 ol9ebr~ic:C15, se. ocupo Q-n los \¡mi
l<.!s de:: los rw'c¡¿s 

1 
dQswlurio' el Teorema de. lo :~umo el"'- los 



.. po\encia5 enrt's,mos de las rafc<25 los furwcf\QS t.rm&\rLco!>, J e~!--~ 
cr.Jio dd nÚnH:ro d~ r0iu5 wH;q¡narias de uno ewo¿rón, ~le . 
Hc:dk:l¡ w~ptrÓ prcbablvrrwnk a N~_u.•kn c¡.:rz. las le<.jll.~ dt.t: kepler : 
c.onduc(oq Cl la k~ de lo Jnve:rsCI del u.'adradc dQ la cl1s- , 

~ancio, prcpc,nrC:orlale u. Ne:Lu!cn co!c.u\ar la ·forma de la Ira-
1 

yecloria 1 lo r¡we. IJc-...clcn re·.:.olvio' c..on suma ic/Cd,dod. El prc-: 

blemo ccmplelo de.,!o gro\lda~iCn • , . . 1 

IJc,:u.don <:.crlc.vlc.> la nlra::c,cn do. un ct,;«rpc f?s{enco :s;o6r<2.. un :· 
pun/o ~xkricr e:n !2:.1 pli!YIH \1bro de. PnncipiCl . ¡.J,w\on .s«ñolo. '
los let¡Q.!, lundomvn~ales dv.-la dinÓmrw. En- el se1unclo lrbrc :-
5'2.. cu.;¡Kr del mcv¡rnr~nl-o en un mo;;:d;o rc~rs\rz.nk:., 1<!:0 thdrcs\a'
bco e ~¡drodrnámlcn 

1 
con Clp\icociGn c1 los ondas 

1 
o lo:. rno- ·. 

reos ~ CJ la ocÚs\ic.a. En e! 1f:.rcu ),bro se hoce· unu críflcC\ de : 
las hop(fr,:siS r;¡Qnli }icoJ ·. . ·: 

0<c- ocupc1 do.l e._~\udio de, plonQ_Io:~ tj 5olelde..s 1 la kria de... 
los mareos, lo!> dO:sr9uCt!dadP.s lunore~ 

1 
lo koria ele< sa\~l1 le::. , 

rzn los c.cmdo~, en d cá(u.:lo de órbdos. Lo moycr parle: de.~t\3 
d ... scubrunren·lcl d~::bio hacedc~ uldi2.0ndo d rnéloclo de. rlu:.ncne..-:. 
pero lo:. prc>s(2nlcdxl f:.fl ]q {crma cid m d.) puro c.lusic.i'O>mo 'JW ~ 
m<Íln"c.o d12. Arqur'rnedes l/ Apclt>nio. fiafkLJ su/ro9Ó los <JOSf05 de 
¡mprv"'lofl de )es p11nc"•pr"c5, qu<"t. oporecic.>:ron en !GS7 cerne op;'n
dice: o su ópl1co 1 publoc.D Ñr_,oion un fnunoe.rcdio Llnt>.CIW~""l 
T¡¿r/d OrdtniS, ccn vrw c!a5r\lcac.ia'n prdrminar dt~: curvas ol9e
brcÍ1ca ~ 1/0sccndordesJ <>sjud,o' dr.> os(nlo{os 1 ianC)e.n\o-5 ~ pu,l· 
to) srn911 \Clrc-s . , . . 

En oh-o opcnd1w ol m1~1110 \,6ro .sr: encvenlron dlv<>r
sas cuCJdroluro.> y fQchÍicoc.icn¡¿s. Fn 1?11 pubL"cÓ -5u Md-hodu:::o 
D1fferenfroi"S dond<?. d1sct•k üU formulo ele:. rnklpclac"w'r¡, El c~l
c.~lo de flul<rones jorma por/e dQ. un ope'ndicc dC: 5u Opl ico...

1 
¡¿) 

cual e-s idc-n)lcc 1 ~oiVo o /o~ ndociGn(>~ 
1 

al c(olcc/o rnfrndC'51n1ol, 
lo conlic\Cid vorinblc. en lo /u"nJo '/ Sli velociclocl Qr¡ ICI vorioclc'n 
aro dc-nvn,rnodo f!u-.::ió'r¡. Neto/en aplic.0 el cdlculo r¡cQ oc.obc.
mos de.: cdor Ct cuoslic.nos rk mc/,-.::¡nocr 'l m1.n1mos _o! ~ro
c-ado de- lon~Qn)c~':> 1 curvo/U lO 1 m dio de:- CU!"Vo\vre~ ~ f'-'"c/1 f 1-



.. 
1 

' f . 1 
cac.1on_. tJo puC!.do:z. ~ umcrrse en (Yioclo .Cord1.17,den1e. . · qdQ.. ¡ 
Le,bn,-a, con -!U Calcula Inj,ndes¡ma!, cornrz/,ero Lll1 p!o~1o,om-; 
be~ 9e.n'10) a la ve?. ¡nventawn esk ~undom~n+a o1 cÓI c:.uf o ; 
modf'_rno. 

Otupose. en la ccmblnalcrin 1 M la ccnslrucciCn dtt. uno rna"1(11no c!L 

cdkulo. , , Í 
Se1un el en 1674 "daba ~a en posQ.r;ICII de<. un 1nvc,-nlo de ! 

cdkufo drfe.re_nc.icd e ¡n/12:c¡ral 1 pero no .se ha pedido dernosh-ar ¡ 
9ve. hht¡ero cc-noclmie('Jo do/ rrHsrno an1<Zs_-de 1~75. De 

. un mcdc c>:'mple.lo lo dio a conon?:.r e.n IP7, lJ se pob\ic.o 
!Zfl !684 . la mm¡cr par/e de sus hobojc.s y¡¡¿ron lo lu e en 

fe¡~ al{o üu.dilon.tm jundoda.> pvr el . rr¡;smo G-:n 1682. Cre.Ó 

' ! 
' '· 

la acadr<miCl e)¡¿ Berlin en 1700. Des-de no9 has/(, 171(, sc:-.\u 10 

_coil t;Q,/
1 

1-/[[wlon '{ oho~ -'~1CJkses _uno cl,spula V1clcud·a .sc.brQ.; 
lo pnondocl d~ lo rnvencron dol calculo in\ini/C?simo\. L<n hrchc, 
parec<l. crer~O ~ es. ~<..1(2:., Lerbnr?.. publicó cd mQlodo anks c¡uc :. 
J../c,ú.don, los. parlrdcrr'ro.\ dQ: cr!rrbuir a ésk. d cr·19en dc;:lcc\1-¡ 
culo rn)rndr.i:srmnl olv1an·c¡v~J: lo rd~o de( mrsnro <%',[ctba yq ¡ 
ccn!e:nidC\ en u<:?dQ_<,- nolcu dv. 0Q..wl-on 9ue. \\~.<1aron a cono.! 
crMte:nl-o d(¿ La:rbnrc. . , . ! 

fnlrQ los ircrbojos dO: Le.r6ni_Z .:':>Obre: o:l colc.ufo drf"'¡Qlltlc,l,: 

merl2:c~;:n c.r1-crrse : 
l._ la no~oc·w'n '9ue: <~.S la ccrn"nh· hoy 
2.- Prv12rsa.s cuoshac\es dQ.. mal.r moj y mÍnr rrlC·~ 

1 
c~\eulo 

da. donvo~oJ, lo teoria do_ \m ~<:nvc!v~nks. 
fn )os n1c-rnor.10J da_ Jerbnrz nu~lrcoclos Q-n IG'J4 SG'. hüblc.· 

1 t' ' 1 
pcr purnHo vc·2 drt coordo-nadas ~ ej¡>-5 ccordenodcJ. 1 

.S:O. oc0po' {orn6ic/n d<:L clrvQ'fsas CL'es;hcnQ:!ó dr<:: IY!ec~nrcCt·' 
' la wrvo lsocrono 1 la 13r~9"'rslocrono, fa ecuoc'rCn rl"\h·(n.:;QcCl! 

de la wlenorio. ele. -



.. 

• 

• 

En ~lgvbro dv~arrc!lo" e(J ser'¡¡¿ \og ( 11 x_), SQ n x 1 a re sen X ,. 

pres~nfo' el m"todo de. desarrolle.. por ccehctvnks ¡nd<::lermtna
dos. 

Ci:ALISS 

Florecio; ele 1777 a 1655. 51•.:-ndo d€:t.,L;J'-', Je tmpcr~onlv.s rc::lo- ' 
c.tone5 en la +e_oná d12 lo.s n(¡mc::tcl ; Je: dr<:b11. u ~~ la dvn1Cl- ! 
4roción del Teorerno da ~ue }oda «:cuocú{n olg'<'bHÍicn ~¡VnQ una 1 
ra(z d12 la {orn>o a; b~. fn 1801 apore_crQ-ron sus Dt.:.<)LIISihons \ 

An\mdicoe 1 lrbro cuyo ccnh:-.rúdo fucc rc--chodo po1 \o awd¡o.rnic~.. \ 
eh cto.nc.taJ dV: Poris · i donde se -!tenf~r) ndobriiSirr\OS dc:..s- t 

cubrtmiQnks de !o fQ:cr!CL dQ_ f::s n!.2muo5 . .Su hqb¡[,(!ad rc ....... c.l 
m!cuJ¡sfo tu e[ ~on asombrc.so c~mc su prcfundrdo<:J !.f gel pe 
ck Vtr.lo. En !Oog aporQ.cio' lo l::toriCI Mdc.r Corpurum Ce.bs~ium 

· 'i ohos 'I'O)llnlQítQS q~e conltCi.ne:, cálculo de. otDdas, trabojw d'<: 
GQodo-sict, cotostrok.:> ~cric· r 

En 1833 CJ¡xrrecro .su prrnlor voh.t!Yif:r) sobrQ.. rna9ndrsrno l· 

frz.rrcdr~. '012:$cubrio' el Lcdi9rofo ( c6n Weber e:n 1~33"). 1.; 
En 18~0 ope~recierol) fa., Dtopfr¡:;che:: Unkr.suchuncy .. r,.en 

la.s 9ve ex:pcn~ .srde.mohca·rnQnl~ Q./ paso de. !o lu2 a ~rovt< z 
1

1
: 

de Stst12-mos ck !12-nk:s · 
Gous~ es espec.wl nwnk /~mo.'.o por sus 1rabojCS en ctrt!.-:. 

mdicCl, ck·nomrnctda R((trlC\ dv /crs p>alf'nJcij rcc15. Puede- dv-.. :: 
ClfSQ. 9ur<:: pre¡x1ro' t;::/ cam·tno pnrn lo opltcaci6n o lo arrimo.¡ 
f1c:a de !q 1eorr'C\. dQ func:ronr-s, ccn !o repr12".s<;-n1ociÓf""l d"" : 
los numeroJ pcf forrneo.5 cuodrcUrcos brnoricu quQ. <LS Q.! ~ 
pun~o de_ par/ido... dQ. la mcderno 1r<::orio. del cUQ:tpo nvrn¿-_! 
neo cuodrc:lico 1 no obs!·onk Sl!S -frobojoJ hC>nQn e.! c..sp1'- ~ 
nhJ c/ósrco 1 como rm fa ~eorÍ0. el a. la.>_ ~c-nc¡ruoncicu JQ._ . 1 
prrnlNo y sQ9undo ordQ-n, r¡ve. le. srrVIú poro. lo rv.solvc.ton ¡ 
dCl ecum·,0no?..5 btnon¡·~a~ \/ c.oos!r ucción d1.2. pa/1 <JC">nn (C-'tJV- \ 
]arQ.i de 2 111 (-zn¡ 1) lodos, .Stendo rn ~ r1 e-nleroJ ~ ! 

1 



.. 

' 

.. ' t 1 un nume-ro pr1rf!O 
O +ro d<L !o} {¡f'(lbres clfl 9loric... dQ. G-ouss tZG su r?'-lucLo d~t;,; 

la. 5~riQ.. ~lrpvr3eorndnc-c1, <Jr¿ la {uncic'n T, !a curvo~uro d<2.. · 
Su p.zr bcie.s, \a ropre..senbc.tc'n reduc1da (~:ca. la.) ; !o afro cito' r1 

ck d1pso1dt:s. 
loqranc¡c- y Gau~s full.ron c.on)v.mporono.o~, el pdrnuc, 

escrrbió correclo. '1 !ó9¡cun'lG<nf-Q.. Jo lo par de: un rno(!c

SQncdlo. CJCWS.S es o:ch COCH.ISO cen s()S ckmcshoc.icnv..s, 
pv-ro es {arnbier1 lócpc.o lJ _ccrreclo, Sin ?eca.r <>

1
o: ~·xa.Je-

Ta.do!, pvedc. COr¡S."~I~,~---se 

/cq '»>l'l.fe.cma'f:c.:..s., 



m( ")' X 1.,0..+ bX dx - - - - ( l) 

E~ Ml CVIIL .' m.n, p :!i~N RA.CtON/jO...C,!> Y a., b .!>CN RCA,U$ 

Sr ,:,v¡>ONtr'-10:> I'HIME/'1() /:?''é 'rrf Y 'n 5NJ FRilCCI()I,/JIR/05 Y H~~-tlMC~ 

• x=z 

PCJR erRA PARr.C, t.n I)JF.EJ:;.!;J./CIAL. /3n<()lwtJ/>. ({) 56 PL'iJr>C e:s.cAir..tR: 

>(, \_ Xn (o.. -x.-~"~..,_ b)jj' Q X::. ;t. •"~+"\'.( Cl...x:'" + b5 d X - (2.) 

' 

• "'Pc..:J.:>Nré oc X. l:>~ ~O /I..IJTI:OI~ICI1. 5G V[: C;ú!l •.;.IEt.\I'R.C. E-. P<:-5\r'.\..- Gl.Uil c.._ "-

Or:Nrno Otl.. Pt>.I\~J..ltt.S\<,i. .,;u.. f'O~\TIVC. 
No :;C. PI!: RO' i.Oio.lltHtiO'> <>o<llE:Rh..\.101>.~ ~·¡ SllPC>JEMO'> O.úC. é/J 11>.. oor:t:RW.J-

C/AL (3/tJO,.¡;¡.¡ ( \) ~ IT\ 1 n -::.e>,~ i:Nr<'-IU.l~ Y '1-,. 0• 

[)(,t~rcN 5Vf..0 "F/(65 C:JI::;V$ CN Ch'l'- $4" I'Ué:PC. tNrC<'¡RAR ~ UJ PJFCRCNCIJJL. !JoNlCI·J,.'. 

D?tMER cA ·;c.-

p ¿;¡ e9JréRO : 

I) P >o 
$6 F'l'ECJC I.)E>'AIV/l'i.LAR i:J. PARCNT.!.;itS PoR lA FORMIJ<-4 n.EL 1'3/NVI-ltO Y 

~-6 t>f3rt/0Né <'N NL'~!Cf!O Fll·.llrb F.>~· réRH!NOS c.!c•e T01')<1S Si'- INrC<;RAN 
IJ.J"'Jf_I)¡Jif"AMENTé, 

][) p~ o 
Sli" t1(3T"ICNI! é'Nrc.N<"~:5 <'NI! FRhCr:.,oN -tAOCJN.LJL a~'<= Sé PVE:.o<i JNTt::<;RAI~ 

l'l'll EJ. N/E-rooo Y.t CONOC•PO. 
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S4fjy•uu;, CA ~D.--

/J .t;:S F!r4C~rcNn~¡Q, 

if'STO IZ$ ; p = ..J.:... • DONI)I! · r' v s' $~N l':OifCif<s 

" mcl 
n 

EJ ENTéRD a .oCRO ~¡:¡ p¡,-E/U':NCML AJNOMIII (JJ Q¡)E:,;>A: 

" x."'(a.+bx.")-;:- dx. -- nJ 

/(t¡C/CN/.JO <:l $11:,1.1/CNT<! L/U11lll' pE; V,tNVJ1/3LE 

Cl..+bX.
11

:::: z ~ (4) 

lifNF(JNCSS ')"{> (0..'\-bX. = :«" - - ('5) 

De (4) OFlT~NCMO!.: 

:>.o( r."-o.. )" b 
- {'-) 

P•• l..C TIMITD : 

x"'-( zs_,~ 
- b l"" -- (7) 

lh!"~~CNCI,/}NPO LN DO~ MICM1)•1C.~ EN (<:.) 

$ ..!_.¡ 1 dx=__§_(' -Q)7l z~- di'!_---(a) 
· .. bn b 

UCVRAIPO L<'$ WUc,US (!i), (7) )' (6) 1;, (3) S~ Of3r1E:N6. 

S "'" l -'-(' -• )-,-- z''"··-\ 1 
bn b ·c:il.. 

Cl>MO l(t:MO!, SV?tlii.~f(J 

C'ICN ti'llc"ICNflL CN l 

a!!<: ..!!!.t! <':~ ¡;"Nrl!.flb 0 CEI'D :5& D!H'JF.NE IJNA f'fl:l/c.-
0 ' ' 

t<<"E I'<JEP,f. INTEGR/ilt~C, 

Tér?CE/? CI?SD .-

p e;";, FRACCI(;>NiliVD 

S¡ 6# 
1'11 r ¡5 

x (n.+bx.') dx 
SE riEN.t; m" r 

~-rT t':li .SNrt':NO O C-.':RD, 

¡;,.¡ li.:I.TI! CA.SD :sC HllCIO 

o..+bX"':::. X."'Z. 5 - (._") 

i 
1 

1 
1 

' 

t 

.. 



z ' -'- ' 1+> 

:: -x+l 
' 

. . 

(1 

' !; ;> NO!::I NI?.::/ Sil7 V ...l._ ilCI (7' ~ 1/Yid /VOf :> 'ti/VI o;/WIJ7 

VIV•1 O ~""""7VJfV:r>W!77.'7 ,S::;JNQn!W1.:f ~10 O.JINI::.f QIJJ!'"tfiN NI? 7CI OICI:J/.-1 

'?!'7d 'V!WO/'il>./ 7VI.~NIJ.Y:z:HCI tf7 7CI 7VU)9J/Vf IJ7 't/V.~:J~I.J"Jt;> i}7fll50d S¡;, ON 

C>O$V;> ~;nU SO..!.<:'_~ :JCJ VVJ¡I.=f ;'(1(1 001lii..I~QW;Jtf './.1-f;JJ 'VIV>IQNI(/ 7D'IJN7lJ 

• !71/C/ fi7-:JC' C/VC/17/fi>;¡U!>;UNI ;>G /11:>•:>/tJNt>.¡ /VI/Wtt77 7,<; <;"~I/;> ~iJY..I 'i<'../.~,!7 

' " T./ rrw 

--

,_-c. 9 -' z) """" o-"X -
(~t)-

'" 

(o\) 



1 -. ;z 
1 =z"x 

. ' ' z.-"T-:-, -T-

-L_::2.-::-L. 
~ 1+..,.- t+w 

'7VY~;J~/Vt V1 Y7A10SJ<J ?70/~ad ~¡1 31'( 

(//Nl7..f OT V<Jd ,( OY'.?~ O Q1J:J.JN9 ~:;1<;: ;'J'a 1"~1)/UN<'.J 1/7 f'l')) N.7Y<ll"f•1> P}'l 

~ - : .._...1..__ :: e; -) + _g_ .:_ 
11 6-Z- .. l 

~ -= H<;:_2-:: '~""' ; OW0,3 

xr 

) " - (~x+l = 
'2/s ~ ~ 

o+-".n • ' r=I 

\ ' ---• zpz. (t-,:z)7 (r-.. z)) L=r 
tf1- f-{!; ~ 

\ 

(> 
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1 

~ ,' ( ,. )-y, ¡-' 
/+X. = -

t.'-t - !z'-lJ'"' 

C(l/40 ; "-=( , )'" z.- 1 

¡¡.;<'!'" 
I __ (---xz- ·(_}_~X')'I•J-C --L( 

- 'x./' -3 

' 
I::('::~)''~[-+ ':~·+']fe =('~:·y~~ [ 

I= r_,,.J ., ( "'-•-) f e 
\.. )(,-... "!> X ._ 

~-n - ' ---- , 

. ' ' l+x. .; --· 
l "'-1 

N' 

x.'(z:'-!) = l -> 

- ( 1 'f- X-'-) 'f¿ z.. - ;;<. 

,. e 



(11-x.l;-~t~.;:( t' )-z¡,-= (¡J/z¡_. -- tz"-r/h 
l. -1 (l_..,_,;-.YJ z ~ 

I" l ( z~-~fn Cl..,_,/1' [- -' l 3 -<4t• ld l z._ _ ) l -1) 32!. 1:. 

I::-)(z 1-l)"dl =-l +e .:cMo t.::- ( ~;t')'h 

r=-(':~).13 +C 

f.l-x'= :x.
3 l

3 

.[ o l (L'-J) 

Jt 

t:()l-/t! ¡; = ( 1 ~ }3) 'h 

.r=- ~ ( '.~>:))~-

( 'J-4/l ( ,, )-""ll 
lfX = - :; l. '-1 

(Ji"-'}"-' 
~ 

.z"-'tC 
~ ' 
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1 

..!!Ul. = 5'1-1 - 2 
n 3 -

8fX,=Z:t -=> x.
3 =- Z~- S' :..:> -x=(i!~g)'13 -=> :x.~-={¡!~8) 5/J 

('il+-x'J'h =C.Z~)~h = ~3 
dx=; (zz~B)-r¡3 2.i!dz 

z: J (<'-•;''' z' [1-(<'>X'1'z¿dz] 

I: J +<<'-•)z'dz: ~ jc<'- u•)d, 

'2. r_z7 ~ z>] , e 
r=~L7-T r 

I=; [ (S+/~/Il_ : ( 'iif :x..,)-s¡_.._] t C 

.. 
' ' 
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:JtENOO 0.. Y b e&N~TANTE CL01>.J..lJ.<'Ié/lA. ~ '<':0 éX.Pl'N.ONTiiS 

/CJ,t:ION/\LeS, Sé. LL/IMA r.JIFERt:iN<-1//L 131NOMIÁ• 

m,n,P NO''-li!RC~, 

·-· d d;x:::: 0..2. L 

5¡ :I.E é.Lit",l': UN N<•MtJI.O CNTEfi.O 0\. ¡::¡¡;; MA.NCfM, Qc'é m«. Y fl<><, :;cAN 

~~~·~EIU>S ENTé.flOS, V.CMo:; O~'E. LA .D.!Féi~LNU/O.L n/\,PA. é!S /iQc>¡VALéNT6 A 

OrRA Dé LA Mlf;/111\ FO,l/0'14 , t:>ONr.>S m y n :..! 1(//N RECMPI..AZ/\00~ I'D.Il 

NVM<=.fW!i t!N7Z:t?D::.. 1\DCMA$, J.l\ 5tJ~Tin°CION. 

TfliiN!.Fl-llMA f.!', D!FC!?IE>JCIAL J:>.";.!:>A t:i.•: OTRA.. p¡: LA MI94A FC/1M~'-, fJCJJJJ/7 

-n I'!Et!MNI\7:./J.. iEL EXPoNE.NTE n DE. X::. PeoR Lo T/ltiTD, CWlL{<L'IERA CiCE 

5él:.,. EN NVM(JI.D ALr,CJ?d/AICO DE. n, él t::Xf'DNEN7t:: OC X Dt:NTFIC' DEL 

PIJ.R.CNrr.SJ~ :5ERA f'P51TIV() EN VNA Dl. LAS DOS 0/FC.IU.NC!A.:> 

' 

' ,. 
1 

' '. '' 

CU4NfJo f:> ES UN NI.!MiJID P05iriVO, SE Pl•/EDE ~E.5/\RRl'LU;t;. lA f'D1'CNUO 

DCL 13./NOMIO :ICfiWJ LA 'FORMUlA 06 NEWTOII/ ¿ INTL<iRAR. LA. IJJFt:RCN- · 

CIA,I... T€1?/VJINO <\ T€RMINO, ,5,v LD .-;:~·¿ 51(,1)6._, P ~E. ~-uf'ONC (INIJ FRAC:LICN_ 

PoR TllNT{), /.4. /i'ú':MI't.llZAI-10!!. POI? ij-::, !>UNDO r Y :0 N~ .. 1énO~ 

CNTE/!D:;. 

Pon '"'IHr.~·lt::NTfc, f'l"J)O:MI'5 t:'I<-W<-11\R .u. ,.;,r_wt::NrE rntV'l"SI~toN 
PIFt:I(E:NOAI. PI.ILDé RCJ:JL'()Rs.E A I.A FORMA 

x"' lo..+\) x."r'~ ¿X. 

SIEN nO m, n, r", S N~' .. !E./?1."~ t:-vr.t::/?0!> Y, T/ ('D:>,TIVO, 

€N C5/E. ARTI'L't0 r.u .. Mf'STRJ\IUI-IOS. cl~'C: ~¡¡:, PL•CDE. a~'ITAK.'. t:N U) EN 

/..('S R./0.0/C/J,I..ES t:IJ /.loS S!4~'1é.NTt:S CA~O!.; 

C-ASo I, CUo7.Vr.>O m:t = <IN #<'/-IEII.D E.VTé/10 D cERO, 

:JI': t!!FéC.rUA JA S/.1:;1'/rVCION 4+ b X."= z" 

CAse> ff.-
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0.) 

~Jt!"1PJ.O: 

J 
x.ldJI.. 

(r..+~X.~J''¿ 
= \ x.'lll6...+bx.'lr'lo'~..tx ":. ..L 

b' 

• 2 o..-t bx +-e 
~ C..,-\-b,..,"-

:Sc.t<.'CICN éN t:.STE CA!iO m-.3, n=~, r"•l, S•Z 

Lu.t:.:.o '"-t.! .:: '2. , .OU'-'lCfl(J EIJTLiiO f'on CoN:S.IGU/CNTE., C!iTAHc:, ~N CL 
n 

&A.!iO J:, y CF'"EC:rUAM<>$ i-A :iV!>TJ"i'"l/t:ION Q+ bY .... ::.z'l., OC I:JCNC>(/ 

• 

:=-:-::-e~~c,_) .,~ dx::: t: l\ .z 
' b'h(z7.('1._l'IG 

1 x'h 
(.!..\ ... ¡,_t)}Jz 

~ \ z•·<l )'llf: · LJZ 
. t b . b'"(l.'-"-)'1~ 

':;.J._ 
b' 

"Z<.. -1 \,JI.~ 

{t..~\.~,· ' e 

..., (_4\\..C)~h-::: ::.~ 

' l, - ' 1 - b~ j ll -c.. -z.·')J.z 

CNJIJ/CIONCS llC R~>,CIONJ¡¿;¡:;o,CI(H( nE. t./1 r.>IFéRENCtAL J3¡NOMIA. 

C.A..•,;c 

~ ")e¡, 
X. la...+bX. d-x. 

<. '..'>U~O>lC,"-""t>', C..<'><; ""- + b .:t." "' ·z " ,, 
(c_,_y'b;t<.") "'= z. , l."'- .;-.Qx.") =a,. 

G >-l ~ t"• <-t'."-

,_ ~ ( z"-a... \'1" "' l z:>.(l )"In 
1\ t:> t;. ...... "' "'' O;¡ } ,; )'- "' -b ' 

\..,n:o<:,o d.x.- ..--:§___--,.!>-1( z'>-CI..)-7;-\ 1 
' -bll.l:.. \. b C1Z.. 

'S>j:.;"TH>l'i~~-..o a~ lO..) , of!::.'<i:E¡.¡IOV\t>S 

...., n\tf-:, S 
'X. ( (\,. ·t- b ;.:.. ) d. )<.. :::. bn 

...., u - l 
r+S-1 z."-Q..) n d "- l b z. 

• 

E; Jo,\ EL 'S t'.c,l.ll-1 ~1> t-\ 1 t'.l·'lt'> ?.D "l:. ü 1:0::>< 1>.. t;..><. P RE :>ID hl. C $ 'iU>.. C u:: t-lil.. L 

c.u~t.¡.,;ot. .!'!l.±.': 1.'. S. " "' n 
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h.'l:>c."""'"'· X= o:.'"lz~-l;,y 11 
..... x....,:. u..">'"(z."-t.Y"'~" 

dx=- ~ Ct'L~-\z~-by·tn- 1 dz 

$u~TIT\l'I<OtiOD c.~ (O.), 01~1t.NEY105 
1.""" ... ·'' .., r¡s ~ ,.. p'---.---""~-1-~ t:'I"S•\ 

X. Lr:...tbX~) <-lx. :=- ~ u..- '"S <.,z. .. -b) l. d¿ 

1..\lt:.(,D {¡,_>:.i:t::.l'>, '<:,;c.l-\t>O:.T~I'>.l::>C Q\)1': l.t>.:. "iti'>,.-~IC"-'-ES 'I;:,G 1...h. 

PIF/E/?C.NCIÁ.L T31NOMih.. X"'lú.-\-bX.")r¡•; <lx_ f'\Jl:.C>C~ (!\\tít>.Í'l.:.,;,:_ 

EN LCS t:A~N iéN/JNC/1\QC$. (;N ¿¿ AR.TtCL•>D /,N-¡ER,ICP... 
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i 
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l 
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• 

- (V:;){] 



dt 

Pucr:to rpe d'."l
1
:; ]loro cu:llr,t.:ior fuorz.~ d:~d;:o. Fi e~ 

Fi = dr.L; p;¡c·J~ <.lccirr;c 'l'.tC 1.-. potcnci~ qu~ e.cc::<rr~lla u:1 

dt 

donde: 

con::~O"/,"\~i·;a::; e::; el :;i~';Ui.:O:ltc.; 

F " F (::yz). 



f = C!"::td 9" 

:;obré' unCL !><l!"tfcu.:.a, '!llC :;~ .-,u~·rc Ccl r.u!ltO 1 o.l pm:te> 2-

loa -,mntoo; <:::trcmoo; de -o:::';:o, por lo c;.¡&J. : 

:. ([¡• 

, "L· ( er<Jd ~) .,;r "12 - ?" 1 

J F· Ur = O 

Con:;.idcr~ndo el :::o•;i,.,i:r.to d-:o unn l'"-rticulu co-
' 

ti vo "o lic::c: 

l"' ~ --l ',', H" _. 

"t 

,, 
dt dt 

r r ' ' ct ' ,i • 
' 1 V'd )_ ' , o -(v-Y)Jl ~ -¡ -:ú.· 

2 dt 
1 ' '• 

: m ( v/- V,~) 

' 



• 

• 

1 

... 

Er~plo:til~o lo. oefi:lic.!.~n ~~ Sner.;1a Potcnc:!.nl, ce 

ci,:uicn te :-.o.r.~r::: 

1/2 10 

(El')l+ 

part1cul.-.:;,-

'12 
2 1/2 

1/2 o 

I'o.rn un co:1jnnto ::;nr..;,r<.<l dü "n" part1cul.-.:::;, con-

nc tic:>e: 

011 ,\onc:c: 

·j'(i: ,i\.,,, 
í• 1 j ) 

1 ¡'-/ 1 

fij" F:.:cr::¡¡ de 1:>. j-~·-~irt;c p,;.rticul" :::obro l;:: i-é

r;it,., po.rt1clün, 

culu • 

' 



• 

1 

¿ Qul ea 1~ Sstndíatica ?, 

:So un rol~o~o d~ inve~tig.~ción, =:~ el ornin13tro d~ un con 

jun~o d~ ide:;r; y herr(t::Ü~nt¡¡a ~,.,a:,,e,¡t~ útile3 n 111 i~·renti¡;,.--

ción. 

e" trat,. con1 

1.) Col~cción:; co.':lpe!l<lio do dntoo 

2.) Din~i':o de exp~ri~oe~:ton y r~conocioni~nto:J 

),) L:edlciún d" ln·v,.riaci·~n, t:>01to d~ datos exp~riO'lenta

len cono ,¡., reconoci11i •n to. 

4.) Cstl:o~cián de p,.r,ím~troe d~_poblacián ~- nu:nir.i9tro de 

vnrin~ ;;¡edidan ,¡., In- e~actitud y pr~ci!liÓn ,¡~ ~3'lC "" 

tiro:,cion~a. 

5.) LmMyo d~ hi;>Ó~~ois r"~~ccto a pobl,.cioneG 

r..) ;;;"~u:l!o cl" l,;. rd<..c~én en:r= ~os o:":·;:; .,._~r:.,'ol~:::. 

C eme~ ;>te'" !!l';tc:o,l. ~icoo , 

Debido a qu~ In teor!" -le 1•• :':r.tii~Í~tic~ e~. u; íntir.· • .,~nt., 

&oocioda con la teorh de probabili~":len :1 <¡u" l11 JlroboJOilid"-·i 

e11 unn r:l"'" im;>ort~r;to de lt>.~ mak-r,(.tfcao, ~e ju:¡tificn <;.ue 3C 

use de vez en cuan~c, "un poco <\e mll.t~m~<ticn~". 

Al¡;un:~o F\Hl<>ion~~ lmport:tnt~s. 

}lefiniciót>: 

11~ defln~ cerno la it>tec;r'll 

t(p) ")~ xr-1 e -x <U 

para p >O 

otra for.n.-. de expusar esta funciQn e o 1 

~·, .. , M2r?p-l e -;¡2 dy 

donde lrt tr~n~for:nación emploadn es¡ X .. r 2 



• 

1 

La. funetón Bata, r~prft8~nta<la con p(p,q) 

oc derine co:lo ln in~e;;;rnl 

j{p,q) • r'xp-1 (l-X)'l-1 d.x 

Jlefinic16n: 

para p,O y q>O 

Reaumen de lu ':'eor!a .'l,lsicn. en Probabilidnrl y ?:otndinticn. 

Dlotritucioncn dt> Prohubilidad. 

TeorNIO 

'!'eorem11 

Teorer.:1a 

Dertnición 

Pnra un,. vn.ri,.ble aleatoria continua ::r.:, 

F(x) 

F(x) 

1.) 
2.) 

3.) 

f(x) 

'.) 
2.) 

.. [r(y) ey 

tiene l~a ni.:;uiN1tA" propie<lades' 

P(-">) - o 
~' ( <><> ) - ' F( h ) ' ¡,•( ·X2 ) "' XI .:.x2 

tieue las oie;uiente~ pro;:i edn:!eo 1 

f(:r.:} ... o 
~ f(x) • •• ' 

,, X " """ v11ri~ble 
aleatoria discr~t" , 6 

~:f(x) dx"' l si X es unn variable -

aleatoria contirtua 

' continua 

P(o.ox,;b) .. 
,, 

P(b) - F(ll) ., \ f(x)d:t 

" 
Si X y Y c6n variables alentorias ca, 

Unuas 1 In 1Unc1,)n den3ida<\ d<> pro'tubilid:ld 

naoci"d" de X y Y ve r~pre!leuta con; 

f(x,y) • ).1 F(x,,v\ 
",)xd y 



• 'I'eore::1a 

Toorerna 

Vnloreo ;.;o¡:>era<lon 

D11finici6n 

Definición 

Para variablen ahatori:!.n·continuao 1; y Y 

) ~ f(s,t) d.t --
F(:;~,y) t!ene l!ln nig-Ji~nt~!l pro;:ieda<l~n• 

l.) F(-,,y) .. F(x,-·,¡ • :>(-_,, .... ) .. O 

2.)F(-,-)•l 
3.) F(..,,:r) • ~2(:r), la cu>!.l en fu:::c:-5n 

distrib-Jct.::,, ;¡CU:::-Jt...ti·.-n Cl:>r.sir:al de Y 

4.) F(r ,...,) • Fl(A), la cual es func16n 

-dietribuci6n a~uo;:ulativa ,..nr¿:inal ~e X 

f(x,;r) -thne las sigui~ntes ¡¡ro;>ied¡,.ienl 

1.) f( x,;r)"" O 

2.) L L f(x,y)" 1 6 bi~n, 
"'' .. ~ J:"'-" [f(::,;r') ~:r .. 1 

d11pendiendo d~ que X;¡ Y Bean di,cr~--

taa o contir.urH:. 

Si T.;¡ Y t:O<'l ~onti<'lU~s, er~Oonc~~• 
• 

P( n <-X.¡; b 1 e .-.y!! d ) n(''(b,i!.) - F(OJ,c) 

-Y(n,d)- F(:.,•:~ 

• 
o[o(•)] • \_.,?1•) 

E[9(x,y)1· .. [dx 
x,y¡ contimla.n 

• • "Job:: Lr(x,y) dy 

· f(x) d..:t • X con!jnua 

-J.~J<,y) r(x,y) dy 

Dtstribucione<; de ;.:u~ a treo 

Par!J~etroo F.ntac!!oticos de O!"olen 

' La!l ob,.ervaclonec r"op~c!o a variubl~o aleatori"a U!lur~l:n~_!!. 

te oeurren 11l !l:::.r. Sin eL'lb3rt;o, e~ r~lt..'lJOO'l c11non oe ~ncuen--

' tran obse¡•,·aclonen or.lena·.lss ole acu~rdo con ou mo,<:;nltud. C:fJto 



"-<1. ~ H :> O 

np (a'np "f • (ll)'l c~ouotu::¡: 
,,.q 

-,.J~r.l~ ·Vt~•n.!~J\a.<r-)j \r1.J)tt·Lo)U, ~(!.'r1.)G 

···:.: .:~x .. n - .._ • 1! •u,q.n~= u¡ ~P o:<u~>.I ¡g uoo n('u'ln.q ~s opnuno 

U~p.IO ;;p SOO\'!UH'"~C· VO.I')~liJ'.IIold 110{ SOCOljl:ll UOO U~i<l.OltiJ. 

•,.ou;~-'1"~ c~.Iop;A u~oncu:r onL !!lllil~tqo.Id 

uoo ">U-'1 •o o¡•ttEno 11~111->' !:= uoo souo·¡::.r-.qJ-'<DlP o..:¡ os: 

'\'>.n. • u 

'" t_(fl.l .l] \"')\" ' \, ttl 
., 

'-" 
'" ' , " ' o 

. l._l.n) j -tjlYt.)1u '\,n.)'e, 

·-" IUOS • ' " ,, " ~ l'"' l :1..: ;; "' ·d·p•J ""' 
{ ' 1 - - - - -

'!.-~ll. nu -<n.> ~J 1 -"'l l' \."li 1•-v) '-' • 1" '" Jf> 
1a;o~.:o~u-> ·~nb ·~o..:>J.z¡so::;:.p ~p~nJ ·u~rot:¡qod -.:e-, op 

oUpJ"-'1-"" 'collo·¡o~·.-.-'""1" ,.u,. <>p .;:uc;:-.; ¡11 a.I¡c~r.;; '-'Un u~ 'o¡u•o 

-llllJ10;<.!c~.I <c_.,:op;ll 0\IIOUJt:: /: O;:tpr¡;:~ ¡u ooo::;.IUt:3JII;p A Á n UO:) 

•q_;.z;ll '(X)J .!Od UpliOJJJ'O;dC~ ll9lOUtq_Od üt:n CO<l<>--!~p!CUO:;J 

•uop.ro "P coon"lP"'J. 

-e~ tO.l1:>t::y,¡:;;d uo" CQpc:¡~OI!ll o:..ztsvno:: op s~uo¡or.q;.l;t"l? <HIUI~';(II 

ll9J"ll<l'-<ó1U0'0 U I!OCC~--!!l<l"Bi? 1 u~tlll.I1C<l?ll! S;;IJOl'O'>'O'I[tlU UW t:~.l.IOO 

-o -.:o¡o¡, ::;;pl~ ~nb IIJ. ""1.<'•<-"'l~>lt""""" Jl!'il 1> 'tl'\1<' oqrq ·~"~ln:"il 

'ru• ·oo cno "PTA op 
\ '- . 

oq_nt r:. u~o o) tF.t<' s~t:: oqn• r" "t'"loo:~u "1 o~ ;;:!.:¡nc anb u9p 

-till.IO"'i,O li,z;;co-¡.zd "'! 'Sii':~C:¡•l ;¡; "~·!OU.Inp o "<''1" 9I ll o~o;úc:>.¡: 

- o . .:;;!:t.la un I:OlC~.!OplCUOO '0&0:'0 opun'bs 1>¡> OT<:!~:;>fo Un Ot::O:) 

'l""''l1U.'h.Q ns u¡1.'l~11 B2apJ.:n+1lU 

-.too! <;l'¡;ilUo¡.lo uoo u;uano,o ~o -n~. "~uo;tl'<~ . ..t;ac¡_o ~"'! (•z 

'tln11u2t:u; 03 1' Op.:¡:;n~t. ;p UO--!"!:Uap.!O >1' ;;;u:;o>..¡OJ--!>~IlOd 

O.latJ l,¡¡¡z:: p.l UO.I;q~.fllq_O ;;¡:; ~ll.qGOIU;J Cllt a<.U•Oll'l\'OJUI ("1 

lell,¡au;;¡,. """ :.p .lJ..t.lnoo gp~n:1 
• 



Deb11rá notnrae qo.:e, al en V~7. de tratar con ln <listribo.:--

cién nsoch.dn del ra.'l.(l"O :t el m:cyc::- de loo velor~o de le mue!ltr"" 

n nab~r, 
~ (11" • ._~, ",.,_ ,~ ~ (lr-R 1 t l '\1) \ 1"{ v)- F (V- -.1 

~ntonce9 h(r) a¡" e(~r,~) d" O"' R ¿-b-a ... "' 
Lao ecuacloneo (5) y (?) nn.tu¡·ú:::t~nt~, conduclr3..'1. ~1 :üs

mo r~so.:ltado. 

Bibliosrn!'"f"-

Dernn.rd Oatle 

Rd. J,in:uaa 



Ectet.dhticn d~ Or-len. 

Teore::.a B.taicol 

Por ~ntadfsUcnB d~ ord~n ~nt~nd~"'os .un t~r .. liuo ¡;~n&rico -

qu~ cubr" 1M• Vl'ri'lbl<n de unn =~stra "l~:J.toria ord~nadn:: ~or 

au magnitud, lo :aic<."\o q_u~ t:~l~a funcl.on~~, de t"le:l <;~.rinbl~:!

orJ cnad.:.~. 

pobluci~n <l~aori tJ. 

funci6:1 <!e dencid~d 

por la varie;ble 'll~:;.toria continua X con -

f( X), 

nruestrr~ r.~¿.~lr: nu rna;::nitud. 

Qr.i~n~mos ¡,.~ "n" vari:cble:l d" la 

:O:ucriba::~cn X1. I"'-'"" l11 m,¡, P~'l."~iia. 

y 1:2 p;~r~ la qu•. oit..'lle '" trt•n,.~o, . •. , X, para la r.r,yor de to

das. C~~ll UllO de e:. toa ehm .. nto» <!e la :nae:~tr" ::icue nie:trlo """

vurinblc al:·'>.tori" nl it..'<l?.l c¡u~ e' conjunto de to·io3 ello~. 

Po<lrínr.1on ~rrcontr11r l:r f\\:~ció" d~ ~en:Ji~:>rl. conjunt::.. 

l•(Xl' x 2 , x 3 , ,,. , Xn) ~~ l" mueBtr'"" od.o:n,;rla X1,x2, .~. :\, 

o r:•r•,.nol:>r:•r lo quo po!;t~riorc.O'.r;te ~r~ond:rer.-.c;os, ~l el~:.,~r:~u 

d~ prob:~l;iliU:t•ll~ 

h ( xl, x~ ...... ' xn ) dx¡, dx2, •.. ' dxn 

tcron r 1 , r 2 , ., •• , r-,c con la pror.ieda.!• 

l!:r¡<.r2 ,,,.,, ~~n 

Y <-n lu;:;,.r de 

h { X1·¡, Xr2, 

eje:'lf>lo rar" n "' .9 

:\r,, r.:- 1 , :<:r~ 

h ( XJ, X6 ) d:x3 d.'5 

" r,, 3 

••• 

------( 1 ) 

d:xl"· ---{ 2 ) 
' 

'" 



ordenurlas. ::óteue <¡lle lns cc~ . .!iclor.~o n~ces:.1ri~~ sobre las r~~ 

ta...'lte!l ae.is de hs ocl",o V'lTiJ."bh~ de b. llue:;~:ra ucns X1 ] 7.2-
me ~ T ~ Y 

nor~s que ".3• "·~ ., .. 5 
F.n eener~l (2) re1uie~~ 

ble~ de lo nue3tra1 

llú,~ro de vari:l.bh~ 

(r..,-1) -
' 

r 1 - 1 

(q-1) 

entn x3 ;¡ :1:6, X7 ¡ Xg me.:~or:s q.~e r.6. 
1<1. ~l,,;uieut~ !""ij:>ci<l" .!e b!l "n~ vnrb.-

r. - ' 
1 1 ,, ' " 1 1 +-
r~ -f", __ , -1 ..., . r~ 

¡u e Xr2. [ eli 

r.r2 + <h,-¡ ·: "·e ..• 2 J ' 

T~ 't-. '''?.'' ., ... 

••• 1 •' -

vario.blell m::;roreo; que 

}:1 p:l!'eut:ds """~l'!d.o ~n ln prir.er~ lfne" rou::;;tr.'l. ¡,. :<'l'o~;_ 

bili<l:o•l ~e u"~ v:.rC!:~'l" olo• la oue,tn• •n caJa uno. d~ X•., 'f..<,, ... '/..-._ 

y el par<"nteni:;; cuu<!rsdo en ¡,. set,'l.l!d:~. lí~•·a "·''''"~-·a lo probab,!,_ 

li<lnrl <lo r; -1 V.q~L~bhn :n l'l cddn tndict~..la ( en~~~ Xr,; J-.;,,~ X.r,), 

n - r~ varl!tbho •n la c~lrl::~ l.nc'.ica<!:~ (:a~.jC>r~~ que¡:,, ~ .1 X,, ). 

l'~ro "n" 'l"al'illbl~~ to·,,.d,:¡~ "n" ro 1,. vez I'U.ede" fij!!r~':' en 

"! 
1 ~ 1 ! 

t'ol'ltnd!!:l diferente~ e igunl<:le!lte rrot .... ~leo; el ~len~r.to d~ pr~ 

bnbilidaJ U<¡uerldo (2) es• 



. ( () 
"" (>lt:<H'~U: ilt) t;p;;u~pJ:O "IP~U..I~~u¡ Ol.qs;on::: \l( ~~ u¡p~•c..I.>ltq ~¡q>lf.:~ 

-'iiiL "1: 1 }; 1 ~-I~SOO\Il ll( U;. .:¡ou~t;l ~¡q;;'I.IU.t, IJ{ ''IX 10>,qc .. nt:l "I "" 

-- .::Otl1t:l ~t<(llf.<CA >l[ 1 U:.t Ot:lOO $0l{>ll 10íUC'l.!0<,Wl ""l'J:O op <:11::>J1, 

-bJ;>1l~CO \ll.pllt. OJl J'liP!ll<tllqOJ~ Op COU01'0t1'LP;CH oüt J'GJ:lUO~IIO 

• .,u .. 

~o¡ ! ' . " ' 

tu-¡.:.onntn.·: 1-'~P'IUUop •P •;~n;o·~p~ >Hm "P o•¡;rr.::¡~ un oc:o;:¡ o-~.Hl.IOp 

-¡c·~oo ~ror.d (0 ;.nb ""~l$H' '•<.n.c: <.110 .:~o,¡ •(>:),·; "l"l~~·'l\J't'IJ:p 

'L> U)']O:H:nJ '101 "P ~Oll'!¡.::~t U~ ll<><';¡'C;tt;Ot. ~<.:]:rob f. >ltii::>U~~ ill.:..IO.J 

• 
-- ~;;po; onb •~•19" 'otnt¡Ueo "'"" oro; "P G7A"J:t u t ¡n~y 

"' 

ji .,.~1 '"'i~•·'J- 1J)iti·"J) 
¡u 



'l'eor~m"- de rol~r~tnCi!!. de ;o/llks 

'Nilks obtuvo Utt r.2ulhdo notnbl~: por un nir.~pl., 0'1.-:Jt.io d~ 

lao vari,.blea. El CIUOLio d" l11s vari,.Ll~s !!l~qtorias x~, Xn-

a las v"rlabl~" al,.ntorian u,v, c!onc!" 

'U ·I.>(~Jd· "· ..r. (\t-..)J,., 
L!l cliatril.uci.Sn de prob'\biliJ~,¡ de v ( ~a ln proporc16n -

de la pohlnci.Sn que se ~~C!Hntra ~ntre lo:~ ele::l~ntos :ná~ ;>ectu~

T.os y meJore~ en la ~eo~rl) reau!ta lnQependl~nt~ d~ l~t fun~

ci.Sn de dennidrl<i r(x) que deserib~ ls poblaeif.n para r.codar 

' 

en Nlto'caoo, l!IO derlvadnn Jl:lrCl:t.leo ,.n el inv~rno 0" obtienen 

direct¡•;Jlonte> 
'),.. ~~tx,) 

"· 
~ ... 0' 

y el jncobiano de ¡,. trnnaforomción ;!e X, 1 X., n u, v ea 

• Por tn.nto, f(x,) f(x,,) ao cancela, ;¡ t~ncmos 

Int~.:.:rondc re~?ecto n u, con O etl el l:!r>lta inf~riol' ''~ 

u y 1-v ~u límite sugerlor, ot.t .. ne,oa el ~le'll<nto da probsb!._ 

lida•t Ce v, 
1 ¡v)J..,- • n(n-•)1.1"- 1 l1- v) d 1r -·---· (.'l) 

que depende de n, p~ro no cle f(x) 

En las apliCrlCionea prácticas d~ (9) .,;eu~ralm.-nt~ <l~C< R:JOOI 

t dehn•lnar "n" d~ modo <¡Uft lo. probabilldsJ aea <-<. (slta)¡ de -

que al ,,ftnor unr~ proporción fJ(e.lts) de ¡,.población qu~~e den

tro del recorrido de la muo::~tra. Deoea::'lca encontrar el V!llor 

oatiof .. ce 

o.,.,. \>(\"1·1)-ü"-t 



que ae r"duc~ n una solución psrn ~n" de la ecuación tr..,~c~wJ~" 

ra n. Dion 

1' 
o.q ~ ... ', . .. ' 
o.~~ 

lnt'er~::cin Eatadfstiea 

F.stir:l'<Ci<ln l'Untu,.l 

~ 

o.~, 

o - •• 
e. ~ ~ 

e • '1 q 

Front~ra de Cr~lii.er - Rno. 

- - - -

o 

"' "' .,, 
"' 

Crnm6r ~ ind"!'~ndi~nte:n.,nt~ R:.o. hnn det:!ostrado qu., d~:~

tro de la clane ¡¡.r1ernl d~ to<lao lon e~timu.dore~ inoeo.:;~do~ de 

O, y bajo condic,one~ ba~~ante a:;,¡•liaG, nin1_;un ~stim,dor d~ u, 

pued" ten~r 'l!l.ri,n?.~ nenor -¡ue U:l:1. cuntidntl que d~~~nde ool'l:1e.!!. 

t" de f(x;e) ;¡ "n''· 

va;non .. a: 

' Y (u)>_.. 
1 

• • ( A ) 

X, , X~ •••• 

tt. { 1<, • ..,,, _ ... -,.;.,) un ent1r.:,,;,0 r inses~wlo de tl, I'or Mri--

nici<lnl s • ~: í_-~;" \~ ~(<,, ''•·· , "-~) ~ V•, "· ... -.~;O) ,\-.. ,J>, ---""" 

~ r:. ~~-- .. \.--:. "- (<.,. '· - "n) n~. ¡ ol ' '"''·e) ... ~ (!<. ~ ·,n) d,, - J!<., 

Si es posible ln di:-eur~cinc-ión bF).jO ln int~¡_;rnl ( con --

resp.,cto, e), •r~eontr_-,_-.,o~: 

1--~- "[' 1 • __ \.w··• _,;(<.,~, ... >•; ;) E, lt,;;o) 
.::_Í<•"~l11<• .. ···-'t·;B-)J~ •• h, ... d•~. ,. 

dond~ el t<'-"r.-lino f(;u,e) se lnt-,-<>duce "" ~1 dcno.,in11-lor J''l.T'~ -

cornpl~tnr ·1, IIUG~"ión de t.;r-.11rwo b~jo 1'1 nu~n en el num~rn1or. 

tu .. ¿;o, oe pu~t!<' oocribiro 

1 ~E" ['U A, -~11 lo~ t-(~; ;o)] 



Soa aho~."\ uyl; ¡¡u¡oonien~o 'lU~ la di!'erer:chci6n bnjo la in 

toeral ( con roap~oto a 9) e~ poaiLh, d~r1Vfi.."100 la id~ntidad. 

El<\ • 

y obtenc:~o3J 

E';.;,.~~~~ l.,.,: ;e)~o· 
!:scrlbienrlo ~~~ en lu¡;"r de .la ~=a• 

como la covnrinnz:l d~ u ;¡ t e~ 

C' O V ( U., t ) • t. (u ""t) • ~ l '\J.) l (. \;) ~ \ 

tene::wa 
1 ,P

7 (.'U;'r)<..l 
'r'(")''<.tl / 

• 

donde J{u,t) e:. el coeficier;te de oorrelnt:i6n line::.l de u -' 
t. !:ncont~."l.:m:;: 

Y co:no 

,~(u)~ 

E(t) • O 
T'('!J) ~ 

!::no<>ntrr."nO" nhorn Un'l ~e¡;uncb e :presiór: par~ el ~e¿,•1.mdo -

l:licmbr<> d<: A), <¡ue, iJJplic,. r:oln-nente oper:.cion~s oir.1;>le3 

11obre ln ft:r.ci6:"! de do~.~id~rl ori¡;in:1l f'(X;9). 

t; +s lo•¡ ~ (1 . .:: o) 

1;1.~.1:\' 

r:~eri bi er.C.o 

tenemos 
[.{\,l. ~1 .. )'. ~-(t.') 't. . . + El' ... ') ~>-l'l;. __ ..,..., ..,,;..,.\~-,) 

""1:\'~ ¡';(.~;·,,..,..; .. , .... .,\ .. ) 

Con~irlcr•:•.os un t~n-.ino nixto• 
E: .L lh ¡.,,. ) . .L > \(" •. ~1 

\" ' '•" ·~ ·~ ., .~ ' 

' 
oaherno,;r que' 

.L 

'" 

\ ·H 
¡ ~ i 

" 



• 
' 

111 pod~,.,o~ ~ife:renciar ( con resr.ec~o n e ) b~jo l:1 int~,;r-<1 ;¡ 

oi lon l!mit~s d~ X no d~~~nden de&, tendre~oo1 

e~& f.{'f-;e)Ól<-""0 
y fin,.lt.Lcnte t 

, ' ( u " ---,-:-c-.cc"-o.~-:-~T· '' nt:\l--;; l,i ~lx;El)) 

la tleoill'.t:tlda~ o :"ronLer" th Cn,-,1,--P.!lO• Cn'l. toMa "l~ernntivn 

Y«liooa de e~t,. desit;llo.ld;¡tl se encl!ontra c~.':lO si¡:Uet 

o 'e ~o ~ e~·. 6) J,. o ~: (\: l~: ~) [ b ¡:(,.;; 9 ll ¡;u ·, e) J >' 

ab:revi,.ndo la no~"ciiin y derl\":'.ndo !>3jO 1'1. int~¡;rnl, obt~;;~"'o"' 

O oí:\+~~.~~~ ~ll [~ \o¡l]jJ~ 
- \ ol ' ' r j ·=L d- ~)+ ~(:)·'·~1 ~h. 

. J-I( ,,.,¡l" ,, '···' ¡~ ,, 
·- ~~ ~G' 

de donde obt~""""'-03 una. form:~. ~elt~rn:ltiv" de l11 de~i,;'..l:<.l~•ó de 

·Cra:ofr-I!r,o e;¡ qt~<:- :>\'":'"-'" lu. se.:,."t:r.d:; deriv:l.d'l de la ~'.mci~n d~n 

' ' . 

Bl denoo:\o:,do:r de B 

de;>cnde nol"-M"~" do f y n, y no d,., :tlG.1" r~é~o<!o ;o:~.rtic'.ll:ll' .le 

e S tir.l(),C i Ó1\ • 

~lenbro d~ A) • 

' :.¡n ' 
En mu:hnn --

oitu:.eion..,c pu~Je no e~¡· ~os\b'.• f''ll"'-1 <.!lt,d!!IUca alf,"UI\:1 ~le,_,_ 

:tnr la frontera J.e Cr¡¡1n~¡·- llno• ¡,,t,¡,3 res~¡·iccion•~, lo :nic:J:> 

qu,o; otru~ f!'Orlter~o. ir1ferloreo de },. vari:l:!?.:l debid.n>< princip~l 

ment~ a llha.Hnch:,y¡a y a l'uefer, s~ ref~erett a Keni..,ll y --

Stuart, 

rero definwoo9 a la eficien~lll en t~:r:n\non ,¡~ e.etr< fl\l.~te

!"tl o no, ~·l r~!;tl\ta.!o rte Cr~'":'l~r- Rao proporcioc:.fl un :u! todo ,1.., 

iden~ifict1 1' ci~rto.o e3tn•líotic~n inses<:'>•lns <.le V!J.l'i.~n~n rn!nimq¡ 

en cunlquier proble;~n de ent\mqción purlt"nl ~noontr:unon la fron 



!~ra de Cra:.'!lr-ll.,o; ai un e~ti'!l'l~Or lns~ng'l.do que ti~n" eata v;:. 

rlrul2:1l oe conoce, la bl1n·¡u~dr1 ~a t~r,nioudo. 

116teae 1ue un e"t1m:.dor qu-. tlene la >'arhnza de la front!_ 

ra inferior de Cr,nlr-R!!O es oonsist~nte; un e~ti''"'.jor ,_~í es 

A 

Be hade indefinid~~ento grand.,, 

Dúmo:< tre~ ejc::~ploo, dejn•do al lec~or rectifi<;.ue l:l. fron

tera de Cr~.mir-llao en cada ej~:11plo¡ 

n) Para l. nor;oal 1 "'er.\iu'rlenconocic!.a)., vurian~.q deoconoci~u. 7 1, 

la fro,.,tera de C~ ea l'/.., • :Cl eoti::lu,lor insen¡;:~do en X;¡ ti.!_ 

ne eo~n vari~~~a. 

de varianz" ;nrnl:o¡¡. 

Por to.n~o Y. e~ un euti:M.dor ir.~eot:u'1o de A 

b) l'nr,._ X nor.,al 1 01edin de3COn:>cida). 1 varianz:t deoconoCi<l:! 

¡..- 1 , 1 11 frontera ~e CR e9 íT'/., , I:l eo;tir:ndor 

tiene esta vnri~nz". Por tn"~o,il1-~·),)/" , .. 
inaeo,.wlo de r 1 d~ vario.n:;a l:lÍilims. 

' ' insen¿:o.Uo 1. (<:·A) 
'o O 

e:; un esti:oado"' 

o) Pnr:t X no•~~~~.l, media desconocida ").., varLmza dc::conocitl.a 
" 

conai,Jer:¡l.loJ el (m~jor) estimu•lor inoes.::;atlo (;, (1-.-~l'll.-.-•1 
Tiene varit:nza 1 'f~Á<>·I) 1 mayor qu~ la front~rn de C!l 'l"~' ex

ten•Hen.lo el t"orenl'l de Cl""-Jii!"r-Hao a <Jos ·pn¡·[!m,tros 1 ea de ~Y"/~ 

1HnQ1n .-stlcttdor ir:se~¡:ado exil.1~e con vario.n::a tan pequ,.,~a COCIO 

la front~r" de CH. 

Poaible Unicidad dd Estim,.tior lnsea:;ado ;:ejor11do. 

El ~~~im:~.dor inoea¡;-!lcio mejorado (m';s pequeilo) ~ encontr.,do 

ea a menudo ~nico. 

DUficle¡¡te de G, COl\ funci6n <le densi<l'ld Senn tanto --

·v,(t) COt1o v¡,_(t) est1;;~ndore3 ln~e•g3.doo de e que de?~nd~n d~ t, 

t.\V,ll)\: \.:-:_v,lt)~lt;&)át= a 

• 



o) Conairlera.mon la robl,.ci<ln d~ Pchuon 

t - x ... . ".' Su.bc::;oo. que t rniu.mu. eit;~•e unn diotribuc16r, 

d<1 Poillcon 

"" .. 
f)(t•,)_)o 

¿En b(t¡).) 
-..t~)<t'~ ).' 

o=f. 
'•a t ~ 

.... , 

<JOmpleta? • 1'enet.loa 

:~(O) cz·)...¡. ~ (•) e·:>.). .. .. .... 
toda ). , 6 

~(o)~'>.5t•H .... :o 

. . . . • o ' 

dond~ h(t;Ñ 1 O para llit;o.nn)... Por tanto, he.y U:1e, ~.ol;>;(O:lt~, 

funci<in de t o,ue ~a un ecti•nndor ineen~n<lo (d~ voria'lZO. m!ni 

ma) de..ft· Sn cuanto" su ident'td¡¡d, cor.oo 

~f'(:l., + ... ~ :-.,)"-n...a· E lt) 

tenernoo -;!¡- E ( "t) o ,./_{ 

..!. ea el estiw¡¡dor inaes¡;,.do de vnri,.nza mínb"' de X 
' 

L:ó.ximn Vero«i<nilitud 

Vari"n~a Aaint.:itica del esti:.1ador d• e~·i-..:imn Vl\ro¡;~imilitud. 

a) Vnrinnz'l !H<int6tic:. del e;¡tirr<r.•lor de m:Uim:t veroui:nilitud de 

la varb.n::;n V d., umt :lhtribución nol'::lal de ¡:¡~db conocid!l. 

El ~s~i:n11.dor de :nñdm" verosi:::tilitud de V está dcüo por 

6 • 

e o te <>t>tim:>dor l , · )') re',:-¡ <t • p - ;,--:;- ~ :< • ). fc ... ·,J.,v\~-:, 1 •• 
" l'i7 y 



>' lol ~ ();', ).,~)" .L . ' ' t'l<· ·~.) - ''' 
~-:, ,. 

,. lo'i~ <~; ),>~): ' ' • ' ' ,. ',. ,. ,,. 
T1.{t )~ H' 

" 

,. de ln binoOli~:<l 

~ot!l. dado ~or B l'ara encontrar la v;~.rianzn, ~n ¡¡-r.~.::!. 

es ~irn~dor 
~. (,;;-))~ 

n 

con nolucilí" ~nic'l ieu;~.l n 

' 
ó'I.~L~l>)jP) 

>e' 

Aun<¡u,o B~ en con tro '!U,. ' -
para toda rl es~it.1ador de <l:L<ir.•n verocioilitud ~~1 p_: 

·rí~':l~tro ,, Cc.uch;r er11 intr•tt'ü'l~, lo v<:rl •ll~ft ~~~.intC:tiC!I <id '" 
tinlt~dor ''" rn-.idota v~rn'<itnill tud- se •ncu~r~tr:l f¡¡cilrn~nte• 

'"' r{t: 1e) '"' 
1 

lo¡; [l ('1;-0)2] - ' Tr > 

' 
_, 

' ;>(~·¡;~ ..:L lo¡; f(X;tl) - [l (x-o t '"' ' 

"f-' -, ' '"' f(X;O) ' ?(...:--"')'- ' ' <U 
E (;:,....;¡)' J: <n > 
~~ -~U • 1 ' p;.-8¡ 

? 1 - o' '" ··-n: ( l;.u' )& 



' 

r'l ' ) • • 
dL ' .L. 
" "' 

que, co:no ~~~ d~ntaatr~ 

F'ir.olm~nt~• 

J!!J. 
• 

::>( Xi-ll} 
L • {l.i-:;}-: • o 

1 ae reduo~ a 1 
2 ' 

L · l;.¡e¡;o, el estio~dor de o.Oxh1"' v•roniodlit'.ld <lel P!IT¿'Detro 

de C:iuc)Jy ('lll" pllede a~r d~tenoi~,,·lo uólo c•.proximl!d.-,;:,cnt~) tie-

ne un,_ vari'lnza ns1n:6~ic:~. lQl<Ll " "L 
' 

~:~ientraa q<>~ la ;c~di::~-

nu de ¡,, rnueutrll 1 qu• se ~ncuentr:r. rmtcho :n{o facil:oen~~ ;r_ que, 

co:~o O<: hace notar .1 eo un eation:.dor lr.3<·3-

ewlo d"l petr,\_·,1~tro de C•tuc),y 1 ~i~ne una v::~rb.ciU" ~ointótic~ i-

•' cucl a - 1 CO'::O oe h~ce v~r ' 
'" ao1nt6ticu de la neolion" ole ln muestr.~ C<QUÍ e~ 

Loa t'~jon-:J é:BtiOJ"-do:ces =.tnenle" Iu3eu¡¡~do:~ 

:.:ulti;>licado'·~.s in-ieter.n:.n,.do<~ de L·;,s:r'1.."1t;e. 

i 1 ~O·' 
1 cnn e '' -:"• 

En ln ~-•nción nnt,rior 1 e"contr:J.;no:J nr.l<>I'~S •le Ci e11 el~" 

('t'), con 'l'' <>'Jjeta ~-la conl!idU~ 

E(T)~tl. 

cionea, Uac!'l.:; cierta:: Co:'l<licio:'I"B col,-..t,r-..lcs sobr~ lus· vru•i:¡_bl~c 

de las fu:Jcione•;, ''" encHcntr:.. .,, Ll!uchn~ .<re"" de las ::J:¡t~.c~tlc¡¡s 

Incluf:r.oo "-<;u!, por ello, un br~ve <'je.':!;>lo :;,u~ ilus-

tra un ooétoC:o d~::;:mte y oictemt'itico J~ solllción qu~ B~ debe a -

L,.ernn¡;;e • 

En el ::1ltodo "" Lacran;;e, el nú11~ro Je ecu:.cione~ ll rc:;olver 

oe rerlucf!l do n a n-k ;:¡e,Han~e ln sustitu~Hin o intro•~ucci6n 

eOU:~CiOto<<l• 



\ 

dicion~s col ... terales t{w,x,_v,z) • O, g('11 :>: 1y,z) '"O, con t{s, 

' 
2.~-·.' h 

' 
) ¡, J -' '., 

·Para ~ue l~s con~tcion~o col~t~r~len oenn dif~rentes, al m• 

not~ unv de los 6 jaeobianos 

~~{U·l 1 
){_w,.:) 1'"'' 1 1 {w,~\ ' 

\~((,<>o'l 
~(..,,!) \ ' 

\'''"1 
otl.'l'l 1 ' 1'"·"-'1 'l>l'1· <.) 

){_ .... •}) ) H'>, ~'l 

debe ~er <l.i~tinto de cero, 

no oc unuln. J:ntonces po<!eMoo encontriJ.r do3 con<>t~.:nt~s (o1Ulti 

plien<lo,-e~ 1ndetc:ru1uadoe) n, b 

tinan doo columnuo 

)..!!.. J'J + ... 

" ll ll. .¡ "' 

" 

~,).,)~o ,, 
>L.L.It~o 

" lo <¡u~ no~·~., cuatro (la~ UoQ c.on<ltcicne'J col.~ter;,_le~ 

y lno ccu;>.CioM'> '!U~ ¡¡c;.b,:noA <!.~ pro-lucir) con ceis inco¡;ni!,_~, 

w, x, :;, z, n y b. 

a, ~:¡: ¡'or b ;¡ forowno~ dll + ..i. df 1 b ~:;¡ 

pri1;¡erno coluana~ ;; recor~:.nlo qu• ;1:1rn '¡U~ cdnta un valor ex

d~be ten''~~ dh • o, t~n•7cc. tre¡;¡o <!.e " ( .-~..ll. .. " 
>~ 

~+\, \5-).L . .., .. (~'"' ~~·" ?)_'L)-' .... ""b 
~U) ''"' h. "'" " 

P~ro W y X Bon v:~ri:o;ble<~ ind~;:~r:dientea, y, por t .. nLo, 1o son 

dw y ''· y cnd!i uno do loo parent~oto debe oer cero, Lan -

do" eC\1acion•3 fiu,.l•s• 
'HI 'lo~ ')"> • -t"' -->-\,- -0 
~ ·h.o )~ 

ecunoion~!l con 1,.~ t¡ue ler::lin~\'IIOS B~ ve 'l."" Dcll l:>!l <¡ue oe obl\~ 

ntn nl ninlc.oi::!lr 



(cuntru ~cu~c!on~s) m1" le.o dos con<lictonea col~ter:'l~~~~ 

l'.t:. 

reducci6:< a dos vari11bl~~ 1P·1~;:>eml1~ntr:s :¡ <lo:1 eCl.!uCion~fll 

ll • X t T t {3k X - Y) 

Y) • o 
., 

• 2X 

" 
.!.Ji. 2Y 
' y 

2(3\1: 

2(3k 7.-Y)·O 

de con.-1~ X~k, Y·k, :¡ finnlmente d~ l~~ olcuncion~s (!e con,!ici6:> 

z ,. k. 

el Ve.lor (!el míni,,lo d~ IJ, 

y lnn cu~tro ecuaciones, 

cienes uo~• 

:i:n nu~ntro ~je~plo, lc~ cuc,~ro ecun-

g )k¡ 20\+a .. O; 2JC+fl•0¡ ,, • o 

Ln. repr~n~n;1ci6n ¡;euerql d~l m! todo de La.crnce ~n eviden

te,· Para "'ir.tr:1izar o !:I~Ximiz::~r 

H( X" Y.¡, ••• Xn) 

(~:~<..n), 

ll~)·o 

'-". 
~~- • a. ?~ 

~~-
• ,, ' lli .. 1 o~. ,,, - ~d_";;__ 

~ ~' 
•o ¡ ''· 7,. 

11a.y n..-_~ inc.S¿;ni tns (o varinbl•a y o mul tiplic~dore" o.:) y 

ntm ecu,-,cio:le:l e lf'\ con <l. i e iones • y puede existir <U! a "' 

·" 

) 



Interpret,_c1.6n G~o"l~~r~co.. <:u útil una int~rprebción t;:o-"6'--

trien d~ lo~ ln~~r'talo'l Je co:'\!'i::m~~. ~en :r(x;O) ln f'ur.ci6n 

con la <¡ue 

Po~e010~ probar 1,. loi;ót~nia ;;'l, e ~ &o de t-,m~:;o "'< ' .. ara torio 

poaible v;tlor de O , oi~ndo ln H¡;i6n rl~ r~cl:t;;~o tle 1!0 , lr.s ._cE. 

lo.a de le distr-ib>~ci6n U~ :; • 

.. y b '" b 
L":.t¡;o)Ó<:•1-<><.. 

pnra 'to~o va:or de o-. ll.líor::t, "'y b &ed.n ~" c~ne:::tl runcio--

neo <le O. :;;e cr~nc.,n ::~o.(0) " z~\,(e) en d pl""o z,e, 

tal coom '<Pc.rece en la ficur~. 

lug:tr ¡, un v¡¡lor p· 1 rticul,"r d~ z, dit;:l."O~ Z' :Ja•b ;:1 ;¡oC:<!tlo:J 

leer en 1·· fic<r;, lo~ valor:s a(!?-) ;¡ 1:.(8) •.¡ue cor~~'l;"l'>"~en :.. 

Z' y )oc. J.fr:-,i •.•_:~ ir-:'~rior :: '-'~'~·~ri·¡c•_ <1~ n <:o!'r-·•~f':'!!':!.i~n~~~ " ::• 

ttt'!u,_l·,tnt~ o. (ti) y b{9) OO.'• fu:-.cior.~a c.~o~óto:·,:<t- Ce 9-, lue¡;o 1-.e-

br-a 36lo un r·:;!' de lú:olt~s §_ (::•) :; B (z•) co!':'c~.,onc!len~'~ 
., 

ll " • 

Plano z,e 

\ 

, 

~ ( ?.") 

y fu::tcior.e!.l 

FiG~Ir:. 

:.~ o.(&) "?:• b(O) 



Iluufrw:lco eut~ ¡II'gtt"'ento t;eo<.o~trioo co:on el pri:n~ro de los 

dos ej~oploo W!terior<::J. · Coueid~r-..:oo~ 

medi'< deoco:':cocid1 ).y v"ri1n~o concoide 

un:>. v4riable no=.o.l ce" , 
"7•1. La est.,.dhtic-, 

que utili:.a:r.o" ?1I'" t;.,.c~r l:l. ;>ro~t·:l. <!~ unn hi~ót~~la ~obre >.. -
p11.ra to<lo ;>ooible V:<lor de ),_~a.~:; lluot::-ur.Jos lo. 17'""~t¡·;,. ~o 

bre x ::~is:1a r.unq•a 1:! canHd~d funca::Jent:11 (2g-,;)~ ~~ h:1bh li 

t:'l.dO do !:lodo m~o in-::edbto con lo :;ue ~."lta ."J~ooiún a~ .J.iscute 
rtatE) ""tJ ~"' (r=)lt:>l" t-"'-

S 
'o.(?) . 

>J ( i. . ). -'-'¡ J:;..... ¡ - .,_ ~ 
CLP) 1 '." . 

c.t).) <·'b (_).) "). 

" ,, 

'." .. 
"" 

' 

Fic n Plnno i", ). 
donde, p::..ro tod;¡). 1 

y funcion~s b(A)"t 1.,(·/.r;:, j i..l">.) ~). _ '·''"/·~ 
x e,t,; nor:n~lM~nto tliiJtri\Juiin con r.leLii,. A 

:r vnrianz1 1/n. L~ inte._;1·~l 

donde b(">.) u)+ 1.96/;-n¡ y o.l'l.)• ""). -l,'H/r;:) 

el ?l!!.:J.O X,f. y los lícüt~s d~ conri~nz,., infe,rior y ~urerior d~ 

0-95 :~oLre),, corr~nroT><li~nt~<> u la medi" de Ulltl mues~r•¡ o!lc:r-
- ' . vnda)\¡ '"'ve <¡uo non).,' 1-l·"'•/•r;:¡ ') X'-'·'1~/./Yi 
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Mótodo Rápido p~ra Calcular Elevaciones de un~ 

Curva Vertical de ~~a carretera · 

Dan Hirschfcld. Consoor, To·msend y asociados. Chicago, Illinois. 

Entre ¡r.as ecu<J.ciones deba us<l.r :.l."'! ingC'nicro para llegar a un resul 

taño <.li.>.:.lo, h~y mayor oportunidad de error humano, Los cálculos in 

volucr¿1d0s tambi&n provocan w1a pfrdida de tiempo. Una ayuda -

accesible para reducir tanto errores como pérdidas de tiempo, se

ria una dctc:rminaciól1 de las elevacior;es de las curvas vertical'es. 

Esto es cierto aún cuando la mayoria de las oficinas ele ingenie-

ria están usando co:nput;;doras, pero los resultados, obtenidos de

ben chccarse o bien son impract:icos para trabajos pequefíos. 

Tom<:~ndo en cueuta que una curva vertical tiene propiedades de una 

parábola, no existe diferencia CO!"'! w1 diagrama de morr.entos produci 

dos por una carga uniforme actuando en un¿¡ viga simplemente apoy.1-

da, Por lo t<:~r~to el diagrama de cortL~ntes de ¡:¡quell<'l parábol<:~ es 

una Unca recta uúic:-~do las dos reacciones. El área b.:~jo el dia-

gram01 de cort<:~ntes t'n un intcrvillo C.ado es igual al C3.mbio de mo-

mento en ese intervalo, como se muestra en los ej<>mplcs. 

Usando el .\rea b.:~jo el diagrama de cortante, uno puede calcula::

cualquicr punto ,:¡ lo largo de la curva. 

Esto elimin<:~r:i. u.~ p<:~so en la determinación de la elevación si se -

usará el m~todo tr,)diciOJ'!<ll (Calculando la elevación de la t<~ngcn

te, la corrección y finalmente la elevación real.) 
• 
' 
A Cm m.) S, se not'a que cu~n<lo el cortante es igual a cero el momento 

• 
es máximo, con lo cu.;ll se Joc,\lizil el punto r:l;;J.S alto o mi'ls b;J.jo de 



la parábola. Para construir un diag¡·dma de cortantes, tiene I.!'IO 

quP. recordar que la reacción tiene la misma magnitud qua el grado. 

La ·"ordenada" arriba de la lir,ea horizontal es positiva y abajo de 

la linea es ne<;~ativa. Las abcisas tienen unid<J.des de longitU'J.Las 

áreas construidas rlel diagrami.l de cort;;~ntes se suma o se res-r;;~ de-

pendiendo del problem;;~,. 

Este método puede ser tan aproximado como el ingeniero desee, sola 

men"te aumentando el nómero de lugares de cálculo •. La aproxü:-,ación 

que da la regla de cálculo es normalmer.te acepti!blc. Sus aplic;;~-

cioncs nw1eros;;~s y poco es lo que tiene WlO que record;;~r de las 

ecuaciones fundi.lrlWntales Ge curvas ver-:::icales, li.IS cuales, como 

se sabe, son tedioc:i\S, La figura No. 1 muestra aplicaciones de es 

te método rápirl.o para CU<ltro tipos dL· curvas par<J.bólicas. 

En las gráFicas 

I'CV = Punto de curv;;~tura vertic;;~l 

PIV = ?Unto de intersección vertical 

PTV = Punto de tangencia vertical 

POC • PUntO sobre lo curva 

HP = pUnto alto 

LP = Ptmto bajo 

• 
' 

' • 
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T I P O 1 

g1 L (0,04)(800) 

x =(g1+g2) = O.OG4 "' 500 

Determinar la elevación dol punto HP 

área (acd) " _g.]__ X "(Ü-~\ J ' )00 " 1 o.oo 
2 

Elcv: HP " Elev: PCV • área (acd) " 5. 00 + 10.00 " 15.00' 

Determinar la elevación POC 

Punto b 
L2 ,, (2)0) 

0.04 0.02 " " (500) " X 

Arca (abe) L2 
b 

(250) 
0.02 2. 5' " " " 2 2 

Elcv. POC = Elev. PCV + ~rca (cbed) ó Elev. HP-~rca (abe) = 15.00 

- 2.5 = 12.)0 1 

Checando la elevación POC: 

Arca ( afh) ·_ " 2 

Arca (abe) = 2.5' 

L -((0.024)) 3 - (2) 300 "' 3.6 1 

Elev. POG = Elcv. PTV + área (afh) - árc>a (abe) = 11.40 + (3.6-2.~·) 

= 12.50' 

T I P O 2 

Determinar " elevación PTV 

área (acdf) 
( ,, • fl2) (0.036) 

600 " L " 2 2 

Elcv. PTV " Elcv. PCV " área (acdf) " 10.00 

Determinar la elevación !'OC 

Distancia. bh = 
,, 

L 
(g' - g2) 

" 
500 
Goo 

(0.004) 

" 10,801 

+10.80 " 20.80• 

" 0,00333 



Punto b = g2 + bh = 0.016 + 0.00333 = 0.01933 

Area {abc.f) = (g1+b) L1 = (0.02 + 0.01933)100 = 1.957' 
2 2 

Elev. POC + Elev. PVC + ~rea (abef) = 10.00 + 1.967 = 11.97' 

c:r.ecando la 

Arca {bcde) 

elevaciGn 
( b+<T?.) 

= 2 

POC: 
L2 (0.01933 + 

2 
0.016)500 = 8.833' 

Elcv. POC = Elev PTV- área {bcde) = 20,80- 8.33 = 11.97' 

T I P O 3 

X = (g1 ¡,) _ 0,03 
(g1+g2)- 0.05 600 = 450' 

Dctcrm.in;:r ' ' 
' ' ClC'."C"-Ci6r, Ce!. pu.-:.tc 

Are <J. (adc) "-'- 0.03 
450 = X = = 2 2 

Elcv. LP = E:lev. rcv - ~rca (acle) 

Determinar la elevaciGn POC 

LP 

6. ·¡ 5' 

= 20.00 

L2 (300) 
Punto b = X g1 = 

400 
0.03 = 0.02 

( b ) L?. b Area<1c=2 
300 

= 450 0.02 "' 3.00 1 

- 6.75 = 13. 25 

Elcv. POC = Elev. PCV- área (debe) ó Blcv. Lp + área (acb) = 13.25 

+ 3.00 = 16.25' 

Checil.ndo 1;;~. Clev;;~ción LP: 

Area ( nfh) fG_ L3 (0.01) 150 
0.75' = ' = 2 2 

Elcv. LP = Elev. P'i'V - Area (afh) = 14.00 - o. 75 = 13.25' 



T I PO 4 

Determinar la ele•;ación P1'V 

Arca (acdf) L • ,(~o".o""'-'::-'o"."oc1é6ccl 
2 

soo""' 18.4• 

Elev, PTV = Elcv. I\:.:V- área (acdf) = 100.00- 18.14 = 81.6' 

Determina~ la elevació~ roe : 
L 

Distancia eh = 2 
L 

(500) 
(g1 - g2) = {800) 0.014 = 0.00875 

Punto e = g2 + eh = 0.00875 + 0.016 = 0.02475 

Arca (abel') = g1+e 
2 

1
1 = (0,03+0.02~75) 

2 
300 = 8.213' 

Elcv. POC = Blev. PCV- área (abef) = 100.00 

Checando la elev¿¡,ci.ón POG 

Arca (bcde) = 
(G2+C) 

2 
12 "'_(0.016+0.02475) 

2 

8.213 = 91-79' 

500 = 10.188 

Elev. POC = Elev. PI'V + án!a (bcde) = 81.60 + 10.188 "'91.'/9' 

,. 

' 
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/v(ETODoS /)E INTe-6A'ACI01J 
IJi!HERIGA 

lunciGn de int;:,~:rn.lcn. Al.:;ur.a::; veces en ~ocible <mcon~!"-

una fórc¡ulo cerrnd:t, en decir, c.nn fun:l'n qc.c ~·ll<:!dc e:;:--

prcsarsc co:::o una.' col:l:,in;:¡,ción de Funcione:; H:;obrUcas :¡-

la intccrnl, 

ca:;, o bi(>n no 

dus de inte;:;:-::tc!6n nuc-.!:rica, C!n lon que pnrt~~os ¿, la de 

' ::.-

NHHI y t!:';tb::~ja::o::; con ::f.todos o:¡uc o.pro::bnn C!l v:~lc.:" de--

cctn cu:":a con cu!icicntc prcci::;i~n. 

forna cn L::. que los r::6todo::; nu::::::-icos nos a;mrio.n n la, re-

solución nu~,'_,ricn ¿~ le.::; intccralc:~. 



[ 

[ 

o 
e 
o 
o 
o 

r ' 
' .. 

'· 

' ' ' ' . 
l : 

1 : 

.. 
' 

........ 

-("'1'-11-j-l) l. "'f{/.:J) 

0 • . ...... 

ticuru: 

.. 
• x

1 
= by loz u~ure--· 

c;~do a lu func16n ! {x) Ca r:J , 

intc·;runc!o c:ttra lo:: 11::1~ao o. y b so tit""..ne: 
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de intc::;r::.ciSn r<.::CO.!"<!.~ndo quo • 

X.=Xo +o(l¡ 

X:: Xo 
' 

y 

)( - YQ.. 

" 
d;c:: h Jo< 

do.do que 

de do::~C.e 

: ;¡ po.!'o. X=-X¡ "Xo.¡.h 

rrx.) o f(f,)- f(x,J 

su::.tituy.:.ndo en Q) 

1 J: P!x) "' o l [rrx,) ;-m:,)] ···.········-

1 X' 
Ni) d,x ::: 

x, 
x. . J P(>'-ldx = 
~ 1) • , 

- -, z· ¡ r (f,) t' {(h) j . - . . - . . . . . . . .. 

1 ¡ . l f{x'n-1} f-
··-··-··· .... (}) 

, 
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que :;e z_·uedo reducir n : 
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Consi<!or.o.::do o.hor:: "al C~<;;O ¡;enor¡1l. Supo-

n+l puntan de 1:: !::hla 

-- ---' • ' ' ' 
' 

' \' ~-f'O-) 

. ----- ((~) 

\ \ > ,, ' '!<" X,_ 1 '" ' 60;:>; o. úl lh:i te infe"'ior d~ lo. ir.ta.:;r:ocBn 

que coincide< con Xo :¡ b el li::ito ::;u,,orior, !'Or t::l "Co~cnt::> 

nrbitr;;.riO·, 1;:~ intc::;r<'-1 qucd.o. dcf'..~.lCa. co~.o: 

r {(x)dx ,; f'(;<)d:<. ' j' 
JA x~ 

~(<"(-¡)(A -.'J 

' ' 
, 

\ '/ ' ) 
1~ ''·"'" 

f . ... .¡. 

ó.,..,Í(x)] j.,_· .... @:' 

dcnclc 
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R..,:;ol-:ion~o 1.:1 1:ttc¿;Y':;J.l de '9) 

j bpf~)d;co /,r..<_(f:ú)i- :¿}¡((ID}f( ~· 3 -: ~.t)¿/((Xo) + · ·· 
~ - ¡~ 

.. -- + r:./ -~ 3 r ~<) b.
3

{(¡<ó) t ( l~tl, - fl-/'1:/- '"/ )rr/ í(;IJ) f ... - o 

:;. ~ ~((la) t- ~2 
A(( X o) f r¿~- ~") Jo/((Xo) + .. . G 

1- ,,,,,] 

De la ecuctc1.~:t 11 !JOdc:~o:; o!Jt~::'!r ~mo. fa-

con al;::cnoc ;-.u:: tos, t:ü t;uc la ir.tctr~ión zc;:¡" tc-"vac--

de "::" in~-:rv~lo!; ecpctciadon i~:u,lr:cntc, cntor.cen "{ en 11 

to~:;¡ el v:;¡lor ~. 1 

. En la rc:;la <!el trn~ccio :;e ::::;u:~ió Oue «'=rn"'.¡:·J. · 

etc ••• 

-
Pera ol car:o en a_uc -"'<:: "'" .:!.. cu· 11 ::e-

tiene: 

J
x'prx), h ~~((X,) ;-zJf(xo) +f~>'l'rx,¡J ....... @ 
x, ' 
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llo¡;a n • - ---------

. 
Si h.::c~:::o:; oxt~n::ivo n t~r.o -:.1 intfl::cvalo t2 

r;u;J.::>Co l;,:; c:::>:-c.~:éo:~<JG 13 a 15 :;e ~ic::t' : 

J 'pf!) d~- -}[f!xo), J/(x) ,d(>o}, ·/(11.!!¡ ... + 

Xo 1" i(/X•H')+"/f(Y.,-I)J ///"!)] .......... -~\ 
. -·- :.-,. 

qu<l se f>ucd.:: c::c::"i"i' co:~o : 

• 
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ne ; 

h{;((!o)t { J..r(ta)r { : 1 ~ ~) !'/(1~) +,., 

+ ( ffr- f- +-] j A~((:<;)] ... ··· · .. 0 

y ho.ci~:~<!o operaeionc:: "e tier.e : 

&1 h:1cccos c:-:t,.:wi·;o " todo el !.n~<.>r\'alo 

too:>n:!o lo:: ::unto:: <!~ tres c:l tres no:, ti~ne ·. 

J
,, 

P!YJrlx::: ,, 
m'.OII"~'<::o l~o c::!)rc.·ioncs 11 " 13 : 
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La tnbla cr;ta oOtcniG:::t ,;t:!l ¿olino::iJ : 
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b) para coto caco ol n6uoro do o~po.cinni~,-
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S~~oon de 3/3 7 otro ~e {4,6) y utillz~noc S~r.so!l do 1/3-
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·' ALGUtlAS REFLEX!OIIES SOBP.E El "11EJ0R" I~ETGOO DE E::SEiiAIIZA DEL-

CALCULO HITEG:<AL 

ING.ERIK CASíAf.EDA DE ISLA PUGA. 

Primero y antes que nada, es necesario decir que no es posible hahlar de 

un "mejor" rr.étodo de enseñanza. Intervienen tantos y tan diferentes factores 

que es imp~~i~le genvalizn. Lo ::inico que se pretende al ha~e~ estas reflexi~ 

nes es iniciar un intercambio de ideas que pueda conducir a, por lo menos, cor.!?_ 

ccr la problcm.ítica tan disímbola y a "aprender" escuchando las cxperienci¡¡s de 

1 os dcm5s participan tes. Es común escuchar el refrán: "lladic experirr;enta en 

cabeza <~jcna", pero quins, si se hace un csfucrw y se toman las buenas ideas 

que seguramente surgirán, entonces los participantes podrewos constituirnos en 

la excepción que confirme esta regla. 

Por lo pronto y sólo para iniciar con algo, qui5iera manifestar mis idea~ 

con 1a aclar~·~i6n é~ que todo lo que se diga aquí ~e <kbc tornar c-:;no vr.~_ o~ini>)r¡ 

perteneciente solamente a quien escribe. 

[s muy probable ~ue la principJl dificultud con que se topa un profesor 

al abordar el Cálculo Integral, es el miedo que tienen los alurr.nos h~cia este 

tema. ¿porqué miedo? 

Sien1pre hay miedo a lo desconocido y si se observa la situación muy gens_ 

ralizada de los cursos de bachillerato, lo que sucede es que la mayoría de los 

alumnos aprenden el Cálculo Diferencial, aunque no con todo el rigor matemáti

co deseable, pero el Cálculo Inte~ral lo ven muy ligeramente. 

Es natural que cuando ingresan a esta Facultad y se les recalca que el 

curso de C~lculo Diferencial e Integral tiene corr:o uno de sus objetivos el pro 

fundizar en los conceptos que deben tener, surge primero el temor al saberse 

rr.1l preparados, después ese ten:or se convierte en pavor cuando se inicia la se

gunda purtc del curso faltando escasas semanas ::'ara el final. 

A esto li~y que agregarle 1~ imposibilidad de hacer muchos ejercicios en 

clase debido otra vez, al factor tiempo. 

!Qué fácil es decir los problemas,perc que difícil resulta proponer solu 

ciones~ 

Por lo pronto, no faltan las crfticas lwcia la práctica "inhumJna" de al 

gunos profesores, me incluyo entre ellos, de dejar cor.1o trabajo obl.igatol;io la 

solución de un buen número de integrales de_ uno de los libros conocidos. 



la pn!gunta es: lC6r:lO puede un niño aprender a andar en bicicleta s61o 

con las explicaciones de su padre o de su hermano mayor? Creo que resulta 

obvio que es~ ni lío tiene que subirse a ld bicicleta, perder el miedo y quHas 

después de ur1os raspones y vanos días logre "andar en biciclet~". 

Ahora bien, ¿c6r.l0 puede un alurrno aprender a integrar ;61o con las expl.!_ 

caciones de su profesor? El alumno tiene que enfrentarse a las integrales, pe.!: 

der el miedo y quizas después de alg~nos "raspones rr.entales" y varios di as lo

gre "integrar•·. 

Puede ser que la analogía no s~n muy afortunada, pero la idea es que pa

ra aprender a integrar, hay que integrar. Asf de simple. 

Sin embargo, en esa misma metáfora he rr.encionado de nuevo "perder el mi e 

do" tCórno? 

Aquf es donde la labor del profesor debe ser decisiva. 

niflo 61 sabe que no está solo. Tiene a su padre a su lado. 

En el caso del 

Pero en el 

caso del alurr.no, el orofesor much~s veces se convierte .10 en su ijooyo, sino oor 

el contrario en una especie de verdugo que a "cada morr.ento le recuerda sus ~efi 

ciencias y a veces hasta se burh de sus e~ idas. 

En mi opini6n, el profesor debe twcerle"saber al alumno que no estci solo. 

No debe consentirlo tanto qL:e le exima del trabdjo. Pero debe d3rle confi~nza. 

Si el tiempo está en-contra y las <~ctividudes propias le impiden un trato ds 

personaliz¡¡do, debe orientar al alumno para que ap1·oveche el recurso tan efi

caz como puede ser la asesoría. 

Sin e~bargo, n~die aprende algo si no lo quiere hacer. El niño aprende 

a andar en bicicleta pon:¡ue sabe todas las horas de diversi6n que le esperan. 

Pero un alumno ¿para que p"ueda querer aprender a integrar?. Algunos profeso 

res, no s61o no le dicen a sus alurr.nos pilra que les puede servir esta discípli 

na, sino que <tl contr<~.rio les indican que el día de mañan¡;, en su trabajo, no 

se volver6n a acord~r de "tantas" maten;áticas. 

Wo sería lflCj ol',. sin engaños , e 1 decirles brevemente a 1 gunas de las ap 1 i 
caciones de los conceptos estudiados? Es natural que se tienen muchas lir•ita 

cienes: el nivel en el que se encuentran irr.pide profundizar en esos temas de 

aplicación, no todos van a 1~ misml disciplina de Ingeniería, etc. Pero algo 

que en lo personal me ha dado buenos resultados, es mencionar Jos casos reales 

en los que va una integral co~;o parte de un proyecto. Ademiis me he auxiliado 

de algunas diapositivas en las que se presentan obras de Ingeniería y si bien 

no p"uede uno produndizar, el inter6s de los alurr.nos es evidente, aunque noto

dos vayan hJcia la Jngenieria Civil, por ejemplo. 



Alguien puede pensar que r.o ~uede perder 40 r.,inutos !!e clase en la expo

sición de diapositivas, pero c,..eo finr.er.u:n~e que nó es pérdida Ce tier.1po, sino 

una ganancia de interés para que el alur.mo quiera perder el miedo y q•.Ji~~d 

aprender. 

Finalr.1ente, a mi juicio, el profesor debe sierr.pre estar dispuesto a modi 

ficar 'su técnica de enseñanza. t!o todos los grupos son iguales y a pesar de 

los pocus o muchos a~os de experiencia y no obstante los buenos rcst:ltaCos lo

grados, nunca debe dejarse de intentar el rr.ejoramiento,sobre todo como en esta 

-estupenda oportunidad escuchando las experiencias y opiniones de otros profcs.Q_ 

res, jóvenes o viejos,ya que de todos se puede aprender. 
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e;,; ¡;,a.~-- 011 ¡,.~¡,:,, 1\\JtcmJtic.a 
v ,.!,·,·oninir.•. En '""'"o r>>ó los 
~'"'"''""'do dcctróni,·o. fue a ll.l· 
h.1j .. r ,\e lú·nicn en 1.> Hurru,~h< 
Coqo~J.Hintl. Fr; """"'l'lc<> hi,n re· 
"""-"'·'.!", pon• <'1 dnrolu ''"l«r • 
'" ¡>tin<>'t .Lil\o\r: ]; CJl>CI\,\1\L.L J'oH 

'"'"''· prmi~"i6 "" co:l!dio•>. En 
t ~·7 _l J•!Jtu·cn l.1 1 "·"'" < L< en 1110 1 cmJ · 
tic"' en l.1 -Un¡,.,.,i,IJ.i ¡_;,,_,,¡ ,!~ 
C,l¡f "' ,,;,, y rcrihió <k>J"";; >u <te· 

"'-·-. -·-- --··-- .... . . -· .. -·-·· ·- -·-~--

• 
dcndol de rnocuro. En 197 4, con un 
s~eldo cun<id,·"!>!c"'cn:c rooJuC:d<>, 
lu nom!>r;run in<ltU""' Ce rnJtcmtl· 
,;.,, en G;rfic:.l. 

DutJ~tc '"' rrimttt•< oñ~s alll,' 
•uf rió otnJt~ur,,l'c>::m e"udi;nte< 
opto\'c.;hob.on, en,¡.,,., f,,rrnJ<b•. 
p< r mm\"' b, coo nouv Ji''""" "P' 
tito>dCS y ,!j>[m!>('!~< \1\<CIO,<i. p,f 
•"·'. J .. ,¡¡,¡' "·! .~, l di'"'"". ···~o:li :6 

El t"l'"' ¡:",¡"'' > '"' 
d,,¡p, '" do ¡;:"lo· 

"te,.,¡. '""""' ~,; 1.c ••. 
roJOJ "'"J" ,.,,¡,, '""''""o:" 

en 1978 un '""u ti['<'C;,,J¡,Lt.¡ o'u•n· 
nos r<.o!mcnlc ;~".-~"·!"' ~n >pre~
,!or m.orc,dti,-,,. L" ,,brc.:.o,·ó ,¡" 
l>!c» ,.¡,, '""'c,i.S a <J.b""" o\i•
rin>. 1'r.<b.oi<l co•n tllu> ""'"'V <k•· 
puó o k ],,. hm ·\' r.<>lln,!:> •'• ~ IJS«; 
los c.i,:i.i ,Ji,cípli<•• )' •.tnilt."ic, y 
obluvo> <•i•l<'m!.Juo rc>ui:Jd,•>. Ln 
oq"d ]'tÍfl\<f ,¡ftu, cincto ,¡, >Ul ,\,.. 
dpulo• >< prc>ont;ro.o ale»mon <le 
d,irtuci,ín t·n cilcnl,, y"'""" pu· 
Jicwt\ "'".!""' 1.! rno«ri• por• 
r,,,, ,¡, uni,-c,;,b,l. .\r.•••. ~in~ún 
C>IUJI,\IH~ ole G,Jllid,J lu h>b••lo· 
gr.du. 

Ent<>nCcs, E.c .. lonoc crnpr<6 o ir 
o!" c<<>:o·lo< >ceun<l.!ril> d<l lu~•r, 
<n bu>CJ ,lo •lumno> P''""""!ui<O, 
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Sea la función Y"" f(.~} cuya representación gráfica se muestra en la 

f.1gura: 

A 

o 

Consldérese el valor de A como e·l área bajo la curva comprendida entre · 

las rectas x=a, x=xo, y=O. 

Si se toma un incremento <lx, a éste le corresponder.; un fiA. 

Geométricamente se observa de la figura: 

"yofiX <AA <(yo+fiy)Ux .• (1} 

·Dividiendo la desigualdad (1) entre !;)(: 

" Yo <--¡;;,:- < Yo + Ay 

Por otra parte se sabe que: 

lim (y,+fiy)=yo 

""" 

o 



• 

Entonces por un teorema sobre-límites: 

"" ,., M 
-"Yo 
" 

Finalmente: 

o 

OEMOSTRACIO!l DEL TEORH:A DE PlTf1GORAS A PARTIR DE TRIAi:GULOS EQUILE_ 

TEROS co::sTRUIDOS SO!IRE LOS Lh!JOS DE Uil TR!;;:G'JLO RECH,NGULO. 

' 

+ sen 60" • a · a + +sen 60" • b b = + sen 60" • e • e 

Esta demostración se r.:enciona en el libro "Científicos Griegos" y co· 

rresponde a los [1ementos de Geometría de Euclides, teorema 31, libro 60, 

tomo I. 
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St:EMINARJO De T€7'-'f.AS · SléL.ec.T?J.! 

be CALCVL~ IN • ...-ebkAL. 

A PL I e A CION€.! A L"" "f:~eorl.tlt:A be E.K/'L~/'Z.A(!/{7..V. 

I #TI?CJ.twcc..lpN : 

.LA IZY/'LtJ/lA c,.lt?N b€PPISICA ~ A...,;:zvca..A ,.P.-4-erE" ~E LA 

~ePFI.rlc:A./ &ve e-....,..;<>.t..e;;~~ n.kuviCA..r .])€ .LA ,~:::::-/s/CA. .E7V .LA .J'oLV-
, / ' ' 

UoN.be ;:>RtJC3L,;;:H~S &..roLPGICP.J' D::o>r-tt? LA /3v..ftzvEDA b€YAd-

HI€Nros .MI#E/?A t.. G.f { ~t=r-q'¿Jc.PJ e No) A .(;ovA sv<3r~..e-?....ú-eq 
. / . 

(171.N7""0 ,..CA/2A V.J'O bo,..,d..rr/~o .J [)IZ:' RIEGo/ ¿O.hp /ARA ~.V~·N>6"--

r/co) y ?ET/2t7~éo. 
LAS rliuviLA.S be ¡zv.c· .llte#A .MANO .so.v ,._,vy vA~IAM.t 

Y SON t!oNPdbA.I C,LJ.-.-to HÉ ro,t::u;;;J I;~OF/.r/co_J , E S rt:?.l H.ÉTO

!JOS beo,c/.rlco.r SON ~r'.t..EA/'Jo.t ,.PARA eL .~..&A•Pd....,/~" ..JJ~L 

.SV.ci.rv,qU?/ /'tJ/? rt€b/o b..O LA.r b/F~~lii?T ,.P/?tJ,.P/~bAbe'S y F~

A/i:fH'12Wt7S F/.r/co.f ~V k OC..V/N?~ e/ SPN .HE'/.J/q,¿~ .SOOA!€ LA Sv

Pii"'•'V="/L/.E bE .t..A r/OE7<!,:¿A/ O E,N /'EiltFf74JAci&N~ b€ c.v..<~¿,~v/~ 

r!Po. ' 

L.OJ Hén:t>cs toe&,F'r..s/cp...r /'1'AJ Ei'-t,P~.E'A,.h.t>.f SON." 
• EL _..,~robo 

SisHico/ EL ,.ufrobo 6-<'Avluér/?lc.o/EL HérPbo .H'Ai(,A/Ér/co }'E.t.. 

' ' . .HE'T?JbP CLEcr/'~lco. 

ESTE T.-2At3A../o .P/2-ETEN!JE E'VC.ONr-;>;?4-R V.-t./4 A,.CL/c.AdoÑ bE 

' . ' LA JN'1"7P.&./?A L €711 EL HETO/)o E.t..EG.T.Rit:.tJ / HCTr/Jo #VY /H,P/::'R-

TANTJ;;¿ EN LJ'l !'JerE/r'rlhvAc/6,._, /)~ ~-f'C7V4f H.ET-'l'L./c.AJ/ At,;VA, E17::_ 

t... A ,.P/COS,PE?C.IPA.I ELtEc.T?Zic.A EFJ ~L A,e~ J)IE? "'"1~/,z .L-4.f 

j'teo,.PIC!JA DE.! ¿c,_ecrx?/cA...f bE LAS -eocA.f .PAaA eL EJ"rvt)/o y 

C.OHI"tJJicl¿/.v b€ A.(¿vE;Ll..bJ ¿;S77('A177.f bE LA rl.&.="a-1.-~ ,{'t•¿;".Jo/1/.!.o 

S<.IFI.,;IEPJ?:.HCN:T'/? JoH~RI.f t"4A?A; Sé.h' EX/'LO?'X[)C..f I"OR El- #<'.qa..p,.._ 

' 1 ' L..t:>.S Ftn.Jb.AH671V7?7.{ 1'€".0/2. CC..f l:i,E l"Sr.E ,_.,eroho .SE <3A.!'.4'N 

€N LAS L.EY6S D.r.: ....,..AKtVELL YA <f!vg..! .e r/?A !J.-4../A CP"-' vA/ c.AM"'o 

' ' ~L€LT7'é!lt:e AL i.tVT/.?oL:lVd"C tnV/'1 CP/2/2/EJV~ EJ...t:"C_f7<'/G4 ~ 

t=t..,. ..fviJ.:."véU' y Hliél'>l.t< LA !J},cE.eCNc.IA. '.t>E ,Po rE7VciAL .2vé r'?tiJ

VP~ L~sn:.. C.C-f!/?IC•(.'T<r"". LA HI'\NE«'A E7V r.!.V.t:< JE' /.vT?2o./)VcF- e:TJ?:I. 

CP.e<llt5'VTC .cJ' MVY ¡,;.1,,;</Alvl,¡,o~o .t..A .N..Ú prh/C.Al>A. e-.r ¡P.:>RHE

/)ItJ />E /)O.S t'A /'J Ll..AJ e./'f'E.,('.-(?A/.J4.1 VE.(!rl~ L.Afi'9V ~ ,Y '--': HAN;::

I'("A EN /lvF. .J'€ ~/)L; ·e-.r /"'~A' "'1€'/J/o ~€ ()T"..;;>A.t Pas tr.A.-1!/LLA.J. 
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• 

LA r'.-"2/.....,.LP.A /'~Ef'.v-vr.-. ll.v~.sv.v~~ ~ ¿'cc.<-o:' ~L.Ac/,NAA 
LA lll.rr-72/<JvdJN .be R~l..r rl'v/~A/J DE¿_ Sva..rvc.u> co.v .<..A LJI

FE~,p.Jt:/A bE: ~.,..e.;,~ . ./AL .~bA ~.~S T.'\ .,P~eo:';v..v~ .S~-'<"A"-
~ONTESTADA EN ~J r/ .. v/e;t,/n!!;f .,PA~~AFoJ /"A/?,rlENl:>o /Je"e..A.S 

ECVA c./tJAf~ De- MAXW€LL )' CA.JO c/é'",/?rAJ t:4!JNb/c/tJ-1fiE,I t'l>a

LeS. 
' . ' 

.:zz.-/'!JTG'Jc.../1\L ELECl72/Co ¡t>,..q..e'A VN MEDIO #17-<t'OheNEO € 
' . IStJraoPo. CoNS/De7?ANbO v..vA co/&ei.E7VTE""" ..:..o·•,:rl"Nv.-1, 

L..A.! ~c.vAc./O.V/f!S 1.>€ ....,..AKWJEL¿_ EN F.OPMA ,Pv.Nl'VAL SCJ4: 

"[7 X E ::: 'J7J - r;r 
vx/1= -;r .¡. .i2Jl 

;;t 

/)ONbE: 

E:=LA""1/>0 ~L..:lcrA?/co 

]) ~ bes l't..A '2:A .....,./..GVn::> EL.Éc.r?Cic& 

{f:= TAibVc..L!tc'.-.J HA6-vÉr/CA 

H = CAHI"O HA.6AnÉ-rlcD 

::r::: l>~ZNJ:I/JA b De ccM?-e/~'f"iE' E.l.EC.r..{?/cA 

(í= C.e?Nbvc...r-/V//JA,./J ELÉc.rRICA 

1 = ./)EAJSfbAh LJe CA.R 6/.1 EL.ECT7tlc.A 

(¡) 

(z) 

S] SE CC>NJI!J~A, t2VE L.A 6::>/?/?IEN~ éLE<=-77-ul:A ~J cc.vri

AJVA (NO VA AtA UJN EL riEH,PO) .t.A.J i:JE¡f)VAbA./ /'A~c/AL<J" ce-N ~E::r
l'ia:...ro A L y-/ CHI"O .Se" .,r_,ei V..-( Al.e'"CC""..(>A-;,., ~tiEf)A .VLJo h,A.J .Ei::.uA c/o~J 

l:Je NAXW€"L.l.. />E LA .f/6v/6Vre r-¡;A?HA; 



V• E~ o (s) 

V•H=J' (b) 

:r=<ríf (1) 

V: T=o ( .r) 

!>E LA €C..VAdÓN {.s) Sé OIJ.!CRVA &VEEL noT74.c/P.vAIL.. 

bEL CA. ,._,1"0 GLÉcr/?fc¿; ~S t~:€.Ro €A./ t:O.-?/?h=:Nr,¡;;¡: co.vr7Nw'l. €S7.J 

&.vle.ee becJ~ &ve EL GAH~P e=~~cr-"'/co es e&>NS€0-"<?VA r/vo y ,Pe..t ,. " 
~ t;A.NT01 /)¡(ZtN'IE741E lJE VN .Por~'CIA¿_ E"LEcr~k.o {/ ; 

-S C/STI7VYEN bo (9) -ev {?) 

:r= -í!V/1 (lt?) 

Y A Sv VEc (/t') EN 

v.(-<rvv)=o (11! 

Pote¿_¿) ntNTO/ APVLA.AJbo (;z) EN á_l) 

_, -
<r rlll- [7/J. Víl :=O (13) 

ES lA ,cc_v;.. c/ÓN ~ LA Q.VIZ" A."/6e A l;J Hl:Tl?/)Pf - -
• 

6EO €LE"C.T.-f!l ~-0./ ~.1 CS'/~,-e/~Nl?i; t:e.vr/AJUA. 

SÍ .A/It712A. Cf)NSfb6€ANtJJ VIII SE.·•d.HE/J/0 /IOH06t!:NEO E l.!lf
TRIJPO <r= e fe ENftJNt!EJ' 411 $<CIIAb'tfN (;3) &vav. : 

VV =o (/9) 



V• E: o (s) 

- (b) V•H:c.:T 

J':v"if (1) 

V r = o ( .?) 

fUE LA EC..V.A.dÓN {s) Sfé (JB.SC/?V,.., ave EL. aorAdo..vAL.. 

bEL t:::-'1_..../"o €LÉt:rP.ICCJ ~S ~~,Ro €1\1 t::r'R/~/e;v~ co..vrl..vv-1.€S7tJ 
. ' 

{XI)Ü.O/?..E bec//C 6/!V~ ~L C,'V•tPP éLEC/;?k.o ES Cb..VS~VA77"Vt> y p,_W 
•' " 1-.0 Ti4Nro1 .fl;<ZoYIGDVEO !JE vN A-:r.EWc/AL.. €'-ECr/0!/co l/ : 

S v.srlrvyev bo (1) ev ( 7) 

::r=-vV/1 (;o) 

Y A Sv VE e (¡o) toN ( g J sE 013r/E">VE : 

V. (-v vu)"' o ( 11) 

_, - -
«1711- VU- Vrí=O (13) 

E S T"A e c.v..-. c../e/,v e:r L"'\. Q.;.Jc¿- A:/c,.g A l$J H€77J.l>O.t -

Geo ,¡¿"LÉ"c.r,(!/coJ .E7II CP¡<'/2/.-~NTP: ~Nr/Nt/A. 

SÍ AHORA co..vSID.Eft!AHPJ y;J SEH/,¡yt!J/o 

T.etJJOo \T= e te Ell"lir'li¿Es LA $¿vAaPW (;3) 

v'V "'o (/9) 



Jf.j FVENOi= F'(/NTVAL 

CoN.s/De.-fA.vDo t2v€ L"'\ F(dz;;;vr€ 6......VEA?-4.bt>.IV\ J:,e M cu

~nle-A.Jre E.J' VNA SoLA 1/.A.~/LLA (E LEC.. T".R.bbO hE Cc:>A'A.'/~NTE) 
Se; /'viF-bE /)lf:t:::/1'?_ &?_vi<? e.r VA/~ ~V~ ,¡OvA/rl/....0:: 4. b~ CD~..f4W-

1f;:i" C-e.A-10 ,YV~.!'P'""RA, LA p/.:;vp.A (:¿): 

I 

/JE A.C.Vé:/?..bt7 .A. EJT,;q. Ct>N.J/b~.A?..-.c/oAJ EL _.,or,€?tlc/A.L .r.:/Lo 

VAI<'rÁ /'l.ADIAL;..,eN77E'1 ,Pc.e ¿o TANTiJ
1 

.EL LA,f.:..tu~.Af() eN Cnt:>/f'b~-
' . 

IJADAS E.JF€/?IcAJ €S .' 

- - t - + senl.7 ~-_, d r , JVJ , d r . ;:}//; , "'11" o 
V 1/- 0 r- ¡;r se~!? é)éJ ¡}& +S&>'&. élf'-

t:lvEl>ANbo bE LA .SI¡;,v/OJTE ,c¿>J<!,._.,A: 

Lf,, di!.) ~o 
dr(' dr 

INIE61"¿ANb0: 

r-' ju ;;r¡::~ e, 

(¡s) 

SeF'A./fANbo VAI21A aLa y voL vl.ov~o A JA.I7"F.6~.,q.(': 

U _.c:, e --+"t. r-
(ts) 



UNI\'ER51D,<D N,<CtO>l"-L 
AUTÓ•m~.,,._ De; 

Mb:.ico 

-fARA De-T"C/2H/NAn. LA-:! CDNST?IA/~ /)e Z"N7E6/24c./d-'1) 

SE 1/ARÁ V.St:J l:>é LA! C.O.N"Dic...lbN€"S A!? F.RpAIT&R.A: 

/) Gl- ,Ocr&Jc/A¿.... eN EL. INPI,v/ro .fE ú!?.NJ/Á€7Z-4. eé7<0 
. . / 

. 0 .S.5'</ Si r_. oa e;nu../c.ES 1/- 0 fb/2. /..O í?'Ain?_... 

2) l.A IJEN.r/'f)¡q.b IJE (.()/<YZIE'VPl: Se ~NG"~~o 
fe<o l:JC LA ECVA d&:V ( ;:>) :T"' -'{V U PO". LP . /¡ 

-<rVll - I o S€7'. - -L vll "' I - {' .A "" 
v;<IL- auc • 

- -'" L( v)"' 1 fr! ~)- + -<¡-f7V "" - 7 dr- \. r- -

!>e 'TAL .FO/"l..HA &v~: 

L - I. t,:T- A (il) 

17ZA8.A JA ~,Al 1//V SE,<-1/MEZJJo -ESFli.k'ICAI ..(3!/??:J/VC...E:!: 

A= 2'lfr'
ft!?. LO rAAJ'TlJ : 

• , . .' 
. ; . . . .. . . . ~ .. 

e, 
(r' 



Umv~RSIO,\D NACIO,M. 
AUTÓtlo:.IA DE 

Mil<Jco 

bE=f F'EJAN/)0 C, 

e -= · fi 
1. 2'ir 

-

5(JJ rlrt.1 'y@.IJ)O EN LA.. 

(12) 

. {o) 

CoNSihl3?AJJDo /Jo.! l=(.ltaJn¿:f' ,PvNY'VA(...E7lJ<Eeon..e/~: 

./JH e= :: (:, - ·{) {/yJ 

SI JE C..OAJSI'!Je?"<A- tiA/ CVAfM./r'oLO ,CvNL!A~<..: 

AL!..~== K ( : 
~ tii' ¡;;:¡ 

1 

(...(11-'1 ¿:'UE Ce N L4. Ec...uAc../o/\1 

bEL ,*/CO(JU:~MA : 

Jlf/ + _¡_)u =o o 
Jr' r &ir 

- T--1 . 1 ) 
8H (JAI 

' 

+ .L ~'v +Ji V,"' e 
r' ot'' ;:¡ z· . 



--·-·· ---··- ... ru-
lo-~~ 

: Of'-"'\ 0\ JQd . l?JIJ~ll'.'f> O<l.>Q Q ,-1 Jl o'<f 

:~nb ~' /...U. 
• v'' IJ-"') anb "~"· ,. " -'"\') ={\ 

·.' Q =') :t)jOt\JOj "í' ú_ol_?'.'/1.>0') \?JoW.\>d "\ >•¿ 
-

.Jp 
. . 7íp>"A 

J 
'5 "l 

. •' ' .- " ' .. 

') ' ..\ "\ ':l , (\ 

..-~ __.V 
'') - rw 

\'()t 

~ .1 "-¡ - ';) "l . ~ (\ "\ 

o == 
1\ 

+ "P 

1 



.. 

.. . 

. ' 

Coo,poconÓo \o., e~ua¿,ooe.l (e) y (¡•) se 

o'oserva c\~ro~nan\e. qu~., 

(¡q) 

-

' 
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. · .. " 
" '_•;:: · .. ' .... ·, ·• , .. · ·' ... _ . ' ... . ·'-• 

. . .-
.;:-· ---- . ., -........ : .. 

;_~·e·.,.,. ~~-,.,.-c.~;._-,.,. '-'"~ce.:.~.-,._.,_,._~"· .,,,.,.,.,rnC'l'l' ''o;·c.,-,.,,L.•O.·•;·c-·;...,-,.~,-.,·'-'"'-''•·•···•·'-'"'"~"'':-c·c·•·C,,.,,;_ -... 

En'ETS "' LA ltOULE SIJ" U:~ CDHP:i IMMI:R<lfS '" 
tnin~< F, • f. pn, dS mo1nent de rO«Iil "· -f, pnR dS 

dótilpa~c F, • !, pn, dS moment de tan~a~o ,I/' -!, pr.rdS 

por!Jnce F ~ • !, pn, dS momonl do bcet ,I/' • !, ,., " 
1113-1.- O<ci'l"i"n <111 <orps da . ..s '"' fl,iJ, Qto r<po>. -Dan;« en, le pO,!.cnlicl"' réduil 
t o. ti >i k corp> o•cilk d< f>·;cc. h.umonj.¡_"c ; 

p(JI) ~ laPO. 

men!1ire> 

cionL•O. 
du ccrp; (Xc, 8c), ~. <tan< hnóire ¡>ill r>ppon •u~ d~p!:Jccmcnl< <1 

. OL du d<vdoppe:n<nl ¿t>nt d" fonction> de x, y,= : 
1<< cocffi. 

,_- -lo(~.Xc +>',Y e-+ f,Zc + 4>•0• + ~,v, + •\Del 
C<O d<'pbC<rr.<n" •'app<llent: Xc le co,·al<ment, Y e l'e~ard<r, Zc le pilonnom<nl, O• le 
t<>ul", 9C le rongJgc ct 9, le bceL -lnl.lodui<<>n> lo tor><ur 7c des occeláotLon• du centre de c>rlne C, de rompOSo1nte•: 

~(-a'Xc. -o' Y c. -o'Zc, -a'9•, -a'8r, -a'6,) 

ll .si p<>><o~l< d'ienr< 1< to"'"' F1c de. effo"s hydroJynJmlque• "" l'ob"J<:Ie dú aupo
lenl"l ~ •• c'«t·:!<lire au nutd< en,u-unnanl mi• ''' m<>U><nt<nl p>r le> osciiiJtton• Ju eorp• 

'"'""''" : 

V tUnll< >Oiumo do c>rin<. -F1c appJ<Jtl comn" un torscur de. •nerrics ainttrJc;: !CIIcJut ll mJitÍ<o do< codri-
ci•nn d 'onorti< ajout<o Jd !l1J< de IJ b;on '""a"'' 

f. f,n, JS J; f,n, d5 !, <IO,n, dS fso,.n,dS ;, <;1 1n, JS Js f,.n, d5 

J; <;l,n, dS J. <P,n, dS !, .P,n, dS J>~n,d5 J. .p1n, dS Js _>~,n, dS 

!, <>,n, dS J; ~.". d5 ;, ~.n, dS J. <;IRn, dS j, o,n, dS J. ;:o,.n, JS 

!, <>,n.dS f. ~,nRdS J; <>,n,.dS Js <;IRn.d$ j, <>,n.dS j, o,n.dS 

f. o,n,dS J; <>,n 1J5 !, ~,n 1 dS J. <>.n,dS J; o;.,n,,•s f. <><nrdS 

~ <;l,n,dS f. <>,n1.dS L <:>,nLdS J.<>t<n,dS f. o,~,. d.~ J. Q,n, JS 

JI to!!oUII< d< <<S con.,JCntion• que l'o!iud• d•~ IWJU'<n•<"" ~llm•!niqu,-. d'un corp• 
Ím!n<t,e JJn> un t1u>k J~ r<p~; "'">>11< J'.t¡OUI<f JU' !OICC> ,;IJ•"~"<' !po<J>, ~UU•,.:< 

-~-- ....... , -· _.,., ... --·--· .. '- -- .. ·- --- .. ............................ , ...... . .., ~--·-

-.. ·· 



. F R A S E S C E l E B R E S. 

Recopiladas por el Ing. Esteban Salinas. 

. ·-·· ..... -~ 

Si .d~?Scz.'f ... -ol\:.,t.:¿~,:Cl.r Uvtc._ fn:&-~... Je Iscc.:;:L Nhv+v··ts: 
r / · "". · 1 

1 

é.S"tc ~>tOS"e~-\.C',. rr:~j·,-c?SC. \Jt?5 <-'t.ríi~:LO 4;J¡;'{U.I/'-
1 4¡;~--

ftt(¡<c.(" ~'..:: .. vh;: pcí 5eí lL•\ ivtf-dtl!f-o s·"l'~"t?~.'~v_fv'<!_ 
c¡v2 e ·rll- · t 11 .:• ::.. p·:Li:- cl. f. a 1; u·.:; ht :~ ;" t1 ¡~;o cJ p¿z-f-¿Y<tl :1..-._ d..... 1j' 

V'...-1 t..:'-'~L:~-: L-..{¡¿1; cc:::.·.1.S .::L-s·¿t~ b 'e:.:, ~c.~¡c h.;L·i1l'r'""C. ~~:,:-_ 
-L.U1 f-~7\.rYl,Stj (!omo ¡.;.¡D~l5fnu) ~:¿ s·tl"'.?_íj?i~ .. 

A 1 dr ,[, H ,v k:¡ 
Lo "~~S 1!-Vr>o>o e< 1~e hdcs-q1~ello> 1ve edvd,~,, 

·sc·n.C..:.hlii.\4-¿_ e<.:ic\..t:!t~·~;c.té¡_ dc:_lv5" .~t!...'•~tc-f'D5 ~\A.; -f'..t'-
. . . ' . 

-...í ~· í.:tS; 1!-C...::~~~ .?.vf 
1

/Jv/.t . .:?.·~:r¿t_ i f· d 1! ~t¡_S¡C:; 1/ l/c.'Y'cl.:.~/o?\Y~.· --

Hl b~+€. le rr·./2 L!!l'-~ r ltuJ.¿:~- pr:--F" :·(J.i~'::,;l.. .. r1l:\ ?.:.· f:";;.l _S<l "7" . + . 1 1 v¿,- $/YJD 21 fS" ~·d-tc._'; 1-lC> /tL F¿~::c.::t~q $t:l('I.,C<.__.· 

' l. 1 i 1 ' 1 1 .. ( iJ~("·I C¡•¡.'/5TTc..~1 llCo¿_ -f~fT( ,- [(.C"/·1.:1 S¡y¡c ,' /t::,1¿ 1-~ //·• ) ' j < ._ •c. • 

. ' 
¡.~,"-1 F\-,2dn·d, q,,,L>> .. 

La.. .:*-.iú:.:.¡: •. tuJ..I4-14.vttl- ~c.i'5~s+e. ~ ... h;S e.~-t c[¿stv~x;...,. .... · 
' 

Je5<!.,· Gr,' v·2rd~·,J~.S·. 

:So':or"t +<" 



·• 

·. 

• 

LC-1 I!.C1:o.:r~n:;<',;h• b.n:t·al) 
. 1 

cÍr2_~·~L'). vi i cdt:Y'::: -.)¡ 
\-lf~~~ e.-; o..:· s ~L .1 fe;:.-,-

. Ex ")'Jc \e, 5 

·nliJtv'e.." .¡ c~L'L 

''' ... , ... + +· .. ,., ··-:· ... ,.:~. ~~; ~·_c'j~c}!C .... 

Ato:~_/,-::_ ·e~ pr~ll~';fi.o _ · __ 
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