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LIMITES Y CONTINUIDAD. 

.l. CONCEPTOS IASICOS: DESIGUALDADES. VALOR ABSOLUTO. ENTORNOS. 

.2. DEf"INIC ION DE LIMITE EH UN PUNTO DE UNA fUNC ION 1\EAL DE VMIA­
ILE REAL... INTERPRETAC ION GEI)o!ETRICA. 

.). LIMITE DE LA fUNCION CONSTANTE Y LA fUHCION IDENTIDAD. 

.~. TEOREMAS SOBRE LIMITES. 

.S. LI"ITES LATERALES. 

.6. CONTINUIDAD DE UNA fUN!ION EN UN PUNTO. DISCONTINUIDAD REMOWI-­
BLE. l[(lltfhAS SODRE fUH~IONES CONTINUAS. 

.1. CONTINUIDAD 0[ UNA FUHCION EN UN INTERVALO. 

.8. LIMITES CON APLICACIOH EN El CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL. 

·'· INCR~[NTOS. CONCEPTO DE CONTINJIOAO POR MEDIO DE INCREMENTOS y 
("ll'I\IALrtlriA CON LA DHINICION OH INCISO 11.6. 

. •.,. ''-''·· -.::.1 ·' 

.. 
11.1. CONCEPTOS IASICOS. DUIGUALDADES. VALOR ABSOLUTO Y ENTORNOS. 

DES IGUALDADES. 

Propled•des fundament•les. 

1) El s~ntldo de una deslgualda~ no se altera. si se sum. o •• rc•t• 

• ambos ·~nle.~bros la miSMII ~ntldad. Si a, b, ent~el a i e ) b te 

Ejcnplo 1 •• 10t)>8t) 

2) El sentido ·de una deslgu._ldAd hOse alter •• si ambos •l .. bros 'se 

111Uitlpllc•n o se dividen entre la alsana cantld.cl positiva. SI a , b y ·e 1>0 
• b 

entonces •c. ,. be. ' e ,. -e-

E!r:~~~plo 2.· 12 > 6: 12 ( 2 > 6 2 

12' 6 . 
-}- > -]- __,. ~ > 2: 

)} El sentid~ de·U~ desl9~aldad se i"!lerte si aftbos •i~bros se .ul­

tlpllcan o se dividen~ la mlsm. c•ntldad negativa. SI •, b y e< O; e~ 

tonc.es ac. < be y -•- < ...!!... e e 

Ejemplo].- 8 > l a. ( -1 ) < 1 ( -1 ) ~ - 16 < - ~ 

- - ~ < - 1 8 2 
~<-=r 

-.li) SI. se .s~n Mrcmbro a'f!liembro dos deslgu•ldadt'S del •ISII'IO sentido,· 

la sum. orlglnarl una, desfgu•1d~d del •1.51"10: sentido: SI a,> _b y, e., do en-

tone es • • . < > b • d,. ' ' " rl; < ;; ' ., ¡,c. 

' Eje~ lo ~·.- 11 ) 6 y ) ) 2 --->1• • ) > ! • 2 ~ ,, > • 
S) Si:de tres t~ntl~•des·~ Ía Pr'l-ra ~s-~.ayor'Qu~.,la Segunda y la se•· 

gunda -.yor que la tercer•, entonces 1• pr;~er• es -.yor q~e 1• tercer•. S1-

entone. es • ,. e. 

(jernplo s.- ·~ > 6 y 6 ,. ) ) 

6) SI dos desigualdades entren~·-~ positivos, tienen el •1~ 1cnt! 

do, se pueden ~ltlpllc.ar •lembro a-~~~-· v 1~ productos darin COMO resu! 

... 
,. •• '· 

'¡· ,;. ¡.: ,,.,_. ,.. ~ ; 

·' ., '" ; ~·:; ."' 

' ,.,_., 1 , .• :.· ·••• •'1; 



tado una de~lgueldad en el •1~ sentido. Se a, b, e, d. son todos positivos¡ 

y • ,. b, e ,. d, entonces ac " bd. 

cos. 

Elet~~plo 6.- ·sr • > 2 , S " 3 ----.. 20 > 6 

7) SI en "uN deslguald.cl se suitltuyen aanbos •lembros. 

la d~siguald~ cambia de sefttldo. Asf si a > b se tendr¡ 

[Jetnplo z.- 1 1 
SI 25 > S ....... 2S < T 

VALOR ABSOLUTO Y DESIGUALDADES, 

Oeflnlcl6n. 

por sus recfpro 
1 1 -

que--<--
• b 

SI a es un número positivo cualquiera, su valor absoluto ser~'a"y si a 

es negativo entonces serl "•'~ ast sltnb611cMente te representa 1~ anterior­

de la .. nera siguiente: 

1·1 -.. si • > O , 1- •1 · ·• si a < D 

El vaiOt' absoluto de cero es cerO esto es: 101 • O 

EJ.mplo 8.- 1 3 1 • 3 ;1 7 - 5 1· lzl • Z ; 13 - 81 • 1- 5 1• 5 

Sohicl6n de ecuaciones donde Intervienen walores absolutos. 

Cuando en una Igualdad Intervienen ·valores absolutos de expresiones: 

en términos de una variable; la Igualdad se cumplir¡ para dos valores de la­

variable, euo se debe "a_,l c.oncepto de valor absoluto. 

Ejemplo, __ . llJ!O - .lt 1• 16 - ü.l De acuerdo a la deflnlc16n existen 

dos poslbllido~du: 

Asf de (A): 

yde(l}: 

3• ,. ~-6-Z. 

lt•-6•b 

5• - 10 ....... )t - 2 

• - - 2 

Ahora si en lu~ar de tener ur4 .-: se tiene una 

~es al resolver la expresl6n para e•·•~inar los valores • 

• (A) 

• (B) 

des Igual d.-el. e~tO!!_ 

que lA tat hf.cen 

.. ' 

se harh CGIIO se tuestra en el siguiente •J...,Io~· 

El~ lo 10.• Deter~lne los ~•lore• de K que.c...-plen con: 

'•·ll•6 

,--·· 

S. escribe (A) c.ano ... 6$ b • 2-" 6i .-.Nfo 2 • cada al-.bro 

.(A) 

"' ,_, -'a ' 8, por lo unto lo~ v1lores de x qi.tc sat hhcen (A) • •on los que -

van de - 1 a 2. Inclusive. 

. ENTM.NOS. 

S. llam. entorno o vecindad de un: punto 

to ( a - 8 • a + 8 ) • { • 1 a - 6 < • < • + 

J' a "en IR e1 lnter.alo abfer-

6 ) en donde 6 es la --~~ 

plltud o radio del lnterv•lo.:Ver flgura 1. 

• 

... 
. ·s 
~ 

• -·· 
H 

fiO 1 

• 

Tal entorno del punto a y radio 6 suele taablén lndlcaru c0110: 

1·-•1<6 o bien como f ( •• 6 ). 

~e." 11~ u entorno reducido 10 a aquél en el que u ucluye e1 altea-

punto" a "• esto se representa como: 
• ' 11 ' f ; . ' :>" • ' ' ,; " ~ " 

r a. 6 ).• (X la'· 6 < 
1 l 1 ' . ' ~ "'·' • •l ' . 

D < lk 

' •"••6 
j '4•' 

• 1 !< 6 
. ••. 1. 

l!c)' 

w .lo' 
• • ..¡. a ) • es decir: 

11.2. OEFINitiON DE li"ITE [N UN PUNTO O[ UNA ruNCIOM REAL 0[ VARIABLE 

REAL. INTE~PRETACION GE~ETRICA. 

LI"ITE 0[ l;to.• .. ~ll. 

Siendo ahora el objeto de utudlo el concepto de lf•lte en un punto. -

e 

. ' •. ,¡: ,¡, .¡ .. '' IU~ . ~ ' . ' 
! ? ·~ ~ ¡ -

• 
' ,, ¡ .~ ,¡.: ¡··~ ., 

' 
,, ¡;~ \. 

t 



de un. func16n real.de variable r .. l, e5 conveniente an.llrar previamente, el 

concepto de tr~lte de una variable, anlll5l1 que ,5« realizar¡ a contlnuac16n. 

Antes de dar una deflnlcl6n constderlnse los siguientes ejemplos. 

[Jemplo 11.- Sea x la variable cuyo campo de variabilidad es la suce-

sf6n. 

1 
2 + -~-

. 1- 1 
z·T·z·a- 1 z + p-

SI x va tCI'ftllndo v•lores uda vez Ñs "evanz•dos " es evidente que su­

valor· se va acercando a Z; se dice entonces que a, tiende a 2, lo c':'al se •!. 

cribe" • 2, o bien qUe el lfmlte de • es dos ucrlbl¡ndose esto. lt•" • 2 

SI a + 2 entonces le diferencia " - Z tiende a cero. [sto puede expre-

sane Indicando que slempr.e se puede tener • .. 2 < 6 

ro po5ltlvo t•n peque.l\o uno se quiera. 

SI 6 • 0.1· Wsu con tcm.~r' a; 

•• 1 • • 1 
2•~··•;r 

2 

• - z < 6 2 .• 

con lo cu..l se ca.nple: 

1 1 -rr- 2 • ;r < o.t 

, donde 6 es .un nú~ne-

1 1 1 
SI se hace t • 0.02 • 5o, tD'Nindo • • 2 + p • Z • p;- ·,e trene 

x-2•2• 
1 

6' 
1 _1_ • 6 

2 • w< so etc. 

Obse'rvese que ,. no t legar¡ al valor Z, sIn etnbargo, su valor ~ede es­

ter t•n cerc•no a 2 eOlio se desee. 

[jerT~plo 12.· Su un cfrculo fiJo cuya área conuntc.es"a"( figura Z) 

Considéru~ lncrlto en el cfrculo un poi (gono recungu.lar cuyo .núrtlero de le­

dos ya e" au~nto; obvla~r~ente el área v del polfgono es variable y al c:a.-­

btil" Ge vator, e!.te se acerca al núrnero''a"sln llegar a ser v • a; es decir-

... a o t ¡er. 1 ,,,. • 

Par• e~presar 1• ~ondi~16n en que se basa este hecho se puede escribir 

v ~.a .. O· o bien 1 v .. 1 f < 6. Siendo 6 un "ú!ftl:ro positivo tan pequel\o co· 

filio se quiere. 

·'' ,.·., .'.i. > ' ' •'" 
.·, .. ' 

•_O ,;. 

· .lt nacetarfo tomar •1 valor absoluto de la dlrerencta v-a cuando ••­

ca-para lsta con el v.lor de 6 porque en el presente ceso se tiene sla.pre­

que y -. <o. 51 no te tom.ra valor absoluto, no tendrfa ningún objeto la 

comparacf6n de un ñúmero neg3tlvo v ·a con cualquier nVmero positivo 6 v• • 

que lo que realmente Interesa es la comparacl6n entre te ~gnlt~d de estas­

dos cantidades. 

En general t~~o 1 v - a len cualquier caso, 

> O { por pequel\0 ciue e~te sea ), ;se tendrl:' 

si fv • af < 6 pera t~ 

do 6 

' V+ O 6 bien . Jl~ v • a 

..... 

••e 2 

Deflnlc 16n. 
-··'! l•! t ;1; .~' : r . ' 

"s.· dice que la variable ll tiende a .la consunte a 
' ' ... ; ' . ' .... :.- ,, ·•· ' ,. ' 

1fmlte de ll es a , 11 para todo n~ro 6 > O (.por pequefto 
. 1 t ; • ••• 

sle~~~pre.se verifica que ll- • <f.!" 

Ó bien, que el -

que u-a éue ) 

A cont 1 nuac 16n se presentar,( e i: ~oncépto de U m 1 te en un punto de una· 
' .. 

funci6n re4l de v1rlable r~~:r~tes de e•po~~r ~· deflnlcl6n ro~l 1e harl 

una lntroduccl6n del concepto para lograr un mejor entendfmlen~o. 

NOCION OE LIMITE 0[ UNA F'~"-"':' '"Uol R.EAL DE V.AAIA.!LE AEAL 

Considérese la func.ibt~ c...: • ..,or: 

y • ' ~ ) •• ;~ 2 • 8 ~-~.y concéntrese fa etcncl6n en 

una vecindad del valor x • ). 

<- . ; ... ., 
..• ·'· ''l: .... ~ '\ t .~. ¡ \· .1 ' . .. 

~ 1 •• • •• .~!:; ..,,,e ':!·.o· 

.... ' •;,·. '· 
:;. '<:.. 

•• \.o' "\ ,. ·!·t!"• ·~ '·" ·~ •¡ • <.H '• 
. ' 

... 
:>· 



b neceurlo conslderer 1a funcl6n no solo CUindo •.• l. sino Ullbi&A 

cuando x tOICIII valores en diversos entornos del punto x • ). 

,. 
•1 ... t-v 7 ;> ) ..... 

• 

-'l ~!:'"/ / ,'(_, ..... 
flO 1 

Para ello 1uP"Ónvase IQue se selecciona el entorno f ( ), 1 ) •• doclr1 

1 < x < 1¡, U trJf lea de 1a furc 16n en este entorno IIIUestra que para x • Z .­

•• tlene_f ( 1) • 1¡ y para • • '· f { 11) • • lt (Figura)). 

En otres palabras, l.a ·~ráflca de la funcl6n se encuentra en e1 rec:b'n· 

gulo ll!"ltado por las_ rectas •• z; X."· y- ... y- .. 4. El pr6Jclmo paso 

•• Sltlecclonar un entorno de • • 3 c.on ~rrnor amplitud, por ejemplo:. 

f ( ), 0.5 ) es decir, 2.5 < • < ).S. Conslderése la grlflca en este entorno. 

(Figure 11 ), , 

' • 
, l•rA ..., 

0;, 
'· r,~~ .. ..Q.S~ 

a.u' ; .... 

'"'. ""' 

IL 
~" 

La gr.tflc.a ~e encuentra ahora· en et rect&ngulo ll•ltado por 1u. rectu 

• 2.5 , • • ).S, y •·0.5, y • ). S. Continuando de 

entorno aún menor, sea este t ( ), 0.1 ) 6 sea,2., e 

esta .nanera, tC..se un· 

x<).1,t. 

·encuentra ehora en el rectángulo formado. por las rectas • • 2.,, 

Y • 2.)8,.y • 1.58; cano tnueHra ai"Pl.ificada~T~ent~, la fl9ura S • 

••l.l 

k J~"i"•j;J rtt.u 

·-. i 

"' 

:'Q//1 '''·" 
fiG. 

' '' o ... 

~:· 
·r·í 
' .. 

':~· ;.¡ 

grlf ica se· 

X • ). 1' •• 

'· 

4 



, __ , 

~- . 

El punto prinCipal • recalcar es la altura de estos rect,ngulos. A._. 

dlda que el ancho de los rectJngul~s disminuye. la altura ta~lln se reduce. 

SI. se continua tOihltndo ahora el entorno • ( ], 0.01 ) 6 su 2.9, e x < ]01, 

el rectJngulo correspondiente que contiene a la 

estarfa ll~ltado por las rectas x • 2.99. x • ).01, 

or"fc"a de. la función•. 

y • 1.9598. De lo ant~ 

rlor se deduce que a medida qUe las rectas x • cte. se acercan al valor 

• • 3, las rectas y • cte. se acercan al valor y • 2. Es posible _que pueda­

preguntarse cual es el objeto de toda esta complicación en clrcunstanc~as­

que, por sus.tltucl6n dfrecta en la ecuacl6n se obtiene que y • 2 0 cwndo -- · 

x • ). Obs,rvese sIn errbar90, que en toda h dfscus 16n no se ha ut 11 Ízádo • 

este hecho, -'s aún, se ha evitado toda conslderacl6n de lo que sucede cua~ 

do .- • ). 

Asf, Interesa solamente el c~rtamlento de" y n cuando x esd en •! 

vün Intervalo alre<l~or del vcdor ]. 
·, 

[n casi todas las funciones estudiadas ~sta ahora, se distingue entre 

el comportaMfento de la func16n~n un punto, por ejemplo en x • a, y su com­

~t~iento en una sucesl6n de entornos, cada vez mSs pequ~os, ·de ese punto. 

Sin ~rgo, ocurre un camblo.sorprendente cuando se estudian funciones cu­

yo comportamiento no puede detenmlnarse por sustlt~16n_dlrecta._ Por ejem-­

plo la. func 16n: 

y - f ( • ) - ~ • 
ht.l definida p.ara todo valor de x excepto x • O, la sustltuc16i\ dlr~ 

ta.en x • O darla: 

y - f ( o ) - o 
-0-

lo cual co~reCe toul~~~ente de;sentldo. Mo obstante, se wrl Ñs adelante, que 

estudl•ndo una sucesión de Intervalos eft torno a x • O, que se ha98n ~~y~ 

als pequeftos. se observa que la eltura de los rect$ngulos que contienen la • 

funcl6n se hace también Ns y cn.ás pequell.a y se· acumula e~ !o~~ a un valor -

paiticulo~r de y. En ning..:- .~Pito se dlc.e •lgo acerca C!e, ':-l'ldo .11. es le· 

s6lo se est~dl- el ~alor de y cuando .11.sc hace ~s y mAs cercano • cero. 

Volviendo al ejet~PIO de la f~...ci6n ( ( x) •-l•l .• B11- lt se ~e q~e 

., 

l ..... • • • ¡ ~< " 
-~ . .. 

'• 

;; /. •~ 
'''·' l " 

,, 
' •' ... ·~ . ~~ •i: 

. cuando x Se aprmd~ al M1or 3, f ( x ) se aprOI'Ch• o tiende a1 •1or 2. " 

Se·dlce ontcwces que por 1o u'nto" f ( x ) tiende a 2 cUAndo • tiende a ' " 

y se abrevia esta p~oslcl6n asf: 

"11• , ( • ) - z .. , 
SI una func.l6n-est$ definida par.a wlOf"e: de x •n torr.u ~ un ne.-ro f! 

Jo na "y si al tender x a 11 
• "• los valores de f ( x ) se h.acen -'s y -'• 

coreanos a un nÜIJiero esi>ecfffco· l, eSto es: 
•, 

1 rm f ( • ) - l • • • • (1) 

••• . ' ~ 

Lo cual se lee 11 el IT•Ite de f (· x.) cuo~ndo x. ttende a "a "•• l 11
• 

Geométricamente esto sl9nlflca que 1• sucesl6n de FeCtlngulos qua"ro-­

dea a "a 11 y .que tienen •nchuras mSs y Ñs pequel\ils, tienen tamblfn alturas 

que se hacen cada vez ~~tenores y se acu,_Jian en torno al punt.o ( a, L 

Todas las proposlc.lones anteriores que contienen e.xpreslones como 'Ws 

cercano". ''mis pequei\Q", etc.. son bastante l~~~preclws y solo pretl'oden dar !. 

na Idea Intuitiva de lo que ocurre. 

Considérese ahora la slguente funcl6n: 

• f (X ) • x.• .l. .., 
y 2 1 ... - 21 

,,, • ! l: 

que estl bien detennln.da,paraltodo.,valol'.de x 

para x • 2 1• s~stlt~r6n dlrect~.d~; y -·~0° 
' ' Li gr~flc.a 1 da la fu~l6n. ( figura 6. ), 

;:: '' axcepto x • 2. puesto que-

es f!IUY sf""le: 

sr· x·> '2~ 1ento,¿eí ¡.· .. ··21 ~·x -~2'y la túnél6n··tc.M 1et Valor • o~s¡ y 
si • < 2. entonces lx- zi •- ( x- 2 ),·y'la funcl6n vale.- 0.5. Se quiere 

ehora. utudt.ar el c~ortemlento de la func16n cuando x tiende a 2. Scleccl2., 

nando un ento"r-nopara U2.,Por ejemplo: f ( 2. 0.6 ) o. su: 1.• < x e 2.6, se­

ve que la funcl6n est~ contenida en el rectingulo li~ltado ~ las rectas·-

111. • 1.'· x • 2.6. y • 0.5, y • - 0.5, (Figura 7.). 

•, .& •• 

'. ' ' ' ·~, !.:"<;;1 

... ~· 

1' lll. '• )ol 

. "~ . 

::·. 

~:;:<··no • 

. ' 
¡ ~· {, 

.. ,;¡· ,¡ 

' 

. ' 

' 

' " 

::; ' 

·" ~~- ·~ 
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• 
• 
t 

' : 
~ 
' J ,j ' 

' • ' ' 
t .. 

' ' ' ' ' 1 
1 
1 ..... 

' ' ' _l . 
1 ' ' 1 

' .. _q;¡ i "" ; T•-G.J, 

-<l 
tiO. ' ' ' ..... ' .,. 

"O 7 

[n re.alldad Independientemente de cu.llin angosto se haga el.entof'l'w de-­

• • 2, la-altura del rectingulo ser¡ siempre uno; esto es, no hay llml~e cua~ 
do x tiende a 2 y_ se dice: 

tr .. •- 2 
•• 2 2 1• - 21 

no vr.lste. 

Se es'tudlulln a corúlnuaclón diversos ejemplos de funciones, ~on el ~ 
jeto de determinar lo que sucede en la vecindad de un valor particular de x. 

cuando la _funcl6n no queda definida tnedlante la su'!otltuc.l6n directa-de-ese­

valor. 

l!~plo 1).- Ll función f ( x ) • 
2 

Z~t - K .. 3 
•• 1 

est¡ definida para todo val~r de x, excepto ~t • 1, puesto que en x 
Unto el numerador como el denomlñado; u anulan l.Exlste 11m f ( x) 7 

X .. ~1 

- 1. 

Para tP.ner u~ Idea de lo que sucede, se elabora una tabla de valores, 

• 

', ••• -; ••• • r • ··: , .-..... --~· •· 

y traundo enseguida la vr¡flce se obtiene: una lfnM recta con uft u aguJe•• 

ro., f:.ft el p.¡nt~- ( • 1, -S ), ( figura 8 ) • 

X . , (. i 

-. - 7 . 

- 1 0/0 

o - 3 ' 
1 1 

2 1 

"". 

• 

ton unA dlscus16n gc:cmhrtca sobre 1os rect,ngu1os corno la t,ec.ha con •. 

J. funcl6n f ( x) •.·.·2x
2 

+ 8 x .. .1!, se corocluye pira este caso que: 

Ulll ., (X ) -- ~ 
x-+""•1 • · 

(.': 

'Sin "CIII'b."rgo, ··es' necc:sar lo c!fsponer de un l'lltodo Ñs 1 1 steralt leo, sin -
' . • • ; • •• ••• . • ~ 1 • 

necesidad de recurrir a represenuclones gr"leils. y·c~_nsl~ raciones lntultl-

vas. 

Por ejemplo se puede factorlzar el numerador y la f~~l6n se eS<rlbe .. 

COIIO: 

f(x)• ,,., .. ,\(a+1l .. ' 

Ahora. si x-+ 1, se puede sl~llficar y entonces: 

f(•)•2x-J. ''"_,. .. , 

. ,,,. 

., .;· . .\. " - : ~ l '.-. : 1¡ : "' '.' ' ,..¡ \' f i .. '• 

1: •·. ·:··-r .:. ~ • ·• ' •:,01 .t"" . ·"1·''· r, ' o 

' .-



hta fu~i6n tiende a ... S cuando x tiende a • 1 porque ahora se pu-ede­

~cer la sustltu,l6n directa, Por tanto se concluye que: 

Lrm • ( • ) •- 5 
Jl .. - 1 

Obsérvese que en n(ngún .amen~o se substituye el valor- • • 1 en la • 
~piesl6n original. 

[Je"Pio 1•.- Encontrar el 1 f~r~lte de la funC:I&.: 

f ( • ) . -' 
)(r.-2 

o X..¡...,., X> 0 

ClandO X tlende a .1¡, 

~érvese que no se puede aplicar la sustltucl6n directa, puesto que • 

f ( .r. ) • + , lo cual carece de sentiC'o. Pudiera procederse en fonhlt grl­

flca al Igual que en el ejemplo 1); sin embargo. es posible hacer una trans• 

for-c.l6n alg~~:brllca. En efl!:cto; si nclor'l.lliumos el denominador, ·multipli­

cando la fracc16n por.¡-;;"+ 2 • para .a..¡. 4 se tiene 

. - ' ~ 
IX'+ 2 

( .. -L¡·)(.IX+2 

,-, ·-- 'l 3 ( R- 2 

y sl•pllflcando 1 se tiene: 

f(x)•R+2 S 1 .ll -lo .1¡ 

f.l IT•Ite de es_u u:prnl6n puede encontrorse por sustltucl6n directa 

de x • .1¡, 

l r. , ( ... ) • 1 (rn ...... . .. ,. 
R+ 2 
--¡ 

110' + 2 
---y-

. [Jenplo 1S.- f.ncontru el lfatlte de la función 

4 --,-

f(x)• ~-, 
• + 1 

• -+ - 1 t Jl 011- -2 

CUI,_,O X t lende A "" 1, 

o o 
tono la sut.tltucl&! <·--ecta da una lndeter"'lnacl6n del tipo O 

efectúa una raclon.allza,rbt- c.- runerador. 

:, 

) 

. ··-

·--
) 

} " .. 
~ ;-. 

Asf ~~~Uitlpllundo n~rador y dena~~lnador por {"f'+"'"X '!' 1, resÚita: 

f ( • ) -
( {T'+7 - 1 H{f+7 • 1) 

( X + 1 . ) ( ./'["'+"'; + 1 ) 

• + 1 

( X + 1 ) (/'f"'+"i' + 1 ) 

X + .. ., 1 

Slnapllflcando 11:¡\Ntd•: 

f(x)•~+1 • ~r· X .,. • 1, X Jo • %. 

: ·-L<.L 
1 • 1 2 

Por lo t•nto H11 f ( x ) • H~~o 
x•-1 x•• ,fí""+i'. 

[Jemplo 1&.- f.ncontrar; 

lf• 
h+O 

f( 4 + h l - f ( ' ) 

h 
h + O, donde f . ) - 1 ¡l • + 

LA sustltuc!cSn directa de h • O,,da 
f(l)-f(') • ..!_ 

1 
Sin embargo, f ( ~ ) •-¡;-

o o 

f p + h ) - -----:--;1,.. 
.. + h + ( 5 + h ¡l 

Por tanto: 1 - ..L 
, 1, •• 1 -• <,, -~ n••·1' 25 . 25-(5•h'j 1 

h , ) 
h ' -25 h ( 5 + h ,,_ - ... ¡ 'r, . " ' l ¡· .. ~- ... -

. 2 
- ( 10 h. h ) - h 10 • h ) 10 + h } 

25 •• e s'• • .1.
2 25h. S • h l

2 25 5 + h ¡2 

At.r • 

Lfo 1 rm - ( 10 + h ) - 2 -10 --~-
h +o 

f ! ' + h ) - f ! ' l 
h t.·::s(S+h)2 - --;;r-- 125. 

[Jemelo 11 .... iim f ( x ), donde f ( x) •. 2 
••3 (x-3) 

Encontrar c1 

X -1> ), 

_,__. -~ 

-- \ t •• 

. " ,, 
il ' ' . ' 

t' '..,- ! ~ ) 1 • 

• .!.. '~"""~ 



.Dibujando· la grlflca de ésta funel6n en un entorno a x • 3 , se ve.que 

crece sin ITmlte cuindo 11 tiende a), (Figura!:!). De acuerdo con la noc.l6n­

de 1fmite antes d.adJJ, tómese un Intervalo ele valores de x en torno a·) y ve!_ 

se en que rectSngulo estAn contenidos los valores de la funcl6n de la figura¡ 

se ve claramente que no ~lsten tales rectángulos cualquiera que sea la peGu~ 

l'lu del Intervalo ucogido alrededor de x • ). En tal caso, se dice que: 

y 

• 

1 

Um f ( x ) 
~ ... 3 

Ho ulste. 

~ 

• X • zt .:1 ~ S 45 
,., 9 

OEFIHICIO~ OE liMITE DE UNA FUNCION. 

Al\terlorKMente se pre·sent6 la nocl6n de lfmlte de una manera lnfoMM1,• 

se habl6 de entornos "pequll!l'los "de números " cercanos " a otros, de cant 1 . -
dades "ac:erc¡nd_ose •• a cero, etc. Sin ei~~bargo estas palabras no Ntemát leas 

tienen dlrerentes significados para cad~ persona y no pueden ser la base de· 

u~ e,trv~·~•• --~~tlca, ~ lo tanto, a_contlnuacl6n se establece la defl 

ni e i6n form.a l.-

Oefinlc16n.• Dados uno funcl6n f, y los números a y l, se dice que el 

.-, 

.,._. . 

_, . : ·~ 

Hrnlte: de f ( x ) cuando x tiende a "a 

e existe un nú~ro positivo~ tal que 

O < lx • a 1 < ~ 

.. es l, si pua todo nÚ'"Iero _positivo 

!f ( x ) • Ll~ e siempre que 

LA pro¡)Os le 16n 1 r111 f ( x ) - L 

• • • 
es u~ notación 'abreviada para la d~f lnlcl6n anterior. 

En 'otras p.elebra5 la anterior df!flnlc16n establKe que los valores do• 

la func.l6n f x ) se <eprmdll'll!ln a un !fr.~{ te la IN!dlda que x se aproxiN a • 

( X ) y L. u PU!.. un número a, si-el valor absoluto de·la diferencia entre·f 

de hacer tan pequena corno se qulera,tOINindo x suficientemente cercana a'' • 10 

pero no Igual a" o 

Es. lrnporta_nte darse cuenta que en esta deflnlci6n nada se tner.cloo. ace!_ 

c.a del valor de la funcl6n cuando x • e Esto es, no es nec.esarlo que la fu!!_ 

c:lón esté definida pera~ • a para que el 1rm f { x) exista. 
·~ 

Ahora se entrar.l en dualles acerca de ésta definiCión y panlela..-..nte 

se Ilustrará la representacl6n geométrica del conc._epto. 

INHRrR[TA(ION C[CJ'1.[TRICA. 

-Recuérdese q¡;~t--rx • ~~r"<''ó,'es· equiValente a tAdoble desigualO.~: 

·a ·:.:• 6 ' 1< JI,< a '+' -~ ti 11 '. ·! ! 1 ! ll. ~ .l: 

1: •: '' ¡ n ! : '; i ¡ • • ~ 1111~ •. ~= 

torno 

• Esta doble éesla~'dad ~Dre~ que X debe e:!~r contenido 

'f:•{a,6).~·~c.:.-. -~~. ~~::.'.::: :> ;.,:.:r~ 
en un en•• 

'·"'" ! ~ 

-La parte· de la de~i;ualdad que expresa O< ~·a 1 slvnlflca si~ 

piii'Lent~ que x no puede t17"11r el valor., a" es decir, se trata de un e-ntor· 

no reducido del punto" a" ya que se e.-.cluye el valor" a" •ls1110. 

La desigualdad ! ! · L 1 < E que es equhrah·nh • l • ' e f (•) 

< l +e , expre~ ~~ ia fu~l6n f esti por encima de la recta y • l-e 

. ' "J, • 

, . 
·l .;: j 1" r;:.· 

.,, 

1, 1,_· 

' ' l~ ·-

~ r, ,. 

:r-

.>' 

1: ·.: 

. ' 
:·1·: 

·.:.: 

;, 

e 

' ·• 

~' ~ 

, 

1 
·t 

. ; 
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5.- El valor del Hmite de la f~o:ni:l6n_ • . : • (L) 

6.• El valor absoluto de la diferencia f (" ) "' L. 

Se observe que ~ra CLda ~lor 1 x - • 1 de la tabla, .. tsto Un ~lor 

de 1 f ( x ). ~ l 1 y ~tlllbos t lcnden a cero. 

Lo que se quiere es. hacer ver que dado Un e, se puede encontrar un 5 

tal que: 

·l3x•2•13 < e cu .. ndo 1 x s¡·. a 

Como J 3x- 15 1• 13 ( x- S ll , si se da ul'l e, se Úa•"sl~~pl-nte• 

5 • e/); entorCes, st 1 x -: 5 1 < 6 • c/3, se encuentra que ) 1 Jt .. S 1 _< e, 

que equivale al ruu1tado buscado·, !3x- 151 < e 

EJemplo JB.- Trazar una grlfl~ de f ( x 

y encontr.r un c5ta1 que 1 f ( x) - 1131 <0.01 

x+l dondex..¡.-2 

sllx-71<6 

. SOLUCIOH: 

L8 grlflca esti Ilustrada en la figura 12. En la deflnlcl6n •• tcndrJ-

1 L • --
3
- y a • 1. se debe encontrar un Intervalo de x en torno de a • 7, tal 

que la gráfica se encuentre ·en el rect-'ngulo adec..,.do. Le func:l6n dec.r~• MO-

n6toname.nte a 111ed ld.ti que se avanza N e ia le derecha. y por tanto, al leva!!_ 

tar rectas vei--tiCa\es e~!'l'" \.M pu!'ltOs ·en q~,~e las rec.u~' y .;··o.J;/,¡; y • 0.}1, -­

cortan a la curva, se obtiene el myor·l.nterv.a\o posible en el eje x. La In.;. 

terseccl6n de diéhl!~ r~t~si c'oñ 10 cUrvi 'i-ePresenf"atlva de ta funcl6n, se •.2. 

cuentra resolviendo.:\· j ~ •i ! i ' 1 J~ ' • H (n 1 

. 1:. j ~~·~ : ! ., ~· \. 3• l • (. • o. 3'-3333 ''! :. : .... . , .. •• •• 2 .' 
,., 

3 • l - t • D. )2)3)} 
x1 • 2 

y despejando x. 

Oe (A)' ~- 0.313333 ( ., • 2 ) 

¡( 

, .. 
'• ,, 

.·: 

.. , 
¡, !! 

t ~ 

!":f! ,,. 

'· i 

" 
> ., ; ' .r 

' ·' ,., 
,, .. ; ' 

~ ' 

" 
(A) 

• • • • (O) 

~o 



., . 8.7)786~ - 2 - "1 - 6.7)78~. 

De (8): 3 • 0.)23333 <•2 •2) 

x 2 - '· 278351 - 2 - x2 - 7.278351 

y 

.,'----:-,.:::'-'.,':u:----,:'----~ -+-l-_,-----'_ X 
V""' a. U ltlr• 

F ICO 12 

En la fl9ura 13, se· MUestran estos valores a une escala ~ ampllflc.• 

cUi. puesto que la furw:l6n decrece rror'l6tona_r.~ente hacia la derecha, un Valor·!.. 

dec.u.~do pua i es O. 25. 

vldente~nte ~amblEn se 
1 

ra, pero Mis ~"90Sta. En 

ya que si la func 16n se encuentra en un rectJingulo ·!. 
encuentra en un rectángulo. similar de la mi~ altu· 

otras palabras, se cumole: 

jr(x)•l/31< 0.01 CUIII'IdO 0 < (x ... 71 < 

[JM~t?IO 1!.- SI f (K ) • _.J@':;.~·.,:.·=-.2~2- • a • 2 y e • o.ot 

0.25 

·~ 2.-

Detemlne un núrM:ro 6,. o. tal que se c~l• la deffnlc16n de 1fmlte.• 

Dibuje ~na gr,flc• apr~lmada. 

!l.IUJCION: 

U funcl6n no ut.l definida para x .. 

' < • l • -'--'&"'"'•-·_,>...L_,!=&:''':"•~•::......2c.L.l -
(x-2)(/20+2) ( • - 2 ) t,ll;<'. 2 ) 

---: 

L • 

2 { X • 2 

• - 2 Hl'l<+zl 

( • l.J . 2 r 

·~ 2 /S+ 2 
lt• f ( • l 

• - 2 

i • Ho --"--
x•2 ~·· 2 

1 .T •l 

'La ~rlfJca de es~ funci6n está dibujada en la fi¡ura 13 en donde t~ 
blén se representan las rectas 

o.S/ 

'1 • l + e ~ o. 51 
1 

__ Q • ..1_ ______ _ .. ,, 
; ~· 

L ... e • o.r.g 

i 
.. ¡¡,.,..,.! 

' 
. !.;.: ... 

t8'tl /,8$ te 1.8 2 2.1.,. .... ..: _ J4UI 
(..,; 

13 

2 
l+c•O.S1 (Al 

' L - e • o.t., (8) 

Oe~pejando de 1•~ ecuaciones (A) y (B): 

~ (A) fr.2
1 

+ 2 • -;;-2,_-y- "1 o. 51 

... : 

e •. 

' r,;¡' • • ~-1 

1 . 

{ ! 

1.,2157 por lo tanto :~ 1 ).692~) 

., • 1.84621 



Or (8) 12x2 + 2 • W ¡ lrx"2 • 2.08163 por lo tanto 2x2 • lt.)3)1' 

~2 • 2.16660 

Puesto que la funcl6n decrece 1110n6tonarncnte hacia la derecha, un wdor 

adccudo par• 6 es 6 • ó.TS , ya que 1.8!t6 < 1.SS y 2.166 > 2.15 

E!~lo 20.- Demost:ar por medio de la ceflnlcl6n que: 

Hm lit , 
X+ 1 X+ J --2-

SOLUCIOH: , 
·Se t lene que l • -

2
- y a • 1. Debe demostrarse _que para cada e > O se 

puede enc"ontrar un 6 >O, tal que: 

, 
-2-I<E 

. cuando O < 1 lit - 11 < 6 

Para formarse uru~ Idee del aspecto de la funel6n, se t_rata la gráfica· 

(flvura 1~). y de esta se ve·que la f~nclón es mon6ton~mente creciente. Esto 

u Verifica ucriblenc:lo la Identidad. 

1/( x + 1 ) c!ect;ece,por tllrto, 

1 • ( 1/( JI.+ 1 l]crece. 

' Supón;ase en primer lugar que e < 1/2, entonces, L +e"< 1 y l-e >0 

puesto que l -

y -
, 

T 
(A) y (BJ. 

' 

• En seguida se deterMinan les puntos en que las rectas• 

1 
y • -

2
-+ c.~ortan a la curva, resolviendo las ecuaciones·~ 

1 
---E 

' 
• • • • (A) 

• • 

X+ 

, 
-,-• E 

La ecu.ec.l6n (A) da:· 

Similarmente la: ecuac 16n (B) 

• • • • (O) 

lit • .<+-e)( x + 1 ). o su: 

1 , 
--2 +c)lit•--2 -.e y , - E -,-. - !!i ., -,- • E 

-da: 1 -,- • E . - , "' •2 -,- t 

Tomando 6 Igual a la menor distancia entre 1 y litl Y entre 1 y x2• Se-

puede verificar que 1 x1 es menor que x2 • 1, por tanto: 

- t 

d • 1 - lit' • 1 - -,- • t 

y 

X• 

•. 

. ,. 

·z E 
1 

-,-. t 
+ 2t 

e 

...L--l( 

F ICi J4 

' . 



' 

Observacl6n. SI bien la deflnlc16n bJslca expresa que debe eneontra~ 

H un c5 ~ra todo e , en realidad se ob~erva que uno yez encontrado un 6 P!. 

u1 un ~eten~~lnado e • se puede emplear el ll'ha> 6 P-.ra todos los e myores. 

'~trlcaMente esto sl9nlflca que una vez que se sabe que la funcl6n se en­

~entr~ en un rect,ngulo, evidentemente est' contenida en todo rect,ngulo -­

del Mismo ancho-pero de Nyor altura. 

11.). LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE Y LA FUNCION IDENTIDAD. 

LIMITE DE LA FVNCIOH COHSTAtlTt. 

Para determiMr el l~mlte de esu funcl6n recuérdese que la'funcl6n -­

constante e'saquella que no varfa, o sea. que conserva su calsmo valor .para to­

do vaiOf' ~e la variable Independiente, es decir: 

f - { ( )11. 1 f { • li 1 lt E Of; f { . ) -. ) • • •• {A) 

cuya griflca se muestra en la siguiente figura~ 

·. 

y 

• 
• 

• X 
fiG 15 

Oe esta miSI!\S gr.Hica resUlta obvio enablecer la siguiente proposlcl6n'! 

1 rm ( ( JI. - 1 rrn IC. - IC. • • • • { B) 
..... x•a 

Para demostrar la proposlc16n (B) •• tomarl como bese a la deflnlcl6n-

,;., 

J • • ... 

de l(l'llf~e. establee Ida en el tema antel'"lor 11.2..; esto es: 

O<lx-a < 6 

ccmo es fftcfl -..er, sea cual fuere el n··-ro • > O s J 1 ~· .. ~ u que e esco a, 1 ~pre s~ 

cederá que ¡r ( x) -k les M.nor que cualquier e> O d.do. por pequel\o que 

este sea. 

Teorema 11. 1.- "Lfmlte de la Funel6n Constante 11 • 

HipÓtesis: f ( x ) es ur-.a funcl6n cCX~stante. 

Tesis: El 11mlte de f-( x) cuando x tiende a un número a cualqulera,­

_es Igual a la constante. 

Esto es: ST f ( x) • k entonces 1rm f ( x) • 1r~ k • k . ~. ••• 
LIMITE DE LA rUNCION IOENTIOAD. 

CD!' un proceso .anál09o al punto anterior, recuérdese ·que la funcl6n 1• 

dentld.ad es aquella cuyo ~alor es ~ectamente el mismo que el que adquiere­

la"varlable Independiente, es ~~!r: 

f~'{( :t':r_''. •.'I._(x'E:~~;·:tr <" l :.-~·-> ~ ·t ·~· 
" ··! ' ' ' 1 •. · ,cl •• 

la _gr,ftcA se m.testra a cont lnuac 16n. en la flgura 16 • 

ll•l 
R ' j; 

. ..::, e ; ' 
.. .. ' ' 

Ul' '• ' 
,,, •u ' ·1 '' 

,, 
' ' ' 

~ ¡; 

~ ~ ' •·' . ; 



de la gr,fl~ se puode observar que se cumple ta siguiente Igualdad: 

t r. , < x ) - 1 r. x - • • • • • (A) 
X • a Jlll +a 

Se ccmproberi la veraeldad de la Igualdad (A} recurriendo a la deffnf-

ct&! de 1ft=~fte 

ta 1 q'Ue: 

. . . . 
1 f ( • l - al< < 

asf debemos encontrar un ~ro 

siempre que O<Jx -al< 6 · 

d4do que f ( x) • x se tiene jx- aJ< 1:•6 

6 ,.o para ~da <>O 

Por lo que para cualquier & >O d.do siempre 3 un 6 • t:. >O que c\111•­

pla 'Ju c.ondfcfones eStabJ.ec:.fdU de t.z~l t:'i!ll'\er8 que J (m f (X ) • J r111 X • a . +. • •• 
Teore1M 11.1. "Lfadte de la func:16n Identidad" 

Hlp6tesfs: f ( x ) es la func16n Identidad. 

Tesis: El 1frnl~·e de f ( x) cu.tndo'x tiende a cualquier número a es 1 .. 

gtU~l al número a. 

Esto es: S 1 ! ( Jt ) • Jt; entonces 1 (m f ( x ) -· 1 (m x • a • · 
••• • •• 

JI.~. TEO~~AS SOBRE l!K1TES. 

En. el lnc:lso II.Z. del presente caprtulo se esublec16 el conce!):tO de 

11m1Íe de ';'M funcl6n y secalcularonnutné!'"ic.a:!'lente algunos ejemplos de Hmt• 

t~s utillusndo _diversos artificios y l!'llln.lpulac.lone.s algi!!brilc.as. El estudia!!. 

te escéptico-se dará cuenta de que cada una de ellas ne¿eslu Justificarse 

aún CU~~ndo ..uchas de ellas parecen obvlu. Por este motivo, se expondrán a 

contlnuac16n los teoremas sobre lfmltes qye sirve~ de base p.era el cA:lculo 

de 1 r1111 tes de funcIones. La correspondiente demos t-rae: 16" de estos teoretMs -

se presenta en un .anexó al pre'sente capftvlo. 

Teore:N 11.).- "Unlc ldad de los 1 fmltes. " 

HipÓtesis: Una funcl6n f ( x } est' definida en un entorno del punto -

X • a • 

·' ~-. 

; ~-

Tesis: Esta fun::16n .no puede tener dos Hmltes dhttnt~. cuando.x ·­

tiende ~1 valor a. 

Teorema 11.11.-

HipÓtesls: Una func.16n f ( x) es posl.tlva o nula en un entorno d•l 

punto x • ~ 

Tesis: El lf~T~It'c de f. { x) euando ~tiende al valor a. no puede ser • 

negat_lvo. 

Teorm4 tt.s.-

Hip6tesls: Una fu'""l6n f ( ·x) es negativa o nula en un entorno del. 

puntoX•a 

Tesis: El lfm!te de f ( x ).cuando x tiende al valor a, no puede ser 

posl t.lva. 

Teorema 11.6.· "tfmlte de u,. SUfl'll "· 

HipÓtesis: f ( x ) es la suma de un número finito de funciones de x -­

q\.le tienen Hmlte cua~o .X tieNte al número a. 

Tesis: f ( Jt ) tiene lfrnlte cuando x tiende al valor a y dicho H111t8• 

es fg~l a la suma de les lfrnltes cuaNto x tiende al número a.­

de l•s funciones ~uMadas. 

Esto es: S~ f ( X ) ~- .' l ( X ) + f 2 ( X r·• 
' . . r. ' ~ . 1 .· : ' •• · ~ 'l . ' -: . ~~ ' 

+ ' ~ ;n (x).ysl---
fo' '• 

.!LI 

U m f t' ( x ) • ll , ) ("' f 2 ( X ) . • l t · · y 1r~ fn ( x) • lft 

• + • ••• 

·En'toftc.es: 1:rm r'"'(~x·)'~ ¡'·rrii t~r< x: ;) +¡ ., 2 ( ',( .. ,. + r.. 
·~ a.(l. .1( ... 

·1-: ( . :1"! 'j ' \ • _,,. !! ~ t 

Teorema 11.7.- "L(mfte de en prC'oduc:te." 

" L .' i ,, 

x + n 

;'"+fn(xl)l· 

~. t 1 ~ ... + Ln 

Hipótesis: Una fu!'IC16n'.f ( x) es el producto de un. número finito de -

funciones de .K que t lenen ltmlte cuando" .K tl~nde al -walor a. 

Tesis: El lfmlte de f ( K } c:u.ando x tiende al· número a existe y es ¡ .. 

gual al producto de los limite$ en este punto de las func~s-

;¡ 

. ' :1 !¡ ' ' 1 r .. l 

,,, '. 

·!• 

;".-. 

. . ·, ~ 

·, 

.. ' J r. '· 
'. 



• 

quo se ~ultlpllean. 

Esto es:_ si f ( x} • f
1

·( x} 

Ysltr .. ~1 • +. ( x ) • t 1, lfm f 
2 

• + • 

f2(x) ••••• f.(x) 

( x ) • l , ... lfm f ( x ) 
1 x ... • n 

•ln 

·'.<•>]· ••• [
f
1
(x). . .. f2 ( • entonees: 1 f11 f { X ) • 1 fl!l 

• t, . t, . '-J •••• Ln 

Corolario.- El 1T•Ite en-un punto_ del producto de una constGnte por uM 

fund6n es tgu~-1 • la constante atJ1tlp11cada p« el Hmlte de la funel6n en -

ese punto. 

Esto es! 1 fm (k f ( X ) ) • lt 1 rci f ( 
X +a X ...-a 

X ) 

Teoretna 11.8.- "Lr~:~1te de un cociente" 

Hipótesis: f ( x ) es el cociente de dos funGiones de x que_ tienen 1f­

•lte cu.ndo x tiende al núf6ero • y el lfmlte del dencnlna•­

; dot no es cero. 

Tesis: 

Esto" es: 

El Hmlte de f ( x ) cuando x tiende al númcr~ .•• existe, y es 

Igual al cociente de los 1fmltes de dichas _funélones _en el pu!!. 

to 1 nd lea do. 
\ fl (X) 

ti f ( X ) • f { X·) . 2 
; Hm"f

1 
( x) • L1 

X+ 8 

1rm f
1 

( x} • 1.
2
+ O entonces: 

X •a ·1 

lrmf
1

(x) 
l x•• -h.,_ 

1 f• f ( X ) • j fm f ( X } • l. 
X+8 x.a2 2 

y 

l2 + o 

TeorefM t t., .• 

HipÓtesis: DoS furclones de x, f 1 ( x-) Y f
2 

( x ) tl_enen los.mhlftOS • 

valores para valores Iguales de x en un entorno del punto• 

x • • y t
1 

( x) tiene Hmlte cuando x tiende al número a. 

Tesis: lA funcl6n t 1 ( x_) tiene lfmlte cuando,.. tiende al número a y 

L 

. ~ ' ; . ......... 

' .~' 

'r' 

este l!mltc es lgu~l al ITmlte de la funcl6n ': ( x) en dicho 

punto. 

Esto es: SI f ( x ) • f 2 ( x } ~ x e a - 6 < x <a+ 4 y si 

1 rm f 
2 

( x ) • L entonces ex 1 ste: 1 fm f 1 (" • ) • 1 rm f 
2 

( • ) • L 
X • 8 • Jt + a 

Teor~ 11.10.-

HipÓtesis: Para un entorno del punto a se tiene que 

t 1 ( x) < f( x) < r
1

·( x ). ad~~. f 1( x} y t 2 ( x )_tienen lf•h• cu.ndo • 

tiende al valor a y su~ lfnltes son lg~les. 

Tesis: El 11mlte cuando x tiende al número • de la funcl6n f ( • ). ~ 

xlste y es igu11l al tf~:~ite de las funciones f 1 (_x) y 12 ( x) 

en el punto considerado. 

Esta es: SI f 1( x) < f Lx} < t 2 ( x) -v-X e O< 1 x • • 1 < 6 

Y_ si trm f
1 

( x) • Hm f
2 

( x) .• L, entOnces existe H• f ( •) • l 
x•a x•a x•a 

Teorr.m.1 11.11 ... 

HipÓtesis: n es un ñ~ro entero posltiVQ y o1 H.r.ito de f ( x} cuan .. 

do x tiende Bl valor x • a es positivo. SI n es positivo. o 

: .. :b¡e~n dicho llmlte u negativo o cero si n es l!llpar posltl-1 ' 

1· 

Tesis: 

Osea: 

.vo • .._.:~ ~~~ ···~!··e 'l 1 ·: ~- '·'"'-! .-:. 

Er, rmlte de ~·~,.rirz ~nistrm 
1 1i>r ~ ,;'j es t'g~l!a'l~ =rúi. 

de f Cx ) cü.8'ndo x tiende 81 va• 

e~sl~ del lf~lte de f ( x) en• 

'ese punto.· .. 1. ":.t ··~ ,. _¡ 1 

SI 1 rm f ( x ) • L. entonce1o trm "lflKJ' • 
X • a X • a :&~!~ .. ' (. ) • 

"1 r 
Los sl9uentes ejemplos llustran_la apllcacl6n de los teor~s anterlo• 

res. Para Indicar el teoretrWJ del limite que se etti usando. se t..ri anotando 

' ., , •. ¡'- '"': '·~!·., -:. :t 1·"'1;¡ 

, !'" 
., " . ·' 1: 

'~ .j t •L : : ,,. •p: 1 : r •.' s 1 

" 
( 

·¡ . ,¡¡r~~ .. , ; . 
-· •• ; 1\" ' 'l'' . ,, -, . ;·· 1' ,,,;:: '" ' ... ' " i ¡' 

t5 
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1• abrevlatur• 11 T 11 , segoufcl'e por el nGmero del teoret~~~. 

EJI!rlttlo 21.• Encontrar' el valor de: 1 fm ( x 2 + 2x • 1 ) 
• • 2 

· .... 

rr~ < •2 
• 2x • 1 l • 1 rm ,2 + 1 rl!l 2x ... 1 fm 1 •••• (T.rt.6) 

• :.· 2 

·~ .~ .... ·--··- -·· 

x•2 

• 7 

.. z ... 9 
EJe,.,lo 22,• Ercont,.er el 1 frn

3 
1-"-.,..:.""----

x • • 2x + 7x + 3 

• 1 ,., 
JI. ·-3 

2x 
2 

+ 7x +: 3 

+ 1 (r.¡ 7x • 1 rrn 3 
X -. •) X • -) X .. -3 

J (m X 1 (m X - 1 (m 9 
X .. -3 X ... •} X • -3 

2 1 (m X • \(m X .• 7 1 fm 2 + 1 (m ) 
a .., -) X • •) l'l ~ •) X .. •) 

./,.._-_,_2==3==) ~(~-~---3-.L-,~-~.l..,-=_·_-_·_· ==~~-· 1 (·3)( 3)+7(·3)+3 

-j,g:;l+) 
• o 

o 

(T.II.I) 
(T.II.]) 

(T.II.2)· 

(T.II.II) 

(T.11.8) 

(T.II.6) 

(T.11.7) 

(T.11:zl 
(T.II.I) 

' 
1 

......... 
1;• 

·~· 
1 < 

'·. L. .. ___ _ 

lo obtenido representa une fndetermlnad_6f,, lo cual carece de sentido; 

sln etrbargo, esto no slgnlflea quo el lfl'lllte bvseado no existo. La furw:l6n ... 

para la cÚa1 se troÚ-" de eñcontr-or s~ lr:!!lte e~tido x .... J, slmp_lemente no 

estl definida para ese valor de x. por lo tanto para x..,.. .. ) se puede utll! 

%ar la siguiente trasformae16n algebr81ea, apoy~ndose en el teorema 11.9 • 

; (x+l)(x-3) •• 3 
7x + l 2x + )( x + 3) h+ 

· entonces: 

·j-<.,l .c.· ,.t.l.,_.' .·/ t . -6 + 1 
/.2 2 Hm .-l;¡~¡..c..._z._ __ 

x • -Jv2x + 7x + 3 

Ejef'lplo .23 ... En~:ontra"r e1 valor 

En este problema, al Igual que en ol ejemplo anterior no ot posible •• 

p11car el teorema 11.8 al eoc:lente ya que el tfml.te del c!enet~~lnador se anula 

cua.,cfo x +·Z· Sin embargo, faetodzando el numerador u tlen~: 

'. 
2 

·(·x • 2 )(.x· -'2x +" .tis r: (T. !l.,) 
. )( + 2 

Este c.oc.lente es,( 1~ 2 ·.·_:)~:+ 4.) .st x·+- • 2 ( Y,• que slx + • 2 se • 

puede dividir numerador y denominador entre ( x + 2 ). tnton~:es la so1uc16n­

• este proble~~W~ se tona la siguiente forl:'8: 

Hm )tl + 8 • 1 rm ( )(2 h + ~ , sfendo x + • 2 
X _,. -2 X + 2 ,1( .... -2 

trmx2 " lrmzx+ lrm.r. 
X • •2 X .. •2 X + •2 

• 1 r/!1 x 
X _,. .. z 

1 rm X - 2 1 (m X + lt 
X ,. -2 X ••2 

.,:y·,, 2)•2(•2)+, 

12 

.. , ' 

( T. 

( T. 
( T •. 

( T. 

. - _ _.-; .... ...:..:..--~~--.. ---·--··"..:...-;-··-~...--~.:...... .. _ _:. 

11. 6 ) 

11. 7 l 
11. 1 l 

11:2 

e 

i6 

.. 
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11.5 liMITES LATERALES. 

Al estudiarse el concepto de \f~ite de una funciÓn 

1 í~ .. 
11 

f(11)
1 

se hho especial IJ'O("nc16n de que Interese anal Izar· los valores· 

qu~ pu~d• tomar la' variable !ndependente x en un Intervalo abierto Que e~· 

tiene •1 v•lor ".a" pero no en" a'' mi~rr.a. esto es, en valores de a pr~·-

""'' . a " que S9n ~nayores que " a " o menores que '' a " ( es dec 1 r en un 

entC'·· rN!ucldode "a" ),'Sin ~~rgo;'~supÓngne·por·ejanplo,'que se ti!_ 

neb1..rnci6n: ··;¡ 

f 5 

Ya qua f ( )1. :) no eS: ti def 1 nlda p..r• x · <· "), la. func: 16n ño se 'def lne 'en 

cualquier Intervalo abierto que conteng• a). De aquf, se puede consldenr: 

11• 
X~ ) 

5 no existe 

Sin. embargo, si x está restringida a valores mayores que), el val~­

dr fx=-r se puede hacer tan cercano a cero con'IO se qu len tonando x sufl­

cienterrente cercano • 3, pero mayor que). 

En un caso camo este se hace que x se aproxime • 3 por la derecha, y -

entonces se cotnldc:r• El LTmlte lAteral Por la Darc<:ha, el Cual u define-­

f~lmente a contlnu•ci6n. 

LI"ITE lATERAl POR lA OEBECHA. 

Conslderinse una cierta función y • f ( x) donde x;est~ definida en­

el Intervalo •bferto (a, a + h ) , d~e. h t IR y h > o; _según se observ• en-· 

la flgur,a 1]. 

1
1 fO!) : 1 •• 

' ' : ' 
' . 

' ' ' 
' . ' 

t • 
' . ' X 

) 
,' 

Se die~ que el Hrnlte de f f • ) cu.ndo.IC u aprrutlma a 11 a •• por la -

derec.hl ea t
1

• y u denota: 

1 (m 

• • •• 
( • ) • L¡ 

SI pa.ra cualquier C >O, ulste un 6> o. tal que: 

' 1 f ( • ) ll e [ siempre que 0< .... a< a 

' 

••• , (A) 

• • • (B) 

lrlóteSe que e., {B) no hay barra5·de nlor ,absoluto para •- a. ya que -
:< . 

si ~ > •· • - a ~O 

S• slgu• de la c~pr•si6n (A) para el ejemplo aNIIudo. que 

.. -
Si al considerar el lfmlte de la func:lón, la warlable Independiente a­

.es~ restringida a valores tnenores que un número 11 a ",decirnos que IC se a­

proximo a "a "Por la Izquierda. entone•• el .lf•lte •• llama 1T1111te lateral 

por la Izquierda. 

LIMITE l4Tr~~L POP. LA IZQUIERDA. 

Considerins& 11hora la miSN func:l6n.y • f (- x·), pero" x "en cAf'!bio­

deflnlda e~ el lnterv•lo (a - h, a ), donde he 1t '1 h > O, ugún u nJcstra 

en la' Fl~un 18. 

ly 

' 

~ ; ' 

L• ~--~L 
- h 

e - • X 



·' ,. 

( ···:-· .< 

•1: .. ~ ·:' 
,¡ ••• 1 ~' ~ : 

Se dIce que -·1 1fm 1 te de f ( x ) cuando x •e aproxiN • ,¡ a " por !• • 
lzq~o~lera es ~· y se denota: 

H. f ( X ) '"z (<r 

X+ O 

r • ~· .,, ~ 'j: . .-¡ ! •. ,, 

~1 p.~n c~lqul.~r ( > o.!,cxl~tc.un .1~ r ~,· .~··-.q~~~ 
1 lf ( X ) ~ .: 1'< e· sl~rc q~ o<~ a - x '< li'· • ~' (D) 

' Se puede ahora llaA~~r el lf• f ( x). l..(mlte Bilateral. 

1 " .... 
i 

o no dirigido, pera distinguirlo de los lf~ltes laterales. 

Tecrl!1'\8 11.12.· 

KlpÓtes(s: f ( x) tiene lfmlte cuando x tiende al ~alor a y este lf•l 
te es el n~ro L. 

lesls: Los Hmlt~s CI.Mindo x tler-odc al nGrnero "! por le Izquierda y por 

la derecho. existen y a~bos son Iguales al número L. 

Lll lnurpretac.l6n geanétrlc:a de lo <Interior se n.~cstra a c_ontlnuacl6n­

dondc puede Observarse que x puede tender'~¡ número •• • "bien sea pOI'" la d!. 

re<tw. o bien por.la Izquierda de·,. a'", tenlér"odos'e para ambos casos la posi­

bilidad de qUe los ITmltes s~n diferenteS ( l
1 
~ l~ ). Ver figura''· 

L•ú 

• 

y . y ·J 1 - 1 

1 1
- 1 ' 1-

. •• 1 1 .. 
·¡ .. - • .1 .-· ' 1 

___ ,_ - 1 1 
·~·-. ' 1 : 1 + 

' . . ¡ :---, 
¡ + 

a·lt a d"h 
F\6 lllta.\ 

" 
X .1 

1 

; - 1 1 
•-Jo • ••h 

f IG t~(\) 

~· ' ..... 

• X 

) 

En la figura ''la). l 1 • t,_: 1 r .. f ( x ) • L1 • L
1

• en c:alllblo la ff~ra 
1"bll

1 
-+ l o por 1o tanto: X • a z 

EJe~Tio 21t'-

a) Trazar la 

b) Ercontl"llr 

SOLUCI OH: 

lfrn f ( ~) no ulste. 
X•O 

s .. huna funcf6n deflnldll por: 

h ( X ) 0 

{

Zx + 

10 .... 

vr"lc:a de h. 

el 1r. h ( • ), si cxhu. . . ) 

••• <.' 
si • ~ ) 

a) Un dibujo de la g:riflc.. se .uenra • contlnuac.16n en le flg¡~o~ra .20. 

'' h(•) 

b) lf• h ( X ) ... )'"' 

. 
• 

-1 X 

FIG ~O 

Hm ( 2x + 1 l- • 7 • l 
... )"" 2 

Lr• h ( x ) .. L(.a ( 10 - x ) • 1 • L
1 • X o) ,. .. )+ 

Según el Teor.,.. 11.1.2., C.O'IO L1 • L • H• h ( x) existe y es I;~U~1 al z ,. ... , 

( 

iS 

r 



tJ~Io 2~.- S.. 9 une func:l6n deflntde por: 

r· 2 
t 

• ( t l = S 
12 t2 

Tr•ztr la gr,flca de g. y encontrar tfm g ( t) 
t .. -2 

SOLUC ION: 

si t e ·2 

si t • •2 

si t > •2 

U grJifica de la funcl6n g.es la que se ..uestra abajo en la figura 11 

9W 
-- •• 1 

·J ·z ·• o l J 

t r. 9• ( t l • 11• J, 12 - t
2 l • 8 • Ll 

t .. -2 t • ·2 

'r. 9_( t ) • 1 rrn ( " • t 
2 

) • B • ·l z 
t .. ':2 t ~ ·2 

Por Jo tantO por el teorefU 11.12. IÍ111 g ( t) eJdste y es 19\fa! a 8. 
JI. .. _2 

MOtu~ que 9 (- 2) • S. lo cwl no afecta al 1(11\ g ( t ) 
t - -2 

. •. 

E)ftftplo 26.- Consldlrue lo slgutente fl.irw:.16n f. definid,. por: 

f • l ·{' + 2 
1 2 

- 2-r • 3 1 < r i 4 

- l < r! 

Investigar si u.lste 1 (m f ( r ) y. trazar lA gr8flu de f ( r ) 
r ... 1 

SOWCION: 

· .,.,. r 
r .. t• 

r ) 1 ( 1 2 l ·5 
• 1111 • T r - 3 • --2-

' • 1 

11m f ( r ) • lltn r· + 2 ) _. 3 • t 2 
•• 1 r. 1 

.• ll 

f'or lo tanto CO'IIO L1 + l 2 • 1 f111 f ( r ) no existe. Ver flgu,:¡, 22. 
ro 1 

l • 
F IG 22 

EJ~Io 27.- Para la siguiente función dad. por tres reglas de c~res 

pondencia. deter111in.1r !01. llrnit~~ de dicha funci6n p.itra los p\lntos en que 

a •- 2 y a • 5. K&cer un dibvjo de la gráfica de la funci6n. 

• 

.. ·""' 



. {' + 3• + 2 para • A. S JI. S ·1 
f(•) •3 pan • 2 < x !. 5 

2x '"' 13 .... 5 < • <. 10 ... 

SOLUC IOH: 

Se P\olt:de lnldar con el trua de la grUica de_ f ( a ) para UNI ~Jor 

Vlsuallucl6ro del proble«e. ~al y e~ se Ilustra en la figura 2), 

r· 
~ 
' • 
' 

1 , , .• 

·• -· 1 

~ ••n 
a) Viendo '11 se CUI!Ip 11e el teort-1'1111 11.12. •1 e • •2 

1 Ífll f ( ll ) - 1 r. ( • 3 l - • 3 - l' + + ••• • - ·2 

p,... r ( ,. l 1 flll { 11 ' • ~· • l ) •• - 6 + 2 .. o • l2 -. . 
••• "" .. •2 

Por lo tanto CO'IIO lq-+ l2, lífl'l r ( 1t.) no e,..lue. 
11 • -2 

• 

., 

' .,,, 

b) Para a • 5 

1í• f ( )( ) - Ir!!~ ( 2x - 13 ) - ... -) .. l, 
+ + 

X,. a l't • 5 

Ir• ~ ( • ) • Hm ( : 3 ) • • 3 •. ~ 
,.__. a A ... ) 

por lo tento como L1 • ~ • 3 .• el lfmlte existe y '41e: 

1 ím f ( lll ) • -... 3 
• -S 

,_ 
' 

11.6. CONTI!rl.IIDAD DE UNA. FUNCIONEN UN PuNTO. DISCONTINUIDAD RO.OYI&LE. 

TEO!\Ef"AS SOBRE F'UMC 1 ON~S CONTINUAS. 

En el l~lso 11.2. se anall%6 el significado de lfmlte de una funcl6n­

en un punto y se t:'lcrlbl6 su deflnlci6n con la exprosl6n (1} que se repite· 

a c~tln~cl6n: 

1 (m f ( x ) • l • • • • (A) 

• • • 
fl.e<ordando tarr:bi~r- oue no 1!"5 n~~arlo tO'!'oer en C1.1enta el valor de la• 

furocl6n f, cvando k • a: ¿e hecho, p.Ha t:~vcl'\cl~ cxpresiol"'es la fvncl6n no es· 

ti siQuiera definida en 10. • a, 
' . . •. . ... . . " . ,. t 

tn ele ~il~ lncl5o, en el ejemplo 13,. se consideró la funcl6n f defi-

nida por la e~uac;l6n:~ 

f ( • 
2 

h • '- ~' t ( h •) l( X+ 1 ) 
X + \ X + 

' 1: ; ,.;, <· 
Ahf rnl5r:-o sa-cb,.erv6 que·ta,1:-fu~16n·e5t.!i d~rlnld-a para todos los wl.2, 

tes de k, e~~tcepto x • - 1, para el cua tonto el numerador cOmO el dencr.~IN"' 

dor.¿e la fu~l6n se anulan. Un dlbvjo oe la qr,flca de todos los puntos de·. 

,. re<,ta.,- h .. ), u.cepto el { -1, -s·) se l!'t!Je1tra 'en la figura a . 
(n ella, preci5AI"ente, hay v~ r>Otable" lnterrup<l6n "Cfl el punto 

(- 1,- S l y u~ dir' er.tc-nce5 QVC la funclél'l r p dl5ccntlr-w p.ar.a Cua!"do· 

e 
"1 ::. 

;¡ j·. ;< ~ ¡ . ;,. 

' . 
' 

zc. 

<----~ , __ _;_~.._,_~~-'----~-L-·--"------·~---'--·-----~--·-------



• .. 
En cambio si se define f ( - 1 ) • 5, la funcl6n queda ahora definida 

para todos los valores de x, pero aún hay un" salto" en la grát:lcil, y la· 

func:l6n sigue siendo discontinua en ese mi.srno valor, según se ,._,estra en la­

figura 2~. 

SI embargo, si se define que f ( - 1 ) • -S, entonces se dice que _la­

funcl6n fes continua para todos los valores de"· 

Yf•oo:J 

".oh·· 

• 

GU 

Deflnfcl6n: Se dice que la función fes continua en el valor al Df.· 

-siempre y cuando se cunpla lo siguiente: 

1 rm f ( • ) • f ( • ) (&) . . ~ . 
El que se c~pla la deflnlc16n anterior Implica que se cump1a las si• 

gulentes condiciones: 

1) Q\Je _f { a ) esté definida. 

2) Que"exlsta lf111f (x) . ~. 
)) Que 1 fm f ( X ) • f f a . ~ . 

) 

....-~., 

' 

" 

lasta-con que uM de las tres expresiones antef'lores u. c.a~h f><ir•­

que la condlel6n (~) no se cumpla, por lo tanto, 1o fu~lón f no sea contl• 

nua en el wlor a. La condiG16n {B) es neGe'>afl• y suficiente para Qut; la· 

func16n y • f ( x.} sea continua en a. 

[\cl:'lp\o 2e.- Sea f tef'!nid& Gct:'CI sigue: 

{ 

,2 + • - 2 
•• 2 

f ( • ) • 

, 

·st X -1- - 2 

si x • - 2 

Tr~zar '>u gr~fiGa e Investigar si es ccntlnua en el punto donde x. • • 1 

SOlUCI OH: 

En la figura 25, se muestra un dibujo de la gr,flu de la funcl_ón. en.: 

la c.uai hay un salto en el punto donde x. • - 2 

r 7 .• 
' • ' 1 • 1 

' 
1 , 

' ·' ,/,., • ' . 7 
• , -· ., ... ~-21 ..;, "ti 

:.ii: :.•:: :·1 • ...Y...1. 
1 ./ 1_2 

• ,, ,, 
_, 

'1 !·4 /i ,~ 
•• lS 

' :1 ,. 
! 

" 

'· '-· 

-------·-·- ----·-·----------



.. 
' 

lnvestlg.endo paso • P41SO la condlel6n de continuidad para M • .. 2 

f ( - % l • S por lo tanto •• Sa t f S face lo primera 

. 1 r .. f { • ) - - 3:. por lo tanto •• satisface lo segund• 

•• -2 

Pero •. c~ f ( - % l «#- .'1•.{ ( • l • la ter_cera condlc16n ·no 

Asf, se ooncluye que fes discontinua cuando x •-% 
E!emplo 19.- Consfd~rese la slguente func16n: 

• ( • ) - ~,2-·..:•'-2-l -
+ X - 6 

condlc16n. 

cond felón. 

se sat hfac.e. 

lnvestfguese si existe algún punto de discontinuidad en die~ funtl6n. 

SOUICION: 

~n la ·figura 26 se muestra un dibujo de la gr.fflca de la funC:t6n g. 

9(xJ: X + 3 

' X+X-6 • 
' • X + 3 

• 
' (X f3) (X-2) 

• 
• 

-· _, 
• 

• _, 1 

• 1' _, 1 

1 
1 PIC 16 

An.llzando la funcl6n g, se observa que ésta no se enCuentra definida-

.'1 

;. ··- . 

pare a • • ), por ~ntc. 

g(xl•-...!--
• 2 

'! 
1 

, p.a_rll x + - 3 

Esto se ve claramente como una lntertuP'IÓn en la grSflca de g, cuando 

a·• ... ), y uf, al no cuq:¡ollrse !a cor.~lclón.{ E!), se concluye que tal fun­

"c16n es discontinua para cuando x •- ). 

Sin embargo, exls~e otro punto de ~lsconttnuldDd, y~ q~ cuando x • 2. 

el denominador de la furc i6n g. se ·~nula no quedando defl,lda pana ese valor. 

Nuevamente .se corcluye que dicha furcl6n no es continua al no cumpll~se la -

coñdlcf6n (D} ahora para x ~ Z. Este. último caso, también se puede verificar 

observando el c0ff9Qrt¡¡mfento de g ( x } en la _figura 26. 

Ejemplo )0.- Su h definida por: 

{2x -) si ·~ 
z· 

h ( • 1- -+-1 si X> 2 

Trazar su g~lfica, e investl94r si se cumple la eondlct6n de contlnul· 

dad, en el punto donde x • 2. 

SOU~CION: n.:..r :l 
En la figura 27, se encuentna representad• gr~fleamente 1• funcl6n h, 

se observa que P:.ra e~ i ~: 2, hay ~~ 1 ntúi-~~·r6i. en d ~~~''gr.f;f lc.a ~ 
1• •' .i·_,. ;; ~., 1 ,,·r~ :,: · f ::· ~ 

oJ~· •' ·' ., 
i r; • 

pj!. 1 
1 

. ' 1 

__ , 

2 

' • 

. . -,¡.. ... 1!. . .. fiG 21 
,. ,. , .. , ;( . • ' 

• .- l· . : ·' ' ' ' . 
' 1 

.. 

. i 
______________________ .;......! ___ -- -~------- -·-.- -



Ahora __ Investigando paso a p.aso la condlcl6n de COf!:tlnuldad p_ara JC • t, 

se t lene: 

cl6n. 

.f ( 2) .• 2 ( 2) - 3 • 1, por lo tanto satl;face la primera condl: 

1 r. • 1 • l - 1 r. 1 :zx - 3 l - ~ - 3 - 1 

1 f~:~ h { X ) • 1 rm ( 
X • 2+ X .. 2+ 

1 • l -+ 1 r. • ! • l 
• h ~ l 

, se concluye que ·rrm h"( JC) no existe;:­

• ~z 
entonce!l la s~unda condición no se utlsh1ce y hes dlscon.tlnua para x • 2. 

Ejec.plo 31.- Dada la siguiente función: 

. {Jx • 1 
f ( • l -

. kx - 1 si x,. 4 

Encontrar el valor de la constante k que hace que la funel~ sea contl 

nua para .k - 4. 

SOLUCION: 

Para que f ( x) sea=contlnua para_x • ~.debe cumplirse ·la condlcl6n­

de cont 1 nu !dad. 

f ( ~) •·3 ( 4 )"+ 7 • 19 por lo tanto se cumple la primera co~ 

dlcJ6n. 

1 rm f ( X ) • 1 rm ( Jx + 7 • 12 + 7 • ·19 . ~~ 
1 r. ·' 1 • l - 1 r. ( 1ut - 1 l - ~k - 1 

X .. ,.. X ,.Jt+ 

.. • 

0:.'1,., •• 

Para que se cumpla la segunda c;ondfcl6n, debe cumplirse que; 

1 rm f ( X ) • 1 (m f ( X ) , O Sea 

X + ~-

~k - 1 - 19 por Jo tllnto k • 5, as f 1 rr:'l f ( X ) • f ( l ) • +' 
y f ( x) es continua en JC • ~. 

f)JSCO!fTP.'"!,t¡QAQ Ef""'"'Y!BJE• 

En los ejenplos anteriores, se han aro.all7..ado. funciones que prese.nten·­

d lscont lnu Jdad para a lgú~ ~nto • 

SI se analiza ddenldamente para cada caso, ia causa que origina dicha 

discontinuidad, !le p()Clr.lii observar que cuando la dlscontlnulad se origina ~!.. 

que f (a) 3, siendo"~' el punto de discontinuidad, existiendo lfl:"l f ( x ); 
X+ O 

o bien existiendo f a Y exlst l~ndo 1 rr., f _( x ) estos no son Iguales; o . +. 
sea: 1 fm f ( x ) -1- f { a , En esta sltuacl6n la dlscontlnulad se menci~ . +. 
Ccr!O ".Discontlnul~ad ~~vfble'\ ~e:_s, ~..,~.~-. r.:t:~ ¿eflnlr f, ( a.) • 1 rm f { X ) 

' , ~··' Í ' . X .,. • 

para ·que la citscontlnuldad se elimine. 
l : ... - ' l. 

Pero se ha ¿e recalcar que en esta forma se estarte definiendo, de ma-

nera ab~olut~; una :~-'.:'~e~~- f!Jf!C;IOO "; siendo la "nueva " función Idéntica • 

la ante_rlor. excepto en el punto x • a. 
' . 1 ' 1 •:·3 ~ . ' • : -~ • ' • .. • ,.- ¡ ~. ·.-- :: 

En ~1-caso.q~:~enla. di~ot'!_tinuibd sea originad.! por la no existencia del 

l(m f ( x. ); entonces esta discontinuidad· es lrremovlble y no se podrS ellr.t 

• •• 
nar de ninguna manera. 

EJemplo 32.· Sea la funcl6n: 

f (. l={ "';:;::..1_ 
5 . 

si x ..,.. -2 

,,~ ' 
" ' ;.,. ' ., 

' 
-· " 

.. 
' ! 

" > 
., :e 

.... •<. '• ~-~ ~. ¡_ 



estudiado en el eje!!!plo_28. Indicar· al le discontinuidad del punto en Q\,te •• 

x •- z es r~lble y en caso afln:~atlvo rer.>OVerla. 

SOLUtiOH: 

En ~~ ejemplo 28, se, puede observar ( figure 25 ) que la funcl6n f (~) 

present~ "un .altO 11 pera, JO: •- 2. /&.sf 111lsrno se puede ver que le funcl6n ..... 

ctr.~ple p~;ra 11: • ... 2, ·las dos_prlmeras partes de \a condición de c:.ontlnuldad. 

u· decir: 

1.- f ( _..) est! deflnlda_para JO: •- t y va~e f ( ... 2) • S 

z.- 11~ existe y valet l .... ) 
X ... 2. 

Pero la tercera parte, no se ct.r.tple. put!sto que: 

).-11m t ( x l ·Id(.· 2) 
Jt ..... z 

- l -+ 5 

la discontinuidad si es removlble. puesto que basta con definir f ( •2) 

) 1 y tarnbleri se cu;npl lr4 le tercera parte, c;~dando le fun:cl6n contlnue· 

pare 11. • • 2 s 1: 

{' 2 • • • • 
( Jlt h : • i 

l 

s .. •• func fcSn: 

g ( • l= .:•.,..•:....¿! __ 
)!.2_ + ... 6 

•• • -+ • ~ 
,, . - - 2 

• 
utudttde e.n t\ tJe-nplo 29. lndlcel'"' si to dlsconti111Jidad del punto-· 

~ que a • 2 es removlble y en ceso de serlo. removerle. 

SOLUt 1 OH: 

la func16n g t •} no tu~ le cbn 1• primera parte 1 t~1.ccr:'lo se .,t6 oen• 

el ejemplo 2'. 

Anellundo la fur.c.l6n pera le s~urde portal 

i 
•. , 

.. 

no ex.:ne. 

Obvla:~~ente, la fune16n tleroe UNI discontinuidad lrret'!!O'VIble. pueSto ...... 

q~e no es po,lb1e é.-:finír la fun=.!6n en x. • 2 y que su. lguel el valor del ... 

ltmlte. puesto que el ltmlte no ~iste. 

Las funciones continuas tie~n un·buen número de propiedades !~tan­

tes, algunas de las cuales son consecuencia de las propiedades de los ltml-­

tes. Aplicando la. definición de discontinuidad y los teoremas de limites en• 

tes vistos. se tienen los sigUientes teorema_s ?Obre funciones contln~s en­

un punto. 

Teorem 11.1).-

HipOtesls: f y 9 son dos fu!'!Cioi"lu continuas en »e • a. 

Tesis: 

2 

f + g es continua en x • a 

f - g es continua en 11: • a 

{ ) } f 9 es cont 1 nuo en ,; • a 

:''.·( 4 )_f-i:-9 "es contlfn.La tn 11: • ó, "sl~~re c¡ue g (e} +.O • 
~ ;: ' 

Se d~ostrar' la Parte ( \ ) de este teor~, p.ara Ilustrar el tipo de 
, t - , T 1 .• ,., 

demostra"d6n:reQuetld;·pil:-a cada parte, ya que y g son continuas en a. de• 

, ... 
l:. Hm f ( • ¡·' .. ' '¡ ( a ) 

• ~. !~'' 

..·· 
(A) 

1[~ • ( • l - g ( • ) (B) 

••• 
. Por to tanto, de ll!s ee.u.:~-:_tor.es (A.) y (B). y de 1 teorema 11 .8 se t lene: 

Hm f ( • ) + g ( • l •f(a)+!J(a)·· (<) 

• • • 
' l " ' ··r· ,. { 

.. ; 1 1 ' ' "';)_ 

, er ¡., ' . 
">:c,:<t '. " ' . 

.. -.... ~----·----· ~--·--·-·-· ·~---------



La ccuacl6n (C~ es la condición para que f • g sea Gontlnua en x • a, 

la cual proporciona la der.\Ostracl6n del teorema 11.1).1. 

. fe(lrvna 11.14. Una función po11no:nlal rs continua en tocio punto. 

Para demostrar este te.orema, considérese la función pollnorrdal f, def!. 

nid.e por: 

donde n es un entero no negatlv~ y b
0

• b
1 
••• , bn' son números reales. Con 

a pi icaclones suceslvl!ls de los .aor~s de 1Tmltes, se puede d~mostrar que si 

~ es cuelquler número, entonces: 

n n-1 n-Z 
1,ím f ( Jt ) .. boa + b1 a + b2 a + ••• _+ bn-t a+ bn, de donde se-

••• 
sigue qu~: 

1 (m f ( x ) • f ( a ) 
x.• a 

Teor~ 11.15. 

. HipÓtesis: f ( 1t ) • ...;<9-'+(_:x~­
h l • 

es uM funcl6n racional. 

TesTs: f ( x) es continua péra todo su dominio siempre que h-( x) .PO 

Este.teorefl\a se derrostrar~ en base a que fes una función. raelpn~~t, la 

cual puede ser upresada cerno el conclente de dos funciooes po11norr.la1e~. ~ 

sf, f puede estar·deflnlda por: 

f ( X ) • ....,..-;..:;X'-!-­
h, • 

Donde 9 y h son dos funciones Polinomiales y el dominio de·f consiste 

de todos los números rR excepto aquellos para los cuales ~ ·( x ) • O. 

SI e es cualquier número en el dominio de f , e!"'tOnces h ( .• ) _,.O; 

-.; 

',· ; .. 

asf por Cl teorema 11.6. 

Hm 9 X 

1 rrn f ( Jt ) • 
••• 

••• tlrnh{.:c} 

• •• 
Ya que 9 y h son funciones pcl;ncr:~iales,.~r-:- e!,_teore~ 11.11¡., son-· 

continuas en a, y a~í lim g ( x} • g (a ) y lim h ( ~) • h (a ). C~se·· 
x ~a ••• 

cueñt~ente, de la ecuacién (~~ : 

lfmf(x) ••• 
9 ( • 
h ( a 

11.7. CONTI~VIOAD DE UNA FUNCIONEN UN INTERVALO. 

Con tos conceptos enundados en el inciso anterior, es poslbl~ ana11-­

ur la continuidad de cualqui~r función real de variable re.al en el punto .... · 

en que se dese~.· Sin embargo, paro~~ ""'-'Chos problemas será Interesante lnvestl 

9&r los 1 nterva 1 os en 1 os cuales !JNI func l6n sea· c;:ont i nua. E 1 conc e¡'lto de -­

continuidad de una función ~n.un Intervalo puede expre~arse me~~ante las si­

guientes definiciones. 

Oefinlcfón.- La funci6n res continua en el Intervalo abierto {a, b) 

~~ y S0\0 Sf es honi\r~a ,p-ar<~ todo valor" de X ~ue esté dkntro del lnterWIIo• 

( •• b ) ' 

Wln.lrJti.n.- la funclon fes contlnue 

si y sé lo s1 es continua par~. t_~o valor) de 

en el 
1 

X ~ue 

intervalo cerrado (•, b) · 
este dentro del lnterwlo-

abierto (a, b ) ; as1 c.cmo contlnu~ por la derecha en o~~" y continua por la ... 

* La funci6n fes contin~& por la derec~ en a, si y s6lo sf: 

Hm f ( x ) • f ( a ) 
+ 

x -+a 

** ta funei6n f .es ccntln:.~a por la ltqufe~d.a en b, ''-y s61o sf: 

1 r. r ( x l • t ( • l 

¡ •. :. ·;, < 1 , r ., 

'-
l!. 

~- . ·' ,, 

'25 



De. acuerdo con las deflnfcrones ant.edores, para Investigar la contl-~ 

nuiC:ad de una función en un, Intervalo, es nec.cs.arlo el nn511sls én todos los 

puntos de ese Intervalo: Este trabajo será, l~lca~nte, engorro~, lmpráctl­

cO y, dada. su mAgnitud !~pOsible. Sin ~bargo, apoy~~ose en los· teoremas~ 

bre continuidad, estudiados en el Inciso an,erlor, el problema se reduce a!. 

nallzar solamente los va~ores en los cuales no se cu~plan las hipÓtesis de­

los teorenas, o b~en aquellas en las que haya duda, por ejemplo en donde haya 

cambio de regla de correSpoodenc.i•. 

EJe::;plo 31. .- Sea 9 ( X ) • -~1~­
x - 4 

determinar los Intervalos para --

los cuales la función g u continua. 

SOJ...UCION: 

la funcl6n en estudio es una función r~clonal y de acuerdo al Teorema-

11.15., ;erá ContinUA para todo valor de x, excepto ~que\ los que anulen al -

dencr.~lnaclor. Oc manera que tguall!rv.!o a cero el denominador: 

x
2 

- lt - O 

X., ! 2 

Para x • ~ 2 6 x • 2, la función g no ~s continua. Ento~es. los lnteL, 

va los en los que si es Continua son: 

(-•,-2) ( - 2, 2 ) y ( 2, + - ) 

EJemplo 35.- ~ara~que valores de x, la función definida por: 

·.{ 2 , X - 3 
f·(x)• 2x-i 

5 - X 

-1<x<1 

1 ~ X < 2 

2 ~ ;JI, < 3 

es continua 1 Dibujar su.gdiflca. 

SOUJCIOH: 

,a.poyándose en los teoremas sobre funciones contlnU8s puede fáclt~M:nte"' 

ded~lrse que f ( x) es continua en lo~ lnterval~ ( -1, t ), ( 1, 2 ) y 

( 2, 3 ). Sin etrlhirgo, los únicos valores dudosos estiín en x • 1. y x • 2.. 

.... --., 

¡.,,1 i:r:ando lo\ punios dudosós~: 

a)enx•l 

f ( 1 ) - 2 ( 1 ) -- 1 - - 2 

1 Tm f ( X ) • 1 Ím ( X 
2 
-J)-1-J•-2 

X •' X •.,. 1 

1 il!'l f ( ;~~, ·) • 1 im { 2x ~ 4 ) • 2 ~ 4 • - 2 · 

X ... 1+ X·• 1+ 

por lo tanto como 1 rm f ( X ) - 1 Tr.l ( 2x - 4 ) • entonces 1 (ll'! f ( X ) .existe. 

X+ 1 
- X ... 1+ .-').- .::::_ 

Finalmente, l(m f { .x) • f ( 1) 
X+ 1 

por lo t~nto se Cumple la condlcl6n de contlnuldad, y asT se concluye que ~ 

la funcl6n fes continua en X • 1. 

b) En x • 2 

f-( 2 ) - 5 - ( 2 )
2

-

1 (m f { .X ) .. 1 rm ( 2;.:. - 1t 4 4 - o 
X ... 2- ,x ..... 2. ; 1 ' 

- ' 2 1 (m f ( x ) • 1 (m ( 5 - x ) • .5 - 1t ... 

X ... 2+ ,.X .... 2 
+ 

por 1o tanto como tfm f ( .x) ~ Hm f ( .X ). Hm f ( X ) no existe. 
- + 

• + 2 •• ' )11 .. 2 X+ Z 

Por.esto último, se concluye que f no es continua. cuando x • 2. [n la­

figura 28, aparece 1a gr.Hica d~ dlc.M· función. 

i . 

... 

"' 
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Elerylo 36- ANllzar la continulda¿ de la funci6n h ( t ) indicando 

los valores par~ los cuales sead.lscontinua·y los Intervalos donde sea con_tT-

nua. Dibuje ,, gráfica. 

sl .'ft' < t ~ • r, t - -2-

( t 
) - ::" 1 sl • t < o h t • - -- < 2 

sl o < t <+m 

SOLUCIOtl:· 

LAs expresiones qu:e forman la regla de correspondencia, representan •l 
gunas de las funciones trascendentes estudiadas en el capftUio-1. De acuerdo 

a lo estudiado, se puede afirmar: 

a) la funclón.cctangente es continua, excepto en los ¡)untos en que--

en donde n es un número entero positivo. Para este problelfQ, la• 

primera expresl6n no pt<senta nln9Ún punto de discontinuidad porque su lnte~ 

vale de deflnlcl6n no Incluye a los valores seftalados. 

b) la función seno siempre es continua. 

e) L.a s~-de 1~ funci6ñ seno m3s 1a función const.al"\te t • 1, tar.'lbié.n-

es cort:inua, _de ac"uerdo con el 

d) la función e."<~:"'encial h ( t ) 

teorer.~a 11.13. 
t 

• e es continua siempre. 

e) los únicos valores dudosos son cua~o t • -
2

- y cuando t • O 

Análisis de los ¡:xJ:"!tos d~.:dosM: 

a) cu<~ndo t - 2-

h ( t ) está definida por medio de la pri~ra expresién y ~le: 

h ( ~ ) • cot ( ~ ) .;. O 
2 2 

entonces se turnpie la primera parte de la definición: 

tim h t 

1 írn h ( t ) 
·':1 ... 

t ~ -,-

•.14mcott•O 

t .... T:' 

T 

lím sen t + 1 -·o 
t-t:..!-~ . z 

Por lo tanto el lír:'li~e existe y vale 1 frn h ( t ) • O 

" t~- -2-
"! 

y la segunda parte se e~~ le • 
' ' .. -

i rrn h ( t J" .. h ( -2-:: - o 
- r. 1 ~ • 

t"'"z 
-~ 1 ~ ,. • ., ··'· ~' ~ 1.; . 1 

Entonces la función h t } es continua pnra t • 

b) Cuando t • O. 

h ( t ) no está definida ~uesto que ningu~ lntervalc de definición de­

les tres expr_esion<'s incl:Jye el Vlllor t • O. Al no cumplir-se la primera par­

te, la función h ( t ) no es continu., p.1ra t .. O. 

Q G .¡ 

'/Í <- • 



E~ de hacerse r.otar que el li~lte en ese punto si existe, como lo pu~ 

de cO'I':;lrobor el :alu,-,no, es dedr lo!> 1 í:r.lte'5o lau·ralu _son ic;u.&les. 

1 i~ h ( t } • 1 im h { t ) • 

t ~o 
+ t ~ o 

Sin er.:bargo, al no poder ic;wlar el valor del lfmite, que si existe, -

con el valor de la fu~ión en ese punto, por !"'O estar definida, la C.ondlcl6n 

de continuidad no se c~ple y la función h ( t) es discontinua e~ ese puñto. 

F.esurroiendo: 

h ( t) es continua para los !.iguientl!.~ intl!.rvalos: 

- "!"", o.) v C,+ .., ) 

o bien: 

·h ( t) es discontinua pa:-a - o. 

la ~ráfica de la f~nclón pu~e O~servarse en la fl9ura 29. 

-W -· _, -t-U -1 
t 

y• 

' 'T 

'.10 29 

t '· • 

/ 

.. -. 

11.8. li~ITES CON A?LICACIC~ EN El CAlCULO OIFERE~CIAl t INTEGRAl. 

Se tratar! e~ este ter:"oa la obtención de les li~ite~ de ciertas funcio­

l'les que tienen ·posterior apcl icaci6n no solar.:ente er. e-He curso, sino en otra~ 

r:li!te.rias óe rnater..áticas. 

Estos 11m! tes r.o se pu~den obtener por sustitucl6n directa, y eST su­

valor tendrá QUe obtenerse ~~ o~ro ~edio. 

Ha de quedar éJaro que los CA~os Gue se trata~~n no son los únicos de­

este tipo de limites, pero su obtención se an<lH:za debido a la aplicación·­

Que tendrán e., tcll\JS postc:ri_ores. 

1) H!!l~ 
. X .... 0 X 

l {l,lla" .. , 

'li,Ol 

Haciendo f ( x ) • sen x, se ve que -

f (O) no está Gefinida, ~in embargo 

~e Ce~s:rará que su limite exist~ . 

Sur{¡ngc: se O < x < • 
12 

Refi~iendose a 18 figura 30, la cual 

muestra un c:rculo de radio unitario cu 
. - 2 2 1 1 -1 ya ccuacron es x +y • y en e cua 

se ~uede distinguir el sector circular­

BOP cuyo ~ngulo central, medid~ en radi~ 

nes es x,y cuya área está dctermina~a -· 
l 'Z A - 1 'd . eoc - 2- ~ .~ : sr s s unr all~s cua--

dradas es el área del sector BOP, enton 
1 . -

ccss---z=x. 

Tar."l~ien se observan la cuerda BP y la -

t~~gen~e BT en el punto B. 

lliii'Cse k' a1 á~e:'.l ~171 triángu.l_o OSP, 

donde ~o; 1 .. + sen x, y k
2 

<1l ire=r del triángulo OBT, dOflde k 2 • + tan x. 

P~r geo~tría e1e~ental se tler.c: 

1 1 1 
kl < S < k

2
; esto es: -

2
- sen x < -

2
- x < - 2- tan x. ( •.) 

/ 

. ' 
:.o .; . 

? 



o s.e•: sen x < x < tan x 

y dividiendo {B) entre sen x. queda: 

1 
< ' 

sen :k 
<~ 

!.en x 
~ 1 <----

cos "' 
< __ , __ 

de donde: cos x < ~ < 1 
• 

Por otra parte: ;-cos 

2 

. -
1 - COS X -o sea: 1 - cos x • -
1 + COS X 

sen x 

{ 1 - C.OS )" •• ) ( 1 + COS X ) 

+ ces x 
2 

sen x 

1 + éos x 

Cocro 1 > cos x > 
sen 2 x 2 

O ~ 1 + cos x < sen . X 

por lo tanto 
2 

c.os x < sen x 

De {A) : sen
2 

x < x
2 

; y~ c¡ue sen x > O y x :~> O 

. 2 2 2 
por lo t~nto: 1 - c.os x <sen x < x ~ 1 - x < cos ~ llevado e (e) 

2 sen x < 1-x<--,--

·Tomando 1Tm.lte cuando x .... o. se tiene: 

.. , 

1 r~:~ 
• -o 

(1-x2 )<1(m 
x .o 

sen x 
X 

1 :< 1 ím 
X • 0 

~ 

X 

<1 ""* 1 Ím 
X -0 

< 1 rm 1 
X • 0 

sen x 

X 

2) l(m~· 
x• 0 x • 

~ 
<=. se tiene: recordando que tan x • 

1
, t~n x ··---X 

X ... 0-

1
, sen x · ··----X .. 0 X 

1
, sen x 

• 'mo· C'OS'X 
X -

1 (m 
·x .... (! cos x 

_1 • 1 rm r sen X • _1 1 
X X.. O r X. COS X J 

por lo tanto 1Ím~ 
x- .O x 

- 1 

(8) 

(e) 

(D) 

(E) 

3) 1 (~ ·sen k x •l(ok.~kx 
x•O ~ X • 0 

X 

k . 1 .. k ~ 1 (t:~ 
X • 0 

sen kx 
X 

- k 

' l¡} lfr:t_ 1 - COS X 
X .. IJ 2 

X 

... 1 1 - ces x 
•:r..l!mo l "'¿ 

• i.. 1 (m 
• - o 

sen k x 
--.:;:--

• + ces x ) 
+ COS X 

,·-· 

. 1, [ 1 - ces. i x 
.. x .!!:lo ---'---] 1 ,. ser. 

2 
x .- ·x !.mo 1' 1 

"x ~mo 

- 1 • 

_, __ 
·2 

X + ces x "' 

.1 
--

2
.oor:>l(m 1 -cos"' 

X..,.. 0 lit 

1 
-2-

1 -+ COS X 

5) 1 Ír.l 
X • 0 

1 • COS X 

X 

, ( 1 e os :11; 

• llr.:ol X 
1 -+ cos "').(· s~n 2 x 
1 + ces xT,.l~ x ( 1 + cos x ) 

~ - 1 rm 
x• o X 

por lo tanto 1 Ím 
•• o 

' 2 

X 

•• 
tr:-n~ 

x-+Ol+ccsx 

COS X - o. 

2 

.. 1 rm 
X • 0 

sen x 
X 

1rm~ 
X ... 0 1 + COS X 

2 
6) J rm Sen X lím x 

x "'":".o 

S!!n X 
--2-

sen x 
• 1 (m x • 1 (m --=-z-- - 0.1 • o 

• X .,. Q X " x ... o_ -~· .. l();x 

= 1 ím Ser'! x
2 

X ... Q X. 
- o 

7) 

n r.~1 
AO X + a

1 
X + + IJ 

Hm n 
m r.~· 

x ...... o
0 

• x + b
1 

x + + bm 

P~ra !!ste 1Tmite se presentan los siguientes 3 casos: 

~a - ) 



(:;. 

1 (¡' 

oi ,, 
e 

• 
• . 

ti 
" • • 

• • 

+ 

e 

-1· 
+ 

G O 
::;. 

• 

+ 

' e. ' e • 

e 

.. 
+ 

• 
o • 

e . " 
+ 

e • 
,o 

.!!' -· • • e . " • • 
+ 

+ 

+ -' e. ' •• 

• 
e 

á 
+ + 

e e • • 
o 
• 

.!!' -· • -• 

e • 

N 

• 

• 

' ·-

• 
+ 

·¡ -;...: 
• 
+ 

·­• e 

+ 

el• • • 
• 
. ' 
• 

o 
• 

• 

.... ·-

+ 
;.., 

~1· 

+ 

::-¡ . . ' 

-1;¡ 
+ 

+= 
+ 

• 
• 

010 . " 
• • • 

+ 
• ,. 7 • e. + 

+ 

D 
~ 
e 
5 

1 • 

-1· 

1
-· 

-~ 

+ 

+ 

1
-. --

+ 

• • 

+ 

-1;:.; 
+ 

• 
+ 

+ 

+ 

~01~ ... + 

• v 
e 

~: 

e • 
+ 

+ 

• 
, .. 
+ 

+ 

+ . 

" o o A . ' 
:: t 

• 

• 

• 
+ 

+ 

o 

• 

C' 

~ 
o 

• 

·+ 

-1:_ 
• 

<,t 

• ,¡ 
e 

• 
o 

e G o A 
• + 

+ • 

' ' ., e , t: 

• • 

o o . "' . ' ~ t - . 

• 
+ 

"' • 1 .. -;::-

"' + 

"' + 

O' 

.~ t "' _., 

"' + 

+ 

-lt 

1 

"' 
• • 

• 

' t 
. +o o-t-lf ~el 

10 CJ( + + 
... 

..! 1 . 

-~ 
• 

+ 

+ 

+ 

' •• . ..-
.• + 

o c:x e 
o "o . . " e --u 
•• -. -. 

+ + 

' . ' • •e 
.Á • 

+ + e 
••• o • 

. "'·. 
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Y.4 P.ECLA OE l 1 HÓPITAl. FORMAS INOETER~IHAOAS. 

Cuando una func16n y • f ( ~ ), t~ una de las sfgufen~es formes pa~a 

un deter~lnado valor ~e x; 
o ~ 

f ( x ) • 0 • -;;- • o .... • - .... o· 

se ~Ice que le funcl6n y • f ( x ) toma une for~ lnd~teMmln~de. 

Hasta el ~nto. en el tepftulo 11 en el c¡fculo de algunos lfmltes ·­

cuando resultaba~ 6 :, se vieron verlos casos en los cuales se ~str6-
le for~ ée como eliminar dicha lndetermlnacl6n. Es decir, dada una funcl6n 

y • f { x ), sl para algún valor Go: 14 VZirl~~:tle Independiente, el lfmlte de­

la funcl6n t~ una de las dos fcr~as anterfore$ de lnde~ermlnacl6n, ya sea 
o -O 6 O>• se~ visto como conocer el valor de dicho 1fmlte 1 mediante una·-

transfo~~cl6n o procedimiento algebraico. 

Sin ~~bargo, une de las apllc~clones de la derivada, es precfsamente • 

po~er eliminar ~lcha lndetermlnacl6n en una for~ más sencilla, a trav!s 

de la regla de l 1 H6pltal, la cual se describe. a contlnu&c16n: 

R6gla de l'HSpltal: 

f(x). () 
Oada la fracef6n : ~, si f (a ) • O y g a 

se prese:"'ta en ~-1 cociente una lncletermlr.ad6~ de la fome 

El probl~ que se pl~ntea consl~te en encontr~r; 

Hm f ( x ) 
x•a ~ 

P~ra ello, se hará uso del s!gulente teore~: 

Teor~~ Y. 6 Re9la de l 1 H0plt~1 

-.. 

Hlp6tesfs: 1).- Sean y • f { x) y Y• g ( x ), dos funciones derivables 

en el Intervalo abierto 1, excepto poslbl~nte en el nú~ro e E 1. 

2}.- Para toda x P.a. en 1, g 1 ( x .;.. O, 

3). Hm f ( X ) • o y H~:~ • ( X 

• • • X+ a 

~). Hm f' ( X 
- l •' ( . 

X •• 
Thfs: se c.~~p1::..:!-"ue: 

Hm 
X+ 4 

f(x) '· f(x) 
~-t- xlfma QTXT'" 

! '.·! . ~ ! 

) - o 

1 fm f' ( x 
x..,.ag' (x 

El Teore1r~ ~nterlor es ..-¡¡ido si los Tf::lltes a los t;ue se hace oend6n -

todo's lfmltes d~;;cooS o 1frb"rte; fzG~.lferéos. 

Demostra~t6n: 
: ~ 1 • ; • ' ·~ 1 

Para 1a demostracl6n de1 Teor~ anterior, se distinguen tres casos: 

+ 
x• • 

3). x+ a 

. ' 



Solut::lón: 

f'( X ) "" ~ • 21. b • 28 y aplican-

queda: do (5) 

'no ifrr" + ( 28 - 27 ) - J 21J 
'1 

~sto es: 

lf2B ". J + 1 

27 < x, < 28 

(•) 

J 
2/J 

.1 

PerO c.omo 27 < • x1 .-,. 
1 < . 1 

J ( 27 ) ll J 
--'--· _1_ 

JV) 
'1 

J ( 9 ) 27 

_1_ luego por (a.) 
27 

J + < J + 
J 

213 
'1 

r,s<¡ + 1 -,.¡ 

---· Para eje:npllfkar una aplicadónG:el Teorema det Valor Medio del Cál 

culo Olferencl•l e:~~:presado en l.a ecuación (6) se .da el 5lgulente:" 

Ejemplo B.-

De !:'Os trar c:ue 

Soluc.l6n: 

m1 - .,rroo < -
1
-zo 

sea f ( x·) • IX; a • 100, h .. 1, entonces a+ h • 101 

f ( a + h ) ... 11o1; f ( a ) .-· ~ 
COtrO r• { x) .. --1-- ... f' (a+ he)· f' (too+ e ):• :O<e<t 

2 rx 2 .; 1oo .. o 

Aplicando (6) 

Esto es: liOT 

Pero: 

.21100+8 

2 1 too • a 
1 . 

2 .¡ 1oo + e 

< -·---'-
1
-- • -

1
-, luego: 

2 rfOó 20 

-. . 1 
,rour - rmu "20 Q.O. 

Teorema del Valor Kedlo del C&lculo Olferencla1_p~ra dos f~nctones1 

Este te_~rer:-.a c.Onocldo tar.:!-:lén cor.oo Teore~ de Cau::hy, es fundAfl'enta1 p&• 

rz estudiar la Regla de L'Hopltnl ~ue se ve en el slgulent~ tema. 

Teorema V.S De Cauchy • 

Hlp6tt-.s!s. Sean y • f ( x ). y • g ( x ) des ·fondones "que co::~plen con 

las condicione,;: 

1).· y • f { x ), y • g ( x) son c.ontlr.uu en el Inter-valo[ a, b] 

2). y • f ( x ), y •; ( x) son deriVables en el Intervalo (a. b 

J}. g' ( x) ,J. O para todo. valor de x en (a, b ), 

Tésts: Existe un val o:- "1 en el intei-v:do nblerto '· b para el t.1J81 

f ( b ) - f ( . ) f' ( "1 ) 

( b l - 1 ( . ) •' ( )(1 ) ; • < '1 
<. b (7) • 

Oemostracf6n: Conviene ?rlmeramente h~cer ver que g ( b) ~ 9 (a ) ta 
raque la expresión ( 7 ), te~g8 s~ntldo. 

En efec.to evidentemente la func16n y • g ( X) cumple· con les condicio­

nes de la Hlp6tesls del ·ieorem3 d_et Valor Medio del ~!lculo Otferencl31 en -

el lnterv.&lo[a; b] • lueg~ se tier"le: 

'· 

g(b}-g(e)_•g' (~~.t);_~<x <b 
b - e : 1 

~ero 9 1 (X}_.,. O.~. X 10: n,,b )'",.,._.~: ~.~~),. 0 

S (b\--',(o) ,.o- g(_b.)_-g_(o) ,.o o+ 

·Ahora bl~~. con::ldér~se la función euxlllor: 

'' 

~() f(b)-r(o) 
x • 9 ( b ~ - 9 ( a ) [ 9 ( X ) - g ( O ) J -[ f ( X ) - f ( o) J . (8) 

Como puede observarse; ~ ( e )• 41 ( b ) • O, entonces la luncl6n ( 8 ) .. 

-:•· !";. ·-

t'. 

. ' 
' 

e 



Analizando lo d~5t~~cfón d~l prl~r ca:o, ~e o~serva que en las con-­

diciones del· Teor~~ no se supone que y • f ( x )y y • 9 x ) est&n deflal 

dos en 11 a ", por tal mtlvo, considerando que: 

para x .¡..a 

y para x • 8 

y 

y 

f ( • 

f ( • 

y y • 9 ( • ) 

• o y y • • ( • ) • e . (1) 

!.el! 11 b ''el ounto extremo derecho det Intervalo abierto 1 

c:CY.~r.!lc:lones ~el Teorema. Pue~to que y • f ( x} Y Y• g ( x }, 

d.11do en la"­

son amb•s de 

rlva~les en 1, e~cepto poslbl~~nte en a ·~. 5e eonc 1 uye que y • . f ( x ) y 

y • 9 ( x } 501"1 li:!!~S derfvo~~bles en el lnterv~lo {a, x] don¿ e a < x ~ b, 

I-.5.Tque,y•f(x)y 

· ( a, x J. Las funciones·· y 

le derecha de 11 a " ya c¡ue: 

y. 9 

•· f ( X 

x) 5.CI"I emb:!s contlnuo:~s en el Intervalo • 

)y y• g ( x) :::on ta::~bién contlnuu e 

1 r.. f < x ) - o - f < • > 
X *O 

y trmg(x)•O•g(o) 
J( ..... 

(", ) 

Por lo to~~nto, y • f ( x ),y y • g ( x ), son eontlnu~s·en el Intervalo 

cerrado [o~~, x]. Asf,·y • f ( x ),y y • g ( x) satlihcen hs tres eoneS.!. 

c:Tor:es del Te'::>f"et::~ de C.z~uchy pa:-a dos f~nclone:s en el Intervalo [e, x]. 

lue;o, sé cu::~~Je que: 

f ( ~- ( . 
9 ( X - 9 ( .., 

-:lende x
1 

es un número ta 1 que a < x1 < X • 

Teniendo en cuenta las e_::..prl!!slones ( 1 ) y ( 2 ), se tl_ene que! 

f ( X ) f' Xl 

9TXT • ~.Ti -r-::X.!.l-, 

Ye que a < x.
1 

< x, se sigue que· cu.11ndo x • 

f' 

•' 't 

-, 

• . ' 
(1) 

por lo tanto: 

(S) 

Pero por 1~s condicione~ del teor~~, el \tmlte en el lado dere~ho de ~ 

le expresl6~ ( 5 ), es L. ?or consl~ulente: 

f ( x ) l 
l(m+ 9TXT• 

X •• 

lo éul!l p;vel;., el Coi)SO ( 1 ). 

La de~~traclón del Cl!SO ( 2 ). es s1~ller n la anterior, 

"cl6n del caso ( ) ) estE basada en los resultados de los casos 

se deJan ~~ Cstudlante como eJercicio, 

Q,D, 

y la demostra• 

(1)y(2)y 

El Teo:-ema V, 6, se. ce~oce con ei n?rr.bre de 1\egle de L'H$plu1, 

Oe est~ ~~ner~, qued~ vls:c quc'ta regla es aollca~le para le fo~ t 
aslmls~~, tem~lén ~escltll apllcabié para la fo~ ~· sin embargo su·demcs-~ 

·tract6n, no se presenta en este co~~pTtulo, dado que cae f~er~ del elc~nce del 

curso. 

En conclusión. cebe ~~nc1onar GUe. le regla de 

ble cunndo se presentan lo~~s fc:-~s lndetermlnad~s 

Encontrar Hm x 
x. ... otc:nx 

Soluct6n: 

l 1 ~8pltl!l, 

2.6 -o 

Sustituyendo en la expresión x • O, se o~tlene que: 

lím -'-- • 2. x ,. 0 tan x O . , 

s61o es apile,! 

l.!! cuAl e~ ~n:l lndetefm!r:aclól! c;ue pu""'de elimlne:-se ~~_IMit~ el er.1pleo de le 

regla de l'~pit~l. de est3 ~~~er~ cc~sld~r~ndo lo e~presl6n enterfa:-, como 

un t.odcr::.e de Cos funCi~t~es ::e tiene que: 

Jrrn 
X* 0 

:0: lfm f ("X ). 
tañ""X "!" X _..Q ~ 

por lo· tanto, apl lcl!nc!o la regla de L'HS¡.dtf:l r'esulta; 

.. 



llof(x) 
)l( ... o~·lllll • ~o 

f ' ( X ) 9'TXT• 1tm 
• ~o 

finalmente, t~ndo el lTmlte ~e obtlene1 

1 1 
1(m-;-

x•O sec x 
- -,--

por lo Que, 

'r. 
• ~o 

• ----tan x 

EJer.:plo 10 Calc.ular: 

1 (m • tfm -r-; 
X-+.., X + 

r ( x ) • 
.~-

Solud6n: 

1 -r-
sec x 

Al buscar el 1Trnlte·cle F ( x) cu~ndo·x-..., se obtiene: 

. Hm r ( • ) Hrr: X 

x2 + r • x•- x~-

La lndete~ln~cl6n anterior, pueée ellmlnor~e·~pleando para ello la re­

gla de L'H6plul y conslderDndo a F ( x ), ccmo un ~oclente de dos func.tones, 

de la siguiente fo~: 

Hm 
X+-

f ( JI( ) • 1 rm 
F ( X ) • x~': 9T'XT x .. ., 

por lo Unto: 

Hm .'f' ( x ) 
)1-+.., gl ( X } . 

Finalmente: 

·2
1
x· ·-

1
-•0 

X 
1r~ z- -o 

x,..- X + 1 

f 1 ( X ) 

gl { X ) 

En algunas ocasiones, puede suceder que después de haber aplicado lar~ 

gla de l 1 Hbplta1, ~una lndetermln~cl6n, ~sta persista es decir, que se tenga: 

1 (o 

X+ • 

f ( X ) · 
grxT. 1 (m . ~. 

~---

f 1 ( :'( ) o 
'ii"\X)" o 6 

En este caso, la regla de L'~Opltal ~·e~e aplicarse tantas veces como a 

sea necesario !'>asta c;ue ·se h.:ly.!l cll"'.!nndo la ln0etermln<'lcf5n, o se.!l: 

1 (m f(x-l.trr.~ f' . ~. -g-rx-) X -LJ •' 
dond~: ( ) 

. f x. ~ 

( ):. } - ¡ Írl' 
( X ) X+~ 

Hm -9\XT 
X~. 

- .1 (r, . ~. g" ( 8 ) 

f'' ( X ) 
1 fr.. f•' { ~ 

9" { X j • X ~o S"\71 

34 

el Frocedl~iento .!Interior se conoce ccn el n~bre ¿~ s~nera1l=actó~~ tare· 

·gla de l'Hápltnl • 

Elernolo 11 

Dl!da la función: 

r ( x 

encontrar 

•en 

- ces x 

1 (m r ( x ) 
x •o 

So\udór'l: 

2 X 

í 

Cons!1er~n¿o a F ( x ) como el cocíente 

f ( X ) 
F(x)•....--:<J 

tClr.l.!lrido el 1 fmlte de F 

2':< 
5C'1 2 

\ (~ \ - CO!i X 
X _.. 0 " 

x ) cuando x .... o. se 

Hm r ( x ) 
X ~ 0 

f ( 1( ) - 1 rm 
.. 1rrr: "9TX1 x~o 

X ~ 0 

de dos funciones~ es decfr. 

t ler.e: 
2 X 

~ 
1 • ces x 

o 
o 

h cu~l e:s ·unD "lndetermlnacl6~ en lll c;ue re5ulte apl lcllble la regla ·de l.'H5p! 

tal, con la que :se obti~ne: 
X • 2 !. . "'" 1 rm sen 2 o 1 fm 'í cos 2 - o 

x-o 1 - cos x x .... 0 
sen x o 

e: ,. 

•. 

·. 
~. 



e~ pue~e o~serv5rse, la lnrlcte~Jn~~l6n pe;s;~te una vez q~e se ha ~ollcado 

la regla, de esto manero, volviendo • aplicar la regla por segunda vez, re·­

sulta: 
X X 

sen ! co~ z 
sen x 

1 r. 
x• O 

1 ( 
T 

Flna\1:\'el"lte, se 
2 X 

sen ~ 

obtiene que: 

1 
1 .,. COS X -2-

EJ~olo 12. 

OtJdll 1o funcl Ói"l: F ( X -~ ese x 

~llu: Ji m F Cx 
X+ 0 

Solucl6n: 

2 X 2 X 

,c"-o-'-' -;:T;;:-'f-' e,;nc_~T ) t· 1 .. O 
- co' x . " T -¡--

1 
T 

Cor.sldcrondo a la función 

clones, es decir: 

F ( x ) -~ Cor.'l':l un coc Jente de dos fun­
csc X 

f ( lo: ) l X 
g-r;:-r .. ese x 

Y tomtJ~do lfmltes cuando x•O, se obtlen~: 

dado que: 

y ese .x • 

~-es-:. x 

L x • - .., si 

-
1
-- ... si 

SCfl X 

o• 
X" 0 

Entcnces para eliminar le lndetenmlnac16n, se hace uso de la regla de • 

l'Hópltal, teniendo: 

!:...!__- 1 fm 
:r.. .. o CSC· X 

cet:'IO: ese x • sen x 
y 

Se tiene que: 

1 
X 

ese .x cot x 

CO:i X cot x • sen x 

_l_2_ ... 
ese x 

2 
~-o 
.'OC COS X U 

Volviendo a aplicar lá regla de l 1 Htplt31, se obtlene1 

2 
1f"ll - sen x 

' X COS .X 
X +O X + 0 

Flnll.lml!nte, 
!:L. - o ese x 

Tal como puede ~preciarse, los eJ~plos enterlores, ~estran la apllc2 

ctón de la regla de l 1H0p!ta1, en los casos en que Únicamente ~e presentan • 
o 

lndeterml~clc:-,es c!e !.e fcrma O. 6 .., 

DETER.Mli\ACION DEL VALOR DE lA FOi\KA O•., 

SI u:'\.4 fund6n F ( x· ), considerado!! COCTIO el producto de dos funciones, 

F (X) • f (X). 9 {X). t~ la for~ Jndetermnlr.ada 0·~, par~ un valor 

de x, 1a función Oada puede escrlb!r~e en la for~: 

r(x)•f(x).g(x 

tsto se h~ce con el ohjeto de llegar a obtener una de las for~s vistas 

enterlo~nte y de eSta··~.anera peder nplTcllr 11. re9la de l'H0pltol. 

Eler:1p:o. 13 

Calcula~:; ·¡ fm i.x l x · 

x .... o• 

Soludón: 

Considerando, • Hm x 

x-o+ 

Lx t"~: 

Hm F ( X ) • U m f ( X ) • g ( X ) • 

x•o + x .. a• 
donde: 

( ( X ) } • l X " X y • X 

'. 

lfre X l X 

'( .. o• 

,. 



se obtiene que~ 11m 
x .... o• 

xlx •O•• 

Por lo tftl'lto, haciendo: 

Jf~:~ X l X 
x-o• 

11m ~ 
x .... 0-t- 1 

X 

la fcr~ de la lndetermlne.c16n anterior, permite el empleo de la regla • 

de l'~~~~t~l, es ~eclr: 

11• 
l X - lfm -'-·-· lim 

x-o• 1 7.: .. 0+ - 1 x- .. 0 ... --,-
X X 

Por lo cua 1 ltm :a: L x • O 

x .. o• 

(-.x)•O 

OETER,"': 1 N:.t:: 1 ON DEl VM.lOR !)( lA FOPJ'.A-= • co 

S 1 1.:m.1 fur.c lórl F ( :a: ) , cor-.s 1 ¿erada cetr.O 1 a d 1 fe rene 1 a de dos funcIones 

F ( :a: ) • f x) - g (Y.}, toma le. fol"'ml! lnc!cten:~lnada ..,_..,,para un va-

lor de "x 11 , en genel"'al es 

le foma lndetl'!n:~lr.l!Ce ~ 6 

y el'! esta r.-¿r,era, e5 po:o;lblc 

lor determln¿¡dc. 

posible transforr.~rla en una fraccltn que t~r& 

~.~diente eigGn pl"'ocedlmfento e.lg'!bralco­

a;:>l ical"' la reslll de l'H$pltal, y encontrllr un va 

EJe~:::: lo. 14 

Calcuhr 11m 
x~ 1 

Solución: 

Considerando a 

1 1~:~ F { :a: ) • 
X •1 

( 1 ; 
. ;--:-,--
\ . 

11~:~ 

X •1 

. 1 ) - ¡:-;-

X 
x--:1 ~ r+- )e~: 

llr.~ 
X •1 

_( 

[f (x)-9(x)J • 1 !m 
X •1 

1 _1 -
\ X - 1 

1 
¡:-; ) 

-·~ 

:: <:::· 

y tc:r..llndo Hmlte cuandO x+t, rest:lt8: 

llr:: 
X •1 ( 

X 1 ) -;-:--, -LX 

Para el i:!'.inar la ln::!eten:!lr.acló:'l ftnterlor, se rec;u/el"'e de una tnH'I5for­

macl6n del tipo~ ~ -;..., las cuales, rroedl!lnte el empleo di'! l11 regle de 

l'~!Opltal, pueden el 1m!narse.. 

Ce I'!Sta· ::'..).~era, tOIT;.ll'lCo CO.i.O fllcto:- CCO'l'l:i:'l a 
X - } ex· 

[X- 1] ( ~ -+.-)- 7(-:xc:c."-:-;¡OT¡oc-::x X l X -

por lo que, 

llm ( _x • -' 1 
) 

x- 1 x-1 _Lx 
llm 

X ~1 

xlx-(x·1) O 
tx-1)lx ·-.-

result~ que: 

la Jndete~lnacfón anterior pl'!rmlte aplicarse la regla de L1 H5plt3l, e~ 

lo que se obtiene: 

llm 

x•1 

X l X • l X • 1 ) 
(x-t)Lx .. 

JI m X ( ~ ) + l X - 1 

:o:-+1 (;o::-lj(il•tx 

1 im 
X • 1 

l X 
~~-;-·· 

X, •. 

Co""' w• • o 

cOrno se observe después de ~~lic.ftr !.1 re9la de t'H6~1ta1, la lndeter~l-

n~cf6n persiste, por lo qul'! eplícá7dola nuevamente r1sulta: 

por 

llm 
x•1 

l X ¡• : X' . ¡• WX' 
1 • Ir:\ 1 1 • ll"1 

lo tento: 

llm ( 
x+1 

-•lx x-1 _,..-+- x .. 1 
X • • -··- - .. ~ •• 

X 

x:-1 

.. !Ir:: 
x•l 

-+x-)-

X X 

2 
;a:: • 1 frn 

~ e , • ~ ' x .... 1 

1 -,-

1 ... X 
-y 

' 
X 

+ X 

., . 

1 -,-

e 
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Ca!cu lar 

So1ud6n: 

llrr. 
•• o ( c.ot x • --:-} 

Considerando e llr.'l 
, ·o 

( cot x -+·)como: 

llmF(x)• 
> •O 

11o ir·( > ) • 9 ( > ·~ 
x + OL _ 

tcr. . .::ndo ~imites cuondo x•O, resulta~ 

llr.'l{cotx-+)-lir.~ 
)'-+- .. "'"""" 

~._1_¡ 
sen x 2 

• \lrn 
, •0 

1 
( cot x • -,-

Pue~to ~ue p~r¡ 1~ lndeterrnln~clón ant~rior no existe un procedimiento· 

cue pe~lta elfmln•rla cHreCtl'fllente, se debe buscar l!lguna tran!'Ofor.r.aclón, - · 

a"lgebralt:e me!l.a.,te la cual sea posible obtener una lndetermlnedón del tipo 

' ~ 6 :. y ¿e esta forr.~a, poder ~pllc.3r la regle óe L'HS~Ital. 

Asf pues, si se ter-ne CC""""I f~ctcr có:r.L:n de h expresión a."':erlcr a~ 
se 0'::tler,e: 

cot x • __ 1_ • cot x , ---,- (;! __ l_·_ }, pero cor:"IO: 
cot x 

tan x .. CO"t"; 

cot x - • 

se~tlene !;lue: 

__ 1_ 

x tan x 
{ x - ton x ) .. x - t~n x 

;¡c: ta:-~ x 

Ahora bien, obteniendo el lfl'lllte de la última expresión: 

llm COt X • 

-~ X 
) . llm~~-

)< .... _.., l': tn:'l l': 

o 
o 

X 

Por lo tllnto, la ln¿eterr..lnllcl6r. o~~ntt!rlor, perr:dte el empleo de la r:e9h 

de L'H3pltaT_." .ad Pues: 

11m 
X• o 

~~~-
X tan x lirr: 

X• o 
1 -

2 sec x 
~ 

tan X + X St"C , 

2 1 
Per~ Co-:'10! sec x. - --z- Y 

ces. x 
Se tiene t:;ue: 

sen x 
t3n x .. -----­c.os ;o. 

1 -

11!1', 
x• o 

, 
.!.._:_se e· x 

11m 
•• o 

' -~-e~ .. 11m 
ta~ :e: ~ sec X ~ec :~ ).: :K""' e .. ....., 

·cos "' CO'i X 

11m 

··~ 

c~s 2 
"( - 1 

c.~s- x 

:o;en x. c:~s x. -+ x 
¡:-

e os x 

cos
2 

x • 1 
!:.~r. X COS X + X 

Slmpllflcendo la última expresi6n y utlllz~ndo l8s sustltuc!~1es trl~o­

n~étrlcas sl9ulentes, 

cos
2 

X • 1 "' ~en 2 X 

2 sen ;o; cos ;o; • sen 2 x 

se obtiene: 

: lrn 
X •0 

cos
2 

X • 1 
!en X C.OS X + X 

, 
1

• ~ ~en- l': 
1::1 
,..sen2xi-x X., 

o 
o 

Volviendo~ topllcl!.!'" le re;la de l'tiSpltal, y t~.an~o el Hl:llt,. se tfe,..e: 

- 2 
1 i~:~ '- se:"! :-. 

x • O • ser. 2 ,. "" x 

· Flttl!\::"oCnte, 

1 irn ( { cot -
X+ 0\ X 

11:':1 
>•0 

) .. llo 
x +0 

L V:l'l X CC'l X 

-:os 2 ;-. + 

L S!'::"! X co:;: X 

1 COS 2 X + 1 . 

o - o - ·r 

• o 

OETEfl"'l~t..CION DE V.r..LGR DE '..l.S FCRH.AS o·,-·, 1•, 

. '. 
Si un~ ~r.<!'l.ciÓ.i ~· { x 

de suceder c;ue. p¡,'/"-··cl;;:1n 

.. ,... 

p~ede expres3r:.c en h forr1.1 f { x )9 { x·) • pue­
v~ior ~o de x, ~e obtcns~ que~ 

f { x
0 

) • O, SI 

o bien: 

XC ) • 0 qu~ciendo le f~rm~ o· 

f ( ;.:.
0 

) .. 1, 9 ( .'"(
0 

) "' Qu~C"nd~ 1~ forrn~ 1m 

o a~biE:n: 

f ( :-;.0 } .. 9 { ;.;0 ) .. o_ -.;ued:~":-!clo la fcrrna ~· 

Entonces, pare poder determinar un valor que permita ~llmln~r la lnde-

" 

~~ 

. ··---·~-~. ---·- ---- ~--------· 



termln~c16n pare cualquiera de l~s tre~ formas anteriores, se emplee el pro• 

eedfmlento que e contlr.uac16n se e~~~l~1 

Seo lo f:mciÓO 0 ( X ) • f ( x )9 ( X ) 

TOI'l:ando l09arltmQS n11turalr.s en er:-,tx;.s ml~bro=- de la e:,o:presl6n anterior 

y ~pllcando.les proplede¿es de los log~rft~s, se obtiene que: 

l • ( • ) g(x)lf(x 

Por lo que en ceda uno de los. e~ sos anteriores, al logerlt~ natural de 

la ft.!~cl&\, ~ { x ), tor:'larS la for.aa ir,¿eter.:dnaGa O~.,. De este ll'.anera -

dete~lnendo el valor de esta forma por el procedt~lento correspondiente vis• 

to e~t:erlonnente, se obtfene el Hmlre del logarltr.:o de h funcl6n ~ ( x ). 

De tal forna ~ue, si el ITmlte tor:-..a el velor 1' a "• es decir si: 

11m Le (x·) .. ., ·-· o 

e'"ltonce~: 
11• • ( • ) 

••• o 

tje.~lo. 16. 

C.alc:ular: llc ( 1 + 
X • e 

Soludlint 

• e 

X 
l' 

C.onslderendo le eT.~re516n cnterlor como: 

111:1 :~ ( . ) - ) f1:1 f { X } 9 ( X ) • 1 f;r, 

··- x-e x-e 

buse.endo e 1 lT=Ite, se obtiene: 

1 lr.1 ~ ( x } • 1 
X • o 

1. 

( 1 + _1_ .. ,x 
X 

Esta lnc!:eternlnact6n conb.:ce el e::~pleo_del prOce~o descrito Mterionl'!e!!_ 

te pera eliminarle, asr pues. t~ando logaritmos n8turales y apllca~d? las~ 

propled4deS de l?s logcrltmos so o~tlenc: 

11m .. -
c!e donde: 

; 1::: 
JI.-"" 

l ;. ( X ) 

~ l ( 1 + 
X 

11m X l 
X • ~ 

) -o o o 

1 + 1 
> ' 

El ::-.!_todo pare resolver c!lc:~a lndete'"r.:fn:~c16n ( in.:ls!l V. q ), Indica -

que hcy ~ue consl~er~~ ei lf~ltc ~nterlcr como el producto Ce des funcione~ 

tr~t~ndo de llegar a otteneo un~ lndetermlnn:16n t 6 :. para peder aplica~ 
IQ regic de l'XS~It~l. 

As[ po.:es, siguienCo dicho proce'o resulta: 

t fn: 1C l .. ~ ( 1 •. _1_) -
X 

Hr:'\ 
l(1++) .. ~ 

X 

Catculsndo el !fmlte de la últir.~ expresl6n se obtlene: 

lir:: 
X • o 

. 1 l ) 
l V+ X 

l 
X 

o 
o 

Aplicando ahor~ 1~ Regla de L'HB~ital. 

1 
1 

llm l ( 1 + ; } .. llrr: 
( 

l•X 

··~ X 
X- e 

buscando· el Hmlte resulta: 

11m 
X •-

+ 1 
X 

!:le e'!l!& rr~ner.a, 

1 ¡~ l ~- ( 1C ) 

• X+~ 

l !m 

1 
-1--

+ 1 
X+_. 1 +-• 

).=:;-) 
1 

·y 
X 

- lim . -- 1~ 
X 

Como el Hr:~lte (jl;e se bt.!SC:a es 1 !~ ~ ( x ), f!!"'lol~nte queda: 

11m+ $ 
X ~ 

( X ) .. Jimf{;_)g(x) 1 
x..,+ .. e•e 

-.­_, J 



' 
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c~Jcu.ler: 1111' 
.-. 
' . ~ ~ 

S-,luclón: 

Cor.s fc:!erando e !Ir.:: ·--
llm ~ ( . ) - tl.":'' .. - . --

toma~do l~arlt~s, 

!lo L o { x ) • 11m 

e ·r. 
X COI:'IO: 

f (X )g {X) • JI~ 

-x • 

·--
l X "" 0 .• "" .. - ·~-

x e-x .- -· 

~_pllcllndo el I!Y!todo:~ para ellmlnt~r dicha lndetern:ln1!.cl6n, se tiene quer · 

11m llm .!:......!. • .. "(.~'J X·~ .., 

!2.-
X 

e 

Utfllzand-:J la regla de _L'HSpltal y calculando el 1fmlte 5e obtiene, 

1 

11~ ~- 11m -2..._ .. 11m 
X X X x ..... e x ... - e x ... _ xe 

;.,~ r 1 pues. 5e t rene c;ue: 

!lo L ~ ( x ) • 11m x.- ·~-
Flnelr.-oente, 

11o * ( X 1 i~:~ f ·-- .. -
Eie~plo. 18 

. 
H.a liar .. · 11m+ xsen_ x 

x ... o 

~-o 
X • 

x )9( X ) • 

• _1_. o 

11m 
-x 

xe • e 0 .. 1 · 

So1•;cló:": 

SI ~en X i 11':\ + Q 
• ~o 

( X } ,.. 1 !rn .. f ( X ) 9 ( X 

• ~o 
l 1m 

·~· 
• • o 

Tor.~ndo 1oserlt~s: l x~en x • sen x l x ~11m l xsen x 

• x•O 

: 1 11"1+ l ~ { X ) .. l ír..+ 
,.. .... o )>-+ (.\ 

l ' 

sen x 

Apllc~nd9 la r~gle de L'HOpltel: 

llr.': l ~ 
.- o• 

( X ) " 

1 . x 
lim ---· • :0:: ... 0 • CCl X 

• J ~~ sr~2 X • ...E. 
X ..0+ X CC.S X 0 

2 sen x 

A~llcando nueva~~te la resi~: 

Tlm·L~{x}• 

• X -+0' 

luego 11m .. ~ ( 
x•O 

X 

_ ll~ 2 ~en x ce~ x 
.ce~ x - x sen x 

x ... o· 

) . 1 !~:~+ xsen x 

x •O 
- .o 

2 o 
o • o 

11,; 

x-+ o• 

• 

-, 

39 

sen x l x 

---··-· .... ·-:<:~~...-< •• 
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SUCESIONES Y SERIES 



VII. 1 SUCESIONES 

Con el objeto de introducir el con~epto de sucesión anali 

cemos el siguiente caso.• 

anual. 

Supóngase que un banco decide pagar el 100\ de intcr~s 

Esto es, si alguien decide invertir u·n peso en dicho ban-

co, -al cabo de un afio tendrá. 

1+1•2 pesos 

Si el banco efectuara la composición de iriterés semestral­

~ente, al inversionista le iría mejor, pues al .cabo de medio año 

tendr!a 

l+i pesos 

cantidad sob"re la cual se pagaría el otro SO\ de interés. 

durante el segundo semestre gana~ra· 

(1 ·}l c}J pesos 

·por lo que al final del afio tendría 
1 1 1 1 2 

(1•rl•(1•zl c2J·(1•zl .•2.2s pesos 

Esto es, 

Ahora bien, si la composición de interés se efectúa·tres 

veces al ano, el peso del inversionista se convertirá al final del 

af10 en 
1 • 

(1 •-:rl • 2. 37 pesos 

y si la co~posici6n se cfect~a cuatro veces al año, en: 
• 

(1•1-J • 2:44 pesos 

En general,· si se compone la ir.versi6n n veces_ en un afio, 

· por cada peso invertido se obtendrá al final del afio 

pesos 

El aná.li!'is ~nterior puede TC'SUJI:irsc en la siguiente tabla 

.Número de composicio 
nes en un nno. -

z 

3 

4 

n 

Cantidad recupcrnble por cada 
eso al finalizar el a~o. 

(1+1)1 - z 
( 1 ·~J • - 2.25 

(1•il ' . 2.37 

(1•1-J 
• - 2.44 

Cono se ve, henos establecido una función 

f:N .... R 

definida por. 

que asocia a·cada núr.:cro n:~.t-..:ral n (número de veces que se cot~ponc 

-el interés en un ano) un n!!mero real (1+k)" (cantidad que se r~cu· 

p~ra anualmente). 

A partir de esta fUnci6n, podemos -formar la colección de 

térr.:.ir:.os 

f(1), f(2), f(3J; f(4), ••. , f(n), ••• 

o sea 
1 n z, z.zs,_ 2.37, 2.44, ••. , (1-+ñ) , ••• 

a- la que llamaremos sucesión infinita y que, en forma abreviada, de 

~otnrcmos con 
1 n 

{{1+ñ)J 

------~----------------------'~ 



Defir.ici6n. 

Una sucesi6n infinita es una colecci6n ordenada de t!rmi· 

f(l), f(Z), f(3), o o o, f(n), 

forcada a partir de una funci6ri f:cuyo dominio es el conjunto de -

los números naturales. 

A f(n) se le. llama término en~simo de la sucesi6n. 

En fom!l -abreviada, representaremos con {f(n)} a la su e!!. 

si6n cuyo t~rmino en~simo es f(n). 

Ejemplo VII. 1 

Las siguientes son sucesiones infinitas: 

a) {r.l}-.1, 4, 9, 16. 25, ' .... ' n • 
b) {~) . 3, 3 

1 • 
3 3 1 3 

n 2• •• "S"• z• o o o , ñ• 
-e) l.(-1)"•'nl . 1 • -2. 3. -4, o o • , (·1)n+tn_, 

d) ¡(2i)"¡. 2i, -2, 4 
i ·~ 

2 (2i)n 
ñT -, !• o o •• nT• 

Obsérvese que la definici6n· no excluye la posibilidad.de 

·que los términos de la sucesión sean números complejos, como .en el 

caso d) del Cje~plo ant~rioro Empero, en lo que sigue-trabajare~ 

QCS con sucesiones de núneros reales, a.oenos que se indique otra 

. cosa.· 

Volvacos ahora al ejemplo del interés bancario. Como • 

se puede ver en la tabl~, a r:~edida que aumenta el número de campo· 

siciones de inter~s en un ~no, auncnta la cantida4 que el inversi~ 

nisia -recupera. Sin eobargo, podemos preguntarnos: ¿Existe ·alg!:!_ 

na cantidad ~dxima recuperable por cnda peso invertido nunque el -

.--·· 

n(!mero ~e composiciones por-a~o sea tan gTnnde co~o se qUiera? 

:Para responder a esto, veaDos que sucede con el t~~ino 

(l+~)n a Qedidn que n aumenta: 

n 
{~1 .l¡ n 

n 

2 . .. 
2 2o25 

3 2o37 

24 2o6637 

2o7146 

8,760 2o7181 

52.5,600 2o718Z 

Vemos que (1-+l)n. crece cada vez más lentamente (por ejco_ 
. n 

plo al cambiar n de 8,760 a 525,600, s61o cambia la cuarta cifrad~ 

cima!), lo que nos lleva a pensar que_ hay un licite para el creci-­

~iento de (l•k)n. DichO límite es el número irracional 

e• 2o7182818284 ooo 

Entonces, la cantidad rccupe~able por cada peso invertido 

nunca será t~Jyor que "en pesos, por grande que sen el ntimero de ccm 

posicio~~s efectuadas anualmente. 

La discusión anterior se resuoe en la expresi6n 

... ··-·-·. ·- _., __ ··~ .. -- -- ..,..__._. ___ .,. ........ ··~---------.-·-·- -·-----··-



y por ello deci~os que la sucesión {(t~!)n) tiene límite (el número 
n 

e), lo .cual representamos r.edinnte 

1 n 
lim ((1•-) )•e 

n 

Lf~ite de una sucesión. 

En general, Circmos que una sucesión {f(n)} tien.e l!rni te 

si, a medida que n crece, f(n).se acerca a un cierto valor fijo L. 

Esto es:_ 

s) n .... CD' entonces f(n) .... L 

En este caso dccit:~os que la sucesión {f(n)} es converge~ 

te (converge aL). 

Este concepto puede expresarse formalmente en la siguie~ 

te 

Definici6n. 

• > o. por 

Una suc~sión {f(n)} tiene líoite L si, para todo número 

peque!'io que sea, existe un número 

lf(n)-L 1 <f; para todo·n ,. M 

Simbolizamos esto oe.diante 

lic f(n)•L 
n-

.. 

Eje~plo VII. Z. 

Demostrar que la sucesión 
1 

1 1 J 1 ' 
•'!!"""Jñ 

M .tal que 

tiene límite L•O. 

Requerimos parn ello demostrar que siendo ( > O existe un· 

N tal que 

¡l ·OI<t n Vn>M 

Como 11 -0!•1!! .! por ser n siempre positivo, tenemos n n · n 

ñ < ( 

de donde 

1 n>-
• ¡; 

por tanto, Ú ... 1· V'(:"0 ex i s
1
te un n mero n"'t' 

¡l -01 < e ~n>M. 
n 

quedando dcnost>ado. 

~o todas 

la sucesión 

1 • 4. 9, 

no tiene límite ya 

si n-, 

las sucesiones 

16. 25, 
,. 

... _, n 

que 

' entonces n _., 

son 

• 

tal que 

convergentes. Por ejemplo, · 

Para calcular el 1rmitc de una sucesi6n.convergente, pue­

den ·emplearse los .teoremas b.5sicos sobre limites que el estu<;iiar.te 

ya conoce para el c~so de funcioñes. Pcr ejemplo, para calcular -

el límite de la sucesi6n 

2, 1,·4, •.. , n~l, 

!!ll"· m-
podemos proceder de la si&~iente ~ariera: 

1 lim 1 • lim 1 
lim n+1 lim 1•rr n·~ n·~ n 1•0 1 
n- 3n n- T I~m 3 ., . ! 

n+<:> 

Co~o ejercicio ndicic9ul demostraremos, en base a.la de-

finición, que 

:.;:;: n.~.!. 1. 
n- ~ñ 'J 

----'--· . . _ .... · .. -- - ""• ---·- -····· 



En efecto, como 

se ct.::nplir.á que 

· n+ 1 1 
i""""!ñ • ;1 < ' 

si y s6lo si 

es decir si 

1 n>::;¡ 
1 por lo que, "!(>0 existe un n_Wnerc !-f=g ·tal que 

Vn>~L 

Sucesiones ~cn6tonas. 

Si analiz~7.os la sucesión 

{(n·l).!}• 1, 1, 2, 6,_ 24, .•. , (n·l)!, 000 

ve::: os que cada término es ~ayor· o igual que el anterior, por lo que 

di.rcmoz que la sucesión es creciente. Por el contrario, si en una 

sucesión cada término es cenar o igual que el anterior, dirc¡¡,os que 

Ja suce:si6n CS ~ecreciente~ como en el SÍ11,U_iente caso: 

, 1 1 ' 1 ' 1
' z ! 4 

... , ñ 

¡nefinici6;-¡. 

Sea {f(n)}una sucesión: 

l) Si í(n+l)~ f(n), Vn~N, la succs16n es creciente. 

2) Si f(r.+l)~ f(n). VnEN, la sucesión es decreciente. 

A una sucesi6n creciente ·o decreciente se le llamn manó-

tona. ---------------------·---,.------' 

--. 

A ,. 
~ .·¡ 

1 -, 

Ejemplo VII. 3, 

a). La sucesi6n del pro~lcrna de intc~é~ bancario 

2, 2.25, 2.3i, 2.44, oo• 

es una sucesión monótona c--:cciente .. 

b) No siempre es posible definir una sucesi6n mediante una sola re 

se puede 

Por eje~plo, la sucesión 

formar a partir ·de 1 n.s 

1 
f(2n·1) • Zn-l y· 

reglas: 

1 f(2n)• 7ñ7T 

E5ta es una sucesí6r. mon6t.ona decreciente·. 

e) La sucesi6n 

{(·1)n (~))· ·1, Í' + }• + ... 
no es n~n6tona ya qu~ no es c~eciente y ta~poco decreciente. 

Para la succsi6n 

1 1,_!_,1, ..•• 1,·.0. 
•· -r 3 4 ··· n 

?Odenos construi !' la siguiente_ gráficz. .. 

f(n) 

- _, -.- ·- - -

1 • ::: 
o 

T 1 ' 3 . 

:r •. • 

o o 
o 

4 S 6 

• 

7 

~ -­.. 

• 
8 n 

e: 



donde puccle apreciarse claramente que todo téTDino de la sucesi6n 

es nenor o igual que 1, por lo que diremos que 1 es una cota sup~ 

rior óe la "sucesi6n ckl· 
Por otra parte, como todo término de la sucesi6n es ma­

l . 
yor que cero, este n~mero es una cota inferior de {ñ}. 

Defir.ici6n. 
1 ¡n El r.6mero real p es una cota superior de la ~ucesión {f(n)) -.1: 1 

¡ f(n) .S p,. 

12) El número real q es una cota inferior de la sucesi6n. {f(n)} si: 

1 
! 
f 

f(~) l q, 'l'n<N. 

Una sucesi6n se dice acotada si tiene una cata inferior y 

Juna cota s~pcrior. 

De acuerdo con esto, la sucesión {~}, que _corno vit:~.os es -

oon6tona, es además acotada. 

·Teorema~ VII. 1. 

Toda sucesión"mon6tona acotada tiene lft:~.ite (es converge~ 

te). 

Dcmostraci6n. 

Probarernos·el tcore~a para suc~siones monótonas ere-

cien tes: 

Sea· {f(n)J una sucesi6n acotada. Como-{f(n)} admite una 
( 

cota superior, por el axioma del supremo tiene una m1nima "cota _sup~ 

rior a la que llamaremos L. Si ~>O, L-~ no puede ser una cota sU~ 

perior de {f(n)}; por tanto algún término de la sucesi6n es r.~ayor­

que L-(, o sea 

f(k)>L-< para algún k<N 

co~o {f(n)} es creciente: 

( 1) 

f(n),;, f(k), 

y, por ( 1) :-

f(n) > L-< 

Por otra parte; co;no L 

f(n) ~ L 

de (2) y (3) 

L-< < !(n) ~ 

restando L 

."tn>k 

. \'n>k 

es una cota superior 

Vnc~ 

L ....-n>k 

-< < f(n)-L ~O '"n>k. 

lo que implica 

if(nl-LI < < Vn>k 

45 

• • ( 2) 

. (3) 

con ·lo AUC henos demostrado la existencia del limite, que es preci 

sa~ente la minina cota superior L. 

La· decostraci6n es similar si {f(n)} es decreciente. 

Ejemplo VII_ 4 

a) Ya 
. . {" .'. ' . ·: 1 

hemos ....-isto Q.ue {ñ} es rnon6tona y acotada. por lo que según 

el teorena anterior tiene limite. Esto concuerda con lo obtt 

nido en el ejemplo VII.2, donde se dc~ost~ó que 

lim l,.. o 
" 

b) Consideremos la sucesión 

-1 • 
m 

-1 
rr' 

. ... -,;;,-,"'_. . .. 
L(n•l) 

Esta es una sucesión mon6tona creciente ya que f(n+l)>f(n) 

~ncN, como se dcDuestra a continuación: 



1) 

2) 

-1 -1 
L(n•2) > L(n•1) 

-L(n+1) > -L(n•2) 

L(n•l) < -L(n•2) lo cual es evidente. 

Por otra parte,_ la sucesión es acotada ya que 

- 1 r! es una coto iñferior, pues por ser creciente 

-1 
f(n) a rr .YncN 

Co=o L(n+l) > O Vnt~, entonces ~ es siempre ~egativo y 

cua19uier nGmero positivo" es una cota superior de la sucesi6n 

-1 
1t(n+l) ). 

_En base a lo anterior, del teorema VII. 1 se concluye que 

la sucesi6n··tiene l_fnite. 

~e deja al estudiante la obtenci6n de dicho límite. 

Yl!. 2 SERIES. 

Una formn interesante de introducir el concepto de serie 

nos la proporciona la sig~ientc paradoja, debida al fi16sofo grie-

·go Zen6~ de Elea (siglo "JI. A.C.): 

"Un corredor no puede .:1lcan:ar nu_nca la meta porque siem 

pre ha de recor:-c:-._..~a mitad de una distancia antes de recorrer.la 

distancia total. Es decir, cuando haya recorrido la primera mitad, 

·tendrá que recorrer.la otra ~itad. Cuando haya recorrido la citad 

de esta última, le quedará todavía la cuarta·parte; cuando haya re~ 

corrido la mitad de esta cuarta parte, le quedará la octava parte, 

y así sucesiva:n.'cnte." 

Analice::~os ·con más detalle· esta situaci6n: 

Si suponemos que el corredor se desplaza a velocidad con~ 

tante y le lleva t segundo~ recorrer la primera mita"d del trayecto, 

el t~empo en que recorre la distancia total serl 

t + ~ + .f .. t + •• _,._t_ ..... ~ 
6. ... S 

2
n-1 

(1) 

La idea de lá paradoja es qu~ la suma de un número·infini 

to de términos, cor.1o (1), no puede ser un núr.1ero fin'ito, por. lo que 

el corredor no podría alcanzar la meta en un tieopo·finito. Sin 

embargo, sabc~os que si el corredor se desplaza a velocidad consta~ 

te y emplea t segundo::; en recorrer la primera mi_t.ad, llegará n ·la 

rnetn en 2t segundes. Podemos por ello suponer qu~: 

t t t • + _t __ 
t • 7 • 4 + ~ ••• -n-1 • .•• 

2 
• 2t (2) 

·con lo que hemos asignado n· la suma infinita (1), que llanaremos s~ 

ri~, un·vn!or finito ~t, espcrnndo que ln igualdad (2) sen válida 
( 



en algún scritido. 

La expresi6n (2) puede representarse como 

t • Zt 
2n-1 

(3) 

¡Dcfinici6n •. 

· Una serie es la suma .Ce un nútJero infinito de tt;rminos: 

'----------~·~·--·~• __ , __ • __ •_, __ •-c--c-~+c-a-n~_· __ ·_·_· ____________________________ --' 
Obs~rvese que los ··té minos a 1 , a%, a,, ..• , ar., con~ 

tituy~n una sucesión. 

Otro ejemplo de serie lo tenemos. al interpretar la expr~ 

si6n·~ecimal del númerO racional 

o. 333 .•. 

+ + ••• · (4) 

(5) 

• 

~o sic~pre es posible asigna~ a una serie un valor finito 

cono lo hicimos en (3J y (S). 

1•4•9•16+ 

Por ~jernplo, la serie · 
,. 

+ n + ••• (6) 

carece de un valor finito como suca total. 

A las series {t) y (4) se les ll~~a convergentes, mientras 

que (6) se dice que es divergente. 

·Antes de establecer una definici6n formal de convergencia 

y divergencia de series, volvamos al análisis de la paradoja de .Ze-

A ps.rtir"de la serie 

t ._t_ . t • t 
+ 

t + t • ··-·- + 
n•1 ... n-1 ' • ¡¡ 

2n-1 
L 

podemos formar la sucesión "de sunas pa:-ciales 

donde 

s, . t 
S . t· 
' 

s, . t 

•t . 
+ ' 

+ t 
! + t • 

+ t 

2
n-I 

(1) 

Vc.:os que el térn:.i.r.o gen~ral Sn de la sucesión de su~as · 

parciales, es la suma de los n primeros términos de la serie (1), 

y·en el límite: 

para 

" n=1 

calcular 

s, 
s, 

s, 

. 

. 

. 

__ t_ = lim 
zn·I n+«> , 

este limite 

t . ( 2 -1) 

t • t· - (Z ! 

t 

t • t • t = ! 

·• .. 

observemos que 

- }lt 

(Z - }lt 

y •. como pué de demostrarse por inducci6n matemática,; el térmtno ge· 

nera~ de la.sucesi6n de ·su~as parciales es: 

~n ~ t· + ~ + ~ + ••• + 

por lo que: 

t 
.,n-1 
L 

• (Z 



• lim (2--1-) t • 2t n .... .., 
2

n-1 

Con esto veces que la exprcsi6n (2) 

t . . --. ·2n-1 . ..• 2t 

e~.válida si interprctarn~s la su~a del núm~ro infinito de t~rminos. 

t t t 
t -+ L ·- 4 • r • · · · 

co~o el lf~ite de la suc~si6n 

t t {t.!+ 4 + ••• + 
t 

n:¡l 
2 

1 
iDef:.nici6n.· 
' 
1 
1 

Sea 

¡ 
' !u:J.a serie, y sea {Sn} una sucesión (lla;;:ada de sumas paY.ciales) tal 

~q~e 
·' 

Si existe un nG~ero real S tal que: 

lio 

!se dice que la serie es convergente y tiene suna S, en cuyo caso se 

' es:!"ibe 

a • S 
n 

Una serie no convergente se dice que es divergente. 

Nótese que la ''suca'' de uni serie convergente ·ds .el limite 

de una sucesión de sumas parciales y no'sc puede Obtener mediante -

una suma ordinaria de téroinos, pucs~o que éstos son un número infi-

nito. 

• 
Para. l~s series conv~rgentcs! el si~bolo 

~e utiliza para indicar tanto la serie co~o su suma, a pesar d~ ser 

dos conceptos distintos (la suma representa un número y·par tanto-· 

no pUede ser ctmv~:r-g.:-nte -~·i,-· diYergente). 

a) 

se 

la 

b) 

Ejemplo VII. 5. 

Para el caso de la serie ( 4) : 

3 3 3' 3 • + • • 10' . i o J 
... 

10n 

!iene. 

Serie 

10 

que 

S • 3 3 • ·-;oz n 10 

(Demu6strelo) 

Como 

liw S n+= n 

converge 

r 
n•1 

-_lic 

y 

n-

su 

1 
:> 

• 3 

1 o' 

1 ( 1 -3 

su:aa 

Para el caso de la serie 

1+4+9+ ... •n 2 ~ ... 

• . -. • 

_,_) . 
10n 

1 es ! 

( 6) : 

• 

3 1 1 - ! (1--J 
10n 10n 

1 
! 

el término· general de la sucesión de surJas parci3les ~5 

Sn•1+4+9• .. :•n 1 ~ ~ (Znl+3n+l)" 

(Demu~strelo) 

En este c:.so, el límite de {Sn} no eXiste, ya ·que a t:~~-

didn que n crece, * (2n 1 +~l\+1) tiende a infinito. En oca~iones t"l!. 

e: 

·---- ---··- ---··- ··--- -· --· ---- ------· ----~----------.. ···-------------··-------..,._,...._""", 



to se simb~li:a mediante 

lim 
n-

n ' 
0 (2n +3n+l)• 

En éonsecuenc.ia, l.a serie {6) es divergente. 

En los casos anteriores, hemos obtenido una expresi6n si~ 

plificada para la suma ~e los primeros n términos de la serie, que 

pc~itc calcular con facilidad el límite. Sin embargo, eSto no es 

sie~pr~ posible. De hecho, en la mayoría de los casos no existe 

una expresión si~plificada de Sn, por lo que estudiaremos otros Q~­

todos par3 determinar la convergenCia o divergencia d_e una serie. 

Condición necesaria· :eara la convergencia de una serie. 

Observei:"IOS que en las series cor.vcrgentes 

t + t • t • t + • t 
7 4 "S" 

... z"·l ( 1) 

y 
3 • _3_ 3 • 3 

+ ••• + 3 • • --
lOn 

... 
10 . 1 o z 1 o • 1 o' 

(4) 

el término general tiende a cero, a medida que n crece; es decir: 

lim y 
. litJl 
n•~ 

Este hecho se presenta si~mpre que una serie es converge!!_ 

te. 

Teorema VII. 2 

Si la serie 

lim 
n-

Demostrnc.i6n. 

) 

n •O n 

es convergente, entonces 

o· . t.¡ ) 

Sea t 
n•1 

an una serie convergente y sea {Sr) la sucesión 

de sumas- paTciales. 

Co::oo la serie e!:- cor.vcrgente 

y. tar:;.bit!n 

li~ 
n+~ 

S 
~ 

lim S 
W"" . n- 1 

restando (2) de (1) 

lim 
n--

lim 
n+"' 

(a 1 +a2 • ••• +nn) 

• 
• L 

por las propiedades de los lirr.ite~ 

(a+a• ••. +a ))•O 
1 :r. n-1 

por tanto 

( 1 ) 

( 2) 

Este teorema establece un3 condición necesaria para ln -

·convergencia de una seoie. Sin 

ficiente; en otras palab~ras, el 

que la serie sea convcrsente. 

embargo, dic~a condición no es s~· 

1. 
hecho de que lm a •O no implica -

n.~ n 

La verdadera ctili"dnd del teorema VII. 2 es que permite 

establecer el siguiente: 

Corolario (prueba de 

Si lim a -1 
n+- n 

divcrge¡;da) 

•l 

O_, entonces la serie I an e.s ~~vcrgente.¡ 
n•1 

Ejc~plo VII. 6. 

~ 2n 
Para ln scr~c " :-:--::-r 

·n .. l ··! ;.., 

se tiene que 

li;:; • • n 
7.n 
n:;r - z ¡1 o 



por lo que la serie es divergente. 

b) Par~ la serie ! 
n•l 

lim 
n- ñ .. o 

ñ es claro que 

En este caso el teorema VII. 2 no nos permite_decidir si 

la serie converge o ¿iverge. 

e) En el caso de la serie r 
n•1 

li.m 
n-

1 

' n 
o o 

como 

se tiene ·un caso análogo al b). 

Posteriormente de~ostraremos que t 
n•1 

-ar~6nicnt es divergente; cientras que la serie ! 
n•1 

te. 

Propiedades de las se~ies. 

llamada serie 

1 
.-2 es converge!!. 
n 

Las series tienen ci~rtas propiedades que vale la ?ena -

~~ncionar antes de estudiar diferentes criterios que nos faciliteri 

~1 tr3bajo de establecer el carácter de convergencia o divergencia 

o:! e una :;crie: 

1) El carác-:er de ccnvc:-gencia o divergencia d.e una serie no cam­

bia sf todos sus téminos se mu-ltiplican por unn constante di-

ferente de cero. 

2) El caráct~r de convergencia o divergencia d~ una serie no cam-. 

bia .si se .agrega o supri:1c un número finito de t6r.:tinos. 

3) E! Gará¿t~r de converg~ncia o divergcn~ia de una serJc de tér-

4) 

5] 

qcier oanera. 

Y r bn son dos.scries CONVERGE~"TES, entonces la se 
n•1 

ric r (Oan+6bn) es tambi~n convergente.Va,S~ R y su suma estA· 
n•1 

dada por 

L (aa +Sb )•a I a +8n~ 1 bn. n""l · ." n n=1 n :.:: 

1) n 3). 

Se ¿eja al estudiante la dcmostraci6n de las propiedades 

Para un:¡ dc;:¡,ostraci6n de la propiedad 4) .puede consultar. 

se la referencia) pág. ~7t. 

. e 

·-------
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VII. 3 CRITERIOS DE CO~~ERGEKCIA. 

Podernos de~ostrar que la serie a~6nice 

1 1 1 .!. + 1 + L + ~ + 4 • ··· + n 

es divergente, agrupando sus términos en la siguiente forma: 

Observc~os que cada u~o de los t~rninos entre paréntesis 

de esta serie, es ~ayer o igual que los de la serie divergente: 

ya que 

1 1 1 
1 + 7 +! +! + ••• 

1 
! > ! 

1 1 1 1 1 
34 ~ ..... -! 

1111 1111 
5b'í"F > iíH'li'"a 

(2) 

LL!-!_.LLL!_ > LL.LL.LLL!_. 1 

S 10 11 lZ 13 14 15 16- 16 16 16 16 16 16 16 16 2 

En consecuencia, la suma de los términos de (1) será mayor 

que la su~a de los tGroinos de (2). Como la suma de los términos 

de (2) ~iende a infinito cuando n+~ (por ser esta serie diveTgente); 

entonces, la suma de los termines de (1) tambi~n tiende a infinito, 

por lo que la serie arm6nica "es divergente. 

El método nqü! emplendo, conocido-como criterio de campa-

raci6n •. puede fonnalizarsc como sigue: 

driteric de com~3rBci6n. 

)'O 

1 

~ 

Sea t an uná serie términos positivos {an2::0, Vn.cN) cu 
nool 

car:ícter que.re::os conocer: 

¡I ') Si r 
n=l 

en es u:ta ~e:-ie CONVERGE~JE de términos positivos y • .. ' 
! 

1 

1 

r 
n=i 

an es CO~"VERGE.hiE. 

)!) Si t d~ es una serie Dl~CRGENTE de términos positivos y 
!1"'1 ! 

1 

1 

~ 

a~~d 0 , Vn~N, entonces r 
n•1 

nJmostraci6n. \ 
1 

I) Sea: Sn•a
1

+a
1

+ ••• an 

1 

a es DIVERGE~JE. n 

el término gcne!al de. la sucesi6n de sumas parciales de r 
1 n•1 

sea:. 

el de t 
n""l 

a· v n • • 

Adcm~s, por 5er t en convergente, existe el lfmite de 
n•1 

{Zn) al que llamaremos L: 

lim 
n-

En ·consecuencia 

lim S ~ L 
n•- n 

~------------------·-·-------·----·----



ti vos 

Por otra parie, como I a 0 es una serie de tt!rminos· pos,!.. 
n•1 

Por tanto existe un.número real S entre cero y L .tal que 

1 in S • S 
n- n 

por lo que la serie r an es convergente. 
n•1 

II) Sea r dn una serie divergente 
n•1 

y sea YncN. 

Si suponemos que r an es una serie convergente, por la 
n•1 

parte I) del criterio de comparaci6n se tiene que 

-Vnd~ ~ I dn es convergente, lo cual contra~i 
n•1 

ce la hipótesis. 

-Por lo tanto, la' s~crie I an es divergente •. 
n•1 

Es claro que, para poder·utilizar este criterio se requi~ 

Entre las series que 

~ú~ se enplean para co~parar están las· series geom~tricas y las se­

ries "y", que trataremos a continuación. 

Serie geo~étrica. 

Una serie geom~trica es de la forma 
n-• 2 n-1 aq • a+ aq + aq + ••• + aq + .••• 

Vemos que cada t~rmino es ig~al al anterior mult! 

• 
plicado por un factor fijo q llamado ra:6n. La convergencia o di 

vergcncia de estc.tjpo de series dcp¿nde del valor de la ra:6n q, 

co:no ven~r:l.OS: 

La suma de los n primeros tfrminos de la s·erie es: 

de donde 

~lul tipl icando esta expresión por q: 

' . n qSn "" aq + nq + aq + ••• + aq 

Restando (2) de (1): 

.S;, (1-q) • a - aqn 

S • n 

por lo que: 

lim S e lii! 
n- n n•m 

. n 
n(1-o) 

1-q 

l 1 ) 

Este límite depende del valor de q y se pueden destacar 

tres casos: t·-. .' ·~.,' 

a) Si -¡qJ<1, entonces: lim qn•O, por lo que: 

li!:!. S .. a 
n- n .r:q 

n•~ 

y en consecuencia l'a serie es convergente y su suma es: 

r n·t a 
n•1 aq "' l -q 

b) Si lq.l >1," entonces: cuando n-, qn..... 6 qn•-•, por lo que: 

lit:~ S 
n- n 

no existe y, en consecuencia~ la serie es dh·ergente. 

e) S~ jqj•1, entonces q•1 6 q•-1. 

, 

.52 



• 



Para q•1: 

r aqn·•. a • a • a • ••• 
n•l 

y la serie es divergente. 

Para _q•-1: 

n·• aq • a 

y la serie es también divergente. 

(Demu~strelo) 

Resumiendo: 

La serie geom~trici I ·aqn-• converge si y s6lo si 
n•l 

Eje~pla VII. 7. 

a) Para determinar el carácter de la serie 

4 4 • 4 4 4 
[ "2" i •· nr • rr • ... n•l 3n-t+1 

(1) 

podemos emplear la serie geom~trica 

c}l 
n·• 4 4 4 E 4 - 4 • ! • !í • rr • ... 

n•l 
(Z) 

raz6n 1 lo cuya es q -~ !• por que es convergente~ 

c_ompa rando estas 4os series vemos que 

4 < 4 T 
4 < 4 
i ! 
4 < 4 

nr !í 

y en reneral: 

Emplcan~o el criterio de compar3ci6n, se concluye que la 

seri~ (1) ~s convergente. 

b) Para dete~inar el carácter de la serie 

E 
S•n 

n•l ;n ( 1 ) 

veamos si las series 

E S 

n•l ;" 
(Z) 

y 
~ 

E 
n 

n•1 3n 
(3) 

son convergentes. 

Para analizar la serie (2). utiliceQos ia serie gcom~tri 

ca convergente: 

Por las propiedades ~e las series convergentes: 

1 ~- 1 3 
C:rl • ! 

1 1 n- 1 

S(:rH:rl • 

de aqui que la serie (2) es convergcnte.(prcpi~d~d 1) de las series). 

Para la ~erie (3), utilicemos la serie geométrica conv~r 

g~nte. 
~ 

2
· n- t . ~- n 

E 3 E c?J 
n•1 

(:rl - ! n•1 

como esta serie. es conVergente. entonces 

( 4) 

tambi~n es convergente. 

·.· 
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Comparando (3) con (4): 

n 
- < 

VncN (Demuéstrelo) 
3n 

Por _el criterio de comparaci6n, la serie (3) también es 

convergente. 

-Como t ~son series convergentes. la serie 
n•1 , 3° 

es convergente (propiedad 4)). 

Serie P. 

Una serie p es de la forma 

• 1 + 1 
zP 

+ • • • + + ••• 

La convergencia o divergencia de este tipo de series de-

pende del valor de p. Podemos considerar tres casos: 

a) Si p>1, agrupemos los términos·· como sigue: 

• ¡L 
zP 

y consideremos la serie 

,.L.~. 
zP 4P 

que es una serie geométrica con a•t y q • ~p 

+ ••• 

1 
zP· •. 

( 1) 

Como p>t, 

q es un n6mero positivo menor que 1 y la serie es convergente. Los 

términos de esta serie pueden ser escritos en la forma 

1 + ¡L. L¡ 
zP zP 

+ ••• (2) 

Vemos que, cada ~no de los términos entre par~ntesis de 

la serie (1) es ~er.or o igual que ~u correspondientP d~ In serie. 

convergente {Z), por lo que, del criterio de. comparación se sigue 

que (1) es convergente.· 

b) Si p•1, la serie pes la serie armónica y, co~o vimos, es di-

VPrgcnte. 

s4 

e) Si p<1, cada t~rmino de la serie pes mayor o igual que su e~ 

rrespondiente de la serie a~6nica, y por el criterio de com-

p~raci6n la serie p es divergente. 

Resureiendo,~=------------~------------------------------. 
~ 

a) 

es 

b) 

1 La serie p: I 
n·l· nP 

Ejemplo VII. 8 . 

~ 

converge si y sólo si p> 1., 

La serie I !_del ejemplo VII. 6 es una ~erie p, con p~~. y 
n•l n

2 

por tanto convergente •. 

~ 1 1 
La serie r . 1 • {'[ .• • 

n•1 lñ 13 

una serie p divergente (p• 1/2) • 

Analicemos el caso de la !"cric 

1 1 1 • o. Ii. T!'D'".· (1) 

compar~ndola con la serie convergente 

E 
n•.l 

1. 

n' 
1 • 

TI" (2) 

·- '····------·------_: __ 



Ob'servanios que 

1 > 1 
'! • 
1 > 1 

) • 9" 

1 < 1 
N lb 

1 < 1 
m rr 

y se puede demostrar por inducción matemática que: 

n~ 

<-·1_ 
' n 

y 

Se dice por esto que la serie (2) ''domina" a la serie (1) 

a partir de n•4. Vale la pena entonces observar que.: 

Basta ·con que las desigual~ades 

•n ;:: en 
y 

•n .?. d n 

del criterio de comparación se cumplan a partir de_ uri cierto valor 

den, para que dicho criterio siga siendo aplicable (ya que.podemos 

.:>upr!:!lir un número finito de tErminas en las series sin alterar su 

CaTácter de convergencia o divergencia). 

vergente. 

vergente: 

Por ello, podemos conclUir que 1 
ñT es una serie co~ 

Otra forma de demostrarlo es la sig~iente: 

Multiplicando por 3 la serie (2), obtenemos la serie co~ 

- 3 
.I: z 
n•l n 

3 
rr + • • • (3) 

Cooparando ahora las series (1) y (3), v"emos que: 

< 3 

1 3 
'! < • 
1 < 3 • 9" 
1 3 
N < lb 
1 3 

TI]" < rr 
y, como se puede d~ostrar por inducción matcmfitica: 

<L ' . n 
\"ntN 

Podemos entonces concluir, basados en el criterio de co~ 

par3ci6n t3l como se enunci6 originalmente! que la serie I: 
n•1 

es convergente. 

1 
ñT 

En ocasiones, el criterio de comparaci6n es de dif!cil 

aplicaci6n pr~ctica (dicha di!icultad estriba ~n encontrar la s~rie. 

qu_e sen·i rá. de comparación). Por esto, introd~ciremos otro cri· 

terio conocido como criterio del cociente o de d'Alembert. 

Criterio de d'Alenbcrt . 

Sea una serie de términos po~itivos. 

Calculemos: lim 
• L 

!) S! L< 1 , ln serie es convergente. 
1 8 n+1 II) Si L>1 6--- cuando n-, la serie es divergente. a n 

Il !) Si L•l, el criterio no decide. 



• 



Dei!lOStración. 

I) Si L<1, elijamos un ntlmero real q tal que 

L<q<l. (1) 

De acuerdo con la definici6n de l!mite, existe un mtN -

tal que: 

por lo que 

De dc!lde: 

a 
n+a 

an 

a m•• 
am+¡ 

a 

< q 

< q 

< q 

m•• -- < q 
8

m+1 

Vn>m. 

8 m+s < 8~+a q < 8 m+tq
1 

< 8m q• 

En consecuencia, a partir del térnino am+l' los términos 

de la serie:· I an son menores que los correspondientes términos-
n•l 

de la serie geométrica. 

q'• 
, 

(2) •m q + •m a,. q + 

Como I an es una serie de té minos positivos, UOy 
r.•l 

de ( 1) : O<q<l, y ln serie (2) •.• convergente. 

• 
Por el criterio de co~p~raci6n, I an es convergente. 

· ~. n""l 

11) Si L>l 6 - cuando n-, ·ex~ste un mcN tal que 

es décir: 

a 
~ > 1, 
•n 

'l'n;t¡n. 

Ynam. 

Es claro entonces que an no tiende ~-cero ·cuando- n-·,. por 

lo que la serie I 
n•T 

- IIl) Si aplic·arnos el 

an es divergente. 

criterio a la serie p'tenemos: 
1 

lir.:~ rñi-11 P 
n+~ ........,...... 

para cualquier valor de p. 

Pero ya hemos der.tostrado. que cuand_o ·p>~ la serie es con­

vergente y cuando ps_1 dh·crgente, quc~ando cocprobado q~e L puéde 

ser igual a· uno tanto para· ,!;Críes C<!nvcrgentes como para~divergen­

tes, por lo' que en este caso el Criterio no decide. 

' ·, 9. . '! . Ejemplo; VIL 

a) Aplicando el criterio de d'Ale~bcrt a la serie 

tiene: 

1 

~ 
ñT 

•. ·por tanto: 

n! 
(n+l)! n!(n+l) 

1 
ñ+T 

1 
I ñT 

n•1 
se ob-
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lim "8 n•1 • lim 

y la serie es convergente·. 

b) 

pcr 

Para la serie 
n. 

n 
rñT 

n•• 

an+l {n•l ~n+l 
a (n... ) ! 

n 

lo que 

lim 3n+l lim 
n- --.-;;- n-

y la serie es divergente. 

1 
n;T- o 

n: (n•1) 0 ~n+l)n!_ 
nn n: (n+l)n n 

(l+l) 
n . e n 

ll•!) 
n 

n 

e)" Con ayuda del criterio de d'Alembert, resulta sencillo demos-

trar la convergencia de la serie 

del eje~plo VII. 7. 

y 

En efecto: 

l im 1 
n- j 

1 
j 

por lo que la serie converge. 

1 
! 

•. - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
Series ·alternadas. 

los criterios de comparación y de d'Alembert no son.apli 

cabl~s a ~eries tales como 

• 
5"7 

! 
, 1 ..,n+l 1 1 , 1 '- J . 1 :r • !í - TO • . . . n•l ' n 

! (·l)n•l . , - 1 • ·1 - , 
• n•l ñ '! ! :r 

que ilamaremos ::;críes de signos alternados o, simplemente, series 

3lternadas. ..:: .. 

En general, una serie alternada es de la forma: 

donde ah> O, Tnt:N. 

Exis~e un criterio que establece una condici6n suficien­

te para la convergencia de este tipo de series, llamado Criterio 

de· Leibniz. 

Criterio de Leibniz. 

La serie. alternada 

r (-i)n+l an • a 1 -a 2 +a 1 -5 11 +~ •. 
n•l 

donde an > O YncN, es convergente si: 

. · vne:N y lim 
n-+m 

Demostración 

·sea la serie alternada: 

r (-1)n+l an ~ 8¡•32+a,-a~···· 
n•l 

Si n es un nGmero par, el término general de la sucesi6n 

de sumas parciales: 

á • a 1 -a +n-a • ••• +a 1-a n 1 , ~ n- n 

pUede agruparse en lo ~igu;cni.:r! fc-n~a: 

~ 





Como a0 > an••' los ~Erminos entre parEntesis son todos 

positivos y la sucesi6n {Sn} es creciente. 

Por otra parte, si agrupamos sn en la forma: 

Sn •. al- (a2.-al).·(a,~a5)· .••• -(an-z-Bn-s)·8n 

por el mismo razonamiento vemos que Sn < a
1

, y la sucesi6n es aco­

tada. 

mosle L: 

Cor.o {Sn} es mon6tona y acotada, tiene límite, llamE-

lim 
n- (sin es par). 

Nos resta demostrar que tomando un número impar de térmi 

nos, el li"cit_e de la suce_si6n.de sumas parciales es también L. 

y 

por lo que 

la serie 

En efecto: 

(si n es par) 

lim 5n•s 
lim s .. • lim 

n- •n .... n- 8 n•1 

Por hip6tesis: lim 
an+a . o, n-' -

lim 
n- S • L • o·· L 

n+.l 

Hemos demostrado que la sucesi6n de sumas partiBles de 

tiene límite, por ló que dicha serie es 

convergente. 

• 
Ejen:plo VII. 10 

a) Medi~nte t!l criterio de Leibni: se puede deoostrar que la se_­

rie 

es 

- (-1)n+l.!..... • 1 -} • 
n' 

con\·ergente, Y• que: 

1 ) ,. ,. 1 
4 

> 1 
lr 

> 1 
n> > -

1 1 
1r - rr 

o bien: 1 > 
(n+1) 1 

-\'n<N 
r.' 

por lo que: •n > _en+ 1 
VncN 

y 2) lim . lim . o n•• •n n+• n' 

b) Para.la serie 

. . ..... 

r (. 1 )
n+l 1 

1 
1 1 

ñ" --r•:r 1 4 •... 

se tiene que 

1 1 
n > ñ+T 

YncN 

y como: 

lim 
n-

!. • o 
n 

por el crireri~ de Leibniz la seri~ es convergente. 
'. 

'; 

En el éjemplo· anterior se demostr6 que la serie 

es convergente; Sin embargo, la serie que se obtiene re~mplazan-

-do cada t€rmino por su valor absoluto 

sa 
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es d5. ·.:ergente (serie arm6.nica). 

Se dice por ello que es una serie cOndi-

cion~l~ente convergente~ 

Por ctra parte, tanto la serie alternada 

·n+ 1 1 1 1 1 
I (-1) - • 1 - 4 + g- - T5" + 

n•1 n 2 

como la que·se obtiene reemplazando cada término por su valor abs~ 

luto: 
• 
I 1 • 1 •-t +~+Ti+ 

n•1 n 1 

. 1 d" I (-1)n+l 1 son ser1es convergentes, por o que se lee que --
n•1 nt 

es una serie absolutamente convergente. 

Estos concep~os no s61o son apliCables a series alterna-

das, sino ta~bién a series de signos cualesquiera. "En. lo que si-:. 

.gue. cuando hablemos de la serie t 
n•1 

an · se entender! que un pue-

de ter.e~ cualquier signo, y r~presentaremos mediante I 
n•1 -

a 

"la serie que se forma reemplatando los términos de t an por sus 

respectivcs valores absolutos. 

Teore¡:-:.;: VII. 3. 

Si la serie I lanl es convergente, entonces la serie 

I a 
n•l n 

también· es convergente. 

Dr.mostraci6n. 

• 
Entonces: 

o· 
~) 

YntN, 18 sucesión {s +2 ) 
n n 

es mon6tona .crecie~te y tiene cota inferior (cualquier número nega· 

tivo). 

Por· otra parte, como a <la 1 i~ ¡· 1 1 ' 1 n- n .... p 1ca Q';le an• an ~ 2¡nn'' 

podemos escribir 

y como t lanl es convergente, la sucesi6n {Sn•Zn} tiene una cota 
n•1 

superior (2 I 1•nll­
n•1 

En consecuencia la sucesión {Sn~Zn) e~ monótona y acota­

. da, por lo que existe el límite: 

límite 

lim 

Ader.tfis,.por-hip6tesis, t- lanl.es convergente y existe el 
n•l 

lim 

De aquí que, por propiedades de los límites 

li::t 
n-

lim J.n .. lirn 
n- n·'"""' 

~ 

(S •Z -Z ) n n n 
lim 

también existe, lo que demuestra que I 
n•1 

an es convergente. 



(donde.n 

tos: 

VI l. 11. 

Podemos determinar el caTlcter de la ser~e 

cos(n) • 0.54 - 0.15 - 0.19 - 0.08 • 0.03 
nlñ 

+ ••• 

está en radianes), analizando la serie de valores absolu~ 

- ¡cos(n)l r 
n•1 nlñ 

Dado que Jcos(n) 1 ! 1, Y!tcN, es claro que 

¡cos(n)l ~ 
1 

"V'ncN (1) 
nlñ nlñ 

Como - _1_ 1 r ·r -;:m n•1 nlñ n··1 

es una serie p, con p ~ 3/2, converge. 

De la expreSión (1), por el criterio de comparaci6n con-

clutrnos que 

t 1 cos(n) 1 es convergente,· y, por el teorema VII. 3 
n•l nlñ 

la serie t cos(n) es también convergente. 
n•1 nlñ 

Definición. -Una serie t ,nn se llama absolutamente convergente si 
n•l 

la serie t lanl converge. 
n•1 

Obs~rvese que, segün el teorema VII. 3, toda serie abso-

lutamente convergente es convergente. 

La serie J: 
n•1 

·- --- .•. ···------

cos (n) ,. del ejemplo anterior, es absolu!_a 
nlñ 

• 
mente convergente, al igual que la serie 

, 
' n 

Una ~erie convergente p~ra la cual 

diverge, se llama condicionalmente converg~ntc. 

serie l: 
·n·l 

Son ejemplos de series condicionalmente convergentes la 

yn est\ldiada, y la serie 

como el estudiante puede comprobar. 

···-

60 
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INTEC~ OtriNIDA E IHTECRAL IHDtFINIOA. 

11. De~strar el Teo~a del Valor -edlo do1 Cáleulo Integral, 

• t2, Expllear, con ul'l diagrama, la representeclcSn del Teorema del Va .. 

lor Medio. 

IJ. Para ur.a func16n derivable y continua dentro de un Intervalo, "!. 
~strar el Teorei'NI Fundamental del C41culo lntegr"al. 

1~. D.adas ., .. func 1 .:.res f ( . ) . '1 ( • ), '2 ( • ) . .. F ( . ) 
n 

d!stln9ulr cuales de las '¡ ( . ) . ( ¡ -l. 2. n ) son •• 
tiderlvadi.s de ' ( X ) • 

• 15. Encontrar el valor de una Integral Indefinida por ~dio del leo-

OBJETIVOS, rema Fund~!T'ent.al del Cálculo 11\t.egr.!ll. 

OBJETIVO CENtRAL: 

El alu~ comprender¡ los fundamentos del c'lculo Integral de.fu~l~ 

nes ~ una sola varhble Independiente. 

* 
* 

* 

• 

• 

Al ter~lnar este capitulo, el alumno ser& capaz de: 

1. 

2. 

). 

~-

5. 

6 . 

7. 

8. 

~-

Definir partrc16n de un Intervalo. 

Definir norma de una particl6n. 

Oet~r~lnar un., funcl6n escalonada que aproxime Jos valores de una 

funcl&n continua en un lnterv~lo dado. 

O~da una funcl6n escalonada en un Intervalo, calcular.el valor • 

de la svm.a de Rlemann. 

Calcular el ¡rea bajo la curva, empleando .erles del tipo: 

.t "'· t "'2, r "'3 
bpllcar el COflc.epto de lntegr"al De"flnlda, mediante la suma de • 

Rlerr.ann, de una fvnclén continua de una· variable Independiente. 

E~pllcar las condiciones qve hacen una funci6n Integrable en un• 

Intervalo. 

E~pllcar, ~dlante una figura, la Interpretación geométrica de • 

la Integral Definida de una fu,cf6n continua, 

(,pllcar tres o mh apllcac.lone!> dlfere,te~ de la Integral Defl 

ni da. 

• 10. E.•pllc.~r cada ur:'.A de l.u rropledoldf'S b.lsica" de la lntegrl!ll ~f! 

ni d ... 

• 16. Dada una función fntegrabte"en un Intervalo, calcular, usando la 

Regla .de Barrow, el v·alor de su Integral definida en ese Tnterv!. 

tO. 

• OBJETIVOS ESENCIALES. 

•. 
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INTEGRAL DEFINIDA 

[ 

lllTEGAAl INDEFINIDA 

INOIC[. 

. l 

. 1 

.) 

. 4 

• S 
.6 

.) 

INTERVALO, PARTICION, NORKA • 

SCt\A DE RIEr.ANN • 

INTE:P.AL DEFINIDA, FUNCION INTEGRABLE. 

INT[RPRETACION CEOHfTRICA OE LA INTEGRAL DEFINIDA, 

'PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA, 

TEOREI1A OH VALOR MEDIO DEL CALCULO- INHCRAL, 

INTEGRAl DEFINIDA CON LIMITE SUPERIOR V-RIABLE 

,8 TEOREHA FUNDÁMENTAL DEL CAlCUlO INTEGRAL, 

·' 
.lO 

RELACIOH ENTP.E LA IHT(GRACIOH Y lA DERIVACION 
DE Ur-;A FUiiCIOS COIITIHUA. INTEGRAL DEFINIDA 
REGLA DE BARP.0\.1, 

. ~--· • 

1 NT[GML_,'DEf 1 N 1 DA· t.. !N!EG~A.l IKO~r IJU :A, 

V.l INTERVAL.O, PARTICION, NOR.M.~. 

lnlcl~remos nuestro estudlo del C&lculo Integral p1entefndoftos •1 ~~--~ 

gvlente problem.~: .Oetennlnar el lirett comprendldG entre 1e curve dada por 1a 

func:l6n f: {x, y 1 x e ,R , y_. f ( x } ) , les rectu x • • y x • b, y el eje x 

Jrea bajo le curve ) • 

Grfflcamente se representa de. le sl;ulente' -..nera: 

' 

.. 

Pera h fonnulac.lfn precisa de este pro~l~ y para su _solucf&.et nec:e 

urlo r.ecordGr y deffnlr algunos conc.~Ptot ~euxlllaret, 

Se 11a:'!la lnterv~\o cer,.adc • equel conJvntv{ :~tj• CR Y a-s;. X .S b) : C!, 

te Intervalo pu~de dlvldfrse en ~ $ub!ntt:rv~~olo-s c:uyot puntos front~re x.c. •. •, 
x

2
, :ll) ••• "'n~l' :lln estln tujetos a la slgulenta condlcl6n1 

- b 

-------· 



Asf, por ejef!ll)lo,: el Inter-valo ( 1. }.5] ~e puete dividir arbftrerfalfte,!!. 

te en cuatro sublnterv•lot de lo ~l9ut __ ente Nnere: 

x,•I.D xzt 

F'lgure V.2 

y se c~ple que: 

1 <1.5< 2 <) <3.5 

[r~ general si se representan los sublncervalos sobre 1a recta núrne-ri-­

ca 6 eje •. aueda: 

•·· a '• '• ·~·· s.ubinte-rva!a 

Figura V,) 

A los n sublntervalos asf fo~dos se les definir~ e~ la partlcl6n P 

del fnter.,a!ola ,_ b) ; e~ su!)iflter ... alo IEsii!"IO semlablerto"serli: [• 
1

, 

• ,·- 1 ) 

Por lo tanto definiremos e~ norma de una partlct6n P,·y se represent~ 

rl pcr t,a la longitud del sublntervalo ~s grande de ios sublntervalos cerr~ 

dos [ • 
1 

- x 
1 

_ 
1 

] 

· Con \u bases anteriores ya e~Hamos 1 lstos para definir una .f'uncl6n es­

calanaC:a S ( • ) d'! h sigulent~ ""''MC'ra: 

Un .. funcl6n s ( •) cu~o C:oonlni:J es el lnter_valo cerradoL a. b 1 se !la­

,. escalonada si ~~iste una partlc16n P para la cual S {a} p~r~anece consta!!. 

te t:n eliJa ur10 de los n subl,tervalos seMiabiertll\ de P. 
( !e..,..olo V, 1 

•• 
tales; represente_•. la fu~cl6n grlflca~ente. 

3~, 

'j 
1.00L ~. : 
Q_ ___.: 

ó. 1 : . ¡ 
20 50 

Solucl6n: . ,. 
' 

Peso ( .. . ) T hr,bres ( S ) 

[0,20 0.20 

[2o,so ) o. so 
~o, 1oo) 1. 00 

[!oo,120] · 3·.oo 

la funcl6n representado es. una funel6n escalona~a pues cu~pl~ con la d~ 

flnlcl6n Ya ~ue: 

El Intervalo ( 0,120] se dlv/¿16_ en cu11tro sub intervalos l 0,20 ), 

[2~,50 ), [50,100 }, [ 100,120] CIH'respol'ldlet"!.:~ er. ct~da c¿~o les valcoru 

constantes 0.20, 0.50, l.C y ),O,r"espectlva~nte. 

•. 
los anteriores conceptos nos ven·a servir para dete~fnar una funcl6n 

escfllonada que ~-proxlrne los .,alores de ~o~na funcl6ro continua en un Intervalo­

dado, e~ se explica a contlnuac/6n. 

SI suponemos que(:. representa cuelqulcr .pu"'ltO del Intervalo cerrado 
' [ _x 

1 
_ 

1 
, x 

1 
] , en cada sublntervalo del Intervalo cerrado ¡~a, b] , po·• 

dremos encontrar un valor t y a cada t le correspanderl u!'! valor de la fun· 
.. 1 f 

c16n y • f (a) 1 x •.t¡ • f ( t
1

) de tal forma Que en la funcí6n continua-

y • f ( a ) , originalmente pl~nteada, la pode~s rc~rescntar apro~i~da~r.:e 

cO'I'O la función escalonada f ( ( 1 ), co!:'IO se Ob$erva ~n la fl9ura V.$. 

Con este proceso podre~~ resolver en for~a aprc~lm#~a el problc~ plan• 

teado orlglnall'llentc, que .era encontr~r el Airea ·bajo la cvn-• de. la fl~ura 'J.1 

o la figura V.5.a; si en su lug.ar calculamos el Are11 de h figura V.S.b, a¡o,-­

baS t~nd~r!n a ser fguales mlentre' mayor ~ú~ero ~e sv~lrtcr~alo1 ha~•. o ,ea 

'"ler:tr.as menor 5ee la r.orl"<t Ce la p:,rt lcl6n, 

. ··----··----··-... ~--··---------------.... ---~ 



• 



, 
,. ,,,, 

, • ., ~"'" ll 
f~Jé/1 rottfthUil • 

Figure V.S 

' 

.~a ¡J.¡ i'': •• i l.t; l~b Jt 
• ' • ' 1 

. :t.~ :c.,; e:, :&. :E.. 
IIIMNJIJ .. COkHf<x/11 

El lrea bajo la func.l6n escalonada f ( f.¡) p~ra ~~ e [a, b] entre 

las rectas x-a y x • b se puede dete~lnar como se Ilustra en la figura sl 
gulente~ 

el 

•• 

Figura V. 6 

El lrea del rect5n9ulo Á serJ lgua~ 111 
, ( t 

lru total serl : At • r A! • r , ( t 1 1•1 1•1 
la soluc16rl apro)I!,IIN!da al probler.~a p\fnteado, 

V.2 SU~ DE RI(MANN. 

) 

) ( 

( . 
• 

n 

1 ... x 1 - ·¡ ) • A 

1- x t _ 1 ), que • 

A la e,.-presl6n Indicada en er plirrafo anter"lor1 
1
,!

1 
f C t

1
) ( xl 

6 l~t f ( C l b l x, se le llama " SuiNI de Rle1!18nn n, 

[Je,...plo V. 2 

Encontrar wn valor de la Su~~ de Rf~mann para la func16n Contlnu~ Y • 

f ( • ) • 1 + x en el Intervalo cerrado [1, 10] 

.--~. 

So1uc:l6n: 

En este uso [a, b] dividamos el lntet'Yelo en 9 subln• 

tervalos Iguales, de a~lltud 1, y construyamos u~ funel&n escalonad~. como 

se ~estra en la figura siguiente: • YJ 

figura V.7 

"r • 
9 
r 

1•1 f(~l)(x )(1-1 ) • 

•2(1)+3( 

2!!. 

) • 4 ( 1 ) •••• +_10 ( 1 ) 

A 

SI el número de sublnterva!os fue~a ~yo~. el ~esu1tado serTa mas aprox! 
mado el Arce bajo la curva. 

-V. 3 INTECRAl DEFINIDA, FuNCION INTEGRABLE, 

Á contlnuA~16n definiremos lo ~ue representll que ~na funct6n continua-· 

y • f {" ) sea lnte9rable en el J,..tervalo cerr,ac!o [a, b J 

Oeflnlcl6n: la función y • f ( x) es 

e11.r"ste un núnoero L que sat lsfa9a:, 
.1' " r. ( { ~1. "1 . - l 1< < tal qoe 1•1 

Integrable en " e [•. b] 

t>O y pret !Jedo. y ac!~s 

1 '1 - ){1-1 1 < 6 Umblén 6 > O ~quer.o y prefijado entonce•: 

" !le 1;.1 r ( ~; ) 6 1 • 
' ·o 

si 

' 

' 

6.:1 
' 

-1 
1 



• 



En el momento en que 

n 

~- o • "r-1 • • ) y f ( e, ) tlen~• e f (" ), ... 

de sublnte~elos tiende e Infinito. 

1! 1 f ( ( 1 ) t
1 

.: • l se le llama lntegr&l definid• de le fu~ 

c16~ contlnva·y • f (.:) en el Intervalo cerrado [•• b] y se le represente ... 

po•Jb. f ( X ) d d ( • x, es ec. r: 

s: n 
f ( Jt ) d X • 

11m 

Reeu!rdese que ~ representa la nonma; al hacer tender :sta e cero. se -

gerantlza que todos los dcmJs lnte~alos tienden e eero. por lo que la lnte--

9ral definida no depende de los sublntervelos t. 1x. 

R.t::::ordernos ta~h 1 !n que si y • f ( x } u cont 1 nua en e 1 Intervalo cerra­

d~ e~. tJ i entonces se satisfacen les slgulentes"condl,lones: 

f ( ' ) existe e e [a, b] 

1 ''" f ( x ) existe 
X •< 

ll•f(x)•f·(c) 
x •e 

C~nvlene aclarar que ~ le. expresi&J: f ( x ) d x. x representa la .. 

v•rl~ble de Integración, f x ) se lla~ Integrando o funcl6n Integrable, ... ' . 
"a" lfl!llte Inferior, "b ".lf'"lte superior y el sfmbolo 1 se IIB!M signo ... 

~e lntegreclbn, 

Encon~rar el líru bajo 1e c.urve y • ,,.'· ·1 hl'iltada por las re, tu x • O y 

Jl • 2. 

Solucf6n: 

Al lntervelll [o, "z] • con •IIIPlhud Igual a 2 ... o·. 2. dfvfd!moslo en n 

.J 

• 
subl~tervalos l_g~u!lles ó ¡. 

2 
X • --n 

entonces: . 
• -o< _2_ 

n 
4 

< -.-· 
6 --<··· n. .-

2
- k. < ••• < 2 • b n 

El ~ra5 del k!slmo reetlngulo ser~ 

. : 
por 1o tanto f - f 

. 2 
·pe,.-o ("K • --. k. 

n 
2 

k ) : •, n 
f 

como f ( • )"• x2
1 enton,es f (-2-k) 

n • + kz 

Sust""ttuyendo ( 1 ) y ( 3 } e"n ( 1 

~ ···--2 n 

El lrea total serl: 

'r" . . -
k2 2 B 

-.--~ 

n 
) ~ueda! 

k2 

- 2-k)A 
n 1 • 

,-·· . 

[1) 

(2) 

{)) 

8 
pero -::J es lndepcndle~te ele ·k por lo que puede se1 lr·..de 1a sum.torl4, qU!. 
dando:, n 

8 
'r - -::J 

n 

n 
t 

k•l 
n 

el problema 1hore se reduce e enco~trar el valor de r 
k•l 

c16n 

sustituyendo ( 5 e"'n ( lt } quede: 
n 

n ( ,... + 1 ) { 2 n + t } • ._¡
1 

6 

desArrollando y slmpllfleendo se obttene: 

"b 
. cOfiiO ee conoce que J a 

no-

~ 

n 

f 

~ • :-r­
. ) n 

n 
,~, 

(S) 

(6) 

(7) 



~ust 1 tuyet'lc!O ( 6 •• ( 7 ) qu~da: 
n ,,. ' r ( e, ) L 1 •• llm 

t. -.o i•l 
L ·• O 

8 
> "T 

n .. n• ~ 

lo 
i 2 2 

d 
e 

~or tanto • • • J o 

V.lt INTEfiPP.E:TI.CION COEOMTP.ICA CE l.A INTECAAL DEFINIDA. 

·se puede eflr~r ~ue la Integral definida de la funcl6n contlnu8 • • 

y.• f _x ), geomé:.rlca!'"'ente represent• el 1re~ abaje;> de la propia cur-va 

y • f ~),limitada por las rectas y • O, x • a y ,¡; • b, COI'IIO se muestra en 

la figure. 

Y=l(x). / 

flgur• Y, 8 · 

. J/:/ 
·.;;:· / A , 
// ··/· . /'_-· .. 
. ,'/ ·' ' 
' . ' 

A= J)rxJdx. 
··. 

x=o x=b 

CbsErve~e t~mblén que la Integral 

algebraicas de les lrees bajo le curva 

• 

definida fb 
' . 

y no el lrea 

f { x ) d x de las su~s 

total en valor absoluto , 

• 
j 

2T1 

F'lguraV,IO 

·rJel'lplo v.a. · 

Calcular geM.!tdce~nte le 'lguiente Integral deffnlcta't 

(3•2x)dx • 

5oluc16n: 

En este caso'v • 3 ~ 2 x; si le representamos grJflca~nte queda: 

y 

X 

Figura V.11 

·'. ., i i 
In terse ce 16n con ., eje x; y • ·o por lo tanto O • 3 ... 2 •· donde -

• • 3· 
-2-· 1.5 para X • '· y - ·1 

pare • • J. y • • l 

serln: ., . ( 1.5 • 1.0. ) 1/2 • 0.25 

Al • ~ ) • 1.5 ) )/2 • %,25 

. -·-·i.r-... 



Por 1~ tanto ~ • A1 - A2 • 0.25 - 2.25. 2 

· ~e donde: S', ( ) • 2 X ) d X • • 2 

Calcular la sl~uleñte Integral, usando le lnterpretaef6n geom4trlc8: 

•S! ( Vo+gt.)dt 

en que va·· rapidez Inicial. 

g • ace1eracl6n de le gravedad. 

Vo, 9 puet::en con~lderarse t;;onStllntes. 

SÓiuel6n: 

(n eHe e.aso la furu;l6n Integrable es: 

f ( t ) • Yo. • 9 .t. la representael~n gr!ffca de dlcM funcf6'1 es: 

1 

V o 

f: o 1 • T 
figure V.l2 

ffi}•Vo+gl 
.•. 

t~ 1a Integral definida de la func!On f ( t ) • Yo+ 9 t.en el lnter• 

.,-alo ".::cerrado [o, ~]· reprue~ta ~~ 8"ea b11j~ la cu~va; le so1ucl6n serl1 

o sl!'a: 

A • !ase ~nor + Base ~yor 
2 

A • Yo • ( Yo + 9 T ) 
2 

T 

A lture 
2 . 

O • Vo T + ~ 

' d t • vO T + 1.:!.._ 

' 
por lo tanto: -s: Yo • g t 

' -· 
V. 5 PROPIEDADES DE LA IHTECRAL DEFI~IOA, 

A contlnuacl6n sC dan ai9•-'"IU pr0p!c.da<:!e~ de 1a Integral deftnt•h: to•• 

das ellas se puedan demostrar a ~rtlr de su deff~leltn. 

Sean f ( x ) y 9 ( x ) dos funcfc.11es co!\tlnuas el"l el Intervalo cerrado 

[a, b];en.to:"lces: 

.. 1.- 5: dx • b . . 
2.-s: kf (:K) d:K•kS: r (:K)·dx;_k•conuanta. 

).·: 5: k d x • k (.b .. a); k • con'ltante. 

4,· s: f ( ,11. ) d ,11. ... o 

S.· s: f(x)dx• ·J:f(x) d • 

'6.· 5: f ( X • X • 5: f ( X ) d X ·5 ~ f(x.)d• 

X + 9 

e t [a, •] 

es decir, le Integral de una suaa algebraica de funciones es Igual a 1a suma 

al9ebr-alca de las Integrales de las funciones 

s .• slf(xl~o<• para x e ["a, b] se cumple que: 

X ) d X ~5 :. 9 ( X ) d :K, 

9.· SI k >o. se cu~ple que: 

5~ ·., (~ ) .d ·~ ~; "'s: f ( X ) d •• 
• 

10.- S 1 e e R s·e c~ple c:ue1 

j~ , ( . ) d" . )b+c . . 
.. c+c 

f ( . . e ) d • 

Ahora demostraremos a ~ner~ de eje~tos algunas de las propiedades 

y el resto se dejadin al &lul'lno. 

6 1· 



-~. 

•• 

, ( . ,, 

EJ .... Io V,6 

Demostrar que:Sb' k d-.. • k. ( b- a), 
• • 

Solud6n: 

De lo deffnltf6n de la Integral definida puede escribirse: 

s: n 
(x).il 1 x 

k d X • 11111 
1¡1 

f 
'•D 
n • • 

este caso f ( X ) - k 

Dividamos, al Intervalo [b ... a] en n sublntervalos, queclerf : 

)C. -.!!....:....!. 
n 

entonces: a • x0 <e + -·-~-•- < a ,... 2_ b ~ • 
. b .... <••3-.--.. <"' 

b -· .- . b - • 
- < a + k --.-- < - ... • < e + n ~ •• 

del lrea del kaslmo rectlngutO ser¡ 1 A k • f ( x k ) t 1 :.: 

-\- [6 1' J, [·+k .... <.::.•~.J. 
n 

-. ) J 
n 

k A¡ x · •. 

por lo unto 1¡ 1 f ( x } 6¡ x · • 

n 

de donde llm 1¡1 6•o 
n • • 

n 
r 

k•l 
k 

11m 

6•0 
n• • 

b • e b • a " n-· -.-- .. I, k. 
b - • • -n- nk • .1( ( b - a ) 

k(b·o)•k(b•o) 

pues k.'b y a·~ Independientes de 6 o den, 

EJemplo Y.7 

Interpretar geomftrleamente le siguiente propiedad: 

S b_.·-~ ( .. , d•·s·. .... ·s· t'(x)dx+ e f ( X ) d X l e C [ 8, b] 

Solud6~:·. 

Sea le func16n Y • f ( x } y representEmosla grlflcamente en un slst~-

' ' 
' _., 
bú 

x::o x=b· 

Figura V,IJ 

laj b f ( x ) d x geornltrlcamente representa el &ru bajo la curva y • f ( • ) 

y 1:s rectas y • O , x • a y x • b como se ve en 1~ ffgu•o y .1J. 

SI e es 
'e 

ces: j,. r 
una absclsa.comprendlda en el Intervalo cerrado[a, b], enton· 

11t ) d x, repre.senta el lrea A1 ':lajo h curva y • f ( x )·y les• 

rectas .Y. • O_, x .. a, y x • e, cc:mo ae ~ede ver en la figura V, lit y 

s· e f ( X ) dx representa el 'rea A2 bPjo la mis~ curva, pero entre las re~ 
tas y • O, x • e~ a: • b. 

Se pue_de observar que: 
.1 + ., - .., 

por lo que: (b . j. f ( X } d X • s: 

Figura V.1it 

f(x)dx • 

V,6 TEOREMA OCL VALOR MEDIO OEL CALCULO INTECAAL, 

SI la función y • f (X) e' cnntlnua en el lnterv:.lo ~errado r~. b 1,. 
entC"nc!:; existe un número e e [a; b] tofl que haga que: 

5: f ( X ) d X " f ( e ) f b • O .>J 



r.·:~str~:~cll!.n: Sea la ~unción y • f ( x ) continua en el Intervalo cerr!. 

c!c [e, b]; 1 lar.-<"~S m al valor mfnltno Ce la funcl6n y a M al valor m.lxlmo,·· 

esf: 

gr!flca~nte queda: 

m•f(xm) 

.. '" < [•. b] 

.... < [•. b] 

X m Figura Y. 15. 

x=a X•b 

se puede effrm.r que: ~ < , ( . ) ~ "• JI. X E [a. b1tambl~n •• puede decir• 
'b 

propiedad 3 y J: H d que: J a m d ••• C. b - a ) en base • le .. " (b-•)¡ 
en base • la propiedad 8 U! •fl rma lo siguiente: 

5: m d X~ 5: f ( X ) dx ~s: l't d 11C 

ya que: m!.f(x)~H 

es decir: ID ( b • a )_!, s: f ( X ) d X ~ 11 ( b -_a } 

dividiendo toc:!os los miembros de la expresión anterior- por(b-a) y observal'ldo 

que la dlferendll resultll ·positiva ya que b>e, se obtiene: 

Í b f ( Jt f! X. 

o ~o-~"-.:-:::-:::---,- < " 
· b • a 

pero m • f ( . ~) y " " f r )1," ) 00' lo que: 

) !5! f ( . ) d • f ( . m < f •,; l. b • 
Dado c;ue f ( x ) es cont lnua Y. x t:: j!,_ b] , debe tener todos los 

• 
Vi!lores C~;"rend!Cos ,..~!re m y H; ctr.!O 

5 
_ 

val.:-res,en_eonces é~be ~l:tlr, p.::.r lo l!lenos, 

(b 
G J a f ( x ) d "' es uno de 

un V!llor de e t: [e. b J :el 

o sea: f(o)•~ s: f ( •. ) d • 

es ¿e el r: 

estos 

que: 

Sb. f ( x ) d x • f ( e ) ( b ~ e ) que os lo ~uo se querfa demos• 
t ,..,,. • 

Por ocr~ parte, se puede Interpretar geomitrlcamento el Teor~ del Valor 

·~nedlo del Cllcu!o lnt"egral, badndose en la' fnterpr~tt•cf~ geomftrlca de b In 
tl!gral Oe'flnid.a. 

fl teore!:'.a expresa qve:5: f ( x } d x • f (e ) ( b- a ) es decir, -

asegura la existencia_ de un recdngul_o de bese ( b - a ) y altura f ( e ) que­

represente lll misma llrca que la de5: f ( IIC) d x, como se Ilustra en le f! 

gura V. _16. Y 

.. 

ce =A 

flgoro \' 

e sea. Area AOco .•. Are~ -~·.·,, 
0 

. 

pero Area ABCD·J:. f (. x ) d x. 

• ( b - • ) f 1 ~ ). 

e 
16 

D=b 

·; 

Obsfrvese tambTEn que este teorema a'egura por lo menos la ~xlstencla • 

'. 



,. 



de un valor de ~. A le orden~d• f { e ) se lo flema orde~ada media. 

EJ~C~Io v.e 

. Oeternlnar el valor de 
(• 2 
... \..r ll: sen x d •· 

Solu:l6n: 

~presentemos gr6flcamente las funciones 1 

f ( x) • x2
, g ( x) • sen x 

H 
y f ( X ) g ( X ) o x2 

y 

sen x 

y•St>n X 

-1T 

• Figure V. 17 

por lo tanto x2 sen x quedara: 
Figure V. 18 

(~ 2 . . 
~x sen x ~ '_ (e ) 

7T • 

[• - • J 
Figure V. 19 

• 

obsErvese que el origen divide o le figura en dos partes Jgua1es, • • 

e • o y f .( e ) • o 

po• lo tan te: .).:.2 sen JI( • e [ ~ - ( -·) J • o 

EJemplo Y. ' 

Detei'T:\In.er le Jntegrals; ( J • K} d :K, asT cOI'N) 1e ordenada ~dial 
f ( e ) . 

• 

• 
Soluci6n: Flg~ra V. :o 
(Ó 
..)z_ ( 3 +:K} d x represent.a ~~ iretJ bajo la curva quedarf 

paro x • 2, 

sf : x • 8 

Y • s· :·. 
y • , 1 

por lo que el .drea de1 trapec:~o. ~oer!: 

como 

entonces: 

A,:~ 6•t.S 
2 

A •5b•S ( 3 + X d X 
a-2 

r~ {3+x)dx·•s 

Apliquemos ahora el Teor~ del Valor Medio que dlce1 

··. 5: f { X ) d X • f { C ) [b - a] 
sustituyendo queda: 

5~ ( 3 +X d x • t ( e ) [s - 2] • •s 
por lo tanto: 

6 1 { e • •s 

_, 

donde, f 

ces f (-e 

e } • 8 y reprc~ent~ el volor pr~e~!o 

• 3 + e • 6, por lo que e • S. 
( ordenada ~dla ), enton 

EJemplo V. 10 

Utllltando_el Teorema del Valor Medio, en~o~trar e y f (e) dé la 

'lgulente lnte')l"e1: 

f(x)dx,Tf(x 

Solvcl6n: 

+ X 

- X 

- 1 ~· ~2 

2 ~ • ~S. 

SI repres~ntemos gr,flca~l'lte la .func16n c:ueda: 



y , .. , ..... 

Flo;ura V, 21 

El val~r de 5:, f ( x ) d x, geO':Iétrlc:emente representa el Jrea beJo ... 

le CYI"Vi!l por' lo que es (gual a 9. 

Por otro lado,el Teor~ del Valor Medio del C&lculo Integral estable• 

ce: 

5: f ( x ) d x • t' ( e ) [ b 

es d<!clr: S ~ 1 f ( • ) d • • 9 • f ( e ) [b - ·• J 
en este (.810! [a, b J • [· 1, s] y b - •• 5 - ( - 1 ) • 6 

por" lo que: 
9 • f e ) 6 por lo tanto f ( e ) • + • 1, S 

.. ,0 f ( • ) . 1 •• pare . 1 !• ! ' 
y f ( . ) • 5 • para ' !• !5 

•o' lo t al'\tO 1 +e,·· 1.5 donde '1 • 0.5 

5 - 'z . 1,5 donde 'z • ~-5 

es decir, en este caso existen dos valores de e ( 0.5 y ).5 ) que aseguren • 

la e.od1.tM::Io de un rec:-tln'j!ulo de base (b-e) 6 y altura f. (e) • 1.5 

f;ue represent• le r:'lh!!!a Area __ q_ue la de la J~, f ( X ) d x, 

V.7 INTE!:iAAL OEF'INIO.A. COTI liMITE SUPEAIOR VATUABt.E, 

He~s representado a te Integral definida de la func16n contlnua·f ( x) 

en el ll'ltt:rvelo cer!"ado [a, b J con la eJt'pre;l~n j: f { x ) d J:¡ talllbll:l"' COI"'~ 
cemos que ge~trlce~nte corresponde al 'rea bajo la curva y • f ( x ) entre 

recta~ y • O, x • a y 

- • ~. entoncesj: f 

x "' b: haga1n0s 

W ) dK • ~ 

ahora un cambio de variable, es de­
b 
a f ( u ) du y estudiemos la segunda 

y 

• 
!nt~gral. s~pongamos que e~ extremo su?erlor es varl3b1e, o sea b • x: ent~ 

ces el área ob;enfda para c~da valor de x será distinta, lo que significa que 

es fvncl6n de x, es decir: 

.• • A { x) • F ( x) 

A(x)~ f(_u)d u • F ( x ) ; x < [•, b] 

Po<lemos conclufr czue ~~s: r (u )du d:~;frr.Ga la func16n F ( )1; ), C\.lyo d2. 

~~tlnlo u ·el 111ls.mo c;ue el de la funel6n f ( u ) , es dc.dr todo valor de x e. 

[•. b J . 
Graf!camente se_represento de la slpulente ~nera~ 

y 

~yo!(xl 

t-4----+----~~~ 
.ll • ' • 

te: 

' S: ( JI • 2 ,) d·'X • F ( X •) :· '. 
SolueT6n: 

e- s.· f ( • d • -s·o· ~·- ( x + 2 ) d x entonces: 

• • o 
b • • 

s_l representai!IOs 9r!flcamente f. ( Ji. ) queda: 

. ; •; ~ 

o 



• 



y 

2 

• 
Figura V. 23 

/ 
Se conoce que 1a Integral representa el Jru be:jo h cur-va· entre 

f ( x ) • y • O, y x • a, x • b, entonces quedará: 

2 • ~ X + 2 ) l¡ -. )( 
2 

A • X • 2 X + • 
2 • - -z- ¿-

lo 
2 

por tanto¡., • 2 • • • """2 

SI a su vez representemo' e't• Gltlme funcl6n _en un sistema de ejes 

c.oo~denados _X Y quedar¡: 

y 2 

y - 2 • . ·-,--
2 y - ,2 • ~ •• ~ 4 

2 y - )( + 2 )2 -' 
' X •• 2 ¡ 2 

- 2 ( y • 2 l. 

que es 1a ec.ue<:t6n de una parAbo1ll con vErttce en ( '"' 2., • 2 ) shnUrlc.a con 

respecto o un'~Je paralelo al eje y y cóncava hacia arriba; n6te5e que en t~ 

do ceso solo ~:l'lteresa el ln~ervalo [o, xJ en que x,. o. 

V, 8 TEOREMA ruNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL, 

Ya h~s 'obtenido Integrales definidas con lfmlte superior variable, • 

l•s cuelr.s tlenr.n l• sl~ulr.ntr. r~presl6n: 

• 
s: r(u)du•F(x-) 

Enunc.lef!IOs y demostrerrros ahora el t~rema fundl!l:'lentt11 d.el eJieuto lnte• 

gra1 a partir de la exprt:s/611 ant~Prlor: 

~: 

Sea y • f (-x) una funcl6n contfnu~ en el lñtervalo cerrado r=•. b], y 

sea :ot e [6, b] :si F (,.;)es la fund6n definida pon 

entonces : 

F X • s: .f { u 

d f ( X ) 

d • t <-• ) . 
Ot'..rnoHrAciGn: Hl!g.emos x • x + t:. :-o:, entonces ( t ) queda: 

S :~Jt f ( u ) d u .. F ( .IC + 6 X 

(1) 

(2) 

Pero por una de las propiedades de la Integral definida se sabe que: 

s: Se· s· f ( X ) d )( • • a . f ( X ) d X + C. 

" e e [•, b] 
f(~t)dx 

entonces:, 

S :•t.x f (.u ) d ~ :-5:, f ( u ) d u + S x+ó.K f ( u . . . 
ya que x e [a,_ x +1 ~ x ]; despejando _d~· < lt, •S:+Ax '~< u ) d 

5:"úx-· t'('u) d u --5: f(u)du s: 
sust ltu.,.endo { 1 ) y. ( 2 ) en, (_S ). 

S x:~ f ( u ) d 1.1 •. F ( ,.; + ~- x )- r ( x ) 

. pero. F' ( X + !J. X "" F X ) • !J. F X ) O SCb: 

s:·~ -, u d u - • 

(J) 

) d u . . (~) 
u : 

f(u)du 

(5) 

(6) 

COI'I"' f (u) es una fu,cl6n continua •e puede aplicar a_ (S) el teoretNI del 

valor ~dio del c~lculo Integral, es decir: 

1 



• 



\ '<":..~ 

[)(~/ : + ¿ 

f ( u l d u • f ( e l [ ( • + ~ • l- 3• f ( e l [ 6 •] , • e < 

.] 
Igualando (7) y (S): 

~F(x)•f(e)bx 

Dividiendo e (9) por A ~= 

'' ( • l • f ( e l 
6x 

Ahora tomemos el 1fmlte de la exprest6n 10 

t x .. e , es rled n cuendo x + A x ) ... 

!Ir:~· 

6x ·o· 

~ero cu11n-:::'o t •• 

puesto que.~ e e 

11m 
6x ... O 

. 
[~. 
M 

' "• la~o l:.11. .. 0 
por o:.ro 

O; , 
•• 

• 
< 

M 

• 

f ( e 

( e l . f ( . ) . 
"• J entonces: 

l 
- f ( . ) 

( . ) d - r ( • 
óx 

de dende .. pued~ concluir, Igualando 12 

d r • ) 
- f ( . ) 1, 

dx •• •• 

y ( 13 

d. 

cuañdo 

• 

l que; 

'e~~~rlcamcnte se puede_repreaentar de la siguiente ~nera: 

y 

·• 
F(xJ=]

0
' t(u)du 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(1%) 

(1)) 

• 
}( 

y=f(u) 

Frgura Y. 26 

u. 
·JI= O .u=x+¡jx 

pero el Ir tuac:lendo ~nas pequeno 6x entonces f (e ) se aprol'CIII'Ia a f ( x ), • 

e~ se ve en el siguiente dlagr~: 

l'•jf•J. 

!f!¡1 f(c}•f (.r) '(··~} 
-~~A........I J.l. 

.-i<.~;.) ~. •. 1 1 -' 1 

" . 
JJ.:r 

Figure V. 27 

V. 9 RELACION·ENTRE LA INTEGRACION Y·LA OERIVACIOH DE UNA 
fUNCION CONTINUA. 

A contlnuael6~ dlseutlr~s más ampll~mente el teore~ funda~ntel de1 

dlc.ulo lnte;rcl; se est8bled6 que si se tienes: f (u) d u • r ( x): 

entonces: 

, ( . ) - d 
dx f ( l'C ) 

Utllftando teorfa de conJuntos lo anterior se puede expresar de la sl--­

gulerHe manera: 



rtgura Y, 28 

h decir, •diente una transfonnacl6n se llega al concepto de lnt~gre1 .. 

obtenllndOse un valor F ( x ·), pero también se ha determinado que:. 

por tanto: 

e()I'IIO se va_. la fntegracl6n "f la derJvad6n son 11 transfOrt!WicloneS lnver .. 

"' 0 u de e(~ 1 ( "' f ( u ) d u • f ( ~ , . -
La a"'t l<!erlva·l~ ~~ general de t ( x ) es F" 

... es " ant lc!erlv_ada " de f ( x ) ".. 

x ) + C, donde e es una consta~ 

te arbltr.arlt1 .. -.-con lo qut" for!r'.alrnente po¿'emos definir c;ue si r: ( x ) es una .. 

antlderlvad• d. X), entonCes lo e~presl6n F ( ~) ~ C se ll~ma Integral 

lndt:fl~lda de Í. ( x ), ~ue se eJO;prua S f. ( Jl ) d x. 
~ 

De acuerd~ con lo anterior, el problema de celcular el resultado de 1• .. 

oper_llcf{or." sr ~;( ~) d Jll 1 se concretll a bu~C.!If una f~ncJ6n f ( 11.) tal que: .. 

f' (X)'"' f {=."X}, eS decir;Uol que f (X) ~~a 1~ ar.tiCr~ivada de f ( ~ ), 

• 
[Jemplo V. 12. 

eal~ul!tr la siguiente Integra"!: S )(5 d X 

Solucl6n: 

En este caso f ( x ) • x5 

F ( x ) puede ser: 

~6 d 6 xs X 
) - -, ( . ) y e que -;¡;;- -¡;--

6 

6 d 
6 

+ 5 ) " x5 " f ( X ) 
X +S ya que 2-
b ;¡;¡--

6 

6 d 6 
X 

b + 2 ya que .... <+ + 2 ) - xs -, 
6 d 

r•cyaque .... 
con~ Unte, en que e es una 

o 
por lo unto: J 

6 
x
5 

d '\. + 

6 
+ e ) • xS • f X --. 

+e en fonma general. 

(_ . .) . 
( X ) 

+e es 'la antlderlvada ~S general de 1a fu~cl6n f (X) • 

(Jemo1o V. 1): 

' Resolver le sfgulente lnt~gr•1r 

- ' 

!' sen x d .x 
V 

Sol u e !61"'1: 

Como f ( x ) • sen x entonces r ( x ) pu~de 'er: 

d 
- COS X ya GUC ~ ( • cos x ) • sen ~ • f { x } 

........... 

-.,, l: 

-; 



• 

) "' COS X + C. 
d 

ya que '""'¡X a COS X + C ).• ten X • f ( X ) 

·por lo tanto 5 sen x d x •- cos x +e en forme general. 

fjen-.olo V, -14 

CIJ!Ic:ular le Integral: S ex d x 

So1uc:.l6n: 

Como f ( . • e • en.toncest 

F • l • que _d __ • .. 
• • yo e • e 

dx 
o el'! forma geMral: 

F ( . l . . d [e• +e] . • • e. + e yo que -;¡;:-- • 
por lo tanto J ex d x • ex + e 

A toda f~o~ncl6n F'.( X) tal que f"t (X ),• f ( JC) para.Y.x c[a. b] • 

se le llar..a funci6n primitiva ele f (.x ); se pueda aflnnar que si f·.{ x) es 

una fu'\d6n primitiva de f" ( x ) entonce~ F ( x ) +e "umbiEn lo es. 

A. 10 cOfl~!ante erbltrarta" e" se·le llaN constante de lntegracl6n 

y <.Ot>O 1e ha visto, es una cantidad lndepend~cnte de le variable de lntegr!. 

• 
que representa el 4esp1az~lcnt? ~, si se conoce que el movimiento c~renza 

a partir del orl9en. 

Solud6n: 

para v • 3 + S t 

por lo tantOS V el t ·.S ('+S .t , d t. )S d t +S st d" t, .. , 
x •) t + + t

2 
+e 

Con el fin ele Conoeer p4ra este caso la constante de !ntegracl6n se •~­
be que si x • O, t • O o seat 

o - o • o • e de donde e - o 
y la ecuacl6n del desplflzamlento ser4l -

x•3t+2.St 2 

V, 10 ~ECLA OE BARROV 

cl6tl ·.~~.. A. cnntlnuacl6n veremOs un ca.!tOdo pare calcular la Integral definida-

C~ la contteMe de lnÚgracl6n 10 e Hes arbitrarla. se puede concluir 

le 5 f ( x} d x tle~e un nú~ro lnflnlt~ de soluciones que difieren s6• 

Convfene aclarar" que paro un pro~lema· dado el velor de la constante de 

lntegrael6n se puede determir.ar si te conocen algunas cnndlclones partlcul~ 

res de! proble~ corno se Ilustra en el ej~plo slg~lcnte: ... 

EJemplo V. 15 

Un punto ~terlal se mueve ~obre el eJe x de acuerdo a 1a siguiente 

rapidez: 

Y • )· + 5 t en que v en m y en 
te.g 

.. , d~rer~lnar la ecuacl6n •• 

conocido como Regla de Barrow, 

~: 
Sf f (X ) es u:-18 fu~-~6~ ~ontfn'Ja efi 

• 1 . 
él}lnterVato ,cerf..do 

F ( x ) es otra func16n tambl!n continua en el Intervalo cerrado 

que 

,, ( • l • f ( • 

entonces: J! f(x)dx F b r ! • l 

Demostract6n: Hagamos h JI ) • s:. f ( u ) d u, es declrt 

[•. b] y -

[ •• b] tel 

h ( x } es la antlderlvada 

SI x • a entonces taJ• f (u . . ~e f { u ) o sea h ( x ) - F ·( x ) + C 

du•5:f(u)du•O 

por lo u"nto: h ( JI } 1 . ,¡, o 
••• 

o • r • • e 



• 



....... • 
de dond~ e • - r ( a , 

~ga~s ahora x • b~entonces: 

J :·b t e u 1 d u - r ( x l + e 

pero C • - F ( o 

•f(b)+C¡ 

por lo tantoS~ f ( u ) d u • f ( b ) • F ( o ¡· • F ( x ) J x•b ... 
que es lo que se querfa demostrar. 

EJemplo V. 16 

Calcula~ S~ ( 3 x3 - ·z x
2 

+ S ) d x 

5olu~l6rr: 

En base a los teoremas sobre Integrales se puede afiMmar quet 

1 ::.Si (3)11,3_zx2 +S)dx·S~ 3x3 dx·5~ 2x
2

dx 

+ 5~ 5 d X 

e~contra~do a~ora unas funciones F ( x } tales que F' ( x ) • f ( x ) se obt lene: 

. J 
2 X -¡- ] ; + 5 x]: 

Utilizando ahora la regla de 6arrow ~ueda:· 

. + e 256 - 16 l - + &4 , e ¡ • 5 e 2 ¡ 

1 - + ( 210.) - + ( 56 ) + 10 

1 - 0180 )).) + 10- 190 - )).) 

Por lo unto: 

-1-152.7 

E]emo1o V. 17 

C:alcular el lrea definida por 'la curve y·· 1t " -

re~ t.,·~ • 1 y x • ). 

' . . el eje "• y las ... 

_JG 
. ' 

So1uel6n: 
y 

V 

• ( y • ~ ) • ( X • 2 -,, 

Figura V. 31 

que es la ecuacl6n de una par&bola, sJmEtrlce con respecto e un eJe parale­

lo al eJe Y con vl:-tlce en V ( 2. 4 y c6nceva hada abajo. 

De le lnterpretacl6n geométrtca, se conoce que: 

5: f ( x) d x representa et·Jrea bajo la curva y • f ( x ) y-­

las r-ectas ·y • O (eje X), x • a y x ~ b por lo que se puede afirmar que: 

S~ { ll x - x2 d x represente el .&rell bajo le curva y •. lt x - .,.,z el eje -

X y 1e5 rectas ·K .. a y x .• b¡ a :eontlnuaelát'! ealcularer.'!Os el valor de la ..... 

lr.t~gral definida bas:ndonos en les propledadés de la lnte9ra1 y en la reglb 

de Barrow de 18 siguiente ~nera1 

S-~ ( ~ x ... x
2 

) d X • 45 ~ x d x 

r.S ~ x d .,., • Z. -;
2 

] ~ • 2 x
2

] 

-S~- ._x
2 

d x·. 
; 

pero: 

' . . ,3 J l 1 
x dx•·-¡ ••(9·-3-

por lo tonto S~ ( 4 x ... x
2 d X • 

26 
16- -¡• 

22 u21 Arco .. -;- _ 

' ' 
. ~-

• 2 ( 9 - 1 ) • 16 

26 . --;-
48 • 2G 

·-, 

······ ------· ........... ____ . --- --~-·--
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VII. 4 SERIES DE 'POTENCIAS.: 

Existen series cuyos términos no necesariamente son cons-

tanteSJ por ejemplo, la serie - x"· · x x 2 x' 
ñ+T•1•z-·~·4· (1) 

~ue llamaremos serie de potencias de x. 

Es claro que para cada valor de x, la serie (1) es una s~ 

ríe de tErmines constantes. veamos algunos casos. 

Si x• 1 
I• se tiene la serie c~nvergente: 

(t) 
n - 1 1 1 

t n+T - 1 + 4 + rr • rr • ... n•O 

··. Si x • ·3, se tiene la serie divergente: 

(-3)n 3 Z7 n+r •1·-r•:S-4···· 

N6tese qUe .. hemos tomado x•• 1 a!ln cuando x pueda valer 
• cero, por conveniencia para la notación. Es claro que p~ra x•O 

se tiene un serie convergente. 

Como vemos, no para todos los valores de x se obtienen -

series convergentes. Es,:l-mportante entonces saber para que val~ 

res de x l_a serie (1) converge. 

Ya _que para cie!TÍ"os valores de .x se obtienen series al­

ternadas, analicemos la sCrie de valores absolutos: 

(Z) 

Aplicando el c~iterio de d'Alembert, la serie (2) conver 

~e para todo v•lor de xiO tal que 

. <1. ,, . 

1 

1 
·xn+1 1 

lim ~ < 1 
n-

1 
xn 1 '· ;¡-;¡ 

:. 
•· Es decir: 
' ' lim· lxl ¡n•1 1 < 1 
n- ñ+7 

o bien: 

lxl lim n•T J < 1 
n- n•2 

(ya que x no depende de n) 

Como lim n•1j lim 
n-• ñ+7- .n-

n•1 ñ+T • 1, la serie (2) ·converge 

para toda x tal que: 

Jxl < 1 

r 
~ 
¡ 

En consecuencia, del teorema VII. ;s,\ la serie (1) es con. 

vergent~ (absolutamente convergente) para valores de x tales que: 

1 xl < 1 o bien: ... 1 < X< 1. ., . 

Para lxl • 1, el criterio de d'Alembert no es aplicable, 

pues: 

,1 

: j. 

y debemos analizar por separado los casos cuando x•1 Y x•-1. 

Para x se tiene la serie divergente 

.. 
. r 
n•O 

1' . - 1 ~ ¡. + '!. • .\. • 
ñ+T "~···· 

y para x•·1 se tiene la serie 

~ (-1)".,·'·' 1. . 
0 

.. ~ ·12":·1!- .f.····-.·· 
n• 

cnnvrracnt~ (condiciorialm~nte conver¡ente). 

1 
;\· 

' ;;Í 

·r .. ,., ; 

. . ·-· --___ ;,__ 
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ce 
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Ejemplo VII. 12. 

a) Obtengaaos el ·intervalo de convergencia de la serie: 

• (x-SJ" 

3"(n•1)' 

Se tiene que 

1 x-SI 

implica que 

Jx-SJ (~) < 1 

o l::tien 

Jx-Sf < 3 

• 1 • x- S 

1 2 
+ (x-S) 1 

81 

< 

. . .. 

por lo que r•3 es el radio de convergencia, y la serie converge ab 

solutarncnte para todo valor de x en el intervalo: 
'• 

es. decir 

2 < X < 8. 

Analicemos la serie en los extremos del inter-valo.· ·Para 

x•8 se tiene la serie 

• 
r 

n•O 

que es convergente (serie p, con p•2). 

Para x•2 se tiene la serie 

r 
n•O 

(- 3) n 

3"(n•1) 1 
r ( -1) n 

n•O 
1 1 . 1 1 

• - 4 • .9" • TO • 
(n•1) 1 

que es absolutamente ~onvergente (v~r serie ant~r~or). 

En resumen, la serie t 
n•O 

to~n v~lor de x en el intervalo: 

(x-SJ" 

3°(n+1) 2 
e~ convergeñte para 

........... • 
2sx:>.S 

Observe que· en este caso la convergencia de la serie en 

los puntos extremos del intervalo es absoluta. 

b) La siguiente serie converge Gnicarnente para el.valor x•-l: 

-t n!(x+l)n .• 1•(x+l)+2!(x+3) 1
• ••• 

n•O 

ya que, para x ~ -l: 

J x+31 lim 
n-

(n•1)!1 
n! fx•3f l!m (n+1) > 1 n-

y por el criterio de d 'Alembert la serie diverge. 

e) La.serie 

x" ' • r . 1 + • X + X • ñT X rr !T ... 
n•O 

converge para todo valor de x. ya que 

Jxf 1 Íl:1 n: . fxf l!m 1 • lxf·O • n- (n+l)! n- n+l 

- ·-
Conviene mencionar que, si 

• 
r 

n•O 

o < 1, 'lx • 

·•.·. 

es una serie de potencias con intervalo de convergencia lx-al<r; 
entonces: 

a) La serie puede derivarse tér~ino a término en dicho intervalo, 

y la serie obtenida .-
. r 
n•l 

tiene el mismo intervalo de convergencia. 

b) La serie puede integrarse término a término en dicho intervalo, 

y la serie obtenida 

! • 

. . 

-·--··----~------·---



tiene el misno intervalo de convergencia. 

•• 
VII. S DESARROLLO DE FU~CIONES ES SERIE DE POTENCIAS. 

Una funci6n puede desarrollarse en serie de potencias de 

x siguiendo varios procedimientos. ·ror ~Jemplo, para la funciOn 

f(x)• t~x 

prOlongando indefinidamente la divisi6n 

• X • x' 

1-x 
-1 • X 

X 

-x • x' 
x' 
' -x • x' 

se obtendría que 

f(x) . 1 
r:x . 1 •x • x'• x'• •.. •x0 

·~·· 

Obs~rvese que para x•3 la exp_resi6n anterior conduce 8 un 

resultado absurdo.:. . . ·'· 
• 1 +•3. 9 + 27 + 

ya que dicho valor estA. fuera- del intervalo de convergencia de la S!: 

rie (JxJ<1). 

En cambio, para valores de x dentro_ del intervalo de con·· 

vergencia, podemos aproximar la función tomando un nGmcro finito • 

de términos sin_ cometer un error ''apreciable''. 

Por ejemplo, tornando los cuatro primeros términos 

f(x) 
1 ~ 1 . :. • • . • si 1•1 < 1 . r:x • X X 

1·ara lo~ valores de X . 1 1 o,. t i~·nc: 
~·' '{• 

5(,.' 

' '' 

., 

Be 



•' 

1 l•x•x l • X I-X •x 

1 z 1. 875 ! 
1 1. 333 •.. 1 • 328 4 
o 1 1 

En muchas ocasiones se tiene una funci6n cuya expr~si6n 

es dif!cil de manejar y puede resultar conveniente sustituirla por 

un pOlinomio en x de grado n, lo cual se puede logr~r si la fun­

ci6n se desarrolla· en una serie de potencias y se toman los t~rmi-

nos necesarios para obtener _la aproximación deseada. 

Serie ·de Taylor. 

Sea f(x) una funci6n, y busquem~s expresarla en la forma: 

( 1) 

Para obtener los coeficientes 8
0 

podemos proceder en la 

siguiente forma: 

Haciendo en (1) x•a, se obtiene 

f(a)•a, 

que es el primer coeficiente. Para obtener los restantes, tomemos 

las derivadas sucesivas de (1) en el intervalo de convergencia de· 

la serie: 

{' (x) ~ a 1 •2a 2 (x-a)•3a 1 (x·a) 2 •4a .. (x-a)'• ••• 

f" (x) •2a 2 •2•3a 1 (x·a)+3·4a.,(x-a) 2
• ••• 

f'''(x) ·~·3a,•2·3·4a.,(x·a)• .•• 

r1v ~~> ·2·3·4~····· 
·, 

f_Cn)(x) •n: an• ... 

llacienJo en estas expresiones x~a, obtenemos: 
' 

•' 

• :;:::¡, 

\· 

a,• 

••• 

••• 

a • • 

a • 
n 

' -

f' (a) 

f"(a' 
~ 
f'" ¡al , . 
flV }•l 
. 4. . 

f(n) }•J 
n. 

Llevando estos resultados a (1), se obtiene la expresi6n: 

f(x)•f(a)~f' (a) (x-a) •f"(a) (xi~) '+f"' (a) Cx:¡\'l '• •••• ~(n) (a) (x~fl", 

conocida como fórmula de Taylor-. 

' { 

Toda funci6n que admita derivadas.de ~ualq~ier orden en un 

intervalo abierto (x , x ) puede ser expresada se¡;Gn· esta fórmula pa 
1 ' 

ra toda x en dicho intervalo. 

Ejemplo VII. 13. 

Para desarrollar en serie de Taylor la funii6n.f(x)•Lx en 

potencias· de (x·1), calculemos: 

f (x) . Lx f ( 1) . o. 
f' (x) . 1 

X 
f' • (1) . 1 

f" (x) . • .!. 
x' 

f" ( 1) • ·1 

{''' (x) . z f"' ( 1) . 2 
x' 

IV {x) 
-6 fiV (1) ·-6 f . 
x' 

f(n) (x) . {· 1)·n·'.(n-1): f(n) (1) . (-1¡•••cn-.1): 
x" 

;, 

J- ~ : 

·----------·' 



por lo que: 

Coco es fácil verificar, esta serie es absolutamente co~ 

vergente en el intervalo 

!x-11<1 

y condicionalmente convergente para uno de los extremos (x•Z): en 

consecuencia, la expresión (1) no es válida para x fuera de este i~ 

·tervalo 

Se acostumbra decir que (1) es un desarrollo en serie de 

Taylor de la funci6n Lx en un entorno de x•1. 

Es posible aproximar el logaritmo natural de un ntimero x, 

dentro del intervalo de'· convergencia, mediante el polinomio de ter-

cer grado: 

Lx• (x-1) (x-1)
2 

• (x-1) 1 

2 3 o <x s2. 

Calculemos, por ejemplo, el logaritmo de 1.s: 

LL5: (1.5-1) - ( 1 ·~· 1 )' + (L~·ll' • 0.4166 

Es claro que tomando más t~nninos de la serie se ob~.iene 

una ~ejor apJOximaci6n. 

Tomando cinco términos: 

Lx • (x-1) (x~1) 2 
• (x-1)

1 

2 . 3 
(x-1)• • (x-1)" 

4 S O<x ~2. 

para x•1.S se tendri 

L 1.5 • 0.407l 

que se aproxima más al valor ~eal L 1.S• 0.405465 ••• 

Si en la serie de Taylor hacemos a•O, ob.tenemos: 
• · t , n 
(~) •f (O) •f' (O)x•f"(O) T:• f"' (CJh+ ••• •f (n) (OJh• ••• 

Expresi6n que nos permite desarrollar ia funci6n en una· s~ 

rie de potencias de x. Esta serie se conoce con el no~bre de serie 

de Maclaurin. 

Ejemplo VII. 14. 

Para desarrollar la funci6n ex en serie de Maclaurin, cal 

culemos: 

f (x) • ex 

f' (x) • .x 

f" (x) - .x 

f (n) (x) • ex 

por. lo que: 

o sea: 

x1 x' ex • 1 + X + !T • lT·+ 

f (O) - 1 

f' (O) - 1 

f" (O) • 1 

f(n) (O) • 1 

. . . . 
(1) 

Como vilnos en el ejemplo VII. 12, .. e), la serie 

-t 
n•O 

converge para todo valor de x, por lo que la expresi6ñ (1) es vAli 

da "f X t. R. 

En forma an11oga, pueden obtenerse los desarrollos en s~ 

rie de Maclaurin_de las funciones senx y cosx: r 



senta.!a er.· el plano de Argan~ por la re¡i6n: _ 

eje imaginario 
i 

- i 

que recibe el nombre de circulo de convergenciae 

vergencia r•1 es el radio de dicho clrc~loe 

eje real 

El radio de con 

Para toda xcC en el interior del circulo de convergen· 

cia, la serie -t 
n•O 

xn ñ+T es absolutamente convergente. 

En el caso general, la región de cOnvergencia 

¡x·al < r 
está repreSentada en el plan~ comPlejo por un cS:rculo de. radio t' 

con centro en x•a. 

F6rmula de Euler. 

Considerando que x pued.e tomar valores complejos, en la 

expre~i6ñ: 
X

11 x' X~ 4'!" • V. • bT •••• 

rodeno~ h~cer x•ei obtenienJo: 

.--~ 

o bien: 

' • i e . e 
"!T 

e' e11 
• e' e' 

Í .!'!"' + 4T + l. S: - ~ + e o o 
(1) 

Por otra parte, de las funciones ya desarrolladas: 

e' • e' cose - 1 - • e • !T lT O!' 
(2) 

y e' e' e' sen e -e .• ;: • 'IT ..-r • ' . 
por lo que: 
-

e' • e' 
i e -ie i i .e i • sen - ;:• 'S! - 7T (3) 

Por las pro~iedades de las ·series convergentes, de las • 

expresiones (1), (2l.Y (3) se concluye que: 

1 eei 1 . • cos· e • i sen e 

r 



• 


