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119, CONCEPTOS BASICOS. DESIGUALDADES. VALOR ABSOLUTO Y ENTORNOS.

DESIGUALDADES.
Propledades fundamentates.

1) £1 tentido de una desigualdad no se altera, si 5o suEe © 3¢ resta

& ambos miembros la misma cantidad. Si 2> b, entonces & £ ¢ > b t¢

Ejomplo 1.- 10>8 ; 103 >8123
2) E1 sentido de una desigualdad no se alters, sl ambos miembros ‘se --

multiplican o se dividen entre la misma cantidad positiva. Sl a > b y ¢ >0
a b .

entonces ac > bc ¥y ~— > — .-

< 4

Ejemplo 2.- 122>&; 2 ( 2)>6(2) = 2h>12

2 . 6 C
3>--:‘—-----b!.>2

3} EV sentido de-una desiguaidad se invierte sl ambos miembros se mul-

tiplican o se dividen por la misma cantidad negativa. Si a>b y ¢ < 0; en -
b

K —

< <

tonces ac < bec y

flemplo 3.- 8 >2 8 (-2)c2(-2)— ~16¢ ~h
8 2 - b -
—— g e
-1 <3 .

-&) Si. se suman micmbro 3 miembro dos des igualdades del mismo santido,-
ta suma originar§ uns, desigualdad del misro.sentido. 51 a2 b vy, € > d; en-
toncesn*_cbb-fd;.-:' . i ori € g ey . [T

fjerplo k.- N3 6 y 3> 2=enles3>felrar 17>E

5) Si de tres tantidades’ la primers e1'moyor que™la segunds y 1o se=-
gunda mayor que la tercera, entonces. ta prisera e4 mayor aue la tercera. Si-

a>b y b>» ¢ ; entonces & > C.

tjemplo 5.~ Ve> b y 6 ») = Wt~ 3}

&) SI dos desigualdades entre nime- .y positivos, tienen ¢l mlymo sentl

do, se pueden multipllicar miembro & miewz-- ~ los productos dardn como resul

. ‘. 4 * . H P ° .
N R R P T T A T T AP ¢




tado una desigualdad en ] mismo santldo. Se s, b, ¢, 4, son todos poslitivos;
Y&y b, c » &, entonces ac > bd. .

Elemplo .- SIh > 2 y § > 3 ——=s 20 > 6

7) SI en una desigualded se suttituyen ambos mlembros, por sus recTpro

cos, la desigualdad cambis de sentido. AsT sl & > b se tendrf que —:—( —:;—

1 1
E]emple 1.- SI 25> 5 i -z-s— < <

VALOR ABSOLUTO Y DESPCUALDADES.

Cefinicién,

ST a e3 un nimero positivo cualquiers, su valor absoluto serf"a"y sl a
@1 negativo entonces ser§ '8'S agl simbbllcaments se representa 1o anterior-

de 1a manera siguiente:
lal ='a sl a >0, |-a] =s st a<o

El valor absoluto de cero es cero esto es: [0 = 0

EjenploB.- |3 | = 3 ;[ 7-5{=l2le2;:15-8=]|-5]|5

Solucibn de ecuaciones donde intervienen valores absclutos.

Cuando en una igualdad Intervienen valores absolutes de expresionegs=
en términos de una variable; la iguatdad se cumplird para dos valores de la-

variable, esto se debe 'a_.l concepto de valor absoluto.

Ejempio 8.-  [3x - 4= [6 - 2x] De acuerdo a ta defliniciBn existen
dos posibllidades: :

+

PR TS
.. .(B)

In - h=a§ - 2x
! _ L R R T
Asl‘d-(:o\):
y de (B}: e -3

S » 10 - x = 2

Mhora si en lugar de tener urs

ces al resolver la expresién para ce-erminar los valores x que 1a satisfacen

T et 3w thene una deslgualdad, enzon

T ! ¥ -
se hatTa como se muestra en o} slgulente -jwio;'
Ejenplo 10.~  Datermine los wvalores de x que.cumplen con:
| &n - 2 | 46 I 73

Se escribe (A) cano = 6 € &n = 2 £ 6; swwando 2 # cada mimbro - = ==
- bghx €8, por 10 tanto los valores de x que satlsfacen {A), son los que -

van de ~ 1 2 2, Inclusive.

-ENTORNOS . o Co

Ss llama entorno o vecindad de unpunto a2 " en R &l Intervala abler—
tol{a-§ ,a+8)={x]a-8< x<ca+ &) en donde § es o semiam

ptitud o radloc del. Inurvalq.-'\ler figura 1. o : c
— ¢ Y 1 '
Py
’ -ES . .i( _:
15
rias

Tal entorno del punto a y radio & suele también indicarse como:
[x-a] <8 .oblencomof(..é).

Se tlama * entorno reducide ' a squél an el que se excluye el mlwimo -
" " . :
punto ' & ', €310 se fepresenta como: L en

i - H i FEO T

v . ., o or b - ¢
f'(l.é)i"(llf'ﬁ“l‘"’ﬁ-"'"')"‘“""
- ] AT T R ' -

0<ix-a| 8

RT3

11.2. OEFINICIOK OE LIMITE EN UN PUNTO DE UMA FUNCION REAL DE VARJABLE
REAL. INTERPRETAL 1ON GEOMETRICA. -

LIMITE DL LUne 4 28LE.

Slendo ahora ¢l objeto de estudlo el concepto de 1imite en un pusnto,

'




de una func|6n rea) .de variable real, as convcnieni. analizar pravisments, !
concepto de 1/mite de una variable, anf1lsis que se realizerd a contlnuacibn,

Antes de dar una definlcibn considerénse fos sigulentes ejemplos.

Elemplo 11.- Sea x la varlable cuyo campo de variabilidad es la suce-
sidn, ’ :
201— 2+ ¥ 20" . 2. 1
A 2 » T » T o+ v o=y i“ [,
$1 x va toando valores cada vez mis " avanzados " es evidente que su-

valor-se va acercando a 2; se dice entonces que n, tiende a 2, lo cual se es

eribe x + 2 , o blen que el 1imite de x e5 dos escribifndose esto. 1fmx = 2 .

ST x + 2 entonces la diferencia x - 2 tlende & cero. Esto puede expre-
sarse Indicando que siempre se puede tener m + 2 < § , donde & e3 .un nime~

ra posltivo ten pequellc como Se quiers.

S § = 0.1 basta con :qnar' a:

-.,-34—-'—]-:4‘1%— con lo cual se cumple:.
5 7 - . :
0 1
x=-1<4 , 2% -Tr-z-n—-<0.1
si hec‘-ooz-—‘—.zmndou-zi-l'- ;2'0' se tlane ¢
) se hac . <o ° s ri 7 H
x=21=24 ] -z-'c—‘—-é ete
, B S 1 T T :

Observese que x no Hegirl al valor 2, sin embargo, su valor B’uedg es-

tar tan cercano & 1 como se desee.

E'tung'lo 12.- Sea un ¢Trculo fl]o cuya drea contante u"n"( flgura 2 )
Considereu incrito en ¢l clrculo un polfgons recungular cuyo numero de la-
dos va en aurento; obviamente el Srea v del pollgonc es varfable y al cam--
Biar Qe vator, este 3¢ acercs al nimercs’'sin Tlegar a ser v = &; es decir -

= =~ a o b,et l . v -
Para empresar s condicién en que se basa este hecho se puede escribir

v-a = 0otblen | v -a|<é. Slendo & un nimero positivo tan pequefo co-

mo se quiers.-

*.Es necesario tomsr el valor absolute de la difersncia v = & cuando te-

" compars Esta con el wlor 63.5 porque en ¢l presente caso se tlena stempre -

que v -~ a € 0. 51 no se tomars valor absoluto, no tendrfa ningin objeto la =

" comparacibn de un nimero negativo v ~ a con cualquiar nimero positivo § ya =

que lo que realmente interesa es la comparaclbn entre la magnitud de estas -
dos cant [dades.

En general tomando | v - a |en cualquler caso, st [v - al ¢ & pera to-

do 8 > 0 { por pequefio que este su ). ‘se tendr‘

v=*a éblan Hmv-a

bcflnlr.l&\.

At TR TN Y B LN S i ' i

FSe ﬂl:e que la varlable x, tiende & Ja_constante a , o bisn, gue el -
Vimite de x o3 & , 8! para todo mnero 6 > 0 { por pequefio que sea este ) -

i
slelnpre se verifica que I x-a' <

A contlnuacibn se preunura el concepto de LImlte en un punto de una-

funcién rea! de variable rut. Artes de e:poner ll definlcidn format se harf

una Introduccibn del con:epm para lograr un m:jor entendimlanto. .

NOCIOK DE LIMITE DE UNA F.aT "N REAL DE VARIABLE REAL:

Considérese Yo funcibn caze por:

yoF{x)e- ;,’ + 8 x =4, y conéntresa ta atencibn an -

una vec Indad del valor x = 3,

+ . “«. iy 1 R S Y PR B roc !
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Es necesarlo considerar 1a funcidn no 10lo cuande x'= Y, sino tamblén

tuando x toma valores en diversos entornos del punto x = 3.

fara el1o supdngase que se selecclona el entorno v (3, 1) as decir,

2 x <h Lagrifica de t‘a funcl8n en este entorno muestrs que para x = 2 ~
setiene F (2 ) e b yparam=A, f (&)= =-4 (Figura 3).

En otras palabras, la ¢rifica de la funcién se encuentrs en el rectan=

ta griflca se encuentra ahora en ¢! rectbngulo limitado por las rectas
=25 .x=3.5, vy =-0.5, y=3. 5 Continuando de esta manera, tomese un-
entorno atn menor, sea este § { 3, 0.1 ) & 5ea,2.9 < x < 3,1, Ia grifica se-

"encuentra ahora en e! rectinguto formado.por las rectas x = 2.9, x = 3.1, ~--

¥ = 2.38,.y = 1.58; como muestra amplificadamente, 1a figura 5.

gulo Ilpltado por las rectas x = 2, x =4, yo i, y= - &, El priximo paso -

a3 selecclonar un entorno de x =~ ) con renor amplitud, por ejemplo; . -

$(3,0.5) es decir, 2.5 < x < 3.5. Conslderése la grifica en este entorno.

{ Figurs & ). |
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€1 punto principsl a recalcar es 'a altura de estos recténgulos. A me-
dlida que a! ancho de los rectlngulos dismlinuye, la altura tamblén se reducs.

S| se continua tomando shora al entorno ® { 3, 0.01 ) & tea 2.99 < x <301,

el recténgulo correspondiente que contlene a la gréflca de_la funcibn-.
estarfa 1imitado por tas recu.s x= 299, x= 301, y= 1.9598. De lo ante
rior se deduce que & medida que las rectas a = ¢te. se acercan sl valor ==
x =3, las rectay y = ct-e. se acercan al valor y = 2. Es posible que pueda-
preguntarse cual es el objeto de toda esta complicacién en clrcunstancles -
que, por sustitucibn directa en la ecuacifn se aobtlene que y » 2, cuando ==~
x = 3. Obsérvese sin embargo, que en toda ls discuslén no se ha vtllizado -
este hecho, mis oun, se ha evitado toda consldeucl6ﬂ de 1o que sucede cuan
do x = 3.

AsT, Interess solamente o! comportamiento de ™ y ** cuando x estd en al

gin intervalo alrededor del valor 3. C
i .

. En casl todas las funciones estudiadas hasta ahora, se distingue entre
e comportamiento de ta funcibn en un punto, por ejemplo en x = &, y 3u com-
portemiento en una sucesibn d‘e entornos, cada ver mis pequefios, de ese punto.
Sin exbargo, ocurre un camblo sorprendente cusndo se estudian funclones cu-
¥Yo comportamlento no puede determinarse por sustitucibn directsa. Por ejem--
plo ta funcibn: ’

y=f {(x) 28028 _

%

Esté definida para todo valor de x excepto x = 0, la sustltuc!sn dlirec

ta.en x = O darfa:
H

yof(o)= —2-

10 cual carece totaimente de ‘sentldo. No obstante, se ver$ mis sdelante, qQue

estudiando uns sucesién de intervalos en torno & x = 0, que se hagan mfs y -

ofs pequefics, se observa que la altura de los rect‘ngulos que contlenen la -

funcibn se hace tamblén mis y mis pequela v se acumula e= fornc & un valor -
particular de y. En pingl- momento se dice #2190 acerca ce y »ando & €3 ce-

s6lc se estudla el valor de y cuando xse hace mas y mis cercano a cero,

Volviendo al efjompio de la funcibn f ( n ) --Z:z + 8x - & 3¢ ve qua --

Taaat L2 B L [N H .
" -
LY
: .”
LT - - f ve b oy i .

" - [ . - i -

' i HEY Lo Lowo i K] A
[P R - B I TR O N R ot

.cuando x e aproxime al valor 3, f { # ) se spronioe o tiends al valor 2. =

Se-dice entonces que por 1o tanto * f ( x ) tlende a 2 cuando x H-ndc ay"™
y sea abrevia esta proposiclién asf:

Mm f{x)=2
Xl )

ST ura func.lén'esti- definlde para welores de x &n lorno a un nimero 1
Jo"a "y sial tendef xa"s", los valores de ( x ) se h-lccn nis y mis

cercancs » un himeroc cspecfﬂco t, esto es:

lfml’(x)-l. . N $)]

n*a . .. s
Lo cusl se lee " ol 1Taite de £ { x ) cvando x-tlende a " a "oz L'

Geometr {camente esto signlfica que la sucesidn de recténgulos que ' ro--
doa 2 "2 " y que tienen anchuras més y mis pequefas, tienen tamblén alturas

que se hacen cada vez mencres Y $e scumulan en torno al punto (a, L)

. Todas las proposiclones anterlores que contienen expresiones como 'wmis

ccréano". "mis pequelic'’, etc. son bastante imprecisas y solo pretenden dar u

na idea Intultiva de lo que ocurre.
Consldérese ahors ta stguente funcién:
2 e - e e e

,.f(x).___..._._
FIERE
: == ey )

que estd bien deter‘mlmdl parl,todo valor.de » , extepto x = 2, puesto que-~

pars x = 2 13 sustltucldn dlrecta da; y = —g—
Co g .
La gréfica‘de ta funcibn, { figura 6.}, es muy simple:

SI" x> '2 ‘entonced Iu -"Zl ‘x ="2'y 1a fincién: tlcu a! valor + 0.5; ¥
sl x < 2, entonces Ix - 2! == {x~=2},yla funcifn vale - 0.5. Se qulere

shors estudiar el comportamiento de la funcibn cuando x tiende & 2. Seleccio

randc un entornopars xz por efemplo: P {2,06)03sea: 1. hc<x < 2.6, se-
ve que ta funcidn estd contenlda en el rectingulo limitado por las rectas --
me Y.k, x=26 y=05, y==-0.5 (Figura 7.).
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En realldad Independientemente de cufin angosto se haga el entorno de --

ne 2, 12 alturs del rectingulo serS siempre uno; esto es, no hay !lmite cvan

- do x tiende & 2 y se dige:

. Vim

———--—— no existe,
x-2 Zl*' 2]

Se estudlardn a ccntlnu.acfén diversos ejempios de funclones, ton el ob
jeto de determinar lo que sucede en 1a vecindad de un valor partlcular de x,
cuando 1» furcifn no queds definida mediante 12 sustituclén dlrecta de-ese -
valor.
Elemplo 13.- s furclén f {(x } = 1;2-,‘.
— no+ 0
estd definida para todo valor de x, excepto = =1, puesto que e.n X = =1,

tanto el mmerador como el denunlnador se snulan [Existe 1im € (x ) 7
x=+ -1

Para tener uns idea de. 1o qua suceda, se elabora una tabla de valores,

Y trazando ensegulda ta grafica se obtleme una l_lnn recta con un * sguje-=
ro ' enelpunto (=1, -5}, (figura 8 ).

x 'f(x')-

-2 -7.

-1 0/0. ,

L0 -3 . : Y EBEIL
1 1 ‘
2 1

(2]

Con una discusi8n geomftrica sobre los rectéingitlos ¢como ta Lecha con
la funclén f [ x ) = -’2:2 + 8B x = 4, se concluye para este casc que:

LI’mf(x)--S

. ey :

sty
5

‘Sin‘embargo, 'es necesaric disponer de un mitodo mis ulstenitl:o, sln -

necesfdad de recurrir a representaciones grif lcas y-cp_nslds:raclones lntultl-
. . K

L4
T

vhs,

Por ejempio se puede factorizar e} numerador y la funcibn se escribe ~

[ H
(2w -%) {x+1)
ERE A |

fin)=

-Ahora'!l = -1, se puede simplificar y entonces:

fFix)e2x-3, six=-1

T e

.
b4
t
T
~
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Ests funcidn tiende a - 5 cuando x tlende s -1 porque ahora se pusde- AsT multiplicando numerador y dencminador por ¥2 + x + 1, resulta:

hocer la sustitucldn directa, Por tanto se concluys que:

flx) = (/T2 =3M/T+ + 1) | X+t
thhf (x)=-5 ' (x+e1) (A w1} (s 1 NAER e1)
x=+ =1 7 ‘ P

Obsérvese que en ningGn mamento se substlituye el valor x = = 1 en 1a -

Stoapt{f Tcando gueda:
epresibn origlnal.

fF{n)= . 1__ L para x = « 1, x 3 -2,
Elemolo 1h.- Encontrar el Ifmite de la funcifn? o o . +'.“ * 1_ e I
S | c a1 P |
- Por 1o tanto Vm ¥ {x )= tim z S
f(x)-_! A X R, x>0 N ) x « =1 x +-1 T exe+ 1 +1 2
3lA-2) : : . . -
cuando x tiende & h. ) .

.. . t[amg?c; 16.~ En.conlrar::
Obsérvese que no se puede apllicar 1a sustitucibn directa, puesto que = f(hen)-fF(4)

. . .
f{(h)= N + 10 cual carece de sentldo. Pudlera procederse en forma gri- o Him . h = 0, donde f { x_) 2
0 ‘ h=0 . h (xe1)

fica al lgual que en e! clemplc 13; sin embargo, es posible hacer una trans-

- F{W}-¢(a)_ o
formacibn slgebrfica. En efecto, 3! raclfonalizamos el denomlnador, multlp'l‘l- s sustitucldn directa de b = 0, .da 0 -
cando 1a fraccién por ¥ x + 2 , para x =k & se tiene . . 1
. Sin embargo, f (& ) = T
x = & Lx+ 2 RIS D] ‘
- ' . 1
3(A-2) VALY FUa=A) f(hen)- ! -~ = Y
s - (L+hetr ) {5+h)
y simplificando,se tiene: . - .
' : ‘ o . Por tanto: 1 1
——'-}-——'-l + 2 ‘ PR T .
fin)= sl x = & _ - '(“‘h)-f(‘) {6 4 h') 25_25'(5"‘)2
‘ : : ) Sy i P ashtsen)t
£1 1Tmite da esta expresibn puede encontrarse por sustltuciSn directa S "" ! i Tl T . '
de x = &, -(|Oh0h2) -h('lO*h) __l1woe+n}
. - - " - b1
Uim f (x )= ifm 2222 -'ﬂ';’z-L 260 (5ie hJ2 T T 25h (54 h )P 2{5en)
l-" nwh 3 3 i ' . . ' { ) .
(I vt R . "
1o 15, Encontrar el ITmite de la funcién . : Ast, - . .
- - ’ - - 10 -
f{n)= "'—"""-"—:T ‘.x-ﬁ-l.xt-z : . Lfnf(k‘h:. f(.l')-”ﬂ {m‘h)z' = 2
' - - ho+0 ‘ Avi 25 (Seh) 25 125,
cudndo x tiende o ~ 1, ' ' }. donde 1 ) 1 .
- : M Encontrar 1 1 im % }. don %} - ————y—
‘ Como la sustltucidn ¢ ~ecta da una indeterminacifn del tipo —g— . BE- x+} -ix~3)
efectis una raclonatizecide ce’ mumerador. = 3
. . =
i ¢ T ' - . !
! ! —— - " - 7 - - om o= e e 1
. ] 1 ‘
» " \ o L T = .
: 1 ;
. ' \ N I | t + ] N
D S S SO A SR NSNS B
¥ R L S H PP vt tg \



Ditujando- la gr;ﬂlcu de &sta funciSn en un entorno a x = 3, se ve.que
crece 3in limite cuando » tlende s 3, (Flgura 9). De acusrdo con hl noc fén =
de 1Tmize antes dada, témese un Intervalo de valores de x en torno a° 3 y vel
se en que rectingulo estdn contenidos ‘los valores de la funcidn de 1» ngra—;
se ve claramente que no existen tales rectingulos cualquiera que sea la peGue

fer de! Intervalo escogido altrededor de x = 3, En tal caso, se dice que:

"No existe.

Umf (x)

x '+3

-

»

B TR Sty
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DEFIWICION DE LIMITE DE UMA FUNCION,

Anteriormente se presentd la nocifn de 1fmite de una maners lnféml.-
se habld de entornos M pequefios “. de nimeros ' cercanos " 8 otros, de coant |
dades " scercindose ™ 2 cero, etc. Sin embargo estas palabras no matemiticas
tienen diferentes significados para cada persona y no pueden ser 1a base de-
ure erlrucivr e waiemStica, por o tanto, 2 continuaclbn se establece la del’l

nicién formal.=

Definicién.~ Dados una funcidn f, ¥y los nimeros a y L, sa dice que el

mite de ¥ ( x ) cuando x tlende » " a8 * 3 L, si para todo nfnero._posltlw
€ existe un nimero positivo § tal que §f {x ) ~ L|c € siempre qua = ===
0<i{n-a}=<4

IMmf (x)mL

La proposicibn
- . X+ 8

es una notacidn ‘abreviada para ta deflni:lﬁ.n anterior,

R . . ' . . .

£n ‘otras patabras Ya anterlor definlcibn establece qua los valores de-
1a funcidn £ { x } se aproximan a un 1Tmite L & medida que x s& aproxims a -
un nimero a, si.el valor absoluto de-1a €lferencia entre-f { x ) y L, se pue
de hacer tan pecuefia como se quiera,tomando x suficientemente cercama a"' s"

pero po lgual a ' 8

Es Importante darse cuenta que en esta definicibn nada se menciona acer
ca de) valor de la funcidn cusndo x = 8 . Esto es, no e3 necesario que la fun
ctdn esté definlda para x ™ a paraque e) 1im f { x ) exlista. ’

- M lt .

Ahora se entrarf en detalles acerca de Ests deflnldl&_\ ¥y paralelamente

ae [lustrard 1a representacidbn geométrica del concepto.

ENTERPRETACTON GECHMETRICA.

- Recuérdese que In - ;‘]“'3 ‘6, es equivalente a ‘ta’ doble deslguaidac:

I defis v 4t r y » . b
x<a¥g Tri i [ ' 2
T R Y T T A N A L T T

bt e
kY o f '

- Esta doble desioua'dad expresa que x debe ez23r contenldo en un en=-

A “ P L T I R O DR AT B A S .

LI

Attt e 7 E

[ I e P

torno ¢' (&, & ).,
- La parte de 1a desigualdad que expresa 0 < | === | stgnifica sim
plunénte_ que x no puede tomar el valor *' a " es decir, 3e trata de un entor-

no reduc [do de! punto " s ' ya que se excluye el valor " a * misma.

- s desiguatdag | ¥’ 1] €& que es equivalente a L = v < F (=}

<L +c, expresa que ‘a funcibn f estd por encima de 1a recta y = L - ¢

P A e



- 1] ' ’ ¥ i
1 .
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¥ por debajo de !a rocta y =L + & { figura 10 ),
R 7 .
Lofjemenn = "'-‘r"---!
1
. '
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* La definicibn misma puede ser interpretads como un criterlo, dado un Obténgase el 1Tmite de 1a funcidn en a = §; para ella utilfcese un en-
nimero posftivo arbltrario, \limesele € , ¢l creterfo consiste en Encontrars torno del punto a, ses este {5, 1 ), 0 sea, h < nc 6.

un nGraro & tal que f {x )] s3eencuentreentrel ~ ¢ yL + ¢, slempre que

) . . Ahouufon;ui na 1a ¢ 1 Iguien omnes :
x e3té en e) entorno reducido de o, 8 - 6 < x <o +§ xwh a. 51 se- rg v N “;b. 2 53 slguie t—“-c.o‘ '
puede ancontrar tal & para todo nimerc positive £ , entonces se dice que - = t.~ Valor de x en estudic. . . (8} =
f (=) tiene e! IMmite L cuando x tlende & * a ™, - 2. valor contenido en €1 entorno reducido de"a™. . . {x)

3.~ valer abss‘iata' de la .d‘lf:.r‘a-sclna'; - a h
! . L]

LY
Cbsdrvese que 8l valor de & puede ser diferente para diferentes valo--
res de epsilon; ademds, el criterio debe ser aplicapble 8 todo 6_> o.

i
]

k.- valor de la funcibr'én x, .. € ()

La interpretscién georéirica expresa, que dade € , debe sef poslble en Al observar las cuatro primeras columnas de la tabla, se ve que a medi

contrar un & tal que le funclén f se encuentre en ¢} recténgule 1imitado por da que el intervalo | x - a] tiende » cero, la funcibn tiende al valor 13,+

lat tectas x = a =&, x=p+ & ,cymLeyy=~tLe+e ; (Figura 11 ). Na= por e1to se dlce que:

da se Bice acerca del valtor de f cuando x e3 &,
. . M . imf (x)=
Es conveniemie adquirir clerta priactica pars encontrar el § que corres x -5
ponde & un c dade, esto puede empeiarie efectivamente partiendo de algunos ~

. Aumentfndole ghora & 13 -2azla las columas 6o :
€803 muy simples. Considérese un caso sencilio: sea f {n ) = 3n - 2 vy tome naele a e ) 5y 1e2

se s a=35,

H
Ll - - .
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L

fix}

| x-a]

lf(u)'l-“

1.5
0.3

11.5 1
13
13

0.5

k.5

‘l.l.?

0.1

b9

0.15

12.85
12.97
12,99
12.997

k.95 0.95

h.99
h.998

0.03

13
13
13

0.01

9.0t

0.00%

0.003

0.001

h. 999

LB

TABLA No. {..

S.- E1 valor del 1fmlte de o funclién. . . (L)

6.~ !l-valor sbiscluto de la dlflemncla t{x) -,

Se observa que para czda waler | x - a | de la table, exlste un valor

de Pf{x)=t]yambos tienden a cere.

Lo que se qulere es hscer ver que ﬁndo uUn € , se puede encontrar un §
tal que: ’
I}x-z-ﬂl‘tcculndolx-sl(ﬁ

tomol;x-‘lsl- |3(x-—5)| .siudnune.setm s Implesente=
§ = £/3; entonces, sf | x =5 | < &= g/3, se encuentra que 3 lx -5 ]< ¢
que equivale 21 resultado buscade, [3x - 15] < ¢

Ejemplo Jf.- Trazar uns gréfica de f ( x ) = —F-}-z-——donde Rowp -7

y encontrar unStal que | £ ( x ) = 1/3] <0.01 st |x =~ 7] <&
SOLUCION‘
La grifica estd Tlustrada en la flgnrl 12 En la definicidn se tcndri-
L= -—;-y a =7, se debe encontrar un Intenulo de » en torno de a = 7, lﬂ‘

que la gréflca se encuentre ‘en el rectingulo adecuado. L.. funcifn decrece mo-
nitonamente & medida que se avanza hacia la derecha, vy por tanto, al levap
tar rectas verticales e 1os purtos ‘en que las rectas'y s 0,34, y = 0.32, ==
cortan & 1a curva, se obtiene el myor'l‘n:erva‘lo posible en el ele x. La {n-

. : . [ o ot .- .t
tersecciSn de dichas fectesicoi Ta curva Tepresentativa de ls funcibn, se en

cuentra resolviendo:] - 4 £+ = % b rE Lo om0 se qag s
. A S I I I .
—— . L+ cw 0. 301333 . ) v e o - (A)
x ‘e z.‘l ey 1t LR S e S0 )
1
— 3 ai-c- .
v 1 L=-c=20.3210) N N 4 )]

y despejando x.
’ \

De (A): 3= 0.30333 (x,+12)

-l
2

fr ) Doey 0t oor vy - } .

-~ i+
v t [ T 3
5, i -~ N

s
I
-

¥
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.~

[
e

2({m-2)

%y = 8737864 - 2 —= xy-emne (x=2)(VR+2)
De (8}: 3=0.313333 (%, +2) s 3 '
%, = 9.278381 - 2 —a x_ = 7.278351 fix) Mt (k)= e e = g
2 , 2 ‘/qu-z e -2 x+2 A5 e 2 2
. "Le gréfica de ests funcibn estd dibujads en la fngura 13 en donde tam=
Y - bién se- representan fas rectas
C : -0, - N
E ; Yl “-Leg=0 51 y Y: = Legcw 9 9
H H
' |
: i
O | el ! M
€33 T oot B z
e = ”’W__T
[ H ) E
; i i
) ] I
» M ]
" + i
° ; - + X H
PaLls 7 ‘luLam i i H
; . ! '
1 o587 . H
Fre B B e T
Y] i E .
- . o
En la figura 13, se muestran estos valores & uns escala oy amptlifilca- H ; H
da, puesto que la funcidn decrece monStonamente hacia la derecha, un valor ‘8 ': : <o R . e ¢ omhin pem s T Paerm " s H
M - . i N
decuado para 6 es 0.25, ya que sT 1a funcidn se encuentrs en un rectingulo ¢ 11315‘135 £é P 2 Zl o 2ALN
videntemente t'lmblén s& encuentra ep un recungulo simitar de 1a mlsma altu- v 1 [T T AR 4
ra, pero mls angosta, En otras patabras, se cumple: F16 13
. ) o 2 C
e tx) - 1] < 0.01cundo 0 < [x-7] < 0.2 Lec=0.5 RICIC L
. i ! JE:T‘ .2
E[ﬂlolz.-.ﬂf(x)'—al;—_—z-z——.l-ZVC-OM;:q‘- 2.~ ’
. .
Determine un nimero § >0. tal que se cunpla 1a deflnl:léﬂ de 1Imite.~ = L-€e=0.4g R L)

leu,t wne gr&fica aproximada,

IWECION:

La funclén no esth definids para x = 2, pero para x o 2.

f{:)-( m'l)(ﬁ?*'z)
C (e-2) (AT 2)

x -~ &
(x-2)/0+ 2 )

Oespelando » de .lu ecuac lones {A) y {®):

2
e (A) ‘{h| «2 - T

’2.!1 = 1.92157 por 1o tanto 2-1 = 3.69243
x, - 1.84610

.
Srhaas




2 . . X .
De (B) /zxz ‘e /!‘xz = 2.08163 por lo tanto 2x, = 4.33319 x ... . L m
‘ Xy = 2.16660 . x + 1 2 : .
Puesto que 18 funcldn decrece monStonsmente hacla 1a derechs, un valor L2 ecuncidn (A) dax we= { -‘i— me){x+1), oses:
- adecusdo pars Ses &+ 0.15 , ya que 1.846 < 1.B5 y 2,166 > 2.15 . .
(eorendeey
EjJemple 20.=  Demostrar por medlo de la acefinfelén que: ‘N
S
e x . - o * ¢
x+1 x+1 2 ’
Similarmente la ecuacibn (B).de: 1
) —_ €
SOLUCLON: R * = x
. R ‘T’ . - 5 - ¢ ?
Se tiene que L = ~—— y & = 1. Debe demastrarse que para cada € > 0 se T F

2
puede encontrar un § > 0, tal que:

Temando & igual a la mener distancla entre 1 Y X, Y entre 1y Mo- Se-

- -1 :
| = . | <e cecuando 0 < | x ~ 1] <& puede verificar que 1 - x, €5 menor que X, » Por tante
FICH] 2 - . ‘:‘:_ -c
’ i 6 - 1 = x‘ w 1 - 4] - : £ - 0 :czc
Para formarse wna ides del aspecto de la funcibn, se traza 1a grifica- ' . - *°t - ¢ '
{Figurs 14), y ¢e esta se ve que l2 funcidn es monStonamente creclente. Exto
se verifica escriblendo 12 identidad. '
3 - - __l__
] ! x + 1 Y H €
) L
Y obsersands gue sl crecer x, 1/{ x + 1) decrece,por tarto, 2
. - 1
: . o ar e ¥4 &4 mransre maser H
. 1 -[ /{n+1 )]crece. ) i i
; . . F prmm—- T e .
1 [
Supongase en primer lugar que € < 1/2, entaonces, L+ e < 1ty L -c>0 ’ yei-€ — .
1
puesto que L‘- -:—- . En seguida se determinan les puntos e.n que las rectas- . " ¢
- 1 - 1 b0 B pA '
Y - - ¥y Y=~y % c.lortana la curva, resolviendo las ecuaclones -~
FiG 4
(n) vy (8).
. x 1
et . — - s s A
7 (A}

x+ 1 ] C.



Observacitn. Sl blen la deflinlcidén bSsica cxr;vresc gue debe encontrar
s¢ un g para todo € , en realldad se observa que una vez encontrado un 4 pa -
ra un determinado € , se puede emplear el miamo § pars todos los £ mayores.
Geanitr fcamente este signiflice que una vez que te sabe que la funclén se en-
cuentra en un recténgulo, evldcntenente. €3tf contenlda en todo rectlngulo ==

del mismo ancho-pero de mayor altura,

11.3, LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE Y LA FUNCEION IDENTIDAD.

LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE.

Para determinar el Ifmlte de esta funclén recuérdese que 1a funcibn ==
constante essquella que no varfa, o sea que conserva su mismo valor para to-
do valor de la varlable independiente, e declr:

.

el {x f(xYixed; f(x)=K} R 7
cuyes grifica se muestra en la slguiente ngra..

A

3

T : . F16 15

De ests misma gréflca resuita obvio establecer la slguiente proposicibng

1Mm £ (x}=1imK=K . AN 4}
2 | '. X - 8

Pars demostrar is proposicibn (8) se tomars como base a la deflnlcibn-

P

de Jfmite, establecida en el tema snterlor t1.2.; esto es:

Bosts quedun & > 0, tal q'ue para gh € > 0 dado, sc cumple:

fixY-k|fe ju-x]|=0ce
0c| x-ajcs

slempre quey

camo es fackl ver, sea cual fuere el nimero 8§ > 0O que se escola, slempre su
cederd que [f { x ) - k |es menor que cualguier € > 0 dado, por pequeie que
este sea.

Teorema fl. Y.- “Lfmite de la Funcidn Constante'.

Hipdtesis: £ { x } es una funcibn constante.
Tesis: El 1imlite.de £ { x } cusndo x tiende a un nimero & cualquiera,-

es lgual a la constante.

Estoes: ST f (x ) = kentonces 1fm f ((w ) = Ifm k= k .
: x*s x*a-

LIMITE OE LA FUNCION IDENTEDAD.

Con un proceso an.iiogo 8 punto anterior, recuerdese -que ta funcidn I-
dentidad et aquella cuyo valor es exsctamente ) missw que el que adqulere -
la variable Independlents o3 doc!r:

’ S e Tig Py N Vo e ) LY + g e’
BERIE A A TS NPT TS S B
i < LI CAPTL N T i ’

La gréfica se micstra & contlinuacidn, en la figura 16.
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de s gr&fica se puede observar que. se cumple ls sigulents fgualdad:

I f{x)=1mx=0n ..‘. .{A)
x+8 . X~ -

Se canprobarf la veracidad de Ja Igualdad (A) recurrlendo a la defini-
ctbn de 1folta . . . ; as! debemos encontrar un nioero & >0 para cada £3>0

tal que:
If(n)-alcc ‘sIe_mprcqm o<|x-a|<5'
dado qua £ (x ) = x se tlene |x ~a|<E=§

Por lo que pars cualquler € >0 dado slempre 3 un & = € >0 que cul“

pla’las condiclones estabiecidas de tal maners que H’m f(x)=Ilmx=a
| Y x =+ a

" Yeorems 11.2, " Limite de o funcldn 1dentidad ™

Hipbresls: § (x ) es la funcién ldentldad.
Tesis: E1 Vimite de ¢ {x) cuando x tiende a cualquler nimero a es (-
gual al ndmero a.

f3to es: 51 f( x)=x; entonces lfmf(x).-‘lfmx-a .
- X +a x =~ 8

31._h. TEOREMAS SOH.RE LIKITES,

En el inclso 15.2. del presente capftulo se establecld &l cooc?p_to de
Mmite de una funcifn y secaicularon numéricamente algunos ejemplos de fiml«
tes utilizando diversos artificlos y manipulaciones algebrdicas. E} estudian
te escéptico.se dard cuenta de que cada una de ellas neceslta Justificarse -

aion cusndo muchas de ellas parecen obviss, Por este motivo, se expondrin & -

1

contlnuac |5n Jos teorenas aobre Ifmites que sirven de base para el ¢flicule
de 1fmites de funclones. La correspondiente demostracién de c3tos teoremas -

se presenta en un anexo al presente capltulo.

Teorema 11.3.~ " Unicldad de los 1imites. "

Hipotesis: Uns funcibn f { x } esté definlda en un entorno del punto - )

X = &

Tesis: Esza funcidn no puede tener dos 1Tmites distintos, cuando x ==~

tiende &1 valor a.
Teorema 11.4,-

Hipdtesis: Una funclSn f { % } ez positiva o nuls en un entorno del =-
punto x = o .
Tesis: Ef 1imite de f { = } cusndo x tlende al valor a, no puede ser =

negativo.

Teorema ', 5.=

Hipdtesis: Una funclén f ( x ) es negative o nula en un entorno det --
punto x = a , '
Tesls: EI 1Tmite de f { x ) cuando » ticnde al valor 8, no puede ser

positiva, . .
Tgon;ma 11.6,- " Lfnite de una suma ',

Hlpotesls. f {x) es la sume de un nimero Hnlto de functonﬂ de x -~
" gue tienen 1Tmite cuando x tlende al nimero . .
Tesls: f { x ) tlene 1imite cuando x tlende 21 valor a y dicho 1fmite~
es lgual a le sum de los 1imites cusndo x tlende al nimero a,-
de J#s funciones sumadas.

Estoes-SIf(n)-f

I(x}*-fz(x)‘.-..‘ n(x)ysl---

tee ML £ T O T "R A '
.\ fm f‘,(x)-Lr‘_lrmfz (n}.-Lz R A 1 () fn(u)-l.n
-8 R x*a X +h ’

[}

‘Entonces: Tfmf{x)-!f [r(x)+f (%Y +" .;l'éfn(ll)]--
L K- Py

o 1 S T A N U Y RIS S -.fi|El _f- Lyt rtln

Teorema 11.7.- "Limite de un producte.”
Hipbtesis: Una funcién'.-f ( x ) es el producto de un.nimero finito de -
funciones de x que tienen limite cuande x tiende al valor a.

Tesis: E1 1fmlte de f { x ) cusndo x tiende al ndmero a existe y es I«

gual al producte de los limites en este punto de las func&nu-

B o - v - >



quo se uu!tlpilun; )
Estoes: sl f (x)mf(n} . flx) oo of (x)
silfnf‘(x)-tl,lfuf(z)-tz,...lrnf(x)-uq
n+-a x X =+ a

entorces: tim f (x) = Ifm f‘(x).fz(x).....fn(x)]-
X+ & X +a ! . N
’ .Lz.Lg....-Lﬂ

Corolario.~ El 1Tmaite en un punt.o_de‘l producto de una constante por una
furcién es Tgual a Ja constante muttiplicade por ¢l 1imite de 1a funclbn en -

e3e punto.
Esto es: 1fn[kf(x)]'-klfnf(u)

X + 3 X +n

Teorema 11,8.- *"Limlte de un coclente ™

Hipbresis: f { x ) es el coclente de dos funclones de = qua tienen 17-
wmite cuando x tlende al nimero o vy el 1imite del denoalna--

‘dor no es cero, o X ’

: Tesls:- EV 1fmlte de f ( x } cuando x tle'nde al nimero a, existe, y es
fgual al coclente de los timites de dichas fuf;c;lones en el pun

+ to Indicado. ' . ’

l.f'(x) )
E,to',,;. -‘l,{l)-—f_z_r;j_;xl_rm.f‘_(‘)-l-‘ Y
iim 1‘z (x)}) =~ Lz-ﬁ 0 entonces: L s
, X +8 '
‘ H’mf‘(x)
X+ a8 L
1 1n f{x)e T T iu=+ 0
X+ 8 “.2 2

Teorema 11.9.- . . o

Hipotesis: Dos funciones de x, f, (x )y f2 { %) tienen tos mismos -
valorey pars valores Iguales de x en un entorno del punto=
x=ay f‘l { x ) tlene IImite cuando x tiende al nimero &.

Tesis: La funclén f‘ (%) tienc 1imite cusndo x tiende a1 ndmero & ¥y

»

esto 1imite e3 igual al limite de la funcidn f.(x ).en dicho

punto. . e

[sto.es:Sif(x)-fz(x] ¥xtca=-8< x<a¢-6 y sl

'Iftnfz(x)-l. .entoncucxl’ste.lfnf (z)-lruf {x)=1

x*a ’ x *a
Teorema 11,.10,~
_ Hipdtesls: Para un entorno del punto & se tlene que -

fl(x)<f(x){fz'(;) ademds, f,( x} yf (u} tlenenltnltccun&o:
tlende al valor 8 y sus Vinltes son lgua\cs. -

Tesis: El 1Tmite cuando x tiende 81 nimerc a de 1a funcién f (n}, & |
xiste y es igual a} fmite de las funciones f, {(x)y f, {x)

en el punto considerado.
Estoes-,Slf(x)"f(x)‘:f (x) ¥xeo0<}|x-a}<s

Y si ll'mf‘| (x)-irmfz(u)-l. entoncasuluelrnf(u)-\.

x=~a X+ a8 :‘a
Teorema 11.11.~

Hipdtesis: n es un admerc entero positive y o Hrite de £ { x ) cuon-
’ .do x tiende 2! valor x = o es positivo. 51 n es positivo, o
““hlen dicho 1Tmite es negativo o cerc sl n es impsr positi-

T S O I LR I R N e

Tesis: EV Hmlte de la raf: enes‘m de £ ('x ) cusndo x tlende ai va~
or x &' 4 es lgua'l a ll rafz enfsima del 1lnlte de f ( x ) en-

‘ese punto.: - - .1 bty 1t [H B A '
0 sea: Sl'tl"mf(x)-L,entomestmnff'Txi- “Ipf X |-
F R X .8 . v B '
- ' . YT

Los siguentes e]emplos {lustran 1a aplicacién de los teoremas anterlo-

res. Para {ndicar el teorems del |imite que se estd usando, se haré anotando

t v i AL B L 1 mik
S 4y € oo 3 2! 1 t
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s abrevra:un M T M, segulda por el nimerc del teorema.

£lemplo 2t.= Encontrar el valor de: 1fm (x + 2: -1)

x -2

l_f_n(:zﬁlx-I)-Ifmxzd-lfm?:x-'lfml

x- 2 X2 x+ 2 x+ 2
- h+2x2e1 - Soee
'7 : . . - .« s
2‘g
!mio 22,- Encontrar ol !fm3 —--1—---—--
] - « Ix + ]
—
Jim 22 PO
ll-t-j x 07:1»3 x---] Zx

+ T+ 3

/”ﬂg(u -9)

- X o =1 ) '_ .
/lfn(Zx *7:43) : ‘- ’

A -o']

-~ 1Im 9§

X+ -3

I{m xz
x_*-3

1fm sz s linmIx+ 1m3
x +=3 X +=3 x==3

T

Ifmx - lim 9
X =3 x *+ =3

Ifm x .

x> 3

e

21fmx . 1mx+71im2+ tm)
=3 = -3 A+ -3 ox,.-1 -
'—n.. —' ,—
o -3)¢(-2)-9 : S
2 (-3)(-3)+7(~3)+3 _
NEEY o '
BIEEIEE

* = s .

-

1. 6)

-(T. ll;
{T.11.

1)
7)

1. 2 )

{(T. 1.1}

(T 1. 8)

(1. t1.6)

!
{T.81.7}

{(T. n
(vt}

.'z)‘

Lo obtenldo represents une Indeterminac!én, to cual carece de sentldo;
sin embargo, este no sligniflca que el I1Tmite buscado no exfste. La funcibn =.
para la coal se trata de encontrar su ITaite tusndo X = = 3, simplemente no

estf definida para ese valor de x, por lo tanto para x =% = % se puede welll

zar 1a sigulente trasformaciSn algebralca, apoySndose en el teorema I11.9. ’ !
. . .
x - 9 e (x+3)(x=-3) . %=1
2x2+7x*3 {2+ 1} x+3) 2x + )
» entonces:

"3 W'+ Ix+ 3

. |englo-23 - Encontrar et valor de, lfm

! AL T
x*.} 2x+|

x+8
K+ 2

En este problema, al lgual! que en el efemplo anterlor no a3 posible a~’
p!lur el teorema !f.8 al coclente ya que el 11mlte del denominador se anu!a
cuand'o x +-2. 5In embargo. facrorlzando .-.-1 numerador sa tlene:

L, -
(x#:)_(_x =2 + b )
X+ 2

u3+8

x#!

. asl: (. u.s).

Este:or.lanues (x ‘-2x¢'~ Yl x o= 2 (yaquesixmt=2se-
puede dividir rumerador y denominador entre { x + 2 }. tntonces la solucidn-

a este problema se tora la slgulente forma:

3 3
1im '+a-lrm(x-2x¢h),slendox+-2 :
x +-2 x+12 ® +=-2 :
- fmx? - 1fm2x+ ifmh (1. t1.6)
X *=2 x - =2 R+ =2
«ifmx . 1fmx=-21mx+4"° {r. 1.7) ..
X ow=2 x e =2 x wel {(r.11.1)
T (‘2)(-2)-2(-2)4.5 (. 11 2)
' - 12 '._ . ‘_ o .
. . : . -

e A bk Aot e

At ) - - B 4
i lmeamin 1a Ak mre i St ibar 2 i S
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(1.5 LIMITES LATERALES.

AY estudiarse el concepto de Vimite de una funcidn
].',: .a f(.)‘ se hizo especial menclén de que Interess anallzar ios _valorer
que pueds tomar la variable Independente x en un {ntervalo ablertoc que cor~
tiene al valor " a " pero-no en "a " misma, esto es, en valores "de x pr:'_n:-'
mos ¢ a " ciue scan mayores que " a ' o menores que " a ' [ es . decir en un

entor©  reducido de "'a " ). Sin m!_:-argo‘.‘”-supéngase -por ‘ejemplo, ‘que se tig

ne la funcibn: S T
. Lf g {w) = 5"““
J" -3
M B o ot

Ya que f ( »7) no estd definida para x'<'3, la funcidn do se'define’en
cunlquier intervalo sbierto que contengs & 3. De aqul, se puede considerar:

lim = 5 no existe .
x+ 3 ]
$ln embargo, si x estéd restringlda a valores mayores que 3, el valor -
de Y2 = 3 se puede hacer tan cercanc a cero como se quiera tomando x sufi-
Cientenente cercano a 3, pero mayor que 3, . )
En un caso coma este se hace que x se aproxime a 3 por la derecha, v ~
entonces se consfdera EV Limite Lateral par la Darecha, e! tual se define —=

formalmente a continuacidn,

LIKITE LATERAL POR LA DEAECHA. -

Conslderénse una cierta furcidn y = f { x ) donde x"esté definida en =

¢l intervalo ablerto (2, 2 j*'h ). donde h EMmyh?>0, _gegﬁn se cbserva en- -

© . la Figura 17. L f&).
§ -
N LU l
= X

|

Se dice que &) Hmite de f { x ) cuando x se aprualm.a am ‘. “por la -
derecha es l.‘. y se denota: ) .

Ii’mf(n)'l.l P £ 8]
* .

X~ B

Si para cualquier € > Q, existe un 8> 0, tal que:

f(u)-l.ltci'ﬁ“PNqueO‘l_-l(a . - . (B}

. - R £ B
Notese que en (B) no hay barras-de valor absoluto para x ~ », ya que -
slx>a, x-250 ’ '

"Sa sigus de la ux-proslﬁn (R} para e} ejemplo aralizado, .qu'
ifm 5

x . 3+Jl -3

Si al considerar e} 1imite de la funcidn, la variable lndcpendlent; x-~

-i‘

‘esté restringida & valores menores que un nimero * o ", decimos que X se a-
proxima & " a * por la lzquierda, entonces el ifmite se llama Ifnlte.llterol
~ por la izqulerda. ) . ’
1 1}

LIMITE LATERAL POR LA [ZQUIERDA, . ' o

Considerénse ahon.ll misaa funclbn.y = -f { %), pero *" x " &n cambio-
definida en el intervalo (8 - h, a ), donde hc Ry h > O, segin se muestra
en la'flg_ura 18. . ’ )

Ly

S I S

17



i N el o . , , .
1%
So dice que-al 'imite de f { % ) cuando x s& aproxims a Wan por la = En la figura 130} 1, = L% ;i".’ (x)= Ly - "1' en camblo 1a figura
: . ’ 1 ; H
{zquiera es L!' y se dencta: 9"’“" o Lz' por o tanto
" . : . . Hon f ( x ) no exlste.
.,nE(x) L __(d o x-~a ;
- R a : ’ . ’ . ' .
' . L T R PP A T "o, " Ef_gmlo 24 - Ses h una func Ibn definlda por: ’
51 para cumlquier ¢ > 0, existe un ,‘,’?9'."'-.‘“{.", N A ' .
‘1 y N V1. ) o s . ' i : . 2x 4+ 1 Ill‘,
"f(x)_-l.l'<€ slaﬂbreqwﬂ('.l-x<5 . (o) . R h {x}=
PR 10 - n' st azz}
Se puede abora Vlamar al 10 f ( x ), Limite Bilateral. )
il ) X+ 8 _ ’ ‘ . &) Trazar ta gréfica de h.
o no dlrigide, pars distlaguirio de los Imites latarales. . ‘ t) Encontrar el 1fa h { x ), si exista. - ..
e : x~3 :
- L]
Tecrema 11,12, -
e SOLUCION:

Hipotesis: f { x } tlene llmite cuando x tlende al valor a y ests 1Tl

te as el nimero L. 4} Un dibujo de la grifice se muestra a continuscién en la figura 20.

. ~¥ hix ) .
Tesis: tos 1Tmlites cusnde x tlende al nGmerc & por ta laqulerda y por *. ) - . :
1a derechs, existen ¥y ambos son lguales al nimero L. : . "f'
. 7;_'.-:.\ '

La Interpretacidn geométrica de lo anterlor se westr‘l e contlnuscién-
donde puede observarse que x puede tender"al nimero " » * blen sea por la de
recha © blen por.'la lzquierds de " & ¥, tenléndose pars ambos casos la posi-
bilidad de qis 103 Ilmites sean diferentes ( L = L, ). Ver flgurs 19,

ty
| I | o ./
. | y X
! l, ’ =10 '
! - FIG 20 :
- i .
i .
L=ly - ‘r———1 . Blitfmh(n)eifm{2x+1)=7al
| ¥ . x -3 N3 ? 2

tmbh(x}=Lim (10-x)=7el,
I J *
n +3 n- 3
. o L I ¢ 14,12, - )
' 7 N L x . Segin el Teorems »eom L, =L, :n’h (x) existe y es Igual »1
¢ ah a ath Cla-a a Ath
FIG 19(a) F16 19w . - - C




Elemplo 26«  Constdérese 1 slgulente funciSn f, definlde por:

Eiemplo 25.- Sea g una funclbn defintds por:

IS sle €2 ' : r+2 -=3<rf
- S Flr) e
gle)=% ¢ sl t= 2 - _ I T -
. —— - < r
L2-d? Tste> 2 : : : 1 =
' Investlgar sl aniste 1fm f ( r ) y trazar 12 graflca de f { r )
Trazar 18 gréflce de g, y encontrar t1Tmg ( ¢t ) : . re.1
te -2
i LOLUCION:
SOLUC L ON: : - )
’ 'Ilnl’(r)-!ln‘_(-%-.-rz-B)--——;—_-L,
*
r -1 . - 1

Ls grifica de la funcifn g es la que se mes.trl abajo en la figura 21
9t}

He f (r)=tim(re2)=3=t,

r+1 } rat

for lo tanto como L, = L, , }im f,( r ) no existe. ver fligura 22.
re )

. ' 5
y i
3 '
' 1
+ v . ’ L}
R ? . Kl -r
i e 1.
‘ Fi6 21 oo : b
' T N
Mmg lt)etfm (12-e8)mpay, . o S TR

St a2 Tt +-2
ifmg {t)e 1fm (&« :2 y =8 --Lz MOTA: Los éfrcules negros pii-te?\ec'ed ala gr!flt..'zg ‘astT los blancos.,

t +-2 t -2 .
Por lo tanto por el teorema 11,12, 1img { t ) existe y es lgus] @ 8. [132' 1o 27.- Para la sigulenté funcidn dadas por tres regina de corres
x*-? ' pondencis, determinar 10y limites de dicha funcién para los puntos en que =

Witese que g { - 2 ) @ 5, 1o cual no afecta al 1fmg { ¢t ) xw® =2y x=5. Hacer un dibujo de 12 gréfica de la funcidn,
t - =2 .
4

RN
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xzfl.l:"l para - A £ x £ -2
f{x) -3 para = 2<x < §
ix =~ 13 pars 5< x <t0

SOLUCION:

Se p(aede Iniclar con el trazo de ls grifica de f ( x ) para une mejor

visualizaciédn del problema, _':a'l y como se flustra en Ya figura 23,

LYNG]

r Ty

- R

=% 4 =) -

F

ey
-
I

-

e 4 d

e 2
a) Viendo sl se cumplic el teorema 11,12, vi a = =2
limf{=x) = 1m(-3) = -3 = |,
* *
ot g » -2
Her (x) & 1mizledce2z)ob-6s2m001,
x-l- n-o-l-

Por lo tanto como L, = Lo 1m F { a ) no enlste,
: 5. -2

b) Para a = §
Mn e (x)=lfm (2x~13) =-3=0,
- + )

X+ & x5

timt (x) -!:’m(-})-".’c-.l.l
ne & . &-05-

por lo tanto como L, = L, = = 3, el fuite existe yva!e:_'
e flx)=~-3 -

X -5

11.6. CONTINIIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. CISCONT ENUIDAD RERMOVISLE.
TEOREMAS SOBRE FUNCIONES CONTINUAS. :

En el inclso 11.2. se analizd el significado de 1Tmite de una funclém-

en un punto ¥ se escribié su definicién con Ia exproesidn (1) que se replte-

& contlnuaclén:

Imfin)=t NN (V]

X + &

Recordando tambiér eque no es necesarfo tomar en quenta el valor de las o

funcién f, cuando x = & de hecho, pira muchas expresiones 18 funcidn po es-

td slqulhera definids en n = 2,
+ I, PP i e e Lor - .

tn ese mismo inciso, en el e]emplo 13, se considerS la funcifn T defi-

nids por la ecunc 1&n:

R
f =) FECH
N 1AL A N S . [ . '

Anf misme se cbyervd que tel-funcidn.estd definida para todos loy wale

2:2

SRR E S IFRSE]

" res de x, excepto x = - 1, p'ar- el cus  tanto el numerador ¢omo el danomine-

dor de la funcibn se arulan, Un diby]o e la gréfice de todos los puntos de-

ta recta y = In - 3, excepto e ( -1, =5 ) se muestra en la flgura B.

In efla. precisamente, hay una rotable " interrupcibn * en el punto ==
{ = t, =5) yse dird entonces que ta funclén_f es discontinuy para cuando-

<



= =1,

En camblo sl se define £ ( -1 ) = s 13 funclén queds ahors definida
para todos los valores de x, pero aiin hay un * salto " en la grifica, y la-
funcibn sigue sfendo discontinua en ese mismo valor, segin se muestra en la-

figura 24,

SI embargo, sl se define que f (-3 )m=-5, entonc:s se dice que la-

funcidn f es continuva para todes 108 valores de x.

Yiroo

Rl WYY

*soltg*

D;flnlclén: Se dice que ta funcidn f es continua en el valor a & Of,-
.siempre y cuando se cumpla lo siguiente: )

X+ a

El que se curpla & definicién anterlor implica gque se cumpla las si=

gulentes condiclones:

1) Que f { 2 ) esté definids,

2) Que ‘exlista Vim f (=)
X =+ 48

3)Qu¢”’mf(x)-ffl)

- E S ]

v

Im f (x Yo f{a) . )

Basts.con gque uny de Tas tres expresiones anteriocfeot o campls para -
que la condlclién (B} no se cumpla, por lo tanto, la funciln f no sea :ongl-
nua en el valor a. La condlclifn (5) es necesarla y suficiente para que la-

furu:lbn yeof (x) ser continue en a.
Elcv.ﬂplo 28.~ Se2 f Zefinids como sigue:

‘sl x = - 2

fix)= . -
b : Csl kw2

Trazar su grifica e fnvestigar si es continua en el punto donde x = = 2

SOLUCION:

En 1a figura 25, se muestra un dlbujo de ia gr&fica de 1a funcidn, en-

1a cual hay un salto en ¢l punto donde x = = 2 -

A (1]

|
1
t
1
)
t
o
|
1
1
|
|
]
t

tg 23

~5 )
- ki
.

[\._\



trvestigando paso a paso la condiciln de continuldad para x = - 2

f{-2)Y=5 _. por lo tanto se sat[svfue la primera cqndic!ﬁn.

1fmf { x) = - 3. por lo tanto se satisface la segunda condlcifn.
X+ -2

Pero, como F { -2 ) o Il_lm_i { x ), s tercers condiclén no se satlisface.

AsT, se concluye que f es discontinua cuando x = = 2
Ejemplo 23.~ Considérese la siguente funcifn:

g (x)= =+ 3

A X +x-6
fnvestfguese si existe algin punto de discontinuldad en dicha funcidn.
SOtUCI O

En 12 figurs 26 se muestra un dibujo de la grifica de la funcidn g.

Yhet :
; q(x}_ X +.!
' X +x-6
1 .
: X + 3
=

(X +3)(X-2)

1
I
S9eyeseg )
]
]

’ MIIzaMo la funcibn g, se obscrva que ésta no se encuentrs definlda-

L~

Ny
™)

para x = = 3, por tantc.

1
Tm= 2

9(!&.)' ,prax— -3

Esto se ve claremente como una interrupcidn en la grifica de g, cuando

xw =3 yasl, al no cuplirse 13 condicién [ B J, se concluye que tal fun-

‘el6n es discontinua para cuando x = = 3,

$in embargo, exlsge otro punto de discontinuidad, yo que cuando x = 2,
e) dencminador de la funcidn g, se anula no quedando definida para ese valor. ’
Nuevamente se concluye que dicha funciSn no es continua at no cumplirse la =
condicibn (D) ahora pars x = 2. Este dltimo caso, también se puede verificar
observando el comportamiento de g (ﬂx ) en 1a figura 26.

Ejemplo 30.~ Sea h deflinlda por: '

-3 six<2
h{x)=
--;—--1' x> 2

Trazer su grifica, ¢ investigar sl se cumpie la condicién de continul-
dad, en et punto'donde x =2,

bar R

'scu_lc_lom__

£n la figure 17, se encuentra representzds gr;flcamnle ta funcida b,

o cakr, s L P UL T G

te obhserve ciue ﬁ;raL; = 2, hay una interripciédn en dic
. 0 waie I U RS Tt [

&
ey k0

'y BT o Tt EE T ] I £y - H N I T

arifln:

3

- ...,.\-_—.....‘.. R
r




Ahora investlgando paso a paso la condlcT6n de continuldad para x = 2,
se tlene: -
£{2)+»2(2)-3=1, por o tanto satisface la primera condl-
cidn. ' N .
tMmh{x)alfm{(2x-3)=4-3=1
X2 x+2
imh{x)=lm(-Lct)u-r=-1m=-2
+ 2

x"2+ xe» 2

ya que 1fm b {x)= 1mh{x), se comluye que 1fm h ' { x ) no exIste; -
Y2 q n +
x - 2 h +2 - . x -2 '

entonces la sequnda condicidn no se satisface y h es ﬁlscon_tfnua para x = 2,

Ejenplo 31.- Dada le siguiente funcidn:
. Ix + 7 sixeh -
fix)=
kx = 1 sl x> &
_Encontrar el valor de la tonstante k gue hace que o fumcibn sea contl

nua para x = L,

SOLUCTON:

Para que f ( x } S_uztoﬂtlnua para x = j, debe cumplirse ‘1a condlclbn~- -

de continuidad.

f{(4)=~3(4)+7m=19 : por lo tanto se cuﬁp‘e la primers con
dlcibn,

IMmt {x)=1fm(3x+7)}=12+7 =19
x A X~k
Mo f (w)=1fm (kx~-1)=bk~t

X+ h x-h+ . .

[T LR R
Pl

Pars que se cumpla 12 sequnda condic[®n, debde cm;;ilrse ques

Maft{x)Y=Ifmf({x}, o sea
x +4 x ~&" ’

Bk-1%19 porfotantokm 5, asl 1fn f (x) e f (&)
- " x - § .

yf (x) es continua en x = b,
a REMD

En los ejemplos anteriores, se han anallzado funclones gque presintan'*

discontinuidad para algin punto.

$1 se anallza detenidamente para cada caso, ia causa qu; orIg-Ina dicha
discontinuidad, se pocrS observar que cuando a discontinulad se origina por.

que f (a} 3, slendo™s" el punto de discontinuldad, existiendo 1im f ( x )-;
X+ a

o blen existiendo f (a2 ) y existiendo Ifm f ( x ) estos no son iguales; o
X+ 8

sea: Hmf (x} = f (8] . En esta sTruacién la discontinulad se menciom
X8 .
camo " Discontinuldad Removible, pues “asta con definlr‘f, {(a)=1laf {x
[ < . v marr o [ a1 . .
) T X+ a

para ‘que 1s dlscontimidad se elimine.

L o SJUS LR I
Pero se ha de recalcar que en esta forma se estarfa definfendo, de ma-
nera absoluta; unz ' _meeve funcién ; slendo la " nueva " funcibn Tdéntlca a

la ante_rlolr, excepto en ¢l punto x = a.
s S .

TR e, R Taotee .
En el caso queyla discontinuiad sea originadz por la no existencla det

MWm f { x.); entonces esta discontinulded es {rremovible y no se podri-' elimi
X*>a -

rar de ninguna manera.

E|emglo‘32.- Sea la funcibn: -

2

+ -
N _x_x_;iz___?____ sl x = -2
f{x)= ;
$ ' © sl xm -2
. fmad 3 LI
' e N LI A i
- -~ RS
] y e ' 3
N .

WM



estudiado en el cjemplo 2B, Indicar sl la d1scont lnuldad del punto en que ==

xe= =32 es rmgvlb!e ¥y en caso afirmativo removerlsa.
SOLUTI1GN: P ‘

En €1 ejemplo 2B, se puede observar { figura 25 ) que 1a funcién £ {x}
. presenta ' un ul.td “"para.x = = 2, As{ mismo se puede ver gque Ta funclin ==
cumple pars x = ~ 2, ‘lag dos _primeras partes de la condicién de continuldad,
es-declr: o -

.- f (x ) estf definida para xm =2y valef (-2} =5

2.~ 1im exiIste ¥y valer L = « 3
xa -

Pero la tercera parie, no se :_unple. putsto tue:

.- lm# (x )= f (-2}
x-+=2

~3= 5
Ls discontinuidad sI es removible, puesto que basta con definie € { -2 )

- “= 3y tambien se cumplird la tercera parte, quedando Ja funclén continue~
pars X =~ 2 sl

xz~x~2 1 -2
Fi{nm)k X * 4 slox = :
. -3 six = =2
tlemplo 31.~ Ses la fumcldn: .
9(!)-—5*1-—-6— . *
ot -

" estudleda en ) elemplo 2%, Indicer 31 1a discontinuldad del punti:--
enh gue x » 2 ey temovible y en caso de serlo, removerla,
SDLUC!ON
La funcibng [ & ) no cumple con Ya prtmera parte, tal como se vi8 en=
el ejemplo 29.

Analizando la I;mcmn‘para le sequnde parte:

- ‘Il'n‘g _.___."‘_.";)._..__. no existe.
x =2 ;z + X = 6

Cbvlamente, 18 funcibn tiere una discontinuldad irremevible, pueito ==
que no es posible d.,nnlr 1a funzibn en x = 2 v que sex igual al valor del -
Umite, puesto que =l }imite no existe,

ECREMAS SOBRE FUNCIONES CONTENUAS., ..

—

tas funclones continuas tienen un buen nimero de propledndes Importan~
tes, algunas de las cuales son consecuencis de las propiedades de los 1Imi-=
tes. Aplicando \-a. definlcidon de discontinuidad y los teoremas de 1imlites on=
tes vistos, se tienen los s(ghientés tecrcn;a_! sobre func-iones continuas en -

un punto.

) Jeorerma 11.13.-

Hipdtesls: f y g son dos fum lonhes continuas en x = a.
Tesis: {1 ) f+gescontinus enxma

{2) f - ges continua en x m a

(3} f.cgescontirua en g = 5

x

"-'( !. ) f—g ‘e contl'nul en x = &, siempre que g (& } == O.

Se dmostrari ls parte ( H ) de este teorema, para liustrar ¢l tipo de
demsuaclén requerlda pata cada 9art Vs que f y g son continuas en a, de~

la definicidn,de contlouidad, se tiems: P .

i lf—:\f(x)-f{a) b B (a)
)t-'l :, [ PR ' - % i -
Img {(r)=g(s) - - ‘ (8}
X+ A

-Por lo tanto, de les scusclones {A) y {8), y dol teorems 11.8 se zlene:

tim Flx)eglx) =flaleglal) ' {c)
R=a - . '
)‘ L I |1. (s a i HE {
FERN 1 [ [ k ' .
' erir ' " te B ¢ re



La ecuacibn {C} es la condiclbn para que f + g sea continua en x = 8,

ta cua! proporciona la demostracién del teorema 11.13.1.

. Teorema 11,14, Una furcidn polinomial es continua en todo punto.

Para demostrar este teorema, considérese Ia funclén polinomlal f, defl

nida por:

F(x)=p, :"_-tb‘x"-t-tbz n-2 c4b _ x+b. b O

donde n &5 un entero no negativo y bo. h'l - ey bn' son nimeros reales. Con
aplicaciones sucesivas de los.teoremas de !Imites, se puede demostrar gue si

2 es cualquier nimera, entonCes:

\imf (x)}=0b + b

0 y 2 + b, a 4...fb-a+bn,dedondese-
-]

slgue que:

tmf(x)af(a)
X.*a

Teorems 11.15.

. _H.Ipét:sis: fix)~ AT uny funcién racional.

Tesls: f [ x ) es contlnua para todo su dominio slempre que h-{ x ) == ©

Este reorema se demostrars en base 2 que f es una funclén racional, la

cua! puede ser expresads como el conclente de dos fumciones polinomizles. A

s, f puede estar-definids por:

f(x.)"Lr_‘Th.(:}

Donde g ¥ h son dos funciones polinoniates y el dominlo de f consista

" e todos los nimeros R excepto squellos para tos cuates h { x ) = 0.

Sl o es cuslquler nimero en e} dominio de f , entonces b (2 ) =& 0;

ast por el teorems 1.6,
- timg ( x)
1;,,,.;(,;]._'_‘..:.-.3._.-— ‘ : 3]
A+ a2 Imh { x}
L n+a

Ya que @ v h son funciones polinemiales, .por el teorema . th., son --

contlnuasenn.yas:Img(x)-g(a\yhmh(x)-h(a) Conse=~

cuentemante, de la ecwacién {3) :
taf { =) g la)
X ad . R 1 a7
11.7. CONTIRUIDAD DE UNA FUNCIOM EN UN INTERVALO.

Lon los concepios e__nunctados en el incisc anterior, es posible anall--

rar 1a continuldad de cualquier funcidn real de variable real sn el punto =

en que te desee. S5in embargo, parz mechos problemas ser§ Interesante lovestd

oar los Intervalos en los cuales una Funcldr sea continua. El concepto de.--
continuidad de una fumciSn en.un Intervalo puede expresarse mediante las si-

gulentes definiciones.

Befinlcidn.- L2 funcusn f es connnua en el intervalo ablerto {a, b)
i
si y solo &1 es contfnua para todo valor de x que esté dentro del Intervalo-
{ e b).

Q;_{l_r;_{_g_é_n - 1a funclon f es continua en el intervalo cerrado [. b]
st y s6lo 31 es continua para todo valor! de » ;que este dentro del intervalo-
ablerto { a, b }; asT com continua po;- 18 derecha &n a® y contlnua por la =
lzquierda en bRe,  L1LFL 7 oot b L Nt e

® te funcidn f es continuy por la derecha en a, sl y sble sT:
Mm € (x)=f(a)
*
X »a
** {a funcibn f es contlnua por 1a izquierda en b, sl y 3§l0 st:

o f {(x)=f{b)

25



De acuerdo con fas definlclones anl:‘er'lorcs, para Investigar la conti--
nuidad de una funcldn en un. intervalo, es neccsario-el anilisls en todos los
puntos de ecse Intervalo, Este trabajo serd, logicamente, engorroso, imprécti-
€8 y, dada, su magnitud Imposlble. Sin embargo, apoy-indOSe en los teoremas so
bre continuidad, estudiados en el incisc an:erlor', 21 problems se reduwce 2 3
nalizar solamente los valores en los cuales no se cumplan las hipotesis de -
jos teoremas, o bien aquellas en las que haya duda, por ejemplo en donde haya

carblo de regla de correspondencia.

Ejerplo 34 .- Sea g ({x) = _'Zl— determinar los intervales para -—-
. x° - &
los cuales la funcién g es continua.

SOLWCEION:
La funclén en estudlo es una func_lén raclonst y de acyerde &1 Teorema-
11.35., ier3 tontinus pers toda valor de X, excepto aguellos que arulen al -

denuninador, De manera que {gualendo a cero el denominador:

Para x = = 2 6 x = 2, 1a funcidn g no es continua. Entonces, los intey

valos en los que 3| es continua son:

(-=,-2).0-2,2)y(2 +=)

Ejemplo .; Para_que valores de x, la funclén de‘ﬂnida por:

Jx2-3 , -1<x<n
fF(x)=9§2x-4 , 1L xx2
5-;2 , 2¢xc3
es contlnua 7 Olbujar su.graflica.
SOLIC | O ‘ ' .

Apoyandose en 103 teoremas sobre funciones continuas puede ficlimente-
deducirse que f ( x } es contipus en los intervalos { -3, 1}, (1,2 ) vy --

(2, 3). 5in embirgo, los Gnlcos valores dudosos estén en x = 1. Yy x= 2.

Analizando o3 puntos dg}dosés‘:

a2} en x = 3
fli)a2(1)~hw-2
1Imf(x)c1fm(32'3)'{'3"‘2

X+ x +1

limf(x)mtim{2x-bt)e2-bw=-2.

+ +
x> 1 x+ 1

per lo tanto -car‘o’lfm Flx)=1im ( 2x =&k ), entonces 1fm f { x ) c:lste.l
N .

e,

xq.l- x -1

Finalmente, 1im f {( x } = f (1)
x -+ i -

por lo tanto se cumple Ta condicibn de continuidad, y as? se concluye que =

1a funcién f es continua en x = %,

b) En x = 2
(2)=5-(2) =t

Ma f{x)=Ifm{2x-k)mb-tmo
X - 2- : m_-o-_zl- T .
Waf (x)min(5-x")a5-kat

+

+
x=-2 S S v H -

por 1o tanto como \-ﬁ;\ f{x )A-)‘- Mm € {x), t7m £ { x ) no existe,

-+
x -2 N x + 2

for esto Gitimo, se concluye gue f no es continua cusndo x = 2. En 18-

figura 2B, aparece 1a grifica de dicha- funcidn.

Wt
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Eiemplo 36— Anallzar la continuidad de 1a funcién h { t ) indicando
, Tos valcres para tos cuales seadiscontTnua’y los intervales donde sea contf-.

.

. nud, Dibuje Ta griflica,
) . ’ n .
cot t sh- Terg = o 7

h{t)=<sent +1

et . sI 0D <y <+

kd
- st €
sl 5 t<0

soLuCIoN:”

Las expreslones que forman la regla de correspondencia, representan a_l_
: . gunas de las funciones trascendentes estudiadas en el capitdlo-l. De acuerds

a lo estudlado, se puede afirmar:

; a} La funcidn cctangente €% continua, excepto en fos puntos en que ==

t =2 n"n, en donde n es un ndmero enterc posit!va;.a. Para este problema, la-
, primera expres!dn no presenta ningln punto de discontinuidad porque su Inter
valc de definicibn no Incluye 8 los valores sefslados.

B

b) La funcidn seno siempre es continua,

c) La suma.de lo funcidn seno mis la funcidn constante t = 1, también-
es continua, de acusrdo con el teorema 1IRER

d) la funcidn exsonencial h ( t ) = &% 5 continua siempre.

- .
e) Los dnicos valores dudosos son cuando t = - -— ycuando t = Q

2
Andlisis de Tos puntos dudoscs:
i
a) cpando T w - -

h (t ) esta definida por medio de la primcra. expresi€n y vale:
STy a Tyip- 7
h (—2—- } = cot { 2 }=-0

entonces se cumpie la primera parte de la definicidn:
limh {t ) =limcot t =0

t 4t T ta-r

Fl T -

Ilimh (¢t )=1msent+ 1 =0
+.“+ t_-»'“
t* 7 2

" Por lo tante el 1imite existe yvale Iimh (¢ ) =0

[

ey - 2 B
y la segunda parte se cumple.

La tercera pért: se cumple, puesto que:
. .

< Ifmh(tY=h(—5)=0
- [ . '

T —— . .
i . s L I O L T M- T I IS S

Entonces Ta furcidn b { t ) es continua pars t = =———
. L

b) Cuande t = O.

“h {1t ) no estd definida pussio que ningun Intervale de definlcidn de-
las tres expresiones incluye el valor t = 0. Al no cumplirse la primera par-

te, la funcidn b ( t ) no es contianua para t = O,

-

™~
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€1 de hocerse notar que el VTmite en ese punto 3i existe, como 1o pue 11.8. LINITES CON APLICACION EN EL CALCULO DIFERENCIAL [ INTEGRAL.

de comprobar el plumno, es decir tos 1imites laterales son iguales, . .. . .
- . Se tratard en este tema la obtencifin de Jos Iimites de ciertes funcio- -

nes que tienen posterior aplicacidn no solamente en este curso, sino en otras
tieh(t)=timbh {t) =1 .. A . .
- - materias de materatlcas.
t -0 t=- 0
' Estes ilmites no se pueden ohtener por sustitucidn direcia, y esT su -
Sin embargo, al no poder igualar el valor del 1imite, que Si existe, = . . - . -
- valor tendri que obtenerse por oiro medio. i

con el valor de 13 funsidn en ese punto, por no estar definida, la condlcién - [

_de continuldad no se cumple v 1a funcidn h { t ) es discontinua en ese pudto. Ha de quedar claro gue los casos gue se tratardn no son los Unicos de-

este tipo de limites, pero su cbiencién se analiza debido a 1a aplicacidn --

Resumiendo: : - . que tendrdn en temis posteriores.
h { t ) es continua para los -_iguientes- intervalos: 7 -
. 1) tim 22X Haciendo £ ( x ) = sen x, se ve Que ~ ~
(-m,0) y(6,+ =) ' - T xs0 ¥ ‘ T
- . - . f {0 ) roestd definids, sin embarco -
© blen: . - . . . .. .
: : i te demostrard que su limite existe,
PR - . -
‘h { t) es discontinua para t = O, - : T0sngt Supdngzse 0 < x< /2

La grafica de la funcidn puede observarse en la figurs 29. Refiriendose 3 1a figura 30. la cual --

muestra un circulo de radio unitario cu

. . s 2 2
. . piosy, Banx] ya ecuacion es x +y = 1 yen el cual

Y

se puede distinguir el sector circular-

BOP cuyo dngulo central, medido en radia

ti,0) nes es x,y cuya drea estd determinada = .
\ 2

. Tl )

Jdradas es e drea del sector BOP, enton

. 1. : Tt

ces 5 = — X

por % : Asi sl s unidades cua--

También se observan la cuerda BP y 1a -

’

tangente BT en el punto B.
- s . : Ulgmese k, 2l drea del tridngulo o8P, -

donde k.' - -15-- sen X, ¥ kz al &res del triingulio 0BT, donde kz - —‘i— tan x.

— for geometria elemental se tleng:

1 1 1
- 1 — —— — . ‘
k'l <5< kz. esto £s 7~ sen x < 5 = < 7~ tanx (a)




O sear Sen X < x <tan x . (8)

vy dividlendo {B) entre sen x, queda:

1 x tan x N
< < = 1 ¢ x A rr——— .
sen x sen x —_— cos X
sen X
sen X .
de donde: cos x<--;—- < t . ) - {e)
‘ - : (1 -cos ».){ 1 +cos x1}
F : - -
or otra parte .‘I cos X T+ cos
. . 2 2
1 -cos " x _ sem ” =»
o ssa: 1 -cosmm =
1+ cos x 1+ cos x
sen 2 x - 2
=80 X . :
Comi\,cosx;(}:bl_'_cosx sen . X

. : 2
por lo tantoe 1 - cos X < sen X

. T2
por 1o tzate: 1 - ¢cos X <sen X < x =

De(A):sm2x<x2_;yaquescnx>0yx;0

z 1-x% < cos % : levado a (¢)

1 - xlctEn X o

1 ' 9}

Jomando 1Tmite cuando x + 0, s;e tiene:

Im (1 -x2) < lfm—“—’;"—élrmt

x -0 x +0 x=+0

Tic 17 280X ) wmb 1im =505 ay : (e
x+0 =x x +0 x

sen x

2} e E‘4-9---"—-; recordando que tan x = se tiene:

x cos x

x+ 0 . -

m 2202 o fm z:z . SRR B [sen x .1 -
S % »0 x x+ 0 x cos X

X «~0 .
. .

H e: S P per lo tanto Ifm—“-;—x—- -1

x=+0 xw g FOF x= 0

D e BEEE L gy g JEEE L fy Senk X
x -0 = x =0 Lx =0 .
ok .1mk= T L1 SR
x
x =0
' (1 - 1
’ - £0% X - 17 - CO05 X + cos x -
Hx‘.’.mb JI‘2- xumﬁt R 1l +cos x ]
. 2
- 1fn | C0E X : . 2SR X g
! Z - PR M M VL
x T +ces x x 1 4+ cos x
“ 1. e e ifn DS L
x*+ 0 x
s 1 =cos x .r1-ccsx 1¢cosx\l_. sqnzx
5} Ve = lim - zlim -
x= 0 % 0L x * ces KJ,‘..D x + cos x T
"-h'm sen X . tfm sen x - il sen x - \fm sen x
x+ 0 X .x_'_Dl-'—ccsx x-0 = x*ol*cmx
por lo tanto 1fm _I_;_t:gg_i_ = 0.
x -+ 0
. “- Al $enx2 . Az
6) irm 2S0E limx . =—~———— = 1{mx.1{m o - 0.3 =0
x +0 > ~0., . x.. x =0 xm0ix '
- ) H
= 1m -2E -
, H X T
" .n r=1
. By x 48, x LARERERIPET
N UHnm = e
X+ wm b, . X + b x + + b

o 1 N m

Para 2ste 1Imite se presentan los siguicnies 3 casos:

(Jd
Lo
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¥.4 BEGLA DE U'HEPITAL. FORMAS INDETERMINADAS.

Cuando una funclén y = f { x }, tomas una de las sigulentes formas pars
un detersinado valor de x;
f(xl'%sa O.;y o=, 0', = 1w, )

= *
se dlce que 1a funclbn y = f { x ) toma una forma [ndeterminada.

Hasts el momento, en el CapTtulo Il en el cllculo de algunos 1Tmites ==
cuando resultaba % -] -;;q se vieren varlos casos en los cuales se mostrf =
ta forma ¢2 como eliminar dicha Indeterminacién, Es declr, dada une funclién
y=f (=}, sl para algin valor ¢= la varlable [ndegend!entc. el 1fmlite de=
1a funcli&n toma una de las dos formas anterfores de Indeterminacién, ya sea
Y ] -:7, se he viste como conecer el valor de dicho 1Tmlite, medlante una =
transformacidn o procedimiento algebraico.

Sin embargo, unk de las aplicaciones de 1p derlvada, es precisamente =
poder ellminar dichs indeterminaciSn en une forma mis sencilla, a través =

de 1a regle de L' HEpital, le cual se descrlbe a contlnuacibn:

21

Regia de L'HSpital:

vsif{e)Y=0oy gle)}
se presentd en el coclente una indeterminaci®a de la forma

e,

. PATA'X = &,

Dada 1a frecclén fix)
g ( x

cio

El problema que se plantes consiste en encontrar;
Hm £ ( x)
x+a g [ x
Para elle, se harf uso del sigulente teorema:

Teorema ¥. 6 Regla de L'Népital

HipStesls: 1).« Seany = f (x )y yrm g ( x ), dos funclones derivables

en el intervalo abierto !, excepto posiblemente en el nimere a ¢ 1,
2).~ Parz toda x # 2 en 1, 6" {x})% 0,

3. Mm f{x)=0 y 1m g{x)=0

x+ta X =+ &

¥, i %}-{-—:—}-L
X “* a

Tésls: $e cumple gue:
F(x) f{x) ' {x)
x‘-!mn g(xF-L“x]-rmn g\xf" xl.fmeg'ix,

[ S Togl o5 -

E! Teorems anterlor es \-S'I_Ido sl log ITmites & los gque se hace mencién -

. =, 1 Iro.
son todos 1faltes derechos o ifmites izqufierdos,

- i St ¢
Demestracin: * :

e

Para 1as demostracidn del Teorema anterlor, se distinguen tres casos:

. x- at
2Y., w+ P
3). x+ a
o a2 ¥




—Solycltén: . ’ ) Teorama det! Valor Hedfo del CElcalo Diferenclal para dos funciones?
Tomando f { x ) = }jx; fY{x) = —_— a =327, b= 28 vy aplican- ‘
do (5) queda: 1x . Este tecrama conccldo tarhfén como Teorema de Tauchy, es fundamental pa=-

1

I . Q/IT',(za-zr)--—IT}—— ; 27< x < 28

ra estudiar 12 Regla de L'Hopital que se ve en el sigylente tema,

£sto es: 3% - ' - Teorema V.5 De Cauchy .
ngS_-_ 3+ -—-——-21/3 . &3] " MipStesls. Seany~f {x ), vy =g [ x ) des funciones que cumplen con
! 35 1 l . 1 R ' 1 . tas condicicnes: -
Peroc como 27 <7 X, wmm < : - - .
1 73 /3 . : .
3x‘, 3 C2r ) 3020 -27 3. y=f{x), y=g { x) son contiruas en e} intr.rvalu[a,b]
3"—"—'2;T—_<3*-‘—'.3uegoporfa-) - )
T3k 27 2). y=F{x), y=g (x) son derivables en el intervalo (n, b )"
3¢ L 28 <3+ 127 . - 3. g' {x} ek D p;ra todo valor de x en { 2, b ]_.
S Para ejemplificar una aplicacifngel Tcorrcma del Valor #edio del C4) Tésts:  ExIste un valor Fpen el intervalo abferto {a, b)) para et cval
. i '
culo Diferencial expresadoe en la ecuacién (6) se da el sigulente: flb)=-f(2) . Frof Xy ) ik b o
' ) ' s{e)-flal "9 {xT° 1 .
Ejemplo 8.- P .
. — Demestractén: Conviene primeramente hacer ver que g { b ) v g (2} pa
Derostrar que /101 - Y100 <= g

20 ’ ’ o ra que ta expresiéa ( 7 ), tenga s=ntido.

Solucidn: . . En efecto evidentemente la funcifn y = ¢ { x ) cumpie con tes condiclo-

Seo f { x) = J/x; & =100, h =}, entonces a+h =101 . nes de la HipStesis del Teorema del Valor Medlo del Célculo Diferencial en =
i f(a+h)a= Ji01, £(a) =" Y100 \ el ln:crvnior_a; b] , luego se tiene: "
: ! - N LY. -7 |
' Como £' { x ) = <+ ft ((a+h8) £ (100 + 0 ), ; * 2(1:}-9(8) '
. 27x 27100+ 0 b ,-9'.(x‘];_a_gxl<b e
- : Aplicande (BY : v/ 101 = 7100 + —-——"—-"-“-";0':8(1 . Pero g' . X x b )eagt (x, ) v O
° | 2 700 £ 6 ero gt Ex b 0dxe Lo b mai iy
Esto es: V101 - /1D - — (b)) - (?)_#G - gilbl-~gla)*0 o g{b) s g-{a) )
2 /10 T E T e T o
Pero: 1 : 1 “ Ahoraz blen, considérese 1z funcldn suxiifar:
< = — , luego: .
AR EE 2 /100 20 f{b)-f(a . : i
A ' : ¢(x)';*(—b—y7'-g—r—;))’ {otxr-gtad]-[rexr-f(a)].®
S0 - /00 T Q.D. R ’ .
Como puede observarse, ¢ (a )= g (b ) = 0, entonces la funcién { 8 ) -
C
. 1 T - s - % o -
) - e crr a2
- . ot " 1 3
L4 1 W Al ' . * H

. Uy LA

A AT e a8 T R s ]



Analizando ls demostracién del primer caszo, se observa que e¢n las con=-
dlelones del Teorems no se supone que y=f (x)y y=g {x) estdn defial

dos en " 2 ", por tal motlve, conslidersndo que: - -

y~f{x) v yegi{x)
y~fla)eDy yeg{aj=0, ' 1%}

para x # .2

y parax ™ 2

Sea ' b " el punio extremo derechs dei Intervalo ablerto | dsdo en las-
" condlclones del Tesrema, #Puestoque y=f {( x )Y vw g ( x ), son ambas de
rivables en t, excepto posiblemente en " a *, se concluye que y = f (x)y

y=g ( %x } son ambas derivables en el Intervelo { a, x] donde & < x ¢ b,

baT que, y=f {x}y y=g { x ) son ambas continuas en e] Intervalo -
{2, x ]. Las funciones y = § { x Yy y=9 ( x) son tambié&n contlinuzs & =

1a derecha de ' a " ya que:

tin, flx)=0=F{a)

X *a

y Meglx)=0=g(a) 23
X +a .

Por le tanto, y «f{x),y ymg (x), son contlnuas’ eh el Intervalo
cerrado i_ a, x]

clones del Teoreme de Cauchy p.u-a dos fynclones en el Tnt crva'lo Le, xj. -

‘yof [ x ),y y~g { x ) satitfacen las tres condl

Luego, se cumple gue:
LA %, )
g (x ] ’ . 53]

fl{x}-f{a)
s (1 -3¢

donde x, €3 un nimero tal gque a < x{ <X .

Teniendo =n cuenta las eapresiones (1) y {2, s= tiene ques

fix) v (xl ) .
g {xT g Ux) {4)
Yo que 8 < %y <%, 3€ slgue que cvando x - a+, X - a+. por lo tanto:
. : fro(x ) fr{x
1im = (x)-\lfn e ilm !
Y g ix=] "+ g7 x, J T %, ] {s)
n=-a % 8 1 x; =8 1 T
"y
. -
- Al

Pero por las condlcianes del teareme, el limite en el lado derecho de -

ls expresién { 5 ), es L, Por consigulente:

lfm+f(x)-t .
x=+a 9 ) Q.0

lo cuel prueba el case (1 ).

La demoastrackSn del caso {2 ), es similar & la anterier, vy o demostra-

. el8n del caso { 3 ) estd basads en los resuitados de los casos (1 )y {2}y

“se dejan al cstudiante como e]ercicele,

El Teorema ¥, &, sc ccnoce con ei nombre de Regla de L'H8plFtal,

De esta mner.a. queda viste que la regla es aplicabla para le fqn:\a -g- .
astmismo, tembién resulta aplicabie pars la forma —:‘-, sin embargo su-demos==

‘trac!dn, no se presenta en este capliulo, dado que cae fuera del alcance del

curso,

En conclusidn, czbe mancionar que. la regla de L'ROpitzl], séle es aplica

ble cuando se presentan las formas Indencrﬁlnadu %6 _—

Elemnlo 9.

Encontrar f N

¢ 1 N . L : [P
selucldn:
Sustituyendo en la expresiSn x = 0, se obtiene que:

0

Tm = -—
tan x 9, 1 vz ' f * !

x ~0
ta cual es una lndcte{mﬁ:‘.g:lﬁg_‘. que puede elimfnarse medlante el cmpleo de 1z
regla de L'P.’ép{t.:'l.-dc esta manera cconslderando le expresidn anterlor, como
ur coclente de dos funcicnes se tiene que:

1 m £ (x )

Hm ——
tan x x +0 [+

x~* 0

por lo tanta, apllcanda la regla de L'HBpiteld resuitay



f'(x). 1m
g Tx)

x+0 sec” x

tim £{x)
x 0 9 x

flnzimente, tomando el 1Tmite se obtiense:

]rm 1 - _!.-1
]
x+ 0 sec” x

por lo que,

11m x =1
xeQ AN X

Elempio 10 oy cutar:

1m F{x)= 1fm

X+ = a+m X+ 1
Sotuclbdn:
Al buscar el 1lmlte-de F { x ) cuande x+m, se obtiene:

1 fm F(x)_lfrr. x

Lt xzd-‘l‘

a|a.

X+ o

Lz Indetermiracién anterltar, puede ellmirarse-empleando para ello la re-

@'a de L'46pital y considerando 8 F { x )}, como un éoc!er{te de dos funcliones,

de 13 slguliente forma:

! fF{x) £ {x)
A A L TR N

[+] x

por lo tanto:

1fm -.f‘(x) - 1"~l-!0
new G x }- 2 % =
Firalmente:

1 X - 0

Xem ® +1

En 2lgunas ocaslones, puede suceder que después de haber apllicado la re

gls de L'KSpltal, & una indeterminaci&n, &ste persista es declr, que se tengz:

-

fu(,\ o} -

) fl=) }
S n o n TG v o ae

X+ a X ~a

En este caso, la regla de L'ESpital poede splicarse tantas veces como =

sea necesarlo hasta que se haya eliminado la indeterminacisn, o sea:

A F U x ) £r{=d ae Fr{xd_ o fa) .
*1_1: g (x L3 g (x x‘_:r: FTURT T <R s"{a7t
donde: ’ . .-
Ha fix) - Vi " {al
. x+a 9 " x+z2 g {a})-

el procedimiento anterior se conoce cen el mombre de generailzac!Sn dg Ya re-
‘gla de L'K3plral. ’ )

Elemplio 11

Dada ta funcidn:

sen® X
Fix})= z )
. T - cos x
encontrar 1m F{x)}
x~+0
Solucidn;

Considerando a F { x ) como el cociente de des funclones, es decir,

'x
£ (). sen” 5 :
Fix)} s T=) xli'_mg TR
tomande el 1fmite de F { x )} cuande x +0, se tlcnc:x - .
2
Mo £ {x) = tm St%d e am 2 T o 0 ,
X 0 g x+9 1_":051 '

% +0
1o cuzl es una Indeterminacidn en 2 gue results apilcable la regls-Ze L'H6p!

tal, con la que sclobticne:_

X ®
z sen cos —
1 fa sen 2 Ve T 2 o
ol - ‘l—cosz e O sen x ]



coro puede observarss, 1o Indeterminacids persiste una vezr que se ha 2pllicado

la regla, de c3ts manera, volvlendo a aplicar la regls por segunda vez, Fe--

suita:

7 % z 3
Un — 2 La fp o o5 L= sen 1-0

1 ]
' i x =) e —

x+ 0 x+ 0
Finalmente, =e obticne gue:
x.

2
sen” ¥ 1
xlrg T - cos x 2 )

Eigﬂplo 12, .
Dada 1a funcidn: F { x} -EEEEI- . ‘
Hallar: Tim F {'x }

x=+0

Sotuclén:

L x

como un_coclente de dos fune
csc X

Consliderando a 1a funcibn F { x ) =

clones, es decir:

fir)_ Lx
g 1 x } £sC X

¥ tomanda 1Tmites cuando x=+0, se obtlena: .

Lx -

csc X =

e
x~0

+*

dado que: L x =+ =« sl x+ 0
1

yesex®m o= sft x= 0

Entocnces para ellminar la indeterminaclén, se hace uso de la regle de =

L'HGoltal, tenlendo:

1
1m L:: x Vm - :scxx cot x
x~0 © ¥ +0
cos X
et ol - €Ot X = e
¢ €3 X T R X Y sen X

se tlene que:

-

AL

2
sen ]

irmn 2% a gy - So0_x O

x X cos X U

x=+0

Volviendo o aplicar 1a regis de L'HEpItal, se obtlene:

- sen2 X -2 520 x €58 x [
e P s >
xag *F x + 0 nor o+ ens

-0

Finalment=,

1 EX_ ap
Cs5E8 X
x =0 -

Tal como puede anréC‘ETSG » los ejenplos enterlores, mwestran la apllcs

¢18n de 1a regla de L'HOpital, en los cascs en que Onfcamente se presentan =

Indeterminacicnes de 12 forma %— & {;

DETERMIKACION DEL VALOR DE LA FORMA Q- w

$1 ung funclén F [ x }, conslderada como e} preducto de dos funclon;s,
F{x)=f (x).-9 {x]), toma la forma Indetermninacs 0*=, para un valer

de x, Ta funcibn dads pucde escribiree en la forme:

Flx)=flx)egtxy=llxloglx)
: gixr T(x7T

fsto sa hace con el chJeto de liegar a obtensr una de las formas vistss

enteriormente y de eita manera poder aplicar la regia de L'HSpltal,

Ejempio. 13

Caleutar: Hfm lx Lk’ « 0 % . - . STt
. + 3 T
x=~07 . N

Soluelén:

tonslderando, a 1lm x Lx como:

x*0+
m Flx)=tfm f(x)ig{x)=1lm xtx
x-pn‘ ' X‘0+ ‘-o-o"‘
donde: flxlmx yg(x)=tlx
[ e T ' - g [ LR .
'l

a3




se obtlene que: Iim xLx w0+ =

) x+o*
for lo tants, haclerdo:

L x @
Mo, == =5
X0 —— "

x

lim xLx =
x=c*

Lz forma dz 1a Indeterminacién anterior, permite el empleo de 1a regla -

de L'ESpizal, es dechr: 1 - -
m X o ilm+ = Jim {(~x)=0
x =0 i x+0 -1 x«0F
x 12

HmxLx=20

+
x+0

Por lo cual

DETERMINACTION DEL VALQR DE LA FORMA= ==

St una funcifn F ( x ), considerada como 1a dlferencla de dos funclones
F{x}=f{x)-g (21}, toma 12 forms Indeterninada w=-w, pars un va-
for de " x ", en general es posible transformaria en yna fraccln que tomaré
la forma Indetemiraca g— [ -—:—, med iante 2igla pracedimiento algebraleco - .
Y ¢e esta rmarera, es posible aplicar la reglz de L'HSplital, y encontrar un vs

lor determlnadc.

Ejemcle. 14

Calcular 1im ( ! S N
L ox - 1 1 x :
Sox*+ 1N ..
Solucibn: |
X 1
Consldzrando & 1im ( —e -—---—)ccvm:
x =1 L x
x =1

Mm F{x)e= Im [F(x)-g(x)] -I!m(-l----l—

% =1 x =1 = 1 x -1 L’.‘

s

(M

y tomando 1Tmite cuande x+1, resulta;

. . S -
xil'i'QX‘l Lx)

!
Para alixninar 'a Indeterminacion anterlor, se reculere de una transfor-

maclén del tlpc-g 13 %, 1as cuales, mediante ol emplen de la ;'cgla de ==

L'HSpltal, pueden ellminarse.
- 1 -
Ce esta marera, tomando cano factor comia a (* -1 7Tix" resulzz que:

x - 1 - 1
x = 1 L x {x-1}) L x

por jo que, - . :
* i xblx={x=1] [
x‘l?(x-l Lx) 'x!l?tx- FLx )

Lta {ndeterminacidn anterlor permite aplicarse 1a regla de L'HBpital, con

{ xtx=~-[x-1] )

o que se obtiene;

1
(x~1) 0 qm x(}')-vtx-T

x L x =
Him x =1 L x ’ R 1 =
x=1 xal (x-1;(;)+Lx
'lim1 L_.__x - Covnr . L. \
e T .
i x - C i v

| Coma se observa después de pplicar 1a regla de L'EEnltal, l1a Indetermi-

nacldn persiste, por lo que apHc.irI\do'la nuevamente rzi-sulta:

1m LX « lim  —pZepee = tin X
x+1 1 « a1l x w1 _ - x=+1 1 & % -
- - X = e a ——rs e, e ——— .
x r's .
X
xz X i

= fim “ lim
x= 1 = [ 1+x) x=+1 1+ x

"por lo tento:

tim x - -
x -1 L= 2

1.

~




Elennlo, 15 .

Calcular e (r,ot x -
5+ 0

Scluclén:

Cotisiderando a8 Him

{ cot x = ") como:
- 2
x 0

Hm F (x )= lim )f- - i .1.[, P
x =0 x-«ol_(x) g(xJ l»g(cox_z )

tomzndo Tmites cuando x =0, resulta:

. 1 . eos x 1
il { cot x = — 1irs e e ] m T
e o 2 } —x..”:., ( sen N 2 )

Puesto gue para la Indererminacifn antarior no exlste un procedimlento-
cue permita eliminarla directamente, se debe buscar alguna transformacién, =

3lgebralen me’lante 1a zuel sea posible obtener una Indeterminscisn del tipo

-é» & T':—-. y e esta Forma, poder apllear ia regla de L'¥Boiral,
AsT pues, sl se toma come factor cénln de la expresibn anterior a ot
se nttiene: "
) 1 ot x |-
20T X = —— e e M - rme—— v oD
[3 x . ( cot x V. pero c

tan x = T te_tlene que:

1 1 X =~ Lan %
€Ut X = v m—— . { x - tan x ) = ~

X X Tan x x Tan x

Ahcre tien, cbten[end’o el 1Tmite de 1a ditima cxprastin:

1Im | cétx-.-.‘-— e tim x - tanx. _ 0O
o x =+ m K 28 X 0

Por lo tanro, la Indetermlnaclén anterior, permize el empleo de la regia

de L'HSpltal) asl pues:

x ~ ftan x I z

tim 2 - Um RaZRL

X tan x H
x+0 tan x + x sec x

wa O

P 2 1 tam x = -SSTE
s -
ers comal sec’ X W —e—y— Y o5 x
ces x
i jue 4 bd
5S¢ tiene gue: 1 - cos? x = 1
2 i <
- s=c css
m L3S0 % T LI SRR S P+ W S
x+ 0 tan x + sec” x x4 0 see m X xTC sen x £os x 4 x
SCos X oS X . cCs x
-
cas’ x - %
- U=

w+om BN X €COS X + X
Simplificends Ja Gltima exprasifn y utillzando las susiftuclones trigo=

nomEtricas sigulentes,
2 2
cos % -1 = gen x

2 sen x Cos x = sen 2 x
se obtlene: . . _
2 - -2 .
cos X = 1 T sen x o

Tim = tlim . —_—
fim fen x COs X + X sen 2 X + X [+]
x =0 F sy .

Volviendn a 2plicar ta regla de L'HSpltal, y tomando el 1Tmits se tiere:

i sen x b_senxccsx_____u

lim - jlm
x*0 "sen 2 x +x  x-+D 2 zos 2 a4

‘Finolmente,

- L oser os
l““((cot--—-’— Yo Y —EREXEPE .
x+ 0L XL > +0 IcosZx+d

-

DETERMINACTON DE VALGR DI LAS FORMAS 07, =", 1, .

P - .- . Y. pue=
St una funcifa ¢ { x ) puede cxpresarze en la forma f { x )? (xd, pue

de suceder cue pare 2lgdn ;ein: 2 de x, se obtenga gque:
t ! x, ) - D,”g { %, } =« 3 quagando la forma 0°
o blen;
7 ( % =1, 9 ( = ) - guadpndo la forms 17
o tewhifn:
£ o Y=, g ¢ o ) = 0. guedsndo la ferma =

Entonces, pars poder determinar un valor que permita elinminar la Inde-

31
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terminacifn pars cualqulers de las tres formas anteriores, as emplea el pro-

ccdrml;n:o que & contlnuaclén se expllcar
Sep 1o funclda & {(x ) = f (x )% (=)

Tomando logariimos naturales en ambos miembros de la exprettén anterior

y epiicando . las propiedades de los logaritmos, se cbilene gue:

Lt ¢ (x) = g(x)Lf(x}

Por 1o que en cada uno de los cases anterlores, al logaritmo natural de

1a funcl®n, & ( x )}, tomars la forma indeterminacda O+ = . De esta manara -
deternlinando el valor de esta forma por el procedinlento correspondlente vis-
to enterformente, se obtiene &l Iimlte del logaritmo de Ta functdn ¢ ( x },

e tal forma que, sl 2] fmite toma el vzlor " a ‘", es dectr si:

Tim Le {x)} =~a

XX

o

SRIGNCEST i 4 (4 ) = et
XX

EJemplc. 16,

© Calcuiar: He (1 + S >
» - o
Selucibn: .. . ) R

Conslderando l1a expre=si&n anterior como:

Tia %

X+ =

(x}= Mef {x)? $F) L (1+—i;')" :

X -+ = X+ o

buscando al 1imite, se obtiene:

M ¢ {x) e

X o+ m

£sta Indezerminacién conduce ol empleo del proceso descrito anteriormen
te pora eliminaria, asl pues, temando logaritmes naturales y aplicando las -

propledades de las logaritnos sec oktiene:

Un L (x} = tm xU (14— ) o«
>
X <+ m X
de donder
Vi xL(i'*—i— Y} me . D
x-‘-m

El m8iodo para resolver diche Indeterminaclén Inciea ¥. &), Indlca ~

que hey que considerar ei 1{nlte anterier como el producto de des  funcione=

para poder aplicar

tratando de Tlecar 2 abtener wna Indeterminaci&n %-6 .
-3

la regia de L'¥8pisal.

As{ pues, siguiance dlche proceso resclta:

i
L{i1+—)
e xt (1t ;._l_.) - tin '"_'—"T_-i—"_—
x e

%

X+ o X+ =

Calcularde el 1imite de is d1timo expresién se obtliene:

“f 1
e b Y
x e T N
x

Aplicando ahora la Regla de L'EBpital,

- ( 1 _1> .
i 1 —
tiem L) 1im 1% 3 1 !
s e - - lim ——
X + = —_— 7 X e ) 1 “ T - xewm ] e
* T T x
. S X - .
buscando el 1Tmite resulta:
1 1
e 5T T
x *
Oa esis manera,
] . ] 1 .
lin £ ¢(x)»lln ————me = ]

+ L4
b X > | o+

|-

Como el ITmite que se busca es lim o ( =2 }, finalmente quedas

- '
Vim, o {x )}~ Hm, f (x)5 V2% ) - e1 - ¢
X o X =

]

.






Ejerolo, 17

Caleylar: e

e
'x-‘-m
Soluclén:

hat 4
Lonsiderandn 2 1im xe como:

X - <

im ¢ (x) = 1Is f(x)g(X)—Hm X a we

= X+ @ . X+ o

tomardo logaritmos,

Min L4 {x)Yelim 7 Lxw0n o
X+ Xas @ -

Fplicando el mitode para elimlnar dicha Indeterminacifn, se tlene quer

L x L3
1in Lx, M= x -
x-an/._l._ X e &

UtiTizands ta regia de L'HEpltal y caleulando el ITmite se obtfene,

1
~ tm E;;.. iim - iim ___.é___ S N
X+ m € X w & Xaeew XEe -
AzT, pues, se tiene que: .
L=
He L g (x)= Iim -0
X+ m “ . Xr e €
Finalmente,
Ho 60 » } o= tim £ (x}90% D0y 0 L

| - LR

Ejemplo. 18

sen x
Haliar..: llm+ -

X4g

Solucisr:

: 3
St itm e {x)~ !rm*f(x}g(x ST LI

x -0 X =0 x +0*
Tomando logaritmos: L x" " %= sen x L x mllm | 30 % .,
.
x= 0
. o
dim  Lelx) - lsm+—:---z—
x+ 0 ®+ 0 1
sen x
Apticando la regle de L'KSpitai:
L 2
e Lo (x)w Jim~f—m o 1, 222X 8
x 0 x*+0 -ccex X6 xeesx 0
sen’® %
Apllicando nuevasente la regia:

i - 2tenxcecosx 0 2{0)
Hn‘LQ(x) ”m‘_ccsx—xsunx P =0 =0
x+{ % +0° -
luego Mim 4 ( x )» 1in x°% % a o® w i

x~0" *

x+0

im sen x| x

-
x+ 0

39




DIVISION DE EDUCACION CONTINUA
FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M.

ACTUALTZACION EN MATEMATICAS PARA INGENIEROS

EVENTO ORGANIZADO EN COLABORACION DE LA UNIVERSIDAD DE
COLIMA A TRAVES DEL CENTRO DE EDUCACION CONTINUA

SUCESIONES Y SERIES

AGOSTO, 1984.

Palacio de Minarfs .Calle de Tacuba S primer piso  Deleg. Cusuhtemoc 06000 México, D.F.. Tel.: 52140-20 Apdo. Postal M-2285



s

SUCESIONES

Y

SERIES

I



vii. v SUCESIONES

Con el objeto de introducir e]'congeptc de sucesifn aﬁali
cemos el sigulente caso.. ’ ‘

. Supbngase que un banceo deeide pagar el 100% de interés
anual. Esto es, si.alguien decide invertir un peso en dicho ban-
co, -al cabo de un saflo tendrﬁ.ﬁ

1+1=2 pesos

Si el banco efectuara la composicidon de iﬁteréé semestral-
mente, al inversionista le irfa mejor, pues al cabo de medio afio -
tendrfia -

14% pesos
Fantidéd sobre la cual sé pagaria el otro 50% de interés, Esto es,
durante el segundo semestre gagaria

(1+3) () pesos
“por loAque a2l final del afio tendria

(T‘%)*(T+%)(%)'(1+%}f=2.?5 pesos .

Ahora bien, si la composicién de interés sc efectiia tres
~ veces al afio, el peso del inversionista se convertiri al final del
afio en -

1 3
(1+3) = 2,37 pesos
y si la composicién se efectlla cuatro veces al afio, eﬁ:
(1*})'.- 2:44 pesos
En,general,'si se compﬁne 1la inversién-n veces en ﬁn aﬁé.

' por cada peso invertido se obtendri al finzl del afio

n
(1‘%) pesos

El anflisis anterior puede rtesumirse en 1a siguiente tabla -

.NGrere de composicip Cantidad recupcrable por-cada
nes en un afio. _peso al finalizar el afo.
1 (141} = 2
. e A
2 (144} = 2,25
1,° '
3 : (1+3) = 2,37
. ) .
4 (1+) = 2.48
1,8
] _ ] (1+2)

Como se ve, hcemos establecido una funcidn
£:N - R
definida por. .
A .
£(n)y={1+2)

que asocia a cada nimero natural n (nmero de veces que se componc

T - 1,n .
el interés en un afio) un nimero real (1+ﬁ) (cantidad que se recu-

pera anualmente}.
A partir de esta funcifn, podemos-fornar la coleccida d;"
términos
£01), £(2), £(3}, £(4), ~.., £(n), ...
0 sea Lo
. 1.0
Z, 2.25, 2.37, 2.44, ..., (0, ...
a-la que llamaremos sucesidn infinita y que, en forma abreviada, de

pNintaremos con " o .
- | R
(r+ 50




s

Definicibn.
Una sucesi6n infinita es una coleccién ordenads de térmi-

nes

£(1), £(2), £(3), ..., £(n), ...
formada a partir de una funcibn f:cuyo deominio es el conjunto de -

los nimeros naturales.

A f(n) se le llama término enésimo de 1la sucesifn.

En formg.abrcviada, representaremos con {£f{n}} a 1a suce

sidn cuyo término enésimo es f(n).

Ejemplo VII. 1

Las siguientes son sucesicnes infinitas:

a) {c¥)=1, 4, 9, 16, 25, ..., %, ...

3, 3 3 3 1 3
B), {3} = 3, 3, 1, 30 Tr 7 cees Fooeer
ey -1} =1, -2, 3, -4, ..., (-0, L

.11 PR
4 {(;‘%) }e 2i, -2, -% iy %, (Izll ,

Obsérvese gue la definicién no excluye 1z posibilidad de

..

" que-los términos de 1a sﬁcesién sean nimeros complejos, como en el
caso d) del ejexmplo anterior, Empere, on lo gue sigue. trabajare-
»es con sucesiones de nmeros reaies, & REenos éue se indique otra
-cosa.

Volvanos ahora sl éjcmplo del interés bancario. Coﬁo -
se‘puéde ver en la tablq; a medides que aumenta el nﬁméro de compo-
siciones.de interés en un afio, aunenta 1la cantidad que el Inversip
nista recupera. "Sin embargo, podemos preguntarnos:

na cantidad pfixima recuperable por cada peso invertido nunque el -

iExiste algu

- nfimere de composicicaes por-ufio sea tan grande como se quiera?

- Para responder a esto, vearos que sucede con el término

1,0 .
(1+5)  a pedida que n aumenta:

g
n )
1 2
bt -
2 o 2.25
] 3 2,37
24 2.6637
365 2.7146
8,760 2.7181
525,600 2.7182

~ Vemos que (14%)n crece cada vez mds lentamente (por ejen
plo al cambiar n de 8,780 a 525,600, s6lo cambia la cuarta cifra de
cimal}, lo que nos lleva 2 pensar que hay un 1izite paraAeI creci--
miento de (1*%]n. Diché linite es el nGmeré irracional
es 2.7182818284 ... _

Entonces, la cantidad recuperable pdr éada‘pcso invertido

nunca serd mayor que e pesos, por grande qué sea ¢l nlmero de ccm
posiéiongs cfectuadas anualﬁentei o

La discusién anterior se Tresune en la expresién

. -
lin (I+H) -z

n-b-ﬂ

T e

N

PO P



. n ‘
Y por ello decimos gue la sucesién {(14%3 } tiene limite (el nGmero

e}, lo cual representanos nediante

I ’

. 1,8
lim {(1+HJ }=e

Linite de una sucesifn.

En general, dircmos que una sucesidn {f{n)} tiene 1Imite
si, a medida que n crece, f{n) se acerca a un cierto valor fijo L.
Esto es: .

si n -+, entonces f(n) - L

En este caso decimos que la sucesifn {f(n)}} es convergen

te (converge a L);

Este conrepto puede expresarse formalmente en la siguien

te

Definigibn. )

tUna suceséﬁn {£f(n)} tiene limite L si, para todo nGmero
E > 0, por pequefio que sea, existe un nimero M tal que

{£{n)-L | <& para todo-n > M ‘

Simbelizamos esto mediante

lin f(n}=L

N

Ejemplo VII. 2. ) :

Demostrar que la sucesifn
1, 1

1
LIRS AP S
tiene limite L=0. .

Requerimes para ello demostrar que siendo £ > 0 existe un

M tal que R

l% -0 <t - ¥nsM
11 1 1 . i . iti
Como 13 ’Gl‘iﬁl_‘i por ser n sienpre positivo, tenemos
1 :
n <%

de donde

1 ' -
p- X3 -
. T
por tante, ¥£>0 existe un nmero Mﬂ%’ tal que

[% -0] < ¢ ¥n>M.
quedando demostrado.

Ne todas las sucesiones son cenvergentes. Por ejemple,

la sucesitn

1, 4, 8, 16

, 4, y 25, Lo, T, Ll

no tiene ifmite ya que ' o .

H
entonces n +° .

Para calcular el limite de una sucesién . convergente, pue-

si ne=

den-emplcarse los .teoremas bidsicos sobre limites que el estudiante

ya conoce para el caso de funciones. Por ejemplo, para calculat -

el limite de la sucesibn

2, 1,74, ..., n+l, ... e

I T E. In
podemos proceder de la siguiente manera:

. . 1 lim | Lim 1
lim n+l _ lim T4y pwe few | $+0
n+=  3n n+e 3 Iim 3

n+o

Como ejercicio adicicnul demostrarcmos, en base a.la de-
finicifn, que
iin onsl 1
n*= “3n ¥




En efecto, como

in+ . l‘_ n+l-n, _, i, _ 1
n 3 l}n"ﬁ kl

se cumpliri que

i+

1
=7 -3l <k

si y s8lo si

sl
A
faal

es decir si

> w—

2E

por lo gue, ¥E>0 existe un nimere M=%f " tal gue
. !H‘T A

b -‘é; < g ¥n>M,

Sucesiones menftonas.
5t analizamos la sucesibn

[(n=1)1)= 1, 1, 2, 6, 24, ..., (n-1)7, ...

vezos cue cada término es mayor o igual que el anterior, por lo que

diremes gue la sucesifn es creciente. Por ei contrario, si en una

sucesibn cada término es menor o igual que el anterior, diremos que
Ja sucesifn es decreciente, como en el sijuiente caso:

1 . 1,1
=4, 2" ¢

’ 3 ooy

1 T, ...
T n

Definicifn, B
Sea {f{n)}una suéésién:

1) 3i f{(n+1)z £(n), V¥neN, la sucesibn es crécientc.

2} Si f(r+1)< f(n). ¥neXN, 1; sucesibn es decreciente,

A una sucesifn crecicnte o decreciente so le 1lams mon6-

a)

b)

Ejemploe VII. 3.

La sucesi6én del prodlema de interds bancario

z, 2.25, 2.3

7, 2.44, ...

es una sucesidn monftona creciente.

=

No siempre es posible deflinir una sucesifn mediante una sola re

gla de correspendencid.

A,

e T .

r

1

r

1

’

1

»

.-

Por ejenmplo, la sucesién
1 - i

-
2

Y TO7

tona.

) | . ]

se puede formar a partir de las reglas:

Esta es

c) Lla sucesifén

no e¢s monftona ¥a

Para la

podenos consiruir

£(2n-1) = r y £(Zn)= o

una sucesidn mondtona decreciente.

n 1 i,
?('1} FHi~ -1, =

que no es creciente

sucesifn

la siguiente grific

£

f%' 1, 1, ...

7T

y tampoco decreciente.

fin)A
—_——1 =g e e e == — == e e
Lot LT ' .
1] .
-]
o ° )
° o ‘o
1 z 3 4 5 6 - 7 8



dende puede apreciarsc'claramente'que todo término de la sucesifn
es nenor o igual que 1, por lo que diremos que 1 &5 una cota supe
Tior de la sucesi6n {%}.

Por étra parte, como todo término de la sucesibn es ma-

. - - 1
¥or gque cero, este nimero es una cota inferier de {H}'

- Ibefinicion.

i) El nGmero real p es una cota superior de la Sucesién {£f(n)} si:
£(n) £ p,. Y¥REN.

2) El nfinero real q es una cota inferior de 1a sucesibn {f(n)} si:
f(q) :q, ¥neN.
Una gucesibn se dice acotada §i'tiene una catg inferior ¥

una cota superior.

De acuerdo con esto, la sucesidn {%}, que como vimos es -

nonStona, es ademis acotada,

iTeorema” VII. 1.

Toda sucesi6n mondtona acotada tiene limite (es convergen

te).
Demostracién.

- Probaremos el tcorema para sucesiones nonftonas cre-
cienies: I o

] Sea-{f(n)} una sucesidn acotada, Como {f(n)} admite una
cota superior, por el éxiOmacdel supremo tiene una mfnima'cofa.supg
rior a la que llamaremcs L. A $i £>0, L-£ no puede ser una cota sur
perior de {f(n)}; por tanto algfin término de ia sucesién es mayor -
q?e L-£, o séa .

f(k)>L-E para algln keN e e e . (1)

Cono {f(n)} es crecicnte:

.

45

f(n) = £(x), ¥n>k

Y. por (1)

£(n) > L-£ . ¥ark e e . (D)

Por otra parte, como L es una cota supervior

_ f(n) < L ¥neX - .. - [(3)
de (2) ¥ (3) |
L~ « £f{n) < L ¥nrk

Testando L
- -E < £(n)-L 5 0 ¥n>k
lo que impliza
[£(n}-L] < & ‘ ¥nrk
con 1o que hemos demostrado 1a existencia del limite, que es preci

samente la minima cota superier L.

La demostracibn es similar si {f(n)} es decreciente.

Ejemplo VII. 2

- e -

a) Ya hemos visto que (%} es monbtona y acotada, por lo que segfin

el teorem2 anterior tiene lfmite. Esto concuerda con lo obte
nido en el ejemplo VII.2, donde sze demostrd que

lim %
e w0,

b) Consideremos la sucesién

B T T Lt I

Iz I3 I L+
Esta es una sucesitn monftona creciente ya que f£(n+1)>f(n)

¥neN, como se demuestra a continuacién:




-1 5 -1
" L{n+Z) L{n+1)

-L{n+1) > -L(n+2}
‘L{n+1) < -L(n+2) 1o cual es evidente.

Por otra parte, la sucesibn es acotada ya que

] .- . .
1) TT €5 unz cota inferior, pues por ser creciente

1

£(n) 27y ¥neR : ' '

2} Como L{n+1} > 0 ¥neN, entonces nT%%TT es siempre negativo y

cualquier nﬁmefo positivo es una cota superior de la sucesién

(1o

L{n+T7

— _En base a lo anterior, del teorema VII, 1 sc concluye éue
Ia sucesibn-tiene 1lfmite. .

" Se deja al estudiante la obtencién de dicho limite.

.tendrh que recorrer.la otra mitad.

‘Una forma interesante de introducit el concepto de serie
nes la propercicona ia siguiente paradoja, dcbiﬁa al filésofo grie-
‘go Zendn de Elea (sigio ¥ A.C.): =

_"Un corredor no puede alcan:zar nunca la meta porque siem
pre ha de recorrcruln.mitaﬁ de una distancia antes de recorrer.la
diztancia totall Es decir, cuando haya recorride la primera mitad,
‘ Cuaﬁdo haya recorrido la mitad
de esta ﬁltima;.le quedari todavia la cuarta parte; cuando hﬁy; Te-
corrido 1a mitad de esta cuarta parte, le quedari la octava parte,
vy a5 sucesivamente."

Analicemos -con mis detalle- esta gituaéién:

Si suponemos que el corredor se desplaza & velocidad cons

- tante y le lleva t segundos recorrer lz primera mitad del trayecto,

el tiempe en que Tecorre la distancia total serd

3

o{rr
eler

t o+ % + PO . ., (1)

Zn-x

La idea-de la paradcja es que la sﬁma de un nfimero infini
to de.términos{ como (1), no puede ser un ntmero finmite, por lo gue
el corredor no podria alcanzar ia meta en un tiempo finito. Sin
embarge, sabemos que si el correder se desplaza a velocidad constan
te y emplea t segundos én rcéorrer ia priﬁera mitad, 1llegard a ‘la

meta ea It segundces. Podemos por elle suponer que:

t,t . ¢t t .
LI B S A PTRL A .. 2t (23

con lo qﬁe hemos asignede a 1la sumz infinita (1}, que 1llamaremos se

rie, un- valer finito 2t, esperande que 1a igualdad (2) sea vilida -
) : ¢

A

A w g e w e . Fo P e



en algGn sentido.

La expresién (Z) pucde representarse como

= 2t

a=1 zR7?

(3

Definicién., . -

Una serie es la suma de un nfmere infinito de t&€rminos:

- + )
a; 82 a’ +_...+an+...

Obsérvese gque los términes a,, a,,

tituyen una sucesifbn,

a

P a
H nt

... Cons

Otro ejemplo de serie lo tenemos al interpretar la expre

sifn decimal del ndmero raciohal % :
0.333 ...

cuyo significado es

—34—:5f+ 3 . v +'3 + ...
10 10%  1p0? 10"

per lo que
s 3 1 <
R oo (s)
n=1 167 3

No siempre es posible asignar 2 una serie un valor finito

como lo hicimos en (3) y (5).
T +49+9 416+ ,,.+n° « ...

carece de un valor finito como suma total.

A las series {1} y (4) se les llama convergentes, mientras

que (H) se dice que es divergente.

Antes dc establecer una definicifn formal de convergencia

y.divergencia de series, velvamos al anfilisis de la paradoja de Ze-

nén.

(4)

Por e¢jemplo, la serie -

6)

A partir-de ig serie

2 '-ﬁ}:—;'t*%*%‘%“..- .. L

poderos formar la sucesifn de sumas parciales

s ¢p

net

17 Ty PRI 1_1'.
donde
SI =-t
S,at#%-}%
somtefebe et

Tt~ &
2 .
Vemos que el tfrmine gencral Sn de la sucesién de sumas-

parciales, es la suma de los n primcros términos de la serie (1),

.x'en el limite:

T —-— = s
- - T n

para calcular este limite observemos que
S, =t = (2-1) t
S, =tel-(z- Pt

t T

S-a“t+I+T“l(2‘%’)t

Yy, ¢omo puéde demostrarse por induccibn mptemStica,; el término ge-

neral de la.sucesifn de ‘sumas parcizies es;
+
t

-1

+

Bt
T+
.

- (2 - e
2 -

per lo que:

R T g



lin S = 1im

; .
nve n = (2-2—n—_—1—)t = 2.1:

Con esto venmos que ia expresidn (2)

t .t t T . :
Tt o+ = A T + ..+ EETT = 7+

es vilida si interpretamos la suma del nGmero infinito de términos.

oo :
comp el 1fmite de la sucesién
t .t -
{t « 5 + T . L.+ zn_;)

Definicién.

Sea

@, *a,+a,*...%a_*...

178273, n -

una serie, y sea {5 )} una sucesién (liamada de sumas parciales} tal
que
S = +3 + + R
Sn a *a,*a, ... tag
Si existe un nlmero rezl S tal que:

1inm S =.§
n+es n

se dice gue la serie ¢5 converpgente y tiene suma 5, en cuye caso se

eszribe

Una serie no convergente sc dice gque es divergente.

N6tese que la "suma" de una serie convergente ¢s el limite

.de una sucesifn de sumas parciales y no sc¢ puede dbtener mediante -

tnz suma ordinaria de términos, puesto que &stos son un naGmero infi- -

nito.

Para 1as series convergentes, el simbolo

se utiliza para indicar tanto la serie como su suma, a pesar de ser
dos conceptos distintos (la suma representa un nGmero ¥y poT tanto -

no puede ser convergente nisdivergente).

Ejemploe VII. 5.

a) Para el caso de 1la serie (4):

=3, 32 + 3; . L. Sn . ...
10 10 iG " 10
se tiene que _ .
: 3 3 3 3 1 1

S o 4  —_—t .., ——a {(1-—)
" oq0 16t 10° TLIE ] n
(Demuésfrela) .

Como'

lim o, lim 1 ;1. _1

nee  On” hee T (s ; A

. o . 1.
1a serie converge y su sums es y !

P "_n a '3—
n=1 10

b) Para el caso de la serie (6):
14448, +n4. .. ‘ .

el término general de la sucesidén de sumas parciales es

Sna1+4+9+__1+n1= % (2n=+3n+1)'

{Demuéstrelo)
En ecste caso, el 1fmite de (5.} no existe, ya 'que a me-

En ocasiones es

dida que n crece, ? (Zn343n+1] tiende 3 infinito.
' c.




to se simbouliza mediante

.lim op 2
e & (2n"+3n+1)= =
En consecuencia, la serie (6) es divergente.

En los cascs anteriores, hemos obtenido una expresifn sim
plificada para la suma de los primeros n términos de la serie, que

pernite calcular con facilidad el limize, Sin embargo, €sto no es

siempre pesible. De hecho, en 1la mayoria de los casos no existe

una expresién simplificada de S_, por lo que estudiaremos otros mé-

nl

todos para determinar la convergencia o divergencia de una serie.

Cendicién necesaria para la convergencia de una serie.

Observenos que en las series convergentes

.t t t t
“’Z*T"F*""’zn-; (1)
L 3 33 3 :
—= s = S b =S (4)
10 16% 0 19! 10 10"

el t&érmino general tiende a cero, a medida que n crece; es decir:
lim t “lip 3
e T " 0 Yy o n+o n 0
. Z . i0
Este hecho se presenta siempre que una serie es convergen

te.

Tecrema VII. 2

- [--]
Si la serie % a, es convergente, cntonces
T nel

lim -
ne= on 0

Demostracidn.

-convergencia de una servie,

- ficiente; en otras palabras, cl hecho de que

.

4 (a'

{

Sea L a una scri¢ convergente y sca {5 ) la sucesién
nrel !

de sumas. parciales.

Cozmo la serie es convergente

im .
1i 5 iim

e "N " T+ (31"‘32"‘..."ﬂn) = L (1)
*
v. tembién )
lin lim: . -
Treee ?n-l e (az’az*"‘+nn-x) L ) (2)

rc;tando {2} de (1)

iim
v

lim

e (a‘+az+...*an)

" por las propiedades de los limites

lim . :
((a‘4a2 "T+an) (al*az*...*an_l)) =
per tanto
lin a - 0
I ni —_

Este teorema establece una condicifn necesaria para 12 -
3in embargo, dicka condicifn no es su’

lim

Moo an-o no implica -

gque la serie sea convergente.
La verdadera utilidad del tgorema VII. 2 es que permite

establecer el siguiente:

Covolatice (prueba de divergencia)
lim
T+m

3y # 0, entonces 1a serie I 2 es d;vergent:q
k - .

Si
n=1 1 l

Ejemplo VII.

a) Para Ia se%ie z
Spmt

'se tiene que

lim . 1im 2n

o = 2 o
arm fn % pew jer T 2 ¥ 0



por lo que la serie es divergente.

-
- - - 1
b} Parz la serie I o s claro que
-

En este caso el teorems VII. Z no nos permite decidir si

1z serie converge o diverge.

€) En el caso de 1la serie [ l?, como
n=1 n
lim 1 _
pew 10

=}

se ticne un easo anfilogo al b).

Posteriormente demostraremos . que & %, llamada serie
n«1

L .
arm6nica, es divergente; nientras que la serie g 13 es convergen

n=l n
te.

Propiedades de las series.

Las series tienen ciertas propiedades que vale la pera -
menéionar antes de estudiar diférentes criterios que nos faciliten
¢l trabajo de establecer el carfcter de convergencia o divergencia
‘de una serie:

13 El carficter de convergencia o divergencia de una serie no cam-

bia s; tedos sus términos se multiplican per una constante di-

ferente de cero.

2} El carfcter de convergencia o divergencia de una serie no cam-

bia si se agrega o suprime un nimero finite de términos.

3} P! carfdter de convergencia o divergencia de una serie de tér-

nincs PGIITIVOS no cambia si sus términos sz agrupen de cual-

quier mansra.

4} si n£1 a. ¥y nfl bn 50n d9s.5cries CONVERGENTES, entonces la se

rie I (Gan+ﬁbn] es también convergente ¥a,8c R y su suma ests-

ne]
dada por
"I (uca_+Bb_)=*a I a_+B L b_.
n=t " M e R ogpet B

Se deja al estudiante la demestracifn de las propi?dades
1) 2 3). Para una demostracibn de la propiedad 4) puede consultar.

se la referencia 1 pig. 471.







VII. 3 CRITERICS DE CONVERGEKCIA.

LA
b

Podemos denostrar que la serie arménice

1 1 1 1 :
LI A A S TR

.

es divergente, agrupando sus términes en la siguiente forma:

(D P Ep e Gl .

Observemcs que cada uno de los términos entre paréatesis

de esta serie, es mayor o igual que los de la serie divergente:

]+%¢.~|2.+%+‘_,_ [2)

¥a que

Mu.n
[

bll—i
]
(34

1,1,1,1
TETE 2
(LIPS DSBS N S U B %, B A0 T A% B %,

PN NLENE LAY N - S S 5 SR W B Y S S S S S T I LI .

216 11 312 13 14 1516 16 16 16 16 16 16 16 16 2

En consecuencia, la suma de los términes de (1) se"é‘mayor
que la suma de los términos de (2}, Como la suma de los té€rminos
de (2} tiende a infinito cuando n+= (por ser esta serie diveigenfa)i
entonces, la suma de los términos de (1) también tiende a infinite,
por 1o que la serie armSnicas ‘es divergente.

El nmétodo aqui empleado, conocido -como criterio de compa-

racifn,puede formalizarse como sigue:

Criteric de comparacibn.
- .
Sea a, und serie términos positivos (anzﬂ, ¥neN) cu
n=1i . -
Y0 carfcter querenos conocer:
o
I si L ¢, s una sorie CONVERGENTE de términos positives y -
n=1 ° P L I .
[ -]
a <c., ¥neN, entonces L a, es CONVERGENTE.
n=t :
o .
:11) si I 4 es uvna serie DIVERGENTE de términos positivos y -
' n=1 -
. o
a »d_, ¥neN, entonces ‘I a_ es DIVERGENTE.
n=n ne1 B
Demostracién.
1) Sea: S =a +a +...a.
. -
el término general de- la sucesién de sumas parciales de 8., ¥
’ n=1
sea: '
Z.omC 40t . -
=C L 4O o
elide I c_.
n=1 T
Como a, Lc_, ¥nEN, entonces:
<
Sy 2 Zn
-
Ademfis, por ser § €, convergente, existe el linmite de
n=1

{z ) al que llamaremos L:

1lim -
i S

En consecuencia

lim
ne- sn L




Por otra parte, como [ a ©s una serie de tfrminos posi.

n=1
tivos

Sn > 0

Por tanto existe un nGmerc real S entre cero y L tal que

lim
n*ﬂ‘sn 5

por lo que laz serie I 2 es convergente,
n=1
- - ‘ .
II}) Sea I dn una serie divergente
n=1

¥y sea a_ 2 dn’ ¥neN.
$i suponemos que I a, es una serie convergente, por la

n=1

parte I) del criterio de comparacifn se tiene que

[
a 2d  VneN = L d, es convergente, lo cual contradi
- n=1 3 X
ce 12 hipftesis.
' o
Por lo tanto, la'serie I a es divergente..
- ‘ n=1

Es claro qﬁe, para poder'utilizar este criterio se requie
ve comparar con series de caricter conocido. Entre las series que
mbs se emplean para comparar estin las series geométricag ¥ las se-
ries "p",-quc trataremos a continuacién.

Serie geomftrica.

Una serie geoméStrica es de la forma
£ aq" 'e 3+ aq + aq’e ... + 2q" " 4 L.,

Venmos que cada término es igual al anterior nmulti

S

>
Plicado por un factor fijo q llamado ra:dn. La ccnvergen&ia o di
vergencia de este-tipo de series depende del valer de la razén g,
CoMa VeTenas:
La sumz de los n primeros términos de lg serie e¢s:

S, * @ *aq +aqt 4...e 2q™! o)

Multiplicando esta expresidn por-q:
2 1 . n
an = aq + &8q + aq +...* ag ()
Restando (2) de (1):
'Sh {(1-g) = a - aqn .

de donde

por lo que: -
;o.n
lim . iz a{l-9 )
b Rt Sn T+x -q -
Este 1imite depende del Galor de g ¥ se pueden destacar -

tres casas: e BT -

a) Si-[q]«<1, eﬁtonces: 1inm g"=0, por lo que:

Neex . -

lim 8 ‘ _
=
n-&-ﬂ Sn A i—q -, -
Y en consecuencia la serie es convergente Y Su suma e&s:
. - I
n- a
I -
aq’ 't yT3
n=1

b) si [q] »1, entonces: cuando new, qtes & q"+-=, por 1o que:

lim
ne= Sn

no existe y, en consecuencia, lz serie es divergente, _— .

<) ‘si iqi=1, entonces g=1 6 q=-1.






Para q+1:

- n-1 )

I a3 = a +a+a-+,,,
n=1 - )

y la serie es divergente,

Para q=-1:

-
n-1
L agq =a-a+a-aza-+*,,,

- n=1
y la serie es también divergente,
(Demuéstrelo) ' ‘

Resumiendo:

I ] - =)
i La scrie geométrica : L -aq“'l
Eﬁ|<1.

converge si y sb6lo si
n=1 - .

Ejenpla VII. 7.

a)} Para determinar el carfcter de la serie

4 4 4. 4 & -
I —————m - .- * + .. (1)
nat 31 2 T IO IR CS |

podemos emplear la serie geométrica

@ n-i !
S -4f§r*g.~2-ﬁ}+... " (2)

n=1
cuya razbn es q = }, por lo que es convergente,

Comparando estas dos series vemos que

$ <o
4 4
T 3
4 8
.1 7
¥y en peneral: . .

-
o=
Empleando el criterio de comparacién, se concluye que 1a
serie (1) €s convergente.
b) Para determinar el caricter de la serie

S+n ’
r =B (m
ne1 3% - .

veamos si las serics

5
nf1 ;ﬁ @
b4
2 n
57 ®

son convergentes.
Para analizar la serie (2), utilicenmos ia serie geomérri
~ca convergente:
- n
L (g

n=1

Por las propiedades de las series convergentes:.

O TR SIS CL RN S
AR SET TONEE S

n=1 n

U;[U‘I

1
de aquf que la serie {2) es convergente.(rrcpiedsé 1) de las series),

Para 1a serie (3), utilicemos la serie geométrica conver

gente -
- IR L T n o
2 3 2
L (%) =5 I (¥)
a1 3 2 net I

Como esta serie cs convergente, entonces
(] z n .
L (3 - (4
n=1
tambifn es convergente.

[ Ty







54

Comparando (3) con (4): _ . VYemos que, cada unc de los términos entre parfntesis de
. (z)n YneN {Demuéstrelo) : la serie (1) es menor o iguzl que su correspondiente de la serie
n 3 ' ' .

3 : convergente {2), por lo que, del criterico de, comparacifn se sigue

Por el criterio de comparacifin, la serie (3) también es ) )
que {1) es convergente,

convergente. : :
. ‘ : . b} Si p=1, 1a serie p es la serie armbnica y, como vimos, es di-
- ) .
n . .
Como r =gy I_ - son series convergentes, 1a serie vergente.
n=1 3% n=1 3 -

' : c€) Si p<l, cada t&rnino de la serie p es mayor o igual qué su co

L = * I |/~ I T ; ' rrespondiente de la serie armfnica, y por el criterio de com-
n=1 3 n=1 3 n=1 3 . '
es convergente (propiedad 4)). paracidén la serie p es divergente.
Resuriendo:
Tt r s s -t -= ="~ -== = ]
Serie P. . ' ) " |La serie p: nfl';s converge si y s6lo si p>1.

Una serie p es de la forma

; . TSI L U Ejemplo VII. 8.
n=1 nP 2P 3P 4P nP
* . - -
La convergencin o divergencia de este tipo de series de- a) La serie [ l? del ejemplo VII. 6§ es una serie p, ¢on pr2; y
' - n=1n g

pende del valor de p. Podemos considerar tres casos: .
: POr tanto convergente.

a) Si p»?, agrupemos los términos’ como sigue} : -
SV S R ' SR , o 1 T
1 B e . T 1 : : -_— —_, ...
+ { T * SP) (4P sP &P 7p) F ) La serie nEI I 1+ s e
y consideremos la serie : : es una serie p divergente (p~ 1/2).
1+ 2_ 8 ..., : . b) Analicemos el caso de la serie
2P 4P ‘
' 2 .1 e 1 LI R TR FA 1
que es una serie geométrica con a=t y q = ;F - ;577. Como p>1, rlﬁr =lessgrya*r:’ - (1)
q es un némero positivo menor que 1 y 1z serie es convergente. Los comparindola con la serie convergente
: 4 1 o . ) :
términos de esta serie pueden ser escritos en la forma - l? a1 e % . é R T% . I% . 2)

=]

) 1 1 1 1 1 ' . m=1 N
1 4 (— ¢ =) + (— % —+ —+ =) +,_, (2) .
(ZP . 9P FLEEE) Y Y . . :




Observamos gque

1 =9

T o1 ,

z T

1 1

P g

1 1

2 11

1 1 -
Rri i -

y se puede demostrar por induccifn matemitica que:
1 o '
—_—C, ¥neN y  nz4
n. n
se dice por esto que la serie (I) "domina" a 1la serie (1)
a partir de n=4. Vale la pena entonces observar que:
Basta ‘con que las desigualdades
a, 2 <,

Yy
a_xd

n="n
del criterio de comparaci6n se cumplan a partir de_uﬁ cierto valér
de n, para que dicho criterio siga siendo aslicable (ra que:podemoé
suprimir un nlmero finito de té€rminos en las series sin alterar su

carficter de convergencia o divergencia).

Por ello, podemos concluir que I
n=1

%{ es una serie con
vergente.

Otra forma de demostrarlo es la siguiente:

Multiplicando por 3 la serie (2), obtenemos la serie con

yergente:

T 3.3 % 4_5 + T% + ?§ ‘... O H®

Comparando ahora las series [1)Ay (3), vemos que:
<
<

<

e i
A
Nu-au_qu S

<

Y, como se¢ pucde demostrar por induccifn matemftica:

L3 - wnen
n! n .

Pedemos entonces concluir, basados en el criterio de com

- N - - . -
paracién tal como se enuncié originalmente, que la serie T

1
ar
n=1 n.

€S convergente,

En ocasiones, ¢l criterio de comparacifn es de diffecil
aplicacidn préctica (dicha dificultad estriba en encontrar la serie.
que servirid de comparacifn)}. Por esto, introduciremos otro cri-

terio conocido como criterio del tociente o de d'Alembert.

j€riterio de d'Alenmbert,

- . -
Seca L a, una scrie de términos positives.
n=1 '
lim . 2net
Calculemos: ,i: LA L

a
n

I) Si L<1, 1a serie es convergente.

' a
I1) Si L>1 6 —%;— += cuandoe n*=, la serie es divergente.
n :
I1I) Si L=1, el criterio no decide. .







Demostracidn.
I) Si L<1l, elijamos un nlmero real q tal que .
m :

De acuerdo con la definicifn de limite, existe un meN -

L<g<i.

tal que:
an+1

¥n>m.

por lo que

am*z

m+} . . -

2
Ti+y

T+ 2
De dande:

a A q a qQ
. £ ' < m

. 2 )
3pey < Bpey; V¢ 9py, Q7 < 8y 4

En consecuencia, a partir del término a1 los términos

‘de 12 serie: I a
n«1
de la serie geométrica.

n 3On menores que los correspondientes términos.

(2}

1 )
+ hd «-s
a. q + ay q 2, 1

Como L
r~1
0<q«l, y 1la scrie (2) es convergente,

a_ es una serie de términos positivos, L20 y

de {1):

Por el criterio de comparacibm, a, es convergente.

n=l
a. _ -
I} Si L>1 § —* += cuando n+=, existe un meN tal que
n E
a
L o> 1, ¥nam.
n
T es decir:
34, > 3 ¥nzm.
Es ‘claro entences que a, no tiende a cero-cuanda n+=,. por
- -
lo que la serie L a,  es divergente.
. n=1

II1) Si aplicamos el criterio a la serie p tenemos:
1

. a ; P . P
lim “n+1 _ lim (n+ - fim . -
new _3;" - L:;El n (H;T) 1

nP
para cualqujer valor de p.
- Pero ya hemos demostrado, que cuando 'p>1 la serie es con-
vcrgénté y cuando pgi diverpgente, quedando comprobado que L puéac
ser igual a.unc tanto para series cqnvcfgentes como para%divergen-
tes, por lo que en este caso el criteric no decide.

-

Ejémplof VI, 9.

.. - .
2) Aplicando el criterio de d'Alembert a la serie I H; se ob-
. : = .
- tiene: ‘ '
} 1 .
ey GTL Lt R .1
a (n+1)T nr{n+l) nel
n nr o .
‘por tanto: ‘e . L







lin %pet - Mmoo 1,

Y 1a serie es convergente.,

. n-
- 3 = n -
b) Psra la serie nEIHT d

=3

a n
n n! (ntl)nn

1 1‘“"1 - ! n+ n \ n
2oL - Loty - - DX Dal L g 1,
per lo que
lim %p+1 _ lim (1,1)“_
New ~8_ ° N+ n’ ©
n
¥ la serie es divergente,
€Y Con ayuda del criterio de d'Alembert, resulta sencillo demos-

trar la convergencia de la serie

del ejemplo VII. 7,

En efecto: -

a n . N

n+«l _ S+(n+1}) 3.1 n+b

a_ N+ “%n ¥ RS
b4

lim 1 ns6 _ 1

Naw T ' ne§ 3

por lo que la serie converge.

® s @ = e e a8 e A s = % aor e momow = meow o om om o=

Series ‘alternadas,

Los criterios de comparacidn y de d'Alembert no son apli

cables a series tales como

1 C
L (-!)n* 1_. - - 1 1 - 1
nvl o Vgt -
T oen™t R RS R
ne A TrToT e

que llamaremos series de signos alternados o, simplemente, series

alternadas. " A
En general, una sevic alternada es de la forma:

T (_1)n+1

= a;- Bt B,- @ t..,
n.1 -, .

n

donde 2, >0, ¥neN.
e -

-

Existe up criterio que establece una condicién suficien-
te para la convergencia de este tipo de series, llamade criterio -

de Leibniz.

Criterio de Leibniz.
La serie. alternada

+ .
£ (-0)° Toaw a;-a,%a,-5,*...

* n=l n

donde a, >0 ¥neEN, es convergente si:

-

a, > ah;1, " ¥neN y lim a_ = 0.

n
e

Demostracién

Sea la serie alternada:
o +1 -
r (-n" an =~ 8;-3,¢8,-8,%...
n=1 ;
8i n es5 un nCmero par, el término general de la sucesidn
de sumas parciales:
Sp T ay-a,tn, - to.utan -3

pueds agruparsc en la sigujente forma:






Sn- (al-a:]-v(a.-a_)h..*(an_l n

Como B> 2, los términos entre paréntesis son todos
pesitivos y la sucesibn {S } es creciente,

Por otra parte, si zgrupamos S, enr 1la forma:

Sp - (a,ma)-(a,-a.)-.. o (a)

SR L R

por el mismo razonamiento vemos que 5, < a,y la sucesibn es aco-

tada.

Coro {Sn} es monbtona y acotada, tiene lfimite, llaﬁé-
mosle L:

lim

New 5p =L {si n es par).

Nos resta demostrar que tomando un ntimero impar de térmi

nos, el limite de la sucesifén.de sumas parciales es también L,

En efecto:

Sn+;' Sp % 84, {si n es per) B
4 .
lim lim lim
R+ Sn‘: *hew Sy * Naew n41 -
L. .. lim
. Por hipftesis: Nom aoe, " 0, .
por 1o Gue
' lim -
e Snﬁ =L +0=1

Hemos demostrado que la sucesién de sumas parciales de

la serie I (-1)" a, tiene lfmite, por lo que dicha serie es
n=1 .

convergente.

50

Ejemplo VYI1. 10

a) Mediante el criterio de Leibniz s¢ puede demostrar que la se-

Tie
-
. n+1 1 1 1 i
t (-1 1 -x+x- + ..
net n? T°F 1%
es convergente, ya que: : .
1) i > % > % > %K.> ‘:'.
: 1 1
o bien: — > . ¥neN
: n? (n+1) ’
por lo que: a > Fn*x ¥neN
y 2) lim L e lim 1 0

n-u:‘a b+ Nn—+wm 2
b} Para la serie

i n+1 1 1,1 _1
nf1 (-1} T 1-'2-4‘3-'3—‘*...

se tiene que

1 5 1 ¥neN
1 7 o+l

Y como: T o
lim 1
ne 7 -0

por el criterig de Leibniz la serie es convergente.

En el ejemplo anterior se demostr§ que la serie
o . ,
(™l Lo o2

-1+
n=} 7

Ib,‘_..

es convergente.,  5in emborgo, la serie que se obtiene reemplaian-

-do cada términe por su valor absoluto







-1 1,11
nE‘— 1"‘-2-"'3*T"...

es divergente {zeris arménica).

Se dice por ello que ' (_1)n+, % es una serie condi-
. n=1"

cionalnmente convergente,

Por ctra parte, tante la serie alternada

ot ‘ 1 1,1 1
AN C3 DRAE RIS I + - .
n=1 n? T v T

como la que’'se obtiene reemplazazndo cada témmino por su valor abso

lute:

-
1 1 1 1
I —- 1 * + * L.
. i's'wE
: . . - n+l 4
son series convergentes, por lo que se dice que . f (-1) -_—
.- . n= n

es une serie absolutamente convergente. R

Estos conceptos no s61o son aplicables a series alterna-

das, sino también & series de signos cualesquiera, 'En.lo que si-
- :

fgue, cuando hablemos de la serie L a_ - se entenderi que hn pue-

nel B
. . -
de tener cualquier signo, y Tepresentaremos mediante £t laf a
. - . . - n=1
‘la serie que se forma reemplazando los términos de E a, por sus
’ n=1

respectives valores absolutos. .

Tecrema VII. 3.

o

5i la serie b lan] es convergente, entonces la serie
=, " n=1
T a también es convergente.
n=1_
Demostracifin.

“ - - E

Sean Sn s,*a?*...4an

.

Y Ipm lagdefa,lei4la |
Entonces:

sn‘zn - (g]+!al|]+(az¢|32I;a__'4(an+[an!)

De aquf qug, como an¢1an|20, ¥neN, 1la sucesién {Sn.zn}

es mondtona.crecieqte ¥ tiene cota inferior (cualquier nnero nega-

tivo}.

or otra parte, como a_cfa | i i
P , < mplica qu . < 2 |
n P que a, Ianl_ 2|an

L

podemos escribir

5n+2ﬁ < 2!81]+21321+,,,+2ian|'

como ; i 3
Y nE1 !anl es convergente, la sucesifn {Sn+zn) tiene una cota

superior {2 ¢t ‘Ia .
- n=1 n

En conse i i
Cpen§1a la sucesién {Snfzn} es monStona y acota-

-da, por lo que existe el limite:

lim
A

Ademfs, por- hipbtesis, E. [an['es convcrgenfe y existe el

n=1 .
limite : .
T 1lim ‘
e zn
De aqu{ que, por propiedades de los 1imites
lin lim » lim o - i
N pe 1T pee (Sn‘“n_“n) " iiﬂ Sn
- L
también existe, lo que demuestrs que I a_ es convergente,
’ n=1




| | . | \

Ejemplo VII. 11,

- - . -
4+
mente convergente, al igual que la serie t(-1)° 1 lr .
S . nrl n
Podemos determinar el carficter de la serie . -
cos({n y - o
nfl -‘jénl = 0.54 - 0.15 - 0.19 - 0.08 + 0.03 +.,, . Una serie convergente I a para la cual I !ani
- arn . S n=1 nel
{(donde n estéAen tadianes), analizando la serie de valores absolu- diverge, s¢ llama condicionalmente convergente.
tos:  Son ejemplos de series condicionalmente convergentes 1:1
; cos(m) - : ) . : A
n=1 | n/n’ serie I - (-1)""! 1 ya estudiada, y la serie I (-1)"" 2
n=1 o ) ne1 /nel

Dado que [cos(n}} < 1, ¥neN, es claro que .
‘ : ’ como el estudiante puede comprobar. -

cos{n} < 1 , ¥neN (1
nem nv/n :
Como N
| = ’ - "
i - 1
I — w L
n=1 n/m 371

n=1 n
es una serie p, con p = 3/2, converge.

De 1la expresibén (1), por el criterio de comparacibn con- . _ ' -

clufnmos que

- .
L gos(n} es convergente, ¥y, por el teorema YII, 3
n=1 nén - . -
R .
12 serie ¢ S93(0) o5 tambisn convergente.
: n=1 n/n
Definicidn. .
S - ) )
Una serie L pn'sc llama absolutamente convergente si
n=1 : - T '
- -
la serie I  |a | converge.. , ‘ _ :
. n=1 - [ -

Obsérvese que, seglin el teorema VII. 3, toda serie abso-

lutamente convergente ¢$ convergente, ' T ) ~

- = - - )
La serie T 52%521 ,- del . ejemplo anterior, €5 absoluta
n=1 nen .
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INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRAL INDEFINIDA.

OBJETIVOS,

OBJETIVO GENERAL:

£l slumo comprender§ los fundamentos del cfleuto Integral de funclo

fes de

vna sola varfable Independiente.

Al terminar este capftulo, el alumno serd capsz de:

1.
* 2.
. 3
* 4,

5.
» 6,
- N
8.

9.
10,

Def;nlr particidn de un intervalo.
&finlr norma de una particidn. .
Determinab una funcl&n escalonsda que aproxime los valores de una
funclén continua en un intervalo dado. l .
Cada una funcién escalonade en un Intervalo, calcular el valor -
de la suma de Riemann. )
Calcular e) Srea bajo 1a curva, empleando serles del tipo:

Ie, L lnz. Im
Explicar ¢) concepto de integral Definida, mediante la sums de ~
Rlerann, de uns funcién continua de una.verlable Independlente,
Explicar las condiciones que hacen una Funcibn -Integrable en un~
Intervato. '
Explicar, mediante una figura, la interpretacidn geométrica de -
1a Integral Definids de una funcidn continua,
Erplicar tres o mds aplicaclones diferentes de la tntegral Def_‘_
nida, ’
Explicar cada una de las propi:dades bisicas de la Integral Def]

nide,

Rir
.12,

14,

Demostrar a1 Teorems de! Valor medio del Cilculo Integral,
Explicar, con un diagrama, 13 representacidn del Teorema del Va-
lor Medio, ‘

Para una funcifn derivable y continua dentro de un intervalo, de
mostrar el Teorema Fundsrental del Cllculo Integral.

Dadas unas funcicnes f [ x }, Fy (=), Fy (x), ..., Fo (x)

distinguir cuales de las F, {x ), (1 “1,2,....n) s0n an

tiderivadas de f{x).

. Encontrar &l valor de una I[ntegral Indefinida por medio del Teo-

rema Fu.ndamen:al del Calculo integral.
Dada una funcldn integrable en un Intervalo, calcular, usando la
Reg!a de Barrow, el valor de sv Integral definida «n ese Interva

lo.

* OBJETIVDS ESENCIALES.
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INTEGRAL DEFINIDA :
€ INTEGRAL ,DEFINIDA- £ - INTEGRAL IRDEFINITA,

INTEGRAL INDEFINIDA }
’ V.1 INTERVALO, PARTICICN, NORMA,

INDICE.
. . . inlclaremos nuestro estudlo de? CElculo Integral planteindodos el si--~

_ INTERVALO, PARTICION, NORMA, _ - ' gulente problema: .Determinar el fres comprendids entre 1o curvas dade por la
L2 . SUMA DE RIEMANN. . ’ ’ : " faneisn f:{x'ylxc'a'y_-f(x}] . las rcctnx'-a'yx-b.ye'l efex -

1 INTECEAL DEFINIGA, FUNCION INTEGRABLE. ) { Srea baJo la curva ),

& INTERPRETACION GEOMETRICA OFf LA INTEGRAL CEFINIDA, ’ - .

.5 "PROPIECADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA, ) - ’ Grlflc?mcnte se reprlsenta.de_|a sigulente manera:

.6 TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL, o |

.7 INTEGRAL DEFINIDA CON LIMITE SUPERICR VARIABLE

.8 TEOREHA FUNDAHMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL, i

.9 RELACION ENTRE LA IHT[GRACION.Y LA DERIVACTON

. DE UKA FUHCION CONTINUA. INTEGRAL DEFIN1DA
.10  RECLA DE BARROW, ‘

ry-ﬂﬂ

e AR?

Flgura V.1

tara 18 formulocién preclsa de este problems y pars su ;so!u'cl&n.et fece
sarlo recaordar y definlr algunos conceptos auxillares,

Se 1lama Intervalo cerradc & squel conlunto{ x {x CR Yy a< x< b 1 ey
te Intervale puede dividirse en n sublrtervalol cuyos puntos frontera X, *
2 x3 e X R estdn sulctos » la slgulentes condlcifn:

a-n°<xl<x2< us ':""xn-l‘ ;n-b

L}




Asf por e]emplo, e} Intervalo [ 1. 3. 5] se puede divldlf lrbftrarlamen )

te en cuatro !ubln!erVIla: de 1z slgulente manera:

3 " A "
L L * v —

u-:;l' ’ Xx,=18 =2 x=3. b-x;SJ

Filgurs ¥.2

¥ 3¢ cumple que:

1<1.5<2<3 <3.5

En general sI se representan los sublintervalos sobre la recta nimeri--

ca & eje x, queda:

E P x, I, o % -1 X\ b
sybintervalo )

Figurs v,3

A los n subintervalos asl formados se les defInir§ como le particidn P - ~

del Intervalo'[ 2, b)) . e} sublintervalo lfsimo semiablerto serk : C’x .0
PR

Por lo tanto deflnlremos como norma de una partlcidn P,'f 3¢ represents
ré per 2,8 la longltud del sublntervolo mas grande de los subintervalos cerra

dos [ £ i - = { - |] .

Con las bases anteriores ya estamos |lstos para definlr uns funclibn es-
calonada 5 {x ) de la sigulente manerp:

Una functén s { x } cuyo c¢omlinis es e) lntervalo cerradoL R b] se 1la-
ma escalonads 3l existe una partlcidn P para la cual § { x } permanece constan

te en cala uno de Tos n sublntervalos semlabiertns de P,
Ele=plio V. ¥
LR L L

Un empleado postsl tiene la slgulente tabla para el cobro de timbres poy

3
. 300 —
tales; represente s la funcidn gréflcamente, . E
‘ L
Solucifn: R
20jucion: . 200+ Yo
Peso { gr. ) Tizbres ( § ) 5 E
- . 1 .
(o202 0.20 00 - Vo
20,50 ) 8.50 . b T
fs0.100 ) o0 asol A
foo,120 ] "3.00 g20—= i 1 o1 i

20 S0 100 720 .

- Ficura V.4

La funclén representads es wna funcl&n escaloneda pues cumple con l. de

finlclén ya que:

E! Intervato [ 0,120 J se dlvidis en cuatro subintervalos | 0,20 ), ==
[20,50 ), [ 50,100 ), [ 100,120 correspondiendo en cads caso los valores
constantes 0,20, 0.50, 1.0 y 3.0,respectivamente,

Los anterlores conceptas nos van'a servir pars determinar una funclén -
escalonada que #proxime los valores de vna funcl&n continua en un Intervale =

dado, como sec expllica a continuaclén,

51 suporemos que E. representa cun‘quler.punto del intervalo cerreado ==
1] - - =L
[ = PRI “}+ en cads subintervalo de) Intervelo cerrado [ a, b.] , po-=
dremos encontrar un valor £ y & cada [ le correspanderd ur valor de la fun-
cibn y = f { x )l — = f ( E ) de tal forma que en ja funcibn continua-
ST I
y=f { =), originalmente planteada, 1s podemos representar aproxinzdarenie

como la funcidn cscalonnda_f-( E, ), como se observa en la figura V.5,

Con este proc;so podremas resolv;r en forma aﬁrcn!noéa el problema plan~
teado origlnalmente, que era encontrar el £r§a.bojc la curva de 1a figura V.1
o la flgurs V.5.8; sl en 3u lugar catculamos el Brea de 15 figurs ¥.6.b, an;-
bas tendrrin a ser fguales mleatras mayor nimero de sublrtervales haya, O vea

mlertras menor ses 1o rorma de la partl¢ibn,

T Frimia . —

81







4 4
Yy y
Soluclba: -
yatie) I : .
En este caso [a. b] - ['I, m] s dividamos el intervalo en 9 subln-
_ "tervalos [guales, de amplitud 1, y construyamos una funclSn escalonada, como
se muestras &n la figure sfgulente: s t+
Y| N
o - 1 *
rea TS EFQ LA iag Mg R Ath oy
funckin centima i eicie s le |
. L Br BRae R ¥ Loy
Flgura V.5 Fumeida escolonads i
. : HEH
. i
E1 Srea bajo lo funcldn escalonada f ( L') para &, ¢ [a. b] entre - FAN | iy
1as rectas x = a y x = b se pyuede determinar como se Itustro en la figurs s! - _}1' i I ]’ ; l;
: - ’ ifl
gulente, i ) . . i L -
; . ) o Flgura V.7 "1 23 4se 7800 2
o I (x -
At PRI U ek ) -
i =2 (1) +3 (1) eb (1), +10(1)
. : ol L
o ) :
5! el nimere de subintervalos fucrs meyor, el resultado serfs maa aprox!
F:lgura v. 6 - mado al Krea bajo la curva.
E} Sres del rectbngulo [ serf Igual o f (& ) (x (-2 Jeat : -¥. 3 INTEGRAL DEFINIDA, FUNCION INTEGRABLE.
15 §: A = : '
el Erea total ser ¢ 'El A"tfs f(:[)(x (% g -4t que -

‘ . A Tnuact8n definlre -
e3 le sctuclén aproximsda al problema planteado, continuacifn definlremos 1o que representa que ura funclén continua

y=f { x )} sea Integrable cn ¢l Intervalo cerrado (=, 5]

+ -

V.2 SUMA DE RIEMANN, ! - , .
" - N n Definlclbn: La Funcién y=f ( 3 ) es Integradle en x ¢ Ea. b] y sl

A la expreslén Indicade en el pirrafc anterfor: i-[‘l f{ {, Y (= - "'_‘ ) exlate un ndmero L que satlsfaga: L
n b :

A ' " .
4 1ot f (El H ; %, 3¢ le 1lama ¥ Suma de Riemsnn ", ! IEI fq g } _;_\,t x =L {<¢ tel que £>0 y prefljado, y ademés 1

Ejemplo V. 2 . ! T XI-'I { < § tamblén § > © pequefo v prefijado entonces:
- v - n
Encontrar un valor de la Suma de Riemann pars la funcidn continua y = | . 1Im |E,‘ F i Ci } & ;i

4 g
f{x)et+xenet lntervato cerrado [1, 10]

o






En et momento en que A0, % "% Y f{£ ) tlenda ot {x), =

tac=lén se puede decir que e! nimero de .'._ub!nterva!.os tlende » infinito,
n . -
Al AR IEI f( £ ) A‘ x = L se le !1ama Integral definlda de la fun
-to - —
clén continys'y = ¥ { x-) en &1 Intervalo cerrads [a. b] v se le representa =
b .
porja f{x)dax ey declr: -
. n
Jotaraxa ™ e e
“A=0 .. .

new

- Recufrdese que 4 represents la norma; el hacer tender este o tero, se -
garantlza que todos les demds Intervalos tlenden & cero, por lo que la Inte--

§ra| deflnida no dépendc de los Sublnterva!oslbftu.

Recordemas también que sf y = f { x ) es continua en ¢! Intervalo cerra-

do {:e, bJ ; entonces se setlsfacen las sigulentes condiclones:

c € [n, b]

1im F (x) existe
X >

f (c) exlste

im ¢ (w)=t-{c)

| S 4

Cenviene sclarar que en la exareslbnj: f (x) dx, x reprasents 1a -

veriable de [ntegrac!én, £ { x } se llams Integrando o funclén Integrable, «
, .

" a " Ilmlte Inferior, " b " 1lmite superlor y el sfmbolo f se 1lams signo = )

de Integraclén, ’

L]

Elemplo V. 3

En'con_t-rar el &rea balo 1o curva y = xz Yimitads por las rectas x = O y

x = 2,
Soluctién:

Al Intervalo [0,'2] , con smplftud fgual & 2- 0'« 2, dividimoslo en n

'comn se conoce que _S: t(x)dnxw A0

subintervatos lgu'alcs 5; x -'—-'-2‘-— oL R ¢}
entonces: . '1' ¢ )
. 3 2 A
a-0<—;- e T <-—n-lv.,<..._<2 b

E] &res de! késimo recthngulo serd :

Ak-f(‘ Ek)s‘.‘.I*;_pero Ek-—z—k.

~
. ) . £ 2 . - 2 e
por lo tanto £ { k)-f(-;——k), A f(nk}n|'~ {2)

comof(x)'-xz.ento_ncesf(—:—k)-:;— 2 R & 3
’ Sustituyendo { 1) y (3 ) en (2) gqueda: ’
) 2 2 8 2
AL = —e RS e S g
k nZ n )
E1 Sres total seré: . .
n n
I I 2
== Ap = S By
M ok 3

o
pero 8 es Independlente de 'k por lo que puede 32lir.de 1a sumatorla, que

dando: "
n

N
¢! problema ahora se reduce » encontrar el valor de E‘ kz. que,por Indug=-
Icl6n ﬂlle‘h‘stlca:se.lpue.d::

kgl_ k2_:n (ﬁ-ﬁ‘l%(ln#l}

2. ‘ ‘ ‘e s e (R)

cerostrar s ey fgual a: .
LA < 3

% T U

.Ak «- s % » (5) )

sustltuyendo ( 5 ) en { 4 ) queda: } .

. - n(n+1)(zn+t)_‘£..._?gk
i | 6 LA

desarroliando y glmbllflcnndo se obtléne:

AP (3

L -
ATT n' “3In

n+®™
o i 7
entoﬂccs‘-_l;m = f (f 5, = '.3-': R . O ¢2]
‘n‘- b2 Y



sustituyendo (6 ) en [ 7 } queda: ) _
n )
8 4 4 8 Yrsen x
1m o f{ E1) s pxe tim s —
£=D |1 I L0 T L 3n T . - .
h * = n+ = . N Al’+)
i x
por fo tanto“'-i x4 . i ) . 0
21T -

aen xdx s 4-A O

V.4 INTERPRITACION GECMETRICA DE LA INTEGRAL DEFINIDA,

"5e puede aflrmar que la Integral definids de 12 funcldn contlnua « =~ = =

Flgura v,10

y.~f (_x ). geomérricamente represents el drea abajo de 1a propla éurva --

y=f { x) limitada por las rectas y =0, x ma y x = b, comd s& muestra en ‘Elemplo V.4~ )
ta figura. ) ‘ ) ' ’ ) : .
o Calcular geomftricamente la ylgulente Integral deffintdal -

5 ) 'lo-j-i (3-2x)ax
A=ff(”di' ) - Solucidn:
’ a

Em este caso'y = 3 = 2 x; sl lg representamos grifTcamente gueds:

Y B . -

Figura v, 8~ A
x=0 x=b :
Chsérvese tamblén qde 1a integral deflnld.'f: f{x)dxda 1ns sumss ' . RS
algebraicas de las Sreas bajo la curva y no el &rea total en valor absolute , ) ] ey X3 > X
. seqin se e)emplifica en loas ‘sigulentes flguras: . X=l
' A (=)
(¢}
y . yf' i
- . . , Flgurs V.11 y=3-2X
- & : . .
S rexldxrx B, -Az +A,. ) . e o g ..
- . a . Interseccién con ¢! eJe x; y = 0 por lo tanto O = 3 = 2 x, donde w==
: - i SR - - :
A, f+ t+) : . ' x5 1.5 parax =1, y='} )
1 - t - para x = 3, ym™ e}
x
-4 b .
. . Las Jreas serfn:
Flgura ¥v.9 o A= (1510) 1/2 2025

Ay - f3-1%,5)372=2.25




Por lo tanto Ay = A, - A, = 0.25 ~ 2,25 = -2 ‘ -
- Pe donde: S{(}-Zx}gx--?_

£ lo V. ST
; -

Celcular la sigulente Integral, usando 'a Interpretacifn geométrlcé:

r. .
t-So ( vorgt}dt
en que Yo'= repldez inlclal.

g » seceleracidn de le gravedad,
Vo, g pueden conslderarse constantes,
Soluclén:

En este caso la funcldn Integrable es:

fF{t)=Vos+gt,larepresentacidn gréfica de dicha funcién es:

j ) f\.frr)=Vo+gr

vo

-
L]
[~ ]

t =T
* Flgure ¥, 12

Como Ya Integral deflnide de la funclén f (v ) = Vo + g t en el Intere
valo cerrado [0. T] repr;seﬁta el krea ba)s la curva; la soluclén serds

A= Base menor + Base mayor

Altura

2 .
. v 2
0 ses: A= Yo ¢ (2 0o+ 1) (T 0)evNo T+ 251-

. ' - 2
por lo tanto: || = 5': (Vo+gt)dur=voTs RN

2

——————

~

V. § PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA,

A contlnuacién 3¢ dan elgunas propicdades de la integral definids; to--

das ellas se puedan demostrar a partir de su defintelédn,

sean f [ x ) y g { x ) dos funcletes contlnues en el Intervalo cerrado
[a, b]; entonces: ’

.- S'b de = b = a
a

z.-Si’. K f (x‘) 4 x = kﬁ‘ f (x)dx: k= constanta.
3.-—:32 kdx=k {.b=-a);k= constante.
5.-5:f(x)dx-_0 o .

s+ §° f(xiax--_s;f(x) 4 x
.5.-S:‘f(l)dx"j:f[n)dxﬂ'j: f(x)edn;:ec (‘[a-.bj

7o §P [rixdes txy]an=fb riadaxsflotnran

es decir, la !ntegral de una sums algebralce de funclones es Tgual & 1a suma

;tgehrnlca de las Integrales de tas funclones’

B.or 851 F{x) 29 {x) pa;a ¢ [“a. bi] se cumple que:

S : f{x)dx 3n5:- g (.x ? ¢ :: '

9.- %I k>0, se cumple que:

T A PO T
K f ara ) 4 x R‘S' f {(x)dx.

10.- Sl c €A se cunple quer

' j: f(x)d.'x'-‘g::t f{x-c)ex

Ahora-demoslrnremos s meners de c)emplos algunas de ims propiedade;

y el resto se dejarfn al alumno,




L2 B S 1

Elemplo V.6

-~y

. b : fixl
Demostrar que:_‘g. kdx-!t {b=e).

Soluclén:

De 1a definfcidn de la Integral definlda puede escriblrse:

‘n .
b 11m t(x)s,x
5. kdx-ﬂ.o '§1 ) i

n +=

Figura V.13 ,
LT . b '
en aste caso f { x ) = k la__(la f ( x ) d x geomitricamente representa el Srca bajo ls curve y = f { x )

y les rectas y = 0 , x = ay x = b comao se ve en la figurs v.13,
Dividamos al Intervalo [b - a] en n sublntervalos, quedar§

Ay e bra

SIt 3 una abscisa comprendida en el Intervalo :err-do[.. bJ, enton=
n

cas: J: fi{x)dx, repre‘untn el Brea A) SaJa la curvay = f (x )y la;--
eﬂtmce::l-xo<.+h'a<a+'zb 2 .4.'33.....1.___.:--- fectas y = 0, x v 8, yn-c.cumonpd'edeverenlnfigurl\r. Wy L o
b =& o b~ a ’ . (b
Ttcas k - < - Ttcotn - b, . S: f ( x} dx representa el Erea Az bajo ta misma curva, pero entre las rec
del &rea del késimo rectingulo ser$ : Ak-f(xk)ﬁ," tnsy-o,x-c,x-b i
[A[l]f[l*k-‘-b—:—.-—J-kﬁl*
b~a _b=a b
x- e—— ——— -
por o tants 1 F Ux )8y - I:EI k — - Ik

- b8 -
~———nk=K (b -2)

. "
dcdondld!.'mlzl f(.)ﬁl*-a_.: k(b-a‘}-k(b..)

n-.- n* =

Figura Vv, 14

pues k.'b Y & son [ndependientes de & o de n, Se puede observar que: .
? o . A, + A= A.I.
- e ‘- _ . . " - . 1 r A .
Elenplo V.7 : ' mfloquef‘(:f(x)dx-j:f(:)deS:f(u)dx.
Inurpren: geométricamente la sigulente propledad: v.6 T[GREHA DrL VALOR KEDIOQ DEL EALCULD INTEGRAL,

S:f {(x)dk -S: fix)d x*S: t{x)dx:c € [n, b] St Im funcldn y = f { x ) es continua en el Intervalo cerrldo fn. h1
. entonces exliste un ndmero ¢ ¢ [a. b] ta! que haga que:

So!uc!br‘::'.
_S:f(xux-r(c)u-.xj

Sea I8 funcién y=f { x} y representémosla gr&flicamente en un sistema-



® |
563

valores comnrend!dos entre m y 4; come Tl_o_r: f{x)d=xes unade [133-1]

Lumeazracln: Sea 1a functén y = € { x ) continue en el Intervalo cerrs valores,entonces dobe enfstle, por lo mencs, un valor de ¢ € Ea. b] 12l que:

de 1:a, b]; 1latemos m al walor mTni{mo de la funcién Yy & K al valor mdxlmo,”

ety ’ . ) me f{c)cn b
. . LT f( "') -t 5 f{x)dx
H-f(xn);-\‘-xHCE.,b:]. ) . o sea: e T Je
aef(x_ };%x_ €[s 1] . es declr: . '
" ® ’ ‘ bf( )¢ Flel{b~2) 1 rfa demos-
gréficamente queda: a . x x=- c 2 ) que at 1o que se que
. trar, ! .
Met(xp) : _ . PR ’
- N ',4/””3) T . Por otrz parte, se puede Interpretar geométricamenta e) Teorema de? Valor
\ "medlo del CSleuto integral, basSndose en 1a’ Interpratacién geométrica de la In

tegral Definida.

met{xm) \ . . £l teoresa expresa que:S:. flx)dxweffc) (b=-a)esdeclr, —

asegura lo existencla de un rectBngulo de bese ( b= 2 ) y alzure £ { ¢ ) gue.

represents la misma Srex que la deS: f {x)dx como se llustra en la f}

Xm X Figure Vv, 15,
. : gura V, 16. A
X=q Xz=b :

se puede afirmar que: mc f ((x ) ¢« M, ¥ x € [a. bltmb!!n se puede declre -

S AANG il ol

qu:}i mdx=a (b-a)enbase s lapropledad 3 yj.ndx-n(b-n);
en base a la propledad & se ofirma 1o slguiente:

b <(b b
SG mdx_Sa f(")d"isa Mdx

y& que: m.f.f(u):ﬂ

es decir: m(b-n)f.y:f(x)d.x_f_ﬂ(b-‘a)

dividiendo todos los ‘ml':mbrol de la expreslén anterlor por (b-a) y observando

que la diferencla resulta lpo:ltlva ya que b>a, se obtlene: . . ' Flgora V. 16

b

( f (x)¢x o apihate : . - i

“"—"“'!‘T,-:“,—?'— X o sea.  Area .. ‘:Are:a AB'C'D, . . . R

. P , . b .. -
perome £ (X n) y M=t ("% ) por lo que: pero Area ,..p af(x)d" -
N (> fix)ax ' ' ' " Ares : _“_;“‘;) ]
O f("n)f_-‘—-—-—-h—_.—-—w—if(xu‘)‘ _ ' Y AreR apigrp c )

. ) #s por lo menos la existencla =
pado que £ { x } es'contfnua ¥y e E" bJ , debe tener todos los I Obsérvese tamblEn que este teorems asegu po - e

o e e e . —— g et e e e b - At s






de_un valor de c. A lo ordenada £ { ¢ ) 3¢ le 1lema ordenada medla.
Elemslo v.8 .
T2
.Determinar el valor de x" sen x d x,
Soluclbn:

Representemos gri&flcemente les funclones :

2 . .
f{x)=x,g(x)=senx ¥ f(x)g(x)-xzsenx
Ys 'y
y
"’: . y'an.r
- 7
x ; A
Figura ¥, 1
y4 Figura ¥, 18
por lo tanto xz aen x quedar§:
yoxTSenx
A 7. x
L) B ’
&"x unx_-f(c)[:b-a] . T
: Figura ¥V, 18 "

ehafrvese que_el origen divide 5 la figurs en dos partes Iguales, P
Te=0yf () =0 ’

* .
por lo tanto _S_/nz senx-c[w - (-u)] - O
Ele;nglo V.-E

. 3 . .
. betermlnar la lntegrnlsz (3+x)d=x, es? como 1 ordenade medis
flc).

Y

i A x
X=2 xX=8
$olucibn: Flgura V., 20

Como .{2 {3+ x)}dx represents el Eres balo lo curva quedard

y = 5',‘-.
51 : x = 8 y = 11 -

pars x = 2,
por to que el Brea de! trapeclo serf:
A= .5_;.'5. € s 45
como A.S::g [(3+x)dx
entonces: gg (;3 + x)d x = 48

Aplliquemas ahora el Teorema del Valor Medlo que dlice:

S: f(x)dx=¢(c) I:b-aj

- sustituyendo queda:

52 (fo)‘dx-f(c-)EE-ZJ-k8~

por lo tanto:
6f (e ) =48

donde f { ¢ } = By represents el walor promed!o ( ordensds medla ), enten
ces F {{c )3+ c=8, porloquec=5,
Elemplo V. 10

Utllltando_gl‘Teorema de) Valor Medlo, encontrar c vy f [ ¢ ) de la

sigulente Integral: !

T4x =1 Sxx2

3 f(x)d;:slf(x)-‘l

5-x 2<x 55,
Sotucidng -

Sl representemos gréflicamente 1a funcién cueda:

30




Filgura V. 1

E! valor deg E‘ t(x)d x, geomitricamente representa el Bresa bajo -

Ta curva por io que es fgual a 9.

Por otre ladoye! Teorems del Valor Medio del CHlculo Integral estable=~

ce: E
5: f tx-)du-F'(c) Eb-a:l.‘v-cc[a,'b]

es deaclre; 5

% f(x)dx-s-f(c)[b-'a] -
en este caso: [a.b]- [—1,5] ybhbes=5=-{-3)=f

por- lo que: 9
9=f(c) 6 por!otnntof(C)'T'1.5

pero f {x) =14 x pars « 1 Sx 52
¥ £ (x)e=S5-x para 2 %x %¢

por lo tante 1 + ¢ = 1,5 donde l’-1 =- 0.5

g - €y - 1.5 donde f-z - 3.5

ey declr, en este caso existen dos valores de € { 0.5 v 3.5 } que aseguran =
s ealstencla de un recténgulo e base { b -2 ) » 6 y atturs £ (c ) = 1.5

cuc representa la misoa drea que la de s E‘ fix)dax

¥.7 INTEGRAL DEFINIDA Edﬂ LiMtTE SUPERIOR VARIABLE,

Hermos representado a la Integral definlda de 18 funciédn continua F { x}
en e! Intervalo cerrado [a, b] con la :rpre§l¢nj: f { x) dx; tambl&n cono
temos que geomftricemente corresponde al fres baJo la curva y = f { x ) entre

las rectes y = 0, x » 3 y x » b; hagamos shora un camblo ce varlable, es de-
fFi{w)dx -::).: f {u} duy estudiemoy 12 segunda

b
clr = = u, entoncesd

s

'ntegral, Supongamos que el extrzmo superior es variable, o sea b » x; enton
ces cl &rea obt_enida para cada valor de x serd distints, to que slgniflca que
es funcldn de x, es decir:’ ‘

AwA{x)=F{x)

A(x)& f(.u)du-F(x);xa[n,b].

Podemos concliulr que laS: f (w )du daTirs ala funclén F ( x )}, cuyo do
minfo esel mismo que el de 1a funelén f { u ), es declr todo valor de x ¢ =

] [n, b:]'.

Griflcamente se representa de la sfgulente mancras

v

Alx) h—-‘-_\
Ay
FIEY-] - x Fig.]
. : Figura v, 22

Elenplo V. 11 .

[ o Tyt -

1 H
Encontrer e} valor ‘de la slgulents Integral y representaria gr&ficamen=

te: : - .

o j"‘ (gozl)d.'x-rtn‘i)r R s

[}

Sotuelbm:
tcmoj: f (x)dx-Sz {x+2) dx entonces:

f (x}wxe+2; a=f
b= x

sl representamos grificamente  { x } queds:



L e



o 1
o ;{(':)':4-2

Yex+ 2

2 4

.
fe— 2 ——y x

Flgura v, 23

#

- =

Se conoce que la Integral represents el &rea bajo la curvs entre

f{x),y=0, yx=a, x=b, entonces quedars:

% - . 2
A_24{2x+2)x_h;x ‘_2’{-‘-1

por to tanto;

2
Am2x+ T
S1 a su vezr representamos esta Gitlme funcién en un sistema de ejes -o

coordensdos X Y quedar§:

¥l KZ

¥ veixe

Zy-xz-rhxd»t-lu

Zy-(x+2)z-&

R . x (x+2)12a2(ye2)

. Figera V. 20 : T
que es la e:uaclﬁn de una par!bo\a con vértt:e en { = 2, =2 ) simétrice con

respecto & un eJc paratelo al eje ¥ y clncovs hacla srriba; nbtese que en o

do ceso salo !rteresa el Intcrvalo LD. x] en que Xx :0
v. B TEOR[HA FUNDAREKTAL DEL CALCULO INTEGRAL ,

Ya hemos obienfdo Integrales deflntdas con 1lmite superlor varfsble, -

las cusles tlenen la slgulente erpresiébn:

12

5" flu)éumF (x)

Enunc lemos y demostromes sahora el teorema fundamental del cflcule Intes

B

gral a partir de ls expresldn anterior:

TEQREMA:
Sea y = f {.x ) una funclSn contlnua en el Intervelo r.errcdo Ea b] Y

ses *E {:a b] isT F {x) es lo funclén definida por:

Flxd {3 ftur e BRI 1))

a
entonces : 4F (xx 1 oat (‘x ).
Demostracifn: Hagamos X = x + A x, entonces { 1 } quada:

-

S:‘a"f(u)du-r(g+ax) RIRIRI P9

Pero por uns de las propledades de la Integral definida se sabe que:

roraex-foriaexsft e LLoom
) uccta,b}

entonces:,

Cxox e quranaf Fluraos S¥r(urau. .-

a
yaquexc[n,uh x] despcjandode(ﬁ)u_s_xhhf(u)du.

. . ax * t(uld
5:““-(('uuu-5:+ fludeu S°‘_-"‘ (';)

sustltuyendo { 1) y-( 2 en, (-5 ).

SI:A_"f(u)ﬂu-.F(xi'A‘x)-F{x) s e e s T (8)

‘pero F{x+bx}~F{x)=08F (x) o ses

'S"‘A"'f(u)du'dk(l) . . c e e (7}

x
como f ( u ) es uns funclbn continua ae puede aplicor 8. {5 ) ¢l teorema del

valor medlo del cllculo Integral, es decir:

L
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"‘“i& ;(u)du.f(c)[(;+Ax}—3-f(c)[bx].*6t

v . £l teorema del valor medlo queda exnre;ago como siguer
[x, x + 4 x] ) . , e s (8} X“
iguatlando (7) y (B): X
) AfF(x)mf(ec)ax : e v e (9)
- —H—
Dividiendo o (9) por A x: —1
AF { x ) . ' :
—"'_&'x'—"" f ( c} . . -‘ .. (‘O) . ) - Figurs ¥, 26
Ahora tomemos el Vimite de 1a expresiSn ( 10 ) cuando .
L x+0ses declrrcuands { x + A x )} = = 4=
Hp 2 F {>x)_ MMm € (c ) e s o= (11} pera al ir haclendo mas pequefio &x entonces f (¢ ) se aproxima a f { x ), -

4x =0 x bx +0 corg se ve en el sigulente dlagrema:

cers evando  Lx + 0; f (¢} ~ fF (%),

5
puestt gque: ¢ € [x. X + Ax] entonces:
r )
lim M-)-f(x) e e f12)
- .
rr0 b o fed=t tx)
R tm  4F { x ) ¢ F { »} . I ) 13 ] ‘ :
por oirao !af‘.o tav0 IR T
de dende se puede conclulr, lguslande { 12 ) y ( 13 ) que: . o R L
dF {x) _ ' ‘ ’ ‘ R
——'—a-;-—*.f(l) 1. q. q, d, _ - .
1
Geomitrlcamente se puede representar de is sigufente manera: ) - disx
; - Flgura ¥, 27 -
Y .

¥ ’ .y .o .
V. & RELACION ENTRE LA INTEGRACION ¥ LA DERIVACION DE UNA
'FUNCION CONT HNUA,

x
Ftx)s [ f0i)du o
S A contlnuacidn dlscutiremos mes smplizmente el teorems fundamental del
y _,f{u) o cSteulo Integrol; se establecls que 3l ge tieneS: _ f{(u)duwewfr {x)}

entonces:

xt+Ax. ) ) 4
LF(x)= [ fla)du Flx)m 2 Flx) |

Utillzando teorfTa de con]untos lo anterlor se puede expresar de la xl---
guiente manara:

: i il i — i _4_-“ Figura ¥, 25 ' e
us=g pIeS ¢ m2x+0x




[[egg!a vy, 12
L 5
Cateviar Y2 slgulente Integral: § xdx
Solucibn:
' 5
Flgura V, 28 ‘ En este caso £ { x ) = x
. i - . 4 H .
£s declr, medlante una tranaformecién se llege 8! concepto de Integrs! - . .- F () puede s?r L 6 -
obtenl!nd&s_e un valor F ( x ), perc también se ha determinado que: Lﬁ vs que .._: { ......_..: A TN X af {x)
. 6 6 :
Flgura ¥, 29 ' %—0571qu=d—::—-(-'—:—~*5)'xs-f(l) ll
H
1
(3 [ - .
E—ir!yaque-%- (—E-*Z)‘xs"f(_l.)-

!5 d !6 5
7-% v que o (—-5-— sc)ex"wf (x)

or tanto:

en que € es una conitante,

. a . 6 .
por lo tanto: Jl "5 dx= -E—- + L en forma general.

" Flggra V. 30 6 : :
-::—-— + ¢ es’ls antiderivada mas general de 1s funclén f { n } »

Como se va-16 IntegreciBn y l1a derlvacidn son " transformaclones lnvar- - * o
sas Y, es declr: (“ f(u)du=F (x)esantiderivada " de f (x) = ) Elemslo V. 13
Le Mt[derlvodn mes genera\ de f ( x)es F(x)+C, donde € es une constap ) 7 ‘ ,
te arbitraria, con 1o que formalmente podemos definfr cue 11 F {x) es una - Resclver ia 3lgulente Integrals
sntiderbivada dt f(x ). cntonces la expresifBn F ( %) «C se 1lama Integra!l I s.:n x d x : L . . 7
Indefinida de t, ( x ), gque 3¢ expresa Ff (x) ¢ x v . ’ - ’ "

c = ' - soluclén:

‘De acyerdd con lo anterlar, e! problema de calcular e} resultsdo de 1a = - . .

operac!ﬁr‘ \S‘f ( x ) ¢ x, se concreta m buicar una funclsn F ( x ) tal que: = Como f [ x )} = sen x entonces F { x } puede ser: .

F(x)-f(,‘xl,esdccnrulqu:F(x)sen!aart-drrlvadaﬂef(!) -cosxyaqvﬁ—a'q""" {~cesx)osenxmf {x}
. .. % . )



3 ccosase ysque—%;— (~cosx+c)msgenxntf ()}

-por lo tante S sen xd x v - cos x + ¢ en forms general,
Elemplo ¥, ~1.lc
Csleutar 1o integral: Sex dx
Solucltén:

toma f { x } = ™ entonces:

F(x)-exyique-%;—— P

o en forma genersl:
F.(.:)-'e"+cyaque-—-i--[e';:]--'
g : . ax .
p-orlotnntojeldx-eu-bc ] .
A toca funclén F.{ x ) ta! que F' { x Yo f { x) pere #x c[a. b] . -
se 1e. Vama funcién primitive de f (,x }; se pueds afirmar gue sl F.f x ) es
una fuacién primitiva de F { x ) entonces F { x ) + c':amblén 1o es.

A ia constante arbltrarfa " ¢ ™ sa-le 1lams constante de Integraci&n ==
¥ ¢o¥0 se ha visto, e3 uns cantldad Independlente de la varisble de [ntegra
H- .

Como la constante de Integracifn " ¢ ' es arbitrarta, se puede concluir

que 705 f {x) ¢ x tiene un nimero Infinits de scluclones que differen 38~ )

1o en ta constante de Integrac!ién.

Conviene aclarar que pa.ra un problema dado el velor de 18 constante de
tntegracibn se puede determinar sl se conocen algunas condiclones particula

res Ze! problems como se lli_;stra en ef clemplo siguiente:

'

Elemglo ¥, 15 .

Un punto materlsl se mueve sobre &l eje-x de acuerdo o la siguiente ==

rapidez:

ve 345 tenaqueven -"_"— y t en seg 1 dererminar la ecueclén =--

que representa el desplazemlents x, s! se conoce que ol movimlento comlenza
a psrtir del origen,

Solucidny

v--g%; dx*}rdtl' I-Svdt

para v = 3 + § ¢

por lountd‘gvdtﬁ_S(Si’S,l)dt-334t¢55t dt,

AsT
x= 3¢+ -g-— 2ee
Con el fin de conocer paro este case la constante de Integraclén se sa=
be Que sl x = 0, t = 0 o soa:

O=0+04c dodondec=20
y 12 ecvac!dn del desplazemlento serd: =

[45 ~3t+2.5¢2 l'

"V, 10 REGLA DE BARROW

A continuaclsn veremas un método pars calcular 1a Integral definlds =

conocldo como Regla de Barroew,
Teorema : v

. TR AT TP .
St f (%) es und funclén centinia en el !intervale cerrado [e. b] Yy -
F ( x ) es otra functén también contlnus en el Intervale cerrado [a, b] tal
que ! ) .

Fl(w)=¢(n)}
entonces: L
S ttxdax~F(b) Fla)

Demostracifn: Haga'm: » {x) -5: flu)du, es decire
h(x)esioantiderivadade f (udloseah {x)=F({x)et

SI x = & entonces 105: f(u)du-j:!{u)du-o

por lo tento: h { x ) .= 0: 6wF(a)3ec

xen

-l

th






de donde L = =« F ()
hagamos ahora x = bientmces:

x-bf{u)du-F(x)+C| TwF (b))
x=b _

s
pere C = - F {2}
porloun:oS: f(”)dU'F(bJ-F(a)-F(x)]"'b
que &3 1o que ze querfa demostrar,

Elemplo V. 16 )

Ca!cular:S; {3:3-'2xz+5)dx

Soluclén:

En base o los teoremss aobre tntegrai:s e puede aflrmar quet

-zx1+5}dx-S: 3x3¢x-52

=Js

szdx

S"de

encontraado shors unas funclones F ( x) tales que F* {x)=Ff (x ) se cbtiene:

xh :] & . x ] ]fi
-2 —— + x

T4 2 2 : Y 5xl2

Utlilzando ehora ta regla de Barrow quedar

N P R R

! ;—i—-(zss-ié)-%(sn-_e).s(z)
.. - z
t ‘—.-E—(zbc.)—-r(sta)»m
_ { 180 - 37.3 + 10 =~ 130 - 37.3
Por lo tanto:r
- 152.7

Elerolo V. 17 : .

Lclh=3

. . H
Calculsr ¢) Grea defintda por la curve y = Lx=x", el ele x, vy las =

rectas xw 1 ya=3,

Solucibn:

Sl y= b x = xz
.

~y=x

'-y+h-{x-2)z

7 //'A',’

x=3

figure V. 31

~hxehoh

aly-t)w{x-2)2

que es la ecuaciln de una parfbole, simEtrica con respecto & vn eje parale-

lo al eJe Ycon virtlce en v (2, 4 ) vy cBneeva hacle abaje.

De 1o Interpretacidn geomdtrlica, se conoce que:

: f {x) d x represente el Srea baJo ta curvay = f { x )} y ~-

las cectasy = 0 { eje X), x = ay x = b por 1¢ que se pucde aflrmar que:

S:’ { % x - x. } 4 x representz el Erez bajo la curva y = § x - x el eje -

Xy las rectas ‘x = ay x=b; acontlnuaclén calcu!arcnos e! valor de la =«

Irtegral dcf!nlda basandoros en tas propledades de la integra! y en la regle

de.Barrow de 1s siguiente mancra:

S’(ﬁx-x )dx-k53xdx-52

3
:.S’n.-a——-} -2:2], «z2(93-1

2 d x,

pero: Y = 16
cys =43 -- -- JR T S
y: S‘x dx ——3—]1 {9 3 } 3
porlotantoS":(hx-g )dx-lﬁ- ;6 - 8;26 232
Area = 232 t.-2
€
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v _. DESARROLLOS DE SERIES






)

vii. 4 SERIES DE POTENCIAS.. =

Existen series cuyos términos ne necesariamente sSon Cons-
tantes; por ejemplo, lea serie
xn, 2 ’ "

. X X
RN RRRS A A AR - m

Que llamaremos serie de potencias de x.
Es claro que para cada valor de x, la serie (1) es una se
rie de términos constantes. Veamos algunos casos.

S8i x= %, se tiene la serie convergente:

) |
P S 1,1, .1, "
e 2 SRR SRR ¢ A ¥ SRS

Si x = -3, se tiene la serie divergente:
Tooent . 3 27
I -Ln::.{—— 1 '7’3'—-4-" vae

n=0

NStese qdﬁ’hcmos-tomado x*=» 1 afin cuando x pueda valer
: .
Es clarc que para x=0

cero, por conveniencia para la notacidn.
se tiene un serie convergente,

Como vemos, no phra todos los valores de X se obtienen -
series convergentes, Es?iﬁportante entonces saber para que valg-'
res de:x 1a serie (1) conv;rge.

Ya que para cié%éﬁs valores de x se obtienen series al-
ternadai, analicemos 1la serie de velores absolutos:

£
ne=0

n
X

T

(2)

- Aplicando el criterio de d’Alembert, la serie (2}'conve£

ge pata todo valor de x40 tal que

©

H ]

: [ Pl !
lim 7 <1 '
n+= &

'P. “.—r—’

iEs decir:

N A N .
lim- " Ined -
nee X 7] <7

o bien:

nem T (ya que x no depende de n)

n+tl_  lim ns)
n+l

le lim l n+1! e 1

lim - .
Como Moo i ™ o 1, 1la serie (2) converge

para toda x tal que: '

|x} <1 F
]
En consecuencia, del teoremms YII, 3, 1la serie (1) es con
vergente (absolutamente convergente) para valores de x tales que:

{x] <1 o bien: Ce1 e x €1,

Para |x] = 1, el criterio de d'Alembert no es aplicable,

© pues:

xn+1
lim REL A 1 .

i n -
nee X

n.[

I

b 4 d{bemos snalizar por sepsrado los casos cuando x=1 y x=-1.
Para x 1 se tiene la serie divergente
; ._1...1.--.];1.03-0.}0,._
n=0 °° - -

y para x=-1 se tiene la serie ) _

. i V.1
e0” CR--tizng-ar e

‘que es convergente {condicionalmente convergente),

-
LT IO

[ LT
)
'
L




Ha

o

C




Ejemplo VII, 12,
a) Obtengamos el ‘intervalo de convergencis de la serie:
. n
T AT L, xs, e,
n=0 3M(n+1)? 12 81 _ .
Se tiene que

II'SF lim

n*=

" LN 2
3% (ne1) [ < 1

3 (re2)?

implica que
bx-5] () < 1
o bien
}x-5] < 3
ﬁor lo que r=3 es el radio de convergencia, y la serie converée ab
sélutamcnte para todo valor de x en el intervalo: . .
. +3 < x-5< 3
es. decir
2 < x < 8.
Analicemos la serig en los extremos del intervalo. Para

x=8 se tiene la serie

- n -
nEO in(nd)= i nEO (nii)z "t },. % * T% t o

que e¢s convergente (serie p.‘coﬁ p=2}.
Para x=2 ;e:ticne la serie
S 25 S £ b LS SN, [V EUR AN ;
n=0 3"(n+1)?  n=0 (n+1)? Ty oT e

que es absolutamente convergente {ver serie anterior).

. - n . e ~ '
En resumen, la serie £ x:8) 0 o convergente para
n=0 3"(ns1)? -

tode valor de x en el intervalo:

"'y& que, para x f .3

2sxg8
Observe que en este csso la convergencia de la serie en
los puntos extremos del intervale es ahsoluta,
b) La siguieﬁte serie éonverge Gnicamente para el valor xe«-3:
- .
I ontae3)" e te(xe3)e21(xe3) ..,

n=0

\ . i *
[x+3} ii& iﬂ%%l* = |x+3] iiﬂ (n+1) >1

y por el criierio de d'Alembert la serie diverge.

€} Lla.serie
= n . . 2

x
nfo > - 1 + x ;T s IT ...

converge para todo valor de x, ya que

in _n! 1 ' »
Ixl ool mretyr = Ixl Rl gy s Ixbo s 0 ety v

Conviene mencionar que, si
- '

T a, (x~a)n
n=0 !

es una serie de potencias con intervalo de convergencin |x-a}<r,

entonces:

a) Lla serie puede derivarse término a término en dicho intervalo,

¥ la serie obtenida
L na (x-a)""?
n=1 n

tiene el mismo intervale de convergencia,

b) La seriec puede intcgrarse término a término en dicho intervalo,
y la serie ohtenida '




- a
IO E%T (x-2}""!
ne :

tiene el mismo intervalo de convergencia.

VII. 5 DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS.

" Una funcibn puede desarrollarse en serie de potencias de

x siguiendo varios pro&edimientos. ‘Por ejemplo, para la funcién

1
£(x)= 7%
prelongando indefinidamente la divisién
1 exext ' T
I-xi 1 . .
-1 + x
x
X e Xt
x!
‘_xz‘ x?

se obtendria que
' e . 2 H n
f(x) Tor =V ex 4 xTe xTe L exT s,
Obsérvese que pars x=3 1a expresibn anterior conduce a un
resultado absurdo: . .. L

1-};-1*-3*9~z7+...

ya que dicho valor estd fuera. del intervalo de convergencia de 1a se

Trie (jxj<1).

En cambio, para valores de x dentro del intervalo de con-
vergencia, podemos aproximar la funcién tomando un nGmero finito -
de términos sin cometer un error "apreciable",

Por cjemple, tomando los cuatro primeros términos

f(x} = T%; 1.4 x_; e x? , si x|

1-1 .
fura les valores de x = =y 0, s¢ tivne:

1




X T%Y Texextex’
1
T 2 1.875
)]
T 1,333,.,.1 1.328
2 o | 1,

En muchas ocasiones se tiene una funcibn cuya expresifn
es diffcil de manejar y puede resultar conveniente sustituirla.por
un polinomio en x de grade n, lo cual se puede lograr si la fun-
¢ifn se desarrolla en una serie de potencias y se toman los térmi-

nos necesarios para obtener la aproximacifn deseada.

Serie 'de Taylor.

Se; f{x) una funcibn, y busquemps'expresarla en la forma:

£(x)ma, +a, (x-a)+a,(x-a)?+a, (x-a) ... ()

Para obtener los coeficientes a podemos proceder en la
+stguiente forma:

Haciendo en (1) x=a, se obtiene

C f(a)ea, | R

que es el primer coeficiente. Para obtener los restantes, témemos
las derivadas sucesivas de (1) en el intervalo de converg?nciﬁ de{
la serie:. -

' (x) - al~2a,(x-é)*Sa,(x-a)"dn,(x-a)’;...

£ (x) =2a,+2:38,{x-a)+3.4a, (x-a)%e...

fr''(x) =2-3a,+2.3:4a (x-r)*...

£V (x) =2-3-4a,+...

s & 4 4 a8 ® e 8 ® & * s & + ® &+ & s e =2 's & = w

€™ (x) ent as...

Haciendo en ¢stas expresiones x<a, obtencmos:

H for
a,= £’ (a)
az. fltfa\
a,- fru a

a= f(nJSaz

n .

Llevando estos resultados a.(l), se cbtiene la expresién:

£(x)=£(a)+" (a) (x-a) ¢ £ (a) 58 e prr (o) LBGITL oM () Lxomd®,

conocida comeo f8rmula de Taylor.
Toda funcifn que admita derivadas.de cusrlquier orden en un
intervalo abierto (xl, xz) pue&e ser expresada 5egﬁn‘esta f6rmula pa

ra toda x en dicho intervalo. .

Ejemplo VII. 13,
Para desarrollar en serie de Taylor la funcibn . f(x)=Llx en
potencias de (x-1), calculemos:

f  (x) = Lx . £ (1) -'o.

£ (x) - % o ' £r (1) =1
RN ICI £ (1) =1 |
S | _
frro(x) = & £ (1) = 2
. X
£V (x) = 22 £V (1) --6
x .
(M = eyl MWy e e e




por lo que:

L(x)-(#-1)-1§%llzo (¥;1J. - 13;1J. o,,,.(-1)“" i!:ll:4,,,(1)

R

Como es ficil verificar; esta serie es aﬁsolutamente con

vergente en el intervalo
Ix-1{<1

¥ condicionalmente convergente para uno de los extremos (x=2}; en
consecuencia, la expresién (1).no es vilida péra x fuera de este in
‘tervalo ' '

Se acostumbra decir que {1) es un desarrollo en serie de
Taylor de la funcién Lx en un entorno de x;i. . '

Es posible aproximar el logaritmo natﬁrnl de un nfmero x,
dentro del intervalo de convergencia, mediante el polinomio de ter-
cer grado: .

Lxe (x-1} - Liill: R Il%lll

Calculemos, por ejemplo, el logaritmo de 1.5:

O<xg2.

H ]
L1.s 5 (1.5-1) - SaBlo L2 o g 4166

Es claro que tomando mis términos de la serie se obtiene
ung mejor aproximacibn,

Tomando cinco términos: . . ’
’ X H ] . . | 3
Lx - (1'1) . 11-1! - !X 1! - !x 1! . !x 1! °<x$2.
para x=1.5 se tendrd

"L 1.5 - 0.4073

que se aproxima mis al valor teal L 1.5= 0.405465...

_ rie de Maclaurin de las funciones semx y cosx: ) ¢

8¢
' LJ

Si en lg serie de Taylor hacenos a=0, obtenemos:

. - 2 n
f (x) = £(0) +£* (0)x+£"(0) Frodrrt (0)§T4...*f(n)(0)§T¢.jt)

_ Expresifn que nos permite desarrollar la funcifn en una se
rie de potencias de x, Esta serie se conoce con el nombre de serie

de Maclaurin.

Ejemplo VII. 14,

" Para desarrollar la funcibn e* en serie de Maclaurin, cal

culemos: A
£ (x) = e* ) £ (0) =1
£' (x) » e° . £'(0) =
£ (x) = e* ; £ (0) = 1

£(M)(xy = ¥

per lo que:

o seal
- n . X .
e = 1 %r )
. n=0 ..

Como viimos en el ejemplo VII, 12, £), la serie

- n
LT
n~0 *

converge para todo valor de x, por lo que 1a expresiﬁﬁ {1) es vﬁli

da ¥ x ¢ R.

En forma anSloga, pueden obtenerse los desarrollos en se




sente.la er- el plano de Argand por la regibn:

eje imaginaric

eje real

que recibe el nombre de cfrculo de convergencia. El radio de con

vergencia r=1 es el radio de dicho circulo.

Para toda xeC en el interior del c¢firculo de convergen-

- - n - ! .
‘cia, la serie L —ET es absolutamente convergente,

En el caso general, la régiﬁn de convergencia
(x-al « T
estd representada en el plano complejo por un c{rculo de radio r
con centro en x-#. |

F6rmula de Euler,

Considerando que x puedc tomar valores complejos, en 15

expresibn:
. 2 s . s .
ex"’x'?l“'g'r‘%f‘é'r‘iﬂ‘"---

podemes hacer x=8i obteniendo:

P. . :

D

o bien:
. 2 1 L] ] [ 1 .
: 8 . :
a1 e g em %T - 1~§T *qr i gT - %T L (1)
Por otra parte, de las funciones ya desarrolladas:
2 » L] . .
cosg = T - §ror - oo (2)
Y ] . "

-

aae

1

send = ¢ - gf tTT o7

por lo que:

: 8’ 6' ev.
iseng=ie-igredigr-igre... (3

Por las pro?iedades de las 'series convergentes, de las -

expresiones (1), (2) y (3) se concluye que:

ei

g e = cos B +« i sen @







