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Resumen

En esta tesis se plantea el problema de estimacion pareanétritiempo finito y esti-
macion exacta de un parametro variante en el tiempo. Dusdrgstudio de este problema
se desarrollaron dos algoritmos, el primero es un algoritapaz de estimar una parametro
variante en el tiempo de forma exacta, y el segundo es unatalgagque estima multiples
parametros constantes en tiempo finito. La idea para geest@s nuevos algoritmos parte
de la teoria clasica de control adaptable y se complementaatinealidades obtenidas de
algoritmos por modos deslizantes, estos Ultimos aportaustez, que permite la estimacion
de un parametro variante en el tiempo de forma exacta, y kecgencia en tiempo finito.

Para el primer caso, se provee una andlisis similar al métgdpunov para mostrar
convergencia, usando multiples funciones de Lyapunovgarlde una. Se muestra que si el
coeficiente de la sefial a ser estimada cumple con la condiei&xcitacion Persistente y su
namero de cambios de signo es acotado en cualquier intaagatado de tiempo, entonces
el observador convergera globalmente y uniformementesempi finito al valor real. Para el
algoritmo estimador de multiples parametros se toma corse bkanalisis de un estimador
lineal recursivo, y se complementa con técnicas usadasagraksis para modos deslizantes,
en especial aquellas generadas a partir del algoritmo Suysting.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentesy motivacion

Dentro de la teoria de control, la estimacion paramétricsnesampo ampliamente estu-
diado, ya que en muchas ocasiones el conocimiento compdetim gdistema no es posible,
debido a variaciones desconocidas o no medibles de los pagamLa estimacion paramétri-
ca es el proceso de usar sefiales conocidas (medibles) ddemaidinamico, para determi-
nar un conjunto de parametros finito, los cuales sirven pasardollar modelos matematicos
que representen adecuadamente las caracteristicastdelasigraol et~al., 2004). Cuando
los parametros del sistema no cambian con el tiempo, la &sithm se puede hacer fuera
de linea a través de la medicion de la salida y la inyeccionnti@@a conocidas, como se
hace en el control clasico. El interés por sistemas con peréasno fijos nace en los 50’s,
cuando se comenzaron a estudiar los sistemas de pilotosaitos en aeronaves, donde los
parametros cambian dependiendo de las altitudes y rangasaiédad, pero que pueden ser
representados por medio de sistemas lineales para un puerativo dado (loannou y Sun,
1996; loannou y Fidan, 2006). A partir de entonces el comailaptable de sistemas se ha de-
sarrollado en diversas direcciones ademas del controb otrservacion adaptable (Narendra
y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; loannou y Sun,;1986no y Tomei, 1995;
Besancon, 2000; loannou y Fidan, 2006; Besancon, 2007)aguevez se ha aplicado en
campos variados como deteccion de fallas y aislamientcaf@es, 2007), o monitoreo de
procesos (Dochain, 2003; Krevaris et~al., 2013), en esitaalldrea se menciona que uno
de los principales problemas en adaptacion es la incerbdenparamétrica que se genera
cuando los parametros no han convergido al valor real, pquédces importante disefiar algo-
ritmos para disminuir dichos tiempos de convergencia. Bteral desarrollo de las técnicas
de estimacidn se usaron varios métodos para el disefio dedeyastimadores paramétricos,
uno de ellos que tuvo gran desarrollo durante los 70’s es disdéio de Lyapunov. Dentro
de este enfoque destacan los trabajos de Morgan y Narerilfda(b), que caracterizan el

1



2 Capitulo 1. Introduccion

comportamiento de las trayectorias solucion de Sistemasalés y Variantes en el Tiempo
(SLVT), que aparecen frecuentemente en control adaptéddeco. En especial la ecuacion
mostrada en el trabajo de Morgan y Narendra (1977a), la eusido usada en esquemas de
Control Adaptable por Modelo de Referencia (CAMR), y Obadores Adaptable Lineales
y No lineales (Narendra 'y Annaswamy, 1989; Sastry y Bods@®91Marino y Tomei, 1995;
loannou y Sun, 1996; loannou y Fidan, 2006; Besancon, 28Qingue el mencionado algo-
ritmo ha sido usado extensivamente por 4 décadas (verelddbBesancon (2007)), se sigue
usando en observadores de sistemas no lineales Lipsckitm{ian et~al., 2013), y sistemas
con parametros que entran en forma no lineal al sistema {Tyatkal., 2013).

Por otro lado se tiene el Algoritmo Genérico de Segundo Of&E0), con una estruc-
tura similar a la ya citada ecuacion estudiada por Morganrgiha (1977a). El AGSO fue
introducido por Moreno (2011), y tiene como casos especall@lgoritmo Super-Twisting
Generalizado (ASTG) (Moreno, 2009, 2011), y al Algoritmgp8uTwisting (AST), este
altimo un algoritmo de segundo orden por modos deslizan@sugsto originalmente por
Levant (1993). El AST tiene propiedades de convergencidysitez sorprendentes, ya que
converge en tiempo finito y es insensible a perturbacionedesvanecientes. Este algorit-
mo ha encontrado numerosas aplicaciones como diferemaadoto (Levant, 1998, 2003),
controladores por retroalimentacion de salida (Levar@320y observadores (Davila et~al.,
2005, 2006). ElI AST también se ha usado para estimar pam@srdtr sistemas mecanicos
(Davila et~al., 2006; M’Sirdi et~al., 2008), sin embargcskfial de salida equivalente lin-
ealmente filtrada del AST se usa para obtener el regresotysga usarlo en un algoritmo
recursivo lineal que identifica los pardmetros asintétieat®.

En este trabajo se pretende tomar ventaja de las estrudelr8sVT analizado por Mor-
gany Narendra (1977a); Narendra y Annaswamy (1989), y cemmgtarlo con la estructura
del AGSO para generar un algoritmo cuyas trayectorias gmlwonverjan al origen en tiem-
po finito, ademas de presentar cierta robustez ante vamegtemporales de los parametros,
las cuales en este caso se consideraran perturbaciones.

En cuanto estimacion paramétrica en tiempo finito destatatejo de Adetola y Guay
(2008); Hartman et~al. (2010), el problema con el algoripresentado en este trabajo es
gue se necesita evaluar en linea la invertibilidad de laimiagresor, para calcular la matriz
inversa en el momento apropiado, y a partir de ella calcalparametros de forma exacta.

Entonces la principal motivacién es tener un algoritmo @@Mentajas de un algoritmo
recursivo; la estimacion paramétrica se obtiene mientvakieiona el sistema, y la esti-
macion en linea contiene toda la informacion provista ptogipasados; y las ventajas del
AGSO; convergencia en tiempo finito y dependiendo de cigremametros, robustez ante
cierto tipo de perturbaciones.



1.2. Objetivos 3

1.2. Obijetivos

Como se menciond en la introduccion, en este trabajo, senutettomar ventaja de
las estructuras del SLVT Morgan y Narendra (1977a), comeigarlo con no linealidades
tomadas del AGSO para generar algoritmos cuyas trayestsolcion convergen a cero
en tiempo finito, en algunos casos sean robustos ante guatasbaciones, y que puedan
ser usados en el campo de estimacion paramétrica. Con eatagdlefinen el objetivos del
presente trabajo de tesis:

1.2.1. Objetivos principales.

= Disefar un algoritmo capaz de estimar un parametro vareantd tiempo en tiempo
finito.

= Disefar un algoritmo capaz de estimar multiples pardmetinstantes en tiempo fini-
to.

= Establecer las condiciones de convergencia de los algmsipropuestos.

1.2.2. Objetivos particulares.
Para el algoritmo estimador de un parametro variante earapio.

= Establecer convergencia en tiempo finito del nuevo algordrtravés de funciones de
Lyapunov multiples.

= Establecer la convergencia en tiempo finito, cuando el nalaritmo es afectado por
un cierto tipo de perturbaciones.

= Describir el uso del nuevo algoritmo en la estimacion pateo@considerando las
variaciones temporales de dicho parametro como pertunbaci

Para el algoritmo estimador de multiples parametros cotesa

= Retomar la teoria clasica para establecer la estabilidadug®o algoritmo no lineal
propuesto, a través de una funcion de Lyapunov.

= Establecer las condiciones de convergencia en tiempo finitavés de la funcién de
Lyapunov negativa semidefinida, y varias herramientascelas

= Aplicar el algoritmo a la estimacion paramétrica.

= Utilizar el algoritmo propuesto en el problema clasico det@ad Adaptable por Mod-
elo de Referencia (CAMR).
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1.3. Formulacion del problema

Considere la clase sistemas descritos por la ecuacioreddie

X1 = g1(X1,u) + B(t) X2
X2 = g2 (X1, X2,t) + (1) , (1.1)
y=X,

dondex; € R, x» € R!, son los estadosi € R™ es una entrada conocidayye R es la sali-
da medidag; es una funcién continua conocidagy corresponde a una funcién conocida
posiblemente discontinua o multivaluada, por ultithoepresenta términos inciertos. Las
variables medibles san, y la entrada conocida B(t) es una matriz de funciones conocidas
y acotadas, con la cota no necesariamente conocida. Elepnalde centra en proponer un
algoritmo capaz de estimar el estadaa partir del estado mediblg, cuando el coeficiente
variante en el tiemp@(t) es conocido. A partir del la clase de sistemas propuest@a e
(1.1)), y el algoritmo estimador se genera una dinamica g, &m esta Ultima es donde se
centran los andlisis de convergencia.

Para el caso lineal, el problema anterior ha sido ampliagnestudiado y utilizado como
herramienta en observacion y control adaptable (Morgarrgidhia, 1977a; Sastry y Bodson,
1989; Narendra y Annaswamy, 1989; loannou y Fidan, 2006istema lineal no autbnomo
con coeficientes variantes en el tiempo, que representain@aida de error, queda descrito
por la siguientes ecuaciones,

2= A)zn+B(t)

= C(t)z, (1.2)

dondez e RY,i=1,2,A(t), B(t) y C(t) son matrices de funciones continuas a tramos. Como
se menciono arriba el problema se centra en estimar la toajgern a partir del estado cono-
cido z; y las matricedA(t), B(t) C(t). Normalmente el sistema (1.2) representa una dinamica
de error donde; es el error del estado medidayes el error entre los parametros medidos
y los estimados. El problema se centra en este caso en estalale condiciones bajo las
cuales las trayectorias solucion del sistema (1.2), cgevea cero. En este caso, las condi-
ciones indican como deben ser elegidas las matA¢gsB(t) y C(t).

Un problema parecido al anterior plantea el mencionado A@&@eno, 2011), que esta
dado por el siguiente sistema no lineal,

71 = —kip1(z1) + 22+ 61(t,2)

2 = —Kag2(z1) + 52(t, 2) (1.3)

dondez, i = 1,2 son variables de estado escalalgsj = 1, 2 son ganancias positivas a
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disefargi(t,2), i = 1,2 son perturbaciones variantes en el tiempo, y las no licheddiss, (z1)
Y ¢2(21) son

¢1(z1) =p1lza|Psigndz1) + polzo|9signdza), pa, o > 0, (1.4a)
$2(z1) =13121/*Psignd(zy) + papta(p+ 9)lze P4 L signd(zy) +
+u5lz1l* tsigndzy), (1.4b)

conuy, p2 > 0 constantes no negativasgy> 1 > p > 3 nimeros reales. Cuango= 3 la
funcién ¢, tiene una discontinuidad acotada zn= 0, entonces las soluciones del sistema
(1.3) son trayectorias en el sentido de Filippov (Filippb®88). En la siguiente seccion se
presentaran las caracteristicas y condiciones de comeaagdel AGSO, las cuales dependen
principalmente de los escalarpy g. Por el momento lo interesante es que la formulacion
de este problema, planteado a través del sistema (1.3),esk mlantear en los términos
manejados arriba: se estima el estado no medib&epartir de la variable;, funcioness1(z;)

Y ¢2(z1) conocidas, y determinados valores de las ganake{8s ko(t), u1, 12, 1o anterior a
pesar de las perturbaciongét, z), i = 1,2. Como caso particular el AGSO tiene el AST, éste
Se recupera cop = % y B(t) = 1 (Levant, 1993; Davila et~al., 2005, 2006; Moreno, 2009;
Gonzalez et~al., 2012). Este algoritmo se puede ver comdinaanica de error generada a
partir de una cierta planta (similar a la forma (1.1)) y unestsador, donde; representa el
error del estado conocidozy el error entre un estado no conocido y uno estimado. Se puede
ver gue el problema es parecido al planteado por la ecuatidh (

Con base en la estructura de los algoritmos (1.2) y (1.3),esartbllaron algoritmos
estimadores de parametros en tiempo finito y robustos aet@giperturbaciones. Lo que
resta de la seccidn se centrard en mostrar las dinamicasategeneradas a partir de los
nuevos algoritmos. Por otro lado, en cada uno de los capiseldescribe la clase de sistemas
para los cuales se puede disefar el respectivo estimador.

El primer sistema propuesto se puede ver como un AST con mrgés variables,

71 = —kab(t)|1(z1) + b(t) 22 (1.5a)
22 == kab(t)p2(z1) +6(t) (1.5b)

dondez; € R, z> € R son los estado$(t) es una funcién escalar dependiente del tiemkpo,

ko son ganancias constantes a ser disef@fdgepresenta una perturbacion variante en el
tiempo, y¢i(z1), i = 1, 2 estan dadas como en (1.4). Para este algoritmo el probkeosto

en estimaw, a partir dez;, b(t) conocidos, y a pesar de estar presentes cierto tipo de-pertu
bacionesi(t). Como se vera mas adelante el principal uso de este algoeisra estimacion
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paramétrica. Aunque sélo se realizé el analisis para lenaston de un parametro, la parte
interesante es que debido a la robustez del algoritmo esienptro puede ser variante en
el tiempo. El propdsito perseguido es demostrar que la cgexeia del algoritmo a cero es
en tiempo finito, a pesar de la variaciones temporales déhpetro a estimar. El caso para
multiples parametros requiere un estudio mas exhaustivque al parecer la no linealidad
definida por la funcio,(z1) combate la excitacion persistente que satisface la farxi)p
para que los parametros converjan, se podria decir que dgsedades de robustez y ex-
citacion se combaten. Durante el proyecto de tesis no sartmgestablecer la condiciones
para garantizar la convergencia del algoritmo (1.5) zatomo vector.

La segunda dindmica planteada surge al utilizar los témsniteobajo orden del AGSO
(aquellos donde la potencia a la que estan elevados inclpyena(1.4)), y cambiar el coe-
ficiente 1 que multiplica al estad® en la ecuacién (1.3), por un coeficiente variante en el
tiempoB(t), con el propdsito de generar un sistema parecido al masgmradil.2) (una ganan-
cia, multiplicada por un término de inyeccién conocida, admcon una funcion vectorial de
términos conocidos, multiplicando a la diferencia de téomsia estimar, la segunda ecuacion
es un término de inyeccidén conocido multiplicado por unaitim vectorial de términos tam-
bién conocidos), que pueda ser usado en estimacién paieanés mencionada dinamica
esta descrita por las siguientes ecuaciones,

71 =—ka|z1|Psigndz) + BT ()2 (1.6a)
2, = —kolza|*P~tsignd(z1) B(t) (1.6b)

dondez; € R, z € R" son variables de estadks, ko son ganancias positivas a ser dis-
eﬁadas% < p<1esunnuamero real, B(t) es una matriz de funciones continuas y acotadas
de dimensiones % ny. Note que el sistema (1.6) es continuo para casi todos losestle

p, exceptuand@ = % En este trabajo se restringe%a; p<1,yaque parg = % las condi-
ciones de convergencia se presumen diferentes, prinagpéénporque el lado derecho de la
ecuacion (1.6b) es discontinuo. Por otro lado se tiene gquegypal se recupera un algoritmo
clasico (ver ecuacion (1.2) caq{t) constante) comunmente usado como estimador paramétri-
co (Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; lmagrSun, 1996). Entonces

el problema se centra demostrar que el sistema (1.6) caneecgro en tiempo finito y las
condiciones bajo las cuales sucede esto, tomando en casm@arldiciones ya mencionadas;
Z» no conocidaz; conocida, yB(t) un vector de funciones continuas a tramos y acotadas.
Como se ha venido diciendo la principal aplicacion es lavestion paramétrica, dentro del
presente trabajo, primero se establecera la convergeekcagbritmo, y posteriormente se
mostrara su aplicacion.
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1.4. Contribuciones

Las contribuciones que se presentan en el trabajo de tedista a continuacion:

= Se proponen dos algoritmos estimadores; uno capaz de egiT@Emetros constan-
tes y otro capaz de estimar un parametro variante en el ticlmpovedad en ambos
algoritmos es que convergen a los valores reales en tiemfm fin

= Elalgoritmo estimador de parametros constantes es fagiplementar y entender, ya
que tiene la misma estructura que el algoritmo clasico esfogor Morgan y Naren-
dra (1977a) (Narendra y Annaswamy, 1989; loannou y Fida@6R@Be podria decir
gue al algoritmo clasico sélo se le agregaron algunas nalidales, con las que se
logra tener una mayor velocidad de convergencia de lasdi@ya&s solucion, esto de-
bido a la propiedad de convergencia en tiempo finito que afkdemencionadas no
linealidades.

= El estimador de un parametro variante en el tiempo, se puedeomo una exten-
sion de Algoritmo Super-Twisting Clasico (ASTC), es dedirASTC con coeficientes
variantes en el tiempo, con lo cual se extiende la aplica#ddicho algoritmo.

= Parala demostracién de convergencia de ambos algoritnagseiso de herramientas
matematicas clasicas y nuevas dentro de la teoria de catdralo como resultado téc-
nicas novedosas para el analisis de convergencia de aigsrito lineales, y variantes
en el tiempo.

= Al basarse en un estimador clasico, los nuevos algoritnasuestos pueden ser inclu-
idos facilmente en la teoria de control, observacion, y iEsehtes aplicaciones que
han encontrado estas dos herramientas.

1.5. Descripcion de capitulos

El trabajo de tesis esta dividido en 5 capitulos. En el chptise repasan varios concep-
tos que se utilizan como herramientas de analisis a lo lafoabajo; se repasara el concepto
de observabilidad de manera muy breve, la propiedad deaeidit persistente en algoritmos
clasicos, el AGSO como lo presenta Moreno (2011), el Comtdaptable por Modelo de
Referencia (CAMR) clasico, y por ultimo el tema de Elipsgidentenidas, que servira para
relacionar las funciones de Lyapunov multiples usadas eamtulo 3. En el capitulo 3 se
presenta el estimador de parametro variante en el tiemponsiEnza mostrando la clase de
sistemas para los cuales se puede disefiar dicho estimadodgspués generar una dinamica
de error, posteriormente se demuestra que las trayectigrias dinAmica de error convergen
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a cero en tiempo finito, diferenciando dos casos, con petiohes, y sin perturbaciones, se
finaliza mostrando algunos ejemplos con simulaciones dalomalgoritmo. En el capitulo 4
se presenta el algoritmo estimador de parametros constgmi@ero se hace un analisis de
estabilidad de las trayectorias solucion, y se establecertgergencia asintética de una de
ellas, siguiendo los pasos del analisis para el caso liMm@igan y Narendra, 1977a; Naren-
dra y Annaswamy, 1989), después se establece convergentaa trayectorias en tiempo
finito bajo la condicion de excitacion persistente, se fraaél capitulo con algunos ejem-
plos con simulaciones, donde se muestra la aplicacion dslonalgoritmo como estimador
parameétrico.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Observabilidad

En esta seccion se recuerda brevemente la definicion sevabgiglad y se repasa un
método de andlisis para determinar si un sistema es observab

La nocion de observabilidad parte del concepto de indistiiidad (Nijmeijer y van~der
Schaft, 1990; Vargas~Casillas, 2002), dicho conceptaadue dos estados iniciales son
indistinguibles si generan la misma salida para cualquigada que se pueda poner en el
sistema. Es decir la salida no se diferencia a pesar de qumhakciones iniciales sean
diferentes. Antes de mostrar la definicion formal, congiders el sistema no lineal forzado
de una salida

x=f(x,u), x(0)=xo (2.1a)
y =h(X) (2.1b)

dondexe R" es el vector de estadpe IR es la salida y es la entrada exdgena del sistema. La

siguiente definicién de indistiguibilidad fue tomada dbtdi de Nijmeijer y van~der Schatft,
1990.

Definicidn 2.1. Dos estados X, € M se dicen indistinguibles (denotad@Zxy) para(2.1)
si para cada funcion de entrada admisible u la funcion dedsali— y(t, 0, x1, u) del sistema
para el estado inicial §0) = x1, y la funcion de salida#> y(t, 0, xo, u), t > 0, del sistema para
el estado inicial X0) = x2, son idénticas en su dominio comun de definicion.

A partir de la definicion de indistinguibilidad 2.1, se puekdinir la observabilidad como
sigue,

Definicion 2.2. Un sistema se denomina observabledix implica X = xo.

9
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La definicion 2.2 concluye que el sistema (2.1) es obsenglddinica forma en que dos
salidas sean iguales es que no haya diferencia entre lo®sstéciales. En otras palabras, no
importa que entrada se utilize para el sistema, si tenemos dos estados inicldentes,
las salidas también seran diferentes, es decir distinggiibl

Una vez establecida la definicion, el siguiente paso es pietdr si un sistema es ob-
servable o no. El andlisis de observabilidad se hace noreménpor medio del mapa de
r-observabilidad (Inouye, 1977; Zeitz, 1984; Vargas~@asi002), el cual relaciona el es-
tadox, y la saliday del sistema (2.1) y — 1 de sus derivadas temporales. Se define de la
siguiente manera:

U =Nl
O(xv) = [L9, Lh, ..., L h| :[y v 5. 2.2)
T
dondev=|, ¢ ],L']fh(conwsuficientementegrande) son formas dependientes de

la entrada de las derivadas de Liehj@efinidas poL(]?h(x) = h(X)

oLk th gLk 1h

LXh(x) = (;X f e afu %, k>1 (2.3)
u aparece explicitamente hasta ta-{w)-ésima derivada de Lie, mientras que la salida y
sus primerak derivadas temporales cdn< r —w pueden ser expresadas como funciones
Gnicamente del estado La propiedad mas importante de este mapa es la inyectivittad
mapa es globalmente inyectivo si cada punto en la imageesmonde a un Unico punto en
el dominio. La inyectividad global implica la existencia dea inversa que mapea puntos
en la imagen a puntos en el dominio. Una condicion suficieata [a observabilidad para
toda entrada es la inyectividad global para todkel mapa de-observabilidad) para alguna
r>n.

Aunque generalmente, un sistema de una salida de ordEme una un mapa de
observabilidad inyectivo (Vargas et~al., 2002), acof 2n+ 1, en este trabajo se hara un
breve analisis de identificabilidad de un parametro asuwioiguer = n, es decir con el
conocimiento de la saliday— 1 de sus derivadas, lo cual se hace en muchos métodos de
disefio (Vargas et~al., 2002).

2.2. [Excitacion persistente

En el caso presentado en esta tesis, es de especial impattaoandicion de excitacion
persistente, la cual es necesaria para asegurar estdhildf@rme y asintética de ciertos
sistemas lineales.

Una primera ecuacion diferencial encontrada con frecaetientro del estudio de sis-
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temas adaptables se presenta a continuacion,
x(t) = —U®UT (©)x(t) (2.4)
dondeU(t) : R — R™™M es una funcion continua a tramos y acotada. Si

QM) =U®U(t) (2.5)

entonce)(t) es una matriz positiva semidefinida. Derivando temporatmta candidata a
funcion de LyapunoV = x x/2 a lo largo de las trayectorias de (2.4) s6lo se puede deanostr
que el puntox = 0 es uniformemente estable, pero como muestra el siguerenha existen
condiciones suficientes y necesarias para que el siste)aé2 uniforme y asintéticamente
estable.

Teorema 2.1.Las siguientes condiciones (1)-(4) son equivalentes yuaaada estabilidad
uniforme y asint6tica del punto de equilibric=0 de la ecuacion diferencial (2.4)

1. Existen constantes positivas Tg y ;1 tal que para todo vector unitario wR",
t+To
f wWUu@UT@wdr > & Vit (2.6)
t
2. Existen constantes positivas To y £ tal que para todo vector unitario wR",
t+To
f [U@UT W dr 22 Vixto (2.7)
t

3. Existen constantes positivas Tp Yy €3 tal que para todo vector unitario wR",

1 t

+T0
) [UT()w]| dr >e5 V1o (2.8)

4. Existen constantes positivasTo Yy €4 tal que

+To
Ai [f U@U' (r)dr

dondexj[A] denota el i-ésimo autovalor de la matriz A. A

>e i=12,...n  Vixto (2.9)

Para la demostracion del Teorema 2.1 se debe referir a lijdsade Morgan y Narendra
(1977b); Narendra y Annaswamy (1989).
Pasemos al segundo caso, el cual es parte de la motivacipredehte trabajo,
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2(t) = Az (1) + UT ()22(1)

2(t) = -U)z(t)
dondez; : [0,00) —» R™, 2, : [0,00) — R", A(t) y U(t) son matrices de funciones acotadas y
continuas a tramos de dimensiomesn y nx mrespectivamente, £(t) + A' (t) es uniforme-
mente negativa definida, es deait) + AT (t) < —~Q < 0. Como en la primera ecuacion (2.4)
la atencion se centra en analizar las condiciones necesas@ficientes para las cuales el
sistema (2.10) es uniforme y asintéticamente estable gHlesite Teorema establece dichas
condiciones (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Annagwa@g9),

(2.10)

Teorema 2.2.El punto x= 0 de la ecuacion (2.10) es uniforme y asintéticamente estiple
y solo si, existen constantes positivag do Y € con b € [t,t + Tp] tal que para cualquier
vector unitario we R",

1 to+d0
f UT(wdr]| >eg  Vi>1o (2.11)

TO to

A

Cuando||U(t)|| es uniformemente acotado, la condicion (2.11) puede sgiadz como
se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Si U(t) es suavelJ(t) es uniformemente acotada, \(t)satisface la siguiente
condicion
1 t+To
To Js

para fy € R*, y constantes positivag ¥y €, y todos los vectores unitariosaR", entonces
la solucion x= 0 de la ecuacion (2.10) es uniforme y asintéticamente estable

||UT(T)W|| dr > g9 vVt >to (2.12)

A

Narendray Annaswamy (1989) mencionan que bajo las comdisidadas en el Corolario
2.1 paraJ(t) la desigualdad (2.12) es equivalente a la siguiente dalsigd,

t+To
f U@UT(@)dr>al  Vixtg (2.13)
t

para constantes positivas To y a. Esta condicién denominad@xcitacion persistenteim-
plica que la integral de la matriz(t)U ' (t) sobre un intervalo finitdo es una matriz positiva
definida. Otra interpretacion implica que la matdg)U (t), la cual tiene rango unidad en
cada instante, al ser integrada sobre un intervalo y curogfiia condicion dada en (2.13)
adquiere rango completo.
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Un caso especial de (2.10), donde la ma&ino es variante en el tiempo es mostrado
por Marino y Tomei (1995), este sistema es de importanci&rdele la tesis, ya que para
esta forma se puede garantizar convergencia uniforme ynexygtal como se enuncia en el
siguiente Lema,

Lema 2.1. (Sastry y Bodson, 1989; Narendra y Annaswamy, 1989) Caesilesistema
lineal variante en el tiempo

X = Ax+Q'(t)z xeR" (2.14)
-AQ(t)Px, zeRP (2.15)

N
I

en el cual A es una matriz dexm Hurwitz, P es una matriz de>an, simétrica y positiva
definida tal que se satisface la igualdall+ PA= —Q, con Q simétrica y positiva definida,
y A es una matriz de p p, simétrica y positiva definida. g (t)|l, [|(t)|| son uniformemente
acotadas yQ(t) satisface la condicion de excitacion persistente, ent®fkg) = 0 es un
punto de equilibrio global y exponencialmente estable. A

Por otro lado para que las condiciones de convergencia dgy42.10) sean equiva-
lentes,u tiene que ser restringida, esto nos conducira a la revistoprdpiedades para la
convergencia del algoritmo propuesta en este trabajo.ifBEppaso, propuesto en Narendra
y Annaswamy (1989), es definir una clase de funciones a ldexpartenece

Definicion 2.3. Sea G un conjunto en0, ) para el cual existe una > 0O tal que para
todo 4, to € Cs, t1 # to implica [ty —to] > 6. Entonces¥p ) esta definido como la clase de
funciones reales valuadas §i o) tal que para cada Lt | ), corresponde algus y Cs
tal que

1. U(t) y U(t) son continuas y acotadas 0 c)/Cs y

2. paratodoi € Cg, u(t) y u(t) se tienen limites finitos cuandg ty y t | t1 A

Cuando no se pueda asegurar (&) es acotada, se tiene que pedir que la planta sea
estable. Lo anterior para poder aplicar todos los concepqoiscados dentro del trabajo. Un
vectoru se dice que pertenecep ., Si cada componente depertenece &’ ). Con
esta condicion sobre se pueden usar indistintamente las ecuaciones (2.11) 2)(2Jba
vez definida la condicion de excitacion persistente es deritapcia para este trabajo sefialar
una propiedad adicional. Para poder citarla a través denua és necesario la definicion del
siguiente conjunto (Narendra y Annaswamy, 1989).
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Definicion 2.4. El conjunto de todas las funcionesB* — R" con ue g ) que satisface
la condicion en la desigualdad (2.13) sobre un perioggara todo t> ty es denotado por

Q(n’tO’TO) " A

Los subindice®, to, y To en la Definicion 2.4 se refieren a la dimensién del espacio,
el tiempo inicial, y el intervalo sobre el cual la funci@res persistentemente excitada. En
muchos casos el tiempo inicial puede ser omitido, por lo duemrjunto se denotara como

Q(n,Tp)-
Lema 2.2.

1. Siu:R* — R"y cualquier componente détyi— a 0 cuando t— co, 6 pertenece &1,
0 pertenece a2, entonces & Q(n,1) para cualquier T.

2. SiueQnt,T), W2 :R* > R"y p — 0cuando t— oo, entonces tH Uz € Qny, T) para
algln 4 > to. El mismo resultado se mantiene sia1£ o £2.

3. Siu, Ux € QnT), ENtONCES L+ €Uy € Q1) Para algune € R suficientemente pequefio.
A

El Lema 2.2 indica que una sefial de excitacion persistergigjie siendo aunque se le
sumen sefiales en algun sentido pequefas.

2.3. Algoritmo Genérico de Segundo Orden

Uno de los algoritmos que ayudaran a la construccion deitiigus estimadores de pa-
rametros en tiempo finito es el denominado Algoritmo Gewpétie Segundo Orden (AGSO)
(Moreno, 2011), el cual esta descrito por

21 =-ki¢1(z2) + 22+ 51(t, X) (2.16a)
2y = —kopo(z1) + s2(t, X) (2.16b)

dondez; y 2, son las variables de estado escalakesg; ko son ganancias positivas a ser
disefladas;1(t, X) Y s2(t, X) son perturbaciones variantes en el tiemfmno lineales, y las no
linealidade®p1(z1) y ¢2(z1) son,

$1(z1) =palz1lPsign(za) + polzal¥sign(za),  pa,p2 (2.17a)
¢2(z1) =12 plza|*P Lsign(zy) + papa(p+ A)1ze P sign(z) + gz sign(ze),  (2.17b)
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conus, uz > 0 constantes no negativagjy 1> p > % son numeros reales. Se debe notar que
cuandop = 3 la funciéng(x1) tiene una discontinuidad (acotada)zr= 0. Dado queb,(z1)

no es necesariamente una funcion continua, en generaldaiéouiferencial (2.16) no tiene
soluciones clasicas, de tal forma que las soluciones dé)(2dn todas trayectorias en el
sentido de Filippov (Filippov, 1988). Para diferentes vadode los parametrgs, u2, p, q
algunos casos en particular son recobrados:

= Unalgoritmo lineal se recobra cuandg u2, p,g=1,0, 1, 1, de tal forma que(z1) =
21, ¢2(z1) = 2.

= El Algoritmo Super-Twisting Clasico (STC), originalmep@puesto por Levant (1993),
se obtiene para, w2, p, 4 =1,0, 3, q, de tal forma ques (x;) = Ixa|2 sign(xq), ¢2(xe) =
%sigr(xl). En este cas@»(x;) es una funcion discontinua.

= Un algoritmo homogéneo (Baccioti y Rosier, 2001a; Leva®3) se obtiene cuando
_ 1
u2=0yp=s.

= Parap = % y q =1 se obtiene el Algoritmo Super-Twisting Generalizado (&3T
(Moreno, 2009).

Para los algoritmos citados en arriba, las ganangids son constantes, pero estas tam-
bién pueden ser variables como muestran Davila et~al. |30G@nzalez et~al. (2012).

Por otro lado una caracteristica interesante del AGSO esupipropiedades de conver-
gencia dependen de los valoresgigg.

Definicion 2.5. El origen x= 0 del sistemd2.16)es (localmente) globalmente

» Estable en Tiempo-Finito, si todas las trayectorias queieagn en (una vecindad de
z=0) R? convergen a z 0 en tiempo finito.

= Exponencialmente estable, si todas las trayectorias qumezan en (una vecindad de
z=0) R? convergen a z 0 exponencialmente.

= Asintéticamente estable, si todas la trayectorias que emgpi en (una vecindad de
z=0) R? convergen a z 0 asintoticamente.

» Uniformemente estable, si todas las trayectorias que erapierR? convergen a una
vecindad de z 0 en tiempo finito, y la convergencia temporal es uniformemano-
tada (superiormente) con respecto a la condicién inicial.

= Robustamente estable, si todas las trayectorias que eampiez (una vecindad de
z=0) R? convergen a z 0 para una familia de perturbaciones desvanecientes en
el origen.
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Cuadro 2.1: Propiedades de convergencia del AGSO

Término de Término de Tipo de estabilidad

bajo ordenp alto ordenq

p=1 g=1 Robusta, exponencial| No uniforme, practica
% <p<l g=1 Robusto, Tiempo finitg No uniforme, practica
p= % g=1 Tiempo finito, exacto | No uniforme, practica
p=1 g>1 Exponencial, robusto | Uniforme, practica

% <p<l g>1 Robusto, Tiempo finitg Uniforme, practica
p= % g>1 Robusto, Tiempo finitg Uniforme préactica

» Exactamente estable, si para todas las trayectorias queesap en (una vecindad de
z=0) R? convergen a z 0 en tiempo finito, para una familia de perturbaciones que
son no desvanecientes en el origen.

» Practicamente estable, si todas las trayectorias que erapieen (una vecindad de
z = 0) R? convergen a un vecindario de=z0 en tiempo finito, para una familia de
perturbaciones no desvanecientes en el origen.

Con estas definiciones Moreno (2011) presenta una tabltafpler2.1) donde se presen-
tan las propiedades de convergencia dependiendo de losvalep y Q.

A partir de la tabla 2.1 (Moreno, 2011) se explica que el tipocdnvergencia recae
en el término de bajo ordep, mientras que el término de alto orden es responsable de la
uniformidad de la convergencia con respecto a la condiciimel. Por otro lado se aprecia
que parap = % la robustez de la estabilidad es exacta con respecto a laghzaiones.
Esta robustez es consecuencia de la discontinuidad, l@sielgue a los algoritmos STC y
ASTG.

2.3.1. Convergencia en tiempo finito de AGSO

Cuando el exponente del término de bajo orden se encuemtealmvaloreé <p<l1l
las trayectorias del AGSO con ganancias constdftés convergen al origen robustamente
y en tiempo finito. Y pargp = % esta convergencia se logra a pesar de las perturbaciones.

Para demostrar este tipo de convergencia, Moreno (201izaua siguiente funcion de
Lyapunov (robusta) cuadratica,

Vo(2 =¢TPL,

donde/T = ®T(2) = [¢1(z1),22], y P = PT > 0 es la Gnica matriz solucion positiva definida
de la Ecuacion Algebraica de Lyapunov (EAA) P+ PA= —Q, conA una matriz Hurwitz

(2.18)
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y una matriz arbitraria positiva definida y simétri@a= Q" > 0. Y hace notar qué(z) es un
homeomorfismo global para cada ), con% <p<1,yparap=1este es un difeomorfismo.

Moreno (2011) también hace una importante observacioredabraturaleza de la fun-
cion de Lyapunowq (2.18), la cual es clave para hacer el andlisis de conveimeng es
continua pero no localmente Lipschitz, entonces las veesiaisuales del Teorema de Lya-
punov (Filippov, 1988; Baccioti y Rosier, 2001a; Orlov, 83)o pueden ser usadas con
esta funcion de Lyapunov, pero menciona que es posible anagiieVo(e(t, Xo)) €s una
funcién absolutamente continua (AC) del tiempo a lo largdaddrayectoriag(t, zp) de la
ecuacion diferencial (2.16). Esto implica que es diferallel casi en todas partes. Entonces,
si la derivadaVQ es negativa definida casi en cualquier parte, entolegszo) es mono-
tonamente decreciente y converge a cero, la cual es la ¢ondeguerida en el Teorema de
Zubov (Poznyak, 2008, Teorema 20.2, p. 568).

El siguiente teorema es el resultado obtenido del analesisodvergencia sin perturba-
ciones,

Teorema 2.3.Considere el sistem@.16)conus > 0, y ganancias constantes, lk,. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El origen z= 0 de(2.16)es asintoticamente estable.
2. Lamatriz A de la EAL es Hurwitz, i.e. todos sus autovalbexgen parte real negativa.
3. Las ganancias constantes son positivas, i.ex @ ko > 0.

4. Para cada matriz positiva definida y simétrica=@" > 0, la EAL mencionada arriba
tiene una Gnica solucion positiva definida y simétrica PT > 0.

En este caso la funciog2.18) es una funcion de Lyapunov fuerte y global para el sis-
tema(2.16) La derivada tempora‘i/Q de la funcion de Lyapunov, tomada a lo largo de las
trayectorias del sistema, satisface las ecuacion difeegnc

3p-1
Vo < —¥(Qu)Vo" @-1(Qu2)xal™Vo(2), (2.19)
Lp
dondey1(Q,u1) = u1 p/mﬁifa—mx{‘i}{m, v2(Q, u2) = ﬂz%a{pr}, son escalares dependientes de la se-
leccion de la matriz Q i1, uo. A

Lo mas importante de este Teorema es que a pesar de los edsmenineales, dependi-
endo de los exponentes pueden ser discontinuos, la edéabdel punto de equilibrin= 0
de la ecuacion 2.16 es completamente determinada por lalestd de la matrizA.

Por otro lado el tiempo de convergencia se puede calcular éeuacion (2.19) y queda
descrita es la siguiente proposicion (Moreno, 2011).
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Proposicion 2.1.Suponga queik> 0, k> > 0, y 2 > 0. Entonces una trayectoria del AGSO
(2.16) empezando ez R? converge al origen en tiempo fini%)s p<1(uy>0),y ésta
alcanza dicho punto en un tiempo menor a
2p %
5 S
Tonem Ve () Sipz=009>1,

1-p
2p v2(Qu2)\ s 20 : _
Ty " (1+ na Vo (20)) Siup>0yq=1

donde \(2), y1(Q.u1) Y ¥2(Q,u2) son dadas en el Teorema 2.3. Cuande b (u1 > 0) la
convergencia es exponencial. A

T(20) = (2.20)

También se caracteriza la robustez del AGSO cuando pregeritabaciones variantes
en el tiempo yo no lineales,

71 = -kig1(z1) +z2+61(t. 2
2 = —kopa(z1) + 52(t, 2).
Usando el vectof (2.18) es posible escribir (2.21) como

(2.21)

—kip1(z1) + X2 ;f&z()t, Z)] = ¢(z) (AL +3). (2.22)

£ =¢1(z1) [ ~kos2(21) + 57

_ si1(t,2)
congt,¢) = 1 ‘
pulzalP-+qualxg 971 s2(t.2) z=0"1()
La clase de de perturbaciones que puede combatir el sistesola glefinida por la trans-
formaciongTt, ), la cual satisface las condiciones de sector (ver More@d1(p.

Y el analisis de convergencia del sistema (2.21) queda defam el siguiente teorema

Teorema 2.4.Suponga que existe una matrizRPT > 0 simétrica y positiva definida, cons-
tantes positivags, 62 > 0y € > 0 tal que la desigualdad matricial (DM)

0, (2.23)

ATP+PA+eP+R PB y
B'P -0|~

0 equivalentemente, la Desigualdad Algebraica de Ric€siR)

ATP+PA+eP+R+PBOIBTP <O, (2.24)
1 1

son satisfechas, donde 0 ,B=]|,B= 0 :
0 1 0 1

dependiendo de sji(t,2) y ¢2(t,2), sélogi(t,2), 0 sOloga(t,2) estan presentes, respectiva-
mente. En este caso el origen es global y robustamente estibtal forma que las trayec-
torias el sistemd2.21)convergen al origen para todas las perturbaciones que fsatis las
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condiciones (ver (Moreno, 2011, 4.4.1 Clases de pertudiggj

ls1(t, 2)| < Ga(ualzalP + p2lza|9), cong >0

8 . . (2.25)
I52(t,2)| < Ga(pud|ze Pt + (p+ Quapalza P4 + qui|ze*TY),  cong >0,

y la forma cuadratica ¥ = (TP¢ es una funcion de Lyapunov fuerte y robusta para el sistema

(2.21) Paral>p> % y u1 > 0 cada trayectoria alcanza el origen en un tiempo finito menor
a

p
ﬁv&p(zo) siup=00 g>1
1-Peu) 1,20 (P

T(20) = : (2.26)
2p Qu . _
—(1_p)qeﬂzln 1+—l %E_p ] siup>0yq=1
p'u:lf)/lmin {P}
A

2.4. Control Adaptable por Modelo de Referencia

La estructura basica del Control Adaptable por Modelo deRRetia (CAMR) se mues-
tra en la Fig. 2.1. Como se menciond, el modelo de refereraiige para generar la trayec-
toria deseadam, que la salida de la planyg tiene que seguir. El contr@l(6) en el CAMR di-
recto tiene una estructura que depende de los parametrstsint@s desconocidos, los cuales
son actualizados por una ley de adaptacion. Este tipo déajsermite manipular el con-
trol C(0) tal que el analisis de estabilidad de la dinamica de erredewser hecho a través
del enfoque EPR-Lyapunov (de las siglas EstrictamentdifRn&ieal), para poder generar la
mencionada ley de adaptacion.

Modelo de Ym
Referencia
- 3
>
L Cont 1G Iy U Cﬁ
. ontrolador ) P
C ) Planta
p //;1 )
lp Mecanismo W
de Ajuste -

Figura 2.1: Estructura general del CAMR (loannouy Sun, 1996).

Para el CAMR directo clasico (Narendra y Annaswamy, 1988nihmu y Sun, 1996), se
considera la planta de Una Entrada y Una Salida (UEUS) y Lem&avariante en el Tiempo
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(LIT)

(2.27)
Yp=CpXp

dondexp € R™; yp, up € Ry A, Bp, Cp, tienen las dimensiones apropiadas, que pueden ser
descritas en la forma de entrgskdida

Yp = Gp(S)up (2.28)
con la funcion de transferendizy(s) expresada en la forma

Zp(9)
n(9)
dondeZp, Ry son polinomios monicos kg, es una constante referida como “ganancia de alta
frecuencia’. Se asume que la planta tiene grado relativol. El cason* > 2 no es consid-
erado, ya que para aplicar el nuevo algoritmo presentadstertrabajo, se requiere que la
salida de referencia aparezca en la primera derivada diégda.4an modelo de referencia, se-
leccionado por el disefiador para especificar las caraatadslel lazo cerrado, esta descrito

por

Xm = AmXm+ B, Xm(0) = Xmo

(2.30)
Ym = C%Xm

dondexm € RPm para algiin enterpm; Ym, r € R y r es la entrada de referencia, la cual se
asume como una funcion del tiempo, continua a tramos y unéarente acotada. La funcion
de transferencia del modelo de referencia esta dada por

Ym = Win(9)r (2.31)
gue se expresa en la misma forma que (2.29),

Zn(9)

Rm(s)
dondeZn(s), Rm(S) son polinomios monicos K, es constante.
Cuando los pardmetros de la planta son conocidos, el prabdienControl por Modelo

de Referencia (CMR) consiste en determinar la entrada denéapi, de tal forma que todas
las sefiales son acotadas y la salida de la pignsague la salida del modelo de referencia
Ym para cualquier entrada de referencia dadpade la clase definida arriba. Para alcanzar el
objetivo del CMR se asume q@},(s) y Win(s) satisfacen las siguientes suposiciones:

Wmn(S) = km (2.32)

Al Una cota superion de gradmy de Rp(s) es conocida.
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A2 El grado relativan* = np—mp deGp(s) es uno, i.en* = 1.
A3 Zy(s) es un polinomio monico y Hurwitz de grada, = np— 1.
A4 El signode la ganancia de alta frecuenkjpes conocido.

Bl Zn(S), Rn(S) con polinomios ménicos y Hurwitz de gradg, pm, respectivamente, donde
Pm < n. El grado relativany, = pm— m de W es el mismo que el d8p(s), i.e.,ny, =
n*=1.

Bajo estas condiciones, si los parametros de la planta)(8d&@y conocidos, el problema
de CMR puede ser resuelto por la ley de control dada por Nemgndnnaswamy (1989);
loannou y Sun (1996)

Wy = Fwy + gup, w1(0)=0 (2.33a)
Wy = FW2 + gYyp, w2(0)=0 (2.33b)
up=6"Tw (2.33c)
dondews,w, € R 1,

_ T T T o* = «T «T «T * T 2.34
W= [wl W, Yp r] ,0° = [91 0, 6 Co] (2.34)

[ —An-2 —An-3 —An4 -+ —Ao ] [ 1]

1 0 o - 0 0

F= 0 1 O - 0 |,g=|0], (2.35)

0 0 1 0 | | O

Aj son los coeficientes de
A(S) = S+ An o824+ 215+ A = det(s| - F)

que es un polinomio arbitrario monico y Hurwitz de gradel que contiene &n,(S) como
un factor, i.e. A (S) = Ag(S) Zm(S), siendoAg(s) monico, Hurwitz y de gradag = n—1—Qm.
g* es un vector de valores nominales de los coeficientes delotadtdr, que en general no
son unicos, y pueden ser elegidos de tal forma que la fun@dradsferencia en lazo cerrado
formado de ayp es igual &\ (s).

Cuando los parametros de la planta son desconocidos, ¢éivolgel Control Adaptable
por Modelo de Referencia (CAMR) es disefiar la variable dérobuo, de tal forma que se



22 Capitulo 2. Preliminares

consiga el mismo objetivo que le CMR. Es bien sabido (SasBpgson, 1989; Narendra
y Annaswamy, 1989; loannou y Sun, 1996) que el objetivo esattimsi la ley de control
(2.33c) se remplaza por

Up=6" (t)w (2.36)

donded(t) es el estimado d& en el tiempd generado por la ley de adaptacion

6(t) = —-Teywsigno(p*) , (2.37)
donde K
€1 = Yp—Ym, Signo(p”) :sign(ap),l“:l‘T > 0. (2.38)

Este es un resultado clasico en Control Adaptable (Nargndrammaswamy, 1989; loan-
nou y Sun, 1996)

Teorema 2.5.Bajo las condiciones establecidas (asumiendo qug3dVes Estrictamente
Positiva Real (EPR)) el esquema de CAMR dado por (2.36-2a8@ntiza que:

1. Todas las sefiales en lazo cerrado son acotadas y el erreegi@imiento gconverge
a cero asintéticamente con el tiempo para cualquier sefiaktirencia re L.

2. Sir es suficientemente rica de ord&mr € L., y Zp(S), Rp(S) son relativamente copri-
mas, entonces el error paramétrii = |0 — 67| y el error de seguimiento,eonverge
a cero exponencialmente rapido.

2.5. Funciones de Lyapunov multiples

En esta seccion se hace un breve repaso de una técnica usadaistemas hibridos
Liberzon (2003), que sera utilizada en el capitulo 3.

Considere dos sistemas="f1(X) y x = fo(X) asintéticamente (globalmente) estables, y
permita queV; y Vo sean sus respectivas funciones de Lyapunov (radialmerdeatadas).
La parte de interés en este caso es establecer estabilidsidtdena conmutado (switched)
usando ambas funciones de Lyapuiaw V». Para definir un sistema conmutado (switched)
se necesita la nocion de sefal cambiante (switching sigbstia es una funcién constante a
tramosw : [0,00) — D. Dicha conmutaciénro tiene una numero finito de discontinuidades
(las cuales se llamardiempos de conmutacidswitching times)) en cada intervalo acotado
y toma un valor constante en cada intervalo entre dos tiemeammbio consecutivos. El
papel dew es especificar, en cada instante de tiempa indicew(t) € D del subsistema
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activo, es decir, el sistema de la familfa ¢ f2) que esta siendo seguido. Entonces un sistema
conmutado con tiempo de conmutacién dependiente puedeldiesscpor la ecuacion,

() = fo(X). (2.39)

En ausencia de una funcion de Lyapunov comun, las propiedaeleestabilidad del
sistema conmutado (2.39) en general dependen de la sefibiacaers. Permita que;,
i=1,2, ...sean los tiempos de conmutacion. Si sucede que los valokésyd¥, coinciden
con cada tiempo de cambio, i.¥4_,)(ti) = Vo(y)(ti) para todd, entonces/,; es una fun-
cion de Lyapunov continua para el sistema cambiante, y sedwgnestabilidad asintotica.
En general la funcidW es discontinua. Mientras cad¥g decrece cuando el subsistedia
€simo es activo, ésta puede crecer cuando el subsisk&siano es inactivo. A continuacion
se describe la idea para establecer estabilidad asintétiasidere los valores d& al inicio
de cada intervalo en el cual = d. Para que el sistema cambiante sea asintéticamente estable
los valores mencionados deben formar una secuencia datepara cadd. Esta es la idea
a seguir para demostrar convergencia a cero del algoritopupsto en el capitulo 3.

2.6. Elipsoides contenidas

La informacion presentada en esta seccidn es una consédehProcedimiento-S usa-
do en el analisis de DML Boyd y Vandenberghe (2004). La técniostrada a continuacion
se usara en el capitulo 3.

Una elipsoideS € R" con interior no vacio puede representarse como el conjuovel
de una funcién cuadratica,

E={Xx"Fx+29"x+h <0}, (2.40)
dondeF es una matriz simétrica, positiva definiday ¥ g" F~1g < 0. Suponga qué es otra
elipsoide con una representacion similar,

E={XX"Fx+2g"x+h <0}, (2.41)

conF una matriz simétrica positiva definida; g’ F_‘1§< 0. Por el Procedimiento-S, se sabe
que& C € siy solo si existe und > 0 tal que

F gl [F g
- <A 2.42
[QT h] [gT h] (242
Entonces si la desigualdad (2.42) se cumple se tiene qukoieleE esta contenida
dentro de la elipsoidg, lo cual se usara en el capitulo 3.
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Capitulo 3

Estimador de un parametro variante en
el tiempo

3.1. Tipo de sistema en estudio y estimador

El nuevo algoritmo presentado en este capitulo puede ssidavado un observador.Se
plantea de esta forma debido a que incluye varios algoritmlizados en la literatura como
observadores, tales como el de Alta Ganancia (AG), Supéestifgy Clasico (STC), Algo-
ritmo Super-Twisting Generalizado (ASTG), ademas del i@ifeiador Uniforme (DU) y
un estimador paramétrico clasico, pero la principal apaitase encuentra en el campo de
la identificacion. El nuevo algoritmo tiene la capacidad skngar Pardmetros constantes y
Variantes en el Tiempo, lo cual logra debido a que dentro éssuctura considera no linea-
lidades como las del Algoritmo Super-Twisting Clasico (A3TLas no linealidades usadas
en los algoritmos del tipo STC, conceden propiedades comeecgencia en tiempo finito y
robustez ante cierto tipo de perturbaciones, o como se wmnein la comunidad de modos
deslizantes “insensibilidad” ante perturbaciones aastall analisis mostrado en el capitulo
tiene el propdsito de evidenciar que la propiedad de robpstienite hacer estimacion exacta
de Parametros Variantes en el Tiempo (PVT), mientras quefaigrlad de convergencia en
tiempo finito genera una mayor velocidad de convergencigoeoada con uno de los esti-
madores lineales clasicos estudiado por Morgan y Naret@i& &), Narendra y Annaswamy
(1989), Sastry y Bodson (1989) entre otros.

Para comenzar, considere el sistema de segundo orden dalds pouaciones diferen-
ciales,

25
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X1 = f1 (X, W)+ b(t, u,y) X,
X2 = fa(Xq, X2, U) +6 (1) , (3.1)

y=X1

dondex; € R, X2 € R son los estados) € R™ es una entrada conocidayyc R es la sali-

da medida.f; es una funcién continua conocidafy corresponde a una funcién conocida
multivaluada o posiblemente discontindaepresenta términos desconocidos. Las variables
medidas sorx; Yy la entrada conocida. b(t, u,y) es una funcion conocida con cota inferior y
superior, es decir,

—bm < b(t,u,y) <bym. (3.2)

Cabe notar qué(:) puede cambiar de signo (no es de signo definido) y puedergelve
cero en algunos intervalos. Se asume que el sistema (hg)dm@uciones en el sentido de
Filippov (Filippov, 1988).

Primero se hara un pequefo analisis de identificabilidadldefitmo (3.1), para ello se
usara el siguiente mapa el mapa de observabilidad,

y ] - [ X (3.3)
y

O 9 = b
(U, w) f1.(x0, U) +b(t, U, ) X2

el cual es claramente global e invertible para cada entradactda y desconociday § en
algun instante de tiempo, bit, u, y) # 0. Si durante algun intervaloe [t1, to] sucede que
b(t, u,y) = 0, entonces es imposible estimar el valoxgé) for t € [ty, t2].

El objetivo principal dentro del capitulo es estimar el dstao mediblex, utilizando
el estado medible;, cuando el coeficiente variante en el tiemgd u, y) es conocido. Se
puede inferir del mapa de observabilidad, que el estad®ra exactamente estimable solo
si,

1. b(t, u,y) # 0 para todo tiempo, i.e. su signo no cambia,

2. 0 b(t,u,y) cambia de signo perg no cambia durante periodos de tiempo cuando
b(t,u,y)=0.

La primera situacién, esta dada por el Super-Twisting €aésTC), cuando es usado
como diferenciador, originalmente propuesto por Leva@®8) (ver también los trabajos
de Levant (1998, 2005); Fridman y Levant (2002)). En este ehsoeficiented(t, u, y) es
constante (e igual a uno). Un observador basado en el ASTessmiado por Davila et~al.
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(2005), y un punto de vista basado en la funcion de Lyapunprogaiesta por Moreno 'y Oso-
rio (2008); Moreno (2011); Moreno y Osorio (2012); Gonzadezal. (2012); Moreno (2013),
donde se ha mostrado que una funcion de Lyapunov cuadraticenatrizP constanteer-
mite asegurar la convergencia del observador en tiempo,fenppesar de las perturbaciones,
usando ganancias constantes o variantes en el tiempo.

El segundo caso es motivado por la situacion en la gpalk un parametro (constante)
a ser identificado, #(t, u, y) es el regresor, el cual puede cambiar de signo. Si el pardetr
constante es posible (de acuerdo con la ecuacion (3.3adeta observabilidgdidientificabilidad
del parametro) estimarlo exactamente para un coeficiemtant@ en el tiempd(t, u, y)
siempre y cuando este no sea permanentemente cero. Uradesalésico en este caso es
provisto por un algoritmo lineal capaz de identificar el pag&o constante,, en caso de
queb(t, u,y) es de Excitacion Persistente (EP) (ver la condicién (3.b4jod (Morgan y
Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bod€89; Marino y Tomei,
1995). La condicién de EP implica (informalmente hablargloedb(t, u, y) sea diferente de
cero de vez en vez, asi el parametro puede ser estimado nuiepemente de la condicion
inicial. Note que los estimadores paramétricos linealexr@sn y Narendra, 1977a; Narendra
y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; Marino y Tomei5)%®n incapaces de esti-
mar exactamente (y después de un tiempo finito) el valor aéhpetro. Aun mas, si el valor
de xo, cambia durante los intervalos de tiempo cuabdpu, y) es diferente de cero, estos
algoritmos lineales son so6lo capaces de seguir el valocogalin error acotado, aunque es
tedricamente posible reducir dicho error de acuerdo condisas de observabilidad. En este
capitulo se mostrara gracias a los términos no linealescpulimiuos (como las presentes en
los Observadores ST presentados por Levant (1993); Davitd. €2005); Moreno (2013)),
que el estimador propuesto permite la estimacion exactatieempo finito del parametro
X2 cuando el regresds(t, u,y) es de EP y si no hay demasiados cambios de signo en una
ventana de tiempo fija, pero movil. Si la variablg no es constante durante los tiempos
cuandob(t, u, y) es diferente de cero, entonces el observador propuest@as da estimar
su valor de forma exacta y en tiempo finito. Durante los tiessnpeanddd(t, u, y) es cero,
entonces el observador no sera capaz de estimar los vatorestamente debido a la falta
de identificabilidad.

Ademas del estimador de pardmetros clasico mencionadaaem la literatura hay al-
gunos casos donde es deseable saber el comportamiento déeBdnocidos, como la efi-
ciencia volumétrica en un motor diésel engine (Dovifaaakt2002), el rango de rotacion
variante en el tiempo de un giroscopio dinamico (Dong y Le]&905), o el coeficiente de
potencia de un modelo de turbina de tiempo (Villanueva y Adzdcaza, 2009).

En un trabajo reciente (Battista et~al., 2011), el AST fuadospara estimar un PVT
(tasa especifica de crecimiento). Una suposicion imp@wsigue se considera el regresor
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b(-) > 0 (en ese caso la concentracién de biomasa). En el algoritmstralo en este capitu-
lo, se considera qug(t) puede cambiar de signo y bajo algunas condiciones pueaeser
ademas el andlisis de convergencia mostrado en este texbajas sencillo cuando el regre-
sorb(t) no cambia de signo, porque puede hacerse con funcionesapeihgv parecidas a
las cuadréticas (cf. con el trabajo de Moreno (2009)).

Otra contribucion es que en la demostracion se deja en clerdagrobustez, heredada
de las no linealidades del AST, es la propiedad que hace abralgoritmo capaz de estimar
PVT. Esta propiedad distingue al Observador Super-TvgsfidST) de estimadores tales
como el Observador de Alta Ganancia (AG) Gauthier et~aBZ)YXKhalil (2002); Besangon
(2007), el cual no es capaz de converger con la presenciatdeqaeiones no desvanecientes.

Las pruebas de los resultado mencionados son hechas encmadedtyapunov. Cuando
b(t, u, y) es variante en el tiempo pero no cambia de signo, se usa uciariuwhe Lyapunov
(variante en el tiempo) para mostrar que el observador cgaevexactamente y en tiempo
finito al verdadero valor del estado, a pesar de las variaciones en el tiempo, siempre y
cuando éstas sean acotadas y las ganancias del observenjuia@@mente seleccionadas.
Cuandab(t, u, y) no cambia su signo se usa una funcion de Lyapunov multipke ipastrar
la convergencia al origen. Este Ultimo procedimiento e®dosgo incluso para el caso lineal.

Para la planta dada en la forma (3.1), el Observador ST pstptiene la siguiente forma,

R = ki [b(t, U, y)|¢1 (€1) + f1(Re, U) +b(t, u, ) Rz,
%o = —kab(t, U, y) g2 (er) + f2 (Re, %o, ),
dondee; = X1 — X1, Y & = X — X2 son los errores de estimacion de estddg; ko son ganan-
cias constantes del observador, seleccionadas para aséguwonvergencia al origen del

observador. Las no linealidades inyectagay ¢, tienen la forma parg = % (compare con
(2.17))

(3.4)

¢1(€1) = 1 lex|? sign(er) +pzleadsign(ey) , pa . 42 >0, (3.5)
2

My 1 1 i
¢z(e1)=718|9n(e1)+u1uz(q+ §)|el|q %5|gn(el)+ﬂ%|el|2q lsignter),  (3.6)

dondeu1 y u2 son constantes no negativas, mayores a ceje; % € R. Note quep1 Yy ¢» es-
tan relacionadas, debido a g#e(e1) = ¢7 (€1) ¢1(e1), ambas son funciones mondtonamente
crecientes dey, y ¢1 €s continua, mientrag, es discontinua ee; = 0. La soluciones del
observador (3.4) se entienden en el sentido de Filippoipfel, 1988). Los errores de es-
timacion de estado (i.e. el vector de error de estimaeiérie;, e5]") satisface la ecuacion
diferencial
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e =—-kib(t, u,y)l¢1(e1) +b(t, u, y) e +p1(t, €

3.7
& = —kab(t, u,y)¢2(e1) +p2(t, €), 3.7)
donde
p1(t, er) = f1(xy+ep, u) - f1(xg, u) (3.8)
p2(t,€) = fa(Xy+er, Xo+ep, u)— fa(xg, X2, U) -5 (t) . (3.9)

Cada término de la perturbacipny p» tiene dos componentes

= p11 = fr (X + e, u)— f1(Xg, U), p2i = f2 (X1 + €1, X2 + €2, U) — f2(Xg, X2, U) SOn debido a
los términos dinamicos. Note que (en ausencia de ruidogtosmnosors = f1 (X1 + €1, u)—
f1(x1, u) pueden ser eliminados si se Usdy, u) en lugar def1 (X1, U) en el observador
(3.4).

= pos = —6 debido al término de incetidumbperturbaciors.

Cada término tiene una influencia diferente en el compodatoidel observador, y esta sera
discutida abajo.

Para lograr una perfecta estimacion se imponen las siggienohdiciones de crecimiento
para los términos de perturbacion:

Suposicion 3.1.Se asume que existen dos funciones no negati@s>0, gz (t) > 0, tales
1
que

lo1 (t,€)l < g1 (1) [b(t, u, y)lIp1 ()l (3.10a)
lo2(t,€)] < g2 (1) [b(t, u, )2 (e1)l (3.10b)

para cada x R"yt>0.

Resalta la dependencia té, u, y) en la cota de la perturbacion (3.10b), la cual puede
parecer extrafia a primera vista. Sin embargo, cabe notadiledmica de la planta (3.1), que
en el casi(t, u, y) = 0 para un intervalo de tiempe [t1, t2], un cambio en el estado variable
X2 N0 causa hingun efecto en el valor de la variable mexidiae. x> no es observable desde
X1. Por lo tanto es imposible estimas durante este intervalo de tiempo. Entonces es claro
gue estimar el estado sin error para todos los tiempos, es hecesario que duratiehopos
cuanddb(t, u,y) = 0, la perturbaciom, (t, X) también se tiene que desvanecer. Por otro lado,
la dependencia de la cota de la perturbacion (3.10a) deirtéin(t, u, y) recae en el término
de correcciork; |b(t, u, y)|, ya que se debe notar de (3.5)-(3.6) guét, €) se desvanece en

191(-) y 92(-) pueden depender de sefiales conocidas, por ejemple; o X.
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el origen, i.ep1(t, 0) = 0, mientraso, (t, €) es no desvaneciente en el origen cuangoe 0
debido a los términos discontinuos én(er). Esto Ultimo permite converger al algoritmo

a pesar de la perturbacign (t, €) actuando persistentemente. Esto es una de la principales
caracteristicas del OST.

3.2. Convergenciadel estimador con regresor con signo deifiio

Primero considere el caso donde el coeficidr(teu, y) no cambia de signo, i.e. puede
ser no negativd(t, u,y) > 0 0 no positivob(t, u,y) < 0 para todo tiempo. En particular,
cuandaob(t, u, y) es una constante positiva 0 negativa, es comun usar unaifufrm suave)
de Lyapunov cuadratica, como en Moreno y Osorio (2008); ko(2011); Moreno y Osorio
(2012); Moreno (2012, 2013), para probar convergenciaigénren tiempo finito y robustez
(insensibilidad) contra perturbaciones.

Se demostrara para el caso de signo defihiftou, y), que una funcién de Lyapunov
fuerte, cuadratica (no suave), invariante en el tiempour@napropiada seleccién de ganan-
cias, y considerando las variaciones de las perturbacipeésoeficienteb(t,u,y), lleva a
concluir que el origen es un punto de equilibrio global, yusthmente estable en tiempo
finito, bajo ciertas condiciones pabudt, u,y). Mas aln egxactamentestable.

Teorema 3.1.Considere el OST3.4), y suponga que las perturbaciones satisfa(@i0)
para algunas funciones conocidas(d > 0, gz (t) > 0. Asuma que {i, u,y) es acotada como
en (3.2), y que es de signo definido, i.e. puede ser no negatftiaiby) > 0 0 no positiva
b(t, u, y) < 0 para todo tiempo. Elija las ganancias como

ki > ag, ko > ay, (3.11)
dondea; y a2 se toman de las igualdades

Pl (t’ X) =1 (t’ X) |b(t’ u, y)l #1 (el) (312)
p2(t,X) =a2(t, X) Ib(t, u, y)l¢2(e1) (3.13)

Asuma que el coeficiente variante en el tiemfip in y) satisface la siguiente condicion
de excitacion persistente (PE):
Existen constantes positivas- 0y T > O tales que

t+T
f Ib(7)|dr > &, Vt > tp. (3.14)
t

Entonces e- 0 es un punto de equilibrio global, uniforme (del tiempo ialgasintotica
y robustamente estable, asi todas las trayectorias dedrsis3.7) convergen al origen para
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todas la perturbaciones. g > 00 Siu> >0y % < g< 1entonces la convergencia al origen
es en tiempo finito, y $i» > 0y q= 1 la convergencia es al menos exponencial. La forma
cuadratica \, (e) para el caso no negativo (Me) para el no positivo)

Vi(@) = TP (V-(8) = TPY). (3.15)

donde
{T=0"(e=|¢e1(e) . e, (3.16)

y P, (P_) es una matriz constante positiva, P PI > 0, estan dadas por

-1 1 +k:
P, = P1 ,|P_= P1 , p1>0, pzz—pl 1,p1p2>1, (3.17)
-1 p +1 p2 ko
es unafuncion de Lyapunov fuerte y robusta A

Demostracién.En este apartado se desarrollara sélo la prueba para el casegativo
b(t, u,y) >0, el caso no positivo es idéntico. Considere como una catadafuncion de Lya-
punov la forma cuadratica (3.15) con constateV, (e) (3.15) es Absolutamente Continua
y continuamente diferenciable donde sea excepto en el mwoniu= {(el,ez) eR?|g = O}.
Note que debido a (3.10) podemos escrihift, X) = a1 (t,X) [b(t, u, y)|d1(€1), Y p2(t, X) =
az(t, %)
Ib(t, u, y)|#2(e1) para algunas funciones (t,X)| < g1 (t) y la2(t, X)| < g2(t). Usando estas
funciones y notando qug, (e1) = ¢/ (e1) #1(€1), dondeg; (1) = %,U1|el|_% + puzle|tt, se
puede mostrar que

—(k—a1(t.¥), 1], /
(ko—ap(tx) . 0 |¢TPEUNEIALNL

£ =Ib(t, u.y)|¢ (el)[
para cada punto €r?\S, donde esta derivada existe. La matfit, X) esta dada por

A, X) =

—R]_(t,X), 1
“kt,x, 0]’

dondek; (t, X) = k1 — a1 (t, X), ka (t, X) = ko — a2 (t, X). De forma similar se puede calcular la
derivada dé/, (e) en el mismo conjunto como

Vi =Ib(t, u, )¢y (en) ¢ (AT (4 %) Py +PLA X)) = —Ib(t, u,y)lg7 (e1) ¢ Qs (1Y),
(3.18)
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donde . . . .
| ZatX)pi-2ke(tx)  ka(t,X) p2—ki(t,X) - p1
Q+ (t’ X) Y [y ’

k2(t’x) p2_k1(t,x)_pl 5 2

Entonces se tiene que demostrar

2kip1—2ky  —p1—ki+k
[ 1IO~1 K2 P1—Ki+ zpzlzo (3.19)
—p1—ki +kap2 2
conk; > 0y ky > 0. Se tienen las siguientes desigualdades,
~ - ko
2kip1—2k; >0 = 0 < p1 and (3.20)
1
(4kip1 — ko) - (—p1 — k1 + kop2)® 2 0 (3.21)

Para que la desigualdad (3.21) se cumpla, se puede prooceder€ ﬂéﬁ, y eslo mismo
paraQ_. Con esta seleccion g®, Q. se tiene la siguiente ecuacion,

Zkap1 =2k 0} >0, (3.22)

Q+:[ 0 2

de tal formalgmax= 2R1p1 — 2k, Y Aomin = 2, esto es porque el valor g > 0. Se puede
elegir p1 lo suficientemente grande para asegurar convergencialaAgindicion que debe
ser garantizada es qué sea Hurwitz,

A+ Rl Rz

det(1 - A) = det . = 2+ kA +ko. (3.23)

Por lo tanto, se debe cumplir que los autovalores sean negati

—Rli R2—4R2
v (3.24)

A12= >
porqueks, ko > 0 se debe mantener que
k2 — 4k, >0 (3.25)
k2 >4ko (3.26)

La desigualdad (3.26) es el analogo del andlisis presepi@deloreno (2009, 2011). Y
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también se debe mantener que,

—k + \Jk2 -4k, <0, (3.27)

k2 <k2+ 4k, =0 <ko. (3.28)

Note que par&., > 0 se requiere qupip2 > 1.

Se puede mostrar qu@; (-) es positiva definida, i.€, (t,x) > vI para alguna constante
v >0, siP, se selecciona como en (3.17) y las ganancias son como ei. (Bekbrdando la
desigualdad estandar para formas cuadraticas

AmintP N5 < TP < Amaxd P IS

donde
1
12113 = 32 (e1) + € = 12 |eq] + 2uruz €12+ 3 ey |9 + €

es la norma euclidiang y notando que la desigualdad

1
11 1 V2 (e
le1]2 < — g1 (&)l < —IILllp < f—() (3.29)
H MU Al (P
se satisface para cada> 0, y por lo tanto
1 1 _1
—lenl"2 < 1A% [PV 2 (X)
También la desigualdad
1-q 1-q 1 %
1 T (1 T V2 (e
o< (oo " <(Sa) " < [#} (3.30)
H2 Hz /12/lr2n'|n{ P+}

se satisface que para ca%la g<1lyu2 >0,y porlo tanto

g-1
1 q
Vi (e)
-1
—leg[ s—[—; ] .
p2AZ (Py)

Note quedmin{Q.} = v+. ESto muestra que par%as q<1 (se usa la identidad (e1) =
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1
sualenl2 + quoler T

—[b(t, u, VI (€1) ¢ Qs (1, X) ¢ < v Ib(t, U, )¢y (e1) ¢ T¢

< -vylb(t, u, y)l( plenl? +qupler® )é ¢

3q-1

< -y1lb(t, u, y)|v2(e) valb(t, u, V)V, ™ (e,

donde g
2 (P, 1A (P} vy
2"min min
_— =, —. 3.31
My B 2T T P (3:31)

Paral = 3gq1 > 1 se usa solamente el primer término en el lado derecho dsigudédad. Es-
to muestra qu¥, (¢ (t,ep)) €s no creciente, y el origen es uniformemente estable. uaisol
de la ecuacion diferencial

V(t) = —y )V (1), v(tg) = vo > O, (3.32)

cony(t) = y1lb(t,u,y)| (0 ¥(t) = y2|b(t,u,y)l, if £> 1), puede ser facilmente obtenida por sep-
aracion de variables, y esta dada por

<t<1, (3.33)

I\)IH

vi- f(t) max{ vi- f(to) a- f)fy(r)dr O}
V()= e by p=1,

Enelcasodeque; >00u2 >0y % < ¢ < 1, por el principio de comparacién Khalil
(2002), se sigue que bajo la condicion (3.M)(t) es mondtonamente decreciente y alcanza
el cero en tiempo finito. Mas aun, esto pasa uniformementa deridicion inicialty. Esto
implica que el origen es global y uniformness estable engeefimito. Pargu; = 0,u2 >0y
g =1 la convergencia es exponencial. O

3.3. Convergencia del estimador con regresor con signo in-
definido

Ahora se considerara el caso cuando el coeficie(ttel, y) puede cambiar de signo, i.e.
es no negativo(t, u, y) > 0 para algunos intervalos de tiempo y no positvg u, y) < 0 para
algunos intervalos de tiempo. Para un sefal dgtlal, y) se asocia la secuencia creciente de
tiemposS = {tg, t1, to, --- , tn, -+ }, tal quetg <ty <tr < --- <ty < ---, de acuerdo a la sigu-
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iente reglab(t, u, y) > 0 durante el intervalbe (i, ti11) Y b(t, u, y) < 0 durante el intervalo

t € (tz11, toir2) parai =0, 1, 2,---. Note que se ha asumido inicialmente dug u, y) > 0,
pero si este no es el caso se puede proppnret;. La secuencid puede ser finita o infini-

ta. Los intervalos positivog™ (S) = Ujez, [tzj, t2j+]_] corresponden a la unién de intervalos
dondeb(t, u, y) > 0 (un conjunto de medida cero), y su correspondiente parates/alos
negativos? ~ (S) = Ujez, [t21-+1, t2j+2]. Es importante mencionar que los intervalos pueden
cambiar porque la funciob(t, u, y) puede depender de la trayectoria de esta@, y dicha
trayectoria cambia su comportamiento dependiendo de ladi@ones iniciales del sistema
3.1.

Hasta este punto se ha mostrado §ue(V_) es no creciente durante los intervalos de
tiempob(t, u,y) >0 (b(t, u, y) <0) y decrece db(t, u, y) > 0 (b(t, u, y) < 0). Sin embargoy.
(V-) puede crecer durante los intervalos de tiempo ddrfdes, y) < 0 (b(t, u,y) > 0). Enlo
subsecuente se usaran estas dos funciones de Lyapunaalggre* y V-, para encontrar
condiciones sobrb(t, u, y) de tal forma que se pruebe que el error de estimacioén conakrge
origen (ver Branicky (1998)). En el mencionado andlisis@eseraran dos subcasos: uno
con perturbaciones y otro sin ellas.

3.3.1. Caso sin perturbacionesp1(t, €) = p2(t,e) =0

Este caso aparece, por ejemplo, cuando en (3.1¢presenta un parametro constante,
i.e. X2 = 0, que se desea identificau(t, u, y) corresponde al regresor, y por lo tanto ambos
fo(X1, X2, u) =0y (t) =0.

En este caso se considera una funcién de Lyapunov adiciareakperror de estimacion
(3.7):

Vo(e) = ¢{"Po? (3.34)

donde esta dada por (3.16) Bo es una matrix constante, positiva definigig= Pg > 0,
dada por

Po= [ P1 , P1> 0, p1 = p2ka, (3.35)

0 p

donde

Vo (€) = 2p1¢p1 (e1) ¢ (€1) (=Ka Ib(t, U, Y)Ip1 (€1) + b (L, U, y) €2) — 2pokab(t, U, ) 2 (e1) €2
= —2pska [b(t, u, y)|¢; (1) 1 (e2)l* < 0.

Debido aVp (€) < 0 para cada valor da(t, u, y), se sigue que el origan= 0 es un punto de
equilibrio uniformemente estable. Ahora la tarea se casrirgrobar convergencia asintotica
en tiempo finito.
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Para mostrar convergencia a cero, se revisaran las doshas, (t) y V_(t), definidas
en el Teorema 3.1, a lo largo de las trayectorias del sistarermr (3.7). Ya que dichas
funciones no son Lipschitz continuas, su derivada en algpootos tiende a infinito (hay
una division entrgx;|, como se puede ver en (3.18)), y por lo tanto no se puede usar la
desigualdad d¥, (V_) durante los tiempos cuandba| = O para calcular su crecimiento, ya
que dicha desigualdad no esta acotada.

Considere por ejemplo el comportamielMpodurante un intervalo negativo. En este caso

0 }{ =b(t, u, y)l¢7(e1) AL,

: —k
7 =1b(tu, y)|¢’1(e1)[ ) !
2

y la derivada dé&/, (e) es igual a

V. =Ib(t, u.y)l¢ (er) T (ATP. +PLA) L = —[o(t, u,y)¢) (e1) T QuL,
donde

2(piki+k2) pr—ki-— pzkzl

Q. =
[pl—kl_ p2kz -2

Q. no tiene signo definido, porqi& puede crecer durante un intervalo negativo, y lo mismo
ocurre conV_ durante intervalos positivos.

Para librar este problema, se usa la siguiente idea, al felaintervalo positivot €
(t2i, tri+1) la funcidonV, ha alcanzado algunos valorgs(ty,1). Se tiene que establecer un
valor inicial par la funciériV_ en los tiemposi. 1, i.e.V_(tyi.1). Se asignan comd_ (tyi.1)
la energia del conjunto de nivel de la funci¥n con energid/, (tyi.1). Se procede de la
misma forma (sélo cambiando roles) al final de los intervalegativost € (t2i+1, tz(i+1)).
De esta forma se puede calcular el decrecimientd.d@/_) durante los intervalos positivo
(negativo) * (S) (7~ (8)). SiV, (t) o V_(t) converge a cero, entonceg) lo hara también.

Debido a que los conjuntos de niwl (V_) son elipsoides (en las coordenadasen-
tonces se puede obtener una expresion explicitaypdta +1) como una funcion d¥, (ti;1)

(o V, (tz) como una funcion d¥_ (ty;)). Esto se hace en le siguiente Lema.

Lema 3.1. Considere las elipsoides definidas @ = {xe R? | X" P, x<«} y &; = {xe R?
| XTP_x < g}, donde R y P_ estan dados e(8.17) Entonces5; c & y las fronteras son
tangentes si y solo si

c=ax,at VPip2+1
T yPip2-1

Tambiéng_ C & y las fronteras son tangentes si y sola si as. A

(3.36)
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Demostracién.Usando el procedimiento-S (S-procedure, S-p) (Boyd y Vahdeyhe, 2004,
p. 655, Example B.1) se sigue qég C &, siy solo sid 1 > 0 tal que

P~ 0 P, O
<A :
0 -¢ 0 -«
(A-Dp1  (A+1)
(1+1) @@-Dp
sigualdadi > 1, porque com = 1 la matriz no es positiva semidefinida. La ultima desigual-
dad es por lo tanto equivalentéa—1)° p1p2 > (1+ 1)°. Esto es equivalente IP1p2 > j%i
: VP1p2+1
y finalmente al > et ' . |
Para que las fronteras sean tangentes se tiene que elegioeiminimo posible para
A, en este casa = VPl | segundo cas6_ c &; nos lleva exactamente a las mismas

VP1p2-1
desigualdades. O

Esto es equivalente @> A« y > 0. Note que en la dltima de-

Para probar convergencia del observador se requiere qumdahb(t, u, y) cumpla,
ademds de la condicion usual de excitacion persistentd)(duha condicion en la “densi-
dad” de cambios de signo, que estos sean el menor numerdepessipecto a la tasa de
convergencia. Se define la “densidad” de cambios desigroyrer seidb(t, u, y), si existe,
como sigue,

Definicion 3.1. Una sefial lft, u, y), con una secuencia de tiempos asoci&da(to, t1, to, ...,
tn, -+ -}, Se dice que tiene una densidad de cambios de signo finitesg exa constante pos-
itiva o > 0 tal que el nimero de cambios de signo en un inter{faldg + t], dado por

S = cardinalidad(S N [to, to +1]} ,

satisface para todo tg
S<o(t-tp).

Ahora se puede establecer el resultado principal.

Teorema 3.2.Considere el OST3.4), y suponga que no hay perturbaciones, i.e. se satisface
(3.10) con g(t) = g2(t) = 0. Asuma aun mas quethu,y) es acotada como €f8.2), y que
ésta cambia de signo de acuerdo con la secueScigto, t1, to, ..., tn, -+ }.

Escoja las gananciasik- 0, ko > 0, p1 >0,y pip2 > 1.

Asuma que el coeficiente variante en el tiemfp tlo y) satisface la condicion de ex-
citacion persistente (PH.14) y que [t, u, y) tiene una densidad de cambios de signo
(ver Definicion 3.1).
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Entonces cuandp, # 0y £ = 1 el origen e= 0 para el sistemg3.7) es un punto de
equilibrio global y exponencialmente establerses un niumero finito, es decir, si satisface

€
7S Yn@T
dondeo se presenta en la Definicion 3.4y T son tomadas de la condicién de excitaciéon
persistentd3.14) a se define en la ecuacidB.36) y y» es definida erf3.31) Siu; #00
u2 # 0y g< 1entonces es local y uniformemente estable en tiempo finitQ.50, uz # 0
y ¢ = 1 entonces el origen € 0 es un punto de equilibrio global y uniformemente estable en
tiempo finito, sb- es un numero finito, i.e. satisfa(@37) A

(3.37)

Note que la condicion (3.37) impone un limite superior pam@dnsidad de cambios. Este
limite superior es mas grande entre mas pequefoEes evidente que comn— 1* entonces
W — oo, aunque el rol de» no es completamente claro. La siguiente proposicion maestr
que para cualquier valor positivo de las ganankiak,, es posible seleccionam y po tal
quea pueda ser seleccionada arbitrariamente cerca de 1, tamdb@osible notar que, es
mas pequefia confornmm se hace mas grande y por lo tanto la desigualdad (3.37) peede s

satisfecha para cualquier sefial de EP con densidad de ad#gigno definida.

Proposicion 3.1.Suponga queik> 0y k» > 0 son dadas, entonces es posible seleccionar
p1> 0, p2 > 0tal que pp2 > 1 (y por lo tanto las matrices Py P_ definidas en(3.17)
son positivas definidas) y Q €8.49) es positiva definida y tal que el productap es
arbitrariamente grande, por lo tanto para cualquier 0 el valor dea en(3.36)esa = 1+¢,
yy2 = 0como g — co. A

Demostracion.Se define; = p1p2. Usando (3.11) se obtiene

2
4kipr—ka) > (kork = (ki+p1))” -

0 equivalentemente

(ke + p1—2y/(kapr—k2) & <7 < (ka+ pr+2(kipi-k2)) -

Asi, por ejemplo, seleccionangaomo

n = (ki+p1) E—zl, this meang, = klkL;"l ,

se satisfaran las desigualdades. Se ve inmediatamente dkittaa ecuacion, que para las
ganancias dadds, ky, sin es arbitrariamente grande, entonces es posible seleccioma
positivo tal que las desigualdades son satisfechas, ptaduecion en el lado derecho de la
desigualdad crece sin cota cuardo hace. Dado que en (3.36) esx=(n+1)/(7—1) es
posible seleccionar arbitrariamente cerca de (y mayor que) 1.
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Dadas las matrices simétricas, positivas definflag P_

P+:

Pr -1 andP_:[pl 1], (3.38)
-1 p 1 p

sus autovalores son dados por las raices del siguientepotiren ambos casos,

= (p1+p2) +p1p2-1=0 (3.39)

Las raices son,

_Pitpa+t V(p1+ p2)2 - 4(p1+ p2-1)

& - (3.40)
_ 2_ D0 —
[Pt P2 x/(p1+p22) 4(p1* p2-1) (3.41)

Esto puede ser deducido dg = Anin{P+} (0 &2 = Amin{P-}) ¥ {1 = AmaxdP+} (0 {1 =
AmaxP-}), entonces tenemos

APy (pr+ p2— (po+ )2~ 4(pyx p2- D) (3.42)
AmadP=)  py+ pat V(pr s Pa)2—4(prs p2=1) |

cont = 12;qq (ver ec. (3.31)), la ecuacién dentro de la raiz cuadradagysedescrita como

V(p1—p2)2+4, asi (3.42) es
ALlPa) (Pt 2= V(PL- P22+ )

— (3.43)
Ama{Psl pr+pa+ /(pr—p2)?+4
Escogiend@, = p%kl, se tiene
— 1y, k 1y k ¢
e (P D)+ -8 - 27+ 9)
/lm'r;{P } - - > (3.44)
el g d) i+ (pd-2) - )2+ 4
parap; > 0 se tiene
¢
Arint P} N _1 _ (3.45)
Amax{P+} pi_€21‘fkg
r
Por lo tanto, escogienda, = plk—zkl andp; > 0, el cociente/%”inx{;,i}} ~ pff’zllf? -. Asi, se
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tiene

12l Py
—amn = - 4
Y2l E (3.46)
1
q Qv+
Ry (3.47)
pi le-fkg
Por lo tanto la constante,
1-o1-01,6
e PP (3.48)

o< ~
In(a)T i
yaln(a) gy, In(@)T
Es claro que la cota de cambios de signo es independientes dgteancigk; y solo
depende d&, pero dicha cota puede ser tan grande como se desee, dehidebvalor de
p1 puede ser elegido arbitrariamente. La Unica condicion lesraambios de signo es que
deben ser finitos en un intervalo, porquepnipuede ser infinito Nin(a) puede ser cero. O

Observacion 3.1.La condicion de excitacion persister{B14)y la densidad del cambio de
signo (Definicidn 3.1) requeridas para convergencia detdagectorias al origen del presente
algoritmo, son el analogo de la condicion de excitacion [seste necesaria para probar
estabilidad asintética del algoritmo lineal que se preseeh Morgan y Narendra (1977a),
Narendra y Annaswamy (1989). En los mencionados articldosondicion de excitacidon

persistente requerida es satisfecha por una funcién suardjnua a tramos, con derivada
acotada y numero finito de conmutaciones donde la funciémsesmtinua. Tal condicion de

excitacion persistente es suficiente y necesaria para goredtabilidad uniforme y asintoti-

ca del del algoritmo lineal presentado en dichos documenttzs caracteristicas de la sefial
son ilustradas por un ejemplo que usa una funcion que inanégred numero de cambios de
signo conforme el tiempo crece (comparar con un ejempldairan Anderson (1977)). En

este sentido se considera que la condicién de densidad dbicata signo es suficiente y
necesaria.

Demostracion.(Teorema 3.2) Se usan las mismas variables que en la prushea(iTeo-
rema 3.1), la derivada dé, (e) durante los intervalos positivds' (S) es igual a la derivada
deV_(e) durante los intervalos negativads (S), y estan dadas por

V. ==b(t, u, )¢} (€1)¢ QL.

donde
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2 l-p
lo—p1, 2
Durante los intervalos respectivos se satisfacen la daisigdes diferenciales

(3.49)

30-1

V. < —yb(t uy)V.o (6,

dondey =y; definidoen (3.31)enelcagq#00y=y2en(3.31)enelcaso =0,u2 #0y

% <g<1,yAmin{Q} = v,. Note quey1, y2 y v4 son iguales pard, y V_ porque hay una sola
matriz Q, y los autovalores dB, y P_ son iguales. Note que no se usan las desigualdades
diferenciales d&/, (V_) durante el intervalo negativo (positivé) (S) (Z*(S)). Porque de

la funcion de LyapunoV¥q se sabe que el origan= 0 es uniformemente estable. Por lo que
ahora es necesario probar convergencia.

Se consideraquye, >0o0queur >0y % <g< 1. Para calcular una cota superior del valor
de las funciones de Lyapun® y V_ se usa el principio de comparaciéon Khalil (2002) con
la ayuda de la ecuacion diferencial (3.32), con la solucamad3.33). Durante los intervalos
positivosZ* la funciéonV, se decrementa como

t
Vi < max{vi—f’ (ta) - (1-0) f y(t)dt, 0} i St <ty (3.50)
tyi
mientras en los intervalos negativbs la funcionV_ se decrementa como

t

V(B méX{Vf"f (tziy1) - (1-0) y(t)dt, 0} i1 <t <tie1), (3.51)

toit1
dondey (t) = y12lb(t, u, Y)I.

Para cada intervalo las condiciones iniciales se establem®o sigue: Para el tiempo
inicial V. (to) dado. Al final del intervalo positivo, en el instariie la funcion ha alcanzado
el valorV, (t1), que puede ser calculado usando (3.50). Se sabe que el eststdaen el con-
junto de nivel de/, con energia de nival, (t1). Este conjunto de nivel dé¢, esta contenido,
de acuerdo al Lema 3.1, en el conjunto de nivel de la fun¥idoon energiaV; (t1), donde
a es dado por (3.36). Asi, se puede establecer con certezéoeiniaial de V_(t1) para el
intervalo negativo com¥_ (t1) = aV, (t1). Se calculav_ (t2) usando (3.51), W, (t2) se es-
tablece comd/, (t2) = aV_ (t2), debido a que este conjunto de nivkl contiene el conjunto
nivel V_ con energi&/_ (t2). Y se procede en esta forma sucesivamente.

Considere la ecuacion diferencial
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V(t) = -y )V (V). v(to) = vo. v(t") = av(t ). (3.52)

dondey (t) = y1.2Ib(t, u, y)|, y la cual es actualizada en cada instante de tiempo el l@secu
cia de tiemposS.

Por el principio de comparacion se sabe qué&/s{ep) < v(tg) entoncesV, (t) < v(t)
durante los intervalos positivas" (S) y V_(t) < v(t). Y por lo tanto siv(t) — 0 entonces
V; (t) » 0 0 V_(t) - 0 (0 ambas) si el nUmero de conmutaciones en la secuSnuiatiene
puntos de acumulacioén, esto es, si el nUmero de conmutaogrnia secuenci& dentro de
cualquier intervalo compacto de tiempo es finito. En este sasabe también geg¢t) — 0,

y por lo tantoe = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente estable parargb3.7). La
solucion de (3.52) esta dada por

t
viE(t) :vl_f(tr)—(l—ﬁ)f y(r)dr, 1 <{<1,
i 2
t
vit)=e k Y(T)dTv(ti* ) =1,

para cada intervalp <t < tj;1 (siempre que(t) > 0. Cuando/(t) alcanza el cero, permanece
en cero). Haciendo una composicion de soluciones con lalazaion de las condiciones
iniciales, se obtiene una expresion para la solucion erstdniet; < t < tj,1 en términos de
la condicion inicialv(tp)

. i-1 L. ti+1
VL (1) =o' TV (1) — (1- ) Z o(—1-0) f y(r)dr+
j=0 tj
{

-(1-0) ) y(r)dr, %skl, (3.53)

C Yy @)dr
vit) = d'e "%y t0) o =1. (3.54)

Se mostrara que si(t) satisface (3.14) y si su densidadde cambios de signo es sufi-
cientemente pequefia, entongéy — 0 comot — oo en el casd = 1 0 que existe un tiempo
® > O tal quev(t) = 0 parat > to+©® en el casc% <t<1.

Se comienza considerando el césol. Es facil ver que (ver también Morgan y Narendra
(1977a)) que la condicion (3.14) es equivalente a la exi&ate una constantetal que

t €
fy(‘r)drz ?(t—to)+c.

to

Més aun, porque > 1 existe ungs > 0 tal quea = €°. Ya que en (3.53) < o (t —tg) se
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puede escribir

v(t)=d'e ko YO (1) < STt F-to)+ey () |

= eXp{—(% —,30) (t-to) + C}V(to) ,
y de esta ecuacioén se sigue qf® — 0 comot — oo para cada/(tg) sio < ﬁiT = WEW
Porque en este casdt) = y»|b(t, u, y)| esto es equivalente a que se satisfaga (3.37).
Ahora, para el casg < ¢ < 1, y porquex > 1,

-1 tis1 t t
ZaO—J)(H)f y(r)dﬂfy(f)drzfy(f)dfz%(t—to)+c,\ftzto,
j=0 b t to

y se puede escribir la siguiente ecuacion, consideranés)(3.

VL (1) < 0O (tg) - (1—0) (% (t—to) + c) < expiBo(t—to) WV (to) - (1— 0) (% (t—to) + c)

la cual converge a cero en un tiempo findasi

VL (tg) < (1—0) (%@ + c) exp(—Bo®) = (1-0) (%@ + c)a—‘f@) . (3.55)

Esto significa que dado cualquierT, o, a, ¢ existe un tiempo finito de convergenda
para condiciones iniciales lo suficientemente peque(tas

Ya queb(-) satisface (3.14) y tiene una densidad finita de cambios e sigentonces
cuandouz # 0 y =1 el origene = 0 es un punto de equilibrio global y exponencialmente
estable, so- es pequenia, i.e. satisface (3.37)uSk 0 oux # 0y g =1 entonces el origen
e =0 es un punto de equilibrio global, y uniformemente establgéiempo finito, sioc- es
pequeiia, i.e. satisface (3.37). |

3.3.2. Caso perturbadoy1(t, €) # p2(t,€) 0

Esto es un caso importante, el cual aparece, por ejemplogdowen (3.1) xo representa
un parametro variante en el tiempo, ixg.# 0, a ser identificado, #(t, u, y) corresponde al
regresor. Para ser identificable el paramegroo puede cambiar cuando el regreb() es
cero. En este caso la funcién (3.34) no es de Lyapunov porgdersvada no esta definida.
Asi, se tiene que relacionar la funcién de Lyapunov multj@ea mostrar convergencia del
observador,
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Teorema 3.3.Considere el OST3.4), y suponga que las perturbaciones satisfacen (3.10).
Asuma que [t,u,y) es acotada con e(B.2), y que cambia de signo de acuerdo con la se-
cuenciasS = {top, t1, to, - - - , tn, - - - }. Elija las ganancias com(B.11)con p > 0, p1p2 > 1.
Asuma que el coeficiente variante en el tiemgp Uy y) satisface la condicion de ex-
citacion persistente (ER)8.14) y que tiene un densidad de cambios de sigrfnita. En-
tonces cuanda, # 0y q= 1 el origen e= 0 para el sistemg3.7) es un punto de equilibrio
global y exponencialmente estalbtees pequenio, i.e. si satisfa(@®37) Siuy #0o0u2 #0y
g < 1 entonces es local, uniformemente convergente en tiempm fiisnia cualquier pertur-
bacion. Ifu; # 0, u2 # 0y q= 1 entonces el origene 0 es un punto de equilibrio global, uni-
formemente convergente en tiempo finit@ sis pequeia, i.e. satisfa(@37) para cualquier
perturbacion. A

El resultado anterior asegura la convergencia exactambelds estimacion a cero, a pesar
de las perturbaciones, cuando las ganancias son diseffadpsadamente. Sin embargo, se
requiere que las perturbaciones, en particpdt, €), se desvanezca cuando el coeficiente
b(t,u,y) se desvanece. Como se comenta al principio del capitulcesstamovible, dado
que la condicién es equivalente a una condicion de obsdideadbi(identificabilidad). Si la
perturbaciom; (t, €) no se desvanece cuanilft, u, y) es cero, entonces el error de estimacion
se incrementa (deja de ser cero si el observador ya habiargiaw) durante el tiempo que
b(t,u,y) esta cerca de cero. Una vez dug, u,y) se vuelve diferente de cero el observador
converge una vez mas. Esto puede ser probado usando argsmpargcidos a los Lyapunov
de los teoremas anteriores y conceptos de acotamiento fimaforme como en el Teorema
4.3 presentado por Moreno (2011). EI comportamiento meado se ilustra mas abajo con
algunos ejemplos en simulacion.

Demostracion.La idea de la prueba es muy similar a la hecha para los Teorérhgs3.2.
La derivada dé/, (e) durante los intervalos positivds" (S) es igual a la derivada dé_ (e)
durante los intervalos negativés (S) y estan dados por

V. =—[b(t, u, )] (€1) ¢ QL.

donde

-

Qi(t.¥) =] ~ ~
ko (t,X) p2 =k (t, X) = p1 2

con Rl = k1 — aa(t, X), Rz = ko — a2(t,X) como en el Teorema 3.1. Durante los respectivos in-
tervalos se satisfacen las desigualdades diferenciales

30-1

Ve < —ylo(t, u Y)IV. (6 ,
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dondey = y; definidaen (3.31)enelcagg # 00y =y2en (3.31) enel case =0, u2 # 0

y % <g<1,yAmin{Q} = v,. Note quey1, y2 y v+ son el mismo par¥, y V_ debido a que
hay una sola matri@ y los autovalores de, y P_ son el mismo. El resto de la prueba es la
misma que la del Teorema 3.2.

3.4. Ejemplos en simulacion.

3.4.1. Regresor con cambio de signo y perturbacion

Como se menciond la principal motivacién para el desarmdbotrabajo es cuandgy
(considerando la planta (3.1)) corresponde a una constaaten parametro variante en el
tiempo a ser estimado (Morgan y Narendra, 1977a; Narendnamagwamy, 1989; Sastry y
Bodson, 1989; Marino y Tomei, 1995).

El ejemplo tiene dos propositos; mostrar que en los inteswdbnde se hace la suposicion
3.1 no es satisfecha, el algoritmo no es capaz de seguiral nesl del parametro, y que a
pesar de esta desventaja el intervalo donde el algoritnseptado no puede alcanzar el valor
deseado es mas pequefio cuando se incrementan las gakaydias

Considere el sistema descrito por la ecuacion diferencial

x1 = f1(Xg,u) + b(t, u,y) Xo(t) (3.56a)
y =X1 (3.56b)

dondey € R es una sefial mediblb(t,u,y) : R — R es una funcion conocida acotada y con-
tinua a tramos, ¥o(t) : R — R es un parametro continuo desconocido variante en el tiempo
a ser identificado. El nuevo algoritmo se restringe al casmlepes una variable escalar. El
objetivo es estimax, en tiempo finito siempre qugt) y b(t,u,y) sean conocidos, ly(t, u,y)

es EP (3.14). El nuevo algoritmo (3.4) conduce a un estimpai@meétrico en tiempo finito

de la siguiente forma

§ = —kalb(t,u,y)I¢1 (er) + b(t,u,y) Ka(t) + f1(xa, U)
%o = —kog2(e1) b(t,u,y)
dondeg (e1), ¢2(e1) son como en las ecuaciones (3.5), (3.6hy=V-y=X1—X; €s la
salida del error de estimaciok; > 0 y ko > 0 son constantes positivas escalares \es
el parametro estimado. Defina el error de estimacion paramaéomoe, = Xo(t) — xo(t),
entonces la dinamica de estimacion de error puede seraesgnito

(3.57)
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e = —kilb(t,u,y)l¢1(e1) +b(t,u,y) e (3.58a)
& = —kopo (€1)b(t,u,y) - X2, (3.58b)

dondex, corresponde a una perturbacién generada por la dinamicaratedebida a la
variacion en tiempo del parametxg. Se debe notar que cuanxidt) es constante, la derivada
no aparece en la ecuacion (3.58b) y el sistema no tiene larpacion. Ahora, comparando
con la ecuacion (3.10b) en la suposicion 3.1, se tienggfiige) puede ser escrita como

X2

[b(t, u, y)l¢2(e1)
comparado con (3.10b), tenemos que el algoritmo convergedou,(t, X) es acotada por
la funciéng; (t) como esta establecido en la prueba del Teorema 3.1, elgmnabds cuando
Ib(t,u,y)| = 0, porqueas(t,X) = co. Con el sistema en estas condiciones, se tiene que pedir
que la funcionb(t,u,y) no permanezca en cero por mucho tiempo. En el ejemplo esta cl
que el estimador no puede alcanzar la trayectoria del parameal en el intervalo cerca de
b(t,u,y) = 0, pero después de este lapso de tiempo la convergenciabsada. Es claro que
el algoritmo no converge en el intervalo donde la suposi8i@mo se cumple, y el intervalo
es mas pequefio entre mas grandkes

Considere la dinamica de un péndulo simple con friccion yapoge movible, como en
el caso de un péndulo unido a un carro movible (ver e.g. Asyréuruta (2000))

lo2(t, )l = Ib(t, u,y)p2(e1), (3.59)

21 =X1 (360)

X = — l—lcos(zl)go(t) - lgsin(zl) - %xl (3.61)

dondez; es el angulo entre la linea vertical y el pénduges la velocidad angular.es la
barra sin masgj es la aceleracion de la gravedates la masa de la punta de la baka&s
el coeficiente de ficcion viscosa en el pivotey () representa la aceleracion del pivote. Se
asume que el movimiento del pivote es conocido, y se corslderceleraciop(t) como un
parametro desconocido y posiblemente variante en el tieBpasume que ambos estados
Z1 Y X1 son medibles.

El estimador propuesto es,
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1.5 ——@ No Lineal
- =0 Lineal
-~ -0 Real
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Estimadores No lineal y lineal
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Figura 3.1: Parametro variante en el tiempo y sus estimados con algmitm lineal y lineal.

k1 = —kalb(zlgaen) + b(zn) %o(0) - Tsinzn) + o (362)
X2 = —kag2(e1)b(21) (3.63)

dondee; = X1 — X1 es el error de estadb(z;) = Tlcos(zl) es el regresor,(t) es el parametro
a estimarg1 (-) y ¢2(-) estan dados como en (3.5,3.6), apa 1.

Para los resultados de la simulacién se supone que el desp&aro del pivote esta dado
por una sefiaFAsin(wt), donde la amplitudh se varia para ejemplificar diferentes compor-
tamientos del péndulo, y la frecuenciaves- 1%. Los otros parametros conocidos estan
dado porg = 9.81§, =1m,m=1kg, k= O@, el parametro variante en el tiempo es
o(t) = w?sin(wt) y el regresor esta dado pofz;) = ,lcos(zl). El comportamiento del algorit-
mo clasico lineal (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Awaany, 1989), com; = 0,
u2 =1,k; =4, ko = 10, es comparado con el comportamiento del algoritmo cgevee en
tiempo finito, obtenido con los siguiente valogas= 1, u» = 0, k; = 4, ky = 10.

La Figura 3.1 muestra la convergencia de ambos estimaddiresad y no lineal. Aparente-
mente el algoritmo no lineal es capaz de estimar el paramaatiante en el tiempo exacta-
mente y en tiempo finito, mientras el estimador paramétsdo@paz de seguir el valor real
del pardmetro. Se nota que esta simulacion el regresor iy€8.2) no cambia su signo.

Modificando la aceleracion del pivote el regresor cambidgnos como se muestra en la
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Figura 3.2: Regresor

figura 3.3, donde también se muestra se muestra el compertenaiel estimador no lineal,
para gananciak; = 4, ko = 10 (figura superior), ¥; = 6 y ko = 30 en la figura inferior. El
algoritmo lineal no es presentado, ya que este siempreuieagor de seguimiento. Es claro
que el estimador converge inicialmente en tiempo finitop merando el regresor esta muy
cerca de cero el error de estimacidn crece una vez mas, \seegreero después de que el
valor del regresor se ha incrementado. También se ve quetduos cruces por cero el error
se reduce al incrementar las ganancias del observador.

En lafigura 3.4 se puede ver la estimacién lineal del mismérmpatro que en la figura 3.3.
El estimador lineal es generado con el nuevo algoritmo ptade en este capitulo, generado
al escoger la gananciéig =, ko = 30,u1 = 0, u2 = 2. Se puede ver que el algoritmo lineal es
incapaz de generar la estimacion exacta, se genera unaeisinnse genera una estimacion
con error acotado.

3.4.2. Cambio de signo y perturbacion

En el ejemplo previo, las condiciones requeridas en el Teaf®3 no son completamente
satisfechas, porque la perturbacién, dada por la deriveld\Ul a estimar, no cumple con la
condicion (3.10b) en algunos pequefios intervalos. En el mostrado en esta seccion,
todas las suposiciones del Teorema 3.3 se cumplen. El ptopiés ejemplo es mostrar que
las ganancias del estimador no lineal son escogidas panaecar la perturbacién, y que la
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Estimador

_50 1b Zb 9 NO lineal 0
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&;2200.5 \/\WU\N\N\j
b}
e Op

0 10 20 30 40

Tiempo (s)

Figura 3.3: Parametro variante en el tiempo, su estimado y el regresor.
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Figura 3.4: Parametro variante en el tiempo, y su estimado con algotfitreal

densidad de cambio es una suposicion técnica suficientenéed, considere el sistema,

X1 = —2X1 + UX(t) (3.64)

dondexa(t) es un parametro conocido a ser estimado, dadazftr= usin(u). Un estimador
para el sistema (3.64) es
(3.65a)

%1 = — kalulgpa(er) — 2x1 + uSa(t)
(3.65b)

o = — kopa(e1)U

dondek; y ko son escogidas por el disefiader= X1 — X1, € = X2 — X2, ¢1(-) Y #2(-) estan
dadas como en (3.5,3.6), cor= 1. El error dindmico entre las ecuaciones (3.64) y (3.65)

esta dado por la siguientes ecuaciones
(3.66a)

e =—klulpi(er) + ue
(3.66b)

& = —kopo(er)u—xo(t)



3.4. Ejemplos en simulacion. 51

S
o
&,
z
<
kS)
@)
° > Tiempo 10 — ot )
- - - Cota superior
2.8 ‘
Q
2.7 ]
g
526 | ,
e
| i
| \|
2.4 0 5 10 15
Tiempo

Figura 3.5: ax(t,X) y su cota superior.

donde las variables son a las mencionadas arriba. Pararlaksionesu = sin(t), k1 =2y
ko = 2.63, la perturbacién es analizada en la siguiente ecuacion

p2(t,€) = —Xo(t) = a2lb(t, X, y)Ip2(e1) (3.67)

dondeas(t, X) = —2u‘2”5|‘g|(s‘%+r€e”5°5{“). El propoésito de la ganancia es compensar la pertur-

bacionaa(t, X). En la parte superior de la figura 3.5 (y acercamiento pafégior), se puede
notar que el valor maximo de(t, X) es aproximadamente63, asik, > 2.63. Con esta cota
se puede revisar la desigualdatligo(er) > po(t, €) graficamente en Fig. 3.6. Por ultimo, la
convergencia del valor estimado al valor real de la funciéede verse en la figura 3.7. Las
gananciak; Yy ko fueron elegidas de forma exacta porque en este ejemplo seetacota
superior minima de la perturbacion, y dicha perturbacidnpla la ecuacion (3.10b) de la
suposicion 3.1.
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Figura 3.6: Perturbacion y su cota superior.

S —0 Real

3l ~— 0 No lineal||

Estimador no lineal

Tiempo

Figura 3.7: Parametro variante en el tiempo, su estimado y el regresor.
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. ~ ~ 6 No lineal

Convergencia
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Figura 3.8: Convergencia del estimador no lineal con regresor con gpede 10s

3.4.3. Numero de cambios de signo

En la proposicion 3.1 se afirma que no importa como se elijgmémanciagk; y ko,
siempre existe un nimeroy su correspondiente cota superior tal que la desigualdad)(3
se mantiene. En (3.37) se puede notar que entre mas grane reas grande es la cota
superior deo- (ver la prueba de la proposicion 3.1),¥ es mas pequefa (cf. ecuaciones
(3.31) y (3.48)), lo cual reduce la velocidad de convergengl siguiente ejemplo muestra
que cuando el numero de cambios de signo incrementa, eldieimponvergencia también
incrementa. Consider el sistema

X1 = —2X1 + uxp(t), (3.68)

dondex; se mide xo(t) = sin(t) es una sefal desconocidaj gs un pulso cuya amplitud varia
entre—1y 1, tiene un ciclo de trabajo del 50%. Un estimador parasétisia (3.68) es

1 = — kalulga(er) — 2x1 + U2 (3.69)
R = — koUgo(e1) (3.70)

cong1(-) y ¢2(-) como en (3.5), (3.6). El periodo de la sefian el sistema (3.68), se varia
para apreciar como la velocidad de convergencia decreba&alal incremento del cambio
de signo (ver figuras 3.8, 3.9). Al comparar las figuras 3.8 $e puede notar que entre
mayor es la frecuencia, el tiempo de convergencia es maderan
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Figura 3.9: Convergencia del estimador no lineal con regresor con gpede 0.01s

El estimador presentado en este capitulo es capaz de estirparametro variante en el
tiempo. Dicha propiedad se logré gracias a los términosneales parecidos al ST y al AG-
SO. Estos términos hacen que el algoritmo propuesto seatooante ciertas perturbaciones,
que en este caso se generan en el algoritmo debido a laseaeatemporales del parametro
a estimar. Se analizaron las perturbaciones analiticangse presentaron algunas simula-
ciones que mostraron como sélo es posible estimar el padoendo el regresor (en este
caso la funciérb(t)) es diferente de cero. El nuevo algoritmo agrega una \eratégs téc-
nicas recursivas; la estimacion de pardmetros variantésntas. El nuevo sistema también
se puede considerar como una generalizacion de variosvabsees de segundo orden pre-
sentes en la literatura, como el de Alta Ganancia, Supestihgi Diferenciador Uniforme y
el Super-Twisting Generalizado.



Capitulo 4

Estimador de multiples parametros
constantes en tiempo finito

4.1. Tipo de sistema en estudio y estimador

En esta seccién se presenta un algoritmo recursivo partirteaefdn de parametros cons-
tantes convergente en tiempo finito. El nuevo algoritmo salesm el un algoritmo de esti-
macion clasico (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Anaasy1989; Sastry y Bodson,
1989; Marino y Tomei, 1995; loannou y Sun, 1996) y en los téaoside bajo orden tomados
del Algoritmo Genérico de Segundo Orden (AGSO) (Moreno92@011).

Como se mencion6 al inicio del trabajo, en los afios setenfaesentan dos trabajos
(Morgan y Narendra, 1977a,b) que describen el comportamdmlas trayectorias solucion
de un Sistema Lineal Variante en el Tiempo (SLVT) que apareoestantemente en el con-
trol adaptable clasico. En particular el siguiente sisténgal, no autbnomo con coeficientes
variantes en el tiempo (Morgan y Narendra, 1977a)

x1= A)xy+B(t)x

o= C(t)xq, 41

dondex; € R%, y X, € R®2, son las variables de estadd(t), B(t) y C(t) son matrices de
funciones acotadas y continuas a tramos. Normalmente odri) se aplica a la estimacién
paramétricax; representa la dinamica de error entre el estado estimadesyaglo conocido
y X2 representa el error en entre los parametros constantesedss y los y los conocidos.
Los objetivos perseguidos en este capitulo son utilizastdea (4.1) en la estimacion de
multiples pardmetros constantes y darle una mayor veldddaonvergencia, al otorgarle la
propiedad de tiempo finito, por medio de términos no lined&bajo orden presentes en le
AGSO introducido en Moreno (2011), y restringiendlo= 1 para el espacio de la variable
de estadok;. Dicho algoritmo es una extension del Algoritmo Super-Tiwg Generaliza-

55
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do (ASTG) (Moreno, 2009, 2011), y el Algoritmo Super-Twigti(AST), un algoritmo por
modos deslizantes de segundo orden propuesto originarpentLevant (1993). Como se
menciono, las propiedades de convergencia y robustez dEls&8 notables, puesto que
converge en tiempo finito y es insensible a perturbacione®raganecientes.

La principal aportacion que presenta este apartado es édoprde convergencia de un
algoritmo que puede ser usado como estimador paramétagarueba se logra con técnicas
clasicas mostradas por Narendra y Annaswamy (1989) y amgfosieomo los presentados
por Moreno y Osorio (2012). La idea principal es mostrar daggeritmo lineal puede adop-
tar las propiedades de convergencia del AGSO con sélo adigdinos términos no lineales.
Es importante mencionar que para algunos algoritmos seemattiuir convergencia de las
trayectorias solucion usando técnicas de homogeneidaaht ¢2005, 2007); Orlov (2005,
2009); Baccioti y Rosier (2001b), pero en este caso el dlgorestudiado no es homogéneo,
debido a la dependencia directa del tiempo. La estimacidrempo finito fue lograda por
el algoritmo por minimos cuadrados presentado por Adet@agy (2008) y Hartman et~al.
(2010), pero el punto de vista presentado aqui puede serodsto una extension no lineal
de un algoritmo clasico, donde la inyeccion no lineal mejareonvergencia haciéndola en
tiempo finito.

Considere el siguiente sistema, el cual es una combinaeifwsdérminos de bajo orden
del AGSO (Moreno, 2011), y el algoritmo lineal clasico apatio en Morgan y Narendra
(1977a); Narendra y Annaswamy (1989),

X1 (t) = —kalxa|Psign(x1) + BT (t) xa(t) (4.2a)
Xo(t) = —kopIxa /Pt sign(xq) B(t) (4.2b)

dondex; € R, x» € R™ son las variables de estad@; ko son ganancias positivas a disefiar;
% < p<1esunnumero real, B(t) es una matriz de funciones acotadas y continuas a tramos
deng x na. Note que el sistema (4.2) es continuos, excepto cuan:dé. En este trabajo se
restringe% < p <1 para el analisis, porque cuangda: % las condiciones de convergencia
son diferentes, ya que el lado derecho de (4.2b) es disconthktdemas sp = % andB(t) =1
se recupera el AST. Por otra partepst 1, tenemos el algoritmo clasico lineal comiunmente
usado como estimador en la literatura (Morgan y Narendra/d9Narendra y Annaswamy,
1989). Las técnicas de homogeneidad para establecer tereiegsde una funcién de Lya-
punov no pueden ser usadas, (Baccioti y Rosier, 2001b; Le2@05; Orlov, 2005; Levant,
2007; Orlov, 2009), a causa del vector funcBi(t).

El resultado principal de este capitulo es la siguiente afiram acerca del sistema (4.2)

Teorema 4.1.Considere el sistema (4.2) c<%n< p<1l,n=1n>1 ki, k >0,y que gt)
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sea un vector de funciones acotadas y continuas a tramos,

1. Entonces la trayectoria solucion xlel sistema (4.2) tiende a cero cuando t tiende a
infinito.

2. Si hay constantes positivag, ko Yy 6o, Y una p € [t,t + To] tal que un vector unitario

weR"
1 to+d0
2 f B(r)wdkr| > co. (4.3)
TO to
entonces cada trayectoria de (4.2) converge al origenden tiempo finito. O

4.2. Estabilidad y Analisis de Convergencia

En esta seccion, siguiendo las ideas exhibidas en Narendrangswamy (1989), se
presenta la prueba del Teorema 4.1, en tres partes; |la jpripaete trata sobre la estabilidad
del punto de equilibrio del sistema (4.2) y la convergensiatatica de la trayectorig(t) a
cero; la segunda parte es acerca del comportamiento deyéetinaiaxy (t), la cual es usada
como una herramienta en la tercera parte; en la Ultima paneueba que las trayectorias
solucion del sistema (4.2) convergen a cero en tiempo finito.

Para comenzar, note que el sistema (4.2) es continuo, pees h@schitz enx; = 0,
entonces no tiene soluciones clasicas, de tal forma quellas@nes de (4.2) son trayectorias
en el sentido de Filippov.

4.2.1. Convergencia asintotica de(t)

Para establecer que el punto equilibrio del sistema (4 23table, se propone la siguiente
candidata a funcién de Lyapunov,

V(X) = LT L= x?P+ kzxg X2 (4.4)
2

conLT = [Ll LZ]T = [|x1|Psigr(x1) \/ik_zxz , Y la derivada en el tiempo,



58 Capitulo 4. Estimador de mduiltiples parametros constaméigmmpo finito

V(X) =2p|x1 2P Lsign(xq) % + kix} X2 (4.5a)
2
=2p|x1|*P~sign(x1)(—Ix1|Psign(x1) + B(t) xo)+

2 , T
X (—kaplxa/*PLsign(x1)BT (1)) X2
2

= — 2pky[x1]3P~1 + 2pIx1 [*P~Lsign(x;) B(t) xo+
— 2pIxq [P Lsign(x1) B(t) x
= — 2pkyxg >t (4.5b)

Debido a qué/(x) <0, el punto de equilibrio del sistema (4.2) es global y umfemente
estable.

Se demostrara qug — 0 comot — oo, usando el siguiente lema tomado de loannou y
Sun (1996) (caso especial del Teorema de Barbalat dondesepéf sea uniformemente
continua, también véase Slotine y Li (1991)).

Lema 4.1.Si f,f € 8,y f € £, para algin pe [1, ), entonces () — 0 como t— co. O

Inicialmente, note que las ecuaciones (4.4) y (4.5b) inapliqueV(x) es acotada y por
lo tanto x; y X2 son acotadas, consecuentemente £.,. Considerando qu&; y X2 son
acotadas, es claro de la ecuacion (4.2a),)ques acotada, entonces € £.,. Considerando
quex; y Xz son acotadas, es claro de la ecuacion (4.2a) xgsen acotadas, entoncese
L. Finalmente, se puede deducir de (4.5b) gue £,. De lo previo se infiere cuando se
toma en cuenta que la derivada de la funcién de Lyapunov )#idde ser reescrita como

V(X) = —2pk1W|x1|2; considerando que3p+3>0sip<1l;y —|Xl|,13p+3 < —V%ig( ),
X0

dondexg es el vector de estado valuado en el tierfypo
Todas la condiciones del Lema 4.1 son satisfechas, auxyma® comot — .

Observacion 4.1.Debido a que xt) — 0 cuando t— oo, entonces existe un tiempgq &l
que
xal < PxalP < Pxa?PL, (4.6)

La ultima desigualdad es valida pap—-1< p, (p< 1), en una region cerca de;x 0. Lo
anterior es claro cuanto la primera parte de la ecuacion ealeada,
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IXa| < [xq/P
X _
1

debido a que ambos lados son positivos,
L 1
(Ixa*7P) TP < 175

x| <1 (4.8)

La desigualdad es valida para pequefios valores, espec#itiix;| < 1. Lo mismo puede
ser hecho para la segunda parte de la desigualdad

xalP < [xa P
|Xq[P

— |yxq|1-P
|X1|2p—1 =|X1] <1

la cual es igual a la desigualdad (4.7). Con=fl la desigualdad (4.6) es trivial. A

4.2.2. Analisis de la trayectoriaxy(t)

En este apartado se analiza el comportamiento de la traigegi€t). Primero se notara
que la desigualdagky| < |x1|P < [x1|?P~1 (con p < 1) siempre se cumple pata> Ty (ver
secciones previas), dado gee— 0 cuanda — . Por otro lado, de la ecuacion (4.2a) se
tiene que six; = 0y BT (t)xo(t) = 0, entonces; permanece en cero hasta gBE(t)xo(t) #

0. Entonces primero se demostrara que: O periodicamente, aun mas, sera probado que
cuandaBT (t) cumple la condicion de excitacion persistente (4&3adquiere grandes valores
en un instante de tiempo, dentro del intervalo{ To]. Asi, aunquex; permanece en cero por
algun tiempo, la accion de la excitacion persistente pnevipie la trayectoria permanezca
ahi para todo tiempo futuro.

La prueba es hecha por contradiccion, primero se asume cuigpdgesis|xi?P1 <
LGOI = +/IX1|2P + k—lzx;xz es verdaderajt > Ty y ce (0,1), entonces usando algunas des-
igualdades se deduce que existe un instante de tiéngpfdo,to + To] ¥ un numero positivo
8o, tal quelxy (tz +60)[2P~1 > ¢ L(x, t2+ 6o)|l. En consecuencia, con la Gltima desigualdad y de
acuerdo con la expresifx | < [x1|P < |x1/2P~1, se puede escribjx; (t> +60)| > ¢l| L(X, t2 +60)ll,
lo cual dice que en un instante de tientpe &, |X1| €s mas grande que alguna fraccion de la
magnitud del vectof L(x,t)||, de tal forma que la magnitud sdlo puede ser cero en el origen,
en consecuencia mientras # 0, |x1| no puede ser cero durante el intervaigth + To]. Lo
anterior puede ser hecho para cada interviata-[Tg], Yt > Ty, en presencia de la condicién
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de excitacién persistente (4.3) cuando no hay excitaciésigientex; — 0 ast — o, y Xo
permanece acotada.
Ahora, considere la condicion de excitacion persistente,

1 to+d0
| f B(r)wdr

TO to

to+d0
f B(r)wdkr
t

2

> €, 0 (4.9)

>elo (4. 10)

_ (b i
conw = 2y Otra desigualdad es

to+00
SBmaxf [IX2(t2) — Xo(7)lldT

t2

to+00
f B(r)(Wlxe(2)ll - Xo(r))d

t2

<Bmao Sup [Ixa(t2) — xo(7)l|

T€[tr,tr+60]

to+00
<Braxdo f Ie(7)dle

t2

to+d0
“Bnadio [ (-lePxa()P” sigrix ()BT (0)dr

t2

<Bladake  sup |xq(r)PPP? (4.11)

T€[t2,t2+60]

to+00
ft B(r)(Wilx2(7)ll — X2(7))dr

2

Reescribiendo la desigualdad anterior

to+d0
f B(r)wdr
t

2

[IX2(t2)Il

<

to+d0
f B(7)x2(r)dr
t

2

2 2 2p-1
<Bhadgke sup |x(7)P
TE[tg,t2+50]

y reordenando,

>[[x2(t2)]] +

to+00
f B(r)x2(7)dr

t2

to+00
f B(r)wdr

t2

~ B2 05k sup [xqPt (4.12)

T€[t2,t2+60]

Por otro lado, tomando la ecuacion (4.2a) e integrando sslméervalo fo,t2 + dg],
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xa(t) = —ka|xa (1) Psign(xa) + B(t)x2(t)

to+d0 to+d0
ft u()dr = f (—kelxa (P Psigxa () + B(r)xa(r)) dr

2 t2

to+00
X1 (t2 +60) = t (—kalx1(7)IPsign(x1 (1)) + B(r)x2(7)) d7 + X1(t2)
to+d0
palta+00) = [ (-laba(nPsign6a(e) + Blr)a(r)) dr+ ()
2t2+50 to+d0
> f B(7)xo(7)dr|| - X1(t2)+f —kq|x1(7)|Psign(xq(r))d7|| (4.13)
to t2

Usando las desigualdades (4.12)a/+ b|| < ||lal| +||bl| o equivalentemente|ja+ b|| >

—||al| - ||bl], tenemos

to+00
[IXa(t2 + So)ll =lIXa(t2)l] f B(r)wdf“—B?napSkz sup  [xa(7)I2P 1+
t

2 T€[tn,t2+60]

— X ()l

to+00
ft kel (n) Psign(xa(r))dr

2

Usando la desigualdad (4.10)

>eoTolXo(t2)| — B2 adgke  sup  [xa(r)PP~1+
T€[t,t2+60]

—kido  sup [xa(7)IP - [xi(t)l (4.14)

T€[t2,tr+d0]

Usando la funcion de Lyapunov (4.4) y sabiendo guasume grandes valores en algunos
instantes de tiempo, puede ser demostrado\ue decrece peridodicamente cada intervalo
de tiempo {,t+ Tg], y alcanza el cero en tiempo finito. Se sabe por el andlisestibilidad

y por la hipétesis inicial que

X1 ()] < X ()P < [xa[?P~ < ¢l L(x(1))I| entonces

sup ()< sup @< sup [xafPPt<c sup  [IL(X@)I,
T€[t2,t2+60] T€[t2,t2+60] T€[tr,ta+80)] T€[t2,t2+60] (415)
y porquel| L(x(1))|| es decreciente, se puede escribir

¢ sup [IL(X@)I < cll L)

T€[tr,tr+80]

También,
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LGOI =a0P+ - ol
2

Ix2(t)II* =kall LX) = Kalxa (t)|*P
with the hypothesisx (t)|P < ¢|| L(x(1))]]
IX2(8)[1 >kall LI = koGl LX)
%2(O)] > Vo — ko2l LX)

Entonces, se puede escribir la desigualdad (4.14) como,

IX1(tz + 60)| ZeoTolXa(t2)| — B2 aydakoCll L(X(t2)) I+
~ kaSoCll LX)l - cll LX)

|X1(t2 + 60) Z[eoTo Vko —koC2+

- o(BR a8k + kado + 1) | LX) (4.16)

c? puede ser elegido tal que el coeficiente del lado derechosit/poy usando el hecho
IL(X(t2 + 60))Il < [|L(X(t2))l| (debido a la funcion de Lyapunov (4.4) es decreciente). Con
262 e
2= __felo% y b= BZ 4,05k + kido+ 1, se puede escribir (4.16),

koT3e5+(1+h)?
[IX1(t2 + So)ll = cllL(X(t2 + o))l (4.17)

Ya quelxy (t)12P~1 > [x1 ()P > [x1(t)]  Vt > Ty, se puede escribir,

X1(t2 + 60)IP > cll L(X(t2 + o))l (4.18)

lo cual contradice la hipétesis inicial, y en consecuengiate un instante de tiempo
t2 + o, cada intervalo de tiempa, | + Tg], dondex; es grande.

4.2.3. Analisis de Convergencia en Tiempo Finito

Ahora utilizando la derivada en el tiempo de la funcion dedwrsov (4.5b) y el resultado
de la seccion anterior, se mostrara y{(®,t) decrece cada intervate [t,t + Tg]. Considere
la derivada

V(x.t) = —2pkg|xq 371
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Integrando sobre el interval[t; + T] € [to, to + To], Se tiene,

t1+T
V(ty +T) - V(t) < —2pky f xa(2)%P1dlr

t

t1+T 1 2p
= -2pk f ————[Xq(7)|
Py area®

Usando el heche —— < ——1 se puede escribir,
[Xq|*~P V_ﬁp
(t1)
1 t1+T
V(t1+T)-V(t1) < -2pki— f Ix1(7)|2Pdr (4.19)
1

V2 (tg)

Ahora, integrando la ecuacién (4.2a) sobre el interviald][

t {
xa(t) - xa(t2) = ft Kalxa(7)Psign(xa)dr + ft B(r)xe(r)dr

t
X (t)] > xa(t) —’ ft kalxo (1) Psign(x)dr+

+ jt; t B(r)xo(r)dr

>|X1(t2) = (t=ty)ke sup [|L(X(7))II+

7e[ty,t]

— (t—t1)Bmax sup [IL(x())Il

e[ty 1]

si el intervalo es restringido &[t; + T], se tiene{-t1) < T y porque]|L(x(t))|| es decreciente,
se cumplg|l LX)l < IL(x(t))|| para todd € [t1,t1 + T], entonces

IXa| =[x (ta)l = Tkall LX) = T Bmaxd L(X(t2))l (4.20)
paratodd € [t1,t1 + T]

Usando la desigualdasi| < |x1|P y (4.20),
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X1|P > [xa(t) - TdIlLx(to)Il,

withd =Kk +Bmax t1=1t2+0d0
x1|P > cll.Lx(to)ll - TdILx(to)ll

— (c= Td)VZ(ty), is positive if T <

olo

Entonces se puede escribir

1%1P > (= Td)?V(ty) (4.21)

Ahora substituyendo (4.21) en (4.19),

1-p

V7 (1) Yl
T(c-Td)?V(ty)

1 t1+T
V(t1+T)-V(t1) <-2pkg f (C—Td)ZV(t]_)dT

=—2pky

1-p

V2 (1)
— _2pkT(C=TA 5 (1) (4.22)

AsiT < g, y de ft1,t1 + T] C [to,to+ To] Se sigue qud < to+ To—t1. De lo anterior, se
puede escribir (4.22), pafia= min(c/d,to+ To—t1) Y ¥ = 2pki T(c— T d)?, como sigue,
3p-1
V(t1+T) <V(t1) —yV 2, (t1). (4.23)
Considerando la desigualdad (4.23), y quU¢) es decreciente y una funcién positiva
definida, entonces se puede escribir,
3p-1
V(to+To) < V(tz+T) < V(t) =YV % (ta) < V(to). (4.24)

es evidente que para el intervatat |+ To], la funcionV(t) es cada vez méas pequefia.
Arreglando la ecuacion (4.23),

V(to+ To) < V(t1)

1
1-y— ]
V2 (t1)

notando qué/(t1) < V(tg) = — 1;% <- 1;%




4.2. Estabilidad y Anélisis de Convergencia 65

V(to+ To) < V(to)(l—yl;—},)
LY 2P (to)

V(to+To) < V(to) — YV 5 (to)

Ahora, se puede demostrar que la funcién de Lyapurdyconverge a cero en tiempo
finito. Primero note qu¥ (t) decrece cada intervalty[to+ To] (ver Fig. 4.1), entonces puede
ser escritatg + nTp indicando el principio de cada intervalo de decrecimientm n € IN.
Tomando en cuenta la expresion (4.25), se puede generaesigaudldad diferencial,

V(t+nh) < V(t)-yVY1), (4.25)

conq= SSpl,teR y h=To.

V(t) a
V(to)
V(to + h) : : \
V(to + 20) | : ' : \
th 4 WAT to+h t+h 42T to4+2h t+2h t

Figura 4.1: Decremento de la funcidvi(t).

Ahora, vamos a establecer, graficamente, algunos hechasatsd lado derecho de la
desigualdad (4.25). Definiendo dos ejes rectangul&@shorizontalmente W (t + nh) ver-
ticalmente (ver Fig. 4.2). La linea punteada repres¥i(ita nh) V(t) Ahora, se analiza el

lado derecho de (4.25) como una funciéon\dep(V) =V —yV 20" & y omitiendo por un ins-
3p-1
tante que x V —yvg_r’. Permita qué/ sea pequefia, por otro lado obteniendo la derivada
-1
de ¢(V) con respecto &, ¢'(V) =1- y(3p'1)VpZ_P asi la ecuacié(V) tiene un minimo

0 un maximo en un valoy, que satisfac®/ 2 2p = y(Sp 1) Obteniendo la segunda deriva-

day”’(V) = —y(3p4—gp*1)v % el término® 4‘;“1 es negativo parg < p <1y V(t) es

siempre positivo, asi el pund es un minimo. Por otro lado, cuantfoes grande, el térmi-

no dominante e¥, entoncesy(:) es positivo. Dep(V), se sabe que existe un valrque
1-p _ _

satisfaceV ? =y, entonces/ es valor dondex(V) = 0. También es importante notar que

V(t) > ¢(V(t)) donde sea, excepto cuand() = 0. Usando esta informacién se puede cons-
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truir la graficap(V(t)) como en la Fig. 4.2. Tomando en cuenta g(¥(t)) es mas grande que
cero y decreciente, cuandift) = V, V(t+ h) = 0 y permanece ahi para todo tiempo futuro.

V(t+h)
A

» V(1)

v ]
! i V(E+h) V()
V(t + nh)

Figura 4.2: Funcion decrecienté(t).

La desigualdad (4.25) también puede ser analizada de fdas@a (Levy y Lessman,
1961). Sea/(tg) = V(t+0h) = V(t) el valor inicial deV(t), entoncesy; es el valor erV(t +
h). Se dibuja el segmentig, V1 para intersecar la recé(t + h) = V(t) enV,, trazando una
perpendicular con el e)(t) deV; hasta encontrar la curyg y los ejes eV/(t+h). Trazando
una linea horizontal de; hasta encontrar la rech(t + h) = V(t) en Vo, una vez mas se
genera una perpendicular desde eNgjg hasta encontrar la curya y el ejeV(t+2h), y asi
sucesivamente. Siguiendo este procedimiento hay un altep¥(t + (n— 1)h), V(t + nh)] tal
que la linea perpendicular con el &) lo cruza, lo cual significa que durante ese intervalo
la curvaV(t) alcanza el cero. Por lo tanto la funci®fft) alcanza el cero en tiempo finito,
consecuentemente el estadalcanza el origen en tiempo finito.

4.3. Aplicacion al problema de Identificacion Parameétrica

Varios problemas en control adaptable pueden ser conesréiduno de la forma clasi-
ca presentado por Narendra y Annaswamy (1989). Se consid#zatro de este trabajo la
formulacién del problema de identificacion paramétricangidere el sistema descrito por la
siguiente ecuacion diferencial,

y=BT(t)o (4.26)

dondey es una sefial medibIB/ (t) es un vector conocido de funciones acotadas y continuas
a tramos, W es un vector desconocido de pardmetros constantes a sedaefial trabajo
desarrollado durante este capitulo se restringira al casdey es una variable escalar. El
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objetivo es estimag en tiempo finito sabiendo qugt) y BT (t) son conocidos, BT (t)
cumple con la condicion de EP (4.3). Debido a la estructurgtd® se tiene un estimador
parametrico en tiempo finito con la siguiente estructura

y = —kilgPsign(e,) + B ()&

6 = —kole,|2P1pB(t) #.27)

dondeg, = y—y es una estimacion del error de salig> 0 y ko > 0 son escalares positivos
constantes a ser disefiado® s el vector paramétrico estimado. Definiendo el error de
estimacion come, = -6, la dindmica de error puede ser escrita como

& = —kilg/P+BT (e (4.28)
& = —kopley PP 1B () , (4.29)

lo anterior tiene la misma estructura que (4.2). El teorerhamplica que para cualesquiera
valores dek; > 0 y ko > 0, y si B(t) cumple la condicion de EP, entonces ambpy &
convergen a cero en tiempo finito.

4.4. Ejemplos de simulacion

Como ilustracion de la aplicacion y el desarrollo del alfyoo propuesto en este capitulo,
se presentan dos ejemplos.

4.4.1. Estimacion de parametros en péndulo simple

Considere la dindmica del péndulo simple

X1 = X2 (4.30)

X2 = 01X2 + 62Sin(Xy) + 63U (4.31)

dondex; es el angulo con la linea verticat; es la velocidad angulag; = -k/m < 0,

6> = —g/l <0, #3 = 1/mP > 0 son constantes. Asuma que ambos estados son medibles y
qued = [91 , 62, 93] es el vector de parametros desconocidos. El estimador dmpaos
propuesto es
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-
‘.\‘l-' - v

o \ vy}

=

= i

E A

= — 0 No lineal
- - =9 Lineal |
"""" 6 Real

10 20 30 40

Tiempo (s)

Figura 4.3: Estimacion del parametda = —0.2 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal).

= —kilex|Psign(ex) + BT (x,u)6 (4.32)
—kolexl?PLsign(ex)B(x, u) (4.33)

Xo
0

whereey = X0 — X2 is the state erroB (X, u) = [xz , sin(xy) , u] es el regresof es el vector
de parametros estimados.

Para la simulacion los parametros han sido elegidos aameo-0.2, 6, = —10.9, 03 =
1.12. El comportamiento del algoritmo (clasico) lineal qoa 1, k; = 50, k> = 100, es com-
parado con el comportamiento del AGSO (no lineal) (4.2), p@n%, ki =50,k =100. La
sefal de entrada ha sido seleccionada com@sint) + 3sin(1Q), que asegura la condicién
de excitacion persistente.

La Fig. 4.3 muestra la convergencia de ambos algoritmosrahpetro reab; = —0.2.
De forma similar, las figuras 4.4 y 4.5 muestran la converigede los parametros a los
valores reales correspondientesy 03. Es claro que los términos no lineales en el AGSO
incrementan la velocidad de convergencia, asi los paramestimados alcanzan el valor
original en tiempo finito.

4.4.2. Estimacion del estado y parametros constantes

En el ejemplo anterior fue necesario medir ambos estadpesiaion angulak; y la ve-
locidad angulax, del péndulo, para identificar los parametros desconocBlingmbargo, en



4.4. Ejemplos de simulacion

5
— 0 No lineal
- - -0 Lineal
:% """" 0 Real
i _ |
S IR P
< e~ ao ..
15 10 20 30 40
Tiempo (s)

Figura 4.4: Estimacion del parameté = —10.9 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal).
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Figura 4.5: Estimacién del paramet# = 1.12 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal).

muchos casos los estados no directamente medible. En sestaecaonsiderara la velocidad
como el estado no medibles, por lo tanto se debera hacer usoagservador para obtener

un valor estimado de la velocidad, y después el estimadosdeai@metros del planta.
Moreno (2009) propone que el ASTG dado por
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(4.34)

5. >:A<1 = —Kkip1 (&x1) + Kos
Xos = —Kogp2 (Bx1) + BT (.Y, U, Ro5) 6

con

1 .
P1(ex1) = p1lexal? sign(exe) + poexa ,
2

My 3 1.
¢2(eq) = 71 sign(exy) + SH1H2 lexal2 sign(ex) + 158

y 1 >0, u2 > 0 con constantes no negativas arbitrarias, es posiblessst en tiempo finito
cuando so6lo es mediblg, y a pesar de la incertidumbre paramétrica del sistema.ddsain
valor estimados de xo y el estimador de parametros previamente disefiado se tiene,

5, - { xZ = —kslexalPsign(exz) + BT (t.y, U, %2s) 0 (4.35)

0 = —kapleal®PLsign(ex)B(t, Y, U, %os) |

es posible estimar, en tiempo finito, la velocidad angxgay los parametros del péndulo.
En (4.34-4.35)0 = %1 - X1 , €@ = Xop— Kos » BT (,Y,U, %) = [)?25, sin(xy) , u] es el
regresor con el valor estimadegs de xo.

Para la simulacion se considera que la velocidad es estipmada (4.34), conuy = 1,
u2 =1,k =2, ks =5. Como estimador paramétriéd (4.35) se considera otra vez el esti-
mador no lineal colz = 50,k4 = 100. Las figuras 4.6, 4.7 y 4.8 muestran el comportamiento
de las trayectorias generadas por los algoritmos para ldsnedrosd,, 62 andés, respec-
tivamente. Las figuras muestran que los pardmetros sonagkigren tiempo finito por el
algoritmo no lineal, y que se tiene un resultado similar astremlo cuando ambos estados
son medidos.

En este capitulo se present6 un estimador capaz de estirttgri@s(parametros en tiem-
po finito. La convergencia en tiempo finito se logré graciaasano linealidades parecidas al
AGSO. Debido a la estructura parecida de la dinamica de eartineal, al algoritmo clasi-
co (4.1), el nuevo algoritmo se puede usar en observadorestgotadores clasicos (como
se presenta en el siguiente capitulo). También, a causdalestgictura fue posible utilizar
en esencia el método clasico de convergencia, el cual selemmpto algunas técnicas para
poder concluir convergencia de las trayectorias soluc@faddinAmica de error a cero en
tiempo finito.
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Figura 4.6: Estimacion del parametfig = —0.2 con el algoritmolineal y el AGSO (no lineal), con sélo mégiic
de la posicion.
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Figura 4.7: Estimacién del parametréy = —10.9 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal), con solo
medicion de la posicién.
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Figura 4.8: Estimacion del parametsa = 1.12 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal), con sélo nodin
de la posicion.



Capitulo 5

Aplicacion al Control Adaptable por
Modelo de Referencia (CAMR)

En este capitulo se presenta una aplicacion del algorittimoador de parametros cons-
tantes. Con el objetivo de mejorar el tiempo de converggndale cierta robustez al Control
Adaptable por Modelo de Referencia (CAMR) clasico, se afiadgunas no linealidades a
la ley de control, las cuales se recuperan del AGSO (Moredidl ;2Moreno y Osorio, 2012).
En general se trata de obtener mejores propiedades de genvir del algoritmo clasico por
medio de las técnicas presentadas en el capitulo 4.

Uno de los propadsitos de desarrollar el estimador paracogiriesentado en el capitulo
anterior es heredar la propiedad de convergencia en tiemipm di todos los algoritmos que
utilizan el algoritmo de estimacion clasico (Narendra y As\Wwamy, 1989; Sastry y Bodson,
1989; loannou y Sun, 1996). Al igual que en el capitulo aotese cambia el error del estado
conocido por algunas no linealidades tomadas del AGSO.

En el presente capitulo se muestra una aplicacion del aigmestimador de multiples
parametros (capitulo 4) al problema de CAMR (seccion 24ngee no se presentan las
demostraciones de convergencia, por medio de simulacsenesiestra que al hacer la retro-
alimentacion no lineal, el tiempo de convergencia a losrealdeseados se ve disminuido en
comparacion con el algoritmo clasico.

5.1. Simulacion con Modelo de Referencia sin ceros

El controlador y la ley de adaptacion para el CAMR, mostraddaeseccion 2.4, se
modifican de la siguiente forma,

73
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Up =6" (Y)w— ki1 (er) sign(p*) (5.1a)
0(t) = -T2 (e1) wsign(p®) (5.1b)

dondee; =yp—Ym, Yy p* = % (ver seccion 2.4)

¢1(e1) = ledlPsign(er)

¢2(e1) = lea?Psign(ey)
Yy p es una constante a elegir en el intervalo.

Siky=0,p=1yI'=1serecuperael CAMR clasico (2.36-2.37). Los términosinans,

no Lipschitz extrages|Psign(e1) en ¢4, vy |e1l*® Lsign(er) en ¢ son capaces de acelerar el
error de seguimiente; y el error en los pardmetras aunque hay una idea general para
demostrar la convergencia en tiempo finito no se ha podidardgfsr completamente. La
principal contribucion de este capitulo es mostrar por mddiejemplos y simulaciones que
esquema de CAMR dado por (5.1a-5.1b) cumple que:

(5.2)

1. Todas las sefales de la planta en lazo cerrado estanasgtatlerror de seguimiento
€1 converge a cero asintéticamente con el tiempo para cualguieada de referencia
re¥le.

2. Sir es suficientemente rica de ordem, 2 € £, entonces el error paramétri(fﬂ):
|0 —6%| y el error de seguimiente; converge convergen mas rapido que el algoritmo
lineal, posiblemente en tiempo finito.

También se muestra que el lazo de control es robusto contiatpeciones aditivas en
el canal de control, i.e. perturbaciones acotadas querestral canal del control, causan un
error de control acotado.

Para comparar los controladores con términos lineales yosd@rminos no lineales pro-
puestos en esta investigacion, considere la planta de deguden (ya usada como ejemplo
en Narendra y Annaswamy (1989))

Kp(s+bo)
=——u

= . 5.3
L+ajs+ag | 3)

Yp

Los valores para las constantes desconocidas usadas snlagon sork, = 1,bg =1,
a1 =-3yag =1,y el signo d&y > 0 es conocido. El modelo de referencia esta dado por
1

Ym = mr . (54)



5.1. Simulacién con Modelo de Referencia sin ceros 75

Un controlador nominal que logra el objetivo dado por NarandAnnaswamy (1989);
loannou y Sun (1996)

Wl = —2Wp + Up, Wl(O) =0
W2 = =2Wp +Yp, W2(0)=0 (5.5)
Up = 61W1 + BoW> + 63yp + Cor

T T .
dondeH:[el 0 03 Co] ,w:[wl W2 Yp r] .y los valores nominales de los pa-

3 T T , .
rametros sol* = [9; 0, 0, cg] = [O, 6, -5, 1] . Se presentaran tres casos en sim-
ulacion.

5.1.1. Condiciones de excitacion persistente, sin pertualciones

Para las simulaciones la sefial de referendia sido seleccionada coma= 5coqt) +
10cog5t), esta es suficientemente rico para el sistema, asi que ekoggres persistente-
mente excitante. El Control Adaptable por Modelo de Refgeenlasico (lineal) esta dado
por (2.36-2.38), dondE se establecié como una matriz identidad de dimension 4. BIRA
(no lineal) esta dado por (5.1a-5.2), donde las gananciaarseeleccionado contg = 10 y
ko = 1. La figura 5.1 muestra la salida de referencia dada por etlogg (linea continua) y
la salida de la plantg, (linea punteada) con el esquema de CAMR (clasico), mielatfag.-
ra 5.2 muestra las mismas figuras para el CAMR (no lineal)y@sip. La figura 5.3 muestra
el error de seguimiente, = yp — ym para los esquemas de CAMR clasico (arriba) y el prop-
uesto (abajo). La variable de control correspondiegtee muestra en la figura 5.4. De estas
figuras es claro que el controlador (no lineal) propuestee@e muchos mas rapido que el
clasico. Mas aun, el parametro converge, como se muestefiyuta 5.5, es alcanzado en
tiempo finito y mucho mas rapida que el algoritmo clasico.

5.1.2. Condicién de excitacion persistente, con perturbames

Se mostro en la prueba del Teorema, que el algoritmo de CAMRirfeal) propuesto
(5.1a-5.2) es robusto contra perturbaciones aditivas enrgtol de entrada y en los para-
metros, debida por ejemplo a variaciones lentas en los drdsn Para ilustrar estas carac-
teristicas se ha hecho una simulacion con una perturbadigr= 5sin(6t), entrando en el
canal de control de la planta. La figura 5.6 muestra el errsedeimiente; = yp — ym para
los esquemas de CAMR clasico (arriba) y el propuesto (abBmklaro que los términos
adicionales no lineales del algoritmo propuesto conduagmexror de seguimiento mas pe-
quefio. Mas aun, la estimacion paramétrica (mostrada erulaftg7) es mas rapido para el
algoritmo propuesto que par el clasico. Es interesante gatpara el algoritmo no lineal la
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——Salida del Modelo de referencia

6l - - - Salida de la planta

N
== 1
I

(0] 5 10 15 20 25
Tiempo

Figura 5.1: Salida del modelo de referengig (linea continua) y salida de la plangg(linea punteada), con el
CAMR clasico, con sefal de referencia 5coqt) + 10 cog5t).

——Salida del modelo de referencia
61 - - - Salida de la planta

) 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 5.2: Salida del modelyn (linea continua) y salida de la plantg (linea punteada), con el CAMR no
lineal y sefial de referencia= 5cogt) + 10 cog5t).
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Error de seguimiento
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Error de seguimiento
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Figura 5.3: Error de seguimiente; =y, — ym para el CAMR cléasico (arriba) y el propuesto (abajo), corakefi
de referencia = 5coq(t) + 10 cog5t).

-30 — Control lineal
- - - Cotrol no lineal

—405 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 5.4: Control variableu, para CAMR clasico (linea continua) y el CAMR no lineal progtoe(linea
punteada) con sefial de referencia5 codt) + 10 cog5t).
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Tiempo

B)
?
\

Tiempo

—— Control lineal
— — - Control no lineal

"""" Valor nominal

Figura 5.5: Convergencia de la estimacion paramétrica a los valoréesrean sefal de referencia 5sin(t) +
-5andD)cy =1

10sin(St). A) 6 =0, B) 6 = 6, C) 65 =
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estimacion paramétrica oscila alrededor del valor vendaaeientras la estimacion tiene un
sesgo.

Error de seguimiento
o

Tiempo

Error de seguimiento
o

_3 L L L L
(o] 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 5.6: Error de seguimiente; = yp —ym para el CAMR clasico (arriba) y el no lineal (abajo), con defia
de referencia = 5cogt) + 10cog5t), y perturbaciomp(t) = 5sin(6t).

5.1.3. Ausencia de condicién de excitacion persistente

Es bien sabido que las propiedades del CAMR son débiles oudantbndicion de ex-
citacion persistente no es satisfecha. Para una sefallerrefa constante(t) = 6, la figura
5.8 muestra que salida de referencia dada por el moge(tinea continua) y la salida de
la plantayy, (linea punteada) con el esquema de CAMR (clasico), mietdar&sgura 5.19
muestra los mismos resultados para el CAMR (no lineal) pesfuu La variable de control
correspondientep se muestra en la figura 5.10. Es notable que la convergeno@AdéR
no lineal propuesto es mucho més rapida también es este caso.
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_50 ‘ ‘ | ——Control lineal
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Figura 5.7: Convergencia paramétrica a los valores reales con sefi@felemciar = 5sin(t) + 10sin(5t), y
perturbaciom(t) = 5Ssin(6t). A) 6; =0, B) 65 = 6, C)6; = -5 and D)c; = 1.
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Figura 5.8: Salida del modelgn, (linea continua) y salida de la plantg(linea punteada) con el CAMR cléasico,
y con sefial de referencia= 6.
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Figura 5.9: Salida del modelgn, (linea continua) y salida de la plangg (linea punteada) con el CAMR no
lineal, y sefial de referencia= 6.
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20

Control

! —— Control lineal .
‘ - - - Cotrol no lineal

5 10 15
Tiempo

Figura 5.10: Variable de controli, para el CAMR (linea continua) y el nolineal (linea punteasta) sefial de
referencia = 6.

5.2. Simulacion con Modelo de Referencia con ceros.

En este ejemplo se considera una modelo de referencia cos, p&ro se sigue conser-
vando el grado relativo 1. Considere la planta,

Kp(s+Db
- zp(—O)up. (5.6)
$+a;s+ap
Los valores constantes desconocidos usados en la simusmnk, = 1,bp=1,a; = -3y

ag = 1, y el signo de&kp > 0 es conocido. El modelo de referencia esta dado por

Yp

s+1
=—=.
?+5s+6
Un controlador nominal que alcanza el objetivo de seguitaidado por (2.33a, 2.33b, 5.1a),
T T .

dondeF =-1,0= [91 0> 03 co] , W= [wl W2 Yp r] , Y los valores nominales de los

, T T
parametros soé" = [9; 0, 05 CB] = [—1, 4, -8, 1] :

Al igual que en la seccion anterior se presentan tres esosrtaferentes de simulacion.

(5.7)

Ym

5.2.1. Condicién de excitacion persistente, sin perturbamnes

Para las simulaciones la sefal de referentia sido seleccionado come= 5sin(0.5t) +
10cog5t), tratando de hacer que sea suficientemente rica, de tal fgueal regresow
cumpla con la condicion de excitacidn persistente.
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El CAMR clasico (lineal) esta dado por (2.36), doridea sido establecido como la una
matriz identidad de dimensién 4. EIl CAMR propuesto (no lipeata dado por (5.1a-5.2),
donde la ganancia ha sido establecida c&me 15, y p ha sido seleccionada arbitrariamente
como%. Fig. 5.11 muestra el error de seguimieg{e- y, — ym para los esquemas de CAMR
clasico (arriba) y el propuesto (abajo). La corresponeieatiable de contral, se muestra
en la Fig. 5.12. De estas figuras, es claro que el algoritmuuasto en este trabajo (no lineal)
es mas rapido que el clasico. Para la convergencia paramétrostrada en la Fig. 5.13, se
tiene que el tiempo de convergencia es menor para el algonitnfineal en la mayoria de los
casos.

Error de seguimiento

Tiempo

Error de seguimiento
en]

20 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 5.11: Error de seguimiente; =y, — ym para el CAMR clasico (arriba) y el propuesto (abajo) con una
sefial de referencia= 5sin(0.5t) + 10 cog5t).

Salida de la planta con ruidd_a Fig. 5.14 muestra el error de seguimiento cuando una
sefal de ruido de aproximadamente 5% de la salida de la pgndéamado. Note que el
CAMR no lineal aun converge mas rapido que el lineal, y eltefde ruido una vez que se
establece la sefial es similar en ambos sistemas.

5.2.2. Condicién de excitacion persistente, con perturb&m

Con esta simulacién se muestra que el nuevo algoritmo pstpuyguede agregar ciertas
propiedades de robustez a la técnica donde se incorpoeeilstrar esta caracteristica, se
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Figura5.12:Variable de contrali, para el CAMR cléasico (linea continua) y el CAMR no lineal @apunteada)
con sefial de referencia= 5sin(0.5t) + 10 cog5t).

ha agregado una perturbacip(t) = 5sin(6t), que entra por el canal de entrada de la planta.
La Fig. 5.15 muestra el error de seguimieeic- yp — ym para el esquema de CAMR clasico
(arriba) y el propuesto (abajo). Es claro que los términoéneales del algoritmo propuesto
llevan a un error de seguimiento mas pequefio. Mas la estmaeiramétrica (mostrada en
la Fig. 5.16) es mas rapida para el algoritmo no lineal qua paclasico. Es interesante
notar que el algoritmo no lineal la sefal de estimacion péataca se aproxima mas al valor
nominal, mientras que la estimacion lineal tiene una degamas grande.

5.2.3. Ausencia de excitacion persistente

Es bien sabido que las propiedades de CAMR son debiles cdarmmdicion de ex-
citacion persistente no es satisfecha. Para una sefial efeneifa constante(t) = 1, Fig.
5.17, se muestra la referencia de salida dada por el mggi€lmea continua) y la salida de
la plantayp, (linea punteada) con el CAMR clasico, mientras en la Fig8 S muestran los
mismos resultados para el esquema no lineal propuestoriabhade controli, se muestra
en la Fig. 5.19. Cabe hacer notar que la convergencia deitatgono lineal también es mas
rapida en este caso.
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Sl —— Control lineal
0 5 10 15 2( - - - Control no lineal
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Figura 5.13: Convergencia parametrica a los valores reales con sefiafetemcia = 5sin(0.5t) + 10 sin(5t).
A) 6; = -1, B) 63 = 4,C)65 = —8 and D)cj = 1
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Figura 5.14: Error de seguimiente; = yp — ym para el CAMR clasico (arriba) y el propuesto (abajo), con una
amplitud maxima de ruido 0.25 sumada a la salida de la planta.
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Figura 5.15: Error de seguimient@, = y, — ym para el esquema de CAMR clasico (arriba) y el propuesto
(abajo), con sefial de referencia 5codt) + 10 cog5t), con perturbaciomp(t) = 5sin(6t).
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Figura 5.16: Convergencia paramétrica a los valores reales con sefafetemciar = 5sin(t) + 10sin(5t), y
perturbaciomp(t) = 5sin(6t). A) 6; = 0, B) 6; = 6, C)#; = -5 and D)cj = 1.
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Figura 5.17: Salida del modelgmn, (linea continua) y salida de la plaryg (linea punteada) con el CAMR
clasico, y con sefial de referencia constantel.
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Figura 5.18: Salida del modelyn, (linea continua) y salida de la plangg (linea punteada) con el CAMR no
lineal, y sefial de referencia= 1.
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Figura 5.19: Control up para el CAMR no lineal (linea continua) y el CAMR clasico @i punteada), con
sefal de referencia= 1.



90 Capitulo 5. Aplicacion al Control Adaptable por Modelo dddRencia (CAMR)




Capitulo 6

Conclusiones

Se disefiaron dos algoritmos con coeficientes variantes t@ngdo, cuyas trayectorias
solucion son capaces de converger en tiempo finito a val@ssodocidos de una sistema.
Estos algoritmos encuentran aplicacion en el area de estimparamétrica.

La convergencia en tiempo finito se logra al agregar no lidadés como las utilizadas
en el AGSO, a uno de los algoritmos de estimacion paraméidseos.

En primer lugar se logré desarrollar un algoritmo estimadkmun parametro variante
en el tiempo, el cual también se puede ver como una genaigdlizde observadores para
sistemas de segundo orden. Una de las porpieades int@&esi@néste nuevo sistema es la
robustez, ésta es heredada de las no linealidades discamtiel ST, y permite compensar
en ciertos casos las variaciones temporales del paramestinaar, haciendo que el nuevo
algoritmo converja exactamente y en tiempo finito al parénetriante desconocido.

La propiedad de convergencia en tiempo finito se mostro @&grde dos funciones de
Lyapunov, tomando la idea de sistemas hibridos, lo cual esé@owdo novedoso para el
estudio de convergencia de sistemas discontinuos. Dichasteacion también ensefia que la
discontinuidad robustece el algoritmo contra cierto tipgdrturbaciones, las cuales pueden
tomarse como variaciones temporales en el caso de estim@eigarametros.

El segundo algoritmo desarrollado es capaz de estimarptadtparametros constantes
en tiempo finito. El nuevo algoritmo se bas6 en un sistemacdae estimacion y las no
linealidades del AGSO. Para mostrar que las trayectoriasud®o algoritmo convergen en
tiempo finito, y establecer las condiciones bajo las cualéste, se retomo la teoria clasica
y se complemento con técnicas para el analisis de conveagedecAGSO. Por medio de
simulaciones se logro establecer que el nuevo algoritme ti@a velocidad de convergencia
mayor a la de los algoritmo lineales clasicos. Se mostro taégerimo se puede utilizar
en el problema de estimacion de parametros constantes, sotna hecho con uno de los
sistemas de estimacion clasicos. Siguiendo esta ideaisé alxhuevo estimador al problema
de CAMR, haciendo mas veloz la convergencia de la salida pgiaitda al sistema deseado,
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y proporcionando cierta robustez a la entrada de la planta.



Referencias

Adetola, V. y Guay, M. (2008). Finite-time parameter estiorain adaptive control of non-
linear systemslEEE Transactions on Automatic Contr&3(3), 807-811.

Anderson, B.D.O. (1977). Homogeneous exponential stalufilinear equations arising in
adaptive identificationlEEE Transactions on Automatic Contr@2(1), 83—88.

Astrom, K.J. y Furuta, K. (2000). Swinging up a pendulum bgrgg control. Automatica
36(2), 287-295.

Baccioti, A. y Rosier, L. (2001a)l.yapunov functions and stability in control theo&nd Ed.
New York. Springer-Verlang.

Baccioti, A. y Rosier, L. (2001b)Lyapunov functions and stability in control theorgnd
Ed. New York. Springer-Verlang.

Battista, H., Pico, J., Garelli, F., y Vignoni, A. (2011). &jific growth rate estimation in
(fed-) batch bioreactors using second-order sliding olegsrJournal of Process Contrql.
21, 1049-1055.

Besancon, G. (2000). Remarks on nonlinear adaptive obséesign. Systems» Control
Letters 41, 271-280.

Besancon, G. (2007Nonlinear Observers and Applicatiorspringer-Verlang, Berlin Hei-
delberg.

Boyd, S. y Vandenberghe, L. (2004 onvex Optimization Cambridge University Press,
Cambridge (UK).

Branicky, M.S. (1998). Multiple lyapunov functions and ethanalysis tools for switched
and hybrid systemdEEE Trans. on Automatic Controd3(4), 475-482.

Davila, A., Moreno, J.A., y Fridman, L. (2010). Variable gaisuper-twisting algorithm: A
lyapunov based desig@merican Control Conference - ACC 2010, Baltimore, USA

93



94 Referencias

Davila, J., Fridman, L., y Poznyak, A. (2006). Observatiad aentification of mechanical
systems via second order sliding modégernational Journal of Contrgl79(10), 1251
1262.

Davila, J., Fridman, L., y Levant, A. (2005). Second-orditisg-mode for mechanical
systemslEEE Transactions on Automatic Contr&l0(11), 1785-1789.

Dochain, D. (2003). State and parameter estimation in otedrand biochemical processes:
a tutorial. Journal of Process ContrplL3(8), 801-818.

Dong, L. y Leland, R.P. (2005). The adaptive control systém mems gyroscope with
time-varying rotation rate. Iimerican Control Conference - ACC20@Bortland, OR,
USA.

Dovifaaz, X., Outbib, R., Rachid, A., y Ouladsine, M. (2002)theoretical control strategy
for a diesel enginelournal of Dynamic Systems, Measurement and Cqrit&8, 453-457.

Ekramian, M., Sheikholeslam, F., Hosseinnia, S., y Yazdaah, M.J. (2013). Adaptive state
observer for lipschitz nonlinear systen®ystemsg- Control Letters 62(4), 319-323.

Filippov, A.F. (1988).Differential Equations with Discontinuous Righthand siM&athemat-
ics and its Applications (Soviet Series). Kluwer, Dordredthe Netherlands.

Fridman, L. y Levant, A. (2002). Higher order sliding modksJ.P. Barbot y W. Perruquetti
(eds.),Sliding Mode Control in Engineering3—-101. Marcel Dekker.

Gauthier, J.P., Hammouri, H., y Othman, S.A. (1992). A semgbserver for nonlinear sys-
tems.Aplications to bioreactors37, 2292—2299.

Gonzalez, T., Moreno, J.A., y Fridman, L. (2012). Variabdééngsuper-twisting sliding mode
control. IEEE Transactions on Automatic Contyél7(8), 2100-2105.

Hartman, M., Bauer, N., y Teel, A. (2010). A hybrid algoritHor finite time parameter
estimation.American Control Conference

Inouye, Y. (1977). On the observability of autonomous nozdir systemsJ. Math. Anal.
Appl, 60, 236—-247.

loannou, P.A. y Fidan, B. (2006\daptive Cotrol Tutorial Society for Industrial and Applied
Mathematics (SIAM).

loannou, P.A. y Sun, J. (1996Robust Adaptive ControlPrentice-Hall, Inc., Upper Saddle
River, NJ.



Referencias 95

Khalil, H.K. (2002). Nonlinear SystemsPrentice-Hall, Upsaddle River, New Jersey 3rd.
edition.

Krevaris, C., Hahn, J., y Chu, Y. (2013). Adavances and ssdaecen developments in state
and parameter estimatio@omputers and Chemical Engineerjrig., 111-123.

Levant, A. (1993). Sliding order and sliding accuracy inislg mode controlinternational
Journal of Contro) 58(6), 1247-1263.

Levant, A. (1998). Robust exactftBrentiation via sliding mode techniqueéAutomatica
34(3), 379-384.

Levant, A. (2003). Higher-order sliding modesffdrentiation and output-feedback control.
International Journal of Contrql76(910), 924-941.

Levant, A. (2005). Homogeneity approach to high-orderisjdnode design Automatica
41, 823-830.

Levant, A. (2007). Principles of 2-sliding mode desigmutomatica43, 576—586.

Levy, H. y Lessman, F. (1961Finite Difference EquationsThe Macmillan Company, New
York.

Liberzon, D. (2003) Switching in systems and contr@irkhausser Boston.

Marino, R. y Tomei, P. (1995)Nonlinear Control Design: Geometric, Adapti¢eRobust
Prentice Hall, London.

Moreno, J.A. (2009). A linear framework for the robust skapi analy-
sis of a generalized super-twisting algotihm. 2009 6th International Con-
ference on Electrical Engineering, Computing Science andtoatic Con-
trol (CCE 2009)(Formerly known as ICEEE)Toluca, México, 10-13. URL
http://ieeexplore.ieee.org/stamp/stamp. jsp?tp=&arnumber=5393477.

Moreno, J.A. (2011). Lyapunov approach for analysis andgdesf second order sliding
mode algorithms. In L. Fridman, J.A. Moreno, y R. Iriarteg9dSliding Modes after the
first decade of the 21st Centuighapter 4. Springer-Verlag.

Moreno, J.A. (2012). A lyapunov approach to output feedbaarkirol using second order
sliding modesIMA Journal of Mathematical Control and Information.

Moreno, J.A. (2013). On discontinuous observers for secoddr systems: Properties, anal-
ysis and design. In B. Bandyopadhyay y S.K. Janardhanan)(ddb/ances in Sliding



96 Referencias

Mode Control - Concepts, Theory and Implementatigsnlume 440 ofLecture Notes in
Control and Information Sciences (LNC]2%3-265. Springer - Verlag.

Moreno, J.A. y Osorio, M. (2008). A lyapunov aproach to setorder sliding mode con-
trollers and observerd.7th IEEE Conference on Decision and Cont®DC, 2856—2861.

Moreno, J.A. y Osorio, M. (2012). Strict lyapunov functidios super-twisting algorithm.
IEEE Transactions on Automatic Conty&i7(4), 1035-1040.

Morgan, A.P. y Narendra, K.S. (1977a). On the stability aizastonomous dierential equa-
tions X = [A+ B(t)] x, with skew symmetric matriB(t)*. SIAM J. Control and Optimiza-
tion, 15(1), 163-176.

Morgan, A.P. y Narendra, K.S. (1977b). On the uniform asytipstability of certain nonau-
tonomous linear dierential equationsSIAM J. Control and Optimizatiqrl5, 5-24.

M’Sirdi, N.K., Rabhi, A., Fridman, L., Davila, J., y Delanné (2008). Second order sliding
mode observer for estimation of vehicle dynamic parametatsJ. Vehicle Desigmi80,
190-207.

Narendra, K.S. y Annaswamy, A. (198%table Adaptive Systenfarentice Hall, Englewood
Cliffs, NJ.

Nijmeijer, H. y van der Schaft (1990)Nonlinear Dynamical Control SystemsSpringer-
VerlSpringer-Verlag Inc.

Orlov, Y. (2005). Finite time stability and robust contrginshesis of uncertain switched
systemsSIAM Journal of Control and Optimizatipa3(4), 1253-1271.

Orlov, Y. (2009).Discontinuous ControlSpringer, Berlin.

Poznyak, A.S. (2008)Advanced Mathematical Tools for Automatic Control Engise¥ol
1: Deterministic Techniqueglsevier, Amsterdam.

Raol, J., Girija, G., y Singh, J. (2004)Modeling and Parameter Estimation of Dynamic
Systems Number 65 in Control engineering series. The InstitutiorEhgineering and
Technology, London, United Kingdom.

Sastry, S. y Bodson, M. (1989)Adaptive Control Stability. Convergence and Robustness
Prentice Hall, Englewood Gtfis, NJ.

Slotine, J.J.E. y Li, W. (1991)Applied Nonlinear Control Prentice Hall, Englewood Gfs,
NJ.



Referencias 97

Tyukin, LY., Steur, E., Nijmeijer, H., y van Leeuwen, C. (&). Adaptive observers and
parameter estimation for a class of systems nonlinear ipdremetersAutomatica49(8),
2409-2423.

Vargas, A., Moreno, J., y Zeitz, M. (2002). Order extensiémanlinear systems for ob-
server design under reduced observabilitylAAC 15th Triennial World Congres$FAC,
Barcelona, Spain.

Vargas Casillas, A. (2002)Disefio de observadores para sistemas no lineales con condi-
ciones reducidas de observabilidadPh.D. thesis, Universidad Nacional Autbnoma de
México.

Villanueva, J. y Alvarez-Icaza, L. (2009). Mode wind turbimechanical power by friction
effects. International Journal of Modeling, Identification and Caouit, 6(3), 205-212.

Zeitz, M. (1984). Observability canonical (phase-varglbbrm for nonlinear time-vaiable
systemsint. J. Systems Sciencks, 949-958.



