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FACULTAD DE !NGEt:!ERJA 

U, N, A, M,. 

DJV¡SJON DE CIENCIAS BASICAS 

PROGRAt•.A DE SUPERAC!Oll CEL PERSG::,;L ACA::::E:·:: :o 

SEI':I liAR! O SOS RE TEI"AS SELECTOS DE SUCES 1 OiiiS Y SER 1 ES 

A QUJG; \'A DIRIGIDO: 

A los p~~:-"'sores del Departa~ento de t',ater.<Hicas Básicas. 

OBJETIVO: 

Propiciar el análisis y la discusión sobre el tema de Suc~siones y Series, tanto en lo 

·que a $U marco te.órico se refiere, como a sus aplicaciones, con el fin de trabaj<.~r por 

la superación ¡¡cadémica de los docentes que· abordan en su cátedra dic"ho tema matemdtico. 

DURACJON: !8 horas· 

• FECf::·.s: 7, 9,11, 14, 16 y 18 de noviembre 

- HORARIO: de 17:00 a 20:00 horas 

- LUGAR: 

.r,Po t'AXH:O: 

Salón -125 ~el Edificio Anex~ de la Facultad de Ingenieda. 

20 participantes 

PROFESC.~.ES: 

ESTEB,;;¡ At~BRJZ REYES 

PABLO G;.n.crA Y COLO/•IE 

CARLOS G. VErlEG,\5 ESPH:Qz,; 

COORO!t:AOOR: 

ltiG. PABLO GARCIA Y COL0t·1E 

TH!ARIO: 
' 

Pan~ra~a llis~érico de hs s~cc~iones y Series -lnfir.itas. 

Algebra y_PropiedaGes de las Series. 

Criterios para la determinación del Carácter de una Serie. 

Sucesiones y Series de Funciones. Desarrollo en Series de Potencias . 

• ~:ateriJl Didáctico sobre Sucesiones y Series.· 

(f¡'lplic~cicr.es. Pl~~.!~i~ íc~nclusiones). 
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SERIES INFINITAS 
. _;: . 
• 

PERSPECTIVA HISTORICA 
.- . ·' 

. lAs SERIES INFtNITAS, DESDE El SIGLO XVIII HASTA LA FECHA,SE 

_CONSIDERAN C0/~0 UNA PARTE ESENCIAL DEL CALCULO, 

. ·. SIN EMBARGO·, SE CONOCEN ESTUDIOS Y APORTACIONES AL TEMA DE 

.LAS SERIES INFINITAS AÚN ANTES DE LA ERA CRISTIANA, 

BASTE CITAR AL ILUSTRE PENSADOR Y FILÓSOFO ARISTÓTELES, QUIEN 

MÁS DE 300 AÑOS ANTES DE CRISTO, YA RECONOCÍA QUE TODA PROGRES!Ói>: 

GEOMÉTRICA CUYA RAZÓN FUERA 1'1EIIOR QUE UNO, TENIA SUMA, 

ÜTRO HECHO DIGNO DE MENC!Ó~ ES QUE SI LEIBNIZ, EN 167q OBTU

VO LA FAMOSA."SERIE DE + 
.. 

-· .. 

NECESITABA MÁS DE lQQ,QQQ TÉRMINOS PARA LLEGAR AL VALOR DE 1f CON 
' 

LA PRECISIÓN ALCANZADA, 200 AÑOS ANTES DE CRISTO, POR AROUII·\IDES. 

; .. 
'HABLANDO NUEVAMENTE DEL SIGLO XVIII, TANTO NEWTON COMO LEIBNIZ . -. 

-SE DIERON CUENTA DE QUE LOS FUNDAMENTOS DE LA TEáRfA QUE ELLOS AYJJ. 

DARON A CREAR ESTABAN EXPUESTOS EN FORMA POBRE E INADECUADA, 

EN ESPECIAL NEWTON PARECÍA ESTAR CONSCIENTE DE LA SER,lEDAD 

DE LAS DIFICULTADES Y DE LA FALTA DE CONSISTENCIA CONTENIDA EN 

SUS ESFUERZOS PARA EXPLICAR LAS BASES LÓGICAS DEL (ÁLCULC, A PE

SAR DE QUE HUBO ~1ATEMÁTICOS EN El SIGLO XVIII QUIENES HICIERON 

TENTATIVAS PARA SUPLIR EL RIGOR QUE FALTABA, LA MAYOR PARTE DE LOS 

TALENTOS MATEI·\ÁTICOS DE LA ~POCA, ESTABAN OCUPADOS EN LA TAREA DE 

• 
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LA EXPANSIÓN Y REFINAMIENTO DE LA ,....ETODOLOGfA DEL CÁLcuLo EN LUGAR 

DE PREOCUPARSE SOBRE LA SOLIDEZ DE SUS FUNDAME~lTOS LÓGICOS, 

lA r.AYOR PARTE DE ESTA EXPANSIÓN DE ·LA 11ETODOLOG!A OEPENOfA 

DIRECTA11ENTE DEL USO DE SERIES INFINITAS, EL RIGOR QUE FALTABA 

FUE FINALMENTE OBTENIDO EN EL SIGLO XVI X lN GRAN PARTE COMO RES

. PUESTA A LA INCONSISTENCIA Y PARADOJAS EN LA TEORÍA DE LAS SERIES 

INFWITAS QUE YA NO -poo!Ml SEGUIR.SIE~:CO lGflORA~AS SI El DESARRO-

LLO DEL CALCULO DEBlA SEGUIR, 

:ENTRE LOS f·lÁS IMPORTAIHES CONTRIBUIDORES AL DESARROLLO DE LOS 

M¡;TODOS DEL (ÁLCliLO ESTABN LOS TRES MATEMÁTICOS SUIZOS JACOBO BER 
NOULLI (165lJ-l705J, SU HERMANO JOHANN. (1667-17lJ8) Y LEONARDO EULER 

(1707-1783), MuCHoS· DE SUS TRABAJOS Cot1PREtlDIAN LA.REPRESENTA

CIÓN DE FUNCIONES CON SERIES INFINJTA$ CON EL OBJETO DE INTEGRAR 

LAS Y DIFERENCIARLAS, EN PARTICULAR, ESTE MÉTODO ERA EL STANDARD 

PARA TRATAR LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS, EXPONENCIALES Y LOGA

RÍTMICAS EN ESE TIENPO, 

los DOS HERMANOS BERNOULLI TENIAN UNA CORRESPONDENCIA REGU-

. LAR CON LEIBNIZ Y CADA" UNO HIZO UNA CONTRIBUCIÓN AL INTERPRETAR Y 
. . . 

COMPLETAR LOS DETALLES EN CALCULO QUE LEIBNIZ GARll,BATEABA Et-: PAPE. 

. LES, 

HUBO UNA DISPUTA FAI10SA ENTRE AMBOS HERMANOS, CUANDO JOHANN 

. -PRESENTÓ ALGUNOS RESULTADOS COMO SUYOS QUE JACOBO LE HABlA CO:·lUNl 

CADO, CUANDO JACOEO LO SUPO FUE REciPROCA SU ACCIÓN Y'SE HIZO 

ACREDJTAR ALGUNOS DE LOS TRABAJOS DE JOHANN, TAL VEZ AL FIN SE 

HIZO JUSTICIA, YA QUE UNO DE LOS MÁS FINOS DESCUBRIMIENTOS DE 

JOHANN ES AHORA co~;oCIDO COI·iO LA REGLA DE l'HOPJTAL, HADI~NDOSE 

DADO EL CRÉDITO EN FOR11A EQUIVOCADA AL BENEFACTOR DE JOHA~;~l, 

L'HoPITAL, 
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EULER FUE UNO DE LOS MATEMÁTICOS MÁS PROLfFICOS (SUS TRA3A~·:S 

LLENAN MÁS DE SIETE VOLÚMENES) Y 'UNO DE LOS r.'.ÁS CAPACES, Tuvo 

LA BUENA SUERTE DE SER EDUCAI:O EN MATEMÁTICAS POR JOHANN BERNCUL...I, 

EULER ERA DOTADO DE UNA ME/10RIA MÁS QUE EXCELENTE, Y A PESAR DE 

QUE ESTUVO COMPLETM1ENTE CIEGO LOS ÚLTiMOS 17 ANOS DE SU VIO..\, C:~ 

·TRATÓ UNA SECRETARIA QUE ESCRIBIERA SUS DESCUBRIMIENTOS y MÁS tE 

qQQ DE SUS E~:sA-fos FUERON ESCR!TOS DURANTE ESOS MlÓS, 

·EL cAt1Po DE TRABAJO.DE EuLER cuBRfA TODAS .lAS MATEt1ÁTicAs e~ 
-. NOCIDAS HASTA AHORA, EN 1755 ESCRIBIÓ EL PRIMER LIBRO RAZONA3~· 

MENTE COMPLETO DE CALCULO DIFERENCIAL Y A CONTINUACIÓN EN 1768-l-¡Q 
UN TEXTO DE TRES VOLÚMENES EN CALCULO INTEGRAL, 

A-TRAVÉS DE ESTOS LIBROS POPULARES, SUS NUt'.EROSOS ENSAYOS Y 

CORRESPONDENCIA, EULER TUVO UNA INFLUENCIA SIN LÍMITE EN EL DEs..;=RQ. 

LLO DEL CÁLCULO,. 
. 

DURAflTE EL 'siGLO XVIII El CÁLCULO ERA VISTO ESENCIALMENTE C(,•:o 

. UNA EXTENSIÓN DEL ALGEBRA HECHA ~STA POR EL USO Y MANIPULEO DE U,, 

SERIES INFINITAS, SIN E~\BARGO, AÚN .EULER, QUE MANEJABA-TODO 

-ESTO CON MAYOR ~XITO QUE NINGUNO, -NO TENIA ~~~TODO PARA" MAl! ZAR 

LA CONVERGENCIA O LA DIVERGENCIA DE LAS SERIES, Y ABUNDABA BAS

TANTE CONFUSIÓN ACERCA DEL PAPEL PROPIO DE LAS SERIES HlFWITAS, 

los CONCEPTOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA QUE EXISTEN HOY 

EN D{A NO FUERON DEFINIDOS CLARMENTE HASTA PRINCIPIO J¡EL SIGLO 

XIX EN LOS TRABAJOS DEL GRAN MATE:~ÁTICO FRANC~S AUSTIN (AUCHY 

·.v EL CHEco::sLOVACO BERHARD BoLZANO. ALGUNOS OTROS HICIEROtl Ce-~ 

TRIBUCICNES I~lPORTANTES PERO ESTOS DOS H0,'1BRES FUERON LOS PRWEi'.:3 

EN DAR EL CONCEPTO DE QUE LA SUi-',A DE UNA SERIE ERA El Lfl·t!TE r;E . . 
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LA SUCESIÓN DE SUS SUMAS PARCIALES;· EL. HECHO DE QUE TRANSCURRl~ 

RON 150 AflOS ENTRE EL USO DE NEWTON DE SU TEOREMA DEL Blii01110 P8. 

RA DESARROLLAR U11A FUNC!ÓII EN UNA SERIE INFINITA E IriTEGRAR TÉRMl 

NO A TÉR~111W Y WlA ACEPTABLE DEFINICIÓN DE LA SW1A DF. UNA SERIE, 

INDICA QUE DUROS FUERON LOS CONCEPTOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGE/l

. CIA. 

CLASES DE SERJES.- CoMo NO TIENE Lli11TE EL NOI~ERO oe ~1At!ERAS 

EN QUE PODEMOS TEI\ER UNA SUCESIÓN DE TÉR~i!NOS DESARROLLÁNDOSE DE 

ACUERDO CON UNA LEY1 RESULTA ILII11TADA LA CLASE DE SERIES O PROGR~ 

SIONES QUE PUEDEfJ FORMARSE, SiN EI".BARGO, RESULTA PEQUEflO EL tJÚ

MERO DE ELLAS QUE HAN MERECIDO UNA ATEI:CIÓN SERIA EN m,TEi·',ÁTlCAS, 

PRIMERO LLAMARON LA ATENCIÓN LAS SER!fS ARJW,ÉTICAS Y GEOMÉTRICAS, 

DESPU~S DE LAS CUALES, LOS GRIEGOS HitiERON SURGIR LAS SERIES ARo"Q. 
. 

NICAS, EN LA ANTIGUEDAD ESTAS TRES FUERON LAS QUE SE ESTUDIARON. 

BOETHIUS (c,510) NOS RELATA QUE LOS PRIMEROS GRIEGOS CONOCIAN ESTAS 
. . . 

·-:· TRES Y QUE MÁS TARDE OTROS MATEi~oÁTICOS PROPUSIERON OTRAS TRES QUE 
. 

NO TIENEN NOMBRES ESPECIFICO$, ., '• 
. ·";--· 

ÜCASIONAL~iENTE SE. MENCIONÓ OTRA CLASE ESPECIAL DE SERIES, CQ. 

·-MO CUANDO STIFEL HABLA DE "LA PROGRESIÓN ASTRONÓ~\ICA" 
.... ---·------ ----- ..... . 
1'. 1 ___l__ ''' U"A DE LAS POCAS SERIES O",CREC!Ei1TES EN LOS · • fio • 350IJ • " 

- · .. PRIMEROS LIBROS EUROPEOS, 

lA MAYOR PARTE DE LOS ESCRITORES HINDÚES· USARON SOLA<·\ENTE DOS 

SERIES ELE~iENTALES, PERO BRAHi·\AGUPTA (c,628), f.AHAVIRA (c,85Q) Y 

BHASKARA (c,l15Q) COflSIDERAROll TODOS LOS CASOS DE LAS SUMAS CE 

CUADRADOS Y CUBOS, los ESCRITORES ARABES Y.--JUD!OS TM\B!Ül SE Fl 

JARON EN ESTE TIPO, 

.--:-···----
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TRATADO r·;EDIEVAL DE sERIES.- EN Los TRABAJos MEDIEVALEs se coNsl. 

DERABAN A LAS SERIES ASCENDEtnES, AUNQUE AHMES, ARoUfMIDES Y ALG),{ 

NOS ESCRITORES CHINOS USARON DESCENDENTES MUCHO ANTES, los ESCRl 

lORES RENACENTISTAS S!GUJEROtl LA MlSI"oA LltlEA, 

' SIN EMBARGO, ANTES DEL SIGLO XVI JI Sr: USÓ LA CLASIF!CAC!Ó~/ 

-.DE NATURAL, NO NATURAL, CONTINUA Y DISCONTINUA, _USANDO ESTOS T~R

. MINOS. EN _UNA FORMA BASTANTE LIBRE POR- LOS PRIMEROS AUTORES, PoR 

"EJEMPLO: LA SERIE l, 2, 3.,,, FUE LLAMADA UNA SERIE NATURAL DE LA 

QUE TENEI·tOS LA EXPRESIÓN "SERIE NATURAL DE NÚt',EROS", UNA PROGRI 

SIÓN DISCotiTINUA ERA UNA EN QUE LA DIFERENCIA NO ERA LA UNIDAD, 

NOMBRES DE LAS SERIES.- EL NOMBRE GRIEGO DE LAS SERIES USADO POR 

LOS PRIMEROS PITAGÓRICOS ERA EK'THES!S LiTERALMENTE "ALGO QUE 58. 

LE", Y EL NOr~.BRE DE UN T~RMINO DE LA SERIE ERA HOR'OS LJTERAL/',EN

TE"UNA FRONTERA" BoETiiiUS[C,510) COMO LOS OTROS ESCRITORES LATINOS, 

USÓ LA PALABRA PROGRESSIO Y SE ACOSTU.'iBRÓ AS! HASTA TIB1POS /',ODER 

NOS, 

los AUTORES TEUTÓNICOS SIGUIERON SU PLAN DE EVITAR NOKBRES BA 

SADOS EN EL LATIN Y AS! ENCotiTRAt',OS VARIOS T~RI·\ÍNOS USADOS POR LOS 

- --MATEMÁÚCOS HOLANDESES Y ALEI·\AilES, 

fL CAMBIO DE Nat1BRE "SERIES"PARECE DEBIDO A LOS ESCRITORES 

.--DEL SIGLO XVII, . PoR EJEMPLO JAMES GREGORY AL ESCRIBIR EN 1671, 

HABLA DE "SERIES INFINITAS" Y FUE EN CONEXIÓN CON SUCESIONES INFl 

NITAS QUE EL TÉRMitW SE USÓ PRI~\ERO POR LOS ALGEBRISTAS BRITÁtll-

COS, YA MÁS TARDE EN 1693, WALLIS EN SU ÁLGEBRA USA LA EXPRES!ÓN 

"PROGRESIONES INFINITAS" POR SERIES INFINITAS, 
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EXTENSI01L- A PESAR DE QUE LAS SERIES ERAN CONSIDERADAS COMO UNA· 

DE LAS OPERACIONES FUti!JAi1ErHALES,SE LE PRESTÓ POCA ATEflCIÓN EN ~ 

LOS PRIMEROS LIBROS JI.",PRESOS, Tzi'ÚVEL (1505) POR EJE,".PLO, Tlf_ --

NE SGLO 32 RENGLONES PARA PROGRES!otlES ARimÉTJCAS Y GEO/',ÉTRICAS 

INCLUYENDO DEFINICIÓN Y REGLAS,. MIENTRAS QUE HUSWIRT (1501) rES!~ 

NA UNA SOLA PÁGINA Y DIGGES (1572) SOLO DOS PÁGINAS, 

(AS! TODOS LOS PRII1EROS AUTORES Ll~\ITARON SU TRABAJO A ENCOll 

TRAR LA SUMA DE LAS SERIES, AUNQUE ALGUNOS DIERON UNA REGLA PARA 

ENCONTRAR EL ÚLTI/10 TÉRI11N<J DE UNA SERIE AR!HtÉTICA Y GEO~~ÉTR!CA. 

CON ESTOS AUTORES NO SE JUSTIFICABA LA REG~A, SIMPLEMENTE SE DABA, 

FUE SOLAMEtHE CON UiiA SIMBOLOGIA ~;EJOR QUE Elt EL SIGLO XV! 1 

SE DISCUTIERON LOS CASOS, Y EL DESARROLLO DE LAS REGLAS SE HIZO 

MÁS SIMPLE, 

RELACION A LA PROPORCION,- · los AUTOf!ES ANTIGuos coNECTARON LAs 

PROGRESIONES CON LA PROPORCIÓN O MÁS BIEN. CON LA PROPORCIONALIDAD 

. PARA USAR Ut~ NOt·;BRE QUE YA ERA POPULAR Y APLICARON LOS 1':0~1BRES 

"ARITI·tÉTICA", "GEOi1ETRíA" Y "AR/1ÓNICA" A CADA UNA . ALGUNOS DE 

.Lcis PRI~'<EROS LlBROS DEClAII QUE UNA PROPORCIÓN ES MERAM!::tiTE UNA 
. 

PROGRESIÓN DE CUATRO TÉRHINOS, 

.SERIES ARITNETICAS,- EL PRI~IER CciNOCI~t!ENTO QUE SE TJENE DE UNA 

··sERIE AR!HIÉTICA COi10 TAL,_ESTÁ EN EL PAPIRO AH~IES (e, 1550 A,(.) 

EN DONDE SE DAN DOS PROBLE~tAS CON UNA SUCESIÓN, 

> 
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CONECC!Otl CON NUi·"EROS POLIGOiiALES.- Los GRIEGOS coNocfAN LA TE(· 

RIA DE LAS SERIES AR!Tr-'.ÉT!CAS, PERO LA TRATABAN RELACIO~JADA COt'l 

LOS NÚI1EROS POL!GONALES, . PoR EJEI'<PLO LOS PRH\EROS CUATRO NÚ,':E

ROS TRJM!GULARES SON: 

• 
• • • 

• . ' . . •· ·• • • • 
• • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • . • • 

3 6 10 15 

Es EVIOEtlTE QUE CADA tlÚI~ERO TR!NGULA!': ES LA SUMA DE LA SER:::: 

" J.: n Y QUE LOS GRIEGOS CONOCfAil ESTA REGLA PARA LA SU,~'oATOR!A. 

' 

·TRABAJO DE LOS CHiflOS SOBRE SERIES.- -No SE ENCUENTRA tHNGÚN 1~r:::~ 

TO DE OBTENER LA SUI',A DE UNA SERIE ARJmfTICA O GEOMÉTRICA EN LC-' 

PRIMEROS TRABAJOS CHINOS. EN EL \~U-TS 1 AO SUAN-KING ESCRITO AL 

PRINCIPIO DE LA ERA CRISTIANA, O POSIBLEI·IENTE ANTES. ENCOiiTRM:CS 

El SIGUIENTE PROBLE/1A: 

-HAY UNA MUJER QUE TEJE 5 PIES EL PRJ/·IER OlA, Y SU TEJER DISHINU'l:: 

·ofA TRAS DIA HASTA QUE EN EL ÚLTIMO DfA, ELLA TEJE UN PIE, Si !-'.~ 

TRABAJADO 30 DfAS, CUANTO HA TEJIDO EN TOTAL." 

EL AUTOR DESCONOCIDO DA EtnONCES ESTA REGLA: SUM!: LO QUE 1;_ 

JfÓ EL PRI/i,ER DfA Y EL ÚLTH\0, T011E LA MITAD DE LA SUHA Y f",ULTI

PLIQUE POR EL tlÚ~<ERO" DE DI AS, 

RESULTA ¡r:TERESANTE VER QUE ESTE ANTIGUO PROBLEMA C!-:!110 GUE 

ENCOIITRA.':OS, ES Cm·:O EL DEL SEGUNDO CASO DEL PAPIRO fln:·:ES, UN.O C:.S 

COMPREtlDE SERIES DESCENDENTES, 



- 8 

EN EUROPA LA REGLA PARA LA SUP.A ERA LA M!S~1A QUE EN EL ÜRIEN 

' TE, CON LA DIFEREt:CIA DE IDIOMAS ·y OCASIONAU\ENTE FUE PUSSTO EN 

VERSO PARA I~E/~ORIZARSE, 

lA REGLA PARA ENCONT~AR UN TÉR/11110 ESPECfFICO FlJE DhDA POR 

-CARDAN EN SU PRÁCTICA (1539) Y POR (LAVIU:: EN SU EPJTOI·<E {1583), 

- <' 

SERIES GEOi·lTRICAS.- Los PRli1ERos EJEI1PLos oe SERIES GEONÉTRICAS 

ENCONTRADAS SE DEBEN A LOS BABILONIOS (e, 2000 A,(,) Y AÚN EX!~ 

TEN ALGUNAS TABLAS CON ESTOS EJE.I',PLOS. EL PRl/'.ER PROELE:·<A SOBr\E 

ESTE TEMA QUE SE ENCOIITRÓ EN LAS MATE.'-:ÁTICAS EGIPCIAS ESTÁ EN EL 

PAPIRO AHI-'.ES Ce, 1550 A.C.), 

Es INTERESANTE OBSERVAR QUE SE ENCOJHRÓ UN PROBLE.'".A SH\ILIIR 

DADO POR fiBO/lACCI (1202) Y QUE SE RESOLVIÓ EN FORMA BASTANTE SJ;. 

MEJANTE, 

los GRIEGOS TENfAN REGLAS PARA SUI·tAR TALES SERIES Y EUCLIDES 

DlÓ UNA QUE PUEDE EXPRESARSE C0/10 SIGUE: 

. "" . 

QUE EQUIVALE A 

ar - a 

• 
.. DE DONDE SALDRÍA NUESTRA FÓRMULA COI•iÚI; 

" . ar • a 
' - 1 
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los HINDúES MOSTRARON SU HITER~S EN SERIES GEOMÉTRICAS PRIN-

·CIPALI1ENTE EN LOS PRCBLEV.AS DE SUNATORIA, 

TOMÓ DE BHASKARA (e, 1150), 
EL PROBLEMA TfPICO SE 

. los ÁRABES APARENTEMENTE OBTUVIERON LA REGLA DE LA SU~1ATOR !A 

DE LOS GRIEGOS Y APARECE EN UNA FORMA INTERESANTE EN EL TABLERO 

DE AJEDREZ EN LOS TRABAJOS DE ALBERUNI (e, lQQQf, 

LA REGLA EUROPEA ViEDIEVAl.- Los ESCRITORES f',EDIEVALES APARENTE~~Ell 

TE OBTUVIERON LA REGLA DE LOS ÁRABES, YA QUE APARECE EN liBER A38. 

Cl DE FIBONACC! (1202), EL PRIMER TRATADO f>'oODERNO DEL CASO SE 

ENCONTRÓ EN EL ÜLGORITHi1US DE INTEGRIS (1410) DE PROSDOCJ,"iC. DE 

BELDAr1ANDI' EL TRATADO DE PROSDOCJ/10 ES COMO SIGUE: 

1 n-1 n-1 a+ ar + ar + ••• + ar • ar + 

,_, 
ar - a 

' - 1 

QUE ES UN POCO ~1ÁS CO~\PLICADO QUE NUESTRA FÓRMULA OROI!~ARIA, lA 

MISI·tA REGLA SE DIÓ POR PEURBACH, ·ESTÁ DADO POR (HUQUET (1484) 

. EN LA F0Rt1A o-1 rar - a 
S.. r-1 

- --· 

Y ESTE ES EL PLAN USADO POR S!~:oN JACOB {1560), (LAVIUS <1583) 

Y OTROS, STIFEL (15~4) DIÓ LA REGLA EN LA FORI·\A 

( n-1 ) 
S•-rar -a a 

ar - a 

UN ~ttTODO USADO POR TARTAGLIA (1556), A PESAR DE QUE PREFERIRlA 

El QUE DIÓ PROSDOC!~iO DE BELDA:·lANDI. 

EL TIPO CO~\ÚN DE PROBLE~\AS DE ROMPECABEZ,~S DE SERIES, QUE RE. 

CORRE TODA LA LITERATURA DE LA f>'.ATERIA DESDE LA ÉPOCA DE LOS HIN

DÚES HASTA EL SIGLO XIX, PUEDE RESUi·1lRSE EN EL SIGU!Et;TE Et;UtiCIADO 
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DE BAKER {1568): nUN MERCADER HA VENDIDO 15 YARDAS DE SATT!N, LA 

PRIMERA YARDA EN 1$ LA SEGUNDA EN 2S LA TERCERA EN 4§ LA CUARTA 

EN g$ Y A~f AUMEtiTAflDO DUPLICÁNDOSE EN LA PROG.RESIÓN GEOI"~TRJCA" 
OBTENIÉ/lDOSE AS! EL COSTO REQUERIDO, 

ÜTRO PROBLE11A RELATA LA COMPRA DE ÁPBOLES DE DURAZNO EN El 

CUAL EL VALOR DE LOS ÁRBOLES AUMENTA EN UNA SERIE GE0t1.ÉTRICA O EN 

LA COMPRA DE UN NÚ/"ERO DE CASTILLOS EN EL MIS/·10 PLAN, SE MENCIQ. 

NAN PROBLEHAS DE ESTA CLASE, l'oÁS TARDE, 

lA PRII-'oERA SERIE INFINITA QUE SE SUPO QUE FUE SUMADA ES LA DA 

DA POR ARoUfr1IDES (e, 225 A,(,) EN SU CUADRATURA DE LA PARÁBOLA, 

lA SERIE SU11ADA ES: 

1 • + . +J' ... · · +r · ... 
lA FÓRI1ULA GENERAL PARA SUMAR SERIES INFINITAS 

n, ar , " ar , ... conr<1 

FUE DADA POR VICTA (e, 1590), 1 

SERIES IIRHON!CAS.- PITÁGORAS y su ESCUELA PRESTÓ MUCHA ATEnCIÓN 

AL CULTIVO DE LA t·tÚSICA, NO SOLO COt·tO UN ~tEDIO DE EXCITAR O DOMI

NAR LAS PASIONES SINO CONO UNA CIENCIA ABSTRACTA. ESTO CONDUJO A 

Y ESTABA CONECTADO CON EL DESCUBRH\IENTO HtPORTANTE DE LA RELA

CIÓN DEL TONO CON LA LONGITUD DE LA CUERDA QUE VIBRA Y POR LO TA1i 

TOA LA INTRODUCCIÓN DE LA PROPORCIÓN ARt·\ÓNICA QUE ESCRITORES POS. 

TERIORES DESf,RROLLAROtl EN SERIES ARNÓN!CAS, 
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SERIES ELEVADAS.- EL PRI~ER uso QUE SE HIZO DE SERIES AR!Tl1ÉT!CAS 

DE ORDEN ELEVADO FUERON CASOS ESPECIALES. LAS SERIES DE CUADRA-

DOS FUERON LAS PRIMEROS EN LLAMAR LA ATENCIÓN, ARauii1IDES USÓ 

LA GEOI1ETR fA PARA DEI',OSTRAR OUE 

3[a~ +(2a) 2 +(3a) 2 +.,,+(na)~ 

"'(n+ 1)(na) 2 + a{a+2a+3a_+ ••• +na) 

PARA a & 1 ESTO SE REDUCE A 

l 2 +2'+3z+,,,+ n2 "+n (n+l)(2n+l) 

QUE APARECE PR!NCIPAL~jENTE EN EL Cr.OEX ARCERIANUS (SIGLO VI), 

TAMBIÉN SE EIICUENTRA Ell LA LITERATURA HltlDÚ C0~\0 PUEDE VERSE E~l 

LOS TRABAJOS DE r';AHAVJ RA (e, 850), 

lA SUMA DE LOS CUBOS APARECE EN El (ODEX ARCER!AiiUS EN LA FOB. 

MA 

los HINDUES TENIAN REGLAS PARA ENCONTRAR ESTA SUMA Y APARECEN 

EN LOS TRABAJOS DE BRAH~iAGUPTA (e, 628), f'ÍAHAVIRA (e, 850) Y 

BHASKARA (c. 1150) 

SE ENCONTRARON R:OGLAS SIMILARES ENTRE LOS ÁRABES, y EN LOS 

TRABAJOS DE AL-KARKH 1 (e, 1020) , 

LOS NUi•!EROS DE BERNOULLI,- EL CASO DE rn"' ATRAJO LA ATENCIÓN EN 

EL SIGLO XVI 1, PERO LA REGLA SE ENCONTRÓ PRJ~<ERO EN El ARS CaNJE~ 

TANDI {1713) DE JACQUES BERNOULLI Y COMPRENDE LO QUE EULER LLMiÓ 

"LOS NÚ~~.EROS DE BERNOULLI", 



• 
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RESURGI~1!ENTO DE SERIES INF!tl!TAS.- EL JNTER~S EN EL INFINJTESINAL 

SURGE COMO UN ELEt1ENTO DE ANÁLISIS QUE SE MANIFESTÓ A PRINCIPIOS

DEL SIGLO XVI 1, INVOLUCRÓ LA NOCIÓN DE UN NÚMERO ·INF!tllTO DE ELE-

MENTOS, DEBIDO A ESTO SIN DUDA, El ESTUDIO DE LAS SERIES CON UN 

NÚMERO INFINITO DE TtR,'tiNOS, YA CONOCIDO DE los GRIEGOS, RESURGIÓ 

Y SE PROPUSO LA IDEA DE UN PRODUCTO CON UN NÚ,"oERO li\'FI!IJTO DE FA¡;;_· 

TORES, 

EL PRIMERO DE ESTOS PRODUCTOS CotJ CIERTO INTERÉS YA HA SIDO 
' 

MENCIONADO Y SE DEBE A V!ETA (1593), PUEDE EXPRESARSE EN FOR~1A 
• 

MODERNA COMO 

!-' 

' 
. ¡ 1 .. _l_ 1-' • _1 ,!-'.... T 2 2 2 l 

HAY TRES PERIODOS GENERALES EN El DESARROLLO POSTERIOR DE S~ 

RIES INFINITAS: 

1) EL PERIODO DE NEI'iTON Y LEIBN!TZ, EL DE SU INTRODUCCIÓN, 
• 

2) EL PERIODO DE [ULER, SU DESARROLLO FORt1AL, 

3) EL PERIODO HODERNO, EL DE LA INVESTIGACIÓN ClENTfFICA DE LA VA 

L!DEZ DE SERIES INFINITAS, 

ESTE TERCER PERIODO QUE PUEDE DESIGNARSE COMO EL CRÍTICO, EMPEZÓ 

EN 1812 CON LA PUBLICACIÓN DE LAS CELEBRADAS MH10RJAS DE GAUSS, 

(AUCHY (1821), ESTUDIÓ LAS SERIES ll~FJNITAS Y ELABORÓ LA TEQ. 

RIA DE CONVERGENCIA QUE Jt\~\ES GREGORY (1658) YA HABfA E~\PEZADO Y 

A LA CUAL l·lACLAURii'i. EULER Y GAUSS HAB!Ai~ HECHO YA VALIOSAS CONTRl 

· BUC!OtlES, EL TÉRMINO "SERIE CONVERGENTE" SE DEBE A GREGORY 

(1660) Y EL TtRi11NO "SERIE DIVERGENTE" A NI COLAS BERNOULL! <1713), 
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ABEL (1826) ESTUDIÓ CU!DADOSMEtHE LAS SERIES 

1 +~+m(m-1) ~ ... 
1! X 2! X • •• 

CORRIGIENDO ALGUNAS COtJCLUS!OI!ES DE (AUCHY Y DANDO UNA SU/1ATOR!A 

CIENTIFICA DE LAS SERIES PARA VALORES COHPLEJOS DE m Y DE x. 

TEORENA DEL BINOfliiO.- EL DEÚRROLLO DE (a+ b)n PARA CUALQUIER VA 

LOR ENTERO DE n, O AL MENOS UNA FORM PARA ENCONTRAR LOS COEFI

CIENTES, FUE CONOCIDA EN EL ESTE, MUCHO ANTES DE QUE APARECIERA 

_ EN EuROPA, EL CASO CUANDO n" 2 FUE COtlOC!DO POR EUCLIDES .(cJOO 

A,(,) PERO UNA EVIDENCIA DE LA GENERALIZACIÓN DE LA LEY PARA OTROS 

VALORES DE n APARE~ PRIMERO, HASTA DONDE SABnlOS, EN EL ALGEBRA 

DE ÜMAR KHAYYAN {e, 1100), EL ESCRITOR NO DIÓ LA LEY, PERO ASEGI,! 

RÓ QUE PODRIA ENCOtnRAR LA 4a, 5a, 6a Y 11ÁS POTENCIAS DE NÚ,'',EROS 

POR UNA LEY QUE EL DESCUBRIÓ Y QUE NO DEPENDfA DE FIGURAS GEOi-lÉ-

TRICAS, EL DICE QUE ESTA LEY FUE DADA POR ÉL EtJ OTRO TRABAJO PERO 

PARECE QUE NO EXISTE COPIA ALGUNA DE ESTE TRABAJO·, 

TRIANGULO DE PASCAL.- EN UNO DE LOS TRABAJOS DE (HU SHI-KIE 

(1303) EL MÁS GRANDE LOS ALGEBRISTAS CHINOS DE SU ÉPOCA, EL ARRE

GLO TRIANGULAR DE LOS COEFICIENTES ESTÁ DADO DE LA SlGU!EtlTE I·W~~ 

RA! 1 

1 1 

1 2 1 
1 l l 1 

1 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

CONOC 1 DO AHORA C0/·10 TR 1 ANGULO DE PASCAL, 
• 
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ESTE ARREGLO TRIÁNGULAR APARECIÓ PRIMERO IMPRESO EN EL TfTU-

LO DE LA ARIT/·tÉTICA DE APIANUS (1527) ' 

EN LA FORMA 

1 2 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 

SE ENCONTRÓ PRJ/',ERO EN ARITi'.ÉTICA iNTEGRA (15~4) DE STIFEL YAPA

RECE UN AÑO MÁS TARDE EN El DE NUMERIS ET DEVERSIS RATIONIBUS DE 

SCHEUBEL (1545) , 

TICA DE PELETIER. 

TAMBIÉN APARECE EN LAS EDICIONES DE LA ARTH1É-

lARTAGLIA (1556) LO D!Ó COI10 DE SU PROPIA 1/NEI~CIÓN Y PROIHO 

DESPUÉS DE SU ÉPOCA SE VOLVIÓ PROPIEDAD CO~<Úf/, Bo~1BElll {1572) 

POR EJEMPLO DIÓ LOS COEFIC!EIHES DE TODAS LAS POTENCIAS DE a+ b 

HASTA LA SÉPTIMA, USÁNDOLAS PARA ENCONTRAR LAS CORRESPO~IDIE!lTES 

RAfCES Y ÜUGHTRED (1631) LOS DIÓ HASTA LA DÉCI~\A POTENCIA, 

PASCAL HIZO NU,~~EROSOS DESCU5R!I·\IEIHOS R.ELACIOtlhDOS CON EL 

ARREGLO TRIIINGULAR Y LOS DIÓ A CONOCER EN SU TRATADO DEL TRIÁNGULO 

· ARI nt~TI CO, PUBLJ CADO EN 1665 Y ENTRE ~STOS ESTABA PR 1 NC 1 PAU•\EIHE 

NUESTRO TEORE~1A DEL B!IWMIO (ACTUAL) PARA EXPONENTES ENTEROS Y PQ. 

SITIVOS, DESPU~S DE ESTA ~POCA EL AR~EGLO TRIMIGULAR FUE CN\Úil 

TANTO EN EL ESTE- C0:·10 Etl EL ÜESTE, 

DIFERENCIAS FIIHTAS,- EL TRATADO DE SERIES POR EL M~TODO DE D!FE_ 

RENCIAS FINITAS APARECIÓ EN EL SIGLO XVII, EN 1673 lEIBrJIZ LE 

ESCRIBIÓ A ÜLDEOmURY REFIRI~NDOSE AL SIGUIENTE ESQUENA DEL TRATA-

DO DE LAS SERIES DE CUBOS, 



• 

15 -

o o o 
6 6 6 6 

6 12 18 30 
1 7 19 37 61 91 

o 1 8 27 64 125 216 

FóRMULA DE lAYLOR Y fóRMULA DE 1·11\CLAUR!N, 

EN 1715 BROOKS lAYLOR PUBLICÓ LA FÓRI1ULA QUE LLEVA SU ilOi·~BRE 

Y QUE ES COtJ,Q SIGUE 

f{x+h)" f(x) +h 
. ' f' (x) + _h_ f" (x) + 

. 2! 

NO FUE SINO HASTA 1742 CUAI~DO (OLIN I"~CLAURIN PUBLJCÓ LA FÓiU·lULA 

' f(x)Ef(O)+x f'(o)+ 2! f"(O)+ ... 

UNA RELACIÓN QUE SE DEDUCE DE LA ANTERIOR, 

SERIES TRlGONOi·:ETRICAS.- E:.. DESARROLLO DE LAS FUflCIONES TRIGcrw~l( 

TR!CAS EN SERIES ATRAJO PRI~lERO LA ATENCIÓN DE MATEI·\ÁTJCOS DEL Sl 

GLO XVII, SE DEBEN A JN1ES GREGORY C167lllAS SIGUIENTES: 

t:anX"X+ +x 3++ x~+ 
se e x" 1 + + x2 

+ + x' + 

lMiBIÉN D!Ó LA HlPORTANTE SERIE 

17 
315 

"61 
720 

1 3 1 5 are tan x ~ x- T x + T x - ... 
• 

PERO ESTA SE DEDUCE FÁC!Lt\ENTE DE LA QUE SE D!Ó PARA TAII x, 
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NEWTON D!Ó (e, 1569) LA SERIE ANTITRIGON0M~TRICA PARA are sen x 

QUE EN ESCEUCIA ES CO<·',O SIGUE 

S 
1 1 2 

SERIEs LOGARimicAs.- LA IDEA oE exPREsAR uN LOGARITMo cotl uNA sE_ 

Rl E PARECE HABER COI1ENZADO CON· GREGORY Y LUEGO HABERSE ELABORADO 

POR V.ERCATOR (1567) QUIEN DESCUBRIÓ, PARA UN CASO ESPECIAL AL ME

NOS LA RELAC!Óij 

log (l +a)~ a- +a'+ +a 1
- +a"+ 

CON 

EL VALOR DE LAS CONTRIBUC!OiJES DE ~11:il.CATOR Y GREGORY, FUE RE. 

CONOCIDO POR WALL!SEN ENSAYOS QUE EL ESCRIBIÓ DE SUS TRABAJOS, 

COMO SE OBSERVA FUERON ~tUCHOS LOS ESTUDIOSOS QUE A LO LARGO 

DE LA HISTORIA TUVIEROi1 QUE VER CON LAS SERIES i11FHHTAS, TANTO EN 

LO QUE A SU ORIGEN SE REFIERE C0/·',0 A SUS MÚLTIPLES APLICACIOIJES, 

HASTA AQUf SE HA INTENTADO PRESEIJTI.R UN BREVE PANORM\A HISTQ 

RICO DE LAS SERIES Y LA FINALIDAD DE ESTE TRABAJO ES MOTIVAR PARA 

EL ANÁLISIS Y LA PROFUNDIZACIÓN DEL TEMA, SOBRE TODO COflSIDERANDO 

QUE EN EL VASTO Y HERMOSO CAHPO DE LA INGENIERÍA, TIEI\E ~1UCHAS 

APLICACIONES, 

!·lUCHAS GRACIAS POR SU ATEIICION . 
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Inflnite Series 
• 

Heo.d Eul<r, «ad Eul<r, he h the maot<r ~fU< al!. 
P. O, LAP'-"CI! 

l. lntrorlutiion 
Jnr.nite ..,,¡~, w<re in the eiglneenth century andan: ;till today e<>ruidered 

1011 """ti.d jJ.\rl of tite calculo,.. l"cked, :>'cwton con1iJercd •cri" in.opa· 
,,,!.le frum ¡,¡, ,,.,¡ .. ,.¡ of fl"•Í<>nl ~ec~u•e the only ,~;.y he couiJ h~ndlc evcn 
olislnly <"n'J>IÍc.HeJ ;ol¡;d>~,oÍC f,nctium a"J thc lroi<\SCCndcnt.tl function• 
""' 10 "1'"'"1 thcm intn inliniL< ocrii:' and <iillácntiaJc or irnesr"'c «rm ~y 
tam. Le¡¡,,¡, iro ¡,¡, lio ,, l'"¡,li,locolp.>p<" of 1 f>A4 and 1666 al>o cm¡>h»itcd 
··,cnor.ol ''' itHio ¡¡,¡¡,· coputÍOI'>." Tite lkrlloodli>, Eulcr, ;uod tl~eio C"totclll· 

1'"' "' ¡0, rdic<l k"'·dy "" tl11: me of •cric>. O ni)· ~r ~du~lly, "' "'' point<d oitt 
in 1¡, 0 prcc«IÍ"S ch.qHcr, <lid thc lll>lhClll:Olicians lc.>rn In 1votk with the 

·''""'"'""Y ¡.,., , ;.,,, , " e ]o,.-d fo1 '"• th:.t i>, '" ""'pie ~n.d)· tí cal e• !" c>Siom. 
!\:t_\"<1 th<b>. >cric> 1, ere <till li•c ouly rq>r<><IH'>lir>n fo1 "''"" fulltli~no an<.l 

the "'"" <ikctive ''"""' .,¡ ~->iclll .• tiJ,g thc cle"'""'"ry transcc•Hiwtal 

funcli""'· 
•¡ ¡10 '"""""' <>htai 11 c<.l L>y n>ing in!illite serie< hec•me more numerous 

~• ¡he 111 .Llhc·uo.nicic"'' gt.1d11.olly ""'"'"¡,.,¡ thcir Ji>ci¡,¡¡nc. Thc .Ji!T>cultieo 
in 1¡,0 hc\V «>uocpt w<"' ""' ;ce~•~uiwJ, at le."' for a 1vloilc. Series wcrcju" 
¡1.¡,.,¡ 10 p<>l)"m 11i.d• ;Ul<l <>]'J'<·LI<d to he trcoL1ble ~• snch. Morcover, it 

1ew 1eJ clc.<r, os 1:\Jlcr ami L..gra11~e l><licvcJ, lh.l\ cvcry function toultl l>e 

tAl'''""'! ao • ocri<>. 

2. ¡,,¡¡ial !!'or/; on bifiuit~ Series 
¡,,1¡ 11¡,, ,..,¡,.,, 11 , 11 ,d!y ¡, ,¡,,, [,"'" <>f iufuLitt ~ooul<lrk progrO>•Íons with 

'"'""""' '·"i" ], "th.111 1, ·'I'P'"·" l"c>y c•rly ln mMhomatico. Ari>totlo 
1 
,, . .,, 

",, ,,.,¡,. d <h.u "" lo " ' ;,., !.."'" ·' "' "'· TI ''Y app•·.or 'l""',t<lically ;o 1110ng the 
].ot•r ,.,.Jic 1 .o\ "'·"1"'"'·"'''·'"'· ,¡,, couoi<lo-octl iuliuitc series'" cdlcul.ne 

'- /'J,,,.,, 11 .... ~ 111, ( "-'1' "· '"''''· J.Jl. 

,_ 

-' 

---

1 

!N!T!AI. WORK ON !NFJN1T~ S~R!U 

the diotanee travdccl by mo~ins boclics when the ve1ocity ellang<:s from one 
P" iod of tin1e to ,>nother. Orosme, who had considcred a few mch oerio, 
evcn pro,·otl in a traet, Q".wiona S,,pu Ctomrlriom l:.""tliJit (e, 1360)1 that the 
harmonic scrieo 

l 
~, 

io tlivergent by thc method mcd today, namcly, lo rcplace the scrieo by the 
serieo of lc$<cr term• 

l l (' '} (' l - l '} :z+z+ :¡+:¡+.¡¡+¡¡+o+¡¡+··· 

and to note that the laller •crics diverge> Loecauoe we can ol>tain ao many 
grou¡.; of termo eaeh of magnitud< 1{2 •• we plea<c. 1 !o"e'·cr, one mmt not 
condude thot Oresme or mothematicians in gcncr.1l Locgdn lo distin~uioh 
convcrgeo\1 and <.livcrgcnt m·ico. 

In hio Varia Rtspon¡o {1~93, Oplra, 3·17--435j Vicl> gave lhe formula for 
tite """ of an inf.IIJ"I< ¡::corno:r ic pr og><ssion. l le loo k from ~udid 's f:ltmmll. 

lht 1!1e omn ofn tertm of c,"- 1 a. + · · · + a, iq;ivcn Loy 

'· ··-~. 
'· ., ., 

Then jf a,¡,,, > 1, a, approaohcs O os n bccomco infinite, so thot 

,,.,,"' 
'~ - ~ ·"' .. • 

1 n the middlc of .the oe••entcen:h cen<ury Gregory of Saint Vinccn<, in 
hi• Op"' G"tom<lri<um (IG-1-7), showed thot 1he Achillco and the Tortoioe 
parado~ emLI<.l be re>ol,·cd by oumming ii1 infinite ~comctrio •eries. The 
finitcno5S of the su¡n showccl thot Achill« h·uuld ovcrtdh thc tortoloe al a 
dc!inito ti111e and rlace. G1cgory gave the fLm explicit >l~tement that an 
infinite >erieo r<presenll a magnitude, name1)', the """ of the oerieo, whkh 
he collcd the limit ofthc ocries. !le sayolhe "ICI'tnino" nfa progr<,.ion is the 
cnd of the oe1·ie> to wioich the pr~grellion clncs not Mtait>, e ven if continued 
to infiui<y, bnl to which it can appro.>ch tllorc cloocly than by any gil"en 

iutctvnl." Ile mndc m.uty nthcr "''"'"'"'' th.tt are b• ~courote and le.., 
d~•r, l>nl he o1id coutril>u<c 10 thc •nhject and i~oll"eucc<.l many pupilo. 

~ !co cltOr and )\;e ~o tuu (Chop. 17, SO<-- 2) f(,uud lk seno• 

l ' 1 , lo¡;(l+x)-x-
2

x +3x +···, 

Thc ol>scrvation ""~' m3tle 1hat thc >edts h.n an iufiuito value for x ~ 2, 
wi1crcas, ~ccor<liug to tho kft <itlc, it •lwuld yidJ IQ¡[ 3. 11'.11lio not<d thi• 
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F'lgurc 20.1 ' ' ' 
dilfoculty l><lt u.>toiJ uot c.plaiu.it, Newton ol>tolncd rnn!!y alhot scrico for 
ol~cLraic and tr~"'""<.lcntdl funcllono. Thus, lo olltRÍn the series for an: 
,;, x, ; .. IGGG, ¡,, u>e<l th" r.,, (ri~. 20.1) that'lhc orea onc ~ (1/2) 

Me,;, x, m Me,;,, x - J; \11 - x' Jx - ~~/2. !le got thc IC>lllt l>y 
c<p.uoJ ¡,~ ti oc 1 i~lot ,;,¡, u oto '"' ie>, i nl<Hf dlÍu¡; le"" Ly 1crn1, :m<l cuuobiuing 

1hc '"" s01Íc> 11<: ,,¡,., ,¡,¡,.;,,,¡ tloc "'"'"' [,, <IIC '"" x. In hio /)< :l¡¡,¡/y1i of 
1 l¡t,'} loe g ,,\C ll.o !l'rÍc> r .. r ,¡, •. W> x, ;!1 e ,¡, • ' ,,,·,, ' • ' S1lJHC uf tloc>C ilc gol 

fruHt o <Ion, hy i t!Vcfliu~ .l '"' ic>, do:ot Í>, ,o\vin~ it for !he indcpc!ldcnt ,-.ri:ob\e 
in"""' uftl'" dqocl,ktL! v.ui,,l,t,;, ¡¡¡, lllcllwtl <~fdni!lg this '' crndc and 
i~od<Jcti,·e. ,\",-•,rtlotb,, t\'o-<>1<>11 l>'d> ÍIIIII>CII>dy plca>col wllh ¡,¡, dcri~atiom 

~r >o ""'"Y >«io •. 
C,,llio.> rrccived Ncwi<OLL'> {), ,loraly•i in \(,G9 ,..,,¡ CUlllLllLUIIC·Ll"d 1ho 

.r<>IIIU "" >«Ín 10 J.,..« O G"·r:ooy on Dccconlx:r 2-f, IG70. Crogory an•worcd 

(Tou ,!,ull, '"""~"'"/"'"· 1, ~~- 5B » 11! U\ -6-1) "" 1-'dmo.>ry 1 5, 1 G71 chal he 
load uiH,LincJ ,,,¡,., '"""'· """'"!; tiLOIIL 

,,,.,_,-~.¡ 
• • •• 

1 -- .•• 
~~ ' l.'l 

¡, .. ,. 

. ·' ... ' ,_ ._, 
'1"''·"""'·,¡,,,, '"''" i>•"" ,¡,.- ''" o,l .,,¡,, ¡,,,, 1,,.,¡ "" l"''"full~oL ¡,,, .. ,.,i.ol 
ol«•·•• "'- '\1 .. ·¡ .• 1 ... ·" "'\"'-,¡ ,.,,, 1 .,,-,¡,,¡,~¡y ih.ot <loe ><rico w.LI c<pml 111 1he 

¡,.,., IÍ'-'01 tlo.ol "'" 1..-iu~ "l'·'"<bl. 
1 
l 

; 
' 

1 
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Jamel Demoulli in 170'2' ~erivcd the seriC'I for oin ~ and cO> ~by using 
expre,Íon> he had '";rívcd for >in •~ in ltrmo ofoin "and 1hen bting "ap
p•o:oeh O while n beeonics infini:e, so 1hat "" approaehe• ~ "hilen sin "• whieh 
equal• n~sin ~1~, ol•o "rproach., ~- IV•IIis had nwnioned in 1hc Latin 
~ditiml of his Alg•Ora (IG~3) tlo.lt Ncwlcn had gi,·cn tlocso <eríos again in 
16<6; Ucmoulli no:od llois remar~ but f.oilod 11> ackncwlodgc :--:c,-!cn'o 
pt·lmH)-'. )>.Jmoovor, de ~h>ivrc ~.wo a proof nf Ncwton's """" in 1he 
/'M/o¡oph>'<•l 1 i-aoso,loims o.' 1 WB ¡' tho<>glo !krnoolili U>«J ~nd rofc, red to thi1 
jomn~l in olhcr work, he ~ave 110 indication 1ha1 he w.- ow.\rt llorough tbiJ 
s<omcc of Nc\o'lon's work. 

Onc of <he m•jor use> of >erin l>eyond ihcir >trviee in dilfctcntiMion and 
inlcgraoio, ;, lo calculotc spocial qtunlilics, >uch as " nml '• and the loga• 
tlolnnie "'"\ lrig<n>Oll,.lric f"ncli"'"· No"·tnn, Lcibnit, Jame, Gresory, 
Cote>, Elllcr, arrd 11""')' 01hcro were Ín«rtucd in ,.ric< for Lhi• pntpo>e. 
Howcv.r, SOlllC setico convor¡:e so >low\y 1hat 1hey are "line>l usclcss for 
calculalion, Thm Leil>n;z il\ \G7-I' obtai,e<i o he f.1mom rosn\1 

Howevcr, it wculd rcquire about 100,000 term•lo.compute "• cvtn to 1he 
accuracy ob¡,ined Uy r\rdlimtd«. Ukowise, lhe series (or log (1 + x) eon
ve<gei vrry slo"-1)', so thot onany termo ha••• lo l>e takcn into aecount to 
achic<·c an necuracy of a fcw doci.nnl pbocs. '!1oio 10rics was Lransformed in 
\'ariom,ways to pooduce more rapiJI)' eon"verging seneo. Tlou> Jamel 
Grc¡;ory (E..,WiorioMr Ctom,lrita<, \GfiB} ol>taincd 

' ~ log ( ~ +z)=:+~•'+~•'+ ,_, 3.· ~ 

·.• -.i 
... , 

' 
WIJI.-Io !"'"y~ol 1" !f~ 11\"IC t<>c~ol f10t 1h~ <•loul.u)ull ~r )ugod~hl>lO. Tilo 

i'''"!,l, .. , .. r rr,on,l:.,.,¡.,,, ·' "' ¡., :~,,,: :•!:o:ilt• r o~,,,, """'"'!;•·; rnotr, rapiJiy 

• ' ........ O.V1 •• ,-., ---·· •• , :·-""' ., • "., : 

1. o~"'• z, n t-~~
l. ~~~~- 10, 1'.111-91. 

''• . ' 

- ._, 

, .. ·'- . 

.. ' , ...... - ... : ..... ,, 

~- Mol~. 5d"if"", :;, U8-~l; olio Aroo c .. ~., IW2 • M"A. S<Arifi,., S, 118-lt 



•• 
•P·'.mions are oou~ht are oin¡ptldr poin" (/. -J, ~ 0). In his Mtlh"<! oj 
:¡ • .,,r., ~ewton ¡noi,Ji,hc<l a sdoome for dctcrmining thc forms of the ><:v<ral 
ork•, o11c f"r r;och cxpliril >olution. lli• m«hod, which u•cl what is know1l 
"!'e"'""'' l'·"•<ilc!.o~l'~"'• >hn,-s huw to dctcrntbc the !im b• cx¡><>non" 
n ,, "' ics uf thc f•mH 

• 
y~ a,.~+ .,~~·• + .,~·•• + ... , 

rloc c<><:~icicu\1 nf tl•e series c:tn !loen loe d<!crn,incd' by thc method of 
,JiodrtWHÍHcd wdlicicnt>. Actu•lly Ncwto" ~,_-e only •~cciflc example>, 

.'rum wltid, onc """' irtfcr thc mc·th11J. 
Thc 1" ublcou ,f <lctcroui"i''<; thc c>-¡><menu in <dch ocáe1 io lfoublesomc. 

r •) lnr, J ,,,.,., St ¡,¡,,~, ,, ,,¡ ~l. u 1., u r i" ~·tve ru b ¡ Macl.turin " ied to e>tcnd 
ond pro>< tlocou ¡,,. no~dc "o ¡im&l<"- /1. proof of Newton's mc<hod wal 
gi>·•·n ir•dq,cHdcnol)· loy C.dnicl C•·'"'"' and ,\l,..doam G. J-:iiotncr (1719-
ICOú]. 

3. 71oe f:':rpan~ion oj F•mrtions 
Onc uf doe proiJI""' f.tee<i Loy ondti.omatician• on th< la« seventecnlh and 
<Í~Io<ro<>llo """'" ÍO> Wa< iulerl><.>lalion of \a \.ole val u·~- Gre~ter accuracy of 
the iuL<rpul.owl \'~lu•·• of <loe uigu11ornolnc, log.<cilhmic, and nollltical 

'"l,lc> .''"' nn<·"~')' U> ~ccr ¡>-><< wi1h progrcn i11 navigaüon, amonomy, 
""'1 ~· n~' .opio y. Thc 1 ""'"'"" 111cdo"d of iu<crpol.i!i"n (the word ;, \\" olli•'•) 
;, cdlktlli,,-:., in<erphl.><i<>n hee<ome it n'""'"-' ol1.tt the fnnctiou ;, a linear 
¡,,,C!Í<•II uf tl.e ¡,,,.,.,.n<k"< v.ui"lolc ÍH Íhc inl<'l\'al Lcrl>'ecn 1wo known 
""1""' !1,,,..,.,.,, ,¡,., l'uuui""' i11 qono~tiun aoe '"" ILIOO-"i ami tloo mothc
ru~>lici.ll" !<dliml tlo.lt d hcuer ruc<looll ofiute!pOidtÍon wa• uocded. 

Thc uwthotl wc ;nc ;,\""" to <ic••t<iiJc ""' ÍJ\it•-•ttd Ly llrig~o ;., hi• 
.J,j¡/,mdi<J /.ofJ'i'/""i'~ (\li!-1). thou~h tloe lq· funuuld w>• givcn l>y jdmes 

Gn-~"'Y i" d l""' tu c:;.u;,, ('1''""""11, C""''i"'"'"'"• 1, ~5-\0) of 
~"' """" ~ J, lliJU, ;o ,¡J Í<J<icpcu<icliLiy hy "'""'"· NcwLon'' wor~ .oppcar< 
in !.crunoo S uf !lo<,~ !!I of Lhc f'¡i~tápia .oud iu the .1/rlhol"' D1fu'"!iolis, 
wldth, tl"'"~lt pul•li>hcd in 1711, '"·" ... ,;.,,n hy 1671i. Thc mcthod us<i 
"lo.ll "" ,-,,¡t.,Jii~<Íte ,lillcu·uce< aoul i• thc lir>l llldjor roult i11 thc t3kulm 

S"J'I""'}(•) ¡, ,, 1·,,.,..,;.,11 wlu"c Vdhu·¡ .ore hown ;, a, a~ <,a + 2<, 
o+1r,._,,a t•-r.loo! 

c\f(a) ~ j(a + <) - J(a), 
•\f(• -1 •) ~ j(n + 2•) - f(• + <), 

~j(-1 + ~-) ~J(• + 3<)- f(o + ~<), 

' 1 

1 
1 

1 
1 

Funhcr, le< 

t.'j(a) - 6f(o + <) - t.j(a). 
O'f{") - t.'f(a + <) - t.'j(o),. 
........................... 

Then the Gregory-Newlon fo:mu!a >1M,;, that 

' 

\'} 
'(~- •) 

/(• +h) ~/(•) +~6/(o) +' '¡_2 A'/(•) +···· 

• ... 

. Ncwton sketthed " proof hut Grogory did no t. .,. 
To cakulate a >·aluc off(•) a: an): value ~ be"'·een the kn0\1'1\ valuc<, 

one simply givcs /¡ tho v.>l"o ~-a. This calc\llated value i; not nccessarily 
thc l!uo valuc of 1bo function; wha• the fnrnmb yirld• io the value of a 
pol;-nornial in h th~t agt~o• with the tcuo ftmction at thc spocial values a, .· 
a+ r,a + 2c, .... 

Thc Grc~D<)"·¡.;cwton fortnu\a w.- also used 10 cany out approximat< 
intcgr.Hiu". G; .. ,. a fuue~iuu, •~Y g(~). to loe iul<g<.otcd, pcrhar• in ordcr to 
find 1he are.> undor thc c•!rrcsponding mrvo, one ""'' the vaho« of g(•) to 
obt,,;, g(•'), g(a + r),g(• + 2<), .. ond their diffc:rcnces and hi¡;her·order 
cl ill~:rwce<: tltc>C ,., h1es .<re "' ¡,,ti•.utc<l in' ( 1 ) , Thoo ( l) gi,·e> :1 pol)"nnm ial 
app><>ximatioll \o g(x), and, a• ¡.;cwlon point> oul, •ince pol)'nomiah are 
rc.•<iily i '' L<"b' :ttccl, one ¡;w ~~~ appm"''"" ti u 1\ to ti te de>i 1 cd Íulcgr .d ,[ g(x). 

Grcgory also apphc,J (!) to !he r .. nction (1 + d)'. lk kne"· the value 
of thi< fnn<.IÍ<m .11 ,. =O, 1, 2, 3, .... Thcn/(0) • l, ;'lf(O) ~ d, ~:f(O) = 
d', anti w on. Thus lo y lcuing a ~ O, & = !, and h - ~ - O in (1), and u•ing 

the ''aluc> ofj(O), ~j(O),. he g-o¡ 

,,, (1 + d). = ! + t!~ + x(x, -., 1) d' + ''"'''-=r'~l~l•¡..cc'~' J' - ! -2 ·3 
+ .... 

11"" Grrgory oLuined the binomial expanoion for gent<ol ~-
The Gro¡;ot)"·~<wlün intcrpobtion fonnula was u,od by Brook Taylor 

\o de•·e:op <he most powerful oin¡;lc method for cxp~<~Jing a function intO 
a11 inf111ite 5erics. Thc binomial thcorcm, divi•ion of 1he denominator of a 
ration.\1 [tlltCii<>n into ,¡,,, numorator, and thc rnotltod <11" und«crmined co
dlidcnu nre !imitcd dc,ieoo. !n his ,1/tl~odus Incr"""''"U'" Dimta ,¡ lomso. 
(171:0), 1hc Ltr5t puLii<'-LlÍ'"' in "·!oich he '"'.llcd Lhc c.ob<l•" offmite dif-', 
fcrcucc>, T.oyl,, ,lcl-i•·eJ tloc tlocc<cH1 that uill Lc.n < lo" "''"'" _,.,.¡ " hiel< he 
!=.111 ""•·ol in 171~. !ndolcu\.tlly, he Jl"·'i'" Nc»l"" ¡,., '"·'h' no onelltion 
uf 1 .<ilmiú l>'ul k ,.f 1 G7 j on luoitc •lill"co ene<>, tltoug 1t · l'.oy lur kucw tl>i> ..-~rk. 
T.oy low'• tlocorcm "'·" l<nowu '" J ,,,.., Go cg•>ry in 1 G70 ond w.,. disco> ercd 
i11d, ,,,.,¡,.,,¡y,.,,,..,,¡,," l.nct' loy J.cil.,,¡,; ¡,,.,.·en'<, Li~<·•c two u<cu ,lid no\ 

p•ohii•h it.J~tluo ll«lutnlii tli<lpul,¡¡,¡, l"·'"tiC.>IIy thc '''"" rc>ult in !11<: .-!<!O 



/CruJil•rum of l 69-1; and lh.,ugh Taylor knew thio remh he did not rofcr \o it. 
l ¡;, own "pr~<>f" wa• Jill<re,t. Wh"' he did amoun" to 1etting ' be !J.x in 
1he Gregory-:-:ewton formula. Then, for narnple, the third twn on the 
ri~lot sido of (!) bcconoe• 

(31 A{~ 6•) Jl'f(") 

' '"' 
. T-•)·lur "'"'choded tlo.LI whcn Jlx .. O, thi> ternl l!ecomes h'J"(~)/2!, and !O 

tl1c e .. tire Grrgory-Newton formul,, bccorMO ~ 

,, 1 h' ~· j(o + h) ~ j(a) + _("(o)h + f"(a) 21 + j."(a) :r¡ :1" 

Of ro une T~ yt,,·, IHcthod wao not rigorou>, nor clicl he comider the que!tion 
of com·c•gcure. 

T•ylu•'• theure1n fur a ~ O io now callcd l>.!aCt~urin'o theorcm. Colín 
¡,.¡,,¡, Llrin, whu >tlcce<dcd J atnc• G 1 r~<lfY a> probsor at Eclinburgh, G·•ve 
1hi• >pcci . .t , '"" tn hi> Trtolm oj l·ltm'oM (17·12) and "a:ed th01t it wa• but a 
1pcci.1! '·"< <•fT.~ylor'• re,uh. !l<.wc.cr, hiSiorically i1 has l>ccn crcditcd LO' 

~ !.d.•I"Í" ·" ~ "'1'"' ate 1h~orem. 1 hCÍ<le<llally, SÍi• ling g;¡v~ thi• special cale 
f¡,r al~cl.,,,¡" r,.,ctiom i11 1717 om! f¡¡r gciLCI.ll fll,ClÍQIU in hi> Mt!!Jod"' 
IJ!Jfo<nli"liJ ,.¡ 1 JJO . 

. '.J.¡c],,,,;.,•, l'"~'f ,,[ ¡,¡, rcn•h ¡, by thc ltLct!wd of undcLcrminccl 
cudficienu. llc procccd> a• foUm". !.el 

1 '1 j{L) u .J + lh + C:' + lh' + 

j'(z) - 11 + 2Cc +3D:' + · • • 
j'(<) - 2C + 6D: + · · · 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Le! z - O in •~eh c~ua1i011 a"d dcLcrmille A, n. C, • • ·. He clid not worry 
al,out convergcnce aud procccdcJ LO U>C the rcou!t. 

4-. Tht J,fanipulalicll oj Srrits 
Jam<S a11<l Ju!on l:c<noulti diJ a ¡rrut dca1 of work with •tria. ]ames wrote 
I!L-c 1'•'1""' '"'""." lloll;) a11d 170·\that wcre p,.b:ishcd by hi> ncphcw 
:--;;.¡,,,1.,. (li.'J:,.JJCii) (.l,¡,,·, '"") '" n '"l'i'lcmc"t lo j.11nts'< Ars Co"· 
j"'""~' (l71J). ~~"'' <>1 t\,c "''"" ;, tltc>c 1'•'1'"" ¡, devutccl Lo tiLe \J>C of 
,,.,;., "'1"'''""'·"'""' ,j' liuocti,,,. for Lhe purpnsc> of diiTcre"tÍOitiug and 
¡,,.."'·'''"~ ,¡,, ¡,,ct;,,, ,.,,.¡ ,1, 1 ,,;,.¡.,~ '""·" ,,,¡,, c"r"·' '""¡ !c"g'l" of 
<111\<'> \\'hil<· ''"'" •'l•i•lic.oLÍ"'" LWIC .l ,d,l.llllÍ.>i """'¡¡,,,¡,,, '" <11~ c,d· 
.,,,,.,,,¡.,,e'",.. 1m '·'l"'(j,,]l) llm•·lli·.llu••'· llt,,,.,,,<r, ""'"' IJIII<e ltlo1h•>.IS 

he med to '",.; ,.,,;., ue w<;>rt.'> noling bec:ou>e they illustrate the nalure ct 
· ma:hcm~tic,,J thought in the cislneinlh ccntury. 

In ¡he flrst poper (IGU9),' he"'"" W<<h thc ,,,¡., 

1'1 

from which 

(71 

" ~ a . a 
"~-+-+-+···· 

' 2< 3< 

a a ~ ~ 
!/----+-+-+··· <2<3&4< 

' He now suhLracto (7) fmm (5): in chi• procotSI eacb term on the right oide 
of (7) l! subLracted from tho tecm above it, This yiold> 

(8),.... a a a a 
,-J-2,+2-3',+3·4<+···· 

Thi> ¡,a corree¡ re><>h Lut i"correctly derived, beeause the original >eries is 
divc,gent, James .ays <lo~t Lhe proccdure i> <¡Ue>!Íor.able and •hould not bé 
ust¿ without some circumspcction. 

He then comidcrS the orJLnary harmonic S<rics and >hows that ÍlS sum, 
¡,infinito.' l1e considc·rs the tc•·m• 

1'1 ' ' ' --+-+·"+:-!; n'+l n+2 n 
' 

'al\d ''')'' thio •um h lao~cr LhAil (n•- n) ·(1/n') because lherc are n°.- 11' 
tcrms and each ;, at !c."t a• brge ~• !he b>l. llut 

' ' ) . (n'- nJ·(;;1, ·,= 
" .: . 

Hence ifwe add 1/n \o (9) 

1 l . 1 
+--· +-+···+:-!;>!· n n+1 n+2 n 

Thm, he says, we can go from one groUp of t"'m• to ano1her, ea eh group 
havi"g a •u m greater thon l. Hence wc can obtoin a finite numb'cr of <erm• 
who>e """ i• a o large n1 we pleaoe; and 1her<fore the oum of thc who1e oorico 
mu<t be t'tlltnLLe. C:un>e<¡uolltly, he .>Lo puint> oul, the sum of an Lnfmi<e 
ooories whmc " lo," ter m vani,hoo co" be iii/ZtJil<: tino ¡, contr -"Y <o ¡,¡, c..rlicr 
l!dicf o nd tht bd;cf of many ci¡¡lncenLh-ccntury n>a<hcmo ticion>, >nduding' 
Lagron¡:e. 

~- O¡, .. o, 1, lJ;-<a2 . 
&. o¡.,,. 1. 'i'l'l. 



-1 J.! !NFINITE !ERI~O 

J .. l,, ¡¡.,.,,,,Hi ¡,,,.¡ !"' ,¡.,,,Jy <;;,.,.,·,, oliiiCrent :'l"'"'f"' of 1he illfinite 

'""' "' ,,,,. 1· ",;;,,,-,_ "' ¡, • 11 '"'" ''""' 

'·' .1 

' 

-
• 

' ., . 'J ].-\ + 4-5 +···) + v3 + /4 + 4~5 +···) 

+u., 
(H), ,¡,, iu ,.,. )o·O.d "'"1 <he 1, W< ~ct f<c•m (10) thal 

. ' 
' 

' ' 

' 

. ' ... ,,•, 
.... , ..... :., ............ , ...... _.,,,;.,:~·· 

·'• '"'' <'• •'" <, ,j,•:_..-'o '"' 1~1"'" l.o; bol •Vo·r IC(·~•<t<C<Ithc l><o<l !U1 
·,,,,,; .. ., ,,,r, ;,¡,,,,. "''' ¡·.,, '"·'"'l'h·, ¡, ¡11., "·rond'tract (1692),' he 
·" :"' • ... t.:¡,, 1 '"'" ,¡,.. ¡.,.,,,¡,, 1~., "~""'"''tli<.ol¡oo<ogre»iuro wo h ... ve 

l;~ ' 1¡1 1 1,<11 ' · · · •. ~-TI"·" 1•\' t.oli<o~ lj:! ,¡· ¡,,,h ,¡,¡,, J{3 + 
1;•• l 1~1:' '-··- ~;1, ·',¡lo~,,,~¡"!;' lj5 ,¡ IK>Oil >i<ies of ¡he original 
.,.,¡,, 1!'• ' ljll! 1 IFII 1· · · · ~ 1!\ .tml '" ""· llc,cc 1he "'"' of the Ioft 
.:,•,-,, ,¡,,¡, ¡, ,¡,.. ',,,¡,.. 1,,.,,,.,,,. ,,.,¡,.,, "'1"·"' 11ie '"'"uf 1he oi~l" oioleo, 

' ' 

' 1 1 ~ 1 :l •1 -¡ 

!J., .. ,,¡,-''"" .. ¡,,,. .... 1.1 

' . ' . ' 1 ;. ' ' 

1,.:' 1¡'·, ... _. 

- :! 1 

"• "" ;, h.df 1he '""' of lhc ¡,,, '"onic oc1 ¡,.,, Thcn 
¡, ,,¡., 1/2 <loe """"""ic series, ><> tloat 

·!ol;loljht 
1" ' '' ': .... ¡ 1' " ' : 1 ' ' .• ' 

,., ( ' t ") . ' ' ;.; - ,-;; 

... 
and when ~ - m, 

(11) -... , --"' 
which he dcc<cril>es a1 a no1 inelq:ant p~rad<>~ . 

In the sccond paper on 5crics he rcpbctol the ~«>'r~llertn l>y a oum oc 
difTcrencc of two o'hcr termo, and thon pe• formcd other opcra<ions that ltad 
lo opcciftC rc;ults. Th is rtpl.tccmcn l io C!Lff<Cl lor al<>olut<·ly convergen! series 
but 1101 for co,dOtiollally com·.rgcnt 0!1<'. Hon~c he got wrong resula 
w:.kh he abo <lc<rJi!Jcil '" l'"mdO'<tS. 

One of J ~meú \'<f)' Ín:e<C>lint; reou\11 de,,), wit!. the ><'i<> of reciproca! o 
,.r,, .. , .,,¡, ,,._.,,,, .. r,,,~ ,,,,,,., '"""''~''• ,¡,,,1,, "''" 1 ,_ 1¡~· 1_ !{')" ..1. 

1/1" · · .. _¡ .. ,,.,,\"'''''-,¡ ,¡,.,, <11•· "'~" •;ftlo« ,,,¡,1 "":"1:"'-'' ,..,,,, ;, '" 11•< 
'"'" ,.¡ ,,,.. ', .... ,,.,..,¡ .. ···1 ,, .... ','\ ·.:· i· .... 1 

·'· . . ..... ' ,, 
'' .... "" .,, _,,, \.: ..... '·'• 
( 12) 1-1+1-1+"·· 

( 13) (1 - 1) + (1 - 1) + (l - 1) + ... 
thc sum shunld be O. lt a1SI> sccme<l C;..,, t\\01 by writing the seria as 

1 - (l - 1) - (1 - 1) - (1 - 1) - ... 

the Jum ohould Le l. 1-lowc~cr, if ene denotes thc 1um of (12) by S, then 
S .. ;- S, •o that S~ 1,12; atl<! thi< is in f.oct llcrnoulli's rc•ult in (\1). 
Guido Gramii ( 1671-1 742), a profc,or of mathcm.uico a1 ti<" U ni"rsity or 
p;,,,, in¡,¡, ~iule l.>ook Q"odml"ra e;,,"¡; <1 l!ypttbolo< (Thc Quadr>lure of 
Cu~lc, and 1 [ n>eol>olao, 1 703), olotaincJ <he <hiHI ,.-mlt by o <!Oll L<r m«hod. 
llc S<t ~- 1 in thc ""'P"•>Íon 

(1-1) 

'" 
=1-x+~'-•'l 

ano\ <>l>taincd 

:¡•·1-l+l l + .. 



ron1uh Jt~ ~1"" !''"" oq uc~ '"!"' 1"1111no lUJOd P!P '":"'! .ooclrd o tOO u¡ 
""!'" ""1 Oljl on;nho p¡noo Jt!O "!~">I!'O lOJ 

'UO]l>]¡>OJ)UOJ :>J'J~AJO<Un UU O<[C >J J-"A!fl s;¡¡J.J< lll>J0lJ!P aM11C41 IOCj :H!.L 

····+r+Z+1+t-l-

<10Ji :>tJO 1 ~ ~ JOj 

. . ' '···+,~t+,~~+~+1-

!···+u+t+~+IRI-

(u;) 

WOlJ ¡>t!~ 

'¡; ~ ~ lOJ 'rl>S :>UO (<Oi) U<OJj 1~111 P>ln<! 
OS)~ 11\tlOUlOtJ "UO!tlJp~llUOO "l'l"A)Ostnt U~ 1"11'"> ><¡ 0 JO t¡nSOJ <,J.J¡n:¡ 

·.(1-)CD-<! • · · + L -1; + ~ '-1 "!'" '!'llJO l~n< :><p '"'!' 'fH 1 JO 1"1"3 
01 JOIIOJ v "! '!'!"' (r,~li-Lü~il'!I1"0""1I sr¡mp!N '(G;) ;o so<io•dv 

'1) "1'lWO<OJ 1"'<l"J '!'!1 u¡ l'"" uor,umu "·'!l\'3ou pnu 
0A)1JSOd 0111 U»MJOq 1JW!1 JO J'D< U O<¡ I<Olu 00 l\.'j1 P·',"l110UDO 1:01n3 "1-

<p¡>!Á 1] '( ¡l) 01 llu]p IO>OV "O> p>o)x:> p¡noo¡> · · · + 9 + ~ + ~ + L wns O<¡. 

'(1)~) JO :>p¡> ptmJ-I!JS!J :><¡1 p>ooxo Pl""'l' (¡~).Jo "P!' pu«1·14:l!J "'11 "><L!S 

"' 

· .. ·+o+t+z+r•I-( 1 ~) 

l~l{l '~ ~ 1t lOJ '(,¡) lUOJj ,, :lUOJOhOO•o¡x ·po¡dooo~ J:>1n3 OJilL 

• ... + 

··.-·+~+t+s+z+¡~oo (o~) 

1~111 '¡-,_ Jf J<)J '(91) WOJJ S>O< :>UQ 
·~'""' '!4 u¡ o¡U>wn~JU qons;o ••¡dwvx:> •no;ownu :>Jo "'"'I.L 

····+L-•+s-1-G (51) 

Oh~4 :ll'\ \ ~ ~ lOJ U:>tjl 

o"L-o">+ "E-l-,_(~+ ¡)(~-¡) ~ ,(~ + ¡) 

. ' 
' ·· .. +t-E+~-¡--

' 

:>ou¡s 'u¡,';l' 

":thC~ "·" ] -~ lOJ U0\!1 

• ... +,~t-rt+rz;-¡ .. ,~(r+ ¡)-"("+]) 

' 
(g¡) 

:>ou¡l ':>¡dw~><> P'!~1 V sy ·¡;{¡ r¡ .;!"'' puut¡·lll~!J :l<pJO wm >41 »u>4 

... , ... , 40 -~01.1. ....... 141""" 1111-1. 

.. 

"Lu·•u• ·s ... ,fl .. ,,_,. ·~'''1"1 -"' , .,,-. ·, 1 ¡ 1 ·• •. , .... , ....... '"fl·r , ... 1 ., .,. r. 

!···+,~-,¡;+<;-1" ~ 

' 
f t 1 ) 

'~'1' "'"11' ('¡) 'l-• """1"' 'm¡y 

... +¡-¡+¡-¡-?i 

' 
',r+,r+r+ ¡ .. ~ 

' 
¡+¡-¡~¡-¡ 

·zi¡ '! '""' ''1' 11''1' "'' 

(9!) 

'l--" '1011" '"'JI 
(~!) 

'""!' 1,,,¡1 ¡mt:ll~ v¡n:¡ 

JO \11!1< :l\11 UJ"I'J<> <>_¡, -~IIJ1'"'Jl IJ!j UJ 

uo¡•nJUOO 4onu1 s~.-""'J11n[] "1:>>[<¡ns "1' "! ""·'"'! "'"1'"""'" p><noa 
CIJAI 'l>I":J 11\!l>l 00!1 )110<¡~ ur~oq SOT<Ol 11(> ~'"" ~-'!"~>1•> A¡¡<'.<)J 

"""1-''1 ""''1 1 'l"'""'ld,, r:"lll!ll·'l Á•¡ (H) 
WOlj lUJp).\0 SJ <1! ''WJ>l fi11¡Su~J>>¡> '1'!"' <O]J>t J<> 1]<11)1 ~ ISr>¡ )U '! (¡,¡) puo " 

'<wJO¡:lu¡<ttOJO:>p :>hU!]"""' "'"'1'"'11 <>!'·" ll"'[l ""' p>1n¡od ~11 ·p>IJ>fc¡o 
1!U'lJTJ 'lU~Wn:!J~ Ál!l!f\'"']OJd UMO <,~!"'JJ:>"J JO UOJ«mx> U~ ~\l!<n Áq 

t-.. ·w+'~ 
' 

5+f-¡ 

' . -.... "91 +u -t + ~-1 

' 1"'1' opnpuoo 01 1'''1'!·" JI",\\ '""uopnod<.>J)<'J '·'"'! "! '"·''!" '".1 "P"!I"" 
Jl"""'l "'1 ""'1' '""""~"' '-'1'"~'0 ~·¡ 1''""~"11"! ~'"'" '!'""" .l¡•p"'l""! 
'"·" 011 'J>h~MOjj ·p»!uH,¡O;>! ,{¡¡r.<»P~ <t'.'l Ul">[l ''""'"'·"111'111 11! !Jl>ll! 

¡~•!•Áo¡dni:>UI "'"'" '"" "'"'1' w•¡1 Ár< <>1 "" '""·" '"'1 p·om·nJ><i"''" ~~~~~ 
1~>¡<.{llciOIOUI JJOW "'.\\ 1\IO>l>Ol~O" '!'[ )POil f''llOJ1>u") 7JWJJ·•·¡ ..• ~ .. o·o:io"f '0" 

ll'''l' '·" ·~ 'P"" '!ll"''u,;¡¡ l""''(J ''ll""'"'il uo¡of 1"'" '~""[ A•¡ pood.>»o 
'""' uo1:n¡o• '!'U. ·mm "'1' •~ 'on¡>·,, >l'l'"'i'>J<il""" oop "'1" '! •1'"1" .,.,._,, 
J!IOU'Ij1!'" >~1 >~r1 ""P"'l' Pl"'"l' •u•J :o¡o¡e<¡ood .\¡¡•·oolr.> ,.,. o l'"" 1 ""IJ. 
'·· · '¡ '0 '1 'I)'J SU)UI']O :>Un "lJlH~ 0< pu~ '00"1' l<"J "'IIJ<> '""'>>ji '''"1 
l'·'U "')1 JO Wll< >!]\ '<UJOl liJU O<¡l '·"1''1 O><O J! 1"'11 p>nlil" '!'"!!'"] 'p>"Ol<><J 
"111JIU03J~ '!'1 ClliiiJUO'sOJ \010!¡1]"' 1! U)1'1~0 <ll 'I'IJ«'lo] "11'1""'1' 1! 111~"'"1' 
'"'1 '1"'""' •.!l'u"'0 'IW• po:•~lc >¡¡ ·(z¡) "!'>' "'1' P·'l""' '"1~ '!"'1!'"1 
0'01'1' >t]l "! l'"'l'!I<J"d '(tHJ-St!il) JI",\\ u~"'!"l:) 01 "'11'1"" u¡ 

·~"!'llou J<> 1 no p>JP.1n "'1 PI""~ 1'1"'" "' 1 > lt'jl 
fl"-'OJd pu~ ~'! '1) nM (E¡) UUOJ ~41 u¡ (l\) JO IUil< OIJ1 "'"!< 101[1 !''"~'~ <><¡~ 
~¡¡ "(ll) '"!"'' >~1 ¡o wn¡ ~1]1 '~"' lff lt:<¡1 pou¡<111!""' >JopJ><¡1 !P"'":.:l 

r.m«~• "UIXU~"I , .. 



... 
of x for wloich !lo~y conver¡;t. 1\'e~crt~cl=, in thc vecy .<ame papee" he 
e<mcholled oloal 

(23) ' ' +::. +- .<. I +x+x' +x' +···-0. • • 
lli, ~rg••ruent wao that • 

ami 

-x+x'+i'+··· 

' ~ 1 --~ 
• 

_, ' ' +- + :J • • 
Dott the 11vo ldt >ÍJc• aJd "1' w O, wl•ilc the two dsht oidcs add up to the 
urigiu~lserio. 

1" ,\n ~;,diot _l'•'l''''," ¡:, lcr >t-oncJ 1vith !loe oedco 

(2~) 
~· x' . --+--··· 31 5! .. 

(25) 
X ,,> 

-- +--
'1 ~ ~y 

•' ...... ~o. 

lly "'ing ~l¡;dJr~ic eomi<l<"r.>liow> applict! lo (25) no a polgnomiQ/ oj in}ni!r 
J,~,., and by,.,;,.~ do e tl"·oreou "" thc rel.otin>l bctwocn rooto and cod1icien" 
~r dll J!~rbr.1ic «¡<~a<ion, Euler po o ved 1h.ot" 

' ' ' •' 
p +:¡;+51 + ... ~ .. 

' ' •' 
n -y+5l - ... = 3~ 

' ' •' 
¡; ~-Ji ~- 51 + .. -~ 

'" 
' ' ~,,, 

¡; -ji+~ -·"= 1536 

•• ,. • ,. ,. 
5• + ... = 

%0 

tG (", •. ~ .lo.oJ. l,ó, ¡•,.,p, 11, IHJ, llt.-JI,p<•h. 175tl ~ Op,.•.ll), H, l50-6l. 
n. c.~~ _,,.J __ ,; ,.,, .. 1.,7,/lli/J\, 12J-J1, 1.,,,_ 1110 = o~"·.Pl. ti,7:l-3G. 

lf. "' ""'' ''" 'l'"'"·'l· '"' • "'·"' LlJ"•:, ''·"' """ '"""~""d 1>1 WoiiLomjon<>;n 
"'"• 

1 

r 
1 

ln tl.- '"'"" paper, he fi,..t s-ave the procluct expa!Uion 

(26) 

Bis argumont w,\9 •imply that siH f ha• thc uro1 ± "• ± 2,., • • • (he ~ .. cardo 
th~ root 0), and so lih enry poi)·nomia1 mtlll ha1•e a lineu factor corre• 
opom1ing 10 cado of its rro". (In 1743" ami ill hio /,¡¡"'furlio," he ga,·e 
nnother dtril·~¡ion 10 mee1 cri1icism.) 1 le trea:ed tl.- ri~ht oide of (26) ao a 

poly!lor!li.ol, which he '"' equal to uro, ·"'ol agaiH ~~- 1amg tloe rdation 
· Le;wcen 1h~ roo" and the eoefficic~u he deductd 1h.u 

,. + •' 4,+··.·-90' 

and similar •ui!U for hig!1rr even powen in the denominator. 
ln a b1er paper" Eu.ltr ob1.1ined one ofhis tineot triumpho, 

i;h .. . -' 
(2n)'" 

l- 1l".-' 2(2"¡! n,.. 

where the B,. are the Re:n~u\li number< ("e below). The eonneetion with 
the Der,{oulli mnnbe" wo< actually ostablioltod by EoLler a little lat<; in his 
ln<liru:ior.n of 17~5." l!e aho g.we in the IHO paper ti.- 1\!m ¿;-_, (1/•') 
for the r;,, fcw odd valu" of 11 but :;:ot ::o r,o""'''l c.pre>Sion for all odd n. 

¡;ukr olso wor<cd N\ harononic scrit·s, that is, oerics meh that thO 
Jcoiprocal• of the '""'" nrc ÍIL aritlnne<_ic prusre>linn. In particul.u he 
showeo.! 1 r how one can ""'' a finilc nurnber of trrm< of 1he on! in.~ry ]Lo.,nonic 
series l>y ,.,¡~::: the log.trilhm futlction. l!e ota11• ""h 

(27) 

Then 

' ' =:;,-~+.1x3 

'. ('.') -=lo~-·-' . 

,,. + ... , 

13. Opm, (1 ), 14, !3B-.l5. 
11. Opm, (1), 8, !&a. 
1~. e''""· At"J- s,, !'rr·c~ .. 12, 1110, 5'-9f,, P"b· 11\0 • Op"'· (1), lf,l01~2. 
!G. !'.t! 11, (:hap. 5, ~111 e Op"'• (1), 10, lll. 
tl. (',.,.,_ ,1,.J. Sri. /',,,.p, ;, 1Jl•/J5, 150-Gl, P"~- IHO • Of<"• (1). lt, ~1-100. 



N<>w lct x- 1, 2, 3, , , ,, "· Thcte.ouL,.itutium ¡;ive 

' ;-

' -' ' " 

l l l l 
log2+2-3+;¡-3+·· 

' ' ' ". ' ' lo¡;- .¡. - ni --+· .. 
2 2·4 4.16 5· 32 

' ' ' ' ' log- +- 3.~7 + 4-Bl 5-243+"· 3 2-~ 

.......................................... 
l l l 1 

+ f,;l - 3n' + 4-1' - 5"' + · · '· 

Dy adding aud 
onc gcu 

notiu¡; that cach log term io a diiTeronce of two lo¡;ari:llm>, 

.1 J l • 1 

.r+:;+:¡+···+;~ '('·' ') lo¡;(n+ 1) +- l +- +-+···+:'!! 2 4 9 n 

+ .. ··+__!_) •'(• 
•' + 

- ... , 

" 
(28) 

1 ·¡ 1 +- +- +···+-=log(n+ l) +C 
2 3 " • 

whcre C represen'< tl1c '""' uf the infmilc >el of finitc arllhmetic su m•. The 
v,olue uf(; wat calcul~tctl •rrroxim,tcly l>y Eultr (it dependo opon n, but 
r~r hrgc ~ thc valuc of n <lrocs nol ani:ct the rc>u:t much) and he obtained 
0517111!. 'fj¡j, C i> IWW [;,Owu ¡,; ['ulcr'! <.<m<l.ot\t a"d is dcno:cd l>y -¡. 

¡\ '"'"" dccm •• tc •q""'""""''"' of y i> ulllai11~d no"'•'d"ys ao follows, 
s,.l.tr,.ct r .. ¡;" f,.,,, 1"'"' >i•i<> of (2~). Now lo~(" + 1) -Jo¡: n ~ 

lu~(l + lfn) ,.,,d ihio ''l'l'r>hldoc> O as"_,. <Xl. !lcnce 

(29) r-ho., 1+,.+-+···+--logn• . ( ' ' ' ) 
·-· 2 3 r. 

1 uci..!c.,tally, "" '''"1'\<r ¡;,, "' t[,,,, (2~) h,, Leen found for Euler'• conltant, 

"'""·" v.c ,¡, '""" v,.,¡.,,,. <'!"""'""' fm "a .. J '· J\I.,rcovcr, wc do not 
ko.<.o>< ,,,l,,y '"'"'"''y;, '•'""""¡ oo irr .. tion:.l, 

1 u lo¡, " 1 ).: ~cr¡, '"" l)i,•c• g•·ut ji, m" " E"kr ir":cS1ig.otcJ the Jivcrgent 

''''·" . 

! 

1 • 
1 
1 

1 

(30) 

(31) .t>y'+y.,x. 

But thi• diiTercntial cquMion has thc int~graling factor i'•-"", loO tl,•t 

(32) f
• ,-w 

y = ,,. -- " . ' 

"' 

;, a solution thM can be <hO"'n by L'llospita\'s rule to vanish with x, Eultr 
cotLsidcrc<l thc !CLÍCS (30) to l>e thc serie> C-'P"miou of !he f\lnction in (32) 
and (3~) as the mm ofthe '"';"' (30). In fact he \eto x ~ l and ol>t:tins 

f
',-11, 

1 - l + 2!- 3! + .¡¡ - ... -' -- "· 
. . ' 

Thc rcntarkablc fact about thc series (30) ¡, tbt it c~n l>e U>cd to obtain 
gu<•d numrric"\ •·~lttco lnr the function (32) bec.1mc, givcn a vnluc of x, if 
wc nc¡::cc\ a!! ten m Lc)·ond n ccrtain onc, thc ab•olutc vaho<. of thc remaindcr 
e~" ]¡~ •hov.•n to Le smallct than thc absolul e ,.,,¡,.e of thc fir<t of th< ucglectcd 
tcm,._ llcucc thc ooric< c.m lJc Hst<i to olttain ~ood 1\ltnlCJ ic~l approximatiom 

to t!lc into~r~l. Euler wn• ming oll,·er~cn: '"'"' to ~J,-,,ntage. Tite fo\t 
,¡gt\in~a 1 oc e of "\t.tl tlt<<O •.iivcrgen t tcric• .lccoonpli,\tcd "'"' not .¡ppr<dated 

for anothor 1:>0 )''·'"· (5ce Chn¡>- ·17.) 
;\nothcr f.11nmt> , c>ult of I:u kr's in tite are,\ of oonn •loou ¡,¡ be tlntetl. 

ln ,J,. (.<J¡u'«r,,,,¡; J.une. Tkrnoo\\i, (¡eatioog thc Sloloj«t of prob.>.Li\ity, 
inlrnoluo·cd the """' widdy mcd \lcmnttlli nu~oohcrs. llc snnght a foHilula 
for t:lc sumo of the ¡><>>itivc integral pÓ"-'CU of thc in«scrs and ga,•e the 
fol\uwill¡; [,.,,,,~, withou! demomtrollion: 

• 
' ---¡¡"'+ <+' ' - ¡¡< -t-

' 
(33) 

+ <(< l)(< 2)(< 3)(r 
2·3·\.5·6 

Thi• oetics 1crminat<> ft! the laot positive power ofn. The n,, B,, B,, ... ari 

the llernoulli n11mLer1 

(34) IJ, ' ' - ¡;· n,- -so· n ... 42' n, ~ ' w 
Jkmo,IE aho g.ove thc rccurrencc robtion, which pcrmi:. one lO ea!culate 

,¡,«< wenk•cn«. 



.,, 
Eul<r'> resuh, the Euler·M~<:lautin summuion formula, is a genero.liu

tÍ•!!>," Le!](<) l!e" ro~l·v~lued function of the real varial>le ~- Then (in 
mtldcru IICJt.niun) thc furmU14 rcaJo 

"j' ., D (J~) ¿fU) = _J(<J Jx- 2 [j(n) 
0
- j(O)) + 2 ~ [j'(") - /'(0)] 

•• o 

t- !1¡ U"(•l - J'(O)] + · · · + (g;¡1 [J"'''"(•)-f'"""(O)J + R, 

whcrc 

(35) R,- j"/'"'"(~)1',.,,(~) dx. 
• o 

!l"e n ~nJ ¡\are positi.ve Ín<e¡:en. P,.,,(x) io thc (Zk + l)th Bcrnolllli 
poly11omial { which al10 appe:>n in !lt"ooulli'o Ar< Cor:ft<l~>r.di), which io givcn 

"' A. //
1 

<''l JJ, ..... 
-n+Ti¡k t¡t+2t¡¡, ~¡1 

D, 
+··'+k!' 

\>locroin fl1 - -1{2 and 11,.. 1 ~O for! .= 1, 2, • · ·, The series 

-
{3B) 2 (~¡¡! [J"''"(n) -.J"''"(O)] .. ' . 
Í> tlivcrg<llt fur olmo>l ~~~ f(x) lhat occur in applic~tions. Ncvcnhdeoo, the 
f<n,;i,dcr 1/, is le" oh~,. the '"" twn ucglectcd an<.l so the seriC> in (35) 
~Ívc• a "'cf"l "PI""''""'Íon to 

Thc lkrnoutli ntlllll><u B, are oftcn de~ned tO<lay by o. rdatíon glvcn 
lat« Ly Eulcr," li>ltlcly, 

>
. ,, 

'· -· ' ' - . '.o 
lndcpcndently of l'ulcr, )..foclamin" arri1·ed at the ume summation 

fnrnoub (35) hut by A llocd><J<l n li!llc '"'"' :ond dos.r to th3t which wc me 
tod,,y. Tloc ""'""iudct """' !ilSI ,uld,·d ;no<l scoiomly trc.Hcd by Pois<on." 

t:,¡,., ,l,u iutrool.,,..,¡"" t,,,.,,rorn•·"'"" ol' ooricJ, otill known an<l 

. lY. ~···••• ¡,,,¡ ,.,, ~""••f, O, llJI/l. Llt·'Jl. ¡ouL 1Jl'l• Op,,, (1). 11, 11-11: .onJ 
{~"'"'·.t.,/ loo. ¡•,,.~, 11, llJu, III·~".J"'Io.111l ~ l!f"'• (1), 1·\, 111-ll. 
~11. ()¡"'· (1).\1, !UJ-i./. 
11. "~"""'"' .j /¡, """• 1 ¡,!. ,. ,, n. 
••. ,ll•• -'• /",[ ... J J,o ,,; , ¡.,¡. F, • ...,,, ó, III'~J. SII.Oo!ll, pulo 1Ul7. 
ll /,.t.!"-l,l•d,ll'•:o,t•·CO\, 

Tll~ M ... NJPI!LAT!ON 0~ ·~R!U 

us<d. Civcn a sorieo L::'. 0 b., he wrote it as L.:'-o (- 1 )"o •. Then by a numhe 
of ro~r~a\ al¡;ebraic I!Cps ~e ohowed that 

( 10) 

wher<in tloc ó,• denote< the nth finitc diffcrcnce (scc. 3). The advantage ! 
thi> 11 ;msform~tion, in modern ,.,;,,, is lo convort a convergen! series ini 
a more rapidly convo:r~ing one. \lowcver, for Eulcr, who did not muaU 
distinsuisl• cotwcr¡;or.t ~n<l dive,-~·cnl >«ie>. tloc "ansfonnation could alt 
tr.tmfornt ,ti,·crgcn\ scric:s nuo co"''rtgcnt ~>neo, lf une applico (~O) lo ,., 

( 41) 1-1+1-1+· .. , 

tlocn the right siclc of (40) yidds 1/2. Li\._,,.¡,e for the >ories 

(42) 1-2+2'-2'+2'··· 

(40) gi,·es 

(43) 
=.. 11111 ¿ (-1)"2" ,. Q {1) + 4 (-1) + ¡¡ (t) -: R l-1) •• ·- ;· 

••• • 

Tloc'C re<ulu are, of course, che same a> 'hooe Euler got above (see [16) .:, 
• [17]) l;y tolti11¡; thc "'"' oflhe series lo be 1he valuc ofthe funclion fr9 

which the ,.,;., is <.lcri\·cd. 
' The •pirll of Euicr's mclhodo ;hould be dcar. llc is the grcat n;oanij, 

lator nnd pointcd th•: woy to thous,,nd> of res>~lto lo ter e<tablished rigorous' 
O nc othcr fomtol" serie> "'""be 1!\<nlioncd. In hio ,l!tlhodu< DjJ.,mlioli. 

Jorn<> Scioiing g"''< rhe series \\e no~' woito as 

(41) log r¡]- (n ') ; ·"' B.l B, 1 +- logn-n+logv2,.+--""-+-:;+ ... 
2 1-2~ 3·4n 

B,. 1 
+ (n t)(~k) n'•-1 +· 

which i• equiv;~\ent to 

( 45) (2k 1)2~n"" 1 

S\irlin& g"vc thc fi,!l five coclflcients anda rccurrcnce formula for del<"'!' 
irrg tito S<lcocccling <me•. TIHrugh tito serios fut 1<>¡; "! i• divel'senl, Srili' 
coiC>JI.otcd lo~ 10 (1000!), which ;, 2SG7 plus 3 decimal, to l<n dccim31 pla. 
b•1 uoirrg o11ly" fcw tcrnro ,,r hi1 ocrits. ])e /<.loivoe in 1730 (.1/óm//o 



"' 
Anolyli<a) gavc " >imitar formula. Por lnrgc n, ni- (nfe)•,t2;ñ¡ though 
givcro by do !l.!oivrc, it ;, known a> Stiriing's appro~ima~ion. 

5. Trigonometric Seriu 
·noe ei~lnccnth-ccntury mathcrnaticians also worked extcruivdy with 
:ri~<>MIIICtri~ mÍ<>, ''l"ciall1 it1 thcir amonomiood thory. Thc uscfulnc" 
ofOI>ch ,.,¡,,in "'"onmny ¡, cviJc,ll from thc ÍJctlhat thcy are pcriodic 
fo,Cti<>n> and a•trmoumical phe,omcua are lacsc\y pcriodic. This worir. 
w." thc l,.~iouoio¡; of .o Y·"' >uiJjOCI "'hO>C full oignific.,"cc wa< not nppreci
alecl in the eightccullo cc1Hury. The pwhlcm thai l~unchcd tite use of 
uig""'"""' rk ><r ieo '"·" i "'"' ]"ol.nin", p.micul.uly 10 dctcnnine the po5itioni 
of ti. e pi:, IICls be 1 "'""" <i1<1W oUt,oi 11cJ ¡,y ol"" •·.otiun. Thc >.Hne S<'T ics were 
iom<~!.,ccú 10th~ c,ody ,,·ork <>n p.mial difli:rcn:ialcquations (><< Cil~P- 22) 
but ouri""'ly thc '"'" lincl of ¡lu.ntgbt wcre l,cpl •<PM010 oven thollgh the 
Odlll< IJoC\l Wfll l.cd "" Luth jll ublcll". 

By a origououoctric oe1ies is tlltdttt any >erie> of the fur<n 

( 45) ~a0 + i (a;co!tL< + b,oin .. x} . -' 
wLoh a, ano! h, constan[. Jfouch a !crico represento a function/(x), then 

( 4 7) ' ¡·· a, - - f(x) oos 11x dx, " . ' J'" b, = - . {(x) oin n.t U -. 
fur n ~O, l, 2, .... The auainment of these formulao for the eoefficients · 
w., one of Tloc chitf rc>ulto of the th~ory, thou¡;h '"'e >ha\\ ;ay nQthing al 
pr<>ent about the C"<mJn,"on> uuder which tlJc<e ,¡re nece.,arily the valucs 
of a, aud b,. 

A• cMiy a> 1729 Eu\cr had undcrtakeH \he prob\em of interpo\aoion; 
tb.ot is, ~iven a r.uoc\L'un/(•·) whu>" valuc~ for x ~ "· n pusitive an<l irueg..al, 
"'" ¡¡ro,.;!il>e.!, tu r,,,¡¡¡~¡ fo.- othcr valueo of x. In li·f7 he a¡rplied ohe 
mctlwd he hdtl ol.t.!ÍneJ to ~ function •risi10g ;, ohc oheory of p\.lnetary 
P""'" h,,tiu'" "",¡ >CC\!H·<l d "i~uno""" ic "' ;,:~· •cp<-.:«:IH'HÍ<"' nf the 
[iJmliou. 1" 17.'!3" he Jl"hli>hnl thc mcth<><l he had liJuml iH 1 n9. 

Fir>t he r:.d.lcd !he l''"l,lw< whe" tlle givcn co.,,ljoio"' ·""/(rr) ~ l 
f.,, c . .,.¡,",,,,¡ ,,,,.~111.< l"''i"dic ,.,lollio., th:tt Í> 1 fnr Íntq;r.>l.<. ¡-¡;, '"'"únins 
i> il!Tco C>lit<H \re< o""" Íl illl'>lf diC> tloc ~n.dyoi> of thc pcriod. 1 k 1<1>/(x) = ~· 
a ,.1 lry T •• ylu, ', 1 hcorcm w1 itcs 

{11\) f(•-¡.l)~y+f-~ ' . ,, 
l~ N • .,¡•,., . ., .. _t,.J .\'" /"oh•f .l. ll!o<J~\1, ~lj !!"•. '""'"· \1.11 ~o¡.. ... (1). H,<Ol-~15. 

' 

TJt!OONO>!ET!>.!C 1!1\1~ 

Sin ce j(x + l) io to equalf(x), !1 m u>! .atio!y the linear dif!"cctntial ec¡uation 
of1"nfinite ordec 

( 49) 'l. l. o 
!1 +p +¡;Y +··· ... 

He now applied hi• method of solving linear ordinary di!ferential e"quatioru 
of finitc ordcr pol>lio~ed in 1743 (>« Chap. 21). That io, he aet up the 
au~ihry equation 

(50) ' ' z+::¡z'+-¡;z'+···-0. 
., 

Thi• equation, in view of tl!e oerie> for '• io 

;\ext he determine• the roou of thio laot equaticn. He ,,.ru with thc 
equ.,tion 

whieh i• a polynomial of the r.th Mg<ee. Aeoording to a theorem whicl> 
Goteo (17Q2) ond Euter indepondently in hiol"lrodu"io" had P•oven, thlo 
p~lynomial has thelin<:3r factor 1: 1\ml ohe quod,aoic facton 

( ')' ( ') "" 1+~ -21+¡;co•-¡;-+l, " A-1,2, ... ,<2" 

By virme of <he tri¡;oMmeoric idenoioy for 
f¿ctors are t\1e Slme as 

oin z in teru" of = 2: thcse 

The roo1> of (50) are not aiTccted if we divide ea eh factor by 4 sin* ho/n (for 
the respective k), "nd so the quadratie factors 3.re 

1 + ' + ---''c'~c. - ·-4"' sin'--
For n - o::r, the oerm :j" ;, O. The quantioy ..;n ktrj• ¡, r<plaeed by bJn, and 
'" the factor> beeome 

,, 
1 + u'_,•· 

26. Vol 1, Ch••• 1-1. 



To ouch a factor in _t!,e au~iliacy ~nuatíon (SO) therc corr.,pond the roou 
_t_ ~ ±i21,,., and hence the i~:egrai 

' 
+ A, co• 2k,.r 

of( 19). 11,; 1 '"""' factor z "''" <ioued al.>ovc gives rise lo a con!lant integraL 
Siucef(O) "" ! lo ~n initi.tl cundition, Suler fnt•lly ol.>tain1 

-
y- 1 + 2: ¡ .. , oin 2t..-r +A,(«» 2btr- 1)}• . . ' 

Tite cuefficients "• and .1, are >till oul>ject lo the condition that/(n) .. 1 
for cach n, 

Th'• P"P<r ol>o cont•Ít" a rcn•lt which ¡, formally idcntica1 with what 
<~"'" tu Ue calic<l ti1c Fo,ricr expw.iotl of an Mllitrary func:io11, as wdl ao 
thc clctC"IIina,io\\ uf the codf<óc"" h)· integrak Spccifically Eukr ohowed 
tltat lite general 'ohttiol\ of tite J"unctiollal cquation 

/{•) ~ /(x- !) + X{x) 

" • 
f(z) - J: XW d~ + 2) cos2~<.-•J'x(f)cos2mrfJt 

- o .. ' • 
~· 2 2: sin 2notr J: X(~) sin 2n,.f d~. . " ' 

"!!ere we have a fu11ction e•pre»ed "" R tri~om>metrie series in the year 
l/~0-51, Euler m~int3i.,e<l tl•at his w~s the mo" genoral >olutiuu of the 
inl<tpol>tion prohlem. lf oo. it >urdy intlude<l the ropre,cmation of poly• 
norr,ialo hy tri~ou<llll<l<ic serie>. Jl.,t, a. wc >h;tll '"" i~ Cl•apter 22, Euler 
,Jc,ic•l ,t,¡, in 1he ar~twL<t\lS on the vihrating ou·ing ,,¡~ rdatul pru\,lc•m. 

1 H 1 7 ~-f d" AlclltiJcr<" c<>ll>tdcl etl tlu' ¡;,.nh~crn uf t!.c c1<pamion ul" t he 
rccipr<M:o.l ,.r 1lrc di'"'"<C helwccr¡ tiVO pl.u>cto in a ><:rit'S of cO>Ír\CS of the 
mul<iplc> ,,¡ thc ·'"~le l¡clwcc" Lhc '"'Y' ft.,,, ohc ori¡;i11 1, thc pl.'"""• anJ 
hcre 1<><> tl1c ,lcfi~oite inocg<;<l e><pr<»Í<It\S fn¡ thc codlicic<l" in Fotiricr 
>«ic> """!,e fuun<l. 

¡, "'":..th<r ,,·utk E11lcr ohtaim tri~<>llome~ric >cric> rcprcooo\l~tion• of 
ful!cti""' in ·' "''·' lly di lli:rct, 1 f . .,I,iutt Y' 11~ st "' ts with thc gco\\tW ic se rico 

L o'(cou + ,-,¡, •)", 
••• 

l7. 1<"''"¡" ,., J,Jf'""' p.;,,,;.,~'"""' J, '''"""J·, "~""'· 17,, V"l. 11. p. Cú. 
~B- .\",,. (",~"'- .I<OI. ~"- )•,o.,.p., ~. \75-lj~, lú1-2UI, ¡xob. \JGO t O~ ... (!). !i. };2-M; 

'" ,,,., n¡ ... ,. (ll. 1\ >JI ~1. r"' ·"''"''"'" '""¡""'· 

-and by >Umming it obtaiM 

1 a(cosx+iSlnx)' 

He then u•e. !landard formula• to repl3ce pcwen of cos x a.nd •in"' 
cos n.< .itnd •in r...- {which amounu lO de lr.Ioivre'• theorem) a.nd obti.i!U 

--=-"c=7occ· CO"O>) ;.. "' a"(co•""" + i sin =l· 1-a(ccsx+•••n• L. 
••• 

by 

lly multiplyin¡; ll\omcrator and denomina!<>< on 1he left by the eomp!ex 
conjuga te of thc dcnominator, >cparating thc n - O term en the righ1 and 
putting it O:"l tbe lcft sicle, dividing 'hrou¡;h by a, and !Cparaling real and 
im~cinary parts, he o~t~Ln• 

aco•x-a• • 
,. - 2: a" cos "" 2a cos x + ••• 

a >in X 
• -¿a•sinn.t. 

' 2• e o• x +o • •• 
So for hio r<>ulu are not •urprising. He now lets • ,.. ± l and obtalno, for 
=ample, 

(~ 1) ' 2-1 ± COP + cos2• ± cos3x + cD'_h ±•••. 

(llctually the series nre di,·ergent,) He thcn in:ogrnt., and obtairu 

(52) .,._z. 1., '·• 
~~"nx+~"" x+:iJ-"~"' + ... , 

(wbich hold• forO < x < "and cqu~h O for X ,.. O and 7t) and 

(53) ' . 2'"""""' 
.. , ... , '·· --sm x +-"n x--SLn •+···, 
' ' + 

(which converge• in _, < x <,.¡ .. /In intcgntion of thc latter and 
cval,at;o!, at x .. O lo determine thc comlanl of integration givC5 

(54) ' +4<0>2• ' -gcm3x+ ' T5 cos 4x -·" 

Euler bclieved lh•t the latter '""0 '"ries [which are convcrgent in 
{-" < x < ,.,-)] rcprcsent the re<pectivc funotiom for all v~lut;Jt of "'· 
Morcovcr, by •ucccssivcly <li!Terontiating (51), f:ul" deduoed thot 

,;., ~ ± 2oin2x + 3>in 3< ±···~O 
wsx ± 4co,2x + 9<«53~.! ... .-O 



a~d othu !Uclt equntion•. Daniel Dernoulli, who h~d a\oo given expn~•ion• 
!U do u (52), [~3), a.~tl (54), "'eognized that the >er;e, '"?""""' the function• 
Olll)' for ccrtain ""S''' of x vah:oo. 

In 1157, whik "utl~i:>g ¡>c;turl>ation• caused by the >un, Clairaut" 
too\; a fM l"'ldor >«p. He say• he wdl oepre,cnt ony f~nction in thc form 

• 
(5~) J(~)- A0 + 2 ¿A,cosnt. .. ' 
!le roga,..h tl:c prol.olem a• one of it>tOl polation and !u uses thc function 
value! at the z-~a\uo 

'" T" 

and aftcr tome manipulations obt~im 

A, -L~A'fl 
• 

A, 
• 

By letting A bccomc j,finite, Ci:tir~ut arrivcs ot 

(56) ' j" A, ~ 
2

,. 
0 

j(x) cos nx dx, 

w!oich ;, thc corrcct formula for thc A,. 
l..o¡;r4ngc, in hi, r<>cardo on doc propag~tion cf•ound,0• cbtaiMd thc 

•ori<• (51) and clefcttdcd thc f.tct that thc sum is lf".!. Yct ncither Eu\tr nor 
l...o~r~n¡;c comf\\C!IIoJ un 1hc ><"""k,,i>lc foct tloatthey had c.presseJ non• 
pcriudic funt<iom ;,. <he f., m uf <rig<,>OniCHit •cric•- llowev:r, somcwltat 
I.Her tl«:y J,d uh<eove thi> f.>ct ;, •• nothct conncction. lYAlonol>ert h.l<l oftc11 
giv'" tbc cx:uupk tof ~'" "' .1 fuw·tion tho< cmolcl no¡ he e~p:111dcd in" 
"Íb'O""'""" LC ".,¡,.,, 1 _.o¡;r:uoge >ho'"'"l loim i" ,, 1, l \et" .,f Att¡:mt 1 ;,, "¡ iUU 
tb.,t x'" <·"' ihdccd he ""1"~»«1 ;, thc fonn 

•"·'- o+ bco>2< + <CO>~< +···. 

IJ',\ku•!><~l uloJ•·ctcoi ..,,J ~ove "'""'"''•"g"'""""· »>Ch as tltat thc dcriv,. 
1ivn cf <he two ,;Jc, are !tul cqu:~\ fur x ~ O. 1\l>e, by l.;tgr~n~e"• >nethod 
or>e c<>llid "]"'"' ,¡, x "' " ,.,,;,e >crk<; yct •in x ;, an odJ fllttction, 

n JJ .. r. J• I"J,,J '" s,;. p_,¡,, tJ~o. ¡¡; <r, poi•. 1759. 
~~- :.J .... '10··' \, lll')- (/,,,,, 1, \\0. 
ll. ,,, .... ,., </, .. ,, ll. 11~. 

.,, 
wh.rea• the r."ght <ide wo~ld be an even ene. The prcb\em wu not resolved 
in thc eighte<nth ccntu:y. 

In 1 7 ii," E"ier, "-ccking c.~ a proble:n in a'troMrny, actually obtai:"<Cd-.. ... 
the cocflidonl! of a tri¡;onorr.etric s.ric• by U!in¡; the crtho¡;onality of the 
ui¡;onornetric ftmctiom, the meth<>d ""C use tcCay. Th~t ;,, from 

• 
(57) J<~) ~ ;· + L .. "''' k;~ 

' . ' 

•• 

He had fint obt~ined ;,, in the i.-l1me'!'atoly prccooling pope<, in a •c:newhat 
complicoted fa•hion, then reali7cd lho: he could ol>tain it directly by mu\ti• 
piying lx>tO ,;,¡., cf (57) by COl{.,x/1), intc¡;rating tecm by term, and appl;o" 
ing the re:ation• 

r' _, '"' {' '"' -,- •• -, dx - ! {2 
• ' 1 ' 

if .. .¡ k 
;r .• -k,.o 
jf .. ~k-0 

Throughout all of tite al>ovc work on tri¡;onometric 10ries ran the 
parado~ thM, although all sort• of function• wcre being rep<e<ented by 
tri¡;onom<tric oeriet, F.u:er, d"A\cmbert, and Lagr"ngc ne>·er aban¿oncd 
thc po>ition that aobilrery fun<:icn• coulJ nO! be rcprestn:ed b)' •uch •crico. 
Thc par,Jox is pa,.ioll~· .-plained by :he fa<t that \~te <ri;onomctric >cri" 
wcre """med te hold whcrc oth<r C\"idcncc. in sn:nc ca•c• phy•ical, "<nted 
lo O>.lttre thi• fact. Thcy then foil free 10 """"'< tite •crieo anJ deduce 
thc formula, f<>r thc coeOicicnts. 1'-i• i"uc cf,,·hether any function can be 
rcpt<SCII\CJ by a lri~onomotric >e<><s l>eco,te cc,,tr:tl. 

6. COJJ/Ímud Fractions 
We lt.tve alrrady noted (Ch•p. 13, occ. 2) thc use <>f 'l'ntinued fraction, te 
ol.ot,in .,ppro,ima:iom to ircMicna\ numbcrs. E:ulor took up !hit oubjccL 
¡, ¡,;, fln' popcr 011 it,' 0 entitlcd "De frac:iu~iUu< Continui•," he derivcd 
a ttuml>cr nf int<ro.,in¡; re> u!:., •u eh as 'hat every ra<ioot:ol numl>er can be 
<~presscd m ,, ftnitc continlocd fr.lttion. He thcn ~.wc the "'P"'"iooo 

32 . .l'o .. A«• A<•l. $,;, Po<•op., 11, \1~3, 1H·J1, 1oub. tJ?B w Opn•, 11), 15, hrt 1, 
J.l:J-lo. 
lJ. c.M ... A«l. s": r•••P .. (1. 17Jl, ?3-131, rub. 17H" Op• ... (1]. u, t87-1U. 



which harl al"eady appeared in a paper, by Coteo in the Phil.,ophi<~l 
1Uiiu1t1 of ! 7!4, ~nd 

Tra"s-

,,, 
the relati~n bctwecn !o¡;x and the nrca un¿er y- 1/.t:, demonma«d the 
convcrgcncc of the serio for log 2 ancl log 5/4 by compri<on with a geo~ · 
mc:cic ocrieo. :-;e"' tOn and Jamtt Cccsory, who made m u eh me of numeriea! 
volue< of •~ries lo eolcula•.e los~ritbmic an~ othcr function tabloo and to 
e'·~luate in;egral•. ••ero awore that the ''"""' ofo~rico can be fi:titc or i"~'li". 
The tcrms "convergont"' and "di1·orgent" wore actu~lly ll>Cd by Joma 
Gregory in IGGO,l"'t he did not de,·elop tite ideao. ""''"" r<eo~ni.cd thc 
need to con>ider eom·erscnce but clid no more than affirm th>t pn"'" 1cri._. 
converge fur !mal] valu<S of the 1•afi.oble ~~ lea<! as l'eil a< the gcontetrie 
series. 1 !e a loo re,tarkcd th:..: oomo <erÍo> con b~ infillito fo, <Dme volues of 
x ;u\d so l.Jc useic», "'• fur e.<O•nplo, <he scri" !"ur y~ Vo.r ,l •t x .~o. 

!.oi~niz, too. felt >Orne concern about com·er~""' and !lote<.l in " 
lctlorufOctobc,· 25, 1713, tojohll llwtoulli "h.u ;, now" th,•urc"'• that a 
~crÍe> whmc tonn> ahem"tc in sign an<J clccrea>e in al.Jsohlle \"a!ue mono
lonkally to <.cm cun<·c,~ro." 

)\{,,cbnin, in hi• Trto!iu oj Fi"xio.os (1N2), usc<.l oerie< O< a !c¡:ular · 
tnctho.l r,,. iutq;1otinn. llc '"J''• "\\"hen a nurnt cnllllM k !cp><wncd 
accmntcly in .d~dJn1ic lertllS, it io thcn to he cxpr<S>e<i by 3 convergi~g 

ocries." That thc tcrm< of a conv<r¡:ent >cri« "''"' continu;¡!!)· detrcase 
'"'d UclOll\C ¡,,. th.Hl any >¡uantity howoOc1-or >mal! that con he nosig,«l he 
a loo !CCO~nizoo.l. "In :hoc ca!e a fcw '"'"'' at thc bc¡:innin¡; of thc oori._. .,.¡¡¡ 
l.>c n("oriy cqual to thc valuc cf1hc \':lwk" In thc T!ra:iu ~!acl.tu,in pve 
the in:c~ral '"" (intlcpenclcnÜ)" <Ji;,:ovorcd h)• C>uch)·) for the con,·er~cnce 
of an intinilC serie"¿. <b(t1) con\·crge• ifat<<l ullly if J.~ jl(x) ¡,finito, pcovided 
th.u \Ó(•) is finito ami of thc ,,,,e •i¡;n for a !i x ~ <0. )..l~d~urin ga1·c it in 
~comctrioal form. 

Son\e ido." about c<>nver¡:once WC!"C abo e•preS>e<l l.>y :\ichola:s 
lkmoulli (1607-1759) i:~ lollcrs to Leibniz of 17!2 and 17!3. In a leller of 
¡\ pril 7, 1 7 1 J," fiemo u lli •~Y• tite seo JC> 

(1 + 
, n(n-1)

0
" 

x)"-1 +nx+ 
2 

x +··· 

ha• ~o oum whcn x ;, nq;atin and nume,ieally ¡;re >ter than 1 if n is frae
tional an<l hoo an ,,·en <lcnom i nator. Thot is, thc (arithmetidl) rli<·erg:once of 

·a 10rio;< is not the only rcaoon f~r a sories not to.ha,·c a oum. Thus for .t: > 1 
botio ><ric< 

(1- x)- 11'- 1 

1-4-7 ..-' 
+ 3·6-~ + ... 

1 ' 3' 5 , 
+--x +··· 2+G 

~8. M•l~. :;,¡,,p,., '· 9~~-21. I...boi-. ai>o g"< an in«>rmt p<O<>fln o l<tt« toJohn or 
J""'"")' tO, 111·1 A Mo<lo. Srh,ifl<o, ~. ~ló. 
,,, J.d"''', .•.:.,h. :;,A.ijl ... 3, ~UO-il4. 



~re div.rgent, l>ut the fo.-.< •erio hM ~ po.,ible value and the •econd an 
imo~inary valuc. Ooc cA~not tli;iingui•h the two by c~arnitli<IS the •erie> 
l>ec•.,>e the rtm<>i .úu a•< mi11i"g liOJwever, 1\:lehol"' did nO( oot "P a cle~r 

con«¡" of cotwtrgcl>ee. In a roply of Junc 23, 1713, Leil>niz" use>the tcrm 
" "~ •·ctge" 1" [,r >crÍe> ti''" c,nvcr¡¡e (, ""~ h ly in "" r sen•e) and a~ re e, that 
n<m-.ul·,er~tnl oorir.> may he imp<mible er i.,finitcly iargc. 

· ¡'!,.-, e i, "" ,¡,,,¡,¡ th.LI 1·:.,\cr ''"~ '"'"" ()[ the di llic.,ltie; whh <1 ive,-~ent 
ocric<, ~nd i>l ¡wlictol•r 11ie dilliculty in uoin~ thm fo• comp.,:atie:t>, l>u: 
he "" L,>Í' 1l Y. '-"•" LL!>C ]¡·,., ,,],,,, 1 Lhc U" •C"i >« <>( COl LV<.' f:UICC Jrt<] ( liv.;rg CllCC. 

]le did recogrtile tl 1 ~t thc '""'" lnU>\ bec0111C infinitcly ,,,11 for ccn
v<r~·-•"-"· '!'he kLLc" tk>c<Íiml bd"w t<·ll u•, incli<CcLiy, su:uetlti"g of ¡,;, 
V lO\>> 

,-..:icl",l"' ll<:ruu11lli (11>1!7-1759), in cone>¡>OL111c<Lcc willt Eulcr dutir\g 
17-!2-13, hdcl ch.dlc,.gc<l >Uinc of E11kr'• idea< •m<l w01k. )le pointed out 
1h~t Eul<r'o '"" ¡, hi> p~pcr uf 173 IP5 (>ce >ce. 4) nf 

"" ' 

•' 

' 
_, ' +" ' +:p+· 

but ~ proof o( the <:ouvergcncc af 1he ba>ic >eri~ in sÍ> mi»ing. In a letter 
of April G, 1743," he •~Y' he c~IIIWI i11wgine th~t Eulcr can'bclicvc a 
divec~<"t O<ric-< giv<l the <'•lct v~lllC of >011\C ljlloiii\Íty 0' fu~otien. ] Ji: peinO> 
""' th.<t tl,c r<"'aillth·r ¡, ldckillg. ']'¡,, 1/(1 - x) carn101 c<¡ml 1 + ~ + 
r' + ... l>ecau•c tite rcrMinder, n.trr_,dy, ~~ ''/(1 -~J. io mi,,ing. 

J n ""'" hcr le tLrr ,r 1 7-1 '1, llcmntdl, '·'y< Eulcr !llll<l di>tingui;l' bOL wcctl 
a ~llitc >U In aiHI a""" of an ¡,f,nite ,,,¡,"' of tcrnl'. Therc io no lalt ter m 
;, :l,c l.•ncr c.<lc. llctocc une"'"'"~' u>C fnr inflnitc pnlynotnial> (as Eulcr 
1liol) t!« 1 do ti o" l,olwccn tk t noll "''~ Ct•d~cion" of a pQiyno,,ial of finito 
<l<~<cc. Fur ¡•ulyiiO<ni • .l> wi th an in linítc <IUtld,o,· ~!' '"'"" '"'" o~IHLGt ;peak 
~f¡l,c >11111 >J[ tl10 ru""· 

Enld• ~"'""" t<> thc<c \cllcn uf !k1n<>ulli a1c nol know¡,_ In writing 
t•> C.,!dlw.h ''" ,\''""" 7, 17-IO.," l:tdcr •efe" to Ilc•noulli's '>1g11111<nt that 
rli,·cr¡:c>~t mic• >11d1 ·" 

+ 1 - 2 + G - 2·1 + 120- 720- ... 

h"v" "" """ 1!111 '·'Y' th,,t ti'"'" serio. hA'·o a deli11ite t·nf"'· !le nntcs that 
wc ,!,md11 '"" me tite term ">um" bcc.ll!>< thi• refen U> actual addition. 
\le thcrt "'"" tl•c ~w··•al [!IÍnciplc wl>ich ''x[Jl.d'" wh-•< he mc.u\.< Ly a 

1U . .u.r•. ~-,¡,,,,.,., '· ~l!(.. 
<l. ¡,.,., ¡;.,.,,t••J·'"''•1, JUIIf. 
4!. ¡,,., (C""/~"J'""• 1, 3~1, 
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dcfinite value. He po:nts etH that lhe di,·ergcnt oer:Le ltom finite 
ol~cbr~k c~p'c":om ~~d then •~r• tbt :he ""lue ef the ,.,;., ;, 1.\t ;a:,, of 
/~e c/~tbroic rxpmsion jrM< ~t•Mth lhr s<rir< '"·"'"· In thc papcr of li34f55 
(!<c.' 4), he adt!•, "Whoncvcr an in~<liLe oeri-. i> obt:.i ncd a• the de,•clo?m<nt 
of •o111c doscd cxprc<;ion, it m~ y be mcd in m a tbclll>~ic.>l opcration> ~• the 
equiv.,lcnt of that expre,.ior., "''"" for v~lue• of the c•ariablc for whic~ Lhe 
"""' cliver~cs." He rcpr.>IO the flr!t p•:nciplc in hi• ¡,,,·,,rr'or.tt of li55: 

Let "' •·'Y• therefo,,, th.>t th~ oum of any infi,;" "rico i1 1h< f.ni•c 
<>!""'ion, by thc <>p-•n>ion of -.~;,¡, rl" ,.,;" i> S<llf'>l<d. In thi> '""' 
the '""' of thc i11fin':c oerics 1 - ~ + •'- •' + · ..... ;n b< 1/(1 +~J. 
Le<.1U>o 1he ><rics ,;,, h'n the e~p.1t>>'On o[ the fr -><1 ion, "'~-''"'" nun.b.r. 
io put in pb<e of x. !~ lhio io >Cree.!, the new <lrfini1ion ofthc \o-ord oum.' 

coineiJ" ,.,¡,¡, 1h~ ordin,y "'""'"~ ~he•, o oCii<o! conv<'S<>i ,.,¿ 1ince 
divcrsrM !tri<> h>\'<0 no """ in \1" prO]'<f """ o[ ti" \•O!d, no in<on
veni<n« C.\n .<rioe ¡,,,, t[,;, lO<lr.illoi05)'- l'iaolly, by '"""' oL Lhi> definition, 
I>'C can prc><II'C thc ~tiiLty ofJi•<r~cnt >«fe> oml dele nO I~CÓr u>o ii~m a U 
ol>jectioll>" 

It ;, fair1y c<rt;oin thot Etdor n,e.>nt to li111it thc ~oetdt>c topo""' oerie>. 
In writi:\s lo :\ichoi.u llcrnoulli in 17-\3, Eukr úid sor th~t he h~d hod 

grave doubt> ,, to the uso c>f di,·crgcl\l sc1 ¡,., LlLt th.Lt be [1.1d nc\·<r Leen led 
imo error lly u,in¡; hi• dcfinition of >11111." To thi• !krnou\li rc¡>licd thol tho 
Mrne scriu rrl i~ht aL i>C f, 0111 the ~' ¡Mnsiot> of 1 ,,.a d ilferon: fu llCtio"' ~nJ, if 
>O, thc """ woul<l llOt be uniquc.'' !:ukr tl.-n "'rote te Goldb~ch (in t~e 
lcttcr ,¡ ,\,gu•t 7, \7 l!i): "llcl'noulli g;, . ., no "·""pies ~1\d l Jo ~o\ bdic1·e 

it J>O"ible thot the ;:une >e1ic• <ould COt)le frmn '"" truly <lilfcrent olgcl>rolc 
cxprCSi!on>. 1\cnce it follow• unqucilÍOn.tUI)• th~t ·'"Y ><rics, di,.crgcnt or 
convergen!, ha, o dcli11ite sum or va\uc" 

'l'herc is an intcrcltit>g >cqud te thi> orgu~1cnt. Eulcr r<sted on hi> 
conttiHion th~t thc '""' of series su eh "' 

(50) 1-i+l-I+J ... 

cou\d Le tite val\lc of thc flll1Ction fro<n which thc scri., com.,_ Thuo thc 
nbovc sctics ~orms from 1/(1 + x) whm < "': 1, and >O hO! thc ,-alue lf2. 
llowt"cr, jean-Ch,,r\"' (Frotl~ois) C>llct (1744-99), in ~n unpubli•hed 
mcmNand u m '" hmilled l•• Lor,r.,nge (L.gran¡;o ·•p~rove<l il [or pu 1>\icoliort 
in thc .lilm•i"s of the Ac~demy of Seience< of París Lut it "'" n.-·cr Pllb
li>hecl), pointccl out <Ol11C forty ycars l.llcr that 

(59) ' +" + ... + ~~-' 

' + .. + ... + •' 

~l. l'><•or•'l't" lOU-11. 
H. Of<•• P•JIIo·-., 1, !iJG. 

' ' - •" - r-=-7' 
,. ' - •" + 

i~. Ap<ol 6, 17H; J'm,,c,,,.,..d.,,, ?. 101 ff. 

... - ,,.-~ + ... 



""'""" !!:ltll!!l 

llonce foc Jr- ] (and m < n), >ince the Ioft oide ;, mfn, thc oum ofthc ri¡:ht 

oitlt '""" •ho be mfrr, wlrcre m nrrd n Me at our dispo>al. 
!~·~'·'"~"'" eorr>i~c¡·cd C.dlcó objcction and ar¡:ued tha: it wao 

ineorrrct. ll•; ·,",:,¡ l.ciiJ:ri .. , probabili:y "'!:"'"""' thuo: Snpposc "' .. ) 
~,,¡ rr = 5._"fhcn thcf"/1 serie• on thc right >iJc of (5~) i> 

1 +O+ O-,, f- O+ •' +O +O - x" +O -'- x" 
Now ifone tú<>[,, x ~ l, tlocoum oftltc frrotterm, tite fim two, tire fint 
tlrt«, ... , tkrr ;., c~ch !i~c uf the1c P-""ial ourm 1ioree are equa\ !<> 1 and 

rwo ;.re cr¡,.~l tn O. \lenco thc """' prob.oblc v•lne (mNn ,-ohre) is 3{5; 
orHIIIti> ;, tire v~l"c ufthc >etÍC> ¡., (~~) f<Jr m .. 3 ~mi n = 5. lnciclcnlally, 
!'oi»OLl, ;<j•Jt<>'Ll orrcllliD>ÚII·~ 1 .. 1~r,Lrrg<, rcpc:ll! l.·;~ran¡;c'> ar¡;urnerrt." 

1~nlcr cliJ ;,oy th-•1 ~<e-l\ eaoc ;lwul<l be ,_,orci;.,d i" 1he oummatiorr of. 
di,·er¡;crrt >e< io>. ! k ,,!so m;tdc ,, <li>ti,ctiOII bctw~m di,·cc¡:o:ll •~··ies and 

mlliL<rrrver¡;coor '"''"'· ,,d, '"(SU), ¡l,;t <.»cillatc in,.,,¡,< a• r11ore "''" mo•c 
'''"" .tre "'ltled ¡,.,, dn '"" l¡r·c;¡,mc infi~oitc. Co·r·t.oi,ly he rccu~niLe<l thc 
,r¡,,¡,cl¡ull loC!I>'Ctll C<•"vc<'g•·"t 1cries and <livctg<(nt """'· In one ca•e 
·(17:7), 1vlocrc h~ med infi 11 itc 1orie> to c:tlcul;"c thc ~ttracti"'' tha< thc 
<·"'¡,· ,, ;,, obl.ue •phc.-"id, cxcrt• on a partkle a< tloc pule, he •~)" thc 
<cdc• "cu:>v<r~c' ,·docmclLtly." ' 

].,ogo""~"· ""'· >h<Mc<l "'"'" onvot<LlC>I .,ftlro di;~inctinn bctween cu"· 
v<o~ciL« "'"¡ rlivt:L~''"'"· ¡, ¡,¡, carlicr lvritin~> lrc wo; i<Lúocol lax on thi• 
"'"""'· ]¡, """ l'•'l'"r" he '·'Y' tlo:tt a >cric• will reprc•cnl a nnmber if it 
Cl>"''<rf:•'> w i ts "'" cuoi <y, tlo.H i,, if its mh tor "' .tpp•nachc• O. La ter, toward 
ti'" ""'1 ,_r tloc ci¡:ht<errt!t ce" tm y, "loen he "'"' h·d with T "ylor's ;crir;:s, he 
g.L\'C wh,ot "'" t.dl '!';o¡·lnr'< the<><<"L<t,'" II.L<ncly, 

j(x + lo) 
. 1' h' 

.. /{r) + J'(r)J. + F(r) ~! + • ·' + J'"'(x) ¡;¡ +H., 

w!ocre 

¡, ... 
R - f" • "(x + O!t) ;-;'¡-m " (n+l)l 

and 8 is hcnvocll O nntl 1 in v~lne. Thi• cxrro,.ion for R, is >till knOwn as 
Logr~tog•"• foron <>f <loe rcm.1 io~tler. L:.~ran¡:c >aicl rloat tl>e Tay1o< (infinite) 

~G. ~¡¡,., ¿, I'.<"J. J" S<i., Inri. ¡:,,""· l, 11%, 1~11, 1'"~· 1 ~~~; tloi• ""kl< do" ""-' 
"'""" ; .. ,,,, ,¡;.,_,, 
<1. J,.,_ J< n:..r, 1'.1., IZ, IU!l, -l~t-50~. Ir""';,,;,,"" o>i"g th< foil po~·« ",;", 
,,,.,. ¡,..,,.,t<'> "~'"'""' m•l<> mure "'"'· t < un O. ngwi<«t ~y ~pplyiu~ Frobonio>'> 

''''""''"" ,_,¡ '"'"'",'"'"Y (Clo•p- 11, >«, -1). 
<~- 1/rro. J,/',\<.,J. Jr ¡¡.,¡.,_ :>i, 1770 y n;,,,,l, l-ll, p. ol ;, P'"icol,, 
~~- n,¡,;, J" '""'''"'• ¡,,¡ ,d IUIJ, t:lo.•r· <> • o;.,w, ~. W-0';. TI,<"""" v.luo 
''""'"" .,r '''' <Lill••<.,,;,¡ c.dc"'"'• j(J.) -}(•) •/'(•)(!- o), i> duo Lo L.o;;r•"~' 
(t1,1¡: loo"" wo> ,.,.,¡ Lv 1'«<•< '!'.,lur'• t!"""'" "' i·o moJ<'" """''' 

.. , 
•eri<-1 •hould not be u sed withoul con<idoration or thc remaindcr. Howe,·cr, 
he did no: im·c>~i¡;.ue the iM~ of con,•erscnce or the rcbtion of thC: \'31ue or 
the romainde; to :he com·crgoncc of the i"~nite sed:>. He thoush< tbt one 
nccd comiúr only a finite numl!cr oflerm< ofthe •erie<, e;¡ou¡:h t<> ma~c the 
rcmaindcr <mall. Cot\l'crgencc W3> comiclored Id ter Uy C.ruchy, "ho "'"''ed 
T.t )' lur'• t hcoJ "'" "' 1'' ir<~ory, '" wdl as thc f.tct tlr,\! to o U t.>in " com·ergent 
•ctics tite rc1naindcr tnu>t npproach O. 

l>'AicmUcot, <<><>, di,ir.~ni•hcd com·crgcoH from di,·ergcnt scri<1. In 
hio anide "Série" in lhc Eo.-;¡,<lo}i!ir he •ay>, "\\'hrn thc progr.,_.,;,;, or 

<cric> ;q>pw.tchcs """" li11ire ~uantity more antl tnorc, ""~· comcquently, 
thc tcl'ltt> ofthc •cric,, or qu;ultitio:s nf"hich it ¡, compo•cd, go on dimini•h;: 
in¡:, onc ,,1115 j•, a convcrg<nt ,,.,;,,, and ·,¡ '"'" CO<ItinL<e> to infwit;, it "ill 
flnatl)' L-ecomc cqtta\ to this quan1;1y. Thus 1/2 + 1/4 -'- 1/8 + 1{16 + ··· 
fortll a oerCe< ,-hielo al"" Y' appm.1ch"' 1 and whid• "-i\1 be<omc cqualto it 
r,,,,l\y "hcn thc "' ico is cor.tinut·cl l<l in tlrlity," 1" 1 i~8 d ',\lembcrt oxpressod 
doultt> ;oiJO<U o he '"e vfttottoottvor¡;t·nt serio•. l!e s.ltd, "As forme, l avow 
:lodt dll tire ree>onins• iJ.l!Od o" o: o ies tb.lt ~re not <Otl>'Orgenl ... app:ar \0 

"'' \'CfY '"'pect, <'"<n ""'" tloe trmhs .1fC in ac<~rd wirh tntth> arri,·cd at 

in othcr "'·'Y'·"'" In ~icw of :he ciTce<i,·e mco of ,.,;.,_.by john llcmoulli 
a,.t\ ELLkr, thc donbll ""lt ·" d',\loonbc" npre><ed wcnt unheodcd in the 
eightcottllr ccntiL<y. 1u this snmc ,-olnnte d',\lcilLb<rt ga,·c a tc>t for the 
ol,niLLtC com·eosenec uf the •ories u1 +u, .l. u, + · · ·; Mmcly, iffor all n 
greatcr th.,n •ome foro:<.! valuc r, the ra:io ju •• ,{u.j < p whcre p ¡, inde
pcnd~nt of" attd ¡,., i!>att 1 , 1he oeries coC\Y<r~<S ah•ohnely." 

Edw;trd \\'arin¡: (173-f-<Jü), l.uca.ian rrob>or of mathematie> al, 
C.Hnbritlse U tÚ.-c<>i_l ¡-, hdr! ad''·' nced ,-icws utl COrl ""gonce. He tanght that, 

converse. when " > l a~cl diYer¡:eo ,,-hcn " < l. !le al>o S'"'C (1776) thc 
weli-known test for co~''Cll;•cn~o oncl clivtr¡;C<ICC, now known '"--' thc ratio 
te>l ""J amibt.,cd to C"uchy. The ratio of t~e Í" + l)•t lo tite ,¡]t <crrn io 
fonnccl, ond if thc limit os 11-• o:> i> \e" than 1, the oecic• converg<>; ir 
gccalc< tlw> 1, thc s<rieo úi""'S"'· :->o condu•ion moy be dr~wn whc:> <h< 
limit i• \. 

Tl"'"Sh L•uui~ soicl scver.t\ llOrr•en•kal thing> a~out •erieo in the 
li97 ,.,¡;,¡.,11 or ¡,¡, illilUOilti~l Traili ,h co!ml J'.l{iwJiul" du <aicul inti;rol, 

he"'"' ;,,ooc cantium in hi• sccond cdition. Spoaking of 

• =1+-+ 

5~. OP'""I" n••<hbn"i1""· 1, 1168, W~. 
~l. rog<> 171-B~. 

' ' 
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he '·'Y' tht on~ ohould >peak of tl•c •eries a.; ., Jr.,I•P·""'": of the iunction 
Lcc~"'c t!.c ,.,;,, doe• not always ha ve thc t·d•r of th~ function to wh:ch it 
liel"n~•·" The ><rÍe>, l1e '•'Y'• ¡;ive• the value of the f<•nction only for 
]•! < ]o]. llc culltintle> "ith ~ thou~ht alreody expressed by Et~kr, that 
t!oc ¡,.r,,;, 0 ,o1íe> ;, 11 e,•ellh1·t..,., ticd in .... i:h the fu,ction for all x. In any 

'"'"h·tic.,l """'k ;,.v.,lviH)> th~ >edcs """ "o"ld he ri¡;ht tiJ conclnde that """ 
",, , ¡,.,,¡;, ,~ " 1 ¡], 1 1, e fouH."L Í<•n. Thm i f we ti "cover >OOnc pco¡><t ty of d>c serie<, 

"" m.oy he"""¡¡,¡, I""I'""Y ¡,.,:ti, fu, the fumtÍOI\ To peccei,·e the tnHh 
uf,¡,¡, oa>ettiQn. it ;, ouiT.eic•H '" uh>ervc that the >erie> ver ir, o. the <t)'tation 
li•.H do.lf.<<te,.¡,,, \loe f<uocti•"'· For aample, fo¡r y- o¡( o - .<) wc !o.;••e 

o-(o-x)y-0. 

¡¡,, ifono ouL>""""' tho •cric• fory in this J.,>t equotion, he will S<C that the 

serie< al>o '""¡,¡¡,, it. 0100 ~"'""'' l.ac<'lLX contÍ<Ou<s, that ]( wo11ld he the 
•••ne fur ""l" ot!tcr en<npl 0 ; and he ~uiul> to the gre3: numbe' pre.ented 
i~ :he tcxt. 

1• " f.<ir tu "'Y ti•·" in Lloc ci¡;htc~"th·ce" ''''i" work o.~ ittltttito sedes the 
furnd vi••• <lon<Ín;otc<l. O, the wholo. the mothcmaticians oven reoented 

""Y lir"i"nior.,, "'d' "' thc 11«<1 tu thi"k ohm" con,·crgence. Their work 
l"'~l<le<<i <t>di.l r<>ulh, a11<i they "ere '" ¡;,r,e< \ wit h ¡hi > p ra¡;r..atic >•nction. 

Tlwy ,¡;,¡ '"""'".¡ the 1"'"'"1' uf wh.<l tltcy co,dol j~t<Lify, lJu: thcy Y.·crc at 
\c.o>< pmrlo:n\ i 11 1 l1cir 1 ne .,r di'"" li''"' '"'k< . .-\, Y.: e sh.1ll >ce. ti oc insille11ce un 
<C>triciÍH).; :he 1t>c of >cric• tu cut...-er~en: onoo won Ollt durür¡; mnst of oho 

"ÍII<ie<<Hi< C<IH!ll y. l\m lhC ri~IIICCllth·tCUlltry m en ""ere ulti"l~tdy 
"''dic.ol"<l; '"" ,.¡,"1 jdc.<> ,¡,,,, tlor:y ~1""1'"-d ¡,. ¡,¡;,.;,., ;cries wcrt ln«r to 

¡;.,; 11 ·""']";"""· "rlrr: ¡¡,,. ""'" ,¡,,,¡ di·•n~ctH '"'''"can be <t>cfi>l f~r 
'"''"c!Ír~l "1'1'"'~;,,.";""' ,r fu••«Í<,<>; the >«<>11~, tlr~t a serie, n:.')" 

'"~"''"'" ., J.oucli<,11 in ;,.1,olytic:d upc<.•tiom, oven though tht ><o<Íos ¡, 
~•v•·r¡;cnt. 
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ALGEBRA·Y PROP!ED~DES DE LAS SERIES 

La definici6n de serie se establece en hase a una suc~si6n, por 

lo que es convcnicnt.c m,;;ncion<~.r las cpc"racionc~ a.lgetraíc<t'> co:-. 

sucesiones. 

La sucesiones son una clase pnrticular de funciones por lo cual, 

las rcgl;;s p;;.r¡, formar suma!>, productos y c:ocú.ntes de funclo:ws, 

as! como l;:¡ multiplicaci6n.de un número por una funci6n son las 

siguiontcs: 

Sean las sucesiones { a0 } , · { bn] y 

jo, se define: 

i) ['o J < [bo) " {'o ' boJ 

iil {an) < [ "")· " {•o ' bo] 
iii) e h] " {can} 

e un número real· o co~pl:::_ 

iv) Si { bo) ,, para todo n de N, entonces 

l"'n} 
t~} " [ ~~} 

Con series infinitas se pueden efectuar orcr?.ciones algebr<~.íc;:¡s 

de adición y substracci6n, multiplicación de un nGmcro por una -

serie y multiplicaci6n de series, en for~a semejante a las oper~ 

ciones de funciones polinomiales. 

En este tema se estudian dichas opc·r;u:iones, además, las propiEdn

des de las series resfecto a su car6cter de convergencia . 

• 

1.- IGUALDAD DE SEnlES 

Para dcfinlr las opt'lrncionos nlgebrnfcas con series y estudiar

las prepicdad.:.s do las series, .es r.cccsurio tener presente 1.1 -

definición de igualdad de series que se enuncia a continuación: 



DEl'Il!ICIOII 

J,;;t!; ~cric~ son igu.1lcs, ,, 
r.:on i<Jn"lcr.:, ce 

•• " " ,, • nt;l '" ~i "n 
ll"' 1 o 

EJE!:PLO 1.1 

I.as :>crics 1+1+1+1-1... y 

pCL"O ~_las sct·ics 11 1/2 + 1/•1 

p-:~r.1 te-do n ele N 

l+O+l+OL .. 

-1 1/8 1 y 

' 

1+(1-1/2) + (1/2-1/4):+ (l/4-J/G) ·t- si son ic¡ualcs 

EJEI·ti'LO 1. 2 

) 

ii+ 1 
y 

SOLUClCN 

.. -3 

if{ii\+J.) 

:;e ic¡ualan Jos térrr.inoo. n-ésimo:; d::: .lus !>crie>s 1'"-r;:; d..>tc.~cr el 

valor Ce K 

1 
iliT 

2}(,<' 3 

. K" 3/2 

-1 ' 
J;(2n-12) 

-1 

7..- SUl'llHlt!: ("1 l\Cl<J·:Gldl 'l'EmiJI,'OS EN lJ~'!• SI:IUE 

liJHl l~<lncr<~ en que >.;C pueden ¡¡lt:cr<>t" la:; se-ries Jnfini\:<Js sin -

.:~fcctilr' ~ou _co!lV(•J":¡t•IH:i_n e~; <H_¡rcy<~ndo o fJUit;utc1o t(oL·miiiOS IHIIOs. 

pcr 1.1 serie "'t + O + n2 -rO ·t- .1 3 + ••• 
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t>ntonces se ve clararrcntc que no se ha alterado la cor.vcrgen

cia de la serie, ni su suma, "'n case de qu.o converja. De la ·

n:ü;ma r.mncrn se P'J.cdcr. eliminar los térrr.inos cero sin q1~c haya 

e.[ccto alguno. 

BJEI-tPLO 2 .1 

~ [ (-1) n}, cuando par (-1) 11 ~1, '"" r 2-e 1- " "' e•l 

de rnancnl qw:> el térrr.inc de ).a serie vale cero. 

Cuando n E:.S impar, el término r.-ésimo es 2-11 ( 2 l 

En cor.secucncia elirrinz.nC:c-. los términos iquales a cero, la se

rie qucd¡¡ en ~a siguiente forma 

2 +--
22n-1 

+ .... 

que es una serie geométrica ccr. razón 1/4. , pc.r le que conver-

ge. 

Otra muncr¡¡' de alterar 1.<!1<1 ~e ríe es suprimir o ugrcgar términos 

al principio de esta como s€. indica en el siguiente teorema. 

TEO!lEHA 2. 1 

El carácter de convcrcrcncia o divergencia de una serie, no se 

altern ~.i se suprimen ose ag'regan térrninor. al principio· Je 

ella. 

Sea-la serie • ): . 
n=l 

DE~1C'STR'\CION 

cuya sucesi6n de sumas parciales es {sn} 

supr.::m~'-'n<lo sus m primeros térrr.ir.os r.e tiene 

f: 
n=m+l 

+ ... 



• 

que corrc~pondc a la serie 

~-
E a =a + a ·n=l m+n v.rtl m+2 + .•. ' 

con succ.si6n de sum<~s rarcinlcs t Zn} 

~i n >m el término Sn puede c:-<:prcsarse como 

donde 

m 
= E 

k=l 

o 

o 
E 

k=m+l 

y E = z 
k=m+l 

" k 

es el' tÉrmino (n-m)ésimo de la sucesión 

• 
cnton<"'cs % = z o-m 

[ z J .n 

• 
( 1 ) 

por lo' que Li m Z 
n-•"' n-m 

existe' si y s6lo si , cY.istc el Lim o-· 
como Lim 

o~• 

"" tr.ndrá quu 

la serie • l 
n=>l 

lo 

a 
o 

serie 

z o-m 

~ 

l 
fl"'l 

o 
m•o 

e e convergente. 

e e c-onvergente 

I.o que demuestra el'toorcma en cl'primcr caso. 

si y sólo ei 

I,a dcmo,:;tntción es similar.si se agrcg11n m térrr.ir.o:; cr. ve::: <lC! 

suprimirlos. 

EJEHI'LO 2. 2 

51 en la ser-ie divcrscntc • l 
n=l " lOn+l 

se suprirr.cn los 4 primero;; térr.:inos, se oblionc la serie 

' 6 ' n 
7 

71 ' ... 
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que es divers;ocnte de acuerdo"cc.n el teorema 2.1 

Si ~hora a 6sta últir.,¡¡ serie le agrcga=s cinco térn:inos, se ten 
dr~ la serie: 

~ 

E 
n=O 

n o 

iO+T 

taxr.bi6n diver<Jente 

'rEORE!.ft\ 2. 2 

Sea o a 
1 

o + 

+ a 

' 

1 rr• 

+ a 
3 

' 21 
3 

+ 31 

... 

t ••• 

una serie convergente con suma S 

Si 
m 
r. 

n=l 

tjcr.e suma 

' 

5- A 

DF.MOSTHl.ClON 

+ a. mn + ..• 

• 

Partimos de 1<:~ expresión (1) del t>Jor.,ma 2.1 que dice· 

A + Z n-m 

obtenemos el. límite en ambos rri<:'mbros 

Lim S 
n-~ 

S " A 

• 
po~· lo que t: 

n 

n=l 

o 

+ 

Ljm A+ Lim ' n-• n_,..., n-m 

!.im '· n _,."' n 

S - A 

con Jo que se ha <lcmontrndo el hco.-cma. 

El siguiente teorema se prcscr.t<l sin dcmosl:raci6n. 



TEOREHA 2. 3 

. -Sea E a ~ S 
n=l n 

" E ¡, = D en te-n ces 
n=l n 

• -n~l b ' " • n n=m+l n-m 

+ ¡:¡ + .... 
n-m 

tiene suma S + B 

' EJEHPLO 2. 3 

Si en 1¡:¡ Jcric convergente 

1 ' 1 
3 9 

'l 
27 

+ . . . + 1 

3" 

lo serie 

= b ' b' 1 

' 

+ . . . = 
1 
2 

' 

6 

. . . ' bm ' '1 ' ., 

' 
' 

se suprimen los do~ prirr.eros términos, se c.btiene la serie 

1 1 ·- ' 27 81 
1 

"' 
1 + ... +-"=- + .•• 

3n¿-2 

también convergente, y según teorema 2.2 su suma es: 

· n+2 
3 

EJEHPLO 2 . 4 

1 
2 

4 , 1 

" 

' ... 

-D¡:¡d;;¡ l<l serie n~l e oc ~n + 2 determinar si es convergente 

3" 

o divergente 

SOLUCION 

I.a serie puede cscr-ibir~c con:o 
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Supl·imicndo los cinco prirr.eros términos se tiene 

2 • ' . ' + ••• 
38 

ahora agrcgomos ¡¡1 princioio Gincc-. tfrrr.i.nos de tal manera q1;c 

tengamos una serie geo¡r,ét:rica con 

' . ' 3 7 
2 • 3" 

2 . -. 
' 34 

2 • 
37 

a= ...1. 
3 

y 

+ •.• 

r = 1 ' 3 

que sabeJT'os es convcr.,entc por ¡,, tanto la serie dadn es con

vergente según tcore~a 2.1 

3.- ASOCJl,CIO:-< DE TERMINOS EN UN!\ SERJJ> 

Una propi<"ldad fil;niliilT de el algcbr<:~, la propiod¡¡d <I!>Cciativa, 

dice que lo!' t:úrrrinos ele una suma finita pueden ser agrupados 

en cualnuicr forma, por ejemplo 

(a+b+c)+ d= (n+b)+ (c+d)= a+(b+c-+d) 

astil r-ropied;:..d t<l .. ;'!'-bi6:-o es "Pl icilt.lc ¡:¡ sc:cics infini.tas conver

<Jenles 

EJENPLO 3 .1 

Sea lu serie convcnJCnte ( oo:'!dicion¡¡lmcntc) 

"" 1-1)'"-
" 

" 
1 

• 3 

anccian,:o sus t[rminoo> der. a dos se tiene 



' 

• (1-

.. ____l +.......! 
1.2 3.4 

1 
2r. (2n-1) 

a 

. .. 

+ ••• 

est;;¡ serfe t.ambil:n es convergente; el agrupamicr.to c'.c t6r-rr.inc¡¡ 

no alt~rG el car5ctcr ~~ convcL~~ncia Jc la serie, ni su ~urna; 

de acuerdo con el siguiente teorema. 

'l'f:OREHA 3 .1 

~ 

Sc.a E 
n=l 

~ ., 
n=l 

converge a S, la serie obte:Ji-

DEJ:OSTRACl0:1 

una serio convergc,te, cuya sucesión <'.o sum<>s p;;¡rciaJes es 

bm = bl + b2 .+ 1::3 + .. ' + bm + ... 

uuil serie oDtcniG..:> <>.1 <~grup;;;.r los tfnr.incs de 

Lós elementos de la serie son 

. " . j(m-1)-tl + 

• • • + aj2 

" .· j(m-1)+2 
+ . . . + 



donde 

si la 

entonces 

' o 

por lo que 

.;,s la succsj6n de Sllnl<'lS parciales de 

= 

= ., ' 

' • = 

+ ..• 

+ ... 

• b m· 

= Lim 
m~• 

~ 

= 

' 

b 
m 

con lo c'Cial q>.wd;:, de~ostrado que m~h bm e:" Cf•'1vergcnt" C<Jn 

suma S 

Si la serie origin<ll es divergente, el agrcpamicntc de térrr:inos 

¡>Ocirfa determinar q'lC lu serie obtenida ft.:cra ccnvergente, y di

fcr~·ntt:>n ilgrupcttilicntos podrfan converger a diferentes su:r.as, co

r::o en el siguiente o;-,je:r.plo. 

EJnH'LO 3. 2 

m 
La serie ' m=O 

(-l)n = J- 1+ 1 1 + 1 - ... no. converge 

pero (1-1)+ (1-1)+ (1-l) + ... = o si converge 

y 1+(-1+1)+ (-1+1)+ .•. = 1 también converge 

Si en unu serie, cuyo c¡¡r.'ictcr se dcscor.occ, sus t:':rmi<loS se ag.E_u 

p<1n par¿¡ obtener 1:na serie divergente Cl"tcncc¡; l., serie oris:.r.;ll 

es divergente. 

Si una sc.ric es propiar-.cnt.e C'.iv~rg~nt~, la ,:.gu~<~,.i6n de tfrmir.os, 

produce unn s~ric rropiamcntc divcrgcnt~. 

m 
Urna serie ' a '" dice propinrr..cnt.o Civcrgcntc, .; 

n"'l " 
Lim • Lim ' ' ".¡ (X> o = -ro 
m~ m m-ro " 
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I.a asociació<' de términos de una serie ('5 Gtil para dcsarroll.::•· 

demostraciones del cilrtictcr de' series, cuando se emplea el c:-i

tcrio de comparacié.on, como en el ejemplo ilustriltivo siguicn•.c ') 

EJEMPLO 3. 3 

sea la serie hipcrarm6nica 

1 + 

dcmO!;trar que est<~ serie converge si p> 1 

SOLUCIO~ 

Agrup<lmos los términos como sigue 

• 
(A} 1 1 1 1"-- 1 1 !...._¡.¡. ,~ ·(-+--)+ + + + 

1P 7p Jp ,r s' ,r ,P ,r • 

consideremos " serie 

1 2 + 4 + 8 + + 2
n-1 

+ . . . 
(2":')" 1P 2P ,r ,r 

ouc es una serie gr.orr.Ctrica con rno:6n 2 
p 2 

1 1 
- .¡ ••• + - )+ ••• ,r . 15p 

+ ... 

el cual es un nG~c 

ro positi\·o menor que 1, por lo L;mto la serie es convergente. 

Reescribimos los términos de cst<l mismu serie en la siguiente 

forma 

( ") 1 

2" 
+ (. ~- + 

•" 
1 1 + ••• + ' ~- .. ,r + 

al comparar las series (ll) y (B) vemos que el grupo de tér-

F.inos en cada con~unto de pilrÚntcsis, después del pri~:~er gru 

po, .:.·; :r.cn,:,r en suma para (A) c¡uc pura (B); por lo t.:mto, por 

la prucbil de cerr.pnrnci6n 1.:1 serie (A) cr; com·cr<¡cntc. 
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Como (A) e~ un ~grupamicnto de los términos de la serie hiFC

rarrr6nica, del teorema 3.1 se concluye que la scri~ hi9crarmQ 

nica es convcrgcnto ,o;i p;o-.1 

4,- ADICION Y SUSTRAC:CJ0:1 DE SI::RIES 

Dos series se pueden sur;¡ar 6 rcf'tar térmi.no a términ<:' y dar. co

mo rcsultaclo otn1 !:cric, ccmo ~.e cr;t<:b1cce en la Si<;iUl(;"te defi 

nici6n 

DI':FINi.ClOC! 4 .1 

.Sean la~ series: 

m 

' n= l 
b • 

n 
(a +b ) 

n- n = {a + 
l-

La convarscncia o divcrgc.nc;il C'.c J,;s series obtenidas dr. la adi

ci6n o sustracción de dos series, depender.§ del carácter de las 

series suman~o, como lo indican los teoremas siguientes 

'TEOREOIA 4. 1 

Si series convergentes con ~.u¡;¡a A y a 
m 

l 0:::p::ct i v;;¡JT,cn te, entonces i) l 
n=l (nn ' bn) -- cor.vergcntc con 

suma A • ' m 

"' " ¡,, -
fl"'l n bn) ce cor.vcrgc::t" CGll 

S\lmu JI.- ll 

11P-l10STRi.CION 

r.enn [ 'n} y ['o} las sucesiones (le sumas parciales de 

m • a y 
n=J n 

m 
E b rcr;pectiv<tl".cntc 

n=l n 



Si la suce~ión Ge sumas parciales de 

ontoncr,s 

como 

se t.:ienc que 

por lo que 

m 

A y 

Lim 
n-«· 

E (a + b") = A + B 
n=l n' n 

• • ' 

' n 

con Jo qc:8 ~e h11 demo"'t":~do i.), en 

EJEr.lPLO 4.1 

Demostrar qoe 1n $e ríe obtenida de 

~ ro 

• 1 • ' 1 
n=l n (n+l) n=l n-1 J. 

converge y encuentro sn suma. 

SOLUCIO~ 

B 

= A + B 

Efcct.uando l<1 operación Gc ac:'.ici6n se tiene 

en donde la primera serie tiene 

1 
n{n+ll 

S • ( 1- 1 
n 2 

'n • 1 - 1 
n'l 

• 1 
n 

• ( 1 
7 

• n 
o<1 

1 
11'+1 

1 

' 
) 

y 

• 1 1 ) 

' 
,. 

ro 
1 

n=l 

+- - . + 

l2 

{ 1 - 1 ) 
n ¡:¡-:¡-1 
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y Lim Sn "' Lim n ~ 1 
n ...... oo .. n -'><'> ii+T 

la serie ccnvErgc a 1 

La segunda ~crie es geométrica con suma: 

S ~ 1 ~ 3 
1-1 • "j 

por lo tnnto de ¡¡cuerdo· con el to:.orcnna 4.1 la serie dada es-

cor.v">rger.tc y tiene suma 1 + 3 = 5 
2 • 

EJEMPLO 4.2 

' 
Demostrar que la serie 

SOLUCION 

m 
Supongar~os c¡ue ~: 

n=l 

m 

m 

" n=l 

es divcrr;-entc 
o 

_1_+ .!.l es convErgen le 

3" " 

luego como " 1 es convc?:"gcntc; según t.eorena 4 .1, tilm 
o•l 3" 

m 
bián lo serti " 1 

o•l " 
como esto es falso la ~c:-.:ic dmla es divergente 

Dasta que una ~e la~ des series 

gcntc p<J.ril que la 

que s +<O =co 

m 
serie E <" n"l n 

m 
Sean las series divergentes t: 

o•l 

m 
l: bn 

n=l •· 
sen divct·-

sea divcr9cnte, puesto-

2 

" 
Si cfcctu<:trr.os la o¡::eraci6n de adición eh tenemos una serie-



convergente. cuya sum~ es la si9uicntc 

i: (n
2 + {-1) n

2
) "'('l-1) + ¡t -4) + (9 -9)+ ..... 0 

n=l 

l4 

En este ejemplo se puede observar quc,·si las dos series hubic 

ran sido del rrismo si<;¡no la serie C'-btcnida scr!il divergente, -

ya que 

Lim ('-n2 -n 2 
)"<O 

n-ro 

En 1·.na serie absolutamente convcr~entc. el conjunto de los tér 

minos positivos solos y ('l conjunto <~e los términos r.cgat.ivos 

s6los form;,n series convergentes, como se puedo ?.prc~iar en el 

s~guicntc ejemplo 

EJENPLO 4 ;_ ~ 

Sea la serie 1- 1 + 1 
2 3 ' + ' 

22 32 

asociando sus términos dos a dos 

f 1-1 ) + , ) + ( 1-

7 
1 ) + ... + ( 

1 + 
;o 

1 

3
n-1 

. . ' 
2" 

l + ... 

1 

2" 

en donde se puede obsc.n·ar que 

mc.n te. 

&on dos serios gcom(;tric;:¡s qt<C convergen a 3 
2 

y 1 rcsp<;:ctiv~ 

Si una serie es condicion¿;lmcnte convc¡::gcntc, el conjunto de ~ 

su~ t.Srminos positivos solos y el conjunto de sus términos ne

gat.ivos solos form.:tn series divcrc:cntcs. 

5.- HULTIPLIC"liCIUN DE UN :;UMERO PC"•R t.mll SERIE 

DEI'INICIO:l 5.1 

+ ., + • 3 
+ .•. una serie y un n(.mcro e 
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El ¡:roducto del número por la serie e¡; la serie, que se obtiene 

rlc multiplicar el núrr.ero por cada uno de los tfrrr,inos dr. la se 

ric, es decir 

e 
m 

" n=l 

m 

' n=l 
a 

1 
a 

2 ' e • 3 
+ ••• 

Si CfO el cadícter de Ja serio= obtenid<l es el misr.~o que el de 

de la serie original, como se cstablcr.e en el teorema siguiente 

TEC·RE~""- 5 .1 

m 
Sean ' a uoa serie y e un número diferente de cero; ln ce-

n=l o 
m m 

ríe ' e • cc convergente, ci 
11"'1 o 

y sólo si, E 
.n=l 'o ce ccnvei"-

_gente. • 

DEMOST!U,CIO~: 

';; a ·una serie cuya sucesión de sumo:~s parciules es (sJ 
n=l 11 "· 

ecc 

la sucesión de sumas parciales de 

z = e a1 . n. "'J + ... + e 

en ton 

y corr.o C :f.O el Hmitc 

Hmitc c'.c {s
11

} 

existe si y s6lo si e~:iste el -

, lo que dcm¡¡cstr,, el teorema 

~'EORU·lll S. 2 

Si <~ 11 es ::;,:mvcrgentc c0n su:r.w A, entonces 

tiene r.uma Ci\ 

DJ:,'10~TJV\CION 
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~ 

Si la serie n~l an es com·c!gcnte con suma 11., entonces 

Lim Z = CA, con lo que,qucda dc;~strado el t~orcma n-w n 

EJEr-JPLO '-' 
00 

'"' serie E 
n=l (2n 1) (2n+l) 

e' si.ctc veces lo serie 

• 
E 1 

n=l (2n-l)[, 2n+1) 
convergente con suma 

1 • en teneos lo serie or~ginal 
2 ' 

tio;,ne suma 7 X 1 • 7 • 
2 2 

6.- REO:RDE:<J'•.ClON DC UNA SERIE 

A pnrtir de ln propicdil.d ct-nr:'.ut<:tiva a+b= b+a, se c:'.cdnce que los 

t.érminos en una suma finita puccle>n ser nrrcglados en cUillq1oier 

orden, sin afectar 1<~ suma. En controste, los t:{;rmir.os de Üna 

zcric infinit:J. pueden ser c:trbitrariamcntc reordenados solall".ente 

cu<>ndo la serie es abso.lutnmcn te convergente. 

00 
Dada una ~cric r. a 

n=l n 
tenemos unil ntocYa serie 

de la ser.ie original. 

, c<ll".biando el orCen c'.a 
• t: bn, quf' se llill't::t 

n=-1 

S\15 t6rminos ob-

una reord(.'n¡¡ci6n 

Es decir, f: b es WHl rcordenaci.6n 
n"'l n 

do -" n=l 
si exü;te una biyección de N sobre N .( n- f ~1lJ 

.tal que b o a í.{n) n 

00 m 

"" este caso " b • " ;;J.t (11) n•1 n n=l 
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EJEMPI.O 6,1 

Uoa rcordenaciGn de la serie 

~ 
(-l)n-1 F. 1 1 1 1 n=l ~ 1-2 + ' + 

' " ' 
C> la serie 

1 
1 + 1 1 1 1 1 1 - ,. 

' 
+ 5 4 + ., + ...,. +li 

ca C<trrbio la expn~ciGn 

4 + 16 + 9 + 64 + 25-+'36 + 49 + 

no es una reordenación de la scr:c 

ttJnnino; que es el 1, no ?.parece. 

00 

' n=l 

17 

1 1 1 
6 + ,. • + • •• 

1 
6 + ... 

... 

ya .que- su primer 

La reordenación no afecta a la serie convergente y a la serie 

Wsolutumcntc cvnvcrc;cntc, como la indi.C<~n los teoremas siguien

tes: 

'l'EOHEMll 6 .1 

Si 
m 

" n=l a11 es un,;·f>cric de t0rn~inos positiV05 q<~c conver<;;c 11. S, 

entonces cu;:¡Jquicr rcordcno.ciün de ésta serie converge a S. 

~ 

Sea E 
n<=l 

y sea 

DEMOS'l'FACIO~l 

b """ " 
reordcnaciGn de 

m 

" a n=l 

~ 
k 

S ~ y ' ~ 
,. 

b" " n=l " n=l 

es el término de índice r-,ayor en 

" 

' " 
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lB 

As! pues para cualqui~r nfrmero natural k hay un natur~l m tal 

que 

zn ~ S " S 
m 

~ m 
Si "C hace b • ' b 

,. b 
TI"'l n Cn.;l n· converge yo que 

supcriorr..ent.e ac:otudo por S ) , er.toncc:; b ¿ s As! pt>es, 

Para el propó:;ito de e>:tender este ¡:-esultadc-. a una serie abso-

lut"amcntc conver:gente an , se escribe 

rencin c'_c dos 'tér:mino,;; no negativos. 

Sean 

entonces an = 

como + 

o ~ 

En ·vm:d,'ld " on 

cero 

o + 
n 

o + 
n 

c" 

Si "n ca nc~:ntivo, 

TE0RH1¡\ 6. 2 

m 

y 

a -
n 

a -
n • 

se tiene 

2 

positjvo, cm teneos 

entonces o n + ca cero 

'n + 

y 

cwmo la difc-

ce ' y a - C" n n 

o -n C" -o n 

Si ,; 
n=l 

an en unil ~cric absc:>.utamcmte converscntc cuya sun<~ 

es S, entonces Cl«llquicr rcordcn<J.ci6n de cstn serie converge 

o S. 

PSI-!OSTltACION • 
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Cor.sídcremos las series 
ro 

" n=l 
y 

ro 

' n=l 
a -o 

19 

Esta5 scl':ies son positivas y sus t~r:r.inos son nK,norcs o igu~ 

les a les términcs correspondientes Ce la serie convergente 

/ ''o 1 

las mi:;mas :;arias ~on convc~gcnt.cs y 

,,a 

-" n=l 

-

m 

' n=l 

b 
o + 

+ 

00 
a "" >: 

11 n=l 

ro 

" n=l 
a -o 

un;:; reordenación de 
00 

' n=l 

• y " n=l 
b -

n <00 reonJena~ior.cs 

-

cnt.onces 

de ¡, series 
' 

' a y ' a - respectivcmcntc, P'" ello de ncuer n=l o n=l n 

do e oc el teorem<1 6. l 

• -l bo + o l a 
n=l Jl=l 

por lo t<;nto, se tiene; 

+ y 

" 
-E b 

n=l " 

b -o 

y csto corr.plctil la dcmostraciún 

- = 

-= 1: 
TI"'l 

-' a -
n>=l o 

-a -t_ 1: 
n n=l 

a - = 
n 

Una serie <::ondicional)Tl(",ntc cor.vcrs-entc se puede reordcn,,r de r.ta 

ncr;;¡ que- forme una llUC'Va sl",ric, que converja a Cl;;üquier núr.lCro 

o rlivc:rj.:~ a + .., , 
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EJEMPLO 6. 2 

Sea la sc~ic condicion~lmcntc r.onvcrgcnte 

1-}. + 1 

' 
1 
4' 

1 
5 

1 ,. que CO~VC'!"9C a S 

• 

20 

( A ) 

una rPorGcn<Jción de tal ¡;¡odo que dcspo..cs de un térrr.inc, positivc· 

vayan Cos negativos es 

1 
1 - 2 

1 1 
'f + 3 

1 

" 
1 1 
.,. + ••• + -, 1 . "" 

1 = 1 
4n+ .•. (!l) 

Demostrarc~os que esta reordcnaciGn conver~e a 1 S ., 
Sean las sumas parciC~lcs de L1s series lA) y .(B) y 

S la suma de (A) • 

Consi.dcrcsc lo SUtnil 

?.3n ( 
1 1 ,, ( 1 1 1 ) + .•. + ( 1 1 1 = 1- ·2 ,. 

' " 8 2n-1 4n-2 '" 
( 

1 1 
) ' ( 

1 1 
) ( 

1 1 = ., ;¡ e 8 + ... ' 4n-2 ;¡¡;-

sacando ' .1 
2 

como fact:or '" tiene, 

1 1 1 '- ) ( 
1 1 

) = 2 ( 1- ' () ' ... + 211-1 2ñ 2 ' 
1 ( 1- 1 

' 
1 1 1 1 1 s," = 2 2 ' .. + ... + 2n-l '" 

= 2 

PM consi9uicnte 

L>m ''" 
= Lim 1 

S'" 
= 1 S 

n .... ro n~~ , 
' • 

luego 

r.im z Jn+l = Lim (zJn + 1 )= 1 S 

"-" n-oo 2n+l 2 
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Lim = Lim 
n~• 

De este modo obtenemos 

' . " 
1 S .,. 

• 

1 
2n+2 

En este ejer:1plo la serie c:on>·crgc a 1 S ,. 

1 
ron 

1 
• T 

y no a S 

21 

S 

~tra reordenación de la serie armónica con signos alternadas 
como: 

1-

divcrgc a + o:>~ 

EJEMPLO 6. 3 

1+.!_+ 
7 9', 

1 
IT 

La serie condicionalr:1ente convergente 

1 r + •.. 

• 

1 _ 2-2/3 + 3-2/3 _. 4-2/3 4 .•. + 11 -2/3 + ... 

se puede reordenar como la suma de das series 

eH 3-2/3 + 5-2/J + .•. J+ < '-ll ( 2-2;3 + 4-2/3:+ 6 -2/3 + .•. ) 

ambas son >'<Cries <k términos Ponitivos y cl.ivcrgcn a ~U> y -co 

respectivamente por lo q1:c la rcordcnilciún es una serie divcr-

gente. 

TEORD~ G. 3 

Si es una serie condicionalmente convergente, enton-

m m 
ces J: 

ll" ~ 
''n + Y t: a -

n=l n 
divcrgcn 



) 

' 

Supongamos que 

'n • a 
n 
+ 

• 

DENOSTR,\CION 

~ 

" n=l 
+ 

" n· converge, er.tonccs como 

m 
E o 

n=l n converge 

22 

lo que contradice ~1 hecho de que 
m 

' n=l 
es condicional-

rr.ente convergente + por lo tanto a 
n 

divcrgc, de un modo aná-

logo se puede demostrar es divergente 

Dada una serie condicirm<Jlrncntc convergente, p,;~ra obtener unet 

reo.r.dcnación 't¡ue converja a un nümcro real P, se pueden toma:

los primeros términos r-ositivos hilsta que su sm¡¡a sen mayor -
• 

que P a continuación los primeros términos negativos hasta --

que su suma resulte inferior a P y asi succsivamantc 

7.- SUCCS!ON DOBLE 

A un conjunto ordenado en forma roctangular, como el de la' fi 

gura siguiente se le llama sucesión ·doblo 

la. columna 

"u 'u a13 a 1.4 al k ... 

a21 ., a23 a,. .,, ... 

'31 '32 a,, a34 0 lk ... 
4a. f i li! a,ll '42 '43 "44 ... '4k .. . 

. .. . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 
an3 a n 4 • , • 

a nk , •. 

............................... 



• 
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Para detcrmin<~r una sucesión doble hay que dar el elemento -

que ocupa el puesto corrcspondi~ntc a la n-Gsima fila y 

k-Gsima colur.ma ( p,:¡¡;a todo n=l, 2, 3, •.. y k= 1, 2, 3, ... ) 

-A dichc elcrr.cnto se le llama n,k clerr.cnto y la doble sucesión 

se cxpresarb por.(an,k} 

Una >OucesiGn doble es una funci.:in cuyo dominio es N x N 

EJE/-\PLO 7.1 

' 

(n,kl-a k 
. n, 

1) S.;.a lil sucesión doble A - {" l - n ,k J 

donde 

ii) Sj_ B = 

8 

n n,k 

• 

= 1 
n1k-1 entonc.cs 

.................... 

en donde 
n 

a "' 2 • n,k 

6 18 54 1G2 ... 
12 J6 lOS 324 ... 
24 n 216 648 ... 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

k 3 , en!:oncC!s 

El límite de \mil sucesión doble se d<.'íinc en la sic;uicnte forma 

Sea unu C'.otlc sucesión ('\,k) se 1lCelTi1 <l un vi;llOr 



i 

• 
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L cuando n y k crecen infinitnrnentc, entonces se dice que -

la succsiün tiende a L y se rcprc~cnta con 

Lirn a " L n,¡.;..-co n,k 

es decir, que parn todo nC.mero real f.')" O existe" un :~úmcro M 

tal qut; 

1
" - L[.(E paru todo n,k<:':.M n,k 

lo anterior se presenta en la figura siguiente 

]..os e lcmen tos 

. . . . . . . . . . . . . . . -. . 

.................. 

" 2n 

n k tales que .n ;::. M, n, 
k ~ H otupan la zo-

na subrnyada y son ilproxiF..adamcmte ic;u¡¡les a ¡, 

EJE~tPLO 7. 2 

i) " " 
~ 1 entonces 

n,k n+k-1 

Lim 1 
~ o n,k ...,oo n+k-1 

i i) Si n ~ n-k entonces el Hmitc no existe 
n,k n=-K 

observcsc que: 



y 

Lim 
o-

Lim ,_ 

o-k 
" """' 

n-k "' 
o "<K 

k 
Lim 1- o 
o~- H k 

o 

o 
Lim 
J<...,.oo 

f -1 

o-o 
n+ñ = 

• 

" 

" 

esto se presenta en la figura siguiente 

o 1 2 1 

"'..' 4 ,-
1 o. - 1 2 ... 
J 

""" " 
2 {"o.,]· 1 o 1 ... 
4 5 '.' 

fijo 

fijo 

-l 

-1 

-1 

3 ' l o ... - _, 
~ ..... r ... r. ..... ~ 
1 1 1 o 

25 

El valor al que converge unu sucesi6n doble se obtiene de acucr 

do con el siguiente: 

. TJCORr;~~ 7 . 1 

Sea {an,k) una sucesí6n doLlc que converge a S, si existe el -

limite: Lim 
,-~ 

Lim 
n -~oo ( 

Lim 
k--co 

para cada n fijo, 

01n,k) = S 

entonces oe tiene que 

E:;tc tco¡-cma puede entenderse co!'l ayuda de la figura siguic:otc: 



} 

• 

........................... 

......................... -. 

Lill' a 
k-'"""" n,k 

DEHOSTRACIO:-< 

Dndo f';>O oxi¡¡te 1-1, tul que 

' 
a k-sl.:::i::: para todo n,k~N. 
"· 

26 

s, 

~ 
S 

Dado Lim 
k-~ "'n,k ' tomando e 1 límite de 

lnn,k- s[~t:cuilndo k-7-CO 

Se obtiene:: s[~E, es decir 

EJn\PLOS 7. 3 

j_) So a C"' { e~ 0 , k\, donde 

J,j¡n sn = s. 
n....,.. = " 

Sen k 
a 

obtenemos: exü;te el límite cuando Lim 
nf..-"" 

entonces 

iil Soa 

obtenemos 

Lim ( lim 
n ..... m k-.,."" Sn~ k) no tiene 

donde 

1 
ii'IT"" "' o 

Lim {Lir.. 1) 
n, ---+«\k_.,.., ilTk "' 

1 

"" 

T.im O = O ·-= 

sentido 

• 

k _.,. 00 
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De·,acucrclo con el teorema 7.1 la succ:'".H'in doble converge a O 

• fl.- SERIE DOllLE 

Dada ¡;na sucesión doble { ' } , por un procedimiento similar n,k 

al utilizado en el co.so de unn serie, se obtiene una nueva suce 

sión doble [' (p,q >} nn donde 

p q 
S(P,q) o J: -

' ' n=l k=l n ,k 

11 la sucesión doble { S(P,ql} se le llama SER! E DOBLE y se de 

nota con: 

• n,k (A) 

• 
La suma pmcial S(r',~) de la serie doble se n~prcscnta en la 

figur~ si9uicntc, encerrada en un rcctangulo. 

' ( p, <] 1 

;:¡1,1 + 1l 1 ' 2 
+ ••. + ' 1 .q 

a7,1 + a2,2 + ... + ¡¡2 ,g 

....................... 
' 1 + p, 

.......................... 

Si existe el limite siguiente 

Lim S(P,q) " S 
p,<]-+C'O 

entonces la serie doble ccnvcrgc a S, 6 S es la suma total 

óc la serie doble:· se rcp;·csenta con: 

Note se que la cxprcsiótl 

(B) 

n k n • 
a veces ¡·cprcsent« una 



" 
fiucosi6n doble como (A) y a veces representa un valor nú~~ri 

co corr.o en el caso (BJ 

Lo anterior se puede observar en los ejemplos que se presentan 

a continu<~ci6r, 

EJENPLO 8.1 

i) Si 1 , entonces 

co~ ~ 
n=l 

S(P,q) = 

1 y 

'" 
se t.ienc guo 

ahora obtenemos 

q 
E 

k=1 

= (1-

1 

Jk 

q 

' k=l 

Lim S(i',q) = 1 
p,q-HX> 2 

1 
2 

p 

' n=l 

( 1- 1 ) 
Jq 

1 

.T 

en este caso • 1 comv en ,,, 
' 

ii) s •• ' o,k • 1, 

p q 
S(P,'J) • ' n=ol 

1 E 
k"'l 

1 • p q 

ro l p q l entonces lo serie ' 1 • 
n,k=l 

las sucesiones dobles ("n,k} , Y [P·CJJ se rcprcucntan en la 



Biguicnte figura: 

p filas 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 ... 1. .. 

1 ... l. .. 

1 ... l ... 

q column<>s. 

• 

y 

y 

29 

m ~ 

(P E .. , • ' 1 • 
n,k"'l n,k"'l 

1 2 3 4 ... 
2 4 6 8 ... 
3 6 9 12 

4 B 12 16 

................. 

como [P q} divcrge u +co cu<>ndo p,q--'r= entonces 

~ 
); 1 "'+W 

n,k=l 

qj 

La convergencia de la serio doble 1.a cstublcccn los sigu.'.cntes 
• 

teoremas los cuales :JO · prescntun sin dcmo~trilci6n 

TEOHE~11\S 

8.1) Unil serie doble de términos positivos 

• E o 
n,k"'l n,k 

converge si y sGlo si la suma parcittl es acotadu, es decir, 

existe una constCJntc M> O 

8. 2 

S(p,q) "' 
p 

" n"'l 

Una serie doble 

q 

' k"'l 

ro 
y 

n,k=l 

tal que 

o ". M o,k y p,q 

o::.nvcrgc si y ~6!.o s1 satis-

taco la condición de Cauchy, siguiente. 

existe N. tal que 

impliCa "' p 1: . 
i=l 

k+q 

' j=1 
a .. <E 

J_ ' ] 
( p,q=1,2,3 ... ) 



• 

30 

8.3) Una serie doble converge ~i converge absolutamente 

Se dice gu~ una serie doble 
ro 

' n,k=l ' o,k 

tamentc si la serie 'i:._, Jo ,¡ n,K-·1 n, 
converge 

EJ'Ef.li'LO 8.2 

Dcmost.rnr que ]¡¡ dOble serie 

. 2 2J e - (n +k' converge 

., SOLUCION 

p 

• n=l 

q 

' k=l 
~ 

n=l 

a 
f. 

k=l 

según teorema 8.1 

Aparte tenemos que: 

ya que 

como 

2 
-o e " 

ro 

' n=l 

00 

' k=l 

p 

' n"l 

1 

e" 

e -k 

q 

' k=l 

2 

1 

e" 

es serie geornftrica 

" 1 ' entonces 
<-1 

' 2 -(n "'k) 2 e "- 1 "-- <e -1 l 

.¡, 
1-1/e 

+a> 

converge 

1 
e-1 

9.- REORDE~ACION DE. UNA SERIE SF.NCILúi EN tillA DOBLE 

absoluta 

Bl c0njunto de todos los n(JmCn;:G natur>~lcs N !le pueden rcordcnélr 



\ 

' 

da muchas man ... t:as en forma cuadr<Jda 

Dos ejemplos de reordenanaci6n de N en forma cuadr;;~do~ son los 

siguientes 

E.JENPLO 9.1 

i) 1-2 6-7 15--16 i i) 1 4 9 16 
/// / / ,x,~\\' 3 S¿ B 14 17 ! •? ,. r 

\/9_,13 18 6-...7 S 14 ',' 
10 J2 11-12-13 10 22 
1 .. 1/ 184_9-20 _,._ 21 " 

En una reordenación de N en forma cua~radil, fn (k) es el nf,¡;¡e 

ro oo:trcspondic:-otc ::< 1.::. r:-ésima fiia y k-ésill'l<-, .co!•1=a . J.;! 

n-ésima fila c~ la sucesi6n{fn(l) , { n 12) 
• 

como se puede apreciar en lu siguiente fi<:oura 

f 1( 1) f 1 ( 2) f 1 (3) f 1 (k) 

f2(1) [2 (2) [2 (3) f2(k) 

f 3 (1) f 3 (2)" f 3 (3) ... f)(k) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
n-és:ima 

fila 

[ n (1) f (2) ' 

" 
[ n {3) ... 

f n es un:t funci6n uno a uno (~C N en N: 

k 
f (k) 

~" 

Dada una rcord<:>nilción cuildr"d<l de N, una 

f (k) " . 
• 



\ 

• 

rcordcnarse en serie doble como sigue 

a!0 (k)~ 
afl {l)+ afl (2) + ... +afl (k)+ ... 

+ <lf2(l)+ ¿)f2' 2 l + ... +af2 (k¡"+ ••• 

+ af3 (1)+ ilf3(2) +., .+afJ (k)+ ••• 

.............................. 
+ afn (1) + afn 12) ~- •.. +afn(k)+ .•. 

.............................. 

Para establecer la convergencia de estas serie se tiene el si-

guiente teorema, 

TEOREHJ\ 9. J 

Seo una serie absolutamente convergente. 

Dada una rc?rdcnaci6n CULtdroda de N, l fn (kl}, entonces: 

1) Para cad<:~ n fila, la scrjc (de fila) : 

converge absolutamente 

ii) Sean 
m 

" k=l 
( h=1,2,3, .. ;) 

ro 
entonces le serie " s, fl"'l 

converge absolutamente y 

- ro 

" s, " n>=l " j=l 'j " S 

-iii) La doble serie n~:k=l afn {k) converge abso_l.utélmentc 'l' 

su suma total es S 

Este teorema se puede ilustrar en la siguiente figura: . . 



• 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
w 

' n=l 

s, 
• 

La üemostraciGn de este teoremtl se puede consultar en la página 

195 del librO citado a continu<~ci6f'.: 

Yu 1'akcuchy 

sUCESIO~ES Y SERIES 

Limusñ, Néxico 1980 

lC.- REOI'l!Jtll!\CION DE UN/\ SERit; DOIJLE EN UNA SI:: HU' STNPLE 

En .,¡ subtoma 21ntcrior !le estudio la rcordcnaciún G.e ur>a serie 

simple dad" en una serie doble, uhora cstudiarii la reordcnaci.6n 

de une> serie doble en unil serie "implc. 

Sea r una biyecciún de N x N · sobre N: 

(n, k) f(n,k) 

w 
Una serie doble 

' o n,k=l n,k 

simple co~o sigue: 

w 

' j=l 
bj donde 

ser& reordenada en una serie 

El procedimiento de reonlcnilciún se ilustr;;¡ en el siguiente -

ejemplo. 



EJEMPLO 10.1 

Considerémcs 1~ biyccci&n 

{ 

k 2 -

2

(n-l) 

f(n,k) "' 
(n·l) + k 

Si k > o 

Si n !';. k 

La cu,11 se rcrrcscnta en la. siguiente figura 

k columr.ns 
( l) (2) (J) ,, ) (5) (6) 

:1J 1 j 9 1f 25 • • t 
2~ "' 2-3 8 15 

' t 
o fi l a.•· ! J ) 5-6-7 '.' 23 

t 
' : 4 ) ' 10-11-12~ lJ 22 

' . 5) 17-18--19-20 -n 
:6) 26 ..... 27 

La !;C:rie simple ohtenida de est<~ biyccciún es: 

TEOlill~li\ 10.1 

Dad;: una biyccciún f de N x N sobre N 

~ 

34 

• 

Una serie doble ): a convcJ7gc absolutamente si y sólo 
n,k=l n,k 

si su rcordcnaci&n ¡:.or f convci"<lC absolutamente. En tal caso 

se tiene: 

9.1 

(h} 
~ 

r. " k n,k=l n, 
donde 

DE~IOSTR\CION 

bf(n .k) = • o,k 

conver-ge 'absolutamente, entonces por el toc:·rcmil 

~ 
la doble serie }: a converge ;:~bsolut¡¡mcntc y tcnc 

n,k=l n,k 



mes la igualdad (Al 

De los teoremas 9-1 y 10.1 obtenemos el tcorel'".a siguiente: 

TBOREHA 10·2 

~ 

So a l: a una ~cric doble n,k>=l n,k-· 

il Si la serie doble conveJ":"gc absolutamente entonces 

~ 

• n,k 
y .. 

n=l • n,k convergen absolutarrente 

y • 
' .n=l 

Ji a -
( 

0 \ k=l n,k -
. ( ~. 
E J. 

k=1 n=l 
a = ~; J 

~ 

_n,k n,k=l • n,k 

donde las series iteradas convergen absr.-lutarnente 

ii) Si la serie itcrDda 0 (. 

' ' n>=l k.=l 

' 
6 

(A) 

converge, la doble serie converge abso-

lutamentc y se" tiene la igualdad (A) 

FJEt·!PI.O 10.1 

{: Si n=k~ 1 

Sea a n,k Sj_ n=k-1 

" ¡n-klf > 

Se determina si l~s series iteradas convergen 

= .. 
k.=1 an, k) = 

• .. 
k=l 

a • n' > 
~ 

' k=2 
,. a (. ) 

n,;l n,k 
= -H 0=-1 



y 
~ 

" n=l ' ) -n,k - 1 ' o = 1 

Obscrvcsf, gue las dos series iteradas convergen a valores difcn 

tes, pero 

~ 

E 
n=l 

[ an,k ¡ divcrgc 

11.- PRODUCTO DE DOS SERIES 

Una aplicación importante del reordcnamiento de una serie doble 

en una serie simple ocurre en la multiplicación de series. 

~ 

Dadas dos serie~ n~l 

m 
y l. b = b1 n=l " ' b2 

podCIIIOS obtener ¡,, siguiente 

• 

' bJ ' ... 

doble serie: 

. (A) 

Si las dos series son convergentes y su suma parcial 

Un rcspcctivar.-.entc, entonces 

Lim 
"~~ 

y Lim 
·n-,..«> 

B 

t<"r>.cmos guc 

a 11 ll 

b = A B 

" 
es decir la dc>hle serie conYcrgc 

Si 1<1 convcrgcncin de mnb<Js series es absolutu, entonces la do

ble serie (A) 

t·;nnbiér. convcr9c absolutnmcntc ya c¡uc 

p 
E 

n=l 
= • 

n=l 
al:b<:~: 

1 
q 1 1 ~ l n k=l k - ncl 

ro 

" k=l 



El teorema 10.1 garantiza que cualquier reordenación de la se 

ric doble (A) en una serió simple converge a A· a y la con

vergencia es absoluta. 

De las ~últiples reordenacicnes posibles de una serie ~oble en 

im'a sei:ie sin1plc, la est<~bled_da pOr Cauchy con la biyección 

f(n,k)"' (n+l':-2) (n~k-l)+ k se presenta' en la figurn 

siguiente: 

• ' ~- ,' 
'_a3bl • a3b2. + a3b3 • a3b4 • • ' .. 

(,{'' .. -· ' ' 

-p.4bl • a4b2 • a
4

b
5 • a4b4 • 

' u; • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

La suma parcial de la reordenación es 

" en ., a 1bn + a 2b~-1 + ••. + anbl"' j?il 

entonces la reordenación es la serie 

w • ( " bn-j+l) " co o t:l ,. a. o A o 
n=l o o 'j,; 1 J 

ro 
La serie ni;l Co ,, le llama PRODUCTO OE Ci\UCHY 

y 

de 

'; b n-j+l 

'" series 

N6tese •;¡u:! el producto de cauchy es un¡¡ rcC'rGcnación y agrup;l

ciC.n de términos. 



El producto de C<J.uchy puede expresarse como 1<~ multiplicación 

de dos series en la siguiente forma 

EJEHPLO 11. 1 

Con las series 

a f: b J ( ~ ) 
n n=1 n 

~ 

' n=1 
1 = 1 

2" 
y 

efectuar el producto de Cau~hy 

SOLUCiml 

Cn = 

a pnrtc la suma 

w 
E 

j=1 
1 -. 

2" 

pnrcial de ( 3 
2 

• 

,~ 

1 

o" 

1 

3::.+1 

ee 

n 

' j=1 

1 
2 

-fHWl - 3 [ 3 n J [(t)n- 1) ~ 1-(2) = 3 1- 3/2 

ya que corresponde a una serie gec·m,Jtricil 

entonces en = = 1 1 ---

por lo tnnt.o e e tiene que 

ro 

' ( 1 ,;) 
ro ro 

nr1 Cn ~ 
,. 1 " 1 1 

n=1 2n - ~ no.! 1 11'"' 1 ~ 1-
2" 3" 2 

1~ serie obtenida c'lnYcrsc ' 1 
2 

Observes e gee 

- ~ ~ 

" en , " ' r. b , 1 1 
n=l n=l n n=l n 1 X ,- • 2 

1 
~ 

2 



" 
ya que las dos sC¡:-ics or_iginalcs son convergentes. 

Si dos series conycrgcn condicion<:~ll:'.cnte, el producto ñc Cau

chy a veces converge y a veces di verga cot:~o se muestra en el -

Siguiente ejemplo: 

EJEMPLO 11. 2 

Sea ) a serie condicionalmente con\'ergcnte, de-

mostrar que el producto de Cauchy de esta serie con ella mis-

rna divcJ:gc. 

en • 

pero 

ro . 

SOI.UCION 

{-l~n-k 

Jn-bl 

= {-l) n-1 

~ 

kl!l 
1 

Jk Jn-k+l 
k~ 1 .fkCk -j~:On- l in ?-r.c, 

"' 2 ( ..[ñ- 1) "'2- 2 _..,.. 2 cuan<1o n_,_CO 

'[ñ fñ 

Por lo tanto, el producto de Cauchy 

TEORI-:Hl\ 11.1 ( Tcorcm<-. de l\bc 1 ) 

Dildar; dos series convc~:gentcs 

ro 
E 

n=l 
y 

ro 

' n=l 
en divergc 

Si el \)reducto de Cuuchy converge, entonces su sum;¡ total es 

igual <1 l'l.n. 



Sean 
~ 

' n=1 

[ Tcorcm.:t de P.c~tcns ) 

y 
~ 

E 
n=l 

40 

dos series convergentes, si una de las dos series converge 

absolutamente, entonces el producto de cauchy converge ~ A·il 

La demostración de estos tcorc;:¡ys se puede consulter e"' la -

publicaciGn de Yu Takcuchy " Sucesiones y Series" Tomo 1, 

oditorinl Limusa :.·c~:;xico 1980. 

' 
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12 SERIES TELESCCP!ChS 

Una propiedad iw.pcrtant~ de las sumas finitas !'!S la llamada propic~ad 
Telescópica que afirma que 

" r. (bk-bk+d=b¡·bn+l 

'"' 
Cuando se quiere extender es~a propieéad a las series infinitas se ha~ 

de considerar aq~cllas series 

como una diferencia de forma: 
an tales que cada t~rmino se pueóe expresar 

Las series que poseen esta caractcristica se definen a continuación: 
' 

OEFHIICJO<f 12.1 

Sea la serie ! il.n , si el término iln sc puede expreser 

como 

no ce 

an=b 0 -b,,. 1 lfn, entonces la serie 

como Serie Telescópica. 

se co-

El CO!i'.portar.Jiento de las Series_Telcscópica~ está carucicrizado'por el 
siguil•ntc teorema: • 

Teorema 12.1 

Sean {anJ y {bnl dos sucesiones de nuTr.cros complejos 

tales que: 
para n" l, 2, 3, ... 

Entonces 1~ ser:e 't" a, conver9e sí y sólo si la succsiór 
n"1 

{bnl converge, en cuyo caso tr~c~::~ 

donde L~limbn 

"-

' 



Oemostraclon 

Sea Sn la suma parcial n-sima de 

" Sn ~ [. ,., 

42 

Entonces se tienc,en virtud de 

Por lo tanto 
y además si bn .. L 

las sucesiones {Sn} y {b 11 } ambas convergen 
cuando n-.oo entonces $11 .-> b1- L, lo cual 

o a~.bas divergcn 
demuestra T .2 

Observación: De acuerdo a la definición 0.2 , toda serie es telescópica, pues 

to que siempre se pu~de verificar eligiendo un b1 arbitrari~ y ::aciendo 

luegobn+¡=b¡-$11 para n>l, donde Sn~a 1 + .•• +a11 

[JEI'.PLO 12 .l 

Para la serie telescópica 1 , obtener el valor de su suma hacien 
r/+n 

' do uso de 1 tcore;ra T. 2 

• 
SOLUC !011 

Mediante el rr.étodo de desarrollo en fracciones parciales se puede obtener 

q"' 
--::>.1'::- • _1_ - 1 
n 2 ~n n n+l 

• 
esto es an= bn- bn+l y por '" tanto " verifica. Puesto que b¡" 1 y 

t.~lim 
1 • o obtiene n+C " ,_ 

• 1 
1 n(n+ll. 

• 1 ,., 
[JHlPLO 12.2 

Haciendo uso d~l concepto de serie Telesc6rica det8rminar el ' caractcr de 
la serie 

SOLUC!Drl 

i: log 1 " 1 
"' 1 n"'1 " 

Log (-,~:~1-):logn-log(nll) y puesto que lim logn .. "', la serie 
~ - " E bg (--1 ) divcrge 

n:1 n+ 
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EJEHPLO 12,3 

S1 x es tm entero poSitivo, s~ tH.'r.e la descor.1posición 

para cada ncN. 
siguiente serie 

Por lo tanto por la 
converge y t icne por 

propiedaij de las 
~~:ma la indicada 

Series Telescópicas, la 
a continuación: 

la propiedad telescópica de las series es útil también para determin~r en 
algunos casos el término de suma parcial Sn co;oo se ejemplific~riÍ a contir:uatiór.; 

EJU\PLO E. 2 

Hallar la 
o diver~encia 

suma pa)'cial de la siguiente serie e investigar su convergencia 

1 
n -1 

SOLUCJOH 

Es f!íci 1 corr:probar' que 

esto es 

donde bn ~ -2\-{:~~1 ~- .¡ _L) Y 
n-1 n 

y como sabe!TKls de lo propiedad telescópica Sn : b,- b
11

+1 
entonces tendremos 

Sn"+ r; 1 • _1_¡ l 2-1 2 
(-1- + __1__0 

n n+l j 

r _¡_ - (-1 • _1 -0 
L~ n n+lj 

que resulta ser la suma 

pa1·cial de la serie. 

• 



• 

EJH1PLO 12.4 

Hallar la sum~ parci~l ~e la sig!.!iente serie e investigar su convergencia 
o diver~cncia. • J.: sennx (x ..¡.O) 

""' 
SOLUC !Oil 

Teniendo en cuenta que 
bar que: 

cos{fl ± B) "'cosAcos~.:: sen A sen B 
" ... ' 

cos (k+l-+)x-cos(k-+)x"'-2senkxsen+ 

entonces tenemos la suma finita 

" ¡; ,., 

por lo que de acuerdo a 

-2scn -'- ¡ 
2 km1 

se puede compr2_ 

, " . G , -2sen~2 !: sen~x"'- cos(l--
1

)x-cos(n-+ 1 
k"1 

1 J 1 1 -zl]=cos(nfl-y)-cos(l- 2 )x 

dividiendo ambos mi,;mbros entre - 2 sen (x/2) se obtiene 

" Sn= 1: senkx= 

'"' 
[videntemente la serie 

es divergente. 

[J[I·:PLO 12.5 

COS -2: X- COS (n+±) X 

2 sen+ x 

planteada diverge ya que la sucesión {cos (n + t)xl 

Para la serie 'E n2 hall3r la suma parcial Sn y determinar, asimismo la 
n=l 

conv~¡·gencia o divergencia de la serie. 

SUG[fi[NCI!I 
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SOLUCIO:l 

Teniendo en cuenta el mier.hro izquierdo de la sugerencia. 

que resulta ser una serie telescópica con 

b)< =k' y bk+\ = (h-1)' 

entonces de acuerdo a 

Tomando en cuenta ahora el miembro derecho de la sugerencia y haciendo uso 
de la propiedad de linealdad de las series se obtiene 

de donde 

" y E 1 = n ,., 
entonces 

~HI)'·9 r 1 
k=l 

' 

1 
T 

(lo cual se puede dCIIIOstrar f.icilrr;ente por rr.edio de 
inducción matemática). 

n(n+l)(2n+l) 
6 . 

Como lim Sn="' entonces la serie propuesta es diver~ente. 
,,~ 



A contiriuaCión se presenta una tJbla donde se muestra un conjunto de se
ries con ~us rcs~~c~ivas sumas parciaics. 

S E R l E '" . 

Í:cosnx(xi·O) 
sen(n++)x-sen-f x 

2 sen+ ,., 

- 1 1 1 
t n(n+lj(n+2) T- 2{n+IJ[n+2) n"'1 

- n(n+l} n[n + l)(n + 2) 
t 
~' 3 

- {ni l)(n-1) n(2n~+3n-5) t ,., 6 

- (2n-l)?, n(2n-1)(2n+1) t 
11"'1 o 

' 
• - o' tn(n

2
+l)J 1 ,., 

- n(n + l)(n + 2) n(n+l)(n+2)(n+3} t 
n~1 4 

- n(n'-- 1) (n- J)n (ni l)(n+2) 
t ,., , 

. 

- n(n+ l)(n+2) ... (n+j) 
t n( n+ 1) ( n+2) ... (n+j-1) 

11"'1 (j ?': l) J 

- (- 1 ¡n-1{~¡) 1- {1-aH 1---}H 1- -j-J ... ( 1- ~ l t ,., 
- 1 

(n+IH~'~2) ... (ni·Jl J 1 n(n+l)(n+2) ... (n+j) ..L. [l.--,., 
(j ~ 1} 

J J. 

- 2n+ 1 
t 1 ,_, 

~~(n+ l)J' ¡. 
ln+I)< • 

- 2n+ 1 )( 1 + [sen 2 - sen 
1 J ~ (ces n•+n sen n· •n l n+l 

""' 
•• aqn-1 a(r 11 -1) 

' ~' r - 1 



47 

CONSIDERAC!Qll ll-tPORTAiaE. 

En las series telescópicas ~e ~e chrar.Jente la difacnciu entre las se

ries infinitas y la~ sumas finitas. 

[scri l>i cm! o en forma desarrollad~ se tiene 

(b 1 - b,) + (b 2 - b 1 ) +, .. t (bn- bnt1) = b1- bn+l 

Que' como se ve, se puede obtener supri~iendo los paréntesis y SÍr.lplificanCo. 

Si se hace la misma operación en la serie infinita 

b1 permanece y se si..:plifican b¡, 

cada bn por tanto se simplifican 

b¡ y así 

todos los 
sucesiva~ente se llega a suprimir 
bn r.:enos b,, llegándose aparente-

mente a la concbsiiin de ser o 1 •a ~:.rma d~ 1J ~erie. 

en virt~·d de T.2 , si no es lim bn=O. Por lo tanto, en los series infini 

tas no se rueden suprimir los paréntesis en hs miomas condiciones que en las 

sumas finitas. 
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3.~ Criterios de COnvergencia 

3.1 Genl.'ralidat!es 

En teorí~, la convergenci~ o divergencia de una serie [a11 se deci 
de considerando las sumas parciales Sn y analizando si tienden o no a

un li'llite finito cuando n .. .,. En algunos casos particulares, corr.o por 

ejemplo la serie geométrica, las sumas parciales Sn se pueden sirrplifi
car hasta el punto de poder determinar fácilmente su cor::portamiento- -

cuando fl"'"'. Sin eJrbargo, en la mayorie de los casos esta forma simpli 

fic;;~da para Sn no existe y difícilrr,ente se puede, establecer )a ccnve!:

gencia o divergencia por el método indicado anteriorr::entc. Va al prir.

cipio, los que investigaban en este ca11:po, muy especialrr.entc Cauchy y 

sus contemporáneos, se dieron cuenta d·.! esta dificultad, y obtu~i~ron 

unos "criterios de convergencia"; -con los que eludían 1~ necesidad dl:' 

un conocimiento explícito de las sumas parciales. f1lgunos de estos -

criterios, los más sencillos y más útiles se cst¡;diar5n en esta sección 

haciendo hincapié a la vez en algunas observaciones generales acerca de 

la naturaleza de estos criterios. 

3.2 Clasificación General de los criterios de con~ergencia. 

los criterios de con~ergencia se pueden clasificar a grandes ras-

gos en tres categorías, las cuales son: 

a) de condiciones suficientes 

b) de condiciones necesarias 

e) de condiciones ncccsari~s y sufici.cntcs. 

Un criterio del tipo (a) se puede expresar simb6licar.1entc cor.10 

sigue: 

"Si C se satisface, entonces ~an converge," 
• 
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Donde C i~dica ·la condición en c¡¡estión. Los criterios :lel tipo (b} 

tienen la forma: 

"Sf tan converge, entonces C se satisface," 

Mientras qt:e los del tipo (e} se pueden e~cribir en la formJ: 

·r. r.an converge si y sólo si C se satisface." 

Es común entre los estudiantes que se apliquen los criterios incorre~ 
tamente, pues no cprecian la diferencia entre condición necesaria y condi -=----=----= -
ción suficiente. Es por lo tanto recorr.cndablc que los estudiar.tés hagan un 

' 
esfuerzo para lograr esta distinción cuJndo se aplica un .criterio partic!:!_-

lar Cfl la pr<ictica. 

3.3 Condición necesaria para la convergencia. 

7 El crit~rio de convergencia más sencilo resulta ser una condición 
necesaria pilra la ccnvcrgencia y se expresa como sigue: 

TEOROIA T.J.l Si la serie l:an converge, 

el término enésimo tieilde a o, esto es, 

Demostración. 

o-, 
Como Sn-, = k[

1
ak, se tiene que an ~ Sn- Sn- 1 

Pero converge. Entunces, la sucesjón {Sn} tiene un límite,-

llamado S. Como lim sfl: S y lim Sn- 1 =S se tiene que. 
n ·•"' 

lim an ~ lim ( Sn - Sn- 1 ) = lim Sn - 1 im Sn-1 " S - S " O 
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El Teorema antcricr es un .ej~mplo de un criterio que es d~i tipo (b) 

y no del tipo (a). la condición T.J.l no es suficiente pÚ3 la convergen· 

cia de una serie. Por ejemplo, ccnsidr!rese la serie armónica n!
1
0/n). 

El límite del tér.:lino enCsiJro (S lim (lfn) ~O, sin embargo la serie arn'IÍ· 
n·· ~ 

nic¡¡ es C:hergenti'. La verdadera utilidad de este critEorio es que d~ una 

condición suf1ciente P•lra la divergencia, lo cual se establece a continua· 

ción. 

Corolario ( Prueba de la divergencia ) 

Si lim ~n·<F O, , .. 
es divergente. 

-entonces la serie nf 1 ~n-

fsta p~ueba no5 r..uestra inmediatc~mente que las sig~icntcs series '-1· 

vcrgcn: 

3.4 Criterios de convergencü.para series de términos no negativos. 

En este apartado se tratar&n las series cuyos términos son no negati

vos, es decir, series de la forma ,!1an donde nn .::_O para toda n. Puesto

que las sumas parciales de tales series son monótonas crecient~s. se arlic~ 

rá el teorema para obtener la siguiente condición neccs~ria v suficiente ~e 
convergencia. 

Teorema 1 . 3. 2 Si n!.an es ""' serie de términos positivos y 

existe un núr.tero M tol '"' Sn ~ 1·\ para todo n, entonces " serie converge y '" suma S " ,, 1 que S..:_ t·l. Si no existe 
~~ con esta propicd~d entonces la serie diverge. 

Dcmostr~ciOn. 

Si {SH} es la sucesión de sumas parciales de una serie de ténnino~ posi_ 

tivos, entonces. 

$¡ < Sz < •• < Sn < ••• 



y por lo tanto {Sn} es monótona. Si existe un núrr:ero ~~ tal ¡¡ue 

Sn<l1 p~ra cada n, entonces de acuerdo al teorema (!2.9 Swokoski). 
(10.1Fipostoll 

limSn~S<M , .. 
para algún núrr:ero S y por lo tanto la serie divcrge 

[JU\PLO E.J.l 

' 

El teorema anterior se puede aplicar para establecer la convergencia 

de la serie n!, rh-
Una cota superior de las sumas parciales se puede obtener haciendo 

uso de la desigualdad; 

1 ' 1 Kí-
2

k-1 

que es evidentemente cierta para todo k>l puesto que kles el pr~ducto 

de k-1 f.::ctor<JS, cada uno> 2. Por tanto. 

'" ,, 
Siendo la última 

tanto converg"ente 

esta serie es e-1, 

1 n-1 1 k 
•. , = ,..rn (-;--) 2"- '- U L 

serie una serie . . . georr.e.r'lCa. 

y tiene '" suma <2. Se verá 

donde e " <1 núr..ero ''· [uler. 

,, serie -n~l ' "' " m5s tarde q"' '' suma 

La convergencia del ejew.plo anterior se ha establecido por compara - -- . 
ción dc los términos de la serie dada con los de una serie.que se sabe que con 

verge. Esta idea conduce a un criterio llalllddo 

3 .4 .1 Criterio de comraroción. 

Teorema T.3.3 ( Criterio de Comp,lración) 

Supo:1ga que 11t1an Y 11~ 1 bn son dos series de términos positivos 

a) Si 11~ 1 bn converge y a11 < bn para todo entero positivo n, entonces 

r an converge. 
""' 

b) Si r,bn diverge y a11 > bn para todo entero positivo n, entonces 
"" - d' f. an 1verge. ' 

n~l 
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Demostración. 

Sean Sn y Tn las sumas parciales de nr1an y n~l bn, respectivar;;ente . 
• Suponga que ~.bn converge y su suma I.!S T. Si an < bn para todo n, enton-

"'"' -ces Sn _-: Tn < T y por lo tanto segUn T.3.2 ¡;¡;¡n converge. Esto derr.uestra 

el inciso (a). Para probar (b), suponga queJ1bn diverge y que an < bn 

para todo n. Entonces Sn > Tn y, c;:~rw Tn tiende a infinito cuando n ti~n~ . . 
de a infinito, lo mismo sucede cOn Sn. Por consiguiente n~l an d1verge. 

Como la omisión de un número finitO de téi-rninos no afecta la conver

genda o divergencia de una serie, es suficiente que las condiciones an > b11 
o an,.; b11 en T.J.J se satisfagan a partir del k-esimo término, donde k 
es un entero positivo fijo. 

EJEM~LO 3.2 

Haciendo uso del criterio de comparación, probar que la siguiente se 

ric converge. 

Solución 

Corno ' 

y corr.o la serie p nil 
~cuerdo a T.J.3 

[JH!PLO E.J.J 

1 
n 'h 

convcr~c. la serie dada converge de --

Determinar si la siguiente serie 

"' 

converge o divcrge. 



Solución 

Como •' , 
n '+ 1 

d1verge, la serie dada diverge. 

EJERCICIO 

1 

'" 
y como la serie arw.6nica 

UtililanC:o el criterio de comparación, determinar si la seri" 

'f: 
n=1 

converge o diver9e. 

Solución 

2n+n 2 

n 1+1 

6 

1 

" 

Como , divergc por el ejemplo --

E.J.J entonces la serie dada divcrge." 

DEFHHCIO!J D.J.l. 

Se dice que la serie domin¡¡ a ' -- -
si 02_cn::.dn para· todo entero positivo n. 

Usando esta terminologfa, el inciso (a) de T.3.3 afima que una se
rie de términos positivos dominada por una serie conveq¡entc, también es 

convergente. El inciso (b) afirma que una serie qtiC domina a una serie -

divergente es a su vez divergente. 

3,4.2 Criterio de Comparación l·lediante el límite del Cociente. 

Teorcrr.; T .3.4 

Si 
11
t1an y n~ 1 bn son dos series de t6rminos positivos y si 

lim -i?, ~ k > O 
n-'"'" n 

C'ntonccs ao,b,,s srriC's coril'crc:en O divrrocn. 

• 



"' 

Si 

• 

OelilostraciGn 

Si lim ( iln ) : k > O, entonces 
n·•"' bn 

de un¡¡ svc~>;6n tomando C: ~, existe 

por la definición de 

un núr.l:!ro N tal -:¡ve. 

l_L. 

' 
siempre qu~: n > 11. 

Esto r:quivalc a 

' b, < 3k b, siempre n >N. - an ~ '"' ·7 ' 

7 

converg~n-

n!,an converge, tan:bién -converge ' ,., 1 ' 1 que está dominad¡¡ y b0 ya 

n!
1
an. Aplicando las propiedades (multiplicación de 

'1'! O> 2 . 
un escalar) vemos que nktbn: n~l (K) (7) bn converge. 

una ·serie 

lnversarr.ento: si converge. entonces n!,an converge y: que está dcmi-

nada por 1 a ~cric convergente r (~} bn. 
n•1 ~ 

-Se ha demostrado que n~ 1 an 

converge si y solo si ,J1bn converge. En consecuencia, n! 1divcrge si y 

solo si nr,bn diverge. 

El criterio de Comparación mediante el límlte éel cociente es suma

mente versátil para Colilparar series al~ebraicas compleja~ co~ serieS P. -

La forma adecuada d~ obtener la serie P para co~r.parar, consiste en despr~ 

ciar en la serie en estudio a todos los "t~rminos del numerador y del dcno 

minador excepto los que son m5s significativos para la magnitud. 

1.-

Por ejl'mplo: 

Si la serie 
estudio 

1' 1 
n=t ,, 

1 
con~icnc utilizar 1~ serie P 

Jn2 +5n+2 

pues rara valores grandes de " 

1 :. (.l..) 1 
Jn 2+5n+2 J ,, 
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11.- S1 1' ~eric en estudio es nZl 2n 2+5 conviene utiliz~r 1' serie 
Jnt5n'l2 

!l 
n-1 n 

pues para valores grandes do " . 2n 2 +S . 2~' 1 2 1 1 
~-~ 

3n!.Sn 2 i2 '"' 
T n 

III.- Si la serie en estudio es 

conviene utilizar la serie 

valores grandes de n 

EJHIPLO E. 3. q 

1 Jn+l • • 

, pues para 

l 

~ 

Haciendo uso de la prueba del límite de co:npJración, determinar si 
la serie 

1 

converge o diverge. 

Solución 

Se comparar~ con la serie p convergente. 

Entoncc~ 

1 
2nt"+5 ~ 1 1 im 1 im " • • T 1 '1• 

~- o•• 2n -+5 
. '¡, 

" 
Entonces e!::. ~-:.ue1do ~1 criterio del lfmitc do comparaci6n, como 

--
1
;,- converge, la serie ~~> 

n '/< " 
-,,';\~- . Tamt>illn lo hace. 
2 n • t 5 
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EJEMPLO E.3.5 

Determinar si la siguiente s~r1e converge o·diverge. 

J.rn+ 2 

'Solución 

Como par~ valores grandes de n. 

J.rn- + 2 • 3 

' 

9 

se utilizard la serie diver~entc 
' 1 n~l n rara obtener el límite de cc.mpar:::. 

ci ón. 

Entonces 1 im 

" 1 i m 
n-•oo 

3 fii"""" t 2 

1 

" 

1 im 

lim 
n·• ..., 

(3/""'ñ"+2)n 

,Jnl-Jnli 1 

'1' 3o • 3 

Por lo tanto la serie dada es divergente . 

Un caso particular de T.3.4 resulta ser el siguiente 
teorema. 
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Teorema T.3.5 CRITERIO DE CC:~PARACIOII POR PASO AL LIMITE 

- -Sean 11 ~ 1 an y n~ 1 bn dos series de términos positil·os, si 

Entonces si y sólo si 

la demostración aparece en la P~g. 483 de la Referencia l. 

Definición 0.3.2 

Se dice que dos sucesiones {an} y {b 11 } de ním:eros corr:plejos 

son asintótica~ente iguales si 

1 im ~ 1 
o•• 

Esta reli!CÍÓn se indica sir.:bólicar.1ente escribiendo an "'b0 
cuando w•w . 

--------------------~--' 
La notación a11 "' bn se lee " a0 _es asintóticar.~entc igual a bn " y 

con ello se quiere indic<Lr que an y bn se cow.¡¡ortan de manera an51r-ga 

cuando n crece indefinidJrr.ente. Aplicando esta terminología se puede ex

¡:.¡·~s;:;r el criterio d~ comparación por p~so al límite¿~ la manera si~:<icr, 

te: 

Teorema T.3.6 

Dos series r an 
""' 

-Y n~ 1 bn de ti'rminos pO>itivos y asintóti-

c~rnent~ igunl~s o ar.obos convergen o cn:bas divergen. 
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EJEtt?LO E.3.6 

Determinar si hs serir:s 

./ n {n+ w) 

1 y 1 r ,., -
" 

divcrgcn o convergen respectivamente. 

Solución 

-
" 
1 diverge, se puede comprobar que 

1 

" 
de igual manera 

1 

1 n{n+lO) 

1 -' 
" 

1 

" ['" q~~-lim sen 

1 
11"'"' " 

esto es, l~s series pro~ucstas son asintóticamente iguales 

que podcrros concluir que ambas series son divergentes . 

. J;4.4 ·CRITERIO DE Lfl INTEGRAL 

1 

" -~ 

1 '" 

l! 

pot· lo 

Para aplicar efectivamente los criterios de corr.paración es preciso 

disponer de series de cor.rort.1miento conocido. Son útiles 1~ s~ric s~o;~é 

trica y la serie "P". Sin embargo cuando los criterios de comparaciiin no 

son aplicables, en algunos casos es posible usat' el llarrado Criterio de· 

la Integral, el cual fué demostrado por Cauchy en 1837. En esta prueba,

la serie en estudio es comparada con una integral ír,:propia. 



Teorema T.3.7 Criterio de la integral 

Sean f una fUnción continua, positiva y decreciente para 

número real x > 1 y, an ~ f(n} para todo entero positivo n. 

Entonces. 

-f !(x) dx converge 

' 

Demostración 

Suponga •• f f(x) ·d>< converge. 

' 
Entonces 1 im ··-

11 

• todo 

existe y es igual a un num~ro l. Como f(x) >O, se tiene que -

para cualquier n. 

Pero f no es creciente en el intervalo Q, ~. Entonces, los (n-1) re~
t~ngulos indicados en la fi~ura 3.1 tienen una ürea total menor o igual al 

área bajo la gráfica de y=f{x) de 1 a n. Esto es 

y 
f(2) + f(J) + ••• + f(n) ::_ /nf(x)d¡:;'<L 

' Observar que la base de cada rect~ngulo es unitaria. 

" ~ 
1(2) !131 fl~l ~ r·~'"~·T------~>t:r-=::~'~"~'~':'~~~-

2 3 
L__L_i ____________ ~··~"·~~----~x 
4 ~ 6 n-1 n 

Figura 3,1 
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• 

ll 

Si hacf!tr.es a 1 ~f(t}, a2 =f{2), •• ,-an=f(n) y sumando a ambos mier.1bros-

f{ 1 )=a 1 se obtiene a1 + a2+ a 1+ • • + an= f( 1)+f(2)+ .• , + f(n).::_ f( ¡)+ J~f(x)dx< 

f(l)+L 

Esto significa que las sumas parciales ~e 

1J1ak converge. 

están acotadas, y enton-

'" 
Ahora supongarr.os que 

[!,~·los (n-1) rectángulos 

mayor o igual al área bajo la 

r:"'f(x) dx dhcrge. Cow.o f es decreciente en -

i11dicados en la figura 3.2 tienen una áre~ tota1 

gráfica deyd(x) de 1 a n. Esto es, 

f(l) + f(Z) + .•• + f(n-1) _:: ~f(x) dx 

Pero .r"f(x)dx ............. + .. cuandon-++ .... 

' 
Entonces la enésima s.rr.a pJ~-

cial de k!l"k diverge y por lo tanto kttak diverge. 
y 

1"'-
1'-... ycf(x) ....._ 

/ 
! (1) "'' 1(0) f( 4) 1(~1 

(n.l) 

1 2 3 ' 5 6 . .. , 
" 

X 
[JHII'l.O [.3.7 

Usando el criterio de la integral den:ostrar que la serie-P 

~ 1 
n=t nP 

converge para p~l y diverg~ para p~l. Adem.is, mostrar que para p>l, 

.l..<f...!...<t+ 1 
p-1 nml nP p-1 



Soluci6r. 

la función f definida por f(x)~ 1 ,, 
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, donde p es una constante 

no negativa, es una función continua, po~itiva y decreciente para x>l. 

Entonces p•Jr el crit.~rio de la intrg.-~1. la serie i: ...!.. converge si y solo 
n~l nP 

si la intcgrJl impropia ¡+"'_1_ dx converge, Ahora, 

·- 1 1 -' ,, 

Entonces 1 

blccer que. 

' ,, . 

~ 

~ 

' ,, 
1 -
' 

lim 
b..- +«> 

1 im 
b·• +«> 

1 im 
b•-

1 im 
b..,_+ .. 

1 im 
b-++ <O 

-p+l J ' ' i p 
-p + 1 

" xJ: ' i p • 

b1-p_, { converge 

l - p { divc~gc 

"' 
1 

ol 

d 

Job { divcrge CP~ 

1 

"" ( 1 - p > " "" ( 1 - p > 01 

,, 

converge si p>l y diverge si p~l. Ahora bien, para esta -

1 

p-1 

1 ,, l 

p-1 

' 
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Nos referimos a las áreas sombread~s en las Figuras 3.3 y 3.4. Conbinando _las 

desigualdades mostradas en esas fig~ri!S, obtenemos 

Para p > 1, tenemos 

y poc lo t.~nto, " 

y 

¡+"' dx < 
' ,, 

¡+"' dx • 

' ,, 

r 
""' 

1 im 
b-> +"' 

con luye que 

1 n~l 
1 

' p-1 "' 

1 < 1 • •• ! dx -' ,, 

f'~ • 1 

' ,, p-1 

' 
,. 1 

p-1 

Arca ,, ~ J S- rcct.íngulcs 

1 • 1 • 1 • 1 

1 p . ,, 

Arca bajo la gráfica 

• 

X 



y 

Area de los rect.l:ngulos. 

1 1 • 

1 .¡ flrca bajo la griifica = 

1 • 

1 • 

1 

' ' 

¡•- _1_ 
1 xP 

16 

1 • • 

.. 
X 

La desigualdad (A) establece un par de .cotas para la suma de una serie r 

convergente. Sin embargo la nrayoría de las SU«~as de las series p convergen

tes permanc~c como una preg~.:nta sin resputsta. Como ~ - 1- co1o~e.g~ ?ar;; 
n~1 nP 

p>l, tiene una suma. En particular cuando p>l es un entero, existe la suma. 

Sin cmb,1rgo, la su~1a exacta ha sido ~o lo determinada para cualquier entero po-

sitivo pJr y la suma exacta pcr·manccc 

par. En 1752 Euler fue el prin:cro en 

desconocida p:ua p entero positÍI'O 

mostrar que \':' ...L " TT
2 

ne1 1 

' 6 

i t:l-
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EJCMPLO E.3.8 

tlacicndo uso del criterio de 1~ inte~ral, determinar si la serie 

1 converge o divcrge. 
n (ln n) 2 

Solución 

,, función f(x} 1 

x(Lnx) 1 " continua, 

para todo · x > 2 Usando la prueba de ,, integral, 

1o convcrge1 cía de 1o integral impropia ¡'" ,, 
hace 1 a sustitución ' x(ln xf 

U, " l n X, du" ,, 
' 

Entonces, 

, .. ,, 
" 

' 
1 im - 1 " ( 1 i m 

~. (ln x)" b-•+oo J l n x 
2 

b•• 

Entonces, 

r ----,-"-1 --:;
n~2 n (Ln n)2 

EJntPLO E.3.9. 

Usando el criterio de la integral 

converge o diverge. 
• 

converge. 

determinar 

n~1 
are tan " 

ltn 2 

positiva, y decreciente -

" pro'ccde a investigar 

E o 1 
,, 

" -
x(Lnx) 1 

1 ) 
1 1 - • " 

l ob Ln2_ lo1 

' i 1' siguiente serie 
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Solución 

f(x) = are tan x es continua, y decreciente en ¡1, +"') 

ya que f'(x) ~ 
l- 2xarc tan x <O para x>l. 

la saric converge p•;es 

¡" 

' 
are tan x 

l + x' 

dx , (are tan 

2 

(1,/~l' 

2 
< - . 

Como conclusión interesante del criterio de la integral, es importa~ 

te observar que este criterio es usualmente aplicable cuando el término -

enésir::o de la serie tiene la estructu1·a de una función positiva, decre 

ciente y cuya antiderivada puede ser f5cilnwntc determinada. 
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Criterios de la ralz y del cociente p,1~a seriez de tlirminos no ne~Jtivos. 

Usando la serie geométrica corr.o serie di! compar~cil'in, Caur.hy -

proporcionó dos criterios útiles conocidos por-Criterio de la raf2 y criterio 

del cociente. 

Criterio del cociente. 

Teorema T .3 .B { Criterio del cociente ) 

Sea 'f,an una serie de t6rminos positivo> y supóngase que 
tt~' 

•) Si 

b) Si 

lim ( ~ ) ~ L donde o 
n·• ~ '" 

O<L<l, entonces • l: 
1 
a n 

"' 
converge. 

ro 
1 <l.<+"', entonces ' . n=l n diverge 

' L ". 

e) Si L ~ 1, entonces el criterio no decide y la serie puede ser com•er 

gente o divergente. 

Demostración 

Parte (a): • <! Supongase q~e lim ~ ~ L < r. Si res un nOmero cualquierJ 
n·•«> an 

tal queO_::L<r<l(:>J, entonces por la definición de límiteexis 

te un m e N tal que 

< r siempre qut' n >m. 



esto implica que 

de donde 

< ' 

< ' 

dmi2 < am+l r <~m r~ 

am+3 < ami2 r <arn+l r 1 < 

20 

En consecuencia, a partir del t~rmino am+l los terminas de la serie 

11~ 1 an son menores que los correspondientes términos de la serie geométrica. 

Co~ 

, 
am r + am r¡ + •.• 1 J 1 

ro 

11~ 1 an es una serie de términos positivos L>O y de (11), O<r<l; 

por lo que la serie ( 3) es convergente. Ahora, por el criterio de comparo-

ti6n, 

Parte 

r an es convergente. 
'"' 
(b) ; Si l, 1 6 ~ 

'" 
~ 

'" 
es decir 

·-
, 

1 ' 

cuando " •• existe "" ' ' ti ta 1 que 

.;¡. " > 111. 
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[s cl<lrO entor.ces que a0 no tiene a cero cu.Jndo n->"', por lo que de 

acuerdo al Corolario de T • 3 • 1 la serie e5 divergente. 

Parte (e) : Si apl ic.amos ,, criterio del cociente a ,, serie p tenemos 

1 

1 i m ~ • 1 i rn (n+l)P • 1 im ( n~l )P • 1 ... '" n-•"' 1 n->"' 
oP 

para cualquier valor de p. 

Pero con:o se ha demostrado antcrior~énte cuamlo p > 1 la serie es con

vergente y cuan<!o p ::_ 1 es dive¡·gentc, por lo que L puede ser igual a uno 

tanto para series convergentes co~o para series divergentes. 

flhora llicn, el h~clw de que el a ni· 1 cociente ~-

'" 
SCil siempre menor que 1 

no implica que el límite L sea menor que 1 ror cjc1r.plo, la serie arreO

ni ca, que diverge, tiene el cociente + , que es siempre f.1enor que 1, pe-
. "" ro el límite L es igual a l. Por otra parte, para la divergencia es sufi-

ciente qlle el cociente sea n:~yor que 1 para n suficientemente g¡-~nde, 

puesto que entonces a1111 > o11 y an no puede tcHdcr a o. 

Ejemplo E.J.JO 

-Haciendo uso del criterio del cociente, determinar si la 

serie 

Solución 
== 

lim ~ 1 im 

1 • 3 . 5 . . (?n-1) 

l· J.s. · · {2n-l) Un+l) 

{n+I)1 
" ' 

1·3·5···(2n-1) 



• lim 
~-

Criterio de la rafz 

2n+1 

" • 1 

• 

11 

Entonces la serie diverge. 

Si ,..tan es una serie cuyos términos ( a partir de uno de Ellos 1 satis 

facen u~a desigualdad de la forma: 

dondeO<x<l 

la aplicación directa del critcri~ de comparación (1.3.3) expresa que 
converge. Las desigualdades anteriores son equivalentes a 

O<a 11"<x 
- " -

y de aquí el nombre de criterio de la r~íz. Si la sucesión {a11
1/ 11

} es con

vergente, el ct·iterio se puede expresar en una fot·rna pt·áctica sin hacer re fe 

rcncia al núrrcro x. 

Teorema T.3.9 (Criterio 'de la raíz ) 

Sea 'f On una serie de térn1inos no negativos 
, .. 1 

tales que 

~ ___,. R cuando n-+«> 

(a) Si R<l, la serie converge. 

(b} Si R>l, la serie divergc. 

(e) Si R=l, el criterio no decide. 
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Demostración 

Si li < 1 ' elijáse ' de manera qco R<x<l. Entonces 0<an 1111 <x se ha - -,, satisfacer ., " > ' ' partir de "" m e N. Por lo tanto 
11! 1an converge -

'" vi rt.ut! de 1 criterio de comparación. E~tc demue~tra (a ) . Para de;ncs trar 

(b) se observa que R>l implica a11 >! para una infinidad de valores de n y 

por tanto a11 no puede tender a o. Por lo cual, en virtud del Ccro1Jrio <!e 

T.J.l f an diverge. Esto demueStra '(b). 
""' 

Para demostrar (e), se consideran los dos ejemplos en los que a11: 
1 

" Y an= _1_ 

. "' 
pero r - 1-

11"1 n 

Ejer.1plo 

En arr.bos casos, R = l, puesto que . n{l· 
llm , - • 
••• 

diverge r.1ientras que !: -l.- converge. 
n~l n• 

E . 3 . 1 1 

" 
1 im 
~-

lladendo uso !!el criterio de la raíz, determinar si la serie 

• converge o divcrge.' 

Solución 

lim "~, 
' " • 1 im '" 

entonces la serio converge. 

2 

5 
< 1 

~=1 .,.... . 
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Es importante observar que tanto el criterio de la rah como f'] del 

cociente, en realidad no son m!i~ que casos particulares c!~l criterio de compa

ración. En a~rbos, c:;;:;;do se presenta el caso (a) la convergencia se d2í!u~e 

del hecho que la serie en cuestión puede ser dominada por una serie gcom6tric,, 

adecuada 

requiere 

'r. xn. La utilidad pr.íctica de estos criterios esUi en que no se 
n~l 

el conocimiento explicito de una serie 
1
J1 :-:

11 de comparación. 

En muchos casos en q~c el criterio del cociente falla es usual utiliHr 

criterios alternativos conocidos cor.:o criterio de Raabe y criterio de Gauss. 

3.4.7 Criterio de Raabe. 

Teorema T.3.10 ( Criterio de Raabe ). 

Sea r.,a 11 una serie de términos positivos 
""' 

si existe un número natural m t~1 que. 

,) "{1- )>l JJ- entonces es conversente. 

b) " {1- < 1 .¡¡.... entonces 
ro 

" n= 1 n 
es divergente. 

Ejemplo [.3.12 

Haciendo uso del crilc¡·io de !~aabe deteminar el CilriÍctcr de las siguie~ 

les series 

') ~~~·. 
1 

" 
b) 

ro 1 >: 
n= 1 o' 

Solución 

,) a0n " " • -·~· 
'" 0'1 

{ 1· an+l 

'" 
• " {1- n~¡ ) 

ro " ñ+T 
" 



y se ¡;uede observar q~e existe m= 1 

Por lo que 'f. -1- debido a T.3.10 (b) nM\ n 

b) a~~l "7(o,"~,;c¡o-·· n ( 1-

tal que para todo n:>m, 

resulta ser divergente. 

)"n(l-

y se puede ob,ervar que cxi~_te m= 2 t~l que para todo n>m 

por lo que debido a T.3.10 (a) resulta ser (Onvergente. 

25 

< 1 

2n~ + n 
n'+2n+l 

[n el caso de estas dos series el criterio del cociente no decide. 

3.4.8 Cr1terio de Gauss 

.Teorema T.J.ll ( Criterio de Gauss ) 

'" 't a11 una serie. de términos 
nml ~osilivos, ;i existe un ' ' 1 y -

"" S ' 1 y un 1·\ > o tales que: 

an+l o 1 - A • f(n) -- ----¡¡.;---- para "" ,, 
" 

en donde lf(n)I.S.1·1 para todo " ' entonces • A> 1 11~ 1 an converge " y 

diverge si A<! 

Observación: f(n) es una función de 11. 

En la 1\cfcrencia (J) ( P~gs. 4!11 y 492 ) se pueden consultar las sugercn-

das para la demostración de 1.3.10 y de T.J.ll respectivan>.('nte. 

EJEimo. E.J.IJ. 
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. 
llaciendo uso del crit(!rio de Gau~s. determinar para qve valores d~ a la 

serie. 

diverge y converge respectivar:;!!nte. 

Solución 

'" 
a(a-1)· (a-n+l) 

" 

entonces 

1 a- n 
--','-~o 

( n+ l) 
yaque n>_a 

Es claro que en estr. caso el criterio del cociente no dcciCe. [fectuitndo una 

descomposición se obtiene. 

___!n:l..._ 1 - • • 1 1 . .. 1 .. 1 
o o • 

'" " 1 " n(ntlj' 

finalmente .. 1 
1 

a11 t 1 
1 - • • 1 1 ,.-,-, o • ., " ,, 

Comparandocon T.J.ll scobscrvaquecxistcn m=l,S=2yM=a-J2 

tales que. 

an+ 1 ., = 1 - A • f ( n) ,. paran>m· 



" 
en · rlonde A~ a+ 1 

tal que lf(n) 1 < !1 ..l¡. n y f ( n) = •• 1 
" 

n {~n J 
{!< _, 1 

" " • 1 

ya que •• 1 < f(n) < a • 1 -'1- "' N , 
1 

Ahora bién, de acuerdo a T.3.ll, par~ que la serie converga A> 1, 

esto es a+l >l~• a>O. 

y para que la serie di verga A.::_l, esto es, a+ 1 < 1"'"'""'" a< O. 

3.5 Criterios de convergencia para series alternadas. 

llasta ~hora se han estudiJdo series de tf~nninos no negativos. En lo qu~ 

sigue se considerarán series con ténninos positivos y negJtivos. El caso más 

sencillo se presenta cuando los ténninos de la serie tienen sus signos alter

n~tivar~nte positivos y negarivos. 

Definición o. 3 . 3 

las series de la fonna • 

donde cada dn >O, se denominan ser1es alternadas. 

Ejemplos de series alternadas e1·an conocidos de los primeros investigado

res, Uno de estos casos es la serie logaritmica: 

. log •' 
1 •• •' 

3 

,. 
• { l o-' + • • • + -1 + . • • 



Esta serie converge y su s~;r~ es log (1 + x) para ·l<x<l. ·Para x posj_ 

tivo es una serie al~emada. En ~ar~icular, si x~ 1 se obtiene 1a fórrwla: 

'"' " 

( 5 1 log 2 = l . 

dice :¡uc la suma de la serie 

1 
2 • 

armónica 

l 
3 

l 
4 

alternada es log 2. Este 

de especial i nteres teniend~ en cuenta que la serie armónica rl 
lnt imaféente 

( 6 1 

relacionado con 

' 4 
~ l . ¡ 

3 

( S 1 

• 
" 

1 
S 

l<l interes¡¡nte fórr.;ula 

1 
7 

+ • • • + 
(.l)n-1 

2n -1 

resultado · 
l diverge. -
" 

+ . . • 

d~scubicrta por James Gregory en 1671. Leibniz encontró de nuevo.tsta f5rr:".ula 

en 1673, Calculando ei drea del círc,l•J unitario. 

Ambas series (5) y (6) son series alternadas de la forma (4) en las que 

fan} dec1·ece monótonc.ll'ente hacia cero. Leibniz observó, en 1705, que e;ta si:;¡. 

ple propiedad de an i¡;;plica la convergencia de tod¡¡ serie alternada. 

3.~.1 CRITERIO OE LEJB;:Jz. 

Teorer.1a T.J.IZ ( Criterio de Leibniz ) 

Sea J 1 (-1)"- 1a0 , con a0 >O jj.. n di una 

serie alternada: 

y b) lim an=O 
o•• 

entonces 1 a serie es convcrg~nte. 

Sea la serie alternada 
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Primero consideremos las sumas parciales 

52 , s~. S~, ... , S¡n, ... 

que contienen un nú~ero par de la serie. Como 

y pued~ expresarse como sigue 

Entcnces, como a11 > a11 +1, los términos entre paréntesis son todos positl 

vos y·la sucesión {S¡11 } e> monótona. 

Por otra parte, ~i agrupamos 5~ 11 en la íorma 

por el mismo razonamiento vemos que 5¡ 11 <a¡ y la sucesión es acotada. Corno 

{5 211 } es r.:onótona y awtada, por T.2. tiene lír.1ite. Lla¡;¡érr.osle L :esto ~;s 

1 im Szn ~ l 

""'"' 

Solo resta demostrar que tor.~ando un nÚ¡;¡ero impar de términos el 1 ír.1He 
de {511 } es también L. 

En efecto 

y 
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Como se tiene qu~ 

lim S2n+L " l + O "' l , .. 
y se ha dt%ostrado, entonces, que la. ~ucesiGn 

{ So 11 } tiene límite, por lo que la serie 

"lln+l-
11~ 1 -1 an es convergente 

EJi:i-iPLO E.3.14 • 

Determinar si las siguientes series alternad>.s convergen o di1•er-

gen. 

•1 '" bl 
4n"- 3 '" 4n-3 

Solución 

a) Sea 

a11 =f(n)= '" 
se tendrá que l!er,¡ostrar que 

il .lJ. ncN 

ii) lim a11 = O. 
n ·• "' 
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JI 

Una manera de probar (i) es ~strar que f(x) ~ 
4x:- 3 

es decrecien 

te para x > 1. Derivando obtenemos 

f'(x) = < o. 

Se deduce que f es decreciente y por lo tanto an > ant 1 par~ todo 

n e /i. 

Para dem0strar 1 i i 1 " 
1 im '" 

o , .. 
Por lo tanto la ~erie 

b) Como lim an" lim 

" '" 
1 im , .. 

'" 4n- 3 

'" 4n'- 3 

'" 4n' -3 

1 

2 

o o 

converge. 

.. o 

según el Corolario de T.J.J la ser1e es divergente. 

En la r<~rte ( ~ ) del ~jcm;:.lo anterior se usó una derivada para demos

trar que a11 > 3ntl para todo n. Tambifn se puede demostrar directar.eute 
' verificando que an - ant 1 > O. 

Es pe e i f i corr.e n t(' , ,, '" e~tcnccs '" 
o 

' 
'"' . J 

'" . 
ant¡ o '" 2(n+l) 

'"' . J 4(n+l)2-3 

• , o 

• 



'"' 
Para todo n 
an+l < l. 

e N. 
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As~misr.Xl ~e puede dem::.strar que an ~ ?.n+• verificando 

Apro~imación del valor de la su~a de una serie alternada conv~rgcntc. 

Si ~r.a serie infinita convt:rge, cr.tonces se pu~de usar la enésima 

s~ma parcial Sn para estimar la suma S de la serie. En la mayoría riP. los 

taS'JS es dificil determinar]¡¡ prec~~ión de la aproxir.tación. Sin embargo, el 

·siguiente teorema proporciona una r.~anera simple para estimar el error si la

serie es alternada. 

Teorema T.3.13 

S .• {-!)""' 1 nlq a0 es una serie alterna~a tal que -

iln > ant 1 >O .jj.. n ~N y si lim an" O, entonces el 
o--

valor absoluto del error que resulta al estimar la su;ua 

S mc'diantc la enésima suma parcial Sn, es menor que a11t 1 • 

Demostración. 

$.¡puede Observar que la_ serie ~lternada nrl (-l)n-l ,ln SJtis

face las condiciones del critcriu para las series allernad~s y por consiguic~ 

te tiene una suma S. La serie que se obtiene al omitir los pri'"eros n tér 

minos, es decir 

larrbién satisface las condiciones de T. J. y pot· iv tanto su suma es Rn. 

Así 

S- Sn ~ Rn " (-l)n. (an+' -an+l + an+l- • · · ) 
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y 

Usando el mismo argu"'ento q~e en la ~e~stración del criterio para las 
series alternas (T.J.) ver.:os que IRnl < an+I· En consecuencia. 

1 S - Sn 1 ~ 1 Hn 1 < ant¡ 

qu~ es lo que queria dcmostr~r. 

EJEt-iPLO E.J.lS 

Demostrar que la serie 

1- 1 ,, ' 
1 ,, + (-1)"+1 1 + • . . 

(2n-l)! 

es convergcnta y calcular adcmcis su suma S con una exactitud de cinco 

cifras decimales. 

Solución. 

[videnter..ente el limite de a11 = 

todo entero positivo n. 

1 

(2n-1)1 
lo tanto; 

cuando n·•<» es O y -

la serie converge an > a11 t1 para 
el criterio de Leibniz. Al usar S, para estimar la suma S de la serie, 

segun 

obtc-

nemas 

Según T.J. 

5 " 1 - 1 ,, 
S :< 0.84147 

1 ,, 1 -= 1-,, 1 

5 

1 

120 

, cl error en esta aproximación es menor que as = 

1 

5040 

1 < 0.000003 ,, 
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Por lo tanto, la aproximación 0.84147 tiene una aproximación d~ cinco 

cifras decimales. 

Se puede deducir que la suoa de la serie dada es igual a sen 1 y ~or 
lo tanto sen 1 ~ 0.84147. Esto ilt:stra u~ método para cons'!:rui~ t~blas-

trigonométricas. 

' 

• 



• 

• 

E"JE~lPLO E.J.l6 

Con:o consecuencia del criterio de Leibniz se puede deducir ta~.bién un lí 
rnite importante. 

Sea: S
' . 

a,= dxx ' . . . ' 
' donde, en general, 0., . -2n-1-

1 
o y a2n =S d: n=l, 2, 3, ... 

o 

Es fiicil comprobar que a 11 ..-Q cuando n->"' y que 

to de acuerdo a T.J.l2 la serie '
11
!

1 
{-l)n-lan converge. 

por C y su suma parcial enésir.Ja por Sn. 

la suma parcial (2n-1) se puede expresar como SÍ<.JUC: 

a,,> a11+1 Por tan 

Su suma se indica 

s2n-¡=l-fd; ++-S)d){x + ... +-,,i'·~~,--J"d;+-:-· 
1 2 n-', 

reagrupando y aplicando una propiedad de lo integral 

1 1 
e l+T+-r+ 

' 
• 1 t 1 + 1 

1 • 
3 

Puesto qoo S2n-1 .. C cuando , .. 
"' lim{l+++ ... 

... 

" 

. " 
• _1_ -5 ""-

" ' ' 
1 1 og n • . ---
" 

obtiene ,, siguiente 

1 +--log n) 

" 
• c . 

fórmula: 

El numero C definido 

cada algunas veces por 
fórmulas analíticas. 

• Yl · 

por este 

!gua 1 
límite se denomina COI1$tanle de Euler (ind.,i.. 

que 11 y e, este ntrrr.cro ~parece en r.:uchas 

Su valor con diez cifras decim.~les exactas es: 

e~ o.5772156649 

Un problema interesanl~, todaví" sin rcsoher, es a•·eriguar si la constan 
te de Euler es racional o irracional . 



' 

" 

la relación (7) tarr.bien puede expresarse como sigue 

" 1 I T- log n ~ e cuando n ..... , 

de donde {8) 

,., 
~ ....,L=logn +e 

k•1 X 
cuando ""-

dividiendo arr.bos mierr.bros entr~ lag n. se obtiene que 

1 
I+z 

1 ••• + --
" lag n · 

cuando """ 
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De modo que las sumas parciales de la serie armónica son asintóticamente 
iguales a log n. Esto es, se tiene que 

cuando n .... "' 

La re1aci5n (8) no sólo explicaDOr que la serie armónica 'diverge, sino 
que tamtien nos pro~~rciona una idea concreta del crecimiento de sus s~m~s pa~ 

ciales. 

En el próximo ejemplo se utilizará la rel~ción (8) para dew.ostrar que la 
serie armónica alternada tiene suma i9ual a lag 2. 

EJHiPLO E.3.17 

Determinar la suma de la serie 

SOLUCiotl 

1 

" 

Sea Sm = ~ (-l)k-l + la suma parcial cmesHr.a. ,., 
-(-1)"-' Puesto que r 

n=\ 

1 

" 
es converscnte, entonces :m t1ende a un lí 

mitc cuando m->"'• y se va a demostrJr ahorJ que c~c límite es log2. 
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Cuando m es par, m: 2n, se· p~.:eden $eparar los términos positivos y neg,! 
t1vos obteniendo 

·~'ll n¡ 
= k~l -y-- k:;t T 

1 1 -,, 
" 1 -'k•t 2k 

Aplicando (B) a cada serie, se obtiene 

S2n = (log 2ro + C) {lag n+ C) cuando n->«> 

.haciendo uso de las propiedades de los logarit~os so puede observar _que 

S2 11 + log 2 <:uando n-+"' 

Esto demuestra que la suma de la serie arrr~nica alternada es log 2, esto 
('S : 

1 1 og 2 _, 

" 
Convergencia condicional y absoluta. 

A pesar de que la serie armónica alternada es corwer!Jente ( f (-1) 11
-

1-1-). 
nwl - n 

la serie que se obtiene sustituyendo cada término por su valor absoluto es di - · 

vergentc. Esto pr~cba que en general la convergencia 

convergencia 
11
r

1
[anl- En sentido contrario se tiene el siguiente teorem<J.: 

Teorema T.3.14 

Si 11~ 1 [anl converge, también co:-:ver~c 

'f an y se tiene entonces 
""' 



l. 

' 

). 

JS 

La ~emostración aparece en la página 495 de la Referencia 

DEFllliCIO:l D. J.~. 

Una serie n! 1an se llama obsolutJmente convergente si 

nil lanl conver9e. Es condicionalmente conver9ente si 
11
! 1an 

converge y en carrbio 
11
! 1 lanl diverge. 

Un resultado importante se presenta a continuación 

Teore ... a T .J. 15 

Si Í: an y Í bn son absolutamente conve¡·gentcs, entonces, 
n~l n~l 

la serie f. (o an + S~n) también converge absolutamente; siendo 
""' n y B escalareS cualesquiera. 

La deoostración se ~'Jede consultar en la página 496 de la Referencia 
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" 
CRITERIOS DE CmiVERGEIIC!f\ OE DlR!CHLET Y [)[ ABEL 

Los criterios de co~v~rgentia vistos en las secciones anteriores, los 
c~alcs fueron desarrollados ~Jra series Ce terminas no negativos, también pue
den usarse para averiguar la convergencia absoluta de una seri<:! de térmir,os cm~. 
piejos cualesquiera. En esta sección se opondrán dos criterios que se utili 
zan a menudo para determinar la convergencia en el caso de q•JC una serie no con 
verja absolutarente. f~bos criterios hacen uso de una identidad algebraica lla-
mada fOrmula de sumación parcial de Abe!, en rr.e¡r,oria del materr.5tico nort.ego 
Niels Henrik Abel {1802-le29). Dicha fórmula es parecida a la de integración 
por partes y puede anunciarse como "igue. 

Teorema T.J.J6 (Fórmula de sumación de Abel) 

Sean {an} y {bn} dos sucesiones de números complejos y lla 

Entonces se tiene !a identi~ad 

" .. 
" )::,~ 

DH',OST!li\C 1 01~ 

entonces 

definiendo A, = O 

k=1,2, ... ,n 

así que 

• 
" ' (lO) ,_, 
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sustituyendo en (lO) 

1 ,_, 
que rC$U]ta ser¡_, que se queda demostrar. 

Si hacemos que n•m en (9) vemos que la • serie E ,_, converge si con~ 

• vergen sir.~ultáneamente la serie ;: llk(bk-h;.:+1) y la sucesión {A0b.,+ 1). 
k~l 

Los dos criterios que se pre~t:o.tan a ,;ontinuación, dan cor.diciones sufi
cientes para que éstas converjan. 

Teorema T.3.!7 (Criterio de Dirichlet) 

• 
' una serie de términos complejos cuyas. Slnr,as '" ""' 

parciales forman una sucesiOn acotada. 
si(!;¡ rca1 decreciente que converge hacia -serie l: a11bn converge. 

""' 

Seo 
o. 

{b11 } una succ
Entoncc~ 1 a 

Usando la notaci&ldel teorema T.3.J4 ; por hipótesis, existe un 1·1 >O 

tal qu(' 1 An 1 ~ 1·1 para todo n. Por consiguiente Anbn+l- O cuando n ..... 
' . 

Para establecer la convergencia de E ar.bn, tenemos que demostrar tan sólo que 
n~1 

la serie f Ak(bk-bk+l) es convergente. ,., 
,,, Puesto qu~ bn+l < bn ya que {bn! es decreciente, se tiene la desigu31-

mina a 

Pero la serie 

• J: ,., 
Esto implica 

r Ak(bk-bk• 1J. ,., 

-' es una serie telescópica convergente que do ,., 

la convergencia ab~~luta y por tanto la conver9encia ,, 
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Para aplicar el criterio de Oirichlet, se necesitan conocer algunos eje~ 
plos de series con sumas parciales acotadas. :!aturalmente, toda serie ~onver 

gente tiene esa propiedad. Un ejemplo importante de serie divergente con su

mas parciales acota<.las es la serie geotr.Ctrica 'E x11 en la Q~>C x es un numero 
""' 

complejo con 1 x 1: 1 pero x f- 1 . El teorema que se presenta a conti.1uación 

proporciona una cota superior para las sumas parciales de esta serie. Cuando 

]x ¡ .. 1, se puede escribir x: e2
i 0, siendo 0 real, y se tiene lo siguier,te 

Teorema T.J,Hl 

Para todo 0 re a 1 00 múltiplo entero de n, se tiene ,, iden 
ti dad 

" e2H:.G sen n 0 i(n+1)0 
( 11) ' " • • ,_, sen 0 

a partir de 1~ cual se obt1enc la acotación 

1 (12) 
¡sen{:) 1 

OU10STRfiCiml 

Si x f· 1, las sum~s parciales de 1~ serie geométrica vienen dadas por 

la relación conocida 

llaciendo 
2i8 x~e en esa fórmula, donde 8 es real pero no múltiplo entero 

den, encontramos 
0 O 0 2in0 1 inO -inO . 1 , 10 ¡; u2ik = e2i- -'',me-"'" • -''--,-C'''om- el n~- -

>-al 2i0 1 iEJ -i0 " e- e-e 

• 

Esto der.mestra (11). Para Ceducir (12), se debe observar que !sen n 01 ~ 1 

y que lei(n+llO¡ ~ 1, por lo que 

1 

•• 
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EJEMPLO E. 3 . 19 

Supongamos que {b 11 } es una sucesión decreciente de r.u~~ros reales con lí 
mite O. Tolf,Jndo a11 =x" en el criterio de Oirichlet, siendo x complejo, 

1 x 1 = 1, x + 1, se encuentr~ que la serie 

(13) converge. 

ES !MPOR.TMITE OBSERVAR QUE EL CRiTEfdü DE LEIBNIZ PARA SERIES ALTERriADAS 

ES T MI SOLO EL Cf,SQ Pf,RTI CULAR El~ EL QUE x = - l. SI SE TO.'·:A x = eiO , S IE1.'00 

0 REAL PERO 110 llULTIPLO E111ERO DE 2~, Y CUilSIDER/,1100 LAS PARTES REAL E INAG!P. 

RIA 0[ (13), SE DEDUCE QUE lr<S DOS SERIES TR!GOii011HRICAS 

-¡: b 11 COS 110 y 
11"1 . 

CO.'lVERG[N. 

En particular cuando b
11

=n-a, siendo x>O, se obtienen las sigt•icntes 

series convergent~s: 

• 
r sen n 0 

n=l 11-a 

Cuando a> \. convergen absolutamente ya que están dominadas por f: n-a 

""' 

3.5.3 CRITERIO DE f.JlEL 

• 

TEORH1A T.3.19 (Criterio de flbel) 
ro 

Sean E an una ~erie convergente de términos complejos 
11"' 1 

y {bn} una suc;c;íón monótona convergente de tér¡¡¡i~os rl'ales. 

Entonces 1~ serie 'r anbn convcr9c. ,., 

on:os1RAC!o:1 

Se utili~ar~ ,., not3dón de T.3.16 , La convergencia de -E an implica 
11"' 1 

la sucesión {Anlypor tanto ia de la sucesión {A,bn+ 1}. Asimismo es una sucesión 

acotada. El resto de la den1o~tración es semejante a la del criterio de Di1·chlet. 



EJEMPLO E. 3. 20 

Oetenninar si la siguier,te serie converge o divergr. 

SOLUC!ctl 

; 
n~t 

(-l)n-1 

r.{4+n)% 

- e-"( -'-'1c,l ",--' - -. ' n(4+n)f' n"'t 
1 

" 
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se puedo comprob~r fácilr.".ente por medio del criterio de la integral c¡•Je 

1 
(4+n)'/ 2 

.., (-l)n-1 
es convergente por lo c¡ue ¡; ¡¡ es absolutamente 

n~t (4+n) ·' 

convergente, además 
cluye de acuerdo al 

como { ~} es una sucesión monótona convergente se 
Criterio de Abel, que la serie dada es corwer!jente. 

3.5.4 Critet·io 1-1. de :·:eierstrass. 

TEORH:A T.3.20 (Criterio 1·1. de h'eicrstras~) 

Sea la serie 'f a 11{x); si existe una suc~sión de cons 

""' tantes positivas 1·~¡, ¡.:,, 1·1,, ..• , tales que en un cierto inter 

val o se cumplan l~s dos condiCiones 5igvientes 

•1 lan{x) 1 < 1·1n !/- ncN 

b) 'f ~111 
n~t 

converge 

- an( x) entonces ' converge abso 1 utamente en el intervalo. 
""' 

EJEMPLO E.J.Zl 

Determinar si la serie i: 
""' 

cos n x converge absolutar.:~nte. 

SOLUCION 

con-

Como cos n x 
o' 1 

,_1 
- o' 

!f n e N, x e R y además - 1 ,_ 
·' . n~l " 

converg~, 

entonces de acuerdo al Criterio de Wcierstruss lo serie dada es absolutar.cnte 

convergente. 



Sea la serie 

de Raabe; 

[ 
1·4·7 ••• (3n-2) ]' 

3·6·9 ... t~~ si se aplica el criterio 

, 
lim n(l--

1· 4 · 7 · · · (3n-2){3{nel)-2} 

3·6·9 • • • 3n • 3(n+l) 

1·4·7···(3n-2) 

3·6·9···3n 

[
3(n+l)·2]

2
• 

3(n+l) ( _3n+~_¡' 
Jo< 

~ 1 im n -

• 

9n 2 + 18n + 9- 9n 2 - Gn- 1 
(3n+3) 2 

9n 2 +18n+9 

• • r an es convergente 

2 
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J. SERIES DE PorEJICJAS 

En Temas avdeYiores heyy¡os esfud,·a.do serr.es de.. 
·te'n·YJ/nos coJI1sfav7f¿s, ti/,o-y; e~fud/aYePYloS sert"es 

cu¿¡os -fe'yW?/nos son (u.noOYJes ~e uria tJa.y/abfe 
. . 

OlguJI?clS J~ e.s&. ~ r;;ey¡"es yo. ne h;u·í. vtSfo; co
mo fDY ':1'"'/'/o . ..!o. sevie feo me-Ateo..__ · 

1 + Y + y z· + . . . y,+- ... 

c¡-ue es. UI'JC{ ~eyt"e e o~ fur;ctOHeS de í, ·_lo.. 
cucJ convev!Je cuanJ,, ·. {y-("". f 

1 
J,·vevge_ 

f"' YO l Y{ O': L. :; f;o?e SUN-10 5ttal a. 1 
1 r 

s,-· en es-fa. /.]eYI'e fOYlf>/#0 s;- X 
Y, ro-,J ve»1os: 

!f. X¡- X¿+ .. +Xn¡. .. · = 
1
:x = (CXJ 

(Je<va va.loves de X en e( ,"nfcvva/o (-1, ~ J 

en el c,.ua( convtvye .Ja ./.JCY,e. 

Un_!t;oo dt; ~evt~S .de (unc/Ori2S son las 
snteS de fo1n¡oas, _f,u u<aks se definen 
a conf/1-1 uac.t 01-1: 



'lue . Oo~ C/1) a 21 ... soY? coMsfa"nfes~ se 
ser-; e de ;ot<'~e<OA- de X 

011i/OjoYHRYJfe una seYie de_ /a _foy¡.,-r¡a: 

i. a~ (z-o)"' O.+ Q, {;:-o) ~0'- (x-a)!- +Ov. (~-a)"¡ 

-v/t'ndo q_ uno..:.. consfapf/e se le //ol4'lo.. s¿

y,"f:_ ·de ('ofenua < de (:t-a.) 

• [NTERVA LO y' @A ~1 O DF roJJVE/20,E/JC!A 

Gn una seY;.e d< ¡ofeYJU'a$ .-!~ x· es ur¡a._ 

vaviable;" ¡;ava ;:r;_o _la sev1e conv(vie 
":! ¡cno ofyoS va!ove.<: de .X .fa sn/e ('Vede 
se>' co':lvev1enfz. o divevr,_d-e. 

(i/ co:;,.Jut7fo efe va.foves efe /A X ('OYe< /os cua
/e s A._'o,. sev1e d,e ·¡;_ofPMCtct s es. con Vt'Y:Jf'Ylf¿ 
se le 1/o;-na t·l1f{'vua/o ,/t' c.oMVeYac>Jc.tCL· 
y fjE"Ylf'ycz_/¡.¡-¡.¿'r-ffe Sf': dei(''IFI-·11'nt:L COYl e/ CY/

{¡:yi_O del _coo('y¡-j;. jl1nfos con ofYos:. Cy/
fcv;os al'/,cados a! e,:tyono de/ ¡nfev-
valv. . 

t§j 1;1f-evva/o efe {OMVer;¡ey;aec 

yee<-f de ¡aoicr,uas de X es 
siguieHfes: 

(-Y, Y), [Y, y), (-Y, t] 

SI."YtP 

los 



3 

en 
DE 
lo. 

el 
COAJVEf.2t;EI.-'CIA e/ 
r;;tf!!ténie f!Ju

1

YO-: 

Y se llamo. PA DI o 

c_ual se Y~/Yt"Sf'nfa. t'J1 

§} t'r?it>v!JCL~ de _convev9'py¡u"cL de. Uno sey/e 

YecJ J, fe ten u as · de (:z -a) Ps UY!O de los 
. . -¡' sryu' eYJ.e_s.: 

(a- Y, a.rr) ) (a-Y1 a+->] 1 [a-v, O-t-Y) u' [o--r; ar-YJ 
CPFf:D Se. f}l..lele CZ('Yf'C('af f?Yl la Si¡t,!/.?11'7?- f'i:._ 
¡uva 

' . rNTt:R VA lO DE: COV~E-~6 é..NC/ A 

-oo 4Ctfff!ll~k.H.j:;-----r---..;..-..,J,-,""'·..n.>z7PU'a'h.;.~,:..., 
a-Y o. a+Y 

1 EJEMPLO 1 i l 
J)clfvminor los va/oye.$ de X ¡JOYO los 
Cuo.fes _/a SCYIC• 

;;:: (-!) n+l2 n X'1 
V!:l h 3n 

es 



2n-H X...,.¡../ 
'Vl+r)JV)-t-l le . 

2 Yl X 
J (n+<) 

J;m/ :znx /-(:z :xf(l{-(x y(· )1->-~ 3(M+1)- :::3 . - 3 ¡e 

-u..>;,x¿_ i 

-];.;¿.z¿_~ z.. 2 

4 

aMal·zamoS Jos t?X frtwrOS de/ t~f¡:;.vualo 

pam ·'t"==-}z .Jo. sev,-e se co;_,VIévfe er1: 

':'1;- L¡) n H . 

¿__S: =!-0+-1-:-h'f-·-· 
11 "'' M z_ .3 '7 · 

C 01-'1 d / c/ono.J lV1 f'Ylfe 7ue es uno._ 5l'Yie 

VfVJN1fe. 

3 pcvvrc ?: ~ - ~ 

¿ (-!)"'' H = -¡-1-z -Js-. ·_· 
/11;=1 n 

- . 
se y; e 

é'rl: 
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TéOk'ENA i. 1 
.,.., " Sea iffoOnX uvto ser;e_ de !'oi&núas 

i'J Si };w¡¡a~rl j=L ,¡o ·,,.,/o~ces e/ 
n ..,.....o a 1-'7 • • J 

Yadt.O de conVPV:J<'YlU::,_ Y=f es fa/ yue 
~O.- sevr~ CoJ1unje ;;_t'l;-Ct fc;d~ L!O-IoY_ ¿_~ ?( 

en e/ tniev ualo /X 1 ¿_Y y dcvev9e ('en«. 
loe! a X "'" el údevua/o /X/ 7 Y 

. ii) eNioV~ces.: 

de X. ! 

1 

.lo.. s.evt·e COJ/t vev¡e. ¡;aYo. fc; do va..lo·y 

S/ J/vvJ(O~ j= o<:>, (y ~~=D) Pf/lfoo-
. 1-1......... Ovt 

c. es .J!()_ sevre COM vev:¡e un/ca t-M~Mfe /OYO~· X-o:::. O 

iii) 

])E 1-iDS TRA CID !U 

Seo_ 
oD n 
:Z_ On ;;t . 
Ir ::e o 

(A) 
. f . 

sevre y e o/ ele ¡;ofcnva S :J' 
.o {;-j On xnf · . · (8) 

Se.-< <Sevfe de vo./oyeJ o.bsofufo!: 
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f7Y lh y-u a1 se¡u~-1 e/ cr/7Pyi o dPI coc,·l'wfe /lo.._ 
Sev/e (L'.J Convevge ¡¡ de/ Teo>'PH-1"'- M 
~e e · !e o. ~~ 1.1 vt 1 s 1 ~ /e v; { e.s coJil u e,YJt>Mfc_ 
en/OJAu?s .f:,ah fan-~b/e~ es coMVt?Y~t'_H7e {ahsD-

f,.+C< ,_,,,fe) 

Sec, ahova X~R fo!~ /:r( >Y1 evdonces 
. 1 . .. 

(X(>~'.:: ¡¿M"/ 

S.-«¡or!JavnoJ: ait.OYCI. ru .lo.. SeYte 

:ff?o Ov1XM es- c.oMVt!v9e"'fe, r.ufowcer:. 

)/- OMXYI =O 

fi f/1 COJ-1 SC &Ut7YJ('A~) f?X i S 1/ Yl (;..__ (Á.-<A J-1 -E fE -j-¿,_ / f'-'-( 

ja"+' ;en''/ ¿_jaMx"/ V nc::.tvl 

de d.ovi</ e 

f X f-<- 1 ~"~' / y n > H 

¡x¡:= 1'-::/ a"' j h.....,.. 0hH 

fo f¿,,.rfo 

io F COrif"Ya J,~ e Ce)' !'o" lo r« . 
~' a~ X" es dr·vt;Yf!e"'t cuando IX!> 1 



ü) S; ( <¡~=/ 1 =o 

/x 1 ¿_ i 

tú)~ sevt ·e es conveyJ_f?Y't ¡DoY~ X-:. o. 
aclt>V'VIO...'s¡ dr la. ¡;;yueha. J /.Je ;/ene/..{!_ 

Sf il aVlxM C.OFTf.JtYj'e 1 ·.E'I'lfol4CCS . 

·/XI~~~":,(; foy !or~, Si .:t;6o 

{a;;:' / L L 4 
- /X ( J 

SeYt""a.. o.c.ofo do. 1 PYI coMsecuPPlUtA._ 
1 

s; / 

veo 

' 

jJ fec:oyPrYIO es o ·l.cah/E C? :;ev¡,".q.s de ;Jo:ff>y.J -

C!Ct s · de (x-a} -vre,,¿la,¡axdo .X?"; (x-a) 
:J el Vt>-fov de X:-o '¡:or X~a 



yespPcfo a :l'o.. convi!YIJf';'!U·,._ de J'o... SI?Yt e_ tJ}"' los 
Px'f,-e""'o" del ,y,f~yva-lo /X/< Y · "'"" lo~ 
cuales. .-fa spy/e ¡(}tN'dP se y con vPraPnb 

o d,·¡¡evc¡t?v'de co;-;n~ 'st? n7v.es..f-,.o eH :lo~ 
5i9u/eofe.s ejPn-?j?/Os 

(F-JE<t PL o f. :Z! 
D t?feY rninoY .q/ 

"o' At seyte 
de 

S O L rJ r (O Al 

41'/icovnos e/ e y/fe v/o de/ co;t'enfe_ 
. X 2{Me~) 
. a ¡.1-f·l := -?-( 0 +V! 

fov YVICl vvz..c:J.I t?/ 

1 

e o e 1'E' J/t ¡':.e_ 

;r '" ---
;:¿ >1/ 

a¡,.,._,-- X z.(1'1t-1J 2n( ;rz. 

a" -7(Y1'V' X"" "" 
obt--eVI~{-vlOS e/. !tJ-rll"!e Cua/--¡cfo y¡.--= 

l v'( ;.;~J__!_/= 1 x'/-D =o¿_ i ..,_ J1 -"': .00 1--1 -¡ 1 1 

§(l radtO de conveYJPnu . .:z .:?S: 

Y - _!_ = __L = <>6 
- L O 

foy /o fa.ut, e/ t..'Ylfrv~alo c/e ·Cor~l/eYJf?NCJa.. 
es ·(-. oo, .,.¿::.) / E"S clec/y __!?>.. sev;e conuey-

:;e ¡;c¡vo todo vccfoy de .X 
. . 



[e, ;E 1~-' /)J- r; ¡. 31 
o6fo?I"Y el údt vvalo de 

)70 sev1e 

S')_L U C! O Al 

"' t- 1 
Ún+r = (ntl} 1 X . 

/OD rlr-1 

1 X / 
¡o o¡ 

= (hN) 1 X wrl 
/00 n+J-· 

' 

J¡vr> (·~~. 1 = 00 
' 1 ' '1 VJ --,~ «J 

aVf = nr xJ-1 
lOO" 

de 

[! va dio de ~oM vev:f'"'"'O- ".s Y=.}¿;= O y 
e( ¿',1léYuafo de Conuev'Jn"u"'- e S /X/- o, f 
es decJY /o.. sey;e_ do.do untcat-Y?.P/.Jf('! 

convevye ¡;av~ .:r~o. 

IEJeMJ2J.O ;.J 
obfent'V e/ dot~'lll11.0 

. 111dl\. L-&Hct (un e tt-J~ ~o y .f."':l 
';f (X·14Y 11 

-r 

~'~"" 1 7-YI-1 

SOLUctOAJ -

. 
serte 

~ spr/e de 
. ' 

Ct0/1 en su 
p0ft"nct0. s 
c'n fe v 1/CI lo 

d/f/t-1.!' UtA a F"'
el p e 01-1 ve Y:J"-'_¿ C/.4... 



( 
,J<">él 

avr+l _)(f4¡ 211-1 
Q vt , ;LVI+ 1 (){T¿I}Zi'l-/ 

~ (X+4[_'_(zn-~ 
. ' 
obfenrmos e/ /;,.wie 

:zn-1 
;2_VI+-f 

-!.(X+1¿_1 

-5.( X' ¿-3 

= (x+4) "-

aJAolzaf/VIOS .Jos. f2X.iYei/Y/OS:: 

:Z.Yl+l 

/U 

Si X=-!2
1 

Jlo- sev/e--dada se CflVII/Iel-;.~ eYT: 

¿ ( 1 )" n-1 1_ ...,.-cfc--;-
~1""' ;z VI f 1-1~1 :ZVl-1 

1J" r c-1) ",_, = -i ..- V1 ¿IN 

F · ~ . d ivwye"_fé efe a.cu~vdo ca~ _i'o,_ 

f'ytdbC< de la mic9va( 

sey/e se con Ll/ev'fe 

!J ""fe . _ 

A sr' JCA· sevr·~ 
1
de f'ofenc..<.e<S d'cu:!a. _-dejl't-tP 

AAMV. {u.Mctot-t. en l'! tYF/:Cvvalo-S¡_z¿_-3 



2.. OPERAC!OAJES ALGE-'3(.!/)IC/l$ coA.J SERIES DE 

PDTE!JCIAS 

• ADir..tO~J Y suSSTíc'J\CctON COA.J SEK.!ES" DE 

POTEAJCIAS: 

11 

/as o¡:N"'YCUt.o»t?S. de ad,C/o;_.., y suh!;i:Yar.c(v;_, de. 
. d.¡__· _¡_ 

~eYte.s e ¡O::>Je_nüas. conve~¡}'P"?ttf!S se -

.efe~tü..av-r ey¡" ¡o_yvr70.. 5~~-e¡a.wfq yac ¡Oa~~
S eYre.s de ieYI---~-'1/MOS ronsfaf/7fes cot1Very~~-,es., 
SuVY?avJclose ft/yvn;Mb a f;;;l-o/7/no/ ~o. rv;e " 

--fC:Yet cPdo. Ut?..lov_de ~ ¿u~o seyi~ ol? ~o~t?vl~ 
c;as se conuievk en ur1a ser/E d€ !-ev""u
VI o s. e o n s lcu-J f-e s . 

1 E'JE!-1/!.LO 4-/ l 
cfjec'Uu:vr /a o¡n"voc:.r·a:? c/P adrCfÓ~J t.""N7Ye 

)'c;.s sioui&nfes sey¡es · 
. v ,_ 

Cos f¡ X = 1 ~ _>(__ -r X 
4 

· X 6 
Z( 4( _+- 6( +-·. 

Senh X= 
;(3. .S yt-_,_x 
3/ 51 

SO LUCIDA) 



cosh X t- SPnh ;( 
.o _¿~ =- ~ -l1~o ,,¡ -

¡¿ 

ex 

•• MULT!PLtr.A C!OIJ Dt= S~J?IES [)E PDTEAJCJAS 

cff ('ro duda d@ dos St?y/es de l'ohnua s se 
e(;Pctüo_ en {orv>~o. , s/VJ:'rfe< Y ·a/ ¡'roducfo de 
doS. SPY/tf'!:. de feYvrnJVlúS COJ-'15..-Ji:u-ti"~!:. 

d 1 ./di/ 
Yf'oydP VlCIV: O :; _0..JYU¡012H~O UY?O SeYte. OC/(' 

de ¡;of~nuas e;-1 urJC seYt<'? de /'oi-PHVa_.i__. 

--oencil/o__. · 
cf;! f'Yodruf¡, de Cave!. y ¡aoYa ser¡<" S eje 
foi"i-'f'JC.tas se de.jtne o coY?f,·nuo ctD!.-7 

]).fFIIJ(C!OAJ 

:Da. do~ Jcu: 
4-1 . 
Sf!Yit:' S: 

~ ~ z a, X" ¿: bn ;r" 
heD Y ~=o 

de(irúW70S e/ ¡<Jroducf;; dt? Cauchy co>no ..1"-
SeYte: n 

Cr,+CtX+ Cz..Xz..+·--+ Cv1 X +-·- · 
n '· clo"nde CM::::- al16o+OVI-¡-¡)¡ f- ···+ Dob//¡::::2__0,¡-J./>--

€5 dec.t'y coyy¡O: 

= (!2- o ' )xn . ~ fE-o 11-k.Dk ¡OCIYC<.. b,eyU'S. 

(/ o f.:> 1'1 c./a S 

f CoYY. O 

de X 

oO (" h.) V] .. : 0 t, 00-k k) (x-a.) . 

de (>:-a) 
. . 

SeYit~ S J; ¡>olP,?c.cas fu yO 

k~l> 

de 



1 

• 

IEJEMNO 42, 
.Dad'as Las .sey18.<; 

Cos X= 1 
xz. --
2. 

!lo.fi()..Y los: ¡Oy¡.yv;t'YO'!.. st"et-t;; f/y;.-110os: 
del fYodudo de Cauch'j 

{X/ "'- J 

S:OLUC!O)...J 

-¡.yzuffz¡i,·cr.rndo fe~vvt¡!/1ú t:J fe~M-T'~ o, :=;e f¡""¿-.Yt-t': 

1 V x" x· ' x< V, + .-\.. +_ +-+- t- /\. x' . +- ~ ... no 2.. {, . Z4 IZD 

- X 2 -¿ 

_ X 3 _ x_4 
2. 4 

rL~ 
.2-'l 

X' 
~ 

- x'" 
4ff 

- . - . 

X, ' -+- +--~ t-· . 
z.q -;..? 

Gu¡noi-'HOS: ' - X - .. 

1 -1- x ., ox'- X' 

' 

e_X e os. X =-l+x-

-X" 
6 

5 -L t
Jo 

.. 

]ZO 

' o X .¡. - - -

x3 - x1- x'. +· .. 
3 6 . 30 

¡-----·"·-··-:-----------, 
TED/2E11A 4-1 
St' la.s Sf'y/es ·de 

frxJ = 
1 



. ' 

co;;;vev¡t?n ·/?oyo.... /X 1..:::::. Y en foMe es . el ¡;ro-
dudo de · Cauc~'f comHYie ho.uo.. . 

(cxJ fiCx) ¡oc.-ro. /x/<Y 

Jo.. devMosf~o.-u-;v; de esfe feoyPt-Y7tX cyoavece 
el-1 Moyye~l [/J-1/'versifl¡ Cafu.{lus_, ¡;ajt'MO- 711 

Sobye _/a_ br:Wt' Jle est feoy~V'Yl!A.. vet-rtoS 

r¡u e en el v"ef/Y)¡;Io af/11-i?vr'o-r :::'x cosX 
es va(, Jv_ /'~"' 1o do. A . 

oh T)¡vt~(O.O })E SERIE.$. DE POTEIJC!AS 

DEFIAJ/CIOAJ 

él coc/erJ!:; de dos sene.s de l'oTeriUaS 

Co-rC1 X T C2 Xz.+ -- · 
bo·+·h,y t- b2..x<-+··. 

cfPT e/ 'Dtj:-t::ej?¡f. l?j~n7¡?/o ?--va _.o¿> a;o/>ca. 8 sTa... 
c!ej/~t'-c:0~ 1 E'V~?(.'~C:Yt>n-JO~ el ¡:'Yoce.J;O, de la._ 
dtUtstOJ/1 de dos senes· COJ.-'YlO SI fu..e

YO.l-1 poi/no rni.os. 



• 

1 EJEMPLO 4 3 ¡. 
tf'¡y;¡J/ea Y .J:a s se V! eS 

Co ~ X = 1 - xz +-
2. 

o!Jf¿"'¿" ·T>·es 

SOL.UC!ON 

. Ta>? ?:: XJ 
~ X +- --"'--, 

z X 5 
t 

/5 

/S 

y 

S,; /a.s dos St!Yies. conve.r9E'I/? t?Fl alyuNc{..,· 

{/eGid.a"'dad .de 'X=O/ e,d-onces e/. 
Coct'eVITe de (a_s. seytes e-:<t"sle y coM-

. 1/RV:Je ey¡ cd;;uNO vec/ndad. de X=D. 
'?JesgvacJ.Ctda rn_e;.-;fe ,...,/lo extsfe u.Y?o..... 

v e9/rc e/ e U?PN 7'-a/ J S~ nc lila.. ¡>c.-r&. ludlc~,.
ef ti1fl'Y va.io c(e c.oM uev9eHu.a.. del c:c;c¡'ey¡fe. 



·····-·-· 16 

--- ····- --- ··- -.----- -·· . --------- -···----- -------------------- -- -- -----------· ---
----·- -- --- --· ·- ---- - --···. ----- ------
'9 .• 

= lJ-na S<e""fi e d<? pot.em::i.?s L C!n"-::t.'"' c!.~¡:-rne c_¡n.,;> rO"OCIO"rl ~ CL'yO 
n, 

do-rn'mío Qsel .-nt.e1'-'=!lo do co-nv«:.>"~"~«?.n<::•i2 <::!Q '"" -ee.,-·,0 <.:!e poT~
ci<::<s. e-; I es el .-,...,te1v~!o d Q e;o-nve:r<;:,enc:i.;. do<! ,Z <SI-.. x"", se 

d•'c:.c ~ue_ ~ ""::> --r~¡ne-s'<!nt.ocla pOY\<:!c "l>~,·,e de 
~ " . 
2 en x. v '8<21 esc:---u b1.2 

n ~~ 

po t ~---ni;.;>S 

" = • 
~("X.)= ~o+ eS', "X. > " +&l"X+··· +<3.,..,?:.. +··· . >V -xe. .L 

Po, 
e- L""s 

e.)E-Tnplo , Si f 1.2s --; Q.p--n=~e.-n t:..;;:.c:l¿> po1 \.:> 8 e_,-. e de. pote-n -
<.0 • . • • • 

2 2-n -x...""' .:::.uy<:J l"lt;~,uc~Jo de. c:o--nve1'i)Q-nc:¡~ E>~ I y St 
., " . 

"X0 º-"'<> un -..,~m<¿ -ro ~e. I e-ntont.G>.S ~ (Xo) poede RQ.'T ob~e--ri1c!o 
' t~l d<2..-LQ."'1Tnt"i-1.;n lo2 ::><.nn,;;. ~e \~ s~le 

~ (X. o) = <:lo + <;:>, X 0 + Q~ X...,¡>+ • • • ~ <;>.,.., 'X..";: -1--- • • ~ 

~sl-c.::>~•:o--s, !Sn"-1 --.-e_p..,escm~<:><::~o;, Q"l') -a~1ie <.!<::.!. p:::.t"'-.-nc:•oo 82-~ vnu 
~<Jncion ~. pue.dG. s~ ~.rhh"e.:>c.~ f'2.'2 Ct:!lc.u\Q, <.el<::>-.-~ cl_e \¿. 
(!.v-nc."•ó-n. 

l2_ ~~<:--.i~..-. ¡;::.. "fQ.f.J"~e-nt~clo? pe-,- un¿ ~(;fie <le pot~r:10.~ 
hci.:nG p"topie.d<:l.dG.S- o,m,·lBTa.:J s tes d.e.un palt+.(ymfo.Acc,.. .. 
-b-i""IU"2.c.•OTI f>E' ...,.,en<::.1c=nen t_-,-..,.~ de d1C.hc:M pTopiecled~. 

Teo-.emv T-""a-1 -~;;. a;;:,a.,.., X l["(l.:! s<..'lie. d~ pol<.:!nc:i¿xo; en x , \;;> c.v<?l t1~ne 

uY\-,-adiode CQT)>J~"'Uenc~ !<? TlO""t""l<)lo. 

'ti i 1~ ~unc.•Ów p Ge dep-ñ e CO'f'OO: 

~CX).: ~o+ ~.X+ V¿ X..7: ~ • •• .f.. " ~., ?\. + ••• 

e-n-to-nc-e:s, P2-Y.J te de --n~ero "X- dc"'t")1Yo del ,...,.,1-~,
t.e..lo de C.c'{) .... e.rr~ en el.;? e:! e. \2 SIZ">!"e d. ;:od_;¿ : 
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-· ----

\. 

' 
---------------- -~------ ---------- -· 

---- --· ------- ···-·- ----- .. . ·- -------------------- ------~ 
-------------- '• --- --- --- --- ------- ----- --- ---------- ----- ---------

e){::. QS CG"'<\1-,'I"'u.;> ; 

. (~ ) ~ - -~ ~··· 
\lm ;["~.,x." =' 2.(\;"t'll cl'"-x.'J:¡)=:Z.~w:'r.o 

'X...,.:><:. '~=<> "l:o X-..11., 'n:o 

-- ----·- ------------
b) ~ e:-. clQTit!2ble: 

.<L ( Z o,x.")" cl;.<. n: 0 

. ~ ( ; ") L ~e.,:x. = 
'0\';0 -

e) ¡:: es ,;, b?:)S'r.?btE> : 

___ , ___ --- ----·· ·-·· 

CP ...,., 

2 "TI ti 'X. 
" "" - -- - ------ -----··· 

) ·e~~, t")dt" ~ (). ';,,t"cltJ" ~ 
"·<> "'"-<> "1'1-0 a o 

~"' x""'"' 
' .... 1 

QQ."'mo~~c·,~,.,. de b) 

T OT!'l e-'\"no;::. t~lc;¡Ut m val ol' de X b! 1 "lo E' \ -x.¡ ...::. R y €!S -

co'6~:nocs x, dQ. Ynot!o s¡ue he.\..:. \-..:::,\.::.'12. Cc"'T><:::. 

'ci"'<'I'X.v. '?& C.C'!"''iC\~e"te e.n R 1 Q.x.lÍi:te un n~-men~ po:ú·lo\lo 

H t..on \<} pTop,e_ded de. <:¡U E' 

--· ......... . 

l<::!nX~\~N 

~e. bene l<'!.. tel<?Cio'n 

p¿_Y<? todo Y) 

\ n <?,.. 'X. .... _, / = \ n "" -><""' 
"" ' 

"X--: ¡ ~Y!....!:!...¡~¡··· -x:, "X., 1 

y <ae puede ~p\.tc_<)t 
• • • e.\ t:'llle,!O cl~ C:D"rnp2.li;>CIOYl 2 \.;> SQ11"e 

ce:> 1\-1 
/-'Y)~ ... X y e "-\U<? dG. <2.<:ue-tdo ¿\ <:_··nle.">\0 c!e..\¿.rc~o.., 
1'\':.l 

l.:;. s~ne. K 

"' 
aa 

;2n 
'11 ~ 1 

-··--- ··-··----

1
.20. ¡·-· 
. "-. CQ'O\IQlJC? , p<JG'S L = 1 " 1<1. x, 
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----- ------- -----------------------

poe:::.to ~ue.. x. es U"fl 'rl...:me•o C.L'<"I':\u.tel't:! del ,·nt~"llk:llo 
C-R, R), e.i t"Yl~Cl<:~lo de c.c:.nve.'\}enc<<? cle 

.. = 
e.l Tnttmo <:\UQ el de ,?_ ""f'l <?.,... ?::.,..-1 

n: 1 

. Le demos 1--«?ci,;-r¡ t!e <') y e) se D~l? 
p¿5\n¡;:>s <éOI y 602 del hOYo C21<:ulo 
l~;n~h·;,c:a d.l?: ?,.o-t"T ~ 1 Ho~·~. i:'."ed. 

"iemoiQ.""" S<? puedG dc-~-m=t-e,. 

. ,. . . 

C.CnBul"B.1 G!Y1 \~ 

<:.OYJ GeoYne.:h ó <! 

. -.. 

·-.·· 

'o 
ConuQ.""<<;:¡e....,...,c:\¿;¡ de :¿ ¿:...,.., x.n 

':j.l.lG -o·, R e.s Gl -raclio dC> 

te s12r1;e ";\L)e e<? o\::..'.:!é-ne.s:.l 

Se d.12-be Lene"' cut d.s>cl.o 
~l.IQ 'ti\ h¡:_. dt"c:.\--¡o ~u e 

C\":l'Y"\ 1 o· e.s tc?.bleC:, c!o &n·le.,.;o,-rne-,1\c:>, Y2 
eJ "f<<>dic c:IL? coniJe>:janc•.:? de 

~ e.J -ro t&"<"nO, es +o '<")(;;) i ........ p\ ,·CO> 'O\ u o;;o su ,-..,...u~.·~<.:<?. lo d Q c:cnue,. -
coe.nc:i~ S<"?2' e.l ""ITI;Smo.. 90"""1 (?.,Q...-nplo, et ,~1~1<..e\o dE> CGn
UC'f'aE!nd..? de la s~te f ~ es 1::•, 1), YO•Q"n~ 

n 
"11'::.1 

(-t' 1 ) • 

En el c:<::>so cle. 1.rn~ se..,.i e. .;;.v-nc:ione.l c.<..el~..;, <=-'Ti?, lz. cle_1"t·L.?
c"tén lé1"-nit1"""10 ¿ ll'i.nnlno et. un .;::>.srsr•r\o ""IT!¿u cle.-\\~cl.o 'en 
CL.Q.n h' ~ le co-n sc<t.Rc:.i Ó"\"J ¿_ '<!.. p-s o pled.,~dru , '+u~ l <;>_ 1-.) -l G[(t:•
cú)"O -c_é_,,..,.¡,.,.,o CJ. le,-<ni-no. r-tr,. e.::,~plc, le. se-ttl':!. 

. . "" ..... . . . ·- -··· . 
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- ----------- ----~--~~------- ---- -~ 

-------- .. - ---- --~--- ------------,------ .. ---- ---------- --------- -------- ··- ··--

"Q 
• . . ' . 

obte.Tllcie> cleTtllCYldo te.Trntno & te.1roinc 
~ 

2 ..,,, 
e col."<''-x_) 

n ' 
• 

y Q;:o; .¡-;, d 10 e"'1:1 e <:l \.Q n clo ?C. :::: O. 
"' 

• Lo!i. Q."::,€.:mplcs <:l,_IJQ &e p1"E!~Q.wte:n 2 ~n{:int.Z>clon, p-yopcn:¡on;:>n 
un¿ he.-.r;:rm,Qnt<;> pc"1'<1 obtene, ..,ueL8. lQ.PT~S~RoO-oe_¡. 8"0 
Se.-.i~ rJ_Q pO"l~?.nc·t~'>.!; p2;'!? U"n<2 Y€.p•8Seni<?ción clc:>c!c>. 

---- .• ! 

.l_E.)C.I-\PLO 1 - ... -· 

Le. ~e-.:,e 'óeom e't.-t"c<;> l +X+ 'X_<:~-• ... <.'.tlY'IUe-t'Oe Pº'<' 

-t¿"X.< 1 y b'e.T;€. 0<J"C11? ''Cl<RI 2 1 't'.si-o E\l' 
' 1- X 

- ---- .. 1 
~ l+-'X+7...'l+··· +?<. ..... +··· -t.<:::?C..O::\ 

1- X 

1\phC<>-ndo le_ p.:Jl -Le b) dQ T-3, 1 Be. LH?.ne ~ue. 

( t- X-)~ = + 2 "X .¡. ••• ~-· + 'l1 "X.. + • • • 

-- ··-·· --

<.'_U yo ,nLeLR.\o de. CDY\UG'f't\Cf1'1Cl0 e:;, -1-< '>(.<.\ 

.. ···------····· D 

[ E".) EH PLO 1 

Us2-r la <se,1;e 'Deom~b,·c.o- \~-'X..+- X?+··· pe~<? cie-t-.<=-"1-

"0'\LTIC.l I.N\C ,.~j)1eS.Eí>'IQC_¡Qn ~ 'i)~;e d12_ pc\.:~.:nc:'t¡;.,s. P:!""T? 

. ··-· 
ln [; ,_1, ] 
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' ; 

' 
' ' l. 
1 

: 

1 
' ' 

' 
' 
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' 
L2 ~elle '(lec,...et.•G:? 

•x 

(1) ' '"' 
Apl;c<!ne.o 1<;! pe.~ te (C.) de T. '3.1 dG!b~ IT'll~-.c.,. \<2 

·-re le ct"ó-o anl-<¿,1 to\ 

=-

L~ ' 

ts ~i'!_t.il oe"'~•f:tCcn '\.oe..eJ 
\2 «;,Q.:H·e de poi.:t..'"DC.t2.l 

'a i tome-mas 'X.=- 1 abU~tn~os 

Co1TIO 

-'
" 

--]+J--...1_ 
- "" " 

L ... ~=-L"Q, 

1 -

' ' 

~ -. . .. 

.... 

L -'") 1-x 

' n 

o.e 
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' ' ... ' 

' .. 
' 

····-···· ------------·--- --

. ··-·· - -- . -··--·-------------------.. ··--. ----- -----·---- -- ------- ___ ..... -

1 :::_-.,t...,PLO 1 , ---··--·-··-·-·-· 
·-···---e-· 

Oesc--r"~o\12-, \¿-. se-r1e 

-···-·· ··---- .... 
"1 -1 

. .. • . ..: ... -.. t:.t!Yl 'X ::: X..- ?(_3 

8 

--,-~--

' -- ----- ... --- .. --,-------- ---¡---------· -- i 
---·-· -·· ·---·· ---- ...... --- ····- --

.,_~ . -
S 

-.. '. 

-x.' 
7 

~ ••• + 
"X_~TIH 

---+··· 
~ 

(-1) 
'2n + ' 

... : ... ____ ..... l ..... -- -l_f'X. -f \ 

' ·-- -----··-· E, \e scn•e ,es. 1 l.!l"'l\2.t!? • '3e"~ie de B,G'fjO"i'Y •. ····--···-·--1 
' ' 
' 

·• 

~ . ' -vol a <:1oY'l. 

f--n 12 s~IG 

' • 

' <;Qeo"'Tl e:tn 0 

--x.'2. '2.\le,:;ol'f<.>c!c E>S 

( 1 ) ' ..,. ec:mp \2. "2 21T!OS -x. p o., 
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Obse'f ~cio, es 

l.) Si ~.:>.\:,('.YY'l<:>l <04U<2 'f-C:ti t-1·'!.,e de~;t..eclc?s cc:;·ntn)u<??.!> cle 
~tda.s lo~ ~; cl cn-.:?s , y si R., (.;., b) ~o c'...t2TH.!o Tl ....,. co J 

e:nfonc.e...- ~demo~ es12b\(.'>c.t-,. le- ~lldei! de l<'>.se-
YieJeT<?ylo-r ............................ . 

i i) f:., todo ceso, R'.,... ~~de la <:\ u o;;: o;. d; ~~e.~ e de.. UY) e:,·~.., to 
po\niomio (:1~ 'J12.clO "'l, ~-, e.,., Q.'; pe~~e.T;-::: e_nio•H.~ 

. • • 1 
. se..pu~de u"'hlt~i:!1 el poln"Jo..no·o <:<:>n;o vn¿, e.l(p're-

&\oD c.ploxj-·rn<:>d<.> dQ.p, __ .. ·-··---- '------

C...J¿nclo u+;li~c"'T>o-> Gl teO'Ie.--m<:.> de T';c,..,lm en el c..O:tc:.ulo 
de f-0T1tl.one..s 'YY!<.?<!.•'¿nte te_:;; poJ,"t)onúos <=+ue.l¡:. .:;:>plo,.;:,"-rr,¿.n, 
los elTO'f€'S t~<Jer::l.~ ¡:nc.r\l(!.nq de. de.:: <¡:-u e-n tw: G.l '2l'ro'f 
Q~ "vec.lor.clee", o\ '2Xp"'l'e5<S!• <'Qc!o te.~ ...-ni..,., o t;':'l. f-~-.,mo:- ti.~
e 1\"'rl<:? 1 • S 1 d QS e.Q..-nos e::.¿>; 1 c.ü \¿-., e\ <..'<el le,.,. de ~..,\ 8•.rn;::. ¡::.o-r,.;-_ión 
rt.Q) C0"01 (Jfl¿> <2f'1 Ü')(I.Tnt;>CiÓn de CtJ<~t-<-o tl ec\·m(? \OS J 0~ E'S e'f'l -

CIC! 1 pcc.l1<'1 cl<Ú .. n ~C5'('\ c:.eTte..'l<?. c:¡._uQ ~ CO) Q.'l ~· co"!TTp"renc:l i
cla en he \S'("\<" ~ ~c~:.\Ón de. e:.. m~ l .,_ "\ln c:_~_,t?:tro d~ciTfl<:> 1% 
-o .. oooo':> y \~ O)ISma ~mc.c·,¿,n dec.;on2l +o .. cocos-. Se 

~he..,..,.e tleYnpo CJiculendo C2<i<.> te"~mino (.o"n c:!ot.tl<:>c>W
\~ Yn;i.l tlC? \o~ T~<:;tV"0"idos .. :=o ...... ~1f:>U:le_"'rH:ia' e,..., :Sii!.~~?lO
XITT'IO ol v<:>lc"l d<i!l pnm~' tQ:•m,'no <SY'\ \0 .sc-ue o-m,·t.~<:? 
'f s.e puede u·i, ll~<'' % t ~ hE?cl?o C'.on>o un¿. or ,c-,...,'\...<;>c:·~~:::n ~
'J& el~.;,~ el n~n"Oe.., o de -t«.>...,; .. ,,,'-oos. Aun?¡u@ "l"'o &<>:!beTfloS 
<'?xact<:>.T'f'len~E> .. coY·no '<!~ ~", .2 menuc!c podemo..t dQ.mCU
W"f ~.ue ~x,:;;i..e..,) do;;,~ nuTfle--ros ..,...,., y V. i:~.L~ <:}UG 

(fl<>) 

Y)""' ~ t- e"') ~ 1--\ p3'Q toc:.lo X e"f\tre &'1 b. 

En+o"f\c.e~ obte'f'le.ncs p.:!"O<:;! e'"> (<:?1 b) 1~ dest<¿ji.J<?Ick>cl 

~ .. 
m ( b=._<O\) -:=:.. R.., (...;?, b) ~ 

(Y"\tl)~ 

-. 

t---l(b-,))?HI 

Cn+L) ~ 
• 

L 
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-- - ... : 

---· ·-----·----·---- -----.·-
------:·--- --· 

- . -
le d~vE> peY..?. ~¿_, ~oluc;\'m, u h 1 1 ~ enclo e( 

\o', e~ e.\ h(.><.i-)o clQ 'i-U<" pc)de-rnos h~ce--r 

'ls 
... -··--· · ··-· ---·~(.X):::: (_l+'X.) 1 &"-0¡ b:: 0.1. 

------···- ---- .. -------· --------··--------· 
' - .. ' 

F .. , -<¡ 
X)::::--

<S 

"' •• f Cx) : -'2S 

Pe-.<? todo O< 

-M~ e 1-n:.) ' 

e-n~,e O y 

¡:"'[.¿) Cb-<>) = ~ (O.!) ' 

F'"C..<l Cb-,:¡J 
~ -"'-,, "S 

' •• {.·,e--n e <:¡.u e 

' 

(p -.a) • .,, 
' 

= l. 000000 

::: o.o.<oooo 

(o. \)3 
" c. ooac<i&. 

- ---- .. 

L. G (_o,\)3;;;. o.c:.ooo-<"la. 
1'2';5 

o¡;:o-rnc:nc!o lo~ t<.!.,..-n\YlOS" d<:!l cl«>s-i"!-.-.ollo cl«2: TeyloT IJ<!.6t<? 

'T\-:: '< 1 tQ."flC'fiiOS 

> (1,1) :S-:: \,QI"t? i?.P"Ioxi~cl<-..rQI.}Tl.t€>, 

De. hecho Qe.ll';;. m~s ~yre6so e~p~"l-1 \::>1"1 ';\.O E' 

.,, 
I.OIC'j"2 4 (1,\) ..::; \,0\t\C~i!l. 

Obsel"';<"!ci.;-o; ~..,_ ~-:.\·t:- QJCTnp\o, po<!~•~'nos hube-. ~\\!8•<:!<> 
~():;)":: -y_lt; CO"Yl <;?:1, 1-;t-:: 1.1. 'i":Q obti~n(! ""lmi:;-<no '<"«:~V\h:lt.'o. • 
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' ... ·- ...... ---·-·· ·····--· . -----· -·-- - -·-
• -- ·-·------···-- ----···------------· 

\'-C"'-) = 
E o~~n <..""-'> 'o-d."' -1 

.,, 
"' 

y 

... . ..... ,.. ···-·-

..... "'"""'""•- --- --·-·- - ·- '-

.a:: 8 b =- 7. 
'. -- . ·--. ., ........... ___ -- .. --------

~(>:.) ::: "'"' ' f- (_C,.) = ' - - ····-· ~ :2. oooo 00 

f-'(Y..)::: 1 -'~ ;¡X f- 1 (e.) (\:l-cl.):: .L = - 0,0<;>33 33 
R 

¡::. .. ('~~:) :. ~ -·~ - " ' 
F- "Ce) ' (~,-d.) = --'- = - t>. ()O 3-<lf.!. 

~\ ". :2."" '' ' ... 

¡:. (l) c. -"'- - 9-ta 
)C.) ::; 

~, X ' 
v-(.n(2) ('to-a) • S ::·-o. Oco <<-11 =-

'" 81 ·< 'fl 

"' -"4 
f- ():) = -lll> 

- 'a 1 ")(. 
f.(.ql (;:?.) (b-a)' 5 

o.oooo~o = = .... :z.q3•<'"' 

Pod,-;:c f'2H,.~:.e.,. so~t"c1"~nte u-t,·\,·c-2, 'li2.012"TT1Gnt.e los b::;<~,no..'i' 
h<!.~W ('o-a)

0
• Sine.-mbcT~o c.clc.uli!,nclo l~ .:>l...lTn<;o 1!~;:. l<:>s f.1\!t.-. . ' 

C:10nt?-' (l~(t\TI2lG:> <.!.eo;!<:;>S, c'otQ"'Il"2.'rno:;- {. '11 :;?<:"¡ '0;-<::\ • t'<t:!TO e;>\ 'S.I-
~u•'enlE' t.C.::nn,'no <2S -o.oooo:~o <:%01?, SI s<::> 1~ rño:.luy¡;.~ 
·T"eQu<.:.E' el v¿,io"'~ ;) 1,<:¡12"'1 e-<1. "S¡ -...~ detel'll~"-> ~ e1 tb-
Y<'\lnO Co-d) y ""f'l?l.!oY'Itle..;rmoo- oQte.nS"r~"ITtoS 1."'1130 · ' . . ' TniC"nt-r<~.l ~<•e>. :;", to-rn¿"nlOS' e1"1 cuent<~ Qt 't'-'!tmino "'-''5uiE!Yl~€' 
y '(€dond~<!.'ITlO~, obt:.oe.ncl"'l<emos 1.'1L.Z."l. f'o.., lo l..<!:nto h2b'fL.S. 
'-\.U~ iet:eni2:Y c:-l telYT!.L"no C'o-a..)-<\ y e!.tlm¿L el -r%1cl.oo 
~.q • --¡- '2Y'\ C"«l<S- . 

~(C) ('X.) 

Cey-mo Q:dcmos <.c>Yl-:;,"de•<lndv el ,·,.,t~H~Io l.t: -x..c.&-J >Je· 
l"'riCS <::tu e y_''3 .t. 2 y ")(.~ -, (-<te¡) (_"3-<l~) = lbli"OI'. Po--, lo tzn -lo , 
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------ --- ----- ----------------- .. -- - -.. ----- ------------------------------

. ~· o -! ~ C.-x:) 
' 

< 17 o <. --'-' -- L.. o,ooooo<\ . 
--- --- ........ S'I, C2<ill(<'1<¡)(3-q3) (1,¡>_0) 2/'0.00 

' 
Po~to r;¡_ue ' . (h-a):::-\ 1 COY'"IC1<JL'n)W ~O'C> 

' , •... ---·· 
!·--

i: 

' 

O.MOOO<l < ~ <O . '. ----- _,-
, .. : _, _____ . ----··· ... --------·-

...•.. --- ---- - ~,.,.. ------------ ,7 
r.qrc:_<; ----"-' ..• ·-

' 

ce-n 1.::. 
mente 
tet\,·c!o 

.2 P"f O>t i 'I'YIC e IÓ-n c/«?3€C2'd~ • R~e.\Tn e"" te ' ~ i S L m p 1 e 
-rne.nt<;>..nemos ..m de<:.:i-.nal m<is e..n c:.<?t!e tli~rrn·nc T~-

, >J\?.mos <::\U'<' 

~::. \.~12"13 

con e·,, co Uec.im2li?S. ·- _______ , ___ -----·- ·-··· 

-- -· -- •.•. c ••. - .• ------------

O bseTtJ?_tlo-r.es 

e'() el PT .me.~ e,-,emplo "fl o 1-.u\;o <2.110'1 cle 1"'2Üonc!eo f>O""':'I'-'E' 
ca<!<? ~:.:TCO::tÓn d<>c.im;:.l d ,'o U"Tl .;e\oY Q-t:t~.+o cle.l te·.:rnl~"b c.o
'fY Q'S pon eh eYl h? , <:;?,,".,-¡ Qm\;><::'v-<2¡<::> , Q~--\<:? YlO roe' (2\ Ci;'SC ~n <?\ S0-

~onc!o ~;emplo. 'CV1 5"'"e_y.sL, e_i e.1'1<0-t d~ 'lec'cc:....-.clec ~C<"
cl~ té1m1~o puQ.~-~ se-r ~le ;rn<2':S lf2 e! e 1'2 ÚH.I'rn2 <:.1~"<? 

clec,\-n<!.\ 1"ete"'''l-c!.2, Lo-s e1n:.-•e.S do:=_,.-oe.o;:ll)ndeo t"•<?"H:l~n <2> 

C.On10e.n &~~ e.nt<~s•' <:.t...c;>;-ndo e;><,\:. "l-e un nu'mt;'!,t. Yr>UY 
~""-nde de. c~lculos Q.-r¡ vn p.;ob\em<? c!.ec!o. 

e_¡ ·n?Sn!uo 12.., (¿, b) Q.n el teo,E!:rne de. Ti!.ylo.,. puec!Q d;>l

óE: ~n muc.hc~ 1'0,m2 .. ";. El t.~O'I\2.1Th2 ~OIIbu•<2-nte,c!¡:¡' eiTe.
siduo en 12 ronY'I.<? de I.Sf'lC! i'nte.::,-QI. 
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'1--

! -
' 
' . . ---

'' ... - . 

' ' 

T e.OT e."'l'C' T • .2 -S. C TecH~"T'>.? de T C'l \<:,, <:<:.')<¡ Y'2~' ll o:> o 

'-~ f-01me l.!e ,).¡+€<3'0') 

'SupÓY1';J<2S€' $'¡UQ ~~ {:', ~(UJ•~•) ~(Yil l ~(·<HI) (IQ"'Il ~1'1-
bno<.>:S e.nc.I'0..J,-¡ ,Y,.te<>o..elo .:c:-1 ~u<? pe-rtl.'!nt?:::.<>-n <O? y 
Q • :_? "l 1"":. 'TI C. €'S S<:: p~ (2. cl ro> BY. p'l e S <'!Y f- tl< } e.n 1 <.» f-0 ~ T"Y';;) 

(?.'(~) (b-8.) ' 

' ' ------- -----·· 
' i 

. 
f(T>) (t-u_}•'+ 

~· 

- - ' .. 

E""'f>JeS<!' L., (1'\"X) ccnoo un pol•no-mio de_ t~Y<:e"Y <:¡j'T<O!do, 
y QSi;,Tne, el ve..:.•iiuo "'" pC."<Cl QL..X<.{-. 

~ol uc.iÓn. 

\-i¿c.e.mos 

• b = x, 

(:'(o):: 11 

m 
F Col::. 2, 

- ; -- - ' 
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..... ---~------·-· ---- ____ ... _, _____ , _______ --·· _____ , ______ , __________ - -· 
------ -·· _____ ,, __________ - .,-----------.---~--~--~----- ---

'. 
' ' 1 
' ¡ 
l. 
! 

'. 

' 
' ' 
' 
' 

' 
' 

p 0"1 1 "' l<!-n t o 
' .. ' - -- -- -· 

' 

7--
' . ' -----···- ____ _. .... --, -·---

con ' ' ... -- ............. __ 

-, ... . .. -· ··:----

-----------
' 

%..~ ~ \J"f'' ~ e5 f 1 -in e<O=I 1::fr} 'a\ m p \ € 1 "'fQ.e."\'TT p \c_?;2_m 0.'; 

..;c\m -.-n,-;,.\mCl 11 y enc.c"l)-t-vc:.mm --- ---.. 

_·,e~,L.I"..!c~ -t)3dt.~ 6~ 
o • 

tó) V~l,'cle~ de lo.:; d~.:;¿·-nolk>-1 <!e. 'T.->y lo.,. 
---. 

t., es la becclo-=t) se 'f>'lOS'I-'R.~~· \¿ f>o~m-' dE> e&t<!blecer \,)u.:>· 
h de e do\ dB:>c?r'<ollo e:n se1•es de pot.CY~c\a ~ un2 P""''=-'O"l) 
~""~<!. c!.RI e_¡o:,¡i>\-e d;cJ,a 'f'?PlE\18"0\~c.•oD _ 

' 

e dec.i1, \~ se..,-iede T~ylm de e" 2!,\'f'ec:!e<!c, dt? x.::.,y tt.n-
ve..-&e 1-,.ec;OI e-,.. P2-~ todo .;;¡ ~ x.. 

. ' (Jeme~ ~~e' o~1 

Pa---r;,: SlmOI;r~·c.a, <2\ fn'oo::ed,-IT.le-nto, ~<!&;!.YnOS a=- o~ .s•e:nc!t> 
. .:'rná\o~O \2 Qe."!'Y10!:.-I"«?CI.O'!Í Co.Rndo t:):~ 0, S'i 'r-.ec.~-n)o~· 

-,< ,_ ~tn¡~ ) • o ~ l " 
f-(_"'-) "' e j e.n.o--.-.c.E>-1 r '-"- - e ..-2! '"' o.., o 'Y). 

Ah o--re , uf, ¡, 1_¿,--,_do e\· t.eoorerr>::> c!e T..::.-¡lol c. en ..-e.S ,cl_ u o "-"'1 

F-0"t1"<'<! de. c_!e,--L®da tcne....-nos 
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·--- -- ---- ---····- -- -------------- -----
, ___ ----------------- .. ---~--------- -----~- --~--~-· 

,----:--. -~-----,--· -,.------~-------- ---
. -

~ • 'l 
e 

'n .. ,- --------------- --_--=----¡ 
--· ~ -----• e= z 

-t:o 
3:.... t- íc' "1 ., 

C:an ~ e-n,.,.e e 1 x 

' 
. donde 

Si X. ~S 

-- .. )' S ¡ <i!.) ne'Z:I<!.+iuo, en\?..-,c::.E>S 

12,: -x. 
. ('t)+l)! 

' 

.. - s . ~ 

Po.:O.IbUo 
1 

en-tont.eS: e <. E.". i 

' - . e..¿ e =1, €Y1 C!.I.J;;¡l"}u'"" c.~<:>, 

lxl"' .. ' 
CnH) ~ 

--------------1 

1 "" 1 " e ' (S) .... ·-----.· 
·- ,. --

• e , • --.:ondc;> _ es e.\ "Tll.?y<Yt de \o¡, nomE!~OS 1 'J e , pe~ o E:'S ll)t.l!?'-
pend1e<1te C.e..n. S; 10!1 .s~ondo.,-YuémbYO de (S) ~el t~
..,...,no ';)en«>.~2.\ de_ ...rn2 .se-r. e, <::..ntonc~, po"T el cy;tex\o de.. L.} 

"Y é!.-'t.O;., , e~.?. 'I>&Y i e. ~ c.on"Q..., ;;¡ C>J. ti? p¿~ -::Codo x • t 1 bel m In o 

~cne:...-al de l.:cc!~ ~>:e..,ie conu\?:'<·'i3e-rd .. e ckbe te.nc;!Q ... <!: cc .... o v) 
po-. lo lento, · 

"'}x.l">+l 

(n+-1) ~ 

Q;¡'Yl. d u 1 ~w e;¡.. o e_ 

blecido "!-<..:>'2 

.. 
c. 

" e~ 

e"~ -o 

~>o 

t!!Ji:;!ndo 

= 
e" I. 

n=O 

C:lQn el o n -+co ...¡ x . 

"TI-+ cO J ' 
' 2S> ~uGc.!2: ~t;:.~ 

" C''><~,..¡}_ 
--; ----···- --

~·- f] .. - ..... 

---- ·-- ___ , ____ ----
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' 1 ···--------- ----- ··------ •• ---- .. ---- ----·- --- • -----····· • ----------·-

' ' ------ ------------------- ----- ~ 
.----- ,------:··--------- -·:--.---- --- --··· ----. -------- ------------- . -.------- ... --- ---
1 ' • • ' 

!7) S\JCC?slonos y SeY\e~d<? _r;:~nc:io1"l8S c!e """1¿:.~ ".J.~YiobiGS. 

' ' ' • 
' 

le:? S Y)o<::.J'cnes ele SI.Jceslcn<?s y se,·IE>S dt2 ~ur.c:1_on<?S 
.•.. SQ €)(b<:!nc.l12l) dGSdQ \l..¡l?<¡jO, ~ 'j:: I,,'TJC.\6n(?S de V&li<Db\GS 

-- (f'l'\~-\jp\Gs. -,---:---- ·---- ----·--···:·----;-·.·--'··;··-··--··---: ... 

- : · ··¡ - S \ ¡ ... - · _, .. 7· ·: ::~-; _- :~ ~:-= :·_: ~ :··:~ ·:~~:~. :!. ~-:: :.-.:~-- ~ j ·:·_: ---~~-~:: :__ _ _ ____ . --.-

• ' 

"" 2_(Xi;j";"rl..: 
Yl::: 1 

X'::\+ X?'d'? ~ -·-
' 

+ X. Y) b"rl +... (G.) 

.,. -------······ ............. . 
- . . - . 

' 
~un¡;. Se"Yiecl'i? ~\J.nt:icrn--3J de des YC>"TI2.blas- x y ~.- ---- ...... , 

i . .Se puedt2, e..,.. \)O'Y-\:.t"c.l.!\2.", constdo<:>' !iO! Cl2."lie de po"l<.::!n
C.I e~ . en vc.1 iu b\ ~s m u"li 1 p\ ns .. Pe "l"B! ll o.:; v.:rn e 'b\cs 1 x., ~ 1 t<?l 
St311e cle 9ote:ncl;:o:s es \Q SE!:ne 

' 

1 

' . 

"' .z F,,(X.,tJ).::f.,(XJ\j).¡...f,Cx,~)+-···+ r .. cx,'J)+···J (7) 
'('¡ :::"\ 

clonr:le 
. " f.,... (X.,I.j) =e: ..... , .. "X. + 

- n·• ·\'1-t 
e", x l· ....... + e x <J -\ . ;;) ............ " c..,., 'O 1 (S) 

\~s c.'s So"""l c.o"<'l-o,te_..,"ltcs. l...,e5o, ~ .... Qs vn ~\1-n':.:l·..,-nio ho
~o~éneo C\Q. ~)<:!.don en "K y ':;.1. L2 se"YÍe (G) 0.;. 1..-'n

·e,:¡emplo de c:>s·to, con f'.,..,-;:.x.'"''J..., y ~ .. =-o, t;-,=~-:···:::o. 

E.s~~·se~·,c 1,lo..:.ba t~mbién e\ hecl,c cl~ ':\-ue \osve>l<?1ES 
·ex .• ~) P~'Q. \os c.u~I'2:.S c_m·.,ve"'~"8~ U"r'l2 se'iie de pc,t-e.noc."\.'. 

e_..,... 'X- '1 l~J ~ormC..'t'l <...'1"'1 <j~U~o mc5J C.tl~pl•t¿:.t!o '3;1.J0 el \1)
te~•-.1<1\o d<?. t.ol"lve,.::¡8nC.td P~"-a Se'!tE'.S GY) x.. SC}l<S>.R?."~ 

(G) \·"Slólite Cc'f"'I,JE:.HH2 <:u~'l'"\do \"X.~~\<1' <2S1"2 ""Yr>-<::.iÓnS•2 
, ~ v 1 • -v 

en c. u en t.-re: '1' ep-r e::,c:.n"l.2dc e~ 1 <:."! &lljoi ca.'""~ -t. e-- r \ 8m e;~ • 

'::l---~ 
. / . 

d•"'l"< ( ;- ¿,..,~<¡,e ·····- · ·- ·· 
- / ' - ' 

""~)% ::%'1'«;~ -- ... 
.. w~ ;:!}(/. ~ 
. . ~;;::; 0-f:/ . . ' '/ . 
dt'-'E'.v\IQ -~ 8'- d"..teree 

- ' '/ --

" 

--- --·. i ' , :: • ···- -·- . .. ·-----··· ---
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·- --·-- ----···-. ·--- -- ---- -------- -----. ··-- .. - .. --··· ------- ----- ------- ----· -----' 
' '-·- ----------~--- --------------------- ----·---' 
,r--·-·- - ~ -------------~- ----~ -----~ -~-·----~--

' ' . , 

' . 
' 

. ' .. - ... - ---
~--llljE'.l"'IE:'IC"l, \n. -recoú>-h cie c.o-nversencL"c:- pue.clG &er.suma
m~ntl:! t:.omph·~.xta. 

Si. DYJU -r:vnc:ie:.:-n -¡:::(X,tj) pued<:?"fE>PTE!S:C!n+~e po..,. u-no 
8e..·11e d';'! P?t<::.nc.•2--S Q.'n una VE-c.iwd~c.l c.:! el O""lt'¿len 1t."'l co-
mo le s.t~l:>Lent.e: __ ,_______ ____ •. - .. ______ --··-- ----··-

---·- ···----·---···--------
¡: (;w: ·~) =- ('~"' + • • (C:,,o X. . ' ' + C.,,'o).,.(_Ct,ox +el,, X":! -t-C,,lb)-t-··-J 

· el"'lh • ..,..,u:o~, une} c.il ~-e., E:!.nc.i e ci .::.~1 e! e té,,T·i r1·;c ¿:¡ t~; -m¡ no Ce:¡ o...~ 
pue.tl e:> s Q.-, .l u:¡, +if l"c.G>d<i> ) mu'25 -t;c ~u e : - - - ----------- . ----- --· 

f- (e1 e) -::: Co,o 
- ------------ --.' ----- -------· 

---- ~ - e . --------
a!:(o,o)_ •Jo ----·----··-----) __ . ax ----·--·· ·--------

~o 1 a? F ~~ (_o1 0)-:::. e,_., ) ~~::- e~. o 
b .. .. -- ·-·-- • 

·-----·-·--·--·-e·' ________________ , ___ . 

......... ..2 :--.~ ~ 
-'-~=Ct, 

' 
...L C!.:f = e~,, _,, 

. . 2lx;tl-'j 1 
• , ! {)•:/ 

(.....,lje.l"'le,~\, <;;e ent:.u~.:nt'I""C2 

" 

fr.)~ ()( <Q):;:: _\....e~ Y-'lt 11 OYl¡:: ;x.T\"\ + U(n-L) (}~ x-1¡1¡ ... 
,'--t :"' '~""~~ Ox"" 0-x."'"'U'j -2! "U""X."·l~-.. '~ 

,. 

'. -

--ol..,...,·t) ••• ·Cn-\0.+>) .;,'"'¡:: >1·1:"' ~..w . 'C)"P '"') ........ + X ..:;¡t•••+ 'tj 
.- .. - \<! Ox..,.'~a~l .. ------... t>u" . 

• 
to-n t.odi2.s les. den .... tzdN evvlu.s>d.;>.\ Q.n (010). t.h;c:~ 

't.e·ne L r,.,Cx,~) en\<:? cuc\ \o~~'"' e,s-t.{n c!.-?t:los po..,. (q) 
' 

se co-ooce como s~,~·~ clC?Ti!yltl, Qn x y~, &hec:!.e.clo'.~0' 
Co 1o), y \<.2 ~U"nc.1o"<1 ~e}{, y) ~ue 'fC!.P:~se--.-YI<;;>, 1"ec1 ol" 
e\ :-nom\y.-e ~e .)n<:;).kh<:<i' e..-,\~ ,.12'01'--n co1H?.spo,)~ 

cl1cn-tE'. L2. ey.pans1b-i) ~c.""n ""~e1'';"'<'::!...:.1-n .~.•..rn, pun"l-·o 
'6~l"le,C-'l ()(, 1 'J,) se ob\1ene pt:r~ \Sí\ <:.0-(',)bloue. en& en: 

-- ·-- ---· ·-· 
... -· ·--···--·--- ·------· .......... --·-

\ ___ .. _________ -- -·--- ----·--------·.--· .. 

--: 



(' ---·---·-··- ------- .. ------ -- -·. -· ··--
JS 

-·-·-···-· --------------- ····-- ------------ ---- ------ . ----- -----· ---- -- ---------- __: 

,--;-· -·· __ ,., ___ ··-·· ------------- ------ ---- ..... -···---- --- .... -- ------------ -· -----.---.' 

FC")(,y)::: Fc.~::~.) + L'ª-f v.-K,)+ .a.Ec~-~)1 ~ 
Ch: ~~ ''J .. --

: . ' -

,.L. 
2~ 

[ ~':. Cx- x, )l~ 2 ~::jcx-x:)L~~-~-,) ~. ~:. c_~--~jJ + 

.... ·.·----

-1- • o • ~ 
__,_ 
n• • 

..... 

í d"l= 
l. <} .,__ ... 

()1.-x,)""'t • •• 

~- . --- ... ---

J + ••• ___ (IÓ) 

·----- S\endc tcd;,·~-\us de...-;~d2>-S Q'I<;)IUc")t\2-' ~n (X,';:!,). 
E 1 U;:_;Yn,·'rlD 'jene..-cl d ~ 1<:> .s~1i~ ( 10) r¡:>~..:G~(e rntE..'1DTe· 

.-t2rse e-n ~l!nc:.ié:n c!.e IJ"Tl<J cl¡~e-.-e.nc•~~ enesimc) ci'"' F 
cle 1.::! ~~..o"nc.icn FC."Y,J'-;)) ~ 

' 

d"f ~ <J" ~ ex - x,) -r-, -+ 

'"" 
~ ~ 

••• 

2 e, G"f-" 
Clx.,. 0'd"·T 

y ,_. 
()(u'j,) (Y..- X,) (~-~,"¡ .> 

Y: o . . -
doYH.!e !(.ls C.T, "<><::>....,\e::, c.c.c-~ttlc-ntc~~ b\l""I0\""1\iU\<2.s 
~\~.-a~ 1-n\l.,·{..i:" ·1~ clepe~1cle~-,ti<J cl.:;~ d...,'i=' sob"Ye x, 1 ':J, , Y 
le<;; Uq:e112x>c.IC\.l -.:-~. 1 '-j· ~., Pcc\emcs E\'.c..,ibi~ 

d"'F"' cl.""'F (x,, 'J,'1 x-x,, \J-lj,). 

Cu.::.ndo "T)::.\ Y x-x. =- ciK 1 \:1- ~ ::::t!'J s-e e.ntuen+"Q 
' 1 ' ' 

d' r- (X., 'J, ¡ clx , ti '<1 ) :: 21 ~ cl x + _Qf <! "J = cl f ¡ 
. 0.><. 0\j . , . . . 

('~_\~ es l"'! C.:~{)H~SID'fl C:c"nOCic!..:::, {'<1-"ri:l Q_ ~:n\m~--.<:- d.lt'0;1t.?n
CI_c\ · \.<2 Sc:t"riG! (IC) p~.:eC.e ¿\-;c""IO t:2!St.llb!TS(;> mw cen
e' s¿nn e~~\<." : 

F C)(1Y):: FC.~.;\.l,) -\-. d¡:: (X,J':;),·, x-x, 1 'j·\),) 

+ ~ d;>~ (x, 1 ~. ; x-x, > ~-':l,) ~ ·•• 

' J.. "'· 
d."<~F ()<,., 1 \},j x-x, 1 ':l-~.) ~ · •• 

' 



~ ·----------------~ ---------- --· -----------.------ ---- -- .. --- ···-- ---- 39 

---- . ------- ----------------- ----- --------·-------------------
-------- ----- ---------------------
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l2 tto·na <le \¡:.s ~u"O<:::ic-o~.s <:lY'I<)IttiCc;:.s de U<:l'YISbi«:J; ml.$1· 
bPie.s SS' <::::~"ruclie c.o.,..., Yf1e~¡r::i1 YI<:)Ul_cr.t'c!.e.c1 \;¿>ct~ndo 
\.'ISO d<? \¿ tQolt-2 C.'i.' U8ll<::.'oi_G c_OTf"¡Ci\:-.).U, C'cmo<?l"lr~\ C:NC> 
de u-n.;; v~~i2!b}e , \as f~"Tl :..:t{.:>!CS ~cm\ li<?l(?.S -se-n" en'JQ-
-n~'f~l , enal,tlc.,.~ .As.•, s~t\ene. . ____ _ .. ____ ·- . 

~ -· ....... . e s~u::. ~-\. .,. u J. 3_.,_?~..¡_,_,l: 

S) 

~ 1;) ~- "'--.JO -~-+•••) 
......... - .. 6 ............. 

. --· 
~u':.! e>:, ::c:.'l"''>'~,.~e-nte ?~"(() t.odo:s los_ u.:dc.1es d~ x '1 'j . 1 

El i:.e.m.:-.. cl.e ~uY'lc.tC'<;'<CJ 2n~\tbc.~s ae.veTt<:<ble; mulil
p\QS Y"'o h¿. si.cl.C> e-:.tudl._xlo •n+e:nsiv<)mE!"rliE> stnc ~.<;u\";;) 
tie.n~pos ye_<.:t€ni~;,..,~, Y \e m?!~tc-r P<':l."~ te de los 1tl)1os -N~ 
\),e el b?-n"IC' SOl'\ '11'\U'} o?V<?I)~t>~CS, t::TI "'Fc.>l..lJ"<.!Cti"'I>S 
of- ~o-\:.enc.lc~l 'Thec.,.., .. cl'2' o.o. \::elloe~ (ec.~lln ~ Sp1in· 
~Q.l 1 \C\~"'t) .sr:!_l"'"C!"Lw b'r0.'102:mQ···de_ (.':m\N í\ .. ~~~-~~l:>-1 .. -lO. 
un -l"0.+~.,...,., t c.,¡·t o n--1 6,:, <JV..?.n t: 0\.lo se e--r-.cJ,J C!T"J ·hr1 c:;;.y)Tll'20-

Y y o~ FI..'"Y'lc.i:tC.:,Y\8 oc rwc c~YY'I(.>IQ:x Yc:.n";;;bll::-s·~ ¡J~ ;..... 1?. ~cy:s~'tl) 
LCc..,..,b-.hJ'2¡<.:!: ~rn't>7•Use U"'ri!VIi"f~itv PHoo:;:s~ 1'='11-:'1) . 

....... -----

' Fcn·n ~~ ~ 
. . -.. ' 

de T~"!·tlo-r p<YG r-~..o-,lctcn<:~ c!e.'-'i:!'ft~:.bii?J" l"T"!0\1¡f;\{::>J, 
~ "-'0""-=.=.."'""" "'-"-'-.. -. . - . .. 

E:xti;.-1-c one rc_;;'"m~\c c!e.TQ.ylo'f ~en '(12:;\d~.>o ~"í<t í-L'"nt,;.lc
n('~ de V2'rlas u,:nt,?¡b\Ql: 

Ft Y-,'--j) :e- r- (Y.,,~.) ..¡ d ¡::: (>:., 1 '-:;! 1 ·, ><- x. J ~- ';:,),) 

~. •• ;- ~ d"'f- (x,, ~.->-x,, ':.)-~,) 

t 1 d"rl-!1 í= r ~ 

U\ ' ';;~, x-x,, ':J- 'J,); 
(Yl+ll ~ 

. --···----

x""'-= x,+t"'C..X.-x,)J !::l"'=-~,-1-t"'C'.:!-':},), O-<i:-""< 

12\ pu'f'l'rc ex.•' 'J ... ) . se e-nc:..u e-n-1~ e.n+.·Q (x,, \,},) '1 (x._. \!) 

so'o,l2 e.\ S"'-'jm~,l~<.l!.:}:::- 1~ \t;W-<)1 ~ue une os t-es p(.:mi-~ .• 
como en \<'l St~u1'<:..ni-e t-tc¿¡cnu 

. . 
--- ~----·--- ......... ·-· ·----- ----· -·-
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r::- ---.- -~· ----~-~----~~- ¡--- - -~::-::-- --~-,~---::··_ -: -~- --

' ' 
i-

' L 

' 

... 

-

.. ~o· 

""--¡ ;········· 
' / ( ... , ... ). 

·-·····---·] 

¡ (><, .. ~...---e:-:~[ J . ·-· ··•···· .-.... - t .// ~ X 
'.' . ----

.. - - .. 

·-- ----· ··-- --. -·-
. -------·'---··-·······-·-- ·-· 

P~-,<?. n=-1, la ' p-o"t n"'HJ 1 a se C.<Y"l"l V 1 i:;>_ Y te "" .. --.-- - ....... , 
. . ---- . . 

--- · F-tx,y) = ¡.:c_x",, ~.) + Cx-x,) F,. (>':';~'--J"' )--t- ú:f-'j,)F~CX.,..,<,j,..) 

C4-u<::..~e C..C'nOc:.o? <:.cm~ b. \e'f del v~~ICN ~nedla ?¿:_~~un-
. c\oñe>.J c.l.c..Cas v--::1•i:lb\e . . 

l.:> s-e'lie de T.:<.-:\o-.,. e 1<? f--<..1-n"'IOJl;;:. c!c::! T¿¡y\m poe(.!G"nu
sa.-.,.se .(Y<!."R e.:.·h..¡cfl~l. le! '"'~.¿-_,tu~le.ec d~ {..""li2 1;-'--'-''"~c'O'n c:::_;
c~ lic.. "-"'~' pt.-n"l o p.:¡--.. t 1 c..0 1 <;)\ , Como s-e h <:> o 'o .s t.''r "-~ c_lc t?n
t:<:2sJ \e::. te-.-·n~~nos ¡,neales c!cn "dF= 1 \,) m0.jo-. "<:.p"tox·,
m~c\(,.,.1 \1-ñc.-.1" "'' C(]i..,y)--¡::(-,.:, ~.). Siclí-.:::.o,I~:>St<:::'--,-. . ' ""'no.s cuvd,v·ttc.-e>s 

~-
-<! 

~d~u\e.l"cn l"'""l"'pctto.-nc,·¿. . En po,-,:ttc:ul~l, s·, \~ ~Y.\-"H?
s\ tlÍ") c..u.::t.!....Si·¡ t01 

d'F-
, 

;: A(x-X,) +-28(!:!··><,) (l,J-\J,) -+ 
, 

CC'~-lJ,) 

5 poSd.l~c?. e~CQph;:;."p-2.~ X,:.)(, u-l.• QlY-\t>"f")CE'.S f{y_..._,) . , .... - .... , '" 
tle'f'le u....-. ·n11;,lf'í"l"lo "~"~'~ (X,J';;,) ·lk'-''~'""'clo E::.-\o "tn<s ~--::,~ 
de 1.:::,--.\ e, L"-<2 ?1..'·'2.nd01 C!"f\L()'"'~"L"'u~ los C..l'l t"eH~ 9::.:f<::! 
"'f1) c i \ '*O OJ --1 yr¡ .n' "'1os . 

' 
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1 
• IEJEt\PLOf 

......... --------------···· 

'_ Oesc.no\\<:n x-:tcc +3';J- 2 e-o p~t.'<!~ti?S de' x.-1· ;-- ~1?.. 

' .......... _______ , ............ _, 

' . - . ,. 

i - : . . 
' . 
' -
1 •• • .... • -

' ' --- , ..... 

'-' 

. . 

' 

. .... - ---- .... ..... - _____ , ______ .. :_: _____ , 

x'l~+3~-.2, ~ .. =2x';;l, 

~)<~ (1,-'t):. 2 J t:';J';j (1¡•¿) :\) ¡ ~ .. h (1¡-~) =-0, ~XI<.'J (1 1-2)-::: -< 

{::)(~~ (1,-'l) :::0 J ~!.1';1\:1(1,-2.) =t:J 
--' --

t;(.'l'.,y)~ F01-2.)+h f-:,.. (1 1-2-)T\::(.:._, (1 1-<.h 

+ t! t n";!~ .... c~,~2> + 2ht<t;)',"'t,,-;> 

. -
- ..... --- .. - ___ ..,-
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9. SER 1 E t31 N O 1·11 AL 

rf./ TeoYPr>UJ del f:,,";.w¡•u'o J¡(e 
Un .eMfrYO t_o<di.VO 'J. Q ~ h 
yea les enfOnct? s 

yue 
son 

1 

s/ m es 
• 

nu,Y~ Pvo.S 

. . . + m ( ""----'-')_.,..,·..,....· -'( ""'_-_n_-r-"-1 ) '"' _ V1 b ~ ~ o t .. ·t- b ·. n t -

. J/uuáu!o Q = 1 ~ b =X Se ten e o 

(1-x)~-=/t-WIK 1- m(;;_-!)X~.¡-----T »1/WJYI-!/) .. {M-~+~: 

.yWI 
.¡.. ... .¡. A 

s~¡JaYocfa;-Yit?F?/e_/ cfesayv0//f'M--lOS .-J!o.. func¡o~ 
{C'~) =(!·rx)........-1 donde rrr es ahovt?-_ ~-t n¿Yrit?
Yo y ea/. c{r, ~ · ~ C-<-~ /-)t:L.t~¡ac~ -ta eu-<a_

ct.O ~ ¿}¡fe Y en u. 0.-f: 

(1 rx') ((x) = w. {cx) @ 
:; ..f« .oon dr'cto~, .- f (o) = ·1 

Ohicf/lgcoMO s uno St'Y.''e. de ,(}oTcnu~ 
ce-do.. ~1c,tFv?a S(XJ _ ~a.Ít<::faf&... et __ lo.... 
ec_tA~stOVJ dt/{'YI?I1_&<al@ y 0 /o. CbJ'I·

ct./.CfOV'l S (o) = 1 . 



2 

S(x) = /+O,x-ro,x'f---+a~x~-r----@ 
c/f>v¡"vc;u-vteJS @ 'j_ l!o... cJocau-tO$ eV? _/c... 
.eCAAo..c/o'v, d,·f e y¿>nclo.-/ @ 

(t+X) { Q, r 20?Xt-30 3 xz.,+··· t-VJú~-1 X M-I = 

== ~ · ( ' + a' x +- o~ X 2 +- · · · + a.., xr' -1- - - -) 

Ifj.Aafa:~os _¿f~s co¡L'r;"erife s. c6 Ja.-L "uis'_":;cvL 
¡of-t>y¡u?LJ-. c:fi, X eVT ai-V!hos. vn/eVr7hYo..S. de 
J0c i;¡ue<! do. d _ _ 

a 1 o::;. m 
(}, + 2.Q¿ =mal 

/V1 a '1 +- (vlf-1) Cin+t 

d!l!. o y.Á.Á-Á-· oh !'e~'~ e :4'1 o s 
__¿,_ /.1~ ® 

a; = 1 
a, :;:: VVl -

a< = a, (M ,; -
2 

Cf
3 

= a ,_ (,., -z J 
3 

- . - . 

h10Yi 

(.,, -t) ( '""'- <) 
2-3 

a~= VvJ{M-t)- (I-M-/Of-1) 
/·2---YI 

lleva~nos ,esÍos vaioY?S a Jo.. cy/Ye.st(;~1@ 
fivrir>no1ose ·· 

S(x) = ¡¡--;rrx+ w, (nt-ll__x¿ 1----+ 
.z 



ahoYa defevwtinpmOO e/ údi>vualo de 
Vfvjn:a"a_ C3 .lo.. .. sey/e. © 

_ .m (w>-~)(>M -zl .. · .("" ->H :) X" u, •. - VJI .. 
• 

=n-

_ _ YM(WI-!)(v>~-2.). 

(n-1)! 
.. (,..,., -VJ+ z.J x"-' 

. (;dz.b/cce•MOS ~1 "''/¡uien/e c.ocieufe: 

u,+, · 110 1,-i)(W!-'-) .. ·(wr-M+'H"'·"+•J(n-•)'x 
Un w,(~-1)("'>-'·)···(h,-M-!L) V1f 

fOY k "fa,fo e/ ti1févva/o ele con vb>jf'l1-

. u~ e&. .lo._ s evt e © es -·1¿ X<../ 

f;.-rx)':. !+ VY/X + ""-" (>n->1 X"+ w. (m-1) { '-"·•- >l , J ,_ 
l' .:z, -, .x~ 

. j . 

.¡- ... ·!· ;_,.,(~- 1J{wr-c) ... (WJ .. n+r) XM 

Vll 
• 



'/,.-v<f ~L d desaYvo(/o de (1-x)~' evo sey,e 
de -Ynoclau-YJ~ .JS!avv?ad¿).._ SERIE 8tNDMtAL 

EJEMI'LO 2 1. 
S; m~ -1 

. 1 

e :-1 sevi'e ele 

_.lo, YCjJJ"C!it"nfac.th'¡_.; de (1+-X)-! 
¡;_of-~nuP._s. es .la. ~(uo'ertfe: 

EJENPLO :Z. 3. 
D esaYvol/o..>/ eh sey/e d·e 0/Joclauy,V¡ 
ftAnctD'n {ex) = St'n-1,(( cy;;ft·ca~,,clo 
desawol/o cf3: ..fo.. s;e.y;e hinOWIIO.( 

SDL. U U OIV 

1 
St'.n _,X -

Jf¡-xz.· 

. 
se·fle 

Po.m WJ =e!;_ .e"' el desavro(lo el.,.-/"' se,-,·e 

b/noFvtiCL( ./.J-C ft'ene: 

1 ¡·¡ 1·' .r-cc~ = -¿zx t- · x"- J·J·s x' /·3·s·7 1 
r t-rx . :z.LJ :z.q.c, +- .1·'1-·b·? X-··· 

• 1 



' 

obfenie~>dos e 

= 1-(J;)-x'.¡- t-3 (-x~:.. 
1· ~ 

=lt-k>Cz.+¡-JX4-t- l3·5 X{;+···+ !·s·s ... (zn~r)v·~:1 
-2 .1.-1 .:z.q-6 · - z-4-G-- . .z:n "''"·. 

Be<-.so.-:-w1onos (?y¡ el 1eorem0. so6ye ¿.._ ti?fiarar-io;-1· 
fi.J · r e/ · -" .1 w r.vL_ .-:Jeytes or? ¡Oo;h-tu¿:z_~ / obú?r:f'~'nos ?ara.__ 

! X!..:.::: 11 .Lo s;juienle .. 

l x dx 
¡/1-x'' 

-1 ¡_x'¡--vs 
Sen X = X t· :[ ~ + "'· '- + 

3 2·4 5 

-¡- ' • . 
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SEI~!tlARlO OE TH:AS SELECTOS DE 

SUCESIONES Y SEP.! ES 

tlOVlEh3RE DE 1983 

EJERCICIOS CORRESPO!m!EiiTES A LA SESIOII llo. 4 

l. Obtener el intervalo de convergencia de la siguiente serie de poten 

cias. 

2. Dadas '" series 

1 x2 Jx" ,,. 
(1-x2)- ' • 1 • -2-' -,- • • • 

16 

'"' "" 1 • 1 • 
,, 

• 6 

,,. 
• 51' • . --

40 112 

obtener cuatro términos del desarrollo de 

anq sen x 

/l-x 2 

3. Ejercicio. Aproximar con exactitud en las tres pri~eras cifras deci 
males ( ~laclaurin ). 

'· 

5. 

Ejercicio. 

1 1 
o 

sen x 
1 

Calcular el siguiente 

C1aS 1 Maclaurin 1 . 

1 im ' "" 1 

1 ., 1 - COS X 

Aproximar ¡ 0.3 t'l+x '" 3 

rrtillo de la 0 serie Binor.~ial, 

limite utilizando series ,, pote_!! 

cifras decimales empleando el des a 
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LA VERDADERA MIS!Drl DE LA UIHVERSIDAD 

En cuanto las estructuras sociales latinoamericanas -según se verá- pue
den· ser tenidas como ineficientes y mal planificadas' y como generadoras, por 
ello, de un orden social injusto, formado por grupos no integrados entre si, 
cuyos mie~bros llevan en su enorme mayoría una vida sin esperanza, su~idos en 
la miseria y la ignor~ncia, y en cuanto todo esto ocurre con estrecha vincula
ción a la dependencia cultural y económica en que estos países están situados 
respecto de las naciones hegemónicas, debe entenderse que la Universidad lati
noamericana tiene una palabra que decir respecto de este estado de cosas. 

Este aspecto de la misión universitaria puede ser analizado desde dos 
puntos de vista diferentes, De un lado, como parte de la obligación de la Uni 

versidad de conocer la realidad; de otro, como una necesidad para su prop1a sub 
sistencia, conforme a su ser esencial. 

Desde el primer punto de vista, la Univtrsidad moderna no puede renunciar 
al conocimiento de toda la realidad. !lo puede admitirse hoy que los objetos 
del conocimiento científico sean aquellos que son externos al horrbre que proc_!!. 
ra captarlos. Una parte muy import~nte y muy bullente de la realidad actual 
es precisamente el hombre como tal y el hombre dentro de las estructuras y org~ 

nizaciones dentro de las cuales or~ena su vida social. 

Se reconoce hoy la existencia de ciencias sociales, destinadas al conocí 
miento y análisis científico de la sociedad y de sus instituciones. la socio 

logia, la economía, la ciencia política y la ciencia de la administración, son 
ciencias que en estos mo'"entos han llegado a su mayoría de edad y que forman 
parte de ese conjunto de las citmcias s_ociales, subestimado por algunos univer 
sitarios retrógrados, cuyo fin es inquirir, examinar, aquilatar, criticar y 
buscar soluciones a los problemas que presenta la vida.del hombre en sociedad. 

Desde que las ciencias sociales se han identificado y definido corr.o .lreas 
del saber positivamente valiosas y trascendentes, nadie podría du<!ar que es Pi!. 
pe l. de la Universidad, obrando dentro del á~bito de aquéllas, aprehender de mo 
do critico la experiencia tanto teórica como practica de las sociedades humanas 
en su _desarrollo histórico y formular principios o pJ.utas que permitan superar 
las contradicciones sociales a las que· antes nos referíilmos. A esto debe agre 
garsc que un~ eficaz prospección de la realidad nacional y un diagnóstico apro 
piado acerca de los problemas en que se debate el respectivo país, forman.par~ 

te, induscutiblemente, del quehacer universitario y permiten fundar sobre bases 
científicas el compromiso social de la Universidad. 
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Las ciencias sociales modernas han abandonado, por su parte, su antigua 
tendencia puramente descriptiva de los fenémenos sociales, a cuyo conocimiento 
se 11 egaba por e 1 uso de enc•I('S tas y esta dí st i e as, muchi!S veces manipuladas en 

apoyo de las estructuras vigentes. Apegadas a esta última posición, las cie~ 
cias sociales permanecían en la superficie de los fenómenos y, cuando más, a 

través de meros corte~ transversales desligados de la totalidad social, ofre

cian una descripción algo miis prMunda pero carente de vida; esto es, satisfa
cían un _conocimiento parcial, incor..pleto, ~e un cuerpo social i.nerte. Era la 

visión cuantitativa y superficial de los fenémenos sociales, realizada selecti_ 

vamente desde el punto de vista de Jos intereses de la clases dominantes o opta 

solamente ·como tEcnica de control social, en cuanto extraía de las masas popu

lares lo que podría ser necesario para manejarlas mejor. 

Hoy día esas ciencias procuran que sus conclusiones científicas fluyan de 

la realidad social mi$ma, plena de vida, y tratan de penetrar dentro de ésta 

como en algo diniimüJ y actuante. Sus enfoques se efectúan confome a los va 

riadas sistemas que se "'disputan la so lució~ de sus problemas y consideran, asj_ 

mismo, los carrbios posibles, aún aquellos que pueden sobrenir por vía revolu

cionaria-. 

Por consiguiente, la tarea de indagar y ponderar los hecho-s sociales y de 

preparar soluciones favorables a la vida de los hombres en sociedad, es absol~ 

tamente científica y toca a uno de los más importantes sectores de la Universi 

dad, 

Podría, tal '.'e<:, objetarse que, siendo así, el compromiso social de la 

Universidad debería quedar restringido únicamente a los sectores de ella enea~ . . 
gados de las ciencias sociales. Una objeción de esta especie desconoce, sin 

embargo, el principio de que en una Universidad moderna se demanda de todo un1 

versitario una arm6nico integraciOn dentro de lo cientifico y dentro de lo hu

mano, que permita a cada uno una vis iOn totalizadora ~el mundo, del hombre y 

de la sod edad. De esta manera, aún aquellos sectores ~e la Universidad aje-

nos a las ciencias sociales, no podrían justificar una despreocupaciOn acerca 

de uno de los problem.-is mas acuciantcs de nuestro tiempo en la región latinoam~ 

ricana y tampoco podrían negar su aporte en el estudio de soluciones sociales 

dentro de su propia área especializada. 

La puesta en práctica de tales objetivos importa, justarrente, una muy 

alta y omplia apreciaciOn de la ciencia como suprema conquista del pensamiento, 

porque así no solamente se contribuye al conocimiento positivo de la realidad, 

sino cjue tanbiEn se enseña la forma de dominar las fuerzas naturales y sociales 

con el fin de ponerlas al servicio del bien humano. 
ciencia dentro de la sociedad mod~rna. 

Es así como se utiliza la 



En esta forma, las proposiciones para la model ación de una sociedad rr.ás 

justa, dotada de una cultura propia, capaz de salir adelante con sus propios 

medios para superar su postración económica, su indigencia cultural, su deperi 

dencia de poderes foráneos y su desorganización social, caben exactamente den 

tro de la misión de la Universidad. Y no solamente se trataría de la pura 
fÓrmulación de proposiciones, sino, adem~s, como ya se vio, de inspirar a su 

pueblo una decisión de transformación profunda de la sociedad de acuerdo con 

ellas. Porque existe una inseparabilidad lógica entre el conocimiento y la 

puesta eh obr3 de lo:, cambios que él señala como necesarios. 

Desde otro punto de vista, lii Universidad latinoamericana requiere, para 

el cumplimiento de su cmwtido científico y docente, como una exigencia de su 

propio bien y desarrollo, de una transformación de la sociedad que la rodea. 

Ciertamente que no podra alcanzar su máximo rendimiento inserta en una socie

-dad plena de tensiones y antogonismos, dependiente del exterior y sin posibili 

dades de alcanzar una mediona autonomia económica y cultural. Es obvio que 

las consecuencias directas de la pobreza de esa sociedad, entre las cuales están 

en primer ténnino el analfabetismo y las inst·ficiencias educacionales del pue

blo, constituirán un freno p~ra el desarrollo y la expansión de lJ Universidad. 

El papel creador de ésta Jo asegura solamente una sociedad cuyas estructuras, 

armonías e independencia permitan que 61 se despliegue en beneficio colec-tivo. 

Colabora a este objeto la Universidad que contribuye a que el país se cono:ca 

a si mismo, salga de su subdesarrollo y, a partir de su voluntad democr8tica, 

forje para si un porvenir justo y autónomo. 

He aqul otra razón por la cual debe estimarse como tarea de la Universi

dad todil., y no solamente de un sector de ella, el asumir un papel dinámico en 

la activación y estímulo de los neceSarios cambios sociales. En el objetivo 

de estudiar, d¡¡r forma e impulsar la firme voluntad de construir una nueva so

ciedad, corresponde, pues, a la UniverSidad latinoamericana un papel fundamen

tal, al cual ella no puede sustraerse. 

Oponerse a esto significa un empeño en refugiarse en un anticuado y hoy 

erróneo concepto de "purismo científico', muy utilizado para encubrir y legiti 

mar la relación de subordinaciOn en que coloca a nuestros países su dependencia 

cultural y económica. Hemos visto, sin errbargo, que ese purismo no es seguido 

por los sostenedores del status, con mucho rigor, si se trata dti fomentar el d~ 

sarrollo de la cconomia capitalista o de col~borar en la producción de las mas 

mortíferas armas de guerra. 
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Admitir ese p~pel de la. Universidad significará contar con una que dé 
respuesta no sólo en el _terreno de las ciencias exactas y naturales y del arte 

sino también en el phno del saber acerca del hombre, de sus aspiraciones de 

más alto desenvolvimiento y de organización más perfecta de la vida colectiva. 

EDUARDO NO\'OA MQ:!REAL. 
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EN EL CMIPO DOCEJITE 

Una Universidad comprom'.!tida encuentra nuevas vetas para enriquecer su 

pedagogfa, pues su viraje hacia lo social le proporciona nuevas fo~as de cnse 
fi¡mza. 

El estudio de la temHica destinada a romper la dependencia, a superar 
el abatimiento económico y a org~nizar una eccnomía capaz de dar bienestar a 
toda la colectivi<:!ad, pone en contacto a prl)fesore~ y alumnos con realidades de 

alta importancia social, susceptibles de una observación directa y aptas para 

refle:dones origin<~les. El empleo de una correcta r..etodologia en la s~lección, 
observacióñ y a-nálisis de los temas, las suge-rencias que pueden obtenerse de sus 

semejanzas y diferencias, la previsión de los efectos de ciertas formas de acciÓl 
y la búsqueda de formas de aprovechamiento de éstas para los fines de cumplir el 
compromiso social, pueden contribuir a abrir mentes hasta ahora habituadas a lec 

turas de textos y estudios abstractos, en escaso contacto con la realidad. Allí 
pueden revelarse aptitudes creativas o ima~inativas que ahora se pierden bajo 
el fárrago infecundo de disquisiciones te6ricas. 

Ese será un verdadero aprendizaj!l de la_ vida, con plenil participación en 
tareas_ de interés general, dentro de un plano de cuestionamiento crítico en el 
que todas las opiniones serán consideradas y con el aliciente del hallazgo de 
nuevas soluciones que permitirán o facilitarán la creación de una nueva soc1e
dad. Quedarán atrás allí los sistemas didácticos tradicionales, para ser co~ 
plementados y sobrrpasados por una práctica social de un alto valor formativo, 
que no dejará de ser constrastada con la verdad científica. 

Es manifiesto que esta clase de acercamiento a la realidad social habrá 
de contribuir mucho más que el sistema actual a la formaciOn humana integral 
de los estudiantes. 

Lo anterior demand~ra una revisión de los currícula, con el fin de inco.~: 

porar a ellos conocimientos que permitan una aprehensión exacta de los fenóme
nos sociales, que faciliten el análisis y que orienten hacia la posibilidad de 

forml.llar soluciones en foma r.:ctódica y planificada. Todo esto, cor.:o se com-

prende, dentro del campo en que la especialidad corresponde, cualquiera que sea 
su área, entre en contacto con la realidad social. 
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la docencia universitaria deberá transformarse, además, en una docencia 

permanente, que vuelva a tomar a los ciei'ltif)cos, profesores y profesionales 

·egresados de ella, para poner al día sus conocimientos y adaptarlos a las nue· 

vas circunstancias sociales. La idea de una educación permanente se justifica 
fácilmente dentro de una sociedad de naturaleza can:biante, cuyas prioridades se 

desplazan constanterr.ente y cuyos problemas se multiplican y complican, y en re 

lación con conocimientos que rápidamente se vuelven obsoletos para ser reempl~ 
lados por otros nuevos. Esto exige"que los especialistas renueven periódica

mente sus conocimientos y adquieran nuevas habilidades y orientaciones cientí
fi e as. 

Otra razón más que apoya esta educación permanente está en la necesidad 
de que quienes egresaron de la Universidad tradicional se impregnen de los va
lores, las metas y los conocimientos que puede proporcionar una nueva Universi 
dad comprometida. 

Finalmente, debe procurarse que se logre fu:1dir en el universitario el 
trabajo r.~ental, propio de la elaboración académica, con el trabajo fís1~o. Ellos, 
como explica Angel Palern: 

han sido ahrup~a y casi totalmente e~cindido~ por el do~arrollo de 

·los si~temas sociale~ bnsados en la~ clases y en. particular por el 

t110do capitalista de producción. Esta concepción de la r.ueva uni

dad de la actividad física con la actividad intelectual: .. debe eli 

minar la degradación presente del ~rabajo ¡;anual y al· mismo tie~:~po 

dabe suprimir la alienación (lsobrevaluación?) del trabajo intelec 

tual. 

Las nuevas actividades sociales del universitario darán ocasión a 

que esta unificación se realice. 

EDUARDO NOVOA 1·10NREAL. 
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A P l 1 C A C 1 O r! E S 

1) Deducción de la ecuación para estimar el gasto de 

aceite crudo y el gasto máximo producible de un 
campo en desarrollo. 

2) Representación de un número racional. 

J) cálculo de integrales. 

4) Solución de ecuaciones diferenciales. 

5) Problema de la pelot2 rebotante. 

1 6) Gasto en convenciones. 

7) cálculo del numero 11 

8) Apl icacio~es a la Geofisica. 

9) Aplicaciones a problemas de valores en la frontera 

en Hecánica de Sólidos. 

lO) Aplicación en la Biología. 

11) Aplic~ción a la recuperación de oxigeno disuelto 
en agua. 

• 
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APLICACIO.'IES DE SERIES 

DEDUCC!Oil DE LA ECUACIG:: PkRK ESTI:-lhR EL GASTO DE ACEITE CRUDO V ~!AX!~,Q 

PRODUCIBLE DE Ull CAI·tPO DI DESARROLLO. 

a). Variabies que intervienen en la ecuació~: 

fle.- Número dE equipos d_e perforación asignados ¡¡] campo. 

%e.- Porcentaj~ d~ éxitos. Pozos productores por cada lCO· 
pozos perfor<tdos. 

qi.- Gasto de aceite promedio inicial por pozo ( ¿ 1 :~:ozo ) . 

Po7os perforados por equipo por ano. ( pozos p!!rforado~) 
equ1po -·alío 

d.- Declinación anual de la producción de aceite del c~m~o, 
er. porciento. 

Qm.ix.- Gasto máximo de producción de aceite del campo ( blo/dia) 

b}. Ecuación. 

Qmax ~ 
ne %e Qi fr 

d 

e), Deducción de la ecuación 

• 

El periodo de perforación (años) (tiempo requerido para 
perforar un pozo) es: 

1 
llt " 7P 

Si t es el tiempo tot¡¡l de perfor<i.ción en el campo en aflos, 
entonces el tie~po adimensionai o nümero de periodos es: 

- t to •... n e números naturales. 

El gasto de producci6n al finalizar el pri~er periodo, t 1 , 

es : 

Qt 1 ," ne :e qi, ,;e en fracciCn. 

.. · . 



!lebe (pozos productores) qi (bl/dia/pozo prod.) 

" fle!eqi (bl/dia). 

El gasto de producción al finalizar el segundo período tl. 
es : 

Qt~ = !lebe qi d ( 1- 1P ) t 11e :te_qi 

~/fp ~ declin~~ión de la producción por 
periodo d en fracción. 

El gasto de producción al finalizar el tercer periodo, tJ.es: 

( 1- d 1 ( 
l'P 1- -/ol +ne:te qi (1--/;l+ne~e qi 

p . p 

El gasto de producción ai final el "n" ésimo período, tn,es: 

Qtn=neZeqi [1+(1- f~)+C--.;~l~~. 0- f~¡n-l] 

' Qtn = (!le :te qi ) (l-d}n-1 
·l'P 

El gasto máximo se tendra cuando n-+<», es decir: 
• 

( 1) ... Qmax = lim Qtn = (ne %e qi ) 1 im ( 1-
~-

" pero n~ 1 ( 1- d ) n-1 
Ti es el "n" ilsimo termino de la suce-

si6n de sumas ~arciales de la serie geom~trica: 

( 1 - d ) n- 1 
Ti 

Como para la serie 

Entonces: " 1 im n~ 1 (1-
d ¡n-1_ 

Ti -

Sustituyendo '" la ecuación 

1 

Qmax • ne :te q i '" d 

l im 
~-

( 1) ' 

1 

a (1-Rn) 

d 1 - R 
)" ¡;; 

d 1-(1-tpl 

1 
d/fp 

.. _, 

. .. 
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APLICACIO.~ES DE SERIES 

Una aplicación de series ocurre en el conjunto de los número~ racionales, al 
expresar un decimal periódico como el cociente de dos enteros, como se ejem
plifica a continuación: 

El decimal infinito l. llll • • -representa al lír.~ite de id sucesión de -

números: 

1, 1.1, 1.11, 1.111, • • • • 

'" cuales representan '" sumas parcia 1 es ,, ,, serie geometrica 

1 • _1_ • 1 • 1 'f { _!_ ¡n 1 • . . . " • 
10 100 1000 nzO JO ' 1- !ll 

"'" 1 o tanto 1. 1111 . lO . " 9 

'" forma similar 3.1 64 64 64 . representa ,, 1 imite de 

3.1, 3.164, 3.16464, 3.1645~64 . . . 
que es la sucesió~ de las sumas parciales de la serie 

' 3.1+64xl0- 1 +64xl0- + 64xl0- 7 +., . 

., 3.1 +Jo 1 §~u (10-'l_n = 3.1 t·~ Jo (10- 2
)

0 

=Ji+ 64 61 "'3133 
·m 1-w"- ggo 

"3.1645464 . . = 3133 
990 

sigu-iente 

10 
" -,-

3, A veces e~ cómodo calcular integrales con ayuda de las series, como en el 

siguiente ejemplo en el cuál se emplea h serie binomial. 

Cálcular la integral ~líptica 

,t}.(2sen>~o~t> (k<l) 

Desarrollemos el integrando en una serie binomial. 

'. 



La serie binomal es: 

·{ 1- x }m " 1 + m x + 

' 

m (m-1) 

2 ' • 

m (m-1) 

m (m 1) (m 2) x' + , , . + 

J ' • 

(m-n+l) 

" ' 
p~mc::10s m= 1/2 y x =- ~ 2 sen'~ , obteniendose: 

.-'1 k>sen<lf = 1- 1/2 k2 sen21f- 1/2 l/4 k~ sen"~ 

- 1/2 l/4 3/6 k~ sen 6 ~ 

Esta serie converge para todos los valores de~ y perm1te la integraci6n
tCrmino a término. 

Por eso 

o o 

l/2 1/4 k' ¡Y sen"~ d ~ - l/2 l/4 3/6 k6 

o 

Las integrales del segundo miembro se calculan simplemente 

Para ~ = :r/2 tenemos 

J.J ... (2n-l) ll/2 
2.4 ... ·2n 

por consiguiente 

dt{=ll/2 
,. 
5 
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~a\\i2"'1"1 les c1"!0S m·2todcs. Algu..,-,.:.>sck.? l<::>s ·ldGv----s" y te'c
'ni.Ci?S -re.l<:?-tiLf<;IS 2 este b'po de solo..:-c-ió"l1 S: E' ejemp\!F'ic.:?'-' . . . ' -"Y<:! i¡ C"CTI11"r)U<?CIOY): ·-·······- ............. ______________ _ 
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C'o'()side-re-m~ la ecuu.c'tÓY"I cJ¡pelenct:.c>l dQ eoo;;:eundo <:rYtle"n: 

..... - - ------ ------- -----------------------
a '' . , (_1- X)~ ~- Q~ • (1) - --- -------· 

. ' ... ·- ... _ ..... -- ---- ---- ------------¡-'------------. -······--

¡--- S 1,) p~.;- ~ ;).TnOS ~\,) Q. ·e~~ i ~ 1,)-:n ~ ~~~-~e i ~~-.;-, ~<-2-2'" -~-~-~c·Y.)' -~~e ¡. 

' 

SQ. p<..)'<"!<.!Go <:><.~"rQSa"l pc:."'r m0cl•c:. d~. !Ji)~ seT•e depat.~::.T>.::l<.>s 
e-n \!Y"\ e_--.;t:_o,-nc del c-"'·sen,es dQCI"f ~ --------~---·····-·· __ 

'"" ... --·- "'. to ' 
~ --- ------·------~-__:___-~:~::::L.;;¡.,., x'\ (~) 

-----· Tl:;o 

--~"' p¡\yne_, \u'3~Y -se han ele dete"f'rn·,-.-,;;:~ 1.-_.,~ cce~•t::•e"T"lt0.<:' 
-8n,Et,lal)""" 

Ona ma'fle.Ta OQ. pYoc:.ed.<?"r es \2! 
(~) do-s \let€S¡ S' e o\:J"h.e'ne 

slsovien-\(:;1: D'€.;;~2:-ndo 

00 - ·-' -
~ "1"1·2.. 

~ :;: :E n ( 'rl- 1) 2"' x 
"!'\::<_ ------------, .. ..:.. ......... ,.,_. __ _ 
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5. 

.. .. 

A P'L I CA C I O N E S 

''LA :::::r..Q':'A REBOTANTE" 

En fe~·;_; i<::.!:!.l, una pelota qu~ c<J.e .:..csde una alt:.;ra h, des-
• pues ·..;~ =~:::ote retorna a una altur¡¡ sh, donde s < 1, sien 

do s ... '2;>er.·!i~nte de h; como se aprecia en la siguit:nt<:! -

figur.:.: 

S.i 1.-

DO?. 

que 

Zcn6.· 

_::; -~=ca es detenida, ¿CONTINUARA SI!::;>IPRE RE3QT,'\N

·. '-" ;.:. e! e que ésta rebota indcfinidUI!Ientc, penso.mos 

.:.:-.l cc:~tinua así para sicmpi"e; pero la p<lradojil ele 

-~;:. s·~e este argun.anto no es confiable, de manera -

que ~ • ... •:. ~s un anillisis mtis cuidadoso. 

Par.:.. 

a1t;. 

po e. 

es 
en ¡;·· 

En 

sh " 

·.;: ::L ·tiempo t¡;ascurrido durante la ca:ldil desde la 

:. ·.;:rc:.emos que la di,.tancia recorrida por un cuer

·.·.<:":"r::<mentc,. en un tiempo .t, partiendo del reposo 

' _ . . : ~/ f:, de mo;!:;, 

-: <;!;Jeda por h 

que la pelota cae la distancia 

= gt 2/2, de donde t = ~ ~~· 
h -

-{!r el tier..;:lO transcurrido en subir la ;;~ltura

.·:.,·: .. ente "' la altura O es 2 ~ g 

••••• 



Calculando en esta forma el tiempo para cada rebote sucesivo, 

obtenemos el tiempo que transcurre cuando el número de rebo

tes tiende a infinito. 

T =~ ~h'_._ 2 J ~h' ( i;l/2 + 5 212 + 53/2 + \ .. •/ 

T -J~h' ¡, + 2E (\")"] 
~ 

serie Z.. ( {Sl n 5
1¡2 

5
2¡2 

., 
La = + + SJ' - + ... " geométrica 

n=l 

~- r<.r.z6n = Vs' .(. l y •=a igual a "' coo a = 
1 - "' 

Finalmente la pelota realiza todos sus rebotes en la cantidad 

finita de t~empo siguiente: 

• 

T =~2gh'[l +; "'] =.l'h' 
1-F 1 9 

• 



• -" 
!PLIC:ACIOlfES DE SERIES • 

Las convencio~es realizadas en Acapulco son una fuente de ingre 
sos parn el puerto. E~ realidad, las convenciones contribuyen 

' ·a la actividad económica del P'.:.erto1¡¡;ucho mas que la cantidad -
gastada ahí por los convencionistns. 

Para demostrar lo anterior hagD.!llos las sig'.lientes cor.sideracio
nes respfcto a una convención hipotética: 

a).- Los convencionistas visitantes gastan en Acapulco 1,000-000 
de pesos 

b).- En pro~edio cada residente de Acnpulco gasta ~/5 de su in
greso en el mis~o puerto de Acapulco; el 1/5 restante es gast~
do fuera de Acapulco, 6 en ahorrar. 

Calcularemos la cantidad total de dinero gastado en Acapu~co,c~ 
mo !'esultado de la co:;¡venci6n. 

Un millÓn de pesos es gastado en Acnpulco por los eonvencionis
'tas visitantc!l, siendo éste el "efecto directo"; entonces los -

residentes gastan 4/5 de este dinero en el puerto, caus~do un 
segundo efecto. Luego 4/5 de estos 4/5 de mill¿n es gasta~o en 
el puerto, causando un torce~ efecto de (4/5) 2 de nill¿n. Con
tinuando en for~a senejante o veces, tene~os que~ 

1 + 4/5 ~ (4/5) 2 ~· (4/5) 3 

de pesos ~astndos. 

Finalcente el total sastado es: 

1 + 4/5 + 

de pesos 

n + ••• +(4/5) cilloncs 

+ ..... (4/'>) 0 cillones 

Ln expresión ~,terior es una serie geométrica con a~1 y raz6n -
.4/5 < 1, por lo tanto: 

= n z_ (4/5) -
"':OC' 

de oanera que el willÓn de pe::;ns vcasfona que se realicen ¡;;astes 
por 5 millones de pesos. 

·. 
' 



1 
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10. 

UNA APLICACim! Ell B!OLOGTA 

'" 
En esta aplicación estudiaremos la razón con que ocurre el retino~ 

blastema, un tlpo raro de cár.cor en el ojo en nifios que a fines del si

glo pasado era casi siempre fatal. 

Para comenzar necesftamo~ un ténnino de bfologfa, 'un "alelo"---

(alelomÓrfo) es un gene que da lugar a uno Ue un par de car¡¡cter·istfcas 

contrastantes, tales CJrr:::o l1!o o rugoso, alto o bajo, etc. Toda perso

na tfene norwalmente dos de estos genes para cada ccracterística un indi 

viduo puede tener dos genes "altos", dos genes "bajos" o uno de cada uno . 
. 

En la reprodt•cción .::1·p~dre y la 1nadr~ cada uno da uno de los dJs ti pes 
.al niño. 

La tendenc~a a d;cs~rrollar el retinoblastonli\ aparcntcrrent<> r'<:>perdc 

de un solo alelo dominante, digar.:os A. Si el correspondiente alelo no.:c 

l!lill est~ represnta~o por a, la razón de mutación de "a'' a "A" en cada 

generación es aproxirr.a~amente m~ 0.00002 = 2 x 10-5, En este ejrmplo 

ignoraremos la muy poca probable posibilidad de rr.utadón de "A" a "a". 

Con los cui<'.,dos m~dfcos disponibles en 1950 aproxir..adarr.ente el 70":; de 

los afectados sobrevivieron a pesar de que quedaron ciegos en uno o dos 

ojos. 

Supongarros que los que sobrevivieron reproducen cerca de la mitad 

de la razón de cambio normal. (Esta suposición esU basada en 1ntuici6n 

cfentffica). 

Entonces, la proporción productiva de personas afectadas es 

r • 0.35. Esta raz6n es importante ya que considerando que cerca de 

1900, r era aproximadamente O. 

Empelando con O casos heredados en una primera generación, para 

la generac16n enl!sfrna cons!:'cutiv~ tendremos una razón de cambio de 



- 2 

m debido a mutacf6n '" 
,, generacf6n n - l!sfma 

"' debf do a mutacHin '" 
,. generación (n-l}l!sfma 

.,' debf do a r.:utac16n '" 
,. generacf6n (n-2)1!sfma 

.," debf do a mutacl6n en la generac16n cero (original) 

'" lo ta~to el total de la razón de cambio en la ge~(.>racf6n ené-

sfma " 
'" 

"m+mr+ • • • + 
n -·mp~rn+l¡ 

"' . 
1 - ' 

" donde 

p • lfm Pn ~ 'f-¡:- ~ 3.08 
n .. "' -r 

X 10-S 

Asf, la raz6n total de personas afectadas ser~ l~~eraw.ente ~.is del 

50% ITW:s alto que la raz6n de mutación. 

Obsérvese que si r" O entonces p " m. Asf la enfermedad se -

ha vuelto mtis frecuente con los ll'Cjores cuidados mMicos. A medida que 

los cufdac!os rr.édicos r.:cjoran, la ·frecuencia del gene A alJTT'l!nta-rapida 

mente al principio, hrego en forma m~s lenta hasta que alcanza un punto 

de equilibrio. Este se ob~iene aproximJda~ente despu~s de la octava ge 

nerad6n. 
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'l5: E•Umu par• qqt v:ll.oreo de ::o: la f6rroula 

• 

•• ccrroeu ;o. de• cledm:ll. ... 
:!6. !hU., b "rlo de ~l•d•"rln por~ (1 +::o:)>. Dcmo•tto.t quo la ocrle c.on. 

•~·~~ paca 1-"1 < l. 
2"1. Sean f{:.).""• <~p (-lf~'), ::<'FO y {(O).:. O. Domostcao que la,.,. 

ne do ~tac!>urtn .pua f(~) e• O+ O+ O+ ... , 1~ cu•L >e&u~>men,e 
cCt\v<r~e en tocl.,, paneo p<co d.< el v:Ucr correcto du la fuodóo solomo,_ 
te p>ca "= O. 

Ol'ER,\CIO;-.;ES ALGEBltl\ICAS CON 
SEIUES DI-; i'OTE.NCII\S 

Lt sJr,ui~nte lista de series il1finil~s contiene las series de poten
cias rdati,·amcnlc más importantes <¡ue ocurren en las aplicacio
nes elementales dd cálculo. En cat.b ca>o. In scnc rcalmc,tc con. 
•·cr¡;c a la funciOn in.!icatla en e! intervalo de t·onvcr¡;cnda. No se 
c~pcn guc el cstutli~ntc pueda vnificar c;tc hecho en todos los casos, 
ni ta,pQCO se rsp.,ra <¡oc pne<.!a verificar e! inlcrvaiQ de con\"cr¡;encia 
en i~o; NUmcros 4, ~. 6, 7 y 15. Sin embargo, debería el estudiante 
proponerse obtener por s[ mi>mo los cocftclcntc> qu~ se ~~~" en ca<la 
caso. 

Us:~rcmos este conjunto !le series infinlt.!S como un ~).,~ci'n del 
cual tomar la m~yoda de los ejemplos de 6ta y la próxima sección. 

Aty~na• •«IL• l~li"<IB> a, •<'ltr<ncla 

l.<'.- t ;, .. n,~t 
• •O • • 

~ !.:::" 1)'~'· 
J. CM.< • ¿_. · ¡2,)1' x "<R. . -· 

~' h' L7x' 4. tnnx•x+J+ts+ 31 ~ +···.lxl<.,./2. 

J·x,'h' 5. cotx •- ---'---·-- ... ,o< lxl < ... 
, ·:<. J 4S 94S 

.< 1 1,~ r,lx' 
6. '""""- 1 +-i +·24 +no+ ... , 1-<1 < r/l. 

J X 7x1 J).orl 
7. c.<cz·-:;+¡;+ )(o(J+ B.! lO+ •••,0 < lxl ..:;,.. 

• 

. .¡. <=!té('). 8.1n(a+x)-lna+L.J - •a>O,-ii<.<.:Sil . 
•• , " Q 

9. In~ • 2 f- (xlal'-',a > O.lxl ~a. 
Q-.>1 L. 1n-l . . -' 

10. (o + x)' - t (') o•·•..-, [xl < lal. (Lo Se,:e Din6m!oa.) Eslo oerle .., 
••O n • 

redo•oc o un polinmnlo v.:llldo pora todo• lo• valo~o de :<: ol r.. eo Wl e<! 
no ne~~Uvo. 

• ' ' 1 ll. Tan·l X • L: ( lC x • •1-"l :S l. 
•• , ür-1 

., ~ (l)jl)···(1n- )).<,_;, 
12. Son z- x +L. (2.1(-1)·· ·(1n 2xz.. l) lxl $l. ·-· - ,, .. , 
B.oonhx • Í: ¡Z.:,+ l)!•.><<'ilt. 

• •• 
..;-... .... 

14. to>h.><- L. -,-... E:G\ • 
••• 2")! 

x' z~• 17x7 
!S lanhx•x--+----+··· 1•1<•" ·· 3 JS JlS ' ,_ 

~ x>-o 
IG. tAnh· 1 -" • L.--, lxl < l. 

,.,2n-l 

lJ.oonh·l x- x + t ( J)•(!.l(.l)·· ·(2l1 J)x'•',l:.l :ii l. 
,_, (1)(41···(211 2.1(1n 1) 

• 

Se ha demostrado en el Cap. JO qorc las series tonvcc¡;:entes de 
con>! antes pueden sumar~e 1énnino a rámino para obtener una se· 
ríe ron\"cr¡;cnl" con v~lor Igual a la suma de los valore~ de las d 
series. Una propo<idón corre,¡x>m!icnte es dlid~ p.u.> la su,trac· 
ción. Estos re>ull~<los se aplican inmctliatarnmte a l.J.s ~ríes de 
poltoH·i.lS co•>:erGontcs. ya que parn cada valor f'jo de ;r, una serie 
de potenc;as L:;. 0 a,,• se conviene en una serie de e<>nstallles . 

t:jrm¡•lo 1!.4~. Sumando ¡,, >orles do pc<t.>cl~• en " ~u• «nh " y oo<h 
"· ikm<>"'~ que .., obtiene la oorio 1'"'• "· l:o éit> 11r> comp"Ob•clén de 1• 
fónnuto 

co•h ;e+ <enh "·"' e• . 

Surnmdo loo toinnlno• tor.upondlonoos. lenemoo 

- ~·· . . ..... 
woh .>< +><nhx - {; (1n)! + {; (ln + !)l 
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' 
' 

-, . ,_ 
' ' 

'-· .. 
' -· . ---:.' 
.. . 

.... ,, - - - - -, __ c__cc_ 

?.:;; .. ~·~ ""' - n L ,._,,._,! 

p._~ ... .:. u.:o - ' n ,,_ 

C,.._1,.c, R_ - '/, 

f'Lt¡.,,_-,,,, ct:.u~~H.._, ({; 

nv<.::3.cc.o~ 

0\" ~i.,o~¡.., 

• ¡-:.,._,. "·1\_lf., Ll:l<»d 11 ~ .! 

d.." !.'"f.( el.::: 'jn" 

L"" ~ ( ~ {:. (·U' ~-i(-~·{,) ·; .. ~ ,,, ~ ' 
L 0:: ~T L .{~. 

L ~Jt~H~1\- ', 
L"" j-~ -~--~g~~ ~ 

(¡_ ' -. 

' 

11 -.. .:, 

' 
l. ' 
- ' 
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j4!'Lk.Aclr;/ll bE Se/des i>E' ¡t;tJn;;/1/C.IA.S 

,t!!/11 4A P/ZOSI"'Eicc.ltJ..v <9eoe.t.ecr....?ICA . 
EA/~ 6CoF/.tlc.A. Je e.k ..... U~~Ac./¿:o..v S'!ó! v.-/UZA.N J:V,c-E-t't!i!>V~ 

~en;>J;PJ ,.:>AJI?A CeA/tJCI!Y?. ,lA bi.J'T/i'/t:Jvc/<!JN bE AL.&.,........."" _...~.,._../<!!"A..-1b F/.r/Vf 

eJ et- !"uc.sv,¡-,¿o b~ F..,k,.......A. ave .re Pve.b.A T"'"'::~~/~ LA Cd.....,.,..c~:>".r/c/o~ 

be LAJ' t::A ~.r .::;ve Fb-N""'fAN A. d.l'~. 

EA.Ir/?~ 1-t'.f HKT7U!O..f HA'.Í vriLICA.bdJ t"OR .Tv.re>Vch! .. L-€2 .Y II"l.JO 

' ' t.osro se r/F,/\Ig EL... -en.bo &.eoe;...eCJ7?/e-o ..J¡E E.kr'¿p.N_....c/~.v_.. J:?v-E'".t€-

~"!PI EA t?7'J 1--A cV.rt:?..V€M ~e HA..vTZ:>.t ./).(;; .A6V4 lJA....V-:.r-..r .J>E" ""'f.o<~: rt~"Á<.. 
/ 

( 6A'A. VA_.... A/t6V"A_.. en~ .. )_.. ;t:'NV5.Jr/t;A c./d~ /JG" ?-tJNAJ ~.sr....-:c-/L!.A_.li .. •W> .1.0-

C-.1 L./CA c..l.f ..V ./J 1$ 1/E! 7JIIf / &....v ..:.A _., ~tZtNE O U? 6 /A, _.. E>V M l:J t5' ~ "'1 / .. vA e/ ¿(,v 

kL FI/?HEI' €"TC.. 

EJTC Hé-TDbO .e-ST;r{ (¡A .fA/JO Elll . .L,A .!>efekM/AI'Ac/f!i'N .t~. L-0. -

bl.smlavc.l,/,v be .P/?O~/.r.;;:{)Ah~J ~L.....E;¿r..-r/cA...r 671/ eL ~v<Jsvc1--o y .IJE 

:77\J !0-?oP/Gbl'l b~..S 1--AJ _....,_..,{.S /NVEdT/"b"lbA./ .SoN: LA ~c.J"/.J"riV/.lJA!; 

_...E~-4E"ll a/U~A..!J ...... A<$-
/ ' 

ELE C.. micA_.. <A r>c~,At/n'v/.6"'.6 et...e c.n;>/~ L.A 

' N€rlCA y ~L... ,1:>1'1 ~t'..IA .{. 

' ELec..TI?/c.o e.~/.rr/gNbO 0'\IA, ~<'('AA./ ~N77'bAi'J b<F.<E.U...O.J'. AL A.~~ be -

~-u:;;.J>/-1. .(A~ ""'A?(IP/€DAI>e! ~CT;~?/t:;AJ" />C t-1V H~.b/0 ..!JCTE;f!M/A.IA.LJo SE 

/....e ce-vece col'-fc P.""lo.r...,ec...:_/.,-:.v 6R"oet.ee77<>/cA ... 

' ~L MCTV-bo ni? A noibo tZAJ el"~ 773-4 G'AJO ~ ez... G!:t.vo~M UJ-Ho ..f"tM.I-

beo euX..ne./co ve??rl~~ (.J~v) t(vc e.r ""' ..... ufn.;::,o .T-"".rbl.t.'·t!X..Y?J bE-

~1'-(,.CO vrl.t..iC ...... .bo ,.CA•i'A .ANA.t..I?AI'i'. y efTVhiAI? LA. 

T/c..A.L be- .,.p_e=f/..rr/V/l:J.A.hq aAJO VN t">VNTV be;Te.1Jo. 

eAJ EL SEV VNA 
/ 

Y eJ ~eblbA. LA 

' c..tJI€teleJ'/7!? EL-E c.. miCA es l.v;rno h vt:../,t,A.. .AL ,..-eve6>Vo 

bl¡;:::.e-Revc/A. be ""o~c:l...tL pe 1'fll. F"~~ &:ve 

'NOC./bo EL ,.<>o~c..I""L. 6CVEA!.AbO ,!!!".A.I EL .!faJ.rve....o y UW(Id_ll~ LA 

(I)RA?..Ie.JT"€" Sr¿ /J~5l<?.,...·dN~ "'-A 1.:>/Jr-t'lavcltJA.I v~n'CA.t: L>€ ~C";t/.rri

VI!JA!)E-I. 



f'A./?.A i'i'L ~"DE. IIA/ Hel>/o c.r.J"L:av/~A..,. EL ,PO~dA.t- (,84/E

~A/)(} ~tJ.'< LA COA/?.1€/VT;l;;f EL.Ec.fT?/c.A,. /NyECFA./.>A @J e:L TET.?~e>VO -

e:srX bA.Do P&l'< : 

-2 - -
vV 1/ + VIl· VIl= o 

!>o~ De: 1 -(' 

ovcn'vlbA D ELe:c..T7<?1~ 

NTe?/17.f?. tf!_Ui?.bA: 

• ELECrA?/Co 

• (¡) 

V1t! == (! · (z) 

~. 

~· 

h) 

• (-,tNf:-0 E /so'T72ot'O COA/Jit>e~/::>o t:!Ve €L S'é'V/~.c;!J/0 -'""""E-'V"d"? 

r!D.Je: a~l...r rlv/i:JA.b /..v,:/N 1 r.-'\, _:¡ LA S"v.f"e~ pie/E" aue A~ vi~ 
..A Cfi/Z/2/@Jn:::i E4' .fG>J)E.fF~/CA.. COHO HV€./T72A .LA ,e/{Q.V.-?/l (.t). 

/'(JI? OTR./1. PA.I'?~ {/A/ H631J/o t:::rr..?A r/FICA/Jt' F.r VN 1'-fe"b/o .lle-7.;:-
• 

~C{~OJé() CtJHPtN-.:J'r-0 /)l!: C&NN HoNOAÓV.5Jt.J e lsÓi'I'Co/'.lff/ bt cxn;v-
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o;::~ 

I 

T "VUI1~¡d 
' 

----
/ 

/ /-
-- / 

' ' --' ' ' "¡.?;J: --' ' \ 
\ 1 

1 ' ' 
1 1 1 1 . 1 \ /-é!?tf<<--:.rM?..W/. ~-:.•:>: , .• J ,. 

""-J 
;7?/¡V I 

... · 
.... 

' .. 



SltJ';v L...A.re;(AJ.... INDeFI,•dl:>,A. y cvyA.J .!<-',E/?Fk./ES bE.J~.RAd¿l.l 

SO N I'A./?A LfFLAJ .&a\177?~ S/ y ,o~ ..eA L€;7...A/ A l..A. S v.Pl5CA.F/de .P..tANA. !J&:

/é']¿.-<c;vo (svpc,.d€1Í/bo ()..VE lA /?.ef/J'rlv/I'JAt, b-CL- A//?é a-/.-vF/Nir->1). A 

C.A.bA. VNA Oé ESTAJ C:PNA.f' ñ'OXOb~~.J E /.r,:/77?0.PA$' Sé L..ES aJA/O~ 

O'JHO /YO~/ Z;OA,~/ CA ,CA o" e::r77?A rD 6 EO l?L&f'C-77;?/i: O j)t:=; ~ .f--:;!./.f" r/11 /.1', "'1/J 

ei Y E:r,.0E3pJ'<:' h¡ C-0----cO ~Vl!.J77.?A LA F/GV/?.A {z)_ 

El PoTél'JcJAL flA/.?A VN H6/o E;-:S77?Arl,c/c,A,ho CVhP:..:?/~ l:A.b_,.,, 

CAPA/ CO.N LA 

,t:.-lt_l 111 b/2ic..AS 

' .t:=C-VA c./oN !Jlf" .LA ,OLA. C.€/ O 

C.V/'t.P~ CoN: 

' 

"J 1
V +- _!_ o o + _¡_ ;fv 

or! r or r! or"l + éJ'I/ =o 
¿;c_z 

<Jif/p =O/ /'o-'< 

(y) 

;:;'i! + ..L2.!!. + e'v = o (s) 
or' o- ar az' 

P&R SEPA ....-.?A c/o~ f>E vA.e/.A{JL.E-f Coi'IIJ'//)6;-RAA.f~o ti---_ l?(r} 3 (~_) 

,/1(
Jr- - ;:>.' 

A,E'.JOLVI@Jbo e:I'I?IS ECvAdoNEJ' ~/Fe"2ENÚ.A,Le.f Y ,A..Pt..ICA,..Vl:Jo -

~p,()J:,/t:JtWG be P/f!tJ/1/TE-e.A, $€ o-:JriCNE el- .P.<>F.E>Vc/A.L.. .~A.-;>.-'\ VN' ..._.,6lJ/o 

~.J'TleAr/,;;GI\ bO : 



' 
1 

. . 

~ ·, 
' 

11,"' f,r k(:J.):;;,(:u-)c/J.. 
1-'lT 

o 

T(;'-) :r. (:u-)./;.. 
o 

' 

e:=: /?E3)Jr/VI/M.b EL.Eér-{1/C--<l. ,bC L.-4 _.,,_,/_.y6'1?.J\ CAI""A 

' I := c.O,.,t¿A,JOJTF- E::LEc.?-r-2/CA /NYECrALJA ~L TE.-(?.(!E4.1o 

&¡{;U~ PvNdo/.J Ke?.AIE¿ .lJE .STEFANl:'j"'CO 

K(;).)= P:v..vc/t{N KGf!NEL bE" st/c.IY~ 

r( J.J == Fthvc/tf-v 7í'f:.AN.f' r-¿)~"'-fAbA .i)E /'<! e-J 1 ..r :r/Jdt;A./, 

(9) 

/....,AJ /CELA u'oNES .evr,?¿é; e:I~..! FWJc/ol'tiEJ BJ'"T.?.I,N .A4 bA.J ,Oo/? : 

K(?.) = N <<9,(;¡) 

T(?.) = e k(.J.)~ f, (N:>.~(;¡)) 

E.srA v'í...riHA ~v...vdo:V E.JrA. bADA .Po,;: LA s~/e ~e f'on:.>-~ciA.S /tV

H'NirA. : 

b 
+ ' ' • 



• • 

LA -R.E.t:..Ad()~ 12.V<!'! exl.f?r EJ> • .tr;te eL ,P.::reJc./AL y "-""' A!.CJ/.rrlvi.PA.!J 

A!'A~O)n:,? f>€'.1C'e.Jbl2 J;eL biJ'/'.!'JJir-/1/0 />E HeL;/c/c:V vr/df!ADO. LtJJ -

b/.r,J'o.s/r/tfM bE He,/)}c.IM ,A.-f,lj .vrlt..IC:AlJO.t SoN: 

/) f;L l>/J,J'.!f,J'/-r/110 /A/TCA?Ele.-...;?;?tfl'J/c.D be SCHLV,,'-f<:J€A!6~ 
'2) ,~ "' "" ~,. IAIE:NNE/?, 

eL bl..r,..:>oslrfr¡o SC/ILcP''~'(JG'?6~ Se NV6IT7eA, e.:v'.l...4 FI~V/?•1 ó/ 
y SV /C6Si.JT/IllbAb .A/'A.~E'<!Tt e;rp{ /JA.bA ,o.R: 

( !1) 

Sen rlr./YDJbo (?) e;v (¡¡) se ot5ri'e711E: 

'·· 
fa,s ~ f, L~{!Oif,{').)]). J;{J_r),/) 

• 
(n) 

EL bi..J /'"SI r/vo W.GVNl'7,.-'(' se ....,.vEil'77é!4. e;v LA Fl6 V..-t"A. (?) y Su 

"<CSI.rr/vi!JAb -€J"r.;;'(,.. bAbA. ,PtJ/C: 

E'a w = <?Ta ,6U 
' I 

(t3) 

SI .se coN.:;Ibe.-eA t¿ve: 

(/9') 

SVSTi7V YeJbo (J"') ev {13] y CP""(J/AIA,/)tJ .a_ ·A!t;:fv¿r~o 
CtJN (r) SE 06r/EJVE: . . 

fa,w ;¡a f, {I+:Z&,(::J.)j {J;(:<_a)-.T.(z;;_aJ}cf2 (;s) 

o 



• • 

f>AHA CALLVLAA!' LA c.tl..(LI...._ bE -"?~l.rrivlh.A,Def A,.oA~e;vn:! 

/>e e:!T7J.J hos J:d.rFJoslrilltJJ' e~J..JTE?II ./J().J ,..,,¿TDbo..J 6e:vo~?-'<"A.t.-<ES= 

J) Hén?.btJ.I Qve e--.PLE7V'II LA ex..PA....v.r/o;,_, LE?V JO?/e.: .bE-" LA 

t=vAu.lo.N Ke/<11/eL ·l7(A..) 

t) H É77Jt>OJ bE 1=/L_rnA.l>o L/...V~L 
Lo.J I'·U}77lbr::>J t!.vE EMI"~/1) .l.A €"A'.AAAI'.r/d'...v E37</ S~/er .1:>€"'/A 

FvNdtf;,.J &(;¡.) S~Af: 
. A) MÉTODo be tJAI'cJó-E.?eA. 

. 13) Ht!'rcbo .&e t:'/?.a-LLANA. 

e) 
1>) 

E5' TV-.f H.:" V.bo.I se 8A..J'A.N .;::N~ A.P.A?.:"-k'/-..-1c/<!:!Á.I [)(~ &<!. FWlC/~··. 
k~NeL &(:J...) /"Ofi? nE.iJ/t:> ,bg (./AJA. .SO?/e P/..V/r.;;q JK." ¡..;'7(.....,/Nt7-f 

-zn:J. 
bE" e / es DECIA?,. 

80.) ": [ Q (n) é 2
n?.. ( 16) 

n 
Por< Lb r-z;.Nro,. LA E.J'6Vc/A. !>€ E:rrc>..r ~boJ cc..vJ/.f7o.: €N 

/...A Fo/U-fA. ..... A~ .,-lcvL..A~ /JE" EVAL.V.I"t~ ¿_o.J e&EP/c/GVr;::f &(n} tJ.E .l..-1 

EXr'A.;v . .f/Ó-v €N .SE"??IEJ l>E LA Pv.A.Jc/o:V KE7e#€'.(.. !?(.:?.). 

Hero/>c; be OA/O.!J~A 

!=.JT.E HeTObo c..::AJ.riJTé? ('5'\/AP....u>....t/"tA~ ~ Fv..vdÓII.I KE7<?N.:t. 

f'G~ HGl>IO ,/J€' VI\J .J/~,A. ,te ,I"OL/NO~/o.J 0/?TVbO.u<loL.~ /1/0~MA,IJ

.C .... .baJ e?-f,P¿f?,N [)o EL H.É.vv.bo ./;€ A,P"<!oki~Ad¿.._. /"o,¿ .-4-.:/......,p.f' 
-u 

C-1/.JA./)IV.DOS. I""Af?A CZ..f..__O #Au'<!:JVbO P"'1 6'1....,.~.;0 .bE v....:.;c/J"<l (JL.J::" C;::"é' 
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?tob/lmtJ J~ VALORES E/1 LA FRONTERA 

El problema de la elasticidad lineal ~uede resumirse en los siguientes 

casos: 

Dada la geometría de un cuerpa elástico lineal ho~géneo a ~ 

1) Dada lit distribución de f~erzas de cuerpo y fuerzas de contacto sobre la 

frontera, deterr.nne la distribución de esfuerzos y dc~~lazamientos interior 

(PVF, la. clase). 

2) Dada la distribución de fuerzos de cuerpo y una distribución de despla7~- , 

mientes prescrita sobre la frontera co~rpleta, determine la distribuci6n d2 

esfuerzos y desplazamientos en el in~erior (PVF, 2a. clase). 

3) Dada la distribu..:ión de fuerzas de tracción sobre una parte ole la frontera 

de S y ur.J distribución de desploz~mientos prescritil sobre el complEJnento 

de la frontera, determine la di~tribución de esfuerzos y desplazamientos en 

el interior, conociendo también la distribuci6n de fuerzas de cu~rpo (P'IF, 

3<!. clase). 

El sistema·con;pleto de ecu¡¡cio-nes que resuelve cualquiera de los proble

mas anteriores es el siguiente: 

I) Ecuaciones de equilibrio 

JI) Ecuaciones esfuerzo - defonnac~ón 

!JI) Relaciones,defo~m~ción, rlesplazamiento 

Eij "+ (Ui•j + Uj,;) 

Uno de los principios más importante~ de la elasticidad conocido como 

principio de la Energía Potencidl c:t;,.ci~nario, establece lo siguiente: 

Un carr.po de desplazamiento admisible, estan..:o rela~i01lddO a tr<lvés de dlguna 

ley constitutivJ a un cJmpo de ~~fuerzas y que satisface los requerimientos 

de equilibrio en un cuerpo ¡¡ctu¡¡do por un conjunto_de cargas estaticaw~nte 



! 
La ecuación de ~uler, Lagrange para este problema es 

El + kw • qo 

En este caso es posible obtener una solución cerrada a esta ecu~ción. Tal 

solución es 

w • 

• 

[
1- ~'"'"''-h~'C!'-'C'''L''cl(,,o-JLJ)_:•~'E'ó'-'h">CJ(J>c-ceL)LO'J'C''2'-'' J 

ces h 1 l i· cos l L 

Para comparar se usará ahora c'l método de Ritz para la 

funcional ( * ). · 

Se empleara una función que s<~.ti5face un conjunto com-

pleto de condiciones de fronte;-a: 

w 1 : a 1 
L 
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compatibles, debe extremizar la ener;i'a potencial con respecto a otros ca::1pos 

de desplazamientos cincmá!icarr.ente admisibles. 

En otras palabras.una condiciOn ne~esaria y suficiente para que S esté 
en equilibrio es la que la funcional de energía potencial de éste obtenga un 

valor extre~o (un m<iximo o un mínimo). 

la energla potencial para 6 toma la siguiente forma: 

Ti' 6Ei' dy ' ' . 

Al tratar de minimizar 11 por medio del cálculo va!iacional se llega a -.ue 

_las condiciones necesar1as que debe satisfacer~ son 

'' '(a::J•O ~q¡ - lit Oqi 

son conocidas como ecuaciones diferenciales de Eu'ler Lagrange. 

-Como quiera que sea la solución a las ecuaciones diferenciales obtenidas 

es rara •tez posible obtenerlas en forma cerrada así que como alternativa a esta 

situación se tratad de obtener unJ. soluciOn aproximada al problema. 

El método funciona como sisue: los campos 1e desplazamiento pueden 

aproximarse de la siguiente forma (r.IETOOO DE RITZ). 

Un"<l'o(x,y,z) + " 4>i (x,y,z) ' ., 
i•1 

Vn"4>o(x,y,z) " • ' i•1 
b, " (x,y,z) 

Wn=y,(x,y,zj " (x,y,z) • ' ci YJ ,., 
Las funciones con el subscrito cero satisfacen las condiciones cinem6ti 

cas de frontera mientras las otras 3N son (ero ahí. 

los coeficientes ai, bi y 
' 

eL se trat~r. de determinar de tal form3 que 
' la energía potencial sea mínima. Estos son llamadcs les coeficientes de Ritz. 
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Se puede demostrar que si n .. .., <:!11 eSte 

convergen en la energia a la solución exacta 

las funciones ~i, Xi y Yi sean ccmpletas 

proceso, entonces Un, Vn y W11 

para el problema siempre y cuando 

! Rvd\., pag. 331 1 

·la minimización de la energía potencial 11 se obtiene imponiendo las con 

die iones 

•• • ~-0. (cl,2,·•fl. 

Esto da 3n ecuaciones para las 3n coeficientes desconocidos. 

Ejemplo. La figura 'llUestra una viga simplemente soportada en su~ extremos y 

adem<ís co11 u~ soporte elástico entre ellns, el cual se idealiza por una serie 
de resortes. 

La fuerza desarrollada por el soporte elástico, por unidad de longitud y por 
unidad de deflexión en un punto se llama módulo del soporte y se denota por -
k. 

• 
La destribución de fuerza sobre la viga debida al soporte elástico está dada 
por kw. 

La energía potencial del soporte para un~ deflcxión dada :,¡ se calcula por 

,, 

L 
Vsop • f 

o 

f'nl'rgía ¡:.,:,tencial 

E 1 

• 
L 

f 
o 

[!: ''''] 
total para la 

./[El {w")'+ o. -,-
1 

• 

d ' • 

flexión 

L 1 
f 
o • 

c~tá dada 

L 
¡ w~dx 
o 

kw' ,, 

'" 
L 

qo!wdx 
o 

[ • 1 



Efectutindo el proceso de extrcmizaci6n de la funcional con res

pecto a a¿ lleva a la siguiente aproxi~~ci6n. 

Waee~ 'IJ. L"/íl'EI 
~ 1+/cL"j¡¡YéJ~" 

" n' 
Incrementando el nUmero de t~rminos d~ la serie como sigue 

e 
L C:n 
n -:. 1 

seu. nfTX 
L 

/TX 

L 

Las funciones fn= Srn(t¡'1,!fon las fu~ciones caracter!sticas del-

operador [ ¿Y k ] " 
- -f-
d;¡¿'l E I 

para l3s conclusiones de frontera del problema y además son li
ne<llr.ccnte indepcm!icntcs. 

como tales, estas son completas en la energ!a, 

Se sabe que las sumas parciales 1-.'p forman una· sucesión minirni-

zante para esta funcional cuando los coeficientes se escogen do 

tal forma que extrcmizcn el valor de la funcional con respecto-

' a "' a las Ct~(esto es, las . .:.¡son los coeficientes de Ritz). 

' De aquí, con las Cl.sasr escogidas se puede decir que 

1/ f,~ w, = L (G,),.,";_,, (n~X) S "So/, e<. J;{, c~~J ¡ 
1 n-:;:.o& n:¡ • '-

Para obtener los coeficientes de Ritz se sustiluyc (*~) en ;~¡, 

obteniéndose el siguiente resultado 

Ít= f fc_.'[(E/)( ~ )(n~•)~ k,¡]- C.n ('~; )j 
"'w.. +.tJ,,~~'[(~I)U)('T/+ k~LJ 

Donde se ha!"! usado las propiedades de ortogonalidad de las fun-



cienes características para llevar a cabo las integracion~s. 

Notando que = () 

Se obtienen los coeficientes de Ritz para valores impares de n; 

e;,_ '/'fol"/(n 5 !1'EIJ 
, U k!'1/(n"n-"E .L) 

Todas las otras G:,sson cero •. De acuerdo a esto la solución correc

ta a la ecuaci6n Cifc=cncia est~ dada por: 

00 

L: 
n:: •1 l 1 s ... 

~ 

1 + k L "/ n '1 1¡•1 E T 

ni/?l 
L 

Por inspección es claro que los co~ficientcs de la snrie convergen 

muy rápidamente. 1\dem:'is esta con·;ergcncia. es uniform~. 

La siguiente tablu de resultados rr.uestra los resultaGos exactos pa 

ra W en el centro de la viga junto con los resultados aproximados, 

para n=l y fl:>~, 3 etc y para un valor dado de RL /1::1 = 4 

kL 1n = '/ 
El ( L 2) 

q L 4 
o 

Exacta 
0.012505 

i 

"= 1 
0.12556 

n"'l 3 
0.012502 

n"'1,3,5 
0.012506 



5 E PIE? I HPORTANTES 

_'-) 5EI?!E GEOHETR!C/1 

5i Ir/«/ C<JJJVNf<' C<JI1 

· 5; Ir/"' 1 mvNf?e 

2-) :SERIE AR/iO)//C!l 
~ 

¿ 
. n =-1 

5~ a 
1-r 



3.-) 6EEIE f'" 
~ j j j 

·¿ "" ~ j-1- 2~' + 3" ; ... 
1/:;:;f 1( 

4.-) 5EE'E F/JLT<J.I?IAL 

;t. _L = j 1- j 1- _j_ f j + _j_ 1- ·-
f/=ú ni - ? 6 2"'/ 

(lower_qe 

5.-) 5E!?IE éXPoNEJo!C/,1L -Ti" 
• 

• j J 1 J --,- = j f - -f - 1 - ¡ ... 
')J . 22 3-' 4'' 

')'] 

eonver;e 

6.-) 5ERIE TELE5COPICI! 

J = .le. + _L :¡. _j_ + 
tJ{nu) J.z 2-3 3-4 

. CtJ!!WYqe 6 d 

•• 

• 



~ 

2 On 
,;¡ 

IJ=I 

"' 

5i 

/;m· 5n 
n~oo 

/inJ 5n 
JJ-~ 

=5 "" C()IJJ!i'l'9t' 

no exis~ ..,cJÍrt>rge 

.c. (a-4,)milvM¡e 
..;::::: ~011 ctJnvc;;;e 
z (JJ•-b»/ ctJ»VN9f' 

·. ::r/ ¿ tJn drm¡e Zetin rliW"Ji' 

Si z /Jn amt'M71' 9 ~ 6n mi'I'Yf~ 2 (Onlb»)diiiMJt' 

· ~wh of, ,6 hiP<Jral 

·. 

;5¡ Í ( jJ&5;/irt1~ ~tJJHtlt7 y c/ecrp¡;iMfe ptl!O X ;;;J) 
h 5tú /(J);/(2)1 .. f f(»);. . 

,) t'onverfe s1 j/r.r.Jdx ~Hvm;e 
') )/fNfl' 51 ~~/fc) dx i!ÍJINfi' 

?rtleM of> ,6 &mpcn?ahÍ 

:fi g"" t?n j :f b11 (~eH8 r/e le~mlhP.5 fJO:Si-1/i/Os) 

_-1) 5; Ll.Jn C!J?Yl'rfé' J tln -~ bn t'lf;b»tP.> 2 dJJ CfJJ!Vi'/ge' 

i/) 5i Z bn áiret9e !1 iln :? bn e;;IMtts ;¿ llr1 ú'ÍPerqe 

--~/;eJ,a tle/ ;;:wt? ¿, ¡, t'om¡>araaM 

6¡ ~a,·JZbn (5eni'sé/J. -leí-mii'lt7.:5 ,P:Jsi'17Vos) j'51. 

11/f.~ f-= i>o. . 
t"IJtf>!/E5 IÍJ3 /p 'IJ ;r /J t7 ,6:5 t/o 

"- .; . 



f?wht .ele .6 :5{we /llferna!a 
' 

mniler(le 

- 6Í' :2 tln 8 tl},od,dJ!IIt#fe 4PM'l'r:JM/e, :E tln e:5 Cti!1WIJ'l'IJ?é 

. · · · ¿z: dn a>nrer_Qt 
- ¿ tln 1'6 a>llci'c.Untlhnt'll"t CnHflt'I')IM"t 51 1 / __;. · 

. ¿Cjtld Uliltl'(lt' 
. ' 

' . 

flrt~l'h tle 6 Ptlzo# 

6't>.: Z tln .(¡:¡;ll f&m/~'105 »O mJ/oJ 

· •) 5¡ /;m /a,'/~__¿¿ j · :Z dn e; tljsNÍI&mMfe tti//W'rof!1fe 
11~"""' On ::; 

· . 
. ¡¡)51 · /¡¡;t ~~'~o}¡;? j 0 = .Zdn 1'3 rJiltlj'Mfe 

- 1'}-.oc .... n , -

it1) ,;-¡ /JIJI ¡ O,n / ~ j 
n-oo ·c¡JJ 1 

p,tl, b& ¿, la fbú 

tt}5,$lam&~~fe Cl~»ver;e;;fe 
eOJJtléMokel/lé tMver;e;,/e 

t/,iJI?I':Jt'l!le 

¡) :51 n~m~ ¡;;;;:; ·~ }¡ ¿j ztln ¡y ohomlamt'llfe 4PHWYf"'fe 

,,¡ 5/ ..'lm .n¡¡;¡ ~.b >l, ~ ztln e5 17ÍiwoMft: 
) /}""*ca f jiln¡' ;!' 

li) 61 }m y;;;¡ ~ j 
··~ 

oJJoj¡ hf!IM lé tt/11 Wr :;e;;fe 
c.m/;mmolme~~le. m.ver9'"1e 

ofPerqe11le 
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