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FACULTAD DE INGEMNIERIA - DIVLISION DE CIENCIAS BASICAS
U, Ny AL M, PROGRAMA DE SUPERACION LCEL PERSONAL ACATEN 20

- SERINARIQ SOBRE TEMAS SELECTOS DE SUCESIOHZS Y SERIES

{Novierhre da 163:)

A QUIEX YA DIRIGIDO:
A los prciesores del Departamanto de Matemiticas Bésicas.,

OBJETIVO: .
Propiciar el anilisis ¥ la discusifn scbre el tema de Sucesiones y Series, tanto en lg

- que 2 su marco tefrico se refiere, como a sus aplicaciones, con el fin de trabajer por
la superacidn académica de los docentes que abordan en su catedra ditﬁnltema matemdiico.

- DURACION: 18 horas’

- FEﬁ};.?-.S: 7,9,11,14, 16 y 18 de noviembre

~ HORARID: de 17:00 a ED:QD horas

- LUGAR: Salén 125 del Edificio Anex?lde ia Facultad de Inganier{a.

%
-{#tPD MAXIMD: 20 participantes )
- PROFESCRES:

. ESTEBAH AMBRIZ REYES .

. PABLD GARCIA Y COLOME _ v

. CARLDS 6. YENHEGAS ESPINDZA '

-~ COORDILADGR: -
ING. PABLO GARCIA Y COLOKE

- TEMARIO:

. Panorama Histdrico de las Sucesiones y Series -Infiritas.

. Algebra y Propiedades de las Series.

. Criterigs para la determinacién del Cardcter de una Serie.

. Sucesiones y Series de Funcignes. Desarrcollo en Series de Potencias.
, Material Diddctico scbre Sucesignes y Series,-

_‘{’-pl icacignes. Plerari: {conclusiones).



HUniversmap Naciowat
AuToNOMA DE
IMExico

PANORAMA HISTORICO
DE LAS SUCESIONES Y
SERIES

I

FACULYAD DE INGENIERIA



- SERIES IHFINITAS =~ = "
PERSPECTIVA HISTORICA

LAS SERIES INFINITAS, DESDE EL SIGLO XVII! HASTA LA FECHA,SE
:CDHEIDERAN COMO UNA PARTE ESENCIAL DEL CALcuLoO. -

SIH EMEARGD; SE CONOCEN ESTUQIDS Y EPURTACIDHES Al. TEMA DE
JLAS SERIES INFINITAS AUN ANTES DE LA ERA CRISTIANA,

BASTE CITAR AL ILUSTRE PENSADOR Y FILOSOFO ARISTOTELES., QUIEN
MAs DE 300 afios AnNTES DE CRISTO, YA RECONOCIA QUE TODA PROGRES!GN
GEDMETRICA CUYA RAZON FUERA NEHDR QUE UNDP TENfA SUMA. .

DTRD HECHO DIGNO DE HEhCIGN ES QUE S1 LE1BNIZ, EN 167& 0BTU-
VO LA FAMOSA .SERIE DE —ﬁ— '

1
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NECESITARBA #AS DE 100,000 TéRMINGS PARA LLEGAR AL VALQGR DE ¥ COM
i_ LA PRECISION ALCANZADA, 200 afos anTEs DE CrIsTo. PorR ARQUIMIDES.

i 'HABLANDO NUEVAMENTE DEL S!GLO XVIII, TANTO NEWTON coMo LEIBNIZ
' " SE DIERON CUENTA DE QUE LOS FUNDAMENTOS DE LA TEGR{A QUE ELLOS AYY
DARCN A CREAR ESTAEAN EXPUESTOS EN FORMA POBRE E INADECUADA.

"™ EN especiAL NewTon PARECIA ESTAR CONSCIENTE DE LA SERTEDAD
DE LAS DIFICULTADES Y DE LA FALTA DE CONSISTENCIA CONTENIDA EN
SUS ESFUERZOS PARA EXPLICAR LAS BAsES tOgicas peL (ALcuro, A pe-
" SAR DE QUE HUBC MATEMATICOS EN EL SIGLO XYIT! QUIENES HICIERON
TENTATIVAS PARA SUPLIR EL RIGOR QUE FALTABA, LA MAYOR PARTE DE LOS
TALENTOS MATEMATICOS DE LA EPOCA, ESTABAN OCUPADOS EN LA TAREA DE
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LA EXPANSION Y REFINAMIENTO DE LA METODOLOG{A DEL CALCULG EN LUGAR

DE PREOCUPARSE SOBRE LA SOLIDEZ DE SUS FUNDAMENTOS LOGICOS,

LA MAYOR PARTE DE ESTA EXPAMSION DE -LA METODOLOG{A DEPENDIA
DIRECTAMENTE DEL USO DE SERIES INFINITAS. EL RIGOR QUE FALTABA
FUE FINALMENTE OBTENIDG EN EL SIGLO XVIX EN GRAN PARTE COMO RES-
' PUESTA A LA INCONSISTENCIA Y PARADOJAS EN LA TEORfA DE LAS SERIES
INFINITAS QUE YA NO PODIAN SEGUIR SIENDC IGHCRADAS S1 EL DESARRO-
Lo pEL CALcULO DEBIA SEGUIR,

ENTRE LOS MAS IMPORTANTES CONTRIBUIDORES AL DESARROLLO DE LOS
METODOS DEL CALCULD ESTABN LOS TRES MATEMATICOS SUIZoS Jacoso BER
nouLLr (1654-~1705), su Hermano Jowann. (1667-1748) v LeowaRDO FULER
(1767-1783) " Muchos DE SUS TRABAJOS COMPREND{ AN LA REPRESENTA-
CION DE FUNCIONES CON SERIES INFINITAS CON EL OBJETO DE INTEGRAR
LAS Y DIFERENCIARLAS,  EN PARTICULAR. ESTE METODO ERA EL STANDARD
PARA TRATAR LAS FUNCIONES TRIGDHGMETRICAS; EXPONENCIALES Y LOGA-
RITMIEAS EN ESE TIENPO.

Los DOS HERMANDS BERNOULLI TENfAN UNA CORRESPONDENCIA REGU-
LAR coN LEIBNIZ Y CADA UNO HIZO UNA CONTRIBUCIGH AL INTERPRETAR Y
CUHFLETAR LOS DETALLES E CALCULO GUE LEIBNIZ GARABATEABA EK PAPE.
AES, - |

HUBO UNA DISPUTA FAMOSA ENTRE AMBOS HERMANOS. CUANDO JOHAWN

.- PRESENTG ALGUNOS RESULTADOS COMO SUYOS QUE JACOBD LE HABA COMUNL

cADO. CUANDO JACOEC LO SUPO FUE REC{PROCA SU ACCIGN Y'SE HIZO
ACREDITAR ALGUNOS DE LOS TRABAJOS DE JOHANN, TaL VEZ AL FIN SE

PHIID JUSTICIA, YA QUE UNOQ DE LOS MAS FINOS DESCUBRIMIENTOS DE

JOHANN ES AHORA CONOCIDO COMO LA REGLA DE L' HOPITAL., HABIENDOSE
DADO EL CREDITO EN FORMA EQUIVOCADA AL BEMEFACTCR DE JOHAKN,
L.'HoP1TAL,

r



EULER FUE UNO DE LOS MATEMATICOS MAS PROLIFICOS (SUS TRA3A.SS
LLEMAN MAS DE SIETE VOLUMENES) Y UNO DE LOS MAS CAPACES, Tuvo
LA BUENA SUERTE DE SER EDUCALO EN MATEMATICAS POR Johann Berpoue_I.
EULER ERA DOTADO DE UNA MEMORIA MAS QUE EXCELENTE, Y A PESAR DE
QUE ESTUYG COMPLETAMENTE CIEGO LOS QLTIMOS 1/ AROS DE SU viDA, €l
"TRATO UNA SECRETARIA QUE ESCRIBIERA SUS DESCUBRIMIENTOS Y MAS DE
400 DE SUS EN AYOS FUSRON ESCRITOS DURANTE ESOS AROS,

EL CAHPD DE TRABAJO DE EULER CUBRIA TODAS .LAS MATEMATICAS ¢
NOCIDAS HASTA AHORA. EN 1755 ESCRIBIO EL PRIMER LIBRO RAZONABLD'
MENTE COMPLETO DE CALCULO DIFERENCIAL Y A CONTIKUACION EN 1768-1770

UN TEXTO DE TRES VOLUMENES EN CALCULO INTEGRAL. ,

A’ TRavES DE ESTOS LIBROS POPULARES., SUS NUMEROSOS ENSAYOS ¥
- CORRESPONDENCIA, FULER TUVO UNA INELUENCIA SIN LMITE EN EL DESATRO
LLo DEL CALcuLo. -

| DURATE EL SIGLD XVI11 EL CALCULO ERA VISTD ESENCIALMENTE Cov0
. UNA EXTENSION DEL ALGEBRA HECHA ESTA POR EL USD Y MANIPULEQ DE LAS
SERIES INFINITAS, SIN EMBARGO, AUN EULER., QUE MANEJABA TODO
“ESTO CON MAYOR EXITO QUE NINGUNO, NO TENIA METODO PARA ANALIZAR
' LA CONVERGENCIA O LA DIVERGENCIA DE LAS SERIES, Y AEUNDABA BAS-
TANTE CONFUSIGN ACERCA DEL PAPEL PROPIO DE LAS SERIES INFINITAS,

LDS CONCEPTOS DE CONVERGENEIA.Y DIVERGENCTA QUE EXISTEM HOY
EN DIfA NO FUERON DEFINIDOS CLARAMENTE HASTA PRINCIPIO DEL SIGLD
XIX EN LOS TRABAJOS DEL GRAN MATEMATICO FRANCES AUSTIN CAUCHY

1N EL CHECOZSLOVACD BERQARD BOLZAND. ALGUNOS OTROS HICIERON CCh

TRIBUCIONES [MPORVANTES PERO ESTOS DOS HQHER“S FUERON LOS PRIMER:3
EN DAR EL COMCEPTO DE QUE LA SUMA DE UNA SERIE ERA EL LIMITE LE -
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LA SUCESION DE SUS SUMAS PERCInLEs.” EL. HECHO DE QUE TRANSCURRIE

RO 150 Afos ENTRE EL USO DE MEWTOM DE $U TEOREMA DEL BINOMIO PA

RA DESARROLLAR UHA FUNCION EN UNA SERIE INFINITA E INTEGRAR TERML
" NO A TERMINO Y UNA ACEPTABLE BEFIﬂchéN DE LA SUMA DE UNA SERIE,
INDICA QUE DUROS FUERON LOS CONCEPTOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGEH-
" CIA,

-

. CLASES DE SERIES.- (oMo No TIENE LIMITE EL NUMERO DE MALERAS

EN QUE PODEMOS TERER UNA SUCESION DE TERMINOS DESARROLLANDOSE DE
ACUERDO CON LNA LEY, RESULTA ILIMITADA LA CLASE DE SERIES O PROGRE
SIONES QUE PUEDEN FORMARSE.  SIN EMBARGO. RESULTA PEQUEIC EL NU-
MERO DE ELLAS QUE HAN MERECIDO UNA ATENCION SERIA EN MATEMATICAS.
PRIMERG LLAMARON LA ATENCION LAS SERIES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS.
DESPUES DE LAS CUALES. LOS GRIEGOS HITIERON SURGIR LAS SERIES ARFG
'Hjééél EN La ANTIGUEDAD ESTAS TRES FUERON LAS QUE SE ESTUDIARON.
BoETHIUS (c}SIU) NOS RELATA QUE LOS PRIMEROS GRIEGOS CONOCIAN ESTAS
TRES Y QUE MAS TARDE OTROS MATEMATICOS PROPUSIERON OTRAS TRES QUE
NO TIENEN NOMBRES ESPECIFICOS. | |

T -
i

——t

- [_}CASIDNALHENTE SE MENCIONG OTRA CLASE ESPECIAL DE SERIES., CQ

-

- ."PRIMEROS LIBROS EURDPEOS, -

LA MAYOR PARTE DE LOS ESCRITORES HINDUES' USARCN SOLAMENTE DOS -
 SERIES ELEMENTALES., PERO Brahmacupta (c,528), Mamavira (c,850) v
Buaskara (¢,1150) CONSIDERARON TODOS LOS CASOS DE LAS SUNMAS IE
CUADRADOS Y CUBOS.  LOS ESCRITORES ARABES Y'UUDIOS TAMBIEN SE FL

JARGN EN ESTE TIPO. '

et
et M



. TRATADO MEDIEVAL Db SERIES.~ EN LOS TRABAJOS MEDIEVALES SE CONS]
DERABAN A LAS SERIES ASCEMDENTES. AUNQUE AHMES. ARQUIMIDES v ALGY

NOS ESCRITORES CHINOS USARON DESCENDENTES MUCHO ANTES.  Los escrl
_TORES RENACENTISTAS SIGUIERON LA MIsMa LINEA.

. - III :
SIN EMBARGD, ANTES DEL SIGLO XVII! SE ¥SO LA CLASIFICACION

" DE NATURAL, NO NATURAL. CONTINUA Y nlsanTINun, USANDD ESTOS TER-
" MINOS. EN _UHA FORMA BASTANTE LIBRE POR. LOS PRIMEROS AUTORES.  POR
'EJEMPLO: LA SERIE 1. 2, 3,... FUE LLAMADA UNA SERIE NATURAL DE LA

QUE TENEMOS LA EXPRESION “SERIE NATURAL DE NUMERDS”,  UNA PROGRE

SION DISCONTINUA ERA UNA EN QUE LA DIFERENCIA NO ERA LA UNIDAD.

NOMBRES DE LAS SERIFS.~ EL NOMBRE GRIEGO DE LAS SERIES USADO POR
LOS PRIMEROS PITAGORICOS ERA EK'THESIS LITERALMENTE "ALGO QUE SA
LE", Y EL NOMBRE DE UN TERMINO DE LA SERIE ERA HOR'OS LITERALMEN-
TE"UNA FRONTERA" ‘BoeTHiusdc, 510} coMO LOS OTROS ESCRITORES LATINOS.
Us LA PALABRA PROGRESSIC Y SE ACOSTU¥BRO ASf HASTA TIEMPOS MODER
NOS ., | | -
. 1 Los AUTORES TEUTGNICOS SIGUIERON SU PLAN DE EVITAR NOMERES B4
_ SADOS EN EL LATIN Y AS{ ENCONTRAMOS VARIOS TERMINOS USADOS POR LOS
. .MATEMATICOS HOLANDESES Y ALEMANES.

-

EL camsio DE NOMBRE “SERIES”PARECE DEBIDO A LOS ESCRITORES

~DEL SIGLO XVII, ~ POR EJEMPLO JAMES GREGORY AL ESCRIBIR EN 1671,
HABLA DE "SERIES INFINITAS" Y FUE EN CONEXIGH CON SUCESIONES INFL
NITAS QUE EL TERMINO SE USO PRIMERO POR LOS ALGEBRISTAS BRITANI- .

" cos. YA MAS TaRDE EN 1693, WALLIS EN SU ALGEBRA USA LA EXPRESION
"PROGRESIONES INFINITAS" POR SERIES [NFINITAS,
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- EXTENSION .- A PESAR DE QUE LAS SERIES ERAN CONSIDERADAS COMO UNA- .
DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES.SE LE PRESTO POCA ATENCION EN <=——
LOS PRIMEROS LIBROS [MPRESOS, Tzﬁivz; (1505) pOR EJEHPLO, TIE .com
NE SCLO 32 RENGLONES PARA PROGRESIQNES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS '
INCLUYENDO DEFINICION Y REGLAS™ MIENTRAS oUE HuswirT (1501) rpEsig -
NA_UNA SOLA PAGINA Y D{GGESI(1572) SOLO DOS PAGINAS,

~ CASI TODOS LOS PRIMEROS AUTORES LIMITARON SU TRABAJO A ENCOL

TRAR LA SUMA DE LAS SERIES, AUNGUE ALGUNOS DIERON UNA REGLA PARA

~ ENCONTRAR EL ULTIMO TERMING DE UNA SERIE ARITMETICA Y GEONETRICA.

" CoN ESTOS AUTORES NO SE JUSTIFICABA LA REGLA, SIMPLEMENTE SE DABA,
FUE SOLAMEMTE CON UWA SIMBOLOGIA  MEJOR GUE EN EL SIGLO XVvIl
SE DISCUTIERON LOS CASOS, Y EL DESARROLLO DE LAS REGLAS SE HI1Z0
MAS SIMPLE. | B
RELACION A LA PROPORCION.- - Los AUTORES ANTIGUOS CONECTARON LAS
PROGRESIONES CON LA PROPORCION O MAS BIEM.CON LA PROPORCIONALIDAD

. PARA USAR UN NOWBRE QUE YA ERA POPULAR Y APLICARON LOS NOMBRES
“ARITMETICA", “GEOMETRIA” Y "ARMONICA" A CADA UNA ° ALGUNGS DE

" LS PRIMEROS LIBROS DEC{AN QUE UNA PROPORCIGN ES MERAMENTE UNA

PROGRESION DE CUATRO TERMINGS.

CSERIES ARITMETICAS .- EL PRIMER CONOCIMIENTOQ QUE SE TIEME DE UNA
"SERIE ARITMETICA COMO TAL, ESTA EN EL Papiro Anmes (c, 1550 A.C.)
" EN DONDE SE DAN DOS PROBLEMAS CON UNA SUCESION,

+
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CONECCIOH CON NLWERDS POLIGOHALES.- Los GrIEGos CONOCIAN LA TEZ-
RIA DE LAS SERIES ARITMETICAS. PERC LA TRATABAN RELACIONADA COA
LOS NUMEROS POLIGOMALES, ~ POR EJEMPLO LOS PRIMEROS CUATRO n(ME-
ROS TRIAMGULARES SON: '

£s EVIDENTE QUE cADA H(YAERO TRINGULAR ES LA SUMA DE LA SERIZ

el

n ? QUE LOS GRIEGOS CONCCIAM ESTA REGLA PARA Lﬁ.SUHATDRIA.

+

- TRABAJD DE LOS CHINOS SOBRE SERIES.- -No SE ENCUENTRA NINGUN INTZM
TO DE OBTENER LA SUMA DE UNA SERIE ARITMETICA C GEOMETRICA EN LC:
PRIMEROS TRABAJOS CHINOS. EN €L Wu-Ts'A0 SuaN-KING ESCRITO AL
PRINCIPIO DE LA ERA CRISTIANA, O POSIBLEMENTE ANTES. ENCOHTRAMCS
EL SIGUIENTE PROBLEMA:

- HAY UNA MUJER QUE TEJE 5 PIES EL PRIMER DIA., Y SU TEJER DISMINWAE
*-pfA TRAS DIA HASTA QUE EN EL ULTIMO DIA. ELLA TEJE UN P1E. S ki
TRABAJADD 30 DIAS, CUANTO HA TEJIDO EN TOTAL.,

EL AUTOR DESCONOCIDO DA ENTONCES ESTA REGLA: SUME LO QUE T
JI0 EL PRIMER DIA Y EL OLTIMO, TOME LA MITAD DE LA SUMA Y MULTIL-
PLIQUE POR EL HOMERC DE DIAS,

RESULTA INTERESANTE VER QUE ESTE ANTIGUOC PROBLEMA CHINO QUE
ENCONTRANMDS, ES COMD EL DEL SEGUNDO CASO DEL PAPIRO AHMES, UNQ €.2
COMPRENDE SERIES DESCENDENTES.



EN EUROPA LA REGLA PARA LA SUMA ERA LA MISMA QUE EN EL ORIEN
" £ J
TE., CON LA DIFERENCIA DE IDJOMAS'Y OCASIONALMENTE FUE PUESTO EN
VERSD PARA MEMORIZARSE.

_ " LA REGLA PARA ENCONTRAR UN TERMING ESPEC{FICO FUE DADA POR
.CARDAN EN sU PRACTIcA (1539} v por Cuaviuz eEn su EpjTomg (1583},

-

SERIES GEOMETRICAS.- LOS PRIMEROS EJEMPLOS DE SERIES GEOMETRICAS
'ENCONTRADAS SE DEBEN A LOS Barironios {c, 2000 A.C.) v Aln Exig
TEN ALGUNAS TABLAS COMN ESTOS EJEMPLOS. EL PRIMER PROBLEMA SOBRE
Est TEMA QUE SE ENCONTRO EN LAS MATEMATICAS EGIPCIAS ESTA EN EL
Papire Armes (c. 1550 A.C.), -

ES INTERESANTE OBSERVAR QUE SE ENCONTRG UN PROBLEMA SIMILAR
papo POR Fisonacct (1202) v que se REEDLVI& EN FORMA BASTANTE SE
MEJANTE '

Los GRIEGOS TENIAN REGLAS PARA SUMAR TALES SERIES Y EUCLIDES
DI& UNA QUE PUEDE EXPRESARSE COMO SIGUE: '

An+y - 2 raé-;_:ll
dp + 4p-4 * ... * 237 a,
" QUE EQUIVALE A
H.Tn‘El = ar-a
Snl _ a

DE DONDE SALDRIA NUESTRA FORMULA COMUN

n N

ar =+« a
Snl——-_. "

r-1 -
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Los HINDUES MOSTRARON SU INTERES EN SERIES GEOMETRICAS PRIN-
.CIPALMENTE EN LDS PRCBLEMAS DE SUMATORIA, EL PROBLEMA TiPICD sE
Tomb DE BHASKARa (¢, 11507,

- .Los ARABES APARENTEMENTE OBTUVIERON LA REGLA DE LA SUMATORIA
DE LOS GRIEGOS Y APARECE EN UNA FORMA INTERESANTE EN EL TABLERO
DE AJEDREZ EN LOS TRABAJOS DE ALBERunI (c, 10002,

LA REGLA EUROPEA FEDIEVAL.- Los ESCRITORES MEDIEVALES APARENTEMEN
TE OBTUVIERON LA REGLA DE LOS ARABES, YA QUE APARECE EN LIBER Az
¢l DE FIBOWACEE (1202), EL PRIMER TRATADO MODERNO DEL CASO SE

" ENCONTRS EN EL OLGORITHWUS DE INTEGRIS (1410) pe Prospocimc DE

BELDAMANDI,  EL YRATADO DE PROSDOCIMO ES COMO SIGUE:
1 T
a+ar+ar+ ... +ar"" =ar”® +arr_1a

QUE ES UN POCO MAS COMPLICADO QUE NUESTRA FORMULA ORDINARIA, 1A
MISMA REGLA SE D16 por PeurBAcH, - ESTA bapo por Cruguetr (1485)
. EN LA FORMA : o

¥ ESTE ES EL PLAN USADO POR Stmon Jacos (1560), CLavius {1583)
y 0TROS., STireL  (1544) D16 LA REGLA EN LA FORMA

(rar™! - a)a
ar - a

=

UN METODO USADO POR TaRTaocLIA (1556). A PESAR DE QUE PREFERIR{A
" EL QUE D16 PrRospocino DE BELDAMANDI.

EL TIPO coOMUN DE PROBLEMAS DE ROMPECABEZAS DE SERIES. QUE RE
CORRE TODA LA LITERATURA DE LA MATERIA DESDE LA EPOCA DE LOS HIN~
DOES HASTA EL SIGLO XIX, PUEDE RESUMIRSE EN EL SIGUIENTE ENUNCIADO

A
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DE Baker (1568): "UN MERCADER HA VENDIDG 15 YARDAS DE SATTIN, LA
PRIMERA YARDA EN 1S LA secuspa en 2§ LA Tercera en 45 (A cuARTA
EN 85 v AST aumeEnTANDO DUPLICANDOSE EN LA PROGRESION GEOMETRICA
"OBTENIENDOSE As! EL COSTO REQUERIDO.

OTRO PROBLEMA RELATA LA COMPRA DE APBOLES DE DURAZNO EN EL
CUAL EL VALOR DE LOS ARBOLES AUMENTA EMN UNA SERIE GEOMETRICA O EN
LA COMPRA DE UN NOMERC DE CASTILLOS EN EL MISMO PLAN, SE mENCIO
NAN PROBLEMAS DE ESTA CLASE, MAS TARDE,

LA PRIMERA SERIE INFINITA QUE SE SUPO QUE FUE SUMADA ES LA DA
DA POR ArouUfmIDES (¢, 225 A.C.) EN SU CUADRATURA DE LA PARABOLA,

LA SERIE SUMADK ES: . g
I +—L"' 2 * -+ +
1+ (-&-} .. SR TN

La FORIULA GENERAL PARA SUMAR SERIES INFINITAS

Il
2, ar, ar®, ... ar, ... con r <1

FUE DADA POR VIETA (c, 1590), | o {

SERIES ARMONICAS.- PiTAGORAS Y SU ESCUELA PRESTG MUCHA ATENCION
AL CULTIVO DE LA MUSICA, NO SOLO COMO UN MEDIO DE EXCITAR O DOMI-
NAR LAS PASIONES SINO COMO UNA CIENCIA ABSTRACTA. ESTO CONDUJO A
Y ESTABA CONECTADC CON EL DESCUBRIMIENTO IMPORTANTE DE LA RELA-
CION DEL TOHO COMN LA LONGITUD DE LA CUERDA QUE VIBRA Y POR LO TAN
TO A LA INTRODUCCION DE LA PROPORCION ARMONICA QUE ESCRITORES POS
TERIORES DESARROLLARON EN SERIES ARMONICAS,
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SERIES ELEVADAS.- EL PRIMER USO QUE SE HIZO DE SERIES ARITMETICAS
'DE ORDEN ELEVADO FUERON CASOS ESPECIALES. LAS SERIES DE CUADRA-
DOS FUERON LAS PRIMEROS EN LLAMAR LA ATENCION,  Arquinipes uséd
LA GEOMETRIA PARA DEMOSTRAR QUE

3|}* «(Qa)E s (3a)? + ... 4 {naaﬂ
= (n+1)(na)?+ a{a+2&+3la_+ ... +naj

Para a=1 ESTO SE REDUCE A

12427 +3%+ ...+ p? -—%—n (h+ ) On+1)

QUE APARECE PRINCIPALMENTE EN EL CepeEx ARCERIANUS  (SIGLD Y1),
TAMBIEN SE ENCUENTRA EN LA LITERATURA HINDU COMO PUEDE VERSE EN -
LOS TRABAJOS DE MaHavira (¢, 850),

LA SumMA DE LOS CUBDS APARECE EN EL LODEX ARCERIANUS EN LA FOR
MA
1°+2%+ 370 .0 10° = (4 10+ 11)°
. Los Hinpuss TENIAN REGLAS PARA ENCONTRAR ESTA SUMA Y APARECEN
EN 105 TRABAJOS DE BraHmacurTa (c. 628), Fanavira (c. 850) v
Buaskara (¢, 1150 - '
SE ENCONTRARON REGLAS SIMILARES ENTRE LOS ARABES. Y EN LOS
TRABAJOS DE AL-KaRkH! (¢, 1020).

LOS NUMEROS DE BERNOULLI.- EL caso DE In™ ATRAJO LA ATENCION EN
EL SIGLO XvII!., PERO LA REGLA SE ENCONTRO PRIMERO EN EL ARS Copuzc
Tanp1 {1713) pe Jacques BERNOULL! ¥ COMPRENDE Lo QUE EULER LLAMG
“Los NOMEROS DE BernouLL!™, |
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RESURGIMIENTO DE SERIES INFINITAS.- EL INTERES EN EL INFINITESIMAL
SURGE COMD UM ELEMENTO DE ANALISIS QUE SE MANIFESTO A PRINCIPIOS:
DEL SIGLO XVII, INVOLUCRO LA NOCION DE UM NUMERC -INFINUTO DE ELE-
MENTOS.,  DEBIDO A ESTO SIN DUDA. EL ESTUDIO DE LAS SERIES COM UN
NOMERC INFINITO DE TERMINOS. YA CONOCIDO DE LOS GRIEGOS, RESURGLG

Y SE PROPUSO LA IDEA DE UN PRODUCTO COM UN NUMERO INFINITO DE FAC -
TORES,

EL PRIMERO DE ESTOS PRODUCTOS COW CIERTO INTERES YA HA SIDO
MENCIONADO Y SE DEBE A Viera (1593),  PUEDE EXPRESARSE EN FORMA
MODERHA COMO '

'%“"L]z" .y _+.%. PANRE ,;_%_+_%_ PARNE

Hay TRES PERIODOS GEMERALES EN EL DESARROLLO POSTERIOR DE SE
RIESIINFINITAS:
1) EL PER10DO pE MNEwToN v LEIBNITZ, EL DE SU INTRODUCCION,
2) EL pER1IODO DE EULER, SU DESARROLLO FORMAL,

3) EL PERIODO MODERNO, EL DE LA INVESTIGACION CIENTIFICA DE LA VA
LIDEZ DE SERIES INFINITAS,

ESTE TERCER PERIODO QUE PUEDE DESIGNARSE COMO EL CRI{Tlco., EMPEZO
EN 18172 coM LA PUBLICACION DE LAS CELEBRADAS MEMORIAS DE GAUSS,

CaucHY (lSZl)f ESTUDIO LAS SERIES INFINITAS Y ELABORO LA TEQ
RIA DE CONVERGENCIA QUE JAMES GREGORY (1668) YA HAB{A EMPEZADO Y
A LA CUAL MacLabrin, EULER ¥ Gauss HABfAN HECHO YA VALIOSAS CONTRL
- - BUciones,  EL TERMINO "SERIE CONVERGENTE" SE DEBE A OREGORY
- (1660) v EL TERMINO “SERIE DIVERGENTE” A NicoLas Bermourt: (1713),



ApeL (1826) ESTUDIO CUIDADOSAMENTE LAS SERIES

m mim - 1) x? e L
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CORRIGIENDO ALGUNAS CONCLUSIOHES DE CAUCHY Y DANDO UNA SUMATORIA
CIENTIFICA DE LAS SERIES PARA VALORES COMPLEJOS DE m ¥ DE X.

TEOREMA DEL BIKOMIO.- EL pesarroLLo bE (a+b)" pARA CUALQUIER VA
LOR ENTERO DE M, O AL MENOS UNA FORMA PARA ENCONTRAR LOS COEF1-
"CIENTES, FUE CONOCIDA EN EL ESTE, MUCHO ANTES DE QUE APARECIERA

. EN EuropA,  EL CASO CUANDO n =2 pUg cONOCIDO POR EucLIDES .(c,300
A.C.) PERO UNA EVIDENCIA DE LA GENERALIZACION DE LA LEY PARA OTROS
VALORES DE n APAREGE PRIMERO, HASTA DONDE SABEMOS, EN EL ALGEBRA
DE OMarR KHavyan {¢, 1100). EL ESCRITOR NO DIO LA LEY, PERO ASEGYU
RO QUE PODRIA ENCONTRAR LA 4a, 55, ba Y MAS POTENCIAS DE NUOMEROS
POR UNA LEY QUE EL DESCUBRIG Y QUE NC DEPEND{A DE FIGURAS GEOME-
TRICAS. EL DICE GQUE ESTA LEY FUE DADA POR EL EN CTRO TRABAJC PERO

 PARECE QUE NO EXISTE COPIA ALGUNA DE ESTE TRABAJO-

TRIAHGULO DE PASCAL.-  En UNo DE LOS TRABAJOS DE CHU SHI-KIE
(1303) el MAS GRANDE LOS ALGEBRISTAS CHINOS DE SU EPOCA, EL ARRE-
6LO TRIANGULAR DE LOS COEFICIENTES ESTA DADO DE LA SIGUIENTE MANC
RA! . 1

1 5 1 10 5 1

CONDCIBO AHORA COMO TRIANGULO DE PascaL.
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ESTE ARREGLO TRIAMGULAR APARECI® PRIMERO IMPRESO EN EL TITU-
L0 DE LA ARITHMETICA DE Apianus (1527),

EN LA FORMA
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1 _
1 510 10 5 1

SE ENCONTRG PRIMERO EN ARITHETICA INTEERA (1544) DE STIFEL Y APA-
RECE UN Afic MAS TARDE EN EL DE numerIs ET DEvERrsis RATIGNIBUS DE
ScHeuseL (1585),  TAMBIEN APARECE EN LAS EDICIONES DE LA ARTIME-
TICA DE PELETIER,

TarTAGL1A (1556) LO DI6 COMO DE SU PROPIA INVENCIGN Y PRONTO
DESPUES DE SU EPGCA SE VOLVIG PROPLEDAD comUN, BompeLil (1572)
POR EJEMPLO DIG LOS COEFICIENTES DE TODAS LAS POTENCIAS DE a+Dh
HASTA LA SEPTIMA, USANDOLAS PARA ENCONTRAR LAS CORRESPONDIENTES
rRafces v QugHTRED (1631) Los DIO HASTA LA DECIMA POTENCIA.

PASCAL HIZO NUMEROSOS DESCUBRIMIENTOS RELACIONADOS CON EL
ARREGLO TRIANGULAR Y LOS DIO A CONOCER EN SU TRATADO DEL TRIANGULO
ARITMETICO, PUBLICADO EN 1665 v ENTRE £STOS ESTABA PRINCIPALMENTE
NUESTRO TEOREMA DEL Binomio (ACTUAL) PARA EXPONENTES ENTEROS Y PQ
sITIvoS, DESPUES DE ESTA EPOCA EL ARREGLO TRIANGULAR FUE COMUM
TANTO EN EL ESTE como EN EL OESTE,

DIFERENCIAS FINITAS,- EC TRATADO DE SERIES POR EL METODO DE DIFE
RENCIAS FIRITAS APARECIS EN EL S16LO xvil. En 1673 Leisniz LE
ESCRIBIO A OLDENBURY REFIRIENDOSE AL SIGUIENTE ESQUEMA DEL TRATA-
DO DE LAS SERIES DE CUBOS,
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FormuLA DE TAYLOR Y FORMULA DE MACLAURIN,

En 1715 Brooks TAYLOR PUBLICO LA EORMULA GUE LLEVA SU HOMBRE
Y QUE ES COMO SIGUE '

h!
2!

NG FUE SINC 1AsSTA 1747 cuanpo CoLin MACLAURIN PUBLICS LA FORMULA

Fx+h) = £(x) +h £1{x) + T £ (x) « ...

£(x) = £(0) + x £'{0) + 57 £100) ¢+ ...

UNA RELACION QUE SE DEDUCE DE LA ANTERIOR,

SERIES TRIGOMOMETRICAS.- EL DESARROLLO DE LAS FUNCIONES TRIGCKOME
TRICAS EN SERIES ATRAJO PRIMERO LA ATENCION DE MATEMATICOS DEL SI
GLO Xv11. SE DEBEN A JamEs Gregory (16710 Las SIGUIENTES!

tan5x-+ tan?x*' P

I 1
XxX+=tan x - 3 tan“x + £

1 —
3 * 15

tan x = X +

;o
—
n

o
50(1):"1*‘2 xﬂ'TI"‘?zﬂ X'+ ..

TAMBIER DI6 LA IMPORTANTE SERIE

1
arc tan X=X - —— x3

' PERD ESTA SE DEDUCE FACILMENTE DE LA QUE SE D10 PARA TAN X,

1 5 _
+Tx --1|1|.1
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NewTon pI6 (c. 16069} LA SERIE ANTITRIGONOMETRICA PARA arc senx
QUE EN ESCENCIA ES COMO SIGUE

S L D

] 5
5 > 70

1i2

arcsenx=sen 'x=x+ S

a =

SERIES LOGARITMICAS.- LA IDEA DE EXPRESAR UN LOGARITMO CON UMA SE
RIE PARECE HABER COMENZADO CON. GREGORY Y LUEGO HABERSE ELABORADO
POR FERCATOR (1667) QUIEN DESCUBRIO, PARA UN CASO ESPECIAL AL ME-
NOS LA RELACION

1 2 1 3

log {T+a}=a-—2—a + —3—a

++a*‘+

L

CON
1>a > -1
ElL VALOR DE LAS CONTRIBUCIOHES DE IMERCATOR Y (REGORY. FUE RE
CONOCIDO POR WALLIS EN ENSAYOS QUE EL ESCRIBIO DE SUS TRABAJOS,

CoM0 SE OBSERVA FUERON MUCHOS LOS ESTUDIOSOS QUE A LO LARGO
DE LA HISTORIA TUVIERON QUE VER CON LAS SERIES IHFINITAS, TANTO EN
LG QUE A SU ORIGEN SE REFIERE COMO A SUS MULTIPLES APLICACIOHES,

HASTA AQUI SE HA INTENTADO PRESENTAR UM BREVE PANORAMA HISTO
RICO DE LAS SERIES Y LA FINALIDAD DE ESTE TRABAJO ES MOTIVAR PARA
EL ANALISIS Y LA PROFUNDIZACION DEL TEMA, SOBRE TODO COMSIDERANDO
QUE EN EL VASTC Y HERMOSO CAMPO DE LA INGENIER{A. TIENE MUCHAS
APLICACIONES, ' |
MUCHAS GRACIAS POR SU ATEHCION,
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Infinite Series L

*

Wead Euler, read Euler, be i the magter of we all,
. % LAFLACE

1. Iniroduction

Tnfinite serics were in the cighteenth eentury and are still teday considercd
an eseotial part of the caleuls, Tndeed, Newton considered series insepa-
radole frarn hia meihied of fluxions because the anly way he could handle even
dightly complicated algeliaic functions and the transcendental funciions
was o expanid them e indinile seriey and dillerentiage or integrate term by
torin, Leibntz in Lis it paldished papers of 1684 and 1685 also emphasizcd
“peneral ur idetingle cguations.” The Hernoullis, Fuoler, and thigir eontenn-
JHatarica refied Lheavily on the wse of serics, Oaly gradually, as we puinted out
in the preceding chapier, disl the muheanaticians tearn o woth with the
lenentary fapctivns i closal form, that by, as simple analytical expressions.
Neventhelons, serics were still the enly reproaematien fe soine funciions and
e most eflvetive 1nians ol calenlating the elementary transcendental
[ungitons, .

1he mceesses obtained by using infinite serics Became more numerous
as the nefwomaticiang gradoally extended theie disdipline, The difficulties
in Lhe new come]it were nul recognized, at least for 2 while, Sceicy were just
intieite polynamids and appeared 10 be treatalde s such, Moreover, it
seemed clear, as Buler and Lugrange bielicved, that every function could be
eaproiscd a3 a cries,

. Iuitial $Vork on Infinite Series

[nlinite series, waally o thes fore of infinite geometic progressions with
conmon rathe o han 1, appear very carly in mathematics. Aristotle cven
revogmizedd Qiat s bosenies huve asum, They appear sporadically ameng the
Litee nditnad mealwperivians, who considered infinite series o caleulaie

10 Mygd, Thaok TEL, Chope by 2000, 3.3,
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the distance traveled by meving bodicy when the \rcln-c,:it}r thangs [rom one
peried of wime to another, Chresme, who had considered a few such series,
even proved inoa tract, Questiones Super Gemmetriam Eueltdis (¢, 1360, that the
harmonic serics
l | ! l -
I+ 3 + 3t3 + 5 e

is divergent by the method used 1oday, namely, to replace the series by the
serics of lesser twrms . . -

1,1t 0y LT .

E"'ﬁ*“[:’fz) +~(ﬁ E"'E"'E) *oe
and to note that the latter series diverges because we can obtain as many
groups of terms each of magnitude 1f2 as we please. However, one must not
conclude that Oresine or malhematicians in general began to distinguish
convergent and divergent series. |

In his Varia Respoasa {1593, Opera, 317-435) Vieta gave the formula for

the sum of an infinite geometrie progiession, He took lrem Buclid's Efemenis-
that thesum ol peems ol 2,7 e + --- + a, isgiven by

Fo = dy ay
-— E =
3y — Oy iy

Then il afirg > 1, a, approaches & as 2 becomes infinite, so that

ot

o+ J e —
= & — 63

In the middle of the seventeenth century Gregory of Saint Vincent, in
his Opur Ceometrium {1647), showed that the Achilles and the Tertoise
paradox could be reselved by sumining an infinite geometrie series. The
finiteness of the swin showed that Achilles svould overlake the Tortaise at a
definite time and place. Gregory gave the fiest explicit statement that an
infinite scries represents a magnitude, namely, the sum of the series, which
lie called the limit of the series, 1Te says the “terminus of a progression is the
crad of the series Lo winch the prf'sgrcssiun doct not attain, even if cantinued
to infinity, but to which it can approack more closely than by any given
interval™ Tle made many other staternents that are less aceurate and less
chear, Lut he did contribuie to the subjeet and influenced many pupils,

Mercator and Newton {Chap. 17, sec. 2) found (he series

log (1 + x) -x—%x"-{-%z’{--“.

The observation was made thal the series hias an infinite value for x = 2,
whereas, according to e keft side, it should yield g 3. ¥Wallis noted this
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Figurc 0.1 ¥

diffientty but conld not explain it, Newton obtained matty othier series for
algclraic and transcendental functions. Thus, to abtain the series for are
tinx, in 1600, Le wed the fact {Fig. 2001} hat the area OBC = (1)
ALC s A, M3 AME 4L X = I; V1 = 27 fx - xm;z, He got the result by

expanlding the gl side into series, inlegraiing term by term, and combining

the Dwo series. e alse wliained e series Dir arg van &, 1n his e Analysi of -

bnd hie gasve the series for sin x, cos x, are sin x, wad ¢ % Some of these Lie got
fruin othes s by invertimg & seriey, thatis, solving it for theindependent varinlle
in termy ol e Jependent virfalibe, Ths metesl of deiong this i cende and
inductive, MNeverthelen, Newlon was inmnetsely pleasod with iy d::ri'.:ulinn
ol 38 tany serigs,

) Calling received MNewtow's De ralped in 1GGD and conmnmunicate] the
reatths on serion o James Grerrory on Deeember 240, 167 Gregory answered
(Vuenbenll, Correrporafence, 1, 32-58 and 61-64) vn Felsruary 15, 1671 thar he
had whiained other serigs, Ao then

L & — K o :‘ | -{ PLIN S ,” A1 e
o ' 1 L”'f"

J N

. - 'L LY | : R . omaml
yncstaen el s o b e e el e pica Ll Teadd n [unui‘ul thi aania]
e, | 1u'-’- aluy eepied l.lj.r|u|:'~..1.in:|li11|;_1‘_r Ut thie sepies wais l."{'illlkl w the

Cire ten thial swata Leiug espanded,
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James Bernoulli in 1702 derived the series for sin x and con x by using
expressions he had derived for sin as in terms of sin « and then letting a ap-
proach O while n hecomnes infinite, so that ne approaches & while n sin o, which
cquals amsin afe, also appreaches x. Wallis had mentioned in the Lalin
edition of his Aigebra (1693} that Newtan had given these series again in
1676; Dernoulli noted this remark but fiiled 1 acknowledge Newton's
priovity. Maregver, de Meivie gave a preof of Mewton's resules in the

- Philesephical Transactions o 1698, though Bernoulli uscd and refer red o this

Journal in other work, he gave no indication thay he was aware through: this
soniree of Newton's work.

One of the mujor uses ol series beyond their service in diiferentiation and
integration i Lo calenlate special quantitics, such as = and ¢, and the loga.
rlthmic and trignnoanetrie functions. Newtan, Teibniz, James Gregory,

. Goles, Euler, and tmany others were interesied in series for this purpose.

However, some serics converge so stowly that (hey are ulinest uscless for
calgulation, Fls Leitmiz in 1674+ obtained the famous resnlt

” 1 1 |

ml -

1573 ETY

However, it would require about 100,000 fcrms 10 compule n, even to the
accuracy abtained by Archimedes. Likewise, the series lor log (1 + #} con-
verges very slowly, so that mmany terms have o be taken into agcount to
aclticve an accuracy of a fow decimal places. ‘Thiy series was tranyformed in
various ways te produce merc rapidly converging series. Thus James
Gregory {Everentgtioner Geometricas, |GEB} obtained '

. i S |
aie (1 T5) st g age v

which proyal (p Le e nach .I'lﬂ_' e caliutatlon of logerithay, "The

i'.ur'u!n'r'm u!: rr;!rn.i"...-:,in;:r R T i--g E-,.l.] ;1f:i:'.||4! '..!_hl{ COLPrE e g rapidly
. . [ i

L Thr i . . B .

SO |
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2. Cpera, 2, W21-20,
3. Vel 20, MH-33,
A, Afaih, Scheiften, 5, U1-5%2; also Acta Seud., 1GB7 & Alath, Schejfien, 5, 118-32,
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xpansions are sought are tingular pointy {f, = 7, = 0}, In his Method of
Hueiorr Mewton pulilishicd a sclieme lar determining the forms of the several
cricy, pue for each explicit solution. 1Ts method, which usct what is known
11 Newicen's parallelogram, shows how o delerming the first few cxponents

nasenies @f the fumm
| ]

y bl dlx" + d,x"”‘ + d:ln‘zl' 4y,

The cocflicients of e series can then be determined by the method of
anddetermined coctlicients, Acivally Newton gave only apreific examples,
Forn wlicl one st fnfer the metbhod,

The pralden of determining the cxponents in eacl scries i3 iroublesome.
Taylor, James Stinliog, and Mo laoein gave rules; Macliarin tried 1o exrend
and prove them b macle no progiess. A preol of Newton's niethod way
given independemty by Galinig! Croamer and Alabam G Kastner (17159
| LY.

3. The Expansion of Functions

One of the problemns Laced Ly mmatliematicians in the late seventeenth and
eightrenth centunics was imerpolation of wable values. Greater accuracy of
the interpedated valoes of the trigonomeiric, logarithimic, and nauical
tabiles was newcvary 1w heep pace with progress in navigation, astrenomy,
and 1_:(;.n|,_:|;|]1||1,r. T e cearrbnenena et b ﬂri.||l|_‘r!JD|'.l'[iL}1'| fl:hl'. waore 15 1'.1.33”15:!]
71 called fineir interpilation hocne it asumes thiag the functjon is a linear
function of the independent vanable iy the interval between twuo ktlown
vitlues. Huswever, the lunciions in rpucstion are nog lingar; and the mathe-
niaticians realized that o beter method of interpolation was needed.

The wethod we ate about to deserilie was indiated by Briges In s
Aritheetiea Pegaritheniza {16243, thongh the key lormula was given by James
Ciregory in a Teiler tuw il {'J'nrnhn“, {.‘u!r::l;‘-u:|r.’rfru, 1, 45—-':33} ol
Sovemdier 24, 1674, vl Balepembonly by Sewton, Newlon's wots appears
in Lamma 5 of Book 11 af the Privcipia and in Whe Methedun Differentiols,
which, eugh poblished in 1711, was weitten by 1676, The method wses
wliat are called tindie dillarences sl is the first major resule iy the caloulus
el Dty difterencs. )

'_‘inp'“nufl;l} i5 o Bowction whose valaes ate khown al @, 8 4 ¢, 0 + 2,
d+ oo, a Fore Let

af(a} = fla + <) — flah
Affa 4 ) w fla + 2} — fla 4o},
Afta + D) = fla + 30} — fle + 2,

e

B e e Ll (A —

L]
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Further, lgt .

A% (a) = Bf{e + ¢) — Af{a} . .
A {a) = Af(s + &) — &'f{a). - ‘

..... 4+ . 4 LR Y v

Then the Gregory-Newton formula states that .

!’.‘(ﬂ_l)
[ ¥

O S+ i =fi + Lo+ Sl avie

Newtan sketched a proof but Gregory did not. , "o

To calculate a value of f{x) a: any value 5 beween the known valucs,
one simply gives A the value x — a, This calculated value is not necessatily
the true value of the function; whar the formula yields s the value ol a
polynomial in 4 that agrees with the true funciien at the special values a,
a+ee+ 2. .

The Gregory-Newton formula was also used 10 carry out appreximate
intepration. Given a funiction, say g{x), to Le integiated, perhaps in order to
find the aren under the cdrrespending curve, onc uses the values of g{x) to
obtain gled, gla + ¢), gla + 2¢}, ... and their differences and higher-order

" dilferences: Uiese values are sbstituted in'(1), Then (1) gives a polynomial

apmoximation to g{x}, and, a1 Newton points out, since palynomialy are
realily inlegrated, ong gris an approximation to the desiied lonkegral ol g{x}-

Gregory also applied {1} to the function {1 + 4} % e knew the value
of s fonetion at x = 0, 1,2, 3, ... Then f[0) = 1, AF(0} = 4, A3(0) = -
£%, and so on. Thus by letting e = U, ¢ = |, and A = x = Oin (1), and using °
the values of f(0), Af(0), ... he ot

. xlx = 1) 35 . e = Ufx —2) .
{'2:! (l+d} =1+.€x+-—IT{1+—-ﬁ-.—3——J o,
Thus Gregory obtained the binomial expansion for general 2.

The Gregory-Newtun interpolation fornnula was used by Broek Taylor
to deveiop the tnost powerful single method for expanding a function into
an infinite serics. The binomiat thearem, tivision of the denominator of a
cational function into the numerater, and the method o undetermined co-
cflicients are Lmited devices. In his Methodus Tnorementorum Directa of favetsa.
(1715}, 1he first publiciiion in which he treated the calaulus of finite dif- "
ferences, "Uaylor derived the theergn that sill beas s noaee and which he
Lad stated it 1702 Tncidentadly, he praises Newion but makes ne mantion
uf Leibniz's work of 167.3 en finite differences, though Taylor knew this werk.
Taylor's theorem was knewn 1o James Gregory in 1670 and was discaovered
bach sendvntly somewlni Laer iy Leibndz; Towever, these twa men did not
;:-l'lzltish it Julin Bernonlii did pabdish practieally the siue rosndt in the ok

3
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Fruditorum of 168 and 1hough Taylor knew thiy rowls he did not reler to it
Ifis own " proct™ was dilferent, What he did ameunts o letting ¢ be Axin
the Ceegory-Newwon lormula, Then, for exaraple, the third term on the
right side of {1} becomes ’

Alh — Lx) A%
@ (h - 80) 209,

Taylor concloded thut when Ax s 1), this term Lecomes Hf*(a){21, and 10
the entire Gregory-iMewton lormula becomnes

() Sla + 1) = fla) + f{a)h +f'tﬂ12—! +f.'fa};f!' 4o

Of caurse Taylor's method was not rigerous, nor did he cmmdcr the guestion -

of cunvergence,

Taylar's tieorem fur @ = 0 is now called Afactaurin®s theorem. Colin
Maclaurin, who succecded Jaines Gregory as professor at Ldinhurgh, gave
his speciul cosc in his Treatice of Fluxions (1742) and stated that it was but a

special case of Taylac's reault Yowever, historically it has bren eredited 10

Naclouris as a separate theorem, Incidemally, Slitling gave this special case
for alyclnaie functious in 117 and for general fungdons in his Methodur
J.Jl;lllrﬁf.fjfﬂ.d!lll o | 730,

Saclawrin's prool of bis result is by the inethod of undctermined
cuetlicicnis. He proceeds as follows. Let )

{3 Hey a3+ e+ 08+ D2ty -

_'Tlu:n

JULY = B+ 20 + 3D ...
S =20+ 8Dz 4 -

Let z = 0 in each :quulian angd determine A, i, C,++.. He did not worry
about convergence and proceeded 1o use the result,

4, The Manipulation of Series

James and Jolin Bernoutli did 2 great deal of work with series, James wrote
five papers btween 1509 and 1704 that were published by his nephew
Nichiobo (101706 (holor's sand a3 a supplement to Jauines's Aqr Con-

.jf.—r.J_u;.'i' {1713, Stoat o the wark in these papers s devoled to the use of

swriey sopreseniationt of linctinns for the purposes of dillerentiating and
tntesationg the Tnctune amd olitaiviog areas under curses and Tengihs of
coves, A THle hosse appalivationg wee a sulastartial worptribodon e the cod-
vintias, thiere swene s cyeecially et katoes, Eliavever, some of the wetlonls

LY

g = ¥ | i s, e—————_ .

v f
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he esed to sum series are worth noting because they illustrate the natore of

mathematical thought in the cighwenth contury, .

I the ficst paper (16089),* he starts with the series

d
(6} _ N= <+

" fram which

o= i 4.8,
(7} . N p tytn +--
He now suhlracl‘.a {7} from {6} in this process each term on thc right :uif.'
of {7} iz subtracted from the term alrove it This ylelds S
-~ 1 a - a3 a o .
.{3] ' T 1 ?:+ﬁ:+3-4c+ -

This is a correct result but incorvectly derived, because the original series is
divergent, James says thyt the procedure is quutmrahlc and should not be
used without some CIICUMiPCE“Dn

He then considers the erdinary harmenic serles and shows that ils 3um
is infinite.” Tle considers the term :

Al g

1 l 1 .
4 mritrgetoote g

" cand sayy this sum by larger than (8 = #) {11 becavse there arc pl-m &Y

terms and cach is at feast as large as the Iast, Duy

(a? - n}- l-&)=‘1",£,'

Hence if we add 1/n to (9)

F -

1. I - 1
rritrtotarth 1

4
E:

Thus, he says, we can go from one group of terms to ancther, each group
having a sum greater than 1. Hence we can obtain a finite number of term
whose sum 1% as large as we please; and therefore the sum of the whole series
rmust L fnfinite. Conseqeesntly, hic alio puints aut, the sum ol an (nflinite
series whose *lase™ {erig vanishies gan be tnfingie ) this is contrary to his carlier
belief and the belief of many cighteenib-century mathematicians, including”
Larrange.

5. Opara, 1, 975-402, _
G, Qpera, |, 172 . .
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Jertiar Mool L) presionndy given'a dillerent ' proof™ of the infinite

s bt oo soabee 11 ros gyt
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ey, e (H)L whionein we Tetg sl ¢ e 1, we get fretn (10} that
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alitiere el :n[u.m sericn For esaingde, i the second tracy {16023,7 he
arai oy babena | v thoe Iut:l:].uli w4 goometrical progression we have
PR I 1L Tl By takiog 143 ol Doy sides [[3 4

LU B ) S R 1!u|. ];_'.r Lakitig 15 of bl sides of the original

sevies I 0 BPRE ) 4 o= M8, and so o, Blence the sum af the Teft
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Plovee the soonced e waldd tern s ball ihe s of the oirinenic series, Then

e U bty i oo i aloae 12 ahie haninonic series, so that
‘r ‘1.': 1 Ir'.iiﬂ--... I'..'r 1:1 1 I_Irll.'f"'r

Faw o, atpd [FICTREE ERE PR hlih':.

i m — —a | amr e
b ] ""ll 1|

-y

P Py ”

{ ) i H) -1 ! du d
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and when n = m,

(n +

ﬂl"'
i
3l -
I
31—
e

o]

which he deseriles as a not inelegant paradaas.

In the second paper on series he replaced the generad term by a sum or
difference of two other terms, and then performed other operations that lead
to spreific results, This replucenuent is correct bor absolutely convergent series
but net for conditienaily convergent ones. Hence he gor wrong resulta
wiich he alse duescrilied as paradoxes,

One of James™s very interesting tesults deals with the scrics ol reciprocals
wl ol mdy o ra ml pls qqpdegee b otaleers, e Ty wetthe oo 172% 4 i b
L4 § ---. T '|-uh-‘ﬂ| Ellut 1y Hiin -_-r the aachal lul}u!;lﬂ!.li vt Iy o (he

LT R VT TR R B U L e I P B O o
T SN TR PR T Tt o

(12) . R (R R PO

It seemed clear that by writing the serics as

{13) Q=+ -1

the sum shuutd be 0. It also scemed clear ti".n't Ly writing the serics as
== -0 == =1 =

the sum should be 1. However, if one denotes the sum of (12} by §, then
£ = =8 sothat = 112; and this s in fucr Bernouili’s result in {11).
Guide Grandi {1671-1742), a professer of mathzmatics at the University of
Pisa, in his Httle book Quadratura Cirenli of Hyperbelar (The Quadrature of
Clireles apdd Hyperbolas, {7033, alitained the thivd resull by anotler meihed.
1Te set x = 1 in the expansion

am! oliained
1
Eill—lﬂi-l"—]"r"“.

4
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Geandi therefore maintained that 1/2 was the sum of the series (12). He
alsg argurd that since the sum of (12) in the forom {13) was 0, he had proved
that the world could be created out of Roding,

In a leiter fo Cluisvan Woll {1578-1759), publish:d in the Aela®
Leibiniz alzo treaned he sevivs {12} 1e nw::ml with Grandi's result but
Uoughin it shintild Le pssible to vbtain it without resorting to his argument.
Dnstead, Letbniz wrgued thiat i one takes the lirst teem, the sum of the first
twu, the sieen of e finst thuee, and so firth, one obitains 1,0, 1,0, 1,
Thits T and 0we repaally pralatde; one shonutd therefure take the arithmetic
macant, whindi is also the nuat prolable vadoe, as the sur. This sofulion was
aceepied by James aml Jobin fernoolli, Basiel Dernoalli, and, as we shall
sce, Lagange. Teiliniz conceded that his RISl wis more metaploysical
than spaberatical bul went iy 1o say that there was more metaphysical
truth Bn nthemaics than was gengreally recognized. However, e was
prubiabily tnnell more inllueneed by Gramdi®s argument than he himsa[f
realized. For when, in biner earrespiondence, Woll wished to conclude that

1-24+4— 84 16..-

| —349~27 401y

by uiing an extension of Leibmit's gwn prolubility argument, Leibniz
olfccted. Tle puinted aut that series that have suims have deersasing terms,
caned {12Y s 2t leasy a Limit of series with decreasing Lerms, a8 is evident from
F14) by ktting x appaoach 1 Guin ey,

- Wrally eateinive wink on sceies hegan about 1730 with Luler, who
arousedd temendous interest in the sulject, But there was much confusion
in his thinking. "Tu obraipn the sum of ’

U R QY TS

Euler atpucd thist since

|
(1% T—-_—;-l+x+:i+f‘.

then whien « m —1,

(16) %=1-1+1-1+~-
s 1hat e sum s 112,
Also, when z = =2, [15} sliows that
(i %ui—2+P—
W Aare Fead Ao Feeenaens B, ETYY, 0070 we Aforh, Xeheifien, 5, 302-07F,

P ARRY

r
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.-

" hence the sum of the right-hand serica is 1/3. As a third example, since

! -I:l+x}f’nl—2x+3;’—4x’+.”l

(o) {1+ =2
then for x = 1 we have

1
3=1=-2+3-44..

Aaln, since - -

- ] == (

= _ -1 _— -— l:q.-l
m 1 I}U- + x} L i 3-1-' -+ 5-" ?l': + '

‘_th:n for x = 1 we have

(19) : Dml—345=74+.

There are numerous examples of such arguments in his work,
One sees frem (18], fur x = =1, that

(200 =1 +2+3 4445+,
This Euler accepted. Morvover one sces from (15}, for # = 2, that
21 1wl 424448 4-.0

Sinee the right-hand side of (21} should exceed (ke right-hand side of (20),
hesum® + 2 4+ 4 + 8 4. .- should exceed eo. Accarding 1o {21), it yields
— L Euler eoncluded that o must be a sort of limit between the pesitive
and negative numbers and in this respect resenibles 9,

Apropes of {193, Nicholas Bernoulll {{GB7-1759) said, in & leter (o
Euler of 1743, thatthesumof thisseries 1 =3 4+ 5 — 7 +--+ is —ao(=1)",
Fuler's result of 0 he called an unsolvable contradiciion, Berngulli alse
acted that froin {13) one geis, for & = 2,

and from
1
{22) m-l+x+21’+31"+"',

for x = | one gets
— 1=l 4+l +2+F4---

The Maet that twe differene scries give -~ 1 s also an unaolvalile contradiction,
fur cthierwise one could equare the two serics,
In cie paper Enler did point out that series can be tsed only for valuer
i. -
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of x for whiclt they converge. Neverthelas, in the very samce paper!® he
concluded 1hm

. 1 ' ’
23) -“+;I—_j+;-!-1+x+x’+x’+-_---ﬂ.

Flis argiimient was that '

e N T

| — x
andd )
LWL UV T S SV R
x =1 1_,]_ x AT S
X

Dt the vwo ledt sides add up 1o 0, while the two right sides add up to the
original serics, i
Ian earlier paper,' Enler staried with the secies

3 L]
24 Y S A
{24) ¥ msinx = 3l+5!..
or
) a o -
{25) 1 =24 -2 = 0.

N = ..
y Yy Sl

Iy ining algebraic considerations applicd w {25) a3 a polynomial of infnite
depree, and Ly ising the thearem o the relation between roots and cocficients

of an aleebraic equation, Eoler proved that*? -

: I | 1 m?t
ptptat =y
1 ! 1 =?
nTRYR TN
l 1 1 n* .
PrntRt TR

H L + L.

s 153
1 1 1 n®
prE ettt

W, Comm, Jdreads 4l Perrap, U1, PT09, PR320 pats, L350 0 Opera, {13, 14, 330-63,
y YV Comm Geadl ded Poeep 7, 1731155, P23-30, prule, 1710 = pera, 113, 14, 73-0G.
b, Ve el alie sybnd fobar wownl £72 0 Liadd Teeen s redoerel by Wllinm Jomes in

1ilwy
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In the same paper, he fint gave the produr:t expansion

(26) sing = (l - :_’,)(1 - ;5)(1 - E:T:*)

His argument wis simply that sin s has the zeroy +or, 224, oo (hediscards
the root 0), and so like every polynemial must have a linear fagtor corre.
sponding 1o each of its reots, (In 174377 and in his fabroductio 't he gave
another derivation 1o meet criticisrn.) He treazed the righe side of (20) as a
polynomial, which he set equal teo zero, And again by wsing the relation
-Besween the roots and the coeflicients he deduced thae o

ot

| =
+

.
—
L =]
i R

mn

+...¢:_Tj-

el —

+

e

+

I—=
L

el

4ot

uli':l._,
I

1..-'.I|.._..
-

+

l\:ll._..
-

: +

.....
.

1

(=

and similar suma for highrr even powers in the denominater.
In a later paper®® Euler obtained one of his finest triumphs,

-
! n-rl [Eﬂ}ﬂ.
Z;ﬁw—w TR R
where the B, are the Renoulli numbers {see below}. The conncesion with
the Bernoulli numbers was actually established Ly Euler a little Jater in his
Insitutiones of 1755.1% e also gave in the 1740 paper the sam 37, (1fv*)
for the first few odd values of 2 but oot no general expression for all odd a,

Euler also werked on harmonic series, that is, series such that the’
reciprocals of the terms are in arithmetic progression. In particular he
showed 17 how onc can sur a Enlle numbee of terns of the ardinary harmonic
serics by waing the logarithm function, He starw with

- L l | 1 1
{27) ID‘;(|+;)=}—??+§}3—.EF+...+
Then - 1
1 + l 1 |
t-tog(S) + gt
135, Opara, {1}, 14, 138-55. .

15, Qpera, (L} B, 168,

I5. Comm. Aead. Sei. Prtecp, 12, 1740, 53-05, pub, 1750 = Qpera, {1} 14, 407-61.

(6. Tar §{, Chap, 5, L1243 = Opers, (11 14, 121,

7. Comm. Aind, Sei. Perap., 7, 1734135, 150-61, pub. 1750 m Opera, {1}, 14, 87-100
]
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Maw letx = 1,2, 3, ,,., 1 Thee substitutions give

. 17 1.1 1t .
==tng?+2—~§+;~3+-+ ;
Dtogd L L !
F=lggt g~ TR T8 592 T
Loty ] I 1
et g tTE "5 T
I nal L 1 1

n IHST-!_:::_EF]*‘{TI‘-F'+”"

By adding and noting that each log term i3 a difference of two logarithms,
onz gl .

LR RS I S, TR 1
Jtrgtgtto= ngfn+1]+§( +_E+§+“.+B_E)

—1(I+£+—1 1 +]I l I !
ittt +m) 1( +E+m+'“+ﬁ)'“-
or

(. !
{28) E [+§+§+...+;=10g{n+]}+ﬂ,

- where £ represents the swin of the infinile set of finite arlihmetic sumy. The

value of € wiy ealeulated approximately by Buler {it depends upen n, but
for large m the value of n does not afcet the resuit much) and he obtained
Q577214 This € is now Leown as Luler’s constant and is denoted by .
A mnuie acenrate 1epresentation of y is chiainetd nowadays as follows,
Subtract begon ﬁlmn froth sides ol {28), MNow logle + 1} — loga =
lug{l + 1fn) and this approaches 0 a3 0 — w0, Henge

{29} Y‘EE'_II(1+%+%+-“+%—IG§H)-

Tucidentally, na simpler Loom than {29) has been feund for Euler’s constant,
whereas we din T varins capressions for o and e Moreover, we do not
Lt l.ul.l.l"' whetler y is rational o irraticnal,

In his ** De Scrichus Divergemibus ™' Boler investigated the divergent
SCTiEL .

IH, Nooi Comer, foand. S0 Detiwp, 5 L7045, HUS-37, pube 1769 & Operr, {13, 14, S05-B1T.

R R
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{30} yomox— (e (20 = (3=t e
Formally this series satisfies the differential equation

(31) gy Ly e

But this differeatial equation has the integrating factor 2%¢74%, 50 that
I x =Lt '

= gl —
(32) ymetf

" ja a solution that can be shown by L'Hospital’s rule to vanish with x, Euler

cousidered the seties (3€) to be the series expansion of the function In {32}
and (32} as the sum of the saiics (30). In fact he lets x = 1 and alrains
R
1 -1 21 =30 4+ - mr g ——dL
N a |

The remarkable fact about the series {30} is that it ean be used le ebtain
gotd numerical values for the function (32) because, given a walue of x, i
we neglect all tenins beyond a certain one, the absolute value of the remainder
can e shiown to be smaller than the absobute value of the firstolthe neglected
teris. Henee the series can be used to obitain goosl numerical approximations
o the integral. Euler was using divergent series 1o advantage. The Tull
sipnificance of wliat thiese divergent serics accomplished was not appreciated
for anether 150 years, {See Chap. 47.)

Another Funous result of Buler's in the area of series should be dated.
In Jlrs Conjectandi James Dernoulti, treating the subject of probabilicy,
iptcenliteed the now witlely used leroonlli nuimbers, 1Te sought 2 formula
for e sums of the pesitive intcgral péwers of the integers and gave the
fallawing fornaula witheut demanstration:

! n”_l + éﬂ‘ -+ %ﬂ:"“l + ele = e — 2) Byas-?

¢+ 1 n.3-4

ele = e = 2{e — Nie — 4)
+ 773.4-56

(33) > ke =

B.nl-h +oren,

"I'his serics terminates at the Iast positive power ol n. The T, 8, Oy, ... are
the Hernoulli numbers

1 1 L g 5 B
{34 Bz"l-r Bq"“‘a—ﬂ-ﬂa"ﬁs Bu“"s_us BMEEr""'

Bernoulll also gave the recurrence telation, which permils one 1@ cafculate

Y
these covfheients, . .
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Euler’s resull, the Euler-Maclaurin summation lormula, is a generafiza.
tion,1® Lot f{x) be a realovalued function of the real variable x. Then {in
tnoderu notation) the formuta reads

(33) D Jtiy

- [ 70 = g LA~ O + L) = 71 )

H [
T L =10 .;,;c}.U“" "(ﬂ] =SR] + R,
where .
(36) R, = L LN PL ) d.

Here moand 4 are positive intefiers. Py, (%} i3 the {2k + 1)th Bernoulli
pelyncamial {which 2l appenrsin Iit:r!mulll s Ars Conjectandi}y, which 13 given
Ly

B, st p, gxed B,
M-y g+t

wherein Ay = — 12 a0 8y = 0fork =1, 2,

{37} lx) - :—} +

«v The serics

n
10 ik {3u = 1) —_ flie=1
(38 %uw” () =/ (0]
i» divergent for almeost abl f{x) thal oceur in applications. Nevertheles, the
remainder My is less than the firse tenn neglected and so the series in (35)
Bives a u:ul’ul approsiealion 1o

> 1.
-0
The Bernoulli aumlbers B, are u!'u:u defined today by a relation given
later by Luler, ™ n:’.mLE;.r,

-
) P e i3
(39) (e = 1) -;ﬂ.f—,_, |
Independently of Buler, Maclaurin?' arrived at 1the same summation
formula (35 but by a mchod a liule surer and closer to that which we use
today. The remmindet was st adlded arad seriously treated by Paissen®?
Eider alag introaditesl 3 o0 tanformation ol series, 3till known and

TIY Gewe, Tewd Kb Fenop, B, 1TRNA, GOGOT, pubs 1730 @ Qpeea, (15, 14, 12270 and
Comm, Aoad S Fereop B 1T S0, ||?-’J|!r i 1T = Ogera, (13, 14, 1¢1-127,
PO, s, LLL 1N, MDA,
The Preaine of Hwosenn, 1711, 18, L,
UM S Pload, e Ao, Tar, Fraser, G, 18, STLoiludb?, Iruh. U327,
L TN D A R LY. B IR TR

r
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wsed. Given aserles T, b, he wrote it as T, (— 13m0, Then bv_.r a numhe

of format algebraic steps he showed that . .
(10) S (- 1y, - Z{-n =
p e ’
=4 a

wherein the A denaies the ath finite difference (sec. 3). The advantage
this transfurmation, in madern terms, i3 to convert a convergent series in!.:
a more rapidly converging one. However, for Buler, who did not usuall
distinguish: convergent and divergent series, the wansformation could -alt
transform divergent series into convergent ones, 10 one applies (40) to vy

[41) =141 =1 4.
then the right side of {40} yiclds 12, Likewisc for the scries :
[42) 1 =2 493 -8 424, ¥

{40} gives

{43) i {12 - 1

ng

m +l(—1} +_E-l!_{1} 'JB':_””" 1

Tiiese resulis are, ofcour:: the same 22 those Euler got above (see [16) at
[17]} by taking the sun of the series o be the value of the Rinction fnii
w!ur.'_h the series is dertved.
* The spirit of Euler's methods should be elear. e s the great mamp
lator and peinted the way o theusands of results later pstablished rigorouy”
One other fimuous series niust be mentioned, Inlis Afethodus B Terential,
James Suivling gave the serics we pow wiite as

1 : Fif| Ho1
(44} lognl = (n +§] logn = a+log VI + [ h s F gy oo
B,, 1
tErs gt
which is equivatent to
43 nl m " VT ex I By ) +]
': ' i Pli = Tk A7

Suirling gave the first five cocllicients and a recurrence formuta for determ
ing the suceceding ones. Thougl the series for bog st s divergent, Stil:
calculated log, {10001, which iz 2567 plus a decimal, to wen decimal pla
Ly using oniy a few terms of bis series, 1de MMolvee in 1730 (Mircella

2. T, . 145,



454 " INTINTTE SERIES

Analytica) gave a similar formula. For Jarge n, al ~ (afe)*v'27n; though
giverr by de Molvre, it 1s known a3 Stiriing’s appraximation.

5. Trigonameiric Series

The ciglneenth-century mathematicians alsa worked extonsively with
trigonesinetrie sedies, especially in their astronomical theory. The uselulngs
of such aeiics in atronomy iy evident from the fict that they are perjedic
funciivns and astronomical phienerncaa are largely periodic, This work
wad the brgiiming W a4 vast sulject whase Ml significance wias not apyreci-
atcd in the eighteenth century, The problan that launchied the use of
trigenometric serivs Wwas inte polation, particularly to detennine the positions
of e planets Letween thewe alnained by olservation. The same serics were
intrealizead Inahie carly work on partial differential equations (sec Chap. 22)
Lal cutiemaaly thie two Tines of thuaglin were hept separate even though the
same e wirged unn both prollems.

By a wigonothetric setics is mcant any series of thie form

(45} %a., + Z (&, cosae + b sin ux}

m=1

witl g, and &, constant. Ifsuch a serics represents a fungiion f{x), then

{47) 2, = é J.:lf{x} tos ux dx, b, = Tl-r -[:lf{x} sin nx dx

for .= 0,1,2,.... The auainment of these formulas for the coellicients -

was onc of the chiel resalts of the theory, though we shall iﬂ}r nothing at
present abour the cunditions wminder which these are necessarily the values
of a, and &, .

As carly as 1729 Huler had undertaken the problem of interpelaon;
that s, geven a funetion f{a) whose values for 2 = w0 positive and inlepral,
are prescaibed, to find f{a) for other values of x. In 1747 e applied the
methord e bad obtained w o function arising in the theory of planetary
pettirbativis st secuncd o biiguettomctie sorty vepresentatiom of e
function. o 1753% Le poblished the imethed he bad found in 1729,

First he taukled b praliden when the piven conditions are fiiq) = 1
Mor mahy el songhit o peieedic solution that s 1 for integral z His rensoning
by inborcating becae St illestrates the analysis of the period. He lews f{x) = 3,
aud by Uaylen s theorem wiites :

1] Ll I - 1. e
ve SR RS R LT E A SRt

P Mo Clurenn, lowd . Aul. Petenp., '_!_ !?:IU_J'”. $3-1%, puls, 1753 = Chrara, U-:I. 14, 403415,
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Since f{x + N isto cqun-l J{xY, y must aatialy the Jinear differential equation
of infinite order ) . .

r 1 xr l '
(49) ¥Hgy +ey sl

He now applicd his mcthod of solving linear ordinary diTerential quations
of finite order puldished in 1743 (see Chap. 21). That is, he st up the
auxiliary equation '

(30} EEEY LT ERRNEYY

This equation, in view of the scrics for 2, is

-1 =0

wext he determines the tootr of this last equation. He starts with the

c_qu:!.tiun
x L]
13-

which is a polynomial of the rth degree. According to a theorem which

tes (1722) and Bultr independently in his fatreduetio ®® had proven, this
pelynumial has the lincar factor z and the quadratic factors

FAY z 2hnm n

(1+;1:) -'-2(1-1'- )COS—'”—+I,, R-I.E,..”{E-

n
DBy virtue of the trigonomelric identity for sin z in terins of cos 22 these
factors arc the samg as

2 -

N gina 7 4 2
4(1-!-“):"1 n-’r-g

n
The roots of {50) arc not affeeted if we divide each factor by 4 sin® kafn {for

the respective £}, and so the quadratic {actors are

Z.’

F
I+ n + Er
4n? 5in? -

For # = oo, the term 2zn is 0. The quancity sin krfn is replaced by Ewfn, and
a0 the factors become

z!l.
Ut g

-

26 Vol I, Claps 14,
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To sueh a factor in the auxiliary equation (50} there correspond the roots
2z = *i2ky, and lience the integral
: e, Hn Zhax + A, cos Qhrx

of {49). The lincar factor z mentioned above Eives rise to a constant intcgral
Since f{0) = ! i1 aninitial cendition, Euler hnally olstains

y =1+ > {asin Urx + Ay(cos 2hnx — 1)

al

The coclfigicnts e, and A, are still suliject to the condition that f{n) = !
for each n,

This paper also contaita a result which is formally tdentical with what
caing to be galled the Fourier expamsion of an arbitrary funetion, as well as
the determination ul the coefTicents by integrals. Specifically Euler showed
that ihe general selution af the Bunctional equation

Sl = fix = 1) + X{x

Az = I: X{gydf + 2 z cos Iumx j:)f{f} coy 2unf J
- +2°5 sinZnnx J: X{£) sin 2nwg dE.

aml

‘Here we have a function eaxpressed as A trizonometric series in thg year
1750-50, Luler maintained that his was the most general selutive of the
interpolabion problem, 1050, it surely included the representadion of poly-
nomials Ly grigooennen e series. Dat, as we shall see in Clugner 22, Dulee
deniml thin in the arguiients on the vilsating string and relats! prelilcms.

In 175 el Adeinbere®® considered the |l.l'ﬂh!r:rr1 ol the expansien ol the
reciprinsiad of the dislance between twe planes in a series of cosines of the
uloipfes of tie angle Bevweon e tays frome dhe origin 1o the pliness, and
here o the definite dntegial expressions far the cecllicients in Fouricr
serivs can he fuumld,

In angibier work Euler obiains trigonemeuric serics represeiidtions of
functions in o tatalby dilferent fshion ®® 1le starts witly the geomettic series

[\

a"(cos x -+ i ain x)7, r==1

LE

27, dacherehe) aur diffdeems peanby tnpariand du gyitdmr A oognde, 1701, Vol 1T, 1. Gf.
H. Nav Comm, Tead, et Petep, 3, 175413, 164-201, puts 1700 = ﬂpﬂd, {1, 14 542-64;
e alva Opeen, (17, 17 43% 97, T oonadlier inethad,

v

INTINTTE sERIRS

o

TRIGONOMETRIC SERIES 437

and by summing it obtainy

!
T — alcosx + isinx} .

He then uses standard formulas to replace powert of cos s and sinx by .
cos nx and sin rx (which amounts te de Moivre's theorem) and obiaina

Z 2{ens nx 4 1 5in nx).

1
D~ afcot x + Esi:rx_j =

By multiplying numerator and deneminartor on the left by the complex
conjugate of the denominator, separating the # = 0 term on the right and

. putting it on the lefi side, dividing through by g, and separating real and

imaginary parts, he abtains

"
| aCosx — g% .
R Ty i &" £oY Ax

na}
N L ]
& 5th x e
3 - a* sin nx. .
1l —Zzcosx + @
LT}

So far his results are not surprising. He now lets @ = 4+ 1 and cbraina, for
cxamyple, )

(=1) %-Iltcos:-l- c052x1c0:31+:m_4x +een,

{Actuaily (he serits are divergent,} He then integrates and obtains

{32) E%—Jnsinx+%sin2x+13jn3x + -,
{which heids for 0 < # < w and cquals O for x = O and #) and
x . | 1. 1.

(53) i-a:nx-——ismix +inn3x—gun~1;+....

(which converges in —n < x < =). . An integration of the latter and
evaluation at x m 0 1o determine the constant of integration gives

a3 I 1 |
{34) T -7 l'“cmx+;cnsi’x--ﬁcnsﬂx-i--l-acns‘lx----,

Euler believed that the latter two series [which are convergent in
{—7 < a < n)] represent the respective functions for all values of =,
Moreover, by suecessively difTerentiating (513, Ender deduced that

sinx + 2%in%x + 3sinde .- =0
cost + dcos2x 4 Deasdr 2o O
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and other such equations, Danie] Bernoulli, who had also given cxpansions
such as (523, [53), and {54), recognized that the serigs represznt the functions
atily for certain ranges of & values, :

In 1757, while studying perturbations caused by the sun, Clairaugd?
ook a far bolder step, He says e will represent any function in the form

{33} fla) = Ay + 2 Z A, cos nz,

=l

e regards the prollem as one of inerpolation and su uses the function
values at the x-values

2 dor (i

k & &

angd alier 4ome manipulations obtaina

4o = %Zf (%)
fon § S o

By letting & became infinite, Clairaut arrives at |

) ix
-{56) A, = E—I:r L Six) cos nx dx,
which is the correct formula for the A,

Taprange, in his rescareh on the propagation of sound,*® cbtained the
serigs (31} and defended the fuct that the sum is 12, Yet neither Egler nor
Laygrange commmented on the remaralle fact that they had expressed nan-
periudic functions in the form of wigonmnetric seeies. However, somewliat
Later thury dicd observe this fict inanniler eonnection. ' Alembert had ofien
given the exmuple of 2% a5 a function that could not be c::p;mdcd.in a
teigonaretris serivs, Lagrange showed Lo inoa leiter® ol Agpnst 15, 1708

z13

that £ citn badeed be expresed in the farn

At = g + beoslx focuos Sz -,

A lendiert abiecterdh and pave countraargignents, such as than the derivas
" L L L]

tives of e two sides are ol equal for 2 = 0. Alse, by [agrange's method
ene could ex{ress sin g vy oA cosine series; yet sinx is an odd function,

20, e e Pdoad Fen B0, Dards, 1330, 34517, F:ILI'IJ1 1759,
0, Mg Pow 1, EPEY w fLperer, B, 1100
M. Fogrenge, Fpren, 13,110,
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whertas the right side would be an even one. The problem was not resolved
in the eighteenth century, ..

In 1777,%% Euder, werking on a problem in astronomy, acivally obiainddn.
the cocflicients of a trigonometric series by wsing the orthegonality of the
trigenometric functions, the metked we use today. That is, from

z .
(LT f{x}_ = %? + Z g, o —F
he Jdeduced that
2T ™
'.ﬁ.:TJ-"fM :usirjdr. ~

He had first obtained i1, in the immeiately preceding paper, in a somewhat
complicated fashion, then realized that he could wlbtain it directly by multi-
piying both sides of (37) by cos(vmxfl), integrating term by term, and apply-
ing the relations

' if vk
{cusﬂcmﬂﬂﬂ 2 il ym i

i i i
I:I f, if vf =0

Throughout all of the above work on lrigonometric series ran the
paradox that, altheugh all sorts of funciiens were being representcd by
trigonometrie series, Euler, d'Alembert, and Lagrunge never abandoned
the position that arbifrary funciions could not be represenied by such series,
The paradex is partinlly explained by the fact that the trizonoimetric series
were assurned 10 hold where other evidence, in some caves physical, seemed
o asiure this {act, They then felt free 1o assuine the series and deduce
the formulas for the coeflicients, This issue of whether any lunciion can be
represented by a lrigonometeie serizs bacag central.

-

6. Continued Frections

We lritve already noted (Chap. 13, sze. 2) the usc of gpntinued fractions to
eltain approximations o irrational numbers. Euler took up this subject
I Dis frst paper on 1,77 entitled e Fractivaibus Continuis," he derived
2 number of interesting results, sech ag thar every rational number can be
expressed as o finite eomtinued fraction, He then gave the expansions

{_-1=|.|+1 1 l_l___l._.]—.l_-]__..u

32, Newa Actz Acod. Sei, FPetrpp, 11, 1793, 11472, pube 1798 w Opera, (1), 16, Fart I,
333-94. .
33, Comm. Atad. S0, Pebop., 0 1771, UB=137, pub. (744 e Opera, (1], 14, 187-215.
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which had already appeared in a pnpcr'by Cotes in the Philsraphical Trans-
aetipnr of 1714, and .

e+ | S
¢ =1 G+ 10+ 14+
He showed suintantially that r and ¢ 2rc irrational. .
The foundations of & theary of centinued [ractions were laid by Euler
in his frtroductio (Citap. 18). There he showed how to go from a series 1o 2
conuinued fiaction representation of the series, and conversely, .
Fuler's work on continued fractions was used by Johann Htmruih
' Tule t I
Lamleet (1728-77), a coldeajiue al Luler am% Lagrange at the !c;rlm
Acadeiny of Suienues, W prove thatifxisa vational number [not 0}, then
3 - + -
o* and 1an & cannot e ritional. He therehy proved not anly that ¢’ lor
s ierational, But that all cational nembers have b Falioginl

+am

positive jntegsad x 5 v .
watural [ase ¢} logmithns, Yrom the resnlt on tan x, it foilows, since
sanfef1] = 1, that neither rfl nor w can be rational, Lambert actually
presad tie convetgrave of the continued fiaclion expansion for tan x.
Lugrange™® wnsed continned frictions o Hd approxiraon 1o the
s ; : ‘ 4| 38
Ceratinnal roots of equations, and, in 2noiler paper i the same journal,
he geot approximate selating ol diflerential equations in the form of con-

voneed fragtivus, In the P68 puper, Lagrange proved the converse of a

earens that Buler lad proved in Vs 1744 paper. The converse stales that
4 reab rout of a guadratic ariation is a peciodic continued [raction.

7. Fhe Problem of Convergence and Divergence

\We are aware tutlay that the righeenth-century work on sc.rics was Iargcly

fursnl, wred that e quesiion ol cgnvergence and divergence was certainly

ot talken o setiolaly 3 neither, however, was it entively ignored. .
wewton, !t Leibuig, Tuler, and evin Langrange regarded serics as an

extetision of the algehira of pudynomials aud hardly tealized that they were

. R e . H ' .
intrealucing new prolilems lyy extending sues ooan infinite number of

1 1 at
tenms. Crneruently, they weie not guile pregaued o face the |31I‘Dh'|.tms th‘"t
Safinine series theost npon themy but the apparent thilliculrics that did

. e et
arise Cavaend them g least ovessionally w Lring np these guestions, What 1s

['1_,}":{_'],1”:,-' buteresling 1+ that the ginrent resolinime of the purnduxcs annd

ather dillenlties wos nlten voiced amd jost uften igroned. o
Ve soane sewepieentlecenind y o o had! olserved the dt:huul!un

betwern converpgence and divergenes. In 16568 Lovd lrowncker, treating

%1 fiar de Pleed. o Merfin, 11N, 265282, pub, 1768 = Opers, 2, ]'I'.'."a-?"l .

yh Kews. Mewe de 0 lend. de Herfoa, 23, LTuT, T11-52, pub [ = thwrres, 2, 53014,

andd F1, 10N, LIDS D b 1770 = Luarer, P, SB1-052,

B 17T e Cloecren, A, Bini=41,

T wer gher pbetion fieme SoeviLn i O BT, e
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the relation between log x and the arca under p = Ifr, demonstrated the
convergenee of the series for log 2 and log 5/4 by compatison with a ged=.
metric series. wewton and James Gregory, who made much use of numerical
values of series to caleulate logarithmic and other fungtion rables and 1o
c!.'.lluatclin:cgmls, wers aware that the sums of series can be finite or infinie
The rerms “eonvergtnt™ and “divergent™ were actually used by James
Grepory in 1068, but [ie did net develop the ideas. Newton recognized the
need to consider convergonee but did ae more than aflinn that power series
converge for nimall values of the varialble at least as well as the geonetric
serics. 11e also rexnarked that spme series can be infinite for some values of
x and 5o e useless, as, Jur examplz, Qe series fory = 4ar — &2 at x = a.

Leibniz, wa, fele some concern about convergence and noied in a
letter of Quiober 25, 1713, to Jola Dernowlli what 35 now o theorem, that a
scries whose tenns aliernate in sign and decrease in absolule value mono-
tonically 1o zern converges,?®

Maclaurin, (o his Treafise of Fluxions {1747), used series as a regular
method for integration, 1le says, “When a Muent cannot b represenced
accuratcly tn algebiaic tering, it is then to be expressed by a converging
series."” That the torms of 2 convergent series mutt continually decreass
and Lecone Jess than any guantity howsoever sinall that cann be assigned he
also recognized. *'In that case a few terms at the beginning of the serics will
e nrarly equal to the value of the whaole" In the Treatise Macliurin gave
the integral test (Linlependently dizcovered by Caucliy) for the convergence
of aninfinite series: ¥ () ronverges iFawd un!yifj: #{x) is fanite, provided
that (=) is nite and of the same sign lor ¢ 5 » = o0, Madlaurin gave it in
pocnetrical fonin,

Smne wdeas about convergence were also expresed by Nicholas
Bernoulli {1687-1759) in leteers to Leibniz of 1712 and 1713, In a letter of
Aprtd 7, 1713,% Bernoulll says the serics

“ -4 xjﬂ‘- 1 + nx +rlh_;_ﬂx= +_.__

has mo sum wlen x is negative and numerically greater than 1 if & is frac.
tional and has an even denominator. That is, the {arithmetica!) divergence of

*a scrics iy not the only rcason for a serics not o have 2 sum. Thus forx » !

botie sericy

l 1-4 1.4.7
- xmV 5 - — x? ol
(1 —x) I +gxdqes® doppe+
! 1.3 1.3:5
- -1;”‘ = ———— 2 A — k] e
{1 — x) 1+.2x+2“1_x + 5o X +

1R, Maih, Fcheiften, 3, 922277 Leibniz alto gave an incorrect proof in w detter te John of
January 03, 1704 = Alath, Seheiften, 3, D145,
A% Letbirs Mah, Schriften, 3, 200-04.
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are divargent, but the first series has a possible value and the second an
imaginary value. Onc cannot distinguish the two by examining the serizs
Lecause the remad-aers are miarfng. 1lowever, Nicholas did net set up 2 clear
concap: of canvergence. In a reply of Juue 28, 1713, Leibniz Y uses the term
“adyvergent™ [ore scries that converge {rughly inoour sense) and agrees that
non-advergent serics may be impossible or infiniely fage

Lt Taano deanler thiat Bader sase some of the dilfienlties widy divergent
serics, and in particnlar the dilliculty 1 using shem for computationy, but
bie certnanly was weclear abony the congepis ol convergenee ane divergence,
fle did revepnize that the tenns inust become infinitely sinall fer con-
vergence, Phe lellery deseribed bolow el us, indivecily, soinethiog of lis

Witk A,

Nicholas Ternoulll {(§G87-1739), in correspondence with Euler during |

174243, had challenped sone of Nuler's ideas andd work, He pointed out
that Euler™s use in his paper of 173145 (see see. 4} of

\ PR IBYZ £ 5
. :msﬂ.r—_i*!+—!+---=(1—;1)(1-—m](1—~w)“-

dous yield

? -] 1 1
Tolitptrmtptos

but a proel of the convergence af the hasic serist in 5 is missing. In 2 letter
of Aprid 6, 1743* hc says he catmot linuging that Euler can'belicve a
divergent serics gives the exagt value of soine guantity or function, Hle points
L out dhat the remaioder is lacking, Thas {1 = ») cannot equal 1 + = +
& .-. hecause the remninder, namely, x* *3 {1 — &), is missing.

I anather letter of 1748, Bernoulli says Eoler muse distinguisl hepween
a fnice suim amd aosuen of anjofinite nuinber of terms, “There is no last wem
in thig latter ease, Henoe one coenol wse [ne infinite pelynominls {as Huler
Jid) e retatien between the roots and geuflicients of a pelynenial of finite
degree. For pulynorisls with an infinite nutber of tTering one caniot speak
of the st wf the roots,

Euler's aoywers e these Jewers of Berooulli are not known. In weiting
e Erodcl il oo Avrgost 7, DFIA A2 Toler relers 1o Dernonllt’s argument that
divergent serics such as

4] =« 2406 =24 4 120 = TH -

lave st Dt siys that these scries have a definite wefue. Tle notes that

we slmuld not wse the term "“sum®™ becatse ihis refers o actoal addition.
Tie then stives the penomal pincple which explains what he means by a

AL, Afuth, Sthrifiew, 3, G,
A0 i Carregpundaner, 2, TR 4,
42, Tuwes Durrerpaendnce, 1, 524,
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definite walus, He points out that the divergent !t!“:’ﬂﬂt [rom finite

slgebraic expressions and then says that the valus of the series in the rolur of

the alpebraie expression frem which the serier comer. In the paper of 173435

facct 4}, he adidy, “Vhenever an infinite series (s obtained as the development

ol seme closed exprossion, it may be used in mathematical operations as the

equivalent al that expression, even for values of the variable for which the

series diverges,” e repeats the first plociple tn his futftutrener of 1755:

Lot us say, therefore, that the sum of any infiniie seriey js the fndie

exprossion, by the expanson of which thie seriey it geperated. In this tanie

the sum ol e infinite series 1 — x + % — 2% + -0 will Be 171 + &,

bieeausz the aeries aries from thic expansion of the fraciion, whatever number,

is pulin place of x. I this is agreed, the new definirian of the word sum’

coincides with 1li= ordinpey 1meanipg wheny a series converges; and aince

divergent serics have no sum in the [J;l’}]u::r sense of the wotd, ng ingon-

venience can wriss s this teeninology. Vinally, by means ol Usis dehnitian,

we can preserve the utility of Jdivergent serfes amd defend thede wae from all
olijectior 13

Itia faIrly certain that Euler meant to fimit the doctring to power scrics,

In writing to Nichoias Bernoulli in 1743, Euler did say that he had had
grave doubies as 1o the use of divergent series Bue that e had never been led
inte crror by using his definiton of sum,** To this Bernoullt replied that the
samne seeica miglt avise o the expansion of two dilferent functions and, if
5o, the sum would not be urtque® Euler then wrete to Goldbach (in the
letter pof A 7, 1748): " Burnoulli gives no exwmnples and T do not belicve
it possible that the same series could come from two truly Qifferent algebraic
expressions. Henee it llows unguestionally thar any series, divergent or
convergent, has a definite sum or value ™

There is an interssting sequzl to this argerment. Enler rested on his
contention that the sum of serias such as

{56) P~ 141 =141

conbd br the value of the funciion frem which the series comes, Thus the
abiove seties comes from 1f{1 + 1) when 2 = 1, and so has the value 1f2.
However, Jean-Charles (Frangeis) Caliet (1745-99), in 2n unpublished
memerandure sulymitted to Lagragpge (Lagrange approved it for publication
in the Afdmotres of the Academy of Sciences of Paris but it was never pub-
lished}, pointed out some forly years later that

(59 R SRR Sl
JENEIE N [ —
xﬂ-

AR Lol N L R

43, Paraggraple 100-11,
44, Opera Forthema, |, 316,
45, April 6, 1743; Fusa: Seprecpendaney, 7, 701 4T,
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Tlence for x = ] (and m < r), since the left side is mfr, the sum of the right
sitle st also lie mfn, where m and n are at our disposal.

Jugrange®™ considered Called’s objeetion and argued that it was
incorrect. s sed Leilimiz's probabilizy argunent thus: Suppose = = 3
aud v = 5. Then the fuff scries on the right side of {30] is

I 00 F O +aA% 00— +0 2040,

Now if one tthes for x = 1, the sien of the first term, the fira two, the fing
three, . . ., then i caeh See of these partial sums three arc equal to | and
wwo are erqual to 0, 1lenge the wost probalde value {incan vaiue) is 3f3]
and this s the value of the seies in (59 for m o= 3and v = 3. Inctdentally,

Paisson, without memtioning Lagnnge, repeal Lagranpe’s argument.*?

VFuder did sy theat great care whoukl br cxercised in the summation or_

divergenl saies. tle also made o distineden between divergent series and
scanitanvergend serigs, sl as {58, it oscillate in value as mere and more
teerna are adiled bt da oor beeome afinite, Certataly he recognized the
distinction Letwvesn eonvergent series and divergent ones, [n one case
11747}, where e wed inflinite series to caleulate the atteaction that the
catth, 23 an oblale gphicroid, excris on a particle at the pole, he says the
fories Uoenverges velimmenty”

Ly ange, 1o, showel somne wwareness of the distingtion between con-
verpenee and divergres, Tn his carlier writings be was indeed lax on this
mavter, Inouees p.u.ptr“' e says that a serics will represent a pimber if it
convergrs to its extamity, thut is, iCits mils term approaches 0. Later, toward
the eend u_r the L._:_;hlq.r.rt[_.1 century, when Jw worked with T.l:,l'lﬂl' % SEFILS, b
Cpave wlint we call '1'11}']|Jr’s l|!u:ut‘t'|n_”"' Ilil.l:l‘n:.'|}',,

St 0 = S0 + SO S g b+ SO0 S R

where

LN |
n + 1)1

and & is hetween 0 and 1 in value, ‘This expression for £, is still known 23
Lagrange’s fortn of the remainder, Lagrange said that the Taylor {infinite)

R" nf““‘”{x + WJ}

46, Mdn, e [ deed, der Sl bl Fromee, 3, 1705, [=11, puln 17935 this nriicle does not
afiparar i Thoe fuprer, ’
AT, e de P Haole Puly 02, B023, AU-50U. 0T waie imists an using tve fall gower acricy,
then L rgrange™s argunnenl ntakes mure spaac. It can be rigurizcd by applying Frobenius's
delinition of sunnmabiboy (Chap. 47, sec, 4}

15, Med, Je Poicad, de Beefin, 731770 w (Butren, 3, 5-73, po 0l in particular.

44, Fhisrie dos fouction, 2o ol 1813, Glhap, 4 m Qe U, 83- B5. Tle migan valuse
theriren ol 1hg illtrgraniad calontin, _f{fr}l —'_.If{ﬂ} “"'_,I“{lij{'!l -aj, is tlue 1D 1.'-1;FUIIE¢
(13970 Larer it was tesd e derive LVaglor's thearan o i mvaderin Liwyhy,
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scricd should not be used without cansideration of the remainder. However,
he did rot investigate the idea of convergenee or the relatian of thé vatue of
the remainder Lo the convergenee of the infinite serizs, He thought that one
need consider only a finite number of terms of the series, enough to make the
remainder small, Convergence was considered later by Cuuchy, whe stressed
Tayloe's theorem ag primary, as well as the fict that to elitein a convergent
seties the remainder must approach 0.

1¥ Alenibert, wo, distinguishicd convergent from divergent uries. In
his article 5&ric" in the Encclopdfie he savs, "When the pmgr:ssam or
scrics approaches snme linite quantity mere and more, and, conscquently,
the tering of the series, or qu.mm::: of which it is composed, g on diminishs’
ing, ome calls ® A convergent se ries, and ¥ e continues to infuilty, i wlll
finally Leeotne equal ta tiis quantity. Thes 1/2 + 14 + 18 + 116 4 - ..
forin & series which always approaches | and whicl will becomne equal to it
finally when the sevies is fontinued tinfinity.” Tn 1 768 d*Alembert expressed
doulits abaut the use of nongonvergent seried. e said, " As for me, iavow
theat uil the reasonings based on sevics that are not convergent ... Appsar W
me very suspecet, cven when the results are in aceord with wreths arrived at
in other ways." 3¢ In view of the cffective uses of serits by John Bernoulii
and Euter, the doulis such as d'Alemnbers expressed went unheeded in the
eightrentle centucy. In this same volume d'Alenmibert gave a test {or the
abrolule convergrnes ol the series vy A+ uy & by - - ; nAmely, if for all n
greater 1han some fixed valee ry the ratio {tasifu,] < p where p it inde-
pendent al # and less ihan 1, the serics converges absaluiely 3

FEdward Waring (1734-98), Lucasian professer of mathematics ag
Cambridge University, hele advanerd views un convergence, He taught that’

converges when n > 1 and diverges when = < 1, He also gave (1776} the
weli-known 1est for converpgznce and divergence, now known'as the ratio
test und ateribrted o Cauchy, The ratio of the {# 4 [)st to the ath term is
formed, and if the limit as # -+ c0 is less than 1, the series converges; il
preater than |, the serivs diverges, No conclusion may be drawn whea the
limit i 1.

Thongh Lacroix said several nonsensical things about series in the
1707 ediion af bis infleential Traitd du calend differentiel ¢f du cm’ruf inlrmral,

he was wiore cautious in luis second edition. Speaking of

P .

2 o1 = + .
T ltataEtaten T

=M, ﬂ‘_.ﬂu:rru.l'rj rrm'ﬂ."r{mﬂr;guf_l'l 5, 1748, 182,
51, Tages 171-81,
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" he says that onc ahould speak of the zeries as & deelogmen? of the function
Levams the serier dees not always have the velue of the function to wwhich it
Lelnngs.® The series, e siays, gives the value of the function only [or
Jal < Ja]. Mg cvntinues with a thought aleeady expressed by Luler, thae
the infinite seties i tovertheless Hed in with the function lor all x In any
aualytical wenk involving the seiics we would be right @9 concloe that we
areafealitgg with the fenelive, 'Thos (Cwe discover satne propecty of the series,
we rmay e sure s property Daads T the function. To perceive the wuth
uf this sasereinn, it is suflicicnt 1o vliyerve that the serics verifies the equation
that characieyizes the funcion, For example, for y = gf{a —~ 2} we have

a— [a— xly =0

B ifoae substitutes the series for g in this last equation, hie will see that the
serjes also satisfies fr, One knows, Lacooix contiuues, that I would be the
wine for any other exainple; and he peints to the great pember pracnted
in the text

Ttis Fde g sy thit in (e eighteenth-cen ey wark an infinite series the
Farma! view dominated, O the whole, the mathematicians even tesented
any litnitations, sech as the need to think abous canvergenee. Their work
proaluced wsefil tesulis, aned they were satizficed with 1his pragmatic sanction.
Thay ditl excern] the leunds of whin tleey could jnstily, bug they were at
Teast prudent inlisie 1ae of divergeng serics. As we shalf see, the insistenee an
testriciingg the tse of serics 1o convergent ones won gul durisg mosi of the
minctceniin gentwy, But e cighieenth-century tnen were  ultimacly
vitlivanal; vwe vital fdeas that they glicepssd i infinile series were later to
i accepanes, The fivse was that diverpent serics can e usefol br
metical approxinations of hmcticans; the seeond, that a series may
reprcsent a funetien in analytieal operotions, even though the sories is
divergent.
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ALGEBRA- Y PROPIEPADES DE LAS SERIES

La definici¢n de serie se establece en base a una sucesidn, por
lao gue €5 conveniente mancionar las eperacionec dlgebraicas con

sucesiones,

La sucesiongs son una clase particular de funciones por lo cual,
las reglas para formar sumas, productes vy cocientes de funciones,
asl como la multiplicacifn.de un nimero por una funcidn son las

siguientes:

Sean las sucesiones {a } ., "{bn} v ¢ un nGmere real o corple

o, se define:
1) {an} * [bn}
() < ) = fon x by] '

iii) © {an} = {can}

iv) Si {bhs #¢ para todo n de N, entonces

NG ES

Con series infinitas se pueden efectuar operaciones algebrafcas

1

{an ¥ hn}

de adicién y substraccidn, multiplicacifén de un nGwerc per una -
scrle y multiplicacidn de series, en forma semejante a las opera
cicnes de funcicones polinomiales.

En este tema se estudian dichas operaciones, ademds,las propieda-
des de las series respecto a su caricter de convergencia.

l.- IGUALDAD DE SERIES

Para definip las oparaciones algebrafcas con series y estudiar-
las prepiedades de las scries, <5 recesario tener presente la -

definicién de igqualdad de scries que se enuncia a continuacidn:

-



DEFIHNICYOHN

ies F - R son fguales, si sus términos
las serlesjnélan Y hByg b son Iguales, si sus Lérminos
e son igquales, 8 decir

i T 51 o, = .

nil an = nhl D 5L &), bn para tedo n ode H
EJENPLO 1.1 )
Las scries LHiI+l+i+... ¥y 1404140k, .. - ra scn iguales

pero tlas seories 14 ifﬂ + 1/4 1 1/8 1+ ... ¥
I {1-21/2) {12170+ (1/4=1/78) + ... i son iqualex

FJEMPLO 1.2 ' ~

$oan 1 ies B 2 i 3
Sean 1 as gseries B 1 y R ce
B L SR E B - Oy

Ohtencr ol valor.de K, oi las soeries son lguales s

S0LUCYICH

Se iqualan les términos n-8simes do . las series 1mard obtener el

valor é¢ K

1 -3 ~ . T

ntl T T {EniZ}

K (Qnt2) _

Nkl '

2K= - 3
CKi - 372

2.— SUPRIHIE 0 ACRECGAR TERMNINOS EN UNA SERTE

Wwin wanera on gue se pueden alterar lag series jnfinitas sin -
afectar su converyencia es agregande o quitondo LErminos nulos.
Si reemplaszames 1o seric apt o, + G404 L.,

per 1a seric a, + 9+ Ay +70 + 25 + ...

1




entonces se ve clararente gue no se ha alterado la convergen-
cia de la serie, ni su suma, en casc de gue converja. De la -
Iisma manera s¢ pueden eliminar los términos cerec sin que haya
efacto afguno.

EJEMPLG 2.1 ‘

o -
Seca ¥ 270 [ 1- {-1]“],cuandn n es par 1)%=1,
n=1 ‘

de manera gue el términe de la serie vale cero.

Cuando n es impar, el té8rmino n-8simo es 270 ( 2)

En consecuencia eliminznde los términcs icuales a cero, la se-

rie gueda en la siguiente forma

R S e
2 2% 2 22n-1

gue es una serie geométrica con razén 174 , por lc gue conver-

L He.

Otra mancra de alterar una serie es suprimir o agregar términos

al principio de esta como s¢ indica en el siguiente teorema.

B
TEOREMA 2.1

El caricter de converaencia o divergencia de una serie, ng sc

altera =i se suprimen ose agregan términos al grincipio Je -=

ella.

. ' DEMOSTRACION
S¢a.)n serie E' a = a_, +t a? 4 oa. + ...
cuya sucesién de sumas parciales es {Sn}

suprimiende sus m primeros térmiros se tiene

n¥;f1 a, = agy t oaggs +oa + ... +t a + ...




que corresponde a la serie

LA
E a =a

- + + ... .
ne=1 “min” fmel” fmal t a +

con sucesitn de sumas parciales {Zn}

€1 n>m el término S, puede expresarse como

Y T a + ¥
= . a = Y a
5n kel k k=1 k k=m+1l k
™ n .
donde E a, o Yy E = 2
k=1 . ' k=m+1 n-m

£s el término {n-mlfsimo de la sucesidn {zn }

L3

mntonces = +
cntonce 5 A zn-m { 1)

poer 1o gue Lim I axiste si y s8le si, existe el Lim S

n-+.m N n-—rwm

come Lim Z = Lim 7
- n I — o3 n-m
i . o .
se tendra que la seric El Acsn . ©F convergente si oy sdlo si
n= -
1 ic ¥ L
a serie K a es convergonte. -
n=1 n ¢

.o que demuestra el tegrama ¢on el’primer caso.

La demostracifén £s similar si sec agregan m términos en vez de

suprimirlas.
EJEMPIO 2.2

o
Si en la sorie divercente X n
nNn=

se suprimen los 4 primeros términeos, se obiienc la serie

ol
E n -5 .6 7
n=e 10n+1 51 gy Tt -



que es divergente de acuerdo’con el teorema 2.1

Si chora a ésta (iltima serie le agregamos cinco tériinos, se ten
dri la serie:

@2 2 k.

¥ n _ O 1

n=0  yorr - YT tar T st -
tambifn divergente

s

TEOREMA 2.2
- &£
Sca | 2 a =a +a + a 4+ ...

n=1 n 1 2 3

una serie convergente con suma 5

LY

m
5i b a = p entonces la sexie
- ] ~ ’
n=1
¥
= + .
n=1 men qmtl a2 T B "
tiere suma 5= A
DEMOSTRACION
Partimos Ge la expresidn (1) del tecrema 2.1 que dice |
Sp =AY o~

obhtenomos el limite en ambos miembros

i 5 = i + i A
hin il A% MR 2o

E K. + Lim ?:-
n-re M

[= +]
aor lo gque FE = -
P . g =y ﬂm+n 5 M

con lo gue sc¢ ha demostrado el teorcma.

£l siguicnte tecorema se presenta sin demostracifin.



TEOREMA 2.3

ol
Sea E a = 5

n=1 n

m
S1 E PP = B entonces la serie

n=1 n

E ¥ = b +b_+ +bh_ +a, +a,+

o+ | a = - a a
ngl bn n=m+1 n-rm 1 2 m 1 ?
+ a + ..
n-m
! )
ticne suma S + H
&

EJEMPLO 2.3

£i en la sorie convergente

Ly
3

N

T I T 1
27 3N 2

se suprimen los dos primeros términcs, se chtiene la serie

1 1 1 1

to..4
27 81 243 3n:irz

+

también convergente, y seglin tecorema 2.2 Su suma eS:

o« :
2 A P
p=1 T a2 2 -9 1&g
3
EJEMPLO 2 .4
o 3” :
Dada la serie ¥ cOs m!t+ 2 determinar si es convergente
n=1 e
o divergente
SOLUCION

lLa scrie puede escribirse como




1.2 1 1 1 .2 2 2
Tttt —— e P — L.
3 32 33 34 35 36 Ki 38

Suprimiendo los cinco primeros términos se tiene

2, 2,2

3¢ 37 48

+ ...

zhora agregamos al principio ¢ince términos de tal manera quo

tengamos una serie geomftrica con a=_2 y r =1 ,
: 3 3

(PN
'--1] o

B e i AR S S RPN
370037 .30 3 3% 33

que sakemos es convergente por lo tanto la serie dada es con-

vergente segfin teorera 2.1
3.~ ASOCIACION DE TERMINOS EN UKA SERIE

Una propiedad familiar de ¢l algebra, l1a propiedad ascciativae,
dice gue leos términos de una suma finita pueden ser agrupados

-

en cualguier forma, por cjemplo
{atbtc)+ d= {a+h)+ (ctd)= at+{btc+d)

esta propiedad tambiln es aplicatbtle a series infinitas conver-

gentes
EJEMPLO 3.1

Sea la scrie convergente ( cohdicionalmente}

|21} n_iﬂ
y {- -
n!—,]_ _?.:_I'_:?]__._._z 1w

b | b

+ LR +
3 4 .

ascciando sus términos dos a dos se tiene



d
_l...1 11 1
_1 o1 1
T2Y5a*5.6 0
- = 1
n=1 2n (2n-1})

esta serie también es convergente; el agrupamiernto de términcs

ng alterd el caricter Jg convergencia de la seric, ni su suma;
de acuerdo con el siguiente tegrema,

TECREMA 3.1

5i una =s=eric

o> o
‘E a_ conv 5 seri ' i
e i nverge a S, la serie n%l bn obteni
da por agruvpaciSs de Lérminos Lambifn convesye w5 J
DEHOSTRACTON .
[~n)
: = a a 2
Sea E a, = 1 + 25 + 27+ L.
n=l
una serje convergente, cuya sucesidon de sumas parciales es
{8, v seca ,
- .
; b =b + Db, +b_ + ., + b +
P T B R m

(28]
vna serig obtenida al agrupar los términcs de El a
n= n
los elementos de la

serie =on

a_ + a_ + ... + a_
) 1 2 %41
. . ... 4 oA,
h2 a]l+1 + a]1+2 + ajz
o

aj{m—=1}+2 + jm



donde jl < d2 ... &£ Fim-1) < Jm

" o>
i la {Z } o8 la sucesidn de sumas parciales de E b
m n=7: m

entoncas

zm = hl + b2 + L.. t bm_

zm =oa, + a, + ... ajm

Z = 5. ' -

m jm

por lo que

Lim Z = Lim 5, = Lim S8 = 5

m o o Mm-scx 1M I —>oo

s
con lo cuzl gueda demostrado gue nﬁl 8] oS convaergente ©on

i
suma 5 .

5i la serjie original es divergente, ¢l agrupamiente de términes
podrfa determinar gue la seric ohtenida fuera convergente, y di-
ferontes agrupamientos podrfan cenverger a diferentes sumas, ¢o-

mo en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3,2 : -
. @ n ’
La serie E  {-1] = J- 1+ 1-1+1-~ ... no converge
ne( .
Fera (1-1)+ (1-1)+ (1-1} + ... =0 sl converge
Y 1+ {-1+1)+ (=1+1)+... = 1 tambi&n converge

&1 en una serie¢, cuyo caracter se descongce, sus tfirminos s¢ agru
pan para obtener vna serie divergente ertencen la serie original

c¢s divergente.

5i una scerie os proplarente éivergente, la agupacidn de términos,
produce una seric propiamente divergente.

an se dice propiamente divergente, si

=28

Una scrie

H!

g |

Lim § =400 ¢ Lim S_ = -¢0
N-vozx 0 N~

3



(5

10

Ia asoclacidn de tBrminos de una seric es Gtil para desarrollar
demostraciones del carfcter de series, cuando se emplea el cri-

terio de comparaciin, como en el ciemplo ilustrativo siguicnte
EJEMPLD 3.3

Sca la serie hiperarmonica

1 1
S imt—= 4 ..+ 1
L L 1 D

demostrar que esta serie converge si p> 1l

S0LUCION

Agrupamos los té&rminos come sigue

{ﬂ}_l {"1_..+:'.l._-}+ [,];_+.1__+.‘1“_+:!‘__5‘_i-|- t..i+_iq,+_];]+,
1P P 3P 3P §P e 7 oP  oF, 15P
consideremos la sQrid
n-1
L2, 4, v oL 2 _ .

gue ©s una serie geométrica con razdn _2 el cual es un nGre
sP -
ro positive menor gue 1, por lo tanto la serie os converyente.

Reescribinos los términos de esta misma serie on la siguiente

forma
‘ - . 1
{ B) wi+ { .i + HEJ+'{-% + —l + ﬁl + —i}+ {_l + 1 ...t =+
1P 2P P 4P 4P gP 4P gP gP g?

al comparar las scries {A} y (B} vemos que el grupo Qe tér-
minos en cada conjunto de paréntesis, despues del primer gru
po, 9< Mehdr en suma para (A) que para (B): por lo tanto, por

la prueba de cemparacidn la serie (A) @s convergentoe.
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Como (A) €8 un agrupamiento de los t8rminos de la serie hipe-
rarwrbnica, del teorema 3.1 se concluye que la serin hiperarmd
nica es convergente si p>1 . .

4.- ADICION Y SUSTRACCTON DE SERIES

Dos series se pueden sumar & restar término a términc y dar co-
mo resultado otra serie, como se esteblece en la siguienta defi
nicidn

DEFINICION 4.1

fecan lar serics:

o w0 b
¥ -a = a,+ a, +ta, +'... y E. h. = b, + + b_+
n=1 n 1 P 3 nei n 1 2 2
la svma o recta do allas se dofine como
% + T b= % +h ) = (a,+ b )+ (a,+ b
nzl ﬂn - n=1 n” nil [an ) [alF l} [az— b2}+{a31 3}+"'

La ccnvaercencia o divergencia €e las scries obtenidas de la adi-
cifn o sustraccifn de dos series, dependerd del carficter de las

series sumanco, comc lo indican los teoremas siguientes

TEQREMA 4.1

o o0
51 X 2 ¥, b son ferigs convergentes <on suma A
n=l n < n=1 n ¢ 9e 5 Lo y B
o
rospectivamente, entonces 1) El (& + bn] £z convergenkta con
n=

suma A + B

(=]
" — w1y
i1} nil {an bn} ¢s convergente con

suma A B

NUHOSTRA.CION
fiean [Sn} Yy [Zn} las sucesiones de sumas parciales do
o

o
E a E b respectivarente
=1 n Y nh=1 n P
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. Law]
i W a 5idn & 1 y
s [ n} S la sucesidn de sumas parciales de nLl Ean+ bn]

entonces
o b n n
= + X + : =
W X {a + k) F1 2 By b s * 2.
COmo Lim = A ¥y Lim Z_ = B
b o] n == n
s5¢ Liene gue
Lim W_= Lim S + Lim 2 = A + B
n—=o ] n-\t—fn n n-a-m
por lo gue
- L]
E a+ b} = +
nkp fapt b ) = A+ B
con lo gue sc ha demestrado i), on la misma forma demuescora ii)

EJEMPLO 4.1

Doemostrar gue la serie obtonida de

[+ . o2
| 1 E 1
n=1 +

n{ntl} n=1 n-1

convaerqge y cncucntre S osuma,

SOLUCION

oo
Efectuando la operacién de acicidn se tiene E ( 1 L, 1 )
=l \niovl 3n—l

en dende la primera serie tiene

: 1 _1 1
n ntntil n  n+l
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Y Lim S = Lim n = 1
T w00 n Tl - aF L

la serie converge a 1

La segqunda ferje cs geométrica con suma:

§= _1 =
1-

(X7

(P

por lo tanto de acuerdo'cen el teorema 4.1 1la serie dada es

convaergante y tiene suma 1 + 31 = &

2 i

EJEMPLO 4.2

s\

- o n B
Demostrar gue la serie K 3 4n es divercente

n=l n-.n .
=
SOLUCION
0 n Lv4)
Suponganes que [ n+3 - K { 1 +_l} ¢s convergente
n=1 n..n n=1 Ii n
3 3
e
luegoe coma 3 1 es convergente: segqOn teorena 4.1, tam
n=1 n -
3 .
co
hifin lo serd b 1
- n=l n’

comd asto es false la sexie dada es divergente

- [ ] [r ]
Basta gue una ¢¢ lag des scrics K a. g ¥ b scn diver-
n=1 D n=1 I
m 4
gente para que la serie nEl *n + byy sea divergente, puesto -

guoe S5+ =0

FJEMILO 4.3

o
Sean las series divergentes FE nz ¥y :f=1) nz
n=1 n=1

=8

§i cfectuamos Ja operacitn de adicidn o tenemos una serie - - -
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converqgente, cuya suma o5 la siouiente

0w s

(% + {=1) n%) = ('1~1) + @-4) + {9 -9} +...=0

=
[N

n

En este ejemplo se puede observar que,-si las dos series hubia
ran side del risms signo la serie chtenida serfa divergeonte, -
ya gue

Lim  {n°+ nZ) = o
n —»oo

, . 2 2 .
Lim [-n"-n" )= @
n-—ro
En una serie absclutamente convercente, el conJunto de los tér
minos positives soclos v el conjunto de los tOrminos negativos
stlos forman series convergentes, cemo sec puede apreciar en el

siguiente ejemplo
EJEMITLOA4 4 _ '

+

- - 14 ...
5 3 27

asociando sus términos dos a dos

Sea la scrie 1-

ol
Al s

1+1
z 3

— f - — 1 ) - !
rl%” ‘% —1-}“—% —-3-}+...+[ 1 - 1 )+...
22 3% 2 n-1 _n
) 3 i
Be ticne
. o -
K 1 - | X 1 en donde se pucde chscrvar gque
n= 3n—l n=1 5N

con dos series geomitricas que convergen a 3 ¥ 1 xespectiva

mente. La serie tienhe suna 3/2 - 1 = 1/2,

Si una serie cos condicionalmente convergerte, el conjunto de -
sus térmings positivos solos y el conjunte de sus términes ne-

gativos solos forman scrics divercentes.

5.~ MULTIFLICACION DE UN WUMERD PCR UNA SERIE

DEFINICIOH 5.1

a = a, + a + a + ... una seric y un nfimero c
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El producto del nGmere por la serie es la serie que se obtiene

e multiplicar el nlmero por cada uno de los términos de la sc
rie, es decir

[ i
E a = E ca =¢a +¢ca + ¢ a3 + ..

c A
n=1 0N n=1 n 1 2

51 Cf0 el caricter de la serie obtenida es el mismo'que cl de

de la serie griginal, como sze establece en ol teorema siguienta

TECREMA 5.1

Lar)

Scan El a  una seric y C un nfimero difercnte de coro; la sc-
n=

ric ngl C a, e convergonte, si y s8lo si,

o
=g
s

an es cochvel-—

_gento.

DEMOSTRACION

Sea

=g

a_ una serie cuya sucesidn de sumas parciales es {Sn?

n=1

R -]
5i {ZFE es la sucesidn de sumas parciales de ¥ Ca , enton

n=1l
" ces _Zn‘= C ay + Ca, + C aj ... F C a, -
h =C (a. + a, + ag + ... + 1)
1 2 3 n
En=CSn

y como C#0 el limite de [zn} existe si y sblo si existe el -

limite co {Sn} , lo gque Qemuestra e)l teorema !

TEQREMA 5.2

2] ) .
51 E a, cs zonvergente con suma A, entonces F. Can -
n=1 ' - n=il

ticnc suma Ch

DEMOSTRACION
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ol

5i la serie n§1 a, €S convergente con suma A, entonces

%Eﬂn Zn = C A, con lo que gueda dermostrado el teorema

EJEMPLO 5.1

. o]
La serie E 7

n=1 3nT1)(2n+ D)

es siete veces la serie

oo
nfl L Cﬁnvergente con suma
(. 2n-1¥ 2n+l)
. 1 , entcnces la serie original
5 . : :

ticne suma 7 X

1= 7
2 Z

6.- REORDEXRACION DI UNA SERIE

A partir do la propiedad conmutativa atb= b+a, se deduce que los
términos cn una suma finita pueden ser arreglados en cualguier -
orden, sin afectar la suma. En contraste, los términhos de una -

serie Iinfinita pueden ser arbitrariamente recordenados solamente |

cuando la scrie es absdlutama te convergente.

L)
Dada una =secrie nE1 a, » carbiandp el orden dJde sus términos ob-
= o

tenemos una nveva serie gl b s que se llama una reordenacidn

m [
de la serxie original. Es decir, nil bn es una rcordenacidn
r) g :

de nbl a, si existe una biyeccidn de W schra N { n —w £ my)
. = a . ) ' . .. , ) . . .
tal gue bn £.n) . ‘ ‘

En cst ¥y ¥

n cstc Caso A E = ¥

n=1 'n n=1 ()
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EJEMPLG 6.1

Una reordenacifin de la serie

k. {—1}“'1_11+1 1,1 1 1 1
n= n . 373 ity gtyogtoe.
s la serie
1 1 1 1 1 1 1 1
- = 4+ o = - = = —_ = - =
1 2 3 + 5 [ + 7 + S +1l 4] toa.

en carbic la exprecidn

d + 16 + 9+ 64 + 25436 + 49 + ..,

LN
oD

no es una rcordenacidn de la serie E

2 .
n n ya.ouc su primor

1
t&rmino; gue es el 1, no aparcce.

La reordconaciéon ho afecta a la serie convergente ¥ a la serie
absolutamente convercente, como lo indican los teoremas siguien-

tes:

TEOREMA 6.1

a1

81 nEI a.  es una'scrie de tlrmincs positivos gue converge a §,

entonces cualguier rcordenacién de ésta serie converge a S.

DEMOSTEACION

@ ) =
Sca E b uwna reordenacidn de E a -
n=1 N n=1 n =

|
Th
e
(2]
1
-
= n

Yy saa Sn

s am es ¢l término de indice rmaver en Zn . ontonces a, rd zn
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Asi pues para cualguicr nfimero ratural k¥ hay un natural m tal
gue ' '

h
< 5 <
Zn___am__ﬁ .
o
81 s¢ hace b = E_ b K

n=1 n - {n=1 bn- converge ya gque {%&}esti

supericrrente acotade por S ), entonces b s . Asl pues,

b=8 vy esto completa la demostraciln.

Para cl propdsito de exterider este resultado a una serie abso-

a4}

Jutamente convergente nil an-. se escrike a, ~Como la dife-

rencia de dos tlérminos no negativos.

.

+ a a . l | a -
Sean a = ’ n}+ f Y a = an - I
n e — n =
= . 2
cntonces a = a -+ a -
n n -~ n

como + a £ |a l . Be tienc

- n -— n

y DEan-élan1

En‘verdad si a  es positivo, entcnces a.+ es a y a - es
cero

51 a, es nocativo, entonces an+ es cero y a.- ‘es -a.

TEGREMA 6.2

w
H
N =g

1 an en una serie absolutamente convercente cuyn suna

cs S, entohces cualauier reordenacidén de esta seric converge

DEMOSTRACION Y -
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T
n=1

neh
4]
1

a+ vy

Consideremos las sorics
I nl Il

Estas scries son positivas y sus términos son menores o igua
les a lcs términcs correspondientes de la serie  convergente

£
K o
n=1 I n

las mismas scries =on convergentes y

o e ] =
E = E a + . a_ -
n=1 I n=1 - n=1 n
h
@ R o
E b ung reordenaciédn de nEI l':.'ln , entonces

50
n=1 I

son reordenaciones de las sories

¥ b+ ¥ b
. Y ; -
» n:l n n:l n -
¥ + T '
: a ¥y £ a - e
\ n=1 n. n=1 n respectivemente, por ello de acuer
do con ¢l tegrema 6.1
- -] in o0 [
| 7 bh+= ¥ a+ vy FE - = FE a_-
n=1 n=1 1 n=1 I n=1 n
por lo tanto, se tiene:
o o o ) (]
¥ b = E b+_ ¥ b-=% at_z a-=a
n=1 I n=l n n=} & n=1 o n= n n

y esto completa la demostracién

Una serie condicionalmente convercente se puede reordenhar de nma

nera gue forme una pucva serie gque converja a cualguier nbmero

o diveria a + oo,
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EJEMPLO 6.2

Sea la serie condicionalmente convergente

1
1-5 +

Lt =
H
W
-
L]

- é + ... due converge a S { 2)

a4
una reordenacidn de tal modo que despues de un términe positive

vayan Jdos negativos cs

1 1 1
t-3-%¥*3-§-§**t I @z @t e (B
Demostrareros gue esta reordenaciln converge a 1 s
) 2

~
Sean Sn y Zn las sumas parciales de las series (A) y {B) ¥

5 1la suma de [A)

Considercse la suma

& 1 1 1 1 1 1 1 1
= == = |t | = - == = +...+ - -
3n = {31 oyt ty-F-g) U somy 3,07
.1 1 1 11
={y-~gr*lg-gr*+ oo lgm ) -
sacando a 1 come factor se tiene,
2
1l .11 1 1
= gt )y Alg-Fr+ .ot Uy -5 !
1, ., 1,1_1 1 1, _1 s
= gl g*3~gr-tmagom )ty
por consiguiente
7 = Lim 1 = 1 5
ﬁiﬂw 3n n-+to ¥ S an 5
luego
Lim 2 Lim 2. + 1 )= 1 s
n+i =
Newoe 3 Il even ( 3n Tl >



-k

Ii—ro 1 == o

De este modo okbenemos

Lim Z = 7 = 1
N -yt n n =

En este ejempleo la serie converge a 1 § y no a
Z

otra reordenacidn de la serie armdnica con signos

COmo :
sdededodedebedobe
diverge a + @
EJEMPLO 6.3 ‘
La serie condicionalmente convergente
1- Q'EKB + 3'2f3 h'4'2f3 ..+ n"4/3 +...

e pucde reordenar como la suma de dos series

{1+ 37273 4 57273 g —1) (27273 4"?K3

ambas son sceries de términos positives y divergen

21

s

alternados

T+ GT%XB ++..)

a 4 oy -0

respectivamente por le gque la reordenacidn es una serie diver-

gente,

TEQREMA 6.3

=+ =~
£ F a_ + ’ - diverqe
ces L, fntY¥ R o3, gen

a ¢s una seric condicicnalmente convergente, enton-
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DEMOSTRACION
« +
Supongamos que nEI a -’ converge, entonces cComo .
- + . o -
=a -a ;
a_ n n * n£l a, converge
o
luego M la | converge ya que |a [=a t + a
n=1 n n n n
. o
lo que contradice el hecho de gue El a, es condicional-
n=

+ .
rente convorgente por lo tanto an diverge, de un modo ana-

oy —
logo se puede demostrar nEl a, es divergente

4

Dada una serie condicionalmente convergente, para obtener una
reordenacidn Yue converja a un nimcre real P, se pueden tomar
los primeros términos rositives hasta qgue st suma sea mayor -
que P a continuacidn los primerns té&rminos neéativos hasta --

gue su suma resulte inferior a P y asil sucesivamente

7.- 2UCLSTON DORLE -

A un conjunte ordenado en forma rectangular, como ¢l de la fi

gura siguitnte se le llama sucesidon dable

- 3a. columna .
11 %12 %13 Y34 - F1g v
. )
21 a an,. &
2? 2-] 24 O 32}: ooy
Ay B3p B33 B34 - T3 L.
4 . P
Aa. fila | fa1 %42 f43 f4q v fak oL
al‘ll anz an3 and . ank L 1
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Para determinar una sucesidn doble hay gque dar el elemento =
gque ocupa ¢l puesto correspondiencte a la n—-ésima fila y = -

k-&sima columna { para tedo n=1, 2, 3, ... vy k=1, 2, 3, ...}
" A dichec elemento se le llama n,k elemcnto'y la doble sucesidn

Be cexpresari por la
p ﬂp -{'n'k}

Una sucesiln doble es una funcidn cuyo dominio es ¥ x N

{an;k} : N x Ne—> R

{ ﬂ,k} —il anrk

EJEMPLO 7.1

LY

i} Sea la sucesidn doble A = {a, k}

donde @& = _ 3 -
n.k 5oy ¢ entonces

(, L 1 1 1 .
Z 3 3 3
i1 1 1 1
7 3 4 5 6 ?
A= -
i 1 1 1.
i 4 5 3] 7
.......... R REER T
il}y Si B = a on donde a = 27, Bk entonoes
B {tnlk.i 4 r.n'k ] —an

iiiiiiiiiiiiiiiiiiii

El 1fmite de una sucesidn doble sc define en la siguiente forma

Sea una dokle sucesidn [a , @i a_ , 5Be acerca a un valor
n,k n,k
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L cuando n y k crecen infinitamente, entonces se dice gue -

la sucesifn tiende a L y se representa con

ﬁ{ﬁ-&m an K = I,

es decir, gue para tode ntumero real € » 0 existe un nmerc M

tal que
a - le. € para tode n,k =M

L

lo anterior se presenta en la figura siguiente

B L
1
S8y Pqp 43 n ...,
L f21 %2 823 Ao "
1 37 %32 232 30
.............. = /L -
ALy Ay, a,3 - AL L
j/ PR -/.-"'
.................. LT L L
/..-‘::"r,-';/'r v ".'.r'
. 'L,-." L+ "L
Y -
-
Los clomentos ax tales gue .n = M, K = M
[

na subrayada y son aproximadamente iguales a L

EJEMPLG 7.2

i 5i =& = entonces

1
n,.k ntk-1

Lim 1 _
n,]-; 0 ntk-=] 0

n-k

i i = - nces el limite no cxiste
ii) Si an ~q—j entenc

chservese ques

otupan la zo-
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3
n-k . 15 -n . .
BB, arr Lim LE = 1,y x fijo
[
n
Lim n-k = i T - . .
k=~ n¥FK I}»L,l-.mmh+i=-lj}"n fijo
k
Y Lim a n-n _ © _ O n=%x
noeeo MEF Thm T om T

esto s¢ presenta en la figura siguicnte

0 - 1 -2 -3 ..._x-!
\\\23 4 5
1 8. -1 -2 ...—7-1
3 \”57 G ,
. 2 1 ¢ -1 ...—t-1
{an;k3_< ] 5 \-?- f
"3 2 1 0 ...—r -1
5 6 1
-1\ 1.--1-& ----- l. ttttt x
N 1 1 1 ﬂ,

El valor al gue converge una sucesidn doble se obtiene de acuer

do con ¢l siguiente:

CTEOREMA 7.1

Sea {an kﬁ una sucesién doble que converge a S, si existe el -
r

limite: Lim a Kk para cada n fijo, entorces se tiene gue
| s ¢ .

Lim Lim a = &
N =00 (};.&m n,k)

Este tcoircma pucde entendeorse con ayuda de la figura siguiente:
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nl n2 n3 * %px o 1 5n
.......... e ¥
L Ts
] 5, Ln:m n,kx 5 = I%me 5n
DEMOSTRACION
Dado £70 existe My tal gue
.
|an,k - 5 |-f.f£ para todo n,._]-: =M, ‘
Dado Sn = i)'ihmm By x ! si n¥ M, , tomardo ;:1 limite de

lan’]; SI":ECUEI’I&D k

Lim 5 =285,

S abltienc:
N oD n

Sn - Slﬁ-E, es decir

EJEMPLOS 7.3

3 = 3 = 5-.]’1. k
i} Sca ¢ {an,k?[' donde an,k _E‘F__,

Sen kK

chtenemos: nﬁf._mm 280 X =0, perono existe el limite cuando
entonccs Lim Lim Sen k) no rtiene septido
n-w| kevor — 1
i a D; a n =
1i) se { ang donde a, | n1
obtonoemos im 1
< pTE- = 0
Lim Lim 1 Lim 0= 0
n,: ko ntk n-v oo

k —~= ci



27

Deacuerdo con el tegrema 7.1 la sucesidn doble converge a 0

£.- SERIE DOBLE

Dada una sucesidn doble {an P} , DOr un procedimiento similar
F 0%

al utilizado en el casc de una serié, se obtiene una nueva suce
sisn doble {s (p,4)} , en donde

S{Prq] =

A la sucesidn doble {S{P,q]} se¢ le llama SERIE DOBLE y se de
nota con:

{s{p,q}} =n";f:'k=l 2y ()

-

La suma parcial S(P,7) de la secriec deble se representa en la

figurz siguiernte, encerrada en un rectangulo.

. S {p.q}

"
al,l + al¥2 +...T al'&
+ .
’ a?"l-l- a2r2 . azrq v oa
o Qs ) |
+ I L - e
aprl ap,z P

Si existe el limite siguiente

Lim S5(r,q) == &
Pr{]*m

entonces la seric doble ceaverge a S, &§ S es la suma total

de la seric deoble v se repiresenta con:

¥ ‘s (8)
E a = B
n, k=1 M.k
- m - -
Nolese que la expresidn F a a veces representi una

n,k=1 DK
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rucesidn doble como (A) y a veces representa un valor nlmeri

co como en 21 caso  (B)

Lo antericor se puede observar en los ejemplos gue se prasantan

a continuacién

EJEMPLO 8.1

i) si %ok T "H—EE— , entonces
27 3
'3 ! P q
s(P,g) = a1 1B 1 _ ¥ 1 x 1
2n3k n=1 on k=1 45
LY
P a .
como E 1 y E _1 rfertenecen a series geométricas -
n=1 on k=1 k y '
3

sc tiene gue

S e N

: 2k 2 39

ahora obtoncmos

Lim  s(r,q) = _1

Peg-ro 2

@
on este caso X 1 = 1 comd en  (B)
nkel g T2
273 '

il) Sea a ., =1,

s5(P, 9 71 T

P, = F b =
sted = oLy k=1 P

* ' o
entonces la serie K = {P'Q}
n, k=1

las sucesiones dobles [an k} Y {p-q} se representan en la
r



siguiente figura:

r [an,kI N
1 1 ...1...
1 1...1..

p filas

-----------------

-----------------

coOmo {p q} diverge a +¢ cuando p,q -——> 0

o

¥ 1=
n,k=1

+

LY
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o oo
Y n?k=1 “nk T n§k=1 1= {p qj
(1 2 .-
2 4 8
y | \
36 12 .
4 8 12 16

gntonces

La conveorgencia de la serie doble la establecen les siguiontes

teoremas los cuales 2o - presentan sin demostracidn
TEOREMMS
_——
8.1) Una scric dceble de términos positivos
T
a
n ,k=l n ,k

converge si vy sdOlo si la suma parcial es acotada, es decir, -

existe una constante M> 0O tal que

S{ ) ? g < M B

p.a} = - : a % :q
n=1 k=1 7.k Y
B.2 Una scric doble & a converge si y £6lo si satis-
n,k=1 nk
face la condicidn de Cauchy, siguiente.
Dado” £ » 0 cexiste Mo tal que
. |™Me. Kia _ '
n,k = Mo implica a., .|<& (p,g=1,2,3...)

E F .
i=1 §=1 i,
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8.3) Una serie doble converge sl converde absclutamente .

e dice gque una serie doble . &
= k n,k=1 M.k

-]
tamente s5i la serie % kl converge
n =1

converge absoluta

ESJEMPLO 4.2

Demostrar gue la ¢déble serie

% e "Eﬁ2+k2'J converge
n,k=1 9 .
. SOLUCTION
2 .2 2 2 ‘2
P 4 -{n“+x%) -n a -k oo ,-nt ®
E X =k e ¥ < F 1)
n=1 k=1 = n=1 k=1 e = n=1 = =1
segln tcorema 8.1
Apartc tenemos gue:
—n? e 0 : A
% e ™= F 1 ~E° 1 e _ 1
n=1 n=1 — 7> n=1 en 1-1/p e -1
en :
o
ya quc E 1 es serie geométkrica
n=1 _n )
e
b sz
Como E e = _1 , entonces
k=1 E"l
P Lt —(n +k} 2
E K 1 + 0
n=1 k=1 S @) <

9, - REQORDEWACION DE. UNA SERIE SENMCILLA EN INA DORLE

El conﬁUHto de todos los nUmeips naturales N ae pucden

regrdenar



de muchas maneras en farma cuadrada

os ejemplos de reordenanacidén de H

siguientes

EJEMPLO 9.1

i} 1-+2 6—+7 15-—+16 ii) 16
VAV A 1
3 5 ,8 14 17 & 15
APV )
4 9}13 18 G- 7 14
10 12 11+12-+13" 10
v /s
11 o 18+19-=20-~21

(ky

.
En una reordenacion de W en forma cuadrada, fn

-
-

ro oorrespondicnie 1z nr~a=ima fisa y

{1} , {HEZI

n-ésima fila ez la sucesifn {fn

como se puede apreciar en la siguiente figura

k-&gsimno .cnlumna .

_ fn{kj,

31

ern forma cuadradd sSon los

as el nﬂmg

T

3

fltll f1[2} flra‘,i {x) .
fz{ll f2f2} f2{3] . FolkY ... =
{ £, £, £, £, () b
n-6ésima - - - - £ (1) {2} £ {3} EHEE}
s 1 T T
L . g
.fn es una funcidbn une a uno de H en N
fn: M-';-rfn{m N
k'—ﬂ'Iﬂ{k]
a
Dada una reordenacidn cuadrada de N, una seric nﬁl a pue de
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reordenarse en serie doble como sigue
1

nm=1 2, (k- apy {13+ ag (2) +.. . +a  (k)+. .
+ Agy (1)t a,,(2) toaatag, (k) +...
++ apy{l)+ a,,(2) +...va  (ki+.. b

Para establecer la convergencia de estas serie se tiene e) si--

guicnte teorema.

TEOREMA 9.7

=8

Sca a una serie absclutamente ceonvergente,

1 n

"

n

Dada una reordenacifn cuadrada de N,{_fn{kj}, cntonces:

i} Para cada n fila, la serie {dé fila):

converge absolutamente

ii) Sean afn{k} = 5 { h=1,2,3,...})

o
F
pl n

"y -
entonces la serie E S converge absolutamente y

Tt
tl
u=8 o

5
n=1 - J

o

3ii) La doble seric K
n k=1

a K) converge absolutamente y

fn{

su suma total os 8

Este tcorema se puede ilustrar en la sigquiente figura:
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ap, (1) + ag,(2) +... + ag, (k) + ~[=
afzill + af2[2] ... + afztk} + ,.. = 52
llllllllllllll +
+
afn[l} + afJ_EJ +, + afn[k} + ...]= Sn
et e e bt b s e ee eyt aetae e 1+
Ccr _ 1]
n‘i'l an—al+a2+a3+ . E

La demostracién de eoste teorema se puede consultar en la pagina

195 del libro citado a continuacidn:

yu Takeuchy
SUCESIONES ¥ SERIES

Limush, México 1980

1¢.~ REORDENACTON DE UNA SERIE DOBLE EN UNA SLERIE STMPLE

En el subtama anterior se cstudio la recordenacidn de ura serie
simple dada c¢n una scrie doble, ahora estudiard la reordenacidn

de una serie doble en una serie simple.

Sca f una biyeccifn de N x N . sobre MN:

£ NXN-—HN

{n,k) —™ fin,k)

) o
Una scrie doble E a serh reordonada en una serie -

n, k=1 0K

simple como sigue:

=]

I b =
gt 3 demde Bepn gy T ik

El1 procedimicnto de reordcnacibn se ilustra en el siguiente -
1

cjemplo.
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EJEMPLO 10.1

Considerémcs la biyeccidn

kz- {n-1) Si E> n

fi{n,k} = 2
{n-1)" + Kk 51 n>™ k

La cual se representa en la siquiente figura

. k  columnas
(1) (2) (3) (4} (5) {6)

1y 1
Pl 4y e o)
12y [ 2-+3 8 15 24
filar (3) | 5—=6>7 14 fg
n filas —
' * ¥ b

can 101112 13 22

'_5} 1718 =19 —= 20 -+ 2]

) (2627 .
“

La scrie simple chtenida de esta biyecciOn es:

4+
fat gttt a s tag gy tag,ta; gta, gt
TEGREMA 10,1
Dada una biyeceifn f de N x N sobre N
- )
Una scric doble | ¥ a converge absolutamente s5i v 5610
n, k=1 DK

sl su reordenacién por £ converxge absolutamente. En tal caso
s¢ ticno:

oo tt
(a} n!:].;:l anrk - jEl bj donde bf{n.k} .k
DEMOSTRACTION
m r
5i jEl bj converge absolutamente, entonces por €l toorema
£ -
9.1 1la doble serie ¥ a converge absolutamente y tene

n,kjl n,k




mes la igualdad (A)

De los tecremas 9.1 ¥ 10.1 obtenemos el teorera siguiente:

TEOREMA 1§.2
=

Sog |
n, k=1

a una =erio doble

n, k-

1) 85I la serie doble converge absoclutamente entonces

o o

¥ ;
ko1 an,k Y nil an,k . convergen abhsclutarente
' " oy o oo a5 (a)
F ¥ a = &k E a = kK a B
Y n=1 (k=1 n:ks k=1 (n=l J1JJ n,k=1 n.k

donde las seriesgs iteradas convercen absclutamente

. . o o -
ii} 8i la serie iterada B 3 a | o
n=1 \ k=1 n, k

7 ) o )
F E a converge, la doble serie converge abso-
N (nzl | “‘kD ge, b g

lutamente ¥ se tiene la igualdad (A)

FJEMPLO 10.1 .

1 5i n=k+1
a _i-1 51 n=k-1
0 si [n-k|f1

Sca

Se¢ determina si las series iteradas convergen -

¥ K a = F a + B ¥ a = ~140=-
k=1 (n:l n;k) k=1 n,l =7 (T'l:]. n,k)




e © .- «© = _ -
Y nil (kgl an.k) T k21 Y1,x t ks (kiz an,k) =i+0=1

Observese que las dos series jteradas convergen a valores difen
tes, pero

8
8

It
Ir e

an,k 1 diverge

n=1 k

1
11.- PRODUCTCO LE BO5 SERIES

Una aplicacidn importante del reordenamiento de una serie doble

¢n una scrie simple ocurre en la multiplicaciin de series.

fer]

Dadas dos serieg nzl a = ay + a, + a, +

podemos obtencr la siguiente doble serie:
[ar]
£ .a .l - A
n,i:l njk t }
8i las dos series son convergentes y su suma parcial £5 EB Y

Bn respectivarente, entonces

Lim A_ = A y Lim B = B
n-vee N M-weo N

teremos que Lim a bn = A B es decir la doble seric converge
LT I =0 "
a AR

Si la convergencia de ambas series es absgluta, entonces la do-

ble serie (A)

tambifér converge absclutamente vya que

aq
¥

=

n 1

: Lt e -2
1k ﬂnbkl B ngl Iaﬂ\kll [bk |5n1'1 2l Fy Ibk'
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El teorema 10.1 garantiza guc cualquier reordenacidn de la se
rie doble (A} en una seria simple ¢onverge a A-B y la con-
vergencia es absoluta.

De las mGltiples reordenacicnes posibles de una serie coble ep

bna serie simple, la establecida por Cauchy con la biyeccion

fin,k}= {nik-2) (n+k-1} k se presenta'en la figura
2

siguiente:

4+ ... +ab o+ L.,
- n

21 272 293 204 T e T2y -

-------------------------------

ff

.. + ahb ¥, a
Il

15 381 75 Poiyal

entonces 1a regrdenacifn es la serie

a ca n b

K, Cn = ¥ Y., a, : = A B
n=1 a1 | 321 3 n—]+1) e
o

La serie By Cn se le llama PRODUCTO DE CAUCHY de las scries

N&tese gue el producto de Cauchy es una recrdenacidn y agrupa-
cibn de términos.
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El preducto de Cauchy puede cxpresarse como la multiplicacidn

de dos series en la sigulente forma

o o o n . b
¥ a E b = £ | B a. p
nel ﬂJ (n=1 "J n=1il j=1 3 ﬂ'.-“)

EJEMPLO 11.1

o o
Con las series ¥ 1., ¥ EF = 1 _ 1
n=1 -h n=1l n 2
2 . i
efectuar el producto de Cauchy
SOLUCIOM
LY
@ n
cn= E _1 TR | ¥ (g):u
3=1 33 FITL St 3=1 3
a parte la suma parcial de ( 3 fr]-.|L es
2

5 [1'@) n]Z 3 [;-i%knﬁ 3 {‘

1- 3/2 -

b3 Lo
H:
1
=

——

ya gue corrcsponde a una serie geomitrica

RS Y
n

2 2™ g

entonces tn = 1 3[[§‘n— 1] =
3rHl ’

por lo tanto se tieng que

H

@ - ﬂ: b
nEl Cn = ngl _l - ﬁi = nﬁl _l - nﬁl _l 1- l = é
o 3" n n . 2 2

I.a seric obtenida converge a 1 .

Observese quo

n=3
L
=]
i
-
=
(2]
i
s
1.
M |



19

Ya que las dos series originales son convergentes,

81 dos series convergen condicionalpente, el producto de Caun-
chy a veces converge y a veces diverge colo s¢ muestra en el -

siguiente ejemplo:
EJEMPLO 11,72

s n]
. S s Lo |
Sea la serie nf1 =1) condicicnalmente convergente, de-
¥n

mostrar gue el producto de Cauchy de esta serie con ella mis-

ma diverge.

.  SOLUCION

- - - - o .
en= 3yt NP o™k eyl
Ji n—-k+1 n=1 V. Yn-k+1
pPErG
n o0 . n
ferl= 0y L > 3 pp— o
Je Jookel VE ¥n Nl
= 2 {Jﬁ—l}=2—_g.—'r—2 cuando n oo
in n
. oo
Por lo tanto, el producto d= Cauchy Rl cn diverge
n=
TECREMA 11,1 [ Teorems de Abel )
Padas dos saries conveorgentes
g o™
j X a_ = R K L =0
ri=1 n ¥ n=1. "1 .

1

5i el producto de Cauchy converge, entonces su sumn total os
igual a A.B,
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TEOREMA 11.2 ((Tcorema de Mertens )

L) [ 2]
Sean | X a_ = A v E b =B
n=i N n=1 P

dus series convergentes, sl una de las dos series converge
d

absoglutamante, entonces €l producto de Cauchy converge a A-B

La demostraciin de estos teooremas se pucde consulter ean la -
publicacidn de Yu Takeuchy " Sucesiones y Series™ Tomo I,

oditorial  Limusa MExico 1980,
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4

SERIES TELESCOPICAS

Una propiedad importanie de las sumas finitas eglla 1lamada propicdad
Telescopica que afirma que

n
k§1 {by ~ bker} = by=bpyy

Luando se guiere extender esta propiedad a las series infinitas se han
. . @
de considerar aguellas series

L

an tales que cada tarmine se puede expresar
. 1 -

. - n
comp una diferencia de {orma:

an =bp-bnyy R

Las sories que poseen esta caracteristica se definen a continuacion:
L

DEFIHICION 12.1

o - B N
Sea la serie I an, si el Lérmino ap se puede expresar
=1
COmo

- =
an=bp-by,y ¥ n, entonces la serie n21 a, se Co-

noce como Serie Telescopica.

£1 comportamiento de las Series TelescOpicas estd caracterizado por el
siguiente teorema: °

Teorema 12,1

Scan {an} y {ba} dos sucesicnes de ndmeros complejos
tales que: '
an=bn-bpy, para n=1, 2, 3,

N Lol - - . ..
Entonces 1a serie Y an converge si y sélo si la sucesion
n=1 |

{bn} ¢onverge, en cuyo caso icremss

3? an=by-L donde L=
n=1
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Demostrac{on

Sea 5n la suma parcial n-sima de nﬁi T Entnncus_se tienc,en virtud de

H |
i

k=1

.
sne B = B (B bian) = b by

Por To tanto las sucesiones {Sn} y {bp} ambas convergen o ambas divergen
y ademds si bp -+ L cvando n-e entonces S,.+ b;-L, lo cual demuestra T.2

Dhservacion: Do acuerdo 2 12 defipicidn D.2 , toda serie es telescdpica, pues
to gue siempre se puade verificar @ligiendo un b, arbitrario y aciendo
ivego by =ba1-5, paran>1, donde Sp=a,+...+an

FIEMPLG 12.1

. - o .
Para la serie telescdpica £1 ji , obtener el valor de su suma hacien
" n= n-+n -

do uso del teorema T.2

sSoLuCIon
Mediante el método de desarrollo en fracciones parciales se puede obtener
que
1 .1 1
n?in fl ntl

. : ¥
esto ¢5 ap=bnp-bh,, ¥ por lo tanto se verifica. Puesto que by=1 ¥
L=lim =1~ =0 se obtiene

} ¥ L -1
=1 nII‘H'l:I_
EJEHPLD 12.2

. . -,
Haciendo use del concepto de serie Telescopica determinar el caractor de
la serie

ni tog { ﬂ+1 }
SOLUCTON
Log (———=—) =logn-log {n+1} y pueste gue lim logn-+= , la serie

n+1 P
E Tog { ] diverge
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EJEMPLO 12,3

$1 x es un entero positivo, se tiene la descomposicidén

1 .1 1 1
{n¥xJnexa 1j{n+wie) ~ "2 I:{nu}{nu*-ﬂ . {nrxe 1 {n+xr) ]

para cada ne ., Por lo tanto por la propiedad de las Series Telescépicas, la
siguiente serie converge y tiene por tuma la indicada a continuacidn:

@ 1 ) 1
net  (ntx{nexr1){nva+2] T 2{xr1)}{x+2]

La propiedad telescépica de Tas series es atil también para determinar en
algunos casos el término de suma parcial S, como se ejemplificard a continuatisn:

EJEMPLO E.2

Hallar la suma patcial de 1a siguiente serie e investigar su convergencia
© divergencia .

h=z n =1

SOLUCTON

Fs f&cil comprobar que

11 | 1 |1 1 1 1,1
dn "o D l:n-l ~n+1:l_ 2 En-l * r:l'{{rn‘l]l»lJr n+lﬂ

esto o5

1‘ 1 1 1 1
a"'_=bn'hn+] donde bp= Z{n-l + n:]}r brsy = 5 [(“31}‘_1+ n+1}

y como sabemos de la propicdad telescdépica Sp = bg- hn+1

entonces tendremas

—

A [ 1 1 1
S gyt ) - At n+1£|

e

Pl st

Sy S— —%] que resulta ser la suma

parcial de la serie,
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Asimismo como Yim Sn=~§— entonces T 1.3

e 4 n=1 nz-l 4

EJEMPLD 12.4

Hallar 1a sumz parcial de la siguiente serie e investigar su convergencia
o divergencia.

n
I sennx (x 9 0)
nal

SOLUCION

Teniendn en cuenta que cos{Az=8) =cﬂsﬂcﬂs[‘-'}“senﬂsen B se puede coampro
bar que: - ‘ o

cos (k+ 1-—%*];{—;95 [k--é—]w-zsenkxsf:n ——;—
entonces tenemos la suva finita

n ¥ x o
. |_2 k . | = _ A =
klﬂ senkxsen —3 2 san 3 kh san k x

e P e koI cae t 4 3e L1y
-k£1[:c,5 vk E}r. cos ¥ +13 7} X
———

por 1o q.ue de acucrdo a by bx+y

-2 sen = E sen kX _ - cns{h—g-}x-cos(n-fl -i]x =cus[n+1-—1-}-c05(1--1-:lx
2y SERE 7 2 2 3

dividiendo ambos miawbros entre - 2sen (x/2) se obtiene

n cos . x-cos (n+_1 )« I
Sn= L senkx-= %— ] %
k=1 . EEE”"E—:’:

[videntemonte la serie planteada diverge ya que la sucesidn {cos (n+ —;—Jx}
es divergente.

EJEMPLD  12.5
(.1 ]
Para la serie I n? hallar la suma parcial Sn y determinar, asimismo la
n=1 )
convorgencia ¢ divergencia de la serie,

SUGERERCTA

{n+1)* - n® = 3n%1 3n+1
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Tenfendo en cuenta el miembro izquierdo de 1a sugerencia.

R

que resulta ser una serie telescdpica con
b = k> ¥ bryy = {k+1}°

entonces de acucrdo a

P Ek+1}’-ﬂ - [1-{n+ 1}ﬂ - (ne1)?- 1

k=1

Tomando en cuenta ahora el miembro dercche de la sugerencia y haciendo uso
de la propicdad de linealdad de las series se obtienc

’ n n -
; Ek+113-ﬂ=(n+1:’-1=3kz k43 1 kd £

k=1 =1 kel k=1
L .
de donde
n ] L]
n = E K? = f%" [En+ 1)¥-1-3 f k- i E]
k=1 k=1 k=1
n .
pero I k =-Iﬂ;ill—- {10 cual se puede demcstrar fdcilmente por medio de
k=1 induccion matemdtical,
Tt x
=n
Y ka1
ontonces ) o
I NP U ) 3n{n+l1) _nln+1}{2n+1)
Snrkillk = SEFH‘].} -l-ﬁﬁ-ﬂ = . S :

Como 1im Sn=« entonces la serie propuesta es divergente.
[yall-]



A continuacién se presenta una tahla donde e muestra un cnn,}unto dc se-

ries con zus respaiiivas sumas parciales,

SERIE

T cosnx{x 4 0)

s TR TR

n=1 Z sen *-2'—
=3 | 1 1
- T T} [}

¥ nln+1}
n=

n{n+ 1} {n+2)
3

n'g {n+1){n-1)

n{zn?+ 2n-5)
[

F (2n-1)% n{zn- 1){2n+1)
h=1 3

¥ a [n;mn]*
n=1 2

T n{n+1){n+2)

nin+ }{n+2){n+3)
q

T nfo*-1)

(n-1)n {2*- 1) {n+2)

n=i

ﬂEu n{ntl}{n+2}...{n+j-1) h{n+1](rl_+2]+..{n+j:]
n=1 J
{iz1)

0T 1- ()02 &)
t 3| 12 ' ] 1 1
AR I - |37 oy ]
T entl 1 '
n=1 [n(n+1)]° BCOE
m?;‘{ a5 i?:;“ﬂﬂfl-—n%;r —%— [5{:112-59:1 TET_]

T - a(r™- 1)

£, ean! 2l
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CONSIGERACICH IMPORTANTE.

En las series telescopicas se ve claramente la diferencia entre las se-
ries infinitas y lac sumas finitas,

Escriliiendp en forma desarroilada se tiene
(by-ba)+(ba-by)+ ... +{bn-bn+i)=b,-bpy,

que' como se ve, se pucde obitener suprimiendo los paréntesis y simplificando.
$1 se hace la misma operacidn en la serie infinita

(by~bz) + {bz-by)+{ba-by)+...

b, permanece y se sirgplifican by, by ¥ asi sucesivarenie se llega a suprimir
cada bn ; por tanto se simplifican todos 1os bn menos by, liegandose aparente-
mente a la conclusidn do ser by da cuma de 13 serie.  Estaconciusidn os [ai:s

en virtud de T.2 ., 57 noes Yimbr=0, Por lo tanto, en las series infini
b

tas no se pueden suprimir los paréntesis en las mismas condiciones gque en las
sumas finitas,

k
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" EL GUE NO CONOCE LA MATENMATICA
MUERE STN CONOCER LA VERDAD -
CIERTIFICA “,

SCHELBACH,



{riterios de Convergencia .

3.1 Generalidades

En teoria, la convergencia o divergencia de una serie La, se deci
de considerando las sumas parciales Sn y analizando si tienden o no a -
un Yimite finito cuando n+w . En algunos casos particulares, comn por
ejemplo l1a serie geemétrica, las sumas parciales Sn se pueden simplifi-
car hasta el punto de poder determinar ficilmente su compeortamiento - -
cuando n+= , 5in erbargo, en 1a mayorfz de los cases esta forma simpli
ficada para 5n no existe y dificilmente se puede establecer la cenver -
qencia o divergencia por el método indicade anteriormente. Ya al prin-
cipio, 1os que investigaban en este campo, muy especialmente Cauchy y
sus cantemporaneos, se dieron cuenta d: esta dificultad, y obtuvieron
unos "criterios de convergencia“, con los que eludian la necesidad de

H

1

un conocimiento expiicito de las sumas parciales, Algunos de ostos -
criterios, les mas sencillos y mas Gtiles se estudiarin en csta seccidn
haciendo hincapic & 1a vez en algunas observaciones generales acerca de
la naturaleza de estos criterios.

3.2 Clasificacién General de Tos criterios de convergencia., '

Los criterios de convergencia se pueden clasificar a grandes ras-
gas en tres categorias, 1as cuaies son:

a) de condiciones suficientes
b} de condiciones necesarias
¢) de condiciones necesarias ¥ suficientes.

Un criterio del tipo (a) se puede expresar sinbdlicamente comg --
sigue:

" 51 C se satisface, entonces Zay converge,"

+



Donde € indica-la condicidn en cuestidn, Llos criterios de) tipe (b)
tienen la forma:

" 51 Lan converge, entonces C se satisface,"

Mientras que los del tipo (c)} se pueden escribir en la forma:

# fan converge si y sélo si € se satisface.”

Es comin entre los estudiantes que se apliquen los criterios incorrec
tamente, pues no eprecian laz diferencia entre condicidn necesaria y condi -
cidn suficiente. Es por lo tanto recomendable que Tos estudiantes hagan un
esfuerzo para lograr esta distincién cuando se aplica un criterio particu -

lar en T2 practica.

3.3 Condicidn neccsaria para la comvergencia.

El eriterio de convergencia mas sencilo resulta ser una condicidén -
necesaria para 1a convergencia y se expresa COmQ Sigue:

————m

TEOREMA T.3.1 5% 1a seric rap converge,
el término enésimo tiende a o, esto es,

1im ap = 0
Iy =+

Demostracidn.

I
'C. - .II "
La suma parcial endsima de L ay es Sn = L. ay.

n-3
Como Sn-1 = | F 3, se tiene que ap = 50 - 5n-,

Pero kilak converge. Entonces, la sucesion {Sn} tieme un limite, -

1lamado S. Como 1im Sn =S y lim Sn-, = S se tiene gue.
n-re A -+ .

Yimaop = 1im( $n - Sn-, ) =1imSn -~ 1imSn-1 =S — § = Q
M=+ [y =+ ea M+ n—+w



El Teorcma antericr es un.eiamplo de un criterio que es dz} tipo {b)
"y no del tipo {a). La condicidn T.3.1 no es suficiente para la convergen-
¢ia de una serie. Por ejemplo, considérese la serie arménica n§1{1f”)' -
£1 1imite del términc enésimo cs gjgj[lfn} = 0, sin embargo la serie armd-
nica es civergente. La verdadera utilidad de este criterio es gue da vna

condicidn suficiente para la divergencia, 1o cual se estzblece a continua-
cién. '

Coralario ( Prugba de l1a divergencia )

o . @
Si lim ap =+ 0, entonces la serie R E

n -+ !

es divergente,

Esta prueba nos muestra innediatemente que las siguientas series wui-
vergen:

£ o7, o E(-1Ps EF

n=1 n=1

3.4 Criterics de convergenciapara series de términos no negativos.

.

En este apartado se tratardn las series cuyos términos son no negati-
vos, os decir, series de 1a forma Aﬁ1a” dotide ap > O para toda n. Puesto -
que las sumas parciales de tales series son mondtonas crecientes, se aplica

ré el teorema para obtener la siguiente condicién necpseria v suficiente ce
convergencia.

Teorema 1.3.2 $i ¥,an es una serie de términos positivos y
existe un nimero M tal que Sn<M para todo n, entonces la -
serie cenverge y su suma S es tal que S<M. $i no existe -
M con esta propiedad entonces la serie diverge,

Demostracidn.

Si {Sn} es la sucesidn de sumas parciales de una serie de términos posi
tivos, entonces, .

5, <8 <., . ,.<5n <, ..



y por lo tanto {Sn} es mondtona, Si existe un nGmero M tal que -

Sn<M para cada n, entonces de acuerdo al teorema (12.9 Swokoski).
{10.1 Apostol)

lim 5n = S< M

M- e
para algln nimero S y por lo tanto la serfe diverge

EJEMPLO E.3.1

"E1 teorema anterior se puede aplicar para establecer la convergencia
. 1
de 1a serie E —_—
n=1 N,

4

Una cota superior de las sumas parciales se puede obtener haciendo -
usg de la desigualdad:

gue es evidentemente cierta para todo k>1 puesto que kies el praducto
de k-1 factores, cada uno » 2. Por tanto.

K n =1
1 ] 1 4k

— A , — . —r— .

k.£1 ki — k£1 2]-c—‘i RED { 2 J — k=0

- - F - . - = * -
Siendo 1a (1tima serie unma serie geomdtrica. Lla serie n T%T es -
por tanto convergenie y tiene su suma < 2, Se verd mis tarde que. la suma

de esta serie es e-1, donde e es el nimerc de Euler,

La convergencia del ejempio anterior se ha establecide por compara - -
cién dec los términes de la serie dada con los de una serie.que se sabe que COR
verge. Esta idea conduce a un criterio ilamado criterio de comparacidn.

3.4.1 Criterio de comparacian.

Teorema 7.2.3 ( Criterio de Comparacién )
Suponga que § an y T by son dos series de términos positives

a) Sinf1hn converge y ap < b, para todo entero positive n, entonces
nE;an converge,

b) Singnh“ diverge y ap > by para tode entero positive n, cntonces
nEIan diverge.




Demostracién.

Sean Sn y Tn las sumas parciales de ngta” ¥ nE‘ bn, respectivamente.
Suponga que ngib" converge y su suma ©s V. 5§ ap < by para todo n, enton-
ces Sn ¢ Tn < T y por lo tanto segin T.3.2 £a, converge. Esto demuestra

el inciso (a}. Para probar (b}, suponga quen§1bn diverge y que ap < by -

para todo n. Entences Sn > Tn y, como Tn tiende a infinito cuando n tien-
de a infinito, lo mismo sucede con 3n. Por consiguiente n§1 an diverge.

Como 1a omision de un nimero finito de términos no afecta la conver-
gencia o divergencia de una serie, es suficiente que Yas candiciones an> bp

0 ap < by en T1.3.3 se satisfagan a partir del k-ésimo término, donde k -
es un entero positive fijo. -

EJEMFLD 3.2

Haciendo uso del criterio de comparacién, probar gue la siguiente se
rie convarge.

Vi
n=1 24y
$olucidn
— —
Como : < L =
' n241 n* 0’

y como la seric p nEl -—l¥- converge, la serie dada converge de --
neoo.
acuerdo a T.3.3

FJEMPLO E.3.3

Beterminar si a2 siguiente serie

n!‘.

n’+

n=1

converge o diverge,



Solucidn

2 F
n n - .
Como > \C 1 y como la serie armdnica -%—HZT L
n+l n*in Zn n

di#erge. 1a serie dada diverge,

EJERCICIO

Utilizando el criterio de comparacidén, determinar si la serie

? Zn+n’
=1 n4

converge o diverge,

Solucidn
in2 2 - - 2

{omo anin > 1 ¥ como 51 n diverge por el ejemplo --
n+l n+l =l

£.3.3 entonces la serie dada diverge.

DEFIKICION D.3.1.
Se dice gue la serie ng1dn domina .2 la serie nzicﬂ

$1 O<cp<dn para todo cntero positivo n,

Usando esta terminglogfa, el inciso (a) de T.3.3 afirma que una se-
rie de términos positives dominada por una serie convergente, tznbién es
convergente. E1 incise (b) afirma que una serie que domina a una serie -
divergente es a su vez divergente.

3.4.2 Criterio de Comparacién Madiante el Limite de) Cociente.

Teorema T7.3.4

51 ng1an y ngib" son dos serics de términos positivos y si

YVim -840 = k » @
Ho

- - B ) [
entonces ambas series convergen o diveraoon.




Demostracidn

i Yim ( In }) = k > 0, entonces por la definicién de convergen-
n-i- (4] b

cia de una sucesidn tomando e= %?, existe un nirero N tal que.

]

N A 3k . siempre que n>H.
7 By 2 pre 4

Esto equivale a

X bp < ap < 2k bn sicmpre que n>H,

R - = k - .
51 ;Z1an converge, tarbién converge i { == ) b, y2 que estd dominada -

pér nz1an. Aplicando las propiedades {(multiplicacidn de una serie -
@ .2 :
por un escalar} vemos que ni1bn = L LEJ {E%} bn converge,

. iy - .
Inversamente si n§1h" converge, entonces ni1an converge y: que esta demi-
- 0w 3k [+
nada por la serie convergente R {T?}b" . Se ha demostrado gue nEn -
- - o » u - "
converge 53 y solo si HE,bn converge. En consecuencia, n$1d1verge siy -

solo si n§1b“ diverge,

El criterio de Comparacign mediante el limite del cociente es suma-
mente versitil para comparar series algebraicas complejas con series P. -
La forma adecuada de obtencr la serie P para comparar, consiste en despre
ciar en la serie en estudio a todos los términos del numerador y del derno
minadar excepto los que son mids 5i§hificativos para la magnitud.

Por ejomplo:

I.- 5§i la serie ¢n nE1 I S
estudio es ' 3nf+5n+2

L . pues para valores grandes de n
2

n

convience utilizar la serie P

n=1

1

3nt+5n+2

= .1 1
) pry

+



. , 5 2nT+5 . — )
II.- 51 la seric en estudio es conviene utilizar lz serie

LR NIy,

2 2
¥ L pues paré valores grandes de n, Ity L, e ( 2 ]L
n=1n snisn?42  a?® 0 Y 0
IIT.- S§7 la serie en estudio es
ﬁ .,__ﬂil* conviene utilizar la serie §1-l- s pues para -
L 1t rror) : =l
valores grandes de n ——>1"2 _ Intl : 'fgﬂ n_ "?_ ly,
Ygna-2n+1 v n? “ a7

EJEMPLD E.3.9

Haciendo uso de Tz pruebha del limite de comparacién, determinar si -
la serie

.
ne1 Enﬁ-r‘jt

converge © diverge.

Solucidn

Se comparard con la serie p convergente.

1 L
nE‘I '—n-,-'(;‘}_-. Entanceos
1 %
Vin P4 gy DT )
M+ o — e 217745
h f2
- Entonces dz xtueids al criterio del 1fmite de ::.c}mparaciﬁn, como
: ! . i B 1 .

ngl ~ converge, la serie % qz?’*’%;, . Tanbién 1o hace.



CEJEMPLO E.3.5

Determinar si la siguiente serie converge o-diverge.

R W n+ 2
n=1 TS TON

"Salucidn

{omo para valores grandes de n.

W o+ 2 : 3 n + 3
Y RE T 305 ] R Y2 n
se utilizard la serie divergente nz1-%= para obtener ¢l limite de compara

¢cibn.
3¥n + 2
.
Entonces Yim o EIT . (387 +2)n
. M ra 1 [T+ ® m
n
, _
An a2 N

= 1im = lim =—————— =13

3
ne e VE ~an-11 n-r o= n £

Por 1o tanto la serie dada es divergente.

Un caso particular de T.3.4 resuita ser el siguiente -
tecorcma,
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Teorema T.3.5 CRITERIO DPE COMPARACICH POR PASO AL LIMITE

= - ] ) * 2 * ]
Sean nqdn ¥ oLqOn dos series de términos positivos, i -

Yim -2 oy

h+ o bn

£ . . . o
Entonces ;—.E'iaﬂ converge s1 ¥ 5G61p si nklbn converge,

La demostracidn aparece en la Pag. 483 de 1a Referencia 1.

-

Pefinicion D.2.2

S¢ dice que dos sucesiones {2p) y {bp} de nimergs complejos
son asintéticamente iguales si
tim 2 =
n+e  bp ‘
Esta relacidn se indica sirbliicamente escribiendo ap % by,
cuando nee '

La notacidn ap ™~ by se lee " ap es asintéticemente igual a by " ¥
con ello sc quiere indicar que ap y b, se comportan de manera andlcga --
cuaindo n crece indefintdamente. Aplicando esta terminoiogia se puede ex-
presar el criterio de comparacidn por paso al limite <o la manera siguien
te:

Teorema T.3.6
Dos series nglan ¥ ng1b” da Lérminos positivos y asintéti-

camente iguales ¢ ambas convergen O ambas divergen.

LY
L]




1l

EJEMPLC E.J.6

Ceterminar si las series

1

£, ~— v Esen
LAY €T )

n=1

divergen o convergen respectivamente.

Solucibn

Tomando en cuenta que ngl -%— diverge, se puede comprobar que

Joa 1
" nint
: 2
de igual manera Y san _%_ ya qua 11|n,5ﬂq n =1
poe o n

esto es, las series propuostas son asintbéticamente iguales a %r-par-1n -

que podemos concluir que ambas series son divergentes,

.3:4.4 .CRITERIO DE LA INTEGRAL

r

Para aplicar efectivamentd los criterios de comparacidn es precise
disponer de series de comportamiente conocide. Son €tiles la serie gromg
trica y la serie "P". Sin cmbargo cuando los criterios de comparacidn no
son aplicables, en algunos casos es posible usar el 1larado Criterio de -
la Integral, el cual fué derostrado por Cauchy cn 1837. En esta prueba,-
la serie en estudio es comparada con una integral impropia.
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Teorema 7.3.7 Criterio de 1a integral

. [
Sean T una funcibn continua, positiva y decreciente para todo

nomero real x > 1 y, ap = f{n} para todo enteroc positivo n.

Entonces.

4
r.E1"’n CONVErQD e I:“ﬂ dx converge

Demostracion

+to . . n
Supeonga f] £{x) dx converge. Entonces 1im [ f({x) dx

n—hﬁ:r

existe y o5 igual a un numero L. Como f(x} > 0, se tiene que

f?f{x} ax <L  para cualguier n.

Pero T no es creciente en el intervalo [}, @]. Entonces, los {n-1} rec -
tingulos indicados en la Figura 3.1 tienen una drea total menor o igual al

srea bajo 1a grifica de y=f{x} de 1 a n. Esto es

£(2) + 1(3) + .. . + f{n) ¢ SMi{x)dx<l
. 1

A Observar que la base de cada rect{drgulo es unitaria.

w | te3 | s s fes —~¥=f{x)

N = : . . n-l  n
2 3 4 fgura 3.1
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Si hacemes a, = f(1}, a,=f{2), . . ., 2,=f(n) vy sumando a 2mbos mierbros - - -
f{1}=a, se obtiene a,+va,+a,+ . . .+ap=f(1)+f(2}+. ..+ fin)< f{1}+ f?ffl}d1€

f{l}+ L

Esto significa que las suma§ parciales o ki1ak estdn acotadas, y enton-
ces kE1ak converge.

Ahora supongamos gue It“?{x} dx diverge, Como f es de¢reciente en -
[}, 6], los {w-1) recténgulos indicados en la figura 3.2 tienen upa drea total
" mayor o igual al &rea bajo la grafica dey-=f{x) de ! a n. Esto es,

f(1) + 102} + ...+ fne1) 2 Ff(x) dx
Pero Inf(x}dx-ﬂ—h-+m cuandn n—++ o=, Entences la enésima s.ma par -
" .

cial de kg1ak diverge y por lo tanio kz1ak diverge,

Y A

\T /yf-f(x)'

fr | H2) iea) {4y 15

[ g 3 4 5 6 . ; . n-l n > X
CIJEMPLT E.3.7

Usande el criterio de 1a integral desostrar que la serie-FP
2
n=1 nt
conyerge para prl oy divergp para p<1, Adomds, mostrar que para p>l,

Loy Loy L

p-1 nal .p p-1
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2olucidn

La funcidn f definida por T{x}= L , donde p es una constante
X

no negativa, es unz funcidén continua, positiva y decreciente para x> 1.

Entonces por el criterio de la integral, 1a Serie I?} '%T converge si y solo
=ln
@ _1 dx converge, Ahora,

si 1a integral impropia Il
1 xP

i
I+m—l~ dx = f° xPdx = lim fPxPdx

1 xp 1 b=+ 1
[ ¥ P " -
\ 51
b?-:n:m -p+ i P
1
4 - ,
Tim n x:l 51 p=1
bt )
et
a 1im h‘hpwl { converge si p>1 (1-p* 0)
b+ e I-p { diverge si p<1 {1-p> 0}

Tim Inb { Qiverge cr= 1}
B g .

\.

Entonces nE'I --—~1 converge si p>l y diverge i p<i. Ahora bien, para esta -
] - —_ st
nt

biecer que,
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Nos referimos a las dreas sombreadas en las Figuras 3.3 y 3.4, Eonb'inandu las
desigualdadas mostradas en esas figuras, obtenemgs

M ¢« T =< 1+ Max.
1 H? n=1 nP 1 xp

Para p> 1, tenemos

1 1P p-1
y por lo tanto, se conluye que

A < ézq 1 < 1+ 1

p-1 nP p-1.

Area de las. rectinguics

<

Y

;

| 1 > X

Arca bajo la gréfica = f = ~— dx < E A
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Area de los rectdngulos.

Y Lo,
A P
}
f “":""X
1 + Arca bajo la gréfica =1+ I*“’—l- dx > L. L
i xp nﬂlnp

La desigualdad (A) establece un par de cotas para la suma de una serie | - -

convergente. Sin embargs la mayoria de las sumas ¢e las series p  convergen-

tes permanece c¢omo und pregunta sin respucsta.  Comd r?1 —%; COonvevge para -
=l

p>1, tiene una suma, En particular cuando p>1 es un entero, existe 1a suma.

5in embargo, la suma cxacta ha sido tolo determinada para cualguiar entero po-

sitivo par y la suma exacta permancce desconocida para p enie;m positivo im-
2
par. En 1752 Euler fue el primero on mostrar que n§1 —l; = L
n )

-



17

EJCMPLO E.3.8

Haciendsa uso del criterio de la-integral, determinar si la serie - -

¥ —1 __ converge o diverge.
n=2 4 (Ln n)?

Solucidn

e

1

————— &5 continua, positiva, y decreciente -
x (Lnx)?

ta funcién fx}

para todo - x » 2 . Usando la prucba de la integral, se procede a investigar -

dx

la convergeircia de la integral impropia 7 ax . En J ———— sp -
hace la sustitucidn 2 x{tnxF x(Lnx)?
ve=Llnx, do= dx .
X
Entonces,
+ oo B
I dx = lim - 1 = Tim -1 }-i'...}_...:'l—
2 x{lnx) bt LD x b+« “Lnb Ln2  Ln2
2
Entonces,
> 1
i converge,
P72 0 {Ln a)?

EJCHPLO E.3.9.

Usando ¢l criterio de la integral detormipar si la siguicpte serie - -
converge o divarge,
_arc tan n

n=1 1_|_n2



18

Solucién
f{x) = arc tan x o continua, vy decreciente en | 1, 4+ )
ya que £'(x) = 1- 2xarc tan x4 para x> 1.

La se¢rie converge pues

;e _arc tan x dx = Lare tan w_}j I G713 N €74 S
1 1+ x? 2 2 2

Como conclusifin intercsante del c¢riterio de la integral, cs importan
te observar que este ¢riterio es usualmente aplicable cuando el término -
enésino de la serie tiene la estructura de una funcién positiva, decre -

ciente y cuya antiderivada puede ser facilmente determinada.
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Criterios de la rafz vy del cocionte para series de términos no regatives,
. —— ) —_— —— Zo———x

Usando la serie geométrica con % X" como seiie e comparacidn, Cauchy -

proparcinnd dos criterios dtiles conocidos por-Criterio de 1a rafz y criterio

del cociente.

3,40 Criterio del cociente,

Teorema T.3.8 { Criterio del cociente )

Sea nEIan una serie de términos positivos ¥ supdngase que -

Vim (21 y | donde 0 <l <t
fi-+ @ én . ] -

a) 51 0<L<1?, entonces ni1an COnvergs.
b} S7 1<L<+=, entonces n‘_}:‘?1an diverqe

¢} Si L=1, entonces el criterio no decide y 12 serie pueds ser conver
gente o divergente.

Pemostracidn

Parte (a): Supongase gue va Eﬂiﬁ =L <vr. 51 res un nimero cualquiera
B i

tal que O<l«<r« 142} entonces por ta definicidn de 1imita exis
te un me N tal que

+ . .
Aol siempre que n > m,
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esto implica que

de donde aptl < ap r
a2 < aptlr <apr?

En consecuencia, a partir del término ap*l los términos de la serie -
Agian son menores que tes correspendientes términos de la serie geoméirica,

Como nn}i-,ﬂn es una serie de términos positivos L>0 y de (I1}), 0<r<l;
por Yo que la serie [ 3 ) es convergente, Ahora, por el criterio de compara-
¢ién, DEIan cs convergente.

Parte {b): SiL>! 6 .Egil_ +e cuando p +w, existe un me N tal que
n

+
j%#rl > 1, 4% n>n.

¢s decir antl > ap, ¥ n > m.
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Es claro entonces que ap, no tiene a cero cvando na-+=, por lo que de

acuerdo al Corplario de T.3.1 1la serie n§1an es divergente,

Parte {c): S$i aplicamos el criterio del cociente a la serie p tenemos -

1
b
Tim —ﬂn+—1_ = lim M.: 1im (_21_)? =1
fr+ = an Nk 1 n+ o n
. i

para cualgquier valor de p.

Pero cemo se ha demostrado anteriorménte cuando p > 1 ta serie es con-
vergente y cuandoe p < 1 es divergente, por 1o que L puede ser igual a vno
tanio para series convorgentes comg para series divergentes.

fhora bien, ei hacho de que el cociente ig%! sea siempre menor que 1
no implica que €1 limite L sea menor que 1.  Por cjewplo, la seric arké-
nica, que diverge, tignn el cociente "E%T_ , que es siempre renor aue 1, pe-
ro el 1imite L es igual a 1. Por otra parte, para la divergenciaz es sufi-
ciente que el cociente sca mayor que 1 para n suficicntemente grande, -

puesto que entences apdl > a, ¥y ap no puede tender a 0.
Ejemplo E.2.10

‘Haciende uso dol criterio del cociente, determinar si la -
serie - '

1.3.5. . . {(2n-1)
nty
L n
Solucidn
Vim Aptl . qip oie3:5. - - {2n-1) {2nt1) n i

- an o {n+1)1 1-3-5- - +(2n-1)



1
= ]1m A —

= 2 » 1, Entonces la serie diverge,
e ]

Criterioc de la rafiz

5 rg1a“ €5 una serie cuyos términos ( a partir de uno de ellos !} satis
facen una desigualdad de 1z forma:

0 <a; <= donde 0 < x <]

la apliczcidn directa del criteric de comparacidn (7.3.3) expresa que n§1an
converge. Las desigualdades anteriores son equivalentes a

y de aqui el nombre de criterio de la raiz. §i la sucesidn {an1f“} es con-

vergente, el ¢riterio se puede expresar en una forma priactica sin hacer refe
rencia al ndrmero  x,

Teorema T.3.9 ({(Criterio de la raiz )

Sea f1an una serie de términos no negatives
n=

tales gue

WV ap —+ R cuando n-e

{a) Si R<l, la serie converge,
(b} Si R>1, la serie diverge,

(c} Si R=1, el criterio no decide.



Demostracidn

Y R<l, elijdse x de mancra que R<x<l. Entonces DianV" <X seha

de satisfacer % n >ma partir de un m ¢ N. Por lo tanto ;Elan converge -
en virtud del ctiteriu de comparacion. Estic demuestra {(a}. Para demestrar
(b) se observa que R>1 implica ap>) para una infinidad de valores de n y
por tante ap ne puede tender a2 o, Por To cual,en virtud del Cerolario do -

T.3.1 nE1an diverge. Esto demuestra '(b).

Para demostrar (c), se consideran los dos ejemplos en los que ap= -{% ;

jran=il—2 . En ambos casos, R=1, puesto que 1im ’.1‘%‘ = Tim “JF‘T =1,
n -+ 4 o

w1 . . 1
pers n§1_77' diverge nientras gque ng1'ﬁfh' cunvergé.

Ejemplo E.3.11

Haciendo uso del criterio de 1a raiz, determinar 5i la serie

Q (Zn}n

e N T

Y
converge o diverge. -

Solucidn

lim VY a & Tim L_ = 2 1
M+ e N+ oo Bn+3n 1 5

entonces la serie canverge.,
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£¢ importante cbservar que tanto el criteric de la rafz como ol del --
cociente, en realidad no son mic que casos particulares czl criterio de compa-
racibn. En amhos, cuando se presenta el caso {a) la convergengia se decuce -
del hecho que la serie en cuestién punde ser dominadd por una serie geométrica
adecuada I« . La utilidad préctica de estos criterios estd en que no se -

requiere al conocimiento explicito de una serie ngx. de comparacién.

En muchos casas en que 21 criterio del cociente falla es uswal uttiizar
criterios alternativos conocidos como criterie de Raabe y criterio de Gauss,
3.4.7 Criterio de Raabe.

Teorema T1.3.10 { Criterio de Rpabe }.
Sea.nE1an una serie de términos positives

si existe un nimero natural m tal que,
antl .m
2l n{1— ———g-- ) > 1 4% n>mn entonces L,an es convergente,
n . e

b} n (1 — -—agﬁ—l- ) <1 % n>m entonces n“ﬁ1an es divergante.
N B

Ejemnlo £.3.12

Haciendo use del eriterio de Raabe determinar el cardcter de las siguien

les series
| QA
b E,
Selucidn
S . LTI Ry
n

ntl

®
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y s¢ puede observar que existe m=1 tal que para todo n>m, #%T <1

por 10 que n§1-ér- debido a T.3.10 (b} resulta ser divergente.

Z 2 ,
b aﬂ+1 = n -t ] 1- .E.ll-li =n 1- e—— = 2n® + n
} en {n-l-l}? ( an ) ( nfiZn+l ] n‘+2np+1
) 1 2n? 4 n
y st puede observar que cxiste m=2 tal gue para tode n>m FIETYES > 1

por 1o que debido & T1.3.10 {a) ;EW reselta ser convergente.

1
n!‘
En ¢l caso de estas dos series el criterio del cociente no decide.

" 3.4.8 Criterio do Gauss

Yeorema T.3.11 ( Criterio de Gauss )
Sea 5313” una serie de Lérminos positivos, si existe un m '3 1y
vn 5> 1yun M>0 tales que:
A f(n)
5

. 2antl
= 1= i o+ LA - n
an n = para zm . |

en donde |f(n)| <1 para todo n, entonces ngian converge si A> 1y

diverge si A<l

Observacion: f{n) es una funcidn de n.

En 12 Referencia (1) ( Pags. 491 y 492 ) se pueden consultar las sugeren-

cias para la demostracion de T.3.10 y de T.3.11 respectivamente,

1
i

. EJEMPLO.  E.3.13.
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Haciendo uso del criterio de Gauss, determinar para que valores de a la
serie. ’

£ i (%) | {a == 0)

n

diverge y converge respaectivamente.

Solucidn
e | (1) ] - | a ta-1) - - - (a-nsny
. n :
ni
entonces
_aptl la-n| = n-a ya gie n>a
2n (n+1) n+1 '

Es c¢taro gue en esic caso el criterio del cociente no decide. Efectuando una
descomposicidn se ohtiene.

apil  _ 1- at1l _ 4. 2t 1, _at 1.
an n+l n ni{n+l}
finalmente ;
a+ 1
_1
ag*l . a+vd ( 1+ n )
n n n?

Comparando con T.3.11 se observa que existen m=1, $5=2 y M=atd -
tales que,

antl  _ . A + fE?]

para h > m
an M "
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en - donde Azatl
Y f{n)= —&—i-%-— . n{el) tal gue |[f(n)f < M - n
) {1+— n+1l
. ) n
ya que A2 <fln) <ca+2 ¥ nehl,
2

Ahora bigén, de acuerdo a T.3.11, para que la serie converga A > 1, -

esto ¢s a+l »l1—» a>x0,

y para gue la serie diverga Af_l; esto es, a+l <1 = a <0,

3.5 Criterios de convergenciapara series alternadas.

Hasta ahora se han estudiado series de términos no negatives. En lo que
siguc se consideraran series con términos positives y negativos. E1 caso mas
sencillo se presenta cuando los términos de la serie tiensn sus signos alter-
nelivamente positivos y negarivos.

Definicidn n.3.3
tas series de la furma1

n‘; (‘_”n-‘l an=a; -a» tag<ca,t. . .+ [-l}n-1 2n +

donde cada ap >0, se denominan series alternadas,

Eiemplos de series alternadas eran conocidos de los primeros investigado-
res, Uno de estos casos es la serie logaritmica:
) 3

. n
clag (14x )= x« o ¢ S o oo od (o)™ _ﬁ__ +

2

L] L]
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Esta serie converge y su suma es log {1 + x) para -l1<x<1, 'Para x posi
tive es una serie alternada. En pariicular, si x=1 se ogbtiene la formula:
|

(5) log 2=1- ~%« b - _%_ e .t

{_l}n—'l
n

¥ -

’

que dice jue la suma de 13 serie arménica alternada es log 2. Este resultadoe -
. . - . . .. I G
es de especial interés teniendo en cugnta que la serie armonica Lk TH diverge.

Intimarente relacionado con (5) es la interesante farmula

3 . n-1
{5] _Tf_zl__.t_+i_l+___+_g:_l_]____+.
4 3 5 7 9n -1

descubierta por James Gregory cn 1671, Leibniz encontrd de nuevo. esia formula -
en 1673, Calculando el adrea del cirenlu unitario.

Ambas series (5} y (&) son series alilernadas de la forms {4) en las qu; -
{an} decrece mondtonamente hacia cerp. Leibniz observé, en 1705, que esta sim -
ple propiedad de ap implica la convergencia de toda serie alternada,
3.5.1 CRITERIQ Gk LEBRIZ.

Teorema T.,3.12 ( Criterio de Leibniz )
Sea ng1 {-1}“'1an, con dn >0 A nel una
serie alternada:

s a} arraptl ¥ ncH

¥ b} lim ap=0

n-}ﬁ}

entonces la scrie es convergenla.

Sca la serie alternada

n?:“l {'l}t”‘ dp = 4; - 4d; + a3 - Ay ++ 1 s
' = . .
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Frimero consideremos las sumas parciales
S5, S¢, 54y - - . 4 Sin, . ..

que contienen un ndmero par de 1a serie, Como

Szn = 3y =~ az +tay -3yt 2in-q1 ~ 2in
¥ pueds expresarse como sigue
San = (a) - az) - (@ - a) + « « « ¥ (ap-y - 20}

Entences, comp ay > apt1, los términos enire parédntesis son todos positi

-

vos ¥y 12 sucesidon {3;,)} os monbtona.

Par otra parte, si aorupamos Sy en la forma

Sip ® 2y - {az - ﬂ:} - (au —Ag) w o . - - {azn-z -_azn—l) - dzp

por el mismo razonamiento vemos que Sap < a3 ¥ 1a sucesion es acotada. Como
{S;n} ©s rondtona y acotada, por T.2. tiene limite. Ldamémosie L : esto €s

1im Sap = L

N+

Solo resta demostrar que tomande un nimero impar de (érminos el 1imite
- |
de {Sp} es también L,

En ofecto
Sap+: = Sin t Gz2n41 ¥

Tim 52n+: = }im Szn + lim dan4l
T+o 1 -+ m N+«
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Come 1im azp4: = 0 se tiene que
n+m

1im 52n+|, = L+0=1L

n-+m

"y se ha demosirado, entonces, que la sugcesicn

{ 52, 1} tiene limite, por']o que la serie

b3

nt+1 -
nf (-1) an €5 convergente

EJcmPLO E.3.14

Determinar s1 las siquicntes series alternadas convergen o diver-
gen,

F.-3 - 2:’] - 2
£ (- - _qyr-1 n
2 n=1 (-1) . 4n*- 3 _ b) nzl -1) An-3
Solucidn
a) Sea i
ap = f{n) = 2n
4ni- 3

se tendrd que demostrar que

i) ag > ap+l 4 neN

i) lim ap =0,

flor e
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Una manera de probar {i) es mostrar que f(x} = 2% es decrecien
4x*- 3 -
te para « > 1. Derivando obtenemos
. _ -Bx?- 6
f'{x} = < 0,
(4x* — 3)2

S>e deduce gue f  es decrecienie y por lo tanto ap > aps; para todo -
ne M 1 '

Para demnstrar ( i1 ) se vé que

lim ap = lim —2% =g
N+ n-+w  dn?- 3 -
Por lo tanto 12 serie %, (-1)"° 2n converge.
n=1 2
. 4n“ -3
b} Como 1lim a; = lim —20 = L & ¢
n-+= n-+ <« 4n-3 2

seqgin el Corolario de T.3.1 Jla serie es diverqente.

En 1a rarte { 2 ) del ejemplo anterior se usé una derivada para demos-

trar Que ap > an4: para todo n. Tawbién se puede demostrar directamente
L3
verificando que ap - ap+; > 0.

en

Especificamentie, si ap = - » entcnses
4n? - 3
20 - aney 2n _2{n+1)
an? - 3 4(n+1p-3

- Bn® + 8n + 6 >0
'(4n®-3} (4n%48n+1) T




Para tods n ¢ N. Asimismo se puede demastrar que an > 2p+; verifitando
an+1
——— < 1.

que an

Aproximacidn del valor de la suma de una serie alternada convergente.

$i una serie infinita conversge, entonces se puede usar 1a enésima -
suma parcial Sp para estimar la suma 5 de la serie. En la moyoria de los --
¢asos o5 difici]l determinar 1a preci<ion de la aproximacién, 3in embargo, el
" siguiente teorema proporciona una manera simple para estimar el error si la -
serie es alternada.

Teorema T.3.13

si &, {-1)™1 &, es una sorie alternada tal que - -

an > apt; > 0 ¥ ne Nysi lim a, = 0, entonces el -

n-rem

valor absoluto del error que resulta al estimar la suma -

S mediante la enésima suma parcial Sp, es menor que ans;.

Demostracidn.

S¢ puede observar que 1a‘serie alternada nEI {-1]“_1 dy Satis-
face las condiciones del criteriu para las series alternadas y por consiguien
te tiene una suma 5. Lla serie que se obliene al omitir los primeros n tér -
minos, es degir )

{'l:ln dpt; + {'ljn‘ﬂ anty {'1]“"2 dn+s + - -

también satisface las condiciones de T7.3. y por iv tanio su suma es Rp, -—-
Asi

S-5n=Ry = (-l}n' (an+1 -apez + apts-+ - - )



f | Rﬂ I = 8aa "ﬂn+2 + an‘l'! - % a

Usando el mismo argumento que en Ja demostracion del criterio para las
series alternas (T7.3.) vemos que |Rp| < ap+q. EM consecuencia.

| S-5Sn =18 | <ane,

que es Tlo que queria demostrar.

EJEKPLD E.3.15

Demostrar que Ta serie

DR DU S + (-1)7*) 1 N
3 51 {(2n~1)1

es convergente y calcular ademas su suma S con una exactitud de cinco
cifras decimales.

Solucidn,
Evidentemente el limite de a; = — 1 Cuando nee es 0 y -
(2n- 1}

ap » ap4y para todo entero positivo n, Por lo tanto, la serie converge segin
el criterio de Leibniz, Al usar S, para cstimar la suma S de la serie, obte-
nNemos

5= 1- ‘._1._..1' —_— - ==} —= 4+ .._].'.. - L
31 51 7 b 120 5040
S = 0,84147
Segin T.3. , ¢l error cn esta aproximacién es menor que as = L < 0.000003

9



Por lo tanto, 1a aproximacidn 0.84147 tiene una aproximacién de cinco
cifras decimales, 1

Se puede deducir que 12 suma de la serie dadz es jqual a sen 1y nor
to tanto senl = 0.B4147, Esto jlustra un méiodo para construir tablas - -
trigonomdtricas.



EJcPLO E.3.16

{omo consecuencia del criterio de Leibniz se puede deducir también un 11
mite importante.

Sea:

2
dx

3 )

1 dx

a1=1. az = x ' :]3=-—2—‘, au=ST, sy
1 2

donde, en general, 41

1 d
ﬂ.zn_1=""n— ¥ a2n=5 —;:i-* n=1. E, 3, P

n

Es facil comprobar que ap+0 cuando n- e y que a,>apey . Por tan
to de acuverdo a T.3.12 la serie ;?1{_ l}n'lan converge, Su suma se indica

por C ¥ su suma parcial endsima por Sn,

ta suma parcial [2n- 1] se puede cxpresar como sigue:

2 3 n
- dx 1 dx -1 dx . 1 _
hmllfjx oy _Ix “ﬂ*ﬁrr#J'T“ﬁr'
1 2 n-"

reagrupando y aplicando una propiedad de la integral

n
SR T ] dx
1*1**1r*~-*7r1f'1"
. 1

%

1 1 1
= 1+—-2—+—§--+ . ‘|'—n—— ‘]OQ n.

Puesto que Sy~ C cuando n-—e= se obtiene la siguiente férmula:

. 1
{7) 11m{l+-—1z-+...+-—:;#—1ogn}=c.

El nimero C definido por este 1imite se denomina constante de Euler (indi
cada algunas veces por vy}, Igual que w y e, este nimere aparece en muchas
férmulas analiticas.

Su valor con dier cifras decimales pxactas es:

C=0,577215664%

Un problema interesante, todavia sin reselver, es averiguar si la constan
te de Euler es racional o irracional,



Lla relacidn {7) también puede expresarse como sigue

no
I ~logn =2 cuando n-+w
Ky k 9

) n
de donde {B8) I —i—= logn + C cuvande n-+
k=1

dividiendo ambos miembros entrz logn se obtiene que

ek
+ ] cuando n-e
log n

De modo que las sumas parciales de la serie armdnica son asintoticamente
iguales a log n. Esto es, s8 tiene que
E Tl n o . do n
gn  cuan -+ m
k=1

La relacisn {8) no sélo explica por qué la serie arminica diverge, sino
que tamtién nos proporciopa un2 idea concreta del crecimiento de sus sumzs par
ciales,

" En el proximo ejemplo se utilizard la relacidn (B} para demostrar que la
serie armdnica alternada ticne suma igual a lag 2,

EJEHPLO E.3.17

Determinar la suma de la serie

SOLUCTIOH |
Sea Smo= ‘51 { - l}k'1 -]lz-— la suma parcial emésima.
Puesto que I:i (- lll“'1 -i— es convergente, entonces Tm tiende a un 1i

mite cuando m-+w, y se va a demastrar ahora que ese limite es log 2.



Cuando m es par, m=2n, so pueden separar 10s términos positives v neqd
tivos obteniendo

S0 2 Sm= X g Do

a1 no1
= -k

_*?}n 1_'13 1
g1 k k_‘,T

e
|

e

| It 3=

>y

L]
R.I-"

Aplicando (B) a cada serie, se obticne

San = (log 2n+C) - {log n+ () cuando n-ee
_haciendo uso de las propiedades de los logaritmos se¢ puede observar que
Son + log 2 cuando n e

Fsto demuestra que la suma de Ya serie armonica alternada es log 2, esto
05:

@ -1
(-1 1
n=1 ( } n .“Jg 2

Convergencia condicicnal y  absoluta.

A pesar de que 12 serie armbnica alternada es convergente {HE1{71]H-1-%-)‘

la serie que se oblicne sustituyendo cada términe por su valor absoluto es di -
vergente. Esto prueba que en general 1a convergencia de ng1an no implica le -

convergencia nfllanl. En sentido contrario se tiene el siguiente teorema:

Teorema T.3.14
.o ' .
Si n§1[an| converge, tambifa converge

;213“ y se tiene entonces

| oEea bo< E faal




La demostracién aparece en la pagina 496 de la Referencia
1.

ODEFINICION 0.3.5.

Unz seric nfian se 1lama sbsolutamente convergente si
n§1 lan| converge. Es condicignalmente convergente si n§1an

converge y en carhio nz1 lap| diverge,

Un resultado importante se presenta a continuacién

Teorema T.2. 15

Si Y1an ¥ f1bn son absolutamente convergentes, entonces,
n= n=

la serie nfl{q an + Bhp ) tambidn converge absolutamente; siende
a ¥ B escalares cualesquicra.

La demostracidn se puede consvltar en la pigina 496 de 1z Refercncia



o

(RITERIOS DE CONVERGENCIA DE DIRICHLET Y DE ABEL

Los criterios de convergencia vistos en las secciones anteriores, los
ctuales fueron desarroliades para series de {érminos no negatives, también pue-
den usarse para averiguar la convergencia absoluta de una seria de términos cem
plejos cualesquiera. En esta seccitn se cxpondran dos criterios que se utili
zan a menudo para determinar la convergencia en el casode que una serie no con
verja absolutarente. fmbos criterios hacen uso de una identidad algebraica 1la-
mada formula de sumacidn parcial de Atel, en memoria del matemiitico norteqo
Niels Henrik Abel {1802-1825). Dicha fédrmula es parecida a la de integracidn
por partes y puede enunciarse como Iigue,

Teorema 7.3.16 {Formula de sumacidn de Abel)

Sean {an} y {bn} dos sucesiones de ndmeros complejos y 1la

n . . .
MEMOS An=:k21 By . Entonces se& tieng la identidad

n n
L oa.by = A0h + & MAlbe-b .
e Anbney 4 2 #{bk - biyqd

DEWMOSTRACION

An = ay+az2+ ... % a3

A = ay+az+ A ¥ ‘Hk_1=a1+az+...+ak_1
onlonces

B = My - Ay definiendo A, = D

k=1,2,...,n
asi que
n o
kE'l axby = E (A -Ak-l:lbk = L [nﬂbk .ﬁ.k 1 bk]
= b Mby - %A, b (10}
ke Kk ket *=1
pero n
—kE1 My by =~ Aghy- bz - Asbs - .~ Anoy B

S e hlbz — Azb;- a2 = hnbn"}‘" -+ !{\nbn+1

n .
=-—-k}:1 Agbriq * Anbnv1 va que Ap =0
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sustituyendo en {10) '
n n n
kEt_akbk= oy b B Abicer * Anbaeg

que resulta ser 10 que se queria demostrar.

- - o -
5i hacemos que n~= en (9) vemos que la serie k21 ayb, converge si con-

o
vergen simuliineamente la serie kE Piulby - hiyq) ¥ 12 sucesién {Apb,,).
=1

Los dos criterios que se presentan a continuacidn, dan condiciones sufi-
cientes para que éstas converjan.

Teorema T.3,17 (Criterio de Dirichlet)

o

Sea I ap una serie de términos complejos cuyds Sumas
n=1 )

parciales forman una sucesidn acotada. Sea {bp} una suce-
sidi real decrociente que converge hacia 0. Entonces la

L1 )
seric & aph, converge.
ne=1

DEMOSTRACTON

Usando 1a notacidndel teorema T.3,14 , por hipétesis, existe un M > 0
tal que |Aa| < M para tode n. Por consiguiente Apbpyy — 0 cuando nee
Para establecer 12 convergencia de §1 arbn , tenemos que demostrar tan sdleo que

n= .

1a serie kgl A (b, - by ,,) es convergente.

Puasto que buyy < bn y2 que {bn} es decreciente, se tiene la desigual-
| Ak {bx = brsq) < M {bg = biryy)

Pero la serie k? (by - br+1) &5 una serie telescdpica convergente que do
=1

dad

mina a kﬁi Ay by - by ).

Esto implica la convergencia abspluta y por tante la convergencia de
@
kﬁi Ak(bk-bk+1}.



Para aplicar el criterio de Dirichlet, se necesitan conocer alqunos ejem
plos de series con sumas parciales acotadas., lMaturaimente, toda serie conver

génte tiene esa propiedad. Un ejemplo importante de serie divergente con su-

. - . P L o n -
mas parc1a1es acotadas es la Sgrige geametﬂca E 2 en 1a que X B5 uUn numero
n=1

complejo con [x|=1 pero x+# 1 . E) tecrema que se presenta a continvacidn

proporciona una cota suparior para las sumas parciales de esta serie. Cuando
210

|x}= 1, se puede escribir x=e“"", siends @ real, y se tiene lo siguiente

Teorema T.E.IB'

Para todo @ real no méitiple entero de u, se tiene la iden
tidad .
n 2ikD _ _sen n © ifn+1)0Q
(11) kE‘I € SENn © ¢ ’

a partir de 1a cual se obtiene la acotacidn

no2ik0 1
(12) ].;E1 ° z isen(—) |
DEMOSTRACION

Si x4 1, las sumas parciales de 12 serie geométrica vicnen dadas por
la relacion conocida

n k_ . x"-1
kil YRR

Haciendo x= 2219 en esa férmuia, donde O es real pere no miltiplo entero

de w, encontramos

Do 2ix0 _ 210 ezi“g -1 _ eind . min€ REGIRMe
k=1 . Ez;{-}_ 1 EiE}_ E-J.E'

. senn @ eiln+1}{?1
sen @

Esto demuestra (11}, Para deducir (12), se debe observar que |sen n ©f <1

y que |ei{“+1101: 1, por lo que

N 3ik@ 1
Iki1 ¢ | $ Tseno
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EJEMPLO E.3 .19

Supongamos que {b,} es una sucesidn decreciente de romeros reales con 11
mite 0. Tomando a,=x" en el criterio de Dirichlet, siendo x comnlejo,
| x|=1, x# 1, se encuentra que la serie

(13) T byx" converge.
n=1

- €S IMPOKTANTE QBSERVAR QUE EL CRITEKIO OF LEIBM1Z PARA SCRIES ALTERHADAS
ES TAI SOLO EL CASO PARTICULAR EM EL GUE x=-1. SI SE TOMA x=e'©, SIENDO
© REAL PERO HC NHULTIPLO EiNERO DE 2%, Y CUASIDERANDO LAS PARTES PEAL E INMAGINA
RIA OC (13}, SE DEDUCE QUE LAS BOS SERIES TRIGOHOMLTRICAS

¥ byeosne y T bysen ng@
ney . o=

CONVERGEN.

o

En particular cuando b, = n -, siendo x>0, se obtienen las sigrientes

series convergentes:

® ein? ¢ _cos no @ spn o
n=1 e i n=1 n? ! n=1 n~

Cvande o > 1, convergen absolutagnnte ya que estin dominadas por T nC

n=1

3.5.3 CRITERIO DE ABEL

TEOREMA T.3.10 (Criterio de Abel)

o [ ' - - .
Sean L @, una serie convergente de términos compiejos
n=1

¥ {b,} una sucesidn mondtona convergenie de términds reales,
. o
Entonces la serie L apb, converge,

nel

1
"DEMOSTRACION
Se utilizara Ve notatidn de T7.3.16 , Lla convergencia de Eianimp]ica
. o=

L] -
, 1a sucesidén {Aalypor tanto ia de lasucesién {Ajbn, }. Asimismo es una sucesidn
acotada. FE1 reslo de la demostracion es semejante a la del criterio de Dirchlet.



43

EJEMPLO E.3.20

Determinar 51 la siguiente serie converge o diverge

2 (-1

ne1 p{4+n) %z ‘
SOLUCICH
E {_1]“'1 ; (bl}n—1 . 1
p=1  n{4+n) ¥ n=1 (g4an) 2 n

se puade cnmprobur facilmente por medio del criterio de 1a integral que

{rl]n"'.l
—7— es convergente —
convergente, ademds como | *%w-} es una sucesidn mondtena convergente se cgn-

que la serie dada es convergente,

por 19 que I es absolutamente

n=1

¢luye de acuerdo al Criterio de fbel,

.54 Critovio M. de

Wejerstrass,

TEOREMA T.3,

20 {Criterio N,

de Weierstrass)

an{x); si existe una sucesidn de cons

. Ler]
Sea la serie I
n=1i

tantes positivas M, M2, My,..., tales que en un cierto inter

valo se cumplan las dos condiciones siguientes

a) Ja{x)] <My ¥nel

conyerge

by ¥ on.
n=1

(=1}
entonces E1 an(x} converge absolutamente en el intervalo,
ne= .

EJEMPLO E.3.21

. v . = )
Determinar si la serie ¥ cuifix converge zbsolutarente,
n=1
SOLUCTON
X , -
Como | LS:"— < 12 ¥nel, xeR y ademas b3 —l-r converge,
n N n=q h% °

entonces de acverdo al Criterie de Wederstrass la serie dada es absolutarentie

convergente.



. 1+4+7 -+« (3n-2} 717 _. : e
Sea la serie & [: Ty s 51 se aplica el criterio

n=1 » (zn}
de Raabe; -
lim n{1--20%1 )
| jEPTN dn
!
— —2
} 47 - {30-2}{3{nrl}-2}
Ap+1 " 3+6-8 ««- 30« 3{n+])
on 14«7 -+« {3n-2)
_ 3‘6'9"‘ 3“ _
2
. n+1) -2 - (3ntl 4’
3(n+l] an+ 3
; an+1 v _3n+l 2
;]1-1»9 ”{1'_51?.“3 = E]'lm nl:l [ﬁ+3-}:l
- 14 9n? +18n+9- 9n%-6n- 1
= 1im
Troo {3n+ 3)?
2
- Yim 12n* + Bn

Time 9n< + 16n + 9

+ + I ap e5 convergente
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: Endonces po € de T340, podemos imtegr (Q},m‘;}"
; - Lenlendo . L :

3 .o p o (‘_Lf: h .4 e me e e e e e mmm s
R . ) —_— . o - §.T '4_ - n :--__ -

_ S 14 2 ‘S Q-7+ ¢ ..)dt T
1 , 0 D

_ de donde o __ . _____: o

- -1t 2 . L - . il
ben Xz % - X0 X% oL 0V,
3 ¥ 7 2+)
Cuyo vadic de conuergemnie @ =i, Pavadeles-
el el rmterwelo de convergencie, tomamos x= -1
Y ®x=l. ¥n ambos cosos s@ L@ne 1o gane DIMMO ~
™ee altaimade | la cwel comuerpe, Cor Lo que el
iMmienwelo de conoergomes de le aerne de Gwaaﬂw
LA T - X G . .o —
1 ' ‘
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i e ettt SO
i ) Semies de Taylor y de Maclaunin, R
] g
L Supdmgase QuUe ung §evie de potemnaas -
=._ :... !__. a ...1-.-!-- Loa i —a L ram o mmerpeme .o Z a“ C:V_'_— a} .-_I....r....,......l.l_.:..“
- - - . ..... - " S Tz N N . - .- M = -

dex . Por conoiguiente, pchTncs escTiLiT L s

cConuery e e,-ﬁ (ﬂ]a\_;‘r. \:ntETua‘Lo ~-RL A3 L2 Cer0),
Entorices la somade le gevle tiene v ualor pave c0de
%X ewm @s5e mitvwie y, potv o tento, da;_me @ gunciom

Fixy= @ +~~Cx a} b By k-84 e Cx-c';r'} 3eee ()

Nos preguniemas,  cueles iz reledion entre los coepicdniar
& .

D, Dy, By, een, Sneee v @ pumciom ¢ T

Procedemcs oM povyma natuRi | cemstderendo que ¢l segun -
do migmbie de {3) poer® un polimomic . Haciehds xza
j hatlemos de Immedets que : e

FCE} = an .

Dendando (3}, comno 81 el segunde miembrdo puera on po-

hindmin | se tiene gue

XYz 2+ 28 (x-ar) +-'3a; ex-a)% « 4 q (X- a}3+"'

fova X= &, vesulip

E'Cad = X, .

Contimendo de qual fcorma, e obtiene que lo pc:a:rmu"te
qenew! 2@ los cocficientas &, @, a‘,,.-.,an N =X

. FMca '
a, -7 —l} S
, 1 L

j

s . . a_,E .114@4{? P e o
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Mes adelente demes travemos gue todos los posoes gn-
) teviores gom whidos cugndo lo gerie es Cconuvergente &n
2lgin mterelo pesitivo, Sustituyendo les poiwules de
los woegficientes @, €n la Serie de potencios, chtene-
5 ™OSs el e el e e s
s e e e it . PO
! R R N 4 S L) E e Cx-ay" e e e e—
_ e 4 aae e sm e b aen dmdan rm o oo 'ﬂ! . e e e e e — am 4 & wbammat

Hemos demostedo el sigeiente vyesollade | | ..

Teotemaz T.2.2 (Sevie de Taylor)

Si g es vma emcidn &l que R -
aa . . [ =] “ ' - —_ et e e e ———— —_ . an
. Pf.)‘-] = E &q Cx-ar} i ——————

noo

pave todo X en un mterwio devkc que wntiene
e 4a , entomces

o int iy “
COxY= -f-;f_"l (%~ z fla)e PlQRIC-aY v 5 E—;f—e’- Cx=2 e
nzTo - , . I

~

La sene en 12 tovelusion de este teoremas gellems lo
gsene de Teyloy po RCx) @ a . Bl coso ospecial =0 €3
moy iMmportaanle v poy (anto lo enunciamos poy sepads
COTNC . cotolaTio. o : : '

Covelatio T.2.3 CSevie de Haclagtin)

Si ¢ @z puncion &1 gue S00s S An X7 pan todo

. =y
X en on intevwele ablerto (-Y, 1) entonces

L L3al | L]
FUd= > F0O) M. ployt BCoYx s EHOY 7 L EXOL N
ny 2k ] T

moh

\a gene quegparece en este corolario 2e Uema 12 sevie

. de Heclaonin per Ty, . : - eel ol .
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ol 4 mea - mmsr s = - 4 L. [ 1w - [l

| [ EJEMPLO |

- —- [ — . a ami 4 A-wrm rwEm o= bR B ]

_. . . Desayiollet la guncion E(x)y= L
: o . X

Ll

P

kel dosarvollo @b Uéh'rd_c,,_ e

i 1

L Setonign B R U
T . 4T T e et e e w4 e et eme =
i Se tiene . U U S
i . . .
ez x7 T Y S S oo
CElexyz 1) XS N S T T

L Btz e x’ B G- 2

mawowd Ao

= 'Fcﬂfi'): C-I)J'JB!

- FC"‘I'I

LR enycwy ey x”

F—cm(_x} = C-13(~2) - (M) x = r_—ﬁ“-'nl_

Por lo tento, de T.2.2. com 2=, rasuiie

, . - .
o RO o T E0T -7
- - nzo VT -
.. } -. - A .

lesenpo |

Celawolay los seis pvimeves teYmines del Uozevralin de
Maclautin peva e pumcion

PO s ben ®

Suponiende que estedeserrolio @ uslide,
Solucion
e hione . -

. lemun Seve delayle eivededor de x = |, suponiendc Jue



T S TS YR -

e e e e

etz tens oo

L R sec®x Lo i e e

e zseds tenw T I L
.--F Cxjz 2sed :x.q.-qSEr:.x b an® R ":F;__-::___ - -

: .:_..,‘ Fen . wten x sedx (24 3tanix) [

g 02 AR Lo x sed™x +8 sectx (218 tam x I (8e x4 2 tant %)

Por lo que L . T
-oi=0, (o=t p"Cc):-* o, ¢%(Cm=2, [; oy ©
_ g T
.Pﬂ-’ ‘o &;“tc i e [ ...,_, .____._‘;..-....I.'.j..‘... u I-... ——t
| Flz tenx = x P Q‘—x;h.. -

Obsc_w SoleTIOS ) . o

Los dos eyewmplos @enteviores trenen sentido solewnmente
cuende se sabe que las pumcionas edviten un desarrolleo @n
Sevics de polendas, Exsten gjometlos de pundionas pera las
jue e posible calesler todas 1@.} centidedes £ Cx) an U

valordede & v, Siv embargo, e anc de Toylar oivedaedoy
de e mno reprasenin 2 lg puncion

El ejemp!o de flx)z 2% Moy Muesba ue No Hemme

€5 cadll determimas e ley de I gcormas de 1oy devivwdas
TOCES IVES .

JUsvalmenie le gene dETay1D1 en (x- a‘.ﬁ de mepun -

clon ¢ se dice gquees 1z ° E‘:-':Pc.,ﬂ‘ﬂnh “de t2ylor pave
£, @lvededorde 2 ; la sevie de H.;x_t-:.uwm da gne pun-
cion ¢ Sse dice que @ la expansion de Hecloam™ e
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E1 Teovems: de Teylot com idesidog
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 —— e R s e — -

- Si UMD euncicn © POSeR 8blo UM nuwmaero pimite - diga-
mos N — Jde Lawu.-..d'r-', entonces Feve Clgvamente queNo
es posible repvesentaid pov vna servie de Terloy, Eovque
los wwen aents Q= £ o) /vt mo pueden cal eolarse

f_Q‘&p\JES de 3,. €0 (eles 22305 , pun @ pomtble obtenegr ma

"UCH BIE {‘—I.‘PH‘Q del gasavrolilc de Taylor,

QUPO“QEEE que rx) pesee 7 deviades continras en S\-
gun Mierwlo Jue contenys ol ponto &. Entonc,Siem-

pre e posible ey Vi

oy = FOd ) i-lﬁ—':’l (X-) 3 -Eié;m‘ Cx~@Y oo s

) L
SN ﬂm‘;ﬂ Cx-a) + ©y (4}

pertencciendo X a este mtervalo . El miembrode le dere-

che coneliz do un pc:'ltﬂ':-mt’c: e x cle Syado N

, ¥ de onm
Yas1dun B del que no tenemos aémn cevioaimie o,

De heoho, el residuo By @310 depnido por la oy mule (5,
Poy eyemplo |, en el coso Taro @N que £ v 805 N denwdas se

enulen en x=d , el

Tesidon ™ € es p*rfeausc?meﬂtﬁ‘ e . E!

Contenide del teorema de TayleY proporciona tMESTM Ieidn
oyl acevee de le naturslelrs de ©vn . Este teoveme Eigne
Yo solamente un gram valot ten-rncc Grﬁc:- Qque tormben

g8e ottt e -.-_pTcmlm-w:mﬂeJ ~ -:,Qlc:u'.m VO TICON,

Teoveme T.2.49 CTemema de TayloY con Yeridod &N EoIma
de. deyjvada)

Sopongase que e, &', e e, ™, gty Som todas

comA ML em ﬁlg.,,ﬂ -.ﬂLUL.;,ln 2l que pevtenecen ayb,

Entonces | existe un mumc-:va T entre 2yb t2lgue

tCo)= CCa) + E:Lf_'l (b-2} & -E!—i;il‘-ﬁl Ch-a)h o ue

LE f‘.:'-} Co-a) + pem ) (™

na) |




- - - - -, —_ ———————— - R — S P —amcam - 4
e e erEaiE a m R T e o ——— — e B - —_ A L T T T R AEAR R B e (b e R W R L =
A T T T T W T — — S CE—A L - -~ T T R o —— — —— o an i ——

' .. EsYo 5, el residoo By, sz’ dade por le pormuole L

: o _ €8 o™ | . -
T . = = e e e e
Lol e e Cnsy ) i e e meem
~ . Obgenecionas T
[ - - - m o= - — .

j . ) Jemos que B, depende tento de b carmode a v po Glle
.- . €3tmbimos , en gemenal, 2, = B (3, b)), paw exprase?

L 2Que @ MR puntion dedos wviables, v r——— e
, . L) Enel coso espedel m=o ; obtenemas _._'-.__...,, e
. e e SR m R@ F R EY @), L

que conesponde ol Leoreme del valormedio, As s veuult
Lo que esiz corme del tecreme de Tey oy @3 una GREME -
e yaehigagidn chirecia dQl Cemvyome del voleoy mmodio |

Dewmaostyecion e e

Ca le deynos t:ﬂ’_{:-lt:‘l"i de T.2.4 gse ohhiez el Legreme de
Colle ., Conslruimos umea pmc'téﬂ_ﬁtx} Q.Oe &0 EY‘!U'IE’ e
v © . Enioness, pe 2l teoreme de Zpile, exisie un ny -
meyo § oenitre ey b olgue CCEI=0 . El protass
elgebr@iw es Moy largo y es conveniente esevibiy oy
. dekltes pave los tasos nN=, 2,3 2 pin de cepley lo@on-
cie de @ demoshacion. e viilizerd {(4) com xxbh v
WL Tt anens ' - . .

- . B L4 33 - _ Fd ny - _ T

expresion en le youe deseamos obtemey Rn €2, b). Depimimny
la guncion

) . i
By e B~ prxy - 0 Cox) - By Chow)”

’ I, i U1

: . R RS S LA €51 €0 M

e R R (-1}

b ——— - e fm = e pema oo o e g ——t e e - i 4 R e Srm=m 1 e T cr o EcmmET R R e -- s LR R TT —



X .,;': P 3 . - PVERLLL
J . v Cxl Ch-23" @2, (2, ) Co-x) — . C -
Y Ge-ad™ e

la punaden ¢ ¢ud congbyvoids de modo que GLIF0 ¥y B0,
~ . o eyt BE poede vergltat por sustitucion divects, Golocvla-
mos la deviedsy ') Coutilizendo 12 ¢ortmule de lede-
Mivede de vn prodgoucie donde Te ne casavio) t

PO (%) 2 £y (b-x)

G'Ixy= -y 4+ €0 -

|

: L .=t

- e r-x)? ¢ 28U00 b-x? £ exy thoxy’ Fane
4 21 31 _ .3

— 4 - - m o

T\ (h_a}“"" e

P ™ (e Pr G2,bY (na1) Ch- x37

Soyprendentemente, tedes ios teveninos Sﬂehﬂameﬂ exceplo
ot dos oliiwmoes, ¥ ﬁb’teﬂtemoa

fnin vy - "
QS!(.":"-"- - F C?“.‘ (b-x‘i + E’,,.,Cc?, b}(.'rl'l' Y C'ﬁ x‘} .
. \ Tt Chy- L.{)‘l‘uﬂ

OHit2ande @l {eorevne de olle, sebemas que dabe ax 1§ by
m nomere & enbve @y b t-ei que G ((E)=0. forlo tanio,
tenernos .
U‘H\‘l
e Ch-ay™

de donde daapeiando ubteﬁémm

g . ETUCE Cb-ay

N eviety !




i

A e b 4 E T m e . mE k- e EE PP mm it

— e mEA EEEE Ere—c- - — m— imEs W A RE s - = EEEET g A e

—— = el o ——— -

-— — e e — e A - ——— R i o A e

Obsew Unciomes

L) §i sebemor que gz tiene deniwedes comtimuas de
.- tedos los ordenes , ¥y st R, Ca,b) -»0 cendo Moo,

- .. E'n'lcmt.es podemos E’Sﬁb'\{?t.e*r 12 velide2 de le se-
~vie de Teylot.

LLYy Eﬂtﬂdat&&a R, mide lo c_lursb ¢ digrere de trncierto
.. pn\momm de $adon. P Bw a3 peguerns, entonids
. e pu“{_@ otifapst €l polimomiec tomeo une eEPYE -
100 @proximade de g,

Cuenide ohiliZemos ©! teorema de Tavlor en el cé!culn

. de comeiones mediante les polmomies que {2 aproximen,
los @rrorves puedeon provermt de dor puentes; @l Ciror
de "vedondes”, el expresey cada terming ¢n garme de -
cwnel, g0 doseamos c2lwoler @l weler de algun puncidn
glbd con e 2Pr1ovi mandn de cuetro decy- mel@s @ esemn -
cral poder detid con certela QOC Lib) ol Qnmp"rE‘ﬂdl'
da entre vn2 pRccion deawel con catro dedme ias
—0.0000F v & Misma ¢TRCLIoN decmeal 4 0, 0000Y. Se
2oy e tfempn calaulendo cedoe taymino con dos decime-
les may de los Te:g,ruqﬂ das Con 1@ cuencia En 38 apio-
xima al vatey del prithen teymino @n la serie ovrtida
y S& poede U’nh{:el & e heche como ona oriemi=saay {}::-
78 eltgy el numero de termimos L Asngue no E@bemos
exactermenie comp e Cn, 2 menuds podernos demos -
&atr que exnstew dos nemeros My M ‘(ﬁl@a Que

L4y

m 2R (x) g peRtode Aentre ovb.

Entonces obtenemos pava &, (o,b) 2 desagt.;a}ded

n Co-ay o < Ruld,b) = Mb-a) |
gyt Cn+id !




L . ., - | o
N La cleve pavale soluadn, uhilizando el teoremadeTey-
~.. loy, es 2l hecho de gue pddermes haces e e e e e
f - fae e mam “ B 'fs —— i orre mm - [ .-"
T L AT (TS R & c- b= 0.4« e
' Eviiances ] ' . e e e eme i e o
I | EOx) = f'nx,}vﬁ' 3 N - F = GGOGUD
: : I -k \ N
g Floa= & arxy 7, E'L2) Cb-2) = ¢ (o) e 3 ©.020000
| . o :
! B " e _.; = ~Ng F"fa:} Ly-ay - ._r-:_ . 2 T .."_ b nOe
- ] F {_K) - s Cl+ x) f) 21 = “ -"u‘.-:i {o.n G.0008 00
1 - 17 b1
£y 280 cax) '%, F216b-a) . § (o1) - o0.000048,
IE', 1] ies L .
. Paxo todo x endive Oy Y g0 Liene Qe e -
_'qfs . - - -—...n. - - -
e o O L Cre XD - T e
. oy 1o tantio, popdemcs E‘::'ﬁm-:—:t 2n P2 Mz 2! e
- *‘q}s
O{E’-.gﬁ Ciy E) M_L <z 8. (0AY: 0000093,
2%
‘ Somando los Lermivior del degaviotlo de Teylor hagto
5 M= 2, tenemos -
; ‘ v ] - :
' (L) = LorR? aproximedamonts, S e
’: Pe hecho sais mas prediso estrnibhy que
: Y,
: ©192 4 ChLi1) T <& 1,019293,
, Observacion: on E-:.\{': ayomplo, podyamos habey elegide
L. KT S com @zl bz L1, Se obtiene el mizmo vesutiade, -

- - O R S e
\ ;
) E3eneLo | . i
l-“p's . .

Cateuvler CLIY T con cnbro Cipras deameles exactas,
; Sﬂlu‘jéﬂ ) ST T o T ) - R _h_



o e = e e e e en — -3 -
YT oL e
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Calcolay 47 Qom Cuatrg cigryas decimalay exactes,

Solution e :_-‘_______._._____.F. T
Hegamoes gz %2, a-3, b.. 7_ e e e
Eﬂ*r:m{.e; b-a =z -l y“ o T __h‘-._ __-_...- L

- (=) - x‘ﬁ 3 . fLfR) = 2 e m®m 2.0000 OO

Pler s 4 %% £'Ce) Co-ay= - L = -~ 0,093 33

- -, i _ 2 I T )
B0z - R 2, B e L L 1 o L 00 3am

. 2t - e -
’ < w .~ +Moy (b-ad 5 ' i
+ Oys is ~ 3 - = - = - 0. 0nn 241
- 4 3 g1.27

£a} - -“‘{3 ) - =
t Cx) - _-g—? o 1 3 Ca) Cb-a) = - S - Q. .O0o00D< 0
. ' _ ~ ! 243+ 2" _

P’Dd‘l"l.-f. parecey suopiciente Otrlipar solamente los Lovmnos
ste Cou-a), S embargo ) eplcvlando la suma de fas prec-
cmnea Lifeumele:s daday, obtenemos (.9129 549, Peyo @l 51—
‘ﬁulEﬂLE‘ tCiming @5 -0, 000020 q.0®, 8t 3@ lo wmeluye,
Teduce el velm a La9129 349, i noy detemas emn et €€ -
wiineg (hph- as? v "I'E'L‘_c:ﬁtleﬂ'meuﬁ" ocbteniyremos 1,9130 ;
™ientyaes ave 51 tomames en cuente <! f@imino ﬁ.ﬂamﬁﬂ{e
¥ 1edande_hmos ochtendvemos I‘*lat‘i for lo lanto na bl @
q0Q reteney el €% mimo Cb e.} g estimer el yesidoo
Fq + Tenewmss - | ]

¢ yy - BBO -'% 530 %7
T 243 T 243 %xF

-r P

Como o3t amos {Dﬂ$1dqx_laﬂdg el imtenelo T4 x<g, ve-
mos que XL 2 y x> 7 Ca9) (3493) = 6307, Porle ta'n.fo

— = a = - e mm s == Al EE e e i . [ b mAe e . - Em mmme e b ammmmEE ———— . s mime e
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AR U U

j 1 T T __ ;

e e e . - (5 ] - T -

: Q4 ¥ ) < 1760 < —1  Zoooooow.

L B 243) 093393 {120 . 270.00 .

' .

I . Puaato gue f_b a) = o1 00N cloimos [ue . _;__:.u-':,_-.._- o——

1 B H

bmae aame s e e = e . e e e T T
- e

o anno{mq < Q“ ? U RS S S

!_. S ..- - i L g _ T

i. I T “]’ 7 = .95 R et T SR T

L

i

i com 12 gprozrimacion deseads . Realmente, ai simple -
mente mantenemos un decimal mas en cede CLrmimo Ye-

C o tewdo , JRMOoSs que e e R - .
Con ©IMCO deUMRlES. L e s e L
| Qbsereeiones T

Ev el py I ey eyemplo mo hybo er1ed de Tedondeo | porgue

code 'F."FEC‘EIGT‘\ decimat dio un valor exedto C*El tE‘rmmh o=

P YYQRS pDﬂdLEﬂ?G D emberys, @sie me goe’ elozse en el =@
qondo esemplo . En genervsl, el erver de vedondee en Ce-
do tErmino poede sev @ lo mas Y2 de le dima Qg
detimal retenide | Loz errores devredondeo tienden o
cComMmpen E21EE en e sy coando existe® (n muMmers Ynuy
gvande de calculor @M un problems dedo

. Bl vesiduo @y (2,b) an el teorema de Tarlor puede dov-
%€ en ™Tochay pormzaa. Bl teovema sigumente, dg et re-
siduo enla porma de una mtegel. : :
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: R morr— e smETAE i w—— —etmmmw— - - —a R M mtmt 4 h m e mm wd - A AR R A R A e M . —
1

o — . — R p e oy A i ———— Ay w1 e - =t | — R - — ! ——— — | —_— 8 r——
i - AR - o L R . 4 — WA B KDy Ayt — i — e o — e e L

: Teoreme T.2.5, CTesyeme de Tayloy com res1 400
P ' N . vn ponm@ de yntegri )

gtﬁ‘r tne)

' } :, gupoﬂgnﬁe Que 9; ;:, F:“;--- 3 , B son Con-

tinoas encalgdn mtevelo ot gque pevtenecen @y
L., Untonces se puede expweam FCx) en la govma

o e ¢\t e My Cy-007 L., - ‘“‘ct.a_
o FlbY = £ I'-"—ll—}—{:b a.] 4 _glb b + it +

L + B

M m e e R im0

Pl , donte E“ = ?"S A R T S\ E

a - . C e e e s

 Edeneial A . o

Expresar L, C1+%) como on polinomio de tercery grado ;
y @stima1 el vesiduo ©n pava c}c.'xz.-}f . ————

Solucion

Wecemos T L
N - e AT R AT 2 Az0 , b= %, - -

tnlonces opbtenemeos las deriwelday SUORS I U

-

' - xdz .‘ , O ERN

+

A SER U‘ = fYCoy T -1,
e e A - .

2

- T n )
o Cx) =
' v ! Cex??

Fu}f.n]: 2, 1 e

3 c) G ' :
: o Cx)= - . e e e e
o . F . Chaxy S

——————— 4 B aikem ke - - A ma " o r———- a4 mm = e A L amme o mamm = iw oEEtm
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N
e e A e T s mmma— v e A Ty e e e — - -
1
I 1 H 1
Cea - Cae me—rs - R T I L Rt P EE I TR

Pon Yo tamte TN T
. - - . . aw ¥ ) A - - N _;..--;-.... I
EECRE by, (M) K- T 4 : ' T

f . - f ! b e . . - ’ ) 1

3
FRu— - — = EwE L o.pam, —a mm = eb EWIE ECEE 3 a4 4 m e L. EREE iy g —im AR ER dmma e B IERTT— — AR o § v = T o

1 . - ’ . L|
P T e

)™

%1 u‘ne estim acion gxﬁp\e, yaemplaaemos Ci+ ey poT BO
weloy vihimo b, ¥ emcombamos e e
e e . Y, R

e Rl (oY des L e e

e ——s . samEr o ewmm—b— —em -aa

i

i
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SEMINARIO DE TEMAS SELECTOS DE
SUCESIONES ¥ SERIES
NOVIENMBRE DE 1983

EJERCICIOS CORRESPORDIENTES A LA SESIDR HNe. 4
—_—— e e e e —————— ¥

Obtener el intervalo de convergencia de la siguiente serie de poten

cias.
& n {x-2)"
HEH { l} n+l
Dadas Jlas series
2 x? 3" Hx®
- = + +
(1-x%)" =2 1+ 5 3 T
3 5 7
= + X + 3x + hx +
ang sen x X e 20 113

gbtener cuatro términos del desarrollo de

ang Sen X

111-x2

Ejercicio. Aproximar con exactitud en Yas tres primeras cifras deci
males ( Maclaurin }. '

..|"1 sen X dx
0 b3

Ejercicio. Caleular el siguiente limite utilizando series de poten
cias ( Maclaurin J.

1im X son X
X+0 l-cos x
Aproximar IG‘J Y1+x dx a 3 cifras decimales empleando el desa

rrotlo de 1a°serie Binomial.,
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"SE ADVIERTE,ENTRE LOS MATEMATICOS,
UNA IMAGINACION ASOMBROSA ... REPE
TIMOS:  EXISTIA MAS IMAGINACION EN
LA CABEZA DE ARQUIMIDES QUE EN LA
DE HOMERo,- VOLTAIRE,



LA VERDADERA MISION DE tA UNIVERSIDAD
= — — - ]

En cuanto las estructuras sociales latinoamericanas -seqln se veri- pue-
den ser tenidas como ineficientes v mal planificadas y como generadoras, por
ello, de un ¢rden social injusto, formado por qrupos no integradas entre si,
cuyos miewbros Tlevan en su enorme mayoria una vida sin esperanza, sumidos en

la miseria ¥y 1a ignorzncia, y en cuanto tedo estq ocurre con estrecha vincula-
cién a ta dependencia cultural y econdmica en que estps paises estan situados
respecto de l1as naciones hegemdnicas, debe entenderse que ta Universidad Lati-
noamericana tiene una palabra que decir respecto de este estado de cosas.

_ Este aspecto de la misidn universitaria puede ser analizado desde dos
puntos de vista diferentes., De un lado, como parte de la obligacidn de la Uni
versidad de conocer la realidad; de otro, como uma necesidad para su propia sub
sistencia, conforme 2 suv ser esencial.

Desde et primer punto de vista, la Universidad moderna no puede renunciar
al conocimiento de toda la realidad. Ro puede admitirse hoy gque los objetos
del conocimiento cientifico sean aquellos que son externos al horbre que procu
ra captarlos, VUna parte muy importante y muy bullente de la realidad actual
es precisamente el hombre come tal y el hombre dentro de las estructuras y orga
nizaciones dentro de las cuales ordena su vida social.

Se reconoce hoy Ta existencia de ciencias sociales, destinadas al conoci
miento y andlisis cientifico de la sociedad y de sus instituciones. La socio
logia, la economia, 1a ciencia politica y la ciencia de la administracidn, son
ciencias que en estos momentos han egado a su mayoria de edad y que forman
parte de ese conjunto de las c¢iencias sociales, subestimade por algunos univer
sitarios retrdgrados, cuyo fin es inquirir, examinar, agquilatar, criticar y
buscar soluciones a los problemas que presenta la vida.del hombre en sociedad.

Dosde gque las ciencias sociales se han identificado y definido como dreas
del saber positivamente valiosas y trascendentes, nadie podria dudar que es pa
pel de la Universidad, obrando dentro del ambito de aquéilas, aprehender de mo
do critico la experiencia tanto tebrica como practica de las sociedades humanas
en su desarrollo histérico y formular principios o pautas que permitan superar
las contradicciones sociales a las que antes nos refertamos. A esto debe agrg
garse que una eficaz prospeccidn de la realidad nacional y un diagnéstico aprg
piado acerca de los probiemas en que se debate el rESpEEti?D pais, forman.par-

te, induscutiblemente, del quehacer universitario y permiten fundar sobre bases
cientificas el compromiso social de la Universidad.



Las ciencias sociaies modernas han abandenado, por su parte, su antiqua
tendencia puramente descriptiva de los fenémenos sociales, a cuyo congcimiento
se tlegaba por el uso de encuostas y estadisticas, muchas veces manipuladas en
apoyo de las estructuras vigentes. Apegadas a esta ditima posicidn, las cien
‘cias sociales permanecian en la superficie de los fenémenos y, cuando mis, a
través de meros cortes transversales desligados de la totalidad social, ofre-
cian una descripcidn algo mds profunda pero carente de vida; esto es, satisfa-
cian un conocimiento parcial, incompleto, de un cuerpo social inerte. Era la
visién cuantitativa y superficial de los fenémenos sociales, realizada selecti
vamente desde el punto de vista do los intereses de la clases dominantes o apta
solamente como técnica de control social, en cuanto extrata de Jas masas popu-
lares 1o gue pedria ser necesaric para manejarlas mejor.

Hoy dia esas ciencias procuran que sus conclusiones cientificas fluyan de
Na realidad social misma, plena de vida, y tratan de penetrar dentro de ésta

como en alge dinamic) y actuznte.  Sus enfogues se efectlan ¢onforme a los va
riados sistemas que se "Wisputan la solucicn de sus problemas y consideran, asi
mismo, los cambios posibles, ain aquellos que pueden sobrenir por via revolu-
cionaria. ‘ . '

Por consiguiente, la tarea de indagar y ponderar los hechos sociales y de
preparar soluciones favorables a la vida de o5 hombres en sociedad, es absoly
tamente cientifica y toca a uno de los mis importantes sectores de la Universi
dad,

- Podria, tal vez, objetarse que, siendo asi, el compromiso social de la
Universidad deberia quedar restringido Unicamente a los sectores de ella encar
qados de Yas ciencias sociales. Una objecign de esta especie desconoce, sin
embargo, el principio de qﬁe en una Universidad moderna se demanda de todo uni
versitario una armonica integracidn dentro de 1o cientifico ¥y dentro de 1o hu-
mano, que permita a ¢ada ung una vision totalizadora del mundo, del horbre y
de Ta sociedad, De esta manera, aun aquetlos sectores de la Universidad aje-
nos a las clencias sociales, no podrian justificar una despreocupacidn acerca
de uno de los problemas mds acuciantes de nuestro tiempo en la regidn latinoame
ricana y tampoco podrian negar su aporte en el estudio de seluciones sociales
dentro de su propia drea especializada.

La puesta en priactica de taies objetivos importa, justamente, una muy
alta j amplia apreciacién de la ciencia come suprema conguista del pensamiento,
porque asi no solamente se contribuye al conpcimiento positive de 1a realidad,
sino que también se ensefia la forma de dominar las fuerzas naturales y sociales

con el fin de ponerlas al servicic del bien humano. Es asi como se utiliza la
¢iencia dentro de la sociedad moderna.



En esta forma, las proposiciones para la modelacién de una sociedad mis
Justa, dotada de una cultura propia, capaz de salir adelante con sus propios
medies para superar su postracidn econdmica, su indigencia cultural, su depeﬁ
dencia de poderes fordneos y sy desarganizacidn social, caben exactamente den
tro de la misién de la Universidad. Y no sglamente se trataria de la pura
formulacidn de proposiciones, sino, ademds, como yaz se vie, de inspirar a su
pueblo una decision de transformacidn profunda de 1z sociedad de acuerdo con
ellas. Porgue existe una inseparabilidad logica entre el conocimiento y la
puesta eh obr3 de los cambios que €l sefiala como necesarios.

Desde otro punto de vista, la Universidad Latinoamericana requiere, para
el cumplimiento de su cometido cientifico y docente, como una exigencia de su
propio bien y desarrollo, de una transformacidn de la socicdad gque la rodea. | .
Ciertamente que ng podrd alcanzar su miximo rendimiento inserta en uma socie-
-dad plena de tensiones y antagonismos, dependiente del exterior y sin posibili
dades de alcanzar una mediana autonomia econdmica y cultural. ‘ Es obvio gue
las consecuencias directas de la pobreza de esa sociedad, entre las cuales estan
en primer térnine el analfabetismo y las insuficiencias educacionales del pue-
blo, constituirdn un freno para el desarrcllo ¥ la expansidn de la Universidad.
ET papel creador de ésta o asegura solamente una sociedad cuyas estructuras,
armonias e independencia permitan que &l se despliegue en beneficio coiectivo,
Colabora a este objeto la Universidad que contribuye a que el pais se conozca
a 51 mismo, salga de su subdesarrollo y, a partir de su voluntad democritica,
forje para si un porvenir justo y autdnomo.

He aqui otra razén por la cual debe estimarse como tarea de 1a Universi-
dad toda, y no solamente de un sector de ella, el asumir un papel dindmico en
la activacidén y estimulo de los necesarios carmbios sociales. En el objetivo
de estudiar, dar forma ¢ impulsar ta firme voluntad de construir una nueva so-
ciedad, corresponde, pues, a la Universidad Latinoamericana un papel fundamen-
tal, al cual ella no puede sustraerse,

Dponerse & esto significa un empeio en refugiarse en un anticuado y hoy
errdneo concepto de "purisme cientifico', muy utilizado para encubrir y legiti
mar.la relacion de subordinacidn en que coloca a nuestros paises su dependencia
cultural y econdmica. Hemos visto, sin embargo, que ese purisme no es seguido
por los sostenedores del status, con mucho rigor, si se trata de fomentar el de
sarrollo de la economia capitalista o de colaborar en 1a produccifn de las mds
mortiferas armas de guerra.



Admitir ese papel de la Universidad significard contar con una que dé
respuesta no sdlo en el terrenc de las ciencias exactas y naturales y del arte
sino también en el plano del saber acerca del hombre, de sus aspiracionss de
mas alto desenvolvimiento ¥ de organizacidn mids perfecta de la vida colectiva.

EDUARDD  HOVOA  HONREAL.



EN EL CAMPD DOCENTE

T Una Universidad compromatida encuentra nuevas vetas para enriquecer su
pedagegia, pues su viraje hacia lo social le proporciona nuevas formas de ense
nanza, '

El estudio de la temadtica destinada a romper la dependencia, 2 superar
el abatimiento econdmico y a orgZnizar una economia capaz de dar bienestar 2
toda Ta colectividad, pone en contacto a profesores y alumnos con realidades de
alta importancia social, susceptibles de una observacifén directa y aptas para
reflexiones eriginales, El empleo de una correcta metodologia en 1z szleccign,
observacién y anilisis de los temas, las sugerencias gue pueden obtenerse de sus
semejanzas ¥ diferencias, la previsidn de los efectos de ciertas formas de accidn
y la bilsqueda de formas de aprovechamiento de éstas para los fines de cumplir el
compromise social, pueden contribuir a abrir mentes hasta ahora habitvadas a lec
turas de textos y estudios abstractos, en escaso contacto con la realidad, Alli
pueden revelarse aptitudes creativas o imaninativas que ahora se pierden bajo
el firrago infecundo de disquisiciones tedricas.

) Ese serd un verdadero aprendizaje de la vida, con plena participacidn en
tarcas de interés general, dentrg de un plano de cuestionamiento critico en el
que todas las opiniones seran consideradas y con el aliciente del hallazgo de
nuevas solucionas que permitirdn o facilitardn la creacidn de una nueva socie-
dad. Quedardn atrds alli los sistemas didicticos tradicionales, para ser com
plementades y sobrepasados por una practica social de un alto valor formativo,
qgue no dejard de ser constrastada con la verdad cientifica.

Es manifiesto que esta ciase de acercamiento a la realidad social habra
de contribuir mucho mis que el sistema actual a la formacidn humana integral
de los estudiantes.

Lo anterior demandard una revisién de los curricula, con el fin de incor
porar a ellos conocimientos que permitan una aprehensidn exacta de los fendme-
nos sociales, que faciliten el andlisis y que orienten hacia la posibilidad de
formi:lar soluciones en forma metddica y planificada. Todo esto, Como se com-
prende, dentro del campo en que la especialidad corresponde, cualquiera gue seaz
su drea, entre en contacto con la realidad social,



La docencia universitaria deberd transformarse, ademds, en una docencia
.. permanente, que vuelva a tomar a los ciéhtifjcas, profesores y profesionales

-hegresadOE de ella, para poner al dia sus conocimientos y adaptarlos a las nue-
vas Circunstancias sociales. La idea de una educacion permanente se justifica
facilmente dentro de una sociedad de naturaleza cambiante, cuyas prioridades se
desplazan constantemente y cuycs problemas se multiplican y complican, y en re
lacion con conocimientos que rapidamente se vuelven obsoletos para ser reempla
zados por atros nuevos. Esto exige que los especialistas renueven periddica-

mente sus conocimientos y adquieran nuevas habilidades y orientaciones cienti-
ficas.

Otra razon mas que apoya ¢sta educacién permanente ésté en la necesidad
de que quienes egresarcn de la Universidad tradicional se impregren de los va-
lores, las metas y 1os conocimientos que puede proporcionar una nuava Universi
dad cumprometida.‘

Finalmente, debe procurarse gue se logre fundir en el universitaric el
trabajo mental, propio de la elaboracion académica, con el trabajo fisico. Ellos,
comy explica Angel Palerm:

han gide abrupta v casi totalmente escindidos por el desarrollo de

‘los sistemas soclales basados en las clases vy en. particular por el

todo capitalista de produccifn. Esta concepcién de la nueva uni-

dad de la actividad fisica con la actividad intelectual... debe eli
minar la degradacidn presente del trabaje manual y al mismo tiempo

debe suprimir la alienacidn ({sobrevaluacifn?! del trabajo inteleg
tual.

lLas nuevas actividades soclales del universitario dardn ocasién a

que esta unificacién se realice. -

EDUARDD  HOVOA  MONREAL.
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APLICACIONES

Deduccion de¢ la ecuacidn para estimar el gasto de
aceite crudo y el gasto maximo producibie de un
campo en desarrollo.

Representacién de un ndmero racional.
Calculo de integrales.

So0lucidn de ecuaciones diferenciales.
Problema de la pe]ata_rebntante:
Gasto en convenciones.

E51cg1u del nimero T

Aplicaciores a la Geofisica.

Aplicaciones a problemas de valores en la frontera
en Mecanica de Solidos.

Aplicacion en la Biologia.

Aplicacidn a la recuperacidn de oxigeno disuelto
en agua.



1.

APLICACIONES DE  SERIES

DEDUCCION DE LA ECUACICY PARA ESTIMAR EL GASTO DE ACEITE CRUDD Y MAXIMO
PRDUUCIBLE OE Wi CAMPO EN DESARROLLO.

a). Variabies que intervienen en la ecuacidn:
ne.- Nimero de equipos de pervoracién asignades al campo.
%e.- Porcentaje de éxitos. Pozos productores por cada 100 -

pozos perforados.

qi.- Gasto de aceite promedio inicial por pozo 1;;%}%3357 }

_ . - pozos perforados
fo. Poros perforados por equipo por aio, ( eqUiPo — a0 )

d.- Declinacion anual de la produccidén de aceite del campo,
€n porciento.

Qmax.- Gasto miaximo de produccion de aceite del campo { blofdia }
b}, Ecuacibn.

ne ¥e qi fp

max =
‘ d

c). Deduccidn de la ecuacidn .
E1 periodo de perforacian {anus] (tiempo requerido para -
perforar un pozo} es:

s

S1 t es el tiempo total de perforacidn en el campo en afios,
entonces el ftiempo adimensional o numero de periodos es:

't?n a L ' nec nimeros naturales,

At

E1 gasto de produccidn al finalizar el pr1me“ periodo, t;,
es:

Qty = Ne %e gi, %e en fraccién.



{1)

n_eze{ pozos productores } qi (bl/dfa/pozo prod.)
= nNe¥eqi (bl/dia).

E1 gasto de produccidn al finalizar el segundo r.a.ﬂricrdu T2
es:

Qtz = nefeqi ( 1- ?E- ) + nete qi

dffp = declinazién de la produccidn por -
periode d en fraccidn, .

E1 gasto de produccién al finalizar el tercer periodo, Ti,es:

Qts=Nege gi ( l- -%- y ( 1- -%} + Ne %e qi [1-%%":&%& gi

E1 gasto de produccidon ai Final el "n" ésimo periodo, tn,es:
= " . d N d 2 d n-1
Qtn = ne e qi [l+[1'75}+{f'75]f"":1'?5] J

-

- . n , d n-1
& Qtn = { Ne %e qi ) i ( 1-_?5}
E1l gasto maximo se tendra cuande n-—+«, es decir:

s _ . , n d ‘n-1
Qmax = ;111:1 Qtn = {ne %e qi ) llll L b1- ?F]

n - - a - u .;..
pero n§1 {1- —de 3y 1 es el "n"ésimo término de la suce-

sidn de sumas parciales de la serie geométrica:

= d n-1
ady - gy
n
Como para la serie ¥ ar"™', I ap®! - -2 (i* R™)
. - d n -

- 1_ 11_ )

. : n d n-1 . b 12 1 - f‘
Entonces: lim nE1 (1 TE':—] = I_}_E,l : 7 dE

| -l 5y

Sustituyendo en la ecuacidn {1):

Ne e qi fp v
d

Qmax =




APLICACIONES DE SERIES

Una aplicacian de series ocurre en el conjunto de los nimeros racicnales, al

expresar un decimal periddico como el cociente de dos enteros, como se ejem-
plifica a continuacidn:

E1 decimal infinito 1. 1111 . , . represent2 a) linite de ia sucesidn de -
nimeros :

1, 1.1, 1.11, 1,111, . . .

tos cuales representan las sumas parciales de la serie geométrica siquiente

1+—+-1_ + 1 + . '__‘fn{__)n 11 - lé]
10 100 1000 ' n= 1-
por 1o tanto 1, {111 , . . = -ég-.
En formz similar 3.1 64 64 64 . . . representaz 2l 1imite de

3.1, 3.164, 3.16464, 3.1646464 . . ,

que es 1a sucesidn de las sumas parciales de la serie

- 5
3.1+64 lﬂ"+54xlﬂ' + 63 %1077 +

- - L]

3 B gy (10707 = 3 e gy B (2077
. 64 61 _ 3133

314 w0 T 10z 930

"3.1646464 . . . = =b33

930 .
A veces ©s comode cdlcular integrales con ayuda de las series, como en el -

siguiente ejemplo en €] cudl se emplea la serie binomial,

Cilcular 1la integral =liptica

I“’f 2
1]

YI-kZsenigog (k<l}

Desarrollemos el integrando en una serie binomial.



La seric binomal es:

m{mel} 2, mm-1) (m=2} »,..,.,

{1~ x}" =1+mx+ :
21 3.

_mf{m~1l} .. . (m~n+1} n

+ X

n i

poncmos mo= 1/2 y x = - k? senzq , obteniendose:

vi—kisenzd =1- 1/2 k? sen®y - 1/2 1/4 k' sen*@p

- 172 1/4 3/6 k* ﬁen"{q
Esta serie converge para tedos les valores de ¢ y permite la integracifn -

término a términa.

For eso

Iq A=K senly dy = Y - /2 A sen‘ty dy
0 0

-~ 12 146k ftseny ay - 172 174 36 k¢ ¥ senfydq- ...
o o -

Las integrales del segundn'miemhro se calculan simplemente

Para LP = w2 tenemos

/2 senihg dy = 1.3.. . {2n-1) /2
ﬂ 2!4' LI Eﬂ

por consiguiente - -

| e 1 .
f:& = xisenq dy = a2 E— (lfz}zkz‘(é??)z k3 = ( éig} ks
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. APLICACION DE LAS GEDIES DE POTENCIAS A LA SoLUCIoD | __
DE_ECUACIONES _DIFGREASIALES,

- " "'.'-'"' J—

Aiaunag veces las sevies de potenciss mes P’:'T‘rﬁtt 2N f:b-
tener scloamémes de eccationes diperencizles coando
pallan 'n:a ciros matodes. .&lguw-:esd@ les 1dees vy tec-

; ﬂlr::?'a vyelatives o este t:po de golvcien Se EJETT!F}'U{?_‘I.CE}"
"":'-3 e Coniimoacion: e e . ————— .o

C::mmrjtawemﬁ b ecuacion dl.::erenct“bl de aCamwdc orden:

:.'_:__::_:_'_‘_.T_:,',__,,,i_.'.'_ b Qe XY = a0y - "f_'_'_"({"} JES .

Supcﬁ%ammﬁ 'E‘LuE existe u*na alumo*ﬁ sea 5 pcx‘& ql._.e

. SR puRd® GxPTYESAY Poy medic de vna serie C"Epotﬁ.‘nd@&
en v entoino del 0‘118&‘1‘: es dGC'lT : e e et e e e

"
M '

e e Sa | Uy el

e Ba privnen \uaav e han de determma: 166 ceepii@ntes
- au L2 Qe . el L L T RIS P P

CUna monerd de pmcedev @s la siguienie: D*E*rwf_nda
(2) dos veces Se owhienme

i 1 Z N Cn- ’*) a“ “ -2 o _.__.I :'

e e M .I_- Y 1 I _I______I_._.I_._.,I..,_;_._ I. s
e e Muthiplizando por 1- X2, ~'.=; e obtien® oo .

u b m --. )
(3) Q=X 9 Sneanad? Z N (n- !}@n
e - e

".'".""._"?'—-cha) onma :-; Zcmm_n@,,;g
;_.._ - _-.,...- 4 o mm L um-TE  mrriR o ""T_'_; “:“_a ‘ . “-n
e - _ ; ::E"'_‘:"I o= EEC‘THE]U'H-I}Q -T cn-ﬂ@n]'x
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APLICACIONES

" LA FILOTA REBNTANTE"™

En forvi id=1l, upa peolota que cae cesde una altura h, des-

-

pues I 4n r2ote retorna a una altura sh, donde s<1, sien

do s .LiTa2penliente de h; come se aprecia en la siguiente —-

"n—u

3 -
3

3 R
Si 1~ _T.i auoca es'detenida. SCONTINUARA SIEMPRE RESQOTAN-
oo7. wLirz &a gue Esta rebota indefinidamente, PENSAMOS
gue ;. :.221 continua asi para siempre; perco la paradoja de
Zend.: Z:ia gue este arguncnto no es confiable, de manera -
que - . rinzs un andlisis mas cuidadoso.
Par.z vx2 21 'tiempo trascurrido durante la caida desde la
alt. . ;.onarcemos que la dirtancia recorrida por un cuar-
PO C. s umremente,.en un tiempo 4, partiendo del repoaso_
es : ;cEIE, de modo gue 'a pelota cae la distancia h -

2h

en v =47 = &ada por h = gtzfz, de donde € = —
En - ©.rir el tiempo transcurrido en subir la altura -

-Tep?
sh = creaente © la altura O es 2

s5h



™

Calculands en esta forma el tiempo para cada rebote sucesivo,

obtenemos el tiempo gque transcurre cuande ¢l nlmero de rebe-
tes tiende a infinito.

: o2 3
v =,|gﬂ N 2,lzsh . 2,]25 b, zﬁ’zs h,
g g g g

T =\]%? 2| S (V2 s L5

- e
Tm‘lﬁ L+ 2 2 (VD
g nl

=¥ .
" 4o .
La scrie EE { {Eﬁn = Slfz + 52“"rE + 577 + ... os geomltrica
n=1 , '
con a = y5', razon = ¥5* v 1 ¥ suma igual a s

1 - s~

Finalmente la pelota realiza todos sus rebotes en la cantidad
finita de tiempo siguiente:




e

APLICACIOWES DE SERIES.

Las convenciones realizaodas en Acapulce son una fuente de ingre
8¢3 para el puerto. Er realidad, las convenciones contribuven

‘a la actividad econdnmica del puerto,zucho nas que la cantidad -

gastada ah{ por los convencionistas.

Para demostrar lo anterior hagamos las siguientes consideracio-
nes resprcto a4 uza convencidn hinotética:

2).— Los convencionistas visitantes gastan en Acapulco 1,000 G0O
de pescs

b).- En pronedio cada residente de Acapulco gasta 4/5 de su in-
greso en el mismo puerto de Acapulco; el 1/5 restante es gasta-
do fuera de Aczpulco, & cn ahorrar,

Célcularemos la cantidad total de dinero pastado en Acapulco,co
mo resultado de la ceavenciédn.

Un milldn ée pesos es gastado en acapulco por los convencienis-
tas visitnntes, siendo #ste el "efecto directo"; entonces los -
residentes gastan 4/5 de este dinero en el puerto, causande un

segundo efecto. Luego 4/5 de estos 4/5 de millon es gastado en
el puerteo, causando un tercer efecto de (4}5)2 de millon. Con-
tinuando en forma senejante n veces, tenemos gquet

14 875+ (8/5)F 2 (B5)° + eve + (875 nillones
de pesos gastados. T

Finalmente el total gastade es:
o

14875 0 (8/9)° ¢ (175)3 vl &

(4/5)" millones
n=0 .

de pesos

La expresidén anterior es una serie geométrica con a=? ¥ razén -
=4/5 < 1, por lo tanto:

= i n:—- 1
=, 3 55" 2

de manera que el millen de pecons ocasiona que se realicen gastos
por 5 millones de pesos.
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INA APLICACIQH EN BIOLOGIA

L

L

Fn esta aplicacién estudiaremos l1a razén con que ocurre el retino-

_blastoma, un tlpo raro de circar en el oo en nifios que a fines del si-

glo pasade era cas{ stempre fatal.

Pﬁra comenzar neces{tames un término de biologTa, un ;a1e1o" - -
{ajelomarfo) es un gene gue da Tugar a uno e un par de caracteristicas
contrastanies, tales came 1i{so o rugnén, atto o bajo, et¢. Toda perso-
na tiene norralmente dos de estos genes para cada ceracteristica un indi
viduo puede tener dos genes "altos", dos genes "bajcﬁ“ o ung de cada uno.

En la reproduccion ¢l-padre v 1a madre cada uno da uno de los dos tipes

.al nino.

La tenaercia a dosarrollar el refiﬁnh]éstnnm aparenterente dcpeﬁdc
de un splo aleie dominante, digames A. S1 el correspondiente alelo nor
mal estd represntaco por a, la razﬁnlde rmutacién de "a" a "A" en cada
generacifn es aproximadamente m = Q,00002 = 2 x lﬂ'ﬁ. En este ejemplo
ignoraremeos la muy poca probable posibilidad &e mutacidn de "A" a "a".
Con los cuidados médicos disponibles en 1950 aproximadamente el 70% de

los afectados sobrevivieron a pesar de que quedaren ciegos en uno o dos

oJos.

Supongamos que los que sobrevivieron reproducen cerca de 1z mitad
de 1a razfn de cambio normal. (fsta suvposicifin estd basada en intuicidn

clentffical.

Entonces, Ta propercifn productiva de personas afectadas es - - -
r« (.35, Esta raz6n es importante ya que consfderando que cerca de -

1960, r era aproximadamente 0.

Emperando con 0 casos heredados en una primera generacifn, para

1a generacifn enésima consecutiva tendremos una razén de cambio de



m dehida a mutacifn en la generacifin n - ésima

mr debfdo a mutacidn en la generacién (n-1)}&sima

mrz debido a mutaci€én en Ya generacién (n-2)ésima

mr' debido a mutaci6n en la generacifn cero {original)

Por 1o tanto el total de 1a razén de cambio en la generacifin ené-

sima es
.. . n¥l
po=mamr+ .., tmt el )
n 1
-r
de donde

p=11MP a2 308x107

As{, la rezdn total de personas afectadas serd liceramente ris del

50% mis alto que 1a razén de mutacidn.

Obsérvese que sT r = 0 entonces ﬁ = m. Asf la enfermedad se -
ha vuelto miis frecuepte ton los mejores cuidados médicos. A medida que
Tos cuidados médicos mejoran, la frocuensia del gene A aumenta rapida
mente al principio, luego en forma mds lenta hasta que alcanza un purto
de equilibrio. Este se obtiene aproximadamente despuds de 1a octava ge

neracidn.
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25." Estimar para qué valores de x la F&rroula
Vi-xm=]-—- %: .

t3 corfectd a dos deefmales,

25. atlar 1a sere de BMaclaurin pata {1 4 ). Demostrar que la merle cop.
verge para |x| < 1,

27. Sean Fl=).=. exp {—1/x1), :l:-?’;ﬂ ¥y f{0)L,=.0, Dcmustrar que la pea
re de Maclaurin para f{x) o3 04+ 0 4+ 0 4 ..., la cual seguramen:e
vernverge eo loday partes pero da el valor correcto de la funcidn solameg-
te para x = 0.

OPERACIONES ALGEBRAICAS CON
SERIES DY POTENCIAS

La siguicnte lista de series infinitas conticne las scries de poten-
cias rclanivamenie muds Unporlantes que ocurven oo las aplicacio-
nes clementales del cileulo. En cada case, In sene realmente con-
verge a la funcidn imlicada en ¢! intervalp de convergencia, No se
cspera que el astutliante puetda verificar este hecho en todos jus casos,
ni tampnco sc espera que pueda verificar el intervalo de convergencia
en las Nameeos 4, 5, 6, 7 y 15. Sin embarpo, deberiz el estudiante
prepenerse obtener por si misme los eoeficientes que se dan en cada
caso,

Usarcimes este conjunto de series :nﬁnims comg un nimacén dej
cual tomar la mayeria de los ejemplos de ésta y la préxlma seccidn,

Algunes series infinilas de referencia

r‘—z—wrtﬂl

aeD

‘ takl

Z [2n+ 31

2. pnx = — ¥ &R -

1 cotc = E L—{E}?h. XG®.

3 T
"+ 2L <

.1 ] Z
rM X .r+3 113
X

xt il x5

6. oseex=14= +—+—+ o 2l < wfL

lix?

7x!
Tt x - - I
=3t 15,020

. r 6 WA

+ e, 0 x|

L]
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B. ln(a-l-x}-lnqq-zflu.;( )ma:rn,—a-r:xSa.

9:n—i-5-2}::i’5"—"}—.a>u|x|<n :
A
10. @+ a2 =3 (i) atrxe, 5] < lol. (La Ser'e Bindmica.) Estu serle wo
A= *
redvee a un polinomie vilido pora todos los vplores de xpl Rk e un en o
ne nt:nﬂvu

11, Tm"x-uz _I xh_1”£‘ .
am]
- Tao
12 senlx =24 [l){l}[lﬂ' — 3z . 1.
meEeE ,Z_;c:*}-:-un-tzn-zxzn—n bl =
t='+'
13, aenbx §Ih+ I}l-xElﬂ ‘
= Ta
4. - 2, .
14, cosh x _Z_,,:,(Err}! rER
1 T
]5,,1anh1hx»x—;+%—% -, &l < w2 .
16, 1anh=t x = z Xl l =i < 1.
A=
1y 5 (= IR (3 = 31*’
17.5enh x = x +n>__1 G- (27 = In — I | = 1.

Se hia demosirada cn ¢l Cap. 10 qm:: las scrigs tonvergentes de
constantes pueden sumarse términe a términe para obtener una se-
ric convergente con valor igual a la suma de los valeres de Jas d
serics. Una proposicion correspondicme s vilida para la sustraes
cidn. Estos resultados se aplican inmediatamente a las series de
potencias convergentes, ya que parva cada valor {ijo de x, una serie
de potencias 3, a,x+ Sc convicrle on upa scrie de conslantes,

Ejemple 1144, Sumando las secics de polsactas en x para #¢nh x ¥ cosh
x, frmostrar gue se obtiene la semie para <% Ea ésta ura comprabaclén de la
Férmulz

corh T 4 ttnh X = e=,
Sumando lov wrmings corespondlenics, topemos

7 e o)

mlhx+ltﬂhx' }:(1,,,.+E,l;,,+n| tr
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APLICACION BE Spw/es D& PorrEevVe/AS
LN LA proSPECC/on GEOELECTTRICA

EN 1A GEoF/S/ca DE EXproRAclon S€ ALl BAN DS s p A TET
METODES [ARAR ComolETe pA BIITR/ Qv /o DE At&onm #ArorlElb FLIAV/eq
=4 E:.. $oOSUELr D& FoR A Quo & F#EM T EER/R £ aﬁﬁ.rf’cf’au
DE cas enmas LTVE FIRMAN A Etre=,

ENTRE tO8 METDDOL 1AL VIVELSZABES POR TV £ ENCILLER 3 AASD
LOSTO S€ r/eNe £4 METIDO GEOEILCTR/CO DE EXCLORACSON, QVE SE -
ErPIEA Gar LA QOrQvEda be At RATDS BE Abun BRUICS & Al AL,
{ & on Vi, ARENA gra) TAUET P CrIN DE B onAS ARSErE/2ADAS, 4O
CALIBA c/onw bE vEIRS, X £A A&'q#&:&w& IR, EW LR D@ TET AL/ A CLEN
det Flrme, &t .

ESreE preErpbo &1 AALADO E:u 4A DETERAIINACLTN DE L4 -
bf_rm!am:fmr DeE PRO’FIGDADES ELECTRICAS &N €L SUQSVELD Yy b€

TAS PROFIEDADES 1AS MAS JVETTIIEADAL Soal i bR reetlrrr i AL
ELECTRCA , A PERMITIVIBAY e & €770/ e L, LA PERMER QL DAD Ao
NEFICAa ¥ ar foreveiad ELECI7ereo.

CADA PROPIEIAD Se 5::.'::,@. FA BB YA VARPANTE? DE™ METTAD 450 -
ELéC-r’?ff:a EXLLT/ENDO WA LRAN canTTbad D steor, Ap ARIE bE -
HED/R cns AROP/EDADET ELECrns/caS D& v MED/C DErEp M vebo SE
LEE LOMNDLE rorme Profmrces o GLOELECTRICA.

EL METDPo 7RAIADD @A ETre T7R GASO BT €L ConoelbO oMo TON-
DED ELlcTRico vernrieis (SEVY Qoe €5 sn mteropo Fab/NeEcrs bE -
CAIMRO vITLIRADD PARA AMNALIPAR ¥ £17UN/AR LA BIsr/Breloa veR-
TICAL pe pe3/s r/v/habesT QA0 v PoATD DETEADO-

€A EL SEV, gmA corRIENTE ELEcrnlen &5 /nrnodvesba AL yERSUQ

Y &3 mep/bA BA DICCRENVE/A bE POTENC/4L bE TAL XIRMA ZVE

WOCIDYD £t povEnclal, GENERADO sw &1 Jr8svErD 3 cowocida LA
CORRIENTE S€ poyEroav/Ne <A DUTR/IGuc/on vERT/cAds SE Ae:f:fr y/ -
VDA DES,



FARA &L cafe DE VA MHIDIO CUAL RQU/ERA, E£i POTENC/AL, GEVE -
RADG 222 LA rorRIEVTE ELECTRICA /S yECTALA £ E7 FE7Zeave —
ESraA’ pabo porR

TPy 0 TT=p * o

1

boA bE ! Jd = __i, CEMDOeTIVIARD (Ferse 770 o
F-’-‘ RES/LV/VIDAD L7 e
U= FPorenc/as ELECre/co

PARA £t ridr DE vnt r&DIO AHOrLO eriED &5 Jr G 7HROPD LA CON -
BUcT7VIDAL &L&CTR/ICA ET (ONSTANTE , fOR L TANTO A ECoac/iy
NTERgrz LUENA !

. i ©
Vv = o | - (z)
S? S & coNSIDERA YWA FLENTE PusnIVA L DE PRRIENVTE, EL
POTENCIAL SOLE VARIA RAD/ALAIGUTEE A EITR JEUendis ¥V r4 &£eoq-

Fa
ClON QueE cvrrmr e &S =53

v= IF C (3)

LA Ecvy /O AMTERIOR e VA 1 /DR PRARR LA JErilatED D RO
GENCD £ /1o 7mort (onNsIDERAMNDG L &L SErt/rEdl o Somer2/on
T/CvE s/ 7w/ pAal Al A Y LA Super F/lo/e QUE A Y72AVAE3q
A CORRIEWNTE &3 SEAIEIFERcn COMO MUESTRA LA Flouea (7).

FPor o1z PARTE, ynt MEDI0 EXrwa 7/5/cAdy & un sad/o HeErs-
ROGENED COMPUESTD DE BONAL HOMOLENEAL & /.ro’fz?oﬂﬂ.r{, DeE EXTLV-
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.r!ak LATEXAL INDEE/NIDA v cyyAL sumers/c/ES BE JEFR RS DN
SON PARALELAS GN7RE S/ Y PARALELASL A LA SUPERLTCSE Prasrs DL
TERREND (Sumon/ENBO QUE A RETITIVDAL bt AJRE EF JwEsatlrA), A
CADA UNA DE ESTmy BoNAS AHOMOGENVERS & Ard 77R0AS SE LET CONOLE
OO ﬁﬂ/?fEJA«’TE/ A A & ETTRATD &EOCELECTIRICE DE RIEI/p7/v7 LA
ﬂ' Y E3PESoR A; cormo MUETTRA tA plevrA ().
EL poTENCIAL PARLR UN ~ED/ O ES5IRATIE/CADD CUrMPLE, EN CADA,

CAPA, CON LA ECvac/on DE LAPLALE, p SEA, EN COORDENADAS
LI LINDRICAS Cuormples o

2 1 2¢ L (. T . PY. _ 5
ar‘+ra +r= aw-f—,_azﬂa | %)

POR S/me rr/A Se& rieweE Que '35”/,7/}9:&'//00/3 L0 FAMNTO,
) T
Y 4. 2V 4+ 2Y "”; - 0 (s)
ot - or 7
POR SE/PARA C/on b vARIAZLES ConS/bERANDO Y= Rlr) 2 )
L2 a

Z  fzt T (6)

_J’ J{?/E'_f:___f_,d;/?:__,;[t
R AF FR Ar

RELOL v{e-‘uba ETASL FevAacl/oneET Mre Roneiqe ST Y AAL/CAN Do -

fﬁﬂﬁdeﬂ#E DBE FRONTERA S& oaiTENEG £ poFaNe/ e o450 ypr) AeDFo
EJTRAY/ Elea bp

b=_LtL f/ + :w;m)} %(anda (7
2 |

7 :



EYcRITD DE Orxea FoOATA

Y= 6T [1(2) (a0 A2 ] ()
27
O TAMA/EN o - |
U = _:_—__ () T2 A | (9)
25 - | - |

o

bowpe . e — -

6 = RES/r7IVIbAD ELECrR/en _QE'/_,,q sl Al

T = CORRIENTE ELECTIRICA JNVECTADA AL TECIEVD

8, (2) = Fowclow Kenwédl ﬁEJreEAAxErca

K = Fomwe/onw rgerner be SLresmren

}‘"( 2) = Fuaelons ?}-f,dﬂf-.PFc:?.ﬂE'w‘-fAbA De e/ o7 /07844
LA RELUA C/ONETS ENTRE £EI7AS FUONC/ONVNET EI7AN DAbAS Por:

i(2) = /Mé(;z) |
' (s0) -
7(2)= € &(2) = € (1+26(2))

J;(X}”) = FUNC/On gessE. be prDen cewee
ESTA Lr/rmn Fuaclon ESTA DADA por LA fer/e DE PoTEN C/AS Ju-

EiadrA !
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LA RELACION Qv Ex/ITE EXNTRE EL PETENC/AL Y LA RESL7IVIEAD
ALARENTE DEFENDE A&l MIroosr/r/vo DE /vvedlc/ons v77t/BADY, .o —
Dlssos/r/vas b&E mEDIC /ey mily vrit)pAbos SonN !

4") EL /ooy trdve mrrzwscscmaﬂ/m b SCHLOr T BEREER

7 - i re v Wewwer,
EL DT POSITIVO S¢ HlomBERGER SE g ESTRA £ 2| FlGRA (3/1..
Y SVRELITIV/DAD APLPARENTE £378 DALA Fore:

61,5 = --25?/— 1’7”‘ ()
r =4 |

SvsT/Tvyevbo ’é‘j £ (’ff) S€ opi7enveE

.

Cs = €28 ){12 :29(2)},1 7andl (v2)

I
EL D5 Posyivo WEAMNER SE meSTRA &N LA Flg urA (S’) y sv
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PARA CALCULAR LA CURVA DE RET/r7IvIbADET ApArenTES
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Problema Jd: viiores En LA FronTERA

El problema de la elasticidad lineal puede resumirse en los siguientes
€asos:

Dada la geometria de un cuerpa elidstice lineal homogéneo R Y

1) Dada la distribucidn de fuerzas de cuerpp y fuerzas de contacto sobre la
frontera, determine la distribucidon de esfuerzos y desplazamientos interior
{PYF, la. clase}.

2) Dada la distribucidn de fuerzas .de cuerpe y una distribucidn de dasplara- |
mientos prescrita sobre la frontera completa, determine la distribucidn d2

esfuerzos y desplazamientos en el interior (PYF, 2a. clase). :

3) Dada Ja distribucidn de fuerzas de traccidn sobre una parte Je Ja frontera
de B y un2 distribucidn de desplazemientos prescrita sobre el complernento
de la frontera, determine 1a distribucidn de esfuerzos y despiazemientos en
el interior, conociendo también Ta distribucidon de fuerzas de cuerpo (PYF,
3a. clase).

El sistema completo de ecuaciones que resvelve cualquicra de los proble-
mas anteriores es el siguiente:

1} Ecuaciones de equilibrio

Tijij+ﬁi’:u

11) Ecuaciones esfuerzo - deformacidn

Tij':ll-: ﬁii'}‘EGEij

131} FRelaciones,deformacidn, desplazamiento

Ej5 = ~%" (Uj,5 + Uq,:)

Uno de los principios mas importantes de la elasticidad conocido como
principic de la tnergia Potencial cstaciznarin establece lo siguiente:

Un campo de desplazamiento admisible, estanco relacionado a traves de alguna
ley constitutiva a un campo de esfuerzos y que satisface los reguerimientos
de equilibrio en un cuerpo actuado por un conjunto de cargas estaticamente

1



La ecuacidn de Fuler, Lagrange para este problema es

d*w

dx*

El + kw = qo

En este caso ©s pecible obtener vna solucidn cerrada a esta ecuacidn. Tal

solucion s

W = _Jﬁg y_ _cos h ) xcosA {x-L) + cos h A {x-L) cos A x
K _ cos h A L + cos AL

-

Para comparar se usara ahora el método de Rit2z para la

funcional *LL

Se empleara una funcidn que satisface un conjunto Com-

plete de condiciones de fronteva:




.
-

cumpatihﬂeg, debe extremizar la energia potencial con respecto a otros campos
de desplazamientos cinemiticamente admisibles.

En otras palabras.una condicion necesaria y suficiente para que B esté
en equilibrio es la que la funcicnal de energia potencial de éste abtenga un
valor extremo (un maxime ¢ un minime).

La energia potencial para B toma la siguiente forma:

By, Ty, Ul =U- By U dv-  U;ds

donde

clU= Tij Gegq5dv

Al tratar de minimizar 7 por medic del cédlculo variacional se 1lega a gue
. las condiciones necesarias que debe satisfacer w son

an d 7 3 .
Jqi ot aqi] 0

son conocidas come ecuaciones diferenciales de Euier Lagrange.

" Como quiera que sea la solucidn a Yas ecuaciones diferenciales obtenidas
es rara vez posible obtenerlas en forma cerrada asi gue como alternativa z esta
situacién sc¢ tratard de obtener una solucion aproximada al problema,

El método funciona como sicue: los campos de desplazamiento pueden
aproximarse de la siguiente forma {METODO DE RITZ).

Un=dplx,y,z} + 1§1 ai ¢1(x,y.2}

Vn=¢o(x,y,2} + _E bi ¢; {x,y,2} )
i=]

X ‘ n )
Wn=yelx,y,2) + £ c; v; (x,y,2)
i"‘l i
Las funciones con el subscrito cero satisfacen las condiciones cineméti

cas de frontera mientras las otras 3 son cero ahfi.

Los coeficientes aj, by v ¢, se tratan de determinar de tal forma que
1 I
: la cnergia potencial sea minima. Estos son llamades 1¢s coeficientes de Ritz.

Y



Se puede demostrar que 5§ new an este process, entonces Up, Vn y Wy
converden en la energia a 1a sclucidn exacta para el problema siempre y cuando
las funciones ¢i, Xy ¥ Yi sSean completas |Rodya pag. 331

‘La minimizacidn de 12 energia potencial n se obtiene imponiendo las con

diciones
g 9T _
da; 0
CLIN
. 33 v
L = b = 1, 2, = - N,
| Gt O { )

Esto da 3n ecuaciones para las 3n coeficientes desconocicos.

Ejemplo. La figura muestra una viga simplemente soportada en sus extremos vy
ademas con un soporte elastico cntre elles, e) cual se idealiza por una serie
de resortes.

La fuerza desarrcllada por el soporte elastico, por unidad de longitud y por

unidad de deflexién en un punte se liama médulo del soparte y se denota por -
k. '

. - ¢
La destribucidn de fuerza sobre la viga debida al soporte elistico esti dada

por kw.

La energia potencial del soporte para una deflexidn dada w se calcula por

1 L W L 1
¥sop = f £ kwdw dx = f -— kw? dx
O 4] ’ o C

La energia potencial tetal para la flexidn estd dada por

n= ——  f [w“h}] dx+ — Kk [/ w'dx-qo J w dx
3 0 C o 0’

L I . ]
= f — (w")*+ o kw? cgow | dx [ *)
o-| 2 - : . .




Pfectuando el process de extremizacidn de la funcional con res-
pecto a @< lleva a la siguiente aproximacién.

Wapp= 43 L/ 0°FT
AT AV £I-¥s

= fs(in)(“‘f/[_” ;rf;{ (f‘ki)q]}’”’“‘%

Inerementando el nﬁmero de té&rminos dn la serie como sigue

Weaps = ({n Sew NIX
app = Z‘ a

Las funcicnes;iT”JSf”{hﬁﬁFcn las funcicnes caracterfsticas del-

[dx':’

para las conclusiones de frantcra del problema ¥ adem&s son li~
nealmente indepondientes. ' ’

operador

Como tales, estas son completas en la energfia,

Se sabe gue las sumas parciales Wp forman una sucesién minimi--
zante para esta funcional cuando los coeficientes se escogen de
tal forma gque extremizen el valor de la funcional con respecto-
a las C{L:{C!Etﬂ cs, las Gugson los coeficientes de Ritz).

!
be aquf, con las (ugasf escogidas se puede decir que

f m ‘ 3
[im Wn = 5 (Cn), SeP (ﬂ) = .sol, ec. Jif. G0
‘n"".‘#“ = ¢ ‘£ f

Para ¢btener los cueflciEntes de Ritz se sustituye {*=) on {*},

nbteniéndcse el siguiente reaultadc

el ] L )
-.~ [(ff)( )(””)w“}

Daonde se han usado 1a5 plcpledades de ortegonalidad de las fun-



ciones caracteristicas para llevar a cabo las integraciones,

)
Notande gque %ﬁ% = 4
Se cbtienen los coeficientes de Ritz para ;alcrcs impares de n:
Gn = ‘j}?'“ l?‘/(HSﬁfﬁ:I)
14 AL N ET)

Todas las otras Qnsson cero. De acuerdo a esto la solucién correc—

ta a la ecuacién difecrencia estd dada por:

=4 ¥ -3
We > zi_?ﬁi_/{nfu E:’.) miag NI X
ninss.. 1+ ALY/ nYFYET L

Por inspeccidn es claro que los coeficientes de la serie convergen

muy répidamente. Ademids esta convergencia €s uniforme.

La siguiente tabla de resultades muestra los resultados exactos pa
ra W en el centro de la viga junto con los resultados aproximados,
para n=! y n=1,3 ctc ¥ para un valor dado de RL /EI=4

#

¢
él/g'{:&/ Exacta n=1 n=13

EI { .72} 0.012505 0.12556 0,.012502
q, Lt

o|=
ol
| bt
-
N

ol
=
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