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EVALUACION· DEL PERSONAL DOCENTE 
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EVALUACION DEL CURSO 

CONCEPTO EVALVACION 
' 

' ' 1 ' APLICACION INMEDIATA DE LOS CONCEPTOS EXPUESTOS 
' 

2. CLARIDAD CON OUE SE 
. 

EXPUSIERON LOS TEMAS . 
' 

' . GRADO OE ACTUALIZACION LOGRADO CON EL CURSO 

4. CUM~L.IMIENTQ .OE LOS OBJETIVOS DEL' CURSO 
. 

'· CONTINUIDAD' EN LOS TEMAS DEL CURSO ' . 

•• CALIDAD DE LAS NOTAS DEL CURSO 

7. GRADO DE MOTIVACION LOGRADO CON EL CURSO 

ESCALA DE. EVALUACION DE 1 A 10 
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1. ¿Q.Ié le pareció el aniliente ~n la Divisi6n de Educaci6n Contimla? 

AGRAJ>\Bl.E 

2. ~dio de corwnicaci6n por el que se enter6 del an·so: 

PEJUODICO EXCELSIOR PERIODIOO NCNEIWIPS 
ANJNCIO TlllJL.\00 DI ANUNCIO TITULAOO DI roJ..LIITO DEL CURSO 
VISION DE EIJJCACICfl". VISION DE mx:ACicii 
OJNTINUA CONT!hi!A 

•• 
CARTEL MENSOO. RADIO l.NIVERSIDW CCM.INICACION CARTA, 

TEI.EFI]Il()' VERBAL, 
ETC. 

REVIsrAS TECNICAS 
1 c.wELERA """ ''LOS UNIVERSITARIOS IDY'' 

3. Medio de transporte utilizado para venir al Palado de Minería: 

1~ 
1 

O'Iro MEDIO 

4. ¿Qué caJlbios haría usted en el prograJm para tratar de perfeccionar el 
curso? 

S. ¿Recomendaría el curso a otras p~rsonas? 

SI 

4 



6. ¿QUé cursos le gustada qUe ofreciera la División de Educad6n O:mtinua? 

7. La coordinaci6n académica fue: 

¡~ REQJU\R 

8. Si está interesado en tonar alglin curso intensivo ¿Cuál es el horario 
más oonveniente para usted? 

~A13 H. Y VI~ DE ' 1s'/z1 Y VIERNES DE DE H. 
DE14A18H. 17A21H. 18A21H. 
(roN o:J.II~) 

~ 
~ 

VIERNES DE 17 A 21 H. VIERNES DE 17 A 21 H. o r.R o 
SABAr:úS DE 9 A 14 H. """"""' DE 9 A 13 Y 

DE14a1BH. 

¡t, ¿Qué serv1c1os adicionales desearía que tuviese la Divisi&l de Educación 
Contiluia, para los asistentes? 

------------------
10. otras sugerencias: 

5 
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DIVIS/ON DE EDUCAC/ON CONTINUA 
FACULTAD DE INGENIER/A U.N.A.M. 

ANALISIS ESTRUCTURAL 

CON INTRODUCCION Al METODO DEL ELEMENTO FINITO 

ELH1EfiTOS DE ALGEBRA HATRICIAL 

..,. ... 

DR. JORGE ANGELES ALVAREZ 

DR. PORFIRIO BALLESTEROS BAROCIO 

1'.4YO, 1984 

:>o Miixico, O.f. T•l.: 521-'0.20 Apdo. Postal -: 

.. 
• 
' 



uES:rl- e ::e u,~,.,. N\ P. 'tu\\Q;;T~~ ~~~ o . -
. --- -- . .., ·--- ·- -·-- ... -- ·-\ ·-,--·-··, -- --·-;-=r::-- -;--\- -- ... -...... 

, .c.o.Óco.. a·("{e.;;, oC'-'-~ Y\U't!..!L-'(0""'- '/';'A\rD ¿0_ üS. 

1 

.· 

: '...· '1 1\ :."1·" : +r,t (~·¡, ~~~ 'S. (:•!1&. •J \-:r (é2S es, t{•,\..1.-;.C...o "fr,Q~(', 7. _, \e; S 

~ 'f,~.¡t.e.t:r:r- o~ s.\ffl~o\~;; se \\cb·.-,ay~· .e\e tr.Qr,1o~ ) e·~~·: 
·:·(a.) SQ. ~.,QV\2'n (() {i/1~\o·r.e~ 'J '() Qct)i'fo'(,O,': / \o.._ : 
: yo.-\.ftL <:Q.é\~Cl qi)Q es c\.2_ o0.z·r, í0x Y\ ._Cvo·,1-?~ 
¡_\r1o:'j ~6·v.1Vl~ u-r,o._ co\ur;:_n~, :o u~ ~-~-(~-~ \o'n 
: ele. e. k ('t'\Q..'(l-6: .er"'~ \o.: 'r'r1ú}( •. L es. \\el'//-/.~\~:'..._ 
·1 1·. -'-· '" \ ,, "', .. · · 'IQ.C\D( G.o\ u fr, Y\0.... o '.{ «..IC ( {er .;:¡\o n • ..:::::2... ~y, 1..;.~_-; :'!:J ' -" 
, ~~" \0:,_rro:~-r;,_ j_a.~L_ Q'o l'o); o\»vcC..:·=-d:.i2.cJ 
i \}Q_¡( C.Q\,.J'(,I (r7~- s~<J • Q'l\ ~.\- ~Q(((§, ~j_¿ 

. 1 .b_\7?-~~-~-~\ ~::-~,-':~~.,'?.. e..cuo,c.\?,~~ (<;1). 
1\- ' .. -¡ . 

·, 
1 

t:.s ..::.;.," .¡e.:(\·~:.-·i\2 (f.Qv:e'o.llax_=fv~ _ ¿\ u:~ -:.i~ 

lY-2-~o' rra\"c'O.leé 00 (e\{Q"<..;\-,_ . 
' , .. , \ \' 1 -

., \1\'f.~\Ut.( . .J E.\!Oh.Jc..:\on <2..'{) <2. o..na. \~Ú. ~\Q ~{~-7-~·;,:.-L~ 

1
1 
Q"~~JJwJ.c1 e~s ~icos \ÍY';oa.k,_ as (8<\ rc:L0.~<_ \..' \ 1 ) ~, . 

-¡{Q:<<":~~Os,.--0 ta""- e u-:..o ~~ os coi.'\~:.JS\c\ocs:-
e\z~ \-ro ~iCD--s. ~(~\-A\¿" , . 

Q. 2- '2 S{) f{I.C~._ ¿.,:.3 ('(~,62 S . 

?a~ ~fila'(' Oos tncAr\c.;_<:.-
1 

.sÍ\)1~b-,,·_c;-,4E:_ 
. 1 \ 1 ' ,. 1 
"SQ. ~..U..\\'0'.'\ os:. e.L2._,·,:Q.n¡.J": C..:J({;2.'2. -::.ene\-(·~ ¡.,,:<s.. 

. \ l \ 1 • 1_ " ·' . r.\-.;:;..,_ O'O\€.f',e.\ O..._ IJ"().\(\:t_ ..::.ui~C\., '1;:~ ~7:\C-2 

'bQ\o. <MntQ S.i.. \t:\~ 6os r:,Citr<Ú'S -2Dn c6:\ 
1'\\-;.n·o Ol"~n '!Yixh. \" t-e-¿k. ~"-·JV-.. <;< 

h\ó ·v~· 1 
• eos. :.o..\ ·ce ~1n1 ~o ICO.r,-.;:>OIQ c..o\\10 ~ave 

' 
! 
! 

1 

-' --··"' 
' . ··- .. 

- . 

·' 



~ --_ 1-

. .- . .-1· 5 
. ' 

-- --

- ---------- ----·---- .. --- -·-· -·--- -- -· ·- ---~-------··-· ---------- -T ---
' 1 ) 1 

' . . 

'--·' ' 

\ ' 

' 1 

l. 
' 

(Q! ¡ 
1 

1 
G\1 dn ..... Q,..., b,, b,, .. .\cw. {9 11 +\J,) (0,,'1.;\,) ... (a.-r . .:.\~, ... J! 
Ó.zl a.-z---0.2."1 -t 'c .. , 

1
0¡., ... bzfl :== l0:1': +-'o,) (CZ.u-l'o.._,j. .. (::t::~_..:c~~~ . . . . . ' -

~rr.1 Orq.·--0-ru'.!. ~: .. : b:,
1

: . .'t;~,. {o.;,;p;,:) (a~"~b:,,). .. (:J..: .. ~_'c. .. 
- i' ' 

Q.2.'?> ?es~ rrc.~c-~'- _ __ [ 
s,·.;,,\ar,.-o.Ac o_(::.2.z) \"' .v1b d2. , 

(es\<A O.e Tno:\,:ces es , _:.. j 

)Ji, ),q,, .. , ),_o,m 
- )..O"' ~O,, ... 'ACto . . . . . ' " 

(!~)' 
' 

- ·--



' 
' 

D<SFI- (•EC ' -
l 

o S:u:L; . 
· e o\ u'" "A$ 

:z, ... á"·r'l 
o,, a.,~ ... o,; ... a,, • 
a~_, ~A~\---a1 6 ---o..1, . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . 

'2.. • • • i . . . <> r-

o .. - 0,:~··· b¡~,. .. t,,r 
'o,, .b-.-:. ... b~.;. ... 0:.¡,. 

' . . . . . . . . 
1~. 1...,. 1_.... , L 
'::.l.t..l -.~ ... ~··· v..:.l· · ·-~·:'7 . . . . . . . . . . 

_b,, 0""2.••· 'o ... ,& ••. b,'tr 

4 

' 

' . ,. 
:""''' '-~- ,-,.·. 

' ·~ . " 2 e 

' --1, 0.) 
. \ e ~ ~ . 

" . . . . . 

------



,. ..• ,., .,_,. 
L .. • . / ·. 

--------------• ----------····--· ----. r. 

(1) 

<~) 

cpsoc•o¡buoJ ?O (UawnU 
. r ' 

¡o jV'Ib_J '" {f.;o] =lj a-p s;;"',n¡oo ")' (Uiiw~u /" Y5 "tu"'-'~v¡os 

r?f)~ :.a. [Frc¡] [ -~-~0] ~o:~~=='w:Jd !f{ (1~; · 'Oj ~nh a}.ll?JI)m-q o oq~<r 
' ' ~Oll\IJ C:\b-:J Jl¿ J.e.;o\>0\\J.¡¡¡;~-\).. . ~al'-U V.q'.JO 

. -. . • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 • ·_ 

(-bu~ ~'"bt· "+ í~~'\ t:)J t ~~~ I:!J) ·•• f~q (IZ:Ot·' 'i-'~::e¡ 11~ \tD) ('~ q ~zo t" ·t nq :t:.Q_J-h~' Z'tJ) 
-\.-i) -,.-:.:;¡ -•::_:::¡ • 

(h.q ~>•0 .. ·t tea\ "tJ t ~~q •lp') • • . ~~,r-'0-t·"+.,_:alc:''O+üq u'ú) \'~~ "'Ot···~tC\\\0) i ;· . ~ \ 'l.~ llí) 1 -
----------.::0 ---------·----------~---------·--.. ------... -----.. -_______ ,_ 

"' 
. . 

. -



¡ .~ ' • 

'• ,) 

. ' 

. ' -. 

,. 

·r'b 
• . . . ... ,,__, 

1 
. . 1 

(eh 'o"+ o,,,\,,, +d" \;") ( q" \,,, +C\10 Ice, +éJ. "~. ,)l 
- L C\1, IJ" ,_a" 'o,,+ a,,, 10,) ( C\" ~.,+o,, 'b.. +Cb\, ~0J 

o0_'f\ :2 x2. 

=. ( D1, a~~+ btz 02,) 6?~~ a,2 -t- \::1z G.::) ( b~e,,~ + b;:-0~~; 
(?;;C\,.;. b,a,,) \b,p,"-l \::;.; q,,)( c,,a,, + b,c¡,,) 
b,q" + bdJ,,,) (~o,, a,,,+ b,..é\,_) (o,, a,+ I:J, c¡"j 

· · O · Á. __L t:> b or-.. 12'11 ·;)~ ~-'ª'"' ,¡\l.(\ !s\ e o.. '¡¡u e. \". r " · • 



' .. ' 

" 
' 

i 
! 
i 

1 

0.11 On.··· Q\1', 

Ch, C\n--- C\z" 
' . . . . ' ' . 

ra,, Cl:q ... a"'\ 
a\7.' Cl-::: . '. a.,..l 

' ' ' 
' . ' ' . ' . 

' . . . ' . 

-

- \_C\4~ = (a"¡Y /{ 

.· . ;: 

(p_) 
' . ¡ 

1 

1 

(r,,) 

. ) .·. Co"1<;,(c\.Qm_,o.:\o \a {'Q'\l_ k ~lu\\",'f\\e-'1c\.::.~: 
. ;)u'C\1o c..o" k 6.Jl, TIU~>S~c-¡;1'o;\o'o ~ ,G_,wzs[--t._ 

! 

.'7 



! 

' . 

• 
,· ' 

1 
' ,. 

\ o -· • D r= o\ ... o - . . ... 

' '· 

- . . ' 

-· ' ! ~ 

' ' 

' ' ' 
' 

• • 

00·. ··\ '· -----· :---· 

e>. \la rro!,~ <m\rÍI ,¿""t;JoLi. N orO..v. 11 x~ 
fíe.'<'<'- -\a.:\o-~ \o" eb·,_:¡_n·\-w ce.¡o e;;.c·2'?-\o \es 
. OR. \o. O\o.¿of\Cc\ 7(;,.¿, \?1\ j-UQ ;;<:>•> rqua /e, ic, · 
ru~iAo.J. E"' c<\qe.1ow, ~'"'~"'""( \01 V".,~T(1¡,- J,_ · 
•• 1.- \ , -r- "' . , . , r· . 1 r -ldeY•TI e a.d .1. COr{e_s pnc:LC Q..h :/C.: C:·S, ::::::S. ;,_,(;-,_·::~ 

: 1 · ' L · 1 ' r) · J 1 -~ • • ;o C\ lt.\?~ CK::. unta.aa: _c:~.e a ::¡2or.:1. Ol~11r'J:1r;:::'..,. 
1 'O.'. \• , •. 1·1··' 

·e:}-(_ t.h"'D... moT1\-z. ide~·:\¡do.J 2S ·mu\11 )\\C..:<.:\rL 
1 () ' . \ 

'fr< u,, '!1\J'I\1!2-(\) escc. \o.( ). Se at)\C¿,-¿ 
1 
\ ').o ... o· 

1 /\}oo o.>_ .. -o 
1 • • • . • • ¡ _ . oo .. -;A . 

¡\o. cea\~ 11~'"" ,no\n¿¡ e.sca\ar. 
i !2.2 ,e, 1'\o,-\-~,z. Jie~~o10(. 
! L)""' \><0. ir\-~ ;:(¿ ~ -\o ,~-a. 

' 
' 1 

. (t) • 



oE<.f',-QEC U>-14\v\ '2. ~\\·¿te.m-.· ' . ·1 9 
• -. - ··----~- - ··-- --- -- .. -·. ---·--·- . - - .. --·--·- -.. ---- --- ... - - .. ' . -' -

. -. . 

. . -. . . 
• • • • • • • 

O O • • • On 

·¡ ec \\oruoM_ Mo\il 0 c\::O~or.a.\k o•~"" 11. 

1 LA m;\c:~ iJ,"Tihc\ .l. ;¡ \ó\ ''""'\-;;, escdú 
! A 'S"} son \0( ~.Á. t·-·e4'o Ca.::.os es"S~·.a_ \,e:: ~1.2 

'""\C:r_ c\o.QOco\. . . . 
1 

\-\d'\ <l'a_~:, ot"'' -1-i>-os ;,s\olc··a'bs 
\ \ 

·-' 1 ' ;J2.. wo.·:.(c.QS 1 ·y-2\<.::> a,.:, \'0·\mch.l::·.::\c:: '2'·-(o.'r; .-
. 0·. l -' + . 1 1 . 
• 

1

. &tJ-Q0.'2:l \C» ~:~U:o .. ()Ve:::. '¡\J2. \='0to~:ITOS · -:-.,,
1 

'{Q.S,\.)1Yd21f\ te '{lo '('(o0~ : 1 

' . 

o..) lo. rrol\,(z. {c.c\Yt-~u\ct·\ J.?..C\é:-1'(\ ·rnxn! 
bj 1\ '' cw.:ho,Ac...._ \\ 1\ llxYJ 

1 

e) E\ ~Qc~l:>f 1<·1~\o',, LXd _, jX¡\: \X\; 
ó:) \\ \1 co\L1Y'{Ir\C\.,. L><u )'JZjt \X\ 

• . 1 

e) Lo. f{\0.-\~-L ,,:1~,~-,d_ac\ cko\¿.2 .. '\ hAh: 

~) ,, 11 e<;.cO-.\o'( 11 h 11 l. 

"l) " '' cXÍa(j6N \ 11 11 11 1 

1 ' ·Q.2.i 1n,ecc\ol" c;\¿_,ro;lr\c2S 

. l '' ;-

1 '-./o\IJ\'2.\Üo k Y\!JQI/~ es·· sA:.t..:. mo... . : 
1 .·&:> ecuo._c''o'.e' (a.),(b)¡(_c) 6 (,\\ j ""'"'"':·clL 
i @lo- forr\\CI. mo. \De·~~ {A\\4=\c} 1 oc\J::~,.,)o¡ --·· · 
1 V'' -:.\eq~.\C\C/n Tº \o.. éa.\uc\ocS ?ud.e. s+' 



. -

1 

" 

.\ 

• . 

' • \0 

(:.-) 

' 
rw1(0- 'l 



' 

) 

1 
' ' 
! A= 

< A ' ' 

b._ e z. 
(s) 

' . 
' 



1'1. . . -----·-··----·--···. ----·----·-··-··--·------ --------· • 
' . 

es e.\ · 

(-'- ', ·/- \ ... . ' ' 
(-) (-r) ... • 

• • • 
• • • • • • • . 

' 

. . 

: '¡ 
. . . 

' 



... 

1 

rr) 
1" 1 

'1 \ro ~:O\ 
( 'SZ> ?V.cy-\=a. 

V V,'f't! \ 'i \ = 
1 -

_ \VI \V\ 
v ~ = I ~ v(v l?o) = (lf'i?'-'o)~\(7 

(0-1-/':1 ).~¿ (-") Ofv\::\r:t-\D_ -'\?Of1\-~-i:'~'! 0c,~.)1\7JJ '0\! 
' '3".2 _I r• V. ?)' ~úDI,H.v¡)c\tr yo'><" \"-.f\ Oj\}10~~ 

e~) Ütl = v(v{ya) =(V 'f
0
)'1 : 

-,.-h C.•:_.; 

• 

• 
' 

' • 

-----... ------·. --------·-------------· ----. -------------..... -------------
,, 1 

.. ' 



1 . • • . . . . . ., 

,::" "1"1·""''~'''1 \?\ ;uos V "f '\"" ~pv "\ 

' \':~\~~-~~-~~e',-\ 
\ ~~\-\'1~~\ \ ~~ ~ \ -
\ ;~~~ \'~"~-\~ :-\ 

. .. 

T o o o 
,.-., . e:: 
--·'¡ ~ -

cc~¡
1
-o 

C' e O '\· 

. 
'C-1 -\ 

.. , _____ ----·--·······-· ... --------· 

'· 

, 
' 

"1" •• 



( 

p~:~l~ CC.C U\-.lh\"'1 ::?.~~ \1.e::.i,¿(os. ·¡ 15" 

_----- .. ···j··------ ---- ... ·- ... -------- ----· --··· -------·······-·-- ---~-----

! -1 "' . ' 
' 1 ,. ,. __ ., -5 -1 
"".1"- -1 -l _, 

1 \-hv_ ¿-J;1~aúf\I.\'%\'Í e.\ \jo.\vr d.<\ ~~_.2.U·'\ 1 ~-.-+Q 
:M 1=1,.. -~ ~ ~~-Jr\~ "ro(·_e:.~/_,_::.~:c_~~ -.:~ ~~r~ 
:<2\.:cr,!n·hr~ ~le_ _.,\--n'rf!;2-\ \-~\\..z.~c..:..--J ~ cbl·z.:.cz, ,_.,._ ......... . 1 

\

'- -1 \ \' 2 \ \1-1 \ -lb.\= ;~\2 oo\·::, -?. _,_,,-1-21 .. -
-'"2 1-\ -

() (')-\l-1)=-:1-0+1=-5 -3 -l -2-:> :'-' ·_. ' 

"\'. '\1 i 1-\ 'no. u~ n:~ ¿~::. f'~-~f- ·ró.o ·-= ·.12:::-';-c ( c.:;:·Jn: c.c.._ _ 

ió.,.e e.co..rr:lo'o:.,('r-)j(lu) · : 

/), _____ ~ -"· ·--.-(" 
e\.- 8 -\ -l-5 -t_--::. . ...J _\><-!,-:-·'-'·~·-~~ 

~- ¡ 

-~~ \_'1.> 1 i X 1 -\6 = -.. 1 
.· '~ =.:-3 -2..<\ ..... ::> i 

S . . . , 
t5-o --:::os_ -J_i I.J.-?, .-¡)=-'J \-.'i::.(~S~r.l,_,: "--"..~ "'- ~ /....-;;..< 0 -/ o _...,J ...... 1 - ----: 

,, \ • 1 ... "' .1 . . \ . ·, 1 . 
'O.. "2::0 U,::\.:;¡1 (.2:\V.Q '( O.G.... . ~--~\<::. e\Zn\ r b C·nWt .¿ . 

\'1'1\Jo\o:.-"C--. 010::-\2s ~\o..~ a~_CC\..c.lc.::zs á=. alc,.+r~ 
1 

~· ·'' ' 1 j' l.•' ~ 
ffiO..W.C.\oJ..\ ':,)(::2~\0..Lr.QI)\:2.. C\1~~ ¡,C\~\S 1 1 es CDt'l~2"'~n¡o 

.Pru.a. ~ \ds 
1 ~a~ '2.~'"'\:\~;) ~Clln c.\c,n:v·::. a'll-\:zs l~ 

~Ll\( ~~~t~\.:;( r(1.C.(';-'¡(l. 



' ' ' . . ' . ·,'' . _,.-

' 
\?, 

''''!(! .,._.., 

• 

x~ ~~ 1 

. j :-\<.:ctt.~\o!\·.c?..,'\,t_ _ _~...) e\ ~Qc..~uc eo\ur',\1'0 X ~v. e\ 0-'-'-\.;1 
i~fQ."'\\:-',1 ~~ j e\ec+u::J.v,~L) \o. mv\\~r\\¿é?.c10·h x.'Acj 

SR- o'o-\~-... 2 

IG 

·--. 

- .. ' ' . 

l"'" o ... 0 

L;~., -e, ... :C1 \o c ••. ~ 
'\' . ' 

~ 
",-,-•~- ,,;"t 1 ,\!__ ) '{ .... ..:..::) •• .', 1 _,. ·--,, .-.~--!' . 

..J ==- ·''"' -· --··"e; . ~-~ 
' ' . 1 •••.• > ' 

1.9 o "·-<<0. -e:,,, 
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·&e\Q_{ (r. !'fa\ \o... mo-\r'\ z· ~cz:r.&uc\o Cri 
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1 

Q.?.C\ í<e.-\';ol:rc;,_s 'fm_ a\q2 1oP o·o\.:~::\.' 
a) fu\\¿·(_ C. l. 11 Í3o. ~ic 0u-\{\x ~\·ea(~~, t\~~~ t1Ce \..'..:t\\. \i:c .. 

Cl"'\\ewox\ C\, ~~s:, ~-cJ) 1'1b8, · ¡·_ ·· · 
,,._¡r \ " .J. . .\. ,,,1- " ' 
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Una natr.iz e~ una tabla rcctn~c;ulnr de r.,:mcro:; o de :::.Í~•~olo:; 

dispuesto::; en nm¿;lones y, en colu."l:Ja:: • ."'recucntcr.-.ento:! se ::.e rcpec- ... 

·una r.-.atriz de on re.~c;loncs .. y n· colur.-.n;:;.s 1 .. . ·-. . ... 
• 

' • .nl•j • ·.· • • aln 

• ·az. • • 
. ' .... a2n • 

• • • • • • • • • 

• • • • • • • • 
• • • • nij • • • a in 

• • • • • • • • 

• • • • • • • • • 
• • • • ~mj • • amn 

F.s nccc:::f\l'io scñal:.r qu..:o !::icmprc " rncneio:-:a el número ,, 
rcnclonr:~; (;:¡) prir~Cro. Por con:;i¡;;uicnte,!:, e¡; una matrit. (m x n), 

En lor:; :;~cuicr.tcn p-írrrrfon se hará frccw:.ntc _ nenci6n de m:ltrice:; 

o vccto::-cs rcnc;l6n o columnrr, Suponiendo que n ""1, se tiene 

A= 
~ 

• ' • • • 

1! 

' 

' 



( -sin ~r.f~::nr¡;:o, :Ji ::;e supone que n ~ 1, se obtiene 

una m:ottri?, col>l:r:~;¡ o un vPc"':or col>;::-,m: 

• • • a., 
. J • • 

Exi~tcn matrices c::;peciales que es necesario r::cncio:Jar. 

"n o o o 

A - ., o o -14 ' 
,, ) 

"33 o 

sim~tricn a41} 
' 

..J 
Otra notación • 

ser~n 

A din¡; (all' 11.22' n))' ~1¡4) -~ 

• 

Matri?. idrntic!:"ld 

Dicho. matri:o: " "n caso cqJcclal dol de 
nrriba. En ol caso do una matrix J X )) por cjc~plo, " 

J 1 o 

n= !J - 1 u1~e (1' 1, 1) 
~\m ..• --·--~----· 

• 

• 

• 

tiene 

. ·-·--···--· 

1~ 
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Se aplic?. la dcr.o:'linaci~rir"m,.,triz banc:!vaGa~· cuam!o todos cle."Jcr,to: 

do . . 1 o . una l':atrlz. q\.!1.! no so;¡ :..e;ua es a <:::t.<':1 colocadc::: al:-c.:!c¡~o:· :. 

de la di<:!.f.:'.lrl::tl princi]'·"l,:.r·or cjcrr.plo 1 , 

"u al.2 o o .a, , • •O o 

a21 a22 o o •• • o o 

o o .,, aJ4 o o 

o o "4J a4l~ • o o 

• • • • • • • • 

o o o o • • a . 
n-1. n-1 a 1 n- ' n 

o o o o • • • a n, n-1 a nn 

Se dice de una rr.;;triz que es triant:;ul:l.r o;upcrior (5) o in!'e¡·ior (:) 

cuando la tot.:!.lidnd de sus cle;-,ento¡:; situ:J.o.!os y:1 se:J. a:-:·i~a o abajo 

de la dincorwl principal cc; igual a cero. 

"11 o o 
L 01 21 .,, o 

(n ""x n) 
• • 

0n1 "n2 

En ur.a ¡:¡atri: cirnótrica, alj ce 

estructural linc.1l por cjcrr.plo, 

.siruL<tricas, 

• 

' 

• 
• 

• o 

• o 

• • 

• •nn 

cic~prc iGual a a ji· 
toGas las matrices de 

En mecánica 

ricidc:.:. con 

• 
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Se obtiene una r.l'ltrlz tran!;puc:;ta, cuando ·¡;e cambian rcn¡:loncs por· 

columnas, como por ejc~plo 

A 
~ 

(2 X J! 

11 r,l., 1~ ;;,atriz tnJ.n:::.puc~1..a 

AT -(J X 2) 

A dc~ás, 

de .1.., es 
~ 

y, en nl caso de natrices si1n6tricas, 

Su~divlsi6n de ~atriccs 

•u 
"12 .. 
~'lJ'. 

.,,, 
a2J J 

a21 

., 
ni). 

..• ~ " 

LaG nmtriccs :nuy c:·andes de, por ejr.'flplo, 5 000 x 5 000 que con':icr:en 

2.S l'lilloncs de elc::~entos, ticner: neccsa:ci:u:Jcntc que su~C:iviC.i:·sc 

en tr.atrict•s mo.s pcqueil<J.s,. como 

"12 • 
"lJ •u • • ~11 Al2 • ., • .,, az¡ ' 

~ 

' ' ------------r·----
"Jl ., ' ., - ~21 A:::z •• -
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dunde' 

l'll "''J [ "lJ .,;"J !:u -::. 
li ;! 1 '22 ~12 

(2 X 2) (2 X 1) 

!:21 l"ll "¡zj Azz -:::. - l 3 )5 J 
(l X 2) (1 X 1) 

Oper::cio:".~·:; con ""liric<;~ 

En el c~lculo, (':; ]JOSiblc procesar n,atrices de la mis1r.a M<'.DC!:'a 

en que s~ procc:w.!1 norr.al:1cr.tc los C<tto~ nur.:f:r:_cos. Se indic?.n más 

abajo las definiciones rwccsarias. 

A- D 
" -

sir,nific<~ que,l':::tra toda i y toda j,-aij:::. bij' 

Adición Y substr~cciÓ!1 

Si 

entonces 

,,.- a .. ..\-
J - l J 

Por conr.icuicntc, en el c¡¡,so de substracci6n, se obtiene 

ciJ-;. nij-:- bij' 

• 
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· Multi:1l ir.:-.ci6n rle ~:-.tricP.S 

Si se debe r:-.ultiplic;1r u:-.a matriz por un factor e, cada cler.~cn~o 

debe multiplicar::;c por e, pO!' eje::-.plo 

. 
[ 'Ó l "[00ij j 

CuÚ•do se r•,:Jltiplican do:r m~ trices es condiciór. s""r~c qua r.cn c_:Je· s;.:::; 

dimon::::io:-..:~:; :::.can co:ma'ti'Jlcs. Si, por cjc~nplo, la .-.atrizf_; ~e r-. ;.: n 

do be multi¡.:::.ico.r::::c por la,matriz._~ úc p x q, c.<;_ necesario que r. ¡¡, 

esto es, el mí:·u:ro de rcn¡,:lone::; n contenido en¡, debe sor igu2.l 
~ 

al n•1r'lcro Ce colu::.n?.s p contcniGas en a, t,::;f, 
~ 

A D C - - -(m x n) (p x q) (m x q) 

y 

' .. ,, 

• 

1-::1,2 ... m 

r ::= 1 , 2 ' ..... 

. .. 

J 1,2,..c_ 

n - iJ - . 



Dada un.::! rr.u!riz 

n Er:.brc el que c.r,cra 

cundr<•G.::! A de n 
~ 

", E:l producto • 

x n.Y un vector u ~e dir~er.si6n -

CE vn vector t.:::.Mhién de cthiensión n, En genen>.l, v es rn•JY C.!.fe:-cr.~e 
~ 

de u. - po'r ejc:.".plo,.:::, resulta nt.:lo para vaJ-crcs pa!:"tiC'.IlGrcs 

se dice que v e:: un vector del csn?.cio r.1•lo t!'O r,. i·or -de o j G, 
~ " 

cje;:;¡;lc, sen 

lJn vector del espacio nulo de A es, c,lnrnmcntc, 

Se obscrvr, o:;:ue si se r.mltiplica el vector::;:::. [1, oj~ por el. 

!'!Scalnr x, se obtiene U:"!J. infinid:.'-d de vectores del. e:;pacio nt.!lo de 

A, U!'IO p¡¡ra cadn V<ilor que puccn <J.Cqc:irir x. Sin cr:~b:>.rco, v: os el - -único vector de r.nr,nitud unitnria que pertenece al cspncio nulo C~ 

A. í'or esto se pc:ede decir que w es una base no~:~nl Ue este es¡Jaeio. 
~ -En r.cncr;;l, el c:;p::~cio nulo de una matri::. de n x n tiene u:--~::1 b:tse 

cor:~puestn por r.:::;: n vectores. Si Cé;'\.oé> vcctorcs se nelcccion:~.n Ce 

rnar,nit·Jd u!l.i't.aria y mutu<:.r:Jcnte orto¡;;onales, se dice qtie la base es 

ortor.o'.·:·-~]_. l'IS r..atri..:cs no si!l'"lÜ:~res tienen un espacio r.ulo Ce 

dt;l dinen:;ión cero, esto es, no existe nl!l¡;;..;n vectol· no nulo ·que ::ca 

trnm;fonr.nt!o por elln.s en O. 
" 

For ot.ra parte, puede darse el caso que el vector v-;. A u ~en. - --lin!'aJ•nrnte c,,l,!'n<Hente con u, esto es, qcc uno resulte de rr.ultiplic::r 

• 



J..•,)J.. 

el cti-::. pcr u:ia con~to.nte. En e~to. discu~ión ~e deja fuera el V!:'ctor 

·U-:: O. En e~tas condicione:;, se tiene - -
(.) 

. ' cloncl!l .::\.es un escalar, en ~cneral, complejo, !M tese qt:c la 

n:nter~or zc puede encribir en la for~a 

ecU;"'.C~on 

(A o - . . . . 
n. Fara que':!.d-2. 

cct:acir~~~ anterio!'", Cebe pcrter.ecer :J.l e::;pacio nulo o e ?,._- i\ J. 
Ahor;1. bien, par~. que~ - i'-l ten¡:a un c:Jpacio. nu:!.o r:o ' . 

vac~o. cs"'.:c 
para ¡¡uc cxi~to.n vectores u :i O - - tales que (;,·- (.I)u .=-O,.~.- í\]. - -~ - -
debe ser sinc;ult.~. r·a::-a que sea sinr;ulm·, su d.etermim:nte debe ~.""::.~l¡¡_r

se, esto es, debe tenerse 

dct (A - (\I) O - -
!'ero el dctcn:~ina:1tc en cuestión, esto e:J, el r:üe:n'Jro i::c;.u~cr·Co 

de la ecu<Cció:i a:1terior, es un polinor:-tio c!c orí]c:1 n en?., si ;., es ce -n x n. Lla~ar.do Fn(Al a este polino~io, la ecuación ~nterior es 

·Si!::_ es u,na r.w.t-ri:z. de ele:>~r:nto~ realc:;, r·n({\) es un pollno:::io Ce 

c'ocficiontcs real e>~ y, por el Teorcr.1a Fu:-:<!nr.~cnt.;ll Gel ;,.:¡;e!::r;:,( ~ ], 

' po~ce n ralee~ corr.plejas, c!e l<!.s cuales :1l.:;una:: pueden ap:-.rece:· 

rep('tidns. Lo.s n ralee~· del polinomio }' (í\), llar1ado J!OLt~c--:~o 
. " 

.car;,ctcrír.tj,-o dr r~, reciben el nor:forc Ce valores e:J.ract.e:-!s:ieo:; .::.e.;;· 

Si cad:1. v:-~lor ear:1.cterú:.tieo de,\ se sus~ituye en la ce (•), :;e o~·ti•'::-· -un eonju:--.to c!c vectores u. corn~sponcl.i.entes que se llnr:1<1n Vprtn!'"~ . ....l ~ 

Cnr.1ct.:-rí~ticos e! e A, Nótese que si se conoce un vector ca¡·ac:.eri:;tic.:- · -!i' er;to e:;, si 



\ 

' 
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entor:cc!; el producto de és'.:c por un ~·!;c;dar (crr l:enC'ral, CO:l':;llcjc,) 

Cll otro •tector caractcrl:;tico de A, lo cual p;;cCc cor:-.probar::;c I'Ol' -Gu~tit~.:ci·~n Cclnucvo vector en ln ecuaci6n :¡;-¡;.criar. Er:'..c;:ce::;, 11 

cada valor caractcrlctic.o ;\. d.c A cor:-c::::ncnC~ t.:t~::J. in!"ir:i.:!ad Ce ' - . 
vcctore:~ car<::ctcrí:otir~oé', :::in er:~barr:o, no toCo::;, é::;~o::; in:crcsar., 

cinc cólo t:q:.H~llo~ c;uc ::;on linet:.l."'lcr.:c ir.~P.~"r.:-:'{c")_:.!:'.f· V.": cc::jl.i.":'.C 

~e vCctore:::: { ::_ 1 , .:!z• , ·:, _.::'r..} es lincrümentc inc:!.cpc;·,ct:!.c:otc ci la· 
cor:Jbi:~ac:!.ón lineal 

1 = - O V 
m -r.• 

ce anula ::;1., y cólo si, tOdos y cada ut~o de lot: eccal.::::-ec e, ce 

Co lo el con jur.'.:o e c. .. linc2.l:~cnt e dc¡:c:1c!i ocr. t. e ........ - .. 

Ejemplo 1.2.1. Sea la matriz 

[: 2 l 

n '= l 2 2 - J 
l 2 

Su polino:üo caractcrír.tico " 

1, (\ 2 J--:..2:.... + 
• 2 

i \[)-
2 

donde ; es la unidad irr.ngir.o.ria i 
! 

• 

e z- i '11'/J 

n. 
El Ejcr.~plo 1.2,1. r:lostró· que la ::1:1t::-i::. en cucr.ti6n tiene ~o~ 

V.llores co.ro.ct.er.lst.ico::; complejos que; como consccuencin Jcl 

Tcore::~a fumbrr.cnt:ü del Alr;cbro., son conjucat.!oc;, ~i la :::::\tri::. ~ilu,ii<' 

. ' 
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---· 

es ::;in;étrica, :;~ pu,:ode der..o:::tr;:l.r[ 5 J ¡:;ue su::; valores co¡ract<:>rf:.:tico::; 

son rcalc~; y su~; vector~::; Clractcrí~ticcJs ::;on mu~ua,':'.C:-.te ortrJcor.:"!l~:. 

En con:.:ccucncia, u:-.a :r.atriz ::;i::-,étric;: Cr. n r. n r.ic:r.prc p:.~cr!c c:;;•n::::;_,r. 

se con re¡;;,ecto a u:;a ba~e (c::;to e:::, un conjunto do:: n ve:cto!'C::; 

lincal.1.cntc inde;•end~cr.tcd, c;.uc resulta ser :::u cunju:lto c~c vc:::tcrc::;

caractcrí:-.tico:-., en la que adq\Üere la fortla diaconal . 

. l'jc~p_lo 1.?.,2, Scu la I!Oatriz 

A ~·[ 
. ~ 

o 
2 ~] 

Esta rr.atriz e::; sir;:6trica y por lo tanto ticr.c valores C.:!-!'.:.:::~c:·.'::o

tico::; rc:::lcs y vcctorc::; caractcr{r.ticor. orto~on;:lcs. ~n e:ccto, r,~ 

polinomio ~ar~ctcrlstico e::; 

P2 (;\)-=: Cct,(A -).I}":: dct·( -~ J 2 ?.J 

- ;\() )1 - 4 ~~ 2 J ~ - 4 

·cuyas ralees son 

. Don6tcn::;c ~u::; vectores característicos correspondientes :i)Ol' 

• 

Esto~ zc calcular. de la~ relacione::; 



) 

\ 

por lo que 

. !!114-.2c 21- o 

y 

1 

2 'n 

l.J4 

'] [ 011] ~ [ '] 
t¡ e2l o_ 

Imponiendo la co1~dicién 

se tiene 

Análor;a01entc se obtiene 

di' 
5 

J 5 
5 

El pro'L,lcna de valore:: caracterl::ticos revi::te particul~H' 

'importanci:::t en :1cc~tnica, En efecto, la dctcr::ür.ación de las froc~.;c:"!

civ.s y los r..odoc rr.att.:r;;tlc::J Ca vibración de sistc:;,a::¡ mcc::ínicos (Vt.•r, 

P• , ej. ( 6 J )_. ~a. detcrmimción de tnles r:Jodos y f~ccucncbs 
JHI.l':'l sh;tc::::J.s r:Jcc:inicos de . p:td.mct_ros di :;tribuido:; /r.edia:1tc el 

conl.:ucc a un problcr:J;J. de valot·cs caract.:-rístico::::, como se vc¡·;í 

post~rionncntc en ~::te cur::;o, 



l,J) 

El escalar definido por la ·cxprcsió~ 

donde A e:::; una rr:atriz de n x n 
. -

el nü::-.'..lrc c!c :ur:-.a c~.<adr~tica. 

un voc-::or de G::,-¡¡cnsión :t, 

fo;-ma c_r;._equiv<)J.c.'1tC a 
2 " • a u • ua e:::; .z Últir.a cxoru~;ión :oc pue:l.e conc2.·~i~ u:;" 

prople:dad lntc.;(':;¿¡n"!:c de la forma 

!16tese q•Je, si. <1 ·Y u ~.on reales, 

:·c;::iL•.· 

;,¡¡·.-. .:>. 

depende cntcrn:.1c.r.te de a, y no de u. An.:iloci!.::Jentc, el ~iGt:o dl' 1:~. 

forr.a cu:~C.riticL. !: dencnde e:rtera::-.cntc Ce ¡, y no Ce u, si a:.~!:;os ~ . "' . . ~ 

tienen elc~.cnto:: ~·cales (o bien, si, aunqu~ A ·.er.13<1 ele:::ent"o:;. 
~ 

complejos, es ic!6ntica a la matriz ob",cnid:;. de t¡·r,ns¡;on•~rla :,· le~ec;o 

tomar el conj~c~do c!e cada ur.o de sus elementos). 

Se dice que f, e~; 
~ 

positivv.. definic!:o., 

positi·:a scr1idcfinida, 

ne&ativa de:!P.ic!a, 

negativa ser.lic!efinic!a, 

" el 
¡;¡ 

" 

f> O, >f ~-:f o 
r:;;:.c,,..¡.. u: ,¡. o - -
f<: o' "' " -" o ---
'"' O, ><ru:;fo - -

{ D 1) 

(D 2) 

(D 3) 

( D ~~) 

De otra form;~., A er; de !>ic;no indefinido. Lns ~.r:tY"icc~ ¡;osit.i·:<J.s -definidas y se:rlidefinic!ns jue[_"an u!1 papel i.'r.poY"~.:mtc en la !.:ec<!nica, 

pues cr,t:ín as::.ociad:\S o bic:-1 a c:~.ntic!~des intrí:-:scca:---.c:1te posi-:~·:<l:;, 

COr:lO ln e:1i!r(;!;!. cinética de un vch.lcUlo CrÍ movi~.ic:-.t.;, ::o bier. a 

cantil!ac!es ir..tl".Í:P.sec:;o.eJentc no nec;ntiv:J.s, cor1o la ener..:;ía potc~lei:l.l 

almncenada en J.;-,. suspensión de_ un veh.lculo, medida dcsC:e su Cf>t<ldo 

descar~::1.do. 

• 
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.. 

~ -... -

1.)6 

N6tt:sc que l<:!S dcfinicione::; (D 1) a (D l¡)'ilo.p:-opo:-cion::~n t.:n 

I!ICdlo pr::-::tlco p:.!r::l dcter:r.in¡¡r si úna r.1.::.trlz. es positi·t.::. dc!'in:..::-., 

por cjr:r:-.plo, pues scO,:n ell::~:l, :ler!a nccDsario ·pr~b;¡r t!i. signo é.c : 

para t(ld(l:.; y cada uno de lo::; valores po:::i:-lcs de 1::.,..: .E· Sin c.":l;-:.~·,:o:o,· 

ja _caz:ac-::criz<J.ci0n del siena de una ~~atriz se pue::!c.c():::::co.:ir ·· t:~'-'lof: .. :-

de ::.us V<?.lorcs 

Una r~a t::-i z A es 
~ 

po::;iti?<: definid¡¡, si toCo::: sus vulorcs car<J.ctcrÍ¡:ticos so~ 

J!Osi -::ivos, 

-po::;i -::iv.::. scmic!cfinida, si··ninc;uno· de ::;u::; valores' ca¡·acicrístic:<:.s 

es nct:;n-::ivo 

ncc;;.~ti'l:': definida, si todos ::;u::; valor'cs C<lrnctcrf:::ticos· son 

ncc;ativos 

ncc;ativa sc:üdcfinidn, ::;~ ningur:o de sus valores car;¡,ctcrís•;;_c~s 

e::; positivo. 

. . 
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Dada la función g = c;(u1 , u2 , ,,,,un)' escrita en fo 1·:-1a co~-.p~r:" 

co¡;¡o G:::: r.:<!;)• ::;e ti!.cc que G e::; u"na fur11:i..;,., r::-:c:~L•r rk v:-.:-!.::'::~<::>_ .,,,,._ 

torial. 

el vector 

~-
ó u -

;}r/;:,u¡ 

c).n/¿,.u2 

• 

• 

• 

Sea el conjunto de funciones 

h
1

::: h
1

(u
1

, u2 , ... , un) 

hz::: hz(ul' u2' "'' un) 

• 
• 
• 

por 

' . 

" 

Ente se rcprc~;cnta en for1n:t compar._~-8 como h::. h(•.l). Con:::c, 

obvi::::r.cnte, h y u con ·¡cctorc::; de di."lcncio:JC::; r. y n, 
~ -Se dice, entonces, que h es una funciiÍn vf'ctcri:tl de -~('ctori:<L !!1 ¡;radicnte de .!:.• rc?rcsc:Jta¡;o pot· ·;:¡ ~ o 

la t;latri: de m X n definid<J. poc 
• 

h/ "1 hl/ u, ••• h/ "n 
h/ u, h,/ u, ••• h,/ "n 

• 
~ h • • • 

'V h::: ~- • • • - J. u - • • • 
h/ ul h,j u, V "n 

f!I ·~l: :r. e :--:'::o 

d l:/óu, es - -



' . 

1.)8 

Si rc:::ulta que 

• 

ento:<cc::; h ,,:: C:c 
~ 

Ento!1ces, "(] ,D 
di:::er,:üón ·rr.:: n, donde n es la dil~cnsitln ce u, 

'G íJ t_;,·c~ la matriz Ee~::.;iCtr.n de e; y es de :-¡..._.¡.; n • • ' 

rio en ¡;n "f"-<.'1-:;o" ;!o C.'1 el que su r;rudic:1tc :>e an:.<ln. 2stc ·:~clcr 

pu:::Cc ser u:-. ~ztnc~0 1,,,.._;:1 o un ~to s:l 1a. l':s un üXt!"'er.".o l•>CaL :;! 

la r1atri::. ':->c~~i:ma dr;:o 

··es ur, r:'.ixi::.o local ci 

• ' .e • • • 
SC~lf,(LJ.n:::;o, 

.. . ' uc ncc~.o, 

es t;!l MÍni·~o le-cal si \l.V;:; es positivl!. se.<~'.ir!cfir!iC¡:¡,. 3i C~2.·,.ut.:-.:.;_. 

Xcssi<o!"'.a es de sic;no !.ndcfinido, el iJUnto cst;;cio:o.•~rio en cuco;;tió:J 

es un punto silla. El resultado ;;J.ntcrior r,o es m;;:;·quc el rcsult;:,.(o 

nmplia::-.c:ntc co:~ocido r~cl c;Ílculo elemental, que ce iluc~ru en la 

Fir, 1.2.1 

+----, . . :lllr::u;¡o máxir:'.o (e) punto ~-ill.~ (b) 

l'ir; 1.2,1 Funtos ü':>tacion:>rlos de una función Csc:1.lar de 

arr;umento escalar. 



1.)9 '. 

A contin:.~ación :;e presento. un c::;bo7.o" de lo:; mútodos nu;:,{rico::; 

aplic~ble::; al problema 

{1.).1) 

dond~ !:_ o!> de n x n. Otro _proble:r.a frecuente en co:í:lccüos de 

finito r;s.fl de valores c.:ractcrÍs"";;icos ,,_,or•·: <.-: 

. . {1,).2) 

Sin cmbarc;o, dod:.w las lir.ü tncioncs de tic:-:1po de este curso, 

sceundo p~oblcr.a no será tratado. 

Para rcsol'ler el probler:-.a (1.).1). existen dos a:o~plias cl:.scs Ce 

métodos ' 
métodos directo::; 

-~ métol.!os iterativos, 

. . Esta:; dos clnse::; de nétodos resuelven el . . 
SlS .c:r.a (LJ.l), e:::to 

es, calculo.n el vale¡· que deban tener todos los co:~porer.tcs é.c ;.:__, 

y; 

para valores d:~r:lo:-; de!;_ y de~· de no.ne~:a tal que se s<:etis.!':o . .=a."1 -:oC;o.::: 

las ecuaCiones del sistema (1.).1). Los MÚtodos directos :-esuclvcn cl·

proble;rw. en cuostión mediante una socuoncia de opcracicnos '.lic!""! 

rlcfinid~:J que s~ aplic::~n Ull:l sola voz .. Los m(todvs itc::Zlti\·os 

rcm.wlv(~Tl este rnis::1o problc:~a aplicando 1.:.:: ciclo Ge opcracionc::; 

roitcrad;:cCJcnte, lwstn ::~proxif:l:;¡r la solución de mG.ncra satis:;-o.ctori? .. 

CadUc ciclo recibe el no¡;¡b¡·c de itcracicín .. :~ 

En· este punto es neceGario hacer la sir;uiente obseL"V<"-CiÓ:l ; e:-1. 

teoría es posible rocolver el sistema l.J.l nedin:;.tc un tercc:-
. . 

:r.~toc:o, 

llum:ulo "rc~la de Cr:imer", en la farma 

dct A. 

--"-'"'-·_ • 1 ::.1. 
dct A 

• • ,-' n 
1 (l. J. JI 



' 
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En la cxprc~ién anteri~r, A. es la matriz que se _, obtiene 

ouztituycm!o la i~ colurma de A por el vector b. i:.cte método - -requiere, ent(Jnccs, el cálculo den -1- 1 deter:".i:~.:l.-:tcs. ;<.n secuiC:::. 

oe deternin<:. el nú:ncro de·multiplic:::.cioncs rcqucrid'l p.::-~\ cn.!.cul:::t· 

un deterrünn.~tc Ce n x n y, de ah.í. el t~empo Ce .cjecu¡;i~r. rcq,;c~·~:i:l .. 

por 

""a 
la "re¡::la C:c Cra::-.cr·'" • .En una CO!:",!':J.t.,rJora Cic;ital c~c c\.!.ta veloc;.(~;.c· 

lil . .• . • d ¡-'· mu t jJ 1cacton.con::::u:~c un tlC!'lpO de ..... or en. de O :.::ocur.c!os, 

mientras que una :;u;r.a o uná rost;J., un tict.1po do w1 ordc:~ ~~uc:-,o ~.c:-.~r 

" ... por c:;ta !"<!7.Ó:J, en lo que.siL"l..W :::e conci<:!cra.co::~o ."operació:t", u:-:u 

mul~iplicación, quc-C:ando la:; su:.!as y rcst<Js sin contabilizar:::<::. 

E>:istcn ·¡arias f?rr~.as de calcular un detcr;,ir.?.n~c. f·.q..:.! !:e 

emplead. la 

"A.!!cnxn, cu:ro clc.T,l'nto (i, j) s..:: rGpr"eccnt<:. por aij' el g_~~Dr 

t..ij es el producto de":¡_ l)i+ j por el dete!·~i[!t.ntc de 1:-. :-.atr·i~ do 

do 
•• J-

( 1) ( 1) bt "d 1 ¡·. d IT 1· 0 •' 1 ~ - x n - , o c:11 a a e l!nl[!3l'" e , e 1- ren~..~.cn y n 
~ 

Llá'nc~c cij ;.~l cofactor de 2ij' Se ticr.C>, cntonc.en, 

••• 

El c:ílculo del dctcrminrtntc de una l'latriz de 2 X 2 llC rco.li::~, 

desde lue,so, scncilla:n~C!ltc coMo 

que requiere 2 operaciones. • 

Ahora, po.rn U!lJ. matri~ dO J X J, eA1';.:!.ncliendo '" Cctcr:::.!.nantc 

por cof<'.ctorcs do '" primer ren¡;lón, "o tiene 

' 

•n al2 alJ 

dot 021 "22 a2J =nllcll ~ 012cl2 + nlJclJ 

nJl 'J2 'JJ 
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que rer.¡uiere J opera.cicnc~. Cada ca factor cli' '"' es un dot ,;,_- ~~-· ~ •••• l. •••.• ~ ., 2 ' 2 ' requ~cre a '" "" 2 o¡:craci onc~, co::w " 
lo '"' d crílculo de cs~e detcr:::in:>r:tc requiere J ' flo es difícil (!c::.ostrar, si¡~uier:Co este ca::-ino, que el c.i:!.c~.;,_.:.· :e 

\In deto.:r.T.i:-.antc ~e n 7.. n ¡·eq•JiC!'e r:t or.cracic:1cs. :::::. sc:::-,a, J~ • • 

soluciún Ccl s:_st~::-.2.(l.J.l):::cCiantc la "rc{ . .:.a de Crar:!C!"" .. re<;l.:ic!""C 

nT(n + .!.) :: {n + 1)! opcr<ocior:cs. :.:upotticr.,:o c-...: e el :;L;~e:-::¡ r:1 ,:::;~:¡-:~ . 
• • • 

Contuvir"r2. 25 cc-..w.cior.cs· con 25 i:~:::6:;nitas, su soluciUn ~cCl:.:::·t:.: <:s:: 

m'to"'' ~" ..... ,...,..;,..r., z:l -p ........ ~;"r~r "'"~ "" """' ~-~~-.-, ~·-·· ----.--·- ·-· . ~- -~..,--••••,.. - V ~•k'-•V,_,._,)'-i'-'" '"' ~-· Oo~O·f<O• Oov,> ~- ..... -~. ,::_ 

d . ,,27 --· •. . ' . 1"-l'- . ' or (,r: v:- _ _; , .o>l c2.c:a Oi)Ct'2.Clcn rc¡;_u~e!""C -J so.:g'.l:¡-::a:;, e. -:.e-::-.: C·J 

opcF'-'-C;cnc!:: .:--eq:t.:~~.:--e, entoncc:;, un tie::-.po C:c cjccuci\i:1 t!c _;_o::;ZJ. 

sc'¡;u~C:;:;, 2<:.r2. ter.cr un::t idea de 1"- r..agnit~..:d de e5te '..ic::J;¡o, ":,;.'..:;~~ 

decir q•;-:-, si se <!~:."oi~c que el univcr::;a tiC!r.c una vi,:a de lG17 

s~ec,'Ur.dc.s[7], el ~ico.-,.,po'req:.wriCo J:a:-a rc:t:olve:- el ::;i:;~e:.:a (2-.J.:) 
"O 25 ·-'--~;t .. - .. ~n< ~ · ""a •o·• u·•dor•> ~··:p•ct~ -- · """' .,:1·,;_, .._ n Loe c.., .. _ ~_, " ..... .Lz~nco -..;o '- .-.p -~ . ,_ , ,, .._ ,.., ""' , .... -----~·-· 

de vece::; la viGa del uni·1erso: Sob:-a c!ecir o_ue, h:J.::;~a el ~or.c::~:, 

ser hu:::c.:--.o . 1 . - . 1" 1 n;J. resu~ to Ja:::-.::; un !;lste:r.a -!!1C<'. nifl01n 

con 25 •n :-~<t·· - C-';_;. .. ~ ,.~ U"'l'.--.n•'o 1- rr.-•a d~ "~·~-" -:-;n "'"'"·ar•n -'-,.-.•".- •.. •- ..__.., '- '"'•-'e>-'- "~'""'"""' • _..._., '-"•''" '-L"• ·····'···-· 

-se de .:--csolvcr probler:~<!S -el.;.::;ticos :::eCiante el· ¡.;E;;, e::; co:-:'.!:1 lle,:,:;.:· 

a sistc.-:,ac, jc ecu:1.cio~cs de l<! !'or:;:;;. {l. ).1) coP. r::il incóc:1i ":<!;;. 

En lo que sir.;uc se prescnt;>.n méto<:.os nuné:·ico-:. p.._.áctico~ u\ii.:..:.:·.;:cs 

en la- solución Ce t::tlcs- siste1~as. 

El método directo e:::p.!.ca:!.o actual::-.<.>nte p:r.ra ro::;olver ::istt':.:-.s 

como el (1.).1) es el de eli.:nin."'..C~<I:-1 di"! Gau!"s. :':ste ::tt!toCo 

que quic:-e ·.ice ir in~cr.!.or ; U, de "t.:ppc.:--", q_o.:c quiere ~ecl:

Este rnétoCo Ee iluEtra can un ejcr..plo de) ecuacio:-:cs co:~ J 

nllul + al2u2 + a13u
3 b1 • 

821u1--l· a.,.,u 2 + "2JUJ bo 
"" < 

nJl ul +- a)2u2 ..._a33u3 ::. bJ ... -

e~('"'''-- ., --
~ .. ---~' --1 
~--· ~· -'"· '. 

(l.J.4) 
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· Div!d:J.::c ar;;bos mic01bros de la sccund:J. ·ecúaciún cr1tre a 21 y 

roultlplíq~.:e:.:r.:l.e~ por o 11 • ProcéGase, en :;cguida, con la )a,ccuac:C::1 

en 1"or::-.2. :';e.-.ejante, o:ccpto o•Jc,· en vez c!c dividír::clcs en":.~c ""Ll' 

div.l0:nsele:; c:ntrc a 31 . Sé' tiene, c!"".tor.ces 

'22 "21 b2 
allul+ é\11 '-~ •n U)-=.lnll ' l aZl é <121 '21 

a)2 a .. b 
(1.).5) 

allul + ""11 " + 'n _])_\A ~ 
,,_ J 

a)l ' "Jl J 'n Uj¡ 

A t
. . • • ~ ccn !..!!U<:'.clon, rc::ccsc la la ecuaciú/1 C::c (l,J.I~) <::e caC::2. ~.:na 

de las ec:; (l.:L5). Se tiene 

bll 
.,, 

a12h:2 + ( all 
a2J 

a13 Ju
3

::: 
b2 

- bl a ---
'21 2 21 11 a21 

(all 
2

32 a12)u~+ (all 
aJJ 

al)) u)= all b3 
- b2 -

aJl 'Jl J.Jl 

Por scncil:!.e:>., escríbase el sistema a:1te:--.:.or en la forr•.a 

b' 
J 

.. . . (l.J.GJ 

.Ahora procéC;<se co:no con el sistc:na (l,J,I;), esto es, divíicse 

la 2a, ecuac:é,:¡ de (1.).6) entre aJ2 y multiplíquese por az2 • Se tie:~c 

u).= 
b' 

"' --"-' ~22 • 
aJ2 

(l. J.?) 

Réstcse a continu<~dÓn la la. ecuación de (l,J,6) de la últi:".a 

ecl,lnciór., obtc:-:iéndoce 

' "J2 

• 



. ' 

' 

• • • • 

1.4.) 

•"' " puede e~cri'bir '" for:".a dmplifical'!a COr:lO 

aj3u3 - b" --
J 

,, donde 

b" 

UJ-::: 
3 

' " aJJ 

valor· en la ce (l. J ·. 7), (iUe contie~e ahora ;ur.a, :o; ola incó::;:li ",:;, 

Esta ::e obtic:nc dcspcj<lri.dola en la forma . _ 

1 :1-)- ----
J " 

Finalner.te, susti túyan::;c los v;:lorcs obteniCos de 

la <>cuación de (l.J.l;-), Se obtiene u
1 

co::1o 

1 

"n 

quedando así totalmente resuelto el proble~a. 

er. la 

El csciue11a anterior es b:bica:nentc el r,1étol'!o Ce cli:úr.:J.ciór. Ce 

.Causs, Sin emb.J.l'go, aplicado ~nl y como se presentó, puede ca~tscr 

di{icultades si alc;uno de los dividendos es cero, o un nú:.,o:?::-e ~.:.Jy 

pcquc~o. 1'nra ellninnr esta posibilld:J.d, se escoGen cor..o divid.er.Cos 

los nÚ::".Cro::> m::ís ¡:;rar.des de cada colum:w. de la matriz A, lo n:al -equivale a reorc!en:'l.rlns. Este proceso c.,; conocido co¡;¡o nivotr--o ·"~-=-~ 
para distlnc;uirlo del rivoteo tot:tl, que consiste C!l buoc:n· el r.ú:-.c:-o 

más r,r-andc no sólo en cad:l colu•m:J., sino t:J.mbiér. en caCJ. rcn¡,lór~. Si 

en el proceso result:J. que el nú~.ero r'lás t;r:J.nde_es cero, o un m.'i:;ero 

tan }'equciio que la r.dqtÜn:J. lo tone c·omo cero, el método r.o -;e puede 
' 

nplic:~r, lo CI.::J.l indicJ. no otr;~. co::;;~. r,ir,o que el sistcm:l e;; sin¿,ul:-~t·, 
' esto e::;, que •. dct A::: O, En este. co.::;o e::; imposible resolver el sistc.~:~>, 

~ 

indcp<>ndicnter.tcnte dcl-:nftolio ernplc:J.do, 
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Este !':":•!todo se realiza en cor::putudora utili7.D.ndo el co!'lctp•.o ~e 

.cl€:~cc:.'r;cslc!ón ·r.u, que ::;e- basil i.:n el ';corcr;,a de Dc~co~:,po~ición ¡;u-:> 

v::;'.~:::~l!:cc <flt: toda :.~;nri:-: A de n x n se pue<.lc f;;clori·:c-.r en el ;¡:-oc·.::_,_ 

·r,·,,..,..,, .. ~ ;~for,·or L ·• 
.. ·-~~·--·- ••• - J -

qu~ la~ contic!'lc en - :;u diagon;ü lo:; valores si.~.~t;l;··r»c> 'l!o :.:_, c:¡:..:c ::;o~. 

ln::; ra.i:cc::; :Jo:ii"tiv~:; •• , 1··· •a1o•o,. ,... .... .,~., ...... ,, .... (;-¡•-;,: .. ,. ----··-- ,.,._ . - -~-~-· ·--·· "'' '---··· ., -~~--

CU-.:;} de lz r..atr-izJ !::.,7' y c-ero:; atajo de ::;u diagonal. 

cr.trmccs, ·.:~.trices de la ·for:r.a ' . ! ') : 

l l "12 • o 1n 
121 1 2 2.o 

L • u • •• -

' . • • • 

• 

1nl l n2 • • l n 

El Tcorc;~.o. de D¡,:;cor;.¡;osici6r, c:-1 cuc::;ti0n c::;ta~lccc, cntor!c~s, ~-;:-

A- L U - --
El sistct~a (l.J.l) de esta marwra adop~a la fonr.a 

(1.).8) 

(l.J.9) 

Su~tituycr:.do e~tc valor en la ec (l,J,8) se tiCne 

LV~ b -- -



. " 

.. 

que, en forna de componentes, adopta la forma 

vl:;::: bl 

121v1 + v2::: b2 

• 
• 

... + V =o b 
n "· -n 

(1.).10) 

" 
de do,•-.r.lc la prb!·~ra incócnit'l., v1 , ;ra está Cesp<::jaGa en la !ll"!::".C:':>. 

ec::<:.ción. I.a ::c;:;unda incé¡:;nita se dcr:pcja de la 2a.ccu<:.ciÓ:'1 1 ~n •io:--.é:c· 

se ha GU:;tituido prevüo~<'ntc el v~lor calculacio de v
1

, l'roccdie:-.::c · 

cn_for::n: :;c~.cjan';c con el rGsto Ce l:J.~; ccunciones de (l,J,l~) ::;o;·---· 

obticn-::n tüdo:: Jos cor1poncntr::; del vector.:!. de (1.3.9). Sustitt.::;é:cr~c 
ahora cctc vector, ya cor.ocido, en la ce {1.).9) ~e tiene el oistc~-<l. 

... 

' 

4-U U -·V 
ln n- 1 

• 
• 

" u -n-!,11 n- V 1 .. n-

O nun =. vn 

De la úlÚ:r.a ecunci6n C.c (l.J.ll) .se "tiene 

(1.).11) 

SustitUJ'Cndo este valor en la penúltima ecu::J.ción de (1,).11) :JC 

tiene 

1 (<T 
N" n-1 vn-1 

u u ) n-1, n n 

. . 

' 



., 

· froccCicr,d.o en c:.:te orden re¡:re:;ivo con la::; rc~t::.~.tco:. n - 2 

ccu<"!cior.t::; ::;e c;¡,lculan tot.:o:; lon co:nponcntc:; de -u, con lo qut:! q-..:cda -resuelto el problcm:.~. . ··-·· 

Ente r:étodo h;¡ :;ido rC'aliZ2.do en div~r!;on :;u":-p:-o¡:ra:r . .:J.~; d(< 

co:Dpu'i.adon .. l.o~ ::J::Í::. ~fl.C:."a:1tcs son lo~\ llii~.2.d0S·u-,:,cc:;r y :>ü:.'t:C [t; j 
DE';Q[.'i' proc!ucc J.n dc~co~¡jOúciGn LL: dc J.:.• rrlünt:-;::;·~(¡uc Súi.\";;, lr.r .. · 

solución recre:; bu de loe ·sistc:r.<>.s triancul.:;.rc::;·-(1.),10) y (l.J.ll). · 

Una vent<:.jOJ. de e:: toe; pror;ra:.~a;; es o,uc;· una• vez Cc:;co~p...:c:;ta 'la 

m~triz !,, :;e puede re:.:o1vei una'6cri.c de ::;i.::;tcr.;as·dc la fo1:.·.;1 
~ 

A u1 ~ o
1

, A u
2

-;:::. u 2 , • • . ' rA {1.).12•) 'l 
,....- .... -- - -

uin tener que voh•er o. descol~poncl· !.', cuya d~sco:npcsiciÓ!"l r.o dc¡;o;;-;c!c 

dclt:",if::nbro dercc:r-10 Ce las ces (1.).12), Todo lo-que tiene c,~c :'\acers-:e 

eu aplicar m vccco la subrut!.r.u S(JL'ft':, la r¡_uc con,;u;r,c la. ncnor ?a:·t~ 

·del ticr:'.po t.ot.~l. La M<>yor parte del tic::1p0 se utiliza en la de,;-_ 

eOr:1posic!.Ón de'/,. !C:ste r,,étoc!o rcqt!icre un n~::1ero Ce OFcracio::c;; clcl 

ordc:-1. d'..' l,J. t:::;7, para resalvo~· el siste:~a <~.nteric:· . .._c::te tJ!"'GScr.-:.::o.Co 

d 
'

" . . . . ?5 3-- 1< ,,,-e ;; ccuac.lonc::;, con este ;:-,etodo ::;e requ1erc CJecu-:a:- - _ 

o¡icr:-~ci.ones, lo c.unl consu::le en ur.~ CO::!putac!ora r.ip!.-:;:~ al¡;o ;:,s.l CQ:-.o 

1.6 sc.::;ur.C;;o~~ q~.:c es una c;:o:-üidad sustnnci.:tlr.lentc sor a'tajo Ce la 

nn1..crior. 

El pro:.>lc:~n de resolver m sistemas de ccuacio:-:cs Ce 18. !'or:.:a 

(l.J.l2) e:1 l'Cl.:tción con d r.i~F se presenta ¡m aplic;;J.cioncs de 

' 

diseño se i!"lt;cnicr.la euar:.c!o se Cosca conocer la Cictri\.lución del 

e_sfucrzo en un:.~ misma cstructur~ o en una m-isma máquina sujetn a 

diferentes condiciones Ce cc:::~a que se puedan prc~cntar en opcl·ac:.é:'l. 

Volviendo u lns aplico.cioncs del ¡.;E:,-.1:~.· m::~ tri:-. A viene ::1 ~CI' ln --·-

r:mtri~. r,iob:ü de ricidc:·. que, como y:.~ ce vio, tiene propied;-,\Jc:; 

:p:>..rticul:lres co1~0 simetr.la y posi ti.viC:td definida. far:l este tipo de 

• 



' _, 
},47· 

.matric<Js, el método de Gau:;:;, o LU, se ~i:::tpliflcn custa.~.cial::ten'te, 

I.a 'vcr~:"ión r;i:~pliJ'i.cnd:! l"l.'Cibe el !!C'Mbrc rle método de C~:a!c::i:y. ":::: 

que la "matriz de ri¡_:;h!cz.e~; positivn definida, se puede desr.o,•;.ooncr· 

en la forr.la 

K-- 'l' G G 
' ' 

donde C es u:-~a r.atii?. trú"ri.t:·~lar :::a;¡;criol.", i·or" otra p::n·te, ~a e~~r;,;c-
~ 

tura t.~.n':!<.:ada Ce cst:J. :~atr2.z a¡:;orta ventaja:; ac!icior:al~:; qu~ r~;(c:::::r.:: 

41 

, ' ... 
en Un« sol•~ci0n : .. ¡[:; ccon¿:'li-::a. Er: cfc-::to, 'el'tie~~·.;/0 de soluciC:::: :;:-;, · 

una ;.:o:~riz ~an:!~>'I~C. de <1.ncho c!c bandn d, es rlel orCen Ce n2c. Cc.:.~o
no¡·:.1<:.l:r.ent¿ el <<w.:i·•o de banda de' ur.;¡. oat:·iz es· alc;ur.os Crdct:cs e!·~ 

nac;nit•Jd ir..fcrior a "su n11:".ero de rcnzloncs y colu:~[l;;J.S, e:::;to e:;, .... •. 

. d<( :1, la econt-:d:n de cje~ución e:; eviCcnte·.··.".sí·;•·po~· ejcr.;,lo, :..::-:~

lllatriz Ce ri~iCez típica: ce 5 000 x 5 ovo p•~e;Je "te[:e:- u:-~ a!'"!c!":o Ce 

l>a:1C:;:;. cic lOO. Si :;e utili:..;;ora el r.~todo de 

Mente, r-e reali<:<,rÍ::tn al¡;o así co~o 6.25 x 

ella:. inútile[;, j.JUC~ invcluc:-:J.:rí:ul C1Ultiplicacionc:;; po:- cc:-o. 

Explo';~tH!o la r.nt.uralez<l. bnnc!cada uc la r:~atriz, el nú·,u·o c!CI 

Oper:::cicr.cs reqL:cric!o serie:. Ccl orCen de 2 • .5 x 10°, es dc.ci:-, J 
6 -'nnn~ ''" c~; .... d •~"nr'o- al~-·""'''"'.''-~- -•~n ol o•·ñnn ,,, r<.:~ .. ~- '-" ~a "- •.• ~··~~ ... • u .. ·~- ...... ~ .. "'"'' - -~-· .... 

nu;~1n·~ción de lci::;. nodo.; de o..:n<l r..;üla de elc:"lento finito ~!'ect:.:. 

cnornc:-1entc el nneho de b::tnda, d, de: la c.atriz de l"iGiécz, C:.:.;i:::•.e, 

cnto¡:cc~:, un orden c!c. nu:~.c~·acién ((j:UC no es único) Ó.Vt.i:~o c,uc 

proporcion:1 un ;;¡.ncho de banCa minimo. En el r:lCrcado se p:..cCE>n obtc:.er 

·diferentes prcproec:-:ac!or2s que se enc<1.r::;:>.!l c!o proporcio:::-.r el :::r:c?:o 

, __ .. 

de b~nC<1. !11Í:1i!7.o, co::~o el precra.-:¡3. Ef,::Iii, desn!"rollado er: 1~ l'n.:.vc:-si..:~,.,: 

de l:ancheG"te:-. 

For GU parte, los m6todo::; i tcrativos se bns:m en el e~que:c:n 

donde D es 
~ 

trinn¡:ulnr 

desc6:n¡JÓnt;ase la mat:-i~. A en la forma -
A D - E - F (1,),1)) 

dinc;'on:ü; micntrn.::; que E y F rion mntricco¡ i~~t:·if't::r.!.:I,\..1:.!! - -inferior y nupcrior, r-espcctivarr:cntc, eo¡to e¡;, tienen ccro!:i 
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en GU Gi:.o.:;onaL De c:;ta manera, el zh:te:::a (l.J.l) se puede esc~il.Jir 

CO.""lO 

D " (E+F)u+b 

• 
Dado un valor inicial· arbitrario u0 genérese la secuencia -

D uk+l:: -- (E+ F)uk ..!. b (1.).15) 
~ ,.. ..... .,_¡ 

o bien 

+_F)uk +- n-lb (1.).16) - ~ "' ""' 

donde J es inver~iblc :;i A. lo es, !::1 escue~a it<crrc-:ivo (l. ).l!í) 
~ -- . .-

' . b' 1' . • . ,.,- 1(. ·¡ t . ' r.8 u;•co J., J-a;:-,ancose;: ;;-r _:_ t'.EJ; r:cr. e 

J::.cobl. ~c:te esquc:na tiene la desventaja Ce que :·cqL:i.;>re zl:.lacc:-\;:o.::-

11 . k-1 1k-1-1 L1'" '•"1"' e -V:l or ::mter:cor de u y e actua u o o¡;:co ~er1a u~l-!~<'-r, 
- - . 1 ' 1 

1 ., l • 1 .a · • d ;-::.... K->- _,_ d ' ' para e C<· .... cu ·) oc :1 J.- co::moncn.c e u , u. , cO os _es vc.-cr~~ 
· t 1· · e 1 · · t · - k ... 

1
1 k+ 1 ... ac U::!. lZ;<cc:; e a-;, co:::pc.~cntcs ar: cr!ores u

1 
, ·¡;

2 
, ... , 

. u1:i, f.cs-::ruyc-ndo lru co;np~ncn~cs viejas u~, u~, , ,, , u1_ 1 • De cstn. 
Slwrtc, el cr:quc·J~~~ i"'.erativo (1.).16) se sustituye por 

(D (1.).17) 

El csouc~a itel·:~tivo (1,).17) rccib<-' el no:nbrc cic mé\__odo Ce 

G;~;~ss-c..,;_(!<'-'-• nier:tr:w c;'.lC la matriz (D- r;:¡-l i', el de .':l~tl'i~._de - - -Gé~:JSs-Sci.:cl. istc métcd.o posee, aclc.-n:ts, la ven-cnju de que con él e;c 
. 1 1 ., ' . • •.. aproXJ.:1<J. a so uc1 n mas ruplda.":ler.tc, esto es, conve:-.':e n::c.s r:~~lC:l-

mer.te a la soluci6n. ~scr1tasc los csq~c~a~.(l.).l6) y {1.).17} ~~-lu_ 

forroa 

(1.).18) 

y 

(l,J.19) - - -
o 



' 

• Ahora !:C dctcr~i~a la CvoluciÓ:l del error p~rn cadn c~oue~.<t. 
P:J.ra el de Jaco o.:., ~i u": es la :;ol...:cié."J, cnt:J:;::c:-. :;;:~is!".::.cc 

( 1 k+ 1 k 1,).18 con u - u ~."u*, esto C::l 
~ - -

J u• + (1.).20) 

~ ~k ~1 •rr•r Lla:r.csc " " ,.. " - en la k P.cstnr.do (l.;.zc: 
do (1.).10) se tiene ·, ' .. 

ck t-1::- J k 

' - • - (1.).21) 

Del hecho que 

1_ J ,o ' -
.. - • • 

,2 
" J ,1 

~ 

,, ,o - --. -
• 
• 
• 

cte. 

oc conéluyc que ** 

(1.).22) -
Ctlya evolución sÓlo depende de J. Se dice que J es gorwcrn'r.tc ::;~ 

l:i'm.f!.t.:: 2· A:>!, para f. convcn:;';ntc, li:~ :;;_k~ i· Se obsc!'\':1. que 

k-)00 k-)<\.? 

-J es convcrc:cntc cunndo se va haciendo -. que ~e le clcvn a potcnci~w r:t;Í.s altas. ,\::;i co;,o ~.:n nú:ncro rc;:l de 

valor ;:¡,bsoluto mcr~or que 1 se va hacicnJo c::tda ve:>. más pcquc:'io a 

medida que. se le eleva a potcncins :r.ás.altas, una matri::. es 

** En 
k 

' ' 
k es supcr.i'ndicc, micntr:l!> que Jk 

' 
exponente 
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• 
conv"c!reentc :;i los valol·es ·ilbsoluto::; de toilos su:; valore:; c:~ractc~·L:;~ 

'ticos san cstrict<::!er:lente rr.cnorc:; que 1. Al ::~áximo ·:ale::- ~b~-:;}.,.;to <.!(! 

los valore::¡ caracterÍ:Jtico.:; Ce ~.;ni matriz f, se le lla:::a "r:•d.io 

espectral- y Ge rcprcscr:ta ·por f. As!. 

(1.).21) 

Entonccc:, el csquu1:J. iterativo de J;:o.cobi· cor::crc:c s~ ,,, .. ~ .. '-~t. 

f (~) < 1 (l.j. 21~) 

/ln,.lloc;:::ncntc, el error del csque::'!a i}:erativo,,Cc Gaus:.-:>eiCe.J. .. "''-·,. 

por lo que este esquc:.1a ~onvcrec si 

. . - -- . > ~ ...... , 

(l.J.25) 

Es claro que micntra::; ~cnor Rca el radio espectral de u~ 

csquc::-.a itcr;;¡_tivo ::;u rapidez de cor.ver¡:;encia SCl"á .11.'l.yor. U".:::-. ~cr::-.a 

de lo~rar un radio espectral menor es noC.ii'icnnCo el csquc!.l:J. i te::-~. ti ve 

de Gausc-Scidnl, introd~.:cicncto un factor de Robrcr:rc·l;>,j~c:ür.,U, ~a::o:· 

·que l. Se obticnc, cn1io:1cc::;, el método it,cratlvo c!c :;obrcr~·clco.j;:o.c.'.6:\ 

suce~iva, cuyo csqucma cs el siGUi;:.ntc 

. {D :-wE)".Ik .-.1 - -- (1 -W)D +o.J F} 
- N 

(1.).27) 

o bicñ 

(.JL)- 1 n-1 b - - -(1.),28) 



-- -- --------. 

donde 

D-1 E • 

La rapidez de co~vcrcencia del c~quc~a (1.),28) UcpenCe, cn~cnc~~. 

BÓlo del fnctor de so'::Jrcriélajaciér.w. <-~i'n."cil.ó.a pl:"obl~~.a paz·tic!lrcr 

existe un valor ópti:-.o 

Sin e~bareo, no ~r.i~tc 

. . . 
C.e-'so'::Jrerrelajación'que ::w.xir.-.i:.:é:.. esa rar·i2cz. 

en·e;c::eral, U!". ::-.~todo ¡:ara halJ.<:::- e:;e 1;,.c-!.:Or' 

y nor¡,¡alr::cn<.;c ticr.c qt.:e dt:tcrw'...rzc~c 

valores • 

--

. En toda la di:;cusión anterior ce h::.. con:;idcrado que "'.;<;n:o t, cc:~.c-~: .. 

b se conocen a lCJ. perfección. Sin cmba¡·¡:;o,.•l;n-la-¡;ráctica esto r:.,j• ,-... l-•~
~ 

sucede, En efecto, si A o'b proceden deo ncdiciOr:c·:;··, éstas intro:iucZr, '"' - -r;icnprc "ruido'', c:::to es, lmprecisionc::; dcbiC.as a la i,-.lposib!_l!.di!d de 

calitrar ¡;crfccta!'lcnte lot> instru:~entos dc.:::cdic:ión, o tien a er:-o~·e,:; 

de aprcci~ción de f...:lrtc de quie::es toman las lecturas. E:l cálculr.~ 

relacionado:; con el :.:;:;:, tanto l;:¡ nutriz,¡ co:.~o el vector b se - ~ calculan dentro de la náquina, lo cual introc!ucc errores ll~~nGcs 

"de redondeo", esto es, debidos a que cualquier Cur:lpUI:<lGc:-a no 

·dispone rrds que de un conjunte finito de nt:MCl.'OS, qt.:e se lla:-:an '"cie_ 

punto flo".ar.tc", o,cracienes entre nú:ncro~ de !JU!ltO flctantC", e:-~ 

ecncral, no producc!"l otro núme:-c de ¡;unte !'lotantc, por lo que el 

·result;;¡do deber¿ :qnoxim01rse a uno de los dos nú:~.cros de pu:-:to 

flotan".;c m;Ís próxi:nos al resul tacto rC"al . A lGUl'.:>..t. r:-.<lo_ui :-::::s apro:<i:-'.0-n 

110r defecto y otr:ls, por cxcc~o ; pe.::-o no r.cccsa~·üwente al nl::!l~.::'O de 

punto flot~nte r:Jás próximo. &n seG~ida . . . ' presentn una c~scu:::.on 

somera de los errores de redonCeo presentes ~l resolver el pro~le:~:;. 

(l.J.l). 

Antes de continuar con la presente discusión se introduce el 

concepto de norma. de vectores y Ce matrices, ... . . 

• • 
• · .. 



.. 

• ·.·· 
l..S2 

La nor~a de un vector v dé dimensión n es una ¡;c:¡eralización del 

concoopto d<: rr.at~;ni tu d. En efecto, la r.:::t::;r'li tuC do un vector <ia ur.a 

idf:a sobre '11 tar1aiio dt :>us ·com¡JOn~ntc:::; consider:~dos clobal.-:cntc.···

Esta ce define co~o 

r¡vu::.. 
~ 

(1,).29) 

Ze observa que esta Jna[_ónitud nunca e~ ne¡_;~tiva y ~e anula ~i. 

y ~ólo si v ~o, c:::;to e::;; si todos y caCa uno de, los r.é:::c:-o::. '1.- t:e 
• 

lU1Ular:~, Por ot::-o lado, :::i cada conpor.cntc vi se IT'.Ultiplica por Pi 

misl"lo escalar e, :::c. tiene· 

\1 e v 11 
, N 

t e [ \\ V \\ 
~ 

y, finalmente,- para todo'par de vectores v· y•w; 
~ -

\\ V+ VI \\ < 1\ -~ \( +- 11 _W l\ 
N - -

que no es otra cosa c;_uc uno. condición de existencia del 

(l.J.JO). 

(l.J.Jl) 

lados :!.• ~y~+-~- Por esto, b. últir.1a relación, (l,J.:.H), ::;e ll<.J..T.:t 

"dcsi¡:;ualdad del· tri::in::;ulo", Gcncrali::<:!nCo el co;;ccpto nntcrio" ~e 

t~nrlr<Í 1 una nor;:¡a para un espacio vectorial es un núrwro real que, 

!>i v, v1 son vectores del espacio, 
- N 

i) La norm:J. es po~;itiv:< dcfinic!c., c:;;to cs. 

y se anula si v :;6lo si v se anula _i¡;u:J.l.r.entc. - • 

ii) Es linc:J.lmcntc homoEénca esto es 

·11 e,!tl ~\e\ l\ :!_\\ 
. 

lli) Satisface la dcsiGU:J.ldad del tri::inculo, esto es 

\\V+Wt\ 
~ ·~ 

1\ !-!l .¡.. 11 w 1\ .. 
~ 

o 



" ;_,_ 

' ' 

,. 

116tcse que <:n la def{rüc16n nnterior no ::;e ha i:--.pun::;to forr::.I 

alcuna para calcular la nor:r.a, cor.w e::; el cn:.:o en la definici¿:J 

(LJ.29). r,sí, cualquier· mímcro rc.al a:;ociado a ca~a 'H:ctor Cc.l 

ccpacio en con:.;ideración, que :;atisfa~a 1.:.~ pror•~edade::; i) a iii) 

anteriores e:> u:1a nor-:r.a. Ejer.plos Ce nor~:a::; son los slc•.lie~ttc::; 1. 

n VI\ mJx { 1 vi 1} (l.), J2 - ' 
¿ 1 1 (1.).32 \IV 1\ yi - i 

.. 
"· 

:' ·' 

De éEtas do::;, la prH1cra es la :r.ás f!icll y- econé:.~ica de c:;,~c'..l~c.:· 

y por eso ::;e emplea r..ucho en análisis nur.:érico para cilculrJ C:e 

erro re::, .. ' ' 

Por otra parte, ya que 1.1. definición rlntc.:-ior Ce non~.:¡ no se 

linlta a vcctore::; dc!'ir:iCo::; como 

aplicar a r::atri::es. Una r.orma de u:-1 esp<..cio Ge r~atrices, c,r~to:--:ces, e,; 

l.lna r1cdid."l. del t;:mafío de la::; compo:;cntes de cada ::-.;::.tri~ Cel es:;:;:cc.:.u, 

con::;ic!erad<~::; c;l<.;b¡¡_l::Jcntc, de mane!'<~ que mientras r1ás pc<:ue:;,_ se:>. l:>. 

norma de una mah·i~·., mús prÓXirT,a estar(, do la mntr-i~ n~J.C\, ~jc>:~?los 

de norrr.u::; de ~latrices ~on 

1\ A 1\ (1.).}) n) 

. 11 1\ 11 l~áx L. \ aij 1 
N j i 

(i.J,JJ ~) 

-
! A 11 - ¡,;áx_ aij l -- i'j 

(l.J.J3 e: 

Un concepto pri:r.ordial en el ar.úli~Ü; de error de rc,Jo::d~o en 

cálculos con tr.D.triccs es el de E_Ondiciún de una :natri::. Da0:• una 

matri:: A de n x n, invcrti"blc, :;u condiciún se define como -
cond (A) -::.. 1\ ,\ \\ - -



Se observ<l de ir.mcdiato oue la condici6n es Ull r:t:::::cro al!::.1er.sio1::..i, · 

y se do::mostrard que es un:J. r.cdida de la ;:¡mplificaci6:; del errt.ll' de 

rcdom!co. /,s~, un nú::n:>ro Ce ccndicién bajo c:;t;:Í. p!'Ó;:i:.~o a 1, aunc_~e 

nunca es inferior a :!.a unit!ad, mie:1tr<Js q~.:c uno alto .,-.:cde se!' tlcl 

orden de 1 000 o r;,,;yor .:i.'in. i.·i.:-ntras r;,ás alta ::;ea la conc!ici~n Ge 

una r:1atriz, r:.ás ir:]p!'eci:;os sc.rán_ lo:; resultados de las cperacior.cc~ 

en que ir.te:r·:icnG" esta mntriz, 

su.,óncase q_•.Je se conoce A a ln per!'ecci'ón 

conta::~i n;.do 

en rc:.lidad 

~ 

con ~;n er!'or ()o redondeo .$. b. -
A(u + ~ u} -- -

Así, 

; pero que b cs•cJ -la ce (l.J.l) e~, 

(1..1.35) 

donde ,Su es el error de redondeo produéico por $; b.· ·Intcresnrt -calcular el error de redondeo en el cálculo 

calcular el cociente " 1 

de u, -u\\ /11 -
-en tC,rminos Gel Ce 

~ \1 en -::ér::i::.os ~· esto es )in-~c_rcsa 

de 11-S b 11/11 bl/. Y.-. que la ce (1.).1} satisface ~eóric~~entc, - -
restf.~dol[), de la ce (l.J,J5) se tiene 

A u b -
o bien 

u = A-l b (l.J . .JG) - -
De una propiedad de las nor:r.as se tiene 

• 

1\ A-l~ b\\ < l\ A-l\\ 1\ $ b 1\ 
~ ~ ..... ..... (1.).)7} 

que nc¡uf no ~e dcnostr3.r.:'Í. ~a::;te con decir que cst:J. dcci¡;:.!:tldad c:::-:;:i 

n.sociacl:l .:<.1 prod:.Jcto intcr:1o Ce vectores. i::n efecto, 

vccto¡·cs Ocl ::~i.::r:]o esp;¡,cio (para el CI.W.l prcviancnte 

. . 

::;i v y 1·; :10:' .:es - -sa r.a dcfi::.i~o 



.... 

l ~~l-=. 1\ ~1\ 11 :! l1 leos(__:;, w.] 1 

donde cos(v, w) es el ·coseno Cel án¡;ulo - - que forman los vectores v 

y w.· Del hecho de que { cos(v, ~,¡ \ < 1, 
.-.- ....... - la ie;ualci:~u anterio:· se 

tranforr".a en la de~iGualda_d 

"1\V•W\\ ¿_ \\V\1 1\ W ~ 
,.... ....., - '"" .-.J 

que es una desiE;Ualdnd conocid11. cor.:o de Schwc.rz. 

Volviendo al sistc~a (l,J.l), ya.que 

A u =b -- -
" tiene 

11 b 11 < \1 A \l 11 ·u\( -- - - {l.J.JC) 

Aplicando la desiGUaldad (l.J,J7) a la ec (l.J.J6),·se tiene 

(l.J.J9) 

·Multiplicando miembro a miembro las desigualdades {l.J.JSj Y 
(l.J.J9), ·s~ tiene 

u 1\ - .. 
Si b;f o; se 

N -

pucde!1 dividir ambos miembros de la Últir:-.:l 

11 u 11 ti b 11, con lo que se obtiene - -dcsi~ualdnd entre 

h~ u 11 \lbbt\. 
~ 1\A\1 \\ A-ll\ ...... =cond(A) 

.... ..... 1\ ~ b t¡ ...... -. h u 1\ 
~ 

(l.J.40) 
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con lo que ~e dc:r.ue:;tra que la condición de un;:~. r.::J.tri7. e~ el f<lctor 

de a':lpli f~c<:.ción del error C:c rt>dor.LOec, 

ir.precisió...-, en A, - 1 pe::-o f'n aras Ce 

análisis Yil no se CCI:1:inúa. 

Por ln ir:-.;,ortnncic. que tiene la condición Ce ,.;na n<:tri;:, la 

rr.~yor p<i.::-t-; <ic los procr"-::12-;> C:c ele:".Cn";o i"ini to ¡:roporcioc:J.n OJ!"".:J. 

csti:r.?.ciGn ~e c:>tc ' n·.J~c::-o, :r2. que un 

co~toso 1 per·o t<'.!7l'oi<3n, in:"".eccsar~o. 3n aplico>.cio!"",eS del!.:'.::' a 

pro~le~;;.s cr: r;,cdios c.l.;:sticus p.lanos ~e cenera ur,a 11.all2. Ce cJ."':~er;t'J~ .. 

Si la r:.alla es triar.c;ular, se tendrán clc:;¡entos Ce lus for~·as de la 

Fig LJ.l 

(~) (b) 

Fig l.J.l Elenentos finitos 

El elc;nento de la Fig l.J.l (al es Casi equilátero, :nie:rtr~s o_·;¡• 

él de la Fi,;; 1.).1 (b) es "rcuy escaleno", esto es, sus lados son :ic 

lon¡:;itudcs r.:uy desicunlcs. Uno:: mullé! con elemento[¡ equilá"";e::-os 

proC"Jce ur.n m:ttriz d~ rigidez dt: condición b:lja, :r:icnt:-~s que '-'~~ co¡: 

elc;:-.cntos ::-.\.:y clcsb~lanccJ.dos, co1r.o él. de la Fic l.J.l (b),·p::-o:::.:c" 

una ;;¡a~ri: de :·i¡:;idcz C.:c condición rr.uy rüt:... Existen ~:-cr::-:-c~'':'."'"~·,:os 

que bal~ncc:tn una ;;¡all<'. dcs~alJ.ncc~U:t. 
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B A t t E S T E n O S, S. A. 
ingcr.ieros consultores 

mXI(O 11. IJ F Hl. I•I·H·:> 

ANTECI:OE~lTES . 

El grupo Con~tructor<:~. General del liarte, S.A. solicit:6 n D<>llcs -

teros, S.A., un estudio sobre la causa de la Falla de 1~ sección 

T¡:-ansvcrsal de los Túneles 1, y 2 ubicados en "El Salto" o:oslado 

de Hidnlyo. Para ello proporcionó la siguiente información : 

(1} Pl<>no cstructur<1l No. v.F, 049, de la Dirccci6n General de-

Construcción de Vf<:~.s Férreas, Ocpartnmcnto de Estfucturas de la -

oficina de Estudios Y Proyectos, De fecha Enero de 1980. 

{2} Estudio GcotGCníco en el Sitio de los Túneles 1, y 2 de la -

linea géxico- QucrGtaro, ubic<:~dos cerca de "El Salto", Hidalgo , 

cíeCtu¡;¡do por Pz:-oycctos de ln<Jenicr'ia,Y Diseño, S.A., de fecha ::o 

vicmUrc S de 1979. 

/('\'J)) (3) Reporte 

1 ~~General del 

fotográfico de l;:¡s fall;:¡s, cfcclu;;~do por Constructora 

Norte, S.A. 

X, 

' 



l. 

l. TRIIBIIJOS DE ClJ·lPO - • 

se pn:!scnt6 un antiliSis preli;:ünar Ce-la· . ..,.:·' 

cau¡;a de ln filll<>·. E~t<l ::;ui:cdi6 cu.3ndo el relleno que !>O estaba -

colocando alcanz6 un· espesor de 27.8- metros ,respecto ot la cúspide._ 

de la sección del túnel (Fig. 1), Las c.::~racterísticas de la falla 

se pueden ver en el reporte 
' 

fotogc~fico ( 3 ) • 

l I. Cl\MCTERISTICJ,S NECr.tHCl1S DE LOS W>tERIALES. 

a) Scc:ción del túnel.- Tiene un concreto de una resistencia a la 

a la compresión simple,f'c = 15ok9/cm1 a los 28 dfas de colaCo, -

su módulo t¡¡ngcnle de clasticid;;¡d se puede conSidcrilr Ec " 1.5 x 

10 , ton 
cm> ' 

fuerzo en 

y l<l relación de Poisson Yc = 0.15 • 

el limite elástico tiene un esfuerzo 

una deformación \.miaxi¡¡l 

cy = 0.001 r sn módulo de elasticidad es 

Es = 2.1 x 10' kg/cm' (Rcf (1) ) • 

El 

'r 
acero de l<l 

=~oook9fcr..' 

e o-

b) Relleno sobre el túnel.- Su procedimiento de construcción fuG 

· de corte con tulmlcs de 1/4 a 1 y berm;;¡s Ce 5.0 m de pl<~ntilla ca 

, da 10.00 m de altur;:¡ (Fi<J. 1). Los par:imctros de rcsislcncia del 

· ~;-relleno los consídc.rarcr"os similnres- a los de su estado natural

del subsuelo: una· cohesión e= 15ton/cm1 , un :in':'ulo de fricción-

i t 5 ° 1 ' ' 7 Co" 1 (2) ) n crna 4>"' 1 y un pc.-;o vo um<"trlc:o '(='l. ---, Ref. • . cm 

X, 

' 
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" 

o 

• 
lV. TRABr,JOS DE Cl\BlNETE 

a) COMPRESI0/1 POR /.!CTRO DE TU.'/[L V[L Ji URO~[! 1 ~-~F,tg. 1 • 

ton· ·--·x m• 
.... " 

27.8 m x 5.5 m= Peso relleno : l. 7 

' 5. 5 o. 6 2.4 ton 
Pc.:;o arco (2) :--r-Rad ,x m X l. O m ' m X m• 

Peso (1) l. O o.' 4.4 2.4 ton = muro ' m X m X m X 
m• 

1 • • • 

P¡x = CLtrga normal del ,muro (1) en 1 

· · h) PRESIONES SOCRE [L ·TUNEL 

~v ~ Prcsi6n Vertical= 1.7 
ton 
--X m• 27.8 m 12.44 ton/m 

+~-:>.5 m 

ton = 47.26 --¡¡¡T + ton 
2. 26 m• 

= 

' "' ' . .. ' 

259.93 t·. 

12. 44 

6. 34 • 
.. .. ~-

278.71 \• 

k-x~,. 
~~V 

ton 
= 49.52 m• 

X, 

' 

La prcsi6n hori::onlal sobre el lúncl se calcula del estado J,clivo de 

R<lllkinc que se muestra en la Fig 2. 

e) 'M'ALlSIS OEL SISTEMA ESTRUCTUJ::,\L.-

J\nali<"•lndo el sistcnia estructural mostr.:.do en la fig. J, se obtiene

para el punto 1 de la b-.rra (1) los sigtlicntcs v.J.lorcs 



( 

o 

X, 
1 

P'lx 

P' 
ly 

M' 13 

d) 

=Carga normal= 278.71 ton 

=Corte =131.8 " 

=Momento =.:.6{;,8 ton --m 

• 

• 
fSrUCRi'OS [11 ANTES VE lA FALLA. 



.o 

X, ., 

i) CARGA ULTHIA DEL /.!URO •• 11) VESPUES "o E LA FAltA. 

i !OOcm -¡ 

. ·~-----+-;'-, 
' .. -· 
,_ 

f· 14 r~ 

1 
OtHc 

1 

' . 

. 

-
To•I•Ao • • 

La cargil. de fallu por compresión aceptando el rcct.Íngulo cqui-
• 

valcntc de cs[ucn.os de Ch. With .ncy es : 

Nu = 
lOOxSOxlSO = 239 846. 62 kg 

''C2xcc'"''~xc_2c4,_ __ - + 1.18 .,, 

Comparilndola con la comprc5i6n en 1 . 

239.9 
T'T"if":il ,. o.BG < 1.00 

Significa que en 1 ya se formó una articulación plástica de -

falla, cuyO mccani,;mo se muestra en la Fig. 4 

• 

•,,. 

-·- . - -----
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o 

gl. CMWA VE PMVEO VE LAS VARILLAS VE $/8" ( 1 x: H7S. cm) ·PARA 

L~l50cm. 

E = 2.1 x lO¡ kg/cm 2 , I = 

P
1

= 11~ X 1.1 X JO~ X .3118 

150 1 

287.22 
l. 99 

' = 144.33 

11 X }. 5875' 
--64 

= 287.22 kg 

Para un paguctc de 3 vbril1a~ 

--1\ = 3A, "'3 x 1.99 = 5.97 cm 2 

= 0.3118 cm' 

:'\ di:ímctro cguivalcntc 

., 
~3 

x. 
y 

= f~ x~;,-97 1 

-/ " 2.75cm 

• 

• 

3.14 x 2.75' ~ 2 _81 ~m• 

64 

,, 
X 2. 1 X w' X 2.81 = 2.588·. H kg 15-Ó 

2588.47 433.58 k()/cm2 
-5.97 • 

• 

8 



! o 

' . -- ' 

'X 
' 

r, 1 
lOO • 3 " 

33 l ' 341.04 X "' 
o, • 100 X 33 " 

33 -,- ' 341.04 X 26 

" 2 8. 4 2 e • Q> 
y = • 

y 

(Tx = 
M 

Q, 
y • y, Esfuerzo ) 

E:>fucrzo cm cl.concrcto : 11"c • 

E!>fucrzo en acero comp • 

r.::;.fucn:o en acero tensión: 'fs = 
' 

' 383.67 

- 383.67-x 

cm 

278 710 
5~TJ-:b7. 

E.SFUEI:ZOS EN 1 OESPUES VE LA FALLA • 

.. ,~, .. 

'_1._,__1 _· r"--'--'-. 
nA0 • 9•q2_G3•36~-G7<m' 

X 20' 

20,:: 

• 1 S81 511.0·1 cm'" 

SS 60.64 cm!.,, ' 

. ' 

k -- • 
"'165.29 ~ .. , ... cm 

); 26 )( 9 = 1172.34 

X 20 X 9 = 901.80 
>e -· cm· 

100 x 29.5 1 + 383.67 x 20.51 = 1 016 983.15 cm' 

29.5 
383.67 o, • lOO X 29.5 X -,- " 20.5 35,647.27 cm 1 , 

r, 
28. • • . 0.3- • 

. 
oncrcto ,, 279 710 29.5 230,65 kg/ cm2 > lSO kg/cm 2 

' = :r 5b""""4 i-:-2 7 X • 

' Acero X 20.5 X 9 = 

' ' 
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'· 

V .CO:lCLUSlO:lES 

l. En el 

valor dl: 

punto 1 

lGS !:.'1 
cm 2 

' 

el concreto en <:!l manto interior <Jlc;;.n::6 un -

<JUe es mayor <JllC ·~1 'de proY<:clO de 150 kg/c"'1:.. 

~imult~ncamcntc el o1ccro to.TlÓ una co:nprcsión.dc 1172 kgjc"' 2 ::-.,·.~·ar-

que 433,(; kg/cm 2 quc:cs·ta de pandeo de un p.1quetc de 3 varillc.s 

de' s;a~, originilndo 1,:¡~ f<:illils qua se obscrv<m en el reporte fo

togrf.íico ()) .-. 

2. J.os mantos interior y exterior de rcfucr7.o nO esUin corwctaCos 

entre sí, lo que origina que el rc(ucrzo a compncsi6n prt.icticc.:r.en 

le no t:r<:~b<~jc y se p.:~ndec como ~c observa en (3). 

3. Para el nivel de cargas a que se. llegó la gco,.,ctría de la sccc' 
1 _del túnel no es lu .1dccuada. 
•-" 

Esta debe selcccimmrse siguiendo lil 

' 

linea de presiones. 

4. La c:>tructura (;e encuentra en 1ü mo;ecani(;mo inicial que SE' pre

,.-;enta en la ~'ig. 4, con arliclllaciones pl<istica,.-;. 

5. La rcdistribuci6n Uc momento,.-; <1yt1d6 a que no se formal"iln rotul;. 

pl.'í,.,tic<~s en los puntos 4 y 3.00 m arriba de 2 

6. Considerilmos qu'? l<l cstructu1·a no fue proyectada para las car

gas que ,.-;e muestran en la figura Nu:n. 3. 

• 
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o 
1 

VI • RECOI1EllDI\CI0:1ES 

J._ Pc:;c¡,rgar l<I estructura ele inmc:>dinlo. 

'2. Ob:;crv"-r si hay fallils en el manto exterior 

• 
3'. Reparar la sccciGn aumcntilndo su c:;pcsor de acercarse a la 

linea de presiones. 

4. No demoler. 

OCtubre 16, 1981. 

X, 

' 



{ 

12 

o 
--~---------------------------

F 1 G . 1 
X, 

' 

' o 
o 

• 

• 

' o 
o 

" 

. R~lleno 

12.50m 

\.~=1.7~~ 
C=l5 ton/m2 

0=15° ~--' 

Jcm,./_ 

T 
-'-

7crn-r 

' o 
o 

• 

,. - . 

T1HHno nalurol 
• 

r-!5_-r-~ 
SECCIONA-A 

tC•150 t:.o/cm2 

fJ • 4.2 lon/cm2 

GEO::ETRIA Y CARGAS AL li!ICIARSE LA FALLA 
DE LA BARRA ITJ 

. . 

' .. 
--= 



( o 
' 
~~----------------------> 

. 

. 

• . 

. -·. 
......._[n~ol,cniO '" fa 11 a ~e_-

• Mohor Coulomb 

'.;;--¡; z .. ~'"~ . 

•• l ,, ,, 
ro •• 

''" 
o" o" ,• ' 

e' ro-, •• ,. 
\J m "' 

,. ,. 
1 

,. 
/ 

' 

20 ):___r 97.00 Ion. 1m2 

472~._!_on/m ~ ¡ " ., 
64. 6~ ton/on. u 

o -

FIG.2 CALCULO PRESIOi:ES ACTIVAS Y PASI'/AS DE RAilYdllE 

'· V 



. 
. . 

.. 

• 
• ' 49.5 Too/m , 

' 
. 

... 

• ' 
. 

1 20T~n/m ; . . 
20'Wm . . ' • • .. ' ' . ' 

~~ 
-

[i] 
. 

' . 
. • 

1 --. 
~ 

6 '• 1 •• • ·" ' ~-~· --' ~¡ ~ 
. • 

1 .. 
'< • . 

' 1 ' 

' 1 

® 0 

~ 
- .. 

' 

0 ' ,[i] . ' . 

• 

... 

" . ' 

" . ' 

® :::::¡ ,¿ <D ' 

llii/i!i/il J¡)¡¡JIIÍ7 
. 5 Ton/m 

1 1 

. . . 
11.00 m 

ES c. ¡: 125 

~ ~ 

Fl G. 3 GEDl:ETRIA y CARGAS . ' 

X, 

' 



\Ó 

o\ 
-~T---------~----------------> 

. 

. . - .. 

' ' 

' 
5.55m 

' 

• 
4.40m 

(í) mfm0 
• 

X, 
FIG. 4 HECANISl\0 ACTUAL OE FALLA 

. ' 



• . • ' 
'¡ ') 

• 
• 

~ 
' ; 

,, V
 

rl 
, ; 

J.. . 
.. ' '' ·¡ ' 1 ' 



' i. 1 

~
 ., 

.... 

,. •¡: ._¡_ • 



1 

1 

hl 

-··· 

q 

' 
' 



• 

J 
---

1 



• 
'-

' 
'''

 . • 

--. 
' ' 



••• ,~¡;¡ 
D•'140• 

• • 

' ---

' .. __ ... :· .. 
~-·:.'~:,;;,,·,~ .:·· 

- ' ~-..-· ... 

.. 
' .. ... • 

:• . 
-... -- ·,·--·-····, 

•. • r .· .. 
-il ,~_, __ ... 
• 

. ·e- • 

-~ 
,. "· , .. -
. ' ;: 

; ·:··:: 

~-,-

•. 
;._ ·- ., 

·. 
·-

. ' ·, " 

.. 
.-

. .. . ~· . 
.··.;;•."""'""-~ 

-·: : ., '·\ 
' 

\ 

• 
.. 

.. 
... • . . ·: 

.. 

.. 
- ... ' 

. ,: -
-,--.- ' . ".,·-:,-· .. ~ .. , :_ .. ·-. 

_ .... .,.,,_ 

• •• 

. ,_ ·-

~-. -~ 

.. -

-

' 
'.·' .• 

.. 
.. 
' 

.. ... .- ···'-''-J. . •,' •. ¡ -'""' -.. . . • ·- ., ..... 

• • 

'• : . 

22 

J 



1 

• 

. . ,. ,._ 



J 
-· 

' 

¡ ·" 
' ~ 

) 
' ' 
'· 

' .· 



' 
·¡


_-.. ..

 j
 ', 

a !V
(-

-·:
!:.

'!''·
:::

;· 
., 
J .. ~·::

::\~;
-~-_,

·. 
:-

.: 
~-,

 ·' 
• 

'\
1

,\
,-

' 
')

f
l
•
' 

... ' 
. 

-.
. 

. ' 
" 
. 

' 

.. 
·~

.-
. ' ' 

..... ;
·· 

i-~A
~\:\

·-
' 

' 
. . 

. 
j 

__
 =.t

: ;
 ~-:~

'i ~;
 /:;'·:

'. s.:
·.:;·

 
·.>_

 
,;

,·
 
..

. 
, 

.. 
·:¡

·-
-

·-·
<·

-··
..-

·-·
· 

'•
.,

 
_., 

. ..
, 

' 
.¡-

--,
-e

 
-.

..
..

..
..

 _
._

, 
._•

¡ 
~
-
~
-
-
-
,
·
,
_
 

.•
. -

.. 
. 

• 
' 

• 
' 

' 
•1 

-· 
• '

 
' 

• 
• 

-'·
 -

: 
..

..
..

 -.
 

·
.
 "

(
' 

,·
-

..
..

..
. 

1 
-
·r

~ 
,.-·

. 
,"

···
-:

· i
'·

''
,.

 
1 

· .
• \

-.
" 

\.
:'

"·
'.

-~
 .. ~

-
·.,.

-
·-

· 
••

 
':.

't,
 ·.

;.:
.: 

r:,.
: t.

-:
:.5

{·
 

.. -
·· 

"i_
-.,;

. :\
": 

-~-
,_.

,.-
\ 

' 
··- ·-

·-
--

··'
11

--
,·_

.,'
 

'f
 

..
 ··

 
-.

;,
 

. 
' 

['
, 

··
·-

~ 
. 

...
. 

..
 

-, 
.
.
.
 , .
..

. ,
 

' 
. 

·-
·-

··
 .

;;
 ...

 ', 
,,

 
• 

: 
.:

 
. 

:. 
-
··

 
••

•.
 ¡.

 
··

-
,:

--
-~

--
· 

..
..

..
..

 '•\
 

..
..

. 
-;

· 
.;.

 "
''
• 

·-
-~

 • ..
.,~

:·,
-~:

;. 
,.

, 
;.

-,
.,

·-
.·

'·
, 

·,
 

·-
¡·-

•• ,
._

: _
_ l-

-
,:

:.
 

·,-
--

:.
 

-
~
 

-~
-~

::
~·

··
·:

 ·
.• 

_.,
' 

.; 
" 

.,.
 

•.
 ·

"
' 

' 
r,·

 
·.;

 
... 

_ 
-
-
~
"
 .. --

. 
. 

·'.
 

• ...
.. 

. 
. :-

. '. 
. . .

 . 
. ... 

-.-..
.....

 ,-
·~

;.
'-

_ 
.....

.. _ 
'•

 
.. 

·•
' 

.-...
. 

~-;
 ;

.í 
·.

• 
_:

-:
,-'

 ·
' 

..
. :

: 
.: 

_._._
( 

·:.:
:::j

 
-·

-·
··

··
··

··
·'J

;,
J<

 
.
-
,
~
¡
,
 

.
.
.
 
·~

"·
t.

' 
-,

 
•.

 ·
-

• 
"
·-

"
'.

 
,.

 
''

~ 
--

, .
. 

' .
. ,

¡•
 

·-
·-

' 
..

..
..

 
1 

' 
• 
~·

-'
 

l~j
;:
'/
-1

--
~-
--
-·
--
· 

;:
.-

. 
:.,

_•
·.t

¡'•
 ,

,-,
 

...
...

 :_
 

.¡
,¿

_,
.;.

_,
.;.

J:
::

.L
·:·

 
.,

 .
 

-
~:
.-
.-
-:
).
:.
..
~"
-~
<;
·-
-

¡:'
·'-

,"
"j

 

.. ; '_
. ' 

i;
' '
:;

 
; ~

--
' 

. ;.
 • 

;,
 

' ' . .
 

•'
 

: 
: ;

:-

-...
 

! 
' 

-.•
• 

,.-,
 •• · ___

 , 
. 

' 
: '

. 
,_ 

. .. 
•' ¡; .. ¡ ' '' 

-..
 

,. } 
;-.

 
' 

' 
.. " 

. 
•. 

. , ;-
. . , 
. 

.-.
.. 

• ... 

... ' .. .. ' ' 
.....

 
-- . 

·>
. 

.. 
'.

 
·1 

., 

'· 
.. , 

-.!
 .· 

.. '.
; . 

'• " 
, .

 
., .

 ' 
. 

' 
l._.

 ~ 
' 1

 
. •

, ¡
 

<
 

., 
.. 

.. 
• '
" '

. ¡
i 

' 
, ...

. 
\'

 
" 

'(
. 

-_:,
, __ , 

·' 
' 

·'
t ~--

--
--

~-
--


. 

''·
 

.. 

.-
.. ••
 

i, , ·. •• ' 
-. 

¡: 
;. 
. 

' 
<

 . 
''
 

,.
 



/ 

re-e--·--_-_---
.. ·'·-· 

~ .. ; 
--
. . ' 

1 

-· 1 
-: ..... -.·.--.. ·-.,...., ~ .. 

.... 

·---·-------------, 
• 

'.-

-". " 
. ';-

-·. 

;. ~.. ' . . 

-----~ -. 



·' 
. ,. 

_, ... .. .. --

J 

·' 
-_, 

.'! 
-';· 

,. . . 
..... 
. •'. 

• .. / 

' • 

1 1 ·¡ 

. .. 

. , ... 

•• ' 
' 

' 

' 

' 
' 

•• 

' 
.•• 

• i •· 

... • • . 



' . -. ' : ,. -··· 

•. ' 

,- . .,;_,; 
Q 

. ' 

--, ' ·-~~ . ·--·-_..,, 

.. ...... 

-.. -~- -~-.. 
. . • ' . 

.. 

' 

' 

·' 

.. 
' < • 

' 

.~ 
• : , .. 
• • • 

. ' . 

.. · 
• • •• 

~ 

1 . • , .. ., 
• ' :·;..: 

•' 

' ; 

• 

-· ... -

21 

1 



; --

'iClr::(ldSC. 

-L \ ?iO.L · 1 "'Ju..o-<;;u ---o-,.,.,, cp u~'-:oly'"o-, ~ o'p:tv...> I'P us-~•n'=-~t~n'>.'G 

1 

-"-- 1 

1 
-~ 

--~--o=,=-~.--~ott------~-o-s--sc--;f 
' 

-... ;¡,.• 

" " • • ~ 

fT' 
1 

,---e 

1 1 
1 1 

w¡uof S"\,¡.. 

" •• 
1 
1 

! 1 

~ l 

' ' 

1 

<----1 1 



' ' 
. 

l 
' ' 

-.
 - -· n o 

. 

' 
-

i --
:-



' 1 '· ' 
o, 

• -ese ; 

' ' . . ' ,, e ' ' . ·,· ' " una m 
• • 1 

forma de , .fiCCCion 
- ., • .. . 

ARCHIVO 

(i) 
FECHA H"-'(º lO..SL_ 

HOJA " " CODIFICO 

" • • • • ' ' ' '' " '' "" " " ''" "''" "" ,.,, '"'" '"'" ''" "" """,. ••o" "" "., ''""., '"''"" ,.,.,. """ '"""' .., .. "" .,., "" n "" " "" "" ""'' 

111 ' 1 ' ' 
1 1 

• 

' ' ' ' ' ' \1¡ 

"1 • 1 

\41 ' 1 ' 
1,~1 

~ ''" ' 
\ ,-:,¡ 

'j,11 
\.'ól 



. 
' " " 

forma de 
' . . 
fiCOCIÓn . . ' ' "'' '· 

-ese·" 
uno m 

ARCHIVO f(CH 

i= ' "' <;J;i • 4 

'1 '""""""'"''"'"''""'"""'"''""'"' .. " •• 
. " ........ "" .... '"'"" .. , ",.,.,., ... ., .., ............ "'" " " .. " .. ""' ,. 

.! 11 ' -;- '' • .\1 "-'-'.M.~.L.L.Ltw-~k_l' '-fw...uj '~.u.J.~L·l 1~.-J~,_,_cJ--LU_,_jl : ~: ': ~ T:: 7 ~_a_,_ Ol........_j-u--~l_w_l~+w_wJ ·~~~~· l ''"-L<-j~' _,_,_]_:~· Lll 
..ll.J.Ó_~ \' ''1' " ~: : : 1 ' ' 

.lh ·" -:;~ ,\1 ' ,1 ~:o; 1 - 1 ' . -' 

·"·' \1 '" ·'' ,, .1 ·:·· ·: 

; 1 1 

' 

.-~ 
' 

.1. ' 

. - . .. ··-·· .. .. . 

' 1 

"/1 " 
. ' ' . 

' 



• '6 formo de- .... ilcac1 n 

'' •'' '' ••o"''''"' ~ "'""'" ' 
,11 ' ' ' ' 1 ' ' 

.· ·" .'~"'"!.,. ~~- ~ '' 
,11' ,,/,. '"'' lo,. , . 

·" ' 
' ,,, .~~ .QI ' :J(i, 

,4¡ ' . ,:¡g-¡¡: ' 41··' 

f.>""~ .,, ' ' ' 
1 ,~11 1 .. Se,, 1 -lo,.,S,'i.OI 
' ' . ' ' ~""'~·~ ' ' .. -,-,-;~~-;"' ' 

.- 1 ' '' 

' 
' ' 
' 
' 
' 
' ' 
' 

. ' --:; 
. 1 ' 

' 

' 
1 ' 
' 
' ' 

' ' 

• 
-
'
' 
' ,,.,~ .. ~, 

, . 1 ·-· '''·'•'· •;•, 1 e,,-,, 
' '' ' ·, 

' ~- ' 
' ' ' 

;-ese~ 
uno m 

. 1 

' ' 
' 1.1: ' 

' 
; ' 

' ' 
' ' ' ' ' 
1 ' 1 

' ' .1 
,_,_ .. ,,. ,- ,1 ' ' 

' ' . ' ' 1 ' ' 1 
' ' . -.. ' 1 ,' .- ' 1 

' . ' .. - 1 ' ' ' 

1 ' 1 ' ' 

1 

' 
1 

' 1 -

' ' 
. ' ' 

' ' 1 ' 

' ' .'-. ' ' 
' ' ' ' ' ' 1 ' ' 1 . ' ' 

.. 
'1: ' 

' ' 
' ' 

' ' 
' ' 
' 

' ' 

' 

-~ ' 

' 
' ' ; 
" ' ' • "11 



·.; 

-.¡) 

¡ 
: 
1 

' ~ ~ t:• " ., • ! • 
~·-. 

.. ' . 
". " ! , ...• 

1 •. : • 
1 ,. r • 
1 • '~ 
1 •• " 
1 • ', ., 
1 ' : " 
1 1 : " 
1 ~·" 
1 •. ; • 
•'" ... .. ' : . 
lo" ' 
1 • ' ., 
l • ; " ,· .... 
~. ; " 
? '". ' ,. ' . 
~"' " J•· .• 
l, ; " 
~,. ; " 
l •.. , 
J• '· ¡._¡ .. 
l ' 1 " J ' ... 
' ... " 
J" • .... 
""(• " . ' -.. ,. ;~ . " " •. ¡ .. 
~~e-

~ " : ., 
""\" 
'""'" 
~ ' ~ " 
~<''" 
~ . :.:. 
~ . : ., 
~-~-· 
~---

' ~ 1 ·-
~-~-

"' ' t r • · o, ' 1r•·•r•«• > 1 "" ¿ ..... , 1 ' 1 ;. 
, ... 

'"' 1"'·11 

" 
> 

l~'~"'" ' n t ,, 
' " 
' ' 

" • 1 '' 

' 
1"~.1· f.O , ~ 

• • . ,. "·""" 
' " ' 

• "· '· 7 ~-'''" ,, 
~·-· ' • ' n" • " ' 
,_ ,. ,. 

' •• '• 1 1 • n< " 

' 
> • 1,1•" 

' 
1 • 1 1 , ",.'i·< 

' 
e • ,' ., ' ' " ,, 
1 .. " ' '·. 1'" 
' • '• n '· 

" " 
'· • 1 : 1 

'· " '· ••. ¡,• 

" .. . ". .. ·""" " ';:;::: " " . ' l r 
' ., -' ! 

'" ' •.•• 7 .. ',." ' •, " : 1 _'. ' ..... 
' . ••• 1'· -, ,-:;. < 

" .. -. ~" 1,1.1' ,. 
1". "''" '., ' • '"'1 , 1".'.11 ' . ' ,. " 

" 
1 , .• o \ } ~ . i ,. ~ 

" 
11."''" ,, ... _,.' . 

' ' "•"'" " ,. " r 
1 1 • " " o n'•.q 

' > " , . ' ' ; 

' ' ' ' 
,, 

' • ' ' • ' • 
' ' • ' ' • ' ,, • ' ' • ' • ' • ·'· ' '· ' • • ' " ' ' ,. " " • 

" " " ' ' " " ' ' ' •• 
" " ' " ' ' ' .. ' . ' ' ' • '. ' ' ' "· " ' " " " 

; 

" ' ' " ' ,, ,. 
" ' ' ' ' " " ' ' ',, ' <" ,,, ~ 1 

,, 
" ,, ' ' ; 

" -~ \ <'l ' ' o 1 1 7' \ ' 1 ' ., 
1 '"'·' 

~HI·l• 

~~~ ~~·¡ 
' ' "3~. . "" 
' 

·l•."12 

5 
,· 

~ .. ~ll 2~· 

" '·' ' 

• • 
' 

• 

' • • • • • 
" " • • ' ' • • 
' • • • 
" • • 



1 

' 1 

1 

lolt'
(),'~" 
(< " ., 
(,~•_,, 

(,~: ., 
h /• f "' 
(>/~·· 

!.1".'~ 

O"r"' 
7"' .. 
7 ~ :,... 7,.., ... 
7 ' r ., 
) ~ : " 
7 ... ,, " 
7 , .... , 
7 1 · • ., 
7,..:.., 
7 ' 1 1,'" 
()<•{:.., 

' 
' ' ' 
" ' 
' ' ' ' 1 '1 

" " " ' " " " " " " ,• ' 
" 

-~~-···¡;

!1.~'''' 
;>;o.np• 
;o" • ~ 1¡1< 

!''·''''' \'l,'"-1 
\ \,11:·" 
1",1',''1 

,, • 1 1 ,, 
._ .. , ,.. '• 
;.> : 7 1 11 
o:,n•or 

-?.71" 
_.,_,,;~·· 

-~ 1 1" 
-l".n,•¡, 
-¡ 1.'•'•" 
-1".'",\ 
-JI' ~·</" 
_,.,·~'1(' 
-?.2>1P 
-ll.':i:t~ 

-~?.'•"~ 
_,._,.,~ 

_, .t•·• 
-1 ~.;·~; 
-1' 1 .1'•'1 

:1:;;~¡;~ 
-1'1,'·1·1 
-~··,(1( ~ 
_,,.._.-;-~ 

- 11;',\'•r. 
-'>•: .. 11·~ 
• 1<(',1<>r. 
-11'1,1·?~ 

--'''•''(·~ _,,,_ .. ,,¡ 
_,,,,..Ir 
-<'':-.1\11 
-I".J'<Ii 
-l~.?n2 

-1-.1,1<> 
-'•·'!'In 



1''' ¡r_t ~ :•¡ ¡n•, -'r·r••'vP~ r-1 rr r··~n'o:: 'r tsT••Lt:lun~ 
11' 1-1, 1·1 11>1'111~1· !•,1-l 111~1.~1~; . 
1': t.[, Pt MtCII]VC r·/,1 t. 1 <_'~ ("ri•'!'P•¡t~ ~ ~~"E'llUS 
)<~ r.r, 1'1 M•r=11~n r,,, • L':; cn•r,r,:, t:nrr~~<; 
;o'.> t.t.l!. ,,,:c•i¡vrs r.1rt ry,\t•r:r.nn:; · 

" '· l 1 

" ' . 
' 1 

?.2 
' ' ' 
1 
1 

ur, rr rl_ft-<nJn~ 
r:•·. Pt r v•.•t: ¡r:r,rs· 

' . ¡' 

!IP, 1'1 1]1"''; 1:1 l''l!:fll,\1. 
:w, l!f fl'lll'S [)F lA E~fr>L'f-1\i'lA' 

'.(', r·¡ r•l.l.'l'll~lr"''J* 
rw. l'l 1¡1'•.·~ l'l ~.r(l.¡'•rr 
:r•J. !:rr •·PJP·rr: r"''I\J ~r¡nr:n.kr. 

'::'1. :lr'rt;r••:~ ll:t r>r_~p~ ri•FSt;•I!TC ,N(,(! 
:rr:. pr !'.t•l"<•:" r r·ct.t(l•_1• 
•r•.•. •11 ~~·•r:Jr.tr;·r~ ''C C-'I'~'A 
¡r¡,J(IIJI'I' i•E f,JGllltcL:; nr·t~l•IE~l~O 

C"\~l"l•lf.~ f¡.l~;¡r:.s 1'1 IJ·~ t-111.;¡1,\Lf~ 
I<.'.T,t•t·.~-·•ti'UII! llf ((.ASJ tr ll'~ll--CI'I riUI:.r~.IE rf 

. 1 tr.'ll/'l'•<') . 

1 

f' ~ H ~ ti l T ~ '! S 

" 1 

' J 
" ' ' ' " ' 

l~rrcJ>t. 
Mf(J~II',ILI .. '.Q 

' 1 
(,\'1,\l 
"n:nt.(l 
fl':r.t.·L.'JI 
C ~ .I:H· 
r l~tc•:L ~u t~t r.c" 
r. 1111 z 

r. 1; f 

o • 1 ., 

llEf!.·r~N 

.r,o.•·~~ETI'\S•• 

l,\•!l,fY) 
\ '1 ¡ 11 1 
l;¡iti,V,J) 
(.¡iti 1 V1 J) 
l·t•ti,V 1'1) 
t;¡i¡I,V,I) 
l \) 1 
l(li!f,V 1 1) 
l¡¡ifCl. 
\J:It,v,l,C) 

L ' S 

.. 

,. 

SEClONES 



" " 
ll 1 " ' 

l,JI,n,v, r ¡ 1r,o•¡ 
(¡~·'•''•'' 

••IU''llliAI!1t•l•• 

,. ,.. 
'· ,. 
" ' " ,. 
,.~ 

'· 
IC"l 
l"''l) 
I""Q) ' . 
" " 
'·"··--

Cl!'l• IC 

1'•,.11!1 r·¡ 1.' ~Itrio 11 1'¡ 1 ,.·,¡,,,~,/,'1,1~ Y 11 
I"Cn" Jr,••-lr·¡• 11 ¡1 'll,_;l.;t IJI•¡ •" 
rl•-'"11''' 1 ''~ ''"'''L' 11rr '• •" 
•111"'·' r 110 'IIJII•'I) l¡t•r· loJ,1, 0t,'>,T,o,lr V 11 
l''"[;.oo· 1 1_1 'l( 0_!H'· '·i''C''I/1. '•P'l'· ' 
o;.r·r~.o·o· 11 ''!ll• r, t": ·,rllll~l' 11~~ ;': '•~•',7," 
I':O'f-'1' ,.,, 1'/.11' tr.rl'•i~i• 1'1 ll ''trtr" \l<'r :•• 
,~,¡·r~•r· 111 '''11' ~~-~r .. ¡•r; ,., t• '·'Lll"" ¡tJ'r tu 
"'""' ~"" '-Jill' 1'1 1 A :.'.~'-¡n:. 1 1"1: 1'; 
t:l'l"I"J,I 1!10 t•• r¡o•,¡:j ',IH•!]"I•/5 ['fl. ~~~.1 1 

""~ltl]l'r<: 
,., ¡no·~ .\ l' 
H Ir"'' l. Ll 
""f 1 

"''""1"1 rro'r'·cr.• 
'"''·''''' ¡•rJt·¡~·!' 

"'"'r••rr •r nnr••:l' r·r~~c'-rn 1-1 •-·"· t 
tl-~f\;1• ¡,. rr:""' 1•,1r• l' :-¡rr.rtl•lrl, 

--- ----- •• ••·17·1C 
t e r 1 

~O,Q'"Q 

" 

------- v-ry -------------1 e,., 
n. ~no 

•ro---- At<~l 1 ~A---I·r.~f r .1•• • 
IU,· l~J ('") 

' ,, • •• :•¡• ~ ' • l. 

' ",'bl <:,?1-~ 

' .... -~~ '"\'~ 

' ·~·''"' ···"'•1 
' 1.~~ .. 7 • ( '5 • 

' \ • ' \ 1 n,;~·, 

' ~-'''' n. """ 
" 5 • 'l';j ~.!'"' • ~.1"'" ••• 1 1 

" ,, • 1 " ,. • • ,. J " 

' ~ . '· ,, \" n 0 C, O' 

' .. ,Jiol' "·'"'1 
' 1. ~·o< •• '· ' 1 

" 1. "'11 •• j~ft 

' n, 7J J •. _,.,,. 
• " . ',, ~ f,("" 

' "-~~·' 7.0\ 

" pJ,'I!"u ~.ro 7 

T·ll •••••••••••• 
t c•n 

ey,ooo 

,. 

................... ................... .. .. ' ,. 
" " ' . ""'" ....... 
""'" ....... ....... 
"' " .. "" "' " ' "' ................ . .................... 

' 

·t·HS •·····••••••• P •• 
.IC~¡· (C"l 

o, n~o 



' -
1 , •• 7 l 1 
1 " •• , ·' .' 
1 1 • ,. ,. " . . . . .. 
11,•:·"· 

,, • 1 " " •, .. ' ,, ,, 
~. , . 
~.o •." 
~. ~ "" 

u•n"' ~-"¡·····'1•1" ¡. ___ ,.,,, r J·---~~~ ,• <J·-:-~rr ,h•J 
•••AI'<'T ••••" 11' J····t ,.,,, 1 111• 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' " ' ' ' ' ' • ' ' ' • • ' ' ' " ' • " " ' " " " ' ,. ' " " ' ' ' " " ' " 1 -~ " ' " " T '' ' ' " '" ' •, ' ,. ' ., " ' ' . "' " ' ' ' " 11' ' ' " ' " .. ' \" ' " '" ' ' . '" " ' ' ' " ' ' " " " ' 
• '"~"(! "' 51 "Ir.~'-"·' " 

,, :l~trJZ 

C•~•IALA•l>!OI"~ ~n~~··t 11 ~ 1 ''l.' uur•· •t~Tk\'-ldll' q:;1!':rcn·•. l!r'J 

" ' " ' 
u o, 

'"J. ~t l'l~T~Hnr•,'-~ >o·tt•5 
R•~ 1 ~<llt '"' c.t.<lf ~'" rr·r 11:1· 

L ~ '' ., . ~ ~ 

• 
' 
D~ L,l 

HU , 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
"' 

• • • • • • ' • " • " • • • " • " • • " • • " " • • 
" • 
" • " ' ' • 
" " ' • • • 
' " " • 

'li!>IUECES 

• 

~. fb \ 

" -·~· "·""' ~-·~· "."h' 
" •• o • 
","!•' ::::t: 
" . ' ~ \ ,, .. (, ' 
" .. () ' ".•&• "."(,\ 
:: : ; (: 7 
" •• b ' 

" • "(, 1 

:: : ; ~ ·; 
".r.n" 
o,~a" 

., 

~.L.~~SI~ItGIDO . . - 6 7. • 

' 



:: 
' 'i 

r"·'·' "'''''1' 

1 1" ~t ,~,. •. ,( 1"'- 1'' ~-"''·' 
~ '": rr r·'"''' c;•·•·'-1'~ 

21 '"• "' 11•••:. ""'"'~ 
':lloi'IVIHJI. t.l Jit"l':l rt rllt, 1:o,oo~!;\HU 

' ' " 

,.,,,:-. ''''~' f.L t'~·· or ""''''' "'' ~'"r.'~ ""~-~~u'!•~ r¡st1~1•~ • rrs" rn"rln U<11!<1 ,,.,.¡·t¡•,l,h" ¡ 

'' ' " ' 
-1~.~~··~ ~J· -~~.~720 

•lb.~J¿n CJ: •J2,~QOQ 

ALCIO••l• l,'lh(O•.¡•AI",,", <o. Lf~ •o¡or••:: (r•o -.... ,.u '"·'''·'"·''ll'"l''- •1•. ~'"''l'l 
1<.1,1 y '"··•J 

-~(l~fl I•J 

l 
' • , 
j 
• ., 
" '' " " .. 
" " " " .. 
;•. 

" 
r1o.~•·c. 

' ' ' • , 
) 
• • , 

" " 

ll,","t 
u.~~~ 
;n' '"' ll',,'•r 
·~.~1-1 
1 ) • •1'· ~ 
l~.r;o 

"·''' ., . "< ., 
•• • 1 1 " ... ~ ... 

-~./\. 
-~., •. 
• •· , 1 1 r 
-•~.·~· •ll,'l'•n 
• 1 ~ ••• 1 -." .... 
-;-:\ .. ~ 
-;;,~1r 
-11,"·"' 

- r • " ' • -•·.···· -n.;o; 
·1'· , .. , -.--:,, .. 
•)",i'l' 
-··.·~1 - 1 ••• ,, ., 
"'"·'}" 
·"7.1"" 
•'•" .... , 
-~t.•··· 

""'·'<" ·1~.···" ·'"·'•·1 
-'~·''" .,-.,,,, 
•l•.•uo 
•IL'"' 
•h,/0\ 

-n.""" 

~.·o·r~ 
r.o1•··~ 
~ ,'IO'•n~ 

o.•~·~t 
u.•o•n~ 
r.,on•onJ 

''·"''""'" u.,~••c 

"•''·'"~t 
~ •• , .... 'J 

"·'""tn 
''·'"''" ~.•n•r ~ 
~.•o•r•• 
o,•r·~~ 
o.·~•n 
~-"0'"~ 
O,OQO~O. 
u.,n•~·· 
<•,oQoe¡o 
e,nono~ 

ILP'l'l~··J'"'"~ ••n~11~ r•,c,· ·~"·••e!•r~• I"J 
~1!1'':11\•• vtr• CIL· ·G)r.l'~ ¡r.•n¡ 

t.n~··-·"•'·".' -!.~-'<•'' ,., ~~-r J .¿,'•1"'11<'-~5 
l.'''"'.'l''·'? -l,l""~¡<¡r-r¡ .¿.~"07"<""""-' 
j.,'l )",'~'.' -•,• -.•. ~~~"J'lr~• J •5, J""'r~~· -o~ 
~.~ll'~hn•-·~ •Lb·'~l¡'~'·"J ·",l"I'HM•nj 
),1'~~'7"11·") -~,o·•IJ'Jt•t) ·~,JI0~'-(:\'•0J 
.,.,•>•1>1"-"l ""•I'JIJtlr-r~ •),~Jl"'(7<•nj 
•.~·~~-'"1'-~l •1, ·~·<¡!•,•·'< -~.• o>',;o•r-• 
II,Jt·•JJo<•-"7 •I,I~~~~'H•'< •","·l•oHM·~~ 
n,'l\1""~;•-"< -~·"""l¡~¡r·•2 -J,In~··~{;t•n] 
~-~'l?b~l~-'l -Z,l"ll)l,¡r-•z -l,02n~nnor~nJ 

"" "" " " " " " 
" '' "" "" "" 



" " ¡~ 

" " " 11 
~y 

' l 
¡ 
' " • ,. 

l! 
" " " '" " " " " " 

f • 1 
' " • 
" " " " " " ' . 
" " " " ·" 

----·- ·---·-

"·"n'.vJr··~ 
......... , .. ,, •1? \,.,,,,,,.. .. ,. 
~-~··••r---•··~ 
~.•:r~••••··~ 
~ ......... ,,¡.•: 
'·"'1'1'·''1·"~ 
~-·· •.. , ..... .. "· .... ,_ .. , ,, -·.· J., .. '""''~'-·~ 
~-····~--~·-··· 

' • • ¡ 
• 
" ' 1 11 
" ' . 
" " " " " " ' 

~''"'L 
"""" •.t 

···-···--·-

'-~''"'("'""' ''·"'0"'''' .. , .,_ ... ,, .. ., .. , 
• _ •• ,,., """l 
'·""''""'""¿ 
~:11HI!"7"l 

•I,U<•<¡rt•"l 
"'•'""" ~··r¿ •I,)<H<?'1'•'i 
•l,lOnnh•T••o¿ 

l't"t"r l•rC!~L IHW Y '~' •' 1 
t~rl•ro 

~-J" 1 ,., 1 t rl"''"""'' 
'"·'"'"'• ·7":'~"'" -••:n••t 

·'''"""" ·l' '····~ •1':1•'•? ,.,,, .... s• , • .,. ~> 
~·:•r'D 

1 ni-; 'l'•• ,,., ...... . ,.,, •.. ~~ 
~···"··~ 1':'1"1' .. ,., .. _. 
z•:•••\o 
···~··· ··=~""'' ·r:•o·~· 

21:~-~~· 
•.:ro•~o 

----

"' " '"' ' ' "" "" ' ' "' ' ' '" """'" " : :· •• : :· ' ' :"'' "!: : ::'" ·:: : ::· ..... : : : 
" " 1 "' "' .. .... "'"''1' .... "!"' . """ 1'. "''1" ·¡· .. • ,. .. 1 • r·· • • "1 · .::: .... :a ... :: ....... :: ............. : 
~ ..................................... . 

.... 



" 
" 
" " ' . 
" " ' ., ... 
" " '" ,. 
" ,.. 
" " ... ,. 
" '" ... ,. 
' 1 '. 
" '" .... 
" " '" '., 
"" "' ~ ·; 
"" . ·, 
"' "' " •• 
~¡ 

' ... 
" ... , 
" . ' ' 
" . '' " . '' 
" "o 
" :' 1 " ' . ,. ,, ' '" 
" '., " ... 
" . " ' , .. ' .. ' ' 
' . 'J . .. ' 
••• 1 , . '" 
, ·'" , . ' ' 
' . '' ' .. ' , •• , o 

'' . ' .•' ' 1 
;•' '" .• .... 
•' ... .·. "' .. . '~ 
•' .. " .·. '~ 
,•' . / 
.•. ",. ' . '., . -" 
' • ' 1 ' ... ' ... 
' •• J ' . •} ... ' .. ,., 
••• ¡. ' .. , . . .. . - " • • • • . . '.• . 
'·".' . ' . " . 

(""'" 

' ' ' 

r ~.r 11 , r .1 ... ,.,' "' ,..,.,, ,,, 

' ' 
' ' 

' 

1''''-"1''' r'' ,. 
'"·'" ,. • 

' 
' ' 

' 

. ' 
' ' 

1·"' hr ''" :· •• - .. 1 ,, ,, 1 
l,."''lt".l 

' ' ., ' 

• 

' ' . 
• 
• 

• • • • 
• • 
• >rs '" •n·. •.. ~., .. 1, ... , .. ,., .. ~ ,. 

• 

' ' 
' 

' 

• 

' ' 

rll<ll' 

.. 
• 

" 
• ' " • 
' ' . 

' ' ' • ' 

" • 
• 

" • • 

@J 

., 

• • 

• 

• 
' 

" 

" • 

' ' 

• • 

• • 

• ' 

" " 

" 

' 

• • 

• ' 
,. 

¡¡:::¡¡:::¡:::::: :::::::::::::::::::::· 
:: ¡:, '· " ·:::• " ·:;:· •; 
""'" ... :• 
::. :: .: :: ' " i ¡ : ....... ::··:•·¡ 
~:::::::::::::::::::l::i::::i:::l:::::: 



~-----~-------- ·-----· 

e ' . .. 
' ... 

HM~H l > ' ' H ' " ' E~t~~~H~ HqCt/IL (Tflt: ' ¡ru ~•·t •••• 
1111 • ¡ •- 1 r: 1 ~ l ' 1 , ,\t " ' 

,. .. ' ' (.; 1.1 P l A N 
t. •l.l (JI.Ir/-ldt. " 

,, ,. ,. 
' L c·ot~l\•r.r ' ltl~¡tl;" " 

" " <!J -:!1~,nl .•.•;• ~--~•b'>711) ¡.~ •• ,,,,,.,, .. ('71, ''>1;','~ •12,11 



·; 
" ' " ' " •• '. 
" " " '" , .. 
" " '" " " " " " •• 
" " " ... 
" '. 
" " " 1~ 
" " ,. ,. 
• • 
" ;¡ .. 
"' .. 
" .. .. .. 
" 

' .... ... " .. 
" . ' ' . . '' 
" .. ' ... ... ' . ' .. 
•• ' 1 .. ... 
.... 1 

: :~ :, 
' ' ' ' ' .. •' 
' . ' ' ' .... .. 
' .. ' 
' ' 1' 
' " ' ' . . ·>< .· . ' ' . ·. ' .. ,. . ' .. .. 
, ... ' ,. .. ' ..... 
;• • 1 ' ,. .... 
,. • <o' . · ..... 
• .. ' ' 
' . '' ' .. 

" ' •• t 
' .. ' 
' . '" 
' . " ' ' . ' '. '•' ... . ' " 
• . 'l . . . ' .. . '"" ' 

' ' 
' • 

' '.f ' ' .... ,., ' ...... , ' 

• 

' ' ' 
' ' 

. " 
'" ... 

' ' ' 

,, '·'·"''' . ' . ' ,. 
Hl' l' 

' ' ' 

~,,, 

' ' ' 

' • 

t·•~'""' ''' •e•.' """'"'l! ''' 

' 

• 
" 

¡,'''·''''''' .•,:. u;~"·' .. ''"• .,,,,.," "' ...... , .. , .. ( 
• • 

• 

• 
• 

• 
• 
• • •• ' ' . 

•' • 
• • 
• 
• 
• 

• 
• 

• • • 

• • ' 
• • 

' ' 
' ' 
' ' 

• 
' 

' ' 
' 

• 
~~··-· 

' ' ' 

• 

' ' ' 

• • 

" 
" , . • 

• 

.,;. 

• • 

• " 
• • 

" ·• 

• 

" • 

" •• 

• 
" " 

" " 

• • •• 

• • •• 

• • 

• • 

' • 

. ....................................... . 
::··· ::···:······:::::"'':::::······:::: .. :: : .. ·:· " ·:· . . ·:: 
:::::::: ; .. :: .. .. . .. . . " :: .... : .. :::::::: .... ... .. . .. . . . " 
í: : ::: : : :::: : : :: : : :: :: :::: ::: : ::: : :::::~ 

~.•H •~1 

···'"'"1 "· ... '" '·''' ·~· "·"'' .. , '·''' .. , "·''' .. , •o~ ro •n! 
},"'{'01 

l,•<l ·~· J,O<l•OI 

'·'" 101 
"·"'' 101 ;>,HI +OI 
.',0'['01 
i'. >t 1 1" 

" • . " . '·""' '"' '·"'''"' '·""'"' '·''''"' 0,;>'1 '"" 6,;0 .,, 

" ' .. .. 
" • '·"''· '"" " l.~tf!O' 

''"'·"''"" "•J,I1'"" . ·•. , ... '" 
~. ""·"" "" .. " .. .. 

" . 
•\,({1<01 
·¡,o~HOI .,,,., .. , 
·I.~H•nl "'·"' .. , -;,<;¡l•tl 
·?.lr•ol .,,,,( .. , 

• •J,JIF 101 
• ·},<;([ 10\ 
• •J.0/1 '"' 1 ·•.•:•••1 -····· '"' ·•.•P •nt 

-o,oH •01 

-~·'"' '"' -~·''""1 . "'·"'''" • -•.•H•cl 
• ·b,J,['Ol 
• ••• ,_!•01 . ···"~'"' • •J,lll+CI 



--

----- . - --

•rt~<tno 
t~ICIALIIIH 
>ll.~ll'hMII~ 

'' ' 1· :• • 1 
t•n~r·~L 

1 1 1 P'l' l " tJr~tTt••: 111,1 1'1 r e tll)l·f··l• ~ /. 1 11' • 

'¡ H.l'l'l 
llt~t·t 1·[ f·'r~r·rr••• nll'lr.r • Ht tr~ 

• • 
• • 

--- --

r~r'·c•·~ r~tclll. pnN y ro•-~¡ 
'·'·"'""' C'o 1! ·¡ ' ~ 1 t fl.rYII:>IrA~TE 

i-r.~~:! ~te 
J.;J~~~ !~~ 

~:H~~ HK 

' ., 

.... 



" .. .. 

1 ,,. < 

" "' " ; 1" '1. t 1 ' '' 1;, :' r •· L ~ 1 . r .11 ,: 1 . ' r~l:il.l:lUr>A 

" ' ' . " . , ... 
' ' . ' ' 

., r, · : , r· 
' ' '·' " • ' . ' '· : ' ' .. \ • ' 1 .,, ' 

.. ! 
" 

¡ 
' 

._ .. ,.:.·• ..... . 
r • 1. ~ :1 1 

' ! 
) 

" ; 
' 
' " ' 

' . ' 1 1 .. ",P. 1 r1 . 

·"' l' ~ 1.r1;1,1'• r'i·' • i'C <f'HOS 
• . ' .. l''• 1.-'r.•;.'; "'lfi.~S . •· r ; L'·.,:lllll~ 

' • 1 ; 

,,,·rJ•Ir. .. 

·~~·' .,··t •::rs • • 

' , , r • , ' ' ' ''' ' ' ' ' ,, ' ' . " ' ' ' 1' ' ' . " ' ' ' .. ' " " ' 1 ' ·' ' ' . " ' '' ( ........ " 1 '1 • r ~ J 
1 , e l ( .... ' . ' ' 

., '" .. .... . . • ... '· . 

' ' ' S.Ltloll·,l~ 

. ,'.' '·.• .. ..· ... 
"'"'"""' ""''"""' :: :: : 
" " ' .... ' 
" " ' " " ' ii:. " .:i 
'"''"""" """""'' 



·----ce: --------
e 

" " 

j 

,, 
" ,. ,, 
" ¡, ,, 
··~' 
1 ~: ) 
1"••.;1 , ..... ,, 
• ¡¡ 

Hl, 

lo\ .. !T.,' o.', 

" • .. '1 ,. ~· 

----··· :-~ ·-·--· 1 (" 1 

f ·: •• : 1 

... "' ~·~·· 
tu•r.o •••• '": ~ 1 ~ •· -· ""'·~•- • 10 • 
''"· l"l 1" 1 

1 
' • " " '•" " ,. 
" .. 
" '" 

. ' . ) : :• 
·' . . . 
". 1 • 
... . , 1 
7 • ' '~ 
::::=.~ 
•¡,;e,' 
•••• ' 1 ., . ' , . 
., • : <' 1 .,,. .. , 
., •• ' 1 ., J.,, 
u:.-·-~ 

···~··· l.•·'j ,, . ' " 

,·., .. ,,.,q,;,ll 
' ' " • ' • 1 , • 

----· .... 

. ' ., •, n 

•• "•I!•Tt 
'~:'1 

.,. , r : l 

" 

-· ' 

••••••• \•IY ••••••••"•"•' 
r L'' 1 

",no• 

I,U·•""'""" 

f·Ti •••••••••••• 
1 r "' 

"• r .• " 

' 

'"''''""''''"''"''''"'''"'''""'' .......................... ,, ............ . 
:: :: : ·:::· ·:::· •¡:: 
""'"'"'!'" :::::::'¡"1 ·¡:: ""'" ' .. •:, " .: :: 1 :: ' :: 
1'" "' " ' " 1 l " . '"" ' . ' ' ... ' ' "' . ' .... ' .... ' "" ' ""' ' """ ' ' .......... ' ..... ' ......... ' .. ~ 

' ¡ 1 

C·;:~r.l '-•••••••••••• ~r.Ñj 

' 



r 
,, • . ' . .... • ,, ' . '• ' . '· .. ' ,, ' ' ' . • ... " •' •· . 

'·' ,, 
' ' : • , .. ' • 

u•r·''' •· •••.. •·,•:· ¡ •••• •,,•, _, .••• ·_,., .. ·.·-~; 1 • ..... -~, 1---·-·· .. • .••.. ,, ... -, .... 

• 
• 
• 

' . '. ' . 
" ' . ' . ' . ' . ' . 
" .- . 
. ' l· 

' i 
' ·, 
" ' •• 
" " " " " ' ' " ,, 

¡,; .. , 
~ ,, 
i< . ' 

-~ll•il'••l'•·'·'' uu~r • \l<lt.·¡r.,· 

' . " 

" • 

' 
" " . " •• ! • 
" '. 

' . ' 

... , , •.. :.· 
".- i ·¡' ' ~ ' ',_. ' .. 

• 

" ' 
' . - " ,< , r , \ . 

' . 

' ' ' ' ' ' ' 

,.._,.,.,,, .. ,.,,,,)r;,.¡¡,, 

' " 

' • 
" •' ,, 
" • " ' ' " " •' 
' • 
" ' • 
' " ' • 

., 
' . ' 

' • • 
" ,, 
• • 
' ' " ' ' • • 
' ' ,, ., 
• • • • 

.•<~lrJ"~wr 

" ,. 

:. :..: 
• • ' ... ' ' . . . . ''• • • • 
• • • 

~ -~"-... " . 
' • w. 

~ : ¡ ~: . . ~' ....... .. " • • • ... ~. . .. '. 
• • • •.r ... • • • 
• • • • • ...... 1 ... . _ ... 

" .. ".' 

~.L.~r:.nr¡.qnu ,, 

" ' "'" " '" .. "' ' "' ' "' . " . ::···::···:""":::::-·":::: .. .. . ... . .. 
""'"'"' ........... 
" " ' " ' ' .. " . .. . . ""' ... . m: .... : :: ... : : ... ! ... :: ... :. ............................. 



r: 

,. 

( 

r •' •, • '" ·- 1 .. 

' ,, . " ' ,. •' ,, 
' ' 

" r •·" :, ' 
' ' "· ,., ' ... -• " ' ' ",, '~ " 

" 1 
1{1 ''L ,.o ;o' i'• 

r 1: '". ' -. ,,. " .,_, 1' •'-~ ' 1 " ' .... ,. .. ' .. ' "1 '•' ' ,, ,,, 

1 ,llf~ '''" .. ,_ •·'·•'' ~· IJ~rl'O ~Aoj'Oh,.l . .,f \ 

' 

' ' , 
" • 
" 

' ' ' •. • 1 

:1 1-'~G~ <ol~l 1)1(.'1 ~:1.1L''tl,o'·l"l• 

<e Clt:r.• •¡1;1 ~JitlL ~:o.1¡:·¡1,1 '- 1 :•¡• 

•. ~í.· ' . . 
' 1 • ~- .. 

' 1 • 1 l • .. .. • . , • 1 

' , •• ~ ' 1 

' i • ¡ ~ 1 

• 1 • 1. ~-. , 1 • ·,·, 1 

' • L , t7 1 
,, • ' ' 1 

1 ; '" •••. 1 
J • ' ., • 

n • '· • l' 1 
• •'. i'' 1 

• • 1 • 1 J 1 

" • 1 •• , 'j 1 

1 : 
•l.~.~ 
-·-~·1 

" ., ..... 1 
l~- "\•''~' 

- • 1 ~· ~¡ 
- 1 • ' '. 

" ' 

........ , , ••• ¡·),¡ 
¡•¡•,;.¡. 

-... ,.• 
• 1 •• _, • ·-· . ' ' ' ·'-'1" __ , r .. 

-Cr';.· 
•••• 1 •• 
-~-1'' . . . . ' . ' .. _, . _,,_.,. 
• ., L -1 ' 

;;;:1~ 
• ". <' 1 : 
·t·''' :.-;p 
-~:, .. ,. 
•','!' 
• •., 1 e • 

, •r·-~~ 
·' •• 1 1 1 

'· ~~ H • 
" ' 1 •. 1' ' .. ' , !'1' • 

•• 1 • ·" ., . ' ll 1 r ' .. " 1 ( • .. 1 • " ' 
' ' 1' •' ." • .. ,. 1 ~ ' 
' ' 1. ·'; .. 

' ' ,._ " . 
•• ,. :. ' 
'" " 'r, 
'" 1" " .. 
•• " 1 ' ' ... 1" 1' 

·"·1'>•11;· 
U.I.~'U 

• • ',. J r '· 

' ' '- '" ' 
" '" ' ' 

•','UIQ 

-.•.•. a~ 

m:::m:::::::::. 
" " ' ' :: :: 1 " ',', ',' 1 " 1 '',' " ' " . " 
H
:, ,:¡ :: 
"'"'"'"""' ' ' "'" . '" "" . 

" 



' ' ' ' ' ' -' -'. " ¡; 
. ' 
" 

n •r·r · • ' ' ""· 
,, n ''' ' . ' ' ,, 

' 

1 \ 
• • , 

' .. .. 
' ' ' ' " .. ,. '" ' ' ' ' : ·j ' .. 

' ' '" '" 
1 i ¡; 
" ' ' "' '. ' ' " ... -' ·-" • • 

.. 
' , .. •• . , 
" ' . -• . ' 
' ' ' ·:· -'-

,_ .. -., . " ; ·. • -· ' .. •• ' -- .. 
-

' ' • , . • • 
" ., 

' 
• 
' 

' " " " ' . ' -
' 1 ' ' . 
' ' . ' 
" ' 

-.. 

. ' 
-" ' • • j t 

--~-: -,~ 
' ' •• ' 1 • " 
' .. ,._ . .-' 
,_ .. '' ' '" ~: ... , __ _ 

.:1~:: . ; ' . ; 
-~-:-:-j: -,:_-.,ló' -. . . ~ 
-··:-~··;, .,,._,.,,. 
__ ., t\•·· 
::< ¡¿:·¡,, 
••• ' • -•••• 1 , .... _.,,_. 
.• , •• ·p,• 

• 

' --

. ·' .. . ' -
' 

... -.. ·-· 
1,· '·''"•'·"J 
1,1"'10'1'·'' '. ,; •,, ,, .. -:, .. _ .. ,.,,,._,_ .... :·.-,,,,_., 
' -.. ·,:·····'·-·-·¡ -.:.ro,.•;·,- • .-, 

-~---·-· •-"1~ ·'' .. _, ........ -... _,' 

L' r:;.IL 1'•" • !t'·"! . ' 

' 

' 1 1 : 1 1 • .•• t. .. 

.... 

..... "" .. "" " " " "' " "' ' "" ""' " '"" '"'""""" """"""""""'' " .. ' '"" ""' "" ""''"'""' :: :: : :: : :: : : : :: .. " ' " . . . ' " :: :: : " : " : : : :: 
:::. .:: :: 1 :: : : : :: 
1 :: : :: :::: : :m: :::: ::::: : :::: : :::::::::: 



' 
\ 
' '• 
' 
' ' " " ' ' '\ 
" " \'! ,, 
1 ., 
::; 
' ' 
' ' C· ' .. 
' . ... g 
' ' 
l'· " ' j~ 
•• 
" • • 
" "' ••• 
"' " .. ,., 
' . 1,, 

""'"' ""· ' 

' 
' ' .. 

" 
' ' ' ' 
' ' 

' .. 
' " ... ' 
' ' . 
·" ' .. . ' . 

1 •• ' 

' '. ... 
' ' 

' " 
' ' .. 
.. 

' ' __ .. 
" . : . ' ' .. _ 

" ' ' ' 

' 
' -.. ' . ' ' . . . , : 
' " 
' • •• 1 

' ' 

' • 

' ' 
' ' 

' 

(~·-···· 11; 

' 1 ' 1 ., 
1'111'1 '"·' . ,, ''''·"·'• 

.-' • 

' 

' • 
., 

., 'i ' • l 

' 

' ..... _., . 

; .. 
' ' 

' 

' ,. 

• • 

. ' 

' " ',. . ' . "' ; r '" : >'o 1 L "o 

" 11 i. p.,' ,· '' q •. ; 

·, 
', 

' 

• 
" 

,. 'rt. . . . . 
" ,. 

' • 
' ,. 

" 

' 
' 

' 
' 
' 

' 

' 
' 
' 

' 

. " .. 
' ' 

" 

--

,.,._' ,,.,_ .. , 
nt•:c,, .. _,, 

••• l'•·• 

' 

' 

' 

" 
' , 

" , . 

.... 

" 

• 

• 

• 
" 

' ' 

" 

" 
" " 

' ' ' 
" ' ,. 

,, 
• 

• 

,. 
• 
" " ., 
,, 

•" 
" 

" 
" 
" 

' 
' 

"" . "" " ' " " ........ " '" .. . "'" ........................... .. 
" :: . '"" ""' " " : ::':' .. ':'' 
::¡¡j::i::;:: 
:::. .:: :: : :: : : : 

1 : :: : ::: : ::: : : : :: : : ::1 : :::: ::::::::::::: 

• • 

¡_,., .• , 
··-":1"" '·"· '"" " , O L 1 o "O •,,,,, '"' 
~-"' '"" <,,.ll <VD 

'·"''"' '·'"''"" \,"11 IUD 
1 •• •n '"' '·"" ,,, •.•n•un 
~ ... \l<UI ...... , 
l.l'l'"~ "· ,,, ... , 
••.•~t·UI 
•·.~;¡·u~ ' _,_,., .. , 

O ·l,,.f(•UI 
•l,on•un _,_.,, ... 
-1.~····· ... _ ... ,.,, 
•l,.,!l•un 
-;,on ovo 

• •l,lH•on 
·I,T'L•UO 
-•.!IL•un 
·<,;H o un 

• ·•.•n••' ·'•.>H•UO 
-~.~ll '"" 
-~.'"\'"' .... '" ... 
-~ ... nour 

• -1 ••• ·, '"" 
•f,!'L•vr 
.,,,.,.~ .• 

• •tl.!fl••• . .... \ '"' 
""·""'"" ""·"''"" ' "".~ll<UO 

·''·"''"" .......... , 
"'·"'''"' '•I,Q<l<UI 

0 •l,l!l•U1 
0 •I,IHOOI 

@ .. .............................. .. ................................. 
~::\'""'"" oTut: ~ ::"~:''? :: T r. T ..... ;:, . 
i!:;" .:: :: : :: : : 

1 ~~n~¡~~:: ... : ... :: ... : ... : ................... 



' ·; 
' •. 

' .. ' • .. 
•• • 1 

•• .. ' . 
" , .. 
" " ' .. ... ' . 
' ' '' ,. 
" ~ ·; . ' ·"' 
~·-
" ¡: ~ 

" '.· 
" '., '·. 
" H 

'" ,., 
" " ... 
"' "' "·. 
"' "' "' "' 

.- . ' ; .. .. 

. . " ' 
' , . " , .. ~ ' . '. 
1 • " 1 • - • 
', . ', ; . . 
1 •• , 

1 •• ' 
~ . ', ' 

. ' 

'• : . ' . . 
· .. -·. . . 

. ' . ' . _, .. . . . . 

'· 

' ' .. .. 
•• . ' • 

~-: ~ ·>! ,, 
-1 ' ' V 

' 

.. , 
' ' 

.• ... 

' ' 

~¡ 
c·rr¡~.l'11tl'•'· 

'' 

,. 
' ' . 

• 

' 

. " . 

. , . ' 
' ' " . 

• -·- ~ : .. ' ' ' '' 

'• ....... , ,.,.,•,:¡•,•·.:·., 
• • • t 

., .. '· ¡··, 
•' .. 1 • ) :. '_. 1 

... 

' 
' ' 

1 ' --: 

' ' 
' ' 

.. 
' 

• 
' 

•• 

.. 

• ' 

.. 

' 

' . 
. •: 
. .. 

" '· 
" •• .. 

• • , . 
" .. 

' 
" " .. 

" .. 

.. 
' " • 

" ,, 

.. .. 
" .. 

• .. 
" .. 

' 

'''''''"'"'''"'''"'''"'''''''"' 

@ .. ,. '""""""'"'"'""'""'""'" - ~ :: :: : ·:::· •:::• 
~ "" '"." ''' '>"''0 ""'"'"''' . " " ' " ' ' ' ' -· . .. ' " . ' .. 

• 
"' ' .. , . ,. .. 
" .. ,. 

'" ; .. 

' • 

""'"'"''' '" " " ' ' ' ' """'"'"''' ,:::::m::::::::::::¡:::::::::::::::: 

1 .IH >U 1 s.~o¡,ooO 1., a , ~ 1 !•,bOl '''" 

'·"'''"' 1.~.•uur 
1 , Utl <U 1 ·····'-'"" ,_ .... , .. , "·""L•uO 
''·''""' I.UOL•OI 

--~'' '"" I,I>L•ol 

''"" '"' l,.;"'-'"' 
"·"'''"'' '·'"'-'"' "·"'''"' ,_ ... ,_ .. , 
"olt<'"" '·"''-'" '·"""' ·-~"'''' '·'"''"" I.~!L-.1 

'·"'''"' 1,,,,,_¡ 

"·"""'"~ l.~~ucl 

"·~'''"" 1,/C).>ol 

~·"" '"' I,UoL••I 

···~" '"' '·"').!ul .,,,._,,, \,'IOL•ul 

···~"'"' L,HL<UI 

''·''"'"' I,'I"L'"' 
U,\ttoUO /,U."L<UI 
I.I'Loua 1,U,L<ul 
\,\1\tUO 1,U'>L>ul 

'·"'''"' 2,1,\.>UI 
' ••• ' \ ' u ' ;>,ln).>UL 

"·''' '"" '·'''-'"' 1 ·'''L '"' I,L•LOUI 
\,'!IL+UO l,i"L•ul 
\,U'L'"' 1,~\l>UI ,,,,,.,, 1,<'1L•UI 
1,;•¡-UI 1,~.'L•Ut 

.,,,;;, •u< <,O:>L•UI 

····"''""' ?.~>L•ul 
·•·· Ht·u\ 2.~\L>U\ 
•ld'L"JO 2,~0L•U\ 

.¡,,;, '"' /,lnL•UI 
·{,Ul\.>UO ),17t.>O\ 
·1,0\l<UO 1,1'-t.•UI 
•'Í,ML>UO I,"L•Ul - '"' '"" <.lll'" .¡_,.., '"" I,U'L•ul 

""·"<l '"' I.Uot.l" ..... ,.,, I,Utt.•ul 
·•,M< '"' .... ,.,, 
•'o,/lt.•uO l,q,'t.''-'' 

····"''"" 1·"""' ···"'''" .U>L•UI •o.o;pun 1,17t.oul 
-~.•H•u'- \,)LLIU\ 

"'·"""" '·"~'-'"' 



1H1 ' " ' ' t '1 ,, • '. " : r 1 

"" . " ' . • '· 

'" ' . ' " ' ' '· • ' 
1 11 1 ' 1 11 1 ' " ' ' 

• 

' . " 1 ·' ~ ' ' 
' ' 

' . ¡1 ,, - :u ' . ,. ' . ~l.~ 

" 1 ' ,, 1 ~u 
" '~ _; , ~l( 

l • ~.·; ' ~ "1 .•. l 

' 1\\>J~;,•I.TI 

.... " . """ " . " " " ' " " " ... " " ' .. " ' :n .. ~:-'<1 
" " ' " " ' " .. ' "' " 1::: .... ::: .. . .......... .. 



DE EDUCAC/ON CONTINUA 
DE /NGENIERIA U.N.A.M. 

AILo\LISJS ESTRUCTURAL 

CON INTROOUCCION AL METODO DEL ELEMENTO FINITO 

• 

• 
' . ,___-::- . ' 

-.. -~ 

POII~o do Pllinot(o Collo <lo Tocubo 5 pti 

ANTECEDEtHES DEL I~ETODO DEL ELEMENTO FIIHTO 

.. 

---· 

MAYO, 1984 

• • 

. . 
. . . ..__. ·-· , ... 1>-·'··" ' . _, '._ .r~._, 

• '. l ~-. -- ·-
,_ j. .:-

DR. PORIFIRIO BALLESTEROS BAROCIO 

Me>deo, D.F. Ttl.: 521 -40.211 Apdo. Posl.ll 111-



DESFI - LiNAM 
' 

Marzo !.'5 tic t976 P. Ballcsrcro:i 

.! 

METOOO DE .-\NA LISIS POR ELE:\lE¡..:TOS FL'i!TOS. 

INTROOUCCION. 

El ingeniero en La busca de Jos valores numéricos adecuados para dcscri-

bir su proceso de diseño, se encontraba generalmente con formulaciones ma:e_ 

IT';'iticas dificiles. Por ejemplo, con~perando el simple caso de teoría de ---
, 

· f:.::-'il'ln de placas, bajo las hipótesis de pequeñas deformaciones y que las sec-

clones plmas permanecen pbnas después de la deformación, la ecuaciór: d¡ fe-

rencial que gobierna el análisis para un material elástico lineal homogeneo e 

isotrópico es 

( 1 1 

dt:nde W es la defle:.;ión en el punto ( x, y), q es la intensidad de la carga en el 
· Ell 

punto ( x, y), y 0=1'2(/-""Y'J es la rigidez ncxionante de In pl.:tca la 

cual depende del modulo de elasticidad E, el espesor de la placa 11 y la re la-

ción de Poisson --.::; En la Fig. 1 se presenta un elememo diferencial de 

la placa y las ncc!oncs y reacciones sobre él. CombiniUldO la flexión simple 

• 
en dos direcciones se obtiene para los momentos y cortantes por unid;¡J de Ion-

gitud de placa lo siguiente: 



. ··-< 
~ 

• 

X 1 . 

tlt ~t i 

' • 
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(2) 

donde 

• 

Para el caso particular de la placa libremente npoyada, y rectangular, -

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2) son: 

~L = 'N( D,,\) =D 

' '11\., (o,~)-+ "'""'\e o,~) =o 
(3) 

' 
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'~ 
. '-~ 

Navier en 1820 presentó a la Acadenlin.rrancesa de Ciencias, la solución 

" representando la carga q ( x, y), por medio de una ~cric trigonométrica doble 

"' = 
- ~(o<,>¡J= L 'j_:tmnA<c~~::( "'"~~ (4) 

P1 = 1 {'~"""' 1 

substitU[}'e (4) en (1) y considerando las propiedades de onogon¡¡lidad de las 

series trigonométricas obtiene la solución de la ecuación diferencial bi-armónica 

(1) 

(S) 

en donde el coeficiente Amn viene expresado por 

. . " \" . tn 1f" "'\í 
Q = J_ 'l(x,>¡).:,c.,-:(_ ''""'\,~ 

\"'H' a \J 1 o. <J (6) 

o 

El procedinlicnto de Nnvier consiste en lo siguiente: Conocida la función de 

carga ~ (x,y), se substituye en (6) y se obtiene el coeficiente ,\mn el cual - · 

nuevamente se substituyl! en (5) y se obtiene In de flexión W (x, y), y por medio 

las ecuaciones (2) se obtienen los momentos y cortantes ~M~ y ÍQ 1 
Es import;:¡nte observar que las limitaciones de Navier se refieren a un:1 placa-

rectangular libremente apoyada y con una función de carga q (x, y) impJr con -

respecto J x, y con respecto a Y, es decir, flxh-t(-x) y 

.Si la función fuese par, la representoción de 

q (X, y) seria mcdionte una serie de cosenos, y si q (x, rn) fuese una función cu~!_ 



• 

' ' ' 
,, •, 

, . 
• 

., 
; 

' ' ' ·:·. 
' ' ' 1, •• '·· 
·:~. 

' 
" ' 

-· 
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quiera, se representaría medl:llltC una serie trigonométrica dÓble completa 

de. senos y cosenos, y se tendrían pr-oblemas en satisbccr !as condicioncs'en 

5 

la (romer-a. Gcncralmcme 1~ conver-gencia de. la sede (5) es lenta, y en alg':_ 

'nos casos es necesado consider-ar- m!is de 500 tér-minos para asegurar la sol'!_"' 

cl6n conecta. 

Poster-iormente en. 1900 M. Lcvy cambia de pos!cu:.n los e¡cs coon.Jenajos 

{ Fig. 3) e utiliza una serie tr-igonomérrica simple 

~· 

.¡ = l:_:f'.c~)-''" '';;' ¡_ (7) 

(l'' ~ 1 

El procc<limiento de Lcvy consiste en substituir- (7) en (1) obteniendo una 

ecuncl6n <liferenci."l lineal <le cunrto úrdcn en fm(y) con coeficiemcs consmn-

tes no homo¡>;<.>nc;¡ con 1~ cual ya es [>:Jsiblc satiobccr difcrcn¡c,; condiciOnes en 

In frontera 1-¿ = ;- \; , pero comlnua limit¡¡do a una pbca recrant;ula,

llbrementc <IP'lYJ.d¡¡ en las fronter-as x "o y x" a. 

l- . _¡¡¡¡¡_ 

~ 

i. 

- . _, 

! 
"- ' 
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• 

Las limitaciones de anñlisls tan reo;tringidas, como los ejemplos anteriores, 

aparecían en innumer¡¡_bles problemas de ingenieri:J., lo cual originó el principio 

de los métodos numéricos, el cual presenta dos etapas de desarrolb. Ames 

de la época de las computadoras, dont.!e representa un importante pape:! el PraL 

S;)ulhwell del Colegio lmv:rial de [nglaterra, desarrollando y aplicando los mé-

todos numéricos de relajación y diferencias finitas, superando las limitaciones 
' ' .. , ' 

restringidas de los métodos andíticos de solución. 

Durante la era de las computadoras digitales, o;!lmétodo de análisis por ele 
' '-

mcntos finitos ha obtenido gran popularidad, puesto que en este procedimiento 

como resultado de la discretización del medio ¡XJr analizar, se obtienen sistemas 

grandes de ecuaciones algebraicas lineales simultáneas, lo cual actualm~nte su 

solución no representa ningún yroblcma. Por ejemplo, en el caso de análisis -

elástico lineal de pbcas, podemos tener cualquier condición de <lpoyo, de ,¿:com~ 

trfa y de cargas, pdcticameme se eliminan la mayoría de las restricciones de 

las soluciones analíticas mencionadas, el problema más importante es vcrifiar 

adecuadamente su con\·ergencia. 

El primer trab;¡jo referente al ffiétodo se debe a· Hrcnikoff Re f. 1 pu~ 

blicado en 19·11, y el segundo a Lv1cHenry publicado en 19·!3 en ambos trab:~jos 

( Fig. 4) se verifican soluciones de problemas de e\asticid;;ld bidemcnsional en 

estado plano ctc· esfuerzos, discrctizando e~ medio y b:JscandÜ la a.nalogia con la 

solución estructur.1L 

Posteriormente en 1949 Newmark, en su libro de i>l~todos Numéricos 

Ref. 3 , prescnra los métodos de Hrenikoff y :-.kHenry. Sin embar¡;o, el 



1 1 1 

t-----Q 
-j i-H_-

1 -- --' 

-----------,--~-·-----'":'---

.. 

Fig. 4 Primera solucZín presentad;;, p.Jr Hrenikoff en 1941. .. 

crtdito de apli<.:arlo a medios continuos es de Turner, Clough, Martín y TÓpp--~. 

Ref. 5 , y no es, sinO hasta 1960 con Clough, Ref. 6 nace p:¡r primera 

vez el nombre mágico de ''El~menro Finito", derivando más correctamente l:ls 

propiedades básicas del elemento .triangular y el rectangular, y el hecho de que 

en el mLsmo tic_mpo la computadora comienza a ser una hcrrnmienta muy efectL_ 

va, conduce rfipid::Hncnw a la solución numCrica de problcm:ts elástico lineales 

complejos, en los cuaJes unn solución analitica no era p:¡sible. 

Se inici:m la derivación de las propiedades de rigidez de los clemenws finitos, 

el campo de desplazamientos en el medio se expresa en función de los desplx:a • 

mientas nodales del elemento, s<Hisfaciendo continuiLL:!d, los fuerzas intern;:~s se 

definen aplic;:~ndo el principio del tralnjo virtual, la idcntid<ld de este proceso con 

el de minimiz;:~r b cner¡;í;:~ potencial tot;:~l, o se<l, el proceso de Rz.ylei¡;h·Ricz 

Ref. 7 es obvi.:~. !_::\ des.:~rrollo ;:~ntcrior se acentúa en el campo de 1:t :-.tcc3-· 

· nlca de Sólidos y pJstcriormcntc Zicnkicwicz Re!. 13 y Wilson Rcf. l.J lo 

aplic;)Jl en :-..1cc5.nica de nuídos y en problemas de aná.lisls de conducción de calor. 



Se presenta al final una l:sra de referencias de im¡:ortancla del método del ele-

' mento finito. 

. --- . Al iniciar la detennin.:~ción de esfuerzos y desphaamientos en cierto proble-

ma de diseño, las ecunciones que gobiernan el problema en cualquier forma de-

ben satisfacer equilibrio y continuidad. 

'-'-'' ". El Método del Elemento _Finito es un procedimientO analitico, y cuando.se ..... 

aplica a un medio continuo, éste se modela analiticamente subJlvidiéndolo en -

sub-regiones ( los elementos finitos) en los que el componamicnm de cada ur.o 

es definido plr grupos scp::trados de funciones que supuest::tmentc definen es fuer-

zos y desplazamientos en esa región, las funciones se seleccionan en forma tal 

que se satisfaga la condición de cominuidnd a través de todo el medio, por lo -. . • 

tanto, el método dc:l elemento finiro en comUn con las soluciones por series y di-
• 

ferencbs finitas representa una nproxim.:~ción a la solución del problema -----. 1C' ·• "' . ' Y ... _ ;~~-~-- ... __ .,7e~ 
~u. 

. , 
l \o 
~-

• 
' . .<' • 

~-· 

. ' • • 

~- ' 
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TIPOS DE ELEMENTOS. 

Elementos que son usados comunmente en la práctica son ilustrados 'en !a 

FJg. S. 

El elemento estructural simple, Fig. S (a), es un miembro de la familia-

total de elementos finitOs. Cuando se usa con clefnemos del mismo ü¡:o dese:-¿_ 

be armaduras y estructuras espaci<lles. Cuando se combina con elementos·de · 

tipo diferente, especialmente con elementos de placa generalmente se deScriben· 

ml.embros d~ rigidez. 

Los elementos básicos en an[!Jisis p::>r elementos finitos son plac:1s delgndas 

con cargas contr~nidas en su pl<::tno (condición de .;;sfuerzos planos), triangulares 

y cuadriláteros se Hustnm en b Fib 5b. Se denominan b.:lsicos p:Jrque les pri-

meros desarrollos conccrnienws con el método se l""Cfieren a ellos. 

Los elementos sólidos, Fig. S (e), son la gcncwliznción tridimensionnl de 

los clc~enios Ue ·esfuerzos planos. El tetralledJ:""o y el hexaedro son las formas 

más comunes v son esenciales para modelar an::.lític::lmente problemas de mccii . -
nlca de suelos, rocas y estructurCLs nuc!cCLrcs. Es conveniente mencionar que 

la única form::l pdctica de resolver problcm~s tridi:ncnsionalcs prácticos, es 

el método dC elementos finitos. 

Uno de los campos mfls import::.mcs de aplicación del método de elementos 

finitos es en el an.llisis de "sólidos axisimCtricos", Fig. S (d). Una gr n.n varie-

dad de problcm;ls de in¡;cnicrfa caen en esta catcgorfa. incluyendo concreto, t~ 

ques,' recipientes nuclcan::s, rotores, pistonCs, ficchos de motores, y la cabeza 

de los roquets. Generalmente son medios de carga y geomctrfa axisim<5tric;¡. 
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En la Fig. S (d). se muestra el elemento triangular,. tambión se usan secciones. 

cuadriláteras. 

Elemento de placa plana en flexión es empleado no solo en conección con el 

com¡x¡rtamicnto de placas planas, sino también en casc:Jrones y miembros dtO 

pared delgada. Fig. S (e). 

Estructuras de cascarón delgado axisiméü·icas,' Fig. S (f), tienen el-mismo , .. _ 

·rango de significado en la aplicación prñctica que Ios·sólidos axisimétricos:· Sin

embargo, las relaciones gobe!"flantes se derivan de la teoría de cascarones delg~ 

dos. 

·Cuando una estructura de cascarón delgado que de hecho es curva, o;:s prefe

rible emplear elementos de cascarón curvos delgados para' el modelo analítico, 

tienen la ventaja de dcscribir'm.is aproximadamente la su¡:crficie curva del case~ 

rón, y !<:1 apro¡:iiada rcprcsentnción del acoplamiento de deformación y equilibrio 

entre cada elemento. Elementos típicos de cascarones de doble curvatura se mue__: 

tran en r'ig. 5 {g). Gran número Ue formulnciones para este elemento existen. 

ALGUN.-\5 APUC.\C!ONES DE ELD.!EJ'\TOS FINITOS. 

Examinaremos ::llgun:ts aplic:tciones delmótodo de elementos finitos en disciíu 

cstrucrural con el objetO de ilustrar la forma en la cual se usan los elementOs 

de la Fig. S, y la escala y complcjid3d de los problcm::~s. 

El desarrollo del mótodo del elementO finito se debe 3 los invcstig;¡dorcs re

lacionados con la industri::~ aeron5utic3. L3 Figur::t 6 mucstr;:¡ la forma en que 
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Se aplicó el análisis p;Jr eicmC'nws finitos de una Ix:Jrción del avión Boeing: 7-t7. 

L.ia cstrucrura del fuselaje de un avión consiste de laminas de aluminio Ugndas ·-· 

a una estructura inrema formada por armaduras y atieiadores. la experien: 

cJa ha mostradu que los efectos locales de ITCx.ión en el cascarón :.on desprecia . . -
bies, p::lr lo tantu, se _supone_ que consiste de elementos en ::ondición pla.1a de 

esfuerzos Fig. S(b). El antilisis de cleme~tOS finitOs del !loeing 747, de la 

" 

parte achurada, regló!] que conecta_el cucriXJ o Cascarón \1onocoque con1JaS-<ilas:.:---

área achurada en Fig. 6, consiste de 7000 iilcógilit.J.s:·· Por lo tanto, es' común·:.•. 

en la práctica dividí r la estructura en regiones, ·o Subestrucn¡ras, y analizai' ;:;,,. .. . . . . - . 

cada una por elementos finitos con el objeto de producir un s~;p:-relem.nro. Los 

supcrelcmentas se ligan entre sí por medio de un procedimiento convencional -

que: determina la fase final1.kl análisis. 

~l esquet_Tia ~e s_ub~structuración r.lCl [locing 747 es mostrado en la Fig; 6 

y los detalles 'o" listados en la Tabla l. 

Sub- Dcscrip;:tOn ~o.:kls 0Jndic!6n tlcm~mn Elemcn:o Gr~o!os ll~r CrldO d~ 
ES!~ucrur~ C.J.rg¡¡ V'&" !'!Jea ¡~d intcr~c-- ll::.,r:~c 

e iOn ~km~n- m u l. 
m<. 

' "' 2t2 " 35S "" '"' i~b 

' c,mro ol~ 267 S '" 29S 1~8 "" .3 Ca·c~rOn 
1,026 MOI'IOCC><')U~ :'0 l ' "" "' " • c~scarón ~1.:'11 3 377 185 1~5 820 

S c~sc~rúo .\1 :'\'2 ' m "' 200 036 
6 Caja lr~n 

6" AtcnU:~.ic 170 >O 221' >03 "6 

' c~sc~run .\! :>S'i 6 "' '" '" '"' 8 Caja Trc•n 
SOJ Atcrn~·'J~ t :'<l >O "' " "' 9 CascarOn .\1 :'% ' 

.., - 22i " \,03S 

TOTM .. 2. ¡os " 3. 37 4 l. ~70 555 7. 504 
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Como es usual en el dlsuiio u~ avionca, i.;c hicicJon pruebas en el pro •. :nipo. 

y los-resultados Sl! compararor: con la solución p:>r elementos finitos, colr:ci =

dicOOo como se mueGtra en la Flg;. 7 

• DlPORMIM ETR? 

• O{fQIIMI M E TACo 

BoeniQ 

4-· 

.¡-, 

0 ·--'' 
--- wc ___ 1 "L 

-¡ 

AXIAL 

BII.XII>.L 

747 - 4 

-· _, o ' • -~ 

"' 
'" ·-· .. 

'" 

flo~i"',, 745 -5 

-no 

Pie. 1 Comparación entre an5:lisis y cxperimehtaci6n del Bo~¡g 7ti"f 

' ·-,. 
¡ 

Es import.:mtc at;n.!¡:;:~r que la rcsr!UCsta diniimica de un avión es r:::uy ••:1;:or 

tante, .:~si c~mo· su iHCst;~bllirl:Jd dástica es una forma importante de fati;:. N;n 

gtlno_de cstO!'i fenómenos Pl"'----dt· u.narsc por loa métodos simpl!f!cndor,, ~"·ro su 

. ' . analJsls us:1nUo el m~torlo de ckfTh'll\ns flnltos ha prul:>;:~do ser muy accpt:llllc. 

l'rol>\emus Blmllaree 110 <:nr.1~utrvn on A~~it ... --cturQ Nó:i':lll. Figurn S tilla 

porción de 1111a estructura de un tr:mc;bonJ:xktr. La p.:lrte plana· es lt:pre~cm.:tda 

-..... -. 

.. 

- '-- . 
por elementos en estado pt.:mo de csfucrios, . Fig. S"(b). Elementos e¡;nuctu-. . 

• 
rales, Fig. S (a), son crnplc<Klos en In rcpn~: .... •runción de la cstrucrura lnt,rns. 
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/" El número total de incógnitas para definir las partes imp:lrtantes de un barco 

...... - es del orden de SO, 000, y de nuevo se sub::livide el problema en subestructuras 

obteniendo menos incógnitas. 

. . 

Flg. 8 AnUlisis p:lr elemento finito de estructura de b.:trco. 
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Fig. 9 Annlrsis ror elementos fini1os de un recipiente rcacwr de 
con'? reto prcsforzado. 

Requerimientos de seguridad en el diseiío o.::suuctural de los reactores nu-

clcares han c:ms;:~do que la indt1stria use amp\i::tmcntc el análisis ¡."'r clemcmos 

finitos. Figura 9 (a) un t-ccipicnte reactor de concreto prcsforz:1do. Debido a 

la simetria es rosiblc ¡¡na !izar soL.Imcntc un doceavo de la cstructur¡¡ toral, - -

Fig. 9 (b). Su volumen se modela :malitic:mwmc en un ensamble dv elementos 

tetacdralcs y hcxacdrales, fig. 5 (e). ·En problemas: de este lif'O,· el número de 

Jnc6gnitns es del orden de :w,ooo, y muy común hacer el :m:ilisis en condicion~s 

no lineales en m:nerbl }' gC'omerría. 

' 

• 
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No todos los problemas de aplicación del mCtodo de elementos finitos son 

de proporciones monumentales. Lns figuras lO y 11 muestran aplicaciones-· 

básicas a ciertos prob\cmas de ingeniería civil. Una forma de incrementar 

la eficiencia ele diseño en secciones roladas de: acero estructural es cortando" 

el alma en la ·forma dentada mostrada en la Fig. 10 (a)', colocando una séCCióri 

, sobre la otra y soldándolas, fig. 10 (b). Y :se obtiene una viga más a~ralta-, .. :-.c 

., . da reduciendo el acero en el alma, y por :supuesto que en este problema rutina 

rfo de di :serio, no es necesario e! uso del m~ todo de elementos finitos. 

r' 

Fig. 10 Análisis de elementos finitos de una \'iga nperaltad.J en celosí.1. 

Un problema todavía más común es el de un:¡ viga de concreto refor-z:.do, 

Flg. 11, pora el cual se conoce muy pJ<:o respecto a l:J. adherencia entre el 

acero de ::-cfucrzo y el concreto,. y la form:~ción y crecimiento de L:J.s grict:l:s 

al aumentar la cargJ.. La Figura 11 (n) mucstrn el modelo analítico Uc ele-
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mentos finitos y la descrip::ión de las trJycctorias de grietas y las gr:íficas de-· 

esfuer-Los se muestran en la Fig. U (b). 

Los pocos ejemplos mostrados muestran que el métOdo de elementos finitos 

puede ser usado ventajos<:~mcnte en cualquier situación que se requiera la pre--

.. dicción de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, vibraciones, 

,., , ,:,· ... ,· inestabilidad clii.stíca, mecánica de fluidos, .transferencia de calor. Situaciones• 

.. ,. .. ,,..,.,; 

...... 

que se levantan ele diversos campos que tradicio'nalmcmc han sido considerndos·· 

como disciplinas ingenieriles separad3s. Ejcm., Ingeniería Civil, Mcdnicn, -

Aeroespncial, Arquitccrura Naval. El m8;odo del elemento finito propnciona'· ''l 
• 

una tecnologia unificada de análisis en casi todos los campos. 

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos teóricos básicos 

y Cstudiar probkmas especificas de carácter práctico. Un com~ndio de tales 

problemas !len-aria muchos volumencs, por lo tanto es recomendable consultJr 

las memorias de congresos y publicaciones pc:riUdicas corrcs¡xmdicntcs. 

PROGRAl\1,\S DE PROPOSiTOS GENERALES. 

Se ha indicado que las ccu:xioncs del mCtodo de elementos finitos son de un:J. 

forma tal que su carácter general {X'rmite teóricamente escribir un solo prot:ra 
. . -

ma de compuwdora que .:·esu~lva la m.l)'Oría de. los proll!em:~s que se presentan 

·en la lvlccánica úe t\kdio Continuos. Programas de comput:tdora con este objc-

tivo, a~n en escala restringida, son IL.lmados programas "Jc propósitos ¡;ener:~

lcs", La ventaja de progrnmas de pro¡x.lsitos generales no es sólo su'Capacid.ld, 
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. sino también en.la i_nstrucción de los probables usuarios respecto a la.inter~- -~u •••• 

pretaci6n de la documentación, los datos y procedimientos de enn·ada y sali· 

da de rcsulwdos. 

El costo de desarrollo de un :programa de pro¡:ósitos generales es usual· 

·mente muy alto por lo que la amortización de la inversión es esencial. Cier.:' 

.,tos programas de. propósitos generales son codificados-en un lenguaje comp~-c_-.l•"·· 

.. tacional que ¡"JQrmile operar el programa a muchas organizaciones diferentes 

localizadas en grJndes separaé:ionés geogr.ftfic<~s. Orros progr¡¡mas de propó 

.. 

..... ,.sitos espccia1cs de limitada capacidad se usan en-organizaciones industr.'ales ·•··~"""' 

y gubenwmcntalcs con un costo menor en :-;u desarrollo y op~ración. 

Las cuatro com¡xlllentc;; mostradas en el diagrama de !lujo de la Fig. 12, 

son comunes en el desarrollo de programas de prop:'isitos generales, fase de 

datos de entrada, rc(1uierc del usu¡¡rio iniormación del medio o mateáJ.I, des

crip:::ión geométr¡cn de la rcpresc:mación por elementos finims y las condicio

nes de carga y de frontera. Los programas de pro¡Ds\tos :;encralcs m5s sG

fisticados facilitan c:1 proceso de cntradn como pr'opicdades constitutivas del 

mmcrinl, almaccnndos previamente, esquemas de modelar .:walíticamente el 

medio, tra:~nr estcrogr<"ificamente la idealización p:¡r elcmcnios finitos en for-. 

ma tal que los errores pueden detectarse antes de cfccruar los cálculos. 

La fase de biblioteca de elementos finitos es de inwr~:; primon.iial en el

curso. En ella se tienen los procesos de codificación forrnul;ltiWJS para los 

elementos individualmente, La mayorí;:¡ de los progr;¡m;:¡s de prop;Ssitos ¡;c

ncralcs contienen todos los elementos de la Fig. S, así como ciertas otras al

ternativas de formulación para un tipo dado de ~tcmcnto, por ejemplo el trian-



• 

................. -.., ......... I•&AI ... V ........... .., .._~,V 

l. 

2. 

3. 

4. 

Entrada de daros 

· Defínición del material, geomc<ría;·· · 
. 

cargas y condicioneS en la fromcra: .. 

d~l modelo fisico jcl medio. 

+ 
Elementos de bilbiotcca. .... . -.... . . . ' 

. Generación de los modelos r;¡atemáticos 

para los elementos estructurales y las 

cargas aplicadas. 

+ 
Solución . 

Construcción "y solución Ucl modelo 
. 

matcmáüco paro. el sistema estructural 

t 
Salida de res.ultndos 

Ob~ención de esfuerzos y 
. 

desplazamientos. 

FJg. 12 Diagrama de flujo comput.:~cional en 
Análisis Estructuml, 

1 ........... ., ........... 

@/ 

·-· ~· -

•• ~ ' T O 
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. gula Cn flexión. Teóricameme el elementO bib!iotCca es de extremos abicrros 

y capaz de acomodar cualquier nuevo_elemento de cualquier grado Ce comple~ 

jfdad. 

La fase elemento de b!ibiotcca recibe los datos almllcenados y establece las 

relaciones algebr.iicas del elemento p)r medio de la aplicación de los procesos 

formulativos n.:levantcs de cOdificación. Esta f.:ise del Programa de prop6SÍws 

·generales también incluye todas las· relaciones algebrfticas para interconectar 

los elementos vecinos y la conección del proceSo en si. Las operaciones pos:e-

rieres producen un c~njunto de ecuaciones algcbriicas lineales Simultáneas para--' 

representar la estructura completa por elemenms finitos. 

La fase so lución del programa de pro¡Xisitos generales opera .r;ob::-e las ecu~ 

ciones del problema formadas en la fase anterior. En el caso de un probk:na -

de análisis estructural solo significa la solución de un conjunto de ecuaciones Ii-

neales algcbráicas, Soluciones pcrra respuesta dinámica requeririn computacio-

nes más extensas sobre la historia-tkmiX> de las cargas aplicndas. En algunos 

casos hay que operar en reglones suWl\•idid3s como en el caso del análisis del 

Bocing ?47, o efeCtuar operm;ioncs especiales en las ecuaciones construidas ori-

ginalmeme. lncluíd.:~s en esr.:~ fase están las operaciones neces.:~rias de substitu

ción p:1ra obtcne r todos los ·as(X!cillS dcseado_s de. la solución. 

La fase salida d<! resultados presenta el an.ilisis con un registro de la solución 

60brc la cual se·puedcn tomar decisiones respecto nl diml'nsionamicnto estrucru-

ralo disci\o. El registro comunmemc es present:ldo mediante una lista imprcs:l 

de esfuerzos y dcsp\n.zamicntos de los respectivos elementos. r\si.como en 13-

fase de entrada existe un;:¡ fuerte tendencia n la representación gráfica de t.btos, -
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tales como gráficas de trayectnrias principales de esfuerzos o modos de pandeo 

· ·y vibración. 

ALGUNOS PROGRA\1AS DE PROPOSITOS GE~'ERALES. 

• 

ICES-STRUDL 1!, lmcgnlted Civil Engineei'ing System, (ICES), :.liT, :.1aneja~:~..,._ 

problemas de deformación y_esfucorzos planos, ·casc~rones rebajados, sólidos tr2_ ~ 

dimensionales, flexión de placas con y sin deformación axial, Su uso en proble-

mas. muy especial!zados resulta caro. ASKA, Automatic Systcm for Kinematic 

Analysis. Desarrollado por J. H. Argyris, H. A. Kamel y otros en la Universidad 

de Sruttgar. Sisrema general muy porenre el cual incluye una biblioreca de·~ 

elementos diferentes. Puede ser costoso para un usuario espccbliz¡¡do. SAP, 

A General Strucrural Analysis Pro¡;ram, elaborado por E. L. Wilson de la Uni\'Cr

sld¡¡d de C¡¡lifornia. Incluye análisis lineal estático y din5mico de estrucruras el.:i~ 

¡Jeas, cstruCruús tridimensionales, sólidos axisimCtricos, sólidos tridimensiona

les, esfuerzos y deformación plana, pl:~cas y cascarones. 

Zienkiewcz, O.C., programa des<Irroll¡¡ndo en la Unil'ersiJad de \Vales, 

Swan:.ea. Incluye lo de los programas anteriores y problemas de :..lec.inica d:'! 

Fluidos y transferencia de calor. 

NASTRAN, NAsa STR,¡,;um;¡J ANalysis. D.:sarrollado p.H U. S. National -

Aeronautical and Spacc Administration para nn.ilisis c!Jstico de varias estructuras 

incluye, análisis de expansión térmica, respuesta din.imica n cargas tr:lflsitorias • 

y exitaciones random, cálculo de valores car:~ctcrísticos reales y complejos, esta 

billdad dinámica. Ofrece capacidad limitada pa'ra i111álisis no lineal. 
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e@ 
SAMIS, Srructural Analysis aiid Matrix !nterpretarive Systcm. Desarrollado 

p::~r :et Propulsion Laboratory, y Manned Spacecraft Cenrer. Contiene un ele· 

mento unidimen-sional general y elementos triangulares-para deformaciones por 

flexión y membrana. ' ·. [1,] • (j 

ELAS y ELAS 8, Equilibrium Problems of"Linéar St'rucrures. DesarrOllado 
. 

JXlr el Jet Propulsion Laboratory. Incluye una biblioteca de elementos unid.i m.:.::_ 

-· slonales, triangulares, cuadriliteros, tetaedi"os~·h7xaedros, cónicos, sólidos'.:•······ 

11Xisim~f:icos de secciones cuadrilitcros y triangulares. 

-. MARC, elaborado PJr P. V. Marca!, incluye análisis lineal y no lineal de pr~ 

. blemas de Mecánica de Medíos Continuos. 

' 



. •' . . . . 
r, tillo t.Lt:.~ 1 1::.1\U!:> 

• 
'LISTA DE REFERENCIAS EN ORDEN CRONOLOGICO DEL ~IETOOO DE ;2'3 

ELEMEN105 FINITOS 

(1) Hrcnlkoff, A., "Solutlon ofproblcms in elastlcity·by the framewod: mcthod," 
J. Appl. ~1cch. 8, A l(J)-175, 1941. 

· (2) McHenry, O., " A 1atticc.annlogy for thc solution of pl:::tne stress problcms," 
J. lnst. Civ. Eng 21, 59-82, 1943. ., -, .. · 

(3) Ncwmark, N. M., "Numcrica1 methOOs of Malysis.!n,bnrs pbtes and elas-

/ 

a~:,:..t _c,llc b:xlies," ."Numcrical.\1eth.ods of Analysis in:Enginccring," cditcd by L.tE.~.;;¡;,.:t.:-!!~ 
Grlmcr, Mac\1illan (1949). __ . 

(4) Tumer, M. J., Clough, R:: W., Mart!n 1 H. C.:·, andt_Topp, L. J .. , 
Stiffncss and deflcction analysis of complcx structurcs," J. Aero Sci. 23, 
823, 1956; /1,\-tR 10 (1957), Rcv. 1776. · -,~ .. 

.. . -... 
805-

-~·· ... ·(S) C1ough, R. W. ;· ''The finite elcment in p!ane stress ::uta1ysis," ?roe. 2nct.~·~~-- '"' 
ASCE Conf. on Electronic Computation, Pittsburgh, Pa., Sept. 1960. 

> 

(6) Argyris, J. H., "Energy :Theorems and structural analysis·." BuncrworL'I, 
lnndon (1960). (Rcprintcd from Aircraft Eng. 195·1-55); A:\IR 15 (1962), Rev. 
2705. . 

(7) Clough, R. W., "The finite element method in structural mcchanics," 
-(Ch. 7 "Stress Analysis", Q •. c. Zienkicwicz and G. S. liolistcr, cdited by, -J.-
Wllcy & Son (1965); clw.ptcr in /1,\-lR 20 (1967), Rcv. 3942. • 

(8) Courant, R., "Variationa1 mcthods for thc so1ution of prob1cms of equili
hrlurn and vibration," !3ull. Am. ,\1ath. &le. 49, 1-23, l9·i3. 

(9) Prager, W., and Syn¡;c, J. L., "Approximation in clastici[y b.:lsed on the 
conccpt of function sp.:1cc, •· Quart. Appl. :\lath. S, 241-69, 1947, 

(lO) Syn¡:c, J. L., "The hyp:!rcirclc in mathtmatica1 physics, Cambridge Univ. 
Prcss (1957); A:\!R 11 (1958), Rev. 733." 

(11) Schme1tcr, J., "The enci"gy mcthod of networks of arbitrary sha¡.-oe in pro
hieros of thcory of clasticity," Proc. !UT:\l\1 Symp. on J':on-homo¡:eneity in 
Elasticüy nnd Plasticity, W. 01szak, editcd by, f'crs::::-.on Prcss (1959). 

(12) Zienkicwicz, O. C., :md Chcung-, Y. K., :'Finitc e1cmcnts in the solmion 
of flc1d problcms," Enginccr, 200, 507-510, Scp_t. 1965. 

(13) Wilson, E. L., and Nickell, R. E., "Applic:nlon of finitc c1cment mcthod 
to hcat conduction ana1ysis," t-.:uch!ar Eng. and ~si¡;n 3, 1-il, l966. 



. . 
. ' ·-· ' 

• 2 • 

r. HALLJ..::~d L::ftu!:i 

- (14) Herrman, L., "EI.:tsric and torsion~l an.:llysis'of irreiular sh.1~s." J. of 
Engnr. Mech. Div,, Proc. ASCE 91, E'.\6, H-19, 1965; A~1R 19 (1966), Rev. 
3444. 

(15) Zienkiewicz, O. C., Arlett, P. L., and Bahram, A. K., "Solution of three• 
dimensional iícld problcrns bv th~ íini:c e!crr:ent m~thod, :· En¡;ineer, 22-1, 5-17-
550, Oct. 1967; A;....JR :H (1968), Rev. 7898. 

' . 
(16) Winslow, A. M., "NumeriCai so\u:ion of t.'1e,quasi'='linear Poisson equatíon 

--in a non-uniform trianglc m6sh," J. Comp. Physics-1,·1~9;-:172, 1967. -~~F::! !. 

· ·· ~- "''(17) Pian, T. H. H., "Dcrivation of elemcnt stiffncss·matriccs," J. 
S76-577, 1964; A.'.,.JR 17 (1964); Rcv. 5113. !t', \• ,,;-;_., . -'. 

(18) Fracljs de VeuOCkc, B., :"Displacemcnt nnd cquilibrium models in the·. ·-·-. ~ -_, 
.:. - >. _,finitc clemenr method, "(Ch. 9 .. .Stress analysisi),. O.·_C. Zicnk¡ewicz and G.,. "· ... 
•-- •" -• .. Holister, editcd by, J. Wilc:t;-& !:en (1965); Chapt~r in·A~.IR 20 (1967), Rev.:"·'' ,.,, ,, .-,, 

3942. 

•. (19) Fracijs de Vcul:x;kc, 13 .• "P..cnding .1nd stretchlng of pintes," Proc. Conf. . 
· Matrix Meth. in Struct. :-.tech. Wri¡;llt·Pntterson AF!l, Ohio, 1965. 

. . 
"(20) Fracijs de Veubckc, B., and Zicnkicwicz, O. C.,. "Strain cnerR" OOunCs 
in finitc clemcnt analysis by slab nnalo:o,ry," J. Strain i\nalysis 2, 265-271, 1967. 

(21) Hcrrmann, L. R .• "A bc:!::'i:l': anal\'sis·of platcs," Proc. Con f. ;'-.1arri..x 
Mcthods in .Struct. Mcch. Wriglu:Paue:fson AFl3, Ohio, 1965. 

(22) Pi:m, T.ll. H. and Ton;, P .• ''!3;;.sis of finitc clcment mcthods for salid 
continu3, •· lm. J." Num. :-.leth. in Eng. 1,3-28, 1969. 

(23) Pian, T. !-1. H., "Derivation ofclcmcnt stiffncss m:1trices by assumed 
su-css distribution," j. AIAt\ 2, l232-133ú, 196-l. 

(2<1) Scvern, R. T., nnd Taylor, D. R., "Thc finitc elemcnt method for 
flcxure of s!:ibs when ~trcss distribur:o:-ts nre assumcd, ". Proc. lnst. Civ. 
Eng. 34, 153,170, 1966; ,\~·IR ~O (1?67), I\cv. 3213. 

(25) Zicnki<?wlcz, O. C., "Thc finite clcmcnt mc:hod, "\lcGrow-Hi\1 (\96i). 

(26) llazelcy, G. P., Cheung, Y. K., lrons, B. ~1., nnd Zicnkicwicz, O. C .. 
''Tric;.<:ubr clcmcnts in bcndinr:-confarr:1ir.t: .:J.r.d non-comíorming ;:olutions," 

· Proc. ·Con f. Morrix :-.tcth. StrllCt, :-.lech. \','(ight-l'au~rson ;\FU, Ohio, 1965. 

(27) !\11!.:hlin, S. G., '"Tl1e problcm of thc minimum of a qu:~dratic function:JI," 
Holdcn Day, S.:1n Fr:mcisco (1966). 



P. BALLESTEROS 

- 3 -

(28) Plan, T. H.- H., and Tong, Plng. ''The conver~nce of flnitc element me
tbod ln solving linear clastic problcms, "1m. j. !.-a-llds .Struct. 3,865-830, 1967. 

(29) Kcy, S. W., ''A convcr¡,rcnce fnvestlg<Hior. of tbe direct stlffness mctbód," 
· Ph. D. thesis, Univ. of >'lashíñ¡;;ton, ~canJe, 1966. 

(30) de Arrantes e Olivcira, E. R., '"Thcoretical four.datlon of the finite e!é':nerit'Jr:·! · ... 
: ,,,,._ "'· .. mCthod," Int. J. Sol!ds'Struct: 4,929-952, 1963; A!\ m 22 (l9ó9), Rev. 7609.. · · 

. , .. ,_ ... , (31) Adim, .\., and C!ough, R:1 W., "Analysis otPriú~'rei'lding by the fi~itel)f"'' , . .{ 1 't 
'elemcnt mcthod," Nat. Sci, Found Rep. G. 7337, L'niv: of,Cal!f., Berkeley, 
1961. ,., • 

(32) Zlcnkiewicz, O. C., a.'1d·Cheung, Y. K., "The flnitc elcmcnt method for 
analysis of e las tic isotropic áñd onJ10tropic slabs," Proc .. lnst. Civ. Eng. 
28, 471-488, 1964. ~ .. 

(33) Wa!z, J. E., Fulron, R. E., and Cyrus, N. J., ,\ccuracy ~d converg-cnce 
of flnite e1ement nppro:~imation," Proc, 2nd Conf. _:,latrix l\',eth. in Struct. :>.-tech., 
~rlght-Pauerson ,\FU, Ohio, 1968. 

(34) Mclosh, R. J., "Actiffncss matrix for thc analysis of thin piares in lxmding," 
·J. Aero &;i. 28, 34~.¡2, 1961; 'MJR 14 (1961), Re'v. 3-4S9. · · · 

(35) Cr:mdall, S. H., "En¡;ineering analysis," :-.1cGra\i-:.Hill, NY (1956); A:-.!R l2 
(1959), Rcv. 1122. · · 

(36) Sz:~bo, !). ,\,; and Lec, G. C., "Ikrivaticn of stiffne~s mJtriccs for pro
blems 0!1 planc elasticity by Galcrkin mctll.:xl," lnt. J. Num. i>kth. Eng. 1,301-
310, 1969. 

(37) Zlcnkicwicz. O. C., ancl Parckll c. J., "Translcut fic!d problcms--two
and thrcc-din:cnswnnl nnalysis by íso-p:¡ramctric finitc clcmcnw," lnt. j. 
Num. ~lcJ.h. U: En¡:;r. 2-61-71, 1970. -

(38) Odcn, J. T., "A ¡;encru!Lhcory of finitc clemems: 1-To¡ulo¡;:ical considera
tlons lh\pplication," lnt. J. ,'\um. }..!eth. Eng. 1,205-221; H7-2úü, 1969. 

(39) Gnll.:!ghcr, R. H., ",\ correlntion srudy of mcthods of matrix structur:ll 
analysls," ,\G,\Rl.XJ,srJph b!), ¡:crg:J.'l10n Prl!ss (1961), 

(40) Argyris, J. H., '\!:ltrix mcthods of structural annlysis," Proc. 14th meet
Ing of ,\CARO, AGARCogr.1ph 72, 1962. 

(41) ~lartln, H. C., "lntroduction ro·matrlx methcx:ls of structurnl ;malysis," 
McGraw-Jlill, NY (1966). 



" 

-- 4 -

(42) Somhwell, R. V,, "Relaxatlon methods In Li.coret!cal physics," Clarendon 
Press, Oxford (19·16). 

(43) Varga, R. S., ''Matrtx iterative analysis" Prenticc-Hall, (1962). 

(44) Griffin, n. S., and Kcllog, R. n., "A numericnl rolutior~ of axially 
eymmetrical a.""":d pi.:lne ebs<icily proble:ns," In. J. Solid.s and structures 3, 781-

. 794, 1967; A:,m 21, (1968), l'.ev. 3185. 

-(4S)CnlhJgl¡er, R. n.·, Pndlog,'J., and ~ljlard,-P. r:';-."St;ess analysis In 
beatcd, complcx shapcs. "J. Aero-Space Science 29, 7()0-707.' 1962. 

(46) ,;rgyrl:::, J. H., '';..,~mrix" 3nalysis of three~dimCnSio~.iÍ cb.stic media. 
Sma!l a.,d large di!'placcments, "J. ,\L\,\ 3,45-51,·1965; A\lR 18 (1965), Re;•:· 
3951. 

(47) Zlcnkiewicz, O. C., Jrons, /J. ~-, Ergatoudis, _1., 'Ahmnd, S. and Scott, · 

.. " 

.... F. C. , "lso-pnramctric ;md assoclnted elem~nt fnm!li':!s for two- and three- •. '''·'"""": 
... _dimensional analysis, "(Ch. l3 of "Finite clement method in stress analy~is"·'), -·- --•· 

J. Holand a;¡d K. Cell, cditcd by, Tapir, Trondbcim, ~·or~·.-.:¡y (1969). 

(48) lrons, B. M., ''En;;tr.eering applicauon of !mmerical imeir.:nion in stiff
ness mcthod," J. Al,\ A 4, 2035-2037, 1966. 

(49) Erg.1toudis, J., !rons, B.· \1., and Zicnk.iew!cz, O. C., "Curved, i.!:Opnra-
mctric r;'J.•dril::~~eral clcmcms in fi:Jitc elcmcnt nnalysis," l:-¡t. j. Solids & Str~ect. 
4, 31--!2, l9úB; AM R 21 (1968), Rev. 63,17. 

(50) Erg::Hotldis, J., lrons, B. 1-1., and Zicnkiewicz, O. C., "Threc-dimensiO'l· 
al an::~lysis of arch dams .111r.l their fo,mdauor.s; "Proc. Sym. on Arch 0.1ms, L--:st. 
Civ. E11g. Lonr.lon, 1903. 

(51) Atkinson, 13., Grocklcbank, :..1. P., Card, C. C. \1., and Smith, J. M., 
"Low H.eynolr.ls oumbcr r.lc>·eloping flol':!'," A. J. Chem. En¡;. ]oum. 15-5-18-553, 
1969. 

(52) Clouzh, R. W., ::md 1'oc\¡cr, ~- L:, "Fir.ite elerr:cnt ~tiffr.e~.s m:nrices for 
analysis of plat.::s in i~::::ing, "Proc. Con f. \l.ltrix :,¡~th. in Struct. :-.tech., 
Wright·Pattcrson AFll, Ohio,-1965. 

(53) Clough R. W., ;UJÚ Fc!i.ir.l, C. A., "A rcfiP.Cd qu.1dribrer::~l clcmeJ!t for 
analysis of pbtc bcm.!i .. ¡:," f'roc. 2nd Con f. :>l;Jfrix )..\·;!t!l. in Struct. ;,1ech., 
Wrl¡;ht-Patterson i\FB, Ohio, 1963. 
(54) W¡;ncr, f. K., Fax, R. L., .:md ~chmit, t\. L., "1hc gcncr:nion of inte
rclcm'-.!nt corr,p3;illk st1iú:css ;;md nuss m.1trices by ust: oi int~r¡:obtion for
mulas," !'ro<.:. Conf. ~!3trix.\!cth. in ::itruct. 1-,lcch., Wrig!Jt-Patterson ,\Fi3, 
Ohio, 1965. 



P. BALLESTEROS 

-5- @ 
(SS) Bell, K., "'A rcflncd trian;;ular platc bendlng clemcnt, ·· Int. J. Num. 
Method. 1n Eng. 1, lül-l22, 1969. 

(56) lrons, B. :-.1., "A confoiining quaidc t!"lan¡:uhr clemcnt for platc bend· 
lng,'" lnt. J. !"u m. :Vlclh. in Eng. l, 29-46, !<)(f). 

(57) Argyris, J. H., Frid, I., and &ht.pf, D.\'!., "The TUBA íamily oí 
pi ate el~mcnrs for mao.rix dispbccmcnt method, .'~. Aeronautical Journal R. A<:. · ·., •.~ • 

. Soc. 72, 701-70?, !963; A:>JR·22 (1969), Rev. 5921. 

(58) Gossh~nl, VI.,. "Ein 11cucf; volltrn¡;lichcr cndlkhcs Eiem~nt for Platren: ~· : 
blcg-.m.g," int. ,\¡¡.:>. Brid;¡c Struct. I::ng:. Bull, 28, 27-.JO;:SG3. 

(59) Co·.·tper, G. R. , Kosko, 1 E. , UnCbcr¡;, C. :>l. , nnd Olson, ~.1. O. , · 
"Fonnuln::ion of a ncw trinn;':UI~ plGcc Xndin¡; clcmcnt," Trans. Can:J.dian 
J:.cro Sp<.~cc lnst. 1,36-90, 1968; .\;.I!t 22 (l9W) JlCv. •1063. 

(60) Gr.:úton, "?. ~-, and .Stroñ!c, D. R., '"Analy~is o! nxiSymmetric shells 
by the din .. 'Ct stitfncss mcthod, "J. AIAA 1, 23·12-23.J7, 1963. 

(61) Ziclúicwicz, Q, C., and Chcun;;, Y. K., "Finit~ clcmcnt méthod of 
analysis for arch d::ur. shdl:; Gnd comp:1rison •.viL'l fir.ilc diffcrcncc proccdures," 
Proc • .Symp. on Thcory of M-eh Dams Pcrgamon Press (l9ú5). 

(62) Connor, J. l., nnd llrcbbia, C., "Sti!fn::ss mat:ix for shnllo• .... rect.wgdar 
1;hcll clcmcnt," ;. of Er.gnr. Mee h. Div. Proc. ,\SCE 93, -:3-63; 1967; ,\:-.IR 2l (1968), 
Rcv. 7391. 

(63) Srricl:lin, J. A., N;waratna, D. R., and Pian, T. H. H., "lmprovements 
In the :¡;¡al y si& c.f r;hclls of rc...a:u¡!or. b:' :n:J.trix Liis¡::l:ccn:ent mcthod (cur'."ed 
clcmcn¡s). •· j . .\l;\A 4, 2069·2072, 1%6; AMR 20 (1%7), Hcv. 9219 .. 

(ú·l) Ahm.:ci, S., IIons, [l. ~L, and Zicn.l;:icwi:::z, O. C .. , "Cu::":ed thick shcll and 
membra:lC cl:.!mcnts with p;:¡nicukn· rcfBrcncc to a.'l:isyw.rnctric prcblcms." Proc. 
2nd Ccnf. en ~.tatrix ~.lt:th. in Struct. ~.lech., \\"right -Pattcrson .-\FB, Olüo, 
1963, 

(65) c\l:m;:~d, S., Iron::;, ll. i-.1., and Zic:'.kicwicz. O. C., "Analysis of thick and 
thin shcll structun:s by general Cl!rvcd c1emcnts," to h·;! publiúwd in lnt. J. 
Num. ~lcth. i.n Engr. 

(66) Arf)-rir;, J. H., '"El:J.sro-plasti::: Ír,.::;.u-J;¡ dispbccm:!nt .::;.nalysis o[ :Ju·ce
dimcnsion;:~l cor.dnua, "J. Roy .Acro üx. (f}, éJ3-~5, 1965; .,\1\tR 19 (196.J), 
Rcv. 3-470. · 

(67) ~·lnrcnl, P. V., mrl Kln<;, l. P., '"Elnst!c-p!:lstlc nnnlysis of two-dimcnsion
ttl stress systcms by the finiw clcmcnt mcthod," lnt. j. Mcch. Sci. 9, 1·!3-155, 
1967; ,\:-.m 20 (1967), ltcv. 76S6. 



- 6 -

(68) Poro''• E. P., Khojastch-Balcht, !'J., and Yagimal, S., ''Bendin~ of cireu
.lar plates of hardenin)~ m::~:Úial," [nt. J. Eolills ami Struc~. 3~975-933, 1967~ 
Jr.MR 21 (l96El), Rev. 3240. • 

(69) Zienk!ewicz, O. C., Vnl!iappan, S., and Klng", J. P., "Elasto-plnstic s::J
Iutions of cngmeerinJ; pronl·~ms, lnitial stress, finltc eiemCnt appro.:1ch, ·· !m; 
J. Num. Mcth. in Eng. l, 7.'5-100, 1969 . 

. ,. (70) Zienldcwicz, O. C., V.11li.1ppan, S., and Kin?, l. P.~! 1 __ "Stress rrnalysis cif 
rock as a no-tens10n marenar;"·Geotechnique 18,56-66, 1968: A:YIR 22 (1969), 

. Rev. 3296. :·. 

,, ' " 

(71) Yamada, Y., Ynshimuri!, 'N., and 5rll:urai, -T., "Stress-strnin matrix n.."ld 
hs application for rhc l'olut¡~n of clnstic-pbstic problems:by thc fini:e clement ·· 
melhod," In. J. Mech. Sci, 10;·.343,354, 1968; A:.m 22 (1969), Rcv. 2330. 

- ... 

(72) Reyes, S. F., nml ~~n:,~ O. U., '"Elnsto-p1;~stlc analysis of underground ··- ····"· 
·oJ:enings by tite fini!C clcment mctllod," Proc. 1st 1nt. Congr. Rock. ~1ec!l 1!, : , .... ··'"'''· · 

'"~77-486, 1966. ::-: ' 

(73) Zienkfcwicz O. C., i'fatson, ~-, nnd Klng. l. P., "A n:.Jmerica! mcthod 
--. of vlsco-cl<"'lm.ic nrc~s nnalysis," lnt. )ourn. :..lcch. ~ci. 10,807-827, 1968; 

AMR 22 (1969}, f{ev. 8419. 

(74) Crccnbaum,· C. A., :md Rubinstein, M. F., "Crccp analysis of axisym
metric bodics using finite elemcnts, ".1\'ucl. Eng. and Design 7,379-397, 196!3, 

(75) Goodman, R. E., Tay1or, R. L., nnd !lrckke, T., "A modcl for thc mecha
nlcs of ¡ointl'd roe k," J. of ~oil \lec h. and Found. Oiv., Proc. ASCE 94,637-659, 
1968; ,\,\.tR 21 (!968), Rcv. 8177. 

(76) Zicnkicwicz, O. C., and Valliapp.:m, S., "Analysis of rc:11 structures for 
crccp, p1asticity and other co:nplex conmitmive laws," Coni. on ;..lateria1s 
In Clv. Eng. Univ. of ~uthampron, 1969, J. \\'ifey (1970). 

(77) Martín, H. C., "On thc dcriv;nion of sriffncss :ll::Hrices for the an::dysis of 
largc deflcc•ion and ~rabitity problcms," Proc. Coni .. \'latrix :..tc¡h. in .Struct. 
Mee h., \Vright-l':merson Afíl, Ohio, 1965. -

(78) G:~ibghcr, R. H., :~nd P:tdlog, J., "Discre<e elemcnt appmach to struc¡ural. 
lnstability an.¡lysis" J. Alt\t\ 1,1·137 1439, 1963. 

{79) Kapur, K .. K., and Jlarr.:; B. J., "Stabi]ity of ÍIÍ!n p!.lte."s usi:J11: the finile 
clcment mc¡IJod, ·: ]. o! Engnr. ,\lcch. Oiv., Proc. ASCE 92, 177-195,1966; ;\:\IR 
20 (1967), Rcv. 4676. 

(SO) Andcrson, R. C., lrons, B. t-I., and Zlcnkicwicz, O. C., "Vibrar ion and 
&t:tbility of platcs u~inf, [inilc clcmcnts," lnt, J. Solids :~nd .Struct. ·1,1031-1055, 
1968; AMR 22 (1969)," ltcv. 6815. 



' 
P. BALLESTEROS 

• 7 • 

(SI) Gallaghcr, R. H., and Yang, H. T. Y., "Elastlc instabillty predictions for 
· doobly curved si:r.:lts," Proc. 2nd Conf .. \1atrix :\.1eth, ln'Sfruc. ;..1ech., Wrighi-

Pattcrson AFB, ül1ío, 1968. - --

(82) Cor~on, W. G., and !'.'ewton, R. E., "Plme bucldng 3I!alysis using a fully 
compatible finite e\emcnt," ). AlA A 8, 527-529k 1969 . . ,. . . . . . 

. (83) Turner, M~ J., Dill, E. H., Martin, H. C., and Melosh, R. 
dcflcction of st:rucru'res subjcct to heating and éxtemal loads, "J. 
27,97-106, 1960. ;:~ . - ...:: 

-- .., 
' 

)., "Large .. -
Ae:ro. Sci.' --

... (8_4) Marca!, P. v:, "Finile ~lement nna\yf;is of cotnbincd problems of materia\_ ... 
and geomctric ll!havior," Techn. Rep. 1 ONY, .Brown Univcr!'ity, ,viarch 19&;;. _" · . . ......... ., .. ,. 

. . ""· 
. , ., .... (85) 13rebbia, C., and Connor, J., "Geomerrically non·lin('!ar finite clement_, ·: "::·:,· 

analysis, '• J. of Engnr. Meo.:~: Div., Proc. ASCE 95, 463-483, L969. , • --:J • .;u.. 

(86) 'vlo.rcal, P. V., "Effect of initinl dlsplaccncnt on problcm of large dcflection 
and stability," Techn Repon ARPA E51, Brown Univer,iry, ~ov. l967. 

(87) Odcn, J. T., "fin\te c\emcnr lo.rr:c dcflec-cion analysis of pl.ltes," j. Engr. 
Mech. Oiv,, Proc. ASCE 95, 143, 1969. 

(88) 'vlurray, D .. W., and Wilson, E. L., "Fin !te elcment postbuckling analysis 
of thin clastic platcs, "J. ¡\[,\¡\ 7, 1915, 19ó9. 

(89) Schmit, L. A., Boyner·, F. K., and i"ox, R. L., "Finite deflcction strucm
ral analysis. using place and cylindrical shell discrete elcmcms," J. AlA,\ 5, 
1525-7' 196:5. 

(90) Odcn, J. T., and S¡¡W, T., "Finitc strains nnd delorm:1tions of cbstic 
membr:mes by the fini<c clen1cnt mctl:od," In!. j. Solids ¡¡nd Struct. 3, ·171--liS, l96i 
A~1R 22 (1960), !\ev. 76i1. 

(91) Oden, .1- T., "F\nire p!ane strn.in of lncompressible elastic solids by the fi- · 
nitc clomenr rncthod," "!he Acronauticnl Quaner:ty, !S, 254-264, 1967, 

(92) Zicnkiewicz, O. C .. Mayer, P., and Chcnn~. y; K., "&llution oi nnisotro
ptc secp;t~e problcms by hnit!! e\ements, .. J. of Engr. :--.!cch. Div., Proc. ASCE 
92, lll~l20, 1966. 

(93) Taylor, \t. L, and llrown, C. B., "lhrcy ftow ~o\u!ion wilh a free surf:J.cc," 
J. ·of the Hydr. Qiv., Proc. ,\SCE 92,25·33, 196i; r.:.IR 32 {1969), Rcv. í02. 

(94) :--.lanin, H. g., "Finite clcmcnt ;J.nalysis of fluid flows," Proc. 2nd Conf. 
Matrlx ,\\cth. ln ~truct. :0.-\cch, , \\'r i!;IH -l'¡¡nerson ,\ FG, Ohio, 19 úS. 



- . 8 

(95) Arlett, P. L., Bahrani, A. K., and Zienkicwic<:, O. C., '' Appl!cation 
of finite clemems ro the solution of Helmholrz:S cquation (wave guides)," Proc. 
lnst. El.' Eng. 115, 1762-1964, 1968. 

(96) Zienkie-.vicz, O. C., arÍd 1\ewton, R. E., "Coupled vibrations of a struc
rure submerged in a compressible fluid, ·• Int. Symp. on finite elemem techniques 
in shipbt.:ikling-, ~tu:t;:;ut, 1969. 

(97) Taylor, C., Patil, B. S., and Zienkiewicz, O. C., '11arbour oscillatio"n 
in a num~rical treat;nent for uildampted modes," Proc. lnst. Giv. Eng. -i3, 
1941-153, !969. 

(98) r\rcher, J. S., and Rubin, C. P., "tmproved linear axisymmetric-shcl!
fluid model for launch vehicle longitudinal resronse an:tlysis," Proc. Conf, 

· ,Mat. \·leth. in Struct. \.1ech., Wright-Patterson AFB, Ohio, 1965. 

(.?9) Zienkiewicz, O. C., lrons, B., and l'iath P., '"Natural frequencies of 
..; .. mplex free or 5t•hmergcd structures by the finite clc:nent methcd," Svm!J. 
~·u Vlbration in Civ. Eng., lnst. Civ. Eng., (Bunerworlh), London, 1965. 

(IDO) S:mdhu, R. S., and \Yllson, E. L., "Finlte elem~nt analysis of secpage 
tn e las tic media,'';. of Engnr. ~Ice h. Div., Proc .. 'ISCE 95, 641-651. 1969, 

.. (101) Ras !lid, Y. R. , "'Plre~-dlmensior.al analysis of e las tic solids, " In t. 1. 
_::-.. :;: .. lid:; Stn•ct.,·" Part 1: Analysis procedure," 5, \3ll-J3, 1969: Part 11: "ihe 

.. -~-~¡:;omp:Haticnal prohlem," 6, 195-207,.1970 . 

.;;n,:y~,Jns, B. ~1.., "A frontal soludon proy.ram for finite element analysis," 
·- !.•Jt. ]:-Num. Meth. in Eng. 2,5-32,1970. 

(103) ;ohnson, W. ~l., and );.!el ay, R. W., "Conver¡:;ence of the finite e!ement 
:r:~:::od in the theory of elasticity," J .• \ppl. Mech. Tr.::ms. AS).! E, 274-278, 
Jttnr_ i96S. 

(104) Przemi<Jniecki, .J. S., "Theory of matrix structurnl ¡¡r:alysis," !>lcCr;.~w
Hill, r?6a. 

(lOS) .:cnkins, ~\. M., "~atrix and digital computer met!Y.xls in strUctural 
analysis," :,lcGraw-!!ill, 19{>9. 

(106) Pope, G. G., "The application o; :!1e matrix di!'placement method ir. 
plane cll~top!Jstic r.triO'~s !'re>blems," P-oc. Conf. \LHri:-; .\ierh. in SU"Jct. 
Mech., 1\'ri¡::hr-PJtter~on AFU, Chio, !~165. 

(107) ;\lille-r, fl .. F. • .1nd S. D. Han¡;cn, '"L::.r~ Sea le o\n;¡Jysis of Current ,\tr
cr.tft," On G<"ncr.11 F'"o.~rr-ose Pir.üe Element !~ompJ:er l'ro~:-nms, P. \'. ~-larca! 
(ed), ,\S\! E Spcci.1ll'ublication, New York, N. Y., 1970. 



O , Lln'-'L.ol.:..l I&:.I~Vo) 

- 9 -

(108) Smith, C. S. and G. Mltchell, ''Practica! Considerations In the Appllcat!on 
of Finite Element Techniq:Jes to .Ship .Structures," Proc. of Symposium on Finite-: 
Element Tcchniques, U. o! Stuttga.n, Stuttgart, Germany, june, 1969. 

(109) Corum, J. :.'1. arxf J. E. S:nith, '1Jse of Small Models In Deslgn andAna
lysis of Prestressed-Concrete Rcn.ctor Vessels, :· Rep:~rt ORNL-4346, Oak 
Ridie Nat. :...:!h., Oak ;l.iUge, Tenn., \!ay, 1970. 

(110) Cheny, \\'. r:., M. U. Hosain, and V. V.· Neis, "Analysis of Castellated 
· Beams by the Finite El~ment .\1C:hod, ·· Proc. of ('onf. on Fiuite Element Me~hod 
In Civll Eng., ~ .. 1cGil) U., Monu-ed, Canada, 1972, pp. ll0.5-E40. 

(lll) Gallagher, R. H., "Large -Se ale Computer Programa fur Strucrural Analy
sis" in On General :'ufTXlse Finite E!emem Com?uter Programs, P. V. Marca! 
(ed. ), ASME .<::pecial P.Jblicaticn, 1970, pp. 3-34. 

. . . 
(112) Marca!, P. V., "Survey of Gener.:~l Purpcse Prc-grams for Finite Element 
· Ailalysis," in Ai.J·¡;uY.:es in Compm.1tiow:;l .'-1ethods in Str;_¡ctural :.1echanics a'ld 
I:esign, J. T. Oden, et ni. (ed. ), U~ of.Ala!>:tma Press, Unlverslty, Ala., 
1972. 

(113) Gnllo.gher, R. H. andO. C. Zienkiewicz, Optlm;_¡m Strucruial Design, 
john Wlley & Sons, lnc., New York, N. Y .• 1973. 



FINI1'B f.LE:-tEN~ l·tE'l'HOD 

'rHF.C1P,Y AND APPJ.ICATION 

1. I!~'l'RODUCTION 

1.1 JllS'l'O;!.ICAL Bl,CKGROUHD 

The finita clem::.nt me>.:hcd (Fi:i-l) has become a powerful nurr.erical 

tc-::hniq;.,.c fe,:- scl•Jing co:npl<.'x problc;ns in science and enginc€.rinr;, 

m<Jinly due t.o the L<d·:;:;nccs rilad"' eariler i?'l the nume;:ical metbods 

·:Jart:icularly ir> I:l3trix ;nethods as well as l:ue to the rapid 

introductic>n of high spced com;?uters in t!'lc rr.ar:{et. However, 

<.he introd~.:ct:ion of concept~ and applicilt!o:ló: of FE)>! dates back 

to thc era of mathcmaticians who triad to calculatc the perimeter 

.~nd arca of a circle by idcalizL1g it as a rfC-gular polygon. It 

~ .. aló:<: i::l..crcsting to note that the bound solutions which are 

.-.~::en disc:¡sscd ir: FE~t c<Jn be traccd back to the solutie>n o( the 

.::·~;;¡ of a circle. lf the circle is r.10dellcd wi-:;:h 11:1 inscr1bed 

polygon, ·a l<.>wer. bound r.olution is obtaincd where'ls an uppcr 

bound ·soluti~n is obtain0d by rcplacing the circle by a circ~.:;.s 

cribcd polygon. Evcn though L:Je ba:;.:!.c co:Jcepts oí FEM existed 

!or ovcr two thous:tr.-i years, fcr all practical purposcs, onc can 

only :;;..y that thcsc conccpts -..·ere actually uscU f'Jr solving 

j:.hysicnl ?ro=>lcms in 1950s b:¡ tht: acronauticL<l cnginccr,s. 

In 1956, '?urncr ct al (!l.cf 1) prcsc:¡tcd thc stiffness analysis 

for thc complcx structurcs, which is thc startin9 p~in:: !n thc 

rcdio:ocon·ry of FE:-1. ~cvcrthclc><s, ClO'-l(]h (Ec! 2) -..·as thc ene 

who act:ually u~cu thc tena F!:~1 in 1960. Sincc thcn, a trc

mcndou:; am:JI.tnl of rco¡;carch h<:.!: hccn dor.c in this field and 



·quite a large number of papers have been published in almost all 

the journals related to all fields of engineering as well as sorne 

in the fields of mathematics and science. In addition, several 

conferences have been held all over the world and hundreds of 

papers have been presented in each. The theory and appllcation 

of FEM have also been presented in numerous text books (Ref 3-22) . 

In arder to help the reSearch workers in tracing tne references 

required for their particular work several bibliographics have . . 

either been published or under preparation, among them notably 

Ref (23) is a good source of information. 

1.2 APPLICATIO~S OF FEM 

The FEM is applicable to a variety of boundary value and initial 

v<:~lue problems in cngineering as well as applied sCience. ·Sorne 

-of these applications are: 

1. Stress Analysis of Structures, Stability of Structures, 
Oynamic response of structures, Thermal Stress Analysis, 
Torsion o~ prismatic members 

2. Stress· Analysis of Geomechanics problems, Soil-Structure 
Interaction, Slope Stability prOblems, Soil Oynamics and 
Earthquake Enginecring, Seepage in soils and rocks, Con
solidatio;J settlement 

3., Solutions in Fluid Mcchanics, Harbour oscillations, Pollution 
Studies, Sedimentation 

4. Analysis of Nuclear Reactor Structures 

S. _Stress Analysis and Flow Problems in Diomechanics 

6. Characteristic Study of Composites in Fibre Technology 

7. Wave Propagation in Geophysics 

\_) 8. Field Problems in Electrical Engineering 

• 

• 



·Apart from the above nicntioned arcas, the FEM is also applic<lblc 

to any other problern as long as thc analyst :nakes c!!rtain that 

the problem is amenable to sol~tion based on the ass~~ptions 

introduced in the formulation of FEM and appropriate material 

properties can be provided in a realistic manner. 

1.3 l·:ETHODS OF A:JALYSIS 

In general, .there are four basic methods of analysis in FE!·!-

ñi~C', 'lCement method, equilibriur.1 mothod, ¡:lixed nethod ar.d hybrid 

-~ .. "~,:!.. The field variables or unknown quantities in each of 

th~~~ methods are as follows. 

Displaccmcnt method - displacements and Lheir derivativos 

Equilibrium methoó - stress components 

Mixed method - sorne displace~ents and sane stress conponents 

Hybrid mcthod - displacements or boundary forces 

¡,, Lhe displacement method, smooth displacement distribution is 

assumed within an element, interelement cor..patibilit}' o!' displa-

ccment is gencrally ass~:rcd 1lnd mínimum poter.tial cncrgy critcric:-. 

is uscd in the formulation. 

In the equilibri~~ method, the interior stress distributic~ is 
• 

assumed to be smooth, the equilibrium of bounCary tractior.s is 

maintained and the minimum complimentary energy is the basis 

for the formulatior .. 

In the mixed method which is gcncrally used for plato and shell 

problcms, both displaccmcnts and stresses are assumcd s~ooth 



iri the inte~io~, the displacement components and the equivalent 

'stress components are considered to be continuous at the inter-

element boundaries and the formulation is based on Reissner's 

principie. 

In the hybrid method, ~epending on whether the model is dis

placement type or equilibrium type, the distribution of dis-

'placements or stresses within the element is considered to_be 

·~mooth and along the interelement boundary either assumed 

.. compatible displacerr.ents or assu~ed equilibrating boundary 

·tractions are cnsured and either modified complementarY energy 

or modified potential energy principle is adopted for the for-

mulation. 

AmO!J9 these four;methods, the displaccment method is the most 

~idely used approach. However, for plato bcnding problems 

·either the equilibrium or mixea method is preferred and 'for 

110me field problems hybrid mcthod is more suitable. 

1.4 DESCRIPTION OF FEM 

A structur.e, continuu~ or a domain is divided into a number of 

arbitrary shaped parts or regions known as e.teme.nt:6. These 

elements are interconnected at joints known as ltodcJ. The 

principal unknown is termed as the 6--i.eld l!<t~Út~!e.-- This field 

variable can be displacement, temperature, pore-p~essure or 

stress. The ·distribution of the field variable within an 

element is approximatcd by thc use of certain polynomial 

.functions. Variational methods or residual mcthods are employed 



-' 
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·to dcvelop thc finita clc~cnt equations which relate the field 

variables at the nades to the corresponding action vector at the 

nades of the element. This relationship is providcd by the so 

callad property matrix which is based on the material and the 

gcometric propertics of the element. Finally thcse finita 

elcment equations are asse~led to form a system of algebraic 

cquations for thc cntirc domain. The unknown field variable 

is obtained by solving this system of algebraic equations. 

1.5 BASlC STE?S lN FE ANALYSIS 

The basic steps in the finite eleme~_t analysis of general 

prvUlems are as follows. 

1. The continuum is divided into finite elements of any 
arbitr<J.ry shape. 

2. A :<lJitable polynomial is chosen to represent the distributio:-J 
of the field variable voithin an element in terms of its 
¡-..-.. ~,.¡ valucs. Thus, the field vari<J.bles at thc nades b:cco::~e 

Lite p;:-imary unknowns. 

3. Using variational mC!thods or residual methods, the finite 
element equations are formulated . 

.4. The individual finita elernent equations obtained in st:ep 
3 are assembled to for~ a set of algebraic equations for 
the overall continuum. 

S. The solution of thc algebraic e~untions ob~aincd in stcp ~ 

yields the valuescf thc field va:::-iablcs at the nades. 
-

6. From thc fic!.d variubles at the·nodes, t.he ~econdilry 
varinbles such as stress, strain for an elemcnt can be 
obtaincd. 
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Arpliciltions 

The u:>er (!'!"!s!gner, dr11ft~-man, cng¡n~cr or t<')Chnician) 
interilcts wit~ a -;:.,o sy:;tcm throu'J;., 'lppli(:ations softw.1re. The 
programs ~t~lk" the uscr's l"ngu"'l" ""' oppose1 to thc cornputer 
impler:~entatlon tan1ua<¡e wh!ch is, .'•opefully, isolilted from the 
user In lower leve}:; of utili•.:..,<; and systc'Tl software. The 
usefulness of applications so{t'.J,ue is reliltei! ':.o tlH' t,unan 
engincerin1 of it~ lnterfilce wit11 the User (C-:>::!::lilnd lanqu~qe, user 
I/0- har~ware devices, soft·..-are o:lesign, .:.te.) as rnuch as the 
technicil.l content an-:! fefltures of the .;no')r<'!m. 

llppl ications softw,lre can he dividecl into two c:~te-gories: 

stal'ldillone <1n:l turnkey. The standnlone saftwilrc is ;w.1i }¡¡~le fr<>,.,., 
11 soft•..¡ar<' ven:lor <lfld frequently run~ on sevcr~l <liffercO'lt 
manufacturcr's CO':IpUtcr:;. The turnkey softw;¡re is ;~v<lilahle as 
¡Jart of ::1 pack;~qerl ~wrrl\<liHC/softw,He sy~tem (ro~ ~ turnkey ver.,>or. 
The turnkey vcnclor typir;i!lly huys computcr cqu\¡Jncnt fror.~ <o 
comput"'r "llii:'IU(¡¡r;tllrcr ~nrl combin"s thís with his 0\<1\'\ software, 
)larclwarc p<~cio:agin'), ~nd workst.~tion clesí1n. /\ fcw tllrnkcy ven·~ors 
offer modifj.,d software from Qnother software vcn('lor. _., fe\</ also 
produce their own hardware componcnt~, particularly 
microproccss;.:.rs for spc.,dim¡ up intcractive qr.~phics respons.:.. 

Staml<~lone ,1p!Jl ications softw;~re :-.;~s t~c prlm-..ry i'dV;~nta'Je o~ 
flexibi1ity. It often C<ln be ir:>¡:llem"!nted on computcrs ovcr ;; 
broi'd size/speed r<mqe in orqaniz;¡tions ~nvin') · :liversc _ computing 
~:~achinery. Stan:Jalone software dor.oin11tes enqineering <~nalysis, 
whcre turnkey syst.:.ms either don't offer cap~billtics or ~re very 
weak. Turnkey systems, on thc ot~er hand, have. t~e pri::tary 
a<"lvanta1c of heinq av<:~ll;~hle from one source, avoiding the 
potential prohlems of multi-vendor scenari::.s. Th.:.y h~v.:. ao:hieve,~ 

i!. rlominance. in the area of '3CO'Iletric modelln'i ;o,ml -lraftinq 
(particularl..y 20), 

This s<'ction relfi.:.ws· th!" <>tandalone appliciltions software used 
in CI\0. 1'urnkey syst.:.m!; are discussed in S.:.ctlon V!I. The hig 
news in standalon~ CAD Software · is the miqratlon .to sm¡¡ller 
computers. 

• 

• 

89 • 



CAD t.oft>~are V~n<lon;;i)istributnrs 

l. Prof~ssor K. J; Bath<! 
Massacllu&etts lnstitut<! of 
Tcchnolo<¡y 
Room J-365 
Car.~br !dr¡c, ,'\1\ >12139 

2. S;:anson Analysis Systcms, lnc. 
Bo X 65 
Kouston, PA 15342 

J. Merlin Tcclinologies, !nc, 
911 To"'n an<l Cou:;try Vi llMJC 
;,Len Josc, CA 9Sl2B 

- 4. Ai;'vins n .. search and 
e~·, e 1 o ¡::<nen t 
h':;:;Gcoqe Crove, 1\shley Roa<l 
Epson, Surrey, V.K. 

5. ti\OSS Gmhf! 
Voihin'jf'f Str. 49 
D-70~0 Stuttqort 80 
West c .. r.,.any 

li. c.r.c.a. 
l'l~rkcley Nucle<~r Lat>s. 

",.;.i..:>;'._;::e,;lershire, Enq1and· 

·.;i:.:o·"'··l•j.ineerin'3 lnformation 
~.o:--:Sy!.'.t.ems, lnc. 

.::·,.512"\l Cilmpbc1l Ave . 
. <:uite 2~rl · 
::;_,,\-Josc, CA 951)0 

8. COSMlC 
Jl2 Barro"' !l;ll: 
Univcrsi~y o( Georgia 
Athens, G.>, 30'->~2 

9. '\acNei!1-Sch'-'endlcr Corp. 
7~·l2 sorth Fi<¡ueroa Str.,et 
Los .~n.je1es, C,\ 9~0~1 

10. "'.Hc Mla1ysis Rel"·~arch Corp. 
2'->0 S~1<-:ridn1, Sui:-:: Jor. 
P"lo Alto, C,\ 9~036 

11. llrlivPr''"l .o\n.11ytics, loe .. 
174C :~. 1'\,,o•;h,·s~er 3!C.~. 

Pldy¡¡ :ld l<.l}'• '::.'1 90291 

12. Enqineeri"'J r-.ech,lnics 
Res. :::orp, 
P. O. Bn 69f; 
Troy, "'-! ~8~99 

13. ·PI\ FE<:, Ltd. 
Stre1ley 11<'111 
Maio Street, S~relley 
Nottirv;;ha'll, 'IG8 6PE 
Englaod 

14, SI\P Users. Group 
Deoney ilPSC.Jrch B1<:!'j., us: 
University Parl... 
Los 1\ngelt's, CA 

, ... ; 

15, A. S, Cor.l¡'>Ut<lS 
Veritasveien l 1 
P. O. flox 31 O 
N-132/. !iovik, Norway 

16, GTICES Systens. Labora~ory 
School of Civil Engin<'c~i"> 
Geor<¡ia Institute of 7e:;:r¡, 
Atlanta, Gil, 30332 

17. Structural Dynamics Resear:;:h 
Corporation 
2~~~ East,an Orive 
"'ilforrl, Ot{ 4515r! 

l 8, 1'-Prograr>n G".f>H 
Gustav-~>erncr-Str, ) 
D-7~lll R,¡>utllll'JCrl 
West Germa"y 

19. "\':~UTCJ 

Dcpt. Kl6lf/.7;~,', 

P.O. llox Sl) 
· St. U.uis, :10 ío)t{,f> 

• 
20. ~!-' Lt.rl. 

23 LO'-'Cf !lc1']fi1VP S~r .. ..-,t 
Lon(ion, s· .. ¡ 1 
En'¡)drld 

21. Jord~,, ~.;:>o~~al, Rin~r 

ASSOC, :nc. 
NJt:linistration 91<.1<¡. 1 
oav!sville, Hl [~2BS~ 



?2. Tntcrac'tive Graphlc:; 
En-¡inC>C>Tiii'J Lab 
Univcrsity of hrizonil 
:::ollegc of Enginccrin1 
A".!: Bldg. lG, Ro~m 210" 
Tucson, "z 95721 
{úozJ C26 -lt.5"o 

23. PDA. f:n:Jinecrin~ 
17~:1 Gi!rry l'we., Suit'.l 201 
Santa Ana, CA 92705 
USA 

24. 'ianuf.:>cturin1 'Consultin';J 
Serviccs 
3195A !drport Loop Orive 
Costa Mesa, ~-" 92<l2fi 

25. lockheed, Rurhilnk 
Building. 67, Plant A-l 
Department flrl)4 
Burbiink, Ci\ 9151ll 

26. Evans and Sut'1erland 
Computer Corp. 
589 ~capeen Drive 

~~7-•. ::::·u~:::n c·.:~::m~:::n 84lllB 

Project 
College of En:Jineering and 
-'lppll ed Sci ene e 
Un iversi ty of Ro ches ter 
Rochester, NY 14527 

28 •. '!O,GI 
3 \~esteh.:!ster Plaza 

· Elmsford, NY 1C52) 

29. l'I~TR.>,-:lata.vision-UK, ·Ltd.--
Syst e 'liS En<¡ i nee r i ng 
Uiboriltor ies 

JD. 

R.:.fferty House 
2-4 Sutton Court Roil1 
Sutton, Surrey SMl ~SY 
En;¡l.:.nd 

~\CO,UTO 

:>e pt. K Sll7 
P.O. P.ox Slli 
St; Louis, "10 '>3Hi6 
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31. Tcchoi.:!le fl.lti..'I\VCTilr::>citun:¡. 
1\-901 [1, C.rilz 
t.uthcf']"Sse ~. l>,ustria 

32. Washin1 on University 
Technol<lY Associates 
6~49 Lit .inger Roi!d 
St. t.ouL:, ·~a 53144 

33. SC!A 
r..ttenrotl~C>traat o; 

"· 

35. 

• )3'10:, "!e.:.n::el-!<iczeqam 
Be lq i um 

Adv~ncerl (tqine~rin1 

Consultan':.: AB 
Box· 3044 
S-S8(l n3 Li .,.~\.pino; 
Sweden ·.•· 

• !·. 
Engineerinq ~<.;;~p•Jter 

Serviccs, Lt:.\. 
Piccadilly, ~._,-nworth, 
618 2ER, t:n•J1lnd 

St<~f{s 

. ) ., . Computati¿n,l:l 'lech,nics 
125 Hiqh St!11!( t 

37. 

So uthhamptor·, :~"'''?Sil 1 re 
SOl "JA,, En~la.td 

SOCOTf.<': ; 
~Les ~ua-!rantsw 
3 Aven..,e ~u Cen·.:re 
76182 St (luentir en \'uelin-es 
Cedex, F'rance 

3!1. Dr. Edwanl"".L. •-<i:son 
lOSO Lenev,:· Plac!O 

.El Cerrito,~-CI>, 94S3n 

39. l"'SL, lnc. 
Sth F"loor Nqc Ruiltlir;1 

-7500 Bellaire. Blvd. 
Houston,· TX 77~3<; 

40. 1\. D. t.it.tle, !ne. 
2[f ~>,::orn P;~rl\ 

Can~ri:l')e, ""' 112H:: 

41. Qu"drex Corporation 
17:10 nell l.venue 
<::am~~ell, C~ 950D8 



42. Structurill Software 
n.eve1o¡:Ho<mt-
19)(l !:hilttuck f,v,.nue 
Berkeley, CA 94704 

4 3, MCIIUTQ 
Dcpt. Y.246 
P.O. Box 515 
St. Louis, 1·10 S316fi 

4~. MA Technolojy and 
Specia1ities Co., Inc. 
P.O. Box 37189 
Houston, TX 771lJS 

~-~:.'.fitech, Ltcl. 
.-· --:'lississippí Stiltc Univ • 
. :':.<:·-hr·~wer KJ 

'"i!->sissippi State, '"IS 397f'i2 

.;¡;,- Mr. Rona1d T. llradshaw 
85 Central Street 
·,;alth~m, ~~~ ll21S4 

47. Guiley Computer llssociates 
2)~1l E. 14th 
Tulsa, OK 74104 

4-",-S<..ructural :-lell\bers Users 
'::;roup, Ltd. 
P. O. Dox 395"8 
Univ. of Virginia Station 
Charlottesville, v_¡, 229~3 

4S. "Gcnesys Limite<l 
Lislc Strect 
~·.oughborough, LCllO-'I.Y 
England 

50. ECO'\ ASSoCi<~tcs 
5678 \</. flrown Deer 
"'ilwaukec, 1-.'1 53223 

Sl, Synl'rcom T<'Chnology 
~.0. Box 27 
.'O'!jl'rlan<l, TX 77478 

52, CO.,CIIr> Compu~ln'l Systems 
7700 Ed'lCI<ilt<'r Orive 
Sui'tc 7~0 

0-lklMld, CA 9~1i?l 

" 

53. Structural Pro<]rMomlw¡, 
83 llo::;ton Post fload 
Su~u:y, "' 01776 

"· Sha":01cr 1\s~ocii'ltes 

1959 (:h;¡Jicc .,,,,y 

To 1 e <lo, "' 0~13 
55. SysCoe~p <:orfloration 

2~42 !lroad,_,.ay 
<;anta '1onic<1, " 9~ (,()( 

S ¡;. ~.olc¡uin dn.-J Associates, 
~S22 ~romo Orive 
p.o. eo' 12990 
E:l-P<'lSO, T< 79912 

57, Zeiler-Pennock, Inc. 
2727 !lryant Street 
Denver, CO 90211 

Tnc. 

I rlC • 

SB, Stress .'-.nalysis .~ssoci~tes 
4529 -""'lclcs Crest Hig~.w¡,y 
Suite Hl~ 

La Cann1a, Cl\ 'Jltlll 

59. Computer ... ., rt 
5<:iO 'oiest " '\ i l e "'o i!d 
Cla~·s::>n, '·' 4Sfll7 

"· Northern Res ea re~ an<;! 
Eng i ne-e r i ng Coro. 
39 01 y:npia f.vcnue 
Woburn, "' lll B"l 

• 
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Software Referral Catñlogs 

1. HP 1000 Cuide to OEMs and Softw.1re Suppliers 
OE~ ~arket Oevelopment 
Hewlett-Pac:kard Data Systems Olvision 
llOIHl walfe l'!oad 
Cupertino, C.'l 95014 

2. Engineering System Software Refcrral Catalo'] 
Oigiti!l Equiprnent Corp. 
Enqineering Systems Group 
2~0 forest Street 
~arlboro, MA 01752. 

Distrihutlon Agencies for Software 

l. ASIAC {Aerospace Structures Information and Arialysis Centcr) 
AffOL/FBR 
Wriqht Patterson Air Force Base 
Oayton, 011 45433 

2. CEPA {Society for Computer Appl!cations in Engineering, 
Planning and Architecture, Inc.) 
358 Hungerford Orive 
Rockvllle, MO 208~0 

3. COSMIC 
Sulte 112, Barro1o1 llall 
Thc University of Georgia 
Attiens, GA )D61l2 

4. National Information Service-E<~rthquak.e 'F'.ngineerinq Co:nputer 
Applications · 
519 Davls fl¡¡ll 
Thc Univer~ity of Callforni<~, Berkcley 
Dcrkelcy, Ch 94720 

S. National Tcchnlcal In!ormatlon Cent<ir · 
5285 Port Roya 1 Road 

,Springfield, V' 22161 

6. NE:SC {Natlonal E:ner9y Software Centerl 
·970C South·Cass Avenue 
_Argonnc, I L 61!~ 39 

• 
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• 
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4. t\OllELACim: ,\1,\"ll::nTICA llE SISTDt\<; 

4,1. Introducción nl C:í.lculo de 'f;¡ri:tcion('~ 

ExisL~ una gran vari~d~d ~e sistemas r!sicos qug p•:ode~ 

ser duscrit~5 dusdc ~~ pune~ d~ vista v~c\acicnal y on os;e co~

tcxto, el ~~~Gjo de ~Slculo do vatiacioncs se, considera C6:·•o "~a 

herramienta :oaton5tic~ qu~. por~ito la fornulaci6n a .. un s!~t~~• 

modi~nto conceptos ~•tom&ticos que pueden rcl~cionar~e ~•roc:~

mcnte con nspectos flsico~ del tdsr.~o. 

El problcr.~a cl~sico de cll~ulo de varlaci~nes ccnsi5:o A~ 

encontrar lr>! valores cstacior•~rios de un funcional el cu~l se 

défin.,. como un.a intcqrill definida cu:to '-'alar nuoérico dcp<,r.6~ 

.de la funci6n integrada y p~ra encontrar los valores cstacl<·~a

rios do dich~ int~gr~l es nPCC~ario cnco~trar Ja función q~c 

·:'·• ~ustituida en el intcgran<.lo corrcspondicntc ceda un ·valor cxtrc-

mo, es decir mínimo o máximo. 

S<!a el ·funcion<~l I definido por: 

•:•da función F(x) quc sea sustituid<~ en esta ecuac16n rcsu;:~ 

.-.. ,,,un valor numi'rico de 1 d1fcrcnt"- y aquella func1én r•tx> c.~" 

r<'sultc en un V;>\or mínimo,. m;;xhoo, hac<" el !u:ocic.-,al 

cíon.•r io. 

n.:l y rlc '"'·' func,¿;., ,>lqcbr.iic.J. Cuandc- se busc<1 el ,.,¡:-;,,-,-:; .. -

~imo de una función do:inída como 

(~.l ~> 
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Ciertas 1 
condiciones deben '"' satisfechas, COlO O son que 

funcifin sea continua en cl ~an~•o de interés, que ~ea de,ib<~bl<" 

dos vec"s en dicho rango y que a<:ln,ás ¡., pri,cra <lerilli!<:la ¿., 

la función con respecto a la var1ablc sea cero es decir 

o (4.1.31 

El resu)tMl'> cs un valor de ¡,. vari<~blc' ind.,pendiente par- .a 

el cu.Jl la funciiin f(x) es P.St3cion;nio. 

Entonces, C11andn se cxtramiz~ una f••nci6n se enc~o~tra un 

valor de la variable indnpendeinte, mol~ CU.lndo se cxtrcmiz¡¡ 1.:.:1•

funcinnal se enc••entra uan función. r.a con<llc•ón suficLgnto y 

nec<'S<>ria par<l <·xtr,mizar dicho fur.cional consist" en <¡u<> su 

pri10era variaci6n sea cr.ro: es decir, 

' ól - S J F(xl dx 
~ . 

(4.1.4) 

Esta condición es análoqa a la condición dn ta ecuac1ó~ 

(4. 1.3). u~ ej~mplo de aplic~ci6n dt•l conc~pto v~riacional os 

el problem~ de encontrar la tr~yoctor~a que debe sogu1r u~o 

partí~ula <le """'" m para <noverse desde el pu~to A al. punto B 

en un plano, b~jo lu acción de la gravcd~d ~o tal for<na que 

el tiempo do n:corrido sea nínir:~o. Figura (4.1.1). 

o 

Figura 4. 1.1 Problema de brachistochrone 
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El funcional que se puede proponer para este ~roblc~a es: 

J

,, 
\.= 

• (4.1.'>) 

en donde: 

y de consiñeraciones energ6t1ca~ 

{~.l.?) 

entonces combinando las tres últimas ecuaciones se tiene que 

. . . . . 
" 

(4.1.8) 

El problcm~ consiste en encontrar una función y•f(x) tal 

que ct funcional t sea ~ínimo. 

~ntes de proccdir a for~ular la s~lución es necesario des

cribir la forma general del problema clásico de cálculo de va

riaciones. 

Sea cl funcional " definido por 

• 
_11"= Lnx.~.Y'ldx (4.1.?) 

en donclL• y•:;~. El problema consi~te en encontrar func>o""~ 
y~y(x) par,. las cu .. les pcquci'ias v.,riacionc~ arbitrari"s Óy(x) 

no cambien el valor de n, 

La condi.,i6n suficiente y nP.ccsaria para encontrar un ..,,._ 

lor estllcionarío de 11 es de acuerdo con la ecu!l.c:iiin (4.1.4) 

o 
(4. 1. 10) 

• 
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Tomando la variación de F resulta 

J~') "'-~o ' 
{4.1.11) 

(4.1.12) 

Sustituyend<:> 14.1.1l.l en (4.1.11) e intcgrand<> por par< as el ce

sultado es: 

b 
;jF .. .(~~~ =O 
a~· -

I:ntonccs para que &~ sea c"ero es necesario que: 

y por lo tanto 

D 

(4.\.131 

1 " ' 
{~.1.14) 

(4.1.15) 

o en su <lefecto 'l'"' los dos términos de ¡., integra.! en la ecuaci5~. 

(4.1.12) sean cero, es d.,cir 

- ~o (4.1,16) 

(4.1. 17) 

dado •¡ue 5y es ~rbitrari~ entre los l!mites a y b y no necesa.ria-

d ( ~F) D 
(Jf. <'~'1' - (4. 1. 11:1) 

Esta es la ecuación conocida como la ecuación Eulcr-Lagr~nge 

y aquella función Yi~) qo\c satisfaaa la ecuación (4. 13) hace el 

funcional ~ estacionario. 



R~gr~sando al problema de b,achistochrone podemos identi-

'ficar 

"'' 
(4,1,8) ' (4,1.q) es d~-

y dado qu~ y no aparece explfcitamcntc un (4. 1,1q) .entonces 

4 (~) ~ rx "~' -o 
-.,.... 
•• 

(4.1.2<1) 

•· ·qu~ implica que el par~ntesis rs 1gual a ·una• constante 

.. 
e (4.1.21) 

despejando Y' d~ {4.1.2l)'queda .. ~ ' -. 

-~X - (4.1.22.) 

(4.1.23) 

La solución de esta integral a través dP. tabla~ de integración 

y alguna~ manipulaciones codt! la siguic<>Le solc1Ón. 

(~.1.2<1) 

en dond<' 

(4,1.25) 

Entonces sustituyendo la ecuac1on (4.1.22.) es (4.1.el s~ 

puede comprol>.>r qu~ ~1 tiempo d~ r~corr1do es mín1mo en cor>;.ara

ción con cualquier otra trayector1a que pase por los puntos ~x

tremes de la curva. 

.. 

• 
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Otro probl~m~ clA~Ico que el lector puede rcaliz~~ como 

ejercicio consiste en encontrar la trayectoria que dt'b<! se<pllr ,~ ···-· 

la p&rticula que haga la ~i~tancta de recorrido ~ini~a. El re

Sultado es obviam.,nte una línea rect;!O que une· tos puntos excrr-_ 
' 

~o&. El fun¿ional corrcspon~ient~ p~ra este otro ?roble~a es: 

(4.1.2(,) 

Un funcional en gcnnral pu~de tener varias variables in~epen

dientcs, por ejemplo: 

1!= JF(X,~,>,~,~'~'.~')dV 
V 

(4.\.2]) 

en dC>tHie '~><, •[y, ·~~ son las parciales de lj¡,,con respecto a las 

tres variables independientes. Una var!ación de n ocas>onada 

por un pequeño cambio en Fes: 

&11= s(~!~+~!1,+ ~;, ¡q,+~ fr,)JV 
a~t drtx .,.n o n- (4.1.28) 

V . 
y aplicando la ecuación {4. 1.11} resulta 

ó\1 = j[ 
V 

en es~~ ecuación los últi~o" términos satisfacen por el tcorcou 

de divcr~cnciñ do Gauss lo s;guicnte: 

(4,1,30) 

en donde lx es el coseno direccional de la normal a la 

eie con respecto al eje x. La ecuación (4.1.2<¡) queda. co!:'.o s1-

• 
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o 
(4. 1.35) 

y como conclusión tenemos q<:e el funcional ·' <le la ecuaciO:~ 

(4.1.3ll es est~ciona~io e•• ando la ecuación di~~rcncial (4. 1.1;¡ 

se satisface. 

• 



.t·.z Formulación V::~riacion:t\ del F.lcmento Finito 

4,2,1 Iotrod,cci óo 

El concepto fuod<~r:ter.tal del ~:~étodo del elemento finito 

(HEF) consiste en que cualquier función continua e:1. un do,.i

nio dado, puede aproximarse r:tediante una suce~ión de funcio

nes que se derinen en una serie de subdo~:~,nio~ der.tro de los:. 

cuales estas funcion~s san· concinu~~ y las c11nles se inter

conectan para apro><i!:~ar asi ln función duda. lFiq.~.2.1) 

Desde un punto de vista físico, el Coocept.o fu:-.damen¡;al 

del método del elemento finito consiste en. que partt resolver.~. 

un sistel"a que ropresenta un" estructura- física sujeta a 

ciertas condiciones físicas, se puede ut1liza~ un modelo 

.aproxi~:~ado compuesto de una serie de elementos que. se inter

conectan en una serie de puntos lla~:~ttdos n.odos lFig.4.2.2}y 

cuyo co~portar:tiento es conocido a través de ciertas ecu~cio

nes p~stablecidas y que corresponden a los t~pos de eleme~

tos usados y al nUmero de n.odos en cada uno. de ellos. 

La solución de las ecuaciones del modelo pueden ser 

exactas, pe~o el modelo en si es una aproxir:tación discreta 

al sistema flsico y la solución de dicho modelo se aproxi~a 

a la soluc•Ón del sister:ta real. Los antccedentos del miitoCo 

del elemento finito datan de los dños 50's cu"ndo su~giÓ del 

anilisis de estructuras acrconáuticas, y h~ evolucionado ra

pidamcnte hasta eKpander sus aplicaciones a varios car:tpos de 

la ingeniería como so~ la transmisión do calor, la elastici

dad, mecánica de fluidos, estructu~as, lubricación. y otros 

muchos. 

~.:'.2 Formul,,ción de un Problema de Inoeniería 

La formulación oatem~tica en problemas de ingenier1a 

generalmente se puede efectuar en dos formas difere~tcs, 
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' 1 
1 
1 
1 

' 
x. 

1 

' 1 
1 1 
1 1 
1 1 

,, " 
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' 1 1 
1 1 
1 

1 1 
1 1 
1 
1 1 1 
1 1 1' 
1 1 1' 

1 1' 
1 1 

J( •• , ); x,; 
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FL~- 'I+Z Sútc,...._ .te un c.u.:rto de~r,.,a.bla. :;-.~jeb:. o.. Ca.f<jll.5 ~ 

·rc~~ric.c.<<>M:lo '1 Ji1trth"t:«.i;~ Lo" :dc .... c ... ¡,l fini~o~ 

; . 

'.' .. 
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') la primera considera el comportamiento de una área 0 volumen 

1 

infinitccin11l del sist<:¡:¡a y las ccu .. ciones corresponoicntes 

se formulan en forma diferenical, y como el área o volu::~en 

considerado es representativo de toda.la reg10n, las mismas 

ecuaciones son válidas para todo el dominio de esa rcgiOn. 

Como ejemplo tenemos la ecuación de Reynolds en la lubr1ca-

ción hid<·od1ndm1<:a de cojinetes Pig 4.2.3 la ·c:ual es una . .. . 

ccu<~ción di.ferenical _en dos dimcnsioncs'que>Sc dc..-iva a par-''" 

tir de un elemento infinetcsimal y es de la forma' 

(4.2.1) 
• 

en donde h es_el espesor de la cap.> lubricante, <> es la 

coordenada poL1r .1ngular, z es la pcrpCndicu:".- al plano 
• 

(x,y"),¡J es 111 viscocidad del lubricant;c, w es la velocidad 

t~ngular de .-otac>Ón de li! flcch¡¡ y.P es 111 d~stribución de 

li! presión al rededor y a 'lo lar<JO d~l <'j~ 2, 

En la SC<JUrtdd dlterndtiva se postula un prtnClflio 

que cnglob~ la región cnlcril o dominio 'dildo y consecueC\~c- ,_ 

l!'lente P.s unil fornulación en forna rntegral y la ,;oluciór. 

es <)eneraln.,nt.e d"d" por valores extrenos de dicha integral. 

Este m~todo es conocido como el Método Vilriacional y cono 

ej~·mplo se tiene el caso de la enerqia potencial de cuer~ 

pos clasticos, en el cual se est .. bl•'"" que la c:onfigura

,, ción d<1t 
! 

equilibrio estático d<! un,, estructura dcfor'"'"'le 

' requiere de una energía pot<!ncial mínim~. Estil cnC:"<JÍa se 

r<•ficre al total de la en<n·gra do toda la estructura y se 

olJtien" mc<l1.1nte la suma de cnCr<JÍas do las pa~tes de la 

"r:tructura. 

Oc todas las posibl<!S confi<Juracio"nes que la estruc

eura pueda ~doptar, aquella qc~ ceda un valor mínimo a la 

energla poton~ial nos da ld configuración de equilibrlo. 

Esto se concc como el Principio do la Enerqía Potencial 

Hlnima. 

.. 
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Resumiendo lo ant.,~ior. <'1 procedimiento pi!ra dcsaz-rollar 

el ~nálisis de una estructura deformable consiste en establecer 

un !uncional, el cual es el valor de una 1ntegral y que tiene 

la forma 

'" Tf o l F (X,,,,.) Jx 
,, 

en donde 

' 
(4.2.3) 

Una ve~ establecido este funcional.se.proccdc a cncontrilr 

sus valores extrenos, lo cual requiere que su pt"imcra var1a-

ci6n sea igual a cero, es decir que cunpla con la condición 

de cstacionariCad de una integral ncdiante: 

o (4.2.4) 

Cabe mencion<tr que encontrar el valor estaciOnilrio de 
. . 

una integral es similar a encontrar los valores mínimos o 

m.'ixirnon de """ tunci6n en cálculo diferenical, exce!pto que 

i!l mini~izar una func1Ón se obtiene un-valor de la varia

ble indepcnd1entc que nos da un miHir.~o en la función, mien

tr.:>S que .:>1 m~ni,.,i~~.- un fllncional se obtien~ una función 

,que al integr~rse hace el valor de dicha integral mlnimo. 

Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a 

discretizar la integral mediante la siguiente ecuación 

(4.2.5) 
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O bien: 

TT = 1T, "'"1Tt + 1fl + + ,Tr" (4.2.6) 

La integral total 1! aho~a consi'ste en Vilria~ integrales p<lr<=•a-

;¡ i • cada una extendi~ndosc en los subdomin ios 

El con~cpto de discrctizar la integral de la ecuación 

puede tener una in.toerprctacLÓn f!s-~ca ,¡¡l diviri!r el do

minio de la func1ón en una serie de elcne:l:~os .a •los cuales 

se asigna cada una de las integrales. La ven:aja e~ que ahora 

es posible U:hlr ill')una <lproximilclón polinoc.~ial (línc"l, p<~ra

bólica etc,) pür"' la función Y(x) en cada int.,gral, es decir 

en cada clemnnto, Esto permite que el valor de cada función 

integral sea Una funciÓr> de los coeficientes ut-llizados en 

el polinomio de dicho elemento. Entonces la integral total 

-~ . --.. 

' .. 

1! es también una función de los cocficicnce~ polino~iales usa-

Cos en cada uno d'! los <.le.,entos y la condic1Ón Ce la ecuac1éc, 

se satisfaca s1 

o (J.= \."1-_,_ .n) 
(4.2,7) 

donde las a. 's son el juego completo de coeficientes polinor:>i~

' les usados en cada ele"'ento. 

~l substituir la función Y(xl por una aproximación ~ol~-

~1 prohl<>mt.. se :r~duce u cncontru:r los 

co<"ficicntcs de lo's polinomior. usildos en l<l uproximuc1Ón. 

Ss decir, la solución dln'cta de la ecuacióil (~.2.2)sujeta 

a L1.s condiciones {~.2.31 pu<'de ser bastante ccmplic.ld.l y es 

n<'ccsario aplicar los conceptos de cilculo va:riac1onal, s1n 

embargo ,,¡ prOblam.l se pu<'d<' io!"r:~Ul.l:r mediante la ecuación 

_(4;?.Slt al substituir la aproxim~ciOn polinomial el ¡noble

ma se puede :r<"r.olver al~ebr5icumcnte 



lf 
4.2.3 Ene~gÍ<t Potencial 

En la introducción de conceptos fundamentales del ~etodo:. 

del elemento f1nito se deriv.:~.ron uno\S "ecuaciones algcbr.iicas 

de equilibrio que en forma matricial se pueden expresar coe".o: 

Este sistema de c~uaci~ncs rc~rcscnta un modelo matem.itl-

co cuya 1 n t cr pz-c tac ión f i si ca está :di rcct ""'""te """ 1 a e i o~. ad a d ~,-._,c t ,~ ·•' 

con la definición de un sistema ftsiCo el cual cons1stc de un-

cuerpo dcformilLle car .. ctcriz1ulo por 1" matriz de prop1edaC~s- .. 

clástic<>s c~J' y por las cargas q~c actuan sobre el s~stc::1a 

·.(p}quc ocasionan ciertos dasplt~zamicnto~ en dicho cuerpo iDi. 

En general, un cu.,rpo cl<istico_ cs la cor:~posicJ.Ón de una 

infinidad de part!cula~ las cuales intcractuan entre s~ y 

producen ciertas respuestns a ciertos perturbacio::~es y dado 

a que e~iste un número· infinito de part!culas en cada cuer-

po no es conveniente describir la respuesta de un siste~a 

elástico en términos de los desplaz~mientos de cada part!

cula, más bien se toma un número finito de puntos que· pue

dan caracterizar el comportamiento del sistema. 

En ciertos casos es posible formular las ecuacio::tes de 
' equilibrio en base a relaciones dir~Ctüs de carga y ciespl~-

zami~nto, como es en el caso de resortes lineales, o vigas, 

pero en otros casos no es tan evidente la relación de car9a 

\' J,cf.o>rmación y por lo tanto es conveniente usar m6todos 

,tltern.1tivos para la formulaci6n de las ecuac1ones de eqtli

librio. Unn de esto~ mCtodos se basa en la expresiÓ:1 de la 

cncrgla potencial la cual se define como sigue: 

-
La energía potenc1al de un cuerpo deforrn~ble sujeto a 

ear9as estaticas es igual a la energ1a interna o de defor

~ación almacenada en el cuerpo deformado menos el trabajo 

··-· 
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rcaliz~do por las cargas que actuan en el a lo largo de Los 

dcsplaz<1micnto~ de los puntos de aplicaci6n.dc ~.ich;,.s carq:.s, ~·····• 

Esto se puede expresar como sigue 

v =. u- w 

en donde '1-Ennr<¡ia ¡>otencial 

u~Encrg:a de defor~ación o interna 

W=Trabajo de las cargas aplicad;¡s .. 
C0010 ejemplo pode~:.os considcrar el caso .. sinplc <!e un re

sorte lineal mostra<!o.cn la rig. 4.2.4 ,El ·dcsplaz<l,.,ien~o D dül 

cxtrc~o libre del resorte es ocasionado por la carga ? apllcu

da en ese extremo en tonces la energía potencial se puede ex

presar como: 

o 

~·· . 

V:: J !<.X d.x- (.;. :. 10) 

' 
En esttl expresión, la primera integral representa ia 

energía de dcfo..-m'lción '! 1<~ sequnda el trabajo r~ali~ado ;oor 

la carga sobre el resorte de constante K. Al integrar se oh

. tiene: 

V 
' \(. p'- \'.0 
2 

(t-.?..11) 

Es decir l~ c><prcsión <le l~ er.en;:ia potencial es el valor 

de una intc<¡t.ll \' por lo tanto V es un funcional el cual puede 

ser mio1iml~.1d~. de dCuerdo al princi~io ·d,, ia ~••~rgia potcnc•al 

roinima. Entonc~s de la ecu .. ción(4.2.4) sc lienc qo.:e: 

[,V=(kD-P)SD . . 
(4.2.12) 



" 
La cual es consistente con el principio de trabajo vLrtual 

. y dado que 6D es diferente de _cc~:o cnto,ces 

i 

K D- P o (4.2.12a) 

Es decir que el clcspla~a.,icnto D que .-csulte en el equ,li

brio del sistema es tal que: 

(4.2.12b) 

Gráficamente la ecuaci0nl4.2.11) se puede representar- por medio 

de la sumad~ dos funciones t.>l como se tll>estril. en la flg(4.2.5l 

de tal forma para un potencial min1mo se tiene que el desplaza

miento D e~ aquel que ,produce el cquilih,io. 

4.2.4.sistcma~ con Varios cr.1dos d" Libertad 

Por definición los grados de libertad son aquellil.s varia

bles que definen completamente y en forma Gn1ca el es~ado o 

configurac16n de un sistema dndo, por ejemplo, el sist;c,.a Ce 

resorte lineal que sc acaba de ver es un sistema con un solo 

gr~do de libertad ya que unn sola cantidad define el es~ado 

del sistema, csn variable es el desplazamiento lir.Cnl del ex-
~ 

tremo del resorte. Si en ese extremo se anexa otro reso~tcVcn 

tonces existen dos grados de l1bertad y asi sucesivapente. Sin 

embargo la naturaleza de los grados de libertad no es necesa

riamente la ~is~a. ya que éstos se pueden referir a desplaz~

mientos, rotaciones, temperaturas o tBmbién coeficientes de 

un polinomio que aproximan una función. 

Si consideramos un sistema cldstico con n grados de li

b<'rtad el cual est.i sujeto a ciertas perturbaciClnes. ¡;ntor.ces 

la energia .potcnc1~l total sc puede exprcsor como "" funciór. 

de cstos n grados de libertad o sea 

(4.2.11) 

• 
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• 
entonr:es la primcca vJ.riac:ión del potcnci.11 con rcsp.,cto .~ los 

grada; de l;bcrtñd :;e <·><prcr.a cnmo 

' 
ri\T JD a\)., n 

la cu1>l debe cu,plir co" la <,;OnCir:ión de e~tacionari.Cad ¿e 

la ecuación (4.2.4), es decir 6'1-0 y por lo tanto: 

(4.2. 14) 

o .(4.2.15) 

Oc acuerdo con el principio ¿., en<>rg!.:o potencia! t:an~~:~a. 

la ecuaciOn (4.2.15) define la configuroCió'n de 'equilibrio del 

sistema, 

Un cjmplo de un ~istcma c,.,n dos grado de libertad es el 

que se mue~tra en la Fig. 4,2.G el cual const<1 dQ dos resortes 

lineales empotrados, y una hilrru rigida ·ligJ.<ln los dos resor

tes con una carg<~ punt"l como se mue:>tra. La expresión par" 

lll cncrgiil, potenr:ial se puede escribir ya integraCa como: 

V= ' ' 2 k,D + ' Tl<t({}+Bl-)- P(CH81).) (4. 2. H,) 

Al substicu~r v po~ 11 en la ecuación (4.2.S)el resultado 

e S : 

;,v 
aD 

\t,·D + \<. 1 D + \::1..eL - P o 

o 

.¡ que en forma mat~icial ndquiere la si9uicnte fomrn 

H.2.n1 

l4.2.1fll 



(4,2,1''1 

,,. ,. i'Uede reducir " '" forma comíln ,, '"' ecuaciones ,, 
equilibrio 

[K Jlx 1 o { F l ' ' ,' '· ' (~.2.20) 

t:n la ecunción 4.2.1'l, (P) y {ni') son llamadas lns fuerzas ')'e

neralizadas correspondientes a las coordenadas generalizadas 

(D)y(O). 

De este ejemplo se puede concluir entonces que lil. m.>triz 

es un"' matriz simCtrica es decir k .... k .. y 
~J J~ 

también que el produc~o de una fuerza genernli~ad3 po; su 

correspondient·· coordenada siempre tiene unid,.des de trabajo. 

Si un tercer resorte es anexado al sistema digamos en el 

punl.., intermedlo de la bilrr<>, el si:;t~mu se convierte en un si.s

temu estaticamentc inditcrminndo, sin embargo las coordcn,\das 

D y O son aun suticiel>tes para dcterminur la configurnci6n del 

sistemn y dos ecuaciones de equliLrio son generad""• es decir 

lól indeterminaC>Ótl estática no af~Ctól el procedinnento gcnCróll 

basado en la m~nimi~ación del potc~cial. 

'· .. 

Antes de desarrollar un.:~. expresión· c¡cncral para la cncr'J'!il 

potenció>! de cuerpos elásticos es conveniente describir e! con

cepto de cólmpo'dc dcspla,umiento y aproxirnólciones. 

En muchos sistemas mec5nicos la configuración del mismo en 

un insta~te dado puede ser expresad;¡ en tCrminos de ~~~ dcspla

~amicntos de ciertos punto~ de referencia, los cuales represen-
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t.1111 un campo de desplaza~:~icnto::. <:un respecto a un ma~co dc re

fcrcnci<>. Por ejemplo el C<lll1PO de dcr;plazanacnto .Jo una barra 

clasti<:~ de sección uniforme con una carq.;l axlal f'H,-.4.2.7 se 

puedo, describir cn t&rminos d~ los desplaza~:~ientos en lo5 ex

trernos de la misma en una forma linc<>L <:s d<!ci;.- el dc~pluz~

micnto en cualqui<n pun~o >ntcrme<iio de una ba,-r,, se puede ex

presar como una funciOn del desplazamie~to de los punto~ ex

tremos de la mi.:;,.a con ,una relacúin de la forma 

(4.2.21) 

Donrk Dx es el'dcspla:tilmi.enol dc un punto en la .;;oordcr,a.da X 

de la barra, L ce la lonqttud oriqinal de la barra y D(i,jl 

es Cl dcsplaz.Jmicnto del extremo (i,j) de la barra. 

La ecuación (~.2.21} puede escribirse en forma ,.atricial 

como siguu: 

(4.2.:n¡ 

Si considccarncs que la bii.I"I"a cep'.-escntil un elernen~o con 

el nodo 1 en el c~tremo 1 y el nodo j en el c~tremo j y que 

f e~ el desplaz<~micnto de un punto cu,.lquicril del elemento en

tonces lil ecuaci6n(~.2.22) $e puede exp.-e$ilr en forma matric~"l 

como si9ue: 

g.2.23) 

En el caso de un elemento en dos dimensiones como el mos

trado en lil l'ig.4.2.8 el vectnr {d}los de~pl<~Zamicntos un doo; 

dimensiones de los nodos del elemento, entonces la eCUilclÓn 

~.2.23) tendria la forr.a: 



'Z'L- "· ,;. 
' "' ~~~~\:H~ 

o "'' o "' o ¡.¡,o 1 
N, 

~. (4.2.24) 

"· o "'o N, G u, 
v, 

'" v. 

'" donde: -' ( \_>p) _{e:+ '1) 
{b-l<)(c·'l) N, .. 

o 
NI:: ' '., 

"' 
(':>P:)(c-~) 

'"'· 
(~·l)(c+"'"'l 

(4. 2. 25) 

' 
o . 

"' o ''" '" 
• 

'l ·J ~ son llamad.1s l~s funciones de" forma" o de i;,-··~=- ~-· " 
• 2 ' ' 

terpoluc~ón. L" descripción del campo de desplazat:".ientc; ""'" 

otro<;; el~rnentos también es posillle en bolse de los desplaz.-,

rnientos nodalcs, es decir que es posible conoc.,r el dcspl.l~ .. -

~icnto absoluto de cUalquier punt~ er. un elemento o estructu

ra conociendo el vector de dcsplaz<~micntos.nod;:¡les. Por lo 

tanto la formulación general usando elcrnentos finLCos cs:d 

orientada a obtener la solución de un sistena con un nu~ero 

finito de grados de libertad, en donde los grados de liber

tad son los desplazamientos independientes de cada nodo i' 

donde dichos despla~amientos pueden ser de ~raslac1Ón o de 

rotilción. ' 

La aproximación a un campo de desplazamiento tam~1én se 

puede hacer en Dasc a un pol1nomio cuyo grado de libertad seil 

el mismo que el corrcspo~dicnte al elemento e~ cuestión, por 

ejmplo en el c~so de la barr~ uniforme se puede utilí~ar un 

polinomio dd tipo: 

{fjo{"]o [a,+Q,x] (4.2.2il) 

o 

\fl' \l x]l:·.1 (4. 2. 27) 
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en donde a
1 

y a
2 

son Lo~ coeficientes del polino~io da ~rado 

1 1 entonces hay dos coeficientes para un elemento qua t1crH! 

dos grados do libe.-tad, 

Los desplazamientos nodalcs !dlsc' pueden expresa• en ~un~ 

ción de estos coeficiente~ sub~tltuyendo las cond~cioncs de 

f•ontcrn 

• U X:o o Ll· 
' 

LC' l 

(4, 2, 281 

Entonces substituyendo en (4.2.26) rcsult" el siguiente 

sistema: 

(~.2.29)· 

• 

oespcjanda··¡a} deN·t.2'J) y substit\.:ycndo en (~.2.27) se t1cnil 
_, 

\f\ o [1 x][.A] {J] "-'-"' 

Invirtiendo la r.>atri7- [r.J y dosurroll.-Indo el producto en l;¡ 

ecuación 4.2.30 se obtiene l;¡ ecuación 4.2.22 o sea: 

(~.2.31) 

En el caso de un elemento plano triangulur como el rnostra~o 

<ln la fic; .~.~.'\. la aproximación se p11edc hace.- en ba~c a l.1s 

Ll.= a. t o.,x-+ 11..1'1. 

v" 0.'1 ·• a o. -t- a, 'i 

Quen m !ot""ma miltrici.al quedan cxpt""esados co:oo 

(4.2.32) 

.. ' 
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' 

1 
1 

Tomando las condiciones de !ront.,ra.· se obti'"'" qu" para 

la dirección " 

• 

' 

y par.> la dir<>cciÓn y 

m 
\ x. 

~JF'} 1 x, 
1 x, 'h! l "' l ' ,,. donde 

H~\ [Aj' !:;: 
¡ " ' 1 

' 
{;;t - [lrm -

SubstiLuyctodo(~.2 . .1G)y ( .•. ~.J7) en la. ecuación (~.".33) 

' 
_, 

''] [A] ¡u. u, 

''h -V.., 
X, - Xl 

(4. 2. 34) 

(4.1.35) 

(4.2.lf>J 

(4.2.31) 

se obt·.c::e 

(4.2.18) 

(4.2.39) 
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substituyendo (4,2.4n) en (4,2,1!l) y(4,2.J9) y reduciendo el siste~:~a 

resul tiln te <:s 

en donde 

O Ni O l'h 

N, O Nt O (4.2.41) 

(4,2.42) .. t 

(4.2.~3):' \ , . 

... 
(4.2,4~) 

De la clisma !:lanera se puede aproxi.,ar el campo.de dcspl.lza,ier.~.o 

para un elemento CUildr"ilatcro plano de lil O'ig.4,2.S usM1do poli

nomios del tipo: 

u. {4.2,45) 

Los cuales conducen a un sistema equivalentc al dado e~. las 

ccuacióne~(~.2.24) y (4,2.~5). 

4.2.6 E;xprsi<>:> Gcncr"l de la F.n.,rqia Potenci;,.l 

Podemos considerar ahora el caso S""eral de un cuerpo elSs

tico en el espacio el cual está SU)CtO " cargas que producen un 

_campo de despla~atnientos, deformaciones y c~fuer~os tal que en 

un punto dado de dicho cuerpo y con respecto a un marco de re

ferencia, los vaccores de esfuerzos y de deformaciones son: 



• 
' 

(4.2.48) 

La rcalción ~sfuerzo-defnrmació~ puede escríbi~sa como' 

en donde [E:] es la ..... ~riz de propiedades clást.ic<>s del "atu><i<>l 

y el vecotor · {o 0 }es el Vect.o.- de esfuerzos iniciales (dichos es

fuerzos ~nici.alco pueden rnferirse a .los c~f.;'_erzos presentes si.~ 

la aplicación de las cargas exte~nas, como podrian ser esfuer~os 

residu.,les, esfue~zo~ de <lns.l,ble etc.). 

La definiciO;'l de en<lrg!a interna o de deformaciór, se O>ue,de_ 

escribir corno 

(4. 2. ~01 

Esta cner9Í.a de de~ormaciOn e:> origi"<>da por ciert~s ca~-

9"" que actu"'' en el C'.!e.-po las cu.;~les d<:!s<>.-rol.;~n u" cie.-to 

trabajo. Est~s fuerzas se pueden clilsiíic<>I" <ln fuerzas inte~"'as 

o de cuerpo,·que en un punto cualquier<> tiene lu forma: 

(4.2.5') 

y el vector ¿, fu~n:,,s de superficie exprc~ado por: 

{4.2.521 

Entonces usando la~ expresioncs(4.2.41) a la (~.2.~2) y la exp.-c

sión qencra.l de la. energía potcncial de la siguiente fon:a 

ll=J[i \<J'lel\E\ + f<1'[<,\)Jv .. 

· ''' -)!f]'(F]dv flll'\~jJs 14. 2. 53) 

,,, ,., 
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en donde la p~imer~ inteq~~l rep~csenta la cne~qla intP.rna 

o de deforrn~ción, la segunda integral representa el trabajo dc

sar~ollado por las tuerzas de cuerpo sobre la estructura y la 

tercera integral representa el trabajo de~arrollado por las 

tuerzas de s\lperf,cie sobre .;1 cuerpo. La ccuaciOn (4.?.S';) es 

una for'"" más general de l<l ecu,ciOn (4.2.9)_ 

1(-t·l> Pormul,:~ciOn Elemental en Base a la Encrq:'.a Po:ne~~al 

·El obj.,tivo ahor" es fonnular l.1s ecuaciones que carac-:~.

terizan un elc~cnto en ba~e a la mini~izaciOn de la energía 

potenc.ial usando lol expresión gencr?l (4_. __ 2._?~) y la expresión 

del campo de dcspla~amiei>to ¡f}.;(u v w). 

Primeramente la~ deformaciones en un elemento se pueden 

exp~csar '"' tcr,.inos tl!1 los de~pla<.u::oicntos nodalcs a través 

de 1~ s~guicnte expresión 

(4.2,S<il 

en donde (uJ es la matriz e:;!uer::o-defornación que en el 

caco general de un materiul elSstico isotropico es Ce la forma 

¡-" V V o o o 

" 1-V V o o o 

1~1 
E V V 1-V o o o {4. 2. SS) 

(l+li)(1·H!) 1-'l~ o o 
o o o -' o 1-l~ o o ' o " 
o o o o o t!Y 

> 



Subst:it:uycr~do l~s ccuacio<~es l~·1,23) yt~J.~4lcr~t~-l.,S.11 L. cucrgLl 

pot.,ncial pucd" ""presat·se como• 

1fe~Udl'( Jt•J'[E][eJio) IJ] + 
Vol · 

[Jl'jloJT('·l d< 

'" 
_ ¡JJ'fiNJ'¡c] d•J \dl'fi"J' f~j.\s (4. 2. 56) 

'·' '" 
En e"sta ecuaci6n "l subí<~dic" "" :;., indic.:1 .'JUC la C"-ergí;,. 

potencio>! es de •Jn ~l<:>m<:>nto y por lo tanto el vect•>r !e!} es el 

vector de desplazamientos nod,~lcs de un elcm.,nto sola,.,e<~::e, y 

para una "st:ructura cr>mpuesta dc vo1rios elementos se t~cr.c que 

la encrc:¡í;,. potenci<d toto1l se expru~n como laosur.l.<loria de las·

enerqÍas pctencia.lcs de cada uno de los elementos y la e:-.ergla 

potencial total queda expresada como: 

1h { f'l'(z f[BJ'ltWW) \D]' fD]r~( jroJ'[<.j di 
1./Q\ • Vol 

- fi»JT[')J<- s[N)1\Q\dS)- {~J'\P) (4.2.51) 

V'ol ~"1' 

Una ve~ cncontr,,da la expresión gener;ll de 1~ cnerc¡>a 

potcnci;,.1 se proccde ~ encontrar el valor extremo dcl fu~cio

nal nT substituyer~do en la ecuación1~.2.4l lo cual resulta en 

el sist<>m" de ecu,.ciones do1c!o por l<o. ecuación(-1..2.<) o 

{4.2.581 

Entonces ;,.1 su!Jstituir ll"p dada por la ecuaci6n {4.~.57) en la 

ecuaci6n {4.2.58) 5 ,:, obticnc el ~iguiente si~ter.la de ecuacioncs. 

de equilibrio. 



J'{} 

( 

(~ l.[B]T["][B)J"ll~l < ~r-J.,[GJ'[<.'¡J•J +t]T[r]J' "·'-''' 

+ Jl,J'(l'] ds) t (Pl 

"' 
La ecuación 

. 
(4.2.59) se puede abraviar en tal !or"'a que la 

sumatoria 'de 1"~ inte<¡r<~lCt. del lado i7.qui~rdo de-la otisrna 

sea identificada corno la ''Xatriz do Rigide2'' y la su<nato

r-ia de integrales del lüdo derecho de la ecuación como vector 

de cargas generalizadas, entonces la ecuación l~·l·~~)"!""-da 

(4.2.60) 

Ejemplo. Podemos considDI"<lr un C;lSO sir:1ple en farma c;eneral 

mediilnte el cu¡¡l podremos establecer ld sigC~icntc scc'-!e<1cia 

do operaciones 

{4.2.61) 

\Jl "¡~,·.H~ ~1\~~jclAlH (4. ~.62) 

[?]o [• ,J[Ai'\d] o\(•-~l lll} \J]•[N]\,1] (4.2 63) 

' 
L 

U_(! EE'"Aok - Ja L • 

(4,:•.•.~¡ 

(4.2.6~) 

i 

1 
1 



' ' 

( 

• 

(4.2.66) 

\' -1] 
-' ' 

4,2,A !:1 M¡;tudo ;-.:.·¡l.:,iqh-RltZ 

Podc;:~os co~sicil!r<~r u~ ejemplo unidir..ensio.~al para descr~

bir el rnét.odo R<~¡l~igh-Rit?l cof:lo el mostrado en la Fig-~.2.10 ~" 

donde el Sre.:. (SI y el m6dulo cllstico (E) son con5tan~es y l~ 

ca.-ga distributda (<¡) 5on tales que 

(4.2.M.<) 

Las condicione,; de frontera son: 

LJ.:: o 
(4:2.G~) 

L~ cncrgl<~ potencial se puede expresar como: 

(4. 2. 70) 

' 

Sub,.tituy('ndo los V<>lor"s dado~ cn(4.2,6!l) y ;¡su.,icndo que los 

,1cs¡·lazarni.,nt<l,; u so:> de la fon.,., u-11
1

x entonces 



' ' 

Si se asume ahora que entonce~ la enerq!a potencial 

queda co~o clque: 

14.!.Jll 

•" "" l'· '1n n o~ ~¡, ((~ - '! .. (4.2.7~) 

• - o 
. dA• "-•• 

i ¡ ~:1 t'/"1 o {4.2.75) 

-y. ¡ ' .• _ 

Sumar iZando Resultados: 

U.();-="~) u("'"'"•) uU~l/•) U.(X."'l) 

' T(<,..ino . o :?33 . '"" 1 
. .'2_';100 .:n:!. 

2 
,()02. . 2?.~l .1.'\G.'\ -1~ 3 

T(<"'i"" 
• 'S! n 

[•<O,Cl<> .11.'24 . zz. '1 'l. • 30"1 1 .333 ."S"Ooo . o 

Si asumimos un polinorüo de 3~ grado para u{'ores térmir.os) 

obUmd,·")amos 1.1 oooluciGn cxucta porque la solución ax.Jcta ~s 

cúbica de la forma u~{3x-x 3 )¡ó o sea que el método Raylelsh

Rit~ ba5ada en 

{4.2.16) 

-darla como resultado 

a.,= V-.. 
14,;<, TI) .. 
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t:::=::'~'=E~~<~o~o~s=\u~o~l<=<~~::~~~=----1 - --------- :<,IJ. 
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O:::of\J.ic:io~">c a t fro" ~u .. ' 
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N.o.1vro. \. u.,;.: ::o @ ';<,::L 

Flj· f{.'Z·IO B<>.rfO.. <..0" (..Q~().,. o..ú....l diStr;b.,¡iÁII.. u, 
se.cc..ló'l\ cof\~+dn\-e 

~,E Co"~-\;~11hs. ' 

' <D ' @ ' 0 • -- x, "'-

:-------- -----\...~· 
J J 

L 

Ú) GJ (j) 

' ' l ' • 
Ls L, Ls 

•.to\"'1\~~\ d>'!\~:) ~<+•1{~:1 

f,1 ~-1:\\ 'Ba.tt4'1- c.o" ar1o.. ailcJ di!>\ri\!~úlQ. J,,i.,ic\¡"dQ, 

•• +rts dcmel\tos. . 



1 
' 

y si· se "incluyera" m.'is términos como por e1emplo 

la solució" seria: 

t\., :: _Y2 

a. l. -:. o 
0..~=-Vc. 

6.~= á~=-

(4.2. 78) 

(4.2.7'J) 

El Miitodo del Element:o Finito y su relación con R.·R 

Podernos considc,ar ahora la bar•d del ~jemplo d"terior 

pero dividid.¡ ert tres elemento" co"'o se muestra"" la Fig 4.2.11 

Para cada clcme.,to cxis~e una matriz de forr-a tal que el cam

po de desplaza.,ientos en cada elemento se puede expresa::- co:::o: 

l(¡ 

y donde [ "). 
' \ 

1; -s 

" :, 1 
Las deform.>cioncs son d~da" por: 

u,, 

Usan•'~<> la ecuación(4.2.82) e" la ecuación0.2.80) 

en donde j l d l 

(4.2.80) 

(4.2.81) 

(4.2.82) 

(4.2.83) 



,y donde que ~x es "scalar entonces; 

E ' ' x ;: Ex Ex (4.2.H"o) 

Substituyendo La ecudclÓn 1~.2.flS) en ld exp~esión pa~a la 

ene~qia de un elemento se obtiene que 

(4.2.86) 

lo cual se puede· expresa~ en fo~ma compacta como: 

u, (4.2.él) 

Y1] O S l\ ,. 
T -1 (4.2.88) 

Por otra pa~te el t~abajo realizado por la carqa es 

. 1 

w~ J:~ u as ~ ["r JyJJ'~ ds 

y el potencia). tot<ll tic 1,. estructura es 

Suponiendo que para cada elemento las propiedades 

con las propi•,dades de las ecuaciones (4.2.GSl y aclemás 

(4.2.8')) 

·14.2.9~) 

CU!Ople:. 

(4.2.91) 



.Expandiendo los vectores al r;,ngo de la c~tn.:cour;, se 

ti7n<l que el vector <¡lob~l es 

(4.2.92} 

Substituyendo las condici'onc~(.~.2.91} ""14.2.~0) y el<p<>ndie~do <>1 

¡:-ango de 1<> estructura, ,, cnergia potcnci<>l es: 

' 
_, o o [o o 

o .o 
[' o 

o o 

"f'" T :: ' ¡ D j T -J ' o o * o ' 
_, o'- o· o o o [D} -· 

< + 
o o o o o _, 

' o o o ' 
_, 

o o o o o o o' o OR 0 -J ' 

U} ~ t ~1 + Tl -[of ' o. -+ (4.2.93) 

'" S< ' 
S< l ' 

o ' 
Minimizando la encrgia potencial se obtiene que 

(4.2.94) 

Jo cual resulta 00 oJ sl.gulente ~~stema '" ecuaciones '" equi-

librio 

' -' o o u, Ys-~ 
-l " -o o "' ~/)1 (4.2.95) 

o _, 
' 

_, u, lJ;-;1 

o o _, 3 u, 1'/s-~ 

• 

' " 



' 
} 

• 

La Matriz cuadrada d~l lado izquierdo de esta ecuación es 

singular debido a que no se han i~puc~to Las condiciones de 

frontera de la estructura, é~ta condicl5n es 

u.\= o . (4.2.96) 

" imponer ,. condición (3,96) en la ec~:ación (4. 2.95) ,. 
obti.,ne 

l-": 
-3 o 

1{~.\ n " ' 

' 
_, _!_ ¡1. (4. 2. 97) " " _, 3 i¡ -

de donde se obtiene que u
2
•.1605, u

3
•.2B40 y u 4•.JJJ los 

cunles son cx,ctos sin et~Uar•¡o son aproximados. ~n '"""lquie:c: 
'· 

otro 

en el 

punto, ,o, ejemplo en xEL/2 •• ti ene 

U ~[Nl[Jj, l~ !h 1 \ ~; \ (4.2.98) -1 

(4,2.99) 

El valor exacto de u en x•r./2 e:> ó.c O, 2292, El esfuerzo 

elei'.Cnto i es Q_•(Eu }_ 
l ,x l 

o tar.>bién 

(4. 2.10rJ) 

Sllbs_tituyendo las condiciones (4,2,91) en {4. 2 .lCO) se obtier.cn 

fos siguientes resultados' 

• 

.. " 
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"38 • 

![, = • 4 g 1 S .1 xo.d.o ,, L ,, 
" 

~, ' 3104 LX e~. c. k> ' '" 
,, 

< 

~. • 1<1 e 1 ~):;.4c.k. '" '" S~ " 
Es decir los esfuerzos no son continuos en el modelo y los des· 

plazamicntos son más exac>os que los esfuerzos como se puede 

apreciar en la fig. 4.2.12, 

De e~ tos d:.s ejemplo~ ne puede concluir que. el método clá-

·-sico de Rayleigh-Ritz (R-R) es aproximado pero' mas exacto Sl 

se utilizan más términos en el polino~io. En el caso de cargas 

destribuid<lS el r.~étoC:o de. R-R puede scr ex.,cto si-se usan su

flcient<.lt:: términos en al polinomio y la •inclusión .¿., m~s t&r

minos no cambia la solución, 

Por otra lado usando elementos finitos se llega a resulta-
' dos ex¡¡ctos si las cargns se locnlizan en los nodos y es apro-

ximado para el caso de cargas distribuidas pero puede ser b~s

tante cercano al exacto si se usan más e~cmentos. 

~l ~étodo clá~ico de R-R utiliz~ un polino~io que se apli

ca a todo el dominio de 1~ estructura, mientras que el :;:6todo 

del elemento finito utiliza un polinomio aprQ cada elemento. 

' 4.2.10Model<~ci6n de sistema~ con Ele::~ento~ rinitos 

Existe una variedad muy grande de sistem<1s mecánicos y es

tt·uctu¡·.,les los cuales requieren de una ~olueión la cual no es 

siempre trivial ni simple de obtener, en tales casos es prác

tica común hacer una clasificación de efectos significantes y 

otros que por su naturaleza pueden considerarse insignificantes 

o ignorables, de t<1l manera que en general siempre se habla en 

términos de una soluci6n aproximada a la solución real del sis

tema o de una solución ex<1cta o aproximada de un modelo aproxi-
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mado al sls~em~ real, 

En la formulación >n"litlC,, de un sistero<>., las suposicio

nes de que alqunos ef<H:tos son ignorables ti.,r.cn como objetivo 

sie~plifica_r los procedirucntos de cJlculo, ~in e1:1bargo a 

t.rav<'!s del desarrollo de t€cnicas diqitales se han podido ne-· 

jorar dichos procedi~ientos, aunque en general siempre es ne

cesario ha~cr algunas suposiciones respecto a aquell~s efec

tos que pueden ser ignorables o simplemente no doroinantcs. 

La formlllación con "lcmcnlos finitos- tambi~n requiere de 

suposiciones lÓg:cas en bac" e L1 naturaleza del sist~ma en 

cuestión y para tal efecto se han desarrollado una variedad 

de elemntos cuy<>s propiedades son represnt.<~.t i.v<1s de .a l9unos 

casos especificos de siste~as y as1 se tienen por eje~plo ele

r.entos planos para la simulaeiOn de probTe::~as bidimensionales 

de esfuerzo plano o defor~ación plana, elementos viqa en dos 

y tres dimensiones, elemcnlos sólidos o de volumen, elementos 

cascaron y otros vario.s que tienen propó~itos especificas. 

En qencral, el análisis y modelación de un sistema es 

un proceso que se desarrolla-en varias etapas que son: 

l.DefiniciÓn del sistema fÍsico 

2,DefiniciÓn de "co:'ldicio::~es de frontllra 

.l,DefiniciOn de eqentcs de perturbación 

4,DCfiniciÓn de variables de respuesta 

5.Definicidn de efectos despreciables 

6.Dcsarrollo del modelo anal!tico o 

modelo matemático 

7,Aplicación sistcmát~ca de procedimien

tos de crilcÚlo 

8,rnterpretación de Resultados 

Cllbe mencionar c;ue un entendi~iento qcn.,nil d.-1 :~i•:LC•n" 

-en cucsti6n es siemp:re b.isic;o e importante pues la defi11ici611 
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.del sistema flsico, de las condicLones iniciales y de !rentera 

y la definición de agentes perturbadores puede depender de un 

entendimiento bastünte co.,pleto del prohle"'a que se está <l.na

lizando ya que una formulación erronea conceptualmente qenera 

resultados que no corresponden al verdadero proble.,a, 

~n el drca de aplicacio~cs del método del elemento f1nito 

se parte de la suposici.ón que el an.ilisis -co:-.occ y entiende el 

problema en cuestión, de tal forma que los pur.tos del 1 al 5 

de~ porce,;o de análisis queden satisfactOr-ia,.,cnta cst.,t;~eci.·.::.os. 

En el pc:nto 6, referent<' al de~,urollo del modulo mateqá

tico es necesario que las car~ctcriscicas de los elementos ·•m

!>l•:~dos sean comptltihle~ co:> ei ·comr.ortaclicnto <ceneral del .s:s-

t·~'"' y p..,r.cor.~p.:.tibilidud se cntiende'q<H' el conjunto de ~le-

~~:ent1s que compon<;>n el ~lstcr.~;: sean Ca?aces de reproduc1r en 

for~:~a ap"roxi.,uda lu respue$tol d<;>l siste!:la a las pertu,.-bacioc:"s 

y condicion"s a que está sujeto. 

Son var1os loo aspecto<; que !le d.,ben tomar en cuenta para 

la selccci6n-de los elementos apropiados para cada c11so, por 

<!jer.~plo: 

-El número de nodos d"l el"m"nto 

-El número de grados de libert~d 

-Condiciones n.,turale~ de frot>lCr~ del elcmunto 

-Tioo de curga!l admi~-1bles por el el.cmcJLto 

-Tipo de geometría pcrr.~itido por el elemento 

-Sistemas de coordenadas perr.~isibles del el.,mento 

--Limitaciones d"l tipod~elemento 

En la Fig. Ll·1·13 se muestran algunos elementos que "n ger.c

rlll pueden ser aplic:~.dos a la modclaciÓn de varHlS tipos de si~

teo,ns y a continu<>ción se prescntnn nl<¡unos casos especif1cos de 

' apliCaciones a siste¡nas reales. 

. . 
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4. 3. 

Una formulación alt'ernntiva a •la variacional es la d.,no-· 

JDinada <le residuos pes,.tlos. E.sta for~:~ulaci61l no requiere de un 

pOstul~do Volriacional que aptiquc al sistema de interés y par-

te de un., manipulación d¡r-cct<l sobre la ecuación diferenci.;l 

que 9obierna la física del mismo. 

Una formulación diferencial resulta en una ecu<lción del· 

tipo 

o (4,3.1) 

en donde Les un op<Jrador dif<Jrencial, con las condiclones de 

frontera 

~(o\= o 
~'(o\=b 

(4.3.2) 

una función de campo que puede satisfacer las condiciones ante

riores se puede definir· como: 

en donde [N les una función de l<1s coorrlenadas 

(\f¡\ ~:;·el vecto: de valores nodale~ 

función a ":neuba." 

(4,3,3) 

entoncas, si if}n e~ lil verdadera funciUn, al sustituirla en la 

ecuación {4 .. 3.1) el resultado es: 

L( [~l-) o (4,3.~) 

la- verrlad"ra !unc•ón peco es una buen<~ ~proximación de la mis

am, entonces al sustituir en 4, 3. 1. el resultado es: 

(4,3.5) 



en donde R es un resi<!:~n_ ~-'" "rrnr ihrln por 

una buena aproxi<1aci6n .;., l<> .,crd<>dcr4 función .For lo t~nt<> 

R se puede evalu<>r .,~ nu~:os <llscretos (nodos) e iqualar la su

~a a cero p~ra mini~iz<lr el error, o sea 

o 
(4.3.~) 

Pero una mejor solución seria la de distribuir R sobre unü reqión 

de ftcuer<lo a alquna función de peso w de las ·~oordenadas (no¿aJes) 

antes de la intcqración, es decir 

Jw Rd< = o 
' 

(4.3.7) 

o sustituycn<lo la ecuación {4.3.3.) en- (4.J·.S) y cst<> en (~.).:), 

se tiene: 

JwL([N)[~;\) JV=o 
V 

(4.3.b) 

La funci5~ de peso w pued<'. ser de cuülquior for<>a en general 

pero cuando se SP.lecciona igual a las funciones de forma o de in

_terpolaci5n se tiene que w es igual a ·N y por lo tanlo 

J¡,q L ( [e1 \tl1 JV =O 
y 

(4.3.9) 

La ccO<>CÍón (4. 3. 9) es la !orrnul<>C:lÓn de "Galerkir:" de ele

menta finita y si se apli~a a cada elernonto e~ la rcgió~. 5e ob

tienen n ecu,,ciones simult5nc<~s para n parárnetros nodales cn 

La soluci5n del sistema de ecuaciones que resulta se desarro

lla de iqual manera que par<> otros casas, aunque una desvetaja es 

que la ecuación (4.3.9) contiene derivadas de orden más alta que 

las de formulaci5n varíacional. 
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Considcrolf ll c<.:u:~ción di.fcr~ncial: 

Ltt-t=O (4.3.10) 

en dond~ L o5 un op~r~dor diferencial, y la aproxi~aci6n 

entonces 

L ü.- f = E. 

en dnndo ~·error rc~idual.La c~nrlición es entonces• 

j N,; EM =o 
• • 

(4.3,11) 

(4.3.12} 

(4.3.13) 

Es decir que el error E entre la solución aproxi~adn y ld solu

ción real es ortcgon;:¡l_ a las funciones usadas en la- aproxit:,aciór. 

Ni. Este e~ el m~torlo de Gal~rkin cuya ecuación estable: 

fo=-J..,j, \: ... 

donde 

Un ejemplo es el siguiente, sea la ecuaci6n 

con condiciones iniciales 

<jl(o) o 1 

({l 1(o) ~o 
Usando la ecuciAn (1.],14) resulta 

1 es el l!mite de x 

• (4.3.1~} 

(4.3.15) 

(4.3.Ho) 

(4.3.111 

(4.3.18) 
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Aplicnci6n del ~!étodo de r,;l\C'rkin :t Vi~:ts, 

La ecuación funda!'.enti!-l 

H 
EI 

Usando la ecuación !4.].14) 

J'¡t<r r ~,- :i, 1 o.~= o 
o . 

(4.3.19) 

(4.3.20) 

La función de (o~ma ód~ !ntcrplac~ón se ~e~ine sobre cada 

elemento, entonces para todo el s¡~tema se tiene: 

"-¿ 
e=' 

J lN''f{ ~':~'-
l<d 

H (e} 

E'I 
) dx =o 

Las funciones de interpolación son tales que: 

Entonces el Momento M se puede aprox~mar: 

(4.).21) 

(4.3.22) 

(4.3.23) 

Para reducir el orden de la inte<¡ral en la ccu.:ición(~.J.21) se p~ecie 

inteqr.lr por pnrtcs ontonccs: 

{4.3.24) 

Substituyendo en (4.3.21} se tiene: 

[N'''f~t Jt"t''l' ~+lt<"'f~¡: )ú=o 
! . • 1''' . . . 

{4.3.25) 
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' 

1 
' 

La· ¡•rimcra inteqral nos da l~ m~triz Plcmcntal de coctlcicntcs 

[k(c)] en la ecu~r.ión 

(4, l.~!,) 

1\ tT~v¡';s <le la "'!"'" s<>bre t<><los los elemento~. la "equnda 

inteqral. ¡>roduce el vector (t<j. 
o 

El primer t6rmina de 1~ ecu~ción (4.3.25) contribuye al• 

vector \_F1 si dyfdx se d~fine "" CU<1lquicr extre~:>O del ele!'.ento. 

si no se des¡>rccia. 

Las inteqralcs de la ecuaciór, (4.3.2~) se e~aluan como si· 

<;IUC; 

t't) = 

.. 
*yr= ~, ' [ -: l • 
J~ ~ [_Ml\Y} . l ~ \ .!.. l- 1 l} < - -~X J 

(4.3.28) 

Entonce5: 
l - ... ---·--· 

J .'L[Hl'd~ Jx=ll-'- [-'1[-• •1("'td '[' -•]/1] 
0 dJC O.x .,Jl. 1 "l¡) x::y_11 t't.tc 4 .J.29J 

(4.3.30) 

1 
" 

1 
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" 
Result~dos -

Nodo E,F, 'I'eoria 

o o. , -.3334 -.))35 

' -1.2385 -1,2388 

' -l. 5719 -2.5729 ., -4.1929 -4.1929 

' -5.9559 -S. 9559 .. -- . 

Conclu~ión: Sln_coment~rios. 

Bcuaci6n de c~mpo en dos dimensiones: 

(4.3,3t.) 

Aplicable a problemas de: 

-Torsi6n 

-Tran~mi~i6n ,¡,, Calor 

-Mccánic.o de· Fluidos 
• 

La integral do Galcrkin par" el cnso de 1<> ecuaci.ón 14.J.34)es: 

.,,, \ ' 
+ ~ .. -+ o ()v~ o 

(4,3.3~1 
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P,.?L.\C(\C..\ Of'-)SS 

S.l . .. . 

Co..d.<._ J.eWI.e (\t.o .M~ a..soc.lc. &.o a.. -·u"'- nt.Íw.e ro di h L 

Yf\i'i\o.Jo de 1\od.o~ ~ e dos a. .su .. '-'e.C a... Uf\ oÚrlle.f"D .. 

especi~íco O. ~cá&.0 s &.2 libeft~d (~o ! '). En ge•o
r<J, depeo.Jieod-D <k lo. va.c<.uc &.o C<mpo ( &.orpla'to.' 

,..'1\efi\-D.,· T.emr2ad:~rt.<. 1 Q.\-c) se pue0f1-•. d.J.~\1"11.r ~J \:.if~.:p.e. __ _ 
_gro.J.o:: Je .\i\-;Qr1:o.d que. se.· re.1uierer: ra•u.. tu.. rtrrL....c .... -

+rt~(\ fÍsico.. del (O'flfod:a.>"1'1l.ef\to J.aJ. si~ttrno..; por 

-'6e"-~plo, si se -Ir« he JJ clospkco.m'•eo\:o M oo~ .. 
-par\:.lc.u~o.. .QI'I. uvu::.._ hfleo... 1 se. _+ieM .Q!'\"tot'lCQ.:; Uf\. ( <;jcU\ 

.Si s¿ -\"ro.""t(.L Je.·cUsp~0...1:ú.."Mienks .Q(\ ui-t ptorto .b. b.. 

IY\\SYf\a. .tV\W-'w se 1ieru2" c\.os (j d 1) ~ "'- hef\J1o 
tres l~ H) ¡nr"- el ouo el¡¡ desp\o.'OQM ieo\:os ~"' ~\ 

Mf"-'-to : · · . 
Lo~ e \e 1'11 e \1\ to;; Ct:9 Mü (\M c. •-rt e. u w.d.íJs. e.r. !a. 'P ru"d··l(D.._ 

d.e. e1e111exr\:os finil.:os pueden dCt.s."tf!C:.o.rse.. de \Jaria..s 

forflia.S i €f\ \JcP.rÚtS. ca. te goráu 1 a \g un o..s J e. ti C"a.s f''J(lt\:n 

Ser \m 1ue Se indican en \o.. \::a.~lcc S·l·l. ~\5u(l<.~ &.o. 

lo.l co.mcle,(d,cas indiea.d., 2o e.s-tu. tabl<>. pooclo" ser 

. · fiSico.roc"te ¡OtCcprctú.das, por e.je»\plo .e,\ nú,"cro Jc 
nodos MCQsa,ios porCc Jcsc.r1 lir la. tqolo5\a. J e\ ele

Me~to, formec ~da\:w"- ( red:aogvlar , 'lmpttoiJal de) 
' pero 'o\Ya_, M <on \?ln o\,v'lnS COMo yor .cjc•uplo J1\ 

orJCV\ eh la. 1ofcjr<tcii:l" Q~~\idtu., el tiro clo. la.1 foo-
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.. EQ voclcr ~lol>cJ &,_ 'f"'M' J.,. \Mrbd so or.:,,~ eh 
a...wHJ..o eJ. e.s~e.w\o..... ~ {loMero..c..lÓt~ fl.oJJr nJ ~ue. 

¡ \os v~Jnre> el~Me~t,_\es se orde~no d.t a.w"dn ec \01 
t\Oc.lo~ Cf\J~ J.4lMfl. ~ eJevt~.et'\to, tV\\"'bYI.US se ·h'ener'\. lo5 
s·t~u\ef\\u vQ.J-ort..} deMeV'I\:;o.le. s : 

{l>,fo [J. J, J,) 

{o,_y ~[e\. J, J rd,) 

[ D,)' o ¡ d, J, ~ 1} 
(o")' o ¡ J, J, c1, d, J 

[iJ,y ~ ¡ d2 d, J,j 
! D,fo ( d, J,\ 
[D,r=¡a, d,) 
(Dv!'~[J, dq) 

S3 

Al e~ra~der i<tS Mahius (S'-1·1) cJ -\nl>1aoo ru \a .~.t·"
':1\o\:JcJ Se_ ftJt'.JQ(I :;uh'lar térMi~o •Ó.. te~M:·/\0 ~ ~\ Ye~u(b.J.D 
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Table 1 - Coupled 'Node Displace~ents 

Node 1 Node 2 ¡ Directi.on:; 1 
1 

• 

1 1001 ox. UY, uz 
27 1027 

' 
UX, • UY, uz ' 

' ' 40 1040 UX, UY, uz i 
55 1055 ux, UY, uz 
70 1070 ux, UY, uz 
65 1085 ux, UY, uz 

102 1002 .. ux, UY, uz 
119 . 1119 ux. UY, uz 
215 1215 UX, UY, uz . 
651 1651 ux. UY, uz 

·- 664 1664 ux, UY, uz 
.. ·. 

· ... ·. 667 1667 ux, OY, uz 
709 1709 ux, UY, 02 

728 1728 ux. UY, uz 
747 1747 ux. UY, uz 
764 1764 ox, UY, uz 
781 1781 ux, UY, uz • 
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V section1 Tsection Ssection Sse4/pin 
' 

U 51 
• o.oos~oa·! o.oo'l'loo 1 o.oo¿_o~l Q. DO 312. 

U 53 Q.OD5~2.<l 1 0-00'1'114' 1 0.00404'1 D-00)15 

U21s 
' 

Q.QQSb~IJ 1- Q.OOS21l o.oo42"'o D-004\75 

U277 0.00{;~51 0-005'115 1 0-004'\_,l 1 0-004\4~ 

U417 o. o o 151? 1 o.oo \61'\ o. 00 16.0:'5 .o.oovss 

U419 1 0.002\6~ 6-002'1.01¿ Q.00'223S Q.ODZI<\.B 

U717 Q.OO neB 0-001817 0-00111{'8 1 Q.001173-

U11s 0-002117 Q.002\4S 0.002.11.1 Q.QOI]c;.G. .. . 
0.000~291 0.000'-l~ 1 Q.OilDS10 0:1 o.oo 10'14 

0:2 . o. 00 1017 o.ooo9n_ 0.000]0', Q,QQDSIS 

TABLE 3 

• 
U(i) · Tangential displacement nade 1 .. 
cx(j)- S lo pe of pin si de j 
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APPE~DIX - DATA l~PlrJ' TO SAP JV 

1 

l. HEADll'G CAilD (l2A6) 

notes columns vorlablc 

{1) 1 - 72 llED{i2) 

NO'J'ES/ 

.. \ . 

entry 

Enter thc h"ad1ng informnt;on to be 
printed with thc output 

(l) Beg1n each new data case with a ncw hcod>ng card. 

' 

••• 

•• 



ootes 

U) 

"' 

(4) . 

'" 

"' 

m 

'" 

ll.ISTJ::R CO:óTROL CAIUJ (815) 2 
colu.,n~ v~rhble cntry 

' - ' Totnl numl:>cr nf noda1 polnts (joints) 
In thc JroOd~l 

' SELTYP 

11 - ¡.:; 

16 - 20 

:.o - ~5 

SulObcr of 
CE.!: 
[Q_O; 

•trurtur<" load casc•s; 
s<ottc anal)'sis 
dynam!c annlysls 

Suo:ber"of frequcndes to be tound 
In the el¡¡;cnv~luc solu\10>0; 
EQ.O; stattc an~lysis 
GE.l: dynamic ana;yst~ 

ty)>L' codc: · 
5\Utc ~n~lysts 

An"lyst,; 
l-,!.0: 
n~.l: 

EQ.l!; 
" 1 ¡¡:cnv a lue -'''L•L' t o,. ~ol ut 1 nn 
forc"d dynaonH- rv~pon~c h~· 

111Ddc supcrposttl"" 
l::Q. 3; 
EQ.4 ; 

re~ponsc >¡tL•ctrum """ly~¡~ 
dlrect stcp-hy-st<'P tnt··.:r•tton 

26 - :!0 ,ltOO~X 

EQ.O; 
EQ. 1; 

pr<>blo•lll solut H>n 
dat~ check <.mly 

31 - 35 Total nu,..b.,r ttf vN·t•!t"~ tn be used 
in.3 SL'DSPACE J~IEn~TJO:; oulu11on fot· 

e 1 K"" va 1 ues/v.,<:t" r~ : 

36 - 40 KEQB 

EQ.O; dcLrulr H"l tu: 

loll 11 1.2. :\f • :\ l'~!l ) 

Suo:ber of dL•,;:t·ccs of rrcc<tnm 
(equatlonsl P'"" blo><'lo. <lf ~tora~c: 
EQ.O: calcuhtcd autom:ottcally 

by the pro¡;¡·~m 

(1) :\orh-~ ~re• lnbd,.,r ••!h ¡otc•ii<<'TS rnn¡;tn~ frm• '"¡''In 
thv tntnl numbL•r uf ~<><les In tr.,. ~~·stcm, '"¡;ni.~P .. 

l'h" ~ru¡:t·o" ~-"'" ~itn n<> <11~~"""''" "L'"~".:~ 1[ 
:\l"lt,-P. ' ' "''~' Ull. Thu~, l•n hl.<n~ ~"n:!~ :oro• "~•·d 

to "~d lit.· bst <l:t!" ~-~~L' tn n run: ¡,,•., ""'' bl.1nk 
l1t•ndl1t¡;; ~ard (h·~l t<>n ll nnd onc· bl,1nl: ',."m I<>r 
tlt 1' . _..,_, 1 ton. 

(ZJ For <'0Chrl11!~!'<':>1 ,.¡,.,..,.,.,¡ t.VP<'{TRHSS, AF.A~. PIC.l ,, 

"""" clemenl 1-"''-'UP n••c<l lt•• <lt'flnL•d. El··~··n•~ ~lthin 
¡>ruup' nt<' "'''~'""d tnt.·c•·•· bl>L•), rnn¡:tn~ fnun '"¡" 
lo IIIL" l<>l.d "'·"·h• ,-ni c·!, . .,,•nl~ ::> th•• ¡;;ro>u¡>. 

0<•f"1•·nt .o:·nupo """ lnp'll In S,•l"l '"" 1\", b,·l<'•, 

11.1 

-



"· MASTER CO:oiTfiOL CARD (<:ont lnuc•d) 3 

Elc.,cnt MU"'b~ r1 n~ ~:~uH bc¡;i n '<d ttl """ ( l) in ••nch d 1! f<•rt•nt 
group. It h pos§lble to US<' rtore lh~n one ¡:rnup for an 

elcmcnt typc. rnr c~a::~ple, ~11 colmen~ c~~·nl<:~l lw~<:~s} of 
a building 1:1ay bP. cons>dcred ene• ¡;n>up and lht• ¡:>rdc·,-~ 

(horizontal beams) may bt• consodcr<•d anothcr ~roup, 

(3) At lcast onc (1) lood condi!lon must be speclfl<'d for a 

(<) 

statlc (I'Dr.i,[Q,O) onalysl,s, lf !he data c·ase calh for<m<'of 

the dynarn!c analys>s options '(:lDYN.EQ.l, 2, J, or ·1), "" ~.- ••. 
load casl.'s can be rcqu<>stcd (!~c., LL ü 1nput •~ "o"¡_ 
Thc prograrn al•o¡·s proc<>sses Sectlons V (Conccntr~l<>d 

Lond/Mass Data) and VI (ElcM•nt Load'~.:ultipl!cr~) aml .J: ~ ..... -
expccts to read sorne d"tn, For tht• cnsc o! a ~ynamlc 
analys1s (SDYN.GE.l) <;>nly IT"ass cocff>c>~nts c~n ¡,.. 1n~ut ·· •. 
in Section V, ond one (l) lJlnnk d~m .. nt load multlpll~·t· 

car<J is expcctt-d in Sect1on \'l. 

For a statlc an~lysts; Nf.EQ.O. 11 l'DY!i.EQ.l, 2 or J, thc 
lowc~t SF cq:;~·nvalucs are dct-.,notncd"'lly tho> progra!"l. :>oto.:" 
that a <1yn~mlc solut1on roay ll<> r<>-starlcd ofto.:r ~-n~~n,·o!ut·" 

cxtractlon (provl<lln~ a prevl<>U~ cigcn<•aluo• ~<>lHltun f'lr 

the model ~as ~av~d on tap<· "~ d~scnbed 10 iiPI'-"n<ln .~). 

NF for thc or1~1nal an<l n·-stnrt runs ,-.ust be tht• ""'""· 

----~~··.· 

-·· ~- <·•-

{5) lf ND\");.EQ.2 o.r SD\"l'i.~Q.J \he pmr.rom ftrsl snlve~ for H" 
c1g<'nvalut·~/v••ctors a~d llwn p<'rfortl~ :he forct•d r<•Spon~e 

solutlon (ur \he response Sp<'ctrum analys>s). nws, tho.: 

pro~ram ~·~r><•cts to reod th~ control cnrd ~ov~rn1n~ \he 
ei¡;cn~olutlon (S,ctl<ln VII.Al beforc reodln~ dotn 1n 
c1ther Scotons Vli.H or VI J.C. ror the cns<' SDY1'.F.Q.l, 
the program sol<•es fnr Nf ci~cnvaluc•~/vectors, prints thc 
rcsults and pmceeds to th<' nc~t data case. Tlo~ r<•sulls 
for th~ elgc•nvnlue solull<m plo~s~ (SDY:>.Hl.l) o:oay be 
seved for later use 1n ~uto,.at¡c rc>-starl lApp<•ndu A 
ltsts the control cards \ha! ar<> rcquort-d \o offc•ct thls 
S8\'<' opcration).l.e. ~ dynam!c ~olutt<•n "'"Y be• r••S!~rtcd 

W>thout r<•pc•n<on~ the solulutn fnr '""<1~5 and ln•qucnncs. 
lt !lots dnt.1 t"OS<" 1s a re-~tao·t JOb, od ;\1)\":<",1.0.-~ fnr a 
fon·c·d rL"spon•~ oulut¡on, ,,. s<"l ~UY.~.[Q.-;! f,o¡• a ""s¡wnse 

spcctrum anelysls. ~·otc Iba! lbt• s<>ilot>nn mny llc• I"<"-S<;1rl<'•l 
a .,oltipl<" o! ttm<"S {lo run dlffo"lL•nt 1;!1"•'""'' >PN"l•·a or 
djfferen\ ltJ•c-cl<•p<"l".dt•o\ f<>rClT\¡: [un~t!O~~~ b.-<":1<1~<' t:!<• 
prograrn dO<"S n<>l d<·~troy lho.: <"«nh•nt~ of !h<" ,·,·-~Inri In['• 

lf NDYN.Hl.·l tl<t• I'T<'~n\Oo pt•rtorl.S lh<• rc·~pmi,H• s<>lutl<•n l•1· 
dircct st<•p-b¡·-~t.·p ¡nt,·~rnt>nn on<l t".<• <"l~<n,·nlue ~olut1u11 

control C3Td •h<•ulJ be• pr<•\\<lc-<1. 

n 2 



• 

( 

- - 4 
JI, llASTf:ll CO:HIIOL CARD (cuntinucd) 

(6} In thc <bt>-chuck-nnly motle (MOlJf.:X.I:O.l), thC pru¡;ra,. 
.,.rttes On!)' """ fdc, "TAPEá', ~n<l lhis ltlc Ol~f ~., 
llaved !Or use as tnput to ~pu~lal purpo_sc pru¡;rnm., ~uch 
&ll me~h plnttcrs, ~te, TAPE!! contaJ.n¡; oll <lat.l tnput 
in !U completcly ¡:enerated l<>rm. If MODt\.EQ.l, ~r.u~t 

Of thc cxpcnshc calculaUon~ rt·qulrc<l du•·:n~ nor,.,,¡ 
(~DEX.f.Q,O) cx<:cutlon are passe<.l, TAPES, ho•c\'Cr. 1~ 

not •rittcn durlng norrnal,problcm ~olutlon. 

Note that a ne¡:at!vc value for ~-ay:.¡ ('-2" ·o"r "-J"), 
"hen cxecuting In the d3ta-chec~-only mode, !loes not 
cause thc pwgrorn toreo<.! !he re-:,ran tape VihlCh . - .. , -
cont.,¡n, thc e>¡:en,olu\Ion >nlorm;>l><>n¡ >nnc;al, the 

program jU:T-PS dlrcctly frum thl> Canl to s~.~tlon VJ!.!I 
(or Scctlo-n \'li.C) ond c<>ntlnUe~ r<'.idúi¡;'" ~·nd cncckln¡: 
d~ta c~rd• ~lthout p~r!or•lln¡; the so!Ut!On. 

(7) lt \he pror.rom ls to ~olvc f<>r cl~<'nvnluc~ 11->lro¡: thc 
SUHSPACE ITER,',T!O:i "l¡;•>rHhoo, thc ~,t,·r tn ce Jl-;1:; 
can b<' u~c<J to cn,nr:c tl:c tot~l nÚ,;,·¡,.;r ;·;r ·,-,.,r~ti<>n 

"" ... ~ ' 

~ccton t<o l>c u>cd !rum \llC <.J<:I.>Uit '"'"''""'"' <>1 ~-~r 
or m·.¡¡ hlucJwvur" ~maliurl tu tllc v~luc• "'~.\U". 

Thc cf{"ct ur '"""""''"~ ~.IIJ ""'~" thc duloult ''"'"~ 
1~ lo accclcr3t<' conver~cncc tn thc• colculat>On~ for 
\he lü><cH NF e¡~""""luc,. )ó,\U 1~ prtn<;>polly '' pr<>
Crom te~tw¡: por•m•"er 3nd ,iJuul<l no>rm"il}' OJC ldL ni~n~. 

(6) KLQU ts ;, ¡H·o¡;rom tcstln¡: poromcter ~luch ,¡llu~' th" 
user to tust cult lpi<' equatlon block s<.>Jutlon~ uq~g 

""~11 d•t• 
problcms. 

CO>Cs ~ll1ch ~ould Othcn).>~· J¡c 
KEQil is normally le! t· IJ1~nk. 

U.1 

onv blu~~ 



lll. 

notes 

'" 

"' 
"' 

,, ) 

"' 
'" 

~ODA!. PO!~T tJATA (,\l , JI, 6!5 ,3Fl0 ,O, ¡:,, FIO .0) 

5 

' 
' 11 

" " " " 

" 
" " 
" 

1 

' 
10 

" " " " " 

. ., 
55 

" 
" 
" 

var1~bl~ 

' 
JX(N,l) 
JX(N,2) 
¡X(N,3) 
!X(S,4) 
IX{X,5) 
!X(S,6) 

X {S) 
y (X) 

Z(N) 

'" 
T(N) 

. entry 

Symbol descrlb!ng coordin~t<• S)''l<·n. 
tor thls nod~: 
[Q. Cbhnk) 

EQ.C: 

'"'" number 
• 

X-trnnslat!O; 
Y-trandatlon 
Z-transbtlon 
X-rotnt':un 
Y-rotauon 
z-rotat!on 

EQ.o: 
[Q,l: 

r """ 
fll<otd 

cancstan CX,Y,Z) 
cylin<ln<"~l CR.\',rl 

boundary cond 1 t "'" <"ode 
boun<lary cond1lion C<>d~ 

boundary cundil!<>n C<.d<" 

bnundary conditlnn cud<• 
boundary cond 1! 10n <·ndt• 
bouñdar;,· cond1t1on <"ud<" 

(loads allo~"d) 
(00 load alln,.<"<l) 

.. 

. ' ~ '.' 
GT. 1; mnHI<•r node numb<"r (l""'m nodo•s' 

only) 

X (or R) -urd 1 n~t v 

Y -ordln~tc 

Z (or ~) -ordinal" (<lo·;:n .. ~) 

Nodal ternp<>l"aluo··: 

NCYrES/ 

(1) A spcc!al cyltndrJcol coordinat<• system ls all..,.ed 
for the globo! dcscrlptlon of nndal pu1nt loc"tJons. lf .. ,, . 
a C ls ente red In C~rd colu~.n uno (l), thcn !he' cntrH•s 

¡;lv<"n In t'" 36-65 ar<' l•kc·n t~ b<" rt•ft•r<"n~e~ to ·' 
~lubnl (R,Y, 8) "YSI<'"' roth~r thnn lo tll<' standard 
(X, Y,?.) $)'>l<•rn, Tlt~ prograrn c·nnt'<'r\' c·ylonrlo·ic~l 

coordonatl' rt•fert'nt·•·~ lo cart<·~tan ~oordln.ll<·~ ll~ln~ 

th<! forrnulae: 

x=Rs1nO 

' ' z=RcosO 

Cyllndn"~l comr·<ltll.H<· tnnut J.,,,,.,..¡). ""H'l' ,·.,n~o·n¡

cnce for lo<"~!ln~ n<><lo•• on lll'' ''"nd.•roJ !X,\',7.) ~.\'Sio•rn, 

•nd no otho·r t"L'l•'l•'"'''·~ '" tll•' ,., 1 :;·,ll'!<·.ol ,,·st.•rn an• 

l"plh·<l; t.<'., 1.>•'""''·'''71' ~""~'''"" ,,,..,.,r,c:>tl<>u~, .,,,_ 
pul dt~plact'""'"• ''""'l''ln•·nts, <'{<·. ~,.,. r~h·r .... nn..J '" 

th<• IX,Y,Z) ~Y~"'"'· 

{:!) :ol"<lnl pu¡nt IIU.l nno~t bt• do•ftn••<l ¡,.,. ;oll (:oil'}L>;P) nnol•"· 

Nodo• doto""')' be• tn¡nll dlr<•ctl)' ¡,,, •. , ~~dt n<•l<" "" 

118 ""'" lMll'l<lu:>l ,·~•"') ur tlw ~··n,•¡·,,¡tun ""''"" 

llln)' bo• Ull<'<l tf .lppl<<"¡<ldc• h•·•· nutt• :!o, bdo~l. 

IH ,l 
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111. NOOAL POJNT D.\TA (~ont¡nuctll 
6 

Ad,.lssll>lt: nod~l polnt nu~.bcr~- r~n~c frmo "¡" to thP !nt.1l 

nuo:bcr of nodc~ ··~L~.;.~p" Ilh•gol ref<•rcnc·cs ar<>: 
l'I.L.E.O or- li.GT. :-;t;~L'\P, 

(3) [l<>undory condltlon ""''''" c•n only he "-'s\¡[n~~ 'l><• 
follo~-¡ng valu<·~·¡:.¡ = 1,:.!, .•• ,6): 

, . 
• 

• ..-unspH·JfH•d (freo•) <llhplJ.o.;C!O\Cnt 

(or- rotat!<>n) L'Omp<onr•nt 
del<'lc•d (/L.,cd) dl~plan•rr.o;nt 

(nr rotnt )nn) """'POT>L•nt 
IX(N,M) =K; nude numbcr "t;",;(l .; 1( :. 0,:[~.:-;p 

•nd K -!N) lS th•' "rr~:Hcr" >Hxlo.: 
to whlch tll<' :.1111 <1~~,., . ., .,¡ J ,.,.,_.~ 

dum ot nodc "¡;" u; o "~¡., .. ,." 

ou:cJ• r ,., ... 

An unspecifl<•d (IX(S,M) =O) dcgr-<;>c of /J'C<•dnm is fro•c• • 
to lronslat., or rotatc as thc• S<~lution dH·totcs. 

Concrntroted !ore<'' (CJr mrHnf!n\s)· ~·'}'-·he oppl1~·d (Scct '"" 
V, Lo•luw) ln \1\ls d<·~r•:o: o! frc•pdoJn. Uf\'-' (l) systcm 

cqutllbnuro t•<¡u~llon l~ .-~qulr<'d l"r CO<'h •n•~poc:lfl<•d 

d~·gr•·c o! fro•cd<oC~ 1n lh~ r.o<><l.,l, Thu ''"·"""'"' nu::ob,•r 
of cquillbr¡um c<[un\lons ls ~h~¡·~ h:s~ \!o~n six l<.l) 

Um~s lll<' \<oldl nu¡,,t)Qr o! nod<"~ '" th.., '""del. 

• 
!Jalc!L•d (IX(S,M) ~ l) <Jca.:r•·es <>f frc•c-d"" nr·c· ,.,.,,,,.,.<1 
!rom thc final se-\ o( c-quJIJbnur.o ••quatwns. llo·le!<:<l 

dcgr-ces of frccdom ar<' f1xcd {polnB of rc·a~tinn), nn<l 

any loads l'pphcd 1n thvSQ d~~'''''' of /o·c•edorr, nrc• 
ignorcd by thc pro¡;ram, ~odc•s tllJ\ ore '"''d fur 
¡:com.:otric rt•f.,rcncc only (l.C., nodc-> nul ass1~ncd 

lo any vh·rn~nt) ""s< hove all Sl.~ {6) de¡:n•o:s o! frcc
dom delelcd, No<J:¡} <l··~r-••es of /n•t•rlu"' h:lVlng und••flno:d 

st!!fncss (>Ut'h "~ rn1.o1H>ns 1n ·"' all 'JI!l'SS ,.._oJel, 
out-of-phn,• ,-""'l'""c'fll> 1n a '~"-dlrcc·ns¡on;•l pbn~r 

rood.-1, etc,) ~lruulJ Lt• deh•h•d. IJ,.•lctwn~ 1\:0\'t' lh'--' 
bcnc•fl<'lnl cfh'~l ,,¡ ,-,.,¡.,,-,,¡: llll' S17.'-' nf Ow ~"' of 
equ:rtoon~ \h~t r:-11~1 ,,., "'1\,·tl. Tih· tol>h• l>clo" lals 
t!le typc·~ "1 ~e·¡"-,.,.~,¡ ¡,-,.,.,¡""' 111.'\ nrc d,•f¡n,,d by 

<>ach dlff,.,.,.,., ,.J,·~·•·nt I)T><'. 111•' t:tlole ~~-' pn•pon·d 
"~~llmin~ th.ot ¡¡,.. ,•lr""'"' h~s .:··n,·r·~l <>rlt•ntatl<>n ln 

tX, \' ,Z) ~1'"''''• 

DECREES Uf' 1-'RE~DCl\ \\11'11 Dl.FI~Ul STIH~LSS 

..... ,.~ .. , ... , 
........ " .. 

EI..E~U.ST T\'f'i: " ~ \' :z :a ,. 
L TRL'SS ' '· llEAM ' ,_ 

)U;ltiJM~E ' ' . 2 IJ/QI'AO 1!11.1 TE liAL ,_ 30:Illnl K ' ·- PL\ T[ ;,; I!IJ.I, ' ,_ tlOl':>OAil\' ' 

' -
' ' 
' 
' 
' 
' 

111,:! 

' 
' 
' 
' ' 
' 
' 

' 

' 
' 

' 

' 
' 

' 

' 
' 
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111, ');OilAL POINT DATA'{contlnuNI) 7 

DEGIIEES " FREEDa.t WITI! DEFINED STIFn.T.SS 

EIEMENT TYPE " " "' '"' "v .. , 
•• 
'· 

THICK Sl!ELL • • • 
3D/PIPE • • • • • • 

• 

Honcc, for on di 3D/IIRICK model'~<only•thc X,Y,Z 
translatlons are dc!lncd at !he- nodc, and lh<' nurr.b~r 

ot cquation~ can be cut '" h<.lf by •delctln~ the thrc~ 
(3) rolational co,.ponents at every nodc; 1! a nodc 
ls common lo •~o or more d!U.,rcnt clemcnt types, then 
thc ~on-trtvlal- d"~rces .,¡ freedom· are found by romiH
natlon. l'or examplc, all slx (6) componcnts are poss!ble 
ata nrnle col:'.con to both fi!::A~t·~n<l TRCSS"ele,..,nts; '·"·• •··· 

- .. -. 

..... '" '" ... _ ...... -

" 1 " A master slave optlon !S allow~d \o mude\ r¡¡;ld 
ltnlts In \he system, ror thls <:3S<:, IX(:-<,11) ~K rwans 
that thc Mth dcgrce o! frccdom at nodú ":-;" 15 '"sl~v.·" 
to (dcp<'m.lcnt onl t!He samc (~ltlt) <lc¡;re~ o!' frecdom o\ 
node ''K"; nade "K" 1s sa>d to be the rr.aster nrnlc to" 

wblch nod" ¡; lS shve. J;ote thnt no actuol bca"' nct·d to run 
troJC nodc K to nrnlc 11, bowcver the !ollowlng rcstnct lans hold: 

(a) Hodc onc (l) cannot be a master node; l.c., 
K t- l. 

(b) Nades "¡¡" and "K" must be beam-only nodes; 
Le., no other element type may b~ eonnectcd 
to elther nodc )i ur K. 

(e) A node "¡;"can be sla•·e to only one_master nrnle,"¡.;"; 
multlpl<: nodcs, ho~·evcr, can be s\n,·r !o tht• sarnc '""~l<"r. 

(d) If th" beam !r<>m "¡¡" tt> '"K" 1.• lo b.-. '" 
r1¡;1d hnh arlJttranly ortcntcd >n th<' 
X,Y,Z space, th,•n all six (6) dcgre<'S of fr.,e
dom al node "¡;" must be ~:mde shves to node "K'" 

D15phcernent/rotat ton componPnls fnr Slav<• d,·~rc<'S uf 
trcedom •t nodc ":-;"" ar" nol n•cov..,red for pr·1nl1n~: 
l. o., zer<>c9 oppear ~s output for sla\'" dc~l'c'V~ of 
tr-ccdoO!. 

{4) ll"hcn CT (Col. l) 19 equal to the charactPr "e", the values 
1nput In ce 36-65 are lnterprcted as thc cylln<lrlcal {ll,Y,&l 
coordlno.tcs o! nodc "¡¡", Y is tln• a~ls of ;ymmctry. ll. 1" 
the distance o! a point !rom thc Y-axis. Th<.> an¡:h• e ls 
.,oasurNI clockw!M• !mm thc posltive 7,-a~ls ~hen look¡n¡: ln the 
posit1ve Y d!rc<"llon. The cylindrlcnl c<XIrdinate volU<'~ nr<' 
prlnt~d as ente red on thc canJ, but l~<"<liately otte1· pnnt1n1: the 

·' 
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HOn.\L POINT n.\TA (continued) 8 

¡lobl!l cartcslal\ values are computod from the Input cntries. 
Hoto that boundary condition-codcs ah·n-ys re!er to thc 
the (X,Y,Zl systern cven ll tlie';,o-d<> happens to be located 
W1th cylindrical coord:inates:·-·· · ·· 

•"'''"" ' ,. " 

(5) No<fal point cards need not bC Input In node-order sequenee; 
ev.,ntually, ho"'ever, all nodes In the tnte¡;er set {1, N~'l.t:>"P) 
I:Ust be deflncd. Joint tinta ror a .,enes of nades 

moy be gencrated !rom intormation 'r.n'tiil"On t~·o (2) cords 
1 n s<>qucnce: ! n """""~.,,. 

CARO 1 / s
1

,JX{N
1

,l),,,.",IX(Ni;6)".X(Ni); ••• ,KN
1
,T(Nl)/ 

C.O.RD 2 / N
2

,IXCN
2

,1J, .•• ,Ix(s2~ .. 6)',xtN
2
"J, ...• KS

2
_,T(S

2
l/ 

KN
2 

ls the rnesh general ion par'arnntcr'ilv_c_n on the secnnd 
col'd o! a sequencc. Th~ ftrs't''i?~nc:ro"t,;d "nod<• •~ 
N¡+lXJo:N

2
; ¡¡,., ~~c<>nd gcnc•rat.;-d n•)d,. 1~ N¡•2 <1\,\?, Cl<' 

Ccncrution cunt>nucs until nodc numbL't :;,, - ¡.;);2 lS 
establishcd. ~otc that thc nodc d¡tfcr.,iíce 1i

1 
-:-;

1 
"'"~1 

be evenly d>,·l.slble by KS:z. Jntcrmcd>ate nod~~ h<:n<"<·n 
N1 and N

2 
art• loC"atcd al equal >ntcn•als alut•¡; \ht• 

~tral¡;ht linc b~I>'P"n lho' !~o points. Boundary ~ondl!Jnn 
codcs for thc gcncratcd dala are ~ct <"qu,.I tu tl!c val u~~ 
glvcn on !he t>rst card. Sodé''iC"mP~·-ra'türes are found by 
linear >ntetpolotlon bet~een T(N1 ) and T();2 ). c .. nrd>nat•: 
¡::cnerntion h always l""'[Orrned tn thc (X,Y,Z) systcrn, ond 
no ¡;eneratton >s pcrturmed 1f Jo:N2 1~ zern (blank). 

(6) tlodal ter.Jpcratur"" d<•scnbc thc actual (physical) 
te .. peraturc d>Strlb<>tton tn thc structUr(' .. ;,,erage 
e:k01cnt tcmp<•ratur<>~ cstablisht~d trom !he nodal valU<·~ 

ar., uscd to selt~ct matcr>al propcr·t "'5 ~nd tu coo:puw 
theno~l str·.>>nS in thc rnudel (stattc nnaly,>s only). 

Ill.<t 

" 

' .... 

,. ' ., . .. , .. 

" ' '·'' 
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IV. EL.Da:N'T l:ii.TA 

T\'PE l - TJ!!i:EE-DIMI:NSlO~Al. TRIJSS EJ.EMENTS 

'l'rusa ele~r.cnts are 1dcnt1f1ed.by th.e number-1. Axial !OITc 9 and 
atreascs are·calculated for ea<:l'l """"ber. A unt!o= t~mp<:rnur., 
cl\ante and inertta loads·tn three dlrectlons ean be con~>d"N'd 

-.,. tbe baste el.,.,ent lo&d c0ndlt!On5. TIH! truu elemcnts are 
d<:ocrlbed by the follow!ng sequence of canls: 

A. Control Cord (3I5) • 

• Colu•ms ' ' T"• nu,.¡,er ·1 .. 
• " Total nu,.t!cr "' t rus s 'e}.,..,;,, t s 

" " liumber "' materhl propert}' cards 

'· Material Prop~rty Cords (l5,5Fl0.0)-- .. 

... . 

1here nccd be as many o! the ·following'cards as are 
necessary to define thc properties- listed be lo~· for ~·ach .- .... -
cle10ent in the structure. ······ ·-

Columns ' ' " " " " 

' " 
" " 
" " 

Mat~:rial identlflcotion nun;bcr 
Modulu, ol clastlclty 
Coef!icic~t of thermal c~ponsion 
r~ass d~·nsit¡: (uscd to calcubt<> .,ass 
Cross-sectlonal ar.-.a 
Weir.ht denslty (usc-.l to calculo te ~rav1ty 
loads) 

C. El••mcnt Load r~ctors (4rl0,0) rour cnrds 

'· 

Threc <=•u·d~ spcclfying the fraction of gravlty (ln coch 
ot the thrce global coonhnne dll;ectlons) to be add<•d 
to each elcment load cose. 

Coro " Mul tiplier o! gravi ty load '" thc •:< d 1 re e t iot1 

Colur.ms ' " Eler.>ent lond cose ' " " Element load ea~~ ' " " rlc<r>.:nt lond case e 

" " Element load cas~ ' 
CMrd ,, .. obove '"' gravl ty '" the ., djr('ct>on 

coro ,. " abo ve '"' gnvlty '" '"' ., dlr<'ctton 

C•rd " This Indica tes !he troetlon o< the lhennal load 
to be addcd <o <:ach o! '"' ele~.ent load cas<:s. 

Elrment Data Cal'ds (41:>, rlo.o-. ¡:;¡ 

One canl p<~r .,¡.,,.ent In lncreasing nu...,ncal onl"r stort<n¡:: 
1011h one. 

ColUlllnB ' - ' Ele111cnt numbcr 

lV.l.l 
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"· ¡:LD![¡,'T DATA (contlnucd) 10 

Col\mln~ ' " Nodc numbc~ ' u " linde numb<'r J 

" " Mat~rial property number 

" " Ro fe rene" t crrrpe ra tu re <o< zcro stress 

" " Opt1onal parn!"eter k u sed <o< auto:oatic 
¡enerat!on o! cle.,ent data, 

NarES/ 

'" lf a series Ofelccents .,x"lst such that the "le01ent nu~:~ber, 
H

1
, ls one ¡¡rcater than the pre••lous elcment number (!.e. 

N¡ a N¡~l +_ l) and the nodal polnt nur.~ber•can be given by-

1 1 "Ii-1 + 1< 

Jt"Jt-l+k .. 
then only lh~ flrsl elcment In thc series need be provided, 
Thc clcmcnt ldcntificatlon numbcr and t.he te"'p~•raturt for 
the gcn<•ratcd el~rnents are set ~·<¡ual to !he valucs on the 
hrst card. lf k (glven on the flrst -ca:rd} -is Input as 
zcro 11 is sct to' 1 by thc pro~ram;• ,, ... , 

(2) The cl~mcnl l<:mperotu'r" lncrc•;•~~ 1\T us~d lo c·alcubtc 

th~r01al lo¡¡ds ls ¡;lv<:n by 

!rr = (T . ' 

,.. -~. .. 

.... ' .. 

..-hen• {T + T )/2.0 is \h<• a vera~" of th•• m><! al tc•mp<>ratun:s-
specHic~ on the nodal P<»nl data t·ards f<>r nuUc·s t and j; 

and T,. ls thc ~ero stre~s nlh•rcn~,. ¡.,rnp~•-~tUic• ~pcCtfHod 

on th<> dcrr•<'nt cord. 1-'ur tr"s~ clc•mc•nls lt ls ¡wnc•rally 
l!lOCc ccwvc•nlerit lo set T1 "Tj = ü.O sucil that ,jT = -T,. 
(note the rnlnus s>gn). Other types uf rnel'llJCI" loadtn¡;s 

can llc Sp<•C!f>cd uS>n~ an c<¡ulvalent (-T, 1f n truss 
10ember l>as an lnHtal lack uf f>l b;- an amount d {pO:;l\1\'~ 

1t too lon¡:) thcn t-T =d/{(,l.). 1f an ::.ni tul preslr<:ss 

torce P (pos•ttve 1[ l<•ns>lc) ls appl1ed tu !he· <Dc::-.bcr 
cnds tila\ ls ,..,J,•ascd aflt•r thc me::1ber >S connN·:ed lo 

In th" 
abov<• formulas A= Cl"uss sectwn arc.1, L "mc·rn~cr lcn~th 

and 0t ~ CIH!fficH•nt <>/ IIH•!"1110l "·'p30Sl<>n, 

1V.l.2 

. . 

( 
• 
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<V. EUMEIO' !Y.TA (cootinucd) . . 11 

TYPE 2 - THREF.-OU:ENS!O~L llEAM ELE!.:ENTS .. 
Bearo elcmenta o;re ldentlfl~d by the numbO'r 2. Forces (uul ~nd 
sheat) and mo~.ents (bendtng and torsion) are calculntCd (tn tnc 
bea"' local coordtnote system) ror cacl> beam. Grovity loa<itn~s 

in <lach t•tmrdlnaH d1rcct1on nnd speclfiud tixed cnd fotC<'S forn 
the bnalc clement load cond>tlon, • 

• 
Tbe bcam ,.¡.,,cnts are dcscr1bt'<l b) th" followin~ sequcncc of •:e 
cu'rl:o: 

'· 

'· 

Control Card 

Columna ' ' n 

" " 

(515) 

' w 

" " " 

('"'''~"! ,.,. 

Th" nunbcr 2 ••·· 
Tot~l numbcr nf bearn elemcnts 
Nun.ber of ulcrncnt property c:.rds 
Number of fj~.,d ~nd forc" ~et~ 
Numbcr of material p!-operty cords 

llat<•rlal PropPrty Cards (15,3FlO:Ol ... _,., .. 

Colutlns ' ' " " -
" 

' " " 
" ., 

Material ldcntificatlon nun.her 
Young's no<Julus 
Polsson's ratto 
M3SS dcnstty (uscd lo cnlcuhtc r.tass "'ntn~l 
'lielght d~nslt)' (uS<·d to c~lculat~ ¡;rant) 
loads) 

C. Llctnunt Prop€rty Cnr<l~ (!5,GFlU.O) 

Colunms ' ' Geom<•t rie propcrty number 

' " Axial ar~a 

" " Sh~ar a re o 3SSOCl3!Cd "' 1 ltl shcar !on:c•·s 
local 2-d 1 re e t ton 

" " Shcar arca D S!>OC 13 !cd •nth shcar !orces 
local 3-d 1 re e t ton 

" " Tors1onal tnertia 

" " Flexura! inertio nbout loen! 2-3Xl~ 

" " f)exut·nl '"''1'113 about lu<·nl J-;¡~)!> 

011e CBrd ;s rt•qulrc•d for c3CI> unlquc '·<'! o( pt'<'PC1'\1<'S, 

St>cnr nruas n<"~d b<· ~P''"' fl<•<l .only lf shenr dc•foma1 10ns 
are to be includcd 1n !he onnl)'S>s, 

IV.2.l 

'" 
'" 
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IV. ELO![:,T DATA (ca~tl~ued) 

K 

/., 
•• J' 

/R, --
.. 

• - "' ., 
J 

PtOTE• 
• 

12 

. . 
K ES ,ANY NOOAL PO!NT 

WHICH.'LlES THE LOCAL 
,,. ,. 

'" 1·2,,P.LA~E (NOT ON THE t·AXISl· 

/ ' ' ' ---
• 

LOCAL COORDif·JATE SYSTE.'/. FOR BEAM ELEMENT 
D. [lc•u.:nt L<>ad f,>clu~~ (~flO.O) 

E. 

·Nodal p<nnt laads (no rno¡:¡c~:s) <iue 
Thrct• c~rds neen he' suppl ocd wn lCh 
louds (ln cach <>f the thn•e glo!>al 
addt•d to cach eh•mcnt load case, 

Can! " Mulopli•·r "' ¡:rav¡t}' load 

Columns ' " [J<'mcnl load e as,_. 
H " Ehlm<'nt load case 

" " Elemt•nt luad ea5e 

" " [Jt·rr . .,nt load case 

to ¡:r;w¡ty ""'' Co<"'p\Jicd. 
speclfy tl>c fractwn ol thcse 
coard>natc dlreCllons) to be' 

'" th~· 
,, d>rccti<>n 

' ' ' ' 
Card ,, " abO\'l' '". ~r"' 11 }' '" '"" ., dlCCCtJon 

cn,-J :1 : '" a bu>'" J " ,. {';l'd\'¡1}' in "'~ 
,, tJ1rt:C!I<ll> 

F!X<'d·End fClrC<'S ( 1 ~. 6 rl\l, ü,'l C>, GFIO.O) 

J' ~,·<'-l'!IJ Juo·•-•·s 

' 

.. 

.. 

,.,.o c:.nls nn• re<¡UlJ'Cd for 
occurrin¡: in th" anal}'sts. 

c•ac-~; un¡qtlo· >d of 

O•~'~''"'''',¡ luads anrJ tla'I'nt3l 1<>~~-·· "-- • ' 

Card 1: 

Calumns ' ' Fl•~d·~nd !ore" nurnt¡~ r 

' " . r•xed·cnd !ore<! '" loe~! l·di•·ec!t»n " ~<><k ' " " fiX.,d·t•nd force '" lnc~l 2~dln•c·1l<'n ·" ~,~ •. ' " " r•xcd-cnd force '" i<>cnl J~d¡r.,ctJon ., .~<>d , .. ' " " Fl><•d·<·nd 0\0m••nt ~!¡""' lo<·., 1 1-d>n•ct><>n " ~ .. d·· ' " " r>"cd·cnd "'""'""' nLout lu<dl ?·dll.l'CII<>t> " :;,~h· ' " " r>:<<!d-cnd mo"'""' aLout local J~d>n•ct>on " :>od<· ' 

lV.2.2 
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ELEY.ENT DATA (contlnued) 

'· 

Cud 2: 
Columna ' ' • " " " 

Bhnk 
Flxed-end 
Fl xed-end 

!ore" 
force 

In local 1-dlrectton at Node J 
¡n local 2-directton at Node J 

" " Fhed•end 

" " Fixed-cnd 
. ·- . .. " f'IXed-end .. " Flxed•end 

force 
'"oment 
O".oment 

01010ent 

In local 3-direcuon .H Node J, 
about local 1-di,...,ctlon at :;oo., J 

about local 2-<Hre<:uon a t • .'óodc .. J 
about local J•dtrcctton at :>ode J 

• 
~ that values· Input are _litl!ral~y. !tx~_d:;-~e_!ld values. ,., . , ••-~ ":"· 
Correctlons due to hln¡:es -and rollen are pedonned ... 1!hln thc --- --- -~ 
pro11:ram. Dlro<:t1ons'l, 2 and.J ln~tCate principal dlrecttons in"''• 
the local bea'" Coocdlnates l~o •• ·~-

BeU Data Cards (lOI~,216,II;I) .,,_ -··--··-
ColWDnS ' ' • " n " - .. 

" " " " " " " " " 
., 

" " .. " " .. 
" " " " 

E:le01ent nuonber 
Node nlllr.ber I 
Node numbe<' J 
Nodc number K - see accompanytng figure 
W~tcrlal property nu~cr.; 
E:lc01cPt propet·ty numbcr 

• • 
' ' 

Fll<e<l-end force identl!lc~uon for 
el .. ment load cases A, (], C, and D 
respecuv.,ly 

End release code at node 1 
End release code al nod"e J 
Optional parameter k used for auto~r.~tlc 

generatlon of elcment data. This opnon 15 

descrlbed belo~· under a separatu headtng. lf 
the optlon ls not used, the {lcld ls left blanl<. 

The end release code ~~ each node ls a su dig>t nu~bt'r o! ones 
and/or zcros. Th" lst, 2nd, __ -~-t!'_ <11g1b r.-s¡x;-cttn•ly 
eorrespond to th<' forcc c 0 r..poncnts Rl, 112, RJ. ~~1, ~:2, .I:J at 
each nade. 

lf any one of thc abe>vc el<"oncnt en~ forces IS l<no~n to be <et·o 
(htnge or roller), tl>c d1~1t correspond>P¡; to that component '' 

a one. 

... 

MOTES/ ,,, 11 a llel'lcS 

rreater than 

l.e. , 

of ·.,¡.,.,ents occun tn whtch 
the prevlou& nu01ber !<.'E > ,_ 

each element nu.,ber 

JII .. ),"E ' ., ' ,_ 

" . ' ls onc 

onl)' lhe el..,_nt d•U card ror the Urst eleO>cnt tn thc 5ert.-.. nc~·d be C'""" 
•• tnput, provlded 

JV.2.3 
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··~· ... --···· 

.. 
>V. ELDU:NT IlATA (conttnued) 

(1) 

and the 

"' '. (J)l 
(4). 

'" "' 

'rhe en<l nodal point numbers are 

caterial property nu:11ber 
element property numb~r • 
fi>r.e~-;:end forc., identHication 
element release code 
orientation ol local 2-ax111 · • 

... 
. ' 

•• 14 

. '., 

numbers for- each ele01cnt load case 

. - '- ' . 

• 

Tha value of k, 11 left bhnk, Ja taken to be-one. 'l'hi. el<>~>ent data card 
for the last bea'" ele.111ent 10\lSt al•uys be g~ven.~·-·:c~~:·· •-·-

.. 

Wheo IIU<:ceaaiv" bea01 ele.,ents have the aame.sttffne11a;· orientation ~····""~-

and elemcnt loadlng, thc program nutoiDntically--sbp>- re~omputatlon ol-ll"lc•; ._. •• , ..••. 
atl!fncss. Not.,_thia ~llen number•nc the b<>aons to obtain ma.~imu., cffi~·•cn~·y .... ·_ ••.• 

IV,2.<1 



: .... ~·· .. ~·· , .. ' 

ELD!EXT u.\'J'A (<"o>nt tnuo•d) 

TYPt: 3 - PLAiif. STil!:SS MEMOr~\~f: ELD\loSIS 

r-, 

"' 15 

Quadrilatcral(and trian¡:ular)~hH!K'nts c~n-b .. u~ed (or pl•n~ ----•-.· -· 
atress 01cmbran<> <•lemcnts of S)>cC1(1cd thtc-kness ._1\ LCh are orLenlf'd Ln. 
•n arbLir~ry plane. All .,l~mcnt~ havc tc'"p'-'raturc-dc·p.,nd•:nt orthotr«plc 
lllater.ial pr•>pOrtH•s. Jncompattblc displacement mudes <·~n !,., ¡mlu<Jo•<J•ot 
the clement l,,vcl In order lO illlprove lh~·b.,nd>ng propcriL••S of Lile" -----. 
elemcnts. 

• 
A &:o;neral quadr1lateral elemcnt.-::.soshi>wnobclO'O': 

' " K 

iC\-, 
--

·. 

- --
1 

' 

A loc:ol clement coordina! e systc10 "' defined by a·u-v systc,.. 
coincides ~·Lth the 1-J ••de uf the elcmcnt. The u aus u nt>O"IOOl tu !he• 

v-a:.1s and is Ln the phne dt•flned by nodal-poLnts-1, J and L. ;>udP !( .......... . 

JOUSI be in tl\e samc plan<' it lhc ele01ent sllffncss calculati<>n~ O!"C to 
be corree t. The (ollo,.ln~ s<!qucn~e o! cards dcftne !he 1nput d~l~ for 

a s"t o! TYPE 3 .,Jenwnts. 

A. Control Cord {6!~) 

Columns 1 
ti lO T<>t"l '""'b,•r uf plone str<·~." .,l..,mc>nl; 

ll l~ ~"~'''''' ••l.mat••nal prop"t'1)-' <"~r~s 
16 20 ).:.;x¡~.u" mHr-ber of temp•:rotun• polnts !or >ny 

onr malc·rl:ll; sec· s,·ctwt> ll l><•ln~. 

~on-z.,ro nunt<'Tl<-.,1 pu~cl\ •>ll suppr"s~ t~<' 

introductLon ot ;n~ol:'.~atLble <1Lspbcc•m<'n1 

D. J\3tt'nal Pr<>p<'rlY \nform~l l<>n 

Ortl\otroplC, telr.pcratutt•·d<'p"ndcnt "'otrrl>l pr<>pertlC~ :IT<' 
possiblt•. t'<>r each dlfl<'l"<•nt otatcnol,th,• follu~tn¡; ~··<>up <>f 

card& must be suppl>rd. 

IV;J.l 
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IV, ELEilDIT DATA (cont1nud) '" 16 
l. lo!aterhl Property c~r-<1 (2!5,3Fl0.0) 

Material !denti!ic~tlon nmr.ber 
Numbcr o! dlffernnt te~pcrarures !or which 

· properties are gtven. 1! this t!cld ts 
left blank, the numbcr ls taken as one, 
lfelgllt density ot l:latertal (used to -·-· ~- _,., 

u 
L 

1 

calculate gravlty loads) 
~lass.densltY (used t"O calculate moss mati-Ú) 
Angle B tn degr.,cs, measured countcr
clocklwlse trom the v-aats to the n•aJ<Is, ... 

K 

.. 
.e 

The n-s a~cs are the principal a~es for thc orthotrop!C material. 
WiOICht and ~r.ass dcnstttcs nc~-d be llstcd only lf ¡;ravity an<l 
tnertia loads are to be cons1dcrcd. 

Card ' ' (8Fl0,0) 

Columns ' " Tc!l'-per3turc 
n " l!odulus of El~sttCJtY - En 

" " ~lodulus o! ElastlCt\Y - ,, 
" " )!odulus o! ElastlcttY '• 
" "' Str3>n l(atlO ,,, 
" " Stra1n R.; t io - ·.:,.,' 

" " Stra>n l!atlO - vs t 
n " Shear llodulus - qns 

IV,3.2 

_, ~ ... 
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IV. ELEMENT DATA (contlnued) 

17 

"""" 

Cud 2: (3fl0.0) 

Colu.,na l lO Coefflclent M thÚJOal e><pan,.ton 
11 " Coef!1clent "' thenoal c><panston 
21 " Coerttctent "' then,.l u:panslon 

• 

All.matertal constants must alW4ys be specified. fbr plane 
at~css, thc prograrn modifles the"constttuttve rclations to 
aattsty thc cond1tlon that tne•nonilal'nress o1 equals zero.•J,._;,¡•~•-~ 

c • .Eleroent Load Factors (5Fl0.0) !·-··· . . 
• 

...... - . 

o. 

rour cutis al"''! """d to dctine th~ elemcnt -load cases A, B, c
andO aa !ractlon o! the ba_slc-thé.,.al;-pressurc and accclcrati.nn' 
loada, 

rtrat card, load case A' Second cu·d; load case a, .,te. 

· ColUIIUis l " Fract ton "' th..,rmal load 
11 " Fractlon M pre55<HC lo a<l 
21 " Fractton "' ~rav>ty '" X·<hrc<:llnn 
31 .. Fractlon M ¡:r~vt ty '" \"·dtr.-ct•on 
U•- " rract1on "' ¡ravlty '" Z-<1> ~c<:t >on 

Ele10<1nt Cards (6J5,2Fl0,0,2I5,F10.0) 

One canl pcr ele,.ent must be sappli~d '(or reneratcd) ~·Hh thc ··
followln¡ lnformatton: 

Colu~ans l , Elc...,nt numbcr 

' lO Node ' 11 " linde ' " " linde ' " " liode ' (S<>dc• ' mus! equol liodc ' '"' triangular c·lc·n,.•nt•J 

" " Matenal Idl:O\l!lt'~\100 nL:mb<:r 

" " Reference tcrnperRture '"' ?ero str•·ss~~ 
.. lthln elemcnt 

<l " Nonnal pressurc• "" 
,_, S l d<• o< eh•rnc·nt 

>1 " Stress evalu~tl<>O 
.. .. 

epi lOO " 
" " El"""' n 1 data g"nerator "¡, " 

01 " El<'ment thlckness 

(1) .Et ...... nt oua Gen~rat>on- Elemenl cards •ust be In elcmcnt number 
canl~ are OCiltted, data for lh<' OOilllcd .-1.-oo<:nts 'lll 

Thc no<lal nu~.ber5 ..-111 b<' genrratcd '''" reapcct lo !h., 
the aerlea as tollows: 

aequrnce. 1 t 
be IJCDeratcd. 
ftnt card In 

IV.3,3 



·. ' "· LI.DlE!iT I.J,\TA (cant>nued) 

ltn•Kn-l+k 

L • L + k 
n n-1 

.\11 other clerocn! lnfonnotlon 
the laH car<l reod, Thc data 
on thU card. 

~111 he ~et "11"·'1 tn 
~en era\''-'" parumetcl" 

• 

(2) Stre.s Prtnt Opt\on - se., clcment tYP" 4 

(4) Us<' of Tr!and~s - Sce ,.lement type 4 .· .. 
(!i) U"e ot Inco,pattblc ~lodcs - See elciOC!nt type 4 

1\',l.·l 

18 

\nf<l!.,at 1on "" 
15 sp,cl!lüd 

. . 
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IV. ELDII:NT DATA (contlnu~d) 19 
TY1'E 4. - T'lio-O!MENSIONAL F!NITE ELD!Th'TS 

(U Axi~y~~ctrlc sol id elements sy~etrlcal about the 
The radial dlrN:tlon 1~ spcciHed as the Y-axts. 
be exerclsed In co~blnlng thls ele~ent wlth other 
elcment~. 

• 

Z-a:.ts. 
Care cust 
type~ o! 

' 
• 

·(ti} plane-~train clements of unlt thickness,in•the Y-Z plane:··! \d.~c·~~"~· 

(111) Plane stress elcmenh or spectfled thlckness '" the Y-Z plane;·· 

All ele10ents havc tcmpP.rature-dependent orthotrOplG roatenal 
prD!"'rties. Incompatible dlsplaccl:lent lT.Odcs can be' 1ncludcd ~~ the 
elemcnt level In ordcr to 1111prove tlle bcndin¡; propertlo:S of tl>e ele::1ent, .. h -----· 

A r¡:eneral.quaddhteral element ls.shown below: ··- ...... -- --

'·' _.,K 

L,-

J 

1 

'·' 

A. Contrul Card (615) 

Columns 1 

• u 

" 

!'> The nu.,ber 4-
10 Total nuiOber of elcrr.ents 
l!'> liua>ber o! dlffercnt maten~!" 
20 Maxlmum nu~ber of tcmp~rM\urc cards ro~ ~ny one 

•ate~! al- see Sectton ~ b~lo~. 

1
0 to~ ~xlsy=ctnc analysts 

2~ 1 for plane stra1n analysts 
2 for plane stress anolysts 

30 Non~zero numcrJ.cal pune!\ ~tll suppr~55 thc 
:lntroduction of incompatible dlspln~cm.,nt modc•s, 
IncOmpatible modc•s cannot b" usc•d for lrlnn¡:ubr 
elements and are automatlcolly suppress~d. 

JV.4.1 
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lV. ELU!ENT DATA (cont!nu.,d) 

( 20 

' 
• 

B. Watr.-lal Prnpe!"!y lnformatlon 

Orthotroplc, tc~perature-dependent'materlal propert!es are 
poaaible. ror each dlfferent materhl thc !ollow1ng group 
of cards must be suppllcd. 

•• Material Property C:ard \.!15,JflO:O) ··· ... ' 
- . 

Material ldentlf!cation nu,..ber 
Number o! dit!erenl te.,penturc f<>r ~·hicn•·~·~--
propcrtles arn Cl\'cn, l! !las f1~la ls """p.··~-. 

left blan~, the nu~ber )S taken ~s one. 

'· 

-· 

\\"e1¡:!lt denSltY o! m~tenal (uscd to calcu-• 
hte gravity loads) ~-

1\ass dcns1ty (used tO"calculate mass matnx) 

Angl" ~ In degr<'~S, rreasured cauntur
cloch•se trom lhc v-axLS to th" n-ax•s. 

PRI1iCIPril I'ATERI:.L AXES 

The n•s a~cs are the pnnc1pal a"'S for !!'le ortholrOplC 
01atcrlol. ll"e1ght dens\ty •• n~<.>d<>d only >! sr~ntY ~nd 

1nertia loads oce to b~ constdcrcd. 

,.o c~r<!s <oc Poch t conpc 1·3 tu r<.> : 

Co.rd ' . (SflO.O) 

Coll.nnns ' w Tcrnp..-r~turc .. " Modulus o! elast>clty '" ,. 
" ~\odulus of clasttctty '• ,. 
" llodulus of clnsttC>ty ,, .. " Stra>n rauu " . ' .. 

" " strain ratio 

'" .. " St ra1n ratio '" n " Shcar 100dulus '" 
lV,4.2. 

-··' 
-. 
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JV, EI..DIEin' DATA (<"ont1nued) 

Cud 2:. 

Columns 

(3Fl0.0) 

' n 

" 
" " " 

cOettictent 
CoCtt!C!ent 

'!' 21 

ot thcrmal expnn~1on 
o! thcrmal expans1on 

Coe!!1ci<:nt of thennal expansion 

All material constan! S must ¡tlways be !lpecified. 
. thc pro¡ra'" modities the consotuttv•r rclat1ons to 
condition that the no....,al stress '1: cquals ~ero, 

In pianc 
sathfy 

stress, 
t he' • ··~ ~,., .... 

C. Eleroent Load F3ctors :'!1 ¡. ' 

f'Our cards are used to define ttte·elel!lent-load cases A, D, C" -·---
al'ld Das fraction o! the bas1c ttu,n>al~- prenure ~nd ~ccelera·-···•·• ··•• 
tlon loads. 

J'lrst can!, load case A: Second card', load case D: etc. 

Columna ' " rraction ot ~hCrmal load 
n " Frac! Ion "' pro•ssurc load 

" " Fract wn M ~ravlty '" X-diro;<.'tlon 

" " rrac t ¡ on "' ¡.:rav!Ly '" r-dirnctl<>n 

" " FractJ.on "' ~ravtty '" z~<Jirrcl><>n 
11. tt.,,...¡,¡ Cards (6I5,2Fl0.0,2J5,rl<?_:2J_·_· __ 

One card pcr O>lement raust 
rollowlng in!or~at>on: 

be suppli"d (or generatcd) "''Lih lht" 

Colu10ns ' • 
H 

" " 

' " " " " 

Ele...,nt 
Nodc ' Nodc ' Nade ' No<!~ ' (Nodc L must e<¡ual Nodc K [or 

trlangulor cl<'mcnts) 
26 30 M3terlal ldcnttf>enllnn numbcr 
31 40 Refcronce tcmpC'rotur(' for zero strc•ss,·~ 

'lllithln clemcnt 
41 50 Normal prcssur" <lll 1-J sute o! eh•ment 
::01 55 Stress cvaluallon op!lon "n" 
56 60 Elnm<'nt data &<'nc•rati>r ''¡,(' 

61 70 El"m"nt thlckncss (fur plane str~1n sc•t 
equal to 1.0 lly pro¡.:ra"'J 

IIOTES/ 

'" rlt'ment c•rds oaJst be tn der.l'•nt nuO'b"r 
omlll<"d the o•tttcd c•k•ent <1813 '"ll b<: 

¡en .. ut<-d, The nodal numbcrs ~111 be• ~cncTHc•d wlth rcsp..,ct lO !he· 
tlnt can! 111 thc• series as rollows: 

JV,4.3 
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ELOtE:\T ll.\T,\ (con\ tnue<l) 

22 

' • 1n-1 • ' • 
' • ' • ' " 11- r 

'• • K ·-· • ' 
e • e • ' • • ·-· 

"' Other elcment Informal ion "lll bc.Í;ct .cqual '" "" >n!omat1on 
on the last card ~eud. 

c•rd. 
Thc data generutlon paramcter k ts ~'v"n.on.thot· 

- Thc followtng~~:_•~!_!P...!:_~ of \he Urcss prt"'-'---~---· 
elcmcnt type~ 3 and 4. Th., value o! th• str· .. ss .. .. . . . 

n can be gn·cn as l,:o; '8; 16 or 20, <: "-· ,¡; prlnt opt ton 

1 1 

L 
4 

K 
' . 

1 
o 

' 2 J . 

1 ' J 1 

O ~ or:l¡:tn o( natural s-t coord>nateo (l'lg. S-21 I\>lnB 1, :!, :< ond 

~ ~re t:aop<>tnts of 
depend "" thr vol u • 

stdcs. Thc pntnt~ 
of n as des¡·r·•IJc•d 

:11 ~hteh stt·c~~._.s are <>Utrut 
In th • follu~>n.: t.ohl(•. • 

" St r•·~"'"" o>tl\\)11\ "' 
' ~""'' 

' o 

• o, ' .. o. ' . :!, ' " '· ' . • '· ' .. 

IV.4.4 
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IV. ELHtENT U.ITA (<:ont !MUed) 

'!be stre•ses ~~O ~re printcd In" lncal y-~ <"nnJ"dln~tc ~)"'t~rn. 

For elcrncnt type 3, slde I-.J defines· !he loc~l y-z aKc~ '" thc 
phne of the ciernen t. For ele.,,.,t typc• 4 thc local y-z aKes ~re 
p•rallel to the global Y-Z axes • 

• 

L 
\ 

'S22 

_..-!: Sl2 •• 

\ 

• 

.. .p-~8\ .-..s_u 
........ 

' ~ 
STRESSES AT .. 
O FOR ELEI.'.E~H 

• 

' GLOBAL 

' 

COORDINATES 

I 

TYPE 3 

' LOCAL y-2 

COOROINATES 

Lr-------------------------~K 

z 

'----->Y 
LOCAL ANO GLOBAL 

y.z 

1 

• 

STRESSES AT 
O fOR ELWENT 

TYPE 4 

· . 
· . 

\ 



1 
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IV, ELEMEN'l' DATA (contlnucd) 

f\)r both element typcs J ond 4 tho stresses at each edge mtdpolnt are 
output In a rectan~ular n-p ~oordlnate systc"' defined by the outward 
I>Qn:lal to the edge (n axts) and the edge (p ax>s). The p<)llltlvc p 
ula tor points l, 2, 3 and 4 ls from L to 1, J to K, 1 to,-J 1nd K to L 
·reapec:t1vely (pos1ttve d!rectlon ts counterclock'oolae about elc,.,.nt).·• .. •· ····• 

• 
n 

• L.---------~-4~--------~~K 4 
1 
1 • 

1 ' 
+ -----=------ . --- . -~-

1 

\ 
1 
1 ,, 

• 1<' 

p 

lV,-4.6 

' 
' COOf101W'.~E SYSTEMS 

FOR OUTPUT ()~ 

EDGE Sl'RESSES 

POSITIVE STA TE 

OF STRESS AT 
THE MIO;:QINT 
OF A SIOE 

·- ' 

_, 



-
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25 
IV, I:I.Di.Eioí DATA (continucd) 

The atrcs•e• for an clerncnt are output undcr tllc follo•lng hcadln~s; 
Sll, S22, Sl2, SJJ, 5-~t.\X, 5-MIN, ASGU:. Thc no....,al stnsscs Sil 
and 522 and thc shear stress 512 are as dcscnhcd above. S-!IAX and_ 
S-~IN are•the principal streases 10 the,plonc,oi,the <"le,.ent •nd SJJ 
ia the thtrd prlnc!pal stress actiñ~ on, the,plane o! the .,lemcnt . 
ANULE 15 the anglc in dcgrees from {l}7the·local y aXIS at po>nt O, 
or (2) ttuo n aus at thc rnidpolnts, to thc a~IS ot the algebra.cally 
largest prinCipal stuss .. 

• · FOr trtanguhr ele~ncnts thc st;esa print optlon is as descrlbed 

... 

above·-e~cept that·n "'20 ts not valld.c·lf "'-~20-.ls input, n -..111 .,, 
be aet to 16 by the prograo, · • 

(3) Thenoal 03\3 Sodal tempenturu as apee1Ued~on th<· nodal p01nt data,:·~~·"' 
carda aTo:""'"' by elP.,cnt typc5 3 and 4 tn thc follo~ In~ t~o ~ays: 

U> TeOlperature-dependcnt "'at<!rhl pTopertlea -are ~ppro::no~ted by.-. 
Snterpolattng (or eKtrapolattnel._the Input ;.Henal prop._,,.,,.;~·· 
at thc te.,pcrature T0 eo,.respondtn¡; to·~he,on¡pn of tho: local··::: 
a-t eoordtnue syste"' (see f¡¡:, 5,2 !or d<'SCI"Ipll<•n uí lnt·al - -
ele01ent coordlnato:s). The l!latel"lal·p,.opertl"s throu¡:hout th·•-I 

. ., . . 

element are assumed c 0 nst.1nt correspond1n~;to th\S te:;.p..,rature,--~: ... ·:. 

1 
~ K 

r • • 
L 

L!VGI'I 

' 
---·-

• 
1 

J 1 

(2) ror ~n~.put,otlon ni nod~l londs doc• tu ti>.•Tm.ll sto·.lln.• 10 '~'" 

clemcnt ~ bllinc•or lntcrpolation <·~panslun fnr \he• 1~"-'P"~""""'•· 

chPn~c· tT (o,t) h used. 

' bT (a,t) ~ " '. ' ' - ' ' ' 
where T are the nodal te.,penturcs sp<.'Citlcd "n th• jolnt 

' data '"'rds, T,. ts the ref<.>re~ce str<"ss !re<.> •~n.pt·r~tul"<' and 
h

1 
(s,t) •re thc tntl.'rpohtlon funcoons glv~n by tq. 5.7. 

IV,4,7 
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IV. ELD!EhT DATA (continuad) 26 
(4) Use o! Trlono;le~- ln Kl!nerol, the elernents are moH ll!!ecthe .,.hen 

tb11y are rectangular, l,e, the clements are·not·dtstortl!d, There
lore, regular and recton~ulor element me~h layouts•sho~ld be used •• 
much os posslble. In particular, the trlongle uscd 1~ the constant 
•tnln triongle¡ and 1t should be 'ovoidcd, ~inée iu accurocy h 
not aatis!actory. 

(5) Use o! Incompatible Modes - lncOillpatiple displa~ement modes bo~e 
been found to Ue e!lectlve only ~hen us~d In r~ctangular elern~nts, 

S.l.n<"' •-"-'"' Tbey sbould al,.ays be "mploy"d ~lth core, IS!nc<!dncompHlble rnodes 
ere used ior oll elements of a group H io reco.,.,ended te use 
separate element groups for cleOlents ~lth incompotlble modes and 
elements 'ithout lncornpat1ble modes, respectlvaly~m~(Sea Scctlon ll, 
DOte {2)), 

. ' ' . 

1V.of,8 

' 



.. '-· ' .. -

... i • 

IV. Ell~il::liT DATA (<onttnuc•<l) '' 27 

TYPE 5- Tllltf:t-llJm:>;SIO~AL SOI.ID t:l.n:u.-TS ftlf,IIT 1\0DI:: Fmlf~l 

Gene r~ 1 th r~~-tl 1 roen~ 1 o na 1 , e l~h t-node ·, · isop ~ ramct r 1 e e 1 cmcnt ' • 1 t h 
three transl•tton~l <.Je.:r"<ls oJ fr<><:dom per nO<.Ic' arc'ldentlf l<><l by the numllet· 
S. IsotrOpiC material propcrtles ore a~su,.cd,· Thc elcmcnt loa~ <~•CS' {A; 
B, C and O)·arc define~ •~ a• ccwnbtnatlon of ~urface pressure, hydro~tat;c 
loads, lncrtla \o~ds In thr<:c dtrccttons ond thcrmal \oaos. Thc <u cO<".
ponents of stress and three pl"inclpol ~tressc~ are COClpUtCO H the ccnter 
of each e\ement. Al~o. surfacc Hres~es are eviluoted. N1nc tnco,pJllble 
dlsplocement t~odes are assu.,.,d In thc for,.otlon o! element stlflll"> mJt.nce~. 
For 8-node e\erenb ~lthout Incompatible ttode~·u·~e'cte .. ent type O. ..-~,. .. · .• K •' 

•• 

•• 

Control C>m 

Colu,.ns ' ' u 

" 

(4 1 S) 

' " " " 

The nu111ber 5 
Nurnbcr nf B-n<><lc sn\1d ehm('nts 
Nu.,ber of dllfc•n•nt ttat••ruls 
Sumber of el~01ent dlstr!butcd ln~d ~<'l~ 

)lateral Prnpcrty Cards 
difterent maL<:r>~l 

(J5,4FIO~~-On~:!Hd for c•ac·h 
' 

Columns ' ' ~\a te• rt al ldcnttf)c~tJ<.>n num~or 

' " Modulus o< elasttcJty (only clastlr, 
lsotroplc mat<•rtals a r<J cons ><!<:red ) 

" " Puhsun' ·' ra t lo 

" " Vielght dcn~ttY "' "'a\crtol 11•• r ~a kuL t 
o< ¡;ra111ty londs "' m a~~ matr>x) 

" . " Coef!lctcnt o< th~rmal c.•pans tun 

"' n 

C. Distnbutc•d Surhcc Loods (2l5,2f\0,2,l.S)-One caro lS rcqu¡ro•d'
lor cach unl<¡uc ~ct uf untformly dlstn_butt•d surface lua<Js 
and fur each refcrcnce flutd l<!<Jel for )n·drostnt!cally t·arpn~ 
pr.,ssurc• laads. Se·~ notes (4) and (5) (<>r "'~" conv<;>ntwn. 

Colurnn~ ' 
,, 

' 
\.o~d se t ident 1 t te a t Ion number 

LT (load type) ·,, 
LT "l if thts card s¡,..ct{lcs a un¡fon•l)-' 
dtstrlbUtcd load. 
LT "2 lt th!s cord spcCl!H'" a 

hydrusta\1<:.111;• varp.n~ pro·~sur•·· 

ll-20P 
1f l.T" 1, P ls lh<' mar,n!tudc nf ti"' 

unlf01"1Tll)' dh)r>butcd lo~~ 

lf LT ~ 2, P !S !lw H'l~lot do•n_,,,. o>l <1<•' 

fluid caustn¡: ihc• hydrll•totlC pr<.!~~'"'c' 
21-JOV 

31 - JS 

lf LT" l, lcav" blank 
lf I.T = 2, '1 ls \M~ ~l<>b:.l Y''""'-,;'"·"'' 
of th" ~urfmct• of flutd c•u~tn~ h¡oit'n~t:<l l<" 

prcssun• loadtn¡; 
!:lcmcnt !ncc numbt•r on •!u~h 
acts. 

1V,S.l 
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deacribed In note f!ll for unitorv.ly 
diatrlbutcd loads and can be only tace~ 

2, 4 or 6 for hydrostatically vary>ng 
pressures • 

• 
Colu~ns 1 - 10 Accelcrat>on due-to grav1ty (for calculatlon 

of 111ass rnatrn) 

E. Ele,.,nt load Ca.<" ~1ultlpl!ers (5•cardS•Of 4Fl0.2) 

)lult!pllcrs on thc elcrncnt load cas•;s are scal1ng factors 
tn ordcr to prov1de flexibllltjl ln.modlfyl.ng.applied loods, •·•·•·~-••••"x 

Card 1: Columns 1 

" 
" " ~l 

' -... -.-
Prussure load. 
multlpll<>rs 

PA U a tactur u~"d tu sea}., the cu,.plcte s~t uf d\stnbutc•d 
aurhcc load~. Thls ,;calo:d sel of Ioads 1s as.lcncd to 
t'lment luod case A. :-;.,¡., !ha! 7ero 1$ a val!d mulllplH,r. 
Pll, PC and PO ar~ Sl"lllar toPA c~cept that scaled load~ 
are ~ss1gnc•d ,In ck~.cnt load cases B. e ""~ o t<'Spcct"·"ly. 
f'or thc majority of appl!cation5 thcse fnctors sho<1l~ IJ<• 
l.O . " 

Card 2: Colu:ons 1 " 
" " " "l 

o•rn 

" " . 
" " " 

factor u sed 

" " " 
,, ~cale 

'1'1\erOtal load 
•mltipher~ 

'" compl.,te se t o! 
lo~ds, Tht> scalcd o e' ,, loads a rc then ass 1 ~nc•d 
1 oad ""~" A. "· " :ond m o re ~1m1lar ~nd re(~r 
}DQd c"~"s o, e and o respcct '"''¡} .. 

,, Colurnns ' w GXA 

l " " G.\0 G>"Oill)' l'-'"~ 

" " "' multtpller' '"' • ' " " GXD glubal d 1 rcn lUn 

Card <1: Colur.:ns ' w "' ) " " G\"11 Gt3\'\\y load 

" " "' ( rnult>pl>ers ~or • ' " " '" ~loba! d lrect ton 

oorn , ' Colu~.ns ' " ·~ ¡ u " GZII Gnv> ty load 

" " "' multipliers '" • ' " " "' global dlrectlon 

_IV.!I.2 

thcro:al 

'" ele10ent 
to dL'rn"nt 
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Gravity lnads ~re comput~d !ro,. th<' ~<~:!¡;h! d.,.nsuy or th<! 
material and lrono !h<: ¡!eOOl<'try of·lh<.' dem.,nt, GXA •~ a,. '• 4 -'"" .,., 

'IOultlpli"r "'htch rc!lv~ts thc-locattnn o! thC' ~ravll}" ~Xt~······ 

and any load factor~ us~rt. Th.., p=¡:rA,. co,.pute;; thc ""'¡;ht 
or the <'l<i,.ent, mult!pl1es lt by GXA l>nd. assiGOS the 
resultlng loa<;!s to th~ • X dlrectton of elcm.,nt lo~d case A. 
Consequently GXA ls the pr<>duct-of. thc componcrn o! gra''ll}' 
alon¡: the +X global axis (from- 1,0 to 1,0) and a.1y deslr<"d 

·load !actor, GXD, GXC and GXD•arc•st10!lar to GXA and ref<>r-•,••··~·· 

··to elcmcnt load cases ll, C and D r<>spcctlvely. GYA ar.d GZA 
refer to the global Y artd Z dtr<:ctlons··respectlvcly, 

F. Element C.rds (l2!5,H2,2Il,F10.2) . .. . . . 

NOTI:S/ 

Column~ 1 

' 11 
10 

" 
" " 
" <1 

" 51 

" " " " " 

" " 

' 10 

" " " " " " " " 
" " " "' " " 

" 
Global node polnl; • 
nu~>h.,rs correspondlng 
to elcOlcnt nOIJ<'~ .•, 

(S"" note (3)) 

!nt ... grot>on Or<J..,r· 
Matcr>nl .\umh~r 

"'' 

GcncrBt;on Pararnctur· (l)."C) 

1 

' ' ' ' ' ' ' 

"' l l.SA is thc dlstributcd surhce 
LSB lood sct ldentlf>catlon nu~.bcr 
LSC of th., distributcd load acnng 
LSD on thls ehrncnt to b" ass>gncd 

"... . 

--- -... ---·· 
to elemcnt lonll case A. LSB. l.SC 
and LSD rcf<·r to .,¡.,,..nt load cases 
B, C and o resp.,ct>v<'ly 

70 Face nur.:b.,rs for 5l...,ss output 
80 Stress-free eleflcnt ternpcutun• 

l. Elcment cnrds must be In asc~nd1ng order 
2. Gcncrat1on lS pos5:1blc as. follo~s: 

lf a seri"S of ~l.,rr.cnt c~rds are <O!IIl\\<'<1, 
•· Nodal po;nt nu'"b"n ~n· ~"ncratcd by nddln~ 1:0.(" ¡., 

thoBeof thc• prec._.dln~ o.:lcm<'nt, (lf um>llc•<l, l:O.C 

'· 
•• 

ls sel .,qual to L.) 
S• ... 01atcrul prop<'l"llo•s 
pr.,cc..:llng elemc·nt. 
S•,., tc111penture u 'uH•d for 

JV,S.J 
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11. If on Urst ~~rd for the series the lntegratwn. 
order is: 

•• 

>O Sarne value is used for succecdlng el~mcnts._ 
• O A new clement stlffness ls not formcd. 

<O 

Element stlffness ls assumcd to be idcntl~ol 
to that of the precedlng ele1r,ent. 

Absolut.e VHluc is u sed for the first clcrnent- .. 
o! the series, and thc sarne elerncnt sti!fness 
ts Used for succecdlng elc~ents. 

lf on !irst card for !he. S<>r1!>5, !he dlstrtbuted, 
load nurnber {for ~ny load case) 1s: :, 
>O Same load J.S appl1ed to succecd1ng dNno:nts. 

<O The load case ts applied .,to thi.s element but 
not to succeedlng el~rnents in the series. 

3, Element card .for the last ~lell>Cnt '11\ust _be suppl1cd. 

lntcgrat:lon Ordvr 

Cornputat!on time (for elcrncnt 5t1ffncss) ¡ncrea~<·S ~tth 

the thl-rd powcr of llw 1nt.,grat>un arder. Tiler<·[or~. tlt" 
:noallest satlsfactory oiTicr si\Oold be us..,d. Thls lS J'ounú 
to be: 

..... 

2 for rectangular dc·n•cnt ( 
3 for skew~d cle,c•nt 
4 may be used 1f ch·,...rt•is extrcmely d1stortcd in sháp<•, 

but not rccommendcd, 
M.,sh should be selectc•d to gtvc "rectangular" elem,.nts as far 
•s posalbl,.. 

(3) Elrment Coordln~te Sy~tcrn 

. ' -- . 

Local element coordina te systeTT- lS ~ natural systcm for 
th1s elcment in 'lllhl~h the elernrnt maps_ onto a cobe. 
elcment numbenng 1S slto~n lll the dia~roo• bdow: 

• , , 
1 

1 
.Jo.---
4 

' IV.5,4 

7 

6 

' 
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(4) ld~ntlfte~tlon of Element racPs 

"' 

Elc11>0nt taces •re numbercd as: follow~:-

taco ' ~orrcsponds o o • • d\rnctton, p,,.,.,~ l ;:¡' ~ "" 
' corr.,~pond9 <o - o dlro:ct!nn po~ lt 1 vo ruc .. ~ 

' corrcspond• '" ·~ dtrectton 
2,4 ,G Faces " I"C • corrcsponds '" ' dlr<>C\!00 

' corresponds d>,..,ctloñ . , negat1 ve tac~s 
' -" -00 • o 

' corresponds '" - o dlrccOon 
o corresponds '" thc centcr "' the'elet'lcnt 

Dlstrlbuted Surface Loads 

Too-o typcs o! sur!ace load>~¡;SoJT.ay,be speci~led; lood. '''····· 
typ" 1 (LT "1), un1formly dlstnbutcd surface load and 
load typc 2 (LT = 2), hydrostatic~ll:r·,vary>n¡; ~ur[ac~ -'• ,. __ ·• 
prc~sur~ (but not sur!occ ten~lnn), .. (lOth load1n~ trr•·S arc.~-··· 
for loads normal to the surface and do no\ 1nclude sur'I,ICc 
shears. Surtace loadin¡:s thnt"dn~not Jall lnto t~"s" 
cate¡;ones !f.U~t b~ 1nput as nodal loads on éhe 
conc•·ntrated load data cards (scc Scct!on V). 

(1) I.T: 1: A posltiv<: ~un~ce loa<! ~crs '" th" dtre.:
tlon o! the ou1~ard nonnal o! ~ pos>ltn· ele!:!cnt fa<·c· ~nd 

alon¡; the 1nwanl nor,.al o! B ne~athe elcrr.ent lace as 
ahown In the !ollow>ng d1a¡;rara; 

/ 
NEGA TIVE ) { POSITIV( 

----<>o ORb ORe 
AXIS 

FACES 2,4,6 FACES 1,3,5 

POSlTlVE SURFACE LOADl~lG P 

lf ~he unltorraly distrlbuted sudaC<' loa<11n~ P" lnpol "~ 
a posltive quant¡ty then ll descrtbc>s pre~sur,• lu;d¡n~ "" 
faC<"S 2, 4 or 6 and tcnslle loadtn,; on !a"<:S l, J <>r :,, 

tf P ls Input as a ne¡;atl\'C quanttly _thN> lt descrtbc~ • -·--"· ... 
tensllc load1n¡; on faces 2, 4 or 6 and pressurc on laces 

l,3or5. 

IV,5.5 
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(2) LT = 2: A hydro~totjcally vory!ng surta<:e prcssuru 
on ehment faces 2, 4 or {j can·be•specUie<l by a re!erence"''""'~"-" 

fluid sur!acu and a flutd ,. . .,,~ht denslty 'y as Input. cmly· 
one hydrostattc surface prcssure can:J n.,cd be tnpul In 
ortl"r to spcc\fy a _hydroslat!C load In¡: un the co.,plctc 
structur.,, Thc conststcnt nodal loads are calculated 
by the progrorn as folLtws. At cach nur.:.,rtcal tntegrauon 
polnt "1" 011 an elemcnt :ÍurhC<! th<! pressurc Pi lS calcu-
latcd !ro01 ltH·u '·-· 

whcrc Yi ls the global 
and Y re! speci!ie~ thc 
•long thc -Y axis 

Y coordtnatc o! '!he poi ni In q~est1on'' • 
flutd .surL>ce assur:nng ¡;ranty acts" • ... 

y 

" = 

r 
L; 1 

Y,., 1 
1 Y, 
1 

1 X 
-L 

z 

_U p
1 

;>O, correspond>n¡: to sur !mee l<"nslon,thf' contrt· 
bution ls i¡;nored. lf an clcn"'"t !~e~ ls su~~ that 
Y1 > Yrcf for all i (lli intecratlon po1~ts are used l>y 
procrar.:) thcn nor.odal loads .,¡¡be appl,..,d t<~ ti,,· <>lcm<'nt. 
U somc P

1 
>O .ond sot::c P

1 
<O for a p~rtlcubr·fl<·<,th,•n 

appro~t:>atc ~ooal loads are obtaln•·d !o~ tnc part>ally 
loadcd surtac.-. 

IV.lL6 
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(6). Thcnnal L<J~d• 

(7) . 

Thennal loads ~re complll<'d assumlnr, 1 constan! 
teJCperaturc increase f,T throu~hout the elcmcnt • 

tlcment Load Cases 

• "' the a~cra~c of thc H nodal po>nt 
te,.pcraturcs speclf>cd on nodal 
po1nt data cards 

" stress fre<l ~hmcnt t.>mpt•rature 
apeci!led on \he elcJCcnt card. 

· tlc.,ent load c~sc A conslsts or all thc ~ontnbuttor.s 
fro10 dlstrlbutcd load>ngs, the=al· loodtn¡:s and ¡;ranty 
loadin¡: for all the cle01~nts tak~n·coll<!cll\"ely. 

"'" <'ase ' " E '" • pr<"SSUr<! load in¡: 

• " ' thcrm•l lnad>n¡; 

• GXA. X gravity ·' lo~d>n~ 

• "' • ¡:nvUy ' lo~d 1 ng 

• ""' ' ¡:r~'">ty ' load 1 n¡;) 

ElcOlent lood case A !or !he sol u! thr~c dim"n~!on~l s<>lld 
elements ls odded to nlc~.cnt load ca~e A {o¡· thc oth••r 
elemcnt typ~s In thc aoalysls. The tr~otm'"'' oí ~lcmc•n\ 
load cases 8, C and D is ~nalo~ous tu that nf ul~·m~nt 
load cose A. The load in& cases íur \he structur" "'" 
obtalned by adding l>near comb>nalton• o! <•lum<>nt load 
cases A, B, e and D tn the nodal loods sp~c>f><·d 
on the JOlnt data cards. 

(8) Output of Elc~<!n\ Stn•sst•s 

l. At the ccntro>d of lh<" cl<"f•cnt, strcsscs an• re!t·rrrd to 
the global axes. Thrce pnnc1pal strc~s.es are also 
prescnted. 

2. Al th<! center o! an ele!O<>nt tace, streSS<.'s ore rcfC'rr<"d 
toa set ot lo<'al ""'"s (~.)".>.). Th<•se local A'<>> 

are Jndh"idually d~fln<"d !or <"ach hce as toll<>-s: 
Let nodo! pou;ts 1, J, K and L be th<.' tour corn("rS 
ot the element íace. Tht!n 

• " spccJfied ,, " - ""· "hcrc"LI'•nl " are !llldpotnt~ 
o< •1dcs ,._, 

'"" J·l( • 

• 1& hor.,al '" • '"" '" '"" 11 "" joinln~ =ldpolnt~ " '"" <L. 

--

' h bO,...,al '" • '"" •• to co.,plcl<" "" ri~ht-hand<·d ~yst<•m. 

IV,5,7 
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The corrcsp<>ndlnR nodal polnts.I,.J, K and L In each roce •. 
are el ven In thc tablc. 

FA CE: 
1101JA!. POIHS 

\ ' ' ' 
\ ' 

, 
' ' , 

' ' ' ' 
' ' ' ' 

, 
• • ' ' ' ' 

' ' ' ' ' 
' • \ , 

' 
T\olo ~ur(ac<' pr!n<·!pol ~lr,.~~cs and th<• ;<h~l<' ~"l~cTn ''"' 
•l¡:c•br~Lcally lar~~-'! prtnC¡p"l strcss nnd lht• lo~.tl ~ 

a><IB are pnntcd ..->th tht• outpu\, !t \~ optionol \U cl«><>~c· 

Oh<' or ho locat\ons of on elo.mc•nt ..-n,·r~ str<'S"<'~ ore lo 
be Co!'1p\Ot~~. In !he ou<put, "(acc• zcro" dcsl~nu~s th•• 
centrold of thc clc""'nt, 

IV.~.B 
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'IYPE 6 - PU..TE Alil) sm:u. F.UY.F.}ITS (OUADRILATF.RAL) 

A, Control Card OT~) ----- --· 
Columns 1 5 Thc nucber f. 

6 
1l 

10 Nwnber of shell eletocnt& 
15 llumber of diffcrcnt 1:.3terials .. 

B. :".aterial Property Tnfor::;,ation • 

35 

Anisotrcpie ID3tcrial properties are possible. For 
each different ~1terial, tYo cards ~st be supplicd. 

Card 1: (Il0,20X,~Fl0.0) 

Colu=s 1 10 !".ate.-! al ident1f1cat1on nu~ber 
ll " l".ass dcnsity 

" " Thercal expansion Cot:!Hicient o 
51 60 1:hcn:--~l ex;>andon > 

cocfficicnt o 
61"- 70 1:he=al expansion coefficient'aY 

"' Card 2 • (6Fl0.0) 

. ' . 
""'"'. '~- .. -· 

Colu<nns 1 10 Elasticity cleiOCilt e Elc10cnts in phnc sucss 
11 20 Elasticity ele:ocnt e" ,-,ate.-ial <>~Uix 

¡e~ t } 21 30 Ehsticity clco-.cnt "' f")t e e 
ll " El.1sticity ele,.cnt e" "' ~S >.X 

e ~ys ~yy " " Elasticity cl=ect cYY yy ~y " 51 60 El;;tsticity elcccnt e'' ' e e 
"' xs xs ,, XV XY 

c. Elcmcnt !Md HultiJ.!liers (' ""rd~2 · 

"''' " (~FlO.O) 

Columns 1 10 Dist:ributcd later:~l load multiplier foc load C<lS~ '· 11 20 Distributcd hter:~l load <::ultipli<n lo' loa<! case ' " 30 DistTibuted l<lter:~l load ::-.ultiplier for lO<ld C<lSe ' 31 " DiGtribut~d l<lt~rlll lo.1d Qlllti;>liH loe load case ' 
Ca.rd ,, (4FlO.O) 

ColUl!lns 1 10 1:etllperature cultiplicr foc load case ' 11 20 1:cmperaturc ~:>ultiplier fo< ·toad case ' 21 JO Te:opcrature "ultiplicr f o' load case e 
J1 " Tenperature cultiplicr '" load c;;tSC ' 

en' J• (4Fl0.0) 

Columns "1 10 X-direetion acccleration fo~ 1o.1d case ' 11 20 X-dircction ac<:<'l e r.:~ t ion foc load case ' 21 JO X-dircction a e ce le r" t.1 on '" lnad ""~" e 
31 " X-dire<:tion acct!leration foc load """'' o 

1\'.6.1 



"- ELO!DIT DATA {cont lnued) 3G 

Card 4: {4Fl0.0) Same as Cord 3 !or Y-dire<:tion 

Card 5:- (4Fl0,0) Sa10e u Card 3 for Z-dire<:tlon 

D. Elcment Cord~ (Sl5,Fl0.0) 

Ono card for cach. element 

Colu.,ns ' ' " " 
" " " 
" " " " 
" 

' " " " 
" " " 
" " 

• 
Elecent numhe r 
Node ' ¡;ode ' Node ' •• 
Node e 
Node o 
Matcnal !dcntlflCatiOn· 

taken .. ond 
E}e,.cn\ data g<:JJP;.nti>i
Element thtc'l<.ne,s 

• 

' 
• 

(J'r h:f \ blnnk, 

60 OHinhutc•d l:lterol load ·(nn ssur<:) 

70 Mean tc•mp••t'aturc• V,lrJ-otlon T fr<•l'l 01e ,.,f<'r•''''"-' 
levcl In undclormcd po,,I\Jon 

80 ~:ean_ tcmperature ¡;ra<IH•nt :!'f.''-z across :he 
shell thtt·kn<"~S (a po~l\IH' IL'I:Ipcratur<• 
grodlcnt produces o nc¡;OIH~ ~lln•oturc). 

NOTES/ 

The nodal poto\ nu:::bc•l'S l, J, K Rnd L. ar<! "'sequen<:<''" a 
countcr-clo~k•·tsc dlrcct>on around <he de~:~en\, ThP local 
clenwnt ~oordlnaH• 'Y~Icm (x, y, 7.) ls dd1ncd as full<>•·s: 

>: Spcct!lcd by Ll- ,Jl(, ,.herc• Ll ~nd .n; an• mld¡><•>nto'of· 
5ldcs L-1 and J-K. 

~ Nomal to x and 1<1 tJu¡o lln<" ,J<Hn1n¡; ::-.1dpotnu lJ ~nd KL. 

y Nonnal lo X M"l z tu cornpiPt.- lh<' n¡:hl-hnndcd s)'S!NI. 

'l'his sy~l<lm is u>t•d lo PXpr<:SS all pb~·stcal :tnd Uno•nn!JC 

sh<'ll p~op<.'r\t"S (~tn•sst•s, strntn~, rnatcr>Ol b~, t·l~.). 
"xcept th<>l th•: body fol'n• den~ JI) 1~ ,.,.¡,•rro·~ tn thc 
global conrd>nalc :.ystcrn tX, Y, Z). 

JV,G.2 
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' 
' 

•. 
J 

ror tlw analys··~ olsMallo~ ~l>d!s',"-r<>t~t¡;;;,al ~"n"ll·n 1 nt~ rH>n .. ,¡ 
to lh~ ~ur!~ce "'·'Y b~ "'~"~•·<l IJy \he• .'<Id liJo~ of b<>und~l') ,.J.,r;.c•nts ot 
thc no<! es (<-lement tyn" "7). 

(2) ~odc· O 

'lihen columns 2G- JO an: l<\fl Llank, ~.td-not!o• p!'•o;>crt!<·-' 

are compute•<! by ~n·r~pn¡: l~c· fou:· no<lo•o. 

Element D"U G<"'tt<'r"l>on 

Elemcnt caros mu~l Lo~ ln p]cment numb.,r S<"'qu~n<·e. 1! 

elcmcnt ""'<1" ••·r <>•lltl••d, thc procr~m ,,utom.,ttc~lly 
gencrO<e> th<• <>mlttc•U 1n/orro~tlon "s /oll<,.s: 

1. ._. . NE" ~.~E ~1 
' • J 1 

Th., corro•spon<)¡nr. lnc•·~"'"'"t 

i .... 

• " ' '' 
l>"hi +l 

" ' . ' 

• 

• 

• 

~ ]. 

' 
" . ' 
" ' 
"• 

f.-.•- nod"l nwnb,•r ,. h 

" 
' ' " 
' ' " 
• ' " 
• ' " 

Muerbl lolcnt!Ocot>r>n, clerncrH lhlckn··•~, tJ!qrlhut•:ct 
lateral i<>o<l, tr~pt•rot~rc and t,•rr.~c·r,H\1"' ~radn·r.t ~'-"· 

~enc•tat,•d d<"~·<·nt~ &r~ th~ san.c•, Ah~;·• ~nclut!c <ll" 
<:onplne l~at ci<:,<~t c~rd. 

J\",6,J 

'/:'" 

' 
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(4) Elcment St~c~s C~lcu\otlOn~ 

Output •re moments per unit Length and mcmbronc stresscs . 

• 

lV.6.4 
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IV, ELEII.ENT DATA (conttnucd) 

TYPE 7 - OOUNDAIIY ELDIF.:;'JS 

Thl!l clc,.,nt h u~.,d to constrmln nodol dlsphccm<!nts to spcc\!!ed• 
valuea, to cornpute support rcactlon~ nnd tu .prov>dc ltrwar elast>c 
supporls to nodes. I! tho l>oundiory condltlon code for a pnri>CUlor 
detrec of !recdom ls speclfl"d ·~ 1 on the structure nodal pou\l d~t3' 

canl!l, the dHpbccmcnt correspnndwg to thU de~rcp of frcecora a 

:<ero and no support rcncttons are ohtal~ed ~>th.t~e prlntout. Alte;-~.~

tlvcly, a l>oundnry clc•mcnt can be us<•d to cccornpllsh in., SU'<' cflc·ct 
exccpl that ~upport rcactlons are obtnlncd stncc ~hcy are equ3l to thc' ·'· 

I'ICmbcr end !orces of thc boundary derr.cnts "-'hich are pr>ntcd. Jo 
addltlon thn boundary <!l<;>r.H;nl can b<: used to spectfy non-zcro nodal 
dlsplaccmcnts In any d>rcCtlon lotllch 1s not po~Slble us¡ng the nod•l v 

potnt data cards. 

The boundary ele10ent 15 deftned by a stn¡;l.,:directed ax¡s tht"OUEh 
a speclticd nodal po1nt, by a line~r extens1onal Hlffne~s olon¡; lh¿ 
axis or by a linear rotallonal Stlffness about th<' ax1s. The ~"undory 

dcmcnt IS rs•••ntially a spnn~ whtch can h;¡v~ a~l~l d!Spla~c'""'"t 

stUln<!~S and axtol mtatwnal st!Uncs~. There IS no 1 1101t t<l tbe 
nu111bcr of t.oun<lary elc•rornts wh1Ch can be applted to ~,,. ¡o:nt to ;>•~=~"' 

thc des >red ••ltects. Doundary e• le"'""'" havc• no·cffc•·t on the Sin• ol 
thc !'\l.flncss matrlX. 

INPt:T DATA 

A. Contr<>l C~rd (215) 

Cohm.ns ~ Thc numbcr 7. ' ' lO Ton! numbcr ol boundary clc10ents. 

B. Elcm.,nt L<•a<l Multipl¡cr~ {4Fl0.0) 

Columns ' " ~:ult !pl1cr ,,, l<>ad e ase ' H " ~Ju)tlp)¡pT ,,, l <>~d C3S<> " " " Mult>pl>er ,,, lo~<! case ' " " Mult1pher '"' lo~<! case " 
C. f:lpment Cards Cl\J5,JF10.0) 

One card pcr ..,lcm~nt {In liScendln¡; nodal p<>11lt ordPrl .. ~c<-pt 
wh<·rc aulomn< >C c•lemcn< >;cnerat ¡con 15 u sed. 

Columns ' 
, :;odc " . " ~ h l<-"11 !lw <'lem~nt " phc,•d 

' " !<od" 

i 1 
H " /iO<!(, l.eavP colu10ns n - " blank 

" " liodc ,, on 1)· n <><!.> ,. ""''de<!. 

" " r;ode '· " " Codc '"' <l>splnL'<·menl 

" , ,~. '" rol~\lon " " Oatn &<:nerator '" " " S¡>eC>fh•<l d 1 ~ pl '""""" n 1 •lnnr, clt•mt•nt ~% i ~ 

" " Speo:lficd rollltion nbou 1 ,.¡,,r,L•nt •~•s 

" " Sprin¡; st 1 tfn .. ss (se t '" 10 10 

" ¡,. ft bhnk) 

'" both ext<·n~lon '"' rotnt inn. 

-- - ; 
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IV. ELDIEI<T DATA {contlnucd) 40 ' .. 
NOTES/ 

(l) OlrcctJon of bnundary ele,ent 

Thc dlrcction o! lhe boundary elcmcnt at nodc li l!i spccit><·d 
in onc of •h<o ways. 

,., A sccond nodal point 
elc~.cnt !rom nodc ¡; to 

defines thc 
nodc I. 

' 
~lrection of the 

(11) Four nodal p01!1ts I, J, 1( ""d l. S[><'Cify tl\e d¡rection 
Of the dcrocn\ 's thc norm.ü 1<> tl1c pl>n•J ~'!fln<·d by t~o 
lntcn.ccting strO>¡;ht lin<•s (v.,ctors a•ond !:'.· sce Fl¡;. ~do"). •• 

" 

ncoXb 

J. ' 

ROTATIONAL CONSTRI'..INT 
IN THIN SHELL ANALYSIS 

The tour po>;,ts 1, J, )( and L need not be unlqU<' .. ~ u"eful 
oppll'C3ll01l Ior lh<: 3n:ll;."~l5 O! snallu~ 1~1n s.'lells c•::-.p~uy~ 

th" bou,~ary dcm<'"' lo appr"~""'atc roto11<>nal , . .,,,tra1nt 
about lllL" "urhcc n<>r:nal ~~ sho~n ~bo••c . 

.!'. ¡s l'""c•n by thc• ,.,,.,,,. <·ross prnduc; n = s ~ b ~n~ del );!<'S 

tbe dl~Cctlon of tht ~oundory cltm~nl. 

Note that nodc I in case (l) and nodcs l, J, K n"nd L incas<> {11) ao·c· 
uscd only tu dcf1ne tlw dircc·11on of th<' clc·mcnt ~nd 1f conn•nH•<\t n··'l' 
be RO)" no~,·~ uscd to define othcr elemt'nts. llu~ec•cr "ond1nal nvd••s" 
01ny be Cr<·~a·d to dcf>nc• d!H~tluns of bound"ry t"lern<"nls. 1~··~<: 

'•rtifJc>al nodos" ore lnput on !he noc!al poln\ dato cords 

,.ith thdr ~oordlnatcs and ~ltt< nll thc boundary cundltlor. <:<><1<-S 

•pccificd ~s 1 {onc). 

IV_7.2 
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lV, EIDU."NT DATA (contlnued) 

[t shou¡d be notcd that nodc N is th<~ ~tructurc nodc to ~h!ch thc 
boundary cl<tmcnt is attachcd. In ca~e (i), ~ posHiv~ dhpiaccmcnt mov"-• 
nodfl N to,.ords nodc l. Correspondln¡.:ly,. a.po>ltlvc !ore<> 1n the elemcnt 
llfiRns comprcoslon In the elcr.tent. In case (11), ~ poslttve dl~placement 
11oves node 11 lnto the dtrecu.on n (sec Fig,), 

(2) Di~ploccment am.J rotatlon codes 

Di~phcem"nt corle - 1; ~·hen th1i cod" ts US(!d, the <hsplacc~:~ent 
~. apeclflcd In columns 41 50, and the sprln¡;; stt!!ness k, spec1fied 
io colu1:1ns ()1~70, are used by the prograr:1 ln•thc-!ollo•>ng wav. The 
load P, evoluatcd !ro"' P" kb, is applt<:d to nodc .N 10 thc dú·ectlon 
aode N to nodn I 1n case (1) and lnto dlrccnon.E_ ln,caso (u), :! 6 
is posltivc. l! k is much grcater than thc stlflness ol the structurc 

""'" ...... 

•t nodc N ~lthout the boundory clcmcnt, then,thc,nct,c!!cct lS to produce 
• displacemcnt vcry ncarly equal to 6 at OCI~C )"1, 1!. b • O, thcn P ~O 
end thc Stif! Spring approx1mat~s a rl¡;id' 'upport. ·.~ote thOl thc load 
P.,.¡¡¡ con tribute to thc support reaction Jor nonz.,rt> L Thc !I.oundar¡
condltlon Codcs specl!ied On lhe structure no~al·point dato cord' must-
be ~onslstont with Uw Iact th>t a load P-is.~einj¡ applle~ tu nodu )i • ,. • ... ,~, 

to e!fcct thc dcstr<>d dbplaccmcnt (cven ~hcn.thi.> dlsp\acc.11Cnt lS ... ~. 

zero). 

Rototlnn <;ode - 1: This case ü anolo¡:ous lO thc sltuotlon 
descrlbcd above, 11 torquc T, "'"aluatcd !rom T =k 6, ls opplted to node 
N ~bout the o~u (<hrect>~n) o! the clc<nent. Th" rotation e is spccl!>"d 
in cOlu<nns S!-6Q, 

(3) Data r.cncrator K 

Whcn a serl.,s o! nodcs are such thot: 

(1) All havc ident1cal boun<iory clc~.cnts attached 
(11) All boundory c)erncnts havc same d>rcct>On 
(111)All spcclf>cll dl>placcmcnts nnd rotatlons n~·c 1~cnt>cal 

(lv) Thc nod~l scqucncc forms on orlthrnctlc s~qucnr.e, l.C., ~. 

N+ K
0

, N~ 2K
0 

etc., 

then <>nly thc !il"s! ond loot nod~ 1n thc scqucnc~ ne•'<l iH• lr.put, Th~ 

lncrcmcr\t K h i11put tn column~ 36~~0 of tire' !Ir,.\ c~nl. 

" 

lV.7,3 
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lV. El..E1>!E:;T DATA (continucd) ' ' 
(<) n~rn.,nl load rnulttpl!t•r• 

Each or the four pos.<thlf' clo•m••nt lond cases A, B, C nnd O 
a!lsocla\t•d .,¡¡¡¡ tMc bound~ry d~rnc•nts conslsts o! th<! compldc set of 
displaccrnents as spcC\fJ<'d on thc boundary elernent caros multipl><•d 
by thc clcment load ooultiplH!r for thc corrcspond1n~ lo~d e os~. AS 
an cJ<amplc, ""PPDSC thot d'"placcmcnt ot nade N lS spec1f1cd as l.O, 
apring st!ffrwss as JalO and no"othcr boundary-clcr:~c-nt d>s~lac.,rnt•nts 
are spcc!fled. l.<>t case A multlplit•r b~ 0,0 and ca~c B r..ult>pllcr be 
2.0. ror clt•rnent load """"A tlw So<!Cifa<J d\spbcemcnt >S 0,0 < 1.0" 0.0 
whlle tha! for 11 )S 2,0 X LO~ 2,0, Llnea~.CO!".binalions o! ch•rnNll ",- • • ·· 
load casrs A, O, C and D for all tv¡><!l< of el<•rno•nts•cnllcrl>w•h• for a 
partl~ul~r prob!<:l!l H<! spccH!cd on tb<: structure-elemcnt lo~d 01Ultlpll.J.•r""'''~ • ~ 

cards. As !~r 30 tho boundary clcJOcnt h conccrncd·,"t!lts dcv1cc ls 
uscful "'hcn a pst·ttculor nod<: Itas a ~upport dl~place1:1enl ltl one load 
case bu\ 1~ !u<:d tn othPrs, 

(5) R<"NHllm~ndotton~ for u,-.c "f h<><>nrinry clements 

lf n b<lundary clcmcnt ls ollgn~d wlth·a ~lobal·dtsPl.,ccmcnt 
dltcctlon, only th" corrcspondlng dl~r,ona:>clcmcnt··•n• lh<' st•ffness 
matr!x ls r.>Odlficd. Thcrdore. nu stlffncss '"atnx lll~con<llllonln~ 
rcsults, I!O~<'v.,r, ,.hen !he boun<lory el<:>t:'(!O! eouples de¡:tecs of 
frecdo10, l3r¡_., off-d.a¡;;onal dc"'Pnls Introduce 111-condittontn~ Jnto 
thc stlffncs~ toatrlx ,.htch can caus" solution dtfficultt•lS. 

Jn thc analysis of sho_llow sh<"lls boundary eh·,..ents "11h stlffnt."SS 
a f.-.ctlon ol !he elemcnt bcndlnc stlffn<'SS should be us"d {say lf'SS 
than or al.>out 'o~.). 

In dynoml<: unalysls "art!fic!olly stlf!"·L>o<md~ry 'eiements should 
not be u~~d. {S~e ~otc (8) in Sec11oo Vli.A). 

IV.'7,4 
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IV. Ei..E..I:.E,\T DATA i<'onllMII<·~) 

TYPE 11 - VARlA[JL.E-,\1JI:UE.R-1i00f.S Tt!ICK SH<:LL AlW THREE-DI~\0/SIO~.U. EL.E.IU::.TS 

A-mtnJmum of 8 an<\ a mox1mum of '21' nnd~5 are used lo <'lo•scr!b"~ 

a general three dl"'"nslon~l ihopar~1:1etrJ.c el~mc•nt ;· t!H.- ••l<1m.-nt 1< '""d" 
to r<!present _orth.,trnph, "la5tlc TT.cdl:. •. Thc• .,lernent type 1s 1do·nt' 11cd 
by thc numbcr el~ht (H). Tl1tec• transht>onal d<•¡:rec•s <>{ fr••edo1:1 are·' 
ass!gncd to cach nod•.-, and at leas\ thc 0:1¡:ht cornc•r n<>d<·~ rc.u~t Oc• >n¡:ut 
to d<>!üe.a hexahcdron. Input" o¡ podes 9 tu 21 15 uptlonal; the flgures•· 
below illustrate sorne of thc 1:10st co!l".t:O!lly <>Sed node eomhJnatHrnS. 

Elmnent load cases {A,B,C, .. ~l "are fomed trom co~-binat•ons 
of applied sur!ac<> pr~ssure, hydrostatic loads, ln<'riiO loads in tl-.e 
thr<><.' d>rcctlons X,Y,Z ~nd thcrrr.ol loods.'' SI~ i;lobDl st':esses ar-o 
output ~t up to s"vcn /7) loeot•ons ~llhln thc eh•r..cnt th"S<" output 
locatlon~ are sclc•ctc•d by mcans o! appropnatc.' d:Íto untnes. 

liodc t<•rr.puroturcs ¡nput 1n Scc\lon 11! are· us"d tu !un;, an 
avern~e c•lemcnt tc•mpu>·aturu, 
s"lcctiun for ·thu t•l,-m.,nt, 
tures aro• ust·d tn estnl>ll~h 

whi~h ls U>c 1Jas1s•ot m:ctt•nnl prupr-rt;- --· 
lf titt•rm.il Juads are applt~d, nudt· \<"T:lper.1-··-• 
llu· t<·m¡J<;ratu,-., f><·l<l ~tthln lhc• •·l~e·t·nt, 

and• !he• tempcntur<• ltolt•r¡JC>lnlHlll f"nct1uns arc"\ho• _,;,.,. "' th<>~t· 

•ssumed to reprc"'•nt elerncnt <ll~placcmcnts. 

notes 

"' 

"' 

'" 

'" 

l. Control Card (lOI:Ol 

colu.,ns 

' ' w 
H " " " 
21 - 25 

" 
Jl - J5 

J6 - 40 

varutll<l entry 

!<50121 
liL'~rnAT 

MAXTP 

~mrruo 

!<DLS 

mx¡.;oo 

~OPSt:T 

Entcr the numbcr '"a'" 
1\umbur o! sol id cl.,r•cnts·. GE.l 
llumber of "dt!fcrent maten ah; GE,l 
M"~lmum nuTT.ber of temp~ruturc pOlnts 
us~d in the table !ur nn:r matenal; 
F.Q.O; default ~et to '"¡'" 

Number o! <llff<'l"ent "ets of 0\atcnol ax1s 
oricntation data·. 
EQ.O; all properti<•s are dcf>ncd in 

thc X,Y,Z, ~\"Stcm 

Nu~.bo•r o! dlffert•nt d>~tJ")but.•<l lo.lc! 
(l,C., pr('SS'--'1"<•) 'CIS 
'l~x1mum nuO,~.,,- uf Jh><h·~ .,~,·d tu describe 
any nnc clctEcnt: 
GE,tl and l.E.~l 

EQ.D; d('fault ~··t lo'":!\'" 

~"mbcr 

nutput 
EQ.O; 

o! sO'\ o uf data t"•••Hh'S\111~ ,tn•ss 
at vanous clt•m,•llt 1.-,·~ti"ns: 

centrOld output <•nl_l· 

tv.B.l 

. '" 



· . 44 

.. 

20 
z 

6 

/y 
X 

THREE DIMENSIONAL ISOPARAMETRIC ELEMENT 

JV.S.2 
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t 

2 9 

' . ' ' . . , 
3 . ' 

HEXAHEDRAL ELEMENT IN NATURAL COORDINATES 
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C. 20- NOOE ELEMENT 

a 

COMMONLY USED Et.:.EMENT GEOMETRIJ:S 
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lV, ELU'.E~'T !lATA (cont1nu<'d) 

"' 

l. Control Card (10!:>) fcont1nucd) 

colunm~ 

41 - 45 

46 - :;o 

variable entry 

Standard intcgratlon order !or the natural 
(r,s) d1rcct1on~; 

GE.2 and LE.4 
EQ.O; d~!ault sct ·to "2"" 

• 
Standard i'ltegration ordcr !or th~ 
natural (1)-dlr<"C!lon; 

GE.2 and Lt.4 
EQ,O; d~!ault ,,e\ to "2" 

' ' 

l-iOTES/ 
(l) Th<' varublc ?.~\XTI' ilr.nts thu nuo:b<-r of tcmperalur<• polnts 

that l'an be Input lor an}" """'of t!u• :>C:.:?>'AT motcnol ,.,t,;' 

,, ) 
1 • .,,, thc variable NTP in Se<"tion l cannot "~ce<·d the val"'-'""{ 
of ~!AXTP. 

and If ornitted, all orthotroplC "'3\cnal a~cs are assu",c•J \o 
coincide ~·ith !he ~lobal <'art<>slan a~cs X,Y,Z. 

(3) NDl.S Epeclfjps th,-, twmbcr <>f card pa1rs lo IJc ,., ~<1 1n 

Sectlon •l. N!JI5 !OU<l be" posii>vc· 1ntc·~"r ll ~n)' pn ~~U"' 
loads ~~e to he appln·d to ~oli<l o·l~~-~nt {~ces. 

(4) MAXNOIJ spcc1 fies \he rnaxlmum nu:ob<!!' o! nnn-n•ro node nu~lw>-s 
asslr.ned to any on•' ot thc NSOJ-21 dc,-.;,nts Input In Scct>on 7. 
Loc:1t1ons o! thc .,¡.,,cnt's 21 possihlc nOd>!s are sho·•~ 1n 

the ri(;\lrc• hdo~ in ~l>ich tl1c cl<•mc·nt 15 sl\own roap~<"<! 1nto 
itr, natural r,s,t coord1nate syEtcrn, The c"I~ht •·orn~r nnd<'S 

~:~ust be Input for <"V<•ry ••lcl"<>nt, an<l ~od._.s 9 tn 21 are Input 

optlonally. lf ~.1,\X,~O!J ts 9 or ¡;reater, all 21 n<><h• cntr1<·s 
ere rcnd lnr c~<"ll c•lemcnt (('nrds 2 and 3, Sc·c·t1on 7), bu\ 

only ti><' flrst !.\AX.~OD non-~_,•ro cntnes cncountcr-cd whcn 

rca<ltn~ ;n s.•Q<mncc rroro l \o 21 •nll be us,.d fOl" .,!c-t"-<·n\ 
d<·~cnpt>nn. Aó an <'Xa;op)c, for <~<· 16-17- and ~0-no~L' ,.¡~~c.oio 

w.x~oo has valu.--.s nf 16, 17, 20, resrect>vcly. 

(S) As n rocans <>f conlr<>ll>n¡: the-:\t:'.u<ln\ o! solut1ur1 Qot\pu!, • '-'"'· 

~tn·•~ output loc·ntlnn ~c·ts .,,.., def¡oed '" S•·cl>nn 5, ~nd the 
total nuO'-~~r uf tlwsc <>utput rcquc·~t~ IS su••<"lflc•<f IJ¡· tl\o• 

urlablc I'OPSF.T. t'<>r th~ cosen! Nors~:T.I.«.U, no d"'" •~ 
1n¡out 111 Sc•c!!on ~. and !he• only Hrc·o~ uutput ~n>dUcc•<! b¡· 

the pro¡:r~rn >S at th~ ch•O'«'nt ccntto1d. OlhCNl><', str<'·'~ 

output <'~n !Jc .-~quc·s!cd at up··to-scven-{7) locotlons (~c·lc·~tc~ 

f~om a tablu of '27 possibh• local>ons) by nK•ans o{ !he data 
ent~lcs ¡;lv<>n 10 Suctlon S, 

IV.8.5 
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lV. EU:!ltHT 11\TA Ccontinu~d) 

Not1:5 (cont! nucd) 

(6) Thc entr1c~ J~"TRS and INTT control lh'! nu,.,bcr of tnte~rattnn 

points to be u~ed tn nu;n~ncal ev~lt¡¡¡;:lon o/ lnt~¡:rals over volu~-<'0' 
in the (r,s) ~nd (t)-coordtnatc dlrc•<"t>onS, './;¡)ect>vcly. 
Whcn sol id <:1<·~-rnB "'" uscd .to repr~scnt -~,7,;¡¡ 5tructun•;, 
tlle throur,h-tbr-th¡e•.ness tntq:;ratwns (t.e., 1n !he naturol 

t-.o.xls dln•ctton) can be "valua•.Ld J.,~s aecur~tely than thOSo· 

in-plane (>.e,, 10 the r,s pl•ant·J. ¡or th1s ""-'" L\TI~ 
m1t;ht !H' J an<! J:>TT "Ol>ltl be cho~~r. typtc:illy ·as ., Tn" 
cntrlcs !liT!!.'} and ¡,•;n -<re stano~rd ur n•furencc valu•.·~ .JW! 

•re u:;ed 1( lile lnt..,~ratton <>rder o·ntne~ o~ t.~e ,.J,•c.c•r.t 

CPrdS (Car<J 1, Sc•c!H.n 7) are or:ntted. S<>n-~c~o c·ntr:C'' ~or 

lntcr.r~ti<>n orrl<·J"(5) ~Jv..:n on tt-.~ <·le~:wnt <:~rd5·ov~r-nd" lh<> 
~tandaHJ v.Jlucs ¡¡o~ted on UO!S car<!. 

Ort hot rop 1 ~ , '""'P"'" l ur<· <l~p<·n<lenl <"a 1•' ,., .J prop<·rl 1 L'' 

are allo,.c<!. tor c·~ch d¡ff,_rent m~t.,nnl '""' •~ r<:r,(,,:~t<·<l c.n th•· 
Control (':ord, lhc• Jrdl!'~'"l: ><O! o/ O.Jt~ "'"-'' ~¡c.;•_.;<lpplí..,{J"(L.e., );D~-:AT 
llct~ total): 

·notes column~ vanat>le 

'" ' ' '·' 

' " "' 
' 

, " " liTDE:i 

" - " ):J\SSDI' 

:u - 66 

~n t ry 

llncnal ><lcnt Jf;CO!Lon r.uoobcr; 
GE ,l '"' u: .::n::.~w 
Numbcr ,, dl!fcr<·nt t "";"· ra t u re.< " 
"'hich pr<>pc•rt H•s a re pvc•n; 

LE.~t~XTP 

EQ.O; dciault ~" t " 
"¡" 

~-..,,ght dcr.slt~ "' 'he· <:3ten:>l u~~d " comput<•d stat>c ¡:ravll}' lu:J<!S 
~!<;;;S d<·nSl ty ,, lll~ mat.•nal u~ed ,, 
<:or.oput<: thc "~"" matnx ;na drn:o:oH' 

anal¡-"'-'' 
tQ.O: d••J"ull ~··' l<> ">~'TilESnM;.t" 
I!:L!CrJ;¡J <l• ~cnp: '"" l<'<·<l IU hil,_¡ ll¡•; 

outp!Jt. 

son:s · 

' 

(l) ~:.•t~n.d ~utr.ll<'r~ ()Ji """"' he• onput 
ilc¡:>nntn¡: """ "¡" and t·ndln~ ~<llh 

·:-epctltJ<>ns ,re dh·¡;nl. 

tn ~s<:c•fldJn~ ~.-<;:wn<'l' .. .. 
S~lU~\T : ,,,,,~~.._·ns ,,. 

(~) Wci~l<t d~·nstty l~ l<~t·d L« cnroput.• ~,,.,,,. ri<>dl' f,>r<·,., du,- to 

appltcd ~r~v¡\~ lu.l(h: IM~s rl<'n~l<y ''' "'~'' l« c·~h·HL<\l' 
e).,Oirnt rn.,~s rnntrt<·cs f<•r ""''In <"<>nno•t:tton ••th ~ d)'n~r:nc 

analysls. 

JV.8.6 
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IV. EU:M.ti¡T DATA (contlnu~d) 

b, J.lat~rlal CRI"d$ (7fl0.0,6Fl0.0) 

N"l"P pdra. ot cords are input Ju.ortlcr o! el¡cbralcolly 
1ncrea6ing valuo o! tcO>peraturc. 

Flnt Card 

note~ 

NOTES/ 

'" ' 

. (2) 

colunms van ob1e cntry 

' " H " " " " " " " " " 
Thc 12 cntrl~ 
propcrt<•'S l<r. 
d~scribc a. m~ 

tc,.pcn<urc l 

,;12 " 
"13 ' ,, " ., • ., • , • 

toll<• 1 nc 
•n o t · 
:rul, 

" . In te 

,. 
··~ ~. -. -

" e, 

' " ,, ,, ,, 

• tl•O".pcrat"rc '""luc Tn are ¡>hys1cal 
•n '""<> or oore <c::opcr~turc p<>l:>ts 
,¡, Uon b~$Cd e,;, nv<>ra¡;" clcr.cnt 
<!Stabll~ll a pr••pert:p set for th•• 

clcmcnt. llen e, thc rBP¡:· >! tc~.p~raturc po1nts !or ~ ma1.e~1al 

hblc must SP' n thc <•XP<'l". •1 rar.~c oi a••crace ,.J.,mcnt tc::-.pcra
tur~s for nll dcm••nts n~•··c18\L"d ~lth thc r.<atcnol. 

The 12 con~tants u: 1 ,E?z ... ,o3 1 are-d.,f>ned ~•th re5p<"Ct 

toa seto! n\•·~ IX) .x2 :.\ ~·h1ch are thc pnn<:>pc.: ""·'''""'"' 
dir.,ctlons fo' on o: hotr le, clast1c "'cd.urn. TM" ~tr•'~s

nra.in rehti· 1a w¡1 rP~ 't <<> thc (X 1 ,x~,.\3 ) sy~t,•rn '' 
wr1tt~n as fo"lo~~: 

1V,8.7 
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50 
ELEMENT DATA {contlnucd) 

l/~: 11 • 't2/E22 - "1J•'E33 o o o 'u 
-~1/Ell l/[22 - '2:¡/EJJ o o o 'n 

- ··:n lEn ~ "J2/E22 l/EJJ o o o 'n • 
o o o l(G¡ 2 O o ,, 
o o • o o l/G23 o •, 
o o o o o l/G

13 
. , 

• 

[ bTo-
1 ""' t.TCtJ o o ol'! ::r.~, ¡;; 

•hcre ( ond o11 ·· ore non~~al stra!ns and strcsscs In thc 
X1 dlr.:cflons: V}j and ~!J are shcar strttlns and strebbcs on 
the principal matcrul phn<•s; o 1 M TI' thc coe!flncnts o! thcrroal 
cxpanslon, and toT ls \he lncrcasc 1n tcr.lpcraturc !ro~- str-ess free 
distrllJ<.>Icd u~Cr th<> .,}crncnt volu,..,, 

3. Matcrul Axr• Orlcn\Hlon 5<>1~ (-IJS) 

Ir NOIIT!IO !s 2cro un lho• Control Card, sklp lh1s d"'" 

" . 

~ectlon, and all "'"l<•rlal 
.,¡th lh<> cl<'bal c~rl.,SI.•n 

bo Input as fdl<>~s: 

.nxc~ (X¡,X~,XJ) ~111 he• ~55'-'""'"d tu,.,,,,_.,,," 
"Y"h::n X,Y,Z. Olh<'<"l~c, ~OIITHO ""'·d~ "'"~' 

note,. colurnns vartnblc ••nt ry 

M 1 ' " Id~nt 1 ficBt ion nul'.bc r: 
GJ::.l '"' LE. :oiOIITI!O 

"' ' 10 " );odo• numb~,- {or ¡>olnt 
.. .. 
' u " );J );odc numbcr '"' 

.. .. 
po1nt 

" " ~ Nodc numb('r '"' p<>lnt "k .. 

NOTIS/ 
(1) Jd(•nt1!lc31>oll numh~rs (11) mu~t be lnput In ln<·:·~-'~ln<: 

scqucm·o• b<•cinn>n~ ~·Jth "¡" and .t•lldln~ •ilh .~Ohlt•o', 

(2) Orthn\r<oplc matc•rl.'l a_,.,~ ur!<•ntotlons ore spcC>f>c•d by 
lfl<l~ns of th~ \lot'<.'<' nud~ n11n1l>cr~ ~l,:<J,~K. F<>r th" sp<'nol 
ca~c wh,-,rc o¡·\lwtropH' matc'J">nl aX<"> ce>lncidu ~¡ti¡ th~ ~lobo! 

8ll<1~ (X,Y,Z), 11 Js nu\ O<'<'<'Ssnry to Jnput data 1n th'" 
•cctlon; ficc Scc\Jon 7, not.• (.1), Lo.•\ .!:t·.!.:!•_!:¡ b~ tho· \~tr,•c 

ortho¡:onal vector~ ~ltich dct>no• tht• a~cs of IIOB1CI')al orthotropy 

thcn thcir dncctlons •re as shown be lo~: 

JV,8,8 
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IV. ELnU:~'T DATA (contlnucd) 

Nodc n<~~.bers ,\'I,~J,.\1( an• unly uso;d l<> lc.~atc·polnts l,J,k, 
rcsp~Ctl<'cly, ar>d ony convcnlcnl noclt•s moy be uscd. 

'\. Distnbotcd Surfacc Load Dnla 

NDLS pa~rs oí cards are to loe >nput 1n lhts ~c~·tlon 1n 
onlcr o! !ncrcostn~ scl nun:h<•r (¡;). Tllcsc data dc•scnbc sur~a~c load~ 

nct!ng on clcmcnt faces ond moy be prcscr>bcd dtn:<::ly '" ter~.s nf 
tace corncr nodc pressut·cs or tndtrcctl¡· IJy ~.co~s of o hydro~tat1c 
prcssu,·c ncld. 

noh•s 

"' 
"' 

'" 

n. Control C~r<l {JI~) 

~olumns 

' 
, 

' lit'ACE 

ll-l!> 

cnt ry 

Loa<! ~ct tdcnt 1 f1cot 10n nl>~~er: 
GE.l and u;.~;oLS 

El••mcnt fac~ nuo:bcr on ~)llC~ ti\" 
dtstritJUI<>d loa<! ts acttn¡;; 
Gt:.l and LE:6 
l.oad typc cudc: 
EQ.l: pr ... ~crtt>ed normal prcssun• 

lntt•ns•'••·s 
EQ.2: h}'dr<>Stal!Cally ''"'')'In¡: pcc·~•"n" 

field 
EQ.O: derault sci to "¡" 

IV.8.9 
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IV. El.H\EYI" DATA (contlnucd) " 52 
NarES/ 

FACE 

CU The surfoce load datQ Bets estabUBhedoin this scction are 
asstgnc~ to the ~lements in Section 7. 

(2) Hexahedra have slll quadrilateral hces each un1quely descnbcd 
by four nodc nu~.bers at tbe cornors o! thc face, The [acc 
numbcr <;onvent1on establishcd Jor clcm~nts lS gHcn 111 the 
7ablc bclow. 

• 
(J) 'I'Wo types of surfacc prcssure loads;moy be applicd to faces 

'or the de~:~ents. lf LT.EQ.O (or.l), a norrnol pressure 
distnbutlon 1S prescr>b<>d dlrectly by means of pressurc 
intensitles at th<• tace cerner nodcs.- lf-LT.EQ.2, the 
tace is cxposcd to hydroslatic prcssun: dueto fluid hLod, 

NATURAL COih\Eil 'iODE );0\BEHS 
N UJ.\HE H COORIJL~'HES ,, ¡;2 ' N'' 

' ' . ' 
' ( +1' •• " ' ' ' ' , (-1' •• ' l 

, 
' ; ' ' ( r, •1 , " l , 

' 
, 

' ( ,. '-1 • ,, ' ' ' ' ' ( '· S , + 1 ) ' , 
' ' ' ( '· s,-1) , 

' ' ' 
TAD!.E Cnrnür Nndc- l'<IJO.!Jcrs f" r t h ,. 5nl id Ocncnt f,,ccs 

b, );or..,.,l Pre"llr~ )lato {·1fl0.0) (LT.EQ.l, only) 

not<:s colurnns voriable ent ry 

"' ' >o " Prcss\Jrc• " racc• nodL· -~¡ 

"' " " P2 Pressur.• "' f" ce nn<lv ,\., 

J::Q.O; dc·f~ult Sc•1 '" 
"P ¡ . 

" ;o " Prcss\Jr<• " r de" '" ,.¡ e• S~; 

EQ.O. deJ,oul t ~e· \ '" 
"pl. 

" ·W N Prc''"""' ;ot ·p,·e nn<lc• ~'' 
t:Q.O; dc·f~ul t sL't '" 

";~ 1 ' 

lV.B.lO 

. . "~-

"" 



IV. ELEMEIIT DATA (cont!nucd) 

·NOTES/ 

'" The preBsurc dlstrlbutlon HC!In~ on an ~lcrocnt tace U 
deUncd by specllylng intensltlus Pl,P2,PJ,N at the facc 
cortler nodcs as sho ... n be lo•: 

• P3 
P2 

• 
b 

"' PI 

' NI 

Th<• lace cornc•r node numb~r~ ürc c>ven >n lllc• T:>ble 
l\Od p<>sl.l 1 vn prc~surc tcnd~ lo cmnpn•ss · thc" n>lumc of 
thc t!lemc•n\. 

The vanntlnn o! pn•ssurc ov"r t!u' ,.¡,.,..,,¡ /:.ce, p(a,~). 
ls GIVen ~s: 

whcrc 

>, ' {l /4) (l•a) (l•IJ) ,, • ( 1 /1 ) (l-a) (1 • ~ ) ,, ' ( l /·1 ) ( 1- a ) (l-b) 

.. , ' (l/·1) ( 1 •a ) (1-lJ) 

'" quadnlatcrol nntural In ce cuordlnCltc·~ (ü,b). 

{2) 1! any of \he c•ntri<'S 1'2,1'~,1'1 .H<"-Omlll<•d, \h•·~·- ""lLIC'S 
are re-se! lo !he "'lu•· n/ 1'1: l. c., for a ""'t"od) d>s
trlbu\cd prcss\Jro· (p), "'' havc !'l.E(J.p :>n<l C'C ll--ltl blank. 
Jf 1'2 ls 10cro •p•·clty u ~m~ll num!Jc•>·. 

IV.H.ll 
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"· ELEM.ENT DA.TA (contlnucd) 
51 

<. Hyd;o~t~tlc Pressure Data (7Fl0.0) (LT.EQ.2, only) 

notes columns variable entry 

Ul 1 " "'"" \l'eight dens1ty"of '" ·ou~d, " GT.O 

"' u " " x~ordlnate of po.nt • '" '"" f;ce surf3ce 
O( '"" tlUid 

" " " Y-orlllnatc "' polntcs '" '"" free surhcú . . 
oC '"" !luid 

" " " z-ordinate o! polnt"s '" '"' fr<>c surfacc 
o< '"" fluid 

" " " X-orchnatc "' a wnnt " "" '"" normal 

to tlo" flu1d ~ur!u<:e "rr .• r .. 

" " ~ Y-ordinate ot n po1nt " "" the normal 
<o '"" flutd ~ur!acc 

" " " Z-onlin3te of a point " "" '"" r.onnal •• " 

'" '"" fluid surfacc 

NOTES/ 
(l) GAMMA is the wci¡;ht dcnslty (Le., untts of forc., per \lnl\ 

o! fluid volume) of the !lu1d 1n contact ~lth c•len>c•l>t' fa~c· 

numbct NfACB. 

,,, " " Polnt s is any polnt In the !r<•c sur(oc~ of the !lu1rt, 
and point "n" is locatcd such that lh~ d>rc•ct1on fror.. ~ to 
n is normal to lhC free ~udacc and "po,llnc wlth lt1Crcas1n¡; 
dcpth. 

• 

///.....-\ S 

y 

1 -
+N 

X 1 1 

1 on 
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IV. EI.EMENT DATA (N>nt lnu~d) 
. ' 55 

Hydrostatt~ prcssure In contnct ~lth an ~le~cnt face cau5es 
eler.Jent coo:pression; i,c., pressure reslJltant act~ t<>~·az-d the 
elelllent centrold. Nodca located l'bovc thc !luid surhce are 
automatlcally asstr.ncd >.ero prcssure 1ntcnslt1es lt an elc01ent 
facc is not {or only pnrtlolly) sulirnergcd In thc !luid. 

5, Stress Output n,•que~t !.oCBtlon s,-,ts (715) 

lf NOPSET ls >.ero on thc Control Card, sklp th!s sc~tion, 

"' .... 

~nd ¡;lobnl Stresscs ,..jl} be computcd and ·output nt· thc elctoent centrold 
only, athC:O'lSC, NOPSET cards rnust be input as follows; 

. . . 

notes col uom \'arhble {'nt ry ' .. ·:rl~ • 

• 
(>) ' ' =' t.ocatlon number M output po:int ' ' '" "'" Location nul:'.bcr ot •output polnt , -,,-;:' 

H " WO' Locntlon nur..ber of .output point ' " " "'" Locntion OU::lbcr OL•OUtput point • ,. -.· 

" " <.oc o l,.ocation nurnbcr oi.-output point ' .. 
" " l.OC6 Location nurnt>er "' output point ' " " WO> Loen t 1 on nurr.b~r of•output point ' -- ·-

"· " NOTES/ 

"' " clemcnt locntl<>n•; ·~ as~>¡;ncd 
numb<'rs ,, shnwn '" \he 

F1 ¡;u re lH' l o~·. l.<>C!>llon~ ) '" " ~orr~spond '" nodc nurnb<:>rs 
1 to 21, rcs¡>cCtivdy. l.<xnt¡ons 22 lo 27 are clcrn<Jnt !nc" 
centrolds. Tne fir-st ~.er-o (or blanl<) cntry on s locat><>n 
~-ard terminales rendin¡; of locntion nurnb<>rs !or th" C>Utput 
se\; hencc, fc~<:>r thnn ""ven. locntions. CHn .be rcqucs\cd in 

··an output nct. Locntlon numbcrs rnust· be )nput ·in ordcr o! 
incrcasln¡: OtPtnltudc; J.c., LOC2 ls ¡;rcal<'r thnn I.OCl, LOCJ 
)s grcBtur than LOC2, el.,, In dyna"lc annl}">iS, FACE l, · 

t'ACE 2, ... , PACE 6 "orrcspond to output Iocatlons 22,23, .•. ,27 
respc.,tivcly. '(s¿., Tnblc VII.l). 

6. I:lconcnt Lond CRsr Mult1pl1crs 

nve {!>) <:"rds rnust l¡c Input In t~J.s sc"t!on spe"lf}'ln¡; the 
fnctlon of ¡:rnvity (X,Y,Z), IJ¡~ frnctlon o! th~rrnol londs nnd thc 
;!r¡oc\Jon ot p¡·cssurc lood.• to b<" ndd"d to eaO")¡ ot tbe clt•men1 londlnc 
~ornblnations (A,Il,,.,), J,o¡ul CB6e rnultiplicr data aff.,ct stotlc 
analysis cnlculotlons only, 

Cerd 1 X-dirc<Otton ¡;ravtty (4Fl0.0) 

note& col=ns v•rlabl" entry 

"' ' - " "'' Fnct Ion of X-dJJ'<'Ctlon ¡;nvJty to be 
•pplted '" c}e;:¡ent lo•d ca•e A 

,_ ., 
"' rractton ot X-dlrectton ¡;ravity to be 

•ppli~·d in ele~~>ent load ., .... ' 
1V .• 8.13 
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"· 
Card 

.Card 

'"" 
notes 

'" 

""' 
no\ es 

"' 

ELLMENT UATA (cotltlnu<•d) 

' 
' 
' 

, 

Y-dlrcct'"" f; ,.,<V J t y (1Fl0.0) 57 
Z-11 1 rcct 1 on ~r~vi ty (.j¡-')0.0) 

Th,.rrnol l<>;ods (4t"lO.U) 

colurnns 

' - " 

" - " 
Prcssure 

coluttns 

' - " 
31 - 40 

varJ~blc cntry .... . ... 

" Fnction O( thcrmal 1 oads (O ,, "' hcd 
(O e 1 crr.c n t lood en se ' 

TO ;'roction O( th<>nonl'loads (O " •ppli<:d 
;o clement lo~d ,.,. .. ,. " • • 

loods (4Fl0.0) ., 

varlabl" 

" 

cntry 

Froct!on O( prcssu,.., lo~ds <o O o applicd 
(O elmocnt load cusc ' 
Fr~ctlon Of prc~surc londs \o Oc appll~<l 
in element lo~d case O 

NOTES/ 
(() Cravity loods on thc structurc duc to statlc bndy fon·<•s 

are co:llputc<l. frnrn th<> ~-.,l~ht dcnslly o! ~lcmcnl 1'13\cr>Ol~ 

and \he clc'"cnt r,<•o:o<>try. Th.-sc lo<1ds are as&q;ned 1<' thc 
cl<>mcnt load col!lbjnollons by 1.cans nf ¡¡,, <·nlrlc5 on 

Cnrds l,Z nnd J !or !orces ln thc X,Y,Z d>r<•ctlons, 

rCSJ>"<'1 ;vo•l)'. 

(2) 1hermal lood$ 3T<' <'Omput<'d k:,~~·~n~ thc node tc,pcraturcs 
1 nput 1 n Se el j con ll 1 , !he s 1 rC'ss f r~,. rd ,, •·ene e 1 ~rr.p<>ra 1 ur<• 
(T0 ) input "' SPCtion 7 and !loe ~},.mcnt'~ ~otenal ¡.oro~ertle~ 
and llodc cuordl!n•t<•s, The te,,rcrÓtun• <iHtnLullO!l •·!th1n 
the clew•nt ~~ descrlbud us1nr. th<> snrTW lnturpolatJon fun<'

l>ons •h>ch desCr>b<' the van~tH>n of d>spl.tc~tt-en\5 •>th>n 
thc-c)er.~ent. 

(3) Prcssur~ loads 31'<' (lrst assl~llLd to <•lo•mL·nt lu:.d ~;•~c-., 

(A,ll,, ,,) b¡· "'eans of thc· enlrJ<'S he~ lo· Loctur5) "" C:.r<l ;,, 

and tloc dhtribut.,d lo~d sets ~b¡ch ~"'~ lnput 1n S<'CtJon •l 
are th~n ap;,})~d to tlw clerr.cnt~ l!odl\'l<hi>lly !or cos.·s 
(A,B, ... ) by rn<•alls o! load M•t refcrenn•s g'""'' in Sc·t1nn 7. 

-r.,, cArds Clf w,x:-;ou.EQ.S) or·thn·e cards (t! •~n:-;oo.GT.Bl 

,.ust be prcparcd for t'3Ch dt·,.~nt that app<-ar5 In tht• 1nput, and the 

1\'.8.15 



ELUU:~"T DATA (<·ont!n>wd) 58 
fort:lal for thcsc <·ards is as lollows: 

Card 1 ((j J:;' 1'10. ,1 J 5,4 12) 

not~s <"olurr.ns variable 

'" ' , 
" 

"' ' " NDIS 

"' 11 - 15 /'o"XYZ 

" 
(·1) 21 - ~5 

"' 26 - 30 '" 

" '" " '"' " " " 

'" - " lil!SJ~j 

·~¡ - !>5 /'ol"l~J 

"' 5G - 6!1 J !IEl'~L 

'" " " ~' 

" ,., 
~' 

" " ~e 

" '" ~' 

<mtry_ 

El cm en 1 nu10hcr; 
GE. 1 '"" u.. ~soL2J 
Numl>~r oC no~"~ <o k u•~·d >o dcs<."r!blng 
!he• clcrncn\ 's d1Srlocr:m<."nt fi<>ld; 
EQ.O; d<"ínult ~ct t<> .. ~~~~~on" 

1\umber o! nodcs lo be uscd· 1n thc d<'scnpt>on 
o! ülc10cnt ccorr . .,try; 
EQ.O; "dc!ault s<'t to "¡;u¡s'" 
[Q.to'DJS ,. l~opu·amclrlC clc...,nt 
LT,/'o'OJS ... subporaOICiriC el<."..,nl 
M~l<"ri~l i<.lcntt(icotion nu01bcr; 
CL.l ~nd U .. :-itJ);)lAT 
ld~nllftc·otlun nuoo\.lrr o{ the !Oal.,rtal 
Ol<lS oncn\Ht<>n ~el; 
Gt.l and U: .. \OilTl!O 

l;Q.O; m31<'rial a~<"S dt•fnult lo thc 

~lubol X, Y,?. .~ysl<•>n 

ld<·ntlfH·alion nunhcr ol \he stress outpul 
loca \ion s1.•t; 
GL l ond U:.:->O~SET 

'EQ.O; c¡•ntrold <>\L\pul on.ly 

Strc·~H fl"ve r<>l<P"t'n<">' t~n<¡wnluJ·~, T0 
l'o'<><le numbcr 1ncrum••»l !or vlvmcto\ dat,\ 
~~n~r~IJon; 

EQ;o; d,•f:<ult ~et '" "¡" 
.l"t~r.rn\Jon or-dcr for nat<Jrotl COO\"dlnate 
(t·,s) <lirc·cti<>ns; 
tQ.O·, dc!ault sct to "l~ln.s" 
l"l<·~r~IJnn ordcr f<H" not11rol <"O<Hdlnat<• 
(1) dJ ,.,., '""; 
EQ.O; ,¡,.foull ~<•1 lu •·.!~TI'" 

tia¡: '"dlt'o\ '"1! thal tite _ _,,¡ f>><·'~ aad 

"~s~ n"\r>C~5 Jur IIL>~ <•lt-•wnl are· ti><• 

samc• n5 Uto~e for IIH' prcn•d>nr, Ph·men\ 
-EQ.O; no 
EQ.l; }eS 

Pn:ssun• S<'l ,,, ~~<'~·<'ni l n•d <·ase ' Prt•ssure ~Pt '" elelOent l < •ad case ' Prc·s~urc ·"' 1 '" clrrcnt } <>Od e as" e 
Pres~un• '"' 

,,, <'l<·lnl.·nt 1" 3d ,. a se• " LE .1\DLS 

IV.tl.h1 



' 1 

' 

1 

' ' 

• 

.. 

"· ELI::MF.l>'T MT' (<>ontlnucd) 

C8rd , 
note~ 

'" 

(lO) 

'""' T 

note 

liO'TES/ 
(<) 

{16!5) 

colur.ms voriablc cntq 'J ,_ -59 

' ' ,000 ' nuebcr• 

' " Node , nmnbcr 

u " '"'" T numbc r 

" " No de ' numbcr 

" " tiodc ' nurr.bcr· 

" " )>odc ' numbcr 

" " Nodl' ' numbcr • .. ,. 

" " l'odc ' nuo:ber 

" " l'ode , nu.,bcr 

" " Nod" '" nU,bcl-J ' "''"::.-.. 
" " Nodc u nur.b<>r 

" " );odc " nur:;ber ,. 

" " l'odc " nul:lbcr• 

" " Nodc " nu,-.bcr 

" " Nod<> " nur::bcr. 

" " l>odc " nu!:".bcr 

(515) (rc<¡uirt'd H !.!.'i.Xl>"OO.GT:B)". .. 
column:o varhbl<! cntry 

' ' Nodc >T nlmbcr 

' " No de " nur.bcr 
u " l'ode " nultlb<'r 

" " Node '" "nUmt><•r 

" " Nodc. " numbcr 

Elcm("nt cardo must be Input in osc<>ndin¡; ~l<.><Ocnt numbcr 
order b<>ginning wlth "1" an_d rndln~ .,lth "¡;sm..zl", flcpcllllon 
o! clco-.cut numb<'rB ls lllcgol, but .,:lcmt•nt rards tr.oy be 
ornlttcd, ond 1:1lsstn~ cl,·mcnt d&tn are g<·ncr~tcd ~ccordtnc 
to thc proccdurc d~acrlbcd in note (7). 

' (2) NDJS is n count of th<' node n\lrt.b~rs·~ctuolly post••d on 
Card5 2 and J whlch must lr=Pdlatcl}' tollo•· Cnrd 1, 
NIHS must be ~~ l~~st dcht {!l), but must be lchh thnn 
or cqual to the llrnlt (W.XNOD) whli:h "'"~¡;!ven un th~ 
Control Cord, Scctlon l. Elcrucnt dioplnccu.cnU or<' 
assl¡;ncd ot the liDlS non-zcro nodcs, u>d thu~, t11r 
ordcr of thc ._.}.,,..,,, ttalrlcca la thnc (1.e., tranB
latlons X,Y,Z) t!"'cs SOIS •. Thc ci¡;hl corncr nodc~ of 
thc h{'xahcdron ¡;-.ust be input, but nodes 9 lo Zl are 
optionol, and any or oll of lhc~c optlonal nodco Olay 
be used to dc~crlbc thc elc~;nt's dlap:~cc~cnt fleld. 

JV.B.l7 



• • 

tLH\E.W ll/ITA (contlnued} (;U 

(3) ll'hen element edges are strai¡;ht lt 1& unn,•cessory 
corr.puta!Jonally to in~ lude SldP nodes in the numerical 
evaluatlon of coordina te drnvativcs, the Jacoblan 
01atr.l~, etc., and sin<: e regular .,}.,.,ent shapes are 
co~mon, an optlon has been lncluded to use t~wer nodea 
in these geon-dnc calcu!atlon~ than are used to 
descrlhe ele~>ent displace:oents, The !irst NX'n non
zero nodes postcd on CDrds 2 and 3 nre u.,ed to evaluate 
thos" pars,cters which p~rta>n to derr.cnt geornetry 

_only._ NXY2 r.1Ust be at least elght (8},-and 1! O!llltted 
is re-set to ~"DlS. A coJT.rnon application mi¡;ht be a 
20 node el<ment (l.e., I.'D!S.EQ.20l with straight edges 
ir. "'hlch e~,'" NX\'Z would be entered as "s". 

(4) ~!AXES (unless ornitted) rofcrs to onc of thc r..atcrial 

"' 

sxes set dct1ned >n Sect1on 3. 
material {!,"IIIAT) or;entntion is 
BXCS COlneldc ">th the {X, Y,Z) 

If o;:a ttcd, the 
such that thc (X¡,X2 ,X

3
) 

axcs, respectively. 

JOP {unless o1:11tt<•d) rcfers to One of !he out¡..ut loo;-stlOn 
scts gnon in Scctlon 5. lf IOP.'f:Q.O,- str~ss output is 
<¡uoted at thc clement ccntnnd only. Stress output ,.t 
8 point consists of thrce nor1:1al and three sh~ar 
con;poncnts re1ercnccd to thc global (X,Y,Z) oxos. 

(6) When elcrncnt ca~ds are mdttcd, el~rr.cnt data are gcnerated 
automat>cally as tollows: 

-(e) ell data on Card l 1or gcncrated clcrncnts 
is tnkcn te b~ the samc ns tha't given on 
the first clnrncnt ·card 1n the se<¡u{'"ncc; 

"' non-:z;.,ro node numbcrs (r,ivcn on CardE 2 and 
3 for.the f>rst ele""'nt) are incn•,c•nted by 
thc VHluc "'¡-;G"' (~·h1ch 1s ¡:ivcn on Car<:l 1 of 

thc í1rst clcment) "" cl~rn~nt ¡:cnornt1on 
progre SS<' S; z~ro (or blnnk) node nlll'bcr en

tries nre ~"'"''""t~d as 2Procs. 

The hst dernent cannot be gener~ted. 

(7) The fln¡: !REUSE allo~·s the prograrn to bypass n11ffness 
and mass m"trix CHlculoctons provldlng the current 
dement i~ idcntlcal to the pl"ecedln~ element; i.e., 
the precedin~ nnd curn•nt elencnts nrc identical c~ccpt 
for a rigid LOd}" translation. H IREUSE.EQ.O, new ' 
matrices are cornput~d for the curr<>nt de.-ent. 
11 lREUSE.EQ.l it is also assumed that the node 
terr.pcratures of the ch•;,ent (for calculnt:lon of thennal 
loads) are th<' same ns those of·the precedin~ element. 

l\'.8.18 
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LLEr.'l:NT DATA (cont 1nucll) 61 

(8) Prcssurc loads Or<' assl¡:ncd (1.e., applicd) to thc 
,;lcm<>nt by mcans of load se! re!<•r"""'-'S In ce 61-62 
.for comblnatlon A, ce 63-64 ror B, etc, A zuro .. ntry 
mcans thot no pre•surc acts on th<• clcr.~ent for thai 
pnrt!cuhr clcment load combJnatlon, 

. (9) Ttw first clr,ht nndc nu!f,bt'rs establish !he corners or 
V<'rll<·<'~ of a r,<.>ncrol hcxnh~dron'an~ must be all non-

/. 

zcro, (s~e I'Jgurc in Scction 1-.ou.con\rol card~}. ~-odc ''" ·'"' 

(lO) 

numbcrs muH b<' inrut o.n thc ~equcncc lnd1Catcd othcnnsc 
volumc nnd suriace arca lntc¡;-rallohs·vdll be Jndef1mte. 

Tla• numh<•r of card~ r~quin·d ns input fur <each,elern~n\ 

dep!'nds "" th~ va!'Üblu 1~\X/.UD, ,-,For th<> e as<:> nf 
IMXNOU.f.Q.H, ot>ly C:nrrl 2 ~~ roquir<·d. If ¡:~XNO~.GT.8, 
C•ro.l~ Z oond 3 nr<' n•<¡u)r~d !ni all eleonents, 

Nod.,s U to :Zl nre optional, and· only those r.odes actually 
Uscd lo describe the elumunt ~"'"input. The pro~rarr. 
~·lll '""nd all ~l entrie~ 1f I.IAXJ\OD·~·as (;lver. a~ Sor 
¡:reatcr, but only I'DIS non-zero values are .-xpectcd 
ta be rcod an Cards :z' and 3, I! !or exat"Ople one elemt•nt 
1S dcsc¡·ibcd by lO nodes, tl>en ce l-40 on Card 2 "ould b" 
thc el¡•,ht corner node numbers, and the rc.oalnln~ t~·o 

nade nutr.b<'r8.~"<>Uld be posted bOmc~hcre on Cards 2 and .1, 

JV.B.l9 
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E!l:~lf.NT !JATA (conttnu~d) " G2 

TVP!: ~- THR!:E·DlMEiiS!Ol\AL STP.IIIGiiT OR CURVW J.>! PE !:l.F.~.!E~TS 

Plp~ cl"r<ents are ld~nlt[Jcd by th,.'numbCr h<"h·c (12). Axtol 
and Eoh,.ar forCt!~, \orqu<' and b<'ndtnr: JnOrncnts'arj,'calculatNl for cach 
mcmbcr. Gr&vlt)' loadl.n¡:s lll the global (X,V,?.l dtrcction~, untfonn 
tcmpcraturc c)lanr.t's (coropulcd from lnput nodal '""'P<'T>I<>r<"s), ~nd 
cxtcnslonal c!fccts duc lo interno] prcssu>-c !OJT.I thu ba~t~ <:1e~.bcr 

lo~dlnr. condiltnns. PlpC elernc•nl input ts dt•sr.ribcd by lh~ fnllo•>"!: 
scqucnce oí ca~<ls: 

not<•s 

. (l ) 

"' 

M.-n:s. 

l. C"ntrol Card 

<"nlwr.ns variable 

,, , 
' '" liPIPE 

" " /iUJ.u: .. .n 

" " MAXTP 

" " SSECT 

" " li8RP 

" - " MAXTA,\ 

" " NPAI!(Il) 

" 
, liPAil(~) 

00- óC liPAR(lO) 

, - ~,s liPAROl) 

(1415) 

''''' ry ,, 

Ent<"r ti'" llUmb<'l' "12 .. 
' 

liumb<"r "' ptpc elcmcnts 
/iumbo• r "' roat.,rinl H•\ S 

~laximum numbcr o< lcTT.p<'raturc potnts 
u sed '" 1 be tal¡ le '"" :; ny maten al 
GE _ 1 ; "' l<•nsl on~ POl nl 
Sto m be r o< scct >on propcr-ty ~c1s; GLl 
!'uo:obcr "' br-anch p<>> n 1 nodcs " which 
out pul " requt>~d; 

EQ.O; 00 br-~ndo polnt out put " produc~d 

~!~xlmum nu",bcr <>! tnn~cnt c·l~::;enls 

common to ~ny onc branch p01nt nodc; 
EQ.O; d.,foult sct lo"~" 
Bl a nk 
Tanr,.,nt ~lt!fne~s lo;,d mnlrtX dur.1p flag 

EQ.l; Prlnt 
E\!.0; Supprc~~ prtnt in~ 
ll<·n~ sliffn<:~S lo,1d m~trn dump floR 
fQ,l; Print 
lQ. (1 ; ;<uppr<"•'· printtnc 
Elcr..cn' pnr~mct•=r• dump fln~ 
FQ.l; Pdnl 
Hi.O; 

(ll lh•· ,..,_,,..,_ <•1 l"l"' •·l<>r-oPnh (".~p]]>E") rnun\:; hn:h lnr¡:.;-n\ 
~mi \l<•nd r.<'"""''n,..s, ~nd both th<· m•lrrtal ,,nd ~ccl>on 
pl·op.,:rl}' l~bh•' can rc!<"n•nce cllhCr ¡¡,., bcnd or lancen\ 
t•leofl<'lll 1,\'P<'S. 

C2) A brallch po1n1 ts dcflncd as a nodAl lncallon ~h~rc al 
leas! threu {J) 1an¡:cn1 plp<' d<>nu;-nts rnnnec1. Tlle 1~0 
inpul p~rarn<:tcrs "~lJRP" and "M~XTAN" reserve• s1orogc !or 
an jndex orny crcoled dunn¡; th,.. prnccsStnf, o~ p>pe 
d<"mCnl doto; pos1tn~ ~ l~rr,<'r nu..,-b<·r of mo~lmum cornmon 
1anr-cll\5 tho~ sclunll~- ~x>sl ts nnt con~id<•rcd • !ata! error 
ronditlnn. !lronc~ pOl!ll dolO i~ n.Jn<l t! rcqu,.~tcd, hui not 
curn•n1ly u~cd; ;,c. to he uscd tn fuluru pro¡:ram vcrSHln5. 

1\'.!'1.1 
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ELD:L~'T DATA {cont tnuml) 63 

2, Mnterlal Property Card~ 

T~!l\penturc-d<•pendent Young's modulus (E), Pul~son's ratio 
('J) and thcrmal CXpansion coef!H:ient (Q') are a})o,.ed, ]f more th•n 

OTll> (1) tr.rnpcroturc pnint h Input fnr a material table, thcn !he prur,ram 
aelcct1, prop<•rtles u~in¡: linear interpolntlon bet,..een Input \t•mpnrature. 
v~lues. The tc"'p~rnlllrc U~<'d for prnperty selcctlon is !he a~crnge 
cl<'mcnt 1<-'mpcl"nluru which ls denoted os T : • 

T,, ~ (Ti +Tj)/2 ) 

whrre T 1 nnd Tj ore t!l<• input nod~l tcmperatures !or ends "¡" nnd :'f'. 
o1 th" Jolp<•. Fbr f'M'h dlffercnt material, the !ollo·~¡ng se! o! cards¡, 

mu~t be >nput: 

notes 

NOO ES/ 

·11, <:~o.terhl ldentlflcation card . (215,6A6) 

columns variable 

' 
6 - 10 

ll - 46 

cntry 

Mol cri ol' ><l.,nt 11 lea! 1 on nur.>O~r-; 

Gf..l and LE.Ki.Y.\'AT '.-
Nurnb~r o! dd!<'r-ent turnpcratures U 

"'"hH:h propertle& are r:>vcn; 
EQ.O; one te1:1p~ratun• p<nnt 15 

assumed \o be input 
M&terlnl descriptlon used to lobel 
the output !or thl& materiol 

'" ).loter!&l Identifico\ ton nurnber- mu~t be Input bet,.een on<• ('¡"¡ 
nrnl the totol number o! 01aterlals.sp<•cl!lcd ('Ktn.L\~\T'"l •.. 

notes 

"' 

!>OTF.S/ 

(4FlO,O) 

culurnn$ vuri.,blc cntry 

) >e T(K) Tcmpc r~ture, T" 
n " r.cm \'oune's O>Odulus, 

'" " " XK\I(Kl f'Qisson'5 rano, ~ 

" <O Al.¡>(~) Thermol cxpan&!on cocff)clcnl, 

"" 
., 

0) Supply one cu-d !or each '"'"l""r•ture polnt In thc matedal 
tnblc; •• le~st one card ls r-equlred: Temperatuu•s r.tUS\ 
be Input ln lncre••ln¡: (al~ebralc) Ordcr. 1! ¡,.o or more 
poinls ere uscd, ear<.' JOUH be tel<en to insure"thel thc table 
co~ers the e~pected range o! a~engc le.,peratures el<lSllng 
tn the ele .. enls to "'hlch the caterhl Uble 18 ass>f;"Cd. 

1V.S.2 
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1 \' . I:LEMENT D.'iTA (contlnu<>d) 64 

notes 

"' 
"' 
"' "' 

NO'ITS/ 

'· Se<:tlon Propcrty Cards 

coluoms variable entry . . . --

' 
, 

' " " , 
" " " 

., .. " 
" " 

' Sectlon propCrty ldentt!tcatlon nu=ber; 
<;<:.1 Hnd LE.¡;St;cT 
Outsld" diaiocter of tl>e pipe, d 0 
Pipe wall lhlc~.ness, t 
Shape factor for s.~f'ar distortion, Ov 

1\"~l¡:ht P"r un11 l<>n¡;th ol s<>ctlo,. , 1 
~~a~s per unit lcngth of ~ec\lon, Pl 
Section descriptlon (used lo labcl !he 
output) 

(1) Section property ldcnl>fication nucbers omst,be input In an 
- .. ,. 

asccnding sequencc be¡;tnnin¡; ~-lth on~ ( l ) and en<llng with 
tl>e total nur.>bcr of_ sectlon speclflcd (''¡;stcr"). · 

(2) Assunnn~ tl>at ()",zl are !he scctionraJ<es<anti'lhat the J<-a~lS '"''~u·¡,·'"' 

is no=al to !he s~ct>on, !he propcrtics for !he scctlon ar<' .. , .. •••• •" 
<:omputed fror.> !he lnput paral:".c!crs"{d0 , 1 and a,.J as !ollows: 

(a) 1nnrr and outcr pipe radll; 

(b) cross-scct>onal arca (a,;ial d<>fOr<:lotions}; 

A_ " -n(/ - ,.2 l 
- o ' ,,, principal ~ornents inertl& (bcndin¡;) 

Jy " (n/4) 

lz " ~~-

(d) polnr !nO!ncnt of ln~TilA (torslon) 

" 2 1 

' 
Ay " Ax/o,. 

A-z. " Al' 

~ot" !ha\ the shope 
be lnpul dircnly. 

helor for ~hc•r dlstortion (O') "'"Y 
' 1! the entry ls ou:ittcd, thc sl>ape 

helor iE co10pu1ed uslnR !he equatlon: 

"'v " (4/3) 

.. 2.0 
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··' 

,,.,." . ., 

65 

An Input value fnr "'v GT<'~I<'r \han onv hun<lr<'d (lOO,) 
causes lh<' prn~r~rn to n<'~l,ct-~l>car d>sturttons cntlrc·lr. 
lf U~l'd, !he"""'"' ~hopc !actor•is Rpplied to both In nnd~" • ~·· 

out-of-plnnc shP.n.r dlstortlons, 

(:!) Th" ~·cl¡:hl p<'r unlt len~th of S<'c,on (i'¡l is u~cd lo· 

"ornpute ¡:r3Vll)' Juod!ngs on thc clernents. f"l•'-'d end 
sh.,ars, fOOO'Ients, tnr<;u<'s, cte.· arc·cornp"l"'l autnr.:ol•c•lly 
and appl!cd as ('qulval<'nl nodal loads. Thesc !"rcc-• l.'tll 
no\ act un thc structurc unless• fnst asst¡;ncd to OO<' of 
thc elcmcnt load cases (A,n,c,O) >n Scct>on 1\',L.:>. bcloo·, 

(1) Thc rna.•s p<>r untl length l~•only uscd to fOn"'. lh!' lu10pf:'<!:o1'\'b "'"-!) 
mass matrlx rora d)'Oa:OlC analy~is case. Jf no c•ntry ls 
Input, lhcn ll<c 

.from thc we>~ht 

pro¡:ram 
d<"ttS11y 

~•ll re-def>nf! the ma~s dc~s>cy · 

···- .... 

[11hcr n ~on-~ero w~l~ht <icns•t¡· •or rnass dcnslty ""111 J<.rool1111!ru•" 
"""~" thc prn~rarn to ossir.n m.as~es to All ]Jipn elcmt•ni:J, :;.o:;.:.C:, •• 
nades. 

4. Rranch Polnl N<>du ~unb<>r•. 

lf thc nurnb~r of output Lrnn("h poJnl nodt·~ h"s becn 
orn111<'d fr<>m thc ronlrnl cord (l. c., ce 2G-30 blanl<), sklp thh •·o~llon 
of >nput, ond no br~nch polnt dota ,.¡¡¡.b .. r~ndo Otherwise, ~"pply 

nt>de n"mlu:rs for a !C>t.al numbcr t>f branch ¡>o>nts requcstcd on thfl 
control cnrd, ten (lO) nodcs per card: 

!irbl card (1015) 

notes CQ]Uf:lT\S \"Brl"b)<' entry 

'" ' ' Nod .. nur..bcr " branch pol!H ' ' " ¡,:ode nurcbcr " branch po>nt ' 
" - " tiod" nu:::be r " branch po >nt " 

H't"<m(i card (10]5) -- ' ' rcquir<"d 

T\01<'5 ""iumn~ \"Br> oblt• en\ ry ..•... 

' - ' 1\ode nu~.bcr " branch P'" n t " 
NOTES/ 

(l) A nod<" docs not define a b~•nch po>nt unlcss at lea~\ lhr~c (J) 

tan¡~t·nt clc~.rnts are common lo thc nodc. Branch poln\ OLllpLll 
js only "produc<'d !or ~tot!c &n.>lysis cnses . 

• 
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El<>n;.,nt Lood CA''' ~:u\¡jpllcrs 

F1vc (5) cards mu51 bt• Input In thl' section sp<.>Cif}'lnr. 
!he froctlon of ~rav!ly (10 <.'ndo o! th<: X,Y,Z coordlr.att• dlrccnons) 
thc !r~ctlon af !herma} )o;I()Jn¡: nn<l llll' frocllt>O of inlcrnol p>pc 

pru•surc lo~dln~ lo be adde~ to cach oí fuur (4) pos~tblc clt•mcnl 
lo10d>n¡: coM~inatwns (A,n.C,D) 

Card ' X-d>rectlon cravily 

notes columns v~r! ablc 

"' ' w 

u '" • 

" " 
" - " 

r~rd ' Y-dlrcCtlon gro••Jiy 

Card ' Z-d>rcctlon r.rnVI!y 

Card ' Thenn,ll loAds 

nol<"~ colur..ns- variable 

"' ' " 
" " , " 
" " 

t'" rd ' )nlc•rn•l pt't's"urr• 

n<>l e5 tu) UT-ln~ \'OTl:lhlc· 

"' ) w 

" " 
" " 
" - " 

(H\0.0) 

l'roctlon of• X-dircction 
applicd 10 clc!:'cnt load 
frocl>on of X-d>rcct>on 
~ppl1Nl In eleJ::ent load 
Fra<'llon of X-d>rcct>on 

appli"d In elem.,nl lood 
FraC\ lOO of :>;-d>rect)on 

appl l ed "' dt>rnent load 

(4Fl0,0) 

(41-'10,0) 

(4f'\0.0) 

en\ ry 

¡;ra\'i 1 )' '' 
ca~e ' ¡:ra'"ll}' " e a S<' ' grat•lty " ca~e ' grant¡· ,, 
ca se ' 

t'r~n !on of thc•r,.,al lc.ad>nr. lo be 
appl a•d 1n <"ic•r..cnl load <:a~c A 
rrat•t wn of therrnal loadlns to be 

.nppl>o-d in clo•n:cnt load case a 

rran ><m <>f th<"r-r::al lto.1d>n~ to bc
nppla·d in <:lc-rccnt load e~~<:(" 

rraction nf thcrn:ol load¡nr, lo he 
nppl1cd 1n den-.cnl luad case O 

(1Fl0.0) 

, .. 
,, 
,,. 
,, 

t'rot·t 100 of -pr<"ssun•-•n<IU~ed lnad1n .. 

toppli<'d 10 elo•r:H'fl\ load ''""" ,\ 
n"R<'Iion of pn•s;un•-¡noluc<-d load>n~ 
apphcd tn ,.¡,."""" l<t.•d case a 
rr~rt¡on of pto•ssurt•-•nduced lo~dln~ 
~ppll<"d ¡o elo·!l><"nl load casc (" 
f'ract\un o¡ ptcssun•-•ndut·cd luadln¡: 
appl1cd tn ele.,cnt lo.1d case O 

1'1,9.5 

.. , .. ' 

'-·- . 

'''-'J<tt·c:lo 

' 



-
' 
1 

! 
' 
' ¡ 
' . . . -

. ' .. 

·,-- ~ - -

Y (VERTICAL) 

z 
GLOBAL AXES 

X 

' 
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67 

' . -

NON-VERTICAL TANGENT "·" ~-~ "~ 
IN LOCAL AXES 

' 
PARALLEL TO GLOBAL Z-AXIS 

VERTICAL TANGENT ", 

R 

CENTER OF 
CURVA TU RE 

• 

TANGENT INTERSECTION 

LOCAL COORDINATE SYSTEMS FOR 
PIPE ELEMENTS 

IV.9.6 

' --' ' ' 



' ' 
1 

"' •"i''' 
' 

' 
1 

• 

lV, ELEM.O<T DATA (contlnu~d) 66 

NOTES/ 

"' 

'" 

"' 

notes 

(l) 

"' "' ,,, 

5, Elcmcnt l.o"d Cas~ Multipliers (continucd) 

No gra.vity loods wlll be prodÜced if the Wcigllt per 
unit longth "'HS input as zero on all section property 

cards .. othcrwise, a m\lltlplicr of 1,0 input for an 
elemcnt load case means that 100~ o! dead~cl~ht will 
be 'assigned to tha! loro<! corr.blnatio¡,, ..... · 

otlo thcrmal load1ng ..-111 rcsult'>!'"thc.<"oPfflclcnt o! 
thcrmal expans>on has b<·cn omitle<l !rorn ~ll the mol<"nal 
ca>·ds. Qtll<H'WlSe, thc>en,ol loads ore éo~.p\ltcd tor e~ch 
elemcnt uc,in¡; thc f>T bütwccn the" ovPr;i~~ · elem<Ont terrpero

·tl>re (Tal ""d thc stre,~-f!'ee"t<;rt.püroture ·(T0 ) ¡;1vcn 

with ench pipe <:lcrnent canl (Section 1\'.L.O, below). 

Elenent <liSlúHlons are co,..puted for eo~h elernent duc 
to interna) pre~sure, an<l lhPse loRds"RrC co:-;.bincd \nto· 

elernent load c~s~s by means of·appropnote non-zero 
cntr>~s in Card 5. 

Gravity, thermol or pr·essurc-1nduced loads canno.t act 

on the structure unlec.s iirst corobir.ed 111 one or more 

of !he chtOt•Ht load sets (A,n,C,!l). 
elpment lo"d coses are ObSl~ned (v13 

Once dcfl n;,<J, 
scalc hctors) 

to the struC"tUre load cabes by means o~ :Elenen! l.<">ad 

M"ltlpl!Cl'S ¡;iven in Sectlon VI. An element load 
cnsc cnrob1not1on may be uscd a mulhple·nurr.ber o! 
times "hc•n dd1mng thc various structure lo¡odin~ 

condit1ons. 

'· "~ ... 
columnb 

) ' ' 
' 

' JO 

" " " " 
" " 
" " 
" " " " 

U Pmcnt Cnrd~ 

cord typc ) 

varhiJle 

' 

' '"' 
lSECT 

l'lpe e~cment ''"~.ber; 

O!;,l and LE.NPJPE 

Gcorne\rlC type code: 
"T" {or blank) tnntent scct ion 
"n" bcnd (circular) scction 

Node l nurr.ber 
/iode J nurr.bcr-

Mnterial idn~tlfica\Jon ~urnbcr; 

GE.l and U,/il':\[1\A.T 

s~ction propcrty 1dcnt1f1cation nw,bcr;· 
CE,l and U:.liS!:CT 
Str<·~s-frce te'"pernture, T0 
lntcrnal pr<>ssure, p 

PositlvQ projection o! D local y
vector on th<' &lobal X-ax1&; A(yX) 

JV.9.7 
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IV. Et.U:f:Sr lli\TA {cont>nucd) 

notes 

,,, 

liOTES/ 

'" 

'· Pipe F,lcm~nl Cnrds (contJnued) 

t'<>lumns varlnbl<' 

" 
" 

"ntry 

J'o~jtjvt• pr-OJ<'<'tlon <d a }o~~~ y-' 

vector on !he ¡.;lu~al Y-a~>~; A(:i')' 
Posit!vl' prOJ<:Clion o! 1> local:--· 
vector on !hC' ¡;lobal 7.-ax>s ,\ (.!.)' 

Nodc numbcr lncrpm,•nt for tDn¡;ec.t 
clcmcnt ¡;eneratlnn; 

EQ,o; defnult •<>t to "¡" 

Cnrd typc 1 is used for both tan~ent ~nd bcnd e)e.,cnts; ' 
a st•cond cnrd (c~rd typc 2, belo~·)'"""''"b<> input ilr.::;edl- r,F''"'' '"' 
atcly follo~ In¡; can! typc 1 lf lh<' pip<> (>)<>mcnt is a 
bcnd (i .c., "D" In ce 5). NOte th3t <>lCm<ml cards r..ust .. ,. . . -. . . . 

,, 

be input In asccnd>n¡: scqucnce be¡;lntan¡; ~lth one 't"l") '" " 
and <>ndln¡¡ wlth !he totol num~cr of p1pe <>l<•rr.cnts. 

. " .... 
l! \an¡;ent demctols ¡¡n• omltt<•d,-~cncratlon o! the " 
intcn>cdiat<> elem~nts ~·111 nccu,·; ~C.ü gcncrntion a1gor>th1:1 
ls dcscnbcd l>do~·. An ottempt ~o ~enerate bcnd typc 
<."l<•mcnts 1s cons>dcred to be an error, 

·(2) Thc str<!ss-!r<!e tc~:~pernturc, T0 , ls subtrar.tcd !rom 
thü AVerage eh·m<mt temperature, Ta, to.cor.;pute the 
un!form tcrnperoture d>!!ercnce actin¡: <>n the c1cmcnt: 

The c·ntire <'l<'mcnt ls ~ssurr.ed to b<· ~~ ·11>1S un>forrr. 
volue <>f te,.pt•rature dH!crence. 

(3) Tht> val u<-• o! pressure ls used to co~:~put<>. a s..t o! 
s<•l t-cqu, l>br3tln~ JOint torces ~,.,sine·. !ro::". "·<'mber 
d>stortlons due to pr<•ssUrl7.atlon; l.e.·, thc mN"I'"r.'caJ· 
equlvnlcnt o! therm .• l lood". for bcnd elfrnPnts, ü.e pr~ssur<.' 
is ~~~" used to cmop\Jtc thc ¡,cnd flcdbllity (octo~, k,. Thc• 

' ~urve~ p!p~ sul>,]~Cl~<l to !Jemllnr, lS 1:1ore !lc•x1l>le u·,,;, de-
m,ntnry bcaF.t theory woul<.l )>relilct. Thn rntlo of "ac~wal 
flexlbility to that pr~'<licted by brsm thcory ls dcnotcd hy k , . '· whcrc •• ~~--<> 

k ~ (1.6!'>/h)/[1 • {6p/Eh)lR/t) 4 / 3 J;, 1 

' In "h1c-h 

r., (d -t)/2 

' 

IV ,9.8 



JV, ELD!L~T DATA (contlnuc·d} 

'1 u 
6, Plp<> [l<;>ment Cnrds (con\inucd) 

""' 

' • pipe "" li thlckness 

' • radius M t l1 e circular bnnd 

' • "'~''" l""dlUS ,, t he pi pe r.ro~;· ""c\lon 

'• • n\llsidt· d>nmc>tcr M l he )11 pt• 

' • Youn¡:'~ modul us 

' " lntt>rn.,l prt·SSlHC 

·The !lcxllHll\y !actor lS C<lmputcd and appl1cd U• :tll 

bt>nd t·lt·"·"nb; pr<"ssure stiff<-niill; is ncr.:.,.cted if !~e 
cntry lor lntcrnal prcssurc (~·p~') Jio·or.l\1\ed. 

Thc global projcctions o! the' local y-Úls (ora tan~ent 

''·' ' 

rocllhQr rnay be Oo:>tlcd (ce 46-7:.·blank); lor thls 1cas<', -•·• ... "" ' 
the foll.,..in& convcntion for thc le>cal·5ystcm is assu:r.ed; 

(a) tan~ents parallel to the.¡:lobal Y-axis 
lvt>ri>Cal ax>s) hnvc thclr loCal y-~~es 

directcd parallcl to and 1n !he son:<• dorec
tJon as th.- ~lc;bal 7.-a~>s; 

(b) tan~cnts not par~llo•l \o. (h<• r.lnt>al Y-nxis 
havc the1r local y-a~c;; ~on!Hl!lt'd >n ,, vertical 
(r,lobal) pl~nc such th~t loc.1l y rrojccts 
p0~11lvdy "" tl1c pn~JI>vc r,lol"d Y-o.ls. 

F<>r hcnd clGmt•nts, tllc ~lolJ"l prOJCCtlOH> of \he lo<"al 

y-ods u·e no\ u~ed; itlstcad,· tbc luc:,J ""'" cunvcntwn 
ls <1<-flned a~ follo~s: 

(a) \he• local y-axH is d>rectcd posltlvcl¡• toward 
and Jntcr~erts thc c<•nt~r of Clln"Oturc <>f thc 
Le"'! (>.c., rad1Us \"CCtor); 

(lJ) tho• loe~] x-axis JS tonr,cnt to !he nrc of th,• 
lJend ond ;, d>r<•cted pOSl\lV<'h- ln•r. nodc l 

to ""d" J. 

liott• that lor all <"lcm<"nls, tbe local ~. y, z sysltH:I 
>>a n~ht-h.1ndc•d sn (s<.'C fl¡:urc•J. 

·(f•) 11 • '""V.""' d<"~.cnt "cq<k•ncc• <'l<l~t~ SU<"h thal eoch 

<"l<"ncnt "''"'!>''' (.\E 1 ) l> ont• (1) ~rt·at<-T !han \he pr-c
\"l<•us nurcb ... ,. (~r,_ 1 ¡: •.e., 

!\[=!;[ ;] 
1 ¡-l 

1\',9.9 
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notes 

()) 

"' 

• 

ELW.ENT DATA (continucd) 
71 

series nccd be Input. The node 
tangents are co~puted using the 

nurnbers !or the mlsslng 
fornmlae: 

" ' h 

" " ' ~-here Jo:G !s the node number lncre10.;nt input in 
ce 76-BO for the flrst elc01cnt In the series, and 

'"" • 
.. , .. e~ > 

(O) 

'"' "' (o) 

'"'\erial identlflcation r.u,.,ber 
s~ct1on propcrty !dcntjflcatwn m'"'bcr 
stress-free temJ>cralui'U Ir' 
int<>rnal pressurc 

y-n~is r,lobal projcctions•· 

... 

'' . " 

for eoch tanr,ent in the gcncrntion Sl'<¡Ucncc are tak~n to •·
be tl1e ~DI'U as tho~c 1nJ>Ut on'thc tlrst CBI"d ¡n the 

series. 'rhe nodc numbcr lncrc,.cnt {"KG") lS resct to O!le 
{l) 1! lc!t bhnk on the flrst card In th<' senes. Th" 
last (lll¡:h<!St) clcJ:Jcnt cannot b<> ~cncra\cd; Le., lt mu~t 

be Input. 

Bcnd cl<,mcnt dnt• connot b" r,c•no•ratcd becouse two input 
CS!"d5 nrc.r~quired for en~h bcnd. Also, the elcrncnt 

jllst prior tu n -bend el<H:lont·"·u•t nppenr.on nn ;nput. 
cnrd, :>ey<>r"l \>cnds may bc !np\Jt In o ~<·qucncc, but 
cach bcod must nppcor ·(on two cnrds) ln the !nput stn•am. 

b, ~ard typc 2 (Fl0.0,3X,A2,~FIO.O) 

colurnns 

' " 

" " " " 

" " 

" " " " 

vnrlnble 

' lladlus of tlle brnd clcmcnt, R 
Third p<>)!l\ typc cod~: 
"n" (or tJlonk); tl¡ird potnt 1~ thc 
tsngent intc>"St•ct!on p<>int 
"ce" ; thlrd po!nt ls thc 
c<>n!Pr o! curvnturc 
X-orotnotc of thc th!rd polnt, x 3 
Y-orotnatc• o! the thlrd polnt, y3 
Z-ordtnatc o! !he th!rd polnt, ZJ 
Fr•ctJon o! ~•11 thlckness to be 

--used ror dlmcn~lonal tolcrance t .. sts; 
I."Q.O; dcfault sct to "o,l" 

JV,9,JO 
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lV. ELEJI.ENT DATA kont inued) 

'· !'!pe Elmoent Cards (contlnued) 

:iOTES/ 

(1) The ~adlus of thc bcnd ('R''¡ musl be 1nput rc~anllcss 
Of thc method ('TI" or "ce"¡ used lo define thc• th>rd 
po1nt for thc bend. 

(2) lf \ht' tangcnt Jnlt•l'b<H'\lon po1nt i~ U5Pd, \h<' prosr;.¡o 
<'<>mputP~ n ,-,.~¡'" for \be• l.Joon~ and <·ornpnr-es th~ <'omp'>~ 

lod \'ulu~ ~1\h th,· Input ra~!us. An error cond>t!on 
!s d~clar<'~ ; f thc .t~o ro<h 1 are d 1 ffer~nt by m.;,-., 

!han the spec>fied fraC! ton (or mull>ple) of tlt~ 

S<·Ction ~·alJ lhickness. The lengths of !he t~·o 

\ang<>nt hnes (1 lo Tl and J to TI) ar-e compared for 
<'<¡uality, and an enor ~-¡11 be !lagged if the t~o 
values are discrepan! by .,ore than \he di!Densjonal 
lolcrance. 

lf the cen~cr of curvature is input, !he distances 
from thc third polnt to nodes l and J are cor:-pared 
to the inp\lt radios; dlscrepancl<'~ hr~er than the 
use:r deflned tG1erance are noted as errors. 

Th1s second <>lcrncnt card ls only to be 1nput for \he 
bcnd type ~lcment. 

r.l<>mpnl Stre~s Output 

Stress out pul !or ptpe .,¡,,...nts cons>sls nf torces and 100ll\('n\s 
actln¡; ln !h., "'crnb<"r eros• •<'cllons at lh<' cm.ls of each .,., ... ber and 
at th<.> ~:~idpo.lnts of the ares 1n bcnd ele,.,nts. Output quantltlu• 
oc\ on \he elernent ~egmcnt ~onnectln¡; the part,cular output statlon 
Rnd <•nd 1; l.<.>., J lo l, <'<'Oler ID j, <>1' /:,.~ lo l (~h., re /:,.\ '"' 0), 
l'<>~lllvc forcc/mament ~t·ctors ar<' dlr .. ctr.d tnlo thc• posttn·e locol 
(l<,y,z) dlrect>nns, ns ~ho~n tn the occomp~nytn¡; f1¡;ure. 

• 

J\",9.12 



CONrtNTMTED l.oAD/MASS DATA (215,6Fl0.4) .74 
not~s columns 

0) ) ' '" ' w 

)) " 
" " 
" " 
" " " " " " .. 

·.NOn:s/ 

\"ariablc 

" ' 
D:(N,L) 

f"Y(r;,L) 

f"Z(N,L) 

)!); (N,L) 

l.l'l(:>,L) 
J.lZ.(N,Ll 

Nodal polnt numbcr 
Structur" lo~d cas<' nurnbcr; 
GE.l; static analysis 
EQ,O; dynamic anal~si~ 
X-dtrectton force (or translattonal 
mass cocf!lcicnt) 
\"-dtrcction force (or translational 

·mass coeffiCicnt) 
Z-dlrcctton force (or translattonal 
mass coc1f1Ciomt) 
x-axl,. OfiOmcnt (or "rolat tonal lnert 13) 
Y-uls ""'""'nt {or rot:ttlonal incrtia) 
Z-a><ís mun>o.>nt (cor rC.tati;mal ln.,rtia) 

" 

Cll fnr a statlc anal y su case CNDYN.EQ,O), on" card 1~ requ:ired 
!or "ach nodal polnt ("N") h~vlng ~ppli~d (non."zero) concentrated 
forcc,o; or momcnU. All. structure load cas~s·must be 
¡¡roup,·d to~cth"r for .the nod~ ('N") befare data is ente red 
!or thc noxt (h>&hcr) nodc ~l wh>ch loads ~TI' applind. Only 
th"·~tiu<·turc· loa<! cases fur ~hlch nod" li is loodcd RN!d be 
~lv<.'n, b<>t tht• slru~turc load case" nurnb.,rs t:'L") whlch are 
rcfer<!nced rnust b~ supplied )n asccndlng <>rdcr. N!>d" loadtn~s 
must be dehned (input) in lncrcas"ing nodc nurnbcr order, bu! 
a~ain, only those nodes octually loadcd. are rcquir"d u lnpttt. 
Th" stalic loads dcflned in thls sectton act on thc structl.lre 
cxactly as inpllt and are not .~calod, !actorcd, .;te. by thc 
<"lt"mcnt load cose (A,S,C,D) multipl!crs (SeCtton VI, belo~·). 

¡;,da)" furccs arlsing !rorn Ch•n.cnt lo•dlncs "ore combtncd 
(~ddithcly) with any con<·~nt>·atcd load~ ~lvcn">n lhis 
sectton. Appl>cd !or<;e,'momcnt vcctors acl on !he structure, 
pus>t>•·e ;n th<" p<>s>tlvP global dlrect>ons. Only one card 
>S allrw•cd pcr nNc per lo~!l case. 

f"nr a dynarnic ~nalys:IS c:t~u {~'DY!'I.l:Q.l .~. 3 or 4), structur.
load cases ha'"" nu mean>n~, but thc procn"· t•xpcct~ tu r"aO 
data 1n thH se<:t>on noncth~lcs.,. Jn place of Lonccn~nted 
loads, lumped mass coefflclents tor th<: no~al oe,r~es of 
freedon .:.ay bt• Input for •ny (or all) nudu .• Tl\e mass 01atrl• 
15 aut<><:>dtlcally constructcd by the procram from clt'metit 
¡:eomt•try and ~ssoclated lllateri•l densltle~; the '"'ass coeffiCh•nts 
·r~ad >n" th:is ~O"Ctlon are CoT>blned (add>tl'"cl}") ~lth tbe exlst
>n¡: do•ncnt-based lutOped mass matrh. f"nr r.ass tnput, a node 
""Y t•nlj be 5pl'"Cl!t<>d unce, and the load case nu,..t>cr ("L'"¡ 
r.usl b,• :tc•ro (or blanl<). 

'.' 

( 



'75 
<:Q~CENTIVITE!J LOAil/~:ASS Di\TA (2J5,úf10.4) (<·ontlnu~d) 

Tl1<· pro¡;rn•'l \c•r'"i":otcs readln~ luod~ (or l>a5S} d~U ~hcn 
~ ~"'"" (or bl,.nl<) nodc nu~.b~r (''¡¡") ls ct•countcrcd; l.~., 
IPrmin"tc thi5 ~<·<:!ion of lnput ~·1th a bln11~ rDrtl. 

F.,,. tlw ·'P'"' tul ,.,.,.,. or" ~t~ot1<· :onuly~l~ ~1\h "" 

'"'"~<"lllnole<l ¡.,,,¡~ Rppl>cd, lllpHl only "'''" (l) hlnnh 
c~rd Jn lh1s ~ectwn. S1m1hrly, "dyn~mlC ot•olys" 

1n ~·hi~h thc to~<s motrn Js no! tn be nu¡;rno•ntcd by ·•"}" 
<•n:rie< i~ thn ~··~!ion r~qulrc~ only onc (l) bhn\, 

cnrd as 1nput. 

{~) for a st3tlC anolys>s, structur~ load C3S<' nmr.bcrs 
rang<> fro;;¡ ""¡" to !he totü nu;:,bcr o! load cases 

r"<¡uest<>d on !he ~Jaster Control Card ('LL"); thus, 
l s l.,; LL, l\Ll)~.E(J.O. for a dynar-ic analys1s, onlJ zero 
(O) referenccs are allo~ed; thus, L--o, :.-un;.EQ.l,2 
:l, or 4. 

• 

\",2 



?ti 

"· ELD!ENT LG\.D MULTlPLIERS (4Fl0.0) 

notes col uoms varioDlP f'llt ry 

{l ' 2) ' " FJ.I(l) ~!Ylttplicr <oc ele.., ni load case ' " " E1H2) IJul tlpltcr ,o, clcr::ent load case ' " " EM 13) 1\ulttpli<'r ,0, eler.~cnt load cas" ' " " EM (4) ~!ultiplicr ,o, 
~~""'""' load case ' 

;..-OTES/ 

(1) One card must bt• ¡•,tv<Jn for cach "taUc (1\DY!..-.EQ:o) str-ucturc 
load case r<>questt•d on \ht• ¡.~aster Control Card ('LL"), Th~ 
cerds mus\ re!ert•nce load case nu.,bcrs tn asccndin¡; order. 
The four (~) clernent load •ets (ll,B,C,D),if creat<>d durln& 
!he proccssing o! elcment data (Section IV, abo,•e), are 
co.,btn<>d ~ith an}' concentrated loads speclfled ln sect1on \' 
for thc stl"uCture load <"as.,s. ror ex;¡oople, sup¡mse an analys1s 
"""" calls for scven {7) sta1.lc structure loadin¡; cond1\J.Or>S 
(t.e., U.= 7), thcn tite pro~ram e~pects toread se~en (7) 
cards 1n lh>s s~<:t ton. f'\lrtl>er, suppose "'ard number threc (3) 

in Ibis s"cUon ronta!ns tl>e <"ntries: 

[ 01(1) , DI (2) , E.l(3) , r.:.H·ll] = [ -3.0 ,O. o ,2 .O ,o .0] 

S\rUctllrP load"'""" thrc~ (3) ~1ll tl>cn L>e constructcd 
H>in¡; lOO';; of any con•·~ntrat..,d loads speC>Ii<"d in 
Section V r..Jnus (-) 300";, of th~ loads in <"lement ~;et A plus 
(+) 200';, of the lnads 1n eJe,-er.t sct C. toad seis B and D 

~ill not bc applted in structure lo"ad case 3. El<"ment load 
sets may b" r"fer"""'"d any nut .. bcr o! 11mes in ord.,r to 
~onstt·ur·t dilh·rt"nt strunur<• lnad>n¡; conéitiOll5, Elemcnt
bas<•d lood~ (gravtty, thcmal. etc.) <"an only b<> appl1cd to 
lh<" structure by !l\Pans <>f th" d3ta entr>~s in this sectlon. 

(2) If lhH, <·ase calls !or """ oJ th~ dynam>c anal}"SIS opt>ons, 
supply unly on<• blank card in this S<"Cilon. If tl>e Job lS 
a d}"na::!lc T<"-star\ <"ase (~"J)Y.~.EQ.-2 or -3), sb;> this sccllon. 

Sta\><· analyst~ tnput lf nol:plrt<' •·1th lhis s<'Cilon. 

• ne" dap ~""" ~llh a ""' H<·~dlng Card (S<'<' S1."Cil011 

,., 1 
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VIl. PYAAMIC ANALYSES 

I'OUr (4) types of dynum!~ analysU 
'I'Ilt> typ .. o! analysl~ is jndicol<'d by \he 
columno 21-25 of the W.aster Control Card 

~·on be performed by the pro¡;ram, 
numb<>r "mn'N" specif!Pd l.n card 
(Spclion ll). I! 

/iDTh". [Q .1 ; Delen;;!nBtion o! syslem t>ode shopes and 
frequencies only 
{coO<plcte input Sectlon Yli.A, only) 

¡;oYN.lQ,2; Dynomic Response Analy~h !or arbllrary 
tiP·.e deppndrnt loacts u~lng mode superposition 

(COI'pl<.•te both S<>Cl lons V) l .A A"d B belo"-} 

NDYN,EQ.3; Response Spectrum Anolys!s 
(complete both Sect1ons Vll.A ande, below) 

NDYN.EQA; Dynamlc ~esponse Analysls !or drbitra-ry time 
dependen\ losds uslng step-by-step dl,..ct 
lnteo;rat:ion 
(complete Sectlon VIJ.a belo~l 

In ony ~!ven dyne.,lc anolysls ca"" only one (1) nlue o! l>"DYN ~-¡ll b'-' 
conslder._.d, However, 1f ¡,-r>YN.EQ.2 or 3, \he pro~ram must 1irst solv._. 
th., elgrnvalu._. problem for strunur._. !Dod'-'s and freQuencles .. Th._.se 
'-"lcenvolues/v.,ctors· or., then use<! os input 10 <'llher the Ft>rc._.d l!"sponse 
Ani.lyHs Cl>"DYN.EQ,2) orlo th._. Response Spectrum Analys.s CI>"DYN.!:q.3). 
H'-'nce, opttons l, 2 or 3 &11 r<'qulre lhot the control pararneters fnr 

elgrnvoluc c~tractlon b~ supplled In SeHton Vll.A, b._.lo~·. 

In cose of a dlrect step-by-step lhlegratlon' analysls (NDYli.EQ.4) 
do not provtde the eigenvalue Eolutlon control card of Scct!on Vli.A. 

Ft>r the spedal case of dyno"'lc anolysls rc-sUrt (liD)'S.EQ.-2 or -3) 
data Input conststs ot the Headlng Card (S.,cllon )), the Vaster Control 
Cord (Scctlon Il),• •M elther of 6ect1ons Vll.ll (-2). or Vli.C (-3), 
below. Re-st&rttng lS posslble only Ir o pr-evlous solutlon Usln~ the 
some ""'del """S per!onned ~lth JüJYli.EQ.l, ond \he results from thls 
<"lgptwolu<" solut1on were ~•ved on th~ r~-stort 1llc. (See App~ndJ~ A.) 

tJp lO thh S<'Ctlon tl'>r pro¡: rol!' pTOC~B~B (j .e., <"XpCCts lo r-rad) 

<'55~htloll)· thc so..._. blocks of eh \O for clther thc statlC or dyna"''" 
analysts coses; c._.rt&1n of !hes~ pr-<'ccdln~ <1110 carda, ho~ev<"r, ar .. 
reod by the pro¡:r-a<> but ore not u~e-d In !he <lyno!:llC analyslS phose. 

ln l<"nrral, th<" purpose of the pr-~cedlnt doto erctlons 1• to provld<" 
lnfo,..,otlon ! .. od1ng to the fo,...,allon of !he syot<"<O at)tfncsa and "'""• 
O'ltr-l~s (opproprilt<"ly O"!Odlt!ed for <lloplocc~~><'nl boundory <'Ondltl<•no}. 

f"Or eu.,ple, ,..¡.,.,ent load B<"l• (A,!l,C,D) "'"Y b<" <"ona\ruct<"d •a lh"v~h 
o stotlc c••c ,..ere to b._. conol<lere-d, bu! lhcoc· do\1 or<" not Vot"d Jn 1 
<lyno"lc onolyah; l.e., tht· """"' dUO.d<"C~ \hrOUKh Sectlon l\" con br 
UHd {or "1\h~r lype or anolysla. The concrpt of atruc!Ur<' loodln~ 
rondlllons h nol detined for !he dyna=lc ., .. .,, ond Jnpul for S•cllono 

\" ond \"! =uu be pr-<"pore-d sp.clolly. 

Vll.l 
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A diagonal (lump~) .. an matrh ta formcd BUIOJnatlcally ua1111 

.elemeilt geometry and asstg.Íed material den51ty or dendt_ies. Tl>e 10aaa 

10atr1x &o defined contains only tranalational meas coe!ficlenta 
calculated frorn tributary element volumea common to eoch node. Xnown 
rotationel 1nertias IOUSI be input for tbe individual nodal degreea of 
f r~edom in Sect ion V 1 abo ve. 

Non-;oero impressed dhplacemcnts (or rotations) input by 10eona "ot 
" .. , thc f.l0!Jl;DAI!'I element (type 1 are i~nored ¡ 1nst~ad th" componen! ta 

restrained against mol ion during dynamic motion of the structure. 

The program does no! change lb" order ot the system by p~r!orming 
a condensation o! those nodol de¡;reea o! !reedom having no (zero) 
rnass coeffi.,ients; Le., • :<ero 111aas redu.,tion 1& not. per!ol"!l>e<l, 
.No distlnctian is made bel ... een statiC and d).ri•miC degreo-~ of freedom¡ 
l.e., they an> ideni:ical·tn sequen.,¡,, type and-total nurnber. 

...... - . ' 
" 
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llll, DYNAMIC AW.LYSES (con\!nucd) 

notes 

'" 

"' 

A. MODE SHAPES Al'iD FREQutllClES C!iDYN.EQ.l, 2orJ) (3J5,2f'IO.O) 

columns varlablC' 

' - ' 

6 - 10 nss 

cntry 

FlAg tor print,ng inte~ndiate ~&trices, 
norms, etc, calculated d"ring·thc 
elgenvolue solution; 
EQ.O; do not p:rint 
[Q,l; print 

,rla¡: for per!onning the STU~ SLQLIE~'CE 
cher:k; 
EQ,O; check to sce if ei¡:en,•olucs 

"'"r-e r:li ~sed 
EQ,l; pass on the check 

(3)' , ..... 11 - 15 1'\JTD! ' Mulr.\llO nu:ober o! iteratlons Allo•ed 
to rcocb the convergence tolerance; 
EQ,O¡ de!ault se\ to "16" 
ConverKence tolerance (accuncy) for 
the highest (''Nr") request<!d eigen

(~) 16";"25 '"' 

"' 26 - 35 

i6l 36 - 40 HO 

volue¡ 
EQ,O; 
Cut-otr 

EQ.O ¡ 

GT.O¡ 

de!ault set lo "l.OE-5" 
frequency (cycl~s/unit tJme) 
JiF tdgenvalues ~-!ll be e><
tracted 
e~t:ract only \hose volues 
belo,. COFQ 

~umber O! sta:rting iteratlon vectors 
to b<" read !rom TAPElO 

"''lES/ 

(ll Extra output produced by the elgenvalue solut)ons con be 
requested; output pYOdueed by thls optlon can:be quite 
volumlnous. Normal output produced by the progra~ conolsts 
o! an ordered ltst of el¡:envalues foll.,.ed by thc elgcn
vecto:rs "tor ea'ch >nodc. The nu~.ber o! "'odes !ound and 
prlnted is spec!fl<•d by th" varuble "NF-'' ¡::J;-oen in con! 
columns 16-20 of the ~! .. l<•r Control Cud. 

(2) Thc progra"' pe:rforms lh<' solutton for ctgenvolu ... s/vectors 
usln¡; eithcr o! he (2) dl&Unct ol¡;orlthllls; 

• 
(a) t h<' OETEI'NISAióT Sr.ARCH algorll hm ri.'QU 1 ,.,. tha 1 

the upp<'r trhngulor bond of the system sll!fn.-.. 
"'atrh !lt lnto hl¡;h speed 1n~roory (core); 1-"'·, 
ene equallon "block"". 

(b) the Sl!BSPACE JTER.I.TIOS algorlth~< h uacd H only 
ponlons (!ractlons) of the ~ystelt oootrl~ con b~ 
r"taln"d In core; l.e., tl>e ,..otra (.-v.-n thou¡;J1 
!n bond ror-e) .. usl b~ c:an!pulatcd ln blocks. 

\'JJ.3 
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VJJ. DYXAMIC AMLYS~S (cont.lnued) 80 
A. MODE SllAPES AND FI!F.QUENCIES (continued) 

' 

The program wlll automaticelly aell!ct the SUBSPACE ITERATION 
proeodure for eigenvalue ~olution 1! the 111odel h too large 
for the in-rore algorlthm. 

The entr.les "Irss", "NI'ITI!" and "RroL" are i¡;nored une pro
gram con use thc DETE~.~JNAJ;T SL'.RCH to find eigenvalues. 
Wh~tllcr or not a modcl lS too large !or the PETEP.\~IMNT SEARCH 
dupends on the amount of cor-c allocatcd (by the programmer 
ond not thc u"er) for array storage. The progra~:~ vanable 
" " MTO'J cquals the amount of workjng storsge avulable. 

De Une: 

MBAND ~ maximum equation bandwidth (coeff><,ients) 
~ (ma~imum elemcnt node nurnbcr difference) 

X (average number of degrees <>f fre .. dom 
per node) 

h~Q ~ total number of degrees of !reedo~ in 
!he model 

= (6) X (total number o! nodcs) - !nu~ber o! 
fi~ed "(deleted) degrees of !r.,edom] 

~<:QB = nu~~:ber o! equat;:ons per block o! storage 
MTOT/ ~MND/ 2 (!or hrge systecs) 

lf NEQB is less th~n KEQ, the ~<odel is _too large for the 
DETERI!!M~T SEARCfl algorithm, and the SL'BSPACF.:.ITI:RATJON 
procedure w!ll be ~•ed. 

l! the SUBSPACE lTI:AATION al¡:orithm 15 used thc user o:ay 
request that ·the STIIR.I! SEQUI:.!iCE· c:hed< ·be performed. lly 
e~perlence the algorithm has always produced.the lo~est NF 
eigenv•lues, but there ls no formal ~the~a11<:al proof th•t 
the <:alc:ulated NF elgenvalues will llhays be the lo~est ones. 
The STURY. SEQliESCE check can be used to verify that the 
lo .. ·est NF e1genvalues hav" been obta>n.,_d. lt should be 
noted that tbe computatlonal effort.e~pended 1n perfo~lng 
the STURM SEQliENCE check is not trivial. A factcrtzation 
of the ccmplet" system J:".atrlx h performed at a ~hifl ju5t 
to the right of the Nf'th et¡:envalue. 

lf durin¡:: the SUBSPACE ITEAATIOS the :<f'th etgennlue h!h 
to converge tD • tole unce of "RTOL". (no=•ll.v LOE-~, or 
:> s1gn1f1cant fJgur~s) wtthtn "NITO!" (no,..,..ally "16") 
iteration5, then the STURM SEQUENCE flag (''uss") 1s 
1gnored. 
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VIl. DYNAMIC ANALYSES (continu~d) 

83 
B. RF;SPOSSE HlSTORY A)."ALYSJS (NDYJ'!.EQ.2 or SDY1LEQ.4) 

Tflc NDTh.EQ.2 opt>on use• thc (''r.:F") modc shap<>• snd 
fre~u~ncies cmr.put.-d in the pr,•cccdln~ Sect ion (Vll .A) to pcr!onn 

a .,oo., supcrposltlon solulion !or !orced rcspons~. The 1i!lYN.EQ.4 
option in;tiales a dir.,ct step-by-step in\e¡;ration of the coupl<>d 
syste10 cquations, !.e, no eigcnvalue solutlon ho• bcen per!Ono<'d 

~nd no transforlOation to the .,)gcnvec!or basis is now carri<.>d out, 
The data input is idcnt>cal to the case I>DY!'.EQ.2 cxc.,pt for thr• 

de!inHion of d•"';>ing. Dynounc response can be produLcd by t<oo (2) 

generBl types o! !o.-cing !unctioo: 

and /or 

(l) ~mund accelcration input in any (or all) of 
!he three (3) global (X,Y,Z) dlr<.>ctions; 

(2) ti!!>e varying loads {for<:esh-.or.;ents) 8ppl1ed 1n ""Y 
(or all) nOCal de¡;rees of freedo"' (exc<:pt - "sh~e" 
degr.,es o! fre.-dom) 

THoe d<'pend.,nt tor<:in& funcltons (•hether lo•ds or ¡;round 
a<:cel.,ratlon co~tponents) are d"scribed 10 ho sleps. f"lrst, a 
nu~ber (l or ~tore are possible) o! non-dimensional ll~e functlons 
are speC)fied Ubularly b)" a set of descrete polnts: {f(t 1 ).t 1 }, 

~h"r" 1 =- 1,2, ••. ,1<.. 
numb"r ot def)nltion 

Each dlfferent l1~e function ~ay have • dlfferent 
p01nts (k). A p~rticular forcin& tunction 

apphed at so!!>e po1nt on th<' structure ls then deHncd by a scalar 
r:mltiplier ("f", soy) and r"ference lo on<" o! the input ti,.e 
f>mctions ('"t(t)", say). Th .. actual force (or acc.-leratlon) al any 
time('"~". say) equals rxt(~); !(1) ls !ound by linear lnterpola-
110n b"h.""" ho of the inPut time polnts [t 1 ,t 1 ~ 1 ) ~here 1¡ ,;~,;t 1 • 1 . 

As~u.,ln~ that th" s<olution b.,~ln~ al tlm<"' Z<•ro (O), Rn ln

<l~pendent .. rnvd tlcte (1
8

, ~hcrc 1 8 <tO) may b<' assl~n<"d lo <'Hh 
; .. ,·ctng funnlon. The forctng !unctton ls not appll<"d to !he syste10 

unt!l the solut1on time (''~". soy) equah \he arrlval tltoc; '•· 
lnl<"rpolat>on for tune! Ion values ls bo5ed on rehthe tlmc "'tthln 
!he !unction table; i.e., g(~) ~ !(~-1 8 ). 

The structure H ossu;;;~d lo be al rest at ''"'" zero; l.e., 
:.cero inHial dlsploc""''-'n1s and velocthcs are assUl>~d at IHW ol 

solut1on start. 

Anoly~is: 

notes 

0/ 

The foJio,..lng data are r<'QUh-<•d for a ForC<"d D:¡narnlc ll<>spon~e 

l. Cot.trol Cord (5l!o,2fHl.0) 

varlobh 

' - ' 
en! ry 

)"c.Jt:ber o! dl11er<"D1 tl,;e !un<11<>ns; 

~.' 
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Vil. DYI'\AMIC ANALYSES {continu .. d) 84 

"' 

"' 
'" 
'" 
'" 
"' 

B. I!ESPO:ISE HISTORY AMLYSIS (conlinued) 

col umn$ varhble 

6 - 10 

11 - 15 llAT 

entry 

Ground motion indicator; 
EQ.O; no ground motlon la Input 
EQ.l; read ¡:round motlon control 

eard (Section. VII.B.l) 
Numbcr o! dlf!ercnt arrlval tlm~a 
for tbe torcln¡ tunetlons; 
EQ.O¡ all arr.tval tiraes are ,..,ro 
Total numb"r of solut!on ti~ atcpa¡ 
GE .1 
OUtput prlnt lnterval Jor stresses, 
dlsplace~nts, ~te, 

Gt.l and I.E,I.'T 
Solu!fon til•e step, [lt¡ 

GT .O 
Damplng factor to b" applled to all 
liF 1110des (fraction 'or critÚal); 
GE,O 

In Cl9<' o< li0Yl\.EQ.4 """ 

'" " " """' Damplng !actor a 

'" " " BETA Damping hctor ' 
NOTES/ 

'" " least one '" tllhe tunC'tlon' muat ,. Input. 

(2) lf no ¡;round acc .. lentlon acts on th,. structure, St'l "NGM" 
to :.ero ami sklp Sectlon Vll.11.3, below, llotl> ground 
a~celeratlon and nodal !orcO> input ar~ allow~d. 

(3) 1t no arrlval time volue~ •re input, all forcing functlon• 
-b~gin act1ng' on !he 5\ructure •1 time :tero. The aame 
arrival tim<" valuc may be rdercnced by dif!crent forcing 
functions, "KAT" dt•trrmines lh-<" number o! non-:r~ro entrles 
that the program expects lo r<"ad in Section VII.B.4, below. 

{~) Th<" program p~rforms • stcp-by-5tep lnt~~retlon or ti>P 
equation& of 1110tion uslng • ~cheme \Vhlcl> is uncondltl<•nally 
stabl<" ~1th nspect ID tlln<' &tcp si«<', bt, In ., • .,., llllYN.EQ,2 
tlle "'oda! uncoupled equatlons o! motlon •re intcgr•t<•d. ln 
case NDYN,EQ.4 th<" ~oupled syste~ <'QU&tions er<" Integral~. 
lf "T" is lh<' perlad of lile hlghe¡;;t numb<"red u.ode (normolly 
the NF!h JT">Od<"l that is to be lncluded ln th-<" respon•e 
calculatlon, /)1 should be chosen .such thU i:>t/T..: 0,1. }¡ 

VIl .8 
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85 
B. !U:SI'OiiSE l!lSTORY AMLYSJS (cont>nued) 

loq;er \!toe stcp (!,e,, C.t > O,lT) "!11 no\ caus" fa1lure 
(instab>lity), bu! partlelpat;:on of !he higher rnodes is 
"nlter~d" !ro!D !he pr,-.dleted response. In general, "'ilh 
incrcasJng tunr stcp sl>.e thr solution is capable of 

capturing l<'SS o! the hi¡;her frc<¡uency participation, 

(!\) Thc program ron:putes S)'Ste.m displac~eents al e••ery solution 
tim .. step, but p:rln!Jng of displac<.>"'ents and ~ecov~ry o! 
cleroent str<•SS<'S lS only P"rfo""ed al solut>on step inter
vals of "NOT", );OT r;atst be at l"ast "¡" and .is nonnally 
sel~eted In the ran~e of lO lo 100. 

(6) llle damplnc !octnr ("llUIP") ;,. 3ppl!ed to all );F ooodcs. 
The Bdmissiblt! rancc for OAMP lS be\"'""" 0.0 (no dar.;p.ing) 
and 1.0 (lOO~ o! cntical nscous darr.ping). 

(7) In case NDYI'i.EQ.4 the dampinG matdx used is e ~ ll'M • e K, 
where 11' nnd ~are de!lned in t•olumns 36 lo 55. 

\'11.9 
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'VIl. DYI\AMIC ANALYSES (co~t>nued) 

notes 

'" 

'" 
(:J) 

"' 
(!>) 

'· I!ESPONSE HISTORY ANALYSIS (continucd) 86 
'· 
col U1lln5 · variable 

' ' 

" " 

" " 1 f'l' 

" - " "' 
" - " ' 

(4l!>,Fl0.0J 

er.try 

}iodal polnt numbcr ~here the load 
co,.po~ent (!orcll or JJ>Omen\) is applier; 
GE.l and LE.l'LMXP 
EQ. O l ast <:a rd only 
Pe~r<'e O( fr~cdom nur.1b.,r; 
GE . l ""' LE.G 
( t;t::J , ~Y='2, 6Z=3, ~),.=4, 'y: S, ~Z:6) 
Ti me lunction numb~·r; 
GE. 1 .,, LE, NTFN 
Arnval Hm<t numbc r; 
r.Q. u; J oad apphcd " . ~olution start 
GE.l; non-><tro ~rri,·al time 

OmlUpl>ur ' St•n!ar (O< thll tlme !\lncti<m; 
¡:Q. (): "" l" ~d ~ppl•~·d 

(l} Onc c~rd i~ rcquin•d fnr <•och nndal d"¡:rox• o! fr~cdom 
touv>nl: npph~d t>me v~r}'lng londs, Cao·d~ mus\ be input 
10 "~<'<•!H]lll~ 0"<1<• poJn\ <>l'<icr, 1'1\IS S<'<]H<'l\CC of C'IIJ'dS 

n•u~t lw t<.·nnlnukd wltll n l>l"n~ t·ard. A L>l•nk cRrd mus\ Le 
suppli<.><J c•ven lf no l<>o<h an• applllld 1<> thc systo•m. 

(2) The sarnc node may hove more \han one dCGl't>C o! frecdom ., .. 
looded; arranc~ de~re<'i of frcudom ruferen<"eS ( IC ) 

in asnmdtn¡; s<>qu~noc at any glvcn nodc. 

(3) A non-zero \)10~ func\100 numbcr (''¡y¡.;") must be ¡;1n'n for 

each !orc1~r: !unct1on. IFS ,.,ust be bct•c·cn 1 and NF'N .• 
The llro<> hmnlon~ ar,• input tabularly >n $f'Ction \'II.B.!>, 
belo ... f'Unc1tOn volues at tl~·"S bet~"''n Input l>n><c, po;nts 
:.re cmrput••d ~1\h l>n<"H lnt..,rpolat>on, 

(~) lf "lln" H zero (or ld~nk), th•· :orc>n~ t"n<:tJon 15 assu:oed 
lo act on the s.•·~t{>ra bc·~innin¡; at tilO" 7.<'rO. lf lAT 15 
1~put as a ¡.>OSl\11"<' >ntegt·r beh'C<•n l and MT, th<• lATlh 
arrival U me (def>nrd in Sucl>on \'ll .n.•l, hrl<>~) is "~"d 
to delay thc appll<:~llon of lh<' f?rclnJ:, functlon; i.c .. 
!he !or<:ln~ funct>on b<'~lns actin~ on 1h" 5\runur" ~hcn thc
~olut>on rcach<:5 thc IATth arrival lliW value. 

(5) The actual ~~:a¡;n>ludp of for~e (or rooment) act1n¡; on the 
r,_(ldel at \)"'"• t, .,quols th" proouct; ("p") ~ (•·:~lue o! 
':tun<:t>on nur:>ber "¡¡-;-;'"al !<"'"• 1). 

\'ll. 10 



VIl. D\'l'iAMIC AI'AI.YSES Ccont 1 nu-cd) 

87 
ll. Rt:SPONSE lllSTORY AliAl.YSIS (con\ inucd) 

Ground ~~o\ ion Control Cord (6 l S) 

notes ~olurnns variable PD\ry 

"' ' ' lil-"1\X Time !unction nurnbcr <l"scnbin~ 1 he 

¡;r<>vn<l n~c.,¡et·atlon '" '"" ~-d>••·•·tion 

' " ~FH Ti~.,. ft.,cllon nu¡r.bc r descriUin~ \ "~ 
¡;rc>und •cc:clcrotlon ' " 1 ¡, ~ Y·dln'CI!On 

" " ~FYl T> ~-e funct>on mmLer descnbing '"' ¡;roun~ ~cceleration '" '"' Z-d lrect!on 

" " XATX Arri'·~l lime "ucober, X-dlrecllon , " V.TY Arr!,-al 11.-.e numbP.r, Y-d>reC\lon 

" " )C;rz Arrwal t '!::<' nuo:ber, Z-dinction 

::OTES/ 

(l) Thls card rr.ust be 1nput only lf th~ ~round ,-,o\lon 
ind>catur c"¡o;c:.:") ~"5 s<>t equ~l to one (l) on thc. 
Control Card (ScCl>on, \'li,B.l, abov<'). A ~ero 

''"'" function nurr.bcr lndlco\es that no ground :ootion 
iH •pplH•d for lh"t partlcular d>reet10n. 

(2) Zero arrH·al time r~f~rences rn•·~n that the graund 

aceclPratian (>! appliPd) bcpns actlng on the 
structure at tH>e z~ro (0). )-;on-zera refer.,nces 

,must be >nte¡:<'rs ;:n the range l ta ~T. 

\'jJ.Il 
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\'ll. DYXA~HC AMLYS[S (t·on1tnu.,d) 88 
ll. Rl:SPO:iS[ lllSTORY A:"<ALi'SlS (contlnued) 

4. Arn~al Tüoe Can:ls 

a. card one (8f'l0.0) 

notes columns variable cnlry 

'" ' w A'f(l) Arrn·al 1l rne nu::1bcr ' n " AT (2) At·rival 
tl "·" 

nuo;bEr , 

" - " AT (8) ArTl\'al !>!'le nu,.ber ' 

'· "a rd ho (8Fln.O) - (r~qutred ' ( NAT .GT .8) 

rool\mm~ ,·¡¡dable en! ry 

' - w AT ( 9) Arnvü tlme numbe r " 
e 1 e . etc. 

r;on:s; 

Ol T~e cntrr t":o\AT''¡ ¡:h•cn in ce }1-15 on !he- Control Can! 

(:,ect>on \'Jl.B.l, abuvc) specifleS the total nu.,ber of 
arn,•al ·liTO<' cn<ries to be read 1n !l¡¡s sectJon, Jnput 
as r.,;ny cards as ar·<' n•qu>rcd 10 deflnc "J\AT" dl!ferent 
ardral tln:cs, eiGht (t<) entne~ per can:!. lf no arnval 
tlr.:<>s ~ere requested (liAT.EQ.O), 5Upply on<: (l} blank 
card 1n this seCtlon . 
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VII. OYNAMJC ANALYSES (cont inued) 

'· m:sPON~J:: IHSTORY AKALYSIS (cont1nucd) 
89 

5, THM t\mction Def>nltlon C~rds 

Supply one set (con! 1 nnd cnrd (s) 2) of input for 
ea eh of tt<e ''NHI" t irne !unct >ons re<¡uested in ce 1-S of the 

Control Conl (S<'Ct>on VII.B.l, above). Al leas\ one se! o! Ume 
Í\mcl)on cords is expect<>d ln thiS sectlon. 
in ascending tunction'nu¡;b~·r order, 

The c~rd seis ore input 

•• 
notes colmnns 

"' ' ' 
'" ' - " 

16 - 75 

card 1 {15,FlO.O,l2A5) 

•·arisble 

'~ 

m> 

I!ED (12) 

entry 

Nu.,ber O! function def>nit>on points; 
GE,2 
Scale factor to be .•Pplied to f(t) 

volues; 
EQ.O; de!ault set to "1,0" 
L.abcl in!omotlon (to be prlnted ~·ith 

output) descr!blng this !unction table 

I>UfES/ 

'" " lcast t~·o points (i.e., 2 pairs: f(t 1 l,t 1 ) mus\ be 
speclfled for each tl"'" !unctlon, 1..<>55 !han t><o points 
~ould preclud., Hn.,ar int.,rpolaÚon in lh<> lable for !(t). 

(2) The t;Cale faHor "sFTR"' >S used to .-.ultiply !unction 
~olue~ only; 1.e., Input time value~ ore not chant~d. lf 
the scole helor is omitt .. d, SnR ts re-•et by the pro~ram 
to "1.0'" thereby l"avtng >nput funcUon ~olues unchonged. 

VII,l3 
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VIl. 0\'NAMIC RESPONSE ANALYSES 

90 
B. RESPONSE HlSTORY ANALYSJS (~<mttnued) 

5. 'Time i'U'!Ctlon De!lnitton Cards (continued) 

b, cord(s) 2 (12f'!>.O) 

notes columns ''~rleble entry 

"' ' ' T (1) Time values •• polnt ' ' ,, ' " F(l) Funct Ion valuc " polnt ' ' ((tl) 

" " T(ll) Ti m~ value " polnt '· ,, " " 1'(2) f\mction value " potnt '· 1 (12) 
etc. el e • 

' 
NOTI:S/. . . : .. 

(1) Jnput as many catd (s) 2 as are n-<;¡ulred to define 
·"NLP" pat.-• of"t¡,f(t 1). stll (6) patrS per'-canl. ·· 
pa1r5 mus! be input In order of ascendln11: tille value. 
Time &t-point one must be ~ero, and care rnust be taken 

- to eosure thn the highest (hsÚ tnput ttoi., value 
(th~l ts at least~equal to !he value of time at the 

end of solutlon; !.e., the tl10e span for all fun<:ttons 
mus!· cOver the solutton tiO'e perlod oth.,,....he the 
1nterpolotion for function values wtll foil. l'or 

' 

the case ot non-zero arrlval times assoclated With 
a piirtlcular f<Jnction, the 
re!crence (''tA"• soy) plus 
t>m~- (''t¡,'U'"J,.ust at l .. ost 
.. nd of the 9olut 1on perlod 

~A ~ · 1NLP ~ 1U•1l 

Vll,l4 

ahortest ·arrlval 'tir.le 
(+) the last functlon 
equal the tlm .. a_t the 
Ctnro. s~y); Le., 

. ,. : . ... 
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VI l. Dl'l\AMIC ASALYSES (conhnucd) 

'· l!ESPO:SSE !IISTORr A:;.~<L\'SJS {contlnupd) 91 
6, Output Dc!!n>tion Cards 

To rninhoi:z.e the arnount O! output ~hich •ould be 

produ<:ed by the prognm >1 all displaCe¡oents, stresses, etc_ 
~ere printed, output rcquests for spec1fic components r.mst be 

~hen In this sect;:on. T>rr-e h!stodes for selected cor.ponents 
appear 10 tobles; the solution step output printin¡: inten•al 

is spcci!ied as ''¡;QT" ··hich is glvcn ln ce 21-25 o! th<> Control 
Card {SccUon \'ll.B,l, abo,•e). 

notes 

"' 

"' 

a. dlsplace~tent output re<¡uests 

columns 

) - , 

6 - lO 

_(1) control card (215) 

"'" 

entry 

Output 
EQ. 1 ; 
EQ .2; 

type indicator; 
pnnt histories and rooxil'a 
printe·r plot histodes and 
reco,•ery o! ll:BXima 

<:Q,3¡ recuver rr-axima onl}' 
Pnnter plot spOC>ng >ndicator 

NOTES/ 

(l) The type o! output lo be produced by the progra:o 
applies to oll dlsphce,..,nt requests, ).."KK.EQ.O 
>s tllegol. 

(2) "'¡sp'" controls the vertical (dov.-n the pagel spacing 

for printer plots. O~tput po1nts are.printed on 
every (JSP+l)th line. The horizontal (across the 

p8ge) Wldth of printer plots ls a constont ten (lO) 
inches (lOO prlnt posltlon~}. !SP is used only 1f 

I(KJ(,[Q.2. 

• 

\"JI.l5 
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VII, DYiiAMJC ANALYSES (cont!nucd) 

'· I!ESPONSE HISTORY AM!.YSIS (~ont:lnu.,d) 

6. Output Dcflnition Cards 

a, displacement output requests (cont:lnued) 

not.,s columns variable ~ntry 

"' ' - ' N<>de nu1:1btlr 
GE.l and LE.tiU:.\liP 
I:Q.O h~t CM Td only 

' " IC (l) !JI spl acemen t component, reQUe&t ' n " IC (2) Displacement componen\, requeat , 
" " lC (3) Displacement component, request ' " " IC (4) Displace-n! component, reQuest • 
" " IC (5) Dl spl acemen t "omponent, request ' " " IC (6) O> spl oc"'""" t COO'.ponent, request ' Gl:. 1 '"' "·' r:~.o t"rnlnaiO'l< n•Qu<'sts fo~ 1 he nod .. 

l'OTES/ 

(1) Only th.ose nodes at ~·luch OU!)>Ut !s to be produced 
(or at Whict> 10u!raa •r<> to be deter,.ined) are entered 
'" thu sect>on. Cards must be Input In ascend>ng 
node nu,.ber order. };ode numbers ftiRY not b<! rep<!&led, 
Thís s"ctlon must be lcn>ínatcd "ith a blank"canl •• 

{2) Displ&CCIO~nt cooponent re<¡uests ("¡e'") range :roJa 1 to·6, 
where l•IIX,2cer,3•6Z,4~(X,~"'~Y,6•~2. The f>rat zero (or 
blank) encountered while ntadinK IC(l),lC(.2), ••• ,IC(6) 
ter0linate5. infon~~Uion for the can!. Dtsplace.,ent 
co01ponents at a node 10ay be re<¡Uested in an"y onler, As 
an exaOlple, suppose that 6Y, ~X and ~Z are"to be output at 
node J4; the card col!ld be "rltten as /34,2,4,6,0/, or 
/34 ,6 ,4 ,2 ,0/, etc. but only Jour (4) fteld5 "ould ha~e 
non-zero cntrie5· 

VIJ.l6 
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VIl. PYMMJC AML\'Sf~ (contJnued) 

notes 

'" 

¡.;on:s/ 

HESPONSE HISTORY AMLYSJS {contlnued} 93 

6, Output D<:>flnltion Cords 

b. elernent stress co10ponent output rN¡ucsts 

col urnns 

6 - 10 

(l) control canl (215) 

\'arlable cntry 

Output type indicator; 
EQ,l; pnnt histories and lt.ax;,.a 

EQ.2; 

EQ.J; 

prlnter ¡Jlot of ~istones 
and reco,•ery of 10axirna 
r"cover muirna only 

Plot ~p.c·in~ lndicator 

(l) s.,c Sect:ion \'li.II.G.a.(l), above, 

Re<¡ucsl~ ~re ¡;rouped by c•lcmcnl type; 
":;tLTYP" ¡;roups "'ust l>c tnptn. A ¡;roup cuns>sts of a senes of 
,.).,rnc•nt ~trcss co,ponent rcqucst can;!s \"rr.tlnatcd by a blank carn. 
~]<·,-.ent number r<'lc•n•ne<•s ~Hhin an element I}'P<' (TRUSS, sa¡•) 
~roupln~ mus\ be in as<'cndtn~ ordcr. Ei<"ment nu,.ber rc!crences roay 
be O"'lll<•d but not rep• at<'d. Thc procra:o proc~sse~ c•lerncnt groups 
jn thc s•rne order as oric>nally lnput 1n lhO' Elt·rr.ent Dat• (Se<:tlon J\', 
abOVO'). l! no maput ls to be producO'd for on elernent type, lhO'n >npl.O! 

""" blank ••m '"' 
notes ~olurnns 

"' ) - ' 

'" ' ;o 

" 
) ,, 

" - " 

lts ¡;roup. 

variable 

m 

1 S (l ) 

!S(;,) 

!S02l 

ent ry 

Eletn('n\ nu!f.ber 
GE.l 
LQ.O; 'lo•t cord >n' tht• pcup n~.;,

~tress <oropon••nt numlH•r !or O'"tp~:. 
,.,qucs\ l 

St re·•~ r<>'"P""''"' nul".bt·r for <>~1 f "' 
rt·~u~~t ~ 

Stress emrp<>n••nt nur.~t·r lor out ¡o·\, 
r~quest 12 

• 

\'11,)7 



Vil, DYMMIC AMI.YS!:S (c<>nttnu,.d) 

"· RESPONSE HISTORY AMLYSJS (continu~d) 
94 

6. OUt pul lluftnit ton Cnrds 

b. t•lumcnl s\re~• ,-ornpont•nt ""\pul n.-<¡ucsts 

(2) n•qucst <:~.-..Js (continn<•d) 

~on:s/ 

(l) Tc•n:o>nato: cach dt!h•ro•nt .,J.,...,nl output ~roup (q•p<•) 

"'Hh a blank card. t;~,_,,..,nt~ ~ithin • ~roup r:mst b" 
in el<·m.,nt nu¡nb.,r Ol'dcr (a~cendin¡;); elc!>cnt nu,.ber 
rc•petitions "are lllegal. 

(2) -Th.,·f>r;t ?.cro (or bl~nh) l'cquest·,ncullO\Cr<"d "'hile 
r·cnd;n¡: lS!l), 15(2),.,,, IS(l~) t"rM>n~\cs infur-

m~lion /tor lht• ''"'"· 
t"<>!Tlpnl\<'nh "·'Y ht· ouqnot ltor any ~'""·o{ !he c•lt•mcnls. 
ToLle \"11.1 l>~ls \11" stn·s~ ~omJ•<>nent llUmb<'rs and 
~orn•sp.mdt n¡; de~< rlpt lt>n~ for 1 ¡,,, var>ous elcment 
IYP'-'S. Sume eh-mcnt t~'p<'S (TRUSS, lor t!>.omplc) have 
r .... ~·,·r \han 12 cnmponPn\5 dc•f>n<•d; only \he• ~tr.,~s 
<"Ump<>nc-nt numb~r~ Ustud 1n Tobl" l'll.l an• l<•sal 
,.., J e r~·n ~e· s. 

(I'JJY1i.LQ.2 or liO\');.LQ.·!l 

\'ll.lR 
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TABLl: Vil. l 

95 

"'AXJ'\U'I sruss 
rL~M['H NUI',qfR. oc ((l-',DQ"J~IH OUT PLIT 
lYPF (O"PDN'ONTS NUMBER S Y>\BOL e E ' e ' ' e ' ' e ' 
' . TR~SS ' " ' " ( P / A AXIAL STRESS 

' " " AXIAL FOR~f 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

2 • llf/1'1 ! 1 z J ' " 1 P H 11 ' !-FORCE "' E "lO ' ' " e vzc 1 1 ' 2-SHEI.dl. " E 'lO ' ' " 1\13111 ' 3-SHEA'I. " E< e ' ' " IT!Ill ' )-TOROJ~ " '"' ' ' " (fo\2:111 ' ~-~OMNT " END ' ' " ¡,.)(]) ' 3-'IOI'IENT " '" ' 
" IPIIJI ' !-fORCE " '" ' . ' IVZIJI ' 2-SHEAR "' '" ' ' " I\13!JI ' 3-SHEAR " E "'O ' 1 l o ) IT!IJI ' 1-TOROUE " "' ' ltl) I'12:1JI ' 2-"'Q'IE"ll " EN:> ' 11 n 1"13(J) 3-'10/-I~NT " ENO ' 

• • • • • • • • • • • • -. • • • • • • • • • • 

). PtAN~-
Sl'<F~S/ 

~LANE-· 

~IR.!. PI 

'· ~XISY"'- 1 20 1 ' " r 11 -so ) . V- STRESS·AT'POJNT- e 
"1~ Hl l [ ' " 122-SO ' u- STRESS " POINT o 

' " 133-SO ' 
,_ 

STPE SS " PO]NT o 

' " 112-SO ' UV-STRESS " PO l'H o 

' " !11-Sl 
,_ SIR ESS " POINT ' ' " 122-Si u- STRE'SS " PD!NT ' ' " IJJ-Sl 
,_ 

ST~ESS " POI NT ' ' " 112-SI UV-STRESS " PQINT ' • 

' " lll-S2 ' 
,_ 

STRESS " POI NI ' 1101 122-52 ' u- SHES~ " POI NI 2 
1 l 1 l 1 33- S2 ' 

,_ 
STIIESS " PQJ'Ol 2 

1 1 2 1 ll2-S2 ) UV-STRESS " P0Jt>I 2 

. 11) 1 lll-S3 ' 
,_ 

SlRESS " POI"'T ' 1 1 4 1 122-S3 ' u- STRESS " POI'il 3 

1 l "> 1 1 J3- S3 ) 
,_ 

STRESS " PQJNI ' (1 ~ 1 112-B ' UV-STP.ESS " POI NT ' 
VlJ.l9 
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"'U::I 'I'.J~ ST!l.f!.) 

1 
Hf'IF"'T III'J"'<!~~ oc Cr:JMPI)'.i~'ll 0 1Jl P:,JT 

' 
T yp~ -(f1"1"~NIO:'IlS N•J"'B>.R SY"''l•)L ' E ' ' ' l ' ' l o ' 

1!11 " -$4 ' 
,_ 

STRESS " POINT ' 1 1 ~ 1 ' ,, -" ' u- STRESS " P!JJNT ' 11 o 1 >T -" ' T- STRESS " POINT ' 1201 (:,JV-$4 ' VV-Sl'IESS " PQINT ' 
o • < • • < • • • ' • • ' ' ' • ' • ' ' ' ' ' 
' ~IG'll ( 1 l 1 

l ' 
IXX-SLJI XX-STRESS " LDCATION l 

'IDO E ' " IYV-Sll 1 YY-STRESS " LOCATIJ'l l 
'3"1('< l " llZ-SLll Zl-STRESS " LOCAll !:}N l 

' " 1n-s~1J n-ST!l.ESS " LOCArtON l 
l ". IYZ-Sll l Yl-STRESS " LQ[AT ION l 

" IZX-Slll ZX-STR.ESS " LOCA T 1 ON l 

' " 1 X~-SL21 XX-STR<;SS " LOCATHJN 2 

' " IYY-SL21 YY-STRESS " LO(!. TI O"' 2 
l " 1Zl-SL21 ll-STRESS " LOCAl ION 2 
1 11) 1 IXY-SL2) XY-Sf'I.ESS " LCICATIUN 2 
( ¡ 1 l 1Yl-SL2l Yl-STRESS " LOCATION 2 
( 1 2 ) IU-SL21 lX-STRESS " LOCATIUN 2 

• , • • • , 
' • ' , • • ' 

, • • • • • • • • • 

'· "LAT~/ " " (XX-~/Rl XX-STRESS RESUL TA"'T 
)HfLL " IYY-Snl.l YV-STI<fSS ~ES\Jl H•;T 

" IXY-S/Rl XV-STRESS RESUL TII.NT 

' " 1 XX-"-1~ l ·XX-MO"'E~T i>fSULTII.Nf 

' " 1 YY-M!II.) YY-"'OM~)Jl W.ESULTIINT 

" ~~Y-'1!;:!.) XY-".GI-IENT llESULTANT 

' o < • • • , • • • • • • • • • • • ' • • • • 

'· "'r'iJN- ' " l " ~~DRY-rl l!OUNDARY ~O'tCE 
")!,<¡y l " (fi')RY-M) dOUNDAilY "'Cl-'IPH 

• • • • • • , • • • ' • • • • • • • • • • • • 
• THJCK l " lSXX lOll x:o;,-51 R. ESS " CE"'TR.DID '" SHELl 14.2/ 

' " C~YYCOII YY-STIIESS " CENTiiOI;) 1 o' AND ' " ISUIOJI E-SI RE SS ., CENTRO ID 
' o ' 3-DJM. ' " IS:J;YIDll :o;y_:..STIIE~S " CE~H:JID "' ' " CSYZCO!l Yl-STPESS " CENT~DID IOl 

l ., ISl:o;COI l U-5T'I.E5S " CENTIIOIO "' 
" !S~XClll :o;x-Sli<ESS " CENTEII. oc f' AC E l 

Yll.20 



'-IAXI~'J'-1 STRESS 97 
ELE'IENT NU~BEII. " CO'IPO'lENT OUTPUT 
TYP~ ([1'1Pfl'lENTS f.UMBfR SYMBOL o ' S e ' 1 ' 1 1 o ' 

1 SI !SYYII!I YY-SHI.~SS '' CENTER " FACE 1 
1 q ISZZUII U-STRESS " CENTER " FAC E 1 
( 1 o 1 (SXY(lll XY-STR~SS " CF.'-!1 ER '" rACE 1 
1 1 1 l !SYZl)JJ Yl-STRESS " CENTEII. "' F ACE l 
1 l 2 1 !SlX!lll U-STRESS " CENTER m FAC~ l 

(u) ISXXIlll XX-STRESS " CEt-.:HR " FACf 2 
( 1 4 1 ISYYI21l YY-ST<tfSS " CEt-.:Tf't " FA(.( 2 
( l 5 ) l~lll71 1 ll-S1'11'S~ " CEIITER 0' r AC.f 2 
( l b 1 tSXY(211 XY-SJRESS " C~t•JiR " FACf 2 
( 1 7 1 ISYlPI 1 Yl-~TRFSS " C~NT ER " F.I.Cl 2 
( l '1 l !SlX(2))'D-STRESS " CE'ITEII o> F ACE 2 

1 1 <> 1 tSXXI3ll X X- STRESS " CE'ITEII " .CACE 3 
1201 ISYY13ll vv-sr;:¡_ess " CEtHER 0' FA(~ 3 
1 2 1 J 1Slll31l ll-STR.ESS " CE N TER " FACE 3 
( 2 2 ) ISXYI3ll XY-SIRE SS " CE'ITE;!.· " i'ACE 3' 
( 231 ISYZI3ll Yl-STR~SS " CENTEt< " F ACE 3 
1 2 4) ISZXI)ll lX-STRESS " C <;N TE 'l. " F ACE 3 

1 2 5 l ISXX(4Il ü-STRESS " CE"'l fl( " FAC f ' 1 lb 1 ISYY(4Jl ·YY-ST<t.ESS " C~!IITE'I. 0' F ~Cf ' 12 7 1 ISZZI<.ll ll-STRESS " CE"'TER. " FACE ' 1 2 ~ 1 ISXYI411 n-STRESS " CE"' ~R "' F .'.CE ' t 2 " 1 ISYlC<.JI Yl-STRESS " CE t.. Hilo " ~a ce ' 1301 1"-HI41l lX-STRESS " c:'ITEi< " FACf ' 
{ 31 1 ISU(5}) XX-STRESS " CEt.l E~ " FACf ' 1321 (<;YYI5ll YY-STRESS " e EI.T e~ " F AC:l S 
133 1 IS11151l U-STR::SS " C~NHI! " f:.(( ' e 34 1 tSXYISII XY-STR~SS " ct 'IT ER " F ~CE ; 
()5 l ISYll51l Vl-STRESS " C~ t:T E~ " F ACE S 
1 30 1 ISZX!Sll ZX-STRCSS " CENT E~ úC F.'.Cí: ' 
l 3 7 1 (\XX!f,)) n-STRESS " cunE;~. QF.~~ct ' C V~ l C\YVIól l YY-<;TRtSS " C.::NH"t 0' FA( E ' 1 3" l 1 Sll ((,¡ l n-scq:ss " e t tn ¡ ;¡_ " r ~e t ' [401 CSXY!t.ll XY-SlRO~~ " Cf';E~ " F HE ' ( 4 1 ) 1\VZibll YZ-5T'l0SS " CEt;TEé; " F A ( ( ' 1 4 2 l ISlXI&II lX-SHI.E5S " Cf-.H'l "' FA( E ' • 

VJJ.Zl 
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'· 

a. 

• 
• 

• • • 
PIPf. 

TA"'Gf'lll 

e~tm 

• • • 
• • • 

• • • 

1 l z l 

u 11 t .• 

• • • 
• • • 

• • • • • • 

1 11 (PX{ 11 

1 21 IVVII) 
1 31 lVZ[l) 
1 " ITXIJI 
1 " IMY(I) 
1 " ("'llll 

1 " IPXIJI 
1 " IVY(J) 
1 '1 IVZIJJ 
11 o 1 n x e J' 

.. 1 11 1. l."'Y( JI 
1 1 2 ) . PH 1 J l 

1 11 IPXIII 
1 " ' IVY!Il 
1 31 -_¡yz¡¡¡ 
1 " ITXI () 
1 " (f.'Ylll. 
1 " t MZ 1 1 1 

1 " IPXICI 
1 " 1 vn e 1 
1 91 IVZICJ· 
( l o 1 (T),([) 

1 1 1 1 (Jo',Y[[) 

llZI IIHICJ 

113 1 IPXIJJ 
(ll,) IVYIJI 
1 1 5 1 . IVltJJ 
t H>l !TXIJI 
( 171 l"'Y(J) 
1 l ~ 1 t ,.._z t J 1 

• • • • • • 
• • • • • • 

Vll.22 
' . 

• • ,9~ • • • • • • 
... 

1 X-FORCE " END 1 
1 Y:_SHEA;l, " '" 1 
1 Z-SHEAR " '"' 1 
1 X-TOROUE " '" 1 
1 Y-"'OME"'T " '"' 1 
1 Z-•W"'ENT " E t.1 O 1 

1 X-FORCE " ENO " 1 Y-SHfAR " '"' J 
1 Z-SHf AR " ENO " 1 X:_TO'IOUE " EN!) J 
1 Y-"'OMENT " '"' J 
1 zo."'QMt.¡T " '" " 
1 :..-FORCE " '"' 1 
J' Y-SHEAR " '"' 1 
1 Z-SHf AR " '"' 1 
1 X-TOROUE " '" 1 
1 Y-"',OMENT " ENO 1 
)· Z-MOMENI " ENO 1 

1 X-FORCE " CENTER OE . ARC 
1 Y-SHEAR " CE N TER OE "' 1 z:_S-HE AR " CENTfil. "' t..RC -
1 X-TC'ROUE " CENT ER OE "' 1 Y-MOMEIIIT " CENHR OE "' 1 l-Jo'QMENT " CENT ER OE "' 
1 X-FORCE " ENO J 
1 Y-$HE Al!. " '" J 
1 Z-SHEn.~ " ENO " 1 X-TOROUE " ENO " Y-''ID"-ENT " E 1\Ll " Z-MOMENT " EN;) " 
• • • • • • • • • • 
• • • • • • • • • • 
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VIl. Dr.-IAMlC ANALYSES (contlnucd) 

RESPO!iSE: SPECTH\,11 ANALYSIS (liDYN.EQ.3) 99 
. This option combinos all (Nfl 'mode Shapes and frequencJes 

compute<! during !he <>igenvalue solution (Sectlon \'ll.A} lo calculate 
R.li..S. stresses/de!lections dueto nn Input d!splace ... ent (or accelera
tion) spectrum. The >nput spectru~n :ls appl1ed 1n varylng propor-tions 
in the global X,Y,Z diTections, f'or the cas" o! a non-::<er-o cut-off 

frequency "cor<f' (Scction \'ll.A), only those modes "hose freqm-nch's 

are less \!un CüfQ "lll ''" cor.blned Jn the R.lo!.S. onol~·sis. 

l. Control C•rn 

nol<!s col m::ns ''arhble 

"' ) JO "' )) " IT , 
" " 

"' " " '" 

{3r10.0,J5) 

Factor for X•dJ,....ctlon 
F•ctor lor Y-direction 
ractor 
EQ .O: 

ror Z-direction 
not actin¡: 

:input 

input 
input 

Input 
EQ.O; 
f.Q.l; 

~pcctrurr. type; 
displac~mcnt vs. 
acceleration vs. 

perlod 
penod 

liOTES/ 

(l) All three (3) dlre~tion toctors moy be non-:>cro In 

~hich case the cnlries represent thc X,Y,Z componenb 
of the >nput dlr~ctton vector. 

(2) "lsT" deHnes \he lype of sp.,ctrum labl" lo be >nput 
immed>ately follo~lnc. Thc spectrol dlsph<:f'ments 
('s

0
"¡ and sccclcrotlons ('s1 ") •re as5umcd to be 

relatcd as rollo~·s: 5 8 • (4,2r 2 ) CS0 ). 

• 

\'1].23 

• 
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VIl. DYMMIC ANALYSES {continu.,d) 

'· 

nol<'s 

notes 

"' "' 
l'OTES/ 

'" 

"' 

RF.:SPONSE SPECTRLilll AMLYS!S (cont )11ll<'d) 
lO U 

2. Spectrum Csrds 

a. headin¡; caJ"d 

co1umns variable 

1 - 72 1([!1(12) 

. '. control card 

colul!lns variable 

' - ' NPTS 

6 - 15 

'· 
e o 1 "''"' s var>obl•• 

{l2A6l 

ent ry 

ll<·~d>n!': ,nrormat>on uscd to lab< 1 
<he spcctrum table 

(15,Fl0.0} 

entry 

Nul!lber of dcflnit>on po1nts jn !he 
spectru11> ·tabb; 
GE.2 
Scale factor uscd to •dJUSt the 
d>splace,.ent (or accelerat!onl 
ord1natcs in thc spectru10 tabi.. 
EQ.l.D; 

(2f\0.0) 

Pcr>od (rcC>procol ot fn•quency) 

• 

' " 
w 

" 
T 

' l'~lue of d>sphCe,.rnl (or acccleratlon 
H l5T.tQ.l) 

Input one dellnition point per cu·<l; "Nns" coJ"ds 
arl' rl'<¡Ulred in th1s sect1on. 
>n ~~cend1ng value of period. 

" .. S 1s >nlerpretcd to be a 
if "1sT" •r.s ;input as :tero. 
ls an act·elerat>on value. 

!:!m lJF LlATA CASE 1!<['\IT 

• 

Vll.2<1 

Cards <>Usl be arranged 

d>splacet>ent Quantity 
ror JST.EQ.l, "s" 



101 
APPL~OIX A COSTJtOL t"AJU>S AliU Uf:CK S!:T-UJ> f'Ol! Ul'MMJC ASAJ.y~JS m:-STAI!f 

Tlot• rus-pos" of lhh ~p¡ocn<l>x- '" \<> d,•,wrlbe th" procedo re 
(jn<:lud:in¡; control "ards and dt·C~ S<'l-up) n•quir<'d fui- pro¡:rar.~ n•
Hart fnll<w>n¡; an ci¡;cnvahw/c•>¡:envcetor cxtr~cl>on anal¡•sls, The 

re-star\ opt>on has l>~"" includ<!d in \he pro¡;ram in arder to r.>ake 
a r<'peatrd f<>rc<'d rcspon~c or •r••ctrum aMlysis po5s\lll<' ~llhout 
solnn¡: <>ach tlm<! for \he rcqu>red ••i&cnsystcm. For "'rdiu<D-IO-laro:e 
sh<' ,..udels, vi¡:cn\'aluc solutlon rS <¡ultc costly ~hen cu,.,parcd to "loe 

forccd respousc calculations; homcc, c•ccssi''" cnsts moy he >ncurr.•d 

>f tbc <:nlir" job has tu be rc-run duc lo '"'prnp<>r fipcc>ficatlOn of 
fur<"in¡; functions or input :;peCirR, inndr•quatc T<''IU"sts, 
sr..all moolt'l~ (l.,~~ th•n lOO nodcro, say) ihc extra elfort 

!or r"-slnl·\ is norrnally nnt just!!i~d. 

"te, for 
n·qu¡ red 

A com¡>lcte d)·narni<" analys>s ut1HdnH 11>t• T<·-~lart !ü~lurc 

requ>re» that \be joiJ b" nm, in two (2) ~~~p~: 

JOB(l): 

JOBS (n 

Ei~enl'nlu<l e~lrertiun ~olutinn only, u!t<>r ~hlcl> 

J>rog,·•m ti les TAPEl, TAPJ-:2 ,TAP!;7, TAPE8, ond TAPE9 
are 5aVed un \he r~-~larl tope. 

11<--inst•l<•men\ nf pr<>~>·am files 1'APEl,'JAPE2,TAP!'7,TAPEB, 

Al'\d TAPE9 !ru"' tlw re-~Ul't \Op<' Jolln~ed IJy " l!yn•rn>c 
lit'-'P""'P ¡\nol_l';!> (NLJY~.EQ.-2) or ~ l!e~pons<> Spt•ctru"- Anal)'SlS 
(:iti\'N.f:Q,-3). 

For a ~iven rnudd, lht• f!nt job (JO!l(l)} ~·rcat>ng the r<>-stao'\ 

t•r<> '' run nnly ""~"- 'J'ht• ><·-st•rt Up~ thcn n>ntolns ~ll the 
iHl11•l '"f'"-"'~11nn ~··GHlJo'tl tly \he pr-o~r~rn ~~ thc ho•~<>nnln¡: of a 
~-oJ'<"•·tl T<"-'•J><>n."' :m:<ly.,J~. Mun· than on" ~c><·ond .i<>l> (.JOilS{Z)] rnn¡· b<• 
run uqn~ \Jo,. ,,--,t:ort '·'!"'Jos ¡nltlnl inp\11; l.<•., \he rc-»l;,r\ 

'"J"-' ¡~ ""t <l<•strnye~. 

üontrnl <"1<T<I~ ¡ond <l<·<'k s<•l-up !ur <'~<tCI<Il<>n on the CIJC 6100 
c<>n:rutcr ni oho· I.Jnlv"r~JI)' nf t.>ll!urnl~, ]Wr~<·lo•y ure ¡.;lvo·n hd<>~: 

• 

• 

,_, 



JOI\(l)- EIGl:~"\'AI.UE SOLtrrlo:;,'HE-S1ART TAPI:: CJU::AT!Ol; 
102 

~·on:s.' 

Notes Can! Dcck 

' . . . ' 

m 

'" (J) 

Job numbcr, 1, 200, l200o0,300. us~·~- NalOe 

,, ) 
REQUEST, TPl,!. Recl 
CÓPHIF. Tl'l,SAN 
¡,-:;L~D, TPl ·-

LC.Ó, SAf4 

No., Tape .u~.-r ¡;,me . . 

llf:\1' 1 NO, T..l Ñ;l , T.'. J>E2 .'TAPt:7 , TA J>EB , TA Pl:!l 

'" lll:QIIEST,I!l::STAirT,I. llt!.,] /lu., "fap<" tbcr /la'""• . ¡ COPYitf, TIIPI-: 1_, W:S1 ,\ lrT 
rúp\'UI- , TA Pf.l , IU:STA l;f 

(6) <"Ol'Yllr,TAPP,!U;:;,-Aitf 
CÓPl'HF, TAPI-:~ , l!l:SH lrr 
CÓP\'IH', TAPE!I, RESTA liT 

(1} 7-H-9 

PflOIIU~l DATA DEC~: 
l.. I!EADINC CA/ID 
11. )~\STf.R COiiTROL CARU ~>ti> 

(!.1.-.F.Q:U) 
(:;F. GJ::.l) 
(lil!\'li ,;;Q. J) 

. (.'.!Ol!EX • lll • o) 
JIJ. JOlliT-DATA 
1\'. f.U\\fXI' JIATA 
\' CONCnTHIIHll MASS llAT/1. 
V]. ~1.1~\lf:I'T ],01\IJ MU!.TIP],Jl:l~ 

\'J l '.·- 11\'W\)11(' 'IINAI.~'SIS 
" . ' A.~ . Muoio•, Sb,·p¿,~ ~nd 1 .-~<!"~'"' ,,.,, 

hb><h ,.,,.¡. 
' l,l;o"k ''"t'<l 

(H) 6-7-11-9 

OlTPl> 

(ll T!w JO!> control ~un! o•ram<:\~·r~ are d••f>no·d "~ follo,.;: 

"1" "' !'umb~r o! t•pc driv~s r"quued ~or \he_ J<>b. 
''200" r CPl' t1,.._. l11'1it (in oct~l ~··~onds). 
"120000" ~ c.,n,ral m~,.,.-y fteld lrn~th {>n oetal). 
"Joo" " ra~r l!>Olt ror prlnOng. 

(2) T~P<" •·•mla>njn.: l>lnor¡· ,.,.,.~,,,u[ pm¡:1·nm (lPI) '" r•·<¡uc·~te.!, 

(;l) !l>n~ry ,.,.,.~,;,, ul lhc• pl'oo¡::r;,m )~ ""Pl•-.l unln" d1~k f>l•· (S·'P1). 
(1) l'>'<>)OO'~m •~ ¡,,,,,,.,¡ ,.,,¡ ,.,,., . .,,,.,, ~~ ln>t>nt••tl. 

!~•) A 1>1~•·~ \~¡~· (nt.:nAm) '"' n·<¡m·~t•·<i. 

(li) Thc· ''""'''"'~uf <los~ 11lo•" TArtl,TAf'J,;:!, <'lt·. are• t'u¡•H·d "n\u 
\~p<· lll:ST A Jrr. 

"' t;u<l- O 1- r<:<'u o·¡J c~rd: 7 , H , !1 pun~hcd '" t•ul uouo L 

"' lnd-nf-f>),. t·~rd: 6,7,H,!I punched '" ,.,¡,,._., >. 

,_, 

' 



• 

103 
JOB (2) - RE-STAI!T I"OR ¡ti;Sí'üNSE HJSTORY AliALYSIS {.~ll\'N.fQ.-2) 

or HtS!'Il~Sf. SPECTRliM AliALYSJS (~"llYN.EQ.-3) 

'" 

'" 

I>OTI:S/ 

Job nmr.b~r, 1,200,120000,300. Us~r liarne 

ru;QUt;ST. RESTA liT, 1. R<>el J;o., Uscr !>'ame 
COPYilF, fU: STA JfT, 'I"APEl 
COPYBF, RESTAI!T, TAPE2 
Cr\PYBT, RESTART, TA PE7 

CÜPYBf, RESTART, TAPES 
COPi'BF, Ht:STA RT, TAPE9 

REW !liD, TAP[l , TAPU, TAI'E7, TAPES, TAP/;9 
VI' LO:~ !J , HES TA liT 

1 

~.EQU!.ST, TPl , l. RPcl K o, , U be r """'" 
C(jp YBf, TP l , SA !'4 
LG!l, SAN 
7-8-9 

PROBLDI DATA DECK 

l. Hf.ADII'iG CARD 
11. ~~SH:R CO:-'TROL CARD ~lth 

(LI.,EQ.O} 

Vll. 

blank card 
bhnl< can:! 

6-T-8-9 

c~·r.GE.ll 

(liDYN.f.Q.-2 or -3) 
(MODEX.EQ.O) 
PY:iAMJC ANALYSIS 
l!. Dynamic Respons" Annlys1s (.~OY~.EQ.-2) 

C. Response Spectrum Analy5is {h1JYI'i.EQ.-3) 

(1) The dj~k 1ile~ TAPE) ,TAPE2, etc. ¡¡re rc-o-r .. otcd U~ln~ th<' 

lnform•11on s.o.ved on tape RESTORE. 

(2) Th<' lnnary v~rs1on of thc pro¡;rarr. lS a¡;~w obUln~d frorc 
tapeTPl. 

{3) 1ior.,•lly, the numb<'r o{ /rN¡uen~lf'5 ('':;r") en1cr<'~ oH the 

l'ASTEH C"O.~THOL CARD lor o Te-star! ca~<' ho~ lh<' ~"'"'" nlue 
.o.~-~~ ~~cOlad <•ad!rr ~hPn the n~<-nvolur problrr. •.o.s 
~uh·o·d ln JUnO). !J .o. v.o.lu•· Jor the ru\-olf lr.·qu<·~n· 

("C"OFQ") ••·' rntrr••d on thr "llod<· Shap<·~ •nd '"''l"'""n;., 
C<>ntr<ol Cnn1 lln JOU(l)) nnd thc pro¡;f""" <">lr .. no·d lo·•<"r 

thon .. _,, .. !ro·Qurnrl<·s {dg••m•al~.>t·s), lho•n only the anual 

nurbt·r oJ •·>p·m·olu<•& cotoputt·d by thr prnru~: '" JOB!l) 
~~ spt·Clfl~d Jor "~r In thl~ n-stQrl nJfl. 

,_, 



APPESDJX B: COJ>TROL CARDS A~lJ DEC~ SET-CP f'OR USE OF STARTJI'G 104 
lTEilATIOS HCTO!IS 

In th" dynarnlc analy>-is of hr~··-<•r-der syst,.rns, th .. solut>on o! 

the r~quireQ <'igensysteu: 15 norrnolly lhe most exp~nsiv,. phasc. The 
opl>on descr-tb..-.:1 in this app~ndn d~1:10nstrates ho~· 1t lS possible lo 

use l'F(S prenously calculated eig~n•·alues and v~ctors "'hen the solu
I>On for l'f 2 !'f'C5 <'igen••alu"s and e!r,<•nv<·Ciors is r"quired, 

Assur:~c that 1n Job(l), !he H>lu\Jon for Nt'{'l ei~ent•alues and 
<ngenvectors "·as perforrned, Al th~ <•nd ol th>s ;ob, TAPE2 and TAPO 
rnust have been saved on a pllys><:Ml tapo•, sa~ "EU:START". Assurntn~ thot 
tn JOB(2) !he solution ol ~f dgenvolu"~ and e!¡~·_.nvectors is reQu>red, 
then prior to !he <'~ecut>on uf th>~ JOb, tape RESTAJIT needs lo be 
copied onto TAPElO. 

lhls pro<'<"dure ~a~ P<Hformed ~Jt)> \he !ollu>ln~ control card5 
on th.-. COC 6400 of the Univer'sity of California Bl ller~eley: 

JOII(l) SOLUTJOI' FOil ¡¡¡.'{l ElGE~\'ALL'ES/IU:START TAPE CREATJOS 

'" 
'" 

"' 
"' 

¡Job No., 1,200,1~0000, oOO. 
IIEQUEST,TPl,I. l!eel !>o., 
C(JPYOF, TPl , SA.P4 
WOLOAD, TPl 

{ 
IIEQUEST,TAPE2,1'1.1 
IIEQl1EST, TAP[7, J\B 
LGO,SAN 
REW!r.l;l, TAPE2, TAPE7 
KEQUEST, RESTA RT, 1 , Rt•o• l li<>., T~¡>" U ser ~~"'"' Ot!7PI.T 

j COPYIIR, TAPE2, RESTART ,l 
l CCPYBF, TAP<=7, TP3 

7-a-9 

PRODLH\ DATA DECK 
6-7-8-9 

(1) See !'o\ es Cl) - (4) tn Append¡x A. 

{2) TIH• cor::puter u dir.,cted to •rile on dHk 11 h•s 7APE2 
and TAPE7 ln an unblocked for!:'.al, 

{3) A blanl-. t~;>e (RESTART) 1s re~Uf'Sied onto •hlctl the con\cn\s 
ol files TAPE2 and TAPE7 ar,. to b,. writt~n. 

(4) Tlle contents o! files TA?E2 ond TAPE7 •re •ritlcn ·~ onp file 
onto tap.- RESTART. 

,_, 



lOS 
JOI\(2) - SOLlr)'IO~ J-'011 Alll.llTlO/iAJ, l:JGf:lii'AJ.\IES USII<G TIIE lliFüll!.\ATJON 

STOI\t:D O~ TAPt: ''](t-:$TAirl 

'" 

'" 

Card ll<•Ck 

,l<oiJ N<>.,l,~OO,l~!IOllll,roOO, llso•r ~"m" 

¡ IU.GUtsr,ltlSTAI!'J',J, llo•t•l ¡;,.,, Tnp<' U~<·r /i3""" 

IU'lUt:sT, TAl'!-: lO, NU 
1\l-.QUI:ST, T A P~2 , ~ll 
IU:QUr:ST, TAPE7, liB 
COPHIF, )tEST A RT, TAPE 1 O 
L~\.Q.\[1, RESTART 

¡ REWlND, TAPE lO 
REQUEST,TPl, 1. IW~l lio., 
COP'iBF, TPl , SAP4 
I.GO,SAN 
7-8-9 

PROGR.Ul DATA UECK 
6-7-8-9 

(l) TAPEJO (as TAPt:2 and TAPE7 1! tlwy ar<' tu be us"~ for 

(Urlhflr rt•~tarls,) u rcqucstcd to \l<.' Rn unbloc~~d fll<'. 

(;l) Thc t:on!t·nts o! tnpc l!l:STAIIT Aro• c<>ph·d '"'"TAPE! O as 
,.,,. fllr. 

(3) Pro~ram cxccut IOn, 

• 



EERC 67-l 

ITRC 68-1 

E.ERC 68-:2 

E!:RC 68-3 

1 

E::RC 68-5 

EERC 69-1 

E<:RC 69-2 

EERC 69-J 

EERC 69-4 

EERC 69-5 

EMTIIQUAr.E EtlG!Ja:ERli~G R.t::SEIIRCH CEtrrER JU:PORTS 

"Fcasibility Study L.~rgP-Scal., 
J. Penzi.,n, J. G. llouwkJmp, R. 

EJrthquakc SirnulJtor 
W. Clough and D. Rca 

lUt> 

}'acility", by 
1967 (PB 187_ 905) 

"Inclastic Bchilvior of Bc&n-to-Colurm 
Repeatcd loading", by v. V. llcrtcro 

Subasser:-blages Under 
1968 (PB 184 898) 

"A Graphlcal ti~U"'d fc-r solving the ~~~ve llcfleCUon-Rcfra~tic:-. 
Problem". by H. D. McNi ven and Y. Mengi - 1968 (PB 187 943) 

"Dynamic Propc~ics of McKinley School Buildings", by D. Rca, 
J. G. BOU'Wkil"P and R. ~1. C1ough - 1968 (PB 197 !102) 

"Characteristics of Jlock Motions Duriug Eacthquakes", by H. B. Seed, 
I. M. Idriss and F. w. Ki.cfer- 1968 (PB 188 338) 
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• 
Il<STRUCTIVO DEL PROGRAMA PARA ANALIZ.\R 

• 

• ESTRUCTURAS l·lURO-HARCO 

Se describe cómo se preparan los datos que servir~n para el 

an~lisis de estructuras muro-marco mediante el prograna de cornpu-

harS por tarJetas perforadas. 

A. Datos generales del paquete de problemas 

l. Tarjeta titulo (13116). De la col~~na 1 a la 78 se perfvra cual 

quier información alfunumérica que identifique al paquete de 

el n~ero Ce estructuras que se Cesca analizar en una corriCa 



31 - 35 

36 - 40 

41 - 45 

46 50 

No. de nudos restringidos con des-

plaz~ientos prescritos no nulos. 

No. de nudos restringidos con des-

plaz~~ientos prescritos nulos. 

No. de condiciones de carga 

Indicador Ce rigideces de entrepiso. 

Se perforan los valores siguientes 

seg(in el caso. 

-1 se requiere única...~entc el cál-

culo de rigideces de ent~episo : 

O se requiere el cálculo de rigi- : 

deces de. entrepiso y el análisis 

ante cargas externas. 

1 no se requiere el cálcÚlo de ri

gideces de entr.:opisÜ. 

!;>. T<~rjet¡¡~ de matcri.J.les (I5,3PlO.O) 

Habrá t,)ntas tarj<:tas cor.~o tipos de m<~tcrial se especificaron· 

en la instrucción ,¡. En cadu tarjeta se perforará la sigtne!:!_ 

te infonn;;~ci6n. 

Coluumas 

1 5 identificador dol me~tcrial 

6 15 m6dulo do Young 
2 

(ton/m ) 

16 25 • coeficiente do Poisson 

16 35 peso volumétrico (ton/1:13 1 

6. Tarjetas de secciones transvcrs.:llcs (2IS,6F10.0) 

Para identificar 1., sección utiliz.;~dJ.-cn cada b .. rra, se. a.signa 

a· ~sta un número entero cr.~pCz,)ndo por uno, el que se denomina 

idcntific.,dor de la sección y h~brá t~nt3s tarjet3S como ti80~ 



•r. ¡ 

.... 

' 
<!. Tarjeta de problemas (ISJ. Se perfora en las columnas 1 a S, 

el nfimcro de estructuras que se d~sca analizar en una corrida 

del proqrama. 

B. Tarjetas que· definen a una estructura 

El paquete Ce tarjetas para cada problema. queda dete~inado 

por las instrucciones 3 a 30. Se repctir:ín tant.as v"eCes corno ' 

el número Ce problemas especificado en la instrucción 2. 

B.l Tarjetas de Geometrra_y materiales 

3. Tarjeta títttlo (13A6), De las colur.mas 1 a 78 se perfora cual: 

quier información alfanum~rica que identifique a la estructu-

ra q"ue se est(, anulizundo, ···---·---
4. Tarjeta de control (10!5) 

Contiene la siguiente información del muro-marco. 

Columna-'3 

1 

6 

11 

16 

21 

26 

5 

10 

15 ,. 
25 

30 

• 

• 

No, de b<:~rras 

No. de elementos finitos rectangulares 

No. de materiales diferentes 

No. de nudo-'3
1

, incluyendo los apoyos 

No. de tipos de secciones tr;1nsvcrsalcs 

No. asignado al pr~cr punto frontera. 

Cuando los nudos con des?luz~"ientos 

prescritos nulos no intervienen en las. 

ccu~cioncs de equilibrio, se deben de 

numerar al final y h<:~brS que indicar 

· cu<:~l es el primero. Cuando no.sc 

presenta este c~so, sc_deja en blanco. 



•• 

Ce sección se cspccifigucn en 1~ instrucción 4. 

En cada t.lrjcta se pcrfor<Jrá la siguiente infanc.,lci6n 

Columnys 

1 5 identificador de la sección 

6 10 indicador del tipo de sección. El 

valor perforado dependerá del si- · 

guicntc catálogo de secciones trans·· 

versales. 

O Cspccial 

2 T 

J 1 

• Canal 
. . 

5 ángulo 

6 circular 

7 cajón 

8 CÍI"CUL1r hueca 

9 cruz 

10 zeta 

11 H 

La información que se Cebe continuar perforando en la tarjeta 

depender~ del tipo de sección según se indica a continuación: 

Columnas 

11 

21 
" 
JO 

• 

a) sección cspcci;;!l. .Inic;;\dor del tipo 
• 

de sección " O 

• 

2 A área transvcr:s.ll (e:;¡ l 

IZ momento de incrci.J. respecto al 

• • ejez(cm) 



31 - 4.0 

Column<~.s 

11 - 20 

21 30 

Colu:"n<IS 

11 20 

21 - 40 

31 40 

41 50 

• 

ColUI:Jnas 

- 11 20 

21 30 

31 40 
• 

41 - 50 

\ 

" -F<'!Ctor de form"' para ¡, dirección y 

bl Sección ~:ectangular. Indic.:dor del 

sección = l 
y ' 

T - _..,. h 

b {cm) ' -l 
h (cm) b 

<l Sección T. Indicador del tipo 

de sección = 2 " 

b{cm) 

h {cm) 

v (cm) 

t (cm) 

b 
y • ' --'--

1 

' h __ J 
d) Sección I. Indic.;~dor del tipo de 

sección = 3 b 
' " ll 1-T 

'b(cm) ' h 

h{cm) J v (cm) -¡, 1 1 
• 

t(cm) • ' 
el Sección Canal, Indicador del 

tipo de sección = ~. ' . '" -- ' 

T 
y 

~-

J - ~'-

' h. 

J 1 +¡ 
' b 
-~~ ~-



Columnas 

11 - 20 

21 - JO 

J1 - 40 

41 - 50 

Columnas 

11 - 20 

21 - 40 

31 - 40 

41 '50 

Columnas 

11 - 20 

cOtunin"s 

ll 20 

21 - JO 

31 40 

<1 50 

. . 

b (cm) 

h (cm) 

v (cm) 

t (cm) 

• 

f) Sección 5ngulo. Indicador del 

tipo de secci6n : S 

b ' -~ t:===:1P=r' --~-
b(crn) 

h (cm) 
' ---· h 

_J 
-'-4-

v(cm) 

t (cm) 

. g) SccciGn circular. Indicador del 

- ·- --
: ' '' 

tipo do sección o 6 y ,-T / 
,, d 

d {Cm) ' / J . -. --
h) Sección cajón. Indic<~dor del tipo· 

de sección = 7 

1 ( 

b (cm) .L_ 
-~ ' <-

h (cm) 

v {cm) 

t(cm) b 

il Secc'ión circular hucc3. Indicador 

del tipo de sección ~ 8 



Columnas 

11 - 20 

21 - 30 

Columnas 

11 -20 

21 -30 

. 31 - 40 

41 -50 

51- 60 

Colu:nn<~S 

• 
11 20 

21 - 30 

31 - 10 

41 so 

51- 60 

G1 70 

dCcml 

t (cm) 

j) Sección cr:uz. 

de sección = 9 

b (cm) 

h(cm) 1 
v (cm) 

h 

t(cm) 

y 

' --~ 

·--·-

Indicador 

y 

1 

l 
d 

1 
~· 

del tipo 

. 

' ' ' ,. 
' 

c(cm) ' .. b -'J .. 
• .. - . 
k) Sccci6n Zeta. Indicador dol tipo 

do secci6n = 10 

-; ' _,. 
y 

b (cm) 

PJI t h(cml ' 
v(cm) ' h ~ ' - ' - 11 t (cm) 

l c(cm) 

p (cm) 
b 

ll Sección " . Indicador •del tipo do 

sección = 11 . ' . ·-F-+-
! y . V 

. ---- -. . 

T~ 
h} ~;--i~, 

.LL L 
' . b . - --1-----·-"'. 



. . . 7. 

• 

···-
. . 

Columnas 

11 

21 

31 

41 

20 

30 

" 
50 

b(cm) 

h{cm) 

v {cm) 

t(cm) 

Tarjetas de coordenadas para los pu:>tos nodales (I5,2Fl0,0,2I5) -·---·-· • 

Contienen las coordenadas de cada punto nodal referidas a un 

sistema cartc5i'{lno global. La.-: unidades son metros, y en genE_ 

ral se requiere una tarjeta para cada punto nodal. El orden 

debe ser secuencial 

Columnll.s 

1 

6 

16 

5 

15 

25 

No. del punto nodal. 

abscisa {m) 

ordenada (m) 
• 

Existe la alternativa de generar ciertas coordenadas, a partir 

de los datos del primero y Ultimo punto de un grupo que cumpla 

con las condiciones siguientes: • 

i} Los puntos de este grupo son equidistantes y están sobre una 

recta. 

ii) La' n~~craci6n de los puntOs nodalcs debe ser secuencial, o 

bien que la difcrcnciil. entre nudos sucesivos ze.-.. conztante . 

En caso de utilizarze la opción de generación con n~~er.-..ción 

secuencial, zc deber~ pcrfor.-..r un uno en la tarjeta de_coordc

nadas del último punto, en el c~"tlpo co:r.prendido entre 26 - JO .... 

En ca~_o de utili::arzc la opción de gencr.J.ción con nu,ncraci6:t 

no secucnci<!.l :;e deberá inclic.-..r· la diferencia conztante en las 

• 



,. 

' 
tarjetas de los dos puntos nodalcs extremos, como sigue: 

iJ En la tarjeta del nUdo inicial, entre las columnas 31 - 35 

ii) En la tarjeta del nudo final, entre las columnas 26 - JO, 

N o t a : La tarjct11 de c!lalquicr punto nadal que no se gene

re y que no sea secuencial al de la tarjct.1 Mll.Crior, se le de 

berá perforar un uno entre las columnas 31 35 

8. Tarjetas de barras (IS)· 

Este grupo Ce tarjc~as está condicionado a que el n~~ero de ba ~ d ~~ 

rras que forman el muro-m~rc?, especificado en la instrucción 

4, se" distinto de cero. En caso de ser nulo, se deberá con-

tinuar con la instrucción 9. 

Se requiere un,:¡ tarjeta para cadil L.;~rra y dcbcr~n di!rsc en ri:-~ 

guroso orden secuencial, Se perfora la in(orr~aci6n siguiente: 

Colurnnus 

1 5 

6 .,. 10 

11 15 

• 

16 - 20 

21 - 25 

No. de la barra 

No, del nudo I 

No. del nudo J 

I es el nudo inicial y J es el nudo 

final de· la b<~.rra; ;unbos to;nar:án los 

valor:es a:oiynado.; en la numct:<l.ción de 

los nudos de la cstnlctut:l'!. 

Indicador 'del tipo de matcr:i;ll. Tc¡:,a 

r.S. el valor cor:rcspondicntc e;1t~e los" 

identificadores utilizados en la ins

trucción 5. 

En el caso del r.~ilterial No. i, el es

pacio se deja en blanco. 

Indicc del identificador del tipo de 



• 

26 - 30 

31 - 35 

,. 
secci6n. To~~rS el v~lor corrcspo~ 

diente entre los identificadores des 

critos en la instrucción 6. 

indicador del tipo de apoyo en el 

nudo I 

indicador del tipo de apoyo en el 

nudo J 

El valor de los indicadores del tipo'·~ 

de apoyo toma los valores siguientes: . 

O .lipa de apoyo continuo .. ' - : . 

1 tipo de apoyo articulado 

36 - 40 Indice de generación. Este dato está 

condicionado al empleo de la opción 

de generación dcscr~ta a continuaclón. 

En caso contrario se deja en blanco. 

La opción de gcmcraciGn se puede utiliz<>r si un grupo de b.:.n:as . . 

numeradas sccuencialm~ntc cumple las.condicioncs siguientes 

1} La nurncril.ci6n de los puntos nodalcs I y J de c .. da barra debe 

ser tal que, para dos scccsivas cualcsguicra n y n+J, sé s~-

tisf~ga lo siguiente: 

I -I = Constante, igu~l para tod~s las barras 
n+l n 

Jn+l-Jn = Constante, igual p~r~ toda~ la~ barra~ 

ifl E~tan construfdas con el mismo material .. 

iii) Tener la misma gcometr!~ y rcferenci~ local. 

iv) Los tipo~ de apoyo corre~pondicntc~ deben ~cr iguales. 

. . . . ' ' . 

Lo:; d,,to~ de· grupos de barras que :;atisf:~gan l~s cu~tro condi-· ·- ···-

. cienes ~ntcriorcs queda definido por dos tarjetas que corrrcs-

ponder:in a h.~ barr.,s ínícial y final del grupo, 



''. 

N O T A : El 1:ndicc de gencr.,.ci6n tillTlbi(;n vale la unidad -::•1.lndo 

no se utiliza 1 ... -opción de generación. si la bar,-~ en 

-cuestión satisface las condiciones .ii, iii y iv, res-

pecto a la barra que le antecede:- -

B.2 Tarjetas de los elementos finitos rectangulares, 

El p3qucte de tarjetas- quefoman las instiuccio..:es 9 a 11 estdn 

condicionadas a c¡ue el r.~:-:wro de cuadrados Ce la instrucción".4,.:-

sea. distinto de cero. En caso de ser. igual .. a cero se p3Sa 3 13.--- _ 

instrucción 12. 

' . Tarjeta Ce <ínguio de la fuerza Ce gravedad·y-espesor (2F10.0)·-·'··1 

Columnas 

-

1 - 10 Angula ertre la fuerz3 de_ graved ... d .y , ... --. 

el eje X global, en_ grados. 

11 - 20 Espesor domin3nte Ce los cuadr3dos que 

forman el muro, en metros 

10. Tarjetils de tipos de elcmentos finitos (BOil) 
• 

En cada tarjCta se perfo~an hasta ochenta valores de los !ndi

ces de los tipos Ce elementos (Tipo 1, y Tipo 2; fig 2.3.3) y 

el ordenalniento deberá ser secuenci<ü ... Estos fndices toman _los __ 

valores siguientes: 

O Elemento tipo 1 

1 Elemento tipo 2 

11. ·Tarjetas de elementos finitos rccta.ngula:;es 

Se requiere una tarjeta por cada cuadrado y dcber5n darse en 

riguroso orden secuencial. Se perfora 13 información siguien-

te; 



Columnas 

l. 5 

' 10 

11 15 

16 20 

2l 25 

26 - 30 

31 - 40 

41 '"' 45 

No. dol elemento finito 

Punto nodal I I e 

Punto nod,,l J 

Punto nodal K 

Punto nada 1 e ' ' 
Lo nur,crac:Hin I ' J, K, L asigna de! a··. 

loe nudo.:; del clcr~~e1to finito " de-

be proporcionar en sentido cont:ario 

a las rnilnecillas Cel reloj, para un , ;::.,. 

Sistema derecho y empezando siempre·····: 

por I. 

Indicador del tipo de m<>terial. To

mar:í el v.llor corresrondicntc entre 

los identificadores utilizados en la 

instrucci<ln 5. En el caso del r:.!lte

rial N: l, el espacio se deja en bla:1 

co. 
• 

Espesor del elemento [m) 

Este valor se puede omitir cuando el 

elemento tenga el espesor dominante 

proporcionado en la instrucción 9. 

Indice. de gcncraci6:1, Este dato está·----· -

condicionado al empleo de la opción 

de generaci6n descrita a continuación. 

En caso contrario se deja en blanco. 

La opci6n de gcncraci6n se puede utilizar si' un grupo de cuadra-

eos numerados secuencialmente cumple las condiciocns siguíen~es 



• 

i) La n~~craci6n de los puntos nodalc~ !, J, K y L de cada 

cuadrado debe ser tal que, para dos sucesivos cualesquiera 

n y n+l, se satisfaga lo siguiente: 

- I -I • Const<1nte, igual Fara "todos lo' elcr:1entos n+l n 

J -J • Constante, igual para todos lo' ele:nentos n+l n 

K -K 
n+l n 

' "''Constante, igual para tódos· loS elementos 

Ln+l-L~ • Constante_, igu<~l p<~ra tOdos· ·los- e ler.1cn tos 

ii) Es tan construidas con el r:lÍS;:!O material> ' 
iii) Tener la nism.;¡ geometr!a y refercncia local. 

iv) Ser del 1-lisrño tipo de clcnento finito.' 

' . " 
"'-''_,,~. 

Los datos ele grupos de elementos que S<J.tisfaga~ las cuatro con 

c:licioncs .:ntcriores qued3 definido por ·c:los-1tarjetas que corres...::·-

ponder:ín a los elementos inicial y final del. grupo,; 

El !ndice dt! generación v.11c la unidad y se perfora únicamente 

en la segunda tarjeta del grupo. 

N O T ~ ; El índice de gcneraci6n también V<~le la unidad cuando 

no se utiliza la opc1.6n de gcneraci6::, si el elemento 

en cuestión satisface las condiciones ii, iii y iv, 

"respecto al elemento que ·le antecede. ' .. ·-~--

La inform.1c:6n que se debe continuar perforando en la t;;¡rjeta 

se indic~ a continuación: 

Cohmmas 

46 - so Indicador de fuerzas equilibrantes 

U no se requiere las fuerzas equili-

brantez 

1 s~ requiere calcul~r l~s fUerzas 

equilibrantcs, que estarr~n actuan 

do sobre el elemento según se in-



-·· 

dica en la figura. 

~'-;y 

y ¿ 

·-
z X 

B3. Ti!cjetas de condiciones de frontera 

Las condiciones de fronter-a considccadas_ son las Ce despli!za- .. _ 

mientas prescritos para puntos nodal:.!s-.·- Estos des¡:>lazamientos 

pueden ser nulos o no, y para un punto nodal, pueden restrin-

girse todos 6 alguno de los tres componentes. 

r.a presencia del grupo de tarjet;¡::; de las instruccionccs 12 y 

13, está condicionado a que el número de nudos restringid¿s 

con desplazamientos prescritos no nulos, especificado en la 

instrucción 4, sea distinto de cero. En caso de ser nulo, se 

deberá continuar con la instrucción 14. 

12. Tarjetas de nudos con desplaz.>micntos prescritos no nulos 

(10(I5,3Jl)) 

Se pei"fOr<ln hasta diez grupos de v>:~lorcs que definen al punto 

nodal y el tipo de rcsti"icci6n. Cada -grupo esta !:orrn.:~do de 

cuatro valores descritos a continuación: 

i) El primero correspond e al número del punto nodal rcstrin-

• 
gido. 

ii) El segundo corresponde a1 indicudor de restricci6n del com 



ponente de despla~amiento lineal, paralelo al eje x glo

b"l• 

iii)El tercero correspoñde al indicador de re~tricción del com 

ponente de dcsplaza:!licnt.-; l::ocal, ra:::-<'-1elo a! .. :je y gl~!::al. 

iv) El cuarto corresponde al i:odic;¡dor de" rc5tricc16n del cc;-.p~ 

nente de désplazamiCnto angular, rcsrecto al eje z glob;ü 

El valor del indicador de restricción será la unidad si el sra-

do de libertad está rc~tringido. En caso~éontrario no se pcr-

fora. 

13. Tarjetas con desplazamientos prescritos (I5,3Fl0.0,2IS) 

En este grupo de tarjetas se perforan los valores de los cor:1po-- ··, 

ncntes de desplazamientos prescrito:. no nulos de los puntos no-

dales indic<~dos en l<1 instrucción 12.' Cad<~ t«rjet<~ debe cont~ 

ncr los datos correspondientes a un p..1nto nodal. El nú.'l'.ero de 

tarjetas s~rS i1ual al número de desplazamientos prescritos no 

nulso lndic.~<lo en la instrucción 4; ~ulvo que se utilice la op-

ción de generación que se describirá desp~&s. El orden de es-

te grupo de turjetas debe coincidir con el orden utilizado en 

la instrucción 12. 

Column"-s 

1 S 

6 

16 25 

No. del nudo restringido 

Valor del componente de desplazamiento lineal, 

paralelo i!l eje x ·global, en metros.' 

Valor del com~oncnte de desplazamiento lineal, 
' . ' 

paralelo a~ eje y global, en metros. 

. ' 

2G,-JS Valor del cor;~ronentc de dcspla:J.miento anguli!r, 

respecto al eje 2 global, en radianes. 

El signo de los valores de lso componentes de desplazamiento 



. ·' ,, 

lineales, ser8n positivo~ si coinciden con la dirección posl-

' tiva de lso ejes x y y glob<~lcs, El signo del co:nponente de 

a~splazamicnto angul.'!r scrti positivo, si un t-:Jrnillo de rosca 

derecha que siga a t<~l desplaz~icnto, avanza en la di~ccci6n 

positiva del eje z global. El sistema de referencia global 

es ortogonal derecho. 

La opción de generaci6n ·se aplica a un grupo de puntos r.odales 

con dc.splazamienLo¡¡ pre¡¡ct-ilos que satisfa<¡an las condicione~; 

siguientes: 

~l Los componentes de desplazamientos prescritos correspondie~ 

tes son iguales. 

~il La numeraci6n entre dos puntos nudales suceslvos cualesqui.e 

ra debcr5 ser tal, que su diferencia sea la ~iSma. 

El grupo de puntos nodalcs con desplazamientos prescritos que 

satisfagan_ las dos condiciones <:Interiores, se puede cspecific;:¡,:-

con unu ">Ol<l tarjet<~, al <'Hlicionar lus perforociones ~igtJientcs: 

Columnas 

36 - 4 o No. de nudos adicion~les que poseen 

los mismos componentes de dcsplaz;:¡-

miento 

H - 45 Difcrenc~a entre dos puntos nodales 

sucesivos. 

14. Turjet.:Js de nudos con dcsplaza::lientos pr_csc.ritos nulos 

. (10(I5,3Ill) 

Este- grup.o de tarjetas cst:i condicionado a que el número de nu-

dos restringidos con desplazamientos prescritos nulos, especif~ 

cado en la instrucción 4, sea distinto de cero. En caso de ser 

nulo, se dcber.i continuar con 1;:¡ .lnstrucci6n 15. 
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Los datos de perforan exactamente igual a como !ie hacen en 1.'1 

instrucción 12. 

En ocasiones se presentan puntos nodales con condiciones de 

despla;o;amicntos como las mostradas en las figuras a y b. 

a) Extremos artiCulados b) Extremos continuos ····'"···-·· 

Es costumbre reemplazar estos casos por una barra orientada 

en la misma dirección en que se rcst!"inge el movimir.nto, de 

longitud usuul y una <írea de lu ·sección tr"nsversal muy gra~ 

de (A-+«>).· La~ condiciones de "frontera y el ¡;¡omento de inercia 

de la sección transversal se especifican en las figs e y do 

' 

, .. 
• 

I ,. "rbit<-ario 

¡. • usual A • -
I " • e 

donde ¡ • • US\'::.1 

A Srea de la sección trilnvcrsal 

I momento de inercia de la sección transv~rsal 

L lon9itud de la barra 

e} Apoyo "idc11lizado para la 
fig a 

d) Apoyo idealizado para la_ .. 
fig b 

24. Tarjetas para el c.Slculo de rigideces de entrepiso. 

El paquete de tarjet:ls que forma_n las instrucciones 15 a 21 
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cst:'.in condicionadil!l a que el indicador de rigideces de entre-

piso, de 1~ instrucción 4, sea distinto de +1. En caso de ser 

igu.!ll a +1, se P"Sa a la instrucci6n·22:···· 

15. Tarjeta título (1JA6} 

De las columnas 1 a 78 se perforan ~aractcrcs alfan~~éricos 

para indicar el c5lculo de rigideces de entrepiso, 

16. Tarejta5 de control· (2I5) '·- .. 
Contiene: 

Colurnna:; 

1 - S No,· de niveles de la estructura 

6 10 No. rndxirno de puntos nodales por nivel 

11 15 No. total de rigideces de entrepiso 

de la estructura, cuando la estructura 

es uniforme, coincide Con el nG1:1cro de 

niveles y se deber& dejar en blanco 

lG - 20 No. rn:i.ximo Ce bJn:'aS que i:orrnan parte , 
de alguna de las rigidc.ces de entrcpL 

so, cuando liJ. eStructur" es uniforme, 

se deja en blanco 

. 17 TarjCt<~S de ·puntos nodalcs por nivel (15!5) 

• 

En cada tarjeta se perfor<~n hasta 15-ele~cntos del arreglo fo•-

~ado por el número de puntos nodales por nivel, El número de 

• elementos de. este <Ir reglo ser5 igu"l <1l nÚ.'!lero de niveles. de--

la cstruct~r" definido en la instrucción 16. El pri~er cl~~cn 

to corresponderá al número de puntos nodalcs del pri~cr nivel. 

·J.S. T':'rjctas con la numcr;¡,ci6n de los nudos por·nivcl (16I5) 

El n(~cro de grupos que definen a este paquete de tarcjtas es 

igual al número de niveles de la estructura definido en'la ins 

trucci6n 15. 

. i 
1 



El ordenamiento y.el n~~cro de el~~cntos de c~Ca grupo es el 

-indic~do en la instrucci6n 17. 

En .cada tarjcta s<:> perforan h'3sta 16 clcrr.cntos y habrli tantas 

tarjetas por grupo como elementos posca, 

19. Tarjetas de alturas de entrepiso (3F10.0) 

En cada tarjeta se perf_orJ.n h.:~st.:. oc!":o va!Qrcs del a:-n!<;:lo for 

m.;~do con las altur.'ls de los niveles, en metros. El ordenar::ien 

to de este grupo dcbcrS corresponder a'l i/,dic.:Jdo en la instruc 

ci6n 17, 

20, Tarjetas de peso-s ¡JOr nivel (8F10.0) 

En cada tarjeta se perforan ~asta ocho valores del arreglo for-

mado con los pesos de lo's niveles d-::: la estructura. Los pesos 

se especifican en toriclüdas y el ordenamiento de este grup-:J do 

bi?rá corrcspond<:r al indic¡¡do en l¿¡ instrucción 17. 

21. Tarjct;;~ de eo..oficientc sl:srnico (FlG.Ol_ . 

' 
El valor pCrforado en esta tarjeta deberá corresponCer .al uti-.. 
lizado en el·anSlisis sf,;;rnico e,;;tático de la estructura de la 

que fo~·ma po1rte el marco. 

• Columnas 

1 - lO coeficiente s!srnico 

··B3.1 Datos p;;~ra ~:~uro marcos irregul?res únic.:lr.lcnte 

Los datos de las instrucciones 22 a 23 estdn condicion;;~dos al 

caso en que el número de rigideces de entrepiso dc l<1 estruc-

tur;;¡ se;;~ mayor que el número de niveles, de no cumplirse cst;;~ 

condición se p;;~sa a la instrucción 2~ 

22 Tarjetas ··p;~.r.i especificJ.r el número de rigidi:-ces de entrepiso 

que sJ.len de c;;~d.J. nivel (lGIS} 

En c;;~d;;~ turjetJ. se puedcn·perfor;;~r h;;~sta lG v;~.lores para indi-

• 

/f 



¡ ... 
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" 

:~.·' 

car el nGmero de rigideces que salen de cada nivel se especi-

ficarán a ~artir del primer nivel y el sentido de salida corres 

penderá hacia niveles inferiores. 

23 Tarjetas de barras por rigidel de entrepiso y niveles de 

llcg<~da (1615) 

En cada tarjetil se pueden perfor<>r h.;~st<~ 8 parejas Ce valores 

correspondientes a lor; conceptos siguir>ntcs-

_al El primer valor corresponde al nÚI:lero de barr"s que forman 

la rigidez en cuc~tión -- ... 

b) El segundo v<Jlor corresponde al nivel de-llegada de la rigidez 

en cucstHin 

El orden dcber:.i ser secuencial, empezando- por- el prir:"~r entre--·+•- ""'•' · 

piso, se cntendcr5 por nivel de llegada al n~~ero del nivel don 

de terminan las barras que forman la rigidez en cuestión 

24 Tarjeta:¡ de identificación de barras y sus niveles extremos que 

definen las i:tg.::deces de entrepiso (5(315))'- · 

En cada tarjeta se pueden pe'rforar hasta 5 tercias de valores, 

a cada barra le corresponde un<> tercia y a cada rigidez de en-

trepi¿o le corresponde un grupo de tarjetas definido por el nú

mero de bdrras espccificado.en la instrucci6~ 23. El número de 

grupos de tarjeta~ est5 definido por el nú;r.ero de rigideces ¿e 

entrepiso de la estruc~ura, la tercia de valores corresponderá 

~ los conceptos siguientes 

-a) El primero corresponde al número de la barra 

b) El segundo corre~po~de al número del .punto nodal localizado ., 

en el nivel de saiida de la rigidez. 

e) El tercero corresponde al número del punto nodal localiziJdO 

en el nivel de lleg~da de la rigidez. 

El orden deberS ser secuencial empezando por la primer rigidez 
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de entrepiso 

B5. T~rjet~s par~ cada condición de c~rg~ 

El paquete Ce tarjetas formado con las instrucciones 25 a 30, 

est~ condicionado a que el valor del indicador de rigideces de 

entrepiso de la instrucción 4, sea distinto de -1. 2n caso de 

ser igual a -1, se pasa a la instrucción 31. 

Este paquete de tarjetas se deberá repetir tantas veces como 

se indica en el número Ce condiciones de carga de la instruc 

ción 4. 

25. Tarjeta tftulo (13A6) 

De las columnas 1 a 78 se perfora un encabezado para indicar 

la condición de carga considerada. 

26. Tarjeta de control (3I5) 

Columnas 

1 5 No. do b~rras cargadas 

6 10 No. de nudos cargados 

11 15 indicador do fuerzas de cuerpo 

o si· e o consideran 

1 no e e consideran 

. B6. Tdrjetas de cargas en barras 

27. 

El paquete de tarJetas formado con las instrucciones 27 a 29 

está condicionado a que el número de barras cargadas de la 

instrucción 26, sea diferente de c~ro. En caso de ses igual 

a cero, se pasa a la instrucción 30. 

Tarjetas de barras cargadas (16{i4,Il) 

En cada tarjeta s"' p<:'rforan hasta 16 elementos del arreglo con 

las caracterfstic3s siguientes; 

1) El pri~er t6~ino del el<:'mtno lo for~a el nS~ero de la 
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:28. 

··-. 

' 

bi!lrra Ci!lrg.,da. 

ii) El segundo t€r.nino del elemento lo constituye un indicaGor 

de graf_icaci6n de los·elcmen.tos mecánicos de la b<>rra. Es-

te indicador vale 13 unidad si se requiere la 
• grafiC<'ICi6n, 

y se dejar~ en blanco, en caso contrario. El número de 

elementos de este grupo, quedó definido por el nú.~.erc• de 

barri!IS carg<>das de la instrucci6n 26. 

El ordenamiento de los elementos de este grupo deberá ser 

monotónico creciente. 

El paquete fornado por las instrucciones -28 y 29 se debe-

r! repetir tantas veces como lo indic<~ el número de barras 

cargadas de la instrucción 26, c<:cepto que se desee utili-

zar la opción de gener<~ción"descrita más adelante. El or-

denamiento de eSte paquete est~ controlado por la instruc-

ción 27. 

Tarjeta de control de cargas internedias {2I5) 

Contiene la siguiente información: 

Columnas 

1 - S 

6 - 10 

• 
No. de cargas intermedias que act~an 

sobre la ba-::ra 

Indicador de generación de cargas. 

El indicador de generación de car

gas reprc~ent_a la opción de ge,>era

ci6n de cargas y adquiere valor cua~ 

do un grupo de barras cargadas posee 

las caracter1sticas siguientes. 

1). Las c<>rgas actuantes son iguales 

11) La qeometr1a v·la referencia local son las mismas 
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111) Las condiciones de f~ontcra de los puntos noda!cs corres-

pendientes son igu~les 

iv) La n=eraci6n de las b<Jrr<lS debe ser rr.onot6n1ca crecier~te. 

Cuando un grupo de barr.,s rosee ),15 c:uatro caracterfsticels ilr:-

to~riorcs, sus condicione,; de c;.1rga se podrán establecer con los 

d<J.tos para ur.a solil Oarr.,, "1 asignarle ~l indicildor Ce ger.era-

ci6n de carc:;as, el nG.:nero de b.Jrras rcstG:-Jtes con dicha carga. 

29. Tarjeti!s de tipos Ce cargas-interJT.edii!S (!5,3Fl0.2) 

El número de tarjetas Ce este grupo, es igual al nú.;;lero Ce car 

28. La información perforada en cada tarjeta depende del tipo 

de carga a~tuante y corresponderá Ql catálogo siguiente: 

il C<>rga nn:forr:le 

.Y 
W(tcn/m) 

• • S 

15 

1 ·uJ.l]J~x 
l. L ·J W(ton/m) 

Columnas 

1 S 

6 1S 

16 25 

Columnas 

1 5 

6 15 

16 25 

2 

P{ton) 

a {m) 

• 

3 

w
1 

(ton¡,.,¡ 

w
2 

(ton/m) 

ii) Fuerza concentrada 

i 
p t !c·n 

1 -~ X 

-+ o J 

• L 
. . 

iii) Carsa Cistributd,; lineal 

y L 

X 
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ivl Carga uniforme dis-

continua 

Columncs . iv) Carg'"' ••ni forme discrmti•oua 

1 5 4 

6 15 W(ton/m) 

16 25 a (m) 

26 35 b (m) 

v) Par concentrado 

Columnas 

·~'·' t· T- m J 

1 5 5 
1 

-=:-~~ X 
6 15 M (ton-m) • ! 

l. ·. 
16 25 a(m) 

Las cargas intermedias del catálogo anterior están referidas al 

sistema de referencia loual de la barra; y la convención de .sii 

nos es la indicada en las figuras. 

87. Tarjet~s de cargas en nudos 

•• • 

• 
El paquete de tarjetas de la instrUcción JO está condiconado a 

que el nli.meru de nudos cargados de Li instrucción 26, sea di!-:!-

rente de cero. En caso de ser igu.-.1 a cero, se pasa a la ins-

trucci6n 31. 

JO. Tarjetas de corga en nudos (I5,3Fl0.0,2IS) 

En este grupo de tarjetas se perforan los valores Ce los compo

nentes de las cargas_ concentradas en los puntos nodales de la 

estructura. 

cada tarjeta debe contener los datos· correspondientes a un 

punto ilodal. El número de tarjetas será iguai al.número de 

. ' 
' 



nudos c~rgados indic~d~ en la instrucción 26; salvo que se 

utilice lD. opci6n <le gener~c16n que se dcscribir5 ~es;>ués. 

Columnas 

1 S t:o. del nudo carg<~do 

6 15 VD.lor de la fuerzil paralela al eje 

x global, en ton. 

16 - 25 Valor de la fuerza ~aralela al eje 

y global, en ton. 

26 - 35 Valor del par respecto al eje z 

global, en ton-m. 

El signo de los valo::-es de las fuerzas serán positivas, s1 

coinciden con la dirección positiva de los ejes X y Y gleba-

les. El signo del par ser~ positivo, si al hacer girar un 

tornillo de rosca derecha, avanza en la dirección positiva 

~el ejC z global. 

f,a opción de generación se aplica a un grupo de punto nocla-

les cargados, que satisfagan las condiciones ,siguientes: 

:} Las cargas correspondientes son iguales 

ii) La numeración entre dos puntos nodales sucesivos_cuales-

quiera, deber~ ser tal que su dif~rencia sea la misma. 

El grupo de puntos nodales cargados que satisfagan las dos 

' condiciones anteriores, se puede especificar con una sola 

tarjeta, al adicionar las perforaciones siguientes: • 

Columnas 

36 - 40 No. de nudos adicionales que po-

4! - 4.5 Diferencia entre dos puntos noda-

les sucesivos. 

., 



C. Determinaci6n del número de tarjetas por corrida. 

' -•• -> 3~. Terminaci6n de tarjetas: 

• 

,· ""·' 
' 

El paquete total de tarjetas para una corrida quedar.:§ co:np_le

to cuando se hayan especificado las tarjetas correspondientes 

a las instrucciones 3 a 30, tantas veces como se haya prescr~ 

to en la instrucción 2 • 

• 

• 

• 
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Design lmprovement of a Friction Brake 
Plate Through Finile Element Analysis 

V H_ MUCINO V, PAVELIC R. G. TASCHNER 

,, 
0ri 

'" 
' ., 
' ., 

'· • 
., 
' • 

flank orea cf tho teeth 
~adial ~1s¡:l>oeoent ot the tip of 

the tooth (!) 

ta,;s:e,tial dhplace~ent at tho t:lp 
cf the tooth (i) 
load <hstr!b'-l~ion racto:-
ncmal fcroe acting on the flank cf 
Che tooth 

radhl fc~ce oct1n~ on ohe flonk or 
tM teeth 

tangentia1 «;oFCnent of tho nor:.-.•1 
fc:oce (Fn) 

sl~pe cf loai:On¡:; line ¡n cooé.~an 

di3S"d"' 
Pe ~ e<;ut,·alent F~<>u..~e oc, the flank or 

tho <eeth 

' ~,.,ax • ! 
s,.,¡ • 

~~.s2.s, • 
.. i 

i¡, • 

T~¡ • 

stre'" ratio cf alternaHng stres> 
(s 31 ) to nean >treS> (';o~) 

altern2<:in¡; st!'eo> at tooth (1) 

,.-ean s"<rest •t tocth (1) 
oca>.i:ot<o. 'tre"' at tooth (1} 
Wn Knes critericn of failure 

;r!nciral stress•• 
;;crquo oarrie:: ty tooth )1) 

O~"'' to~GUe in "'~ 'llin~ •haft 
'c~<;u~ co~ne~ t:; ene r~ict!o~ 
flote 

T!".e ,:nte:: cc~:ido~o~ in H.ü onaly:;l, 1: 

• "'-'"!pl~ Ci>~ t~oh, ~-~.!oc,!' U'ed i~ • t:c;l
<0~ reo~ v.~e ct' "'' •;;:'1<::..\~u~al :rae"~- ";'he 

""'" cOjoc:ne o! :he ac.o)~''l' ;:; :he ~<:l¡;n 
:~;~cyc:::;or.t ct' 'he ~rúo :;¡·:;te .,h!cr. Oo¡:e,d:; 

'-'Fn u,e }<~H=an<• o: te.~ :::-:c~!cr. ¡laleL 
~-~«< ~r!ct:c!l ~lato: a::-e u~.'ect te ~l\l:O·••'-!"~ 

Coo!c :é.]\ ::a:: ca~:;c !ot!;:-•e [<llUre o: t.he ,,,.,_ 

t=. ~Mror:::-e, tl".< <r.al;.-c!:; 1: oorr!rd ~ut 

r_.,.lr.s n ;:::-:..-.ar:: ln~Hc:t ~~-• reductl<n o! P<•~ 

' 

''""'""" oocurrhg ot the orltJ<•l aroa of t.he 
frlction rhte, 

In )"-1rouln& tho o~jootlve lt lo deolr•Plo 
to koep tho ovoraH I0001f1c>tlom lo a ~.ini:ou..~. 

Thh papcr <le10onotratu tho •rrllcatlon 
of tlle flnlto •l=•nt onetho~ u m oftlciec.t 
tool to Hentify crlticall~ atre,.eO are., of 
• t¡·plcal fr10t1on plah, an~ aloo ., a tool te 
qualitatiHly evoluate tho dulgn "'orllflcatlcn• 
rrcpooed In ordn to reduce thO critlcal 'treH

" . 
ra. l ohc;co the l'laln co~.pcner.to of '~-• 

rcar oxl< "'"":t~ly \lh.!Ch oon!Ut> or a <ll!!er
ent.lal rear troln lA), o olutch !Y>'""- lB}, a 
duo! broke oyoto:o IC&C') and the rlonctary c•ar 
trun oy>t<10o IW.D' ), '!he ,-ortouo cenpcnoc.to 
ln tM aooetbly of uch br,ke oyote., •r• oho"n 
se¡c.rotely In f'ig, 2. 

TM operotlon or a o::uH!ple dlsk b""ke 

oyot01:1 ~:~ay be deocribed trlefly u rollo\lo; 
tho trlct1on plot<> rotate alon& "lth tho ohon 

ta "hloh they are attached throu&h t.ho opllr.c, 
and the otee! ~lates are attached to th~ hou>
ln& in •uoh a ~ay that rototlon h ~reventoó. 

~lal dl>Flace~ent 1> allO\led ter ~oth the f~le
t1on plaUS and otul plateo, \óhcn hydraullc 
¡oretsurc lo a¡pll~d to the brok< oyllnder, the 
trako Floten <:oves ulall)· and rrouu the frle
t~<>-~ riate: a~aln:t the :toel plotco, thc ao\~c.t 
torque lh th< o~ft H tron:.">lt.tod to thP f~lc
Ucn ~latO< thrOU&h the Sfllne, an~ then trac.>
<Oittod to the s:.eel plateo throU¡;.~ th• frlct!on 
r.at~rlol on the fricUor. plaa:. the al.o•orted 
t~ol<ln~ to~que f~o:o the stcel )'~I~H 1: f!r.oll:; 
t!On:.-.l~ted to the hou:1r.c "~.!el',!: aCCaoh<~ to 
thO rr:.::• o[ thc trao~er. 7he t.<at r•,,o~o:.el 

é'-'-"ln¡- th< tra~e ~¡;llcat1on H at:orte:! t)' 

coolar.:. f)u!d 1:1úoh olrou!oto: ce. e!thor :lOe 

cr tho rrlotlcc, ¡lote tt>--ou¡:,h the C,o)e: ¡r"·¡;,; 

en th• ¡late. 
7h" tro\:lc.~ !cod: :_.-,¡c:cO rn '-~•'' frlc:.!::, 

¡:aao, in;~:• l.l¡:h :an: ocncec.:ra.Oon ot tl.o 

/> 
-\. 
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RING GEAR· 

BRAKE SYSTEM 

PLANET GEAR-

WHEEL 

AXLE HOUSING-' 

SHAFT 

DIFFERENTIAL HOUSING-

INPUT PINION GEAR 

··DIFFERENTIAL PINION 

-CLUTCH SYSTEM 

-SRAt;E SYSTEM 

• PLANETARY GEAR CARRIER 

-OUTPUT SHAFT 

-PLANETARY RING GEAR 

-DIFFERENTIAL GEAR 

Fig. l Sch=at1c v!ew of a tractor ~ear ule """'"'bly 

ject to a otreu ;-ar1at1on ranging fron zero 
value (idle l:>ode) to ool:>e maxi~ volue (hroke 
appUcation). 

Fig. 3 shoc:s sche::>otiOolly torq•>•• appl1e6 
to the friction plate, the geometry or the 
•Pline, and the locotion of the coolant circu
lotion holeo. 

LOADllm COIISIIERATI(l;S 

vue to the repetitivo nature or the loads, 
these can he expressed by ,eons of a stat1c 
(mean) co,.ponent, ond a <!ynaP.lic (alterrnting) 
component, for the fUPpose ot analyois. These 
loads are distributed among the teeth on the 
fr1ct1on plate, in such a voy thot the ratio ot 
alternating stress to ~teadY stress at any looa
tlon of the plate 1~ al\r.!ys constant. ThH a 
~ue to the faot thot the )oad vor1es trom zero 

to """" "axi!::um volue in each hroke appl1oat1on. 
l!owever, the load tllat a parUcular tooth car
ries lo not necessarily equal to the load oar
rted by " ~ifferent tooth in the spl1M. 

Flg. 4 sho"s qualitotively the varlation 
or stre•oes with respect to time, ot three ar
bltrary looatl~o of the·triotlon plato. ~lso 

plotted in the oace Pl.g. 4 1o the variatlon of 
the load wtth respect to time. !t can he ap
preciated that the ~~imuc stress•• at any of 
the locotiono Shol.n are reached vhen the applied 

load t. maxitlllt:l, tha 10, the stre.s pooh are 
in pha•e vith the load peaks. 

' 
' 

USln8 the notat1on of Juvinall 1!).1 the 
stress ratio can be ~pressed as tol1ovs, 

,, ) 
where Sal 1• the alternotlng stress co:nponent 
~~i is the "'""n stress c~ponent an~ for the 
particular case in whic~ th"e loo~ varies froc 

zero to a "'""llllm volue then r z 1; or . 

Soi • S~i 
,, ) 

Fig. 5 shovs the Goo~an ~iagr~ and the loo~ing 
line for the teoth in the spline of the frlctlon 
plate. TilO olo¡>e ot the loading llne 1s such 
that: 

'" 
by oubstituting the equality (2) in equation (3) 
it results 

$m,., 1 • ¡o;.,; 

therefore, the slope of the looding ti~e in the 
Goo~an Qiogr~ is 

~ = 1 

underlined rr~bers in p~rentheses 
designate Reterenoes at end of p~per. 
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.F~G- 2 ?~aloe oo><.~ol;· ,;·:~o.-:: 

:aa.eO en tr.ese ":"'"' rel<;tic~'h-."" oo:O fe!" the 
p~t:!oulo~ co•e t"oate~ in ~'lio a~ 2 l;·s;:,, th• 
folloo·:~.c ccr.siderot::o,-,s '"" t•e ~ 0 ;e ;~ crU~~ 

to :·co-;;-;.üo~e t.~~ tir.i~e eltt.ent ~oOe:!. 

l ~ro:" fotl[;""e ~C.eory •'- t~••~ed e:· ~Qrs 15), 
the aHe~r:o~h: otre,O!: oo.-pe~•"-~ rc;,¡st ce "' 
•~->ll os rco>J.ble in crOer te ~~-;,·ove the 
~a~i¡;-ue lHe <>f the ;-ort. 

i: Due !Q tite na~uJ·e or t.oe lcod,, ,né b}' le.-

0~,. ::_e -- ---
-- --

'-L-:. ~o~o_uc: o;;::cc oc" r~c-:-.<·,:-:· e' t!.o '• -
t:co. ;~'te 

o 
; 
' • • • • • • 

1 
1 

-'"7, 
' 1 

l 1 M ' 

?i,;-. L ro:·Jct:O<·n cf l~a~ ,~.1 ,;:rc,cs ot ~i,..ee 

2r:O>'~•r:· looat~~r.•- of t~e trJctl<;¡ ¡>lace 

_, 
' ·" " w ., 
w . ., , 
o 
"'30 

•• o • 

''"ctio;¡ or e~uatl~n• (2) and 1}], the re
d'"c~lc~ e~ tl·.e ~-a.,i.~U"l real< stPC" >t an}' 
)co~~icr. or tt-.e nrt. .,,__,_1 reoul' b a ~·
o~:~:::c,, of tl'.e d,-,,._~.ic ''"lpcnc."l' of '~re.s, 
Si:;oe ~cCi1 the stHl ¡lote' "'"¡ frictlcn 
)':!ates •~e ollcc•ed to Ois¡:lace in tite axJ.a1 
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¡ce~--' O~;'i:·""-"· "·' loa~O:." ,,,,e ~cr Cl.o 
[r:c,:o;-. ;:o'c 
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Fi¡¡:, 6 Hpl1eaticn of tll~ l~ad trr the r~ietioc, 

,¡;late •pline teeth 

di:t'eeucn the load en the friction phte 
can te eo~.sidere<l t~ be_actin<; only in the 
plane of the ,¡;late and 1t has ~.<> co:::pOner.t 
in the ~1al <lireeticn. 

~ The tctal load aeUng on the l'!'letion ¡;late 
can be oroken do>rn !r.to tange,,tlal and 
ra~ial fo~ces acti~g on the teeth of the 

spline, sueh that the •'--•tlon o! the re
sultln; tangenthl forces at the ritch 
otrele, eultiplied hy the ccnoespcnd1ng 

pitch radlu• 1s equivale~.t to the tcrque 
provided by the shaft. 

~ ')'he loads applied to the teeth ór the plate 

are reaeted by the frict!or. oaterial, \lhicll 

transclU the braking torc¡ue to the steel 
plates, 

6 A static analJSU alone can be perfe,.,ed on 
t)o.e friotion plOte, te eot=ote the stress 
d!stribUti~ on the plate. 

FClRMUUTlO!! OP THE PHOBLDI 

F!g. 6 shoYs sch"""'tically the applieatio~ 

cf the load en the frieticn plat~, at the loca
ti en ot tl'O adJaoent teeth, arul the bcu."l.dary 

conditions at th~ fr!ction nater!al area of the 
plate. In order to avoid local dtoets due to 
eoneentrated point loads, it h co=enient to 
represent the applied forces at the teeth as 

uniform pressures alcng the flank of eaeh tooth. 
'l'he resultant force at the p:itch eircle must 
h<>ld for the eo~ideration as d.!soussed earHer 

in it"'fll ~-
The total input torque fe,- eooh ~hoel h 

carried by two plates, such tha:O eooh plate car

ries one-half of the input tcrque. 

For the ~erical portien of this study 

4 

Fig. 7 C~puter plot or the cri¡;inal dui~ 
B-noles frietion plato gecoetry 

and test <!ata ava1Uble for the rarticu.hr cae, 
the tor<;Ue carrhd by eacll rlate ""' deter-:o!ned 
to be u rcllo~:s: 

71len 

',. 

' ' ' • l T' n 

• ~ (32400) • HZOO lb· In 

l' l 

S 
50 

a55uninb ~qual load por tootll, the tcrque in the 

plate is ~lstribute<! equall:r a:.onS t~ n teeth. 
'l'he to~ue carr!ed by eaeh tocth is tllen: 

'· ' • ll ', "' 
then 

', b (1~100) • 11~ lb·ln 

The eqUivalent tang<!ntial force at eooh tooth 

aeting at the piteh cirole 1o obtaineO by d!
vid!ng the torque by tMe ra~luo ot the pitch 

oirole, this is: 

--, 
1:u=t>ers in braekeh 1nd1cah tho SI 

equivalenee. 



: :J:J-H±· 1-i:'¡:ll_j(-t-'. \~3if ! ,~-j--- +,,,, ,, 
1,2 ~-t--e- . e~-,.c_-, , . ., ' ' . ~ .. • _,_j_, 
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,. no __'_________: ' 1 ' ' --!_!___,---e~"'"'~'"" 
"' ' 1 ' : • • .. '''"'"'""' .,o..-··--· ,. •• 
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<>or ------·-·-

'-+'-i'-,-i~-i'-i'-.-.-.,;cc";-'''"''''""''"'"'""'''-" " ,, •• 5., •• ,0"~" 
Flg, 6 Z'!sploce.~e~ts at ~he li)' of oach tooth 

for the oric,~al B-hde> J'rictlon piate l:lodel 

'• 't1 • ·, 
<:!>ere r~ • l . .) !n. 7hen 

• 960 lb 

,., 

7he equivaHnt no,::c.al torco at the flonk or the 
tooth is cttained as folloo;o: 

' "' -'-
'"" 

where + is the ~~":sure anglc of the >pllne 

E<OI>Olry, For "<he pre.ont coa </>• 25 deg. 
The nc~al rorce h then, 

o • -'- (900} • 1(11;0 lo 
"' '"' zs· 

T!\e equivale~.t ~reU'-'r• at the ruc.l< o~ lhe 
leeth 1s obta!ne~ ty d1v1din<; the ntr=.3¡ r:~ce 

by th• area or :he :flar.;c, 

'"' 
~I>OI'O Ar 1> ~he acea o~ tM flo~.l< e[ ~he tooth 
nr the pre:en: <a:e hr 1 0.0~106 tr.,2 :n.,_._ 

.. ' • 11'-Y.l "' ¡;._ "•·J 

-;-~ •• l~ad o: ,:;-.!fe~ ¡re:::.:r• <,. 030h '"''
' u:l:.a:od to Oe <;.8oo pl [ne t ~) ac·.~,-~ 

on the oc•er~:l f!ar~: oí u oh tccth. 

.5¡ 
' "·' ' ' ' •• . ' 
'"'" '""~"'' ''""' ....... ,. ._,,,,1 ...... ~ ... , ... 
"'~"'"'-'":'M y.,, ,, ""'''''' ''"'"""' ,,,,., .. , ... ~ • •. 

1 0.1200 8 ~~1) 7_:108~ 7_.~n ·O ,,q 0.~«5 --- .. . - .. 
1 o "" ,~, 8_275~ 7•~20 o •a>'l ).01>0 .. -- . .. - -
3 0.1100 Bllll 7.2•~· h~2l ·O.•t"l o.9«S 

- -. .. . 

' 0.111<> '"""' 7.7~<>1 I:<Rl3 """' 1 '"""" - .. - . ... - . .... .. 
5 0.1088 9 191 1 a_o,., 7<P-l> '-~><1 J.<)•>l -- --- ---- --- - ------- --6 O.IZ19 a~o.l-! 7.>51 1 7'-qB -o_,,_. ~%?1 --- .. . - - . --7 o. 1001 "~ B.l'll< ?;."lB , ,o;o 

l. r ·" - .. .. . 
8 o. ¡r/,(, 8>7b} 7<Bo• 7 .• ~H ·0.<11~ "~"· ----- . ........ ____ - - ---- - --.- ... 
9 0.1161 8.%9~ 7.~739 .,,'>13 ·OliM () "1" -------------·---- ---· -

10 O.<Oót '}. 41S() a. no' 7<.qB 0.01B) ).ffiBh _________ ., __ 
-- ----- --- .-

11 O. ltlO 81q~, 7.L<~} 7~'"3 ·0.5<~0 09~~ ·------·--- --··- -------·- ... ___ 
" o. 1091 9 1~59 7';~H 7j,<J13 ""'') 1.0)9) - --·----- .. ·-

" 0-lllS .,.., 7.75XJ 7~~~3 
() "'"' ' oor~ _.,.¡ IK...,P 100-00J 100 ooo 

~"" to the ·.)'Fe of ¡¡~o...,ct~- an~ ¡,,a~in~, 

po.oe strou el""en~s were oor.o1dered aUo~uote 
fe~ th1s an3lys1•- Flat plate para~ol1e •le
::_ent~ (8 t~edes ¡er olo::~ent) ""''• e'>o,en ~o 
~-cdol th.o o•one~r¡· of the frio~ion plato. 

ln o¡·du ~o define lhe f.!r.lte ele01ent 

~-~•h o~ tM otructure af the trict:!on f)ate, 
node and de:::ont seneratlcn patterno ~ere U>«l, 
';'~e ~rooed=e 1o u íollo·.:s, or.ly one toeth h 
~::-cken dOI:n !.ntc flntte ele;-.ents, the loca~ion 
o: r.odu h defi,ed uHh re•feot :o a q:ir.dri
cal cooNllnate :yote:. whlch o:-i¡;!n io at the 

~·~·"'-""" cf \he pUU. ":"he ei=e;,t oo,noc::Jvlt~' 

~= alto def1ned íer ttas toc,h. the~. nodo t•n
e~a~1c~ H ¡~ríol'::"-e~ to ~~fbe tbe no~e looa
tcoc.• or the r=a!nln~ l~ t~eth. In th• '<L~• 

:::a~"cer, el.,ont conorotlon io perfomed for tho 
r"'"'a1c.111~ H tooth. 7hO U'-Oration H dono ~~-

1c.oo.-_o,-.~1c.t the ~o~o '''-""tero by lOO, at cvor;· 
27 .!9 ~·~ t,;ohe t1moo or~""-~ tbe ooc.te1 of th• 

>'-"'"· !. <i,-,llar o¡;roaoh lo uoed to dc:(n<- th• 
,._eoc. re::- tM e·~<er ~·oct ~f :>-te ¡.loto enooc,¡.o::in~ 
:é.e oe<lac.t c!ro~l3t1on ~ole, >r. t!-,10 ca:e <M 

oec~or !: d<~!:.ed a:.d :evo;_ oe<::Oco ar< f<r-

•o~t~:l ,,., . ..,,d ·.no oe:.a" cr :c.e ~~•'•· Fi~.al!¡-, 

~'-'==0!~~·:-~l and H!ac-O~hc eC=oc.:: are uoed 
ic. c:-Oc:- ~o oo;_., • ., t~e t,-, '"" e~ :eo~o:-: 
·.c;:et:.o::-. :\:1'- ~• ,¡,, . .,-, !n ?:!C. 7. 

:c.o :!:.l:e ole:-ec.:. r:-c¡:r;¡;::: uscd, de>·•·lo¡ od 
':: :::--~ot"--a! ;,¡·r.o::.ico .•o;nrcl-, ~o~¡:<.~o~!c,, !l.l 
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FIS. 9 Stresses at the rcct cf each tocth. The 
ven :~ioes railu~ criterlon an~ the pr1nc1pal 
~:resses ~l ~nd s 2 • c<rresrcnd te :he crlgir~l 
desige., ~he co!:sta~.t line ter S¡ ccrrupon~s 
to th~ ¡::-oposed ne~: deo1p 

js base~ c!l • cove rrc~.t al¡;crHh.">. solver, 
therefore, node rr~terin& does not offcct the 
.ize ot the wave rror.t, wlúch h In l'Llnctlon of 
the orde!" In ~·hich the d""'ento are deflned, 
(A nore deta~led descrlptlcn o[ the "ave front 
algorithc. solver can be found In Rererence 1~) 

bY )!lcohs et al.) ?.cweHr, thc ordcr In "hich 
1t h co:T,enient te [er.erou the el=•nh, lo 
not Mcessarily the ::test otfioient ror the wove 
rront oize; therefore, a wave front optlmizer 
r.reprocessor 1ras app~1ed arter the 01•>h genora
tlon 11as aoooJ::plisheé, in order to reorronge the 
ele~ent Qe!inltion. 

The ruulting 11ave front wa~ oon>l~or~bly 
rerluoeQ ;nd the coeputer co>ts cf tlúo onalysis 
wore a~o reduced. 

TI!E FII!IS ELEHENT COI·l.P!J'lDI P.In:S 

Ir:opoetion of the >oluticn yielded by the 
finHe e.'_eent ~:~etho~ ap¡>IHation ohowed th,at 

the largeot displae~ont for eaoh tooth occurs 
at the t!p. For the case ~ere the Iaad is 
eon>idered eoually d~stributed ~ong the teeth, 
the•e rll•plac~ents showed to be ditterent f~ 
one tooth to anctner. ?h<n, tho relativo dlf• 
terenees of dhplaco:::onts are 1nd1cative ot the. 
>artieul~r n=ibilit;· ot uch tootn. F1g,' a 

shows &l"">hl<:ally the variation of Ungential 
dhphc=ents at the tlp ter all tlúrhen teeth 
(du!)ed line). 

' 

FU. lO C'""f'll;er p¡ct of the propos@d IJ-1\olu 
frlcticn plate 

DU@ to the 'Griation !n flexib111ty tor 
~aol> tooth, the lood cal'Tied !>y the nost !"lexl
blO toot!) I'IUSt be less than that for the •tif!"e!t 
tooth. Beoause ot tlús, a redistrttrutlon or the 
load omst be eo:::sHerod, suc!) that the loa~ ror 

a partieUlar tocth 1S inversely prcportional to 
the tangential di,)Ola<.,ent at every tooth. 

Based on the relative differenoes cf tan
gontial dis)llae.,ents, load raetors were de

veloped. in order to redistribute the load on 
th• teoth. 

The oignlticance of the load factor• is 
tnot they !ndieate the =ount of load in per
eentoge oarried by eo<h individual tooth. 

roble l s~rizes tl>e oaloulattona ~:~ode 
in order to obtaln the lcad raotor valuea ter 
eaoh tcoth. 

The equivalent pressures applied to tl\e 
teetl> as obtained by equatlo~ (8) aro then ~di
nea u follo"~' 

'" 
Le., r 1 ts the load factor tor the ttl> t<><>th. 

~ eOl:lputer ::-.:o was perfcrced oonllldering 
the load taotors, and tl>e resu~ting d!•plaoe
nents are sho1r.1. in Pl.g. 8 (solirl llne) tor all 

1' teetl>. The stross seltltion obtalned traq 
th15 run showed that the ~axi~ stre•• tor eaeh 
tooth Ócour~ at ~he base ot the root. 

pj.g, 9 sho''" the =gnJ_tu<le or the maJdJ:n:c:l 
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Pig. 12 A<lditi~r.al codels of ene oeetor u•ed to Oete:-:::ine the 10oot aóe;uate !"'•itlon or tt.e t;olu 
vitt; respoot to the teeth 

the res~ltlng stres• ói•tributlon (?ls. 11) 

shovs a oonsistent pattern ot stresses Yhich 
indioates an """n d1Strlbut1on of the loed on 
the teeth. 

?he naxllnur.l streso lovel l'or the ne•• de
oign ploto as the stralght linc in the graph 
ohm-m in Fis. 9. As 1t can be obotl"\'eá, the 
peak stresoes obtalned with the original <lesign 
c;on l>e reduoed by hav!ng the sa:>e """'ber ot 
cool~~t holes th>n teeth on the ~late. 

Finally, three add!Uenal :::odelo vere oen
oldered in the analysis to dete~ne the cost 
ade~uate pcs1t1on ror the holes ~th respeot te 
th~ t~eth. These nodds \lere r.:oGe ro:r only one 
oecter e~co~pass1n& ene toot~ ~~a ene hcl~. ln 
oróer to nake the one oector nodel I"Ofresent to 
cor.:plete struoture ot the plate, ¡>ropor boundary 
con<lltions "ere 1l:lpc~ed o, ooupHng the dis
~laornents of the nodeo in the o;=etry llll.its 
as ohown in Pig. 12. 

very good oorrehtlon l:as round between 
otrOsses oHaincd \11th the ccnp).ete nodel and 
the sti•esoes obta1ned >Jith_ thc 'il:>Flifleá one 
o coto!" =del, {uithin a l percer.t ot di!!e:r

cnce). 
Zal>le 2 s~ri~e• thc rco~to obtained 

ln the various ee=po.~ter,runs, and rrovi<les a 

refe!"tnee !or the ~cun otro•••• and loca
tions ror each ca•• trcated, 

' 

7able Z s=ary "' 0\esults o~ta.ined frQ:l lhe 

RVN No 1'\00tl 

1 B-liOllS E<tJoll 
1" 

8HO.ES 

' !3-KCU~ 

4 

5 

6 

co::CLUSIO.:lS 

Fro= the re~ts in this analy51S, the 

tollo-."1ng conclus!ons can be dra11t1: 



l 7M dls:r~bution of o:re~oeo en \'arlous 
<o~eth ln th• orlcJ-~.al ~o~:!. !;C.~· unevrn 
llue to the un!Que ~osHio~. cr ~ach tooth 

ü:h HO!'<'Ot to the coolant ciroulat!on 

hül ''. 
Z t. u~ifor:o di"tril'uticn <·f otreoo~o Ol:lOn~ 

tbo \eeth oon be cltainocl by r.avin~ the 

~'-"" nu-:-.ber of Molo~ and teeth, 
3 ~he "''">li~:.:n otro>Ses for t~e new l'·hole> 

desi&n are 22 r•reec.t loc·er than :he 
sOres~os ottalned >nth the B-holes nodel, 
~H th< U."'le loo~::oE oondit~on, 

•lth re•¡'O<~ •.o ·.~.e to<'oh ls abO"« •.he 
:hlek seo:.!on of eaoh :ooth as sho•.,., in 
Fif. 12(~). 

7~e "''' do•l¡;n p·oduoed bY t~is anal)·ojs 
d~~ n<t req\ó.l¡•o on)' ,-.cdHl<oaon ~o a.~¡· of th< 
oo·pone~ts of tM oto<r..tl¡-, and tOe roduction 
of tf.e ¡ea~ s~reo,eo ro,ulted in,,-, i.-_;,·oye.~ent 

of ~!:e Ef~ "·'><etano¡· of the rrlctü" plate. 
i.ahora~ory te>t.s haH •hoW!t a~ i:r:F0\'<':1•nt 

of lOO reroent in tho fati;;ue life o~ :he new 
~r~oticn rlate, U OD:1p.are<l to the c:n~¡;!,al 

""·"~· 
~1'.10 re¡'re•••.a o >i¡;ro.i!'!Oac.t o::¡'ro>e:er.t 

' :he FO::-fo=ano• of the tr•ke opt"" b the 
r~Jr axlB under 1)T.a..,!o loadl"~ oo:¡dition•. 

~here exloto ooveral cther pa::-ts in the 

trao~cr ')"5te:'1. "Meh h01·e Sl.~.ilor oharaotCI'
Htócs to th• part anolJ"=Od here~n, anó 1t 1o 

vlsua1!=eó t~.ot tl>e preocnt ,,..¡yo!• IO<H.M 

rro\•id<s the fur.~""'""~"l base for '""'" of the 
nost bp<>rtan~ asp~ou to perfor:o a finite ele
,.or.t ar.alpis. 

~he -~~l>ors :o'ish te aokno'"le~~e tho •~F
port ¡rovided by the J, I. CO"< cmpon¡· of 
f.aelne, lliso., ror thi> •~u~y an~ an~l¡->1,. 
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ANAL YSIS Of CRA"KSilAfT -BEA RlrlG SVSH r,,S liSI"G A fiNIT E 
HEMENT·TRANSHA MATAIX APPHOACii 1 

Y. H . .,,,;.._ ''"''""' ol "'""'""'' '"''""""O 
Tho """"""' ........ ,. C.ty 

-' "'••«< c.,._"'""' 
, V.'''''~. ''"'""" ol "'""'""'' '"0 """"' TM U""'~"' •' w.,.,,,,,_,,,,w••'" 

"''w""'"· W•O<ono•n 

- 11, o h ........ '"''"'"'"' ""''""- .... ,,¡,;, . -
J '- Co" Comoo•v 

~-~""- "'''"""" 
AB.ITUCT 

!n t~l< Uudy o oow opprooch h proposed for the 
IOO)J'Sis of • <ronlshoft-b,.rln1 5yste~. Tho moth•~•
tlcol ""'del Of the >y<!"" tncorporot,.:tn~ eh<tlc 
oropertle< A the cron<•n•fl '"" supoorts, the hydco
dynomlc noture of the Journ.l-heorlngs, ond for the 
flrst time the ~••• dlstrlbutlon of·the rototlng 
cron<•hoft. The orocedu" of lOO)y<l• lnvoh" '"b
otruoturlng Prlnclpl., opplleO to the cr•n<sooft fO" 
whlch ""~ "'"' ;opr•••nt< , >Uil"ruct·'"e and , new 
COnde"'Hlon ''""""'lo U><d f.>r tne oynthesls Of tne 
oy,t ... by oper•Un9 o.ec th< trono fe< m.3lr1ces of the 
s_ubnructur« dul•ed fr"' thl flnlte ele~ent dhcre
t4utlon of <a<h eran<. The onolyols yleld> the loado 
on_the rnaln beodn9< far a full <y<le of 4• 1t con
lhnt <peed Of rotatlon. 
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YOCtor of loa_d< on u•n<<haH 

•ector of ructl"!ln< on journ•h 

•<<tor of load• on cronkpln< 

journol rodlus 

preosure dlotrlbutlon 

clrc'"'forenthl 11<1l<r coardlnote 

long1tud1nol polor coordln•to 

oll 111m thldne., 

onsular •olodty 

•<<tor of dloploc<~ent< of <rank<haft 

flo•lblllty ~tri• of <upeort< 

dlop\oc~nt ••locltleo ••d Jtcelerotlon, 
&b.alute <y>t.., 

d11Plot~ent •<1oc1t1e• ond o<<el<r•tlon, 
obool u \e 11>1 ... 

dh?IO<.-..nt •elotltl., ond ~<<elernlon, 
ob<oluH 170\.,. 
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dl<plocement ••lot111., ond &Ccel.r<Lion, 
rototlng <ntem 

dl<ploc•mont •elocltles ond o<<<lerotton, 
, rotatlng <¡•tom 
' ' .. - ' ·. . 

dl<placomont volocltlo• ond •cco\orotlon, 
rotHing •nt•m 

coimll i11 tó · trono f om•tlon mot r 1 • ~ ' . ,, 
•«tor ol d.o.f. '" "' ol,.o\ute Oy<'.U. 

'"""' of d.o.f. ,, 
"' routlng <r<t•~ 

1 umped ~ ... 
.<Pr!~9 stlffne" 

•tlffnen rnnrh •• <ub<tru<ture 

vector of d.o. 1 • •• <ubstructure 

~••• motrl• of >Ub<tructure 

dynomlc ltlffne" ~•trh of <ubotruoturt 

d.o.f. of Ioft 1nterllce 

d.o.f. ol lnttr~edl•<• nodo< 

d.o.r. of rlgM tnt<rloco 

: loo~• "" hit tnt.rloCo 

loado on 1ntenoedlo\e nodo< 

lood< on ri9M lnt.rhce 

tron•ler Clltrl• ol subotructure 

leng:h of boorlng 

dlor."er of boodng 

robl\lt¡ functlon• 

journol dhphcenent< 

rooctlon• •ector 

]~IOOO~CTION 

]n '"' onoly•l< of '''"1\holt-~••rlng 1f<<•~•. 

tner< ''' tnre< "''" ''''' of concorn: <<t<<< onoly-

..... 

" ' 

"' 



oto, djno~l< onoly<l• ond beor!ng ro<rlormon<e onOIJ
sh. TM onoljtlcol ""'"'h t,olcally u«d Tor '"" of 
t~•.e tnroe """ "'" '"'1 l1ttl• In «>m•oon, •-olnly 
duo to ,,~.pllfi1•9 '""m""""' ~hlch ~••• tho colcu
]otlo"' P"otlcol lar d«lqner< ond onolnt•. In tho 
"'"" onal-"'" ""• lar'""'"'"· ototl< loodl oro 
9onec.lly con•ldered on<l tOe cronk>hoft 1• olmon 
,,.,_,., holoted fr<>11 the "'""r c<>npon<ot< of the <y>
'""'· Str<""' oce then <Or~uted bo><<l on tho •totlc 
lood• u•u~e<l ond He corc••oon<lln9 '""\Ion,, In '"• 
djnomlc onoly<h are.,'""'""' <l"triOotlon of \he · 
cron< ¡, of 11"1• lnt<r<ot ond for oll proct!col pur
po••• of no 1ntero<t "''""o<>H ond tho '"'P'•"I< 1• 
plotod on H-e tG,tonol "brotlon< cou«d toy tne 
rototlng ond reclprocotlng """"' ond the lock of 
rotot1onol con<tr01nt<. f1nolly, In tno ''"' of 
boulng onal,YSI<, tho lotd< octlnq on t~e ""'""9' or. 
genorol11 '""~"d to be tnoo• obtolne~ throvgh Úo 
stotlc •noly<h fa< a""'-'" of rotatlonol posltlons 
olong o full cyclo of op.rotlon. The t.eorlngs aro· 
tjplcall.>' ho1oted fr"" tOo '""'" ,,, • .,. Md thu< tno 
~ffecu of tho dyna~ics of t~-• cranlslloft ond , .. 
tntoraction with tho o<hec cootponont< ot tno •y>t010 
ore not futly lficorporot<d, 

Nu~rou< •tudles "''' t.••• oub!lshed de•cr!btng o 
•a<tety of anoljtlcol, OlOP1ticol and hpocl...,nto1 
<>etnod• in o>eh of ""' thr<< """, such ., !he 
<ludies by lowol1 [!), [<"le""'n [!] ond iou ond 

- Sh)""Jkec [JJ "'"'"9 """-" oth<C<-
~0,0,.,, le" att'-"'Pl< ""' """" aa<lo to oodel \he 

cconhhoft-beoríng ''""" " a·..t.ole,·c""'ideclng \hit 
., .. 1oods octlng on tho cro.o<<t.oft cou,. dofo,.,otlon•. 
Thh in turn lnt<cocts """ tho dyno~l« ot "" 
<y<te~, the fle>lb1lity of '"" •upports ooo too hydco. 
"'"'"'te< ol u.e JOurnal-b"""~' of tho onglno, O'htle 
o .-.oro ""'"'"" lítocoturo <•orCO '' P«Hn"d In 
(1), hoce only •- of tOo <i~nifiunt ••••• ore 41•· 
cu .. od. 

Gron and Hu«o>n [~] de••1oped • ... thod bi -••• 
cf ""leO lood< on "'" "'''" o~odnos cou!d be d<t•r
~tned con<ld<ring • nooel thot con•l•t•d ol , round 
shoft repcesent1n~ t~o cronl•'-olt, el~<tl< supoorts 
repre<ented by <Pnng• onO t.oor1n9< wh1Ch •<r< '"".,.oj 
te be~ •• , • ., llneor oprlng<. ne proe<Our• Mrl<<d bj 
thue ou~ho" con•ldoced th< <hoft u o •tatl<olly 
undetorrnino<l syote~ on flo•lole <upporu. Tho r.sults 
obtalned i~p<o•eO •••• th• ,,,,,,,,, ~thod of con•I
O•n•9 ucn uonl ., 1 '""'"'" $1mply •upport•d bo,. 
on .t1ich cecUin lood< "' on<l ttl< <<>etlon• "tiSiy 
lh< coodltlono of "'tic eoulllbrlu., ter •och '"P""" 
cron~. Howevoc, tho tcue '"1\ty of tho hy<lrodyn•~lc 
noture of \he b.,.rlng• ~" not <OM1dere<l. toter, Von 
Shnuctoeln (óJ 1ntorporoted tn< hyOroOyno.•1< '"""'"'· 
hilos of tOe booclng• by ••1•9 !"• "'"'"''""' <1•
ched b1 Hollon<l [1] .t11ch c.•lot• 1"< lnotonton<ou• 
eocentclcltle> or tho journol• wlth <••<Hin >elu<lty, 
By Ullng \he eocentrlcl11o< "dofle<\1ono ol the 
cconk5hoft, tho <eO<t.lo' looo< could oo <lrte,.,lne<l, 
but on 1mpoctont '""~ptlon •>< \hot "'" <uwo<U ""' 
tlgid. In both e""'· [~) ond [~). • '""''" ~otrh 
oppro"h "" """ to corcy out tn• colculotlono bo'OO 
on tne Hol>oc <·ethod [8]. 

~os! rocontly, ~t1tlloc [O) ~evelorrd • moro olo
borote opp<ooch ohl<h !oc tho f!r>t ti~ lnt<oduc•d 
tne finlte olocent """"'" to ""~e! the '"nt <hoft ond 
oho lncorpo<H••" \he h;dro"nomlc• of Uoe O<·HinQ< 
thcou;" the r"Oillty ,.,.tnod ""loprd by ~oo<er [lO, 
11). ln the nodel u<e<l hy Stlctlec, thf• <r<nl•hoft 
~ .. rod<ird ""'""'m ele~fOt< on<l th• OUP;o<>rt< ""'" 
ceor<«nted ttocou9h o fle>1blllty motrl>, lhl< itu<ly 
•ho•td v<Cj c].,rly tht 01rf¡cultio• ln•OI>O<I in <On
sldocln9 H• oron<<hoft "on ottuoll1 un>y~~•trlcol 
•hoft " O"PO«d to the rouno <hofU u«d In """''' 
(S) ond [6]. 1< >Oould ~ "'"'1 thot tn none of '"' 

2 

'" 

1-{ 
pro;lou• '"'' "" !~< "'" dl,trl~utlon of th< <ron<. 
s~oft <on•l<loc•a In !he formulotlon ond thU5 on l•poc
Unt "0<<1 Of th• dynomlco of tho cconk<hoft wo< 
nogl«t•<l· 

ln thl• <ludy, • 9on<eol opprooch 1• preoen"d 
~htch yl<ld< tho lood• on the moln beorlng• ond "''' 0 
•olld finito eloment o<><lol Toe .. ,""'"' In'"'" • 
~•Y that th< olonlc proportle< '"~oro ropreoento. 
tlv• on<l, for the flr<t tl~e. ln<lude< the "'-'" <1!•
trlbutlon o! tho tconl<hoft, 

The opprooch 1< h•>•d on !he flntt• •l•~•nt
tcon<for ~•tri> m<thod <lo,olooed by Muclno '"" P•••lt< 
[ll],• Th• •ynth.,h of tne sy<tem <u!><truotur.• h 
modo by comblnlng tho ""' """" of tho <utootruc
tvr"' wl\h tn• ~y<lro<lyno~l< load• on tho o .. c!ng< ond 
tho fl.,tblllty of th< oupport1. 

THE STSI[M M0D[l AhD EOUATJO~~ 

lh• ''''"~ con• Idee•~ In t~ls ''"~' con•i<t< of 
thr .. .,.In '""'ponont<: tho cconf>h•ft, tho fl.,ttolo 
••PPO•t< ~od t""·joornol-boorin91 n oho..., lo F;;,,.. 
1. lt U "'"""'d thot tne lood• o<tlng on t~• crank
plns oon b<: obtolnod ••lng tho pr<Uute-volu"" dh¡co~ 

"u'"" ,,.....,..,. 

flg, J A Typ1co1 cionbhoft-B01dng ~1•:0111 on 
flexible 5opport< 

ond t~e go-trlc ch•ro<t<rlsti<> of tho 'Y""" for 
tf>o ••ti« cycl< of OpOrotton, Thu,, tf>t lood< octlng 
on tho '""'P'"' ctn be '"'ohod lnto codtol ond 
ton9enti•l <omeonont• '' <ho.n In Flgur• l. 

In ardor to formulo!< tloo oquot!o"' of \he ,,,_ 
t.om, tt h neuuorr to d<llno tho d<~·••• o! fcoodoo 
of tho •n<tm In '"'" • woy thot tho lntoroctlon 
bot""" t~< cronksh•ft Ond tho bt.,ing< and !~e sue
POrl< con olso lo< d"crlb<d. f1r<l, tho •«toe ol 
1o•d• octlng on l"e oron<ohoft con t.. defined u: 

lfl·I;:J 
><~or• tRJl uo th• rooctton• from the beorin¡• 
ottln~ on \loo 1'\lln journoh and lf,l oro tho lood< 
''"" ti•• conno<tln¡ rod• octlng on !he cronkpln•-

"' 

Tho r<«tion> 9<0010\<d Oy the t..or1ng< ,,. t.h< 
r"ult of tntrgrotlng \ho P"""'" di<Uibutlon 
d"olopod by t.ho lulorl<ont oll fll~ ond thu" 
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Tho dogrus of freed011 for tke «onhkoft ood <Upport• 
~•n be "'pru<•d u<lng tko followlng noution, 

In tke Ob<oluU <yU..., (t, ~.o): 

. . . ~¡,l • 
.. 

In tl>r roUttng <yUI'!II (•, y, z) 

1/boro tho <uboortpt < ~ulgnotu thr d.o.t. of 
tt>e e<on~•hoft Ornl for th< lupporu tho ••boctlp< H b 

'• • .11·2 1 ., q l!- 2 

.. • tll-1 '"' 
,, • O¡¡ -1 

~~ • tlt 21 - qll 

Dr<hlng tho pot.othl ond ltnotlc rn<rgl., of 
lho ohHic "'mbe.,, (<rnn'>h•tt ond <uppact<). ood 
1pplyln9 \ho Log,.nglon rc;uot1on, tnt lol\o•lng 
oquot\on1 o! 1110\lon re.ult: 

" ' J.' 
,. 
" 

\10) 

.4 

•' " 
• J • ,. " 

(13) 

(14) 

11\<" oouotton< aro upru•ed uslng the de<;ree< 
of.froodom o! \he cr.n<<llaft In the rou:log coordl
noto •r•tom and aho In ''"'' of tne <«ootrlclt\.s of 
tht journoh .tth '"'~O<t to the b.,rlng< In tho roto
tlonol •YH•~-

Th• <olutlon of thh <yU~m of oo"otlon< ,, not 
trt•t•l'duo to tn. noturo of tho <nt•~ onco tho lood, 
dorhod fro~ tho pronure di<UI~utlon gor.erotod In 
tho boodn~< aro tncorporoad In tho rt;Ot hand <Ido 
of <quotton< '(!O) throu;h (14) • . 
HU""~!~Al PROCEOU~[ ... '.. - .• . 

In ordor to corry out no onoly•h of tho <y<to" 
oM tho •olutlon cf tne oouatlor< Provlou<IY fo,.u
l&tod, 1t h """"'"'1 to ~••• "'" of tto fa[t th" 
tho crtn<•h•H <OO bo Norodl>cret!:.d lnto o nu~.:.er 
of <ubotru[ture< ~Mth """ •l~llor thoru<er!"ics. 
Eoth <ubotrutturo (c,.nHhro•) 1< theo di<cretiled -
u•lng o !!nito ol~I"!!nt ""dol •ucn •• :he ooo '"""" In 
flgur< ~- lho oQUotlon do«rlblng tho 5tUIC oouill
brl.., of thh <ubHructur. wr1tten In notr'• fo"" lo: 

finito Eleo.nt Modo) of 1 Cronlthro
•• • ~ubotructu•• 

{lS) 



( 

..tlere [l]h the ntffneu ""'"h of t~o <u~>tru<ture 
ond (l) ts the •~ctor of dhpho.~ents ol tne nnd" or 
de~•••• ol freed"" ond {F) h the •«tor of \ooó> 
ntlng on the >ubstruotur.. 

lo introduce the ma•• dl>trt~utlon of !he cronk
•hoft, the ~•" ~.trh can be lnco.rooroted so thot: 

t(r(tJ 1 {16) 

It vt11 be usumed th.t tlle 10\0<nol d•~plng un be 
nogle<tod. 

tonotderln9 thot the lood 1> honoontc •lth ctreu
llr froquency of •, then [q~&tlon (16) un be reduc«l 
to: 

(11) 

[O] • (l] - J[H] (lB) 

In order to synthetlze oll the >ub<tructu<O>, the 
tlnlte eleOIOnt-tronsl.r ... trh .,.tMid can be oppll«<. 
Todo th1<, the '""""o! d_hpll<..,.nts on<l lood< con 
U p.ortltlon<d os fol\o•s: 

..... ¡:;) '"' (19) 

Then, by followtng tlle fo,..,ulotlon gtvon In {12), 
the f!nol ••oru•lon for the tc.n>f<' .,.trh con be 
obtllnt<l In the fono: 

' 

'" ¡::). ['" '" '" '• l ,, H (20) . 

• • ' 
lrh!ch wdtten In i 010re CQ>po<t fono bK-" 

( lR J • [T1]!lll (21) 

lh\s oquotlon 1< the tronsl•r ~•trlx rolotlon<Oip be
twoM Hoto Yetto'S 1¡~1 on~ IIL) •~lch contain 
both the dhpl"oments ond !he load< "tln9 on tho 
\nt"'focu ol thO .ubstructuro, By chongtng the sub
<<rlpt• to 1 ond 2 lnstoorl of L ond ~. o ;econd su~
Hructure con bo od:!ed l>y consldorlng !he fol\o•in9 
otondor-d rehttonshiP< •• do<ulb«< by Pestol on<l 
leckle [13]: 

(22) 

In thh ,quotlon, [T¡J ond [Tz) oro tho 
tr<n<l.r "'trices of tho f rst aM >ocMd su~struc

turos ••• ~oro <ubstructuroo con b• ooso~led by mul
tlplytn, tl>e tronsf<r Nlrlc .. In tilo corr<'Pondin9 
order. 

lt ohould be nottd th•t the N In od,.nU;o of 
thh ,,.,.,.. ts ¡hat by ... atplylnq tho ... u te"' 

"' 

5 
[T¡]. [!2], He,, tho ol,. of tho Nldc., ~O<> 
no! lnu .. oe but c•~•lno oo~ootltllo •ltt\ '~·• ordoc of 
tOe o.tclc•• bolo~ multlpllod. 

T~e ,toto >ector< ll¡) contoln tn• lo1do ond 
Ohpllcomento of tho lntorf«es of the subHru<turo<. 
Tnue In turnare tho roootlon< ,,; tho dhphc•~oon 
ol t~o journoh ol tho cr.nk•h•ft ""''' '"' lntorf"., 
we<e ;.,lgnotod. From [Quotlon (20) tne follo•ln9 t•o 
uprenlon< c.n be obtalned to O•Pre" the ructlono 
on the ~In journ•l• •••u~lng thot tt~ corre•pondlng 
dl•ploce,..nU ore kno"": 

[ ... ,,-• 1·' 1 '1 hl. 

... 
(24) 

•here the •uperocrtpt• t hdlclte thot tho •e<tor< '" 
obtalned o .. ed en the tclnofer motrh of the klh 
vonlthrow. The net for<e on the beoclngs con t.. 
obtalned by algebtolcally 1ddlng the contrlbutlon of 
etch dogre• ol fro•dom In the cocre<¡>o>ndtng ólrootton 
tnd throu;h the dloplo<emonU of the oupport< uolnq 
the fle>tblllty m•t<l< of Eouotlon (5), 

lhe lnstantanoouo velocttles of tho journal con· 
ters In tbe bearln9 cle•r•nce clrclo can be appro•l· 
mated u•lng fiool<er'• equatlons [10, ll] •lllch h.,o tho 
followlng for.o: 

~:· . w * (~) . "'t•'l (<6) 

~!>ore (~,) and (M_,.) are Ono"" u ~~ "')Illty 
fun<tlono '"'no fun<tlon< of the beartng cnoroctec• 
tstlc< ond the eccontrlcltle• of the journal• wlth 
relpe<t to tho beorlngs. The expll<lt lo"' ol thou 
0<1blllty lunctlon< whlch apply to tlnlto bearlng< ore 
~l,on by BooOor (1~] •M wero dovo]opod by"""' [11]. 

[qu•tlons (25) ond (16) •llow tho detennlnatlon 
ol tho lns"ntaneou• volocltles of tho jour"'l' In the 
burln9< In the plano p.rpendlcular to the ul< of the 
<hoft, 8y O>tropol•tlng th.,e ><lodttes through on 
lnvement of tl~e. <~t, • """ po•lttcn ''" ~· found 
whkh can be used to dotemlne • ne• '" ot lood< 
""lch ..tll g<nerote 1 new •et of Journol •elocltln. 

COIWUIER ALGO~llll'l 

The cornputatlonol 1lgorlth~ con<hl< of on Itero· 
tlve procodure •Mch ylelós o cycle of ól<phceme"'' , 
ond load• ol tho Jourool< of tho cranl<hoft In'"'" t 
••Y thlt_ the elooto.hy<lrodyoomlc boh4<lor ol tho <Y<· 
tem ""be appro•lmoted. Once the tran•lor ~ltrl• "" 
b"" dHI><d for each ,.,.,,.,nlc '""P""'"' of th< load> 
octlng on the cron>pln of '"" sub<lro<toro. co~~leu 
ulc"lotlon< •r• perfonTTOd '"" the followlog Uep• 
dellne the olgocHh.~: 
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Jn\tlote wlt~ on ocbltrory eccentrlclty or eocn 
journol In U•• beorlngs ••O '"• '""'" ""ontrl· 
cltlo< '' tho o>solute ~••olot•••••• or '"' 
Jourooh ol t'< cr•ntShoft. 
Ptt•""lno tko Jooo• •«1ng on tno journol< 
wntch, ,..,~lnoo •lth V-e ln<t.n:on•ouo loods oo 
tho <ron>pln, oro '"""·o•Uolo •lth tho ottontrl
cltlo< ofl(! ~Uplot<o.en:s of no Ptt•>Ous neo, 
uoln9 Equltlons (2l) '"~ (l4), 
Oetormlne tho laoOs on the beor1ng< u<ln¡ tno 
follo"ln¡ nlotlonsMp · -·~· • 

IF ¡k-l. 

' 
(27) 

tMputo dt<pl"o~eol< on the jour;,oh lar the 
\oods just found u<lng [quotlon< (4) ono (5), 
One• tt.e dl<ohc""""" or '"" bo"1"9' o<>4 tno 

· dhphto ... nts of tno jocrooh oro <no••· tno -
occontdcltl., eon De .foun1.~, \'O •<<Urhl 

,,dHforonoo of \Mso oispl"'""'""· Tnu<. 

lol• !Bl- {JI (lB) 

whoro {o) h the ••<to< of occontdcftf.,, {5) 
f< tho voctoc of boar1ng dl<plo<omont• ond {J) 
h tho vootor of journol dfs~IO<omonB. 
Uetennlno tno fn<tantonoous volocltfo< of tho 
journoh In tho b .. rln~s uslng [qiatlo" (25) 

· ond (26). . , 
[•tro~loa t'-< df<Ph<<""'nu of tOo journoh 
tnroug" an·fncr,..ont of ti"'~\ ond f!nd o no• 
absoluto Qo•ltlon uslr9 an ••trooOlotln9 <<h•~. 
.uch u tho A<!o10'< fo.,,]n [16]; <Ufnly: 

tm 

~otat• tho f>O'Itlon of the crank<hOft •lth 
re<p•<t to !he .uoport t~rou~h on . .oglo of ~H 
ond colculoto th< new loads Ir~ tOo connoctlng 
rods on tno cronloln. 
~•o••t <top< 2 throu9h a untfl ono <1<lo 1• 1< 
CO<'P lot od. 
~opon <Up< 2 throu9h 9 unttl eon•orgon<• 1< 
othl"l'<l. 1n tM< <teo, con•<r'lfn<• h oth>O•ed 
""'" tho <y<l• of lood< h ldon\leol to tho 
pr•vlou> eyclo •lthln <ertoln no<9lns. 

TOo olgortthm Jo<t de«rlllod 1• >l'o"" In \he Ioom 
of o blo<l dl•¡rom fn f1gore 6. 

APPlltAllON TOA ~[Al STSTE~ 

The '"'"putotlonol orocedu,. de,.lopod In thh 
study "" oppllod on o cron<short-bNrlnQ """~• tOe 
""1" cho<>otorl<tl<s of •'>><o '" gl•en 1., l•bl<> l.~ 
ond 3. In thU. appHcotlon, th• looO> on "" <conlpln 
woco cesohod loto louner '""';>onenu ond only tno 
ffr<t 6 COI"~onenu •ero con>lder'" In tho oppro<IN· 
t ton. 

lno lood cyel<> for molo boarlng• 1, 1 ond l aro 
sho..n In fl9ur•• 1 throogh ll for two "'"· In the 
11r>t. the non of tho cronO;oort 1> not con>ldered 
ond In the "<OM tno "'" h lntroduoed by U>lng tne 
dJn•~l< >tlf!ne» notrh of !~uotlon (lB). 

COkCLUSlOh~ 

Ir~ the ro>ult> o~tolnod In thl> onolr•t> ond 
boud on tho P"<•fOu> otte~ou for thh tyPO of >Y<· 
1<", \he follo•ln¡ <onclu>lon> con toe dro,...:. 
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rf9. 6 Flowoho<t of ComputO' Algorlthm 

.. 

lh< fncorporotlon of tho '~" ~htrlbutlon or 
t'-< <ron<sOof' In tt.o onoly>U "" • con»do•
able elfo<\ on the coleulotfon or tho lo••• oo 
the Nfn journols. yloldlng lo••• •hl<b.oro 
oppro•\""tely 12.~~ on~ 1~ •~•1\er for notn 
boor\ng• l ond 1 ond orpro•l••tely 11 greote< 
lor "'In toeorlng 3. lhh ton toe "'" In lhe 
fl9ure• 1 thro"gh 11. 
lho lood< on the boorin9<, """blnNI •lth \ho 
loo~> on the cronOp\n> Ond <"< d"plou.<non<> of 
tho journoh, con t.. "'•~ to perfonl' the Hren 
onoly•h o>lng \he ~~tri«< ooto\no-:1 In (oootlon. 
(l~) lor the fin\'' e\e~nt mod<l. 

l) lhe ""'"<><! de•olop<d hero ln<O•ooroto< for tno 
Hrot 11~• the ...,,. di<Uibutlon of too <ront
•hofl to eorry oot t'-< onoiJ<I1. 
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Cronó<hdt Wltbo1.ot 1\oU ., The ~~~llcotton of tho finito olo.,.nt-n•n•lor 

.,..tr¡.-.,·,ü:o.:f lo thl< probl.., olio•• tnO'di~ · 
Ulled ro~re>•nUt .. n ol tho cronk1hOit otruc
turo w!thout result\ng In largo <¡U<~ ~•trlce•
lhl< fact In<«•><• the orrlc!<nc¡ of tho O>.'\hod 

""''" ol1o"' the stron '"'''''' u•lng the """' 
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~«o-ndotlon• foc futu<t •ork In thl• oru c_.1 

tncludo tho ton•ld•rotton or tho rototlonol doq•••• ol 
lrndo~ In tno ''"'"'" In ordrr to o~U!n ro"""" on 
tho journoh and olso to <on•ldor tho Corlolh co~oo
nont< of "" occolorotlon ghon In [Quotlon (lOI •>l<h 
•u droppod bj routlng tOo oupoocu O<ound tho cronO
<ho!t In< toad of <""'ng '"' opoo<lto. 

Al<o. •~ o•••~otrlt onoly<l• •ould olio• '"' 
doto,..lnotlon ol tho •lf•tt ol '""" oddltlor.ol 9<<V"O<· 
trtul pora ... ton on tno •rot•~•· boho•lor. 
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" Depomn<ot o> "'""""'' fng'"""""9 ' 
A,;oo Mem ASME 

V. Pavelic 

An Exact Condensation Procedure 
foi Chain-Like Structures Using a 
Finite Element-Transfer Matrix 
Approach 

Prolo>"" ol M«,.noc>l !og'""""q, 
Mem ASMl 

TI" "'"'" ol•p•cltL'<' af 1his <lu<IJ i< 111 li<'lmbe a new <chtm< w wrry our¡he Sial k or 
dynurrl<< arrul\\1< o! ~lawc 'J"""" "''"~a C<lmlnntd ,-;n11e t.lorreni-Tra"-!jer 
Matm Ap{Jf<!<'< ó. The wopn<cd sclto•nr. o))<''' ''"' ad!oJ/1/a~r oj uurnmaur mal m 

• ""·"d"''"'" w11hm11 hU<"<nx w lrruJ(·arr ri<'X"'''' ") )"r<Mm, anJ pme-<'lng !he 
slram and l,rrrcl/c '''"''X 1' llrr<•u¡·l"'m ,¡,,. < mr~/<'n>afwn. Alrhouxh lwrar·•! w cham
lil.t e/Ull'< ''"'"'"· lh<· 1'1<'/hml rl X<""<"<ai!Oo:U 111 nm>-<n'<'HI"'< cw<j<¡malwns ~-.,¡, 
su~wu<rurts ha,·ing mr<•rmo'tlwrr a< la'o' ti~gr.e< nj )m'tlom. 

ln!rodu~tion 

The analy>i> of ]argo and complo• symm> ofoen r<quir<> a 
disoretir.atiun so rdoned lh>l the ro1uhin~ >tlffn"' oml ma» 
matric<S bccome wo ler~< lvr th< wmpuL<r 10 handlc. ro 
ovorcome ohi> difficult). "'eral • 'rcJucdon r<chn1qu<>'' hO>< 
btcn propo><d, h;.,ng a> p"m•o ob¡cct i>< oh< "" r<Juction 
of the sy11cm motrices, lh!Ou~h a tru-ncatoon ol dcf<«< of 

_ fr<cdom (d.o.f.). which im·ol><> ohc sdoction ol c<rtain 
"ma>t"'" and "sial!:" d.oJ .. al\0 '"""'" ¡n ilt<ratu,. •• 
rctaíncd and truncooed d.o.L. <<~P<<ll'<ly_ 

Guyan PI is crcdúd ~ith e><abhshing th< conocpa in
volved in performin~ the reduCiion. which i> b.:l>ed upon th< 
a»umption that for dynam<c anal)'>i>, the km<~ic ener~¡ ol 
the lower frequency modcs is 1«> ""'"i'e 10 the <runcanon 
than 1h< lm<ti< cncrg;- ot <he hither lrOQuenc,- mOOo:>. ~h<le 
the main cnergy is p<e:\ened throog~ thc <runcarion. 

In thi> proo'<lur~. thc probl<~« !n,ol>ed ar<t~o-fold; f"''· 
the "''"'"are dcpcnd<no on the obihl) ond <•!'<'""" ol oho 
•nalyst. to arbnrarily '<l«t th< ma>1<r d.o.f. in such a ""l 
that th< mooion of.<hc principal m<><l<> can l>e chata<terizcd 
odequa~ely b¡ <he retainod d.o.f., and >e<-ond, th01 oh< 
nuncation modifi<' to on ""''' ohe dim<bmi~n of th< 
inenial properti<> of tht mu<tur<, "h<eh in oum in<roduo<> 
«>me error in lhe result> obtaill~. runher. no critcria 
ttlrrrntly exim to reble <lt< numbcr and l<><>ll<•n ol the 
rrtoincd d.o.f. and the orror mtrodoced b¡· th< truncauon. 
Common ""''· «P<ricncc and t«hnbl in<ultlon in •ome 
cas« are abou1 thc onl)· ro»•bl< oool• lo mm< up ~uh an 
dfkient <runcauon. uo>l<>' the pr<>bkm in hand i• l~<rl)' 
1imple. However, for pracucal purposes, e>en thou~h <he>< 

'""'"'""' o, '"' "'"'" '"""''"'"' o,;,."" or '"' A•• '"" ""'"' 
., M••"•"<" l•o•""' '"' ""~"'"'"" " ••• ''"'"" ' ''"''" 
T«hnolo,- T""'"' """'"'"''· ''" 1 ""'"'"- e"", Ao1 "·"· "'"
"'"""""' ,.,_.,,,.. " A'"' """""""" """· 1'>0 I'Of"! M 10-
0/DFT•<l<, 

, ......... "'""''"'' """' "" •••t 

«<hniquc• ar~ u«d. th<)' produce limi<ed •uccm r<>ull>_ 
Tho id<a ol '"""" conOcn<aoion lond> n•<lf pmicularly 

w<ll 10 thO <oneept"Of >ub.,u«Uring. which in>OIY<S rhe 
'",\1acrod<><r«ilO<inn" of ~lar~~ •Y><<m into a '':t of >ub-
'l'><Cml >no" n a> sub'< ruco ures, ~ h<eh in turn are d<S«<II>cd 
U>inv a f<no<< <l~ment mothO<l, h»Lil$ as;,. m••n porpo>e to 
~'""" 1h< mo" >lfn<fi<ant mod<• and to ""<mblethe ')"<m 
•• a ,.hol< ·,n o~rms or lh< pun«r~l mode< or uch >ub
"'""'""· Thil aroa receivcd >i~nHi~no attrnoion m th< 
aero>r.:o« indum~· and i• ~c11 d<><Um<n<OO und<r the subj<co 
of "Modal ~)nlh<>i> Te<hlliqun." Huro¡ (11. Damford [JI 
aod Goldman 1~1- among Olhcr>, ha>< dc-.loped <•t<n>i'< 
>tod·,., in thi• arca and thc thcOly n<'<l no< 1>e r<P<O-<cd h«<-

The>< l«hniqu<S ha>e been "di adar><ed tO th< pr<sent 
r.nue clcm~no pracuce. and ><•<ral """"· <uch "SASTRAS 
(}!. ANSYS 16] aod SUPER!! ]7], amon¡ other>. off« the 
fea<urn o1 ">ubo<ru«U<in~" and ••dynam« <ondrnmion." 

h ;, to l>e nOlod that oh e me or <h<>~ «chmqu<> i> rrhnanly 
dLt<:<ted <o"ards o he d\namic analy<i• arca, in ~h«h nor onl) 
thc >liffn<» ma<ri• i• >IOi<d, but al>o. tho ma». and in sorne 
•••es. oh< dampinr lllltri<cs ate >IOted, thu• rcdudn¡ the 
pro~l<m >izo memo" >lora¡e capa<ll) r<qU!<<men" to 
<nhanco the comru<er anal,·si> ""''· 

Vlh<l< matri• me<h"d' of anal)'>i> ha>< •i~ni~<antl) 
<OnlrL~utod on ohe do,dopm<n< of th"< ,...,hniques, >'1<· 
ti<ularl)' oh< "UHot ~<iflne;s ,\t«hod" 1>1. uron "lnch th< 
fuuto d<m<nt moohnd i> b.ocd, o<h<r m<rho~• h•'< no< en
jo)<d th< >O<n< Oc pe< or oppl"ation. bu< n•» ¡xllenHaU¡· he 
rro''<d u,.lul lor ol>e anal)'"' of '""""'"'- Such is <h< '"" 
for ohe "lran>lor ,\lalll' M<Lhod"' IUI. ""i'h e:<n toe "'"'d 
•• a colltinuit¡· ¡,,n,·ti<>ll for an <n<l""d ""'m ~ith 
nan>lcrot>lc b<>undori<>. 1<> ad'''"'~~., and JimtiOIIOn> are 
d<'<Um<ll"d tw llL!II>fl'f'<'n>< 11 01 >mi l:>hlcm;on 1 1 1 1. bu< 11 
h» l>'d '""" 'U''""'' Lo! application' lor ''<f)" p><ti<L<Ior tYr<> 
of prot>lem> • ., ha~< Lh< "'"1'" pL<bli>ll<d b¡· l'rohl 1111. 
Le<~« [IJI. and Li11 and .\I.:Uan1<l ( 141. 
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·ou.tO ""'"''"' WNOIT""" 

[M, l X, [K, l x, /, 

[ M, l x, [ x, l x, ¡, "' • -
X, x, ¡, 

"' a( m "' '" 
"'"'''' 

IX, jaro the ~egr<<> of fr«dorn a .. ociated wirh >UbiYst<m 
"i" only i ~ 1 ,2 and 1 X 1 1 are th< degre., of fr«dom con
n«1mg lhe 1"'0 sohsuucture>. 

for the ''"m pie u.od hero, the mder of !he global matric<S 
Í! ¡i>on by the follo,. ing r<la<ionshrp. 

R,_r, +r1 ~(d.o.L)XN '" 
,.g, 1 "'"'"'"'"' or '"'""" ''""'" ""''"" ~"" '""""'"'" where: 
bo•nOOo)' <MOIIIOOO onO '""""" lood """" 

'• io the ardor of thenh oubmue<ure "'"""• i • 1,2, N;, 

·,""_[[··¡L.¡lJ l 
[ •.JI 

1 

and (A1• '" [[• ¡l,,[ l] l 
[ •.] 
~---------------

Th~ overlap beow.., th< blodo repmen" lh< common 
boundan<> b•:t,.<en '"" adja:enr oubo<ruetur.,, Ph)'>Í<ally, 
the ov<rlap bct,.ccn matrlc« reprn<nu rht Ge~r<n of 
fr<edom connemnE rhe '"" oubsy50em>. 

The ord<r of lhe<e matric" i> d"ml) ~i-.n by lh< tolal 
numbc:r o! d.o.f. m thr "'''"U >)ot<m. A> an <>ample, 
wnsider thc muc<ural 5)'<l<m >ho"n m F1~. l. 

H a lumped m•" matra Í> U><<l. and no dampLn~ i> 
a"umed, <he equa.iono éescril)in! lh< "'"""" cf the wurture 
under a ha!monic drivin~ !o"' ore a> follo">= 

[M],1p 1 iX1,1, 1 + [1\[, 1,.1 IX[.,,, • 111.,,, '" 
H th< >)'"'"' ao '""""in fiR. 1 Í> ""mbl<d ro anooher 

olih •)'mm, as oho><n tn Fi~ 2. ouch rhar >omc nodo> aro 
common ro both >)'st<m>, o he reoulml~ equaoion> hooome: 

----- Nomondalurr (<<>ni.) 

(F(I) J ve-ctor of applJOd llm< der><ndenl for<es 
IF~(IF,I < VOCIOI of IOIC<> a"O"aled ~"h (mJ<I<r, 

•l»e)d.o.L ,. ' < r<due<d \<C\Or "' arplied for<" aher 
condon<O!ion 

(Fti(F, J < '«1"" "' futte• '"' '"' (1<11, ri~hl) 
bounda" d o.f. 

(F¡) ~ """'offorcesaooheintermod>al<d.o.f. 
[D] d¡·namic >ltff nm maod• 

JD~~l 
]l'..,)lD,..) • p>llioicns el th< ~lobal d)n•mic "iffne" 

mlln> cCrr<lpOndm¡ 10 the ma<let ond 
,~;o,, do. f. 

[Dü) 
[D'] e r<du<ed d¡namic Sliffnm malli> ofl<r 

conden•allon 
(T,l E ttanof.,maui•of•ubmuotul<l 

1 T11 ] 

ITt:HT,,( • panition• eorr«rondin~ 10 lh< "'""11 
tran•f<l 1110\IOl Of 0 lUb>UUCIU!< ""h 
"""' mwmMIJ>I< d.o.f. 

Journol ol M och•nicol Ooslgn 

'"' numb<r of nodo; at the int<rfa<e and d.o.f. is lh< number 
ol dogr«> of froedom p<:r nOOe. 

In general, the <uhmuoture. do nor loa >e 10 b< of rhe >ame 
order, and ,,,.,.,sub"'"''"'"' can b< u•embl<d follovcing 
1he •ame procedure. The eeneral exprO'>sion for 1he ord<r of 
rhe ~lol>al matricesof the ehain-li~e 'l"'"' sho"n m Fi~. J >< 
si ven by: 

. ·- ' 
R~ [,,- Í:ld.o.f.).~N, (9) 

·-' . -' 
h lhould be no"d tha< lh< inwfa= m•~ 01 may nol ha•< 

th< "'"'' number cf nod"- The irnponant facttc nol< h<1t it 
lhal lh< mol< 5obmuom1<5 thor< aro m th< 5)<l<m, tho la1~<r 
th< md<! of th< 5\'SI<m ma1m<S "oll be. Th1>" nol lh< ca10 
fo1 th< prOpO><d m<thod d"mbcd m the follo"ing ""ion5. 

(T,) 
z. z, ~ """ Ve<:\015 of oh< (righl, Ido) boundari" 

(A] (B) (C] 
(D((tllf] • 

IGJ !Hl lfl 
1~" 1 

~~ .. 11~,) 5 

(~, 1 
IR, 1 • 

IR, 1 

pa11ition• of the 
com•p<mdtc.~ lo 
l<rmedial<) d.o.L 

~lobal Sliffn<» rna11ix 
lh< (l<fl, ri~hl and in· 

p.onition> of 1h< redu"d seo of <QU>lion• 
afoe1 the interrnodiaoe d.o_f_ h•" t>«n 
dirninat<d in the global 'Y"'"' 

v~ou of 10m>inder oerm• aft<r th< in· 
letmodoaoe d.o.f. ha•< been eltmonal<d on 
1he globai1)SI<m 

rs, 1 • Comrl<menolry """" for ohe ""nded 
tran•fer ma11i• of equa11on (l~J 

(S,I 
"' • fr«¡umq of>ibration 

' 

:ti 
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fl~ l Su~"""'""" eo-oooO ol owo '''"' '"""'"'""''' h.,lng o 
""""""" onlorlO<o bou""'" 

...... ""''"'' ' ' • 

..... ... 
Fig. S ""'"''"'"'"'"" >uo<"'''"'"" wi1h "n" oubo""""''' eholn
"'' <OMO<IOO Tho oub.,ou<lu"> "' ol o non-oopOIUI" noMo. 

Cond<~"lion Tt<hniqu .... Ao ""'"d <arlior, 'lh< con
den.a.:On ol d.o.f. h3> "'"' pnm•ry obj<cto><, lh< maorix 
sito t<duttioo and U concc¡:Jtuilly done in four Ol<p> "hich 
are: 

l S<l<etion el rnamr sol of d.o.f. 
2 Partition of the <)'S\Om rnauico>. 
) Obl•ining Oh< IOIUIIDO for the "'""" S<t of d. o. f. 
• p.,forminE npan>ion or rcoo• <t)' for ,¡._, d.o. f. 

Th< "lwion of the "'""'' ><1 ol d.o.f. ¡, ~onerolly ldtto 
lhe anal)>l, ~ho de\lfn>Les cmain d.o.f. 01 boonE !loe most 
~<rr<~enmi•• of th< mooion of lh< >)'ll<m. Once the "'""" 
>et h.-l><en •redr.ed, re•rran~ement of '""'' and colum"' is 
pcrform<d on '"' mo" and ouffnm m>tricn. in ordor oo 
molr ohr r•niuon> ~¡,en in lh< follo-.. m¡ <Quaoion: 

[Mmm ""1 ("~] • '¡Kmm '""] ¡xm} ·('"'}oo, 
Abm MssJ .\s 1-:Jm ;.:,, Xs r, 

\\"hoto '~' ouh><ripo (in) indical<> oh< "'"'' "''oci•oed 
,...;,h ohe ''"""" ,., .. of do. l., and ouh>«ipl (l) m~o<a!<s 
ohe ""'" •l!ocoa«d '"'h ohe "'•1•1< d.o.f," Al!uminF • 
harmonio ooluoion. <he follo~ in~ o.pr<!>ion 1;on be ob1 amed: 

[ 1' ~mm '":']- •' [M mm -"m>l] ¡Xm]· 1""'] O" 
Asm Ass Msm MnJ ..I.J FJ 

• 

> ' 
• 

[

Dmm 

~m 

o.,] ¡xm 1 • ¡· ""} 
Dss x.J r, 

"' 
[DJ lXI = IFI (13) . 

Where <he matri• [D) i> '"""" "thc "Dyn•mic ~tL[fn<» 
E•p•nd1ng" equation (1!). sohiog f or 1 X, 1 ond .ul•" io uoing, 
scvor•l tim<>, 1 he follo"' m~ <y<lem of equ.,oono i> r>l><ooned: 

[D']IXm)=)rJ • (14) 

.. h<r< 

[D'] .. [Dmm)-[Dnu) [Dss¡·• ¡¡,~;¡ ... ¡ (l SI 

~· [f'"[ .. (Fm)+[Dms) [D»J-' [FsJ ( 16) 

Equ>tion (14) con!lium< the "Reduced" o<t of equa1 ion<, 
"'ho>< matri> mder io dependen< on ohe numher <Jf ma~<er 
do .f. '1 he e>panded solwoion can b< o~oained u1ing oh< 
re<OI<!Y equations; th<>< equ.,ion> •re ~'"" by the folio"' ing 

"P'"''""'· ' - " ..... 
IX,I ~ 1~!•1·' HF,I-IDsm](Xm 11 (171 

A >podil ciie ;,; oni'COnden>Ooion r<>ub wben tho m•"CT 
d.o.f. •re choltn in 1uch • "•)' o hao thore ore no driving force> 
o<rin~ on oh o •la-. d.o.f.; in ohio Gil< cquaoion• (16) and {!7) 
b<-ccme: 

(!~) . 

'"' J 
1 X•l "'!/lu¡·' [Dsm) (X m 1 (19) 

A•ide from lhe inhercnr appro>imooion in th< di•creoiuoion 
of rhe •ymm, ohc •oluoion <•pr<»<d "' cqu>tinno 0•1 and 
(17) do no< fully .. risfy ohe La~'""'' eqcatoon (l), >Ínce tb< 
~ineuc cncrgy io 001 monimizod, coosidortn¡ ohe >1»< d.o.l. 
This ar~umont is "ell documenocd b} Gu) •n (21 J and Cl<>ufh 
[22), •mcng oth<"- Thercforc, th< """""""" of d.o.r. m· 
uoduce> somo error in ohc reoulro ob~>iM:l. 

Tht Finilr l:lrmt·ni·T r>n>l~r Motri• A pproach 

Prior oo ohc diocu"ion and dell'ation of lh< ptO[>OSCd 
m<thod. ohe fundamcnoal concepl! of ;:ombining o he ~"'" 
olomen1 and ohe ttan>fer "'"'"' m<thod ~ill be "''ie~ed 
brocn). A more dmilcd des<ripuon can be found in 
rdcrenc<> )15, 16J•nd [1 O). 

Tho opplic>Oion ni oh< dor«t ~<iffn<<> m<thod o o •n el .. oi< 
'Y"<m IUhject 10 a llatlc load 1<<ror r<>UIIS in tho follo"mg 
equ>Oion: 

l~liXJ = IFI (10) 

1'-'n ... leo'• <M<idcr ohe 'l'""' d<l<:rib<:l b) equ>tion 120101 
• "'"""" <u<h lh., the d<fO«> of frcedc;, can h< ~nioioned 
inoo "leh" •nd "ri~hl"' d.o.f. Then cqu>~ion ¡: .') bccom<>: 

~"](X']·('') 
~u x. r, 

(21) 

B) npandlnF ohi> """"ion and >Oh in~ fo< !X,) •nd 
IF, 1 inl«m>of IX, )and IF1 ), th<foHc~on¡ oqu•oi<>niC'" 
bcobo•incd; 

)X,I•f-IA',.l"' [A:,,IJ (X, ¡ .. ¡;.:·"1-'JF,] ~~:) 

'"' IF~l-[1A".,J-[A:,.j[~·,.¡·• [A"11 JIIX, 1 

Tranu~Uons o! theASME 
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"'hich arranged in'"""'' form bcmme: 

(23) where 1~.,1 and 111,1 uethe >h<>rt hand not.oion o! the 
m atrio<> '" the >qu•r< bracke" of equallon• (2!) 

or oimplifyin& the ""'ation, it can be "riucn ., follows: 

{;:)- [ 
,, 
'" 

'"] ¡x,) 
Tn F 1 

" )Z,)-)T)IZ,) (26) 

Equation (26) can b< recogni<ed "' ¡he transfor matm 
f<lauonship b<tween ohr <!Ot< "'""" IZ,) and IZ, l. ,.¡,;,¡, 
w<re dorive<l di,.etly from the "ilfn<» rela11onship he<v.cen 
\he displacomcnt vwor )X) and force ;·ector )F), &"''"by 
equation (20). 

In thi> example, only thc foled transf<r matri• was deti>ed. 
In a similar manncr, the pomt transf<r matri• could be 
derivcd. 

Th< Prupo .. d ,\ltthnd of An~l)>i> 

Con>id« """', thOI thc "'"""" to be analyúd LS such that 
it can be brol«n do" n mro submuewre> v.hJCh are eham-h>c 
conne<1<d •• '""""in Fo~. 4. Thc sub"'"""'"' ha>< corta m 
numbc:r of d.o.f. ,.¡,¡,¡,ore at the mtcrlac" and sorne,.-¡,¡,¡, 
Ir< int<rmedi>le b<t"<<n the t~o imorlace>. Then tokin~ the 
•«tor of d.o. f. for one >ubm"cture, and ~"·idong it into thr<"<: 
IUb><t<: 

"h<re 

p;, 1 are the d.o. L at th< ldt Ínt<l facc 
[X1 1 are the intermediote d.o.f., and 
[X,I arethe d.<>.f. attherigho imerface 

U>ing 1hi• paniti<>n in equa(lon (1)) applied 10 one >Ub
_ll<Ucture, <he follo,.,in~ "P'"''ion>ean be"''"'"": 

(l7) 

solvins for the .\"1 and >Ub>!Ítutin& in the remaimng 
equations, the follo~ ing e>pr.,.>ion> are obtained 1 

I(AI- (/I)[Iol' 1 [DI] 1 X, 1 

+ UC-1-IBIIE)' 'l!liiX.l• [II][Ll' 1 [F¡) ~ IF, 1 

I!GJ -lHJitl· 'IDIII x, 1 

+ 11/1- (H][tl' 1[ll][X,I + [1/I[E]"' IF,[- 1 F,¡ (28) 

['" ,, '"] {''). {'') ~ {''} .¡,, S, R, F, 
(29) 

. Journal or Mechanlcal Deslgn 

·~· 
By e<panding and rearran~ing equation !29). it can he 

shown aloer varioo• matrt< mampula<ion• tilat 1he ldt and 
nght boundart« can be rclated by tho lollowing "Prmion. 

1 
,_, • . ,., l {X ) -:: ~!: __ ~:: .. --- ---f-.--.'!.- l 

''· ' ,_,_,_ , ' ,_, F 
_.,-~ll~ll~ll ' ~ll~ll l 

or simpllfyJng lh< notation: 

{X')·['" '"]{X')•{'') "" F, T11 T~ F, S, ., 
where T, cmr<>pond m the term> inelu~«l in the partitions of 
the matm of equ•tron (30). 

Add•ng one <lumm) equation to the >Y<l~m. i-~ .. (1 • 1) the 
followrng equatron can be obtain«l: 

''){X') s, r, 
' ' 

whkh i>the e>panded tran>fer matri> relating the >tate of the 
left and rrght boundaroe> thtough the interm<diate ~r«< of 
frt<dom. 

For d)'namic analysi>. th< strlfn«< matra (A1 can be 
>ub>tituted by 1h~ d)namic >ttffne<> matri> ~i•en in e<¡uauon> 
(11) aod (IJI. The procedure then to obt>in the tran>ler 
matri• i< analogou< to rhat ju<t de<eribed. 

Once the ttanslet matm ha• b«n lormulated for each 
>Ub>trUcture, the a»embly of the <)·stem a< a .ohole i> made 
follo"''"f standard u an>fer matm method proce~ure<. 

The rel>lion bet"'<rn the ldt and right intetface state 
~«ton, of a'"~"'""'"" in a charn-lr~e conn«ted <ymm ;, 
given by <quaoion (J:I. "h.ch m shon hand notation h•> the 
form of equation (:6) repeoted here lor con>emen« of the 
reader. 

(16) 

\l'hen t~o submucture> are hnlced to~ether, the ri~ht in
terfaoe of >ub<tructure (n ). beoom<> al <O the lelt interlaco of 
submucture (n+ l),therdo!<; 

o IZ,I • .t •[Z,I. 
The rdation<hip bet,..een >tate •eetot> fot <ubmucture 

(n+l)i.,hen 

1 Z,l •• 1 •IT •• ,IJZ, l •• 1 ()4) 

Combining equations (C6).(3J) and ll•J the equ;ttion results: 

[Z,[,,, m [T,,,I[T,II z, l, 

In lh;, ea!<, th< ~eneral "Pr<'""" for \he \Otal >)>t<m "ith 
"n" sub<tructur« a< <ho~ o in ~ ;~- 4 is given by 

1 Z). •IT.HT,_ ,I[T,I[T,I [Zol (l6) 

• 

• 
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"" where 

!U]• (T.I!T._ 1] ..•. [T1) (38) 

· 11 shou!d b< no~<d tho1 by muloip!yin' lh< oran•ftr malfJC<> 
[T,], the Oldet of maui• IUJ doe• no! incrca.e buL r<maon> 
compatible ~<ilh lh< malfi"' beong mul"riLod. 1 f lh< •Y>«m i> 
lliCh thal all >ubstructur<S ha,·e the """ tran!lor ma'"' th< 
ord<r of th< sn~em uans tor ma~ri• [U] romain• th< ,.me. 

Thi• fea1ur< resul15 m a redue<d >Ll< m-alfi• wllich embodios 
lh< <nlire >y5tem. Thc ond ""''"m-'" lll. anO ¡,q 1 
con1ain lh< bouodary condl\ion< of th< muc!U!O in term> of 
di>placom<n15 in th< dir<c"on ot the d.o.l. •nd fmc<S at the 
nod" loeated in the Lntorfac ... 

On« lhe >Y5t<m has bwo a"embled. 1hi1 i> v.hen allthe 
tran•f<r matnce> l>a>e been multiploed " "'"""'d by 
equation (]a). S"b><quently the boundary condio '""' ha ve w 
be oa"'fied by >ol"ing for tl>e un~nov.n 101m> in tll< ond >tal< 
•celor>. After the end """ ><Cion are 1-nown 1hc m· 
tetmedi•te >tate >«toro can be oboaon«l by re<unwely op· 
plying C<l:U3tion [26) """' all """ •·e;oon are kno,.n. 

For dynamic anal¡·si>. th< d¡-nami< Sllffn"' malm con· 
tain> th< frequency term>. Thn>< !r<qu<n<~ volut> "hi<h 
>a">fy ohe boundary tondLtion> ar< 1he nouutal freQuell<\es 
for th< SY>I<m. The pr<><cdur< lo obu1n th< nato!'! 
fotquen<i<'> and lh< mod.s " >imolor 10 thal rroro><d by 
Holz<r [17). In tt.is mothod a naoural f~equenC)' •·alue i> 
.,,umed for "hich ohe S)>l<m" "tr<>t<d," """' lh< 1<>< 
co"'i"' in muloiplyin~ !he U>t>lf<l n>aui<<> and nb>or<in¡ 
~<·hether or not ¡he bou!ldaty condLiion> "' >OLi<ficd. lf 1he 
boundary condition> are not >all>f~<d, • dillcrenl "1<51" 

f«quency mu>t be choscn: and colculol ioll> "'"" t>< rop<><ed, 
unoil lh< bouOdary condHio"' '"" »<i>flod pro<lucon~ .1n 
oerual natural froqucncy nf 11" 'Y"""· Thi; ¡,.,,,;'< 
procedur< 1> sho"n >ehomaoically in 11" COOIPUI<I fi,>\\Cl\Ort 
in l'ig. 5. 
Op~r~tional Asptct' of tho Finito E!cmonr:rran>f<·r 
Matri• Mothod 

Oue lo lh< inher<nt complicallom of matri• Op<r>llon>. it " 
"""'"'Y ro point nur ">me "nronant ••r<m oo b< con· 
sider«< in d<•elopmE a •unahlc eompuocr al¡:oriohm. 

The propo><d m<thod ;, orient<~ IO"••d• the an•l)·•i• of 
comple• symms "hich can b< mod<l«l by mean> ol >ui>
>lroerures conn«t«< in a chatn-h~< m•nnor, l<>t in<l>nce. 
b<am> "ilh inl<rm«<i31< !uppom. hrid¡e•. mulonhrov. 
ctanl.shaf,., etc. Thc complic>~iom in•ol•cd in oboainon~ th< 
>lillne" and m;m mawc.s a« dorectl) •»<><ia<ed v.nh ti>< 
1)1" of fonil< elemoou• '"'d to de>crib< oh< lllll<tu!C. So-eral 
boo\.1 [2J. 2~ amon~ olh<r>) are ••atlabl< "''h d<!aoled 
d<><ription> of ohc procedo•<> requi1<d to ohoatn the >)'lleno 
matri<:e> ol equ'lion> (3) and ¡4). 

• 

• 

~:· t4. 

.Og_ < Compul" \mpoo"""''''"" ol9o<llhm lo< tno g"''"""" llnllo 
"'"""' '''"''., m"rl• molh"" lor tno IIIIJe o• Oonom" '"''''''o! 
•holn-11•• ""'<'"'" 

Tronucllcns ol the ASME 
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SUBSTRUCTURE 1 

SUBSTIWCTUFI€ 2 

F .. .AI -s;mplo '""" ''" ''"'"' , .. '""'"'"' "''""'""""'"g 

Th< dcrhaoion of <hO oran<f<' .,,.,;, IM a •uh<lructur<, 
ho~"''· rcquir" rf" '"""r<ion M '"b"'wi• 11.1 in cqua1ion 
(27) and 1"" 1 in oquati~n r 101. Til<><· i "' <"""" ''" '"""'<> of 
•om< numaooal rrrors- lhwc•<r. ''"" iu""'"'" "''don< 

..... only onoo for eoch 1ut>mue>u1o :md are'"" aii<":O<d hV th< 
load"""'· Thi• ;, an ad'""'"~''· <~r"<i.JII)" of oll oh e <ub
"'"''"'"' ha'< •ho '""'' c~n(,~uraOinn. Thi1 ;, oh<"'"'" 
pmodic "'"'''""' >u<h ., thDI< oro.01ed b)· Em~<l• and 
Mairo•-i[Ch l~lj. :-;o,. al lo !hot tho ord" ni''"" onauic"" 
•maH<r o han th< ord<r of !h< •u1fne" •nd '""" mauic" for a 
ri><n •ubwue<ure, """ onl) th< tnl<fm<do••• d.o l. ar< 
con.,d<tcd in o he m•"" 10 b< '"' W<d. 

Finall), ll «O be noo<d !hao th< matti• 111 i• band<d and n 
doe• not rcquir< 1 ull ""'"f' in th< comrut<r m<mor;. h " lh< 
a~Semb!) o/ thc •ariou• •ub,.,Uctur" thll ma¡., """!' 
l<quir<men" inor<>l<, >1ne< •!>< ord<r of th< rlub>l "''""'' 
in ere>~" 10~. In oh< FE-J ~1 mcthud lh< <UhiUU<IUIO mal"' 
JT.J i• lullr f'C'pu!a:.d and req""" fu!l "0'"~' tn th< com
ruo<l mcmof)", bot 1h< ~1"1-•1 U•mf<r onoui1 [l-1 J<><> nol 

incrca" in ,i,. """ Ll '""¡" fr.lln "'"""""" H»tti' 
mulúplic•tio<l> "indioa[,·J h> ,-quo"''" (JM. 

!i<>m< mh<r >IP<"<II in nhl "'";"~ thc '"lu01nn o/ oh e ')>!cm 
are f"tallol to oho" in>nhed "' """""'d oran,f<r malft< 
appiiC>tiOn> and d"ou><n>n m>• be l~und, fm IMlan<e, ·,n 
r•r<" h; P<'L<I and l '""" 101 "' 11 lj. 

Al!houfh til< propo~<d "'"'"'" ¡, or~<nred tn~J!d> mor< 
comrl<> !tru<l "'"'· a ,;n,rle ""mrl< ll fl' en on 1 h< ·~rend" 
~uh lio< por¡'"" of oll"''""'"-' lh< lrc,ltn><nl of l~o >uh· 
"'""""' "hi<h b01, o '""'"'"" Oc•u nd•tl arod 're <h••n·!, l< 
conn<"<d. In thi• e~amrl<, th< "'¡¡'"" '"""" 1(1 "lit" 
d<ri•<d for <•.:h d<"""' in lh< '""'""""" ond thcn 
""'mblcJ u1in~ th< I[JnJJrJ """' '"f("'" m<1hr>d. 5ub
><qurnol¡. 1~< mn,fcr m><ri• !11" lo1mui•1<J lm '"'" 
oub<lruo:urc b; >fpl;¡nF th< """'l'nmation1 of <QU>tion> 
f~SJ, l)OJ and (3:¡ oo th< ",¡¡"'" "''"" lound <a!li<'· 

Journal el Mechanic al Oesi¡¡n 

Fin:llly, floO.Itr•n>f<r m ~tri• II.IJ ¡, obuincd b• muhipl}illl 
thc [t>n>kl matri"' o/ ••eh >ub>lrUolUf<. 

T"atmcnt o/ a lar~<! and moro compln ')"<l<m '' 
analo~ou> oo ,¡.,., dc"ub<d m thi• <>a m pi< and thc ""o!"'' 
r.nitc dcmmo mcthr>d •llo"' mofO com'"" olomen" lo t.., 
u'-<d to d'""''" th< '"b"'"""'" and lo otl!ain th< ;uh
"'"""" '"flrl<" and ma" mOl tiC<•. !>uch •pphca,on> ho.o 
beco done b) !h< outhOr> """G l·D o>or>~>mctri< <OI1d 
<lcm<n1> and ~o!l h< ooron<d on our ""' P•l'<" "hJCh ar< 
no11 in pr<~"auon._ • 
Summar; •nd C<ondu,ions 

A brief d<""P' '"" of 1 h< curr<nl ly •• a1lo ble conden~aoiun 
and '""'""""""f lechniq<J<I hal boen.made. poiming out 
lOm< of thc m·a,;, fc>~u'" o/ th"< t<chnique. and llov. th<Y 
appl)" to ohe actual !)p< of •Y'""'' addr<>~<d in oh" <tudy. 
Th< corrola!lon b<1 ~«n th< <t 11 fnr" and oran,f<r malfi> fur 
SJmpl< elcm<nt< ""' d"'""'d· anda ~cnor¡!llaoion of thc 
concept "'"' d<'elored for comrl« •ut>ltructur<> ha,·inf 
intc•m<d~>t< acti"< d.o.f. A d«aliod d<ri'Otron ol lh< 
equations Jn•oh<d in oh< propo,<J m<thod ""' mad<. anda 
s<n<ral com¡:.ut<r olgonl~m no .. chon (Fog. 'l) ~•• pre>cmod 
•ho,.ing lh< mam '"~" requir<d for eomputcr >m· 
plom<ntaoion of thi• mothod lcr practica] apphcauoou 1> an 
acoual ph) <ioal SJ""<m. 

11 ¡, impon•nt to nol< 1hat •pc-cial anention "'"" be paid to 
lb< num<rical a<p«U in,oh«< in lb< matr" o¡><tolion•. in 
order 10 rcdwce thc po«ibiho¡ of numerical mor. 

From impe:lion ol th< equonon• d<io•<d. ond fr~m '''' 
••amrl< p• '" '" th< ar¡><nd••. ,h, fnlfo~ in~ cnnclu>1on• can 
be dr"" n ~r.och appl) for <ha~n-hl-e conn«t<d •;>~cm•-

1 Malri• rodu<llon con be ochl<'<d by arpl~ in~ th<FE-T.~I 
approa<h to ¡h< >Ubllru<!um nf a 1) >le m. 

2 :-.Jo >ele:tlon ol ~fa>l<r anO Sla .. depr<e< of (J«dom i> 
t<·q,;lf<d in oh< 1 E-TM Jn«holi. 1h1" rodu<in~ or_e ru,.iblii<~ 
uf "''"'P"""'•••on ni <h< >) '""'" 

l All rhc d<gr«• ,,¡ frceJ,,n "" in<luded ir• tho for· 
mu!adon of "" "duccd equ;oion•: ""d no •amfocr " 
'equi!<d in arpro•imo01ng oh< ; in«" <n<tf~ ot !he •Y>J<m. 

-1 !mormcd.al< """"'do. f. cJn be prore<ly condenl<d, 
alnng "ilh an} <11ernalload' oclin~ on th<m •• >ho"n b)" 
cquadnn 1~5)_ 

~ Thc aO>ar:.a~« of th< f"on"< domen o m«hod arrly to 1h< 
pco¡-.o><d n-.e:hod m'""" of d"""'""i th< •)>«m u;in& 

'"b"'"""'"-
6 The a~-an~>g• cf th< Tran1f<r .\!>tri• m<rhod al>a 

arpl¡ 10 tl-.c r;O;>o><d m<lhod. •re<ilicallr th< fact oh., b;· 
muhi;l;mg ;h: tran1f<1 mauoco•. th< urd<f of lh< r<<uhing 
ma~ti' do.-. no! '"""•"· 

fulur< i"'''""m<n" in tl>i• ar<• pcrh•r• ,.,u,ndud<lh< 
fo<mulallor. el oran1fer mouic" fnr "'"""'" •ioh eomplc< 
fonit< d<o!<n:> anJ '" adJHion, !ll< on-:lu>ion of ~<>n<h<> in 
thc 1; 11em m a• 0< con1idcrcd. 

S"'"' o/ thi• "or' ;, airead) ir~ PI"~"" •1 1hi• in,tHution. 
spc.;,f"all;-. uan•fcr mau" lut '""""'"' m<Odtkd ~Hh JD
>ohd ''"" < <lcm<n!<. 

' Jh .. ,. ~ c. ""'"'"""''""" •• ""''' ~'"'""" ....... ,.~.-· p,,..... 'o 1 o[~'"' S,..,,[ Y,>l"'"'" Ko. ' ' ,,...,·;_ t<:L '""""~o/ 
J '"'" ~ • ' .,. ·~· 

> "''"'"'"- ~- ". ··A "·"" ,.""'.'"'"•'" p,.,,.~ ,., o,. ... ~ 
'"''"' ol ,,.~,_,,.,;- l<''"'"' "''"'"'"'"'" )o :~•. )~ hot•''"" 
l """';'''- ··~"~-·- ~ "' . '"'' , ...... 

''-'-""'""'·'· < L ••• ,,,.,..,. "''"" "' ¡,.,.,~ p,.,,_,,_-· 
• 1 •- •- '-'""'· '••- '· '• •. '""' ''"''· r '"' 

' 

--n, .. -. 
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1 WPH"'• Uo<< MoouoJ. '"'•'""' "'"'""" "'"'"h Coopooo,oo, 

"'""''·o"''·"" 
1 Cloulk. " "" '"' P<o~<O, J., 1>>""~"' of '"'"""'· M<G.,w·H"l. 

r<Y.,J9l).p"' 
' L«'''· f. -. .. "' ''""· ! • ··r""''" ""'" r .... ~ ... ,,,_ .. '"'""-

J. M«h So .• ,,._ l. '""" po. IJl, ,., , 

10 O.m"O>•~•-"· D, ,,,,.,_e"'"'""'"'·''""' Puth''"'co, N r .. 
,,._ p '""-

'' f"l<n.•, >.L .. f•wN< ~"'"'A""'' S"""' D•••~'"· AS"E 
5o«"'''"'""""· """' ~·- Hw:><t. ""· 
, 1> Pmhl, M. A., ''A'""'"''""''' lo< (olc,l""' C"'''" ~r>«d< ol 
n .... ,, .... ,,..,,,,.,"'""'"'"l. '•' "· ""·" "''· "''" 

11 L•"'"· F. A, ··roo"''"''""' ol 1""''" "'""" •• '"" 
v, .. ,_,_.. '"''"~'""""'· '"'- x~ '"· ,.,. '· ••- oc·~• ''. 

1< L"'. Y. ~-• , .. '1<0''"''· T. 1 .. "O'"''"'" ol &<oon-l•r< """"'~ 
!.'"""""" A''ll,lo•'"Oioj t-., • ...-o>of~ '"""'"-'· ~;,, ..... p 1 IH. 

11 fo>O<I. E. L. , .. l""'· f, A·""""""''""''"'~'""''""'""· 
"'"""""~'"· "-' .. , .. ,_" ,,,_ 

!6 0<»-"""'· M, A, "A ~•• Acpoo"h loo""" l'oO""o"' Combo.,hOO> 
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"'" JO "'"'""'- T J ••d L•molo, K 11, "'A Co~boo«< ""'" 11om<"'· 
T""''" ""'" ~""'"'"' '"'''" ""'""."' '""'""' of s,,,,. ood 
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T"h'""' No ... A 1 A A,'""""' S•OLI'H.O. O ~"· ~ 
" {'l<>•oh, R \\'., o.O l'oo< '"· J , O>nom•<> of S"'n'"'· '"~"" floll, 
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''""""'''""''·'"'·~'"'"'- . " hr•"· k. e . '" "'""""'· L .... ,.,..,.., ol P"""'" ''""""- '' 
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. ' APPE:<-:OIX • 

T!ln•f<r ~lani• doriv31ion fo1 lh< 1'-"0 sub•tructur< •~mm 
shown, Fig. 6. 

Poui•ion• on Sub!tfuotul< 1 Stoffnm M>trLX ror r 1on•l•r 
M•ni• Formula11on: 

Sliffn<" Maori> of Submuooure ! : 

-K 
K,_._):, 
-K, 

' -K, 
K, 

l {~:)- [!:) J s, ¡, 

Sliffn<» Matri> of Subwucm« 2: 

-K, 
K,+ K, ,. - .. " -K, 

'· 
..,,.,mbl<d O> erall S;-ll<m Stoff nm Matrix: 

K, -K, ' " 
-K, K, +A"1 -x, " 
" -K, -K,+K, -K, 

" ' -K, K, +K, 

" ' ' -K, 

T.,--(- )( A-,.A·, ) -' 

" 
" 
" 
X - . 
K, 

r,--( K,A·, ) J.",K, )( K,-K, 
A",•A'1 +( A1 •A", A" 1A, )( 

• 

A • x, ' - -K, e -" D • -A·, E • K 1 +K: F • -K, 
G • ' H • - },'' ' • K, 

K, J. 

x, J, 

x, • J, 

x, J, 

x. • 

Then. usint equ•oions (lO) and 1311 

~" . 

'"' 
T.,"' -

}," A'. 
' . ) . " A",•A", 

A-,+A': 

. ~' 
~" --

K,•A'.) ----· • -1 
A-,A-, 

7.& 



.. '· ! ,,, '·' ·'' ~-· 
.. .. 

J7 

.. K,J, )+ ( -K::f, )•f,!K,-K,) 
A' 1 +A"1 A" 1 +A·, ¡K, •K,) 

TheTran•fer M~tri• for Submucturo !1> Therefor< 

• K,•K, /, K, +K, lo. ,_ x, ,_ x, 
K, K, K, K, K, K, 

(T.J~ o _, / 1 (K, -K,) 
¡, 

!K, +K,) - o _, j, ¡K, -K,) ¡, 
(Á1 +K1) 

o o ' o o o 

'· -· . -~·· TheGiobal Tr~ruf<r Matri• io 

·-· (~'·-K, +K,)(- fo _ K,+K, (f' !K, -K1))- / 1 \J x, 
K,A·, K, K, K1 K1K, IK1 +JI1) K,"] 

· (-f,(K,-K,)+/,fK1-K,)) /, 
(K1 +K1) K, +K, .. 

o o ' 
--------~~~---

X, 

'· R o 

! 
• 

'. 

' 
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E: l METO DO DEL ELEMENTO 
FINITO EN LA HIGENlERlA 

.. •: Mét: o do. Nurnéric.o 
. • .5(11\UlQ.clor de ecuQ.donc~ dlferc.nciQ.Ier. 

· ·ro;ro. "''~temo.~ Llnc.o;\e.s ~ no-li"ea.hs 
-~-··.'U so..: unQ. ec.uo.c.~n Inte~ro.l c:omo ho.st. 

1 

,.~'> • Formula.c.lone!.': Vo.ria.donc.L·~ Reilduos ~~!<>dos 
. "· • ~\lc:o.c•onu e.n lo.. In3e.nie.d.._: · .. · · <' 

In'l· Civil . . . ·:· . 

'. 

E"Sotrud:ura.~ · · · .. ., . 

Mec.ánico.. cl.J. :Suelo~.· 
Mec.ánica. clo. ll.oco.~ .. 

In9. M ecán ic.._ . .. _ 
Disei'io de. ele.men~os c!J. ,.,,á~uino. 
Conccnho.c.i¿tl .J.e esfuereos , 
Ant:i.\iti~ ele. ma.q~•nana. (esb~l;lco ~ 

d1nÓ.m•co) 
Lu bricoúo'n 

M eccfnico. Teórica. ~_B_elico.clo. 

' 

. . ....... Flui&os -(l'ohn<~'o.1 1viHo•o, m~dio roroso) 

.. Te rmi<o1 ( +raosfe r1 titÍ&. dt c.olo.-, ro.d•litúf" e!\ 
Medio Ccn~iMo. ( meclio c.\{s\:i~o) 

·leo;.¡ o. de C<\mr<>s 
Etc. 
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Oi:;d plino.s Tnvolvcro.do.s en el be\a.rrollo 
dd M¿\:,do do.l Elemento Fin\\:o 

M étod.?. -~·~ t!- ¿ rl¿o a..l.l"l'!i\ i ctr- po..ro.. 
~~ Q,f'\~\\<;1~-.J€. ~LStt':.l"r"Hl.S. •.. __ ... -

Utílic.o. Ol'\ l't"l.-..ddc 
--··1 · Pa.nL ·aproximar la. 

1 ~1s.temA.. fisic.c. 

ma.f: c::mc(b"c.o 
:;.o\oúón ele.\ 

--- -----,--· 
' ,----·--·--· 

De.sa..rrc ll e · 
Formolur rné:\::c..clc;¡ 

P<lrO... el rn.od~let.d.o '1-
la. soll.lc.~Ó" J.t la...~ cwd.
done..s par~t. el Sltt'tW\a.. 

' 

Í !l¡1!icd<ió'o 
U\:;i.\ie-o..c.ión d..Q. lo~ 

m é. Te &.es dJ, d.f 1a rro ll o 
\ ~a.~'""<\. l .. ~elució., &R. pr0-! 

ble."'~' «.spe.tifL"c.os i 

------------------· 

• 
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PROM EMA DE DI SE: ÑO 

' - . \,_ ·' 

·,---~· 

G e o rne-1:.. r\o.. 

Mo.t<.rio.l 
~-... -··· .. . 

--· 
' 

Ca.r~o.S- (co•d. &.... M"~Orc..) 
Criterios d~ Fo..l\o.. 

-.... ·- ' .... 
" . . ~"... Ca..da.s (~U _ca.r1a..s,- e.l -Mafe-rio.l ~ los crite.Yios de-

.. 

·-- .. 

::. fa.\\a.J ·enc.ootrQr _\o.. ~eom e t. r(D: -a..éte.c.uo.c:la. ..... . 

Da.de...' lo.. seomet n~ .. czl mo._te. rio.t 3 lo.J Ca.rgo.s 1 

Vt.riffcor si d d.is~iio es. a.d.e.coa.d.o __ c.omraranc(.o loí 

re.su!tGtcios -o~feOidos é.o"' los crih.rio~ d.e fo.\IQ.. . 

A Daclo.. la.. 3eome-tr{o.. ~ lo..o co.r,o.s.,. selt.ccion.ctf' el 
ma.teriA! c...rropla.ó.o raro. e.l'co.so . 

• 

--------------· 

C omr.o r ta.mi e oto 
'Simulo. do 

3 
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2. SISTHIAS CQr/ I~UROS 0 CQriTRAVJ(i;TOS SUJETOS A CARGAS LATERALES 

En m•JChos casos prácticos, para dar a los edificios rigidez y resistencia 

suficiente ante cargas laterales, se recurre al uso de muros de concreto, 

"normalmente combinados con marco~ rígidos. Otras formas de rigidizar ~ar 
cos son rellenarlos con muros de mampostería o contraventearlos con elc'l'.e!2. 

tos de •.o::o~creto reforzado o de acero. Son comunes también los edificios 

de altura modera~a en que los clementos·resistenús son Ir.uros d_e mamposte

rfa t:on ú1stintos tipos de refuerzo. En esta sección se describen métodos 

quo: ,.;, • .,,;·para analizar estos tipos de sistemas estructurales ante cargas 

laterales. 

2.1.1 Defonuaciones ante cargas laterales 

Aceptando la hipótesis de comportamiento eHstico line.:il las di!fomaciones 

de un muro ante cierto sistema de cargas en _su plano deben calcularse con 

los métodos y teorías de la elasticidad. Además de las propiedades elást! 

cas del n;aterial (co:no módulos de elasticidad, de cortante y de Poisson) 

1 



' 
hay que tomar en cuenta la magnitud y distrihuci6n de las cargas la geome-

trfa- del muro y la forma en q~~ est.i apoyado .. Existen-soluciones an~liti- -~·~.\., 
c.ss para ciertos casos sencillos {véase ~or ejemplo la ref 80], y los c~sos --~· .. -·· 

de geometria o _condiciones de frontera complicad~s se· pueden tratar ~on el 

método del elemento finito, que se describe brevemente. - ~as a~elante, y 

que permite obtener so 1 u e i enes numéri e as con la precisión q:.e se oesee 

(ref 15 a 18). 

.. --- -

Sin embargo, para muros de sección rectangular·empotrados,cn su tase y su- ·- ·- - .. ' -- ..... 
•• o N··•- jetos a una carga lateral en su extremo superio·r.;·P,•cor.:o se ::"Uestra en la'~-·o· ,~ '· 

.. fig 2.1, el desplazamiento laterdl del extremo. cargado- ó, se puede calc~lar--···"-~"-· 

con bastante precisión con la expresión 

Ph' ' . • Ph 
JEI GA 

' . ( 2 . l ) 

donde h es.la altura del muro, I y-A el momento de inercia y el ·área de su 

sección transversal, E el módulo de elasticidad y Gel de cortante. 

En la fig 2.1 se incluye una comparación entre los rcsult~dos o!ltenidos con 

la ce 2.1 y los que proporciona el método de elementos -finitos (c¡•Je pued2n 

considerarse como exactos) y se observa que los errores no exceden del 4 

por ciento. flunque la-figura citada cubre valores de b (ando del muro) 

entre h (altura} comprendidos entre 0.5 y 2.0, la ce 2.1 da la sinilu ~r~ 

cfsi6n fuera de ese intervalo ~orque para valores n1ayores de b/h son i;¡¡~o::_ 

tantes solo las deformaciones por cortante cor.sidcradds con el tér.;1ino 

Ph/GA,- y para valores menores son miis apreciables las defor~aciones debi~as 

a flexión tomJ.das en cuenta con Phl/3EI. 

De lo expuesto se concluye que para fines prJcticos es suficient~ calcular 

las· d~form~ciones l~ter~les de ¡¡¡uros aislados con procedir.1ientos de resis

tencia de materiJ.les que consideren los efectos t~nto de flexión co~o de 

cortante. Así se h~ procedido para calcular las deformaciones en el caso 

mostrado en 1.:1 fig 2.2. Las expresiones empleJdas y los rcsul tados se pre 
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., 

sentan en la tabla 2.1 

2.1.2 Muros bajos 
~ '-. ' 

En muros de sección rectangular cuya altura total no.excede de un tercio de •. 

su longitud ycuyabasese halla aproxiw.adamente err.potrad~, las deforr.:acione_s_ _ 

por flexión pued~il ascender a 10 6 15 por ciento,de.L,total, o alin menos, 9~;;: 

pendiendo de las condiciones en los otros tn;s,_~~.r:~~~: Es aceptable des~r!:'.. 

tiar esta contribución y calcular la rigidCl¡~~c~e~.r~p~~o tomando en cuer:;:~~ 

solamente las deformaciones debidas a cortan~e: .... ~~-~~~9nces aplicable la 

f6nnula 

• 
R " eGL/h 

donde 

R • rigidez 

G • !!16dulo de rigidez efectivo del muro 

• • . espesor del muro 

l • longitud de 1 muro . . 
h • altura del entrepiso donde se calcula la rigidez 

En general para muros con sección diferentes de la rectangular la rigidez 

de entrepiso está dad~ por 

R " Gn/h 

donde 

11 e área efectiva de cort~nte del muro 

2.1. 3 ~!uros esbeltos 

En estos muros tienen import~ncia las deformaciones por esfucno nonnal d~ 

1 
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1 
b1do a flexión como las provenientes de fuerza cortante. Por ello, las ri 

gideces de entrepiso dcpen<.ien de la distribución, de., fuerzas horizontales en~ .. J ... 
altura. Noroalmente estos muros se encuentran acoplados con n:arcos y la 1n ~---~·-··- . 

teracci6n altura tarr.bién sus rigideces de entrepiso: Asf, por una parte·las:·:· 

cortantes que toman los muros.dependen Ce sus rigideces-de entrepiso, y por."'""' 

otra, estas dependen de las primeras; por consiguiente para conocer estas 
cantidades es necesario proceder·por iteracci6n (ref 14, 15). ' 

Cuando l<~s fuerzas ldterales son toraadas solo .. por muros. de distintas propi~::.'"'' 

dades geométricas, es decir, s1 no son importante-las-rigideces Ce las vi-,~'" 1 ..... 

gas o de la$ los~s que conectan a los muros,•se cometen,errores tolerables,.• ~,,..,,.~,,, 

Si dichas fuerzas se distribuyen pro;¡orcion<lw.ente'il'la·rigidez Ge cada ~.U•-"·f<> '•'· 

ro, ·calculada para un desplazamiento unitario_-de~su:extrero.o .. superior {Es: 

decir aplicando·una·fuerza en dicho extrer.10 hdividiéndola entre el desp1~_,_,,,,,,,~ 1,, 

zamiento que alli produce). Cabe ad•1ertir ~in embargo;que este cri':erio.' .. ::·::.:·:: 

no es aplicable si las variaciones de las propiedades georo.étricGs de las. 

secciones transversales de los distintos muros_ con la. altura no son aproxl. 

madamente proporcionales. También son notables los errores en los pisos 

inferiores, donde la influencia de los esfuerzos cortantes es mayor q~e la 

que involucrado en esta fonna de proceder. A continuación se preser.tan al 

gunos métodos para analizar muros acoplados-con marcos, que es el caso._que .. 

con m~s frecuencia se presenta en la pr~ctica. 

2 .1.4 Método de Khan y Sbarounis 

La versión más simple del m~todo propuesto por estos autores {ref 15) con-
' siste en sustituir unJ estructura como la de la fig 2.3 por otra equivale!!_ 

t~ reducida que se esquematila en la fig 2.4 en la cual el sister:oa \-! repr! 

·senta al muro o muros de rigidez; el momento de incrclil de este sisterr.a, 

en cualquier piso, es la suma de los mo:11entos de inercia de todos los nu

ros de rigidez representados. El sistema F {marcos) incluye a las colu::~

nas, vigas y losas que contribuyan a la rigidez lateral. Las rigideces 

(inercia/longitud) de las colulllnas {s,l y vigas {~b) _son la suma de -las .ri .... 



S 
• 

gideces de todos los elementos correspondientes en la estructura. 

Los sistemas W·y F se co~sideran ligados por barras horizontales de rigidez 
liXial infinita y de rigidez a flexión nula, de forma tal que los de~plaza· 

mientas laterales de.ambos sistemas son iguales, pero no los giros. 

Khan y Sbarounis proponen que las cargas laterales externas se apl:quen inj_ 

clalmente en su totalidad al. sistema W co:no si estuviese aislado, y se calcu 

len los desplazamientos laterales asi provocados;. se pueden incluir hs Ce-·:· 

formaciones debidas a cortante. Luego se suponbn unos desplazamientos lat~ 

raJes para el sistema F; a menos que se cuente con una mejor suposición, 

éstos serán iguales a los calculados para el sistema W. Por medio de di~

tribución de momentos se pueden conocer los elementos mee<inicos generados 

por los desplazamiéntos supuestos y las reacciones sobre el sistema H. Se 

calculan enseguida las modificaciones que producen estas reacciones; aplici~ 

dalas al siste~~a 11, nuevamente aislado. Se comparan los des~lazamientos de 

ambos sistemJs y se repite el procedimiento hasta que dichos desplazamientos· 

sean iguales dentro de cierta tolerancia. 

las fuerzas finales en los distintos muros representados en el sistem~ W 

son proporcionales a los r.1omcntos de inercia y; conocidos los dcsplazar.lien

tos en los marcos representados en el sistema r, se pueden determinar sus 

elementos mecánico; con aplicar una sola vez distribución de momentos. 

Cuando los marcos toman una parte significativa de las cargas totales, el 

método exPuesto pued~ requerir 'de varios ciclos y por tanto ser muy labori!!_ 

so; por dicho rr.otivo los autores presentan gráficas dando valores de los des 

plazamientos del conjunto 1~-F en tét"llli nos de 1 desp 1 al amiento· de 1 muro en su 

extremo superior. Estas gráficas se reproducen en las fig 2.5 a 2.11. 

ra entrar a ellas la cantidad S/Sc debe calcularse r.~ediantc la fórmula 

P•-

1 o ' (N) (2 .2) 
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·donde Es e Is son; respectivamente, el módulo·de·elasticidad y el rr.mr.ento ·de• ~• ·-~; • 

inercia del sistema W, E e 1 son los correspondientes•valores de las colum· •· ·--

' ' nas del sistema F, y 11 es el número de pisos de la-estructura. ·-~ . 

Según la ref 15, se puede hacer un~ corrección de convergencia, consistente 

,en emplear como valor inicial para el desplazamiento 6 .. 1 'l) en el piso i, 
. • 11 nT 
en el ciclo n +1, el dado por expresión '" , ... ., "" 

" ñi i( n) -+- ---;,-:_e-,;,-,-, c. --'--
l+{i ei(_!ll} " "' {2.3) _; 

llii (n) 

t.ii{n) es el tiesplaza_miento inicial del piso i en el ciclo n, "'ei(n) el co

rrespondiente desplazumiento al final de dic~•o ciclo, y ñ. es el desplaza-' ' miento del sistema W, también en el nivel i, cuando se lo so:r.ete a lascar 

gas totales como si estuviese aislado. 

Como una variante para simplificu el método, al calcular las fuerzas cortan 

tes en el sistema F se pueden emplear las fórmulas de 1/ilbur, en vez de efec 

tuar una distribución de n:omentos. Esta última se pueUe hacer cuando ya ha

yan convergido los desplazamientos y en el marco completo, no en el equiva

lente, para hacer un ajuste final. 

Como ejemplo de aplicación, se ha analizado la e~tructura de la fig 2.3 con 

los datos adicionales dados en la fig 2.4. En todos los ciilculos se ha:¡ cm 

pleado como unidades metros y toneladas.· Se tiene 

. ' ' . 



lb ~ 0.25 X 0.50 1/12 : 0,002604 

le • 0.40~/12 " O.Cl02l33 

1
111

" 0.15 X 41/12 = 0.8 

sb .. 12
6

1h + ;ft" o.ooss59 

S ,.'l4 'Ic =O 009954 
e 3 • 

I ~2 Im"l.60 ' . 

\/Sb·" 1,70 

S 
-'- · ~~~"~'>o""" ( 10

5 l 
2 

" 214 s, 14 x o.oo2i3J {ver expresión 2.2) 

.las operaciones efectuadas se resumen en la tablil2.2. En primer lugar se 

han calculado, con el método de la viga conjugada, los des.,luaniE'ntos t..1 
del muro sujeto a las cargas totales; en particu3lar el desplazamiento del· 

. piso superior o'..s resulta 0.0449 m.· Luego se han obten\dG las rigideces de 

entrepiso mediante· las fónr:u1as de Wilbur, las mis:11~s se dan e:1 la col~.<;nna 

R¡ (se ha·n incluido en su c.ilculo todas las vigas y columnas de los tres 

. marcos). 

·En el primer ciclo se han usado las flg 2._5 y 2.6 para .estimar los valores 

de t..1/t..5• Co;no 65 es conocido, se·calculan enseg!.!ida los 6ii' con los cua 

les se dcÍerminan los desplazamientos de entrepiso ó., y, multiplicando ' . 
estos por las rigideces de entrepiso correspondientes, las fuerzas cortantes 

en el sistema Las fuer2as cortantes-que obran sobre el muro,V -,son 
· m1 

iguales a las cortantes totales.Vti'·menos las respectivas Vfi" Conocld~s 

las V mi se puede~ calcular los desplazar.dentos· "'ei que las mis.•r.as producen 

en" el muro. Se comparan los 6ei con los 6ii par~ ver si son sufici~nte~e.!!_ 

te parecidos. En este ejemplo el primer ciclo no da result~dos sattsfacto 

rtos, por lo que hay que seguir iterando. 

Para iniciar el segundo ciclo ~e ha usado el criterio de coil'{ergenc_i~ dado . . 
por·ta expresión 2.3, cOi:lo se ilustra en detalle en la tabla 2;2. Los re-

sultados son nuevos valores de 6 .. , con los que se vuelven a ejecutar los 
. " pasos descritos en el ciclo l. De iguJl manera se ~a procedido en el el-



clo 3, es decir aplicando otra vez el criterio de convergencia mencionado 

Se enc_ontró convergencia en e! tercer dclo, y se aceptó que no es neces~ 

r'io efectuilr mas iteraciones puesto que los desplazamientos iniciales y 

finales difieren, a lo más, en 3.4 por ciento. Como valores finales -"ti' 
se considerará a los que resulten del criterio de convergencia con los da

tos del último ciclo; se obtiene: 

,,, 
~ 0.0249 ,, ~ 0.0185 

' ' f, 
~ 0.0121 

''· 
~ 0.0052 

,, ' ~ 0.0018 

Estos resultados dan lugar a las siguiente"s fuerzcs cortantes en los siste 

mas W {Vmi) y F {Vfi): 

V f, ~ 7375 {0.0249 0.0185) o 47 .2; V ~ 50-47.2 ~ 2.80 m, 

v, • 7375 {0.0185 0.0121) ~ 47 .2; V ~ 90-47.2 ~ 42.8 
• m, 

" • 7375 {0.0121 0.0052) ~ 43.5; V =120-43.5 ~ 76.5 . '. m, 
v,, • 7676 (0.0062 0.0018) ~ 33.8; V . =140-33.8 =106.2 m, 
V "11414 {0.0018) ~ 20.5; V =150-20.5 =129.5 

'· m, 

En es te ejemplo no se han incluido '" deformaciones por cortante en el 

cálculo de desplazamientos, pero, a· más de que en este caso no fueron 

significativas, esto no afecta la ilustraciór. del <r.étodo porque, de ser ne 

cesaría, bastaria sumar a los desplazamientos debidos a flexión aqul cale!!_ 

lados, los provenientes de cortante, en cada iteración. En el cálculo de 

fuerzas cortantes y en la aplicación del criterio de convergencia no se 
produce cambio alguno. 

En la ref 15 se presentan ade~1ás grHicas qUe permiten estimar las fuerzas 

cortantes en los sistemas>! y F, en función de los parán:ctros \/Sb Y S/\· 
• 

\ 



' 
2.1.5 tlétodo de ~1c leod 

En la ref 13, Me Lcod presenta un procedimiento que permite estimar la fuer 

za cortante y el desplazamiento latei-al máximos de sistemas for.1ados por ma!. 

• 

cos y muros, así como el momento de volteo en_ la base de los r.1uros, a par-·-··~-

t1r de suponer que todos ellos estdn conectal!os solo en sus extrer:;os superi~ 

"''· 
~CIJ,, .J rut Para cargas laterales con·distribución triar.gular, •la,fórmula que propord~;a~; r~·r.a 

na la fuerza que une a los marcos con los r.1uros, P, es: 

•• 
(2 .4) 

donde Kf es 1~ rigidez lateral de cada marco entendida como la fuerza con-·--~r

- centrada en el extremo superior que produce un desplazamiento lateral unita 

rio en su linea de acción, Km es la rigidez de cada muro definida en el mis 

·lllO sentido y W es la carga lateral total aplicada. 

Antes de calcular estas cantidades y sumarlas, se pueden representar los 

muros y los marcos con un solo muro y un marco· de una· sola crujía, corr.o se· 

hace en el método de Khan y Sbarounis. Para calcular la rigidez del marco 

Kf, se pueden emplear las fóneulas de Wilbur, ya que conocidas las rigide

ces de fos entrepisos, Ri' se tiene 

El- deSplazamiento lateral máximo se estima cor.1o PJ;:Kf' y la fuerza cortan

te md>::ima en el marco est5 dada por l.3P. El momento de volteo en la base 

del muro es ~proximadJnlcnte igual ~1 momento total menos PU, donde H es la 

altura total del muro. 

Como ejemplo considérese nuev~mcnte el edificio cuyos datos se dJn en las 



• 

( • fig 2.3 y Z.4: las rigid~ces de entrepiso, R¡• están dadas en la tabla 2.2 
por tanto, 

Haciendo operaciones resulta Kf = 

vigas y columnas en el c~lculo de 

3¡ E 

1601 ton/m; como están incluidas todas las 

'" Ri, entonces 

/0 

En este caso r Km = E es el m?dulo-d~ 0 e1astitidad de los m!!::"~-, ,, ._.,, 

ros lw su momento de inercia y H su altura total. .Así·., 

J X !.5 X 10' X 2 X 0.8 

15' 

Ahora se puede ~mplear la fórmula 2.4, como sigue: 

p . 11 1601 
W- • 20 ' "'""'"'"' = o. 2 36 1601 + 2133 

= 2133 ton/m 

Como H = 150 ton, P = 0.236x1SO = 35.4 ton. La estimación del desplozamie!!_ 

to máximo es P/l:Kf = 35.4/1601 = 0.0221 m. El valor de la fuerza cortan:.e· 

total máxima en los marcos está dado por 1.3 P = 13x35.4=46.02to.1. finaJ¡¡;en 

te el momento de volteo en los muros se estima como 50XlS+t,QxJ2+30x9+20x6+ 

+IOx3x35.2SxlS = 1119; a cada muro correspond~ 1121/2 = 560.5 ton-m. 

2.1.G Método del elemento finito 

[n la actualidad, el método del elemento finito constituye una poderosa h_s 

"rr~mienta par~ el an51 isis de estructuras complejas con:o ciertos muros de. 

composición y/o <;cometría compl!c:ada. Para fines prácticos, las soluciones 

obtenidas mediante la ¡¡plicación adecuada del método a problemas cldsticos

lineales pueden considerarse como exactas. 
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Básicamente, la aplicación del m~todo en cuestión consiste en dividir la 

estructura en subregiones denominadas elementos f.initos,.-d<ontro de las cua ........ ~--

les sé prescribe la forma en que varian los desplazamientos en función de-·~ ... . 

los valores correspondientes a ciertos puntos denominados nudos (fi9 2.12) ·----
Con base en las leyes constitutivas del matel-ial (esto es, en las relacic-., 

nes que existen entre esfuerzos y deformaciones, por ejemplo, la ley de 

· Hooke). en la función ado;¡tada·para prescribir los desplazar.1ientos, y_ en 

las relaciones entre deformaciones unitarias· y·des¡Ílüamientos, se deter-·, - -' . 
mina la matriz de rigideces-de cada elemento·; us¡¡ndo;:.por ejerr.plo, el Prl!!.-:.:~ ... ~.!. · 

cipo de trabajos virtuales. Estas matrices están referidas a los grados ··,~·~'--

de libertad de los nudos del elemento. 

La matriz. K de rigideces de la estructura completa se obtiene aplicando el· 

método directo de.rigideces, descrito al ~ratar el1<problcma de marcos, eo ol··:~ '"-"'" 

-.decir:, .sumando en donóc les cor:rcsponda .los términos de las matrices de :·i::::"::::: 

gideces de los elementos. 

Los desplazamientos!!_ de los nudos, ante un sistema de cargas f. ~plicadas 
en los mismos, se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones lineales 

K U = P -- -

Conocióos los valores de U se rueden calcul~r esfuerzos y deformaciones en 

cualquier punto de cada elemento, esto es, en cualquier punto de interés. 

En las ref 16 a 18 se presenta con detalle el m6todo, en forma orientada 

hacia el análisis deest¡·ucturas. El casr-.de los n1uros se puede modelar 

~decuadamcnte considerando que se trata de un problema de e~tado plano de 

esfuerzos, es dcicir, aceptando que son nulos los esfuerzos fuera del plano 

del n1uro. Aunque los elementos finitos que permiten trHJr este tipo de 

problema pu"eden tener di~ersas formas, COIIIO triángulo o cuadri15tcros, d!!_ 

do que las partes de un Jrouro son usualmente rectángulos, es adecuado el 

uso de elementos rectangUlares (véase la ref. 16), como se muestra en la 

qg 2.12. 
... 
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Existen programas para computadora que permite aplicar el- método del elemen 

to finito a diversos tipos de estructuras. Uno de los mh difundidos es el 

que se describe en la ref 19, del cual se han. desarrollado varias versiones ___ _ 

mejoradas. 

2.1.7 Método de la columna ancha - .... ---............. 

Este método se basa en que, como se ha expresado en la sec 2.1, las defom! 

~~Jr ;clones laterales de un muro se pueden calcularcconlmuy·bu'!na precisión cor.~_;·~'J~!'":'Cy''\

los procedimientos de resistencia de ma:eriales,·si se· tooan en cuenta las-

< • • ~ • .deformaciones_debidas a flexión y a cortante;~por_ ejemplo mediante 1J ec , .... "'~~ __ , 

2.1. Esta ecuación es aplicable a muros de sección diferente de la recta~ ·" 

gular si se reemplaza A por el área efectiva de cortante''· Se denomina 

.columna ancha a un miembro así unalizado, para.distinguirlo de las colum~as 

normales en que solo ·son importantes las dcfonr.aciones por flexión. 

Para anal izar sistemas de muros y muro-marco se consider~ cada n1uro corno una 

columna Jncha con sus propieda¿es concentradas en su eje centroida1 y se su

pone que las zonas de las vigas que se encuentran dentro de los muros son in .. 

finitamente rigidas a flexión. Esto se ilustre. en la fig 2.13, y tiene la 

ventaja de que los sistemas con muros se idcaiizan como estructuras esquei~ 

tales, igual que los marcos. 

Las deformaciones por cortante en las columnas y las lOnas rigidas en las v1 

gas modifican las respectivas matrices de ri<Jidcces. Con referencia a los 

grados de libertad y notación mostrados en la fig 2.14 dichas, matrices se 

escriben: 

Para las columnas anchas: 
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El 

" 

'-

12 El 
(1 + a)h 1 si.,étrica 

12 El ·¡z El 
(1 + a)h 3 (1 t a)h' 

6 El 6EI (4 + a) El 
(1 + a)h 2 ( l t a}h 2 {l+.a) h 

6 El 6 El (2 - "1 El f4 + a) 
(1 t a)h 2 {l + a)~' (l . a h 1 + a) 

o o o o 

o o o o 

Para las vigas con zonas rígidas en sus extrellKls: · 

4 • 12I (l'tl.) 
' ' 1 

,. 6 ( :L.:f-- §.) t 12 ~ 
1' 

6 -- ( 1 th) 
lt 1 

simétrica 

.. 
6 

ll 

ir< 

12 ~ 
1 

( 1 + ~) 
' 1 

( 1 + ~-¡ 
1 

1 t 2S 1 
1 

El 
h 

EA -,-

12 
). 2 t' 

12 
,PI" 

EA 
h 

)3 

{2.6) 

{2. 7) 



En casos extremos, si el ~rea de cortante es grande o las -l~ngitudes de zo 

nas rígidas son bastante pequeñas, las matrices anteriores coinciden con 

las de una 'liga y colu::ma normales. Así, si dichas matrices se incluyen en 

un programa para resolver marcos este servirii también para analizar siste

mas muro-marco. 

Me Leed (ref 20) ha constatado la buena precisión del método compuando sus 

resultados con los de modelos elásticos a escala de muros con una Mi lera 

central de huecos. En efecto, el método es útil en casos de muros con ilUe

cos, sobre todo si se incluyen los efectos de extremos rígidos en las colum 

nas y los de cortante en las vigas. Algunos ejemplos iie idealización pJsi

bles se muestran en la fig 2.15: En ciertos casos es conv~niente que l.ls 

zonas rígidas en lo_s extremos tengan forna de codci y no sean sola;r,ente rec

tas; para estas situaciones pueden consultarse la ref 21. 

Existen programas para anal.izar edificios 

·forma e iones por cortante y zonas rígidas 

que incluyen explíc.itamente de

(ref 22 y 23). Cuando se usan pr!!_ 

gramas que no incluyan esta última opción, las zonas rígidas pueden represen

tarse por tramos de vigas con momentos de inercia grandes, en comparación 

con las de las vigas y columnas del conjunto. 

2.2 MMcot. con . .Outvcn.-teadot. y ta.bt~Aot. de mwwt. COI!~úutdot. ¡Xl-t ma.tcco~ 

2.2.1 /\arcos contraventeados 

En el análisis de marcos contraventeados es fundamental toonar en cuenta no 

sólo los mo:nentos flexionantes en trabes y columnas, sino tar.1bién las fuer 

zas axiales que en ellos introducen las componentes horizontales y verti~a 

les de las fuerzas que obran en los contravientos. 

En marcos contraventeados en todos los ni1·cles de una r.~isma crujía, si las 

vigas y columnas no son r.:uy robust~s una fo~a sencilla y razonablC:liCnte 

aproximada de determinar las cargas a~iales en los distintos m1cmbros, es 

~nalizar. ~a crujía contravcnteada como una armadura, ignorando la ri()idez 
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a flexi6n de las vigas y columnas. 
;¡; 

• 

lo más conveniente para analizar marcos con cualquier disposición de contra -'"-

vientos es emplear el método de rigideces, incluyendo'en la matriz de rigi

deces global el aporte de los contravicntos. Estos usualmente se represen-·-

tan como elementos "" sol o rigidez axial, cuya matriz do rigideces, ''" " ferencia • 1" gr~dos do 1 ibc"rtad y propiedades' que " indican '" 1• ~ig 

2.16. está: dada por: 
., 

e' es e' es (_' - ' 

!"~ 
es s' es S' '.' {2 .8) 
e' es e' es " .: ,, . ' 

es S' es s' ··-· 

~- .D~bc procederse con cuidado especial en la determinación del módulo de el~s 

ticidad, [,y del !irea de lu sección transversal A, sobre lo cual se comen

ta en h sec 2.3. 

2.2.2 1·1uros confinJdos por marcos 

--- ... 

. ' -

•' 

- ' 

El caso de tableros de muros de mampostería confinados -por- marcos y sujetos····-- .... ,- .. 

·a cargas laterales (fig 2.17) ha sido objeto de numerosas investigaciones 

experimentales y analíticas; en las ref 24 a 26 se incluyen revisiones de la 

literatura sobre el tcmJ. Se ha reconocido (ref 27) que iniciJlr.Jente tabl~ 

ro y marco trJbiljJII monolíticJmcnte con una solo unidad en la cual son impO!:_ 

tantes las defonnKiones por flexión y por cortante. [lastan sin e111bargo ca;:_ 

gas l<tterales relativamente rcqueroas para qu~ tablero y ma1·co se seraren en 

esquinas opuestas de modo que el 

maque se indica en la fig 2.17. 

priu1cro se apoyu sobre el scgunUo en la foo· 

Se producen fuerzas axiales en vigas y co 

lumnas así como mon1entos y cortantes en las misn¡as. Los momentos son de p~ 

ca importancia dado que las fuerzas de interacción se desarrollan en la pro 

ximidad de los nudos. Las fuerZas cortantes,' poi" el contrario, son de con

sideración. En el tablero :apMccei-1 fuerzas de compresión diagonal que pue

-den producir fallas por compresión en las esqu'inJS en contacto con el marco. 
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En la dirección de la otra diagon<~l aparecen esfuerzos de tensión en la ma."l 

postería que pueden ocasionar agrietamiento diagonal,del·ffiu~o. 

Para el cálculo de la rigidez lateral.y de los. elementos mecánicos e~ mar

co y tablero una posible idealización es simular cada tablero como una día. 

gonal equivalente en compresión según se esquematiza en la fig 2.13. Corao 

resultado de estudios aMlíticos con elementos finitos en los que sr toma 

e11 cuenta el comportamiento descrito, en la ref. 26.Se.pro~or.e la diag~ . -- ·-
·nal equivalente tenga los mismos espesor, t, y módulo· de· elasticidad, E, 

·que el tablero y que su ancho sea (ver fig 2.19): ·~~. · 

donde 

Wo ~ (0.35+ 0.022 A) h ' 

h e altura del tablero entre ejes 

A e parámetro adimcn~ional basado en las rigideces de tablero 
y marco 

<1\·. '. 

Para determinar la matriz de rigideces de lu diagonal se aplicu la expresión 

2.8, con A : w0 t y L = longitud de la diagonal. 

Al deducir las diagonales equivalentes en la ref 26 se ha considerado que el 

marco no estd articulado en sus esquinas (fig 2.18). La expresión 2.9 se ha 

deducido suponiendo Gm" 0.4 Em y es aplicable para valores de,\ comprendidos 

entre 0.9 y 11, y valores de la relación de aspecto r, (ver fig 2.19) que c~

tén entre 0.7~ y 2.5. Estos intervalos· cubren la mayoria de los casos pr5c

ticos. 

Otro procedimiento pJ.ra calcular rigidez lateral y elementos mecánicos de un 

·sistema marco-tablero es considerar que el conjunto constituye una colu:11na 

ancha con lo que es aplicJ.ble la expresión 2.5 para valuar la matl"iz de ri

gideces. El momento de inercia 1 se considera que proviene de la rigidez 

axial de las columMs y se calcula co~1o se indica en la fig 2.!9; E es el 



módulo de elasticidad del marco, y G el módulo de cortante del muro. Para 
el tirea de cortante, í!, se adopta un •¡alor reducido, que ton:a en cuenta la 
separación entre muro y marco, dado por 

it 

\ 

n~ .. (0.37 ~ 0.12 ~ + o.o2J >.) (2.10)-

en esta expresión ' 

' " " relación de aspecto del muro la<:ión Ce ~~ 

•. " 
,, área do '" sección transversal del,Jl)UfO 

A, " " área de ,, secci 6n de cada-columna~~el;.m'!r:~o. sin trans 
fonnar a pesar de ser de diferente m~ter:!al. ___ Estas definí~ 

cienes, lo mismo que la de~. se ilust~an en la fig 2.22. 

Como resultado del análisis considerando columnas anchas se obtienen mor..en~ 

tos flcxionantcs M y fuerzas cortantes V. Las cargas axiales T de tensión 

y C de compresión en las c_olumnas son: 

siendo z = 

M e " z l 

< 1.15 ~ 0.2 ~ l. O. 

La fuerza cort.:~nte m~xima en las columnH es 0.6 \'. 

Esta aproximación también estii limitada a los iritcrvalos de valores de ¡;y 

~que se indican para el uso de di.:~gonales equivalentes .. Como ejemplo con 

sid~rese li! cstructur~ mostrada en la fig 2.20. Para determinar las diag~ 

na les equivalentes a los tableros de ma~1postería se det:cn conocer hs si~ 

guientes propiedades geométricas y mec.inicas: área de las columnas. A,. 

-:1<.: .,, 

~-- .. = 

.... 

igual a 30x30 = 900 cm 2 , iirca_dcl muro, {1
111

, diida por 15 (400-40) = 540 cm 2
.; •••••.•••• 

módulo de elasticidad de las colu~1nas, Ec ~ !0,000/200 = 141,000 kg{cm 2
• 

·. 



/~ 
En la sección 2.4.4 de la ref 31 se estipula que para cargas de corta dura 

ción, como son las sísmicas el módulo de elasticidad de la ~amposteria pue
de calcularse como Em = 400 f~, donde f; es la resistencia no;;,inal a co;:1pr~ 

. sión, dada en la tabla 2.4.l.c de la misma refcrencid ... En.Cste caso se tie ..... . 

. ne f* = 15 kg/cm 2 y, por tanto, E = 6000 kg/cm'. G es igual a 0.4 E,. " 
' ' ' decir 2400 kgfc;;¡' con estos valores se puede calculdr·el pad:::etro \, defi-:·~··--

nfdo en la fig 2.l'J, como sigue .... u • -~ .. 

J4JQQQ X 9QQ 
2400 X 5400 ° 9·3 '" ""''' ' - ' . - ... 

Aplicando la expresión 2.9, con h "Jm, resultJ w0 =·(0.35+0.022~9.3} 3 

cl.70m, ' 

'

' 1 ._, . " 

las dia9onales ¿quivalcntestienen 170xl5=2250cm 2 de área;~ r.1 de fon)it·~: 

y su módulo de el~sticidad es 6000 kg/cm'. 

' .. ' .... 

Se ha analizado esta C'Structura con el método de rigideces y algunos de los 

resultados m~s importantes sc-muestNn en la fig 2.21 

2.3.1 Sobre los distintos métodos -

El método de los elementos finitos permite obt~ncr soluciones pr.ícticarr.ent~ 

exacta para cualquier problema que involucre menos, si se acepta que el co~ 

portamicnto es elástico lineal, e inclusive se pueden tratar con él pro~·=c

ma no.linc~lcs (rcf 18 y 26). Sin emburgo, c0010 se adviel'te en la fig 2.10, 

para obtener una precisión acCptable se debe rcpresentJr el muro con varios--· • ·-· 

elementos finitos, lo cual, en estructuras de varios pisos y crujías, requi~ 

re de tiempos y capacidades de 

ti ca la apl icaci6n del método. 

computa<!orJ bastntc grandes, hac1endo impriic

Ademiis es alta la probabilidad de co;.¡eter 

errores por la gtdn cantidad de datos que hay que proporcionar y es difícil· 

lnterpret¡¡r el elevado voh11ncn de tesultados que se obtienen. Otro asunto 

que hay que tener presente es que el mCtodo proporcion~ como resul tJdos es 

fuerzas en distintos puntos, mienti-Js que en los procedimientos para el di 

..... 
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menslonamiento se emplean momentos flexionantes, fuerzas cortantes y nonr.a 

·les, que son resultantes de d:chos esfuerzos, y·que·no·son f~ciles de cal

cular automtticamente con los programas para computadora. 

Por lo anterior el uso de elementos finitos en el andlisis de edificios es 
t! reservado J ciertos CJsos especiales, como el de muros con geometría 

complicada; también se suele emplear para estudiar con mJs detalle algunas 
partes y no la totalidad del edificio. ' '· 

Para una verificación adiCional de la precisión del_raétodo de la colurr.na ~~~ 

cha se ha analizado el conjunto muro-marco de la fig 2.22 con este método 

- _\ 

... 

y con el dt' los elementos finitos. La comparación de resultados, que se 

muestra en la r.~isma figura, revela que en estc·caso las' diferencia:; en•.re:~ -

los desplazJmientos laterales obtenidos con ambos·rr.étodos son menores qu~·-"·· 

2 por ciento, confinnando qu:; el uso de columnas anchas conduce a resul

tados prácticamente e~actos. tlótese que r.:uro y marco no son del mismo ma

terial. 

Con el propósito de tener una idea sobre el g: a do de aproximación dei méto- ....... . 

do de Khiln y Sbarounis se ha analizado con el método de la columna ancha la 

estructura simplificada de la fig 2.4 y los desplazar.lientos resultantes son, 

del p1so superior al inferior, 0.0240, 0.0178, 0.0117, 0.060 y 0.00!8 m, que 

difieren de los obtenidos en la sección 2.1.4 en menos de 4 por cien~o; las 

cortantes que arroja el método de la columna-ancha-para el sistema H son ... - .. -~ 

-6.41, 45.2S, 76.56, 106.08 y 13t..Ss ton, también bastante similares a las 

qu(' se, lle~ó en la sección mcncion~da, salvo en el piso superior, aunque 

hay que tener presente que allí la fuerza cortante es n1uy pequciia. Esto 

muestra que la fon•1~ en que se hu up1 i cado el método de Khan y Sbarouns es 

suficientemente precisa para fines pr~cticos. . ... 

También se hu analizado con el método de la columna ancha el edificio con:plE_ 

to mostr¡¡do en la fi~ 2.3. Los desplazamientos y las fuerzas cortantes que 

toman los muros resultaron, respectivamente, 0.0203, 0.0152, 0.0101, 0.0053 y ...... 



0.0016 m, y 6.14, 54.97, 84.8, 111.8 y 135.9 ton. Las diferencias con los \ 

valores obtenidos con el método de Khan y Sba\ounis se deben principalmente 

a qtie este usa una estructura equivalente. No obstante, se puede concluir 

que dicho método proporciona ideas bastante buenas de como se distribuyen 

las-cortantes entre muros y marcos y de la magnitud de los desplazamientos 

laterales. 

En la sección 2.1.5 se aplicó a este mismo edificio el métodll de !·le Lelld ·y 

se encontró que el desplazamiento lateral del último piso, h fuerza corta~ 

te mtixima que toman los marcos, y el momentll de volteo que se llri<:;in~ en C! 
da muro, son 0.0221 m, 16.02 ton y 560.5 ton-m, respectivamente. Los corres 

pendientes valores que se obtienen con el método de la columna ancha.son: 

0.0203 m, 43.86 ton y 484.2 ton-m .. Se desprende que el método de !~e Leod 

aunque no proporciona, información sobre la distribución de cortantes en al 

tura, permite verificar con rapidez el orden de magnitud de resultados obte 

nidos con procedimientos más elaborados. 
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---CargO uniforme 
----Cor<,¡o !rlon<;:ulor 

~ 
Fig 2.5 'Gráficas de Khon ·y Sbarounis (ref l5) 

t~Ocflexión de lo c~trueturo o lo altura correspondienl~ 
!;o OcllcxiÓn del extremo ~uperior del muro oplic<Ín~ole [as cor;os totales 
H= Altura 10101 

(Ss/Se)=~ r -

'"'"'''"'"del muro 
tomando todos Jos COH¡os 

---Corg<l uniformo 
----Carga triongulur. 

' 2.6 Grof1cos de Khan y Sborounis (ref 15) 
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Fig 2.12 Molla de elementos finitos poro analizar un mure t.:.~ ecos 
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Fig 2.18 
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Merco 

DiOgorio!es en •• compresion equivalentes o tableros de 
mampostería confinados por vigas y columnas, cuando 
esta"n sujetos o cargos laterales 
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SOME CONSIDERATIONS ON THE NUMERICAL 

SOLUTIO'N Of' THE :1Em1ANN BOUNDARY VALUE PROBLE.'1. 

Since thc Neumann Problem h?s a unique solution up to an additive 

constant, it is expected that the discrete version of this problem 

does not yield a unique solution. In fact the corresponding linear 

equations are not linearly independent. llowevcr, n-1 of the n li

near equations are lincarly independent. This fact means that we 

are able to assign an arbitrary value to ene of the components of 

the solution vector, thus obtaining a system of n-1 linearly inde-

pendent ~:>quations. ' 

Onc guestion arises: What happcns if, Uisrcgarding the fact that 

thc n linear equations are not linearly independent, ene applies 

·an intcrativc proccdurc, e.g., Gauss Seidel, to salve the system 

of equations?, 

It is apparent that one will not have convergence, but it iS not 

obvious that the singularity of thc matrix of the system will 

lead to divergence. 

Let us see, howcver, what happens in a particularly simple pro

blem. Given the Neumann Problcm 

whcre n is the rectangular domain O<x<h,O<y<h in thc X-Y plane 

and c. is thc constant value of thc normal derivative ot"w on , 
thc portian a ni of the bound<~.ry. To be spccific, let 

u (o,y)"'Ci, w (h,y)= o, } X X 

wy(x,O)=O, wy(x,hJ .. o, 

wherc the constants c 1 and c 1 .are not arbitrary but they have to . . 
satisfy the compatibility condition 

(2) 

(3) 



t) 
1 
'" 

aw 
- ds~o, an 

from which we obtain 

c1•-c 2 

Let us construct a very·coarse grid of: 4 points over 11, as is 

sho;:n below, 

" ' 

' ' 

'
h<> e"uations.for the óiscretizeó •ol··~'o" í. .. w w w J' ··o ""' ~~•~"L'"l•2•'•4·~· 

2wJ+2w 2 -4w1~o 

or, in matrix form, after dropping cornrnon factors, 

_, 
' ' o w, o 

' 
_, o 1 "' -hc1 

" 
1 o _, 

1 "' -hc2 

o 1 1 
_, 

"' -hc1-hc~ 

fro1:1 wldch it is apparent that the first equation is a linear 
co~:~bination of the retlaining threc, nar.~ely, it is equal to the 
sum of the second and third equations subtractad froc the fourth 
one. 

lt cam be readily checked that the rank"of the above matrix is 3. 

Let us exprcss equation (7) in the form 

A w .. b --

"' 

'" 

"' 

"' 

'" 



In order to apply point Jacobi iteratiye proccdure, exprcss ~ as 

the sum of a diagonal matrix, a strictly upper triangular and a 

strictly lower triangular matrices, namelY 

Then equation (8) loads to the iterativo schc!lle 

(k+l) 
-1 -1 

., - D (I.+U)W (k) +D b - - - - -
or, in CO!IIponent form: 

W¡ (k+l) o 1/' 1/' o W¡ (k) ' 
w~ (k+l ¡ 11' ' ' 11' w 2 (k) 

!> 
o, 

• • 
"'' (k+l) 11' ' ' 11' w 1 (k) ' o, 

"'~ (k+l) o 11' 1/2 ' w~ {kl e 1 + _ o, 

which converges H ""' on 1 ;[ H '"" spectral radius "' '"' matri:x 

o 1/2 1/2 o 

1/2 o o 1/2 

1/2 o o 1/2 

o 1/2 1/2 o 

is less than onc. 

lol "' comput<e '"" cigcnvalues o< ,, 
-1 11' 11' o 

,., (a-AIJ~ 1/' -1 o 1/' ' .,], - t.2 .. o -
1/' o -1 11' 

o 11' 11' -1 

Hence 

Thus,spectral radius of Bis 1 and so the iterativo procedure 

(11) will not converge. 

In fact, 1et us compute thc nth power of B: 

'" 
(10) 

(11) 

(.l. 2 ) 



' ' 1/> o o 11' o '1' '1' o 

' 
o 1/21/2 o 

' 
11' o o '~' 

' - ;El:: _, 
o 1/21/2 o 11' o o 1/> 

11' o o '~' o 1/> '1' o 

rrom Cayley-H<"I'I¡lton Theorer:1 and· the cha.-acteristic equation {12) 

we have 

'"' 

' ' ' ., 

' ' B ~B •B -
Thus, 

2ktl 
B ~s k•l 2,. 

and so the error, vector 

e(k)•W{k)-(l) - - -
shere w~ actual solution, oscillatcs. 

Let us arbitrarily assign the value zero to w,. The systern (7) 

reduces to 

\olher<! 

"' 

_, o 

1 -2 o W:¡ ,. -hc 1 

o _, w, -hc 2 

or A w~ b and w~ 
_, 

' o 

-1 ld.j(A) 
A - '"' A 

' 1 _, 1 ,. _, o 
_, 

1-> 
_, - ' (4-1) - - ' 

( 13 J 

(14) 

{lS) 

( 16) 



( 

Thus, 

' , 
Adj(A)- 2 

. -

- -

' 

' ' , 
' 

' 

' 

' ' 
-2hc¡ 

-he¡ 

' 
' 

' ' 
' 
3 -he 2 

- 3hc 2 

Substituting eq. (5), namely ~; 1 •-~; 2 , into the abo ve equation, one 

obtains 

lo! 1 o 

w2 - l/2hc 1 

w, -l/2he¡ 

Thus the distribution of 

IY ,. 
--he 

'1 

'·' • 
1 

• 
0.0 

' -he¡ ., 

, 1 .. ;. 
an is 

X 

Comparing this discrete solution with the closed for~:~ solution of the 

contiouous problem, 

lll(X,y)• ' ,, - ' ' ) 



,, 

one cbtains 

i.e., ;.-e ha ve zero e~ror at t.be S' :cid points. 

1 
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