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DIHECTORIO DE PROFESORES DEL CURSO DE ACTUALIZACION E/1 MATEMATICAS 

PARA INGENIEROS OCTUBRE - NOVIEMBRE l 9 8 ~ , 

Cálculo I 

Cálculo II 

Algebt'a 

l. ~NG. PABLO GA.'iCit! :t C'JLCME 
Subcoordinadvr ds Cálculo 
DiferBncial e Integral 
Facultad da IngenieP[a 
UNm 
550 52 lS Ext. ~6ll 

l. ING. LEOPOLDO AGUILAR ALVELAIS 
Jefe dsl Departamento de Matemáticas 
Básicas 
Faoultad de Ingenierr:a 
U N A M 
Méxiao, D.F. 1 

550 52 ls Ext. 46ll 

Z. DR. SERGIO FUENTES ft'.AYA 

' 
Coordinador de La S1cción ds Mntemáticau 
DEPFI 

•. 

UNAN 
Coyoacrfn 
45l0 Mézico,D.F. 
550 52 lS Ext. U92 

lNG.EDilARDO SOLAR GONZALEZ (COORDINADOR). 
Jsfe de la Diuisi6n. da Cierwiae BlieiaM 
Facultad de Ingenier{a 
UNAN · . t 
5485?65 y 550 52 lS Ext. 4l92 
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Fecha 

Del lO de Oct, 
al 9 de Nov. 

(J 
CIRSO DE ACT\1\LIZI\CION EN Ml\TEHI\TIC!IS 1'1\RI\ INU:NU:ROS OCTU3RF. -NOVIEMBRE 1983. 

CALCU.O l 

Tema 

LIMITES Y CONTIN l.llDJ<D 

Definiciones y ejemplos, formas ~ndotermin<>das y 
teoremas, clasificación de discontinuidades. 

S U:::ESIONES '{ SERIES 

LÍmitey convergencia de sucesiones monótonas,{iuntos 
l~it; de una sucesión, sucesiones de funciones, 
series, criterios de convergoncia y teoremas 

CALCU.O INTEG\IIL 

lhrio 

18 a 20 h 

Integral de Riemann, definición y ejemplos integral 
definida y teorema, integral indefinida, teorema fun 
damental del c$lculo, derivación bajo el signo do iñtegral. 

DESARROLLOS EN S&RIES 

series de Taylor y Maclaurin, criterios de convergencia 
y teoremas series de funciones, derivación e integra~ 

ción de series. 

ECU\CIONF.S DH'ERENC:II\LES ORDI!li\IIII\5 

Definición, clasificación y .,j.,mplos,ecu,,ciones dife<en­
ciales exacatas, facto~es int.,grantes,ccuaciones de va~i~ 
bles sepa ~;;tbles y ecu<>ciones que se ~educen a esta foillla, 
ecu,>ciones de Bernoulli y Riccati. problcm~s de valores 
iniciales, teorema de existe~cia y unicidad, ecuación de 
2o. o~den homogénea con coeficientes constantes, ecuación 
2o. orden no homogénea. 

Profesor 

IN G. PABLO 0\.RCIA '1 COLOME 
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EVALUACION DE LA ENSEÑANZA 

. g 
z 

" o o " " o u • w 
SU EVALUACION SINCERA NOS " • g • • ~ e • ~ AYUDARA ' MEJORAR LOS ~ 

N w 
w - " • PROGRAMAS >-OSTERIORES QUE w e " u o z " • -DISEf:lAREMOS PARA USTED. ~ ~ " " > ~ " " 

w u o w • u • ' z 
" • z " • o • z w i3 w • •• w w 

N> o o e o e 
-w .e e • z. o • o • e • • e " e " " • o" • o • o 
"w " o " e " w 

TEMA oc o " o " ~ h . 

!.IMJ'I'~S • CO:ITUJUIO;,p 

$\CE$10/IES Y S>:~ lES 

• 
1- ICAT.Cli.O Jl!Tl·'<HAL 

1 P>'SA~RO!.¡ .OS EN SE"IES 

L·:<:I~CTONJ" DIC<:RENCI-'\.I:S rlODTfJMTM 

.. 
• 

1 

ESCALA DE EVALUACION: 1 o 10 . -



EVALUACION DEL CURSO ® 

CONCEPTO EVALUACION 

. 

1 • APLICACION INMEDIATA DE LOS CONCEPTOS EXPUESTOS 

2. CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LOS TEMAS 
-

'- GRADO OE ACTUALIZACION LOGRADO CON 'EL CURSO 

•• CUMPLIMIENTO OE LOS 09JETIVOS DEL. CURSO 

• 
5, CONTINUIDAD EN LOS TEMAS DEL CURSO 

6. CALIDAD DE LAS NOTAS DEL CURSO 

T. GRADO DE MOTIVACION LOGRADO CON EL CURSO 

ESCALA DE EVALUACION DE 1 A ID 



l. ¿Q.¡é le pareció el ambiente en la División de Educación Continua? 

MJY AGRAn\BLE AGRA!l\BLE 

1 

2. ~dio de cornunicaci6n por el que se enteró del curso: 

PEIUODHD EXCE!.siOR P8l.IODICXJ 00/EDADES 
AN.JM:IO Tl1UJ..o\D:) DI ~IO TI~ DI R)Ll.Ero DEL aJRSO 
VIS!ON DE EU.IO.C100 VISION DE EllX:ACtcN 
OJNfiNUA CONTIMJA . 

C<J<rE!. MENSUAL RADIO UNIVERSillW CCMJNICACIW CARTA, 
TELERID, VERBAL, 
I:TC • 

. 

REV15TAS TEOHC'AS Rll.l.EIO ANUAL CARTELERA UNAM ''!.OS GACl:lA 
UNIVERSITARIOS JOY" UNAM 

:S. Medio de trans¡:orte utilizaOO para ~nir al Palacio de Minería: 

¡~ 
4. ¿Qué cant. ios 

curso? 

METRO OTRO MEDIO 

h<lría usted en el programa para tratar de perfeccionar el 

------------------------

S. ¿RecoJrendaría el curso a otras personas? 

SI 

' 



6. ¿QUI!i r.:ursos le gustaría que ofreciera la DivisHin de Educación Continua? 

7, La coordinación académica fue: 

BUENA 

8. Si está interesado en t.omar algún curso intensivo ¿Cuál es el horario 
más conveniente para usted? 

(OON o::MIQ.\.5) 

VIERNFS DE 17 A 21 H. VIERI'.'ES DE 17 A 21 H , OTRO 
SABAOOS DE 9 A 14 H. SABAOOS DE 9 A 13 Y 

DE14a18H. 
' 

9. ¿~.!! serv1c1os adicionales desearía que tuviese la División de Educación 
Continua, para los asistentes? --------

10. Otras sugerencias: 

5 



, 

DIV/S/ON DE EDUCACION CONTINUA 

IClli\I.IZACION EJI ~Tll~TIIl\S PPM U~ENIEIIffi 

. -
. · 

. -

CALCULO 1 

.. . 
• • 

... 
1' -;, ' 

. - . 

OCllGJRE, 1983 

.. 

N. A.M. 

• 

.. 

Palacio de Mineria Colle di Tacuba 5 primor pioo Dellj¡. Cua~humoc 06000 Móxico, D.F. To!.: 621-<ICI-20 Apdo. Ponal M·2285 
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V 11 , 1 5UCE5JO~ES 

Con ~1 objeto do lntrodudr el concepto de •uo~016n anal! 

ccooo el •l,ulente caso. 

Sup6ngaoe ~ue un banoo dodde pagar el TOO\ de lnt<rfo 

anual, Euo eo, ,; alguien deddo ln><Ttir un p••• en dicho ban-

co, o\ cabo do un ano tendr~. 

1•1•1 pe«>< 

51 el banco efeotuoro lo co~poolcl6n do lntrrto •rmc>tul· 

oente, ol Inversionista le ida meJor, pue> al cabo de medio ano . 

undrlo 

' ''r r•••• 
Un<ldod <obre lo cual oe P•11•rh ol ono 101 <le intorh. 

durante el se¡undo >emcst>O ~onarfa 

rr•tJ r}l r•••• 
por lo que o! final del ano tondrfo 

1 1 1 1 ' (l•zl•(I+I)(;-)•[I+y) •l.lS pesos 

hto u, 

Ahou bien, ol la compoold6n de lnt.r~• oc <f«t~a treo 

vocu ol ofto, el pO<o MI lnv.nlon\oto •• convertu1 al final~~ 

' ' (1•1J • 2.J7 peoos 

y o! lo coepooici6n se efectúo cuttro reces al a~o, en: 

En ~enenl, si •• coapono la invenión n vec•• en un •~o, 

por caJo puo 1nvertido se Obt<ndrl al fin•! del aM 

--··--
¡ 

n •nUi•h •nteuor puede ro•u~lroo en la •iguiente tabla 

--~ .... 0 •• COIOpOS!cio Cantidad recuperable , .. cada ... .. "' ano. - ... " f nalHar el ano . 

(lol)' ' ( 1 • ;. ) ' ' ¡ • zs 

(1•1) 
• 

' Z.H 

l1 ·}) 
• 

' z.u 

Como •• vo, he~o• establecido una función 

f :N ~ R 

definido .por 

que asoda • coda nd=oro natural n (n~~ero de vec., que •• CO<Ipono 

el int<rh en un ano) un n~•ero roa! (1;~¡" (cantld•d que •• recu· 

pera anuaJ~ente). 

A put!r de e>to función, pode•o• fo,..u la colección de 

f(l). f(2). f(l), f(l). .... f(n). 

o se a 

?, Z.lS, l.:P, l.44, 

a la que llamaremos JUceH6n ir.finito y que, en fo,.,.a abreviado, d!_ 

notanmns con 

lt 1 • 

·- ---. ' ' --- ....... --·-·-·- --.-,_~,_-.:-· ,, 
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ncflnld6n. 

" 
f(l}, f(IJ, f(l), .•• , f(n). 

formado o partir de uno función f cuyo do~lnlo o• el conJunto de · 

A f(n) oe lo llama Hrrnino onh\mo do lo <uoesión. 

En forma obrovhdo, repuo~ntoruoo con lf(n)} • la suc~ 

tl~n cuyo thaiM onh\.o o• f(n). 

~jc~plo Vll, 1 

"' sl~ui<ntoo "" >ucesion .. infinitas: 

•1 In ' ) • ' . '. '· "· "· ' ... ' " • ,, { 2.) • ' ' ' ' . ' ' ' ' " 
,. ,. ,. , . . .. . ,. ,, 1(-IJ"''nl • ' ' . '. '· ••• . .. ' (-1) 0 +'n, 

" 
¡(1\)

0¡, " . ' . • ' . ' ( 1')" 

"' 
., ,. .... 

"' 
(lb>h>es• quo lo definición no .. cluyo 1> posib>lldod do 

' que los thtninoo do lo ouceh6n Han nfinocos co,.plc¡os, como on ol 

caso d) de) oJomplo anterior. E~pero, en lo ~u• síguc trobajoco· 

cooa. 

Vo\YHIOS ohoro ol ejuplo do! \ntuh boncario. Coao • 

oo puedo ver en lo <Oblo, o oedldo quo ouoonto el núaoro do compo­

tlclone• do \nterfs on un o~o. au .. nu la cantidad Gu< el tn.·ero\~ 

n!ota recupero. Sin ubn¡o, podnoo pre~untornoo: U>loto d¡!!. 

no cantidad •ixloo rocuporoble por codo pooo Invertido aunque ol • 

.. -- . . ....... ,., . 

nbero de co~posicloneo por ano ••• tan grande co~o •• qu\otof 

Para re•ponder a oHo, veomoo que sucede con el tt,..,lno 

(1+~) 0 
a ood\do que n au~enta: 

" 

' 
' 

" 
"' 

8 • 7 60 

' " [1•¡¡1 

(l+lj " 
" 
' z. Z5 

1 • 37 

¡. ~~37 

1,7\4~ 

¡. 71 81 

1.7\81 

,, 
' 

p\o al comb\or n de 8,760 a 525,600, o6!o cambia \o cuarto cHra d!_ 

drn•l), lo que no• lleva • pensar que hay un l{mite poro ol crocl·· 

Dicho l!mlte •• ol namoro \rroc\onol 

e• 2.118t$1Bll4 ,,. 

Entonces, la cant\dod recuperable por codo peoo Invertido 

nunca ocrt .ayor que "e" peoo•, por ¡rande que seo ol nQouo do e"" 

pooidonco efectuad•• anual,.en<e. 

-. 

LO dl•cuoi6n anterior oo r .. u•• en la e~prul6n 

' " (l+ñ) •• "" ·-

--... -........ -·--~-- ,__~--. 

,. 

i 
i 

1 
1 

' 1 
• 
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' 
\ 

1 por ello dedoo.os que lo sucooi6n ' " [(l•¡¡l 1 tino li•ite (el nOuro 

e), lo cual nrusento~o• •edionte ... ' " ((1•¡;1 l•e 

Limito dr una suceol6n. 

En genero\, dirno> que una ouces\ón (f(n)l tiene lf~!to 

si, o aedido que itere«, f(n} •• acerco o un derto nlor fijo~. 

EUO es: .• 

,; " . ~. entone<> f{n) • L 

En e>t• c .. o dec!~o• que lo sucul6n ¡f(n)) es conv.r~•!!. 

to (converge aL). 

.. 
Deflnlcl6n. 

Una •ucool6n (f(n)l t>rne H•H< L si, pu• todo n010etO 

~>O, por requeno que oeo, existe un n~moro H tal que 

lf(n)·L 1 ''poro todo n >M 

Si,.bolltanoo ooto .,ed\ante 

lia f{n)•L ··-
Ejemplo V 11. '. 
Demounr que lo ouce>i6n 

1 • 1 ' 1 1, ! y ...• " ... 

tiene \!alto L•O. 

bquorl..,o poro o)lo de•ootror que olondo ~ > Q nioto un 

H ul '1"" 

... - ... 

3 

Como ¡! ·0]•1!1 
" " 

·J. por ser n o\ollp« po>itivo, tonnoo 

de donde 
" 

' .,, 
'1'(>0 uhto un n!looero M•! tal que 

¡l-OI•< 
" 

quedando duootrado. 

Vn>H, 

- . . . . - - - - - - . . - -
No toda< la< •uoeolonoo oon convoi¡¡enUI, Por ojoaplo, 

la •uc<>l6n 

1, '• 9, 16, 25, .... n', 

ol n••, entone« n'•• 

Para calcular el lf~lu de una suce,6n convor¡ente, pue­

den emploaue lo• teoi-emos Ohicoo <obre Hmites quo ol utudlanU 

yo conoce p•ra el caoo de funciones. Por e¡emplo, p .. a calculor -

el ¡f.,\te de lo suceoi6n 

• , •.. , n•1 , ' ,. 
podo~o• pro<od<r de la sl¡ulcnte """''"' 

"" ·- ".' 
'" 

... ··- ' , .. -,-
lim 1 ,lim 
n•• n•~ 

----..~ • •• 
" 1 •O 1 

-,-. ' 
Co•o ejercicio odiclonol dnootrare•o•, en hu a la de­

finición, quo 

' . ..,_ .. , " ' •. 
----



'" c!ecto, 

1!!.:! . ,. .. cuaplhi ••• 
l n•l 

'" •• ' o6lo •• 
' '" ' ' 

eo decir o\ 

' "'.<t 

' ,. 

;, 

COIIO 

r"j!""l ·rl'kr ' . 
" 

' ' 

por lo qu.,, ~(>0 <xi>U un nG .. ro M•h: · toJ que 

1~. }1 < ¡; 

Suc.rolono• Mn~tonas. 

S1 analito~o• la ouco•l6n 

((n·l)!}• 1, 1, l, ~. 14, ••• , (n-1)!, ... 

vemos que cada th111ino u uyor o \~uol ~uo o! anterior, por lo que 

dir .. oo '1"" la sucosi6n •• uochnte. Por el ~ontudo, o\ <n una 

ncuH!n coda tén>ino •• oonor o i¡:uol que el anteTior, dlr .. oo qu 0 

la sucesión •• docreciontc, cooo en ol oi~uiente caoo: 

' ' . . ' 1 • 1 ' 

' ' 
• • • • 1 

' 
Ddinlo\6n. 

Sea (f(n))una oucool6n: 

11 SI f(n•l)~ f(n}, Vn<N, la oucosl6n •• crccionte. 

1) SI f{n•l)~ f(n), 'l'no.~. h oucui6n •• deCT<CI""'"· 

A uno succsi6n creclento o decr<cicnte •• le llaaa oon6· 

tnna. 

rcjeoplo VII.>. 

a} La oucesl6n del problc11o de interl• bancodo 

l, l.lS, 1,>1, l.U, ,,. 

e> ~na •u«•l6n monótona ereden<o. 

.. ---

bl No •lnpro es po•ible definir una suee•i6n ~edlante una oola '!. 

glo do corr«pcndenda. Por ejemplo, la •uoesi6n 

'' 
<,,T,T,l,l,l, ... 

' ' J ~ ~ 7 1 

•• puede formar • partir de los ro¡l .. : 

f(ln·1) • ~ y f(ln)• ' = 
Esta •• una stieeoi6n 110n6ton• decreciente. 

e) Lo ouceoi6n 

no •• 11on6tono ya que no e• credente y tampoco decreciente. 

Para lo oueui6n 

l,}·~·}•""'k; ... 

pode<>.o• construir lo sl¡uiente ¡;rU!co 

f (n] 

--1 -·--------------

' • ' • 
• • • • • 

' ' • ' • ' • " 

" .-
o 

"' • . 

' 1' 

' 1 
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~ondo puod~ oproc!ouo cluooento quo todo tho1no ~< lo sucesión 

•• ••nor o igual que 1, por lo que direZ>os quo 1 •• un3 c.ota sup~ 

rtor M h <ucesi6n l~l· 

Por otro pnt<, <o11o todo t~Tl'lino de lo sucut6n •• ma-

yor que «ro, cot< nUme<O <o una cota infer1or do 

Dtflnlclón. 

1) ,El n~rnoro re•\ p e• un& coto ouperior de ¡ 0 ouceol6n (f(nj) si: 

f{n) 5 p, 

1) El nUooro real q •• uno coto inferior de la ouceolón (f(nj) o!: 

f(n) ! q, 

Una suceoi6n oe dico ocotoda s1 <ieno uno coto inferior y 

uno cota <uperioT. 

De acuerdo con <Ho, la suce5l6n {~), quo como vimos es • 

monótono, os odemls acotaJ•. 

Tooruo \'!!, l. 

Toda suoe•Hin oon6tono acotada t.iene \i01ito (n converge!! .. ) . 
Doooot ración. 

ProboroJOo< el t<O'OO& poro sucesionco Z>on6ton., ere-

dentes: 

Soa {f(n)l uno suc.o\6n acotado. Como {f(n)l .ldmite una 

coto supeT\or, por el u!c~o del •up<eoo tlene una ~!n!ma cota sup!_ 

r1or o la que llamaremo• L. SI VD, L-1: no puede ,., uno cota su· 

perlor de (f(n)l; por tanto oiaDn t'noino de la >ucesl6n es oayor -

que L·t, o >U 

í(k}>L-t poro olaDn k<N 

~oao (f(n}l os creciente: 

-· 

'" 

f{n) 2 f().), 

y, por (IJ: 

f{n) > L-1; 

"' otra parte, como ' 
f (n) ' ' 

"' (') , '" 
' ' < f (n) ' 

ro>tondo ' 

'"'' 
" ... cota 

ll"ntN 

' Yn>k 

-e f(n)-L :!. O 

lf(n)·LI < t 

. . ( l) 

ouperíor 

. "' 

con lo que hemoo demo<tudo lo exhtencu de¡ limite, que es prec!_ 

oomonte la m!nimo coto <uporlor L. 

La <lemostraclón •• o!mlhr oi (f(n)). e> docrHiente, 

[jeoplo Yll. • 

o) Yo h .. os visto que {k) es •on6tona y acotada, por lo que >egUn 

el t<orema anterior ti<ne l!mite. Esto conouorda con lo ob<t 

nido en el ejemrlo l'll.l, donde oc óemostr6 que 

b) Cono\dere~o• la <uoe<16n 

. ' ' 
" 

. ... -¡;.·',· ... 
[(n•l) 

EHa es una ouceo\6n aon6tona creCiente yo que f(n•l)>f(n) 

l"n<N, coao •• de~ue>tra • continuación: 

1 
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' i 
1 

" 
" 

~ ' • " .. 
f (n) 

~ ' 
tTri"''T > 

·L(n+\) 

L(n•l) 

••• otn 

••• 
~ ' 'n 

coto 

~ ' 
""" > ·L(n•l) 

> L(n•Z) 

p.ra, •• 
lnfeT!or, 

C0100 L(n•l) >o 

•• cuol " eviden<e • 

sucesi6n " acotado yo '"' 
pues , .. '" crecl<nto 

~ ' 
""" 

•• >iempce negativo y 

cualqui« nG .. ro po>!tho •• una coto >upedor de la suce<ión 

En bue o lo onterlor, del teorno Vll, 1 oe concluye ~"• 

lo •ucesl6n tiene !lo! te. 

Se dejo ol o•tud!onte lo obtención do dicho lf~ite. 

. ~ 

. ·-- . ·- . . . . .. 

V 11. 2 sc.orr5. 

Una fo,..a inteuunte de introducir el concopto de .. r;, 

noo la proporc¡or,> la slgulon¡e paradoja, debida al fll6•ofo grle­

~o 2en6n de Hea (siglo Y A.c.): 

"Un corredor no puede alcannr nunca la meto porque si<~ 

pro hn de recorrer la ~!tod do una Jutancto ante• de cocorr<r la 

Jlotnnd• toul. Es <lccir, cuondo haya re<oniJo h primera mitad, 

andri quo recorrer la otro mlta<l. Cuando haya r~corrldo lo attad 

de uu ~!tima, le quedar~ todavh la cuarta parte; cuando ~aya re­

corrido la aitad de esto cuarta parte, le quedar~ lo octo•a parte, 

y u! >uce<luaent<." 

Analicemos con mh detalle esta situaci~n: 

Si suponeMs que ol corredor se desplau o velocidad con> 

tanto y lo llov• t •o~undo• rocorrer la pTimero mltod do! trayecto, 

o! tiempo en que recorre lo di>t•ncia total sert 

' . i . • .. ··-'- . ¡". 1 "' 
ta idea dr la paradojo e• que la suoa de un n~rro lnfini 

to de th•inos. <<>m<> (1), no puede •er un n~~uo finito, por lo que 

rl corredor no podria olc.nur la meto en un t1<opo finito. Sin 

rmbu~o, sabe~.os que ,¡ el corre<lor se dosplau • volocl<lad con>un 

to y 'mplea t segundos en recorror lo primer• mitad, lloaor' • la 

meta en Zt Segundo., Podemoo por ello suponec que: 

,.l.,'.'· . ..!......... 
" J • . . z""' '" "' 

con lo que ~·~o• osignado a la ou•• Infinita (\),que llaoare•o• ·~ 

rle, un valor finito Zt, ooporando que lo igualdad (l) ••• vilida 

' -~ . 

' r 
1 

\ 



! 
¡ 

\ 
' 
\ 

en olaGn sentida, 

Lo <>pre>i6n {l) puode repn•entar>e ~o~o 

• 

' ,., . " "' 
Vof!n!cl6n. 

Uno >oTi• •• la ouu do un n~~<ro infinito do thm!no., 

l • ., ............ ,"¡¡·,.·cc•:O'c;;'cc":;;•,.·-c;¡:,,·c;•;¡·;;;·;;c;'-.,;--c,. ............ -;., ... -c-c,. 
ODs~rvose que Jo• t~rmlno> o,. a,, a,, ... , o0 , con• 

tltuyon uno >ucesl6n. 

Otro ejenplo d< .edo lo Un<oos 1ol inteq>Utor lo upr~ 

•Ión d<cioal del nOooro roc\onol ' ' O, HJ ... 
cuyo >i¡nH\codo eo 

' • ' • ' • • ' ''' " >O' '"' oo" 

"' " "' • 
' ' ' ' "' .. ' oo• 

~o <iet~pT< •• poolbl< ulgnor a una $<ri< un valor finito 

cooo lo hicloo> on (l) y (5). 

1•'•9•1b• • n' • ... ,, 
enoco do un valor finito como >umo total, 

A la> <orlo• (1) y (4) •• 1« llama convorgcnto>, ~i•nt'"' 

se die< que •• dlver¡ento. 

Antes de eotablec<r uno definición for<~>l de convergencia 

y dlvor¡enc\o 6o •erleo, volvooos al antlisi> de lo paradojo do <e· 

n6~ 

o 

.. .. . -... . .. ...... ~~ .. ----~----~-~----- .. 

' ••• 

A p>rtlr M la serie 

•·i·}•j-• ... ' 2 ~·•' 
pode•o• forur la sneBi6n de >uau pnci•l"' 

s,. s,. s,. s, ..... s •. 
don do 

'' ' 
'· ' • ' ' '• • ' • ' • ' ' ' 
5n"•·i·{-· ' ·r 

'" 

\'eaos que el thmino I<OeTOl S0 de la sucosi6n de >U••• 

pardoleo, es la •nmo de los n prirnocoo t~nnlnos de la oorle (1), 

y en el ll~itc: 

• 

' .. ' 
pon colcul&r 

lim ' '• ¡". l ... 
<He 1 ¡,¡'" ob>ornaoo 

' (l-1) ' 

' ' ' • t • :r 

{1. }lt 

i- • ( 1 

.... 

7 

y, como pueoo deMstunc por inducción rnotemhica, 

necol do lo snceoi6n de ouma• pucloles e" 

el tfnnno ¡¡e· 

'· 
por lo quo: 

• t • i ' . .. . • ' z". ' 
• ( 1 . 



li~ 

"-
Con uto •••os que la npresi6n (Z) 

' . ' ' ' ! • i. f •...• -·- . zn- ' 
• • • • lt 

•• vtl!da si interpreto~o• h su~• del namero Infinito de térm\noo. 

• 

co~o.ol lf11it< de .la ouceo\6n 

{t•}·~· 

D•flnlclón. 

.son 

. ' ' ... ' 
., ..... , ......•.... 

• 

una .. rle, y ooa ¡Snl uno oucesi6n (lla .. da de suus pucul.,) tal 

•• 
s.- •,••,·••······· 
Si oxi•te un n~mero real S tal quot 

•• dice que h sede •• convergenu y tleno ouu 5, en cuyo c .. o •• 

eocrlbe 

¡; • •• 5 ".' 
N6tue que lo "<umo" de una sorlo conver&ente es el l!mlte 

de uno ouc«i6n de suus parciale> y no oo puedo obtener ~odl•nt< -

uno ,,..., ordinarb do tfnolno<, pueHo que htOS son ur. nQ .. ro lnfi· 

nito. 

' --

-' .. .. , 
se utilizo para indicar tanto la ser1e c~o ou suma, a pesar de oer 

doo concepto• distinto• (lo su~a roprosonu un n~~oro y por tanto • 

no puede ••• convergente ni divergente). 

Eju•plo VII. L 

a) P•ra el caso de lo oorte (4): 

•• <loo o 

' ' ' • JO' '"' '" 
""' 

' ' ' . '"' " <O 

( Pe•ou6s trelo) 

co~o 

-
' ".' ' ' 

• 

• • -'-... 
oo" 

' '"' 
• ... • 

b) Poro el caso do lo serie (~): 

• 

' oo" ' ' ! (!·-) 
oo" 

ol t~rm\no general de lo •uceoi6n de su~•• porc\ole• es 

S •1•4•~• ... •n'•" (ln
1
•ln•1) 

" ' 
(De""~' t reloJ 

En este caso, el !hite de {Snl no ulote, ya que • ••· 

dldo quo"n crece, * (ln1•ln•1l tiende o Infinito. 

·----·· . _ ... __ ....... ~--=·· 

~n oeuiond O!. 

" 
o 
CJ1 

í 



10 o~ o!aboliu aed!onte 

, .. 
En <onoecuencia, la oor>e (~) eo dlvor¡ento. 

[n loo cuo• antedoces, heato> obton\do una expreol6n sim 

pllfind• poca lo •urna do lo< prl~oros n tér~inos de la ocrle, ~ue 

permite calcular con fa<ilidod el l!attte. Sin embargo, ooto no es 

P• hecho, en la nayorla de lo• caso> no edote 

una •"P«•i6n ol~plificado de Sn' por lo ~ue .,tudlOT<l'OO otro• •é­

todoo para d«<rmlnor lo convergencia o divergencia de una oer!e. 

Cond!d6n ""«•oda para lo conver¡encl" de uno serie. 

' 

(lb><rvuo> que en !U oerte> conver¡entes 

' t ' ' ·: • r • J • ··· • 

' . ' 
1 o 1 o ' • ' '"' 

... .. .... 
"' 
'" 

el tf,.lno genero! tiende a uro, o 01edida que n ere«; •• decir: 

Ji a Ji~ 

•·· ' • o r • o 
' ••• 

Este hecho •e prooenu "•mpre quo una serie e> conveTgo!!. 

". 
Teorua VIl. ¡ 

S! h oerle 

Ji m , .. 
Ono<tu~•6n. 

' .. 
' 

" 
' ,., •, 

' •O 
" 

u conver¡ente, entonces 

' 

-~·- .. 
·--

" Sea t 

""' 
•n una Hrle ~onvergente y ••• (5

0
) la ouceoi6o 

do su~as parchle>. 

Co~o lo snie u convergente 

. ' "' 
y to~bih 

(a 'o ' • ' • +a ) • L 
' ' n-' '" 

renando (l) de (1) 

l!n -,..... r•,••,•- .. ••nl (•,·•,• ... •• •. ,J. o 

por la< pTopio~odos do loo ll•it<> 

;.:: ((a,•a,•.,,•a0)- (a,••,:· .. •a0.,)) • O 

por tanto 

1 im 
n·~ •n • o 

Ute t<Or<~a e<table« una condi<lóo oeco<ar!a"pon la. 

convergencia de una serie. 

ficiente; u otrO> i'ahbus, 

Sin emoor¡o. dicha condición no •• su ,, 
que la ''"" '"" convorBente. 

bocho ole quo 1\a 
~-

' •O 
" 

no l!OJ>li<o 

Lo verdadera ucil1dad del teorema VIl.¡ •• que permite 

Corolario (prueba de divergencia) 

Si 11m ... '• ol ~. entonce• Jo 

Ejocplo 1'11. •• 
•l Para " Urle ' '" .. tiene ,., = 

"" llrn '" ' '" •• • = . ... ... 
••• 

' ... •, u d!ver¡onte. 

. . 



1 
1 

¡· 
1 

por lo ~uo lo •orlo •• dlvoraonte . 

• 
' ., Poro .. 'or 1 • ' .. claro ••• .. ' " ... -" ••• " 

'" u te <&50 " toor .. a VIl. ' no noo pera;'-". decidir " 
" 50Tir 

<) '" " 

eonv~rge 

c .. o 

"" ·-
" 

o diver~o. 

• ' .. •orlo ' ;;>• como ••• 

- " 
oe thne un cno onilo¡o al b). 

... 

• 
eone<iormente demoHroromoo que ¡ .. ' ' "' 

-oorh ¡ 
••• 

llauda >eTlo 

' -, •• conv«~•!!. 
• 

L•• oorles tionon ctcrt» propledadoo que vol< lo pena -

mencionar antes de estudiar diferentes criterio• Que nos faciliten 

ol tubajo de ••tabloorr el corlcter de conver¡oncia o d\vergoncto 

de uno nrle: 

1) El cutctn ole conver~oncia o divergendo d< una serio nó coa-

bh o! todos ous thmlnoo •• multiplican por una constante di-

frronto de cero. 

l) El car'ctor do convorgenclo o divorgencl> de <ma sen< no •••· 

bia ,¡ oe agrega o ouprl•• un númoro finito de téno¡noo. 

3) El cortccer de converaonc\o o diver¡~nclo de una •erie d• tfr­

alnoo POSITIVOS no coablo ol •u• tf .. lnoo •• a¡rupan de cuol-

'l 

10 
Quior uneu. 

• 

"' ' .. ' e• toabifn <onvu;onte v~.~c R y ou auao utl 

dado por 

! (oa•8b)•~ta•8¡;b 
n•l n " n•l n n•l n 

1) • 3). 

Se deja •1 estudiante lo de~ostrocl6n de la> proplodadu 

Pora una deaoonacl6n de la propledoJ <) puedo coooulu!: 

•• lo referencia 1 p~~- <71. 

' 
o 

"' 

' 
1 

1 
1 

' 



' ' 

i 
' 
\ 

1 
' 
1 

VIl • l t:fiiHRlOS .[!!¡ CW!YóBCCNCJA. 

• l. • 
" 

ObHrv .. os que codo uno de los t~n>~inos en«o puéntoo!< 

do eoto serlo, os moyor o Igual que loo de la oorle divergente: 

ya que 
' ' ' l•y•y•y• 

' 
' ' ,., 

' ' t l'l ' ' 1 1 1 1 1 
> l'"CT'l • Y 

.!..LL..L...L.!.....LL 
g 10 11 12 ll U 1S 16 

que la '""" de los tlralnos do (l). Coao la ou•• de lo• tlr•ino> 

de (l) tiende o Infinito cuando n·~ (por ser eou ><r•• rlivorsonte), 

entonces, h ouma de ¡ 05 ttrmlnoo do (1) ta~bHn tiendo • Infinito, 

por lo que !& ••rie u•Uinico •• diver¡ente. 

El •Hado aquf ••pleado, conocido coao criteTio de coapa-

' 

1 

" Su r a
0 

un• ••<~• ténolnos positivos (o0>C, ~nt~) C\!. ,., 
yo corioter quero~o• conocer: 

" " ' '• " ""' serie CO~"VUGEI/Tt de th~lnos po5lt\vos ' ,., 
" 

•n~cn, ~ .. ~. entone .. ' '• " COWHRGJ;Nlf. ,., 
• 

!!) Si ¡; dn •• una serie 01\'UG~NTE de thmlnos po<!Uvos y 
,. ' 

" 

" 
Vn<N, entonces ¡; ,. ' •n •> P!VERGE~TE. 

~1 Hraino ¡¡enenl do Jo oucesión de '""'"' parchlu de 

" 

l•c•c• ... •c 
n > • n 

Adeal<, por ser 

''" """ ' • e " 
En consecuenclo 

llm S < L 
n- n ~ 

~n<N, entone••: 

" 
' ,., 

" 
' ••• 

' 



thoo 

" 
Por otro paTio, como r 

""' 

Por unto .. loto un nilauo rul S entTe cero y L Ul ... 
"" """ 

" 

. ' 
por lo quo la oerie ¡; o

0 
•• convergento. .. ' 

" 11) Su ¡; d0 una urle dlvu~onte .. ' 
1 ••• 

" 
Si >Up000M> que [ .. ' 

porte 1) del criterio do co~porad6n se llene que 

•• ' •. ' .. ' •. e< conver¡.nte, lo cual 

ce lo hlp6teoi<. 

• 
Por lo tanto, lo >erie l: .. ' 

contudi 

E< claro que, para poder utillror este critecio •• requ!~ 

re eonporar con <erie> de coricter conocido. 

.~, oe eoplean paro co.poror estin la> oerleo ¡eom~tricas Y loo se­

ries "p", que tratOTeooo o continuod6n. 

Serie Eeomttr\ca. 

" 
' n• 1 · 

Una oerie E<om6trlca 

n·' ' oq • o • oq • oq • ,,, • 

eo de la formo 

"- ' aq • • • • 

plicoJo por un foctor fijo q llnmodo rot6n, Lo conver¡endo o di 

vergench de eHe tipo de ser!., depende del valor de lo ruón q, 

··~· ....... : 

qSn • •q 

' ... 
' 

" • ... • aq 

• aq • •q • 

R .. undo (2) do (1): 

de donde 

por lo quo: 

"" ·-· 
tro• ca>O>: 

Ji>: •11-q"J 
n~- \-q 

,, SI jq 1 <1, entonces: 

l 1 ~ S , ·- " 

de lo oerle eo: 

'" 

'" 

por lo que: 

y en ~on>e<u•ncla la 5erie es convergente y'" su•• ••: 
" 
' .. ' ... ... 

SI 191 >1, entonce., cuondo n••, q"- 6 q"•·•, por lo que: 

no e>iste y, en <onsecuoncla, lo urie es dlver¡¡ento. ' 
<) SI jqj•1, entonceo q•1 6 q•-1. 

JZ 



' ¡ 
1 
' 
! 
1 
\ 

\ 
• 

l 

' .. ' 
-
' .. ' " .. 

" • . ....... . 
y l••~rie •• tambih dlvor~ente. 

(Pe-ohtcelo) 

La ser!< ~··~~tdca ' 
••• 

·~ converge,¡ y •6lo si ,., 

., Paro doterl'linar el CoT~cter de la •ule 

' ' • ' ' ' ' • ' ' 
• 

" • " .. ' 3""' q '" 
poduos e.ploar ,, oc de ~eon¡étri<a 

- ". ' 
' ' '' ' • ' • ' • ' ' ' • • " • ... ' "' 

cuya u:6n .. ' • ' ,. "' ,, '"' •• convergente . 

Comparando ..... "' .. rl•• VUlO> ••• 

' • ' ' ' • • ' ' ' • ' " • 

... .. ~ 
' 

' . - --

~---e-

rompleando el criterio de eornpaud6n, .. concluye que la 

serlo (1) "' convocgente. 

- ••• ' ... ,. '" • 

veamo• " ... oerie> 

' • ... , . "' 
' 

' " ... " '" 
son convor~entos. 

rara analizar 1• .. rle (ll, ut!Jleemo• la .. ,h ceod<r.!. 

ca convn~ente' 

-
' ... 
-
' .. ' 

( . ' ' 
" .. 

1 n • 1 l 
(:¡-l -. ; 

-
' ,. ' 

-
' ,., • ,. 

de aqu! que la ••Tie (1) u convocgenu,(propiedad 1] do lu •erie>). 

gente 

Pau 1• serlo {l), utilicomo< la secie geomhrlca conve¡:_ 

-
' ,., -

' ,., ' 
'' l ' C""O e>ta serlo u conurgen<e, entone .. 

-
' .. ' '" 

también os convergente, 

- ~ . , . 
--- --- ------ ' .. --



1 

! 
' ' ' ' ' 
' 

Comparando (J) con {4): 

.Jl. < (1,)
0 

l'nEN ,. (o .. uhtulo) 

Por el criterio de co=parad6n, la •erie [l) tub!fn es 

convergente. 

- -' Co•o ' ' ' 
L ••• ••ri•• conver¡:entu, .. sede ,. ,. ••• .. ' - '-· - ••• ' ' -'· ' ••• ,. .. ' ,. .. ' ,. .. conver~ente (propiedad 4 J) . 

Ser> e '· 
""' Hde ' •• .. .. forma 

' ' . 
' • ' ' ' • ' ' • ' • ••• •' , . •' •' •' 

La convergencia o divergencia do eote tipo do sories de· 

pende del volor de p. 

a) SI p>l, EJrupe~os lo> t~rminos co~o sigue: 

' ' ,_ ,. 
1 conoidernos lo serie 

' ' • • ' • ,, •' 

. ' . ¡¡; ' -· •' 
L¡ • ,, 

••• .. ••• oerle geomhrico ••• ••• ' • • 
L ,, 

q e• uo oO•ero po>itivo •enor ••• ' ' .. oerle 

th•loo• •• .... >erle pueden ... escritos '" 
•'- '-• e'- • ' • ' • '-• • • • ,, ,, •' •' •' •' 

'" 

¡P· ' . 

.. convergente. ... 
" for10a 

.. ' ' "' 

' 

• • 

Vemo• que, coda uno de lo> ''••lncis entre porfnteoio de 

la >erie (1) •• 11enor o Igual que su correspondiente de la serie' 

convergente (ll, por lo que, del criterio de co~paucl6n se situe 

que (1) es convergente. 

b) Si p•1, la >erie pe> lo •erie arm6nl<:a y, co~o vimos, o. dí-

ver~ente. 

e) Si p<\, cado té!'llino do U >erie p •• .. yoT o igu•1 que ou C!'_ 

rre<pood!eote do la ••rie orm6nlc•, y por el criterio de com· 

parod6n la serie p eo diVergente. 

Ro>umiend¡o•·--------'---,,,-------------------------------o 

., 

.. ., 

La oorie p: ' .. ' ' •' 

Ljnplo Vil. 8. 

conver>e ol 1 o61o <1 p>l, 

' ... ' •• dd ej .. plo Vll. 6 ro una <<de p, con p•2, 1 

por tanto conver¡;ente. 

' " >erie ' " • •• 
·~· ••ri• ' divergente 

Analic•mo• .. caso M 

' .. ' . ' . 

·-----

• 

,,. 
" 

' ' • ' • r. • r, 

1/ Z) , 

oer ie 

"' 
' . " '" ' 

---·--·-·-... ,,_ '"'' ~ 

' 

' 
' ' 



Ob>O<Y&IIO' ""' 
' 
' > ' , • 

' ' > ' ' • 
' < ' " " 
' < ' = rr 

y •~ puede de11oHnr por lnducd6n 11atoút!ca que: 

' •..!., Yn<N "" ' "' " ,, dice '"' e oto '"' " •• rle '" "do~ino" • h sede '" o portlr " •••• V•l< h pena entoncu ob<HVU quo: 

Bu u con que ... deoi~ualdodeo 
•• ' '• ' •• ' ' " ,,, niteTio de coaparacl6n .. CUIIplan o portir de "" cie<to \'olor 

den, r•ro que dicho cdtulo siga olendo ophcable (yo que po~emoo 

oupd•lr un n~~HO finito de thonno• on hs sede• sin alterar su 

corlcter de conver;encla o divergencia). -
Por ello, podoao• concluir que t .. ' ' iiT •• uno >erie co.;_ 

Otro fo .. o de duosturlo u lo siguiente: 

Nultlpllcondo por l la <<rle (l), obteoeaoo la <<rie con 

-
' ... J • ' • • • ' . ' " rr •• '" 

,. 

> • .. • 

Co=parondo ahora In serie• (1) y (J), veaoo que: 

' < ' ' < ' , • 
' < ' ' • 
' < ' " " ' < ' "' TI 

y, como •• pue~e deotOHuc por inolucc16n .. temHica: 

< ·'"' "' 
Yn<N 

Podomo< entonce• Concluir, bosodO> en el criterio do ~•!. 

paud6n tol como •• onuncl6 orl¡ln•lrn<nU, que l• nrlo 

•• <:on,·ergento. 

-' .. ' ' "' 
En oca• iones, el cdteno M cornporación •• Je dif!cll 

•plicod6n prJotlca [dlch• dlflculud eHrlba n encontror la Hrle 

Por eHo, lntrodudre .. , """ crl-

terlo conocido como criterio do! coci<nto o de d"Alnbon. 

Criterio de d'Alombert. 

'"" ' •• """ serie •• ... 
C•Icule~o•: 

u. •n •1 • ' ••• •• 
') 

U) 

SI l<l, 1• oorlo •• convor¡uto. 
' •n •1 

SI L' 1 6 .....-;;--

l 1 l) SI L•1, ol crl ter\ o no decido. 

.. . 

tf,.lnoo po<IOvo•. 

. -· .. 

. . 



Domo> trocl6n. 

1) SI L<l, elljamo> un nU~~To , .. ¡ q tnl que 

L<q<l. "' 
De acuudo con lo do(ln!ci6n de ll•lto, Hloto un •eN -

"' quo: 

•n •' 
• • • " 

~· 
,, ••• 

. ·~·1 • • 

De donde: 

• " 
·~ .. •,.., • • . 

·~·· • • 
·~·· 

. . . . '"• .. ... , ... ' 
·=·· < •••• q ' ••• ,q' < •• q' 

En conoccuoncia, a portlr del t~rmino a.,,,, loo tfndnoo 

' .. ' •• ••• 
do h serlo geo•ftrlca. 

'• . • •• • • • • q' • • "' 
• 

Coao ' •• •• ••• >erlo .. tfrll.lno• pooitlvo,, u o ' .. ' .. ( 1 ) ' G<q<1, ' 
,. nrle "' .. convor,ento. 

,. 

l'or " criterio .. comparodón, ' '• .. convorsonto. .. ' 
"' ,, ,., o "n' ' 

'• -- cuondo n••, nioto un geN "' ... 
• ...!!.!..!. > 1 • 

'• 
Yn~. 

•• dócir: 

Yn.,.. 

F.o claro entonces que •n no tiende • coro cuando n••, por 

lo que lo ocne ' .. ' 
111) SI apllc311.o> o) 

1 i m ... 
•, •• divOTg<nto. 

crltotio o la ••ric p •••••as: 

' l111. fñ>T)P • 11~ 
n•• .......... ,, •• 

·' 
" ' (ñOT) .• 1 

pou cualqulot \"alor do p. 

Poro ya hemoo deno>trado que cuando P>l lo serio es c~n­

vergento y cuando p~J div<Tg~nte, quodando cornrrobodo que L puodo 

••r isual o uno tanto pora •orlos convergen<., CQ"'O pon d\vor¡en­

•••, por lo que en esto c .. o el en torio no decide. 

F.jemplo V)l. 9. 

o) .•plic•ndo el cr\torio de d'Alernbert a lo serie 

''"""' 

. por unto: 

.. ..~·;'"' ~ • n!{n•\) ' .., 

• 

' .. ' ' " 

' , ... 

' 

" "' "' 

\ 

" 

' ' 
' ' ' 

' ' 



' ' 

1 
' 
1 
' 

"" • ~ • "" " .. . , , .. 
' '" serlo .. convorgente. 

" " •" r ñT Pou lo oer!e 

por h que 

•• •1 

•, 

'" •·· 

""' 

,,. 
•·· 

' = 

!!l. 
•" 

. , 

!n•1) 0 (n•lln!_ 

n: (n•i)n° 

' " (1 '¡¡-) •• 

" l' -l¡ 
" 

o)' Con oyudo del cdtedo de d'Alubort, resulto oencillo demoo· 

tror la conur~en<ia do lo •orlo 

" 
' ,. ' '"" >" 

del ejeaplo Vil. 7. 

En efocto' 

~ •, 
, 5o(n•l) 

lñ" 

' 
' ' 

>" = ' ' 
... 
'" 

Loo critu!oo de co¡npandOn y de d'Alembert no son •Pll. 

ubios o oert .. taleo co•o 

·' ' . 

• 

" 
' ".' 

' ,• 

' " 

...... 

. ' . 

. ' 

•. 

' . ' ' ' 
' ' ' . ' 

"'" 

. ' , . 

' ' 

" --·-
n . ' 

que llamaremos oerle• ~· o!¡noo altornodoo o, slmplomente, serlu 

alternaó.,. 

En goneral, una,.,;. altornodo es de lo fol"'la: 

donde 

' [·1)"'' •.- ., •• ,. •,- •.• •.. ,. ' 
•n > O, Vnc~. 

t>iue un cdterlo ~ue esubiece uno condlcl6n suficien­

te pnro la conver~encia de este tipo de oer!Oo, ll .. ado criterio 

de LeibniL 

rlterto de Lelbnir. 

Lo s.rle alternado 

•n • •,·•,••,·•,• ... 

onde •, • • YM~•-"' cor.vor;ent< si: 

lill ' •, 
""" 

•, . '· 
Ouostr.o,ón 

Sea la ••rie alternada: 

" 
' ""' 

•, a,-a,•~,-•.···· 

Sin •• un n~rnero por, el Hrnino general de la >ucesi6n 

de sumas pardal<>: 

puedo a~rupar•• en la >iguionto f0noa: 

. -· ... 
---. -,. 

• 



i 
' ' 
' j 

Co•o •n > •n•o' los t~ro¡noo entre par~nte>is son to~os 

positivos y h sucooi6n (5 0 ) ._. croctrnte, 

Por otro porto, si ogrupuos S, en la fona; 

(a ·O )·(• -• )· ••• ·{o ·• l·• 1 1 • > n·• n·o n 

por e¡ o tomo ruonamiento umo• quo S0 < o
1

, y h ouceSl6n 00 aco­

tado. 

•oolo L: 

'" ··- 50 • L (Oinupar). 

~01 reno deoootur que tcoondo un nGooro lo;>OT de tfT11.!_ 

nos, el li•lte de la oucest6n de •~•• porcloleo es tambi~n L. 

' 

~· 
lo , .. 

lo toUo 

~n efecto: 

Col n •• par) 

"" s ••• "" ,, • lim ... -... ... . .. , 
•• hipótesi o: "" ·- • .. , ••• 
u. 

' • ' • • . ' , .. .. , 
Hnoo d .. ostudo que la oucul6n de ou11U parcial., de 

-
' "'' 

tiene HoHo, por lo que dicha oer\o eo 

' ,. -' -

• ·- . -----

Ejuplo VIl. 10 

o) Kedionte el critedo de Leibnh oe puede d .. ontar quo la u-

-
' ,. ' 

01 convoraente, y• que: 

' ' ' 1) 1>;¡-'!í'TO 

• b len: ' " . 

. ' -

.... 
• ' 

(n•l)' 

' ' ' . ' 

, .. " que: •• • . .. , 
' " "" •, '" ··- •• ... 

Para la urle 

' .. ' (-1)"'' 1 • \ -

" 
so tiene que 

' ' n > ii'OT 

y como: 

o . 

• • 

' ' ' . ' ' 

' "' 
. . .. 

'f • . •• 

por d cri<erlo de Leibnlt la ><"Tie es conve_rgenu. 

[n ol ejemplo onterior •• demo5tr6 que lo serio 

- k • 1 • ' .. ' (-l)n•, 

•• convergento. 

do cada término por >U valor obsoluto 

--- ----

' 

18 

! 
! 
/ 



• 
Se dloe por ello que_ ' .. ' o o un• sor! o conO!-. 

'"' • 

' .. ' 
otu pute, tanto la oede alterudo 

(-1) 0 ' 1 .L. 1-}. 

•' ' ' !f'TO' ... 

como lo que •• obt!eno ruuplaundo cado th11lno por >u nlor abo2. 

luto: 

... 
• 

' n •1 n' ' ,. 
oerleo convugento>, por lo que •• dice que 

•• uno oerle aboo)utoaente convergente. 

• 

' ••• 
(- 1 } 

... L 
•' 

Esto< conceptos no <61o oon aplicables o >edeo altHno-.. ' ' olno tornbl~n o oorl .. de o\gnoo cualesquioro . F.n Jo que o\-
• 

gue, cuando habl .. oo do h oerlo ' .. ••• 
•• entender! que •n puo • 

cualqulH olano, 1 r•puoentornoo aedlonte I 
& n•l 

' 
• "o ••• t~rmlnoo do lo oerle que •• ormo roel'lp onnv ' ••• •• 

r••r•ct\voo valoreo oboolutoo. 

Te ore•• VIl. l. 
• 

l•n 1 • 
por '"' 

Si lo serlo ' u con•oraeou, ontonceo lo su\e 
• ••• 
" n•l n 

U.•bHn u convergente. 

ouootucl6n. 

Sean 50• o 1•o,• ... •o
0 

....... -·· 
"' 

¡g 

Entoncu: 

tivo), 

Por otro porte, corno 

pode~o• ••oribir 

l•nl •• convcT¡:•nto, tiene una coto 

• 
•up•Tior (1 ' "" . 

1 i m 
••• 

• 
Ail<ds, por·hlpótc•l•, ' • •• 

ll•la 

• •• 

De aqu! quo, por propiedad•• de lo• ll=lt•• 

!in ·- li"z • ·- " 
1 ;,, ·- {S•l-Z)·li•s

0 n n n n-

t0111bHn .. lote, lo quo de~ueHra que ' ••• •• ., conver¡onto. 

.. ·------ .. -·-- -· ---~ --·-·- . 

• 



r 

1 VII. "· 
Podemoo determino. el carácter do la serte 

' .. ' ~ • 0.1~ • 0.15. 0.19 • 0,08 • O.Ol .ro 
{donde n • .,t n udioneo), analizando la sede de "Oloroo oboolu­

tos: 

• 

1 "'-""-1 .ro ' .. ' 
¡coo(n)l ' "' < -- ' 'l'n,H 

.ro "nlñ 

Co~o 

• 
' 

• 
' ' ' ;;m .. ' .ro .. ' 

•• uno oede p, con p • l/1, converge. 

Oo lo e>pT00!6n (1), por e¡ critorlo de comporaci6n con­

clul"'os quo 

• 

' ... 
• 

lo sori< I .. ' 
Oofinici6n. 

1 
Co<{n) 1 u conHrgon<o, y, por <1 teoTO•• 1'11. l 
.r. 

lli.!.!!l es tubl!n con,·ec~ent<. .ro 

• 
Uno SHie I o •• llua oboolutnente convergente <i • .. ' 
• 

lo >erie ·I 1•0 1 conver~•· 
••• 
Obshveoe que, H¡:On el toorno VIl. J, toda nTie ab<o 

lutaaeoto conver¡:eote es conveegente, 

• 
~· oede I .. ' cn(nl d<i ejuplo anterior, os ab•olula 

n ¡,;: ' 

,. . -- -

' .. 

Oefinici~n. 

Una oerie convergente 

diver&c, •• Jlo111a condlclonolmento convergente. 

' • • 

• 

20 

Son ejemplo• do series candldonal~ente conver~entos la 

• 
oerie I .. ' 
co1110 <1 eotud!ante puede co•probar. 
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IV DESARROLLOS DE SERIES 
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V 1 !. • 

• 

' .. , " ' . "' 
•' • 

• 

'" 
que llomar<~o• ><Ti• ~. potenc!H de x. 

Es cloro que pora codo valor do •. la oorio (1) •• una H 

ri< do t~rmino• constont<'. 

" 
• 
' .. , 

Si 

' .. , ' 

' .. ,. 
" ( ') 

' "" 
• . ) . 
( . "" = 

.. 

. 
' .. 

t lene " ,ene convergento: 

' ' ' • 
' " rr • ... 

rtono " oerie dtvergonte: 

' ' . ) " • . . .. 
N6to,. que homo• to~ado •"• 1 a~n cuando x puodn valer 

cero, por convcnloncia pan la notación. 

s< 1\ono un ><rlo conver~onte. 

• Es cloro que pHO x•O 

Corno ,.mos, no po<3 toJo• lo• valores do • se obtienen • 

series conv.rgont••. 

'"'de • h ><Ti e (1) conver~o. 

Ya que para cl.rtos valOr<> do • •e oOtl<nen Hfios al· 

'" 
Aplicando el criterio do d'Alembort, la ><rie (<) con••!. 

-• poro todo volor de .~o tal quo 

.... 
"' 
·' 

• 

• "•1 J 
li• 

.., 
< ' ... 

•" 1 "' 
L$ <lccir: 

... 1".' 1 1•1. ;¡;-¡- < ' 

o bien: 

1•1 lia n •1 1 < ' ... ¡;-¡; (yn que x no dependo de n) 

Co¡oo 
¡¡,. 

1 
•. ' 1 "" ... ¡¡;-¡- • ·- ". ' .., . ' ' Jo ••rio (l) con><rl• 

!'·"·' tu<i" < '" o¡ u e: 

1 '1 ' 1 

rn consccuonch, d~l toor<ma 1'11, 3, lo ><de (1) •• CO!; 

ver~onto (obsotutamento convn¡¡ento) para valore> de x tale• que: 

1•1 < ' 
o bien: ·1 <X< 1, 

Paro 1•1 • 1, el criterio .te d'Ale111b<rt no •• apllcablo, 

pues: 

y debomO> •nalilor por ••parado los casoo cu•ndo ••1 y x••1. 

Para • 

• ' ' ' = . ' • 
' """ 

' ' ! • T • 

' para X"'1 " tiene " .. rie 

E Y-f.• 1 -}• j. 
""" 

que •• convergente (condicionalmente conver1ente) . 



! 
1 

' ' ' 

l<> que 

' 

F!nola<nte, puedo deaoHune que pou ulo<cs Jo x u­

lxl > 1, lo sedo (1) eo dlver¡:<nte. 

En ruua<n, la serie l: 

••• 

. ' 
• 1 !.. • 

llamado lntnalo de ~on><rs<M!O. 

Dehnid~n. 

• 

' ••• '• •" . . , .. , ... , .... ,,. 
roeih el no&bre de Hrie de rotoneiu de •· 

Uno oorle de la ro,-.o 

• 

' ••• 
. ' •n(•·•J ·•,••,1•-•l••,(•·•l • ... 

roclh el nombre de ;;ne de potendu de (•·a), 

.~6tese que la ocrlo de potonda> do x oo un <a>O partic~ 

Ob>otVo que"" Gltlma - . 

ole,.pr< converge pon s•a, yo que se tiene: 

• 

' ... 
A codo sed< de potencia< <orre<ponde un intervolo, llo­

udo lntervolo de 'convergendo, tal quo lo oodo converse •~<oluta· 

•••to pou Indo o on el intorior de dicho Intervalo, y d>ur¡o paro 

... El punto &edio del in<ervolo •• •· 

Tooroma VJI. 4 '" 
S1 la oerle de potencias ¡ a

0 
(x·a)n converge poro • ... 

a¡ &enos una xfa Y dlverge para al ~•no< otro valor de x, entonces 

oxisto'un nG~e<o real positi>·o r (llamado rad>o"de convergencia). 

tal que la oel"ie •• a~soluto~ente convergente para toda , en el i!!. 

tervalo 1•·•1 < r, y divergon<e para toda" fuou de U flo·•l>r). 

SegGn loo teoro~u Vil, l'y VIl, a, y por el ctiterio do 

d'Alo~Oert, la oerio 

' •• (x·a) 0 

••• 
" aholutamente convergente ,, 

1• ·a 1 ... 1":;'1 . .. < 

' " dlvorgent< " 
• 

1 x-al ... 
1 ':;' 1 ' ... > 

Para lo• punto• en la frontora del lntotvalo do conv.rge!!. 

en torio de d'Ale~~<rt no •• aplicable, por lo que •• ~•r4 

neceo•rlo analizar por separado la convergencia de la oorle en dichos 

puoto•. 

En c.,o, "''"~oo, el intHvolo de conv~rgenclo puedo u• 

ducir>o o un >6lo punto s•o, on cuyo co<o dir<aos que o) radio de 

conv.r¡rncu e> coro; o ~\en puede abarcar todo el eje real y dire• 

~os G"" el radio de convergencia << Infinito, 

"' lo de~o<trod6n de e<to uore>>a •• omite por estar fuero del al 
canco do esto Cur>o, El ootudionto intere,.do puedo conoultor -
""" demootracl6n en lo roforencla 1 pl¡. 516. 

' 

"' N 

• 

\ 
' ! 

1 
¡ 

' 



• 

• 

EjrTOplo VIl. 11, 

• ( x. S) n 

' ••• l 0{n+l)! 

" tlcnr qur 

1 x si ... ··-
( ,, ' 1 

' 
< ' 

. ' 
H 

" 
l

0 !n•ll 1 

1"'' {n•ll' 

• 1!.:..U.'_ • 

" 

< 

por lo que,.¡<> el radio de convor~onc!a, y lo ••Tie conver¡¡e ·~ 

<oluuunte paro todo nlor de x on el lnternlo: 

·l••-~·J 

•• dHir 

z < • < !. 

Anolltrao• la <rtlo en lo< e<lre&oo do! intervalo. 

••6 oo <i<nc lo o<rie 

-
' ·-· 

, .. -
' ••• ' -· (n•l)' ' . ' ' • < • 

que os convergente. (•erio p, con p•l). 

Para •·l « tiene h <erle 

-
' ••• 

j,.,.,,,·~, . . • ! 
ln{n•!l' n•O 

- '
_,,. ' 
~~- 1 •• 
(n+l)' 

' ,... 

' ' .. " 
que •• obooluu~ente <onvor¡ente (ver «no anterior). 

-h reo..,..rn, lo oe<le I ·-· 
todo valor do x on ol Intervalo: 

(i·SJ 0 

l 0 (n•IJ' 

. . .. 

ObsH,·e que en rste caoo la conver~ench de la oorie en 

los punto• extremo• del Intervalo es a~ooluto, 

~) lo •iguiente <rrie converge Gn><Olllente para el valor x•·l: 

-
ya que, Paro x 1 ·l: 

·-- 1 "ii"l . 
y por el criterio do d'Al<mbert la •<rte divcrge, ,, " «rie 

- • • • 
' 

< . ' • • • • < 

""' 
~ 

,. ,. 
~Onverge par& todo Valor de X, ya qur 

1 < 1 ·1•1·0•0<1, '"-

Conviene ~enc\onar que, si 

•n (x·a)n 

e• una «rie do po«ndu ~on intervalo de convergrnclo lx·ol•r, 

entonoos: 

a) L• sede puede derivarse th~!no • Urmino en dicho intervalo, 

--
' ·-· 

tiene el ~i•mo lntervolo de convergencia. 

' J 

b) ~a oerle puede lnte¡:rar.e thalno a tfralno oo dicho interValo, 

y la oene obtenida 

····-
' 
\ 
r 

! 
1 



i " 

' ••• 
tiene el aloao intervalo de conver¡encla. 

1' 

y¡ !. ; D~SARROLLO Pf. FU~C!O.,IiS fN SUIJ: PE POH~C!AS. 

Uno fund6n puede dounoHaru en serio de potonclu de 

• si¡ulondo vario• procedimiontoo. Por e¡omplo, para la funci~n 

f(x)• -2-. 

• X • X ' 

' -. 
• 1 • • 

• -· • • • 
•• 

. . ' . •• 
se obtendrfa que 

r (x) • • 1 ••• •'• •'······" 

"'ultado ab>urOo: 

h. 1 • 3 • g • ¡1 •... 

ya que dicho valor eH~ fuera del nconalo de convu¡encia de la se 

En ca~bio, pora valore• de x Mntro del Intervalo Je con· 

vergench, podemo• oproxi~ar h funci6n tomando un nnaero finito· 

de t~rmlnoo •in comotor un enor "apreciable". 

Por eje~plo, to~ando lo• cuatro pr>=eros tf~inoo 

f ( x) ' ' • ' ,, 1•1 ' 1 • = • • • • • • 
ear• ,, vol ores " • . ' ,. ,. "· •• tic no: 

,. 



• 

' 1 ., • ' ' ' ' G " 
' ' l. i 1 S 

' - ' '.3ll .. 1. 328 

' 
. 

' o ' ' 
[" muo~as oo.,>ontO oo t><no una función cuya upr .. iM 

u difldl o~ aaneju y puede rosultar conHniento oustituirh por 

un rolino~io <n x de ~rado n, lo cu.11 s• i'"ode Jogror si lo fun­

ción •• de.<>nolh en uno serie de potonclu y se toun ¡ 0, thal· 

noo necesarios par• obtener lo oproxiaacl6n deseada. 

Sor!< do TovJor. 

F{x) •a 0 ••, (•·•) •a, (x·o) 0 •a 1 (•·•) '•, .. '') 
Por& obtener loo coef!clontes a

0 
pode••• proceder on Jo 

slgLucnte form., 

Haciendo en (1) x•a, H obtiene 

f (a) •a, 

que •• el prlaer coofldonte. Poro obtener los «H•••••, toae•o• 

las deri~odao oue<>ivu de {1) en el i_ntnvalo de conver¡:en<la de 

h .. d.: 

.. 

.. 
f' (x) a 1 •1a 1 (•·•J•la 1(x·a) 1• .. ,(x-al'•,,. 

f" (x) •la 1•l•lo,(x-a)•l·h,(x·a) 1• .. , 

f'''(X) •I•Ja,•I•J,4a,(~·o)• ..• 

r 1v c~J •Z·l·4•,• ... 

• • " 

••• 

''. 
,,. 

••• 

•• 

f • (a) 

~ 

9" 
rlvf•l .. 

.. 

5 

llevando eHos result>dos o (1), se o~ti~ne h oxprosl6n: 

(x·•)' (n) (x-a)~ 
:l! ... •f (o) ~~ • ... 

Toda función que oU~Ita derivadas de ~uo!;uier orden en ~• 

Intervalo abieno (a , x ) puede sor uprosado ooaGn nta fónoulo P!. . ' 
ro toda • en d>eho Intervalo. 

~jeJnplo VIl. 1J, 

?ara doHnollar en serie do Taylor la función f(x)•LX en 

potend•s Oe (x-1), calcuJemoJ: 

' ,, ) ' 
,, 

' ' ' ) • 
'. <•J • ' • " "' • • , .. ,., . l 

•' 
, .. "' .., 

f'" '., ' f'" '' ) . ' •' 
•" ',, • ... •" "' ··• •• 

"r("lcxJ (·lJ"'>(n·l)! f(n)(l) • ¡-l¡""Cn·ll! 
•" 

1 
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, 1, 1, 1 •. ,1.r•·ll', fx·•J' f•·IJ' ., '··P" 
A .....,.---- ......,-- -.--- •••• •(•1)" ~· ••• (1) 

Co~o •• Ud! vorlf!car, uta oorle es obsoluta .. nU 

ver~ento en el lnt<nolo 
"" 

Y cond\clonahente con~or¡¡en« pou ~no de loo oxtreooo (x•Z); en 

con>ecuencio, lo expru16n {1) no •• vllldo pan, fu.,-a do e•to In 

\HVdO 

Se ocoHumbro declr que (1) •• un doH<rollo en >ede M 

Toylor de lo funct~n Lx en un entorno de x•l. 

fo posible oproxlmor o! lo~orit~o na<u<&l do un n<l.mO<O x, 

~entro del intervalo do convoc¡¡enclo, oedhnte el pollno~io do ter· 

UT lT&do: 

Lx• {•-1) · ~ • ~ O<x.Z. 

C•lcul .. oo, por ejo111plo, el loJ&dt~o de 1.s: 

LI.S: (l,l•l). (1.¡·1)
1

, l l' "' '\'''"''' • o . 4 1 ó & ' 
h duo que toundo -'• té,inoo de la oorie se obtiene 

uno oojor oproxlooci6n. 

t. • (x-1) 

pon x•I.S oe tendrl 

L l. S· 0.4DH 

quo •• oproxi .. 11h ol valor roa! L 1.5• 0.405165, .. 

. . . . . . . 

---''"' on la •«ie <lo Toylor ¡,.c<~o• a•O, obtonuoo; 

~ (x) • f (01 • f' (O)x • f" (O]f• f'" (O] f• ... • f (n) ¡o¡f·. , , 

---

Expr<5i6n que noo p<l'11lito de .. rrollor la funcl~n en una '!. 

rlo <lo rotend., do x. 

de Maclourin. 

EJ•m~lo VIl. 14, 

hr& de••rrollar la funcl6n •" on •erle de M&chul'ln, ca!. 

cule~oo: 

' ,., •• ' 
,, • 

,. (•) • • ,, (O) 

, .. (•) • •• , .. )O) 

f(n) (xl •• f(n] (O) 

por lo GUe: 

•" ¡¡:• . •' • • 1 • • • rr 

-•• • ¡ 
••O 

•" 
"' 

•• . " . .... 

'" 
Como ,·iooo en el o)uplo VII. !l, e), lo sorle 

•" 
"' ' >•0 

conver¡¡o par• todo v•lor de x, por lo que la expreoi6n (1) u vil!. 

daTx<R. 

En fo,...a anUo¡;a, pue<len obtenot5e loo d .. arrolloo en so 

l'io ~. Macloul'in do lao funcione• unx r con: 

• 

\ 
' ' 



• • • (·l)n•• 
In •1 

x"h • • • ... •• • " " 
. . . . . {ln•l): • 

1-~ 
• • •'" • • • {·ll"" • '"' .. " " 

... .. 1m' 

" (·1)"'1 
1n+l • 

' (ln+l): .. , 
• •'" " (·1)"., 

' ""' .. , 
oon tublln conver~entoo para todo valor do x. 

Eje~plo ni. 1!. 

Conol~ore~o• el probluo do voluor el !lo! te: 

y la Integral: 

JI oenx < ' --.- . 
' totos probleuo, ~ne no tienen una ooluclón lrunedloto, Pn!. 

dn r .. olvoroe eoplo,o~do 

funcl6n >en>: 

sen• • x- • • • 
" 

el deunollo en oerie de potoncüs do la 

X 0 X l 

V. T!"' 

[n efecto, oe¡On lo expres>óo anterior 

'... •' .... --. ' . • n rr 
de oqut que: ... 

•4 . ' 

X 0 X l 

rr'rr 

. ~- , .. 

7 

.. 
tose111os loo primoreo cu>tro t611'1inos do la •eTie (1): 

do oqui que 

f: 
' 

o ••• , 

f: 
' 

F\nalmonto: 

J' 
' ' 

. ' .. 
rr'v. 

• . ) ,., 

]: 
' 

(1- O.OSSSS • 0.00167 • O.OOOOl) 

r}. o.oo6H. o.oooos- o.ooooooz¡ 

la m•yorfa ~· lo> concepto• tutadoo en ene capitulo, 

pueden ;eneuliar,. pan el caso de urles con térm>no> complejos. 

Por eje•plo, al lnle>o de la ••cd6n Vil. 4 vlao• que lo ude 

" 
' .., " . • • t ~ ... 

¡¡71" ' 

conver¡o ob>olutaaente poro 

1 X 1 < t 

'' X O , . .., . . " 

SI x puedo toaor valore• CO"-plejo>, '1•1 repr.,enta el -

a6dulo do! n~oro coaplejo x, Y lo ••P•••i6n lxl<l quedo repre-

' 

i 



1 

' 1 

•~ntado en el plano d~ Ar~ond por la T0~!6n: 

i~>~!nario 

que nclbe el nombre dr chculo de convergencia. 

vergrnda r•l ., rl rodlo de dicho circulo. 

cj e real 

~~ rodlo de <O!!. 

Paro todo x.t on el 1ntnior del circulo de <:onvergeo-

• 
cta, la •ene ' •• absolutaonte convergente. 

••• 
En el c .. o general, lo rrgi6n de con>or~•nc•• 

est1 reprrsrntoJo en ol plano co.plejo por un circulo de radio r 

con centro en x•a. 

Fórmula de Euler. 

Con>idorondo que • puede to111ar valore> colllplejo>, en h 

upre>l6n: 

,• . ... •' • x' • 
T!" :rr 

podemo> hacer x•GI obteniendo: 

. . . . ' 
V. ;: •' 'O!"' 

" ' . ' • Bi • ~ • ~ • ~ ' ~ • ~ + , •• 

o blon: . " . . . . . . , • • • T!" 
, . 

1;: 
,. .,.. '" 

Por otra parte, do ¡., funcione• ya deurrolladu: 

e o> e • ' •• ,. ¡; 
" " "' • • • • • , . 

... e . • . " 
• 
" " 

"' •• qur: 

' "" • • " . ' •' " 
• ' •' rr . • •• " 

• . ( l) 

rxpre>ionos (1), (Z) y (l) so concluye quo: 

\ .u . cos e • 1 >en e 1 

-· 

--

' 

00 
cr 
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LISTA DE ASISTENTES Al. CURSO: 

ACIUM.IZACION E.'/ ~-~\11'.\}\Tiü\S J>¡\R¡\ IM;E.~TIOROS (mTULO·I'.i\Lt1JLO 1) 

198.3 
!;>.!PRESA.Y IJIRECCIO.'/ 

• 
••• 1\,\lll.JN fV..\U"il GJ\RCIA VILlJ\.\UEifA 

Universid;¡d ~li<.:hoacana de Sn. :-!ic:olás ll¡:o. 
Ciudad Univcr;;itaria 
San J>;~coliis, llgo. 

2. FER.~\'llJ OJEM TORRF.S 
Universidad ~licho~H;ana de Sn. Nicolas Hgo. 
Ciudad universitaria 
San Nicolás Hgo. 
Tel. 2 74 03 

3. JOEL J\lllNAilA. VARGAS 
Comisión de Vialidad y Transporte Urbano 
Av. Cuauhtánoc No. 451-6" piso 
Col. Viaducto Piedad 
Dcleg. Benito .Juárez 
03000 ~léxico, D.F. 

4. CARLOS H. ALVAREZ QJILLDl 
S.C.T. 
Av. Universidad y Xola 

1 Col. ~an•arte 
Dclcg. llenito Jll.'irez 
~léxico, D.F. · 
Tel. 530 30 00 ext. 382 

5. SILVIA BLANCAS Ro\\IIREZ 
OJV!TIIR 
Av. Cuauhtémoc No. 451-6" piso 
Col. Viaducto Piednd 
Deleg. Benito .Ju5.nlz 
03000 ~léxico, D.F. 

6. WIS SILVESTRE C".\ERTNER COIJ.J}IGA 
Colegio de Ciencias y Humanidades Naucalpan 

7. ROSA J\\!ELIA GONZ!I.L.EZ LO!'EZ LIRA .-

DIRF.CCJO~ I',\RTI11Jl .. \R 

Priva<ia de Isidro lluarte ;>;o,·so 
Col. Ventura !\lente 
~brelia, Mich. 
Tel. 2 96 28 

Oriente 255-A No. 340 
Col. Agricola Oriental 
Dcleg. Iztacalco 
08500 México, D.l'. 
Tel. 558 S 1 28 

Insurgentes Sur No. 4031-502 
Edificio Vanc. 
Col. Tlalpan 
Deleg. Tlalpan 
14000 México, ll.F. 
Tel. 519 65 93 

Sur 20 y Ote. 253 
Unidad F-1 
COl. ,\¡:ricola Oriental 
Deleg. Iztacalco 
085000 ~16xico, D.F. 
Tel. 558 18 -l-9 

Alelihes )';o. 40 
Jardines de la Florida 
Naucalpan, Edo. de ~léxico 
Tel. 3 93 15 85 

Av. Revolución No. 84 
Tacubaya 
Dcleg. Miguel 1Ii<la1go 
11870 ~~:deo, D.F. 
Tel. 277 21 82 
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JUlE Al.I'IU'J() GONZflLEZ ~lJI.INA 

9. GD/¡\RQ GUI'Rltl:RO OLWEZ 
Instituto l'c<.la¡.:ógico l:taccihuatl 
Andrés .~lolin;l·IOntrc !'laya Icacos y Playa Eri:o 
Méxicó, v.r:. 

10. CARLOS HERRERA GIIAilARM\11\ 
S.A.H.O.P. 

11. JULIO lF.\A G\STILLO 
Cía. de Luz y Fuerza del Centro, S.A. 
Melchor C\:a:npo No. 171 
Col. Anáhuac 
México, D.F. 
Tel. 566 19 00 

12. HlJ>ffiERTO RLJllE.~ Mf\RT!NEZ AVII.A 
'::- •. Universidad Autónom:1 01apingo 

· dmpingo, Edo. de México 
Tel. 585 45 55 e:<t. 5698 

13. 

14. 

FRANCISCO JAVIER tll:NA CORJDV,\ 
Cebadas y ~!altas, S.A. DE C.V. 
Ignacio Esteva !'lo. 70 
Col. San ~ligue! Chapultepéc 
Dclcg. Miguel llidalgo 
México, D.F. 
Tel. 277 89 99 ex t. 11 O 

L\URA WJtY HJNTIEL VAS:~tn:z 
Gabinete de An.¡ui tectura Espinü -Hontiel 
Angamo;; f::>te :-.'o. M!J 
Edif. San Vicente de Paul 
Oficina SOl-Distrito de Jurquillo 
Lima, Pcn'i 
Tel. 45 54 59 -· 

15. CARLOS OOBLES FAJAROO 
Acrofoto 
11 de Abril No. 338 
CoL EscanJón 
México, D.!'. 

Cerro de \;J Libertad No. 304-30\ 
Col. C;nr.pestrc Churuhusco 
Dc\eg. Coyo.1ciin '-
04200 .1\éx ico, \J.¡:. 

B1vd. MI ixco 
Puebla, \\1e. 
Tel. 48 11 40 

Av. 527 No. S 

1\o. U·l-1 

Unidad 5.:tn Juan de Aragón 
Deleg. Gustavo A. madero 
07920 México, D.F. 
Tel. 7 60 81 06 

Popocatepetl No. 443 
EdiL ¡:-204 
Col. General Anaya 
Deleg. Benito Ju:írc:: 
03340 ~téxico, o_¡:_ 
Tel. 5881\83 

Priv. Allende .-.:o. 106-A 
Excoco, Edo. de ~léxico 

Héroes 1'-:o. 110-10 
Col. Guerrero 
Dcleg. Cuauhtémoc 
06300 ~Tóxico, D.F. 
Tel. 546 36 86 

Calle Amores No. 1337-30.¡ 
CoL Del Valle 
Deleg. llenito Ju:ircz 
México, D.F. 
Tel. 595 20 88 y 595 28 SS ext. 140 

Av. Taxqueñn No. 1596 1-C 
Col. Campestre Q¡urubusco 
Dclcg. Coyoac:ln 
04200 ~léxico, D.f. 


