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Definicicnes y ejemplos, formas indaterminadas vy
togremas, clasificacidon de discontinuidades.

SICESIOWES ¥ SERIES

Limitey convergencia do sucesiones mondtonas,puntos
linite de una sucesidn, sucesiones de funcianes,
series, criterios de convergongia y teoremag

CALCULO INTE GRAL

Integral de Riemann, definicién y ejemplos integral
definida y teorema, integral indefinida, tecrema fun
damental del caleculo, derivacion bajo el signe dn integral.

DESARROLLOS EM SERIES

Series de Tayler y Maclaurin, criterios de convergencia
Y teoremas series de funciecnes, derivacibn e integra-
cidn de series.

ECIRCIOGNES DITERENCIALES CROINAHLIAS

Definicién, clasificacidn y ejoemplos,ecuaciones diferen-
viales cxacatas, factores integrantes,ecuaciones de wvaria
blnag separables y ecuaciongs gue se redugen a esta forma,
ecuaciones de Bernculli y Riccati, problomas de valoreas
iniciales, taecrema de axisktencia y unicidad, e¢cuacién de

.20, orden homcgénea con coeficientes constantes, ecuacidn

Za, orden nc homogénea.
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2.

3.

iQué le parecid el ambiente en la Divisifn de Educacién Contimua?

MJY AGRATMBLE

|_ AGRADABLE

DESAGRADABLE

|
|

Medic de comunicacifn por el que se enter$ del curso:

PERIODIOD EXCELSIOR
ANIINCTIO TITULATG DI
VISION DE EDUCACION
CONTINUA

PERIODICO MNCWEDADES
ANUNCIO TITULADD DI
VISION DE EDUCAC]ON
CONTIMUA ~

FOLLETO DEL CURSO

CARTEL MENSUAL

RADNQ UNIVERSIDAD

COMUNICACION CARTA,
TELEFONO, VERBAL,
EIC.

REVISTAS TECNICAS { FOLLETO ANUAL | CARTELERA UNAM "LOS GACETA
UNIVERSITARIOS 10Y" 1/NAM
Medio de transporte utilizado para venir al Palacio de Minerfa:
I AmomoviLL METRD T OTRD MEDIO
PARTIQULAR

4. #Qué cambios haria usted en el programa para tratar de perfeccionar el

5.

cursg?

iRecomendarfa el curso a otras personas?

S NO




6.

7.

8.

9.

10.

(Qué cursos le gustaria que efreciera la Divislén de Bducacifn Continun?

La coordinacidn académica fue:

REGULAR

MALA

EXCELENTE BUENA

Si estd interesado en tomar alg(n curso intensivo :Cufl es el horarie

més conveniente para usted?

rtﬁﬁPS‘I'vTEﬁNES"‘rUHE51r“"“IUﬂEE“'ﬁrﬁﬁaﬁtté"HIETEE“TTﬁﬁﬁﬁEF*“"T"
DE § A 13 H. VIERNES DE | Y VIERNES DE DE 18 A 21 H.
DE 14 A 18 H. 17A21H. | 18 A 21 H.
(CON COMIDAS)

SABADQS DE 9 A 14

VIERNES DE 17 A 21 H.

VIERNES DE 7 A 2
H. | SABADOS DE 9 A 1
DE 14 a 18 H.

1 H
3y

OTRO

IQué servicios adicionales desearfa gue tuviese la Divisibn de Educacifn
Continua, para les asistentes?

1

Otras sugerencias:




DIVISION DE EDUCACION CONTINUA
FACULTAD DE INGENIERIA U.N.AM.

ACTUALIZACION EN MATEMATICAS PARA INGENIEROS
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I T S

LIMITES T COMT ImpiDaD.

CUMCEPTOS BASICOS: DESIGUALDABDES, VALOR ABEQLUTE, [HTOMNOS,

OFF IN[CION B0 | ippTE EW UN PUNTO DE UMA FUNCION REAL GE wanlh-
BLl MEAL. INTERPAETAL 10N GECHETNICA,

LIMITE OO EA FLACICN EQMSTANTE T LA FLNCIOM JDEMTIDAD,
TICRERAS SCERE LEAITES.
LIMITES LATCAALES,

COMTAMIIAD DF uMA FURC ION EW UM PUNTO. 0| SCONTIMUIDAD REHQY{=-
BLL, TECAFPAS SOBRE FUMC IOHES CONTIHUAS,

CONT Iwy 1OAR DE UNA FUNCION EM U INTERVALD,
LIMITES TOW APLICAZION £ EL CALCULD DIFEMEMCIAL E IWTEGRAL.

INCAEMENTOS. CONCERTO DE COWT My DAD FOR MEQPD DE INCAEMENTOS T
00 | WALFME TR EOM LA DEFINICION DEL INC)ISO (1,6,

v

P17, COmC{PTOS BASITCOS, DESIGUALDADES, VALON ARSOLUTD T ENTORNOS.

DESIGUALOADES .
Propicdades Fundamencaler,

1} €} wartido de wna deslgualdad no =& aliers, 3| ¢ fuma o W0 Fe3ta

a amboy wieobros |y oisma canpidad, 57T 22 b, antorces 4 2 c > b t €.

E]MEI-& 1.-

1) El sentldo de ura devigualdad no 2e aliera, 51 ambos mlesbroy 4 ==

1m>4; 10r3>8:)

o ltiplican v ke dividen eotre o mlsme cantided posltive. %1 2 26 ¥ oo

antongey ac ¥ be ¥ 2 .
L9 &
Ejemplo T.- M ad; 120 2} 8 [1) =— 24¥»12
L a2

3] El sentidg dewura dresiqualded s imvilerte 5l ambos miambrot 4o M-
tiplican o so dlv[den por (& mivne cantidad negaglva, 5 a8 by © * 03 0
b

A
LOnCE: g ¥ e ¥ == X ——
£ g

Elempin ).~ B>2 B
- k€ -
2p -
) 51 pe tuman mierbro & miembro dos desigualdadet del mlsmo senCido, =
|2 suma ¢rlginard vha Jas(guafdad del misme aentido, 3 a> b y ¢ *d; en-

(-2 <22} -16c b

tOnceEt 3 + £ » b + o
Efermplo b= 14 2 5 vy 123 m— b + 336 T~ 1] >0
5) 50 de tres cantidades, la primera e wdyor dut Ta 2egqunda 7 T8 pe=-

gurda mayer qur |3 tercery, entonces la primers e tpylr que la fertera. -

a*b ¢y b antomcer 37 K.
Ej=mplo 5.~

B} i don daxlgualdader wnpre nfmercs positlvos, [lenen gl mivwo sent]
do, te pusdan wultipllear sissbro & wlembre ¥ loa  prodector darkn como resul]

B> vy & >3 — > )



tado une daylgualdsd sm al mivmda sentido,
¥y&3 b, c 5 4, entonces ac > bd.

Efemple .= ST & > 3 ¥ § 3 Jmo—— 3024

T) 51 en urs deylgualdad se sustltuyan sebos mlembrod, mor ws Toclpro

¢of, la dejigualds? caibls de 2entlde, AsT H o0 * 5 se Lendrd que 1—< -IT-

Elweple 7.- 5T 25’5—""%-{—;—

YALOA AESALUTO ¥ DESIGUALOADLS,

DeFimicidn,

i & e yn romers poslUivg cualquiers, wo valor abyatuts werd's"'y ol 3
a4 Pegailve entonces perd U8 43T plmb8] fcamente fo repreienta o anterlor-

da 1» manera riguienta:

lal = a ai a >0, |-a =a 1l

le] -0~

a <D

[l wvelor absolyto da cara =4 cerd astd ey

Efemple B.= [ 3| = 3|7 -5 |=[2l=2;[3-0]=]-%5|=5

Soluc TEn de ecuacianey donde [aygevisnen valoray abolytos.

tusrdo en ung lgualdad TAtervienan v_llnr" absalutor de exprgsiongs=

en tErmlngy de una verlable; 18 fgualded wé <wmplird pars dos valores de la-
varlable, edto 3¢ deba gl comcepro de walor absoluto.

F ""E"' 9--

dor pindbllldades:

[$o = &= [6 - #a] bx acuerde o Yo definlcidn exlstan

in = b= g - g T ¥ 1 |
Ta = b= - &+ ]x .- .8

l...-l'dll,'i}: LS!'TH—&:-I

y de (8):

A= =7

dhorg g1 en lugar de tener une fgealdsd 14 gfenw una deslgusidad, entom

cas &b resplver bi eaprasiSn pary determinar Fos valores  ous ta satlafacen

$n a2, b, ¢, 4, mon todon poritivos;

ta harTy coma 4o musstrs on ol olpulfente ofampla,

flerplo 18.-  Getermine loi valeres doon oque Cutp len con?

| 4n - 2 | 46 B {1

- m

tr pteriba {A) coma -~ B f bx -~ 1 6 §; tumande 1 & ada uimmbrn
- dghx < B, por [0 cante Ton walores dc a gua aetf3facen [A], won 10% Que -

wan de =~ F oa ¥, Inclusive.

IHTUH'W!-.

Sn llams entowno o vecindad de um puntn * o " wn K 21 Intervalo ablar—
to {a -3¢ cat by el la-02% ncas § 1 endonde & €0 Iy pealan
plited o radle del intervalo. ¥ar flgurs 1.

g

Tal entorno dal punta s y radio & sualy amblin Ind lcarve coma)
[a-a] <4 .ohhncmnflla.ﬂl'-

Se Tlams ** entorna reducidn M & squil on ol que 1o exclups o) alume -

punte ‘' g "', e4to we represanta Ccomod

r'{;.ﬁ]-{nh-dc At a4+ d ,umwoal, ey deeirt
B<|x-n] <8

11.2. BEFINIC)0M DE LIMITE [W UM PUNTD DE UNA FUNCION REAL DE WARIABLE
MEAL. IMTERPRETACICH GERMETRICA.

T LIMITE BE UNA YAR1ABLE,

5lgrda shora £l objato de ssidfo sl corcapte de ilmlee wvh un punte, =

IS



de ung FunclBn rea? da varlabte real, ¢4 conyenlants sral frar pruylsmenie, #l
cortepto de ITolia oo wra varlable, paftisgls que v reallzard 3 contlmass (50
Anres de dar und deflnle bon conslderfnte Tos slgulenter e)emplon,

EJemplo 11.= Ses a 14 varlable coyn compo de varlakllidad s 18 woce-
2l fn.

| 1 1 1
L e e T RN I
S0 % va [omandd velores cads wvar mds " mvanaador ™ a3 evidente que u™

waloF ax wa scercardo & 1, fé dice entonres gui k, Clends 2 7, 19 ctusl 1e =
grlbe = =+ 2 , o bien qui el ITmlite de & o1 g0y e3criblgndose esta. Ifla 2 = 2

51 = + 2 entornces la diferencia a =« ¥ tlendu & cérn. Esto purde expres
saree indicendd que sfempre 3o pusde tengr k = 2 % 4 , donde & ey un pdme-

ro positive tan peguedo Como se quisrs.

5 & = 0.1 Basta con [umar at

1 1
LR R s o con lo cwal 3y Cumpla:
fl .

M-k . :--—:—E-z--t-éu-tn.i

1
1] uh;c*#-ﬁ,ﬂi-.—;-a-.tmndunrid'ir .:.Ii- % Clany :
1 1 1
‘-1.2111'--:-‘“—{—55--5 | 1139

Observese qua X no llegard al walar 2, #in embargo, su velor pyede ex-

Ear Lan cercams ¥ 7 comd s detex. =

Elenplo 12.- Sea wn circulo fHio curn srea contante exan| flgurs 2]
Lompldérese Incrlve vmow) 2lrculo un potigons rretangular fuyn namera de li-
401 va #n amenlo; Gbwlamtnie o) drea  r del p011Jon0 21 varlable v &1 cam-=
Wiar de valor, efte se deerca &1 ndmeroa'sbn Tlegar & ser v = ¥, g5 declr =

¥ * w & hlen Hmy=a,

Pary gupretar 1a condle l8n en gque 38 bath aela brocho e puede eacefblr
v=3 +0Boblen ] w=-a | ¢4 Sieado & un nimero positive tan pequeto co-
»oae quinre.

= -
D .

Ex necevarfe tomar al valor sbi¢luto de Ja diferencle v - & cyamdo 1u-
Comparas Esta con 41 waltr de 5 porgus wn &1 pravents £aso e Clana alempre -
Que w = a = 0. Sl no e towara valor abialers, mo tendria ningdn objelo la =
twlrléfﬁn de un ngmerd negatlvo v =~ & con twalquler nimerc posltiva § ya =
que 18 que reslrante Interesa &s la comparec (80 entre 18 wegnltud de antan -

doy cantidadey,

En gentral torards | v - a ll‘l'l cunlguiar casa, 31 |\l =a] ¢ & para to-

do § > 0 { par paqueft® que esEe sea |, 4o tendré:

T & blen limw = 4

g
Cefinle .,
"4r dlce que Ip verlable = ¢Fenda & 14 constpnta a , o blt'n, qus a1 =
Pimite de % wt & , bl pars tode ndmero & > 0 { por paguetc qua vea adte |} -

slempre ve veriflca que | = = a| 4" .

A ocont longs iBa st presentacd ] concepto de LMmite an un punto de una-
funtidn rea? de vartable resl. Anted de anponer la deFlalclbn Formal e hard
una latrodeeeifin del concents para lograr wh me)or entendimisnto.

ROCION DE LamiTE DE WPHA Fusf ioN REAL DI wamJARLE AEAL.

Conaliarese M Funt|&n dada por:

¥m flnd=- ?.uz + Bw v b, yroncéntrace [a wtan 180 aa

und vec lndad dal walor % = 1.



Ex necasirio contldarar |y foncldm no solec cusndg m = X, sloo tamildn
cuande s toms valorats un diversos entorpot del punto m = 3,

Parn 9110 wpdngase que s telecclons ol wntarne ’ {3.17 an duetr,

e m o th L gréflca go la funcifn an gite Ertormg MUELTrSE SUN para k= ] =
“am tlerw T L2 =0 yparmx e A, LN ) e - & {Flgura 3},

En otras palabras, 1w orkfice da la funcidn to encuentrn an «l rectgn-
gulo Timltado por oS rectas o= 3, = = b, y= 4 y= + 4 El| prévime pawe -
#% dplecclonar un antorns de x = 1 con menor aepl [tud, por c)emplao; - -

$ LY 0.5} er decir, 2.5 < 2 < 1.5 Conalderse Ta qrdflcs en 2ale whlerno.
{ Flgura b ],

ne o M

La grifica sm gacuanicd ahars en #| rectingulo {(mfiado por fas recias

= 55, w35, ¥ =05 ym 3 5 Contlnuando de wsis maners, OmE e yns
antorno odn mencr, tea wbkn F 03 D0 ) 5 sea 2.8 %2« L0, Is gréfica sa-
ertyenifd dhors en 21 rectlingulo Tormado poo las rectha o = L%, o = 3.}, ==

wor 238,y = 158, como muastra mplificedemente, 12 figura 5.

LIV R
wel 1
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. Ef pumto princlpal & recalenr w9 1a ateurd oo etfos rectlinguled. A m-
dlds qua ml ancho de los recelingutos dismlmrys, 1o witure tembldn va radece.

51 s& contings Lomanda shoras ef entorns % 0 3, 001 ) & wea 2.%9 < x €300,

ol rectingulfo correspondlente que contlene & fa griffce da l1a funcfdn-
astarfa Iimleads par lag recras o= 2,09, o= 3,01, y = 1.9598. G& lo ante
rior & deduce gue & medlds que [a3 rectas n = £0e. 3= gcercan al valor --
a =1, las rectas y = cte, 14 scercan al valar vy = 1. Es posible qua pueda-
praguatarse cual 23 ¢l objero o toda yite compllcaclén en clrcunstanclas -
quwr, por anititucldn dlrecets an ta ecuaclén 4 obtiens que v = 1, Cuandn --
w= ). ObrErvese sin embarga, que en rode la dlsevslén no se ha wtlllredo -
wsta hecho, wmis aln, 44 b evltado toda conslderaclén de la que tuceds tuan

do u = 3,

Asl, Interess solamente | comporcemlento de ™ ¢ M

pin Intarvalo alredafor del valor 3.

cuandt « w1td en al

En casl tocdes las funclones eabodladat hasta shora, S« distiague entre
al comporramlenta du Ta func[&n 20 yn punto, Por &]empla en = * 8, ¥ $u com=
portamlenta en una aucesiéin de entornos, cadé var mds pequefion, de esE puntd,
“Sin wmbarge, ocurre un camblo sarprendents Cudado e estu2fan funclomes cu-
¥o comportamlenta ng pueds determinarsa por wustl tclfn dfrecta, Far ejem=-
pla la funcidn:

ief n
a

y=f (a2}~

€415 definlda para tode valor de s wnc#Ptoo = = 0, Ta suntltuwclén diree
ta #n h = O durTs;

' u-
Fe=f{g) = ~p

1o sunl Carere Totatmante de sentido. Mo chutance, e verf mis sdalante, que
wrtd (ando une siedfthn S lafervalos en torme 8 » = B, que 4o ™ageh BE4 y =
mi1 pegueton, se obierwl Que Lo altura de 1o rectlingulos que contfenen 1y =
fure {60 1e ;I-l'l:-t tawtrlén mis y mis pequefs ¢ b2 dcomula en tornD & wh walor =
parbleular de y. En nifgin semento e dl;_e"..]gu arerca de y culdnda = E4 gero,

thlp 4& eatudia eb yalor de y cyando wse hace Mis ¥ mis CErEang m cnre,

2
Volwierdo a1 e)emplo de la funcddn F [ 4 ] ==3n" 4 Ba = & wvw we gue -

X
-

copndo & tm sproviems sl walor 3, F { x } sa aprowiss o tlands 21 wmlor 2. -
Sa dice entonces que por lo tanto " F { 4 ) tfande & 2 cusndo m tlands = 1

y 1n abrevia wsta proponlclbn aat:

ifm P {a)=2
LI |

31 una funclén astd definlds para valorsn dy & wh Lorno & un nisarc Fi
oy onl owl terdur x & Moy, to valoren do T 0 X ) ar hecen miy oy mis

carchngs v un pdmerc avprciflco L, #3to wil

Jo " a

Him ¢ { w ] = L LY
K+

Lo cual ba laee "ol tTmite do F [ x ) quardo & clende o " & ™ an L™

Geonetr lcamenle e3to slomiFicy gue 14 SuceilOn de rectdngwlos que ra--

dok # @ "y que tlenen sowchuras afs y mit prguefas, Llenen Lamblén alrurss

gue & hacen cads ver menores v se acumglan an torno a1 punks ( a, L )

Toxdas lay proposlelones anterforves gque conllenen evpres lones como 'mfs

eoreand'!', "mis pequefp't, ate. son bastanyy Imprac| 43 ¥ $0lo pratandan dar u

ne ddea Intudt|va du 10 gue ocurra.
Consfdérese ahora la slguente Furm |8ng

w =1

LRI S & e T

qua a2l blien determinada para todo valer da k , exceptd x = I, pusslo que-

pars X = 2 la systituclidn directa da; y = -T:-

La grafice de la Furclfn, [ Flogura & ), ot sy dleple!

Sina>1, tntbrtr‘]l: - 1! =x =2y ls funcldn tome &l valor + §0.5; ¥
ol w2, entonces Ja - I'l = - fa=2]), r lp funcifn vatuw = D.5. Zs quisrs
ahgrs estudlar o) comporiamlento doa Do Puneide cusndo o tlends o 1. Selecclo
Mnd:u. un antornopara xe por clempla: f (2, 0.6 ) o sea: T.h < k2 26, ga-
ve que la funckén esid coatenida en ol recidnguio ITeltads por las rectas =-
ket h, k= 2b, yr 0.5, yu =25, f Flgurs 7.).



T"‘
4
F
1
i
- 1 1 ]
1 i :
' . ruly$
a3t k = [ i
H ]
N i N P —_— 1 T
[ | T, 1 . 1 5‘ LI
ey !
. 5 | Tarnd
T T i = |
1
B Tk & |
(O L] I nidd
(LW
*u

En reallded - Indepandlentemente da codn angosto ae hage #1 entorna de =~
a =2, la alturs del ractingulo serf sismpre uno: asto ex, no hay ITmIt; cuan
do a tlemde o 7 yaw dlze:
| 1

-2
tim z_l"-:TI- o cnlate,

L g

Se estvdlardn & cont fnusc lén d{verion #]emplos de Funclones, con el o
Jato de daterminar |o que sucede en la vacindad de wn valor particular de x,
cuands |8 Funcifin no queda definfda madlante 1a sestltucidén directa de ese =
valer,

hz—x-
A+ 1

Ffonplo 13.- La funclén £ [k ) =
#ath deflnida para todt valor de =, emiept 8 = - 1, furlTo qus ¢a o = - 1,
tanto &) rorersdor como el denomloador wx arwlan dExlste Vfm f {2} 7

u+ -1

Fara terer uns [das de 16 que pugeds, de =labara une pabla de valoras,

¥ trazendo  ensegulds la iriFlu 1s chtlens una |lnea recta con un " aguja~-
re " an wl puntos { =1, =5 ), [ Flgura 8},

Con une dl4cusdn guomborica sobra Tog ractingulos como 1o hecha con

1a funcifn f [ W } = = 1:! 8 m = b, sk conclyys pars mate cano gua:

Limt {m}==%

=+ -1

Ein smbargo, e necenar{o dliponer de yn miiode mis s/tiamftica, 3lin -
cecesidad de recurr|r & raprodentacliones griffcas y consldersciones InLuftl=

WHS .

Per s|amplo e puede Factorizar ¢l pumersdor y la furc f6n se skiribe =

[ M

{3rc-3)[=cesnl
A+l

fFind=

Ahpra ] n o= - 1, wp puede simpliFicar y anroncas:

Filwla2x =1, s[awa=|

u Fix]
-2 -7 “?|
al
- 00 1
1
o -3 U arY S I H
-1
1 1
: !

3



Esta furcidn tlends & - § cuands = Elendu o = | porque ahors 44 puede-

Focer 1a suptfcwc lbn direcce, Por tanto se cong luve qua:

Lim Fiz)==-g

L |

Ohadrvald que en aingln momenco ia substfeuys ol valor ww = 1 24 la -

wipresifn origlral.

Elempla 2h.- LEncontrar a) ifmlte de la funclfn:

n o= d

3{ -1

t{x]= ,xm b 2D

coanda o tiands & &,

Obsdrvans que no s puade aplicar Lo sust | cue [0 diresta, puetio qua -

FiL) - 2 + 1o cual carsce dw tentido. Pudiers procaderse n forma gri-

]

flea al Tguel qua wn el c]lomplo 11 sin combarga, a8 pirkIble hacor une frans-
Porcacibn algebrfices. En efecio, 31 raclonallzsmon wl denoalnador, multipli-

Lande ta fracelbn por Vx4 T, para a4 gq tlang

[ ==& ){ A2

= = & _l'r::d-l
P ha=07]

I -12) el

¥ simpliFicaro,ty tlene:

Fra) e B2 oy,

E1 limlca de msta eupreslén pusde encontrarss por sustitucifn dirmcta

dee n = §,
Lflf(.xl'lfl F'SI - '4:'1 -+

a+h K=

Elemplo 15.- Encontrar a1 Iimlce de Ja Func|dn ,

A1

LI

fFix ]~ R RN

Cuvandt = blends 8 - 1.

Como Ta suntltuc 16a Jdirscts da uwna Tndetarminec En del Llpa —g— , Am~

slacran ura racions lizacldn del numarader,

g
b=

Asl s ltlplfeando numerador y dasosinador por T+ ar 1, results:

f i} {.-"I-v-—n'-1}[,l'1+n'01:|_ x o+ |
e+ 1) (T K +1) {x+« 11T v e + 1)

Moo=

Simplificande guads:

i
f‘h}' ———— . para aw -1, x a- 1.
e o« 1

Por 1o tante ifm f [ x } = Ifm ! p =l L

E - =] P R B - I I+ 1 i

Elemplo 15.- Encontrar:

flben]) -¢ (4} 1

o .h-ﬁﬂ.dondeft-,'p-——-!
h=0 h (=1}

L] -
Lo sustituclén diracts e h = 0, da {4 7 LA }.%

Sin ambargo, £ [ & 3 = -

=
P{d+h)~ s o s
Lh+hel} (5+n]
Far tento: I 4y . '
Fluan)-f{h) _ (5en)l 25 g5ef{pen)?
h n ' Bh{5en)t
s n .y -hi1gep} {18« n )
Bhl5+h) :5htsfh:-1_ WG en}
.lu:lT,,r
erf{H+h]|-f{ﬁ:I_”m'i_tﬂ'-h]:_ -|g =1
P h h+325{5+h) 15 15
Elempls 17 - Emtontrar «l Ill![n].M*f[h].{_’.‘._]r-
=+ ] =1
B 3 '



Rlbylando-la gréfica du wata funciln wh un oNTorne & 2 = 1, se ve qua
creca sln ITmite cusnda a tlande a 3, (Flgurs 9). Oe scuerdo con 1a noclén -
de ITmits &nles dady, téMmbd wn Intervalo de valores de & WA farns 8 3 ¢ wed
3£ on que Foctingulo estdén contanidos loa valores de la funcién de & flgura;
te v claramente que no wnistsn tales recednguios coalquinrs que sea [a peque

ez dul [nvervalo escogfds alradedor de s = 3. En tal cuto, 44 dlee que:

Lim f { ] W wnlare.
P |
b )
I
|
]
1
1
1
1
I
|
1
1
i
b
]
)
1
]
1
]
|
|
i
rit 3%

GEFINICION DE LIMITE BF LA FUNCIGH.

Antar |ardence 40 prasantd la noc (3 o 1imlEe de una mapera Informal, =

s hablé ¢u antorecs ! pecuefos ' de ndeeros M cercanos M & etros, de cantl

dades " acarclindosa M a caro, gre. Sln ewbargo eitas palabrad mo macemdcicat
tharen diferentey slgniflesdos para ceds perisnd ¥y no posden par la base da-
ura satructurd matemiclca, por jo tanto, s eonbirac (6 s escablece la dufl
nlclén forms|.-

Qufinlclén. - OGados una fyncfdn f, ¥ los nimaros &4 ¥ L, ose dics que #l

Tfmite de f ( »n ] coamda o Clende » " & ' w3 L, 5] pora toWo nimera pasitiva
£ malyty un nisers ponltive § tal que |f ()] -Llsc alempre qug - ---
0« |z-a]<d

Le proposicidn M f [ a ) =1
L ]

¥ una notscidn sbravieds pars la deflnlclén anterlor.

En otras palabran |n anterlor dafinlcfSn establece que 1o valorats de-
Ta func|fn f ( 2] e apromiman & un [Imice L & medida qua % w0 apronlme o -
un rlmero &, 3| &1 walor sbsabute de fa diferencis «ntre F [ a } ¢ L, wa pue

de hacar [an paquefs comd 3¢ Quisra,tonando ® suf[ciantements cercene o ' o "

pera 0o lgust a " 2"

Ev Importante dares cucnts qua an eits deflnlcldn nade ie rencions seer

ea del valor de la funcl®n cusnde x = 4 . Eito s, no ws necesar(o que 14 fun

cl5n a3t definfda para 2 = & para que wl '.“,LL { =) wxloga,

Ahora sa entrard on detalles acerca 2e #tta defindcldn v perabylasents
3¢ Nusrrard 13 representaclén geonkirics del conceplo.

|WTERFRETAL I LN GEQHETRICA.

- Apcuérdese qua |X - a] € &, «1 sgulvalents & [a doble detlgualdad:

a -4 € xxa+d
= Culs doble denlgueldad sxprecs que o debe wstur contanido an wh ya--

terna ! [a, &1,
- La parte de s desfgualdad Que expresa O < ['a - a | slagniFics sfm-
plements que & po punds tomar 2] valor ' a ' es decir, $ Crats do on wator-

no reducloo del punto ™ 3 " ya que Ve sciuyn al valer ™ a ' mlsmo.

v la desfgualdsd [f (=) - 1] « ¢ que ex squlvalenta n L =g < F 10

% |+ £, exprese gqua la funclfn f astd por enclea de be feche y = L - €



¥ por debele e 18 recie y = L« c [ flours 10 },

Hi
LeLfp------- e Bl Tl it 1
\ ) | '
PN
f L bemmwemac—— der wr =} = v J
1 '
] 1 '
1 1
- - \ .
y=pet Log frmmmmean s R hohin
1 r [ .
! i :
I ' '
' ]
¥ ) |
" 1 -t LI 4
* - @ w-d N a+
L AE W[

Fte I

= La dafinfelfn mivey pusds vat IMterpretads epms un orfterle, dieds oo obtEagase ¢l 1mite de Lo funcifn en & = 57 pars slla ut#”{eu yn #n-

nimurg posltlve arbltrerio, tlimesala € ) creterlo conslste en encontrar= torno gel punts o, ses wnze PS5, T ), poran, b2 ue
v onbmure 6 tal gue T [ 21 1w wiepgntre entre L« £ ¥ L+ &, tlempre Que

. Amors Ap formacd tabl on | fgulen i :
k mvth a0 41 watorno reducido de 2, ¢ = dxx T p+ & A mh o, I[ &= * una i "t tes columat
pusde encomtrar fal f para tods ndmero pesft[ve € , gntonces se dice qus - - 1.+ Valor du » en entudte, . . [a) .
F o) therm af Ifmite 1 cuando = ¢lende o' 2 ", 2.- ¥slor contenlde #n 4t antormg radueldo de ta' | | (e
* . o~ Walor abgolute de Ta diferan| -
Coskrvgse pui &l wplor &6 & puxde 1&r diFeranty pare diferentes v o=+ ¥ or v . .r .
h. Valor de o funclnena, | (2]
rar de dptllon; ademdy, ¢! critecio swbe ser apdloable o tomo & » 0.
Le Intarprugds (&n geométrica wapress, gue dace t , dobe ser poslble &n N

Al phservar Tas custrd primeras coluvenss de |3 cable, v ve que » Fedf
concrer un & tal que In FunclSn F gy encusntee o0 al rectdogqule Timlcede por

da qua al Intervals | n = I' tlands # cera, la Funeién tlendr sl valar 13.-

Tab rectat e w g o 4 , awg+ 8 y=wil=tyy=L+a | (Flgurse 11 ], He- por afte e dlce que:

dx wm Bice acerca drel yalor da [ cupnde k&3 8. ’ ! .
tra F [} =13 .
Ex cowwir{wrte sdguirls Clerts précticey pora ancontrar el § qur corets x+5 '
porde 4 ym 1 dedo, aird pysds emprpacie afactivarents partiends de nlgungr - 4 ’
hamertindole ahors » 15 bably las columadl 5 v 6 o saa:
curey muy 3 imptay, ConpldEredy un cano senclile: e F (e} =3¢ -7yt -

ks o= 5.

-
4 e
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TABLA Mo,

S.= Bl valor dal 1imlte da Yo funclle. . . I3

E.= EV walowr absoluto da Ja dfTarencia F { g } = L,

Se 0biefve quk park cada welor | o - & | de 1y table, exlate un wator

de | FLad =L |y ambos tlendan & caro- .

Lo que g qulere e3 hacer vaf gqua dedo wun € |, #a pyade enContrar up &
tal que:
| 32 -2 =13 | = ¢ cvanaa |x - 5] € 4

Como | 20 = 15 |= 13 0w =5 )] . %5 ae 20 un £, 1o tome slaglenenius
€= £f); wntonces, ol | 2 -5 | ¢ & = 2, se ancunnten gun 1l 0 -8 ]«
que squivele al retaltade buscado, |44 - 15| € &

EJemple 18, = Traear ung préflca da F ( = ] = TTermﬂt K=, -],

v encontrar wndtal que | F Lo ¥ = 173|001 51 |n -7} < &

SOLIMCH s

La griflca svi§ IMustrada en Ty flgura 12 In le geflnic 80 1e tendr ds
L~ —;—-1 v = 7, #r deke AncoArfar b Intervalo de o en Lorms dg. a =73, sl

que |8 grhflem +a ancuentre &n el ryclingulo adecusda. Lo furcifn decrecm ma-
nitonamente  » medida gque we avanrs hedla la derechd, y por tanto, a| Tavan
Ear racthd varticalas en los punlos an Qe las Fectas vy = 0000, ¢ = 0 32, =~
Cortan & 14 curys, ic cbtiare wl rmeyor Intervale goal%la a8 ol g)e o, La In-
tarseccldn de dichay recray com Lo turvd represeatative da Ts furclfn, su #n

cuonntra retalvlendo:

—— e e G I A 1]

AI+1
—d— -t - 00y <. 10
?

¥ deppejundc n.

Be [A): 3= 033333 Lny+ 7))

Py



Yy fw=-31)

K, = B.72706h - 2 — A = 6737864 fx-23{f+2)
be {B}): Y= 4,01 f.ll +1) 1 ¥ IIl
= 9335 - 2 - 1.1 fF{a} - Mfaf{m)eljm———ou» =-L
2y = 327035 — oy = 7.5 ' s .1 i PR rrara

La grifica de exta Ffuncl8n satdl ditwinda am la flgurs 11 en gonds Lams

Y Blén sa representan lan recias
. , yI'L+E-EI.5t'.I'.|:"'L‘E-ﬂ.iﬁ
1 1
H f
LY L B : -
T N T 1
z - y
- H 1 .
L] F :
H H !
N 1 H
: ; H
: ' ; .
° s 7 T Rarn : i :
' 1 t
] [ W1} H |
Fi& 1}
- =] AT e e Ea J_i,_ —— ..‘--“,.--._L.
Y i .
i ! :
En Ya flgurs 1), 3¢ musstran astos valores a voa eacaln sy amptificy- i ' E
di, posstn que la funcidn decrece monftongments hatla Ia derccha, un wvalor & E : i :
2 ' '
decusdno para & 3 025, ¥h que 3l la FunciOn se encuertra #n un teetlingulo & + + + * .
re £ £815 05 Ag Ly 2 2F 41 AN
videntemente tamblén s encuentra en un rectdogule simdlar da 1o misme sltu- ) ar
ra, pero mis angasta, En otras palebras. 30 cwnpla: Fla 13
. ' )
[lt:}-lstcu.m:mndauﬂ|x-?]< 0.15 —— = L+ =3I B 1
1,‘11 L ]
Elemplo I4.- 37 f [a] = ;"‘“‘ A N B A I B !
s
Derermine un ndmert 8 20, tal que 3% cumgla ta deflnlcl&n ¢a Ilalta.- _"_2‘_ = L~ =00 I | 1
_- fic, + .
Bltnju ura grifics sprosimeds, "2

SOLUC I CH; '
) Despajands x de tan scusclones (A} 4 (0]}
La funclén no weth definlde para x = 3, paro parn o = 1

' H
f{x]-t -]l (A1) TR be (Al llrfiw'rzn—n-:s‘— H ﬁi_,l‘- I.EIIS}'WIut.nw:;‘-].::ﬂj
fw-2)0 A x~2] b -2 )50+ 2] x, = 18401
[ §




or {0} fh! O Tf‘ﬂ_ 1 J'Ei = 1.9t} por lo ranto Iny = .39
Myt T.VEGRD

Pussto qua la funcidn decrece monftoraments hacia la dereche, un valor
sdwcusdo pore S uy 5 0,15 , ya gue 1.BRG < 1,85 y 2,186 » 2,15

flemplo ifh-  Pemostrar por med(o de la pefinfclén gue:

11 »

-
L B | Fi

SOLUCT QN

T tiere que L = —.1— ¥ &= |. Orbe domastrarte qua pars cada € * 0 $
pusde encontrar un & * 0, tal qua:

cvango @ ¢ | o= 1] £ 4

» t
e i

'hu. formarte una ldea del napecto de 1a FonciBn, sa traca ta gréfice-
(Flgura '8}, v du avew +2 o que & funtlén o5 monditonamenly crfeclente. (5t
w0 veriflce escriblands la fdencldad.

— - - T

Y chirvandn gue al crecer k, 150 n % | ] decreca por trrio,

1 -[ A= + 1 ]‘lcrr:e.

- Supgngata en primer lugsr que € < 18, entoncas, L+ £’ 1y L0
pussto que L = 1T . [n awgulde ¢ dxterminan 1gx puntodt em Qqua las recias-

1
¥ = + ' ¥ ¥ g+t lortana la curva, resclivienda lag ecpagiones —-

{a) y [2).

1
L - — - R £
Mo 2

x 1

—T" Tt SRR
La ecusclfn (Y da: n-[—-;—-tHnn-t].uu.u

st lus—-t ¥

2
I
Am —————— & g
Ttk
Similarmante Ia qguagisn {B] da: a ., .
u-—%—-—-r-— = Xy

T

Tomando & fguel & 1» manor divtencla entra | ¥ 0y antre 1 y u!. lg-

pusde ver b lear que 1 - "'I A BT Ut "y = 1, por tantn:

1
£y en == i R ¢
M1 T, T, IS
T ]
¥
1
P '
]
Flhrrmmmrgmmen -2 e
1
yri-e — : -
' X
X ! Xa
Fie 14

42



Bhyervac ifn,

#ouh g opara tode £, en real(ded Le obyerva que una ver encontrada un § pe

5F blen Te daflniclén bislca express que dabe emconirar

Fi un daterminade € , s puede emplyar &1 rlsmo £ pars todos los | meyores,
Caombtricamente ¢3lo 3Igniflea qur uhd veos que 58 14% que Ta funclfin e ene
cumntra a0 un rectlinqulo, evidenterents <308 contenlda &n todo rectdngulo =-

del miwmo ancho pera da mayor altura.

PE.]. LIMITE DE L& FUHCAQN COMSTANTE ¥ LA FUNE 104 TOENT 10l

LIMITE DE LA FLHCIGH CCMSTAMTE, L

Pars delermingr &1 limlte de wnta funclfin recugrdese gue la fune [Sa ==
tonifanle e3dgeelia que no varia, o Lol Qur CORLervd Su miltmo walor pars te-

do wdlor de 1o varfatle [ndependiente, av cecir:

Felis, Flull=em; f(almkl} coeo o fa)

cuvd gréflce se ruestca en la algulenre flgurs.

Fic 15

Be wsta mivms griflca resulin obvlo sutabiecer 16 slgulents praposicidng

C - Mm Fi{ialwlfman=n P Y §)
LA | A = &

Fara tontitrar la proposiclbn (D) ow tomerd comn base 5 be definlcidn-

o
et

de limlew, watablivc fda an # tema anterior 11.2.; asta ast

Basts que Jun § > O, ral que para yn E 3 @ dada, e cumplia:

PP lat-h] = Jkak]lwdce

0c | n~-a|c=g

tlemgre quel

camo s Ticll war, sam cwal Fuere al namerg d > O vt Iy waco[a, 1lsugre su
cederd que [P | n ) = & Jes menor que Cudltquler © > D dado, por prqueno que

it ned.
Trorems (1. 1,- “Limlte d¢ ln Furcifn Conutenie.

Wigdtesls: T [ o 1 #5 una func |60 constante.
TetFs: E1 1imita de F [ w0 J cunnda n tiende & un nimaro & cuslqulera, -

1 lguel a la conarante.,

Esteps: SFF {a ) = h eotomces 1im F{x )=~ 1fanmi
n g Ay

LIMITE BE LA FUNCIEN JDENTHAAD .

Con wh process sndlogo &l punte anierlor, reuscdasa ous Ie funciBn @-
dentidad 3 aguella cvyo valor oy enactamente el mdtm gue &l qua sdgulara -
la varlable indeperdlente, o4 decir:

Fella, P )l |aceol, fin)=ntl

La grifice ve mucstra & contingacifn, en 1o figurn 15,

jlah




ry
da lp grifica ¢ pusde chinrvadr gue 28 CoR0Te Ja sipulenty louslded:
T F L lm|fme=g R 1
-+ B PR |

S comprobarf e weraclded de la {gusldad {A) recurriendo a tn definl-
cldn de 1Tmite . 7 usl debamos sncontrar un ndmere & 0 para Cada £ 8§
tal que:

|l' {n} - 111 [

deda qua F{x) =g gq glens |o -alc® =g

slumpry qua [ I; - .l{ &

Por To que para cuslgular € >0 dade slempre 1 un 3 = € 20 quit cum-~

pla Igy comdlciones gytablecldey de t2) mancra que 1M f [ 2 ) = 1fn = 4
LI | LI |

Tegrema |12, "' Limlye do Ta FunclBn Ident [dad

HipStesis: § { a ) an  la Pumclén ldentidad,
Teals: EV Itmfve da F [ x ) compdo n plends » cumlguiar ndmara & as (-

Cgudl al ndmero a.

Esto es: 51 ¢ [ m ) = a) entonces |0 F L x 7= 1w =a
= o« @ A+ g

114, TECAEmAS SOBAE LIMITEL,

froel DIecivg 11,2, 42l pryyente copfiuly se eaisblecld o) concypro de
ITalte de urad Tungibn ¢ tecaliylaron mdricamente algungs &) emplon de ITal-
t"‘utlﬂundu diversas srtlficios y wunfpulaclones algenrdioes. £l fstudian
e esceptico 32 dard corntd d¢ que Cads Uund e rm 3% neces juiti“ciric -
&P cuando Muthay de £l 4y parecen abvins, Por aste mot{was, & eepondrdn & -
£ont | nmag |60 bos tearemas sobre | Fmlies gue sirvan de base para el €Slculo -
de 1Fmites de Furz lones. La forrespondlente demosereaclln de e4tov LEQremps -

be presents en un anexo ab presvente capliulal

Tegrems |1, 3.~ " Unkclded du las Vimlges

Mipetrsiv: Una funci®n F { o ) wakd definlda en un gnrormg det puneo -

Tesis: Exta Tuallén no pusde tener d0d |fmiltes distincon, cyandn n -
tlenda &l watar a.

Teorema 11, h.~

Hlpﬁt“u: Una fumcin F [ % ) as posltiva o nyla an un ¢ntorna dul ==
punto K - & .
Texdt: EIl [fmite da f [ x )} cusndo s tlende u) valor a, ro ponde sar =

ragetivo.

Teor ThoG.=
Hipdteain: Una Tunclén | [ 2 ) ot regatlvas & mpla an ub entorno del =~
punto x = §
Teslt: €1 1mite ga F [ % ¥ cusndn o tlende 3) walor 8, no pusde 38
poyltiva.

Teprems 116~ ' Liwite do una suem ',
Hipetesla: F [ @ b es la suma de un nimira FinlLe de funcionss a4 o ==
qui glenen 1TmlEe coando 3 tlénda al ndmeco &,
Tusly: F [ o ¥ tlene [Emite cuanda x tlande &f valor a ¥y dicho {mi1e=
4% Iqual 4 ta suma de boy 1Ta|ted cuangs a Elendes 2l niero a,=
de lat funtionsy dumadss,

El:og;:!ll‘[hl-fi-]-l‘lll!l'. .'fn!::]l.'rl-i'"

TONNN S0 EN WA TR Y S IER W

" Aty - AL an
Erlopcan: Ifm f {n ) = Ife {[I {n ]+ FI (w)=+. i"n [i]]'
LR | Ao d -
=k g * Ln
Tewrema 11.7.- "“LImita de8 un producto.*

Hipbrasls: Uaa fupcifn .F { = ] oo &) producta ok un nbmacs fintro de -

furc loney de & que ¢ leman [Telte cuando & Ticads a1 walor a.

Tesbg: E1 1imlte de F [ v } cusndo 3 tlands pl Adsdrc 4 enlate y 23 |-

pual wl producte de Yos limltes xn s1le puntn de las fung Lones-
L.

Gl

L

-

14

o e F ol k) =n



o

que #t muttfplican.
htuu:iif{x]-f!{h}-f![K].--a.fn{!]

‘I'sllr-f‘[x]'-Ll,”!l'F:{x]-L:,,‘..Iran[-}-Ln
o+ K +a oo

entonces: IfmF {51 = Ifm r.r;;.fzt::-.,...rnn::}]-_

Furc [da es Igual & 18 cnnsltanre muttlplicada par el 1Tmice de 18 Turclén en -

- B h =+ A

3.....Ln

Corglarlo.= El Ifmite en un punte del products de una constants por unk

€1 punta.

fite et: 1im [hT[x]] =y iimf (]
x*a K2

Teorema ML.H. - "Llmite ¢e un coclente

HipEtesis: T [ n ) es &) coclente dn dos funclones de a2 que (lenen 11~
wire coando A rlende al nimero a vy &) 1imlee del dermoming --
dor no &s CEro.

Tesls: E1 Tlmite de ¢ £ o ) cugrnde n clende &l nomero o, exlsia, ¥ 3

Igual al ¢cociente de loa 1Tmites de dichat funclones en el pun

ta Indlcada.

L
Esto es;: If{n]—-?—{—r’ i f [a)=L
I | T = . ¥
1im inn}-:.z-ﬁ 0 entonces:
n -2
e f, {w}
”I'tl.'!‘—tﬁ-—.f—{T}—-—t-'— il =% 0
2 % -al ?

Teorema 119, =

Hipotesls: Do funciones de xn, !I {x) v {1 {2} tlenen top miwmos -
valores para valores Iguules de a #n un gntormg del pysga-

A=y {‘.! { =] clene Ilmlce cuando x tiende &l nomera a.

Tasis: Lo funclon £, {2} tlens 1ialte coandd m tiende &1 slmero a y

exte 1Tmite w3 lgus! &l ITeite da la faneldn fl [ 5] sn dichn

PuNt G,

Estn-u:ilfl'!'.l-flfl}‘lx:.-ﬁ‘ B Lp e d oyl

|Tuf2[-]-l. .mtm:lﬂlltt:”lfl{!}"lrlf:!‘.l]-l
N | g nTa

Teorema | 1,10, =

Wipdtesia: Para un sntorno dal punio & +e Tiens qua
f,ll_' w] 2 F{nl]x 1'2{ w J, adendy, fll' n}oy l'!l k] Llanen 1imiLe cvamio m

tlande 2! valor &y wus [Tmlcen son dguales,

Tesls: EI limire cuando x tiende 3 nbmero o da la foncidm F [ x ). 0
siste y £y igual al Ifmice da Loy funclonan £, [ w ] ¥ ry LAl

en ¢l punto canglderadn.
Eato es: 5l f.{n}‘f{a}ilzla] Yaco*s|a-a]=4

¥ 1l Irmfll':IsHu.'rz{:}-L,tntwn"hu'lflf[il.'!-l..

ara x*a 5 *a
Tegrema 11.11.-

Hipétends: m ey un ndmero antero posltiva v ol Ifeite a0 F { &« b ¢usn-
do n rlende al walor o = 2 wn poiltlve, B n #s parltive, o
blen dicha |1mite en negative 0 carp 30 n &1 Peper poslti-
v,

Taals: EI Uimite do ta rolp emdnima ox F [ o } cudndo x tfende ol war

" tor w e moey lgued & la relr enfylme det Vlwlte gn £ 0w} oan-

EEE Panlo.
"o sea: ;Illfn'r [wd=u, umuu_t{-_"ff't“l‘}‘ - :{TE-.'F (=T =
WL

Lo tiguentes ¢]emplos [Tustran la apllcaclén de los tegremss anlario-
rev. Fara Indlcar &l broroms del DImite gue 3w ed08 unands, b6 hark ancrando
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lo abreviaturs " T ", pegulds por al nimaro dul teorame.

Elemplo 1. - Encomtrar a1 welor de; 1im [gt + In

x +1

tia [ *hvi}-lrm;tilflh-”ul
= 32 M1 a1 X+ 1

=4+ 2x2-

- ¥

4
Llempta 1? = Ergntrar al Ilr-] f-—!g_
+ In e !

'i
1r- Ife
LT | B "I VR | -r-! l I TS

l,”Il’m[n- ]

-~ -3
/.Irm{h s 10 1)
" =]

him 12 - lin %

el ==} u« +-3

Ifm 2% o 17m 7x ¢ 17m 3
= v} L I L) )

Ifmu . 1w~ Iim 3
A= =] x e =} K * =Y

2limu , 1fma+ 7 Iim2+ 1fm2
l""] u~ =] ma =) u, -1

fi-31t-3y-3
PO-3M -3 +Fi-21+3

< 1E=z|r3

ey
- f—— a 1
/ T

—
Ll |
-l

Lo cbtenlde reprutoncd una Indeterminacidn, lo cus? coreca ds santk ldo;
tln esbargo, s3to no algnifica que w) Tlafte buscado no ex{yte, La funclfn -
para b cudl tu trata da encontenr gy limite coandn 5 ™ = 3§, simplarente A3
eath definlds para suw valor de &, por 1o tenlo para = % = J 1x puede wil!]
zar la slguienta tranformacisn algebealen, spovindose en el teorewa 11.9. -
12=3 N EESRITEE D . % -1
e w3 (e d i(ke ) e

ShlonC ey

]
o =W t‘};t] L | h.vl

Elempto 21~ Encontrar al valor de Ifm L—-—-——
ol
En cate probles, al lgual que an #1 a)wmplo sntarior no ey ponlble §-
pllcar ef teorema 1.8 #| coclente yo gue o1 " Limlis del denomirmdor 28 anuia

cusndo x -}, 5[n amksrgo, factorl!rando | numersdor e «leng:

o8 leealtal-amah}

o+ 2 x * 2

, wsla [T.t1. %]

Exte coclenta & lhz-hfﬁ] Wl omomh = ¥ [ oyhoque ul w2 g -
pucde dividir nunerador y denomineder antra [ x ¢ 2 ). Engonces la aoluc|da-

# vite problema se tomd In nlgulentes ferme:

}'I‘
"J-—!—-!I'-(xz-h-*#].llandnu-li-l

1im

A +-2 a1 ® r-1

. -lfnn:—lI-2u4lfnh [T. . & ]
A -2 ® v = X = =1 .
= fax . 1lmpa=3%I1mx 4 [N Y I I |
P R | PR RT (7.1t )
a({=-21{-2)-3(-2]+h (1.11.1)
- 12 N

C

‘L€



.5 LIHITES LATEMALES,

Al rstudinrse el concepts du limlie da uras fungldn
!f:_‘. flal, 5= hlze wipeclnl mencldn de que Inceress ansllear low valores
gqut pueda tomar T warlabls lndn:nqén:c n enun Irtervalo sblerta que con-
tlere &l walor " g " pera ng an ™ & " misma, es00 £3, en walorey de w prosl-
Mot & V' ! que seen mAyeret qui "1| " o menores gue ' "' [ ek declr oenoun
patormna reduclda de " a " ), Sl embarge, suplngase por w]enplo, gus aa Cfp

re ba Fumelfin:

fle) s —2—

3
Ya cua ! L= ) no watd defInida para x < 1, la Furclbn mo e deflire en
culquler fncervalo sblerto que contenga # 3. Cr agul, $e purde contidarar:

Iim = k] no emisCe .
R 1 FR =
Sin embarge, 3l = with restringlds & valores Fayores qua 3, wl wvalar -
da Fr = 3 se puedés hacar Lan carcano 4 cero comg ke qullers comando ko sufl-
clantemente cercans § ], perd mayor qua 3,
En un case comg wate +4 hace que & s apreslme w 3 par la derschm, y =
gntonces de conslders EL LMmftw Lataral por le Derecha, nl 2uoal 49 daffne ==

fored imente a cont Inuac 18a.

LimITE llTE“!I Em LA Eitl:ﬂ..
Considerénse urm cisrta furcidn y = F [ n ) depd= » e3td dafinida en -
1 Intarvalo abierte Lo, n *+ N ], donde R EM y b * 0, sepin sa obwarys en-

[s Flgure 17. Fix)

e
W

|
!
i
;

+
L|-

3b

L

Su dice aue el Ifwlte do f € n ] cpamdd x %o wpresise & " n " por la -
derache wi "l' ¥ bk denota:

Ifmf Lx}=t, 7Y

*
LA |

5/ para cualgquler € * O, exfsta wn 5> 0, tnl qua:

fLn ) =L] = ¢ slampra qua 0« & =~ a< § [ )]

mitazs gue a0 (D] no hay barray da seler absalule para % - 3, ¥& qua =
A era, n-a>p .

Sx vigus dw la sxpresfdn {A] para &l wjwipto srallzedo, que

I im
S S
x4 1 fa-=1

I al conaldarar al kTmlte de Pa Furcldn, la warlable Independlents =~

osth rantringfda & wvalores menores que wn pdmare "o "', decimes que & 40 2=

prozioes o "4 M opor la liguicrde, eptoncen ol FImite sa Thema bImite latwral

par la |rqulerda.

LieiTE CATEMAL POA LA PITMIPERDA.

Comyi{derdnee ahora Tm miema funclém y = f [ o ), parc ™ &k " &n canblp-
deflolde wn el Incervale (o - b, w ), dondw he B y n > 0, segin 14 muestra
en lg Figurs 18,

| ?" |

e m A EER R A - — rmom s

e rr—rr == —

Ly bmo

-t
FIE 18

1 k= w

-
-

1
|
2
...

17



En da Flgure 1308k L, = L.‘I; Timt {ul~- L, = 1._1‘ an camblo 12 Flgura

Sa dlce quu vl Ifmfew da F [ o ) comrde x o aproxina & ™2 " por 12 - s
. |'”l:l'll.I L LZ' por lo tantas "

[zqulera a3 L:,, v 38 danolae:
e F{a) noanlite.

”-El:]-Lz (x) Aowa
Ly &
Ejesplo 25 - Sea h une Funclfn dafinlds por:
51 pars cumlqular ¢ » 0, walvie un 6 >0, ra? que: ' . . §
ia | sl u )
Ifl.'-l-l. £ F slompra qua B¢ w - x < & 5 h{xs}m=
d i 18 - a ilazy
S pusds ahors Vasar ol 1M f [ e ), Limlcw 0ilatersl.
twe a] Trazar 1s yrifilca du h.
a o dirlgide, para discinguiric de lod ITmlueg lavarales, Y Encontear o) Ifmn [ 2 ), 3] axista.
B ml
Teoroma 11.11. -
Jeoroma .l S0LC [ ON:

Hipatasin: | { x ] tlena Ifmltn ¢usndo & tlemin sl valor & ¥ este 1Ta)

te o ul Almarc L 4} Un dibu)a de 1a grEfica o muascrs & cont Inusc Jén en la flgura 20,

B

Tanln: Lox 1Tmiter cusrnde « tlonde &) niwwro & por la lzgqularda v por
In dorwchs, salvcan v ambon 400 fguales a1 ninero L.

Li interprotec [Sn geondtrica d4 1o AnLarior e wacslra & contlogaeiSn-
donde pueds Chsarvaris qui A pusds tandar 31 nlmaro "' & M biwn sua por i de
recha o blun por o liquisrds de ' ', tanldndose para ambos casoy 1 podl-
bITidad de qua 1oy 1imites sean difarantes L o= L, ). Yer Flgura 19,

L:"" | r,-"' -
| ! 1 'Iul
i I . FIG 20
' |
. i !
Lty e — 3 : — Bbufnh O )=1fmitast}mz=t
| I I I . i ke ¥ . ¥ !
ety ! i _
Lo . Limh (x)=Llfm{t@-x]=7mL
! 1 | | L *
| _!+i | x 2} LI
| ! : . fegin o1 Tworews 1.1, com L, = L, I h (a} amfsta v an Iqual a2
. - 4 X | - L
@ a-h 4 Ak 24k

Fig 194 <

e
N



Elemplo 75.= Ses g ure Tunclén definlds por:

Ao t2 e <=2
glit)* 5 R
12 - :: il T > -2
Trazar 1o griFlca da g, y arcontrar 1w g { ¢ }
P
SOLUCION: . -

Lo griflca do lg fyrcTén g os la qus && wuaitrs sbe)o wn 14 [lgura 1!

j 3i)

—
]

&ty

L R L L
]
'

e e
¥

EEET RN

1

e o
Al -
Fie 1)

g ttd=ifm {32-c )80y,

- =1 § «-2
l-’-n_l:!-u-[_luu.t].a.L
- =7 £ =+-2

L

H
f

For 1o tento por ol teormss 1007, Ifmg [t ) antfsta y o igual o B.
-1

-
e

a ¥

Witgre ywr g [ ~ 21 = %, o cual no sfecid al 1fag (b))
t - =2

E!“‘E'Iu 26 .- Comsidiresn la slgulenta furcldn F, deflnlda por:

r+ o, -Jsrt
Flir)le=

1
T 73 ik

Irmvastigar #| exista Ifa F { Fr ) y trocar 14 grdfles da f [ £ )
r=.1

TG LON:

1

' - L T
IT-'f{r} I[-Jlr 1] — L

T o1 r+1

llm Fir]=1lm{y¢y«2)=iln]
ri'ﬁ- r-1

3

For lo tento coma L, - I.z,,lf- flf t ) ne oexlske. Yer figura 12,
[

10
!

"

<
LA ﬁ}b
-Y-"-E‘r-

Fie 12

MOTA: Led clrewlon negrow pertenecen o Ta gritica, no a7 14 blameos,

Elﬁ' 1o 37.« Pars g slgulente funciGn dade por Tres reglas de COTray
pordencia, determicar 104 1lalces de dicha fongifa pars los puntos en gus -
k= =Ty Ekwb, Heter un dibujo de Lo griflca de la func l5n,



12'3:41 para - b £ ¢ ¢ -2
LI S -3 pare = F ¢ mg §
iz = 11 pard 54k <™

SOLUCT TN

$# pueds Infelar con o) trozo de la griflea de § [ x ) pars ute wajor

wisualfzectln del problema, tal y como se (tustra oo 1s Flgurs 23, -

|
i
i
i
|
I
I
1
|

= — i — — o ——,

.

w
H

|
- by T2
a) ¥iendo ol e Compla al teare-a 11,12, ol & = =2

Hm F0a) = qfmf-3) = -3 «

L]
[ L | l-“:

1imd {a) = 1:m1.!+;1+z.1-kv6~:.q.|_=

x s oy =1

- Por 1o tantds coma E, - LI' Mm f L %) rc exlarm,
1. -3

b) Parn w = §

Mmf (k3 =1fm Cdn-"43) = -3 =1,
- *
LI E* 5

Ii'm P {a} =mifm{-1)m=-3=]|

:II-I- '-"5.

1

foF 1o Lante comd Ly = Ly = + ], al timles axiskn v wlng

limf [ m } = =%
s

PG, COMTIMIDAD BT UnA FysCIoW [W Gl PUKTO. O SCONT M IDAD EtMiwrnLl,
TOoRTaay SOBME FORCIGHES CONTIMMAE,

En el inclsc 10.2. wa aralied ol algnifleads da ITmlce 4o ure fung |5n=
En uf punlg ¥ 3 wKCFIBIS  ww deflaleidn con In exprasién {1} qua wa rapltas

& cont |nuse | &n:

Ifm fF {a)m N Y ]
A+ on
Recorcande tasbiin que Po as racesario tomar an cuknth wl valer du la-
funci&n F, cuarta = = a5 dr hecho, pars muchas expresfores 1y funt {8n mo war
th algulera deflnida 4n a2 = &,

En esr miymo frzfsg, on o) oJwnplo 13, $e comuldars Ta funclén § dalis
nlda par 1a mewael8ng i

f L) ?I!'t*] [~ 3 ) ==1]

m o | v 1

ART mlsro sk Obawred gue tol Turd 180 y3dd definfde pare todot low wmis
res €8 %, eaceplo b= - |, pare gl cub  tante &l nomergdor comd 1 oo mo) -
dor de la funclén se anulan. U dibu)s an la grdFlcs de todon 108 punLos de-

Ta recta vy = 20 = 1, wxcepte ol [ =1, =% 1 su muestra an |n Flgurs B,

En ella, preclasments, hiy una notable " lotarrupef8n ' en ol punto ==

(=1, =5 ¥ v se dird wntonces quy Ie Pencldn £ s glacprylnug pere cuanrdos

L

o
Lo

c0



En camélo 51 se deflnm f { =1 } = 5 ta funcifn queds ahora dufinfde
para todos oy valores de a, poro adn hey gn " salee ¥ en la prifica, v le-
fur |&n sigue slenda dlscont/mas &n 238 mismy yalor, segin 1e muestra en la=
flgura b,

5 embmrga, of se deflee que F [ -1 } = - 5, sntences se dice que 1o=

Fure [&n T &5 concirnua para todeos los valores ow x,

tiroer

el Y R "

I 1

Dafinlcifn: %e dice que la funcifem f sy continue »n &l valor & € O -
sTempre ¥ coande e cumpla 1o siguiente:

Ifmflude=f{x) {1}

Arr B

E! gue & cumpla |8 deflaleibn anterlor Impllce que aw cumgla  |wp 30=

gulentes condiciones: -

1) fue F { a} estd dafinida.

1) Que ewlsta Iimf {n)
) X«

T A bue T f {a) = Fla)

o
o

Baata con que ure d¢ lan (ras axpresfonas anteriorat s Camals pars -
que 13 condiclén [BY no ve cumple, por 1o tanta, la furcl&n § no TEN cpntls
s ®n gl valor a. L» condiciSn () en neceraris y suflciants pare que  la-

furc{fn y = f [ s 1 3ca contlnus en .

[lemplo 3B.- Ses T definlda cowo dlgus:

H

+ w =1
+ 1
Flau)l=

]

1f & = = )

$l s = -2

Trazsr buw grbflee ¢ Invastigar 4] #1 contingg an gl puntd donde m w = ]

SOLUCI DN

En s Flgure 25, we muwstra we dlbyjo o« 1o griflca da la funclidn, an-

Is tual hay wn talco en el puntd donda u = = 1

Pl

-

R ]

L T

2)



Imvput fgando pato & pata Ta condlclfin de continuldid parg n » = 2

] [\- 1)+ 5% .. porlo tento wr setisface In primecs cond fe ldn,

tfaf [ a] =~ 3" por 1o tanee st satisface la srgunds condfelén.
n+ -1
Pera, tamo F | - 2 ) o= Ilm [ 1, 12 tercers condlclfn no va watiiface.

M1, se concluye gue F oes discontinus cuando = - 7
[)emplio 25 - ronslderese la séguente func |5n:

s+
g[.;]..—.!_

= 2a-B
Investfguere 3i exlsce algon purts de discont [ruldsd en dicha func o,
T SHMDEION:

En la flgura 26 se muestra un dltulo de 1o grdflcs de Ja Tunclén ¢.

JR O

Y1
+

' . Qrxy e X2 2
' X +x=B
H [ ]
1 ¥
. i X o+ 3
[] T —in —
‘ :* (X +3}{X-2]
1
\ 1
3

L1}

f

I

I

|

!

i

[

g [ 14
—., |
I

I

}

i

I

I

]

1

Arallzends '8 Funcléin g, we ohiervd Gue Z5tE no f2 encuenira definlde-

parg x = = 3}, por tanto.

1
=3
faro se va claramente como una Intevropt1Sn en la grifics da g, coando
a==1 yaul, al no complirse In condlclbn { # 1, 10 conclure e tal fun-
clén es discont inmd fars cuandd » = - 1,

RN . para x = =]

Ein embarga, exlsie otro punts de dlscontinuldsd, ya 4w cuando n = 1.
ol dencomlseder de Ta funcin g, s& amla po quedinda definids pary ate valer.
Nupvamente se conclupe que dicha Funchdm no €1 cont Inua sl ro commpllirie la -
condicifn {0} shors para w = 2. Este Glrfro caso, también sa purds veriflcar
gbyervands £l comportamiento de g (= }oen lo Tigurs 26,

Flemplo 30.-  Sex h deflalda por:

in -} il xc?
Rinl=
-2 1l w» 2

?

Trazar Sy grafica, ¢ {avestigar sT se conple la condeldn du cont fnul-
dad, en el punto donde & = 2.

SOLUE FOM:
€n la Figure 27, se encusntrs representade graflcaments 1a funcién b,
w4 obsarve gue para % = 2, hay wund [ntercupclén en dlcha griflcs. '
o4 B

] T — —
'

FiG 17 ¢



Ahora [evest lgardo pasa & pavo Ta condic!8s de cont o lded para » = 3,
sk tiene:
t{2)et (2] ~3=1, por la tante satisface o primers condl-
& lén,
b [ x )= ffa{2¢=1}=wk=9=1
l-pz- ;+1-
b Yo ifmi -2l }u-y-any
- 2

I.*Z‘ ael

¥ooque 1fah {(x )b Ifmbh [ 0}, $o concluye qua 1fmh {5 ] no eniste: -
a1 h.o-I’ x =2

entonces la yegunds conmdlcll8n no se sablaface y h s dlacontimua parsa w = 3,
Elempla 31.-  Dade le viguients fune [d8n;

. IR § 5l we b
F{n)=
ku = 1 sl wur b
Encontrer ) valor da Ta contants Xk que hare gue Ta func lén ses conti
Mk phra m o= h,
SOLUCIEw:
Pors gue £ [ = ) sos continus pars x = b, debn cumpl Irte In cond e lBn-
da cone [ryidad.
fl&)ed{h)+Tn1d por o tanto se cumple 1s primers con

dicién,

Hmf {m ) Ifm {30 e7 ) ai2e7=qg
l."‘ﬁ- ' a =k

en F fmw ) ow Ifm [ km =1 ] = ki =1

k+ & p,-nﬁ

=
o

-3

Para que te compls la segyraa condlicldn, dubs cumpl Irss quat

Ifmf {a)elfmfin).cim
PREYD x + 4"

bk -1 =13 portotento k=S, aaf Ifmt (w ) =F (&)

n -+

y? (k) ancontinmga enx = &,

DUSCOMTINUEGAD REMOCTEIE;

En lo5 e]emplos anterfores, o hun anal lrade Funclonas qua prasssian -
dJlgcontlouldad pars wlgan punto,

$T 1o wrallea detenldamente para cads cais, e covea qua or ffina diche
dlncont fridad, se podrs obaervar quu cuando |a discontimied 1a origlne por

que P L8 ) 3, sbendoa’el punto de dlicontinuldad, salntlanda 1fm f [ x ):
- A

o bian exlstiendn F [ 2 } y enlaciendo 1im £ [ 2 ] axton no son Igueln; o

i - 4
vea: Mm@ [a ) f [ &) . 6n ests sleunc i8n la diegont Inufad g0 mene long
A+ a
coma * Biscontinuldad Benavible™, puos basta com dafinie F [ 4 ) = Il ¥ [ 2}

'
pars qua Y dfecont lnulded s elloine.
Feto 1e ha de recalcar que en #5ta forma sw astarfa defInlardo, do ma-
fwra absoltuta, une ™ preve Tunclsn ™ slendo 1o ™ husve " funelda Idinkles a
la anterfor, exceptd en el prnip x = &. '

En al cose gue |8 dfscontinuisd teq orlglrads por Ia no salstenc s del

Ifm F 0« }; entonces esta dlscantinaidad o5 Irromovible ¢ no sa podrd sliml
A+ .

nar d& nlnguEre maners,

Elemplo I1.- Ses la Funel8n:

*
A+ ;-]
—— . T T
P{ndxy **72
5 A=

253



sriedlada en o) wlunplo 28, Indigar sl Ta discontinufdad dul punto wn oue

k= -1 as remov|bla y un tuto ofirmatlve remevaris.

SOLUC FCh

En o) sjamplo 78, se pusds cbrarvar [ flgurs 235§ que la funclén f [x}
presents " un welite " pers xos = 1. del miimo se puwda wrf que la Funtlbn +-
tumple pura a = = 2, lan dos primarss parrey da I3 cordiciln do contInuidad,

ey deelr:

1= f {a ) astd deflnice pora a = = 2 y wale F { = 1] =5

.- 1lm anlste y valur L v = 3
LI

Ferg Ia Lercers parte, no of cusgle, BusiES oual

-l F sl f[=-1)

ey
Sy -- 5

La divcontiralded nl ot comovlbin, puesin que basts con daflate £ [ -1
= = %, y tamblin sa cusplied 1y bercors pariu, guefardo 's fuscidh zomtime-

pars x = = 3 glc

p;‘ih"'

Flnltﬁr_\‘ IR B ]
-3 il = -1

I]replo 11.~ Sea s fungidnt
g in)esy
St a - b

natwdisde ap ol w]emplo 19 Indicer 4l 16 giscentInglfdad dal punte--

ah que 2 = 7 e1 removibfe y en case du ser10,” Fombverla,
SOLLL 10N

La funcifn g [ n ) no cumple con Ya primers parie, Lal como e v[& ene
1 ¢lmmple 7%.

Arngllzamda e Fumc|8n para la segunds paris:

I Tm —--—-5-:-1— mo ex|sla.

K -1 ’1 P

Cvfamenta, 1& fumclfm Limme und discont lnufded Irramov!ible, pussto ==

qua no as poslble definfr | funcién en & = v qua wea Tgual &) velor dal =
ITmite, puesto qgue 21 ITmite no ealste,

TEDREMAS SCMAT FUNCIOWES SONTINUAS.

Latv fureloees continaas Lienen un buen nisers de propletsdes Importans
tay, algunas de las cuales son consecuencin de 133 propledadas da bay H [ R
tes. Aplicantn 1a definlcln de disconginuldad y ‘o1 teofemey d4 17mil2z wp
tes wlstot, sa tlenen tos slgulenres teoramay sohre func lores cont Inues =h -

un puntio,

Tegrers 1110

Wipatesls: F y g son dos fure Fones Cont Ihuas wn m = .
Tesis: L1 ) F* ges contlrua an 2 = &
[ 2) 00 - ges contlnue gn = * &
{31 F . get contloma en s =a

{4} Fé# gevcontinus s x» &, slemora gue g (& ] w0,

%e demosirard Is parte § 1 ) de e3te Eeorwns, pprs [luntrar al tlpo da
demoyrrucifn reguerlde pére cadh parte, v4 wn oy g 2an contlnuss mh &, du-
la defInleién de contlmnuldad, su tlens:

Ifm F lad=fial Y]
R

¥
Timg () =g Ln] (i}
K+ &

24

Por Ip tante, da lws scumclones (A ¢ 18], y del teoreem 11.0 sa thens:

im figiegliat =fladsgial te)

=+

T



™

Lr ecuscldn (L) an lu condlcifn para que  + g soa continum #n x = a,
Ta cual proporciona la demsserac (5 del teorama 11.11,1.

Tearems 11,74, Una Ffurc B polfnomial &y continue sn todo punto,

Fara domgatrar gota beorema, congldirese 1o Funelén polfmomla] f, daf]
alds por:

" n-1 n-3
f{!]-h.libli +h11 ¢.._+hn_lx+hn.h.+ﬂ'

donde M £3 un entera ng cegeLlve ¥ bu. 'hl PR hn' aon nimeTod reslet, Con
#pllceclones sucatlvan de loy . teoremas de ITmitat, ne puede demostear gus 1l

& =3 Coa lgular nbmerg, entoncet:

a1 n-1

Ifmt {x)=b o +b, a L M

1 avh , da dode 29 -
s [} n

slgur quer
ITaf {a)=mf ()

Kk

Teoremn |11

Hipotesfs: F {a ) = -z‘—tr%{— ey ura furcl&n racional.

Tosls: F {a ) o1 contTrus para todo s dominle sicmpre que h { o ) = ¢

Este teorews ta demotirard en base & qua F et une Func{dn raclonal, 1

tanl puede d¢r erprevads como el conclente de #o3 funclones polinominles. a

#l. f puede estar duflnida por:

r{n}-{%%_. - a

Dorde g ¥ b von dod fonclones pallnemlyley v &l domlnic 28 F conalaia
#u todos los nimarcy B eagepin squellos para lon cusles W [ 2 ) = O

3] & s corlquier nbmaro #n el domlnlo de {1, entonces b {0 } w B

X0
o

asf por el taores 11,6,

fmg {al
m Fia)] e —St (o}
A=A Iim b ou)

n+oa

Yo qua ¢ ¢ h 300 Funclones pollromistes, por ol 1aorams 11,.74., son ==
contlruas an s, yaal Timg(a ) e platyimn(u)=h{y]. Conte--
k- a o N

cuentesenta, J¢ ta ecuacl&n (Y

et oy ‘

Phe?y CEHTONUIGAD DE UMk FUNCION [M UN IHTERVALD,

Lon loa concrpen: cnuncladas an 2 Inclac anterlor, ot poaikin erklf--
rar 1p wong lrulded de coalguier funcifn real do variable real an gl punrn =
wn que 4 devee. SIn embargo, para mechos problongs sard Intergsants Im-"t_l-_
ger toy intervalos #n lon cuales wra Punclén ses contirma. [1 concppln dy ==
cont louldad da una funcidn en un Intervalo pucde exprevarss mediante fas il-

gulant+¢ dafiniciones.

Deflnfeldn.= La Funclén f e contlnue en el Intereslo ablarig [ &, &)
sl y wolo 1l 41 continue pars todo welor de A que antd dasiro et Intereslo-

(a6 ).

Prllnlcidp. - La funcion F us contlowa en ol Intervalo corrads [, DJ
sl v 1bke 4] &y conclrua pars tede valod d& 4 Que éLte dentro del Fatar v la=
whierte [ &, b J; 837 coma contlnuy per la derecha B a% ¢ coAlfnus por o =

lzqulerda an biwn, ]
# la FuncEdp f as cont haye por 18 derscha an & 0l oy alle uh
n‘m:{.}-r‘{a}
kE =&
*4 b Funcl&n f es contlous por la frquiards on b, sl y sdlo st
Iim ¢ F e )= fin)}

x + B

Z5



Oe acuerdg con las definfclones anterfores, pars [mwestiger ba conpf--
nulded de ura fume[fn en un [pterve!o, €3 recesario o] andllsls an tedes lox
puntosd de ese Intervalo. Este traba|o sard, loglcamente, angorroso, (mprictl-
ot ¥, dada tu magnritud Imposible. 5In embargo, lpoya'ndu“ en oy teoremay wp
Bre cont lnuldad, estodlados en »l [ncise anterlor, e} probloma 3c reduce » 3
ralfear solamente los valores en 1oz cusled oo se cumplen las hlpoteils de -
loy tecremas, o bBlen aquellas en las que hays duda, por elemplco en donde hapa

camble de regla de correspondenc(a,

Ejerplo 3a.- Sea g Ll - —-11—-—;-— determfrae lea Intérvalos pars --
-

ot cuales Im Fenelfn g o5 conbinua.

SDLUL 1N

La furciédn eo eatudis &3 una Funcldn raclonal y da scwverdo a1 Teorwma=
IN.15., %erd conilnue para todo valor de s, edcepto mquel lod que dnulen 41 =

dercmlasder. Os manara que lgualando & cere ¢l denomfnader:

sl -han
A=tz

Parsa = -2 5 4= 2, 1a fynclfin ¢ mo ex conglnua. Entances, las [mter

valos en oy que 3l &3 conplaoa son:

(-2, -2}, {-223)rl2 +a)

Elempla 16.-  Para que valorer de 2, 1o fuscldn deflnida por:
Jl.I =1 , =14t
f{a}~ a-h , 12 x4
I 5 - :n2  1E

LA |

ar contings T OTbular sy qrifica.
SOLUC | O

Apoydndose en |09 tearemay scbre func lones cont Paums puede fiz | Imenta-
deduclrie que F [ =} es continus on Jos Intecwslos £ -1, 13, 12, 2 ¥ -~

{2, 1). 5in embarga, los Gnlcos valores dudosns estin en s = T y 2 = 2.

Anallrsrdo lot puntot dudososd
al en e =1
Fr{1] =201 -4a-1
Mmf ta)otfm (st -3y mt-2m=2

oy =1

Itm ¢ [ w Y mIfm[in=h)]=2sim=e]
PR a1
par 1o vano coma Ifm ¢ L e § = Ifa { 2w = b 7, wntonces Iim f | x | axtioba,

Wl I Mo+

Flnatmente, 10fm £ § 6 ] =f (1]
LRI |

por 1o tanlo te cumpla la condfclén de contlouldad, y asl $e concluys que =

la funcldn F 23 continua an o= 1,

by Enoa=2
flzy-5-t23ta

HEEERERILEESTEE R ER TN N
K- 3 kel
Mmt x)=ifmiS-admEobal
e T M
por 1o tanto como 0im f | mn ] = Ifm P fwl, Ifm ¥ u] noadinia.

.
o+ 1 a1 L+ 3

Far exta Gledm, s concluys que [ ong #3 continue cussdo & = 2, En la-
Figura 28, sparsce la gréfice da diche fungida,

Le

26



L L

Flesple 36 - Anallzar s contlnuided de Ly funclla b ¢ } Indicanda
Tos welores pars Tow cvales seadlyconcTrus vy los Inrervelos donds sea comtl-

k. Dlbule 13 gritica.

n
col t :I‘-'-tti'—-z-
bl ) =41ent +1 ﬂ'-—;—‘l:ﬂ
et af Qo f+m

SONEICA0N :
Lax #apretlongs que Tormen la regla de correspondencls, represemtan al
guinikd dr 185 funclones trascendentes eytudladss en ol capledin 1. Do acuerda

a le eagdfado, 3¢ puete aflrmar: .

2] La furclon ceganornts €3 cONtlnue, excepto en loy puntolr &M que ==
t=F pw, &n donde n &5 un miweerd entero posiolvo. Fara eire problems, le-
prlagry eupreaffn ng prosenta alogin punte de dlacont Inuldad porque 3o Inter
wale de definlcifin no Prtluye 2 los valores schalados.

o

B] La Funclcn senc slempre o8 continud.

£} La suma de la funcidn tana méy ta Func(Sn comstants t = 9, tashlfp-
ey conglhus, de acusfda con ) tworema P, 13,

8} La funcibn enponencial h { £ ] = " 43 continua Blempre.

e} Lag dnlcos walorss dudoios don cpando £ = - + ¥ cuands L = B

Andllyiy de las punten dudasos:

L
a] cumndo [ = = -+
b{t ) evtd dafinfds por medle de ' primers sapratidn v vala:

h[—-'-ill-ca!.t:zll-ﬂ

entoncas 4r comple la primers pirce do la dufinlcEn)

ITm b § ¢t ) = Ifmget £t = 4@

LI | S )

IfTmb { e )= tfmaengt T =g
X K
TS Hy
For lo tanto ol 1Twmice ealote popla Ifmh { ¢ ) = @
g
¥ la segunds pari® se cumpla,

La tercers paris $¢ cumple, puslla quat .

m.n{t]l-h[lil}-n
| R R—

H

Entoncas Ia Fomelidn b { © ] wi gont Inwd pars t I'T

b} Cusndo ¢t = 0.

h [t ) o sstd deflnids pustin qua ningun Intecvalo oy dafinlcién da-
Tas tren wxpreslofss [dluyse gl valar t » §, Al po commpl iren la primgra par-

te, Ta funcl8a d [t ) no ey continug pars 1 = 0,

27



L1 de hacerse notar que 21 1Tmige en 230 punta 1l axlate, como lo pue

d& comprobar el atumro, g3 decle 1oy [ =Ttes Tareralnd 4on Tguates,

limh[(t)=Illabh (] =1
v -0 te @

$ln onburgn, al o poder lguilar &} wvalor de! Imita, que ] exlite, -

con 4l walor d¢ 12 funcién en £ac puntn, por oo rater deflnlaa, la condic l5a

da continulided ng e curple v la funcifo w { £} £1 dlscont inua an esa punto.

Rzaumiengn;

bl t ) es conclrua para Tos siguisntes Infervalon!
E-- 0yl =)

o blen:

h{t} as discontlnue para t = &,

b griTlea de la funclfin puede ohserverya en ba Pligura 29,

=T

Pr 8. LIMITES CON APLICACION EN €L CALCULS BIFERENCIAL E INTEGRAL .,

S¢ tratark en apte Cona 1y cbtencidn da lot Vimites de £1ertas funclo-
ey que Lichen posteriar aplicecidn no snlaments en wsie cursa, 000 an orran
putera% & matemalloss.

Estes linites no sw posden Obléner por suaeibuc IGn directn, ¥ ati 4w -

valor tendrd que ochtererir por giro medlo.

Ha &¢ quedar clarc gur 1ot cates our Sz tratardn oo 3on lea Cplens de-
este tlpo de Timites, preo tu obtencldn v¢ srpliyy debida & Vs aplicaclén ==

gur Lerdrlin en Lemit postlerfored.

1 Um _._..ie:' Ld Wyciendo # { n ) = sen A, 48 wvm que - -
=

F {0 0Ynoestd definida, $En cobargo -
s dembgrrgrd que su [ImiLe ex|ara.
THsam gl SupOngase 0 © a = ‘H
Mrfirlendose a Pa figura 30, la cupl ==
mugslra un efreolfo de radfo wnltario €y
FEetp, bonal ya kcudc idn es xz + vg = 1 5y en | cual
e pumde dlagingulir &l sector circular-

A0F cuyd dngulo certral, medidy en radla

W- PES 4% 4,y cuva Jrea extd determinads -
prr ;—rz x ; M0 ai 2 unldades cua==
Aradey e el drea del sector BOF, enion
et 5= -;— x, ’

"y - -
= Tombilén ya obaervan Ta cuoerda BF ¥ 13 =

tangente BT an al punto B

(R T %, al drea del crlénqulo CBP, -

donde k_ = ;— wen e,y kooml Brea del trliingeln ORT, donde I“! - —11— LN

1 H
For gesmetrla efemental an tleng!

1 1 1
l.IfSClsl.ﬂmnl.Tunlﬁ—i—u T tan . _IA]
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G hpa: sen Ko X X [an A 1:3]

¥ divldlendo (8) antre sen x, quods:

|
C {:::: L . S R 7T
san = "
$xn M
da [T Lo &
donde 4 x ~ {c)

I-r_n;u--‘—ll"n""'”":m::l

For otra partm:

IEET I
. F H
usu:j-;u;;-1 4] LI L L)
1+ cos x 1+comm
an " 2 -
Eml}cmn,ﬂ#m—;—;iun a
por quntat—cnsn{smzu
2 2
De [A) ! sen” a €2 yaguenanm >0 yx, O
POF 1o tanta: 1 - ¢o4 n ‘““2 L J:= w1 - 11 “egd a it llevado & (2]
1-;2-:“}‘&{1 {0}

Tomando |Tmite cuando a + 3, e tlenes

2 [P

Wm (1 -a" 0 = 1fm—2 | fm 1
K 40 x +8 LI
1€ Ifm =S ) waly fp 220E Ly (£}
x - O n a -0 "
tam x 1an
ﬂg]jmn p ; recardandn que tan A = ﬁ e tlany:
1
1o 20 % o gy SEas 1 - ifa yan x|
‘el ) moapSOEA T ry o1 A
[ ¥ ] 1 LB -
jll| f-n_‘ . n]vr.ll oy x  Por )ataatp ,I, r-n—-;--- 1

[ TLEA $4h b =
——

1 L. . HE ¥ -k Ifm
LY " a =+l K+ 0

e T A 1T L T S,
a0 ®

“gl_{“u 'I“‘ £0L K ',.,I.!"n {l = EO% M . : :zb: x ]

M on
2 4
- 1l =~ cos & 1 - L1 L - 1
il-{.ﬂ[ ¥ . 1|fl° = ‘nIL“IJ
a 1+ cos x Jl: 1 + coE M
' 1 1 1 - zo4 a 1
=, — e | a -
Fl ] .-n'_r. ER
5}”‘1-:mn_1r“rl*e.nia|1+:o;n}_H 'u.gnzu
XD % ‘- x tr:osxj"l:u'ni.‘-lt:m_x]'
- [ 1 Ivh K - L B0 M
li_mﬂ R :;If-al *Coe M “Ifl'n [ 'l]j'u + LOs =
par 1a tante 1fm m = [
X
L |
Eﬂlrmﬂ.inll'm: _!._...,“" ? = 1fmu |r|-_:_""""2 0.1 =
LN ] ® [ ] [ K +Q ERe Y Y ;
i
= (m—2tE . .
weg "
3
" n=1
L T T L 1
7 lim 2 n1 =] .
’l-b-bu.l rbt;q. v.,..+h-

Para aate ITeite & presantan lon slgufenas 3 casos:

29



2} nen .nnn+|1:“-1+
ln.l.nil ln"l. L n
n 1 LY L
R . by sl vEnoata ok -b1 :un'll-'q”-rbn
h
n
. N
1 ' n
¥ * - * an y
-ul-r: b 4 l‘h"1 . . Il"'ﬂ ) b'ﬂ
o x e n
]
=1
T I T + + '
por 1o tanta: I D: 2 1#1-'[ LI ’nu iln=m
X+ o I}nl +b1x + +bn
bl nem - .~ . " . "
byt + . o jlI"1-a'u+'f " m
J;I-r- b nmrb lm-Td- + b -;LT hu Ei b
= "0 1 m + LTV
1 m
[
P
5 1]
por 1o tanta:
lunn-r. xn-‘-l...“l
1o ] - il O.el g m,
I*#blnih ;-.mll+ L
| 1 e [ ]
2] ny» m 4
n n=1 " 2
A, d +a 0= LI | .'ﬂ+ + n
1im — ! = 1Im B L L]
Ko hux"+h,| =, + b sem "p ) .
n=m un_-m-ﬂ-
a A ko L LA .
-—F 1m - = — == _slnrm
Horm buu l-bin + +b-

20

ey ducir, o} IImite ro exista $/ 0> m.

ai I.Fm{'|++]"'

N -

Dangrroflanda w! bBlposla:

= IIm[I-+}'-1+-—}T--£-!—+I-!ITr...--

m =+ o

por 1o tante  Iim [ 1 + ="
m
L I

1
ﬂjlr-{1+p.le

.
o ,tmndun-—;—.n“‘ﬁ-:m*ﬂ

1 .
m E1 s x} % wifm (14~} s

l-u m*‘
L{n+ ] Lirrg) 174
W 1im -—(—ﬂ—u-tm A »Li1 )
g+ #
— Im L 1 + B /8 148 *
B - = ImL {1 +81 =pfmi{1+8]
A+ B+

Gal [Imitw B) sw kfume Mfm [ 1 + E.:ITllra -

par lo tantg: ﬁl E.'.;L_(_IHL =L s =

€3
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L
Yoim

Regla de L'H3pltal:

. . .
FIlxl
H It - -
. _ . fada 1a fracclbn TF-TT" 1a} ﬂrgll!uﬂ,
i . . -1 te presenta wn &l coclente une Indeterminaclén de 1o Torms LA IR
‘ . El problema que 3¢ planted conalsta e encontrar;
. ) Ifm £ { x|
z+a 5 [ x
L
Fara ella, s hard uio dal sigulents Cecrams)
" T
. Teorcma ¥. b Regla de L'Haploal
.- - P .-
v, gt - Hipfresala: 1}.» Seamy = € [ %}y ¥= g [ 2], dos funclones durlvablas

., en al Intervals ableris |, cacepto poslblemants an al ndmare & f 1,

.- Parm tods ks an 0, ' [0} & 0,

¥.h REGLA DE L'HﬁPIT.I.L. FORAAS INGETERMINADAS,
M. I f{al=0 y 1m qg(n] =D

Cuando una funcitn y = F [k }, towa une da Ten slgulantar Formas para A R &
un daterminads valor de x; W, ifm ;n [ : Y. L
ff‘}'%l%rn"l—"‘lu.l'.llﬂt b

1o dlee qua la funclén y = f { %) toma une Torma Indatermlneds. Tésfa: Sa cumple que:

Fo{a] flal ' ial
1 | - - -
Hasta el rrm;ntn, u:i CapTtulo |1 an &l chlculo da wlgunoy 1falces II__I"-. T L = Ilf.l TT=T :TIrn' - -
cuanda resulcebe T & —_— wlaron verlfon casan an Joa cuslen aw mostrd =
la farma da coma allmipar dicha Indecwrainecidn, Ea declr, dads una Fyncldn El Teorema anceriar oy vilido 51 los Timites & Fos que we hecw mangldn -
y=f (=), sl pern oipdn valer da 1 varlabla Indupnadjante, al ITafta do=- won todaa 1imltes darechos o 1Imlces l2quierdos.

la Fupcl&n toma una de las dot forsan artarforen da Indetarminacids, ya 384

E— -] —:—-, wa ha virto coma conocar ol valor du dicha Iimfee, medfante una == Pesctrraclén:

I i Tgab .
transtorsactin o procadimlents algatrsl<o Para Tw demostracidn dal Tearona anterlor, 4w dlptfngean tra1 cason:

Sln embargo, una de 141 aplicaclonan da 14 Qarfvada, 83 pracissments - 1}, x= .+

podar allminar diche Indetarminec!dn an uns Forms mis 1amclile, & través =+

da 1 reagla de L Mlplcal, 14 cval sa dascriba a continuaclda 2} oz a

1}, K+~ &



salycidn;
Tomando T [ =} = &7 ; f'{:l-—u!—:r}— a= 27, b=y aphlcan-
da [5) dusda: I

¥ - W+{23—I?]"—-—ﬂj— ;z;!c,”l{;g

1
Eato e5:
T 3+___2;.3,_ {a
ia
F coms 27 % ' ! - 1 - ! - !
oo n
P 1t 27! 309} 27
1 1
s L] ; T £ 3ot = » luege par {al
"
1¢ Yo e —b

i1

Pars efemplificar una apllcaclfnds] Teoramw del Valar Medio del £5)

culo Dlferencial sspresade en 1o scuse|[§n (&) sa da ] slqulente:

Elemplo B .-
Dampatrar que ¢FO1 = 100 «’-_;?

S0lucldn:

Sea F [ )= ¢%: a= 100, h~ 1, entonces & # h = 197
Fia+him 00, Ffla)= 7100

1 . , . 1
I'-ra-m::nf"l.'jl:'il-"ZII"T =F (msn@} =1 {100+8]) =
! . <

Ap11;;nda[6}:fﬁ'-r’ﬁ41m,n*ﬁ1 ]
Estn:':: W*W-T
Fero: 1 < 1 -L,h.mgn:

-3 L 2 M6 0

g—m‘-{‘m‘% q.o,

L
.

Tacrama dal Valor Madic o) (dicula Offarenc [s1 pars doa Tunc lonasq

Estu tadrwng conceldo tambldn como Teorgme g Cauchy, my Fyundssental pgs
ra aatudlar g Regla da L'Heplial qus sw va ah gl $fgulents rama,

Tacrema 4,5 D Cauchy .

Mipdraxly, Saany = F { o), vy =3 0 =} don funclones que complan cgn
lav cendlclionay)

. ¥e=finl, y=5{a] ton contiouas #n al Intervslal a, b
). vym P L a ), yog {a ) son derlygbloy en al Inearvale la, b )
3}, " { a ) ¥ 0O para tedo valor da noan | &, & 1,

Thulvt Exletw un valer x, on #1 latervala ablarla (a, b} pars al cusl
r [J:.I 1
g L=

Flb) =0 a4l
u[b;-li:}' a4 «b 07

Demostracléne Conviene primeramenta hpcer var gquae g { b 1 ginld B4
ra gus la wnprualén { 7 ], teunge santlda,

En afucto avldantemants la Funclén v = g { v ) compla con lar condlelg-
rey da la Mipbewnln del Teorsms dal Valor Medio de] Chlculn QIferencial an -
al Intlrvﬂn[.; b]- Tukgo sw Clanm

; il B = .

— -9'{:‘]:|1l.l-:h
Plrui'[a!#ﬂ¥l.u!i.l|:|-'l-l’[l|'l*ﬂ‘

b3 - .

TR 0 = b ) -g[a)l a0 g} gial

Ahcre blaa, consgidirase s funclda surillarg

!{MI-HH-ET:‘{‘%*{- [!ﬁ#1-;!-}}-[!‘{;}-“_‘.}],[!]

Como pugde sbrervarde, ¢ { o J= g [ B ) = 0, enconcws 1a funcldn (B ) -

| &4



Ansllzando la demostracFdn dal primar catd, %a obiervi gue ¢n Tas cones
dlclones dul Teorers no se sopene que y = F [ ]y vy = g { a ] estdn de”fal
dos v M 8 ', por tal motlve, considerands gquet

¥+*f{a] ¥y y=gle}
yaf{a}laty yregin]=n _ L

para 1 ¥ a

¥ peraa= g

Sea "' b " gl pynty axttemo derecho del Intervalo ablertg | dade en lag-
condiclones dal Teorema. Pusstoque y = F [ k1T ¥=g { o ], 160 seday de
rivabley en |, excepto ood [hlements an ™ ¢ v, 38 concluye qua y = f {nly

v g | =) von awbas derfvables on el dotpreals {8, 2] , donde s <2 £k,

T gque, y» fF { x )y y=g{x) son -Lu continuss en el Intervala -
fe.2 ). tmstunclores y =t Emly yog [x) 300 tenblén conrinuen & =

la davechs da " & "' ya gt

e, tim]l=0=rFi(n?}
E Td

¥ Iu"l:‘.l:]-b-gl'l} {z)

Por lg tento, y = F [ w .,y =9 {x), s comilinyms on gl fntervale
carrado [ ¥, 1]. dal, y=FT L% ),y g [ X) satiafacen lay tres cond |
clones dal Teorers de Cauchy pars dow funclonas an a! Intarvats [ 4, l]- -

Lukgo, 1% cwnple que:

Pic)-t(a) F0x)
IR LR LR {3}
donde Ky #1 wn nénars tal qua a < ¥ e,
Tenlandy en cuents lax expresfones [ 1] v [ 2 7, se Elene quen
rgay Pty :
gi=) 2l " ] (&)
Ya qua o £ * % x, nm ylgue que cuangdo k- i*. A o> I+, por 1o Lantgy
LI AP LA |
! 5 x } 1 )
f - ..'_1,_......].- P e o
:|+It‘: §ix l“t-r:* F ™ II‘::“,' | {5}
e

20

o
LM

para por las condlicltonmy dul tworema, sl Ifmiga o0 4] Tedo derscho de =
la gxpreatdn { S 1, o3 L. Por conelgulentay

"’"*H%"' ' 0.0

1o cual prusbe al zase {1 ).

La demaytracién dal cape £ 2 ), a1 similtar " la wnterfor, ¥ Ta demastras
clén deb cave £ 3 ) evté baisds o0 lon rejultados de los cazay 1) y {2 )y

T “J‘.n al astudisnta como w)ercicle,
El Teoremy ¥, &, 14 conoce con #1 pombre de Regla de L'ASpleal,

Da este maners, queds viste que 14 regle o6 aplicable pora la forme -g .
animlamg, tambldn rascits apilcabls para 1a forma S 1la ambargo su demoy--
tracldn, na i preranie wn wate capfivlo, dedv gue cot furrs del alcance dal

Eurie.

fn conclupidn, cabe sanclonsr que Ta regle de T'MSplaad, sfilo en pplifca
bla cuando 1& pretentsn lag Formuy {ndelarminadas %ﬂ- —_

Clemple 3. '

Enconirar

1w —— -
A+n ban W

Spluclin:

tudtTwyendn on 1o cxpragftn x » O, & chrleng gue: -

Is cual #9 unn Indeterminsclin que porde elimingrye medlante 2] soplec de 1a
regla da L'HGpTtal, da sita ssners considerando |a waprasldn anterlor, coma

wn coclenta da Sou fumeloman 1w tinne gquer:

ri }
Ifa hnln * Ifm g :

=0 Ay

por 1o tante, apllcanda la ragls da L'Hép/tsl resuicel



fiwd ff W) 1
1|-—}—;-||- e
aap Pl astt PLE X +% pae” 2

flagImenks, tomarda u) Ifmite se ol lena
1

1m _1f_- T-=1

2+ 0 H4L m
par lo qus,

Elecelo 10 foicular:

ITm Fle)~ Ifm

N - s m x * F

Solueldn:

Al buscer wl (Tmlte do F [ M } connda x+ ., $s ObtTena:

Ifm Fi{n}_Ifm H - =

- =5 +1 .

Le Indetermingc!itn wnteclar, pueds aliminarin =mpleando para ellc la res
ale du L'HEpItal v connldarando o F { m §, cama un ¢oclenta du dos funclones,

ds 13 sTouilente Format
I Iim rt:]-th{L}.. 1im I"__i_-_t_}
L N ] S om ]
por lo tanto: -

S R N I
.er ') X L] - 9

Flnaimente:
1M —— =0
Maw 2 +1
En algures ccanlones, pusds suceder Qua dedpulds 99 haber aollcede lu re

#ln de L'W8gital, & und IndetarminaciEn, $rta paralaté w1 daclir, qua s& Eenga:

34

8§ —

fi=z]_ P ta) o
1Mm rE TRl 1w 7 : -

E* 1 AR

Er eate casg, la regle de L'HSpital pyrde aplicarss t4mcas vefes como -
ses necasarle hasen gua se hava eliminedo la Indacerminacidn, o san:

fix) [ " ial m }
1/n I:l:}-;ql-;= a l:].ltr: g“l:]. .I!= g :

x+a ¥
donde : i ; (
Ia -'{_Tf L3 Y L L )
K-a " -: " {a]

el procedimlento anterfor g0 CONOCH Can ) nombra d4 genpralizecidn da 19 ra-
gle de L'kGpieal, :

3 In I
Oada 1a Fumelinm: 2 0«
[T1 T
Flx]m=
1= cor m .
encontrar 1fm F { x}
=0

Soluelbn:

Conalderands w F { » } eomn el eoclente da das Funclonss, e detlr,
Fa ]

Fiwpafln}. 1'rm s’y
I Y T
torando el TImite de F [ & } cusnds 2«0, e l'unu1‘
]
lim F(x} = 1fm ;‘::'- Y L —E—

x +0 X +0 m+0 1 = goy K

Tw cusl ey wiw {ndatarminacifn wn Lo qua results aplicable l& regln da L'hipl

tal, con la que llxﬁhlllﬂll

Ila sen? H - Ifm —--“ﬂl i- :“i:n g
el T = car x -0 N A =

.

61



como pusda ohservarss, |w Indeterminacldn peralste une vof que 18 ha &pllendn

la ragle, de #ata manary, woTvlends o apllcar le regle por awqunde ver, re--

sulta:

amn ;' a3 } 1 cnsl ; - un: E' 1 e B 1

:I:[-u e .:.r; { €03 n ) —r

Flrmlrente, su obtleme quas

I ]

Ll 1

AR T

Elemple 12,
Dada 1w funcifm: F § a} .E'E-:-Ex_
Kallar, lim F { =}
"RC ]

Saluclfin:

Consldurands u 1a funcidn F [a ) -E:T';tm un coglants de do3x funs

clonas, es declri
f[{a abs
g la ; e W

¥ comprdo 1Teltas cuando x +G, se obtlene

L« -
S @Rt

-
dado que: L a+ == 8 x+ 0

Tcl::i-ﬁ-l-—;'-l{!'ﬂ

Entoncat pars alfminer 1u (ndecarmlneclén, o4 haca uzs do la regle de =

L'ufplcel, cenlendar .
im L ilm 2

x ~ £9C n L0t A
w-g O n =

1 ol A
" Hw
[ T X T A T ¥ oot TR

wa tlene Wue:
.an
=

-

i
e et 1fm - .'.E.E..._"....g...

T X cos A
n el a+D

Yolviende & spllicar 1a regle de L'HEaltul, ae ohElcne

1
= gem = 1 EER n £GY A _B
ITn wLon A ”'l.-nun:-cnn‘.ll |I.‘|:I
o= ¥ o

Finalmante,
ifa B2 .
Wb FIEA

Tal coma pusde apreciscee | Tog efemploap anlerlores, meestran Is aplfes
cifin da 1 regla de L'WSpleal, en 1oy catos en gua dnlcamente sa prassntan =

Inéetarminacfones da la forra g— 4 —

BETERMINAC |ON DEL VALGR DE LA FORNHA g =

51 una functin F § « ], considerads come o] producto de dos Tunclonas,
Fix)l=t{udeg(x), toma \s Forra Indetyrmninads 0= , pars un valor

da ¥, I8 Funclén deda puede excriblrae en la forma:

rt-:-r:n-,{;:-"_(,"_)..i_fﬁ

Eato 5o hace con el oblate de 1legar & obtamar uca de lax formes viataa

sfturforoente ¥ de ssi vaners poder aplfcer o regte da L'HSpltal.
EJerplo. 13

Coleular: 1Mm al x

+
x+0

Solug lEn:

Conyldaransda, » |fm x Lz comon

___l"‘ﬂ‘
Tm Fluw)lallfm f{x)}eplanl=ilm niLn .
:l."n‘II I“ﬂ* ) “"n*

‘m‘.:ftl}ln vo[xdmin



e obtionw quar  Jim s L3 =0+ =
I"“'n.
Par 1o tanto, heclenda:

L a -
I'm eLa = Jlm . —_—
kD" ;4&‘-‘; =

ta forma de 1n Indeterminacién sntarler, permite ¢l emplan de 1a regla -
de L'HEpItal, e ducirm

bim L2 a fte, e jm {eal=0
=+t 1 a+0 1 asfl

1 .

a A

For Jo coal limm L a=0

:l"ﬂ‘

DETERMIMACIOW DE{ VALON BE LA FORMA = - =

51 ura Fupclén F § u ), connldervda como la diferencls da don funclones
Flx)=f{x)=g{n}, toms Iy formy Indeferminsds wem  pars un va-

I lor da " x ", wn géenaral 3 p-u.:lble transformaria #n wna fraccldn gqua Lomard

la forma [ndeterminada g- ] —:, radlente nigln procedimisnto algebrafco =

y de estm manera, wy ponlble splfear 1o regla de L'HEpital, ¥ wncentrar un v

la¥ datermipada,

EJempla, 14 : Tl

Calcular lim (!—‘l‘— -l:—)

x+1
Lol e T80 3

Conglderandgs o 1im ( ;-:ﬁ- - L—l—):uﬂn:

=+l
1 1
11 - I 1 - = 1t -
REAMLER ,_','[ (xdestat] ey 1—.)

¥y vonandn 1imite cunndo o =1, resuling

1
l'jT(."_-i'TT:)'"" .

Fard elimings 'a Indeteralnecldn anlerler, o fraulsre de una tranafor-
maclln del 'I:fp'ug & +. 1s3 cuslics, medlants o] empleo de la regle de ==
L'Hpltal, pusden whiminarye.

_ !
Pe oyte manern, tomands coms Pecter comdn s ———y=y7—0 » results que

(T‘f‘r 'L‘T‘)'n—‘r“rr: txte-Das1]
por 1o qua, .

hlj:(ﬁ--l—: -lli.; .-:-:-[‘:I""E"

Ln Indrterminaci®n anterlor permice wpllenris Jo regle de L'Wpicel, con
T e e (B

a1 %1 [n-l]{%'l-tx

L [
lim —H--i—-l-----—-—-‘
Ll T v

Como o cbinrve despufs de apllear s ragle de L'HERECal, la Indatermi-

nactdn persfece, por lo qua lplfcirl:ﬁull Ay e F!I'I'-Illll

-—

L a x []
TIm = llm e —
x*t t-Xebnm nel ok ael 1 o2
- | F 3
n
z
- e ——— = }]m _..1._..-.-.%_

a1 mil*xa} u=1 14+n
por 1o tanto

i . i
”m(u-11[x).1

el

LT



Ejempla. 18

Calcylar  Ifm

(et s )

Saluclén:

Consfdargndo & Tla [zar n » +] Coms
x=0

Ma# i) - Ilj-ﬂiﬂ-l-:n'ﬂ = im (cot x = 4 )

tomanda 1Tmices cusndo 2 +0, rogultar

1 £y n 1
11 - — = . - ma
14-1{““" F 1‘;.1-..“:- E kefi A ¥ } -
Pueseo que pary 1o Indacermingc8n anterlfar ap exfste un procedimlento-
qua parmics climirarta diruglaments, 18 debe buycar algura tranaformacidn, -
wlgubrolen mellantn Tu cusl sba poslble vhierar ura Indelermbnnclidn gu! tlpe

q -
] & - r de esia forss, sodes apllcar Is regls de L™Mpltal,

Aal pues, 3] s¢ tows como faclor comin da |I'E:; reuldn anterlor a oL

wr obblena: L
I [T 1Y |
Bt M o= —— e -
x r {w v ¥, pero comas

1
thh § = el 18 tlwhe gQua:

1 1 “x = tan a
E A= - - -
cob a m e [ % = taa x ) i =

Ahora blen, obtenlends w1 Ifalte de In dichey expreslfng

1 L= [&% 9
1] - — - —
Ji= [ eorx-— ) M —s -

Por lo tantn, la {rdetarminacidn snterior, parmita &) smpioo da ta regla

dn L'Wopltal, sl puasr

Im Ao lan 1 = pec" n

= Iim
ETLEES

2
A+ 0 tan m + x 2ec”

i+ 0

D
-

2 1 [T
Aerd comal SEs M-T yun:-..:?;‘_-
(-1 ]
1
4 tlene que - 1 emal v o3
2 : v
- (11 ]
1hm I - see = - fim TR E L e 2 .
w0 ramom o+ aee n ka0 wsxox A+ 0 qen o foY W v m
ond 1 CoF X [43] L]
tns’ = |
- e eie—
Hewm MO E CHY E * &

timplIFlcande la GCitime exprenidn y wellizends las tuptlitueciones trigos

nomEtefees algulfantes,
2 i
ens ¥ = 1 = gsan’ M

Zitﬂlrﬂ-l!'!tﬂzl

TR LT
H 2

[ C A A | - T wen - 0
e AT x v w Llolrros ararar 1
a0 A R
yolwlends & apllcar In regle 40 L'8Bplial, y tonands al 1Tmlte 18 tiwan)
”.I“n:n - Ifm iun::m:_ﬂl_n
a*0 sanl Kk +x  a=l 2eoy Inel

Elnglmeats=,

L
Iim”m;-L Tm jim —e B EOFR .
O *

Lo+D 2eoala+ld
CETIRMINAC IDh JE VALOR DE LAS FORRAS 0%, ="

-

4f wna funclsn 9 [ x J puedw weprusarss #n ta forme F (= ]‘ b2l pue-

de pureder qua pars algin valoer o du n, 34 phienga quer
finu] -0.4;(:“]-0 quedando Ta Torms 0°

o blent
Fla di=139 {un‘.l - quedando & Farms 17

o rameldn:
f “n:l' % [:d}l-ﬂ quudandn 1a forms =t

fntances, pars podor dgt.qmrnlr un valer quse permita wlimingr 1a Inde-



38

1
ierminecidn pera cunlaulers de Jay trey formes sncgriores, ta sepios ol pro- Itm L # {n} = 2w 2L [1+ o ]

- ¥ e m
cedalynto que » contlmacidn se explicen Mo
5Il|ll'un:|6n|.{a]-fl,l]gt"] de dowde | ,
lim =L (1 » - =m v O
Tomandt tTogaritmes ngturalas o gmbas miembros de o expres!dn antarlor .
. ¥ apllcands lag propiedadey de bow logurlemas, sy obblane qus:
El whiodo para resolver dichs fadetarmlnacifn § Ingtaa ¥. b 3, [ngica -

qua hay qus conslderar al 1Tmlte sntarior comg o] producta de do3  funclones

tratands de 1legar w obienar una Indetarmlnpcl8n i;! [ *-IH_'-, pure podar aplicar
For 18 gus en code wno de loy caeos anterliorey, &l logerloms naturgl da 1a regls gy L'Héplral,

In funcltn, ¢ § x ), tomscd la fores indetecminads 0 - = . De exty markrs -

dugprminsndo ul valor dx wuts forma por &1 procedimluncd corrasnpondlanty wine

L ¢ bed = gludiric)

Al punt, slgulends dicha procans retul tan
1

Live -

fm L LY s—1= tin -u—-—‘———m

ta snterlormente, w9 obklfana ol |Tmits del Togariyme dw 1a funclén # 0 n ),

O tal forms aue, 2l w} [Imite poms o1 valor " o ', as ducir sf1 K ow e =
"LI: Le (nl =n Caleylenda al H'mr'-t: de 18 g1t ime axpresldn na oblenen
o L "1_ + %
EAIRNERIE iy (k) =4t ) L T *
LE) J.a n

bpllcprndn ahora g Regls de L'HBRITal,

Flempto, 16, (
" " e : ‘ ) - Iim =
-t

Calewinrg ull: 11+T] 1m ' iim
o+ o T— Ao o - [ Y I-
lag 180 I
Aoluclin: buscands al ITalts results: Sl
Cons Idaranda L& +adranlds sntarior comt I I \
P LR 1 .x :‘:-- *a -
m ¢ Lxe)= Yime {n) -III{1+T] "
e m At m A e - Do eate meoEre,
1
bogcands &l Timltw, 1o chtlensd Tim L #{a] = bim —1- - 1
* -
”-‘{!}_‘ LI ) u-l--'l'l-:
N +wm
_ foma el 1TmlEw gue 3a busca s Nl 4§ o ), Tinaimmats queds,
L3t Indatarmineclén combucn 3l ampieo #a) process didcrltg ancariarmes [ 1
e, g (mnbetim fiai? = =a
tu pura allmfngrin, a3l puss, tomsnds logaritmon aeturaler ¢ ppileanda L - - a ,._'"
propledsini i ton Toger jtmos se shglena 4
P
- -



[Jempia, 1

Calculart Iim x"

x*t =

Loluc)dn;

-X
.
Congldarando & lim n ot

Kam

Mt ¢ (2)= 1t F{uy® $ ") o 2* e s

-
- W . K o+ wr

womanda legyr | pmas,
Ma Lo fadwite aF LegmBum
T o m
dpllcanda ul mbtgdo pars allmimgr dichs Indetwrsinecisn, e tlena Guu

L m -
T Le lim e m —

o -
LI _.L A =

=-n

] .

Ucilzando Ta regle de L'W8p el y calculando ol ITmice »4 cbtjens,
1

tm 2o e e My ——tm— oy
Eaw 4 oo - il Eu g X4 -
A1, pusn, sa tlens quai
Im L 4 (u])= Im L—-:--l)
Ar - LIS
Finslmanoe,
-

Tw o « 3 n vim #0300 0 1 W a0y
X+ w L
] g, 18
fallar .- Liw, w0 "

Aapn

-

-l -
el

Baluclén: |

1) ”!“#[;u,}-1|m+ft!]ﬂtll_”m L

%+ 0 %+ x +0t
Tomanda logarfmes: L 2™ * e smn x Lamslim L™ % m s sen x| g
e’ LY ﬂ"

Um Lglx)= lim b5 o .=
.-t :-rl:l+_1_ - .

iEN A

Aplleands 1o regls de L'HEpical:

Ll z
e, Lo (n) = Tim—2e g 2802 O
ar D 2+ 0 - e X K} ricpbk s D

1en’ 2
apllcandd nugvesente o reglan

1

L 1en K €95 & P
1T L - 11 -
-‘_’t-}' '+cntl-ll|nu LIRS re
=+ n+{

Lusgo 118 g | = ] = llm e e
a=g K =0
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¥Ii1, | SUéESIGRES
Con el objero de introducir el concepto de sucesiéin analj
cemos el viguiente casa.

Supfingass que un banco decide pagar el 100% de inteorés
anual, Exto es, s5i alcuien declde invertlr un pese en dicho ban-
¢co, 8l caba de un afo tendri.

1+1=2 pesox

51 el banco efectugrg la composicidn de lntecfs scemestral-

mente, &l inversionista le irla mejor, pues al cabo de medie afo -
tendrin
1+% peias
cantidad schre la cual s5¢ pagarfa ol otro 501 de interés.
durante el segundy semrcstre panarfa
(1+3) [P pesos
por lo que a1l final del aflo tendrfa
[l*%ﬂ*[l+%}f%}-[1+%}l-2.25 pesos
Ahora bien, si la composicidn de interfs se efectda tres
veces Bl aflo, el prso del Inversionists 2o conwvertiri al final del
afic en
.
(1*x) = 2.37 pesos
¥y 1l la composicidn se efectGa cuatro veces al gfio, en:

L

[1-}] = 1.44 npeyos

En general, si 3= compone la inversidém n veces en un kAo,
por cada pesa invertido se ohtendrd al final del afie

1,0
(145 Pesos

EsLn es,

L

1l andlisis anterior puede tesumlrtse en la siguiente tabla

Nizero de composicio Cantidad recuperable par cada
nes en un aho. reso al fjnalirar el afin.
1 (1+1}* = 2
1,0
2 (145} = 2,25
1 ]
3 _ (T+x) = 2.37
1 L]
4 [1eg) = 2.44
r "

Como s ve, hermos establecido una funcién
f:N + R
definidﬂ.por
fmye(iel)
H
que asociag g coda ndaero natural n (nlizere de veces que s CoApone
el interés en un lﬂﬂ} un nimero real [1;%]“ (centidad que se recu-
pETA anudlmente). . -
A partir de eata funcién, podemoy formar la coleccibn de
térrinos
£01), £(23), £03), f(4), .o., £(R), ...
o sed

1 n
2, 02.2%, 3.7, .44, L.y, {1'HJ . oiea

a la que llamaremos sucesidn infinita y que, en forma abreviada, de

- [

Aotarenos can
1 » l
{[ n]']



[Befinicisn.

Unz sucesidn infinita ;5 une €placcidn ordenadas de térmi-
os

01, £, (3, ..., £(m), ...
formads e partir de una funcidn [ cuyo dominic es el coplunte de -

lo3 nimeros naturmles.

A f(n] 2w 1l# llama términe endsima de la sucesifin,

En forma abrevisde, reprasentaremas con {f{pl} 2 la suce

sifn cuye términeg enfsimo ws £{n].

Ejemple ¥11, 1
Las siguientes $on sucesiaones infinitas:

a) Mn't= 1, 4,9, 16, 25, ..., 0", ...

h‘} {%}'st Ii's Ir'i'ln %I ';"I -'lp%! e
el L-13™'d o= 1, -2, 05, <4, o, (-1, L

n N |
4 [{%‘j:r] e Il, -1, -; i, %...-. (i_-'i__] Boam

Obsfrvese gue 1x definicidn po eacluye la posibilidad de
qur los tfrminos de 1w sucesidn sean nd;eros complejos, como en el
casg d] de] ajemplo anterior.  Empero, en lo gue sigue trabajere-
BOY Con Sucesiones de nfimeros reales, & menes que 3 indique OLra
cosa,

Yolvanos mhora sl ejeeplo del Llpterd#s bancario, Comg -
s¢ puede ver en 1w table, & medida gque suaenta el niferc de conpo-
giciones de interfs en un aho, sumenta la cantidad que el jnversio
nista recupern, Sin ¢mburgo, peodemos preguntarnos: [Existe algu

ne captidad mixips recuperable por ceda peic invertida aunque #1 -

Ll
«

nimers de composiciones por afo sea tan grande comd se guierat
Para respoRder a asto, veamos que Sucede ¢con £l térdinn

n
{‘*%ﬂ 4 medide gus N auaenta:

- a
n (1’Eﬂ
1 2
2 7.25
3 2.37
24 2.6637
365 1,718
B,760 2.7181
525,600 2.7182

Veaos que [1'%}n crece cada ver mic lentamente {por ejem
plo al cembiar n de B,V60 a 525,600, sflo cambia Ja cusrts clfra de
cimall}, lo que nos lleva & pensar que hay un 1fmite pars el <reci--
miento de [1-%}n‘ Dicho limite eps &l plmero irracional

' es 2.71028182B4 ...

Entonces, la cantidad recuperable por cada pese invertida
nunca 3eTE mayer que "'£" pesos, por grande que sea ol Aldmero d# com
posiciones efestusdas anualpente.

Ly discuslén anterior se resumpm en la exprenldn

1 {1+
o [1+e=] =g
n= R



n
y pet ello decimos que 1w gucesidn [[1*%& } tisne limite (el nUoaero

£], lo cual representamos pediante
n
lim [[1+%J bue

Limite de una sucesifn.

En genernl, diremos que una suceaidn [(£{n)} tiene 1imite
si, ® mrdida que f crece, f£n) se acercs & un clertn valar fijo L.
Exto es: .

i n o= owm, entonces f{n) + L

En este casg declmos que ls sucealdn {£(al} es converged
te (converge a L).

Este concepto pueds expresarss formelmente en la sigulen

ta

Definlcidn.
Una tucesigén {(f(n)) tiene limite L si, para todo ndmera
E >0, par regueflla que sem, gxiste un nimara M tal que

[f{n}-L | <t purs todo n > M

Sinbolizamos esto medlante

lim f{n)=L

new=-

Ejenple ¥I11. 1.

Demostrar que la sucesidn
oy }-.... ‘11-

tiene limite L=0.

Fequerimos pars opllo demcstzar que siendo £ > 0 existe uR

H tel que

=
iy

bk A

1L -oj<e ¥n*M
Como I% -ﬂ]-l%l -% poer ser n #iempre positive, tuﬂ?nn:
mo<E
de donde
:-.:.%.
por tante, ¥E#D existe un pOmerTo H-% tal que
l% 0] < ¢ ¥r N,
quedando demustradn. ’
Mo todas las suceslones aon cunvef;enttl. Por ejempla,
la sucesifin
1, 4,9, 16, 25, ... ', ...
no tiene 1imlzTe ya que
s1 n==, entonces nfes .
Para calepnlar el 1fmits de una sucesidn convergente, pus-
den empinatse los teoremas bisicos sobre limites gue sl estudiante
¥a conpce para #1 caso de funclones. ?ur tjenplo, para calewler -

el jTonite de 13 sucesidn

.01, 04, ..., 01, Lo

I Ty LI

podenos proceder de la sliguiente mATETA:

1 lim , , lim 1
lim nel _ lim 1*m _ nx= n+» [ _1+0 _ 1
n+= in nn ¥ Tia ¥ T X
n‘ﬁ-ﬂ

Comz ejercicio adicionsl demastraremns, &n base a 1la de-

finicién, que . '

lim nel _ 1
n+~ 3n ¥

B T i

2



En efectu, comg

] n+*l-n

nel | ol 1
== - 31t IS5 "Il = 53
sr cumplird que

n+l 1

" 3 < £
si ¥y afilo si

1
5w <€

e1 declr 5i -
1
TI‘-PE
por la que, Y{>0 existe un nimere H-}r Ttal que

L R Yo,

Suceslones wondtonas.,

5i analiremes la sucesidn

((r=1)231= 1, 1, 2, 6, ¥, ..., (n-1)1, ...
vemos gque cada téTmino e mayor ¢ iguel que el anterior, por lo gue
diremos que 1o sucesifin es creciente. Por el contraria, 81 €n ung
suceslén rada término e: menor o igual que el anterior, diremos que
la sucesidn es decreciente, comse eh ol sijuiente caso:

1 1, 1,1 1
(LR M. S ]

Definleifn,

. Sea {F(n)luna suceslién:
11 51 fin+1)z Fffn}, ¥YneN, la yucesidn #s creciente.
2y 5§ fin+1)5 F{n}, YngN, 1s sucesidn e5 decreciente.

A unw sucesidn creciente o decreciente se le llaza mond-

1Y"Ymom

/|

Ejemplo YII. 3.

al La sucesldn del problema de interés bancarie

2, 1.25, 2,37, 1.44, ...

es una sucesiép monfitona creciente.

bl No siezopre ¢% pu;iﬂle definir una sucexidn mediantes una 30ls e

For ejemple, la sucesidn

11TITII'I11$
LWLy ey

gla de correspandencia.

e purlde formar a partir de laos Teglas:
f(Zn-1) = g—r ¥ £} ghor

Esta 5 una stcesifin mondtona decreciente.

€] La sucesidn

(D™ e 21, 2 oy 3o

p +rr

no es mondlong ¥a que no % creciente ¥y tampoco decreciente.

Para la sucesidn

1, 1, b, wany 1) ves

Ly "

podeocs construlr 1g siguiente grifica

Finl4
I I R e
T .
&
. ]
- » - _ cq
1 ? X 1 S & 7 3 n :



donde pucde apreciorse clargmente que todo téfcmino de la sucesifn
5 BMENOT o igual que t, par lo que diremos que | e» una caia Supe
riar de g sucesidn {%}-

' For otre parte, como todo t8rmino de la sucesidn ex ma-

¥OT que Cerp, estez nflmero ey una cota inferier de [%}1

Definicidin, .

1)} El nﬁm;ru Teal p &% und cots superior de e suces!dn (£(n}} si:
f{n)] 5 p. ¥YnihN,

11 El nfimero real g &% une cote inferior de la sucesldn {£(n)) si:
fi{n} z gq. Yook, '

Una sucesifm %¢ dice mcotada si tiepe uns cota inferior y

una cota syparior.

\ 1
De acuerdo con esto, la sucesidn (-}, que camo vimos es -

mondtona, rs pdemfs acotndd

Teor=mm ¥I1, 1.

Toda sucesidn mondtens acotada tiere 1{mitw (¢3 convergen

te),

Demostracifn,

Proharemos el tedrema para sucesionss monfitonas cre-
clentes:

Sea {C[n)} unk sucesidn acotada. Coma {Fi{n}} admite wna
cota superlor, por 1 axlomd del supremo tiene una minima cnfa SupE
rior m 18 gue llamaremos L. 51 E*D, L-£ ne puede ser una cota su-
perior de (f(n)}l; por tanto algdn término de la suceslién es mayor -
que L-L, 0 sea

T(k]>L-£ pars mlgdn kcN T
tome {f(n}] ax creciente:

X
jm—

LM

fiml 2z f(k1, Yook -:
¥, por [13: ‘
f{n)] » L-L + Yok P )]

Por OtTa parte, como L =5 ung cots superior

£(n) 5 L YneN B c e ()
de (2] ¥ (5] st
L-£ « f(n)] = L Ynrk

restande L
-=£ ¢ f{n}-L 2 0 YRk
lo gue implica
Itin)-L] < & ¥nrk
con lo que hemos demestradp la existencia del 1imite, que es preci
samente la minima cots supeylor L.

La demostracién es similar s$i [£(n)}. es decreciente,

Eiemple YII. A
a) Ya hemos visto que f%l s ponftona ¥ acotada, por lo que Segfin
el teorema anterior tiene llmite. ' Esto concuerds com l¢ ohte
nide en el ejempla V1I.2, donde se demostré que

lim 1
= ﬁ'ﬂ

B} {Consideremos la sucesidn

2 T IS SO S
rr o [in=T)"

Estz es una sucesidn acndlona crecients ya que fin+*1])>f[n)

" ¥ReN, como se depuestra & continuacifin:



-1 -1
EII’I-‘;; * I:in‘ j
Li{nel) > <Li{n+2)
Lin+t]) « L[n+*2) lo cual es evidente.

for otre parte, l& Suresidn ex acoctads ¥a que

=1

1] [ &% ura cota inferier, pues por ser creclente
-1

f{n] = 7 ¥nch
2) Como L{rs+1] > 0 ¥ne¥, ¢ntonces ETﬁ%TT €2 slemprc negative ¥

cualguier niimerc po3itivo #s una cota uperior de la zucesidn

(v}

Line+T}""

En base a 1o snterior, del teqresw ¥11, 1 3¢ concluye que

la sucesidn tiene limite.

Se dejm w)] estudiants la obtencidn de dicho 1fmite.

= ma m mm o m @ B T ®m m & omomomw x Ak * = = om

YII. 2 SERIES.

Una forma intetesante de introducir el concepte de serie
nos la proporciona la siguiente parazdeja, debida a1 flldscfo grie-
go Zendn de Elea (sigle ¥ A.C,0: z

“"Un estredar no pupds alcanzar nunca la mets porgue ’ifﬂ
pre hn de recorrer la mitad de una distancia antes de recorrer la
dlatancia total. Ex degir, cuando haya recorride !a primera mitad,
tendri que recorrer la OTTA Mitad. Cuando haya recorride la mitad
de esta Gitima, Ie gquedard todavia la cuarta parte; cumnde haya re-
corride 1a mitad de ssta cuarta parte, le quedari la octava parte,
y asi succsi;anente.“ )

Apalicenos con mids Jeralle esta situacidn:

5i supenemos que el carredor se desplaza w velocldad cons

tante y le lleva t segundes tecoreer la primera mitad del trayecto,

nl tiempo en que Tecorre la diatancia total serd

L+ % . ; * % ot LI 11

}a idez de la parsadoja es que 1z suza de un niaero infini
ta de términps, came (1), nd puede ser un pbGzeto finlto, por lo que
el corredor po podria alCmflaer 1 meta en un tieppo finite. Sin
embarﬁu, sabemos que si el corredor se desplata a velocldad comstan
te ¥ emplea t segundos en recorrer la primera mitad, llegark a la

meta £n T 3egundos, Podetas por ello supener que!

t t T t
tl—-z":"!’iuu' —""zn_i *,.. 2L [2}

con lo que hemos asignado & la suma infinita (1), que llsdarewos se

tie, un valor finite It, esperando que la igunlidad (2] sea vilida -
{

-
- Y



en algdn sentida,

La expresifn {I) puede® representarse comd

|
. E

n=1 277! " (%) ‘

Definicifn.
Uno Serie es la sumn de un nfimerp infinite de términes:

* + - * * L.
o, a, a, Bn

Obsérvese que ios términos m, , a,, a,, ..., o coni

at
tituyen una sucesidn.

Otro ejenplo de serle 1o tonemos’al interpretar ls €xpTe
sifn decimal del nimere raclonal } :

Q.33% .

cuye significade es

= . R (1)
14 104 11! 14
par lo gue
-
3 1
I — - {5)
Ay 107

No sieopre 5 posible asigrar a una serie un veler finite
comd le hicimos en [3) ¥ (5). Por ejeppla, la seris

1+4 49 16+ .., +n' + .., (6]
tereca de un valeor finite fomo suma Cotal,

A las series [1) ¥ {4) 3e les 1lama convergentes, mirntras
gus [5) se dice que =5 divergente.

Antes de eatablecer une definicidn foreal de convergencia
y divergencla de series, velvamos al anflisis de la paradaja de Ze-
rin

-
-

A parclr de La serie

-
t T Y . S, 1
pel 10°° ITTE e {1

podemnns former la sucesidn de tumas pArCiales

S,v 8p0 5,0 5,0 rees Bpu e _
donde ]

SL -t
t

Sl't":-

5,'1-%4-}

- 4tot+ rt
I A A o

Vemas que =1 térming genersl S de 1 sucesidn de sumns

parcinles, o5 la suma de lo$ n primercs términegs de la serie (1},

'y en el 1imite:

= t 1lim
nE1 At " e On

para celeilar este limite chserveans que
5, == (213t
5, =t « % -7 - %J;

S, =t » i + } . (2 - }}L

¥, como putde demostrarse por induccifn matemitica, el término ge-
neral da 13 suresifin de sumas parciales es!

Tt
et

1
z-I'.I."l-

jt

S,mtelade .o

per 1o qua:



lim - 1im i
nv= 3n " pe= Ez'zn-t‘-'t =it

Con #5ta vepos que la expresidn {2]

* r - 4 - L - - -E__ -
SRS I B SRR = SRR

ex vilida 51 interpretemeos la suma del nimeare infinits de términes,

t+§'+§'+}."'+2;-x""
coma. el 1lfpite de 1a sucesidn
TRERS DI
2
Deflnicidin,
Sea
Bova AL At

una SETie, ¥ sea {Sn] una sucesidn (llameda de sumas parciales) tal
G e
5“’ l.*l.‘l"‘++ -"‘I-n-

51 exizte un nidmero real 5 tal que:

lin
= Sn %
s#¢ dice que la Serls €3 convergente y tisne 3una 5, €0 Cuy¢ Casc s¢

escribe

n

Una serie no convergente s5¢ dice que es divergente.

Nétese que le “suma™ de una serle convergente e5 ¢l lfmite
de una sucesidn de jumas parciales y no se¢ puede obiener medlante -
uns sums ordinaris de térmipnos, puesto que #3tns son ur ndmers infi-

nita.

Para las series convergentes, el slmbelo

se utiliza pars indicar tanto la serie como 4U Suma, a pesar de SeT
dos conceptos distintes (18 suma topresents un nfmere y par tanto -

no puede se¢r convergente ni divergente}.

Ejempla V¥II. §&.

a] Fars ¢! cato de la serie (4): \

3 3
— "‘_I““*+__‘"”
w10 10™ :

se tiwne gque

I 3 3 1 } i
5 & = =« + P L. f —emm {1-——]
JETRRTUNTH w T P
[bemufstrela)
Coao

lim o . lim
Y+m h Ty

1 ( 1 1
1 —
- w3
ia serie converge ¥ Su SuUMA eF } :
o3 1
aet 100 7
b) Para =] cago de la serle [B]:
1e445+, . onte,,,
el término general de 1a sucesién de sumas parciales es

sn-t-4~9+...+n‘- E {Ini+3ne1)

[(Demuéstrelal
En este caso, 1 1imite de {5_) ne existe, ya que a mE-

En peaslioned #f

dida gue'n crece, % {2n+3n+1] tiende a infinito.
Cot



10 3¢ aimboliza mediance

lim
neo

2 {In's3n+1)= =

Ern consecuencia, la serie (6} es dlvergente.

Cn los casos anteriores, hemas obtepide una ¢xpresidn sim
plificada pera 1n suma de los primevos n 1érmines de la serie, que
permite calcular ¢on facilidad &1 lImite. Sin embargo, asto no es
slenpre posible. Pe hccha, en la maveria de los casos no existe
una cxpresidn simplificada de 5, por 1o que estudiaremos atros mé-
todos para deteyminar la convergencia o divergencia de upa serle.

Condiclén necexgria para 1a converpencia de una serie,

Observempt que en las Series convergentes

Lb ot t
EEICTTEC et A (1)
¥
_._:r"..+ 5 +i+_3....+,..+ 2 LI [4‘]
(T L [ R [ 10"

#1 térwmino geners] tiende & c#To, a medida que n crece; es Jecir:

lim t lim 3
new 2n-I -0 ¥ hirm L a0 -9

Este hecho se presents Siempre gue una SeTie 3% convergen

ie.

Teorema VILI. 2

5i la serie L s, €% Convergente, entonces

n=1
lim -
n+= ®p 0
Demoseracidn.
o
o

L
Sea I @ una serie convergente y sea {5n1 1a sucesidp
nel
de sumas parciales.

Coma la seTis #3 CONveTgen:te

lim lim

i Sn p— {llil,-...va“} - L (Y]
¥y tembhién

lim lim

ne= Sn'l- il E"l‘.‘l““*‘*an_lj "L EZ}

restando {2] de (1)

1im [ ‘-a'!+""l 1 - ;::

Tt 1 (.i*.l""+a )0

T n-1
per las propiedades de la: limites

lim

mem L8 %3 %o, va ) - {al4aif,+.'an‘=}} =0
por tanto

lim -

H+m ln 0

Esle teorema establece una condicidn necesarla para la -

canvergencii Jde una serie, 5in epbargo. dlicha condicidsn no £= LTy
ficiente; #0 ctras palabkras, ¢] hecho de que ;j: a =0 no implica -

que la seTie sea convergente.
La verdadera utilidad del tearema ¥II. I =5 que permite

esrahlecer =1 siguienze;

forolarie (prueba de divergencia)
gy lim

T+ w

s F [, entonces 1z serie T a es divergente.
=1

Ejeople VII. &.

4} Para la serie T %%T #a tiene que

n=l
1im . 1im 2n T 4 op

- ﬁn = O+l .



per 10 gue 1a serie o5 dlvergente,

- -
b) Pars 1a sevie [ 1 es clare que
=y T
lm 1 _ 4

n== n
En este caso el teorems ¥I1. 7 no nos peraite decidlr si

la serde converge o divergn.

1
— COmg

-
¢} En el casa de la serie Il .
-1 n

Ha 1 .,
) I'I-:

3¢ tlene un caso enfilogo al bh).

Fosteriormente demostTATEmOs que I
ne

, l1lameda seria

-
arnfnice, es divergente; mientras que ls serie :l l, €5 convergen
. n= ||

Te.

Fropiedadey de las serjes.

Las seTies tiepen cicrtss propiedades gue vale la pong -
mencionay antes de estudier diferentes criterios que nos facillten
el trabajo de establecer el caricter de convergencia o divergencia
de una serie:

1) El cardcter de copvergencia o divergencla de una serie no Caa-
bie 1 tedos sus t&rminos se oultiplican por uUna constante di-
ferente de cero.

2) El carfcter do copvergencis o divergencia de una serie no Com-
bia 3i 3¢ agregs o suprlas un nimera finleo de témminos.

33 EL carheter de convergencle o divergencla de una serie de tée-

mines POSITIVOS ng cambia 31 3us téralnps se agrupan de cunl-

in

quicr manera.

4) S1 L o ¥ E‘ b son dos series CONVERGENTES, entonces la se
nsl = =
rie I {ﬂan*an} e5 Laabifn convergeate Yo, B¢ B ¥ 3u sumd estd
n=1 N
dads par - -

I fos_+8b Jea L a +8 L b_.

el n n gl ™ peq M -
S5¢ deja al estudiante la demostracifin de las proplededes

1) a 3}, Fera una deacstracidn de la propiedad 4] puede consultar

5¢ la referencia 1 pig. 47).



VI[, 5 CRITCRIOS DE CONVERGENCIA-

Podemos demoitrar que Lo serie arodnica

t | 1 1
LIRS ShdE SRS SRAETEEAE S

¢ divergente, agrupando sus términes en la siguiente forma:

i

e b rp g g ()
Chaervemos que ceda une de los tfrmings enire pardntesis

de esta serle, ns mayor o lpgual que los de la serile divergente!

R R N (2
¥4 que
121
1 1
11
1,0, 1.1 1
o S B SRR
11,11 11 1
-4t A0S SEIR o oF S Nl §
LI NS S TS O S U N T HPRL SO PO S M HEP

P10 10 12 13 14 15 %6 18 16 16 16 16 16 18 16 2

En consecuencla, la suma de los términes de (1) seTd maver

que la suza de los t&rmines de (2], Come la suma dr los réraines

de (2] tiende a infinito cuapde n+™ (par ser esta serie divergente),

entopces, 1a suma de los tfrmines de (1) también tiende a infinito,
por lo que la serie arndnica 5 divergente,

E! wétodo aquf empleade, conocido coap criterio de compa-
racidn, pueds formalizarse comd sigue:

oy
Ty

-

"

Criterio Je comparacifin,

Sen E a und serle tEmminos pasitivos {nnzu, ¥aeN) oy
ne1

¥o tEricter qUEYemos conacer:

1) 8 I €, ts una serle CONVERGENTE de térmings positives y +
n=l o=
a_cc_, ¥WneW, entonces I 2 es CONYERGENTE. -
n="R petl @

L

11 %1 ¢ d es una serie DIVERGENTE de t#rnminas positives y -

fi=l
-
a_>d_, ¥neW, entonces [ 2 es DIVERGENTE.
n=n pet D
Demostracidn.
1) Seq! Sn-llil:*.,,nn
- - -
¢l téroina gemeral de la wucesidn de sumss parcisies de ¢ &, Y
nal
LY H
Zn-cl~ct¢q+++:n i
-
el de T ¢ . -
nel M
Como a, z Toe ¥nEN, entonces:
Sn % i

Adeals, par ser EI €, convergente, cxists el 1imite dw
n=

{In} al gue llameremes L:

ile
n= in ~ L

En consecuencias

lim sn <L

'“'I'-




L.
- Par otre parte, como L a_ es una serle de términos pos)
net =
Livos
5, * o
Por tantp exlste un niimerc real 5 entre cero ¥ L tal gue
lim
. Sn - 5
: -
por 1o que la serie [ e, =% convergente.,
' n=1 .
-
I1) 5Sea [ 4 una serie divergents
n=1 -
y sen 2 2d ., Wach,
L.
51 supohemos que I a, &5 uha sorle canvergente, par la
ne1 *

parte I} del criteric de comparacifn se tiene que

a_»d

n ¥aeh == 1 dn es converpente, lo cusl conttldl

<e 1o hipbtesis,

-]
la serie I a
. nmi

Por lo tanto, e divargente,

Et clara que, para poder utilizar este criterio se tequig
[+ CORPArar con teries Je cardcter conecida. eqte las series que
afs se eaplean pars comperar estin las SeTies geomEtricas y las se-
ries "p", que trataremos & conlinuacifin,

Serie geomftrica.

Upa series goomftrlica es de la forma

]

n-* ]
= & * B * aQ * ... T odg o

Vemos que cada términc es jgual zl anterior multl

plicado por un facter fijo y llamade razdn,

12

La convergencia o di

vergencia d# este tipo de series depende del walar de 1o razdnm 4,

CARO

YETEROS -
La suma de los n primeros términos de lw serie es:
n-1

5, ™ @ wag + aqI LTI I 1) 147

Multiplicando esta oapresifn por q:
9%, = aq + aq’ » aqg +...+ ag" (
Resxtandg (2) de (1]

n
5,0(1-2) = a - uq

de donde

FOT lo qua:

lim o _ lim af1-g"

HEL n T+= -q

Este 1ipite depende dal valor de g ¥ se pueden destacar -

tres Ccasos:

g} 5i |q)<1, enptonces: lim q"*0, por lo que: 2
L+
Hn o, =
n= n 1-q
¥ en consecusncii la serie €3 CONVETEERLe ¥ SuU 3uUmE €5
v e oa -
I ag =
nel T-q
] 5i [q]| *1, entonces: {uando ne=, qn+a é q“+--. por lo que:
lim
fiem O
no existe ¥, en consecuencla, la serie es divergente. ¢
1 5i iq|=', entonces gq=1 & q=-1.



13

Para q=1: ) Empleando el criterlo de comparacidn, ze concluye gue la
L2 - serle (1) o5 convergente.
[ !
ud nEI a4 at+atat... ’ B Pira determinar el cardcter de la serle
¥ la serie es divergente. ; S+n 1) *
n
Para gq=-1: nel 3
- . veamps: 5§ las series
E oag" =2 -a*+a-a* ... -
n=1
: - (2)
¥ Ia serle =3 también divergente. y nel 3
(Dempéstrelan) I
r - 1
Resumicndo: i n+l ¥ '
I = -
La serie geomfeorica @ £ an ! converge al ¥ sdlo ai SOn convergentes.
' n=1
[ql<t. ) Fara aralizar la serie (2], utilicemos 1a aerie peométri
£a convergente: ) .
Cieapla VI1. 7. « ,onn i
. I [I} .
w) Pare determinar ¢l cardcter de la serle n=1
- 2 4 4 4 f Por 1as propiedades de 1lad series convergentes:
e veuldl S SRl ¢ ERD + SRR ()
n=1 37774 I T PO L SR .
I (g} .=z [ Stpiy) -¢ T =5
podess emplear la serle geométrica f=1 n=t “nel ¥
- L i 1 e . de aguf que la serie {2} r$ convergente,(propiedad 1] de las series)
E"f:) "'I’g'ﬂ’--- (2 )
n=1 . Para la seria [3), utilicemos la serie peumftrica conver
cuya raifn va g = }, por loe que es Convergente. gente
Comparando estas dos serisy vemps que T I ; PPl
4 n=1 n*l *
1 “ Comd =5id serie £3 conveTgente, entonces
4 4 -
< - n )
T 'rx (3 Y . -
LI . . =T .
b ¥ .
. también es conveTgente,
¥ *n peneral! .
———
\ III.*I-,‘ lil'l'l-
PR .



Comparando {3) con (4):

n 2.7 vmenN (Cemuéstrelo)
- " (I}
L]
For el criterio de comparacidn, la serie [3) tambidn es
COnVEYgente.
L] 5 -
Comg T Svr I EE son serley convergentes, la zerie
n*t 3 n«1 3
= - -
1 . g L. g S
n=1 1 n«1 1 n=1 3

es convergente (propiedad 4)).

Serie P,

| 1 1 i

T __-]+_+_+—-*...4"—
I'I.'TI‘I.P - zp SP qF nP

Las convergencia o divergencia de este tipo de series de-

pende del valor de p. Podemos considersr tres casos:

a) 5i p»1, rgrupemos los términos como sigue:

1+ 1 +1_]+(1...+1.-..+I—.-.-+1_}l-,__ [1]

b T ! Y T

¥ <consideremas la serie

2 4

1 # — + — + .,
2P 4P
1

que &5 una serie gpeomEtrica con a*l ¥y q - i; - EETT. Como p*1,

q £3 un nlmero positivo menor gque 1 ¥y la derie es convergente. Los

términos de esta serie pueden ser escritos en la forma

1l— 1l—- l—*1—+1—i‘_q- 2
1+ [:p + zTrI] . {‘P T ‘p] (L

A, —_

Yemas gue, cads uno de los tfrmings entre parfntesis de
la serie {1} £2 menor o igusl que su correspondiente de ll_seri::_
convergente (7Y, por la que, del criteric de comparacidn se sigu¢‘
que [1} e convergente,

B) Si pel, la serie p es la %erie arménles ¥y, comp vimos, es dji-
YErgente,

¢} 5i pct, cads térming de 18 Serie p es mayor o igual que su co
rrespondiente de ls serle arménica, y por ¢l eriterlo de com-

pavacidn la serie p es divergente,

Resumiendo:
T
La serie p: E - converge i y séleo si p»1,
. n=t nF

Ejemple YII, B.

2] La serle £ lT del e)emplo ¥II. & e3 una serie p, con pe2, y
n*1 n

POT tanta convergente.

1 1 1
La serie [ :E =] 4 :? * ;E

¢s una serle p divergents (p= 1/2).

b) Analicemgs &l caso de lp seTie

Phevebedohe o B
n=

comparindola con la serle convergente

T 1
P S S (S i ST (2)

-

qq



Observamor que

[ 1 = 1

Tyn]
1 - 1
T T.
1 1

) T SR |
1 1
- B 1 4
1 1
101 4 4

¥ se puede dezostrar por induccidn matendtica que:

-l—-ﬁ-‘--r, ¥neW ¥ nz4

n! n

e dice por esto gue la serje (23 “domina™ a 18 series (1]
a pattir de n=d, Vale la pena entonces observar que:
Bastw con que las desigualdeden
b %,

8, 2 dn

del criterio de comparacidn se cumplan a partir de un cierte valpr
de n, pare que dicho criterio siga siendo aplicable [ys que podemes
suprdmir un hlmero finito de términos en las series 3ln alterar su
cardcter de :nn;ergencia o divergencla).

L]
For elle, podemps concluir que i %T £5 una seris Cof
n=1 '

YeTREnte.,
Otra forma de demostrarlo es la slpguiente:
Multiplicanda por 3 la serfe [1}, obtenemps la serie con

vyergente:

. 3,3, 3, 3
]:“_r ]+I¢F+Tﬁ-+n+,,, (5}

-
Ln

Cozparande ahora las series (1} y {3), vemos que:
£

L4

e e oo o -
"~
::1;..4. aq-..-u Wi Bl

<

¥, como 5e puede desostrar por induccidn matemitica:

<« 3y, wney

: n

=]

Pademas entonces concluir, bassdos en el criterio de com

paracifn tal come se enuncié origlnalmente, que la serle ; %r
n=1 "

£1 CORVETgente.

En ocesiones, el ecriteriao de comparacidém es de Jiflcil
aplicacidn prictica [dicha dificultad estriba en encontrat la serle
Por a5te, introduciremns atro crl-

que servird de comparacifdn].

terlo conocido como criterio del cociente o de d'Alsmbert.

Critaric de d'Alembert.

Sea H a, una serle de téTminos posltivox.

- nui
Caleul . lim fnen
alcUulemps: ne= a

n

[} 5i L<i, la serie £3 convergente.

! 3
117 51 L*1 & -%:l += cyando o=, la serie es divergente.
. ' n

111) 51 L=i, el criterio no decide.




Demgatracidn,
1] 51 L<1, elijamos un nipere real q tal gque
Legel. (1) .
De acuerdo con la definicidn Je JImite, existe un meN -

tal gue:

¥Ynam.

De donde:

Ypa, < g A

ey ¢ "mey

b 3 1
Boey < %gey 9« By U« g0

0o« oay 4!

En consecuencia, & partiv del términe B 103 términas

de la serie: I »
n=1
de la sevie geombftrica.

n SCn pencres que los correspondientes términos

a_q A, qt. 1, q's ... {23

Comn E
o~
0<qel, ¥ Ia serie (1} ws convergente.

a, es unt serle de téreings pavitivey, Lz0 ¥

de {1}:

A
-
For el eriterio de comparacidn, a, ©% conveTgente,
n=1 =
a, '
117 St L*1 4 = L = puand¢ new, exitte un meN tal que
n .
e,
5 * 1, ¥nem.
n
es décir:
.n-1 . Ynim.
Ex clarto entonces que %, ne tiepde a cero cuando n+=, por
3
lo que la serie & " a es divergente.
n=
II17 %! apllcamos el criteric & 14 S€Tie p ToNemos:

1

AP lim n . P
(. i ey

o

lim %o+ _ lim

max 3 R+
T

Dara cualquier valor de p.

Pero ya hemos demostrade que cuande pail la seTie #5 con-
vergente ¥ cuapda pgl divergente, guadando comprobade que L pueds
ser igual @ uno tanto para S€ries CONVergentes comd PaTd divergen-

tes, per 10 gue en este o350 el <riverio no decide.

Ejemploc WVII, 9,

2) aplicangp el criterio de d'Alembert a la 3erie [ EL se gb-
n- *
tierne!
i
T G20 SR L
e n+ij! nrin+t) [T}
" nl
L

- por tanto:

D~



tia fnet | 1im 3

nes Al new faT " 0

¥ la serle ey convergente.

n
¥) Para Is serle 7 Iy
nay
Tnel L L)™' ot | fneryBneidn ey
. a, ne )T P nt {n-i}n“ n
per io gus
a mn
e St
n

¥ s serie rp divergente,
€)Y Gon ayuda del criterio de d'Alsmbert, resulte sencille demga-
trar 1o convergencia de 1o merin

S5*n
n=1 3"

del sjeaplo V11, 7.

En efecto:
a n
n+l 5+{n+1) 3 .1  net
" " PE "Ton Y pes -

1im 1 n*f 1

Nems 3 ° QeG h]
per lo que la serie converge.

Series alternadas,
Loy criterios de comparacidn y de d'Alembert no san apll

cables & savles tales camo

o 0
:.[.n””t 1 L
i STl rtsowt o
;(-t]“"t 1.1 1
=1 n*lortyoqe

que llamaremgs series de signes alterngdos o, stmplemente, series

alternadas.

En general, una serie alternada es de la forma:

n+l
[=1] AL = o Bt A s R,

Ll |

n=1
donde a, o, ¥ned.
Exister wp criterio que establece una condiclén suficlen-
te para la converpancia de este tipo de !Efi.t:s, llamadao criterip -

de Leibniz. . v

iCriterioc de Leibniz.

La serle alternada -
-z (13" e - a e, en,ea,0n

ionde 2 > & ¥ALYN, es CORVELQENtE Si:

a_ > ¥neX vy lim a_ = 0.
n nrlt = ." .
Dembstracian
Sea la serie alternada:
It n+1
-1 A, = Egagaya ..,
ne=1

Si n ea un npers par, €l tErmino general de la sucesifin

de sumas parciales:

Sn - L R R P e e TR

putde agruparse en ls siguiente forma:



SI'I. [l.l -Iilit-,-l‘}++ . "I‘I'I'l.-‘n}

Como &
n * l“‘.,

positivos y la sucesidn {5,} es creciente,

los términes entre paréntesis son todos

Por etru parte, sl agrupamos 5, en Ja forma:

5o 4= (a,-x))-(a -a3-...-{s_ -3 irag

n n=i n=i
por el mismo Tatonamiento vemos qua S « 8., ¥ la sucesifn e3 aco-
lldl: .
Coma [5 1 es monftons ¥ scotada, tiene 1imite, llamé-
mosla L:
iiz Sn = L (8% n &< par).

Kox testw JdesouiTaT que tomande un ndmero impar de térmi
nos, =1 1imlte de la suceslén de sumas parciales es tambifn L.
En sfecto:

5 .- Sn + 8 (sl n o3 par)

ni*y Al
y .
1lm linm lim
Th 4 5n+ 1 "Nem sl‘i * Tiem L |
. lim .
Por hipdtesin: R ln.l 0,
par le que
lim
[ 5n+. s L+ =1L

Hemos demostradsa que la sucesifn de suzmas parcialas de

la serie [ ([-1}""2 2, tiene 1Imite, por 10 Gue dicka serle es
n=1
ConvaTganta.

La
[ah)

Ejemplo VII. 10
2] Mediente el criterie de Leibniz se puede demosTrar que 1a 18-

rie
= 1 1 1 ]
S Gl DR I B oL
Al ot FER- T 1 ]
&3 Convergente, ¥a ques
1] 1-'»}15_:-.}_6.:"'
1

o bien: LIS f ¥oeN
n? (n+1)
per 1o que: m, * e, ¥ el
¥ 23 Lim , _lim 1L _ 4
T] n ne+=- n?
b} Para la serie
3 n+: ) 1,1,
EALC S SRS A5 AE AR

i tiene que

1.1 ¥nol
R T
¥ COmo:
im 1
ne=w - 0

por ¢l criteria de Leibnlz la serie £3 convergente.

En ol sjemplo anterior se demostrd que la serilas

PO TN IR T N I
“fl -1 a*V-=z*x-3* -

e3 Convergents. S5in embargo, la sevie que x& obtlena Teempleran-

do cada término por su valor gbsolute

iy



1 1 1
l1111!+rt..,

Ap—

L
n=1

a3 divergente {3erie armiinica).
fe dice por £llo qu= r (-1 %— ®3 une serie condi-
T on=1 '
clonalmente convergente.

Por otrg parte, tante la serie alternada
-

EERY LA U R RN .
nf] (-1 - 1 1 T '3 .

comp Im que fe obtlene resuplazende cada térming por su valer absg

Tuts:
-
1 : 1 1 1
I === ] % g+ L] L]
pe1 nl T 5718
. by nerog
son serizs conmvergentes, por lo que 3@ dice gue r [-1} —_
n=l n?

es unae serie absojutamente convergente,
Eztos conceplos no 28lo 2on aplicables s series alterna-

das, 3ing tamblfn a series de signos cualeszquiers, En lo gue si.

gue, clande hablemos de 1a serie [ & se entenderd que A, pue-

n=1 O

de tener cualguier sigpa, y representaremcs acdiante T |a“| a
n=1
[ ]

In serie que 3¢ forma reempleszands lo3 tfrminoxs de [ a
n=1

L POT sus

Tespectives valores absolutes,

Teorema YI1I. 3.
-

$i 12 serle T |m | 3 convergente, entonces la serle

- n+*1

I & tambi&n &3 convergente.
n=1
Demostracidn,

Sean 5 = ajra c..lemp
-
o

o’

¥ Zn- |1.[4||,|*...4|an|
Entonces:
Savtp r (arla Dvtagela v etasla )
Ue aqu! que, como an+|nnlzﬂ, ¥hReW, la sucesifin {5n-z;}

es aondtona crecienre ¥ tiene cata Inferigr [cu.]qdigr Tiime Y egn-

tiva).
Fo 1
T otra parte, como aysla | implicu que apefa ig 2la |,
podemps escribir

- 2la |+2]a |+...e2]a ],

y come I |a_| es convergente, la sucesq +I i
e n E ' sifn {Sn n] tienes uns cota

supetior (2 T '
n=I |En|}

En consecuencia la sucesidn {5n¥1n] es mondtona y mcota-

du, por lo que existe ¢! 1fmite:
lim
Hwew isn.:nj

Adenls | poar-hipbtesis, :I la_| es convergente y existe el
n'

Iinite

lim
Nt Zn

De agquf que, por propiedades de los 1imites

lin . _ lim - lim 1i
nee (57200 - pn e il (se2 -3y - N10 S,

tamblén existe, 1o que demuestra que I g
nel

n 1 convergente,



Ejemple VII. 11,

Podemos determinar ¢l cardcter de la serie

11 %_m- = 0.5 - 015 - 0,19 - 0,08 « 0.03 ~...
| nrn

(donde n estd en radianes), analizando la serile de valoros abseolu-

tos: -
-
{ cosfn)
n=~1 nén

Dado que lecos{n]| 5 1. fn;N; #y clare que

gas(n) | o L wnew )
n#T n/n
Como

L L - T i
a=1 n’n n=1 n::
€5 una Sgrie p, con p = M1, converge,
De la expresidn (1), por el criterio de camparacidn con-

clulmos que

L
3 gas(n) ey convergente, ¥, por el terovema VII. 3
nel n'n
-
1s serie 1 2580 o0 yambign convergente.
n=1 n¥n
Definicidn.
L]
Une serie I 1, e llamg whsolutements convergente si
n=1

-
1a se=rie I

|an| converge.
n=1

Obsdrvese que, segdn =1 teareas VIT. 3, toda serle ahza-

lutamprnts conveTgente e3 CARVErgente,

La zeTie I cos(n) y del ejemplo anterior, e3 absolura
a=1 ndn

2Q

- ne g
mente converpente, al igual que la seris zf-1) -
n= n
Definigifin,
detiniciva. - -
Una serie convergente I a, para lacual I fag|
ne] n=1

diverge, se llama coupdicionalmente convergente.

. serie E [-1]

' Spn ¢jemplos de sdries condicicnalmente convergentes la

3
ner 1 ya estudiada, ¥y la sertle E {vljn*l —_—
n=] n n=1 o+l

como £l extudiante puede comprobar,
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INTEGHAL DEFIMIDS E IRTEGRAL (KDEFIMIDA,

OBJETIVRS,

ORJETIVO SEHERAL:

Ei alumo comprecderd las fundamentos dal cdlewlo Facegral da Funelio

e

wra pals varlable Todepandients.

Al terminar et capleula, ¢1 alumng tard Capsx da:

(I 8
.y
LN
5.
. E.
1.
+ B
1.
. 10,

Cefinfr partleidn de un intervaln.
Cefinlr norrma de una particlifn.
Cettmingr wra Funcidn escalonada qua aproalme los valores da una
funcifn contfnua en un Intervale dado.
Dada una funcifin escalorada e un Intervalo, calowlar sl valer -
de la sumn e Riemann,
taleylar u] Zres Bajfo la curva, empleando saries del blpa:

Inm La? o)
Evgllcar al concento de integral Caflnida, redlante T2 suha 2 =
Rlemgnn, e und Funclén contlnus do ynd variable independients.
Enplicar by condlciones que hacen une funcldn integrable en un=
intervala,
€xpllcar, modlante una Figurs, la Interpretacidn gromerrica du =
1a Intagral DeFinfda de una funclda continua.
Explicar tray o min aplicsclonst diferantas de Io Integral Dwfl
nida.
Explicar cada una da Tas propledscas biiicas da 15 Intagral Puff
rlds.

1.

14,

. pemzsTrar &1 Tnorema del valor medio del Chlgule Integral.
12.

Explicar, ton un diagrama, la representsclén del Teorema de) Va-
jor Hedio,

para uns funcifa derlvabile ¥ contlous dentre dr un incervalo, de
scatrar nl Teorema Fundarental del Chigule Integral.
Dades wnas funcfores £ (x ), P Cnd By ied, oo F, i)
distingelr cunles oo las | {wi. 01 =1, 2, o) orom an
tloetivadns doe 0 2 ).

Ercchirar el volor oe wra [ntegral lndafinids por medla del Teas

rema Fundements) del CLilculo [ntegral.

. Dada una Tuncidn Integrable en un intervalo. caloelar, wianda Ia

hegln da Barrow, o1 valor da su integral deflnids en ¢3¢0 Inlarva

Ta.

GRIETIVOS [A(MCIALES.
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INTEGCAAL REFINIDA
£

INTEGRAL |MDEFINIDA

INTEAKALD, PARTICION, KIMMA,

SurA DE RIEXANM,

INTEGRAL DEFINIGE, FUNCION INTECAABLE,
INTERPRETACION QECAETRICA DI L& INTEGRAL CEFINIDA,
FROFIEDADES OE LA InTECAAL DEFIMIDA,

TEGREWA DEL VALQA AFDIQ DECL CALCULED IMTEGRAL,
INTEGRMAL GEFINIDA CON LIMITE SUPEMICA VARIABLE
TECRIMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO IWTECRAL,

RELACIGN {MTRE LA INTEGRAL ION ¥ LA DER{YACICN
PE UnA FUSCICN CONTINTM. INTEGRAL QEFIKIQA

REGLA DE WARADW.

~

IWTECMAL DEFINID& E INTEGRAL FNOEFINIDA,

¥.1  IWTEAWALD, PARTICION, HORHA,

Infglarames nusstro artudlo dad Chiculo (ntegrul pAlentedadosany ol 3]---

gulaate problema; Catarmisar x] bres comprendlda entra I Curve dads por s
funclén Fe{s, vlac &, y=mf {a}} , latb rectas n = nyu=h, yal alax

| Bros o la curva 1.

Grdflcamants yu repreaenta da lo afgulsnte manersr

d!

yriix)

£ as?

///ﬁ ' Flgues ¥.1

z1q vl

Pary 14 TormleclSn preclse de pate problema v para o tolucidn o ey

wario recardar v dafinlr algunoy conceptot sual!lares,

Ta Vass Intervalo terradn & aguel conjuntof{ m [mEmy o5 25X &1 : w3
ty fnturvelo puade dividirae an n subinterveles curor puntor fronters =, x

B dy e R0 By entdn sulztot & la sigulents condlchéng :

- N A, % K, £ XL £ .. «om %
. PR 3 3 e My n



Aul, por afemplo, al Intarvalo {1, 1.5] 2 pusde dividir pebltrarlom-n

ta mn cuatred  dublntarvalor dn 1o slguiente manors

arerl TRTN ITY 0t beaghn

¥ m

ca &

. Flgure ¥,2
compla quun:

1cl.be2x) s

En genaral pl ae TERresentan bos sublalervalos sobre la rects niomerl--

eje £, gurda:

dat Intervple [, B : wl sublntereplo [8uime sesfablerto yark : [ n

:1,. ;. Ty Ky :ur,.-u l...' -]
subter yaldy
Flgure ¥.3

R tos n sublntervalas sl farmidos 4p 1ry definird como la perticldn P -

b 1

*ror Io tanto definfremos como norma da uea partfcldn P, v se representa

#F por &0 e longitud del sublntervalo mas grands dr lon sublntervalos carrn

4:;[:.[-!

1

Eon Tay basen snterforer ya aatamas {bstos pars definfr uns funcldn 4=

caloneds 5 {x ) de la tigulente maners:

Urx fungidn 3 [ o ] cuye domlnlz a3 ol freervalo tll’l‘l'ﬂﬂ[l. b] i 1la-

me sicalonads 31 malste una partleldn P para n cual 5 [ 2 | permsncce conitan

L

o
L2

cada wnd e los nosublajarvalos semfabierior dx P,
flempla ¥, |

Un weplaado postal tlane ls siguience tobla para o] cobro de cimbras pos

X

300 —

1alen? reprasenta & lo Tonclfn grificassate. ' :.

' ]

'

Solecén: o

-_ 2.0 oo

Fera [ gr. ) Tlrbres [ § ) E E

i L]

[e.20 1} 0.0 o

[20,50 ) 8.50 1o N R

1 H ’ .

o100 } F.00. - a50p Pl
[tap, 120} 3.00 020— : A
T % O 120 P

Flgurs ¥.h

La Funcldn repreventada es una funcl®n escalonsds pues cemple con In dll
Finlcl b ya que:

[“.55 ol soaw sy, [ H.‘-G.'I-]‘ﬂj correspond lando en cada cose lon walores
corstamtes 0.20, €.50, 1.0 v 3.0,respoclivarente,

[1 Incervelo:] @,%70 ] a& dividi8 an cuskro sublrtervalos | o.,20 },

Loy anterfores conceptos nos wan & 2Erv)r pare Jdelermingr une fune[fn e
escalonsds gue 8proxime bor yalores do ura fenclén continue en un fntervals -
dado, cono sx xapllca & contlruaclin,

51 wuponemos gqua EI representa cudlguler punts del fntervelo (errade =-
Cx oy ", Ty an cade subintervate deb fntervalo ceresde [T a, &), pa--
dremgy arcontrar un welar £ v & cade £ e cerrgsponderd un valar e la Fun= _.
gidn r = x }I_ . " L | Ei ¥ du tal Tormg que an ja furcifn contlnua-
y = I { e}, originalmence plantsads, o poderns repreventa aproslmpdmrenie

como la Tuncibe escalonada T o £, 70 como e obietva en le Figurs ¥.5.

Con este process podremos resclver en forma aprowimads sl problema plan-
teada origiralments, guw era cncongrar 21 kren bsfo la curvs de ta Flgurs V.1
o Fa Plours V.5%.a; of am s lugar coToulames o] dran dx la figurs V. 5.6, pa=-

bas tenderdn o ser Igualey mientren mayor nimera de sublrtervalos hays, 0 %es
mientras wenor twa la rorma de 1y parplclén.



- F 3
¥ ¥

prriel Ef asla cayo EI, b] L] El. Iﬂ] i divigamos el Intervelo an % subln-
tervalos Igualer, <o amplitwd 1, v conabruyamos una Funcldn aicelonada, comy |
e muastrs an la flgure slguiente: ; 'f.

¥ (L
i )|
FE) [T 7 El.:alh ' , N
Faarda : :n‘:‘_. e e v
Flgure ¥.5 Fumcidn #d tiena g

El #rad Bajo In funcifin asceloneda ¥ [ "Il' para £; € [&. b] Encre -

Toh rectas m= & ¥ 5 = b 43 pusde determinar como s flustrs en lg flgurs |.i
guienca,

!

123466 TyPMW0

Flgura ¥,7 ©
. %
T -
e FOE Y -m )

¥

»
-
[

S SN LS AN T A B RSN T O I
- 5

51 wl nlimero de sublncarvales Fuers mayor, a! redoltade sarfe aod aproal
Flgurs ¥, &

mpdo ub kres bajo la curve,

El drea del rectinguio | serd Igusl as 1 [E } [= LR BN

wl dred cotal serf 2 A, - Ifi LY rf'l PLE ) {x (%o ) que s ’
ay la soluclfn aproximads al problema plantesdo.

¥. } IWTLGRAL DEFIWIDA, FUNCION INTEGAARLE,

A conclruncl®n dafinliremss 1o qua repreventa gque una Fonc ldn centingy ==

y=F [ =] ses Integrabla an &1 |ntervals cerrads fa, b] -
¥,1 TuMAk BE RMIEMANM,

n Definlcifine Lm funclfn vy « F { u )} ¢y fnregrable #n x € Ca, £] ) 21
A ls enpresidn Indicsds en | plirrafs antarlar: I-E-i () & Y [ug - 11 ] exlate un nimere L que satisfaga:

A =1 ¥ IEI ] ﬂ-| m, 30 le Tlamy " Soamp de Algmane ™, T

IIEI 'F{E[}I bin-L [« € tal aur €0y prafl]ade, vy ademds
EJempla ¥, i

! ol T | < & tamhifn & > 0 paquets vy preflado antonces:
n

Encontrar un valor de 1a Suma de Alewann para 19 funclén continua y » .|!|.“: IE'l f [ EI ] L
flnt=1+2enal Intervilo currade [1, 10]

L9



(0N

sublntervalos Igusles 3| x = + N 1 1

En 8] momento en que LR N A CE ) thendn a ? [ &), - T
tanblén in pueds declir que o1 mmero do sublntarvelos tiende o Infinlca. a=0x + < —:-c %;... =k e s i=y

. " ]

Al .ﬁ”? ETL V&, a=2 e Te Hans Integral definfds aa 1a fun £l dres del kéalto recténgule serd t
cidn :nﬂtfﬂul g=1f L x) an b intervaio currade [4, B]y sa 1¢ representa = A, =L L) [T pera, L _,i_ h, .

f 1
er. (1) d =, ay daclry wr:ﬁtlﬂturlth]-ft+h’1 lh_'t+h}all... in .
n
J-:f{I]d*'b”: {E]fttljﬂ." mf{u'l"h!,!ntmuf[%k}-—;— W2 v e . I3
* "
. Suspftuyenda [ 7 3y £ 3 ) en [ F ) quaday
. Ay - .‘ir 2oL 8 e

Recufrdese que & repredents la norme;  al hacer Eander agrd & corg, e - n n n]

garantien que todos feon demdin Intervalos tlendan » core, por Jo gue la [nke--
E1 §rea rotal sark:
grel deflnida no dapande da fov subintervalow Y n .
I 3 2-
- tZp oA = JE 0B

Rwcordemoy tarbidn qua #1 vy = F [ 2 ] ea conglnue =0 2l [ntarvalo cerra- M w ' * ‘,,3'_ .

da E"' “] i entonces g4 3ecisfaceon las algulantes condfcionest para e4 Indepandlente de b por 1o qes puede sallr dv 1o qumatoris, que
P, |
Flc)aniste ¢ ¢ [n, 1] dando: . .
. [ 2 “ e
1m Flx]) wrlnta Ay _n!'— hEI 1 LY
ool

n H
ol probless shorm we reduce a encontrar el welor de [ k., dus par Indug--

Hn g - '3
vE fed=tle) cléa Maremitlen 4o puade desosirar ue o Igual 4

n
L t ef{nerylznsr) -
Conviers aclarar qua gn l# 41”“[5«;: f{a)dx, x reprevanta 1 = =1 b ( ’ - hh, e, (8}
I 4 . )
_varfabln dw Integraclén, ¥ { x ) we Itama Inewgrande o funclifn Integrable, wntleuyends (£ en [ &) queda:
W {fmita Inferior, " B " 1imita separlor y ol $Tabato [ sa ]lams 3fgoo - .
_l H{n*I}{zn*ll}'J_'_j'ﬂ . "
du Intwgracidn, "1- —Hr ﬁ .2 ' |
Herelz *. dosarrollanto y simplIflcands s¢ obtlena:
2 . B S
Encontrar 41 Sram bala I curve vy = & Timitedd por Doz rectes « = 0y A +~ LS
in
n= I, I ‘
r
:mucunncuqu-j:f[g}d;-il;l:: Y (F\hll
faluglfn: 248
1ls 4 Ii{m
b Eri1) A x = A e e (7}
Al Intarvale [U. !} , wan amplitud Jgual de pw I, dividisnslo 4n n anloncls 4 +n  jaf 1 :"‘ﬂ ey Mk
e - +- -
A
e



¥
wustltuyendo [ 6 ) en [ 7 ) queda:
'm 2 L frY A e dim {%*—2—*“—11-"%‘
p-g M b @ in
o ne oo
el
por o ""”-“.!': :I da" _.E"i:
21
' W.h INTERPRETACION GECRETRICA DE LA INTECNAL DEFIMIOA, en ldlr'.ﬂ--.llﬂ
Su pucde aflrmar gue la Integral deflnlds de Ta Ffunc ) continua - - - - Flgurs V.10
y =0 | £ ], grondtricamnie representa ] drea abejo de Va propla curva = =
y = F { =), Iimluads por Dt recias v = 0, o = &y n = b, COMD 38 Muekllfé =0 Elemplo ¥. 4
s 7 . ) -
v o Caleulsr gromdtricamenta 1a slgulentas [reegral dafinldat
R : =13 (3e2u)an,
A= f}fx)a’:. . $5Tuc I 5n:
a
En aste casa v = J «~ & pi 3l la representanos gréficesanin quada:
T
Sl Flgura ¥, & n
x=a x=h
Obsdrvate tambldn que ta (Ategral dafrnrdlj: f{x)dacdg las sumas A T+)
slgabraicas de las frent ba)o 1u curva y no el Srea total en valer absolute | %=1 - X
sagen 4o elemplifice an len plgulentes Flguras: xe=l Agl-) -
flll
¥ i=
l I Flgura ¥.14 yai-2x
. J"rrun- a, - A, +4,
o Interseccibn con al ¢fa =} ¥ = 0 por lo tante O = J = 1 o, domde s
» " - e et v
1 "i - pare m= 31, y==-1
Ll
a Aa (- ) ]
2 (- Lax Brqas serkn:
Flgura V.9 . Ay = [ 4.8 =3.0) 172 »0,25

Az-f.i-t.s]l:fz-:.zs r
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¥. 5 PROPICHADES DE LA INTEGRAL LDEFIMIDA,

. ]
fa dondu: 51 {3-2uldxnm ,z—_ A contlnuaclén ta dan alguras propledsdes de In [pregral defin[ds) tos-

das allmy $¢ pusdan dymostesr & partlr do su deflnlg|én,
Elomglo V.5 o
tean F [ x ) y g { o ) dot Ffunclonas contimuas an el fncervalo cerradg

Caleulir la slgulenty Integral, urande la Interpretaeldn geomdirica: [. b]'tntmcu‘
a ] | -

e e e e
4 Ala Yo = rapldez Inlclal, : .
4 = aceleruclfn de la gravedad, z__g': WP [rldar “f: $ln}dug ke constante, *
Yo, g puaden conslderarse conmvtentas, . 3.- 5 b gk =k [ B =8l ko constance
A ' !
$olue [fn: . L. - j: Flex)laamp
£n wita cazo la YunciSn Integrable ex: 5. - 5:: flm)odann ,Si Fix) ¢n
) a ] .
FLo)l=v¥aspgoe, T rapronentecitn grifice de diche foncitn ex: ) *
hE Tl &5 s._jt ft!‘ldlljif[ﬂld:ij:f[g]ﬂ;;g EI..'.J
fie)= vo 4 g4 7.-j:[f{u}-g{n}]d:-5:f{n}dl'f:g{:}ﬂm

wn declr, 1a integral dm wna sumg slgebra|ca de fundionas #i iguﬂ 1 1n puma

algebraica de las Intagrales de Tws funciorws

Bor 8l F L) 2g 0 wdparaxc [-,, b] 1 cumple quet

S: '[I]ﬂ!.:j: g hxlaa

- F
t=0 I =T 8.~ 51 2?0, % fumple Qua:s
Flgura ¥, 12 (17 A b
Sh- AR RS LA N S PP
Coma la kntegral definlds do Ta Punclén © { £ ) = ¥o ¢ g € en &1 Inter= 19.- 81 € ER sq cumple duet
wnlo gwrrade | 0, T | represento ol fres balo 1o curvs; 1o 10lucifn sark: -
[ J jhf{x}ﬂ!ljb.cf{n*:}dn
A= Base mendr +« Bagn mayor Al tura L

H '
1
ooama; A= 32t (Y + 5 ¥ {1 0)=ve7edt . AbOra damosCreranct 4 sanars d¢ e]emplon algurss <a Tas propledades

2 ¥ el revic se dujardn gl alusna,
por la rantar t-51 (YeegtlacavaT+ 151-

e ——

>
b L



[ 4 la ¥.

nmitf-rm:S: kda=h|[b-a},

$oluclfn:

ba la dafinicifn da 1a Integral dafinldd puede escritirys;
m g riu)d, a

b Im
j. hd'-i‘."'ﬁ 1=1

n*o

o arte cisa f [ m )} = %

Plvidesot 3l Intervale [b - l] wn B jubintervalas, sucdard )

4, re Lo
n

entoncanl @ = k@ *+ b;' ci*lb-. 11*]b;a - = =
T "Ai‘.qnb—.-l-- - b,

dal Jrea dal kivimo rectdngulo perd 1 & = I | k 1 -Ifl-F H

I
i - b"‘
M-Lﬂln!]fL..pkL..n_:L:]-hﬂ‘- .
h o~ b - &
par o tanto (I f [ m )&y % - ey el e L
=l ke (b -a)

n " wm I:- - - -
"‘W'.ﬁ‘-l;lll I‘[:]ﬂ.l ted E{p-a)=k {b=-a])

ﬁ‘. n_--
pusk k, b ¥ & 1on (mdependfentes ou 4 5 de n.

[lemple ¥.7

Inturpratar geosdtrfcamente (8 2fgulenta propledad;
F8 rinrexa0s tixransi® ftatansccan)
Seluctiéng

Yon Vo Tuneldn vy = F { x ) vy represomtbangly griflcarante #n up BFatesa-

I B

Figura ¥.13

l._‘;: r [.' 1 d x guemdcr icamenta represents w1 drea biJo fa curve y = F { = )
ylas rechtas vy = 0, s = gy o = b coms ae ve on ta flgurs ¥.13.

-

f_\‘l £ g3 wng ab3CIeva comprandlds en el Intervela urudu[‘, b:!' anbon=
'
r_u.J‘

rectas ¥ = 0, A v 8, ya =g, comg we pucde var en Do Thgura ¥, 1h Lol

flnlddu reprevants ol Sres &y Safo la curva y o F [ 2 ) y Tz

b
EB Flx) de capraganta o1 Sres & bajo Ta mlsma curva, pere entra las rec

2
tas ¥y =0, m= 2, mup,

Flgurm ¥.1h

S pordes obimryar qQua:’
W Rl
pnrlnqu.:gr f Ix}da-E: Fledu-t-E: fiulern
¥.6 TEQAEMA DEL waLOM HEDID DEL CALLULD IWTEGRAL,

S1 1w funcifn ¥ = f [ 2 } ey contlnun-un ¢1 Fntaryaio carrado [a, ] -
EALONCET yu[3tg wl Rhrero o € [.. h] tal que baga gue

Dt tadanatteltn-a)

el

1L



valores comprendldos entea moy M) comg T.IT. : f{w) o xes uno de waton

Demostraclén: Ses la funcide y = f { n } continua an 91 interesls ERrrE yaloruy, antonces debs walstlr, par lo mecon, un valer de c & [a, I::| tnl qua
dnfl. h] il lawemos m w1 valor minle) de T4 fancién y o A al valor mixbma,
asls -:f{r.}:ﬂ b )
. ficle—t _ 4, finldn
et U ) 0% €[ 8] ¢ ses: 5
- - € ) a5 docir:
anfle dive, G J Y tixldamtic) Lo =) que an lo que s& guerfs damon-
- griflcemants quada: . s
[rar,
Melin ]
"‘\ L’f_,;r- fix) Pgr 9tra parte, 3# pedde Tnierpretar geomtelcaments €| Teorsma dal Yalgr
Ll wadlo del Cileula Integral, basdndose en tg interprataclén geométrfce de 1 In
tegral Oeflnida,
AT REE I \_ r 1] 1eﬂrmtapr¢uwl|5: P latdamwt(c) it -u?ardeckr, —
wicgura |4 salstencls de un rectdrquio da base (b - 0 b v altwrs £ { € ] cun
repraganta Ta mPama bres qua s desb F{x}der, comanem Hustrs an 1a 71
m LW Flgurs ¥, 15. a1 1
gurs ¥, 16, i
L] Xah

e Puede aflrmar quer m o f L0 ) c M, Mo I:a, I:]itlnhlln o pusde declr-
'qu:g: md e =m (b= g)an bare n la propiedsd 1 'pj:ndn-rl[b*l i
en bate a la propledad & se aFirma lo viguiente:

‘(: -a;iS: r{;j“:‘g: nda

ya qua: nf..f{;;]in

ey declr: mfb+a ke 5: flanltamat{b-a)
divldlendo todos los mlembros da e espresfdn anterfor por (b= a) v observande

@ Eh c O® b
Flgura ¥, 14

qus la difarencia reosults poyltive ya gue B> a, 18 obilena)

b
-_5#!2: H O tex Afrbgp, = Ares ME'D

parem =t {* m)ynar{ 3 ) por lo que urnircl“m-.f[u}d:

‘5: f(:}dl‘
]'T—f{‘nl

Dade qua T [ 2} wi contlnua ¥ u « E"‘.b:I , dobe Lanar todos log = ==

R vhras g mlE-adeic),

Obsdrvess TemblEn qua asts feoreme wewgure par lo manox 1a exiscencis =

S . i



e yn relor fa e, A lw ardensda F [ ¢ ] g le 1leme ordenada madla,

Ljrmpln v 8
{7
Catarminer ol valor du B dan ad ok,

-

Inlucidng

Neprazentoncy griflcamants lan funclonas ¢

fll]'lz.till"“ﬂl y ftintgintaxtoena

Fa y !

roxt

raSer x

Flgurs ¥. 17

per lo sante -1 s n quedarids

g';’..“-ft;l [b-s]

Flgura ¥, 13

74

Figura ¥. 18

)f-;'.hn:

cbhafrvase que &l origen divide ala flgurs wn don partes Igumles, -

c-ﬂy‘f_.i-:]-ﬂ
T
por lo testo S_.annn-ﬂ[' -l’-ﬂ}] . {

E la ¥,

v

B
Catarminar l& IMD‘IH'S: {3+«n)da, s como la ¢-densds me=dia

fiel.

bl

i 1

=2 X=8
S0 lue dfin g Flgura ¥, 10
Coma S: {3 ¢a)drrepruaents ol drea mijo 16 corvs quedars
para x = 1, ¥y=35
gt 1 a= 1l y = 11

por 1o que & Srea dal trapacic zark:

‘.E.%._ﬂ & = AN

came .l-j::g{]-+1}dn
antoncas: g [ 3 +a)dx=LH

Apllquemey abars a1 Tegrams dal Valor pedio qus dica)

S rtaresmrte) [ba4]

auskltuysnde quede:

53 {3enddaxafic)[B-2] »an

por 1o tanto:
. 6flc J=W

donda f [ c ] =8 y representa el valor promedic [ ordensda medls 1, entan

{.ufI:]-}*:-ﬁ-,-por'lﬂquu:-s,

Elpepl ¥, 10

UriHzando =1 Tugrens del Yalor Padia, sncontrar c y F (£ ) du In

slguients integrel:
T+x =1 5mpx?

~1

5 fln}d:tlf{:.’l-[
5 =g PEa s,

Salucidn:

51 represantamos grificamente 1o Funcifa queda:



vy &

yri+

s / CIFRY

gy LR |
yd

; X
=1 4 5

Figura ¥, 11

E] walar “_( Ei Fialtduw, geomitrlcomenis reprasents cf Sres bao -
la curve por Io que a3 Tgual a 9,

Par otro ladoge) Teorsws del Valor Madic del Chleule Inteqral  astable-

5: Frintdn=tled [o-a] v-:l'-[-,b]

daclr;
" HPS!_', fiuddu=9=t{c) [vea]
N Estw Cdi0: El,bj-l:vi.ij ybsa=m§ ~{ =t Imk

Por lo que: i 3
9=rf{c)E porlotemofic] == «1.5

pere F {m] =12k para -1 fu 2

¥ flx)ef-ux para
Por lg tante | +c, = 1.5% donde cl - 0.5
- o - 1.5 dands ‘2 - 3.5

tr declr, en wste cado salyter dov valorey ée £ | 0.5 ¥ 1.5 1 que sweguran =
Ta existencin de um rectingulo de pase { b - a ) = &y abtura F [ ¢ ) = 1,5
e reprasents la Atyra Lres que Ly de 1n 5‘1 fic]) dn

¥.7 INTEGAAL DEFIMIDA COW LIMITE SUPERIUA YARRIABLE,

Memay reprezentacds o T integrs! defindda do 18 funcidn contfpon F "l
wn ] Intervala cevrsda EI. b] con in !lpruldﬂj: Fix)d=: cambién cong
campy gqua qeomdtricemente corraiponds al Eres bafo 1 curva ¥ = T [ k] entee
iay rectat y * 0, o = n y & = b Rigamcy ahors un camblo de vacfable, e5 de-

clr m = u, entonces flul da -S : fFu) duy evtudlemy 13 segunds

o
D

Integral. tuporgescs que el gagrers superlor &3 variable, o sea b = 0 gaton

- ter &1 frea obranida pura cada valor de o gerd df4tints, lo qus slanlTlea que

Y

a3y Funcidn de x, ey deglr:

Aw A=) =F(a)
h{lj& f{u]ﬂl‘l-rt11=1g ."]

Fodemos conelulr gue 1I5’: F{uhdu dafinealy Fuselfdn F { o }, cuyn do
winfo er ol mismo que o7 2& 1a Funeldn f { o ), xa declr todo valor da m ¢~

[l, b:] .

Gréflewments aa reprasenta do L4 elgulente menarat

¥4
- 4
“‘j"”l.’l —-\
Aad —enmm—_
Ay}
A1 .
i g Lax Hb va ' i g

Flgura ¥, 11
E1emala ¥, 11 8

Encoigrgr 4l valor da la dlgulente [ngeges] ¢ reprasantarle 9r bl [ Camen~

tal

j‘:1{x+1}du-F[n]

Solucidn:

Cij fl:]'dn-j':

Lx+ 2] dn entancest

Flm)masi; a=d
b=

$1 represancancy griflcaments ¥ { a ) quadas

-



T ) . */*
1 ;EII-HE

Yegae2

z

.l
ot | er— b 8

Floure ¥, 13

S¢ conoca que Ta Inktegral represpnts al Areg bajo 1a cures entre
Flx),y=0, yam=a, au=b, entonces guedars:

1

‘_?f{1n+2}._‘1;u l'zl‘*-i—
par 1o fanga; 11
A=lxs o

ST & su war repratantengs #3%6 digims funcldn en wn slsfema de #jus ==
cowfdanados X Y quedarkd:
Y 2
. F=1x4* a
4 H
2
Tymx s hperbhah

Zr-tn+2}1-ﬁ

tas2)e2{ys2}

-t X

Flgurs ¥. 1k

qum &3 la ecwaclsn de uma parfbola ton vhreglce en [ = 2, =3 ] slwdtrles con

raspacte & un el paralelo wl e]e ¥ y cdncave hacls srriba; nbtese dque #n tD

do cax1c sale (ntaress ul Intervalo E?, -] en que n 3O,
¥, & TIOM[MA FUNDAMEWTAL DEL CALCULD |WTEGRAL.

Ys homoy chtenldo Integralas deflnldan con |Talew  superior varlabla, -
Jan foalar clenen 1o algulence sapragiéng

-

S: Fluldumt {x}

- trunciemos y demoytressy abare al (corema fundamental del ckicylo {npe-
gral & partlr de Taeppresldn anverior:

TEDRENA -

Sea y = F [ x ] une FurcliSn continua an al Intarvale carrade [:a. b:] . Y
TTILE'] [., h] il F ox ] an la funcldn deflnide pors

F[nl-S:f[u]du eor a1}
ontarcas i dF{’!-qu]
temostrac [Sn1 Hagasos a + 4 + 4 s, hponces [ 1 ) quedas
S:“&‘ft'u}du-l'[x*ﬂl:l kb {2}

Pero par wna g8 Jas propledades da be (ntegral definlda e saba guat

5: r{,:u-S: Fluddus : Finddn ... {3'1
w ¢ & [a, ]

antoncey)

5:‘+':'tflu]du-j f[Hidu+5:+ﬂ"{“ld“"“}
v gus n e [, 2« Exidespajando dn “‘:"S:mft"]duf

x + Lix I.r
5:'hrtll}|ﬂu'_€l fluldu S. {HIJI:}

guskleupandges [ 1 3y (2 Y an (5 ).

jl:mf{u}ldu-F[ud-ax:-r{,] T e e )
parg F{a+sda] -F(a}=0F0(a2]o0za:
5:"5‘f{uidu-nr‘{=}| N

eoma £ { u ) #4 une funcldn conclouw o puade splicar 3 [ §5 ] &l teprema dat
valor mdlo dal cllewlo Integral, o5 dacir:

2



J

puet

P EE
reaa)
{gualanda (7] y [B):

[ I T A N
nlivrdFendn a [3) por & a;
EELal (e
Ahsrn tomemos el 1Tmlte da e ulpre:lh.{ 19 ] evande
A n+Crev declricuands { x + A £ ] =+
Lapat n) Mt (e '
£x =0 ta =D )
parg cupnde Aa v 0 fF {c ) = f [ W],
a quet £ € [-.. o+ .ﬂm] Nt onCEL
IFm L!—'t-.]-f[:'l .
Su+D A ow
Tt 4F (a2} dFia}

por ptro tado &nr

:"!" l'[u]du-f‘{;][{x*au}—-]-flc}l[d:]'

La dn

da donda se pueds concluly, lgustande [ 12 ) v { 13 ) que

d—'—-}“‘—L-f[:] 1. g, 4. 4.

Gemdtrcamantn a0 puade repradentsr do la sfguiente manera:

‘!

fof'j;' Flutdu

yafiu)

~ \ a+dx
\ AF{x}e ] flu)du
1 - Flgura ¥, 2%
Lsg x J.l.’.l' +Ax

LY

L9l

{101

(1)

{12}

(13}

-
[

€1 tworemn del valor swdln queds wrpresado coma wlpguey

X b
,-"A ¥ = Fialt -
éty - Figurs ¥. 2&
/" .
1 I Hie )

AEa .u x u-lfdx

pere al Ir Raclends any pequelo da worohcas F { ¢} se aprocimn o f {x ), .

como 1e ve 8n el sfgulente dlagramar

r

Heleffe)

FiLy g
Flgara ¥. 2T

V. 9 HRELAL|OM ENTAE LA INTEGRACIOAN ¥ LA DFRIVACION DE LUNA
FUNZIGN COATENUA,

A cont Thuacidn diyeurfremon mas ampllamenta el tesrams Tunddmencal de!
cileulo Mntegral; sa sreablecld que 3l se t_hnqj: F{guYdu=r{x]
FRTONEES: '

ff:]-%i’f:‘ﬂ

Utiligande tworlas de conjuatos lo antarior 49 pusde supresdr e Is 3] ===

gulanke mpnera; '



E Te ¥. 11
. %
Caleular la gigulenta Integral: " dE

S5alucffn:

Flourg ¥, 28 ) En mste capn £ [ o ) = o

Es dlcrrj medlanta una transfarvacidn se Tlegs al concepto de intggral - F ([« ).pueda sar:

abtenléndote un valor F { x 1), perc tamélén se ha determinado aue: _!E o Que % L Jmn ot {x) -
&
¢ b 4 & 5
ax Flgura ¥, 19 ud 15\1‘.1]”!—-—{-—“—-*5}-! - ou)
& &2 6

6 d h‘ £
%—4-2','511“1,— {1 +2 ) ex’arf {u)]

& &
iad-:quue d: E—E— +:}-ks-f[!.'!

af tanto: %0 quu € €5 UNE EoMiEentE,

n &
por 1o tanto: ) :5 dxr —E— + L an forma gengral,

Flgurs ¥, 20 ]

E— ¢ anla sntlderlvads mas genara) 4o Tw funciBn F {n ) =

b
Coma s& we o Integracidm y Tn derfysglEn s2an Y transformacloned pyer- il -
" . a - 11 I -
var ", e declr: 1(. Ffluldu=mF {x)es? anclderfvgdn " de f [ o} Elemplo ¥. 1
La antlderlvads mav general de f { 2] es Fimw} e ¢, donde € &5 und comaLan
ta arbliesris, com 1o que formalmente podemos deflafr que s F [ & ] ey yna = Merdlwer Ta algulenta [mLegraly

antfderivads de £ { o ], entonces fa expreafBn F { n ] + £ se Tlama Integral j‘ aen x & w
Indefinige da ¥ [ w1, que 53¢ axpress j‘f {a]dan,
$olueifn:
De acvardo con lo anterlor, #] problems de cafculnr 21 rasultado ge 14 -
opurae l6n j‘l’ {x ) da, se concrecn n butcar una funcidn F { o } 13l que: = Coma F ] = 3en » antonces F [ n ] pueds sar:

F i)« f{xc), o decirytl que F{ n) sea Ta antiderivadh de F { o ). {~cosalmnencwf(nl

d
- £Of X Y4 qQue FT



o
-

J s cos e ye qus [-cenas+c)lmppnantin]

d
ix
par lo tanto _3. yen w d pomow gop W o+ ¢ w0 Torma genwral,

[lﬂlu v, 1k
Calcular 1n Intwgral; S-I du
$elucldn:

Comag | [ ») =& sntoncen:

F‘l]-l‘fiﬂﬂl"%‘.—'— . =8,

o ¢n forma gergiral:

Ft:}--"+cnt|u¢—a-g—[1h+:]-4‘
X k 5
p-nrlollnlnjﬂ dwmg +c .
Atodafunclﬁnr[g}tuqu.l"{u!-f[u}paruv-xgta.h].-
se lo liama fynclin primitive de F { n J; 9o puede #Firmer que 51 F L o | es

uns Tuncifin primitlve de f § % ) watonces F [ 2] * ¢ ta=blén lo es.

A 1m corstente arbltrarfa ™ ¢ ' $x o [lama conptente da frcegrecidn --
y coms sa he vitto, ¢» wne cantlded Independlente de Ja varfakle de Intagrs
clén m.

Comes La conytanta da Integrecibn *' £ " a5 arbltrarla, 3¢ puede cong luir
que |l£ f i) dxtlgne yn nsgra {nffaita de solueiones qua d1fleren ad-
To ef Ta constante &8 [ntegracida,

Corylera #claryr qua pars we problema dado el valor de la conatenie dr
Integrecifn sm pueds detmrminar 41 s conooen algunet condlelones partlcula

Fey del protlema come aa dlustra en wl wjemple 3lgulante:
i 12 ¥, 15

yn pynty maturfal ge sueye sobre ul mjé & de dcuerdo & fa piguienta ==

rapg Haz:
1*].45\:““-\-“% yran e ; dtermlrgr 1n pcunclén ==

parm

gua represents wl dasplarsmlento =, 3] 30 conoce que al movimlanto comlanza

& part{r dal erlgan.
Salucifing

LE]

yom ma—

T ds=vwvdr ;

I-S\fdt

parg v = 3 + 51

por In:in:oSvdt-S{!+51]dtl-l'j\d:ti“rla:.

[1%)

1-31:*15- 1'.24:

Con »l fln da conocdr Pare wite cass iy constants du {nragraclén sw A=
be que 91 n =0, ¥ = 0 o ses; -

O w il w0 +se de donda © =0
¥ 1n acuacifn del desplazamience sark:

[u-]:+!.512

¥, 10 REGLA DE BARRGY

A continueclbn veremos un wdtods pars calcular la Integral definide -

congefde como Meglae de Barreow,
Teorema:

1 F U n ) en unw funelin concinue an o) Intervale cerrade [a, B) ¥ -
F{rl e otre funclin tamblén conclaus we al latervale cerrado [:.,, IJ tal

que 1
FFlxd=tlx]
E LR - 04.1 ¥
b riaddaxerin) ria)

Derastraclln:  Hagarmos b lx]-j: fFluldu, e duciry
hia)ar lnantiderlvades da F (u ) o wwa n {m ) mF{ux}ascC
S0 x = a tALonCer hj: f{u}du-j:l’(u]du-ﬂ

porhunw-'h{x.'lr =0, d«F(w)+c
=g



SolwcFént
¥
dldﬂlﬂdl""'rll} 5]'1;-‘1'1:?
hara by A lOnCEdt
hagaman § Ay ] v -yﬂn:-ﬁu*‘l-‘l
B guddu=t{a)eg - F b}y yran-xt .
u - . -yt b= {xe]
pera { == F [ &)
' b -y him(n-2 )
por lo t."tn(gﬂ ftu}dunflb}'F{lJ-FflJ‘]::: Jllrlll -
que a3 I quo 1o quarfa demodlrer, u.-ll 3 * ’
EJespla ¥, T Flgurs ¥. 11
tale 1"5“ {3 ,.,3 -3 !2 * 57 dun que w3 la scumcidn de una pardbofa, sfeéErfces cen respecto o un wje pareles
L]
2 - lo al e]e Tcon virtlce an gy {2, & ] y chacave hacia abaja.
Satuelfn: !

ba 1a Interpretacién geomEirica, 3¢ conoce que:

En basa a tos [eoremay sobrm integrales ve pueda afirmar quel . i
5' F [ ] darepresents &1 drea baJo ba curve r = F { 2 ) y ==

b 3 2 e 3 _S 2

=SI (3w -2 u #s5)dn 51 Jx dw 2I'Zl d= las rectasy e 0 [efe X}, nenyn=bpor Io que te puede aflrmar ques
d

25 * ﬁlbx-ledsrepre“nu el brea hajo 1 curvs -p-ﬂx*uzﬂ afm. =

1 - f s cbtlana:
whcantrande whars uray fonclonas F [ k) teley qua F! { =] £ u %'y Tas rectas a = ay x = bi 4 conthnsclén caleularemas o) valor de le ==

| n"' ] . .1 ] . ] Integral definlda basandonos =1 las propiedades de le Integrel ¥ on Ta regla
1 L] H ! de Barrow de la :.Iguhnu mancra:
I
Wt111zande shora |a regle de Barrow quedss 33 (hx-al)dus= :.S’ »d x -S’
|-+[hi*1‘]'-%-[;!'23]*5[h'2] peral lslgd;-h—!hﬂ-] -11]}-2‘{5;1]-_1.ﬁ
3 1.t - L2 L. 2
|._E_{:56-151-Tlsq-s]+5t:} v -Slnd:--—-i—-wj.l AR -
H M -
"‘Z‘”"”'T‘“""" porlnuntn‘s::{lr_n-nz}du-'li— ;5- 5326-“
b iB0 = JTL) 0+ 10+ 133 - 370D '
Por 1o tantou Aray = 233 .
1 = 151.7
Clemplo ¥, 1
Culeylar ol Brep definbfdm por Ia curva ¥ = hoa - :z. ol aje x, ¥ lon = c

rectsy x =1 yx = 1.

6L
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Yii. 4 SERIES DE FQTTHNCIAS,

Existen series cuyos términes no necesarianente 50n cond-

tantes; por ejemplo, 1o serie

- n " 1 ]
nEu "t S S R (1)

que liemarergs seTie de potenclas de x,
Es clare que para cada ¥Yalor de z, la scrie (1) es una i1t
rie de términos constantes,.  Veomes algunos casgd.

- 1 .
51 &= =, s¢ (iene lu 3fTie convergente:

I
T P o1,
b2 TT-]§I¢TI+H+'.

%51 x » -3, se tlene la Eerie divergente:

= n
-3 3 27
I l_.%_ =1 - e ) - .
n=0 n* T i
Nitese que hemos tooado x*+ 1 49n cuande 5 puedn valer

L
Es clarc gue para x=0Q

ctro, por convepiencia pare la nolecidn,
s¢ Tiepe uUn serie Convergente.

Comg vemas, no para todos los valores de x s5¢ abtiensn -
seTies convergentes.  Es impartante entonces saber para que valo
rex de x 1o serie {1] converpe,

¥Ya que para ciertos valores de ¢ se obtienen serles al-
ternndas, snalicemos la serle Je valores sbhsalotos!

£
n=0

II‘I.
! weT (2)

Aplicande el criterio de d'Alembert, Ia serie {I] conver

g% pata tada valor de x40 tal que

81

=
P TR L S
ne= !
n#'
Es decir:
lim |xf I'I'l e 1
e - |nt?
o hien: )
x lin n-1 c 1 {yn que x ne depende de nl
' new ne ¥ P
Como ii: ‘ E%%}- ;i: E%% = 1, la serie (1) converge

prata todu x tal que;

|=] ¢ 1

Fn Ennsccuencil,-del teorema Y11, 3, ln serie (1) 5 copn
verpente [absolutamente convergente) para valores de x taley qui:

Ix] =1 ¢ bien: 1« x =1,
Para |z] = 1, el eriterio de d'Alembert no =2 aplicable,

pues:

bim o021
< = |

—r—y
n+i

:n*I] T

-+

¥ debenos anzlizar por separads los cases cuando x=1 y xw-1,
Para z 1 5e tlene 13 serie divergente

- 1 1

T ﬁ-li%i:*:—l_.i
n=i

¥ para a&=-1 s5e& tienr la serie

5 -7 1, 1.1

oL R il B i ST

que ts Convergente {cendicionalmente convergenit}. __



Finalmente, puede dempostirarse que paya valores Je x ta-

les que x| » I, Ia serie [1] es divergente.

1]
En resuken, 13 serie I oo es convergente Gnlcamente
neg "

para valores de x en ¢#] intervalo:

1lzmado intervalo de convergehcia.

Definicifin,

Ina aerie de 1n forea

Eow_ kM = ogutngxragxieagats, ..

TeCibe £l nombre de Serie de potencias de x.

Una serie de la [orma

; an{x-a]“-n.*al[x-a}*al[:-a]!*...
n=0
recibe el nombre de ic}&t de potencias de {’-a)',
Nftese que la ferle de potoncias de x ©% un Caso particu
lar de la 2erie de potencias de [x-a). Cbhserve gue esta dltima - -

sleppre converge para x=a, ym que se tlene:

= n

r aplx-a)"-a,

n=d

A cada seris de potencias corresponds un intervale, lla-

mado intervelo de c¢onvergencls, tal gque ls serie converge absoluta-

mencte para teds x wn e) integior de dicho Intervals, ¥ diverge para

™

toda x fuera de €l1. FEl punto media del intervalo es a. i}

Ennrcm: VII. 4 m __1

S5i la drrte de potencias I &, {x-a]" CONv¥erge para -
n=g

al menos Una x#a y diverge para al wenos otro valer de x, entonces
existe 'un ndmevo real positive r (llamado Tedic de convergencia) -

tal que la serie es absolubtEmente convergente para toda x en ®l §n

:Frvéln l#-a] < r. y divergenie para toda x fuera de €1 (fx-al>r).

Segdn los teoremas VII, 3'y V1T, 4, ¥y por el criterio de

4'Alenbett, la serie
s {z-a)"
n=10 n

ts sbagclulamente convergenta i
t )
(x-a] lim I n+}

N+m a
n

¥ es dlvergente si

lim Lhet
X-a —_— o 1
|x-a] . 3

Para leos puntes en la frontera del intervale de convergen
€ia, el criteric d& d'Alerbert no ex wplicable, por lo que 3e hars
necesarle apalizar por separado la convergencia de la serie ¢n dichos
Mintas,

En cs80% extreacs, el intsrvalo de convergencia pueds ra-
ducirse & un 5510 punte x=h, en cuyd caso dirtaps que =] radio de

Convergencia es CeTo; o bien poede abarcar todo el eje real ¥ dires

wos gue el radio de convergencia €5 infinito,

(13 La demostracién de este teorena 3» comite por estar fuers del al
cance de este curso, El sstudiante intereszde puede gonsulist -
ung demostracitn en la referencla 1 phg. 576, -

r

Co
&



Ejemplo ?II.. 11,

) (btengzoos el intervalo &¢ convergencia de la serin:
; -\_&EJ—!‘\_.-lsx__s-+Ml:i
ned 3"{n+12! 12 L}

Se tienr que

: n 2
| x-5) lim Fin+1) ¢ 1

'I'I.- ]."“{nvI]:

iaplice qua

[x+8] [%; ¢ 1

o bien

{x-% ¢ 3
par 1o que te) es o) radio de convergencia, ¥ la serie converge ab
sclutamente pars tado velor de x en el interveleo:

=3« x5« 3}
es decir

i« x « B

Analicemos la scrle en los extremos del intervalo. Pars

=B 3o tirne lm serie

no., ot -
3 = T —-.1'_11,¢II-%-+T161_++

T —
n=0 P[n+11¥  npeg (ne1)?

que &3 Lenvergente [serie p, con pell,
Fara a=7 ze tiene la serie

; f-3" . T -13"

n=0 3n+1)' =g (n+13?

1 1 1
-]_quo.‘_s_+.__

que o3 shsolutsmente convergente [ver serie anterior),

- ba ] .
En teaymen, 1w erie I i%—él-—— 25 COnYEergohie Pars
n=0 3¥'(n+i)?
todo velor de x en #1 intarvalo:

oo
&0

lsx LB
Obs#rve que en Este Caso 1A convergencia de la sevie on
los puntos cxtremos gel intervalp es absoluta,
b)Y Lla siguiente seTie converge Gnicamente para el valor x=-3:

Tontqxe3}" v 1efxedyezi(xe3) L.,
naf

¥ que, Para x F -3:

1i lim
[x+3] ni: = |xz+3] nawm [n+1) > 1

13!
ﬂ%)_

¥ por el criterip de d'Alembert la serie diverge.

t)] Lls serie

- ]n II 1
Go R otreEoRC

converge pars Lodo valor de x, ya gue

[x] YE__BI__ o5 ;if H%T = |xl-0 = 0 < ¥, wx.

ne= (n*T17.

> B B e - mM m WM e = m e m T & m &k m = = =

Conviene mencionar que, 3i
v n

i ia_ [x-a)

n={ i

es una serie d¢ potenclas con intervalp de Convergencis lx=||‘r,

apntonces:

al Lli serie puede derivarse t&rpino & térmipo en dicho intervala,

¥ la serig obtenida
Pl -
I na, {l-l]n i
n=1

titne #1 gisme intervale de convergencia,

b1 La serie puedes lntegrarse téraino a término ed dicho intervalo,

y la serie abtealda



tieae ¢l mlsmo intervale de convergencla,

I
n=i

i
e ™

¢

¥Iil. = DESARROLLO DE FURCIONES FN STRIE OE POTCNCIAS.

-

Una funcién puede desarroliarse en seric dz potencias de

% sigulendo varios procedimisntos. Por ejemplo, para la funcidn

()= i
prolongando indefinidamente in divisidn

1 + 5% + x

=1 + %
A
-x v o2t
xi
‘x!‘ I.

se obtendria que

n

] e K!'..."‘I LTI

I(x]-m-l-n:*x

Obsérvese que para a=) la erpresidn anteripr conduce a un
resultade absurdo: .

1%;#14}*9&270

ya que dicho valor estd fuera del intervalo de cunvergencia de la se
rie {|x]=1}.

En ca=bio, para valores de x dentro del intervalo de con-
vergencia, podemos aproximer 1a funcifn tozando un nidmero finlto -
de térmings =in cometor un error "apreciable.

Por tjemplo, tomande los cuatro primeras términcs

fx) » st e x e xt o x' L si x4l

vara los valores de x = %, }, U, 5& tienc:

¥y’



a,~ f'fa
o) s or Jrexeate? o e
1* ) {0
3 2 1.875 3,"
1 ! T '
1,353,000 1378 f'"fa
. 1 a,= ?
= —
- 0 1 1
{ : . fwm
En muchss ocasiones se tiene una funcién cuya expresidn . :
es diffcl] de manejar y puede resultar conveniente sustituirlm por .
un polipomio ¢en x de grado n, io cual se puede lograr si ta fun- )
a = f n‘]ia!
cldn se desarrolla e una serie 4de potenclas vy se tompan los térmi- n B
Aoy necesarios para chiener lp apreximacién deseada, Lievando estos resultzdos o (1), se ohtiene lu eXpresldn:

Serfie de Tovior. . I
ferle de Tavlor. F(x)=0qa) £ (a) (x-a) - (a) g8 e pr () LR0EL et ) ()T,

Sea f{x) une funcitin, y busquemos expresatlaz en la forMa:

f[:]-a_*al[:nl]‘az(x-l]"a,(:-lj'*... (1) conocida como fdrmula de Taylar.

Para vhtener los coeficientes s podemot proceder an la Toda funtldn que admita derivadas de cuslguizr orden ea un

siguiente forma: intervalo abierteo [11. 1’} puede ser axpresada :!Fﬁn esta fdrmunla pa

ra toda x en dicho i{ntervale,

"

Maciendo en (1) =x+a, se¢ whtiene

f{l}'ﬂ|

que r2 &l primer coeficiente, Fara obtener los Testantecs, [Omemas Fjemplo VIl. 13,

laz derivadas sucesivas de (1) en el intervalo de convergencia de Para desarrollar em serie do Tayloer la funcisn f{x)=lx en

potencids de {x-11, calculemos:

la serie: L
" f(x] = a;+za,[x~a}+3a‘{x=a]’+4|,{x—a]'-... £ {x) « Llx f (13 -0
] - 1 ! -
" (&) -21t+1-51I[x-:]+3-la‘{x-|}'+.., { (=} X £ (1) !
£'''(x) -Z;Ja,+2-5-4a‘{x-njv... i (x) - -l= £ (1) =-1
x
IIV (2] =aZ:5.4n 4., 2
o o(x) = £ (1) = 2
- . o+ . + . LI - + = ] L - ] ] - + . " . + xl
O I B | LI R LI Nk om g + = Iv __5 ]'l.l'
£ . = i 1} =-6
f{"}{x]--n! 1n*.., ' (%) w* j
Haciandg.en estay expresiones x=-a, obtenemos! E . :
: FLRT SIS PRISF 0 2 £ 1) = (-1 (ne 1)
x



per IQ que:

L[n]-[x*l]»li%lltv iiill:-- ilill: UORT S | Ll £5%115+.+-(1}

Coma es fAc!ll verificar, #5ta serie es absulutamentes con
) }ergtnta en £l intervale
jx-1]<1

¥y condiclonalnents :cnvefgente TRT& ung de los extremos (x=21); en
consechen:ia, la expreslén (1) no es vilida pars x fuera de este in
tervala

Se acostumbra decir que (i) es un desarrolle en serie de
Tarlor de la funclfin Lx en un entorne de x=1.

Es posible aproximer 21 loparites natural de un niimero x,

dentro del intervala de convergencis, medlante el peolinomio da ter-

Lx= {x-1} - Liilli . Llill: Qexxgl.

Calculemos, por tjcmple, ¢l logaritoo de 1.5

cer grado!

- t " 1
L1.5 & [t.5:1) = i‘-g ", [1-3 117 - g 5168

Es claro que tooando mfs térmings de Ia serie 3¢ obtiene
una mejor sproximacidn,

Tonando cinco ctErmino3d:
1 * S it
Lx = [[.'l} - L!.il)— -+ -&!il-—c - E‘lL - Egjj_ Dqlsz.

pars x=1.5 se tendri
L 1.5 = 0.4073

qus s8 sproxims mis sl valor real L 1.5= 0,405465, ..

- m m ow % & m m o om o m m om o m ok ok o+ ¥ m o= o= - o

Si en la serie= dp Tarlor hacemos a=0, chtenemos; A

i 1 1]
£ £ @)t 00" O et O

Eapresifn que nos pevmite desarrellar la funclén en una 38
ris do potencina de x.  Ests soris 3¢ conoce con el nombre de aeTle

de Maclaurin. v T

Bjemplo VIT. 14,

Para decarrollar la funcibn " wn serie de Maclaurin, cal

culemos:
£ (x) = ¥ £ (@1 . -
£ (x) = oF” £'[0) =1 .
£ (x} = o" " [0y = 1 '
£ gy - 8% ™oy - 1

per lo que:

o 588: -
- e
X
e* = © Fv (1 -
n=g

Comn vimas en el sjemplo ¥VII. 12, ¢], la serie

- T

X
L ar
n=0 "

v

converge para todo valer de X, por 1o que lx expresion (1) es vill .
ds ¥ x ¢ R.
En forma snfloge, pueden obtenerse 1o desarrollos &n 32

rie de Haclaurin de las funcicnEs senx y cosx: ¢

o0
g



b r ;
' x x 1‘"‘!

sen e x-Fr ¢ fr o Ir e GO ey o

-
X

H ' in

Como e3 ficil comprobar, lss series

- 1 intl
0" ey
TIE“ in+ M
7. a1 xM
e OV T

son tamblén convergentes para tedo valor de x.

Ejemple ¥IT. 1E.
Conslderemos el probiema de valuar el limice:

lim SENX
=D K

¥ la integral:

|
e
II :‘ dx
7

Estos problemas, que ne tienen una soluclén inmedlata, pue

dan resolverse empleando el desarrollo en serie de potencics de la

Euncidn senx:

1 xl :T

x

SENL ® X- Iy tgrc FT Y -

En #fects, segOn la expresidn anterior

EERX L, _x A

—_ '1‘]-!- Ir T!-“g-!- ran (13
de aqui que:

lim sen X , 4
frm x-+{ x
(» Ahora, paras chtener un valor aprexlasde de

1
senx
I‘ = 4
T
tomemos los primeros cuatre términes de la serie [1]:

10K x*  x!

. x?
-SRI 3 S+ SR & 4

de aqul que
1 1 i . .
LENK L] X x X
I.I ——1 d:'--ri (1'IT*'51'"TT} dx
T I
o 5281
1 . x" - %! 1
Ji 22 et ofyw ol o
*!- XL - > + . 1
T
1
Ju EEBX g4x - (- 0.05555 + 0.00167 - £.00003) -
7
- (3 - 0.00694 + 0,000D5 - 0.0000002)
Finalmente:
1 .
J EE dx - 0a4s297
1 x
7

La mayorta de les conceptos tratados en aste capitula,
pueden genstalizarse para el caso de series con términos {omplejos,
Por ejeaplo, al inlcio de Ja seccifn Y11, 4 vimos que lw serie

L In % x? 5!

nED ETT-I+T¢._I+1+“.
convergs sbsolutaments patd
x| <1
51 x puedn tomaT valoTes complejos,” |%| representa el -

mfdulo del nfimerp compleja x, ¥ 1a expresidn |x{<1 queds repre-

-t



sentads en 21 planc de Argand par 1la rogldn:

cje imaginarie

= [je real

que recibe 2] nombre Jde civrculo de convergencia. El radlo de con

vergencla r=1 &1 el radle de dicho ¢irculo.

Para toda xeC en el interior del circulo de convergen-

- n
. : x
cia, la werie nED =T absolutamente convergente,
En ¢] caso geperal, le regidn de converpencia
|x-a] < r
#5ti representada en #1 plano complejo por un circulo de radio r

Con centro &n oxe=A,

Firmula de Fuler.

fonsiderande que x puede tomar valores complejos, R la

expresidn:

] ] 3
X X AP

= - ] « x » IT +* ET

podemes hacer x«6i obtenlendo:

P PR 1.6 IR ¢ VAR CE5 MR {25 MR 1) N

o blen:

i

Por otra parte, de las funcioness ya desarrolladas:

- .
cosg = T - gf + %T

; : 2
¢ =1 +« i 8- T H T

2 L] L]

2 8

a' _ &

senf = g - Tt

por le que:

]
isen 8 s 40 - gy ripr

Por las propiedades de las series

expresiones {13, {2} ¥ (31 se concluye guay

-

-

convergentes,

Eai

=~ co5 & + i sen @

m

(1)

3)

de las -
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Ju

LA CCUACION DIFERENEIAL

Sn:.ﬂ el ‘.-:-I'Liuwﬂ#: roblemg
Ewprenard motemiticamente ol (lel'l:lr‘*ﬂﬂ\;ahl'q
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F’ LISTA DE ASISTENTES AL CURSO:
ACTUALIZACION N MATEMATICAS' PARA -INGENTEROS [MODULO-CALCULO 11

19383
RMPRESA LY NIRECCION DIRECCTON MARTIOULAR
L NAEN HAMED GARCIA VILLANUTVA .
Universidad Michoacana de Sn. Nicolis lgo. Privada de Isidro Huarre No, 50
Ciudad Universitaria Col. Ventura Puente
San Nicolis, Hgo, . - Morelia, Mich.
’ K Tel. 2 96 28
2. FERNANDD QJEDA TORRES
Universidad Michoacana de Sn, ‘41cnlas Hgo,
Ciudad Universitaria
San Nicolas Hpo.
Tel. 2 74 03
3. JOEL AIRMADA VARGAS
Camisitén de Vialidad y Transporte Urbano Oriente 255-A No. 340
Av. Cuauhté&moc No. 451-6° piso Col. Agricola Oricental
Col. Viaducto Piedad Deleg. Iztacalco
Deleg. Benito Juirez 08500 México, D.F.
03000 México, D.F. Tel. 558 51 28
4. CARLOS H. ALVAREZ GUILLEN
S.CLT. Insurgentes Sur No. 4031-502
Av. Universidad y Xola Edificico Vanc.
yCol. Narvarte Col, Tlalpan
Beleg. Benite Judrez Deleg. Tlalpan
México, D.F. 14000 México, N.F.
Tel. 530 30 00 cxt. 382 Tel. 519 65 93
5. SILVIA BLANCAS RAMIREZ -
OOVITUR Sur 20 y Ote. 253
Av. Cuauhtimoc No. 451-6° piso thmidad F-1
Col. Viaducto Piednd {ol. Agricola Qriental
Delecg. Benito Juiirez Deleg. Iztacalco

03000 Méxiceo, D.F. . 085000 México, D.F.
' - Tel. 558 18 49

6. LUIS SILVESTRE CAERTNER COLUNCA
Colegio de Ciencias y Humanidades Naucalpan Alelihes No. 40
Jardines de la Florida
MNaucalpan, Pdo, de M8xico
. . Tel. 3 93 15 85

7. ROSA AMELIA CGONZALEZ LOPEZ LIRA -
Av. Revolucidn No. 84 -
) Tacubaya
) Deleg., Mijuel Ilidalgo
11870 México, D.F.
Tel. 277 21 82



P2, J0SE ALEWEIO GONZALEZ MOLINA

10.

11.

12.
“r Universidad Autdnomn Chapingo

L

13.

14.

5.

. GENARO GUERRERO CHAVEZ

Instituto Pedapdoico !otaccihuatl

Andrés Molina-lintre l’lmu Iczlcos v Playa Erizo

México, D.F.

CARLOS HERRERA CUADARRAMA
S.AH.0.P.

JULIO LUNA CASTILLO

Cia. de Luz ¥ Fuerza del Centro, S.A.

Melchor Ocxmpo No. 171
Col. Andhuac

México, D.F.

Tel. 566 19 00

HUMBERTO RUBLEN MARTINEZ AVILA

Chapingo, Ldo. de México
Tel, 585 45 55 ext. 5093

FRANCISOD JAVILR MENA CORINOVA
Cebadas v Maltas, S.A. DE C.V,
Ignacio Esteva Ho 70

Col. San Migucl Chapultepdc
Delep. Miguel [lidalgo

Mixico, D.F.

Tel. 277 82 99 ext. 110

LAURA MAIY MONTTEL VASQUEZ

Gabinete de Argquitectura Espinal-Montiel

Anpamos Este No. 649

Edif. San Vicente de Paul
Oficina 501-Distrite de Jurquillo
Lima, Perd

Tel. 45 51 59 -

CARLOS ROBLES FAJARDD
Acrofoto

11 de Abril No. 338
Cal. Escanddn
México, D.F

Cerro de 1o Libertnd No.
Col. Campestre Churubusco
Deleg. Covoacin

14200 México, D.T.

Blwvd, Atlixco Ko. f61-1
Pucbla, Me.
Tel. 48 171 40

Av, 527 No. B

Unidad San Juan de Aragin
Deleg. Gustave A, madero
07920 México, D.F,

Tel. 7 60 81 G&

Popocatepetl No. 443
Edif. F-204 .
Col. General Anava
Deleg. Benito Juirez
03340 México, ILE.
Tel. 5881183

Iriv. Allende Ko, 106-A
Excoco, Edo. de México

Héropes wo, 110-10
Col. Guerresro
Deleg. Cuauhtémoc
D6300 México, DLF,
Tel. 546 36 86

Calle Amores No. 1337-304
Col. Del Valle
Deleg. Benito Juiirez

México, D.F.

e

Av. Taxqueila Na. 1596 1-C
Col. Campestre Churubusco
Deleg. Covoacéin

04200 Méxica, D.F.

304-301

Tel. 595 20 88 y 595 28 55 ext.
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