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Introduccion

Antecedentes

La Hidrologia es la ciencia que estudia la distribucion, cuantificacién y la utilidad
de los recursos hidricos que estan disponibles en la Tierra. Estos recursos se
distribuyen en la atmosfera, la superficie terrestre ylas capas del suelo y son
estudiados por diferentes ramas de la Hidrologia.

La Hidrologia Basica estudia los conceptos fisicos del ciclo hidrolégico, los
métodos de recoleccion de informacion hidroldgica y los procedimientos clasicos
de procesamiento de datos estadisticos. Las técnicas que permiten la utilizacion
de los recursos hidraulicos en proyectos de Ingenieria pertenecen al campo de la
Hidrologia aplicada. Los eventos hidrolégicos, tales como aguaceros, caudales,
niveles de embalse, etc., son eventos estocasticos y son estudiados por la
Hidrologia Estocastica la cual aplica la teoria de los procesos estocasticos y la
programacion lineal matematica a la solucion de problemas de optimizacién yal
estudio de los eventos hidrolégicos, que son parte de la ingenieria de sistemas. La
Hidrologia Estocastica se caracteriza porque, de un lado tienen un patrén medio
de comportamiento a largo plazo, y por el otro el prondstico de sus magnitudes en
un momento dado tiene un mayor o menor grado de incertidumbre. H patron
medio corresponde a lo que se denomina la tendencia general o componente
deterministica y la incertidumbre constituye la componente aleatoria del evento.
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Si se desea ser mas realista, en la mayoria de las veces, sélo se cuenta con
valores estimados o valores promedio y por lo tanto deben considerarse como
tales, es decir como observaciones probabilisticas.

Por lo anterior, cuando en un problema de optimizacibn matematica, se tiene una
0 varias variables aleatorias involucradas con distribuciones conocidas o no, se
dice que el modelo corresponde a un problema de optimizacidn estocéstica,
también llamado de programacion estocastica.

La optimizacién estocastica como parte de la programacion matematica ha sido
relativamente poco explorada a pesar de su gran utilidad y versatilidad en el
modelo de problemas con incertidumbre. Los modelos estocésticos ofrecen una
gran variedad de posibilidades de investigacién en aspectos relacionados con la
optimizacion y el control de sistemas.

En algunos problemas de optimacion, el decisor determina un conjunto de
variables de control sujetas a un conjunto de restricciones; en un problema de
optimacion estocastica, el decidor tiene control sobre las variables de decision
pero no sobre las variables aleatorias que intervienen en el problema.

Problematica

Los extremos hidrolégicos y en particular las precipitaciones intensas causantes
de inundaciones son eventos naturales que han existido desde la antigliedad. En
el presente siglo han sido muchos los eventos de este tipo en todo el mundo.

En los dltimos afios los dafios producidos por los extremos hidrolégicos se han
incrementado. Estos han producido mayores dafios debido al crecimiento
poblacional y la urbanizacién en sitios de potencial peligro. En afios recientes se
presentaron en México huracanes que afectaron a varios estados de la Republica
Mexicana, especialmente las zonas cercanas a los rios y a la costa.

Existe la posibilidad de poder prevenir este tipo de catastrofes evitando perdidas
econOmicas, materiales y sobre todo perdidas humanas. En la actualidad algunos
paises realizan estudios y tienen programas de monitoreo hidrolégico, estos han
sido probados y aplicados con gran éxito.

Al mismo tiempo existen modelos para aprovechar los extremos hidrolégicos y
transformarlos en ganancias financieras, en algunos paises latinos como
Argentina, Colombia y Chile entre otros ya son aplicados estos proyectos y
actualmente tienen gran éxito, se ha dado entre estos, politicas de compartir
informacion entre ellos, pero también proporcionar informacion requerida a otros
paises.



Introduccion

En México la participacion y el interés sobre este tema es muy poco, debido a la
falta de informacion y personas dedicadas a este tema.

Objetivo

El propdsito central de este trabajo es dar a conocer los modelos que estan siendo
utiizados en la programacion hidrologica estocastica en otros paises
principalmente Argentina, Chile y Colombia ya que tiene similitud a la situacion
actual de Meéxico, para abarcar el problema de la aleatoriedad en extremos
hidrolégicos, asi como la comparacion de éstos para saber en qué casos es
conveniente usarlos.

Hipotesis

En muchos sistemas de tiempo con caracteristicas estocasticas, es posible
aproximarse con sistemas discretos y obtener los datos estadisticos a intervalos
fijos de tiempo mediante proceso de programacion estocastica, ejemplos de ellos
se pueden encontrar en lineas de produccion, sistemas flexibles de manufactura,
sistemas de trafico. Por lo que puede ser aplicado en sistemas hidroldgicos.

Algunos modelos desarrollados tienen caracteristicas muy especificas, de acuerdo

a cada situacion, es posible aproximarse a la realidad, aunque existe el riesgo de
crear modelos demasiado complejos que son complicados de resolver.

El problema de incertidumbre es resuelto aplicando variables aleatorias al modelo
y estos modelos pueden ser aplicados para poder predecir el comportamiento de

caudales de rios y evitar pérdidas materiales y humanas.

Contenido
El trabajo esta desarrollado de la siguiente manera:

A lo largo del capitulo 1, se da una visién general de la situacidn, geografica y de
la manera en que esta estructurados y organizados los sistemas de cuencas y rios
en México, para conocer las condiciones en las que se esta trabajando y las

posibles aplicaciones de otros modelos

En el capitulo 2, se presentan algunos antecedentes de la Hidrologia Bésica, sus
componentes, su historia, el papel que desempefia, asi como la importancia que
tiene en la actualidad y poder entender los conceptos y modelos que se presentan
en los siguientes capitulos.
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En el capitulo 3, se desarrolla el tema de los Modelos de Planificacién de Sistemas
Hidroldgicos, se describe el estado del arte sobre este tema, se mencionan las
principales metodologias y aportaciones mas relevantes que se han originado en
esta area en paises como Argentina, Chile y Colombia, donde ya se han desarrollo
algunos modelos.

En el capitulo 4, se da una breve clasificacion de los algoritmos mas relevantes
para el Modelado de Series Hidroldgicas, algunos criterios de comparacion entre
los algoritmos y algunos aspectos relacionados con su eficiencia probada en
paises antes mencionados

En el capitulo 5, Finalmente se hace un analisis comparativo entre los Modelos
para la seleccion de caudales Histéricos, se muestran algunas ventajas y
desventajas que se han podido observar en estos tres paises y el posible éxito en
México.

Se cuenta con dos apéndices, el primero de ellos es relacionado con Series de

Tiempo y el segundo con el trabajo de modelos ARIMA, desarrollados por Box y
Jenkins, ya que esta informacién se menciona a lo largo de la tesis y da una vision

introductoria acerca del tema



1. Hidrologia en México

1.1 Introduccién

El agua es un recurso natural finito, que se encuentra desigualmente distribuido en
el tiempo y en el espacio, es altamente vulnerable a la contaminacién y es
imprescindible para sostener la vida, el desarrollo econémico y los ecosistemas.
Esta condicion especifica del agua obliga a los gobiernos, a las empresas y a los
ciudadanos, a actuar con responsabilidad, alentando la coordinacion, la
cooperacion y la complementariedad en sus ambitos de actuacion.

En materia de agua, México impulsa una reforma profunda de su sector hidraulico
para enfrentar con mayores posibilidades de éxito, el reto de mantener el
crecimiento de la economia nacional sin afectar la sustentabilidad de los recursos
naturales y atender las necesidades de agua y servicios de una poblacion que
supera ya los 100 millones de personas y presenta rezagos importantes en los
servicios basicos de abastecimiento de agua, drenaje y saneamiento.

El agua por las implicaciones sociales, econdmicas y politicas de su manejo, y por
la incertidumbre de las variables que determinan el comportamiento del ciclo
natural que globalmente la reproduce y recicla, debe ser considerada un asunto
estratégico y de seguridad nacional por todos los paises y gobierncs.



Hidrologia en México

La gestion mexicana actual del agua es mas integral; y reconoce a las cuencas
hidrograficas y a los acuiferos, como las unidades territoriales mas apropiadas
para lograr su manejo eficaz.

La generacion de energia es una actividad de importantes repercusiones para el
desarrollo productivo, la calidad ambiental y el crecimiento econémico de la
sociedad. La Ingenieria en distintas especialidades, pero particularmente en la
Eléctrica, esta comprometida, por la magnitud de sus relaciones con el medio
ambiente y por el uso de los recursos hidraulicos para generar energia, con el
estudio de los fendmenos meteoroldgicos que originan la lluvia;, de las
caracteristicas y propiedades de las cuencas como unidades geogréficas de
conversion de la lluvia en caudales aprovechables; de las propiedades basicas de
los fluidos y su movimiento a través de conductos artificiales y del disefio técnico y
economico de estructuras, instalaciones y equipos utilizados para el
aprovechamiento de la energia hidraulica.

1.2 Marco de Referencia

1.2.1 Geografia

México se ubica en el hemisferio norte. Su territorio forma parte de las grandes
cuencas definidas por los sistemas hidrologicos de escala continental. Su costa
este colinda con el océano Pacifico que a su vez forma parte de la llamada cuenca
del pacifico; por el oeste se tiene la vertiente del golfo al que desembocan
grandes cuencas como la del Rio Misisipi que cubre gran parte de los EUA.

En el centro norte se ubican cuencas cerradas. Limita al norte a través de 3,152
km; con los Estados Unidos de América y al sur con los paises centroamericanos
de Guatemala y Belice con quienes comparte una frontera de 1,149 km; al este
con el golfo de México, con 3,294 km; y al oeste con el océano Pacifico, con 7,828
km. Conforme su ubicacion geogréfica, su territorio suma cerca de 2 millones de
km? y forma parte de las grandes cuencas hidrogréficas del continente americano.
MEXICO: Estructura y organizacion politica.

1.2.1 Demografia

La poblacion mexicana alcanz6é a finales del afio 2000 los 100 millones de
personas y crece a un ritmo promedio del orden de 1.2 por ciento anual. Se
encuentra distribuida en 80 ciudades mayores de 100 mil habitantes que
concentran el 48 por ciento de la poblacion total; 2,592 localidades con una
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poblacion entre 2,500 y 100 mil habitantes que suman otro 27 por ciento de la
poblacién nacional y con cerca de 200 mil pequefias poblaciones de menos de
2,500 habitantes en las que viven el restante 26 por ciento de la poblacion total. La
conurbacion de la Zona Metropolitana de la Ciudad de México concentra una
poblacion de 19.6 millones de habitantes. La distribucidon demografica mexicana se
caracteriza como de alta concentracion urbana y fuerte dispersion rural.

1.2.2 Orografia, Hidrologia y Vertientes.

México es un pais de montafioso. En su territorio se forman cadenas de montafias
que definen su hidrologia y sus cuencas. En la vertiente del océano pacifico existe
una gran diversidad de pequefias y medianas cuencas con trayectorias cortas y
pendientes muy pronunciadas. En el Golfo de México se forman extensas
planicies a partir de una hidrologia que se forma en las montafias y desciende
hacia el Golfo de México. En ambos casos, la hidrologia esta definida por la
posicién geogréafica del pais que se ubica al paso de los grandes movimientos
ciclonicos que se forman tanto en el océano Pacifico como en el Atlantico y en el
mar Caribe. Cada afio ocurren 30 eventos ciclonicos en promedio. Entre 4 y 5
causan severos dafos.

Al analizar el comportamiento de la precipitacion en gran parte de la Republica
mexicana se establece dos periodos bien marcados; la estacion lluviosa y la poco
lluviosa o seca. Acumulandose en la primera aproximadamente el 90% de la lluvia
anual. En la figura 1 se puede observar la distribucion historica de la precipitacion
media anual en el territorio nacional. A la vez se sefiala que en los estados a lo
largo de la costa del Golfo de México, centro del pais, parte del sur de la costa del
Pacifico, asi como de la peninsula de Yucatan, las precipitaciones presentan una
distribucion bimodal dentro del periodo de lluvias con maximas en Junio y
Septiembre y minimas en Julio y Agosto, caracterizdndose este ultimo mes por
una disminucién significativa en los dias con lluvia y un aumento de las
temperaturas maximas, asociado a una menor nubosidad y a una mayor
incidencia de la radiacién solar.
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1.2.3 Climas.

En las cuencas y subcuencas hidrolégicas de México se encuentran todos los
Climas. En el norte, predominan los climas secos en grandes zonas deseérticas,

aridas y semiaridas. En el centro del pais, los climas son templados. En el sur, los
climas son tropicales y humedos. Fig. 1.1

CLIMATOLOGIA ANUAL
PERIODO 1941-2002

100.0

o LAMINA MEDIA 771.3 mm

Figura 1.1. Precipitacion media anual (1941-2002) CNA
Fuente: Instituto de Astronomiay Meteorologia

1.2.4 Desigual Distribucion Espacial y Temporal de las Precipitaciones.

Las precipitaciones pluviales estan desigualmente distribuidas en el territorio,
provocando problemas de escasez en gran parte del pais y de abundancia y
drenaje en otras zonas. Las zonas éaridas y semiaridas del norte, ocupan 40 por
ciento del territorio nacional y las precipitaciones son menores a 500 milimetros
por afio. Otro 30 por ciento del territorio corresponde a las mesetas centrales que
reciben precipitaciones entre 500 y 1, 000 milimetros por afio. El restante 30 por
ciento, esta ocupado por zonas tropicales y semi tropicales en donde se producen
cada afio precipitaciones entre 1,000 y 2,000 milimetros, pero donde también, en
algunos afos pueden ocurrir precipitaciones de 8 6 10,000 milimetros.
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1.3 Tipologia de Cuencas en México.

Por la complejidad de territorio, México cuenta con todo tipo de cuencas, abiertas
y cerradas; costeras y de montafia; grandes, medianas y pequefas. Una de las
clasificaciones divide al pais en 837 cuencas hidrograficas de diferentes
caracteristicas y tamafos.

Para efectos de planificacion, de organizacion institucional y de participacion

social, ha sido necesario el agrupamiento de las cuencas en sistemas hidrolégicos
completos y en lo que hemos llamado sistemas hidrolégico — administrativos.

Con el propoésito de administrar y regular los usos y aprovechamientos de las
aguas superficiales y subterraneas, se dividié el pais en 13 Regiones Hidrolégico
Administrativas. En cada region existe una Gerencia Regional de la Comision
Nacional del Agua que es la entidad federal reconocida por la Ley de Aguas
Nacionales como la autoridad en la materia.

Otra division del pais realizada a partir de su hidrologia es la que define regiones
de participacion social. Esto se hizo asi para tomar en cuenta el tamafio de los
territorios regionales y para facilitar la intervencién de los usuarios y de otros
grupos organizados de la sociedad en el manejo del agua a través de Consejos
de Cuenca y otras formas de organizacién social en los ambitos de subcuenca y
acuifero.

Las principales cuencas hidrograficas de México son las siguientes (Fig. 1.2):

Meéxico: Division por cuenca hidrologica

1. Baja California Sur

2. Baja California

3. Alto Moroeste

4 RinsYaguiy Matape

5. RioMayo

B. Rios Fuertey Sinaloa

7. Rios Mocorito al Quelite

8. Rios Presidio al SanPedro
9. Rio Balsas

10. Costa de Guerrero

11. Costa de Oaxaca

12. RioBravo

13. Mazas-Aguanawal

14, Altiplano

158. Lerma-Chapala

16. Rio Sartiago

18. Rios San F ernando-Soto La M arina
19. Rio Paruco

20. Rios Tu<pan al Jamapa
21. Rio Papaloapan

22. Rio Coatzacoalcos

23. Costa de Chiapas

24. Rios Grijala v Usurracinta

Figura 1 2. México: Division por cuenca hidroldgica
Fuente: Director General de IaComisig)n Nacional del Agua, México.
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Cuenca del Rio Bravo.- Es una cuenca de mas de 457 mil km2. El 51 por ciento de
su territorio se encuentra en los Estados Unidos de Norteamérica y el 49 por
ciento es territorio mexicano. El cauce principal sirve de limite fronterizo entre
México y los EUA por méas de 2 000 km.

En la parte mexicana de la cuenca residen poco mas de 8 millones de personas y
es una de las zonas de mayor crecimiento demogréfico (7 % anual), por lo que el
manejo y administracion eficaz de los recursos hidricos constituye uno de los
grandes desafios.

En los ultimos 10 afios se ha presentado una prolongada sequia que ha dificultado
cumplir compromisos que se tienen establecidos entre México y los EUA desde
1944 en que se suscribi6 el Tratado de Limites y Aguas entre los dos paises. Por
ésta razon, en los ultimos afios han existido fuertes diferencias entre los dos
paises, que estan siendo encauzadas mediante el incremento de la eficiencia en
los usos actuales del agua alentando la modernizacién y tecnificacion de las areas
de riego existentes, asi como a través de la reglamentacion de la distribucién de
las aguas superficiales de la parte mexicana de la cuenca.

La Cuenca del Rio Colorado también es frontera entre México y los Estados
Unidos; sin embargo, en este caso, mas del 99 por ciento del territorio de la
cuenca se encuentra en los Estados Unidos y solo el uno por ciento en México;
esto hace gque México resienta los efectos del manejo del agua y de la cuenca que
se hace en la parte alta (EUA). Actualmente es una preocupacion la disminucion
de los caudales del rio y su repercusion en la ecologia de la zona del delta que se
encuentra en el extremo norte del golfo de California.

Cuencas de los Rios Grijalva y Usumacinta.- En el Sur, México limita con las
Republicas de Guatemala y Belice, y a través de estos paises se vincula con la
region Centro Americana. En esta zona se localizan los rios Grijalva y Usumacinta
gue son los mas caudalosos de México y proporcionan la mayor parte de la
energia hidroeléctrica del pais.

Cuencas peninsulares.- En las peninsulas de Baja California y de Yucatan se
depende de las aguas subterraneas.

En Baja California el clima es semidesértico y las precipitaciones son muy escasas
la mayor parte del afio, por lo que practicamente no existen corrientes
superficiales permanentes.

La Peninsula de Yucatan por su parte, esta formada por un macro acuifero
regional. Por las caracteristicas del suelo, los escurrimientos rapidamente se
infiltran. Su clima es semitropical y el terreno es de lomerios muy suaves. Esta es
la zona de la cultura maya ampliamente conocida en el mundo.
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Cuencas cerradas.- Una parte del territorio mexicano esta ocupado por cuencas
endorreicas.

El Valle de México hasta el siglo pasado era una cuenca cerrada. Actualmente
drena artificialmente parte de sus aguas hacia el Golfo de México a través de la
cuenca del Rio Panuco. Para satisfacer las necesidades de agua que demanda la
zona metropolitana de la Ciudad de México, en la que residen 19.6 millones de
personas segun los datos del censo de 2000, se conecta con las cuencas de los
Rios Lerma y Balsas las que transfieren parte de sus disponibilidades.

En el norte centro se ubican las cuencas de los Rios Nazas y Aguanaval y las
cuencas del Altiplano. Es una zona semidesértica en la que se encuentran
importantes ciudades mexicanas como San Luis Potosi, Saltillo y Torredn, que son
polos de desarrollo agropecuario e industrial.

Cuencas Costeras- Tanto en la vertiente del pacifico, como en la vertiente del
Golfo, México tiene una gran cantidad de rios, resultado de su orografia.

Las cuencas que se forman por el paralelismo de las cordilleras con las costas,
son relativamente pequefias y con rios de corta trayectoria y grandes pendientes,
por lo que sus caudales son de dificil aprovechamiento, salvo en el pacifico norte,
en donde se encuentra las mayores y mas prosperas zonas de riego del pais.

Macrocuencas- Los grandes sistemas hidrolégicos de México estan
representados por los Rios Grijalva y Usumacinta en el sur del pais;
Coatzacoalcos, Papaloapan y Panuco en el golfo; Balsas, Lerma y Santiago en el
centro y el Bravo en el Norte.

Todas estas cuencas tienen grandes territorios de drenaje. De éstas la mas
pegueﬁa es Coatzacoalcos con 24,000 km? y la mas grande es Bravo con 227,000
km< sélo en la parte mexicana.

Todas las grandes cuencas mexicanas estan claramente diferenciadas tanto por
sus caracteristicas hidrograficas como por su desarrollo socio-econémico. Por
ejemplo, en el sistema Grijalva Usumacinta se genera el 25 por ciento de la
energia hidroeléctrica del pais. En la del Rio Coatzacoalcos se produce el 15 por
ciento del petroleo nacional. Las cuencas del Papaloapan y del Rio Panuco son
importantes por su produccion agropecuaria. La del Rio Lerma concentra 13 por
ciento de la poblacion del pais y el 17 por ciento de la industria nacional.
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1.3.2 Cuencas Hidrologicas

El agua que escurre en un rio es captada en un area determinada, por lo general
por la conformacion del relieve. A esta area se le llama cuenca hidrolégica. A su
vez, las cuencas hidroldgicas se agrupan en regiones hidroldgicas. En este mapa
se presenta la division del pais en cuencas hidrolégicas, indicando mediante
colores la abundancia de agua en cada cuenca. Se ilustran en color rojo, las
localidades con mas de 500 mil habitantes hasta 1995, y en lineas de color azul
los rios mas caudalosos del pais. Observe la relacion entre los principales rios y el
nivel de escurrimiento superficial de la cuenca que ellos atraviesan. Las zonas
representadas en color verde mas claro tienen poca agua, y las mas oscuras, la
tienen en mayor cantidad. Los estados de Veracruz, Tabasco, Oaxaca y Chiapas,
ubicados en las cuencas mas humedas, tienen un escurrimiento superficial mayor
a los 10 mil litros por persona al afio. En cambio, estados como Baja California,
Baja California Sur o Coahuila tienen un escurrimiento superficial disponible no
mayor a los 200 litros por persona. Fig.1.3

—
aha  Mugivall 9

ag" Lo

\ o
ESTADOSE UNIEDS DR AMERICA =
Chidad Judiaz

|

P

Trépecn de Cancer —

Z0° LM

100" La

| - b ! “4j_AMERICA CENTRAL
Figura 1.3 Cuencas Hidrolégicas

Fuente:htt://mapserver.inegi.gob.mx/geografi a/espariol /datosgeograf/basi cos/hidrol ogia/rios/cuencas.gif



Hidrologia en México

1.3.3 Principales Rios

Los rios son las corrientes de agua que fluyen sobre sus cauces. Pueden ser de
dos tipos, segun su estacionalidad: perenes, con agua todo el afio, e intermitentes,
con agua solo en alguna parte del afio, por lo general la época de lluvias. Los
principales rios, por su escurrimiento medio anual en millones de metros cubicos,
son los siguientes: Usumacinta, 56 mil; Papaloapan, 47 mil; Grijalva, 25 mil;
Coatzacoalcos, 22 500; Balsas, 14 500; Bravo, 13 mil; Panuco, 12 mil; Hondo, 11
mil; Lerma-Santiago, 8 500; Tecolutla, 5 500; y Fuerte, 5 mil. Los cuatro
principales rios llevan al Golfo de México un total de 2.2 millones de litros de agua
cada segundo. El Usumacinta contribuye con 900 mil, el Grijalva 700 mil, el
Coatzacoalcos 400 mil y el Papaloapan con 200 mil. El rio Bravo esta considerado
uno de los mas largos del mundo, tiene 2 800 Kildbmetros de longitud y un caudal
maximo promedio cercano a los 120 mil litros por segundo. Fig. 1.4
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1.3.4 Regiones Hidrologicas

Una region hidrolégica es la agrupacion de varias cuencas hidrolégicas con
niveles de escurrimiento superficial muy similares. En México, las mas humedas
son la numero 30, llamada region del sistema Grijalva-Usumacinta; la nimero 29 o
region del Coatzacoalcos; la nimero 28 o region del Papaloapan; y la nimero 23,
llamada también region de la Costa de Chiapas. Las regiones hidroldégicas mas
secas del pais son la nimero 2, llamada region del Vizcaino; la nUmero 3 o regiéon
de la Magdalena; la nimero 4 o regién de la Laguna Salada; la region 8 o region
Sonora norte y la region 35, llamada comunmente region del Mapimi. Las mas
densamente pobladas son la 29, llamada también region Tuxpan-Nautla y la
region nimero 12, conocida como Lerma-Santiago. Uno de cada cuatro habitantes
en localidades con mas de 100 mil habitantes vive en estas regiones hidrologicas.

Fig. 1.5
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1.4 Desafios en Materia de Agua

Al iniciarse el Siglo XXI México enfrenta diverso desafios en materia de agua.
Ademas de la desigual distribucion regional y temporal de sus recursos hidricos,
destacan los siguientes:

La dotacion de servicios de agua, alcantarillado y saneamiento para los
sectores de la poblacibn que aun no cuentan con estos servicios en sus

domicilios.

Las aguas residuales que aun no reciben tratamiento previo antes de su
regreso a los cauces naturales.

El control de la erosion y la deforestacion de las cuencas.

El mantenimiento y operacion de la infraestructura hidraulica existente y la
construccion de la nueva. Actualmente se cuenta con mas de 4,500 Presas de
Almacenamiento y Derivacion; 6.3 millones de hectareas incorporadas al riego
y 4,000 kilometros de canales; 20 Grandes Presas de generacion de energia
eléctrica; mas de 2,000 Plantas de tratamiento, y una infinidad de sistemas de
abastecimiento, plantas de bombeo, etc.

La prevencion de los desastres asociados a los huracanes y las sequias
La preservacion de las aguas subterraneas

La generacién de inversiones suficientes para construir, rehabilitar y mantener
la infraestructura hidraulica y sus servicios.

El agua es un asunto estratégico y de seguridad nacional.- Por su significado para
el desarrollo de socioeconémico, administrar y manejar el agua racional y
eficazmente se ha convertido en un asunto estratégico y de seguridad nacional.
Sobre todo tomando en cuenta las enormes disparidades existentes entre la
disponibilidad natural del recurso y la distribucion de la poblacién y la produccion.

Por una parte la disponibilidad natural de agua per cépita en el sureste del pais es
siete veces mayor a la del resto del territorio nacional, por otra, en las regiones en
donde se presenta el 32 por ciento del escurrimiento, habita el 77 por ciento de la
poblacién y se genera el 86 por ciento del Producto Interno Bruto.

Poblacion y escasez de agua por cuenca (Afio 2000).- Tomando como referencia
las definiciones de escasez usualmente utilizadas por diversos organismos
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internacionales, se calcula que las cuencas del Valle de México, Lerma Chapala y
Altiplano disponen de menos de 1,000 m?® por persona y por afio, y en ellas radica
alrededor de 33 por ciento de la poblacion nacional. Las cuencas de los Rios
Santiago y Bravo, asi como la Peninsula de Baja California también resienten ya la
escasez de agua, pues en términos generales en esas regiones se dispone entre
1,000y 1,700 m> por personay por afio.

Poblacién y escasez de agua por cuenca (Afio 2020).- Para el futuro la situacion
de escasez de agua en México sera mas compleja porque 57 millones de
habitantes, equivalentes a 47 por ciento de la poblacién estimada del afio 2020,
vivirA en cuencas de escasez extrema de agua; es decir, en cuencas cuya
disponibilidad por persona y por afio sera menor a 1,000 m3. Otros 10 millones de
personas viviran en cuencas cuya disponibilidad por persona y por afio sera entre
1,000 y 1,700 md,

1.5. La Gestion del Agua en México

El agua en México, junto con el petréleo y los minerales esta considerada un “Bien
publico propiedad de la Nacion” (Art. 27 de la Constitucion) y no puede ser
otorgada en propiedad, razon por la cual, el Gobierno Federal y especificamente
el Presidente de la

Republica tiene la facultad de “permitir, asignar o concesionar el uso y
aprovechamiento de las aguas superficiales y subterraneas”.

Para administrar las aguas nacionales el Gobierno Federal mexicano se auxilia de
un organismo nacional denominado Comision Nacional del Agua responsable de
administrar, planificar y preservar las aguas nacionales.

Estructura del sistema actual de gestion del agua. - Actualmente, para llevar a cabo

la gestion del agua, México cuenta con un sistema de caracter federal, estatal y
municipal.

En el ambito nacional federal, opera la Comisiébn Nacional de Agua con una
organizacion central, regional y estatal basada.

En cada uno de los Gobiernos Estatales actualmente se promueve la constitucion
de una Comision Estatal de Agua con el propoésito de que a mediano plazo sea la
receptora de las funciones y tareas que la federacion dejara de realizar conforme

avance el proceso de descentralizacion que se encuentra en marcha.

12
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Sistema de gestion del agua en mexico: Estructura Actual

N Mival Maciorul

SEMARNAT | consejo Téenico

Figura 1.6. Sistema de Gestion del Agua en México: Estructura
Fuente: Director General de la Comisién Nacional del Agua,

En el ambito municipal y de cada una de las localidades del pais, operan
organismos operadores de los servicios de agua y drenaje. Estos son empresas
municipales y en algunos casos, empresas concesionarias de la prestacion de
estos servicios. Fig. 1.6

Sirven de vinculo entre el Gobierno Federal, los Gobiernos Estatales y Municipales
y los usuarios, los Consejos de Cuenca creados como instancias de coordinacion
y de concertacion.

Los Consejos de Cuenca, son 6rganos de coordinacién entre los tres niveles de
gobierno, federal, estatal y municipal, y entre la autoridad del agua, y los usuarios
de las aguas nacionales, que se han constituido con el proposito de contribuir a
mejorar la administracion del agua por cuenca y acuifero, desarrollar la
infraestructura Hidraulica y sus servicios y preservar las cuencas hidrolégicas y los
ecacsistemas.

Los Consejos de Cuenca son una organizacion mixta de usuarios, entidades de
gobierno y ciudadanos que, en el marco de la Ley de Aguas Nacionales busca la
gestion sustentable del agua en cada cuenca. Son un Foro ordenado e
institucional para ventilar los problemas de manejo del agua y de la cuenca por y
con los protagonistas de la cuenca. Son una organizacion para vincular a los
gobiernos con los ciudadanos; para transparentar los actos de gobierno y para
facilitar la gestion integrada del agua y de la cuenca.
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LOS CONSEJOS DE CUENCA EN MEXICO

Estados
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-Asociaciones de profesionales ONG’s
-Otros

Usuarios

Figura 1.7. Los Consegjos de Cuenca en México
Fuente: Director General dela Comision Nacional del Agua, México.

Los Consejos de Cuenca no son un “organismo” porgue su esencia es colectiva y
su propésito es sumar voluntades y recursos y facilitar la toma de decisiones
colegiadas, preservando la identidad y facultades de cada uno de sus integrantes.
En cambio, si son una “organizacién” que permite relacionar, de manera
ordenada, a los gobiernos entre si y a estos con los usuarios directos del agua y
con otros sectores de la sociedad, a fin de construir una nueva gobernabilidad de
los recursos hidricos en la que el Estado cumple un papel normativo y regulatorio,
y los diversos actores privados y sociales que actian en las cuencas hidrograficas,
asumen responsabilidades en el manejo del agua con pleno reconocimiento de
que se trata de un recurso finito, variable en cantidad y vulnerable a la
contaminacion. Esta visidn de la gobernabilidad de los recursos hidricos otorga
prioridad a satisfacer las necesidades de la sociedad sin causar dafios a la
integridad del ciclo hidrolégico, de tal manera que se otorga viabilidad al logro de
objetivos de sustentabilidad y sostenibilidad. Fig. 1.7

Los Consejos de Cuenca en su condicion actual, son principalmente un foro plural
y abierto para analizar los problemas del agua en cada cuenca hidrogréfica,
proponer soluciones y llegar a la determinacién de iniciar acciones conjuntas y
sumar recursos para destinarlos a fines prederminados y benéficos para el
conjunto de la sociedad que radica en la cuenca, o para alguna de sus partes, en
el entendimiento de que tanto la cuenca como los sistemas hidricos que la forman
y dan unidad territorial, son indivisibles y por lo tanto, deben ser manejados
integralmente. En este sentido, los Consejos han renovado y generalizado en
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México la idea y el concepto de que las cuencas y los acuiferos deben ser las
unidades de planeacion y gestién del agua, con independencia de las divisiones
politico administrativas de estados y municipios. Los Consejos de Cuenca a
medida que se consolidan como una organizacion estable y socialmente
reconocida, se transforman en una instancia de negociacién y consenso para dar
sentido y viabilidad a la gestion ordenada e integrada del agua.

Cabe mencionar que siendo fundamental la voluntad politica de abrir el manejo del
agua a la participacion de los usuarios directos del recurso, no es suficiente, toda
vez que la gestidn integrada y sustentable del agua, ademas de la voluntad y del
involucramiento de los actores de mayor nivel politico, requiere entre otras
medidas, incluidas el desarrollo de capacidades institucionales para administrar y
gestionar los recursos hidricos de un pais; de sistemas de informacion confiables y
accesibles; de la organizacién de los usuarios y de ciudadanos interesados en los
asuntos del agua; de esquemas de planificacion que permitan traducir las
demandas y necesidades en actuaciones gubernamentales, privadas y sociales
ordenadas conforme a prioridades, plazos y responsables, con mecanismos de
seguimiento, evaluacion y reformulacion periddica; de sistemas financieros
acordes con los requerimientos y demandas regionales y locales; de marcos
regulatorios suficientes y claros que posibiliten la intervencion de los agentes
privados en un marco de certidumbre para sus inversiones, y de una gran variedad
de instrumentos que deben ser puestos en practica arménicamente para avanzar
gradual y firmemente hacia una gestion ordenada e integrada de los recursos
hidricos.

1.5.1 Objetivos Generales de los Consejos de Cuencas

Para cumplir su misién los Consejos tienen como objetivos generales, proponer y
promover la ejecucion de planes, programas y acciones para:

a) Lograr el equilibrio entre oferta y demanda de agua en la Cuenca para sus
diversos usos.

b) El saneamiento de las cuencas, subcuencas, barrancas, acuiferos y
cuerpos receptores de agua para prevenir, detener 0 corregir Ssu
contaminacion.

c) La conservacion, preservacion y mejoramiento de los ecosistemas de las
cuencas con los que el agua forma sistemas naturales indivisibles.

d) El uso eficiente y sustentable del agua en todas las fases del ciclo
hidrolégico.
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€)

Impulsar una cultura del agua que considere a este elemento como un
recurso vital y escaso, difundiendo su valor econémico, social y ambiental y
alentando la participacion de la sociedad en su cuidado y uso sustentable.

1.5.2 Funciones Generales

Los Consejos de Cuenca se integran con funciones generales claramente
definidas en la propia Ley. Las principales son:

a)

b)
c)

Formular y ejecutar programas que tiendan a mejorar la administracion de
las aguas nacionales.

Desatrrollar la infraestructura hidraulica necesaria v,

Coadyuvar en la conservacion y restauracion de las cuencas hidrograficas.

En su sentido mas amplio y general, los Consejos de Cuenca y sus
organizaciones auxiliares son también:

d)

€)

Instancias colegiadas para prevenir y dar cauce a los conflictos asociados a
la distribucion y usos del agua.

Organizaciones plurales que se conforman para identificar, analizar,
caracterizar, diagnosticar y pronosticar los problemas, situaciones,
demandas y necesidades de agua en una cuenca hidroldgica.

Foros para conciliar propdsitos, sumar voluntades y recursos y definir
planes y programas que tienen la finalidad de aumentar la eficacia en la
gestion del agua; mejorar su administracion, procurar el saneamiento de
Sus corrientes, cauces y cuencas, y ordenar y eficientar sus usos, manejo y
aprovechamiento.

1.5.3 Funciones Especificas

Son las siguientes:

a) Conocer y difundir los lineamientos generales de la politica hidraulica nacional
y regional, y proponer aquellos que reflejen la realidad del desarrollo hidraulico
a corto, mediano y largo plazos, en el ambito territorial del Consejo de Cuenca;

b)

Promover la participacion de las autoridades estatales y municipales, asi como
de los usuarios y grupos interesados de la sociedad, en la formulacion,
aprobacion, seguimiento, actualizacién, y evaluaciéon de la programacion
hidraulica de la cuenca o cuencas de que se trate en los términos de la ley;
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d)

Q)

Promover la integracion de comisiones de trabajo de diversa indole, que
permitan analizar y en su caso, plantear soluciones y recomendaciones para la
atencion de asuntos especificos relacionados con la administracion de las
aguas, el desarrollo de la infraestructura Hidraulica y de los servicios
respectivos, el fomento del uso racional del agua y la preservacion de su
calidad,;

Concertar con la Comision Nacional del Agua las prioridades de uso y los
demds instrumentos previstos en la programacion hidraulica, conforme a lo
dispuesto en la ley y su reglamento, asi como los mecanismos Yy
procedimientos para enfrentar situaciones extremas de emergencia, escasez,
sobreexplotacion, contaminacién de las aguas o deterioro de los bienes a
cargo de la Comision;

Apoyar las gestiones necesarias para la concurrencia de los recursos técnicos,
financieros, materiales y tecnologicos que requiera la ejecucion de las acciones
previstas en la programacion hidraulica;

Participar en el desarrollo de los estudios financieros que lleve a cabo la
Comisién, con objeto de determinar los montos de las contribuciones de los
usuarios para apoyar la ejecucion de los programas de la Comisién, que
beneficien a los usuarios de la cuenca o cuencas comprendidas en el ambito
territorial del Consejo de Cuenca, y

Participar o intervenir en los demas casos previstos en la Ley y su Reglamento
para los Consejos de Cuenca.

El funcionamiento y alcances de los consejos, comisiones y comités de cuenca,
asi como de los “COTAS”, por la naturaleza de sus trabajos y por la trascendencia

y

complejidad social de los problemas que tratan, dependen de diversos fac tores.
Destacan:

La voluntad politica de los gobiernos federal, estatal y municipal que participan
en su creacion y desarrollo.

La decision y voluntad expresada por diversos sectores representativos de la
sociedad de participar en los procesos de gestiéon del agua.

La dimensién y caracteristicas de los problemas de escasez y contaminacion
de las aguas prevalecientes en las cuencas hidrolégicas.
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Los recursos humanos y materiales susceptibles de ser movilizados para
resolver los problemas del agua en cada cuenca. Fig. 1.8

ESTRUCTURA DE LOS CONSEJOS DE CUENCA
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Figura 1.8. Estructura de los Consejos de Cuenca.
Fuente: Director General de la Comision Nacional del Agua, México.

1.6 Situacion Actual

Actualmente se cuenta con una organizacion nacional para la gestion del agua
compuesta de 25 Consejos de Cuenca, de los que dependen diversos 6rganos
auxiliares constituidos por 6 Comisiones de Cuenca, 7 Comités de Cuenca, 54
Comités Técnicos de Aguas Subterraneas (COTAS), 25 Grupos de Seguimiento y
Evaluacion, 60 Grupos Especializados.
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En los Consejos de Cuenca se han involucrado todos los gobernadores de las
entidades federativas y el Jefe de Gobierno del Distrito Federal, los presidentes
municipales de las mas importantes ciudades del pais y ciudadanos destacados
de los ambitos empresarial, académico, cientifico y civico de las diferentes
regiones, ademas de usuarios de todos los sectores de uso del agua.

El trabajo de los Consejos de Cuenca y de sus Organos auxiliares en la etapa
inicial de consolidacion se oriento para estudiar y analizar colectivamente entre
otros, los siguientes temas:

Reglas de Organizacién y Funcionamiento de los Consejos de Cuenca
Balances y disponibilidades de agua por cuenca y acuifero

Discusion de los sistemas de informacién necesarios para la gestiéon del agua
Presentacion y andlisis de temas relevantes para la gestion integrada del agua
destacando:

Avances en la cuantificacion de las disponibilidades de agua por cuenca y
acuifero.

El Registro Publico de Derechos de Agua (REPDA) en la cuenca

Elaboraciéon y discusion de contenidos de diagnésticos y estrategias
hidraulicas regionales

Discusion de bases para la programacion hidraulica nacional, regional y por
cuenca

Presentacion de esquemas para facilitar la puesta en marcha del Movimiento
Ciudadano por el Agua en el ambito regional.

Los principales resultados alcanzados se resumen en:

La constitucion y desarrollo inicial de Consejos de Cuenca con bases
organizativas y funcionamiento reglamentados, lo que debera permitir y facilitar
sus labores de planeacion y gestion del agua.

Una mayor y mejor participacion de los usuarios, basada en el conocimiento
de la informacion y documentacion basica del agua.

Involucramiento de los principales actores de cada cuenca (agricultores,
industriales, prestadores de servicios, administradores publicos vy

representantes de gobiernos locales, representantes profesionales)

La identificaciébn de necesidades de capacitacién acordes con las realidades
regionales y orientadas al fortalecimiento de las capacidades locales para
gestionar colectivamente el agua.

Divulgacion y asimilacion del concepto de cuenca hidrografica de la
interdependencia existente entre los actores aguas abajo y aguas arriba.
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Elaboracion de diagndsticos, planes y programas hidraulicos en consulta y
colaboracion con los usuarios.

Mejor asimilacién del concepto de Consejos de Cuenca y de su papel en la
gestion integrada del agua por cuenca hidrolégica, tanto en el ambito de las
instituciones del sector hidraulico como entre los gobiernos estatales y los
usuarios de las aguas nacionales.

Mayor receptividad y apoyo social y gubernamental para el financiamiento de
los programas que se desprenden de la operaciéon de los Consejos.

Disminucién de los conflictos entre usuarios y ente gobiernos por problemas
de agua y apertura de canales de comunicacion formalizados en comités y
mesas de trabajo.

Discusion y consenso de reglas para la distibucion de las aguas superficiales.

Desarrollo de nuevas actitudes y formas de relacion entre administradores
publicos y usuarios del agua.

Identificacion de disfuncionalidades y limitaciones para dar lograr efectividad
en los procesos de participacion y toma de decisiones colectivas.

Al finalizar una primera etapa del proceso de creacion y desarrollo de los Consejos
de Cuenca, cada una de estas organizaciones cuenta con una Agenda Basica del
Agua que sefala los problemas y prioridades que deberan ser aendidos en los
proximos afos; igualmente se cuenta con Reglas de Organizacion vy
Funcionamiento expedidas por la Comision Nacional del Agua como lo establece
el Reglamento de la Ley de Aguas Nacionales, y se trabaja en un primer Proyecto
de Plan o Programa de Gestion Integral del Agua para cada una de las principales
cuencas hidrolégicas del pais, en el que habran de sefialarse objetivos,
lineamientos de estrategia de mediano y largo plazo, e incluir la identificacion de
los principales proyectos y programas de inversion para los siguientes afios. Todo
ello ampliamente discutido entre los participantes.

Conforme los Consejos participen mas amplia y directamente en el proceso de
planeacion de los usos y aprovechamientos del agua en cada cuenca, las nuevas
formas de gestion colectiva de los recursos hidricos deberan ofrecer:

Un nuevo orden para administrar y aprovechar mejor el agua,
Programas mejor estructurados y mas arraigados en la cultura regional para
mejorar la eficiencia en el uso del agua; preservacion y manejo de las

cuencas; manejo y reglamentacion de los acuiferos sobreexplotados; cuidado
y cultura del agua, y otros de relevancia regional.
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Mayor conciencia de la responsabilidad compartida entre usuarios y gobiernos
para resolver los problemas de disponibilidad del agua y de mejora de su
calidad.

Nuevas formas para financiar y alcanzar la autosuficiencia financiera en los
servicios y sistemas de infraestructura hidraulica de la cuenca.

Los Consejos de Cuenca estan llamados a ser organizaciones con facultades para
actuar como Juntas de Gobierno de Organismos de Cuenca, y con capacidad para
incidir en el destino de las inversiones que se canalizan al agua. En su actuacion
cotidiana deberan contar con mayor autonomia de gestion técnica y administrativa,
articulando el esfuerzo de usuarios, organizaciones no gubernamentales y
entidades de los tres ordenes de Gobierno para alcanzar la sustentabilidad del
agua y contribuir al desarrollo econémico de las regiones en que se ubican y

operan.
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2. Hidrologia Basica

2.1Introduccion

Durante su vida sobre la tierra el hombre ha sido testigo, muchas veces sin
entenderlo, del desarrollo del ciclo del agua en la naturaleza. La distribucién de los
climas, la formacién de las nubes y su inestabilidad, la produccion de las lluvias, la
variacion de los niveles de los rios, y el almacenamiento de agua en depdésitos
superficiales o subterraneos son temas en cuyo estudio se ha venido
profundizando a lo largo de los afios, conformando una rama de la fisica que se
conoce como Hidrologia.

La Hidrologia en su definicion mas simple es la ciencia que estudia la distribucion,
cuantificacion y utilizacién de los recursos hidricos que estan disponibles en el
globo terrestre. Estos recursos se distribuyen en la atmodsfera, la superficie
terrestre y las capas del suelo.

Como ha ocurrido con otras ciencias, a medida que los estudios hidrologicos se
fueron desarrollando fue necesario dividir el tema general en una serie de tépicos
especializados e interdisciplinarios que se agruparon bajo el nombre de
Planeamiento de los Recursos Hidraulicos. En el planeamiento se incluyen como
temas principales la Meteorologia, la Hidrologia Superficial y la Hidrologia del
Agua Subterranea.

La Meteorologia trata de los fenomenos que se desarrollan en la atmosfera y de la
relacion que existe entre los componentes del sistema solar. La Hidrologia
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Superficial estudia la distribucién de las corrientes de agua que riegan la superficie
de la tierra y los almacenamientos en depdsitos naturales como lagos, lagunas o
ciénagas. Por ultimo, en la Hidrologia del Agua Subterranea se incluyen los
estudios de los almacenamientos subterrdneos, o acuiferos, en lo referente a
localizacion, volumen, capacidad de almacenamiento y posibilidad de recarga.

Los aspectos que tienen una relacibon muy estrecha con los anteriores en la
planeacion de proyectos de ingenieria son Geografia Fisica y Economica,
Hidraulica Fluvial, Hidraulica Maritima, Hidrogeologia, Geotecnia, Estadistica,
Teoria de Probabilidades, e Ingenieria de Sistemas.

La Hidrologia Béasica estudia los conceptos fisicos del ciclo hidrolégico, los
métodos de recoleccion de informacion hidroldgica y los procedimientos clasicos
de procesamiento de datos estadisticos. Las técnicas que permiten la utiizacion
de los recursos hidraulicos en proyectos de Ingenieria pertenecen al campo de la
Hidrologia aplicad

2.1.1 Objetivos de los Estudios Hidroldgicos

Los proyectos que usan el agua como componente principal se clasifican de la
siguiente manera:

1. Proyectos de suministro de agua.

Captan caudales de corrientes superficiales o de depdsitos subterraneos para
abastecer demandas de agua en areas especificas.

Entre estos proyectos se cuentan los de acueductos y alcantarillados, de riego y
drenaje de campos agricolas.

2. Proyectos de suministro de energia hidraulica.

Captan caudales de corrientes superficiales y aprovechan diferencias de cota para
entregar energia hidraulica a las turbinas de las centrales hidroeléctricas.

Las turbinas convierten la energia hidraulica en energia mecanica la cual se

transmite a los generadores; éstos transforman la energia mecanica en energia
eléctrica.
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3. Disefio de obras viales, drenajes de aguas lluvias y estructuras de proteccion
contra ataques de rios.

Los estudios hidrolégicos analizan los regimenes de caudales medios y extremos
de las corrientes de agua en los tramos de influencia de las obras viales, en las
zonas que requieren de alcantarillados de aguas lluvias, y en las zonas inundables
adyacentes a los cauces.

Los caudales de creciente y las avalanchas que se generan por deslizamientos
son las variables importantes en este tipo de proyectos. Estas variables se
relacionan luego con los niveles de inundacion, con las velocidades de flujo y con
los procesos de socavacion lateral y de fondo.

4. Proyectos de Navegacion Maritima y Fluvial.

Los estudios de Hidrologia en los proyectos de Navegacion Maritima consisten en
el analisis del estado del tiempo en mar profundo, en la plataforma continental y en
los litorales. El estado del tempo es una variable hidrolégica que relaciona
temperatura, humedad, presién atmosférica y vientos, y es responsable de la
presencia de olas en la superficie del mar.

En los proyectos de Navegacion Fluvial la Hidrologia estudia los regimenes de
caudales medios y extremos en los tramos navegables, las relaciones Caudal-
Profundidad, y los volimenes de sedimentos que se mueven como carga de fondo
y en suspension.

En el desarrollo de estos proyectos los estudios hidrologicos recolectan y
procesan informacion historica, programan y ejecutan programas de campo en
topografia, batimetrias, aforos liquidos y sélidos, toma y andlisis de muestras de
sedimentos. Los resultados de los estudios producen informacion sobre los
siguientes aspectos:

Caracteristicas climatologicas de las zonas que tienen influencia sobre el
area del proyecto.

Seleccion y capacidad de la fuente que suministrard el caudal que se
entregara a los beneficiarios del proyecto. Se incluyen aqui los analisis
sobre necesidad de almacenamiento.

Magnitud de los eventos extremos, crecientes y sequias, que pueden poner
en peligro la estabilidad de las obras civiles, o los procesos de navegacion
o el suministro confiable de agua a los usuarios.

Transporte de sedimentos hacia las obras de captacion y almacenamiento.
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¢,Qué hacen los hidrélogos?

Los hidrélogos aplican el conocimiento cientifico y los principios matematicos a la
solucién de problemas relacionados con el agua en la sociedad: problemas de
cantidad, calidad y disponibilidad. Se encargan de encontrar los abastecimientos
de agua para las ciudades o fincas con regadio, o de controlar las inundaciones
por rios o la erosion del suelo. También pueden trabajar en proteccion ambiental:
prevencion o limpieza de la contaminacion o localizacion de lugares seguros para
la eliminacion de desechos peligrosos.

Las personas entrenadas en hidrologia pueden tener una amplia variedad de
ocupaciones. Algunas se especializan en el estudio del agua en solamente una
parte del ciclo hidrologico: limndlogos (lagos); oceandgrafos (océanos);
hidrometeorologos (atmosfera); glacidlogos (glaciares); geomorfologos (formas
terrestres); geoquimicos (calidad del agua subterranea); e hidrogedlogos (aguas
subterrdneas). Los ingenieros que estudian hidrologia pueden ser agricolas,
civiles, ambientales, hidraulicos, sanitarios, entre otros.

El trabajo de los hidrélogos es tan variado como los usos del agua y pueden variar
desde proyectos multimillonarios hasta el aconsejar al propietario de una casa
sobre sus problemas de drenaje. Algunos ejemplos son:

Aguas Superficiales.- La mayoria de las ciudades satisfacen sus necesidades de
agua extrayéndola del rio, lago o embalse mas proximo. Los hidrélogos recogen y
analizan los datos necesarios para predecir cuanta agua se dispone de las fuentes
locales y si sera suficiente para satisfacer las necesidades futuras proyectadas.

La gestion de los embalses puede ser muy compleja ya que, generalmente, tienen
propoésitos diversos. Los embalses aumentan la confiabilidad de los
abastecimientos locales de agua. Los hidrélogos usan mapas topograficos y
fotografias aéreas para determinar hasta dénde llegaran los niveles del embalse y
asi calcular las profundidades y la capacidad de almacenamiento. Este trabajo
asegura que no ocurran inundaciones aun a su capacidad maxima.

La decision de cuanta agua liberar y cuanto almacenar depende de la época del
afo, las predicciones de flujo para los proximos meses, y las necesidades de los
regantes y las ciudades, al igual que las de los usuarios aguas abajo que
dependen del embalse. Si también se usa el embalse para recreacion o para la
generacion de energia hidroeléctrica, hay que tener en cuenta sus requerimientos.
Los hidrélogos reunen las informaciones necesarias y corren un modelo
informatico con ellas para tratar de predecir los resultados bajo varias estrategias
de operacion. En base a estos estudios, los administradores de los embalses
pueden tomar las mejores decisiones.

Los posibles usos de las aguas superficiales (nadar, beber, industrial) a veces
estan restringidos debido a la contaminacion; esta puede ser solamente un
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inconveniente visual, o también puede ser una amenaza invisible, aunque letal,
para la salud de las personas, plantas y animales.

Los hidrélogos ayudan en la vigilancia de los abastecimientos de agua para
asegurarse que alcancen ciertos niveles de calidad. Cuando se descubre
contaminacion, los ingenieros ambientales trabajan con los hidrélogos para
establecer el necesario programa de muestreo.

Aguas Subterraneas- Con frecuencia, el agua subterrdnea es mas barata, mas
conveniente y menos vulnerable a la contaminacién que las aguas superficiales.
Por lo tanto, estas aguas son comunmente usadas para el abastecimiento de
agua; en algunas areas (regiones aridas), las aguas subterraneas pueden ser la
Gnica opcion.

Los hidrologos estiman el volumen de agua almacenada subterrdneamente a
través de mediciones de los niveles de agua en los pozos locales y estudiando la
geologia local. De esta manera, determinan la extension, profundidad y espesor
de los sedimentos y rocas con agua.

El agua subterranea es menos visible que las aguas de los rios y lagos, pero es
mas insidiosa y dificil de limpiar. La contaminacion de las aguas subterraneas
resulta frecuentemente como resultado de una inadecuada eliminacion de los
desechos sobre el suelo. Entre las principales fuentes se encuentran los productos
qguimicos industriales y del hogar, la basura en los rellenos sanitarios, las lagunas
de desechos industriales, las colas y aguas usadas en las minas, los derrames de
tanques de almacenamientos y tuberias, los lodos cloacales y sistemas sépticos.

Los hidrologos dan lineamientos para la localizacibn de pozos de vigilancia
alrededor de lugares de eliminacion y toman muestras de ellos a intervalos
regulares para determinar si los lavados estan contaminando las aguas
subterrdneas. En lugares contaminados, los hidrélogos pueden tomar muestras de
suelo y agua para identificar el tipo y extension de la contaminacion.

Agricultura.- El principal usuario de agua es la agricultura. Es esencial la gestion
eficiente del agua, especialmente en regiones aridas. Tradicionalmente, las
familias campesinas aisladas tomaban el agua de arroyos, manantiales y pozos
proximos. En la actualidad, se ejecutan vastos proyectos de irrigacion de
transportan el agua desde grandes distancias. En tales proyectos de tan gran
escala, los hidrélogos intervienen determinando la mejor fuente de abastecimiento
del agua.

Una finca que no se gestione adecuadamente puede ser una fuente de
contaminacion: sedimentos de los campos erosionados pueden obstruir los
arroyos y represas; los fertilizantes, pesticidas y desechos animales pueden ser
arrastrados hacia las aguas subterraneas o lavados hacia los arroyos, matando
plantas, peces y otros animales. Los especialistas en conservacion de suelos y
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aguas trabajan con los agricultores en el desarrollo de planes de control de la
erosion del suelo y la salinidad, y para la conservacion del agua.

2.2 Ciclo Hidrolégico

El fendmeno hidroldgico tiene un comportamiento que responde a un complejo
conjunto de interacciones entre diversos procesos fisicos que dan origen a lo que
se conoce como ciclo hidrologico. El ciclo hidrolégico es un término descriptivo
aplicable a la circulacion general del agua en la tierra. Con mayor precision se
puede decir que es una sucesion de etapas que atraviesa el agua al pasar de la
atmosfera a la tierra y volver a la atmésfera: evaporacion desde el suelo, mar o
aguas continentales, condensacion de nubes, precipitacion, acumulacion en el
suelo, deshielos, escurrimiento y nuevamente evaporacion. Un esquema resumido
de las distintas etapas y su interaccién se muestra en la figura 2.1
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Fig.2.1  Esquemadel ciclo hidrol6gico
Fuente: Clarke, R. Water: The International Crisis. Londres, Earthscan, 1991
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Cada una de las etapas del ciclo hidrolégico tiene implicita una fuerte componente
estocastica.

Asi, por ejemplo, las infiltraciones dependen de la porosidad del suelo, la que a su
vez depende, en un rango amplio de valores, de la temperatura del suelo. Al
mismo tiempo la evaporacion y los deshielos dependen directamente de la
temperatura ambiente, la que puede ser modelada como un proceso estocastico.
Por otro lado, las precipitaciones estan vinculadas a complejos procesos
atmosféricos que poseen una fuerte componente estocastica. Luego, un modelo
fenomenolégico es dificil de implementar en la actualidad, debido a la gran
cantidad de procesos aleatorios que estan involucrados en el ciclo hidroldgico, y a
lo complejo de las interacciones que regulan el ciclo. Esto motiva a buscar
métodos estadisticos para inferir el comportamiento futuro del fendémeno
hidrologico, sin la necesidad de modelar el proceso fisico.

El ciclo del agua, o ciclo hidrolégico, explica el campo de aplicacion de la
Hidrologia y su relacion con otras disciplinas como son la Meteorologia, la
Oceanografia, la Hidraulica, la Geotecnia, las Ciencias naturales, etc.

El Ciclo comprende la circulacion del agua desde los océanos hasta la atmésfera,
luego a los continentes y nuevamente a los océanos.

En el desarrollo del Ciclo Hidroldgico, el agua es transportada mediante procesos
de Evaporaciéon, Transpiracion, Circulacion Atmosférica, Condensacion,
Precipitacion, Flujo Superficial y Subterraneo, y ocupa los almacenamientos que
encuentra en su recorrido, tomando en cada caso el estado que corresponde a las
condiciones imperantes de temperatura y presion. De esta forma, toma el estado
liguido en océanos, lagos, embalses, rios y acuiferos; el estado sélido en los
glaciares y en los nevados, el estado gaseoso en la atmésfera y los estados sélido
y liquido en las nubes. Fig. 2.2
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Fig. 2.2 Proceso del Ciclo hidroldgico
Fuente: ciencia.nasa.gov/.../y2002/01march_water.htm

El agua salada incluye los volimenes almacenados en los océanos, en los
acuiferos salados y en los lagos salados. Constituye el 97.47 % del total.

El agua dulce no utilizable es la que no esta disponible en forma liquida para su
aprovechamiento inmediato en los proyectos de ingenieria. Esta comprendida por
los glaciares, la nieve y la humedad atmosférica. Representa el 1.76 % del recurso
hidrico.

En el agua dulce superficial se consideran los volimenes que pertenecen a los
rios, lagos y pantanos: ocupa solamente el 0.0076 % del total de agua que hay en
el globo terrestre.

Por dltimo, el agua subterranea representa el 0.76 % del volumen total, lo cual
indica que la cantidad de agua subterranea es 100 veces mayor que la de agua
superficial. La utilizacién plena del agua subterranea, sin embargo, depende de
factores econdmicos y técnicos que aproximadamente el 50 % del total de agua
subterranea esta confinada en acuiferos por debajo de 800 m de profundidad.

El agua no esté distribuida uniformemente sobre la superficie del globo terrestre;
existen factores de tipo meteorolégico, astrondmico, orografico, geografico y
geoldgico que regulan el comportamiento de las variables del Ciclo Hidroldgico.

En 1900 el doctor Vladimir Koppen presentd una clasificacion climatolégica que
esta relacionada con la Temperatura y la Precipitacion; la clasificacion permite
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lograr una vision amplia acerca de la distribucién cuantitativa del recurso hidrico
sobre el globo terrestre.

La clasificacion de Koppen reduce a 5 grandes grupos las diferentes variedades
de climas que se presentan en el mundo. Estos grupos son los siguientes:

A. Climas humedos tropicales. Caracteristicos de zonas de alta precipitacion, con
temperaturas medias mensuales por encima de 18°C.

B. Climas secos. Zonas semiaridas y aridas, en las cuales la evaporacién anual
excede a la precipitacion anual.

C. Climas humedos mesotérmicos. En zonas lluviosas, con periodos cortos de

invierno, y temperaturas medias mensuales que varian entre 0°C y 18°C en los
meses mas frios.

D. Climas humedos microtérmicos. En zonas lluviosas con periodos largos de
invierno, y temperaturas medias menores de 0°C en los meses frios y mayores de
10°C en los meses calidos.

E. Climas polares. No tienen estaciones calidas. Los meses mas calientes tienen
temperaturas inferiores a 10°C

2.3 Hidrologia Estocastica

La Hidrologia Estocéstica aplica la teoria de los Procesos Estocasticos, que son
parte de la Ingenieria de Sistemas, al estudio de los Eventos Hidroldgicos. Los
Eventos Hidroldgicos, tales como aguaceros, caudales, niveles de embalse, etc.,
son Eventos Estocasticos. Se caracterizan porque, por un lado tienen un patron
medio de comportamiento a largo plazo, y por el otro el prondstico de sus
magnitudes en un momento dado tiene un mayor o menor grado de incertidumbre.
El patrbn medio corresponde a lo que se denomina la Tendencia General o
Componente Deterministica y la incertidumbre constituye la Componente Aleatoria
del evento.

Los proyectos que se disefian hoy seran construidos y operaran en los proximos
afos. Por esta razon, cuando los estudios hidrologicos definen caudales de disefio
para abastecer un acueducto, o para proteger una zona contra las inundaciones,
debe tenerse en cuenta que tanto la ocurrencia como las magnitudes de esos
caudales son prondsticos hacia el futuro de eventos probables que estan sujetos a
un grado de incertidumbre.

Caudal real = Caudal calculado +/- Incertidumbre
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La proyeccion hacia el futuro se basa en la combinacion de la estadistica y la
teoria de la probabilidad. Con la estadistica se realiza el andlisis de frecuencias de
los eventos histéricos y se definen los parametros que determinan el patrén
general de comportamiento. Con estos parametros y con la aplicacion de la teoria
de la probabilidad se hace el prondstico de lo que puede esperarse en el futuro,
dentro de cierto nivel de riesgo.

1. Generacién estocastica de Series Hidroldgicas.

Los sistemas que proveen de agua a los acueductos, los distritos de riego o las
centrales hidroeléctricas utilizan generalmente los rios como fuente de suministro.
Estos sistemas constan de una captacion, una conduccion, un tanque de
almacenamiento y una red de distribucion, y se dimensionan con base en la
capacidad de la fuente y en la demanda que requieren los futuros usuarios.

Mientras que los sistemas anotados operaran en el futuro, los datos hidrologicos

que se tienen disponibles para realizar el disefio de las obras corresponden al
pasado, es decir son historia.

Es necesario, entonces, hacer un pronéstico hacia el futuro sobre el
comportamiento de la fuente durante la vida util del proyecto de suministro de
agua. Para lograr este proposito se pueden utilizar métodos que pertenecen a la
Hidrologia Estocastica, los cuales tienen su base en los conceptos de la Teoria de
Probabilidades y de la Ingenieria de Sistemas.

Uno de estos métodos consiste en determinar la Serie Historica de Caudales de la
Fuente, y con base en ella generar N series estocasticas de Caudales Virtuales,
cada una de longitud igual a la vida util del proyecto. Las N series generadas
tienen igual probabilidad de presentarse en el futuro, y una de ellas, no se sabe
cual, serd probablemente parecida a la serie real futura. Las series estocasticas
permiten, entonces, contar con un panorama @ posibilidades de lo que puede
ocurrir con la fuente en el futuro. Este panorama serd mas amplio entre mayor sea
el nimero N. Fig. 2.3
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Hoy

Serie Historica

Historia Futuro

YyYvYYY

N Series Probables

Fig.2.3 Series Hidrol6gicas
Fuente: Elaboracion propia basa en tesis Model os Hidrol 6gicos para Manejo de la | ncertidumbre,

Colombia, 2005

Como se mencion6d anteriormente, para generar las series estocasticas es
necesario realizar primero un analisis estadistico de frecuencias de la serie
histérica. Si no existe serie historica o0 si ésta es deficiente la Generacion
Estocéastica no es aplicable.

2.3.1. Modelos Hidrolégicos.

Existen diferentes tipos de Modelos Hidroldgicos. Pueden ser Deterministicos o
Estocasticos, de Simulacién o de Optimizacion.

Son ejemplos de Modelos Deterministicos la Ecuacion del Balance Hidroldgico, la
Formula Racional y el Hidrograma Unitario. Un modelo de este tipo corresponde a
un algoritmo de calculo que da un resultado Unico.

En los Modelos Estocasticos el algoritmo de calculo incluye una o varias
componentes probabilisticas. Con los Modelos Estocasticos se generan series
futuras de lluvias, de caudales, de niveles de embalses, 0 de eventos extremos.

1. Componentes: Caracteristicas fisicas de la presa y del vaso del embalse.

2. Variables:

Variable de Estado: Nivel del agua en el Embalse. Determina el volumen
embalsado.

Variables de Entrada: Caudales que llegan al Embalse y Precipitacion sobre el
vaso del embalse.
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Variables de Salida: Pérdidas por Evapotranspiracion e Infiltracion, Vertimiento de
Excesos y Caudales de entrega al proyecto.

Las variables de Estado, Entrada y Salida se pueden tratar todas o algunas de
ellas como Variables Estocésticas. Fig.4

Ft
Evaporacidn y transpiracion
A A A A Ov
I Excesos
Caudales de entrada Embalse >
ds
Cambio de almacenamiento 0
p Suministro
Precipitacion vy vy
F
Filtracidn

Balance

I+P=Et+F+ Qv+ Q+ds

Fig. 2.4 Modelo Hidroloégico
Fuente: Elaboracién propia basa en tesis Model os Hidrol 6gicos para Manejo de la | ncertidumbre,
Colombia, 2005

El problema de diseiio consiste en determinar el volumen de amacenamiento
necesario para que el embalse sea capaz de suministrar la demanda con un nivel
de probabilidad aceptable.

Por medio de la simulacion se utilizan diferentes series hidrolégicas generadas
estocasticamente y se combinan con diferentes dimensiones del embalse. Esto
permite obtener tantos volUmenes de dmacenamiento probables como opciones
que se analicen.

Con los resultados obtenidos se hace un analisis de probabilidades para
determinar los niveles de riesgo de las diferentes soluciones. Estos analisis
permiten al diseflador tener un buen criterio para tomar la decisiobn sobre el
dimensionamiento de las obras y la operacion futura del embalse.

4. Distribucion de los Recursos Hidraulicos.
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La distribucién del recurso hidraulico disponible en una region puede obedecer a
criterios politicos, sociales, técnicos o econdémicos. Es necesario tener una
fundamentacion muy clara para explicarle a la gente por qué se le suministro el
agua disponible al proyecto de riego de una zona A y no al de una zona B. Como
el volumen del recurso disponible es aleatorio la solucion del problema técnico
necesita de la Hidrologia Estocastica para estimar volumenes probables
disponibles en los afios futuros; en cambio los analisis econdémicos necesitan de
otras herramientas de la Ingenieria de Sistemas. Entre estas herramientas estan la
Programacion Matematica, la Programacion Lineal y la Programacion Dinamica.
Fig. .2.5

Modelo deterninistico

Dado un valor de entrada se obtiene un dnico valor de salida cada vez que se corre el
modelo

Modelo .
Entrada —_— - deterministico - Salida

Modelo estocastico

Dada un valor de entrada se obtiene una respuesta diferente cada vez que se corre el
modela

!

Modelos .
- Salida

Entrada ——» estocasticos

[
nrespuestas

Fig. 5 Modelos Hidrol 6gicos
Fuente: Elaboracién propia basa en tesis Model os Hidrol 6gicos para Manejo de la | ncertidumbre,
Colombia, 2005

Los modelos de simulacién permiten analizar diferentes situaciones para obtener
un panorama amplio de posibles resultados de un problema. Aqui se incluyen los
Modelos de Operacion de Embalses, de Transito de Crecientes y de Avalanchas.
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Por ultimo los modelos de Optimizacibn combinan la Simulacion con los Costos y
los Beneficios para determinar las soluciones mas economicas.

Operacién de Embalses. En los estudios de Operacion de Embalses se utilizan
Modelos de Simulacién los cuales relacionan una serie de componentes y de
variables.

2.4 Modelacién de laincertidumbre Hidrologica

Los registros sintéticos de afluentes empezaron a ser usados con el comienzo del
siglo XX por Hazen en 1914 en estudios de confiabilidad de sistemas de
abastecimiento de agua, pero su construccion no estaba basada en la teoria de
procesos estocasticos. Las primeras aplicaciones relacionadas con la hidrologica
estocéastica se hicieron alrededor del afio 1940 en medio de la revolucién de la
fisica y las mateméticas. Entre otros avances, se establece el método de
montecarlo, en manos de Stanislaw Ulam en 1946.

En el campo de los recursos hidricos, los aportes mas importantes fueron los
trabajos desarrollados por Barnes en 1954, sobre la generacion de flujos anuales
no correlacionados asumiendo una distribucién normal, y los trabajos de Tomas y
Fiering para la generacion de flujos temporalmente correlacionados.

Alrededor del afio 1970, el libro sdbre series de tiempo escrito por Box y Jenkins
se convirtid en uno de los principales aportes en la materia. Este libro, pese a ser
escrito para aplicaciones en una amplia variedad de campos de la ciencia, adquirid
gran popularidad para aplicaciones en hidrologia estocastica.

Box y Jenkins desarrollaron un esquema de clasificacion para una gran familia de
modelos de series de tiempo. En esta clasificacion se distinguen los modelos
autoregresivos de orden p(AR(p)), los modelos de media movil de orden g (MA(Q)),
combinaciones de los dos, llamados modelos “autoregresivos de media movil”
(ARMA(p,q)), y otras variantes como los modelos integrados. Sin embargo, la gran
familia de modelos propuesta por Box y Jenkins, no cubre totalmente las
necesidades impuestas por las series de tiempo hidroldgicas, las cuales poseen
algunas peculiaridades propias de los procesos geofisicos. Esto ha dado origen a
una linea de investigacion que ha resultado en un gran nimero de herramientas
apropiadas para la aplicacién en recursos hidricos.

Por otro lado, las primeras observaciones modernas de precipitaciones en el siglo

XVIII llevaron a los investigadores a concluir que el proceso hidrologico muestra
una fuerte aleatoriedad, como también una marcada ciclicidad dentro del afio. Esta
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evidencia de proceso estocastico y periodicidad dio origen a dos lineas de
investigacion que se mantienen en la actualidad:

1. El estudio de fluctuaciones aleatorias de los valores anuales de afluentes por
métodos estadisticos, con el objetivo de encontrar una eventual periodicidad en la
serie anual. Importantes esfuerzos se han invertido en el Ultimo siglo para dilucidar
esta cuestion, encontrandose que el fendmeno hidrolégico muestra la presencia
de una periodicidad de largo plazo. Existen basicamente dos componentes de
periodicidad de largo plazo; por un lado estudios hidrometereolégicos han
estudiado la presencia de un ciclo de aproximadamente 11 afos debido a la
variacién aproximadamente ciclica de la actividad solar.

2. Estudio de la estacionalidad (periodicidad) de la serie intra anual.

2.4.1 Propiedades de las Series Hidrolégicas

Para la modelacién de series de tiempo se deben tener en consideracion las
caracteristicas propias de la serie que se esta modelando, y asi poder tomar una
decision lo mas informada posible respecto de cual es el modelo mas apto para
ser aplicado.

Las series hidroldégicas poseen la caracteristica fundamental de que, para un
intervalo de tiempo de una duraciéon correspondiente a una fraccion del afio, el
valor medio y la desviacion estandar de las series de caudales, son siempre
periddicos. Esta periodicidad se fundamenta en el ciclo hidrologico, el cual esta
principalmente determinado por la cantidad de energia solar recibida por la tierra,
la que es esencialmente aleatoria, y que posee un ciclo anual relacionado con el
movimiento de la tierra en torno al sol. Adicionalmente, como es logico, la serie
s6lo puede tomar valores positivos o nulos, o que la convierte en una serie no
negativa Las caracteristicas mas distintivas de las series hidroldgicas, se resumen
a continuacion:

1. No Estacionaridad: el proceso estocastico que da origen a la serie hidrologica
es no estacionario, es decir, su media, varianza y autocovarianza varian con
respecto al tiempo, mostrando periodicidad cuando se discretiza en intervalos de
tiempo de duracién inferior a un afio. Para intervalos mayores que un afo la serie
de afluentes promedios tiene caracteristicas estacionarias.

2. Estacionalidad: como se vio, cuando la escala de tiempo usada en la serie es
una fraccion del afio, el proceso hidrolégico deja de comportarse como
estacionario debido a que las propiedades estadisticas de la serie tienen un
comportamiento aproximadamente periddico. Este fenOmeno se conoce como
estacionalidad y se manifiesta en un comportamiento ciclico de la serie, en que los
afluentes durante los meses calurosos (deshielos) estan fuertemente ligados a las
precipitaciones ocurridas en la cordillera durante las estaciones frias. Esto se
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manifiesta estadisticamente en una fuerte correlacion de los afluentes dentro del
ano.

3. Dependencia Espacial: las series hidrologicas muestran una componente de
correlacion espacial. Esto quiere decir que existe dependencia estadistica entre el
valor que toma un afluente en un lugar determinado, y el valor del afluente en otra
ubicacion geografica.

4. Intermitencia: a escalas de tiempo pequefias, algunas componentes de los
caudales afluentes, como es el caso de las lluvias, pueden presentar intermitencia.
Esto significa que el caudal medido puede alternar entre dos estados, un estado
seco (caudal nulo) y uno humedo (presencia de lluvias). Este aspecto, que
adquiere gran relevancia en los afluentes de régimen pluvial, convierte a la
incertidumbre hidrolégica en una variable binaria que puede alternar entre dos
estados posibles. En general, para etapas de duracion superior a un mes, la
intermitencia del fenémeno es en promedio despreciable.

2.4.2 Caracteristicas de las Estadisticas Disponibles

Tradicionalmente en Chile los modelos para la incertidumbre hidrolégica usados
en el sector eléctrico, utilizan para su construccion la informacion contenida en una
base de datos que almacena el registro histérico de los caudales afluentes
semanales promedio, durante un periodo de 40 afios. Se ha adoptado que los 40
escenarios hidrolégicos histéricos constituyen una estadistica representativa del
fendmeno real.

Las series de caudales contenidas en la estadistica utilizada, se han obtenido
principalmente de mediciones realizadas en las distintas cuencas del pais. Sin
embargo, para algunos afluentes no se cuenta con mediciones directas de los
caudales, habiendo sido obtenidos por métodos indirectos, a partir de adicion y
substraccion de otros afluentes de la misma cuenca.

En general, los afluentes asociados a los puntos de control de paso, son
estimados a partir de la estadistica de generacion de éstas, utilizando la funcion
de rendimiento de la central. Los datos obtenidos con esta metodologia tienen dos
serios inconvenientes. El primero, es que en la mayoria de los casos, las
estadisticas de caudales son obtenidas asumiendo una funcion de rendimiento
lineal para la central, lo que en general no se cumple. El otro inconveniente es que
cuando las centrales operan a potencia maxima, un metro cubico adicional de
agua no se refleja en una potencia adicional generada, luego los caudales
estimados se saturan en las puntas, y no reproducen adecuadamente la
estadistica real. Un ejemplo de esto se observa en la figura 2.6.
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Setie Histdrica entre loz afios 1959y 1975

maf seq

5 i

1 1
n a0 100 140 200 230
meses

Figura 2.6: Afluente, obtenido a partir de matrices de energia generada que muestra
recortes en las puntas en los periodos donde la central opera a potencia maxima.

Fuente: Tesis Modelo para manejo de la incertidumbre hidrol 6gica en la planificacion de la operacién
del SIC

Es importante sefialar, que las estadisticas de caudales obtenidas de la forma
descrita en el parrafo anterior, pueden ser Utiles para representar escenarios de
caudales cuando se simula la operacion del sistema, pero resultan inadecuados si
lo que se desea es ajustar un modelo estadistico a los datos.

Por otro lado, muchas series han sido completadas para disponer de un periodo
de analisis comun, desconociéndose los procedimientos empleados para ello. En
general se dispone de unas pocas series largas, de mas de 40 afios, y el resto,
sobre todo en los primeros afos, se ha completado por algin procedimiento tipico
disponible en la literatura técnica habitual en hidrologia. Entre los mas comunes
esta el considerar la proporcionalidad entre las areas de las cuencas respectivas o
utilizar regresion lineal o multiple entre caudales mensuales de cuencas vecinas.
En estos casos, se debe ser cuidadoso con el empleo de estas series, ya que
estos métodos de completez reproducen adecuadamente los valores esperados,
pero distorsionan las varianzas y covarianzas, de manera que aparecen
dependencias espaciales mas altas que las naturales. Al utilizar estos valores en
la construccion de un modelo, éste heredara el mismo error.
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2.5 Hidrologia Aplicada

La Hidrologia Aplicada utiliza la informacion basica y la procesa de acuerdo con
las necesidades de los proyectos de aprovechamiento de los recursos hidraulicos,
empleando las herramientas que ofrece la tecnologia moderna.

Entre los temas que desarrolla la Hidrologia Aplicada estan los siguientes:

Hidrologia en cuencas pequefias con informacion escasa

Drenaje de aguas lluvias

Hidrologia en Proyectos de Riego y Drenaje

Hidrologia en Proyectos de Acueducto y Alcantarillado

Hidrologia en Proyectos de generacion de Energia Hidraulica

Disefio y Operacion de embalses

Hidrologia para estudios de aprovechamiento de Aguas Subterraneas
Control de inundaciones

Estimativo de los volimenes de sedimentos que pueden afectar el
funcionamiento de las estructuras hidraulicas.

1. Hidrologia en cuencas pequeiias con informacién escasa.

El problema de la informacion escasa es muy frecuente en las cuencas que estan
alejadas de los centros poblados y en las que pertenecen a zonas selvaticas y
montafiosas. El tema principalmente se enfoca al manejo de la informacién
hidrolégica en estudios que utilizan las fuentes de agua para captaciones, y para
disefio de obras en corrientes naturales.

2. Drenaje de aguas lluvias

El drenaje de aguas lluvias relaciona factores que tienen que ver con las lluvias
intensas y con las caracteristicas de las areas de drenaje. En su estudio se
combinan la Hidrologia Aplicada y la Hidraulica general.

3. Hidrologia en Proyectos de Riego y Drenaje.

En los proyectos de Riego y Drenaje los estudios de Hidrologia tienen su
desarrollo en los siguientes capitulos:

Requerimientos de agua.

Los requerimientos de agua se refieren al volumen de agua que necesitan los
cultivos para desarrollarse adecuadamente. Su valor depende de la relacién que
existe entre el clima, el suelo y el cultivo por una parte, y en el tamafio del area de
proyecto, la eficiencia en la aplicacion del riego y las pérdidas en las conducciones
por la otra.
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Los estudios hidrolégicos que se ejecutan para determinar los requerimientos de
agua comprenden analisis de Clima, Evapotranspiraciéon y Lluvia en periodos
cortos.

Necesidades de riego.

Cuando los cultivos pueden desarrollarse adecuadamente dentro de las
condiciones climaticas naturales de la zona del proyecto no hay necesidad de
aplicar riego.

En caso contrario se estudia la necesidad de aplicar riego durante aquellos

periodos que presentan deficiencias porque las condiciones naturales de la zona
no tenen capacidad para suministrar los requerimientos de agua, y de instalar

estructuras de drenaje de los campos agricolas para evacuar los excesos de agua
que se presentan durante los periodos de lluvias altas.

Capacidad de la fuente seleccionada para suministrar la demanda.

Una vez que se ha determinado el valor de la Demanda de agua se analiza la
fuente que va a suministrarla. Esa fuente puede ser una corriente natural o un
depdsito subterraneo.

El estudio hidrolégico incluye analisis de Caudales Medios, Curvas de Duracion de
Caudales y Operacion de Embalses.

Sedimentacion en captaciones.

Muchos sistemas de captacion y conduccién de aguas afrontan actualmente

graves problemas de sedimentacién en las estructuras de captacion. Entre las
causas de estos problemas pueden estar las siguientes:

1. No hubo suficiente informacion cuando se hicieron los calculos de los
volumenes de transporte de sedimentos en las corrientes que alimentan las

captaciones
2. El uso de la tierra en las cuencas vertientes cambiéo luego de la

construccion de las obras hidraulicas tanto por la instalacion de
asentamientos humanos como por la explotaciébn no controlada de los

recursos naturales.

Magnitudes y Efectos de las crecientes sobre el funcionamiento de
Captaciones, Embalses, Desarenadores y Conducciones.

Las obras que se construyen en los rios 0 en sus riberas estan expuestas a los

ataques de las corrientes, tanto por la socavacion del lecho y de las margenes
como por los desbordamientos en periodos de creciente.
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Drenaje de Aguas Superficiales y Drenaje de Suelos Agricolas.
Tanto los excesos en la aplicacién del riego como las lluvias intensas generan
volimenes indeseables de agua en los campos agricolas. Se deben construir,

entonces, canales para drenaje de aguas lluvias y subdrenes para drenaje de las
aguas de infiltracion.

4. Hidrologia en Proyectos de Acueducto y Alcantarillado.

La Hidrologia contempla los siguientes aspectos en los proyectos de Acueducto y
Alcantarillado:

Demanda.
El estudio de la demanda de un acueducto incluye el andlisis del crecimiento de la
poblacién y la asignacion de la dotacion. Esta dltima se refiere al volumen medio
de agua que necesita cada persona en su hogar o en hospitales, oficinas,
establecimientos industriales o comerciales, etc.
Capacidad de la fuente seleccionada para suministrar la demanda.
Sedimentacion en captaciones. Magnitudes y Efectos de las crecientes
sobre el funcionamiento de Captaciones, Embalses, Desarenadores y
Conducciones.

Los estudios hidrolégicos que se necesitan para definir estos aspectos se realizan
de acuerdo con las necesidades de los proyec tos particulares.

Caudales de aguas servidas.

Los caudales de aguas servidas representan un porcentaje de los caudales que se
suministran al sistema de acueducto.

Caudales de aguas lluvias.

El estudio hidroldgico de los caudales de aguas lluvias se explica en el articulo
sobre drenaje de aguas lluvias.

5. Hidrologia en Proyectos de Generacion de Energia Hidraulica.
El producto que entrega un proyecto de Generacion de Energia Hidraulica es
Energia en un tiempo dado. La Energia se expresa en Kilovatios-hora y tiene una

férmula matematica que responde a la siguiente expresion Fig. 2.7:

E=K*Q*H
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donde K incluye el Tiempo, la Densidad del Agua y las Dimensiones. Q representa
el Caudal y H la Cabeza Neta del Sistema Hidrolégico de Generacion.

El Sistema Hidrolégico de Generacion puede ser a Filo de Agua o con Embalse:

© Captacion
y i
hi = pérdidas hidriulicas
A
1. Sistema a filo de agua.
F=H-+hf s ; H= caher: %
Tuberin de caros cabezn neta
e fle i La cabeza total Z es constante.
‘g Casa de magquinas

Descarga
Presa de embalse
A Captaciin i
% hi = pérdidas hidraulicas
'Y
2, Sistema con embalse
Z=T1+hf Tuberia de caroa H= cabeza neta La cabeza total 7. es variable.
b I I -
MRRE Depende del nivel de agua en el
embalse.
¥ - Casa de miagquinas
Descargs

Fig. 2.7 Hidrologia en Proyectos de Generacion de Energia Hidréulica.
Fuente: ciencia.nasa.gov/.../y2002/01march_water.htm

Los estudios hidrologicos determinan la capacidad que tiene la fuente para
suministrar la demanda de energia, analizan las magnitudes de las crecientes que
pueden atacar las obras civiles, cuantifican los procesos de sedimentacion y

determinan las condiciones de la descarga.

Para cumplir con estos propdsitos los estudios hidrologicos se realizan en
coordinacion con los estudios de Potencia y Energia.

6. Embalses

La necesidad de utilizar embalses en los proyectos de suministro de agua se
analiza inicialmente con la Curva de duracion de Caudales y posteriormente se
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utiliza un Modelo de generacién estocastica de caudales para afinar los resultados
Fig. 2.8.

En la fuente de suministro,
representada por la captacion,
se realizan |os estudios

hidrol égicos de la corriente
natural para determinar los
caudales medios, maximosy
minimos que se esperan
durante la vida (til del proyecto.

En @ érea de usuarios del
proyecto se andizan las
greo;/ges,;:-l ones de la demanda captacion

Fuente de
suministro

Usuario del
proyecto

conduccién

Fig. 2.8 Embalses
Fuente: ciencia.nasa.gov/.../y2002/01march_water.htm

Cuando la fuente tiene capacidad suficiente para suministrar la demanda durante
el ciento por ciento del tiempo no es necesario utilizar embalses. Algunas veces, a
pesar de que la fuente no tenga la capacidad suficiente, se asume el riesgo de que
se presenten deficiencias en el suministro y se programan racionamientos para
evitar los costos adicionales que representa la construccion de un embalse. Esta
decision no es recomendable cuando se trata de suministrar agua para
acueductos pero puede ser factible en los suministros para riego o para
generacion de energia hidraulica.

La operacién de un embalse o de una serie de embalses se simula mediante un
modelo matematico que tiene como componentes las estructuras de descarga y
las caracteristicas geométricas de los embalses, y como variables las entradas de
caudal, las entregas al proyecto, los niveles en el embalse y las pérdidas por
evaporacion e infiltracion.

7. Hidrologia para estudios de aprovechamiento de Aguas Subterraneas.

Dentro de los estudios de exploracion que se realizan cuando se quiere evaluar la

posibilidad de extraer aguas subterrdneas de manera permanente y segura en una
zona determinada, resulta indispensable analizar la relacién que existe entre la
Precipitacion, el Caudal Superficial y la Infiltracion.
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Una parte del agua de Infiltracion, conocida como Caudal de Recarga, llega hasta
los depdsitos de Aguas Subterrdneas en la zona de estudio y los alimenta. Otra
parte del agua de Infiltracion es atrapada por el suelo y el resto drena en forma
subsuperficial o se escapa como percolaciéon profunda Fig. 9 .

ACUIFERONO CONFINADO: CONVENCIONES:

Parte del agua de infiltracion se

quedaen e suelo en forma de Precipitacion
Humedad, otra parte se escapa \ p

como flujo subsuperficial y \

resto drenahacia el depésito de \ Flujo superficia

agua subterranea.

Este dep6sito queda limitado en

suelo ¢
su parte superior por e Nivel Infiltracion
Fredtico y en su parte inferior

por una capa impermeable que
impide @ flujo vertical del agua " -~ ¢ Recarga del
através de dla acuifero no confinado acuifero
El Nivel Fredtico esvariabley su =~ et~ -
posicién depende del volumen de T %f;gc'e del
agua amacenada en € deposito.

‘H.,\H_‘-“

ACUIFERO CONFINADO: Capaimpermeable

El depésito de agua subterrénea
queda limitado en sus partes
inferior y superior por dos capas
impermeables.

Tabla de aguao
Nivel Fredtico

Lazona de recarga esta Linea piezometrica
restringida a &rea de terreno
comprendida entre |as capas
impermeables.

El flujo del agua dentro del
depdsito subterraneo funciona a
presién, como en el caso de una
tuberia

Fig. 2.9 Hidrologia para estudios de aprovechamiento de Aguas Subterréneas.
Fuente: ciencia.nasa.gov/.../y2005/06march_water.htm

8. Control de Inundaciones

Las magnitudes y los efectos de las inundaciones dependen de las caracteristicas

de las crecientes que son generadas por lluvias intensas, y de otros eventos
relacionados con ellas como son los deslizamientos de taludes, la formacion y el

rompimiento de presas naturales, y las obstrucciones al flujo por destruccion de
obras civiles.
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3. Modelos de
Planificacion de
Sistemas Hidrologicos

3.1 Introduccion

Los modelos para la planificacion de la operacién en corto plazo en sistemas
hidrolégicos, buscan definir una secuencia 6ptima de decisiones, que minimice el
valor esperado de los costos futuros actualizados de operacion y fallas del
sistema.

La complejidad matematica y computacional de estos modelos aumenta a medida
gue se intenta ser mas riguroso y apegado a la realidad en la representacion
matematica del sistema. El desarrollo que han alcanzado las computadoras en los
tltimos afios ha permitido avanzar hacia modelos mas precisos y fieles a la

realidad.

Se han implementado varios modelos en las uUltimas décadas. Estos han servido
de apoyo tanto en las funciones reguladoras como en las competitivas,
permitiendo hacer estimaciones para el valor esperado del costo marginal de
energia, valores del agua y estimacion de costos marginales en el sector eléctrico,
entre otros.
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Si se supone conocida la demanda en el horizonte de planificacién, ésta
corresponde a valores esperados sobre la hidrologia. Si se modela la hidrologia
como una variable aleatoria, se puede observar al modelo de planificacion como
una funcién implicita de la variable aleatoria hidrologica, donde dado un escenario
de caudales fijo, podemos calcular la politica de operacion éptima para ese
escenario.

La forma en la que se modela la incertidumbre hidrolégica, es determinante en la
bondad de los resultados. La eleccibn de un determinado modelo para la
hidrologia, dependera también de como el modelo de planificacion esta calculando
los valores esperados de las variables de interés. Es decir, la bondad de los
resultados obtenidos no dependera exclusivamente de las caracteristicas del
modelo para los caudales, si no que también dependera de lo que se desea
calcular y de como esto se esté haciendo.

3.2 Esquema general de modelacién

La construccion de un modelo estocéstico que reproduzca las caracteristicas de
una serie cronologica utiliza un esquema de modelacion formado por varias
etapas sucesivas a través de las cuales se va construyendo el modelo. Figura 3.1

Datos

i > |dentificacion Orden del modelo

y

Estimacion Parametros del modelo

y

P Verificacion

Figura.3.1 Esquema general de modelacion
Fuente: Elaboracion propiabasaen Tesis Criterios parala Determinacion de Caudales, Chile2005

Hipdtesis del modelo
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Las etapas basicas comprenden la seleccion del tipo de modelo a emplear, la
identificacion del orden, la estimacién de los parametros y la validacion del
modelo. Para ello se deben tener en cuenta los tipos de modelos disponibles
entre los cuales se pueden seleccionar los mas adaptados segun las propiedades
que se desean modelar, asi como las caracteristicas de los datos o las variables a
representar.

En la modelacion de series cronoldgicas el modelo més utilizado es el de Box y
Jenkins que consiste en varias etapas sucesivas y recurrentes. En realidad lo que
se realiza no es una modelacion sino mas bien una seleccion del modelo mas
conveniente entre varias alternativas disponibles. En muchos casos ello no
conduce a la obtencién del mejor modelo sino mas bien a la del menos malo. En
general estas etapas son las siguientes:

a) Seleccion del tipo. Para la simulacién de un esquema multivariado se desea
representar las relaciones entre las diferentes opciones. El esquema
contemporaneo parece justificado dado que es el mas sencillo y la
dependencia espacial simultdnea es la mas importante. Sin embargo, el
adoptar un esquema sOlo autoregresivo para la dependencia temporal de
cada serie no aparece igualmente justificado, pudiéndose pensar que los
modelos tipo ARMA son mas generales y flexibles y no es evidente un
descarte preliminar de ellos.

b) Identificacién del orden del modelo. Dado un tipo de modelo se trata de
identificar el orden mas adecuado. Por ejemplo si se considera un modelo
Periddico Autoregresivo (PAR) se determina para cada serie y en cada
periodo el orden R, de cada uno. La identificacibn del orden para cada
periodo se realiza basandose en la comparacion de las funciones de
Autocorrelacion Simple, FAS, y de Autocorrelacion Parcial, FAP.

c) Estimacion de parametros. Conocido el orden del modelo se estiman los
parametros respectivos, en base a las caracteristicas de la muestra
disponible. En el caso de que se conozcan las p coeficientes autoregresivo,.
existen varios procedimientos, siendo el mas popular el método de los
momentos, mediante el cual se elijen los coeficientes de manera que se
reproduzcan los coeficientes de autocorrelacion hasta el orden p. También
es posible recurrir a minimizar la varianza de los residuos o métodos de
maxima verosimilitud.

d) Verificacion de las condiciones supuestas. En esta etapa se verifica que el
modelo propuesto satisfaga las condiciones de modelacion. Entre ellas es
importante la independencia temporal de los residuos y su normalidad. Si
los residuos no son independientes se cambia el orden o se modifica el tipo
de modelo propuesto. Si los residuos no son normales se pueden
transformar para continuar con las etapas siguientes.
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3.2.1 Modelos Tipicos Disponibles

Para la modelacion multivariada de series hidrologicas existen diversas
alternativas. Los tipos basicos de dependencia entre varias series hidroldgicas,
para una modelacion multivariada, se conoce como contemporanea, unidireccional
y retroalimentada.

Dos o mas series estan contemporaneamente relacionadas si sus valores
concurrentes, o contemporaneos, son independientes entre si. En hidrologia, la
principal fuente de dependencia contemporanea se debe al efecto regional de la
precipitacibn sobre varias cuencas, generadas por sistemas de extension
importante.

La dependencia unidireccional se define cuando los valore presentes y anteriores
de una seria condicionan los valores presentes y futuros ce otra. Normalmente
esto significa una relacion de causalidad entre ambas. Estos modelos también se
denominan Funcién de Transferencia Multivariada.

Finalmente, existe dependencia retroalimentada si ambas series se condicionan
mutuamente para valores pasados, presentes y futuros.

Existen tres esquemas de dependencia indicados en los cuales, mediante flechas,
se sefiala la relacion de dependencia entre las variables. Figura.3.2. Estos
esquemas de modelacion se pueden apreciar como relaciones lineales entre
vectores que representan las series en cada instante con matrices de coeficientes
responsables de la dependencia. Si la dependencia es contemporanea las
matrices de coeficientes resultan del tipo diagonal, mientras en la unidireccional
son triangulares y en la retroalimentada son completas En cada caso de modelos
multivariados adicionalmente a las dependencias, pueden existir dependencias
temporales entre los valores de cada una de las series. La cantidad de
parametros de los modelos, asi como la complejidad de la identificacion,
estimacion, y operacion de los modelos, crece enormemente entre el primer
esquema Yy el tercero. La estructura de dependencia que puede apreciarse en
series reales estd condicionada por las propiedades fisicas del sistema que las
genera y también del intervalo de tiempo seleccionado para representar las series
cronoldégicas involucradas.

Existen ademas otras proposiciones para considerar la dependencia multivariada,

o espacial. Entre ellas se pueden mencionar las basadas en componentes
principales, regresiones multiples, esquemas de desagregacion y de agregacion.
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. 1 t+1 t+2 t+3
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g
Retroalimentada

Figura. 3.2 Esquemas de dependencias multivariada.
Fuente: Tesis de Maestria en Estadistica Aplicada, UNR. Directora: Msc. Maria Teresa Blacona.

El esquema contemporaneo resulta muy adecuado para su empleo con modelos
lineales del tipo ARMA, que capturan la dependencia temporal, ya que permite
una representacion adicional en etapas mediante la cual, en cada serie se
remueve inicialmente la dependencia temporal y los residuos de ellas se modelan
con un esquema contemporaneo para considerar el efecto multivariado. Se
supone que toda la dependencia espacial no contemporanea se debe a la relacion
temporal impuesta en cada serie de manera independiente. Este esquema es el
adoptado por Power Systems Research Inc. (PSRI) para la modelacion de
caudales en el sistema chileno.

3.2.2 Propiedades Estadisticas a Modelar

Los modelos de series temporales intentan reproducir algunas de las propiedades
estadisticas de las series hidrolégicas. En este caso las principales corresponden
a la funcion de distribucion marginal de cada una de las variables que intervienen,
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la dependencia temporal y la dependencia espacial. Los modelos lineales
consideran la dependencia temporal como la correlacion entre los valores de
diferentes instantes, y la dependencia espacial como la correlacién entre series en
diferentes lugares.

El modelo de cada una de las series temporales es responsable de reproducir las
siguientes propiedades: promedios de cada periodo (mes o semana), varianza de
cada periodo, asimetrias si la serie no es normal y autocorrelacién temporal.
Ademas la parte multivariada del modelo tiene en cuenta la correlacion espacial
entre series.

Se supone que los promedios, varianza, asimetrias y dependencia temporal son
periodicos, es decir, cambian de una semana a la otra o de un mes a otro, pero

estacionarios, en el sentido que permanecen constantes para la misma semana de
un afo a otro.

Si x ... representa el valor del caudal en un lugar cualquiera durante la semana
en el afion, con promedio Yy desviacion tipica s, esta variable se puede
transformar en una de promedio 0 y desviacion tipica 1 mediante:

Sm
Con lo anterior todos los periodos presentan igual promedio y varianza, lo que
simplifica los célculos posteriores.

Un modelo PAR (pm) toma en cuenta la dependencia entre los periodos mediante
una ponderacion lineal pm variables anteriores, con una relacion como la siguiente:

Zm:f 1m Zml-ﬂc 2m Zm ot p,mzm' pm+ m
Siguiendo una notacion propuesta por Box y Jenkins se recurre al operador B

definido de manera que B*z,=Z7,,, con lo cual la expresion anterior se convierte
en:

(1- fnB-T,,B%- .- f p‘me)zm = am

Al polinomio de B de orden p se le designa como F™ para cada periodo m, con lo
cual el modelo PAR (pm) se representa de manera sintética como:

megzam
g Sm @
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Los valora g, corresponden a los residuos del periodo m y se supone que son
temporalmente independientes, pero pueden presentar una dependencia espacial

contemporanea con los residuos similares de otras series, 10 que modela
posteriormente.

La consideracién de la asimetria, o la no normalidad, se puede abordar de
diferentes maneras. Una es suponer que en la modelacién temporal se trabaja con
valores normales y con la asimetria de los residuos, procediendo a su
transformacion si es necesario. La otra es efectuar la transformacion de los
valores z antes del desarrollo del modelo temporal.

Con el esquema planteado, un modelo para w periodos tiene los parametros que
se representan en la tabla 3.1

Parametros Variable que lo representa Cantidad
Promedios ML,M2, e, ,Mw w
Desviacion tipica S1,52, it ,Sw w
Asimetrias OL, 02, e eeeeeeienannnn. Ow w
Orden del modelo 011 o S pw w
Coef. Autoregresivo 1 Fi, Fizeooviovonnn, Faw w
Coef. Autoregresivo 2 Fo, Foyoioninninnin, Fow w
Coef. Autoregresivo pm Fou, Foayeooviinionnor, Fpw w

Tabla3.1. Parametros implicados en un modelo para w periodos .
Tesis de Maestria en Estadistica Aplicada, UNR. Directora: Msc. Maria Teresa Blacona

3.2.3 Periodicidad y su Representacion

El esquema planteado supone una gran cantidad de parametros. Para el caso de
modelos semanales de 48 semanas por aio, ello significa 48 promedios,
desviaciones, asimetrias y oOrdenes pn, del modelo. Ademas 48 parametros
autoregresivos. Para una serie cualquiera esto puede significar facilmente unos
300 a 500 pardametros. Esto presenta dificultades de estimacion y empleo del
modelo. Para ello se recurre a una representacion parameétrica mediante series de
Fourier o promedios moviles.
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3.3 Modelacién de la Dependencia Temporal

3.3.1 Identificacion de Modelos Temporales Peridédicos

Si se ha seleccionado un modelo del tipo periédico lineal, como PAR(pm) O
PARMA(pm,gm), como el mas adecuado para representar las caracteristicas
temporales de las series semanales, la etapa de identificacion consiste en
determinar el valor de p, de cada semana, de manera que se logra que los
residuos del modelo sean independientes, para ello se recurre a las funciones de
Autocorrelacion Simple, FAS y de Autocorrelacion Parcial, FAP. Estas funciones
son caracteristicas de cada modelo y con ellas se trata de imitar el tipo de
dependencia temporal detectado en la serie de datos disponibles que se desea
modelar.

La funcion de Autocorrelacion Simple, FAS, corresponde al coeficiente de
correlacion existentes entre los valores de un instante cualquiera y los de otro
instante, separado por k periodos hacia atras , lo que se designa como desfase o
rezago k, esto es:

E mnmmk mnkgju
g Sm . S mk m

Donde E(.) corresponde al valor esperado. La funciéon r ™ (k) en funcién de k se

conoce con el nombre de correlograma o FAS de la semana m. Estas funciones
presentan una forma caracteristica para cada modelo y han sido propuestas por
Box y Jenkins para identificar el orden del modelo por comparacion. Asi por
ejemplo, un modelo AR(p) presenta valores diferentes de cero y determinados
para k=1,2,....p y para valores de r decrece exponencialmente o en forma

sinusoidal hasta desaparecer. Los valores 1" (k) pueden estimarse directamente

de la muestra como el coeficiente de correlacion entre los valores de una semana
y los de otra que ocurrieron k periodos antes, como:

o=t (N- k)lsmsm.kék (22 o)z tor)

Otra funcién util para la determinacion del orden de un modelo es la Funcién de
Autocorrelacion Parcial, FAP, que corresponde a los valores del coeficiente
autoregresivo de orden k cuando se ajusta a la muestra un modelo AR(k). estos
valores para k =1,2,3,... en funcién de k, se denominan la funcion FAP. El
comportamiento de esta funcion es tal, que un modelo AR(p) es diferente de cero
sélo para k menor o igual que p y posteriormente es nula, de manera qué es mas
simple de utilizar en la identificacion de modelos AR que FAS. Si las variables son
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normales los valores de esta funcién se distribuyen normales con promedio cero y
varianza 1/N.

Para estimar los valores de la FAS es conveniente considerar que el modelo PAR
( pm) se expresa en forma reducida como:

az;- m,0
Fr(B)g o= al
e S (7]

Para simplificar la nomenclatura es conveniente designar a la variable centrada y
reducida por Yt donde:

&z - m, 0
Yt :g t mm:
Sm @

De manera que el modelo PAR(pm) corresponde a:

Y. =f :anYt-l+f ?Yt-2+"'+f nE) Y- pm+a¢

La estructura de dependencia temporal de este modelo puede encontrarse
multiplicando por Ytk tomando valor esperado:

E(Yth-k) = E& ]r_nYt—lYt—k)+ E& rant- 2Yt k)+ .t E§mp Y- met—k%-'- E(ath- k)
Como las variables estan centradas y reducidas esta ecuacion indica:
rMk)=f 7 r ™ k- D+ I k- 2+ D r T k- pp)

Estas ecuaciones definen la estructura de dependencia temporal de los modelos
AR(p) y se conocen con el nombre de ecuaciones de Yule-Walker. Esta ecuacion
permite establecer un sistema de p ecuaciones que ligan los valores de los p
parametros del modelo con los valores de la funcién de autocorrelacion.

La ecuacion de Yule-Walker puede emplearse en diferentes etapas de la
modelacidn, como se menciona a continuacion:

a) Conocidos los parametros de un modelo ", f7 ..., f r;" y por supuesto su orden

Pm, €s posible determinar su estructura de dependencia encontrando los valores
r (k) para k = 1,2,3,.... Estos valores se pueden comparar con los estimados de

una muestra en la etapa de validacion para verificar si un modelo seleccionado es
adecuado. Este es el procedimiento basado en la FAS.
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b) Si se dispone de estimaciones de la funcion de autocorrelacion, r™(k) ,
obtenidas de una muestra que se desea modelar, se pueden calcular los valores

de los pardmetros f",f",....,f ™ de manera que se produzcan los primeros
1 2 P

valores de la funcién de autocorrelacion. Esto es lo que se hace frecuentemente
en la etapa de estimacion de parametros de modelos PAR cuando se emplea
para ello el método de los momentos.

c) Finalmente si se dispone de valores estimados de la funciébn de autocorrelacion

r"(k)es posible obtener valores de la funcién de autocorrelacion parcial,
ajustando sucesivamente modelos de orden p=1,2,3,...k, y calculando en cada
caso el valor del dltimo coeficiente autoregresivo de cada uno de ellos, esto
permite emplear este sistema de ecuaciones en la etapa de identificacion del
orden del modelo.

Metodoldgicamente la secuencia l6gica del empleo de esta ecuacion es para la
estimacion de los coeficientes f xen la etapa de identificacion, posteriormente en la

etapa de estimacion para calcular los parametros fi“,f rznf f)‘ dado el valor de p,

y finalmente para establecer los valores de la funcién de autocorrelacién del
modelo en la etapa de verificacion.

Es conveniente hacer notar que resulta dificil tomar decisiones totalmente
automdticas respecto al orden del modelo con las herramientas mostradas.
También se utiliza el denominado criterio de informacién Akaike, AIC, para
seleccionar entre modelos similares, segun el cual es conveniente elegir el modelo
gue minimice el AIC, calculado como:

AIC = 2p + NLn (S gg)z

3.3.2 Estimacién de Parametros

Una vez identificado el orden del modelo corresponde estimar sus parametros. En
cada semana m se conoce el orden p, Yy la etapa de estimacion consiste en

encontrar los valores que deben adoptar los coeficientes f;",f;",...,fr; y las

caracteristicas de los residuos g, fundamentalmente su varianza, g z(a).

El sistema de ecuaciones para la estimacion de parametros de un modelo
PAR(pm)es el mismo que el necesario para calcular los valores de la FAP, con la
Unica diferencia de que en este Ultimo caso se debe resolver varias veces para
valores de p=1,2,3,...L, siendo L un nimero adecuadamente elevado que asegure
ser mayor que el mas alto de los valores de p posibles. El sistema de ecuaciones
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se obtiene aplicando la ecuacion de Yule- Walker para k=1,2,... pm, de lo cual
resulta:

m(l): f;-n +fm ml(l) +fm ml(2) +fr’;1mrm-l(l)
r"(2) = frr™@) +f 5 +Hor™2Q)  +fTr™2(2)
"@= T T +3 H ot O

r"(pm)= £ (e £ (pe- 2) o

Se acostumbra en este sistema poner términos matriciales como:

e 1 r™Q) . " (pe-DUSTY Erm@ U
e m-1 m2 e mU e m u
e @ 1 (pm- 2)ue 20_ @l (2 g
e . ..~ ué_ueé u
e m-1 m- 2 l;le mlil e m l;l
™ (pm-D r™i(pm- 2 .. 1  gé€.0 & (g

Existen varios métodos para estimar los pardmetros de modelos de series

cronoldgicas. Los mas empleados son: el método de momentos, el de minimos
cuadrados y el de maxima verosimilitud.

El método de los momentos consiste en igualar los momentos de la muestra con
los del modelo, para lo cual una vez identificado el orden del modelo se intenta
reproducir su estructura de dependencia temporal. Para un modelo PAR, esto se
realiza estableciendo las ecuaciones de YuleWalker para cada periodo de
manera que se igualen los primeros pm coeficientes de autocorrelacion. Esto
conduce, para cada, periodo a un sistema de p, ecuaciones como las indicadas,
pero remplazando los valores de r por sus estimadores r "(k), de manera que la
solucion se obtiene como:

Donde el vector f es (F7 0, f ’;‘ ) para cada semana m. En el caso de

modelos PAR cada semana tiene su sistema de ecuaciones independiente, de
manera que la estimacion por este procedimiento es sencilla. Si el modelo
presenta términos de promedios modviles, el sistema de ecuaciones incluye una
mezcla de semanas anteriores, lo que dificulta su utilizacion.

Una vez determinados los parametros f se puede encontrar el valor de la
varianza de los residuos con la ecuacion de Yule-Walker para k=0:
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s2(a)=1- 9f"r"()

i=1

Otro método alternativo para la estimacion de parametros dado el orden del
modelo consiste en minimizar la varianza de los residuos, sujeto a que los
parametros satisfagan las condiciones de estacionalidad e invertibilidad cuando
corresponda. En el caso de variables normales ambos métodos conducen a
resultados similares. Desde el punto de vista estadistico, la mejor opcion de
estimacion es el empleo del método de maxima verosimilitud. Sin embargo, las

funciones de verosimilitud no se conocen para todo tipo de modelos, lo que
dificulta su utilizacion practica.

3.4 Construccion del Modelo

Para encontrar el modelo mas adecuado se sigue un esquema general propuesto
por Box y Jenkins que se basa en la etapa de identificacion, estimacion y
verificacidon, ordenadas como se ilustra en la figura 3.1

Adicionalmente, en la construccion del modelo se deben tomar decisiones en
cuanto a la conveniencia de normalizar las variables involucradas y parametrizar
o adoptar una representacion parsimoniosa de los parametros involucrados. Para
periodos semanales, la parametrizacibn es necesaria y se puede hacer
representando mediante series de Fourier, el comportamiento peridédico de los
parametros. Estos procedimientos se pueden realizar en diferentes etapas durante
la construccién del modelo, pero se debe estar consciente de que los resultados
finales estaran afectados por el esquema en el cual se realizan.

C_ Datos } |

5 s
s = — ' -
Mormalizar Identific .'!u.'i-'lll.

h v
Identificacion -T‘-_h;:.T
- . . Y
ldentificacidn | Estimacién | [ Estimacian ]

h 4 . A v
_— —
C‘q_-|_¢._-hi._1||.'--.,_;h} Residuons

Verificacion "-'4.'|i1'|..':wi-"||| Verificacion Verificacion

Esquema | Esquema 2

il

|

5

MNormalizar

Esquema 3 Esquema 4

Figura.3.3 Esquemas alternativos del procedimiento para incorporar la normalizacion y la parametrizacion

Fuente: Elaboracion propiabasaen el articulo Modelo de Utilizacién onjunta en la Cuenca Andreu y
Marco,1983
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Habitualmente las alternativas de normalizacion que se plantean son las
siguientes: no normalizar los datos o normalizar los residuos. Similarmente las
alternativas para la parametrizacion son no parametrizar, parametrizar las
propiedades de los datos o parametrizar los parametros del modelo. Las
decisiones que se adopten en relacion con estas alternativas, conducen a una
gran cantidad de posibilidades de procedimiento de modelacién. La mas
empleada, es la que se muestra en la figura 3.3, que considera solo casos en que
se normaliza y se parametriza, dejando de lado todas las situaciones en que se
hace s6lo uno de estos dos procesos 0 no se hace ninguno.

Dentro de los esquemas planteados en que se realizan los dos procedimientos, los
mas adecuados son los sindicados como esquemas 1y 2, en la figura 3.3 . Estos
presentan la ventaja de que la identificacion y estimacion se realizan con variables
normales, lo que asegura que los residuos son normales y satisface las
condiciones de normalidad implicitas en los métodos empleados. Ademas al
proceder asi, se puede visualizar primero la calidad de los datos disponibles y
decidir su utilizacion o modificacion inmediata de acuerdo a ello.

En todo caso si se trabaja con caudales semanales es absolutamente necesario
enfrentar el asunto de la normalizacién y la parametrizacién, siendo éste un
aspecto esencial para lograr series sintéticas de calidad.

3.5 Diagndstico o Verificacion del Modelo.

Si el modelo es adecuado los residuos deben comportarse como ruido blanco.
Para verificarlo se calculan los residuos como:

Av,m =f m(B) xv,m

La verificacion o diagnostico del modelo requiere comprobar que las hipotesis
basicas realizadas respecto a los residuos son ciertas. Estos deben tener:

media cero, varianza constante, falta de correlacion para cualquier retardo, y
distribucion normal. Adicionalmente se pueden realizar otras comprobaciones
como es la existencia de outliers, o la reproduccion de propiedades de interés
especial de acuerdo a los fines que se persiguen con el modelo.

Como los residuos provienen de modelos periddicos, la varianza de ellos también
es periodica, de manera que es conveniente antes de proceder a las pruebas,
efectuar una estandarizacion periodica mediante:

@nm-m (@

Vi = V(s = ——— 22—
" s m(@)
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Utilizando para ellos los promedios y las varianzas de los residuos de cada
periodo.

3.5.1 Pruebas de Independencia

El primer contraste a realizar es si los residuos estimados estan incorrelacionados.
Para ello existen diferentes pruebas. Es conveniente realizar varias de ellas y
utilizarlas en conjunto para establecer un criterio de rechazo o aceptacion del
modelo.

Estas pruebas se basan en la estructura de correlacion existente en las series de
residuos. Para ello se calcula la funcién FAS de cada periodo mediante:

ra (K) = Corr (am am- «)

Donde g, es el residuo del a semanam. Si éstos son independientes y normales
los coeficientes (k) seran aproximadamente, para retardos altos, variables
aleatorias con media cero, varianzas asintéticas }N y distribucién normal. Por

ejemplo, para un AR(1) la desviacion tipica asintotica de (I'(1)es %ﬁ gue puede

ser mucho menor que )
A

El procedimiento habitual de verificar la independencia de los residuos es

comparar sus funciones de autocorrelacién simple con los limites +2/4/N y
comprobar si todos los coeficientes estan dentro de estos limites de confianza.
Como estos limites son, aproximadamente del 95%, en promedio uno de cada
veinte coeficientes de autocorrelacion estimados saldran fuera, por lo que la
aparicion de un valor significativo en un retardo elevado es separable. Sin
embargo, como segun lo anterior estos limites sobrestiman la varianza en los
pequefios, un valor préximo a los limites de confianza en los residuos finales debe
considerarse un indicio claro de que el modelo es inadecuado.

Un contraste global de que los primeros L coeficientes son cero (L debe ser
grande, del orden de 1/4 al/3 de la muestra) es el contraste de Ljung-Box. Si los
residuos son realmente ruido blanco, el estadistico:

Q"(L)= N(N+24 —(r?(_j )

iz N-j
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Se distribuye asintéticamente como una ji- cuadrada con (L-pm) grados de libertad.

3.5.2 Prueba de Normalidad

En el caso de la modelacion hidrolégica es importante que los residuos de cada
aprovechamiento sean normales, ya que ellos se emplearan para modelar la

estructura espacial del sistema. Esto se puede verificar calculando el coeficiente
de asimetria de los residuos de cada semana y contrastandolo con la hipotesis de
que proviene de una muestra normal, para la cual el coeficiente de asimetria tiene

promedio O y varianza 6/N.

Para enfrentar esta situacion se puede proceder a una transformacion del tipo
Box-Cox, segun la cual:
a  §1>0

f

I__

n(a) S 1 =0

3.5.3 Promedio Nulo y otras Propiedades

Si bien en general los residuos de un modelo periddico no estadn en principio
sujetos a la restriccibon de que sean nulos, es conveniente para facilitar la
construccién del modelo. Para contrastar esta hipétesis en el caso general
suponiendo N residuos y r parametros, se puede hacer suponiendo que se trata

de valores normales con promedio cero y varianza g 2. Entonces el promedio es

también normal con valor esperado cero y varianza g 2/N. este contraste debe
aplicarse después de comprobar que los residuos estan incorrelacionados.

La estabilidad de la varianza se comprueba estudiando el grafico de los residuos a
lo largo del tiempo. En caso de duda se puede dividir el intervalo muestral en tres
0 cuatro partes y aplicar un test de la razon de verosimilitud.

Finalmente, conviene siempre situar la grafica de los residuos estimados a lo largo

del tiempo. Su inspeccién se facilita situando en él los limites de 95%, 99% o
99.5% y estudiando los puntos que salen fuera de estos limites de control para

detectar la existencia de outliers.
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3.5.4 Reformulaciéon

Un aspecto interesante en la verificacion del modelo estimado es considerar a los
residuos, a como una serie temporal y estudiar su estructura. Esto permite

orientar las correcciones al modelo. Suponiendo que se ha identificado y estimado
el modelo PAR™(pn):

aAnm =f Q(B) Xn,m

Y al analizar la FAS y la FAP de los residuos estimados, a se aprecia que éstos
no son independientes sino que siguen un modelo también autoregresivo:

enm =T (B)anm

Donde los nuevos residuos e si satisfacen todas las condiciones. Entonces,
sustituyendo en la ecuacién anterior, resulta para la serie el modelo

€hm =f r;(B)f am(B) Xnm
Que corresponderia al modelo adecuado.

3.5.5 Sobreajuste

Otra alternativa para comprobar si el modelo es adecuado, es utilizar la técnica del
sobreajuste, que consiste en estimar un modelo de orden mayor que el analizado
y comprobar si se obtienen coefiencientes estimados significativos. Con esto es
posible captar pequefias estructuras remanentes que pueden mejorar las
predicciones. En general, si se ha ajustado un PAR(p) que parece adecuado, el
sobreajuste se aplica estimando los modelos PAR(p+l1) o PAR(p+2) vy
comprobando si los parametros adicionales son significativos.

3.6 Modelado de la Dependencia Espacial.

Cuando existen varias series en varios lugares diferentes de una region de la
misma variable, como es el caso de los aprovechamientos del SIC, o de diferentes
variables en un mismo lugar, 0 combinaciones similares que presentan
dependencia entre los valores de las series, se deben considerar modelos
multivariados. En hidrologia se han propuesto varios esquemas de modelacion
multivariada.

Entre las alternativas para sistemas complejos se pueden considerar los modelos
Multivariados ARMA, de los cuales se desprenden los multivariados de Funciones
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de Transferencia y los contemporaneos ARMA. Los primeros son una
generalizacion matricial de los ARMA. Como tales presentan una cantidad
importante de pardmetros que los hacen inmanejables cuando la cantidad de
series supera el caso bivariado. El modelo mas desarrollado corresponde al
contemporaneo CARMA, en el cual se modelan las series temporales de cada
aprovechamiento de manera separada y se mantiene la dependencia espacial
mediante la relacion entre los residuos de cada lugar. En este caso se propone
una aplicacion particular de modelos CARMA considerando para las series
individuales, solo modelos Autoregresivos periodicos, con lo cual se tiene
realmente un modelo CAR.

Si cada serie se ha modelado de manera que se dispone de un vector de residuos
para el instante t en los k lugares:

.
V= [Vt(l),Vt(Z),...,Vt(k)]

Donde Vi(j)corresponde al residuo normalizado del aprovechamiento j en el
instante t. En este caso se supone que ya coexiste periodicidad entre los residuos
de un lugar, de manera que t=w(n-1)+m, donde n=1,2,....N es el aflo y m
=1,2,...,w es el periodo. De esta forma existen wN valores de M(j), con j=1,2,...K.
Ademéas \{(k)es una serie de valores normales, independientes temporalmente,
con promedio VK 'y desviacion s VK.

El comportamiento espacial de estos residuos se puede apreciar en matrices de
correlacion de desfases h entre las entre las series D", cuyos elementos son:

El(v. () - my)ven(i)- my )

S viSvj

{D"}={di}con df=

Donde d corresponde a la correlacion entre los residuos del lugar i y los del lugar

j rezagados en h intervalos de tiempo. En particular, para h=0 se tiene la matriz de

correlaciones contemporaneas del sistema, que es una matriz simétrica con 1 en
la diagonal:

4 0 0 0
el riz o roer rol
e u
graz 1 rgxa
{p}=¢ .. G
e u
0
@k-11 1 U
8!’8,1 I’E,z 1 H
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La modelacion espacial se hace de manera de reproducir la dependencia
contemporanea, simultanea, entre las series de V (k). EI modelo espacial
contemporaneo para los residuos tiene la forma:

€ =Mw
Donde w; representa un vector de K residuos independientes entre si para el

instante t, mientras e corresponde a los residuos de cada lugar centrados y
reducidos, de manera que sus elementos son:

_vili)-m,

® S vi

Entonces se puede demostrar que:

Elae’]= Eg(M w)(Mw) "

(@ oxy end

Donde E(.) corresponde al valor esperado, pero
Eled]={0}
Que es la matriz de covarianzas, o correlaciones si los valores estan

estandarizados, de los residuos temporales de cada serie. Mientras que como los
valores de w son independientes, normales estandar, se cumple que:

E[VVt WI]= |

Siendo | la matriz de identidad. Entonces, combinando las tres ultimas ecuaciones,
los coeficientes de la matriz M cumplen con la condicion:

DO:M MT
Para determinar los valores de los elementos de esta matriz, { m;} es conveniente

imponer las restricciones de que M sea triangular inferior, es decir que tenga
valores nulos sobre la diagonal. Asi se puede emplear la descomposicion de

Cholesky para resolver la ecuacién anterior, segun la cual:
m:L = rll

My =ry/m para j=2,3,... K
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i-1
mi = ’rii' é mﬁi para i=2,3,...,k
k=1

i-1 2
m;; = ig?ij- 3 rmmkjgpara i=2,3,....k; j=i+1,i+2,...k
mie k=1 12}

m;; =0 para i>j

Entonces si se dispone de k valores iid~N(0,1), [w (1), w (2),...,.ws (k)], Se pueden

generar residuos dependientes temporalmente que reduzcan la dependencia
espacial encontrada mediante:

a()=a mw() parai=12,..k
j=1

Donde g (1) corresponde al residuo v,(1), centrado y reducido. Esto permite
expresar matricialmente el modelo espacial con la relacion:

ey Hal (o O 0 0 f]wn O o 0 || wil)
FLd _ | A P I 0 ma mn ... 0 w. (2]
G I T O 0 o malma me - ma | [wE

3.7 Uso de los Modelos

Una vez construido el modelo, es decir, determinada su estructura y los
parametros, se puede utilizar para simulacion o pronésticos. Uno de los principales
usos del modelo es el andlisis del sistema y de la informacion disponible, lo que se
hace en la etapa de construccion.

3.7.1 Simulacién

El conjunto de recursos hidricos del sistema interconectado que se modela
mediante el modelo hidrolégico, se emplea fundamentalmente en simulacion. Esta
simulacion puede ser condicional a la situacion actual o independiente.

La simulacién independiente consiste en generar mediante el modelo, un conjunto
de M nuevas alternativas de series hidrolégicas en K lugares para N afios en cada
uno, que sean estadisticamente indiferentes a las series historicas disponibles
como datos. Los nuevos valores son independientes de la condicién actual y cada
uno tiene valores iniciales diferentes. Normalmente se simula una cantidad de
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afos similares a la de los registros historicos, es decir, del orden de 40 6 mas
anos.

La simulacion condicionada consiste en generar igualmente M nuevas alternativas
de los K lugares y de N afios, pero tomando como iniciales los valores registrados
recientemente en cada lugar, de manera que se simulan posibles afios futuros a
partir de la condicion actual. Normalmente en este caso, la cantidad de afios que
se simulan son menos que en la alternativa anterior, pudiendo ser del ordende 5 6
menos para representar la alternativa hidrolégica del futuro mediato.

Para generar un nuevo conjunto de valores similares, se deben efectuar las
siguientes etapas basicas: generar valores independientes espacial y
temporalmente, introducir la dependencia espacial, transformar los residuos de

acuerdo a su normalidad, incorporar la dependencia temporal en cada serie y
desestandarizar los valores periddicamente. Cada una de estas etapas se explica
detalladamente, utilizando como ejemplo un modelo espacial contemporaneo
autoregresivo con una estructura temporal periddica también autoregresiva.

Se supone que se desea generar Kseries cada una de N afios y w periodos. El
primer paso cosiste en generar para cada instante t, (con t=1,2,...,w,w+1,...,Nw)
en cada lugar K=1,2,..., K, valores independientes idénticamente distribuidos
normales de promedio cero y desviacion tipica unitaria, es decir valores Ind. (0,1).

La generacion de un valor normal estandar se logra por varios procedimientos.
Uno es la transformacion de Box-Muller:

0.3

1
7=| 2La| — || cosl2m )
&y

Donde htk es el valor para el instante t en el lugar k. Esto supone disponer para
cada valor de dos numeros independientes Uniformes (0,1), u1 y uz.

Asi se puede obtener una tabla de valores normales estandar independientes
temporalmente y espacialmente en los k lugares de interés.
Para incorporar la dependencia espacial entre los diferentes lugares para cada

instante, se emplea el modelo contemporaneo desarrollado. Para ello se aplica
dicho modelo, lo que supone realizar:

V.= Mh,
O explicitamente para cada instante t:
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evio 61 0 0 .. Ouén'
thZH gmzl mz O 0 thfﬂ
g g: g‘ﬂal M3z Mss3 0 32 E
gl €. 0 4%
gVFH @T'Ikl M2 m«HSth

Los elementos de esta matriz cumplen con la relacion:

k
é m;=1 ; para i=1,2,...k los valores V deben ser independientes temporalmente
j=1

en cada lugar, normales estandar y reflejar una dependencia espacial de acuerdo
al modelo contemporaneo planteado. Es decir, deberia verificarse en esta etapa,
gue se reproducen las matrices de dependencia espacial de desfase nulo, uno,
dos, ..., verificando que soélo la primera es diferente de cero y que a su vez
contiene valores estadisticamente iguales a los detectados en los datos.

Una vez que se dispone de los valores de residuos espacialmente dependientes
en los k lugares, se debe reconstruir en cada lugar las series temporales.

Lo que se menciona a continuacion corresponde al caso de una serie y debe por
lo tanto, repetirse k veces para completar una simulacion. Debe tenerse cuidado

en mantener ordenados los valores de cada periodo para no distorsionar la
dependencia espacial creada entre ellos.

. 2
Cada uno de los vectores de residuos = [Vi(,VE,---,V ll(\lw- 1,...,vhw] se pueden
poner en forma de matriz de w periodos (48 semanas) y N afios usando:

Vnm (k) :V(T1—l)w+m

Con m=1,2,...,w; n=1,2,...,N. Normalmente w=12 meses o0 48 semanas y N=40
aflos como es habitual.

Estos residuos corresponden a los que deben incorporarse en el modelo temporal

de la serie k. por ahora son normales (0,1) de manera que corresponde
desestandarizarlos para incorporarles la varianza del residuo de cada periodo:

an (k) = m, (k) +s n(K)vi(k)

Si fue necesario transformarlos en normales mediante alguna operacién, son los
pasos a seguir para su destransformacion. Lo mas tipico es que en la etapa de
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modelacion se procedid a tomar logaritmo de los valores de los residuos para
normalizarlos, entonces ahora corresponde proceder de manera inversa.

Una vez que se dispone en cada lugar de las series de residuos temporales de
cada semana para el conjuntote afios deseado se debe incorporar en ellos la
dependencia temporal, empleando el modelo PAR™ (pm) correspondiente a cada
periodo en cada serie:

A B A B A S Y

Si la simulacion se hace para generar valores independientes de la condicion
historica reciente, los valores se suponen nulos y se genera una cantidad
razonable de afios adicionales hasta que se independicen de las condiciones de
origen. Por ejemplo No=5 a 10 afios, los que posteriormente se descartan. Si la
simulacién es condicionada a los valores actuales, se emplean los ultimos valores
registrados como valores de partida para cada simulacion.

Finalmente, se deben desestandarizar periédicamente los valores registrados de
acuerdo al comportamiento semanal, o mensual, de la variable original:

X (K) = m, (k) +s (k) Z7(K)

Es conveniente revisar si estas series satisfacen las propiedades temporales y
espaciales que se supone que el modelo reproduce. Ademas, es necesario revisar
la existencia de valores negativos y extremos. La generacion de valores negativos
puede ser uno de los mayores inconvenientes de estos modelos para la
generacion de series sintéticas de caudales.

3.7.2 Prondstico

Un pronadstico de interés consiste en estimar el valor del caudal medio mensual de
las semanas siguientes a la fecha en que se dispone de informacion, contando
con los datos de los dias o de las semanas anteriores. Ademas de un valor
estimado, es importante poder entregar un indicador de la calidad de este
prondstico, lo que normalmente se refleja en las caracteristicas estadisticas de
error que se espera cometer. Es conveniente que este error tenga promedio nulo,
es decir, sea no sesgado, y minima varianza. En estas condiciones se dice que el
pronostico es estadisticamente éptimo. Esta es una propiedad de los prondsticos
realizados con los modelos PAR. La varianza del error es indicador de la calidad
del prondstico, y aumenta a medida que crece el intervalo de prondstico, hasta
hacerse igual a la varianza de la variable pronosticada para un tiempo muy largo,
momento en el cual el disponer de informacion sobre lo ocurrido recientemente, no
influye sobre los valores que se desea pronosticar.

66



Modelos de Planificacion de Sistemas Hidroldgicos

Las ecuaciones de prondstico estiman el valor esperado de los caudales
semanales condicionados a los Ultimos valores registrados en las semanas
inmediatamente precedentes al dia del prondstico, y definen una banda de
confianza en torno a esos valores.

Dado estos valores de Qo,Q1,Q2,...se transforman y reducen aceptando que @
corresponde a la semana m. Estos valores se obtienen | de Yoy Zo dados por

Yozgm(Q)
ZO:YO_ ym
Sm

Donde g, (.) corresponde a la transformacion aplicada en la semana m para
convertir los valores en normales. y g, corresponden al promedio y la
m

desviacion tipica de estos valores transformados. Esto mismo se aplica a todos los
valores de las semanas anteriores registradas, necesarias para el prondstico, que
pueden ser dos o tres, dependiendo del orden del modelo, para obtener un
conjunto de valores semanales ( Zo, 23,22, ...).

El prondstico para la semana k+m, es decir, parala semana k siguiente estd dado
por:

2=t i Ziatt i 2ot H o1 2k pm para k=1,2,3,...,.L

Los valores de 2, corresponden a los medidos para k<1, o a los estimados para
k=1,2,...,L

La varianza del error del pronéstico para la semana m+k esta dada por V(k) que
se calcula como:

V()= ?%y%i
j=1

Donde los coeficientes y , se evallan en funcion de los pardmetros de los

modelos involucrados en el prondstico. En este caso como los modelos son
periddicos deben combinarse diferentes modelos. Asi por ejemplo, aceptando
modelos AR(2) para las semanas involucradas a partir de la m, la varianza del

error del pronéstico para la semana m+k esta dada por V(K):

y,=1

y 2 = 1m+2
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+f

y 3 =f 2,m+3 1,m+2f 1L,m+3

y 4 = f 1,m+4f 2,m+3 +f 2,m+4f 1m+2 +f 1,m+4f l,m+3f 1,m+3
A medida que aumenta el plazo de prondsticos se requieren coeficientes de orden
superior, los que se obtiene siguiendo el mismo esquema. Cuando los modelos

de las semanas involucradas son de menor orden, se deben eliminar o suponer
nulos, los coeficientes autoregresivos correspondientes. EI comportamiento de

estos coeficientes es tal que la varianza del error para la semana k=1 es igual a la
varianza del residuo del modelo, pero a medida que el plazo de prondstico
aumenta, k=2,3,... la varianza aumenta hasta igualarse a la varianza de la variable
pronosticada, es decir, el efecto del conocimiento del estado actual del sistema se
pierde.

Como los errores son normales, el ancho de la banda de confianza para un nivel
a esta dado por:

21 =2, Na WV (K)
2= 2 Na AV (K)

Donde N, es la variable normal reducida con probabilidad de excedencia a de

acuerdo a los valores que se indican en la tabla 32. El valor de a indica la
proporcion de casos en los que se espera que el ancho de la banda incluya en su
interior a las situaciones reales que se presentaran en el futuro inmediato.

Probabilidad de | Valor N,

No-excedencia, a
0.95 1.960
0.90 1.645
0.80 1.288
0.70 1.036
0.60 0.842
0.50 0.674

Tabla 3.2. Variable normal reducida para bandas de diferente ancho.
Fuente: Elaboracion propiabasaen el articulo Modelo de Utilizacién onjunta en la Cuenca Andreu y

Marco,1983

Este procedimiento se repite para obtener un segundo prondstico con el modelo
de la semana (m-1) y la misma de caudales disponibles hasta el dia del
pronadstico.
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3.8 Otros modelos

La modelacién de una serie cronoldgica consiste en seleccionar un modelo que
represente adecuadamente las caracteristicas estadisticas de la serie.

En general, los modelos existentes para el andlisis de las series de tiempo son
bastante estandar, cuando se tiene que la distribucién es normal y la estructura es
lineal. Algunos ejemplos de estos tipos de modelos son AR (autoregresivos),
FGN(modelos fraccionarios gaussianos), ARMA (autoregresivos de media movil),
BL (modelos de linea quebrada), modelos de ruido de dispar; modelos de
procesos intermitentes; modelos de agregacion y desagregacion modelos
markovianos mezclados, entre otros.

En cambio, si se trata de modelos no lineales y no normales, se acepta que es un
area de suma dificultad en el modelado y que depende mucho de cada caso en
particular. En especial, para las representaciones multivariadas no existen
métodos de identificacion ni estimacion desarrollados.

En particular, en el caso de series no normales, se propone la utilizacion de
modelos univariados gamma que incorporan dentro de la estructura del modelo la
asimetria y correlacion de las series. Estos modelos asumen una distribucion
marginal gamma y una estructura autoregresiva constante o periodica.

3.8.1 Modelo GOL y el Paradigma de la PDE

El modelo GOL (Gestion Optima del Laja, 1974) se desarroll6 como una aplicacion
computacional para estimar la demanda de carbon del sector eléctrico. En una
primera etapa fue utilizado por Endesa (empresa energética espafiola,
electricidad, gas y energias renovables) para la planificacion de la operacion de
sus centrales en la cuenca del Laja, para un horizonte de analisis de hasta 15
afos con etapas trimestrales.

Este modelo considera la existencia de un Unico embalse, considerando en forma
independiente para la modelacion a las centrales de la misma cuenca (El Toro,
Antuco, Abanico y Rucue), y el resto de las centrales hidroeléctricas existentes en
el sistema se agrupan en una sola central. EI GOL permite minimizar los costos
térmicos de generacion realizando una colocacion 6ptima de los recursos hidricos
del Laja a lo largo del horizonte de planificacién, realizando un despacho uninodal,
considerando la demanda como deterministica.
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El modelo utiliza programacion dinamica estocastica (PDE) para la resolucion,
donde para cada etapa del horizonte de tiempo y para cada escenario hidroldgico,
se determina la secuencia de decisiones éptimas de operacion para cada estado
posible del embalse. Estos estados corresponden a una discretizacion del rango
continuo de estados admisibles.

El algoritmo comprende una fase de optimizacion y una de simulacion. En la fase
de optimizacion se procede en una recursion bakward, partiendo desde la ultima
etapa y avanzando en sentido inverso hacia la primera, donde el estado del
embalse es conocido. Con esto se obtienen las funciones de costos futuros para
los estados discretos en cada etapa, asociados a cada escenario hidroldgico
posible. En la fase de simulacion, se establece una iteracion forward en la que se
obtienen las cotas Optimas del embalse para cada etapa, partiendo desde la etapa
inicial con estado conocido, avanzando hacia la dltima.

En el GOL, la aleatoriedad hidroldgica es tratada de la siguiente forma:

1. Se asume que existe independencia estadistica entre los caudales afluentes de
cada afo, es decir, la ocurrencia de una hidrologia durante un afio no determina ni
condiciona la hidrologia del afio siguiente. Al no ser posible prever lo que ocurrira
en los afos siguientes, el valor estratégico asociado a una cota a fines de cada
afo hidrologico (abril a marzo) corresponde al valor esperado respecto a las
hidrologias futuras posibles.

2. Se asume que para cada afio del horizonte de planificacion, la variable
hidrologica toma un valor extraido directamente del registro estadistico de 40
anos. Es decir, para un afio determinado, la hidrologia puede ser cualquiera de los
40 valores, los cuales se consideran equiprobables.

3. Para un afio, la decisibn de extraccion del embalse supone conocida la
hidrologia dd afio n en un esquema azar-decision, donde para cada hidrologia
anual posible, supuesta conocida, se calcula la decision optima. El valor
estratégico a comienzos del afilo para cada cota, es calculado promediando los
valores estratégicos obtenidos para todas las hidrologias posibles.

4. El aflo se ha dividido en subetapas trimestrales con el fin de presentar la
estacionalidad de la demanda, los aportes hidroldgicos y la disponibilidad de las
centrales que varian a lo largo del afio. Los aportes en cada trimes tre se suponen
perfectamente dependientes entre si, es decir, la operacion 6ptima a través de los
cuatro trimestres se realiza como una programacion dindmica deterministica para
cada hidrologia.

En la fase de optimizacion, el modelo opera definiendo para cada afio t un
conjunto de n hidrologias {ch} :_1, donde n corresponde al niumero total de valores

admisibles para la hidrologia en el afio t. Si se asume que ésta puede tomar

70



Modelos de Planificacion de Sistemas Hidroldgicos

cualquier valor del registro historico, tendriamos n=40. Para cada escenario H},
se obtiene la decision oOptima de extraccion para cada estado discreto s del

embalse al comienzo del periodo t, resolviendo un problema deterministico dentro
del afio. Con esto, dada una hidrologia, se calcula el valor estratégico del agua v,

de la etapa t, para cada estado discreto inicial s, es decir, se calcula

Vi =Vt§%|h9' Luego se calcula el valor estratégico esperado para cada estado
td

inicial 5, como:

40
V.= & PHDW(S/HD) (D)

h=1

Donde P(ch) es la probabilidad de ocurrencia del escenario H. Si se suponen
escenarios equiprobables, extraidos directamente del histérico, se tiene
que P(H{‘): 1/40. Toda la informacién respecto de la decision Optima en cada

etapa, para cada estado, y para cada hidrologia es almacenada matricialmente
para ser usada en la etapa de simulacion.

La etapa de simulacion esta basada en el Método de Montecarlo realizando sorteo
de escenarios Hidrologicos para todo el horizonte de planificacion, suponiendo
completa independencia estadistica entre afios. El ndmero de escenarios
sorteados suele ser del orden de 1000, el que es comparativamente muy bajo en
relacion con los 40" escenarios posibles para un horizonte de netapas. Luego,
basandose en la informacion contenida en las matrices de decision obtenidas en la
fase de optimizacién, se determina la secuencia de decisiones 6ptima.

3.8.2 Modelo OMSIC

El modelo OMSIC (Operacion Mensual del SIC (Sistema Interconectado Central)),
se sustenta en las mismas bases conceptuales que el modelo GOL, basado en
programacion dinamica. Este modelo difiere del GOL basicamente en la definicion
de la etapa elemental (operando sobre etapas mensuales), en la extension del
horizonte de planificacién (usualmente es de uno o dos afios) y en el tratamiento
que se le da a la incertidumbre hidroldgica dentro del afio. Durante los meses de
invierno (@bril-septiembre), al ser originadas fundamentalmente por lluvias, las
hidrologias se consideran estadisticamente independientes entre meses, pudiendo
presentarse de manera equiprobable, en un determinado mes, cualquiera de los
escenarios observados histéricamente para dicho mes en los 40 afios del registro
histérico. Por otro lado, para los meses de deshielo (octubre-marzo), se asume
completa dependencia estadistica entre etapas, resolviendo una optimizacion
deterministica para cada serie.
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El algoritmo opera de la misma forma que en el GOL, con una fase de
optimizacién en la que se determinan las matrices de decisiones Optimas, y una
fase de simulacion, en la que se realiza una simulacién de montecarlo utilizando
1000 escenarios, los cuales son sorteados respetando los supuestos sdore la
hidrologia planteados en el parrafo anterior.

3.8.5 Cambio de Paradigma: De la PDE (Programacién Dinamica Estocastica)
a la PDDE(Programacién Dinamica Dual Estocastica)

El esquema PDE, utilizado por GOL y OMSIC, ha sido utilizado por muchos afios
en la mayoria de los paises con predominancia de generacion hidraulica. Sin
embargo, éste tiene una limitacion muy importante, que se debe a la necesidad de
enumerar todas las combinaciones posibles de las variables de estado
(almacenamiento en los embalses y caudales en las etapas anteriores). Con esto,
el esfuerzo computacional crece exponencialmente a medida que la discretizacion
de los estados se hace mas fina, y a medida que el nimero de embalses aumenta.

Esta es la llamada “Maldicién de la Dimensionalidad”. Supongamos, por ejemplo,
gue los niveles de cada embalse y de cada caudal anterior han sido discretizados
en 20 valores. El nimero de puntos a evaluar en el espacio de estados es por lo
tanto (20*20)', donde | es el nimero de embalses. Se tiene entonces. Figura 3.4:

Numero de Numero de
embalses combinaciones
1 20° = 400
2 20" = 160 mil
3 20° = 64 millones
4 20° = 25 mil millones

Figura 3.4: Combinaciones a evaluar en un problema multiembal se.
Fuente: Elaboracién propiabasaen latesis Modelo para Manejo de la Incertidumbre Hidroldgicaen la
planificacion de la operacion del SIC Eugenio Sebastian Palacios Galindo, Chile 2004

El esquema de la PDDE (Programacion DindAmica Dual Estocéastica) se basa en la
observacién de que la Funcion de Costos Futuros (FCF) se puede representar
como una funcion lineal por partes, es decir, para obtener la FCF completa, no es
necesario interpolar los valores de la FCF obtenidos para un conjunto de estados
discretos de los embalses, como ocurre con la PDE. Para entender el cambio de
filosofia en la resolucion, consideremos el problema bloque-etapa, el que en un
esquema lineal simplificado puede escribirse como:
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a1 (x) = MIinCi (xs1) +a ra (xs0)]
s.a.
Axx 1 £ h - Exx
xia® 0
(3.2)

En la ecuacion 32, a;( x) corresponde a la funcion de costos térmicos y de falla
futuros, en funcion del estado de los embalses x; al inicio de la etapa i. El término
aj +1(Xi +1) es la FCF (Funcion de Costos Futuros) vista desde la etapa i+1 (final
de la etapa i) en adelante, en funcién del estado de los embalses en dicha etapa, y
el término C;(Xj +1) corresponde a los costos térmicos de la etapa.

Mediante un esquema de PDE clasica, el problema representado en la ecuaciéon
2.2 se resuelve discretizando la variable de estado x; en N valores. Con esto, se
resuelven N problemas de minimizacion para obtener el valor de la FCF en los N

puntos. Para obtener la FCF en otros puntos que no pertenecen a la discretizacion
se utiliza interpolacién. Esquematicamente esto se muestra en la siguiente figura
3.5

FCF para etapa T-1

B
L=

1 2 T-1 T costo

Figura3.5 CdculodelaFCF enlaetapa T

Fuente: Elaboracion propia basa en latesis Modelacion Hidrol6gica en el Sistema Interconectado Central,
Eduardo A. Mihder Hetz, Chile, 1997

Como se menciond antes, la PDDE utiliza una filosofia distinta para la resolucion,
aproximando la FCF como una funcion lineal por partes. Para ilustrarlo, se supone
que la funciong,( x), para el casox;l R (caso 1 embalse), tiene la forma

mostrada en la figura 3.6.
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Clia

Xi
Figura. 3.6 Funcién de costos futuros en la etapa i

Fuente: Elaboracién propia basa enlatesis Modelacion Hidrol6gica en el Sistema Interconectado Central,
Eduardo A. Mihder Hetz, Chile, 1997

Esta funcion es decreciente en x; , en efecto, al aumentar el volumen x; de agua

almacenado en el embalse al comienzo de la etapa i, los costos totales de

generacion y falla vistos desde el inicio de la etapa i en adelante, disminuiran
debido a una mayor disponibilidad de recursos hidricos para generacion. La PDDE
se basa en la observacion de que la pendiente de la recta tangente en cada punto

Tai
1 X
de balance hidraulico de la ecuacion 3.2. En efecto, la derivada en un punto de la

curva estd asociada a la sensibilidad de los costos futuros respecto de cambios
infinitesimales en el estado x; . Este concepto de “sensibilidad” es precisamente

el significado que tienen los multiplicadores de Lagrange. Luego, si resolvemos la

X (Xi) corresponde al multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion

ecuacion 3.2 para un x; fijo, obtendremos ai(x;’) y I = h()(I) Con esta

1 Xi

informacion podemos escribir una aproximacion lineal de ga; (Xi) en torno a x; .
Figura 3.7

Xi

Figura. 3.7 Aproximacion de primer orden de la FCF
Fuente: Elaboracion propiabasa enlatesis Modelacion Hidrol6gica en el Sistema Interconectado Central,
Eduardo A. Mihder Hetz, Chile, 1997
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Si esto se realiza para N puntos, obtendremos una aproximacion lineal por partes
para la FCF (ver figura 3.8). El algoritmo mediante el cual se obtienen las
aproximaciones tangentes se denomina Descomposicién de Benders y las rectas
reciben el nombre de planos minorantes o cortes de Benders. En el algoritmo de
Benders los cortes se agregan de uno a uno por iteracion, escogiendo
convenientemente los x; hasta alcanzar la convergencia. Este enfoque tiene la
clara ventaja sobre la PDE clésica, de ofrecer en cada iteracién una aproximacion
continua de la FCF (lineas rojas en la figura).

Oli

Ny ~
VRN~ X

Figura. 3.8 Aproximacion de la FCF como funcion lineal por partes.
Fuente: Elaboracion propiabasa en latesis Modelacion Hidrol égica en el Sistema I nterconectado Central,
Eduardo A. Mihder Hetz, Chile, 1997

3.8.6 Modelo SDDP

El modelo SDDP (Stocahstic Dual Dynamic Programing), estd basado en

programacion dinamica dual estocastica, con busqueda del Optimo mediante
programacion lineal.

Este modelo entrega una representacion continua de la FCF en cada etapa, para
el problema multinodal y multiembalse, haciendo una representacion lineal de las
pérdidas en el sistema de transmision. Su horizonte de planificacion es variable y
suele ser de 10 afios, mas dos afos de relleno. Las etapas de optimizacion
pueden ser semanales, mensuales o trimestrales en todo el horizonte, no acepta
combinaciones de ellas.

Para el tratamiento de la hidrologia, el SDDP utliza un modelo CPAR
(Contemporneous Periodic Auto Regressive), el que internaliza tanto la correlacion
temporal como espacial de los datos (se entiende como la dependencia
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estadistica entre afluentes de distinta ubicacién geografica). Para el caso de la
variable aleatoria hidrolégica, un CPAR(p) (CPAR de orden p) representa el valor
futuro de la hidrologia como una combinacion lineal de los p valores pasados de la
serie y de los valores presentes (contemporaneos) de la serie ocurridos en otros
lugares geograficos (correlacion espacial). Al modelo, se le suma una variable
aleatoria de distribucion LogNormal e, que internaliza la componente estocastica

del modelo.

El modelo CPAR(p) se clasifica dentro de los modelos de series de tiempo y posee
la ventaja de capturar la tendencia estadistica local de los datos. Este se ajusta
mediante métodos estadisticos, a partir de un registro histérico de valores medidos
para cada uno de los afluentes del sistema durante un periodo determinado de
anos.

Debido a su estructura, el modelo CPAR(p) requiere conocer el valor de la serie en
p instantes pasados para comenzar la generacion de series sintéticas de caudales
( una serie sintética corresponde a una secuencia de caudales ficticios, simulados
por el modelo, para todo el horizonte de planificacién). Dados estos valores, el
SDDP sortea un conjunto de L secuencias de caudales iniciales de duracion T

(horizonte de estudio), {H't}::l, I= 1,..., L, que normalmente son 40, y que seran

usadas en la recursion bacward del SDDP. Una secuencia inicial de caudales
debe entenderse como una trayectoria completa de la variable hidrologica a lo
largo de todo el horizonte de planificacion de largo T.

Estos L escenarios se obtienen mediante sorteo de la componente estocastica g,
del modelo CPAR, en cada etapa. Esqueméaticamente esto se aprecia en la figura
2.9, donde las lineas azules corresponden a los L escenarios iniciales.
Alternativamente, el SDDP permite obtener los escenarios iniciales directamente
como sorteos del registro historico, asumiendo independencia estadistica entre
anos.

Una vez sorteados los L escenarios, basado en el método de Montecarlo, se
determinan N aperturas condicionadas para cada nodol (figura 3.9), mediante
sorteos de la componente estocastica del modelo CPAR. Para calcular la funciéon
de costos futuros en cada etapa y para cada escenario hidrologico, el SDDP
resuelve el problema de optimizacibn dado por la ecuacion 3.2. para cada
apertura. El valor esperado para la FCF en cada etapa, es calculado para cada
serie inicial como un promedio de las funciones (en estricto rigor, de los
multiplicadores de Lagrange que definen los cortes de Benders) de costo futuro
entregadas por cada apertura.
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A
g S— / [ | —
A
t=2 t=-1 t=0 t=1 =2 =3 t=N-1 =N

——p valores pesados ——

Figura 3.9 Arbol de escenarios paralavariable hidrol6gica
Fuente: Elaboracion propiabasaenlatesis Modelacion Hidroldgica en el Sistema Interconectado Central,
Eduardo A. Mihder Hetz, Chile, 1997

3.8.7 Modelo PLP (Programacion de Largo Plazo)

Al igual que el SDDP, el modelo PLP utiliza programacién dinamica dual
estocastica en la resolucion. En relacion a la modelacion de la incertidumbre
hidroldgica, éste ofrece gran flexibilidad para que la forma en la cual se definen las
simulaciones de escenarios hidrolégicos pueda ser manejada completamente por
el usuario. Es importante notar que el modelo PLP no posee un modelo propio
para manejo de hidrologias, por medio de estos archivos se le entrega al modelo
toda la informacion relacionada con los escenarios hidrologicos y la generacion de
aperturas. Estos archivos son generados externamente y son un input para el
modelo PLP.

Una limitaciéon de PLP en este aspecto es qué tanto las simulaciones como las
aperturas deben ser extraidas del registro estadistico histérico, con lo que no es
tan directa la aplicacion de modelos de series de tiempo para las series de

caudales en el modelo PLP.

La forma en que PLP representa la incertidumbre hidrologica futura, es
estructuralmente la misma que posee el modelo SDDP. Este define un conjunto de
simulaciones iniciales (lineas azules en la figura 3.10) y aperturas en cada etapa
(lineas rojas). PLP difiere de SDDP en la forma como son seleccionadas las
simulaciones y las aperturas. Mientras SDDP se basa en un modelo de series de
tiempo (CPAR) para determinar los escenarios, PLP sortea tanto las simulaciones
como las aperturas, directamente del registro histérico, asumiendo
equiprobabilidad. Primero se sortean un conjunto de N (por defecto N=40)
simulaciones iniciales (lineas azules), donde cada simulacién representa una
trayectoria completa de la variable hidrolégica a lo largo de todo el horizonte de
planificacion.
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Luego, el afio hidroldgico es dividido en dos periodos, un periodo de invierno,
caracterizado por caudales que provienen principalmente de precipitaciones, y un
periodo de deshielos, donde los afluentes provienen principalmente de dos
derretimientos cordilleranos. Durante el periodo de invierno, se sortean para cada
etapa y para cada serie inicial, un conjunto de M (por defecto M=15) aperturas
(lineas rojas). Durante el periodo deshielo, PLP realiza una optimizacion
unihidrolégica (no se definen aperturas) para cada simulacion inicial. Esto se basa
en el hecho de que, durante los deshielos, los afluentes poseen una baja
componente estocastica, comportdndose en primera aproximacion como
deterministicos.

=0 =1 2 3 EN-1 =N

Figura 3.10 Representacién de la hidrologia futura implementada por PLP
Fuente: Elaboracion propia basa en latesis Modelacion Hidrol égica en el Sistema Interconectado Central,
Eduardo A. Mihder Hetz, Chile, 1997

Las M aperturas para cada etapa durante el periodo de invierno, son sorteadas
directamente desde el histérico, asumiendo a todos los escenarios como
equiprobables. Por ejemplo, en el contexto de una planificacion mensual, para
determinar las aperturas del mes de julio, se sortean M=15 escenarios
directamente de entre los afluentes observados para el mes de julio durante los 40
afos del registro historico, donde a cada escenario se le asocia la misma
probabilidad de 1/40.

Actualmente, las interfases que construyen los archivos de caudales de entrada a
PLP, son modificados para tener un tratamiento distinto de la hidrologia en las
primeras semanas de la planificacién de la operacion. Este tratamiento, se conoce
como incertidumbre reducida, define una hidrologia fija para la primera semana del
horiz onte de planificaciéon. Esta hidrologia deterministica se calcula a partir de los
caudales afluentes de los 7 ultimos dias como:

Qla.etapa = |.A >Ql + (1- A) )QZ» 7]
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Donde:

Q, : Para centrales de embalse, corresponde al caudal afluente del dia anterior a
la fecha en que se inicia el calculo de la programacién semanal.

Para centrales de pasada, corresponde al caudal afluente utilizable del dia anterior
a la fecha en que se inicia el célculo de la programacion semanal

Q2: Caudal afluente utilizable promedio de los dias 2 al 7, tomados en sentido
inverso al cronoldgico, considerando como dia 1 al anterior al que se inicia el
calculo de la programacion semanal.

A: Factor de ponderacion igual a 0.5.

Para determinar los caudales de las semanas dos a cuatro, se calculan las
correlaciones y las distribuciones de frecuencia, entre la primera etapa y cada una
de las tres restantes, a partir de la estadistica semanal de caudales histéricos. Con
esta informacion, y a partir del caudal Q5 etapa calculado para la primera semana,
se estiman las distribuciones condicionales de frecuencia acumulada (lognormal
bivariada) para cada etapa. Con esta distribucion se sortean n caudales afluentes
por central para cada semana entre la 2 y la 4. Se reemplaza luego la estadistica
historica en las semanas 2 a 4 por estas n muestras, a partir de las cuales PLP
define tanto las simulaciones como las aperturas en dichas etapas.

3.9 Limitaciones de los Modelos

En un tratamiento tipo GOL, se sortean caudales anuales directamente desde el
registro histérico, asumiendo independencia estadistica entre afios, pero completa
dependencia dentro del afio. Un tratamiento de este tipo asume implicitamente
que, si en los primeros meses del afio se presenta un determinado escenario
hidrol6gico, entonces el afio mantendra la tendencia de esa serie en forma
deterministica.

Como contraparte, el modelo PLP sortea series iniciales, define aperturas en los
meses de invierno y resuelve un problema deterministico, para cada serie, en el
periodo de deshielo. Estetratamiento es muy similar al hecho por OMSIC.

En el invierno, las aperturas en PLP se sortean asumiendo completa
independencia entre meses.

Por otro lado, la eleccién de una optimizacion uni-hidrolégica durante el verano se

basa en el comportamiento esencialmente deterministico que muestran los
afluentes, que provienen basicamente de los deshielos.
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Se ve que, durante el invierno, ambos modelos realizan un tratamiento de la
hidrologia completamente contrapuesto, mientras el GOL asume correlacion
completa entre meses, PLP asume completa independencia (correlacion nula). Lo
cierto, es que ni lo uno ni lo otro es del todo correcto y va a depender, entre otras
cosas, del régimen de la central. De este modo, las centrales de régimen
exclusivamente pluvial mostrardn mas independencia de sus afluentes, entre los
meses de invierno, que aquellas de régimen pluvial, donde los efectos de la
componente de deshielos presentan mas correlacion entre meses. En vista de
esto, es necesario inspeccionar mas a fondo el grado de validez de las hipétesis
hechas por los modelos, respecto del tratamiento de la hidrologia.

En la figura 3.11 se muestran los correlogramas (autocorrelaciones) para los 6
primeros meses del afio hidroldgico, para el afluente de lago Laja (afluente central
El Toro). Estos graficos muestran el grado de correlacion que presentan los
afluentes en cada mes, con respecto a los caudales de los 12 meses previos . Asi,
el primer grafico muestra la correlacién entre los afluentes observados en abril
(mes 1) con los ultimos 12 meses del afio hidrolégico anterior. El correlograma
para el mes 3, muestra la correlacion que presenta el mes tres, con los meses 2 y
1 del mismo afio, y los 10 ultimos meses del afio anterior. El resto de los gréaficos
se interpretan de la misma forma.
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Fig. 3.11 Correlogramas paralos meses de invierno, Afluente LAJA
Fuente: Elaboracién propiabasaen latesis Modelo para Manejo de la Incertidumbre Hidroldgicaen la
planificacion de la operacion del SIC Eugenio Sebastian Palacios Galindo, Chile 2004
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En la figura 3.12 se presentan los mismos graficos pero para el afluente Capullo.
Notemos que hay diferencias importantes en la informacion mostrada en ambos
graficos, mientras el afluente Laja muestra en casi todos los meses de invierno
una fuerte correlacién con los meses pasados, el afluente Capullo muestra, para el
mismo periodo, una correlacion mas débil, observandose una correlacion mas
marcada solo en algunos meses. Estas diferencias podrian deberse a que los
regimenes de las centrales son completamente distintos. Mientras Capullo es
basicamente pluvial, Laja es de régimen nivo-pluvial, lo que implica que los efectos
de los caudales se propagan a los meses posteriores, mostrando incluso una
correlacion importante al comienzo del afio (mes 1) con los dltimos meses del afio
hidrol6gico anterior. Con esto, en el contexto de una modelacion mensual de los
caudales, el suponer algun grado de dependencia entre afios para los afluentes
nivo-pluviales, no es completamente descartable en principio.
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Figura. 3.12 Correlogramas paralos meses de invierno. Afluente Capullo
Fuente: Elaboracién propiabasaen latesis Modelo para Manejo de la Incertidumbre Hidroldgicaen la
planificacion de la operacion del SIC Eugenio Sebastian Palacios Galindo, Chile 2004

Adicionalmente es necesario sefalar, que existe poca consecuencia en la forma
en la que PLP modela la hidrologia en invierno y en verano. En el invierno sortea
aperturas desde el historico, en forma equiprobable. El sorteo de una apertura
himeda en el invierno, lleva implicito una almacenamiento mayor de nieve en la
cordillera, lo que deberia verse reflejado en un aumento de los caudales en la
temporada de deshielos. Lo opuesto ocurre para una apertura seca. Dicho de otro
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modo, la forma en la que se definen las aperturas en el invierno, es determinante
en el valor esperado de los caudales durante el deshielo. El tratamiento uni-
hidrolégico, realizado por PLP en el periodo de deshielo, claramente no considera
este efecto.

3.10 Generacion de Escenarios para la Hidrologia Futura

Para generar escenarios se adoptara una estructura de representacion para la
hidrologia similar a la hecha por SDDP. Una representacion de este tipo posee

dos componentes:

1. Un conjunto de simulaciones iniciales, las que corresponden a una trayectoria
completa de la variable hidroldgica a lo largo de todo el horizonte de planificacion

2. Aperturas en cada etapa (tanto en el invierno como en el deshielo), las que
representan un conjunto de realizaciones alternativas posibles de la hidrologia en

cada etapa (lineas rojas en figura 3.10).

La diferencia fundamental entre el modelo propuesto, y el tratamiento realizado
por SDDP, es basicamente la forma en que son seleccionadas tanto las
simulaciones iniciales como las aperturas. Es necesario definir un criterio para
seleccionar las simulaciones iniciales y las aperturas (tanto el criterio para
seleccionarlas, como el nimero necesario de ellas).

Esto se realiza asignando probabilidades de ocurrencia a los escenarios
histéricos, analizando k tendencia estadistica local de éstos con la ayuda de un
modelo PARMA( es una extension de los modelos ARMA (Proceso Autoregresivo
de medias Moviles)). El esquema general de la propuesta se muestra en la figura
3.13.

Transformacion de los datos

l

Ajuste de
Modelo PARMA

. !

Calewlo de Probabilidades para fos
escenarios Aistoricos

w

Generacion de Simulaciones y
Aperturas

Figura. 3.13 Esguema general del mo del o propuesto
Fuente: Articulo, Desarrollo de Programas para el Tratamiento de Series Hidroldgicas y Evaluacion, Espafia

2005
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4. Modelado de Series de
Tiempo Hidrologicas

4.1 Introduccioén

En las series de datos provenientes de procesos geofisicos, se establecen, en
general, dos tipos de dependencia estadistica, una dependencia temporal, que
tiene relacion con la dependencia estadistica que muestran los valores que toma
la serie en dos instantes de tiempo distintos, y la dependencia espacial, que
guarda relacién con la correlacién que muestran las series de datos obtenidas en
distintos lugares geograficos.

Los modelos de series de tiempo han cobrado fuerza en las Ultimas décadas en
aplicaciones de series hidroldgicas. La filosofia de estos modelos estadisticos se
basa en el hecho de que la gran mayoria de las series temporales, que derivan de
procesos del ambito de la fisica y la economia, muestran una fuerte correlacion
con sus valores en instantes pasados. La metodologia propuesta por Box y
Jenkins en la década del setenta, para el analisis y modelacién de series de
tiempo, se convirtié en una de las herramientas méas difundidas para el analisis de
series
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cronoldgicas, cuando se cuenta con un namero grande de muestras. Basicamente,
estos modelos permiten hacer estimaciones de la serie, expresando el valor futuro
como una combinacion lineal de los valores que tomé la serie en instantes
precedentes.

El auge de estos modelos se ha traducido en un gran nimero de trabajos que
utilizan esta estructura de modelacién en el prondstico de series hidrolégicas. Se
han desarrollado con éxito diversas aplicaciones para pronéstico de aecidas en
rios y en el pronostico de lluvias.

Los principales problemas de estos modelos derivan del hecho de que los
registros estadisticos de caudales afluentes suelen ser de mala calidad debido a la
existencia de periodos de relleno, los que sélo reproducen correctamente las
estadisticas de primer orden de la serie original. Otro aspecto a considerar es que
estos modelos, al ser modelos estadisticos, seran tanto mejores mientras mas
grande sea el registro estadistico disponible para ajustar sus parametros.

4.2 Modelos Autoregresivos

Existen modelos que derivan de la metodologia propuesta por Box y Jenkins,
conocidos como modelos autoregresivos y se evallan las caracteristicas de cada
uno con el objeto de decidir cual de todos ellos es el mas apto para su aplicacion a
series hidrologicas de caudales.

En un modelo de series de tiempo autoregresivo de orden p, el valor real
observado de una serie X, en el instante t es expresado como una combinacion

lineal de los p valores previos del proceso, mas un ruido blanco, conocido como
innovacion y que estructura al modelo como un modelo estocastico. Dicho de otro

modo, un modelo autoregresivo consta de dos componentes, una deterministica,
construida como una combinacién lineal de los valores pasados recientes de la
serie, y una estocastica, determinada por la innovacion. Denotemos a los valores

que toma el proceso, a intervalos de tiempo equiespaciado , t, t-1, ..., t- p, por
XtaXt—laXt—Zr-th-p Sean tamblén 7“)?%11)?{—21-"1)?% p |aS deSVIaCIOneS de
dichos valores con respecto a la mediar, x, = X,- m Con esto escribimos:

Xo=f Xt Xttt o X tec @)

Si una serie temporal sigue una relacion como (4.1), se dice que es un proceso
Autoregresivo de orden p (AR(p)). El factor g, es el ruido o innovacion, y el modelo

! Es el periodo que se utiliza para interpolar los datos faltantes en el registro estadistico.
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se construye de manera que sea un ruido blanco, es decir, se impone que sea no
correlacionado en el tiempo y que se distribuya en forma normal N(O,s g), en cada

instante. Es importante recalcar que el modelo se ajusta de manera que estas
condiciones sobre la innovacion se satisfagan.

Otro aspecto importante, es que los modelos de series de tiempo se ajustan en
general a series con valor esperado nulo. Si la serie a modelar no posee esta
caracteristica, existen dos caminos, el primero es agregar una constante aditiva a
la ecuaciéon 41, la que debe ser estimada junto con los otros parametros del
modelo, y el segundo es ajustar el modelo a la serie de datos centrados (restando
el valor esperado). Como en general no se dispone a priori del valor esperado de
la serie, este se puede estimar simplemente como el promedio histérico de ésta.

4.3 Modelos Autoregresivos de Medias Moviles

En un proceso Autoregresivo de Medias Mdviles de aden (p,q), ARMA(p,q), el
valor observado de la serie X, (serie centrada) en el instante t, no solo se expresa
como una combinacion lineal de los p valores pasados de la serie, si ho que
ademas de los q ruidos o innovaciones pasados de ésta, mas la innovacién g, en
el instante t. Asi, la formulacion matematica de este tipo de procesos es:

P q
Xi =afi*Xt.i+et - aqi*et.i
i=1 i-1
(4.2)

El signo menos delante de la componente de medias méviles es sdélo cuestion de
convencion, pues los coeficientes (; pueden tomar valores negativos.

4.3.1 Propiedades de los Procesos ARMA (p,q)

Recordemos que una de las principales caracteristicas de las series de tiempo
hidrolégicas es que son no estacionarias y muestran periodicidad de sus
estadisticas dentro del afio. Esta caracteristica invalida a los modelos ARMA para
ser aplicados a series de caudales, debido a su estructura estatica en el tiempo.
En efecto, los parametros del modelo tienen un valor fijo invariante en el tiempo, lo
que se traduce en que sus propiedades estadisticas sean las mismas en todo
instante. Debido a esto, una serie que sigue una relacion como (4.2) es
estacionaria.
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Por otro lado, resulta claro que para las series hidrolégicas, el tipo de dependencia
estadistica que presentan los caudales con respecto a sus valores en los meses
previos, dependera fuertemente de la época del afio en la que dicho mes se
encuentre. Asi por ejemplo, en el periodo de verano los afluentes son
principalmente pluviales, con una baja correlacion entre meses, en cambio, en
primavera, los afluentes corresponden principalmente a los deshielos en la alta
sierra, los que muestran una fuerte correlacion entre meses y con respecto a las
lluvias de verano. Esta dinamica invalida a los modelos ARMA para su aplicacion
en series hidrolégicas debido a que establece una estructura de dependencia que
no cambia a lo largo del afio.

Existe un gran nimero de modelos dentro de la familia de los propuestos por Box
y Jenkins que intentan superar las limitaciones de los modelos ARMA. Se
distinguen los modelos ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average)
disefados para la modelacion de series no estacionarias, los SARMA (Stational
ARMA) para la aplicacion en series que poseen una componente estacional, y los
modelos mixtos SARIMA.

En los modelos SARIMA, la no estacionalidad de la serie es “borrada”, haciendo
una diferenciacion de la serie original, obteniéndose la serie diferenciada
W, =D X,= X,- X.:° Luego, para la serie diferenciada, se ajusta un modelo

SARMA. En los SARMA, la dependencia estacional se incluye escribiendo el valor
X: No so6lo como una combinacion lineal de lo ocurrido en las etapas previas, si

no que ademas, se agrega una combinacion lineal de los valores que toméla serie
en igual etapa del afio anterior. De esta manera, un modelo SARMA tiene la
siguiente forma funcional:

q P

g o o
Xi=a f iXeiter-aqgide-itasi Xeir
i=1 i=1 i=1
4.3)

donde T corresponde al periodo de la serie (T =12 para etapas mensuales, T =48
en etapas semanales) y P corresponde al numero de afios en el pasado con el
cual la serie ésta correlacionada. Por ejemplo, mediante una expresiéon como (4.3)
se puede pronosticar el caudal en el mes de julio, como una combinacion lineal de
lo que ocurrié en los meses previos (junio, mayo, abril, etc.), mas una combinacién
lineal de los valores observados en la serie en el mes de julio en P afos
anteriores.

2 S esta serie no resulta estacionaria debe realizarse una segunda diferenciacion y asi sucesivamente.
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Los modelos SARIMA se sustentan en la filosofia de que el patron de
estacionalidad de la serie radica en una correlacion entre los valores que la serie
toma afio tras afio en cada periodo (mes, semana) del afio.

Los modelos SARMA presentan basicamente las mismas limitaciones de los
modelos ARMA clasicos, ademas de otros inconvenientes, para ser aplicados en
series hidroldgicas. Estos modelos, si bien permiten modelar estacionalidad,
siguen estando limitados por su estructura estatica en el tiempo y por lo tanto son
incapaces de modelar la caracteristica mas distintiva de las series hidrologicas, a
saber, la periodicidad de sus funciones estadisticas. Por aro lado, si se asume
como hipétesis que para la serie existe completa independencia entre afos,
entonces los SARMA pierden toda valides en la modelacion de series hidroldgicas.

4.4 Modelo para Series de Tiempo Periodicas: El modelo PARMA

Como se ha sefialado en las secciones precedentes, la caracteristica mas
distintiva de las series hidroldgicas, y en general de los procesos geofisicos, es
gue sus estadisticas tienen una periodicidad anual. Los procesos con estas
caracteristicas son conocidos como ciclo-estacionarios. Existe un tipo adicional de
modelos de series de tiempo que permite abordar series de tiempo con dichas
caracteristicas, evitando las dificultades propias de los SARIMA. Estos modelos,
denominados PARMA (Periodic ARMA) se basan en la idea de que las
caracteristicas periddicas de las series ciclo-estacionarias, pueden ser modeladas
permitiendo que los coeficientes del modelo ARMA presentado en la ecuacion
(3.2) cambien también en forma periddica.

En un modelo ARMA clasico como el presentado en la ecuacion. (3.2) los
coeficientes f,q; permanecen fijos en el tiempo. En un modelo PARMA, se relaja

esta condicion permitiendo que estos valores varien en el tiempo en forma
periodica. Un modelo PARMA es basicamente una extension de los modelos
ARMA que permite a los pardmetros depender de cada mes.

Sea {xt} una serie de tiempo ciclo-estacionaria que posee S estaciones® por afio

(en el contexto de una modelacion mensual, S=12). Supongamos que la serie
posee un valor esperado nulo en todos los meses. Si esta condicion no se
satisface, basta con restar a la serie original su valor esperado en cada mes,
obteniéndose la serie centrada, la que por definicién posee media nula”.

% Una estacion corresponde a la fraccion del afio considerada como etapa de duracion elemental. Por ejemplo
un mes 0 una semana.
4 Notar que lamedia de la serie varia en forma periédica, mes ames, con un periodo de 12 meses.

87



Modelado de Series de Tiempo Hidroldgicas

Dicho de otro modo, se define:
XnS+v:XnS+V' rrv V::L...,S n=i, .....

donde n, es el valor esperado de la serie en la estacion (mes) v. El valor
esperado en cada mes v, puede ser estimado como el promedio de los valores
observados en el mes v durante los 40 afos hidrolégicos. La notacion periddica
{anW} se refiere al valor que toma la serie {xt} durante el v-ésimo mes del afio

n. Se introduce esta notacion de la variable temporal, para dar cuenta de la
periodicidad anual de la serie.

Con esto, se dice que la serie de media nula, sigue un modelo PARMA, si para
cada mes se puede representar con la siguiente ecuacién de recurrencia:

p(v) q(v)

XnS+v = é f i(V) XXnS+v—i - a.q|(V) >%nSw—i +enS+v ! V= 1,21---, S
i=1 i=1 (4.4)

El modelo PARMA aqui presentado posee ventajas comparativas importantes para
su aplicacién en series de tiempo hidrologicas. Notemos que su estructura no es

estatica en el tiempo como ocurre con los modelos ARMA clésicos. Primero, el
namero de periodos pasados que se incluyen en la modelacién (limite superior de
las sumatorias de (4.4) depende de la estacion (semana o mes) del afio, lo que se

denota explicitamente escribiendo p(v),q(v). Segundo, el valor de los coeficientes
de la combinacién lineal cambian con la estacion (f (v).q;(v)) Dado que la

estructura del modelo cambia etapa a etapa en forma peridédica (periodo de
duracion igual a un afio), los modelos PARMA son los mas adecuados dentro de
los modelos de series de tiempo, para reproducir las caracteristicas periddicas de
las series de tiempo hidroldgicas .

En un modelo PARMA, la innovacion aleatoria del modelo ¢, también posee
propiedades estadisticas que cambian con la estacion. En particular su varianza
s 2(v) es funcion explicita de la estacion v

4.4.1 Propiedades de los Procesos PARMA

Como se sefald, los modelos del tipo PARMA son los mas adecuados para la
modelacion de procesos ciclo-estacionarios. Este tipo de modelos permite
interpretar el comportamiento futuro de una serie en funcion de su pasado
reciente, con una estructura de dependencia que cambia en el tiempo. En
particular nos interesa conocer el valor esperado y la desviacion estandar de la
distribuciéon arrojada por el modelo, en cada instante de tiempo nS+ v, en funcién
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de los valores que tomo la serie en los meses previos, es decir, queremos calcular
los momentos de primer y segundo orden condicionados:

rr}]s+v = E(XnS+V
De la ecuacion (3.4) es directo que:

X nSt+v-11 XnS+v—21"'! an+v— p(v)1enS+v—1ienS+v— 21+ €S- q(v)

p(v) qéV)
Mhsey = af i(V) Knswv-i = A CIi(V) Xensw-i + E(ensw)
i=1 i=1

Pero por construccion del modelo, la innovacion tiene valor esperado nulo a en

cada instante, luego
#i¥) giv)

Lpny = Z gﬁi(‘l’) AT IR Z &; (V:' T Ensiw-i
i=1 i=1

(4.5)

Se nota que los términos de (4.5) son valores medidos en instantes anteriores,
tanto de la serie como de la innovacion, es decir, son componentes
deterministicas del modelo. Ahora, para la varianza condicional, podemos escribir:

2
S ns+v — E((X nS+v- rT‘|[‘]S+V) |an+v— 1 Xnstv- 210005 Xnsty- p(v)1|€nstv-1€nStv- 21+ €nsStv- q(v))
De (4.4) podemos escribir:

p(v) qv)
Ense = Xnsw - @ F (V) XX nsv-i - A qi(V) Ensw.i P Xnsw= Mgy = €nsiw P S nsiy = Elehsiy) =s 2(V)
i=1 i=1

Se ve entonces que si la serie sigue un modelo PARMA, entonces se distribuye
como una normal de media m ., Yy una varianza igual a la de la innovacion.

Para el andlisis, en ocasiones sera conveniente escribir el modelo PARMA con la
notacién simplificada:

XnS+v = rrns+\, + €nsty
(4.6)

que corresponde a la suma de un valor medio que depende del pasado, mas una
innovacion aleatoria.

Una vez ajustado un modelo como 4.4 a la serie de datos, es necesario obtener la

serie de tiempo asociada a la innovacion. Esta serie es, entre otras cosas, de gran
utilidad para chequear las bondades del modelo ajustado. Esta serie se construye

despejando la innovacién de 4.4:
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p(v) q(v)

ensw = Xnswv- @ T (V) Xoswei - & qi (V) %enser-i
i=1

i=1
4.7)

es decir, una muestra para la innovacion en el instante nS+ v, se obtiene restando
el valor real medido x,s., con la estimacion hecha por el modelo. Luego, se
puede obtener la serie de tiempo de las innovaciones, aplicando esta expresion a
la serie de datos contenida en el historico.

4. 5. Modelado de la Dependencia Espacial

Las series hidrologicas, como la mayoria de las series extraidas de procesos
geofisicos, muestran una fuerte dependencia espacial de los datos. Esto significa
que el valor que adopta la serie en un determinado lugar geografico esta
correlacionado con el valor de la serie en otros sitios. Esta dependencia espacial
de los valores de una misma serie, motiva la implementacién de modelos
multivariados.

En los modelos multivariados se consideran basicamente tres tipos de
dependencia entre las distintas series:

1. Contemporanea: Dos 0 mas series se dice que estan contemporaneamente
correlacionadas si solo sus valores presentes estan correlacionados unos con
otros. Esto implica en la modelacion que cualquier interaccion entre las variables
es instantanea. Para series hidroldgicas, la principal fuente de dependencia en
este caso es la precipitacion regional.

2. Unidireccional: Dos series presentan una dependencia causal unidireccional, si
los valores pasados y presente de una de ellas condiciona la otra. Por ejemplo,
existe una relacién unidireccional entre los afluentes medidos en dos puntos a lo
largo de un rio, en el cual las mediciones hechas en el lugar que se encuentra mas
aguas arriba determinan causalmente las mediciones aguas abajo, pero no a la
inversa.

3. Retroalimentada: Se dice que existe una relacion de dependencia espacial
retroalimentada si la causalidad definida en el punto anterior existe en ambas

direcciones. En el campo de los recursos hidricos, relaciones de este tipo se
pueden encontrar en el fendbmeno de evapotranspiracion.
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4. Mixta: Tres 0 mas series poseen relaciones de dependencia mixta si se
presentan entre pares ellas dos o mas de las relaciones de dependencia
mostradas antes.

Existen dos claras desventajas para el uso del modelo multivariado general, en su
aplicacion para la modelacion de la dependencia espacial de las series
hidroldgicas:

1 En la préctica resulta complicado de implementar debido a que el numero de
parametros involucrados crece exponencialmente con la dimensionalidad del
modelo.

2 Se omite una importante caracteristica de las series hidrolégicas, y es que las

propiedades fisicas del sistema imponen restricciones en la estructura del modelo
las que no son consideradas en la construccién del modelo multivariado.

Considérese por ejemplo el caso Chileno, en las cuencas no existe una
dependencia retroalimentada de los caudales, debido a que los afluentes aguas
abajo no generan efectos causales sobre los afluentes aguas arriba. Tampoco es
clara la existencia de una dependencia unidireccional. En efecto, debido al tipo de
de caracteristicas que se presentan en la cordillera chilena, la que es
esencialmente superficial y de una gran pendiente, efectos de cambios en las
afluentes aguas arriba se propagan rapidamente aguas abajo, de manera que en
el contexto de una modelacidon semanal, la propagacion de este efecto se puede
considerar como instantanea.

Lo anterior permite argumentar que un modelo del tipo contemporaneo es
suficiente para la modelacion de la dependencia espacial en el contexto del
presente trabajo, en el que se propone la implementacion de un modelo CPARMA
(Contemporaneous PARMA). En un modelo CPARMA se modelan las series
temporales de cada afluente en forma separada, ajustando en cada caso un
modelo PARMA como el descrito en la seccion precedente. Luego de esto, se
ajusta un modelo de dependencia contemporanea para la serie de innovaciones.
La metodologia para implementar un modelo contemporaneo indica que primero
se debe ajustar un modelo PARMA univariado para cada uno de los afluentes a
incluir en la modelacién. Una vez que se tiene un modelo PARMA para cada
afluente se debe generar la serie de tiempo de innovaciones en cada etapa, esto
se realiza despejando g, de 4.4:

p(v) q(v)

€nswv = Xnstv - é. f i(V) Xnsw-i = A Qi(v) nstv-i
i=1

i=1
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La serie de ruidos se construye, para cada afluente, a partir del modelo PARMA
ajustado y apartir de los valores reales de la serie X,s., contenidos en el registro

estadistico. La innovacion en el instante nS+v se calcula como la diferencia entre
el valor real observado de la serie x,s., Y €l valor esperado que entrega el modelo
PARMA. Para ilustrar esto, supongamos que se ajusto un modelo PARMA a la
serie de datos mostrados en la tabla 4.1 (“Registro Histérico”), los que tienen una
periodicidad anual, con cuatro estaciones dentro del afio (con lo que el periodo de
la serie equivaldria a cuatro trimestres). La tabla 4.2 muestra los parametros de un
modelo PARMA(1,0) ajustado a los datos.

t X

1 0.7 Estacion phi

2 0.25 1 1.96

3 0.14 2 0.45

4 0.15 3 0.5

5 05 4 0.98
Tabla 41 Tabla 4.2

Partiendo desde el instante t=2, la innovacion, para etapa se calcula como:

2 0.25-.45*0.7=-0.065

3 0.14-0.5*0.25=0.015
4 0.15-0.98*0.14=0.0128
5 0.5-1.96*015=0.4

t
t
t
t

gue corresponde a la serie de ruidos o innovaciones.

Luego de esto, se quiere encontrar un modelo que represente adecuadamente la
correlacion espacial que presentan las series de innovaciones calculadas para
cada afluente del sistema. La intuicion indica que el grado de correlacién espacial
gue presentan las series de caudales, dependera de la época del afio. En efecto,
las precipitaciones durante los meses de invierno, se distribuyen a nivel local (por
ejemplo en una cuenca) de manera mas o menos uniforme. Por otro lado, en los
meses de deshielo, los afluentes dependen principalmente de la temperatura
ambiente, cuya distribucién a nivel geografico no es uniforme. Con lo anterior, se
esperaria observar una correlacion espacial alta en el la primera mitad del afio y
baja en la segunda. No puede descartarse en primera instancia, que esta
propiedad sea heredada por la serie de ruidos.

Se desea proponer un modelo contemporaneo para las innovaciones, en el cual la
variacion dentro del afio del grado de correlacién a nivel geografico de la serie de
innovaciones no se considera, asumiendo que el tipo de dependencia espacial no
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cambia dentro del afio, modelo que no es el adecuado para la representacion de la
correlacién espacial.

Supongamos que se desea modelar la dependencia espacial de las series de
innovaciones en K lugares geogréficos distintos. Para esto, es conveniente definir
el vector de ruidos para el instante nS+v (mes v del afio n), como el vector que
contiene las innovaciones para dicho instante enlos K lugares:

— — |41 2 3 k
€nsv ~ |_enS+v 1€nsty, Ensty e enS+vJ

El comportamiento espacial de estos residuos se puede apreciar en la matriz de
correlacion espacial D, cuyos elementos son:

DiSV=r :ﬂw
1] ij SV'XSV'
e e

Donde gV, corresponde a la varianza de la innovacion en la i-ésima locacion
e

geografica, en el mes v. Recordar que por construccion del modelo PARMA, las
innovaciones tienen media nula. La matriz D es una matriz de KxK, cuyos
elementos corresponden a las correlaciones cruzadas en el instante t de los K

afluentes. Los elementos de D pueden aproximarse por sus valores muéstrales:

1 N i ]
D » ™ = 8 S e
N s e 5 e

Con:

El modelo de dependencia espacial se construye imponiendo que las innovaciones
para cada uno de los K afluentes no sean independientes entre ellas si no que
interne de algin modo la informacion contenida en la matriz D. Esto se hace
definiendo un nuevo vector auxiliar de K innovaciones w1 R¢, las cuales son no
correlacionadas espacialmente. Las componentes del vector w, son independientes

entre si y se distribuyen segun una normal estandar N(0,1).

Por simplicidad, definamos el vector de ruidos reducidos como el vector en que
cada componente se define por:
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Y establezcamos el modelo espacial contemporaneo para los ruidos como:
énS+v = M :\TVnS+v

dicho de otro modo, el vector de ruidos reducidos se escribe como el producto de
un vector de ruidos no correlacionados espacialmente, y una cierta matriz M (por
encontrar) que de algin modo guarda toda la informaciéon de la correlacion
espacial. De esta forma, se introduce en el vector de ruidos reducidos, el hecho de
gue sus componentes estan correlacionadas espacialmente. Para encontrar M se

escribe:

E?nsﬂtvxénSH/Tg: E§M ><\7Vns+v)’(M >'67\/nS+v)'g: E((M x\7Vns+v)><(VTlT15+vaT))

= M XE{flsu Xfinsee) M T

Notemos que por definicion E(en%,*eﬁ&v) Ademas tenemos que como los wyson

independientes y normales estandar se cumple que E(wnsw* WI,SW), donde | es la
matriz identidad. Con lo anterior se obtiene la relacion:

DnS+v - M >qV| T
(4.8)

De la ecuacion (4.8) M puede ser obtenida mediante la descomposicion de
Cholesky de la matriz p"S*v. Esta descomposicion permite separar una matriz

definida positiva como el producto R'*xR. donde R es una matriz triangular
superior. Con esto, mediante descomposicion de Cholesky podemos escribir:

DnSWZRTszMXMTD M =RT
(4.9)

Se nota que dado que las propiedades estadisticas del vector de ruidos son
periédicas (periodo igual a un afio para la serie mensual), la matriz p"*también

sera periédica. Con esto, podemos escribir p"*=p'. Del mismo modo,
tendremos una matriz M para cada mes, con lo que en estricto rigor debemos

escribir M =MV, la que se obtiene con la ecuacion (4.9).
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4.6. Metodologia de Ajuste de un Modelo PARMA

En el andlisis de series de tiempo, se desea ajustar el modelo estocastico mas
apropiado para representar un conjunto dado de datos. Sin importar cual sea el
tipo de modelo que se desee ajustar, es recomendable seguir la metodologia
propuesta por Box y Jenkins, que comprende las etapas de identificacion,
estimacion y diagnostico. La metodologia general para la construccion de un
modelo del tipo PARMA se resume en la figura 4.1.

Considere una clase
de modelo (en este
caso PARMA)

'

[dentificacion del
- maodela

!

Estimacion de
parametros

iEl modelo pasa el test
de diagndstica?

Aplicacidn

Figura 4.1: Metodologia para construccion de modelo de series de tiempo
Fuente: Articulo, Desarrollo de Programas para el Tratamiento de Series Hidroldgicasy Evaluacion,
Espania, 2005

Dado un tipo de modelo dentro de una familia de modelos, se identifica el orden de
éste.

Determinado el orden del modelo se procede a la estimacion de parametros, si el

ajuste del modelo es satisfactorio el modelo es usado para la aplicacién, en caso
contrario se debe volver nuevamente a la etapa de identificacion, estableciéndose
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un proceso iterativo hasta que un modelo satisfactorio es obtenido. Las distintas
etapas se explican a continuacion.

4.6.1 Identificacion

Una vez seleccionado el modelo PARMA como el mas adecuado para nuestra
aplicacion, en la etapa de identificacion se debe determinar el orden del modelo,
es decir los valores de p(v), g(v)"v=1..S. Esto se realiza mediante la

inspeccion visual de algunos tipos de graficos, especificamente la funcion de
autocorrelacion simple (FACS) y lafuncién de autocorrelacion parcial (FACP).

4.6.1.1.Funcién de Autocorrelacion Simple (FACS)

La funcién de autocorrelacion simple corresponde a una representacion grafica de
las autocorrelaciones para distintos valores del desplazamiento temporal. Esta
funcion permite cuantificar el grado de dependencia lineal que existe entre los
valores que toma un proceso estocastico en dos instantes de tiempo. Para
procesos estacionarios, el valor de esta funcién sélo depende del intervalo de
tiempo k y no del instante de tiempo en el que se esta calculando. En un proceso
cicloestacionario, como son las series hidrologicas, la funcion de autocorrelacion
depende del intervalo k y ademas depende del mes del afio donde se calcula.
Asi, se define la autocorrelacion de intervalo k, en la estacién v, para un proceso
cicloestacionario, como(4.10):

rv(k):Eg?‘Ex”S+V mgx@"sw"‘ rm-kj:(4.10)

gg Sv BS S v-k Dy

Donde m,, s,corresponden a la media y varianza de la estacion (mes, semana)
V. Al hacer variar k=0,1,2,... obtenemos la FACS.

La FACS posee tres propiedades importantes:

1Lr (0)=1
2.-1£r (K £1
3.1, k-p)=r_(p-K)

En la practica se obtiene una estimacion de la FACS mediante su valor muestral:
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I'V(k) - Né_. ;(|>5+v ﬁ\,%%?(b&rv;k rn, k_

Sv g

(4 11)

S v-k Q

Donde fr,, s, son las aproximaciones muéstrales de la media y la varianza para
el mes vcuyas expresiones son:

:_Z k-S+u

k=l

- 3
.-'url }

4.6.1.2 Funcion de Autocorrelaciéon Parcial (FACP)

Para entender como se construye esta funcién, supongamos que se quiere ajustar
un modelo periédico autoregresivo puro (PAR(p) 6 PARMA(p,0)) a la serie
centrada y ajustada por su desviacién estandar, es decir, se desea obtener un
modelo de la forma:

) i

Il -\L- . A
nS+p £ ‘ T““”

o) ] .ll 5 .

L

nS+u—i =i

-
N4

L—r
(4.12)
Observemos que al ser un modelo PAR puro, se omite la componente de medias

mdviles en la ecuacion. Lo que se desea es encontrar una estimacion preliminar
de los coeficientes f (v). Paraesto, multiplicamos ambos lados de (4.12) por:

a(n8+v k= m,kg
ZnS+v k— & =
Sv [}

Y luego obteniendo el valor esperado obtenemos:

E@( - m?ﬁnka mlk—-'_'_pa(\./)f (V)ﬁ@(nswl- m,,gﬁns+v.k' m/k99+ Egznswa(nsw-k m,. de)
gg Sv gg Sv B i=1 g S v-i gg Sv gg & é Sv Qb
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Notemos que el ultimo término es nulo, debido a al independencia estadistica de la
innovacion con lo observado en otros instantes. Identificando términos y
sustituyendo en esta ecuacion la expresion 4.10, obtenemos:

pV)

ro(k=af v, k-i

i=1
(4.13)

Si escribimos la ecuacion (4.13) para todos los valores de k entre 0y p(v) ,
obtenemos un sistemade ecuaciones, el que escrito matricialmente tiene la forma:

1 pally o palpm-D| A0V o,
2,40 1 P H0 || 22
2alem=-1 o (k-4 1 P Lol
(4.14)

Este conjunto de ecuaciones son conocidas como ecuaciones de Yule-Walker.

Estas ecuaciones entregan una estimacion preliminar de los parametros
autoregresivos cuando se ajusta un modelo PAR de orden p(v). Notemos que

existe un set de ecuaciones como (4.14) para cada mes.

Denotemos ahora f, al j-eximo coeficiente (j-esima componente del vector

[f W) ,(V),...f p(V)(v)]r , en (4.14) obtenido cuando se ajusta un modelo PAR de

orden k (p(v)= k) en la estaciéon v. A medida que vamos moviendo el indice k, el
valor que toma el tltimo coeficiente f , como funcion de k corresponde a la FACP.
Dicho de otro modo, la FACP entrega el valor del k-esimo (Ultimo) coeficiente
autoregresivo cuando se ajusta a la serie un modelo de orden K.

Es importante notar que existe una FACS y una FACP para cada mes del afo,
para cada afluente.

4.6.1.3 Procedimiento de Identificacion

Las funciones FACS y FACP entregan informacion util para poder identificar el
orden del modelo a ajustar. Recordemos que tanto el orden del modelo, es decir,
el numero de periodos pasados que entregan informacion atil para la
representacion de la serie, como los coeficientes mismos depende de cada mes.
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Con esto, se debe identificar el orden del modelo para cada mes del afio, lo que
significa analizar un total doce funciones de autocorrelacion y doce funciones de
autocorrelacion parcial.

Las funciones FACS y FACP poseen un comportamiento tipico para modelos
autoregresivos. Todo el andlisis se basa en las dos observaciones siguientes

1. Si en el mes ?, una serie de tiempo sigue exactamente un proceso periodico
autoregresivo puro PAR(p) (0 PARMA(p,0)), entonces los p primeros valores
(retardok=1, 2,...,p) de la FACP son significativamente distintos de cero, y el resto
son todos nulos. Por otro lado, su FACS muestra un decaimiento exponencial o de
una sinusoide amortiguada.

2. Si en el mes v, la serie de tiempo sigue exactamente un proceso de medias
mdviles puro MA(q) (0 PARMA(O,q)), entonces los q primeros valores (k=1,2,...,q)
de su FACS poseen valores significativamente distintos de cero, el resto (k>g) son
todos nulos. Por otro lado, su FACP mostrara un decaimiento exponencial o de
una sinusoide amortiguada.

En base a esto podemos intuir que, si en el mes v, una serie sigue un modelo
PARMA(p,q), entonces sus funciones FACS y FACP tendran un comportamiento
representado por una combinacién de lo planteados en los puntos 1y 2. En efecto,
si la serie sigue un proceso PARMA(p,q) su FACS mostrara un valor
significativamente no nulo para los q primeros retardos y luego mostrara un
decaimiento exponencial o de sinusoide amortiguada.

Por otro lado su FACP mostrara un valor significativamente distinto de cero para
los p primeros valores, mostrando luego un decaimiento exponencial o una
sinusoide amortiguada.

Utilizando esta informacion, se puede determinar el orden del modelo para cada
mes, mediante una inspeccion visual de las funciones FAC y FACP respectivas.

Veamos por ejemplo las funciones FACS y FACP para el logaritmo de la serie
correspondiente a algun afluente (figura 3.2), para el noveno mes del afio
hidrolégico. En el grafico superior se muestra la FACS y en el inferior la FACP. La
FACS muestra un decaimiento exponencial a partir de k=0, ademas la FACP
muestra un coeficiente significativamente no nulo para k=1, el resto de los
coeficientes pueden ser estadisticamente interpretados como nulos. Con esto , un
modelo tentativo para este afluente en el mes 9 podria ser un PAR(1)
(PARMA(1,0)). Fig.4.2
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FAC y FACP para la estacién una estacién (mes 9)
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Figura 4.2: FACS y FACP para el afluente en el mes 9.
Fuente: Elaboracion propiabasaen latesis Modelacion Hidrol 6gica en el Sistema Interconectado Central,
Eduardo A. Mihder Het z, Chile, 1997

4.6.2 Estimacion de Parametros

Luego de la identificacion, se debe ajustar a la serie de tiempo el modelo de orden
sefalado., Los parametros seran ajustados por el método de minimos cuadrados
(Least Mean Square), el que consiste en minimizar la desviacion cuadratica media
del modelo respecto de la serie de datos. Formalmente, los coeficientes
f .(V),q: (v) son estimados minimizando la suma de los cuadrados de los residuos:

(4.15)

donde los residuos, son obtenidos a partir de la ecuacion (4.7).

Una vez que son obtenidos los parametros del modelo, la varianza de la
innovacion puede ser estimada como:

N

1
s2(V)==Q e
N n=1
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4.6.3 Test de Diagnostico

El objetivo de los test de diagndstico es verificar si el modelo ajustado es el
adecuado. Esto se realiza chequeando que las hipotesis asumidas en las etapas
de identificacion y estimacion de parametros son satisfechas.

Para un modelo PARMA estas hipotesis corresponden a la normalidad e
independencia temporal de los residuos o innovaciones g, , para cada mes del

afo. Si las innovaciones son independientes a lo largo del tiempo (no
correlacionadas)la funcion de autocorrelacion (FACS) para la serie de
innovaciones g, , construida a partir de la ecuacion 47, deberia mostrar una

correlacion casi nula para valores del retardo k3 1. En términos estadisticos, si las
innovaciones son independientes y aproximadamente normales, para retardos

altos, la autocorrelacion sigue una distribucion N(O,]/JN_). Esto quiere decir que si
algun residuo cae fuera de la banda del intervalo de confianza de 95%
€ 1.96 1.96U
con una probabilidad del 95%. La inspeccion visual de la FACS de las
innovaciones, apoyada por el test de Porte Manteau

la hipotesis estadistica de que dcho residuo sea nulo es rechazada

La hipétesis de normalidad de las innovaciones puede ser analizada dibujando la
funcion de distribucion acumulada de las innovaciones en un papel de distribucion
normal. Si los datos siguen una distribucion normal, entonces estos deberian
ajustarse a una linea recta en el dibujo.

4.6.4 Transformacion de los Datos.

En el esquema de modelacién propuesto por Box y Jenkins, los residuos o
innovaciones son asumidos independientes a lo largo del tiempo y normalmente
distribuidos. La suposicion de independencia es la mas importante de ellas, y su
violacion puede acarrear drasticas consecuencias. Sin embargo, si la hipotesis de
normalidad no es satisfecha, esto puede corregirse mediante una transformacion
de los datos, conocida como transformacién de Box-Cox.

En general, la hipétesis de normalidad de los residuos usualmente no es critica
para la obtencion de una buena estimacion de los parametros del modelo. Si las
innovaciones son independientes y poseen varianza finita, entonces se puede
obtener una estimacién razonable de los parametros del modelo. Esto se puede
demostrar experimentalmente, mediante simulaciones de Montecarlo a partir de
un modelo de parametros conocidos. Se genera sorteos de la innovacion del
modelo, suponiendo que estos se distribuian en forma normal, en forma uniforme,
y como una normal contaminada, asumiendo el mismo valor de la varianza para
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los tres casos. Se ajusto un modelo a las series sintéticas generadas en los tres
casos, obteniéndose que en todos ellos que los pardmetros estimados tuvieran un
valor muy cercano a los del modelo original.

Sin embargo, en la practica resulta ventajoso satisfacer razonablemente bien la
condicibn de normalidad de los ruidos, entre otras cosas, por que si las
innovaciones no se distribuyen normalmente resulta imposible estimar intervalos
de confianza que sean confiables. Como se sefiald, se pueden transformar
convenientemente los datos para satisfacer la normalidad, usando una
transformacion de Box-Cox. Sea y,, la serie a modelar. La transformacion de Box-

Cox parala serie y, se escribe:

i
1
w={? '[(xf—i_c)_l} 120

tn (z+C) =0

(4.16.)

Una vez transformados los datos se ajusta un modelo a la serie de datos
transformados en lugar de la serie original. En la transformacion, C es una
constante seleccionada de manera que x +C sea una cantidad estrictamente

positiva para todo instante del tiempo.

Varias aproximaciones estan disponibles para seleccionar adecuadamente los
parametros de una transformacion de Box-Cox. A veces, es sabido de antemano
que la serie en observacion requiere cierto tipo de transformaciéon. Por ejemplo,
muchos autores han encontrado que en la practica es aveces necesario aplicar
logaritmo a los datos de las series hidrologicas, esto se traduce en hacer | =0,y
a C se le asigna un valor pequeiio, de manera que no haya valores nulos en la
serie. En otros casos, los parametros, C ? no son conocidos de antemano y deben
ser estimados junto con los otros parametros del modelo.

Para las series hidrolégicas, en general basta con aplicar logaritmo natural,
escogiendo C de manera que no haya observaciones nulas (para poder aplicar
logaritmo). Existe ademas otra razon mas de fondo que explica la necesidad de
aplicar una transformacion de este tipo a los datos de caudales, antes de ajustar
un modelo del tipo PARMA, y es que si se ajusta directamente un PARMA a los
datos sin transformar, las innovaciones, al distribuirse en forma normal, pueden
hacer que el modelo arroje valores negativos para la serie hidroldgica durante la
simulacion, lo que no tiene sentido fisico. Ajustar un modelo PARMA al logaritmo
de los datos permite evitar esta dificultad
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5. Modelo para Seleccidn
de Caudales Historicos

5.1 Introduccién

Los modelos de planificacion usados son incompatibles, en una primera
aproximacién, con una modelacion en series de tiempo para la hidrologia. Esto se
debe a que los modelos usados en la planificacién estan obligados, a extraer los
escenarios de caudales directamente del registro estadistico. Debido a esto, las
interfases definidas para estos modelos sélo aceptan caudales de informacién
historica.

Como ejemplo, en el modelo PLP las simulaciones y aperturas son definidas
previamente en archivos de texto, que guardan la informacion de los indices de los

afos hidrolégicos que seran usados para la simulacion.

Por lo anterior se modifican los modelos de planificacién, implementando
interfases que permitan simular escenarios de caudales sintéticos, que no estén
estrictamente contenidos en el registro historico. Esto es una tarea de mas largo
plazo, que impone barreras a la implementacién inmediata del modelo CPARMA
en los modelos de planificacion. Buscando solucionar esta cuestion, se propone
modelo alternativo, el que hace uso del modelo PARMA propuesto como un
mecanismo para asignar probabilidades de ocurrencia a los escenarios histéricos,
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conociendo la informacién de la serie de caudales hasta el instante en que se
inicia la planificacién de la operacion.

El modelo trabaja comparando la evolucion pasada de la serie que se desea
modelar, con la tendencia que mostraron los 40 afios histéricos en el mismo
periodo de tiempo. Por ejemplo, si para el afio en curso se desea implementar un
modelo de prondstico para los caudales de los meses de agosto en adelante,
conociendo la informacién de caudales hasta el mes de julio, podemos inferir el
comportamiento futuro ésta de la serie, comparandola con la evolucion que
mostraron cada uno de los 40 afos hidrolégicos en el periodo de marzo a julio.
Con esta informacién, podemos asignar una mayor probabilidad de ocurrencia a
aquellos escenarios historicos que mostraron una tendencia estadistica similar a i
serie actual.

Este modelo se construye sobre la hipétesis de que los 40 afios estadisticos del
registro historico constituyen una muestra representativa del fendmeno
hidrolégico. Al extraer los escenarios de caudales directamente de la estadistica,
estamos asumiendo explicitamente que ésta contiene todas las realizaciones
posibles del fenémeno.

La metodologia propuesta esta sustentada en la idea de que las series presentan
una tendencia pasada similar, entonces sus caudales futuros se distribuiran
también de manera parecida. La caracteristica distintiva del modelo propuesto, es
gue el modelo PARMA entrega la manera para comparar estadisticamente las
series de datos.

Ademas, existe otra limitante que impide implementar en los modelos de
planificacion un modelo del tipo CPARMA de manera satisfactoria, y es que no es
posible obtener modelos PARMA de calidad suficiente para todos los afluentes del
sistema. El modelo que se propone en las secciones siguientes permite superar en
parte esta limitacion.

5.2 Modelo de Seleccién, Basado en un Modelo PARMA

Por ejemplo, si se desea modelar la evolucién futura de los caudales de una serie,
a partir del mes de agosto, del afio en curso, en adelante. Y suponemos que para

esto, se dispone de toda la informacion de afluentes hasta el mes de julio. Con
esta informacion se puede construir una distribucion normal para los caudales

mensuales futuros con ayuda del modelo PARMA.
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Las series sintéticas de caudales obtenidas mediante sorteos de ésta distribucién
normal no pueden ser aplicadas en el modelo de planificacion, debido a
limitaciones constructivas. En lugar de simular caudales mediante sorteos de la
distribucion normal asociada, se ocupard la distribucion que se obtiene del modelo
PARMA, para asignar probabilidades de ocurrencia a los caudales observados
histéricamente para el mes de agosto.

53
54 ANO Abril | May | Jumio |  Julio Agostr | §
55 63 207 256 4367 £5.2 B05T
56 6 [ 1487 2200 272 276 2887
57 6 | 1957 a01"7 13957 90.0[ aog"
58 66 ’ 291f 1380 85" 97 [ 5307
59 67 ’ BT 4457 cTirad 27 5187
B0 62 ’ 249" %8 2337 249 w9
B1 69 ’ 3007 517 14847 0.2 g7l
B2 m [ 2407 2957 g3l 142 1917
53 7 ’ 219f 7827 077 979 aral
B4 72 g 2067 196.7" 16297 77l 14237
B9 73 g 2050 g6l gaal 6130 438)
BB 4 [ 178" w7l 61.37 408 4287
B7 3| 365 75.3[ 6.8 79.5( 4547
BS %[ 2347 02" 655" 290 — A

59 g 1967 5207 ga.1” 713 N (IJ-,G')
70 e [ 237 ik E2E" 148.0( B7 .37
71 79 ’ 2311 409’ w07 a6.8[ 14437
72 20 ’ 920" 16827 165.47 1001 7377
73 81 g 253" 182.8" 10447 775 7157
T4 i F ar 4 ¥ ror aoa s F FECT o coa K

Figura 5.1 Distribucion normal paralos caudales de
agosto en cada afio histérico.
Fuente: Elaboracién basada en Tesis Model o para manejo de la Incertidumbre Hidrol égica en la Planificacion
de laOperaciondel SIC

Esto se realiza estimando para cada uno de los 40 escenarios histéricamente
observados para el mes de agosto, la distribucibn normal para los caudales

transformadosl, obtenida a partir del modelo PARMA (figura 51). Para esto se
utiliza la informacion de caudales hasta el mes de julio.
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Sea S la distribucion normal obtenida segun el modelo PARMA, para los caudales
de agosto de la serie que se quiere modelar (afio actual). Sean ademas S,
donde i=1...40 las distribuciones asociadas, para el mismo mes, a cada uno de
los 40 afios histdricos. Al comparar S con la distribucion del i-ésimo afio s,
resulta intuitivo que si ambas distribuciones son similares, entonces un conjunto
de realizaciones de la distribucién S, sera, en primera aproximacion, una muestra

representativa de la distribucion S.

Para cuantificar esta nocion definamos para cada i:1...40 los factores o pesos f.
segun la expresion:

Donde K es una constante positiva.

Para comprender el significado de los f, , se debe notar primero que la cantidad
|E(§)- E(Ei)| define, para el mes i, una nocion de distancia o norma entre las

variables aleatorias de distribucion normal que fueron obtenidas a partir de un
modelo PARMA. Con esto, a cada escenario historico se le asigna un peso que
depende directamente de la “distancia” que tiene dicho afio con respecto a la serie
gue queremos representar. De esta forma, se le asigna un peso mayor, a aquellos
escenarios estadisticamente mas cercanos, y un peso menor a los mas alejados.

Se asigna luego, una nocion de probabilidad a cada escenario histérico, a partir de
los pesos fi.

Una forma de hacerlo es asignando como probabilidad el peso normalizado:

Piz— 1

20

5f
i=1

Esta metodologia muestra una forma de asignar probabilidades de ocurrencia a
los caudales observados histéricamente, en funcion de la tendencia local pasada
gue muestra la serie de datos que queremos modelar. Es decir, dada una serie de
datos, es posible asignar para el mes j:1,...,12, una probabilidad a cada uno de los
escenarios observados histéricamente en el mes j.
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En la figura 4.2 se muestran las probabilidades de ocurrencia para cada escenario
histérico del mes de julio, para cierta serie de afluente. Supongamos que el caso
gue se modela, es una temporada de sequia muy severa. La estadistica histoérica
utilizada en este caso corresponde a la ventana de tiempo comprendida entre los
afos hidrologicos 58-59 y 97-98. En el eje “Y” se encuentran las probabilidades
calculadas, y en el eje “X” los afios hidrolégicos ordenados segun hidrologia
creciente (de mas seco a mas humedo, segun los caudales observados para julio),
se utilizo un valor para la constante K (ecuacién 5.1) de 0.03.

0.4

0.2

0.3 T
|
|

011X

a-f%mmm

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40

Probabilidad

Hidrologia (Creciente)

Figura 5.2 Probabilidades de caudal es historicos, para mes de julio 98-99.
Fuente: Elaboracién basada en Tesis M odel o para manejo de la Incertidumbre Hidrol gica en la Planificacion
dela Operaciondel SIC

Se asume implicitamente un cierto grado de variabilidad en la hidrologia futura, al
asignar una probabilidad distinta de cero al resto de los escenarios historicos.

Si se repite el ejercicio anterior para la hidrologia observada el afio 2000-2001, las
probabilidades obtenidas se muestran en la figura 5.2. La hidrologia del afio 00-01,
puede ser considerada como una hidrologia media-humeda.

En la figura 5.3 se muestra la distribucion de probabilidades para mes de julio del

afo hidrolégico 59-60. Este afio puede ser considerado en términos hidrolégicos
como un afio medio.
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Figura 5.3 Probabilidades cal culadas para el mes de julio, afio 00-01.
Fuente: Elaboracion basada en Tesis Modelo para manejo de la I ncertidumbre Hidrol 6gica en la Planificacion
de la Operacién del SIC

0.16
0.14

0.12 ﬁ' ]
0.1

0.08 IIIlll
ggi r” /ﬁ\ !H\ i
] ?

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40

Hidrologia (Creciente)

Probabilidacd

Figura 4.4 Probabilidades calculadas para el mes dejulio, afio 59-60.
Fuente: Elaboracion basada en Tesis Modelo para manejo de la I ncertidumbre Hidrol 6gica en la Planificacion
de la Operacién del SIC

Un aspecto importante de resaltar es que en las figuras 5.2, 5.3 y 5.4, en el gje x
se adenan en forma creciente las hidrologias observadas para el mes de julio. Es
decir, el criterio para definir este orden es segun el caudal promedio observado en
julio, para los cuarenta afios del registro.
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Cuando decimos, a partir de la figura 5.2, que sele asigna una probabilidad alta al
escenario mas seco, nos referimos al caudal ma seco observado

estadisticamente en julio, y no al afio mas seco.

En las secciones siguientes, se plantea una metodologia para generar un arbol de
escenarios para la hidrologia futura, y los resultados de la aplicacion de esta
representacion en el modelo PLP.

5.3 Arbol de Escenarios

Si se inicia la planificacion de la operacion a comienzos del mes j, se puede
obtener una distribucidén de probabilidad para los escenarios hidroldgicos futuros, a
partir del modelo PARMA.

Para generar un arbol de escenarios, el procedimiento utilizado es el siguiente:

1. Con la informacion de caudales de los meses previos al que se inicia la

planificaciéon de la operacion, se asignan probabilidades de ocurrencia a cada
escenario historico para el primer mes del horizonte de planificacion.

2. Para seleccionar las simulaciones iniciales se utilizan estas probabilidades
calculadas (distribucién de probabilidad discreta), y se sortean a partir de ela N
escenarios de caudales historicos, para el primer mes de la planificacién. Para
cada uno de estos escenarios historicos sorteados, se toma la serie completa
hasta el final del primer afio del horizonte de planificacion.

3. Para los afios posteriores d cual se inicia la planificacién de la operacion, se
asume completa independencia entre afios hidrolégicos y equiprobabilidad de los
escenarios histéricos anuales. Con estas hipotesis, para cada una de las N series
obtenidas en el punto dos, se sortea una trayectoria completa para hidrologia,
desde el segundo afio bajo estudio, hasta el final del horizonte de planificacion.
Con esto, se tienen N simulaciones iniciales.

4. Para cada simulacion asi definida, se generan M aperturas condicionadas en
cada etapa las que se sortean segun el mismo criterio, recorriendo cada
simulacion inicial y calculando las probabilidades en cada etapa, en funcion de los
valores pasados observados, los que cambian a medida que se recorre cada
secuencia.

5.4 Aplicacion del Modelo

En las secciones previas se propone una metodologia para asignar probabilidades
de ocurrencia a los escenarios histéricos, a partir de la informacién de caudales
para los meses previos al que se inicia la planificacion de la operacion. Esta
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modelacion permite definir simulaciones iniciales y aperturas en cada etapa,
entregando en cada sorteo, una mayor probabilidad de ocurrencia a aquellos
escenarios cuya distribucion futura de caudales son mas cercanas a la de la serie
Cuyo comportamiento queremos representar.

Para la validacion de esta metodologia, se utiliz6 el modelo PLP. Para lo cual
modificaron las interfases que generan los archivos de entrada al modelo, con el
objeto de poder utilizar la metodologia planteada.

El caso a simular corresponde a la planificacion de la operacion del SIC, con fecha
de inicio del 1 de julio de 2004, pero con el estado inicial del sistema
correspondiente al 1 de julio del afio 1998, reconocido como el mas seco de la
estadistica. Es decir, se simuld la operacion 6ptima del sstema, con la topologia,
centrales, planes de obras y mantenciones proyectadas, para comienzos de julio
de 2004, pero con las cotas iniciales para los embalses, observada a comienzos
de julio de 1998.

El horizonte de estudio es de dos afos, con un tratamiento semanal para el primer
mes, y mensual para el resto del horizonte, con un sélo bloque de demanda por
etapa.

Para este sistema, se simularon dos condiciones hidroldgicas, la del afio 98-99 y
la del afio 00-01, cuyas distribuciones de probabilidad para el mes de julio son las
mostradas en las figuras 5.2 y 5.3. Para cada una de estas dos condiciones
hidroldgicas, se realizaron tres simulaciones:

1. Una simulacién considerando un tratamiento hidrologico como el propuesto en
las secciones 5.2 y 53. Con la informacién de caudales hasta el mes de junio, se
calcula la distribucion de probabilidad para los caudales en julio. El registro
histérico utilizado, corresponde a la ventana de tiempo comprendida entre los afios
58-59 y 97-98, y el afluente de referencia para calcular las probabilidades
corresponde a la serie propuesta. Las distribuciones de probabilidad son
calculadas segun lo propuesto en la seccion 5.2, a partir del modelo PARMA
ajustados a los datos de caudales del afluente al lago Laja.

2. Una simdacion, usando el tratamiento hidrolégico actualmente implementado
en PLP, el que considera incertidumbre reducida para las primeras cuatro
semanas, e independencia hidrolégica entre meses. Para calcular la incertidumbre
reducida de las primeras cuatro semanas, es necesario conocer la informacion
diaria de caudales de los siete dias previos al inicio de la planificacion de la
operacion.

3. Una simulacion deterministica para el primer afio, la que asume conocida la
hidrologia entre julio y marzo del primer afio bajo estudio. Luego asume
independencia estadistica y equiprobabilidad de los escenarios, para el segundo
afo de la planificacion.
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De esta forma se podra comparar la metodologia propuesta, con el tratamiento
realizado actualmente por PLP, teniendo como referencia la situaciébn que se
hubiera alcanzado si se hubiese conocido de antemano la hidrologia por el resto
del afio.

En la figura 5.5 se muestran los costos marginales obtenidos en cada etapa para
los tres casos, bajo las condiciones hidrolégicas del afio 98-99, para la barra
AJahuel220. Recordar que las primeras cuatro etapas son de duracién semanal, y
el resto del horizonte esté discretizado en etapas mensuales.
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Figura 5.5 Costos marginales para | os tres tratamientos hidrol 4gicos.
Fuente: Elaboracion basada en Tesis Modelo para manejo de la Incertidumbre Hidrol6gica en la Planificacion
de la Operacién del SIC

En la figura 5.5 puede apreciarse que si la hidrologia se conoce de antemano, el
modelo PLP proyecta un costo marginal por sobre los 70 mills/Kwh para el primer
afio de operacion del sistema. Se debe recordar que se esta modelando el sistema
al 1 de julio de 2004, pero con el estado inicial de los embalses observados a igual
fecha del afio 1998 y con los afluentes reales observados ese afio.

Si = observa la trayectoria de los precios proyectada al usar la incertidumbre
reducida e independencia hidrologica entre los meses de invierno (modelacion que
hace PLP en la actualidad), se ve que los costos marginales se sitian muy por
debajo del valor “real” obtenido en la modelacién deterministica, arrojando un
precio que oscila en torno a los 30 mills/Kwh en las primeras etapas. De aqui
podemos concluir dos cosas, la incertidumbre reducida usada por PLP en las
primeras semanas no reconoce adecuadamente la tendencia hidrologica del afio,
debido a que se construye solo con la ventana de tiempo de los 7 dias previos al
qgue se inicia la planificacion. Por otro lado, la independencia estadistica entre
meses asumida por PLP, hace que la débil sefial de escasez entregada por la
incertidumbre reducida, se diluya inmediatamente al segundo mes del horizonte de
estudio, haciendo que el precio caiga por debajo de los 20 mills/Kwh después de
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la cuarta etapal. De lo anterior se concluye, que el tratamiento hidrolégico
implementado actualmente en el modelo PLP, es incapaz de anticiparse a un

escenario de sequia severa.

Modelo Propuesto
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Figura 5.6 Aporte energético por tipo de central paralostres casos.
Fuente: Elaboracién basada en Tesis Model o para manejo de la Incertidumbre Hidro | 6gica en la Planificacion
delaOperaciénde SIC
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Lo anterior se puede ver con mayor claridad, si se observan los aportes
energéticos por tipo de central, para el primer afio del horizonte de planificacion
(figuras 5.6). El tratamiento actual de PLP, proyecta un 38% de generacion térmica
contra un 62% de generacion hidraulica. Por su parte la simulacion deterministica
(que muestra los valores que se habrian obtenido de conocerse de antemano la
hidrologia) proyecta un 64% de generacion térmica, frente a un 36% de asignacion
hidraulica, colocando un 26% de generacion térmica adicional, la que corresponde
a centrales térmicas mas caras, elevando los costos marginales.

Cuando se utiliza la modelaciéon propuesta, el modelo identifica fuertemente
(asigna una probabilidad alta) el afio hidrolégico simulado, con el escenario mas
seco contenido en la estadistica, que en este caso corresponde al afio 68-69. Los
precios oscilan en torno a los 50 mills’lkWh para el primer afio, y los aportes
hidraulicos son de un 49% frente a un 51% de generacion térmica, mostrando un
aumento de un 13% en la generacion térmica, respecto del tratamiento actual de
PLP. Con esto, se asigna un mayor valor al agua embalsada, ofreciendo las
sefales adecuadas frente a una sequia extrema.

En la figura 5.7, se muestran los costos marginales calculados para la barra
Ajahuel220, obtenidos para los tres tratamientos hidrolégicos, bajo las condiciones
hidrologicas del afio 00-01.

En la figura 5.8, se muestran los aportes energéticos segun tipo de central para
este caso, para el primer afio del horizonte de estudio, para cada tratamiento de la
hidrologia.
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Figura 5.7 Costos marginales Ajahuel 220 para | os trestratamientos hidrol dgicos. Hidrologia
Fuente: Elaboracion basada en Tesis Model o para manejo de la Incertidumbre Hidrol 6gica en la Planificacion
de la Operacion del SIC
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Figura 5.8 Aporte energético por tipo de central paralostres casos
Fuente: Elaboracidn basada en Tesis Modelo para manejo de la Incertidumbre Hidrol 6gica en la Planificacion
de la Operacion del SIC
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Se observa que para el caso de una hidrologia media-hUmeda, los tres
tratamientos entregan resultados similares, tanto en la proyeccion de precios como
en la distribucion de los aportes energéticos por tipo de central. En este caso, el
modelo propuesto muestra resultados que difieren muy poco respecto de los
valores que se obtienen al representar la hidrologia con la metodologia
actualmente implementada en PLP.

Se podria anticipar entonces, que para el caso de hidrologias medias, € modelo
propuesto entrega resultados similares a los que se obtienen con la modelacion
hidrologica actual de PLP, pero es capaz de anticiparse a un escenario de sequia
extrema, entregando las sefiales econdmicas adecuadas, caracteristica que no
posee el tratamiento actual de PLP.

5.5 Validez y Limitaciones del Modelo

Se propone un método para asignar probabilidades a los escenarios historicos, en
funcion de la tendencia que muestran los datos en los meses previos al que se
inicia la planificacion de la operacién. Los resultados obtenidos en las
simulaciones indican que el método propuesto entrega las sefales adecuadas,
obteniéndose valores esperados de las variables de interés (en este caso de los
costos marginales) que son consecuentes con la tendencia de la serie hidrologica
gue se esta modelando.

El modelo, asigna una mayor probabilidad a aquellas series historicas que
muestran una tendencia futura similar a la de la serie hidrologica a modelar. Por
tendencia futura similar, se entiende como aquéllas series histéricas que
minimizan la distancia entre las variables aleatorias asociadas (a partir del modelo
PARMA). Formalmente, la validez de la metodologia propuesta, se sustenta en
dos aspectos:

1. Es posible asignar una distribucién de probabilidad normal, a las series de datos
transformados de la serie del Laja, haciendo uso de un modelo PARMA. En este
trabajo, el modelo PARMA fue ajustado utilizando el software SAMS, desarrollado
por la universidad de colorado y que ha sido utilizado con éxito en diversas
aplicaciones. En esta aplicacion, las distribuciones describen el comportamiento
de los caudales para el primer mes en el que se inicia la planificacién de la
operacion.
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2. Se puede definir una nocién de distancia (norma) en el espacio de las variables
aleatorias normales. En términos de esta nocidon de distancia, dos series de

caudales son cercanas, si sus caudales futuros se distribuyen de manera similar.

No obstante lo anterior, los resultados obtenidos son exclusivamente de caracter
preliminar, y no deben ser tomados como concluyentes. Una validacion exhaustiva
de este modelo requiere del desarrollo de una gran cantidad de simulaciones,
estudiando distintas situaciones de operacion del sistema.

Para la simulacion del escenario hidrologico 98-99, parte de la informacion del
estado inicial del sistema fue recuperada de los archivos de salida del modelo
OMSIC, que era el modelo utilizado en ese entonces, y de la red interna del
CDEC. Sin embargo no fue posible reconstruir fielmente el caso completo de ese
afo, debido principalmente a que la informacion disponible en las planillas OMSIC
(que es un modelo uninodal y de un Unico embalse) no es directamente traducible
a PLP (que es multinodal y multiembalse). Por esta razén, se opt6é por simular un
escenario que consideraba la topologia del sistema al primero de julio de 2004,
pero con el estado inicial del sistema al primero de julio de 1998. Para esto fue
necesario hacer algunas aproximaciones, relacionadas con el estado inicial de las
centrales hidraulicas que no existian en esa fecha, como es el caso de la central
Ralco, para la que se asumié una situacion media, tanto para el estado inicial del
embalse como para los afluentes iniciales.

El factor de tiempo no es menor, una simulacion en PLP puede demorar varias
horas dependiendo del numero de bloques por etapa en los que se modela la
curva de duracidon de la demanda, de la duracién del horizonte de estudios y del
namero de etapas en que éste se discretiza. Por esta razon, las simulaciones se
realizaron para un horizonte de estudio de sélo dos afios, con las cuatro primeras
etapas semanales y el resto mensual. La demanda se modelé con un solo bloque
por etapa. Con estas simplificaciones, una simulacibn en PLP tarda
aproximadamente una hora.

Debido a las simplificaciones introducidas en las simulaciones, los valores de

costos marginales obtenidos en la seccion anterior, no representan valores reales
y so6lo deben ser considerados como referenciales.

5.6 Perspectivas

El modelo propuesto, posee algunas limitaciones que podrian incidir directamente
en la calidad de los resultados. Estas son:

1. La forma en la que se definen las probabilidades (pesos normalizados) para
cada escenario, es completamente arbitraria.
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2. La seleccion, tanto de las simulaciones como de las aperturas, se define a partir
de la informacién entregada por el modelo PARMA ajustado para un solo afluente,

el que en este caso corresponde al afluente al lago Laja. Sélo con esta
informacion se definen criterios para seleccionar los afios hidroldgicos a utilizar en
las simulaciones y aperturas, para todos los afluentes del sistema.

Lo anterior motiva la busqueda de criterios de seleccién, que incluyan a otros
caudales afluentes del sistema, para los cuales también se dispone de un modelo
PARMA de calidad satisfactoria.

Ademas, resultaria interesante inspeccionar otros métodos para definir las
probabilidades o pesos.

No obstante lo anterior, lo valioso y rescatable del modelo propuesto es que utiliza
la informacion estadistica entregada por el modelo PARMA para modelar una serie
de caudales, a partir de un conjunto de realizaciones histéricas, y no mediante
sorteos de una distribucion.

5.6.1 Espacio Vectorial de las Variables Aleatorias Normales

Supongamos que se ha ajustado un modelo PARMA alas series de caudales de
m afluentes del SIC. Estos modelos permitirdn disponer de una distribucion normal

para los caudales de cada mes, y para cada afluente, en funcién de los datos de
entrada al modelo (valores pasados de la serie que se desea modelar).

El tratamiento planteado se basa en el hecho de que el conjunto de las variables
aleatorias que se distribuyen normalmente definen un espacio vectorial. Sea O

dicho espacio. En el podemos definir un producto interno:

<,>:0XO® a

Xy ® E(x*y)
Para probar que esta aplicacion efectivamente es un producto interno en O, hay
que verificar lo siguiente:

1.- éx,yf =&y, xi
2.- éa:x+b:yzf=a:éxzi+b:éy,2f "a,bl a"zl O
3.- éx, x>0 Uéx,xf=0 U x=0

Las proposiciones 1 y 2 son triviales a partir de la definicion y la linealidad del
operador valor esperado.

Para probar 3 basta recordar que toda variable aleatoria normal x1 N(ms 2), se
puede escribir de la forma:
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X=s:e+n
cone | N(O,1).

Luego, podemos escribir:

X, Xf = Egs >e+m)g
=s ( )+2><m>s xE () + mP

Pero el N(01), luego E(ez):l y E(e)=0, con lo que finalmente tenemos:

ax,xfi=s 24

Ahora, si éx,xf=0:

b w2+m2=0p m=0,s =0
b x°0

Luego, x corresponde a la variable aleatoria idénticamente nula.
A partir de este producto interno podemos definir una norma en O :

.-

(5.1)

Se incluye el subindice O en la norma, para denotar explicitamente que ésta es
una norma en O.

Con esta nocion de distancia en O, podemos encontrar criterios para comparar la
serie que queremos modelar, con aquellas contenidas en el historico. Esto lo
hacemos analizando distancia entre las distribuciones normales asociadas.
Notemos que este criterio nos permite comparar la similitud del comportamiento
futuro de dos series, en funcion de su comportamiento pasado

En efecto, siguiendo con el ejemplo de la seccion previa, sea S la distribucién de
los caudales de agosto, asociada a la serie cuyo comportamiento futuro queremos
modelar, en funcion de los caudales en meses previos. Sea S la distribucion
normal para los caudales de agosto asociada a la késima serie histérica. Sean
ahora x y Xk, variables aleatorias que tal que x| Xk Y Xk | S.

Se sigue que:
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O =0,

b xd =G ros o) (e me)

Recordemos que por construccion del modelo PARMA, g x=S con lo que
k

obtenemos:
- xid, = ‘mx' mx;J

es decir, el modulo de la diferencia de las medias entregadas por el modelo
PARMA, es una nocion de distancia para comparar la tendencia estadistica de las
distintas series histéricas.

Para el desarrollo anterior se ha analizado el caso de un sélo afluente. En el caso
general, los caudales definen una variable aleatoria vectorial, en que cada

componente corresponde a un afluente del sistema. Con ésto, cada componente
del vector aleatorio sigue una tendencia, la que puede ser modelada mediante un
PARMA.

Supongamos que se tiene un modelo PARMA ajustado a m afluentes del sistema,
con lo que tenemos que el vector aleatorio de afluentes Vi W™ . Supongamos
ademas que se desea modelar el comportamiento del vector de caudales para el |-

ésimo mes del afio hidroldgico, para el afio en curso. Suponga que para esto
disponemos de toda la informacion de caudales hasta el mes 1, para los m

afluentes considerados. Con esta informacion, usando el modelo PARMA,

podemos construir el vector X'I W™ con X' = (xli,...x,';])T, que distribuye al

vector de caudales en el mes j, a partir de la informacion pasada de los m
afluentes.

Se demuestra que si 4.1 es una norma en O, entonces:

b=y

(5.2)
es una norma en W" .

A partir de 5.2 se demuestra directamente que:
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b= A (s ()

k=1

donde g}y n-L corresponden a la varianza y la media de la distribucion asociada
al k-ésimo afluente, en el fésimo mes.

Por construccion del modelo PARMA, para cada afluente, sélo la media es funcion
de los valores pasados de la serie. La varianza, por su parte, no es funcién del

pasado si no que es un valor predeterminado que cambia cada mes. Con esto, si
se comparan en el mes j las variables aleatorias asociadas dos series vectoriales

de caudales X e Y de afos hidrologicos distintos, podemos escribir:

(5.3)

Donde m(i y ”}’i corresponden a la media (valor esperado) para el k-ésimo

afluente (k-ésimacomponente del vector de afluentes) en el j-ésimo mes, para Xy
Y respectivamente.

Con 5.3 tenemos una nocion de distancia que permite comparar estadisticamente
dos series de afluentes ocurridas en afios hidrolégicos distintos, incluyendo para la
modelacion, la informacion de todos los afluentes de interés. Una expresion de
este tipo podria permitir, por ejemplo, definir una nocion de probabilidad en funcién
de la distancia entre la serie del afio que se quiere modelar, y cada uno de los
afos historicos. Un tratamiento alternativo seria definir un método de clusters para
clasificar mes a mes a los caudales histéricos, en funcién de la tendencia del afio
presente para los distintos afluentes del sistema.

5.7 Niamero de Aperturas en Cada Etapa

A la luz del modelo PARMA, que asigna distribuciones normales a los caudales
trasformados, es razonable preguntar acerca del nimero de aperturas del que es
necesario disponer en cada etapa, para obtener una representacion adecuada de
los valores esperados de las variables de interés. Se propone un modelo de
sensibilidad de la funcion de costos futuros, respecto del vector de ruidos del
modelo PARMA, para una futura validacion e implementacion. El desarrollo
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propuesto trabaja sobre un sélo afluente. El caso para un vector aleatorio de
afluentes es una extension simple del modelo propuesto en esta seccion.

5.7.1 Modelo de Sensibilidad de la FCF

Al ajustar un modelo PARMA a la serie de datos hidrolégicos, la dependencia
estocastica del problema de despacho queda limitada exclusivamente al vector de
ruidos g, . En efecto, el modelo PARMA internaliza toda la dependencia temporal

de la hidrologia en una combinacion lineal de los eventos observados en instantes
precedentes, los que son deterministicos. La componente estocastica del modelo
esta estrictamente contenida en g. Con esto podemos escribir la funcion de

costos futuros en cada etapa, explicitamente como una funcion de g, :

at =at(et) "t

donde g,corresponde a los costos futuros de operacion observados desde el
comienzo de la etapa t en adelante y ¢, corresponde al ruido de la hidrologia
presentada en la etapa t.

Se observa que, si la varianza del ruido en la etapa ¢ S pequefia, entonces el
t

ruido g, tomara un valor cercano a cero con una probabilidad muy alta. Con esto,

podemos hacer una aproximacion de primer orden de la FCF, con lo que se
obtiene:

ar=at (0)+ Yat et O(et)2

flet
e,=0
(5.4)

Por construccion del modelo PARMA, sabemos que el ruido se distribuye como
una N\o,s e) luego, podemos escribir:

e=sg " C
Donde x es una variable aleatoria que sigue una distribucién normal estandar.
Usando esto en la expresion (5.4):
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2 0
flat -
Xt»at(0)+g *Se_*x"t
g‘ﬂet -
e e 2

Luego, en primera aproximacion, si la varianza del ruido es pequefia, la funcién de
costos futuros se distribuye:

@ 6
fat| = .
at® Ngat(O), _*S e t
¢ fet| =
é € gy

Notemos que ésta expresion nos entrega una aproximacion de primer orden de la
varianza de la funcion de costos futuros en la etapa t:

_ Yat
Sal— ]

e(:O

Para poder evaluar esta expresion, observemos que:

ﬂat:ﬂat*ﬂHt "t
e THe Se

(5.5)

donde H, es el volumen de agua total entregado por el caudal afluente en la

etapa t. Notar que el volumen afluente total captado en la etapa t, puede ser
obtenido a partir del modelo PARMA.

Recordemos que el modelo PARMA es ajustado a la serie de datos transformados
logaritmicamente, luego, para obtener datos de caudales a partir de la informacién
entregada por el modelo es necesario aplicar la transformacién exponencial

inversa. Con esto, el volumen total de agua recibida desde el afluente Ht | durante
la etapa de duracion ?t, se determina con la expresion:

H.= Dt* exp(m +ey)
(56)
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Donde
p(v) q(v)

_ % g
n= af i(V)*XnS+v—i- aqi*ensw.i
i=1 i=1

corresponde a la media dada por la tendencia estadistica de los datos, definida
por el modelo

PARMA. Derivando Ht cr/a e

H: _ =

—=Dt* exp\m +¢

Te (”1 )
Por otro lado, podemos escribir:

@: P (V)
H:

(5.7)

donde p (v) es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion de balance

hidraulico, o la pendiente del corte de Benders asociada al nivel de
almacenamiento v al comienzo de la etapa t+1.

Con las ecuaciones (5.5), (5.6) y (5.7) podemos escribir:

S . =p(v)* Dt* exp(m) "t

(5.8)
Y la varianza para la funcion de costos futuros en la etapa t seré:

S, =p(W)*Dt*exp(m)*s. "t

Vemos que la varianza (y por lo tanto la sensibilidad) de la FCF en cada etapa
depende de la duracion de la etapa t, del valor esperado del caudal en la etapa
exp(m), de la sensibilidad local del modelo de optimizacion (que depende del

estado del embalse) p (v) , y de la varianza del modelo de caudales.

La ecuacion (5.4) permite escribir la FCF como una funcion explicita del ruido en
cada etapa. Si tomamos valor esperado a la expresion (1), obtenemos:

E(a:)=Efa,(0)+0(e2))+ fay E(et)

Tet e, =0
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Si se evalla esta expresion con una simulacion de Montecarlo mediante sorteos
del ruido g, se tiene:

14 fat 1
E(a t) » at(O)"'Wa O%tzk)"' * Wa (ST
k=1 ﬂet k=1

e(ZO

Donde € corresponde a la késima muestra o sorteo del ruido, en el instante t.
Notemos que para valores de ¢, pequefios, el termino mas importante en orden

de magnitud es el término de primer orden en g, . Por otro lado, por hipotesis del
modelo autoregresivo, E(e,)=0. Con esto, es intuitivo que se habra alcanzado una
precision aceptable en la estimacion de la FCF cuando se cumpla:

Qo=

1
W e »0

=~
Il

1

En base a lo anterior, es posible definir el nimero N de muestras del proceso
estocastico g, para que este promedio sea tan cercano a Cero como precisos

qgueramos ser en la estimacion del valor esperado de la FCF. Para esto, primero
definamos la variable aleatoria:

Sabemos, por lo desarrollado en este capitulo, que h; se distribuye con una

normal de media nulay desviacién estandar dada por (5.8). Con esto, la teoria
estadistica demuestra que la variable aleatoria definida por:

Z:ﬂ*h_
Sa

N
a h, , se distribuye como una normal estandar.

Con h_:i
N 5
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Con lo anterior, si queremos encontrar un intervalo de confianza para Z, podemos
escribir:

Pl oy £ZE 7= 1-2

De las tablas, para un nivel de confianza del 95%, obtenemos Zs, =1.96 Con esto
se obtiene que:

_ JN
P|- £EZE =P(-19%£-—*h £1.9%
b 254 £2 € 2)=P( s )

-1%*s, o p L96%s,

N N

=P( )=0.95

Esta expresion indica para cada valor de N, un intervalo que contendra a R con

una probabilidad del 95%. Si se quiere un nivel de precisién d, entonces basta
imponer:

1.9%*s,

N

Con lo que el numero de muestras asociado sera:

=d

N=¢—g ~
e ¢

(5.9)

Esta expresion entrega el nimero minimo de muestras de la hidrologia que se
deben generar en la etapa t, en funcion de la varianza de la FCF en la etapa t, que
deben ser generadas para alcanzar una precision d en el calculo de la FCF en la
etapa.

Es importante hacer notar que el nimero de aperturas determinado por la
expresion 59 es valido solo cuando la hidrologia es representada mediante un
modelo PARMA, y por lo tanto no es aplicable a la metodologia propuesta en este
trabajo. Esto se debe a que los caudales son sorteados desde el registro historico,
asignando probabilidades de ocurrencia a cada escenario con la ayuda de un
modelo PARMA, luego los caudales no corresponden a series sintéticas sorteadas
directamente a sorteos del modelo PARMA, si no que a series historicas.
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Las técnicas de programacion estocéstica constituyen, un atractivo campo de
investigacion, la gran importancia radica en que la funcion objetivo y las
restricciones, suponen total o parcialmente informacion a priori, por ejemplo
unimodalidad, convexidad, etc., no obstante, si tales condiciones no son faciles de
probar por la naturaleza estocastica de las funciones, la simulacion es la Unica
salida.

La Hidrologia Estocastica aplica la teoria de los Procesos Estocasticas, que son
parte de la Ingenieria de Sistemas, al estudio de los eventos hidroldgicos.

Los Eventos Hidrolégicos, tales como aguaceros, caudales, niveles de embalse,
etc. son eventos estocasticos. Se caracterizan porque, de un lado tienen un patrén
medio de comportamiento a largo plazo, y por el otro el pronéstico de sus
magnitudes en un momento dado tiene un mayor o menor grado de incertidumbre.
El patron medio corresponde a lo que se denomina la tendencia general o
componente deterministica y la incertidumbre constituye la componente aleatoria
del evento.

Los proyectos que se disefian hoy seran construidos y operaran en los proximos
afos. Por esta razon, cuando los estudios hidrolégicos definen unos caudales de
disefio para abastecer un acueducto, o para proteger una zona contra las
inundaciones debe tenerse en cuenta que tanto la ocurrencia como las
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magnitudes de esos caudales son prondsticos hacia el futuro de eventos probables que
estan sujetos a un grado de incertidumbre.

La construccién de un modelo estocastico para representar datos hidroldgicos se realiza
de manera de imitar las propiedades estadisticas de las series de datos disponibles. En
esta forma el modelo depende de los datos disponibles. Es por lo tanto, es importante
gue la informacién sea revisada cuidadosamente para asegurar que no existan valores
gue no aporten informacién o que la distorsionen. Este tipo de modelos tratan de
reproducir los valores esperados, las varianzas, las covarianzas o dependencias
temporales en una misma serie y las espaciales entre series cercanas.

En algunas ocasiones la estadistica de caudales en algun lugar es relativamente corta
ya que solo se dispone de unas series completas para el periodo de andlisis, de manera
gue muchas de ellas contienen datos creados mediante diferentes técnicas. Estas
técnicas en general, mejoran la estimacion de los valores esperados, pero introducen
sesgos en las estimaciones de la varianza y las dependencias. Si no se revisa bien la
informacion que se le proporcione al modelo reproducira distorsiones. Es importante
gue en la construccion del modelo se verifiquen y se separen los datos reales de los
datos creados y completados, y asegurar que las estimaciones de las varianzas y las
dependencias son las correctas.

La formulacion de un modelo estocastico para ser usado en la generacion de series
sintéticas es una tarea que debiera realizarse a partir de la informacién disponible una
sola vez, de manera de definir las probabilidades del modelo y estimar sus parametros
gue aseguren que se ha logrado el modelo mas adecuado. En este caso, a tarea de
modelacién es diferente a la de simulacion, debiendo el modelo ser Unico si los datos lo
son.

Los procesos involucrados en la construccion de un modelo requieren adoptar
decisiones en varias etapas intermedias del proceso que dificlmente pueden ser
autométicas, menos sino siempre se tiene claro las consecuencias de seleccionar alguna
de las opciones planteadas, esto se ve especialmente en la seleccion del modelo de
orden, en la necesidad de normalizar las series, en las opciones entre modelos
alternativos o la independencia de los residuos. Si bien todas estas decisiones pueden
tomarse con criterios estadisticos de manera automética, es siempre Util mantener el
control sobre los resultados y estar en condiciones de volver a etapas anteriores para
rectificar las opciones adoptadas.

En algunas ocasiones las series de caudales son mensuales o0 semanales y estas
representan caracteristicas estadisticas relevantes de una alta dependencia temporal
entre valores sucesivos de una misma serie, una dependencia espacial también
importante entre series de una misma cuenca o de cuencas vecinas. Las propiedades de
valores medios y varianza son periédicas con grandes diferencias entre los valores de
una estacion a otra en un afio. Todo lo anterior hace necesario que el modelo sea del
tipo multivariado, periddico y con dependencia temporal.
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Cuando los valores de los caudales mensuales o semanales de los rios presentan una
asimetria, los estimadores de la asimetria son ineficientes. Es necesario poner mucha
atencion en la normalizacion de las series de tiempo, para evitar que el modelo genere
valores irreales.

La periodicidad de las series mensuales y semanales genera una gran cantidad de
parametros, si estos se estiman directamente de los datos de cada periodo. Ademas
estas estimaciones tienen una varianza de muestreo importante, de manera que es
recomendable emplear una representacion paramétrica de las caracteristicas de las
series o de los parametros del modelo.

Los parametros del modelo se estiman a partir de la muestra historica que trata de
reproducirse estadisticamente. Como estimadores estos valores tienen un valor
esperado, que es el que se emplea en el modelo, pero también una varianza del
estimador, que indica lo bueno o malo que puede ser el valor estimado y el margen en el
cual podria variar.

En la etapa de simulacion muchas de las propiedades que se trasmiten en las series
generadas provienen de los parametros del modelo, mientras la aleatoriedad es
principalmente consecuencia de la serie de ruidos inicial. Estos ruidos deben ser
independientes normales desde el punto de vista estadistico, sin embrago, en algunas
ocasiones pueden generarse series de ruidos que no satisfacen dichas propiedades.
Para evitar este tipo de conflictos puede ser conveniente revisar al inicio del proceso de
simulacién, si las series de ruidos satisfacen estas propiedades béasicas y descartar las
gue no lo cumplan antes de proseguir con el modelo.

Un aspecto que ro es abordado en el modelo propuesto corresponde al sesgo en al
estimacion de algunos pardmetros del modelo, lo que puede ser importante al usarlos
para la simulacion. Existen en la literatura procedimientos establecidos para corregir el
sesgo de las principales propiedades de modelos autoregresivos

En México falta mucha informacion acerca del tema y es poca la poblacion interesada a
desarrollar este tipo de modelos, existe la posibilidad de obtenerlos gracias al interés y al
apoyo que paises como Argentina, Chile y Colombia, entre otros, han mostrado a la
problematica de México y sus posibles soluciones, se han tenido acercamientos con
estos paises a través de foros y seminarios. México marcha de manera lenta en este
tema, pero puede aplicar los modelos mencionados en este trabajo y aplicados con gran
éxito en cada pais ya que tiene caracteristicas similares, por lo que se esperaria gran
éxito.
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1. Introduccion

Una serie de tiempo esta dado por un conjunto de observaciones que estan ordenadas
en el tiempo, y que estas pueden representar el cambio de una variable ya sea de tipo
econdmica, fisica, quimica, bioldgica, etc, a lo largo esa historia.

El objetivo del andlisis de una serie de tiempo es el conocimiento de su patron de
comportamiento, para asi poder prever su evolucion en el futuro cercano, suponiendo
por supuesto que las condiciones no variaran significativamente.

Los pronosticos que se puedan realizar en base al analisis de este tipo de datos serviran
para el desarrollo de nuevos planes para inversiones en agricultura por ejemplo,
elaboracion de nuevos productos por parete de las empresas, prevencion de desastres
por cambios en el clima, o captar turistas para la ciudad, etc.

En el ejemplo desarrolado se ha realizado el andlisis de datos por series de tiempo, para
un conjunto de datos de la temperatura del medio ambiente. Los datos fueron
recolectados durante los afios 1999, 2000, 2001, 2002, 2003, 2004. Para el andlisis solo

se han considerado la temperaturas de los cuatro primeros meses de cada afio, ademas
debo indicar que se ha tomado valores promedios mesuales.
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2. Teoria

2.1 Series de Tiempo

Una serie temporal o cronologica es un conjunto e observaciones de una variable,
ordenadas segu transcurre el tiempoEn una serie de tiempo las observaciones no se
deben ordenar de mayor a menor debidoa que se perderia el grueso de la informacion
debido a que nos intersea detectar como se mueve la variable en el tiempo es muy
importante respetar la secuencia temporal de las observaciones. 2.2 Representacion de
una Serie Temporal

Par realizar la reprsenyacion de una serie ytemporal se debe realizae mediante una
gréafica de disprsion x-y como se muestra en la fig.1

3,

a3 @
259 =
2.8 4

2.7 A
2,6

ol E’m
2.4 4 ?
2.3 —

1987

1988 1989 1990

Fig.1. Representacion de una serie temporal 2.3 Componentes de una serie temporal

2.2 Tendencia

La tendencia es un movimiento de larga duraciébn que muestra la evolucion general de
laserie en el tiempo.
La tedencia es un movimiento que puede ser estacionario o ascendente, y su recorrido,

una linea recta o una curva. Algunas de la posibles formas son las que se muestran en la
fig.2
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A Valores
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Fig.2. Representacion de la tendencia

La tendencia es un movimiento que puede ser estacionario o ascendente o
descendete como se indica en la fig.3

Vi lorae.'l Valoros ‘r 'l..l'.uJ-:'l.rEzs+
da la de la da In
wnriable variable variable

setdanse
e Rt
l‘j,lr‘i -

- i
Tiempo Tiempa Thampo
Tendencia creciante Tendencia estacionaria Tendencia dacraciente

Fig. 3 Tendencias ascendente, estacionariay descendente

Tambien son posibles algunas formas para la tendencia, que no necesariamente

tiene una distribucién de puntos en forma aproximadamente lienal sino como las
gue se muestran en la fig. 4

WValores Valores
o la de s
varable varigbie
Tl o Tiempo
Tendancia creciente Tandencia detnoc erte

Fig.4 Lineas de tendencia de otras posibles formas.
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2.3 Variaciones Estacionales.

Se habla de este tipo de variaciones usualmente cuando el comportamiento de la
variable en el tiempo ennun periodo esta relacionado con la época o un periodo
particular, por lo general en el espacio cronologico presente.

el
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Fig. 5 Variaciones estacionales

2.3.3 Variaciones Ciclicas

Se llama asi a las ocilaciones a lo largo de una tendencia con uneriodo superiro al
afo. El ciclo sugiere la idea de que este tipo de movimiento se repite cada cirto
periosodo con caracterisitica parecidas. Los ejemplos mas frecuentes se
encuentran en le campo de las variables economicas, en esto ca casos se deben

principalmente a la alternancia de las etapas de prosperidad y depresioin en la
actividad economica.

2.3.4 Variaciones Residuales

Cuando a parecen hechos imprevistos, repentinos que afecten las variables en
estudio acotamndo que no podemos preveer nos hallamos frenta a variaciones
residuales provocadas poe r factore extermis a leatorios.

Por ejemplo un dia lluvioso y frio durante el veranos es dificil de predecir y aunque

perturbaria cuertas acrividades diarias como la venta de helasod no afectaria en
este caso significativamente la serie.
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3. Andlisis de la Tendencia

En la practica es dificil distinguir la tendencia del comportamiento ciclico. Por
ejemplo la gréafica puede conducirnos a concluir que existe una tendencia
ascendente en la parte de 1980 a 1982, pero esto es una parte de la serie de
tiempo mas grande.

T
| 874 1974 1E80 == 1584

Fig, 6 Tendencias cecrecientes, crecientes entre periodos de tiempo

3.1 Método Grafico

Mediante este método muy elemental se detemina la tendencia a perttir de una
representacion grafica de la serie.la aplicaion de este metodo es como sigue
- Se representa graficamente la serie cronologica
Se unen los extremos superiores de la serie, se hace los mismo con los
inferiores
Se obtiee dos lineas que encierran ala serie original
Uniendo los punto medios de las distancias entre las dos dlineas o curvas se
obtiene la tendencia. La linea o curva de rendencia obtenida tnedra un trazad
mucho mas suave que la serie original.

m R OBR @ N ®O

-

-y T L) T T L3

1977 1979 1981 1983 1985 1987 1989 1891

Fig. 7 Representacion tendencia estacionaria
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3.2 Método de las Medias Méviles

Para este método se deben de considear los siguientes pasos que se detallan

- Observar con detenimieto la serie para determinar aproximadamente la
fluctuacion con periodo mas largo y llamamos g al numero de
observaciones que forman una oscilacion compleja.
Se procede a calcular una serie de medias. La primera de ellas secalcula
aprtir de las g promeras observaciones de la serie pero elimiando la primera

observacion y afadiendo al ainmediata posterior. Se prosigue asi hasta
calcular la media de la ultimas q observaciones.

Cada una de las medias obtenidas en le paso anterior se asigna al instane
o momento dentral del perios temporal que promedian.
Uniendo las medias se obtiene la tendencia.

4. Aplicacion

Caso 1: Produccién de Motociletas en una empresa japonesa, periodo 1974 -
1990

En la siguiente tabla se tiene la produccion de motocicletas de una empresa (en
millones de motos) en un periodo de 17 afios que se muestra en la tabla N° 1

Tabla N°1
Venta de Motocicletas en un periodo de 17 afios
(Produccioén en millones de motocicletas)

AfioS Prodrt]Jccié AfioS Prodrl]Jccié AfioS Prodrl]Jccié
1974 2.1 1980 2.2 1986 2.1
1975 1.9 1981 2.0 1987 1.9
1976 1.7 1982 1.8 1988 1.5
1977 1.5 1983 1.7 1989 1.4
1978 1.6 1984 19 1990 2.5
1979 2.0 1985 2.4 e

Se traslada los datos a Microsoft Excel, ordenados en dos columnas, luego se
realiza la grafica de los datos.

Se obtiene la grafica mostrada en la fig.8
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Grafico 1
Produccién vs Afios
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Fig. 8 Representacion de la serie de tiempo para las motocicletas por afio

En la grafica se observa que los afios donde se registra mayor produccion son

1974, 1980, 1985,1990

Entonces podemos tomar cada cinco afilos como la cantidad de afios para la cual

la empresa realiza su mayor produccion.

Sin embargo es conveniente encontrar una linea de tendencia tal que se pueda
hallar una ecuacion ajustada para los prondsticos de la produccion en el tiempo.

Utilizando el método de la media moévil

Seconstruye una nueva tabla con las medias maoviles
Esto es parasuavizar la distribucion de puntos

Gréfico 2
Produccion vs Aios
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Fig. 9 Serie original y serie suavizada por los promedios moviles
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Hallando la linea de tendencia

En Microsoft Excel, la linea de tendencia para la curva suavizada se obtiene
facilmente y se nuestra en la Fig. 10

Gréfico 3
Produccion vs Afio
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Fig. 10. Linea de tendencia con R? = 0.4169

El coeficiente de determinacion es muy pequefio por lo que no se puede asegurar

categoricamente que la ecuacion lineal hallada es la que pronostica la produccion
en los afios posteriores.

Sera necesario realizar un segundo arreglo con medias moviles

El problema ahora es que el periodo donde alcanza la mayor produccién es un
numero par de afios, por lo que se hace dificil en la tabla hallar el afio central,
realizando el promedio de
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Gréfico 3
Produccién vs Afio
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Fig.11 Suavizando la linea de tendencia por segunda vez

La fig. 11 muestra la segunda suavizada de la linea de tendencia, no ha variado
mucho con respecto a la primera,.

Caso 2: Temperatura en Lima — Aeropuerto Internacional Jorge Chavez,
periodo 2000- 2004

En la ciudad de Lima (Pert) el el Aeropuerto Internacional Jorge Chavez, las
tempraturas registradas durante los afios 2000, 2001, 2002, 2003, 2004
consideramos en este caso solo los primeros cuatro meses de cada afio, las
temperaturas registradas por cada mes promediados son las que se muestran en
la tabla N°1

Tabla N° 2
Temperaturas de Lima — Aeropuerto Internacional Jorge Chavez ( Lima —Peru)
2000 — 2004 *
2000 2001 2002 2003 2004
T(°C)| T(°C) [ T(°C)| T(°C)| T(°C)
Enero 21.835 | 21.694 | 21.132 | 22.257 | 20.443
Febrero 21.835 | 23.070 | 22.654 | 23.286 | 22.959
Marzo 21.113 | 22.181 | 22.654 | 22.053 | 21.887
Abril 21.113 | 20.440 | 21.270 | 19.340 | 20.443

Representacion grafica
Primero se organizan los datos de manera conveniente en lahoja de caculo excel,
Se obtine la siguiente representacion de los datos
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Grafica
Temperatura vs Mes
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Fig. 12 Representacién gréfica de los fatos de temperatura por cuatrimestre

CONCLUSIONES
Las series temporales pueden servir para predecir acontecimientos futuros en
base a ciertos comportamientos de determinadas variables
Si tenemos mas observaciones que se puedan promediar,que ees el orden de
la media movil, se obtienen tendencias mas suaves. Este hecho no debe
hacerno dvidadr que asunque hemos mejorado la tendencia con el suavizado,
por el contrario perdemos informacién sobre los valores iniciales y finales de la
tendencia estimada.
Con el procedimiemto de medias moviles siempre es posible elegir elnimero
de observaciones que se deben tomar para el promedio, esto no simepre es
facil, esto da el periodo de osilacion
Si se determina la funcion matematica de la tendencia lineal, esta no permitira
conocer los valores perdidos tanto al inicio como al final del proceso de
busqueda de la linea detendencia,
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1. Introduccién

En 1970, Box y Jenkins desarrollaron un cuerpo metodoldgico destinado a
identificar, estimar y diagnosticar modelos dinamicos de series temporales en los
gue la variable tiempo juega un papel fundamental. Una parte importante de esta
metodologia esta pensada para liberar al investigador econdmetra de la tarea de
especificacion de los modelos dejando que los propios datos temporales de la
variable a estudiar nos indiquen las caracteristicas de la estructura probabilistica
subyacente. En parte, los procedimientos que vamos a analizar se contraponen a
la "forma tradicional" de identificar y especificar un modelo apoyandonos en las
teorias subyacentes al fenbmeno analizado aunque, convenientemente utilizados,
los conceptos y procedimientos que examinaremos constituyen una herramienta
atil para ampliar y complementar los conocimientos econométricos basicos.

Se comenzara analizando los modelos en los que una variable es explicada
utilizando exclusivamente una "exdgena": su propio pasado. Podemos decir que la
consideracion exclusiva de los valores pasados de una determinada variable para
explicar su evolucién presente y futura supone, al mismo tiempo, una ventaja y un
inconveniente:

la ventaja radica en el hecho de no necesitar distintas series de datos

(distintas variables)referidas al mismo periodo de tiempo (caracteristica
comun a todos los modelos univariantes) y, al mismo tiempo, ahorrarnos la
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identificacién y especificacion del modelo en el sentido de la econometria
tradicional,

el inconveniente es que, al renunciar a la inclusién de un conjunto mas
amplio de variables explicativas, no atendemos a las relaciones que sin
duda existen entre casi todas las variables econdmicas perdiendo
capacidad de analisis al tiempo que renunciamos, implicitamente, al
estudio tedrico previo del fendmeno y a su indudable utilidad.

Dentro de estos modelos univariantes se desarrollaran suficientemente los
conocidos con el nombre de ARIMA. Posteriormente se complementard esta
perspectiva univariante afiadiéndose a la especificacion una o mas variables
exogenas al modelo "tradicional” aproximandonos al estudio de los conocidos
como modelos de transferencia.

Como es habitual en economia, definiremos una estructura que nos permita, por
sus caracteristicas, cumplir el fin Gltimo de prediccidon: proceso estocastico
estacionario. Diremos cuales son las condiciones que ha de cumplir esta funcion
para que podamos calcularla y definiremos el proceso estocastico estacionario
lineal y discreto. Posteriormente, analizaremos los modelos mas simples (que
emplean menos retardos) conforme a una serie de funciones caracteristicas
(covarianza, autocorrelacion total y autocorrelacion parcial), describiendo sus
condiciones y planteando estructuras tedricas que luego puedan ser identificables
con series temporales reales.

2 Definicion y Conceptos Basicos de los Modelos ARIMA

2.1 Proceso Estocéastico y Estacionalidad

Los modelos autoregresivos o de medias moviles que mas tarde
conceptualizaremos necesitan paa su comprensiéon de la introduccién del
concepto de proceso estocastico.

Un proceso estocastico es una sweesion de variables aleatorias y, ordenadas,
pudiendo tomar t cualquier valor entre - ¥ y ¥ . Por ejemplo, la siguiente sucesion
de variables aleatorias puede ser considerada como proceso estocastico:

Y-5’y-4’ Yo Yo Ysr Y,

El subindice t no tiene, en principio, ninguna interpretacion a priori, aunque Si
hablamos de proceso estocasticos en el contexto del andlisis de series temporales
este subindice representara el paso del tiempo.
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Cada una de las variables Yy, que configuran un proceso estocastico tendra su
propia funcion de distribucién con sus correspondientes momentos. Asi mismo,

cada par de esas variables tendran su correspondiente funcion de distribucion
conjunta y sus funciones de distribucion marginales. Esto mismo ocurrira, ya no
para cada par de variables, sino para conjuntos mas amplios de las mismas. De
esta forma, para caracterizar un proceso estocastico deberiamos especificar las
funciones de distribucion conjunta de cualquier conjunto de variables:

(Ytl!YtZlYt3!"'1th)

cualesquiera que fueran los valores de (t,,t,,...t,)Y cualquiera que fuera el valor
de m; por ejemplo:
Y1 Y21 Y3 (tl =lym= 3)

Y3 Y4 Y5 Y (t=3.ym=4)

Habitualmente, conocer esas funciones de distribucion resulta complejo de forma
que, para caracterizar un proceso estocastico, basta con especificar la media y la
varianza para cada y,y la covarianza para variables referidas a distintos valores

de t:
Elv|=m
s¢=Var(y,) = E[yt' mt]2
g, =Cov(y,,Yd =E|ly,- mly,- m/|

Las distribuciones de probabilidad podrian no estar completamente caracterizadas
en algunas de las variables, los momentos podrian no coincidir incluso no existir

para alguna de las variables aleatorias, lo mismo puede ocurrir con las
distribuciones conjuntas o marginales. Sin embargo, de todos los tipos de
procesos estocéasticos posibles, nos interesan especialmente dos de ellos a los

que la estadistica ha dado nombres precisos:

ruido blanco es una sucesion de variables aleatorias (proceso estocastico)
con esperanza (media) cero, varianza constante e independientes para

distintos valores de t (covarianza nula).
proceso estocastico estacionario.

Decimos que un proceso estocastico es estacionario si las funciones de
distribucién conjuntas

son invariantes con respecto a un desplazamiento en el tiempo (variacion de t).
Es decir, considerando que t, t+1, t+2, ...., t+k reflejan periodos sucesivos:

F(YT lYT+ll"'!YT+K) = F(Yt+maYt+1+m1---aYt+k+m)
para cualquier t, ky m; por ejemplo:
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F(Yy Yo Yo) = F(Yigs YaaserYis)

Donde t=1, k=5, m=9
F(Y3 Y4 Ys)=F(Y;,Ys,Yo)
Donde t=3, k=2, m=4

Esta definicion de estacionalidad se conoce como estacionalidad en sentido
estricto o fuerte y puede relajarse sustancialmente utilizando la denominada
estacionalidad en sentido amplio o débil. Decimos que un proceso estocastico es
débilmente estacionario si:
Las esperanzas mateméaticas de las variables aleatorias no dependen del
tiempo, son constantes:

Elyr=Elves] "m
Las varianzas tampoco dependen del tiempo y son finitas:
Var b(tJ: Var [Yt+mJ 1 ¥ "“'m

Las covarianzas entre dos variables aleatorias del proceso
correspondientes a periodos distintos de tiempo (distintos valores de t)
solamente dependen del lapso de tiempo transcurrido entre ellas:

CoV (Y+,Ys) =COV (Yim, Y sim) m

De esta ultima condicion se desprende que, si un fendbmeno es estacionario, sus
variables pueden estar relacionadas linealmente entre si, pero de forma que la
relacion entre dos variables s6lo depende de la distancia temporal ktranscurrida
entre ellas.

Légicamente, la estacionalidad en sentido estricto garantiza la estacionalidad en
sentido amplio pero no al revés.

Una vez introducido el concepto genérico de proceso estocastico puede decirse
qgue una serie temporal cualquiera es, en realidad, una muestra, una realizacion
concreta con unos valores concretos de un proceso estocastico tedrico, real. El
andlisis de series que vamos a estudiar tratara, a partir de los datos de una serie
temporal, inferir las caracteristicas de la estructura probabilistica subyacente, del
verdadero proceso estocastico.
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2.2 Modelos Autoregresivos

La palabra ARIMA significa Modelos Autoregresivos Integrados de Medias
Moviles. Definimos un modelo como autoregresivo si la variable endégena de un

periodo t es explicada por las observaciones de ella misma correspondientes a
periodos anteriores afiadiéndose, como en los modelos estructurales, un término
de error. En el caso de procesos estacionarios con distribucion normal, la teoria

estadistica de los procesos estocasticos dice que, bajo determinadas condiciones
previas, toda Yy, puede expresarse como una combinacién lineal de sus valores

pasados (parte sistematica) mas un término de error (innovacion).

Los modelos aotoregresivos se abrevian con la palabra AR tras la que se indica el
orden del modelo: AR(1), AR(2),....etc. El orden del modelo expresa el numero de

observaciones retasadas de las series temporal analizada que intervienen en la
ecuacion. Asi, por ejemplo, un modelo AR(1) tendria la siguiente expresion:
Yt:f o+f 1Yt-1+a-t

El término de error de los modelos de este tipo se denomina generalmente ruido
blanco cuando cumple las tres hipotesis basicas tradicionales mencionadas al
principio del texto:

media nula

varianza constante

covarianza nula entre errores correspondientes a observaciones diferentes

La expresion genérica de un modelo autoregresivo, no ya de un AR(1) sino de un
AR(p) seria la siguiente:

Y=t ot oYt Yot Yo ta
pudiéndose escribir de forma abreviada como:
f (LY =fa
donde f (L) eslo que se conoce como operador polinomial de retardos:

fo(L)=1-f L-f, L2 - f LP
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y donde, a su vez, el ttrmino L es lo que se conoce como operador retardo tal
que, aplicado al valor de una variable en t, dé como resultado el valor de esa
misma variable en t - 1:

LY:=Yt1

y aplicado sucesivamente p veces retarda el valor en p periodos

L°Y: =Y
Normalmente, se suele trabajar con modelos autoregresivos de Ordenes bajos:
AR(1) 0 AR(2), o bien con 6rdenes coincidentes con la periodicidad de los datos
de la serie analizada (si es trimestral AR(4), si es mensual AR(12)....)

2.4 Modelo de Medias Méviles

Un modelo de los denominados de medias moviles es aquel que explica el valor
de una determinada variable en un periodo t en funcion de un término
independiente 'y una sucesion de errores correspondientes a periodos
precedentes, ponderados convenientemente. Estos modelos se denotan
normalmente con las siglas MA, seguidos, como en el caso de los modelos
autoregresivos, del orden entre paréntesis. Asi, un modelo con g términos de error
MA(q) responderia a la siguiente expresion:

Yi=NM+tatqiacitgzae-2t...tQqaq1

gue de nuevo puede abreviarse utilizando el polinomio de retardos (como en caso
de los modelos AR):

Yt:qq(L)a+ 1

Al igual que en el caso de los modelos autoregresivos, el orden de los modelos de
medias moviles suele ser bajo MA(1), MA(2) o corresponderse con la periodicidad
de los datos analizados MA(4), para series trimestrales, o MA(12) para series
mensuales.

2.5 Interpretacion de un Modelo de Medias Moviles

Asi como un modelo autoregresivo es intuitivamente sencillo de comprender, la
formulacién de un modelo de medias mdviles resulta sorprendente para el no
iniciado. ¢Qué significa que una variable aleatoria se expliqgue en funcién de los
errores cometidos en periodos precedentes?, ¢De ddonde proceden esos errores?,
¢, Cudl es la justificacion de un modelo de este tipo?.
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En realidad, un modelo de medias moéviles puede obtenerse a partir de un modelo
autoregresivo sin mas que realizar sucesivas sustituciones.

Efectivamente, un modelo AR(1), sin término independiente, tiene la expresion:
Yi=fyuita

si consideramos t- 1 en lugar de t el modelo seria en este caso: y sustituyendo
gueda:

Yer=f Yeotac
si ahora sustituimos y, , por su expresion autoregresiva y asi sucesivamente
llegamos a un modelo del tipo:

Yi=a+fa,+f 2a1.2+f 3a.3+---+f ja:-j *...

que es la expresion, sin término independiente, de un modelo de medias moviles
como el planteado anteriormente. En realidad, de forma estricta, el paso de un
modelo a otro deberia realizarse al contrario (de un MA a un AR) utilizando el
teorema general de descomposicion de Wold.

2.6 Condiciones y Raices Unitarias para los Modelos ARy MA

Hemos dicho anteriormente que, bajo condiciones generales, todo proceso
estocastico estacionario se prestaba a una especificacion tipo AR(p) y en
consecuencia podia expresarse también como un MA(q). Es ahora el momento de
especificar lo que antes hemos llamado "condiciones generales" y examinar en
gue casos es posible la realizacion de un proceso AR 6 MA para representar

un proceso estocastico estacionario.

Para que un proceso estocéstico estacionario admita una formulaciéon donde
deben cumplirse dos condiciones accesorias:
el proceso no debe ser anticipante (hipotesis de recursividad temporal); lo
que quiere decir que los valores de una variable en un momento t no
dependeran de los que esta misma tome en t+ j, siendo jota cualquier
valor superior a cero.
el proceso ha de ser invertible; lo que supone que la correlacion entre una
variable y su pasado va reduciéndose a medida que nos alejamos mas en
el tiempo del momento para el que estamos considerando dicha correlacion
(proceso ergddico). La explicacion intuitiva de esta situacion derivaria de
que si el especificaramos una variable en funcion de ciertos coeficientes
gue nos determinen su correlacién con los valores pasados de ella misma,
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los valores de dichos coeficientes deberian ser necesariamente inferiores a
uno, porque sino el proceso de infinitos numeros seria"explosivo”.

2.7 La Estacionalidad de las Series Temporales en la Realidad

Queda clara que la aproximacién a los procesos estocasticos con modelos AR o
MA estarestringida, en términos generales, a aquellos procesos estocasticos que
cumplan, al menos de forma débil, la restriccion de estacionalidad. Cuando, en la
realidad, queremos inferir a partir de una serie temporal (muestra) la estructura del
proceso estocastico mediante modelos AR 6 MA, debemos cubrir dos etapas:
asegurarnos de que la serie temporal, como muestra del proceso
estocéstico, es estacionariay, si ho lo es,
transformar la serie temporal original de forma que la nueva serie
transformada si lo sea.

a) ¢como verificamos si la serie a analizar es estacionaria en media? ¢como
lograr que lo sea? Filtrado de la serie original

Para resolver la primera cuestion existen diversos métodos de aproximacion y, de
entre ellos, destacamos Podriamos subdividir la serie temporal en varios periodos
de, aproximadamente, la misma longitud, y calcular su media. El proceso seria
estacionario en el caso en que dichos estadisticos fueran practicamente iguales
para todos los subperiodos analizados. En la mayoria de los casos, un simple
grafico sirve para observar si existe o no una clara tendencia y, por tanto, si la
serie es estacionaria o0 no.

Habitualmente, cuando una serie muestra tendencia, se subdivide dicha serie en
dos componentes: una primera, la estimacion de dicha tendencia, y, la segunda, el
residuo o error que se comete cuando se utiliza dicha tendencia como valor
estimado de la serie original.

yt:Tt+rt

Una vez estimada la tendencia, aproximada con una regresion lineal, parabdlica,
exponencial que sea mas conveniente; trabajaremos con la serie del residuo, que
entonces no mostrara tendencia y podremos decir que es estacionaria en media.
Es sobre este residuo sobre el que llevaremos a cabo todo el proceso descrito
como metodologia de identificacion ARIMA, sumando finalmente el valor de la
tendencia estimada siqueremos dar resultados de estimacion de la serie original.
Es decir:

1.- la identificacion del proceso ARIMA se hara sobre esta serie del residuo
re=Yy, - T, estimada previamente la tendencia del modo mas adecuado.

2.- Para obtener valores estimados de la serie original, sumaremos el componente
tendencial al valor estimado del residuo mediante el modelo ARIMA ¢, =T, +7,
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A este procedimiento se le conoce con el nombre de filtrado de la tendencia de la
serie. Por supuesto, existen muy variadas formas de aplicar un filtro, siendo la que

aqui hemos enunciado la mas sencilla.

b) ¢ Como se comprueba si una serie es estacionaria en varianza? Orden de
integracion

Sin duda alguna, el test mas habitual a la hora de determinar la estacionalidad de
una serie temporal, consiste en la aplicacion del conocido como test de Dickey—
Fuller (Test DF) o Dickey-Fuller Ampliado (Test ADF). Este es un contraste de “No
estacionalidad” ya que la hipétesis nula es precisamente la presencia de una raiz
unitaria en el proceso generador de datos de la serie analizada.

Supongamos inicialmente, como modelo de partida para el analisis de una
determinadaserie y,, el de un proceso estacionario autoregresivo de orden uno:

Vi aY. . Ter (Ec. 1)

frente a este modelo se plantea, como hipétesis nula H,, el modelo alternativo de
un paseo aleatorio no estacionario del tipo?:

yt = yt—l-i-et

se trata por tanto de contrastar si el coeficiente 5, es igual a la unidad o distinto de
ella.

Sin embargo, para contrastar la nulidad del coeficiente g, , no podemos utilizar el

contraste “t” habitual sobre una estimacion por MCO del primer modelo. La razén
es que la hipotesis nula que habitualmente se contrasta y, a partir de la cual se
deriva la expresion y propiedades del test “t”, es la de nulidad del parametro
(a=0) de la (Ec.2), sin embargo, en nuestro caso, necesitariamos contrastar

Ho:a, =1. Si la hipotesis nula fuera cierta, la varianza de y, no seria estacionaria

! Y= Y. te ® D Y, = eren un proceso de este tipo, sustituyendo recursivamente se obtiene:

7

t é u

t
Y= VYot é e; » proceso con media constante E[ytJ: Eéy, + é eU= El.yoJ: Y, Y varianza estocéstica
i=1 2} i=1
2
Vly, |+ E[yt- Elytﬂ -
2 2

e ! u _et u
E o+ &ei- Yoy, “Ea deiy =Elel+ei+..teestees ... = Elel+ei+...+ef|-

AN NS -
t=g?
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sino que creceria con los valores de “t” segun la expresion de la varianza de un
paseo aleatorio con deriva:

var (y)=ts ¢

La estimacion de gen y =gy, ,+e, Sera siempre consistente sin embargo, su
distribucién variara segun los vadores que tome la estimacion. Utilizando las
palabras de Novales , la distribucion de probabilidad asintética del estimador de
MCO del modelo AR(1) presenta una “discontinuidad” cuando g =1 y, como
sustituto, deberan utilizarse las distribuciones derivadas de forma empirica
mediante un procedimiento de Montecarlo realizado por Dickey. Mas
recientemente, MacKinnon realiz6 un numero mayor de simulaciones que las
tabuladas por Dickey y Fuller. Ademas, MacKinnon estimé la superficie de
respuesta usando los resultados de la simulacién, lo que permite calcular los
valores criticos del test DF para cualquier tamafio muestral y cualquier nimero de
variables en el lado derecho de la ecuacion.

En la préactica, por cuestiones de sencillez operativa, el modelo utilizado para el
contraste DF no es el expuesto al comienzo del epigrafe sino otro, equivalente al
anterior, que se obtiene restando a uno y otro lado el término vy, ..

Yoo YT @tay s Yate
Dy, =at(a-Dy, e (Ec. 2)
Dy =a*9 Y., e

por tanto, la hipétesis nula inicial para la (Ec. 2), se transforma ahora en H,: g=0
frente a H,: g<0. Decir que g &s nulo es lo mismo que decir que g =1, 0 sea, que
existe una raiz unitaria, decir que es menor que cero equivale a decir que al es
menor que la unidad (proceso autoregresivo estacionario)®

El procedimiento basico para la aplicacion simple del test DF es, a partir de aqui,
aparentemente sencillo. Se estima el modelo propuesto y se calcula el valor
estimado de la “t” del parametro analizado. Una vez calculado se compara con el
valor empirico de referencia obtenido con las tablas de Dickey y Fuller o de
MacKinnon. Si el valor estimado para ges inferior en valor absoluto al tabulado

dado un determinado nivel de confianza, admitiremos la hipétesis nula, o sea, la
presencia de una raiz unitaria.

El modelo expuesto hasta el momento es el mas simple posible, pero cabe que el
modelo més adecuado a la realidad incluya otros términos, como una constante
y/o una tendencia. Dolado et al. y Perron propusieron, entre otros autores, seguir

2 No se considera el caso de procesos autoregresivos explosivos en que a>1
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un proceso en etapas a fin de garantizar el &ito en la eleccion del modelo de
referencia en el mayor nimero de ocasiones:

En primer lugar se estimaria el modelo menos restringido (con término
constante y tendencia determinista).

Dado que el principal error de esta tactica inicial consistiria en la escasa
potencia del contraste para el rechazo de la hipétesis nula por inclusién de
variables irrelevantes, si los valores criticos indican rechazo (ausencia de
raiz unitaria), terminariamos el procedimiento.

En el caso de no rechazarse la hipotesis nula de presencia de una raiz
unitaria, es decir, en el caso en que admitamos la presencia de una raiz
unitaria (H,:9=0) pasariamos ahora a examinar la significatividad del

parametro tendencial determinista g, Dado que, en este punto, estariamos
bajo la hipodtesis ya admitida de que g=0, utilizariamos el valor de
referencia de t b, incluso, para mayor seguridad, también el contraste
conjunto f ,(a,=g =0).

Si el término tendencial resulta significativo (g, * 0) contrastaremos de
nuevo la presencia de una raiz unitaria (H,: g=0) pero utilizando entonces

las tablas de una normal estandarizada. Sea cual sea el resultado del test
con las nuevas tablas finalizariamos aqui el contraste admitiendo o
rechazando la presencia de una raiz unitaria.

Si el término tendencial es no significativo, deber& replantearse el modelo
inicialmente estimado pasandose a examinar otro con término constante
pero sin esta tendencia determinista. Con este modelo se vuelve a analizar
la presencia de una raiz unitaria (g =0).

En el caso en que, nuevamente, se sostenga la presencia de una raiz
unitaria, se contrastara entonces la adecuacion del término independiente
a, bien con el contraste t,,, bien con f . Si el término independiente
resulta significativo usamos de nuevo las tablas de una normal para
contrastar la presencia de la raiz unitaria, concluyendo de nuevo aqui el
contraste.

Sdlo si entonces la constante g, es no significativa se utiliza el modelo mas

simple como modelo de referencia contrastandose, de nuevo, la presencia
de raiz unitaria. En este caso, no tiene cabida el uso de la distribucién
normal estandarizada.

Esta claro que lo expuesto hasta este momento permite contrastar la presencia de
una 0 mas raices unitarias en una determinada serie temporal para la que se
supone un proceso AR(1). Sin embargo, muchas serie temporales se ajustan mas
adecuadamente a procesos autorregresivos de orden superior AR(2) o AR(3). No
parece, por tanto, muy correcto, contrastar la presencia de una o mas raices
unitarias utilizando siempre la estructura de un modelo AR(1) ya que las raices
unitarias pueden aparecer también en estructuras mas complejas. Este problema
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da lugar a lo que se conoce como test de raices unitarias de Dickey-Fuller
Ampliado (DFA): si se quiere contrastar la presencia de una raiz unitaria en una

serie que sigue un proceso AR(p), debera aplicarse el procedimiento expuesto
para el caso simple AR(1), pero suponiendo ahora del modelo:

p
Dyt Satg Xy, t é bDyt-i1+et
i=2

Donde:

3 Modelo ARIMA(p,d,q) SARIMA(P,D,Q)

En su forma mas general el modelo ARIMA(p,d,q) ARIMA(P,D,Q,)S podria
escribirse como:

Y :j 1YT-l+j 2YT-2+"'+j ps+p+D5+dYT- Ps- p- Ds-d +d +Ur +quT-1+"'+qu+qUT-sQ-q

Entendiendo que puede haber mas de un proceso generador de la serie (en la
parte regular y en la estacional) y escribiendo una combinacion de los modelos
MA(q) ¥ AR(p) que han precisado de una serie de diferenciaciones "d" en la parte
regular o "D" en la parte estacional para que fueran estacionarios.

3.1 Funciones de un Proceso Estocastico Estacionario

Definido un proceso estocastico como estacionario (ya sea de forma débil o
fuerte), ya se ha comentado que si cumple las condiciones en sentido estricto,
también cumple las condiciones en sentido débil. Siendo asi, el proceso estaria
perfectamente definido si conociéramos su media constante (Ir), su varianza

constante (s ) y la covarianza entre cada par de momentos diferentes en el
tiempo.

Dicho ésto:
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* La funcién de autocovarianza vendra definida por los distintos valores que
tomaria dicha covarianza cuando cambiamos el lapso temporal entre las

observaciones de la serie que manejamos.
Analiticamente, se podria expresar como:

gj = COV(yt ' Yio j) = El.(yt ) mxyt- i m)J

donde, evidentemente, cuando el valor de "|" es cero, tendriamos la varianza de la
funcion:

2
9, =Cov(y,,Y. o) =E(y;- M =s?
* La funcion de autocorrelacion se define igualmente como:

o)
L Jvar(y) ar(y,. )

como nos encontramos ante un proceso definido como estacionario, la varianza es
constante, por lo que podemos escribir:

9,
j
9o
La funcién de autocorrelacion de un proceso estocastico estacionario manifiesta
las siguientes propiedades:

1-g,=1

2.- ‘gj‘ £1, ya que ‘gj‘ £9,

Esto asegura que el comportamiento de la funcion no sea explosivo.

3.-9, =9, (simetria)

dado que si un proceso es estacionario, la covarianza de dos variables aleatorias
separadas por el mismo lapso de tiempo es la misma.

4.-= |imr ; =0.25(proceso ergodico)

j®¥

Esta dltima propiedad, que define al proceso como "ergddico”, es la que posibilita
inferir valores de una serie en funcion de la informacion que sobre ella nos da su
propio pasado, logrando estimadores consistentes. Sélo si se da esta propiedad,
la pérdida de informacion al no considerar la influencia de los infinitos valores
obtenidos en el pasado es cada vez mas escasa e, incluirlos, afiadiria poca
informacioén para la definicibn del proceso generador de datos que se intenta
reproducir para aplicar al futuro.
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Ademas de las dos funciones anteriores, se puede definir una tercera conocida
como funcion de autocorrelacion parcial, con el fin de tener en cuenta los valores
de correlacion entre dos variables aleatorias separadas entre si "j"* periodos y en
funcion de los valores intermedios entre ellas. Es decir:

_ 0
PJ —Corr%t,yt_j yt_llyt_zi""yt-j+1;

Si planteamcs las mejores predicciones de vy, e Y,.,como los resultantes de

plantear Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) siendo el primero de ellos del
siguiente modo:

A

Y :alyt-1+32 yt»2+"'+ai-lyt» j+1

Se puede escribir la funcion de autocorrelacion parcial, si la media es nula, como:

cov[(yt - )AA)kyt. i~ i I)J

P;i= = =
\/VH (yt - yt)\/VGI’ yt-j - Y j

Pudiendo demostrarse que:

rj- alr j-1- a2r j-2- aj—lrl

P :l
= alrl- a2r2- e aj—lr -1

3.2 Aplicacion de estas Funciones a Muestras Concretas

En este apartado se pretender especificar estimaciones de los valores que
caracterizan el proceso estacionario del tipo que se esta describiendo ya no para
el proceso estocastico general, sino para una manifestacion concreta de éste
traslucida en una serie temporal. Habra que estimar la media( ), para lo que
usaremos la media muestral; la varianza (g,) y la funcion de autocovarianza (gj),
para lo que emplearemos la férmula de la covarianza muestral) y la funciéon de
autocorrelacion (r )

* Media muestral.
Como ya se ha dicho, el estimador m=E( y,) sera la media muestral:

-
o
a Y

go L
T
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dicho estimador cumplir4 dos propiedades:

a) Insesgadez.- la esperanza de la media de la serie seraigual a
Esto se demuestra ya que:

E(y)=

b) Consistencia.- es decir, la varianza se anula cuando ampliamos la muestra a la
poblacion siendo el estimador insesgado, propiedad que se cumplird siempre que
se dé la siguiente condicion, que no desarrollamos:

*T*m=m

.
o 1
a:e( y):?

—||H

* Funcién de autocovarianza muestral.

g

El estimador de “ise obtendra segun la siguiente expresion:

-t Al sh 5

o

que, a pesar de ser sesgado, dicho sesgo sera determinable y cada vez mas
reducido segun se aumente la muestra.

* Funcion de autocorrelacion muestral.

Para su calculo se recurrird al cociente de funciones de autocovarianza del
siguiente modo:

9, _C;

9o Co

 El estimador para la funcién de autocorrelacion parcial a emplear se calculara
segun elmétodo recursivo de Durbin del siguiente modo:

f,=n

d -
[j+1- af il i

1af

i=1

£ izl

i i sl e
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Empleando estas formulas para los primeros casos, podremos escribir:

A

fn:rl
~ _r2-fn
2 1.

1 fllrl

A A

fo=f u f ol

~ A

~ _TIs- f 21!’2' f 22[‘1
33 ~ ~

1-f r-fr

4. Proceso Estocastico Estacionario Lineal Discreto

Vamos a definir un nuevo caso especial de un proceso estocastico que nos
permita luego intentar encontrar algo parecido en la realidad y que sea facilmente
identificable.

Se conoce por proceso estocastico estacionario lineal y discreto a aquel que
puede expresarse como:

V=M ta tqiaatqeaeat-

donde:
es lineal porque puede escribirse como combinacién lineal de los errores.
a, €s ruido blanco (esperanza y covarianza nulas y varianza constante).
es discreto porque los lapsos temporales considerados son uniformes (no
hay saltos temporales distintos entre las variables consideradas).

El siguiente paso sera especificar las condiciones que nos aseguran que este
proceso es estacionario, es decir que tiene media y varianza constantes y que su
covarianza so6lo varia cuando lo hace el espacio temporal que separa las
observaciones empleadas para calcularla. Para ver estas condiciones,
calcularemos los momentos de primer y segundo orden asegurando la
estacionalidad ensentido débil.
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* Media constante:

¥
E(y) =E(m+a +qai+-) =m+§ qE(a)

i=0

¥
go=1y éinK <¥

i=1

Es decir la media sera constante en la medida en que exista la segunda parte del
sumando que, al quedar multiplicada por la esperanza del "ruido blanco" sera

finalmente cero, y la media quedara igual arr.
* Varianza constante:

2 2
gO:E(yt- m) = E(m_ m2+at+qla(_1+q2at_2+“.) =
:E(a12+qfaf_l+q§at2_2+...+2qlata(_l+2q2atat_2+___):
=s2(l+gi+qs+...+0+0) =

¥
o
=siaqilqo=1

i=0

Siendo entonces condicion necesaria para que la varianza exista que el dltimo
sumatorio sea calculable (converja).

» Covarianza constante:

9;= El_(yt- mxyt-; B m)J=
Ella +g:ac1+gzac2+-Jlac *quac i1 +geac o+ )=
=q; E(al ) +q:q;«E(@f -0 +q2q -2 E(al -2 +... =
¥

S 5(q,—+q1q j+1+C{2C{j+2+---) =S gé, qiqi+j
i=0

Luego el proceso sera estacionario en la medida en que se cumplan estas tres

condiciones:

¥
o

¥
aqiE(a:)/qoq y éqi =k<¥
=

i=0

¥
aq? /qo=1

i=0
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¥
éqﬂm<¥
i=0

» Ventajas:
Una vez definido este proceso particular, vamos a ver resumidamente sus
ventajas respecto a no contar con él.

En principio, si quisiéramos definir un proceso estocastico en general, tendriamos,
al menos, que definir sus momentos de primer y segundo orden, para lo cual seria
necesario estimar T varianzas,

T esperanzas y (T? -T)/2 covarianzas, lo que nos es imposible si s6lo contamos
con T datos.

Si el proceso fuera estacionario, ya solo tendriamos que estimar una esperanza y
una varianza (media y una varianza constantes) y (T-1) covarianzas
(cov(y,, v, ) 00v(y,, Y, ), en total 1+1+(T- 1)=T+1 parametros, lo que tampoco es
posible. Si estamos ante un proceso estocastico estacionario lineal discreto, sélo
necesitaremos contar con:

T>p+q+2

siendo "p" y "q" los érdenes de los retardos de los modelos autoregresivos y de
medias moviles que ya hemos definido anteriormente.

4.1 Modelos MA(1)

Una vez tenemos definidas las ventajas de contar con un proceso estocastico
estacionario lineal y discreto, y que podemos calcular las funciones de
autocovarianza y autocorrelacion, puede resultar interesante ver que valores
toman éstas en aquellos casos sencillos que luego nos permitan comprobar si
series econdmicas generales pueden tener un comportamiento similar,
simplemente acudiendo a la comparaciéon de sus correlogramas (de la funcién de
autocorrelacion total y parcial).

El primer caso a analizar sera el modelo de medias moviles de orden uno, que se
define como:

y,=M+a tqia-:
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Este modelo también se puede escribir en funcion del operador retardo, ya
comentado, del siguiente modo:

y,=m+q(L) a
q(L)=1-q,L

Se dice que un modelo MA(q) es invertible en la medida en que se pueda escribir
como un proceso autoregresivo de orden infinito. Para que esta circunstancia

pueda darse, sera condicién necesaria que las raices de:
1-q(L)=0
caigan fuera del circulo unitario, lo que se cumplira siempre que |q|<1

Esta situacion proviene de la conversion del modelo de medias moviles en modelo
autoregresivo. Si escribimos el MA(1) como:

Yy =M+a tqiae:
Podemos hacer sucesivas sustituciones hasta llegar al modelo autor egresivo:

a1~ Yem M- Qua-2
Y, =m+a(y, - M- quac o) ta
Y =Mtactquy, - iM- Q1Y - o=
:qut-1+q12 Yoo Toet m(1+q1+q§+Qf+ ---+Qf-l) ta - qfat.n
sin ® ¥?
1
Vi =Qu1tgi Y, tet M——+a
1-gu
donde es necesario que |q|<1 para que la progresion geométrica que se produce
sobre los parametros g 8ea calculable y no explosiva.

El siguiente paso, una vez definida la condicion de invertibilidad, es definir las
funciones que se han descrito para los procesos estocasticos en general para el
caso del modelo MA(1).

» Esperanza:

E(y) =E(m+a+q.a.) =E(m+E(a) +q:E(a.) =1

» Varianza:

var(y,) = E (yg- m)2= E(m+a+qutac- m)2
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2 2
E=(a *qfa.. *2q:aac) =
=satqgisat0=

* Funcién de autocovarianza;

9,= COV(yt, yt—l) = E((yt - I’T)(yt_l- m) =

E((a: +gia (a1 tqra2)) =
E(a a1+ gia a2t quaciaea g, aides) =
2
q:E(a.,) =qis i

g, =cov(y,. Y, ) = E((y,- m(y, - M=

E((a tqia-J(a j T e j.0) =
= E(aiac1tqraia.  Fqraae j1 ot aciae j-0)
E(ara.j tqiac1aj tqraa. 1 tqiaciac ;) = 0=9,
Luego la funcién de autocovarianza se anula para valores de "' mayores que uno

y es unafraccion de la varianza del error para el valor de j=1.
 Funcion de autocorrelacion:

Calculada como cociente entre la funcion de autocovarianza y la varianza, tal y
como ya se vio antes, tendriamos:

_9;
rj—g—o
(= 1S _ G
" lt-gffs: t-ql)
ry=0 j>1

e La funciébn de autocorrelacion parcial se calcularia siguiendo la siguiente
expresion, que no demostramos:

~ _qi(-gi)
i 2(j+1)

f 1-
Definidas las funciones caracteristicas de los procesos estocasticos para el caso
concreto del MA(1), podemos enunciar las siguientes particularidades de este tipo
de proceso:

1.- Siempre es estacionario.

2.- Para ser invertible, es necesario que |q|<1.
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3.- La rjsc')lo tiene un punto significativo. EI modelo "olvida" la correlacion con

periodos distintos al inmediatamente anterior y el correlograma solo tendra un

punto significativo.
4.- La funciébn de autocorrelacion parcial no se anula, pero tendra un
comportamiento amortiguado hacia cero.

4.2 Modelos AR(1)
Definido el modelo AR(1) como:

Y =fotf Vo ta
gue también puede escribirse como:

f(L)y, =f,ta

f(L)=1-f,L
a diferencia de los modelos de medias mdviles, los autoregresivos no son
estacionarios por definicion y, para que lo sean, ha de cumplirse que la s raices de
la siguiente ecuacién sean mayores que uno:

f(L)=1-f,L=0

lo que nos permitiria escribirlo como un modelo de medias maoviles y, en definitiva,
esto supone que los coeficientes |q| han de ser menores que 1.

Pasamos a describir las funciones definidas:
» Esperanza matematica:

E(y)=Ef,y, ,*f,+a)=
=f E(y, ,tf,*+0)

donde, como el proceso es estacionario, las esperanzas
E(y)=E(y,,)=---=E(Y,.,)= m¥ puedo escribir:

E(y)=n=f m+f
fo
1-f,

m=
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* Varianza:
Para hacer los célculos con mayor facilidad es conveniente poner el modelo
autoregresivo en desviaciones a la media, sin que ello suponga ningin cambio en

éste (se puede hacer la prueba escribiendo el modelo en desviaciones y llegando
al modelo normal).
El modelo en desviaciones a la media lo definiremos como:

yt =f 1yt-l+ at

donde:

fO
1-f,

yt-j = yt-j - m= yt-j -
Para calcular la varianza, escribimos el momento de segundo orden:
Va = (yt) :go = E(f 191.1+at)2

E(f 12yt2—l+ a; +2f 1 yt—lat) =
~ 2 2 ~
f E(V.s) +E(a) *+2f,E(¥,,a)

dado que el proceso es estacionario:

E(3) =E(5s) =9,

E(al)2 :S a2

como el proceso en desviaciones a la media se puede escribir como un proceso
de medias méviles y por lo que hemos visto anteriormente, podriamos escribir:

E(ay,,)=s% h=0y 0s h>0
Por todo lo cual:

g,=f fgo-i'sg
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R

* Funcién de autocovarianza:

9, =0V(Y,Y,) = E= (., (¥, ta)) =

9,~= Cov(yt yt—Z) = E(yt—Z(f lyt—1+ a)) =
2
2 S a

t1-f2

fg,=fig,=f

Lo que generalizando, se podria escribir como:

* Funcién de autocorrelacion total

j
* Funcién de autocorrelacion parcial

f“.=r1 j=1 y0s j>1
Definidas todas estas funciones, podemos caracterizar el proceso autoregresivo
del siguiente modo:

1.- Siempre es invertible (esta directamente invertido).

2.- Para ser estacionario, ha de cumplirse que |q|<1.

3.- La funcion de autocorrelacién total no se anula, pero se va amortiguando hacia
cero.

4.- La funcién de autocorrelacion parcial se anula para retardos superiores a uno.

FAC FAP
MA(Q) Se anula para retardos superiores aq Decrecimiento  rapido  sin
llegar a anularse
AR(P) Decrecimiento rapido sin llegar a Se anula  para  retardos
anularse superiores a p
ARMA(p,q) Decrecimiento rapido sin llegar a Decrecimiento  rapido  sin
anularse llegar a anularse
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5.l1dentificacién del Modelo

Aunque podriamos seguir definiendo las caracteristicas de otros procesos ARIMA
de o6rdenes mayores, no tiene mayor interés una vez se ha entendido el
procedimiento y si interesa precisar la forma que adoptarian los correlogramas de
estas funciones porque, fruto de su comparacion con los que obtendremos con
nuestras series de interés, podremos asociar a nuestra serie temporal de estudio
un proceso ARIMA que identifique su proceso generador de datos, tanto a pasado
como a futuro.

Los correlogramas o funciones de autocorrelacion total y parcial estan disponibles
en el libro de Pulido,A "Prediccién Econdmica y Empresarial" Editorial Piramide.

De forma muy poco académica, el proceso de identificacion consistira en calcular
las funciones de autocorrelacion total y parcial de nuestra serie (una vez estamos
seguros de que ésta cumple las condiciones que definen un proceso estocastico
estacionario) y comparar sus correlogramas con los correspondientes a los
modelos tedricos AR(p),MA(q) o ARMA(p,q).

En principio, si el proceso esta bien identificado, procederemos a su estimacion vy,
si analizamos los correlogramas de los residuos obtenidos en la estimacion, seran
“ruido blanco". Si esto no es asi, habra que realizar una nueva estimacion
incorporando la estructura mas parecida al modelo teérico que podamos intuir con
la comparacion con los modelos teoricos.

Para saber cuando estamos ante un "ruido blanco”, se pueden hacer las
siguientes comprobaciones:

Media nula

Puede observarse en el grafico de residuos si el error se mueve en torno al valor
cero o bien calcularse el cociente entre la media y la varianza muestral de los
residuos. Si ese ratio es inferior a 2, podemos concluir (con un e=0,05) que la
media no es significativamente distinta de cero.

Varianza constante
Observando el grafico de los residuos puede analizarse la constancia de la
varianza del error. En caso de heterocedasticidad y es recomendable una
transformacion logaritmica en la serie original.

Incorrelacion
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Deben observarse los coeficientes de autocorrelacion muestral de los residuos y
comprobar que ninguno de ellos supera el valor de las bandas de significativa al

5% (+1,96(1/T*)).El valor T# es una aproximacién de la varianza asintdtica pero

resulta s6lo adecuada para valores grandes de "|". Se aconseja, por tanto, utilizar

distinta amplitud de bandas como por ejemplo £(1/T%2) para los términos mas

cercanos a cero.

El estudio de las funciones de autocorrelacibn muestral y autocorrelacion parcial

muestral de los residuos, pueden servirnos facilmente para el replanteamiento del

modelo inicial.

El contraste de la "Q" de Box-Pierce analiza la hipétesis nula de que:
Ho:r,@=r,@-=r,@-=..=r,(@=0

suponiendo que la expresion:

Y

Q= Ta rjz(a)t

j=1

o la alternativa propuesta por Ljung-Box:
* ('\)/I 3 -1 2/a
Q=T(TM+2a (T-j) ri(a)
-1

se distribuye como una chi-cuadrado con Mk grados de libertad. Otros contrastes
alternativos son los de Vandaele, que analiza las autocorrelaciones muestrales de
los residuos transformados mediante una diferencia regular y el de Pefia .

6 Breve Resefia sobre la Estimacion de los Modelos ARIMA

Se analizara a continuacion el proceso de estimacion de los modelos ARMA(p,q) X

ARMA(P,Q), centrando los desarrollos en el caso especifico de un modelo sin
componente estacional, es decir, un ARMA(p,q) 6 ARIMA (p,d,q):

a- flL-szz' oo f pr)Wt =d +(1- g,L - Q2|-2' - gplYa

donde se entiende por , la serie ya en diferencias y donde, como siempre, g, se
supone un ruido blanco con media cero y varianza constante (s 2)).
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Definida esta funcién genérica, el objetivo principal es estimar el vector formado
por los parametros rrespondientes a la parte autoregresiva q; y de medias
moviles q; (incluido, si fuera necesario, el término independiente) asi como la
varianza residual.

6.1 Problemas Iniciales: los Valores Iniciales y la No Linealidad.

La naturaleza del modelo implica que la variable a explicar se hace depender de
valores pasados de la misma y errores cometidos en la estimacion de dichos
valores pasados. De esta forma el planteamiento de minimizacion de los errores
como procedimiento de estimacion lleva necesariamente aparejada la necesidad
de conocer valores pasados de la variable endégena y de los errores ya que la
expresion del error, por ejemplo para un periodo " t" seria:

at:VVt-fl\Nt-l- oo f pW-p - d+f Ut 1" eee” fqa_q

Al conjunto de valores iniciales requeridos de la variable endégena desde "t- 1" a
"t- p"ydelos errores desde "t- 1"a"t- q" los notaremos por los vectores:

WO' = (Wt-l!Wt-z !""Wt- p)

ao (at—li a{- 290 a-t—q)

El procedimiento de estimacion que lleva implicita la especificacion a priori de

unos valores iniciales se denomina "enfoque condicional’, mientras que aquel en
el que se estiman simultaneamente los valores iniciales y los parametros se

denomina "enfoque exacto".

Ademés de este primer problema, se sefiala el de la no linealidad del modelo
cuando este incluye medias moviles, lo que puede comprobarse facilmente a partir
de una transformacion de la especificacion de un modelo sencillo [por ejemplo

MA(L)]:
Yima- a1 ® a=Yitao

para t=1 g =Y;*q:a

para t=2 g,=Y +tqiai=
=Y+ quly, tia0) =
=Ya+qiYitgiao
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Partiendo de esta expresion, se observa como al minimizar:

en el proceso de estimacion, esta expresion no sera lineal. Por ello, una primera
conclusion es que sea cual sea el método de estimacién utilizado (Minimos
cuadrados o Maxima verosimilitud) deberan aplicarse algoritmos de resolucion no
lineales.

6.2 Predictor Optimo.

"La prediccion es el fin dltimo y primordial del analisis univariante de series
temporales™ Una vez identificado y estimado el modelo ARIMA, se plantea su
utilizacion para conseguir la mejor prediccion de los valores a futuro de una serie a
partir de su propia historia . El primer interrogante que surge se referira a la
determinacion del predictor 6ptimo para este fin.

Intuitivamente, el mejor predictor posible sera "el que menos se equivoca" o, en

términos estadisticos, aquel que minimiza el error cuadratico medio respecto a
otro potencial predictor alternativo. Esto se puede expresar:

donde vy ()seria el valor de prediccion de la serie para el periodo (T +1),
condicionado a los valores histéricos de v, (Y(=Y1.1,Yr-2,...)

Se demuestra que el predictor elegido es 6ptimo cuando su valor esperado es
igual al valor real de prediccién condicionado a la informacion existente en el
periodo T respecto a la serie que nos ocupa; es decir:

V() = Elvra/i+]
El error cuadratico medio de un predictor arbitrario siempre es mayor que aquel
cuyo valor coincide con la esperanza del valor real en el periodo que estemos

considerando. Esta propiedad sera fundamental para el posterior desarrollo de la
prediccion puntual.
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6.3 Prediccién Puntual

Partiendo de un modelo ARIMA sobre el que se han realizado una serie de
diferenciaciones para lograr una serie estacionaria, el planteamiento de la
prediccion se hace sobre los valores reales de la serie, por entender que es de
éstos de los que se quiere obtener valores a futuro. Esta circunstacia debera ser
tomada en cuenta a la hora de interpretar los subindices que acompafan a las
férmulas de este apartado.

La aparicion de oOrdenes autoregresivos superiores a "p" serd debida a dos
circunstancias: traslacion del modelo a periodos fuera del espacio temporal
conocido y aplicacion de las expresiones obtenidas para w; = (1- L)’ vy
directamente a los valores de la serie sin transformar (sustituir WT por su valor en
cada caso).

En su forma mas general el modelo ARIMA(p,d,q) ARIMA(P,D,Q,)S podria
escribirse como:

YT :j 1YT-1+j 2YT-2+"'+j Ps+p+DS+dYT'PS- p- sD-d +d +aT +Q1aT-1+"'+qu+an-sQ-q

El desarrollo tedrico se hace para un modelo sin parte estacional, sin que ello
suponga pérdida de generalidad en los resultados. EI modelo podria escribirse
entonces como:

foLwr=d +qy(L)a

como sabemos que W; = (1- L)? Yy, la expresiéon anterior se puede reescribir
como:

j (L) =Y, =d +q5(L) &
donde:

P LYr=1-j L-j L%, L
q(L)=1-qg;L+..+q4L"

El modelo ARIMA correspondiente seria:
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Yr=] Yrat] Yrott] prd YT patd tar +qiarittqqarg

En la medida en que aparece la perturbacion aleatoria en la definicion de cada
valor de prediccion de la serie y;, el modelo es susceptible de ser escrito como
funcion infinita de los valores de la perturbacion aleatoria del periodo considerado
y de los anteriores (no habria mas que despejar el valor de la perturbacion
aleatoria de la expresion general de un modelo ARIMA).

Para hacer prediccion hay que tener en cuenta dos supuestos iniciales:

1.- Los parametros de las funciones presentadas son conocidos.
2.- Las perturbaciones aleatorias se conocen en el periodo muestral y tiene
caracter de ruido blanco para los periodos de prediccion.

Teniendo en cuenta ambos supuestos, se puede especificar un modelo ARIMA
para definir el valor de prediccion en funcion de la serie en "p" periodos anteriores
(por la parte autoregresiva) y de los "q" errores cometidos al estimar la serie en los
"q" periodos previos (por la parte de las medias mdviles). Dado que son los
valores reales aquellos sobre los que es verdaderamente interesante hacer
prediccidn, se plantea la ecuacion de prediccion de un periodo (T +l) como:

Y(l) =j lYAT(I -D+j 2YAT +] |-1YAT(I)+"'+J. I+1YAT—1+"'+j p+dYAT+I-p—d+d “Quaar-1T T Qgarag

Es conveniente remarcar tres aspectos de la prediccidbn siguiendo esta
formulacion:
Los valores de prediccion se calculan de forma secuencial. Para hacer

posible la aplicacion de la parte autoregresiva del modelo en periodos
distintos al primero de prediccion, se toma el valor predicho en el

inmediatamente anterior (v (|- 1)).

Por la condicion necesaria para estar ante el predictor optimo (el valor
esperado de la serie en el periodo de prediccion es igual al predicho si es
Optimo), se demuestra que las perturbaciones aleatorias empleadas en la
prediccion son sélo las de periodos anteriores, es decir:

ar+j "JEO
ya que se ha supuesto que en el periodo de prediccidn, las perturbaciones
aleatorias tienen esperanza nula.

Para realizar las sucesivas predicciones de Y, (1) tenemos que contar con unos
valores paraar, ar.1,..., ar+1.q - COMO tales se tomaran:
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ar+j =Y1+j- YAT+j-1(|) ! J £0

Las predicciones ARIMA son adaptativas y los resultados obtenidos para
(T +1), con la informacion disponible hasta el periodo T, son los mismos que
las que obtendriamos para el mismo periodo tomando como base
informativa hasta T -1, y afladiendo un término de error.

7 Caracteristicas de las Predicciones Realizadas con Modelos
ARIMA

Modelos AR(p): la prediccion tiende a i fmedia del proceso) a medida que
aumenta el horizonte temporal de la prediccion.

Modelos MA(q): dada la memoria limitada que caracteriza a estos procesos,
la prediccion es igual a r fmedia del proceso) cuando el horizonte temporal
de la prediccién es mayor que el orden del proceso (q).

Modelos ARMA(p,q): a partir de "q" periodos futuros la prediccion tiende a
m @media del proceso) a medida que aumenta el horizonte temporal de la
prediccion.

Modelos ARI(p,d) e IMA(d,q): la prediccidn ya no tiende a nr 8ino que sera

una linea recta que parte de \?(1) con pendiente igual a la media del
proceso \W; (serie resultante de las transformaciones necesarias para

hacerla estacionaria).

7.1 Seleccién de Modelos

Si entendemos que una prediccidon es mejor que otra cuando comete menor error,
los criterios de seleccién de modelos serian el error cuadratico medio (ECM), error
absoluto medio (EAM) y error absoluto porcentual medio (EAPM). Estos
indicadores se calcularian a periodo histérico, es decir, se calcularian los valores
gue el modelo ofrece para las H Ultimas observaciones y se compararian con el
valor real, del siguiente modo:

[yT- H+ -~ g;T- H (I)]2

Qo

1 1
ECM(H)=—g ef.v()=—
(H) =8 &u) =1,

T Qo=

1
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1 19 .
EAM (H) =-=-8 Jer w (D] =& Yr - 950 (1)
H H
Hlern (1) H Y Yrow ()
EAPM(H) = =& [Z-" uqpp= L g e w0
121 Yrona H = Yroha

El problema es que estos indicadores no tienen en cuenta la estructura estocastica
del modelo, no informan sobre alguna caracteristica estocastica supuesta sobre el
periodo extramuestral.
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