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Resumen

En este trabajo se presenta el analisis de un robot paralelo de 6 grados libertad cuya aplicacion
final esta orientada a la simulacién y réplica de movimientos sismicos. La primera parte del
trabajo, consistio en calcular la posicion, velocidad y aceleracion de las variables de las
articulaciones del sistema, a través de las técnicas de la Cinematica Inversa. Para ello, se propuso
una trayectoria oscilatoria basada en los movimientos armoénicos producidos por las ondas

sismicas.

La segunda parte del trabajo, consistid en encontrar las fuerzas necesaria que deben
ejercer los actuadores para mover una carga C a través de la trayectoria anteriormente propuesta,

utilizando el método de Euler-Lagrange y el enfoque de la Dinamica Inversa.

Finalmente, se obtuvo el modelo dinamico del robot y se realizaron simulaciones para
observar el comportamiento del sistema, verificando que la estructura pudiera seguir la
trayectoria propuesta sin perder de vista la evolucion de las variables de interés a través del

tiempo.
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Capitulo 1
Generalidades

1.1. Introduccion

En este capitulo se presentan los objetivos del proyecto de tesis, asi como la justificacion de los
temas a desarrollar, estado del arte y metodologia empleada. Los temas desarrollados en este
trabajo de tesis son. Analisis Cinematico Inverso y Analisis Dinamico Inverso a partir de la

formulacion Euler-Lagrange.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Obtener un modelo dinamico de una estructura cuya aplicacion pueda orientarse a la simulacion
de sismos caracteristicos de la Ciudad de México. Ademas, el modelo obtenido debe representar las
generalidades del comportamiento del sistema, y que ademas, permita la aplicacion de algun
algoritmo de control, de tal manera que se pueda dar continuidad al proyecto, y con esto, obtener

una aplicacion real que beneficie a la sociedad.

1.2.1. Objetivos Particulares

1. Realizar el Analisis Cinematico utilizando las técnicas de la Cinematica Inversa.
2. Realizar el Analisis Dinamico, obteniendo un modelo dinamico cuya ecuacion general

permita implementar un algoritmo de control a futuro.

1.3. Justificacion

1.3.1. La problematica

Si bien es cierto que el territorio nacional se encuentra sobre una zona sismica con cinco placas
tectonicas que interactuan entre si (la placa de Norteamérica, placa de Cocos, placa del Pacifico,

placa de Rivera y placa del Caribe), es preocupante que en los ultimos 14 afios la tasa de eventos
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sismicos por afio ha ido en aumento. Segun los datos del Servicio Sismologico Nacional (SNN), se
indica que desde el afio 2000 hasta el 2013 se han registrado 129 movimientos de intensidad
considerable, de los cuales 51 han sido arriba de los 6 grados Richter. Los sismos con mayor

intensidad registrados durante el siglo XXI han llegado inclusive a los 7.6 grados Richter.

Aunque las autoridades hacen todo lo posible para minimizar los dafios materiales y
humanos, es necesaria una cultura de prevencion que permita “educar para crear consciencia,
adoptando nuevas conductas para lograr una actitud responsable y de respeto por la proteccion
de las vidas”. Actualmente, la unica cultura de prevencion sismica instaurada en México se basa
en la planificacion y ejecucion de simulacros, los cuales son ensayos de actuacion en caso de
emergencia, siguiendo un plan previamente establecido basado en procedimientos de seguridad y
proteccién. Sin embargo, tnicamente sirven para acostumbrar a la poblaciéon a adoptar rutinas de

accion convenientes, sin que sea sometida a verdaderas situaciones con afectaciones sismicas.

1.3.2. La propuesta

Sabemos que hoy en dia han surgido diferentes variedades de robots cuya finalidad es solventar
una tarea en especifico. Este “arranque” se debe en gran medida a los avances tecnologicos de las
ultimas décadas, especialmente en el campo de la electronica y la mecanica computacional, que
han podido arrojar métodos, herramientas y dispositivos que permiten desarrollar sistemas

complejos con gran precision y poca probabilidad de falla.

Actualmente existen robots de todo tipo, orientados a la medicina, industria, produccion
en serie, etc., los cuales permiten tener gran calidad y precision en el producto o servicio del que
se trate. Algunos de ellos inclusive se dedican realizar simulaciones de situaciones fisicas,
permitiendo realizar estudios a fondo bajo ciertas condiciones externas. Tal es el caso de las mesas

vibratorias y los simuladores de vuelo (Fig. 1.1).

El proyecto sobre el cudl se basa éste trabajo, es conocido como Cheope, un robot 2-en-1
cuya estructura principal consiste de un robot paralelo, la cual le permite realizar la mayoria de
los movimientos relativamente amplios; por otra parte, la estructura secundaria es un robot serial,
colocado a manera de efector final, el cual esta orientado a realizar los movimientos mas sutiles y

precisos del sistema (Fig. 1.2).
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Fig. 1.1 Mesa Vibradora y Simulador de Vuelo

Fig. 1.2 Manipulador Hibrido Cheope

Este trabajo presenta el analisis de un robot paralelo de seis grados de libertad cuyo objetivo
radica en realizar simulaciones de sismos, que permitan a su vez fomentar la cultura de
prevencion permitiendo que la sociedad experimente réplicas de sismos con diferentes

magnitudes.

1.4. Metodologia

1) Analisis Cinematico
a) Analisis de Posicion
b) Analisis de Velocidad

) Analisis de Aceleracion

2) Analisis Dinamico
a) Formulacion Euler-Lagrange
a.1)Energia Cinética
a.2)Energia Potencial
a.3)Funcion Lagrangiana
a.4)Fuerzas Generalizadas

b) Simulacion por Software

1.5. Configuracion del robot

El robot paralelo sobre el cual se realizara el analisis se encuentra definido por seis cadenas
cinematicas, las cuales constan cada una de un actuador lineal y un brazo unido al efector final. El
actuador lineal se desplaza a lo largo de un riel fijo instalado sobre la base del sistema, y se
encuentra unido al brazo por medio de una junta esférica. El efector final consiste en una

plataforma mévil cuya posicion dependera directamente de la ubicacion y orientacion de cada
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uno de los seis brazos. Dichos brazos se encuentran unidos a la plataforma por medio de juntas
esféricas (Fig. 1.3). Debido a que las seis cadenas cinematicas son idénticas, solo sera descrita a
detalle una de ellas, identificandola por medio del iterador i. Para éste analisis, se considera que

todos los eslabones, asi como la base y la plataforma movil son cuerpos rigidos.

Plataforma Movil

Junta
Esférica
Actuador
Lineal
Brazo “i”
Junta
Esférica

Fig. 1.3 Configuracion del Robot Paralelo
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Capitulo 2
Analisis Cinematico

2.1. Introduccion

La cinematica es la parte de la mecanica que estudia las leyes del movimiento de los cuerpos
sin tener en cuenta los efectos extremos, fuerzas y/o torques que lo causan, limitandose,
esencialmente, al estudio de la trayectoria en funcidon del tiempo, es decir, trata la posicion,

velocidad y aceleracion de los cuerpos.

Sistemas de referencia son empleados para definir la cinematica inversa de un cuerpo. En
la descripcion del presente trabajo de investigacion de emplean dos sistemas de referencia
cartesianos, sistema de referencia fijos o marcos inerciales y sistemas de referencia relativos o
marcos locales. En el presente capitulo se desarrolla el analisis de posicion, velocidad y aceleracion

de los angulos encontrados en las juntas del robot.

2.2. Grados de Libertad

Los grados de libertad de un mecanismo son el niimero de parametros independientes o entradas
necesarias para especificar la configuracion de un mecanismo completamente. Los grados de
libertad de un mecanismo paralelo pueden ser determinados con la aplicacion de la formula

Chebyshev-Griibler-Kutzbach.
L=6b-g-1+) fi
k

Donde:

b = Numero de cuerpos del sistema.
g = Numero de juntas del mecanismo.
fi = Nimero de grados de libertad de la junta k.

Por lo tanto, para la plataforma se tiene.
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b=14
g=18
Z f Kk = 36
k
Sustituyendo los valores se tiene:

L=6(14—-18—-1)+36
L=6
Por lo tanto el sistema robético tiene 6 grados de libertad.

2.3. Solucion Algebraica

En ésta seccion se obtendran de forma cerrada las variables actuadas y no actuadas. En una
ecuacion de forma cerrada se expresan las variables incognitas como una funcion de las variables
de entrada conocidas, en este caso particular, las variables incognitas son las posiciones,
velocidades y aceleraciones angulares en cada una de las juntas que conformas el manipulador; y
las variables de entrada conocidas son las que definen la posicion y orientacion del efector final en
el espacio. De ésta manera se tendra un sistema de ecuaciones escalares de nxn, dentro del cual se

despejaran cada una de las incognitas.

2.4. Calculo de la Posicion

En el problema cinematico inverso de la posicion, se tiene que, dada la posicion
(Xp, Vpr Zp, 0p, Yy, Pp)  del  plato movil,  hallar  la  posicion de las  variables
(X321, Yesir P76i Posgi W109i» P1110i) que se encuentran en las juntas del robot. Dicho analisis es

esencial para el control de posicion de robots paralelos.

Para hacer el analisis del robot se tomaron como herramienta las matrices de
transformacion homogéneas, las cuales nos proporcionan desplazamiento y rotacion de un cuerpo
en el espacio. La matriz de transformacion homogénea (Stejskal, y otros, 1996) es una matriz de
4x4 que tiene la siguiente definicion.

IR d
T= [0 1]

Donde:

R = Matriz de Rotacion (3x3).
d = Vector de Desplazamiento (3x1).
0 = Vector cero (1x3).
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La matriz R de 3x3 denota la orientacion de una base movil respecto a una base de referencia, el
vector d de 3x1 denota la posicion del origen de la base movil relativa a la base de referencia, el
vector O de 1x3 denota el vector cero. Las matrices de transformacion de traslacion en los ejes x, y

y z respectivamente son.

1 0 0 x 1 0 0 O 1 0 0 O

101 0 O {01 0 y 101 0 O

T, (x) = 00 1 0 T, (x) = 00 1 0 T,;(2) = 00 1 z
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Las matrices de transformacion de rotacion en los ejes x, y y z respectivamente son:

1 0 0 x c, 0 s6, 0 cd, —-s8, 0 0
0 c6, —-s6, 0 0 1 0 vy s6 ch 0 0

= = T 9 = z z
T24(6:) 0 sf, cb, O T.s5(6)) —-s6, 0 c6, 0 z6(02) 0 0 1 z
0 0 0 1 0 O 0 1 0 0 0 1

Debido a la simetria entre las cadenas cinematicas, se describira a detalle sélo una de las seis que

conforman el robot, y se podran diferenciar con ayuda del iterador i.

En las figuras 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6 se muestra la secuencia en la cual se fueron
generando, a partir de la base inercial (iy,jo, ko) las bases locales. Aplicando una matriz de
transformacion de giro en el eje z, y una transformacion de giro en el eje y, se forman

respectivamente las bases 1i, 2i, es decir:

Tozi = T26(y1)T 25 (B2)
Para encontrar las bases 3i y 4i, es necesario aplicar una transformacion de traslacion a lo largo
del eje x, 1a cual representa el movimiento del actuador lineal; posteriormente, basta con realizar
una transformacion de traslacion a través del eje y para seleccionar la cadena cinematica por la

que llegaremos al efector final, esto es:

Ta4i = T4 (x32:)T 22(by3;)
De la misma forma, para obtener la base 5i, basta con emplear una transformacion a lo largo del
eje z. Para las bases 61 y 7i, encontradas en la primera junta esférica, es necesario usar dos
transformaciones de rotacion continuas, la primera utilizando el eje y y la segunda usando al eje

z. Se tiene entonces:

Ty7i = T3(C54)T 25 (Wes) T 26 (P761)
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Fig. 2.3 Sistemas de referencia del 5i al 7i

En la figura 2.4 y 2.5, se muestra como fueron generadas las bases 8i, 91 10i y 11i, las ultimas tres

localizadas en la segunda junta esférica.

T711i = Tzl (a87i)Tz6 (¢98i)TZS (¢109i)T26 (¢1110i)

Fig. 2.4 Sistemas de referencia del 7i al 8i

19



Fig. 2.5 Sistemas de referencia del 8i al 11i

Para las bases 12i, 13iy 14i, las cuales se encuentran en el plato movil (fig. 2.6), se tiene:

T1114i = T26(V12110T 21 (@13120T 26 V14130)

Fig. 2.6 Sistemas de referencia del 11i al 14i

Por ultimo, para generar una ecuacion de lazo se requiere generar las bases que nos permitan
llegar de la base inercial a la base 14i sin pasar por los brazos del robot, esto es, tomando como
datos la posicion y orientacion deseados del efector final. En la figura 2.7 se muestran las bases

generadas para la orientacion del plato, donde las transformaciones requeridas son las siguientes:

Ty =T, (xp)Tzz (yp)T23 (Zp)Tz4 (GP)TZS (wp)Tm (¢p)
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Fig. 2.7 Angulos de Euler

En la figura 2.7 no se muestran las traslaciones x, y y z ya que son paralelas a la inercial, por lo
que unicamente se muestran las bases para la orientacion de la plataforma. La notacion propuesta

se expone en las siguientes tablas (Fig. 2.8).

f&ngulus asociados a rotaciones D 1as asociadas a traslacione:

EjeX EjEY EjeZ Eje X Eje Y Eje Z
Constantes 0 ﬁ ¥ Constantes a b ¢
Variables 8 v 0 Vasiables x ¥ z

Fig. 2.8 Notacidn propuesta para denotar claridad en el analisis cinematica
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De ésta manera, podemos observar que las incdgnitas a determinar son tanto las posiciones de los
actuadores lineales, como los angulos de las juntas esféricas, las cuales en conjunto nos permiten

orientar la plataforma en el espacio, siendo estas:

(X320 Wesir P76ir Posir Y1090 P11101) donde. i = 1,2,3,4,5,6.

A partir de éste resultado, se tienen en total 36 variables por calcular, de las cuales 6 son actuadas
tal y como se determiné gracias a los grados de libertad. Se establece ademas, a las variables x,;
como las variables actuadas del mecanismo, ya que la base en la que se encuentran definidas esta

adherida directamente al actuador lineal.

2.4.1 Solucion del desplazamiento X355

Para la obtencion de dicho desplazamiento se requiere obtener una ecuacion escalar que se
encuentre sdlo en funcion de las longitudes y angulos conocidos (propios de la geometria del
mecanismo). Por esta razon, se opto por obtener el vector de posicion de la segunda junta esférica,
ya que éste nos ayudaria a encontrar una ecuacion que nos permitiria determinar el valor del
desplazamiento del actuador. Se plantearon dos recorridos: el primero a través del actuador y del
brazo “i”, y el segundo a través de la plataforma movil. A continuacion, se describira el proceso

para obtener dicho vector.

Partiendo de la ecuacion generada a través de las matrices de transformacion homogéneas en la

que se llego a la plataforma del robot, tenemos:
T02iT24iT47:T711iT1114i = Tp (2.2)

Si deseamos obtener una ecuacion similar, pero esta vez llegando a la posicion de la segunda junta

esférica, basta con postmultiplicar Tflll 4i €n ambos miembros de la ecuacion 2.2:
To2iT24iT47iT711: = TpTit14i (2:3)

Por otra parte, sabemos que:
T7110 = T11(ag7)T 26(Dogi) T 25 W1000) T 26 (P11101) (2.4)

_ -1 _ _ _
T11114i = (TZG(ylzlli)Tzl(a1312i)T26(y1413i)) = Tzel(V1413i)Tz11(a1312i)T261(V1211i)
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Tras sustituir las ecuaciones 2.4 en 2.3, tenemos:
T2iT24iT 47 (Tzl (ag7)T 26(¢ogi) T 25 (¢109i)Tz6(¢1110i)) =T, (T;61 (V14130T 71 (A13120) T ¢ (V1211i))

Puesto que unicamente nos interesa extraer el vector de posicion de la segunda junta esférica, al
recorrer la cadena cinematica a través del actuador, podemos observar que es posible prescindir
de las transformaciones T,¢(¢ogi). Tys(W109i) Y Tz6(P1110i). Y2 que unicamente orientan los
marcos de referencia de la junta, sin modificar su posicion final. Aplicando la misma légica, al
recorrer la cadena cinematica a través de la plataforma, nos damos cuenta que también es posible
omitir la transformacion T,& (y;211;). Puesto que ya nos encontramos en la posicion de la junta

esférica.

Aplicando dichos cambios a la ecuacion 2.5.

T02iT24iT47:T21(ag7:) = TpT 78 V14130 T 71 (13121)

Despejando las incognitas de la primera junta esférica.
T 47T 1 (ag7) = (To2:T240) " TpT 78 (V14130 T 71 (A1312:)
Desarrollando T ,,; y reacomodando la expresion:
T 3(C54)T 25 Wesi)T 26 (D760 T21(Ag70) = T34 T02:TpTze V14130 T 71 (@13120)

_1 _ _ _ _
T s Wesi)T26(P76)T21(as7:) = (T23(csa)))  T22iTo2:TpT 78 (V14130 T 71 (@13127)

Se define la siguiente matriz. homogénea con elementos constantes:

A
-1 -1 -1 E
Tee = TOZiTpT26 V12130 T 71 (@13120) = I
0

o~T W
oOxR QO
_ e~ T

Sustituyendo la expresion 2.7 en 2.6.

-1
T s Wes)T26(P761)T21(ag7) = (T23(Csai))  Taai Tere

Se sabe que la cuarta columna de toda matriz de transformacion homogénea contiene la
informacion relacionada con la posicion, sin tomar en cuenta la orientacion del sistema de
referencia. Para extraer la informacién de la posicion de la segunda junta esférica, basta con

expresar la ecuacion 2.8 de la siguiente manera.
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T s (Wesi)T26(P76)T 21 (agz)n = (T3 (0541'))_17'2_11' T en (2.9)
Donde:

n=[0 0 o 1]7

Luego entonces, tenemos:

D —x35; Ag7iChoe, W,
H — by3; Ag7iSP,q;
= L 2.10
—Csq; + L —0g7iChr Vs ( )
1 1
Es posible extraer los vectores de posicion aplicando la siguiente transformacion.
Donde:
Uy U
u
u= y u’ = uy
u, u
1 4
Aplicando la transformacion 2.11 a la ecuacion 2.10, obtenemos lo siguientes vectores:
D — x35 Ag7iCP76iCPesi
Py =|H = by D2 = ag7iSP76i
—Cs4; + L —Qg7CP76iSPesi
Igualando los moédulos de los vectores p; y p, obtenemos:
/pfpl = [pip:
PiP: = PiP2
Sustituyendo los valores de p; y p,, y desarrollando:
agy; = D* + (=Csa; + L)? + (H — byz;)? — 2Dx35; + X35
Renombrando, tenemos:
Ayx35; + ByiXsp; + Dy = agy; (2.12)

Donde:
A =1 By; = —-2D Dy; = D? + (=csa; + L)? + (H — byz;)?
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Finalmente, hemos obtenido una expresion cuadratica cuya tnica variable es el desplazamiento

del actuador lineal, es decir:

Ayix5y; + Byyxzp + Dy —ag;) =0
Donde:

Ali =1
Bii = 2(5B21i(zp + 13125 (V14131 — Pp)SOp + A1312iC (V14138 — Pp)COpSPp) — cBa1i(CY10i(Xp
— A1312i€(V1413i — ¢p)5¢p) + 5V10i(3"p + a1312iS (V1413 — ¢p)C9p — A1312i€(V1413i
- ¢p)59p5¢p)))
Dy; = (—Cs4i + ¢¥V10i(Xp — A1312i€ (V14131 — Pp)CPp)SP21i + (Vp + A1312iS (V14131 — Pp)COp)SP21iSV10i
+ Cﬁzu‘(zp + a1312iS(V1413i — ¢p)59p) + a1312i€ (V1413 — ¢p)(C321iC9p - Sﬁzlisywisgp)ﬂpp)z
+ (—byzi + (—xp + A1312i€ (V12131 — Pp)Wp)SV10i + V10i Vp + A1312iS V14130 — Pp)COy
— 1312i€ (V14131 — ¢p)59p5¢’p))2
+ (SBZH(Zp + a1312iS (V14130 — ¢p)59p + a1312i€ (V14131 — ¢p)C9p51pp) - C.Bzu(CYwi(xp
— A4312iC(V1413i — ¢p)C¢p) + 5V10i(}’p + 1312iS (V14130 — ¢p)C9p — A4312i€(V1413i

- (pp)S@pSll)p)))z

La solucion de la ecuacidon 2.13 se muestra a continuacion:

_ =By +4A; ak, + B} —4A; Dy
X32i = 2 A,
L

2.4.2 Solucion del angulo g5

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Para la obtenciéon de ésta variable, requiere obtener nuevamente una ecuacion escalar que se

encuentre sélo en funcion de parametros y variables conocidas. Para lograr éste objetivo, es

posible utilizar de nueva cuenta las transformaciones definidas en el sistema. Partimos de la

siguiente ecuacion matricial para llegar a la segunda junta esférica.
-1
— -1
T47:T,1(ag7;) = (To2:T24;) Tp (Tzl (a131200T 26 (V1413i))
En ésta ecuacion encontramos las siguientes transformaciones conocidas.

To2i T24i  T71(Q13120) » T 26 (Vaa13i)

(2.16)

Ya que ademas de contener distancias y angulos constantes, contienen el desplazamiento variable

X3,; calculado en el apartado anterior. Por otra parte, el miembro izquierdo de la ecuacion 2.16

contiene la informacion de los angulos de la junta universal, por lo que es posible utilizarla para

despejar las variables. Dicho esto, se procede a obtener la informacion de la posicion de la junta

universal de la siguiente manera.

_ -1
T 47T, (agzi)n = (T T24;) 1Tp(Tz1(a1312i)Tze(V1413i)) n

(2.17)
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Siendo que el lado derecho de la ecuacidon 2.17 es conocido, se puede renombrar de la siguiente

forma.
T 47T ;1 (ag7)n = Tiorar
Donde:.
X;
Tiotar = ;Ll
1

Tras realizar las operaciones del miembro izquierdo, se obtiene el siguiente resultado:

Ag7iCP76iCP6si X (2.18)
ag7iSP76i _|Y
Csai — Ag7iCP76i5Vesi Z;
1 1

Para resolver el angulo y4¢;. se toman las componentes 1 y 3 de cada lado de la ecuacion 2.18.

Posteriormente, se despejan sin(Ygs;) ¥ cos(Pgs;). Y empleando la funcion tangente se obtiene:

SP6si Csai — Zi (2.19)
tan = = —
Vst CPes; Xi

Despejando ¢z, -

Csai — Zi) (2.20)

; = arctan | —
1/)651 < Xi

Donde:

Xi = —X35; — 5ﬂ21i(zp + Q1312; 5(714131‘ - ¢p) 59;: + Q13124 C(V1413i - ¢p) 59p5¢p)
+ cBa1; (C]’wi(xp — A4312i 5(714131‘ - ¢p) Cl/)p)
+ SVlOi(yp + ay312; 5(V1413i - ¢p) Cep — Q1312 C(V1413i - ¢p) Sﬂpswp))

Z; = 5.8211'(6']/101'(95;; — 1312i€ (V14131 — ¢p)51/)p) + ()’p + a1312iS(V1a13i — ¢p)C9p)SV1oi) + Cﬁzu‘(zp
+ 13125 (V14131 — ¢p)59p) + a1312i€ (V14131 — ¢p)(CB21iCQp - Sﬁz1isy1oi59p)5¢p

(2.21)
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2.4.3 Solucion del angulo ¢;

Para el calculo de ¢sta variable, se partira de la ec. 2.18, donde en este caso, la unica incognita es
Pr6i YA que YPgs; e calculd en la seccion anterior. Para resolver el angulo ¢-¢; se toman las
componentes 1 y 2 de cada lado de la ecuacion. Posteriormente, se despejan sin(¢-q;) ¥

cos(¢¢;). y empleando la funcion tangente se obtiene:

SP76i _ Yi CPesi (2.22)
tan ¢, = = — ’
T e Xi
Despejando ¢¢;:
Y; cgs;
Bres = arcwn( i ;(Pesl) (2.23)
i

Donde X; se encuentra en las ecuaciones 2.21 y:

Y; = — bazi + (—xp + a1312:C(V1413i — Pp)Wp)SV10i T V10i(Vp + A1312iS (V14130 — Pp)COp (2.24)
— 1312i€ (V14131 — (bp)seps‘l’p)

2.4.4 Solucion del angulo ¢111j

Los angulos ¢ogi, Y109 ¥ P1110i conforman las juntas esféricas del sistema. Dichos angulos se
obtienen mediante una formulacién de lazos matriciales, es decir, por medio de giros y
desplazamientos definidos por transformaciones homogéneas, se generan lazos que partan del

sistema de referencia inercial o absoluto y terminen en un sistema relativo deseado.

Para el calculo de ¢, 14¢; e partira de la ec. matricial 2.2.

T02iT24iT47iT711iT1114: = T (2.2)
Donde las transformaciones Ty,;, T4, T47; ¥ T1114; SO0 conocidas, ya que ademas de contener
distancias y angulos constantes, tambi¢n contiene el desplazamiento x5,; y los angulos gs; ¥
¢¢i- l0s cuales se calcularon en las secciones anteriores y son todos ellos variables. Por lo tanto,

para poder calcular los angulos de la junta esférica, despejamos, dejando de lado izquierdo la

transformacion T 4;, 1a cual contiene los angulos ¢og;. P199; Y P1110i-

T;11: = TZ71i Tz_ii Tazli Tp T1_1114i (2.25)
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Renombrando el lado derecho de 1a ecuacion 2.25, se tiene:

Ty =Ty (2.26)
Donde:
ChogiCh1110iW100i — SPogiSP1110i —CP1110iSPosi — CPogiCW100iSP1110i  CPogiSW100i  Ag7i
T, . = Ch1110iW100iSPogi + CPogiSP1110i  CPogiCP1110i — CW100iSPogiSP1110i  SPosiSW100: 0
711 — _ 0
ch1110i5%100 S®1110iSP100i cY1g9i
0 0 0 1

Q11 Gi2; G13;  Oyaq
T . = %210 G220 Q23 Goai
al = asi; Agp; sz Ggag
311 321 331 341
0 0 0 1
Para resolver el angulo ¢,4¢; se toman las componentes (3,1) y (3,2) de cada lado de la ecuacion
2.26. Posteriormente, se despejan sin(¢119;) ¥ €0S($1110i)- Y €mpleando la funcion tangente se

obtiene:

S¢1110i Az 2.27
tan ¢qq10; = = — ( )
cPh1110i —0azq;

Despejando ¢111¢;:

&) (2.28)

b1110i = arctan(
—0azq;

Donde:

az1; = C¢p (C(V1211i + V1413i) S(B21i + Yesi) Cy1oiapp

= s(V1211i T V1a130) (5(.3211' + Yes:i) C9p5V10i + c(Ba1i + Yesi) 591;))
+ sV1211i t V1a13i) S(B21i + Wesi) CV10iC¢p5¢p
+ (V12110 + Via13i) (5(5211‘ + Yesi) Cgpsywi + c(Be1i + Pesi) 59p)5¢p (2:29)
+ C(V1211i + Y1413i — ¢p) (_ c(B21i + Pesi) Cgp + s(B21i + Yesi) 5}’101'59;;)51/’;;
A32i = € (V12110 + V14130 (€(B21i + Yes50) chpSOy + S(B21i + Pes:) (€OpChpSY 10 — CY10iCWpSHp))
+ S(V1211i T V14130) (€(B21i + Wes5i)50p5Pp + S(Ba1i + Yesi) (CV10iCPp Py + €O,5V10i5Pp))
+ S(V1211i + V14130 — Pp)(—C(B21i + Wesi)cOp + S(Ba1i + Wesi)SV10i56,)5Yp

2.4.5 Solucion del angulo 4o

Para el calculo de ésta variable, se partira de la ec. 2.26, donde en éste caso, la tinica incdgnita es
Y100i> YA qUE ¢p1110; S€ calculd en la seccion anterior. Para resolver el angulo 1, ¢q; se toman las
componentes (3,2) y (3,3) de cada lado de la ecuacion. Posteriormente, se despejan sin(yqg9;) ¥
cos(P199i). Y empleando la funcion tangente se obtiene:

SYP109i G321 €SC P1110: (2.30)

tan Pqg9; = =
' cP109; A33;
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Despejando 4 gg;:

Q3;; CSC ;
Wioo = arctan( 32i ¢11101) (2.31)
A33i
Donde a,; se encuentra en las ecuaciones 2.29 y:
azz; = C(Bari + 1p65i)cepcwp + 5Bz + ¢65i)(_C¢p5V10i59p + CleiSlpp) (2.32)

2.4.6 Solucion del angulo ¢gg;

Para resolver el angulo ¢qg;. se trabajara con la ec. 2.26, donde en ¢éste caso, la tinica incognita es
Pogi- YA qQUE (P1110i Y W109; S€ calcularon en las ultimas dos secciones anteriores. Para resolver el
angulo ¢gg; se toman las componentes (1,1) y (1,2) de cada lado de la ecuacion. Posteriormente, se

despejan sin(¢og;) Y cos(¢pog;). Y empleando la funcion tangente se obtiene:

_ SPogi  P109i(—A12i CP1110i — A11i SP11101) (2.33)
tan ¢og; = =
Chog; 11; CP1110i — A12i SP11106
Despejando ¢gg;:
cWP100i(—A12i CP1110i — A11i SP1110i) (2.34)
¢og; = arctan
A11i €P1110i — A12i SP1110i
Donde:

ay1i = — (Bori + VYesi) S(Vaz11i + Via13i — ¢p) €6, Cch76iSY10i
+ 512110 + V14130 SBori + Yesi) €P76iChpSOy — S(V12110 T+ V1413) CPpSY10iSP76i5Dp
— ¢(V1211i + V14130 (€Pp Py SY10i5P76i + S(B21i + Wesi) CP76i560pSPp) + ¢ (V12110 + V1413 (2.35)
= Pp)CPhr6i(S(B21i + Wes:)COp + c(Pa1i + Wes:)SV10iS0p)SYp + V10i(—S(V1211: + V1413
= Pp)CO,5P76i + C(Viz11i T Via13i — Pp) (€ (B21i + Yesi)CPreiCPp + 50,5P76i51p))

12 = S(V1211i T V14130) (€Pp P (€ (B21i + Yes5i)CV10iCP76i — SV10iSP76i) T S(Ba1i
+ Yes5:)Ch76i(—50p5P, + cO,cPpsYy) + (€(B21i + Wesi) CP76iSV10i + CV10i5P761) (COpSPy (2.36)
+ ¢cppsOysPy)) + c(Vi211i T V14130) (CPp (—C(Ba1i + Wesi)CV10iCP76i t SY10i5P761)SPp — S(B21i
+ Yes5:)CP76i(CPpSOy, + cOpsPpsY,) + ((Ba1i + Wesi) CP76iSV10i + CY10iSP761) (COpCD,
— 50,5¢,59,))

2.5. Calculo de la Velocidad

En el problema cinematico inverso de la velocidad, se tiene que, dada la velocidad

(%p, Vp» Zp, Op, Y, pp)  del  plato  moévil,  hallar la  velocidad de las variables

(9&32i, 1[)65i, <f>76i, (;bgsi, 1[’1091‘: <IS111oi) que se encuentran en las juntas del robot.
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La velocidad de un punto o un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida
por la derivada respecto al tiempo de su funcién de posicion. Se asume en ésta seccion que la
posicion y orientacidon de los cuerpos son totalmente conocidas, ya que son resultado del analisis
de la posicion. Por lo tanto, con base en las ecuaciones obtenidas en la seccidon anterior, se

obtendra la velocidad al derivar con respecto al tiempo para cada una de ellas.

2.5.1 Velocidad del desplazamiento X3,

Tomando la ecuacion 2.13 y derivando con respecto al tiempo, obtenemos:
Ayix3y; + ByiXzp + (Dy; — agy) = 0 (2.13)
A1ix3%2i + ByixXzpi + Dyj + ByiXsgy + 241 X32i%35; = 0 (2.37)
Despejando x5,; y simplificando, se tiene:

—A1ix3y; — Biixsp — Dy (2.38)
Bii + 2A4;%35;

X32i =

Donde Ay;. By; ¥ Dy; se encuentran en el analisis de posicion, y ademas:

A; =0

By = 2(53211'(_% - _a1312iC(V1413i = ¢p)sO, (P, + epS'l’p)_ + 413120, (Wpc(Y1413i — ¢p_)C‘l’p + 5(Y1413i
— ) (0, + Dpsp))) + cBari(—Cyr0i(xy — a1312i¢p_5(]/14_131 = ¢p)cy, + a1312_i¢pc(y1413i (2-39)
— ¢p)sP,) + syi0i(—yp + a1_312iCQ/1413i — ¢p)CO,(Pp + OpsPp) + A1312i50, (Wpc(V1413i
— ¢p)cy + s(V1a130 — $p) (6p + DpsYp)))))

Dy; = 2((=Cs4; + c¥V10i(Xp — A1312:€ Vra13i — Pp)Wp)SPari + Wy + 1312:8 V1413
= ¢p)CO,)SP21iSV10i + B21i(Zp + A1312iS V14131 — Pp)SOp) + A1312iC(V1a13i — ¢p)(cﬁ;1icgp
- §521isyioi59p)5¢p)(5_5211‘(55;:‘77101‘ + VpS¥io0i) + Bari(zp — a;312i5_(}’1413i = ¢p)sO,(dy
+ 0,50;,) + a1312:€0, (Wpc(Via13i — ¢p_)01/)p + 5(V1413i__ $,) (0, + dpsy)))
— 1312iSB21i (¢ (V1a13i — ¢p)09_p57/10i(¢p + 0,5¢,) + 1/_JpC()’_1413i = ¢p)(CPpSY10i50,
= V10iS¥p) T S(V1413i — Pp) (@PpCV10iCPp + SV10i50,(0p + DpsYPp)))) + (—baz; + (—x,
+ a1312i€ (V12131 — Pp)CPp)SY10i T+ C_Vmi()’p + a1312iS (V14131 — (bp_)cep — A1312i€(V1a13i
- ¢p)59pswp))(_s)/10i(xp - a1312i¢)p5(_]/1413l: - ¢p)C1/’p + a_1312i1/)pc(y1413i - ¢p)5¢p)
+ CV10iQ’p __a1312i(C(V1413i - ¢p)59p(¢p + 6pSll}p) + Sap@/’pc(ymmi - ¢p)C1/)p + S(V1413i (2.40)
- ¢p)(9p + ¢p5¢p))))) + (53211'(270 + a1312iS(V1a13i — ¢p)59p + a1312i€(V1a13i — ¢p)C9p51/Jp)
- Cﬂzu(cywi(xp — A1312i€(V1413; — ¢p)a/’p) + 5V10i(3’p + a1312i5(y141_3i - ¢_’p)cep
- a1312iC(V14_13i - ¢p)59p51/)p)))(5321i(2p - a1312iC_(V1413_i - ¢p)59p(¢p + gpswp)
+ a1312i?9p(¢pc()/1413i - ¢p)a/’p + 5(_]/14131' - d)p)(ep + ¢p51/)p))) + CﬁZIi(_CYIOi(J.Cp
- a1312i¢p~_9()/141_3i - ¢p)51/)p + a1312_i1/)pc()’1413i - ¢p)51/)p) + SV10i(_5’p + 5_11312i_C(Y1413i
= Pp)CO(Dp + OpsPp) + A1312i50, (WpC(V1413i — Pp)Wp + S(V1a13i — Pp) (O + GpSY))))))
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Sustituyendo las ecuaciones 2.14, 2.39 y 2.40 en la ecuacion 2.38, para después agrupar en

.X"pl yp: Zp; Hp; lpp, (Pp, se tiene:

X32i = V_(VZixp + Vs + ViiZp + V5i9p + Vﬁilpp + V7i¢p)
1i

Donde los coeficientes son:

Vii = By + 244 + X33
Vo = 2(_xp + X32i€B21iCV10i + U312 C(V1413i - ¢p) Clpp + €54iCY10iSP21i — b43i5V10i)
V3 = 2(‘3’;7 + by3iCY10i — A1312i 5(V1413i - ¢p) €Oy + X32iCP21iSV10i T C54iSP21iSV10i
+ Ay312; C(V1413i - ¢p) 59p5¢p)
Vi = _Z(Zp = C54iCP21; + X32iSB21: + Q312 5(V1413i - ¢p) 59p + Ay312i C(V1413i - ¢p) Cgpsd)p)
Vsi = —2a4312; 5()’14131’ - ¢p) (Cep(zp — C54iCPo1i T x32i5321i)
+ (_J’p + D43iCY10i + X32iCP21i5V10i + C54i5,321i5)/10i)59p)
+ 2a4312; C(V1413i - ¢p) (Cep(yp - b43iCV10i — (x32iCPa1i + Cs4i5.321i)5)/10i)
+ (Zp — C54iCP21; T x32i5.321i)59p)5¢p
Vei = — 2a1312iC(V1413i — Pp) (€O (2 — C54iCPo1; + X32i5P21:) + Wy (—Yp + baziCV10i
+ X32i¢B21iSV10i C54i5321i5)’10i)59p + (xp — CYV10i(X32i€P21i + €54iSP21i) + b43i5]’10i)5¢p)
Vai = 204312 (cpcthy (X — ¥10i(X32iCP21i T+ C54iSP21i) + DaziSV10i)SV1413i T SV1413: (€O, (¥
— by3iCV10i — (X32iCB21i + C54iSP211)SV101) + (Zp — C54iCPo1; + x32i5ﬁ21i)59p)5¢p
+ CV1413i(CQpC¢p(Yp — bazicy10i — (X32iCP21i + C54iSP211)SV10i) + C¢p(zp — C54iCPo1i
+ X32i521:)50, + cp (—Xp + X32iCB21iCV10i T C54iCV10:SB21i — Pa3iSYV101)SPp) — S(V1413i
- ¢p)(C9p(Zp — C54iCP21i + X32iSP211) + (_Yp + b43iC¥10i T X32iCP21i5V10i
+ €54i5P21i5Y10i)50p) W)

2.5.2 Velocidad del angulo Yg5;

De la ecuacién 2.19 se tiene:

SPesi Cs4i — Z;
tan(gsi) = = —
ot CPgsi Xi

Derivando ésta ultima expresion.

Zi | Xi(Csai — Z)
X, X2

L

Wesisec? Wesi) =

Despejando )45, de la ecuacion 2.43.

_ (csaiXi + Z,X; — XiZ;)cos? (Pis:)

650 —
X7

(2.41)

(2.42)

(2.19)

(2.43)

(2.44)

Derivando las ecuaciones 2.21 para obtener (X;,Z;). sustituirlas en 2.44, simplificando y

agrupando, tenemos:
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- L. , . - : ; , (2.45)
Yesi = V_(V9ixp + VioiVp + ViiZp + Vigi6p + Vigihp + Vigip, + Vlsix32i)
8i

Los términos de la ecuacion anterior se muestran en el apéndice B. Finalmente, sustituyendo la ec.

2.41 en 2.45 y agrupando:

; 1 . . : ; ; ; 2.46
Yosi = 5 (Euisy + Eaid + ExiZp + Euiby + sy + Ecichy) (2:49)
8i
Donde:
VlS'V2' V15'V5'
Eyy = Vo + # Ey=Vigi + f
VisiVa; VisiVei
Eyi =Vigi + —Vl . Egi =Vig + —Vl .
1i 1i
VisiVa VisiVzi
Eyp=Vi + Vl - Eei = Vig + Vl -
1i 1i

2.5.3 Velocidad del angulo ¢;

De la ecuacidn 2.22 se tiene:

it = 2 e e
Derivando ésta ultima expresion.
brei5ec? (o)) = Yic)lfiGSi _ lpest);is%si 3 Xiyi;;besi (247)
Despejando ¢, de la ecuacion 2.46.
B cos*($761) ((YI.XL — X;Y;)ces; — 1/.}65iXiYiS¢65i) (248)
7610 — Xz

l

Derivando las ecuaciones 2.21 y 2.24 para obtener (X;,Y;), sustituirlas en 2.47, simplificando y

agrupando, tenemos:

; 1 ; . ) . . - . ; 2.49
P61 = _V (V17ixp + VigiVp + VieiZp + Vzoin + V21i1/)p + V22i¢p + VogiXsg; + V24i1/)65i) ( )
161
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Los términos de la ecuacion anterior se muestran en el apéndice B. Finalmente, sustituyendo la ec.

241y 2.46 en 2.49 y agrupando:

: 1 . . . . : ; 2.50
br6i = E(En’xp + Egiyp + EoiZp + E10i0p + E1ip + E12i¢p) ( )
Donde:
VosiVoi  E1iVoui VasiVsi  EaiVoui
E=V+——+—— Eio; = Voot + ———+ ——
7 17i Vli Vgi 108 201 Vli V8i
VasiVai  E3iVaa VasiVei  EsiVaa
Egi =Vig+———+—— E;=Vo+———+——
81 181 Vli VSi 111 211 Vli V8i
VasiVai  E3iVou VasiVzi  E6iVaaq
Eg; =Vigg+———+ —— Ep;=Vyi +———+ ———
91 191 Vli VSi 121 221 Vli V8i
2.5.4 Velocidad del angulo ¢q110i
De la ecuacion 2.27 se tiene:
tan ¢ — S¢1110i _ A32i (2.27)
o CP1110i —aszy;
Derivando ésta ultima expresion.
. : 32031 2.51
s2i + Q31 P1110i5€¢2 (P11101) = ——— ( )
31i
Despejando ¢h;140; de la ecuacion 2.51.
_ (@32i031; — A31;032:)€05*(P11101) (2.52)

P1110i = >
Qzq

Derivando las ecuaciones 2.29 para obtener (dsq;, dz,;). sustituirlas en 2.52, simplificando
p 310 A32i p y
agrupando, tenemos:
: 1 _ . _ . ; ; . - (2.53)
P1110i = ﬁ (V26ixp + Vo7V + VogiZp + Vogi0p + Vot + Vaqiy + VagiXan + VagiWes:
25i
+ Vaaihrei)

Los términos de la ecuacion anterior se muestran en el apéndice C. Finalmente, sustituyendo la ec.
241,246y 2.50 en 2.53 y agrupando:
; 1 . . . ; : ; (2.54)
b1110i = E(Elﬁxp + E14iVp + Eis5iZp + Ei6i0, + E17ip + E18i¢p)
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Donde:

_ E11V32i E % 41V321
13i V. 16i — Y29i V.
8i 8i
_ E2iV32i 51V321
141 V. E17i - V301 V.
81 8i
_ E3LV32i E61V321
15i V. E18i - V311 %
81 8i

2.5.5 Velocidad del angulo Y49

De la ecuacion 2.30 se tiene:

_ Stigoi _ G3i €SC P11 (2.30)
tan g9 = =
cP109i A33i
Derivando ésta ultima expresion.
: 2 _ a32i65¢(P11100)  A32i833i65C(P11101)  A32iP1110:€0t (P11100)€5C (P11101) (2:55)
Yio9isec” (P100i) = - 2 -
A33i A33i A33i
Despejando 1), 5o; de la ecuacion 2.55.
11’ _ C052(1P109i)(a33id32i — @32{033; — 032033 P1110; COt(¢1110i)) csc($r110i) (2.56)
109i — 2
A33;

Derivando las ecuaciones 2.29 y 2.32 para obtener (ds,;, dz3;). sustituirlas en 2.56, simplificando

y agrupando, tenemos:

. 1 . . . . , . . , . 257
Y19 = Vs (Vagitp + VaziVp + Vagizp + Vaoiby + VaoiWp + Vari®p + Vazikazi + VaziWesi + VaaiPrei (2:57)
35

+ V45id’1110i)

Los términos de la ecuacion anterior se muestran en el apéndice C. Finalmente, sustituyendo la ec.

2.41, 246, 2.50y 2.54 en 2.57 y agrupando.

; 1 . . . . ; ; (2.58)
Y109 = v (E19ixp + Ez0iYp + E21iZp + E22i9p + E23i1/)p + E24i¢p)
35i
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Donde:

— E13LV4SL E11V431 E . = Vo E16LV45L E4-lV43L
& Vasi Vi ror T T Vasi Vi
E.. E14LV4—51 E21V431 E..=V E17LV451 E51.V4-3l
U Vi TR 1 Vai
_ EISLV45L E3LV43i Eivi =V, E181V451 E61V4-31

. Vasi Vai e Vasi Vai

2.5.6 Velocidad del angulo ¢gg;

De la ecuacion 2.33 se tiene:

SPosi  CP109i(—A12i CP1110i — A11i SP11101)
CPog; a11i CP1110i — Q12i SP1110i

tan ¢og; =

Derivando ésta ultima expresion.

a12id11iC052(¢1110i)C¢109i _ a12i2¢1110iC052 (P11100)P109:

¢98isecz(¢98i) =

(@11:€P1110i — A12iSP1110i)? (a11i_C¢1110i — A12iSP1110i)?
_ 11§ @12;SI% (P11108) P109; _ a11;* $1110i5° (P11100) WP100;
(a11§C¢1110i — A12i5$11101)? (a11.ic¢1110i — Q12i5$11101)?
A11i011i€P1110:CP109iSP1110i _ A12i012iCP1110iCP100:5P1110:
(a11ic¢11_10i = Q125¢11100%  (@11:CP1110i — A12iSP11100)°
_ 2011i012i$1110i€P1110:P109iSP11101

(a11:€P1110i — A12iSP1110i)?

Despejando ¢hgg; de la ecuacion 2.59.

¢') _ 12;011;€0S% (Pogi) CP100; 11;12;€0S% (Pogi) CP100;
98i = -
' (a11i_C¢111oi — A12iSP1110i)° (a11i¢_7¢1110i — A12iSP1110i)°
_ a11i° $1110€05% (Pogi) C109; _ A12i° $1110:€05% (Pogi)CP109;
(a11ic¢1;10i — A12i5P11100%  (A11:€P1110i — A12iSP1110i)?
11i812iP100:€08 % (Pogi) C2P1110:) SP100i
+ 2
) (a11iCP1110i — A12iSP11100)
n 11i*P100:€05% (Pogi) CP1110i5P1110:5P 1001

) (@11:€P1110i — A12iSP11100)?
@12i*P100:€05° (Pogi) CP1110i5P1110i5P100i

(a11i€P1110i — A12i5P1110i)?

(2.33)

(2.59)

(2.60)

Derivando las ecuaciones 2.35 y 2.36 para obtener (a,,; d,,;). sustituirlas en 2.60,

simplificando y agrupando, tenemos:
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; 1 ; . . - : : ) ; ; 2.61
Pogi = v (V47ixp + VagiVp + VaoiZp + Vs0i0p + Vs1iWp + VsoiPp + VsziXszi + VsaiWesi + Vssiei ( )
46i

+ VsgiP11100 + Vs7i¢109i)

Los términos de la ecuacion anterior se muestran en el apéndice B. Finalmente,
sustituyendo la ec. 2.41, 2.46, 2.50, 2.54 y 2.58 en 2.61 y agrupando:

; 1 ) . . . ; ; 2.62
Pogi = v (EZSixp + Ep6iVp + Ez7iZp + Ezgi0, + Exqthy + E30i¢p) ( )
46i

Donde:

E, o Vee: EiaiVer:  EioiVer; Ei:Vea:
Ezsi — 7i 551+ 13i 561+ 19i 57L+ 1iV54i

Viei Vasi Vss; Vsi
EgiVee:  Ei14iVeei  Es0iVe7i  EoiVes;
i = 8i 551+ 14i 561+ 201 571+ 2i V54§
Viei Vasi V3s; Vgi
EoiVee; EiciVeei E2qiVer;  E3iVoyg
i = 9i 551+ 15i 561+ 21i 57l+ 3i¥54i
Viei Vasi V3s; Vgi
EioiVes;  Ei16iVeei EyoiVeri  EgiVes;
Eygi = Veoi + 10i7s5i | 16iVs6i | F22iVs7i | HaiTsai
Viei Vasi Vss; Vi
E 1iVeci Ei7iVepi  EoaiVer:i  EciVea:
Eyo; = Voq; + 11iVssi | FaziVsei | B23iVs7i | DsiVsai
Viei Vasi Vs Vg;
EioiVeei  EigiVeei EouiVszi  EgiVea;
Ezoi = Vo + 12i755i | Fa8i/sei | F24i757i | BeiVs4i

Viei Vasi Vss; Vs;

2.6. Calculo de la Aceleracion

En el problema cinematico inverso de la aceleracion, se tiene que, dada la aceleracion
(%p, Vps Zp, Op, Py, )  del  plato  movil, hallar la  aceleracion de las variables

(5&32i, 1/3651" d).76i: d598i, 1/')1091-, (;'1311101-) que se encuentran en las juntas del robot.

La aceleracion de un punto o un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida
por la derivada respecto al tiempo de su funcion de velocidad. Se asume en ésta seccidon que la
posicidn, orientacion y velocidad de los cuerpos son totalmente conocidas, ya que son resultado
del analisis de posicion y velocidad. Por lo tanto, con base en las ecuaciones obtenidas en la
seccién anterior, se obtendra la aceleracion al derivar con respecto al tiempo para cada una de

ellas.
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2.6.1 Aceleracion del desplazamiento X3,

Tomando la ecuacion X.X y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo, obtenemos
AyiX35i + ByiXszi + (D — agy) = 0 (2.13)
Dy; + ByiXgp; + 2X32i(By; + A1iXaz) + (Byy + 241330 + 441 X35) X305 + Aix3p; = 0 (2-63)
Despejando ¥5,; y simplificando, se tiene:

Dy; + 2x35;(By; + A1iXsz;) + (Byy + 4A1:X320) X321 + A1iX5; (2.64)
By + 244;x35;

X32i = —

Donde Ay;. Byj. Dyj. Aqj. By; Y Dy; se encuentran en el analisis de posicion y velocidad, ademas.

A =0
E’n’ = 2(5ﬁ21i(2:p - a1312i59p(c()/1413i - ¢p)(¢p"+ ngllpp_app + gps__ll’p) + S(V1a13i — ¢p)(29p(f?p§¢p
+ 95 + ¢1§)) + a1.312icgp(s()./1413i - ¢p)(9p + 2¢p¢pc¢p + ¢p51/)p) - C(V1413i“_ ¢p)(29p¢p
- lpz_ycd_’p + Slllp(% + S‘b; + ¢§)))) - Cﬁzu(choi(?ﬂfp + a131_2i5(y1413i - ¢p)(_¢pc¢p
+ 2¢p1/’__p5¢p) + _‘113121'0()/}4131' = )W, + C‘l’p(‘l_-";g + Y)) + 57/191'(}“’;7 — A1312i€0p(c(Y1413:  (2.65)
- (pp)((Pp + Zeplppal’p + st‘l’p) + 5(V1413i — ¢p)(23p§1?p5¢p__+ 07 + b)) + a131.2i59p.(_5(y14131
— ¢p)(6p + 2 Ppcty + Ppsy) + c(Viarzi — D) (20,05 — Wty + s, (65 + GF + PH)))
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Dy; = 2((5'?’101'(55;: — Q1312:PpS (V14131 — (I)p)mpp + 1312iWp ¢ V14131 — Pp)SPp) + cY10:(—Vp +

a1312:‘9p5'(}’1413: bp)s6, + a1312:¢pﬁ'(}’14131 Pp)cyst, + a1312:¢p30’1413: bp)st,sy, +
a1312i€ (V12131 — Pp)cby (‘f’p + epgl»bp)))z + (5'5211(0}’101@ _a13121¢’p5'(?’14131 Pp)cp +
a1312i¢pc(}’14131 ¢p)5'1¢"p) + 5'?”101(};; - 0113121'9 s(Y1a131 — Qf’p)se alslzxwpc(?’mlsi -

Pp sty _a1312i¢’p5(yl4131 ¢p)59 Swp @1312:€(¥14131 — Pp)cby (Q})p +'9p'51pbp))) +
cBr11(Zp — @1312:€(V1a13: — Pp)sOy (¢p + ep'ﬁrbp) + ay312:€0, (lf)pc(]"leus: Op)cp + s(V1a13i —
¢p)(9 + @‘)pmvbp))))z + (05211(01"101(% - al3121¢'p5'(?’14131 dple, + ‘113121'1,;’5’;30(?14131' —
@"p)mi’p) +5'}’101(}’ - 0’»13121‘9 s(¥1413i — ‘f)p)se 01312111’;;0(?14131 (f’p)mﬂpsep -
a1312i‘f’p3(}’14131 ¢p)39 Wp A1312i€ (V14130 — ‘if’p)CQ (‘f’p + Qpﬂbp))) 5'521:‘(le - .
épmpp))))z + (—baa; + (—xp + 1312 (V14130 — Pp)Wp)SY10i + V10:(Vp + @1312:8 (V14130 —
¢p)ﬁ'9 — Q1312 (Y1413: — ‘351:;)5"9155'1#5’;;))(_5'}"10:(JI‘é a1312:‘f’p5(’¥1413: ¢p)c¢’p
2“13121¢p¢p3@’14131 bp)sPp + @1312:€ (V14131 — ¢p)w’p5'w;; + e, (¢p + wp))) + cyi0:(Vp —
01312:9;;5'(?’1413: ¢p)59 201312:¢p¢’p5(}’1413: ¢p)ﬂf’p59 01312:¢p5(?’1413:
$9)50p5Yp — G1312:00p (V10131 = $p) (G + 205y iy + Op5P) + 5 (Vaarar = @) (26pPpsily +
‘92 + (f’p)) + a1312:¢(Y1413: — )50, (29 ¢p wpmpp + Wp(ez + ¢p + iffp)))) + (sPa1i(zp, +
13125 (V14136 — ¢’p)39 + @1312i€(Y14131 — ‘f)p)cepﬂf’p) 01821:(0}’10:(1;; — @1312i€ (V14131 —
bp)clp) + 5710i0p + @1312:5(V14131 — Pp)cby — @1312:€ (Y1413 — ¢p)59 m'bp)))(SSZII(Zp

2“1312iép‘i’p5’(?14131‘ — ¢p)stp sy — a1312i€(V1a13i — ¢p)59 (¢’p + zepwpm»bp +6 'ﬁ»bp)

@1312;5 (Y1413 — ¢p)3€p9p2 — a1312i5 (V14130 — ¢p)39p¢p + fllalzxﬁ'ﬁl (s(r1s13i — ¢p)(9 +
265y + Bysiy) — cassa — Bp) 20y By — Bty + U (6 + 85 +U)) -
018211(0}’101(?2;; - 013121(5;;5'(?’14131 ‘f)p)ﬁ.{’p + 2“13121‘35;:11’;;3(?’14131 (f’p)ﬂf)p + a1312i€ (Y1413 —
¢’p)(¢’p5¢’p + iy, (¢p + wp))) + sy10:00p — 01312;9;95(}’14131 ¢p)s, — 2a13121’¢’p¢p30"1413i -
by, 50, alalzx(ﬁps(’}’mu: bp)sOpsihy — a1312i€0, (c(¥1413i — Pp) (Pp + 20,05 cthy, +

'9;35‘1:&’;3) + S(}’MISI ¢p)(2'9 (i’pw;; + 92 + ¢p)) + alSlZIC(}’MlSI ¢p)58p(2€p¢p _lppm}bp +

Slﬁp(éﬁ + (f’;za + wp))))) + (—Csai + ¥10i(Xp — @1312:€(V1a13i — Pp)Wp)Shaa; + O +
Q13125 (V14131 — ¢p)ce )$B21iSY10i T f—'ﬁzn(zp + a1312i8 (Y1413 — ‘I’p)sep) + a4312:€ (V1413 —
¢p)(cﬁ21ice 5'32115'}’10:5'9;;)5'1,1’;;)(0;?21: (Z 2“1312i9p¢p5'(?’14131 - ¢p)5'9 s, —

A1312;€ (V14131 — Dp)SGp (‘I’p +2‘9p¢pc¢’p ‘|‘3p5'¢’p) a1312:5(V1413i — ¢'p)'5'8 '92

a131215'(1°’1413: ¢,)sb, ¢’p + 13120, ((V1a13i — ‘f’p)(e + 2¢p¢p"-‘¢p + ¢p5'¢p) c(V1a13i —

¢p)(28 #’pmﬁp + mﬁp(ﬁz + (;bp + wp)))) + SﬁZII (cyl{ll(x - a13121¢p5(}/14131 qbp)m»bp +

2a1312i¢p¢p50’1413i — @p)sy + ay312i€(V1a13i — ¢p)(¢p5¢p + cyp (‘f’p + lﬁ’p))) + s¥10:(Vp —

a13121‘9p5'(?1413i - ¢'p)'5'8 2313121¢p¢’p5(}’14131 ¢'p)c¢p5'9 a13121¢p5(’?14131‘ -

$0)50p5p — 1312100, (€ (Vsaza: — %)(qbp+zepwpcwp+epwp)+s(mm $,) (20, P50, +

'92 + ¢p)) + alSlZIC(}’leilZSI ¢'p)58 (28 ¢p l»bpmf)p + S'I,bp(ez + ¢p + wp ))))))
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Sustituyendo Ay;, By, Dy Ay Byy Dygs Ayge By Y Dy en la ecuacion 2.64 para después agrupar

en X324, Yesi» Pr6ir Posir Y1091 P1110i- S€ tiene:

. 1 . . ) : ; : 2.67
321 = 57— (Guity + Gadp + Gaip + Gaiby + Gsithy + Gy + Gt (67)
58i
Los coeficientes de la ecuacion 2.67 se muestran en el apéndice C.
2.6.2 Aceleracion del angulo Ygs;
Tomando la ecuacion 2.19 y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo, obtenemos:
Ses; Cs4i — Z; (2.19)
t L) = = —
an(es) = o
] 2 2 2 Zi 2%z X, 2X? (2.68)
PYesisec (Yesi) + 2s5ec? (Pos)Pesi tan(Wesi) = o ——5—+ (csai = Z)) | 55— 3
X; X; X; X;

Despejando 15, y simplificando, se tiene.

_ZiCOSZ('PesL') C54iX;c05%> (Pesi)  2XiZicos® (Pes))  XiZicos*(Pgsi))  2C54i€05° (Pes) X} (2-69)
6si ™ X, * X2 B X2 B X2 B X3

l l l
2Z;cos%(Pesi) X? :
s~ 2WEsitan(es)

i

Donde X;. Z;, X; y Z; se encuentran en el analisis de posicion y velocidad. Ademas, derivando las

ecuaciones 2.21 para obtener (X;, Z;). sustituirlas en 2.69, simplificando y agrupando, tenemos:
. 1 ) ) ) . . . (2.70)
Yesi = @(GSixp + GoiVp + GroiZp + G11i0p + Gi2iPp + Gi3iPp + Gl4—i)

Los coeficientes de la ecuacion 2.71 se muestran en el apéndice C.

2.6.3 Aceleracion del angulo ¢;
Tomando la ecuacion 2.22 y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo,
obtenemos:

Yicssi (2.22)

tan(¢zei) = X,
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Pr6i5ec? (Pr61) + 2076 sec?(Pr6) tan(pre:) = %:51 + 2Y; (_ %SL;ZIJ&SL - ch};/;m) + Yi(% + (271
L L

. . . -
Xi | 2Xj —YesisPes5i—CPes5iVesi
esi(—z+3) + X, )
L

Despejando ¢,; y simplificando, se tiene.

o YiC052(¢76i)C¢65i _ 2Yi¢65iC052(¢76i)5¢65i _ wesin0052(¢76i)5¢65i _ ZXiYiCOSZ((Pmi)ClPesi
7et X X; X X7
XiYiCOSZ(d)76L')Clp65i 2Xi1p65iYiC052(¢76i)5¢65i 2YiC052(¢76i)C¢65iXi2 (2.72)
B X2 * X2 * X3
L L

l
Yicos? (P76 CPesites; .2
_ ); S22 = 2056 tan(dyei)
L

Donde X;.Y;, X;y Y; se encuentran en el analisis de posicion y velocidad. Ademas, Derivando las
ccuaciones 2.21 y 2.24 para obtener (X;,V;), sustituirlas en 2.72, simplificando y agrupando,

tenemos:

. 1 . . . . , , (2.73)
Pr6i = v (Glsixp + Gi6iVp + Gi7iZp + Gigip + Gioithp + GooiPp + qu‘)
60i
Los coeficientes de la ecuacion 2.73 se muestran en el apéndice C.
2.6.4 Aceleracion del angulo ¢110;
Tomando la ecuacion 2.27 y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo, obtenemos:
a .
tan ¢1110i = S (2.27)
—azy
) : 2031;032; Q32 asy; 243y 2.74
B1110i5€¢* (P11101) + 25€¢? (P11100) Pi110:tan(Pr1100) = % - ==+ a32i(—L2 —— D) ( )
Az1i A31i A31i Az

Despejando ¢,110; Y simplificando, se tiene.

.  2a313032;€05%(P11101) | A32i031:€05% (P11101)  A32:€05° (P11101) 2035;€05” ($11101)a31; (2.75)
¢1110L' - 2 + 2 - - 3
Az Az a31i azii

- 2¢12110itan(¢1110i)

Donde asq;. aszyj Gzq1; Y d3p; S€ encuentran en el analisis de posicion y velocidad. Ademas,
Derivando dos veces las ecuaciones 2.29 para obtener (dsq;, d3,;). sustituirlas en 2.75,

simplificando y agrupando, tenemos:
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Lo 1 . . . ; - ; (2.76)
P1110i = V_(GZZixp + Ga3iVp + GouiZp + Go5i0, + GogiPp + G700 + sti)
61i
Los coeficientes de la ecuacion 2.75 se muestran en el apéndice C.
2.6.5 Aceleracion del angulo Y19
Tomando la ecuacién 2.30 y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo, obtenemos:
azz; ¢sc(P11101) 2.30
tan(lpIO‘Ji) = ; ( )
A33;
. : d32i csc(Pi110i)
¢109isecz(¢109i) = _253(32(1/)1091‘)1,0%091‘ tan(P1g9;) + T 4
33i
_ a32iP1110i COt(P1110) cSC(P1110:) _ 2d32i¢1110i cot(p1110i) csc(P1110:)
o a33i ) a33i
2037i033; €SC(P11101)  A32iA33; ¢SC(P1110i) 277
- 2 - 2 ’ )
Q33 A33;
203,1a33iP1110i COt(P1110i) €SC(P11101)  2a32; cSC(P1110:) a§3i
+ 2 + 3
Q33 _ A3z
n 3210t (P11101) €S (P11101) ¢12110i n a32icsc3(¢1110i)¢12110i
ass3; ass;
Despejando ), 4o; Y simplificando, se tiene.
Yigoi = E(Cosz(lpmm‘) csc(Pr110i) (_a33i(2a32ia33i + A35i033;) + 2032;053; + Q321033 + (2:78)
1A

. . o
a3z (‘1321“133i5502(¢1110i)¢1110i + cot(1110i) (_a32ia33i¢1110i — 2a33;A32iP1110; +

: ; y) 3 .12
20351a33iP1110i t A32iA33; COt(P1110:) ¢1110i))) — 2a33¥100i tan(¢1o9i))

Donde as,;. a3y, Q32; Y Qsz3; s€ encuentran en el analisis de posicion y velocidad. Ademas,
Derivando dos veces las ecuaciones 2.29 y 2.32 para obtener (ds,;, d33;). sustituirlas en 2.78,

simplificando y agrupando, tenemos

; 1 . . . ; : ; (2.79)
WYi00i = 7 (G29ixp + G30Yp + G31iZp + G320, + Gz + Gaaip + G35i)
62i

Los coeficientes de la ecuacion 2.79 se muestran en el apéndice C.
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2.6.6 Aceleracion del angulo ¢gg;

Tomando la ecuacidén 2.98 y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo, obtenemos:

Y100 (—A12iCP1110i — A11iSP1110i) (2.33)
A11i¢P1110i — A12iSP1110

tan(pog;) =

. . 1 .
(Posi + 2¢55;tan(dog)) = (ay,.c0 —a5P B (=2(a11:¢P1110i = A12i5P11101) (=11
11i€P1110i — A12i5P1110i

+ a12i$11100¢P1110i + (Aa2i + A11:P11100)5P11100) (SP1110i (@114

= Q12iP11100)WP100i — allil:.[)109i51p109i) + cd1110: (12

+ a11i¢1110i)al)109i. - a12i¢109i5¢109i)) + C¢109.i(_a12ic¢1110i (2.80)
— 011;5¢11100) (2((Q11: = A12iP11100)CP1110i — (Aa2i

+ a11i(_i_’1110i)5¢1110i)_2 + (@11:¢P1110i — A12i5$11100) (€P1110i(— 11
+ @riPr110i + 2a12P1110i + A1PT1100) + 5P1110i(A12:

+ ay1i1r0i + 2a11:P1110i — G2iPi1100))) + (@11:6P1110i

— @12i5P11100) > (SP1110:(@11:W100: + 2a11:W 1001

= 2012i$1110i%1091) SW100: T Clpwg_i(_dni + 12011100
+2a150h11100 T A11:PT110i T A1:Wi001)) + P1110i((@r2iP100:
+2(@12; + A11:911100W1090) P09 — W100i(Ar2i + A11iPr110i

+ 201111100 — 12iPi110i — F12i¥i001))))

Despejando (}bggi y simplificando, se tiene:

¢981 = cos (¢981)(4(a cd R E (2(2a111012¥100:€ 2P11100) + (@111 — A12:)(A11;
11i€P1110i 12iSP1110i

+ 120)Y100iS(2P11100) + 41h100i(— 120111 + Q1i(@izi + A11iP11100) _
+ 0111019521 (@11:€P1110i — @12iSP11100)SP1090i + C¢109z(a1115(3¢11101)(a11z 3(1_%21)1/)%091
— @12i€(BP11100) (—3aiy; + aZ2)Pioo; + 5P1110i(4(@12i> Pr110i — 2011:(Ar2i + A11iP1110:) (2.81)
+ @12 (a11:(Qr2i + Q11iP11100) + 2011:(Aazi + 2411 P11100) — AT2i (@11 + 2a11:91100)
+ a11i(af;i + a%Zl)lpfO‘)l) + C¢11101(_4a111(_Zdllldlzl + a11i(@r2; + Q1i911100))
— 4(@11:P1110i — 4011:P11100) @12 + Qr2i* (—8PT110; + l/’1091) + ay5i(—8afy; + aryi(4ay;

- 8¢11101(2a121 + a111¢11101) + a11z¢1091))))) 2¢981 sec?(Pog;)tan(dog;))

Donde ayq; @y Q11; Y Qq12; S¢ encuentran en el analisis de posicion y velocidad. Ademas,
Derivando dos veces las ecuaciones 2.35 y 2.36 para obtener (dqq;, dq5;). sustituirlas en 2.81,

simplificando y agrupando, tenemos:

. 1 . . . . , . (2.82)
Pogi = _V ) (G36ixp + G37iyp + G38in + G39i9p + G40i1/’p + G41i¢p + G42i)
631

Los coeficientes de la ecuacion 2.82 se muestran en el apéndice C.
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Capitulo 3
Analisis Dinamico
Formulacion Euler-Lagrange

3.1. Introduccion

En éste capitulo, se considera la dinamica del robot, con el fin de poder determinar los torques
aplicados por los actuadores en los eslabones de entrada para que el efector final alcance una

trayectoria dada.

El método de Euler-Lagrange formula ecuaciones de movimiento usando un conjunto de
coordenadas generalizadas (Spong, y otros, 1989). Esto permite eliminar todas o algunas de las
fuerzas de restriccion y permite manejar desplazamientos tanto desplazamientos lineales como
angulares con un solo tipo de coordenadas. Con el entendimiento de la dinamica del manipulador,
es posible disefiar un controlador con mejores caracteristicas de ejecucion que las realizadas con
los tipicos encontrados usando métodos heuristicos después de que el manipulador ha sido

construido.

En este capitulo se empleara la siguiente notacion.

I;; — Matriz de inercia del cuerpo /cadena j
K — Energia cinética del sistema mecanico
L — Funcién Lagrangiana
M;; — Matriz de elementos de masa del cuerpo 7 cadena j
qj — Coordenada j-ésima generalizada
q — Vector de coordenadas generalizadas
U — Energia potencial del sistema mecanico

Qj — Vector de fuerzas generalizadas

La funcion Lagrangiana es definida como la diferencia entre la energia cinética y la energia

potencial de un sistema como:.
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Donde K es la energia cinética definida como:

1
K= EmvTv +o'lw (3-2)
Y la energia potencial como.
U=-mg'rg (3.3)

La energia cinética depende de la velocidad de los eslabones del manipulador, mientras que la
energia potencial depende unicamente de la localizacion de los eslabones. La ecuacion de

Lagrange de movimiento es formulada en términos de la funcion Lagrangiana como:

d (0L oL (3-4)
dt\dg; aq,-_Qf

El termino Q; es conocido como el vector de fuerzas generalizadas y se obtendra a partir de

expresiones, que involucren los torques y las coordenadas generalizadas.

3.2. Analisis de Posicion y Velocidad de Centros de Gravedad

Para el analisis del robot paralelo se tomaron en cuenta los siguientes cuerpos:

Carga

Plato movil

| Cuerpo 2i

Cuerpo 1i

Fig. 3.1 Cuerpos del robot
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Las siguientes matrices de rotacion, nos representan la rotacion alrededor de los ejes x,y,z

respectivamente:
1 0 0 cd 0 s6 cd —s6 0
R,(0) =0 c68 -—s6 R,G&)=10 1 0 R,(6)=1|s8 c6 O
0 s8 «co —-s6 0 c6 0 0 1

Se puede observar que en la ec. (3.2) aparece la velocidad de centro de gravedad y la velocidad
angular de cada cuerpo., por lo que tendran que ser formuladas a lo largo de éste seccion. A
continuacion, se procedera a obtener los vectores de centro de gravedad definidos en la base

inercial, mostrados en la figura 3.2.

Fig. 3.2 Vectores de centro de gravedad
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3.2.1. Posicion y Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 1i

El objetivo de estas secciones, es poder encontrar ecuaciones que definan las posiciones y
velocidades necesarias para las ecuaciones de energia cinética (3.2) y potencial (3.3). Dicho

proceso sera realizado para cada uno de los cuerpos tomados en cuenta.

Utilizando la representacion vectorial, se tiene:

Fig. 3.3 Centro de Gravedad del Cuerpo 1i

Con el fin de obtener la velocidad del centro de gravedad del cuerpo 1;, y con base en la figura

anterior, se tiene la siguiente ecuacion de posicion definida en la base inercial.

0 _ .0 0
TG = Tap T Tgqyr (3.5)
Donde:
0o _ -0 0 _ po .2
7'3(2)1' = xsozi lzzl' Tor = Ry Toqp
0 _ po 2 gut r
l:%l. Ry, i5; ; Ty = [X61i ) Ye1ir Zeuil
i5; =[1,0,0]

La matriz de rotacidn antes definida es:

Rgi = R,(Y10) Ry(ﬁzu')
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Derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.5) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

0 _ .0 0 _ .0
Vg1 = Vspy T Vyyr = Vsy;

0 _ o 0
Vg1i = X32i Uy (3.6)
Donde v(c);1i’ = 0, ya que es un vector de magnitud y orientacion constante.

Ademas:

1 _ . . .
X3 = V_(VZixp + Vaiyp + VaiZy + Vsi0p + Vit + Vi)
1i
Haciendo cambio de variable, tenemos:
. — T .
X320 = ki q (3.7)
Donde:

1
kL‘ = V_ [Vzi Vi Vai  Vsi, Vi V7i]
1i
a= [t % ,6p %y &y

Sustituyendo la ec. (3.7) en (3.6) con €l fin de poner ésta ultima en términos de las coordenadas

generalizadas, se tiene.

_ 0
Vg1 = Ui X32i

=)
|

ve = by (Ki; )

ve = (19, K1) q
Renombrando:.

Ve =My q (3.8)
Donde:

My; = i3 ki; (39)

Es importante destacar que el cuerpo 1i no realiza desplazamientos angulares, por lo que

su velocidad angular es cero:

w) =10 (3.10)
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3.2.2. Posicion y Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 2i

Utilizando la representacion vectorial, se tiene:

Fig. 3.4 Centro de Gravedad del Cuerpo 2i

Con el fin de obtener la velocidad del centro de gravedad del cuerpo 2;, y con base en la figura

anterior, se tiene la siguiente ecuacion de posicion definida en la base inercial.

0 _ ,.0 0 0 0
TGoi = T3pp+ Tazg + 754 + 750 (8-11)
Donde:
0 _ po .3 0 _ po .7
r§3i =Ry 143 Teo =Ry Ty
_ T
a3 = [0 ’ ib43i ’ 0] rézi, = [xGZi , 0 , O]T

0 _ po .4
7'241' = Ry T'sy

— T
r54i - [0 ) 0 )] C54—i]

La matriz de rotacién antes definida es:
Rgi = R,(Y101) Ry(ﬁzli)Ry(lpﬁsi) R, ()761)

Derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.11) se obtiene la velocidad del centro de gravedad.
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0 _ .0 0 0 0
VGai = V3p; T Vazy + Vs T Vgyy

Donde 77231’ = vg 4i = 0.ya que es un vector de magnitud y orientacion constante, y:

170

— 0. % 0
Gai' = @71 X Tgoy

Debido a que el cuerpo 2; tnicamente realiza movimientos rotacionales con respecto a la base
movil 7;. Ademas, el vector de velocidad angular inercial wgi para el cuerpo 2; respecto a la base

inercial, se define como:

Wh; = Wes; + Wy (3.13)

En donde:

0 _ i :0

Wgsi = Yesi Jsi
0 _ 0

W76 = P76 Ke;

Sustituyendo la ecuacion (3.13) en la ecuacion (3.12), y desarrollando:

0 _ o :0 0 0 0
Viai = Xap1 Ui + (Wes; + W76;) X Ty

= %32 19 + (Wesi J2 + Prei ki) X Toyyr
. . . 0 i 0 i
lgi X3 t (]gi x 7'(;21-')1/)651‘ + (kgi X rczi’)¢76i (3-14)

En donde:

J2: = RS J&;

kgi = Rgi jgi

Rgi = R, (Y101 Ry(ﬁZli)

RY; = R,(¥10:) Ry(Ba1)Ry (Wes:)
j3=1[0,1,0]"
jéi=10,1,0]"

Realizando cambio de variables en la ecuacion (3.14), tenemos:

V0yi = 19 %30i + ki Wesi + ki o6 (3.15)
Donde:
k2i = ]gl X rgzi’

0

— 0
k3i = k6i X rGZi,
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Ademas:

. 1 . . ,
Yesi = Ve (Eyixp + Epiyp + E3iZy + Eg0p + Esithy + Egip)
8i

. 1 . , .
Pr6i = E(Eﬁxp + Egi¥p + EoiZy + E10i0p + E11;W0p + E12i0p)
Realizando cambio de variable en las ultimas dos ecuaciones:

111_}651‘ = ki q (3.16)
brei = ks q (3.17)

Donde:
r 1
k4i = V_ [Eli ) E2i ) E3i ,E4-i ) ESL' ) E6i]
8i

1
kgi = % [E7; yEgi s Eoi , E1i 5 Eq1i »E12:]
16i

Sustituyendo las ecs. (3.7), (3.16) y (3.17) en (3.15), con el fin de poner €sta ultima en términos de

las coordenadas generalizadas, se tiene:

Vo = B9 k1 4+ Ky ki q + ks K q

Ve = (89 KTy + Ky Ky + k3 kL) q (3.18)
Renombrando la ec. (3.18):
Vo2 = Mai 4 (3.19)
Donde:
My = iy ki; + ko K + ks ke (8.20)

3.2.3. Velocidad Angular del Centro de Gravedad del Cuerpo 2i
Desarrollando la ec. (3.13), se tiene:

w7; = wgsg + Wl .

w7; = Jjsi Wesi + kgi P

w); = jo ki q+ Kk ki q
) = (3 ki + kY kL) q
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Finalmente.

w7, = M3 q (3.21)

Donde:

My = j2 ki; + kQ; k; (3-22)

3.2.4. Posicion y Velocidad de Centro de Gravedad del Plato Movil

Utilizando la representacion vectorial, se tiene:

Fig. 3.5 Centro de Gravedad de la Plataforma

Con el fin de obtener la velocidad del centro de gravedad del plato moévil, y con base en la figura

anterior, se tiene la siguiente ecuacion de posicion definida en la base inercial.
0 _ .0 0
Tep =7p +Tgp (3-23)

Sin embargo, si consideramos que la plataforma es una superficie de forma regular y uniforme, en
la cual coincide su centroide con su centro de masa, podemos prescindir del vector rgp, y llegar

directamente al centro de gravedad utilizando tinicamente el vector rg, esto es.

0, =19 (3.24)
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Donde:

=[x, ¥,2]"

Derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.24) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

0o _ ,,0
vep = Vp
En donde:

0 _T. . LT
Vep = [xp »Vp 'Zp]
Haciendo un cambio de variable, tenemos:
Vop = M4 g (3.25)

Donde:

S O -
S = O
=]
oS O O
oS O O
o O O

] (3.26)

=
1

3.2.5. Velocidad Angular del Centro de Gravedad del Plato Movil
El vector de velocidad angular inercial wg del plato movil se define como:.

w) = W) + 0, + w;, .
wp = 0§ 0, +jis P, + ki by (3.27)

Donde:
Jis = RYs jiz ig=[1,0,0]"

k(1)6 = R(1Js k%g ]%g =[0,1 rO]T

Las matrices de rotacion anteriormente definidas, son:

R?s = Rx(ep)
Ris = R.(6,) Ry (v)
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Se define entonces:

Qp =klq (3.28)
P, = k7q 3.29
<i>p = k¢ (529

» = kiq (3.30)

Donde:

kT =[0,0,0,1,0,0]
kI =1[0,0,0,0,1,0]
k! =[0,0,0,0,0,1]

Sustituyendo las ecuaciones (3.28), (3.29) y (3.30) en (3.27):

W = kLG + )05 K5 + ks KEG
wy = (i3 ki + js k7 + kg kg) q

Finalmente.
w) = M5 q (3.31)
Se define M5 como sigue:

Mg = iJ kL + j% kT + k9 k% (3.32)

3.2.6. Posicion y Velocidad de Centro de Gravedad de la Carga

Utilizando la representacion vectorial, se tiene.

Fig. 3.6 Centro de Gravedad de la Carga
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Con el fin de obtener la velocidad del centro de gravedad de la carga, y con base en la figura

anterior, se tiene la siguiente ecuacion de posicion definida en la base inercial:
o =T +1g (3.33)
Donde:

— RO ..
re. =Rprg,

Gc
[ch » YGe ZGC]T

ch

La matriz de rotacidon anteriormente definida, es:
Rg = RX(GP) Ry(lpp)RZ(d’p)

Derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.33), se obtiene la velocidad del centro de gravedad de

la carga:
Vo = V) + v
Ve = Vp + @ X TG, (3.34)
Donde:
0 _ 0
Voo = W X g

Debido a que la carga unicamente realiza movimientos rotacionales con respecto a la base movil
17;. Ademas, el vector de velocidad angular inercial w? para la carga respecto a la base inercial, se

define como:
! = 0p, + Wy, + vy, (3.35)
Tras sustituir la ec. (3.35) en la ec. (3.34), tenemos:
vl = vy + (w), + wy, + wgbp) X1,
Ve, = v?; + (611 i+ Y, j(1)5 + ¢y kge) X r.gcr _
Vgc = Vg + (lg X rgcr)gp + 025 X rgcr)lpp + (k(l)e X rgcr)d)p

Finalmente.

Ve =Vp + k9ép + klolj’p + k11¢p (3.35)
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Donde:

_ 20 40
ko =iy X1,

_ 0 0
kio =Jjis X TGe

_ 10 0
ki1 = kig X 1¢

Sustituyendo ec. (3.25), (3.28), (3.29) y (3.30) en (3.35), obtenemos:

Vo, = M, q + kokiq + kiok7q + kll((gq
v, = (My + kok§ + kigk? + ki, kE)q

Finalmente, tras realizar un cambio de variable en la ec. 3.36, obtenemos:
Vgc =M¢q
Donde:

M6 = M4 + kgk’g + klok?; + kllk’g

3.2.7. Velocidad Angular del Centro de Gravedad de la Carga

Debido a que la carga se encuentra fija al plato mévil, se observa que la velocidad angular de la

carga y del plato son ambas la misma, es decir:

3.3. Funcion Lagrangiana

Aplicando la ec. (3.1) se consigue de manera general la siguiente expresion:
6 2
L= Z (z(Kkl - Uki)> + Lp + LC
i=1 \k=1

i = Numero de la cadena

k = Numero de cuerpos en la cadena i
Expandiendo los términos del primer paréntesis.

6
L= Z((Ku' —Up) + (K — Uzi)) + (Kp - Up) + (K. — U

6

i=1

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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Donde Lki = Kki - Uki

Ly = 5 (my; (W21 vey) + my; g7 Ty
1
Ly = 7 (Mo (V22 V00 + (03D 61: @) + My g7 125

1
L, = 2 (mp(”gp)T”gp + (“’g)T]Gp “’g) + my, 9" 15

1
Le = 3 (m(v8e) e + (@D e @) + me g7 7

Donde g = [0,0,-9.81]7

3.3.1. Desarrollo del Primer Término de la Ecuacion de Lagrange

L. d (oL
Desarrollando el término — | —
dt \9q;

Se tiene la siguiente ecuacion definida al principio del capitulo.

d (0L oL _ (34)
dt\ag; aq,._Qf

Desarrollando el primer término de la ecuacion (3.4) a partir de la ecuacion (3.40):.

6
o _ Z (aL.“ + —aL.Z‘) ¢ 2w, Ok (34
0q; &4\0q; ~ 94;) 9q; 9q;
Para j-1,2,3,4,5,6, donde:
Q1=5Cp C.IZ=5/p éI3=Z:p
Q4=9p QSzl/)p QG=¢p
Desarrollando BL.“
6q]-

A partir de la definicion del Lagrangiano en la ec. 3.1, se procede a desarrollar el primer
término de la ec. (3.41):

Ly = E(mu(vgu)TVgu) + my; g7 Ty

1 \T . T ,.0
= E(mu(Mu' Q' 'My; q) + my; g’ reyg
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1

=3 (m1iqT(M1iTM1i) Q) + my; g7 Ty
1

= EqT(mu' Mu'TMu‘) g+ my; g" rey

1, )
L= EqTNu' q+ my; g rdy (342)

Donde:
Ny =my MliTMli

Aplicando la derivada parcial respecto a q; a la ec. (3.42):

aq; g,

oL, 9 /1 ..
= (E q"Nyq+ my g" 7'211‘)

1/04" ONy; aq
—— —N . % e L .TN-—
aLli_1<aqT

.
— == N1i¢'1+¢'1TNu—7) (3.43)

Por otra parte, tenemos la siguiente identidad.

04" N ara_ara_ 1w 704 (3.44)
<a—qjN1i>¢I—ACI—qA—q Nua—qj

Aplicando dicha identidad a la ec. (3.43), obtenemos la siguiente expresion:

0Lq;
aq;

L—§"N _ (3.45)

Donde N; es una matriz simétrica, es decir N;; = N;;7, comprobando lo anterior.

N1iT = (my; MliTMn‘)T =my; (MliTMu‘)T =Mmy; M1iTM1i =Ny;
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aL
Desarrollando —2 ¥ 2L

4j

A partir de la definicion del Lagrangiano en la ec. 3.1, se procede a desarrollar el segundo término
delaec. (3.41):

Ly = E(mZi(ngi)Tngi + (@907 ] 0 @9) + my; g7 Ty

1 N . N . T..0

= E(mzi(Mzi QD 'My g+ M3 @) o M3 @) + My g' T4y
1 , . ,

= E(mziqT(Mzi ™,) g+ q" (M3 ]2 Ms;) q) + my; g7 1y
1 .

= EqT(mzi My "My + M3 ]2, M3i) q+ my g" 1oy

(3.46)

1, )
Ly = EqTNZi q+ my g" 1oy
Donde:

_ T T70
Ny =my; My "My + M3 J oo M,
0 _ po g7 oT
J2i = R7;JG2i Ry,

Realizando la derivada parcial respecto a g; a la ec. (3.46):

6L21 d (1 TN &+ )
= m 1'
aqj aq] q 2i q Zl.g G2i

_1(9q" ON,; N aq

- 2 aq} Zl q q ] q q 2i aq]'
aLZi aq aq
—_—= N N 3.47
aqj 2<aq 21q+q 216 ( )

Aplicando la identidad (3.44) a la ec. (3.47), obtenemos:

oLy 1 aqT
aq; 2
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Donde N,; es una matriz simétrica, es decir N,; = N,;”, comprobando lo anterior:

NziT = (mzi My; TMzi + MsiT]gzi Msi)T
= (my My "M3)" + (M3,"J %, M3i)T
=my;(My; "M + (MsiT]gzi Msi)T
Ny = my My "My + My;" gZiT M3, (3:49)

Finalmente, como el tensor de Inercia J%,;" es, a su vez, una matriz simétrica también, se cumple

que:

o T _ j0
c2i =Jgai

Aplicando este resultado a la ecuacion anterior (3.49), concluimos que:
Ny" = my My "My + M3 J 0o M3; = Ny,

aLp
Desarrollando a—

qj

A partir de la definicion del Lagrangiano en la ec. 3.1, se procede a desarrollar el tercer término
delaec. (3.41):

1
L, = 2 (mp(vgp)TVgp + (“’g)T]g‘p “’g) +my, g" 14,
1
= - (my (M, )™My g + (M5 §)"J, M5 q) + my, g" 14,
1
== (my 4" (M,"M,) g + 4" (M5"JG, Ms) 4) + my, g" 78,

1, .
= EqT(mIZJ M, M, +M"J%, Ms) g+ m, g" 1,

1, :
L,= EqTN3 q+ m,g"re, (3:50)
Donde:
N;=m, M,"M, + Ms"]%, M
T
Jop = Ry JGp Ry
Realizando la derivada parcial respecto a g; a la ec. (3.50):
aL, a8 (1 ..
50, = a3, (N4 g 1)
1/0¢" ON, aq)
I _.N.+.T_..+.TN_.
2<6q,~ 3qT4q 6q,~q q 38qj
aL, 1(8q" aq)
p : T
——=5|5"N:q+q N;— 3.51
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Aplicando la identidad (3.44) a la ec. (3.51), obtenemos:

oL, 1<aqT aq)
—=—-|=——N3;g+¢"N;—
3q, 3, 3qT4q 30qj
aq
T LT
< Ns' 6 N3aqj>
< T(NST +1v3) )
aj
Hram
TN
aqj =aN 36q1 (3.52)

Donde N; es una matriz simétrica, es decir Ny = N3”.

Desarrollando a—L.C

aq Jj
A partir de la definicion del Lagrangiano en la ec. 3.1, se procede a desarrollar el cuarto término
delaec. (3.41):

1
Le = 5 (me(g) Ve + (@) JGe w2) + me g7 e

1 ‘N\T ; -\T y0 A T ,.0
=5mMmc(Me q)"Ms 4+ (M5 Q)" Joc Ms §) + mc g 7,
1 . L .
= (me q"(Ms"Mq) 4 + 4" (M"J3 Ms) @) + me g7 13

1, .
=§qT(mc Mg TM6 +M5T]gc MS) q+ m gT rgc

1
=EqTN4 g+ mcg" rgc (3:53)
Donde:
N,=m Mg ™Mo+ Ms"J%. M
Joc =RSJE. RS
Realizando la derivada parcial respecto a g; a la ec. (3.53):
oL, a8 /1 .
6(.; = a_q-<§qTN4 g+ m.g" Tgc>
] )
1/04" L ON, aq
X0 s N, 2L
oL, 1faq" aq
34, =§<6—%N4¢I+q N46_q]- (3.54)
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Aplicando la identidad (3.44) a la ec. (3.54), obtenemos:

aLC (aq

i

T
N,T
4 a ]

q

aq
i"(N,” +N —f)
Q( 4 4)aqj
q

2q
N4q+qTN4aq)

aq
- T _ 1

6q
_1
)
1 aq
R Y 1
—2( QN06%>
daL, a4
EY = qTN4a_.q
q; q;

(3.55)

Donde N, s una matriz simétrica, es decir N, = N,".

Al evaluar el término ;—,‘7, dependera de qué valor tome j, de tal manera que se tienen los

dj

siguientes resultados para los diferentes valores del iterador. De esta forma, para.

j=1
j=2
j=3
j=4

9q _
a‘h [xp'yn'zp'ep"l’p'qbp]
a4
6(;1 [100000]

1

9q _
aqz [xp'ynfzpfgpﬂ/}p'qbp]
04
% =1[0,1,0,0,0,0]"

2

aq Jd .. . . . . .oaT
ErS - ErS [xp'yp'zp' Qp'lpp'd’p] =
Py
% = [0,0,1,0,0,0]"

3
aq a . . . . . .oaT
6_q4 a—%[xp'yp'zp'ep'l/’p"pp] =
a4
6(;1 [0,0,0,1,0, O]T

4

o . .
EY [xp'yzo'zp' Oy, Pp, d’p]
P

. . . . . . T
ay, [xp,yp,zp, Op, ¥y, ‘l’p]
p

a . . . . . 4T
a (%5, Y01 2 O, Wip) Py ]

-
0. [xp' Yor Zps Ops Py, ¢p]
P
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j=5
q o . . . od . .
Ern = EFn [%p, s 2) O Yo, B = ﬁ [%p, Vs 21 6, W, B ]
p
Py
—.q = [O; 0’ 0; 0’ 1, O]T
9qs
j=6
aq o .. . . . . .. 0 . . . . ..T
EFA = 34, [xvavap' ) Wp, ¢p] = E [xp'yp'zp' Op) Yp, ¢p]
96
_.q = [0; 0; 0’ 0; O! 1]T
9qe

Por lo tanto, se hace notar que al derivar el término g—fl respecto al tiempo, se tiene:
aj

d (04
a(oa)_,

Finalmente, tomando la ecuacion (3.41) y derivando respecto al tiempo, se tiene:
d ( oL ) d (< <6L1i ain) L, oL, (3.56)
=== Z —+t— |+t +
dt\dq;) dt\&i\dq; ~ 9q;)  9q;  9g;

El desarrollo de 1a derivada con respecto al tiempo de cada término se muestra a continuacion.

d (dLy
Desarrollando — [ =2
dt aq]-

Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.45) y agrupando, se tiene:

d (dL;\ d (9¢"
T \535 | T 57 _-Nliq

doq’ . 0q"dNy; . 0qT dq
=5 Nuq+—— q+——Ny —
d oL\ _oq" . 9q" . .
- =—Ny; —Ny;
dt<aqj> 34, 1lq+aqj 19 (3.57)

Finalmente, realizando cambios de variable a la ec. (3.57):

d (0Ly " . (3.58)
—— =D, \TA
dt<6q}> ll]q+ ll]q
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Donde:

(3.59)

Ademas:
. .T .
Ny =my; (Mli M, + MliTMli)
My; =15, kI + i9; kT
o, = 0

in::L’ [vEl'p%l'le’L%l’L%l’V}J
1i

d
dt k’{l

T
ki; =

aL
Desarrollando — ( 2‘)
dt BQj

Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.48) y agrupando, se tiene:

d (0L .
ac\aq, )~ at\ag, N2

_d99" . 04TdNy . 04" dq
“acaq, 29 5 "ar 17 5q, N @

d aLZl aq aqT
N N

Finalmente, realizando cambios de variable a la ec. (3.60):

d (0L, . . 3.61

Donde:

(3.62)
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Ademas:
M, = i%i k;i + k%i kzl;i + ky; K
Mj; = js; kg + k6Ti ks;
ggi = R%i/ézi R(7Ji
ksi = Rg; jei .
k2i = ](5)1 X Tyt
k3l = kgi X ngi'
1
ki = Vo [E1i Ezi ) Esi s Eai , Esi ) Egq]
sli
kgi = V_ [E7i Egi v Eoi y Evoi» E11i ’E12i]
o 160
Olsi = Rgi]57i
erg’ = R7:i gy
Rs; = R,(Y10:) Ry (B21i)
Rgi = R,(Y10) Ry(ﬁzu)Ry(l/Jesl‘)
Rgi = R,(Y101) Ry(ﬁzu)Ry(l/Jesl‘) R, (¢76:1)
Derivando:

\ 7 T Ty 7 770 T 70 T;0
Ny =my, (Mzi My; + My, Mzi) + (M3i JG2i Mz + M3 Jgo Msi + My Jga M3i)
My = ig; ki + ky; ’_‘Ii +ky ki + ks kgz + ke, ki,

My = j ki + jo; ki + kg K "‘Tkgi kZ;

. R T R
]gzi = R%: JGoi R + R JGai RS,
k2i = ]gl X ngl-r +]gl X 1."221-/

; i 0 0
k3i = kgl X eril + kgl X eri!
kAT,i = akaT,i

. d
kg; = akgi

A su vez:
0 _ 50 .7
Tt = Ry Teai!

k(e)i = Rgi jgi
R(6)i = RgiRy(ll’ssi)
= RY;B, (Yss:) Yesi
R); = R2,R, (Yss:) R, (d761) + RYR, (Yes:) R, (d76) .
= R3;By, (Yssi) R, (P761) Yesi + R Ry (Wesi) B, (d761) Prei

§ 57 16 a0 i
Donde j2,, T, Je, ¥ Js, son iguales al vector cero, ya que dependen de valores constantes que no
cambian respecto al tiempo. Por otra parte, R, = 05,5, ya que sus elementos también son

constantes a través del tiempo.
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d (oL
Desarrollando — | —2
dt aq]'

Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.52) y agrupando, se tiene:

d (0L d (94"
d (oL, _d o,

doq”  0q"dN; . 99" dq
=Ny q+_————q+—N; —
d (9L,\ 04" g .
B iy L B VP ITL Y T .
dt<aq,-) 3, 2t 5g N1 (3.69)

Finalmente, realizando cambios de variable a la ec. (3-63):

d (0L ) . (3.64)
E(a—qj>_m)3jq+w3jq
Donde:
g7
ID)31'_6—(?]_ 3
v q" (3.65)
3j_? 3
qj
Ademas:
1 0 0 0 0 O
M,=[0 1 0 000
0O 01 0 0 O

Ms = i8 kg +j(1]5 k; + k?e kg
Iy =RyJy R

k! =10,0,0,1,0,0]

k¥ =10,0,0,0,1,0]

k% =10,0,0,0,0,1]
[1,0,0]7

ig
Jis = RYs ]%gz
kis = RYs ki§
jisi=10,1,0]"
kg, = [0,0,1]7
R}s = Rx(gp)
R} = Rx(gp) Ry(l/}p)
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Ry = R,(6,) Ry ()R, ()

Derivando:

Ny =my, (M, M, +M,"M,) + (M]3 Mg + MSTJ M + MJ3 M)
= MsTIS M+ MsTjg M + MsT]g M
M,=0
Ms = j?s k; + k(l)ﬁ kg
1(1)5 = R(1)5 jigi
k(1)6 = R(1)6 k%g
R(1)5i = Bx(gp) 91?
Rl = Rx(gp) Ry(wp) + Rx(gp) Ry(wp) )
= Bx(gp) Ry(lpp)ep + RX(GP) By(‘l’p)’l’p )
Rg = Rx(ep) Ry(lpp)RZ(¢p) + Rx(gp) Ry(‘l’p)RZ(‘l’p) + I?x(ep) Ry(‘/’p)RZ(d)p) )
= B.(6,) Ry (¥)R(6p)0y + Rx(6,) By ()R, () + Re(6,) Ry () B () 6y

70 _ po y12 poT 0 y12 poT
Jo =Ry J," Ry + Ry "Ry

d (9L
Desarrollando — [ —<
dt \aq;

Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.55) y agrupando, se tiene:

d (L d [9qT
(55) = (N d

doq" . 9q"dN, = 9q"  dq
=—=>—Nyq+————q+-—N, —
d (0L, oqT Lo0qT . .
- =_° —N .66
dt(@f;,-) ag, N+t 54, Ned (3.66)

Finalmente, realizando cambios de variable a la ec. (3.66):

d (0L , . (3.67)
—(—) = . WV, ;
dt <6‘?;‘) Dy d+ Yy d

Donde:
p, "
4j aq] 4
3.68
o (3.68)
Vyj aq; V4
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M6 = M4 + kgkg + klok; + kllkg

Ademas:
0 _ pogp poT
]Gc - Rp ]Gc Rp
k9 == ig X Tgcr
_ 30 0
kio =jis XTg,
— 1,0 0
kll —_ k16 X rGC!
0 _ p0.pP
re. =Ryre,
P _ T
ch - [ch » Y6e 'ZGC]
Derivando:

. . . . T . .
Ny=m, (Mg Mg+ M ™M) + (Mg ]9 My + MSTJ9, M + M, M)
MG = M4, + kgk’g + klOk; + kllkg

ko =13 X 7y

’f10 =]'_(1Js X rgc’ +jis X i'gc’
by = ko X100 + kg X 7
i‘gc' = Rg rgc

Jo = RS o RS + RS Joc RY'

3.3.2. Desarrollo del Segundo Término de la Ecuacion de Lagrange

Tomando la ec. (3.40) y aplicando la derivada parcial con respecto a la variable de coordenadas

generalizadas.

6
a_L = z (aLli +
an . 6q]-

i=1

(. 0Ly
Desarrollando el término W“
j

L4; se define como:

6L2i> aL, L, (3-69)
_ + —_

1, .
Ly = EqTNu' q+ my; g" rey

Donde:

_ T
Ny =my My;" My;

_ 0 1T
My; = iy ky;

0 __ 0 :2
I = Ry 15
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Rgi =R, (Y100 Ry(ﬁzu')
2 = [1 0,0
kfi = [VZL ’ V31 ’ V4—l ’ VSL ’ V61 ’ V7l]

Derivando respecto a q;:

Vl i

dL,; _1(0q dNy; Ty 04 , 0Ty
' —§<— wa+dq e q+q lea +My; g Bq,
aLlL _ 1 TaN].l . 6rgll
aq; 27 Tag, q+myg' g,
Renombrando:
oLy . 3.70
aq.l_ Viij q + Cyy5 (3-70)
j
Donde:
, 10Ny
1ij zq 3
a;
(3.71)
or?
(Cll] my; gT e
A su vez:
oN, m," OMy;
aq,l = muTq.l My; +my My aq.l
j j j
oMm,; okT;
aqj 21 aqj
1
ki, = Vo Vai » Vai  Vai  Vsi s Vi, Vil
1i

A continuacion, se procedera a derivar los vectores k; (los cuales han sido resultado de la

simplificacion de algunas expresiones) respecto a q;. A lo largo del procedimiento se presentaran

dos tipos de vectores k;, aquellos que contienen tres y los que contienen seis elementos, siendo

ambos funciones de los angulos x3,;, YPgs;. P76; - Con el fin de obtener las derivadas parciales de

ambos vectores, se hara uso de la regla de la cadena. A continuacion, se procedera a derivar los

vectores de tres elementos:
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dok,, _ Oky, 0x33;  Okpy 05y Ok 076,
0q; 0x3y 0q;  OYes; 0q;  Oe; 0q;

Agrupando de forma matricial, tenemos:
Ok, 26, 3.72
= ]n,3x3 ( )

%_ 0x35; O0Yes; OPre; T
aq; aqj aqj aqj

. . . i 0X32i 0Wesi OPrei
Donde J, 5,5 €8 una matriz de 3x3 y se obtiene factorizando los términos —32, g}“”, ;Pm.
’ a;" 9q; " 9,

Para obtener las derivadas de los vectores de seis componentes, se hara uso de la regla de la
cadena, tal como sigue:

Ok _ Oki Oxspi | Okm OWesi  Okm 0976 + ok,
6qj 0x35; aq]' 065, aqj 076 a%’ aq]-

ok,, _, 00, , 0k,

: 20; /
Donde J,, .3 €8 una matriz de 6x3, a—’ es un vector de 3x1 y —™= es un vector de 6x1 yes la
' aj aj

derivada parcial del vector k;, respecto ax, ,y, ,z,,60,,, ¥ ¢, segun corresponda para j (no

confundir con ‘Zk—"f que es la derivada parcial completa del vector k,, respecto a q;)-

dak
a

qaj

_ ok, O0dk,, Okm]
" 0x33; OYes; Oye

%_[axwi 0Ygsi a¢76i]T
0q; dq; aq; aq;

A partir de estos resultados, como k. es un vector de 6 componentes, tenemos que:
1i

oki; ] a6, N ok, (3.73)
Oky;
;= 0 o0
Ju= g 0 o)
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)

Oky; =L<1[V2- Vai Vii  Vei , Vei Vo
Bxzgr | Oxagy Wy b 200 Vst VatsVsio Vel Vi
ak‘ll = i (i [VZi ) V3i ) V4i ’ VSi ’ V6i 4 V7i]T>
dq; 9dq; \Vy;

0
Para obtener % se parte de la ec. 3.5.

aj

0 _ .0 0
TG = T3z T Ty

0 0 0
0rgy  O0rgy N TGy

dq;  dq;  0gq;

Sabemos que:
0 _ :0
T32i = X32i Uy
2

0 _ po
Terr = Rai Tyyr

Rgi =R, (Y100 Ry(,821i)

Luego entonces:

argu‘ _ 0 (x35; 19;)
aq; aq;
0Ty o OX3y o, OXay
aq - lZi aq - 20 lZi aq
j j j

Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:

TGy 020,

dq; "*agq;

Donde:
J.i=[R%i5 o0 o]

(3.74)

Fl calculo del término ? se muestra en el apéndice D (Desarrollo de la ecuacion de lazo).

4aj
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.. dL
Desarrollando el término a—z’

L,; se define como:

Donde:

aj

Derivando respecto a q;:

Renombrando:

Donde:

0Ly ON
6q] 6q

0Ly 1 <6q
dq; 2\0q;
1.
)

Ly;

Ve

1, )
=50 Noi 4+ My " 75y

i9; k7, + ky; ki + ks

Ji ki + kgTi kg;
i = R(7)i](7;2i R(7Ji
[VZL ) V31 ’ V41 ’ VSl ’ VGL ’ V7l]

my; My, TMzi + M3iT]gzi M;;

T
kSi

Vll
= j§; x rGZz
kQ; x rG21
[Eli ’ E2i ’ E3i ’ E4L' ) E5i ’ Eéi]
V [E7l rEBL ’E9l 'El()l 1E111 :E121]
161

ON,;
L . T l

% Vyiiq+C
aq} 2ij 2ij
, 1 0Ny

2i]=_q
argZL

(3.75)

(3.76)
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A su vez:
dN,; 0 d
aqjl = a_qj(mzi My "M,;) + a—qj(MSiT]gZi M)
ON;; oMy, " 7 OMy; oM;;" ]GZl oM,
aq]- my; ( aqj My + My, aqj + aq ]GZL 3 T Mg 6 3i + M3 ]GZL aq,-
oM,; T a .
a;l = a—q(lgi KT; + ko ki + ks k)
j j
oM,; T 2iY; okT. ok okI. ok kL
21 =< 20 k{l + lgl a 1i a 2i kil kzl a 41 a 31k k31 a )
aq; aq; q; q; 4a;

Por otra parte, observamos que i), no depende de alguna de las coordenadas generalizadas, ya

que:

iy = Ry; i3
RY; = R,(y100) Ry (Ba11)
i3, =[1,0,0]"

por lo tanto.

oMy T okT, ok k%, ok okE
a21 — <igi > 1i > 2i kZ;L k21 a 40 + > 3zk k31 a )

qj qj QJ q}

dkyj
Para obtener el término —2 oa , s¢ sabe que:

]

Okzi _0j% o . o e

= Xr. .+ i X
dq; 0q; e T T g,

Ademas, observamos que las siguientes variables no dependen de alguna de las coordenadas

generalizadas.

jgi = Rgijgi
Rgi = R,(Y101) Ry(,821i)
jei=1[0,1,0]"

Por lo tanto.

0
akzi —j0 arGZi
= jg,
Ademas:.
rgZL R7l rGZl

R); = R,(y10)) Ry(Ba1)Ry Wesi) R, (P761)
], = [%g2:,0,0]"
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Luego entonces:

Oksi _ oo ORS TG

aqj 5t aq]

0k, o i) ;

EV T Js5i X 2a. [Rz(hoi) Ry(.B21i)Ry(¢65i) R, ($761) ngi']
q; q;

Desarrollando y simplificando, tenemos:

Oky; . R, (Ygs:)
2= Jjo % [R, (V100 Ry(ﬁzu')y—ﬁs R, ($76) T]yyt
aq; aq;
aRz(¢ i)
+ Ry (0100) Ry (B210Ry Wos) —5 = 7oy
j
oky; R, (Ygsi) 0ss; 7
2720 50 TR YR . R , "
8q,~ ]51 X [ z(ylot) y(.Bzu) alpesi qu z(¢761) r(;zl
aRz(¢76i) a¢76i 7
+ Rz(YlOi) Ry(ﬁZli)Ry(lpGSi)Tm aq]' GZi']
ok, . 0Yesi
2 = j2, % [R,(Y100) Ry, (Bo1)By (Wes:) Ry (P76 Tyt =
2q; aq;
7 a¢76i
+ R, (¥10i) Ry (B21)Ry (Wes5:) B (P76i) Ty g, ]
j
ok, . 0Yesi
aqz. = [j2 % (R, (¥100) Ry (B21)By(Wesi) Ry (76) Tryir)] 6(;%
j

+ [j8: X (R;(v100) Ry (B210)Ry (Wes:) B (h761) TG0

Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:

Ok, 20,

aq] N 3ia—q]-

Donde:

J
076

(3.77)

J2i = [0 j& X R,(¥101) Ry(Ba1)By(Wesi) Ry (h761) Thoir o X Rz(Y101) Ry (Bari) Ry Wesi) B, (d761) Tyt

) o .
Para obtener el término 6—3‘, se fiene:

)

Ok, _ akgi argzi’

Donde:
kgi = Rgijgi

RY; = R,(¥10:) Ry(Ba1 )Ry (Ws:)
jei=1[0,1,0]"

(3.78)
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. ak;
Obteniendo —&¢.
ad q ]

oK, _ R JE,

] )
= a_q] [R,(Y100) Ry (Ba1) Ry (Wesi)jé]

an aqj

T = R0 Ry B T g,

Z’;gji = R, (¥10:) Ry (B211) _BR(;,IS;D::;') a(;p;;ijgi
o — R Cr) By B, G

Sustituyendo este resultado en 3.78.

ks 0k ar?

— o . 0 G2i'
34, 34, X Ty + kg X 34,
0ks; 1 0Wgs;
> = [R,(V100) Ry (B21) By (Wes5)iSi] 2 x rgzi’ + kg
7 al/)65i
X Rz(yloi) Ry(.BZli)By(lp65i) Rz(¢76i) eri’ W
j
7 a¢76i
+ R, (¥10:) Ry (B210)Ry (Yes:) B, (76i) Tt g,
j
Oks; , 065,
34, = [R,(Y100) Ry(B21) By (Wes)j&i X T'oyyr] 3q,
0 7 alpGSi
+ [k x (R, (y100) R, (B21:)By(Yesi) R, (P76:) ngi')] 34,
j
06
+ [k X Ra (o) Ry (81 Ry (o) By ($760) T ] 5=
Oks; _ -6 0 0
3, [R,(V100) Ry (B21) By (Yes5)iS: X T + Ke;
j
0Ygs;
X (R, (r100) Ry (821 By (Wisi) Re (976 )] 5=
j
06
+ [k X R (100 Ry(Bard Ry Wes) B (976 T ] 5
j
Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:
Oks; =]4i@ (3.79)
Donde:
0 T

Jai = |Rz(r100) R, (B21)By (Ye50)i& X Toyir + k2 X (R, (Y100) Ry(B21)By (Wesi) Ry (P76 T]pi1)
ke X R,(V10:) R, (B21:)Ry (Yes:) B, (d76:) rz;zi’
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aL
Desarrollando —2
aq]-

Lp se define como:

1
L, = 2 (mp(”gp)T”gp + (“’g)T]Gp “’g) + my, g" 13,

Simplificando.
1 T : T ,.0
Lpzzq N; q+ my, g° Tep

Donde:

N;=m, M,"M, + M5"]%, Ms

100000
M,={0 1 0 0 0 0

001000
M = i§ kg + jis ki + ki kg

Je =Ry JG, RY
kT =[0,0,0,1,0,0]
kI = [0,0,0,0,1,0]
k% =10,0,0,0,0,1]
ks = R ki¢

kisi = 10,0,1]"
re, =719

rp = [xp'yp'zp]T

RY = Rx(gp) Ry(lpp)

R, = Rx(ep) Ry(lpp)Rz(‘l’p)

Derivando con respecto a q;:

oL, 19 .

R - N ; __ P T ,.0

aq]' 2 aq (q 3 Q) + Pl (mp g er

oL, 1 _9N5 or

> 14 — _aT > 3 q+ pgT > 14

q; 2 q; aj
Renombrando:

oLy _ ' (3.80)
— =Vs; Cs; :
aq; 3]q+ 3j
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Donde:.
),
! R -T_
VS] Zq aq]
(3.81)
ord
C T 14
3j mp g 6611'
A su vez.
ON; 0 0
— =—(m, M,"M,) + — (M5, M
3q, _ 0q; (m, M, 4)+6qj( 5 Jop Ms)
N, om,” - OM, oM;" i) . oM,
-— = M,+M + Mg+ M M:+M
3, mp<6q]- 4 4 aq, aq; ]Gp 5 5 aq; 5+ 5]Gp aq;
Desarrollando cada derivada parcial.
oM, _
9%, p cof o oo i aRgT
aq,-_ﬁ( »Jon ”)_ ] Ro +Rolor 5,
. OR)
Obteniendo —2
aq]'
Ry _ 9R.(6)) y(l/)p)

(¢>p)

a—Qj - TI} Y(I/’p)R (¢p) + Rx(gp) R (¢P) + Rx(9p) Ry(l/)p

Donde:
dR,(6,) _ aRx(ep)% _ By )_
aq; 26, dq; P
aRy(lpp) _ aRy(l/’p) al/’p (1/) )al/’p
aq; oY, 0gq; By ¥y
aRZ(¢p) — aRZ(‘l’p)% (¢ )ad)p
aq; ¢, 0q; g
Ademas:
oM, 0 okr  9jd; okT  0kY Ok%
— = jg— kT j9. —- kL + K9, —
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Puesto que k%, kT y k% son vectores constantes, se tiene que:

. 0j9
Obteniendo 215 ,
qj

0
Obteniendo k16

Por otra parte.

aL
Desarrollando —<
aq]'

L. se define como:

oks _ 0 [0,0,0,1,0,0] = 0
aq} _6 . »y N Y, LY, -
okY d
—=-—[0,0,0,0,1,0] = 0
oks a[000001]—0
aq} - a . y Yy Y, Yy Y, -
aj(l)S — aR?S j15 R aj%g
aq] aq] 15 15 a
oRts o) _om(8)00, _, )2
aq; aq; 20, aq] B (6
dj15 _
ok aR okié
16 k R(1]6 16
dq; 6q1 dq;

OR? OR, (6
£ = % y(lrbp) + RX(GP)

(wp)

_OR,(6 ) a6, aR (l/) JEL)
- gg . i y(lpp) Rx(ep) y 5 aqj
OR? 00,
30 = B:(®) Ry(wp) 5o+ Ru(6)) Bywp) 70
L

org, ory 0

[xp ' Yp 'Zp]T

1 3.82
Le = 5 (M (0808 + (@) e 0 + me g7 78 (552
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Simplificando.

1. .
Lc = E(qTN4 ‘I) + me gT r(()}c

Donde:

N,=m Mg Mg+ M5 ]2 Ms

Mg = M, + kok? + kiok? + k; Kk
]gc = Rg z();c RgT

k9 = 18 X rgcr

kio = jis X ¢,

ki, = kY X 12,

Derivando con respecto a g;:

oL, o
aq} Zaq](q 4Q)+—(mp9 ch)
oL, 1 0N, . arGC
5, 29 3g, 1t ™9 g,
Finalmente.
oL =V,.q+C
aqj 4jq 4]
Donde:
, 1 6N4
4j = 2‘1 aq}
ord
C,: = T Gc
4j » 9 aqj
A su vez:
6N4 5]
m,MTMg) +—(Ms"J%. M
aq} qj( c 6 6) aqj( 5 ]GC 5)
N, <6M6T TaMﬁ) <6M5 7 0J%
=m Mg+ M + Jo. M: + M
aq] (o aq} 6 6 aq] aq Gc 5 5 aq]

Desarrollando cada derivada parcial.

oM, d r r r
aq- = _6q- (M4 + k9k6 + k10k7 + k11k8)
j j
oMs oM, 0k, ., ak£+ ok . okT ak11

dq; ~ dq; 9q; ° Coq;  dq; 7 ""dq;  dq;

(3.83)

(3.84)

oM
Ms+Ms'J), —
5 5]Gc aq]'>

K okl
11 6
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OM; 0Ok, v, ok K+ ok, W
- 3. 6 8
aq,- aq,. 6q} aq,.
Obteniendo ke
aq]'
s _ 0 (@xr0)
. 0
%za—lgxro ,+i8x—ar‘;c'
dq; dq; Ge aq;
Obteniendo Ok1o
aj
aklO )
=— X1, s
aqj aqj (—’15 ch )
ok, aj$5 <, 10 Xargc,
dq;  aq; "o T ag;
Obteniendo k1
6q]~
K%, x r
aq] ( 16 )
ok, ak16 ord,,
o, + k% x
aq] aq] Gc 16 a i
Por otra parte.
ar
q] ( ZJTGC)
ach <ﬁ p + RO argc)
aqj aqj Gc 14 aq]
Ademas:
ord, 0
—(r2+7°,
aqj aq] ( p Gc )
orge _0ry  Orgy
aq; aq; aq;
Finalmente.

a]gc= 0 ( p]p ROT)

dq; 0q;

a]gc a 0 D T OT
— RO RO

dq, _ dq, " Joc Ry + Ry I 34,
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3.4. Fuerzas Generalizadas

La formulacion de la ecuacion de Lagrange considera el uso de fuerzas generalizadas
contemplando las fuerzas aplicadas externamente, fuerzas y torques de actuadores, de modo que
es necesario desarrollar estas expresiones para que secan compatibles con el Lagrangiano, y
ademas sean consistentes con las restricciones mecanicas. Las fuerzas generalizadas se obtienen a

partir de la expresion de trabajo virtual.

Primero, consideremos el caso el caso en el cual los actuadores ejercen una fuerza o
torque en las juntas y fuerzas y momentos externos son aplicados al efector final. Definamos
F=[fi fo f3 fa fs fe]" como un vector que representa el torque generado en las juntas y
F,=[f. mn.]" elvector de seis coordenadas de las fuerzas y momentos resultantes en el efector

final. Por lo tanto, el trabajo virtual producido por estas fuerzas y momentos es:

6
SW = Z FTSR, + MT8Q,
i=1
Aplicado al robot, donde i, j representan el numero de cadena y cuerpo respectivamente.

6 2
SW = ZZ(fiTj5ri +m[;8Q;;) + fret0Text + Moyt 6Qext

i=1 j=1
6

— 0T £..0 T T

- z fi 5ri + fextdrext + next‘SQext
i=1

Obteniendo los términos f?.

f?=R3(f;i3)

(3.85)

(3.86)

R(z)i = R,;3(¥10i)R2(B211)

Las velocidades lineales se relacionan con los desplazamientos virtuales, esto es:

1) —&76
r=0x

Se plantean los desplazamientos virtuales que estan relacionados con las fuerzas externas.

Shapi (3.87)
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Donde:

3y = X3z by (3.88)
i5 = Ryi3;
Sustituyendo la ec. 3.88 en 3.87.
SRY, i3] X3z
. 0X3p;

63&32i (3-89)
= RY,; i3} 6x35;

0
or; =

De la ec. 3.85 tenemos:

6
D SIS = FT5r+ Y101+ 97013 + fT0r2 + f0rd + £37ort
i=1

(3.90)
Sustituyendo los términos de las ec. 3.86 y 3.89 en la ec. 3.90 se tiene:
6 6
oY T oY
D e = > (RS, £ ) (RY 2 6xs)
i=1 i=1
6
= > i (BT RIS, 3)0x50
i=1
6
= Zfz i3 15} Oz
i=1
6
= Zfi 832
i=1
6
Z fUTTY = fi 8x321 + fo 8%322 + f30%323 + fuOX324 + f56%325 + fo6 6X326 (391)
i=1
Escribiendo matricialmente la ec. 3.91:
6
(/8 0 _ T
Z fi'ori =f 4R (3.92)
i=1

Donde:

fT=[f1 fo f3 fa fs fel

SR =[0r3p1 Orspp  Orspy Oz Oaps  OTapel”
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Ahora, con €l fin de poner la ec. 3.92 en funcion de §q, se tiene la ec. D.3.

JrR=J,4 (D.3)
Dividiendo ambos lados de 1a ecuacion anterior por §t y despejando §R, tenemos.
SR =Jz' ], 8q (3.93)
Finalmente, sustituyendo la ec 3.93 en 3.92.
6
D FTer? = 1R, 6 e
i=1
Para obtener el término 5r2xt, se tiene:
o =719+ RS Th
rp=[% Y %"
1'2 = [xe Ve Ze]T
Obteniendo ahora el cambio virtual en el vector rg,w
613 = 615 + SRY 1
SRY SR? SRS
_ 0 14 14 14 p
=61y + <—56p 860, + 5. 51/Jp + 5. 5¢p>?‘e
p p
SR? SRY 0
— b.p p_p p_p
= 61"2 + mre 69p +mre 6¢p + 6¢p Te 5¢p
Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:
(3.95)

8roxe = J26 64

Donde:.
]26=[13x3 ]26,1 ]26,2 ]26,3]

sq=[or3 86, oY, 5¢>p]T
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R ,

Joe1 =<7 T
50,

SRY
J262 = ﬁrﬁ

SRY
J263 = _prg
6¢p
Para obtener el término §Q9, ;-
0 0 0
50 = 220 5 4 2200 5, 4 2P0 4 (5:96)
Y’ 5y 5
Donde:
w) = wy + 0, + vy
) = 0,if
wy, = PR ji3
w} = ¢pRIki¢
RYs = RX(GP)
R(1]6 = RX(gp) Ry(’sz)
Sustituyendo los términos anteriores en la ec. 3.96.
0 5 ) ;0 1 0 ;15 i 0 16 6 1 ;0 1 0 :15 H 0 16
0Qext = % (9p10 +Y,Rys jis + ¢pR16k16)66 + 6_11)(9;110 + YRy jis + ¢pR16k16)51/)
6 3 ;0 i 0 ;15 i 0 16
+ % (leo + YpRis jis + ¢pR16k16)5¢
= 03660 + RYs ji2 8¢ + RYki¢ 8¢
Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:
6Qexe =127 89 (3.97)

Donde:

]27=[0 00 ]27,1 ]27,2 ]27,3]
sq=[6rS &9 80 5]
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— 0
J271 =1

_ pO0 15
J272 = Ris jis

— RO 16
]27,3 - R16k16

Por ultimo, sustituyendo las ecuaciones 3.94, 3.95y 3.97 en 3.85.

6
SW = Z f?Tar? + fgxtarext + ngxtSQext
i=1

= fTIz" 14 6 + fixe J26 6G + Ny ]2, 69

(3.98)
= (fT]I_Qllq + fgxt]26 + ngxt]27) 6‘1
=Q" iq
Las fuerzas generalizadas obtenidas son.
Q" = leﬁllq + foxe Jao + Mixe J 27
3.5. Sustitucion de los términos en la Ecuacion de Lagrange
Por ultimo, se tiene la ec 3.4
d (0JL daL _ (34)
dt \ag;) dq; Q

Donde:

6
i(a—.L> _4 Z (aL.“ + aL.“) 4o, OLe

6
= Z(Dujq + VG + Dy + Voi;q) + D3 + Vs ;4 + Dy + Vo g

=1

6 6
i=1 i=1
6

GL_ZO(L 41 )+6Lp+6LC

aq]' - aqj 1i 21 aq]' aqj

M=

(V3@ + Cyij + Vi@ + Cyi) + Vi + C35 + Vi g + Cy

i=1
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6

i=1

6

fT]R Iq +fext]26 + 1l 2y

Q= (ll_el.lq) f+]§6fext +]§7 Ny

Sustituyendo en la ec. 3.4.

Z(]D)u, +Dyyj) + Dy; + Dy | G + Z(wlu + Vi) + Vs + Vg | g —
L—l é=
Z(Vm+w’zu)+v3]+v4j Z(cm+(c21,)+(c3,+(c4, =Q;
i=1 =1
L—1
Z(Vll] + W211) +V3] +V4] Z(Vll] + WZU) WS} W4-] q
i=1
Z( (Clu CZU) CS} 4'] = Qj
Finalmente:
D;4 + Vi +C; = Q; (3.99)
Donde:
- 6
z 1
Vj = Z(Vlu + WZU) + V31 + W41 Z(Vlu + WZU) V3J V:Lj
Li=1 i=1
- 6
G = Z(—‘Clu — Cyyj) — G35 — CM]
L i=1

Escribiendo la ec. 3.99 seis veces, una para cada j-1,2,3,4,5,6, obtenemos seis ecuaciones escalares,

las cuales se pueden ordenar de la siguiente forma.
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D'g+Vg+C =Q

D'G+V'q+C = (;11,) F 4T o+ M

q+

q+

D'G+V'q+C + (S fo =T mee) = (1511,)'f

Ui 1) DG+ Ui 1) Vg + Uit 1) "€+ Urt 1)) (S Foxe — Jor M) = f

Finalmente.

Donde:

Dg+Vqg+C+E=f

D=(;'),) D
V= (];1]q)_TV'
C= (];1]q)_T(C'

E=(;'1,)" (S5 F o = I M

(3.100)
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Capitulo 4
Resultados

A continuacién, se muestran los resultados del analisis cinematico y dinamico del robot paralelo

para la trayectoria descrita en el Apéndice A.

4.1 Graficas de Posicion

Los parametros del robot relacionados con la geometria estan basados son similares a la estructura
en la que se baso éste trabajo, y se presentan de la siguiente manera debido a que se repiten para

cada una de las cadenas cinematicas:

Y101 = 0° Y101 = 0° Y101 = 120°
B211 = 30° B211 = 30° B211 = 30°
byz1 = 0.127m byz1 = 0127 m by31 =0.127m
Cs41 = 0.085m Cs41 = 0.085m Cs41 = 0.085m
ag71 = 0.800m ag71 = 0.800m ag71 = 0.800 m
Y12111 = 330° V12111 = 30° Y12111 = 330°

a13121 = 350°

a13121 = 350°

A13121 = 350°

Y1a131 = 210° Y1a131 = 150° V14131 = 90°
Y101 = 120° Y101 = 240° Y101 = 240°
B211 = 30° B211 = 30° B211 = 30°
byz1 = 0.127m byz1 = 0.127m byz1 = 0.127m
Cs41 = 0.085m Cs41 = 0.085m Cs41 = 0.085m
ag7;, = 0.800m ag71 = 0.800m ag71 = 0.800m

Y12111 = 30° Y12111 = 330° V12111 = 30°

ay3121 = 350° ay3121 = 350° ay3121 = 350°

Y14131 = 30° V14131 = 330° V14131 = 270°
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4.2 Graficas de Velocidad
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4.3 Graficas de Aceleracion
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4.4. Solucion del método Euler-Lagrange

La solucion del método de Euler-Lagrange, se obtuvo con ayuda del software Mathematica, y
consistid en programar la ecuacion 3.100 con cada uno de los términos que la componen. Los
datos de masas, inercias y fuerzas externas son obtenidos a partir del CAD y del material que
constituira al sistema. En la figura 4.19 se muestra la grafica de torques obtenida para el analisis
dinamico, correspondiente a la trayectoria trazada en el apéndice A: Los parametros de masa e

inercia para cadena se muestran a continuacion:

mqy; = 1.760 Kg
my; = 2.368 Kg
0.1011 0.0000 0.0000
Joi = [0.0000 0.0005 0.0000
0.0000 0.0000 0.1011

Parai = 1,2,3,4,5,6
Kg *m?

Por otra parte, los datos de masa e inercia de la plataforma y la carga son.

m, = 35.035Kg m.=30Kg
0.8669 0.0000 0.0000 0.8669 0.0000 0.0000
jgzz[o.oooo 1.7246 0.0000(Kg * m? Jé2 =0.0000 1.7246 0.0000
0.0000 0.0000 0.8668 0.0000 0.0000 0.8668

Kg *m?

1000

500 | N - | o |

500 | F"
B IR . o TR

—-1000¢

FiIN]
|

t[s]

Fig. 4.19 Grafica de fuerzas de los actuadores

A partir de los datos obtenidos de la posicion x3p; y con la informacion de las fuerzas necesarias
en los actuadores para mover una carga de 800 [N], fue posible obtener las curvas de trabajo y

potencia necesarias para cumplir con la trayectoria descrita en el apéndice A.
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Fig. 4.21 Grafica de potencia necesaria en los actuadores
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Capitulo 5
Conclusiones

En el presente trabajo se realizo el estudio de la cinematica y dinamica de un robot paralelo de 6
grados de libertad utilizando el método de transformaciones homogéneas y el método de Euler-
Lagrange, respectivamente. Ambos métodos permitieron la obtencion de variables de gran interés
para verificar que la estructura pueda cumplir con su principal propdsito, sea en este caso,
simular movimientos armoénicos que representen en gran medida el comportamiento de los sismos

comunes de la Ciudad de México.

El analisis a partir del método de transformaciones homogéneas permitioé un desarrollo sencillo de
la cinematica del robot, tomando en cuenta la geometria y los distintos tipos de juntas de la
estructura. Una de las grandes ventajas de éste método es que, sin importar que tan complicada
pueda ser la configuracion de un robot, es posible aplicar una serie de transformaciones
convenientemente definidas a través de la estructura del robot para representar la geometria y los

movimientos posibles entre cada eslabon que lo conforman.

Utilizando las técnicas de la cinematica inversa, fue posible proponer una trayectoria y un
conjunto de orientaciones basadas en el tipo de ondas provocadas por movimientos teltiricos. Con
esto, fue posible obtener el movimiento necesario de los actuadores lineales, asi como las
orientaciones de las juntas esféricas. En total, se lograron obtener seis variables por cadena

cinematica (36 en total por todo el sistema).

Las simulaciones realizadas en el sistema para la trayectoria propuesta, nos permitieron demostrar
que las velocidades y aceleraciones no generan picos considerables, y por ende, los actuadores no
necesitan ejercer fuerzas excesivamente grandes para vencer y contrarrestar las inercia de los

eslabones y la carga.

A partir del analisis por medio del método de Euler-Lagrange, se logro obtener el conjunto de
fuerzas necesarias para mover una carga de 85 [Kg] (aprox. 830 [N]). Por otra parte, al conocer
los desplazamientos lineales de los actuadores, fue posible calcular el trabajo y la potencia
requerida por el sistema, siendo estas variables importantes en la etapa de seleccion de los

actuadores mas adecuados al sistema.

A diferencia de las mesas vibradoras, éste modelo permite contemplar todos los movimientos
posibles en un espacio tridimensional, lo cual permite una representacion mas fiel a la realidad de

los sismos ocurridos en cualquier parte del mundo.
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Apendice A

Generacion de Trayectoria

El movimiento de un cuerpo en el espacio tridimensional puede definirse a través de dos
movimientos separados. En el primero de ellos, se puede establecer por medio de una trayectoria a
través de un conjunto de rectas y /o curvas, la cual debe seguir algun punto del cuerpo de interés
(por gjemplo, el centro de gravedad del organo terminal). El segundo movimiento, se encarga de
describir la orientacién angular. Ambas ecuaciones deben cumplir con condiciones de posicion,
velocidad y aceleracion linear y angular, y se realizadas durante un tiempo definido. A

continuacion, se plantean las trayectorias propuestas para el centro de gravedad de la plataforma.
Trayectoria

La funcién aqui definida, representa una superposicion de movimientos armonicos simples,
acorde con el Teorema de Fourier. Dicha trayectoria se compone de las siguientes ecuaciones

paramétricas en el espacio tridimensional.
Xp = R cos(t)
f(®) =4 ¥ =Rsin(t)
z, = Asin(wt)

Donde:

R = radio de la circunferencia en el plano XY [m]
A = Amplitud del movimiento armdnico simple [m]
w = Frecuencia angular del movimiento arménico simple [rad/s]

Ademas, se define:

w =2nf
Donde:
f = Frecuencia del movimiento armoénico simple [Hz]

Para obtener las ecuaciones de velocidad y aceleracion, bastd con derivar una y dos veces las ecuaciones paramétricas:
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Xp = —R sin(t) Xp = —R sin(t)
v(t) = Yp = R cos(t) a(t) = Jp = —R sin(t)
z, = wA cos(wt) Z, = —w?Asin(wt)

En la figura A.1 se muestra la trayectoria aqui descrita, para los siguientes parametros.

R =0.1[m]
A =0.010 [m]
f =10 [Hz]

Fig. A.1 Trayectoria Propuesta

Orientacion Angular

Para la orientacion angular, también se definieron movimientos que representaran la

superposicion de ondas a través de los tres grados de libertad disponibles. Las ecuaciones se

muestran a continuacion.

6,[t] = Ay cos(f;t)
Yy [t] = Az cos(f,t)
¢plt] = A3 cos(fst)
Donde
A; = Amplitud del movimiento armoénico simple para la orientacion i

fi; = Frecuencia del movimiento arménico simple para la orientacién i
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Para obtener las ecuaciones de velocidad y aceleracion, bastd con derivar una y dos veces las

ecuaciones paramétricas, lo cual condujo a las siguientes ecuaciones:

ép [t] = —f14; sin(fit) O,[t] = —f£A; cos(fit)
lpp[t] = —fR4; sin(f,t) Pplt] = —fFA; cos(f,t)
pr [t] = —f343 sin(f3t) Pplt] = —f£ A3 cos(f3t)
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Apendice B

Coeficientes de la ecuacion 2.45

Vi = —2Cs4iZ; + €4y + X} + Z]
Voi = CV10i(Zp — C54iCPa1i + X32iSP21i + Q13125 (V1a13i — ¢p)59p + a1312i€ (V14130 — ¢p)C9p51/Jp)
Vioi = SY10i(Zp — C54iCP21i + X32iB21i + A1312iS V14130 — Pp)SOp + A1312iC(V1a13i — $p)CcOpSYy)
Vi1i = %32i€Bz1i + V10i(—Xp + A1312i€ V14131 — Pp)Pp) + C54iB21i — SV10i Vp + A1312iS V1a13i
- ¢p)C9p — 1312i€ (V14131 — ¢p)59p51/’p)
Vigi = _0-5a1312i(2a1312iC052(Qp)(c(yulsi - ¢p)25in2 (¢p) + s(V1413i — ¢p)2)5ﬁ221i5)’10i
+ C9p5321i(_a1312i5(2(V1413i - ¢p))cy10icwpsﬁ21i + 25(V1413i — ¢p)(_cs4i + xpCV10i5:321i
+ J’psﬁzusyloi) + 2¢(Y1413i — ¢p)(x32i + Zpsﬁz1i)5)’10i5¢p) + 2¢B21i(—5 (V14131 — ¢p)(x32iC9p
+ C54i51’10i59p) + c(V1413i — ¢p)(_cs4i59p5)/10i + x32i59p)5¢p)
+ 560, (a1312:€ (V14131 — Pp)2SYp)cYr0i + 25PBa1:(A1312i€ V14130 — Pp)*SIn® () SB21:SV10:56)
+ 5s(V1a13i — ¢p)sy10i(x32i + SﬁZIi(Zp + a1312iS (V14131 — ¢p)59p)) + c(V1a13i — ¢p)(cs4i
= 5B21: (XpCV10i T YpS¥10i))S¥p)) + Cﬁzz1i(CV10i(2xpS(V1413i = ¢p)cl, — a1312;S(2(V1413i
- ¢p))C9pC¢p - prC(Y1413i - ¢p)59p5¢p) + 25¥10i(A1312i€ (V14131 — ¢p)25in2 (lsz) + 5(Y1413i
= ¢p)(A1312iS V1413 — Pp) + ¥pCOp + 2,50,) + c(V1a13i — Pp)(2pCOp — ¥ S0,) Y1)
Vizi = a1312i€(V1a13i — ¢p)(C¢’p(C9p(C54i5.321i - yps]/10i) — 5¥10i(A1312iS V1413i — ¢p) + (Zp
+ X32i5821:)56,) + B21i(X32i€0p + C54iSYV10i50p)) + cV10i(€Op(A1312iC (V12131 — Pp) — XpCPp)
+ (2 — C54iCP21i + X32iSB21i t A1312:S(V1413i — DPp)SOp)sYy))
Viai = —1312i(SY1413i(€0p (Zp — C54iCP21i + X32iSB211)SV10i + (X32:CB,1; + €54iSB21i — YpSV10:)S6p)SPp
+ ¢¥1413i (€O cPp (2 — C54iCP21i + X32i5B21:)SV10i T CPp(X32:CP21i — XpCV10i T C54iSPz1i
— YpSY100)S0p — CV10iCWp(2p — €54iCBo1i + X32iSP21:)SPp) + (A1312i5Y1o; + S(V1413i
= @p)(—CO0, (X32iCB21; + C54iSPB21i — YpS¥10i) T (Zp — C54iCB21i + X32:5P21i)5V10i50,))SYp
+ c¥10i(chp Py (Zp — C54iCB21; + X32iSP21i)SV1a13i T A1312iCWp SO, — X, SV1413iS0,SPp
+ xp5 (V14131 — Pp)CO,5Yp))
Visi = Csai — SB21:(€V10i(Xp — A1312i€ (V14130 — Pp)C¥p) + (Vp + A1312iSV1a13i — Pp)COp)SV10:)
= ¢P21:(Zp + A1312iS (V12131 — Pp)SOp) + A1312:C(V1a13i — Pp)(—CP21iCOp + SB21:5V10i50,) 5P,

Coeficientes de 1a ecuacion 2.49

Vigi = Yi*cos? (es;) + X7

Vigi = Clpesi(cﬂzu(_yz) + b4ziCV10i — A1312iS(V1413i — ¢p)cep + a1312i€(V1a13i — ¢p)59p51/)p)
+ SY10i(X32; + 53211‘(21; + a1312iS (V14131 — ¢p)59p + a1312i€(V1a13i — ¢p)C9p51/’p)))

Vigi = _Clpesi(_cﬂzu(xp — A1312i€(V1413i — ¢p)a/’p + b43iSV10i) T CV10i(X32i 5.821i(zp
+ a1312iS (V14131 — ¢p)59p + a1312i€(V1a13i — ¢p)C9p51/’p)))

Viei = cWPgs5iSP21i(—bazi + (_xp + a1312i€(V1413; — ¢p)C1/’p)SV1oi + CV1oi(yp + a1312iS(V1a13i — d)p)CHp
— 1312i€ (V14131 — ¢p)59p51/)p))
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Va0i = 0.501312iCPe5:(2a1312iC(V1413i — ¢p)25i"2 (ll’p)choisﬁzu

Va1i

Va2

Va3

Vaai

+ 2a1312iC052(9p)5(V1413i - ¢p)zcy10isﬁ21i + 59p(“1312i5(2(1’1413i - ¢p))cﬁ21icd)p + 25(V1413i
= @p)(—CPa1i(xp + baziSV10i) + V10i(X32i + SB21:(Zp + Q13125 (V14131 — Pp)SOp)))) + 2¢(V1413i
- ¢p)s.821i(b43i = ¥pCY10i T (xp — A1312i€(V1413; — ¢p)c¢p)sy1oi)59p5¢p

+ ¢0,(5B21i(A1312iS (2 (V14131 — Pp))CWpSV10i — 25(V1a13i — Pp)(Pazi — YpCV10i T XpS¥10i))

+ 2¢(V1a13i — Dp) (€V10i (X328 + ZpSP21:) — CPa1i(Xp — A1312i€ (V14131 — Pp)CWp

+ b43i5V10i))5¥p))

= Qy312iC (V14130 — ¢p)C¢65i(CV10i01/’p(a1312i5(V1413i - ¢p)5ﬂ21i + (x32; + Zpsﬁzu')sgp)

+ SY10i(X32; + 5ﬁ21i(zp + a1312i5(V1413i — ¢p)59p))51/)p + Cep(sﬁ21i(a1312ic()/1413i - ¢p)51’10i
- Cl/’p(b43i — YpC¥10i + xpsyloi)) — a1312iS(V1413i — ¢p)cﬁ21i5¢p) + cB21:((a1312i€ (V1413 — ¢p)
- Cll)p (xp + b43i5)/10i))59p + (_Yp + b43iCV10i)5¢p))

= A1312iWPes5i(—S(V1413i — ¢p)C¢p(x32i + Zpsﬁzli)syloi + Sﬁzli(_amlziclbpsyloi *+ c(V1413i

- ¢p)(b43i + xpsyloi))sgp — S(V1a13i — ¢p)cgpsﬁ21i(b43i + xpsywi)Slpp + cY10i(c(V1413i

- ¢p)(C9p(x32i + Zpsﬁ21i) - ypSﬁZIisgp) + (A1312i8B21i + S(V1413i — ‘Ibp)(}’pcgpsﬁzu + (x32
+ ZpSﬁZIi)Sep))swp) + Cﬁz1i(_C9p(_a1312iC¢p + (Y1413 — ¢p)(xp + b43iSV10i)) + S(V1413i
- ¢p)((yp - b43iCV10i)C¢p - (xp + b43i5Y10i)59p5¢p)))

= Pes5i(—baz; + (_xp + 1312 (V14131 — ¢p)C¢p)5y1oi + Cywi(}’p *+ a1312iS (V14131 — ¢p)09p

— A1312i€ (V14131 — ¢p)59p5¢p))

= SPesi(—bazi + (—Xp + A1312i€ (V14131 — Pp)Wp)SY10i + V10i Vp + A1312iS V14130 — Pp)Cby

= A1312i€ (V12131 — Pp)SOpSWp)) (—X32; — SPB21:(Zp + A1312iS (V14131 — Pp)SOp + A1312iC (V1413
= Pp)cO,sYy) + P21 (cV10i(Xp — A1312i€ (V14130 — Pp)CWp) + SV10i Vp + A1312iS (V1a13i
- ¢p)C9p = A1312i€(V1413; — ¢p)59p5¢p)))

Coeficientes de 1a ecuacioén 2.53

_ 2 2
Vasi = a3y +asy;

Vaei =0
Va7i=10
Vogi =0

Vaoi = 0.125(4c, (=5 (2(B21i + Wosi))CV10iC0p + S(2¥100)S(B21i + Yesi)?50p) + (6 — 2¢(2¥101)

Vaoi =

V31 =

+ 2¢(2(B21i + Wesi)) + c(2(B21i — Y10i + Wesi)) + c(2(B21i + Vioi T Wesi)))S¥p)
—(5(B21i T VYes51)Cc0psV10i + €(B21i + Wesi)50,) (€(Ba1i + Yesi) Oy + S(Bay;
+ Pes5i) (—CPpSY10iS0, + CY10iSPp))

%(20(2(13211' = Y1o0i + Wesi)) + 2¢(2(B21i + V10i + Wesi)) — 6¢(2(B21;i — Op + W6s5:)) + ¢ (2(Ba1;
—Y10i — ep + Pesi)) + c(2(B1i + Vioi — Hp + Yesi)) — 6¢(2(B21; + ep + Pes5:)) + c(2(Ba1;
—Y10i T ep + Pesi)) + c(2(B1i + Vioi + Hp + Yesi)) — 4C(29p)(1 + (1 + 3c(2(B21i

+ P65:)))c(2p)) + 4c(2y10) (=1 — 205 (1P,)c(26,) + (3 + c(20,)c(2(Ba1i + Pesi)))c ()
+4(c(2(Bari + es)) (1 — 6¢(2p)cvion) + 45(2(Brai + PY5:)) (=252, )cY10i¢0,

+ c(2Y,)s(20,)5Y101)) — 4(—11 + c(2Y,) + s(2B21; — YV10i — 20p + 2Y6s5;) — S(2P21i + YV1oi

= 20p + 2¥65;) — S(2P210 — V10i T 2(0p + Wes5:)) + S(2P211 + Vioi + 2(6p + Yesi))

— 85(2¥10i)s(B21i + 1/’651’)25(21/)1;)591;))

V31 =0
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Vas =

Vaa =

0.015(2¢(2(B21i — Y10i + Wesi)) + 2¢(2(B21i + Y10i + Pesi)) — 6¢(2(B21; — ep + Ye6si))

+ c(2(B21i — Y10i — 9p + Yes:)) + c(2(Ba1i + Vioi — 9p + Yesi)) — 6¢(2(B21; + ep + Ye6si))
+c(2(B21i — Y10i + 9p + Yesi)) + c(2(Ba1i + Vioi + 9p + Yesi)) — 4C(29p)(1 + (1 + 3¢(2(B21;
+P65)))c(2Yp)) + 4c(2y100) (—1 — 2cos? (P)c(26,) + (3 + ¢(26,)c(2(B21i + Ye5:)))c(2p))
+ 4(c(2(B21i + Yes5:))(1 — 60(21/’p)CY120i) + 45(2(B21i + Yes5:)) (—25(2¢5)Cy10i€0,

+ c(2Y,)s(20,)5Y101)) — 4(—11 + c(2Y,) + s(2P21; — Y10i — 20p + 2Y6s5;) — S(2P21i + V1oi

= 20y, + 2¥65;) — S(2B210 — V10i T 2(0p + Wesi)) + S(2P215 + Vioi + 2(0p + Pesi))

— 85(2y101)s(B21; + ¢65i)25(2¢p)59p))

0

Coeficientes de la ecuacion 2.57

35

Vg =
V3o =

Vi =

cos? (Y100:)csc(P1110i)

2
a3z

0

0.125(c(Y12111 + V1a13: — Op — ®p — ) (2¥100)S(B21i + Wesi)* + 2¢(V1211i + Via13i — $p) (3
+ c(2(B21i + Yes51)) — 2¢(2y10)5(B21i + Ebest)z)app + 5(2y100)5(B21i + ll’esi)z(‘l's(]’uni

+ V1a13i — Pp)COp — c (V12110 t Via13i — Op — Gp)p + (S(V1211i + V1a13i — Op — Pp)

= 25(Y1211i T V1a13i T Op — $p))sPp) + 452 (B21i + Yesi))cV10i(S(V1211i + Via13i — $p)SO,
+ ¢(V1211i + V1a13i — $p)COpSsYy))

= —Cosz(ep)c(ﬁzu + 1/’651‘)25()’12111' + V1a13i — ¢p) = S(V1211i + V1a13i — ¢p)5([321i + ¢65i)zcy120i

— c(V1z211i * V14130 — Pp)S(Bo1i + Wesi)*CV10iCOp Wy SY10: — SIN*(6,)S Viz11i + Vaaazi

= ¢p)s(Br1i + Vesi)>SY1oi — €(Vaz11: + Via13i — Gp)c(Ba1i + Yes5:)S(B21i + Wesi)CV10iCWPpSO,
+ S(Y1211i + V14130 — Pp)S(2(B21i + Wesi))C0pSV10iS0p + ¢ (V12111 + Via13i — $p) (S(Ba1i

+ Yes5:)COpSY10i + €(Ba1i + Yes5:)50p) (c(Ba1i + Wesi) Oy — S(B21i + Yesi)SY10i50p)SPp
(cpp(s(B21i + Yes5:) (—c(V1211i + V1413)V10iWp + SV1211i T V1413)€OpSV10i) + c(Ba1i

+ Yes5:)S(V1211i + Y14131)50p) — (V12110 + Y14130)S(B21i + Wesi)CV10iCWp + ¢ (V1211i

+ Y14131) (S(B21i + Wes5i1)CO0pSY10i + C(B21i + Wesi)S0p))SPp + ¢(Vi211i + Viarzi — Pp) (€ (Bau;
+ Yesi) Oy — S(B21i + Wesi)SY10i50p)SYp) (€(B21i + Yesi)COpchy + S(Ba1i

+ Yes5:) (—CPpSY10iS0p + CV10i5Yp))

=0

= S(V1211i + Y1413i — Pp)CY10iC0p + c(V1211i + Via13i — DPp) (CWpSY10i — CY10i50p5Wp)
-0

= —cot(P11100) (€ V1211i + V1413 (€(B21i + Yes5:)CcPpSO, + S(Ba1i + Wes:) (CO,CPpSY10:

= V10iPpSPp)) + S(V1211i t V1413) (€(B21i + Wes5:)S0,5Pp + S(B21i + Wesi) (CY10iCPpCPp
+ ¢0,5Y10i5Pp)) + S(Y1211i T+ V14131 — Pp)(—Cc(B21i + Wesi)COp + S(Ba1;
+ Ye651)5V10iS0p)SYp) ((B21i + Wos:) O, + S(B21i + Yesi) (—CpSV10i50p + CV10iSWp))
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Coeficientes de 1a ecuaciéon 2.61

Viei =

Vazi =
Vigi =
Vioi =

Vsoi =

Vsii =

Vspi =

C052(¢98i)
(@11i€P1110i — A12i5P11101)?
0
0
0

0.125¢t109; (B, (c(B21i + Wesi)CV10iCP76i — SY10i5P761) (€P76i(S(B21i + Wesi) Oy + c(Ba1;
+ Y65:)5V10i50p) + €¥10iS0pSP76:) + (5 + ¢(2¥10:) (1 — 3¢(2ep761)) + c(2d76:) + 4c(Ba1i

+ Ye51)S(2Y101)S2d76:) — 4C052(¢76i)c(2(ﬁ21i + 1/’65i))CV120i)5¢p)

—CP100i(S(B21i + 1l’esl‘)cd’%isep - Cep(c(ﬁ21i + Yes5:)CP76iSV10i

+ CV10i5¢76i))(5¢76i(Cyloicwpsep + 5V10i51l)p) + c76i(s(B21i + ¢65i)C9pC¢p + c(B21i

+ Yes5:) (CPpSY10iS8p — CV10iSPp)))

0.0625¢1)190; (8 + 4cos? (1) (26y) — c(2(6, — B76:)) — c(2(8y + B76:)) + c(2(Ba1i — P
+ Pes1)) + c(2(Ba1i + Drei + Wesi)) + c(2(Bari + Vos5:)) (2 + 4052 (P76:)c(2Yy)) — 2¢(2¢761) (2
+ (=2 + ¢(26,))c(2Pp)))cyio; + c¥i0i(—8c0s? ()5 (20, 2d76:)5 (Bari + Wesi)
+8c05%(976:)5(2(B21i + Ye50))S (2p) b)) + 2(cos?(6,)cos? (P76:) (—(—4 + 2¢(2¥101)

+ ¢(2(Ba1i — Yioi + Wesi)) + €(2(Ba1i + Vioi + Wes:)))SViz11i + Via130)?

— 4c(2Y,)S(Ba1i + Pes5i)*) — 45(2P76:)S(Bari + Wesi)S(2Y,)cO,5Y10:

— c(Y1211i + V14130)*(—8cos? (P, ) sin? (P761)S¥10i + cos®(¢761) (cos®(0,) (—4 + 2¢(2¥101)
+c(2(B21i — Yioi + Yesi)) + c(2(Br1i + Vioi + Yes:))) — 8sin? (0p)s(Bz1i + Pesi)®

+ 4cos? (Pp)s(260,)5(2(B21i + Pes5:1))SY100)

+ 4(2c05%(¢p)S (V12111 + V14131) 2 (€0 ($76:)SIN*(0,)5(Bo1; + Wesi)? + cos?(P,,)sin? ($761)S¥101)
+ 51211 + V1413i)2(2C052(¢76i)5in2(9p)5m2 (‘Ibp)s(ﬁzu + lpﬁsi)z

+ cos® (P,)sV10: (=052 (P761)5(20,)S(2(B21i + Wesi)) + 25in* (P76:)Sin* ($p)S¥10:1))

— 5in®(¢761)5(2¥101)S 2Pp) S0y + c(Ba1i + Yos51)S(2¢761) (—c05* () sin?(6,)5(2¥101)

+ sin® (Y,)s(2¥101) + €(2¥100)5(21)56,) + €052 (P76:)c(Ba1i + Wesi)* 50, (S(2¥101)S(2Y,)
+ 2sin® () 5¥£0:56p))))

0

CP76iCW100i (—CWp (S(Ba1i + Yes:)COy + c(B21i + Ye5:)SV10i50p)SP761 + CP76iSV10i5Wp

+ cy10i(cP76icPp S0, + c(Br1; + Wesi)SP76i5Pp))

= —cP100i (€ (B21i T Yesi)COpcPy + S(Ba1i + Wesi) (—CWpSY10i56, + CV10i5Yp))
= —cP100i ((€(B21i + Ye5:)S V12110 T V1a13i — Pp)COpCPr6iSV10i — SV1211i T V1413i)S(B21i

+ Yes5i)CPr6iCPpSO, + S(Y1211i T V14130) CWpSV10iSP76i5Pp + (V12111 + V14131) (€PpCPpSY10iSP761
+ 5(Bo1i + Yes5:)CP76iS0p5Pp) — c(V1211i T+ V14131 — Pp)CP76i(S(B21i + Wesi) Oy + c(Ba1i

+ Y65:)5V10i50p)SWp — V10i (=S V12110 T Y1a13i — Pp)COpSPr6i + C(Vi211i + Viarzi — Pp) (€ (B1;
+ 1p65i)c¢76icwp + 59p5¢76i51/)p)))2

+ (s(V1211: + V1413i)(c¢pc¢p(c(.321i + Y65:)CV10iCP76i — SV10i5P76i) T S(Ba1i

+ Yes5:)CPr6i(—50,50, + cO,chpsPy) + (€(B21i + Yesi)CP76iSV10i T CV10iSP76i) (COpSPp

+ ¢cpsOpsPy)) + c(Vi211i T+ Y14130) (CWp (—C(B21i + Wesi)CV10iCP76i + SY10iSP761)SPp — S(B21i

+ Yes5i)CPr6i(CpsOy, + cOy50,50,) + (€(Br1i + Wesi)CP76iSV10i + CY10i5P761) (COpCD,

- Sepsd)psd)p)))z)
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Vs7i = s¥100i(€(211100) (—¢(B21i + Yo5:)S (V12110 + V1a13i — ¢p)C9pC¢76iSV10i + (V12110 + V141305 (P21
+ 1p65i)c¢76ic¢p59p = (V12110 t+ V1413i)5¢p5]/10i5¢76i5¢p = (V12110 t+ y1413i)(c¢pcwpsy10is¢76i
+ 5Bz + ¢65i)c¢76i59ps¢p) + c(Y1211i + V14130 — ¢p)c¢76i(5(ﬁ21i + 1/’651’)C9p + c(Baui
+ ¢65i)51’1oi59p)5¢p + c¥10i (=5 (V12110 + V1413 — ¢p)C9p5¢76i + c(V1211i + V14130 — ¢p)(c(,321i
+ 1p65i)C¢76iC1pp + 59p5¢76i5¢p)))(5()’1211i + V1413i)(c¢pc¢p (c(B21i + Yesi)CV10iCP76i
= SY10i5P76i) + S(B21i + lp65i)c¢76i(_59ps¢p + Cepc¢p5¢p) + (c(B21i + Yes5)cPr6iSY10i
+ CV10i5¢76i)(C9p5¢p + C¢p59p5¢p)) + (Y1211 + V1413i)(C1/)p(_C(321i + Ye5i)CY10iCP76i
+ 5V10i5¢76i)5¢p = s(Ba1i t+ 1p65i)c¢76i(c¢p59p + C9p5¢p5¢p) + (c(B21i + Yes5i)CcP76iSY10i
+ CV10i5¢76i)(C9pC¢p - 59p5¢p5¢p)))

+ ¢1110i5P1110i (€ (B21i + Wes5:)S (V12110 + Via13i — Pp)COpCPr6iSV10i — S(V1211i T+ V14130)S(Ba1i
+ Yes5i)CPr6iChpSO, + S(V1211i T+ V14130) CWpSV10iSP76iSPp + (V12111 + V14131) (CPpCWpSY10iSP76i
+ 5(B21i + Yes5i)CP76iS0,5Pp) — c(V1211i T+ V14131 — Pp)CP76i(S(B21i + Wesi)COp + c(Ba1;

+ Y65:)5V10i50p)SWp — V10i (S V12110 T V1a13i — Pp)COpSP6i + C(Vi211i + Viarzi — Pp) (€ (Bu;
+ ¢65i)c¢76i5¢p + 59p5¢76i5¢p)))2

= (s(V1211i + V14130) (€Pp Py (c(Ba1i + Wesi)CV10iCP76i — SY10i5P761) + S(Ba1i

+ Yes5i)CPr6i(—50,5¢, + cO,chpsPy) + (€(B1i + Yesi)CP76iSV10i T CV10iSP76i) (COpSPy

+ ¢cppsOysPy)) + c(Vi211i T+ V14130) (CWp (—C(Bz1i + Wesi)CV10iCP76i + SY10i5P761)SPp — S(Ba1i

+ Yes5i)CcPr6i(CPpsOy, + cOys,s0P,) + (c(Br1i + Wesi)CP76iSV10i T CY10i5P761) (COpCD,

= 50,50,59,)))%))
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Apendice C

Coeficientes de la ecuacion X.XX

Vsgi =
Gy =
Gy =

—2C54;Z; + CEy + XE+ ZF
2(_xp + %32i€B21iCV10i + A1312i€ V14130 — ¢p)51/’p + C54iCY10iSB21i — basiSY10i)
2(=Yp + baziCV10i — A1312iS V1a13i — Pp)COp + X321CB21iSV10i T C54iSP21iSV10i t A1312i€ (V1413

- ¢p)59ps¢p)

= 2(Zp — C54iCP21i + X32iSB21i t A1312iS(V1413i — Pp)SOp + A1312i€ (V14131 — Pp)COpSYy)

—20a4312iS (V14131 — $p)(€0p(Zp — C54iCP21i + X32i5P211) + (—¥Vp + DaziCV10i + X32:CP21iSV 10

+ €54i5821i5V10i)50p) + 201312 (V14130 — Pp)(€Op (Vp — baziCV10i — (X32iCP21i + C54iSP21i)SV10i)
+ (Zp — C54iCP21i T X32i5P211)50p) s,

2a1312i€(V1a13i — Pp)(€OpcWy (Zp — C54iCB21; + X32iSP211) + CWp(—¥p + baziCV10i + X32iCP21iSV10i
+ €54i5821i5V10i)50p + (Xp — €V10i(X32iCP21i + C54iSB21:) + DaziSV101)S¥p)

= 2a4312i(cPpcPp (X — V10i(X32iCP21; + C54iSP21i) + DaziSV10i)SV1413i T SV1413i (€O (Vp — baziC¥10:

— (x32iCP21i + C54iSB211)SV10i) + (Zp — C54iCP21i + X32i5P21:)56,)SPp + V14131 (cOp ey (Vp
— by3iCV10i — (X32i€B21i + C54iSB211)SV10i) + C¢p(Zp — C54iCPo1; + x32i5521i)59p + Cl!’p(_xp
+ %32iCP21:CV10i + C54iCV10:SB21i — PaziSV101)5Pp) — S(V1413i — Pp)(€Op(2p — C54iCPo1;
+ x32i532.1i) +(w+ b43.iCV10i + %32i€B21iSV10i T C54-i51821is)/10i)591_7)5¢p)
—2(235;(By; + AqXap; + 2A4;%35;) + 3"53 + J"pz "‘Z'g - a13122'(C}’14135(5¢p(2¢"p6¢"p(_i’p
+ Iit’p[_'i’ + baaiC¥i0i + *32:€P21:5Y10: + 55415182113?’10:)53;:) + qujptrbp (2

— ¥10i (%32:€P215 + €54:5P2:) + 543:-‘5}’10z)5¢p +56,(— 2'Vp b Z‘i‘f'p[}’ "‘é Zy

55413;:51821: +6 xazasﬁzn)s% Z (32 + ¢' )+ (€54:€P21; _xazzsﬁzn}(ez + ¢§)))
+cly(sp, (zzpf’p + Zfi’p@pmppﬁz — C54i€B21; + X32:5P211) + [Z -8 pVp)SUp) — Vp [5'2
+ f{f’p) + b435¢”}’1m‘(23p ({f’ps‘i’p + 35 + ¢§) + (%32:€B21; + €54:5B21:)5V10: KZQp‘i’pS’»bp + 33
+93)) + oy 2ab, Oy + 0 2,) — 25,y — 20, (~Ppa2iBasi + Bari(Csuithy
+ ﬁJprZicwpsjﬁﬂz) + ’ﬁb pCWUp(—Vp + BagiChio; + 554151821;5?’10;)) + sy, [2'1
+Zp(5'2 + ¢'p +’P )= (c54i€B21: — xazzsﬁzn}(az + ¢'p +¢ N+ cdp(— zxp’»bpsﬁlbp
+ C’Pp(Z’Pp(J’ + 3 2, 554z3p51321z +8 xBZESﬁZM}SH (xp — CV10i (X32:€B21:
+ €54i5B215) + 54315}’101}@;; ‘|‘ ‘P ) +s6 (2¢p (zp— p'i’ +0 pDaziChio; + 8 p(X22:€B21;
+ ¢54¢5P211)5V0i) + STPp(ZZp b — pr(fi'ﬁ + ¢'p + Ipp) + (baaiVi0i + X22:€B21:5V10
+ 5545532155Y105)(é§ + ¢}§ + %Ib;za))))) + S¥1413:(cPp (z‘lﬁ’pc‘»bp (x, + ’»lbp(}’p — bzt
— (x32i€P21; + 5545513215}37’105)53;:) - zé}p"j}p (xp — ¥10:(X32:€P21: + €54:5B21:)
+ byaiS¥r00)sY, + 56, (zj}pép + z‘ié’p O + épzp - 55459;: o1 + épx325513215}31pp
+ 2 (63 + 93) — (C5a:0Bari — X52:5B21) (BF + $2))) — 6, (b (22,8, + 200, (Wp (2,
— C54i€Pa1: + X32:5Pa1:) + (2, —6 pVp)SWp) — Vp (92 + ‘?:'p) + baaiCVios (23 (ppmpp + 92
+ ‘?:'p) + (x32:€P21; + €54:5B211)SV10i (ng‘?:'pﬁpp + 92 + ‘Pp)} +s¢p,(— 2¢'p O + szp}
+ zzp"ppcjpp +26 p(— ¢'px32a31321z + cfaq; (554z¢'p + ’przzac’PpSYma} + Tib pCWp (=
+ by3i€¥10; + €5405621:5%100)) — S (20 2 +Zp (32 + ¢'p +¢ )= (€54:€B21;
~ X32558210) (63 + 9F + WEN) + 56y (— 25, sty + €y (20, (0 + 62, — 506
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+6 3’532151321:)53 — (xp — e¥10:(X22:€B21; + €54:5P211) + 543;5?’101)[‘?.:'3 + I.IIDZ))

+ 56 (Z(pp(z p“i’ +6 pDa3iC¥10: + ] p(¥32:€P21: + €54:5B211)SV10:) + STPp(ZZ ‘9
—¥p (93 + ¢'p + ‘Pp) + (baziCV10i + X22i€B21:5V0: T+ 55455132155}’105)(95 + ¢'p

+ PN

Coeficientes de 1a ecuacion X. XX

_ cos?(esi)
Vsoi = T xs
Go = Xi(S¥10iVs8iXi + (Gi — cP21iCV10iVs8i) (Csai — Z1))
o Vssi
G = X (c¥10iVssiXi — (G2i — €P21iSV10iVs8i) (Cs4i — Z1))
* Vs
(G3i + B21iVssi) Xi(C54i — Z1)
GlOl V
1 58i
Gi1i = Veg —Xi(a1312:Vs8i (c(V1413i — ¢p)5¢p(CY10i09pXi + (CBZHCGPS]/lOi - SBZlisep)(C54-i = Zy))
58i

+ S(V1a13i — ¢p)(cy10i59pXi + (C9p5ﬁ21i + Cﬁz1i5)/1oi59p)(cs4i —Z))) * Gyi(C54i — Zi))G1zi
Vsl& X1i((csai — Z10) G5 + A1312i€ (V14130 — ¢p)(c¢p(X1iCV1oi59p + (Csai — Zli)(ceps,[)’21i
+ Cﬁzus)’wisep)) + ((—Csai + Z10)CBr1iCY10i + XliSYwi)Slpp)Vssi)
Gz = V:&X (Gsi(€sai — Z) + a1312i€(V1413i — ¢p)V58i(C¢p(CV1oi59pXi + (CgpSBZH
+ ¢B21i5V10i50p) (Csai — Z;)) + Sy (SV10iXi + €P21iCY10i (—C54i + Z}))))

1
—Xi(A1312iVs8i (—S (V14131 — Pp)CWpSV10iXi + €V10i (€ (V14131 — Pp)COpXi + S(V1413i

Gz = %
58i
= @p)(SO,5YpX; + P10y (Csai — Zi))) + SB21i(—c(V1a13i — Pp)SOp + S(V1413
= Pp)CO,sYp)(Csai — Z;) + €B21i5V10i (€ (V14130 — Pp)COp + S(V1a131 — Pp)SOpsWp) (Csai — Z;))
+1G6i(C54i -Z))
Grai = 5— (C54iXiG7; + ZX Z; iVsgiXi + 20541V581 — 2VsgiZ; X + A1312iV10iVsaiX P (cb, (ngll)pc(]’lzum

581
- ¢p)01/)p + S(Y1413i - ¢p)_(29p¢p51/)p + 92 + ¢z§)) + s0 (2¢p1/)p5(]/1413i - ¢p)c_1/}p = ¢(Y1413i
— ¢p) (20,0, + 5P, (07 + P + ll)p)))) A1312iCP21:VssiXi (C541 Z)(c¥10i ChpPps(V1413i
- ¢p)51/)p + c(Y1a13i — ¢p)01/)p(¢p + wp)) + sy10i(cOp(— 297;1/)7;00/14131 bl __5(}’14131'
= )26y by 5y + 62 + D) + 56, (=26, s Yrsrsi — Dp)0Wy + aaasi — )26,y
+ sy, (05 + ¢p + 1!’;))))) + 2XiZi(3.C32.i(Bli + AyiXag; + 24A1%300) + x5 + yp + 2
- a;31gi(CV14131(5¢p Qopctpy(—xp + Y (=Yp + baziCyioi + +x321C321LS]/101 + 5541532115)’101)591;)
+2¢p1_/’p(xp CVlOl(x321,Cﬁle + C54i5P211) + DaziSV101)SY, + 50, (=20, 2¢p(yp + 0,2,
- C54i9pc.821z +_9 x321_S,82_11)Sl/}p Zp(92 + ¢p) + (€s54iCP21i — x3215,8211)(92 + ¢p)))
+ Cgp(5¢p(22p9p + 2¢p(l_/}papp(zp C54iCP21; T X32iSP211) + (Zp _ pr)Sll’p) Yp(gz + ¢’p)
+ b43iCV1_oi(29p¢p5¢p + 95 +_¢§) + (x3gic.821_i + C54i5.321i)5)’10i(ngd_)pSll’p_+ 92 + ¢’p))
+ ('jd)p(zd)p (yp + szp) - Zz.pll}pa/}p - 261)(_(i)px32i5ﬁ21_i + C.B21i_(C54i(_pp + l{[}pxSZiCl/)pSYMi)
+ Ypcp, (—y, + b43LCV101 + €54i5B21i5V101)) + S (2y,6, + Zp(92 + ¢§ +9) - (C54i€Pa1i
x3215,32u)(92 + 02 + YD) + oy (—2x, P, 5Py + Uy (20, 3y + 0,2, — ~ C54i0pCha1i
+6 pX32iSB211)S0p — (Xp — CV10i(X32iCB21i + C54iSP21:) + b43zs}’101)(¢p +97)) + s6 (2¢p(zp
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epr + 9 b431CV101 + 9 (x3215ﬁ211 + 55415.3211)57/101) + Sll)p(zzp }’p(ez + ¢7§ + l/)z%)
+ (b43LCV101 + X32i¢B21i5V10i T+ 0541532115]/101)(92 + ¢p +YI))) + 5V14131(C¢p(2¢p0¢p(xp
- 2¢p¢p(xp CYlOL(x3ZLCﬁZIL + C54i5B211) + baziS¥10i)SYy, + 56, (2y,6, + 2¢p(3’p + 0,2,

— Cs54i0pCPr1; + 6 x3215B211)S¢p + Zp(92 + ¢p) (C54iCP21i — xszzsﬁzu)(ez + )

—cO (C(pp(zzpe + 2¢p(¢pcwp(zp C54zcﬁzu + x32LSﬂ211) + (Zp ) p}’p)S%) yp(gz + ¢p)

+ b43LCV101(29 ¢p5¢p + 92 + ¢p) + (x3215ﬁ211 + C5415ﬁ211)5)’101(29 ¢p5¢p + 92 + ¢p))

+ 5¢p( 2¢p(yp + 0 Zp) + zzplppcwp + 29 ( ¢px3215ﬂ211 + C3211(C541¢p + 1/’px321‘3¢p5)/101')

+ Yycp, (—y, + b43101/101 + C54iSB21iSV 1)) — sy, (2y,0, + Zp(gz + ¢p + ¢p) ) (C54iCPo1i
x3215ﬂ211.)(62 + ¢p + wp)))) + 5¢p( zxplppswp + Clpp(zwp(yp + 0 pZp — _ C5419 cBaai

+6 x32153211)59 (xp = c¥10i(X32iCP21i + C54iSB21:) + b4315]/101)(¢p + Ebp)) + s0 (Z(Pp(zp

- 9p3’p +6 pDa3iCV10i + 6 o (X32iCB21; + C54LS.321L)SV101) + 5¢p(22p Yp(ez + ¢p +97)

+ (b43LCV101 + X32i¢B21i5V10i T+ 0541532115]/101)(92 + ¢p + ¢p))))))) + VsgiXi (@1312i (S (V1413i
¢p)(2¢p¢p5)’1015¢p 5321159 (Csai — Z; )(29 ¢p5¢p + 92 + ¢p)) + ¢(V1413i
¢p)C¢p(29p1/)p5321159 (—Csai +Zi) + SY10iX; (¢p + lpp))) + a1312159 5521,(5541
— Z)(2¢pps(V1a13i = Bp)c¥p — c(V1a13i — Pp) (26p ¢p + Slpp(ez + ¢p +1¥)))

+ 2sec? (Pes) X Esitan(Pes:)))

Coeficientes de la ecuacion X.XX

_ cos®(¢61)
VGOL X3
Gooo = X i(Y; GSLS‘P651V581X + We5iVs0i(—YiG1i + YicP21iCV10iVssi + SV10iVs8iXi))
e S VaaiVooi |
Giei = Xi(— % + Pgsi (—YiCB21i5V10i + # + c¥10iX1))
59i 58i

ﬁ) B G1oi51/)65iXi)
Vss; Vs

1
Gigi = v Xi(—YiG11;5V65iVsgiXi + PesiVsoi (Vi Gai + A1312iVs8i(—Cc(V1413i
s8iVs0i

= Op)sPp (—YiCP21:€0,SV10i + YiSB21:50p + €V10i€OpXi) + S(V14131 — Pp) (YicO,5B51;
+ 560, (YicB21iSV10i — €¥10iXi)))))

Gi7i = YiXi(cPesi(sP2ri +

1
Gio; = VeaiVs ——— X (—Y;G12i5W65:Vsei X; + CWes5iV50i(YiGsi + A1312:€ (V14130 — Pp)Vssi (YiCOpcpSPo1;
8iV59i
+ 50, (Yicf21iSV10i — C€V10iXi) — SPp (YicB21iCV10i + SV10iXi))))
1
Gaoi = VeaiVs ———— X (—Y;G13:5W65:Vsei Xi + CPe5iV50i(YiGoi + A1312:Vs8i(YiS (V14130 — Pp)CB21iCV10iCWp
8iY59i

+ Yic(Via13i — ¢p)cﬂz1i59p5)’10i = Yic(Yia13i — d)p)SﬁZlisep = ¢c(Y1a13i — ¢p)CV10iC9pXi + s(V1a13i
- ¢p)C¢pSV10iXi + s(Y1413i — ¢p)51/)p(yi59p5321i + Sep(YiC.BmiSVwi = €¥10iXi)))))

1 . L
Gp1 = VeV (—sWesiVssiXi (—2XWe5iYiVsoi + YiG14iX; + 2YiPe5iV50:Xi) + cWesiVs0i (XY G7;
8i 9L

— 2X;YiVsgiX; + ZYVSSLXZ YVSBLX 1/’651 A1312iVs8iX; (29p¢pYC(V1413i - ¢p)_‘3¢p5321i59p
+ 2¢p5(y14131 ) ¢p)5‘|1p(9 YisB21:50, + prY1OLX) +Yis(Via13i — ¢p)5821i59 07 + Yis(V1413i
- ¢p)5821isep¢p'+ _C(V14lsz Gp)W,SY10:XiPp + (V14131 — ¢p)CquSY1OLX ll)p
+ YL'CGpSBZM'(_2¢p_¢ps(Y1413i = ¢p)cly, + c(Viar3i — ¢p)(29 ¢p + squ(Gz + ¢ + wp)))

+ CY10in_'(C_ep(zepl/)pc(hatwi - ¢p)c¢'p + s(V1a13i — _ ¢’_p)(29 ¢p5_¢'p +_92 +_¢p))
+ Sep(zd)pl/)ps(ymmi - d)p)CLIJp - C(y1413i - ¢p)(29p¢p + Slllp(@g + (pz% + 1/)5)))))
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_a1312iYiC.821iV_58i_Xi(CY10i(Zd)plpps(]/lzllﬁ - ¢p)5¢p + C(V_141_3i - ¢p)c_1/)p(¢"; + 1/)5))
+ 5V10i(C9p(__29p¢pC(Y1413i = ¢p)cy — S(V1a13i — (Pp)_(zep(ppsw_p + 9;_3 + ¢§))

+ Sgp(_22¢p¢p5(y1413i — @), + c(V1a13i — Pp) 2Opdy + s, (07 + P +P5))))))
— 29761 sec*(Pr61)VssiVsoiXitan(¢ye;))

Coeficientes de 1a ecuacion X. XX

cos®(Pp11101)
L a3y

V_a31iGsi(C(ﬁz1i + Ye5i)(—32:€ (V12110 + Yia13i — Pp) + A31:SViz11i + Via13i — Pp))CV10iC¥p
59i

+ (a31:¢ (V12110 + V14130 — ¢p) + a32iS(V12110 + V1a13i — ¢p))(c(ﬁz1i + ll’(iSi)CGpSVwi — s(Ba1i

*+ Ye5:)50p) — (A32:€ (V12110 T V1a13i — Pp) — @315 (V12110 + Via13i — Pp)) (S(B21i + Yesi)cO,

+ c(B21i + VYe5i)SY10iS0p)SYp)

1
= V_a31iG9i(C(ﬁ21i *+ Yes5i) (—a32:C (V12110 T+ V1a13i — Pp) + A31iS V12110 + Viazi — Pp))CV10iCWp

591

+ (a31:¢ (V12110 + V14130 — ¢p) + a32iS(V12110 + Via13i — ¢p))(c(ﬁz1i + ll’(iSi)CGpSVwi — s(Ba1i
+ Ye5:)50p) — (A32:€ (V12110 t V1a13i — Pp) — @315 (V12110 + Via13i — Pp)) (S(B21i + Yesi)CO,
+ ¢(B21i + Yesi)SY10:50p)sPp)

1
= ——031;G10;(c(B21i + Ye5:) (— 31 (V12110 + V1a13i — ¢p) + a31iS(V12110 + Vis13i — ¢p))CV1oiC1/)p

Vsoi
+ (a31:€ (V12110 T V1a13i — DPp) + A31:5(V12110 + Via13i — $p)) (€(Bz1i + Yesi)COpSY10i — S(Ba1i
+ 1/)651')5917) — (a31i¢(V12110 + Y1413 — ¢p) — a31;S (V12110 + V1a13i — ¢p))(5(.321i + 1/)651')0917
+ ¢(B21i + Yesi)SY10:50p)sPp)

1
Fam(“c(ﬁzu + Yes5i) (—a32:C (V12110 T V1a13i — Pp) + A31iS V12110 T Viaasi

59
= 0p))CV10iCWpGr1i + 2(a31;C (V12110 T Via13i — Pp) T @32iS (V12111 + Via13i — $p)) (€ (B21i — Oy
+ Yesi)(—1 + 5V,,)(G11i — Vsoi) + ¢(Ba1i + 0p + Yesi) (1 + 5¥10:) (G11i + Vsoi)) + (az2:¢ (V1211
+ V14131 — Pp) — A31:S (V12110 + Viarzi — Dp))SWp(—4c(B21i + VYesi)S0p (G11iSV10i + Vsoi)
— 45(Bar1i + Yes5:)C0,(Gr1i + SV10:Vs01)))

1
= ——a31;(—(A32:€ V12110 + V1a13i — Pp) — A31iS(V1211i + V14130 — Pp))CV10i(€(B21i + Wos:) CWpGra;

Vs

= 5(B21i T Yes1)SWpVsoi) + €O, (s(V1211i t Via13i — Pp)(A31iS(B21i + Wesi) G12:5W, + c(Ba1;
+ Y65:)(A32:G12i5V10i — A31iCPpVs0:)) + C(V1211i T V14130 — Pp)(—A32:5(B21i + Yes:) G12i5¥p
+ ¢(B21i + VYesi) (A31:G12i5V10i T A32iCWpV50i))) + 50, (S(V1211i T+ V14131 — Pp)(A31:€(Bau;

*+ Y65:)G12i5V10i5Wp + S(Ba1i + Wesi) (—a32:G12; + A31:CWpSYV10iVs0i)) — ¢(Vi211i t Via13i

= ¢p)(a32:C(B21i + We5i)G12iY10iSWp + S(B21i + Wesi) (A31iG12i + A32:CWpSV10iVs50i))))

1
= __a31i(CV10iC¢p(C(V1211i + Via13i — ¢p)(a32ic(.821i + Y65:)Gr3i + A31:5(Bo1i + Yesi)Vsoi)

Vsoi
+ s(V12110 + V14130 — Pp) (—a31:€(Ba1i + Yes:) G13i + A32iS(Ba1i + Yesi)Vs0i)) + (V1211
+ V12130) (S(B21i + 1pest)(GwiSHp(‘1311'C'¢p - a32i5¢)p) + C9p5V1oi(a32iC¢p + a31i5¢p)V59i)
+ ¢(Bo1i + Yesi) (€0pG13i5V10i(—a31iCPp + A32i5Pp) + SO, (aA32iCPp + A31i5Pp)Vs0:)) + S (V1211
+ V12130) (S(B21i + Ipﬁsi)(G13i59p(a32iC¢p + a31i5¢)p) + C9p5710i(_a31ic¢p + a32i5¢p)V59i)
+ c(Bor; + 1psst)(_6'9196;131'5)’101'(a32ic<}»"p + a31i5¢p) + Sgp(_a31ic¢p + a32i5¢p)V59i))
+ s, (c(B21i + Wos:) (€ (V12110 + Via13i — Pp)(A32iG13i5V10iS0p — A31:€0pV50;) — S(V1211i + Via13i
- ¢p)(a31iG13iSV1oi59p + a32iC9pV59i)) + 5(B21i + Yes5:)(c(V1211i + Via13i — ¢p)(a32iC9pG13i
+ a31iY10iS0p Vsoi) + S(V1211i + V1a13i — $p) (—A31i€0,G13; + A32i5Y10i50pV50:))))
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Gagi =

v —— (Vsoi(—2031;031;Q32; + XpGroi + Y Gazi + ZpGosy + 7 pGasi + ¢p6261 + ¢pGZ7l + 2a35;034;)
59i

+ a31ic(.y12.11i + V1413i)(59p(§(ﬁz1i + Ye5i)(—a31;CPpGra; + A321G14;5P, + 2a32i¢p¢65ic¢pV59i
+ 2a31i¢plp65is¢1.)V5.9i + 29p¢pS.Y10i((.l32icq')p + a31i5¢p)V59i) —c(Bori + ¢§5i)(a31ic¢p
- a32i5¢p)V59i(29p¢65i5Y10i + 92 + ¢§ + ¢§5i)) +c6 (C(ﬁ21i + 1/’651’)(_29 ¢p(a32ic¢p
+ a3115¢p)V591 + sY10i(— 5¢p(a3216141 + 2a311¢plp651V591) + C¢p(a3116141 - 2a321¢p¢651V591)))
= s(Bo1 + 1/’651)(‘1311C¢p a3215¢p)V591(29p¢651 + 5Y101(92 + ¢p + 1/’651)))
+ CY101(2¢p(¢651C(ﬁz1z + Yesi)(aszzicdy + azqisd,) + ¢p5(ﬂ21z + ¢65L)(a3llc¢p _
aszlsd?p)_)SLpstm + e (—c(Br1i + Pesi) (A32iCPpGra; + a31LG14_LS¢p + 2a31z_¢p¢65ic¢pvs9i
— 2035 PpYPes5iSPpVsoi) + S(B21i + Yesi) (azzicdyp + a31i5¢p)V59i(¢§_ +_¢ési +¥5))))
+a31;¢0,(azq;¢(Br1; + wesi)s(hzui + V14131) G14iSY10i5Pp + 2a32:PpWpC(B21i + Wesi)S V1211
+ V1413i._ .¢p)C¢pV59i + 2a31i¢65i¢p5()’1211i + V1413i — ¢p)5(ﬁz1i + ¢§5i)C¢pV59i
+ 2a31i9p¢p5()’1211i + V1_413.i - ¢p)5(ﬁz1i + ¢65i)Cl|Jp5Y1oiV59i - 2a32i9p¢pc(ﬁg1i + VYes5i)S(V1211i
+ V1413i)5¢pV59i - 2a31i9p1/)65i5(y1211i + V141305 (Ba1i + ¢65i)5¢pV59i - 2a32i¢p¢65ic(ﬁ.21i
+ VYesi)S (V1211 + V1413i)5Y10i5¢pV59i - a31i5(V1211i + V141305 (Be1i + lpési)SY10iS¢pV59i95
= a31;S(V1211: T V14131)5(.321z + ¢651)5Y1015¢pV59z¢p a31;S(Y1211i T V1413:)S(B21i
+ ¢651)5Y1015¢pvs91¢651 + 5(V1211i + V1413L)C¢p(c(.3211 + 1P651)(“32161415Y101 + 2(13119 (/’stm
+ 2a31;PpWPes5iSY10:Vs0i) — A32iS(B21i + Wesi)Vsoi (20,65 + 5Y101(92 + ¢p + ‘l’esz)))
+s(V1211i T+ V14130 — ¢p)5lpr(_5(.321z + 1/)6.51)(51231161@ 2a3gl¢p¢651V591 2‘13219 ¢pSY10iV59i)
+ azyic(Bori + 1!{65i)V59i_(29p¢§5i5Y10i + 92 + ¢;§ + lp6235i + ll)é)) + C(V1211i + V1413i — ¢p)(5(ﬁ21i
+ ¢65i)(_?a32i¢pcwp(¢65i + 9p5Y10i)V591 Slpp(a321614l + 2a311¢p1/)651V591
+ 2_a31i9p¢pSY10iV59i)) + c(Bai + wGSi)V591(2a3ll¢p¢pClpp a3215¢p(29p¢6515Y101 + 9 + ¢p
+ i + Y + a31;(—a32:S V12110 + V14130)S Bari + Wes:)ChpGr4iSO, — az1:S (V1211
+ y1413i)5(ﬁ21i + ¢65i)614i59p5¢p + a31;¢(B21i + Yes51)S(V1211i +.V1f113i - ¢p)G14iSY1oi59p5¢p
— 2a311PpWes5iS(V1211: T+ 714131')5(521}' + Ye5:)ChpSO,Vso; + 2031050 C(B21i + Yesi)S (V1211
* YV1a13: = _¢p)C¢p59pV59i — 2032i0pPe5ic(B21i + Wesi)S(V1211i + V141_3i)C_C|)pSY10i59pV59i
— 2a31;0,PpS(V1211i T V1413i)S(B21; + 1_/165_i)C¢pSY10i59pV59i + 2031 YesiPpc(Ba1i + Yes:)S (V1211
+ V14130 — ¢p)C¢pSY1OisepV59i = 2a32PpW¥pS (V1211 t Via13i — (bp_)s(_ﬁzu *+ Yes5:)cPp5Y10i50, Vso;
+ 2a32PpWes5iS(V1211i T+ 7/14131')5(_32_11' *+ Y65:)50,5P,Vso; — 2a31;0,W65:¢(B21i + Yesi)S(V1211i
+ V1413i)SY10i59p5¢pV59i + 20320, PpS(V1211i T Y1413i)S(B21; + lpesi)_SY;Oisequ)stgi
—2037i0,0,c(B21i + We5i)S V12111 + V14131 = Dp)sO,sW, Ve — 2a31i0,We5iS(V1211i + Via13i
= Pp)S(Bo1i + Yes51)S0p5Wp5 Vs — 2a32iPpWesiC(B21i + Wesi)S (V1211 + V1a13i
= Pp)SY10iS0pSWp Vo — A32¢(Ba1i + lpﬁst)s(ylzlli + ¥V14131) €bpSO, V50,05 — az1;¢(Ba1i
+ Yesi)S(Y1z11i + V14131)59 sdpVs0i07 — a31:S(V1211i + V1a13i — Pp)S(Bzui
+ Pe51)SY10iS0, Wy Vso; 05 a321C(B21l + Yes5:)S(V1211: + V1a131)CPpSO, V59z¢p a31;¢(Pa1i
+ Yesi)s(Y1z11i + V14131)_59 Sq)pVS‘Bld)p a31;S(V1211i + V1a13i — ¢p)5(,8211 _
+ wesi)SY1oisep5¢pV59i¢5 - a32iC(B_21i + Yes5i)S (V1211 + y1413i)c¢psepV59i1/)éSi — a31;¢(Ba21;
+ Yesi)S (V1211 + V14131)Se S¢pV59i¢25i = a31;S(V1211i + Y1413 — ¢p)5(ﬁzu
+ Y65:)SY10i50p SlIJpV59Llp651 a3115()’1211z + V14130 — $p)S(Pa1i + ¢651)5Y10159 5¢pV59L¢p
+s(V1z211: + Y1413L)CY101(21/)1J(d)ps(ﬁle + Yesi)(aszzicdy + azqisd,) + 1/)6515(3211
+ Yesi)(—azqich, + a3215¢p))5¢pV591 + P, (c(Ba1i + Wes5:) (—Sbp(A32:Grai + 2a31n¢p¢’651V59n)
+ C¢p(a3llG14l - 2a321¢plp651V591)) S(Ba1i + 1/’651)_(a31lcd_>p a3215¢)p)V591(¢p + 1/)651 + wp)))
+ c(V1211i + V1a13i — d)p)sep_(C(.Bzu + 1/)651')(__2‘_1321'1/17)01";)(9 + Ye65iSY10:) Vsoi
- 5¢p(a32iG14i5Y1oi + 2a31i9p¢pV59i + 2a31i¢pl/}65iSY10iV59i) + 5(B21i + Yesi)Vsai
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Coeficientes de 1a ecuacidon X.XX

_ C052(¢109i)
L a3s;
G = _V_a33iCSC(¢1110i)GSi(QSZiS(ﬁzu' + Pes5:)CO0,cl, + a3z, (B21i + Yesi)CWpSY10iS0p + a33:¢(Ba1;
590

+ Yes5:)S (V1211 + V1413i)cep5Y10i5¢p = a33;S (V12110 + Y14130)S Bo1i + ¢65i)59p5¢p + a33:¢ (V12110
+ V14130) (=5 (B21i + Yes:)chpsOy, + c(Br1i + Yesi) (COLChLSY10i — CY10iCWpSDp)) + A33iS (V1211
+ V1413i — ¢p)(s(ﬂ21i + wGSi)Cep +c(Bori + ¢65i)5Y10i59p)5¢p + c(Bau;

+ Ye5:)CY10i(A33:S (V12110 T V1413 CPp Py — A32;5U,))
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Apendice D
Desarrollo de la Ecuacion de Lazo

: .. 28 . ,
Con el fin de obtener el término a—‘ . el cual se presenta en la ecuacion (3.72), se procedera a
aj

generar una ecuacion de lazo que nos permitira relacionar el vector de derivadas parciales
respecto a q; de los angulos xs,; , Pes; ¥ P76 con la derivada parcial respecto a q; del vector de
coordenadas generalizadas, esto es:

00

i, 0q
Jizg Digg,

Ecuacién de lazo

Para la obtencion de dicha expresion, se requiere obtener una ecuacion escalar que se encuentre
unicamente en funcion de los desplazamientos y angulos conocidos (propios de la estructura del
mecanismo). Por tal motivo, se tuvo que emplear la construccion de lazos vectoriales, tal y como se

muestra en la Figura D.1.

Fig. D.1 Ecuacion de Lazo
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A continuacion se la ecuacion de lazo obtenida a partir del esquema anterior.

0 0 0 0 _ .0 0
T3it Ty3i T Tsa; T Tg7; = Tp —Ty31p;

Dénde:
0 _ po ..2 3 _ T
r32i - RZL r32i r§2" = [x32i B 0 ’ 0]
_ T
95 = Ry 13 T33; = [0, by, 0]
0 0 .4 Tes; =[0,0, 54"
Tsy = Ry T'54; 54i » 0, Cs44

rgn‘ = [agy;,0,0]"

0 _ p0..7
Tg7 = R7;T'g7; 12 _ 0. 01"
T1312i = [A1312:,0,0]

0 0 12
Ti312i = Ri312iT15312
0 _

o= [%,¥,2]"

Rgi =R;(Y10:) Ry(ﬁzu‘)
R); = R,(¥10)) Ry (Ba1:)Ry (Wesi) R,(Pp761) = RY; Ry(Yes:) R (d761)
R2312i = Rx(gp) Ry(lpp)Rz(qbp)Rz(_yMBi)

Derivando la ec. (1) respecto a g;:

d
a_qj(rgzi + Ty F T Ty = a_q]-(rg —19312:)

0 0 0 0 0 0
013y, N 0Ty, N 0rg, O0rg; O0r, _ 0Ti319

dq; = dq; = dq; dq; dq; 0gq,

Obteniendo cada uno de los componentes de la ecuacion anterior:

03y (RO 6r§2i>6x32i_ _axszi

aqj B 2 0x35; 6q]- S aqj

0Ty —0

arg4i —0

orgy; _ dRY; e

aq] aq] 871

oR); OR, (Yssi) OR,(P761)
= ( 50, By (Wesd) Ru(dre) + Roy —5 =2 Ru($re) + B2 Ry (Yesi) —5 | T
j j j

871

= (RO M% R,(¢76) + RY; Ry (¥ss:)

‘ IR, (P76:) a¢76i) ;
z 61/)65i aqj a¢76i aq]
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0Yesi
= Rgi By(';besi)Rz(¢761)r87z aqG L

a(1)761

0ssi
lpﬁs +]3l aq
j

_]21. a

0 0
0T1312i _ OR{315;

OQj aqj

(@),

aqj y(lpp)R (¢p)RZ( y14131) + Rx(ep)

oR (¢p)

12
13120

+ R (6,) Ry (¥p) —5 ——

dR,(6,) 00

B 06, aqp- Ry(l’bp)R (¢p)Rz( Y1a13) + Rx(Gp)

OR($,) 0

+ RX(HD) Ry(lpp) a¢p aqj

12
R,(=V1413) | T1312i

20,
- Bx(gp) Ry(lpp)R (¢p)Rz( Y1413z)r13121 a

d
+Rx(9p)R (d’p)B (¢p)Rz( V1413z)r13121 ;bp

26, P,

d¢
_]4-laq +]Szaq £

]61 aq
Sustituyendo los ultimos resultados en la ec. (D.1):

0x32;

Y
]11. a 681

or?
s e 0¢76i _orp

—+Jsi 94, a

Acomodando matricialmente:

[]1i J2i ]31‘] :[13x3 —J4i

+ Rgl y(¢651) B

y(%)

z(_y1413i) + Rx(gp) Ry(lpbp)Rz(qbp)

+ Rx(ep) By(lpp)R (¢p)Rz( y14131)r13121

06, oy,

—Jsi —Jeil

¢
z(¢761)r87L aq%l

R (¢p)Rz( Y1413i)

aRz(_V1413L‘)) A2z
—aqj 1312i

Ry (%) 3¢y

aw aq R (¢p)Rz( Y1413i)

61/)p
0q;

9,

Slaqj GLaqj

115



Cristian Giovanny Rangel Lara

Finalmente se tiene:

Donde:

0i aqj qi aq]'

Joi =Uw Jai Jail ]qi = [I3x3
@_ 0320 0Wesi 0Pl 0q ory
aq; aq; aq; aq; aq; B aq;
GLEY
Ji: = RS,
1i 21 ax32i

J2i = RS B, (Yes) R, (976757
Jsi = RS R,(Yes:) B, (76757
Jai = Bx(ep) Ry(lpp)RZ(d’p)Rz(_y1413i)r%§12i
Jsi = Rx(ep) By(ll’p)Rz(¢p)Rz(_V1413i)r%§12i
Joi = R(6,) Ry(¥p)B, (¢, R, (V1413071512

»

—Jui —Tsi —Jeil

T
06, oY, 04,

dq; dq; g,

Al evaluar el término aa—q, dependera de qué valor tome el iterador j. De ésta forma, para.
a:

j=1
j=2
j=3

dq
aq,
dq
aq,

Jq
09q,

=11,0,0,0,0,0]

—=1[0,1,0,0,0,0]

aq,

aq
dq3
aq

—=1[0,0,1,0,0,0]

0qs

4 G
=a_ql[xp'yp;zp,ep 11/)pl¢p] =a_%[xp'yp’zp’gp’¢p'¢p]

0 d
_:a_‘h[xp'ywzp'gp'lpp"pp] :E[xp'yv'zp'ep'lpp"pp]

0 d
_=6_q3[xp'3’p'zp'9p'¢p'¢p] :a[xp'yzﬂzp'ep'l/’p"ﬁp]
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j=4
%zai%[xp.yp,zp,Gp"l’p"Pp] =aa7p[xp,yp,zp,9p,1/)p,¢p]
%:[0,0,0,1,0,0]

j=5
;—lzai%[xp,yp;zp,ep’wp'(pp] zaan[xp'yn'zp'ep‘lpp’%]
;_(Zz[o,o,o,oa,o]

j=6
(;9_(;16=ai%[xp'}’p'zp'9p'¢p'¢p] =;Tp[xp'3’p'zp'ep'¢?"¢p]
;—;’6=[0,0,0,0,0,1]

Finalmente, para obtener g—zi, basta con premultiplicar ambos lados de la ec. (D.2) por J g, por lo
j

tanto.

0, . 0q D.3

— =Jold gz (B-3)

dq; aq
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Apendice E
Matriz Jacobiana de Velocidad
para Xs3zj

Con el fin de obtener el término SR en funcidon del vector de coordenadas generalizadas,
presentado en la ecuacion (3.92), se procedera a obtener las matrices Jacobianas de cinematica
directa e inversa, utiles para realizar éste proceso de manera sencilla. A partir de la ecuacion de

lazo (D.1) obtenida en el Apéndice anterior:

0 0 0 0 _ 0 _ 2.0
T32i T Tazi + 754 T gy = Tp — T30 (D.1)

La ecuacion de velocidad lineal se obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacion anterior:

0 0 0 0 _ .0 _ .0
U3yt V3 + Vssy + Vgy = Vp — Vi3qy; (E-T)

Donde cada elemento es:
V3 = Xz 1Y
V93 =0
vg4i =0
Vgy = W9 X T3y
V{310 = wg X 79319

vy =[x, 9, 2,]"

Los vectores de velocidad angular absolutos de las bases son.
w7 = W55 + Wi (E.3)

— 20 4 0 0
) = wg + wy, + W

Donde cada una de las velocidades angulares es.

0 _ :0 .f
Wgs; = Jjsi Yesi
0 _ 1,0 i
W76; = Kg; P76

:0 A

4
wy =i} 06, (E4)

wg; =].(1]5 ¢p
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(1)3, = k(1)6 d)p

Sustituyendo los elementos de las ecs (E.2) en la ec. (E.1):
o i0 0 0 _ .0 0 0
X321 lgi T W7, X Tg7; = Vp — Wp XT3y
Con el fin de eliminar los términos y¢g; y ¢7¢; que aparecen en w3; y dejar la ec. anterior solo en

términos de x3,;, se hara el producto punto por r3,; en ambos lados de la ecuacion (Tsai, 1999).

0 .0 0 0 0 N — 30 .20 _ 20 . (a0 20
Tgy; * (X32; 13;) + Ty (W7, X Tgy) = Ty " Vp — Ty (Wp X Ti315;)

v 0 , 470N _,0 0 __ .0 0 0
X32i(Tg7; " U3;) =Ty " Vp — Ty * (Wp X Ti315)
Sustituyendo los términos de las ecs. (E.3) y (E.4):
. 0 .40 — 2.0 .20 _ 1.0 0 0 0 0
K%32i(Tg7i+ 19) =137 Vp — 137 ((wh + Wy + “’¢) x r1312i)

. 0 . 0N _ .0 0 -0 5 0 i 0 0
X32i(Tgyi " 3) =Tgy;° 172 —Tgy; - ((lo 0, + Jis ¥y + ki ¢p) X 7'13121‘)

. 0 20y _ .0 0 0 -0 A 0 0 .0 f 0 0 0 4 0
X32i(Tgy; * U3) = Tgy " Vp —Tgy ~ (I Op X 7'13121‘) —Tgy - (]15 P, X 7'13121') —Tgy ° (k16 ¢p X r1312i)

Aplicando el concepto de relacion ciclica para el producto mixto, obtenemos.

. 0 .0y _ .0 0 _ 304 0 0 0 i 0 0 0 0 0
X32i(Tgyi* U3;) =Ty " Vp —Ug Op - (11312 X Tg7y) — Jis Wy (T13121 X Tgyi) — Kig Pp * (1312 X T'g7:)

Finalmente.

5 0 0N _ 2.0 .0 A . H H
X32i(Tg7; * 1) = Tgy; 'vg - 18 O, - u; _](1)5 Yy u; — k?e Op - U, (E-5)

Donde:

U = T35 X Ty (E.6)

Escribiendo la ec. (E.6) seis veces, una para cada i-1,2,3,4,5,6, obtenemos seis ecuaciones escalares,

las cuales se pueden ordenar de la siguiente forma.
Joa=Jr R
Siendo J, y J las matrices Jacobianas de cinematica directa e inversa, respectivamente, ademas:

q=[vg ép 1”10 ‘i’p]T
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R= [5‘321

Finalmente, de forma matricial se tiene:

Joa=

—_.0 )
Tg71 121

Joa=

o O O © O

(1971
97
973
T34

0
Tgrs

0
L7876

0

0 . :0
Tg72 " 122

oS © © ©

X322 X323 X324 X3zs
i ~u; —jis ~uy —kis -
—ig ru, —j3s cu, —kis -
—ig ruz —j3s ruz —kis -
—ip "uy, —jis cuy —kjg -
—ig rus —jis rus —kis -
—ip "us —jis "us —kjg -
0 0
0 0
873 i33 0
0 974" i34
0 0
0 0

0 . 0
Tgrs ™ U35

X326]"

o O © O

0

S O © O O

0 . 0
Tg76 "~ l264

_).C321_
J.6322
X'323
X'324

X325

,X326_
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