
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO
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Resumen

En este trabajo se plantea una solución al problema de control de actitud

de una constelación de satélites. La dinámica del satélite es modelada como

un sistema Lagrangiano. Se utiliza el parámetro de Rodrigues modificado

para representar la orientación del satélite. Se propone un esquema de control

de actitud de la constelación empleando la técnica de control por pinning.

Se utiliza teoŕıa de Lyapunov para comprobar la estabilidad del controlador

aśı como de la sincronización de la constelación de satélites. Se muestran

resultados por simulación validando el esquema de control empleado.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El uso de satélites hoy en d́ıa se ha convertido en parte fundamental del

desarrollo humano, los satélites son necesarios y empleados para realizar di-

ferentes misiones, las cuales pueden ser muy variadas y exigentes. Algunas de

estas tareas son observación y medición del estado del tiempo, propósitos de

navegación, monitoreo de la contaminación y calentamiento global. También

se ha logrado un mayor desarrollo en las telecomunicaciones las cuales ahora

son ampliamente explotadas mediante comunicación satelital. Se le conoce

como actitud a la posición u orientación que ocupa un cuerpo en el espacio

respecto a un marco de referencia. El control de actitud de un satélite es

la acción para cambiar la orientación del satélite respecto a un marco refe-

rencial a una posición deseada. El sistema de control de actitud estabiliza y

orienta el satélite en un punto especifico durante la misión. El control en la

orientación de un cuerpo ŕıgido tiene importantes aplicaciones en la indus-

tria aeronáutica y espacial, desde fijar, posicionar y controlar la orientación

en un helicóptero o aeronave, hasta fijar la posición de un cohete espacial o

un satélite. Se requiere que un satélite mantenga una posición deseada para

poder llevar a cabo sus misiones con éxito y enviar los datos a las estaciones
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1.1. MOTIVACIÓN

en tierra de forma exitosa. Para controlar la actitud de un satélite es necesa-

rio conocer las ecuaciones que describan la evolución de la orientación y las

fuerzas relacionadas para controlar los movimientos de rotación del satélite.

En la industria aeroespacial como en diferentes áreas de investigación se ne-

cesita de equipos que tengan un buen desempeño y que puedan realizar de

forma eficiente tareas complejas. El propósito es reducir costos y tiempo en la

elaboración, fabricación o producción de los diferentes materiales o equipos

diseñados.

Una mayor capacidad en el almacenamiento y velocidad en la transmi-

sión de datos son el resultado de nuevas y más avanzadas tecnoloǵıas. Estos

avances tecnológicos también propician el desarrollo de nuevos sistemas sa-

telitales. El desarrollo de satélites pequeños trae consigo diferentes ventajas,

la principal es que el costo en su fabricación es menor ya que se ven redu-

cidos los costes de adquisición en el equipo. Otra ventaja es el lanzamiento

de una constelación de satélites, esto significa que varios satélites pueden

ser lanzados de forma simultánea, además de que el lanzamiento también

tendŕıa un costo menor. El enviar en una misión una constelación de satéli-

tes puede también representar ventajas en la utilidad respecto al desempeño

que tendŕıa un satélite, como por ejemplo, en la frecuencia de observación

de un fenómeno meteorológico desde diferentes tipos de ángulos o diseño de

propósito espećıfico como adquisición de imágenes [34], [35], [1].

Estos avances en la tecnoloǵıa han estimulado el interés en la formación

y sincronización de veh́ıculos. El desarrollo de la computación, las capacida-

des en las comunicaciones y la miniaturización de la tecnoloǵıa han elevado

el interés en desarrollar veh́ıculos y aeronaves con la capacidad de interac-

tuar con otros veh́ıculos. De esta forma se pueden mejorar la capacidad y el

desempeño que puedan tener en sus tareas, mucho mas allá de lo que puede

realizar un veh́ıculo de forma individual.
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1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.2. Planteamiento del problema

El desempeño y control en la orientación en sistemas satelitales es muy

importante para las comunicaciones e investigación cient́ıfica, el mantener un

constante flujo de datos con los satélites para poder llevar a cabo tareas como

intercambio de información, almacenamiento de datos, requiere de sistemas

que tengan un buen desempeño en su funcionamiento. La complejidad de con-

trolar múltiples sistemas dinámicos y mejorar su desempeño aplicados a los

sistemas espaciales han derivado en esta disertación. En este trabajo hemos

aplicado técnicas de sincronización de formación en sistemas lagrangianos

para sincronizar una constelación de satélites, al igual que algoritmos que

permiten un control en la orientación de ±360◦ lo cual es logrado empleando

el parámetro de Rodrigues modificado.

1.3. Objetivo

El objetivo general de la tesis es controlar la actitud y sincronización de

una constelación de satélites de tal forma que la constelación siga una tra-

yectoria de referencia establecida.

El objetivo principal se divide en dos objetivos espećıficos.

Objetivos espećıficos

Control de seguimiento de una trayectoria de referencia establecida

para el satélite ĺıder de la constelación.

Sincronización de una constelación de satélites de tal forma que sigan

la trayectoria de referencia establecida por el ĺıder.

3



1.4. ESTADO DEL ARTE

1.4. Estado del Arte

1.4.1. Control de Actitud

El problema de control de actitud para un cuerpo ŕıgido ha tenido aten-

ción considerable. Condiciones de controlabilidad local de un cuerpo ŕıgido

son estudiadas empleando actuadores de gas [6], se utilizan los ángulos de

Euler para describir la posición angular. En [27] se propuso un enfoque de

control de actitud utilizando control adaptable en el cual pueden verse involu-

cradas grandes cargas o propiedades de masas desconocidas, fue introducido

un modelo de tipo Lagrangiano para analizar el sistema y se utiliza el Gibbs

vector para describir la posición angular. Debido a la singularidad presenta-

da por esta forma de describir la posición sólo condiciones de controlabilidad

local son alcanzadas. Más tarde en [9], [10] fue utilizado el concepto de pasi-

vidad para atacar el problema de control de actitud, son empleados ángulos

de Euler y pasividad para probar convergencia del sistema. En [20] el proble-

ma de control de actitud es complementado utilizado el cuaternión. Se han

utilizado diferentes tipos de actuadores para resolver el problema de control,

entre ellos podemos encontrar ruedas inerciales [27], [11], en [13] se emplea

radiación solar y un actuador magnético, en [26] se concentra en atacar el

problema empleando actuadores magnéticos en enfoques basados en teoŕıa

lineal y no lineal. En [40] se emplean giroscopios con velocidad variable.

1.4.2. Representación de Actitud

Existen diversas herramientas que son utilizadas para representar la orien-

tación en un cuerpo ŕıgido en un espacio tridimensional. La relación entre

la actitud y las ecuaciones cinemáticas que describen la orientación de un

cuerpo ŕıgido son mostradas en [24], aqúı se muestran diferentes represen-

taciones como los ángulos de Euler y cuaternión el cual es empleado en el

4



1.4. ESTADO DEL ARTE

parámetro de Rodrigues y parámetro de Rodrigues modificado. Los ángulos

de Euler y el cuaternión son las representaciones más utilizadas para describir

la actitud de un cuerpo ŕıgido, cada uno de ellos presenta sus ventajas y sus

desventajas. Se puede mencionar que los ángulos de Euler poseen diferentes

representaciones, por ejemplo si se quiere rotar un cuerpo 30◦ es necesario

indicar qué convención se está utilizando x, y, z o y, x, z. Por otro lado está el

cuaternión, el cual tiene ciertas ventajas respecto a los ángulos de Euler. Una

de ellas es que tiene métodos de interpolación más simples y una represen-

tación más compacta. Del cuaternión se desprenden las representaciones del

parámetro de Rodrigues o Gibbs vector [23] el cual es utilizado en [27], y el

parámetro de Rodrigues modificado.

1.4.3. Sincronización de Sistemas

Sistemas de redes que se sincronizan han sido un ejemplo directamente

tomado de la naturaleza, bandadas de aves, cardúmenes y demás ejemplos

pueden ser encontrados en la naturaleza. Este tipo de comportamiento en

éstos sistemas han sido motivo de inquietud por parte de los cient́ıficos para

ser estudiados. La dinámica de éstas redes pueden ser modeladas mediante el

comportamiento dinámico de cada agente en la red y el tipo de comunicación

entre cada uno de los agentes involucrados en la red.

En [4] se ofrece un amplio panorama de cómo es que funcionan diferentes

tipos de redes en sistemas dinámicos qúımicos, biológicos, redes neuronales y

sociales, diferentes tipos de estructuras y dinámicas de redes complejas son

descritas aqúı. En [3] se mencionan diferentes topoloǵıas de redes empleadas

en la sincronización de sistemas dinámicos. En [38] se ataca el fenómeno de

sincronización de redes con parámetros desconocidos, se emplea adaptación

en algunos elementos de la red conservando la sincronización global. En [37]

además de estudiar el problema de sincronización de redes con parámetros

5



1.4. ESTADO DEL ARTE

desconocidos, se estudia la sincronización con diferentes tipos de agentes ĺıde-

res. La técnica de pasividad y semi-pasividad es descrita en [32] en la sincro-

nización de diferentes redes neuronales. En [33] y [36] se aborda el problema

de sincronización en redes con retardos de tiempo. Diferentes técnicas apli-

cadas a la sincronización de redes como teoŕıa de contracción son descritas

en los trabajos [17], [29] y [39]. Más recientemente utilizada en la sincroni-

zación de redes es la técnica de pinning control. En [30], en [14] esta técnica

es aplicada a redes aleatorias, condiciones de estabilidad local y global son

estudiadas también.

6
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1.5. Contribuciones

La principal contribución de este trabajo es

Se emplea el algoritmo de parámetro de Rodrigues modificado para

evitar singularidades en la orientación del satélite.

Se desarrolla una ley de control de sincronización basada en la técnica

de control por pinning y su validación mediante simulaciones.

1.6. Estructura de la tesis

Este trabajo está dividido en 5 caṕıtulos. En el caṕıtulo 2 se encuentran

las herramientas matemáticas necesarias para describir los diferentes tipos de

representaciones de actitud de un cuerpo ŕıgido y de como actúa el control

adaptable. El caṕıtulo 3 plantea el modelo dinámico del satélite, ecuaciones

dinámicas y cinemáticas son desarrolladas en este caṕıtulo. El caṕıtulo 4 se

refiere al desarrollo del controlador empleando control adaptable, se mues-

tran los resultados mediante simulaciones comprobando el desempeño del

controlador. Aśı como la sincronización de sistemas de redes, se emplea la

técnica de control por pinning y se propone una ley de control para resolver

el problema de sincronización en la constelación de satélites, aśı como resul-

tados de simulación. Las conclusiones de esta disertación son expuestas en el

caṕıtulo 5.

7



Caṕıtulo 2

Antecedentes

Este caṕıtulo sirve como una introducción general a la dinámica de cuer-

pos ŕıgidos en el espacio. Se exhiben las diferentes herramientas que definen

la orientación de un cuerpo en el espacio. Las coordenadas de actitud ( algu-

nas veces llamados parámetros de actitud ) son un conjunto de coordenadas

{x1, x2, . . . , xn} que describen la orientación de un cuerpo ŕıgido relacionado

a un marco de referencia de coordenadas. Se muestran algunas herramientas

de cómo es que ocurre un cambio en la orientación de un cuerpo ŕıgido en

un marco de referencia. Aśı como una introducción a la teoŕıa de grafos, el

control cooperativo y la sincronización de sistemas dinámicos.

2.1. Actitud

Se le conoce como actitud de un cuerpo ŕıgido, a la posición y orientación

que ocupa ese cuerpo en el espacio respecto a un marco de referencia. El

control de actitud de un satélite es la acción que se ejerce para cambiar la

orientación del satélite respecto a un marco de referencia. El sistema de con-

trol de actitud estabiliza y orienta el satélite en un punto especifico durante

la misión.

8



2.2. CONTROL ADAPTABLE

2.2. Control Adaptable

El control adaptable se emplea como una alternativa cuando un sistema

dinámico a ser controlado tiene parámetros desconocidos. La idea de utilizar

un control adaptable es estimar los parámetros de la planta basándose en las

medidas de la señal de salida de la planta y utilizar los parámetros estima-

dos en la entrada de control de la misma. En este caṕıtulo se plantea una

descripción sintetizada de la técnica de control adaptable.

2.3. Model Reference Adaptive Control

El Control Adaptable por Modelo de Referencia (MRAC) tiene una re-

presentación por bloques como el de la Figura 2.1. El modelo de referencia es

utilizado para generar la trayectoria de referencia xm que se desea que siga

la planta xp, una ley de control que contiene los parámetros ajustables θ̂, el

error de seguimiento e = xp− xm el cual representa la diferencia de la salida

de la planta de la trayectoria deseada y el mecanismo de ajuste que genera

los parámetros estimados θ̂ para el controlador. El esquema MRAC puede

ser caracterizado como directo o indirecto. El esquema MRAC directo, el

vector de parámetro θ del controlador es actualizado directamente por una

ley de adaptación, mientras que en el caso indirecto θ es calculado en cada

instante de tiempo resolviendo ciertas ecuaciones algebraicas, para saber más

consultar [16].

Esquema MRAC

Ejemplo: Consideremos una planta de orden n-th

ẋ = Ax+Bu (2.1)

donde x ∈ Rn, y A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×q son matrices con constantes

desconocidas, el par (A,B) es controlable. El objetivo es escoger una entrada

9



2.3. MODEL REFERENCE ADAPTIVE CONTROL

Figura 2.1: Esquema por bloques MRAC

de control u ∈ Rq tal que todas las señales de la planta en lazo cerrado y el

estado de la planta x siga el estado xm de un modelo de referencia especificado

por la Ec.(2.2)

ẋm = Amxm +Bmr (2.2)

El modelo de referencia y la entrada r son escogidos tal que xm represente

la trayectoria deseada a seguir por el estado x de la planta.

Si las matrices A,B son desconocidas y se aplica la siguiente ley de control

u = −K∗x+ L∗r (2.3)

y se aplica a la Ec.(2.1) se obtiene la planta en lazo cerrado de la siguiente

forma:

ẋ = Ax+B(−K∗x+ L∗r)

= Ax−BK∗x+BL∗r

= (A−BK∗)x+BL∗r

(2.4)

Si K∗ y L∗ son escogidos tal que se satisfagan las ecuaciones algebraicas

A−BK∗ = Am, BL∗ = Bm (2.5)

10



2.3. MODEL REFERENCE ADAPTIVE CONTROL

entonces la matriz de transferencia en lazo cerrado es la misma que el

modelo de referencia y x→ xm para cualquier señal de referencia de entrada

acotada r. Asumimos que K∗ y L∗ existen, entonces proponemos la ley de

control

u = −Kx+ Lr (2.6)

donde K y L son los estimados de K∗ y L∗ respectivamente para ser genera-

dos por la ley de adaptación.

Ley de Adaptación

Teniendo en cuenta que seguimos un modelo de referencia xm ,tenemos que

la señal de error de seguimiento es e = x − xm y que la dinámica del error

está dada por la Ec.(2.7), también hacemos notar que el error de paráme-

tros K̃, L̃ está dado por la diferencia de los parámetros estimados menos los

parámetros reales K̃ = K −K∗ y L̃ = L− L∗.

ė = ẋ− ẋm (2.7)

sustituyendo los valores de ẋ y ẋm de las Ecuaciones (2.1) y (2.2) sumando

y restando el término Amx se obtiene la Ec.(2.8)

ė = Ame+B(−K̃x+ L̃r) (2.8)

La Ec. (2.8) depende del valor de B. De la Ec. (2.5) asumimos que L∗

puede tener un valor positivo o negativo definido pero que no conocemos, y

Γ−1 = L∗sgn(l). Entonces B = BmL
∗−1 y la Ec. (2.8) se convierte en

ė = Ame+BmL
∗−1(−K̃x+ L̃r) (2.9)

completada la ecuación de la dinámica del error, se propone una función de

Lyapunov

V = eTPe+ tr[K̃TΓK̃ + L̃TΓL̃] (2.10)
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se deriva V y se obtiene

V̇ = eTP ė+ ėTPe+ 2tr[K̃TΓ ˙̃K + L̃TΓ ˙̃L] (2.11)

se sustituyen los valores de la dinámica del error de la Ec. (2.9) en la Ec.

(2.11) y obtenemos

V̇ = eTP [Ame+BmL
∗−1(−K̃x+ L̃r)]

+ [Ame+BmL
∗−1(−K̃x+ L̃r)]TPe+ 2tr[K̃TΓ ˙̃K + L̃TΓ ˙̃L] (2.12)

ordenamos términos y obtenemos

V̇ = eT (PAm + ATmP )e

+ 2eTPBmL
∗−1(−K̃x+ L̃r) + 2tr[K̃TΓ ˙̃K + L̃TΓ ˙̃L] (2.13)

donde P = P T > 0 y satisface la ecuación de Liapunov PAm + ATmP = −Q
para alguna Q = QT > 0. Entonces se tiene de la Ec. (2.13)

V̇ = −eTQe+ 2eTPBmL
∗−1(−K̃x+ L̃r) + 2tr[K̃TΓ ˙̃K + L̃TΓ ˙̃L] (2.14)

siendo

eTPBmL
∗−1K̃x = tr[K̃Γ ˙̃K] (2.15)

y

− eTPBmL
∗−1L̃r = tr[L̃Γ ˙̃L] (2.16)

obtenemos los valores

˙̃K = K̃ = BT
mPex

T sig(l)

˙̃L = L̃ = −BT
mPer

T sig(l)
(2.17)

teniendo finalmente V̇ como

V̇ = −eTQe ≤ 0 (2.18)

V̇ es semidefinida negativa y que e → 0 cuando t → ∞. Empleamos lemma

de Barbalat para establecer estabilidad asintótica [28].
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2.4. Rotaciones

Un cuerpo ŕıgido en el espacio puede ser representado por su posición y

orientación con respecto a un marco de referencia. En esta sección se hace

una descripción de cómo representar la orientación de un marco de referencia

respecto a otro.

La Figura 2.2 muestra una rotación en tres dimensiones, el marco 00, x0, y0, z0

ha sido rotado sobre la coordenada z y se ha obtenido una rotación con un

nuevo marco en las coordenadas 01, x1, y1, z1. Ésta es una rotación simple

en tres dimensiones, la rotación de un cuerpo ŕıgido puede ser descrita ma-

temáticamente de diferentes maneras.

Figura 2.2: Rotación sobre la coordenada z por un ángulo α

La forma más común de representar la actitud de un cuerpo ŕıgido son los

ángulos de Euler. Algunos de ellos son ampliamente utilizados y reciben un

nombre común como roll, pitch y yaw en el área de la aeronáutica. Otra forma
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de representar la actitud de un cuerpo ŕıgido es utilizando cuaterniones. En

este caṕıtulo se aborda cada una de las representaciones.

2.4.1. Ángulos de Euler

Un método común de determinar la rotación de un cuerpo es en térmi-

nos de tres cantidades independientes llamados, ángulos de Euler. Éstos tres

parámetros son suficientes para describir la orientación de un cuerpo ŕıgido

en el espacio. Una representación puede ser obtenida por un conjunto de tres

ángulos α = [φ θ ψ]T tal como se muestra en la Figura 2.3 donde se realizan

tres rotaciones sucesivas, una por cada ángulo, ésta rotación se conoce como

ZY Z y es obtenida de la siguiente forma

El marco de referencia se rota por un ángulo φ sobre el eje z, esta

rotación es descrita por la matriz Rz,φ.

Se hace otra rotación ahora sobre el eje y′ por un ángulo θ y es descrito

por la matriz Ry′,θ.

Por último se hace otra rotación sobre el eje z′′ por un ángulo ψ el cual

es descrito por la matriz Rz′′,ψ.

El marco resultante de esta orientación es obtenido multiplicando cada

una de las matrices de rotación Rz,φ, Ry′,θ, Rz′′,ψ.

Rzyz = Rz,φRy′,θ, Rz′′,ψ

=

Cφ −Sφ 0
Sφ Cφ 0
0 0 1

 Cθ 0 Sθ
0 1 0
−Sθ 0 Cθ

Cψ −Sψ 0
Sψ Cψ 0
0 0 1


=

CφCθCψ − S φSψ −CφCθSψ − SφCψ CφCθ
SφCθCψ + CφSψ −SφCθSψ + CφCψ SφSθ
−SθCψ SθSψ Cθ


(2.19)
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Figura 2.3: Representación de ángulos de Euler ZY Z

Existen diferentes representaciones para los ángulos de Euler [8]. La prin-

cipal ventaja de utilizar los ángulos de Euler es que tienen una representación

homogénea, útil para presentar diferentes transformaciones básicas pero tam-

bién tienen varias desventajas como por ejemplo, el inconveniente de perder

un grado de libertad en la rotación conocido como bloqueo de eje [7].

2.4.2. Cuaternión

Otra forma de representar la orientación de un cuerpo ŕıgido es el cuater-

nión. La palabra cuaternión fue utilizada por primera vez por el matemático

William Rowan Hamilton, él empleó los cuaterniones como una extensión

para los números complejos [25]. El cuaternión es otra forma popular de re-

presentar la actitud de un cuerpo ŕıgido ya que pueden describir rotaciones
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largas. Los cuaterniones consisten en cuatro elementos los cuales están defi-

nidos en términos del ángulo de Euler correspondiente a un eje de rotación.

β0 = cos
θ

2
, β1 = e1 sin

θ

2
, β2 = e2 sin

θ

2
, β3 = e3 sin

θ

2
(2.20)

Donde ei = e21 + e22 + e23 = 1 y βi satisface la restricción Ec. (2.21), esta

restricción geométrica describe una esfera unitaria de 4 dimensiones

β2
0 + β2

1 + β2
2 + β2

3 = 1 (2.21)

Existen dos conjuntos de parámetros que describen la misma orientación,

cambiando de conjunto (e, θ) y (−e,−θ) lo cual describe la misma rotación

que β, utilizando θ′ = θ − 2π uno puede obtener la equivalencia de β = −β

β0 = cos

(
θ′

2

)
= cos

(
θ

2
− π

)
= cos

(
θ

2

)
= −β0

βi = ei sin

(
θ′

2

)
= ei sin

(
θ

2
− π

)
= ei sin

(
θ

2

)
= −βi

Por lo tanto el vector −β describe la misma orientación que el vector β [22].

El cuaternión puede ser escrito como un vector de cuatro elementos

q̄ =

[
βi
β0

]
=


β1
β2
β3
β0

 (2.22)

y está relacionado con la matriz de rotación por la siguiente equivalencia

R(q̄) = (β2
0 − |βi|)I + 2βiβ

T
i + 2β0β

×
i

=

β2
0 + β2

1 − β2
2 − β2

3 2(β1β2 + β0β3) 2(β1β3 − β0β2)
2(β1β2 − β0β3) β2

0 − β2
1 + β2

2 − β2
3 2(β2β3 + β0β1)

2(β1β3 + β0β2) 2(β2β3 − β0β1) β2
0 − β2

1 − β2
2 + β2

3


(2.23)
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β0 = ±1

2

√
1 + tr(R) (2.24)

βi =
1

4βi

R23 −R32

R31 −R13

R12 −R21

 (2.25)

Debido a que el cuaternión representa la actitud como una rotación de

un ángulo alrededor de un eje, es una forma más natural de percibir una

rotación a diferencia de los ángulos de Euler con la matriz de rotación. Entre

otros beneficios, el cuaternión tiene una representación más compacta, ésta

y otras ventajas pueden ser consultadas [7].

2.4.3. Parámetro de Rodrigues

El parámetro de Rodrigues es otra forma de poder representar la orienta-

ción de un cuerpo ŕıgido en el espacio. El origen del vector q del parámetro

de Rodrigues clásico (o Gibbs vector) es el aporte realizado por el matemáti-

co francés O. M. Rodrigues. Este conjunto de coordenadas para representar

la actitud de un cuerpo ŕıgido se reduce a un conjunto de tres parámetros

mediante la transformación

qi =
βi
β0

i = 1, 2, 3 (2.26)

Empleando la Ec. (2.20), el parámetro de Rodrigues también puede ser

definido utilizando el ángulo y los componentes de los ejes de rotación prin-

cipales como

qi = ei tan
φ

2
i = 1, 2, 3 (2.27)

A diferencia de los ángulos de Euler el parámetro de Rodrigues tie-

ne una sola representación qi, y se define únicamente para un ángulo de

−180◦,+180◦ [21].

17



2.4. ROTACIONES

El parámetro de Rodrigues puede escribirse en forma vectorial como

Z(q) =
1

2
[I3×3 + qqT + S(q)]

=

 1 + q21 q1q2 − q3 q1q3 + q2
q2q1 + q3 1 + q22 q2q3 − q1
q3q1 − q2 q3q2 + q1 1 + q23

 (2.28)

donde S(q) representa una matriz antisimétrica q ∈ R3 y está definida como

S(q) =

 0 −q3 q2
q3 0 −q1
−q2 q1 0

 (2.29)

Como se puede observar la representación de la orientación de un cuerpo

ŕıgido empleando el parámetro de Rodrigues es más sencilla que utilizando

la matriz de rotación con los ángulos de Euler.

2.4.4. Parámetro de Rodrigues modificado

El parámetro de Rodrigues modificado σ [21] tiene una proyección sobre

el plano β0 = 0. Esta proyección resulta en un conjunto de parámetros los

cuales no encuentran una singularidad hasta el eje principal de rotación en

el ángulo φ = ±360◦ a diferencia del parámetro de Rodrigues en el cual sólo

se puede definir cualquier rotación hasta un ángulo de 180◦. Por lo tanto, el

parámetro de Rodrigues modificado puede describir cualquier rotación. La

transformación entre el parámetro de Rodrigues modificado y el cuaternión

es

σi =
βi

1 + β0
i = 1, 2, 3 (2.30)

Utilizando la ecuación (2.20) en la ecuación (2.30) el parámetro de Ro-

drigues modificado puede ser escrito por el ángulo principal como

σi = ei tan
φ

2
i = 1, 2, 3 (2.31)
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En forma vectorial el parámetro de Rodrigues modificado puede escribirse

como

Z(σ) =
1

2

[
I3×3

(1− σTσ
2

)
+ σσT + S(σ)]

]
=

1

4

1 + σ2
1 − σ2

2 − σ2
3 2(σ1σ2 − σ3) 2(σ1σ3 − σ2)

2(σ2σ1 + σ3) 1− σ2
1 + σ2

2 − σ2
3 2(σ2σ3 − σ1)

2(σ3σ1 − σ2) 2(σ3σ2 + σ1) 1− σ2
1 − σ2

2 + σ2
3

 (2.32)

Mientras que el parámetro de Rodrigues presenta una singularidad en

β0 = 0 (φ = ±180◦) el parámetro de Rodrigues modificado mueve esa singu-

laridad hasta el punto β0 = −1 (±360◦) lo cual es mas que suficiente para

describir cualquier rotación de un cuerpo ŕıgido [23].

2.5. Teoŕıa de Grafos

Una gráfica G es un par ordenado G = (V , E) que consiste de un conjunto

de V nodos y un conjunto E ∈ V × V de enlaces.

Una gráfica G se dice que es indirecta si el enlace (i, j) e (j, i) pertenecen

a E , se utiliza una flecha bidireccional para representar este enlace, para una

gráfica indirecta, si el nodo j es vecino del nodo i entonces el nodo i es vecino

del nodo j. De otro modo la gráfica se dice que es directa, ver [2].

2.5.1. Matriz Laplaciana

La matriz Laplaciana L(G) = [li,j]n×n es una representación matricial de

una gráfica, y es independiente de la orientación de la gráfica. La matriz

Lapaciana L(G) es el resultado de la matriz de grado D(G) y la matriz ad-

yacente A(G) que describe una gráfica, L(G) = D(G)− A(G) [15].

19
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Figura 2.4: (a): gráfica directa, cada uno de los nodos está enlazado a otro

nodo, la información fluye en una sola dirección, (b): gráfica indirecta, el

intercambio de información entre los nodos es bidireccional

Componentes

[li,j]n×n =

{degi i = j
−1 si ni adyacente nj
0 otro caso

(2.33)

Propiedades

L(G) es simétrica.

L(G) es semidefinida positiva ∀i y con eigenvalores ≥ 0.

L(G) es una M-matriz [18].

El segundo eigenvalor λ2 es el valor de la conectividad algebraica [38].

Otra forma de escribir la Matriz Laplaciana es por medio de su forma

cuadrática

xL(G)xT =
∑

(i,j)∈E

(xi − xj)2 (2.34)

donde x = (x1, x2, . . . , xn)T .
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2.6. Control Cooperativo

Un sistema cooperativo consiste de un grupo de agentes o sistemas autóno-

mos con capacidades de comunicación entre ellos, el objetivo es logar compor-

tamientos grupales en todos los agentes de la red intercambiando información

a través de la comunicación entre ellos. Un sistema cooperativo está integrado

por los siguientes elementos: objetivo del grupo, agentes que lo conforman,

algoritmos de control que se encargan del movimiento de cada uno de los

agentes.

Algunos ejemplos de aplicación del control cooperativo aplicado a dife-

rentes sistemas dinámicos son:

Control de formación: Aplicado en aeronaves donde es importante

mantener la estabilidad, el objetivo es mantener la distancia/posición

entre un grupo de agentes respecto a los valores deseados. Por ejemplo,

en interferometŕıa espacial donde múltiples satélites pueden ser utili-

zados para generar un patrón de interferometŕıa hacia un punto dado,

esto implica lograr mantener la posición de cada uno de ellos.

Sincronización: El objetivo es que un grupo de agentes converjan a

una variable de interés, por ejemplo una fase de oscilación entre ellos,

lo cual puede ser aplicado a sistemas biológicos o sistemas distribuidos.

Sensado Óptimo: El objetivo es encontrar una posición óptima del

grupo de agentes para maximizar su desempeño en el sensado de ciertas

variables.

Los problemas de control cooperativo conciernen al intercambio de infor-

mación entre los agentes en diferentes escenarios. Para lograr un objetivo de

grupo, cada agente necesita información de otro agente. Si el agente i tiene

acceso a la información del agente j, significa que la información del agente
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j fluye al agente i es decir el agente j es un agente vecino del agente i. En

un grupo de agentes la estructura de la información de flujo es representada

como una gráfica, donde cada agente es un nodo y la información de flujo

entre ellos es representada como enlaces.

2.7. Sincronización de sistemas dinámicos

Un modelo de red puede ser visto como una gráfica generalizada la cual

está conformada por un conjunto de nodos, estos nodos son caracterizados

como un sistema dinámico y están enlazados a través de los estados con los

otros nodos de la red.

Una red dinámica de n nodos puede ser descrita por un conjunto de

ecuaciones diferenciales de la siguiente forma

ẋi = f(xi) + σ
N∑
j=i

lijh(xj) (2.35)

Donde f(·) ∈ Rn es la dinámica del i-esimo nodo, σ es la constante de

la fuerza de acoplamiento, h : Rn → Rn es la función de salida a través de

la cual los nodos de la red son acoplados, y L = [lij] ∈ Rn×n es la matriz de

acoplamiento definida por la matriz Laplaciana.

2.7.1. Convergencia y estabilidad

El sistema dinámico caracterizado por la Ec. (2.35) logra la sincronización

asintótica si y solo si

ĺım
t→∞

(xi − xj) = 0 (2.36)

la sincronización de la red depende de la dinámica individual de los nodos y

la estructura de las interconexiones entre ellos.
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Considere el sistema definido por la Ec. (2.35) y suponga que existe

una función V definida positiva para la cual la derivada a lo largo de las

trayectorias V̇ es negativa definida o semidefinida negativa y el término

σ
∑N

j=i lijh(xj) es acotado para todo t > 0. Si lij es una M-matriz entonces

el origen es asintóticamente estable, si todas las condiciones se mantiene y V

es radialmente no acotada entonces el origen será global y asintóticamente

estable [12].

2.7.2. Control por pinning

En ocasiones la sincronización no es el único objetivo que se quiere lograr.

En control de formación, por ejemplo, el objetivo no es sólo lograr que una

red determinada de sincronice, también se desea que toda la dinámica de la

red siga una trayectoria de referencia deseada.

El esquema de control por pinning, es una estrategia de control por re-

troalimentación para sincronización de una red dinámica compleja. Espećıfi-

camente un pin (ĺıder) es sumado a la red, este pin define una trayectoria

deseada. El pin (ĺıder) controla sólo una fracción de los nodos de la red ejer-

ciendo una acción de control sobre el resto de los nodos los cuáles serán

llamados seguidores [5], [30], [19].

Un sistema de red de control por pinning de N nodos puede ser modelado

como se muestra en la Ec. (2.37)

ẋi = f(xi) + σ
N∑
j=i

lijh(xj) + ui, i = 1, 2, . . . , N (2.37)

donde ui es la entrada de control definida como

ui = δiqi(xi − xs) i = 1, 2, . . . , N (2.38)
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xs determina la función de control del nodo i, δi es 1 si el nodo i es un pin

ĺıder, y 0 si no lo es.

ẋs = f(xs) (2.39)

denota la trayectoria deseada de la red (también llamada trayectoria de pin).

Figura 2.5: Esquema de control por pinning

En la Figura 2.5 se muestra un esquema ilustrativo del control por pin-

ning. El pin (nodo rojo) controla directamente sólo un subconjunto de nodos

de la red (nodos azules). El agente S define la trayectoria a seguir, la acción

de control se propaga hacia el resto de los nodos de la red por medio de las

interconexiones (ĺıneas en azul) a lo largo de los nodos de la red.

El objetivo del control por pinning es hacer que la trayectoria de cada

nodo converja a la trayectoria deseada xs descrita por el pin ĺıder.
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Caṕıtulo 3

Modelo dinámico y control de

actitud de satélite

En esta sección se aborda el diseño del modelo dinámico del satélite,

ecuaciones dinámicas y cinemáticas involucradas en el diseño y caracteŕısticas

del modelo que funcionan para el desarrollo del controlador. El diseño del

controlador hace que el satélite siga una trayectoria de referencia dada, los

parámetros de la matriz de inercia son estimados por una ley de adaptación.

Se emplea el parámetro de Rodrigues modificado para describir la orientación

del satélite.

3.1. Ecuaciones Cinemáticas

La cinemática es la rama de la dinámica que estudia los movimientos de

una part́ıcula considerando las masas y las fuerzas de ésta. Se debe elegir un

sistema de coordenadas para definir la posición espećıfica de un cuerpo ŕıgido

en el espacio. Un sistema de coordenadas está definido por dos cosas. Uno,

un sistema de coordenadas origen que especifica la posición en el espacio.

Dos, la orientación dada por el sistema de coordenadas elegidas.
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Las ecuaciones cinemáticas relacionan la velocidad angular ω con la posi-

ción del satélite q, empleando el cuaternión junto con el parámetro de Rodri-

gues modificado, la ecuación que describe la relación cinemática del satélite

puede escribirse como

q̇ = Z(q)ω (3.1)

donde Z(q) = 1
2

[
I3×3

(
1−qT q

2

)
+ qqT + S(q)

]
es el parámetro de Rodrigues

modificado. ω ∈ R3, q ∈ R3 y S(q) representa una matriz antisimétrica que

está definida como

S(q) =

 0 −q3 q2
q3 0 −q1
−q2 q1 0

 (3.2)

3.2. Ecuaciones Dinámicas

Las ecuaciones dinámicas describen la evolución de la velocidad angular

del satélite. Aqúı se aborda la dinámica de los cuerpos ŕıgidos ofreciendo una

descripción del modelo que describe la dinámica del satélite desde un enfoque

Lagrangiano.

Para definir el problema de control de actitud de un satélite y basándose

en la Figura 4.2 primero se define un marco de referencia arbitrario a lo

largo de los ejes del satélite x, y, z, también se define un marco de referencia

llamado marco inercial XG, YG, ZG el cual determinará la posición en que

debe orientarse el satélite. Por último se asume que se aplica una fuerza o

torque a través de cada uno de los ejes del satélite para realizar el control de

posición deseado en el satélite.
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Figura 3.1: Rotación de una nave espacial alrededor de su eje de simetŕıa.

3.2.1. Dinámica de un cuerpo ŕıgido

Considerando las ecuaciones de Euler que especifican la relación entre la

matriz de inercia H, la velocidad angular ω y el torque τ , la dinámica de un

cuerpo ŕıgido puede expresarse con la Ec. (3.3)

Hω̇ = S(w)Hω + τ (3.3)

la matriz de inercia es tomada como una constante, donde H ∈ R3×3 y

ω ∈ R3×1, τ ∈ R3×1. La matriz S(·) denota una matriz antisimétrica de

3× 3, τ ∈ R3
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3.2.2. Formulación Lagrangiana

Las ecuaciones Euler-Lagrange describen la evolución de un sistema sujeto

a restricciones holonómicas. El Lagrangiano del sistema es la diferencia entre

la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial. Con la formulación Lagrangiana las

ecuaciones de movimiento pueden ser derivadas de forma sistemática, inde-

pendientemente del marco de referencia de coordenadas, donde un conjunto

de coordenadas qi con i = 1, 2, . . . , n. Donde qi son llamadas coordenadas

generalizadas. Por lo tanto, el Lagrangiano L del sistema puede ser definido

en función de las coordenadas generalizadas

L = T − U (3.4)

donde T denota la enerǵıa cinética y U la enerǵıa potencial del sistema.

La ecuación de Lagrange puede ser expresada como indica Ec. (3.5)

d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

= τi i = 1, 2, . . . , n (3.5)

donde τi es la fuerza generalizada asociada a las coordenadas generalizadas qi.

En general la Ec.(3.5) se puede expresar como

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ (3.6)

En la ecuación anterior se tienen tres tipos de términos, el primero invo-

lucra la segunda derivada de las coordenadas generalizadas q, donde M(q)

es la matriz de inercia. El segundo, son términos cuadráticos de la primer

derivada de q, donde C(q, q̇) es la llamada matriz de coriolis y sus elementos

k, j-th de la matriz C(q, q̇) están definidos como

ckj =
n∑
i=1

cijk(q)q̇i

=
n∑
i=1

1

2

{∂dkj
∂qj

} (3.7)

28



3.2. ECUACIONES DINÁMICAS

y g(q) representa las fuerzas gravitacionales y τ el torque ejercido.

3.2.3. Propiedades del modelo dinámico

Existen dos propiedades notables del sistema dinámico (3.6) que son real-

mente útiles en el diseño de controladores e identificación de parámetros. La

primera es la propiedad de la conservación de la enerǵıa y la segunda es li-

nealidad en los parámetros. A continuación se mencionan cada una de ellas

formalmente.

Propiedad Antisimétrica

La propiedad antisimétrica se refiere a una importante relación entre la

matriz de inercia M(q) y la matriz de C(q, q̇), esto es, la matriz

N(q, q̇) = Ṁ(q)− 2C(q, q̇) (3.8)

es antisimétrica, la cual es vista como una expresión de la conservación de la

enerǵıa [31].

Linealidad en los parámetros

La Ec. (3.6) que describe la dinámica del sistema que tiene parámetros

lineales, esto es, existe una función Y (q, q̇, q̈), la cual se puede asumir que es

completamente conocida y un vector θ tal que la Ec. (3.6) puede re-escribirse

como

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = Y (q, q̇, q̈)θ = τ (3.9)

la función Y (q, q̇, q̈) es llamada regresor y θ es el vector de parámetros. Ambas

propiedades juegan un papel decisivo en el diseño del controlador.
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3.3. MODELO DINÁMICO DEL SATÉLITE BASADO EN MODELO
LAGRANGIANO

3.3. Modelo dinámico del satélite basado en

Modelo Lagrangiano

Mencionando anteriormente las ecuaciones que describen la cinemática y

dinámica del satélite descritas con las Ec. (3.10) y (3.11) se tiene

q̇i = Zi(qi)ωi (3.10)

Hiω̇i = Si(wi)Hiωi + τi (3.11)

Eligiendo como coordenadas en el espacio de estados los componentes

de los vectores qi y q̇i. Las ecuaciones que describen la actitud del satélite

pueden reescribirse como un modelo Lagrangiano1.

H∗i (qi)q̈i + C∗i (qi, q̇i)q̇i = Fi (3.12)

donde

τi = ZT
i Fi

H∗i (qi) = Z−Ti HiZ
−1
i

Ci(qi, q̇i) = −Z−Ti HiZ
−1
i ŻiZ

−1
i − Z−Ti S(ω)HiZ

−1
i

(3.13)

donde i = 0, 1, . . . , p es el número de satélites en la constelación, i = 0 denota

el ĺıder de la constelación e i = 1, 2, . . . , p los seguidores.

Como se mencionó anteriormente la Ec. (3.12) describe la actitud de mo-

delo del satélite basado en un modelo Lagrangiano. De esta manera se apro-

vechan las caracteŕısticas ofrecidas por el modelo para realizar el desarrollo

del controlador, estas propiedades son la de conservación de la enerǵıa

con la matriz Ḣ∗ − 2C∗ y la de la linealidad en los parámetros.

1apéndice B
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3.3. MODELO DINÁMICO DEL SATÉLITE BASADO EN MODELO
LAGRANGIANO

Utilizando las expresiones H∗(q) y C(q, q̇), la matriz Ḣ∗− 2C∗ es igual a

Ḣ∗ − 2C∗ =
d

dt
(Z−T )HZ−1 − ZTH

d

dt
(Z−1) + 2Z−TS(ω)Z−1 (3.14)

Además de tener la propiedad de que la matriz Ḣ∗ − 2C∗ es antisimétri-

ca, los parámetros de la matriz de inercia H son lineales. Utilizando ambas

propiedades se realiza una parametrización del modelo de satélite.
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Caṕıtulo 4

Control de actitud del satélite

4.1. Control de ĺıder de la constelación

Empleando el modelo Lagrangiano obtenido para el satélite Ec.4.1, ca-

racterizando q0 al ĺıder de la constelación

H∗0 (q0)q̈0 + C∗0(q0, q̇0)q̇0 = F0 (4.1)

Se obtiene una ley de control ideal

F0 = H∗0 (qr)q̈r + C∗0(qr, q̇r)q̇r − kds (4.2)

donde H∗0 ∈ R3×3, C∗0 ∈ R3×3 y q0, q̇0, q̈0 ∈ R3, F0 ∈ R3.

Suponemos que las salidas del sistema, la posición y la velocidad para

el ĺıder son medibles y que la señal deseada y sus derivadas son acotadas

qd, q̇d, q̈d.

Sea â0 el vector de parámetros estimado y ã0 el error de estimación de

parámetros

ã0 = â0 − a0 (4.3)

32



4.1. CONTROL DE LÍDER DE LA CONSTELACIÓN

la diferencia de la salida deseada q0 menos la señal deseada qd el error de

seguimiento q̃0,

q̃0 = q0 − qd (4.4)

se define un vector s0 como una medida del error de seguimiento

s0 = ˙̃q0 − λq̃0 (4.5)

donde λ es una constante positiva. La Ec. (4.5) se puede reescribir como

s0 = q̇0 − q̇r (4.6)

donde q̇r es la diferencia de la derivada de la posición deseada menos el error

de seguimiento

q̇r = q̇d − λq̃0 (4.7)

tomando como función de Lyapunov la siguiente ecuación

V =
1

2
[sT0H

∗
0s0 + ãT0 Γ0ã0] (4.8)

diferenciando V tenemos

V̇ =
1

2
sT0 Ḣ

∗
0s0 + s∗0H

∗
0 ṡ0 + ãT0 Γ0

˙̃a0 (4.9)

se tiene que ṡ0 = q̈0 − q̈r por lo que H∗0 ṡ0 es igual a

H∗0 ṡ0 = H∗0 (q̈0 − q̈r) (4.10)

se sustituye la Ec. (4.10) en la Ec. (4.9)

V̇ =
1

2
sT0 Ḣ

∗
0s0 + sT0 (H∗0 q̈0 −H∗0 q̈r) + ãT0 Γ0

˙̃a0 (4.11)

de la Ec. (4.1) tenemos

H∗0 q̈0 = F0 − C∗0 q̇0
= F0 − C∗0(s0 + q̇r)

= F0 − C∗0s0 − C∗0 q̇r

(4.12)
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4.1. CONTROL DE LÍDER DE LA CONSTELACIÓN

se sustituye el valor de H∗0 q̈0 de la Ec. (4.12) en la Ec. (4.11)

V̇ =
1

2
sT0 Ḣ

∗
0s0 + sT0 (F0 −H∗0 q̈r − C∗0s0 − C∗0 q̇r) + ãT0 Γ0

˙̃a0 (4.13)

utilizando la propiedad de la matriz antisimetrica (H∗0 − 2C∗0) se tiene

V̇ = sT0 (F0 −H∗0 q̈r − C∗0 q̇r) + ãT0 Γ0
˙̃a0 (4.14)

tomando como ley de control

F0 = Ĥ∗0 q̈r + Ĉ∗0 q̇r − kds0 (4.15)

donde Ĥ∗0 y Ĉ∗0 son los estimados de H∗0 y C∗0 , siendo kd una matriz simétrica

positiva definida se tiene

V̇ = sT0 (H̃∗0 q̈r + C̃∗0 q̇r − kds0) + ãT0 Γ0
˙̃a0 (4.16)

donde H̃∗0 y C̃∗0 son

H̃∗0 = Ĥ∗0 −H∗0
C̃∗0 = Ĉ∗0 − C∗0

(4.17)

la parametrización que ofrece el modelo permite definir una matriz Y ∗0 (q0, q̇0, q̇r, q̈r)

tal que

H̃∗0 q̈r + C̃∗0 q̇r = Y ∗0 (q0, q̇0, q̇r, q̈r)ã0 (4.18)

donde ã define el error de estimación de parámetros. Y la entrada de control

Ec. (4.15) se convierte en

F0 = Y ∗0 (q0, q̇0, q̇r, q̈r)ã0 − kds0 (4.19)

siguiendo con la evaluación de V̇ tenemos

V̇ = sT0 [Y ∗0 (q0, q̇0, q̇r, q̈r)ã0 − kds0] + ãT0 Γ0
˙̃a0 (4.20)

ordenando cada uno de los términos tenemos V̇ igual a

V̇ = −sT0 kds0 + ãT0 [Γ0
˙̃a0 + Y ∗T0 s0] (4.21)
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ahora se puede definir la ley de adaptación ˙̃a0 como

˙̃a0 = −Γ−10 Y ∗T0 s0 (4.22)

obteniendo finalmente V̇ como

V̇ = −sT0 kds0 ≤ 0 (4.23)

Esto muestra que V̇ es semidefinida negativa, para probar estabilidad

asintótica nos apoyamos del lema de Barbalat [28]. Esto muestra que V̇ → 0

cuando t→∞ lo cual implica que el error s0 → 0 cuando t→∞ mostrando

que q̃ → 0 y ˙̃q0 → 0 cuando t→∞.

La ley de control queda expresada como

τ0 = ZT
0 (H̃∗0 q̈r + C̃∗0 q̇r − kds0)

= ZT
0 (Y ∗0 ã0 − kds0)

(4.24)

4.1.1. Resultados de Simulación

Son llevadas a cabo simulaciones numéricas para comprobar la eficacia de

la ley de control propuesta para el sistema.

La matriz de inercia H∗0 del satélite tiene los siguientes valores

H∗0 =

15 5 5
5 10 7
5 7 20

 (4.25)

Las ganancias de control kd y Γ−10 son elegidas en base el mejor desempeño

obtenido en las simulaciones, comprobando que no es necesaria una ganancia

alta para un buen desempeño del controlador.

kd = 30I

Γ−10 = 20I
(4.26)
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Las condiciones iniciales para la posición y actitud son q0 = [0 0 0]T y

ω0 = [0 0 0]T . La ley de adaptación se encarga de estimar los parámetros de

la matriz de inercia para ser empleados en la ley de control. El objetivo es

que el satélite siga una trayectoria de referencia deseada qd.

La Figura 4.2 muestra la trayectoria seguida por el satélite ĺıder q0 y la

señal de referencia deseada qd.

En la Figura 4.4 se muestra los seis parámetros estimados por la ley de

adaptación, en este caso los parámetros no convergen a los parámetros reales

debido a que no existe el factor de excitación persistente [16].
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Figura 4.1: Salida deseada qd y salida de satélite q

Figura 4.2: Ampliación de la salida del ĺıder q y referencia qd
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Figura 4.3: Salida del error de seguimiento q̃ = q − qd, señal de error de

seguimiento de la señal deseada qd y la señal q, se observa que cuando hay un

cambio drástico en la señal deseada la señal tiende a seguir esta trayectoria

minimizando el error
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Figura 4.4: Parámetros estimados â0, en este caso los parámetros no conver-

gen a los parámetros reales debido a que no existe el factor de excitación

persistente.
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Figura 4.5: Torque aplicado a las ruedas de inercia
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4.2. Control Adaptable de los satélites segui-

dores

En esta sección se propone el diseño del controlador y la estrategia de

sincronización para la constelación, los factores que influyen en la sincroni-

zación de sistemas son, el intercambio de información entre cada uno de los

agentes que conforman la red, aśı como las condiciones de convergencia y es-

tabilidad en la sincronización. En la última sección se muestran los resultados

obtenidos empleando la ley de control propuesta para la sincronización de la

constelación, las pruebas por simulación validan los resultados obtenidos.

4.2.1. Control de Constelación por Pinning

La constelación esta conformada por cuatro satélites con una configura-

ción en anillo como la que se muestra en la Figura 4.6.

Figura 4.6: Configuración de la constelación
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Se define el modelo para los p satélites que forman la constelación

H∗i (qi)q̈i + C∗i (qi, q̇i)q̇i = Fi, i = 1, . . . , p (4.27)

donde i = 0, 1, . . . , p con i = 0 denota al ĺıder e i = 1, 2, . . . , p los seguidores.

Se emplea la siguiente ley de control para la sincronización de la conste-

lación

Fi = H∗i (qi)q̈i,r + C∗i (qi, q̇i)q̇i,r − k1si + k2si−1 + k2si+1 (4.28)

donde k1 ∈ Rn×n es una ganancia positiva definida en retroalimentación para

el i-th satélite y k2 ∈ Rn×n es la ganancia de acoplamiento entre los miembros

adyacentes (i− 1) e (i+ 1) de la red. Se define el error de posición como

q̃i = qi − qr (4.29)

y se define un vector si como un como una medida del error de seguimiento

y de sincronización.

si = q̇i − q̇i,r
si−1 = q̇i−1 − q̇i−1,r
si+1 = q̇i+1 − q̇i+1,r

(4.30)

La trayectoria a seguir por la constelación esta dada por el satélite ĺıder

q0, el término de acoplamiento está en la ley de control para que cada uno de

los satélites seguidores en la constelación se sincronicen con la posición del

ĺıder. Continuando con el diseño, se tiene que la trayectoria es denotada por

qr, el vector de velocidad de referencia q̇i,r esta dado por la velocidad común

deseada q̇r y el error de posición.

q̇i,r = q̇d − Λq̃i = q̇d − Λ(qi − qd) (4.31)

Empleando teoŕıa de gráficas se puede definir la forma de interconexión de

la red, haciendo abuso de la notación se reeescribe el término de acoplamiento

Ec. (4.32)
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k2si−1 + k2si+1 =
∑
j∈Ni

kji(sj − si) = kcsi (4.32)

definiendo la ley de control como

Fi = H∗i (qi)q̈i,r + C∗i (qi, q̇i)q̇i,r − k1si + kcsi (4.33)

empleando la función de Lyapunov

V =

p∑
i=1

{1

2
[sTi H

∗
i si + ãTi Γiãi]

}
(4.34)

diferenciando V y utilizando la propiedad de la matriz H∗0 − 2C∗0 se tiene

V̇ =

p∑
i=1

sTi (Fi −H∗i q̈i,r − C∗i q̇i,r) + ãTi Γi ˙̃ai (4.35)

de la Ec. (4.33) se emplea como ley de control

Fi = Ĥ∗i (qi)q̈i,r + Ĉ∗i (qi, q̇i)q̇i,r − k1si + kcsi (4.36)

y se sustituye la Ec. (4.36) en la Ec. (4.35)

V̇ =

p∑
i=1

sTi [(H̃∗i q̈i,r + C̃∗i q̇i,r)− k1si + kcsi] + ãTi Γi ˙̃ai (4.37)

siendo un modelo Lagrangiano se puede crear una parametrización para el

sistema como la que se muestra en la Ec. (4.38)

H̃∗i q̈i,r + C̃∗i q̇i,r = Y ∗i (qi, q̇i, q̇i,r, q̈i,r)ãi (4.38)

empleando la parametrización del sistema como se muestra en la Ec. (4.38)

se define la Ec. (4.37) de la siguiente forma

V̇ =

p∑
i=1

sTi [Y ∗i (qi, q̇i, q̇i,r, q̈i,r)ãi − k1si + kcsi] + ãTi Γi ˙̃ai (4.39)
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obteniendo la ley de adaptación definida en la Ec (4.40), donde Γ ∈ Rn×n

˙̃ai = −Γi(Y
∗
i )T si (4.40)

por lo que finalmente se obtiene V̇ como

V̇ = −
p∑
i=1

sTi (k1 + kc)si ≤ 0 (4.41)

k1 debe ser mayor que kc, por lo que debe satisfacer la condición k1 > 2kc.

Para un sistema de la forma (4.28) si k1 > 2kc, el controlador (4.36)

junto con la ley de adaptación (4.40) garantizan la convergencia asintótica

del origen del sistema.

4.2.2. Resultados de Simulación

Los resultados de la ley de control propuesta son empleados en una cons-

telación de 4 satélites, un satélite es empleado como agente ĺıder de la red

mientras los tres satélites restantes son los agentes seguidores.

Los valores de los parámetros para la matriz de inercia de cada uno de

los satélites son los proporcionados en el Cuadro 4.1, los valores S1, S2, S3

son los valores correspondientes de la matriz de inercia Hi para cada uno de

los seguidores.
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Cuadro 4.1: Parámetros Matriz de Inercia

Agente h1 h2 h3 h4 h5 h6

Ĺıder 7 5 5 15 10 20

S1 5 5 6 10 12 17

S2 6 7 6 11 10 12

S3 5 4 7 9 13 10

Las ganancias para el ĺıder fueron de KD = 15I, Γ−10 = 20I. Y las ganan-

cias para cada uno de los seguidores son de k1 = 20I, k2 = 2I y la ganancia

de adaptación Γ−1i = 20I.
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Figura 4.7: Posición de constelación, dando seguimiento a una trayectoria de

referencia, las señales de los 4 agentes convergen a la señal de referencia.

Figura 4.8: Ampliación de posición de constelación y del ĺıder de la conste-

lación, correspondiente a la Figura 4.7.
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Figura 4.9: Error de seguimiento q̃i = qi − q0, al realizarse una variación en

la señal de referencia se observa como el error converge a cero, probando la

eficacia del desempeño del controlador.
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Figura 4.10: Error de sincronización para la constelación, al ocurrir una varia-

ción en la trayectoria, el error de sincronización para cada uno de los agentes

converge a cero.
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Figura 4.11: Torque aplicado en las ruedas de inercia para cada uno de los

satélites
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Como se puso de manifiesto en los objetivos de esta disertación uno de

ellos era que el satélite siguiera una trayectoria de referencia deseada, mien-

tras se diseñaba el controlador se necesitaba también emplear algún método

eficaz que permitiera una rotación para el sistema ±360◦ que fuera eficiente,

empleando el cuaternión y el parámetro de Rodrigues modificado se logró el

objetivo planteado.

Por otra parte también se teńıa como objetivo sincronizar una conste-

lación de satélites. Empleando en conjunto leyes de robótica aplicados al

sistema de satélite y basado en un modelo de tipo Lagrangiano se logro di-

señar una ley de controla para sincronizar la constelación.

Se demostró mediante las simulaciones el desempeño del controlador pro-

puesto y se puso de manifiesto que es viable emplear control adaptable cuando

los parámetros son desconocidos gracias a la parametrización del modelo.

Las simulaciones demuestran que los algoritmos empleados funcionan, sin

embargo creo que se cuenta con el potencial y las capacidades técnicas para

desarrollar y llevar a cabo este tipo de proyectos, los cuáles mejoraŕıan y
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potencializarian el desarrollo de proyectos e investigación experimental tam-

bién.



Apéndice A

Matriz de Inercia

A.1. Introducción

La matriz de inercia I es una matriz simétrica de 3 × 3 referida a un

punto O, y es una propiedad de la distribución de la masa m sobre O. Sus

elementos dependen de las direcciones de un conjunto ortogonal de ejes x, y, z

a través de O, en particular contiene los productos y momentos de inercia

asociado con estos ejes.

Figura A.1: Cuerpo ŕıgido

Aqúı se definen algunos conceptos importantes referentes a la matriz de
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inercia.

A.2. Definiciones

Momentos de Inercia Ixx, Iyy Izz

Un momento de inercia es el segundo momento de masa alrededor de un

eje. Sea la densidad de masa ρ(x, y, z) de un objeto representado como una

función de la posición. Por ejemplo, el momento de inercia alrededor del eje

x es

Ixx =

∫ ∫ ∫
(y2 + z2)ρ(x, y, z)dx dy dz (A.1)

El momento de inercia para el eje y y z es

Iyy =

∫ ∫ ∫
(x2 + z2)ρ(x, y, z)dx dy dz

Izz =

∫ ∫ ∫
(x2 + y2)ρ(x, y, z)dx dy dz

(A.2)

Productos de Inercia Ixy, Iyz, Izx

Los productos de inercia son medidas de la falta de simetŕıa en la distri-

bución de la masa. El producto de inercia asociado con el eje x es

Ixy = Iyx =

∫ ∫ ∫
xyρ(x, y, z)dx dy dz (A.3)

El producto de inercia para los ejes y y z son

Ixz = Izx =

∫ ∫ ∫
xzρ(x, y, z)dx dy dz

Iyz = Izy =

∫ ∫ ∫
yzρ(x, y, z)dx dy dz

(A.4)

Si la distribución de la masa es simétrica con respecto al marco de refe-

rencia fijo, entonces el producto de inercia es cero.
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La matriz de inercia referida a una IO respecto al punto O(x, y, z) se

define como

IO =

 Ixx −Ixy −Izx
−Ixy Iyy −Iyz
−Izx −Iyz Izz

 (A.5)
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Apéndice B

Modelo Lagrangiano

Las ecuaciones que describen la actitud del sistema de satélite son

Hω̇ = S(ω)Hω + τ

q̇ = Z(q)w
(B.1)

donde:

S(·) denota una matriz antisimetrica

Z(q) es la representación cinemática de Parámetro de Rodrigues Modificado.

Eligiendo como variables de estado q y q̇ derivamos de la Ec. (B.1) q̇

obteniendo

q̈ = Żω + Zẇ (B.2)

De (B.2) tenemos

Zω = q̈ − Żω (B.3)

ẇ = Z−1[q̈ − Żω] (B.4)

De la Ec. (B.1) tenemos que ẇ es igual

ẇ = H−1[S(ω)Hω + τ ] (B.5)

Igualamos las ecuaciones (B.4) y (B.5) y obtenemos

H−1[S(ω)Hω + τ ] = Z−1[q̈ − Żω]

55



H[H−1[S(ω)Hω + τ ] = Z−1[q̈ − Żω]]

S(ω)Hω + τ = HZ−1[q̈ − Żω] (B.6)

De la Ec. (B.1) tenemos que q̇ = Z−1q̇, sustituimos ω en Ec. (B.6)

S(ω)HZ−1q̇ + τ = HZ−1[q̈ − ŻZ−1q̇]

Z−T [HZ−1[q̈ − ŻZ−1q̇] = S(ω)HZ−1q̇ + τ ]

Z−THZ−1q̈ − Z−THZ−1ŻZ−1q̇ = Z−TS(ω)HZ−1q̇ + Z−T τ

Z−THZ−1q̈ − Z−THZ−1ŻZ−1q̇ − Z−TS(ω)HZ−1q̇ = Z−T τ (B.7)

De la Ec. (B.7) tenemos el modelo de satélite descrito como un modelo

dinámico Lagrangiano

H∗(q)q̈ + C∗(q, q̇)q̇ = F (B.8)

donde:

τ = ZTF

H∗(q) = Z−THZ−1q̈

C∗(q, q̇) = −Z−THZ−1ŻZ−1q̇ − Z−TS(ω)HZ−1q̇

(B.9)
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