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CAPITULO Il

Analisis Tedrico Matematico Estatico Y Dinamico Del Las
Caracteristicas Del Modelo

3. Justificacion teodrica

En este capitulo se abarcara la justificacion teorica del desempefio estatico y
dindmico del microespejo para poder validar el modelo que se propone en esta tesis,
asi como el proceso de disefio del microespejo.

El modelo de un microespejo torsional convencional de dos electrodos, esta
sostenido por dos micro-vigas torsionales, las cuales estdn montadas en dos anclajes
fijos al sustrato.

Debajo del microespejo, se encuentran los dos electrodos sobre el sustrato. La
figura 3.1 muestra un diagrama esquematico de este dispositivo y la tabla 3.1 explica la
notacién de su geometria.

W

Viga de torsidn

Microespejo
Placa refejante

Electrodo

Sustrato
kY

(a) (h)

Figura 3.1 Diagrama esquematico de un microespejo torsional: (a) Diagrama en 3D (b) Vista de
seccion transversal

Basicamente, se puede explicar el funcionamiento del microespejo torsional de la
siguiente manera: cuando se aplica un voltaje V entre el microespejo y uno de los
electrodos, la atraccion electrostatica causa que éste rote sobre su linea central con un
desplazamiento angular 8 (ver figura 3.1 (b)).

22




CAPITULO Ill: ANALISIS MATEMATICO

La direccion en la que rota el microespejo, depende del electrodo al que se esté
aplicando dicha diferencia de potencial, ya que el microespejo girara en una direcciéon
con un electrodo determinado y en direccién inversa con el otro.

Tabla 3.1 Notacién de las partes geométricas del microespejo torsional

Parte Geométrica Notacién Parte Geométrica Notacién
Largo del L Ancho de la viga W
microespejo torsional
Ancho del W Grosor de la viga (
microespejo torsional
Largo efectivo de =L Largo total de las |
cada electrodo ¢ vigas torsionales
Ancho de los Largo de una sola
We=az-a ) . 1/2=I,
electrodos viga torsional
Parametro de
Grosor de cada L
te posicion de los a;=aW
electrodo
electrodos
Espacio entre Parametro de
microespejo y d tamafio de los a,=pwW
electrodos electrodos

3.1 Andlisis Teodrico de las Caracteristicas Estatic as del Microespejo

Torsional

Para obtener el modelo estatico del sistema torsional del microespejo, se
realizaran los analisis del momento torsional electrostatico, de la relacién de
funcionamiento estatico entre el voltaje de operacion y el angulo de rotacion y del efecto
de adhesion momentanea.

3.1.1 El Principio del Capacitor y el Momento Torsi  onal Electrostatico.

El microespejo torsional se basa en el principio del capacitor de placas paralelas,
en el que dos placas conductoras cualesquiera, separadas por un dieléctrico o por el
vacio a una distancia d, forman un capacitor.

Figura 3.2 Esquema del comportamiento interno en un capacitor.
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La carga del capacitor se debe a la transferencia de electrones entre una placa y
otra y su comportamiento se ilustra en la figura 3.3. Una de las placas puede estar
cargada positivamente y la otra negativamente o viceversa. Para este tipo de capacitor,
la capacitancia esta dada por:

c=20" (3.1)

Donde A es el area de de las placas, d es la separacién entre estas y &, es la

constante dieléctrica del material situado entre las mismas. De igual modo, el campo
eléctrico en un capacitor de placas paralelas, con capacitancia C es:

E= (3.2)

\
d

Pero como la distancia entre los electrodos y el microespejo es una distancia
angular, como se ilustra en la figura 3.2, se define a d como d =a, por tanto:

E=

v 3.3
a (3.3)

Donde a=rf =(d/send —x)d, de este modo, el campo eléctrico se define como:

\Y

E= (3.4)
(d/serd-x)8

Para obtener el momento electrostatico en el microespejo, la presion electrostéatica
también es un factor importante y esta dada por:

2
P:;gEz—l & (3.5)

2 ((d/serd-x)6)?

Sin embargo, el momento electrostatico producido por el incremento de la longitud
de la placa dxlocalizado en X, esta dado por:

dM_. = Fdx vy utilizando la expresion F = PWX, tenemos que

dM; = PWxdx (3.6)

Donde W, es el ancho de la placa del espejo, L es su longitud y w, te ¥ le, sON el
ancho, el grosor y la longitud del electrodo respectivamente, de este modo, para analizar
al microespejo y al electrodo se supuso que ambos dispositivos estuviesen formados de
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un numero infinito de capacitores infinitesimalmente pequefios, de ancho dx. Este
comportamiento puede verse en la figura 3.3

d/sen

Espejo

=1
1_\ iga Torsional
Loy We, 12

Figura 3.3 Comportamiento angular de la placa del microespejo

W, L

[
/
':

Vv
GND

De esta manera, el momento torsional electrostéatico total se obtiene integrando el
incremento del momento sobre la longitud de la placa y esta dado por Me:

pal?
Me:deeszdex: J'xdF (3.7)

aal2

Donde la fuerza electrostatica estd determinada por la distancia entre la base del
segmento del espejo y el electrodo d(x)=d - &x.

Por otra parte, tanto a; como a, definen la posicion y el tamafio de los electrodos
(normalizados por el ancho de la placa del microespejo, tal que tanto a« como f son
independientes del tamafio especifico del microespejo) y como W=L, porque la placa del
microespejo es cuadrada, se tiene entonces:

A2 A2 2 2
Me= j xdF= j X &V 2de:£V Lj
aal2 aal2 2(d_Xt€) 2

X

dx
(d - xt8)?

- & L[ ! ! In[l—azej—ln(l—aieﬂ (3.8)
1-(a,/2d)8 1-(a,/2d)8 2d 2d

Donde ¢ es la permitividad del aire (¢ = 8.85 pF/m), y x y dx representan la
posicién y el ancho del capacitor infinitesimal utilizado, por integraciéon. Por simplicidad,
se normaliza el angulo de rotacion 6:

0= (3.9)

max

Donde Onax = 2d/Wrepresenta el &ngulo maximo de rotacion.
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A pesar de que este valor representa el valor nominal del angulo de rotacién, no
significa nada ya que el dngulo maximo de rotacion efectivo depende especificamente
del arreglo del microespejo. De esta manera, si la ecuacion 3.9 se sustituye en la
ecuacion 3.8:

2 —
Me=& L1 1 _ 1 +In(l ﬁ@j (3.10)
207, ©°|1-p6 1-a6  \1-a@©

max

En esta ecuacion, todos los pardmetros estructurales, excepto o y S, contribuyen
s6lo como coeficientes de Me. Se observa que el momento torsional electrostatico Me, es
proporcional a la longitud L del microespejo y al cuadrado del voltaje V de operacion. Por
lo tanto Me, es muy sensible a este voltaje.

3.1.2 Relacion Estatica entre el Voltaje de Operaci  6n y el Angulo de Rotacion.

Cuando el microespejo es accionado para rotar con un momento torsional
electrostatico, las vigas que soportan la placa del microespejo se tuercen en un angulo 6
en un extremo, es decir, la vigas torsionales presentan un desplazamiento angular el
cual generara un momento torsional elastico de restauracion torsional T,r y es
linealmente proporcional a su correspondiente desplazamiento en 6 y puede expresarse
como

T, =-S,6 (3.11)

Donde S, denota la rigidez de las vigas torsionales y también puede expresarse

de la siguiente manera:

2GlI
S = (3.12)

Donde G es el modulo de corte e I, es el momento polar de inercia de la viga
torsional y si la estructura esta hecha de polisilicio, entonces G= 6.6x10'° Pa.

De este modo, el microespejo se queda quieto Unicamente cuando estos
momentos torsionales estan balanceados (por ejemplo, en condicion de equilibrio
estético), de tal modo cuando Me = T,t:

] @3 1/2
= -0l i - o)

(3.13)

Donde ko representa

26




CAPITULO Ill: ANALISIS MATEMATICO

2 enz’]ax 1/2
- SOsL (3.14)

La ecuaciéon normalizada del voltaje, representa las relaciones estéaticas entre el
angulo de rotacién, el voltaje de operaciéon y los pardmetros estructurales del
microespejo torsional.

El lado derecho de la ecuacion 3.13, estd compuesta de dos partes. La kg
representa la combinaciéon de todos los parametros estructurales (excepto para los
parametros normalizados de los electrodos) del microespejo torsional, y actla
Uunicamente como coeficiente de sensibilidad. Por esta razon, la relacién entre voltaje Vy
el angulo torsional ® esta determinada principalmente por la otra parte (encerrada entre
los corchetes), en la que se involucran los parametros normalizados de los electrodos
(representados por ay f).

A partir de este punto de vista, puede decirse que los electrodos determinan el
comportamiento del microespejo torsional.

La figura 3.4 muestra una curva tipica que representa la relacién entre el voltaje
de operacién y el angulo de rotacién de un microespejo torsional. Inicialmente, el voltaje
de operacién incrementa en relacion con el angulo.

Sin embargo, cuando el angulo de rotacién alcanza ciento valor de @, (o
equivalentemente con 6,), el voltaje de operacion alcanza su valor maximo Vyax

Qﬁ’

_///

Vi Vi

Angulo Normalizado de Rotacién @

Voltaje de Operacion V

Figura 3.4 Curva de operacion tipica de la viga de torsién del microespejo.

Este punto crucial en la curva y el angulo son tomados como punto de caida
instantanea y como angulo de caida instantanea, respectivamente. Por tanto, se requiere
de un voltaje muy bajo para mantener el momento torsional de equilibro para posiciones
con angulos de rotacion mayores. De hecho, este tipo de balance no es estable y no
puede mantenerse.
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Cuando el microespejo rota méas alla del angulo ©,, puede bajar instantaneamente
hasta que el borde toque el sustrato. Este es el lamado fendmeno de caida instantanea.
Como resultado, después del punto de caida instantanea, la relacion V-@, no seguira la
curva definida por la ecuacion 3.13, y en su lugar quedara una linea ascendente.

El microespejo no podra rotar de regreso con una reduccién de voltaje, sino hasta
que el voltaje de operacion sea menor que ciento valor de voltaje de levantamiento V.
Este fendmeno histerético, es otra de las caracteristicas del microespejo torsional, que
es similar a un circuito de disparo en estado estable y de hecho puede utilizarse para
regir y auto bloguear un arreglo de microespejos.

3.1.3 Estudio del Efecto Caida Instantanea

Inicialmente, cuando se aplica un voltaje sobre el sistema, la fuerza electrostatica
sirve para reducir la separacién de las placas, es decir, el angulo de torsion y el
desplazamiento vertical d-x aumentan con el voltaje aplicado requerido.

Sin embargo cuando este voltaje alcanza cierto valor, el angulo de torsion y el
desplazamiento horizontal, alcanzan sus valores criticos. Cuando el voltaje aplicado
excede ese valor, la viga torsional colapsa abruptamente con la placa del electrodo.

En este punto de cambio, el angulo de torsidon, del desplazamiento vertical y el
voltaje aplicado se refiere como el angulo de caida instantanea, el desplazamiento de
caida instantanea y como voltaje de caida instantanea. Por tanto este es el mejor
conocido efecto de caida instantanea.

Una propiedad importante de los microespejos torsionales electrostaticos son sus
caracteristicas de caida instantanea, donde la fuerza/momento electrostatico supera a la
fuerza/momento mecénico y la placa movil golpea abruptamente con el electrodo fijo
(cuando el voltaje aplicado en la placa mévil se incrementa sobre cierto valor de voltaje).

En otras palabras, la esencia del fend6meno de caida instantanea se debe a la
dependencia compartida de la fuerza electrostatica sobre la eléctrica y los parametros
mecanicos.

Los parametros especificos de caida instantanea (voltaje de caida instantanea,
angulo de caida instantanea y el desplazamiento de caida instantanea), estan
determinados por el disefio de la geometria del microespejo y de los electrodos y juegan
un papel importante en el comportamiento del microespejo torsional.

En general, el voltaje de caida instantdnea, debe ser lo mas bajo posible para
prevenir una ruptura eléctrica. Como resultado, es necesario utilizar la torsion efectiva y
el modelo de inclinacion para optimizar la geometria de la viga torsional y poder reducir
el voltaje de caida instantanea.
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Como este fenOmeno es cortante y sucede sin previo aviso, es indispensable
hacer una medicion exacta del voltaje de accionamiento requerido para alcanzar dicha
inestabilidad, ya que, debido a las cargas opuestas en las placas de los electrodos y del
microespejo, se forma entre ambas una fuerza electrostatica de atraccién.

Esta medicion se puede lograr facilmente utilizando el modelo de las placas
paralelas a lo largo de un coeficiente de resorte efectivo de la estructura, como la que
puede verse en la figura 3.5, para estimar el voltaje de caida instantanea y el angulo de
caida instantanea.

Resorte &

Desplazanuento ¥

I

Figura 3.5 Modelo de un capacitor de placas paralelas con coeficiente de resorte

Para derivar la expresion del efecto caida instantanea, comenzamos escribiendo
la energia potencial total del sistema, tomando en cuenta que para el microespejo
torsional, la distancia entre la placa y el electrodo es d(x)=d-6x y es igual
desplazamiento del modelo del capacitor de placas paralelas d(x)= d(y)en la figura 3.5:

21 EA
2d-vy

E= V32 +%ky2 (3.15)

Donde el primer término es el potencial electrostatico del capacitor y del voltaje de
fuente y el segundo término se debe a la energia mecanica almacenada en el resorte. La
fuerza que actua en la placa movil se obtiene derivando esta ecuacion:

XE 1 &A
& 2(d-y) Y (3:16)

En condicién de equilibrio, y con voltaje V=0, la distancia entre las placas del

, EA -~
capacitor es d(y=0), con C :d07); la fuerza electrostatica y la fuerza del resorte se
-y
cancelan (F=0), y la ecuacion de la fuerza electrostatica queda:
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1 A .,
==_ 207y

Cuando se aplica un cierto voltaje V, la fuerza electrostatica causa una reduccion
de esta distancia y la fuerza del resorte, inducida por el desplazamiento de la placa

tiende a contrarrestar los efectos de las fuerzas electrostaticas.

Inicialmente, el angulo torsional y el desplazamiento vertical incrementa junto con

el voltaje aplicado requerido.

La posicién de equilibrio de z de la placa contra el voltaje V, esta dada por:

Fe +Fs= 0, donde la fuerza del resorte queda: FSp =-ky (3.18)

El voltaje de caida instantanea se deduce de la ecuacion F¢ +Fs= 0y puede
resolverse por la posicion de equilibrio de la placa x como una funcidon del voltaje
aplicado. Para voltajes suficientemente bajos, el dngulo de la masa de prueba exhibe
dos soluciones fisicas de equilibrio, en las que s6lo una es estable (Ver figura 3.6).

alto I

mestable

Fuerzas

estable

0 =1 Posicion Y o

Figura 3.6 Relacion del comportamiento entre fuerzas electromecanicas y desplazamiento de la
placa

Sin embargo, cuando el voltaje aplicado requerido alcanza cierto valor, el angulo
torsional y el desplazamiento vertical alcanzan su valor critico, esto es, a altos voltajes
no existe la posicion de equilibrio y por tanto, las soluciones por encima del
desplazamiento de caida instantanea (linea recta en la figura 3.7) resultan ser inestables

en lo consecutivo.
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Voltaje |

L
0 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3.7 Relacion de equilibrio entre el desplazamiento de la placa x y el voltaje V

Una simple expresion de los puntos de caida instantdnea, se obtiene derivando la
ecuacion 3.16 para obtener la rigidez del sistema (ver figuras 3.8 y 3.9):

A
f:‘go—vz—k (3.19)

& (d-x)°

Sustituyendo esta en la ecuacion 3.17, tenemos la rigidez en el punto de
equilibrio:

o 2kx
-k (3.20)

& (d-x)

Rigidez [£]

0 01 02 03 04 05 06 07 08 05 1
x/d

Figura 3.8 La rigidez como funcién del punto de equilibrio x. Una rigidez positiva indica un punto
de equilibrio inestable

En este punto de cambio, el &ngulo torsional, el desplazamiento vertical y el
voltaje aplicado se refieren como el angulo de caida instantanea, el desplazamiento de
caida instantanea y el voltaje de caida instantanea.

31



CAPITULO Ill: ANALISIS MATEMATICO

N

L : L L
o] 01 02 03 o 0.5 06 07 08 09 1

4
Voltaje [m 1

Figura 3.9 La rigidez como funcién del voltaje V

La fuerza electrostatica al ser siempre mayor que la fuerza de resorte, provoca
gue la placa mévil sea jalada hacia abajo directamente hacia la placa fija. Este es el
lamado efecto de caida instantdnea y ocurre para un voltaje mayor que el Voltaje de

caida instantanea.

El voltaje de caida instantanea se calcula al limite de la region estable:

EA
vapull—in :47d3 (3.21)

2k

| gka?
Vpull—in - 27 A (3-22)
0

Sin voltaje aplicado, la ecuacién 3.19 es simplemente:

F
el
* : (3.23)

Donde un pequefio movimiento positivo ¢x resulta en una fuerza negativa de

restauracion

o
—— = —kdx. 3.24
£ (3.24)

Al ir incrementando el voltaje de alimentacion V, la rigidez se hace menos
negativa. El punto de inestabilidad esta dado por:

o o
—— =0, quedando: x:éd (3.25)

X
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Las posiciones de equilibrio estables existen Unicamente en las regiones de 0< z
<d/3 (ver figura 3.10). Mas alla de este punto, la rigidez se vuelve positiva y el sistema

inestable: un pequefio movimiento positivo J6x resulta en una fuerza positiva tal que
incrementa x.

4 [ ———— - -

774 ]
ra Epeliaz

eatalble 2k

/3 d
valor ¥

=
Bt

Figura 3.10 Gréfico de la posicion de equilibrio

Se tiene que la ecuacion para el dngulo de caida instantanea, es independiente
del voltaje de caida instantanea y del coeficiente del momento de resorte, por lo tanto el
angulo de caida instantdnea es una constante de la estructura. De este modo, el angulo
de caida instantdnea puede fijarse en un rango amplio cuando la situacién de caida
instantanea no ocurre antes de que la franja se cierre.

3.1.4 Estudio del Efecto de Adhesién Momentanea

Aunado al efecto de caida instantanea, otro de los problemas fundamentales en la
operacion de los MEMS es el efecto llamado de adhesibn momentanea, que complica
significativamente los problemas de control.

Este fendmeno es una falla catastréfica que ocurre cuando la fuerza electrostética
entre la masa de prueba y el electrodo aumenta mucho méas aprisa que la fuerza de
restauracion provista por la constante de resorte de la masa suspendida.

Cuando esto ocurre, el sistema se vuelve inestable de controlar a lazo abierto mas
alla de aproximadamente 1/3 del ancho del alto de esta distancia. Después de este

punto, la masa suspendida tocara o golpearé el electrodo de manera abrupta y provocara
la adhesién permanente de las partes moviles.

Este fendmeno es una consecuencia del fendmeno de caida instantdnea y hace
gue el espejo actue en un rango reducido de inclinacién. El &ngulo de caida instantanea
se encuentra entre un tercio y un medio del angulo de adhesion momentanea (por

ejemplo en el &ngulo en el que el microespejo hace contacto fisico con el electrodo que
yace debajo).
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Bajo la condicién de lazo abierto la regla de control es limitar el angulo de
inclinacién del espejo a menos de un tercio del &ngulo de adhesién momentanea, para
evitar la inestabilidad de caida instantanea.

El efecto de adhesibn momentanea resultante en estos transductores, limita su
maxima amplitud de operacion y puede inclusive dafiar a los microespejos, que se
atoraran en su posicién de maximo desplazamiento.

Debe aclararse que el efecto de adhesion momentanea es causado por mucho
desplazamiento, no por mucho voltaje, de este modo puede incrementarse el voltaje
operacional por encima del voltaje maximo, mientras se encuentre dentro del rango de
desplazamiento aceptable.

Como el angulo de caida instantanea ®q determina el rango angular sobre el cual
el microespejo puede funcionar suavemente, representa un parametro importante en
aplicaciones donde el microespejo opera con angulos continuos.

El voltaje maximo de operacién Vnyax €S otro parametro importante de considerar
en aplicaciones préacticas. Para que sea compatible con componentes de circuitos
integrados los cuales operan a 5V normalmente, y para prevenir un corte eléctrico, el
valor maximo del voltaje de operacion debera ser lo mas bajo posible.

Tedricamente, el punto de caida instantanea puede obtenerse resolviendo
dV/de=0. Asi, la relacién entre el angulo @ de caida instantanea y los parametros de
los electrodos a y S, estan determinados por:

3 3 0} a’e? 1-
- - P ,+ ¢ —+3In 1=M9% g (3.26)
1-/0, 1-a0, @-0,)° @-a0,) 1- a0,
Donde In representa el logaritmo natural. Esta ecuacién no tiene una solucién
analitica excepto cuando a=0. Asumiendo que a=0:

B9, = 04404 (a=00<p,0,<1) (3.27)

Aqui, 0.4404 es la constante universal para todos los microespejos torsionales
accionados electrostiticamente. Esta ecuacion revela que el mecanismo intrinseco del
efecto de caida instantanea, esta influenciado por las dimensiones del electrodo. Esto
prueba nuevamente que “los electrodos determinan el comportamiento del microespejo
torsional”.

La ecuacion 3.27 indica claramente codmo obtener un angulo de caida instantanea
seleccionando el tamafo de los electrodos, lo cual es muy util para disefiar microespejos
torsionales. Significativamente, se puede derivar el microespejo torsional sin caida
instantanea. De la ecuacion 3.27, si f < 04404, Op=1 (Figura 3.11).
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Esto quiere decir, que cuando el tamafio normalizado del electrodo es menor o
igual que 0.4404, el efecto de caida instantanea tiene lugar Unicamente cuando el
microespejo torsional rota hasta su angulo maximo y hace contacto con el sustrato. Si
estos son equivalentes, entonces no existe caida instantdnea. Se ha medido y verificado
este valor para angulos de caida instantanea entre 0.44-0.46.

04 - ---- a=pj3

02 ~

Angulo de caida instantanea €,

ﬁ:.\_.[p,.tq.lg.-;

0 0.2 04 0.8 0.8 1

Largo del electrodo normalizado B

Figura 3.11 Angulo de caida instantanea vs tamafio del electrodo

La ecuacion 3.27 se ha basado en la condicion que a=0. Para casos en los que
0#0, las relaciones de f y @, se obtienen numéricamente resolviendo la ecuacion 3.26.
La figura 3.11 muestra las curvas correspondientes a @y contra f cuando a= 0.3. Queda
claro que la curva de a=0.2 no es significativamente distinta de la de a=0. En otras
palabras, la ecuaciéon 3.27 es aproximadamente valida para todos aquellos casos en los
gue a =< 0.3. Sustituyendo la ecuacién 3.27 en la ecuacion 3.13, el voltaje maximo de
operacion Vmay S€ expresa como:

V... =2200%,0,? (3.28)

V__ =0.643%,57%? (3.29)

Estas dos ecuaciones combinadas con la ecuacion 3.27, ilustran las relaciones
directas entre el voltaje de operacioén, el angulo de caida instantanea y el tamafio de los
electrodos, y son muy utiles al momento de disefiar microespejos torsionales.

3.2 Analisis Tedrico de las Caracteristicas Dinamic  as del Microespejo
Torsional

Es muy importante entender el comportamiento dindmico del microespejo torsional

para poder disefiar un nuevo microespejo y poder controlar sus movimientos. Por lo
tanto, es necesario considerar el dominio fisico de acoplamiento entre lo eléctrico y lo

35




CAPITULO Ill: ANALISIS MATEMATICO

mecanico y el movimiento de acoplamiento no lineal entre torsién e inclinacién en el
modelo dinamico del microespejo torsional.

Esto, debido a que algunos experimentos previos indican que el comportamiento
dindmico del microespejo puede cambiar significativamente bajo diferentes presiones de
aire, lo que conlleva a numerosas complicaciones en el efecto de amortiguamiento.

En estudios previos, se han realizado algunos andlisis modales en microespejos
torsionales para determinar el comportamiento dindmico de la placa de los microespejos,
los cuales revelaron que la deformacion de la placa del microespejo es muy pequefia y
gue el desplazamiento vertical del microespejo se atribuye principalmente a la deflexion
de las microvigas. Por esta razén, el microespejo puede tomarse como un cuerpo rigido.

3.2.1 Doblez de Las Vigas Torsionales debido ala M asa Del Microespejo

Como condicion tipica del sistema del microespejo torsional propuesto, la masa
central (la placa del microespejo) es mucho méas ancha y/o mas gruesa que las vigas que
la sostienen, de modo que si existe algun tipo de doblez en la masa de la placa del
microespejo, éste se considera insignificante.

Si la carga de la estructura viga torsional-masa de la placa es su propio peso en la
direccién y, el desplazamiento de la masa se asemeja al movimiento de un piston debido
a la simetria en la estructura en las direcciones x y z. Por lo tanto, se puede considerar
Unicamente la mitad de la estructura, y para la viga el desplazamiento, de acuerdo con la
figura 3.12 es:

M tgZ
-EIV'(2) :—gz—mo _ P9z, (3.30)
2 2
Donde E representa al médulo de Young, | =wt®/12 y v(z) es una funcién de

desplazamiento, cuya segunda derivada representa el reciproco del radio de curvatura
de una curva v(z), mateméticamente, esto es:

1 = ‘V”(Z)‘
r

Ademas, g representa la fuerza de gravedad, p es la resistividad del material, m,

es el momento de inclinacion restrictivo a determinarse y M es la masa total de la
estructura viga-placa que a su vez se define por:

M =2(P, -1, )Wtp + 2wtl, o (3.31)
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| w,t w,L w,t

L 18

(b)

(2)
Figura 3.12 Esquema de la estructura (a) vista superior (b) vista transversal

Donde Py=(I+L)/2, que es el punto medio del largo total de la estructura del
microespejo torsional. Si la estructura esta hecha de silicio, entonces p=2330 kg/m?.

Bajo la condicion de que la masa de las vigas es mucho menor que la masa
central de la placa del microespejo, la ecuacion 3.30 puede simplificarse como:

—EIv"(z):I\/;gz—rnO (3.32)

Las condiciones de frontera para la ecuacion son:
, : o1
vy =0, Vv'(©0=0  Vv'(I,)=0, 'y v (Zlvj=o (3.33)

A partir de las ecuaciones 3.32 y 3.33 tenemos que:

m, :2Mg|v (3.34)

Por lo tanto la tension en la parte superior de la viga es

Mg

Mg 1
wt?

T@=3_2Cl

(

-2) (3.35)

De tal modo, las tensiones sobre la superficie de las vigas varian linealmente
desde un maximo positivo en un extremo hasta un maximo negativo en el otro extremo, y
los valores para ambos méaximos son los mismos:

3
T oo M 3.36
2wt? J (3.36)

Por lo tanto, el desplazamiento de cada viga es:
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zz(‘zlv -2) (3.37)

Mg

U2) = Ewt®

El desplazamiento de la masa central es

Mg|3

v(l,) =
() 2Ewt® ¥

(3.38)

Y si las vigas se consideran como resortes, la constante de ese resorte es:

_ 2Ewt®

3
Iv

K (3.39)

3.2.2 Desplazamiento Angular de las Vigas Torsional es.

Para una viga torsional con cruce transversal rectangular como las que soportan
la placa del microespejo, el andlisis de su constante de torsidon es un poco complicado.

De tal modo que la expresion tedrica para k,es:

k = T Gah1
3P

4
M

00 k 3
_192a Z it nlb]: Gab (3.40)

anh
T b, S 2a P,

donde a y b son los lados de la seccion rectangular (largo y ancho, donde b>a, por
ejemplo), como se muestra en la figura 3.13 respectivamente y el coeficiente k; es:

1 192a & 1 n7b
k ==|1-——— —tanh—— 3.41
' 3( Vs bnzésm n® ZaJ (3.41)

b

L/

e

Figura 3.13 Seccion transversal rectangular de una viga torsional

Para a=b tenemos que k¢=0.141. Algunos valores posibles de k; se proporcionan

en la tabla 3.2
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Tabla 3.2 Factores para relaciones torsionales

b/a 1.0 1.2 1.5 3.0 3.5 3.0 4.0 5.0 10 e

k 0.675 0.759 0.848 0.930 0.968 0.985 0.997 0.999 1.000 1.000

k1 0.141 0.166 0.196 0.229 0.249 0.263 0.281 0.291 0.312 0.333

ka2 0.208 0.219 0.231 0.246 0.258 0.267 0.282 0.291 0.312 0.333

Entonces, un momento torsional actuara sobre las barras torsionales cuando la
placa del microespejo sea sometida a una aceleracion (o gravedad) en su direccién
normal y las vigas de torsién se torceran por ese momento. Como el angulo de torsion es
proporcional al momento de torsién que es también proporcional a la aceleracion, el
angulo de torsidon puede utilizarse para medir la aceleracion.

3.2.3 Frecuencia de Vibracion para la Estructura de | Microespejo.

Para una estructura como la del microespejo en la que una masa (la placa del
microespejo) es soportada por dos vigas (ver figura 3.14), si la masa de la placa entre
las vigas y la inclinacién entre la masa central total son despreciables, la estructura
puede considerarse como un sistema masa-resorte y la constante de resorte estara dada
por la ecuacién 3.39.

Por lo tanto, la frecuencia de vibracion de la estructura esta determinada por:

o= 2Ewt® 3.42
MI3 (3.42)

Donde M =20Wt(R, —1,)es la masa de la placa central.

3.2.4 Frecuencia de Vibracion de la Viga Torsional

Retomando el concepto y la ecuacién 3.11 del momento elastico de restauracion
torsional generado por las vigas torsionales, si el momento de inercia para la rotacién de
la masa es lg, por la segunda ley de Newton sobre rotacién, se puede la ecuacién
diferencial

|,6+k,8=0 (3.43)

La solucion de la ecuacion anterior es una oscilacion angular donde
0 =dsen@t +a)y la frecuencia radial de vibracién es:

(3.44)
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Para calcular esta frecuencia y la frecuencia en Hz, podemos utilizar la expresién
del momento de inercia para la rotacion de la placa:

Py /2

l,= [WtZdz (3.45)

Py /2
La constante eldstica resultante de las dos vigas torsionales es:

2Gk, wt*
Kk, = lel (3.46)

De este modo, de la tabla 3.2 se tiene que k;=0.141.

4
ly
- T LY .
= = L >
W
Y S
>l 411'

Figura 3.14 Parametros de la estructura para realizar un analisis de la frecuencia
3.2.5 Diferentes Fuerzas de Amortiguamiento para el Microespejo Torsional

El amortiguamiento es un factor destructivo para mantener vibraciones, por lo
tanto generalmente se realizan mediciones para reducirlo o aumentarlo, tal que
permanezcan las vibraciones con un minimo de energia. Sin embargo en muchos otros
casos, se introduce amortiguamiento para reducir la oscilacion del sistema.

K
resorte "x_\, | 111113111*!111 dor

m

Figura 3.15 Modelo simplificado para un modelo vibracional con amortiguamiento
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De esta manera, la vibracion de un sistema real siempre se resiste por la accién
de fuerzas de disipacién, tales como la viscosidad del aire, la fraccion, transmision
acustica, disipacion interna, etc. El sistema entonces, realiza un trabajo positivo.

La energia para el trabajo es sustraida de la energia de vibracién y usualmente se
convierte en energia térmica. Por lo tanto, el amortiguamiento es el proceso en el cual se
toma energia de las vibraciones de un sistema.

Generalmente el amortiguamiento es inevitable en cualquier sistema. Una causa
comun de amortiguamiento es la viscosidad del fluido que rodea al sistema, como el aire.
El fluido ejerce fuerzas viscosas sobre el objeto mévil y se opone al movimiento de éste
a traveés del fluido.

Como primera aproximacion se tiene que la fuerza de amortiguamientoF,, es

proporcional a la velocidad de movimiento:
F, = - (3.47)

Donde c es el llamado coeficiente de amortiguamiento y su signo negativo indica
gue la fuerza se opone a la direccién de movimiento.

3.2.6 Amortiguamiento de la Vibracién oscilatoria del microespejo.
El amortiguamiento del sistema del microespejo torsional puede representarse

como el sistema de amortiguamiento que se muestra en la figura 3.15, cuya ecuacion
diferencial de segundo orden para el movimiento es:

X = —kX— X (3.48)

Donde m es la masa del sistema y ¢ es el coeficiente de la fuerza de
amortiguamiento. O también se tiene que

c_ k
X+ —X+—x=0 (3.49)
m m

. 2 k C .
Haciendo que w,"=— 'y que n=_— , setiene que
m 2m

X+ 2K+’ x=0 (3.50)

Donde w, es la frecuencia radial de vibracion del sistema si es que no hay
amortiguamiento y n es el llamado coeficiente de amortiguamiento. Haciendo

que X = Ae™ x, tenemos:
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A+201+af =0 (3.51)

La solucién de la ecuacioén es:

A, =-nx./n® —af (3.52)

El comportamiento del sistema puede discutirse de acuerdo a la razon entre n y
wo. La razén ¢ =n/w, es conocida como la razé6n de amortiguamiento del sistema.

a) Sistema del microespejo con Sub-Amortiguamiento:

Si Nn<w,, es decir { <1 tenemos:

A, =-nzxi(af —n?) (3.53)

Por lo tanto la solucién a la ecuaciéon 3.50 es:

x = Ae "ser(./(«f —n’t +a) (3.54)

Lo que indica que el sistema tendrd una oscilacion que sera distinta de la
vibracion libre, por lo que:

1) La frecuencia de vibracion es wj :«/a)oz -n® =w,1-{?, que es menor que la

frecuencia de vibracion libre w,, y
2) La amplitud de la vibracién decae exponencialmente con el tiempo.
b) Sistema del microespejo con Amortiguamiento Visc 0S0:

Si n>w,, es decir { =1 tenemos:
A, =-n*./(n*-ag) (3.55) y x= e"“[qevnz""ét + ge’””z""gt) (3.56)

Como no hay oscilacion en el desplazamiento, la masa regresa a su posicion
balanceada lentamente.

¢) Sistema del microespejo con Sobre-Amortiguamient 0:

Si n=w,, es decir { >1, tenemos que A, =A, =-n=-w,y la solucion especial

para la ecuacion 3.50 es x,(t) = ge™™.Asumiendo una soluciéon general de x= Alt)x(t) y

42




CAPITULO Ill: ANALISIS MATEMATICO

sustituyéndola en la ecuacién 3.50, tenemos d?A/dt*> =0. Por lo tanto, la solucién
general de la ecuacion 3.50 es:

X(t) = ce™(c,t +c,) (3.57)

El resultado indica que no hay oscilacion en el caso de sobre-amortiguamiento,
pero el tiempo que se lleva en desplazamiento para que el amortiguamiento sea
virtualmente cero, es minimo. La figura 3.16 muestra las relaciones x(t) para las tres
condiciones de amortiguamiento.

b=
X

06 L
Figura 3.16 Atenuacién de la amplitud en sistemas con diferente razén de amortiguamiento
3.2.7 Respuesta del Microespejo Torsional a una Fue rza Escaldn

Para el sistema del microespejo que es un sistema masa-resorte, la posicion de
equilibrio de la masa es x=0. Con una fuerza constante F, actuando sobre la masa, la

posicion de equilibrio es x, = F, /K.

Ahora debemos considerar le tiempo de respuesta del sistema a una fuerza
escalon F,. Cuando la fuerza se aplica sobre la masa a un tiempo t=0, la masa se

mueve desde su posicion original hacia su nieva posicién de equilibrio x, = F, /K.

Si el efecto de amortiguamiento es despreciable, el sistema poseera una energia
total de E = x,F,cuando la masa llegue a X,, dado el trabajo hacho por la fuerza.

2
: ] ) i k™ _ XoF
Como el potencial de energia en ésta condicion es —— =

, la masa debe
2 2

C oAt XoFo
tener una fuerza cinética de

en X,. Esto significa que la masa se movera hasta

después de haber pasado por X, hasta que llegue a X', donde le trabajo hecho por la

fuerza aplicada iguale a la energia potencial elastica.
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Fox':;kxz (3.58)

Como X'=2X, no es una posicion de equilibrio, la masa se movera de nuevo hacia

x=0. En este sentido, la masa oscila entre 0y 2X,.

Al considerar el efecto de amortiguamiento, la oscilacién terminard y la masa
finalmente quedara fija en Xx=X,, cuando el exceso de energia sea consumida

completamente por el amortiguamiento. Por lo tanto, se tiene como resultado que la
respuesta del sistema a la fuerza escaléon es altamente dependiente del
amortiguamiento.

El proceso puede describirse por la ecuacién:

mx + X+ kx = F, (3.59)

Como Fy=kx, , tenemos

MX + cX+ K(X—X,) =0 (3.60)

Haciendo que X, = X—X,, tenemos la ecuacion diferencial para X;

X, + X, +kx, =0 (3.61)

con las condiciones iniciales

X,/ g = X1 %,_, =0 (3.62)

Por lo tanto, la solucion a la ecuacion 3.50 es aplicable a la ecuacion 3.61 y las
condiciones iniciales mostradas en la ecuacion 3.62 pueden usarse para determinar las

constantes en las soluciones. El andlisis arroja los siguientes resultados:

a) Condiciones de Sub-Amortiguamiento, con { <1.

En esta condicion, el sistema oscila antes que se estabilice. La expresion
para X(t) es:

-{eat

NvE

X=X,|1- ser( 1—(2w0t+a) (3.63)
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donde w, :\F y a=sen'\1-7%.
m

b) Condicién de Sobre-Amortiguamiento, {=1

En esta condicidn, el sistema se mueve hacia su nueva posicion de equilibrio
sin oscilar. La dependencia de la posicién X en el tiempo es:

x = %, (1- (1- wy e (3.64)

Figura 3.17 Respuesta a una fuerza escalén para diferentes razones de amortiguamiento.
c) Condiciones de Amortiguamiento Viscoso

En esta condicién el sistema alcanza una nueva posiciéon de equilibrio
lentamente. La expresion de x(t)es:

2 2
X=X, 1_Z+VZ _1e(—z+ 72-1) et +Z_ { _1e(—5—x/52—1)%t (3.65)
2./¢%-1 2./¢%-1
Por ejemplo, las curvas para las tres condiciones de amortiguamiento son las
gue se muestran en la figura 3.17.

3.3 Acoplamiento Dindmico Entre Los Efectos De Defl exién Y Torsién.

Como se mencion6 en el punto 3.1, cuando el voltaje de polarizacion, V, se aplica
al microespejo, éste rota con un desplazamiento angular 6, pero también se ha
mencionado que sufre un desplazamiento vertical en la direccion de y, debido a la
fuerza, a su propio peso y al momento torsional electrostético, lo cual puede apreciarse
en la figura 3.18.
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Posicién inicial

Anclaje —
Viga de torsion 7

Posicidn de deformacion

Microespejo
Placa refejante

Electrodo

Sustrato

, 7 B
Y 4 x
y x a
o ¥ I £ ¥

(a) ()

Figura 3.18 (a) Diagrama en 3D (b) Vista de seccion transversal con deformacion eny.

Como se vio anteriormente, el momento elastico de restauracién torsional, en la
ecuacion 3.11 y ahora la fuerza de restauracién de deflexion elastica Fz, que se
presenta en la direccién y, son proporcionales a su desplazamiento. La de la fuerza
puede expresarse como:

Fe =Sy (3.66)

Donde S representa rigidez de deflexion de las vigas torsionales y también puede
expresarse de la siguiente manera:

_24E,|

S, e (3.67)

Donde Eyes el modulo de Young e | es la seccion de cruce.

Sin embargo, dado que el microespejo puede tratarse como si fuera un cuerpo
rigido y que la fuerza y el momento torsional debidos al peso del microespejo pueden ser
despreciados, si suponemos un amortiguamiento viscoso, la resistencia al momento
torsional T4y, es linealmente proporcional a la velocidad angular y la fuerza de resistencia
de deflexion F4g, s linealmente proporcional a la velocidad de deflexién, esto es:

dé d
Ter =G dt (3.68) y Fes = _Cl (3.69)

Donde C, y c son los factores de amortiguamiento de los movimientos torsionales
y de deflexion, respectivamente.

Asi, tenemos que las ecuaciones dindmicas clasicas del microespejo, estan dadas
por

My+coy+Kyy=Tg

(3.70)
1,0+CO+K,0=T_
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Donde M es la masa del microespejo, |, es el momento de inercia en el eje de
rotacion, I'.g es la fuerza electrostatica que actla sobre la masa y .t €s el momento
torsional debido a la diferencia de potencial aplicada.

En general, se puede ignorar la no linealidad de la rigidez torsional del
microespejo. Retomando el modelo del capacitor de placas paralelas, I'ep Y Iet, S€

pueden expresar como:

r,= Lev* { ! - ! } (3.71)
2d6 | 1-(y/d) - (a,6/2d) 1-(y/d)-(a,8/2d)
_LOv? -(yid) A=l (1-(yid)-(a,60/20) )| 5 4,
T 2067 |1-(y/d)-(a,8/2d) 1-(y/d)-(af/2d)  |1-(y/d)-(a8/2d)

Al introducir los parametros normalizados:

_ _ _y __ad __ ,_ Ky LK, _c C,
=aa, a,=0a, 0=", 9=, T=wt, wy=—-, =7, = , e
& > = 4 972 e Y R=4 R

Ky 1
y A =£=—y—9 y sustituyendo las ecuaciones 3.71 y 3.72 en la ecuacién 3.70, las
br 2 M K
wO g

ecuaciones dinamicas quedan de la siguiente forma:

2 2

df+Rl@+Abr5:Blv 1 B 1

dr dr 1-0-Lp 1-0-ap (3.73)
2 2 _5_ '
d ?+R2%+¢): B,V 1 B 1 I 1-0- Py

dr dr @ |1-0-PB¢p 1-o0-ag 1-0-ap

_ Law Lew?®
T anoqs Y B= 3
3Mw;d 16K ,d

Donde B,

La ecuacion 3.73 representa el conjunto de ecuaciones no lineales del
acoplamiento dindmico de la torsion y deflexion del microespejo.

Para prevenir un sobrecarga por calculos, cuando @—0, los términos con un @
variable, en el lado derecho de la ecuacion 3.73, puede sustituirse por sus limites

correspondientes

lim

p— L |- Fa (3.74)
9-0 @ '

1-6-0p 1-d-ap| (@L-0)
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Iiml{ 1-0 1-0 +|n(1—5—ﬂwﬂ_ﬁ2—02 (3.75)

9-0 g 1—5—,8¢)_1—5—a(p 1-0-a¢)| 2(1-0)>

Haciendo que x1=4, X;=dd/dz, Xs=@ y que X4=d@/dz, la ecuacion 3.73 se vuelve un
arreglo de ecuaciones diferenciales de primer orden:

X =%,
: V2 1 1
X2:_R1X2_/1brxl+Bl [ - }

X3 1_X1_[”X3 1—X1—0’X3 (3.76)
X = X,

2 — — — —
X, =Ry, —x e | TN 17 {WJ

X3 l_X1_,3X3 1_X1_0'X3 1_X1_0'X3

3.3.1 Respuesta A Una Fuerza Escalén Del Modelo Con Acoplamiento
Dinamico

Como se explicé anteriormente, la respuesta a una fuerza escalén del microespejo
es una caracteristica muy importante para aplicaciones reales. El modelo de
acoplamiento dinamico del microespejo, es de gran ayuda para analizarlos
comportamientos con excitacion de escalon.

3.3.1.1 Respuesta A Una Fuerza Escalén Sin Amortigu amiento.

Si se asume que el amortiguamiento puede despreciarse, la ecuacion 3.76, Ri=0 y
R,=0, puede utilizarse para calcular la respuesta escaldon del microespejo sin el efecto de
amortiguamiento. Mejor aun, en el caso del modelo no acoplado, el efecto de deflexion
es despreciado y la ecuacion 3.73 puede simplificarse de la siguiente forma:

2 2 -
d 2¢+ de—¢+¢: B,V o _ 1 +1n 1= By (3.77)
dr dr @ |1-Bp l-ap 1-ag

La ecuacion 3.77, puede re-escribirse como un arreglo de ecuaciones
diferenciales de primer orden, sin el efecto de amortiguamiento:

2 - 3.78
XZ:_XS_FBZV 11 (A (3.78)
1- 5%, 1-ax, 1-ax,

Para simular la respuesta del microespejo, los valores iniciales de todas las
variables, deben ser prefijados a cero, a saber:
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X0, x¢,x8,x2,| =[ 0000]

De este modo se puede afirmar que la amplitud y el periodo de la respuesta
escalén variaran dependiendo del voltaje aplicado, respectivamente. Esto es, la amplitud
y el periodo de la respuesta aumentaran conforme el voltaje aplicado incrementa.

La razon por la que tanto la amplitud como el periodo incrementen cuando el
voltaje aplicado aumenta, se debe a la no linealidad del sistema.

En un sistema lineal, sélo la amplitud aumenta con el incremento de la magnitud
de la carga. Para un sistema lineal, la posicién de equilibrio estatico es exactamente la
media de la respuesta dindmica. Sin embargo, para el microespejo con caracteristicas no
lineales, esto es falso.

Esto significa que al igualar los momentos torsionales y las fuerzas, y al resolver
las ecuaciones acopladas, la curva de transferencia de angulo y voltaje del microespejo,
accionado por uno solo de los electrodos, se obtiene como se indica en la figura 3.19.

Electroda Unica

— hd
— in 3] in
+
+
+

Angulu de Inclinacian (Grados)
+

=
n
+

T

0 +4..-.—-I-+| ++T I | I |

0 5 10 15 20 25 30 K 2] 40 45
Yaltaje aplicado 09

Figura 3.19 Curva del angulo de torsion vs voltaje del microespejo torsional, manejado por un Unico electrodo

Es facil observar que la curva angulo-voltaje del microespejo torsional presenta un
comportamiento no lineal. Esta no linealidad presenta dificultades para alcanzar angulos
de escalonamiento lineales. Por lo tanto, la pregunta sobre como alcanzar un
comportamiento lineal en la curva angulo-voltaje, representa un problema importante al
momento de disefiar el microespejo.
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3.3.1.2 Respuesta Escalén Del Microespejo Con Amort iguamiento Viscoso

La respuesta escalén con el efecto de amortiguamiento viscoso para el modelo
acoplado dinamicamente, donde se asume por conveniencia Ri=R,=R en el calculo de la
ecuacion 3.76.

Cuando el voltaje aplicado es bajo, las respuestas de vibracién debidas a la
torsiébn y a la deflexion se aproximan al modelo no acoplado. De este modo, al
incrementar el voltaje aplicado, la influencia de la vibracién por deflexion debida al efecto
de acoplamiento es mayor que la causada por el efecto torsional.

Tedricamente, el periodo la respuesta torsional del microespejo con efecto de
amortiguamiento, aumentara con el incremento de voltaje que es similar a la respuesta
sin efecto de amortiguamiento. Esto quiere decir que a mayor coeficiente de
amortiguamiento, mayor serd el periodo de la respuesta. M&s aun, el periodo del sistema
acoplado es mayor que el del sistema no acoplado bajo la aplicacién del mismo valor de
voltaje.

Cuando el voltaje aplicado es mayor que el voltaje de entrada, el sistema se
vuelve inestable a cierto valor de 7, que depende del voltaje aplicado. A mayor voltaje
aplicado, que esté mas alla del voltaje de entrada, se puede causar mas pronto una
inestabilidad.

La respuesta torsional suele sobrepasar los limites y el tiempo de levantamiento
cuando el efecto de acoplamiento es mayor que en el caso no acoplado. Al mismo
tiempo, el sobrepaso y el tiempo de levantamiento incrementan conforme aumenta el
voltaje aplicado.

3.3.2 Respuesta Armoénica del Microespejo

La respuesta armoénica es otra caracteristica importante para las aplicaciones de
los microespejos.

Cuando se aplica un voltaje de excitacién arménica, V = V, sen@t), entre el
microespejo y la placa del electrodo, su ecuacion queda como:

V= ; (L-CcoS2AT)V, (3.79)

Donde 7 = wot Y A=wl/wy Yy w es la frecuencia angular del voltaje de excitacion.
Cuando el voltaje de excitacion armoénica sea aplicado al microespejo, la nueva
excitacion podria verse como un escaléon de excitacion y una excitacion arménica con
una frecuencia angular de 2w, indicado el la ecuacion 3.79.
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De esta manera, la respuesta a la excitacién armdnica anterior, comprende tanto
la respuesta transitoria como la respuesta de estado estacionario. Para obtener la
respuesta armaénica del microespejo, se puede sustituir la ecuacion 3.79 en la ecuacién
3.76, donde los coeficientes de amortiguamiento del microespejo aln se asumen como
Ri=R,=R.

Asi, cuando la frecuencia del voltaje aplicado es mucho menor o mayor que la
frecuencia de resonancia, la amplitud de las armdénicas no son tan grandes, y las
respuestas torsional y de deflexion se aproximan a las del modelo no acoplado. Sin
embargo, si la frecuencia del voltaje aplicado se aproxima mucho a la frecuencia de
resonancia torsional, la vibracion por deflexién se ve influenciada en gran parte por el
efecto de acoplamiento, a pesar de que la amplitud del voltaje de entrada sea pequeiia.
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