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Resumen 
 
 
El método del elemento finito estocástico es una herramienta analítica que permite 

incorporar de manera explicita, las incertidumbres involucradas en un análisis con elementos 
finitos. En la modelación de estructuras de tierra, la principal fuente de incertidumbre se debe a 
los errores aleatorios asociados a los ensayes de campo y laboratorio, y a los sistemáticos 
presentes tanto en las estimaciones parcialmente subjetivas, como en el empleo de correlaciones 
empíricas entre propiedades índice y mecánicas. En esta tesis se realiza el análisis esfuerzo 
deformación del proceso constructivo del terraplén de la presa “Aguamilpa” dentro de una 
estructura de análisis probabilista. Se implementan dos de los métodos de perturbaciones en un 
programa de elementos finitos determinista para el análisis de estructuras de tierra; además, se 
efectúan simulaciones con el método directo de Monte Carlo. Se analiza la incidencia relativa de 
los diferentes parámetros del modelo constitutivo lineal sobre la precisión de los campos de 
desplazamientos y esfuerzos, además de la influencia de la incertidumbre en los parámetros 
materiales para varias condiciones de correlación. Los campos de desplazamientos vertical y 
total, así como el campo de esfuerzos verticales, se analizan conforme al crecimiento del 
terraplén. En general, los resultados muestran que la distribución de la incertidumbre coincide en 
los pares de métodos empleados aunque se observaron algunas diferencias en las magnitudes 
máximas, en particular, en los campos de desplazamientos. Las diferencias observadas se podrían 
investigar variando el intervalo de separación entre los puntos discretos utilizados para el cálculo 
numérico de las derivadas parciales, necesarias en el método clásico de perturbaciones. También 
es importante mencionar el destacado efecto de reducción de varianza en todos los campos 
analizados. 
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Abstract 
 
 
The stochastic finite element method is an analytical tool that permits to incorporate in an 

explicit form, the uncertainties involved in an analysis with finite elements. In the modeling of 
earth structures, the principal source of uncertainty is encountered in the random errors related 
with the field and laboratory tests, and in the systematic errors present as much in the partial 
subjective estimations, as in the employed empirical correlations between index and mechanical 
properties. In this thesis the stress strain analysis of the construction process of the embankment 
of the “Aguamilpa” dam is effected into a probabilistic structure of analysis. Two of the 
perturbations methods are implemented in a deterministic finite elements code for earth structure 
analysis; furthermore, realizations with the direct Monte Carlo simulation method are effected. 
The relative incidence of the different lineal model parameters on the precision of the 
displacement and stress fields is evaluated, besides the influence of the uncertainty in the material 
parameters for several correlation conditions. The vertical and total displacement fields, as well 
as the vertical stress field, are analyzed in accordance with the growth of the embankment. In 
general, the results show that the distributions of the uncertainty are in good agreement in the 
pairs of methods utilized although some differences were observed in the maximum magnitudes, 
in particular, in the displacements fields. The origin of the observed differences could be 
investigated varying the interval of the separation between discrete points utilized for the 
numerical calculation of the partial derivatives, performed in the classic perturbation method. It is 
also important to mention the notable effect of reduction of variance in all the analyzed fields. 
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Introducción 
 
 
En la modelación de problemas en ingeniería se elige con criterio los parámetros 

relevantes del problema y se plantea su solución analítica formal. Los elementos finitos aplicados 
de manera determinista han sido una valiosa herramienta ampliamente aceptada para comprender 
y anticipar el comportamiento mecánico de estructuras de tierra. No obstante, con frecuencia las 
propiedades mecánicas del modelo constitutivo solo se pueden definir dentro de un amplio 
margen de incertidumbre. Se debería reconocer que, al menos en algunos casos, constituyen 
verdaderas “suposiciones educadas”. Estas incertidumbres son principalmente una consecuencia 
de la falta de conocimiento, baja confiabilidad en las pruebas de campo o laboratorio y de la 
variabilidad espacial de las propiedades de los geomateriales. 

 
El problema de la incertidumbre y sus implicaciones se puede enfrentar explícitamente 

con las mejores herramientas disponibles. Para ello, es necesario identificar los factores que dan 
origen a la incertidumbre y conocer los formalismos que permiten tomarla en cuenta 
racionalmente. Los métodos estadísticos y probabilistas permiten evaluar la incertidumbre en el 
comportamiento de las estructuras de tierra en función de las existentes, en particular, en los 
parámetros de los materiales. Estos parámetros pueden ser tratados como variables aleatorias o 
como campos aleatorios. Las técnicas probabilistas que permiten involucrar la aleatoriedad de los 
parámetros de los materiales (u otros parámetros del modelo) en los análisis con elementos 
finitos, reciben en conjunto, el nombre de método de elementos finitos estocásticos. 

 
Los modelos probabilistas requieren información acerca de las propiedades estadísticas 

del problema por modelar. Esto es visto en algunos casos como una desventaja debido a que los 
parámetros estadísticos exactos son difíciles de obtener. Pero si la información disponible es 
escasa, es posible introducir elementos subjetivos y al mismo tiempo aprovechar toda la 
información estadística disponible. En realidad, se podría aceptar que esta situación prevalece en 
muchos análisis deterministas en ingeniería. 

 
Alternativamente, la teoría de los conjuntos borrosos se puede utilizar para describir 

incertidumbres (Auvinet, 1986). En ella se definen parámetros por funciones de posibilidad que 
especifican su grado de pertenencia a un conjunto. Sin embargo, la teoría de la probabilidad ha 
sido extensamente utilizada para representar la indefinición. Cuenta con fundamentos 
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matemáticos sólidos y además, con los avances en métodos numéricos y el incremento en la 
capacidad de cómputo, su aplicación a sistemas complejos es cada vez mas practicable. 

 
 

Justificación. 
 
El interés en modelar la incertidumbre surge a partir del momento en que las 

incertidumbres permanecen en muchos modelos de problemas en geomecánica. Las 
incertidumbres surgen debido a la falta de conocimiento en algunos parámetros (heterogeneidad 
de las masas térreas, alcance limitado de las campañas de reconocimiento, falta de 
representatividad de los ensayes de campo y de laboratorio, errores de medición, empleo de 
correlaciones empíricas, estimaciones subjetivas y el sesgo implícito en muchos de los modelos 
geomecánicos) o bien, debido a las cantidades intrínsecamente aleatorias como lo son las cargas 
estáticas y dinámicas. 

 
Debido a las incertidumbres en el modelo, en ocasiones es incierto en qué grado el 

pronóstico de la simulación numérica coincide con la realidad; este hecho es ignorado con 
frecuencia en la práctica de la ingeniería. 

 
Aunque el método de los elementos finitos estocásticos en principio no es reciente, se han 

publicado pocos trabajos que manifiesten su utilidad práctica y resultados típicos. 
 
 

Antecedentes. 
 
Los primeros trabajos sobre la aplicación del método de los elementos finitos estocásticos 

(MEFE) a la geotecnia fueron expuestos por Cambou y Auvinet (1974); quienes desarrollaron un 
algoritmo para el análisis estocástico de los desplazamientos y esfuerzos en los suelos, como 
consecuencia de las excavaciones realizadas para la construcción del metro en la ciudad de 
México. Posteriormente, la literatura reciente a estos métodos, y en menor medida a sus 
aplicaciones, ha aumentado (Vanmarcke et al., 1983); (Bittnar, 1996).  

 
En el contexto de las estructuras de tierra se han realizado algunos ejemplos. Orlandi 

(1996) y Bouayed (1997) realizaron el análisis del proceso constructivo de la sección transversal 
máxima de una presa de tierra y enrocamiento. Limitaron su estudio al análisis de los 
desplazamientos verticales considerando un modelo constitutivo elástico no lineal, y únicamente 
implementaron una aproximación de segundos momentos (SMA) en el programa determinista. 
Posteriormente, Mellah (1999) utilizando la misma matriz de covarianza amplia el estudio hacia 
las deformaciones y esfuerzos; además, confronta los resultados del método SMA con los que 
obtiene con las simulaciones del método de Monte Carlo (MCSM). Asimismo, analiza 
terraplenes con diferentes factores de seguridad y observa la influencia de cada uno de los 
parámetros del modelo elástico no lineal en la dispersión de los desplazamientos verticales. 
Concluye que conforme disminuye el factor de seguridad del terraplén, aumenta la participación 
de los parámetros relacionados con las deformaciones al cortante y con los de comportamiento 
límite. 

 
Por otro lado, Louault (1997) utilizando el método SMA analiza la sección máxima 

longitudinal de una presa simulando la construcción por capas, y estudia la influencia de los 
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parámetros del modelo elástico lineal E  y ν 1, en la distribución de las zonas de tensión. 
Confirma el efecto de la relación de Poisson en la incertidumbre relativa a la ubicación y 
extensión de las zonas de tensión en la presa. En esa misma línea, Pérez-Duarte (2000) analiza la 
incidencia relativa de los parámetros de un modelo constitutivo elástico anisótropo con 
ortotropía, en la extensión de las zonas de extensión analizando la misma presa. Encuentra que el 
parámetro que tiene más influencia en los esfuerzos principales menores es vhν 2, que sobresale de 
la que exhiben ,  y hE vE hhν 3, y observa que el módulo de rigidez al cortante vhG 4 tiene una 
influencia pequeña en esta incertidumbre. 

 
 

Objetivos y límites. 
 
En este trabajo se modelará la construcción de un terraplén de materiales compactados 

dentro de una estructura de análisis probabilista. Para ello se utilizará el método de los elementos 
finitos estocásticos (MEFE). La incertidumbre en los parámetros del modelo constitutivo se 
modelará como variables aleatorias que describen un campo aleatorio estimativo. Los alcances de 
este estudio se resumen como sigue: 

 
• Discutir el potencial de los elementos finitos estocásticos. 

 
• Definir en detalle las incertidumbres involucradas en el análisis y modelarlas conforme a 

una metodología típica de evaluación de los parámetros del modelo constitutivo. 
 

• Utilizar una aproximación de segundos momentos (SMA), el método de estimación 
puntual de Rosenblueth (PEM) y el método de simulación con la técnica de Monte Carlo 
(MCSM), en un análisis determinista con elementos finitos utilizando el programa 
FEADAM84 y confrontar los resultados. 
 

• Involucrar diferentes condiciones de correlación en el análisis. 
 

• Verificar la distribución de la incertidumbre dentro del cuerpo del terraplén para los 
campos de desplazamientos y esfuerzos, con la intención de detectar las zonas con 
mayores incertidumbres y las zonas de comportamiento robusto. 
 

• Analizar el comportamiento del coeficiente de variación de los resultados conforme al 
avance de la construcción. 
 
 

Descripción de los capítulos. 
 
El contenido de este trabajo se ha organizado en tres capítulos. En el capítulo 1 se 

presentan las principales fuentes de incertidumbre involucradas en la modelación en 
geomecánica; además se muestra como representarlas y modelarlas apropiadamente. En el 

                                                 
1 Módulo de elasticidad y relación de Poisson, respectivamente. 
2 Relación de Poisson por deformación en el plano horizontal debido a esfuerzos que actúan en dirección 

vertical. 
3 Módulo de elasticidad en la dirección horizontal, vertical y relación de Poisson por deformación en el 

plano horizontal debido a esfuerzos que actúan en ese mismo plano, respectivamente. 
4 Módulo de rigidez al cortante en el plano vertical. 
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capítulo 2 se discute el potencial del MEFE y se exponen las formulaciones de los métodos 
basados en las técnicas de perturbaciones, la del MEFE espectral y la del método de simulación 
basado en las técnicas de Monte Carlo. El capitulo 3 discute los resultados del análisis estocástico 
esfuerzo-deformación del terraplén de la presa “Aguamilpa” para el caso de la construcción. Se 
explica como se implementó el análisis probabilista y como se modelaron las incertidumbres 
relacionadas con la medición y estimación de las propiedades del modelo constitutivo. 
Finalmente, se concluye con las apreciaciones destacadas del estudio y se sugieren algunos 
trabajos que podrían ayudar a definir un marco de aplicabilidad real de la técnica de 
perturbaciones a estos casos de estudio. 

 
Las figuras que ilustran los resultados del análisis estocástico se muestran en el anexo 1. 

En el anexo 2 se presenta la justificación del uso del modelo constitutivo lineal en la modelación 
del proceso constructivo de presas; en tanto que en el anexo 3 se describe el modelo constitutivo 
que contiene el programa determinista utilizado. 

 
 
 



1. Incertidumbre en geomecánica 
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Capítulo 1 
 
 

1. INCERTIDUMBRE EN GEOMECÁNICA. 

En este capítulo se describen las principales fuentes de incertidumbre involucradas en la 
modelación de un problema en geomecánica con elementos finitos, y la manera de representarlas. 
Se discute la aplicabilidad de la modelación por campos descriptivos de la variabilidad espacial 
en la modelación de estructuras de tierra, y se presenta el marco teórico en el que se modela la 
incertidumbre por campos estimativos. 

 

1.1 FUENTES DE INCERTIDUMBRE. 

Las presas de tierra y enrocamiento se construyen con materiales naturales de 
características complejas y variables en espacio y tiempo, en los que la medición de propiedades 
mecánicas es delicada. Además de los parámetros mecánicos, las condiciones de frontera que se 
introducen en los cálculos y en particular en los que se realizan con elementos finitos, con 
frecuencia son mal conocidas. A esta incertidumbre debida a un conocimiento incompleto se 
debe añadir la de los factores intrínsicamente aleatorios, como lo son las solicitaciones estáticas y 
dinámicas, además del error en las hipótesis y aproximaciones que el modelo geomecánico 
introduce. 

 

1.1.1 Modelo constitutivo. 

Las leyes de comportamiento de geomateriales comúnmente aceptadas en la modelación 
de estructuras de tierra permiten describir de manera aproximada el comportamiento real. Los 
parámetros del modelo constitutivo se suelen estimar con base en experiencias previas (Marsal et 
al., 1965), (Duncan et al., 1980), de correlaciones con las propiedades índice de los 
enrocamientos (Alberro y Gaziev, 2002) o en el mejor de los casos, a partir de un número 
limitado de pruebas de campo y/o laboratorio. 
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Por esta razón conviene distinguir entre dos tipos de incertidumbre: la debida a la 

medición y estimación de los parámetros de una muestra o elemento de suelo, y la asociada a las 
variaciones espaciales de estos mismos parámetros. 

 

1.1.2 Variabilidad espacial. 

El conocimiento de la geología del sitio o del proceso constructivo en general hace 
posible definir campos con características aproximadamente homogéneas. Sin embargo, en estas 
condiciones solo se puede hablar de una “homogeneidad estadística” que disimula variaciones 
espaciales frecuentemente significativas. 

 
Se han propuesto varias aproximaciones para caracterizar la variabilidad espacial de una 

propiedad obtenida en diversos puntos de un espacio. Entre ellas se pueden citar los métodos que 
tienen el propósito de describir la realidad por medio del formalismo de las funciones aleatorias, 
como es el caso de los métodos geoestadísticos (Auvinet, 2002). 

 

1.1.3 Medición y estimación de parámetros. 

En la determinación de los parámetros que definen al modelo constitutivo se pueden 
presentar dos tipos de errores: los errores aleatorios y los sistemáticos. 

 
Los errores aleatorios se cometen principalmente durante las mediciones. En este caso el 

error se puede estimar recurriendo a la estadística descriptiva para evaluar la dispersión en las 
mediciones experimentales. 

 
Los errores sistemáticos se deben a un sesgo en las mediciones, al remoldeo de muestras o 

factores similares. También se introduce un sesgo cuando la ley constitutiva se elige de manera 
arbitraria, cuando los parámetros del suelo se estiman de manera parcialmente subjetiva (“opinión 
de experto”) o a partir de correlaciones estadísticas entre propiedades índice y mecánicas. 

 

1.1.4 Solicitaciones y condiciones de frontera. 

La naturaleza aleatoria de las solicitaciones estáticas y dinámicas involucradas en los 
análisis con elementos finitos es una fuente de incertidumbre. Por otro lado, las condiciones de 
frontera frecuentemente se pueden representar solo de manera aproximada. Por ejemplo, en el 
caso de presas de materiales graduados la interacción en las fronteras interiores con distintas 
propiedades mecánicas se suele modelar mediante interfaces (Goodman et al., 1968); sin 
embargo, la dificultad para definir un modelo constitutivo representativo del comportamiento en 
la interfaz ha limitado su utilidad práctica. En la literatura no existen análisis estocásticos que 
evalúen la sensibilidad de esta variable ante el modelo constitutivo. 

 

1.1.5 Método de cálculo. 

Un modelo no puede representar la realidad física si no toma en cuenta varios tipos de 
errores. Entre ellos se pueden citar: 1) Los debidos a la simplificación del modelo mecánico y su 
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solución numérica; 2) A la omisión de un escenario que pueda producir resultados 
completamente diferentes y 3) Los errores por redondeo. 

 
En la literatura se encuentran resultados dispersos relativos a estudios de sensibilidad a la 

influencia de diferentes detalles de los modelos numéricos (módulo de la malla, método de 
integración, criterio de plasticidad, etc.); sin embargo, la mayoría de estos estudios no son 
sistemáticos y no permiten llegar a conclusiones generales. Con frecuencia este tipo de 
incertidumbre en la práctica de la ingeniería se toma en cuenta calibrando el modelo en forma 
empírica, validando los resultados mediante modelos físicos y observación de obras reales 
mediante instrumentación. 

 

1.2 REPRESENTACIÓN DE LA INCERTIDUMBRE. 

Debido a que el experimento probabilista se debe definir con toda precisión antes del 
análisis, dependiendo del origen de la incertidumbre que se desea modelar se debe elegir entre 
varios tipos de campos aleatorios (Auvinet et al., 2001). 

 

1.2.1 Campos estimativos. 

Cuando las propiedades de los suelos son estimadas a partir de opiniones basadas 
principalmente en la experiencia y observación de un experto, el campo estocástico es del tipo 
estimativo. Sus parámetros deben entonces reflejar el conocimiento pero además la ignorancia del 
experto. 

 
Esta situación es común en geotecnia porque no siempre es posible efectuar un número 

suficiente de mediciones como para liberarse de toda opinión subjetiva. En este caso, las 
probabilidades reflejarán antes que todo el “grado de confianza” que merece la estimación 
propuesta por el experto. 

 
En la etapa de proyecto de una presa de tierra no se dispone de información acerca de la 

variabilidad espacial de las propiedades de los materiales, con excepción de la zonificación 
general involucrada en el proyecto mismo. En esta situación solo es posible el uso de campos 
estimativos que reflejen la incertidumbre a priori sobre las propiedades de los materiales de las 
diferentes zonas de la presa. 

 

1.2.2 Campos descriptivos. 

Cuando se cuenta con un número suficiente de mediciones en distintos puntos de la masa 
de suelo el campo aleatorio puede ser del tipo descriptivo. Los parámetros del campo pueden 
entonces ser considerados para un análisis estadístico. En este campo se ha desarrollado la 
geoestadística. Sin embargo, se debe señalar que los campos aleatorios que describen la 
variabilidad espacial de las propiedades de los suelos se conocen únicamente por la medición o la 
estimación que a su vez, se realiza con incertidumbre. De esta manera solo se puede tener acceso 
a un “campo aparente” cuyas características difieren de las del campo real. 
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1.2.3 Campos mixtos. 

En la práctica frecuentemente la situación es intermedia a los dos casos anteriores. Las 
propiedades de los suelos se definen por una combinación de opiniones (probabilidades a priori) 
y de resultados experimentales. Puede entonces recurrirse a un análisis Bayesiano explícito o 
implícito para definir probabilidades a posteriori (tomando en cuenta las mediciones) (Cornell, 
1971). La interpretación dada al concepto de probabilidad en este caso llega a ser subjetiva, pero 
este concepto sigue siendo muy útil en la práctica (Ditlevsen y Madsen, 1996). 

 

1.3 MODELACIÓN DE LA INCERTIDUMBRE. 

En los análisis estocásticos esfuerzo-deformación con elementos finitos, los parámetros 
materiales (parámetros del modelo constitutivo, propiedades mecánicas, etc.), geométricos 
(dimensiones del cuerpo, forma de la frontera, forma de algún subdominio, etc.) y/o de cargas, se 
pueden modelar como variables aleatorias que representan un campo estimativo o como campos 
aleatorios descriptivos de la variabilidad espacial, dependiendo de la incertidumbre que interese 
modelar. 

 

1.3.1 Modelación por campos estimativos. 

En la modelación por campos estimativos los parámetros materiales, geométricos y/o de 
cargas se consideran como variables aleatorias. Una variable aleatoria es una función de valor 
generalmente real cuyo dominio es un espacio muestral; en otras palabras, las variables aleatorias 
son valores numéricos asociados a los resultados de un experimento (real o ficticio). En el caso 
particular de los parámetros materiales, con frecuencia se define una variable aleatoria para cada 
subdominio en el cual se encuentran reunidas ciertas condiciones de homogeneidad estadística; 
por ejemplo, en cada una de las distintas zonas de una presa de materiales compactados. 

 
En la práctica se considera comúnmente que un cierto parámetro material V  (módulo de 

deformación E , relación de Poisson ν , etc.) es una variable aleatoria cuya densidad de 
probabilidad se supone generalmente Gaussiana, la cual se puede definir mediante la esperanza 

 y la varianza Var , parámetros que, a su vez, se obtienen a partir de resultados 
experimentales mediante estimadores estadísticos puntuales o de intervalos de confianza. El 
número de ensayes necesarios para definir estos estimadores puede determinarse entonces 
recurriendo a los métodos de la estadística inferencial tradicional 

{ }VE [ ]V

(Mood y Graybill, 1963, véase 
también inciso 2.4.3.1). 

 
También es posible recurrir a la definición subjetiva del concepto de probabilidad para 

modelar las incertidumbres en los parámetros materiales mediante campos estimativos. Aplicar 
esta definición consiste en asignar al parámetro de interés una densidad de probabilidad basada 
en la opinión de una persona con cierta experiencia. 

 
Las probabilidades subjetivas pueden corregirse tomando en cuenta los resultados de 

ensayes de laboratorio. Se consideran entonces como probabilidades a posteriori, dentro de un 
análisis Bayesiano. 
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En todos los casos, los resultados del análisis estocástico no tendrán más valor que el de 

las probabilidades asignadas a los parámetros de interés, pero siempre resultarán útiles para 
sensibilizarse a la respuesta del modelo geomecánico. 

 
El grado de correlación entre las distintas variables aleatorias que definen el campo 

estimativo siempre será difícil de estimar. Sin embargo, se ha observado que es más 
representativo considerar que existe correlación entre las propiedades de materiales diferentes 
cuando se tiene el mismo tipo de dudas respecto a su valor o cuando han sido determinados 
experimentalmente por el mismo procedimiento (Auvinet, 2002). Además, los resultados típicos 
de ensayes de campo y laboratorio también deben tenerse en cuenta. 

 

1.3.1.1 Momentos estadísticos del campo. 

Sea V  el valor de alguna propiedad que caracteriza a un subdominio específico dentro de 
una masa de suelo. Este valor, que refleja las incertidumbres involucradas en su medición y/o 
estimación, se considera una variable aleatoria. La esperanza o valor medio de la variable 
aleatoria V , se define como: 

 
{ } VE V µ=                                                                  (1.1) 

 
La varianza de V , escrita como [ ]Var  o , se define como la esperanza del cuadrado 

de la desviación del valor de la variable con respecto a su esperanza, es decir: 
V 2

Vσ

 

[ ] ( ){ }2
VVar V E V µ= −                                                        (1.2) 

 
El valor mínimo que puede tomar  es cero; esto sucede si V  toma un valor constante 

con probabilidad uno. La varianza crece conforme se esparcen los puntos con probabilidad 
positiva. 

2
Vσ

 
La raíz cuadrada positiva de la varianza se escribe como: 
 

[ ]V Var Vσ = +                                                              (1.3) 
 
y se conoce como la desviación estándar de V . Obsérvese que la desviación estándar 

mantiene las unidades originales de la variable. 
 
El coeficiente de variación de la variable aleatoria V , escrito , se expresa como: ( )VC V

 

( )
V

V
V VC

µ
σ

=                                                                 (1.4) 

 
El coeficiente de variación describe la variabilidad de los datos alrededor de la media. Un 

valor pequeño en C  indica una casi constancia de la variable aleatoria, mientras que un 
valor elevado indica gran dispersión alrededor de la media. Note que si el valor esperado de la 
variable aleatoria tiende a cero, el coeficiente de variación tiende a infinito. 

( )VV
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La notación de esperanza también se puede aplicar a un conjunto de variables aleatorias. 

Por ejemplo, en caso de utilizar un modelo constitutivo lineal, en cada subdominio se tendrán que 
definir los valores del módulo de deformabilidad E  y de la relación de Poisson ν . 

 
La esperanza de un vector V , de  variables aleatorias V , se define como: n nVV ,,, 21 K

 
E{ V } µ= V                                                                  (1.5) 

 
En particular, la covarianza entre dos elementos cualesquiera del vector V , por ejemplo, 

entre V  y V , se puede calcular como: k l

 
( ) { },

k lk l k l V VCov V V E V V µ µ= −                                                (1.6) 
 
de donde se puede observar que si V  y V  son estadísticamente independientes, entonces 

su covarianza es nula. 
k l

 
La covarianza representa el grado de dependencia lineal que existe entre las dos variables. 

Es difícil determinar a simple vista si una covarianza es grande o pequeña debido a que su valor 
depende de la escala de medición. Este problema se puede eliminar al estandarizar su valor, 
utilizando el coeficiente de correlación lineal: 

 
( )

lk

lk
VV

lk
VV

VVCov
σσ

ρ
,

=                                                           (1.7) 

 
el cual está comprendido en el intervalo: 11 +≤≤−

lkVVρ . Un valor de 1=
lkVVρ  o 

1−=
lkVVρ  implica una correlación perfecta con todos los puntos de cualquier muestra alineados 

sobre una recta. Si las variables aleatorias V  y V  son independientes (k l ( ) 0, =lk VVCov ), 
entonces no están correlacionadas y 0=

lkVVρ . Sin embargo, si no están correlacionadas, no 
necesariamente son independientes en virtud de que pueden exhibir una dependencia no lineal. 
Un coeficiente de correlación positivo indica que V  tiende a crecer cuando V  crece; mientras 
que un coeficiente de correlación negativo implica que V  tiende a decrecer cuando V  crece. 

l k

l k

 
Las varianzas y covarianzas de n elementos  de un vector aleatorio con 

valores esperados 
nvvv ,,, 21 K

nVVV µµµ ,,,
21
K , forman una matriz de covarianza T , que en forma 

expandida queda: 
VV

 
[ ] ( ) ( )

( ) [ ] ( )

( ) ( ) [ ] 

















=

nnn

n

n

VV

VVarVVCovVVCov

VVCovVVarVVCov
VVCovVVCovVVar

T

L

MOMM

L

L

21

2221

1211

,,

,,
,,

                                  (1.8) 
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Donde; ( ) ( )ijji VVCovVVCov ,, = . Si los elementos fuera de la diagonal valen cero, 

entonces todas las variables aleatorias son independientes y por lo tanto no correlacionadas. 
 
La matriz de covarianza es positiva semidefinida, por lo que su determinante es ≥  e 

inferior al producto de los elementos de su diagonal principal, es decir: 
0

 

[ ]i

n

i
VVar

1
VVT det0

=
∏≤≤                                                     (1.9) 

 
En la propagación de la incertidumbre conviene utilizar el valor estandarizado de la 

covarianza para anular su dependencia con la escala de medición; de esta manera se logra una 
visión clara de la dependencia directa entre las variables consideradas. La matriz de correlación 

VVρ , de un vector aleatorio de n elementos, v  se puede expresar en forma expandida 
como: 

nvv ,,, 21 K

 





















=

1

1
1

21

212

121

L

MOMM

L

L

VVVV

VVVV

VVVV

VV

nn

n

n

ρρ

ρρ
ρρ

ρ                                               (1.10) 

 
 
Donde;

ijji VVVV ρρ = . Al igual que la matriz de covarianza, la matriz de correlación es 
positiva semidefinida por lo que el valor de su determinante se puede acotar entre los límites: 

 
1det 0 ≤≤

jiVVρ                                                         (1.11) 
 
Cuando el determinante de la matriz de correlación es nulo (matriz singular), se dice que 

las variables aleatorias del vector aleatorio están correlacionadas; mientras que cuando es unitario 
se dice que las variables aleatorias del vector no están correlacionadas. 

 

1.3.1.2 Cálculo aproximado de momentos. 

Si se define una variable aleatoria U  en función de otra variable aleatoria V , es decir; 
, es posible calcular los momentos de U  a partir de los de V  aproximando la densidad 

de probabilidad de la función 
( )U g V=

( )Vg , al menos con los primeros dos o tres términos de su 
desarrollo en serie de Taylor alrededor del valor medio de v , es decir, en Vµ : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

22
V V

V
V V

g v v g v
U g V g v

v v
µ µ

µ
µ µ

 ∂ − ∂ 
= = + − + +  ∂ ∂   

K                 (1.12) 

 
Tomando la esperanza matemática de ambos miembros de la igualdad y considerando que 

{ } 0=− VVE µ , se encuentra que el valor esperado { }E U , resulta: 
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{ } ( ){ } ( ) ( )22

22
V

V
V

g v
E U E g V g

v
µ

σµ
 ∂

= ≈ +  ∂ 
                                        (1.13) 

 
De la misma forma, tomando la varianza de ambos lados de la ec. (1.12) operando 
algebraicamente y considerando que ( )[ ] 0=VgVar µ , se obtiene: 

 

[ ] ( ) ( ) 2
2

V

V

g v
Var U Var g V

v
µ

σ
∂ 

= ≈     ∂ 
                                              (1.14) 

 
Si la función depende de n variables aleatorias; ( )1 2, , , nV V V= KU g , del desarrollo en 

serie de Taylor se tiene: 
 

{ } ( ){ } ( ) ( ) ( )1 2

2

1 2
1 1

1, , , , , , ,
2n

Vk Vj

n n
k

n V V V i
i j i j

g v
E U E g V V V g Cov v v

v v
µ µ

µ µ µ
= =

 ∂
= ≈ +  

∂ ∂  
∑∑K K j      

(1.15) 
 

[ ] ( ) ( ) ( ) (1 2
1 1

, , , ,
Vk Vk

n n
k k

n i
i j i j

g v g v
Var U Var g V V V Cov v v

v v
µ µ

= =

 ∂ ∂ 
= ≈      ∂ ∂    

∑∑K )j             (1.16) 

 
El método se puede generalizar para varias funciones de varias variables aleatorias. 
 
Para cada función U , se tendrá: k

 
{ } ( ){ } ( )1 21 2, , , , , ,

nk k n k V VE U E g V V V g Vµ µ µ= ≈K K                              (1.17) 
 

[ ] (
1 1

,
Vi Vj

n n
k k

k i
i j i j

g gVar U Cov v v
v v

µ µ
= =

  ∂ ∂
≈   ∂ ∂    

∑∑ )j                                   (1.18) 

 

( ) (
1 1

, ,
Vi Vj

n n
k l

k l i j
i j i j

g gCov U U Cov v v
v v

µ µ
= =

  ∂ ∂
≈   ∂ ∂    

∑∑ )                                (1.19) 

 
Si bien el método anterior permite el cálculo aproximado de los primeros momentos, no 

es posible obtener la forma exacta de la densidad de probabilidad, excepto en el caso Gaussiano. 
Obsérvese además que para llegar a las ecs. 1.13 y 1.14 se consideró que la dispersión en un 
punto alrededor de la media es pequeña. 

 

1.3.2 Modelación por campos descriptivos. 

Mientras que en un campo estimativo la correlación entre las variables aleatorias definidas 
en distintos subdominios se establece a partir de la incertidumbre que se tiene en la estimación de 
sus valores esperados, o bien, en cuanto a las dudas que se tienen en el procedimiento de 
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medición que definió a esas variables, en la modelación por campos descriptivos de la 
variabilidad espacial se toma en cuanta explícitamente la estructura de correlación espacial de las 
propiedades aleatorias del medio. Por lo tanto, en un subdominio dado se tendrán tantas variables 
aleatorias como sea posible; por ejemplo, una por cada elemento o por cada nudo de la malla. 

 
Sea  el valor de alguna propiedad del suelo en el punto (XV X  de un dominio 

. Este valor, en cada punto, generalmente desconocido o mal conocido, puede ser 
considerado como una variable aleatoria. El conjunto de variables aleatorias del dominio 
constituyen un campo descriptivo de la variabilidad espacial o simplemente un campo aleatorio. 
Sus propiedades estadísticas se pueden definir a través de los siguientes parámetros. 

( ,2,1=PR P )3

 
Esperanza matemática: ( ) ( ){ }V X E V Xµ =                                                           (1.20) 
 
Varianza:   ( ) ( )[ ]XVVarXV =2σ                                                          (1.21) 
 
Auto-correlación:  ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2,VVR X X E V X V X=                                   (1.22) 
 
Auto-covarianza:  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }1 21 2 1 2,VV V X V XC X X E V X V Xµ µ= − −   (1.23) 

 
Las últimas dos funciones anteriores representan el grado de dependencia lineal entre los 

valores de las propiedades medias, en dos puntos diferentes del dominio considerado. Asimismo: 
 
Coeficiente de auto-correlación: ( ) ( ) ( ) ( )212121 ,, XVXVVVVV XXCXX σσρ =           (1.24) 
 
El coeficiente de auto-correlación representa la auto-covarianza normalizada 

(adimensional). Su valor queda comprendido entre 1−  y 1. 
 
Por simplicidad, se acepta que el campo presenta cierta regularidad. Se admite que existe 

una homogeneidad estadística, a reserva de subdividir el medio en varios subdominios. La 
hipótesis simplificatoria mas coherente con esto es la de estacionariedad en el sentido amplio. De 
esta manera, la esperanza es considerada como constante en el dominio y se admite que la auto-
covarianza depende únicamente de la distancia vectorial entre los puntos  y : 1X 2X

 
( ) ( ) ( ) ( )τVVVVVVVV CXXCXXCXXC =−=−= 211221 ,                           (1.25) 

 
El valor al origen de esta función es la varianza de ( )XV : 
 

( )[ ] cteXVVar =                                                               (1.26) 
 
Y el coeficiente de auto-correlación se escribe como: 
 

( ) ( )τρρ VVVV XX =21 ,                                                          (1.27) 
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1.3.2.1 Discretización del campo. 

Por consistencia con la estructura de las ecuaciones de elementos finitos, es necesario 
asociar a cada elemento o grupos de elementos correspondientes a un volumen dado, parámetros 
mecánicos aleatorios específicos. Es decir, es necesario pasar de la representación de un campo 
aleatorio continuo a un número finito de variables aleatorias V , donde V , sea un vector de 
variables aleatorias definido por un vector de valores medios µ V  y su matriz de covarianza T . VV

 
Un campo aleatorio, representado por ( )XV , PRX ∈  ( 3,2,1=P ), se puede aproximar 

como una serie tal que: 
 

( ) ( ) ( )∑ ==
=

m

i
ii XVXNXV

1
( )XN ( )XV                                                (1.28) 

 
con un número finito de variables V  y funciones , las cuales se agrupan en los 

vectores 
i iN

( )XV ( ) ( )( )T
m XVXV ,,1 KK=   y  ( )XN ( ) ( )( )XNN m,1 KKX ,= , respectivamente. 

Las aproximaciones para la media y covarianza del campo están dadas por relaciones de la forma: 
 

( ) =XVµ ( )TXN µ V  
                                                        (1.29) 

    ( ) =21 , XXVVC ( )TXN TVV  
 
donde; ( ){ }E Xµ =V V  representa al vector de valores esperados y T , la matriz de 

covarianza del vector aleatorio 
VV

( )XV . Es decir, de acuerdo con las ecs. (1.29) la aproximación 
del campo aleatorio depende de las características de las funciones ( )XNi  y del lugar geométrico 
en el cual se decide representar el campo aleatorio dentro del elemento. 

 
En la literatura se encuentran varios métodos de discretización de campos aleatorios. En 

términos generales, se diferencian entre si por las propiedades inherentes de las funciones  y 
por el lugar geométrico en el que se decide representar el campo aleatorio; es decir, puntualmente 
o como un promedio espacial del dominio del elemento finito. 

iN

 
El método de “interpolación” (interpolation method) (Liu et al., 1987) consiste en 

representar el campo aleatorio en términos de una regla de interpolación que involucra un 
conjunto de funciones de forma deterministas con los valores nodales aleatorios del campo. En el 
método del “punto medio” (midpoint method) (Hisada y Nakagiri, 1985) la variable aleatoria en 
un elemento se define como el valor del campo aleatorio en el centroide del elemento. En el 
método de los “promedios espaciales” (spatial averaging method) (Vanmarcke, 1983) la variable 
aleatoria en cada elemento se define como el promedio espacial del campo aleatorio sobre el 
dominio del elemento. Por último, en el método de “expansión en series” (series expansion 
method) (Ghanem y Spanos, 1991) el campo aleatorio se expande en una serie de funciones 
ortogonales deterministas y coeficientes aleatorios por determinar, evitando así la discretización 
del dominio del campo en el sentido de los métodos anteriores (véase el inciso 2.3). 
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)

Con excepción del método del punto medio, las demás aproximaciones solo son válidas en 
caso de que el campo aleatorio sea Gaussiano. 

 
La aplicabilidad de los métodos de discretización anteriores es discutible en los problemas 

de modelación en geomecánica; entre los factores involucrados podemos citar los siguientes. 
 

1.3.2.2 Promedios espaciales y campos condicionales. 

La discretización de los campos aleatorios es delicada debido a que en la práctica el 
problema de la asignación de propiedades es mas mecánico que estadístico. Con frecuencia se 
considera que el valor esperado de una propiedad mecánica en un dominio considerado 
constituye un valor representativamente aceptable. 

 
En un subdominio  (segmento, superficie, volumen), la esperanza matemática del valor 

medio de una propiedad V  se puede expresar como (
Ω
(X Papoulis, 1984): 

 

{ } ( ) ( ){ XVEdXXVVE =∫
Ω

=
Ω

Ω

1 }                                                         (1.30) 

 
y su varianza como: 
 

[ ] ( )∫∫
Ω

=
Ω

Ω 21212
,

1
dXdXXXCVVar VV                                             (1.31) 

 
la cual también se puede escribir como: 
 

[ ] ( )[ ] ( )∫∫
Ω

=
Ω

Ω 21212
, dXdXXX

XVVar
VVar VVρ                                      (1.32) 

 
 
La expresión (1.32) muestra que la varianza del valor medio de una propiedad aleatoria 

disminuye conforme el tamaño del subdominio Ω  (donde está definida) aumenta (excepto en el 
caso trivial de correlación perfecta). Al recurrir a los promedios espaciales en los cálculos con 
elementos finitos en geomecánica, con frecuencia las incertidumbres más significativas son las 
que corresponden a sesgos en los ensayes o en el uso de correlaciones estadísticas aproximadas. 
Estas incertidumbres, por estar perfectamente correlacionadas en el espacio, no sufren reducción 
de varianza. 

 
Por otra parte, si el campo aleatorio es estacionario, el valor medio de alguna propiedad 

definida en un subdominio Ω , se puede estimar a partir de los valores obtenidos por muestreo 
en otro subdominio del medio Ω . Considerando los valores medios V  y V , en 

2

1 1 2 1Ω  y 2Ω , 
respectivamente, y aceptando que su distribución de probabilidad conjunta es Gaussiana, el valor 
esperado y la varianza condicionales están dadas por: 

 

{ } { } { }[ 11
1

2
212 VEVVEVVE

V

V
VV −+=

σ
]σ

ρ                                          (1.32) 
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[ ] [ ]( )2

212 1 VVVVarVVVar ρ−=                                                  (1.33) 
 
donde; VVρ , es el coeficiente de correlación entre V  y V . De las expresiones anteriores 

se puede observar que el conocimiento de la propiedad en el subdominio Ω  conduce a una 
corrección del valor esperado y a una reducción de varianza del valor medio en el subdominio 

. 

1 2

1

2Ω
 
En la práctica, dependiendo de la estructura de correlación del campo y de la posición 

relativa de Ω  y Ω , la situación es intermedia entre los siguientes casos extremos: 1 2

 
• Si; V  y V  no son correlacionadas, entonces 1 2 0=VVρ  y la información en 1Ω  no 

reduce la incertidumbre en V . 2

 
• Por otro lado, si 1

21 , =VVρ , entonces V 12 V=  
 
Los métodos de discretización mencionados en el inciso anterior ignoran el hecho de que 

la existencia de datos en un subdominio dado, reduce considerablemente la incertidumbre en los 
puntos vecinos a él. De esta manera, para asignar a elementos o grupos de elementos finitos los 
resultados directos de las mediciones se debería recurrir a las técnicas de estimación condicional 
conocidas como Kriging (Matheron, 1971), en las que de una propiedad definida en un dominio 

, se puede evaluar el valor esperado y la varianza condicionales de una propiedad V , medida 
en un subdominio , a partir del valor V , obtenido por medición directa en otro subdominio 

 

Ω

2Ω

1Ω

1Ω 2Ω

(Auvinet, 2002). Por otra parte, en rigor, todos los análisis con elementos finitos estocásticos 
que involucren la variación espacial de las propiedades mediante campos aleatorios descriptivos 
deberían ser tridimensionales. En efecto, de ser bidimensionales se estaría suponiendo una 
homogeneidad estricta en la dirección perpendicular al plano de análisis, lo cual contradice la 
hipótesis de variabilidad espacial. 
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Capítulo 2 
 
 

2. ELEMENTOS FINITOS ESTOCÁSTICOS. 

Al tratamiento explicito de la incertidumbre en cualquier valor de entrada correspondiente 
a un análisis determinista con elementos finitos, se le conoce como método de los elementos 
finitos estocásticos (MEFE) (Vanmarcke et al., 1986). El MEFE permite cuantificar la 
incertidumbre que afecta los resultados de un análisis geomecánico tomando en cuenta la que 
existe en algunas variables, como por ejemplo, en las propiedades de los materiales o en las 
solicitaciones. 

 
Las técnicas que permiten la aplicación del método de los elementos finitos estocásticos 

se pueden clasificar en dos categorías (Bittnar, 1996): los que se basan en los métodos de 
perturbaciones y los que se basan en los métodos de simulación. 

 

2.1 PERTURBACIONES EN LAS ECUACIONES 
ESTRUCTURALES. 

La técnica de perturbaciones aplicada en las ecuaciones estructurales globales de 
elementos finitos consiste en obtener la medida del cambio de la solución respecto a las variables 
aleatorias, expandiendo el parámetro asociado con el término aleatorio en series de potencias 
(Nayfeh, 1981), y evaluar la esperanza, varianza y covarianza de la solución a partir de las 
esperanzas, varianzas y covarianzas de las variables aleatorias. 

 

2.1.1 Método clásico. 

En la solución de un problema lineal con elementos finitos se llega a un sistema global de 
ecuaciones del tipo: 
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{ } [ ]{ }F K U=                                                                (2.1) 

 
donde  es la matriz de rigidez y [K ] { }F  y { }U  son los vectores de cargas y 

desplazamientos, respectivamente. 
 
Si V ( T

nVVV ,,, 21 K= )  es un vector de variables aleatorias estandarizadas con media cero 
y varianza uno, la expansión de la ec. (2.1) en serie de Taylor hasta el segundo orden resulta: 

 

{ } { } { } { } { }0 001 1
2 2

I II I III II
i ij i iji i j i i ij i j iF F V F VV K K V K VV U U V U VV      + + = + + + +       

1
2 i j




 

nji ,,1, K=         (2.2) 

 
donde: 
 

                                   [ ] [ ]
0=

∂
∂=

Vi

I
i V

KK  [ ] [ ]
0

2

=
∂

∂=
Vji

II
ij VV

KK  

 

{ } { }
0

I
i

i
V

F
F V

=

∂
= ∂  { } { }2

0

II
ij

i j
V

F
F VV

=

∂
= ∂                              (2.3) 

 

                                   { } { }
0

I
i

i
V

U
U V

=

∂
= ∂  { } { }2

0

II
ij

i j
V

U
U VV

=

∂
= ∂  

 
y [  es la matriz de rigidez evaluada en el valor esperado de las propiedades aleatorias. ]0K
 
Para V 0= , es decir, para el valor esperado de las variables aleatorias del vector V , la 

expresión (2.2) brinda la condición de equilibrio determinista: 
 

{ } { }0 0F K U =  
0

                                                          (2.4) 

 
Derivando la expresión (2.2) respecto a V  y evaluando en i V 0=  se encuentra que: 
 

{ } { } { } { }0 0II I II
f i iiF F K U K U   = − =     ni ,,1K=                     (2.5) 

 

de donde se puede determinar { }I
iU . 

 
Derivando (2.2) respecto a V  y V  y haciendo i j V 0= , resulta: 
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{ } { } { } { } { } { }0 0II II I I IIII I I
f ij j iij i jF F K U K U K U K U       = − − − =        ij nji ,,1, K =    

(2.6) 
 

de donde se puede encontrar { }II
ijU . 

 
Las expresiones (2.3) a (2.6) permiten propagar la incertidumbre en los parámetros 

materiales y de cargas en un análisis lineal con elementos finitos para los desplazamientos. 
Obsérvese que la matriz de rigidez se invierte una sola vez y que las soluciones se obtienen en 
secuencia. 

 

Las expresiones para las deformaciones, { }{ } { }0
,

I I
i i

I
jε ε ε  y esfuerzos, { }{ } { }0

,
I Ie e e
i iσ σ σ

I
j  

se pueden obtener a partir de un planteamiento totalmente análogo. En efecto, el vector de 
deformaciones nodales y el de esfuerzos al nivel del elemento se resuelven a través de ecuaciones 
del tipo: 

 

{ } [ ]{ }B Uε =                                                                (2.7) 

 

{ } { }e eCσ ε =                                                                (2.8) 

 
Donde; , es la matriz que describe las relaciones deformación-desplazamiento y [ ]B [ ]eC , 

la matriz constitutiva al nivel del elemento. Expandiendo { }ε  de la ec. (2.7) en un desarrollo en 

serie de Taylor de segundo orden se obtiene: 
 

{ } { } { } { }0 1
2

I II
i ijiVε ε ε ε= + + i jVV   nji ,,1, K=                        (2.9) 

 
Para V 0= : 
 

{ } [ ]{ }0 0
B Uε =                                                            (2.10) 

 
Derivando la expresión (2.9) respecto a V  y evaluando en i V 0= : 
 

{ } [ ]{ }I
i

I
iB Uε =                                                            (2.11) 

 
Derivando (2.9) respecto a V  y V  y haciendo i j V 0= , se tiene: 
 

{ } [ ]{ }II II
ij ijB Uε =                                                           (2.12) 
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Ahora, expandiendo { }e
σ  y  de la ec. (2.8) en serie de Taylor hasta el segundo 

orden: 

eC  

 

{ } { } { } ( ){ }
0 01

2

I IIe e e I IIe e e
i ij i iji i j i j i jV VV C C VV C VVσ σ σ      + + = + +      ε   nji ,,1, K=

(2.13) 

 
Donde: 
 

{ } { }
0

e
Ie
i

i

V

V
σ

σ

=

∂
= ∂   { } { }2

0

e
IIe
ij

i j

V

V V
σ

σ

=

∂
= ∂ ∂  

                        (2.14) 

[ ] [ ]
0=

∂
∂=

Vi

eI
i

e

V
CC   [ ] [ ]

0=
∂∂

∂=
Vji

eII
ij

e

VV
CC  

 
Para V 0= , de la ecuación (2.13), se obtiene: 
 

{ } { }0 00e eCσ ε =                                                           (2.15) 

 
Derivando la expresión (2.13) respecto a V  y evaluando en i V 0= , resulta: 
 

{ } { } { }00Ie I Ie e
i iC C iσ ε   = +    ε                                                (2.16) 

 
Derivando (2.13) respecto a V  y V  y haciendo i j V 0= , se tiene: 
 

{ } { } { } { } { }00IIe II I II I IIe e e e
ij i j ijij j iC C C Cσ ε ε ε       = + + +        ε                            (2.17) 

 

Obsérvese que ahora, para obtener { }Ie
iσ  y { }IIe

ijσ , se requiere determinar las derivadas 

primera y segunda de la matriz constitutiva respecto a los parámetros aleatorios. 
 
En problemas estáticos no lineales, la carga se aplica por incrementos sucesivos { }F∆ , 

tales que la carga total es { }m
F  en la etapa . La ecuación de equilibro correspondiente a este 

caso se puede escribir como: 

m

 

{ } ( )m
F f U=

m
                                                              (2.18) 
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donde; ( )m
f U , es el vector de fuerzas internas que incluye las no linealidades mecánicas 

y geométricas y { }m
U , son los vectores de desplazamiento en la configuración de equilibrio de la 

etapa . m
 
Con frecuencia se recurre a una estrategia de solución incremental para resolver el 

problema. La ecuación incremental está dada como: 
 

{ }
{ } { }m
U U

fF
U =

∂ ∆ =  ∂ 
 { } { }m

tU K U ∆ = ∆                                       (2.19) 

 
donde; [ , es la matriz de rigidez tangente ]

]

m
tK (Bathe, 1982). 

 
La ecuación (2.19) es similar a la (2.1), correspondiente al caso lineal, pero ahora la 

matriz  se sustituye por la matriz tangente [K [ ]m
tK  y su solución se realiza de manera iterativa. 

Por lo tanto, las ecuaciones para el caso no lineal son completamente similares a las del caso 
lineal. 

 
Se ha descrito como evaluar la incertidumbre en los desplazamientos, deformaciones y 

esfuerzos a partir de las incertidumbres en los parámetros materiales y de cargas; sin embargo, 
también se puede involucrar la incertidumbre en los parámetros geométricos (dimensiones del 
cuerpo, forma de la frontera, forma de los subdominios con diferentes materiales, etc.) aplicando 
la técnica de perturbaciones al jacobiano de la matriz de transformación de coordenadas (Bittnar, 
1996). 

 

2.1.1.1 Aproximación de segundos momentos. 

Las ecuaciones (2.3) y (2.14) expresan la sensibilidad de la respuesta ante la variabilidad 
en los parámetros aleatorios. Por lo tanto, el método de perturbaciones permite detectar los 
parámetros de mayor incidencia a través de las varianzas en la respuesta. El método de 
perturbaciones es particularmente útil en los casos en que los parámetros del modelo constitutivo 
y eventualmente las solicitaciones, se considerarán la principal fuente de incertidumbre. 

 
La aproximación de primer orden para el valor esperado de los desplazamientos se 

obtiene tomando la esperanza matemática en la expansión de { }U  de la ec. (2.2): 

 

{ } { }0
E U U≈                                                             (2.20) 

 
Tomando la varianza de la expansión de { }U  de la ec. (2.2) y operando algebraicamente 

se llega a la siguiente aproximación de primer orden para la covarianza: 
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( ) { }{ } ( ), ,
TI I

i j i jCov U U U U Cov V V≈
{ } { } ( )

1 1
,

T
N N

i j
i j i j

U U
E E Cov v

v v= =

  ∂ ∂  =  ∂ ∂    
∑∑ v       

(2.21) 
 

En donde; 
{ }

i

U
E

v

∂

∂
, significa la derivada del vector de desplazamientos con respecto a 

, evaluada para el valor esperado de la variable aleatoria  y iv iv ( )ji vvCov , , son los elementos de 
la matriz de covarianza de las variables aleatorias involucradas. 

 

Una vez encontradas las soluciones para las deformaciones, { } { }0
,

I
iε ε  y los esfuerzos, 

{ } { }0
,

I
iσ σ  (y eventualmente sus segundas derivadas) sus esperanzas y covarianzas se pueden 

obtener sustituyendo el campo correspondiente en las ecuaciones (2.20) y (2.21). 
 
En problemas lineales, las derivadas { } { },i iU v vε∂ ∂ ∂ ∂  y { } ivσ∂ ∂ , es decir, de los 

desplazamientos, deformaciones y esfuerzos con respecto a las variables aleatorias, 
respectivamente, necesarias en las expresiones (2.20) y (2.21), se han obtenido derivando las 
matrices de rigidez [ , constitutiva [ , y de relaciones deformación-desplazamiento ]K ]C [ ]B , de 
manera explícita (Cambou, 1974) y (Bouayed, 1997). Sin embargo, en problemas que involucran 
no linealidad geométrica y/o mecánica, el cálculo explícito de las derivadas ya no es posible. No 
obstante, el método sigue siendo válido, evaluando las derivadas numéricamente. 

 

2.1.1.2 Técnica de los cocientes polinomiales. 

La técnica de los cocientes polinomiales (Chowdhury, 1993), se puede aplicar en la 
aproximación de derivadas e integrales y en la interpolación de funciones de varias variables. 

 
Para el cálculo numérico de las derivadas de una función de  variables aleatorias 

(eventualmente de algunas no aleatorias) 
n

( )1 2, , , nV V V= K

1v

U g , se asignan  valores discretos a 
las variables , comprendidos, por ejemplo, dentro de un intervalo acotado como k desviaciones 
estándar antes y después del valor medio de , manteniendo los valores de  a  iguales a sus 
valores medios, 

m

1v

2v nv

nVV µµ ,,
2
K , es decir: 

 
( )( )
( )( )

( )( )

2

2

2

1
11 1

2
12 1

1 1

, , ,

, , ,

, , ,

n

n

n

V V

V V

m
m V

U g v

U g v

U g v

µ µ

V

µ µ

µ µ

=

=

=

K

K

M

K

                                                 (2.22) 

 
El número de valores discretos m  depende de la aproximación deseada. Por ejemplo, en 

este trabajo en particular se utilizaron cinco puntos discretos, 5=m  y 
iVk σ2= . 
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El valor de la función en el argumento , se obtiene a partir de la siguiente fracción 

continua: 
1v

 
 

( ) ( )
( )

( )

( )

2

1
1 1

1 1 1 1 1 2
1 1

2

3

1
1 1

, , ,
nV V

m

m

v vv U v a
v va

a

v v
a

φ µ µ

−

−
= ≈ +

−
+

+

−
+

K

M
M

O

                      (2.23) 

 
 
donde las constantes a , se calculan de acuerdo al procedimiento mostrado en la 

tabla 2.1. 
maa K,, 21

 
 

Tabla 2.1 Coeficientes de la fracción polinomial para la variable vi. 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4

1 11

2 1
1 1

21 12 2
21 1

3 1 3 2
1 1 1 1

31 13 32 3
31 1 32 2

4 4 2 4 31
1 1 1 1 1 1

41 14 42 43 4
41 1 42 2 43 3

a a a a
a U

v va U a
a a

v v v va U a a
a a a a

v v v v v va U a a a
a a a a a a

= − − − − − − − − − − − − − − − −

−
= = − − − − − − − − − − − −

−

− −
= = = − − − − − − − −

− −

− − −
= = = = − − − −

− − −

K

M M M M M

 

 
 
La relación entre el i  valor de la función en v , ésimo− 1 ( )1viφ  y el consecutivo ( )11 vi+φ , 

se puede escribir en la forma: 
 

( )
( )

( )11

11
1 v

vv
av

i

i

ii
+

−
+=
φ

φ                                                    (2.24) 

 
de donde se tiene que para i m= : 
 

( ) mm av =1φ                                                          (2.25) 
 
Obsérvese que si la función evaluada en los distintos valores v , presenta escasa 

variación, entonces el denominador de los coeficientes  sería muy próximo a 
cero, y en consecuencia, 

( )i
1

maaaa ,,,, 432 K

( ) ∞→1vmφ  
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La derivada parcial de la función U  con respecto a la variable , se obtiene derivando 

(2.24) con respecto a v  con : 
1v

1 1=i
 

( )
( ) ( ) ( )

( )

1 '
2 1 1 1 2 1'

1 1 2
1 2 1

v v v vU v
v v

φ φ
φ

φ

 − −∂  ≈ =
∂   

                                    (2.26) 

 
En general, se puede escribir: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )
( )[ ]211

1
'

11111
1

'

v
vvvv

v
i

i
i

i
i

+

++ −−
=

φ
φφ

φ                                       (2.27) 

 
De donde se observa que cuando mi = : 
 

( ) 01
' =vmφ  

 
Sustituyendo  por 1v

1Vµ , el valor de la derivada parcial en el entorno del valor medio de 
 resulta: 1v

 
( ) (1 2

1

'
1

1

, , ,
nV V V

V

U

v

µ µ µ
)φ µ

∂
≈

∂

K
                                       (2.28) 

 
Las derivadas parciales respecto a los demás argumentos se obtienen de igual manera. 
 
Al expandir la ec. (2.27) es importante observar que si ( ) ∞=1vmφ , entonces: ( ) 0

1

'
1 =Vµφ  

 
La aplicabilidad de las técnicas de perturbaciones basadas en el desarrollo en serie de 

Taylor depende en gran medida de la diferenciabilidad de las ecuaciones de comportamiento, con 
respecto a las variables aleatorias involucradas. Esta característica hace que la aplicabilidad de 
los métodos basados en las técnicas de perturbaciones sea discutible en los problemas altamente 
no lineales o cuando la dispersión en los parámetros aleatorios es relativamente grande (Spanos y 
Ghanem, 1989). 

 

2.1.2 Método de aproximaciones puntuales. 

Como una alternativa al cálculo aproximado de la densidad de probabilidad de una 
función de variables aleatorias que no requiere el cálculo de las derivadas parciales ( )

1

'
Vn µφ ; se 

puede citar, entre otros, el método de aproximaciones puntuales. Rosenblueth (1975) desarrolló 
una técnica que permite estimar los primeros momentos de una función continua de variables 
aleatorias, a partir del conocimiento de los tres primeros momentos de cada variable. La técnica 
consiste en recurrir a una distribución de probabilidad discreta con los mismos momentos que la 
densidad continua. Rosenblueth mostró que la técnica se puede generalizar a un número 
cualquiera de puntos de estimación, sin embargo, en este trabajo nos limitamos al caso bipuntual.  
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2.1.2.1 Función univariable. 

Sea ( )Vf v
, −

 la densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua V, con dos 
valores de v v  y v , localizados en ambos lados de su valor medio, + Vµ  (fig. 2.1). Si se considera 
que  y  constituyen el dominio de definición de alguna variable aleatoria discreta , las 
probabilidades correspondientes a esa variable aleatoria se definen por: 

v− v+
0v

 
 

0P probabilidad v v+ + = =   
       (2.29) 

0P probabilidad v v− − = =   
 
 

 
 

Fig. 2.1 Discretización de la función de densidad de V  en dos puntos. 
 
 
Es decir, Rosenblueth supone que  constituye una aproximación puntual de la variable 

continua V si los tres primeros momentos de la distribución de  son iguales a los de la 
distribución de V. 

0v
0v

 
De esta manera, la esperanza de  es equivalente a la de V, 0v ( )0 VVµ µ= ; donde: 
 

V P v P vµ + + − −= +                                                  (2.30) 
 
la varianza de v  es equivalente a la de V, 0 ( )0

2
VV
2σ σ= , donde: 

 
( ) (22

V VP v P v )2
Vσ µ+ + − −= − + − µ

)3
V

                                    (2.31) 
 
El tercer momento central de  es equivalente al de V: 0v
 

( ) (33
1 V VP v P vβ σ µ+ + − −= − + − µ                                   (2.32) 

 
siendo, 1β , el coeficiente de asimetría. 
 
Finalmente, se cumple: 
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1=+ −+ PP                                                      (2.33) 
 
A partir de las ecs. (2.30) a (2.33) se pueden obtener los valores de , ,v P v+ + −  y , como: −P
 

( )
1

2
1 1

1 11 1
2 1 2

v

v v

P β
β β

+

 
 = − −

+  
 

 
+− −= PP 1  

                 (2.34) 

V Vv Pµ σ P+ − += +  
 

V Vv Pµ σ P− + −= −  
 
Si la función de distribución de probabilidad es simétrica ( )1 0vβ = , las expresiones 

anteriores se simplifican: 
 

21== −+ PP  
                   (2.35) 

V Vv µ σ± = ±  
 
En el método se considera que la densidad de probabilidad de la función U , en la 

que V  es una variable aleatoria, se puede representar por una aproximación puntual u , definida 
por los valores  y  y sus probabilidades. Los valores u

( )Vf=
0

u+ u− +  y u−  se pueden obtener por 
aplicación de las funciones y sus probabilidades correspondientes: 

 
( )u f v+ +=  

 
( )u f v− −=  

                       (2.36) 
0P probabilidad u u+ + = =   

 
0P probabilidad u u− − = =   

 
Conociendo  y , los parámetros de la distribución , ,v P v+ + − −P ( )Uf u  se pueden obtener 

aplicando las expresiones: 
 

U P u P uµ + + − −= +  
 

( ) (22
U UP u P uσ µ+ + − −= − + − )2

Uµ

)U

                                    (2.37) 
 

( ) (3 33
1 U UP u P uβ σ µ µ+ + − −= − + −  
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)

 
El principio del método descrito en los párrafos anteriores se ilustra en la fig. 2.2. 
 
 

v+ v- 

u=fV (v)

u=fV (v) 

v

v0 u0

u

u+ u- 

fU (u) fV (v)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2.2 Principio del método de estimación puntual de Rosenblueth. 
 
 

2.1.2.2 Función multivariable. 

Sea una función U f  en la que V V  son variables aleatorias 
independientes o correlacionadas. 

( 1 2, , , nV V V= K 1 2, , nVK

 
Las ecuaciones para el cálculo de los primeros momentos de la función multivariable se 

obtienen en forma análoga al caso univariable. 
 
En el caso de dos variables aleatorias: 
 

U P u P u P u P uµ ++ ++ +− +− −+ −+ −− −−= + + +                                (2.38) 
 
donde: 
 

( ) ( )
1 1 2 2

1 2 1 2,V V V VU f P P P Pµ σ µ σ±
±± − + − +

± = ± ±                         (2.39) 

 
n

n n n
U P u P u P u P uµ n

++ ++ +− +− −+ −+ −− −−= + + +                               (2.40) 
 

[ ] ( )2

22
U UVar U σ µ µ= = − U                                         (2.41) 

 
En el casos de tres variables: 
 

U P u P u P u P u P u P u P u P uµ +++ +++ ++− ++− +−+ +−+ +−− +−− −−− −−− −−+ −−+ −+− −+− −++ −++= + + + + + + +  
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n

n
n n n n n n n

U P u P u P u P u P u P u P u P uµ +++ +++ ++− ++− +−+ +−+ +−− +−− −−− −−− −−+ −−+ −+− −+− −++ −++= + + + + + + +  

[ ] ( )2

22
U UUVar U σ µ µ= = −  

                                       (2.42) 
 
Si la densidad de las variables es simétrica y además son independientes: 
 

41==== −−+−−+++ PPPP                                          (2.43) 
 

81=== −−−+++ PPP K                                             (2.44) 
 
Si las variables son simétricas pero correlacionadas: 
 

( ) 41 ρ+== −−++ PP   ( ) 41 ρ−== +−−+ PP                        (2.45) 
 
 

( ) 81 312312 ρρρ +++== −−−+++ PP  
 

( ) 81 312312 ρρρ −−+== +−−−++ PP  
                          (2.46) 

( ) 81 312312 ρρρ +−−== −+−+−+ PP  
 

( ) 81 312312 ρρρ −+−== ++−−−+ PP  
 
 
donde; ijρ , es el coeficiente de correlación entre las variables v  y . El signo que le 

precede al valor de 
i jv

ijρ  se obtiene como el producto de los signos que aparecen en las posiciones 
 y i j  de las distintas permutaciones. 

 
Si las variables aleatorias son independientes pero asimétricas: 
 

( ) ( )1P P v P v++ + += 2   ( ) ( )1 2P P v P v−− − −=  
        (2.47) 

( ) ( )1P P v P v+− + −= 2   ( ) ( )1 2P P v P v−+ − +=  
 
 
donde los valores de ( ) ( ) ( )1 1, ,P v P v P v+ − + 2  y ( )2P v− , están dados por las relaciones 

(2.36). 
 
En el caso general de n  variables aleatorias, ( )1 2, , , nV V V= KU f : 
 

∑=
n

nlkjinlkjiU uP
2

1
,,,,,,,,,, KKµ  
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K

2

, , , , , , , , , ,
1

n

n
n

i j k l n i j k l nU P uµ =∑ K                                           (2.48) 

 
[ ] ( )2

22
U UUVar U σ µ µ= = −  

 
 
donde los subíndices i  representan las permutaciones de los signos nlkj ,,,,, K ± . El 

número total de posibles permutaciones es igual a 2 . n

 
Si las variables aleatorias son correlacionadas, la probabilidad correspondiente a cada 

variable está dada por: 
 

nn

i
iinnlkjiP 21

1

1
1,1,,,,,, 



 ∑±±=

−

=
+ρρK                                   (2.49) 

 
Si las variables son independientes, entonces: 
 

n
nlkjiP 21,,,,, =K                                                 (2.50) 

 
Si las variables aleatorias son asimétricas: 
 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , 1 2 3i j k l n i j k n nP P v P v P v P=K K v                                (2.51) 
 
 
Existe una observación al método de aproximaciones bipuntuales en el caso de que las 

variables aleatorias sean todas correlacionadas. Bolle (1988) notó que cuando el número de 
variables aleatorias  era superior a 3 (Tabla 2.2), el número de incógnitas para determinar los 
primeros momentos excedía el número de relaciones disponibles, por lo que la aplicación del 
método original de Rosenblueth con dos puntos de estimación por variable no era posible. Sin 
embargo, el método original permanece aplicable cuando las variables son no correlacionadas y 
el número de las misma no es muy elevado (< 12). Para los casos en los que el número de 
variables aleatorias sea importante, se han sugerido otras variantes con la intención de reducir el 
volúmen de cálculos 

n

(Bolle, 1988); (Christian y Becker, 2002). 
 

 
Tabla 2.2 Comparación entre el número de incógnitas y de ecuaciones correspondientes, en función 

del número de variables aleatorias n  (Bolle, 1988). 
 

Número de variables n 1 2 3 4 5 6 7 

Número de incógnitas 1 2 4 8 16 32 64 

Número de ecuaciones 1 2 4 7 11 16 22 
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2.2 PERTURBACIONES EN EL PRINCIPIO VARIACIONAL. 

El enfoque es totalmente análogo al caso de las ecuaciones estructurales deterministas, 
solo que en este caso la técnica de perturbaciones se aplica a funcionales. La idea básica del 
método de perturbaciones en el principio variacional es expandir cada función aleatoria alrededor 
del valor medio del campo aleatorio ( )XV , denotado por ( )XV~  y retener al menos los términos 
de segundo orden. Es decir, para un parámetro pequeño dado ξ , que representa la escala de 
dispersión de V ; por ejemplo, la función aleatoria del campo de desplazamientos u , se 
expande alrededor de V

(X ) i
~  por el método de perturbaciones de segundo orden en un punto X  

como: 
 

0 '
i i iu u u u´

i
´ξ ξ≈ + +                                                    (2.52) 

 
donde;  y  son funciones de orden cero, primero y segundo, respectivamente.  0 ,iu u '

í
''
iu

 
Después de expandir en forma análoga cada una de las funciones involucradas en la 

funcional, sustituirlas en el principio variacional e igualar términos del mismo orden, se llega a 
principios variacionales de orden cero, primero y segundo. 

 
Las funciones de orden cero son idénticas a las deterministas, por lo que en el principio 

variacional de orden cero se emplea el método usual de Galerkin en forma directa. Una vez que 
se determina , las funciones aleatorias de primer y segundo orden se resuelven en secuencia. 0u

 
Liu et al. (1987) formularon estocásticamente el principio variacional de la energía 

potencial y Liu et al. (1988) el principio variacional de Hu-Washizu. Conviene mencionar que 
ambos principios fueron formulados para tratar con campos aleatorios del tipo descriptivo, por lo 
que además de la aproximación usual para el campo de desplazamientos, el campo aleatorio 
descriptivo se discretiza por medio de q funciones de “interpolación” que aproximan la esperanza 
espacial y la función de autocovarianza. De acuerdo con lo comentado en el inciso 1.3.2.2, la 
aplicabilidad de la formulación original de estos principios al caso en estudio de este trabajo es 
discutible. 

 
 

2.3 MÉTODO DEL ELEMENTO FINITO ESTOCÁSTICO 
ESPECTRAL. 

El método del elemento finito estocástico espectral (MEFEE) es una extensión del método 
del elemento finito determinista (MEF) en el que se involucran propiedades aleatorias en los 
materiales constitutivos, a través de los coeficientes de una serie de polinomios en variables 
Gaussianas estandarizadas. Como las propiedades mecánicas se modelan como un campo 
aleatorio descriptivo, el campo de desplazamientos nodales u(x) (donde  

coordenadas nodales de la malla y  desplazamientos nodales) es un campo 
aleatorio que se simboliza como u(x,θ); donde 

Nixi K,1  , =

Niu i K,1  , =
Θ∈θ , representa un resultado del total de 

resultados posibles del experimento que conforman el espacio muestral Θ . De esta manera, el 
proceso de discretización espacial de la geometría Ω  consiste ahora, a diferencia del MEF, en 
aproximar la respuesta mediante un vector aleatorio de desplazamientos nodales U(θ), en el cual 
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cada componente  es una variable aleatoria por determinar que se representa por sus 
“coordenadas” en el espacio de variables Gaussianas estandarizadas. 

( )θiu

( )X

( )θ,

 
Para discretizar la “dimensión aleatoria” el MEFEE recurre a dos procedimientos de expansión 
en series. Primero, el campo aleatorio descriptivo de la variación espacial de las propiedades se 
discretiza utilizando una expansión truncada en serie de Karhunen-Loéve y posteriormente, cada 
desplazamiento nodal aleatorio ( )θiu  se representa por sus “coordenadas” en un espacio 
apropiado de variables aleatorias llamado “caos polinomial”. 

 

2.3.1 Discretización del campo aleatorio. 

La expansión en serie de Karhunen-Loéve de un campo aleatorio ( )θ,XV  se basa en la 
expansión espectral de la función de covarianza ( )21 , XXVVC . En el MEFEE el campo aleatorio 
aproximado se representa mediante la siguiente expansión truncada: 

 

( ) ( ) ( ) (θξϕλµθ i

M

i
iiXV XXV ∑+=

=1
, )                                       (2.53) 

 
Donde; Vµ , es la media del campo aleatorio y ( )θξ i  un conjunto de variables aleatorias 

ortogonales. Asimismo, (Xi )ϕ  y iλ  son las funciones propias y los valores propios, 
respectivamente, de la siguiente ecuación integral que contiene a la función de covarianza, 

, como el Kernel: ( 21 , XXCVV )
 

( ) ( ) ( )21121 , XdXXXXC ii
D

iVV ϕλϕ =∫                                      (2.54) 

 
siendo  el dominio espacial sobre el cual se define el campo aleatorio. D
 
La importancia de esta representación espectral se encuentra en que el campo aleatorio se 

ha descompuesto en un conjunto de funciones deterministas en las variables espaciales, que 
multiplican a coeficientes aleatorios, los cuales a su vez, son independientes de esas variables. En 
particular, si XV  es Gaussiano, entonces las variables aleatorias iξ  forman un vector 
Gaussiano ortonormal. Para el caso particular de campos aleatorios Gaussianos (o lognormales) 
sobre un dominio rectangular, Spanos y Ghanem, (1989) presentan la solución analítica de la ec. 
(2.54). 

 

2.3.2 Representación del campo de desplazamientos. 

En el MEFEE cada desplazamiento nodal ( )θu  se considera una variable aleatoria que se 
puede representar a través de sus coordenadas { }ju  sobre un espacio de variables aleatorias. Esta 
representación se describe mediante la siguiente serie truncada: 

 

( ) ∑ Ψ=
−

=

1

0

P

j
jjuu θ                                                        (2.55) 
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Donde; ( ){ }( ){ }M

kkj 1=Ψ θξ , es el espacio de variables aleatorias denominado “caos 

polinomial” definido por medio de M  variables normales estandarizadas { . El caos 
polinomial de dimensión 

( )}M
kk 1=θξ

M -ésima y orden p , consiste en un conjunto multidimensional de 
polinomios de Hermite en las variables { }Mξξ ,,1 K  cuyo grado no excede a p . 

 
Los polinomios multidimensionales de Hermite se pueden obtener como productos de polinomios 
unidimensionales de Hermite en variables normales estándar independientes. Por ejemplo, 
considerando la siguiente secuencia de enteros: 
 

i { }pii ,,1 KK=   0≥ji
(2.56) 

α { }pαα ,,1 KK=  0≥jα  
 
El polinomio multidimensional de Hermite asociado con las secuencias (i , α) es: 
 

ψ i,α ( ) ( )( )∏=
=

P

k
ikk

H
1

θξθ α                                           (2.57) 

 
Donde; , es el polinomio unidimensional de Hermite asociado a la secuencia 

k
Hα kα . El 

conjunto de todos los polinomios {ψi,α} asociados con todas las secuencias posibles (i , α) de 
cualquier longitud p  forma un caos polinomial. 

 
Sea ( ) ( )( )θξθξ ipip ,,1 KΓ  el conjunto de polinomios {ψi,α ( ) ∑ ==

p
k k p1αθ }  y  pΓ  el 

espacio que ellos ocupan. pΓ  es un subespacio llamado “caos homogéneo de orden p”. Como los 
subespacios  son ortogonales entre si pΓ

( )
(Ghanem y Spanos, 1991), la expansión de cualquier 

variable aleatoria θu  en el caos polinomial se puede escribir como: 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )(∑ ∑ +Γ+∑ Γ+Γ=
∞

= =

∞

= 11

1

12
2122  1

11
11100 ,

i

i

i
iiii

i
ii uuuu Kθξθξθξθ )              (2.58) 

 
En esta expresión, u  se pueden interpretar como las “coordenadas” de 2  110 ,, iii uu ( )θu  

asociadas con el caos homogéneo de orden 0, 1° y 2°, respectivamente. Los caos homogéneos de 
hasta el tercer orden tienen las siguientes expresiones: 

 
10 =Γ  

( ) ii ξξ =Γ1  
( ) 2  121212 , iiiiii δξξξξ −=Γ  
( ) 2 131323 213213213 ,, iiiiiiiiiiiiiii δξδξδξξξξξξξ −−−=Γ                           (2.59) 

 
Donde; ijδ  es la delta de Kronecker. 
 
Para la práctica, los caos polinomiales se construyen de dimensión finita, es decir, por 

medio de un número finito M  de variables aleatorias Gaussianas ortonormales; las cuales se 
toman de la expansión en serie de Karhunen-Loéve del campo aleatorio. El espacio polinomial 
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formado mediante las M  variables aleatorias se expresa por ( )Mp ξξ ,,1 KΓ  y se le llama el caos 
homogéneo de dimensión M  y orden p . 

p ξ ,1Γ

P

M

NP

4=M 2

p

 
Truncando la ec. 2.58 hasta el orden p , la dimensión total de ( Mξ,K  está dada por 

el siguiente factor binomial: 
)

 

∑ 






 −+
=

=

p

k k
kM

0

1
                                                    (2.60) 

 
En la tabla 2.3 se muestra el valor de P  para ciertos valores de  y p . Se observa que 

P  se incrementa rápidamente con ambos parámetros. Como en el MEFEE cada cantidad escalar 
 (la cual es una cantidad única en el MEF determinista) se representa por u p  coeficientes, se 

concluye que el MEFEE requiere resolver un sistema de ecuaciones de ; siendo  el 
numero de grados de libertad. La forma en la que los autores del MEFEE sugieren se implemente 
la solución de este sistema se expone en 

  x NP N

Ghanem y Kruger, (1996). Los valores típicos utilizados 
en las aplicaciones son  y =p  o 3. 

 
 

Tabla 2.3 Dimensión total del caos homogéneo en función del número de variables aleatorias M  y 
del orden del caos polinomial . 

 

M p=1 p=2 p=3 p=4 

2 3 6 10 15 
4 5 15 35 70 
6 7 28 83 210 

 
 
 

2.3.3 Aplicabilidad. 

En la aproximación mediante el MEFEE la respuesta se expresa como un vector de 
desplazamientos nodales. Cada componente se caracteriza por los coeficientes de una serie de 
polinomios en variables normales estandarizadas. Debido a esta característica, se dice que la 
representación de la aleatoriedad de la respuesta es intrínseca. Sin embargo, se han reconocido las 
siguientes limitantes en esta aproximación (Sudren y Der Kiureghian, 2000): 

 
• En su estado actual de desarrollo, el MEFEE está limitado prácticamente a 

problemas lineales. 
 

• La cantidad de cálculo necesaria en un problema en particular es mucho mayor 
que la equivalente a un problema determinista. Típicamente, se necesitan de 15 a 
35 coeficientes para caracterizar cada desplazamiento nodal. 

 
• En la generalización para involucrar un mayor número de parámetros aleatorios, se 

ha sugerido discretizar cada campo aleatorio utilizando diferentes conjuntos de 
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variables normales estandarizadas; es decir, { }Mξξ K,1  para el primero, luego 
{ }',1 MM ξξ K+  para el segundo y así sucesivamente. Sin embargo, multiplicando 
por dos la longitud del vector ξ ,  se incrementa dramáticamente el tamaño del 
caos polinomial (ver tabla 2.3). 

 
• Las escasas aplicaciones prácticas se han limitado a campos aleatorios Gaussianos 

y lognormales. En el caso de los campos lognormales, aun para una variable 
aleatoria, solo un número infinito de términos en la expansión reproduce la 
característica lognormal. Esto significa que el campo aleatorio descriptivo definido 
utilizando solo algunos términos en la expansión del caos polinomial, puede no ser 
representativo del campo lognormal real. 

 
 
Por lo anterior parece valido concluir que el MEFEE, en su estado actual de desarrollo, no 

es práctico para el caso en estudio de este trabajo. 
 
 

2.4 SIMULACIONES CON EL MÉTODO DE MONTE CARLO. 

Para evitar las dificultades relativas a la implementación y limitaciones propias de los 
métodos disponibles de transformación analíticos y numéricos, se puede recurrir a los métodos de 
simulación basados en las técnicas de Monte Carlo. 

 
El principio general del método de Monte Carlo consiste en construir una serie de 

números comprendidos entre 0 y 1, los cuales pueden representar las realizaciones de una 
variable aleatoria uniformemente distribuida  entre [0,1], para generar, a partir de esa serie y de 
la función de distribución acumulada 

iu
( ) ( )V i iF v P v v= ≤ , las realizaciones  de la 

variable aleatoria considerada (fig. 2.3). Estas realizaciones, a su vez, presentarán a la larga, la 
función de densidad de probabilidad 

( )1, 2, ,iv i n= K

( )V if v  adoptada para esa variable. El análisis estadístico de 
los resultados de un gran número de simulaciones hace posible obtener la densidad de 
probabilidad de los resultados, a partir de la función de distribución de ( )( )Uf u v . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 v=vi 

FV(vi)=P[v<vi] 

 
Fig. 2.3 Representación de la función de distribución de probabilidad. 
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2.4.1 Generación de variables aleatorias. 

El proceso de simulación con el método de Monte Carlo involucra la generación de un 
vector de valores de los parámetros aleatorios del modelo, respetando sus densidades y las 
correlaciones existentes entre ellos, y realizar el análisis numérico del problema de interés hasta 
definir la tendencia central, la dispersión e incluso la densidad de probabilidad de la respuesta del 
modelo. 

 
Si el vector de variables aleatorias considerado tiene componentes independientes, la 

simulación se realiza para cada uno de los componentes. Por otro lado, si el vector tiene 
componentes dependientes, es posible diagonalizar la matriz de covarianza con el método 
generalizado de Cholesky, para convertir los componentes en variables independientes y 
posteriormente generar un conjunto de variables aleatorias normales correlacionadas. 

 

2.4.1.1 Variables independientes. 

Para generar variables aleatorias con una distribución de probabilidad específica, primero 
se genera un número aleatorio uniformemente distribuido entre 0 y 1 y luego se realiza una 
transformación conveniente para obtener la variable aleatoria correspondiente con la distribución 
de probabilidad específica. 

 
Sea  una variable aleatoria uniforme con funciones de densidad y de distribución de 

probabilidad dadas por: 
U

 

( )








>
≤≤

<
=

0;0
10;1

0;0

u
u

u
ufU                      (2.61) ( )









>
≤≤

<
=

0;1
10;

0;0

u
uu

u
uFU

 
Sea  una variable aleatoria con función de distribución . El valor de  que 

corresponde con un valor dado u  de la distribución de probabilidad, está dado por 
V ( )VF v v

(fig. 2.4): 
 

( )1
Vv F u−=                                                               (2.62) 

 
donde; , representa la función inversa de . 1

VF −
VF

 
 

v=F-1
V (u)

FV (v)
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. 2.4 Ejemplificación del método de la transformación inversa. 
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Al procedimiento para determinar números aleatorios a partir de la ec. (2.62), se le conoce 
como método de la “transformación inversa”; es utilizado cuando la función  se puede invertir 
de manera directa. Si la función de distribución de probabilidad no se puede invertir 
analíticamente, se puede recurrir al “método de composición” o a los “métodos de funciones de 
variables aleatorias” 

VF

(Rubinstein, 1981) entre muchos otros (Rao, 1992); (Nechnech, 1994). 
 

2.4.1.2 Variables normales correlacionadas. 

Un caso particular de gran utilidad lo constituye la simulación de un vector de variables 
aleatorias normales correlacionadas. En la práctica, la adopción de un modelo Gaussiano se 
puede aceptar o no, dependiendo del comportamiento de las variables involucradas. 

 
Sean  variables aleatorias correlacionadas (V V ) con una función de densidad de 

probabilidad conjunta Gaussiana. Se considera que el vector de valores medios {
n 1 2, ,...,Vn

}Vµ  y la matriz 

de covarianza [ ]VVT , es decir: 
 
 

{ }
1

2

V

V
V

V

µ
µ

µ

µ

 
 
 =  
 
  

M

n

   [ ]

2
1 12 1

2
12 2 2

2
1 2

VVT

σ σ σ
σ σ σ

σ σ σ

 
 
 =
 
 
  

L

L

M M L M

L

n

n

n n n

                     (2.63) 

 
 
son conocidos. 
 
Se acepta además que se desean generar m  números aleatorios para cada variable 

aleatoria. El j-ésimo número aleatorio generado para la i-ésima variable aleatoria se define como: 
 

( )j
iv   mj ,,2,1 K=  ; ni ,,2,1 K=                                 (2.64) 

 
El proceso para la generación de los números aleatorios comienza generando n  conjuntos 

de números aleatorios independientes normalmente distribuidos , con un vector de valores 
medios 

iw
{ W }µ  y matriz de covarianza [ ]WWT  especificados. Cada conjunto tiene m  números 

aleatorios. Estos números aleatorios se escriben como: 
 

( )
i

j w   mj ,,2,1 K=  ; ni ,,2,1 K=                                 (2.65) 
 
Las variables aleatorias correlacionadas deseadas v , se pueden expresar como una 

función lineal de las variables aleatorias independientes, es decir: 
i
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2

k=1
    =                =1,2,...,  ; j 1,2, ,m 

j j j j
i i i in

j
ik k

v a w a w a w

a w i

= + + +

=∑

L

K

n
n

n
                      (2.66) 

 
de donde, para cada j  se tiene: 
 

( ){ } ( ) ( ){ }
1 1

j j j

nxnnx nx
v a =   w                                                  (2.67) 

 
Debido a que la variable aleatoria v  está expresada como una función lineal de , es 

decir: 
i iw

 
{ } [ ]{ }V a W=                                                              (2.68) 

 
entonces, las medias y desviaciones estándar de { }V  pueden ser expresadas como: 
 

{ } [ ]{ }V a Wµ µ=                                                            (2.69) 
 
y: 
 

[ ] [ ][ ][ ]TVV WWT a T a=                                                         (2.70) 
 
donde { }Vµ  y { W }µ  son los vectores de valores medios de  y , mientras que iv iw [ ]VVT  y 

[ ]WWT , sus matrices de covarianza, respectivamente. 
 
Obsérvese que { }Vµ  y [ ]VVT  contienen las características de las variables aleatorias que 

se desean simular; es decir, solo se deben determinar [ ]a , { }Wµ  y [ ]WWT  y después, cada 

conjunto de números aleatorios normales independientes ( )j wk  se puede transformar por medio 
de la ec. (2.67) en un conjunto de números aleatorios normales correlacionados , para un 
vector de valores medios {

( )
i

j x

}Vµ  y matriz de covarianza [ ]VVT  dados. 
 
Las matrices [ , ]a { W }µ  y [ ]WWT  se pueden encontrar utilizando el método de 

descomposición de Cholesky, el cual muestra que una matriz simétrica [  de orden  se 
puede descomponer en el siguiente producto de matrices: 

]S nxn

 
[ ] [ ][ ][ ]TLDLS =                                                         (2.71) 

 
donde; , es una matriz triangular inferior de orden nxn  con unos en su diagonal 

principal y [ , es una matriz diagonal de orden . Los elementos de ambas matrices están 
dados por 

[ ]L
]D nxn

(Rao, 1992): 
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Comparando las ecs. (2.70) y (2.71) es posible establecer que 
 

[ ] [ ]VVS T=                                                               (2.73) 
 

[ ] [ ]La =                                                                (2.74) 
 
y: 
 

[ ] [ ]WWT = D                                                              (2.75) 
 
por lo tanto, es posible definir la matriz de transformación [ ]a , la matriz de covarianza 

[ ]WWT  y el vector de valores medios como: 
 

{ } [ ] { }1
W a Vµ µ−=  para cada conjunto j                                 (2.76) 

 
Debido a que la matriz de covarianza es diagonal, se asegura que las variables aleatorias 

 no están correlacionadas. Asimismo, se puede observar que las variables aleatorias (( )
i

j w )j
iv  son 

normalmente distribuidas debido a que se obtienen a partir de una combinación lineal de las 
variables aleatorias normales ( )  i

j w (ec. 2.66). 
 
La principal desventaja del método de Monte Carlo se encuentra en su lenta convergencia; 

sin embargo, es posible acelerar el procedimiento utilizando diferentes técnicas, como por 
ejemplo, el desarrollo en serie de Neumann de la matriz de rigidez. 

 

2.4.2 Expansión en serie de Newman. 

Para evitar ensamblar e invertir la matriz global de rigidez [ ]K  en cada simulación, se 
puede recurrir a la expansión de [ ]  en serie de Neumann. 1−K

 
Si se considera que [  contiene los parámetros aleatorios del modelo, se puede 

descomponer en dos partes: 
]K
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[ ] [ ]0K K K = + ∆                                                           (2.77) 
 
donde; , es la matriz global de rigidez en la cual los parámetros aleatorios se 

sustituyen por sus valores esperados y 

0K 
[ ]K∆ , representa la parte “desviadora” de los parámetros 

correspondientes en [ , esto es: ]K [ ] [ ] 0K KK  −∆ =   . La solución para los desplazamientos 

{ }0
U  que corresponde a , se obtiene como: 0K 

 

{ } { }10 0U K
−

 =   F                                                          (2.78) 

 
siendo, { }F , el vector de cargas. 

 
La expansión en serie de Neumann de [ ] 1−K  resulta (Yamasaki et al., 1988): 
 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )1 11 20 0K K K I P P P K
− −−    = + ∆ = − + − +   L

3                     (2.79) 

 

donde; [ , es la matriz identidad y [ ]]I [ ]10P K K
−

 = ∆  . 
 
De la ec. (2.79), la solución para el vector { }U  se representa por medio de las siguientes 

series: 
 

{ } { } [ ]{ } [ ] { } [ ] { }
{ } { } { } { } { }

0 0 0 02 3

0
1 2 3

U U P U P U P U

U U U U U

= − + − +

= − + − +

K

L
                         (2.80) 

 
esta solución en serie es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones iterativas: 
 

{ } [ ]{ }0
1iK U K U −  = ∆  i   K,2,1=i                                 (2.81) 

 
De esta manera, la matriz 0K    se ensambla e invierte una sola vez, y por medio de las 

simulaciones se obtiene la parte “desviadora” [ ]K∆ . 
 
Cuando la dispersión de los parámetros aleatorios es relativamente pequeña, este método 

es más eficiente que el método directo de Monte Carlo; sin embargo, cuando los parámetros 
aleatorios presentan grandes dispersiones, se requiere retener tantos términos de la serie de la ec. 
(2.81) como para que se pierda la ventaja de utilizar la expansión de Neumann en [ ]  1−K (Araujo 
and Awruch, 1994). 

 
Después de que se obtienen los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos, las 

esperanzas, varianzas y covarianzas se calculan, como en el método directo de Monte Carlo, a 
partir de un análisis estadístico. 
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2.4.3 Pruebas de convergencia. 

Existen varias técnicas para determinar el número de simulaciones necesarias para lograr 
una aproximación estadística determinada. Entre las más usuales, se pueden mencionar el método 
clásico de convergencia (intervalos de confianza de la esperanza y de la varianza de la cantidad 
estimada) y el uso de la desigualdad de Chebyshev. 

 

2.4.3.1 Intervalo de confianza para el valor esperado. 

Sea una variable aleatoria normalmente distribuida V , con una media poblacional Vµ  
desconocida y una desviación estándar poblacional Vσ  conocida. Sea v  una muestra 
aleatoria de tamaño , la cual tiene una media muestral V

nvv ,,, 21 K

n ~ . El teorema del límite central permite 
mostrar que la media muestral V~  es una variable aleatoria que tiene una distribución 
aproximadamente normal con media y desviación estándar dadas como: 

 

VV µµ =~   
n

V
V

σσ =~                                            (2.82) 

 
De esta manera, una variable aleatoria definida como ( ) ( )nVZ VV σµ−= ~  será una 

variable aleatoria normal estandarizada ( )1,0N ; y el intervalo de confianza para la media Vµ , 
estará dado por: 

 

( ) ( ) α
σ

µ
σ

αα −=



















+≤≤








− 1~~

22
n

zV
n

zVP V
V

V                          (2.83) 

 
Donde; , es el valor de la variable , tal que: ( 2/αz ) z ( ) 221 αα =− zFZ ; siendo, ( )⋅ZF , la 

función de distribución normal estandarizada y α−1 , el nivel de confianza de la estimación. 
 
Sin embargo, el intervalo anterior tiene el inconveniente de requerir la desviación estándar 

de la población, Vσ . Si se acepta que se está muestreando de una población normal es posible 
introducir el estimador: 

 

ns

V
t

V

Vµ−=
~

                                                           (2.84) 

 
donde; , es el valor de una variable aleatoria que tiene la distribución  de Student con 

 grados de libertad y , la desviación muestral de la variable aleatoria V . De esta manera, 
con 

t t
1−n Vs

2αt  el intervalo que define la ec. 2.83 se puede expresar ahora como: 
 

( ) ( ) αµ αα −=



















+≤≤








− 1~~

22
n

s
tV

n

s
tVP V

V
V                        (2.85) 

 
de donde se puede establecer la relación: 
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δα =
n

s
t V

2                                                             (2.86) 

 
siendo δ , el margen de error deseado para la estimación. Por lo tanto, el número de 

simulaciones necesarias n , se puede obtener como: 
 

( )
2

2/









=

δ
α Vst

n                                                          (2.87) 

 
Es decir, el número de simulaciones necesarias se puede definir a partir de un nivel de 

confianza y un margen de error deseados para la estimación. 
 

2.4.3.2 Desigualdad de Chebyshev. 

Cuando se desconoce la forma de la función de distribución de los resultados, el número 
de simulaciones necesarias , para la estimación del valor medio n Vµ , correspondientes a un 

margen de error nk Vσδ = , dado, se puede determinar a través de la desigualdad de 
Chebyshev: 

 

2

1
1~~

kn
kV

n
kVP V

V
V −≤








+≤≤−

σ
µ

σ
                                     (2.88) 

 
donde; k , es un entero positivo que define un “nivel de confianza” dado como: 21 k−1 .  
 
Debido a que en este caso se asume que se desconoce la forma de la función de 

distribución de los resultados, el número de simulaciones necesarias para un mismo nivel de 
confianza resulta más conservador utilizando la desigualdad de Chebyshev. 
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Capítulo 3 
 
 

3. APLICACIÓN DEL MEFE AL MODELADO DE LA 
CONSTRUCCIÓN DEL TERRAPLÉN DE LA PRESA 
“AGUAMILPA”. 

En este capítulo se detalla el modelado de las partes mecánica y probabilista aplicando el 
MEFE al caso de la construcción del terraplén de la presa “Aguamilpa”. El análisis estocástico se 
realiza para los desplazamientos y esfuerzos con dos de los métodos de perturbaciones y además, 
se efectúan simulaciones con el método directo de Monte Carlo. 

 

3.1 PLANTEAMIENTO DEL ANÁLISIS. 

Los análisis esfuerzo-deformación de estructuras de tierra con elementos finitos requieren 
el modelado geométrico y mecánico del dominio en estudio, involucrando la no-linealidad 
geométrica y las condiciones iniciales de esfuerzos. La parte probabilista del análisis requiere 
definir con toda precisión la o las incertidumbres que se involucrarán, para posteriormente 
modelar esas incertidumbres mediante la reflexión acerca de la dependencia de los diferentes 
parámetros aleatorios del modelo, con la intención de rescatar toda la información estadística 
posible. 

 

3.1.1 Descripción general de la presa. 

La presa en el proyecto hidroeléctrico “Aguamilpa”, localizado sobre el río Santiago en el 
estado de Nayarit, es del tipo enrocamiento con cara de concreto. La altura en su máxima sección 
transversal es de 180 m. La cortina se apoya casi en su totalidad sobre ignimbrita sana y masiva. 
Debido a sus convenientes propiedades, durante la construcción de la cortina el aluvión del cauce 
del río solo se retiró en 90 m aguas abajo del plinto. 
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El elemento impermeable de la cortina es la cara de concreto. Su comportamiento 

depende en gran medida de la deformabilidad de los materiales colocados en la cortina. La cara 
de concreto esta compuesta por 44 losas de 15 m de ancho y un espesor, , que varía según la 
expresión empírica: t , siendo; 

t
H0003.03.0 += H , la altura del embalse. En la cresta de la presa 

se sitúa una prolongación de la losa llamada muro parapeto, de 5 m de altura, el cual se utiliza en 
este tipo de presas para reducir el volumen de materiales sin disminuir la altura del bordo libre. 

 
El plinto está formado por una losa perimetral a la cara de concreto. En el lecho del río su 

ancho es de 9 m, mientras que en la cresta es de 5 m. 
 
La forma de la boquilla es de U abierta. Existen cañadas normales al río que hacen que la 

sección longitudinal de la presa sea asimétrica. 
 
Para el diseño de las juntas perimetrales y verticales se realizó un seguimiento del 

comportamiento de ese mismo tipo de juntas en las presas más importantes en ese tiempo; 
además, se efectuaron ensayes con modelos construidos en laboratorio (Montañéz, 1991a). 

 
El terraplén fue construido básicamente con aluvión compactado y enrocamiento de 

ignimbrita. En la fig. 3.1 se muestra la zonificación de los distintos materiales en el cuerpo de la 
presa y en la tabla 3.1 sus características y especificaciones generales de colocación. La 
nomenclatura corresponde a la convencional en este tipo de presas (Sherard y Cooke, 1987). 
 
 

 
Fig. 3.1 Zonificación de la presa “Aguamilpa”. 

 
 

3.1.2 Modelado geométrico y mecánico. 

Para el modelado de la construcción de la presa se utilizó el programa de elementos 
finitos FEADAM84 (Duncan et al., 1984), el cual toma en cuenta la no-linealidad geométrica del 
problema simulando la construcción del terraplén por capas sucesivas (Clough y Woodward, 
1967), y la eventual no-linealidad mecánica mediante un modelo constitutivo hiperbólico 
(Kondner, 1963); (Duncan et al., 1980). Utiliza la estrategia de solución incremental para 
aproximar la no-linealidad y la dependencia del comportamiento del suelo en el nivel de 
esfuerzos, dividiendo la carga en un número pequeño de incrementos dentro de los que se 
considera un comportamiento lineal. Utiliza un elemento isoparamétrico de cuatro nodos del tipo 
no conforme (Wilson et al., 1973), por lo que por condiciones de convergencia y aproximación 
conviene que los elementos se mantengan cuadriláteros (Bathe, 1982). 
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Tabla 3.1 Especificaciones de colocación de los materiales en la presa “Aguamilpa”. 

 

Zona Material 
Espesor 
de capa 

[m] 
Procedimiento de compactación γd 

[Mg/m3] e Dmax 
[m] %F 

1A No clasificado 0.80 Sin compactar, solo bandeado --- --- 0.80 --- 
1B Arena fina limosa 0.30 Sin compactar, solo bandeado --- --- 0.002 --- 

2F Mezcla de grava 
y arena aluviales 0.30 

4P de RLV de 100 kN 
Talud: 6P de RLV de 40 kN o 

PC de 130 kN* 
2.17 0.22 0.038 8.0 

2 Grava arenosa 
aluvial 0.30 

4P de RLV de 100 kN 
Talud: 6P de RLV de 40 kN o 

PC de 130 kN* 
2.24 0.18 0.076 4.3 

3B Aluvión 0.60 4P de RLV de 100 kN 2.22 0.18 0.40 1.4 

T 3B o 3C 0.60 4P de RLV de 100 kN 2.04 0.24 0.50 2.1 

3C Enrocamiento 
(Ignimbrita) 1.20 4P de RLV de 100 kN --- --- 1.00 2.8 

 

P: Pasadas. RLV: Rodillo liso vibratorio. PC: Placa compactadora. *: Fuerza de impacto. 
 
 
Los campos de desplazamientos, deformaciones y esfuerzos en cada etapa y al final de la 

construcción se obtienen suponiendo condiciones de deformación plana. Si se desea modelar la 
no-linealidad mecánica se necesitan definir por lo menos siete de los nueve parámetros del 
modelo hiperbólico (Anexo 3), mientras que en el caso lineal basta definir los parámetros K  y 

, que a su vez, están dados como: bK aKPE =  y ab PKB = ; donde, , es la presión atmosférica 
ingresada en las mismas unidades que el módulo de deformabilidad 

aP
E , y que el módulo de 

compresibilidad volumétrica B , definido como: ( )ν213 −= EB ; siendo ν , la relación de 
Poisson. 

 
De esta manera, para cada material i  del terraplén, el modelo constitutivo lineal queda 

descrito por los parámetros  y , dados como: iK
ibK

 

a
i P

EK =   ( )ν213 −=
a

b P
EK

i
                                     (3.1) 

 
La malla de elementos finitos utilizada se muestra en la fig. 3.2. El dominio de la sección 

máxima de la cortina se dividió en 458 elementos incluidos en 24 capas, todos cuadriláteros. Se 
mantuvo la zonificación principal del cuerpo del terraplén (3 ,B T y ) considerando 
propiedades mecánicas específicas para cada material. 

C3

 
Durante la etapa de diseño de la presa se realizaron algunas determinaciones del 

comportamiento mecánico de los material aluvial  B3 (Montañez, 1991b), y poco después de 
iniciada su construcción, se realizaron algunas series de ensayes de compresibilidad con muestras 
del enrocamiento 3  colocado en la cortina, para varias densidades y condiciones de saturación C
(Montañez, Hacelas y Castro, 1993). 
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458 Elementos cuadriláteros                  
de cuatro nudos.

506 Nudos.

24 Capas.

 
 

Fig. 3.2 Malla de elementos finitos. 
 
 

3.1.3 Modelado de las incertidumbres. 

En principio, se podría establecer que la incertidumbre en la modelación del proceso 
constructivo de la presa se puede asociar a un doble origen: 1) la variabilidad espacial y 2) la 
medición y estimación de las propiedades de los materiales; sin embargo, conviene destacar lo 
siguiente. 

 

3.1.3.1 Variabilidad espacial. 

En la etapa de proyecto de una presa de tierra no se dispone de información acerca de la 
variabilidad espacial de las propiedades de los materiales, con excepción de la zonificación 
general involucrada en el proyecto mismo. Por lo tanto, al menos en los casos de estructuras de 
tierra, la modelación por campos descriptivos de la variabilidad espacial es generalmente 
impráctica e innecesaria por las siguientes razones (Auvinet et al., 2000): 

 
• La variabilidad espacial en estructuras de tierra compactadas en condiciones controladas 

es generalmente una fuente secundaria de incertidumbre, comparada con la carencia de 
datos confiables referentes a las propiedades mecánicas esperadas del suelo. Por ejemplo, 
la representatividad de pruebas de laboratorio (compresión triaxial, deformación plana o 
ensayes en odómetro) o de campo (pruebas de placa confinada) y la validez de 
estimaciones subjetivas o con base en correlaciones, son generalmente las principales 
fuentes de incertidumbre. 
 

• El comportamiento de grandes masas de tierra es controlado por promedios espaciales de 
las propiedades mecánicas, que cuentan con una varianza mucho menor que los valores 
locales, reduciendo así la importancia de la variabilidad espacial. 
 

• Cuando la evaluación de la incertidumbre se realiza en la etapa de diseño de una 
estructura de tierra, no se dispone de todos los datos acerca de la variabilidad espacial. 
Eventualmente se podría disponer de suficientes datos de campo como para obtener una 
estimación confiable de la función de auto-correlación espacial. No obstante, si la 
cantidad de información requerida se encuentra disponible, entonces una aproximación 
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probabilista acerca de la variabilidad espacial posiblemente no se justifique desde el punto 
de vista del ingeniero. 
 

• La variabilidad espacial no puede ser tomada en cuenta en un análisis de deformación o 
esfuerzo plano, porque la variación de las propiedades mecánicas a lo largo de la 
dirección normal a la máxima sección transversal o longitudinal de la presa, invalidaría 
las hipótesis mecánicas. Por lo tanto, en rigor, cualquier análisis estocástico con 
elementos finitos que pretenda tomar en cuenta la variabilidad espacial debería realizarse 
en tres dimensiones. 
 
 

3.1.3.2 Medición y estimación de propiedades. 

Con base en lo expuesto en el inciso anterior, este trabajo involucra la incertidumbre 
relacionada con la medición y estimación de las propiedades mecánicas de los enrocamientos del 
terraplén dentro del análisis con elementos finitos. Para ejemplificar este concepto se utilizó una 
metodología típica de evaluación de parámetros. El modelado de las incertidumbres, necesario 
para la definición de los momentos estadísticos de los parámetros del modelo constitutivo, se 
realizó de acuerdo al siguiente razonamiento. 

 
Los resultados de los ensayes en odómetro de 90 cm de diámetro efectuados en 

laboratorio con muestras del material 3  B (Montañez, 1991b) y en odómetro de 30 cm de 
diámetro con muestras del material 3  C (Montañez, Hacelas y Castro, 1993), además de los 
realizados con otras muestras de enrocamientos (Marsal, 1972), se utilizaron para definir los 
valores del módulo de compresibilidad volumétrica medio ( vm~ ) de los materiales del terraplén, 
en el intervalo de esfuerzos de 0.1-1.0 , es decir, aproximadamente antes del esfuerzo de 
compactación 

MPa
(Marsal, 1965); (Alberro, 1990). Por otro lado, los valores de la relación de 

Poisson ν , se definieron teniendo como referencia los determinados “in situ” en los 
enrocamientos, mediante grupos de celdas y extensómetros durante la construcción de varias 
presas (Alberro et al., 1998). 

 
Por ejemplo, el vm~  obtenido de los resultados del ensaye en odómetro con el material 3  

se consideró como valor esperado de este parámetro. No existen datos estadísticos que permitan 
definir la dispersión. Sin embargo, considerando en la base de datos de Marsal un enrocamiento 
del mismo origen, con propiedades de rotura de partículas y grado de compactación en el 
odómetro similares (tabla 3.2), se puede concluir que este parámetro es relativamente estable para 
materiales con rotura de partículas y peso volumétrico semejantes. De esta manera, se consideró 
razonable un coeficiente de variación del orden de 0.1 para el parámetro 

B

vm~  del material . En 
el caso del enrocamiento , solo fue posible definir de los resultados de laboratorio el valor 
esperado del m

B3
C3

v
~ , debido a que no se determinaron las propiedades índice que permitieran un 

muestreo representativo de la base de datos como para definir una dispersión objetiva; por lo que 
solo se estableció un intervalo de variación subjetivo con base en los datos disponibles. Esta 
opción también fue necesaria en el caso del material T , del que no se efectuaron ensayes de 
laboratorio. A los parámetros de los materiales T  y  se les asignó una incertidumbre mayor, 
debido a que sus valores esperados fueron estimados principalmente a partir de ensayes con otros 
enrocamientos y de resultados de instrumentación en otras cortinas. 

C3
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Tabla 3.2 Valores del módulo de compresibilidad volumétrica medio vm~  para los materiales 3  y 
. 

B
C3

 
vm~  

MATERIAL ORIGEN PROPIEDADES ÍNDICE 
MPav  0.11.0 ' ≤≤ σ

OBSERVACIONES

Relación de vacíos ei=0.25 

Rotura de partículas Bg=2% 
Aluvión 
natural del río 
Santiago. 
Material 3B 

Aluvial 
Densidad de sólidos Ss=2.61 

0.006177 
Material 
representativo de la 
zona 3B. 

Relación de vacíos ei=0.27 

Rotura de partículas Bg=1.7% 
Grava arena 
de “La 
Angostura” 

Aluvial 

Densidad de sólidos Ss=2.65 

0.00710 

Material del mismo 
origen y propiedades 
similares al de la 
zona 3B. 

----------------------------------- 

----------------------------------- 
Enrocamiento 
de ignimbrita. 
Material 3C 

Producto de 
excavaciones 

----------------------------------- 

0.016770 
Material 
representativo de la 
zona 3C. 

 
 
 
Un razonamiento análogo se utilizó para definir los momentos estadísticos de la relación 

de Poisson, pero ahora con referencia en los resultados de la tabla 3.3, bajo la hipótesis de que 
ν ∼ vm~ . 

 
 
 

Tabla 3.3 Valores de la relación de Poisson ν  determinados en forma indirecta mediante grupos de 
celdas y extensómetros durante la construcción de varias presas (Alberro et al., 1998). 
 

PRESA ZONA ORIGEN MATERIAL ν  OBSERVACIONES 

0.34 Valor obtenido en grupo 9 Enrocamiento 
compactado 

Material de 
cantera Areniscas sanas 

0.35 Valor obtenido en grupo 6 

Filtros Material en 
greña 

Aluvión triturado 
limpio 0.42 Valor obtenido en grupos 7 y 8 “El Caracol” 

Transición Material de 
cantera Areniscas sanas 0.33 Valor obtenido en grupo 3 

0.16 Valor obtenido en grupo 4A 
Enrocamiento  

Material 
producto de 

excavaciones 

Arenisca poco 
cementada con 
notable rotura de 
partículas 0.21 Valor obtenido en grupos 4C y 4D 

0.21 Valor obtenido en grupos 3C y 3D 
Filtros Aluvial Grava y arena 

0.33 Valor obtenido en grupo 3A 

“Peñitas” 

Transición Aluvial Grava y arena 0.33 Valor obtenido en los grupos 6A, 6C y 6D 
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Lo expuesto en los párrafos anteriores intenta mostrar que una de las principales fuentes 

de incertidumbre involucradas en la evaluación de los parámetros del modelo constitutivo, se 
debe a los errores aleatorios y sistemáticos asociados a los ensayes, además de los que se cometen 
durante la estimación de las propiedades mecánicas. 

 
Los valores esperados y coeficientes de variación finalmente considerados como 

representativos de cada material para este análisis se muestran en la tabla 3.4. Las incertidumbres 
en este caso representan un intervalo de variación posible de las propiedades de los 
enrocamientos. Este intervalo refleja en sí el conocimiento y la ignorancia que se tiene en el 
comportamiento de los enrocamientos que constituyen el terraplén, y podría variar de un 
observador a otro. 

 
 

Tabla 3.4 Valores esperados y coeficientes de variación del módulo de compresibilidad volumétrica 
vm~  y de la relación de Poisson ν . 

 

MATERIAL 
{ } { }voc mEME ~1=  

MPa 
( )ocv MC  { }νE  ( )νvC  

3B 165 0.10 0.30 0.10 
T 100 0.20 0.35 0.15 

3C 60 0.20 0.35 0.17 

 
 
De los valores esperados { }ocME  y { }νE  y de los coeficientes de variación ( )ocv MC  y 

( )νvC  para los materiales  3 , mostrados en la tabla 3.4, se efectuó un cálculo de 
primeros momentos 

TB,3  y C
(véase el inciso 1.3.1.2) en el que se obtuvieron los valores esperados, 

varianzas y covarianzas de las funciones: 
 

a

occ
i P

MK ν=   ( )ν
ν

213 −=
a

occ
b P

MK
i

                        (3.2) 

 
para el modelo lineal (véase el Anexo 3); donde, cν 1, es una función de la relación de Poisson v . 

 
Para  se consideró un valor constante de 0  . En el cálculo se consideró una 

correlación positiva perfecta entre 
aP 1. MPa

vm~  y ν  ( 1, =νρ
vm ). Obsérvese que como en las funciones  

y  se hizo 
iK

ibK voc mM ~1= , la correlación entre vm~  y ν  en realidad se debe escribir; 1, −=νρ
ovM , 

es decir, el cálculo de primeros momentos se realizó bajo la hipótesis de que: { }νE ∼ { }ocME1 . 
 
Los resultados del análisis se muestran en la tabla 3.5. Si bien los valores indicados son 

sensibles a los valores esperados de  , ocM ν  y sus varianzas, debido a la no-linealidad de las 
funciones  y , se observa que, bajo la hipótesis de cálculo, una correlación negativa entre iK

ibK
ν  y  conduce a una amplificación de la incertidumbre en  y a una marcada reducción de ocM iK

                                                 
)1 ( )( ) ( νννν −−+= 1211c  
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las incertidumbres iniciales en . El coeficiente de correlación entre  y  resultó muy 
próximo a la unidad. 

ibK

KE

iK
ibK

Kρ

iK

 
 

Tabla 3.5 Valores esperados y coeficientes de variación de los parámetros del modelo lineal. 
 

MATERIAL { } 
(---) 

( )KCv  { }bKE  
(---) 

( )bv KC  
bK,  

3B 121.70 0.185 101.10 0.035 ≅ 1.0 
T 60.30 0.438 66.30 0.089 ≅ 1.0 

3C 35.8 0.472 39.30 0.077 ≅ 1.0 

 
 
Realizando el análisis para otras condiciones de correlación se observaron las siguientes 

tendencias: 
 

• Suponiendo una independencia entre ν  y , la incertidumbre en  presenta 
un ligero aumento, mientras que la incertidumbre inicial prácticamente se 
mantiene en . 

ocM iK

ibK
 

• Una correlación positiva perfecta entre ν  y , provoca una reducción en la 
incertidumbre en  y un aumento de las incertidumbres iniciales en . El 
coeficiente de correlación entre  y  en este caso resultó muy próximo a 

ocM

ibK

iK
ibK 1− . 

 
 

3.2 ANÁLISIS ESTOCÁSTICO. 

El modelado de la construcción del terraplén se realizó con el método de los elementos 
finitos estocásticos incorporando al programa determinista, el método de aproximación de 
segundos momentos (SMA), el método de estimación puntual de Rosenblueth (PEM) y el método 
directo de Monte Carlo (MCSM). Se aprovecharon las ventajas que presentan cada uno de los 
métodos probabilistas para el análisis estocástico. El método SMA se utilizó para evaluar la 
influencia de cada uno de los parámetros del modelo sobre los campos de desplazamientos y 
esfuerzos, así como la influencia de la correlación entre los parámetros aleatorios. Por otra parte, 
el PEM se utilizó para comparar los resultados del SMA cuando los parámetros del modelo 
constitutivo se consideraron independientes; mientras que el MCSM se utilizó como un marco de 
referencia para la validación de los resultados del SMA, cuando los parámetros aleatorios del 
modelo constitutivo se consideraron correlacionados. 

 

3.2.1 Aproximación de segundos momentos. 

El método es principalmente ventajoso cuando los parámetros del modelo constitutivo y 
eventualmente las solicitaciones, se considerarán como la principal fuente de incertidumbre. 
Como se mencionó en el inciso 2.1.1.1, consiste básicamente en sustituir la función implícita que 
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relaciona los resultados del análisis con la incertidumbre en las variables, por un desarrollo 
truncado en serie de Taylor alrededor del valor esperado de las mismas. 

 
Las derivadas parciales del desarrollo en serie de Taylor se obtuvieron numéricamente 

con la técnica del cociente polinomial (véase el inciso 2.1.1.2). Esta técnica se utilizó de manera 
externa al programa determinista. La fig. 3.3 presenta el diagrama de flujo para la aproximación 
de segundos momentos. La metodología de cálculo que se muestra se puede resumir como sigue: 

 
• A partir de los valores esperados, varianzas y matriz de correlación de los 

parámetros aleatorios involucrados en el análisis, se obtienen los valores 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]4y    3,2,1,0 iiiii VVVVV  para cada uno de los parámetros aleatorios del 

modelo. 
 

• Después de modificar cada uno de los parámetros constitutivos con cada uno de 
los valores V  y ejecutar el programa determinista, para cada uno de ellos por 
separado; es decir, manteniendo los demás valores iguales a su valor esperado, se 
evalúan los coeficientes a  que permiten finalmente el calculo de las 
derivadas parciales 

i

521 ,, aa K

{ } ivU∂ , las cuales a su vez, permiten aplicar las ecuaciones 
del método de perturbaciones. 

 
 
En este trabajo se han utilizado cinco valores discretos para cada variable aleatoria, cuatro 

de ellos alrededor de su valor esperado, contenidos dentro de un intervalo igual a dos 
desviaciones estándar, y el restante igual a su valor esperado. Es decir, por lo menos en una 
ocasión todos los parámetros coinciden con su valor esperado. Por lo tanto, para el cálculo de la 
derivada parcial de alguno de los campos con respecto a uno de los parámetros del modelo, es 
necesario ejecutar el programa determinista cuatro veces. Siendo seis el número total de 
parámetros aleatorios en el modelo, el número de veces que hay que llamar al programa 
determinista es igual a 24 mas una ocasión con los valores esperados. 

 
Obsérvese en la fig. 3.3 que la matriz de covarianza se puede modificar de manera 

independiente al cálculo de las derivadas parciales, por lo tanto, este método permite evaluar la 
influencia de cada uno de los parámetros aleatorios del modelo y el cálculo de varianzas para 
diversas matrices de correlación en forma directa. 
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Fig. 3.3 Diagrama de flujo (SMA). 

 
 

3.2.2 Método de estimación puntual. 

El método de estimación puntual desarrollado por Rosenblueth (1975) consiste en 
aproximar una densidad de probabilidad continua con distribuciones de probabilidades asociadas 
a valores puntuales; de esta manera se pueden estimar los primeros momentos de una función de 
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variables aleatorias considerando únicamente los dos primeros momentos de cada una de ellas. 
La aproximación del método se puede mejorar involucrado un mayor número de valores 
puntuales, sin embargo, en este trabajo nos limitamos al caso de dos puntos de estimación. 

 
La efectividad del método ha sido comprobada ampliamente en diversos problemas en los 

que el número de variables aleatorias es reducido y/o cuando son independientes. Sin embargo, 
cuando el número de variables aleatorias correlacionadas es mayor que tres, no conviene aplicar 
el método original con dos puntos de estimación debido a que no es posible involucrar a todas 
ellas en el cálculo de las “probabilidades discretas” (véase el inciso 2.1.2.2), además de que aun 
cuando es posible involucrar a las variables correlacionadas, se obtienen valores negativos de las 
probabilidades para algunas combinaciones de signos ± , cuando el coeficiente de correlación 
entre las variables es mayor que 0.5. Existen diversas propuestas para resolver estas desventajas, 
sin embargo, en este estudio el PEM solo se ha utilizado para comparar los resultados del SMA 
en el caso en que las variables se consideraron independientes. Así, al mismo tiempo se 
verificaron los resultados del cálculo numérico de las derivadas parciales. 

 
La fig 3.4 muestra el diagrama de flujo que representa el proceso de cálculo del método de 

estimación bipuntual utilizando el programa determinista de elementos finitos. El proceso se 
resume como sigue: 

 
• Se modifica cada uno de los elementos del vector de parámetros del modelo 

constitutivo para cada una de las  posibles combinaciones de signos N2 ± , siendo 
, el número total de variables aleatorias. N

 
• Se ejecuta el programa determinista para cada una de esas posibles combinaciones. 

Cuando las variables son independientes y la densidad es simétrica las 
probabilidades están dadas como NP 21= . 

 
 
Como en este trabajo se ha utilizado el modelo constitutivo lineal, queda descrito por los 

parámetros aleatorios  y . Siendo tres el número de materiales con distintas propiedades 
aleatorias en el terraplén, el número total de posibles combinaciones de los signos , utilizando 
dos valores puntuales, es igual a 2 . Es decir, el número de veces que se requiere ejecutar el 
programa determinista para definir las varianzas de los desplazamientos, deformaciones y 
esfuerzos en cada nodo o elemento, es igual a 64. 

iK
ibK

±
646 =
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Fig. 3.4 Diagrama de flujo (PEM). 
 
 

3.2.3 Método de Monte Carlo. 

El proceso de simulación con el método de Monte Carlo involucra la generación de un 
vector de valores de los parámetros aleatorios del modelo, respetando sus densidades y las 
correlaciones existentes entre ellos, y la realización del análisis numérico del problema de interés 
hasta definir la tendencia central, la dispersión e incluso la densidad de probabilidad de la 
respuesta del modelo. 

 
Se consideró una densidad de probabilidad Gaussiana para todas las variables. Se utilizó 

el método de Cholesky para diagonalizar la matriz de covarianza (véase el inciso 2.4.1.2). Se 
observó que eventualmente ocurrían valores negativos para dos de los parámetros al momento de 
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)
generar las variables normales correlacionadas; por lo que fue necesario utilizar una densidad de 
probabilidad truncada ( σ3±≅  para evitar estos inconvenientes. 

 
El diagrama de flujo que representa el proceso de simulación con el método directo de 

Monte Carlo se ilustra en la fig. 3.5. El proceso de generación de las variables normales 
correlacionadas se realizó con un programa externo e independiente que permitió la preparación 
de los archivos de datos para el programa determinista. De esta manera se logró observar el 
comportamiento de las variables aleatorias correlacionadas generadas, antes de realizar alguna 
simulación. 

 

 
 

Fig. 3.5 Diagrama de flujo (MCSM). 
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La observación anterior permite advertir que los resultados de la simulación no tienen 

porque constituir una verdadera referencia objetiva que evalúe los resultados del método de 
segundos momentos, y en general de los métodos de perturbaciones. En efecto, mientras que el 
SMA no cuestiona la forma de la distribución de probabilidad de los parámetros aleatorios, en las 
simulaciones con el MCSM los resultados dependen en gran manera del comportamiento de las 
variables aleatorias correlacionadas generadas. 
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3.3 DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS DEL MEFE. 

El análisis determinista del proceso constructivo del terraplén en la sección transversal 
máxima se complementó con el método de los elementos finitos estocásticos, investigando la 
influencia de ambos parámetros del modelo constitutivo de manera aislada y para diferentes 
condiciones de correlación. El análisis estocástico se realizó para los campos de desplazamientos 
y esfuerzos al final de la construcción. Además, los campos de desplazamientos verticales y 
totales y el de esfuerzos verticales se analizaron conforme al crecimiento del terraplén. 

 

3.3.1 Análisis de sensibilidad. 

Con la intención de visualizar cuantitativamente la respuesta de los campos de 
desplazamientos y esfuerzos ante la incertidumbre en cada uno de los parámetros del modelo 
constitutivo, se realizó el análisis de sensibilidad considerando un coeficiente de variación 
idéntico para ambos parámetros de cada material, según se aprecia en la tabla 3.6. Este análisis se 
realizó con el método SMA en todos los casos. 

 
 

Tabla 3.6 Valores esperados y coeficientes de variación de los parámetros del modelo lineal para el 
análisis de sensibilidad. 

 

MATERIAL { }KE  
(---) 

( )KCv  { }bKE  
(---) 

( )bv KC  

3B 121.70 0.185 101.10 0.185 
T 60.30 0.438 66.30 0.438 

3C 35.80 0.472 39.30 0.472 

 
 
En algunos nodos o elementos donde el valor esperado de los resultados es cero o cercano 

a cero, los valores del coeficiente de variación tienden localmente a infinito. En estos casos la 
incertidumbre se ha descrito en términos de la desviación estándar. 

 

3.3.1.1 Desplazamientos. 

Desplazamiento horizontal (∆X). En la fig. A1.1 se muestra la distribución del valor 
esperado del desplazamiento horizontal en la sección transversal máxima. El máximo valor 
esperado es de 0.64 m, que corresponde a 0.0036 H  y se ubica dentro de la zona 3  a una altura C
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aproximada de 0.37 H ; siendo H , la altura del terraplén. La principal tendencia del 
desplazamiento a lo largo del eje central de la cortina es hacia aguas abajo. 

K

C3

 
Influencia de K. Para investigar la sensibilidad del desplazamiento horizontal ante la 

incertidumbre en el parámetro K , se hace ( ) 0=bv KC , es decir, se mantiene la incertidumbre en 
el parámetro K  de cada material mientras que los valores de  se consideran deterministas. La bK
fig. A1.2 muestra la distribución de la desviación estándar del desplazamiento horizontal. El valor 
máximo igual a 0.35 m ocurre en la zona  a una altura ligeramente mayor que 0.37C3 H . En esa 
zona se tiene un coeficiente de variación igual a 0.58, mientras que el coeficiente de variación del 
parámetro K  para el material 3  es igual a 0.47; es decir, la incertidumbre inicial parece 
amplificarse en esa zona. La desviación estándar crece hacia el tercio inferior del talud de aguas 
abajo, en tanto que en la base y la cresta del terraplén es nula debido a que en esas zonas se 
imponen condiciones de frontera. 

C

 
Influencia de Kb. En este caso se hace ( ) 0=KvC  y se mantiene la incertidumbre en  

para cada material. La 
bK

fig. A1.3 muestra la influencia de  en el desplazamiento horizontal a 
través de la desviación estándar. A diferencia del parámetro 

bK
K , la desviación estándar se 

concentra en la parte inferior de ambas fronteras interiores con distintas propiedades mecánicas. 
Sin embargo, la desviación estándar máxima, que ocurre en la frontera entre los materiales T  y 

, es de 0.13 m, equivalente a un C3 29.0=vC

b

. Por lo tanto, el desplazamiento horizontal es 
menos sensible a la incertidumbre en . 

 
Desplazamiento vertical (∆Y). El valor esperado del desplazamiento vertical se 

presenta en la fig. A1.4, donde se puede apreciar que el máximo ocurre en un área que comprende 
a los materiales T  y , a una altura de 0.65 H . El valor esperado del desplazamiento vertical 
máximo es de aproximadamente 1.0 m, que corresponde a 0.006 H . 

 
Influencia de K. Procediendo de la manera señalada en el punto anterior es posible 

verificar la participación de la incertidumbre en K  sobre el desplazamiento vertical (fig. A1.5). 
La desviación estándar máxima es de 0.18 m y ocurre en las zonas T  y 3 . El coeficiente de 
variación en esa zona es igual a 0.20, mientras que el 

C
( )KvC  de los materiales T  y 3  es de 

aprox. 0.40; por lo tanto, se presenta un efecto de compensación estadística. La distribución de la 
incertidumbre corresponde aproximadamente con la distribución del valor esperado. 

C

 
Influencia de Kb. La fig. A1.6 muestra la distribución de la desviación estándar del 

desplazamiento vertical dada la incertidumbre en . En este caso tiende a concentrarse en el 
tercio inferior de la zona central. El máximo resulta de 0.12 m. En esa misma zona el coeficiente 
de variación correspondiente es de 0.15. Comparando este valor con el encontrado en la 
influencia de 

bK

K  se puede concluir que la influencia de ambos parámetros es prácticamente 
idéntica. Sin embargo, como se puede apreciar en la fig. 3.6, la participación de la incertidumbre 
en  llega a ser más importante en la parte inferior de la cortina hasta aprox. un tercio de la 
altura. Esto se podría explicar teniendo en cuenta que en esa zona ocurre un mayor esfuerzo 
octaédrico y además, que el asentamiento tiende a crecer hacia el centro del terraplén. 

bK

 
 
 
 



3. Aplicación del MEFE al modelado de la presa “AGUAMILPA” 
 

54 

 
 

35

50

65

80

95

110

125

140

155

170

185

200

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Desviación Estandar, m

El
ev

ac
ió

n,
 m

.

K
Kb 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3.6 Influencia de los parámetros del modelo en la desviación estándar del desplazamiento 
vertical al centro del terraplén (m). 

 
 

3.3.1.2 Esfuerzos. 

Esfuerzo horizontal (σX). El valor esperado del esfuerzo horizontal se muestra en la 
fig. A1.7. Su distribución corresponde aproximadamente con la de una sección simétrica. El valor 
esperado máximo se tiene en la zona central inferior (1.2 MPa). 

 
Influencia de K. La desviación estándar máxima ante la incertidumbre en K es igual a 

0.22 MPa. El coeficiente de variación en esa zona resulta aprox. 0.18, mientras que cerca de la 
cresta sobre el talud de aguas arriba, es decir, donde el valor esperado del esfuerzo horizontal es 
pequeño, vale 0.55. En el entorno del contacto entre los materiales T  y 3 , donde existe una 
concentración de esfuerzos cortantes debido a la diferencia en compresibilidad de ambos 
materiales, se alcanza un C , mientras que en amplias zonas de ambos respaldos el C  
varía entre 0.10 y 0.20 

C

25.0=v v

(véanse las figs. A1.7 y  A1.8). 
 
Influencia de Kb. En este caso la desviación estándar máxima es igual a 0.30 MPa y el 

coeficiente de variación correspondiente en esa zona es 0.25. Se ubica en la parte central inferior 
de la zona T . Como se puede observar en la fig. A1.9, en una zona muy amplia de la parte 
superior del cuerpo del terraplén la desviación estándar del esfuerzo horizontal oscila entre 0.0 y 
0.02. Por lo tanto, la influencia del parámetro  se aprecia principalmente en las zonas donde 
existe un mayor esfuerzo octaédrico. 

bK

 
Esfuerzo vertical (σY). La fig. A1.10 muestra que el valor esperado del esfuerzo vertical 

es muy sensible a la variación en las propiedades mecánicas de los distintos materiales. En un 
plano horizontal cercano al fondo de la presa, varia de 3.0 MPa en la zona  a 1.8 MPa en la 
zona  pasando por 2.2 MPa en la zona 

B3
C3 T ; es decir, se presenta una transferencia de esfuerzos 

de las zonas más compresibles a las menos compresibles. 
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Influencia de K. Las zonas más sensibles a la variación de K  se localizan alrededor de 

las fronteras materiales interiores (fig. A1.11), donde ocurre una concentración de los esfuerzos 
cortantes. La desviación estándar máxima se presenta en el contacto  con un valor de 0.22 
MPa. El coeficiente de variación correspondiente equivale al máximo que ocurre dentro del 
cuerpo de la cortina y es igual a 0.13. El 

T−B3

( )KvC  en el material 3  es de 0.19 y en el material B T  
es de 0.44; por tanto, se presenta de nueva cuenta un efecto de compensación estadística en la 
respuesta del esfuerzo vertical ante la incertidumbre en el parámetro K . 

 
Influencia de Kb. Mientras que las zonas más sensibles a la variación de K  se ubican a lo 

largo de las fronteras entre materiales con distintas propiedades mecánicas, la desviación estándar 
del esfuerzo vertical ante la incertidumbre en  se concentra en la parte inferior del contacto 
entre los materiales 3B-T, donde el esfuerzo octaédrico es mayor, alcanzando un valor máximo 
de 0.17 MPa 

bK

(fig. A1.12). De esta manera, los esfuerzos verticales son menos sensibles a las 
variaciones en el parámetro . En las fronteras donde el esfuerzo vertical es cero la 
incertidumbre es nula. 

bK

 
La fig. 3.7 presenta los valores de la desviación estándar calculados en distintos planos 

horizontales, de acuerdo a los valores de dispersión mostrados en el recuadro superior izquierdo. 
Es evidente el contraste en los valores de la desviación estándar en la zona de respaldos con 
respecto a las zonas de interacción en ambas influencias. Solo en el contacto inferior entre los 
materiales  y B3 T  y fuera de las zonas de interacción, los valores de las influencias de K  y  
son casi idénticas. 

bK
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Fig. 3.7 Influencia de los parámetros del modelo en la desviación estándar del esfuerzo vertical 

(MPa). 
 
 
Esfuerzo cortante (τXY). El valor esperado del esfuerzo cortante se presenta en la fig. 

A1.13. El máximo se alcanza cerca del pié del talud de aguas arriba (0.35 MPa). A simple vista la 
distribución de los esfuerzos cortantes sugieren la posibilidad de que los círculos potenciales de 
deslizamiento se presenten localmente, cercanos al pie del talud en ambos lados del terraplén. En 
las figs. A1.14 y A1.15, se muestran los valores de la desviación estándar dada la incertidumbre 
en K  y , respectivamente. bK
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Influencia de K. La influencia de la incertidumbre en K  sobre el esfuerzo cortante se 

manifiesta de manera mas pronunciada a lo largo de las fronteras materiales interiores, llegando a 
un valor máximo de la desviación estándar igual a 0.14 MPa en la parte inferior del contacto 

. Es decir, la distribución de la desviación estándar sigue aprox. la concentración de 
esfuerzos cortantes. 

CT 3−

 
Influencia de Kb. La distribución de la desviación estándar debida a la incertidumbre en 

el parámetro  tiende a concentrarse en las partes inferiores de los contactos materiales, 
alcanzando un valor máximo de 0.12 MPa. En este caso se presenta una zona muy amplia en la 
parte superior de la cortina con una incertidumbre muy pequeña 

bK

( )02.00.0 ≤≤ vC , la cual esta 
relacionada con esfuerzos cortantes pequeños y bajos niveles de esfuerzo octaédrico. 

 
Relación de esfuerzos principales (σ1/σ3). La distribución del valor esperado de la 

relación de esfuerzos principales se ilustra en la fig. A1.16. Los valores más elevados se presentan 
cerca de la cresta y cerca de las bermas del talud de aguas abajo. En la zona  donde se tienen 
los efectos más importantes de interacción se alcanzan valores de hasta 6.5. Este valor es muy 
próximo al determinado en ensayes triaxiales en muestras con granulometría trasladada y 
ajustada al contenido de la fracción fina del material 3  

B3

B (Montañez, 1991b). 
 
Influencia de K. Aunque en general la distribución del coeficiente de variación es un 

tanto errática, se puede distinguir que la magnitud más elevada ocurre en la parte baja de las 
zonas T  y 3 , alcanzando un valor de 0.21. En la zona 3 , donde ocurren los valores esperados 
más grandes, el coeficiente de variación oscila entre 0.10 y 0.19. La incertidumbre crece de los 
taludes exteriores hacia el centro y del centro hacia la parte inferior del terraplén 

C B

(fig. A1.17); es 
decir, existe la tendencia a concentrarse a lo largo de las fronteras materiales interiores donde se 
tienen concentraciones de esfuerzos cortantes. 

 
Influencia de Kb. Las zonas más sensibles a la dispersión de  se localizan en la parte 

inferior del terraplén, alcanzando un coeficiente de variación máximo de apenas 0.045. En 
amplias zonas de la cortina el coeficiente de variación pasa de 0.01 a 0.03, manifestando de esta 
manera una aparente insensibilidad de la relación de esfuerzos principales a la variación de  

bK

bK
(fig. A1.18). 

 

3.3.1.3 Resumen de resultados. 

Para comparar la participación de los parámetros del modelo en la incertidumbre de cada 
uno de los campos analizados, la tabla 3.7 resume los valores más representativos del coeficiente 
de variación de la respuesta, junto con los valores de las incertidumbres iniciales. Los valores 
mostrados en los campos de desplazamientos y esfuerzos fueron calculados localmente, en donde 
ocurrió la desviación estándar máxima. 

 
De los resultados encontrados en el análisis de sensibilidad se desprenden las siguientes 

observaciones: 
 

• Con excepción de los desplazamientos horizontales y de los esfuerzos cortantes en 
los que se presentan valores esperados muy próximos a cero dentro del cuerpo del 
terraplén, ocurre un acentuado efecto de reducción de varianza en todos los 
campos analizados. 
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• En los campos de desplazamientos la influencia de la dispersión en el parámetro 
 no es del todo despreciable. bK

 
• Las variaciones en  tienen una influencia muy pequeña en los campos de 

esfuerzos verticales y en el de la relación de esfuerzos principales, en tanto que su 
participación en los esfuerzos horizontales y en los cortantes es semejante a la del 
parámetro 

bK

K . 
 

• En los campos de desplazamientos, la influencia del parámetro K  se distribuye 
aproximadamente conforme a la distribución de los valores esperados, mientras 
que en los campos de esfuerzos tiende a manifestarse a lo largo de las fronteras 
interiores con distintas propiedades mecánicas, donde la concentración de 
esfuerzos cortantes es mayor. 

 
• En todos los campos de desplazamientos y de esfuerzos analizados, la influencia 

del parámetro  tiende a concentrarse hacia las partes bajas del terraplén, donde 
el esfuerzo octaédrico es mayor. 

bK

 
 

Tabla 3.7 Resumen de las influencias de los parámetros en los distintos campos analizados. 
 

Incertidumbres iniciales 

MATERIAL ( )KCv  ( )bv KC  CAMPO Influencia de K Influencia de Kb 

∆X Cv ≈ 0.58 Cv ≈ 0.29 3B 0.185 0.185 
∆Y Cv ≈ 0.20 Cv ≈ 0.15 
σX Cv = 0.40 Cv = 0.35 T 0.438 0.438 
σY Cv = 0.13 Cv = 0.04 
τXY Cv ≈ 0.62 Cv ≈ 0.40 3C 0.472 0.472 

σ1/σ3 Cv = 0.25 Cv = 0.07 
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3.3.2 Influencia de la correlación. 

Una vez identificada la influencia de cada uno de los parámetros de manera aislada, se 
investigó su influencia conjunta para los siguientes tres casos de correlación: 

 
• Caso 1. Se supuso que todos los parámetros materiales eran independientes. En 

este caso el análisis se realizó con el SMA y con el PEM. 
 

• Caso 2. Se consideró una correlación positiva perfecta entre los parámetros  y 
 de los tres materiales. Los resultados del análisis con el SMA se compararon 

con los del MCSM. 

iK

ibK
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• Caso 3. Se consideró una correlación positiva perfecta entre los parámetros de los 

materiales T  y 3 . El análisis estocástico se realizó con el SMA. C
 
 
En todos los casos se analizó la sección transversal máxima. Los valores esperados y 

coeficientes de variación utilizados en el análisis fueron los que se muestran en la tabla 3.8 (véase 
el inciso 3.1.3.2). 

 
 

Tabla 3.8 Valores esperados y coeficientes de variación de los parámetros del modelo lineal para el 
análisis de la influencia de la correlación. 

 

MATERIAL { }KE  
(---) 

( )KCv  { }bKE  
(---) 

( )bv KC  

3B 121.70 0.185 101.10 0.035 
T 60.30 0.438 66.30 0.089 

3C 35.80 0.472 39.30 0.077 

 
 
En las zonas que presentan un cambio de signo en el valor esperado se tienen magnitudes 

nulas o muy próximas a cero; por lo que en esos casos la incertidumbre se ha descrito en términos 
de la desviación estándar. 

 

3.3.2.1 Desplazamientos. 

Desplazamiento horizontal (∆X). Con la intención de resaltar las diferencias en cuanto 
a la distribución y magnitud de la desviación estándar en la máxima sección transversal del 
terraplén, las figs. A1.19, A1.20 y A1.21 presentan los resultados para cada uno de los tres casos 
analizados, en el mismo orden señalado anteriormente. 

 
La desviación estándar máxima se tiene en el caso 3, con un valor de 0.40 m. Se localiza 

en el tercio medio de la zona . En los casos 1 y 2 las desviaciones máximas son iguales a 0.35 
m y 0.32 m, respectivamente. Su distribución en los tres casos es muy semejante; nula cerca de la 
base y la cresta (donde se impusieron las condiciones de frontera) y apenas de 0.05 m en una 
zona muy amplia del talud de aguas arriba (material 3 ), donde los parámetros de dispersión 
iniciales son pequeños. 

C3

B

 
La distribución de la desviación estándar bajo las condiciones de análisis indicadas en el 

caso 1, se muestra en las figs. A1.22a y A1.22b, calculada con el SMA y con el PEM, 
respectivamente. Como se puede apreciar los resultados coinciden en distribución, sin embargo, 
el valor máximo obtenido con el PEM es de 0.50 m, es decir, 0.15 m mayor que el obtenido con 
el SMA. 

 
Las figs. A1.23a y A1.23b presentan los resultados del SMA y los del MCSM, 

respectivamente, bajo las condiciones de análisis del caso 2. En la fig. A1.24 se ilustra el criterio 
de convergencia utilizado en las simulaciones. El margen de error en la estimación de la 
esperanza del desplazamiento horizontal resulta de aprox. 0.02 m con un 99% de confianza. Del 
análisis comparativo se concluye que la distribución de la desviación estándar presenta una 
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imagen casi idéntica; sin embargo, los resultados con el SMA tienden a ser menores. Con el 
MCSM se tiene una desviación estándar máxima de 0.45 m; es decir, 0.13 m mayor que la 
calculada con el SMA. 

 
Desplazamiento vertical (∆Y). La desviación estándar tiende a concentrarse en las 

zonas T  y , según se puede apreciar en las C3 figs. A1.25, A1.26 y A1.27, calculada para cada 
uno de los tres casos de análisis con el SMA. La máxima incertidumbre se presenta en el caso 3 
(materiales T  y 3  correlacionados), con un valor máximo de 0.26 m. Obsérvese que su 
distribución sigue aproximadamente la del valor esperado. 

C

 
En la fig. 3.8 se presentan los valores de la desviación estándar al final de la construcción 

a lo largo del eje central del terraplén, para cada uno de los tres casos de análisis. Se puede 
apreciar que la desviación estándar aumenta conforme aumenta el número de parámetros 
correlacionados. De esta manera, conforme aumenta el número de parámetros correlacionados en 
el desplazamiento vertical disminuye el efecto de reducción de varianza. 
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Fig. 3.8 Influencia de la correlación en la desviación estándar del desplazamiento vertical al centro 
del terraplén (m). 

 
 
El análisis bajo las condiciones del caso 1 se realizó además con el PEM. Los resultados 

se comparan en las figs. A1.28a (SMA) y A1.28b (PEM). La distribución de la desviación 
estándar en ambos métodos es prácticamente idéntica. Las magnitudes presentan una ligera 
diferencia. El valor máximo obtenido con el SMA es de 0.18 m, mientras que con el PEM resulta 
de 0.22 m. La fig. 3.9 muestra las diferencias entre los resultados de ambos métodos en el centro 
del terraplén. En general, los resultados con el PEM tiende a ser ligeramente superiores a los del 
SMA pero coinciden ampliamente en cuanto a su distribución, es decir, siguiendo 
aproximadamente la distribución del valor esperado. 
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Fig. 3.9 Desviación estándar del desplazamiento vertical al centro del terraplén (m). Comparación 
entre (SMA) y (PEM). 

 
 
Siguiendo el mismo esquema comparativo, los resultados del SMA bajo las condiciones 

de correlación dadas en el caso 2 se compararon con los del MCSM. El comportamiento del 
coeficiente de variación del desplazamiento vertical en el nodo 193 en función del número de 
simulaciones, se presenta en la fig. 3.10. En este caso, con un 99% de confianza el margen de 
error en la estimación de la esperanza del desplazamiento vertical es de aprox. 0.015 m. Los 
resultados de la desviación estándar de ambos métodos se ilustran en las figs. A1.29a y A1.29b. 
Como se puede apreciar, la distribución de la incertidumbre coincide ampliamente, sin embargo, 
mientras que con el MCSM se tiene una desviación máxima de 0.34 m, la correspondiente al 
SMA es de 0.20 m. En la fig. 3.11 se pueden apreciar las diferencias encontradas al centro del 
terraplén. En general el SMA parece por tanto, subestimar la incertidumbre en ambos campos de 
desplazamientos. 
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Fig. 3.10 Convergencia del desplazamiento vertical. 
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Fig 3.11 Desviación estándar del desplazamiento vertical al centro del terraplén (m). Comparación 
entre (SMA) y (MCSM). 

 
 
En la tabla 3.9 se resumen los resultados del análisis estocástico del desplazamiento 

vertical. Se muestran los valores esperados máximos y sus correspondientes coeficientes de 
variación para los tres casos analizados. Si bien los valores máximos del coeficiente de variación 
son ligeramente superiores a los mostrados, se puede apreciar una efecto de reducción de 
varianza. La dispersión mas elevada corresponde al caso 3, en el que se consideró una correlación 
positiva perfecta entre los parámetros de los materiales T  y . C3

 
 

Tabla 3.9 Valores esperados máximos del desplazamiento vertical y su coeficiente de variación. 
 

( )YvC ∆  
MÉTODO { }YE ∆  

(m) 0, =
ii KbKρ  1, =

ii KbKρ  13, =CTρ  

SMA -1.00 -0.18 -0.21 -0.26 

PEM -1.10 -0.20 ------ ------ 

MCSM -1.06 ------ -0.28 ------ 

 
 
Para explorar el comportamiento del coeficiente de variación en los resultados del 

desplazamiento vertical conforme al avance de la construcción, se calculó la incertidumbre en 
todos los nodos situados a lo largo de un plano horizontal. El análisis se realizó a cada dos capas 
con el SMA. La fig. 3.12 muestra los resultados para uno de los planos analizados por debajo de 
la capa 10, aproximadamente al nivel en donde ocurre el asentamiento máximo. Los cálculos se 
efectuaron para las tres condiciones de correlación mencionadas anteriormente. 
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Cada una de las curvas en la fig. 3.12 representa un incremento de carga. La configuración 

del coeficiente de variación sigue aproximadamente la del asentamiento. La evolución de la 
incertidumbre en el material 3  es distinta a la de los materiales B T  y . Dentro del material 

 tiende a aumentar hacia el final de la construcción conforme a los casos de correlación 1 a 3; 
mientras que en los materiales 

C3
B3

T  y 3  se observa que la incertidumbre tiende a disminuir hacia 
el final de la construcción independientemente de la hipótesis de correlación. La explicación de 
estas tendencias se podría encontrar en el gradiente del asentamiento; es decir, el coeficiente de 
variación evoluciona de manera distinta debido a que los valores esperados aumentan con mayor 
rapidez en los materiales más compresibles. Estas tendencias se pueden apreciar con mayor 
claridad en los nodos extremos de ambos taludes. Bajo la hipótesis de correlación del caso 3 en la 
que los parámetros de los materiales 

C

T  y  se consideraron perfectamente correlacionados, se 
aprecia un comportamiento homogéneo del coeficiente de variación en esa zona. 

C3

 
Por otro lado, el coeficiente de correlación entre el desplazamiento vertical máximo para 

una etapa específica y el resto de los nodos, se calculó para tres etapas de construcción, es decir, 
para los dos primeros tercios de la altura del terraplén y al final de la construcción. En la fig. 3.13 
se presentan los resultados obtenidos bajo la hipótesis de correlación indicada en el caso 2. Los 
resultados encontrados para las otras condiciones se muestran en las figs. A1.30 y A1.31. 

 
Cuando el terraplén alcanza el primer tercio de su altura final, el asentamiento máximo 

ocurre dentro de la zona 3  (punto C M  de la fig. 3.13a). Mientras que en prácticamente toda la 
zona  y en parte de la B3 T  se tiene una correlación nula, solo en la zona 3  se concentran los 
valores del coeficiente de correlación. Esto indica que el asentamiento máximo se debe 
prácticamente a la contribución de la zona 3 . 

C

C
 
Los valores del coeficiente de correlación cuando el terraplén alcanza el segundo tercio de 

su altura final se presentan en la fig. 3.13b. En esta etapa el asentamiento máximo ocurre en la 
zona T  (punto M ); a diferencia de la etapa anterior, se presentan valores del coeficiente de 
correlación que varían desde cero hasta 0.90 en una zona muy amplia del talud de aguas arriba, 
además de que cerca de ambos taludes exteriores se tiene una correlación negativa. Esto indica 
que mientras que el asentamiento en la parte central del terraplén tiende a crecer, el asentamiento 
cerca de los taludes tiende a disminuir. 

 
Al final de la construcción (fig. 3.13c) el asentamiento máximo ocurre en la zona T . 

Obsérvese que para esta etapa constructiva la correlación entre el asentamiento máximo y el 
asentamiento en la parte superior del talud de aguas arriba, presenta valores que varían desde cero 
hasta 0.80; en la parte restante del talud de aguas arriba (parte inferior), la correlación entre el 
asentamiento máximo y el asentamiento en esa zona presenta valores negativos. Esto parece 
indicar que el asentamiento máximo está relacionado con un asentamiento diferencial a lo largo 
del talud de aguas arriba; donde ocurre un cambio de signo en el valor del coeficiente de 
correlación. 
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Fig. 3.12 Evolución del coeficiente de variación del desplazamiento vertical conforme al avance de la 
construcción en los nodos comprendidos en una capa horizontal: a) Materiales independientes; b) 

Correlación entre los  y ; c) Correlación entre los materiales iK biK T  y . C3
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Fig. 3.13 Coeficiente de correlación entre el desplazamiento vertical máximo y el resto de los nodos 
para tres etapas de construcción. Correlación entre los  y : a) Primer tercio de la altura; b) 

Segundo tercio de la altura y c) Final de la construcción. 
iK

ibK



3. Aplicación del MEFE al modelado de la presa “AGUAMILPA” 
 

65

 
 
Desplazamiento total (λT). Una vez determinada la covarianza entre el desplazamiento 

vertical y el horizontal en cada nodo para una etapa específica de la construcción, es posible 
calcular los primeros momentos del vector de desplazamientos totales. En la fig. 3.14 se 
presentan los resultados del valor esperado del vector para los dos primeros tercios de la altura 
del terraplén y para el final de la construcción. 
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Fig. 3.14 Valor esperado del vector de desplazamientos totales (m): a) Primer tercio de la altura; b) 
Segundo tercio de la altura y c) Final de la construcción. 
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Para las condiciones de correlación indicadas en el caso 2, las curvas de igual valor de la 

desviación estándar de la magnitud del vector se muestran en la fig. 3.15 para un tercio, dos 
tercios y la altura final del terraplén. Los resultados para los casos de correlación 1 y 3 se 
presentan en las figs. A1.32 y A1.33. 
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Fig. 3.15 Desviación estándar de la magnitud del desplazamiento total (m). Correlación entre los  
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La desviación estándar del desplazamiento total tiende a concentrarse en las zonas con 

mayor incertidumbre (T  y 3 ). En un mismo punto pasa de 0.18 m a 0.28 m al final de la 
construcción. Comparando el coeficiente de correlación máximo que ocurren al final de la 
construcción (C ) con respecto a las dispersiones iniciales ( ) se aprecia una 
amplificación de las incertidumbres iniciales. Sin embargo, en la fig. 3.15c se puede notar que el 
área en donde ocurre la desviación máxima es muy reducida. 

C

67.0=v 47.0=vC

 
Para ilustrar cómo modifica el modelo la distribución de frecuencias de los campos de 

desplazamientos, con los resultados de las 2600 simulaciones se construyeron los histogramas de 
los desplazamientos horizontal, vertical y total, del nodo 153, donde ocurre el desplazamiento 
total máximo. Sabemos que la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de dos variables 
aleatorias normales independientes con media nula e idéntica varianza, sigue la densidad de 
probabilidad de Rayleigh (Benjamín y Cornell, 1970). Bajo esta idea se construyeron los 
histogramas de los desplazamientos horizontal y vertical estandarizando sus valores con respecto 
al valor medio y desviación estándar de cada muestra. A su vez, con estos valores se obtuvo la 
distribución de frecuencias del desplazamiento total. En las figs. 3.16a y b se puede observar que 
los desplazamientos horizontal y vertical, respectivamente, se separan significativamente de la 
forma Gaussiana y en consecuencia, la densidad de Rayleigh con 1=σ  no se ajusta a la 
distribución de frecuencias del desplazamiento total. La explicación de estas discrepancias 
también se puede encontrar en la dependencia entre desplazamientos horizontal y vertical. En la 
fig. 3.16c se muestra con línea discontinua una curva con 6.0=σ , la cual al parecer permite un 
mejor ajuste. 

 

3.3.2.2 Esfuerzos. 

Esfuerzo horizontal (σX). La distribución de la incertidumbre en el esfuerzo horizontal 
para los tres casos de correlación analizados se presentan en las figs. A1.34, A1.35 y A1.36. En los 
esfuerzos horizontales la matriz de correlación influye apreciablemente en la distribución de la 
incertidumbre. Dentro del cuerpo de la presa, las zonas con mayores incertidumbres se ubican en 
la frontera entre los materiales T  y 3  para los casos 1 y 2; en esa zona se alcanzan valores de la 
desviación estándar iguales a 0.16 MPa y 0.12 MPa, respectivamente. En el caso 3 la desviación 
estándar se concentra en la base del terraplén originando una zona con comportamiento robusto 
en la parte superior; es decir, donde la incertidumbre es pequeña 

C

( )MPaMPa 02.000.0 ≤≤ σ  (fig. 
A1.36). 

 
Los resultados del SMA para el caso 1 se comparan con los del PEM en las figs. A1.37a y 

A1.37b, respectivamente. En el caso de los esfuerzos horizontales los resultados coinciden en 
distribución y magnitud, alcanzando una desviación estándar máxima de 0.24 MPa en la parte 
inferior de la zona central. En el contacto entre las fronteras T  y , se tiene un coeficiente de 
variación igual a 0.25 con ambos métodos. 

C3

 
Por otro lado, en las figs. A1.38a y A1.38b se muestran los resultados del SMA y los del 

MCSM, respectivamente. La convergencia del coeficiente de variación del esfuerzo horizontal en 
el elemento 77 (fig A1.39) se obtuvo a partir de las 2000 simulaciones con un margen de error de 
3x10-3 y un nivel de confianza del 99%. Una vez mas la distribución y magnitud de la desviación 
estándar coincide en ambos métodos. Los valores máximos, que se presentan en la parte inferior 
de la zona central del terraplén coinciden en 0.16 MPa. 
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Fig. 3.16 Distribución de frecuencias de los desplazamientos en el nodo 153. 
 
 
Esfuerzo vertical (σY). El coeficiente de variación del esfuerzo vertical para los casos 

de correlación en los que se basa este análisis, se ilustra en las figs. A1.40, A1.41 y A1.42. En el 
caso 1 la desviación estándar se concentra en las dos fronteras materiales interiores, y 
gradualmente se dirigen hacia la frontera central entre los materiales 3  y B T , conforme a los 
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casos 2 y 3. El coeficiente de variación en los tres casos prácticamente permanece constante. Sus 
valores son iguales a 0.12, 0.13 y 0.14, respectivamente, calculados localmente donde la 
desviación estándar es máxima. Comparando estas magnitudes con la incertidumbre inicial de los 
parámetros, se puede señalar que los esfuerzos verticales parecen insensibles a la incertidumbre 
en los parámetros del modelo constitutivo para este caso particular. 

 
En la fig. 3.17 se presentan los resultados del análisis en planos horizontales con distinta 

elevación. Obsérvese como los resultados en los casos 1 y 2 son prácticamente iguales. En el caso 
3 el efecto de la correlación entre los parámetros de los materiales T  y 3  tiende a concentrar 
una desviación estándar mayor, solo en la zona en donde se tienen los mayores esfuerzos 
verticales de ese plano, disminuyendo rápidamente su magnitud hacia las zonas 
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Fig. 3.17 Influencia de la correlación en la desviación estándar del esfuerzo vertical (MPa). 
 
 
Los resultados del caso 1 se compararon con los del PEM (figs. A1.43a y A1.43b) y los 

del caso 2 con los del MCSM (figs. A1.44a y A1.44b). En el caso 1 los resultados coinciden 
totalmente. En la fig. 3.18 se presenta la distribución de los esfuerzos verticales en planos con 
diferente elevación, la cual confirma la concordancia entre los resultados de ambos métodos. 
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Fig. 3.18 Desviación estándar del esfuerzo vertical (MPa). Comparación entre (SMA) y (PEM). 
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En la fig. 3.19 se muestra el comportamiento del coeficiente de variación del esfuerzo 

vertical en el elemento 77, en función del número de simulaciones. Con un 99% de confianza, la 
convergencia en la estimación se obtiene a partir de las 2000 simulaciones con un margen de 
error de 1x10-3. Los resultados del SMA y los del MCSM en distintos planos horizontales se 
pueden apreciar en la fig. 3.20. Nótese que la distribución y magnitud de la desviación estándar es 
prácticamente idéntica, es decir, ésta se concentra en las zonas de interacción mientras que fuera 
de ellas es prácticamente nula (comportamiento robusto). En la fig. 3.21 se presentan los 
coeficientes de variación del esfuerzo vertical obtenidos por el SMA y el MCSM, en un plano 
horizontal cercano al fondo de la presa. Los resultados en otros planos se muestran en la fig. 
A1.45. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3.19 Convergencia del esfuerzo vertical. 
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Fig. 3.20 Desviación estándar del esfuerzo vertical (MPa). Comparación entre (SMA) y (MCSM). 
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Fig. 3.21 Coeficiente de variación del esfuerzo vertical en un plano horizontal. Comparación entre 
(SMA) y (MCSM). 

 
 
De acuerdo con las figs. 3.20 y 3.21, se puede concluir que el SMA tiende a sobreestimar 

ligeramente la incertidumbre en los esfuerzos verticales; sin embargo, también es importante 
destacar el efecto acentuado de reducción de varianza aun para el tercer caso de correlación (fig. 
A1.42). 

 
Al igual que en el caso de los desplazamientos verticales, el coeficiente de variación del 

esfuerzo vertical se calculo conforme al avance de la construcción en todos los elementos 
contenidos a lo largo de un plano horizontal, es decir, conforme aumentaba la carga sobre esos 
elementos. En la fig. 3.22 se presentan los resultados de este análisis para el caso del elemento 98. 
El cálculo se realizo con el SMA para los tres casos de correlación citados. Es interesante 
observar que, a diferencia del desplazamiento vertical, el coeficiente de variación tiende a crecer 
conforme el terraplén gana altura. La misma tendencia se observó prácticamente en todos los 
elementos del plano horizontal y en otras elevaciones. Esto parece explicarse por el hecho de que 
para un nivel de esfuerzos mayor, aumenta la participación de la incertidumbre en el parámetro 
de compresibilidad  y la del parámetro de deformaciones desviadoras bK K , provocando que la 
incertidumbre en su conjunto aumente. De acuerdo con la fig. 3.22 es evidente la no linealidad de 
la evolución de la incertidumbre en el esfuerzo vertical hacia el final de la construcción. 

 
Esfuerzo cortante (τXY). La respuesta del esfuerzo cortante ante la incertidumbre en los 

parámetros del modelo lineal se muestra en las figs. A1.46, A1.47 y A1.48, a través de la 
distribución de la desviación estándar para los casos de análisis 1 a 3. En los esfuerzos cortantes 
se presenta algo semejante a lo ocurrido en los verticales. Las zonas con mayor incertidumbre se 
concentran a lo largo de los contactos entre materiales y esta concentración se dirige hacia la 
frontera -B3 T , conforme al orden de los casos analizados; originando amplias zonas en los 
respaldos con un comportamiento robusto. La distribución de esta incertidumbre sugiere que la 
participación de ambos parámetros es semejante, es decir, se concentra a lo largo de las fronteras 
interiores y hacia el fondo del terraplén. La desviación estándar máxima en los casos 1, 2 y 3 es 
igual a 0.14 MPa, 0.13 MPa y 0.10 MPa, respectivamente; es decir, la incertidumbre disminuye 
ligeramente conforme la correlación aumenta. 
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Fig. 3.22 Evolución del coeficiente de variación del esfuerzo vertical conforme al avance de la 
construcción. 

 
 
El caso 1 se analizó además con el PEM. Las figs. A1.49a y A1.49b muestran los 

resultados. Como en todos los casos analizados la correspondencia en distribución y magnitud de 
la incertidumbre es muy buena. La desviación estándar máxima registrada es de 0.15 MPa. Por 
otra parte, el MCSM se utilizó para confrontar los resultados del SMA en el caso 2. Como en 
todos los casos analizados las distribuciones y magnitudes de la desviación estándar son 
prácticamente idénticas (figs. A1.50a y A1.50b). La convergencia del coeficiente de variación del 
esfuerzo cortante en el elemento 81 conforme al número de simulaciones se muestra en la fig. 
A1.51. El margen de error en la estimación al cabo de 2000 simulaciones es de 2x10-3 con un 
99% de confianza. 

 
Relación de esfuerzos principales (σ1/σ3). El coeficiente de variación de la relación 

de esfuerzos principales aumenta ligeramente conforme al orden de los casos analizados. Las 
magnitudes máximas registradas presentan valores iguales a 0.34, 0.30 y 0.40, para los casos de 
correlación 1 a 3, respectivamente (figs. A1.52-A1.54). Los valores máximos se presentan en la 
parte superior del talud de aguas arriba. La distribución del coeficiente de variación es un tanto 
errática. Sin embargo, mientras que en los dos primeros casos se concentra en la parte central de 
la presa, en el tercer caso crece hacia la parte superior del talud de aguas arriba y la inferior del 
talud de aguas abajo, originando amplias zonas de ambos respaldos con un comportamiento 
robusto ( ). 10.005.0 −=vC

 
Los resultados encontrados con el SMA para el caso 1, se muestran en la fig. A1.55a y en 

la fig. A1.55b, los obtenidos con el PEM. Es notoria la correspondencia en distribución en los dos 
métodos. Las diferencias observadas entre los coeficientes de variación máximos son del 8%. En 
la fig. A1.56a se presentan los resultados del caso 2 analizado con el SMA y en la fig. A1.56b los 
obtenidos con el MCSM. La evolución del coeficiente de variación en el elemento 197 conforme 
al número de simulaciones se muestra en la fig. 3.23. La convergencia se logra a partir de las 
2200 simulaciones con un margen de error de 6x10-3 con un 99% de confianza,. La distribución 
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del coeficiente de variación obtenida por ambos métodos es semejante. La máxima diferencia 
entre los coeficientes de variación obtenidos por ambos métodos es del 7%, sin embargo, ocurre 
en una zona muy pequeña del talud de aguas arriba. En general, en el cuerpo del terraplén los 
valores son prácticamente idénticos. 
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Fig. 3.23 Convergencia de la relación entre esfuerzos principales. 
 
 
Los histogramas de los esfuerzos principales, mayor, menor y del cociente entre el mayor 

y el menor en el elemento 197, en donde ocurre la relación máxima entre esfuerzos principales 
del interior del terraplén, se presentan en la fig. 3.24. Como referencia, se ha trazado una 
densidad normal con los parámetros estadísticos de cada muestra. En el caso de la relación entre 
esfuerzos principales (fig.3.24c) la forma de la distribución de frecuencias presenta un acentuado 
sesgo positivo, apartándose considerablemente de la forma Gaussiana. Es interesante destacar que 
los esfuerzos principales varían dentro de un intervalo estrecho. El coeficiente de variación de la 
muestra es de 0.25; es decir, aproximadamente la mitad de las dispersiones iniciales en los 
parámetros del modelo constitutivo. 

 

3.3.2.3 Resumen de resultados. 

En la tabla 3.10 se muestra la influencia de la correlación en cada uno de los campos 
analizados, a través de los valores máximos del coeficiente de variación o de la desviación 
estándar. También se han incluido los resultados obtenidos con el PEM y con el MCSM. La 
incertidumbre en el caso del vector de desplazamientos totales solo se determinó con el método 
de segundos momentos (SMA). 
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Fig. 3.24 Distribución de frecuencias de los esfuerzos principales en el elemento 197. 
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Tabla 3.10 Resumen de la influencia de la correlación en los distintos campos analizados. 
 

               0, =
ii KbKρ               1, =

ii KbKρ  13, =CTρ  
CAMPO 

SMA PEM SMA MCSM SMA 

∆X σ = 0.35 m σ = 0.50 m σ = 0.32 m σ = 0.45 m σ = 0.40 m 
∆Y σ = 0.18 m σ = 0.22 m σ = 0.20 m σ = 0.34 m σ = 0.26 m 
λT σ = 0.38 m ------ σ = 0.40 m ------ σ = 0.45 m 
σX σ  = 0.24 MPa σ = 0.24 MPa σ=0.16 MPa σ = 0.16 MPa σ = 0.20 MPa 
σY σ = 0.22 MPa σ= 0.22 MPa σ = 0.24 MPa σ = 0.22 MPa σ = 0.26 MPa 
τXY σ = 0.14 MPa σ = 0.15 MPa σ = 0.13 MPa σ = 0.14 MPa σ = 0.10 MPa 

σ1/σ3 Cv = 0.34 Cv = 0.42 Cv = 0.30* Cv = 0.23 Cv = 0.40 

* El valor indicado solo se presenta localmente sobre el talud de aguas arriba. 

 
 
Los resultados mostrados en la tabla anterior y los discutidos en este inciso permiten 

resumir las siguientes observaciones: 
 

• El efecto de reducción de varianza en todos los campos analizados es importante; sin 
embargo, en algunos casos tiende a reducir conforme aumenta el número de parámetros 
correlacionados. 
 

• Para los valores esperados y parámetros de dispersión calculados en este análisis, el PEM 
presenta valores de incertidumbre ligeramente superiores a los del SMA, cuando los 
parámetros del modelo se consideraron independientes. 
 

• Cuando se consideró una correlación positiva perfecta entre los parámetros  y  de 
cada uno de los materiales, al analizar los campos de desplazamientos los resultados con 
el MCSM fueron mayores a los del SMA, mientras que en los campos de esfuerzos los 
resultados coincidieron ampliamente. 

iK
ibK

 
• La incertidumbre en los campos de esfuerzos prácticamente se mantuvo al aumentar la 

correlación, solo varió apreciablemente la distribución de esa incertidumbre. 
 

• El coeficiente de variación del esfuerzo vertical en los elementos contenidos en un plano 
horizontal, tiende a crecer conforme aumenta la carga sobre ese plano. Por otro lado, la 
evolución del coeficiente de variación del desplazamiento vertical bajo la misma 
condición depende, al parecer, de la compresibilidad de los materiales; es decir, entre 
mayor fue el desplazamiento hacia el final de la construcción el coeficiente de variación 
tendió a decrecer aún cuando las dispersiones iniciales en los materiales más compresibles 
fueron mayores. 
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3.4 COMPARACIÓN ENTRE DESPLAZAMIENTOS MEDIDOS Y 
CALCULADOS. 

Con los resultados del análisis estocástico es posible definir un intervalo de confianza 
para cualesquiera de las variables investigadas. El terraplén de la presa “Aguamilpa” fue 
instrumentado en tres secciones verticales paralelas al río (González et al., 1993). En la fig. A1.57 
se muestra la localización de los inclinómetros y niveles hidráulicos de asentamientos instalados 
en la sección transversal máxima. Para registrar los desplazamientos horizontales y verticales en 
esa sección se instalaron tres inclinómetros. El primero (I-1) se localiza a 10 m hacia aguas arriba 
a partir del eje central de la presa. Este inclinómetro en toda su altura queda colocado en el 
material  y se empotra en el aluvión natural. El segundo inclinómetro (I-2), ubicado a 12 m 
hacia aguas abajo del eje central de la presa, atraviesa algunos metros del material 3  en la parte 
superior del terraplén, continua por el material 

B3
C

T  hasta empotrarse en el aluvión natural; mientras 
que el inclinómetro 3 (I-3), localizado 80 m hacia aguas abajo a partir del eje central de la presa, 
queda instalado en el material 3  y antes de empotrarse en el aluvión natural cruza algunos 
metros de la zona 

C
T  en la parte inferior del terraplén. Los niveles hidráulicos situados en el 

terraplén permiten registrar los asentamientos a la ancho de la sección transversal máxima en tres 
niveles con distinta elevación. En este inciso los registros de ambos tipos de instrumentos al final 
de la construcción se utilizan para confrontar los resultados del MEFE para los campos de 
desplazamientos horizontales y verticales. 

 

3.4.1 Desplazamientos horizontales. 

Para ejemplificar una utilidad práctica del MEFE, en la fig. 3.25 se han representado los 
registros de los desplazamientos horizontales en la dirección paralela al río de cada uno de los 
tres inclinómetros colocados en cada uno de los tres principales materiales constitutivos del 
terraplén, junto con los valores esperados y un ancho de banda equivalente a una desviación 
estándar { }( X∆± )σ . Si se considera una distribución normal para los desplazamientos 
horizontales, el ancho de banda representa los desplazamientos horizontales esperados con un 
68% de probabilidad. Los resultados mostrados se obtuvieron con el MEFE bajo la hipótesis de 
correlación mencionada en el caso 3; es decir, se consideró una correlación positiva perfecta entre 
los parámetros de los materiales T  y 3 . Esta hipótesis es representativa del caso en que las 
dudas que se tienen en la definición de los parámetros de ambos materiales constitutivos sean del 
mismo tipo. 

C

 
Los resultados que corresponden a los registros en los inclinómetros I-1 e I-2, colocados 

en los materiales  y B3 T , respectivamente, prácticamente se sitúan dentro del intervalo estimado 
por el MEFE. Las diferencias observadas se podría relacionar con el comportamiento anisótropo 
de los materiales compactados. Es decir, mientras que este análisis se ha realizado bajo la 
hipótesis de comportamiento isótropo, en el que el módulo de deformabilidad se ha definido bajo 
un trayectoria de carga vertical (odómetro), el valor representativo del módulo en el plano de 
ortotropía queda fuera del análisis y sin duda influye al momento de confortar los resultados del 
análisis con la instrumentación. Se observa además que los valores máximos escapan del 
pronóstico. Se hará un comentario en el siguiente inciso que posiblemente explique esta 
discrepancia. En el caso del inclinómetro I-3 (material ), si bien el valor esperado se aproxima 
al registro, el ancho de banda obtenido por el MEFE sugiere que los parámetros de dispersión 
iniciales reales son algo inferiores 

C3

(véase el inciso 3.1.3.2). 
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Fig. 3.25 Comparación entre los desplazamientos horizontales medidos en inclinómetros y los que 
resultan del MEFE: a) Inclinómetro en el material 3B; b) Inclinómetro en el material T; c) 

Inclinómetro en el material 3C. 
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}

De las gráficas también se puede apreciar que si se deseara una estimación de los 
desplazamientos horizontales con una probabilidad de ocurrencia mayor, por ejemplo, con 

{ X∆± σ2 , del lado mínimo de los desplazamientos ocurriría un cambio de signo lo que 
representaría que el desplazamiento podría ocurrir hacia aguas arriba. Una situación semejante 
podría no ser aceptable de acuerdo con la física del problema. 

 

3.4.2 Desplazamientos verticales. 

En este caso se cuenta con la evolución de los asentamientos medidos en inclinómetros y 
en los niveles hidráulicos conforme al crecimiento del terraplén. La fig. 3.26 muestra los registros 
en cada uno de los inclinómetros. Aun cuando cada inclinómetro en gran parte de su altura 
prácticamente esta colocado en un mismo material (excepto al empotrarse en el aluvión natural), 
existe un corrimiento que indica un aumento brusco del asentamiento cuando el terraplén alcanza 
aprox. la cota 150; es decir, cuando el terraplén alcanza aproximadamente los 100 m de altura. La 
razón de este incremento del asentamiento se podría explicar por la inundación que sufrió el 
terraplén en Enero de 1992 (Castro y Montañéz, 1993), cuando una creciente rebasó la ataguía de 
aguas arriba provocando que la compactación posterior se haya realizado sobre un material 
húmedo con una rotura de partículas seguramente mayor que en condiciones secas. En realidad la 
inundación ocurrió cuando el terraplén se encontraba en la cota 150, mientras que el corrimiento 
se observa aprox. en la cota 147; es decir, se podría interpretar que la inundación afecto una 
profundidad de aprox. 3 m. Esto podría explicar los máximos que se observan en las partes a y b 
de la fig. 3.25. El que el inclinómetro I-3 no haya registrado algún corrimiento no parece lógico. 
Sin embargo, como se puede apreciar en la fig. 3.26 el material mas compresible (3 ) fue mas 
sensible al acontecimiento que el material , de mejor calidad y que contó con especificaciones 
de colocación por mucho, más estrictas 

C
B3

(véase la tabla 3.1). 
 
En las gráficas de la fig. 3.27 se han representado los valores esperados junto con un 

ancho de banda de { Y∆± }σ  de los desplazamientos verticales obtenidos con el MEFE, bajo la 
hipótesis de correlación en la que los parámetros de los materiales T  y  se consideraron 
perfectamente correlacionados. Si bien la probabilidad de ocurrencia no se cumple a todos los 
niveles, los registros de inclinómetros prácticamente se sitúan dentro del intervalo pronosticado. 
Esto se debe a la representatividad del módulo de deformabilidad en la dirección vertical para los 
materiales  y 

C3

B3 T . Solo en el caso del material  la estimación es pobre; sin embargo, de 
acuerdo a los registros mostrados en la 

C3
fig. 3.26 fue el material más afectado por la inundación. 

En la parte c de la fig. 3.27 se han representado los registros de inclinómetros y los resultados del 
MEFE para tres etapas de construcción; una antes de la inundación otra posterior y para el final 
de la construcción. El valor esperado del desplazamiento vertical es ligeramente inferior al 
registrado en el inclinómetro antes de la inundación, pero después de ella las diferencias son aún 
mas grandes y hacia el final de la construcción, cuando la parte superior del terraplén influye en 
esa zona, los asentamientos ocurren sobre un material mucho más compresible que el 
representado en el modelo. 

 
Las gráficas de la fig. 3.27 señalan anchos de banda más estrechos que los que resultaron 

en el caso de los desplazamientos horizontales, aun en el caso del material 3  en el que las 
dispersiones iniciales fueron elevadas 

C
(véase la tabla 3.8). Por lo tanto, al propagar la 

incertidumbre inicial en el análisis con elementos finitos el efecto de reducción de varianza es 
mas acentuado en el caso de los asentamientos que en el de los desplazamientos horizontales 
(véase la tabla 3.10). Esto se podría explicar observando que en el asentamiento tienden a 
participar los tres materiales, mientras que en el desplazamiento horizontal es mas acentuada la 
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influencia de la zona más compresible, donde participan un menor número de ellos, reduciendo 
así el efecto de reducción de varianza (véanse las figs. A1.1 a A1.6). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3.26 Evolución del desplazamiento vertical medido en inclinómetros conforme al crecimiento 
del terraplén. 

 
 
Finalmente, en la fig. 3.28 se presentan los registros de los niveles hidráulicos de 

asentamientos localizados en tres elevaciones distintas junto con los valores esperados y las 
desviaciones estándar correspondientes a { }Y∆±σ . La figura confirma la buena aproximación de 
los resultados del MEFE con excepción del nivel en donde ocurren los asentamientos máximos 
del terraplén, en los materiales T  y . La configuración del asentamiento es semejante a la 
registrada con la salvedad de que la interacción real es mas acentuada. La influencia de la 
inundación posiblemente explique estas discrepancias. Por lo que respecta al modelo de 
elementos finitos, en realidad, no se busco representar la interacción entre los distintos materiales 
del terraplén mediante algún elemento especial, lo cual podría contribuir a mejorar la 
aproximación, con la dificultad asociada en la elección de parámetros materiales representativos 
del comportamiento en la interfaz. 

C3
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 c) 

Fig. 3.27 Comparación entre los asentamientos medidos en inclinómetros y los que resultan del 
MEFE: a) Inclinómetro en el material 3B; b) Inclinómetro en el material T; c) Inclinómetro en el 

material 3C. 
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Fig. 3.28 Comparación entre los asentamientos medidos en niveles hidráulicos y los que resultan del 
MEFE en tres niveles con distinta elevación. 
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Conclusiones 
 
 
Se han enlistado las principales fuentes de incertidumbre involucradas en la modelación 

en geomecánica, y expuesto los formalismos basados en la teoría de la probabilidad que permiten 
representarlas. Asimismo, se discutieron las formulaciones basadas en las técnicas de 
perturbaciones y en los métodos de simulación con las técnicas de Monte Carlo, con el objeto de 
orientar la implementación de estas herramientas en la propagación de la incertidumbre en un 
análisis con elementos finitos. 

 
Al tratamiento explicito de la incertidumbre en cualquier valor de entrada en un análisis 

con elementos finitos, se le conoce como método de los elementos finitos estocásticos (MEFE). 
El MEFE se ha utilizado en el análisis esfuerzo-deformación del proceso constructivo del 
terraplén de la presa “Aguamilpa”. 

 
En la modelación de estructuras de tierra se suelen utilizar dos aproximaciones básicas 

para estimar las propiedades mecánicas de los materiales: realizando ensayes de campo y/o 
laboratorio con muestras representativas de los materiales del sitio, o estimando un intervalo de 
valores a partir de diversas experiencias previas. Esto muestra que la principal fuente de error 
involucrada en el modelado mecánico del problema, se debe a los errores aleatorios asociados a 
los ensayes y a los errores sistemáticos presentes tanto a las estimaciones parcialmente subjetivas, 
como en el empleo de correlaciones empíricas entre propiedades índice y mecánicas. 

 
Antes de cualquier análisis probabilista es necesario definir el tipo de incertidumbre que 

se va ha representar, debido a que la asignación de varianzas se tiene que realizar bajo un marco 
perfectamente definido. Por otro lado, la reflexión implícita en el modelado de las incertidumbres 
requiere además que se distingan las dudas de tipo determinista de las de tipo probabilista. 

 
Este trabajo ha utilizado una metodología típica de evaluación de parámetros para el 

modelo constitutivo. Tanto el módulo de compresibilidad volumétrica medio como la relación de 
Poisson, que definen las propiedades mecánicas de cada uno de los principales materiales del 
cuerpo del terraplén, se han considerado como variables aleatorias que representan un campo 
aleatorio estimativo. Los posibles valores de estas propiedades definieron un intervalo de 
variación representativo de los enrocamientos. Estas incertidumbres iniciales se propagaron a 
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)

través de las funciones que definen los parámetros del modelo lineal en el programa determinista 
utilizado, para varias condiciones extremas de correlación. De esta manera se modelaron las 
incertidumbres en los parámetros del modelo constitutivo. 

 
El MEFE permite evaluar la influencia de la incertidumbre en los parámetros materiales, 

sobre la confiabilidad de los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos, además de la 
incidencia relativa de los diferentes parámetros del modelo constitutivo sobre la precisión de los 
resultados. Esta última característica posiblemente sea la mas útil y la que se pueda extender a 
otras aplicaciones prácticas. Este trabajo ha expuesto como implementar el MEFE para alcanzar 
estos objetivos. 

 
Se ha observado que la incidencia del parámetro relacionado con las deformaciones 

volumétricas  sobre ambos campos de desplazamientos, es parecida a la del parámetro 
relacionado con las deformaciones por cortante 

( bK
( )K . Esto también se presentó en los esfuerzos 

horizontales y en los cortantes, mientras que en los esfuerzos verticales y en la relación de 
esfuerzos principales se ha notado una insensibilidad a las dispersiones en el parámetro . bK

 
Es destacable el efecto de reducción de varianza observado a través del coeficiente de 

variación en amplias zonas representativas del cuerpo del terraplén, es decir, lejos de los taludes y 
de las zonas en las que ocurren valores esperados pequeños, aun cuando se consideró una 
correlación positiva perfecta entre dos de los tres materiales. Este efecto es particularmente 
importante en los campos de esfuerzos. 

 
Se ha encontrado que la distribución de la incertidumbre coincide en los pares de métodos 

utilizados, aunque se apreciaron algunas diferencias en las magnitudes máximas entre los 
métodos SMA y el PEM, y entre el SMA y el MCSM, principalmente en los campos de 
desplazamientos, en donde el modelo es más sensible a la ley constitutiva. Las ligeras diferencias 
observadas se podrían investigar variando el intervalo de separación entre los puntos discretos 
utilizados para el cálculo numérico de las derivadas parciales. 

 
Es posible introducir un mayor grado de realismo en los análisis con el MEFE cuando se 

investiguen problemas particulares del comportamiento esfuerzo-deformación de las estructuras 
de tierra, como por ejemplo, el fenómeno de interacción entre los diferentes materiales de la 
cortina o la posición y extensión de las zonas de tensión y plastificación, por cuanto el MEFE 
permite definir intervalos de confianza para las deformaciones y los esfuerzos. Es verdad que la 
calidad de los resultados de un análisis estocástico dependerá de la representatividad de los 
momentos estadísticos del campo estimativo. Pero aun cuando estos parámetros se definan de 
manera parcialmente subjetiva o subjetiva, permiten discutir los resultados dentro de un marco de 
referencia en el cual se pueden detectar las zonas más sensibles a esas incertidumbres de las 
zonas con un comportamiento robusto. 

 
La correlación entre las variables aleatorias definidas en distintos subdominios de un 

campo estimativo se establece a partir de las dudas que se tienen en cuanto a la medición y 
estimación de sus magnitudes esperadas, mientras que en la modelación por campos descriptivos 
de la variabilidad espacial se toma en cuanta explícitamente la estructura de correlación espacial 
de las propiedades aleatorias del medio. 

 
Existen en la literatura diversas propuestas para modelar la variabilidad espacial en los 

análisis estocásticos con elementos finitos. Sin embargo, para implementar estas técnicas en los 
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problemas de geomecánica es importante tener presente que la existencia de datos en un 
subdominio dado colapsa la incertidumbre en los puntos vecinos a él. Por lo tanto, para asignar a 
elementos o grupos de elementos finitos los resultados directos de las mediciones se debería 
recurrir a las técnicas de estimación condicional. Por otro lado, debido a que la variabilidad 
espacial en los suelos es tridimensional, en rigor, los análisis con elementos finitos tendrían que 
realizarse en tres dimensiones. 

 
Un inconveniente adicional en el modelado de las incertidumbres mediante campos 

aleatorios descriptivos se presenta en la configuración de la malla. En tanto que siempre será 
preferible que su configuración responda libremente a los intereses geométricos y mecánicos del 
problema, en estos casos las dimensiones de los elementos finitos no están exentas de la función 
de auto-correlación espacial. 

 
Por otra parte, el PEM presenta la ventaja de no requerir el cálculo numérico de las 

derivadas parciales necesarias en los métodos de perturbaciones, sin embargo, la aplicabilidad del 
método original está restringida a un número reducido de variables aleatorias y a los casos en los 
que no todas sean correlacionadas. Esta última desventaja queda superada con el SMA, sin 
embargo, la técnica numérica para el cálculo de las derivadas parciales puede fallar localmente, 
cuando al nivel de un nudo o elemento la respuesta sea altamente no lineal. 

 
Para el cálculo numérico de las derivadas parciales con la técnica del cociente polinomial 

se utilizaron cinco puntos discretos dentro de un intervalo de dos desviaciones estándar. Pero la 
técnica permite variar estas condiciones de cálculo. Convendría investigar estas opciones 
numéricas para verificar la aproximación que se logra en los cálculos. 

 
La gran cantidad de cálculo involucrado en un análisis estocástico con el método de 

Monte Carlo posiblemente impida su aplicación en los análisis del procedimiento constructivo de 
presas de materiales compactados, principalmente por los objetivos que se persiguen en estos 
análisis. Por esta razón convendría explorar el intervalo de aplicabilidad real del SMA, realizando 
series de análisis paramétricos para coeficientes de variación y valores esperados crecientes, 
además de variar las condiciones de correlación. 

 
Como parte complementaria del análisis esfuerzo-deformación del proceso constructivo 

de presas de tierra, se podría analizar la estabilidad de los taludes dentro de la estructura de los 
elementos finitos estocásticos y la teoría de la confiabilidad. Convendría definir la distribución de 
los cortantes máximos o bien, la de deformaciones principales mayores y observar la eventual 
formación de las superficies de deslizamiento en función del índice de confiabilidad. 
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Fig. A1.1 Valor esperado del desplazamiento horizontal (m). 
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Fig. A1.2 Desviación estándar del desplazamiento horizontal (m). Influencia de K . 
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Fig. A1.3 Desviación estándar del desplazamiento horizontal (m). Influencia de . bK
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Fig. A1.4 Valor esperado del desplazamiento vertical (m). 
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Fig. A1.5 Desviación estándar del desplazamiento vertical (m). Influencia de K . 
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Fig. A1.6 Desviación estándar del desplazamiento vertical (m). Influencia de . bK
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Fig. A1.7 Valor esperado del esfuerzo horizontal (MPa). 
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Fig. A1.8 Desviación estándar del esfuerzo horizontal (MPa). Influencia de K . 
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Fig. A1.9 Desviación estándar del esfuerzo horizontal (MPa). Influencia de . bK
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Fig. A1.10 Valor esperado del esfuerzo vertical (MPa). 

 
 

 
Fig. A1.11 Desviación estándar del esfuerzo vertical (MPa). Influencia de K . 
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Fig. A1.12 Desviación estándar del esfuerzo vertical (MPa). Influencia de . bK
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Fig. A1.13 Valor esperado del esfuerzo cortante (MPa). 
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Fig. A1.14 Desviación estándar del esfuerzo cortante (MPa). Influencia de K . 
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Fig. A1.15 Desviación estándar del esfuerzo cortante (MPa). Influencia de . bK
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Fig. A1.16 Valor esperado de la relación de esfuerzos principales 31 σσ . 
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Fig. A1.17 Coeficiente de variación de la relación de esfuerzos principales 31 σσ . Influencia de K . 
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Fig. A1.18 Coeficiente de variación de la relación de esfuerzos principales 31 σσ . Influencia de 
. bK
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Fig. A1.19 Desviación estándar del desplazamiento horizontal (m). Materiales independientes 

(SMA). 
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Fig. A1.20 Desviación estándar del desplazamiento horizontal (m). Correlación perfecta entre los 

 y  (SMA). iK ib
K

 

(m)

*Correlación perfecta entre los parámetros de los                                                        
materiales T y 3C.

3B
T*

3C*

0.185121.7

35.8
60.3 0.438

0.472

E{K} Cv{K}

0.035 1101.1

0.077
0.089

39.3
66.3 1

1

Cv{Kb}E{Kb} ρ{Ki,Kbi}Material

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
 

 
Fig. A1.21 Desviación estándar del desplazamiento horizontal (m). Correlación perfecta entre los 

materiales T  y 3  (SMA). C
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Fig. A1.22 Desviación estándar del desplazamiento horizontal (m). Materiales independientes. 
Comparación entre: a) SMA y b) PEM. 
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Fig. A1.23 Desviación estándar del desplazamiento horizontal (m). Correlación perfecta entre los 

 y . Comparación entre: a) SMA y b) MCSM. iK ib
K
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Fig. A1.24 Convergencia del desplazamiento horizontal. 
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Fig. A1.25 Desviación estándar del desplazamiento vertical (m). Materiales independientes (SMA). 
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Fig. A1.26 Desviación estándar del desplazamiento vertical (m). Correlación perfecta entre los  y 
 (SMA). 
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Fig. A1.27 Desviación estándar del desplazamiento vertical (m). Correlación perfecta entre los 
parámetros de los materiales T  y  (SMA). C3
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Fig. A1.28 Desviación estándar del desplazamiento vertical (m). Materiales independientes. 
Comparación entre: a) SMA y b) PEM. 
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Fig. A1.29 Desviación estándar del desplazamiento vertical (m). Correlación perfecta entre los  y 

. Comparación entre: a) SMA y b) MCSM. 
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Fig. A1.30 Coeficiente de correlación entre el desplazamiento vertical máximo y el resto de los nudos 
para tres etapas de construcción. Materiales independientes: a) Primer tercio de la altura; b) 

Segundo tercio de la altura; c) Final de la construcción. 
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Fig. A1.31 Coeficiente de correlación entre el desplazamiento vertical máximo y el resto de los nudos 
para tres etapas de construcción. Correlación entre materialesT  y : a) Primer tercio de la 

altura; b) Segundo tercio de la altura; c) Final de la construcción. 
C3
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Fig. A1.32 Desviación estándar de la magnitud del desplazamiento total (m). Materiales 

independientes: a) Primer tercio de la altura; b) Segundo tercio de la altura; c) Final de la 
construcción. 
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Fig. A1.33 Desviación estándar de la magnitud del desplazamiento total (m). Correlación entre 
materiales T  y : a) Primer tercio de la altura; b) Segundo tercio de la altura; c) Final de la 

construcción. 
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Fig. A1.34 Desviación estándar del esfuerzo horizontal (MPa). Materiales independientes (SMA). 
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Fig. A1.35 Desviación estándar del esfuerzo horizontal (MPa). Correlación perfecta entre los  y 
 (SMA). 
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Fig. A1.36 Desviación estándar del esfuerzo horizontal (MPa). Correlación perfecta entre los 
parámetros de los materiales T  y 3  (SMA). C
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Fig. A1.37 Desviación estándar del esfuerzo horizontal (MPa). Materiales independientes. 
Comparación entre: a) SMA y b) PEM. 
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Fig. A1.38 Desviación estándar del esfuerzo horizontal (MPa). Correlación perfecta entre los  y 
. Comparación entre: a) SMA y b) MCSM. 
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Fig. A1.39 Convergencia del esfuerzo horizontal. 



  Anexo 1. Figuras de los resultados del análisis estocástico 
 

113

 

 

 

Cv{Kb}

0.089
0.077

0.035

Material

3C
T
3B

0.472
0.438
0.185

60.3
35.8

121.7
66.3
39.3

101.1

Cv{K}E{K} E{Kb}

(m)

0
0
0

ρ{Ki,Kbi}

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Fig. A1.40 Desviación estándar del esfuerzo vertical (MPa). Materiales independientes (SMA). 
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Fig. A1.41 Desviación estándar del esfuerzo vertical (MPa). Correlación perfecta entre los  y  
(SMA). 
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Fig. A1.42 Desviación estándar del esfuerzo vertical (MPa). Correlación perfecta entre los 
parámetros de los materiales T  y  (SMA). C3
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Fig. A1.43 Desviación estándar del esfuerzo vertical (MPa). Materiales independientes. 

Comparación entre: a) SMA y b) PEM. 
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Fig. A1.44 Desviación estándar del esfuerzo vertical (MPa). Correlación perfecta entre los  y 

. Comparación entre: a) SMA y b) MCSM. 
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Fig. A1.45 Coeficiente de variación del esfuerzo vertical en planos horizontales con distinta 

elevación. Comparación entre el (SMA) y el (MCSM). 
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Fig. A1.46 Desviación estándar del esfuerzo cortante (MPa). Materiales independientes (SMA). 
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Fig. A1.47 Desviación estándar del esfuerzo cortante (MPa). Correlación perfecta entre los  y 
 (SMA). 
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Fig. A1.48 Desviación estándar del esfuerzo cortante (MPa). Correlación perfecta entre los 

parámetros de los materiales T  y  (SMA). C3
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Fig. A1.49 Desviación estándar del esfuerzo cortante (MPa). Materiales independientes. 
Comparación entre: a) SMA y b) PEM. 
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Fig. A1.50 Desviación estándar del esfuerzo cortante (MPa). Correlación perfecta entre los  y 

. Comparación entre: a) SMA y b) MCSM. 
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Fig. A1. 51 Convergencia del esfuerzo cortante. 
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Fig. A1.52 Coeficiente de variación de la relación de esfuerzos principales 31 σσ . Materiales 
independientes (SMA). 
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Fig. A1.53 Coeficiente de variación de la relación entre esfuerzos principales 31 σσ . Correlación 
perfecta entre los  y  (SMA). iK ib
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*Correlación perfecta entre los parámetros de los                                                        
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Fig. A1.54 Coeficiente de variación de la relación de esfuerzos principales 31 σσ . Correlación 

perfecta entre los parámetros de los materiales T  y 3  (SMA). C
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Fig. A1.55 Coeficiente de variación de la relación entre esfuerzos principales 31 σσ . Materiales 

independientes. Comparación entre: a) SMA y b) PEM. 
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Fig. A1.56 Coeficiente de variación de la relación entre esfuerzos principales 31 σσ . Correlación 
perfecta entre los  y . Comparación entre: a) SMA y b) MCSM. iK ib

K
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Fig. A1.57 Ubicación de inclinómetros y niveles hidráulicos de asentamientos en la sección 
transversal máxima. 
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ANEXO 2. Justificación del modelo constitutivo 
lineal. 

 
En varias presas construidas en México (Alberro et al., 1998), se instalaron grupos de seis 

celdas de presión total, un piezómetro y seis extensómetros en direcciones paralelas y linealmente 
independientes, para definir durante la construcción, el estado tridimensional de esfuerzos 
efectivos y deformaciones en varios puntos del cuerpo de las diferentes cortinas. 

 
Los extensómetros instalados en cada grupo según seis direcciones ( i  a 6 ) registraron 

el alargamiento o acortamiento 
1=

iε  en cada dirección. Si los cosenos directores en cada dirección 
 están dados por i iii γβα ,,  en el sistema de ejes , entonces: oxyz

 

iixyiixziixyiziyixi βγεγαεβαεγεβεαεε 222222 +++++=                  (A2.1) 
 
De esta manera, se definieron seis magnitudes iε  registradas en seis direcciones 

diferentes que permitieron establecer un sistema de seis ecuaciones lineales no homogéneas. De 

la solución de este sistema se obtuvieron los componentes del tensor de deformación D , definido 
como: 

 

















=

zzyzx

yzyyx

xzxyx

D
εεε
εεε
εεε

                                                   (A2.2) 

 
Para definir los esfuerzos principales efectivos se construyo en forma idéntica el sistema 

de ecuaciones simultáneas, a partir de los registros de las celdas de presión y del piezómetro.  
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Resolviendo el sistema se definieron los valores del tensor de esfuerzos: 
 

















=

zzyzx

yzyyx

xzxyx

σττ
τστ
ττσ

σ                                                     (A2.3) 

 
Utilizando los dos tensores y manteniendo el sistema general de referencia, se obtuvieron 

las magnitudes y direcciones de las deformaciones principales 321 ,, εεε  y de los esfuerzos 

efectivos principales . Conocidas las magnitudes de las deformaciones y esfuerzos 
efectivos principales, se obtuvieron los esfuerzos y deformaciones en el plano octahédrico, dados 
como: 

'
3

'
2

'
1 ,, σσσ
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σσσσσστ
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oct

ct

oct

oct

                           (A2.4) 

 
De esta manera se observó la variación de los esfuerzos efectivos octaédricos ( )octoct τσ ,  

vs las deformaciones octaédricas ( )octoct γε ,  actuantes en los diferentes materiales constitutivos, 
durante la construcción de las cortinas. 

 
Del análisis de los resultados de la instrumentación se destacaron las siguientes 

observaciones: 
 

• Durante la construcción se presenta giros en las direcciones principales de esfuerzos y 
deformaciones. 
 

• La relación de esfuerzos principales efectivos '
3

'
1 σσ  es prácticamente constante durante 

la etapa constructiva (fig. A2.1a). 
 

• Las gráficas de los esfuerzos efectivos octaédricos ( )octoct τσ ,  vs las deformaciones 
octaédricas ( octoct )γε ,  actuantes en los diferentes materiales constitutivos de las cortinas, 
mostraron una variación lineal (figs. A1.1b y c). 
 
 
La última observación anterior permitió definir, en primera aproximación, que para cada 

material se podía escribir que: 
 

octoct Kεσ ='   octoct Gγτ =                                         (A2.5) 
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Donde , representa al módulo de rigidez y G K , al coeficiente de deformabilidad 

volumétrica; ambos están dados por las expresiones: 
 

ν21−
=

EK   
( )ν+

=
12
EG                                         (A2.6) 

 
Por lo tanto, a partir de las ecs. A2.6, se concluyó que los diferentes materiales del cuerpo 

de la cortina se asemejan con un comportamiento lineal, con un módulo de deformabilidad E  y 
una relación de Poisson ν , constantes durante toda la etapa constructiva. 

 
Trayectorias de esfuerzos semejantes a las observadas durante la construcción de las 

diferentes cortinas se inducen durante las pruebas de placa confinada en los terraplenes de prueba 
y en laboratorio, durante las pruebas en odómetro. Los valores obtenidos del módulo de 
deformabilidad E , mediante los grupos de instrumentos fueron comparados con los que se 
obtuvieron mediante pruebas de placa confinada y en odómetro, además, con los que se 
calcularon a partir de las lecturas en inclinómetros y niveles hidráulicos, encontrándose una 
satisfactoria coincidencia (Alberro et al., 1998). 

 
Las anteriores observaciones coinciden cualitativamente con las de otros trabajos. 

Anteriormente, Charles (1976) examinó las trayectorias de esfuerzos que ocurrían durante la 
etapa constructiva en varias presas de materiales compactados. Encontró que la relación de 
esfuerzos '

3
'
1 σσ  variaba dentro de un intervalo pequeño durante la etapa constructiva, aun para 

grandes incrementos en el esfuerzo efectivo medio ( )'
3

'
2

'
131 σσσ ++=p . 

 
Charles realizó ensayes de compresión triaxial CD para diferentes relaciones de esfuerzos 

cte='
3

'
1 σσ , con muestras de un enrocamiento con granulometría trasladada con tamaño 

máximo de 9.5 mm, en especimenes de 76 mm de diámetro y 160 mm de altura; además de 
ensayes en odómetro con medición del esfuerzo lateral. 

 
Encontró que las pruebas en compresión unidimensional interpretadas con la teoría 

elástica daban predicciones razonables del comportamiento pvol −ε   y  3113 σσεε − ,  para un 

amplio intervalo de relaciones de esfuerzos cte='
3

'
1 σσ  y aún en algunos casos en donde las 

trayectorias se desviaban, ya sea por incremento de '
3

'
1 σσ  manteniendo , o 

disminuyendo la relación de esfuerzos haciendo . 

cte='
3σ

cte='
1σ

 
De esta manera mostró que los módulos de deformabilidad “elásticos” definidos a partir 

de ensayes de compresión unidimensional, daban predicciones útiles de las deformaciones para 
trayectorias de esfuerzos comprendidas en un amplio intervalo de relación de esfuerzos '

3
'
1 σσ  

constantes. 
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(a)

(c) 

(b) 

Fig. A1.1 Resultados de los grupos de instrumentos. a) Trayectorias de esfuerzos Presa “El 
Caracol”. Esfuerzos efectivos octaédricos vs deformaciones octaédricas: b) Presa “Aguamilpa”; c) 

Presa “Peñitas. 
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ANEXO 3. El modelo constitutivo en el programa 
FEADM84. 

 
De entre los modelos no-lineales, el mayormente aceptado en la modelación de 

estructuras de tierra ha sido el de Kondner (1963), quien propuso que la curva esfuerzo 
desviador-deformación axial en pruebas de compresión en cámara triaxial se puede representar 
mediante una hipérbola: 

 

( )

( )ultiE 31

1

1
31 1

σσ
ε

ε
σσ

−
+

=−                                                   (A3.1) 

 
En la cual; , es el módulo elástico tangente inicial y iE ( )ult31 σσ − , el valor asintótico del 

esfuerzo desviador en el espacio esfuerzo desviador-deformación axial, el cual siempre es mayor 
que la resistencia a la compresión, ( ) f31 σσ − . 

 
Se han realizado ligeras modificaciones a la formulación del modelo original con la 

intención de sistematizar su uso en los análisis no lineales, en particular con el programa de 
elementos finitos FEADAM84 (Duncan et al., 1980). La variación del modulo elástico tangente 
inicial, , con la presión de confinamiento iE 3σ , se ha representado por una ecuación exponencial 
de la siguiente forma (Jambu, 1963): 

 
n

a
ai P

KPE 







= 3 

σ
                                                            (A3.2) 

 
Donde; K y n son parámetros determinados experimentalmente y Pa, el valor de la presión 
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atmosférica ingresada en las mismas unidades que Ei. 

 
La influencia del esfuerzo de confinamiento, 3σ , sobre la resistencia al esfuerzo cortante 

de falla, ( ) f31 σσ − , se toma en cuenta utilizando el criterio de falla de Morh-Coulom: 
 

( )
φ

φσφ
σσ

sen
senc

f −
+

=−
1

2cos2 3
31                                                (A3.3) 

 
En el cual; c y φ , son respectivamente, la resistencia al corte no drenada y el ángulo de 

fricción interna. 
 
Con base en el modelo de Kondner y en las consideraciones anteriores, se llega a la 

siguiente expresión para el módulo elástico tangencial,  tE (Duncan and Chang, 1970): 
 

n
f

t Pa
KPa

c
R

E 
















+

−−
−= 3

2

3

31  
sin2cos2

)).(sin1(
1

σ
ϕσϕ

σσϕ
                                   (A3.4) 

 
En la cual; , es la relación de esfuerzos de falla dada por: fR
 

( )
( ) 1

31

31
<

−

−
=

ult

f
fR

σσ

σσ
                                                       (A3.5) 

 
En forma análoga al tramo de carga, el valor del módulo elástico en descarga-recarga, 

, se relaciona con el esfuerzo de confinamiento mediante una relación semejante a la ecuación 
A3.2: 

urE

 
n

a
aurur P

PKE 







= 3 

σ
                                                        (A3.6) 

 
En donde; , es el módulo de descarga-recarga. urK
 
Asimismo, la variación del módulo elástico de compresibilidad volumétrica, B 1, se 

aproxima mediante la siguiente ecuación exponencial en función del esfuerzo confinante: 
 

m

a
ab P

PKB 







= 3 

σ
                                                          (A3.7) 

 
Siendo;  y , el módulo volumétrico y su exponente, respectivamente; ambos son 

adimensionales. 
ibK m

 
La variación del ángulo de fricción interna, φ , con la presión de confinamiento se 

                                                 
1 ( )ν213 −= EB  
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considera que varía conforme a la ecuación: 

 









∆−=

aP
Log 3

100
σ

φφφ                                                     (A3.8) 

 
Donde; 0φ , es el valor de, φ , para aP=3σ  y φ∆ , la reducción en, φ , para un decremento 

en un ciclo logarítmico de 3σ . La expresión A3.8 supone que la envolvente de falla parte en el 
origen del espacio esfuerzo desviador-deformación axial. 

 
La tabla A3.1 muestra un resumen del total de parámetros del modelo hiperbólico y una 

breve explicación de su función. Para poder representar la dependencia de los módulos E  y B  
con el nivel de esfuerzos, se requieren definir por lo menos siete de los nueve parámetros del 
modelo. Sin embargo, si se acepta una independencia en el nivel de esfuerzos (comportamiento 
lineal), el modelo queda descrito únicamente a través de los parámetros K  y  (ecs. A3.2 y 
A3.7) haciendo  y , respectivamente. 

bK
0=n 0=m

 
 
Tabla A3.1 Parámetros y sus funciones en el modelo hiperbólico. 
 

Parámetro Nombre Función 

K, Kur 
Módulos para el comportamiento en 
carga primaria y en descarga-recarga, 
respectivamente. 

n Módulo exponencial. 

Relacionan Ei y Eur con σ3 

c Resistencia al corte en condiciones no 
drenadas. 

φ,  ∆φ 

Ángulo de fricción interna del suelo y 
su decremento conforme aumenta el 
esfuerzo de confinamiento, 
respectivamente. 

Relacionan (σ1-σ3)f con σ3 

Rf Relación de esfuerzos en la falla. Relaciona (σ1-σ3)ult con (σ1-σ3)f  
Kb Módulo volumétrico. Valor de B/Pa en σ3=Pa 

m Módulo exponencial volumétrico. Variación B/Pa en un incremento de un 
ciclo log. en σ3 

 
 
El modelo hiperbólico se ha utilizado extensamente en el análisis con elementos finitos de 

diferentes problemas geotécnicos, particularmente en terraplenes, por lo que se ha logrado 
acumular cierta experiencia en cuanto a la respuesta del modelo y al orden de magnitud de los 
parámetros para diversas muestras de suelos. Las principales características de interés práctico 
que del modelo Hiperbólico se pueden esperar se resumen como sigue (Duncan et al., 1980): 

 
• El modelo es útil en la predicción de deformaciones en terraplenes cuyo factor de 

seguridad indica una clara estabilidad, es decir, es adecuado para el análisis de esfuerzos y 
deformaciones antes de la falla. 
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• El modelo no puede representar los cambios de volumen asociados al cambio en los 

esfuerzos cortantes y siempre indicará compresión. 
 

• Los parámetros no representan propiedades fundamentales del suelo, son coeficientes 
empíricos que representan su comportamiento bajo un limitado intervalo de condiciones; 
por lo que su determinación experimental tendrá que ser representativa de las condiciones 
de campo que se deseen modelar. 
 
 
Con base en el análisis de los resultados experimentales efectuados con el modelo 

Hiperbólico, Dolezalova et al. (1994) concluyen que el modelo es capaz de representar con 
suficiente aproximación el decremento de rigidez asociado al incremento del nivel de esfuerzos 
cortantes (carga), pero no el marcado efecto de endurecimiento relativo al decremento del nivel 
de esfuerzos cortantes (descarga). 
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Nomenclatura 
 
 

maaa K,, 21 ; Coeficientes de la fracción polinomial necesarios para el cálculo numérico 
de las derivadas parciales. 

 
B ; Módulo elástico de compresibilidad volumétrica. 

E  y ν ; Módulo de deformabilidad y relación de Poisson. 

( )Vf v ;  Función de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua V. 

( )VF v ; Función de distribución acumulada de una variable aleatoria continua V. 

H ;  Altura del terraplén. 

k
Hα ; Polinomio unidimensional de Hermite asociado a la secuencia kα . 

K  y ; Parámetros del modelo constitutivo lineal. bK

vm ; Coeficiente de compresibilidad volumétrica obtenido mediante odómetro. 

vm~ ; Coeficiente de compresibilidad volumétrica medio representativo dentro del 

nivel de esfuerzos MPa 1~1.0 ≤≤ vm . 

n ;  Número de simulaciones necesarias en el método de Monte Carlo. 

aP ; Presión atmosférica. 

+P  y ; Probabilidades correspondientes a la variable aleatoria V  en  y v , 
respectivamente. 

−P −v +

 

U ( )θ ; Vector aleatorio de desplazamientos nodales en el cual cada componente 
 es una variable aleatoria por determinar en el método del elemento 

finito estocástico espectral. 
( )θiu

 

u ( )θ,x ; Campo de desplazamientos nodales. Θ∈θ , representa un resultado del total 
de resultados posibles del experimento que conforman el espacio muestral 

 en el método del elemento finito estocástico espectral. Θ
 

( )θ,XV ; Representación de un campo aleatorio en el método del elemento finito 
estocástico espectral. 

 

v−  y v ; Valores de la variable aleatoria  localizados antes y después de su valor 
medio, 

+ v

Vµ . 
 

( )U g V= ; Variable aleatoria U  en función de otra variable aleatoria V . 

0u ; Aproximación puntual de la densidad de probabilidad de la función 
, definida por los valores u( )U f V= +  y u− , y sus probabilidades. 
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u+  y ; Valores de la función u− ( )V=U f  evaluada en  y . +v −v

( )KCv ; Coeficiente de variación del parámetro K  del modelo lineal. 

( )bv KC ; Coeficiente de variación del parámetro  del modelo lineal. bK

( )ocv MC ; Coeficiente de variación del inverso del módulo de compresibilidad 
volumétrica. 

 

( )VC V ;  Coeficiente de variación de la variable aleatoria V . 

( 21 , XXCVV ) ; Función de Auto-covarianza del campo aleatorio ( )XV . 

( )YvC ∆ ; Coeficiente de variación del desplazamiento vertical máximo. 

( )νvC ; Coeficiente de variación de la relación de Poisson. 

( )lk VVCov , ; Covarianza entre dos elementos cualesquiera del vector de variables 

aleatorias V . 
 

({ )}1 2, , , nE g V V VK ; Valor esperado de una función ( )1 2, , , nV V V= KY g  de n variables 
aleatorias v . i

 

{ }KE ; Valor esperado del parámetro K  del modelo lineal. 

{ }bKE ; Valor esperado del parámetro  del modelo lineal. bK

{ }ocME ; Valor esperado del inverso del módulo de compresibilidad volumétrica. 

{ } VE V µ= ; Esperanza o valor medio de la variable aleatoria V . 

{ }E µ= VV  ; Esperanza de un vector V  de  variables aleatorias V . n nVV ,,, 21 K

{ }ΩVE ; Valor esperado de una propiedad V  definida en el dominio . Ω

{ 12 VVE }; Esperanza condicional de V  dado que se conoce la variable V . 2 1

{ }YE ∆ ;  Valor esperado del desplazamiento vertical. 

{ }νE ;  Valor esperado de la relación de Poisson. 

{ }F ; Vector de cargas. 

[K ]; Matriz de rigidez. 

[ ]0K ; Matriz de rigidez evaluada en el valor esperado de las propiedades 
aleatorias. 

 

[ ]IK  y [ ] ; Primera y segunda derivada de la matriz de rigidez con respecto a los 
parámetros aleatorios, respectivamente. 

IIK
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( )XN ; Vector que contiene a las funciones  necesarias para la discretización del 
campo aleatorio 

iN
( )XV . 

 

( 21 , XXRVV ); Función de auto-correlación del campo aleatorio V . ( )X

VVT ; Matriz de covarianza de un vector aleatorio de n elementos, . nvvv ,,, 21 K

TVV ; Matriz de covarianza del vector de variables aleatorias discretizadas. 

{ }U ; Vector de desplazamientos nodales. 

(XV ); Representación general de un campo aleatorio descriptivo de la variabilidad 
espacial. 

 

V ; Vector que contiene a las variables aleatorias obtenidas por la discretización 
del campo aleatorio ( )XV . 

 

( 1 2, , , nVar g V V V K ) ;Varianza de una función ( )1 2, , , nV V V= KY g  de n variables aleatorias. 

[ ]Var V  o ; Varianza de una variable aleatoria V . 2
Vσ

[ ]ΩVVar ; Varianza de una propiedad V  definida en el dominio . Ω

2 1Var V V  ; Varianza condicional de V  dado que se conoce la variable V . 2 1

1β ; Coeficiente de asimetría. 

( Mp )ξξ ,,1 KΓ ; Caos homogéneo de dimensión M  y orden p . 

∆X; Campo de desplazamientos horizontales. 

∆Y; Campo de desplazamientos verticales. 

δ ;  Margen de error deseado para la estimación del valor medio de una muestra 
de dimensión finita. 

 

ijδ ; Delta de Kronecker. 

{ }0
ε ; Vector de deformaciones obtenido para el valor esperado de las propiedades 

aleatorias. 
 

{ }I
iε  y { }II

ijε  Primera y segunda derivada del vector de deformaciones con respecto a los 

parámetros aleatorios, respectivamente. 
 

λT; Campo de desplazamientos totales. 

µ V ; Vector que contiene los valores medios de las variables aleatorias 
discretizadas. 

 

( )XVµ ; Esperanza matemática del campo aleatorio ( )XV . 
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cν ; Función de la relación de Poisson. 

( )θξ i ; Conjunto de variables aleatorias ortogonales. 

ijρ ; Coeficiente de correlación entre las variables aleatorias  y . ix jx

bKK ,ρ ;  Coeficiente de correlación entre los parámetros K  y  del modelo 
lineal. 

bK

 

CT 3,ρ ; Coeficiente de correlación entre los parámetros K  y  de los materiales 
en las zonas 

bK
T  y  del terraplén. C3

 

VVρ ; Matriz de correlación de un vector aleatorio de n elementos, . nvvv ,,, 21 K

( )21 , XXVVρ ; Coeficiente de auto-correlación entre las variables  y  del campo 
aleatorio V . 

1X 2X
( )X

 

lkVVρ ; Coeficiente de correlación lineal entre las variables aleatorias V  y V . k l

Vσ ; Desviación estándar de la variable aleatoria V . 

Xσ ∆  Desviación estándar del desplazamiento horizontal. 

Yσ ∆  Desviación estándar del desplazamiento vertical. 

( )
2

XVσ ; Varianza del campo aleatorio ( )XV . 

Xσ ; Campo de esfuerzos horizontales. 

Yσ ; Campo de esfuerzos verticales. 

31 σσ ; Campo de la relación entre esfuerzos principales. 

{ }0e
σ ; Vector de esfuerzos al nivel del elemento obtenido para el valor esperado 

de las propiedades aleatorias. 
 

{ }Ie
iσ  y { }IIe

ijσ  Primera y segunda derivada del vector de esfuerzos al nivel del elemento 

con respecto a los parámetros aleatorios, respectivamente. 
 

XYτ ; Campo de esfuerzos cortantes. 

(Xi )ϕ  y iλ ; Funciones propias y valores propios, respectivamente, de una ecuación 
integral que contiene a la función de covarianza ( )21 , XXVVC  como el 
Kernel. 

 

ψ i,α ( )θ ; Polinomio multidimensional de Hermite asociado con las secuencias (i 
, α). 

 

( ){ }( ){ }M
kkj 1=Ψ θξ ; Espacio de variables aleatorias denominado caos polinomial. 
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Ω ;  Representa un subdominio (segmento, superficie, volumen) en el cual se 

define alguna propiedad física o mecánica del medio. 
 

{ }
i

U
E

v

∂

∂
; Derivada del vector de desplazamientos con respecto a v , evaluada para el 

valor esperado de la variable aleatoria . 

i

iv
 

TB,3  y 3 ; Simbología en la zonificación principal del cuerpo del terraplén en una 
presa de enrocamiento con cara de concreto. 

C

 

 


