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Capitulo 1
Introduccion

El estudio de los robots méviles ha crecido substancialmente en los tltimos anos.
Es su capacidad de moverse de manera auténoma lo que los ha vuelto especialmente
atractivos, pues los hace adecuados para una gran variedad de aplicaciones practi-
cas. Su aplicacion en la industria es vasta como medios de transporte, inspeccién
y operacion, ademas de ser ttiles para realizar tareas en entornos hostiles para el
ser humano. Los robots méviles también se utilizan en aplicaciones militares. Un
ejemplo de ello es la deteccion, traslado y desactivacién de artefactos explosivos. En
el ambito cientifico se han utilizado para realizar tareas de investigacién en medios
en los cuales el ser humano no puede ir o son inaccesibles por tratarse de medios
remotos o demasiado peligrosos (submarino, espacial, etc.) [10]. Gracias a su capa-
cidad de movimiento, esta clase de robots pueden trabajar en conjunto con robots
manipuladores, lo cual permite pensar que eventualmente estos robots reemplazaran
al operario humano en las aplicaciones industriales. De ahi que estos sistemas hayan
atraido el interés de diversos campos del conocimiento; el control automatico es un

ejemplo de ello.

Los robots méviles se pueden clasificar segin el medio que usan para moverse
(ruedas, patas, orugas, etc.) [16], siendo los robots méviles con ruedas los més co-
munes, pues en general su construccion es mas simple y permiten transportar cargas
mayores, aunado a muchas otras ventajas practicas. Los robots méviles con ruedas se
pueden clasificar de acuerdo a la disposicion de las ruedas en la estructura del robot

(diferencial, triciclo, ackerman, omnidireccional, entre otras [14]), siendo la configu-

8
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racion diferencial una de las mas sencillas y utilizadas. La configuracion diferencial
consiste en dos ruedas dispuestas simétricamente en un eje comin perpendicular a
la direccién del robot. Cada rueda es controlada por un motor, de tal modo que
el desplazamiento y orientacion del robot queda determinado por la diferencia de
velocidad de las ruedas [1].

El problema bésico de un robot mdévil es el de la navegacion, es decir, moverse de
un lugar a otro a lo largo de una trayectoria. Dentro de los problemas de navegacion
que se han estudiado, uno que es particularmente relevante es el seguimiento de una
trayectoria de referencia. El seguimiento de trayectoria de referencia consiste en hacer
que el robot mévil siga la trayectoria impuesta por un robot mévil de referencia, real
o virtual, mediante un algoritmo de control, de tal modo que el robot mévil alcance

las posiciones en el espacio que el robot de referencia ha descrito.

1.1. Estado del arte

El problema de seguimiento de trayectoria en robots moéviles con ruedas se ha
abordado desde distintas perspectivas de control. En Kanayama et al. [11], se pro-
pone un esquema de control para resolver el problema de seguimiento de trayectoria
usando el método directo de Lyapunov, con base en el modelo cinemético del robot.
El modelo cinematico es una representacién simplificada que no captura la riqueza
dindmica del movimiento del robot mévil. Emplear el modelo dindmico en el diseno
del controlador permite tomar en consideracién los parametros fisicos del robot. Es-
quemas de control basados en el modelo dinamico también han sido propuestos. En
Fierro y Lewis [4] se introduce una ley de control basada en el método de backs-
tepping que demuestra solucionar el problema cuando los parametros del modelo
dindmico del robot son bien conocidos.

Controladores diseniados bajo los esquemas del control inteligente también se han
desarrollado, como control con redes neuronales [5], y 16gica difusa [13]. En Hou et al.
[8], se desarrolla una estrategia de control basada en backstepping que hace uso de
sistemas de l6gica difusa para aprender el comportamiento de la dindmica del robot.

Cuando los pardametros dinamicos del robot no son bien conocidos es necesario

desarrollar esquemas de control robustos ante incertidumbres paramétricas. Por lo
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que esquemas de control robusto basados en la teoria de modos deslizantes también
han sido reportados, [3], [18], [20]. A este respecto, se han reportado en la literatura
resultados de control adaptable. En Fukao et al. [6] se desarrolla una ley de control
adaptable capaz de compensar incertidumbre en los parametros del modelo dindmico
cuando las trayectorias de referencia son lineas rectas. En Zhengcai et al. [21] se
resuelve el problema de seguimiento de trayectoria sin tener restriccién alguna en
la trayectoria de referencia, pero impone condiciones a la estructura del modelo

dindmico del sistema.

1.2. Planteamiento del problema

Es comin que un robot mévil se utilice en conjunto con un brazo manipulador
para dar mayor flexibilidad a las operaciones efectuadas por éste. Cuando un robot
manipulador realiza una tarea determinada, en general es dificil conocer a priori la
magnitud de los parametros envueltos en el sistema, masa, momentos de inercia,
etc.; por lo que pueden existir incertidumbre paramétrica. Esto plantea la necesidad
de disenar un controlador capaz de lidiar de forma adecuada con tal incertidum-
bre. El control adaptable ofrece una alternativa para el control de sistemas sujetos
a incertidumbres paramétricas, pues en general busca mantener un desempeno con-
sistente del sistema en presencia de variaciones desconocidas o incertidumbres en
los parametros de la planta. Como se mencioné en la seccion anterior, esquemas de
control adaptable ya han sido propuestos. Sin embargo, su aplicacion esta restringida
de algiin modo a sistemas y/o trayectorias de referencias particulares. Es por lo cual

surge la necesidad de proponer un esquema adaptable més general.

De acuerdo a lo antes descrito, el problema de control a resolver en este trabajo
es el diseno de un esquema de control adaptable, robusto ante incertidumbres pa-
ramétricas, para seguimiento de trayectoria en robots moviles con restricciones no

holondémicas.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Disenar e implementar un esquema de control adaptable, para seguimiento de

trayectoria en robots méviles con restricciones no holonémicas.

1.3.2. Objetivos particulares

- Disenar una ley de control no lineal que asegure el seguimiento de una trayec-
toria de referencia con base en el modelo cinematico de un robot mévil con

restricciones no holondémicas.

- Disenar una ley de control capaz de compensar incertidumbres en los pardame-
tros del modelo dindmico (masa e inercia) de un robot mévil con restricciones
noolonoémicas mediante un esquema de control adaptable por modelo de refe-

rencia.

- Implementar el controlador desarrollado en un robot mévil de configuracién

diferencial.

1.4. Estructura del documento

El Capitulo 1 presenta una breve introduccién a los robots moviles con ruedas,
haciendo énfasis en los robots méviles de configuracion diferencial. Se plantea el
problema de navegacion a resolver en este trabajo y se presenta un panorama general
de como se ha abordado en la literatura el problema plantedo. Finalmente, se definen
los objetivos a cumplir en el presente escrito.

En el Capitulo 2 se desarrolla el modelo dindmico de un robot mévil no holonémi-
co.

El Capitulo 3 inicia con el diseio de una ley de control no lineal basada en el
modelo cinematico del robot movil; y en seguida se presenta el desarrollo de una ley
de control adaptable por modelo de referencia que contempla la dindmica de robot.

El Capitulo 4 reporta los resultados experimentales obtenidos de la implemen-

tacion de los esquemas de control propuestos en el Capitulo 3, en el robot movil
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RM-10, del Laboratorio de Robdtica del programa de Posgrado en Ingenieria de la
UNAM.

Finalmente, el Capitulo 5 resume las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2
Modelo dinamico

Dentro de las configuraciones usuales de los robots méviles, una de las més sim-
ples es la configuracion diferencial. Esta configuraciéon basicamente consiste de dos
ruedas independientemente actuadas montadas simétricamente en un eje comun y
dos ruedas libres montadas en un segundo eje que dan soporte al robot. De este
modo el movimiento y orientacién del robot se logra a través del par que entregan
los actuadores a las ruedas actuadas. Un robot movil diferencial como el mostrado
en la Figura 2.1 tiene tres grados de libertad, es decir, puede moverse en direccién de
ambos ejes (X e Y) y rotar alrededor del eje vertical. Debido a que sélo se pueden
controlar dos grados de libertad, es decir, sélo son posibles el movimiento normal al
eje de las ruedas actuadas y el cambio de orientacion, éste es considerado un sistema
subactuado.

Dado que para controlar el movimiento del robot mévil se requiere determi-
nar los pares a aplicar a las ruedas actuadas, es necesario determinar el modelo
dindamico del robot, lo cual se realizara en este capitulo mediante las ecuaciones de

Euler—Lagrange.

2.1. Restriccion no holonomica

Un robot movil con traccion diferencial esta sujeto a restricciones que limitan su
movimiento. Dichas restricciones son dependientes de la velocidad del sistema por lo

que se denominan no holonénicas. Para el caso bajo estudio se considera la condicién

13
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de no deslizamiento.

Figura 2.1: Esquema de robot moévil

Considérese un mecanismo movil como el mostrado en la Figura 2.1, el cual se
supone es un cuerpo rigido de masa m cuyo centro de masa se ubica en el punto C
de coordenadas (z.,¥.). La traccién del mecanismo es generada por dos ruedas en
configuracion diferencial, es decir, dos ruedas independientemente actuadas por dos
motores de corriente directa. El radio de las ruedas se define como r y la distancia
entre ellas como 2R. La distancia entre el centro de masa y el punto P, que identifica
al punto medio del eje de las ruedas actuadas de coordenadas (z,, y,), se define como

d. El angulo  es el angulo de orientacion del robot con respecto al eje X.
La condicién de no deslizamiento establece que las ruedas no patinan y tampoco

tienen desplazamientos laterales, por lo que el movimiento del sistema solo es posible

en direccién normal al eje de las ruedas actuadas. De este modo surgen las siguientes
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relaciones
Tp = Up cos O 2.1)
Up = UpSin 6 '
que pueden reescribirse como ‘
Tp
= 2.2
o cos 0 (2:2)
Yo
= 2.3
op sin 6 (2:3)
Igualando (2.2) y (2.3) se llega a la siguiente relacién
Zpsinf = y, cos (2.4)
Up cost) — apsind = 0. .
Por otro lado, las coordenadas de P y C estan relacionadas por
Tp =, —dcost, y,=1y.—dsinb. (2.5)

Al derivar con respecto al tiempo las ecuaciones anteriores se tiene lo siguiente
Tp = Tc + dfsinb, Up = Yo — df cos . (2.6)
Al combinar (2.4) y (2.6) finalmente se obtiene la siguiente relacién
e oS0 — dosin — df = 0, (2.7)

que es la ecuaciéon de la restriccién no holondémica del sistema.

2.2. Ecuaciones dinamicas

Para un sistema no holonémico las ecuaciones de Euler - Lagrange son descritas

por la siguiente relacién

ddL 9L aJ .
oL 9 A 9.
woq oq a7 (@A (28)
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donde
q : Vector de coordenadas generalizadas del sistema
L : Lagrangiano
f: Fuerzas generalizadas
J : Co-contenido total en los en los disipadores
A : Es una matriz asociada a las restricciones no holonémicas del sistema

A : Vector de multiplicadores de Lagrange

El Lagrangiano L es definido como L = U*(q) — T'(q), donde
U*: Co-energia cinética

T': Energia potencial

Dado que se restringe el movimiento del sistema al plano horizontal X — Y (ver
Figura 2.1), su energia potencial permanece constante, por lo que su Lagrangiano
queda definido sélo por la co-energia cinética U*. De acuerdo con la Figura2.1l se
tiene

U* = 1mv2 + EIQQ, (2.9)
2 P2
donde 7 representa el momento de inercia del robot movil alrededor del punto P.

La velocidad v. del centro de masa del robot, de componentes z. e 7., presenta
dos contribuciones, la primera es debida al movimiento de traslacién y la segunda a

la rotacién causada por cambios en la orientacién, es decir
e = vpcosf — dfsinf (2.10)
Je = vpsin @ + df cos 0 (2.11)

De estas dos tltimas relaciones es ficil determinar que la répidez v, del robot

esta dada por lo siguiente

v = (& + df sin 0)% + (9. — df cos 0)2. (2.12)
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Con esto, la co-energia cinética queda definida como
" 1 . . 2 . ] 2 1 )2
U = §m[(xc + dfsin0)” + (g — db cos 0)°] + 516’ (2.13)

y por lo tanto el Lagrangiano del sistema es

1 . . 1 .
L= im[xf + 92 + d*0? + 2d0(i. sin § — 9., cos )] + 5292 (2.14)

Con el Lagrangiano determinado, ahora es posible desarrollar las ecuaciones de
Euler-Lagrange (2.8). Dado que la posicién del robot en el plano X — Y esta com-
pletamente definida por las coordenadas del centro de masa (z.,y.) vy la orientacién

0, éstas son las coordenadas generalizadas del sistema, es decir

q1 T
4= |@| = |v (2.15)
q3 0

Por lo tanto se tendran tres ecuaciones de Euler-Lagrange, una para cada coor-

denada generalizada.

Para ¢; = x. las ecuaciones de Euler-Lagrange, despreciando los términos disipa-

tivos, quedan definidas como sigue

d 0L 0L
1t i —a—xc—fl—i-al)\ (2.16)

donde f; son las componentes de las fuerzas externas que actian sobre el sistema

en direccion de la coordenada generalizada x., es decir, las fuerzas generalizadas.
Recuérdese que las fuerzas externas presentes en el sistema son los pares aplicados a
las ruedas actuadas, definidos como 7, para indicar el par aplicado a la rueda derecha
y como 7 para el par aplicado a la rueda izquierda. De acuerdo con esto iltimo se

define f; como

1
fi= ;[Tr cos 0 + 7 cos 0] (2.17)

El término ay en (2.16) corresponde a la primera fila de la matriz asociada a la
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restriccién no holonémica A(q)T, que se define de acuerdo con (2.7) como
A(q)q = —dcsinf + o cosf — df = [—sin® cos® —d)g=[ay az as)g =0 (2.18)
Desarrollando (2.16) se tiene

d oL

& Ot m. + dmb sin @ + dmé” cos (2.19)
oL
=0. 2.2
Dz, 0 (2.20)

Por lo tanto la ecuacién (2.16) finalmente queda

. ) 1
mi. + dmfsinf + dm 6% cos ) = ~[r, cos § + 1 cos ] — sin O\ (2.21)
r

De manera analoga a lo hecho anteriormente, se desarrollan las ecuaciones de

Euler-Lagrange para g2 = y. v g3 = 6, con lo que se obtiene

d oL 0L
at g oy = fa + agA (2:22)
doL OL
con .
fa= ;[Tr sin @ + 7 sin 6 (2.24)
1
fs= ;[nR — 7R (2.25)

Desarrollando ahora las derivadas en (2.22) y (2.23)

d oL

Ton mije — dmf cos 0 + dmb? sin 6 (2.26)
oL
-0 2.27
n (2.27)
d oL 2 . . , s i
= m[d“0 + d(Z.sind + &.0 cos 0 — j. cos O + y.0sinh)] + L6 (2.28)

dt 99
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L .
2—0 = mdf|z. cos 6 + Y. sin 0] (2.29)

Finalmente las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.22) y (2.23) para y. y 6 son
) . . 1. .
mij. — dmb cos 0 + dmb” sin @ = —[7, sin 0 + 7 sin 0] + cos O (2.30)
r

m[d?0 + d(i.sin 0 + i.0 cos 0 — i, cos 0 + .0 sin 0)] + Z6—
. 1 (2.31)
mdl|i.cos + y.sinf] = — [, R — nR] — dA
r

Con esto las ecuaciones del movimiento del robot mévil son descritas por (2.21),

(2.30) y (2.31); las cuales se pueden reescribir en la siguiente forma matricial

H(q)i+C(q,4)q +g(q) = B(g)T + AT (q)\. (2.32)

que es la formulacién matricial de Lagrange, donde g € R? es el vector de coordena-
das generalizadas, H(q) € R*®?® es una matriz simétrica definida positiva conocida
como matriz de inercia, C(q,q)qg € R® es el vector de fuerzas centrifugas y de
Coriolis, g € R? es el vector de fuerzas gravitacionales, B € R3*? es una matriz de
transformacién de entradas, 7 € R? es el vector de entradas, A*(q) € R? es una
matriz asociada a las restricciones del sistema y A € R es el vector de multiplicado-

res de Lagrange. Con esto, para el caso bajo andlisis, (2.32) queda definida por lo

siguiente

m 0 dmsin 6§ md6? cos 0
H(q) = 0 m —dmcos@|, Clg,q)qg= |mdb?sinb

dmsin® —dmcos6 I+ md? 0

(2.33)
. cosf cos@ —sin6
B(q) = . sinf sinf|, T= [Tr] . A'(q) = | cosf
R R n —d

Cabe destacar que debido a que el movimiento del robot se restringe al plano hori-

zontal (X —Y) el término g(q) es nulo.

Es conveniente ahora determinar la matriz C(q,q) a través de los simbolos de
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Christoffel, los cuales se definen a partir de la siguiente relacién

1 (Oh;;  Oh; Ohy;
ki T g ( 4 ko ki (2.34)

= Cjki i,j,]le,...,n.
oqy 3%‘ 0q; ) aw

donde los términos h;; i k; corresponden al ij—ésimo elemento de H(q). A partir de

esto ultimo, los elementos ¢;; de la matriz C(q,q) estan dados por

Cij = chﬁqk i,j =1,...,n. (235)
k=1

Para el caso bajo estudio, los simbolos de Christoffel son los siguientes

0111:% %IZTJF%_?_;; =0 0112:% %h—;11+%h—;11 %h—ql;
0113:% 86}31311 %h_qgll_%h_ql; =0 C121=% %h—qlf—i-%h—;; %h—;f
6122:% %h_;f %h_;zl_%h_; =0 0123:% aah—;f—i-%h—;’; %h—ql;
0133:% %h_;ls+%h_;;_%h_;;, =0 C211=% %h—;f—i-%h—;; %h—(;f
6212:% %h_tff+a«9h_¢;zl_%h_¢;; =0 02132% aah—;f—i-%h—;’; %h—(;;
0223:% %h_;;+%h_q3;_%h_q2; =0 C231=% %h—;;—i-%h—;; %h—;lf‘"
0322:% % Ohpy _ Ohas ) — ) (393 = L (a3 4 Ohsy _ Ohog
q2 dq3 0q2 2 \ ago 9gs D43
Cas1 = 3 %h—;; %h—;;—%h—;f =mdcos c33 =3 %h—;; %L;;)_%h_;;
C332:%<%h—;;+%h—q2;—%h—;j = mdsin 6
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Por lo tanto, de acuerdo con (2.35) se obtiene

c11 = c111G1 + C211G2 + 3113 =0

C12 = 12141 + €221G2 + 32143 = 0

c13 = Cizidh + C231 + Cazids = mdf cos f

C21 = C112q1 + C212G2 + C31243 = 0

C22 = C122G1 + C222G2 + C322q3 = 0 (2.36)
Ca3 = Cizath + Ca2da + Cazods = mdf sin 6

c31 = C113q1 + c213G2 + ¢313¢3 = 0

C32 = C123G1 + C223G2 + C323q3 = 0

C33 = C133¢1 + C233¢2 + C333G3 = 0

Con lo cual la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis C(q,q) es

0 0 mdfcosb
C(g,q)= |0 0 mdfsind| . (2.37)
0 0 0

El multiplicador de Lagrange A que hasta ahora no ha sido definido se determi-
nard a partir de la restriccion no holonémica del sistema, para lo cual cabe recordar
que si la restriccion no holonémica no depende explicitamente del tiempo es posible

escribir la siguiente relacion

Alg)q = 0. (2.38)

Si se deriva con respecto al tiempo (2.38) se tiene

A(g)§ + Alg)g =0 (2.39)

De (2.32) es posible obtener ¢ como sigue

§=H '[B(q)r + A" (¢)A — C(q.4)q]- (2.40)
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Sustituyendo (2.40) en (2.39) se tiene

A(QH ' [B(g)r + A" (9)\ — C(q.4)d] + A(g)qg = 0

. 2.41
A(q)H 'B(q)T + A(q)H A" (@) — A(9)H 'C(g,9) + A(g)g = 0. 240

Después de algunos pasos algebraicos para despejar a A de (2.41), se obtiene
A=[A(@)H 'A"(9)) '[A(@H 'Clg,4)d — Al@)q — A@H 'Blg)r]  (242)

Por célculo directo

) T — d*mcos® 0 + md? —d?>msin 6 cos 6 —mdsin @
H'= " —d*msin @ cos 0 T — d®>msin?0 + md®> mdcosf (2.43)
—md sin 6 md cos 6 m

Desarrollando los términos en (2.42) se obtiene finalmente
A = m0[i cos 0 + 7 sin 0] (2.44)

Asi el modelo dinamico del robot mévil es descrito completamente por las ecua-
ciones (2.32), (2.44)

H(q)i+C(q,4)§ = B(q)r + A" (g)A

A = ml[i. cos 6 + g sin ]

y las relaciones (2.33).



Capitulo 3

Control adaptable

En algunas tareas de control, como por ejemplo aquellas relacionadas con robots
manipuladores, los sistemas a controlar pueden presentar incertidumbres paramétri-
cas en algun instante de la operacién de control. Si tal incertidumbre paramétrica
no es compensada adecuadamente, el desempeno del controlador podria no ser el

esperado o peor atn, podria hacer inestable al sistema.

En general los robots moviles se usan en conjunto con un robot manipulador,
por lo que en la practica un sistema robot movil - manipulador puede presentar
incertidumbres paramétricas. El control adaptable ofrece una opcion para el control
de sistemas sujetos a incertidumbres paramétricas, pues en general busca mantener
un desempeno consistente del sistema en presencia de variaciones desconocidas o

incertidumbres en los parametros de la planta.

En este capitulo se presenta el diseno de la ley de control propuesta para cumplir
con el objetivo de control planteado. El diseno del controlador se divide en dos partes.
En la primera se propone una ley de control no lineal tomando en consideracion sélo la
cinemética de la planta, y en la segunda se propone un esquema de control adaptable
por modelo de referencia para la parte dinamica del robot movil. La conjuncién de

estas dos leyes de control especifican el controlador del robot movil.

23
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3.1. Relaciones dinamicas

Antes de comenzar con el desarrollo del controlador para el robot mévil es impor-

tante determinar algunas relaciones dindmicas del sistema, para lo cual considérese

nuevamente (2.21), (2.30) y (2.31), las cuales se reescriben a continuacién

. . 1
mi. + dmfsind + dm 0* cos ) = ;[7} cos 0 + 7 cos 0] — sin O
. . 1
mij, — dm# cos @ + dmb*sin @ = ~[7, sin 6 + 7, sin 0] + cos A
r
. .1
m[d*0 + d(i.sinf — §j.cos0)] +Z0 = ;[TTR —nR] — d\.

Si se define
1( +7)
T = —(1r + 7
. 1

como la fuerza que induce movimiento lineal y
R

Bz?h—m

(3.1)
(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

como la fuerza que produce movimiento angular; entonces (3.1), (3.2) y (3.3) se

convierten en

mx. + dmfsin 0 + dm 6° cos 6 = Ty COs 0 — sin O\
mij. — dm0 cos 0 + dmb? sin 6 = Ty Sin @ + cos 6\
m[d?0 + d(i.sin 0 — g cos 0)] + L0 = 7, — d,

o bien
TV

\ . .
fo=—cosf — —sin® — (df sin + db? cos )
m m

A N .

Yo = N ging + = cosf + (df cos § — db? sin 0)

m m
1

0= m[’l'a — d\ — dmi.sin 0 + dmjj. cos 0].
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Por otro lado, de (2.6) puede verse que el modelo cinematico del robot es

T
v
q="v =G@)[1 (3.9)
. w
0
con
cos) —dsind
G(q) = |sinf dcosf | . (3.10)
0 1

Derivando (3.9) con respecto al tiempo se tiene

.. : v v
i=Gl)| " +G@[?] (3.11)
w w
es decir
Te —fsinf —dfcosb cosf —dsinf| .
) i )
Jo| = | Ocos —dfsind + [sinfd dcosf [ p] . (3.12)
. w
0 0 0 0 1

Nétese que w = 6, por lo que desarrollando (3.12) se tiene

i = —wuv,sin @ — dw? cos § + vy, cos @ — di sin O (3.13)
fje = wuy, cos  — dw? sin @ + v, sin 6 + dei cos O (3.14)
0 = 1. (3.15)

Igualando (3.6) y (3.7) con (3.13) y (3.14) respectivamente, se tiene

™ cosf — isin@ — (divsin @ + dw? cos ) =
m m (3.16)

—wup, sin @ — dw? cos 6 + U cos ) — dwsin 0
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™ sinf + i(:056’—}— (diis cos 6 — dw?sin §) =
m m (3.17)

wvyp, cos 0 — dw? sin 0 + U sin 6 + dw cos 0.

Si ahora se multiplica (3.16) por cos @ y (3.17) por sinf y se suman ambos productos

se tiene
(B — dw2) (cos® 6 +sin® 0) = (—dw® + 1) (cos® § + sin” 0)
m
es decir
. Ty

Ahora, igualando (3.8) con (3.15)

b= — [ — ) — dmisinf + dmi. cos 0] (3.19)

W= s mi.sin mij. Cos :

y sustituyendo (3.6) y (3.7) se tiene

: 1 2 i 2 .2
W = ———— [T — d\ + (dA\ + d"mb)(cos” § + sin” 0)]
De acuerdo con (3.15) finalmente se tiene
-
= —. 21
w= (3.21)

3.2. Control parte cinematica

El problema de control a resolver es el seguimiento de una trayectoria impuesta
por un robot de referencia. Se considera que el robot de referencia tiene una confi-
guracion idéntica a la del robot mévil, por lo que su cinematica es definida como en

(3.9). Es decir, se propone

G = || = |sinb, dcosb, (3.22)

Ty cosf, —dsinb,
0, 0 1
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La cinematica del robot de referencia es definida por (3.22) y esta sujeta a la restric-
ciéon no holonémica

U €08 Oy — iy sin b, — db, = 0. (3.23)

Robot de
referencia

Figura 3.1: Error de posicién

Ahora se define el error de posicién del robot con respecto al marco de referencia

X. — Y. montado sobre el robot, Figura 3.1, de la siguiente manera

Te cosf) sinf O |z, — z.
Yo| = | —sin® cos€ 0| |y — ye (3.24)
Oe 0 0 1| 6. -6

Derivando (3.24) con respecto al tiempo se tiene
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Te cosf sinf 0| |z, — 2. —fsind Ocosf 0 Ty — T

Uo| = | —sinf cosf® O | — e |+|—0cos® —Bsind 0| |y — ve

O 0 0 1| |[6.—6 0 0 0] [6.—6
por lo que

Te = @y cOSO + Ypsinf — (& cos O + g sin )+
—i—é(yr cosf) — y.cosf — x, sin 0 + x.sin 0).
Sustituyendo (3.9) y (3.22) en (3.26) se tiene

Te = v;(cos B, cos O + sin 6, sin ) — dw,(sin 6, cos @ — cos b, sin 6)

—v,(cos? 0 + sin? 0) + Blcos Oy, — ye) — sinO(z, — ).
Dadas las identidades trigonométricas

cos(aw — ) = cos acos B + sin asin 3

sin(aw — 8) = sinacos f — cos asin 3
y considerando (3.24) se tiene finalmente
Te = Uy €08 0 — dw, sin O — vy, + WYe.
Para g, se tiene lo siguiente

Yo = —Zysinf + ¢, cos 6 + (. sin @ — g, cos §)—
—é(xr cos ) — x.cosf + y, sin @ — y.sin0).

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Sustituyendo Z, y 9, de (3.22) y considerando la restriccién no holonémica del sistema

(2.7), es decir g cosf — i sinf — dw = 0, se tiene

Je = vy(sin 0, cos @ — cos B, sin 0) + dw,(cos O, cos O + sin 6, sin ) —

—dw — w(cos Oz, — x) + sin Oy, — ye)).

(3.31)
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Dadas las identidades trigonométricas (3.28) y considerando (3.24) se tiene
Yo = vy sin O + dw, cos b, — (d + xo)w. (3.32)

Por ultimo 6, es
0o =0, — 0 = w, — w. (3.33)

Con esto, la dinamica del error de posicion escrita en forma matricial es

Te vy €08 0, — dw, sin 6, -1 Ye
Uo| = |rsinbe + dw,cosbe | + | 0 —(d+ ) [ p] (3.34)
0e W, 0 —1

donde v, y w se consideran entradas de control, como se puede apreciar en la siguiente

figura.

Dindmica e
—> del 1

€rror

Up, w Ley de
control (=g
Cinematico
Tqﬂg

Figura 3.2: Dinamica del error.

Ahora se busca determinar las entradas de control v, y w tal que las trayectorias
g de (3.34) tiendan alrededor del punto de operacién q, = [e, Ye, 0c]* = 0, para lo
cual se emplea la siguiente funcién positiva definida

1 1
vz§ﬁ+§£+mmw (3.35)
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con
. sinf, sif.>0
| sin 0| = . .
—sinf, sif,<0
Sif, >0,V sera
1 1
V= 59:3 + §y§ + sin 6, (3.36)
cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (3.34) es
V = Zebe + Yole + COS 6.0,
= Ze|vy €08 0 — dw, sin b, — vy, + WYe] + Ye[vy sin O + dw; cos b,
—(d 4 zo)w] + cos b (w, — w)
= Ze|vy cOs b, — dw, sin b, — v,| + Yev, sin O, + dw,y. cos O,
[ p] Y Y (3.37)
+w;, cos b — w(dy. + cosbe).
De (3.37) es claro que si
Up = ¥y €08 B — dw, sin b + kyz., con ky; >0 (3.38)
el primer término de (3.37) es negativo, es decir
V= —k122 + yeov, sin O, + dw,ye cos O, + w, cos O, — w(dy, + cos b,). (3.39)

Ahora se busca de igual modo que los términos restantes de (3.39) sean negativos,

por lo que se propone

Yoy SIN B + dw, Yo 08 O + w,. cos O, — w(dye + cos b)) = —koy? — k3b?, con ko, k3 > 0
para lo cual w debe ser entonces
koy? + k36? + yev, sin 0, + dw,ye cos O, + w, cos O,
w = . (3.40)

dye + cos 0,
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De acuerdo con (3.38) y (3.40)
V = —ky2? — kyy? — ksf? < 0 (3.41)
Por otro lado, si 6, < 0, entonces

1 1
% 24+ ~y2 — sinb.. (3.42)

=—x
2°° 2
Derivando con respecto al tiempo se tiene
V = 2eiie + YelJo — COS 0.0,

= Ze [0y cOS O, — dw, sin b, — vy, + WYe] + Ye[vr sin b + dw; cos b,

—(d + xe)w] — cos O (w, — w)

= Ze|vy cOs 0, — dw, sin O, — v,| + Yev, sin O, + dw, Yy cos O,
[ p] Y Y <3.43)
—w, cos B, — w(dy. — cos b,).

Nuevamente con v, elegido como en (3.38) el primer término de (3.43) es negativo
V= —k122 + yov, sin O, + dw,ye cos B, — w, cos Oy — w(dy, — cos b,). (3.44)

Se desea que los términos restantes de (3.44) sean negativos por lo que se busca de

nuevo
Yoy SiN O + dw,Ye cos B — w; cos O — w(dye — cosBe) = —koy? — k302, con ko, k3 > 0

por lo que esta vez se tiene

koy? + k36? + yev, sin 0, + dw,y, cos 0, — w, cos b,
w = )

3.45
dye — cos b, ( )

De acuerdo con (3.38) y (3.45), (3.43) queda como

V = —ky2? — kyy? — ksf? < 0. (3.46)
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Con esto se prueba que las leyes de control que hacen que el punto de operacion
g. = 0 de (3.34) sea asintéticamente estable son (3.38), (3.40) y (3.45), las cuales se

resumen enseguida.

Up = Uy €08 B — dw, sin b, + ke (3.47)
koy? + k36 + yev, sin 0, + dw,y, cos O, + w,cos O, .
sif, >0
o — dye + cos 6, (3.48)
koy? + k36? + yev, sin 0, + dw,y, cos O, — w, cos b, '
sif, <0

dye — cos 0,
con k?l, kﬁg, ]{’3, ky > 0.

Comentario 3.1 Notese que la ley de control (3.48), tiene un de-
nominador que puede hacerse cero. Sin embargo, cuando las condiciones
iniciales g.(0) son suficientemente pequenias esto no sucede. Cabe aclarar
que suficientemente pequenas no necesariamente significa g.(0) ~ 0. En
seguida se verifica esta aseveracion.

Considérense los denominadores de (3.48), es decir
dye + cosf, sif, >0 (3.49)

dy, — cosf, sif, <0. (3.50)

Se busca encontrar las condiciones para que (3.49) y (3.50) no se anulen,

lo cual presenta las siguiente posibilidades

dye + cos b, > 0 (3.51)

dye + cos b, < 0 (3.52)
y

dye — cosf, >0 (3.53)

dy. — cos 0, < 0. (3.54)

Como existe convergencia asintética de los errores a cero, tanto y, como

6. comenzaran a moverse desde algin punto inicial y.(0) y 6.(0) en el
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espacio de estados, hasta llegar al origen, es decir se moveran en direccién
al origen. Dado que 0, es el argumento de la funcién coseno en (3.49) y
(3.50), y que la funcién cos 6 es positiva cuando —5 < 6. < 7, entonces
si se supone que el error inicial 6,(0) no es superior a 90° (i.e. Z [rad)), es

decir

0.0) € (-2.2). (3.55)

23
se tiene que

cos B, > 0. (3.56)

Mas atn, si 8, — 0 entonces cosf, — 1. De acuerdo con lo anterior, las
unicas alternativas posibles para que (3.49) y (3.50) no se anulen estdn

dadas por (3.51) y (3.54), o lo que es lo mismo
d|ye(0)| < cosB(0). (3.57)

De esta manera, si (3.57) es satisfecha, (3.49) y (3.50) no se haran cero.

Nétese que alrededor de los extremos del intervalo definido en (3.55),
la magnitud de la funcién cos6,(0) es aproximadamente cero, lo cual de
acuerdo con (3.57) limita considerablemente la magnitud de la condicién
inicial del error ¥,, obligando practicamente a iniciar al robot mévil en
la posicién deseada, esto es y,(0) ~ 0. Es por lo anterior que se propone
ahora que el error inicial §, no sobrepase los 60° (i.e. 5[rad]). Entonces,

considerando

0.(0) = j:g, (3.58)

el intervalo de valores de la funcién cos 6, serd
cos0,(0) = 0.5 < cosb, < 1 = cos(0). (3.59)

Con esto y de acuerdo con (3.57) finalmente es posible determinar la
regién de validez D de las leyes de control (3.47) y (3.48)

0.5 0.5
D:{ye,QeeR |—7<ye<7,—
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Cabe senalar que, de acuerdo con las dimensiones del robot mévil, d
es un parametro de magnitud menor a 1 [m], por lo que en general la
magnitud del error y, podré ser mayor que 0.5 [m], lo cual hace aiin
menos restrictiva la regién (3.60).

Con esto y de acuerdo con (3.41) y (3.46) las leyes de control (3.47)
y (3.48) garantizan que el punto de operacién g. = 0 sea local asint6ti-

camente estable.

El resultado anterior se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 Sea el sistema cinemdtico (3.34) con entradas de control v, y w.
Dadas v, y w en (3.47) y (3.48) respectivamente, cuya region de validez estd dada

por (8.60), entonces el origen q. =0 es local asintéticamente estable.

A

Aunque las leyes de control propuestas garantizan estabilidad asintética local

de (3.34), de manera empirica se ha observado que la dindmica en lazo cerrado de

dicho sistema es demasiado lenta. Para contrarrestar este hecho se requiere inyectar

amortiguamiento al sistema, por lo cual se propone ahora la siguiente variacién en
las leyes de control (3.47) y (3.48).

Vp = Uy €08 O — dwy sin O, + kyxe (3.61)
koy? + k36 + k4ye + yov, sin b, + dw,ye cos 0, + w, cos O, G 0> 0
i
w— dye + cos 0, ¢ = (3.62)
) kw2 F ks0? — kaYe + Yev, sin O, 4 dw,ye cos B, — w, cos b '
sif, <0
dye — cos b,

con kl, kg,kg,k4 > 0.
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Se analiza ahora el efecto de las leyes de control (3.61) y (3.62) en (3.34), para
lo cual considérese nuevamente (3.37) si 6, > 0y (3.43) si 6, < 0.

Si 6, > 0 entonces

V=1, [0y cos B, — dw, sin b, — vp] + Yot sin O, + dw,ye cos O,

+w, cos O, — w(dy. + cos b,)
= —]{311'2 — k’ggg - k’gys - k4ye; (363)

y si 0, < 0 entonces

V=1, [Uy €08 O — dw, sin B — Vp] + Yoty sin b + dw,ye cos b

—w, cos B, — w(dy, — cos b,)

= —ky2? — k302 — koy? + kave. (3.64)

En (3.63) y (3.64) se puede ver que el tltimo término tiene signo distinto, por lo
cual se analiza ahora el peor caso que se presenta cuando tal término es positivo, es

decir

V < —kal — k02 — oy + Kalye| (3.65)

Para que V < 0 se requiere que la suma de los dos tdltimos de (3.65) sea menor que

cero, es decir
_kQ‘ye|2 + Kalye| <0

—[ve| (kalye| — k4) <O
k’2|ye| —ky >0

k
|ye| > /?4 (3.66)
2

Con esto, si (3.66) es satisfecha, entonces V < 0.

Ahora bien, se puede reescribir (3.65) de la siguiente forma

V = _QZKQe + k4’ye‘ (367>
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donde
Le kK 0 O
e = |Ye|» K=1]0 ky O (3.68)
0, 0 0 ks

Con esto se tiene que
V = —q; Kqe + ka|y|

< _HH‘kH2 + k4’ye|
< —£|ge|* + Fal lge

K K
< —Slgell® = Slacl P + kgl (3.69)

donde
K = Amin(K). (3.70)

Dado que se busca que V < 0 se analizan los dos tltimos términos de (3.69), es

decir
K
—511gel[* + Kallgell- (3.71)

Se desea que esta funcién sea negativa o cero, es decir

K
_§HQeH2 + k4HQeH < 0
K
~lgell (5 llgell = k1) <0

K
= llgel | = k) >0,
(5 lgell = k) =

lo cual se cumple si

2ky
laell > 22 2 (372)
K
Por lo tanto, si ||ge|| > 1 se tiene que
V< —llal” = ~asllq.” (3.73)
= 2 e 3| |4e .

donde a3 = $k. De acuerdo con el Teorema 4.18 de Khalil [12] (ver Apéndice A) y
considerando W3 = as]|ge||?, se prueba que las trayectorias del sistema (3.34) estén
finalmente acotadas y que la cota final puede hacerse arbitrariamente pequena.

Noétese que con (3.62) se ha perdido la propiedad de convergencia asintética al
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punto g. = 0 garantizada por (3.47) y (3.48). Sin embargo, como se comenté ante-
riormente éste mejora significativamente la velocidad de convergencia del vector de
estados ¢q., lo cual es imperativo de acuerdo con el objetivo de control planteado.
Para mostrar lo anterior es conveniente presentar el sistema (3.34) en lazo cerrado
con (3.61) y (3.62), lo cual se hace en (3.74), (3.75) y (3.76) para 6, > 0.

b — Tz + (kzgyi’ + ksyel2 + kay? + y2ve sin e + dwiy? cos b + wiye cos b
dye + cos 0,
(3.74)
Yo = vp 8in 6, + dw, cos b,
(d+ ) koy? + k36 + yev, sin 0, + dw,ye cos O, + w; cos B,
¢ dy. + cos b, (3.75)

. k4ye$e B dk4ye
dy. + cosb,  dy. + cos b,

: koy? + k302 + kyyo + yevr sin 0, + dw,ye cos O, + w, cos O,

0. = w, — . (3.76)
dye + cos b,

Nétese que para (3.75), si los errores son suficientemente pequenios se obtiene la

siguiente aproximacion lineal

ye + dk4ye ~ 07

lo que muestra que se ha introducido amortiguamiento a la dindmica del error .
Cabe destacar que para 6, < 0 sucede exactamente lo mismo.

De acuerdo con lo anterior es posible enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.2 Sea el sistema cinemdtico (3.34) con entradas de control v, y w.
Dadas v, y w en (3.61) y (3.62) respectivamente, entonces las trayectorias de (3.34)

estan finalmente acotadas con cota ultima arbitrariamente pequena.

VAN
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3.3. Control parte dinamica

El esquema de control aqui propuesto esta basado en la teoria del control adap-
table por modelo de referencia, mediante el cual se busca determinar las leyes de

control tales que el sistema sea capaz de seguir una senal de referencia dada.

Control ideal

Hasta el momento los valores v, y w han sido considerados las entradas al sub-
sistema cinematico (3.34). Sin embargo, no es posible elegir estos valores porque en
realidad son las salidas del subsistema dindmico (2.32). De esta forma, lo convenien-
te es designar las definiciones de las leyes de control (3.61) y (3.62) como valores
deseados para v, y w, i.e. vpq y wq respectivamente, y diseniar un nuevo controlador
tal que v, — vpq ¥ w — wq conforme ¢t — co. Esto se muestra en el diagrama de la
Figura 3.3.

Se busca determinar la senal de referencia para las velocidades del robot, para lo
cual se proponen los siguientes modelos (de referencia) para la dindmica del error de

la velocidad lineal y angular respectivamente

Vom + Tiem =0 3 T >0 (3.77)
em + Totem = 0 ; Ty > 0 (3.78)
con
Vem = Upd — Um (3.79)
Wem = Wq — Wiy (3.80)

donde vy, y wy son respectivamente la velocidad lineal y angular del modelo de
referencia.

Con esto (3.77) y (3.78) se pueden reescribir como sigue
Dpd - Um + Tl(Upd - Um) =0 (381)

’Li)d — wm + T2<wd - wm) =0 (382)
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Figura 3.3: Diagrama de bloques del control parte cinemética y dindmica.

con lo cual se tiene
@m = i}pd + Tlvpd - Tlvm (383)

Wy = Wq + Thwg — Thwy, (384)

Se definen los errores de velocidad lineal y angular como
Ve = Uy — Up (3.85)

We = Wy, — W. (3.86)
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Figura 3.4: Error de seguimiento ve, we.

Derivando con respecto al tiempo se tiene
Ve = Um — Up (3.87)
We = Wy, — W. (3.88)
De acuerdo con (3.18) y (3.83), (3.87) se puede reescribir como

1
’[Je = bpd —+ Tﬂ)pd — Tl?)m — — Ty, (389)
m

que es la dindmica del error de velocidad lineal. Se analiza ahora la estabilidad del

punto de operacion v, = 0 a partir de la siguiente funcién candidata de Lyapunov

e

1
Vi= gl (3.90)

cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (3.89) es

. 1
Vi = Vel = e (i}pd + Tivpg — Thvy, — —TV) ) (3.91)
m



Capitulo 3. Control adaptable 41

Se sabe de (3.85) que
Um = Ve + Up- (392)

Por tanto 1
Vl = 1, (bpd + Thvpg — T1ve — Thvp, — —TV>
m

, (3.93)

= —Tlvg + v, (bpd + Thvpa — Thvp — —TV) .
m
Se busca que Vi < 0, lo cual sucederd si el segundo término de (3.93) es nulo, es decir
. 1
Upa + T1vpa — Thvp — Ty = 0. (3.94)
Es claro que para satisfacer (3.94), la entrada de control 7, debe ser
Ty = m[ipa + T (vpa — vp)]- (3.95)
Si ademas se anade un término lineal de v,, es decir,
Ty = m[0pa + T1(Vpa — Up)] + k50, (3.96)

donde k5 es una contante positiva, se tiene un factor de ponderacion méas del error

de velocidad lineal. Asi, de acuerdo con (3.96), (3.93) se convierte en

. k
m:—(n+i)§<o (3.97)
m

Por otro lado, considerando ahora la dindmica del error de la velocidad angular

(3.88) y tomando en consideracién (3.21) y (3.84) se tiene

1
u')e = wd -+ TQ’LUd — Tzwm — i_Ta. (398)

Se analiza ahora la estabilidad del punto de operaciéon w, = 0, para lo cual considérese
la siguiente funcién candidata de Lyapunov

(3.99)

‘/2 = §wg
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La derivada de (3.99) a lo largo de las trayectorias de (3.98) es
. , _ 1
Vo = Welhe = W, (wd + Thwq — Thwy, — fTa) . (3100)

De (3.86) se sabe que
Wy = We + W (3.101)

por lo que

) 1
Vo = w, <wd + Thwq — Towe — Tow — fTa)
(3.102)

1
= —T2w§ + w, (wd + Thwg — Tow — §7a> )

Se busca que V, < 0, lo cual sucederd si la entrada de control 7, es definida como
To = Z[tg + To(wq — w)| + kewe, (3.103)

donde kg es una constante positiva. Asi, de acuerdo con (3.103), (3.102) queda como

: k
Vy=— <T2 + fﬁ) w? < 0. (3.104)

Control adaptable

En las leyes de control (3.96) y (3.103) se asume que los pardmetros presentes
son perfectamente conocidos; sin embargo, esto puede no ser el caso, pues pueden
existir incertidumbres paramétricas. Para contrarrestar este hecho, ahora se propone
un controlador adaptable por modelo de referencia capaz de adaptar los parametros
de las leyes de control en linea, como se muestra en la Figura 3.5.

Considérense entonces los siguientes cambios a las leyes de control (3.96) y (3.103)
respectivamente

Ty = M[Upa + T1(Vpa — Vp)] + ksve (3.105)
To = L[trg + To(wg — w)] + kgwe (3.106)
donde 7 es un estimado de m e Z es un estimado de Z.

Recuérdese que la dindmica de la velocidad lineal de robot mévil v, esta dada
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Figura 3.5: Diagrama de bloques del controlador adaptable.

por (3.18)

de tal forma que en lazo cerrado con (3.105) se obtiene
. I .
Up = E[mvpd + T (vpa — vp) + ksve). (3.107)

Considérese nuevamente (3.87). De acuerdo con (3.83) y (3.107) se obtiene

7 7 7 k
Ve = (1 — T) Upa + T4 (1 — T) Upa + 11 (T) vp — 11Uy, — = Ve (3.108)
m m m m
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Considerando ahora (3.92) se tiene

b = (1 _ %) (i + T (09 — 03] — (T1 + %) v (3.109)

Se desea que la dindmica de v, tienda a cero asintéticamente. Considérese la

siguiente funcién candidata de Lyapunov

1 m m 2
Vi=-v2+ — <1——) (3.110)
2 m
donde 7; es un pardmetro constante positivo, es decir ; > 0. Derivando con respecto

al tiempo se tiene

. 1 2\
Vs = vt — — (1—T) . (3.111)
g m
Sustituyendo (3.109) y agrupando términos con miltiplos comunes se llega a
Vo= — <T1 + E) v? + (1 — E) {vevpd + T10e(Vpa — Up) — %m ) (3.112)

Para que V3 < 0, se busca hacer que el segundo término de (3.112) sea nulo, es decir

VeUpd + T10e(Vpa — Vp) — v—m =0
1

por lo que se propone
M = Y10etpd + 1 T10%(Vpa — Up)- (3.113)

La ecuacién (3.113) es la ley de adaptacion para m. Hasta aqui se ha demostrado
que V3 = — (T1 + %) v2 <0, lo cual garantiza que tanto v, como 1 estdn acotadas.
Sin embargo, se requiere probar que v, — 0 con el tiempo. Con base en el Lema de

Barbalat se prueba lo anterior.

Para usar el Lema de Barbalat se requiere que V3 sea uniformemente continua,
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lo cual se verifica si la segunda derivada de V3 estd acotada, Slotine y Li [17].

Vs =—2 (T1 + @> Vel
m

_ (Tl 4 %) v {(1 - %) [ + T (vpa — )] — (Tl + %) ve} .

Se sabe que v, y m estan acotadas, y dado que vpq ¥y Upa dependen de e, ye ¥

(3.114)

0. que estan acotados, estan por tanto también acotadas. Por otro lado, como la
dindmica (3.77) de vey, es exponencialmente estable, estd ve, entonces acotada, y
como vpq estd acotada, entonces, de acuerdo con (3.79), vy, estd acotada; con esto
y de acuerdo (3.85) se determina finalmente que v, estd acotada. Dado que todas
las senales involucradas en (3.114) estdn acotadas, V3 estd entonces acotada, por lo
tanto V3 es uniformemente continua. Asf por el Lema de Barbalat se garantiza que

V3 — 0 conforme t — 0o, y por lo tanto que
Ve — 0 (3.115)

con el tiempo.

De manera andloga a lo hecho para la velocidad lineal, se desarrolla enseguida el
caso para la velocidad angular w. Recuérdese que la dinamica de la velocidad angular

del robot mévil w es determinada por (3.21)

1
W= =T,

7

que en lazo cerrado con (3.106), se convierte en
1. )
W = L + ol (wa — w) + kewe]- (3.116)

Recuérdese también que la dindmica del error de seguimiento de la velocidad
angular w, es definida por (3.88), la cual de acuerdo con (3.84) y (3.116) queda

CcOo1mo

. 7\ . 7 7 k
W = (1 — z_) wq + 15 (1 — §> wq + 1o <§> w — Thwy, — %we. (3.117)
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Considerando ahora (3.101) se tiene

We = (1 - %) [q + To(wq — w)] — (Tg + %) We. (3.118)

Se busca ahora que la dindmica de w, tienda a cero con el tiempo. Considérese

por ello la siguiente funcién candidata de Lyapunov

AN\ 2
1 7 7
vg:—w2+——-<r——> (3.119)

con ¥y > 0. Derivando con respecto al tiempo se tiene

. 1 i i
— Wi — — [1=-2 | 7. 12
Vi = wew - ( I) (3.120)

Sustituyendo (3.118) y agrupando términos con miltiplos comunes se llega a

. k z , 1
Vi=-— (T2 + TG) wl + <1 - f) [wewd + Thwe(wq — w) — %I} : (3.121)

Para que V4 < 0 se busca hacer que el segundo término de (3.121) sea nulo, es decir

Wethg + Towe(wg — w) — 7i =0
2

por lo que

T = ypwetiq + YoTowe (wq — w). (3.122)
Con esto, la ley de adaptacion para 7 est4 dada por la ecuacién (3.122). Nuevamente,
hasta este punto se ha demostrado que V; = — (T2 + %) w? < 0, lo cual garantiza
que we € 7 estén acotadas, pero ain se requiere probar que w, — 0 con el tiempo.

Nuevamente con apoyo del Lema de Barbalat se prueba lo anterior.

Recuérdese que para usar el Lema de Barbalat se requiere que V, sea uniforme-
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mente continua, lo cual se verifica si la segunda derivada de Vj esta acotada.

‘/4 = -2 (TQ + %) WeWe

=2 <T2 + %) We [(1 - %) [wa + To(wa — w)] — (T2 + %) We

Se sabe que w, e 7 estan acotadas, y dado que wq y wq dependen de x,,y. v 8. que

(3.123)

estan acotados, estan por tanto también acotadas. Por otro lado, como la dinamica
(3.78) de wey, es exponencialmente estable, estd entonces wey, acotada, y como wq
estd acotada, entonces, de acuerdo con (3.80), wy, estd acotada; con esto y de acuerdo
con (3.86) se determina finalmente que w estd acotada. Dado que todas las sefales
involucradas en (3.123) estan acotadas, entonces V, esté acotada, por lo tanto Vj
es uniformemente continua. Asf por el Lema de Barbalat se garantiza que V4 — 0

conforme t — oo, y por lo tanto que
we — 0 (3.124)
con el tiempo. El resultado anterior se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.3 Sea la dindmica del error de velocidad (3.89), (3.98), con entradas de
control T, y T, respectivamente. Dadas las entradas de control (3.105) y (3.106) con
las respectivas leyes de adaptacion (3.113) y (3.122), entonces ve, we — 0 conforme
t — o0.

JAN

El Teorema 3.3 garantiza que tanto la velocidad lineal v, como angular w del
robot mévil, seguiran adecuadamente las velocidades de referencia vy, v wy,, y por
lo tanto a vpq v a wq, lo cual establece que el robot mévil seguird la trayectoria de

referencia impuesta.



Capitulo 4
Implementacion del control

Este capitulo presenta los resultados experimentales obtenidos al implementar
el control desarrollado en el capitulo anterior. Se analizan los resultados para dos

diferentes trayectorias de referencia.

4.1. Robot Movil RM-10

Para las pruebas experimentales aqui reportadas se utilizé el robot RM-10 del
Laboratorio de Robética del Posgrado de Ingenieria de la UNAM. El robot RM-10 es
un robot mévil con ruedas de actuador diferencial, esté construido en aluminio y sus
dimensiones son: 44 [cm] de longitud frontal, 46 [cm] de longitud lateral y 102 [cm]
de altura. Esta equipado con una PC de tres nticleos de 3.1 GHz y 4 GB de memoria
RAM. Es un robot de miltiple propdsito, equipado con sensores de presencia y de
proximidad, y una camara articulada para realizar tareas de vision. Posee ruedas de
hule de 125 [mm)] de didmetro y 8 [mm] de banda de rodamiento. Como actuadores
cuenta con dos sistemas de actuacién motor-reductor EMG49, el cual se compone
de un motor de corriente directa de 12 [V], un moto-reductor de relaciéon 49:1 y un
encoder magnético de 588 cuentas por revolucion. Cuenta con un driver Roboclaw
de Orion Robotics, que tiene dos canales capaces de entregar 30 [A] de corriente
por canal y dos canales de cuadratura para encoder; es importante senalar que su
comunicacion con la PC se realiza de manera serial. Finalmente, cabe mencionar que

el robot es alimentado por dos baterias recargables de 12 [V].

48
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Las especificaciones de los actuadores del robot son

Parametro Magnitud
Voltage nominal 12 [V]
Torque nominal 0.784 [N m]
Velocidad nominal 61 [rpm]
Corriente nominal 4.2 [A]
Corriente a rotor bloqueado 13 [A]
Cuentas por revolucién del encoder 588

Los parametros fisicos del robot se enlistan en la siguiente tabla.

Parametro Magnitud
Masa: m 37 [Kg]

Momento de inercia: Z 2 [Kg m?|

Radio de las ruedas: r 0.0625 [m]
Distancia al centro de masa: d 0.1 [m]
Distancia entre ruedas: 2R 0.37 [m]

Figura 4.1: Robot mévil RM-10
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4.2. Resultados Experimentales

Para llevar a cabo la implementacién del controlador se utilizo MATLAB a través
de su modulo de programacién GUIDE. Se eligi6 MATLAB porque ofrece un gran
poder de céalculo y ademés permite la comunicacién serial que es el protocolo de

comunicacion que soporta el robot moévil RM-10.

Para realizar las pruebas experimentales se consideran dos trayectorias de referen-
cia, las cuales son impuestas por un robot mévil virtual de caracteristicas idénticas
al robot mévil experimental, por lo que las trayectorias de referencia son definidas a
través de curvas paramétricas. La primera trayectoria de referencia es una circunfe-
rencia y la segunda es una especie de lemniscata compuesta por dos circunferencias

contiguas. A continuacién se presentan los resultados para ambas trayectorias.

4.2.1. Trayectoria de referencia: Circunferencia

Experimento 1

En el primer experimento realizado se consideré como trayectoria de referencia
una circunferencia de radio R = 0.9 [m], Figura 4.2. La prueba se realizé durante
50 [s] y se consideraron condiciones iniciales nulas, g.(0) = 0, es decir, que el robot
inicia justo en la posicion inicial del robot de referencia. Las ganancias de control
consideradas para este experimento se presentan en la Tabla 1. Las primeras 4 ga-
nancias corresponden al control cinemaético (3.61), (3.62), y las siguientes 6 a las de
las leyes de control adaptable (3.105), (3.106), y a las leyes de adaptacién (3.113),
(3.122).
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Ganancia Magnitud
kq 30
ko 30
ks D
ky 21
ks, 20
ke 20
T
Ty
Y 21
Y2 15

Tabla 1 : Ganacias de control del Experimento 1

Fin / Inicio

Y —a

Figura 4.2: Trayectoria de referencia
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Los resultados del experimento se presentan enseguida.

Las Figuras 4.4, 4.5 y 4.6 muestran los errores de posicién z., y. y 0. respectiva-
mente. De estas figuras se puede ver que los tres errores tienden a cero, llegando al

final del experimento a los siguientes valores

Error final Magnitud
Te 2.890 x 1073 [m]
Ye 0.501 x 1073 [m]
0. -1.14 [°]

Las Figuras 4.7 y 4.8 presentan los errores de seguimiento de la velocidad lineal
Ve v angular w,, respectivamente, que son los errores inmersos en el lazo de control
adaptable. Las figuras muestran nuevamente que ambos errores tienden a cero. La
Figura 4.9 grafica la evolucién de los parametros estimados m e 7 , v la Figura 4.10
muestra las velocidades deseadas v,q ¥y wq. Finalmente, en la Figura 4.11 se presenta
la velocidad angular de las ruedas, donde se observa que el robot se mueve con mar-
cha suave, pues considerando que la velocidad maxima de las ruedas es de 61 [rpm)],

es claro que los actuadores no se saturan.

Con lo anterior se muestra que el robot moévil realizé adecuadamente el segui-
miento de trayectoria deseado, lo que es posible verificar al observar la Figura 4.3
donde se grafica la trayectoria, en el plano, descrita por el robot mévil durante la
prueba experimental. Es importante aclarar que la posicion y orientaciéon real del
robot mévil se obtiene a partir de la cinematica del sistema con base en su velocidad
lineal y angular, las cuales son determinadas a partir de la velocidad angular de las

ruedas que se obtienen de los encoders del robot.
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Figura 4.11: Velocidad angular de las ruedas
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Experimento 2

Para probar la regién de validez de la ley de control cinematica (3.61), (3.62),
se realizo un segundo experimento con la circunferencia como trayectoria de referen-
cia, pero considerando ahora condiciones iniciales no nulas. Las condiciones iniciales
consideradas fueron: z, = 0, y. = 0.1 [m], y 6, = 0. Las ganancias de control usadas

en este experimento se tabulan enseguida.

Ganancia Magnitud Ganancia Magnitud
Ky 15 kg 6
ko 5 T 5
ks 1 T, 5
k4 7 M 4
ks 5 Y2 )

Tabla 2 : Ganacias de control del Experimento 2

Los resultados obtenidos se presentan a continuacién.
Los errores de posicion x., y. v 6. se muestran respectivamente en las Figuras
4.13, 4.14 y 4.15, donde puede verse que nuevamente todos los errores tienden a cero,

llegando al final del experimento a las magnitudes

Error final Magnitud

Te 2.120 x 1073 [m]
Ye 0.861 x 1073 [m]
0, 0.77 [°]

En las Figuras 4.16 y 4.17 se presentan respectivamente los errores de seguimien-
to de la velocidad lineal v, y angular w,, donde se muestra con claridad que ambos
errores tienden a cero. La Figura 4.18 muestra la evolucion de los pardmetros estima-
dos i e Z, y la Figura 4.19 muestra las velocidades deseadas v,q y wq. Por ultimo,
la Figura 4.20 presenta las velocidades de ambas ruedas del robot mévil, donde se
aprecia que nuevamente no se presenté saturacion en los actuadores.

Nuevamente estos resultados muestran que el robot mévil realizé adecuadamente
el seguimiento de trayectoria deseado, como se observa en la Figura 4.12 donde se

grafica la trayectoria, en el plano, descrita por el robot mévil durante el experimento.
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Figura 4.20: Velocidad angular de las ruedas
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4.2.2. Trayectoria de referencia: Curva tipo lemniscata
Experimento 3

La segunda trayectoria de referencia considerada para las pruebas experimentales
es una trayectoria tipo lemniscata compuesta por dos circunferencias contiguas de
radio R = 0.9 [m] (ver Figura 4.21). Esta trayectoria representa un desafio fuerte
porque demanda un cambio drastico en la orientacién del robot al pasar a la tra-
yectoria de la segunda circunferencia. Esta prueba tuvo una duracién de 100 [s] y se
consideraron las siguientes condiciones iniciales: z, = 0, yo = 0.1 [m], y 6, = 0, es
decir, el robot movil inicia su movimiento 100 [mm] por debajo del punto de inicio
del robot de referencia. Las ganancias de control utilizadas en este experimento se

muestran en la Tabla 3.

Figura 4.21: Trayectoria de referencia
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Ganancia Magnitud Ganancia Magnitud
k1 10 ke 2
ko 4 Ty 5
ks 1 T 5
ks 6 M 1
ks 2 Y2 5

Tabla 3 : Ganacias de control del Experimento 3

Los resultados obtenidos se presentan enseguida.

Las Figuras 4.23, 4.24 y 4.25 muestran los errores de posicién x., y. y 0. respec-
tivamente. De las figuras se aprecia que los tres errores tienden a cero, llegando al

final del experimento a los valores

Error final Magnitud

ze 0434 x 1073 [m]
Yo 7.880 x 1073 [m]
0, -0.679 [°

Las Figuras 4.26 y 4.27 presentan los errores de seguimiento de la velocidad lineal
Ve v angular w,, respectivamente; donde se observa que ambos errores tienden a cero.
En la Figura 4.28 se grafica la evolucion de los pardmetros estimados m e 7, y la
Figura 4.29 muestra las velocidades deseadas vpq v wq. Finalmente, la Figura 4.30
presenta la velocidad angular de ambas ruedas del robot mévil, donde se aprecia que
no se presenta saturacion en los actuadores.

Dado que todos los errores presentes en el lazo de control tienden a cero, se
muestra que el robot movil realiz6 adecuadamente el seguimiento de trayectoria
deseado, hecho que es posible verificar al observar la Figura 4.22 donde se grafica la

trayectoria descrita por el robot movil durante la prueba experimental.
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Figura 4.22: Trayectoria experimental
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De acuerdo con lo anteriormente presentado, es posible afirmar que los resultados
obtenidos de los tres experimentos han sido satisfactorios, pues los errores reportados
son despreciables en términos practicos, lo cual implica que el robot movil sigue
adecuadamente la trayectoria de referencia, incluso cuando cambios drasticos en la
orientacion son exigidos. Con esto, se ha demostrado experimentalmente que las leyes

de control cumplen con los objetivos propuestos.
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En este trabajo se propone una solucion al problema de seguimiento de trayec-
toria de referencia en robots méviles con restricciones no holonémicas. La solucién
a este problema plantea dos nuevos problemas particulares, relacionados uno a la
cinemadtica (seguimiento de trayectoria) y otro a la dindmica del robot mévil (segui-
miento de velocidad de referencia); por lo cual este trabajo reporta dos resultados
principales.

El primero de ellos es el desarrollo de una ley de control no lineal basada en
el modelo cinematico del robot, que garantiza localmente que las trayectorias de la
dindamica del error de posicion sean finalmente acotadas, con cota final arbitraria-
mente pequena.

El segundo es el diseno de un controlador adaptable por modelo de referencia,
robusto ante incertidumbres en los parametros de masa e inercia para la dindmica
del robot, que garantiza que los errores de seguimiento de las velocidades lineal y
angular del robot mévil tienden a cero.

El desempeno conjunto de estos dos controladores permite resolver el problema
de seguimiento de trayectoria de referencia en robots méviles con restricciones no
holonémicas. Para comprobar esto, ambos algoritmos se implementaron en el robot
movil no holonémico RM-10. Los resultados obtenidos de las pruebas experimentales
demuestran la eficiencia de las leyes de control propuestas.

Es importante mencionar que este problema ya se ha abordado en la literatura

bajo la consideracién de que el centro de masa del robot se localiza en el punto medio
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del eje de las ruedas actuadas. En este trabajo se contempla el hecho de que el centro
de masa del robot puede no estar en tal posicion, haciendo que la soluciéon propuesta
sea menos restrictiva.

El robot mévil RM-10 es un robot de propdsito general equipado con sensores
para detectar obstaculos y realizar tareas de vision. Por tal motivo se plantea como
trabajo futuro desarrollar un algoritmo de planeacién de trayectorias que permita al
robot, mediante el seguimiento de tales trayectorias, sortear obstaculos propios del

entorno que restrinjan o impidan llevar a cabo las tareas de navegacién dispuestas.



Apéndice A

Teoremas auxiliares

Teorema A.1 (Teorema 4.18, Khalil [12] pp.172)
Sea D C R™ una region que contiene el origen y sea V : [0,00) xD — R una funcion

diferenciable tal que

ar((lzl) < V(t,2) < as(|l=]]) (A1)
%—‘t/ + (%f(t,x) < —Ws(z), ¥Y||z|| > p >0 (A.2)

Vi > 0 y Ve € D, donde aq y as son funciones clase K, Ws(x) es una funcion
positiva definida y sea f : [0,00)xD — R™ continua por intervalos en t y localmente
Lipschitz en x sobre [0,00)xD. Sea r > 0, tal que B, ={x € R"| ||z|| < r}C D.
Supongase que

1< ay(aa(r)). (A.3)

Entonces, eziste una funcion [ de clase KL y para cada estado inicial x(ty) que

satisface
|z (to) ]| < a3 (an(r)), (A.4)

existe T'> 0 (que depende de x(to) y 1) tal que la solucion de & = f(t,x) satisface
]| < B(l|z(to)l|,t —to) Vo <t <to+T (A.5)
lzl] < a7 '(aa(p) VE<to+T. (A.6)
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Mas ain, si D = R™ y ay pertenece a la clase de funciones Ko, entonces (A.5) y
(A.6) se satisfacen para cualquier estado inicial ||x(ty)|| sin importar que tan grande

sea .

Lemma A.1 (Lema 4.3, Slotine y Li [17] pp.125)

Si una funcion escalar V (t,x) satisface las siguientes condiciones
o V(t,x) estd acotada por abajo
o V(t,x) es semidefinida negativa
o V(t,x) es uniformemente continua en el tiempo

entonces V(t,x) — 0 conforme t — oo.
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