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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de los robots móviles ha crecido substancialmente en los últimos años.

Es su capacidad de moverse de manera autónoma lo que los ha vuelto especialmente

atractivos, pues los hace adecuados para una gran variedad de aplicaciones prácti-

cas. Su aplicación en la industria es vasta como medios de transporte, inspección

y operación, además de ser útiles para realizar tareas en entornos hostiles para el

ser humano. Los robots móviles también se utilizan en aplicaciones militares. Un

ejemplo de ello es la detección, traslado y desactivación de artefactos explosivos. En

el ámbito cient́ıfico se han utilizado para realizar tareas de investigación en medios

en los cuales el ser humano no puede ir o son inaccesibles por tratarse de medios

remotos o demasiado peligrosos (submarino, espacial, etc.) [10]. Gracias a su capa-

cidad de movimiento, esta clase de robots pueden trabajar en conjunto con robots

manipuladores, lo cual permite pensar que eventualmente estos robots reemplazarán

al operario humano en las aplicaciones industriales. De ah́ı que estos sistemas hayan

atráıdo el interés de diversos campos del conocimiento; el control automático es un

ejemplo de ello.

Los robots móviles se pueden clasificar según el medio que usan para moverse

(ruedas, patas, orugas, etc.) [16], siendo los robots móviles con ruedas los más co-

munes, pues en general su construcción es más simple y permiten transportar cargas

mayores, aunado a muchas otras ventajas prácticas. Los robots móviles con ruedas se

pueden clasificar de acuerdo a la disposición de las ruedas en la estructura del robot

(diferencial, triciclo, ackerman, omnidireccional, entre otras [14]), siendo la configu-

8
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ración diferencial una de las más sencillas y utilizadas. La configuración diferencial

consiste en dos ruedas dispuestas simétricamente en un eje común perpendicular a

la dirección del robot. Cada rueda es controlada por un motor, de tal modo que

el desplazamiento y orientación del robot queda determinado por la diferencia de

velocidad de las ruedas [1].

El problema básico de un robot móvil es el de la navegación, es decir, moverse de

un lugar a otro a lo largo de una trayectoria. Dentro de los problemas de navegación

que se han estudiado, uno que es particularmente relevante es el seguimiento de una

trayectoria de referencia. El seguimiento de trayectoria de referencia consiste en hacer

que el robot móvil siga la trayectoria impuesta por un robot móvil de referencia, real

o virtual, mediante un algoritmo de control, de tal modo que el robot móvil alcance

las posiciones en el espacio que el robot de referencia ha descrito.

1.1. Estado del arte

El problema de seguimiento de trayectoria en robots móviles con ruedas se ha

abordado desde distintas perspectivas de control. En Kanayama et al. [11], se pro-

pone un esquema de control para resolver el problema de seguimiento de trayectoria

usando el método directo de Lyapunov, con base en el modelo cinemático del robot.

El modelo cinemático es una representación simplificada que no captura la riqueza

dinámica del movimiento del robot móvil. Emplear el modelo dinámico en el diseño

del controlador permite tomar en consideración los parámetros f́ısicos del robot. Es-

quemas de control basados en el modelo dinámico también han sido propuestos. En

Fierro y Lewis [4] se introduce una ley de control basada en el método de backs-

tepping que demuestra solucionar el problema cuando los parámetros del modelo

dinámico del robot son bien conocidos.

Controladores diseñados bajo los esquemas del control inteligente también se han

desarrollado, como control con redes neuronales [5], y lógica difusa [13]. En Hou et al.

[8], se desarrolla una estrateǵıa de control basada en backstepping que hace uso de

sistemas de lógica difusa para aprender el comportamiento de la dinámica del robot.

Cuando los parámetros dinámicos del robot no son bien conocidos es necesario

desarrollar esquemas de control robustos ante incertidumbres paramétricas. Por lo
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que esquemas de control robusto basados en la teoŕıa de modos deslizantes también

han sido reportados, [3], [18], [20]. A este respecto, se han reportado en la literatura

resultados de control adaptable. En Fukao et al. [6] se desarrolla una ley de control

adaptable capaz de compensar incertidumbre en los parámetros del modelo dinámico

cuando las trayectorias de referencia son ĺıneas rectas. En Zhengcai et al. [21] se

resuelve el problema de seguimiento de trayectoria sin tener restricción alguna en

la trayectoria de referencia, pero impone condiciones a la estructura del modelo

dinámico del sistema.

1.2. Planteamiento del problema

Es común que un robot móvil se utilice en conjunto con un brazo manipulador

para dar mayor flexibilidad a las operaciones efectuadas por éste. Cuando un robot

manipulador realiza una tarea determinada, en general es dif́ıcil conocer a priori la

magnitud de los parámetros envueltos en el sistema, masa, momentos de inercia,

etc.; por lo que pueden existir incertidumbre paramétrica. Esto plantea la necesidad

de diseñar un controlador capaz de lidiar de forma adecuada con tal incertidum-

bre. El control adaptable ofrece una alternativa para el control de sistemas sujetos

a incertidumbres paramétricas, pues en general busca mantener un desempeño con-

sistente del sistema en presencia de variaciones desconocidas o incertidumbres en

los parámetros de la planta. Como se mencionó en la sección anterior, esquemas de

control adaptable ya han sido propuestos. Sin embargo, su aplicación está restringida

de algún modo a sistemas y/o trayectorias de referencias particulares. Es por lo cual

surge la necesidad de proponer un esquema adaptable más general.

De acuerdo a lo antes descrito, el problema de control a resolver en este trabajo

es el diseño de un esquema de control adaptable, robusto ante incertidumbres pa-

ramétricas, para seguimiento de trayectoria en robots móviles con restricciones no

holonómicas.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Diseñar e implementar un esquema de control adaptable, para seguimiento de

trayectoria en robots móviles con restricciones no holonómicas.

1.3.2. Objetivos particulares

- Diseñar una ley de control no lineal que asegure el seguimiento de una trayec-

toria de referencia con base en el modelo cinemático de un robot móvil con

restricciones no holonómicas.

- Diseñar una ley de control capaz de compensar incertidumbres en los paráme-

tros del modelo dinámico (masa e inercia) de un robot móvil con restricciones

noolonómicas mediante un esquema de control adaptable por modelo de refe-

rencia.

- Implementar el controlador desarrollado en un robot móvil de configuración

diferencial.

1.4. Estructura del documento

El Caṕıtulo 1 presenta una breve introducción a los robots móviles con ruedas,

haciendo énfasis en los robots móviles de configuración diferencial. Se plantea el

problema de navegación a resolver en este trabajo y se presenta un panorama general

de cómo se ha abordado en la literatura el problema plantedo. Finalmente, se definen

los objetivos a cumplir en el presente escrito.

En el Caṕıtulo 2 se desarrolla el modelo dinámico de un robot móvil no holonómi-

co.

El Caṕıtulo 3 inicia con el diseño de una ley de control no lineal basada en el

modelo cinemático del robot móvil; y en seguida se presenta el desarrollo de una ley

de control adaptable por modelo de referencia que contempla la dinámica de robot.

El Caṕıtulo 4 reporta los resultados experimentales obtenidos de la implemen-

tación de los esquemas de control propuestos en el Caṕıtulo 3, en el robot móvil
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RM-10, del Laboratorio de Robótica del programa de Posgrado en Ingenieŕıa de la

UNAM.

Finalmente, el Caṕıtulo 5 resume las conclusiones de este trabajo.



Caṕıtulo 2

Modelo dinámico

Dentro de las configuraciones usuales de los robots móviles, una de las más sim-

ples es la configuración diferencial. Esta configuración básicamente consiste de dos

ruedas independientemente actuadas montadas simétricamente en un eje común y

dos ruedas libres montadas en un segundo eje que dan soporte al robot. De este

modo el movimiento y orientación del robot se logra a través del par que entregan

los actuadores a las ruedas actuadas. Un robot móvil diferencial como el mostrado

en la Figura 2.1 tiene tres grados de libertad, es decir, puede moverse en dirección de

ambos ejes (X e Y ) y rotar alrededor del eje vertical. Debido a que sólo se pueden

controlar dos grados de libertad, es decir, sólo son posibles el movimiento normal al

eje de las ruedas actuadas y el cambio de orientación, éste es considerado un sistema

subactuado.

Dado que para controlar el movimiento del robot móvil se requiere determi-

nar los pares a aplicar a las ruedas actuadas, es necesario determinar el modelo

dinámico del robot, lo cual se realizará en este caṕıtulo mediante las ecuaciones de

Euler−Lagrange.

2.1. Restricción no holonómica

Un robot móvil con tracción diferencial está sujeto a restricciones que limitan su

movimiento. Dichas restricciones son dependientes de la velocidad del sistema por lo

que se denominan no holonónicas. Para el caso bajo estudio se considera la condición

13
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de no deslizamiento.

Figura 2.1: Esquema de robot móvil

Considérese un mecanismo móvil como el mostrado en la Figura 2.1, el cual se

supone es un cuerpo ŕıgido de masa m cuyo centro de masa se ubica en el punto C

de coordenadas (xc, yc). La tracción del mecanismo es generada por dos ruedas en

configuración diferencial, es decir, dos ruedas independientemente actuadas por dos

motores de corriente directa. El radio de las ruedas se define como r y la distancia

entre ellas como 2R. La distancia entre el centro de masa y el punto P, que identifica

al punto medio del eje de las ruedas actuadas de coordenadas (xp, yp), se define como

d. El ángulo θ es el ángulo de orientación del robot con respecto al eje X.

La condición de no deslizamiento establece que las ruedas no patinan y tampoco

tienen desplazamientos laterales, por lo que el movimiento del sistema sólo es posible

en dirección normal al eje de las ruedas actuadas. De este modo surgen las siguientes
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relaciones
ẋp = vp cos θ

ẏp = vp sin θ
(2.1)

que pueden reescribirse como

vp =
ẋp

cos θ
(2.2)

vp =
ẏp

sin θ
(2.3)

Igualando (2.2) y (2.3) se llega a la siguiente relación

ẋp sin θ = ẏp cos θ

ẏp cos θ − ẋp sin θ = 0.
(2.4)

Por otro lado, las coordenadas de P y C están relacionadas por

xp = xc − d cos θ, yp = yc − d sin θ. (2.5)

Al derivar con respecto al tiempo las ecuaciones anteriores se tiene lo siguiente

ẋp = ẋc + dθ̇ sin θ, ẏp = ẏc − dθ̇ cos θ. (2.6)

Al combinar (2.4) y (2.6) finalmente se obtiene la siguiente relación

ẏc cos θ − ẋc sin θ − dθ̇ = 0, (2.7)

que es la ecuación de la restricción no holonómica del sistema.

2.2. Ecuaciones dinámicas

Para un sistema no holonómico las ecuaciones de Euler - Lagrange son descritas

por la siguiente relación

d

dt

∂L

∂q̇qq
− ∂L

∂qqq
+
∂J

∂q̇qq
= fff +AAAT(qqq)λλλ (2.8)
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donde

qqq : Vector de coordenadas generalizadas del sistema

L : Lagrangiano

fff : Fuerzas generalizadas

J : Co-contenido total en los en los disipadores

AAA : Es una matriz asociada a las restricciones no holonómicas del sistema

λλλ : Vector de multiplicadores de Lagrange

El Lagrangiano L es definido como L = U∗(q̇qq)− T (qqq), donde

U∗: Co-enerǵıa cinética

T : Enerǵıa potencial

Dado que se restringe el movimiento del sistema al plano horizontal X − Y (ver

Figura 2.1), su enerǵıa potencial permanece constante, por lo que su Lagrangiano

queda definido sólo por la co-enerǵıa cinética U∗. De acuerdo con la Figura2.1 se

tiene

U∗ =
1

2
mv2p +

1

2
I θ̇2, (2.9)

donde I representa el momento de inercia del robot móvil alrededor del punto P.

La velocidad vc del centro de masa del robot, de componentes ẋc e ẏc, presenta

dos contribuciones, la primera es debida al movimiento de traslación y la segunda a

la rotación causada por cambios en la orientación, es decir

ẋc = vp cos θ − dθ̇ sin θ (2.10)

ẏc = vp sin θ + dθ̇ cos θ (2.11)

De estas dos últimas relaciones es fácil determinar que la rápidez vp del robot

está dada por lo siguiente

v2p = (ẋc + dθ̇ sin θ)2 + (ẏc − dθ̇ cos θ)2. (2.12)
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Con esto, la co-enerǵıa cinética queda definida como

U∗ =
1

2
m[(ẋc + dθ̇ sin θ)2 + (ẏc − dθ̇ cos θ)2] +

1

2
I θ̇2 (2.13)

y por lo tanto el Lagrangiano del sistema es

L =
1

2
m[ẋ2c + ẏ2c + d2θ̇2 + 2dθ̇(ẋc sin θ − ẏc cos θ)] +

1

2
I θ̇2 (2.14)

Con el Lagrangiano determinado, ahora es posible desarrollar las ecuaciones de

Euler-Lagrange (2.8). Dado que la posición del robot en el plano X − Y está com-

pletamente definida por las coordenadas del centro de masa (xc, yc) y la orientación

θ, éstas son las coordenadas generalizadas del sistema, es decir

qqq =

q1q2
q3

 =

xcyc
θ

 (2.15)

Por lo tanto se tendrán tres ecuaciones de Euler-Lagrange, una para cada coor-

denada generalizada.

Para q1 = xc las ecuaciones de Euler-Lagrange, despreciando los términos disipa-

tivos, quedan definidas como sigue

d

dt

∂L

∂ẋc
− ∂L

∂xc
= f1 + a1λ (2.16)

donde f1 son las componentes de las fuerzas externas que actúan sobre el sistema

en dirección de la coordenada generalizada xc, es decir, las fuerzas generalizadas.

Recuérdese que las fuerzas externas presentes en el sistema son los pares aplicados a

las ruedas actuadas, definidos como τr para indicar el par aplicado a la rueda derecha

y como τl para el par aplicado a la rueda izquierda. De acuerdo con esto último se

define f1 como

f1 =
1

r
[τr cos θ + τl cos θ] (2.17)

El término a1 en (2.16) corresponde a la primera fila de la matriz asociada a la
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restricción no holonómica AAA(qqq)T, que se define de acuerdo con (2.7) como

AAA(qqq)q̇qq = −ẋc sin θ + ẏc cos θ − dθ̇ = [− sin θ cos θ − d]q̇qq = [a1 a2 a3]q̇qq = 0 (2.18)

Desarrollando (2.16) se tiene

d

dt

∂L

∂ẋc
= mẍc + dmθ̈ sin θ + dmθ̇2 cos θ (2.19)

∂L

∂xc
= 0. (2.20)

Por lo tanto la ecuación (2.16) finalmente queda

mẍc + dmθ̈ sin θ + dm θ̇2 cos θ =
1

r
[τr cos θ + τl cos θ]− sin θλ (2.21)

De manera análoga a lo hecho anteriormente, se desarrollan las ecuaciones de

Euler-Lagrange para q2 = yc y q3 = θ, con lo que se obtiene

d

dt

∂L

∂ẏc
− ∂L

∂yc
= f2 + a2λ (2.22)

d

dt

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ
= f3 + a3λ (2.23)

con

f2 =
1

r
[τr sin θ + τl sin θ] (2.24)

f3 =
1

r
[τrR− τlR] (2.25)

Desarrollando ahora las derivadas en (2.22) y (2.23)

d

dt

∂L

∂ẏc
= mÿc − dmθ̈ cos θ + dmθ̇2 sin θ (2.26)

∂L

∂yc
= 0 (2.27)

d

dt

∂L

∂θ̇
= m[d2θ̈ + d(ẍc sin θ + ẋcθ̇ cos θ − ÿc cos θ + ẏcθ̇ sin θ)] + I θ̈ (2.28)
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∂L

∂θ
= mdθ̇[ẋc cos θ + ẏc sin θ] (2.29)

Finalmente las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.22) y (2.23) para yc y θ son

mÿc − dmθ̈ cos θ + dmθ̇2 sin θ =
1

r
[τr sin θ + τl sin θ] + cos θλ (2.30)

m[d2θ̈ + d(ẍc sin θ + ẋcθ̇ cos θ − ÿc cos θ + ẏcθ̇ sin θ)] + I θ̈−

mdθ̇[ẋc cos θ + ẏc sin θ] =
1

r
[τrR− τlR]− dλ

(2.31)

Con esto las ecuaciones del movimiento del robot móvil son descritas por (2.21),

(2.30) y (2.31); las cuales se pueden reescribir en la siguiente forma matricial

HHH(qqq)q̈qq +CCC(qqq, q̇qq)q̇qq + ggg(qqq) = BBB(qqq)τττ +AAAT(q)λ. (2.32)

que es la formulación matricial de Lagrange, donde qqq ∈ R3 es el vector de coordena-

das generalizadas, HHH(qqq) ∈ R3x3 es una matriz simétrica definida positiva conocida

como matriz de inercia, CCC(qqq, q̇qq)q̇qq ∈ R3 es el vector de fuerzas centrifugas y de

Coriolis, ggg ∈ R3 es el vector de fuerzas gravitacionales, BBB ∈ R3x2 es una matriz de

transformación de entradas, τττ ∈ R2 es el vector de entradas, AAAT(qqq) ∈ R3 es una

matriz asociada a las restricciones del sistema y λ ∈ R es el vector de multiplicado-

res de Lagrange. Con esto, para el caso bajo análisis, (2.32) queda definida por lo

siguiente

HHH(qqq) =

 m 0 dm sin θ

0 m −dm cos θ

dm sin θ −dm cos θ I +md2

 , CCC(qqq, q̇qq)q̇qq =

mdθ̇
2 cos θ

mdθ̇2 sin θ

0



BBB(qqq) =
1

r

cos θ cos θ

sin θ sin θ

R −R

 , τττ =

[
τr

τl

]
, AAAT(qqq) =

− sin θ

cos θ

−d

 .
(2.33)

Cabe destacar que debido a que el movimiento del robot se restringe al plano hori-

zontal (X − Y ) el término ggg(qqq) es nulo.

Es conveniente ahora determinar la matriz CCC(qqq, q̇qq) a través de los śımbolos de
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Christoffel, los cuales se definen a partir de la siguiente relación

ckji =
1

2

(
∂hij
∂qk

+
∂hik
∂qj
− ∂hkj

∂qi

)
= cjki i, j, k = 1, ..., n. (2.34)

donde los términos hij,ik,kj corresponden al ij−ésimo elemento de HHH(qqq). A partir de

esto último, los elementos cij de la matriz CCC(qqq, q̇qq) están dados por

cij =
n∑
k=1

ckjiq̇k i, j = 1, ..., n. (2.35)

Para el caso bajo estudio, los śımbolos de Christoffel son los siguientes

c111 = 1
2

(
∂h11
∂q1

+ ∂h11
∂q1
− ∂h11

∂q1

)
= 0 c112 = 1

2

(
∂h21
∂q1

+ ∂h21
∂q1
− ∂h11

∂q2

)
= 0

c113 = 1
2

(
∂h31
∂q1

+ ∂h31
∂q1
− ∂h11

∂q3

)
= 0 c121 = 1

2

(
∂h12
∂q1

+ ∂h11
∂q2
− ∂h12

∂q1

)
= 0

c122 = 1
2

(
∂h22
∂q1

+ ∂h21
∂q2
− ∂h12

∂q2

)
= 0 c123 = 1

2

(
∂h32
∂q1

+ ∂h31
∂q2
− ∂h12

∂q3

)
= 0

c131 = 1
2

(
∂h13
∂q1

+ ∂h11
∂q3
− ∂h13

∂q1

)
= 0 c132 = 1

2

(
∂h23
∂q1

+ ∂h21
∂q3
− ∂h13

∂q2

)
= 0

c133 = 1
2

(
∂h33
∂q1

+ ∂h31
∂q3
− ∂h13

∂q3

)
= 0 c211 = 1

2

(
∂h12
∂q1

+ ∂h11
∂q2
− ∂h12

∂q1

)
= 0

c212 = 1
2

(
∂h22
∂q1

+ ∂h21
∂q2
− ∂h12

∂q2

)
= 0 c213 = 1

2

(
∂h32
∂q1

+ ∂h31
∂q2
− ∂h12

∂q3

)
= 0

c221 = 1
2

(
∂h12
∂q2

+ ∂h12
∂q2
− ∂h22

∂q1

)
= 0 c222 = 1

2

(
∂h22
∂q2

+ ∂h22
∂q2
− ∂h22

∂q2

)
= 0

c223 = 1
2

(
∂h32
∂q2

+ ∂h32
∂q2
− ∂h22

∂q3

)
= 0 c231 = 1

2

(
∂h13
∂q2

+ ∂h12
∂q3
− ∂h23

∂q1

)
= 0

c232 = 1
2

(
∂h23
∂q2

+ ∂h22
∂q3
− ∂h23

∂q2

)
= 0 c233 = 1

2

(
∂h33
∂q2

+ ∂h32
∂q3
− ∂h23

∂q3

)
= 0

c311 = 1
2

(
∂h11
∂q3

+ ∂h13
∂q1
− ∂h31

∂q1

)
= 0 c321 = 1

2

(
∂h23
∂q1

+ ∂h21
∂q3
− ∂h13

∂q2

)
= 0

c313 = 1
2

(
∂h33
∂q1

+ ∂h31
∂q3
− ∂h13

∂q3

)
= 0 c321 = 1

2

(
∂h13
∂q2

+ ∂h12
∂q3
− ∂h23

∂q1

)
= 0

c322 = 1
2

(
∂h23
∂q2

+ ∂h22
∂q3
− ∂h23

∂q2

)
= 0 c323 = 1

2

(
∂h33
∂q2

+ ∂h32
∂q3
− ∂h23

∂q3

)
= 0

c331 = 1
2

(
∂h13
∂q3

+ ∂h13
∂q3
− ∂h33

∂q1

)
= md cos θ c333 = 1

2

(
∂h33
∂q3

+ ∂h33
∂q3
− ∂h33

∂q3

)
= 0

c332 = 1
2

(
∂h23
∂q3

+ ∂h23
∂q3
− ∂h33

∂q2

)
= md sin θ
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Por lo tanto, de acuerdo con (2.35) se obtiene

c11 = c111q̇1 + c211q̇2 + c311q̇3 = 0

c12 = c121q̇1 + c221q̇2 + c321q̇3 = 0

c13 = c131q̇1 + c231q̇2 + c331q̇3 = mdθ̇ cos θ

c21 = c112q̇1 + c212q̇2 + c312q̇3 = 0

c22 = c122q̇1 + c222q̇2 + c322q̇3 = 0

c23 = c132q̇1 + c232q̇2 + c332q̇3 = mdθ̇ sin θ

c31 = c113q̇1 + c213q̇2 + c313q̇3 = 0

c32 = c123q̇1 + c223q̇2 + c323q̇3 = 0

c33 = c133q̇1 + c233q̇2 + c333q̇3 = 0

(2.36)

Con lo cual la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis CCC(qqq, q̇qq) es

CCC(qqq, q̇qq) =

0 0 mdθ̇ cos θ

0 0 mdθ̇ sin θ

0 0 0

 . (2.37)

El multiplicador de Lagrange λ que hasta ahora no ha sido definido se determi-

nará a partir de la restricción no holonómica del sistema, para lo cual cabe recordar

que si la restricción no holonómica no depende expĺıcitamente del tiempo es posible

escribir la siguiente relación

AAA(qqq)q̇qq = 0. (2.38)

Si se deriva con respecto al tiempo (2.38) se tiene

AAA(qqq)q̈qq + ȦAA(qqq)q̇qq = 0 (2.39)

De (2.32) es posible obtener q̈qq como sigue

q̈qq = HHH−1[BBB(qqq)τττ +AAAT(qqq)λ−CCC(qqq, q̇qq)q̇qq]. (2.40)
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Sustituyendo (2.40) en (2.39) se tiene

AAA(qqq)HHH−1[BBB(qqq)τττ +AAAT(qqq)λ−CCC(qqq, q̇qq)q̇qq] + ȦAA(qqq)q̇qq = 0

AAA(qqq)HHH−1BBB(qqq)τττ +AAA(qqq)HHH−1AAAT(qqq)λ−AAA(qqq)HHH−1CCC(qqq, q̇qq)q̇qq + ȦAA(qqq)q̇qq = 0.
(2.41)

Después de algunos pasos algebraicos para despejar a λ de (2.41), se obtiene

λ = [AAA(qqq)HHH−1AAAT(qqq)]−1[AAA(qqq)HHH−1CCC(qqq, q̇qq)q̇qq − ȦAA(qqq)q̇qq −AAA(qqq)HHH−1BBB(qqq)τττ ] (2.42)

Por cálculo directo

HHH−1 =
1

mI

I − d
2m cos2 θ +md2 −d2m sin θ cos θ −md sin θ

−d2m sin θ cos θ I − d2m sin2 θ +md2 md cos θ

−md sin θ md cos θ m

 (2.43)

Desarrollando los términos en (2.42) se obtiene finalmente

λ = mθ̇[ẋc cos θ + ẏc sin θ] (2.44)

Aśı el modelo dinámico del robot móvil es descrito completamente por las ecua-

ciones (2.32), (2.44)

HHH(qqq)q̈qq +CCC(qqq, q̇qq)q̇qq = BBB(qqq)τττ +AAAT(qqq)λ

λ = mθ̇[ẋc cos θ + ẏc sin θ]

y las relaciones (2.33).



Caṕıtulo 3

Control adaptable

En algunas tareas de control, como por ejemplo aquellas relacionadas con robots

manipuladores, los sistemas a controlar pueden presentar incertidumbres paramétri-

cas en algún instante de la operación de control. Si tal incertidumbre paramétrica

no es compensada adecuadamente, el desempeño del controlador podŕıa no ser el

esperado o peor aún, podŕıa hacer inestable al sistema.

En general los robots móviles se usan en conjunto con un robot manipulador,

por lo que en la práctica un sistema robot móvil - manipulador puede presentar

incertidumbres paramétricas. El control adaptable ofrece una opción para el control

de sistemas sujetos a incertidumbres paramétricas, pues en general busca mantener

un desempeño consistente del sistema en presencia de variaciones desconocidas o

incertidumbres en los parámetros de la planta.

En este caṕıtulo se presenta el diseño de la ley de control propuesta para cumplir

con el objetivo de control planteado. El diseño del controlador se divide en dos partes.

En la primera se propone una ley de control no lineal tomando en consideración sólo la

cinemática de la planta, y en la segunda se propone un esquema de control adaptable

por modelo de referencia para la parte dinámica del robot móvil. La conjunción de

estas dos leyes de control especifican el controlador del robot móvil.

23
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3.1. Relaciones dinámicas

Antes de comenzar con el desarrollo del controlador para el robot móvil es impor-

tante determinar algunas relaciones dinámicas del sistema, para lo cual considérese

nuevamente (2.21), (2.30) y (2.31), las cuales se reescriben a continuación

mẍc + dmθ̈ sin θ + dm θ̇2 cos θ =
1

r
[τr cos θ + τl cos θ]− sin θλ (3.1)

mÿc − dmθ̈ cos θ + dmθ̇2 sin θ =
1

r
[τr sin θ + τl sin θ] + cos θλ (3.2)

m[d2θ̈ + d(ẍc sin θ − ÿc cos θ)] + I θ̈ =
1

r
[τrR− τlR]− dλ. (3.3)

Si se define

τv =
1

r
(τr + τl) (3.4)

como la fuerza que induce movimiento lineal y

τa =
R

r
(τr − τl) (3.5)

como la fuerza que produce movimiento angular; entonces (3.1), (3.2) y (3.3) se

convierten en

mẍc + dmθ̈ sin θ + dm θ̇2 cos θ = τv cos θ − sin θλ

mÿc − dmθ̈ cos θ + dmθ̇2 sin θ = τv sin θ + cos θλ

m[d2θ̈ + d(ẍc sin θ − ÿc cos θ)] + I θ̈ = τa − dλ,

o bien

ẍc =
τv
m

cos θ − λ

m
sin θ − (dθ̈ sin θ + dθ̇2 cos θ) (3.6)

ÿc =
τv
m

sin θ +
λ

m
cos θ + (dθ̈ cos θ − dθ̇2 sin θ) (3.7)

θ̈ =
1

I +md2
[τa − dλ− dmẍc sin θ + dmÿc cos θ]. (3.8)
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Por otro lado, de (2.6) puede verse que el modelo cinemático del robot es

q̇qq =

ẋcẏc
θ̇

 = GGG(qqq)

[
vp

w

]
(3.9)

con

GGG(qqq) =

cos θ −d sin θ

sin θ d cos θ

0 1

 . (3.10)

Derivando (3.9) con respecto al tiempo se tiene

q̈qq = ĠGG(qqq)

[
vp

w

]
+GGG(qqq)

[
v̇p

ẇ

]
(3.11)

es decirẍcÿc
θ̈

 =

−θ̇ sin θ −dθ̇ cos θ

θ̇ cos θ −dθ̇ sin θ

0 0

[vp
w

]
+

cos θ −d sin θ

sin θ d cos θ

0 1

[v̇p
ẇ

]
. (3.12)

Nótese que w = θ̇, por lo que desarrollando (3.12) se tiene

ẍc = −wvp sin θ − dw2 cos θ + v̇p cos θ − dẇ sin θ (3.13)

ÿc = wvp cos θ − dw2 sin θ + v̇p sin θ + dẇ cos θ (3.14)

θ̈ = ẇ. (3.15)

Igualando (3.6) y (3.7) con (3.13) y (3.14) respectivamente, se tiene

τv
m

cos θ − λ

m
sin θ − (dẇ sin θ + dw2 cos θ) =

−wvp sin θ − dw2 cos θ + v̇p cos θ − dẇ sin θ
(3.16)
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τv
m

sin θ +
λ

m
cos θ + (dẇ cos θ − dw2 sin θ) =

wvp cos θ − dw2 sin θ + v̇p sin θ + dẇ cos θ.
(3.17)

Si ahora se multiplica (3.16) por cos θ y (3.17) por sin θ y se suman ambos productos

se tiene (τv
m
− dw2

)
(cos2 θ + sin2 θ) = (−dw2 + v̇p)(cos2 θ + sin2 θ)

es decir

v̇p =
τv
m
. (3.18)

Ahora, igualando (3.8) con (3.15)

ẇ =
1

I +md2
[τa − dλ− dmẍc sin θ + dmÿc cos θ] (3.19)

y sustituyendo (3.6) y (3.7) se tiene

ẇ =
1

I +md2
[τa − dλ+ (dλ+ d2mθ̈)(cos2 θ + sin2 θ)]

=
1

I +md2
[τa + d2mθ̈].

(3.20)

De acuerdo con (3.15) finalmente se tiene

ẇ =
τa
I
. (3.21)

3.2. Control parte cinemática

El problema de control a resolver es el seguimiento de una trayectoria impuesta

por un robot de referencia. Se considera que el robot de referencia tiene una confi-

guración idéntica a la del robot móvil, por lo que su cinemática es definida como en

(3.9). Es decir, se propone

q̇r =

ẋrẏr
θ̇r

 =

cos θr −d sin θr

sin θr d cos θr

0 1

[vr
wr

]
(3.22)
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La cinemática del robot de referencia es definida por (3.22) y está sujeta a la restric-

ción no holonómica

ẏr cos θr − ẋr sin θr − dθ̇r = 0. (3.23)

Figura 3.1: Error de posición

Ahora se define el error de posición del robot con respecto al marco de referencia

Xc − Yc montado sobre el robot, Figura 3.1, de la siguiente manera

xeye
θe

 =

 cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1


xr − xcyr − yc
θr − θ

 (3.24)

Derivando (3.24) con respecto al tiempo se tiene



Caṕıtulo 3. Control adaptable 28

ẋeẏe
θ̇e

 =

 cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1


ẋr − ẋcẏr − ẏc
θ̇r − θ̇

+

−θ̇ sin θ θ̇ cos θ 0

−θ̇ cos θ −θ̇ sin θ 0

0 0 0


xr − xcyr − yc
θr − θ

 (3.25)

por lo que

ẋe = ẋr cos θ + ẏr sin θ − (ẋc cos θ + ẏc sin θ)+

+θ̇(yr cos θ − yc cos θ − xr sin θ + xc sin θ).
(3.26)

Sustituyendo (3.9) y (3.22) en (3.26) se tiene

ẋe = vr(cos θr cos θ + sin θr sin θ)− dwr(sin θr cos θ − cos θr sin θ)

−vp(cos2 θ + sin2 θ) + θ̇[cos θ(yr − yc)− sin θ(xr − xc)].
(3.27)

Dadas las identidades trigonométricas

cos(α− β) = cosα cos β + sinα sin β

sin(α− β) = sinα cos β − cosα sin β
(3.28)

y considerando (3.24) se tiene finalmente

ẋe = vr cos θe − dwr sin θe − vp + wye. (3.29)

Para ye se tiene lo siguiente

ẏe = −ẋr sin θ + ẏr cos θ + (ẋc sin θ − ẏc cos θ)−

−θ̇(xr cos θ − xc cos θ + yr sin θ − yc sin θ).
(3.30)

Sustituyendo ẋr y ẏr de (3.22) y considerando la restricción no holonómica del sistema

(2.7), es decir ẏc cos θ − ẋc sin θ − dw = 0, se tiene

ẏe = vr(sin θr cos θ − cos θr sin θ) + dwr(cos θr cos θ + sin θr sin θ)−

−dw − w(cos θ(xr − xc) + sin θ(yr − yc)).
(3.31)
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Dadas las identidades trigonométricas (3.28) y considerando (3.24) se tiene

ẏe = vr sin θe + dwr cos θe − (d+ xe)w. (3.32)

Por ultimo θe es

θ̇e = θ̇r − θ̇ = wr − w. (3.33)

Con esto, la dinámica del error de posición escrita en forma matricial esẋeẏe
θ̇e

 =

vr cos θe − dwr sin θe

vr sin θe + dwr cos θe

wr

+

−1 ye

0 −(d+ xe)

0 −1

[vp
w

]
(3.34)

donde vp y w se consideran entradas de control, como se puede apreciar en la siguiente

figura.

Figura 3.2: Dinámica del error.

Ahora se busca determinar las entradas de control vp y w tal que las trayectorias

qqqe de (3.34) tiendan alrededor del punto de operación qqqe = [xe, ye, θe]
T = 000, para lo

cual se emplea la siguiente función positiva definida

V =
1

2
x2e +

1

2
y2e + | sin θe| (3.35)
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con

| sin θe| =

{
sin θe si θe ≥ 0

− sin θe si θe < 0

Si θe ≥ 0, V será

V =
1

2
x2e +

1

2
y2e + sin θe, (3.36)

cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (3.34) es

V̇ = xeẋe + yeẏe + cos θeθ̇e

= xe[vr cos θe − dwr sin θe − vp + wye] + ye[vr sin θe + dwr cos θe

−(d+ xe)w] + cos θe(wr − w)

= xe[vr cos θe − dwr sin θe − vp] + yevr sin θe + dwrye cos θe

+wr cos θe − w(dye + cos θe).
(3.37)

De (3.37) es claro que si

vp = vr cos θe − dwr sin θe + k1xe, con k1 > 0 (3.38)

el primer término de (3.37) es negativo, es decir

V̇ = −k1x2e + yevr sin θe + dwrye cos θe + wr cos θe − w(dye + cos θe). (3.39)

Ahora se busca de igual modo que los términos restantes de (3.39) sean negativos,

por lo que se propone

yevr sin θe + dwrye cos θe + wr cos θe − w(dye + cos θe) = −k2y2e − k3θ2e , con k2, k3 > 0

para lo cual w debe ser entonces

w =
k2y

2
e + k3θ

2
e + yevr sin θe + dwrye cos θe + wr cos θe

dye + cos θe
. (3.40)
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De acuerdo con (3.38) y (3.40)

V̇ = −k1x2e − k2y2e − k3θ2e < 0 (3.41)

Por otro lado, si θe < 0, entonces

V =
1

2
x2e +

1

2
y2e − sin θe. (3.42)

Derivando con respecto al tiempo se tiene

V̇ = xeẋe + yeẏe − cos θeθ̇e

= xe[vr cos θe − dwr sin θe − vp + wye] + ye[vr sin θe + dwr cos θe

−(d+ xe)w]− cos θe(wr − w)

= xe[vr cos θe − dwr sin θe − vp] + yevr sin θe + dwrye cos θe

−wr cos θe − w(dye − cos θe).
(3.43)

Nuevamente con vp elegido como en (3.38) el primer término de (3.43) es negativo

V̇ = −k1x2e + yevr sin θe + dwrye cos θe − wr cos θe − w(dye − cos θe). (3.44)

Se desea que los términos restantes de (3.44) sean negativos por lo que se busca de

nuevo

yevr sin θe + dwrye cos θe − wr cos θe − w(dye − cos θe) = −k2y2e − k3θ2e , con k2, k3 > 0

por lo que esta vez se tiene

w =
k2y

2
e + k3θ

2
e + yevr sin θe + dwrye cos θe − wr cos θe

dye − cos θe
. (3.45)

De acuerdo con (3.38) y (3.45), (3.43) queda como

V̇ = −k1x2e − k2y2e − k3θ2e < 0. (3.46)
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Con esto se prueba que las leyes de control que hacen que el punto de operación

qqqe = 000 de (3.34) sea asintóticamente estable son (3.38), (3.40) y (3.45), las cuales se

resumen enseguida.

vp = vr cos θe − dwr sin θe + k1xe (3.47)

w =


k2y

2
e + k3θ

2
e + yevr sin θe + dwrye cos θe + wr cos θe

dye + cos θe
si θe ≥ 0

k2y
2
e + k3θ

2
e + yevr sin θe + dwrye cos θe − wr cos θe

dye − cos θe
si θe < 0

(3.48)

con k1, k2, k3, k4 > 0.

Comentario 3.1 Nótese que la ley de control (3.48), tiene un de-

nominador que puede hacerse cero. Sin embargo, cuando las condiciones

iniciales qqqe(0) son suficientemente pequeñas esto no sucede. Cabe aclarar

que suficientemente pequeñas no necesariamente significa qqqe(0) ≈ 000. En

seguida se verifica esta aseveración.

Considérense los denominadores de (3.48), es decir

dye + cos θe si θe ≥ 0 (3.49)

dye − cos θe si θe < 0. (3.50)

Se busca encontrar las condiciones para que (3.49) y (3.50) no se anulen,

lo cual presenta las siguiente posibilidades

dye + cos θe > 0 (3.51)

dye + cos θe < 0 (3.52)

y

dye − cos θe > 0 (3.53)

dye − cos θe < 0. (3.54)

Como existe convergencia asintótica de los errores a cero, tanto ye como

θe comenzarán a moverse desde algún punto inicial ye(0) y θe(0) en el
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espacio de estados, hasta llegar al origen, es decir se moverán en dirección

al origen. Dado que θe es el argumento de la función coseno en (3.49) y

(3.50), y que la función cos θe es positiva cuando −π
2
< θe <

π
2
, entonces

si se supone que el error inicial θe(0) no es superior a 90◦
(
i.e. π

2
[rad]

)
, es

decir

θe(0) ∈
(
−π

2
,
π

2

)
, (3.55)

se tiene que

cos θe > 0. (3.56)

Más aún, si θe → 0 entonces cos θe → 1. De acuerdo con lo anterior, las

únicas alternativas posibles para que (3.49) y (3.50) no se anulen están

dadas por (3.51) y (3.54), o lo que es lo mismo

d|ye(0)| < cos θe(0). (3.57)

De esta manera, si (3.57) es satisfecha, (3.49) y (3.50) no se harán cero.

Nótese que alrededor de los extremos del intervalo definido en (3.55),

la magnitud de la función cos θe(0) es aproximadamente cero, lo cual de

acuerdo con (3.57) limita considerablemente la magnitud de la condición

inicial del error ye, obligando prácticamente a iniciar al robot móvil en

la posición deseada, esto es ye(0) ≈ 0. Es por lo anterior que se propone

ahora que el error inicial θe no sobrepase los 60◦
(
i.e. π

3
[rad]

)
. Entonces,

considerando

θe(0) = ±π
3
, (3.58)

el intervalo de valores de la función cos θe será

cos θe(0) = 0.5 ≤ cos θe ≤ 1 = cos(0). (3.59)

Con esto y de acuerdo con (3.57) finalmente es posible determinar la

región de validez D de las leyes de control (3.47) y (3.48)

D =

{
ye, θe ∈ R | − 0.5

d
< ye <

0.5

d
; −π

3
≤ θe ≤

π

3

}
. (3.60)



Caṕıtulo 3. Control adaptable 34

Cabe señalar que, de acuerdo con las dimensiones del robot móvil, d

es un parámetro de magnitud menor a 1 [m], por lo que en general la

magnitud del error ye podrá ser mayor que 0.5 [m], lo cual hace aún

menos restrictiva la región (3.60).

Con esto y de acuerdo con (3.41) y (3.46) las leyes de control (3.47)

y (3.48) garantizan que el punto de operación qqqe = 000 sea local asintóti-

camente estable.

�

El resultado anterior se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 Sea el sistema cinemático (3.34) con entradas de control vp y w.

Dadas vp y w en (3.47) y (3.48) respectivamente, cuya región de validez está dada

por (3.60), entonces el origen qqqe = 000 es local asintóticamente estable.

4
Aunque las leyes de control propuestas garantizan estabilidad asintótica local

de (3.34), de manera emṕırica se ha observado que la dinámica en lazo cerrado de

dicho sistema es demasiado lenta. Para contrarrestar este hecho se requiere inyectar

amortiguamiento al sistema, por lo cual se propone ahora la siguiente variación en

las leyes de control (3.47) y (3.48).

vp = vr cos θe − dwr sin θe + k1xe (3.61)

w =


k2y

2
e + k3θ

2
e + k4ye + yevr sin θe + dwrye cos θe + wr cos θe

dye + cos θe
si θe ≥ 0

k2y
2
e + k3θ

2
e − k4ye + yevr sin θe + dwrye cos θe − wr cos θe

dye − cos θe
si θe < 0

(3.62)

con k1, k2, k3, k4 > 0.
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Se analiza ahora el efecto de las leyes de control (3.61) y (3.62) en (3.34), para

lo cual considérese nuevamente (3.37) si θe ≥ 0 y (3.43) si θe < 0.

Si θe ≥ 0 entonces

V̇ = xe[vr cos θe − dwr sin θe − vp] + yevr sin θe + dwrye cos θe

+wr cos θe − w(dye + cos θe)

= −k1x2e − k3θ2e − k2y2e − k4ye, (3.63)

y si θe < 0 entonces

V̇ = xe[vr cos θe − dwr sin θe − vp] + yevr sin θe + dwrye cos θe

−wr cos θe − w(dye − cos θe)

= −k1x2e − k3θ2e − k2y2e + k4ye. (3.64)

En (3.63) y (3.64) se puede ver que el último término tiene signo distinto, por lo

cual se analiza ahora el peor caso que se presenta cuando tal término es positivo, es

decir

V̇ ≤ −k1x2e − k3θ2e − k2y2e + k4|ye| (3.65)

Para que V̇ < 0 se requiere que la suma de los dos últimos de (3.65) sea menor que

cero, es decir

−k2|ye|2 + k4|ye| < 0

−|ye|(k2|ye| − k4) < 0

k2|ye| − k4 > 0

|ye| >
k4
k2
. (3.66)

Con esto, si (3.66) es satisfecha, entonces V̇ < 0.

Ahora bien, se puede reescribir (3.65) de la siguiente forma

V̇ = −qqqTeKKKqqqe + k4|ye| (3.67)
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donde

qqqe =

xeye
θe

 , KKK =

k1 0 0

0 k2 0

0 0 k3

 (3.68)

Con esto se tiene que

V̇ = −qqqTeKKKqqqe + k4|ye|

≤ −κ||qqqe||2 + k4|ye|

≤ −κ||qqqe||2 + k4||qqqe||

≤ −κ
2
||qqqe||2 −

κ

2
||qqqe||2 + k4||qqqe|| (3.69)

donde

κ = λmin(KKK). (3.70)

Dado que se busca que V̇ < 0 se analizan los dos últimos términos de (3.69), es

decir

−κ
2
||qqqe||2 + k4||qqqe||. (3.71)

Se desea que esta función sea negativa o cero, es decir

−κ
2
||qqqe||2 + k4||qqqe|| ≤ 0

−||qqqe||
(κ

2
||qqqe|| − k4

)
≤ 0(κ

2
||qqqe|| − k4

)
≥ 0,

lo cual se cumple si

||qqqe|| ≥
2k4
κ
, µ. (3.72)

Por lo tanto, si ||qqqe|| ≥ µ se tiene que

V̇ ≤ −κ
2
||qqqe||2 = −α3||qqqe||2 (3.73)

donde α3 = 1
2
κ. De acuerdo con el Teorema 4.18 de Khalil [12] (ver Apéndice A) y

considerando W3 = α3||qqqe||2, se prueba que las trayectorias del sistema (3.34) están

finalmente acotadas y que la cota final puede hacerse arbitrariamente pequeña.

Nótese que con (3.62) se ha perdido la propiedad de convergencia asintótica al
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punto qqqe = 000 garantizada por (3.47) y (3.48). Sin embargo, como se comentó ante-

riormente éste mejora significativamente la velocidad de convergencia del vector de

estados qqqe, lo cual es imperativo de acuerdo con el objetivo de control planteado.

Para mostrar lo anterior es conveniente presentar el sistema (3.34) en lazo cerrado

con (3.61) y (3.62), lo cual se hace en (3.74), (3.75) y (3.76) para θe ≥ 0.

ẋe = −k1xe +

(
k2y

3
e + k3yeθ

2
e + k4y

2
e + y2evr sin θe + dwry

2
e cos θe + wrye cos θe

dye + cos θe

)
(3.74)

ẏe = vr sin θe + dwr cos θe

−(d+ xe)

(
k2y

2
e + k3θ

2
e + yevr sin θe + dwrye cos θe + wr cos θe

dye + cos θe

)
− k4yexe
dye + cos θe

− dk4ye
dye + cos θe

(3.75)

θ̇e = wr −
(
k2y

2
e + k3θ

2
e + k4ye + yevr sin θe + dwrye cos θe + wr cos θe

dye + cos θe

)
. (3.76)

Nótese que para (3.75), si los errores son suficientemente pequeños se obtiene la

siguiente aproximación lineal

ẏe + dk4ye ≈ 0,

lo que muestra que se ha introducido amortiguamiento a la dinámica del error ye.

Cabe destacar que para θe < 0 sucede exactamente lo mismo.

De acuerdo con lo anterior es posible enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.2 Sea el sistema cinemático (3.34) con entradas de control vp y w.

Dadas vp y w en (3.61) y (3.62) respectivamente, entonces las trayectorias de (3.34)

están finalmente acotadas con cota ultima arbitrariamente pequeña.

4
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3.3. Control parte dinámica

El esquema de control aqúı propuesto está basado en la teoŕıa del control adap-

table por modelo de referencia, mediante el cual se busca determinar las leyes de

control tales que el sistema sea capaz de seguir una señal de referencia dada.

Control ideal

Hasta el momento los valores vp y w han sido considerados las entradas al sub-

sistema cinemático (3.34). Sin embargo, no es posible elegir estos valores porque en

realidad son las salidas del subsistema dinámico (2.32). De esta forma, lo convenien-

te es designar las definiciones de las leyes de control (3.61) y (3.62) como valores

deseados para vp y w, i.e. vpd y wd respectivamente, y diseñar un nuevo controlador

tal que vp → vpd y w → wd conforme t→∞. Esto se muestra en el diagrama de la

Figura 3.3.

Se busca determinar la señal de referencia para las velocidades del robot, para lo

cual se proponen los siguientes modelos (de referencia) para la dinámica del error de

la velocidad lineal y angular respectivamente

v̇em + T1vem = 0 ; T1 > 0 (3.77)

ẇem + T2wem = 0 ; T2 > 0 (3.78)

con

vem = vpd − vm (3.79)

wem = wd − wm (3.80)

donde vm y wm son respectivamente la velocidad lineal y angular del modelo de

referencia.

Con esto (3.77) y (3.78) se pueden reescribir como sigue

v̇pd − v̇m + T1(vpd − vm) = 0 (3.81)

ẇd − ẇm + T2(wd − wm) = 0 (3.82)
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Figura 3.3: Diagrama de bloques del control parte cinemática y dinámica.

con lo cual se tiene

v̇m = v̇pd + T1vpd − T1vm (3.83)

ẇm = ẇd + T2wd − T2wm (3.84)

Se definen los errores de velocidad lineal y angular como

ve = vm − vp (3.85)

we = wm − w. (3.86)
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Figura 3.4: Error de seguimiento ve, we.

Derivando con respecto al tiempo se tiene

v̇e = v̇m − v̇p (3.87)

ẇe = ẇm − ẇ. (3.88)

De acuerdo con (3.18) y (3.83), (3.87) se puede reescribir como

v̇e = v̇pd + T1vpd − T1vm −
1

m
τv, (3.89)

que es la dinámica del error de velocidad lineal. Se analiza ahora la estabilidad del

punto de operación ve = 0 a partir de la siguiente función candidata de Lyapunov

V1 =
1

2
v2e (3.90)

cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (3.89) es

V̇1 = vev̇e = ve

(
v̇pd + T1vpd − T1vm −

1

m
τv

)
. (3.91)
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Se sabe de (3.85) que

vm = ve + vp. (3.92)

Por tanto

V̇1 = ve

(
v̇pd + T1vpd − T1ve − T1vp −

1

m
τv

)
= −T1v2e + ve

(
v̇pd + T1vpd − T1vp −

1

m
τv

)
.

(3.93)

Se busca que V̇1 < 0, lo cual sucederá si el segundo término de (3.93) es nulo, es decir

v̇pd + T1vpd − T1vp −
1

m
τv = 0. (3.94)

Es claro que para satisfacer (3.94), la entrada de control τv debe ser

τv = m[v̇pd + T1(vpd − vp)]. (3.95)

Si además se añade un término lineal de ve, es decir,

τv = m[v̇pd + T1(vpd − vp)] + k5ve, (3.96)

donde k5 es una contante positiva, se tiene un factor de ponderación más del error

de velocidad lineal. Aśı, de acuerdo con (3.96), (3.93) se convierte en

V̇1 = −
(
T1 +

k5
m

)
v2e < 0. (3.97)

Por otro lado, considerando ahora la dinámica del error de la velocidad angular

(3.88) y tomando en consideración (3.21) y (3.84) se tiene

ẇe = ẇd + T2wd − T2wm −
1

I
τa. (3.98)

Se analiza ahora la estabilidad del punto de operación we = 0, para lo cual considérese

la siguiente función candidata de Lyapunov

V2 =
1

2
w2

e . (3.99)
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La derivada de (3.99) a lo largo de las trayectorias de (3.98) es

V̇2 = weẇe = we

(
ẇd + T2wd − T2wm −

1

I
τa

)
. (3.100)

De (3.86) se sabe que

wm = we + w (3.101)

por lo que

V̇2 = we

(
ẇd + T2wd − T2we − T2w −

1

I
τa

)
= −T2w2

e + we

(
ẇd + T2wd − T2w −

1

I
τa

)
.

(3.102)

Se busca que V̇2 < 0, lo cual sucederá si la entrada de control τa es definida como

τa = I[ẇd + T2(wd − w)] + k6we, (3.103)

donde k6 es una constante positiva. Aśı, de acuerdo con (3.103), (3.102) queda como

V̇2 = −
(
T2 +

k6
I

)
w2

e < 0. (3.104)

Control adaptable

En las leyes de control (3.96) y (3.103) se asume que los parámetros presentes

son perfectamente conocidos; sin embargo, esto puede no ser el caso, pues pueden

existir incertidumbres paramétricas. Para contrarrestar este hecho, ahora se propone

un controlador adaptable por modelo de referencia capaz de adaptar los parámetros

de las leyes de control en ĺınea, como se muestra en la Figura 3.5.

Considérense entonces los siguientes cambios a las leyes de control (3.96) y (3.103)

respectivamente

τv = m̂[v̇pd + T1(vpd − vp)] + k5ve (3.105)

τa = Î[ẇd + T2(wd − w)] + k6we (3.106)

donde m̂ es un estimado de m e Î es un estimado de I.

Recuérdese que la dinámica de la velocidad lineal de robot móvil vp está dada
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Figura 3.5: Diagrama de bloques del controlador adaptable.

por (3.18)

v̇p =
1

m
τv,

de tal forma que en lazo cerrado con (3.105) se obtiene

v̇p =
1

m
[m̂v̇pd + T1m̂(vpd − vp) + k5ve]. (3.107)

Considérese nuevamente (3.87). De acuerdo con (3.83) y (3.107) se obtiene

v̇e =

(
1− m̂

m

)
v̇pd + T1

(
1− m̂

m

)
vpd + T1

(
m̂

m

)
vp − T1vm −

k5
m
ve. (3.108)
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Considerando ahora (3.92) se tiene

v̇e =

(
1− m̂

m

)
[v̇pd + T1(vpd − vp)]−

(
T1 +

k5
m

)
ve. (3.109)

Se desea que la dinámica de ve tienda a cero asintóticamente. Considérese la

siguiente función candidata de Lyapunov

V3 =
1

2
v2e +

m

2γ1

(
1− m̂

m

)2

(3.110)

donde γ1 es un parámetro constante positivo, es decir γ1 > 0. Derivando con respecto

al tiempo se tiene

V̇3 = vev̇e −
1

γ1

(
1− m̂

m

)
˙̂m. (3.111)

Sustituyendo (3.109) y agrupando términos con múltiplos comunes se llega a

V̇3 = −
(
T1 +

k5
m

)
v2e +

(
1− m̂

m

)[
vev̇pd + T1ve(vpd − vp)− 1

γ1
˙̂m

]
. (3.112)

Para que V̇3 ≤ 0, se busca hacer que el segundo término de (3.112) sea nulo, es decir

vev̇pd + T1ve(vpd − vp)− 1

γ1
˙̂m = 0

por lo que se propone

˙̂m = γ1vev̇pd + γ1T1ve(vpd − vp). (3.113)

La ecuación (3.113) es la ley de adaptación para m̂. Hasta aqúı se ha demostrado

que V̇3 = −
(
T1 + k5

m

)
v2e ≤ 0, lo cual garantiza que tanto ve como m̂ están acotadas.

Sin embargo, se requiere probar que ve → 0 con el tiempo. Con base en el Lema de

Barbalat se prueba lo anterior.

Para usar el Lema de Barbalat se requiere que V̇3 sea uniformemente continua,
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lo cual se verifica si la segunda derivada de V3 está acotada, Slotine y Li [17].

V̈3 = −2

(
T1 +

k5
m

)
vev̇e

= −2

(
T1 +

k5
m

)
ve

[(
1− m̂

m

)
[v̇pd + T1(vpd − vp)]−

(
T1 +

k5
m

)
ve

]
.

(3.114)

Se sabe que ve y m̂ están acotadas, y dado que vpd y v̇pd dependen de xe, ye y

θe que están acotados, están por tanto también acotadas. Por otro lado, como la

dinámica (3.77) de vem es exponencialmente estable, está vem entonces acotada, y

como vpd está acotada, entonces, de acuerdo con (3.79), vm está acotada; con esto

y de acuerdo (3.85) se determina finalmente que vp está acotada. Dado que todas

las señales involucradas en (3.114) están acotadas, V̈3 está entonces acotada, por lo

tanto V̇3 es uniformemente continua. Aśı por el Lema de Barbalat se garantiza que

V̇3 → 0 conforme t→∞, y por lo tanto que

ve → 0 (3.115)

con el tiempo.

De manera análoga a lo hecho para la velocidad lineal, se desarrolla enseguida el

caso para la velocidad angular w. Recuérdese que la dinámica de la velocidad angular

del robot móvil w es determinada por (3.21)

ẇ =
1

I
τa

que en lazo cerrado con (3.106), se convierte en

ẇ =
1

I
[Îẇd + T2Î(wd − w) + k6we]. (3.116)

Recuérdese también que la dinámica del error de seguimiento de la velocidad

angular ẇe es definida por (3.88), la cual de acuerdo con (3.84) y (3.116) queda

como

ẇe =

(
1− Î
I

)
ẇd + T2

(
1− Î
I

)
wd + T2

(
Î
I

)
w − T2wm −

k6
I
we. (3.117)
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Considerando ahora (3.101) se tiene

ẇe =

(
1− Î
I

)
[ẇd + T2(wd − w)]−

(
T2 +

k6
I

)
we. (3.118)

Se busca ahora que la dinámica de we tienda a cero con el tiempo. Considérese

por ello la siguiente función candidata de Lyapunov

V4 =
1

2
w2

e +
I

2γ2

(
1− Î
I

)2

(3.119)

con γ2 > 0. Derivando con respecto al tiempo se tiene

V̇4 = weẇe −
1

γ2

(
1− Î
I

)
˙̂I. (3.120)

Sustituyendo (3.118) y agrupando términos con múltiplos comunes se llega a

V̇4 = −
(
T2 +

k6
I

)
w2

e +

(
1− Î
I

)[
weẇd + T2we(wd − w)− 1

γ2

˙̂I
]
. (3.121)

Para que V̇4 ≤ 0 se busca hacer que el segundo término de (3.121) sea nulo, es decir

weẇd + T2we(wd − w)− 1

γ2

˙̂I = 0

por lo que
˙̂I = γ2weẇd + γ2T2we(wd − w). (3.122)

Con esto, la ley de adaptación para Î está dada por la ecuación (3.122). Nuevamente,

hasta este punto se ha demostrado que V̇4 = −
(
T2 + k6

I

)
w2

e ≤ 0, lo cual garantiza

que we e Î estén acotadas, pero aún se requiere probar que we → 0 con el tiempo.

Nuevamente con apoyo del Lema de Barbalat se prueba lo anterior.

Recuérdese que para usar el Lema de Barbalat se requiere que V̇4 sea uniforme-
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mente continua, lo cual se verifica si la segunda derivada de V4 está acotada.

V̈4 = −2

(
T2 +

k6
I

)
weẇe

= −2

(
T2 +

k6
I

)
we

[(
1− Î
I

)
[ẇd + T2(wd − w)]−

(
T2 +

k6
I

)
we

]
.

(3.123)

Se sabe que we e Î están acotadas, y dado que wd y ẇd dependen de xe, ye y θe que

están acotados, están por tanto también acotadas. Por otro lado, como la dinámica

(3.78) de wem es exponencialmente estable, está entonces wem acotada, y como wd

está acotada, entonces, de acuerdo con (3.80), wm está acotada; con esto y de acuerdo

con (3.86) se determina finalmente que w está acotada. Dado que todas las señales

involucradas en (3.123) están acotadas, entonces V̈4 está acotada, por lo tanto V̇4

es uniformemente continua. Aśı por el Lema de Barbalat se garantiza que V̇4 → 0

conforme t→∞, y por lo tanto que

we → 0 (3.124)

con el tiempo. El resultado anterior se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.3 Sea la dinámica del error de velocidad (3.89), (3.98), con entradas de

control τv y τa, respectivamente. Dadas las entradas de control (3.105) y (3.106) con

las respectivas leyes de adaptación (3.113) y (3.122), entonces ve, we → 0 conforme

t→∞.

4
El Teorema 3.3 garantiza que tanto la velocidad lineal vp como angular w del

robot móvil, seguirán adecuadamente las velocidades de referencia vm y wm, y por

lo tanto a vpd y a wd, lo cual establece que el robot móvil seguirá la trayectoria de

referencia impuesta.
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Implementación del control

Este caṕıtulo presenta los resultados experimentales obtenidos al implementar

el control desarrollado en el caṕıtulo anterior. Se analizan los resultados para dos

diferentes trayectorias de referencia.

4.1. Robot Móvil RM-10

Para las pruebas experimentales aqúı reportadas se utilizó el robot RM-10 del

Laboratorio de Robótica del Posgrado de Ingenieŕıa de la UNAM. El robot RM-10 es

un robot móvil con ruedas de actuador diferencial, está constrúıdo en aluminio y sus

dimensiones son: 44 [cm] de longitud frontal, 46 [cm] de longitud lateral y 102 [cm]

de altura. Está equipado con una PC de tres núcleos de 3.1 GHz y 4 GB de memoria

RAM. Es un robot de múltiple propósito, equipado con sensores de presencia y de

proximidad, y una cámara articulada para realizar tareas de visión. Posee ruedas de

hule de 125 [mm] de diámetro y 8 [mm] de banda de rodamiento. Como actuadores

cuenta con dos sistemas de actuación motor-reductor EMG49, el cual se compone

de un motor de corriente directa de 12 [V], un moto-reductor de relación 49:1 y un

encoder magnético de 588 cuentas por revolución. Cuenta con un driver Roboclaw

de Orion Robotics, que tiene dos canales capaces de entregar 30 [A] de corriente

por canal y dos canales de cuadratura para encoder; es importante señalar que su

comunicación con la PC se realiza de manera serial. Finalmente, cabe mencionar que

el robot es alimentado por dos bateŕıas recargables de 12 [V].

48
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Las especificaciones de los actuadores del robot son

Parámetro Magnitud

Voltage nominal 12 [V]

Torque nominal 0.784 [N m]

Velocidad nominal 61 [rpm]

Corriente nominal 4.2 [A]

Corriente a rotor bloqueado 13 [A]

Cuentas por revolución del encoder 588

Los parámetros f́ısicos del robot se enlistan en la siguiente tabla.

Parámetro Magnitud

Masa: m 37 [Kg]

Momento de inercia: I 2 [Kg m2]

Radio de las ruedas: r 0.0625 [m]

Distancia al centro de masa: d 0.1 [m]

Distancia entre ruedas: 2R 0.37 [m]

Figura 4.1: Robot móvil RM-10
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4.2. Resultados Experimentales

Para llevar a cabo la implementación del controlador se utilizó MATLAB a través

de su modulo de programación GUIDE. Se eligió MATLAB porque ofrece un gran

poder de cálculo y además permite la comunicación serial que es el protocolo de

comunicación que soporta el robot móvil RM-10.

Para realizar las pruebas experimentales se consideran dos trayectorias de referen-

cia, las cuales son impuestas por un robot móvil virtual de caracteŕısticas idénticas

al robot móvil experimental, por lo que las trayectorias de referencia son definidas a

través de curvas paramétricas. La primera trayectoria de referencia es una circunfe-

rencia y la segunda es una especie de lemniscata compuesta por dos circunferencias

contiguas. A continuación se presentan los resultados para ambas trayectorias.

4.2.1. Trayectoria de referencia: Circunferencia

Experimento 1

En el primer experimento realizado se consideró como trayectoria de referencia

una circunferencia de radio R = 0.9 [m], Figura 4.2. La prueba se realizó durante

50 [s] y se consideraron condiciones iniciales nulas, qqqe(0) = 000, es decir, que el robot

inicia justo en la posición inicial del robot de referencia. Las ganancias de control

consideradas para este experimento se presentan en la Tabla 1. Las primeras 4 ga-

nancias corresponden al control cinemático (3.61), (3.62), y las siguientes 6 a las de

las leyes de control adaptable (3.105), (3.106), y a las leyes de adaptación (3.113),

(3.122).
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Ganancia Magnitud

k1 30

k2 30

k3 5

k4 21

k5 20

k6 20

T1 5

T2 5

γ1 21

γ2 15

Tabla 1 : Ganacias de control del Experimento 1

Figura 4.2: Trayectoria de referencia
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Los resultados del experimento se presentan enseguida.

Las Figuras 4.4, 4.5 y 4.6 muestran los errores de posición xe, ye y θe respectiva-

mente. De estas figuras se puede ver que los tres errores tienden a cero, llegando al

final del experimento a los siguientes valores

Error final Magnitud

xe 2.890 x 10−3 [m]

ye 0.501 x 10−3 [m]

θe -1.14 [◦]

Las Figuras 4.7 y 4.8 presentan los errores de seguimiento de la velocidad lineal

ve y angular we, respectivamente, que son los errores inmersos en el lazo de control

adaptable. Las figuras muestran nuevamente que ambos errores tienden a cero. La

Figura 4.9 grafica la evolución de los parámetros estimados m̂ e Î, y la Figura 4.10

muestra las velocidades deseadas vpd y wd. Finalmente, en la Figura 4.11 se presenta

la velocidad angular de las ruedas, donde se observa que el robot se mueve con mar-

cha suave, pues considerando que la velocidad máxima de las ruedas es de 61 [rpm],

es claro que los actuadores no se saturan.

Con lo anterior se muestra que el robot móvil realizó adecuadamente el segui-

miento de trayectoria deseado, lo que es posible verificar al observar la Figura 4.3

donde se grafica la trayectoria, en el plano, descrita por el robot móvil durante la

prueba experimental. Es importante aclarar que la posición y orientación real del

robot móvil se obtiene a partir de la cinemática del sistema con base en su velocidad

lineal y angular, las cuales son determinadas a partir de la velocidad angular de las

ruedas que se obtienen de los encoders del robot.
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Caṕıtulo 4. Implementación del control 58

Experimento 2

Para probar la región de validez de la ley de control cinemática (3.61), (3.62),

se realizó un segundo experimento con la circunferencia como trayectoria de referen-

cia, pero considerando ahora condiciones iniciales no nulas. Las condiciones iniciales

consideradas fueron: xe = 0, ye = 0.1 [m], y θe = 0. Las ganancias de control usadas

en este experimento se tabulan enseguida.

Ganancia Magnitud Ganancia Magnitud

k1 15 k6 6

k2 5 T1 5

k3 1 T2 5

k4 7 γ1 4

k5 5 γ2 5

Tabla 2 : Ganacias de control del Experimento 2

Los resultados obtenidos se presentan a continuación.

Los errores de posición xe, ye y θe se muestran respectivamente en las Figuras

4.13, 4.14 y 4.15, donde puede verse que nuevamente todos los errores tienden a cero,

llegando al final del experimento a las magnitudes

Error final Magnitud

xe 2.120 x 10−3 [m]

ye 0.861 x 10−3 [m]

θe 0.77 [◦]

En las Figuras 4.16 y 4.17 se presentan respectivamente los errores de seguimien-

to de la velocidad lineal ve y angular we, donde se muestra con claridad que ambos

errores tienden a cero. La Figura 4.18 muestra la evolución de los parámetros estima-

dos m̂ e Î, y la Figura 4.19 muestra las velocidades deseadas vpd y wd. Por último,

la Figura 4.20 presenta las velocidades de ambas ruedas del robot móvil, donde se

aprecia que nuevamente no se presentó saturación en los actuadores.

Nuevamente estos resultados muestran que el robot móvil realizó adecuadamente

el seguimiento de trayectoria deseado, como se observa en la Figura 4.12 donde se

grafica la trayectoria, en el plano, descrita por el robot móvil durante el experimento.
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4.2.2. Trayectoria de referencia: Curva tipo lemniscata

Experimento 3

La segunda trayectoria de referencia considerada para las pruebas experimentales

es una trayectoria tipo lemniscata compuesta por dos circunferencias contiguas de

radio R = 0.9 [m] (ver Figura 4.21). Esta trayectoria representa un desaf́ıo fuerte

porque demanda un cambio drástico en la orientación del robot al pasar a la tra-

yectoria de la segunda circunferencia. Esta prueba tuvo una duración de 100 [s] y se

consideraron las siguientes condiciones iniciales: xe = 0, ye = 0.1 [m], y θe = 0, es

decir, el robot móvil inicia su movimiento 100 [mm] por debajo del punto de inicio

del robot de referencia. Las ganancias de control utilizadas en este experimento se

muestran en la Tabla 3.

Figura 4.21: Trayectoria de referencia
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Ganancia Magnitud Ganancia Magnitud

k1 10 k6 2

k2 4 T1 5

k3 1 T2 5

k4 6 γ1 1

k5 2 γ2 5

Tabla 3 : Ganacias de control del Experimento 3

Los resultados obtenidos se presentan enseguida.

Las Figuras 4.23, 4.24 y 4.25 muestran los errores de posición xe, ye y θe respec-

tivamente. De las figuras se aprecia que los tres errores tienden a cero, llegando al

final del experimento a los valores

Error final Magnitud

xe 0.434 x 10−3 [m]

ye 7.880 x 10−3 [m]

θe -0.679 [◦]

Las Figuras 4.26 y 4.27 presentan los errores de seguimiento de la velocidad lineal

ve y angular we, respectivamente; donde se observa que ambos errores tienden a cero.

En la Figura 4.28 se grafica la evolución de los parámetros estimados m̂ e Î, y la

Figura 4.29 muestra las velocidades deseadas vpd y wd. Finalmente, la Figura 4.30

presenta la velocidad angular de ambas ruedas del robot móvil, donde se aprecia que

no se presenta saturación en los actuadores.

Dado que todos los errores presentes en el lazo de control tienden a cero, se

muestra que el robot móvil realizó adecuadamente el seguimiento de trayectoria

deseado, hecho que es posible verificar al observar la Figura 4.22 donde se grafica la

trayectoria descrita por el robot móvil durante la prueba experimental.
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Figura 4.29: Velocidades deseadas vpd y ωd
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De acuerdo con lo anteriormente presentado, es posible afirmar que los resultados

obtenidos de los tres experimentos han sido satisfactorios, pues los errores reportados

son despreciables en términos prácticos, lo cual implica que el robot móvil sigue

adecuadamente la trayectoria de referencia, incluso cuando cambios drásticos en la

orientación son exigidos. Con esto, se ha demostrado experimentalmente que las leyes

de control cumplen con los objetivos propuestos.
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Conclusiones

En este trabajo se propone una solución al problema de seguimiento de trayec-

toria de referencia en robots móviles con restricciones no holonómicas. La solución

a este problema plantea dos nuevos problemas particulares, relacionados uno a la

cinemática (seguimiento de trayectoria) y otro a la dinámica del robot móvil (segui-

miento de velocidad de referencia); por lo cual este trabajo reporta dos resultados

principales.

El primero de ellos es el desarrollo de una ley de control no lineal basada en

el modelo cinemático del robot, que garantiza localmente que las trayectorias de la

dinámica del error de posición sean finalmente acotadas, con cota final arbitraria-

mente pequeña.

El segundo es el diseño de un controlador adaptable por modelo de referencia,

robusto ante incertidumbres en los parámetros de masa e inercia para la dinámica

del robot, que garantiza que los errores de seguimiento de las velocidades lineal y

angular del robot móvil tienden a cero.

El desempeño conjunto de estos dos controladores permite resolver el problema

de seguimiento de trayectoria de referencia en robots móviles con restricciones no

holonómicas. Para comprobar esto, ambos algoritmos se implementaron en el robot

móvil no holonómico RM-10. Los resultados obtenidos de las pruebas experimentales

demuestran la eficiencia de las leyes de control propuestas.

Es importante mencionar que este problema ya se ha abordado en la literatura

bajo la consideración de que el centro de masa del robot se localiza en el punto medio

72
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del eje de las ruedas actuadas. En este trabajo se contempla el hecho de que el centro

de masa del robot puede no estar en tal posición, haciendo que la solución propuesta

sea menos restrictiva.

El robot móvil RM-10 es un robot de propósito general equipado con sensores

para detectar obstáculos y realizar tareas de visión. Por tal motivo se plantea como

trabajo futuro desarrollar un algoritmo de planeación de trayectorias que permita al

robot, mediante el seguimiento de tales trayectorias, sortear obstáculos propios del

entorno que restrinjan o impidan llevar a cabo las tareas de navegación dispuestas.



Apéndice A

Teoremas auxiliares

Teorema A.1 (Teorema 4.18, Khalil [12] pp.172)

Sea D ⊂ Rn una región que contiene el origen y sea V : [0,∞) xD → R una función

diferenciable tal que

α1(||xxx||) ≤ V (t,xxx) ≤ α2(||xxx||) (A.1)

∂V

∂t
+

∂

∂xxx
fff(t,xxx) ≤ −W3(xxx), ∀||xxx|| ≥ µ > 0 (A.2)

∀t ≥ 0 y ∀xxx ∈ D, donde α1 y α2 son funciones clase K, W3(xxx) es una función

positiva definida y sea fff : [0,∞) xD → Rn continua por intervalos en t y localmente

Lipschitz en xxx sobre [0,∞) xD. Sea r > 0, tal que Br ={xxx ∈ Rn| ||xxx|| ≤ r}⊂ D.

Supóngase que

µ < α−12 (α2(r)). (A.3)

Entonces, existe una función β de clase KL y para cada estado inicial xxx(t0) que

satisface

||xxx(t0)|| ≤ α−12 (α1(r)), (A.4)

existe T ≥ 0 (que depende de xxx(t0) y µ) tal que la solución de ẋxx = fff(t,xxx) satisface

||xxx|| ≤ β(||xxx(t0)||, t− t0) ∀t0 ≤ t ≤ t0 + T (A.5)

||xxx|| ≤ α−11 (α2(µ)) ∀t ≤ t0 + T. (A.6)
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Más aún, si D = Rn y α1 pertenece a la clase de funciones K∞, entonces (A.5) y

(A.6) se satisfacen para cualquier estado inicial ||xxx(t0)|| sin importar que tan grande

sea µ.

4

Lemma A.1 (Lema 4.3, Slotine y Li [17] pp.125)

Si una función escalar V (t,xxx) satisface las siguientes condiciones

• V (t,xxx) está acotada por abajo

• V̇ (t,xxx) es semidefinida negativa

• V̇ (t,xxx) es uniformemente continua en el tiempo

entonces V̇ (t,xxx)→ 0 conforme t→∞.

4
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