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Introduccion

El péndulo invertido es un sistema utilizado cominmente como ejemplo de un sistema
dificil de controlar, por lo cual diferentes teorias de control modeno, lineal y no lineal pueden ser
aplicadas. Entre sus caracteristicas estd que es un sistema no lineal, con puntos de equilibrio
inestables y comunmente subactuados los cual agrega un reto mas para la teoria de control.

Existen diferentes configuraciones de este sistema que dependen de la forma en que se
actuan y el nimero de grados de libertad. Las formas en que se pueden actuar son comdnmente con
movimiento lineal y movimiento rotacional. La configuracion mas sencilla consiste en un péndulo
invertido acoplado a un motor (Dorf y Bishop, 1998), siendo el reto el controlar su posicién o
mantenerlo en posicién vertical cuando la inercia del péndulo es grande. De ahi se desprenden otras
configuraciones con mayores grados de libertad del sistema, en el que se agregan més eslabones con
un solo grado de libertad o los existentes se les permite moverse en multiples dimensiones (Driver y
Thorpe, 2004).

Las configuraciones basicas mas comunes son un eslabdn articulado sobre un carro que se
mueve en direccion horizontal sobre un riel (Mori et al., 1976; Salas et al., 2003), y un eslab6n
articulado sobre otro eslabdn que gira sobre un eje (Furuta, 1991; Misawa et al., 1995; Cazzolato y
Prime, 2011).

Al agregar mas grados de libertad al sistema, la complejidad para modelarlo y controlarlo
aumenta significativamente. El sistema de doble péndulo rotacional ademas de presentar las
caracteristicas antes mencionadas también tiene un especial interés por que su modelado es muy
cercano al de un robot manipulador serial, con las diferencias de que en un manipulador cada
elemento esta actuado. Otra caracteristica de este tipo de sistemas es su sensibilidad a las
condiciones iniciales, haciéndolo un sistema mas dificil de controlar.

En este trabajo se utilizard la configuracion del péndulo doblemente articulado con
actuacion rotacional, al que llamaremos simplemente como doble péndulo rotacional.

Los objetivos a desarrollar en este trabajo son

e Obtener el modelado de un doble péndulo invertido rotacional.

¢ Validar el modelo tedrico con datos del modelo experimental.

e Seleccionar y fabricar los elementos que compondran el péndulo doble.

e Controlar la posicion de los eslabones del péndulo en uno de sus puntos de equilibrio
inestables cuando las condiciones iniciales del sistema se encuentran cercanas a esa
posicion.

La motivacién de este trabajo es la construccion de un banco de pruebas para facilitar el
desarrollo de proyectos de las asignaturas de control en el departamento de Ingenieria Mecatrénica
de la Facultad de Ingenieria. Por lo que los materiales, sensores y actuadores utilizados, asi como
las técnicas de control disefiadas deben ser conocidas por estudiantes de la carrera de Ingenieria



Mecatronica. También se pretende la division del sistema en subsistemas enfocados a una sola tarea,
de este modo puede redisefiarse algun subsistema para la correccion de errores, o la optimizacion
del mismo sin comprometer los demas.

Para el desarrollo del proyecto debe obtenerse en primer lugar el modelado del péndulo doble
rotacional. En el capitulo 2, se obtiene el modelado del sistema a partir del método de Euler-
Lagrange. Como el modelo en general tiene caracteristics no lineales se linealiza el sistema
alrededor de su punto de equilibrio inestable para la aplicacién de técnicas de control en el espacio
de estados.

Una vez que obtenido el sistema no lineal y linealizado de la planta, se puede pasar al proceso
de disefio y fabricacion de los componentes del péndulo doble. El disefio del sistema esta enfocado
al cumplimiento del objetivo de controlarlo en una posicién por lo que es fundamental la
integracion del modelo y el disefio de un controlador para la obtencion de los pardmetros fisicos. En
el capitulo 3, se muestra este proceso de disefio y se menciona la eleccion de materiales, la
seleccion del actuador y de los sensores que se utilizan para la planta. También se presenta los
subsistemas principales para el acondicionamiento de los sensores de posicion y la etapa de
potencia del motor.

En el capitulo 4, se obtiene el esquema de control del doble péndulo basado en su
representacion lineal en variables de estado, debido a la seleccién de sensores del capitulo anterior
también se realiza el disefio de un observador para la estimacion de los estados no medidos. Otro
subsistema importante, es el control de par para el actuador utilizado, de esta forma se pretenda
minimizar las zonas muertas del mismo Yy realizar la separacion de su dindmica en el modelo del
doble péndulo.

Para el capitulo 5, se presentan los resultados experimentales del proyecto, en principio se
comprueba el modelo matemético del doble péndulo rotacional. También se muestran los resultados
del control de par para el actuador y los resultados de la implementacién del control del sistema
completo.

Finalmente en el capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1
Antecedentes

A continuacién se describira de forma breve los conceptos necesarios para el modelado y
disefio de los controladores utilizados en este proyecto.

2.1 Coordenadas generalizadas

La configuracion de un sistema fisico puede ser descrita mediante magnitudes Ilamadas
coordenadas. Estas coordenadas pueden ser desde un vector tridimensional que describa la posicion
de una particula relativa a un punto de referencia en un sistema cartesiano o en general cualquier
parametro que describa completamente el movimiento del sistema.

Dese un punto de vista dindmico un sistema puede considerarse como un conjunto de
particulas con interconexiones que dan restricciones internas y dependencia entre coordenadas, de
este modo puede reducirse el nimero de variables usadas para la descripcion del sistema. EI nimero
minimo de coordenadas que puede encontrarse es igual a los grados de libertad y si este conjunto
de coordenadas eliminan las restricciones pueden llamarse coordenadas generalizadas del sistema y
se asocian con variables dindmicas generalizadas.

2.2 Método Euler-Lagrange

Este método, conocido también como Formulacion de Lagrange, sirve para describir un
sistema por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales con la misma estructura derivadas del
principio de Hamilton, el cual establece que de todas las trayectorias posibles que puede seguir un
sistema dinamico para desplazarse de un punto g(t;) a un punto q(t,) de las coordenadas
generalizadas, la trayectoria verdadera seguida es aquella que hace minima la integral temporal del
Lagrangiano del sistema (L), el cual se define como la diferencia entre la energia cinética (T) y la
energia potencial (V).

L=T-V

ta
f Ldt=0
t

1

Este método puede aplicarse para sistemas con fuerzas conservativas y no conservativas. En
el caso de fuerzas conservativas las ecuaciones de Euler Lagrange quedan como sigue,
d <6L) daL
dt\aqg/) adq
Se puede generalizar estas ecuaciones para todo tipo de sistemas. Se consideran fuerzas no
conservativas las entradas de control (u), las perturbaciones externas (Q,) y la disipacion. Esta



Gltima puede formularse como la funcién de disipacién de Rayleigh, D(q) = kq. Si se reformula el
Lagrangiano incluyendo estas fuerzas no conservativas se obtiene las siguientes ecuaciones
generalizadas.
d <6L> daL N aD
—_— ) =Uu —_——
dt\dq/ 0dq C aq
Si ignoramos las perturbaciones externas y reordenamos las ecuaciones obtenemos,

d 9l oL oD _
dtlagl " aqTag

donde se tendréan tantas ecuaciones diferenciales como coordenadas generalizadas.

En resumen, el procedimiento para obtener las ecuaciones de movimiento Euler-Lagrange es el
gue sigue:

1. Seeligen las coordenadas generalizadas del sistema.

2. Se obtienen la energia potencial y cinética, y se obtiene el Lagrangiano en términos de las
coordenadas generalizadas y sus derivadas.

3. Si el sistema no es conservativo se agregan las funciones de disipacién, entradas de control
y perturbaciones externas.

4. Por altimo, se obtienen las derivadas parciales y temporales del Lagrangiano y la funcion
de disipacion y se forman las ecuaciones de movimiento para cada coordenada generalizada.

Una ventaja de utilizar este método es la simplificacion del proceso de modelar, mientras que
con aproximaciones Newtonianas se deben considerar todas las fuerzas involucradas en el
movimiento, con el método de Euler-Lagrange s6lo se consideran los cambios de energia cinética y
potencial. Otra ventaja es que esta formulacion puede aplicarse a sistemas de diferentes naturalezas,
como eléctricos, mecanicos, etc.

2.3 Modelado de un motor

El esquema simplificado de un motor es

o wg) H Jbé

Figura 1.1 Modelo de un motor de DC




Y los parametros de motor se muestran en la siguiente lista

Simbolo | Descripcion Unidades
|4 Voltaje aplicado al motor vV
L Inductancia de la Armadura H
R Resistencia de la Armadura n
b Coeficiente de amortiguamiento del sistema mecanico | N -m - s/rad
Ji Momento de inercia del Rotor kg - m?
k; Constante de proporcionalidad par-corriente N-m/A
ke Constante de proporcionalidad fuerza electromotriz V-s/rad
Tm Par del motor producido por el rotor N-m
0 Posicion del rotor rad
EMF | Fuerza elecromotriz 1%
I Corriente A

Un motor de corriente directa puede considerarse un generador, de esta forma pueden
encontrarse relaciones proporcionales entre sus parametros, como entre la corriente y el par del
motor, y la velocidad y la fuerza electromotriz. A continuacion se presentan las ecuaciones que
describen un motor de DC en el dominio del tiempo.

d29+bd9—k1(t)

]dtz dt ~ ¢
LdI+RI—V(t) k d6
dt N € dt

Y sus respectivas ecuaciones en el dominio de Laplace
Js20(s) + bsO(s) = k. I(s) (D
LsI(s) + RI(s) =V(s) — k,sO(s) (2)

Tomando en cuenta que en el par de un motor de DC es proporcional a la corriente
podemos sustituirlo en la ecuacion (1) y manipularlo para encontrar una funcion de trasferencia
entre el par del motor y el voltaje de entrada.

T = ke I(S)
T (S) i Js+b
ZO N (]Lsz + (JR + bL)s + (bR + kekt)>

La funcion de trasferencia del motor queda de segundo orden, lo cual representa mayor
complejidad en el disefio del controlador, para simplificar este proceso se considera que la dinamica
de la parte eléctrica se desarrolla de manera mucho mas rapida que la dindmica de la parte mecanica.
De esta forma, la dinamica de la corriente de armadura es tan rapida que se puede considerar que la

. . ~ . . dl .
corriente se hace constante en un tiempo muy pequefio, es decir que la derivada — es cero después

de algunos instantes. Si esto se hace en las ecuaciones de arriba, se obtiene la siguiente funcion de
transferencia simplificada.

H(s) =



H(s) Tm(s) k; s+7 _x s+ a
V(s) R S+bR+kekt g4 B
JR
ke, b, bR+kck
dondnganzf,a—j,ﬁ—]—Rt

Como se puede observar se presenta un sistema de primer orden con un polo en -a y un
ceroen - .



Capitulo 2

Modelo Matematico

En este capitulo se obtendra el modelo matematico que describe el comportamiento del
doble péndulo invertido rotacional mediante el método de Euler-Lagrange y se linealizara en uno de
sus puntos de equilibrio inestables.

2.1 Descripcion del sistema

El sistema del péndulo doble rotacional consiste de tres eslabones. EI primer
eslabon es el brazo acoplado al motor, es aquel que transmite el par del motor a los demas
eslabones y su movimiento en rotacional. ElI segundo eslabon es un péndulo unido al
primero por una junta rotacional, tiene libertad de giro de 360° y su plano de movimiento es
siempre perpendicular al plano de giro del brazo del motor. El tercer eslabon, es otro
péndulo concatenado al primero por una junta rotacional y su plano de movimiento es
paralelo al del segundo eslabon de tal forma que tenga también tenga una libertad de giro
de 360°. A continuacion se presenta un diagrama del sistema y una lista de los parametros
que se obtendran en el capitulo dos.

Parametro Valor
Ly [m] Distancia entre los ejes de giro
del eslabén 1y el 2
L, [m] Distancia entre los ejes de giro
del eslabon 2 y el 3
Lz [m] Longitud del eslabdn 3 medida a
partir de su eje de giro
Iy [m] Distancia entre el eje de giro del
primer eslabén y su centro de
gravedad
I, [m] Distancia entre el eje de giro del
segundo eslabén y su centro de
gravedad
I3 [m] Distancia entre el eje de giro del
tercer eslabon y su centro de
gravedad
my [kg] Masa del primer eslabon
m, [kg] Masa del segundo eslabén
ms [kg] Masa del tercer eslabon

Figura 2.1. Esquema de un doble péndulo rotacional tomada de [14]



2.2 Modelo del sistema por el Método Euler-Lagrange

Para poder describir el sistema primero se debe definir los sistemas de referencia. Se
establece un sistema inercial XYZ y un sistema movil x'y’'z" que gira junto con el primer eslabon y
cuyo angulo de rotacién es 6, con sentido de giro antihorario positivo.

Figura 2.2. Esquema del eslabdn 1. Vista superior

Para el segundo eslabdn se establece también un sistema movil x"'y"'z"", con sentido de giro
antihorario positivo y donde el &ngulo de rotacion 8, es cero cuando el eslabdn estd en posicion
vertical e inestable.

Figura 2.3. Esquema de los eslabones 2 y 3. Vista frontal

rr_rer_rrir

El sistema x"'y""z""" se establece para el tercer eslab6n con un angulo 65 relativo al
segundo eslabdn con sentido de giro positivo antihorario.
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2.2.1 Matrices de rotacién

Para encontrar las posiciones de los centros de gravedad de los eslabones se utilizaran
matrices de rotacion para cada cambio de sistema de referencia.

Del sistema inercial XYZ al sistema movil del eslabén 1- x'y'z’

Cos[64] Sin[B;] O
—Sin[04] Cos[0] O]
0 0 1

. r_n

Del sistema movil x'y’z" al sistema movil del eslabon 2- x"'y"'z

R1=

—Sin[82] Cos[82] 0||0 -1 0f[=[0 —Cos[6,] —Sin[6,]

0 o u11 o0 of L1 o0 0

Cos[62] Sin[62] 0] [O 0 1] [0 —Sin[6;] Cos[ez]]
R, = =

mr_rrr_irrr

Del sistema movil x"'y"'z"" al sistema movil del eslabon 3- x"'y""'z

Cos[B63] Sin[63] O
—Sin[03] Cos[03] 0]
0 0 1

R3:

2.2.2 Tensores de inercia

Se asume que las coordenadas de los eslabones siempre se encuentran en los ejes
principales, de esta forma sus tensores de inercia tendran una forma diagonal que se define a

continuacion.

Tensor de inercia en los ejes principales eslabdn 1.

e 0 O
L=[0 I, o
0 0 Iy

Tensor de inercia en los ejes principales eslab6n 2

e O 0
L=[0 Iy o
0 0 Iy,

Tensor de inercia en los ejes principales eslabon 3

I3 O 0
13 = 0 I3yy 0
0 0 I3,

Sabiendo que la dindmica de un sistema es una superposicion de la dindmica de sus
elementos, se analizaran a continuacion.
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2.2.3 Analisis Eslabon 1. Coordenadas x'y'z’

La velocidad angular del primer eslabon est& dada por

0
0,

Los vectores de posicion del centro de gravedad y la junta 1 son

14 L1
rcg1 = (0|;r50 =0
0 0

De esta forma se define la velocidad del centro de gravedad como

0
Vm1 = W1 X ICgq = [1191]
0
Andlogamente la velocidad de la junta 1 es
O.
le = L191
0

La energia cinética del primer eslabon es

1 T T
T, = > (M1Vm1 Vi1 + 01" Lwg)

1 . 2
T, = > (I1zz +11"m4)64

Despreciando la vibracion del brazo del motor, se considera que no se presenta un cambio
de energia potencial durante el movimiento.

V1:0

La energia disipada proviene de la friccion del sistema, en estos casos se toma como
friccion viscosa que depende Unicamente de la velocidad angular del cuerpo y el coeficiente de
friccion.

1. .2
D1 =§b161
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r_r,_n

2.2.4 Andlisis Eslabdn 2. Coordenadas x''y"' z

Se debe mapear la velocidad lineal de la junta 1 y la velocidad angular 1 a las coordenadas

. rn_r

x''y"z". Esto se hace premultiplicando la matriz de rotacién R, a los vectores de velocidad.

—L,6,Sin[6,]
Vi1 = Ravj1 = [ —L,6,Cos[6,]
0
0 6,Cos[6,]
(1)2 = RZ'(‘Ol + O = —elsln[ez]
0, 0,

Los vectores de posicion del centro de gravedad y la junta 2 son

I L,
INCE;Z B [()] ; rjz B ’ () ]
0 0

De esta forma se define la velocidad del centro de gravedad como

—L,6,Sin[6,]
Vmz = Vj1 + Wy X 1rcgy = —L,6,Cos[0,] +1,6,
1,6,Sin[6,]
Anélogamente la velocidad de la junta 2 sera
—L,6,Sin[6,]
VjZ = —L191COS[92] + Lzéz
L,0,Sin[0,]

La energia cinética del segundo eslabdn se define como

1 T T
T, = E(szmz Vmz + 02" Lwy)

1 . 2 .. 1. 2
T, = E(IZZZ + m2122)92 —L;1,m,0,0,Cos[0,] + 591 (mZle + 1,44 C0s?[0,]
+ (Ipyy + m,l,%)Sin?[6,])

El nivel de energia nulo del segundo y tercer eslabén se establece cuando ambos estan en su
posicion vertical estable, es decir cuando 6, = 180°y 65 = 0°

VZ = nglz(l + COS[ez])

La energia disipada del segundo eslabon es

D, = 21,6,
2_222
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rer_rrr _rri

2.2.5 Andlisis Eslabdn 3. Coordenadas x""'y"""'z

Como en eslab6n anterior, se debe mapear la velocidad lineal de la junta 2 y la velocidad

mnr_rr_rrr

angular 2 a las coordenadas x"'y'"'z

Lzézsin[e3] — Llélsin[ez + 63]
ij = R3V]'2 = LZQZCOS[G?,] - L191COS[92 + 93]

L,0,Sin[6,]
0 0,Cos[0, + 05]
w3 = R3(1)2 + 0 = —élsin[ez + 63]
03 6, + 0,

El vector de posicion del centro de gravedad 3 es
I3
rcgs =10
0

La velocidad del centro de gravedad esta dada por

L,0,Sin[03] — L;0,Sin[0, + 03]
Vm3 = ij + W3 X Ircg3 = L262C05[63] - Llél(:OS[ez + 63] + 13(62 + 63)
(Lzsln[ez] + 13Sin[62 + 63])61

La energia cinética del segundo eslabén se define como

1 T T
T; = E(m3Vm3 Vms T 03" l3w3)

A partir de este momento se realizara el siguiente cambio de variable

93t = 92 +93
é3t = 62 +63
B3¢ = 0, + 63

La razén de este cambio de variable es la reduccion de la complejidad de las ecuaciones de
movimiento, sin modificar el razonamiento intuitivo que se siguié para obtener las velocidades
lineales y angulares. Cabe mencionar que la variable 65 es en realidad el angulo que se obtendra
con los sensores de posicion, por lo que debera reflejarse este cambio a la hora de implementar el
control.
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De esta forma, la energia cinética es

T, = %(L12m3912 +L,°m30,” + (Iagy + mjl 2)(83,)” — 2L, Lm0, 0,Cos[62]
+ 2Lyl3m;0,05,C08[0; — Ba0] — 2L, 13m0, 05.Cos[Oc] + Lok CoS[O3]2
+ L2360, ”Sin[0,]2 + 2L,l3m36; Sin[6,]Sin[03] + (Iayy
+my15%)8, °Sin[05,]%)
En este caso en nivel de energia nulo se considera cuando 6, = 180° y 65, = 180°

V3 = m3g (L, (1 + Cos[6,]) + 15(1 + Cos[03]))

La energia disipada del tercer eslabén es
1. . 2
D3 = §b393t

Coordenadas generalizadas

Para un sistema mecénico el nimero de coordenadas generalizadas es igual a los grados de
libertad del sistema. En este caso el sistema tiene 3GDL, por lo que seran tres coordenadas
generalizadas, de forma natural encontramos que las coordenadas sean iguales a los respectivos
angulos de los tres eslabones. Como el sistema sélo se encuentra actuado por un motor en el primer
eslabon, s6lo éste tendra una entrada diferente de cero. Ndtese que el torque proporcionado por el
actuador es negativo debido a cédmo se definié el sistema de referencia y las caracteristicas del
motor usado especificamente.

qq = 055 41 = 635 §; = By; Ei=1=—-1
Q2 = 025 4z = 0 d, = 6,; E;=0
qs =03y 43 = éSt; 4z = é3ti E;=0

La energia cinética total se define como la suma de las energias cinéticas de los tres
elementos. Asi mismo las energias potenciales y disipadas también seran la suma de las energias
respectivas de cada elemento.

Energiacinéticatotal: T =T; + T, + T3
Energia Potencial total: V=V, +V, + V3
Energia Disipada total: D = D; + D, + D3

Para encontrar el Lagrangiano se deben restar la energia cinética total y la energia potencial
total.

L=T-V
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2.2.6. Ecuaciones de movimiento Euler-Lagrange

Las ecuaciones dinamicas del sistema se pueden obtener aplicando la siguiente ecuacion.

d oL dL aD
] =E;; parai=1,273

— |-+ =
dtlogil dq; 9q;

Debido a la complejidad de las ecuaciones, se obtuvieron los calculos con Mathematica. En
el apéndice se muestra el programay las expresiones de cada iteracion.

Parai =1

T=byqy + (Iizz + li*m, + L12m3)ii1 + (Ipxx + L12m2)Q1C05[QZ]2 + I3xxd1Cos[q3]?
+ Ly (Izm; + Lym3)d,°Sin[q,] + (Ipyy + (L1? + 1,*)m,+L,°m3)§; Sin[q,)?
+(Ipyy + I,m; + L,°m3)d:42Sin[2q,] + Sin[q3] (L;13m3q5°
+ 2L,13m3d;Sinfq,] + (Iayy + I3”m3)d; Sin[q3])
—Cos[q2] (L (Izm; + Lymg)d, + 26142 (IxSin[qz] — Lol;m;Sin[gs]))
— Cos[qs](L1lsmsds + 241 G3(—LalsmsSin[q,] + I3x«Sin[qs]))
+ (ISyy +132m3)Q1Q3Sin[ZQ3]

Parai =2

0 = bydy + (Izzz + 12°m, + Ly’m3){, + LolsmsisCos[qz — qs] — g(lm;, + Lom3)Sin[qs]
+ L,13m3q5°Sin[q; — q3] — Cos[qz](Ly (I;m, + Lymy)ds + 1% ((—laxx + Layy
+15°m; + Ly’ m3)Sin[qz] + LzlsmsSin[q3]))

Parai =3

0 =b3q; + (I3zz + 132m3)(fi3) + Lalams,Cos[q, — q3] — 1sm3(L,d,°Sin[q, — qs]
+ gSin[q3]) + Cos[q3](=Lilsmsiy — 41 (L2lsmsSin[qa] + (=laxx + Iayy
+13°m3)Sin[q3]))

Simplificaciones
Se consideraran dos simplificaciones respecto a los tensores de inercia de los eslabones:

o Ihyy =Iz34x = 0;

o I= IZyy =1y, Y 130 = [3yy = I3z,
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La primera consideracion podemos hacerla gracias a que la longitud de los eslabones 2 y 3 es
suficientemente grande para que la inercia en ese eje tienda a cero. Y para hacer la segunda
consideracion se tomd el siguiente criterio, si el error era menor al 10% entre ambas componentes,
se consideran iguales los términos de la inercia en el eje y y el eje z. De tal forma que los tensores
de inercia del eslabén 2 y 3 quedan de la siguiente manera:

0 0 0]
L=|0 I, O
0 0 Iyl
0 0 0]
I,=[0 I 0
0 0 I

Si adicionalmente se renombra a I, como I;, y se manipulan las ecuaciones se obtendran las
expresiones al sistema en su representacion de Euler-Lagrange.

2.3 Representaciones del sistema

Una vez encontradas las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del
sistema, es conveniente representarlo en formas mas ordenadas que nos ayuden no s6lo a organizar
la informacion del sistema sino que nos den la posibilidad de aplicar técnicas de control basadas en
estas representaciones.

2.3.1 Representacion matricial de la forma Euler-Lagrange
M(q)j+C(q,9)q+G(q) =E
Donde
M es la matriz de inercia
C(q, g) es la matriz de Coriolis y efectos de disipacion
G (q) es la matriz de efectos gravitatorios y de resortes.
E es el vector de entradas.

En particular para este caso, la matriz M es de 3x3

Mll 1\/[12 M13
MZl MZZ M23
M31 M32 M33

M=

donde

My = Iyo + 1;%my + Ly%my + Ly *mg + (I + 1,°my + Ly%mj)Sin[q,]?
+ 2L213m35in[q2]3in[q3] + (130 + 132m3)Sin[q3]2;



M;, = —L;(I;m; + Lym3)Cos[q,];
M;; = —L;13m3Cos[qs];

My, = —=L;(I;m; + Lym3)Cos[q,];
My, = Izo + 1,°m, + Ly*my;

M,3 = LylzmzCos[q; — q3];

M3, = —Ll3m3Cos[q,];

M3, = LalzmsCos[q; — q3];

M3z = I3 + 13°mg;

La matriz C también sera de 3x3
Ci1 Ciz GCy3
C=1Cz1 Cyz Cyzf;
C31 C3 Cs3
Y sus elementos son
Ci1 = by + 2L,l3m3d5Cos[q3]Sin[qz] + (Izo + 1, °m; + L,?m3)d,Sin[2q,];
Cy2 = Ly(I;m; + Lym3)4,Sin[q,] + 2L,13m3q, Cos[q,]Sin[qs];

Ciz = (L113m3Q3 + 2(130 + 132m3)Q1C05[Q3])SiU[Q3];

Cz1 = —1Cos[q,]((Iz0 + 1°m; + L,?m3)Sin[q,] + L,l3m3Sin[q3]);
Cz2 = by;

C23 = Lalzm3q3Sin[q; — q3];

C31 = —(1Cos[q3](Lzlsm;Sin[q,] + (I3 + 132m3)Sin[q3]);

Csz = —L;l3m3q,Sin[q; — qs];

Czz = bs;

La matriz G serad de 3x1

Y sus elementos son

G =0;
G, = —g(I;m; + L,mj3)Sin[q;];
G3 = —glzm3Sin[q3]

Finalmente la matriz de entradas serd de 3x1

-l

Donde T = —1yy,

17
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2.3.2 Representacion en variables de estado

Una forma muy conveniente de representar a un sistema con multiples salidas es hacerlo
mediante su representacion en variables de estado. Esto nos permite monitorear y usar no solo la
salida del sistema sino también sus variables internas que en otras representaciones como en una
funcion de trasferencia se perderian. Algunas de sus ventajas son, reducir un conjunto de ecuaciones
diferenciales de orden n a n ecuaciones diferenciales de primer orden, por otra parte, como no existe
una representacion Unica para el sistema, puede describirse con diferentes variables que se
consideren importantes 0 mas sencillas de procesar y medir. Podemos aprovechar esta
representacion para aplicar técnicas de control que se basen en los valores del vector de estados.

Para encontrar la representacion en variables de estado de un sistema deben primero
proponerse las variables de estado, su namero debe ser igual al orden del mismo. Por lo que éste
sistema tendra seis variables de estado.

Variables de estado

Por facilidad se escogeran las coordenadas generalizadas y sus primeras derivadas como
variables de estado.

X1 =1q1
X2 =(q1 =X
X3 = {2
X4 =(z = X3
X5 = {3

Xe = (43 = X3

Las derivadas de las variables de estado son

J'c1=x2
X2 = (1
.9‘C3:.X3
X4 = (2
565=x6
X6 = (3

Para encontrar las segundas derivadas de las coordenadas generalizadas se puede hacer uso
de la forma matricial del sistema

4 =M PIE - C(q.9q - G6(q)]

Otra alternativa es resolver el sistema de ecuaciones que se genera con las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange para &, s, 5 por medio de software. Esta fue la solucion optada en
este proyecto, se pueden ver los resultados en el anexo.
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Como es un sistema no lineal su representacion tendra la siguiente forma

_fl_ X
f2 |[f2]| X1
x
x=f(x,u) = ;i =|f:|; y =h(x,u) = |X3
[ x| X5
fs 17
AR

2.4 Linealizacion del sistema

Se realizard una linealizacion de la representacion de variables de estado del sistema por
dos principales razones, la primera es que al linealizar el sistema en un punto de operacién nos
permite analizarlo, por ejemplo aplicar métodos para conocer su estabilidad, como el método
indirecto de Lyapunov. La otra razén que tiene un mayor peso, es que para aplicar técnicas de
control como la retroalimentacion de estados o de la salida se disefian con base en el sistema
linealizado.

2.4.1 Puntos de equilibrio

Aprovechando el conocimiento de la dinamica de los péndulos, se sabe que el sistema del
péndulo doble tiene cuatro puntos de equilibrio que se presentan cuando

e Eleslabon 2y el eslabdn 3 estan a 0° respecto a la vertical, es decir ambos se encuentran de
forma invertida. Este es un punto de equilibrio inestable.

e El eslabdén 2 y 3 estan a 180° respecto a la vertical, ambos se encuentran orientados hacia
abajo, este punto es estable.

e El eslabdn 2 se encuentra en una posicion estable, 180° respecto a la vertical, y el eslabon 3
se encuentra invertido, 0° respecto a la vertical. Este es un punto de equilibrio inestable.

e El eslabdn 3 se encuentra en una posicion estable, 180° respecto a la vertical, y el eslabén 2
ese encuentra invertido, 0° respecto a la vertical. Este es un punto de equilibrio inestable.

En particular, nos interesa el punto de equilibrio cuando ambos eslabones estan invertidos a
0° respecto a la vertical, ya que es el punto con mayor inestabilidad y por lo tanto el mas dificil de
controlar. Para comprobar que efectivamente es un punto de equilibrio se evaluaron las derivadas en
el punto de interés y se le dio un valor a la entrada, esperando encontrar que el valor de las
derivadas fuera cero.

Como se model6 el sistema tomando en cuenta este punto de equilibrio en particular, los
valores de las variables de estado seran

X1 =0;%=0;,x3=0;x4, =0;x5 = 0; x5 = 0;

Y se asignd el valor de la entrada como u = t,,, = 0. Al evaluar los valores anteriores, se
comprobd que todas las derivadas tienen valor 0.
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2.4.2 Expansion por series de Taylor

Para poder convertir un sistema no lineal en uno lineal se aplicard una aproximacion lineal
por medio del teorema de expansion por series de Taylor para cada funcion que lo requiera.

Como se puede observar las funciones 1, 3, y 5 ya son lineales, por lo que s6lo se necesita
trabajar las funciones restantes.

Para linealizar una funcion que depende de varias variables alrededor de un punto de
operacion p, = (X10,X20, -, Xno) Partimos de la siguiente forma

of
(X1 — x10) + N (2 — x30) +
X2 Po

of
y= f(xerZ' '"!xn) = f(xlwaO' R xno) + a_
*1 Po

d
4o

axn (xn - xno)

Po

En nuestro caso el punto de operacion es el punto de equilibrio que se propuso
anteriormente p, = (X1, X2¢, X3¢) X4¢) X5, Xge, Ue) = (0,0,0,0,0,0,0).

Una de las condiciones para que el punto propuesto fuera de equilibrio es que todas las
derivadas sean cero, por lo que el primer término de la serie siempre se cancelara, por lo tanto el
desarrollo de las ecuaciones de las funciones linealizadas es

af. of. af. af.
fa=a| Cu—xe) 42| (=) + 3| (g —x3e) + 2| (s — %se)
axl De axZ P ax3 P 6x4 De
af ofz 0f,
+—| (x5 —xs5¢) + 5| (X6 —%xge) +—=—| (u—1u)
ax5 o, 5 Se ax6 ) 6 6e ou ve e
af, af, of f.
fu==—| (u—xe)+a—| (—xpe) 7| (rs—xze) + | (x4 — Xge)
dx, v dx, » dx; v dx, »
6f4 af4 af4‘
+ ox y (x5 — xs5e) + g (X6 — Xge) + uly, (u—ue)
af, of, of of
for = _6‘ (g —x1¢) + _6| (x2 = x2¢) + _6| (X3 = x3¢) + —6‘ (x4 — X4¢)
dx » dx, Pe 0x3 v dx, »
of. 0f of
+ a—xz (x5 xSe) + ﬁ| (x6 xée) + a_j (u - ue)
14 De P

Como el punto de equilibrio es el origen, las funciones linealizadas tendran la siguiente
forma

6
d
fa = i

£ Ox;
=1

d
.7Cl"|'j

; k=246
e |peu para

|pe
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Por lo que se puede asegurar que la representacion del sistema linealizado en variables de
estado sera

X =Ax + Bu
y =Cx
r 0 1 0 0 0 0
axl Pe axz Pe ax3 Pe ax4 Pe 0x5 Pe axG Pe
0 0 0 1 0 0
az|oh] om) om) om) oA ok
axl Pe axz Pe 6x3 Pe ax4 Pe axs Pe axé Pe
0 0 0 0 0 1
—axl De 0xz De ax?’ De 0%, De axS Pe axe De-
0
o,
du Pe
0
B=9%
6x4 Pe
0
o,
| dulp, |
1 0 0 0 0 O
C=|10 01 0 0 O
0 00010

El desarrollo completo de las matrices puede observarse en el anexo.

Si el punto de equilibrio deseado fuera diferente del origen, no es necesario volver a
modelar el doble péndulo basdndose en cada punto de equilibrio, sélo se definen nuevas variables
de estado como las diferencias entre las variables x; y la componente del punto de interés en esa
variable.

Hasta este momento se han encontrado las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de
un doble péndulo rotacional. En el proceso de encontrar el modelo matematico resaltaron algunas
especificaciones del disefio de los eslabones que nos ayudaran a reducir la complejidad del sistema,
por ejemplo, los eslabones deben ser delgados y largos alrededor de su eje longitudinal y que la
geometria del eslabdn debe ser tal que sus inercias alrededor de los demas ejes sean iguales y no
tengan productos de inercia. En el siguiente capitulo se obtendra una propuesta del disefio de los
eslabones basadas en las simplificaciones consideradas y en la entrada requerida por el sistema
cuando se le aplique alguna técnica de control.
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Capitulo 3

Seleccion de los componentes mecanicos y
electronicos

En este capitulo se presenta la seleccion de las dimensiones y la forma de los eslabones del
doble péndulo rotacional. Se presentan los criterios para la seleccion de materiales, sensores y
actuadores y se presenta el disefio electronico necesario para acondicionar las sefiales obtenidas de
ellos.

3.1 Seleccion de los elementos mecanicos del péndulo

Una parte importante de este trabajo es comprobar el modelado que se hizo del péndulo
doble, de esta forma es necesario la construccion de un modelo fisico. Como se vio en el capitulo 2,
para la simplificacion del modelo se establecieron algunas caracteristicas que se tomaran en cuenta
para la seleccion de los componentes del péndulo doble. Otro objetivo que se debe cumplir es la
implementacion de un controlador para mantenerlo en su posicion inestable. A continuacién se
presenta el proceso de la seleccidn de los eslabones del péndulo.

Para la seleccion de los eslabones se tomaron en cuenta los siguientes criterios

e Minimizacion del peso total del péndulo.

e Robustez de los eslabones de tal forma que no exista flexiones o ruptura.

e La forma de los eslabones debe ser tal que la inercia en su eje longitudinal sea
aproximadamente cero.

e Sustituyendo los valores en el sistema lineal debe ser controlable.

e Aplicando un control por retroalimentacion de estados se minimice la entrada de
control.

¢ Simetria en el plano longitudinal y simple de manufacturar.

Para encontrar los parametros de una pieza debe seguirse un proceso iterativo, primero se
proponen los valores de los parametros y se comprueba que cumplan con los criterios seleccionados,
si los cumple puede procederse a la etapa detallada del disefio, si no, se debe proponer parametros
diferentes. Para hacer mas sencilla la eleccion de las dimensiones de los eslabones se programé una
interfaz grafica en Matlab.

Se tomo en cuenta que el primer eslabon, el brazo actuado, debe ser una solera, y que los
eslabones restantes tendran la misma forma de tres posibles: barra cuadrada, barra redonda o solera.
En todas las formas, los pardmetros propuestos en los mends son medidas estandar comerciales,
excepto en el ancho de las soleras, dado que es sencillo cortarla al tamafio deseado. Para la longitud
de los eslabones se puede escoger entre valores desde 5 hasta 30 cm para cada uno.
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Para el célculo de la masa de cada eslabén se tomo en cuenta como material primario el
aluminio, debido a su facilidad para la manufactura, su buena resistencia y su bajo peso relativo a
otros materiales igualmente resistentes.

La otra parte de la interfaz consiste en introducir los valores deseados e iniciales para el
control del doble péndulo. Para la ecuacion caracteristica se debe introducir un porcentaje de
sobrepaso y un tiempo de asentamiento en segundos. También deben introducirse los coeficientes
de friccion viscosa para cada junta y las condiciones iniciales de las seis variables de estado ya que
esta simulacion esta basada en el modelo lineal del sistema. Como resultado obtenemos las raices de
la ecuacion caracteristica deseada y un aviso de si el sistema es controlable, es importante éste
resultado ya que aunque el sistema no sea controlable el algoritmo de Maltab permite encontrar una
matriz de ganancias. También debe introducirse el &ngulo de referencia para el primer eslabon, en
este caso se podria elegir un angulo de referencia diferente de cero y es por eso que no solo se
muestra la matriz del controlador, sino también un precompensador.

control . - - . = Py
— Eslabén 1 —Eslabdn 2,
Escoj Forma de los eslabones
scoja a masa 0 0870966 0009525 Longitud eslabones
6 . j Solera =
118 5 B
3116 Inercia 0,000290615 wie 1 masa 0.0653225 Inercia 0.000218235
114 13
3/8 Escoja b [cm] 3416 4 »| 20 cm
12 b 11
254 18
2~ masa JUIETRLE Inercia 0.000735618
Longitud
Escoja b
< v 20cm 127 4 ‘,lgunm
|
Torque de entrada
— Ecuacidn caracteristica deseada — Control
Es controlable
%Sobrepaso 10
Ganancia retro de estados [K]:
Tiempo de asentamiento 3 =
ts =
@
5
z
5
Raices:-1.6667+2.274i.-1.6667-2.274i [-0.0129474426823844 0.00348834248213625 -2 550937 =
Precompensador [K0]
— Condiciones inicial 00129474
teta 1 teta 2 teta 3 tiempo (5]
1 1 4 Angulo de referencia [] Paosicidn angular eslabén 1
2 T T T T T
tetap 1 tetap 2 tetap 3
] 0 0
5
— Coeficiente de friccié E}
] =
=
b1 b2 b3 Calcular £
DR H
{016 0.016 016 Salir
tiempo [s]

Figura 3.1. Programa para asistir el disefio mecanico

Otra parte importante de los resultados de la interfaz es la representacion del torque de
entrada necesario para el control del doble péndulo, naturalmente no seré un resultado final pero si
nos da un valor minimo que debe poder cumplir el actuador que se elija. También se puede observar
la respuesta de la posicion del primer eslabén para el control elegido, el valor del tiempo de
asentamiento y el porcentaje de sobrepaso.
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De este primer proceso se encontrd que las dimensiones de los eslabones serian

Eslabon1  1x7x 7.87[in] = 2.54 X 0.635 X 20 [cm]
Eslabon2 > x2x 7.87[in] = 1.27 X 0.9525 X 20 [cm]

Eslabon3 = x 2 x 11.81[in] = 1.27 X 0.9525 x 30 [cm]

Seleccion del actuador

Para seleccionar el actuador se necesitan conocer el torque requerido por el control y la
velocidad de giro.

Para conocer el torque requerido se probaron varias configuraciones con la interfaz para
disefio de las condiciones iniciales y los coeficientes de friccion. Se encontrd que el sistema tiene
mayor sensibilidad en las condiciones iniciales de los eslabones 2 y 3 y que elevaban el torque
requerido hasta 0.3 [Nm]. Como se tiene incertidumbre en los parametros de friccién, se dejo un
factor de seguridad de 5, de tal forma que el torque limite sea de 1.5[Nm].

También se encontro la velocidad del eslabon 1, si despreciamos la inercia del motor y las
pérdidas de potencia entre el cople del motor y éste, consideramos que esta velocidad es igual a la
del motor. Su valor méximo en las simulaciones fue de 2 [rad/s].

Teniendo en cuenta estas caracteristicas se decidid usar un motorreductor de corriente
directa con encoder incremental integrado. ElI motorreductor seleccionado es de marca Pololu con
una reduccién de 131.25:1 con un encoder integrado de cuadratura con resolucion completa de 8400
pulsos por revolucion con velocidad a rotor libre de 80 [rpm] y torque a rotor bloqueado de
250 [0z — in]. A continuacién se presenta una imagen del motor y un esquema con medidas
tomados de la pagina del fabricante.

M3 Tapped Hole

Figura 3.2. Esquema del Motor 37Dx57L de Pololu donde x es 26.5mm
Los pardmetros del motor son los siguientes

Parametro Ki[Nm] Ke[V/rad] R[ohm] L[mH] f[Nms/rad] | JINm/rad"2]
Valor 0.415 1.4 2.34 1.02 0.065 0.056
Donde

k. es la constante que relaciona el par del motor y la corriente.
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k. es la constante que relaciona el voltaje generado y la velocidad angular del motor.

R es la resistencia de armadura del motor
L es la inductancia del motor.
f es la friccion del eje del motor
J es la inercia del motor.
Seleccion de los sensores

De acuerdo al modelo del sistema se deben medir seis variables: las posiciones angulares de
los eslabones y sus respectivas velocidades. Medir las posiciones es relativamente sencillo, se
pueden utilizar encoders incrementales o absolutos y potenciémetros. Sin embargo, para medir las
velocidades angulares, se usan giroscopios, acelerébmetros o tacémetros, lo cual se aleja de la
simplicidad que se busca en este disefio. De esta manera se decidié Unicamente medir las posiciones
angulares y el resto de las variables se estimaran por medio de un observador o estimador de
estados, el cual se detallara en el capitulo siguiente.

Para la eleccion de los sensores de posicion se tomaron en cuenta las siguientes
consideraciones.

e Bajo costo.

o Fécil ensamblaje.

¢ Resistente a desalineacién de los ejes de giro.

e Fécil inicializacion de la posicion de referencia.
e Ligero y de dimensiones reducidas.

e Manejo de voltajes TTL.

e Altaresolucion.

De acuerdo con los criterios anteriores se seleccionaron los encoders incrementales de
cuadratura E4P OEM de U.S. Digital, con resolucion de 1440 pulsos por revolucién con salida
Unica. La desventaja del uso de encoders a diferencia de potenciémetros es que la salida debe de
tener un procesamiento para que sea compatible con tarjetas de adquisicion de datos. Las ventajas
respecto al uso de potencidmetros son, facilidad para ensamblaje, como el encoder no tiene un eje
propio no es necesario realizar un acomplamiento adicional entre ejes, esto también nos lleva a que
el riesgo de un mal funcionamiento por la desalineacion del eje de giro sea minimo, ya que la
medicion de los pulsos se hace por medio de la reflexion de la luz, adn si el encoder se desalinea un
poco, el receptor aln sera capaz de tener una respuesta, otra ventaja es que como es un encoder
incremental no tiene posiciones definidas, por lo que la inicializacion de las mediciones puede hacer
en cualquier posicion.

Figura 3.3 Imagen del encoder E4P OEM
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Una vez habiendo elegido el actuador del sistema y los sensores de posicion, se pudo definir
la forma de los demas componentes que unirian al péndulo doble.

Para el primer eslabén se duplicé su longitud de tal forma el centro de gravedad estuviera lo
mas cercano a la junta entre el motor y eslabon.

Para las juntas entre eslabones se tomé en cuenta que los eslabones 2 y 3 pudieran tener un
giro de 360° sin topes o limites. Y que el giro fuera suave, eso llevo a que se utilizaran rodamientos
de bolas para dichas juntas.

Se modifico el ancho inicial del eslabon 2 para poder montar en el mismo un rodamiento y
del otro lado el sensor de posicion.

El material usado para cada eslabon fue aluminio, debido a su alta resistencia a la flexion y
su baja densidad. Para los ejes de giro de los eslabones 2 y 3 se utilizé acero, ya que eran las piezas
gue sufren mas esfuerzos y si se deforman afectan de forma significativa a las mediciones y el
funcionamiento en general del sistema.

Como la mayor parte de las piezas tienen dimensiones comerciales, solo fue necesario
rectificarlas con proceso de fresado o de torneado. Los planos de fabricacion se pueden ver en el
anexo.

Parametros finales

Los parametros del péndulo doble que se obtuvieron después del proceso de disefio y
fabricacion son los siguientes

Parametro Valor
Ly [m] 0.2078
L, [m] 0.1841
L [m] 0.2937
L, [m] 0.05278
I, [m] 0.1048
I3 [m] 0.1434

I [kg - m?] 0.0036

I, [kg - m?] 0.00036166

I3 [kg - m?] 0.00072132

my [kg] 0.22494174
m, [kg] 0.09391861
ms [kg] 0.09855094

Debe tomarse en cuenta que el valor de L,, L, y Lz mas que ser la longitud de los eslabones,
es la distancia entre los centros de giro de cada uno. Y las inercias estan medidas respecto a los ejes
principales del centro de gravedad, en el eje principal paralelo al de giro.



Figura 3.4 Vista explosionada del péndulo doble
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3.2 Disefio electrénico

Para el disefio electronico del péndulo doble se opt6 por un disefio modular, de tal forma
que cada modulo tenga una sola tarea y sea independiente de los demés y que si posteriormente se
desea cambiar 0 mejorar una de las partes no se vean comprometidos los demés modulos.

Decodificacion de los encoders

El procedimiento para la decodificacion de los encoders sigue el siguiente esquema

Lectura de los Determinacion Cuenta de Conversion de las

encoders del sentido de los pulsos sefiales digitales a
giro analdgicas

Existen diferentes formas de implementar el algoritmo anterior. La primera opcion es
utilizar componentes de bajo nivel, como compuertas, Flip flops y contadores para determinar el
sentido de giro y contar el nimero de pulsos. La ventaja de este tipo de circuito es que puede
realizarse teniendo nociones basicas de circuitos digitales y el tiempo de respuesta de las
compuertas es casi insignificante. Las desventajas es que es muy dificil aprovechar la resolucion
completa de los encoders y las conexiones entre componentes se vuelven complicadas. En el
siguiente circuito la resolucion de los encoders es la mitad de la maxima.

NAND

AND_2

™ 2 5
10 S A
OB BO 3 Lok E I N
o/ 1. 5 2
a

o

GND O——t ’T T4LS74
= 1 NAND

FLIP FLOP TIPO D

DWN

NAND_2

CONTADOR 1 CONTADOR 2 CONTADOR 3
oD O—4—2— Do Qo O  GND O 181 oo Qo Q5 GND Q—4—5— Do Q0 09
< b1 at O 2 O ol Q6 10— DI o S 10
2 {02 @2 O3 0 o2 Q2 57 9 {2 @ O n
D3 o3 L—0 4 D3 a0 D3 L0012
w O 5 e Teu 15 Sl Teup g 5l T 3%
own O—2%1bn  Too 2 Jon 1o o 4 Jon oo p
1 O—gPL 10—HdRL 10—Hdr
GND O MR GND O MR GND O MR
TALS193 7ALS193 745153

Figura 3.5 Circuito para encoder 1
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Por otra parte si utilizamos un microprocesador para esta misma tarea podemos reducir el
namero y complejidad de las conexiones, y utilizar las interrupciones externas para aprovechar la
resolucién completa de los encoders.

A
U1
—— POORXDIPCINTIE PBO/ICP1/CLKOIPCINTO f—2
o A A O——¢—;—| POIMTXDIPCINTIT PB1/OCTA/PCINT! [—1=
| O" I 5 PD2ANTO/PCINT18 PB2/SS/OC1B/PCINT2 T
B 8 O———¢4—3 | POS/NTH/OC28/PCINT1S  PBIMOSIOC2A/PCINTS [—i7-
-5 PD4/TOIXCK/PCINT20 PBAMISO/PCINT4 (1=
-1 POS/T1/0COB/PCINT21 PBS/SCK/PCINTS [—12-
PDB/AINO/OCOARCINTZZ  PBGTOSC/XTAL1PCINTG |—=
22 PO7T/AINVPCINTZS PB7/TOSC2/XTAL2/PCINTT |2
- £ AREF PCO/ADCO/PCINT [~
= 20 1 avee PC1/ADC1/PCINTY (24
PC2/ADC2PCINTI0 (2
PCI/ADCH/PCINTH 1 (2
PC4/ADCA/SDAIPCINTI2 (2T
PC5IADCS/SCLIPCINTIS |—22
PCBIRESET/PCINT14 |——

ATMEGA328P

Figura 3.6 Circuito para encoder 2

El resultado de los circuitos anteriores es la posicion absoluta del encoder en cdigo binario.
En ambos casos el nimero de bits que se utilicen determinara la resolucion de la sefal, para el
primer circuito si se desea mas resolucion deben agregarse mas contadores, en el segundo caso
deben combinarse mas puertos para la salida.

En este trabajo se optd por la opcion del microprocesador ATMEGA 328p, para poder
utilizar la resolucion completa del encoder y en caso de alguna equivocacién, pueda corregirse
mediante software y que no implique una modificacién en el circuito impreso. Es posible utilizar
este microprocesador ya que la velocidad de su reloj es de 16[MHz] y la frecuencia maxima de
lectura de los encoders es menor a 1[kHz].

Analisis de los encoders

En un encoder de cuadratura existen dos sefiales desfasadas 90° que nos permiten detectar
el sentido de giro de un motor, las sefiales pueden representarse como sigue

Encoder
Input A

Encoder
Input B

Figura 3.7 Representacion de las sefiales de los canales de un encoder de cuadratura
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Podemos identificar cuatro estados (Lectura de A, Lectura de B)

(0,0),(0,1),(1,1),(1,0)

Dependiendo del sentido de rotacién es el orden en el que apareceran los estados. Si
utilizamos las interrupciones del microprocesador, podemos monitorear constantemente el momento
donde aparece un pulso, de esta forma podemos definir una maguina de estados de una forma
sencilla. El reloj de la maquina serd el cambio de estado de ambos canales del encoder, no
tendremos problemas en usar dos interrupciones ya que por el desfase de las sefiales no hay forma
gue se presenten al mismo tiempo y provoquen un error en la lectura. Los estados podemos
representarlos en forma decimal como 0, 1, 2 y 3. Para definir las transiciones de los estados se
utilizé una tabla que relaciona el estado anterior con el estado actual y la cantidad que debe sumarse
o disminuirse dependiendo de la transicién

Estado Presente
0 1 3 4
0 0 -1 +1 X
Estado 1 +1 0 X -1
anterior 2 -1 X 0 +1
3 X +1 -1 0

Si el valor de la lectura no ha cambiado entonces la suma el contador permanece constante,
si la secuencia va en una direccion lo que debe de sumarse a la cuenta total es +1 y si va en la
direccion contraria se le suma -1. Hay transiciones que no sucederdn a menos que el encoder se
salte pulsos, por lo que no importa el valor asignado, en este caso se sustituy6 la x por +2, pensando
en que se saltd un pulso.

Después del procesamiento de los pulsos se convirtio a una sefial analdgica con un
convertidor de 10 bits (AD753JP), con el circuito propuesto para una operacién bipolar en sus hojas
de datos.

Etapa de potencia del motor

Para la etapa de potencia del motor se utilizé un puente T con la siguiente configuracién

QC)

Q1
TP1az 2 D1

1N5400

ent O 2

Q2
TP1a7 2 D2

1N5400

Q2(C) QE:

Figura 3.8 Etapa de potencia motor.
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En el modelado del péndulo doble no se incluye la dinamica del motor porque se deseaba
que el disefio del control fuera independiente del motor usado, es decir, el mismo controlador puede
usarse siempre para la planta sin importar el cambio del actuador, también se deseaba aplicar un
tipo de control que no es muy usado en proyectos, que es el control de torque de un motor de
corriente directa. Esto también permite que en trabajos futuros pueda modificarse el control del
motor, agregandose un control de velocidad si fuera necesario. El disefio del control y su
implementacion se verdn en capitulos 4 y 5. En resumen, en este capitulo se disefiaron las
dimensiones y forma de los eslabones del péndulo, se eligieron los sensores y el actuador que se
usarian, y se hizo el disefio y andlisis del circuito para la decodificacion de los encoders y la etapa
de potencia del actuador.
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Capitulo 4

Diseno del controlador

En este capitulo se disefiara de la ley de control que estabilizara al péndulo en uno de sus
puntos de equilibrio inestable.

4.1 Anélisis del sistema

Una vez conociendo los parametros del doble péndulo obtenidos en el capitulo 3, se puede
analizar su estabilidad, controlabilidad y observabilidad. Esto nos ayudara a decidir con cual
método se puede controlar el sistema 0 mejorar su desempefio.

De acuerdo a los pardmetros obtenidos anteriormente, podemos definir de forma numérica
las matrices de la representacién en variables de estado del sistema como se observa a continuacion.

L 1 0 0 0 01
[0 —0.3007 687669  —0.402 —512461 O]
a=|0 0 0 1 0 0l
[0 —0402 2125012 —1.2422 —64.4948 0]
|l0 0 0 0 0 1J|
0 0.0593 —127.7608 0.7469 105.9117 0

|[—1879356]|

B= !—2512482!

l 3700 |

Para analizar la estabilidad del sistema se obtienen los valores propios de la matriz A.

=[0 —16.9071 —7.4244 —0.1278 15.6543 7.2620]

De acuerdo al método indirecto de Lyapunov, teniendo el sistema linealizado de un sistema
no lineal alrededor de un punto de equilibrio, si el sistema lineal es inestable entonces el punto de
equilibrio del sistema no lineal original es inestable, esto quiere decir que al menos un valor propio
de la matriz A se encuentra en el semiplano complejo derecho. Se puede concluir que el doble
péndulo rotacional en su punto de equilibrio 8, = 0°, 65, = 0° es inestable, como se esperaba.
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Ahora nos interesa saber si el sistema es controlable, es decir que exista que exista una
funcion de entrada u(t) que permita llevar al vector de estados x a un valor deseado arbitrario. Esto
se puede comprobar construyendo la matriz ¢ de controlabilidad.

¢ =[BABA?B ...A"1B]
Para este cason = 6

[ 0 —187.9356 157.5127 —17670.827 55633.98 —4145612.95 1

|—187.9356  157.512  —17670.82  55633.98 414561295  19524726.73 |
¢ = | 0 —251.2482 387.65 —56327.52 172275.57  —14548929. 87|

|-251.2482 387.65 —56327.52 17227557 14548929.87 63681625.64 |

l 0 37.09 —198.80 36326.80 113700.65 11175850.84

l 37.09 —198.80 36326.80 —113700.65 11175850.84 —45164369.92J

El rango de la matriz de controlabilidad es 6, por lo que se puede concluir que el sistema si
es controlable.

Se tienen seis variables de estado, sin embargo solo se mediran tres estados que representan
las posiciones angulares de los eslabones. Para poder encontrar el valor de las variables restantes se
pueden aplicar métodos numéricos, derivar las mediciones de los angulos, o bien, se puede
encontrar un sistema dinamico que estime los estados que no podemos medir. Para saber si el
sistema tiene la capacidad de poder construir un observador que estime las variables de estado que
no se miden se debe construir la matriz @ de observabilidad.

@=[C CA CA?..CA™ T

1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 1 0. 0. 0. 0.

0 0 0. 1. 0. 0.

0 0. 0. 0. 0. 1.

0. -—0.3007 68.766 —0.402 —5.1246 0.0593

0 —0.402 212.50 —1.242 —64.494 0.746
3= 0. 0.0593 —127.760 0.74 105.911 -1.22

0. 0.2555 —113.68 69.43 33.7529 -5.51

0 0.6645 —387.041 214.76 161.2795 —66.36

0. —0.39086 319.486 —129.62 —178.371 107.97

0 —28.31 15476.503 —204.15 —5063.432 92.38

0 —-90.47 54161.77 —703.65 —20883.115 403.11

0 58.63 —41368.33 561.31 19798.414 —407.641

0 96.067 —57134.42 15810.499 23097.202  —5330.903

0 333.99 —-207251.695  55373.32 88540.113 —21908.427

0. —267.47 175393.241 —42393.649 -79676.454  20721.08 A

El rango de la matriz de observabilidad es 6, por lo que se puede concluir que el sistema si
es observable.



34

4.2 Disefio del controlador

Las leyes de control que se disefiaran son técnicas de disefio de controladores en el espacio
de estados.

Obijetivos de Control

El primer objetivo de control que se busca es la estabilizacion del sistema, en este caso es
maés que suficiente para asegurar que todos los estados tiendan al punto de equilibrio inestable que
se propuso. Si se deseara también regulacion o seguimiento de una trayectoria s6lo podria hacerse
para el primer eslabdn ya que es el Gnico que esta actuado, siempre y cuando no se comprometa la
estabilidad del sistema.

El siguiente objetivo que nos interesa es el de desempefio, como el sistema es de sexto
orden el procedimiento para establecer una ecuacion caracteristica no es sencillo, sin embargo
podemos utilizar el concepto de polos dominantes para aproximar la respuesta a una de un sistema
de segundo orden.

Retroalimentacion de los estados
Este sistema est& basado en la representacion en variables de estado del sistema

x = Ax + Bu
y =Cx

El objetivo es modificar la entrada de tal forma que nos permita estabilizar la planta y
asignarle un desempefio deseado. La ley de control utilizada es

u=r—kx

Donde k es una matriz de coeficientes constantes de dimensiones mxn, siendo n la
dimension de la matriz A y m el nimero de entradas, r es el nombre de la sefial de entrada que
corresponderd al valor deseado para la planta, en el caso de estabilizacion r = 0.

De esta forma las ecuaciones del sistema se modifican

x=Ax+ B(r — kx)
x = (A— Bk)x + Br
x = Ax + Br

Para analizar la estabilidad del sistema es necesario conocer su ecuacion caracteristica
|sI — A| = 0y que sus valores propios estén en el semiplano complejo izquierdo. Para asignar el
desempefio igualaremos la ecuacion caracteristica del sistema con la deseada, basandonos en un
sistema de segundo orden. Es importante mencionar que a pesar de que se usara el concepto de
polos dominantes como se habia dicho anteriormente, no se anula la respuesta de los polos no
dominantes, por lo que la respuesta del sistema podria ser diferente de la disefiada.
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Para escoger la ecuacién caracteristica deseada se propuso como porcentaje de sobrepaso
10% y como tiempo de asentamiento 3[s], estos parametros se obtuvieron después de un proceso
iterativo donde se debian cumplir los siguientes criterios, si el tiempo de asentamiento es pequefio la
accion de control requerida sera grande lo cual puede provocar un estado transitorio que
desestabilice al sistema. Si el tiempo de asentamiento es grande, puede que el sistema no llegue a
estabilizarse por el tiempo que tarden en realizarse las acciones de control. Por otra parte el
sobrepaso tenia que ser pequefio para que las variables del sistema no se alejaran demasiado del
punto de operacién y tanto el controlador como el observador funcionarén de una forma adecuada.

Se puede obtener la ecuacion caracteristica de segundo orden basandose en los valores del
tiempo de asentamiento y porcentaje de sobrepaso propuestos, con los siguientes valores propios.

pq = [-1.6667 — 2.2740i ,—1.6667 + 2.2740i]

Estos seran los polos dominantes. Para determinar el resto, se tomara la parte real de los
polos dominantes y se alejaran del eje imaginario por lo menos cinco veces en magnitud, de esta
forma los polos de la ecuacion caracteristica deseada son

Peontrot = [—1.6667 + 2.2740i,—1.6667 — 2.2740i ,—8.3333, —8.2333, —8.2233, —8.2433]

Como se siguio el algoritmo de Matlab para la localizacion de los polos, no se permite la
multiplicidad algebraica de los valores propios por lo que se modificaron ligeramente.

Para localizar los polos, se utilizd la instruccion place de Matlab que sigue el algoritmo
usado en la referencia [12]. La matriz de ganancias k se define como

k =[-0.0324 —0.0279 —3.0340 —0.0726 3.1462 0.3060]

El esquema de control del sistema lineal es de la siguiente forma

Y
+

> ® = Ax+Bu o |:|
Referencis - y = Cx+Du

Frinmer eslabon Planta Lineal Salida a Paosicién
regular brazo

K=u I#

Controlador K

Figura 4.1 Diagrama de bloques sistema linealizado con retroalimentacion de estados

Para comprobar gue el controlador basado en el sistema lineal sea valido se debe programar
el sistema no lineal y verificar que sus respuestas en el punto de operacion sean parecidas y que se
cumpla el objetivo de control propuesto.



Vedlor de estados
[91.91p.92.92p.g3.93pp]

¥

D

torque

par

4\

pendulo

A A A A A A

¥ Y Y ¥y yvy»vy

Dentro del bloque “Planta no lineal” estdn programados ¢, G2, Gz como los encontramos
antes de la linealizacion. La entrada par del sistema representa los pardmetros de masas, inercias,
longitudes y gravedad.

Planta ne lineal

aipp 1 | ale ol 1 3l
5 bl 5
Integrator Integrator1
> aZpp > 1 q2p > 1] a2
5 5
Integrator2 Integrator3
g3pp 1| e
s
Integrators Integrator

il

Referencia
Primer eslakan nl

Figura 4.3 Diagrama de bloques sistema no lineal con retroalimentacion de estados

Se define también las condiciones iniciales del doble péndulo tomando en cuenta que se
inicializara en su posicion vertical e invertida y que partird del reposo, por lo que las posiciones y
velocidades de los eslabones serén cero.

Figura 4.2 Diagrama de blogues del sistema no lineal

-+
Je torgue
- Wector de estados J=C*u
par par i
Salida =
parametros Flanta na lineal regular
de |a planta
K*u

Cini

-l
|"l|

Controlador K

ciales

Con sus respectivas transformaciones a radianes.

= [10°,0,0,0,0,0];

(.

Posicion
brazo nl
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La respuesta del sistema no lineal con retroalimentacion de estados se puede ver a
continuacion

Vector de estados

02
! ! . ! !

m— p0s. eslabdn 1
vel. eslabdn 1
e p0S. €5lab6N 2
—vel.eslabén2
pos. eslabon 3
vel. eslabdn 3

Magnitud [rad], [rad/s]

1 1 1 i i i
4 5 6 7 8 9 10
fiempo [s]

Figura 4.4 Grafica de los estados del sistema

Como se puede observar en la gréafica anterior el sistema se estabilizara aproximadamente
en 5 segundos y que la accion del control en la respuesta transitoria no lleva a valores muy elevados
los estados del sistema, haciendo el movimiento de una forma mas suave.

Se grafico también el torque requerido por el sistema durante este tiempo.

x10° Torque de entrada

Torgue de entrada [Nm]

tiempa [s]

Figura 4.5 Grafica de la entrada requerida.
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De las grafica de par requerido del sistema se puede concluir que el valor requerido de par
del motor estara dentro de su intervalo de operacién del motor.

A continuacion se muestran las gréficas de los errores absolutos entre las posiciones de los
eslabones del sistema no lineal y el sistema linealizado

X 10'4 Ermror posicion eslabon 2

error absoluto [rad]
error absoluto [rad)

tiempo [s]

error absoluto [rad]
[z*]
!
i

fiempo [s]
Fig.4.6 Graficas errores absolutos entre el sistema no lineal y el lineal

Se puede observar que el sistema lineal y no lineal se comportan de forma parecida con el control
de retroalimentacion, esto reafirma que el modelo lineal es una buena representacion del sistema
alrededor de su punto de equilibrio.
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Retroalimentacién de la salida

El principio de separacion sefiala que el disefio de la ley de control y el observador pueden
realizarse de forma independiente en un sistema lineal. Al tener un sistema no lineal, no podemos
asegurar el funcionamiento correcto del observador por eso nos apoyaremos de las simulaciones
para encontrar las condiciones en las que se pueda trabajar con un observador lineal.

Como se sefialé anteriormente, el observador es un sistema dinamico por lo tanto también
tendra ecuaciones diferenciales que lo describan, como es un sistema lineal también podemos
representarlo en variables de estado. Las ecuaciones del observador son las siguientes.

Donde L es una matriz de coeficientes constantes de dimensiones nxp, siendo n la
dimension de la matriz A y p el nimero de salidas medidas; y es la matriz de salidas medidas de
dimension pxn; I es una matriz identidad de dimension n.

La ecuacién dindmica del error de estimacion es
é, =(A—LC)e,

Por los que si la matriz (A — LC) tiene valores propios negativos se asegura que el error se
estabiliza y tiende a cero.

El procedimiento para determinar L es muy parecido a como encontramos el controlador k,
por lo que primero necesitaremos los valores propios de una ecuacion caracteristica deseada. Como
el observador es usado para el control los polos deseados del observador deberan ser al menos cinco
veces mas grandes en magnitud que los polos del controlador. La forma de los polos que escojamos
determinard cdmo se estiman los estados, si tenderan al valor del estado de una forma
subamortiguada, etc. En este caso se prefiere que la estimacion se haga de una forma
sobreamortiguada por lo que sélo se tomara la parte real de los polos del controlador.

|Pobs| > 51Pcontrotl
Finalmente quedan como
Dobs = [—8.3333 —8.2333 —41.6667 —41.1667 —41.1167 — 41.2167]

Para poder utilizar la funcién place de nuevo, necesitamos manipular la forma de la matriz
A,ps- Conociendo que los valores propios de una matriz son los mismos que los de su transpuesta
podemos utilizar la transpuesta de la matriz 4,,;.

Aops = (A - LC)
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Aopst = (A—LC)T = AT —CTLT

Para acelerar la convergencia de los estados estimados se proponen las mismas condiciones
iniciales. Esto puede hacerse con relativa facilidad por medio de software.

El diagrama de blogues del sistema con control y observador se muestra a continuacion.

I u
I torgque i
i — ¥
r?::rz:l::én i ‘ector de estados —DI@—
F par par

Salids a
Flanta no linesl regular

Y
+

parametros
de |z plantal

Ll ® = Ax+Bu
y = Cx+Du

Observador

K=u I#

Controlador K

Figura 4.7 Diagrama de bloques sistema no lineal con retroalimentacion de la salida

La respuesta del sistema no lineal con retroalimentacion de la salida se muestra a
continuacion

Vector de estados
02
pos. eslabén 1
vel. eslabdn 1

I
/\ pos. eslabon 2
0.15 vel. eslabon 2
pos. eslabén 3
vel. eslabon 3
01

Magnitud [rad)], [rad/s]

i i i
3 4 5 6
tiempo [s]

Figura 4.8 Grafica de los estados del sistema no lineal con retroalimentacion de la salida
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El error de estimacién se muestra a continuacién

x40 Error de estimacidn

\ \ -

i H ' ! ! error pos. eslabon 1
: : : : : = error vel. eslabdn 1
; : ; ; ; eror pos._ eslaban 2

eror vel eslabon2 H
= error pos. eslabén 3
error vel. eslabén 3

0 1 2 3 4 5 6

tiempo [s]

Figura 4.9 Grafica del error de estimacién de cada estado

Si comparamos las gréficas de las respuestas de los estados en el sistema con la respesta del
sistema con retroalimentacion de la salida se puede concluir que ésta Ultima tiene un buen
funcionamiento.

La entrada requerida por el sistema con retrolameintacion de salida es muy parecida a lo
obtenido con la retroalimentacion de los estados. La grafica se muestra a continuacion.

X 10'3 Torque de entrada

Torque de entrada [Nm)]

tiempo [s]
Figura 4.10 Grafica de la entrada requerida
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Para saber cuéles eran los limites de las condiciones iniciales para las que el controlador y
el observador podian seguir siendo validos, se realizaron simulaciones modificando los angulos de
entrada de los eslabones. Como resultado se encontr6 que para t =0, 6, € (—7°,7°), 63; €
(—3°3°) y que para el primer eslabon no hay muchas limitaciones, por lo menos en las
simulaciones.

4.3 Control de par

La motivacion principal para hacer un control de par al motor es mejorar su desempefio y
del sistema en general, ya que puede ser insuficiente un control de tipo cinemaético. Otro punto
importante es el poder separar su dindmica del modelado del péndulo doble, de este modo si el
actuador no cumple con los requerimientos de par sea posible sin que implique un redisefio del
controlador del péndulo.

El procedimiento para el disefio de un control de par de un motor de directa usado en este
trabajo se explica a continuacion. Primero se obtiene la funcion de transferencia del motor con
entrada de voltaje y salida el torque. Después se propone la ley de control y mediante el uso del
lugar de las raices de la funcién de trasferencia se selecciona los pardmetros del controlador que
presenten un desempefio adecuado. Después se selecciona el sensor que se utilizara y se disefia el
circuito para la implementacion del control.

Como se establecio en el primer capitulo la funcién de transferencia simplificada del motor

es
s+ b
Tm (s k T s+a
Hs) = D _ & / = Kyan
V(s) R bR + kekt s + ﬂ
s+ —pt
JR
Los pardmetros del motor encontrados en el capitulo 3, son
Parametro Ki[Nm] Ke[V/rad] R[ohm] L[mH] f[Nms/rad] | JINm/rad”2]

Valor 0.415 1.4 2.34 1.02 0.065 0.056

Con estos valores, la funcion de transferencia queda como

s+ 1.161

Siendo el polo del sistema B, = —5.594. Como el polo se encuentra en el semiplano
complejo izquierdo se puede asegurar que el sistema es estable. Para analizar el desempefio del
motor se presenta su respuesta al escalon unitario.
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Step Response
1 T T T T T

06

Amplitude

04

0.3

0.2

Time (seconds)

Figura 4.11 Respuesta al escalon

Se puede confirmar que el motor se estabiliza y su valor decrece ya que el motor sin carga
no demanda mucho par en estado permanente, si le agregamos una carga es necesario modificar la
respuesta del motor para que cumpla con el objetivo de regulacion y seguimiento de par. Se
utilizara el controlador propuesto por Reyes Pinner en Digital Control Law Design for DC Motor
Torque Control. Se propone un control con doble integral PIl. La funcion de trasferencia del
controlador es,

st+a
Gpir = Kppt _52

Y el esquema de control queda

Y

-+ S+ZEIO s+bil
Referencia - 2 sHEtke+b RV

GPI Kgan
Cantral Pl Funcien lazo abierto reducida

Figura 4.12 Diagrama de blogues del motor y el control en lazo cerrado
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El procedimiento para escoger la ganancia Kp;; y el cero del sistema se basé en la
modificacién del lugar de las raices de la planta, se propusieron diferentes ceros y se buscé que la
respuesta al escalon tuviera un tiempo de asentamiento minimo en comparacion al tiempo de
asentamiento del control del péndulo doble de 3 [s], y que la ganancia del sistema no fuera muy
grande para que pudiera ser fisicamente realizable y que la entrada de control estuviera en un rango
aceptable en la operacion del motor. Después de un proceso iterativo se encontrd que los valores
del controlador quedan

G 285.70 s+20
PII . 2
Root Locus Editor for Open Loop 1(0OL1) Root Locus Editor for Open Loop 1{0OL1)
1 T T T 20 T T T T
08 E
15
06 q
10+
04t —
0zF 4 5
]
= ]
T 0 :
g g 0
- £
02 4
-5
04} 4
05 -0
08 T 15
4 I I L I L :
6 5 4 3 2 1 0 20 L I L I L I L I
Real Axis 40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 5 0 5

Figura 4.13 RootLocus de la planta sin controlador y con controlador doble integral P11

El motor con controlador tiene la siguiente respuesta al escalon unitario

Step Response
4 ! 1 !

12 ;l”””””””””%”””'"””"'”J; """" System: Closed LUUprUy
H : VO:rtoy
Settling time (seconds): 0.168

Amplitude

Time {seconds)

Figura 4.14 Respuesta al escaldn del sistema en lazo cerrado
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A continuacién se presenta el valor de la entrada de control para el motor en Volts.

Step Response
T T

Amplitude

Time {seconds)

Figura 4.16 Voltaje requerido por el motor

El voltaje de operacién del motor escogido es de 12[V], por lo que esta accion de control no
sobrepasa los limites fisicos del motor. De acuerdo a las simulaciones el sistema del péndulo
alcanzard valores de hasta 0.3[Nm] por lo que se puede asegurar que las acciones del control son
fisicamente realizables.

Por la naturaleza del motor, el objetivo de regulacion es mas dificil de obtener que el de
seguimiento, como se puede ver en la respuesta al escalon, al inicio la corriente de arranque y por lo
tanto el par del motor, es maxima y después se estabiliza en su valor final. Es importante también
aclarar que el motor esta limitado en el valor de par que puede alcanzar ain con la accion del
controlador.

En este capitulo se disefid el controlador que estabilizara al sistema, también se comprob6
que la ley de control que se disefié para el sistema linealizado es aplicable al sistema no lineal,
confirmando la validez del sistema linealizado. Se disefi6é un observador lineal para una planta no
lineal y se comprobd que puede ser aplicado siempre y cuando las condiciones iniciales de los
eslabones entren en el intervalo establecido. También se disefié el control de par del actuador
seleccionado lo cual le da independencia respecto al control seleccionado, de tal forma que si las
condiciones del actuador cambian el control de los eslabones del péndulo siga siendo valido.
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