Capitulo 3

Controlador de Estructuras
Variables

3.1. Esquema General

El término “Sistema de Estructura Variable” (SEV) apareci6 por primera vez al final
de los afios 50’s. En esta época, el Dr. S. Emel’yanov publicé una propuesta novedosa
de control donde las ganancias de retroalimentacion podian tomar distintos valores
constantes, dependiendo del estado del sistema. A través de una légica de conmutacién
el sistema podia asumir el comportamiento de distintas estructuras lineales (de ahi el
concepto de “estructuras variables”) y de esta manera adquiria propiedades que no eran
inherentes en cualquiera de las estructuras entre las cuales conmutaba, por ejemplo,
estabilidad. A partir de este desarrollo tedrico, el interés en esta area a generado nuevos
resultados. Actualmente se puede encontrar, por ejemplo, una extensa literatura sobre
el diseno de observadores basados en esta filosofia. Asi también, se ha mostrado que es
posible utilizar controladores discontinuos para generar oscilaciones periédicas [2]. Bajo
esta motivacion se abordard primero esta familia de controladores para cumplir con el
objetivo general de inducir oscilaciones en la Rueda de Inercia.

Los controladores de estructura variable pueden provocar oscilaciones en un sistema
a partir del contenido armoénico de un relevador, el cual se puede describir por la funcion
discontinua

-1 sis<0
sgn(s) =40 sis=0 (3.1)
1 sis >0

Al introducir esta funcién en una ley de control, tomando en cuenta ciertos aspectos
que se detallaran a continuacion, se pueden provocar auto-oscilaciones de amplitud y
frecuencia tedricamente arbitrarias. Cabe senalar la naturaleza no-lineal de (3.1). El
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Figura 3.1: Esquema de control con dos relevadores para generar oscilaciones periddicas

fenémeno discontinuo es imposible de aproximar linealmente, lo cual motiva a reflexio-
nar sobre las restricciones que impone trabajar inicamente con matematicas lineales.
Distintos dispositivos fisicos, como transistores, y fenémenos cotidianos, como el proceso
de caminar, tienen comportamientos que exigen el uso de control no-lineal y especifica-
mente, de un control discontinuo.

La Figura 3.1 ilustra el esquema general de control que se implementara; éste consta
de dos relevadores conectados en paralelo, los cuales dependen de la salida del sistema
al que alimentan. El objetivo aqui es sintonizar las ganancias, ¢; y ¢s, de los relevadores
para lograr las oscilaciones deseadas. Sin embargo, debido a que el andlisis de este tipo
de controladores se basa en la teoria de Funcién Descriptiva, no es posible trabajar con
el modelo no-lineal (2.27) previamente obtenido para la Rueda de Inercia ya que, tal y
como se muestra en la Figura 3.1, se requiere una planta lineal. Por lo tanto, el primer
paso para poder implementar esta estrategia de control es obtener una linealizacion
adecuada para el modelo (2.27).

3.2. Linealizacién por Retroalimentacién

Como se mencioné previamente, la linealizacion del modelo de la Rueda de Inercia
se puede llevar a cabo a través diversas metodologias. Para escoger un método de
linealizacion adecuado es necesario considerar que la mayoria de las linealizaciones
generan una aproximacion de la verdadera dinamica del sistema que sélo es valida
sobre una restringida regién de operacién. Cuando se linealiz6 el modelo de la rueda de
inercia para determinar la estabilidad de los dos puntos de equilibrio el hecho de que
se estaba utilizando una aproximacion local era irrelevante; sélo se buscaba analizar
la dindmica del sistema alrededor de esos dos puntos, no se requeria conocer cémo se
comportaba el sistema lejos de ellos, y por lo tanto en ese caso particular la linealizacion
se justifica. Sin embargo, ahora se requiere generar oscilaciones de amplitud arbitraria
en la totalidad del espacio de estados (por lo menos tedricamente), lo que descarta el
uso de herramientas locales. Esto impone una fuerte restriccién sobre la linealizacion
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requerida: su validez debe ser global. Es aqui entonces donde se debe emplear el concepto
de linealizacion por retroalimentacion ya que éste representa una posible solucion al
problema de linealizacion global.

Primero, considérese el siguiente sistema no-lineal SISO de grado relativo p,

&= f(r)+g(x)u
y = h(z)

donde f,g : D — R” son funciones lo suficientemente suaves, es decir, con todas sus
derivadas requeridas continuas, sobre un dominio D C R". Este sistema se define como
linealizable por retroalimentacion de estados [6], o linealizable entrada-estado, si existe
un difeomorfismo 7" : D — R” tal que D, = T (D) contenga el origen y el cambio de
variables

(3.2)

[ ¢1(z) ]
bs@ | [
z=T@)=| ——— | & |-—— (3.3)
h(z) 3
2 h (@)
transforme el sistema (3.2) a la forma
§=AcE+Bey (1) [u—a()] (3.4b)
Yy = Ccf (3.4C)

donde £ € R?, n € R"* el par (A¢,B¢) es controlable, (A¢, Be, Ce) es la represen-
tacion en forma canodnica de una cadena de p integradores dadas las identidades

In

fo(n,€) = or (x>|x:T*1(z)

v (@) = LyLy ' h (x)

Loh (x

MO —L

Ly h ()
para toda z € D. La nueva estructura, (3.4), se conoce come forma normal y descom-
pone al sistema en una parte externa £ y una parte interna 7. La idea posterior es
eliminar las no-linealidades « (x) y v (z) de (3.4b) por medio de una retroalimentacién

que establece el control
u=az)+vy " (2)v
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y de esta forma (3.4b) se obliga a asumir la dindmica lineal
£ = Acé +Bev

La ventaja adquirida es que ahora se pueden utilizar herramientas de la teoria de
control de sistemas lineales para lograr que (3.4b) se comporte de la manera deseada,
manipulando la ubicacién de los polos de este nuevo sistema a través del control v.
El punto importante es que las no-linealidades del sistema no se estan aproximando,
sino que se estan cancelando por medio del control u. Mas aun, como el difeomorfismo
(3.3) se define para toda x € D, la linealizacion de (3.2) se sostiene en la totalidad del
dominio D.

Por otro lado, un anélisis de (3.4) permite ver que cuando £ = 0 su estabilidad se
puede ver comprometida por la dindmica interna (o dindmica cero)

1= fo(n,0) (3-5)

aun a pesar de un exitoso control de (3.4b). La razon de esta problemética reside en
que, una vez que se linealiza el sistema, (3.4b) ya no depende de x y la dindmica (3.4a),
que se relacionaba con ¢ a través de z, deja de estar acoplada a (3.4b) y por ende
también al control v. Consecuentemente, (3.5) no es controlable a través de v. Para
sistemas de fase minima (p = n), la dimensién de la dindmica cero es nula y en este
caso basta con un diseno apropiado de (3.4b) para controlar la dindmica completa del
sistema. Sin embargo, para sistemas de fase no-minima (p < n) es un requisito a priori
que la dinamica cero sea estable, de lo contrario se tendran problemas inevitables de
inestabilidad.

Bajo las consideraciones anteriores, se prosigue a linealizar por retroalimentacion
de estados la dindamica no-lineal de la rueda de inercia. El punto de partida es buscar
un difeomorfismo que transforme (2.21), o equivalentemente (2.22)-(2.23), a la forma
(3.4b)-(3.4c), de tal manera que se elimine la dindmica cero. Dicho de otra manera, se
busca un mapeo que lleve (2.21) a una estructura de fase minima. Sin embargo, se puede
probar que dicha transformacién no existe para la Rueda de Inercia [Apéndice A], lo
que es equivalente a decir que el sistema (2.21) es de fase no-minima. Considerando el
hecho de que es imposible eliminar la dinamica cero de la Rueda de Inercia, el nuevo
objetivo entonces es minimizar la dimension de esta dinamica indeseada para disminuir
las probabilidades de inestabilidad en (3.4a).

Recientemente se han logrado aportaciones tedricas que permiten encontrar una di-
namica cero de dimensién lo mas pequena posible para ciertos tipos de sistemas mecani-
cos. En el caso particular de sistemas mecanicos simples! con un grado de subactuacién
en su variable ciclica y que no conservan su momento de inercia respecto a ésta, [7] pre-
senta la formulacién de un conjunto de salidas para generar un sistema de fase minima

1Un sistema se define como simple si su energia cinética es cuadrética en las velocidades y su energia
potencial depende tinicamente de las coordenadas generalizadas.
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con una dindmica cero exponencialmente estable de dimension unitaria. Estos resulta-
dos se pueden aplicar directamente a la Rueda de Inercia ya que pertenece a esta clase de
mecanismos: tiene un grado de subactuacion (N = 2 grados de libertad con N —1 =1
actuadores independientes de la variable ciclica q1>, es simple (debido a (2.9), (2.13))

y no conserva su momento angular respecto a ¢; (la dindmica se desenvuelve sobre un
plano vertical y por lo tanto interviene la gravedad). Al aplicar los resultados de [7] se
puede resolver el problema de reducir la dimensién de la dinamica cero de la Rueda de
Inercia, ya que ésta serd igual a uno, lo cual representa un resultado fundamental para
el disefio de este controlador.

Como primer paso para implementar el algoritmo de [7] se requiere reescribir (2.22)-
(2.23) en la forma matricial

D(q)i+C(q.q) ¢+ G (q) = Bt

donde B = [0 I}T. Tomado F (¢,q) = C (q,q) ¢+G, la dindmica de la rueda de inercia
queda descrita por

D171(j1 + D172('['2 + F1 =0 Jléjl + JQQQ + hsen (ql) =0
Dy 1Gi + Dasgo + Fo =7 JoGi + JaGo = T

le D1,2]:[J1 J2]
Dy1 Dyy Jo Jo

][

A partir de esta transformacion se puede definir entonces

de donde se desprende que

F

_ Dy1D
D =Dy, — =212 — ) L2
D1y
_ Dy F
F=F - =221 —J; ' yhsen (q1)
D14
F 1
R=——Y = _J'h
B = =y Hhsen (a1

con el propoésito de establecer la ley de retroalimentacion
r=Dv+F

3.6
= Jy (1 — Jf1J2) v — Jy ' Johsen (q) (36)
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que permite llevar el sistema (2.22)-(2.23) a su forma normal. Esta estructura particular
se obtiene primero despejando ¢ de (2.22),

G1 = —J;  hsen (q1) — J;  Jadi (3.7)
y luego sustituyendo (3.6), (3.7) en (2.23) para obtener
JQ (—Jl_1J242 — Jl_lhsen <Q1)> + JQQQ = J2 (1 — Jl_ljg) v — Jl_nghSGIl (Q1)
oty (=7 e +1) = Jpv (=7 My + 1)
vV = (jg
El sistema resultante de esta primera transformacién,
G = —Ji thsen (q1) — J; ' Jady
G =0

es la forma normal de (2.22)-(2.23). Sin embargo esta forma no permite un diseno
claro de un controlador; se requiere llegar a una estructura conformada por una cadena
de integradores, de tal manera que (3.4) se satisfaga. Para esto se necesita definir la
variable

N
o =Y Dog;
i=0
= Jiq1 + Jago

la cual representa el momento generalizado conjugado respecto a ¢;. Derivando a o
respecto al tiempo

o = JiG1 + J202
e igualando con (2.22) se obtiene
o = —hsen (q1) (3.8)

Ahora es posible, a partir de (3.8), integrar (3.7) respecto al tiempo para obtener la
forma normal modificada,

6 = —hsen (q1)
i =J o — I ade (3.9)
Go="

Una vez que se obtiene la forma normal modificada se debe buscar una funciéon

p130—>R
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donde O es un conjunto abierto, de tal manera que se pueda definir un difeomorfismo
para mapear de (qi,¢q2) hacia (p1,¢2). Para el punto de equilibrio (¢, ¢5) = (m,0) se
puede definir

1,2
=q; — —2dd
P1=q Ch + / Dl |

q2
— +/J1‘1J2d5
0
=q — 7+ J; g

y a su derivada como

dpp o
dt Dl,l (QQ)
=Ji'lo

con el objetivo de construir la salida

y=(¢=Kp +o

. . . (3.10)
=K (q1 — 7+ J; JzQz) + Jigi + Jago

la cual se puede demostrar produce un sistema exponencialmente de fase minima para
una constante K € R. Para esto, se calculan las derivadas de la salida propuesta (3.10),

(=Kp+6
= KJ;'o — hsen (q1)

(=KJ'o— C;lt(hsen (q1)>

= —KJ; 'hsen (q1) — hcos (q1) g1
= —KJ; *hsen (q;) — hcos (q1) (J o—J; J2q2)
. d d 1. g
¢ =—-KJ; 1hd (sen ¢ ) - d—(cos ¢ ) — heos (q1) (Jl Yo —J; 1J2q2)
= —KJ; heos (q1) 1 + hsen (q1) 61 (1) — hcos (q1) (Jl_ld' - Jl_ngqg)
= filq,q1) + falq) v (3.11)
donde
fg (q1> = JI_IJQhCOS (q1> (312)

f1 (g1, 61) = Ji theos (q1) (hsen (q1) — Ky ) + hsen (q1) G4
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Se puede observar que la senal de control v aparece hasta la tercera derivada (3.11)
de la salida ¢, (3.10); esto quiere decir que el grado relativo del sistema es p = 3, y
entonces se puede calcular la dimension de la dinamica cero del sistema como

dim () = dim(f, (x,7)) = p
=4-3=1
demostrando asi que la salida (3.10) produce una dindmica cero unidimensional.
Finalmente, sélo resta definir un control v que linealice el sistema (3.9). Si se cumple

que la funcién f5 (g1) definida por (3.12) no es singular alrededor del punto de equilibrio
q; = 7 entonces se puede proponer el control

v=fo ' (q1) [u —aopl — a1 — axl — f1 (a1, Ch)}

donde ayg, ay, as son constantes positivas, talque el modelo de la rueda de inercia quede
linealizado por retroalimentaciéon en términos de los estados

.. T
=1 ¢ ¢ p
con la forma lineal clasica:

i'lr = Al’lr -+ Bu
Y = Cxlr

que para el caso de la rueda de inercia sostiene € R*. Por lo tanto, el sistema lineali-
zado por retroalimentacion de estados queda como

g’j 0 1 0 0 ¢ 0

Cl_|o o 1 0 ¢ N of

¢ —ay —a; —ap 0 ¢ 1 (3.13)
2 J&U0 0 —KJ' | 0

y=[10 0 0]z,

Logrado el objetivo de linealizacion se puede ahora utilizar un controlador disconti-
nuo para disenar una solucién periédica para la salida y (t) que permita flexibilidad en
los parametros, tanto de amplitud como de frecuencia, de dicha salida.

3.3. El Controlador de Dos Relevadores

3.3.1. Funcién Descriptiva

El controlador two-relay, o de dos relevadores, se define como

u = —cisgn (y) — cosgn () (3.14)
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donde ¢, ¢y € R. Se puede observar que este control depende directamente de la salida
y (t) y de su respectiva derivada g (t), asi como de los dos escalares ¢y, c. Debido a
que la salida y (t) y su derivada ¢ (t) quedaron definidas a partir de la linealizacién
exacta parcial, quedan entonces como parametros libres de diseno las constantes ¢y, ¢s.
El propésito ahora es encontrar los valores de estos dos escalares de tal manera que la
funcién escalar de salida y (t) genere trayectorias peridédicas con frecuencia €2 y amplitud
A deseadas, es decir su busca lograr que

y (1) = Asen (Qt + D) (3.15)

considerando un posible desfasamiento ® € R. Para cumplir este objetivo se emplearan
resultados que se desprenden de la metodologia de Funcién Descriptiva (DF por sus
siglas en inglés). Esta herramienta matematica permite hacer un andlisis en frecuencia
de ciertos sistemas no-lineales a través del cual es posible determinar la existencia de
ciclos limites. El concepto fundamental del cual se parte es que, a diferencia de sistemas
lineales, una entrada senoidal de frecuencia w y amplitud A no necesariamente produce
una salida con frecuencia w. Sin embargo, se puede intuir que la frecuencia de la salida
del sistema no lineal deberia de tener una relaciéon con la frecuencia w de la entrada y
es precisamente esta dependencia la que expresa la Funcion Descriptiva:

pexp(jwt+g)) P o
- Aexp(jwt) A (3.16)

1 )
A (b1 + jaz)

N (A,w)

con p = \/a? + b?, donde ay,b; € R son los coeficientes de Fourier de la primera compo-

nente armonica de la respuesta en frecuencia de la no-linealidad bajo consideracién ante

una entrada senoidal de amplitud A y frecuencia w. Es cierto que la expansion exacta

de cualquier senal periddica, con periodo T' = 27, es una suma infinita de armonicos,
ag

B + i la,cos (nwzx) + bysen (nwz)] (3.17)

n=1

donde

™

an:i/f(t)cos(nwt)dt, n>0

—T
m

/f(t) sen (nwt)dt, n>1

—Tr

b, =

1
s

Sin embargo, se puede aprozimar la serie de Fourier (3.17) de un relevador considerando
unicamente la arménica fundamental (n = 1) y la componente de directa ag a partir de
la siguiente suposicion,
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Suposiciéon 3.1:
La dindmica de la planta lineal (3.13) filtra satisfactoriamente todas las frecuencias
mayores a la frecuencia fundamental, w.

Adicionalmente, considerando la funciéon de un relevador general con un escalamiento
arbitrario M € R,

Msgn (+) (3.18)
se cumple que
1 s
ap = — / Msgn (t)dt =0 (3.19)
0

Por lo tanto, a partir de Suposicion 3.1 y (3.19), se sostiene que (3.16) es una aproxi-
macion valida de la respuesta en frecuencia de un relevador.

En el caso especifico del controlador de dos relevadores (3.14), se ha calculado la
funcién descriptiva como [2]:

27w 2w fw

N(Aw)=— / u (t) sen (wt) dt—l—j% / u (t) cos (wt) dt

0

Esta formulacién ciertamente resulta tediosa, pero se pueden utilizar propiedades del
sistema para simplificar el calculo involucrado. Especificamente, se puede aprovechar
la estructura lineal de (3.13) para calcular la funcién descriptiva de la senal de control
no-lineal, que tiene dos términos, haciendo uso del principio de superposicién; es decir,
se calculara la funcion descriptiva de cada relevador por separado y posteriormente se
sumaran sus efectos individuales para calcular la funciéon descriptiva del controlador
(3.14). Considerando la simetria impar de la funcién (3.18) el coeficiente

a; = 71T / Msgn (t) cos (wt) d (wt) =0 (3.20)

para los dos términos del control, ya que ambos son no-linealidades impares. Enton-
ces en el caso de ambos relevadores la salida sélo involucra un coeficiente de Fourier,
especificamente:

by — 71T | Msm (1 sen (wt) d (1)
T (3.21)

= j;M / sen (wt) d (wt) = éM

™
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Por lo tanto, sustituyendo (3.20), (3.21) en (3.16) se obtiene la Funcién Descriptiva de
un relevador,

1 /4 .

Nrelay (Aa M) = Z <7TM+0]>
_4AM
T A

De este ultimo resultado se desprende una conclusiéon importante: la Funcion Descripti-
va de un relevador no depende de la frecuencia de la senal de excitacion. La tinica forma
de modificar la respuesta en frecuencia de un relevador es manipulando la amplitud A
de la senal de excitacion y/o el factor de escalamiento M de dicho relevador.

Ahora ya es posible analizar los dos relevadores que comprenden este controlador.
En el caso del primer relevador,

—cisgn (y) (3.22)

su senal de excitacion es la senal y (), la cual tiene una amplitud A; y una frecuencia
w; asociadas. Por otro lado, el objetivo de control es lograr que esta senial y (), la salida
de la planta lineal (3.13), se comporte de manera oscilatoria conforme a (3.15). Esto
lleva a la siguiente relacion,

A=A

Ademas, como el factor de escalamiento M; del primer relevador es
M, =¢

entonces la Funcién Descriptiva del primer relevador (3.22) es

o 4M1 . 401

N, = = —
! 7TA1 7TA

Semejantemente, para el segundo relevador
—casgn () (3.23)
su factor de escalamiento es
My = co
y su senal de excitacién es la derivada de la salida periédica deseada (3.15),

d
d—i{ = QAcos (Qt + ®)
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de donde se desprende que
A2 - QA
y por lo tanto la Funcién Descriptiva asociada al segundo relevador (3.23) es

A, 4o

N, — = _ =
2T QA 7w Ay

Adicionalmente se tiene que considerar que
L{y (1)} =Y (s)
d
c {d#f <t>} — s {y (1))~ 4 (0)

donde y (0) es la condicién inicial de y (t) evaluada en t = 0y L{-} es la transfor-
mada de Laplace que mapea una relaciéon en el dominio del tiempo hacia el dominio
de la frecuencia compleja s. Para simplificar el analisis posterior se hace la siguiente
consideracion,

Suposicién 3.2:
La condicion inicial de la salida siempre es nula; esto es, y (0) = 0.

De esta manera se llega finalmente a la Funcién Descriptiva del controlador de dos
relevadores,

Nu (A) = N1 + SNQ
. 461 402

B H+S7TQA

la cual, debido al hecho que s = jw en el andlisis de frecuencia de oscilaciones, se reduce
a

Na(A) = (e + jeo) (3.21)

3.3.2. Ajuste de los Parametros del Controlador

Una vez definida la Funcién Descriptiva (3.24) del controlador de dos relevadores
(3.14) se prosigue a determinar los valores de los pardmetros ci, co que garanticen la
existencia de un ciclo limite para la salida y(t) de tal manera que (3.15) se cumpla.
Para esto se utilizara el Método de Balance Armonico, el cual dicta la existencia de un
ciclo limite si se cumple la ecuacion de balance armoénico,

—1

R Ay

(3.25)
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donde W (s) es la grafica de Nyquist que se desprende de la funcién de transferencia
del sistema linealizado (3.13),

W(s)=C(sI-A)"'B+D (3.26)

Esta ecuacién se cumple en el punto donde la funcién —N ! (A) interseca la traza
de Nyquist (3.26) evaluada en la frecuencia ). Se puede encontrar un valor aproximado
de los pardmetros ¢; y ¢, tomando en cuenta que la funcién —N 1 (A) representa una
linea recta cuya pendiente depende proporcionalmente de la taza co/c; ya que si ésta
se fija entonces (3.25) se determina univocamente. En resumen, el procedimiento para
ajustar c; y cy es el siguiente:

a) Identificar el cuadrante en la traza de Nyquist donde se ubica la frecuencia deseada,
i.e., ) puede pertenecer a cualquiera de estos conjuntos:
Q1 ={QeR:Re{W ()} >0,Im{W

Q2 ={Q €R: Re{W (jQ)} < 0,Im {W

Qs ={QeR:Re{W ()} <0,Im{W

Qs ={QeR:Re{W ()} >0,Im{W

78} = 0}
J)} = 0}
j8)} < 0}
7)) <0}

o~ o~ o~~~

b) Se fija la taza

(e _In(V(9)
c1 Re{W (92)}

c) Se utiliza el concepto de fasores para representar al control (3.14) como la suma de
dos vectores giratorios. Se sustituye (3.24) en (3.25) para obtener

A
W)= —m——
(j ) 4(C1+]C2) (3_27)
Vs
W) =A—
(W ()] To 1o

Finalmente se despeja A de (3.27) y se obtiene que la amplitud A y la frecuencia €2
de las oscilaciones deseadas se relacionan con los pardmetros c; y ¢ a través de

4
A= - ‘W(]Q) VA + 3

Por lo tanto, se pueden calcular los valores de ¢, ca como:

-1 )
% WéQ)| (\/ 1+ 52) si QeUQs

— |
C1 = -1

s A . .,
AL <\/1 + €2> en cualquier otra regién

c=§
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