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1.1 Introducción 

En terrr.inos r;enerales, el método del elemer:to finito (!.:t::F) eo un 

medio para obtener una aproxi~ación a la solución de un problema 
que requiere la inter:r<~ción de un j3istel'la de ~!,!f!Eiones di!'cr..!2[!cinlc~!> 

prov~sto de ciertas condiciones qt;o definen co•nplctamcntc el pt·oblem;¡ 

y, Ce ahl,·su solución. En el más sencillo do los casos, 1:-t <'CI.:nción 

d~~~r~ncial es ordinaria y lineal 1 pero puede contener ~~~n de 
orde:t a!·ti trario y condiciones de n·ontera dadas, que involucrC'n 

co;n"t;:;.;¡r.ciones arbitrarias de la función buscada y sus derivntl:.•.s. 

Si se de!lota como y la función buscada, que consti'luye la solución 

al :¡;rob~_ema en cuestión, y como x, la variable independiente, este 

proble:é!a adopta ~-a for:na "Resolver la ecuación diferencial orc!inariu 

f ( • .. x,y,y,y, ( i ) 
" . • y • • ••• 

sujeta a las conc!iciones de frontera 

• 

• 

gm(Ymo• Yml' ···• Ymn) = 0 " 

Y(n)) =O ( 1.1) 

(l. 2) 

donc!e yij es el valor que adquiere la derivi.tda de orden j de y con 

respec~o a x, en la i~ ecuaci6n del conjunto (1.2); Al intro<.lucir 

un cambio de variables se puede transformar la .ec (1.1) en un GiGter'!a 

de n ecuaciones cte primer orden. En efecto, sean 

y
1
(x) _ y(x) 

y 2 (x) y' (x) 

• 

y i (x) - Y(i-l)(x) 

• 

• 

y"{x) y(n-l)(x) 

(l. J) 



l • ;; 

·La ec ( l.l) tor~a entone!':; la fonnn 

:{x, y
1

, ,.
2

, ••• , v, v')=: O 
~ r' • n 

(l. 4) 

Ln ee~.e~>'>l, lnH vari;:;.ble:; yi tienen un :Jic;nif'icndo fí:::ico in.-.e<Ji;>.-";;o, 

pe!'· lo G,'..!e ·perni"ton vizuali?.ar l'lejor el ¡1roble0':'1a. 

Eie:"oJ:,'a '.l.i A!1.ilisin estático de una viga en volaóizo (;;'ig l) 

p 

Pie l Viga en voladiz.o 

La deflexión y(x) se obtiene inter.,ral\do la ecuación [ lj·. 

Eiy"{x):=r·:{x) (1.5) 

donde E !'S el múdulo elárJt.ico del r-.atcrial d\! la vir;a, 1 es el 

moMento de inercia de lfl !,a>('ción tr·:,r.:;vPt-r.al de la vi¡~a con re:'>pecto 

' al eje ?; (constante) y tnx) co el no:r,cntc !'lcxionante en el punt.CJ 
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de abscisa x. Este es ieual a 

M.(x) :: P(a-x) 

Sustituyendo la ec (1.6} en la ec (1.5) ne tiene 

p 

El 
(il-x)::::: o 

{l. 6} 

(l. 7) 

que es una ecuación dii'crencial ordinaria de 2~ orden, de la !'orr-.n 

(1.1). 

Defina sé 

y' ( xl p{x) ( l. 8 ) 

como la pendiente de la curva y ::;o y( x) en el punto x 1 a u!, la 

ec (1.?) se transi'ormil en el siutema 

y'(x) = p(x) 

p'(x)::: 
p 

- (a-x) 
E 1 

{1.9 a) 

(1.9 b) 

que es un sistema de 2 ecuaciones dif~renciales ordinarias de priner 
orden, de la forma (1.4), Para inteerar este sistema se requiere, 
desde luego, contar con 2 constantes de integración, que se obtiene~ 

de las condiciones de frontera 

y( O) e:.. O, p(O) =.O (1.10) 

Intégrese la ec (1.9 b) con la seeunda condición de fiontera 
(1.10), Se obtiene 

p(x) ~ 
p 

El 
(~ 

p(O) =- C¡ =:. O 

(1.11) 

(1.12) 



Por lo tanto, 

p( x) = p 

.E I 
(ox 

2 
"-1 
2 

1.4 

(1.13) 

Sustitúyasc la ~e (1.13) en la ec (1.9 a). Se obtiene 

y'(x):o 
p 

E I 

2 
(ax - .!...__¡ 

2 
{1.14) 

• 

Intégrese la ce (1.14) con la prirr.era condición de frontera 

(1.10), Se obtiene 

y(x) ~ p x' X ) 
-{a~ -) + e, 
El 2 6 

{1.15) 

y(O):: Cz =- o (1.16) 

Por lo tanto, 

y(x) = p 
(a 

X 2 X J 
Solución -) 

EI 2 6 
(1.17) 

El problema anterior se escoe;ió muy simple a propósito. Sin 
e:nbargo, es represent .. tivo de 1..na clase rr.ás a1nplia de proble~as que 

sur,sen del a:1álisin estático de ganchos, columnas, etc. Se puede 
co::.plicar si se incluyen otras variables espaciales, como en el c<>so 

del ~~álisis estático de placas y cascarones, o bien si se le 

introduce la variable tiempo, como es el caso del análisis dir.áJüco de 

vigas, placas y cascarones. 

En problemas de mayor complejidad no es posible pbtener la 
solución por simple inteeraci6n de funciones sencillas, como en el 

l:;jemplo l.l.L:i:n efecto, las ecuaciones de equilit>rio de una placa 
circulur de radio a empotrada, sujeto a una carea transversal q 
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(fi¡:: 2) son [2 J 

D 

eujet<c a las cor.dicioil.es de frontct'a 

W-::.. 0, 
(7. \'/ 

dr 
:=O,enr=a 

(1.18) 

( 1.19) 

donde J:j es el oper¡¡_dor laplaciano c!efinido en coordenadas 

cil~!"'.c!r~cas co'i'lo 

(1,20) 

por lo c;,ue 

2 ti2 d-2 1 ~2 
6 6 = ( ~+ L "-- + L 1 ) -)( -+-d -t-
. e\ r 2 r J. r 2 d~ 2 dr2 r d~'" r' .l•2 r 

(1.21) 

q :::: q(r, G) es la carr;a que actúa sobre la pluca y D es la rigld~z 

a la flexión de la placa, definida como [2, p. 20]: 

D -
l2(1-V 2 ) 

(1.22) 

En la ec (1,22), E es el módulo eláfltico del maü~ri:ll, h m;; el 

espesor t!e' la placa y V es el rr.Ódulo de Poisson [ J] dC!l r:lntcrial. 

,_ --•--
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El problema representado por la_ec (1.18) y las condicionez 
de frontera (1.19) es mucho r.1ás complicado de rc:::;olver que el del 

Ejemplo 1.1.1, como salta a ln viE;ta. Sin embar~o, ambo::; problctnflr: 

fJil refieren al análi:>is t:stático de un elemento ectructu~·al de 

comporta:niento lineal· (sus ecuaciones diferenciales corrc~;pomlicnL,,~ 

son linealen, ez decir, tanto la f<:nción buscnda corno sus deri\'l<d"" 

aparecen en esa ecuación elevadas a la primera potencia), sujeto n 

una carga dada, con condicioncr, de apoyo bien definidas (condicio:>c:c 

de frontera}. 

N6ter.e que los modelos non temáticos ( ecuncioneo diferenciales y 

condicioncs de fronto:ca) del Ejemplol.l.l.y de la Fig 2 involucran 

una ecU?-ciór. cti:ernnci.al, que en el prir:H:r cafJO es ordin:J.r-ia y en 

seeu!'ldo, oarcirü. En situaciones r.'lá:J ccmplejas, C!'l vez de una ec,¡acio)¡ 

pueden tenerse varias y, ademáo, acopladas. 1Jn conjunto G.e ecuacio!"'.es 

se dice que es acoplado cuando en cada una de las ecuaciones aparece 
no una ·sola incógnita, sino varias. El hecho de haber obtenido 

ec'-lacioncs f_ifcrencinles (espaciales) l'n los modelos matemáticos 

anteriores oe debe a que se trata del análisis de elementos 

estructurales que so!'! continuos. Por Co:Jtrapvsición, un si::;te;na que 

contenea elementos concentrados da lugar a modelos matemáticos 

provistos de ecuaciones algebra:.cas, esto es, que son de la forma 

• (1.2)) 

• 

En general, el sistema de ecuaciones aleebraicas (1.2)) 
es no lineal 1 pero con frecuencia los sistemas fisicos analizados 
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presentan un comportamiento lineal y, en este caso, dan lur;nr a 

modelos matem~ticos dP.l tipo lineal. Un modelo matemático d~ esta 
naturaleza contiene un sistema do ecuaciones algebraicas li~oales 
del tipo 

R¡¡X¡ + al2 ., ... alnxn = bl 

a2lxl + a22x2 ••• a x -2n n- b2 

• 

• (1.24) 

anl xl +- an2x2 ... a x = nn n bn 

En f'orrr.a corr.pacta el sistema (1.23) "' puede escribir como 

f (<) o {1.25) 
• • -

donde 

fl '1 o 
,, x, o 

f- x· Oo 
• - - (1.26) 

• 

• • 

fn 'n o 

son vectores de dimensión n, o sea de n componentes. ~or su parte, 

el sistema (1.24) se_ puede escribir en forma compacta como 

{1.27) 
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done: e 

•u "12 ... "ln '1 bl 

A= "21 ., ... "2n '= '2 b= b2 
~ ~ -

• • 

"nl "n2 . . . "nn 'n bn 

oon t:na :~atri:¿ de n x n y dos vectores de dimensión n. 

En la :r.ayor parte de este curso se trat<~rá con sistemas linc:..le~;, 

por lo q;;c, en r.:cr:eral, se llegará a modelos lineales de la for::-,a 

(1.27). 

A continuación se pre~enta el análisis de un sistema de 
pal"árr,etrns concentrudos, cuyo análiois eotácico dr; h:.¡:;nr a un modelo 

de la for::~a d.e la ec {L27l. donde la matriz A y los vectores 
~ 

involucrados adquieren un significaGo f!sico palpable. 

Considérese ahora el siste:r.a compuesto por los tres resortes 
concentr::ldos de rigideces k1 , k2 y k]' cuyos extremos se encuer.tran 

fijos (?i¡¡; J). Este puede constituir un _modelo muy sir:rplificndo de ur. 

tra::1o de una tubcr!a sujeta a carea¡; axiales quu pueden ser proó'Jcidc_[, 
por c:;;mbios en la temperatura del fluido que transporte. El extre:no 
fijo puede represc~tar un anclaje de la tuberia. Si se dispone 

de ir:strumento!'l que midan los despl:u;amientos en los nodos, se pueCr., 
calcular las carr;as que actúan en éR'tos, suponiendo que se conozcan 
lo:J valore:¡ de la rigide?. tic. los rc¡¡ortes. 
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?ig ) Siste~:~a elástico de doble c:rnGo de libertaG 

El <'..nálisis· estático deLsistc~a de la l'ig J se renli2s.ni 

considerando que ca<la resorte es lineal, esto es, que su corr.pol·"ta

rr.ier.to ob;;dece a la siguiente ecua..:ión constitutiva 

donde P es la fuer:oa que actúa en cat!a uno de sus extremos, corno lo 
indica la Fig 4, r.1ientras que k es su·:ri¡;idez (constante) y A u, el 

incre:-:ento en su d.esplazumien<,;o deGtl!l una configuración en la que la 

fuerza en sus extremos es nula y que, por er::to, rflcibe el nombre de 

coni'iguraci6n "descar¡:;ada", 

f'i¡;; l~ Resorte lineal 

En un sistema cor.~o el de la Fig J se supone que las cargas 

actúa:-~ única:!'.ente en los nodos, r.:ás aún, la carga exterr.a. que act~a 

en el nodo i se representará por r 1 , y estará en 
carga interna ?i que actúa en el rc~orte i y con 

e~ el resorte i+l, como se nuestra en la Fie S 

equilibrio con la 

1 ., F' + • .,. i' que ac~ua 

Fig 5 Car¡:;as internan en el sistema eláslico de la I'ir; J 
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Ade;r.;fs, llámese u. al desplatnmiento del nodo .1. asociado n1 ' . resort8 i, l'litfo]tras qur~ ul e.l del nodo i asociado nl reoort() i+ 1. 

Por cor:.pntibilidnd, es claro que 

u: 
' 

Por equilibrio en cada nodo se tiene 

{1.29) 

(l. JO) 

Un resorte tipico, entonceFl, está sujeto al eotado de cnr(!ao de 

la Fig 6 

e F' 
---<>~-"V'V\,'V"""<>-'-+ 

--17 
(.e -'-'' 

Fig 6 Lst~do de carga en un resorte lineal 

En la Fig 6 se supone que cuando u e u'-::= O, el resorte r;e 

encuentra descargado. 

Si se supone que el estado de carga es equivalente a la 

superposición de dos estados, cada uno de ellos en equilibrio, se 

tiene la disposición de la fig ? 

\Á=O 

Pig 7 Estado de c¡n·ga equivalente c.l de la Fi¡; 6 
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Fara el primer c~tado de carga del miembro derecho de la 

ecuación de la Fir, 7 so tiene 

Fe;; k(u- u') (1.31) 

F'-=. k(u' - u) (1.32) 

las ecs (l.Jl) y (1.)2) se puoden poner en forma matricb.l 

[::]= [- k : J [ ~.] (l.JJ) 
k 

que es una relación de la forma 

F :: K u (1.34) 

como 

donde}!, y;: son los vectores de fuerza y de despla?.ar:liento, reopecti

Va;"Jente, mientras que Y. es la I!?<triz de rir;idez de cada reoorL;e, Ese:: -tarr.bién se llama matriz elerr.ental q~_¡QQ_e_1;_ parv. distinguirla de la 

matriz ¡;lobal do rigidez, que uún está por definirse, Nótese qt..e t: 
~ 

es U'1a matriz sin~trica, esto EJo;, que su elemento (1, 2) es igual. 

a su eler.-.ento (2, 1}, Además, es,.Qositiva semideí'inipa. En la 

sección de !oJ.¡:;ebra de r.;atrices se estudia con más detalle este Ultimo 

concepto : pero aqui baste con decir que una ma-triz es positiva semi
definida si la forma cuadrática 

·(1.35) 

a:;;ociuda a elln nunca es neg;ativ;;., lo cual es el caso de la Jr...tÜ'iZ K 
~ 

de lfl ec (l,JJ), l<:n efecto, de:>nrr6lle:.c la forma (1.)5). Se 

tiene 

k( u 
- u') J 

u. ) 

. 2 
k(u-u') (l. J6) 

k(u 
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que, cor:-oo 5C ve de inmediato, nunca es nq~ativn, pues k ')o. La fcrr:m 

cuadrática (LJ5) es en ro<tlidad el doblo de la energía eltir:tica de 

deforr:1ación del. resorte o !cnerr;ío. potC!ndal cl¡l.r.tica. Esta energía, 

en vis"ta de la e):¡.>rec;ión (l.JG), se ha considerado como nula en el 

estado'dcSC[trgado, o sea, cuando u~ u'= O. Nótese, sin embargo, 

que también se aJ•Ula esa energ!a cuando u -::: u' , lo cual corresponde 

a un desplaz;o.niento de cuerpo rígido del resorte, que clara::lCntc, r.o 

produce ir.crenem;o a:Ceuno en la energía el:lstica de deformación dci 

reGorte. Ft:era de estos casos de energía elnstica nula, se observa qut 

és>a es sie:::pre positiva, lo cual e::;tablece una ccrre::;pondcncia entre 

el car&:c-ter positivo se"lide!'iniGo de !S y el carácter físico de la 

energía elús~ica de deformación. 

Si se rcpre~enta la energía elástica de deformación del resort~ 

por Y, se t.:. e:1e que 

' u· K u 

que es una expresión semejante a 

1 

2 

como en el caso de 

desplazamiento u a 

se obtie:-~e 

d V_ 

d u 
k u 

un n:~sorte 'con un extremo fijo J, 

partir de su estado de~car~ado. 

{1.37) 

{1.38) 

que sufre Un 
De la ec (1.]8} 

(l.J9) 

Por analogía, _para el caso de", la ce (l.J7) se tiene 

que es ur. vector de di="-ensión 2. D(l hecho, es el gro.diente de la 
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enr:rgía V con respecto a u. En la sección de Operaciones con 11.atriceu 

se estudia con más detalle el concepto de gradiente, o sea, de 

derivada con respecto a un vCctor. De la ec (l.J9) se tieno C!1 segui<::

qoo 

k (1.41) 

esto ec, la rigidez del resorte es la segunda derivada de la cn~-rcía 

potencicü elástica con respecto al desplazamiento medido desc;e el 

estado descargado. Por analogía, se tiene de la ec (1,40), 

K (1.42) 

esto es, la matriz de rigidez se puede obtener como ia matriz llessian:· 

o sea, de segundas derivadas, de la energía potencial elástica con 

resp~cto al despla:oa!'liento medido desde el estado descargado. E!1 

realidad, como se verá a conti!1uaci6n, es más fácil obtener esa 

matriz calculándola como la matriz de segundas derivadas de lF. eneq;í" 

potencial elástica. 

Eje:J>.Dlo 1.1.2 Análisis estático de un sistema elástico de doble 

grado de libertad. 

Dado un conjunto de despla~amiento,u1 , u2 , u
3 

y u4 , medidon 

en los modos <2) a ® correspondientes, del sistema elás-tico 

de la Fig ), determinar las car&as que actúan ~n esos nodos. 

De las expresiones (l.JJ) para las f~erzas que actúan en los 
extremos de cada resorte, y de las ecs (1.)0), se tiene 

f2 = kl(-ul +- u2) + k2(u2 u))= klul+ (kl+k2}u2 k2u
3 

f3 = k 2 (-u2 + u
3

) +- kJ{u
3 u4} = k2u2+ (k2+ k

3
Ju

3 
k

3
u1, 

f 1-1- "" k)(- Uyt- "41 (1.4J) 
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Escribiendo laG ecs (1,4)) en forma matricial se tiene 

r, r--
' ~1 

-- k 1 
11 

o o 
1 1 ,, 1- kl 

t- - ,, 1 kl l+:k2 -
' 1 -·¡-' - -¡-

f J. o 1 - ,, k21+,k) 
' 1- " 

o 

'o o o ~- kJ -
que es u~a relaci6n.dc la forma 

( 1.45) 

entre la fuer~a externa f que actúa en cada modo y el desplP.~amio~to -del nodo. En esa relaci6n, 

,, 
~"{ 

u, kl - kl o o 

f o e u, K: kl kl + k2 ,, o . , • - ' ~ 
'J l "J o ,, k2 + k3 kJ 

'o "o o o - kJ kJ 
( 1.46) 

donde K es la matriz c;lobal de riridez. N6tese que estfl matriz es -simétrica, al igual que la matriz de rieidez de cada resorte. ~uedc 

dero1os<;rarse, además, que es igualmente positiva serd-definida. La 

energía potencial elá.:;tica del siste~a es, por su parte 

V: 1 

2 
(1.47) 

' 

De la ec (1.44), n6tesc que, si u1 -:::: u2 "=< u
3 

= u¡
1
o 

los resorte>s sufren un desplazamiento do cuerpo r!r;ido, 

conflecuentemente, V-::. O, lo cu;tl es acorde con el hecho 

esto es, si 

f"' o y, - -de que el 

siste:T!a es J nser1si ble n movimientos rlc cuerpo rír;ido, Csto es, es L<o 
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' tipo de movimientos no induce sobr~> él increl1lfmto nlc;uno en RU 

enere;fa potencial elástica. Por otra parte, de la ce (1,44) se 

observa además, que la matriz global de rieidez re~ulta de una 

superposición de las matrices elementales de rie;idcz. Finalmente, 

esta :natriz es "bo:ndeada", esto os, sus elemCnton no nulos se 

encuentran alojados sobre una Mban,~a~ de ancho J centrada en c1: 

diagonal. 

)'¡.¡ra efectuar el análisis del sistema de la F'ie; J debe 

incluin:e la cc:~dición de frontera u1 '= o, Si ::;e introduce ésta en 

las e:·:presiones (1.4)) S<l~llega a 

fl::- klu2 

f
2

-::;. (k1 -+- k 2 )u 2 - k 2u
3 

r
3

::: - k 2u2 + (k2 + k
3

lu
3 

f 4 ~ k)(- u
3 
~ u4 ) 

(1.48) 

con lo que se obtiene el valor deseado de las cargas en los nodos, 

Por otra parte, la ec (1.44) se pudo haber obtenido imponiendo 

una condición de minimalidad sobre un funcional. Un funcional no es 

sino un número real definido sobre un espacio vectorial. En otras 

palabra~, es una función escalar do variable vectorial, Sea 

U (u)= V - fT u (1.49) 
• • • 

un funcional que depende del vector de desplazamiento u, cuyo valor -no es sino la diferencia entre la energía potencial elástica del 

sistema, V, y el trabajo desarrollado por las careas, f, Este 
• 

funcional alcanza un ro~nimo en los valores de ~ para los cuales 

se tiene un valor estacionario de U_. Del cálculo ele funciones de 

varias variables se sabe qur. U alcanza un valor llStaciona!"io en les 

puntos en los que su gradiente con respecto a u se anula, esto es, -
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dor..dc 

d-.JL óy " ' f" u o {1.50) 

"" " u 
.lu - -- - -

Pero 

"'/ 
=K u 

O u - (1.51) 

-
de la ec {l.hO). Además, CO:'!O f no depende explícitamente de u, 

- f -- (1.52) 

corr.o ze muestra en la Sección de Operaciones con Matrices. 

Sustituyendo (1.51) y (1.52) en (1.50), se obtiene la ec (1.45) 

o bion, la (1.44), como se deseaba demostrar. El resultado ante:-ior 

consti t¡,¡~·e lo que se lla."',a un ~Principio de r:~íni!:JOH t:<n l.:ecánica. 

En realidad, la condición (1.50) es necesaria y suficiente para que 

U alcance un valor estacionario, que puede ser máximo, mínimo o 

punto silla, P"ra que el punto estacionario en cuestión sea mínimo 

es cuficiente que la matriz Hessiana de 

positiva ser.Jidfinida 1 pero, de (l. 50), 

U con respecto a u sea 
~ 

(1.5J) 

que es efectivamente positiva sc:r::definida. Sin embareo, en esta parte 

no se presenta la demostración de la positividad scmidefinida de 

culaquicr ~atriz de rigidez. Baste con decir que ésta proviene del 

hCcho de que la forma cuadrática (1,117) asociada a K represen-ta 
' un incremento en la energía potencial elástica del sistema elástico 
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en cuestión, der,d(l su posición descargada, el cual no puede !:cr 

negativo, independiente~.ente de los valores de los det>plazamicntos 

de los rJCCos, medidos desde esa configuración descnr¡::ada, 
' 

Hasta aquí ce h~n introducido ideas e;enerales asociadas a 

siste~as físicos coxpuestos ya sea de elementos de pará~etrcs 

.distriOuidos {vie;an, placas, cascarones, fluidos), cuyos mo.:!cloo; 

dan lue;ar a ciste:nas de ecuaciones difercnci<Jles, o bien de clc:nontoc 

Co!'l p2ráf'!':etroG concentrados (resortes, por cjenplo), cuyos r•roticloc; 

dar. lu;,;ar a ec'..lacioncr, algebraicas. Sin embar¡so, todav.la no r,c ha 

hablado C!'l concreto del ;,;_¡;:p, De hecho, es este método el qu"' cctablec· 

esta relación, ;;'.les permite formular problemas asociados a nistc.~as 

cor:":ir:uos o de parár'letros distribuidos en for:r.a discreta, esto es, 

co~o si se tratara de sistemas con par"ámetros concentrados. :Ot1to lo 

consit;'.le el "'3F nediante un proceso de discreti:z.ación, que cor.:ü::;te 

en hacer depend~r la solución al problema origirial contin~o ctc ur: 

conjunto discreto de valores. ¡,~ediante este proceso se obtiom\1 una 

npr;n;i::-.8.,.,i6n a la 1.1olución al problema original, y no un valor o:ac:~· 

de ella. }'ara iluntrar las ideas anteriores, considére~ü el 1ür.mo 

pro~ler!a de determinar las, cargas sobre el tramo de tubería de la 

FiG J ¡ pero ahora supóngase que cada sección i (porción entre nodoc: 

se tra":a como una barra continua (y no como un resorte concentrado} 

de longitud a
1

, de sección de área hi y de módulo de elasticidad ~i' 

Esta consideraci6n puede ser una aproximación a una barra (tuber!a) 

de diar:-,etro variable, ya sea continuamente o "por saltos", de materia. 

heteroe;éneo, eeto ec, de un matori:ü cuyaa propiedades no f\.lcran 

constantes. Se temlría entonces el si:Jtflma de la Fig 8 

® 
1 

"•---- X 
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Para el análisis de este sistema considérese que cada tramo, 

e:-:t!'c el nodo i y el i ...\- 1, se puede ~r-u~o.r como una barra de sección 

de área constante Ai, de longitud a 1 y de módulo elástico constante 

E
1

. ~:ás ¡,\Ín, condis,';rese que el despla::;n::~ien'.;o a lo largo do este 

\.arra cle:ncnta1 tiene una distribución lineal, esto es, es de la 

forma 

< - (1.54) 

Lla~ar.do ui al dcsplatamiento en el nodo i, la expresión (1.5~) 

de':lc cu:r.plh· con las condiciones de frontera 

(1.55) 

• 

por lo que se obtiene, como valores de a 01 Y de ali' 

!::. u i 
(1.56) 

donde 

Entonces, u (x) en x
1 

:::;: x .5- x1 + 1 se puede escribir co:r.o 

un producto escalar (Ver la Sección Algebra de matr~) de dos 

vectores, en la for~a 

<X--;~-,:!-:-.J [ :: ~ J (1.58) 

La expresión anterior se puede simplificar si se introduce 

la notación 
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La ec (1.5B) se tntnsfurma, entonces, on 

u {x) [ 1 -
s , !x: J [ U¡ J {1.59) ~ 

c.xi "i 

La defor;aación eÍl un punto X de la barra, é, q\.!e es la derivada 

de u con respecto a x [ 1, p.3l J, se pt.:ede Obtener derivando cv:. 

respecto a-x la expresiÓn (1.51~) ' 

E=. u' (x) 
1 \1.60) 

El es!'¡;_en.o queda expresado, entonces, cono [ 1, p. b':¡ J 

(1.61) 

La er..err;ía potoncial elástica Vi almacenrt.da en el trv.r~o 

comprendido er.tre los nodos i e i _,__. 1 es, entonces[_ 1, p. 'l~} 

Ei 
r 2 . 
c. "i ¿X 

Pero, de las ces {1.60) y (1.61}, en x1 ~ x ,S xi+ 1 , 

(1,62} 

que es independiente de x, al ieual que E1 y A1 , por lo que s~ 

pue~cn sacar de la integral, y la expresión para v
1 

se reduce a 

1 -. • ( -c.... ~ 

- 1 
2 

2 ' ' 

1 d 

(1.6J) 
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La cn¡,rg.la potencial elástica total del flio:tcma t!n, entoncC'c:, 

sirr.pli ficando Vi, 

J J EiAi )2 '= _!_¿ Vi ::: ~z: ( - \Ji T ui + .b xi 1 
2 1 • 1 

{1.64) 

Llrcmando 

k. -
Eill i 

,- A'i 
(1.65) 

y desarrollando la expresió~ (1.64), se tiene 

( "z 
2 2 

(uh -
2 

2 V ;:: k 1 \ll) + k (uJ - u2 ) +- ,, uJ) := 2 

2 2 
;:: kl 2 k1 +(kl+k2) - 2 k2 u2 u3+ (k2+ kJ) "1 "1 "2 "z 

2 kJ u
3 

u 4 -1- ,, 2 (1,66) "4 

la matriz de rigidez de cada elemento, es decir, de cada tramo 

compre:1dido entre xi !' xi + 1 se obtiene como 

iJ2..V i 
K. = ....,1 _, u.'Z. 

o-> 

donde u. es el vector [ u., 
~l . l 

<:)- Vi 

Q- Vi -.}-Ui 
-o o. _, ~Vi 

¡).Ui -1- 1 

Ad, de (1.6)), 

-(-u.+u.+ 1 .) ' . ' 

(l. 67) 

ki (1.68) 

(-ui+ 0i+l) 

.. •. 
UJ 
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por lo que 

" [ k. ''] d vi ' K - {l. 69) 
~' 

- d u.z _, - k. ,, 
' 

y la matri~ de rigidez global K se obtiene como -

donde~::: [u1 , u2 , u)' u4 J T Tomando la primera derivada, 

d v; d u 1 k¡ { ul - u21 

d. V/~ "2 ,, u¡+ ( kl-\- 'zl uz k· u, 
o V -

2 

-clU - ti V/~ U) kz u, -1- {k2 + k
3

J u, - k) u4 

~V/~ u 4 k) (- u
3

+u4 ) 

To~ando '"' derivadas con respecto a u do la cxprcr.i6n anterior. -" tiene 

kl - ,, o o 

;:,zv 
,, ,,+ kz ,, o 

K- (1.70) - d 2 - u o kz kz+ k) k) -
o o k) k) 

Se observa de la expresi6n {1.69) que la matriz elr""l<"nlal " rigidez del sistema continuo es idéntica a la del sistcw" dl.liCreto, 

(l. JJ), Asimismo, de la expresi6n (1.70) se observa que lt1 1nalr.i.z 
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global ,~.., rigid<.>z del sistema continuo es id6ntica a la del siGtema 

t!i:o;creto, (1,46), Por útrb. part.t:l, el comportamiento entático del 

siste!n<.~ continuo de ln Fig 7 estú gobernado por una ecuación 

diferencial ordinaria provista de condictionca de frontera dadas, 

Esta ce obtiene a continuación. Sen u~ u. (x) el campo (continuo) de 

c!e~plaza!Üento. La dcfo:mación unitaria, o e:radiente de desplazaJ,iP.ntc 

f. (x), r;e obtiene co.'!IO é (x) =u' (x). De la "Ley de Hooke" se obti~nc 

el esfuerzo como G (x) '=E (x) é. (x):::::. E (x) u' (x). ?or equilibrio 

estático,ó (x) debe ser. igual a la carga aplicada en el punto x, 

0: (x), dividida entre el área de la sección en el punto x, A (x), 

es-;;o es 1 

q 1 X) 
E {x) u' (x)-:: 

A 1 X) 
{1.71) 

o bien 

1 x) 
q ( x) 

u (1.72) 
E ( x) A lxl 

con la condición de frontera u {O):::::: O. La obtención de u (x) para 

~l proble~a formulado en la forma de la ec {1.72) requiere la 

integ~ación de una función, mientras que, con el método del elemento 

finito, requiere la solución de un f.listema de ecuaciones de la fol'ma 

K u- f (l. 7J) 

do!lde, si se supone f conocida, u se puede calcular por simple - -inversión de la matriz K, esto es, como -
(1.74) 

En la Sección de MétodoG Númericos se verá que en realidad 

nunca es necesario invertir la matriz K tal como aparece en (1.711), -
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J·or otra parte, de la expráaión (1.70) :;o puede observar que la 

J,latriz! C<> sin~lar, pUeS Si u 1~ U2:=. UJ:< U4, !:__ :'OSUlta Ser nula, 

Para que K te!l.c;a una inversa debe introducirse en el problema la 

condición~ de frontera u
1 

:= O, 

En suna, el !.~EF -permite llevar la solución de un prohlc;r.a que, 

en :r;rincipio requier¡, la intoc,¡·ación de un sistema de ecuacion<'s 

.difere!l.cialcs, a la forma de un problema algebraico, esto Cli, de un 

pro~lema que requiere la solución de un sistema de ecuacione~ alr.c

bra.i.cas. Este siste:r.n, en general, puede ser no lineal. Sin e:nbar·p;o, 

en unE: ¡=;ra!l ·clase de problemas ol :;istoma es linefll, El interér; pO!' 

llevar un pro'blerna continuo a una forma algebraica estri-oa en c;_Uf> 

los sistenas ale;ebrrlicos, eapeciall'lente los lineales, de 1'3. fo:o:::~a 

( 1. ?J), están plenamente estudiado¡¡, desde el siglo pasado. r.-.ás aún, 

con :1 adve~i:'liento do las computador-as electrónicas de los a?ios 

cinc>..:enta, se desar-rollaron métodos muy eficaces_ var-a resolver estoE 

siste,-,as, co::~o se ver-á en la Sección de ;.:étodos Num.;ricos. 
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1 , 2 GENimALJ~ DES ~~01:111': lMTHl_t;;E:; 

Una matr·iz. es una tabla· rcctanc;ular de númeroo o de s!mboloo 
dispuestos en renglones y en columnas. Frecuentemente su le rcprc
r,;enta li.':litándo.la con corchet~s. A continuación se repz~senta 

una matriz de m renglones y n columnas • 

Í'll '12 

'21 a22 

• alj • • 

• a2j • 

'ln 

'2n 

; 

• 

• • • • • • • • 

• • • • 
A ail 
" (m x n) 

• •• '" 
• • • • 

• • • • 

• • • • • • 

• • • • • 'mn 

Es necc~ario señalar que siempre se menciona el número de 
renelones (:n) primero. Por consiguiente,.!:_ es una matri?, (m x n). 

En los si&uientes párrafos se hará frccu&nte mención de matrices 
o vectores renglón o columna. Suponiendo que m ~ 1, se tiene 

una matriz renc;lón o un vector renglón 

A = • • • 
~ 
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Sin embargo, oi se supone que n ~ 1, se obtiene 

~n m~triz columnn o un vector colu~na 

" ;)T ml 

Existen matrices especiales que es necesario mencionar. 

~~atriz dial':onal 

•n o o o 

A ., o o aij-=. o -(4 X 4} .,, o 

simétrica "44 

Otra notación seria 

A 

l~atriz idrmtidad 

Dicha matriz es un caso especial dG\ de 

• 

"ml 

ci if. 

arriba. En el caso de una mntrix J x J por ejemplo, se tiene 

' 
1 _, 1 o 

1 

clm 
n = dlao (l. l. 1} 

j 



l. 26 

f·1atri ?. bandeada 

Se aplica la denominació:1 "matriz bancleu(Ja~ cuando todos elemento::; 

ele una [llatriz que no son iVlales a O están colocacloc alrededor· 

de la dia,::onal princi¡;al. Por ejemplo • 

'11 a,, o o • • o o 

'21 a22 o o • o o 

o o .,, a:;4 • • o o 

o o '4J '44 • o o 

• • 

o o o o • a n-l, n-1 a n-1, n 

o o o o • • a n-1 a 
n. nn 

J.\a tri z triangular 

Se dice ele una matriz que es triangular superior (S) o inferior (I) 

cuando la totalidad de sus elementos situados ya sea arriba o abajo 

de la diagonal principal es igual a cero. 

•n o 

L '21 '22 (n~x n) 
• 

'nl 'n2 

o 

o • 

• 

• o 

o 

'nn 

En una !:latriz si10étrica, aij es _sieroprc it;ual a a ji, i':n mecánica 

estructural lineal por ejemplo, todas las matrices de ri~idez son 

simétricas. 
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So obtiene una matriz transpuesta cuando se cambian renglones por 
columnas, como por ejemplo 

A 
~ 

( 2 X )) 

la :.;atriz transpuesta 

AT 
~ 

{J X 2) 

Ader:JáS, 

de A, 
~ 

y, en el caso de matrices simétricas, 

Subdivisi6n de matrices 

., 

.,, 

Las matrices muy grsndes de, por ejemplo, 5 000 x 5 000 que contienen 
25 millones de elementos, tienen necesariamente que subdividirse 
en matrices más pequeñas, como 

'll ., • 'lJ • • ,.tn Al2 • .,, ., • .,, • -• 
------------~-----.,, .,, • 

'JJ ~;n Azz • -
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donde 

l•u "12j ~12 ::: [ a13 .,,} b 11 -::.. 
!1;!1 "22 {2 X 2) {2 X 1) 

.e21 t_ "" •,2j A22 -:.. - l., j 
(1 ' 2) { 1 X 1) 

Ope"'acio:-.cs C'2.!l__snai;rices 

En 1:!1 cálculo, es posible procesar nsatrices de la misma mnnera 

en que Só' procuua!l normalr.Jente los datos numéricos. Se indican mois 

abajo las definiciones necesarias. 

Igualdad Ce ~atTices 

A :. B - -
significa que, para toda i y toda j, aij::::. bij' 

Adicáón Y substracción 
' 

Si 

' entonces 

cij"=- aij J... bij' 

Por consiguiente, en el caso de substracción, se obtiene 

c1 J-:.. a1 j- bij' 
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rt.ultinlicación de r;"tricBs 

Si se debe rr.ultiplicax· una matriz por un factor e, cada elemento 

debe multiplicarse por e, por ejemplo 

Cuando se f'IUl tiplican dos matrices es condición sine qua non que sun 

dimensione::; sean co:npatibles. Si, por ejemplo, la matri7.!; de m x n 

debe rr:.~lti~üicarse por la matriz E de p x q, es necesario que n _ p, 

esto es, el nú~ero de renglones n contenido en A debe ser igual 
~ 

al :1Úmero de colu::mas p contenidas e."'' iL As:l, 
~ 

A B C 
~ - ~ 

(m x n) (p x q) (m x q) 

y 

o .. ,, 
Ot.ro ejemplo ser:la 

Í'n 
La21 

'13] "n 
.,, b2l 

bJl 

alJbJl 

1 a2Jb31 

i-=1,2 ... m J 

r ~ 1, 2, -- ... ,n:=p 

1, 2 ... e: 
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Valore~ c~rnet~rísticos 

l)ada ur1n !f.atri~ cuadrada A de n x n y un vector u de dimemli,}n -n sobre el que o¡,era el producto 

V ~A u 

es un vector tnmbi6n de dlmensi6n n. En c:eneral, v es muy d.iferente 
~ 

de u. Si, por ejemplo, -3 resulta nulo para valores particulares 
" de u j- O, se dice que v es un vector del espacio nulo de A. I-or 
' N ~ 

ejc::Jplo, sea 

Un vector del espacio nulo de A es, claramente, 

' Se observa que si se· multiplica el vector~~ [1, o]T por el 

escalar x, se obtiene una infinidad de vectores del espacio nulo de 

A, uno para cada valor que pueda adquirir x. Sin embareo, w 0,3 el 
~ -
único vector de magnitud unitaria que pertenece al espacio nulo de 

,; . l'or esto se puede decir que w es una base normal Ue este espacio, 
~ -E:1 ge:1eral, el e:;pacio nulo de una matriz de n x n tiene una base 

compuesta por m,S n vectores. Si estos vectores se seleccionan de 

r:-.a¡¡;::i::'.ld u_~itarin y mutu<:.r:~ente or"togonales, se dice que la baéle es 

ortor:ot·::.?.l. Las matrices no singulares tienen un espacio nulo de 

de di~ensión cero, esto es, no existe nine~n vector no nulo qua Gea 

trC~nsformado por ellas en O, -
For otra parte, puede darse el caso qua el vector v ~ A u ~oa 

~ --lint>alE'ente dependiente con u, esto es, que uno resulte de multiplicar -
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el :;;tr~ por urla constonte. En esta discusión oc deja fuera el vector 

u-:: O. En e¡;tas condiciones, se tiene - -
(.) 

donde .::\es un escalar, en e;eneral, complejo, Nótese que la ecuación 

anterior oe puede escribir en la forma 

(A ;u )u ~ o 
~ ~~ "' 

dor.dc I es la matriz identidad de n x n. Fara que .;: ,J. 2 sati!:ifa¡;a la 
ecuz.ción anterior·, deb<' pertenecer al espacio nulo de A - (1 I, 

~ -
Ahora ':lien, par.-. que A - i\I tenga un espacio nulo no vac.ío, esto es, - -
pa!""a cr..1c existan vectores u::i O tales que (A·- (. I)u =O, A- íl. I 

A"-' ------
debe ser singular. Fara que sea singular, su determinante dt!be a:"'.C>.lar-

se, esto es, debe tenerse 

det (A - (11) O - -
Pero el determinante en cuestión, ente es, el miembro izquierdo 

de la ecuación anterior, es un polinomio de orden n en{\, si A es de. -n x n. Lla:tlando Pn(~) a este polinomio, la ecuación anterior e.<; 

Si ~ es una matriz de elementos realeo, l'n(;\) es un polinomio de 

Coeficientes reales y, por el Teorema Fundamental del Algebra [ 4 ], 

posee n raíces complejas, de las cuales aleunas pueden aparece~ 

repetidas. Las n ra.íces del polinomio P n(í\), llamado :Qolinornio 

_car~tctcrír1ticu de A, reciben el norr.bre de valores característicos 

Si crrdrr valor: caracteri'st1.co de J¿ se sustituye en la ec (*), :::e elJtie'<ll 

un conjunto da vectores ~i correspondientes que se llaman ver·.torn;; 

característicos de A. Nótese que si se conoce un vector cnr¡¡ctcr.Í!>t:ico 

e., esto es, si _, 
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entonces el producto J. e és~e por un o~calnr (en general, complc jo) 

en otro vector ca.racterístico de lt, lo cual pltcCe comprobarse por -su~;tituci¿;n del nuevo vector en la ecuación anterior. "Entonces, a 

cada valor característico (1 i de~ corresponde una infinidad de 

vectores característicos. Sin embargo, no todos éstos interesan, 

sino sólo aquéllos que son linealmente indencndien;es. Un conjunto 

!).e vectores { .;:: 1 , :;2 • ,, . , ~m} es linealmente independiente si la 

co~binación lineal 

1 = • 

ce anula si, y sólo si, todos y cada uno de los escalares ci se 

ar.ulan. ~e lo corrtrario, el conjunto es lincal;ncnte dcpcndieP.te. 

E . ' '2 1 Jemp-o -· , , Sea la matriz 

[ 

2 

!:= ~ -2 
- 1 

1 

2 

2 

Su polinomio característico es 

' 
cuyas rarees son 

1) 

i \[)- e! i11'/J 
2 

donde i es la unidad imaginaria i ~ ~. 
1 

El Ejemplo 1.2.1 mostr6 que la matriz en cuestión tiene dos 

valores característicos complejos que, como consecuencia del 

Teore::~a Pt:ndamental del Alr,ebra, son conjueados. Si la m<ttriz aludid:-< 
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es sirr.étrica, se pu<)de demostrar[ 5) que su~ valores caracterfsticos 

son reales y sun vectores cnracterfsticos son mutuamente ortor;onalcs, 

En con~ecuencia, unn matriz simétricca dn n x n siompre puede CX)ll'~sLLr

se con respecto a una ba!:le (esto ~·s, un conjunto de n vectores 

lineal~ente independier.tes), que resulta ser su conjunto de vectores 

característicos, en la que adquiere la forma dia¡;onal. 

E,ie."lplo 1.2.2. Sea la eJatriz 

o 
2 ~] 

Esta ~~tri~ es si~étrica y por lo tanto tiene valores cara~teris

ticos reales y vectores caracterfsticos ortor;onales. En efecto, su 

polinomio ~aracterfstico es 

J 2 ). J 
-:\(J-).)-4 ~;~ 2 -3;\-4 

cuyas raíces son 

Den6tense sus vectores característicos correspondientes por 

Estos se calculan de las relacionns 



por lo que 

e
11 

+- 2c 
21 

_ o 

y 

1 

2 'll 

Imponiendo la condicibn 

se tiene 

2 - 1 e21-

~ 

AnálogaMente se obtiene 

l.J4 

_-[i 
5 

El problema de valores característico¡; reviste particular 

importancia en l·lccánica, En efecto, la determinación de las frecucn

cias y los modos r.~aturalcs de vibración de siste1:1as mecánico!l (Ver, 

p, , ej, [ 6)). ~a determinación de tales nodos y f~ccuencias 
parr~ sistemo.s mccán.icon de parámetron dintribuidos,medianto el ¡,;BJ<' 

conC:uce a un problcm<:~ de valores oaracie¡·isticos, como se verá 

posterior~ente en este curso. 
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Ponr.a~ cuadráticas· 

El escalar definido por la expresión 

donde f!_ es una matriz de n x n y~· un vector de dimensión n, J·ccil.>n 

el nombre de forma cuadrática. Esta forma es equivalente a la for:::a 
2 escalar au , De esta última exprocsi6n lll! Jll.lede concluir unu 

propiedad interesante de la forma cuadr~tica f antes definida. 

;;ótese que, si a y u son reales, au2 es una expresión cuyo r;\.¡;no 

depende enteramente de a, y no de u. Análoeamente, el signo de la 

for:--.a cuadrática f depende entex·a:nente de A y no i.le u, si ambos - -tienen ele::.er:tos reales {o 0:\.en, si, aunque A terrea elementos -complejos, es. id6ntica a la matriz obtenidu de tr::.nsponerla y lc¡ego 

to:nar el conjucudo de cada uno de sus elementos). 

So dice que h es 
~ 

positiva definida, ,, f> o."' u"' o - -
positiva se::üdefinida, ,, f""?O,,..f u.¡ o - -
negativa definida, ,, f< O,-"!( u,.? o - -
negativa ser:'lidefinida, ,, f~ o,~u:;z?o - -

( D 1) 

( D 2) 

[D J) 

{D 4) 

De otra forma, A es de signo indefinido. Las matrices positivas 
~ 

definidas y so.Jmidefinidas jue¡;an un papel importante en la ¡,:ecánica, 

pues e5tán as~ciadas o bien a cantidades intríncecamentc ... po::n .rnu;, 

co:no la energía cinética de un veh.Íc'cllo en movimic::1tc, ;¡ bien a 

cantidades intrínsecamente no neeativus, como la enerc!a potencial 

almacenada en 1:1. suspensión de un vehículo, medida dcsde su estado 

descargado. 
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N6to;He que las definiciones {D 1) a {D 1.¡) no proporcionan un 

medio práctico para determinar si una matriz es· positivu definid<\, 

por ejemplo, pues según ellas, seria necesario probar el signo de f 

para todos y cada uno de los valores posibles de 1! .,;¡!:S!· Sin embarr,o, 

la caracteril:.aci6n del siena de una rr.atriz se puede consce;uir a travo:h 

de sus valores c•n·c,cterioticos, según lo siguiente : 

Una r::atriz A es 
~ 

pooitiv~ definida, si todos sus valores caructeristicos son 

positivos, 

positiva semidcfir.ida, si ninguno de sus valores caracteristicos 

es nogC~tivo 

negativ:;>. definida, si todos sus valores caractcr:l'sticos son 

negativos 

negativa semidefinida, si ninguno de sus valores caracteristicos 

e::; positivo, 
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Deriv::~da:'l de !'unciones de varias vuriables 

Dada la función g::: G(u1 o Uzo ,,,, un)' escrita en fo,·;na co1npact;, 

cor.1c g = r;(J¿) 0 Sl! dice que r; e o una función cnca1<1r do ~able_ vec

~rial. El p;ra.diL'nte de g 0 representado por 'Y g o pon~·¡;/,}u, e:o 

el vector de dimensión n definido por 

J.c/2}11 

dd;,...uz 

Sea el conjunto de funciones 

h
1

-::: h1 (u1 , Uzo •• ., un) 

hz h2(ul' Uzo "" un) 

• 

• 

• 

-

Este se representa en forma compC~<:t-a como h ~ h(ulo donc!e, 
' ~ - - ' 

obvia::~cmte, h y u son vectores de úimcnsiones m y n, respectivar'lente. 
~ - . 

Se dice, entonces, que h es una función vectorial de .ªrc:umento -vectorial. Sl r;radicnte de h 0 r(!prcscntado por \J h o ~ h/d,u, es 
-- ~ ~~"V 

la matriz de m x n definida por 

h/ "1 h/ "' ••• h/ "n 
hz/ "1 h,/ "' ••• h,/ "n 

'7h=d~:: ,~ 
• 

• 

• - "" - hJ "1 hl/ "' ".1 "n 
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Si rc:;ulta que 

entoncec h e::; de dimtmsi6n ro- n, donde n es 1<>. di!'lensi6n de u. 
~ ~ 

Entunces, "\].!; -::::'Y 'V ¡:;, es la matriz. Hessiana de e; y e::; de n x n. 

Volviendo a la f1mci6n e:=¡;(~), (bta alcanza un ynlor er,tf'cio:\c:

rio en un "punto" ::o en el que su gradiente se anl<la. !!:ote valor 

pueC.e ser \!:1 extre~o lor.rü o un punto r.illa. Es un extremo l';cal t;l 

la r:~atriz P.e:osiana de ¡;, l] \l r,, es de 'signo se:nidefiniC.o. De hec.'1o 1 

es un o:-.áxb:o local sJ. \J"\Jg (!n nega"tiva se:nide.fin.ida, mientras que 

es un níni:::c local oi ~Vg es positiva semidefinida. Si esa matriz. 

Hcosiana es óe sie;no" indefinido, el punto estacio!1nrio en cuesti6n 

es un punto silla. El resultado anterior no es más que el resultcdo 

amplia..::ente conocido del c<ilculo elemental, que se iluctra en la· 

Fig 1.2.1 

' g 

(al :nír:imo 
u 

( b) máximo 
u -+----" 

(e) punto ~illa 

Fig 1.2.1 Funtos eGtacionnri.os de una funci6n ésc::tlar de 

aq-:umento escalar. 
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1.) OETQ')D:J NU!.1EHICOS 

A continuaci6n se presenta un esbozo de loo métodos numéricos 

aplicables al problema 

A ' b (1.3.1) 

donde ¡, es de n x n. Otro problema frecuer1te en cálculos de elemento 

finito es ~1 de valores cnracteristicos 

(1.3.2) 

Sin embargo, dadas las lir.1itaclones de tiempo de este cur:::o, el 

segundo problema no será tratado. 

Para resolver el problema (1,).1) existen dos amplias cb.ses de 

métodos , 

métodos directos 

métodos iterativos. 

Estas dos clases de métodos resuelven el sistema (1,),1), eoto 

es, calculan el valor que deban tener todos los componentes de u, -para valores dados de A y de b, de manera tal que se satisfacan toda~ - -las ecuaciones del sistema (LJ.l), Los métodos directos resuelven el 

probler:'.a en cuestión mediante una secuencia de operacionos bler. 

definidas que se aplican una sola vez. Los métodos iterativos 

resuelven e:;te mismo problema aplicando un ciclo de operaciones 

reiterada~ente, hasta aproximar la soluci6n de manera satis~actoria. 

Cada ciclo recibe el no~bre da iternci6n, 

En este punto es necesario hacer la si¡:;-uiente observación ~ e!'l 

teoría es posible resolver el sistema l. }.1 mediante un tercer método, 

llamado "regla de Cramer", en la forma 

dct J;_i 
det A 

i ::,l. ". 1 n (l.).)) 
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En la expresión anterior, A. es la matri~. que Ge obtiene _, 
sustituyendo la i~ columna de A por el vector b. ~ste método - -req>Jiere, entonces, el cálculo de n 4- 1 determi:'.D.ntes. r:n zee;uida 

se determina el número de multiplicaciones requerido par:!. calculnt· 

un determinante de n x n y, de ahf, el tiempo de ejecución rcqucriGo 

por la Hregla de Cramér". En una computndora digital de alta velocidad 

una multiplicación. consume un tiempo del orden de 10-4 scgunc!os, 

mientras que una suma o una resta, un tier.lpO de un orden mucho me!lor 

por esta ra~.ón, en lo que c;igue se conr,idera cumo "operación", ur~<J. 

multiplicación, quedando las sumas y restas sin contabilizarse. 

Exis<;en varias forma:; de calcular un deter;ninante, Aquí se 

empleari la conocida como expan~ión por cofactoror.. Dada ur.a natriz 

~den x n, cuyo elem<'nto (i, ~) ¡;~ representu por s.ij' el cofactor 

de a .. es el producto de (- 1) 1 ..¡... J por el determinante de 1~ :natri~ 
'l m 

de {n- 1) x (n- 1), Obtenida al eliminar de;,~ el i9 renglón y la 
a . -

j- columna. llá~ese cij al_cofactor de "·ij' Se tiene, entonces, 

'" A::. u. 1o. 1~ ~ ' ' " . 
" . 

El cálculo del determinante de una matriz de 2 x 2 se realiza, 

desde luego, sencillarr.ente como 

dot [ 

"11 

.,, 
que requiere 2 operaciones. 

Ahora, para una matriz de J x J, e~~ndiendo su determinante 

por cofactorcs de su primer rengl6n, se tiene 

"11 a12 "lJ 
dot .,, "22 "2) :: all cll .Ir al2°12 +- alJclJ 

"Jl 'J2 "JJ 
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que requiere J operaciones. Cada ce factor c 11 , qu~ es un det<n·minante 

de 2 x. 2, requier-e a DU ve;>; 2 opcracionen, como se acaba de ver, ¡;or 

lo que el cálculo de este determin;.m'te requiere J x: 2 operaciunos. 

No es dificil demostrar, siguiendo este camino, que el cálcul.c. de 

un determinante de n x n requiere n! operaciones. En surr.a, la 
• 

solución c!el sistema(l.J.l):::odiante la "rec;ln de Cral:ler~ requiere 

nf(n + 1) = (n + 1}/ operaciones. !;uponiendo que el sisterm 1'!1 cuestL 
• • 

Contuviera 25 ecuaciones con 25 inc6gnitas, su solución rnelli;:nt<! est<-

rnétodo requ<'rir.ía 26t operaciones,que es un n~mcro muy grant!l', de: 

orden cic 10 2 7. 3i ca¿a operación requiere lo-4 segundos, el ·t.o'tal C.e 

opeF&cioncs r~quiere, entonces, un tier.Jpo de ejecución de 10 2) 

seg-J.ndos. l'ara tener una idea de la r:o.agnitud de este tier.lpo, ba::;-!;e 

decir que, si se admite que el universo tiene una vida de 1017 

segundos[ 7] ,_el tie~po requeriCo ¡:ara resolver el sistema (1.).1) 

con 25 incÓ¡;;!"litas utilizando una computadora rápida, es j un mlll6n 

de veces la vida del universo: Sobra decir que, hasta el :norr.ento, 

nin¡;ún ser hur:mno ha resu~l to jamás un sistc<na lineal C. e 25 ec~acionc.~ 

con 25 inc6Gnitn.s lltilizando la re¡;la de Cr~uner. Sin <mbare;o, tr:'lt;htdcJ· 

se de resolver problemas elásticos mediante el r.-:r.;r, es coml1n ller,ar 

a siste:~as je ecuaciones de la for:r.a (l,J.l) con mil incóc;nit¡\s, 

:Sn lo que sigue se presentan :r.étodos numéricos prácticos utiliz¡¡Qos 

en la solución de tales sistemas. 

El método directo empleac!o actualmente para resolver cistl'~.as 

como el {1.).1) es el de eli~in~ción d~ Gauss. Este método es equi

valente al :nétod.:> llar:1ado LU por los an¡;lop."l.rlnnte>s (L, de> "lowcr", 

que quiere decir inferior : U, de "upperH, que quiere decir ::;upcrior). 

Este método se ilustra con un ejemplo de J ecuaciones con J incóg~itas 

(1.).4) 
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· Div!da:>c ambos miembros de la segunda ecuación entre a 21 y 

multi¡¡lÍqul':.;cles por a 11 • ProclÍC:ase, en seguida, con lQ. Jn,ecunción 

en :'orma se;r.ejahte, C}:cepto que, en vez de divid{rselc¡; entro a 21 , 

di vídasel.ec entre a
31

• Se tiene, entonces 

'22 u.·z+ 
., bz 

allul+ 'u "u 'r •u 
'21 a21 - '21 

aJ2 n¿¿ b' 
(l.J.5) 

allul + "+ u 3 -:_ a 11 "u '31 2 "u "J1 'Jl 

t, continuación, r~~tesc la la ecuación de (l.J,4) de cada una 

de ln3 '" (LJ.sl. Se tiene 

bll 
1122 

al2)u2 + (all 
az¿ 

a
13

Ju
3 

e:: 
b2 

bl 
"21 021 •u '21 

( all 
a32 

312)u2+ (all 
a¿J 

a13Ju3 = b' 
bz - - •u -

'Jl 'Jl "Jl 

For sencillez., escríbase •1 sistema anterior •n la forrr.a 

(l.J.G) 

Ahora proc6dase co:no con el. sistema (1.),4), esto ea, div!dase 

la 2a, ecuación de (1.),6) entre aj2 y multiplíquese por az2 • Se tiene 

Réstcse a continuación la la, ecuación de (1.),6) de la última 

ecuación, obtc~iéndoce 

b' 
) 

- b2 
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que se puede ezcribir en forma simplificada como 

de donde 

es el valor de 
valor L>n la ce 

a"u-b" JJ J- J 

la )a;inc6e,;nita. La segunda 
(l.J.?), que contiene ahora 

Esta se obtiene despej~~dola en la forma 

1 b' 
(a.b-"-:

aJZ 

u ) 
J. 

se obtie!'le sw;ti tuycn<io 

una sola incÓJnita, 

cr:tn 

Final~ente, sustitúyanse los valores obtenidos de u2 y u3 en la 
la ecuación de (1.).4), Se obtiene u1 cor:~o 

1 

quedando as! totalmente resuelto el problema. 

El esqucr:~a anterior es básicamente el método de eliminación de 

Gauss. Sin embargo, aplicado tal y como se presentó, puede causar 
dificultades·si "alguno de los dividendos es cero, o un número muy 

pequeüo. Para eliminar esta posibilidad, se escogen como dividendos 

los nú~eros más grandes de cada columna de la matriz ~· lo cual 

equivale a reordenarlas. Este proceso es conocido como pivoteo nar~. 

para dü;tinguirlo del pivoteo total, que consiste en bu::;co.r el r.úrr,cro 

más r,rande no sólo en cada columna, sino to.mbién en cada rcn¡;lón, Si 

en el proceso resulta que el •nÚmero más erande es cero, o un nú:ner"o 

tan pequefio que la máquina. lo tome cumo cero, el r..étodo no se puede 

aplicar, lo cual indica no otra cosa Bir.o que el sistema e.> singular, 

esto es, que det A::: O, En este caso es imposible resolver el sintem;•, -independientemente del métoUo empleado, 
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Esto C'!·~todo se realiza en computnUora. utilizando el concepto do 

úE.OJcc~~pcsición LU, que ne basa ~n el Teorema de Dct>composición quo 

toda matriz A de - n x n se puede í'uctorizar en <.Jl p_roduc-:.r. 

r:e \.!na r:,atc·_;_z. trianc.ular inferior L y una triánGular cupericr U. La - -r:a.~riz L contien\J uno~ en m.: diagonal y ceros arriba de ella, mi<'nt¡·.,~; -quo.> :!.a U contiene en ciu Uiagonal loo; valores sinGUlDr('S do A, que son - -l¡,s raíceo; positivas de los valores caracter!sticon (positivos todos 

cillod de la :c.atriz J:; f;_T y ceros abajo de su diagonal. .!;:, y ![.son, 

e~•tonces, :.:<J.trices de la forrr:a 

1 

L • 

• 

• 1 

1 

u 

u 1n 
2n 

• 

n 

El Teoreraa de D(!scomposición en cuesti6n establece, entonces, q¡;e 

A- L U 

El sister:m (l.J.l) de esta m;mera adopta la forma 

LUu':.b (l. J. S) 

Llámese 

Uu::.v (1.3.9) 

Su:;tituyondo este valor en la ec (l.J.8) se tiCne 

Lv::.b {l.J.9) 



que, en for::~a de componentes, adopta la forma 

vl = bl 

121 vl 4- v2::: b2 

• 

... + y ~ 
n 

(l.]. lO) 

de donde la pri~era incócnita, v1 , ya está despejada en la primera 
ec~~ción. La segunda incógnita se C.espeja de la 2a,ecuación, en donde 

se ha susti-tuido previamente el valor calculado de v
1

• I'roccdiendo 
en :for:na ce:>:ejante con el resto de las ecuo.cionea de (1.).10) :;;e 

obtienen todos los compor.entes del 
ahora este vector, ya conocido, en 

vector v de (l.J.9). Sustituyendo· -la ec (l.J.9) se tiene el sistema 

ti~nc 

••• ~ "1 u -. v1 n n-

• 

De la Últi!r:a ecuación de {1.).11) oc "tiene 

(l.J.ll) 

Sustituyendo este valor en la penúltima ecuación de (1.).11) se 

1 
~n-1 



Frocediendo en c:;te orden recresivo con las restantes n - 2 

ccu:~cior.cs :;e calculan todos loo componentes de u, con lo que queda -resuelto el problema, 

Este método ha sido realizado en diversos subproe;ramat; de 

co~putadora. Los más eficientes son !of.l llamados !Jl::Cü:.;p y SOLVE[El 

DEC0!-:1-' produce la descomposición LU de A, mientras que 50 LV!;, l<J. 
. -

soluci6r. regresiva de los :::;istemas trianc;ulares (l.J,lO) y (l.J.ll). 

Una ventaja de estos programas es que, una vcv. descompuesta la 

ma-triz A., se puede resolver una serie de ¡¡istemas de la :fot·Mn 
~ 

A "lo b 1 , A ,2 ~b2 , 
~- .., -~ ~ 

... ' A u _ b 
'"'" -m ...,.m 

{1.).12) 

• 

sin te~er que volver a descomponer~· cuya descompooición no depende 

del miembro derecho de las ecs (1.).12). Todo lo que tiene que hacerse· 

es aplicar m veces la subrutina SULVE, la que consume la menor pa:-te 

del tie::~po total. La mayor ·parte del "tiempo se utiliza en la des

co::lposición de f.., Este método requiere un número. de operaciones del 
J -orden de n . Asi, para resolver el sistema anteriorl'lente prosentado 

de 25 ecuaciones, con este método se requiere ~jccutar 25J~ 15 ó25 

operaciones, lo cual consu'lle en ur.a co:nputadora rápida algo o.si co;:¡o 

1.6 segur.do~ que es una cantidad sustancialmente por abajo de la 

anterior. 

El problerca de resolver m sistemas de ecuaciones de la for:~a 

{l.J.l2) en relación oon el 1-íEF se presenta en aplicaciones de 

dit;eño se ingeniería cu;~.ndo se desea conocor la distribución del 

esfucr¡;o en una misma estructura o en una m-is:na máquina sujeta a 

difcren~es condiciones de carga que se puedan prc~entar en operación, 

Volviendo a las aplicaciones del·l-lEI-', la matriz A viene a ser la 
~ 

r.tat~·i:: Global de rigide"l. que, como ya se vio, tiene propiedndcs 

particulares co1~0 simctr.ía y positividad definida. rara este tipo de 
• 
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matrice!3, el r:16todo de Gau:m, o LU, ac simplifica sustOncialmcnto. 

!.a versi6n aimplificad<~ recibe el n~;~mbre rte método de Cholo~ky. Ya 

!Í,ue la matriz de ri¡:;idez es positiva definida, se puedo descou1poner 

en la forma 

'l' G G 

donde C es una ¡:,atiiz trianr;ular :1U¡;erior, I'or otra parte, la estrl.<C-
~ 

tura L¡u¡deada de esta matriz aporta vontajDs adicional oc; que t"edlmdaet 

en una solución wfs económica. En ef(lcto, el tiempo de llolución de 

una ::'.atriz bandeada de ancho de banda d, es del orden de n 2d. Como 

nor:.1al:~ente el ancho de banda de unn r:Jatriz es algunos Órdenes de 

flagnit·~d ir.ferior a su nÚI!;ero de renglones y colmmas, esto es, 

d<( n, la econo:~ia de ejecuci6n es eviC:e:-~te. Así, por ejer:plo, una 

:r:atriz de rigidez tipica de 5 000 x 5 000 puede te!"":er un ancho de 

banCo, de 100. Si se utilizara el Método de dcscoc¡posici<in Ll..' directa

mente, so reali;;Hrian algo as:[ como 6.25 x ·rJ1 operaciones, muchas d& 

ellas inútiles, :pues involucrarían multiplicaciones por ceru. 

Explotando la naturaleza bandeada ce la matriz;, el número de 

operaciones requeriC:o sería del orden de 2.5 x 108 , e~ decir, J 

órder.cs de :nagnitud inferior al anterior, l'iás aún, el orden de 

nu~eración de los nodos de una malla de elemento finito afecta 

cnor;¡e¡;.e:-~te el ancho de banda, d, de la matriz de rigide-z.. E.xiste, 

entonces, un orden de numeración (que no es único) 6ptir:Jo que 

proporciona un ancho de banda minimo, En el mercado se pueden obtener 

diferentes preprocer;adoras que se encarGan de proporcionar el ancho 

•• 

de banda mínimo, como el pro¡>rama BAr.liN, desarrollado en la UnivcrsiJ.a..! 

For r;u parte, los ~nétodos iterativos se banan en el esquerr.a 

siguiente 1 de¡¡cÓ:~p6ncase la matri~. A en la forma -
A::.D-E-F (l. J.l)} 

donde D es diac;onal, ~1ientras que E y Jo' son matrices et:tri.ctamcnt.c 
• 'V ,.., ~ 

trlnnc:ulm· inferior y superior, rcnpcctivamente, eGto cr.,_ tienen cerow 



1.48 

en su diar,onal •. Dc er;ta manera, el sistema (l,J.l) llC puede escribir 

00.":10 

D u ~(E+ F)u + b (l.J.lJ¡) 
'""' '""' "' - -

Dado un valer inicial arbitrario u 0 genérese la secuencia 

D uk + l-:o (E+ F)uk + b (l,J.l5} 
"' ,... '"""' ...... "' "' 

o bien 

(1.).16) 

donde D es invertible si A le cs. El esouerna itcra~ivo {1.).16) 

ccn:Íi't·.1ye el métodO de J-;cobi, llar:.ándoS"e ·;:~ 1 {~ +_!) .. matriz de - .. 

Jacobi. Eete esquema tiene la desventaja de que r·.equicrc almacenar 

el valor anterior de uk y el ac~ual uk +l. Lo 16gico Gerfa utili~ar, 
para el c6.lculo cle l<1 ..... i~ componente de '!..k+ 1 , u~ ... 1 , todos les valores 

nctualizadoc de lus componentes anteriores u~+ ·1 , u~+ 1 , , .. , 

u~:i, destruyendo las componentes Viejas u~, u~, , , , , ur_l' De e¡¡ta 

suerte, el ecque:~a iterativo (1.).16) se sustituye por 

k+ 1 
u ~ - (D - (D-E)-lb (l.J.l7) --

¡ El ecquema iterativo (1.).17) recibe el nombre de método de 

Gauss-Seic!el, mientras que la matriz (D - :;:;¡-l i', el de matriz do - - -Ga·Jss-Seidel. Eote método posee, ade:nás, la ventaja de que con él se 

aproxima la solución más rapid~ente, esto es, converge máS rápid~
:nente a la soluci6n. Escri~~se los esque~as (1.).16) y (1.).17} en la 

.forma 
' 

y 

k•1 . u ~ -

uk+ 1-::. -

J uk '---

G uk._ --

D-1 b {1.).18) - -

(D - E)-1 b {l.J.l9) - - -
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Ahora se determina la evolución del error pnra cada ('S(¡Uema. 

Par:~ el de Jacobi, ci u* es la solución, cntoncc:-: satisface 

(1.).18) con uk_,_ 1 uk ~u*, esto es 
~ - -

u• ::: J u*+ o-1 b (1.).20)' 

Llá:nese ek al error uk-u* en la k a.iteraciór.. Restando {l.J;2C) 

de (1.}.18) se tiene 

Del hecho que 

• 

• 

• 
etc. 

se concluye que ** 

cuya evolución nólo depende de J. Se 

1 • J; O A ' J - t ~r.l ::: • Sl, para convergen E!• 
' - ~ 

k->~ 

dice que 
k lím e -::. -

(1.).21) 

(1.}.22) 

-
J ec convcr,:;cnte si 

~· Se observa que 

J es conver¡:,ente cuando se va haciendo r.1ás y más pequeña a medida -que se le eleva a potencias más altas, As! COMO un número real de 

valor absoluto menor que 1 se va haciendo cada ve~ más pequc~o a 
medida que se le eleva a potencias más,altas, una matriz es 

** En k ' . k es super!ndice, mientras que Jk, exponente 

' 
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convergonte si los valoras absolutos do todos sus valores 'caracterís

ticos son estrictamente menores que 1. Al máximo valor abnoluto de 

los valores caracterlsticos de una matriz A se le llama "rndio 

espectral~ y se representa por p, hs! 

{1.).23} 

Entonces, el esquema iterativo de Jacobi converGe si 

p (~) < 1 {l.J.2lf) 

Análogamento, el error del esquema iterativo de Gauss-Seidel 

(1.3.-'-9) adopta la forma 

{1.).25} 

por lo que este esquema converee si 

(1.).26) 

Es claro que mientras ~enor sea el radio espectral de un 

esque::1a iterativo su rapidez de cor.verecncia será mayor. Una forma 

de lograr un radio espectral menor es r.lOdificnndo el csque•,m i-terativo 

de Gauss-Seidel, introduciendo un factor de sobre~rela j?-ción, W , mayol' 

qu~ 1. Se obtiene, entonces, el método iterativo de cobrerrelajaci6n 

sucesiva, cuyo esquema es el sigui~nte , 

(1.).27} 

o bien 
1 

- &JL)-l D-l b - - -(LJ.28) 

' ' ' l. 

' . 

' 

-



donde 

t 
i 
: 

' • 

La rapidez de convergencia del esquema (1.).28} depende, cntoncc8,
e61o del factor de sobrerrelajaciónw, Par'a cada probleru pa1·ticular 

existe un valor Óptimo de sobrerrelajaci6n que maximi~a esa rar,idez. 
Sin ecbargo, no existe en general, un cétotio para hallar eso factor 
y normalrr.ente tiene que determinarse experinent;;mdo con varios 

valores. 

En toda la discusión anterior se ha considerado-que tanto A como -b se conocen a la perfección, Sin embargo, en la práctica esto no -sucede. En efecto, si A o b proceden de Qediciones, éstas introducen - -siempre "ruido~, esto es, imprecisiones debidas a la imposibilidad do 
calibrar perfectamente los instrumentos de.medición, o bien a errare~ 

de apreciación de parte de quienes to:nan las lecturas. En cálculo.:; 
relacionarlos con el ;,:,¡;:¡>, tanto la r.1atriz A como el vector b se - -calculan dentro de la náquina, lo cual introduce errores llamados 
M de redondeo", esto es, debidos a que cualquie~ cocputadora no 

..... ·-· dispone rr.ás que de un conjunto finito de números, que se llan:an "de 
punto flotante~, Operac.iones entro números de punto flotante, en 

general, no producen otro número de punto flotante, por lo quo el 
resul tacto deberá aproximarse a uno de los dos números de punto 
flotante más pr6ximos al resultado real, Algunas máquinas aproxinan 
por defecto y otras, por exceso 1 pero no necocrariamente al número de 
punto flotante más próximo, En se~uida se presenta una Ciscusión 

somera de los errores de redondeo pri.!scntes al resolver el problema 
(l.J.l}. 

Antes de continuar con la presente discusión se introduce el 

concepto de norma de vectores y de ~atrices, 

. ' '• 
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La norma de un vector~ de dimensión n es una gcnerali~aci6n del 
concepto de magnitud. En efecto, la ma¡::rlitud do un vector da un"-
idea sobre el tamaño de sus componentes considerados global~entc. 
Esta se define como 

(l.J,29) 

:;e observa que esta magnitud nunca es ne¿;ativa y nc anula si, 

y Sólo si 1 ~ ~· esto es, si todos y cada uno de los números vi se 
anulan, Por otro lado, si cada componente vi se multiplica por el 
mismo escalar e, se tiene 

l\CV\1 
. - \ e [ \1 (l.J,JO) 

y, finalmente, para todo par de vectores v y w, - -
1\ v + w \\ < 1\ .:Y, 1\ 4- \\ _w \\ - - - (l.J.Jl) 

que no es otra cosa que una condición de existencia del triángulo de 
lados~· ~y~+~· Por esto, la última relación, (l,J.Jl), se llama 
"deoigualdad del triángulo", Generali:>ando el concepto anterior se 
tendrá ' una norma para un espacio vectorial es un número real que, 
si v, .,.. son vectores del espacio, - -

i) La norma es positiva definida, esto es 

1\V\\>0 - -
., .. 

y se anula Sl- y s6lo si v se anula igualmente. -
ii) Es linealmente homogénea esto es 

\1 e V\l -:=-\ e\ 11 v 1\ - -
iii) Satisface la desigualdad del triángulo, esto e[J 

1\ V~ 
• w " ~ 

1\ ;:., !l + ll w 1\ -

• 
' ' , 
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Nótese que en la rlefinici6n anterior no se ha impuesto forma 
alguna para calcular la norma, como eo el ca~o en la definición 
(1.).29), As!, cualquier número real a:;ociado a cada vector del 

espacio en consideraci6n, que satisfaca las propiedades i) a iii) 

anteriores ea una non~a. Ejemplos de normas son los siguientes 1 

~ ;:_11 ~ rntx { \ v·1 tj (l.J.JZ u) 

t\;:,tl Zi\Vi\ 

De éstas dos, la primera es la más fácil y econé~ica de calcular, 
y por eso se er".plea ;:~ucho en análisis numérico para cálculo de 

errores, 

Poi- otra parte, ya que la definición anterior de norma no se 

limita a vectores de~inidos cono arreglos Unidioensionales, se puede 

aplicar a r.~atri~es. Una no:rma de' un espacio de matrices, entonces, es 

una medida del tamaño de las componentes de cada matriz del espacio, 
con~ideradas globalmente, de manera que mientras más pequeña sea la 
norma de una' matriz, más pr6ximn estará de la m:>.triz nula. Ejemplos 
de normas de matrices son 

(l.J.JJ a) 

1\ A \\::::. tláx~\a 
N j ~ ij 

(l.J.JJ b) 

A A \1 (l.J.JJ e) -
l.Jn concepto primordial en el análisis de error de redondeo en 

cálculos con matrices es el do condiCión de una matriz. Dada una 
matriz A de n x n, invertible, l1U condición se define como 

' ., 
cond (A) -:::.. 1\ ¡, \\ - - 1\ ~~1 \\ (l.J.J4) 

' 

' ' 
' '· 
1 

' 



: ~ ' -i ·I 
1 
1' .. 
' Se observn rlc inmediato que la condic1.6n es un númct'o adir,lension:o.l, '· 

y se demostrará que es una Medida do la nrnplificaci6n del error de 

redondeo, Así, un número de condici6n bajo está pr6ximo a 1, aunque 

nunca es inferior a la unidad, micntrus que u'no alto puede ser del 

orden de 1 000 o mayor aún, l'dentras más alta sea la condici6n de 

una matri~;, rr.ás imprecinos ncrán lon resultados de Jas operaciones 

en que interviene esta matriz, 

Supóngase que 

"conta:;lina<lo con un 

en realidad 

se conoce A a la perfección -error de 1·edondeo .$. b, Asl, 
' 

1 pero que b está -la ec_ (l.J.l) es, 

A(u ..\.~u)-::: b .¡...J b (l.J.J5) 
,._ - ,__ "" "' 

donde hu es el error de redondeo producido por & b, Int(lresar:i - ~ 
calcular el error de redondeo en el cálculo de u, en términos del 

l:• esto es,interesa 
deli-S.Oil/llbl[. Ya - -

-calcular el cociente 11 ~ u 1\ /11 u 11 en tér::ir:.os - -que la ce (l,J.l) se satisface teóricamente, 

rest~~dola de la ec (l,J.J5) se tiene 

u 

o bien 

C. e 

u = A-1 b (l.J,J6) - -
De una propiedad ,, 1., normas " tiene 

·j\ A -1 :; b\\ < !\ A-1\\ ~ ~ b 1\ - - - - (l.J,J?) 

que: aqu! 

'' aSOCHHla 

no se demostrará, Baste con decir que esta de~igualdad 

al producto interno de vectores. l::n efecto, si v y w son dos - -vectores del mismo espacio (para ol cual previamente se ha def"inido 

' L 
' ' 
l' 
·l 
<' 
! 
' 

1 

l 
1 



' 
• 
' . 

1.55 

un producto interno como- ·':':..• ~ :: v 1 w1 -1- v 2w2·+ ... -\. v 0w n). 

1 V ,W \ 
~-

donde cos(v, w) es el "coseno ~el ángulo que forman los vectores v 

": ~-Del h;cho de que \ cos{~, ;::;> l ~ 1, la igualdad anterior se-... 

tranforma en la desigualdad 

(1 v.w 1\ -- <1\Vl\1\W~ - - ~ 

que es una desigualdad conocida como de Schv;ur¡o.. • • 

Volviendo al 5istcma {l.J.l), ya que 

Au::.b 

se tiene 

!\ b !\ :5- HA\( \1 u\( 
~ ~ - {LJ,J[l) 

Aplicando la desie;ualdad (l. J. 37) a la ce (l. 3_. 36), se tiene 

n&.b\1 (1.3.J9) 
~ 

lf.ultiplicando miembro. a miembro las desigualdades (l.J.JG) y 

{1.3.39), se tiene 

,e 1\ ::- l\ !: \\ 11 ~-l 1\\\ u 11 -
Si b-:/: o, se 

N ~ 
pueden dividir ambos . . miembros de la 

que se obtieñe desigualdad entre 

1\E-, 1l 11 

hu 11 -' 
H u 11 11 b 1\ , con lo 
~ -

-1 1\ ,h~,, : 
1\ A 1\ =. cond(A·) 

....... 1\~b\\ "' 
N " 

• 

última 

!¡Su'' -
(l.J.ll-0) 

'· 
' 
' 



1 
' 

con lo que se demuestra que la condición de uno. matri ¡p; es el factnr ;. 

de a;;¡plificación del error de redondeo, 

Un re:;C<ltado so;nejante GC'habria obtenido si !lC hubiera supuesto 

imprecisión en !':._, en lue;ar de b ¡ pero en aras d!l la brevedad, ecte 

análisis ya no se continúa, 

l'or la importancia que tiene la comlioión de una matriz;, la 

rr.ayo~ par~~ de los programas de ele~en~o finito proporcionan una 

esti:t:ación C.e es-te n:.í:r.ero, y<:'. que un cálculo exacto S()r!a de~r.aoiado 

coé;toso ; _pero también, in!1eces~rio. 3n aplicaciones del !.:;-;¡.• a 

prOblec-.as e:"l medios el>l.s-ticos planos ~e cenera una :r.e.lla de elel~ento:;. 

Si _la ::-.alla es triar.gular, se tendrán elementos Ge las formas de la 

F. . 3 ' :¡_g .l. o ·~ 

(a) (b) 

Fig l,J.l Elenentos fini~os 

El elemento de la Fig 1.).1 (a) es Casi equilátero, mientran qul' 

él de la ?i¡; l.J.l (b) es u muy eScaleno", esto 'es, sus lados son c!c 

longitudes muy desiguales. Unn malla con elementos equiláteros 

prod;,¡ce una matriz de rigidez de condición baja, mientras que una con 

elen:e."ltos :::uy desbalanceados, cotno él de la Fig 1.).1 (b), produce 

una ;-¡atriz do rigidez de condición muy alta, Existen prcprocer.ndnres 

que balancean una malla desbalanceada. 
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·\. MOilELAClON M,\TE~\,\TJCA OE SISTEMAS 

~.1. Introducción al Cálculo o.lc Variaciont>s 

E~iste una gran variedad de sistemas fís1cos que pueden 

ser dc~cri';.os de5de -"" punto d~ vista V<>riacicnal y en este con-

t"~to, el manajo de cálculo dn var·iacion~s se considera como unA 

hC>rramienta matemática que permite la formul~ción de un sistema 

mcdiilnt~ Ce>nceptos matemáti~os qun pued<'n relac~onarse •.lirecta-

mente con aspectos físico~ del mi~mo. 

El problema clás~co de cálculo de variac~anes consiste en 

ancontrar los valores estacionarios de un funcional el cual se 

rlefine como una inte9ral definida cuyo Valor nu,érico depende 

de la función integrada y para encontrar los valores est<>ciona

rios de dicha integral es nece5ario encontrar la función que 

sustituida en el integrando correspondiente ceda un valor e~tra-

rno, es decir mÍr.i:rro o máximo. 

Sea el funcional I definido por• 

( 4 • 1 . , 1 

Cada función f (x) c¡ue sea sustituida en esta ecuación resulta 

en un valor numérico de I diferente y aquella función F' (x) que 

resulte en un valor ~inirno ~ rná~imo, hace el func1onal I esta

cionario. 

E~ con<·Cn1ente pensar en el paralelismo que exist-e ent-re 

,.¡ con.,.,pto <le encor.trar los valor<'S e"tacionarios de un funcio

nal y de una función ~lgebr.iica. Cuando se busca el min1rno o rná

>.imo de una función definirla como 

(4.1.2) 



Ciertas condiciones deben ser satisfechas, corno !o son que la 

función se<> continua en el ran~ro de intcd's, que sea deribable 

dos veces en dicho ran<JO y que ad.,más la primera derivarl.~ de 

la función con respecto ~ la variab\e sea cero es decir 

o (4, 1.31 

El resultado es un valor de la v~riable independiente para 

"l cual la función f(x) es estacionario. 

Entonces, cuando se extrernizil una función se encuentra un 

v~lor de la variable indeFendeinte, más cuando se ext.remiza un 

funci<:>nal se uncuer.tru """ función. La condic~ón suficiente y 

n~c~saria parn <•xtr8rnizar dicho funciot1al ~onsiste en qiJn au 

¡•rirnera variaci6JI se~ cnro; es rtecir; 

• ól - l J f(x) dx 
~ 

(4.1.4) 

Esta condición es análogd " la condiC1Ón óe la ecuación 

(~. 1. J). Un ejemplo de apllcación d"l concepto va.-iacional es 

el •Problema de encontrar la trayectoria que debe scgulr una 

partícula de mr1sa m par~ moverse dnsde el polnto A ~1 punto B 

en un plann, bajo la acción de la gravedad de tal forma que 

el tiempo de r"corrido sea mínimo. Figura 14.1.1). 

o 

X 

Figura 4. 1.1 Problema de brachistochrone 



El funcional que se puede p~oponer para cate p~oblema es: 

(4.1.~) 

e!"l donde: 

(4.1.6) 

y de consideraciones energéticas 

(4.1.7) 

entonces combinando las tres últimas ecuaciones se tiene que 

(4.1.8) 

El problema consiste en enc<>ntrar una funciOn y~f (xl tal 

que el funcional t sea mfn1mo. 

Antes de procedir a formular la solución es necesario deg

cribir la forma general del problema clisico de cálculo de va-

riaciones. 

Sea el funcional n definido por 

• 11~ Lf(x,~.<'ldx (4.1.:1) 

en <lo:~c'.e El problema consistQ "" '"'"ontrar funcion"~ 

y~y(x) para las C\J~les pequeñas vnríacinne~ arbitrnria.~ 6ylx), 

no cambien el valor den. 

La condición suficiente y n~cesaria para encontrar un va-

lor estacion~rio de n es de acuerdo con la ecuaci6n (4.1.4) 

b 

611' L H(x.~. '') ~x =O 
(4.1.10) 



Tornando la variación de r r~sult~ 

(4.1.11) 

(4.1.12) 

&ustituy••ndn (4.1.1Z) ~n (4.1.11) e integrando por partes el re-

sult«•lo ""' 
b 

dF _n 1 - 0 
CPI' o. - (4.1.13) 

r:ntonces para q'le 6n sea cero es nocesario que: 

(4.1.14) 

y por lo tanto 
(4.1.15) 

o en su defecto que los dos términos de la integral en la ecuación 

(4.1.12) sean cero, es d<!cir 

d F(a.) . ,, - d f'(b) ._, (4. 1. 16) 

(4.1.17) 

d"do que ~y es ,1rbitraria entre los lhoites a y b y no necesar~a-

ment•' ce>"<' ent<-nces 

(4.1.1~} 

Esta es la ecuación conocida c01110 la ecuación Euler-Lagrange 

y aquella función Y(x) 'l'"' satisfa<HI la ecuación (4.18) hace el 

funCIOnal l! estacionario. 



Resres~ndo ~l problema de bra~histoch~on~ porlPmos idrroti

ficar Pl i'ntesranño de la~ ecuacion~R (4,1,B) y (4,1.q) es de-

e i r 

(4.1.1~) 

y d~do qu~ y no aparece expltcitamente en (~.1.1~) entonces 

4 (2f-)-dx 6'11 -o (4.1.20) 

que ~mplica que el paréntesis es iqual a una constante 

e (4.1.21) 

despeJando Y' de (4.1.21} queda 

- - (4.1.2l.) 

dX 

(4.1.H) 

La solución de esta inteqral a través de tablas de inteqración 

y algunas manipulaciones cede la siguiente solción. 

(4.1.2'1) 

('n donde 

(4.1.25) 

Entonces sustituyendo 1~ ecuación (4. 1.2~) es 14. 1.&) se 

puede comprobar que el tiempo de recorrido es mínimo ~n com¡,ara

cJÓn con rl>ftlquier otra trayectoria que pase por lo~ puntos ex

tremos de la curva. 



Otro proble~a clásico que el le~tor puede re~lizar co~o 

ej~rcicio const~tc en encontrar la trayectoria que debe seglnr 

la partícula qu" haga la di>'tancia d" recorrido míni~a. El :-e

sultado es obv1amente una línea recta que une ~os puntos extr"

roos. El fllncional corr.,spondiente para este otro proble!Oa es: 

. J'' S:::: o JI+ t.~,''' dx (4,1.26) 

Un funcional "n general puede tener varias variables ~~depen

dientes, por ejemplo: 

11 = F(x.~. <, ~. ~. ~' .P,) dv 

V 
{4,1.21) 

en donde Wx, tjy, ~z son las parciales de,;: con respecto a las 

tres variables independientes. Una variación de " ocasio~ada 

por un pequeño cambio en Fes: 

,11!= fr*•~+~:~· + ~;, H,+ ~;, >7. w (4.1.28) 

V 
y aplicando la ecuación (4. 1. 11) resulta 

cí[- ~[ ~f~+;,f i..(<f)+~ ~,.(¡;~)+ ,F 1-(Jflldv ,..,.,, 
o -JI at~ alf',. vx dq'4. "' d'i: <H '1 

V 
en esta ecuación los últi~os térm1nos satisfacen por el teorema 

de divergencia de Gauss lo siguiente: 

en donde lx es el coseno d~reccional de la normal a la s~perfi

ci~ con respecto al eje x. La ecuación (4. 1.2<¡) queda coroo si-

<JU<!: 
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o 
(4.1.3)) 

y como concltl~i6n tenemos que el funclonal ·n rle ln QCoJaci6n 

14.1.3t) ns astncinn~rio C\Jando la ~CIJaci6n difernncial (4. 1.~~) 

se satisface. 



4-.2 Formulación Variacional del Elemento Finito 

~.2.1 rntroducción 

El concepto fundamental del método del elemento fin~to 

(MEF) consiste en que cualqu¡er función continua en un doci

n>o dado, puede apro,.,imarse mediante una suce,ión de funcio

nes que se definen en una serie <!e subdominios dentro de los 

cuales estas funciones son continuas y las cuales se >nter

conectan para aproxioar asila función dada (Fig.4.2.1) 

Desde un punto de vista físico, el concepto fu . .-,clamental 

del métoclo del elemento finito consiste en que para resolver 

un sistema que representa una estructura f~sica SuJeta a 

ciertas condiciones flsicas, se puede utili"-ar un modelo 

apro,.,imado compuesto de una serie de elementos que se inter

conectan en una serie de puntos llamados nodos (Fig.~.2.2}y 

cuyo cot:~portamiento es conocido a t"ravés de ciertas ecuacio

r,es p®stablecidas y que corresponden a los t>pos de eler;en

tos usados y al número de nodos en cada uno de ellos. 

La solución de las ecuaciones del modelo pueden ser 

exactas, pero el modelo en si es una aproxi¡:¡ación discreta 

al sistema físico y la solución de dicho modela se aproxima 

a la solución del siste¡:¡a real. Los antecedentes del método 

del elemento finito <latan de los años 50's cuando surgió del 

análisis de estructuras aereonáuticas, y ha evolucionado r~

pidamente hasta expander sus aplicaciones a varios campos de 

la ingeniería como son la transmisión de calor, la elastici~ 

dad, mecánica de fluidos, estructu¡;as, lubricación y otros 

muchos . 

. ;_.'.2 Formulación d~ un Problema de Ingenier!a 

La formulación matemática en problemas de ingeniería 

generalmente se puede efectuar en dos formas diferentes, 
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Resumiendo lo ante.-ior, <>l procc<lim~ento para desarroll<tr 

el análisis de una estructu.-<t deformable consiste en establecer 

un funcional, el cual es el valor de untt integral y que tiene 

la fo.-111a 

» 
lT~ l F(X,4,4') dx 

x. 
¡.;.2.2) 

en donde 

~ = 4(X) ' 
(4.2.3) 

Una voz establecido este funcional so procede a enco~t.-a.

sus valores extremos, lo cu<tl .-equiere que su prime.- .. varia

ción sea igual a cero, es decir que cumpla con la condición 

de estaciona.-idad de una 1ntegral mediante; 

o (.;.2.4) 

Cabe mencionar que encont.-ar el vulor est<tcionario de 

un<t integral es similar a encontrar los valores mínimos o 

máximos de una. función en cálculo difercnical, excepto que 

al minimizar una función se obt.iene un v,~lor de la varla

ble 1ndependiente que nos da un minimo en la función, mien

t:ras que al rninit:~izar ur. funcional se obtienn una función 

que al integrarse hace el valor de dich<t intaqral mínimo. 

Para llevar a cabo lo anterior se puede procede.- " 

discretizar la integral rnediante l<t siguiente ecuación 

x... x, ~l.. );~ 

1r= J n'·"·''lJ,~ f H<,~,,·Jo• •]n'·"·"'lol+···· •JF(x."·'''' '"'·" 
x ... Xo.. x. ;(VI 



o bien: 

TI,:; Tf, + iT-z. + lh + ... +TI" (4.2.6) 

L~ integral to~~l r. ahora consiste en var~~s in~egrales parcia

les TI i, cada una extendiéndose en los subdorninios (xi -1 ,xi) 

El concepto de discretizar la integral de la ecuación 

puede tener una interpretación fisica al dividir el do

rninio de la función en una ser><• de elementos a los cuales 

se aSigna cada una de las integrales. La ventaja es que ahora 

es posible usar alguna aproximación polinomial (lineal, para

bólica etc.) para la función Y(x) en cada lntegral, es decir 

en cada elemento. Esto permite que el valor de cada función 

integral sea una <unc~ón de los coeficientes ut>lizados en 

el polinomio de dicho elemento. Entonces la integral total 

n es también una función de los coeficientes polinomiales usa

dos en cada uno de los tlemcntos y la condición de la ecuación 

se satisface s> 

o o) 
(4.2.7) 

donde las juego completo de coCf•cientcs polinomin-

le~ usados en cada ele,ento. 

subst1tuir la fun<ción Y(x) por una 
. . 

~proxlmaccon 

nonnal ' y(x),.a
1
x+a

2
x 

poli

los problema se reduce a encontrar 

coc•f•cientes de los polinomios usados en la aproximación. 

<:s dncir, la solución directa de la ecuación (4.2.2) sujetn 

a las condiciones (4.2.31 puede ser bastante complicad;:, y e~ 

necesario aplicar los conceptos de cSlculo variacional, sin· 

embargo t•l proble,a se puede formular mediante la ecuación 

(•\.~.5) f al suhs~ituir la aproximación polinonnal el proble

m~ se puede resolver algebrá1camence 



~.2.3 Ene.-g'ía Potencial 

En la int.-oducción de conceptos tunda~entales del método 

del ele~eneo finito se derivaron unas ecuaciones algebráicas 

de equilib.-io que en fonta matricial se pueden expresar como: 

(4.2.B) 

Est<> sistema de eeuaciones r"presenta un modelo, mat~máti

co cuya interpretación física está directamente relacionad¡¡ 

con l¡¡ definición de un sistema fisico el cual consiste de un 

cuerpo deformable caracterizado por la matriz de propiedades 

elásticas [k], y por las cargas que actuan sobre el sistema 

· .(p} que ocasion¡¡n ciertos desplazaodento~ en d1cho cuerpo 'jn) 

En general, un cuerpo elástico es la composición de una 

infinidad de partículas las cuales interactuan entre si y 

producen cie.-tas respuestas a ciertos pe.-turbaciones y dado 

a que existe un número infinito de particula3 en cada cuer

PO no es conveniente describir la respuosta de un s~stem¡¡ 

elástico en términos de los desplazamientos da cada partí

cula, más bien se toma un número finito de puntos que pue

dan ~aracteri~ar el comportamiento del s~ste~a. 

En ciertos casos as posible formular las ecuaclones de 

equilibrio en base a relaciones di.-ectas de carga y dcspla

zamlento, como es en el caso de resortes lineales, o v~gas, 

pe,o en otras casos no es tan evidente la relación de carga 

,. jc:ormación y por lo tanto es conveniente usar ,.étodos 

,\lternativos para la formulación de las ecuaciones de equi

librio. Uno Ce ~5tOs métodos se basa en la expresión de la 

<'nergia potencial la cual se define como sigue, 

La energÍ-a potencial de un cuerpo deformabla sujeto a 

cargas estáticas es igual a la energla intcrnil o de defor

mación almacenada en el cuerpo defo.-mado menos el trabajo 



re~lizado por las cargas que actuan en el a lo largo de los 

desplazamientos ~e lo:; puntos de aplicación de cHchas cargas. 

Esco se puede e~presar como sigue 

v~ u- w 

e·n donde 'J"Ener<Jia potencial 

u~<:nergia de cleformaci ón o i.nterna 

w"Trabajo de las cargas aplicadas 

(~.2.9) 

Como ejemplo podemos consid~rar el caso "imple de un re

sorte lineal mostrado en la Fig. ~.2.4 .El desplaz;.lmiento D del 

extremo libre del resorte es ocasionado por la carga P apl~ca

da en ese extremo en tonces la enorgia potencial se puede ex-

pres11r como: 

o 
V:= J k X d.x 

' 
{4. 2. lO) 

En esta expres¡Ón, la primera integral representa la 

energía de deformación y la segunda el trabajo renlizado por 

la carga sobre el resorte de constnnte K. 111 integrar se ob

ti.,nc; 

V (.:.2.\\) 

Es decir la expresión de la encrgia potencial es el valor 

de una integral y por lo tan"'-o V es un funcional el cual puede 

ser-lnillimlZ<"Ido, de ,,cuerdo al prinClpio de la energi:a potencial 

ml~ima. F.ntonces de la ecuación(4.2.4) se tiene que: 

{4.2. \2) 



La cual es consistente con el principio de trabajo virtuiil 

y dado que liD es diferente de <:ero entonces 

K D- P o (4.2.12~) 

E~ decir que el despla>.amiento D qpe "esulte en el equili

b~Cio del sistema es tal que: 

f - ~ 
(4.2.12ol 

Gráficamente la ecuaci0n(4.2.11l '""puede representar por medio 

de la suma de dos funcionas tal co"'o se muestra an la Fig(4.2.5l 

de t<1l forma para un potencial m!nimo se tiene que el desplaz<~

miento D es aquel que produce el equilibrio. 

4.2.4.Sistemas con varios Grados de Libertad 

Por definición los grados de libert~d son aquell"s varia

bles que def1nen co.,pletamente y en forma única el estado o 

configuración de un Slstema dado, por ejemplo, el sistema dw 

resorte lineul que se acaba de ver es un sietena con un solo 

grado de libertad ya que una sola cantidad define el estaCo 

del sistema, esa variable os el desplaz~mionto line~l del ex

tremo del resorte. Si en ese extremo se anexa otro resorte,en 

tonces existen dos grados de lib<>rtad y asl sucesivamente. Sin 

<>mbargo la naturale~a de los gr~dos de libertud no es necesa

rla.,ente la misma, ya que éstos se pueden referir a despla~a

rnientos, rotaciones, temperaturas o también coeficientes de 

un polinomio que aproximan una función. 

S1 consideramos un sistema elástico con n grados de li

bertad el cual ,está sujeto a ciertas perturbaciones. Entonces 

la energ!a potencial 

de es~.os n qrados de 

TI, 

total se puede expresar cono un 

' libertad o sea 

función 

(4.2.11) 
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t 01 n un c:ampo d" despla,zamio,toc. con r"specto a un max-co de re-

fei"cncia. Po.- ejemplo el cAmpo dc desplazamient:o de un!l barra 

elasticH de sección uniforme con una carg-a .>xial Fig.~.2.7 se 

¡>ued•• descx-ibir en tl!rminos de los desplaz<~mientos en los ex~ 

trc1nos de la mJ,.ma en un~ fox-ma lineal. Es d~cir el desplaza

miento en cualqu;-er punto intermedio de una barra se puede ex

presar como una función del desplazamiento de los puntos ex

tremos de la misma con una rodac>Ón da la forma 

(4.2.21) 

Don<l~ Dx es el despla~nmienot d<' un punto en la coordunada x 

¿e lil barra, ~ es 1<1 longitud orig¡nal de la barra y D(i,J) 

es ol desplazamiento del extremo (i,j) de la b<~rra.. 

La ocuaciOn (4.2.21) puede escribirse en forma matricial 

como sigue: 

(4.2.22) 

Si consideramos que la barra represent<> un elemento con 

el nodo i en el extremo i y el nodo j en el extremo j y que 

f es el desplazamiento de un punto cualquiera del elemento en

tonces la ecuaci6n(4.2.22) se puede expresar en forma e~atx-lcial 

como sigue' 

(4.2.23) 

En el caso de un elemento en dos dioensioncs como nl mos

trado en la Fig. 4.2.8 el vector' {d}los desplaz,,,.,icntos en dos 

di~:~ensiones de los nodos del elemento, entonces la ecuación 

(4.2.23) t<>ndx-ia la forma: 



u, 
"· 

\:H~· 
o N'l- O N~ o 

"• o 1 u, 

{í \ N, 
~. (4.2.24) 

N. o "'o N, o u, 
v, 
"' v, 

•o donde: (\:.n~ {c.-1-'1) 
(b-l<)(c-'1) ¡.¡, ~ 

'"" N 1 :: 4b< 

(':lt)<)(<--~) (\:o-l<){c+'l) 
(~.2.25) "'· ~ '"" rh o ',, 

N son llamad~s l~s funciones de"forma" o de in-
1,2,3,4 

terpolac~ón. La descripción del campo de despla:zaciento para 

otros elementos ta~:~bién es posible en base de los dasplaza

mientos nodales, es decir quo es posible conocer el despla4a

micnto absoluto de cualquier punto en un elemento o "str:>ctu

ra conociendo el vector de desplaza,.ientos nodales. Por lo 

tanto la formulación general usando elementos finitos est5 

orientada a obtener la solución de un sistema con un número 

finito de grados de libertad, en donde los grados de liber

tad son los desplazamientos indapendient;es de cada nodo y 

donde dichos desplazamientos pueden ser de traslac~ór: o C:e 

rotación. 

La aproximación a un campo de desplazarn~ento ta~bién se 

puede hacer en base a un polinomio cuyo grado de libertad s~a 

el rn~smo qu~ el correspondiente al elemento en cuestión, por 

ejrnplo en el caso de la barra uniforme se puede utilizar un 

polinomio del t;¡po, 

(f)o[+ ¡o,+4,x] (4,2,21.) 

o 

¡ n, ¡ , , 1 ~ :~) {4. 2. 27) 
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cn dond<! a
1 

y a
2 

son los. coeficlente,. del polinomio de grado 

1, entonces hay dos coeficientes para un elemento que tiene 

dos grados de libertad. 

Los desplazamientos nodales ~}se pueden e~presar en funH 

ción de estos coeficientes substituyendo las condic>ones de 

fronter<> 

14.2.28) 

Entonces substituyendo en (4.2.2E.) resulta el siguiente 

sistema: 

14.2.29) 

Oespejando {a) de(~·t.29) y substituyendo en 14.2.27) se tiene 
_, 

\flo[l_ x][A]¡dj "'"' 

Invirtiendo la matriz [r.J y desarrollando el producto er: la 

ecuación 4.2.30 se obtiene la ecuación 4.2.22 o sea: 

(4,2.31) 

En el ca~o de un elemento plano triangular como el most~.-,do 

"n la fig . .J.2,'l, la aprcxinación se puede hacer en base a las 

"'9UJ.et>t<!s polinomios: 

u.:: a, t a,x -f t1.1'1 

1!-:. l\.<1,. a~;v. T o.., '1 

Quen m forma matricial quedan expresados como 

{4.2.32) 



·-a, 

~~) l~ ' ' o o :1 a, 
= "' (4. 2. 33) 

o o ' a, 
a, 

Tomando las cond1ciones de frontera se obtiene que para 

la dirección x 

(4.2.34) 

y par<> la dlr<JCción y 

x, ~-]["'1 '\¡_ \(\, 

'IJ¡l11'J 

(4.~.351 

(4.2.36) 

(4, 2.3'1) 

SubsLituycntlo (4,2.J6)y (~.2.J7) en la ecuación (4.2.33} se obtic"e 

( ' -· T 

" = ' <)[A] ¡u, u, u, l (4.2.38) 

_, 
v, l' '-' l ' X <]\A] [ 1f, ,¡, (4.2.39) -

' donde 

_, [''"''''"' )(l"'o- X,'\; 
,,..,_,,,,1 

[A]= ,,.,, '-h -"1, ~. - 'h (4.2.to0) 

)(,- X1. )(, - lt) ~~- )(, 

' ' ' -
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' (4.2.48) 

La realción esruer~o-deformación puede escribirse como: 

en donde [EJ es la matriz de propiedades elíi.stic\\s d"l material 

y el vecotor {o0 )es el vector d.e esfuerzos iniciales (dichos es

fuer:z:os ~niciales pueden r~<ferirse " los esfuen!:os presentes sir, 

la aplicación de las cargas externas, corno podríun ser esfuerzos 

residuales, esfuerzos de ensamble etc.). 

La definición de energ;a interna o de d~formación sn puede 

escribir como 

(4.2.50) 

• 
Esta energía de deformación es origin~da por ciertas car-

gas que actuan en .,¡ cuerpo las cuales desarrolan un cierto 

tr.ü:>ajo. Esta" fuerzas se pueden clnsificar en fuerzas internas 

o d<> cuerpo, que en un punto cualquiera tiene la forma: 

(4.2.51) 

y el vector de fuerz<>s de superficie expreo.ado por: 

(4.2.52) 

Entonces usando las <>xpresiones(4.2.41) a la 14.2.52) y la expr<:

sión gen<>ral de la <>ne.-c¡Í~ pot"ncial de ld sigui~nte forma 

"IT=JIHEl'l'l[t\ + [El'¡<,\)Jv 

''' -j¡r]'¡FJ" fFJ'\His ,..,., 
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substituyendo las ecuaciones l'1·~,2J) y('I-J,S4)en{'\.t,53) la encr.,la 

potencial puede expresarse como, 

"\Te~ i ¡ dJT{ J [']'[E] [el N) \d] + fal1jloJ'{u.] do 

"' '·' 
¡dlTJ[Nl'¡>]J~ (df í[N)1i'Í] ,ls 

'" 

(~.2.56) 

En esta ecuaciOn el subl:ndice en ,.., indic11 r¡ue la ener 9 ía 

pote,-,cial es de un elemento y por lo tanto el vector· Id} es el 

vectot" de desplazamicnt.os nodales de un elemento solamente, y 

para una estructura compuesta de vilrios elementos se tiene que 

la energía potencial total se expresa como 111 su~atoria do las 

encrgias potenciales de cada uno de los elemento~ y la enet"gÍa 

potencial total queda expresada como, 

-¡¡, , Hol'(~ Jl BJ
1l El c•WJ \o] • ¡o]'~ ( J l>l'[f.\ dv 

Vol V.,l 

- J[NJ'[')Jo -j[N]l{~jds)- {~J'\P] (4.2.S71 

'/o\ j"f 

una vez encontr.oda la expresiOn general de la energía 

pote"~lal se procede a encontrar el valor extr~mo Jel funcio

nal "T substituyendo en la ecuación(4.2.4) lo cual resulta e~ 

el sis~crna de ecuaciones dado por la ccuaci0n(4.2."1) o 

{~~'}=o (4.2.~8) 

E:;¡tonces al subscitu1r np dada por la ecuación (4.2.57) en la 

ecu¡¡ciOn (4.2.58) se obtiene el siguiente sistem!l. d~ ecuaciones 

d~ equilibrio. 



( ~ l [B]'[<J[B)JV) [ ~l = ~ r- fl•J'{Ifo\ Jv + J¡,J'{F] d; 

' 

'J01 "'o! 
~ (4.2.59) 

+ Jl'l'aJds) t {Pl 

'"' 
La ecuación (4.2.59) se puede abreviar en tal forma que la 

3Umator~a de las integrales del lado izquierdo de la misma 

sea identificada co~:~o la "Matriz de Rigidez" y la sumato~ 

ria de ~nt~grales del lado derecho de la ecuación como vector 

de ca.-gas generalizadas, entonces la ecuación l'l·t·f'\} queda 

(4,2.60) 

Eje!:lplo. Podemos considerar un caso sirnple en fo:rma qeneral 

mediante el cual podremos establecer la siguiente secuencia 

de operaciones 

(4.2.61) 

\d] = \~',H; ~1\~~Hlll\•1 (4. ?.62) 

[>1 [1 ,j[AJ'\Jj =[l•-'Cl l/l) ¡J]' [>1]\d] (4. 2 63) 

(4.2-f-SI 



(4. 2.661 

Matriz elemental dG rigidez 

Podemos considerar un e]etoplo unidimension<~.l para descri

b>r el método Ruyleigh-Rith como el T:lostrado en la F~g.4.2.10 en 

donde el área (S) y el módulo elástico (E) son constantes y la 

caz·ga dlstribuida (q) son tale~ qu<! 

(4.2.GB1 

Lüs condiciones de front.,ra son: 

º X.=O 
(4.2.69) 

U..,)<:- o 

L<1 energlu potencial se puede e>:prosar como: 

(4. 2. 70) 

SUb!<t icuy<"ndo los valores dados en(4.2.68) y asurnienCo que los 

.ies¡.-la~<l::tiento,; u son de la forma uma
1

x e~tonces 

(4.2.71) 



Si se asume ahora que 

queda como <oigue: 

sumar izando Resultados: 

u. (;c."' 't ... ) U.(~"'h) 

' T(<,.,¡~~ .o8H .lk-"1 

2 
Tu .. • l )o 2. • '2:2 '\ 2. 

......... • 11 24 . 2l '1 'l. 

,, asu111iroos "" polinomio 

entonces l;>, energia potencial 

(4, 2, 74) 

(4.2.75) 

u(~=l/~) U.()!,..: 1) !f(li."-0) ()"( )1 "' 1) 

.'1.Soo .Jl3> .:n -~ ,'3}3 

.1.'\"'l . Jn • 'S Pl • O&B 

• ?.0'\l . 'H3 .-sooo • o 

,. ,., grado para u(-:.-es t:érminos) 

otl::l'ndri amos la solución ~xact<I po,;que la solUClÓn exactu es 

cúbica de la fo.-ma u~(3x~x 3 )¡& o soa que el ,¡;todo Rayleigto

Ritz basada en 

(4.2.7G) 

darla como resultado 

1~.).'(/) 

, 
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fl~ '{.'l:ll Barro.. C:.ol\ ear~u.. aUcU "¡ s\ ri'f11i d Q. ci\'lid.ú:l..<t 

e o +rH ele ..... el'\tos.. 



y si 3 ., Jncluyo~an má~ tr•rm¡nos como por e-jemplo 

la solución se~ia: 

a..: VL 

Ú.L"'- 0 

11•=-Y" 
ú.~ ~ 0.~"' ... a .. "' o 

(4. 2. 78) 

14.2.79) 

El Método del Elemen~o Finito y su ~elación con R.R 

Podemos c0nsidc~ar ahora la barra del ejemplo anterior 

pe!" o dividida en tt"es elementos como se muestra en la Fig 4. 2.11 

Para cada elemento existe una matriz de forma tal que el cao

po de desplazamientos en cada elemento se puede expresar como: 

[N].[~J 
' ' (4.2.RQ) 

y donde l l; -5 
[NJ.o 1 . ' . (4.2.81) 

Las deformaciones son dadas por: 

(4. 2. 82) 

IJs<~n<h> la ecuación(4.2.82) en la ecuaciór.H.2.BO) 

(4. 2. 83) 

en donde 
(4.2.S-l) 



y donde que tx es esc~l~r entonces; 

(4.2.fl'>) 

substituyendo la ecuaci6" (4.2.1l5) en la expresión para la 

energia de un elemento se obtiene q\le 

lo cual se pueda expresar en forma compact~ como; 

y, ]ds l\ AE 
J -l 

Por otra parte el trabajo realizado por la carga es 

y el potuncial total de le. estructura es 

(4.2.86) 

(4.2.87) 

(~.2.89) 

(4.2.89) 

Suponiendo que para cada elemento l~s propied.,des cuiOpler, 

con l"s propie<lades de las ecuaciones (4.-2.69) y además 



Expand1endo los vectores ~~ r~ngo de 1~ estructur~ se 

tiene que el vector global ~s 

(4.2.921 

Substituyendo las condlciones(4.2.91) en(4.2.<.>0) y expandiendo al 

rango de la estructura, la energia potencial es' 

(4.2.93) 

Minimizando la energía potencial se obtiene que 

(4.2.94) 

la cual resulta on el siguiente ~istema de ecuaciones Ce equi

librio 

' -' o o u, Ys-• _, • -?> o "' "ls-~ 
(4. 2. 95) 

o _, 
' 

_, u, l'f->4 

o o _, 
' u, V¡s-~ 



La Matriz cuadrada del lado izquierdo de est11. ecu¡oción es 

singular debido a que no se h11.n impuesto las condiciones de 

frontera de la estructura, ésta condición es 

U,-= o (4.2.96) 

Al imponer la condic1Ón (3.96} en la ecuación (4.2.95) se 

ob.tiene 

(4.2.97) 

de donde se obtiene que u
2

-.1G05, u
3 

... 2840 y u
4
•.333 los 

cunle" son exactos sin embarérO son aproximados en ';ualquier 

otro ¡>unto, por ei<'mplo en x~L/2 ~e tiene 

{4.:2.<:16) 

(4. 2. 99) 

Bl valor exacto de u en x-L/2 es de 0.2292. El esfuerzo 

en el elemento i es q, -(E u } , o también 
l , X l 

(4.2.100) 

Substituyendo las condiciones (4.2.91) en (4 .2.100) se obtienen 

los siguientes res~,:lt:ados: 



L 
(f, o • 4 & 1 S J. :<o.d:.o ,, '" " 
"' o . ~ 104. L)( a. c. lo 

L 
<o '" ' 

cr, • 14 8 \ .I!Xa. do ,, xo " " 
Es dec~~ los esfua~zos no son continuos en el modelo y los des

plazamientos son 111ás exactos que los esfuerzos como se puede. 

aprec1ar en la Fig. 4,2,\Z. 

De estos dos ejemplos se puede concluir que el m6todo clá

s~co de Rayleigh-Ritz (R-R) es aproxim.,do pero más exacto s1 

se utilizan más tárminos en el polinomio. En el caso de carq~s 

destrlbuidas el método de R-R puede ser exacto si se usan su

ficientes térmlhOS en el polinomio y la inclusión de más tér

mlhOS no cambia la solución. 

Por otra lado usando elementos fin1~os se llega a resulta

dos exactos si las cargas se localizan en los nodos y es apro

Xlmado para el caso de cargas distribuidas pero puede ser bas

tante cercano al exacto si se usan más elementos. 

El mitodo cl~sico de R-R utiliza un pol>n<>m>o que se apli

ca a todo al dominio de la estructura, mientras que ol miitodo 

del elemento finito utiliza un polinomio apra cada elemento. 

4.~.10Modelación de Sistema~ con Elementos ¡,•initos 

Existe una va.-iedad m·~y grande de sistema~ mecánicos y es

t ructut·ales los cuales requ>ercn de una solución la cual no us 

siemp.-e t.-ivial ni simple de obtener, en .tales casos es pdic

t>cs común hacer una clasificación de efectos significantes y 

otros que por su naturalc~a pueden considerarse ins1gnificantes 

e ignorables, de tal mane.-a que en general siempre se habla en 

~e.-minos de una solución aproximada a la solución real del S1S

tems o de una solución exacta o ap.-oximada de un modelo ap.-oxi-
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mado al sist.em<~ real, 

En la formulaciOn ~nal!t1ca de un siste~a. las suposicio

nes de que al<:~unos efectos son ignorables tier.en como objetivo 

"implificar los procedimientos de cálculo, si'n embargo "' 

través del desarrollo de técnicas digitales se han podido me-

jorar dichos procedimientos, aunque en general siempre es ne

cesario hacer algunas suposiciones respecto a aquellos efec

tos que pueden ser ignorables o simplemente no dominantes. 

La formulación con elementos finitos también requiere de 

suposiciones lógicas en base a la naturaleza del sistema en 

cuestión y para tal efecto se han desarrollado una V<lriedad 

dc elemntos cuyas propiedades son represntativas de nlgunos 

casos espec!ficos de sistemas y as1 se tienen por ejemplo el~

mentos plano6 para la simulación de problemas bidimensionales 

de esfuerzo plano o defo~mación plana, ele~entos viga en dos 

y tres d1mensiones, elementos sólidos o de volumen, elementos 

cascaron y ot.ros varios que tienen propÓsitos específicos. 

En general, el análi~is y modelación de un sistema es 

un proceso que se desarrolla.en varias etapas que $On: 

l. Definición '"' sistema fisico 

2.Pefinición '" condiciones ,, frontera 

.3,Definic1Ón '" agentes '" perturbación 

4.Definidón " variables '" respuesta 

5.Definic1Ón '" efectos despreciables 

f>.Desarrollo ,,, modelo anal1tico o 

modelo matemático 

?.Aplicación sistemática de procedimien

tos de C;ilculo 

8,Inte~p~etaciÓn de ResultadoS 

Cabe mencionar que un entendimiento qcn"'r"l d~l !IÍ':L<•"" 

en cuestión es s1empre básico e il•portante pues la detiuició" 

' 
' 



del sistema f!sico, de las c:ond>c<rlnes in1ciales y de !x:ontera 

y la definición de a9entes perturbadores puede depender de un 

entendimiento bastante completo del problema que se está ana

lizando ya que una formulaciOn erronea concoptualmente genera 

resultados que no corresponden al verdadero problema. 

En el área de aplicaciones del método del elemento finito 

se parte de la suposición que el análisis conoce y entiende el 

problema en cuestión, de tal forma que los puntos del 1 al 5 

de: porceso de análisis queden satisfactoriamente estahLeciCos. 

En el punto 6, referente al desarrollo del modelo mate~ii

ti<;o es necesario que las C<'Jr,~ctcristicas de los elementos ·•m

pl.,~.dos sean compatible>< con el .~om¡oortafl!iento cceneral del s' s-

t"''" y por computibilidud e<> entiende que el COil]Unto ÜC ~le-

ro<.'nt-os q~c componen el sistcm~ sean capaces de reproducir en 

forma aproxim<>da la respuesta del sistema a las perturbaciones 

y condiciones a que está sujeto. 

Son varios los aspectos c¡ue se deben tomar en cuenta para 

la selecci6n de los elementos apropiados p<>ra cada caso, por 

ejemplo, 

-Bl número de nodos del elemento 

-El número de <:~rados de libertad 

-Cond1ciones naturales de frontera dol elemento 

-Tipo de car9as udmisibles por el elemento 

-Tipo de geometría permitido por el elemento 

-Sistemas de coordenadas permisiblns del elemento 

-LirQitaciones del tipod~elerncnto 

En la Fig. t;·l·\3 se muestran a.lgunos elementos qu<! on gene

ral pueden ser aplicados a la modelación de varios tipos de ~is

tcmas y a continuación se presentan algunos casos específico~ de 

apl~cac~onco a sistemas reales. 

·; 
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• 
a. TRUSS ELEMENT 

b. THREE DIMENSIONAL 
BEAM ELEMENT 

c.PLA.NE STRESS,Pt..ANE STRAIN ANO AXISYMMETRIC ELEMENTS 

-~r 
• 

d.. THREE DIMENSIONAL SO.. ID t. THICK SHEll ELEMENT 

' 

TANGENT 

Q. PIPE ELEMENT 

' 

BEND 
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4. 3. Forn;uJact6n de l{csJduos l'cs,1Jos (,\l('to<Jo de Ga1crkin) 

Una formulaci6n alternativa a 1~ v~riacional es la deno

minada de residuos pesados. Esta formulación no requiere de un 

postulado variacional qu~ ~plique al sistema de interés y par

te de una man1pulaci6n dLrect8 sobre la ecuacL6n ~iferencial 

que gob1~rna la física del mismo. 

Una for111ulación diferencial resulta en una ecuación del 

tipo 

L(~)- o (4,3,1) 

en donde L es un operado.- diferencial, con las condiciones de 

frontera 

~lo\= o 
!{l 1(o)=b 

(4.3.2) 

Una función de campo que puede satisfacer las condiciones ante

r1ores se puede definir como: 

en donde [N)es una función de las coorcienadas 

es el vector de valores nodales de 

es una función a ''preuba" 

14.3.3) 

entonc~s, ~"U. ver<l<1dera funci6n, ~u~tituirla en la 

ecuación (4.3. 1) el resultado es: 

L ( 1 ~],) - o (4.3.4) 

ia verrladera funci6n pero es una buena aproxirn~eión de la mja

am, entonces al sustituir en 4.3. 1. el resultado es: 

L( f~\.) 
(4,3.5) 

él _¡ 

'' 



1 

Consi<llcrar la ecuación difcrenci;;J!: 

Lll-t=O (4. 3.10) 

"" donde I. es un operadot" difcJ'I!nci.-;1, y la aproximación 

(4,3.11) 

entonces 

Lll.-f=E. 
(4,3,12) 

en donde <..,error resid1.1al.La condición es entonces: 

(4. 3.13) 

Es decir que el error ~ (lntre la solución aproxi<l'arla y 1<'1 solu

ción real es ortogonal a las funciones usadas en la aproxirnaciOr. 

Ni. Este es el método de Galerkin cuy~ ecuación estable: 

ft=-J.,j, \::. ... 

donde 

Un ejemplo es nl siguiente, s~a la ecuación 

con condiciones iniciales 

~lo) • 1 
({) 1(o) -=.0 

usando ln ecucién (4.3.14) resulta 

J>; ( ~- t 3 ~ .- 4) ~X= O 

1 es el límite de x 

. (4.3.14) 

(4.3.15) 

(4.3.16) 

(4.3.17) 

(4.3.18) 

' --; '·' 



' 

en donde R es un rcsidno i'.e ~rror ~,cctn por a es sol~mente 

una buena aproximac~fin dn la verdadera función • Por lo tanto 

R se puede ev~luar en puntr>s <llscretos (nodos) e igt>~lar la su-

rna a cero para minimizar el error, o sea 

J R dv o 
(4.3.&) 

V 

Pero una mejor solución seria la de distribuir R sobre una r~qión 

de acuerdo a alquna función d~ peso w de las coordenadas (nodales) 

antes de la integración, es dRcir 

jw Rdv 
V 

o 
(4.3.7) 

o sustituyendo la ecuación (4.:1.3.) en (4 . .1.5) y "sta en (4.3.7) 

se tlene: 

jwL([•J[~;\) Jv~o (4.3.Bl 

V 

La función de peso w pue<le ser de cualquier forma en general 

pero cuando se selecc1on" igual a las funciones de forma o de in-

terpolación se tiene que w es igual a N y por lo tanto 

j[N]L(l•J!~;])dV=O 
(4.3.9) 

y 

¡.,, ecu¡¡ción (4.3.9) es la formulación de '"Galerk_;_n" de e!e

rn~nto finito y si se "Plica a cada elemento en la región, se ob

t1enen n ecuaciones s1multáneas para n parámet~os nodales en 

La solución del siste~a de ecuaciones que resulta se desarro

lla de igual manera sue para otros casos, aunque una desvetaja es 

que la ecu<1ción (4.3.9) contiene derivadas de o:rden más alto que 

las de formulación varíaeional. 

-: \ 

1 

1 



Aplic:¡¡ción Jel ~létodo de (;alerkin fl Vig:~s. 

La ecuación fundamental 

(4. 3. 19) 

Usando la ecuación (4. 3.14) 

J'[l\lT ( %~-~ J c).X = D 
o 

(4.3.20) 

La función de forma óde inte~placlÓn se def1ne 5obrc cada 

ele¡r¡ento, entonces para todo el sistema se tiene: .. 
2 
e=• 

f l N'''f ( ~~~,-
1(~) 

HCc) 

EI 

Las funciones de interpolac1Ón son tales que: 

Entonces el Momento ~ se puede aprox1mar: 

(4.3.21) 

(4.3.22) 

(4.3.23) 

Para reducir el orden de la in'Cegral en la ecuación(4.J.21) Se puede 

integrar por partes entonces' 

(4.3.24) 

Suhstituyendn en (4.3.21) se t:iene: 

(4.3.25) 

¡tel 

!/ 



La pri~era inteqral nos da 1~ matri~ ~lementa1 de coeficientPS 

(k [e)] "" la ecu,,ción 

l K"'1lY\, W'\ 
A través rle la s~ma sobre tcrlos los elementos, la segundn 

integral produce P.l vector {F} . 

• 
El primer t6rmino d~ la ncuación (4.3.25) contribuya al 

vector l_Fj si ily/il>< se define en cualquier e>:trerno del nlcm<!nto, 

si no sn dP.sprecia. 

Las inteqr<:~l<!s d<! la ecuación (4.3.25) se evaluan como si-

A- ¡~r= • t't1 = 
1 [ -: l (4.3.27) - ' <lx di< 

-~ f,[MWl ~ l-1 ·1m (4.3.28) - - -
dX J 

Entonces: 

[ ~•l d.x=-' [' -•]{~') 
'{j ~ J. -1 1 ~.i (4. 3. 29) 

y para la seg>Jnda integral: 

(4.3.30) 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 

'"" <."' 

o 

' 

o 

Co.d..... ,J.. .... (R\::1> 
tl>n J ~Jo c ... 

''"' M IEI 

' * 0-000"l'l'i 

< -0-0DO~H 

; -o-oooq110 

' -Q.OOOJlJ 

< -0-000\1:~ 

' •• 

Las ecuacion~B para el primer elemento son: 

_ _,_ ['-'11''\ :!.Ol-'' ,j 

· dq o O 1 •• O,:~ J<><>¡ el Último término desaparece, Entonces, una vez 

nnsamblado el sistema queda: 

' -' 
,, -o.oool,'l _, 

' 
_, o ,, ' o •O. QOO&'it" 

' ' " ' _, ,, -o. o oo<11" =[o] +lc;O " _, 
' 

_, ,, 
' 4 ' - 0.ooo1.11 

o _, 
' 

_, ,, o ' -Q.0001'>~ _, ' ,, 
' -o. o (4,3.32) 

•"· 

'"' .. puede reducir •• ,, • 3Tl 

' - ' _, 
' 

_, ,, • 'S 11 

-1 ' 
_, ,, • '128 • - • 'l.if. •• 4,,=:0 _, 
' 

_, ,, 
-l'll _, 

' 
_, ,, 

• O l.) 

(4.3.33) 

_, ,, 

'" ' ' 



-· 

Resultados 

Nodo E. p. Teoría 

o o 

' -.3334 -. 3.115 

' -1.2385 -1,2399 

• -1.5719 -2.5729 

; -4.1929 -4. 19<'9 

; -~.9559 -5.9559 

Conclusión: s;n comentarios. 

Ecuación dE campo en dos dimens1ones: 

(4.3.34) 

Aplicable a problemas de: 

-'!'Drsión 

-Transmis~ón de Calor 

-Mec~nica de Fluidos 

La !nteqr<>l de GalErkin paril el caso de la ecuac;ón (4.3,34)es: 

(4. }. 15) 
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Design lmprovement of a Friction Brake 
'late Through Finite Elemenl Analysis 

V. H- "'UCINO V. PAVELIC R. G. TASCHNER 

NO!WCLATURE 

., • 

'" • 

'" • ,, • 

'" • 

Ji,. • 

., • 

'· • 

'• 
' . 

flonk arca cf th~ te~th 
radial disrlacePOr.t at th~ tip of 
the tooth (1) 

ts,.;ential d1S~laoe10ent at the tip 
or the tooth (1) 
IQ.lÓ di<trl-btioCon factor 

r.omal to~ce 3cting on tM flonk of 

the tooth 
radbl force actln~ on ohc• flot'l): of 
tho teeth 

tangoc.tOal co~ponent of tho nor:nol 

force (OCc.J 
slope o~ lood1ng line in oood;nor. 

óia¡;t"ap 

e.¡uivalent pre.surc on the rlank of 
the teeth 

&~reoo ~atio of altern:otlng streu 

("al 1 to "'un ~treos l~.l) 
s 01 alternating stre•s at tcoth (11 
Smi me"' scress at tooth (!) 

S~ax, 1 
• ''vtnl 

5 ¡'~2' 0 } • ,., 
T¡n • 

'1' ¡>l • 

• 
!:11!10llU.:'l" ro:: 

Von i~tses critorlor. of foiluro 
principal otreSBeo 
torquo carrie1 by tooth (.\) 

ir.pu" tor1ue In the orline •haf: 
torque oorrHó by one friot1on 
phte 

pr~oo=e an¡¡;.e o! ~M srl1ne t~~th 

'l'he •Y•teo oonsidor~d in thla analyus H 
~ mulHrle <liS~ Oroke, whloh " uoo~ !.n o typ1-
col o·oar ode af '~ agricult=.1! t"Octar, ~he 

mo!n objcctivo of the anal¡rsi& J.,, tho deu¡¡n 

i~.prove.,ent of the bl'o~e s~otom ~h!oh Mpendo 

uron Uoc perfomanco of thc tr!otton plotu. 
Th~so fr1ction plateo are oubjcct to flUct\l.ating 

'.o.1ao tllot r.13;' cause fati¡;ue failun Of tM o¡r;

,.... ihcl•cfore, ti".e onolysh !o corr!~d out 

hov!n¡: o• primal';! !nterost the ro<tuot!on or pcok 

1 

ot~esses ocourr!ng at tlt~ or!tical >reo or tlte 

!r~ction plate. 
I~ pursuing the o~J~oHH it ~s Oesiratle 

to keep the overall o:o01f1oat!ono ::~ a ~r~·"' . 
";'~.1s papcr o ... onstratos tlte •nlicatio~ 

of ~he flnlte el...,ont O>etho<i a ar; ef~!o>ent 

tool to identify erit!<:all;r stre,e:': areas o~ 

a typical fnet!on pl•t•, and aloo oo a tool to 

qllalitat!v~ly evoluoto the deoi¡¡n podJ.~icaticns 
prcposed in orOor to ro~uee tho eritical otreoo

oo • 
?ig. l oho~o ~he main com¡>oner.-,;s 01' the 

r~ar ""le ossembly wh1ch oonsiSt~ of a a'trer
ent!al gear traln (Al, a clutch SJ:Ote:'l {SI, a 

dual brake sy!:te"' (C~C') an1 Ohe plar.ehry gear 
trair. $¡rSto:ns ID&D'). The varioilS ccr.por.e>:ts 

!r. the au..,t)y or each l:rake s;~s~eo:, •~• "~o>m 

sepa~atel¡r in ?ig, 2. 
";";e o¡;er•t!on ot a ::r~lti!'le d:::s~ ~ra~e 

oysteo: =:r b~ dosorlbed brle~:¡r a> fcl!o>~o: 

the fr!Ct!or. plate• rctate al.on~ ":t~ t'.e sbaf: 

~o ·.'hlclt they are o<taclted th:-our;c. t~,e spEne, 

and tho st~el platea are ot~oched te t'le hous

lng tn ouch a way thot rototion is _prevontod, 

J\.Xial dHpld<O~.ont 1" ollowed for bOth the frio
tior. plateo ond att•ol plates. ''hon hydra·.ü!O 

;reosure 1S oppl!od to tlto br•ke c;rh,-,Mr, t~e 

brake p1oton "'ovos a~hll¡r an<l rreoseo the fr!c
tlon ¡>late> aga!nst tlto oteol plates, the act!r.g 
torq•>e ir. the sh:ott !S tranS<>!tted ~a the tr1c

t1on platos th.rough the opl1r.e, an~ :hen trans
o:;! tted to the suel phtes tn.~oug;, the frictlon 

'''";erial on the t1'1ctlon plates, the absorbed 
braking tor<¡ue rrom thO &tee! pht~~ is !ir.all¡r 

'ransmitted to tlte houo1ng w!rlch is a~taohed ta 

the tr""'e or ~he tractor, ~he hea~ gonora~ed 

dlll'i~g the troke applieot!on is atsorheJ lly 

coolant flu\Q whioh cJroulates ce, either sido 

of tho triotún l'l·>to ttlroug;, ~he Mles p1•cvido<l 
on the rJate, 

TM Hol:!n~ lood& lr:1['0>e0 oTI th~ friotion 

platos, 1r.•lu,c h!gh otross concent~at1on at Uw 
root of the toeth in the spline, ;.;hloh aro •u~-



AING GEAR 

BRAKE SYSTF.M 

PLANF.T GEAR 

WHEEL 

AXLE HOUSING ' 

SHAFT 

OIFFERENTIAL HOUSING 

1 INPUT PINION GEAR 
' 

OIFFERENTIAL PINION 

CLUTCH SVSHM 

BRAKE SVSTEM 

, PLANETARV GEAR CARRIEíl 

··OUTPUT SHAFT 

'F'LANE TAAY RING GEAR 

SHAFT 

• OIFFERENTIAL GEAR 

Fig. l Sehrnatic \'ie-.< o~ • trae~or reor axle U~eobly 

Ject to a $trus Yariation roncl~g t'rC<il ~ero 

oaluo (i~le l'l<><lei to oo111e "'"~i= va)ue (brak~ 
;p~'.ioatior.). 

¡;-ig. ' oMwO ooh'""otieally tor~u•• opphe~ 
to H.e friotion plot~. tne geo,etry of the 
'Pline, ond tM looa t10n of the ooolant c¡,:•eu

'.atlon l"lole•. 

LOAPI;IG CONSIOWATI<!II~ 

D'.lo to the ropetitive nature or the loa:!s, 

tC.ose can Oo exrruo~d by meor.o of " Btatic 
(no,n) corr,ponent, ando ~:mamio laltornatinG) 
e01:1ponent, ror the pUrpooe of analyo!s. Thoo~ 

"oads aro <liStribu~cO a:oons the teot~- en the 
r~totion plote. 111 ouoh a "•Y that the >"atio cf 
alter..:¡t\ng oorus to oteody otre•s ~~ any lOe<l
~icn of ~he p~ote H ohron oonstano. Thio io 
<tue to tho nol lhat th~ loan var!es r-rao ""'" 
to "'"'e nox!,.u:> valu,• in each tt•.-.k~ onl!cot!o,, 

"~""'"~"· the !c-.d th>t o l'>l"tlculor tocth oo~
ri~s h "ot ~~oo••arlly equol to the lood car
rt~d by a •Hff~rent to,th in the •rline. 

Pi<:. ~ sho"o qU~lHattv~ly thO var~a,icr. 
of stres.<os "!th reopoct to tl.!!le, at tnree ,,._ 
bitrary locations ot tM rrtot1on rlate. ~l'o 

plotHd in tho IOIIle Fig. 4 ls tho vor!aticn or 
t.ho load ,-1th reopoct to tirne. It con oe or
l•rocia\o•l thot ~ho rnu!nurn "'renos at a.~)' of 
tll" looot!ons •ho.m oro ¡·eachod whe~ the arr~¡ed 

load 1S n"xirnun, tt,\0 !>, th<• streoB peü5 ore 
1~ phH< with tlle loo~ peal<o. 

' 

;;sing the nototlcn of Juvlnnll 1.!) ,l ""·• 
otreso rallo c•n bo "-"fres:e<l as foEo,·so 

'" 
~hero Soi h t~.e ~ltN•not!ng stress oo:rrpner.~ 

!;r.\1 i> the moon ot>"oos co~ponen\. and t·c~ tC.e 
part1oulo~ cose :Ln Wnich 1.1-.o loo1 vor!os fo·or; 
zero ~o a "•XI"'UJO VOluo thor. r ~ 1.; or 

121 

Fig, 5 sho\rs the ooo<botan O!Ogr'''" or,d tr.e loeiOn;; 
Ene for the taeth in t.'>o :~Hne of t.'oe tr1o~!or. 

plato. T!:e olope of the lo.¡d!n¡-: l!,.e lo s~.:o•. 

thot: 

b~ ouOnltut!n~ tho e~U3lJty (2) !:: e~uattcoo ()) 
it reoults 

~ ..... 1 • 1!.ooi 

thorefore, the olopc of tbe lo~ding t!.~.~ ~:1 t>:~ 

¡;oodJ;an dla~ra" U 

<.;;,derl!r.ed nUJ't•r• 1n ~·r~n,heooo 
ileoi&natt• Refe"'"llceo at er.d ot pper, 



l:b 
t?·>lJ 

" •••• ..ou'i•"" 

!! L::.J• ==cJ 
:·¡y" NI' ~··. 

"'"'""" '""001 

Fi¡¡. 2 B~ako ooo~nbly "'"~""' 

!loo~ó on th,oe stNso relaticmhip 'nd J'oJ' tho 
portioulo:• cooe trc•olod ill thio on~lyo1o, l.h~ 

o'ol:o,;in; consi<lcl'otio"o con be'"·'"' In ortlN· 
to [orr,u:.Jtc tl1c fl~.l~c clcmcnt J.,udc\, 

l PI'JJ.o 1'.1t1c;u" thcorJ n "'">l.cU ly ~;ot''• !!:l, 

Ohe ,1H<.>rnoUHC stl''-'"" cm,o¡<mont '"ur.l, b" "" 
~~.011 cO P"O.ihlC in ~¡··•o•· to irn¡ot·~ve !M 

~üio~oCO lifc C'l' thc J•ot•l., 

2 é\le t.. the nocuro of thc 1<·1~>. ""d oy ü•-

,.g.) Torque~ opplied and ee=ctr:; ol the f••io
t.\on ¡ lntc 

' • • • 

• f • 
' ' 

lOOlH 

TOOTH 

li)GTH • 

!'1(.. 4 vorb~io" u~ l~ad and streoses at rhree 
orbltro¡·y locotloc.o of the f¡·iotioc. ¡lote 

or.ecti~n of equationo (21 ar,ó (;), tte re
.;u"tion of Che "'·"imum ~~o~ ok~oc ct. or.o• 
looAlim< or the P-'"' •.:ill result 1~ a re
<luotion ~f' li".e <lyna.CJic ccl:lponec.t cf ;tt"~». 

j Sine" l)uU> t11" otec•l )'lotes anJ ~r.cotj(_n 

pl"too ore al)o· .. ··oó :o dLort.;co in thc axl'! 

'" 
" 
" 

·- 70 • • 
·" • • "" ~ . ., 
• i 30 

• 
~ 20 

" 
o 

~t 

' 

40 50 60 10 BO 90 100 
MEAN STRESS "" 
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Fig. ') Goo-tn"n dl,.graJ'l •nd :oad1ng 11:-.e ~cr -¡;he 
ft"iction plate 

' 
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~i.¡;. 6 A~p~:.cattcn o> thc '"·'~ cn the t'rictlon 
Plato epl!nc ('"'th 

~i,·ec~ion tho lood on tilt' f1·1ct1on plot" 
c,r_ te conSidere<! Co be' ,,dln¡¡ on!¡· lt: tiLo 

plor." of 'he plotc on<l 1t has no componen' 
in -:;",e nial dlrcoUor,, 

4 7M tocal loa~ >etl,g On the !'rlctio~. f>lote 
can :Oe ~rcken down lnto toneentlol and 
radial ,-~rcoo octing en thc toetr. of \he 
spEne, oucr. that th< """'4!lot1on of thc re
sultir.g tang<>nt!>l rore•: ot thc pitch 
c:':r:le, o:uCtipliOd by tho corrcopondln~ 
r~tch !'Odius H C<¡'J.ivahr.t te tM tcrq\le 
¡:cov:Cde~ by the ohaft. 

5 ~~ lo~ds aprlled to thc tceth of tho r-l>te 
a~c ~eacted b)' t~o trlouor. 10.3tCI'ia!, ''Me~ 
::oar.=its the braklng torque to the •tccl 
¡:!ateo. 

6 -~ ot,tic anal yo! o ~lonc <'31\ bo perfor.:wd on 
tr.e f:oictiOt\ plato, to catinatc the st<•coo 
<ht.trau•.ton on ti<O v>oto, 

of thc J.~oil cr. the f>•i•tlon plato, at the loco-
te"; of t-JO >d1-"ent tooth, and t¡,o lo=d•")' 
""o:tl.c'>'' H 'o".e f~lct!Cn 013\.0l'iol aroa ot t~-• 
r"•~•. '::; ::•de~ to •vc!J local otrcca duo ~o 
""""~trated point loado, H ¡~ oonvcn1ont to 
rcF•ser.~ ~he ofpl!e~ torcos at th~ ~cotn as 
u.::titc::-:n rreosw·e~ along th~ flar.l< of each ~oo~~
O::he :oesul~ant tONe at tM pitch cirele >tust 
hcld for the conslderat!on as dlocuooed earJter 
< ~ 'L O. 

·-···=~-
The ~otal Input torquc for e~ch wheel is 

oarr~e~ by two rlatoo, ouch that eacil rla~o oo~
rlos M~-half o!' the !npu~ to1•quo, 

l'<;>r the nunul'ic.1l J•ortlo" or thH <tud¡-

' 

r;_~. '/ co~.¡u~c'" plot or ~he ~ri~inol úeO>Grl 
B-i>olc•> rriotlon Jll'i~ G"""o~:·:r 

oc.d te>t da\.o ov.,llnl>lo fOI' tl:e ¡1l·:~o"""" "'oe, 
tho "<Drque c•rl•ioo by caon pl-1to ""' do:cr.üood 
tO ~e OS J"OJlOHO: 

. ' 
' 

(JZ<lO) • l~?m :~- '" 

ossun!n~ e o'-'ol lo.od ¡•or to~th, t~.e ~o~q·~~ i~. tf:e 
~hte 1> <>to~rib,tc-<1 equo,¡¡y a:non¡; ti.~~; te•th, 

The ter~'"" oa:·rlod Oy e>ch tooth os then: 

' ' ' 1 J \, '" 

' 1¡ • 11 (lóiC·J) • 1150 lb-1n r ,_,: •· · .. 1 

TM cquivalent tan~<mtial torce at eool:: toot". 
act1ng at the pHoh oirole 1o e\:.toic:e::: O¡ 0:!.
vidl.ng tM :or~uo by !he ra:l$uo cf or.~ ¡-lto•. 
c:±rcle, this H: 

--, 

50 
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Pi~. 8 Dlsplaoe:::ec,to 1t the tip o~ eooh tooth 
for the origir.al B-1\oln trlctür. ¡;late 010del 

11...., 

'"' 
·r..O 1~ 

iGI 

"' 
·,o cqutvolc"t Ml'TiaL rorco at t".e fbnl< ot the 

o1.h H oLt•tned ,;o roll~wo: 

,·::Oe¡·e 'f> 1~ ttte ¡;re,.sur" ~llJ.l)O ~f ti>~ OJ•llne 
~eoncOt"i• !>or tr.c pre>or,t ooo~ 4>= 25 rles. 

",'hu nomal force 1" cttcn, 

171 

1 • .l IOó"l • IDfrO lb 
•1 '"' ~,. l•m ,¡ 

';'he equ.l•ahn~ FU>U"O ~t tl\o !la,V. or ~he 

teeth :o eHained Oy d1v\d1n¡; the nC>'t."lal tor'" 

by !he "''"" of tl:c flonl<t 

p ... 1 '" 
{ lll .,. 

•ó-.cr.• ~r 15 <he a:·c; ot tl>c fla~J: cf ~M tocth 

~cr <ho preser.t """e Ar ~ 0.<)1;!06 ::n.2 ti>On' 

.... 
Tho lo~d as unltorm ~ressure en oach tocth 

estl:>at~d te ~~ 25600 ~·1 (178 :·1 PO] actlng 
t~e ovor3ll fl•:'.l< cr eacl1 tcoth. 

O. t!VO 3 ~001 

1 o 105~ g <8)~ 

' o 1100 o >'!));) 

' o "16 6:3ó0l 

5 0.1008 J.i')JI 

' 'O.IZI~ 3ZOYl 

7 O !Oó' ~'~~ 

8 o. 116;J 8óló~ 

~~-·~ ,__,.,¡ ·-··-~ ... , 
'· ''!'""'' ,_,,.,.,_ """ 

7, 1~84 ·¡_.q¡; _, ""'' o ~"e 
B 111~ 1 ;·~ ll ''B:•> 1 ,,) ·"'" 

7.toB• 7~'11; -o.•o;¡ ·'· •)< i~ 
,.,.,~, z"w- l-05, , Ot(.•) 
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7.1~11 '--~l'> -a •w O~;o¡ 

8 19]0 H~B ,._,;o 
l.'"~' 

~ o 1161 S'>bil'l 7.47~9 7.,91~-c115" o m~ 
!O 0.1o•z '1"'-J 8no1 1~~1~ oo2s' 1«"6 

11 O.IWJ 81~>1 7 i<'H 7óAZ~ ·~'"" 09l~4 

>2 o 10~1 91659 7.~~·7 "!~Cil5 e"" ; .o~~) 

" O. L IZS 8.6~ 7.7~l0 "1.11~ o ""1 1,001~ 

r.,.r ' 
114 "'"" IOO:WIIOOOOO 

Due t" th<> 'n" ot &o"Letr:· ~nd loo.~ing, 
phM ,troo3 clfr''cnto ;¡c¡•o oonsl4<""d O•lo·;uatc 
~or thio on>lpü. I'lot, pl.ltc poc•obolio olo
o;cnts (6 nodos 1'"'' OlOl:l<:nt) ·,,c¡·e chosen to 
10cdol tho C"""'"t~:r ~~ the rrlot::.on ]l>tO. 

!n orde:· oc Ge~~nc :he tlr.H<> ''lo:-:c~t 

"-"'" of tho o~r-~otu:·o ot :~.,. ~~:tocó:". !'~l:c, 

node and elo:nont L"n'>">tior. Ntterc_s •.:e••o uoe6. 
'H.e rrocodur<> ic oo follo~!': or.:;· c:~e to~tl1 lo 
b:·okon ÚOll!L into ~lnt:,• ol<>men~s. t.oo bcottoo. 
ot noclos ls def~~.ed 1•Hr. !'OSfOCt 1.0 o oyl:r.dri· 
oal coordlro>te oyst"" h-:-.ic~ oriG•~· io o~ tho 
oor.te~ of tl:e ~lc.te. ':'tlo Cl.,.cr.~ o~~:.oct:·11t:; 

~s ohc ~oflr.~~ ~o~ t~.1o toot~. ~"-""·• ::c~1o &er,
or.1e1or. !o l'c'rfcr~.od co donr.e ~':~ c.oJe lo:>
tlono ot tiLO ,·=~~nln¡: l" tccth. Ir. ::Lo ::lll".e 

"·'nnor, olo,otLt ~"'no>•oei~lL io P''~""""""" fo<· tC.e 
o·rna1ning 12 :ceth. 1'l1e ""'"""d~ior. J' ·¡~~· U;· 
incr.,cnt1n~ the ~e de mr:nl•oP> 1>:; lOO, "" .;ver;-
27.69 ~es t1:elve t:..Cu aroun~ the cer.tor ~f the 
rl><~. A si::ib:o onroach 1s :.!SeO to ~~tln~ the 
;>eoh tor the ou:er part ot tl:o ~"ote ore<::t~.ooatn.; 
'ol:e coolon: circ~l•tion h~lc>: ir. this c»o or.o 
sector is tie!'irL<!J ,c,,J o~von oecto:·o ~'~ f"Ct
erate~ Ol'OUml tr.c cont"r or the plate. Pinnll;r, 
quadrilotoral or,U trton¡¡ular ~ler;e~.ts 01'e 'JOcó 
1n order to oormeot the ~wo :ets or ooc~or• 
oogether. T~.is is ;t>own in Flg. J. 

The J'in!te ~l=ent pro¡;ra:> used, de•clo¡:e1 
by atruct~3l Vyr~o~ ~o•earch Co~po~oeOon (¿) 

' 
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1 
---s.~ 

' """"" "'""" . \. t t ... 
~J. F"J 'v ~Of_s, , 1 ./- ONOLES 

MOOH 

: o f-l~c-0'~=-' p~:::;::--=: 

l"ie. ~ ~:trc•ooo ~t the roo~ of ~;¡oh t"otiL 
•:on IIHeO ta¡¡·;re cr~terlon ~M thc P''indpal 
~t~coooo S¡ ~~d g2 , ocr~esr.on•l to tho orl~~.al 
óeoCp. 'ft,e oonsc~nt Er.., fol• S¡ <Ol'l'COpoT\'lo 

~s \l~•0•l on ~ uwc• fo·o.~t :>lE;ü!'J.tl,; ooJ•¡or, 
the¡·efo!'"• "~de r.wr.tenn•; *'"" t><JC 'l!'l'<•cC th• 
o;"o of tl>e wov" rront, ''!¡Joh lo ltt 1\UlC'~~n <-f 

;;he orCJor Jn w\ücll the olcr,ont.• ,,..,, •kflned, 

(!e noro UO\,O!lo•J MOol·l¡C[o¡¡ Of the W:WO frur.t 

>lcoritln solver can te fv;rnd in ru•l'eJ•cc.oe (~) 

O¡ '"~«loo •t al.) li<;oe>-o>•, tl\C arder In utueh 
~" O: oor.~enien~ to ~e,_erote tl.e ole',er.ts, io 
c¡oo ~-"cooartl:r t)>e 10oot eff1C1e": fo¡• the ;mvc 
r~ont :;i"o; chcrcf<H"e, o o·ovo f¡·~nt o¡,t(r.lBer 

f"Op~oooo""' """ opplicd ortcr 'he• """!; genera
ticn woo oo•:<.•t•.pH,he<l, 1~ or•Jct· to ''''"'''m¡;c tilo 
e~enec.t •Jdinitlon, 

1M l'Ut.ütin¡; 1m·c rront "~" con~!OCJ'a~1J 
~e;:.ce·. ar.~ tho •=·!'l'':er• cvst~ of thi• ~nolyoio 
o<re >loe ;••d:.le~d. 

:n•l'Nt.ion ,.~ t!oo E-olut1oll :'1ol~ecl b~· tho 
lón;_\¡• clc•.:oc•,,t ~.<'~l\0" oct-llc·otic•l\ ohoue<l th't 
t~:,• :.1:'0<':•0 ~io)ll"O~Jt~>IÓ l'ül' ~:t•'IL to!'llt OCC\\1'0 

ol lito li!'. ¡.'OJ' tite "'"" '•lt•'l'o• tho lo.tol !o 
'"'"·'·l""''"d o·qu.olly tl1Hl'HLLtd ~"'"r. lit<' teol';, 
lh~e<· rtl"l'l"c=•·nts shou~,l to ~·· ollff<·t~·r.t fr= 
o:>e ~.wth t.• .or.aLh~r·. ';'l:·m, th·· l'<tloti>e ~il'
r~~~·noco "r JiopLlC""'~""-"~ MC 1n•Ji<Hh'c' of t~e 
¡:~¡·tloul.u• floxi!J1lity of ooolr tocth. F1~. !' 
ohcws BPO¡,hically the va,·iotion of tongor.tl8l 
ilisplaoeMnts at the tip for "il thio•too~ teett: 
(<lashed linc). 

' 

.-·\-~\y' .,. ~ .. 

/ 

l'i¡;. 10 Co:c¡n¡to~ ¡:le~ o~ ~he rro.,.,,ed l)-'wlu 
~rHticn plate 

!)Ue te t'oo ·mrhtion ln l'l"-~HóliO;.• r:r 
oooh tooth, tho lood •oorrled b)' ~l:c• !'loot ~H,i• 
;,¡o tooth n.u;~ ))O )eso thon th•t 1or the otifl'cot 
toulll, !)oo•>'IOo· of this, n rodlot.-ir.ut¡,un ,,r tho 
lootl "u•t u~ oonSldN·"ct, such tha~ tho lc.l<l f~t· 

, ~"''tioulo¡· ~ ,,~¡, ü. inv~•·~ol¡· f'''-•f"'J'tton~l to 
U\c ton¡;cntíol d;.:¡•l"cc'l'o"t ot cvery ~cctr .. 

!\-1~ed u~ ::l;e rdatlvc diffe•·=~e: of tou

¡;cnllol diq'C'o""e"ts, load fae~o~s "~~~do
vehpcd, in cracr t~ r~diott•lbute ~no lo3d en 
~h~ tooth. 

Tho oi•_TtdLconc" of tiLo lo"d 1'oct,•r; !o 
tltot thoy in<Ji.cot" tl1" O.'LOlln~ of lJJd ~r. rct·
contogo carriO•I 1>)' coch inJlv\d"ol cco::h. 

1'able l ou:~c.or•lzeo th•• oalcul,.tlo~: "odc 
in Ol"ler te Obtcin Che load foc:ct• •:ol'-'e= :o;• 
coch tooth. 

The 01'-li>alent 
tocth ao oHai.oed b;r 

rlod "" folle•·•, 

P""tsureo •~r>~Oed oo tt.e 
equaUon (0) a~e thcn "'od~-

( l L ) 
191 

l.c., r1 !o lh~ lc>d l'ootot• fo~ tl:e ith ::~Hh. 
r. coc:t¡~lk\' l"lU\ '"~ )'crr<n:<e~ o~r.$ócler1n<; 

the load ~~<~c':-o, a"d the r"-."~~!,..: d~or:~oe

l:len•.o are "''o:.o, in F:.•J· a (>o!id lic.~) [o¡· lll 
1} tooth, 'ihO ot~o,,o !lOI'-'tlor. ottaineó fro!i 

th!O run •h"""·1 thot tho "'""¡"""" otrco;, fOJ' O·lOh 
tootlt oocun C•t the booo lif the ract. 

Fl¡~. 9 sho\ls ~M l:lO(I'litu1o of the ¡-, ><1nU.':l 



VONMISES EQ STRESS 
1 p" 1\ 

CON TOUR 
No lEVEl 

1 o 
2 4200 
3 B400 
~ 12EOO 
~ i6B00 
6 21000 
1 25200 
8 29400 
9 33600 
10 31800 

l'ig. ll S treos cor.to'-lr plot tor ti"te toeth cf ~he 13-holot. ~riotlon plnoe 

rrinoi&-11 otro<" (oolid lii".e) f<.r all ll tootM. 
2"d aloG !)) Che oee !>'"O!"h, the Von llioo• crl
tcrio:t of f3Uut•e ls plotte<l (dat~.<><l Une). 

""he von !'!ses eritel'ion of f31!.JI"e as. 
treoted b, .r~v~r.all QJ ::s ¡;;.ven b, thc rollo\lin~ 
exprcuion: 

'•m • .~ ' 
11 • 1 1]111 \lO) 

J ~ 

'-ll•"l"•" ~~, •\u ;;.l :\l"C Cite ,-nno"l]'ll '·tl-•"00"' o\ 

''"" ¡•ol"' ,,r ,•.•ntl•""'"'t•··n. 
¡1,,,. "'"" ¡•.tt·llcul;LJ" "·"'e lt·<)tL•••i In LILI.; 

"""'·''(", "l" tl ,,,u c.¡u.ltion (LO] t•o.l\.c·c•• L•• 

(Hl 

r: con be ohsei"Ved ~" ?l.g. 9 ~~.at thO 

•econd¡'Prlnolpa! stress s 2 ol>tolned at the root 
of the tooth 1~ ve~, ""all. In tt.e l1"'1t, OL 

tho oosh !s ''e~ir.ed r.z 111ll ~p~roao!t o~:-o. 

P~® tl,a l'COUlh Q( th~ ~ni~:':>l o;::-,['".C0er 
r".t!'-", ~' ""' concludod t~.l~ tt:e.•e exH~o o o; .•. :
nifioa:::t ir.fluenec of thc relativ~ poo~;Co::s d' 
t~oe co~lar.t c;,-c\:lation ~.oles "~;:h oco~oo~ :o 
caoh ~coth e:: thc spl!r.e, :<e.e or ''~.'.e:-. ~-:'.ll lle 
!::ore susce¡.tillle to foll aue to ra:1;;'o10. 

A IIE"•' DElliGII J:ODEL 

On tlw l•o,.H. o(' tlll" •~udy, ond "'it~ tho 
¡~u-r-ose of l"<'<ILS~l'ilmlln~ th" l~tds ond stress~• 

"'""" ovenl .• ·• o """ d••H¡;u ltJYin,: l;' h0los o~nol
IY S! 1ced ··o.o su~t:c•r.t,•d. '¡\¡o se'lootry e~ ""e 

ttvdol P""!'"'''d ls slt.".m !r. r~c. ~o. 

"i'he ::"h ct:o:~!:·o :<' ;.'1-!• o.':>.~;;: o' 
dose:-~hed F',.t1=s!~· !: te C"'Oic_ a -~!:éo"oo;; 

"tif~e.ess i'o: oll :he t~eth ,-~e'"_ ''.ot o~·:r, ~~~'h 

earr!es ::he "'"'~ 1:~''• 
one "ddlUor .. :ll <Oo;¡t~ter ,...~, :·as ~~:~c,.,od 

cor.si<leri:.g •e;.t" equal lood1ng Fe'' ;;ccth, ar.1 
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Symmetrv / 
' ' ' 

' 
' 

,---' ' ' ' ' ' ' ' 
' ' ' ' ' ' ' 

' ' ' ' 

' ' ' ' ' 
' ' 

' ' ' 
' ' ' 

i•mits 

-- -~ 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ,_ 

' ' ' 
' 
' 

,' -, 
' 

\. coupled 
, d•~placom~nts ' 

' ' ' ' ' 
' ' ' ' 

'- _, -

' ' 
1.08 

' ' ' ' 
1.40" 

' ' 
' 

' 
' ' 
"~, , 

' ' '--<,___, • 

' 140" 

'-
CLOSE 

• 
DISTANT OFFSET 

~ • 
Fi~. 12 Aolóitioml ~cyd<Jlc ot c·ne '·"ot•w uood to dctc,.,linc th~ no:~ ode•,uo~o pooHion or thc• hole• 

~!th ••••opcct to tilO teetl1 

the ~csu:.tin~ :1.J•ou ~i"1.rib'~~ion (1'111· lll 
=~-o;:~ o eonsht<mt patterc. or otre$oco w'túeh. 
i~~~e"""" an even ~htri~'-<tior. of the loa6 <m 
th< ~~ett.. 

""-< ~.axl"Ut:t stroos leve! rcr tho new óe
otcr. ;loto -10 ~~-e otrai¡;.':lt lü:e in tM ~o¡.h 
si'O'orn in Fig, 9- AS H cm be ~boet'V~d, the 

¡.cok ott'""""" ol!~-•tnetl ;uth thc orin1nol doo!Vl 
coc. te :•cduccd by ilOVir•.c the oar1o ~.u¡,Lo•· of 

coo'coc.t holea than teoth on Che plat<>. 
Pir.,n,·, three aúditionol n:oclclo WOI'C cQn

z¡~c~e1 :':n thO ,,nalysl> to Oet~""lne lM ""'"t 
~de<;-.zate po<itlon for the hc~es wHh re5feO~ to 
t:-.e :eeth. ':"hOH IO<>d~~s ~ere ,-.;,de ~or ofl].y one 

sector o~eo~f"O'In¡¡ "'·" lOO''> :rnd ono hoh. ~" 
oróe~ to :tal.:e lile ono scoco¡· ;:¡octel reFOSo~t ~o 

'cF.,:..o~·- slr".'"CUro or tl:e r1ote, p¡·c;¡oet· boul1dory 

· ·nd:ct.•o e "'"''" 1101'-'"'"·' ov o.•aplin~ lhe di>· 
\.toor.c.:\0 ,.,. \~;,• ll•'·"o•: Ce· t1:e S)'1':rt<tt•¡• 11l'.itO 

,¡,,•:,-- ~>:;·¡,,,E. 

1'-'''J ¡;~o~ ,•o¡·."oJ.,t~~" :.-a~ fou"d bot :een 

so~~oscc. <>OtolMJ wl~h the •=plete nodo! an:l 
t">e slre"ses obtalned >'ith the s:l.:oplifJed or.e 

sector o:odel, (lllthln a 1 p<~eer.t of dltfe1·
enoe). 

Table ~ &=art~~~ tC.e res U! to o~toinod 

in ~~e val'iouo Ocmputot• rur.s, and rro;·ideo a 
Nfí!r(!~O" fo¡· tl1c noür.un stre;.oeo "nd loo4-

ti.ono for ooch ''•'"" t:•ooted, 

' 

·~->ble 2 s=•~•·y or Ros·~Jts OH~I1WJ r.·oTI the 
Pinito tlc.~en~ Me~~.o~ CC!']~;ter RU;'),S 

' 
z 

4 

6 

lOriO ~-''"~~:a"' -~·••-.>'~'>!» 
ll<~l"!IJ:to-- l""'"·"' ,,.¡ •~1 ~·:.;t. .,.¡-r.j 

~··~lm.l) S,,~~~"" l'"'; 
B-1101.<~ E+"'i l oo.l 5. .. , '" t- • ,,¡ ,;... -Y<JO l"-'~ 

1., toetr . .,..., '"''l>''·•H,. ?':'~ ¡,.~~ 
-'''"' "'""'" "'~ ·""' "' ""''" ... ~ 

D<e'.< (oo\<0 s,~ •>?JO ;" '1>1 ~- >¡:¡~ [t<l-"') 
8ti0L(S i~nd oy 5,~. 1"-10 (l1 o ¡•;,,.>'>10[o•'"i 

toad r.,.,p: ~-•'""'' 1""~ ':>,; ~7 >COl"'"¡ 
_;: ,ool o{ i.oo\ lw B 1t« '" t "' tn "' " 

s .. ,.>OO'"'"" 
j)-fl[l( S Eqoa', l~1 S,. o• .COO{<, '') ,.,_~~ 

f<• tootn s,..- ~~¡'"':'! . ;~ "•' ,,;"¡~' ·-00"- '>«11>1 -- 5.• >SMül'---'<>1 
'< • v~"<>"" ..-, .. :oootto.&l 

MO· '<O P«"Oc< 5 ~A)'t.U(>'<"'' 
¡ro ... tOOI• " ' 

'-= oi '''"" ·¡;..o."-trn," ----;;wm;''"'Oi'-... 
>•o>< >Oó'l)o,fo<m <:-.-·>ODt,[<o•&l ~ 
(<O~ loo>' p,~,~""- c;,;<~OOOI".''~ 

'""' ol '""" 
O•¡ \!~1:)11 , .. 
"""',~,_.,_ liot,o<O' 

jO)"\ :x:~ ?«~SU>;Z 

5 •l'tODW.o .. J"
S,=· ~~t.ol'-" ,.¡ 
,,.,~:~CO!¡h,.j 

''"" tf ,.,;. 

Fron ~ho reoul~s :::,-, ~hlo anol;·oio, the 

follc>lin~ cono1uoi"n" ca~ to dra•,;n: 
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The éist~ibut!or. o~ stresoes on va~O~~• 
toet~ in t~e oriGLr~l de•i~ io unaven 
~e to the uniquo p<>sltlon or eoo<t tooth 
uith respec~ to tho coolont olrculotion 
h~~eo, 

:; ~ -"'·'-~"'"' dlotrlhution of otresses =on¡¡ 
"::e :eeth can be ob~ained by llólvin¡¡ the 
•=• r·=Oer of ho~es and teeth. 

} TC.e JO'.axi'llo:'l otresoeo for the now 13-holeo 
desigr. are 22 ~ereent lo""r thon the 

stresooo obtnineil '"ltlo tho 8-hale,; nodel, 
fe:• the so.'!le loading condltlon. 

4 The ::tost adequatN po51tlon of the hale~ 
K~th >"eO¡><tot to t~.e teeth H ob<>Ve th 

t!'.ick seot1on of eaeh tooth ao sho·.-,. ln 
Fl~. 12(~), 

'Che ne~ ~""ign proóu<:ed ¡,y thio an,ly>is 
dld r.o~ requit'e ar,y "'odi~ioation to any of the 
con¡>o~~;.t" of th• ass=bl;;, and the ~Orlt.:ction 
ot the _oeak struaes ~esu"ced In an !.:::prcv.,.ent 
or the lite expeetor:ey of the friOtl~n plate. 

Lahoratory tests élavo ohown <ln in¡:rovement 
al' lOO percomt in the htigue l1fo of t!".e new 
f;:olc~ion plate, a~ oomparPd to 'he original 
.dot~¡;r .. 

1 l :~..'-s ~eneser.to a oi(ln!ficant 1npove:cent 
lr. th~ roerto,..,aneo ot the broke oy•t= ir. the 

rcor ~leo undor dyr~c loadlng conditions. 
~he~e extoto seve~ol ctho¡• port;s ir. tM 

t••.>cto~ syote:J:l, which h~vo oinllar charocter
i>tics to tilo p•¡•t analyze1 Mrcin, and H h 

¿,; 

vHa..l!zed ttut tt::e FOSer.t l!'l;ll~Sis o:e::~o~ 

provides tne !'-'l'l<":!,.ental haoo for •=e or the 
most l:C.J)o>'tont oopecto to perfo>'n a :~c.ite ele
"ent anolY,1o. 

The author• ~'~ to ac~owlerl~e the oup
po~t rrovi~oa hy the ~. 1. Ca•• com,anl or 
Rac!ne, 'noo., ro~ th!.s otu~y an~ ar.alyUo. 
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VI. t E~(..~ GD-.u~.--.J. &.. r.._'\uL\"- \ Cc-...tfhl~(i.c.:,...,.,.t._ 

METOOO DE .ANALISIS POR ELEMENTOS FINITOS, 

INTRODUCCION. I 

... 

El ingeniero en la buses. de los valores numérico.;, adecuad.os para descrl~ 

biT S!l proceso de diseño, se encontraba generalmente Co!l formulaciones mate_ 

;náticas difrcHes. Fbr ejeffiplo, co~~erando el simple caso de teorla de ---
" . . . 

:lerlOn de placas, bajo las hipótesis de pequei'las deformaciones y que laa sec-

;:.Jones planas perm&neccn planas después de la deforrr:.aclón, la ecuación di fe-

rene tal que gobierna el andli::~is .para un material elástico lineal homcgcneo e 

lsotrópico ea 

= j: p 
(1) 

donde W es J... ..,.,:flexión en el ~rO ( x, y), q es la intensidad de la carga en el 

punto ( x, y), Y D;;. J~(~-:~.f es ls rigidez flexlonante de la placa la 

cual depende del modulo de elasticidad E, el espesor de la placa h y la rel;,¡-

ción de Poisson ~ En la Fig. 1 se presenta un elemento diferencial de 

la placa y las acciones y reacciones sobre él. Combinando la flexión aimpb 

en dos direcciones se obtiene para i.Js momentos y cortantes por unidad de lon-

giuxj.de plnca lo siguiente: 



.J."·"'p '~"'"")3cr'.'~' 0-\J'""'~" \)() 
~ '"l>:>o\4 wn "l' ...,~~w ".'~ti' ;J"S 

~'i'l ~bt ·~ 
·~t / 

by¡-_....-:¿-t h ~--,.,.Y\ 
•y¡ '1'1 f 

""N ;!Y~I;) \ "' 

ttt 
~· 

• 

L.¿-'-. ~·-7:>-·------,.-i /-

1 

t ~ 

•• 

" 
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DESFI- UNAM ¡.,-:¡u.w 15 .le 19 

(2) 

Para el caso particular de la placa libremente apoyada, y :rect:mgular, 

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) son: 

W(o,~):o 

w •• (O,j) + "'il '1'1\"1 (o, '1) =o 
(3) 

.. 
' 



4 
Navier en 1820 pn:¡;entO a la ;.,;::;.,¡:;;;H<l Fram:c:;a de Ciencias, la wludO•. 

representando la carga q { x, y), rnr mr:dio de una serie ttigonomécrlca doble 
00 .. 

~(x.'j)= L__L~~· ~ "':. >< ....... ~ ~ ( 4) 

substirurye (4) en (1) y consld..,rando la.s propiedades de ortogonalidad de le.s 

series trigonométricRs obtiene la I'OluciOn de la ecuación diferencial bi-armónica 

(1) como 

(5) 

(6) 

El procedimiento de Navler consiste en lo siguiente:. Conocida la tuncióll d~.: 

carga q (x,y), se substituye en (6) y se·obtiene el coeficiente Amn el cual -

nuevamente se substlruye en (S) y se obtiene la deflexión W (x, y), y ¡:or med!CI 

las ecuaciones (2) se obtienen los momentos y cortantes tM\ y f Q.} 
E¿ lmponanre observai que las limitaciones de Navier se refieren a una placa-

rectangular libremente ap.Jyada y con una función de carga q (x, y) impar con -

res~to a x, y con reapec~ a Y, es decir, fe~= -f(-)(') y 

Si la función fuest¡ par, la representación de • 

·:¡ (x,y) serf2 mediante una serie de cosenos,·y si ~·(X, y:> fuese u~a función cua!: 



' . 5 
quiera, se represen::::ría medi;L;1te una serie _rrlgor;ométrica doble ccmp!e•a 

de senos y cosenos, y se tendrían problemas· en satisfacer las condtcicnes en 

la frÓntera. Generalmerite la .:onvergencia de la serie (5) es len ti, y en algl!_ 

noo casos es necesario ccCISiderar más de 500 términos para a~oegurar Ll sol~ 

clón ..:orrecta. 

Postcr!ormer.te en 190(1 M. Levy e: ambla Ue ¡::.osición lo~ ejes t:.oord¡;,nado.: 

{ i'lg.•3) e·utili.:t.a una t.(lde trigc.nomérdca Gimpk -
OJ,. 2_-f',.(~j 41-A. ~ .;_ 

lhl 

(7) 

El procedimlemo de Levy consiste en substituir (7) en (1) obr.::n1tndo una 

~ ecuación diferencial lineal rle cuarto orden en fm(y) con coeficientes constan· 
e 

tes no homogenea cor: la cual ya es posible satiSfacer düerentes condiciones en 
¡, 

la frontera ~ = ± "i pero continua limitado a una placa rectangular 

libremente apoyada en las·fronter:¡s x :o o y x"' a. 

-~~J_ .. w 
o/... )1 

_ L-.-r-1 
K 

V ~~--· --"---' 
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Las limitacione.; de an&l:.;!s tru1 resTringidas, <.omo los ejemplos anteriores, . . 

ap.ue:::!an en ~nnumerable~; pro~ lemas de L1gcnicrfa, lo cual originó el principio 

de lo~ métodos numéricos, ~l C:l;lal presenta dos etapas de ~esarrollo. Anres 
-~-. 

~e_.la_ é~a d~_las com_l'_utad~::~~'-~?~1!~~- ~PI!'~~'!l~~tm lmpor"tante P2-pe1 el Prof. 

Southwell del Colegio Imrerial de Inglaterra, dcsarrollandQ..Y. aplicando los mé-- ·--~ ~-- ----- --~ -
tOdos numéricos de relajación y dif~rencias finitaa, su~rando las llmitaciones ·---- ~ -· --·- ·---· 
:estringidaS de los rnétcdos analíticos de solución. 
-·- - -- -

Durante la era de ·las comput:~doras digÜales, el método de análisis 001· el"_ 

mentos finitos ha obren ido gran· gmulartdad. puesto que en es re procedimieni:D 
' 

como resultado de la d!scretizaciOn del medio p:>r analizar, se obtienen sistemas 

grandes de ecuaciones algebr.~icas lineales simultdneas, lo cual acwalmeme su 

solución no represenra ningün problema. 
'·· 

Por ejemplo, en el caso de análisis -

elá.;tlco lineal de placas, podemos tener cualquier condición de apoyo, de _geome 

1.rfa y de cargas, prácdcamen~~~Uminan la mayorfa de las restricciones de 

las soluciones analíticas mencionadas, el problema más importante es verifiar 

adecuadamente su convergencia. 

El primer traL,;¡o referente a~~todO se debe a Hrenikoff Be!, l _.12!;1-

bltcado P11 1941, X el segundo a !1-kHcury publicado en 1943 en ambo§ rrabaios 

~ Fi¡:. ·1) se verifican soluciones de problemas de elasticidad bldemenS!onal t!Il 

estado plano de esfuerzos, discretizando el meCHo y buscando la analogía con la 

solución estructuraL 

Posteriormente en 1949 Newmad en su libro de Métodos Numéricos 

Re!. 3 , presenta los métodos de Hrenikoffy McHenry, ~ embar_g~L.e,l 

-
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1 . ~ ' r----------).. ---------------¡ . . 

Ftg. 4 p_..;_,l¡era soluc!.cín p¡·c¡;<.:!nrad.:. por Hr,;:nikoff er. l')·H. 

cn;{l¡;n de apllc:~rlo il medio$ commuos es de Tucner, Clout;n, ~\ar(in y ToQp ______ ,. ____ ·- ---------------- . - --------- -- ----· --' 

-~~(-__ § , y no ea, sino haSta 1960 ccin Clough, Ref. 6 nace por primer::a 

\eZ el nombre !!lágico de "Elemento Finito" , der¡vando más correctllm:Jnte las 

_propiedades básicaa del elemento rriangular y el rectan gula:", y d hecho de auc 

en el m~mo tiempo b computadonl comienza a ser W!a herramienta :nuv ck-crt_ 

va, conduce rápi;iamente a la solución numérica de problemas elásticv li.."leales 

complejos, en lvs cuales uila soluc!6n analftica no era J??Sibl:. 

Se inician la ('.erivaclón de las proph:dades de rigidez de los elem<-nt:,¡s fir.itos, ·-·- .. --·--·------ ··--·- ________ , ____ ............ . --· --.. . . ·--· 
el campo de desp!112;amientos en el medio se expresa en funci-3!"1 dt: lo~ C'~splaza-·-----··-- ·- -···---- ------·-·-------------· --· 
mlentos nodales del elemento, satisfnC"iendo conti..rwidéttl, luc; fueo:as ir. cernas se -------- --------··· --- ... --- ---· 
definen 'lplicancto el princi~io del trai:Rjo virrua~, la idc:ntldad de tste prn:·eso con .. _____ ·-·- --- ·----- --
el de minimizar !a euC!"Ú.l f?tencial t:nal. o se:1, el,Eroce~·;;:.¡Je Rc·rki>'h·Rir.< ··-

Re f. 7 es ob\ia. El desarrollo anterior se a;::ennJa en el ca:r.po d·~ ic i·.1e;::a-

nica de Sólidos y p.JSte~ionr.ente Zienkfewi~ Ref; 13 y Wilso~ Re.'. 14 lo 

aplican en Mecánic-::;: de fluidos y en problemas de anállsis de cc-nd:.~o::ció;¡ d.:! calor. 
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:.;e presenta al ünal unr. Hsta de referencias de llOJúr!auc\a del rnét<xlo del e·lc-

mento finito 

Al mk;ar la determlrraciór. de e.5<fuenos y desplazamientos en clert.o proble-

ma de diseño, las ecuaciones que gobieJ11an el problema en cualquier forma de-· 

ben satisfacer equiUbrio y .continui<..lad. 

El Método del Elemento Finito. c.t~ un pmceoimlcnto ilnaHtico, y cuando se 

aplica a un medio continuo, e!; re ~e:modela anaUticamente subdividlé~dolo en -

sub-regiones (los elementos finito,;) en los que el com¡:nr.tamiento de cada uno 

es definido PJT gntro~ separados !.le ti..mcioncF- que supucst~mente definen esfuer

zos y desplozamlentos en esa n•gi9n, las funciones se seleccionan C:J for:nd tal 

que se satisfaga la.condición d~_:continuidad a través de todo el medio, p::¡r lo ·· 

tanto, el método del elemento· finito en común con las ooiuciones por series y di-

r.~rencias fimtr¡s r•:presenra una aproximaéión a la solución del problema 
t e, 
1 
! • 
• 6--- . --z 

• 
X 

o 1 Elemento estructuro! 

- • z " 
X 

h ) Esfuerzc..s plonc~ 

~ 

--
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: 1 El~mer.toi sólidos 

-·~&~;¿v-• • • 
1 X 

. ¡ ... 
d ) SÓlidos o·xisimetrico w 

y 

' 

e } Flu:iÓn-. de ph.cos 

~':!_ _____ X 

' •/ f l ' C'.rn>coroo del godo o:dsimétrico 

"'4 ;.j/-Yxz •l /• 
1 .. 1 ~Txz 
' ' 

.. 
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q l CQscorones deiQodr.s curvos 

fig 5 Tipos de deme:ritos finilos 
., 
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'f!POS DE ;eLEMENTOS. 

tlementos que son usados comunmente en la práctica son ilustrados en.Ja 

Fig. S. 

El elemento estructural simple, Flg, 5 (a), es un miembro de la faf?ilia M 

total de elementos finitos. Cuando se usa .:oo elementos del mismo tipo descri 

be armaduras y estrucmras espaciales. Cuando se combina con elementos de 

tipo dHerente, especialmeme con elementos de placa g'eneralmeme se describen 

mle~ros de rigidez. 

Los elementos Msicos en análisis por elementos finitos son placas delgadas 

con cargas conrenidas en SLJ plano (condición de esfuerzos planos), triangulares 

y cuadriU.teros se ilustran en la FJb .íb. Se denominan basicos porque los pri- ._, 

. - -meros desarrollos concemienres con el método se refieren a ellos. 

Los elementos sólldQS, !.!.g_._ 5 (é), son la geñeralización tridimensioml de 

los elementos· de esfuerzos planos. El retrahedro y el hexaedro son las formas 

más comunes y son esenciale~ para modelar analíticamente problemas de mecá 

nica Je suelos, rocas y es¡;rucruras nucleares. Es conveniente mencionar que 

la ilnlca forma práctica de resolver problemas tridimensionales· prácticos, es 

el método de eiemt:!mos finitos. 

Uno de los campos mAs Importantes de aplicación del método de elementos 

fillitos es en el análisis de Msólitlos a.xisimétricos .. , Fig. 5 (d). Una gran varle-

dad de problemas d<: ingenkría caen en esta categoría, incluyendo éoncn::w, t~ 

~ 
ques, recipu:n~.es nucleares, rotores, pistones, flechas de motores, y la cabeza 

de los roqueta. Generalmente son medios de carga y gf.'O!Tietría axisimétrica. 



. 

1l 
En la Fig. 5 (d) se mloestra el el:::!lc,:lt:: ~:-i~.n¡;ul:ar, :.ambién se usan secciones 

cuadriláteras. 

Elemento de placa plana en fleXión es empleado no solo en conección con el 

comportamlen.._:ro de placas planas, sino también en case e eones y miembros de w 

pared delgada. Fig. 5 (e). 

!O 

Estructuras de c~scarón delgado axisiméttic~ Fig:_lj_o, tienen el mismo 

rango de slgnific¡:,do en la aplicación pr.ictica que los sólidp.:; axisimétri.Cos. Sin

.!mbargo, las relaciones gobernantes .se derivan de la teoria de cascarones delg~ 

dos. 

Cuando una esrrucrura de cascarón delgado que de hecho es curva, es .prefe

rible emplear elemenlDs de cascarón curvos delgados para el modelo analítico, 

tienen la ventaja de describir mas aproximadamente la superficie curva dd casca 

rón, y la apropiada representación del B.coplamiento de deformacióil y equilibrio 

entre cada elemento. Elemenws típi~os de cascarones de doble curvarura se mu~::s 

t:an en Fig. ·s (g). Gr::n número de formulaciones para este elemento eXisten. 

ALGUNAS AP~lCACíONES DE ELEME~TOS FINITOS. 

Examinaremos algunas aplicaciones delmétodo de elementos finiros en ~isr:ñu 

esc-ucrural con el objem de llustrar la forma en la cual se usaa los clemr;nros 

de la Fig. S, y la esczla y complejidad de los proble!':las. 

El desarrollo del mé[OÓI) dd elemeilto finito J>C debe a lo:; ~nvestigiiÓores re-

_!a,cionados con la industria acror.:u:tica. La Figura 6 muestra la form;¡ en que -
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se aplicó el ttnáli&is por elemeutos !mitos de una porCión del av}6n Boeing 7 47. 

La estructura del fuselaje fie un avión consiste de laminas de aluminio ligadas 

a una :::structura interna formada por armaduras y adezadores. La experien-

cia ha mo,;u·ado que los efectos locales de flexión en el cascarón son despreci:_ 

bies, por lo tanto, Se supone qw con~isre_ ~::_.~:~el!lenros el? _c~n~~c~n plana de 

esfuerzos Fig. S(b). El análisis ele elementos finiws del Boeing 747, de la 

parte achurada, reg16n que con0cta el cu~rpo;:> o Cascarón Monocoque con las alas, 

área achurada en Fig. 6, cons1ste de 7000 inc6gnitas. Por lo tanto, ~s común 
- ' . .. . . . . . . 

en la prñcticn dividir la esrntct11ra en regiones,_ o·'subestruc~ra_s, y -~-naitz:rr -

cada una por elementos finlros c;1n '-l Objero de pro.ducir un s_uperelemmro. Los 

sup:!relem"enros ~e hgnn em.t:e sf por medio de un procedimiento convencional 

que; dererrnina la fase final del r.n5.lisis. ._., 

El esquema de subestructuración del Boeing 747 es mostrado en la Fig. 6 -· - . -·· .. . -· . .. . .. . . . 

y los detalles son listados en la Tabla l. 

-·-
Sub- Devr•potón Nodos Condl~f6n Ele meno:> Elemento Grados llber 

€amJCtu1 ' C..rga v,.. """ t.ad intera:-
c;i6n eleu.en- toral. 

- 7'1 .... ' "' "' " m '" '" ' C.On 1ro ala 267 • '" "' '" 3~0 

Ca•carón 
Mono<: O<¡ ..e m ' "" "' " 1,026 

• Cascuón ¡,.t.z¡J • '" "' '" "' 5 Cascal))n M 292 ' m , .. "" 03> 

• Caja Tren 
Aterrin¡e 170 " "' '" "' "' ' Cascarón M 285 6 "' 

,., 
"' 509 

• Caja Tn.-n 
ilte!"n>aj~ 150 " '"' 03 '" 5(13 

• Cascarón M 2~~ ' m "' " ~!!........ 

TOTAL 2,1'15 .. 1, 37 4 l,979 ,., 7 • S'l~ 

Ta'o\o.1 'Ov\o e•~~U<.lu.,_C:,o'n <141 l'!oei., 7.f1 
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Como es u&ual en t::l d!sefi.o di.! aviones, ¡¡e hic'ic,on pruebas en el pro.atipo 
' . 

y los resultados se compararon con la solnción por elementos finitos, colnci -

dlendo como se muestra en la Flg. 7 

-· _, o ' • 
"'"' 

• DlPORMIMETRO J<X\A.L '" • WORM\METI'IO SIA)(III.L 

"' 
BoeniQ 747-4 

745 -5 

~ +-. 
Q 

__ .,¡L >oo• 
-7'wL .. o• 

-·- WL n~• '1 • 

"' 
' Li"eo de¡ o~uo f Wot~T iHlll 

Fig. 7 Comparación ent.re análisis y experimentacióo del BoinQ 74'{ 

Es importilllte agregar que la rcs¡JUCsta dinámica de un avión es muy impoE 

tante, aRf como su lnestahilirlnd dástíca es una forma importante de falla. Nin 

gnno de t:stOs fenómenos pued~: untarse por los métcx:loa simplificados, p::~ro su 
' 

aná!Jsts usunúo el método de c.leme.ntos fÜlitos ha ptubado ser mUy aceptable, 

Problemas stm!lttres l5<'l er)etM'!ntrnn c>n A.t:tiult.x:t1.1oa N11val. Figura B tilla 

' 
porción de una estructura de un tran<;bonlador: La parte plana es repre:;emada 

por elementos en estado plano de esfuerZos, . Pig. S"{b). Elerr¡ento!'l e1muctu -
• 

ralea, Fig. 5 (a), son empleados en la repm~ ... "'fltaCión de la estructura !ntl:rna. 
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¡::¡nUmero total de incógniLu5 pau dciinir las pa.-tas Importantes de ·Jn barco 

es del orden de SO, 000, y de nuevo se o;ubdlv!de el pmblema en subestructuras 

obteniendo menos incógnita!'!. 

Elo01onro ntruolu<111 (o 1 

... 

'· -
• 

_,---1--• 

c. e 

! 

• 

' 

' . 
'o ) 

El~<'·C"'" (O) 
C. l.: ! /C'.L 

.'/ 
./ 

-....._[.i.,m.,nto lb) 
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{ b. l 

~-71 

'[..-· 
1 ' l 

El•"'••••• ""'"'"' 
F¡g 9 Anolisis por elemenlos finitos de un recipienle reactor de ~;e presforzoda 

Requcrimkntos de seguridad en el disei\o estructural de los re:~·.;¡.,;c~ nu

c\ea¡·es han cau;;.tdo que la industria use ampliamen!C el análisis ¡xH" t.lcmento::. 

finitos. F!gu;. a 9 (a) un reclpiente.rcactor Oe concre\o presfoi-J:ado. Debido a 

la simetría -t:s ¡:oslble 'analizar se:¡ lamente lDI. doceavo de la estructura total, ~ ~ 

Flg. 9 (bi. 
• • 

Su volumen !lC rnodd• •r.iiCtl.e•rmotuo en 1m enaombla dt· ~lcrnento." 

tetae,Jrales y hexaedrales, Fig. 5 (e}." En pToblemaG de este uro. el ll\1mcro Lk . . 

incógnitas. es del orden de 20, 00), y muy comón h"aces· el anAlisis en condido®s 

no linealea en marerlal y geometría, 
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;.o todos los problema.~ de aplic¡,.--.¡un del método de elementos finitos son 

de proporciones monumentales. Las figuras lO y ll muestran arllcacione~

básicas a ciertos problemas dP in_genieria civil. Una for7!'l.a deo ln,...,.<:mentar 

la eficiencia de dlseño en secciones roladas de acero estrUcrural es corta.'1do 

el alma en la forma den rada mostrado en la F1~. 10 (a), colocando una sección 

sobre la otra y soldándolas, Fig., 10 (b). Y se obtien..:: \ln:l viga !JlÍlS a.peralt~

da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto qUe en esrc problema rutina . .. 
riO de diseño, no es necesario el uso del método de elementos finitos. 

!U<•II 

1 

í' 
" 

'" 

L, 

r'ig. 10 Análisis de el<:mentos finitos dr: una viga a~ralr.ada en celor.ía. 

Un pr,:¡t.ao::rn_. tod¡¡;ria mO::s ..::omún e_., r-~ .;., u;'l,a vif':l r~e concn:ro reforzado, 

F1"'- 1 1.'. para l':l.cual se conoce muv ~o reHv:ctn a la ad!il':!"encia cnrrc (fl 

,¡cero dt<> reñ1er7n y el coocrero, v b forma.:.;ón y crecimicr.m de las grietas . -

al aumentar la car_ga. La Fi~ura 11 (a) mue.";tra el modelo unalrtko de ele-
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P~fuerzos se mucst ran <:n ¡, Fi:;:. ll f!,l. 

Los fOCOs ejemplos mosLrnC'; ... :.~•--L:",¡¡; :¡"~ :.:1 metodo de elementos finitos 

pue<itl ., .... r usado Vt!nlajo.'!amcute en cualquier situación que se requiera la pre--

.1icción de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, vibraciones, 

inestabilidad elástica, mecánica de fluidos, transfl:!rencia de calor. SituaciOnes 

que se levaman ctt! diversos cumpos que n·adicionalrneote han sido considerados 

como disciphnas ingenieriles separadas. Ejem., !ngeniería Civil, Mecánica, -

Aeroespacial, Arquitecntra Naval. El método del elemento finito prop::m:iona 

una tecnologia unificada d<! análisb en cnsi todos los campos. 

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos teóricos bJ.sicos 

y estlldiar problemas especfficos de carácter práctico. Un compendio de tales -problemas llenaria muchos volumcnes, ¡ur lo tanto es recomendable consdtar 

las memorias de congH:su;; y publi<.;~,cion~·s ~ri6dicas correspondienres . 

• 
Se ha inJi.::ado que las ecuaciones del m!todo ... ~ elemeniDs finitos son de una 

fonna tal que su carácter general permite teóricamente escribir un solo progr~ 

ma de -:-omputadora que ::-esue\va la mayorfade los problemas que se presentan 

en la Mecánica de Medio C'.ontinuos. -Programas de computadora con este obje-

•-' tlvo, aún en escala restringida, ron llamados programas ''de propósitos ¡;·~nera-

.e~". La. vcmaja de programa::. de prorósitos generale~ no es s6lo su capacidad, 
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atno tambi6n en la mstrw.. ... iór. Ue los probables Ulóuarios respecto,¡¡ la 1nter· 

pretaci6n de la docurnemación, los aato1 y procedlm1entoa de entrada y 1a!J.~ 

da de reaulr.Wos. 

El coato da desanolio de un lprograma de pro¡Dsitos ge;¡eralel es u¡¡u.¡:

mentc muy alto por lo que l<~ <lJJ\o.rtUac16n de la inversión es etencial, C!er~ 

lOa programas de propósitos gen~ndes son codificados en un lenguaje compu-

tacional quo permite operar el P.togcama a muchas organizaciones diferem.es 

kx:ali:zldaa: en grandes separac[one¡¡ gwgr4.flcas. Otros programas de prop': . -
:!lito• eapeclales de limlrada cupacJdad ae uun en organizacio~s lndus~rl.aleii 

y gubernamentales con un C•JSU• mcl" •• en su desarrollo y operación. 

L1«1 cuatro componentes rnosrrac1a• en el diagrama de flyto de la Fk. l ., -. 
oon comunes en el desarrollo de programag de proOOs!¡gs generales, !ase de 

' 
datoa de entrada; requiere del usuario información del medio o mater4l, des~ 

.::ripc16n seométrica de la repre_~:ntación por elementos h!_l!tos y las cond!cio~ 

~a de c~ga y d~~!.:!· Los programll8 de pro¡úsitos goneralell m.\s sa

;¡stJcadoa facilitan el proc!o!sO de <::!ltrada como propied.Wes constitutivas del 

material, almacenados prtvlamcnte, esquemas de mcdelar anal!tlcamcnte el 

medio, trv:ar esrerográú.:.¡mentc la Idealización por elem~ntos tJnJtos en for~. 

ma t.ll que los errores plic·c1en de¡cctarse antes de efecruar lo¡¡ cálculos. 

La tase de biblioceca d.., elementos linltoe es de interés primon:Hal en el ~ 

curso. En ella se tienen lofi pnKésos de codlttcac16n tormulativoa para loa 

elementos Jrxlivlduaimente. La rnayor!a de los programas de prop:'Jaltos ge~ 

nerak:a contienen todos los elemento" de la Flg. 5, aa!co~ ciertas otras al~ 

tematJvas de formulación p<tra uo t1po dado de elemento, por ejemplo el triAn-
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l. Enu·,l.lia de datos 

2. 

3. 

t:efinición del material, geometría, 

cargas y conJiciones ~n la frontera j 
del moCelc: físico de-1-med--lo-.'-----

t -
Elementos de bPblote(.;a, 

Generación de lOF• modeloa mstemAtico.s 

para l01; 7temento3 eatructuralca y las 

' 
carga& apli<.)adas. 

+ -- -
Solución 

Consn·ucci6n y solución del modelo 

- o -L~:lálJ~,l-para~¡ _.!srema_ estruewrnl 

' 4. Ssl!da de rcsulraJos 

Obtem:·!6n de esfu~nos y 

J desplazamientos. 

Fig. 12 Olilgrama de flujo computacional en 
Análisis Estructural. 

'" P. Sallesreros 

.® 
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&Ui.o en nexi6n. Teóncamcnt;,; el domtlnto blbliotec& ·~s de. ex~onoa &bierto• .. _. 

y capaz de acomodar cualquier OU<"VO demento de cualquier grado de compit.:-

J~<:lad .. 

La faae elemento de Wíbioteca recibe los datos almacenauos _'{ eatablt!ee laa 

~lacionea al¡¡ebrAicas del ct(~memo por medio de la apllcncióu de loa proc"esos 

fonnuléiti\QI relevan rus de cvdifiCHCi1ín, Esta fase del progro.na de propósi\Os 

¡,;enera~s también inr.luyc rodar. l~s rcladonca nlgdm11cas paca intercor.ec!ar 

l.oa etemen101 vecinos y la con;;:ccróu dol proceso e;1 sf. Laa uperaclonea poste~ 

rlorea producen un conjunto de ecuaciones algebrá!cas l1neak" slinultáneas ¡lllra 

repre~~entar la es1 nrr: 1u r J ··r.:~l•·!:: ·¡, p.>r t•lementoa iu¡¿-...5 .. 

La fase so lucióh aet pt·ogr;tmil d~ propósitos gt.'flcrales opera .~;,Ore lc11 ecu!_ 

cioncs del problemrt form::~da<> en la f.1se anterior. En el caso de un problema -.. _,. 

de análisis eatructur.il solv su•nif; .. ,, l;~ wlucton de un conjuntu do ecuactonea li

neales algebrAicas. Solu.:::wm::¡; para. re¡¡pueata dinAmica requerirAn compu:acio

nes m~s extensas so!Jre la hi~-\r.•·h-.;•-:mp() da las cargaa nph•:ddaa. Eil algunos 

caao1 hay que operar eu rcgiont!s suWivt.!Idu como en el caso del anllh;fs del 

Boeing 7 47, o e:teCtuar operncione::; l.."Spo.ldales en i11s ecuad01.cs conbtru!das ori

ginalmente. Inclufdas en esta far.e cHin las oper,..tcione~ necesarias de &ubstltu

clón para obtener t<Xios los Bé~ClDs Je"ados de la soluci6n .. 

.,lj¡jj¡j¡¡JliUlliO!l¡¡j¡l¡¡; presenta el an4Usis con un re¡;latro de la 100luci6n 

&Obre la cual lll:l pueden wmsr decisiones respecto al dimensionamiento estructu

ral o disetlo. El registro comlmmcJHe ea presentado mediante una lista impresa 

de esfuerzos y desplazamitmtos de J._¡¡¡ respectivos ciemento~o Aatcomo en la-

fase de entrada cx1.st~: una fueno ten,kncJa a la reprcsentac1.6n gráfic¡¡ de Jacos, -
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tales cc:no gráficas de tt:.¡yecroF.ias pnnc¡pall!s de esfuerLQs o ¡¡-;odr:.>s dt• pand~:v 

y vibra&.:u.1n. 

ALCUNOS PROGRM.-lAS DE PROPOSITOS GENERALES. 

@ 

probl.emall de dt::formaci6n y esfuerzos¡ planos, cascarones 1-ebo~Jados, sólidos tr.!, 

dimensionales, flexión cie placas con y sin deformación axhll. ..;u uso en proble-

mas muy el!lpeCializadoa resulta caro . .;iSKA. Auromat!c Sysrem for Klnematic 

Analyata, Desarrolladq ¡x:r j, H. Ar¡¡;yris, H. A. Kamel y otros en la Unfvers1d30 

~e Stuttgar, Sistema general muy potente el cual incluye una biblioteca de ·12 

elementos diterenteó.. Puede ser costoso ?ara un .usuario especialiZado. SAP, 
' . . .. 

-4. General Srrucrural Analysis Program, elaborado por E. L. Wilson de la Univer-
·-··· . . . ·. ····-·--- --··· 

aidad de California. Incluye análisis lineal estÁtiCo y dinÁmico de eatrucru:-as e lA:_ 

¡Jeas, estruCturas cridimensionales, sólidos axisim~trico3, s6Hdos rridimension<J· 

Jea, oafuerzo~ y defOrmación plana, placa,o y cascarones. 

Zlenk.~. '-:·, programa deurrollando en la Universidad de Wak:a, 

Swan:>ea. Ir.cluyt: lv ele los programas anteriores y problema~> de Mcc.lnlca d;o 

Plu!doa y transten:.:.:ia ue calor. 

NASTRAN, NAsa STR,_tctural ANalysls. !lis,¡aollc.do P?!" 1), ~. i:ational -

Aeronautlcal and Space Adnünistri)!.!2r ?arJ. ruJálisis eUsdco da va.cin~ estri.iCtura~ 

' . ' 'J. ' •• 
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jXlr Jet Propul;,ion Laboramrv. l' M:tl1ned Spacccraft Ccnter. Contiene un ~le • 

meDID unidlmensiot1,tl general y c!emcnroa rriangulllreS para doformacloneb Jnt" 

flexión y membrana. 

Dtlsar!ollad.o - -------· .... 
¡.oor el Jut Propulsion ! n!Y>rnt•)rv 
--~---- -·· -··· .--- ... - -

~11·: lttl'~ una blbllot<.>ca de elementos un!di m•:n 

st.:·: .... , trlan¡·ttbr~;-... cttadril.-it..:tTI''• ;etue<l:-0s, hcxa,•dros, cóni.:os, SVUdüs-

23 
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MlSYS 

Car':t!,ilii,L' SI.Ltic ond olyn,miÍC lim•;,¡ ond nonline.1r '''".:Ua.•l an"ll'si' .wd IH·~t 

tr ""-fa an 3 1;. ,;s. Pro:J,rdm h"' p)J,ti~ity, nec p, anLl larg~ ,¡;,plJcem~nl anJ rutation 
C.lJ'"bility_ 

.l.',; i :, r;J: f'in it~ "km~n t d i;p la<'•'lll .' tL 1 me· n • .:nl. í'wgr ~"' '"~' th~ ir.crcn~ :n\11 lll~lhod 
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for t he soh1 t ion vf thc nonti ne:~r ~quat ions of mntion. IOigcn,·alues i'!" c.-. tr.octed ,.¡, 
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FIN!~~ ELE~~NT METROD 

TllEOR'( AN:J APPLlCATION 

1. INT::':"DUC?ION 

Thc finita eh•m~¡,t r.mt:hod (fC!·l) hus bccumt~ a po~1erful nume~·ic<ll 

technique for sol·,ring compl"c:: prol?l cmr: in "cirwca and cnginee.ring, 

rnainly dile to the advJ.nces !nade earlier in the nu:nerical methods 

particularly in matl·ix me.thods as well as dua to the rapid 

i.ntroduction of high speed con1pUters in th<J market. However, 

i-ne introducticn of concepts and applicati :,ns oí Ft:}\ d.:!. tes back 

to the era of mathcmaticians who t1·ied to c<>.lculate the pcn_met:.er 

and a;r;ea of a circlc by idealizing itas ó:" regular polygou. it 

ü; al!:o interesting to note that the bounf: solutions whic:h are 

oftcn discuss"'d in f'EM can be traccd back .:o the solution of ti'.o::-

area of a circle. If the circle is moclelJ.~d \dth .!In inscril::.eC 

polyg_on, a lowcr bound solution is obtainul whereas an upper 

bound solution is obtained by replacing th~ circle by a circum'> 

c:diJcd po~ygon. Even thou;¡h thc: l.>a::;ic CO;·· .. epts of F.2!·1 txi>.ltc•.1 

for over two tho¡;.soand years, for all pract i.cal purposes, ene cl'ln 

only say that these concepts were actually uscd for solving 

physical pr.c,blc:ns ir. 1.'l:.0s by "t:he ac.ron.::n::: ~-==1 enginecrs. 

ln ··:~·.;, 1'\;rnc¡· ...'.t :ll {Rc;f ll prcscnted ti.-' stiffness analJ-·.ois 

for t;;;;, complc:-. structures, which is thc 1·.~;::.rtin<j point in t~e 

rcdiscovery of T·'l::/1. Nnvcrthclcss, Clou<Jh :Hcí 7.) was the onc. 

who actunlly llst~d t:he t.•!"m I''E1·1 in 1960. '"ce then, a "!;j""c··· 

rrc~ndous <.mOUJ¡t Qf n:::s~.;¡J.:ch !",ac; br,m- o.lone ::1 this fiel U <Jn.l 
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quite a large number of papcrs have becn published in almost all 

the journals reluted t.o all fields o( engi.neering as well as sorne 

' ;,, tr.~ ficlds of mntlwm.:.tics <md scicn<::e. In addition, several 

confcrenccs have been hcld all over the world and hundrcds of 

papers have becn pr.~sentcd in each. 'fhe theory and application 

vf FEM have also been prcsented in numerous. text books (:tef 3-22) 

In arder to help the re¡;c¡¡rch workers in tracing the refe:::c:nces 

rcquired for their par~icular work several bibliographics hnve 

either been publishcd or undcr prcparation, among them notably 

Ht'f (23) is a good sourcc of inforn¡atl<:>n. 

1.2 APPLIC~TIONS OF FEM 

~' 1 '!'he FI::M is applicablc to <.t Vil-.:ciety of boundary value and init::.al 

value problems in enginc~ring as well as aprlied science. So~e 

.>f the::.e applic:ation:> are: 

l. Stress /malysis of Structures, Stal.>ili'l-.y of Structure~, 
Dynamic response of structures, Thermal Stress Analys~s, 
'l'orsion of prismatic r~crnbers 

/.. Stress Analysis of Geomcchanic:s problc:~s, Soil-Strl.!cturc 
Interaction, Slope Stability problemn, :::oil Dyntnr.ics <~•\d 
Earthqualce Engine<Jring, Secpage in soil¡¡ and rocks, Ccn
súlidat~on settlen.cnt 

3. Sulutions in Fluid Mechnnics, Harbour occillations, ?olluti(':l 
S tudies, ·Sedimenta tion 

4. 1\.nalysis of Nuclear Reactor Struc:tur(!C 

5. Stress Analys!s and Flow Problema in Bicmechanics 

6, Charactcristic Study of Composites in l•'ibre Technology 

7. Wave Propagation in Gec.physics 

B. Ficld l'roblems in Elcctric<~l Engineering 
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Apart from the abovc 11\elltioned ar.:!as, the n:ti. is also applicablC' 

to an~· other problcm a:~ long a:; thc ·analyst m1:1kes cert:ain that.: 

t:he pro!:-le:u is am<mable to solutic'>n based on the assurepttons 

introduced in the f,>rr.n.:latü..n of Fr:H ¡¡fld appropriate mat~rial 

propcrties can be ):'rovidcd in a rculistic mnnner. 

1.3 tffiTHOOS OF JL~hLYSIS 

In gt:mer<~l, there are four basic methods of· analysis in FE~t

displacement mr,thod, ecp.;ilibrium me=thod, mi:.;ed m<!thod and hybn.d 

method. Th!! field variables or unlcnmm quantitics in each of 

ci1ese methods are as follows. 

DisplD.cemcnt method - displacements and their derivatiYi .. s 

Equilibrill:n rilethod - stress components 

Mixed .method - soi:Ie displacements and sorne stres:; corr.po:1ents 

!!ybricl method - displaccments or boundary forces 

In the displaccmcnt method, smooth displacemcnt distribution LS 

... ssumcd within fin eloment, intcrelement cornpatibility of disp]..,¡-

cement is gcnerally assured and minimum pc·tentieol ener:gy c:.-itnri::m 

:s uscd in the formulation. 

ln th..: equilibl·ium nethoü, the interior stress distr~.b~tion ··-

<H.~ ",,;d to be smooth, thc m:¡uil ibrium of boundc;-::-y tr;;¡,ctiom:: is 

ma.._, ,.::ned and the minimum complLmentary .:.ncrgy lS thc basi~ 

for the for.mulatior,, 
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in the interior, the d'''J•Ifl<:"l~r·nt "'"''"Pnncnts and the equivalent 

stress components nre consid~red to be continuous at the inter

element boundaries and the formulation is based on Reissner's 

principle • 

.rn the hybrid methm'l, <iep.ondi!l9 on whether the model is dis

placeroent type or equilibrium typc, the distribution of dis

placements or stresses within the elemcnt is considerad to be 

smooth and along the intcrelcment boundary either assurncd 

compatible displacements or assumed equilibrating boundarJ 

tractions are ensured and either modified complementary energy 

ur modified potential encrgy principle is adopted for the for

mulation. 

Amo~g these four methods, the displacement method is the most 

widely used approach. However, for plate bending problcms 

either the equilibri~~ or mixed method is prefcrred and for 

sorne field problems hybrid methot is more ~~ita~le. 

1.4 DESCRIPTION OF FEM 

A structurc, continuum or a domain is divided into u number of 

arbitrary shaped parts or r~gions known as e!ement4. Thcse 

elemento are interconnected at joints knoW:1 as no de.!>. The 

principal unknown is termed as the Qlctd '''Vtill.b!c. This fiold 

variable can be displaccment, temperaturc, pore-pressure or 

stress. The distribution of the field variable within an 

elcment is approximatcd by the use of cert:ain polynornial 

function-:. Variational methods or residual methods are cm?loyed 
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tu develop the fl.nite element equacions which rt!late the ficld 

variables at thc noUes te the corresponding action Vll:Ctor at th~ 

:'ledas of the element. 7his ro!at.ionship is provided by thc so 

callad propcrty mat.rix which ia baseO on the m.!l.terial and the: 

9eometric pro~erties ot the element. Finall~ these íinite 

cle!l'.ent equations ar"' as!.emt.lcd to fonn a ::;ystc:n of algeL;.raic 

:quations for the entire domain. The unknown field variable 

:;:; ol:ltained by solvíug this s¡stell' r-í algebraic cquativns. 

1.5 BASJC STEi'S I:, FE ANALYSIS 

The bdsic atep3 in the finita element analysis of gcn6ral 

problems are a~ follows. 

l. The cu,;tinu\IDI is t;'livided into finita elcments of any 
arbitrnry shape. 

2. A suitab:.;, ¡>olynomial is chosen to represent the distril:uticn 
of thc field variable within an element in t.erms of its 
nodal values, Thus, the field variablc.s a':: the nodes bec~:ue 
\:he·primary unknowns. 

3. t:sing variational rnethods or residual ¡;,~chods, the fini<::¡_; 
~lement equations are forreulcted. 

·l. 'i'he individuul iinite alerr.cnt equ.1tio1::. ~btaincd in ~tZ? 
J ar~ assenbled to form a set of algebraic equaticns for 
the overall continu~~. 

5. 'fhe solution of the nlgebraic equatiom: obtn1.ned in stop 4 
yields the vnlucsof the field variablen at tho ~odcs. 

li. Frorn tre field variables at the nodes, tohe ~;;econaary 
vatiablos such. as stress, strain for a¡, elerr:E'r't: can l.le 
o:,tained. 
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Arpli<:<>tions Soft.VJ~re 47 
The lJSer (<~<ls!qner, draft~.man, cngin~cr or techniciM\) 

lnteri!Cts VJÍt~ a ':liD sy,;tem throll~;, applic<~tions softVJilre. Thc 
progr<~ms "ta1k" the lJscr's l<>nguage ¡os oppose::l to the compllter 
imple;:~entation ]angllage Vlhich is, ~1opefully, isolilted frorn the 
lJSer in loVJer levels of util Jt.:.,s ilflil systern softwilre. The 
usefulness of ~PP1 ÍCiltions ~oÍtVJ~re is relaterl ~o the hll!:liln 
engineering of it!l interface with th" us<?r (<:om1:1M1(\ lan'3ll~ge, user 
[/0 harrlware deviccs, software dc~.igfl, etc.) ,15 mur:h as thi' 
technical Cofller~t and fl'iltures of the program. 

flpplici'tiof'ls so[LVJ<Hl' can he <livi<led l<llO two categorie~: 

standalo;-,e a:1.~ turnk"Y· Thc standnlone E>oftw.1rc is iWail?.ble from 
il soft'"'ilre "'""!or ;:>nd frequently ruf'ls <H\ sever-"l <lif[ererlt 
manufacturer's co-:~putCr!l. The- turnkey softwilre is «vai)ahle as 
¡:>art of a package<! harrlwnre/software syst"'rn (ro:n i\ tur~i<ey vender. 
"the- turni<ey vendar typir:ally huys com?uter equipmcnt from il 
computcr manutactllrer ancl combines this with his own software, 
hanlwilre pac~aging, and w-:>rkstt~tion design. 1\ fe'-' turnkey ven~ors 
offar modified softVJate- from -1not.her softVJare vcrv:lor. 1\ few also 
produce their o~o~n hnrd..,are componentf', particularly 
rnicroprocessors for spe.,¡Jing up lnt<'ractive graphics response. 

Stand<llone ilppl ications soft'-'are has thc primary adva:;tage of 
flexibility. 1t often <:an bC! lrnplementerl on computcrs over " 
broad size/speed range in orgi.'nlzations h•ving diverse computing 
machinery. Stand<llone software domina tes engineer1ng · analysis, 
"'here tlJrnkey systerns either don't offer cap~billties or 11re very 
weak. Turnkey systems, on the other hand, have the pr!mary 
;.,.lvanta')"e of heinq availahle from one source, avoidinq the 
potential problcms of multi-ver1dor scenarios. They h~ve achicved 
~ do:ninance in the area ol geomPtric model in1 and clrafting 
(particularly 2D). 

This section reviews the ">tandalonc appl icalions softVJare usad 
in CI\D. Turnkey syste~s are rliso::ussed In Sectlon VII. The biq 
ncw, in standalone CAD soft'-'are is the rnigr~tion to smaller 
cornputers. 
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CAD Software Vendorstnistributors 

l. Professor K. J; Bathe 
Massa<:husetts Institute of 
Technology 
Room 3-365 
Cambridge, MA tl2139 

2. Swanson Analysis Systems, Inc. 
Box 65 
Houston, PA 15342 

3. Merlín Technoloqles, lnc. 
977 Town an::l Country Villa')e 
San Jose, CA 95128 

4. Atkins Research and 
Oeve1oprner~t 
Woodcoqe Grove, 1\shley Road 
Epson, Surrey, U.K. 

S. IKOSS GrnhH 
Vaihinqer Str. 49 
n-7000 Stuttgart B0 
West Germany 

fi. c.r..G.B. 
Berkeley Nuclear Labs. 
GlotJcestershire, England· 

7. Engineerin'J" lnformation 
System~, In e. 
5120 Campbell Ave. 
Sui te 2411 
San Jos e, CA 951311 

8. COSM IC 
112 BarrO'-' Hall 
University of Georqia 
Athens, GA 30'i:l2 

9. 'lacNeal-Schwendler Corp. 
74~2 North Figlleroa Street 
Los Angeles, CA 9~041 

1~. M.Hc: 1\nalysis Re><earc:h Corp. 
260 Sherid~n. S<dt" 20r. 
Palo Alto, CA 94rJ)6 

ll. Universal Analytic:s, Inc. 
774~ W. M.Jno::h<."stcr B1rlg. 
l'lolyol d"1 fi,ly, ':1\ 9!l291 

12. Enqineerlng Mcch<lnics 
Res, Corp. 
P,O, Box 696 
Troy, MI 48~99 

13. PfiFEC, Ltd. 
Strcllcy Hall 
Matn Street, Strelley 
Nottingh~~. ~G8 6PE 
tnqland 

14. SAP Uscrs Group 
Denncy R<>scarch !!ld'j"., USC 
University Park 
Los Angeles, CA 

l ~. fl. S. Computf!S 
Verltasveicn l 
P.o. !lox 310 
N-132?: Hovik, Norway 

(~) 

16. GT!CES Syste"s Laboratory 
School of Civil Engineering 
Ceorq i a Inst i tute o f Tcch. 
Atlanta, GA 3~332 

17. Structurill Dynamics Rescar=h 
Corporatlon 
2~0~ f:a!'t.,an Dr ive 
Milford, Oll ~515~ 

18. T-Proqr;:~mm G.'~BH 

Gustav-\~erner-Str. 3 
D-7410 Reu~lin')"en 
West Gcrmany 

19. "!CW'TO 
rK-pt. K161/271lf, 
P.o. Box 51~ 
St. Louis, MO 611Gfi 

20. SJ/1. Lt.d. 
23 Lowcr Bcl<]tave Stre~t 
Lont1on, SW l 
E:n,land 

21. Jord~:;, />.postal, Rltt'.'r 
Assoc. lnc. 
Ad.:linistratio:'l !!ldg. 7 
Davisville, Rt 0285~ 



n. 

23. 

lntt•rilctive Gr;,phic.> 
Lm¡ineering Lab 
univer5ity of Arizon<> 
College of Cngineering 
A".C Bldg. 16, Room 21(1'1 
Tucson, 1\Z !!5721 
{&oz J (: 2(, -/&§a 
PDI\ Cn:_¡ineering 
17~~ Garry Ave., Suit~ 21ll 
Silnta Ana, CA 92705 
USA 

24. ~anufacturing ~Consulting 
Services 
3195A hirport Loop Drive 
Costa /-lesa, Cll 92ñ2~ 

25. Lockheed, Rurbank 
Building 67, Plant A.-1 
Dc;>i!rt::.ent ll>J34 
Burb3nk, Cl\ 91501 

26, E:vans and Sutherland 
Computer Corp. 
580 Ara¡>een Drive 
Sal_t' Lake c_ity, Utah 84109 

21-. Production .O.utomatio,-, 
Project 
College o( En'lineering and 
1\pplied Science 
Univcrsity of Rochester 
Rochester, )lY 14527 

28. ~1\GI 
3 ~~estchester Plaza 
Elmsford, NY lll523 

29. ~.hTR.>,-:>at¡¡vision UK, ttd. 
syste'!ls Enc¡ineering 
Laboriltories 
nafferty House 
~-4 Sutton Court Roa~ 
Sutton, Surrey SMl 4SY 
En'jlilnd 

30, ~1C!I.UTO 
~ept. K5fl7 
P.O. Bo>C 51r, 
St. Louls, "'.0 '>3lfi6 
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31. Tecl'."li.:~l" D~tenver<lrheitung 
1\-BnJn, Graz 
Luthe:-'Ji'ISS(> 4, llustria 

32. '.olashing on Universlty 
Technolt 1Y Assocliltes 
8!l49 Lit .inger Roa<l 
st. Loui::, ·~o 'i3144 

33. SCIII 
1\ttenrorle;traat "i 
33~5 "'een::el-Kiezegam 
Belgium 

34. hdvililcert E·1gineerln'J 
Consultan~' AB 
Box 3044 
S-58!l Cl3 Li -1koping 
Sweden 

35. Engineerin<; Co:oputer 
Services, Ltd • 

. Picca~illy, ··a:o~North, .c;t,ffs 
878 2ER, Engl'Ond 

-3~. Computational ~ech~nics 
125 High Stre• t 
so uthha::~ ¡>::on , óla m¡>sh i re 
SOl ').',11., Enql<~:ld 

37. SOCO':'f:C 
nLes ?ua¿rants~ 
3 /We,-,ue <!u Cen·.:re 
78182 St -?uentif, en Yue~ines 
Cedex, France 

3'3. nr. Edward L. •,·¡·.son 
lOSO Leneve PlacE 
El Cerrito, e"' 945311 

39. l"''St, Inc:. 
Sth Floor N~C RuilñinJ 
7500 8ellaire Bl~d. 
>-Jouston, TX 77'/l3"i 

40. "· D. Little, lnc. 
2tl "corn Pilrk 
C<~n~ri~qe, ~' ~21~e 

41. Qu3drex Corporation 
1 7:'113 Del J- ;..ven u<:: 
r:a~¡>~ell, C" 95!Hl8 



42, Structural Software 
Devclop1nent 
193~ Shattuck Avenue 
Berkeley, CA 947~4 

4 3. MCAUTO 
Dept. K21.6 
P.O. Box 515 
St. Louis, MO 53166 

4~. AAA Tcchnology and 
Specialities co., Inc. 
P.O. Box 37189 
Houston, TX 77035 

4 '. ' . l''itcch, Ltrl, 
_'lississippi State Unlv. 
Drawer KJ 
'lississippi State, 'IS 397~2 

46, Mr. Ron<~ld T. Bradshaw 
85 Centrill Street 
·,.;attham, .'1,~ ll2154 

n. Gulley Computcr llssociates 
230ll E. 14th 
Tulsa, OK 74Hl4 

48. Structural Members Uscrs 
~ro u?, Ltd. 
P,O. llox 39S8 
Unlv. ot vi rginia Statio:1 
Charlottesville, V_A 22903 

49. Genesys Limited 
Lislc Street 
Loughhorough, LEllOAY 
England 

50. f.C')'\ Associates 
5678 •,.¡, Brown Oeer 
'lilwaukee, Wl 53223 

Sl. Synercom Tcchnology 
P.O. Box 27 
Sugerland, '!'X 77478 

52. CO'-lCAp Compuung Systems 
7700 Edgewater Orive 
su i'tc 7;HJ 
').~klilnd, C:>. 941'i21 

" 

SI ;, -·¡-
{• .. :) ·"', ''" . . 

53. Structural Pro<Jra;nmin'j. Inc. 
83 !loston Post Road 
Su~u~y, MA 0177~ 

54, Sh .. ~ler 1\ssociates 
1959 CMal\ce way 
Toledo, OH ~3513 

55. :;;ysCo;;~p Corporation 
2¡\4.2 Broadway 
~anta ~onlca, CA 9n4ll4 

Sfi. f-.olguin an,j AsS<lciates, !nc, 
~822 ~romo Orive 
P.O. Rox 1299íl 
El Paso, '!'X 79912 

57. Zeiler-Pennock, Ir1c. 
2727 P.ryant Street 
Dcnver, CO 911211 

58, Stress .>.n~lysis Associatcs 
4'>29 A:1gel.,s Crest Hig!lway 
SLiite lll~ 

La Cana:la, CA 9HH1 

59. Compute~ ~art 
56CI ·~cst 14 "'.ilc Road 
Claws~n, MI 491117 

60. Northcrn Research anc! 
Engineerbg Corp. 
39 Olympia /wenue 
•,.;obllrn, ~.\ fllBill 

\ 
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Software Referral Catalogs 

l. HP lClHI Guide to OEMs and Softw,u!< Suppl iers 
OE'\ '\arket Devclopr.~ent 
Hewlett-PaC~<Ird Data Systf'ms Division 
IHHHI Wolfe Road 
Cupertino, CA 95014 

2, Engineerlng System Software Refcrral Catalo9 
Digit"l Equipr.~ent Corp. 
En<]incerlng Syr.tems Grou¡:> 
2~B Forest Street 
0\arlboro, MA 01752 

Distrihutlon Agencies for Software 

l. ASIAC (Aerospace Structures Inform,tion and Arialysis Center) 
Aff1JL/FBR 
Wright Patterson Alr Force Base 
Dayton, OH 45433 

2. CEPA (Socicty for Computcr A¡>pllc,tions in Englneerin'l, 
PlMoning and Architecture, lnc.) 
359 Hungerford Orive 
Rockvllle, MD 2BS)B 

3. COSM lC 
Suite 112, Barrow Hall 
The Universlty of Georgia 
1\thens, GA 3~602 

4. National Information Servlce-Earthquake r.nginecring Co:nputcr 
Applications 
519 oavis :Jall 
Thc University of Callforrlia, Rerkeley 
Berkeley, CA 94726 

5. National Technical lnformat\on Center 
5295 Port Royal Road 
Springfield, VA 22161 

6, NESC (National Energ:y Software Centerl 
971111 South C11ss Avenuc 
Argonn.,, IL 50439 

93 



DIV/SION DE EDUCAC/ON CONTINUA 
FACULTAD DE INGENIERIA U.N. 

EL METODO OCL ELEMENTO FINITO EN LA INGENIERIA 

APLICACIONES At/ALJS!S ESTAT!CO Y OINAI-'.!CO 

llR. JORGE AI~GELES AL'!AREZ 

MARZO, 1983 

Palacio do Mmerio Callo do Tocubo 5 p•imor piso O.lo<¡. Cuauhtom<>< 06000 Móxleo, O.F. ..,1.: 52140.20 Apdo. p01ul M·22!l5 



.. 

El METODO DEL ELEMEIITO FINITO [N LA 

INGENJER!A 

APLICACIONES: ANALJSIS ESTAT!CO 

Por: Jorge Angeles Alvarez 

MARZO DE 1983 

Profesor de lngenierh l'.eciinica 
División de Estudios dtl PossrJdo 
facultad de lngenierío, UNAM. 



6.1 

El ¡,:EF es particularmente útil en el proceso de di!::e."lo V:lr~' 

locali7.ar puntos en los que pueda prescr.taroc f¡¡.lla po:. un cs!'t;cr;:;o 

excesivo. Esto requiere el uso de un program:1 cte elemento finito. C:l 

prograr.':a, a su ve1,, requiere G,UC el usarlo le suminist:·c infc.:-:r.<lcién 

respecto a la geometría y a la constitución material del ele~1cnto de 

máquina que va a analiz«rae, así corno respecto a lof; apoyos y lm; 

carcas aplicadas. Esto:; dos ~lti::~oo C0:1ccptos cor.stit,.;;,.·en lo que se 

cOnoce como condiciones de rro:-¡ter!..'o• lln<1. ve'l. reali7.ado eJ anál.i.si,; 

mcCiante el progra:na ;.:tilizado, los resultados son arrojados en fonna 

nu:nf>ricz.. medianto un listado, o bien en forma gráfica. :21 sur.Ü!Ü,;tro 

de datos al prograrr.a constituye lo que se conoc~ como Ic!:E.EL'ocf:.f:;}!.:~cr.tc, 

mientras que el y.um:.n.:.stro Ce resui.taC.os, posprüGC1r.a~ic:Jto. ::'¡1ntu 

para el prc~ como po.rrt el P"'>procct>O.r:licnto :;e requiere contar con 

siste~as de c6::1puto {:progra.'"laS y subpror;ramas) que co!lsti tu:,: en lo 

que se llar.m software, además de equipo (graficadores, digitalizadores, 

tubos de rayos catódicos,_ interfaces), que constituye lo que ce l:!.ama 

hard·h·are. En la Fig 6.1 se muestra el equipo básico requeric'o por el 

JI'.EF' 

El análisis est¿tico de eler.lentos de máquir:a se presenta median'.;;., 

un ejeQp:!.o de diseño de máquinas. En la Fic 6.2 ce r.1uestra el eclabón 

de una cad1ma de transmisión que en operación ha fallado en el :;;u;"lto ' 

21 fr¡,bric"nte sur•olW que se trata de un problema de concomtr.:ción de 

e.'lfuerzo, por lo que ha pedido un análisis mediante elcm~nto finito. 

Se conoce el matP.rial de que cntá compuesto el enlabón, por lo q~e se 

conoce su m6dulo do cla¡¡ticidnd, E, y se r;upondr:í que presenta un 

comporta::'licnto linelaJnente elástico. Dada la doble simet:·ía del 

eslab6n con respecto a los ejes y-y' y z~z', y de las car¡;aD aplicad<;5, 

bastará con anali:oar un cuarto de él, ~et;Ún se muestra cr. la !'ig 6.2 (, 

La malla de esta fi¡;-..1ra consiute de elementos tdangulnn•s conr,~:c~Yte:::, 

esto es, que se :::upom¡ tienen una cl1D'tribuci6n uni1'6¡·me de esfU<lr~o. 

EGta r.lalla ¡;e eenera autom:<.ticamcnte d;, la sir;uicnte !vrma 



6.2 

i) r,r,n -.yudu del die:i"t<tlizaCor se proporcionnn l¡os coordenada:,; de 

los puntús 1· 1 , <" 2 , !·]'''' etc.:, de la Fig 6.J, lwlcccio:<ado::; 

con un c:;paciamiento adecuado sobre un dibujo constructivo. 

ii) l!:l'genarador autom<Ítico de m;,¡llae (::;oftwarE!) produce Dl contornv 

de la Fir; 6,J mediante interpolación lineal entre los pun~ur; 

dados. Este generaC.or requiera una .purtioión de todn la pie;-.a 

en las pa¡otcs ¡¡elialéldas en c:;a figuru "omo 1, 2, J y 1,, que 

contienen aproxir~adamcnte la misr.:a área. 

iii) ::ediante una im:trJ.::eci6n, el ¡;enerador auto1~.:ltieo de <.oalL•u 

pr:¡juce una :r.ulla tien de olemcntos triaJ,¡;L<lur<Js, cc.r,¡o L"l. de 

la .r'ig 6.4, o bien una de elc¡acntos cuadrilútel·o¡¡, como la Cl? 

la Fig 6.5. 

iv) ¡.,<.?diante un minimizador de banda, se numen1n los nodos en i'o!"mn 

tal que 1:e produzco. una matriz de riGidc?, de tanda minima. r.n 

la Fig 6.6 !.le r.ucstrnn di!"erer;tes !'or;Ja!:: de nw:;eraei6c do 

elementos en unt~. viga rectangular, que producen difere!,te~; ur.cho: 

de Canda. 

v) i~cdiante ur~ balancoudor de mullas so elil.ünan los ele:nento~ de 

lado¡; muy desicuales, En el ejemplo del e,;l:!"rH)n de la cadc",u de 

t.rans;üsió:: (i"igs 6.4 y 6.5), los ele:ncntou est.:;n ba~tantc 

bnlar.cendos ¡ pero en una pio~.a de geometrla :ná:; complicadrl, 

corr.o una carcaza de bor:llJa, loe elementos <lfl la malla eene¡·~,Ga 

auto¡¡¡áticar.~ente pueden ser muy desbalancea<los. i::n la .""~g 6.7 

se rr.uestra la malla de una cnrcaza de bo,~ba con elementos 

triangul<~re::; rr.uy dcsb:1.lanccad"*"'• mientras que en la Jo'i.¡; 6.1l se 

muestra esa r.lisma malla unu vez que hu sido b<üance::uJa. 



6.) 

vi) Una vez que Ge ha minimizado la banda de la' matÍ-iz de ri¡_;idcz 

;¡ que se ha disminuido su condición mediante el balanceo de su 
malla, se procede al cálculo ;¡ropi<J.r,1cnte dicho de clem-cnto fini-:.n. 

Este produce valores de desplazamiento, de deformación y de 

esfuer1.0 en los riodos de la malla. La diatribución del Pt_;fuel·~·.o 

norl:'.almente presenta discontinuidades ''de sulto" en loa horc.~.:t; 

de cadn elcncnto, como se r.:ueatra en la Fic; 6.9(a). l:cC:ié.nce ur1 

procediniento de posproceGamiento sro puede ":.;uavb;ar" esa 

dbtribució!"., ol':t~niéndoac la de la ~ig 6.9(b), 

vii} ¡;na vez "suavizada" la distribución de esfuerzo .se proccCe a 

representarla bien sea en forma biditnensionnl como se muestra 

ll!l la i'ie; 6.10, o bien en f'or:na tridimensionnl como en las 

Pigs 6.ll(a) y (b). 

El proerama utilizado para obtener los resultados Ce la FiF, 6.11 es el 

llm:¡ado ELAN, dcsnrroll<ldO e"n <•l Lnhoratorio de f·.:áqu:_¡¡as Herr<cn~ienta 

del Instituto Tecnológico Ftenano-·:,'estfálico de Aq.uis,.;rán, !<.P.A. ~·:1 
cálculo corresponde a la malla de la Pie; 6.5, de ele:,:entos cuadril<!tero~; 

isopa:::-at'létricor;. En ese misc:.o Laboratoiio ne ha desa~-rollado otro 

proera"la, el llaMado PiiiZL, que cuenta con elementos de esfuex·zo 

constante, que, sin embargo, produce resultados satisfactorios. Con 

este programo se obtuvo lo distritucic'in del esfuerzo en una pl~tco 

infinita sujeta a car¡;a!:l cf 1 y($ 2 en dos direcciones perpendiculares, 

con ur~ perforación eliptica, como se muestra en la rig 6.12. Los. 

resultados se muestron en la Fig 6.13. 
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Fig. 6.2 

(e) 

Nalla de elemento finito de un cuarto del eslabiSn 
en las configuraciones de referencia (r) y f~nal ' 
( f) . 

( ') 

(o) 

islaboncs suce 
si\·os de una 
c;l(kna de 
transmisión 

,. 
\ 

' ~L 
1 

(b) 

\ Y.' 

Distribuci6n del esfuerzo 
·en el borde del eslabón 

de una cadena de tra~smi 
sión. 

Eslabón Je una cadena de trar.smisión, 
P, y su modelo de elemento finito. 

que presenta concentración de esfuerzos en el pu.'lt.O 

' 
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' Fig. 6.3 

2 

2 

Reproducción automática del ~ontorno de la pieza de máquina y partici~n para lr, 
ma1la de elemento finito. 
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. Fi¡¡'. 6.4 ~!.llla de elementos finitos triangulares, generada automáticar.1cntc, con distribución. 
. m1.i.formc deL esfuerzo en cada elemento. · 



Fig. 6 .. ; ~!al la de elementos finitos (isopar.~m6tricos) cuadriláteros, generada autom!iticamen:e. 
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Fig. 6.10 Representación 
bidimensional de la distribuci6n 
del esfuerzo en la carca3a de 
bomba de la Fig. 6. 7 

(a) (bJ 

Fig. 6.11 Representación tridimensional de la 
distribución del esfuerzo en el eslabón de una 
cadena dt• trnnsmisión, de la Fig. 6.2. 

o 
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Fig 6.12 Placa cargadd en dos direcciones con una perforación 



fig. 6.1 3 R<P,e,cnuci6n nldlme<<'lonÜ do 1a dl;e<ibnó6n del e;(uc<" nn ln placa de 
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ANALYSISOf CRANKSHAH-BEARING SVSHMSUSING A FiNIH 
ElEMENT-TRANSHR MATRIX AI'PROP.CH 

1 
Y.H .... -.P<olo<><><ol-...0< ... -"'0 

"'"'" C•tv .... , .. 

V,,,.,.~, ""'"''""o!"'"'""~~ Eog._,~, 

n.. u"''""" •' "'"""""""""w"''" ......................... 
~- a. !'""""'· '"''"'"'"' Aoolvo••· "'"-' J. '-e- c-..,, 

A8SlRAC! 

In t~l• nudy a ne• approoch h prooo••• lO" the 
onaly>ls of • cron~ohaft-bearlng syste~. Tne .. tne~•
Ucal "'del of the '1""'" lnto'l>Ortt"' the ehotic 
propertles of the cron<•hott and supporu, tho hydro
dynamlc noturo of the journol-burtng>, aM fO< the 
flrst tiN t!le ""''' dt<trlbutlon ol tho roUtlng 
cr•nkshan. Tho proceduro of anoly•l• ln.oii'OS sub· 
otructurlng prlnclploo apptlod to the cronkohllt for 
"Mch eoch eran~ represents 1 substrueture ot>d a """ 
coMens.t1on sche110 1< u.od lor !he syntho>h of the 
<y!lom by ~erating "'"' t~o tran<fer .. trice• of tne 
'"~<troctore• dorhf<! fr""' t~e finito el...,nt dhcro
tlutfon or eoch crono, T~e anolyslo yleld• tne load< 
on the ~a in ~ .. rfng• for a foll cycle of 4• &t con
.:ont speO<! of ro:atlon, 
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••ctor of \oods on cran<s~aft 

vector of reactlons on Journals 

longitudinal polar coordina! o 

ofl film !Mdoo" 

ol\ •lscoolty 

ango\.r voloclty 

joornal procl<ion rote 

•ector of b .. rlng dhplac..,ents 

•ector of dlsplac..,.nu of cronksbolt 

lle•IDillty matrf, ol support< 

dlsplac-nt •elocltlos ond o<oehrotlon, 
•bsolute syst.., 

displac.,..nt veloc:itie< ••d occe!erotlon, 
ab•olot• •nt.., 

dllplac-nt velo<itle< and o<eelorotlon, 

obsolote 'Y"""' 
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dlsplocernent volocltle• and o<eelerotlon, 
rotatln~ •tstem 

dlsplocoment •elocltle< and oc<ohrotloo, 
rototlng system 

dlsplocoment velocltleo an4 occolerOtlon, 
rolltln~ oyst.., 

coocdlnato tronlformotlon m•trl< 

•oetor of d.o.f. In tlle rotatln¡ ly<lom 

lumped ma" 

spr1n~ <tlffnO'<I 

stlffneu .. trb of subotructuro 

vector of d,o.f. ot substrocture 

d)'norn!c stiffo"l ~.td• of '"~stroc:ure 

d.o.l, of Ioft lntorf•o• 

d.o.t. of lntertlfdht• no<•• 

d.o.l, ~~ rl¡ht lnterla<o 

loo<l< on Ioft lnterhce 

loods on rlght !nterfaco 

stoto •ector ot lnter~•c• j 

length of boorlng 

dt ... ter of b .. r!ng 

rodlol cluronco 

~blllty funttlons 

joum•l ihplo<-nts 

reoc!loos ••ctor 

1KTROOUC!IO~ 

ln ~~ onol 1 sl< ot ctanO•~·•fl-burlng <7<1""''· 
tner• aro tnroo ""'In oreu ol con<ern: otreu onoly-



<1< dyoo~" onoly•l• anO hear!ng peclorm<n<e •n•h· •h: ;he ooolyttc.l ..,oeh ty~io•lly u•ed tor .. ,no! 
'""'" thr<• ocon """'"'Y Httle tn '"""'"'"· ~otnly 
""" to slrn~ltfylng '""mption• ~hich moke the ulw
\otlon< orootlool for "'"!"""ano anoly•U. In the 
<trou onoly•i• ""'· for insunce. <totl< lood< ore 
geoer•l ly cooslderod ood the crook5hoft " al""'H 
al~•Y• lsoloteO fr"" tno othor «Jmponent5 of tho •Y•· 
'""· Strou"' oro toen <Oifllutod bo•od oo tne sUtlt 
lo>d< ""'""'d and the corresoondlng reoctlon<. In the 
dyno~l< ooolysl< oreo, the •:re" dl5tributlon of the 
'""' ,. al llttlo lntorest oo<l for oll practltol pur
po,., of no loterest .nouoo•or ond the """""!' 1• 
phc.O on the tor<lonal •f~rottons coo.ed by tho 
rotot•ng ond re<lprocatlng AO<<•< ond th~ lotk of 
"ntotlonol connrotnu. Finolly. tn the oru of 
heJrlng on•lys1<. the loads aotlng on the lll>arln~s are 
genorall}' "'"....,¡ tn be tooso obtatnocl thr.,..~h t"ho 
stotlt anolysis for a ni/11l!loc of rotottonal ooslttons 
•long o full cycle of op.ratlon- Tho bearlng; aro• 
•yplca11y lsolattd fr"" the onttr< syu ... 00<1 thus tho 
eff•cts of \~ dyna•its ol tho cranlshoft ond the 
interottlon •lth the other cornpononts of th• sntom 
""MI fully lncorporot<d. 

""""'""' studto• """!leen oublBheo desortbtng a 
,ortoty M onolytlcal, e~plrtca\ and "'P•rl,.,.n\01 
•ethnds In ooch of thoso threo """· '""' os tho 
studtes by lowoll [1], Eshl--.n [<) and Poos 1~ 
llaymo<er (l] a..,ng Nny otner;. 

Ho••••'· few attempt> """ beon OJade to 010dol tho 
cronk<hoft-beoring syst.,. •• o ""•1•. constd.ring thot 
tlle lo•d• oetlng on the <r>nlshoft cau•e defon!llttons .. 
Thls in turn •ntococt• ~tth the dynomtco of the 
systo.,, the flo>lbl\ity of the oupport< and the hydro
dyno~lcs ol toe journ.ol-belrlng< of tl>t engtne • ..,lle 
a moro O<ton<!ve llterot"'" ,.oroh 1< pcesonted '" 
[4], hore only somt of tne si¡n1flt'"t ~ork< are Olo
c"nod. 

Gcos> ond H"''"'" [;J •••elopod • mothod Dy moons 
of •Mon \""' on too moln t>e.,tngs could bo doter. 
onnod tonsldering • mdot t~at tonslStod of a cound 
<nort re"o\enting toe cran<•nolt. elostlt <uoports 
«P•••••t•~ oy s¡>rtng• Md bo•rl"9' whlch • ., • .,,omod 
to boM'< " llne.r <orlngs. lOo oroce•ure dortv«l by 
tt.e<e autoo.-. considere<~ tn< •h•ft " 1 stat1<111y 
ondHom•nod syst'""' on !lo<1Dle $opoorts. Tlle rosults 
obto1ne0 improved "'"' tno dos<ical ""tOad of consi
dering el<h tronl a< • s~o•roto Oliiii'IY .upportod !>ea~ 
on .nt<h t<rtain l<l<d$ ott •M \he ceottion• sathfy 
the condil1oo• of statlo eq"lllb"""' for Nth seooroto 
ccon<. "awe•or, th• tr.¡o roollty o! the hydrOdyn.,.tc 
nat"''" o! th• beorlngs • ., not conold•rod, toter. von 
Shnocl>•ln [ój tocorporated !he llydn><lynomio thoract<r
IStlt$ of tl>e beortngs bj ustng '"' e<Presslons de
r!ved by Holland [7] .nlch relote tno 1nstontane<>u< 
•ccentrftitles of tOe journals wlth corto in •elocity. 
ay tolln~ \he OCtentr1tltle• " deflo<tlon• of the 
cronk<hoft, t~ tPattlon lood< to,ld be dHe...,lned, 
l>ut an •~oortont "'"'ll'tlon wos that t~~ '"~oorts .. ,. 
ri;id. Jn both "'"'· (5] •nd [6]. a tronsfer llltrl• 
opproocn ••• u<ed to carry oot th~ colcuhttons bo<od 
on tho ~olzor ~etho~ [B] . 

. ~o<t recenllt. Stic<ler [9] develo~d o ""'" elo
bor.U op¡lrootn •h!<h for "'" !lr<t ¡¡.., introovce<l 
the f1n1te <le.,.nt 01<thod to ..,del the croni<Mft •nd 
olso fncocoorotod the hydrodyna~I<S ol \he o .. rfng• 
'"'""9" tOo mblllty ""'"'"~ doveloo..o b1 e~•.- [10, 
ll). Jn t~• ""del "'0<1 by Sttc<ler. th< oronloMft 
~•• ~deled •lth O.om olement• ond tho <vpport• •ere 
rooreunteO tnro"gh o lle<tblltt~ .,tch. Toh stody 
'""•M ~ry <loorly ,.,. Olfflcult1os lnvolvod in ton
•toe<~ng the "'"''"'" ., on octuolly ""'Y"'~otr!<ol 
'"'" n opposed to the co•nd shofts "'"d tn nvd••• 
(5) •M (6). lt sMu1d be note<! thot tn nono of tho 

2 

"' 

pre.lo"' '""' "" tno "'" dlstrtoutlon o! tho cron<
••olt con•1dere<l tn \"" loi"'IOJ\attO<I ond thu< on l~por
tont aspott of !he dyno~lcs of tho oranlonaft ~" 
noglectod. 

In thl< •tudy, o o¡enerol opprooc~ 1< prosontod 
wlllth yhld• t.,. loods 0<1 the ..,;n beorlngs and "'"' o 
•olld flntto ol•1110nt ..,del foc oa<h or.n< ln svch a 
"'1 lhlt tilo olut!c pro¡>erttes ore ..,,.. reoresenu
the ao<l, tor the first ti .... tndode< tho "'" dls
trlbution of tho cro"<•h•ft. 

Tho opproo<h h bo<od on tn~ fin! te ol...,ent
trtn•!er .,trh 110\hOd d<Yelo!><'d by f'uctno aM Pa•ellc 
{12]. ne syntho•h of the syH""' '"tostruoture< ts 
""'M by t""bining tne note .. otorS of ,.,. svbstruc
turo< ~lth tilo h~droayno"lt 1014> 0<1 th• <> .. rtn;< ao<l 
tho lle>ibllity of tho $vpports. 

T~e •y•tom tonsi~ored In this """Y consist< of 
threo ... In"'"'""""'", .. tronhn.o!t. tho n .. tole 
'"P~oru •nd tno Journal-oeoring•" sho.-n '" f19"" 
1. lt ls "'"""'d tll•t tilo load• octtng on the cron<
plns "n br obtl1ne0 ystng tl>t pcenore-volu.,. dhgra• 

,~, 

= 

Flg. 1 ~ Ty~lcol Cron<shoft-Beortng Syste~ on 
flo•tble Su~port< 

and !M goometrlo charaoterl;t!ts or t~e s~st""' for 
tho ontire cycle ol o~rotton. Tlloo, tl'!e looo' aotlog 
on the cron<Pin• can 1>e rosol•ed into "dlol •nd 
tongentlol oooponents " '"""" In Figure 2. 

In ord<r to for.nultlo the OQ..,tlons ol the 'J'<· 
1011, 1t 1s ""'"""Y to define t~ degre.., of freo~"' 
of the syst•~ 1n such o ~•Y that tOe 1ntera<tlon 
betwoen tho oran<shaft ond tho bo.rlng• and tno su~
ports ton oho 1>e de<cclb~d. flrst, tne •ottoc or 
load• •cttn¡ on the cran<•haft tan be deflnod ''' 

{f) -J;:} 
~here I!Jl ore'"" r<actlons ''"" \lf<, be•rlnq• 
aotfng on the ~~In journals ond IF,) oro too lo•~• 
Ir""'"" connottlng rods ottlng M '"" oroo•ptns. 

"' 
Too rtlttions generat.O by th~ t>rortng< oro ,.,. 

rosoli of ln:#¡ratfng \hf pro.,ure d!Str!to,tlon 
Jeve\oped bY th• lu~rioont otl 111~ oM th•.: 

al• / j )' PJ('.l)dlorj 

1 •O l•O 

,, 1 



•, ,, 

' 
PADJAt 

1 

' 
' 

' 1 

' ' ' ' 
' 1 

,¡,~a 1 

' ' 
' 
' ' 
' 

' 1 
1 

' 
' ' ' 

' 
' 

flg. 2 Rodlal ond T&n9"ntlo1 Lo•d• ~<ttng 
on t~e Cron~~ln 

wher" Pj(e,,¡ 1< the P'"""'" dl•trlbutton oround 
(~) onO along (L) for buring of rodluo r •• '""""In 
F1g~r@ 3. The pre5Sure dlstrlbutlon 1• go•erned by 
Reynold'< O<lU.tleo; 

' ' , .... , ' '"' .. , ---: rr a • r: " . 
' 

Fig, l A Journoi.Beorlng SyHe~ and Lubrlcoot 
Pre.,ure Uhtrlbutlon 

"' 

'" 

3 
In tnts eo;uotlon h 1< tno oll fll• tnlolne" 

ocO<Jnd tno beor1ng, "ls tbe •hoo<H> of , .. lubrl
ctnt, ¡ h the journ•l prechlon rato ,,d ~ 1s the 
onguloc veloclty of the ¡ourMI. Tne •e<tor of dh
phcement< of tM «onkshoft tan then too deflned '" 

{!l • \lB\ • re}\ 
11' l "' 

where {BI ls the vector of dlsplJce'"""'' of tho bur
lng< whtch ore r!gldly ott"h.O to Hto •upport<, le! 
1< the <ector of ee<entricltle• of tne journol< w!th 
r•opect to tl>e burlng•. ood lr,l i1 '"" '<ctor ot 
dl<pl•c•~•nt• of t~o ttlnk•hoft at oth~c looatlon• 
«<e?t t~e dlsplocemento of the m•in ttear!ng•. 

To ¡noorporato t~e f\e•lb1!Hy of toe supp<>rts, 
t~• ••ctor lB! ''" be ••?roned '" 

"' 
•llore [F] ls tOe fl .. 1blllty ""'''" ropre>ent1ng t~e 
support <tru<tur• •nd (.Rj) 1• 9l•on by the negothe 
or EGu&tlon (2). 

Oue to '"" n.ture of ttle ,..cnanl<al 'Y"...,· t~o 
coordln•t• sy•t•~• ''" needed to de<I<O the equatlons 
of ~otlon, Botll 'Y>'""" coln<1de In the orlg1n oncl 
one a•1o '' •~•~• In Figuro 1, but ono ls fl<od 

' !-~ A8SOLUT€ SYSTEM 
X·i' ROTATING SYSTEM 

' 1 

L' -1 1 
1 

YSII!Wf 

Xcos.-r 1 

Coordlnote Syst...,s: 
o<><l AbSO>luto (<, 

(• • y. • ) 

(~. '•') ond the otller une Nto<e< (<,y,<) ••d 1< 
ottotnM to '"" cron);shart. Tne "'"'ro-tlon• Ir"' 
roUt1nq to the •••gl"te <1<te<t oro: 

,. 1 
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'l ¡; 
¡ .. 

'' ,, }-! 
~· 

~ 
• 

' ,, • "' 
' 1 • _,. 
' .,. 
• 

' 

Velocttle.: 

m ¡:-··¡ [<] y • ~. 

' 
"' 

Accolerotlon: 

¡; l [<] ¡; ,; • ·'·] • • .. ·'• 
• 

where [C] h gl•en by: 

["' "' -sin ~t 

:J [CJ • ofn ~~ "' ., 
o o 

,,, 

'" '" 
<1<9'""' of fr.edoo for the crantshoft ond !Upporu 
boo expr .. ud u<lnq the follo~tnq not•tlon. 
!n t>te oOsoluto <yot.,. (~. "· t): 

ln the rot&tlng syst.,. (•. y, >) 

~nere tll< subscrlpt s desl9noh< the• d.o.f. of 
U•• cronhhaft oocl for the oupports the subot'lpt ts b 

., ~ll-2 . , • ~ll-2 

., ~31-1 '" 
,, • q ll-1 

., . ., ., • q31 

llfrtvlng lho potent1ol ond Olootlc enorgl., of 
toe e\o>tlc -or•. (craokshoft •nd oupports). and 
ooplylng V>e log"nyhn equotlon, tno folloolng 
OQUUions of n<>tlon result: 

• • '., •• 
" 

(lO) 

4 

"' 

• 
' '., ''' 

•• 
" 

(12) 

(IJ) 

(U) 

lhe,. eouat!ons ore e<p<eue<l uslng the <le¡reeo 
of freed"" of t"r tronOsnoft In tlle rota:loq toordl
nate syn ... and oho In te""' of the ece<nV!c!t!., or 
t~e journ•h w!t~ <espect to th< l>oodn;s in th< roto-' 
tlonol <ystem. 

Tho sohtlon of thh sy<tem ol e-quatloo< ¡, oot 
Vh!ol duo to t~o n.ture ol the s,yst.,. onc. tll<t !<>Ods 
~edvR fr011 th~ pressuro d1<tt1t.ut1on 9"••r.ted In 
th< l>ur!n;s are looorporoted In t~e r1;ht nano old< 
of Equ•tlons (10) throu9h (14). 

~UME~!CI.l. P~OCEOUitE 

In order to "'"Y out \he analy•ls of !he <y<!om 
ond tho <olutlon of tno ~uotlons pr.•lously fM-mo
iotod. 11 ls noce<urj to rna<• use of tl1< foot thlt 
the cron>shaft can be IMO"Odls<"HU<d lnto a OJnller 
of su~<tructur•• wnlch •••• <l~llor choroctor1st1cs. 
E"h sul>•tructure (c"Onkthr"") 1< then o1sorettud 
usln9 1 finito el~ont lllOdel such •• \he ooo shown In 
~19ure 5. Tho t-Quotlon doscr!blng the •totlc OQulll
brlu~ of 101< lub<tr"ct"ro wrlttoo In anclo foN/l ls: 

[K] Ol • ¡r¡ 

rtnlto [lr..ent Ho<lel of 

u • S"b""'""" 

(15) 



.hoce[() ls tno stHfne" ,..trh of tne subst.,cture 
'"" {!liS tho ve< toe of d1Sploo.,.nto of t"" nodos or 
degrees of free<l<>n ond IF) ls the vector of looos 
«tln9 on tho •ubstructuro. 

To \ntcO<luce tho ,.." d1Stdbut1on of tho crank
sl1oft, the """ matd< can 110 lncorporote< so thlt: 

[~] l!l+ [K] !ll• l(r(t)l {\~ l 

lt •!11 be nsumed Uot tho \nto,.,al dt~plns can bo 
neglected. 

Coo.idoring thot the.lotd ls ha"""nlc •tth clrcu
ltr frequency of ~ thon Equotlon {16) can 1>< re<ucO<I 
to: 

(l ¡) 

[0] • (~] - J¡~] { 18) 

tn arder to oynthotlte all tho oubstructuros, the 
f1n11o ol..,.nt-tr•nsfor 01o1\ch ~~~ethod con.,. oppntd. 
To do th1S. the vectors of otsphc-nts "'" loads can 
be portltlonod as followo: 

",'" ¡;;) '"' (19) 

Then, bt follo•lng tho formulatlon g!ven In (\2). 
the final ••ore, Ion for tho tronUor ""tri< con O. 
obtolned In the lorm: 

n ['" r,2 '•] rJ '• . '" 
,, S~ Fl 

' • • ' ' 
( lD) . 

".rtllch wrltt<n In l roore ,...,oct ro,. bec-o: 

{lR) • (T1 ]1lll {21) 

Thh e~uotton ls tne tconsle< motr{, relotlon5hlp be
tweon >lote vectof"< {z~l and ilLI which conUin 
bot~ tne dlspl"..,."'' •<><~ tilO loHo "tln9 on t~o 
lntecfoo•• of the •ub<lructure. 8y chooglng tho Sub
ocrlot> to 1 ond 2 ln5teoG of L an<:t R, a u<ond 5Yb
Hructur@ con 1>< tGdeoj by conolderl~ tOo follo•l"'l 
otond•rd rolatlonsMp<" doscrlbo<:l hy Postol tM 
Ledle (lJ]: 

(22) 

In thls ~Uitlon, [T¡Jond [12] •ro the 
tr•n<fer ,..trice• or the f rst al"od o~co'ld oubstruc. 
tor~• •r' '""" >ubotructuru can 110 '"Htlled by..,¡. 
tlplyln, the tronSI~r rMlrl<es tn t~e corrospondlng 
orGec. 

lt •hould l>e <10tod tll.lt !he •In aol'lnUge of 
1'1< ""~"" ,, thot by r-.rltlplylng the 1a0trlces 

"' 

5 
[T¡]. (12]• ~<:.,!he she of the .,.trie., doe> 
not tncco"~ Dut r.,..lns '""patt~le wlt• tho ardor of 
tho ""'trlcu belng rnultlpllod. 

The •<•t• veotor> ( z1l eonutn t~e lo•ds and 
dlsploc.,..n" af the lntulttes ol tn• suO<tructuro.. 
Tnou In tum "" tOo ruettor< and tite dlsp:oc.,..nt< 
of the journals of the cron<sh•ft """'" tne Interface< 
wero desl;note<l. Feo~ [quotlon (20) the followlng two 
••Preutono con !>o obttlned to e<press tne reactlon• 
011 the 111ln journolo """"lng thot toe to"espondlng 
dl•pla<oment; tre Onown; 

(24) 

whore tno <uperocrlpts < inóicote that tho ••<t~r> ore 
o~ta!ntd based on tt>e tr•nsfer ~a~trlx ol tr.e •' 
crtnkthr.,.. n.o net force on the bear!ng< con bo 
obtolno<:t by tl¡ebrotco111 od~ln~ the contrillutlon ol 
eoch <:lt~roo ol lretd011 In tne corrospon~lng d!roetton 
ond thrOOJgh tlw d!oploc.,..nts ol the support< uslng 
t~e flo<llllllty ""trl• ol E<u•tlon (5). 

Tho ln>tantoneous v~loclt!es of the journ>l cen" 
ters In the ~ear!ng <lear•nce c!rcle can ~ •PP•<>•I
ItO!e<l uolng Soo•er'o OQuUi'"' (10. 11] .~ich """ the 
foll.,.lng ,.,,.,., 

( 25) 

~~· - &1-* (~) . ~¡.•¡ (2S) 

•IHire (~,) an<l (~y) are <no"" u tr.e ..,b\iltt 
funotlons ••d ore lun<tlo"' of '"" lle.,tng cnoracter
!<tlcs and th• e<centrkitles of tt.e journ•ls wltO 
re<pe<t to tho i><arlng,. The e•pllclt lo"" of ''"'" 
..,bllltJ functloos oh!cn op;>ly to fln1:e Oeoclngs are 
gt.en by Sook~r (14) on.; ..,,,. 4ovel~oo• by·"""' (15]. 

EQuot!on• (25) tnd {16) oltow tn• doter~lo<tlon 
of the ln5tontaneous •elocltl"' of !M Journal• In the 
beoclngs in the plone Perpendlculor :o the o•ls ol '"" 
shoft. !y e>trtpolttlng t11eso"voloclths tllrough '" 
tncr.,.,.nt of ti""',~~. a n"" po•ltlon can be lound 
•hlch con lle used to dotennlne 1 ,..,. ••t of loads 
""!eh w11t genoroto 1 n..., set ol jwrno¡ velodtl". 

COMPUTfR AlGO~ 1111!< 

TIHI <OOlP"tnlo"al •l<¡Odl"'" con<hto ol •• ltora
the proced"'" ..,l<h ylel~s • cyclo al d!splao-nt> 
'"~ lold< of tne J•"'"'is of tno cron<sholt In such o 
••t thot the el.,:o-hyOrodyno~1< Oeh.,lo, of tM Sf<· 
U<• coo tHI oppro•IO!a<e<:l. On« tho trao,ler m.ltrh hn 
bHO ~•rl •ed lor uch honnonl< cOTtponont of the loao< 
actlnq on the cron<~ln al eooh $ub<tructure, co~plet< 
col<ulottono ore oerfo"""d and the follo•ln~ stop< 
deftoo t•e tlqo,lt"'": 



/ 

" 
,, 

lnltuu wl(tl '" or~Hror1 o<tentrl<ity of toon 
jo"rnol In <tle t>.,rlngs '"" u>o ttltu tttentr~
clt•es n \he obsoluV dl<~ht"""'"" of tno 
journoh uf ttle cronl;tloft. 
Getormlne ttle lood< .ctlng M tno Jowrnols 
whlcn, c.-t>1ned wiU> '"" lnsuntone,.,s lood< on 
U•• cronlptn, oro c'"'p.tlblt w!\n the «<••tri
eH les ond d"pla<..,.nt< of the provlouo step, 
u•tn9 (~"'~Ion< (23) ond (24), 
Oete....,lno tl\e loods on \he b<!ulng• u<lng \he 
followlng rel,.lonsnlp 

• {f ¡< 

' 
( ~7) 

4) Compute displo<..,onts on tne journoh for tne 
loa<!, just found uslng (quotions (4) ond (5). 

S) Onco tne dl;ploo.,..nU of tOe ourlngs •011 \he 
dhploc..,.nu of Ue journols a<o l;nown, \~ 
eccentrlc!tles con be found L¡ tho ,.ctodol 
dlfforence of tno"' dlsploto""'nU. nm<, 

lo)• ISI- IJl ( 28) 

wO<re lol h the voctor of e;:centrlcltl.,, 181 
1< tno "''"' of t>.,.rlng di<ploc-nts "'d {JJ 
U tOo •~<toe of J""rnol d15phc...,.ot5, 

6) O<'e,.ln• toe 1n<Untoneou• ..,]oc:ltlos of tne 
joucn•h lo the Oo•rlngs uslng fQuOt1ons IZ~) 
•M (Z6). 

1} htr•1>0lole tt>e <llsolot-nt5 of IM .iournols 
tnrougn '" 1ncr-nt of th•e •t 1<-.l flnd o """ 
obsa!ute pos1t1on usin~ an e<tropol•ting ltherne, 
'"'" os th< Ada~'s fomuld< [16], ~alnl1: 

., 

" "' 

' '" (29) 

Rototo '"" ~<1tlon al'"" cron<short w\th 
eosooot to tOe support through on ongle o! wOt 
ond colcuht< tho new laods Ir"'" tl>o conno<t>ng 
eads on the ce•nkp¡n. 
Repon stops 2 throu~h 8 untll ono cyclo 4• 1s 
comol.tod. 
R•p•at .teps 2 througll 9 untll convocgonce ls 
""lo•ed. ln thls stop, convergen«;; ''"'•••d 
"'"" tOo cycle of load< 1; ldentlcal to the 
or••h>1JI cy<le wi<Mn <rrtoln 011rgln•. 

T~o algorn~~ J"'' des<rlbod h shoon In t~• for~ 
of a blo<k d!lgr•~ >n Figuro 6. 

~PPtlCATIO~ TOA REAL SlSTlM 

Tno '""pototlonol pro<oduc• do•elopod In tnl, 
;tu~y "" oppllod on • crooksOoft-~orlng •yst .. , the 
""'" <h•rocunstl<> of """~ ,,. gh.n '·" Tobl•• l. 2 
'"~ ~. In tM•. oppllcotlon. the lodd< on IIH! cron<pln 
•<re rosohod >nto Fouder '"'"POO<nts ond only t~e 
flr•t 6 "'"-""" ,..,... consl<lerod In t~e appro•t .. -
t ion. 

Tl>o la•d cycles loe,..,,. be.,lng< \, Z ond l are 
'"'"" tn Figures 1 tnrou;h ll for too'""'· In the 
fle<t. t•e ,..,. of tM ccank•hoft is not con51derod 
ond 10 tne ~tono \ho .,.., ls lntroJu<fd by U>lng tho 
dynaml< "Hfn.,, 1110\rh al Equ•tlon IJS]. 

fro~ tho re5oltl obt••••d In thls anoly•l• and 
M•od on the prevfoos otte•oto far thiS ty~e of sys
••~. the follo•lng conclusla05 ""be dro"'"' 

• 

') 

" 
') 

• 
............. ..... ...... . 
.~ ........ ~ 

.,,.,, """' .... .. ... ......... .. .... 
~••<oo•-•••-o @ ... ·~....,.·~·
·-····~--· . ... ~. 
'"·'"""u~., ...... ~ ...... 

"'"""'"'"-w .......... , ... .. 
'•w< ._,.,., " 

' '""'"'" ,., 

'"""'""' ,. .. , 
""'' "' 

'····· 
Fig. 6 FJawohort of Computor Al9orlthm 

Tn~ locoeporotlon of the moo> dlstrohut1on or 
tlle '""""•ft In the an•ly>l• ••• d cansl~oc. 
oblo olfo<t an tno <alcul•tlon of !he load< on 
tho ~In jouenol5, ytol41ng loods ~ni~ or. 
opprooiii1Jitely 12.~1 ,.., lll , ... nor tor ,..In 
beoclng• 1 •nd l o M •vProxlmotoly ll greotor 
roe ...;In beorln; l. Thh "" bo soto In th• 
fl9"'"' J tnrougn !2. 
no loo4< oo tno 1>.,.rin9s, c(I<Dij\nf<l ~"" ••~ 
loado on 1"" cron•piM on4 tOe 41>Pl"""'""" M 
He iournols. con be us<d to perfonn the stre., 
onolnls """9 tno ""trl<e• abtolnt<! In Equatlon 
(15) foe tno finlt~ elo .. nt "'*l. 
TM Detnod d••elaped hero Incorporo!"' for tne 
flrst \1m< the m.oS> óiHrlhution of tne oconk
shoft to oocry out the anolysls. 
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fl9. 8 R•dlal U>l Oangontiol loa~• on ~aln ~oulog Z, 
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flg. 9 R•dlal ond Tool)tftthl L.,.ds Ofl Koln Bearlng l • 
Cr.n~s~trt Wlthout .~ss 

t) Tho IOpllcUion ol t~o finito o\o.,.n:-transfor 
... tri, mothOd to thU Probl<~ al lo-• ••• do
tol\od representot ... , of th• trlnl>hoft struo
turo olthout ruu\tlng in hrgo i¡s:•~ """''"'· 
Thll loct lncreauo the df•clonc¡ o! tne ... te.od 
•hlch •\lo•• the stress onalj<li o•lng the ••~ 
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"'lOe] oM '"''\u o~tllnod In tl\e o\o<to-ny~co
dyno~l< analy•1<. 
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AHill.E: ~r ROT~TI 0N 

F19, 11 ~odhl and Tongentlol Loods on M.oln Surlng 1, 
,,.,;0naft V1th Mus 

• • • • 
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ANill-E OF RBTATION 

"· 

Ftg. 12 Radio) ond TongentUI Load< on Hatn 8eulng J, 
Crankshoft Mltl\ llou 

8 
'•<•~•1atlons !or futuro work In thls aoea ~ 

or•duoe tn• conslderation of tne rotatlonol degreeo of 
frot'Oom In tO~ ,,ot.,. In ordor to obtoin .....,nt> an 
!,.. journols ond oho to consider the tor1ol15 ~-•
nents of tho occolorotlon gl•en In EQuOtlon (10) whlch 
"" ~roppt'O bf rototing tho ••ooorts .caund the vonk
'"''' tnneod o! ~-·nv the wpaslto, 

Aho, •- po.ometrlc onolysh woul~ o11aw tho 
~otorminotlon o! the ofloct o!'"""' o~dltlonol ge-
trtto1 poro.,.uro"" tho ''""'"'' boho.\or. 
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M<m ASMf 

An Exact Condensation Procedure 
for Chain-Like Structures Using a 
Finite Element-Transfer Matrix 
Approach 
7 h,• ma<'l 'lhJ'!t (Ht' <~/ fhl> llUd>· 1> 10 <i<">'"i><• U IJ~'> 5d1eme 10 • WC\· QUI lf'" !la//(' 1!' 

,¡_,.,~,.,;,· a'lal'-"' ,¡ e/as/or 5)>/em.• U>m_~ u cam/Jm<'ll flmt~ t.-lemem-Tra~tr 
.11""'' olNm•u<"it. 1 !te P"'I""M \1 1'<'"'" ojjm !he ad<'"nl"~' fl( au/oma/K ~•arm 
"''' miU<'IiOIJ ><llir"W /wo•u¡~ "' l'fi'I<'Uie 1k~>ee> Oj Jrecdom, dlld pmo·r<·•n~ lho• 
1/Nut a1id ¡ onwc ~"""-'" lhrmi~how !he '""'l<n>aloun AltJru¡¡~h /¡m,,•d 10 chaon· 
hJ.,. o•la>/1<' mi<'""· ¡he m<lhi><l " ~em·ralo,!'<ll" non-r<'¡><mi< <' <Unfi•"ralion.I ~¡:h 

,.,¡, 11r u, r" "· ' h u 1 "' " ' " "' r ""'<ha 1 e "'·m ,. '"'A m • • of 1 ,.., -,¡, "". 

lnl..,dU<Ii<>n 

[he anal),¡, ol la!~< •nd mmrk\ >)>l<m> ot ten "'<luir"' a 
~'"'rc•ti;allon '" rd'"'~ that 1ho '""'""~ >11ffr><" .on~ '"''" 
m~" ice> t>e<·umo loo la.ge 1or lho computor '" handlo_ lo 
o• orc·omo lh" difhoult ¡, "'oral "rcduc,un 1echni~u"'" havo 
boon propo~<d, h.l'''"~ a• prim.ry obJ<cti•c the ,;,, 1 educo ion 
<>f Lhc l)>t<m tnatrico.. thrmt~h a """"'''ion <>1 Jcgr<c' ni 
fr<edom (d.o.l.), "hich in•ol•<> ttle •<leclion of <ertain 
"ma<ter" >nd ".1la~e" d.o.l., olio •nov.n m lnoratur< a' 
'""'"'J and ""'""''" ,¡ o. 1,, ro.peoll"l'. 

(;oran (l] ;, crcdncó """ c>labh>hong the "''"'''P" tn· 
•ol>ed in p<rfmminl tOe rr:d<><tÍ\)tl. "hl<h" tr;he<l Uf>On lile 
""""''"'"" th.n for d)n.<mk annlym, thc ''""'" energ) <>1 
th< '""" frcqncnC) """'" i; 1m""""" 10 ti"' ttHnc:Hinll 
thon thc \.m<ti< cnerg¡ nf th< hi~h<r fr«tucnc~ tn•o<l"', "lulc 
thc- >1 '"'" cnor~y i< P""'" cd thr,.ugh tho ttunoati<>n. 

1 n 1 ¡,¡, r'<" c·•lure. Ll"' 111 nbk11" '"'"11 ,-~ "" '~"-h•ld; 1" ''· 
lh< r"'ull• M< dO!"'lldCUI <>n th< .oh1lll)' Olld oxpcrtr"•-·o lll th<' 
an.tl)•l. lll orOmorily •<1«1 :ho: mJ•t<r d "J- in '"'h o"")" 
Ll••' 1 he """'"" <11 tlw 1" "" •r-•1 In""''' ,·.on toe 'IMr ·" 1 '' ;,,., 
'""'""""'!\ ,,,. th·· "''·'"''" "" '- "'"1 """'",· thot 111< 
"""'',l\Í<lll "''""'''"" "' '"' ,.,,.,, ''"' ,,""'""'''"' "' ,,. 
'"''"·'1 rr~,-.•:rti<> ul 1hc· "'"''""''• .,,;,¡, "' """ iour.>du,·c, 
•nn><· """' ¡, tho ,..,.,," ""l""''d- 1 unl•«. "" ,.,,,.,,, 
cuucntl)' "'''" '" rdato th< tturntocr ond ¡,..,.,,.n ot ''" 
r<1aincd d.o_r, and lh< crcor ontrO<!u<:ru b)' th< trun<attOti
C'Oilllllr}ll '''"''· "P"""'" and technical mtull"'" tll 1<1me 
'"'"' are ab~ul th< onlv po,.iN< 10011 Lo com' up ><·ith au 
cfli.:ient orunca<ion. untcs:s the probh:m in tund " toirly 
•in:rlo. Hov.cv<r, for rr.octl<al purpm<>, "''" ohou~h th<<e 

<"·"'"'"''"' "' ,., ,.,.,,, ,_,. ....... , .~ ...... "' '"' ..... " "'' "" 
"' ''" """'' '"·"''" "' "'"'""'"'"., "" e""" ' ,,..,, 
l .. O.o"I"O' '"'"'" t'Oo<'"""· "'' '"""""· <"•'•< • A"l "-11. 1•>{] 
"'""""" "'~'"' .. ~"" """""''"" '"'·"· '"'' ''"'" ~- '"' Odli T-m. 

( ''"'" .,, "' '"'"l•bl< "'"' "" "" 1' 

to:<hniquo, "" u>cd, thc;- produ,-., hnonc~ '""""' rosull>. 
The ido,, ol m.o1ri' coodoohc.;ton knd, m.-lf pJrú.:ulorly 

"'.-11 to thc wnoept ol '""'""""""~· "'h«:h tll>GIH-, th< 
'"~la<rodi-erotir.aoiou" of ~ larg~ >l•l<m rn1o a "" of 10b· 

>)>l<m• '"""'"as >Ub\lructurO>, "'hl>h in'"'" aro dl><r<tiz,"<l 
o>Írlg a f"'"" olemcnL mctnc>J, ho•·in~ "¡¡_; m,:n purp"" tu 
'"'""' tho mo<t <~gr.ifieant mod<> and tu ""<mOle thc >) IL<m 
M a "'holc in rerm> of th< pnn<t,.,l mO<!<> of oach •ub
ltrLtcturo. n,,. ar<.• recmed <t¡:nttio.tnt amr.;ion in th< 
.oorn>pO<< indu>tr)' and ;, "'"documento~ undor '"' >UbJect 
of ".\toda! S¡nth<•i> Teohniques.'" flun¡ ¡:¡, llamford (l] 
dnd GolJman !4J, omong oth<rs, ha•·e de•eloped '""""" 
"""'"'m ,¡,¡, "''" aiLd 1 r.e th'"' y n<«l ""' he t<P<•ted hor< 

Thne l«hmque< ha~ e tocen,.,.,¡ adap1r:d tt> '~' ~mm' 
r,nit< el<m<ttl pra<ll«. and ...,, eral oud.-. '"'h "' :O.Ab TR,\S 
lll, At-.5\'~ (61 .ot·d SLIP~~~~ Pi."'"""~ othm, oflct rhe 

f '"'"'" t>l ">ub1tt '" 1 "' '"~" "'"1 "<lyn.tmtc ''"""""'"' '""-" 
lt ,.lo loe tull<"<l th.o tbo ""' "' tt.<•o l<"<hlllll"<" ;, pnntaul;· 

~"""'"' '"~"''h ''"' "'"""'"' atl.li)'"' ,,,.,, iu "'hich "'" .,,,¡, 
llw •tilllle" lltatri' ¡, ''""''· "'"'"''·ti"""'"·""""'"'"" 
'~'"'· tilo d.tmpin~ m.olrt<'CI aro ""'''d. thu, rododn~ the 
prc>hlcrn ,;,. '"'"'"')' storagc <>pJ.<ll) !tQUtremont< 10 
oroloJn<e 11 10 ,·omputer .mah>il "'''''. 

Whtlc "'"'"' mcthod< ul anal>'"' Oa10 ~~~nifk•ml' 
contnbutcd lo rhe ~<>elopmom of th<->e t«h"tqne>, par
ti<ularl) q,. "D""'' Stiffn"' ,\tethc>J' 1~1. upon ~hich tOe 
¡;nit< ''""""' mcthod "ba,ocl, mh<t mctho<h ha• e""' en
jo¡ed lh< "'"'' dogt« of applkalion, but m3) potomiaily t.. 
prn>ed n•eful "" the anal)•« ,,r "'"""''"'· ~u<h ¡, <h< ca« 
t<>r the" l'rc.,,fcr Matm .\101hod" 1~1. "hi<h cJtl be >L<~•d 
"' a c'<>llllnuit) tun<tion for an cn<IO><d >)'>l<m ~Llh 
transf<r•No bo~nJori«- lu •d•anoag« and hmit~lior.• are 
Jocumontc·d b) Dtm>rogona~ [ILI]a11t1 "-'hlc•man (llj, bul it 
has fiad >ome >uce<»f ul appl"a11on< 1 or >ery rart irula1 typ<~ 
of probkm<, " ho>e 1he •ludie< publi>hcd b)' Prohl (11[, 
1 oc k k ]llJ, and Lin and ~td>aniel(\4). 



The genorali>.:Uion ach•c•«l by th< Imite demenl n,.thod 
and lh< <<>rre<pondenco or comlalion b<:lwc<n lh< "Dtmt 
Suffneu•· and Üt< '"Tranoú:r .\.latli•"" rntthlXI< promptal 
'orious ,.,earche" to inv"'U8•te the I'O"•bilit~ of combinmg 
the a<h"a<"ages of both mothods. Po<t<l and Leokio ]151. 
treated lh< ficld 1ran1fer matm •• a d1fforeno way ot .,. 
pr=iog oile otiffneu ma<ri•. Laoer Do~ainish (161 pr<><no«la 
mmbmal Finioe l'lcment-Tran,fer J.latri< tFE-T\.1) Mcoltod 
fnr thc dynomic """1~•" M taperod m rectangular plato>. In 
hio approach. a finiteelcrnent fmmulaoi<m ""' uscd w \lbUin 
lhe >tiffne" and ma" matrice> for a 1trip ot elcrn01th """'" 
bound•rie< wete \UCC<"ivd~ conn<•t<d and wllo•c end 
boundaric\ "'" ohara<tcritod by """ vector•. "' defined m 
the "andard tranofor matri> method. Thrn a ltan• fotmalion 
of matric., was porfonntd os describcd by Pe>oel and L<die 
]IS]and an algorilhm >imilor '" thal rropo;cd b~ Hol;or ]171 
was "''"d oo '"'"''"vely ><>1>< for 'h< n.ltural fr<quonde• ot 
lhc >)"'lttn. ~I<Dani<l •nd E>u><-1< (\SI followcd a >imtlar 
approa<h ro rt .. l • •llff<nal Plat< ''""~"re •nd ga'< 1ome 
numeri,ol val u<> of m<rit "' ll>c oomputmg ttm< effiden'Y of 
1:1e algorithm •• compared ""h regular finite <iem<nl tor
mulallon ~ ithoul «>ndensa!ion. 

In lhl! papcr a funhet ~<nerai11JiiOn ft" lhe 1-~-T.'VI 
m<thod " proscnted wilh >Pmal ompha.i> on the non
rep<titJve oonflgUration. but >Uli chain-h•• l)"pt: of mucture<. 
"tthout r<"ltncung o he <ub•oructur., 10 1:>< of the ••m• naoure. 
A ;pwal feature. domibcd h"em. ;, the f!<almenl g"·cn lo 
th< m«rmcdiate d.o.f. which are condm•ed tolo a n1ore 
.:ompact fonn rathcr than ro¡ording them •• s!a>e or trun
cottd do. f. Cood01lsation in lhi• """ impli<l lhat al\ th< 
d.o. f. 'on¡ribute lo both kmctic and maon energy. 

Thwr, 

fho ~:~uauon> of !'>lulion. fhe equal>om of motion ol any 
ela<tic >tructur< ablo to >IOr< <O<fH m l<rm> ol ela.,ic and 
inortial prop<r1>« Ciltl be obt•intd from lhe applicable form 
of the l.a~range equatoon ., f ~llo"'' 

'["'J" ¡,- d~, - ilx, ""Q, '" 
\\"here tho !.a~ran~ian '"""'"" ( 1.) ¡, 3"~" by th< IOli>wong 
<'Pr<»>on: 

---- :\'om•ndatur~ 

,, 
• X,. :i:, 

X,. X, 
Q, 

' p;¡, lXI 

¡X_¡, IX~I 

IX,[, IX, 1 

IX, l. IX,] 

IX,] 

~ partial dm>ali•·o .,¡,¡, mp«! to time 

¡tneralized ><IOCtties 
m ¡cn<TalizoJ <oordon.ms 

gonerahzcd force. 
L..i\l"an¡¡oan fun01ion 
-ecoor of generalizcd (a<eeleration•. 
di!placemcnt>) 
ve<:tor uf (accc]oration<, di•pla«:ment>] of 
ml>l« d.o.f. 

~ >ector of (ocool<raliom, d¡spl•cemcnts) of 
>laved.o.f. 
>Wor of d.o.f. of lho (Ioft. righll l>oun
dario> of a ;ubmucture 

~ •·retor of intorm<d>OI< d.o.f. ol " >Ub· 

'""""" nta" <o<fficoent o.•o<iot<d "ilh 
~eneraliztd <oordmaoes ""o •• and ·~ •· 
global ma.11 matr" 

~ panitiom of lh< alobal 1mn• matri• 

'io 
L•l/2 t 

,. ' ,. ' •• L ¡• ¡ 

In ohi• "P'"'"on. ll io a"umtd tha< lho characoert><i<Sof the 
'"'""' can Ú appro>imaoed by expro"ing the kineoic enorg) 
1 lif'l term), and lh< strain energy (second term) in terms of a 
fonll• numbcr ( q) of grnerali<ed cootdonateo of ~.o.f. 

Thc sub>lttUtion of «¡uatiott (l) in equation ¡1) ¡,old• th< 
muloing <4''"tion• ol mo,.on. whi<h owres><d m mJtm 
nmation ha'< o he lullo"in~ t<n<ral form: 

]M]].\"]+ i.'.1]X] ~ lt"!f\1 '" S¡•t•m• '>latric" ond ~ub•tructUr<>. In tinitc element 
pr&<ll<<. th< ma,,maori> ].111 oan be formulaoal usins a 
lumpal mau approach a> dosc11bed b¡· Bl>plinghnfr et. al. 
119]. Th" formulatll>O re•ult 1 in a dtag,mol maori•. 

AI>O. a tonsi.,tnt "'"" formulalion ,an be "'"d 10 dtiCllt>< 
lh< dmnbuoal ma" proj)<fti<> of th< 'l"""'· A11:h<T 1:1>] 
introduocd o he concopt ol ''"n>i•tont ma" maui• .. md ~'"" \l 
a ph}">i<>l inoerpr<"la.,on analo~uu• '" thao ol 111< >l>llnc" 
"""i'. Thelater approa,h r<1Uit> on a Oandcd matr" and thc 
notural ftequcnOl« oblamtd using thl> conoi•rent ma" 
formulation are urp<r bound> to the <>act frequcn.;,e> uf thc 
•ymm. 

fhe formulauon of oh< equaoion> of mot>on uoin~ e.tlrer a 
lumpal or <on<i"<nl ma" matm. ¡¡onerally ,.,¡,¡) 1h< 
reqllir<ment> of mimmum poocntial on<rSY· Tho ••rlocu f orm 
of theequa1ion; o[ mOHOn i> •• follov." 

[
'"" '"" 
"'"m, 

"'·•"'·' 
···'"·]¡'·] ['"'" . m,. x, + k,.'" 
··"'~ i.J k., •• , 

'" 
This IYIIC>O o[ <Q<l.lllOO> is .Ipp]¡cablo lO any ela~u,; 

'""""" i( dampm~ c~ro 1:>< neglecicd. lf fimt< tlemenl> are 
uo-cd 10 d'""1il< the '"tr>ll "'""'"'•· and oh<'~"""" " 
mmpu>cd .,¡ ·'"'"'·'' '"~'""'''""'- lh< o•·er.oll >)">l<n> 
matr"e' ha•·<tho foll<l..-in~ forrn: 

{.lfu) 
K, 

]K] 
IK~~l 

1.1.".,,]1.1.",~1 

[A'") 
{K¡¡ 1 

IKull~·.,¡ 

]K.-1 

' '· 
d.o.f. 

S 

""'"'~ondin¡¡ to 1hc rr.~>l" and ''"'" 
d " r. 

~ >liffnoso oodf10>cr.t """''"'"~ wi1h 
~cneraiJZcd ooord;n.,c• • "1'" anJ • "j • 

, 

-
• 

global mffn.,, ma1,;, 

pM"ti"'" of the ~lobal '"ffno~< matri• 
cor,..pondini 10 the mas!er and •l•.e 
d.o.f. 

partitions of the global >tiffnc" ma!ri> 
corr~•(>'>ndin~ lo ohc \e(l and n¡¡ht 
b<Jurtdati« d.<'. l. 

order of lile ¡¡loba! •Hffn.,, matri' 
order oó the •ubstru"u'e ··,·· i1llfne>S 

"'""" number of de¡r .. s O[ freodom per node 
number ofnod.,., lh< imerfacn 

Tranuctions ottlle ASME 



qll 
]''"'~" ·-NOO<S -...._ 

\ 

¡M, 1 '1 ·' ' ¡,, 1 '· l ,, 1 
1 "• 1 [ ,, 1 X, ;.:, mr> "' 

.\' 1 x,j ,,¡ 
'·" "' "' "' "' 

1 X, 1 are <he Oe¡te<> of freed<>m a>S<>eia\ed ""h >ub>)'>l<m 
"i" only i a 1 .~ anO 1 X 1 1 are rhe de¡rees of fr«dom con· 
nec<ing lhe '"'o oub•trUCI ores. 

For the enmple u.od herc, the order of rhe glot>al mauict> 
;, ¡¡ven by the follo" in¡ rtlationship. 

/1 ~r1 + r 1 -(d.o.l.) X N '" f ... 1 Mult-- of ,,_m g-•• ,......,.,. """' ""'"''"'_, "h<re: 
-ndo " •"""''"""' """ oppliod looO >0<10>1 

Tho o•orlap herween lh< bh1d> repre.,nt> the comm~n 
bounOarie; ber"een II<U ad)a«nl >obmue<or«, l'hy"c•ll¡, 

, rhe overlap bot"een matncn rcpr ... n" rh< degrca ~r 
t'rcrdum mnnecrmg rile tv.o sub•yltrrn•. 

The mdor of the>e maorice> i> dlr<etl¡· S"'" Oy !he toLa! 
number of d.o.f. in rhe overall >)'>tern. A• an exampk 
con,ider 1 he muctural S)'lt<m >hown m Fig. l. 

l! a lumped m•" matri> ¡, u.~ed, and no damptn¡¡ is 
a<surn<d, the a:¡uations de;criOin~ th< mollon of the mucture 
under a harmontc dri,·in~ foro< are., folio" o: 

'"' 
lf the >Yitem ai shov.n m ~-,g. l is .,;ombl<d to anuth<r 

oiLk< >y>tem. a> >hown in Fis. 2. '"'h Lh>l >Offi< nodo• are 
rommon Lo both 'l""..,"'· the r .. ulting a:¡uauons b<rom<: 

----N<>men~luluro (~un!.) 

1 f"(l) 1 .- ''"'"' o!appli<á timo dependen! for•-e• 
ll'~IIF,I • ><-'"" c•f fo"" •"ociated ~>iLh (mo,oor. 

<la"el d.o.f. 
(F"I • reducod v«tor of appliod forc<> alter 

<nndon<alion 
lf', IIFkl • vector< of for<e> for oh< (left, right) 

boundary d.o. f. 
1 F 1 1 • vectnL <lf force< al lhc mterme<lLa<< d.o.f. 

(DJ • dynamic stiffoc" matr" 
ID-l 

ID~, liD_] " partition> ol th< global dynamic stiffnc» 
matri• corrcs¡xmdLOiL w ohe master ond 
sla,·e d.o.f. 

[D~I 
[D'I ~ rcduocd d)'nami< >tifl"'" malm alter 

cooden.ation 
IT,] * tran>fermatriAofsuh>Lrwtoroi 

1 T,] 
IT.,JIT,.] ~ partitions corr<Spondm~ lo Lh< •wcrall 

tran<f<r malfl' ol a <uh>rns.;ou« v.uh 
O<'l ¡,.¿ mLOrme<ltate d.o. f. 

th< numb" nf nodos., th< int<rfac< and d.o.f. "th< number 
of de~re<> of f rcodom por n<>de. 

In genero!. the •ub..,uctures do not h>>< Lo be of the ..ame 
order, anJ ""'"1 ;ubmuctum can be asO<IILblod foJio,.ing 
the '""'' prooodurc. Th< t<nerol "preoo•ion for lh< ord<r of 
t~ global matriu. of th< chain-hl.e S)'Sl<m sho"n in Fig. J" 
¡¡;,..,by: 

" '-' 
11· !;r.- r:(d.o.f.),x,,; m 

·- 1 '- ' 
h should be noLcd 1ha. lhc ml<rfar~> Lnay or mJ) not h.-·e 

th< """' nurnl><r of nod<>. Th< imp<>nant faco to note her< is 
that the mor< subnruCLUL<> ther< are in oh< system, Lh< larger 
thc order of oh< wmm nLatrico< "'11 be. Ttlis i• nvo ttle ,,,. 
for <h< prop<>s<d rn<rhod de><:ribed in tho following >oc<ion>. 

( T,] 
z. z, • >tate \'<ctor> of thc {nghl, l<ft) hound.Lrb 

(A) (B](C] 
ID] (tllfl • 

(GI (H) 11] 
1 ·!, 1 

pamlions o/ thc 
corr<>pondm~ to 
termodiote) d. o. L 

global >!Lf{,,.,, malr" 
Lh< li<fl, ri~ht and in-

11,)1~,) • partition• of the teduc<d "' of equation< 
alter the inL<rmodiaL< d.o.f. ha>< be<n 
eliminated in olle glob•l <)'ltcm 

¡~,_,} 
{R, 1 • ve,"tol\ of remainda tcnm ott<r the i"· 

t<rm«lLate d.n.f. ho>e be<n <lmHnatod m 
the ~lobal sy11cm 

r R, 1 
1 S1 1 • compi<mcntar) 'e<oor< lor th< c.L<nded 

tran>f<r matri• M equooion (ll! 

~ • fra:¡uencyofvihration 

' 
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flg 1 S•oorolruolu<O comoo.,d ol lwo """ '"""'"''"'"' •••lnv o 
eommon lnlt<1ooo bounOO<'/ 

'""' '""' "" ' 

b"'. '"'"' 
Flg 1 Mult<Oogmonlod "'110"~"''"'' wtln "n" oubOiouctu<oo <h"n
"'" OO>nnoct""- Tho '"""'""""00 ,,. al a"""'"""'"''"""'-

c .. nden>Olloo T«hni~u.-. A• "aoed carhcr, th< ron· 
den~aún of d.o.f. h., a¡ •U primar> obi«:li><. the mam.\ 
,;,. roduorion and i• concep"'•lly d<ln< in f""' <tep> whi.·h 
ar.: 

Set ... tion of ma>«r"" of d.o. f. 
Z Pani1 ion of Lhc >)'''"'" m.u rice.. 
) Obtaining the <olu<Jon for 1he malt<r «! of d. o. f. 
4 Periornung <>J"O>ion or r«o<tr)' l<>r <l»< d. o. f. 

l'hc "''"'"" ol ''"' ma<t<! "' ol ,¡o. l. ist~<n"ally l<ll '" 
th< analy>t. who d"'itnal" conain ~<>.f. "-> bemg the 10•"1 
rerr"''"'""" ol ohe mmion oi ohe •l"""'· On,< rhc "'""" 
><1 hll b<:<11 >¡>ectflcd, rcarral\~cmcnl of '""' .111J colo mm " 
p<rl•>rmed "" the m.m an<l >lllfn«> '"""""'· m vr<l<r to 
mak< the p.orulio!l' gi><n in thc foiiO"in8 equation: 

1\'herc the sub>eript (m) md!CaiO> th< t<rm< M>O<iat.-d 
""h the "m3<1<r «1" of d.o.f .. and subompl (>)indica«< 
1110 L<rm> a.I.IOCJat<<l wllh tilo "sla1e d o.J." A"""'"'8 a 
harmonic 10lu1<0n, the follow1n~ .xpr«>ion can b<: obtaincd· 

1
-['"'"' '"'']- •' [Mm m Mm•J]I'Xm l.J '"'] "" 

l.'sm l.'u .\fsm .\fss X o J l fs 

• 

1

/Jmm 

/Jom 

Pm•j¡'Xm] !Jm] ' ' ' 1 ll11 X• j \ ¡.·, 
111) 

[D[IXI 2 11'1 llll 

Wl>ero th< nlaifl' ¡n¡ ¡, '"""""' tho "ll~nanlic Suf!nc1> 
1: xpondong" ,•quo\1 ¡,.,, ( 1 )), 1olvi11~ for 1 .\' 1 1 """ "'"" IIUIHI~, 
'"'"'al tunes, thc f!OII0\1 in~ '~"'"' of '~""' i~n• ¡, oOt~in<~: 

[/J'jl,\'m) ~ 11"1 1141 

[D"J~[/Jmm]-[Dms) [Dss]·' [D>m] lllJ 

IF"\•[Fm[•[Dms) [ll>s)·' jf's) (16) 

Equali"n 114) mn>lltot<> lh< "l<educcJ" <el ol equation>, 
"'""" ma~tix order i> dependen! on the number of ma¡t<r 
d.o.f. Thc expandcd .101u11on can be ot>tomed uoinf th~ 
"'"'"Y cqua¡i'""' the<c «¡u•tiunl "" gt><fl h' 1hc lnllowi11~ 
o•pr<>lion. 

117) 

,\ >P'-''"' """'in thc "'""""'""'"' r<>llil> "''"" th< ma<ter 
J. o. f. ar< <h<>«n 10 1uch 4 ,..,. thal 1her< ar< no dri•in~ force> 
••·ting on thc ola•e d o. f.; in ohi> ca>< equai\On> (16) and ( 17) 
bocom" 

¡f•[~(Fml rm 

'"" 
l.l'si-[DS>·]·' [Dsm]!Xm 1 ( 19) 

A1ide from th< 1nhcrrnt appro•imauon in tho diS<rctization 
of tho 'l'<lcm, th' ,olutl<>n e<pr<>"d by equation• 114) and 
(17) do not full¡ >att<fy the Lagronge equation (1), """ the 
l.ineuc cn<rg) " not mmimiled, con,ideting the >la>< d.o.f. 
Th1> ar¡ummt" "<11 Jm:wnented O y Guyan j~l] anJ Clough 
(22], among others. Theret'~re. 1110 ffUO<ation ot d.o.f. lB· 
ttoáuces .ame nror in the re<ults obtatned. 

·¡ he Finile fJem<•nt-T r~n,f~r Mol ri• Approoch 

Prior 10 the di<<U"ion and dori•ation of tl>t propo'ed 
mcohod, the fun<lamcntol conccp" of combining thc ftr.itc 
demont •nd the tramf<r rnotri• rnetho<l \lill b< rcvtcwcd 
brietly. 1\ mor< detatled ~escriprion <An be found in 
,.r,,.n,'OI(IS, lb]and [18). 

The Jppl~eal\nll uf thc d"'"' >llfl\\<" morhod <cl.LTI t•lasti• 
'''""' oubjcrt toa"""'' Jo•~ >e<tm r.,;ult< in 'he followtn¡ 
<quatJOn: 

[Al lXI ~ (11 

:--o", Jet'• cormdcr the sy'lem d<>cubed t>y •'<]Uatton (20) "' 
• "'""'"" ouch lh>l 1h< de¡ree~ of frcedom can be parlllioned 
into "l<ft" on<l "right" d. <1. f. Thcn oq~tatinn t20] bt~·omos: 

ill) 

B1 e.randtn8 thi; "P"'"on on~ sol'ln~ lor 1.1',, 1 and 
11'• 1 m ter m> of j.\'1 l•nd 1 F, l. the follo"'"! <qoation><an 
be nb,.intd; 

1.1'"1•1-IA"1.·1·' [A'ull rx, l~rx,.J-'11', (22) 

'"" 
lf'.l~lll."••l-11.'••1 ¡x,.¡·• IA'..-n:x, 1 

Tranuctions ol1~e ASME 
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v.h1ch arron~cd m m• tri' form b.:cum<: 

13 
l~l) 

-/A',..]"'IK11 ) j IA,.].o 

"her< t.:vl an~ J/1,1 are t~e >hon hand notauon of lh< 
mMri.:<> in t 1\r 1quar< bfad.m o< «¡uation< (28). 

[ 
. 

---_-------.-----.---:~----------·!·-·:····:···:;· 
[A 01 ]-[A,,t1A1.[ [A,[ : [A,.I[.I:,.[ 

(24) 

• 

'" 111nph tying tho 11ota11on, 11 ''"' be w• in en a, lvllow" 

'"]{''} T,_, f, 
(25) 

"' 
(26) 

Equation (l~l can t>< reco~Jli>ed •• lh< 1ransf<r matm 
rdauonsh¡p bct"«ff lh< "ate ><elo" 11..1 and 11.1 ), "hkh 
wo1e dcri;ed dLT<"IY f"'m thc >tiffn<ll rrlati<>n>hir he<v.""n 
thc displac<m<nl \'OC[Of 1 XI and force '"''"' 1 n. ~i··en by 
oqua<ion (~O) 

In th" e<ampk, onl) thc fil«<transtor matri> v.a< derivcd. 
In a <1milar mann<r, thc pmnt transfcr mauix could b< 
doro•ed. 

Tht• Proposed _\\othod uf Anal),¡, 

l'nn'l<kr nov., 1ha1 1 he '' '"''"' < '" h<' ,.,,,,lyJod ¡, '"'h oh.OI 
11 •·an h< bro>cn <Jov. n ;,,., '""'"'"'u re; v.hich ""' cll.LIIl·ll C,· 
mnn<>.1ed "' 'hov,n in J ~~- ~ 1 ¡,., '"b'""" ur<> h~• r """'" 
ll<Uni>er uf d.n l. wh1ch ,LIC Jt ti"· HH<rlo<O' ,Lii<J '"""' ~htd> 

aro intorm<dlat< b<t ~"'" Lh< •~ u ml<rl ""'- 1 h<ll '"""g '"' 
,eo.:1or or d o_f. r0 , on< •ubmurluro, and "" i<J1ng" 1n10 1hr<'<' 
IUh\0110 

V.)I<IC 

1 X " 
X= /, 1_ 

\ '' J 

JX1 1 ~te th<d.o.L at th< left int<rla<e 
[ X 1 1 are the int.,mctliatc d.o. f., anJ 
1 X, 1 aro th< d o L ut t he n~ln mterfae< 

U1mg thi> partiHon in equation (IJ) appli«l to Olt< >ub

'"""'"", t he 1 ullov.ing c•prmi<''" '"" hr "'""'"' 

[:, e ' !;' 
" 

C]f''} f'•i 1-•Xr•¡F,, 
1 !x~ r,j 

(llj 

"'h>n~ fm 1110 X, .md '"l"l"<Hin~ 111 th< '<'""'inin1. 
O<l "·'' ' , ''" , t h< t ,.¡ tn" "'~ ,.,,, <"i' '" ' a re " b t > in«! · 
11--11 1/lll.f.l '1/llli.l', 1 

•UC]-[BIIf.] 'lfl)IX.I·)BJ[t.l 'II-JI=JF1 ) 

JIG]-(/I)jE)"'(DjjjX1 j 

• 111]- (/!][E]·' [1-lll.\', 1 •)II]IE]- 1 1 F, 1 ~ )F, 1 (2! 1 

v.·hich '"" allo ho written '" malt" lotm "' f<'llows: 

(2'!1 

Journol ot Meehanlcol Dnlgn 

11) "P>Illi<ll" ancl roatrOil~lll~ oqu.!llcltl (;!Q), ll 0011 be 
'"""" afl<r ~ariou1 onatrh mamruldt!On> th.H tlw left anJ 
ri~ht t>oundar ies can be rdat<d b) the foiiOI'ln~ e•rr=ion. 

(JO) 

(31) 

"h<r< r. cot,.....f'0\1~ 1<> th< te<m> indud<'d m th< pan u ion• of 

th< """;' ol """"' '"" tJO). 
IIUUon¡- '""."""'"'~ c'4ua1ion '" tl>c"'""'· i ,, ¡1 ~ 11 >h< 

foil<>" \Of <~uauon ,·an be obtam,-.J: 

·f~ - r., 1'·1['" ll 1 o· 
'·]1''\ ~- • f' ,· l ) 1 

(]!) 

"'hich ¡, th< <>pandrd ttan>f<r ma:!i' rolaung the >tate of the 
Ioft and nght bounJanO'I through the interm<diat< degree. of 
ftecUom. 

For d)·namk analym, th< >tllfn<I.IO ma:m [Al can be 
>Llh<tituted b)' th< d)nam>< >Hffn<>> matri• given b oquauon> 
111) and IIJJ_ Tho prnc<dt'f< thcn to l\btaon th< !ron>f<¡ 
matri< "analogoo• to that ju;t d"cribed. 

<ln<e <he tran>f<r ,,,,,¡, has been furmulatod for '~'h 

'uh>tructoro, ¡ho .><><:mbly of th< '"""'"'a 11holc is madc 
loJio,.ing llandatd "ansfer matri' m<1hod ptn<edur ... 

The rd•LLon brtwocn the ldt and ri~h: in:erface ""' 
\WlO"- ol ; >ub>LrU<'ture in a oham-hl.< conn«LNI ;y>T<m ;, 
gi-.n b)' «¡Uation JJ:). ,.hioh m >hon hanó n~t•tion hos :he 
fntm of oquation (261 t<r<ot<J her< for '""""""" of <h< 
roaJer _ 

l~b) 

When '""" >Ub>Hu.::ur<! •re linked l<>~ethrt, or.e n~h! 10-
t<rl .1<0 o( <ubmu""" ('f), t>eromes ai>O !h< Id¡ mterfa<e of 
>u~muctlm· T n ' 1), !h<lefore: 

IZ1 ) •. 1=Jl.J. 1331 

The "lattomhip bet~<«n S<ate """'" for 'ubmu<turo 
(n+ IJi,thrn 

¡z.r •. ,-tr •. ,JIZ, 1 •• , 
Cou>bmm~ equatmn> 12~1. {JJ) •nd 134) ti" oquatlon re.ult~o 

ilHio-I•[T • .,IJT.JIZ,I. (3!) 

In thi• ca•e. the ¡ener•l expre»ion fot ll<o total <y>t<m ,.llh 

"n "'"""'"""'"' •• >hov.n ir. Fill. 4 i• ¡;i-.n by 
IZI. •IT.IJT._ 1)JT,][7 ,]1 L, 1 (36) 

' 



" 

Fio¡ • "eho.,_.,, _,.., ''"""' --ol -.- '""''""'''""' 
0, ""'""'· """ dohnod '''"""' .. '1'1, o no oppoo .. !orco '''""" 1 Fl. 
ood otooo '"""" IZI dollnod •1 lho ooono<!lno t>oundo!On 

"' 
IZI,•IUlli0 1 (JJ) 

[II)•[T,Jlf,_ 1]_ .u' 1 (38) 

11 should b< noted 1hat by multipl)ing the uan•fer matri<"' 
[T,),1he order ol maom [UI du<> not inorca" l:>uo ""'"in• 
compatibl< woth the malrico> beiotg multiplied 11 oh< >YSI<m is 
>ud• 1hat oll <ubmuctur"' ha>< 1~ <ame uansfer mam> lh< 
order of lhe S)'"''" transfer malri• [ ú1 remaio1 thc same_ 

1 hi> fea¡ure "'"'" m a r<duced ,;,e matnx "hich embodi" 
the eotire >y>tem. The ond ""'' '"''"" [ZI. and 1 / 1, 
mntam the b<Juodary conduioos ol lhc •tru""'' in tornu of 
d"plac..:m01>11 in 1110 Jore"ion ot tho do f. and torce• at the 
node> IO<ated in the interfaces. 

Ono. :he<)'""" ha< be<n "'"'mblcd, 1hi> i< when all t~< 
!r.IIL>Ier mo!n<el llave hecr> multlplied •• e<pr<>><d by 
<GUatlon ()!). Sub1c<¡urn<ly rbc boundary condotions ha>o ro 
be samfied b) ooh m~ for r be unkno~ n l<rm> m th< end ""'1< 
vwr>r<. ,\lror rile <nd ''·"" ''"""' "" >nown tho 111· 
termod.at< >101< "'""" oan be obram<d by m:ur>1vdy •1'" 
plyinJ <qu4! ion (26) unril all ""'"><OlOr> are l.no,.n. 

For dyn.LJni;: dllOip,., rlo< dynami<· "iffn<>l maLm u>n· 
tam1 th< lr<qucnct l<rm>. Thos< froqueney Yalu<> ~hi<h 
"'"'fy th< boundat)' eondrtions aro the narural froquoner<> 
for Lh< >)>l<m. Thc pro,duro to ubt.LJn riJO narur.1l 
:roqu<nCL<> and th< modos i> simrl.1r to that proposed by 
Holt<r {17). In thi> m<th<>d a notuul frcqumcy -alu< ;, 
J»cmed lur "hL<h rhe >)>l<m ;, "trcarcd," "h"" tho tell 
oon111t> in multLplymg th< transf<r motriO<> and ob><r>ing 
"hcth<r or n<>t tOe bou~dar) eondillons are >aüsr>ed lf lh< 
bou:rd"r)' c'tH>dllrom Oro nnt <atl•f>cd, " dlff<l'OOL .. ,.,, .. 
t'reQuono)' rnu" b< cht»<n: anJ caloularion> mu>r be "p<atcd, 
nntil ¡he boun<!ary rond"ions aro '"'"t.ed ~r<>dU<:<c.g an 
octu.tl na¡ur•l trequonq <>f th< >)'ll<m. ll.il n<rali'<' 
P""'c·daro" '"""" ''hema11cO<ll)' rn th< computer Oo"chart 
inf'>,:.l. 
Operolionol A•P<"<I• of lh< Finil~ Eltmeni•Tran.tft·r 
.\h<ri• \h•rhrrd 

''"' '" <h,· '""'''''" '"'"r"'"'i''"' "' "'""" ••r<rali•'"'· ir;, 
lliW".IO\ 10 po>HH ""' '"""' llllP"rlaiU a>p<,"t> Lt> t>< •'di\· 
>i.k•r.-.J "'d•·•doprn; ,, •urt.1bk comput<r al;orrthm. 

lh< l""l~"<d nH·rht>J ;, """'"ed ,,,~o~rd>lh< anal),¡,,,¡ 
ot>tllpln '"'""" "lltcll •'dlL bt• muJc·led b~ moall> ot 1Ub·· 
'""''"'" ct>nO"'-'I<'J m a charn·lik< mann<r, lar '""""'"' 
b<am• "''h int<rm<Jiat< ><>pport>, br>d¡os, multHhro~ 
cr •nbh.iltl, .,, .. Th< 'umplicariom m•ohod '" t>bt,.nmg th< 
"iffnO>> and ma» matr>O<S ar< dnecrl~ ""'"'iat<d ~otr. tho 
t)p< of romr< <l<ment> used to dO><rrbe th< >lrU<:turo. Sovoral 
boo>s [23, 24 ammr~ orhm[ ar< av01labl< wLth det•tlod 
á<~.:ripllons of rhe procodures roquirod to obram th< >ysrcm 
matrie<> of c<¡uation• (J) and (4¡. 

• 
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F•o- ~ Somplo oholn-11•• ""''" ond ljOih•ooo o, ouOotouotunno 

The d"''a1ion of 1he oran;f<r malm for a ;ub>Orucourc, 
ho"OI<f, requir" 1he in•cmon or <ubrnalm IEJ in equalion 
(;!7) anJ ¡~,) '" cqua(lon (_lO). Th"c '""'"""' aro,oorce< of 
>OinO l•Um011"l crr<:>r>. llowever, tl101< on>'CT>IOO! oro don' 
onl) once fot <~<h oob.,rucour< and are not aff«l<d by thc 
lood >e<tor. Tl>i> is an adoant•~<. <>p«ially 1f all lh< sub· 
;irUClOIC> lll''< lhc 5•oll< confl~li"Liion. (hl\ 1\ lh' CdiC Ln 
pedocli< >lrUC\Ut<S '"'h a> tho" trcaoed by Cm~d' and 
~la"o'it<h ¡::l). :--01e al•o thar the order <>f lhes< matri<<> ¡, 
>mallcr 1han lh< t>rokr of the >111111<" ami "'"'' ma,.ice> for " 
ghon <ub•uo""''· ,¡,.,,.. onl)' thc mlermcdia" U n.f. are 
ron<idere<i in 11ot mani• 1<> be or.•·ero«<. 

Final)¡·, it can b< n01eJ 1ha< the rtwri> 1'1 ;, baod«<aod il 
do"""' requiro full stnr.o~o io tho Co>>npulet rnenwr). 11 i< lh< 
a»<mbl)' of lh< >ariou> >Ubmu<h.Lr« 11\oo mal<> """~' 
requiremtniS in<rea><, •in.--e lht order of th< ~!obal matn«> 
'"""'"' wo. In lhe l-f.JM meohod lh< >uhllnl<rUro maori\ 
lf,) i< o'ull~ ropulaled and requore1 full ""'"~'in lhc com
put<r memor)', bol the global oran•fer maui> ll-1 doe\ nol 
lO<r<.l>< m me •ine< L! re<ult< from '""'"""'"" matra 
molt irl~<ollon• "' mdocol od b)' o~LLaLi,m (36)_ 

~Ort\0 Olh<r Oll)«'l> in ob1ainm~ lile •olutoon of tl1< 'f""" 
are parallel 10 lho•< in,oh«< in Slandard oran•for matm 
appl~ealion< anU di''""'"" may be found, for '""•no<, 10 
pape" hy !'e>1ol OLLO Lec> ic 1~1 01 1111. 

Alth.,ugh ti>< propo<«i melhod " otienu.-d lO~<ard• more 
.:ornrl" "'""""'· a >inople e<anople Í\ ~i>en in 1he appendi' 
~Hh IIOC pLLrpOI< of LIIL"Iratlog Lh<· lr<OitiiCOI nf lwn <LJh· 
lltUClUr<S which ha-·e a -:omnoon Ooundary a11d are chain-hke 
oonneco«<. ln lh" eumple. tho >liffne>< matri• 11] ¡, firq 
deriwcl for ea<h <km<'nl in Lile <ubsiru.:turo ond thon 
ai<omblt·d usinl\ th< ""ndard direel llilfno" motli<>d Sub· 
<equ<nll)', <h< lfansf<t matm (11 " formulaoed lor each 
•ubwu,·turo by applyin~ lh< lran>formalions of «¡u.Ooon1 
{2~1. (lll) •ud (1~) to 11•< <1ifft1o" malli\ found corlt<r. 

Journol of Mechanical Oeslgn 

1 m.ot),, ~lubol Ir omlor malri\ 1 ¡_.¡ ;, oblaiuoo.J b)' mulllpl;-m~ 
lh< """'1..- m•lri<<> of o•ch '"b'""""'"· 

'T<OaLm<nt ,.¡ " IM~<r and moro "'mplox '1'""' i' 
"""'"~"'" '" olo;u dc>wb<d 10 1h1• cumplo and Lh< "'" ot tloe 
lmil< elomem nt<tloocl allo"> moro oomrl« el<ment< :o b< 
m«< 1<> d'"""'" 1h< >Ub>lrU<tUr<> and 10 obtain lhe >Ub· 
ltrU<tLII< llollrLO\\ aod m.N ma<rl<<> ~u'h appl"allun' h.>•< 
b<en dono b• Lhe authot< u<io~ 3-0 ~>oparamouic <olid 
<krn<nt> and "ill b< repon«! in onr n<>l pap<r< ,.hich aro 
now m preparatoon 

~Uffiffill) and Con<lu•ion• 

A l:>rief dcscripliurt of lh< currcooly ao·ailoble <'Onden>OilOn 
onJ •ubstru<ILLnng ted1n1qu<1 h» b<<n maJo, p<ointor.g oul 
"'m< of lhe main fealur<"> of lh.,o t...:hniqucs and ho~ they 
appl) lo tho a>1ual type of ;~mm• addr<Ss«< in lhi> >tudy. 
Th< O<Oirdoto!OII h<t"<"<n lh< >llffno" ond lrdmfor 1natri' lc>r 
'lmpl< elemenh ""' Ui<Ou<>«l, and a gon<rahtallon of the 
<OO<Of'l ""' d<><lope<l for <:omple> •ub>trU<:tUr<> ha>"iOJ 
interm<ohate '''"" d.o.f. A U<toli<O d<rivation of 1he 
oquaLions io••>l"d in lit<' propmeU mellwU v.a< maole, anda 
genorol rornpul<l algori!hm nov.chart (fi~. )) ,.., pres<nted 
'h""'"~ th< matn >l<P' r<4uired for mmpuo" Lm· 
plcmctOiatiooo "! Lh" mo!hnJ ft>r pra<tie.ol appltc.!1i<1ns 10 ·"' 

acou•l phy>lcdl ,,.,.,m, 
1t ¡, import•n• lo nol~ tha< sp«~alattennon mu>l b< p."rid 10 

lh< numori.;.tl ·"P"" 11wol>eJ 1n th< m;otm urerauon\, in 
order lo red LOCO Lh< po"itoiloty of num<rical mot. 

from in•J>«Iion of llo< equationl deri>ed, and lrorn lh< 
e>ample gi><n in 1he appen~i,, lh< rollo,.ing condu1ions -:an 
he drav. '' wi>ICh appl;- '"' chain· loke conne"ed 1) >l<lm_ 

1 ~lat"' teductton can be achitv«l 0)" applying 1ho FE-T~l 
app<Ool<h 10 th< >ub,oru<ture< of d >)'>t<m . 

2 :-->" >ele<oi<>n úf ~~""" and SIO'e dcgto<' ,,¡ frcedom ¡, 
requit«i in th< rE-T\1 m01h<>d. lhu< redudng 1he po"ibility 
of mimpre"nlation of rh< >)>l<m. 

J All 1he dog"« of treednno are io.;lu:led iro lhc for· 
mula1ion 01 lh< reduced equalioo•. a11d no >acrifoco i> 
requir«< in appro•imaliOflh< linetio '""H o: th< <) >t<m. 

4 lntermediot< aomo d.o.f. c•n be prop<rl) mndcn>«<, 
along wtth any e>loro:<! load> acltng '"' them "' >ho"n hy 
equa!ion(~!). 

5 Tito ad>anlag<S or lho finlle elemonl m.:~od apply 10 lh< 
propú"d mclbc>d m lcrrm of d"crwnng ohe S)'>lom u<tn¡¡_ 
•ub•uucturc>. 

6 Tho ad,ant~~n of th< Tran<f<r .\latri' met~<>d >1"' 
appl) to lh< proro><d m<thod, >P«.lfi<all) lh< fo<t1ha1 by 
mulllplyong lh' tra"slor ma<ti"'· 1ho order of lh< re<uiiLn¡¡ 
m""" do<> no1 inor<a>e. 

Futuro impru>emeo" in ohi• aroa pcrhap• ,¡JI mdudc lh< 
formulalioo ni l!an>lcr ;nalfi<c> fm """'"'" v.11h cumple< 
finol< olemonl> and m addi!ton, th< mdu<1on of br.tllchc. on 
the <)<l<m may be oomt~er«<. 
~ome of th" v.ork "alr<acly m progre» al tiLI> '"""""""· 

•pccoficall), lr•n•fcr m.onx for "'"""'" moddetl v.ith 3Ll
>Oiid r.nn«l<mcnl>. 
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RESUMEN 

Debido a la gran aceptación que ha tenido Últimanente el 

método de elementos finitos en ter~ofluidos, cate trabajo pre

tende ejemplificar su uso mediante aplicaciones a le trnsfe

rcncia de calor y la mec~nica de fluidos. 

Se resuelve el problema de conducción de calor en una pla

ca, d"terminándose la distrubución de ternperat\lras, ta,-,to en ol 

estado pe.-rnanente como en el transitorio. 1\simtsmo, se comp~r~n 

"""tas soluciones numéricas con soluciones analíticas, para ob

ser,ar la variación del error """ respecto a ia variación y nú

mero de elementos. 

Por otra parte se anali~a el flujo potencial bidimensional 

alrededor de un cilindro entre placas planas, para obtener ii

nens de corriente y l!neas equipotencial~s. Para el caso de 

flujo incompresible, la ecua-ClÓn que gobierna el proceso es li

ne~l con solución numérica directa, mientras que para el fl~JO 

compresible, la no linealidad en las ecuaciones requiere de ~~~ 

método iterativo pard su solución; en este Gltimo caso también 

se obtienen los números de Ma~h locales. 

Al final se trata el mismo problema considerando ~lujo 

viscoso, incompresible en ~1 plano y se obtienen lín~as de co

rriente. 
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di 

NOMENCLATURA 

ancho de lu placa 

"i conEtantes d" l<>s funciones de interpolación 

hS 1 malla con más elementos en la ~ona de variación 

AS 2 malla con menos elementar, en la zonil de variación 

A matriz de coef~cicntcs para un elemento, de componentes AiJ 

A* matriz global de coeficientes, de componentes A:j 

b lar9o de la placa 

bi conslantes de las funciones de interpol<>ción 

!l matri>: de coeficientes de temperatura t.-ansitori<~ para un 

eleme~.t:o,dc componentes B
1

J 

8° matriz globü.l de coeficientes de temperatura t:r<utsitoria, 

de componentes B~j 

a velocidad del sonido dimensional 

velocidad del sonido adimensional .. 
c.. velocidad del so:>.ido alejado del cuerpo 

"i constantes de las funciones de interpolación 

e calor específico 

Ci constantas 

D <list<lncia cnractc>·!stic,-, 

e <>rror ra!z medio cuadr.ÍU co 

f función conocid~ en el dominio 

6 vector de flu:)o para un elemento, de componentes IÍ¡ 

¡• vector glob¡¡l de flujo, de componontos 

F funcion<~l 

g función del potencial de velocid11d adimcnsionul 

' 

g vector de termines no line11le~, aproxJmndos pa.-a un "lemen-

to, del potencial de velocidad, 

, .. 

d" componentes g. 
> 



vilrinble en función de l.> temper-.,t;ur¡¡ en estado pcrm1ln.,ntc 

h entalpía cspcc:ifica dimeuo;iona1 

H variable en función de la tcmpc1atura en estado transitorio 

I principio vnriacional 

K conductividad t~rmica 

l vector de t:6rmin"os no li!lCilln,, aproximado~ parn un elemento, 

do la función de Corriente, de componentes t
1 

L longitud de referencia 

Li coordenadas de Srea 

~~ número de Mach 

Moo número de Mach alejado dol cuerpo 

n normal a la aupcrficlu ,.<Jimensional 

funciones de interpolación 

presión dim.,nsion.~l 

velocidad total dicensional 

velocidad total alejada del cuerpo 

q vector de fuentes de calor para un elemento, de componentes qi 

q• vector qlobal de fuentes dc calor, de componentes q~ 

ó vector que representa los términos no lincal~s, aproximados 

para un elemento, de la función de corriantc, d~: componcnetcs ~i 

4• vector global quo r"presonta lo" términos no lineales aproxi~a-

dos, de In función de corriente, de componentes 

t. vector que reprcsenta lo" términu~ no lincalcs, apro><imndos pn-

ra un elemento, del potencial de velocidad, de componentes -t. 
' 

~· vector glob3l que rcpre,cnta los términos no line3les aproxima-

dos, d<'l potencial dL· velocidad, de componenLcs 1:~ 

' 
(l componente dimensional do la velociduil en ln dirccción ~ 

íf componentc dirncn~ion.~l de 111 velocidad en L1 ilirccción 9 



w
1 

funcion"s de peso 

x coordcnu<.l<o carte~iiln,, adimonnional 

9 coordcn;>da carte<>iana dimcn~ional 

y coordcnuda carteniana a<.limen~ionul 

y relación de calare~ especÍficos 

r frontera del dominio de un elemento 

li delta de Dirac 

6. área de un elemento 

t residuo 

O temperatura absoluta dimensional 

e temperatura absoluta adirnensional 

(j tempo.-atura aproximada par-., un elemento., de componentes ei 

o• de co,.,ponentos 

lh temperatura inicial 

temperatura media 
• 

11 operador diferencial linenl 

~ variable cualquiera dimensional 

/; variaLlc cu.,.lquiara aproxima<la, da corr,ponenLec. <:
1 

p densidad dimensional 

q., densid~d alojada del ciH,rpo 

T tiempo dimensional 

T tiempo ndimensional 

!JT inore,cnlo de tiempo 

o 
<;> potencial de velocidad dimensionnl 

$ potencial de velocidad adimcnaion"'-1 

.. 



~ potencial do volocid~d aproximado p~ru un elemento, de 

com¡>one<llCS ~i ,. potonci,>l du velocidad global aprOximildo, do componente" 

$ función de corriente dimcnslonal 

~ función de corriente adi~cnsional 

• • 
" 

1p función de corriente uproxin1ada para un cl<lmento, do con,po

'"'ntes V. 
' ,. función de corriente glob<~l aproximadn, de componentes 

n dominio de un elemento 



CAP l TULO 1 

JNTRODUCCJON. 

El de~arrollo de 1~ tecnoloqia va a pasos agigantados y 

el e~tu<lio de proble~:~as a,;ociados con ésta, requiere frecuen

temente de nuevas técnic~'-' de nn.ilisis, A v"cos ""tas técni

cas provienen de principio~ yil conocidos, que Ol'igin<>l'n"nte 

ten!an poca ut.iUdad por fal~a de equipos mode~nos, como por 

ejemplo ln computadora digi~at. 

J':l estudio do los tcrmofluidos os un ca~o dond<l los """'"

ces han sido notarlos. El Jooviroiento C.e un fluido real, se des

cribe por ~:~edio de un conjunto de ecuaciones diferencial~s par

ciales no lineales. AÚn para el problem~ ~ás sencillo, de un 

flujo uniforme alrededor de una placn plana inclinada o alrede

dor de un cilindre, solucioncc an11liticas tiene qua b~~urse en 

alguna aproximación y por eso son do uso limitad". Estas apro

ximaciones pueden ser ángulo d~ ataque pequeño ''" el c¡¡so de 

la placa y bnjo nú 0 cro de Rcynolds en el caso del cilinCro. 

En situaciones de i~~erés práct:ico, la presancia Ce geo-

~~trl11s irregulares sólid11s complica aún más la predicción del 

co~:~portamicnto del fluido, es por ello que el- análisis teórico 

debe complementoarsc, cuando sen posible, con exporimcnt<>s o 

métodos nu\néricos. Este tr.~b.,jo ce enfoca <>1 áren da los l:léto

dos numéricos: uno de ésto$, con gran <>CCptn<:ión actualmante. 

es el "mótodo de eler:>entos finitos" qu<> se.-iÍ el que se u'oil~ce 

aq10 i. 

No se pret:ond~, ni con mucho, hi!C<>r un an5.l>Si5 del r:>étoC.o 

p:..rd lo cuJl e><isten ya bastnntcs libros, sino mSs bien una 

o.-ientación de"" apl~c<>ci6n a la~ áreas d" mecdniCil do flu~

dos y tr.,nsfcrencia de calor. Pi!ra lograr ésto, se r<!~uclVcn 

algunos problemas específicos cuy" sol"c~ór: dnal:Ítlc" es cono

cida y algUI>OS otrcs de r:~Ss ;llto gratlo <le dificult:i!d. 

' 



' 
1. 1 ME'rODOS EXlSTi;NTES 

En la acttlitlidad existe>n modelo~ rnatcm;lticos '1"" descri

ben ~~ cornpo.-tamiento de los flui<lor., en casi cualq11icr cir

cunst.anc~a y además, ti.,ncn una e~trQC:ha r"lac:ión con proble

T:las prácticos que uxistcn uc:tualm<.'nte, sin embargo, l;<ly una 

gran cantidad de problema~ espec1ficos en la dinámica d~ flui

dos que no han sido resueltos, dcbitlo a las dificultadc.-; en

contradas en la m.>yoria de los m~Lodos anall::ic:o~ y numérico,; 

c:onvencionilles. E~tas dificultades r,on ocasionD.das principal

mente por la no linealidad de las ecuaciones, produciO" al e~

cogcr una descripción_ Euleriun~ do los pro~;;esos y ta"'bi6n,por 

lo dificil que es introduci.- las condiciones de f.-onten•,cuan

do los cuerpos tienen una geometría un tanto i~rcgular. 

El método que ha sido más usado par~ resolver estas difi

cultaees y que además es bien conocido, es el "método de dife

rencias finitas" (Richtmyer and Mor ton, 1967, Roache, 1972), en 

el cual las derivada~ parciales de l~b· ecuuc;oncs que gobier-

nan el fenómeno, son reempl<:~>'ad~s por cocicntC's de diferencias 

finitas. Una de las desventajas do esto r:1étodo N:: que'"' .lpli~·" íá

ciho.ente sólo a proble::>as en que el dominio ,_,,, de un" for::HI 

más o menos regular; sin CJObargo, se han resuelto una variedad 

de pr-oblemas teóricos y prácticos por medio de él. 

otro m~todo numérico e". lll dc "partículas en eelcL~" (Ev~ns 

y l!arlow, 1957), en elcu<>l se construye un sistom,~ d>e colda,. d~ 

tal manera, que sc pucde dcfinir la posición do la~ partíc~l~~ 

del fl~ido en términos de estas celdas, cada una de ellas está 

definida por un conjunto de variables, que describen las co~po

nenLes de velocidüd, ene:rg.í:a interna, dcnsid<>d y prosión en la 

c(•lda. Este mÍ1todo tiene un uso limitado dad1>s sus c-.r,.cterÍ:'i-

tices. 

Entr" lo~ !"ilti!l1os ,6todos que ~e han dusarroll<l<lo pilra la . . 
solución de probl.,mas en dinámica de fluidos, está el "método 



de piinul" {Hc~s, 1975), el cu-.1 consiste en c~brir la supro~:ficio 

do la frontera sólid~ por un número finito de pcquc),,.s 5,,-.,..,s,lla

madas piinclcs, cada una de las cuales está for~<~da por sin~ulari

d,,dus de una cie<eta clase, qua tienen un-. densidad ir.deLcrmin-.cla. 

Las ~ingulari<t;,.de~ se distribuyen do t;,.l manera, que orientan el 

flujo alrudNln<: de un detarrnin;tdo cucrpo. Genc<ealmcntc se u~;,.n 

páneles formados por fuentes o d<>blct:es par¡¡ cuerpos de supErfi

cies sin sustentación y formados por vórtices para superficies 

con sUStentación. Ln condición que doh<m cu1nplir lns ecU<tejones 

es que el flujo debe ser tangente a c<:~da uno de les páneles, con 

lo que se pu~de calcular la denuiclad de la~ ~lngulcn1dades. Cl 

flujo total os la supcr.nosición ele un flujo uniforme y un flujo 

inducido por l~s sincjul~rid<:~das, con lo cu~l so puede decerminar 

la velocidad y p,-esión en cualquier punto del flujo. Este m<i.codo 

ha s1d0 aplicado fellzmente,t;,.nto en problc~as aerodinámicos en 

dos y tre~ dimensiones con cuervos de geometría com:>leja, como 

a problem;,.s de flujos internos, no unifor~es y en est<tdO transi

torio. 

En años recientes ha tenido una gr«n popularid<td el ":c.ftc-

do de elementos finitos" en l«S 5.r.,ns d., mcciinic-. Ce fluidos y 

trans!erenc>a de calor, debido a su gran flexibilid;,.d. Está 

!ntimilmente relacion;,.do con lo~ "m&t:odos van::.cionnles'' y los 

"métodos de res¡_duos pesados" (Finlayscn, 1972). Los principios 

variacion«les so:t usados en combinaei6n con el r:tétodo de R.ayle1gh

Ritz, pero desgraciadamente, éstos no pueden ~er encontrados en 

algunos problemas de ingeniería, particularr.~ence cu;,.ndo lc,s ect:il.

ciones difercnci~les no c.on ~uto-~djuntas. Los r<l~iduos p<Os~dos 

pued~n tener la formu de los métodos de Galerkin, mi~imc~ cuudra

dos y colocac;ó~. El mftodo de reslduos pes~dos ut;iliza el concep

to de la proyección ortOgonal de un residuo de unol <'CU<lCiÓ:l dife

renci<tl, sobre un sube$paeio forr.tildo por ciertas funciones de pe

""· En ol método de elom"ntos finitos, podemos us~r tanto los 

principies vnriacicnules, cuando existen, como los residuos pesa

dos a travf~ de aproximucionco. 



En laa aplic,1Ciono" <le clon''"'~o,; finit-o~ a ln •lin.:imica doJ 

fluid.;.~. generalmente el mé'todu de Gal,.rkin "" conniñc.-ado la 

hc.-.-ami,.nta más conveniente en la fo.-mul<H:ión de lo!; modelos 

de elementos finitos, Yil que no requie(e pr~ncipio;; variacio

nales. ~o.-malmentc el método de mlnimos cu~dn>.dos .-aquicrc fun

cionc5 de interpolación de alto orden, <LUnque el ccnnporLamicnLo 

físico pueda se.- descrito por ecuaciones lineales de bajo Órden. 

En estas notas se utilizar.:i el método de elementos finitos 

combino1do con el ¡nétodo de GalcrkilL ya que es el"'"" conveniente. 

1. 2 LlTll.IDIID DEl, METO DO DI: r;Lr.HENTOS fiNITOS 

111 t.-atar de resolve.- una ecuación diferencial lineal que 

describe el comportamiento da ci<!rto fenómeno, uno de los prin-

cípalcs problecas que 

diciones de frontEI"a, 

se p.-csentnn es c6mo introducir las con

sobre todo si el cuerpo con el que se as-

tá tr~bajando tiene una confiqur~ción irregul4r. La ¡:-.ayor!a de 

las ecuaciones difurcnciales lineales, tienen solución pnra al

gunos problct>.as específicos, en los que las fronteras presentan 

algunil simetría, pero en la realidad, lQs cuerpos pueden tener 

configuraciones bascante irregulnr""· COr.LO es el caso de una ,,_ 

la de avión, en la que no existe simetría por ningún lado. 

Con métodos analíticos es prácticamente 1mposible resolver 

estos pi"oblemas nn general y lo~ demás mi\todn,; numéricos exi<JOn 

u:.a configuración más o menos regula.-. 1\qui e~tá una Ce las prin

cipales ventajas del mC!todo de elementos finitos, ya que lu su

perficie del cuerpo se puede confor~nr a trnvús de pequeña5 re-

gione~ y s~ pueden colocar t.antar, como sea necesario para loqra.

un perfil ap.-oximado del cuerpo. 1\d"más, el valor de l¡;¡ condición 

de frontero"\ puede ser diferente entre una y otra región ady,.cent.e, 

con lo que se pu.,de .ot.acai" una v.:.riedad de problemas rco"lles, 

Otra ventaja del método, os que nl aplic,•r la formulación de 

eleroentos finitos a la ecuación diferencial, c¡uedan s"p"r"das auto

miiti.canL~nte las condicionc:s de frontcl:"n (de lli.-ichlct y de N"u'nann) 
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para analizar lo~ grandus si~t<'lnas estructural<ls <¡uo oxist<!n cn 

los avionos, Turner, Clough, 11ilrtin y Topp {1956}, presentaron 

el prlmcr articulo relacionado con ésto¡ continuaron con los 

estudios Clough ( 1960) y Arqyri s ( 1963}, adem;\s de otros. L~ 

aplicaci6n del método de elementos finitos a problemas no co~ 

tructurales, tales como ·flujo de fluidos y electromagnetismo, 

rué iniciado por ZiCilkicwicz y Cheung 11965) y por 61timo, Oden 

(1972) ha contribuido en la~ aplicaciones a diferentes cl<1scs 

de problemas en la mecánica no lineal. 
' 

Han dado un impulso significativo a la tooria de elementos 

finitos, el concepto cliisico del r:~étodo vari11cional de Rayleigh

!Utz (Tl<~yle~gh, 1877; J1itz, 1~09) y loa métodon de l"OSiduos pa

sadon, modeladas después del método de Galerkin ( J965), ya qua 

existe una relación impc_rtant.e entre ellos. En años recientes 

varios autores han contribuido al desarrollo de lu teoria mate

máticll da elementos finiton; algunos do ellos son llabuskc. y 

Aziz (197:!}, Ciarlct y Ravi<~rt (19?2), Aubin {19?2), !lt:ro;og y 

Pi>< (1973) y Oden y Rcddy(197r•l todo~ r.llos infl '"'nc~,~uo,_, 

grandemcnce por· los t:r1>bajo~ rlc Lions y M;1gen"s (1 ~6A). 



CAPITULO!! 
~1ETODO DE EL EMEN10S Fl N! TOS 

El método do elmncntos finitos os un procedimiento d~ apro

ximación para la soluc>Ón de ecuaciones diferenciales, con con

diciones a la frontera ycondicioncs inicalcs, del tipo que se prc

snnt¡¡n en proLl<:mas de ingeniert~, flsica y matemática. El pro

cedimiento básicamente env""lvc l¡;¡ división del doninio en muchas 

pequeñas r?g iones, llamadas "el e m en tos" , con ven ien temen te dis tri

Luidas, las cuales pueden ser de forma triangular, cuadriLátera, 

etc., y usando una interpolación para describir el comportamien

to de estos nubdominios. Un n6mero satisfactorio d<! puntos, lla

mados "nodos", son especificados para cada eler.l<!nto y a cada uno 

de ellos le corresponde un valor de la var1able o las variables 

do la ecuación diferencial, que se obtiene interpolando dentro 

de cada elemento. Usando el principio variacional o el método 

de residuos ¡>c6ados l~s ecu.~ciones difcrenci~le~ que gobiern<ln 

t>l dominio, se trilnSforrn<>n an acC~acioncs de elementos finlto,;, 

que gobiernan aisladamente a cada uno do los elementos y en ge

neral son ecuaciones algebraicas. Estas ecuucjonas sor. co::vcnien

tarn.<lnte ensambladas ¡3ara formar un sistema global, on el c·~al s~ 

pncdcn introducir las condiciones de fronlera y las co,.,dicioncs 

iniciales, Según se requiera. Por Último, los valores de la va

riable en los nodos, son doterminildos do la solución del sist<!mn 

de (!cuaciones algebraicas. 

2. DirERENTJ.;S :-1ETODOS 

2.1.1 Hétodo Variacional 

Al modelar algún fenómeno físico por medio del cálculo dife

rc'ncial, frecuentemente se llega a un" ccu<~ción inL<HJral, en l<1 

que 6nicarnenlo nos interesan sus valotcs rnáxi~os o sus valores mi 

nimos. El problema concerniente a la determinación ~e valores ex-

de lus integrales, en las cuales los ~ntogrando~contionen 

' 



func:~oncs dc~conoc:idas, no::: lleva al cálculo va.-iacional, 

Para cjcr:~plificar ésto, tom<~rc,os el problem" <lo> en,;:onlrar 

una función 9"9(Y.), conociendo 9<9:
0

) y 9<X 1l, de till m;onera que 

la inteqral 

' ' 
r" f~ F(9:,9,9'JdX 

'o 

{ 2 • 1 ) 

indica derivada con respecto a 9:. 

Si suponemos que P(R,9,9'l ~s una fu~cién, que tinne deri

vadas parcinl<>s de segundo ordun y continu<lll con rosp,.,cto a sus 

argumentos, 1" ::-.inimi::acién de l no~ conduce a la ecuación de 

&ule.--Lagrange de la forr:1a 

h 
ay ay· Y' 9" • o ( 2 • 2 ) 

este procedimiento se puede generalizar para la int~gral 

( 2 . 3 ) 

un la o¡ue su minimi~ación corre¡;ponde a la ocuac~on .do Eulor-

(- 1 )n 

( 2 • 4 ) 

La ecu~ción (2. 3) es llamad¡¡ "p!CincipJo val'iucionul" y F, 

al intcgrau<lo dcl principio vnriacion<>l e~ 111 "funcion<>l". 



La discusión anterior tMnbi<Sn puede ser geue~:alizad.~ a 

problem;;~s en dos y tres dimen~ioltcs, Po>: cjcr.1plo, la r..~niro,za

ción de la integral doblo 

{ 2 ' 5 ) 

con los valores conocidos on l;, fronte1·a f, le corresponde 1;na 

ocu;;~ción de la forma 

{~F ) ; Q 

a ¡2.1.¡ ,, ( 2 • 6 ) 

Bl método vari;;~cional es uno de los t~étodos r.~ds pDderosos 

en la solución de problm:ras de ingenie:r:.La. Cast sicppre c;¡ue te

ner:ros una ecuación del tipo (2.6), suponer:ros que ésta es la mi

ni¡:rización de un;;~ funcional, la cual pode~:~os resolver por el 

método de Rayleig11-Ritz,No siempre es f.;icil encontrar el "'~oble

rna de rnini~i4ación el cual corresponde a la ecuación diferencial 

bajo consideración, sin embargo, para gran parte <le ~os p~o::.lc

mas de estructur;;~s y mecánica de sólidos la funcionul 5Í exist~, 

es por ello que ~5te método tiene popularid~d en C3as áreas, 

T~Óricamentc, cualquiur medio continuO consi5tc en uc. r.ú

mero de puntos, a los cuales pod~mos asociar diferentes varia

bles, como son velocidad, esfuerzo, tcrnpcrncurn, cte. El méto

do de R<~ylcigh-R•tz es un procedimiento de aproximación e;, el 

cual reducirnos un sistema continuo a un sistema con Ur> r.l:nero 

finito de puntos. Este método tiene una aplicución directa a 

los principios vnriacionales, como se muestra a cor.tinuación. 

Consideremos el problema do minimix~r 1;;~ inteqral 



( 2 . 7 l 

' ' con U'>~ condición do frontor;, ¡;:,.¡; (fl en la que r roprosont,> la 

frontcra del domJnio, rodemos suponer una solución de la formu 

' (oo!;:(íl,9.c 1 ,c~ •... ,c,l < 2 • a) 

de tal ~anera que ésta satisfaga las condiciones de frontera, 

pilr<> toGos los valores de las constantes 

"" (2.7) se tiene 

' 

e .. 
' 

I(f.)•l(C.) (i-1,2, .•• ,n} 

' 

sustituyendo {2.8) 

( 2 • 9 ) 

Ya qu<' nosoLro<; !Ju¡;;cil.mos <'l m!nimo de <'Stil. función, lii.C 

cons1.<>r.L:us ci <l.~),cu Uü~i"f,1car la ¡;ondición 

~-O (i•1,2, ... ,n) nc
1 

(2, 10) 

Este es un sistema de ecuaciones algebraicas que puede 

r&solv<>-rsc par" las constantes C .. Una vez obten>das las cons

' tantes, lils ~ustituiremos en (2.S) obte,i&ndo la solución apro-

~imada gue se buscaba. 

Una de las limitaciones de este método, es que es dificil 

en gencrnl, si no impo¡¡iblc, .,ncontrar una función {, que sati,.

fa<¡il I.~s condic:i<HlC5 de írontcr" <Jlobalcs, para un dominio can 

geconetd:as eompli.cad,,s. 

2. 1. 3 ~lE TODO 0).: Hl:S I OU05 Pl-:SIIlJOS 

La id.,a básica del método de res~duos pesados, e~ oU~cner 

una ~olueión aproximada de la siguiente ecu~eión difcr~ncial 



' A f. + f " O en un dominio (~.11) 

donde A es un operador diferencial, € es una varie~ble c~mo puedo:> 

B<!r velocidad, tcmpcrilturn, etc. y f es un<> función conocida en el 

clomiroio. 1\dcm.::Ís c~tii sujeta a latl condiciones de f;:ontera 

Si suponemos uno apro><imaciUn de la form"-

(2.13) 

donde las c
1 

son constantes y las Ni son funciones linealmente 

independientes que aatisfacen las condicior.es de frontera, llaJroa

das funciones de base. 

' y., que (2,1.!) es """ nproxir.lación de la funció:: e si la 

su!itituimos en (2, ll)no la va a satisfacer exact;;uoente, sir . .,,.._ 

bar9o, la podemos iguülo::ra un cierto residuo e qu<' será el e¡:ror 

que tengar~os en la :o.proxir.>aciOn 

_(2. 1~) 

Introduciendo las funciones de peso w
1 
(i~l ,2, ... ,n) y cor.st:.-c:ycndo 

el producto interno ( c,w
1

) <! igualándolo a ce,ro tenemos 

lo que <'D cqtdv,,lcntc a decir que la proyección del .-esiduo sobre 

,,¡ ~np~cjo de• 1~== fun~iOIIC~ ~O peso es cero. Catas ccu~ciones se 

U1.1liz;,n par.1 o.ncontr~r lou valores de las C;. La <lcfinición del 

producto interno que se utilizn es ln ~iguiente 



~U, V) " t Uyd!l 

Hay v<~rias maneras de escoyo>: lao funcione~ de pono 

l,,H que están' 

{2, 1Gl 

entre 

a) Método de Galcrkin.- En este método las funcion<JG de peso se 

h<~cen igual que las funciones do baa<l, obteni6ndosa 

(!:,Ni) . ' ( 2. 1 "/) 

b) Método de !1Ínimos'cu.,drados. F.n oo;te método sn escogen lils 

funciones de peso igual que el residuo y se minimiza <>l producto 

interno con respecto a cada una do las constantes ci esto es 

_,_, ' ,, • o act , " (2.10) 

el Método de ~\o1:1entos.- Aqui se escogen las funciones de peso de 

un cor.junto de funcio:~es line.,hoentc independientes como sen 1 ,x, 

' ' x , x, ••. , para problcr:~as unid1nensionalcs, de tal m<Inera que 

(i•0,1,2,3, ... ) {2.19) 

o 

d) Mét.odo d<; ColOcilCiéin,- Se cncogo un conjunto do n puntos x
1 

en el domin,o >l co:n.o puntos de col"caci6n y la función Gc pce;o 

(2.20) 

donde 6 es la función do Dirac. 1\qui obtoncmos 

• {2.21) 



1.:1 cr~or cntor.cen us cero en n puntos de fl. 

Los métodos d~ Galcr~in y MíuJmos Cuadrndos se dcl~ptan muy 

bien a las aplíc~cíones de elementos finito~ y los m&todos de 

Mornentot; y Colocación, no se proZL>n tan rlircct.,mentc" óst~~' 

ya que son mii.s complicadOs. 

2. 2 METODO DE GI\LERKIN 

El método de G<!lerldn se ad<>pta muy bien n los probl.""•'s 

que eKistcn ~~~ mc,:5n1<:D de fluidos y trnn5fcrer1cia <le calor, y 

será el que ~c utilic~ a lo largo <le "SI:c trabajo. Eoo por ~llo 

que se hará un anEl1sis un poco ~as a fondo de él. 

Este método implica la p<"oyccción ortogonal del rc~id"o 

e sobre un ~spacio Ce funciones 

lo que se efectúa por medio del 

linealmente independientes~

' producto interno (2. ;¡,). Esto 

os equivalente a o;Jecir, que el residuo ¡: es orte>9onal n todo 

el sist.e~>a do funciones :-l.(i~1,2, ... ,n) 

' 
par" lo cual se r;e-

cesit" _que ~ sea consider"do continuo. Ya q"e sólar..ente dis-

poner:toll de n constantes e,, e, 
condiciones do ortogon~lidad. 

Efectt.:ando el proce5o anturior p<II"a (2.11) tenemos 

¡~ rA(~: CjN.)+f]l1idíl=O 
.. ~~)~1 J 

donde íl es el dominio del elemento. 

(2. n l 

La ecuación anterior es un sistem" de ecuaciones "lgebrai

cas, el cunl <oC IJU<>dc rcc.olv"r pnra 1115 con~tantes c
1

. Ya <JUC 

tanto lan e, como l<>s Ni !<on ;~rbitrari,,.; pod~rnos escoger Ci"l;i 

dondu l"~ E;, son ""lores <le la vart.,blc en 1<>~ puntos discret.i

:o:ados <lcl dominio, por lo que la ec. (2.13) so convierte 



1nos a 

(.N. 

' ' 
(2, 23) 

Utilizando estil aproximnción en ul proceso anterior lJc<Ja~ 

(2. /.~) 

Al re~olver c~te ~ist<lma J~ ecu.1cioncs, s<: obtiene dir-ec

tamente la solución aproximada, sin nece~idad de calcular pri~ 

mero las constantes y luego su~tituirlas Para obtener el resul

tado. 

Para ejemplificar, tomaremo~ la ecuaci6n de Poisson 

a' 1 + 1;¡t + f(x,y)•O (2.25) 

Si aproximamos la solución por m<:d~o de (2.23), el rcsi~ 

duo está definido por 

+ f(x,y)"t (2.2¡,) 

Efectu;u>do el proClucto interno entre el resiCluo y las fun

ciones de bnsc e igualanao "' cero, nos queda una integral de la 

form3 

J 
,,, 

n <a,.,< + 
+ f(><,y))N.d><dy•O 

' 

lltiliz~nrlo el teorema de Green, se tiene 

(2.2"1) 



-j ¡lf ,, 
" 

j ¡!.!. ;, 
r 

N.<ly--ªfN.dxl~O 
~ 'Jy ~ 

(2.26¡ 

donde r es 111 frcmtera rlo rl, sustituyendo (2. 23) en (2.2B) y re

ordenando 

+ Jr/(x,y)Nidxdy 

(2.29). 

Una CU<1lidad muy importa.nt~ del método d~ elc.mcntos finitos, 

·se puede obsnrvar en (2.29). En 1,. forma original de 1<> ec~:11ción 

de Poisscn (2.25) y gt!ne.ralmente cualqui.,r ecuación dif.,rencial, 

no es ovidento cor10 introducir ln~ condiciones de frontera, tttnto 

de Dirichlec como de N<'urnann. sin embargo en (2.29) podemos 

aplicar fácilmente l1>s condiciones de frontera de nirichlct, er, la 

int<>gral de ¡,, izquierd<t, y las cond¡cionos de frontera de Neu¡:¡ann, 

en la primera integral de la derechil. Estn separución de las condi

ciones de frontera de una y otra clase, es debido a la intcg.-ac:~ór. 

por pn,-tes que se re;;.li~<> dur;wt_,, el proc<.'SO. 

l!ay que hacer not<lt", que par" todos los p:.-oble::>as de ir.genier:ia 

p<1ra loo> cunl<'s e:<istc utla funcional, la integrul de Gulerkin (2.22) 

cln un resultaclo Jdéntico al que se obtct~drin <:on el mC·todo de ¡¡,.yldgh

Rit2, además para los problemas en los que no c~isLc una tuncionnl, 

el m6todo de Galerkin siempre e~ nplicablc. 



3. 1 r.nn:kt,r. 

CAPITULO 111 

CONDUCC!ON DE CALOR 

Un;;~ <le las gr<>ndes ·preocupo.ciones que existen al utiliz<>r 

un método numérico, es la precisión que se obtendrá al usarlo, 

yJ qu~ h•iY una <liversidd(l a., f<>cLore& que puf><len illterilr el 

result.,do. 

En el Cilso d<!l m~todo de elementos finitos, "" principio 

exi•-te un err"r, al hilcer ln aproximnción de lil función, por 

"'"' su~:~alori" de funciones evaluados en determinados puntos, 

ésto es, nl hacer 1,, D.proxirnación de la función en un espacio 

de dinensión infinita a otro de dimensión finitil. Varios au

lores hiln cnlculado el error que se obtinne en diferen~es 

prnblemas, al ilplicar el método de cle<nentos finitos, entre 

ellos est.5.n Od~n 11nr1 Pedd"/ (1976), o in embargo utilizan un 

análisis ma~c::-.ático muy complicado, para obtener únicawentc 

una estimación. 

Al llrror anterior hay que agregarle el que se tie"e al 

utilizar otros métodos numúricos, como son: inteqració,-, nu

¡n{>rica, o.lorivaciÓil numé~iCCl., solución de ~i~tcrnas de <>cua

cion<>s, ¡nélodos itcrtLr.ivos partL ecuilcion.,~ no linenles, et.c. 

::;i a ésto h• il<¡reo;¡a~>Os lil precü.ión de la co~:~putadora al efec

tuar la5 operaciones, resultaría muy d¡fÍcil efectuar '-"n 

anál,sis exacto, dul error tot¡;¡l obtenido. Por otra pilrte,al 

dJ.vidir 1<> región en estudio en diferentes e~emencos, una 

buena distribución de ellos puede aumentar la precisión del 

resultado, en cambio, una mala dlstribución de éstos, puede 

incluso con<lucir " resultados localmente ¡ouy erróneos ademt.s, 

t.eáricamcnt.c, entre mas el.,rncntos se.utilicen, mayor es 111 

cl<~Ctitu<l, !"'ro m.'i.~ ce,oL'""'' es la solU<"íiin, por Jo.que es 

muy o.lifíeil ¡n·eci"•'r cunl es el t6rmino medio par" obtaner 

l\tl~ o;olución ,;uficienL.,menlc precisa y " ln .vez la mS..'i eco.

n(,,,¡.,~ . .':<' h;¡ llcq,\do incluso u considerar qu" <'!::un <lrtc el 



cfcctuar la <livisión del dominio en difc•·ant<H; clcmcnt 0 s. 

Debido ,., todo lo .~nterior, surgió ln nccusidnd de efec

tuar una comparación, para observar como se comporta el m&to

<lo; c~ por nllo que en este c¡¡pÍtulo ~e resuelven dos proble

mas de solución analítica conocida por el método de elementos 

finitos de Calerkin, con lo cual podemos comparur los resulta

dos, además qUe se aprovechan para dar ciertas normas muy '><>n

cillas, pero muy objetivas, en .,1 uo;o del método. 

3. 2 PROBLI:!(f, BIDIMENSIONAl. EN ES"I'!IDO PERMI\NENTE 

El primer problema que se resolverá será el de una placa 

cn <los dimen~ioncs, con transferencia de calor por conducción, 

en estado permanente, con lo cual se obt~ndrá la distribución 

de lns temperaturas en toda la superficie. Para ciertas conCi

ciones de frontera, es po,;ible encontrar una solución nnal1ti

ca de este problema y es por ello por lo que so escogió. 

3.2.1 pl,.nte,.,iento de las Ecuaciones y Solución CxacT.a 

La ecuación que define la conducción dc calor en dos di

menzoiones y en ustado porm~nentc es (llol¡oan, 1972) 

- o ( 3 • 1 ) 

q~e us la ccu~CiÓn de Laplnee bidimensional Uond~ e es la t~m

pcrntura y X y Y son las coord<lnadas c<lrtesianas. 

se d"finen las siguientes variables adimensionales 

' o ; '/ ~ L e e ( 3 • 2) 

don<lo 0 0 y L son la tornperatur~ y longitud de rerer<lncia re~

pocciv.:ununto. Utili:>.nndo (3.2) en (3. 1) tenemos 



a' O 

" 
• o 

' " 
( J • 3 ) 

si c:onsi<l~rarnos como ejcr.~plo la placa rcct .. ngtllllr mos1.r.t

du en la Fig. 3 .. 1, tres lados de la plncn se m.:~nticncn a una 

tctn¡>cr.:~lura constante () 1 y 01 lado superior tiene impuesta una 

distribución de temperaturas senoidal. 

Este proLlema se puede resolver analíticamente por el mé

todo de separación de variables. Utilizando las siguientes 

condiciolles da frontara 

ijoo(! 1 en xo.O 

ij'~a, en Y"o 

e-a, cn x•a 
- "' O"ll sen-' -+91 en y-b 

m • 

y resolviendo lo. ec. (3.3) usando (3.4) llegumo~ a 

6• o 
scnh!f •• e, '"" ' • " • scnha 

( 3 • 5 ) 

La ec. (J. S) es la solución analitica del cjc,plo propuesto. 

3.2.2 Formulación do Elementos Finitos 

La temper,;~ura O la pod~mos aproximar "" la form" da ele

mC!ntos finitos corno 

e • o 

donde n es el número ~o~al de nodos en un clcmen~o, 

( 3 . 6 ) 

N son la¡;; ; 
funciones de interpolación o funciones de base de un elemento 



' 1 ,_, 
m ' o ' 

,,,------------~----~----~ 

Pig J.1. Placu rectangulilr con transtarencia de calor 

por conducción y sus condiciones d~ fronlcru 

• 



y fli son los valores de la L=pcratura en cada nodo del elemento. 

Ya que la íunci6n fl es una aprox1mación d<.> la función fl,al 

sustituirla .en la ce. (3. 3) se oblend:r5. un residuo o oru>r.Encon-

""" tenemos 

;' o • • (3. 7) 

donde e es el rcsi.<luo. Considerando la proyección ortogonal del 

residuo sobre las funciones de base e igualando a cero, que es 

lo que indica el método de Galerkin se obt.iene 

((,Ni) ¡. o'' 
(,,, 

n 

N. dxdy 

' 
• o ( 3. 8) 

si a la ec. (3.8) le aplicar.-.os el t.eore~:~a de Green llegal'los a 

-i " ¡ .--------1:.¡ d><dy+ a, .. "' (-;¡-N dy--;¡-N.dx)•O 
ox l. oy l. 

(3. 9) 

n r 

Sustituy<ondo (3.6) en (3.9) y reordenando 

o, 1 (3.10) 

o 

Podenos usar una notación sirnpli!icada con lo que escribimos 

" 1: A .. o ... q
1 

(i,1.2, .... nl 
j-1 l.] ) 

_(3.11) 



A es llamada matriz de cocfic¡entc~ de temperaturas y q es el 

vector de fuentes de calor y son 

N.Ó><) 

' 

(3.12) 

{3.13) 

Hay que hacer notar que debido il la form., a~ la integral (3.12) 

la matri~ A e,; aim6lrica. 

comn la formulnción que ~e hizo fué únicurnonte pnra un ele

mento, se deben de juntar las contribuciones de todo~ lo~ elemen

tos, parn obtcn<>r el campo de temperaturas en t:Odil 1" placa. Pa-

ra lograr ésto, efectúa ensal."lblc de todas las ccuilcionc~,óc 

tal maner;,1 , que al final se obtenga un sistema de ecuac,ones que 

contenga torlos los noóos de la placa. Bl sistema glob 01 l de ecua

ciones " ra~olver -~<>r.O 

N o• 
l j :l 

(i•1,2, ... ,tr.) (3.14) 

donde t.' es la mat•·iz global de coeficientes~ 6' el vector glo-

o• bal de tompcrnt:uru,;, ., el vector global 

m el número ~otul de nodos. 

de flujo de calor y 

La form" en que 5" •·fcctúu el ens:..J:'Ible se explica dc\_alL•damcn

te en Cook (1')7~). 

La e<:. (3. 14) ur. "" :1istema algcbr¡;¡ico de ccuilciones lineales 

sim<it.-ico y ¡_,,.,,..le'_,,¡,,, que se puede resolver por cualquieru de 



lo,; método~ conocldor;, como pueden ser Gnuss-Jo~:dan, Gau~s-

de ln matriz A•como es el 

ce~ bandeadu~, guc es el 

computndora presentado. 

Gausr;-Crout ~edificado parn ma~ri-

que se utiliza en el programa de 

" 

Es importuntc obc;crvar que l¡¡ matriz A' es singul<~r; sin 

embargo, nl introducir lns condiciones de frontera tanto de 

Ncumttnn como do Pir1chlc•t en 1« oc. (:1.4) :·se quita 111 singula

rid<>d, pudié"dosc resolver el Slstema de ecuaciones rcsult¡¡nte. 

3.2.3 Ejen:plo Numerico ' 

' Con el fin de hacer mas objetivo _cual es el procedimiento 

qu" se sigue en elementos finitos, en "este inciso se resuelve 

un problema nm:".érico paso por paso. Este con,.istc en cu!cular 

la te~:~per.oturu en una placa bidill)..Cnsional con" transfc~::encia 

de-, calor por conducc~ón, en eStadO pcrrn<1ncntc. Los p.ar,';mc!:ros 

que se u"an en la solución numérica, son los siguientes 

,, ~ '00 unj.dades ,, teroperatura 

o ~ '00 unidades " temporatuta • 
' 

~ " unidades " longitud 

' ~ " ·unid1ldcs,¡l.c longit.ud 

Unicam~nte v¡¡n " c><istir condiciones de frontcrn del cipo 

Dirichlct y son lüs qllO se indic<~.n' en l<l l'ig: 3.1. Por lo tan

to, 111 c.~uaciún de elementos [ini.._t.os para un clcmcnto as 

E O " ¡ 
pl j 

(3.15) 

" 



o en notación compacta 

" ' ,, e,wo (im1,2, •. .,nl 
j " 1 ~ 

{3,16) 

\>ara la solución de elementos finitos, se utilizar5.n ele

mentos triangulares, como muestra la Fig. 3.2, con funciones de 

interpolación lineal, y son 

donde 

""" ' . , . , 
. ' 

im1,2,3 debido 

N< "' a • i 

• '"" .00 trc s 

+ c_y 

' 

nodos, 

'"" constarn:es están dadas po< 

• (x 2 y¡-x,y;)/2t; '• • (y,-y,J/~A 

• (x,y 1-x 1y,)/28 o ' • (y,-y,J /28 

• (x 1y¡-><2\o'¡)/28 '• • <y,-nl/28 

""" función po< 

' . e, . • (x,-xd/~1'1 

o ' • (x,-x,)/26 

o ' • (x 2 -x¡)/2~ 

aqui ~ es el área del tr~ángulo y se FUCde obtener por 

(3. 17) 

cada 

(3.18) 

(3.19) 

Se observa que la numeración local en el triángulo, está he

cha en cont,·n de lns manc•cillas del reloj, pa¡;a qua A rcsc¡ltc 

positi\·.>. L,l obt<'nción de> las funciones de interpolac;ón se cn

c:uel\tr" "" scgerlilld ( 1976). 

!'ara obvmer la matriz A se suGtitvyen la¡¡ funciones de in

turpol~ci6n (3. 17), en la integral de la ce. (3. 10). Por e]Cmpla 

para. el t¡;rmino ./," 



' • 

• 
X¡ 'Yl 

' '' • • 

P x,,y, 

' 
' . ' " " 

Fig 3.2. Elemento trinng11lar con la nllmc>Cac;ón local 

(1,2,3) y la numcraci6n globnl (n,m,p) y sus 

.-cspcctivas coo<·dcnad<~S cartesianas. 

" 



o' ) 
' 

(3.20) 

Proc"aiendo de la misma mnrocra pnra los dem~,s coefici<>ntc,, 

llegarnos a 

A • ' 

b' +<:' 

' ' 

donde las constantes son las mismas de la ce. (3.1B). 

(3.21) 

¡-;1 siguiente paso es evaluar las l:'.atrices para cada ele

mento, para lo cual es necesario numerar, de acuerdo a la ~a

lla que se utilice, todos los nodos y los elementos, procuran

do siempre que la.diferencia entre los números asignados glo

bflm<mto, de l"'; nodos da cada elemento, sea m:í.nime~, pa:ca que 

el ancho de banda de la matr1z global A" tambi6r. sea el ¡¡¡Ínuno 

posible. Esto es 0.uy importante, porque en el momento de illma

c<onar la matriz en la memoria en la comput .. dora, se puede ha

cer en forma bandead~ y ,0i<n:tns esta banda sea menor, la memo

ria que s<> utilice también es menor, ya que .,1 r~sto de los 

coc!~ci<>nts son ceros y no n<>cesitan almaccnaj<>. 

'l'omando ~omo ejemplo una discreti ~aciiin de pocos eleman-

tos, como muestra la l'ig. 3.3, que es una malla de 7 nodos glo

bales con 7 elementos, se puede observar que con la nuo.crac1Ón 

global de los nodos que se indica, la máxima diferencia cr.tre 

los nodos de cualquiera de catla uno d~ los <>lcmGnton or. 3, a 

este fact.or ne le llama esparcidad y para la_ malla mostrada es 



' 

• {2 } . {6} 

• _{7} 

Fig 3.3. Di:icreci:;:ación cruda de la pla<"<l, mosto-ando 

la nlllr,e:.-ación global, la n~>mer<Oción local y 

lil numeración de los elumento~. 



" 
el mínimo que se puede obtcn~·r. El ancho de la banda d~ la mat~:iz 

ylobal, se puede obtener sum.iiHlole uno 11 la esparcidad; para nucs

t:ro caso el ancho de la banda e;; 4, é~to es, la mntriz t<lndr5 4 

diagonillCs con valores num~ricos no nulos, incluyendo la diagonal 

principal, ya sea hacia arriba o hacia abajo de ésta Última. 

Para evaluar las·matriccs de cada eleroento, primero se proca

do a forr::ax- un11 tabla que relacione las coordenadas, con los nodos 

globales a las que corresponden, como sigue. 

N orlo ' ' ' ' ' ' ' ' ó o " ' o " ' " " " ' o e ' 
En seguida se forma una tabla que relacionu los nodos glo

bales, con los nodos locales de cada elemento. 

~mento Nodos Globales 
Nodos -..._"o 

' ' ' ' ' o ' ~oca les 

' ' ' ' ' ' ' ' 
' ' ' ' ' ' ' ' 
' ' ' ' ' ' ' ' 

Con las Jos tablas anteriores, podemos locJ.lizar íScil'"cn

te las coord.,nadas p.:tra cada nodo local, las cuales se utilizan 

para obtener las b's y las c's de la matriz A en la ec. (3.2) y 

al miamo tiet:lpo el 1i.rea, asi por ejemplo par". al ele10enlo 1 

aqui los subindices indican los nodo'-' locales. Con e¡¡tds coor

<lenadas, podemos evaluar la matriz par" el elemento 1 como 



• 

" 
( ' 1 

,., 1'1 

[' ' _,:r ll) .. ~2 o " -54 (4) 

_,. _, 
7 8 ( 1 ) 

se observa que como la matriz es simétrica, únicallll!fltl! o;e tiene 

que c<>.lCUlar G términos. Los números entre paréntesi!l a los la

dos de 1~ m~triz, indican los nodo~ global"" a los quo porLanc

cen los renglones y las columnas. Similarmente para los otros 

elementos, tenemos 

'" -

A lf>l = 

1'1 ( 5 ) _, 

t" ' 72 2 26 

' " 

' " 

48 -24 

(ól 

,., 
" _,. 

101 

" 
" _,. 

101 _,. 
_, 
_, 

1<1 

-<e] "1 
-24 {5) 

7 2 ( 4} 

'" _,.] '" 
-54 {6) 

108 ( 7) 

PI 
-48 (4} 

-2 ( 6) 

4 S ( 3 J 

,ol -

• 

lól 

r -" " " 

' " 

' " 

1'1 

[" _,. 
_,. 

1'1 

" 
-102 

PI _., 

"' 
- 1 02 

1<1 _,. 

" 
' 

PI 
-102 

1'1 

"]"1 
-102 (7) 

7 8 ( 4) 

'" 

'" 

111 

1<1 

"1 

"]"1 -48 (7) 

2 4 ( 6) 



1 

En seguida'"' cnsambl¡¡n estas ""'trices on la matriz global, 

para lo ccu"l so :;uman los coeficiente~ de C"-d¡¡ 1natriz <lcl elemen

to, que correspond~n al mismo lug¡¡r en matriz global, utilizando 

los números que están entre paréntesis; asi por ejemplo, para el 

coefiCiente At, <le la matriz global, hay contribuciones tanto en 

la !IH>.triz del elemento 1 como "" 1¡¡ m<~<oriz dol elemento 5 y no~ 

queda 

siguiendo un procedimiento similar para los demás coeficientes, 

tenemos 

"' 
_,. ·H -108 o o o e, 

r:-_,. 
" ' 

_., _, 
' ' e, 

_,. 
' " 

_., 
' 

_, 
' e, 

' - 1 08 -00 _,, 
"' ' ' -204 ~ • o . , 

' 
_, 

' ' " " - 1 o 2 o, o 

' ' 
_, 

' " " -102 e, ' 
' ' ' -204 - 1 o 2 -102 "' e, e 

(3.22) 

A continuación se introducen las con<licioncs de frontera. 

Como se o:>serva en la fiq. 3.3, hay 5 nodos en la frontera y 

2 en el interior, que son nuestras incógnita<>. Los Vi\lO<"Cs de 

los nod.os en 1.1 fronter;. son 

o, = 2oo o~ "' 1oo 
a;. ,. 100 e. = 1oo 

O¡ ~ 1 o o 



E~ tos valores sa su~tituyen en la ec. (3, 22), multiplicnn

do las columnas correspondientes y p~sándol~s del otro lado con 

signo DC!gativo, Y" que lo" renglones de los nodos conocidos no 

nos interesan, podemos sustituirlo~ por un 1 en el coeficiente 

corrC!~pondicntc de la dinq.:.nal principal y los demás término~ 

del ren<JlGn c~ros y en el lado d~rccho el vulr,r del nodo. Ha

ciendo eot¡¡s operacioncs tenemos 

' o ' ' ' ' ' e, 1200 
o ' ' ' ' ' ' e, "' 
' ' ' ' ' ' ' e, "' 
o ' o "' o o -2.83 o, - 433.33 (3. 23) 

' o o o o o e, "o 
o ' o ' ' ' e, '00 

' ' ' ->!.S 3 O o 5.'5 6 e, 2S3.33 

En la ec. (3.23) podemos de!>Cartar los rcnglone,;y colur:~nas 

1, 2, 3, 5, 6 quedándonos 

[ 

e. oo 
-2.83 . '-" '] ~e, ll""'. "] 5,6G 61 " 283.33 

. . 
(3.24) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, llegamos a 

o., - 135.2491 

6, .. 117.6471 

¡,,. r.olucié>n """cea uu ... ndo le~ ec. (3. 5) es 

• 

e., - 134.6244 

e, .. no.s192 



El error en el nodo ~es <!C 0.5':. y"" el nodo 2 cs dc ú.2t. 

El hecho dP que eJ<if;t<¡ t¡¡nt~ <ll.f<'rcncin cntr"' el Hrror de• uno y 

otro nodo, ~" puede e><plicar reíirlén<lo~e a la Fi'J 3. 3, td t>odo 

4 pertenece a 6 de lo~ 7 ele,.,cntos que form<>r• la toalla, en ca::~

bio el nodo 7 pertenece únicnrnonto a J clct~cntos, por !o que 

tien<> mano,; elementos <]1\C contribuynn n r.l! ,;olucUilL. De e~qul se 

concluye inmodiat~ment~, que aumentando el número dt• el,mr•nl.os, 

se <>umcnta la precisión. 

Jn proeudimlento antcro.or s.., puede implament.;¡r en un progra

ma de conputadora, ya que para una nalla más fin<>, seria prácti

camr:nte impo~ible afectu<:~rlo ¡¡ rnJ,no y adc,íls, se pu.,den ;¡prove

cha:r las car,cLcri..stica¡; de si1n<H,;rÍa y b.-:~ndu~Jo de: la rnalri:: 

glohal. 

¡;xisten otras formas de efectura el ens<>:-.hle, que para 

ciertos problemas son miis cficiooltes, sin e¡rbargo, la P"""'enta

da es la roiís s(!n<:illa y ¡,,,stante pr<i<:tica. 

3.2.4 Solución de Elemcnl.-0~ F1nitos Cont,ra Soluc:iÓtl JlXdct,, 

Paril obtener los resultados que se muestran en aste inciso, 

se rcJ.llZÓ un programa de computadora, el cual se muestra en ei 

anexo, qu~ ,;lguu casi Ox¡¡c~a.,cntc los rni~rnos paso~ del ej<>mplo 

3.3.3. y f!UC \.icnc 11dcm,is, un" subrutina que calcul,-, el error 

y otra que c;~lculn lfn"as <Jc tc.,peralura· co;¡stantc. 

1::1 c:rror que Pe utiliza, ~s el error raíz medio cuadrático, 

definido pnr 

- ' (0.-€1. )2 )'2 
' ' . 

(3. 25) 

' 
lJ. solución Je el<>mcntos finitos y O la ~olución dondo Q es 

exacta y a<lem:ín se toma únic¡¡mcntc por Jos nodo,; ín~óqní1.o",l'or 

lo que n es el nú~cro da nodos que no son de frontera. 



En la primer"- pruP.bü que se rcaliz.l, se usa una malla co~::o 

la quu '"' t~u;,,;lra en la Fi9.J.4, con 9 nodos, a cl<'mento<> y un 

solo nodo ~nc6gnit.o y la V<~riuc~ón de ~crnpcraturus scnoidul on 

lu parte de arriba. Los parSmctros que se utili7.iln son los m~s

mos del ejemplo numCrico. 

Si se deHplaz<~n los ·nodos o, b y e l<1 misma distancin, a 

lo laro;o del eje y, m~nteniendo constante su distancia x, se 

van a obtoner diferentes ter.~pcraturas d"l nodo e, una para cada 

posición. 

Con ésto '"' int<'ñta v<>r cunl es el comport.amiento del ,,_ 

todo, cu.>ndo par.~ """ malla con el mismo número de ele~:~entos, 

éstos se hacer. más gr<>ndcs o m5~ pequeños en determ¡n,.da re9ión, 

en cstu c~»o únicllmente so varian un sentido vertical, porque 

urriba es donde está la mayor variación de tempcr~toras. 

L~ Fi<J. 3.5 no~ mueslri\ un;, yríi.fica po~ic;ón dc la linea 

acb contra temperatura, en la que se reprcsontan Jnc curvas de 

los resultados obtenidos por elementos finitos y la solución 

exacta. Se observa que a medida que se van hacier.do más pe<n:.e

ños los elemento" en la parte superior, so va ilco.-c.::.ndo la so

luc~ón ele clcnento~ finitos il lil solución c>eaCtil, hay_ un mamen

'--<> en que son igual os y después se aleja otra vez lil curva, a 

pcs.~,· de que son todaviil .,,'i., pequeños los elementos. 

En la Fig. J.ó sc puede ver dis claro est<> proceso: .H¡u1 

se 9rafica posición de la 11nea <~cb 

cu<~drático, a medida que se van haciendo ,-.iis pequeños los ele

mentos tlc la partu 5uperior, "l error disminuye, h"st<l r¡ue lnclu

so es c;,ro y dcspu~s vuelvw a aumantJ.r, 

De estas dos 9~áficas podomos concluir, que se deben colo~ 

c,1 r el~mentos mds p~queiios en la zona de milyOr v.,riaci6n y :n.J.s 

9 ,-,,ndus dotlclú no cxist.l tanla v.1riaci6n. El hecho 'l'-'" <lxista un 

puu\. 0 <'n ,.¡_ que "l er1·or vuelv.l" aumentar, es debido a que p<tra 



• 

" 

Fig 3.4. Hall~ con la barra acb móv~l. 
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Analítica 

------- Elementos Finitos 

Fig J. S Gr.'ific,, posición contr;;> tcnperatura paru 

)~ sOl\lci611 cx"cta y de elementos finitos. 
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Fiq 3.6. Gráfica posició~ contra error raiz ~edio cuadrático. 
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l<iS posiciones de l,~ linea 111uy ¡¡ltas,· los tri::ingulo~ de la ¡>;~.r-

te superior son muy d"formas, ésto es debido a que la ba~e y la 

altura <1~1 triángulo ~stán muy dc~proporcionados. De aquí se 

desprende que siempre hay que procurar que loa tritingulos tien

dau a ser cquilS.teros. Otra razón por la que el error v;¡clv<' a 

aumentar pa~a posicionn';· muy altn~, es que los tri5ngulos de 

arriba son muy pequeños en conparación de los de abajo, enton

ces siempre hay que tratar que los triS.ngulos que estén conti-

guos, tengan una cierta rolació<> de -arCil5, aunque esto últ>mo 

no .es t<>n ir..portante. 

El ~~che de que llegue un mo~t~ento en el que el error sea 

cero, es debido a las paculiaridad de la malla, ya que sóla

men~e existe un solo nodo incÓgnito. Usualmente es muy dificil 

obtener una solución ex<>Cta por elementos finitos, pero en ge

neral se puede obtener una muy buena aproximación, sobre todo 

para problamu,. sancillos como éste. 

La si9uiente prueba consiste en annlizar el comport<>miento 

del mtitodo, en función del número de elemento.~ y de la posición 

de éstos, para lo cual primero definiremos "tres tipos de mallas. 

Mallas tipo ' " cuales tienen el mismo número de elemen-

tos, en cualquiera de los lados da la placa, como muestra la 

Fig. ). 7. 

Mallas tipo 11.S¡, l<~s cu<>les tienen más elementos arr~bil y 

<>l>iljo, que ~n los la<lo" de la placa, como muestra 1.~ Fig.3.8. 

Mall11.s ti?o J\!: 2 , lils cuales tienen r:tás elementos n los la

do~ que ;;~rrib;;~ y nb;;~jo de la placn, como muestra l<> F;g.3.9. 

Calcul~ndo L•~ tcmper,turas y el er .. or para t.oda,; las mil

lL>s ,>ntet"icwo5, se obtiene una gráfica como la que mucstr;;¡ la 

''~· J. 10, Dtl la que ''" dihu.i<>n lns curv~s do cGm<Jro de elemen

to" contra c•t·,·or n..iz r.~odio cu<>dr.~tico, p01r11. cada tipo de m<>lla. 

Se observa que pan> pocos elementos, se obtiene menor error en 



· 9 Nodos 
8 Elementos 18 Elen1cntos 

25 Nodos 
32 Elementos 

36 Nodos 
50 Rlementos 

49 Nodos 

72 Blement..os 



12 Nod'~o:=-~j(é_ __ j 
12 Elementos 

20 Nodos· 

Elcrncnt.o~ 

30 Nodos 

J.S.Mallas 

15 Nodos 

" l':lernentos 

2 4 Nodos 

Elementos 

" Elementos 

tipo liS . ' . 



12 Nodos 1 5 Nodos 
12 F.lemantos 16 f.loroentos 

20 Nodos 24 Nodos 
24 Elementos 30 Elemer.tos 

30 Nodo,; 35 Nodos 
40 i:lementos 48 !:ler.lentc.~ 

Pig 3.9. M¡¡llas tipo liSo. 
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Fig 3.10. G.-ática NÚmero de "elementos contra c~Cror raíz nedio cua
d,-á~ico para mallas tipo Sa' AS¡ y ASo 
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las mallas Jel tipo AS1 , ésto es mallas con más elemento~ en 

la zona de variación y ~ayor error para mallas del tipo AS,, 

que son lo contrario de las J.ntcr ior,s. Para miis elemento~ se 

obtiene un m~nor error utiliz~n<lo mallas del tipo Sa. l::sto e~ 

debido a que los triángulos d" estas ~allas tienden más a ser 

equ:íllitcros, que los de las mallaB tipo 1\.S¡ y a la vez hay su~ 

ficicntes elementos en la zona de variación, para poder detec~ 

tar los cambios. 

Otra vez podemos concluir, que siempre hay ~ue tratar de 

pon<'r más el<lmentos en la zona de mayor variación y a la , . .,, 

procuror que éstos tier>dan a ser equiL~tcros. La 5 n1allas del 

tipo AS 2 no son recomendables. 

se puede definir ot.ro tipo de malla~, como es la Sbqu" 

muestra la Pig. 3.11, en la que el número de elementos er. to

dos los lados de la plac4 es el mis~o. La curva que se obtie~ 

ne al graficar número de elementos contra error reiz medio 

cuadrático, es J.dént:ica a le que se obtiene con la r.~alla ~ipo 

s.,, nin cmbaryo, con la malla sb es más fdcil ilproximur con~ 

tornos redondeados. Como dato curioso, al utilizar la prJ.rnora 

molla de lo~ Pig. 3. 11, resulta que la temp,ratura. cn toda la 

placa es constante e igllal e¡, ésto es <lcl>ido a que r.o hay nin

gl,n nodo qlle detecte que hay una te~peratura difer~nte, por 

lo que siempre hay que poner suficientes nodos, en las fron~ 

t~rns dond" exista vüriac-ión. 

~a FJq.3.12 nos muestra una curva, número do clemc~tos 

contra error raíz medio cuadrático, gr<lficados ambos loga

ritmícamontc para rnüllas del tipo Sa. Se observa que la cur-

va sc asemeja mucho a un~ .-ect.a, por lo que pode..,os decir 

que el error disminuye exponcucialnento, a medidü que aumen-

te el númcro de elementos, o en otras palabras, que el méto~ 

do de elementos finito~ converge expon~ncialmcnt" <> la solu~ 

ci6n exi!Cta, e ~edida que aumenta el número d<! elementos. lls~ 

la conclusión no se pua<1e generaliz;.:r para todos los problenas, 

y/1. <¡lle <!1 c.~so que estamos tratando es muy so.ncillo, debido a. 



5 Nodos 25 Nodos 
4 ElemenLos 3& Elamcntos 

13 Nodo~ 41 Nodos 
1b Elementos 64 Elementos 

Fig 3.11 Mallas tipo Sb 
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Fi<J 3.12. Gráfica núr.~ero de olementos contra error raíz medio 
cuadr~tico para ~allas de tipo s,. 



que es una o:.cuaci5,-, lincill, cll la que astá dofinidil la t~mpera

tura en todns las fronterns y ndemás ·no existen fuentes de ca

lor. sin embargo, s! nos di'lmos una muy buena idea de cual es 

la convergencia del m~todo, sobre todo para proble~as simila

r<>s; ~sto elO, al pdncipio, a medida que se aurnuntiln los ele

mento>~, el mi't.odu cunvcrgo r5pi<l,:tmente y al final, ,:tunque se 

aumente el nú<nern d<' alemcnto", nu se mc:ior<~ mucho l¡¡ soluciOn, 

por lo que hay que tratar de encontrar un justo medio, sobre 

todo teniendo ~n cuent¡¡. que " miis elementos la solución es más 

costosa. Para lograr esto Último se pueden hacer dos o tres m<~

llas con distintos números de elementos, p<~ra darse una idea de 

cual es la dif<:~roncin de los rc~ulta<l'os entre una y otra, ade

mSs se puedO! aprovecha>-, si es que no se conoce, ¡>ara detoctar 

cu~les son las ~onas d" mayor v<>riación y colocar cn ellas mSs 

elementos y r.,ás pequeños. 

Los rCo;\llta<los anteriores, se resumen nn las s>guientes 

norm,:ts ¡>ara nl uso <lal mGtodo de elementos finitos: 

1 Dividir la región con una malla gruesa, para observar 

cuales son las zonas de mayor variación. 

2.- Colocar más elementos y más pequeños en las zonas de 

gran variación. 

3.- Divid>r la región con una mall<> más fina y comparar 

los resultados con los obtenidos con la malla de 

aproximación, en caso de existir mucha diferencia, 

utilizar una malla todavía más fina y repetir el pro

cedimiento. 

4.~ rrc<·u,-¡¡r que los trián<Julos tiondan a ser equiláteros 

y .,,.;tar MJ\Wllon quc ~cnn muy d"formes. Siempre os 

posible s<:bstituir un triángulo "'"Y deformado por dos 

triilngulos miiu p¡¡recidos a trJ.Ín<Julos equiLiteros. 

5.- Colocar suficiantes nodos en lus fronterns donde <'Xis· 

ta v<~riación. 



l'or Úll-imo, la Fig, 3.13 muustril lineas de tamperntura 

constante en la superficie de lil placa, obtenidil~ con unu ~alla 

del tipos,., que tiene 49 nodos y 72 alemcntos y con un error 

rn1z med~o cuadr:itico relativo en la soluci6n de 0.35L 

3,3 PHOBLF.Ml1 B1DIMENS!ONIIL F.N ESTADO ~'Rli.NSIT0Rl0 

El sagundo problem"' que se resolverS. en esto capítulo, es 

el de una placa en dos dimensiones con transferencia de calor 

por conducción en estado transitorio, para obtener la di~Lribu

ci6n de temperaturas en toda la superficie, en el transcurso 

del tiempo. Para el r.dsmo ejcr.tplo del inciso anterior, s~ pue<l<! 

oncontrar una solución <lnal!tlca a través de series de Fourier, 

con la que se pueden comparar los resultados obtenidos por ele

mcnlas finiLos. 

3. 3.1 Plnntea~:~i<mto de las Ecun<ioncs y Solu<':ión ¡,:xac;t;a 

La ecuación que define la conducción de calor en dou dimen

siones y en estado transitorio es, Holman (1~72) 

oi (2.26) 

<londt• e es la temperatura, " " x y y son coordenada~ 

iJ es la densidad, e es el calor espccrfico, K e~ la conductivi

dad t ihmica del material y l es el tiempo. S a tomudi como cons

t.,nc,; la~ propiedades del r.~aterial. 

!h·fiod~ndo las siquic<>tcs varinbles adimensian;;~les: 

(3.27) 

Aqul floy L son vpriabl<!s de referencia. Usando (3.27)cn (3.2Gl 

se ~iane 



'" 

Fig 3. 13. Lín""" de t"'"'P""atura constante 

'· • 



• 

a'il a'O --· ax' al 
(3.26) 

Ce>nl>idc~anda un cjc,nplo ¡:imilar al de la anterior, 

¡>en> ~llora en m:tado tr,,n~it.nrio. Tonemos un~ pl~cu rect.anqul.n, 

como lu ma~t•adn en ln fig. 3.14, donde Pilril tiempo 1~0 toda la 

plac<> se encuentra a una temperatura e~o y para tiempo T>O se 

Cilmbia ln temperatura del lado superior por una distribución de 

temperaturas senoidal. Para este probleroa también so puede en

contrar una solución analitica como sigue. 

Se supone que l<1 solución sen de l<l forma 

0 • G(X,y) + ll(x,y,T) (3.29) 

donde al primer término del lado derecho es la solución en es

tado pernan~nte y el segu~do t.ér~ino es la coroponentc debida 

al estado transitorio. 

La solución en est.-.do permanente se obtiene por m"dio del 

método de sepnración de variable~. utilizad~o lds ~iguientcs 

co¡¡dicioncs de fro~tera 

c~o en Y'"O .. 
c~e sen-- en y=b 

m • 

(3.30) 

La ¡¡ol>.lción del pl·oble 111 ,, perm11ncntc está dad" en la oc. (3. 5), 

llb1 que 

"' 
' 

) -o ''~"c'c.";-,c·:c-G .,.,Y - :o.Scnh 11b 

• 
" • (3, 31) 
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l'iq 3.14. Pluca con t~Cansie:ccncia de calo" por c<;>nducci&n 
con RUS condiciones inicialo,; y de fronter¿¡, 

• 



Por otr<l p<lrte, la cont,-ibuciún en est<1do trnnsitorio t<l.m

bi~n ~e puede obtener por el método de separación de v<1riablcs, 

pero ahor<> se usan las siguientes condiciones de frontera, para 

tiempo mayor que cero 

H~o · "" 
,., 

,., 
"" <"O 

.T>O 
)1 mQ ,., 

"" 
(3..32) 

JlmQ "'' ,., 

y para tie~po igual a cero las condiciones iniciales son 

l!(x,y,O)u-G(x,y) '" O<x<a, o ... :f:::b (3.33) 

' 5uatituyendo ll(x,y¡l) por O e!' la ce. (3.28) y rcs~lviEndola 

us.,ndo (3.32) y (3.33) llegamos a una colución de la forMa 

" H(x y 1)•.-....E!. sen 
• ' ' 11 

T. X "' 

' o 
".' n ( ... 1 ) 

b 1 /<l 1 +n 1 
' nnye-("ii1 + 

' 
(3.34) 

La cual os una serie de Fourior sonoidal, cuya exactitud de

pende del número de túrmino~ que se tomen en la 5\l!natori<>. 

Por Gltimo, sustituyendo (3.31) y (3.34) er. (3.29), ter." ... 

rn<• s 

~"'"' ~ H o ,_, 
son 

" " scnh " o 

(3.35) 

que es l<l solución unalitica de la ce. (J. 26) p;>rü el probler:oa 

propuesto. 



3.3.2 Formulación de Cle~entos Finitos 

Debido a que el proble~a que estamos considerando se 

encuentra en estado transitorio, ésto es, depende del tiem

po, en la fo~mulación se hace una combinación de dos métodos, 

el método de elementos !initos en csp<~.cio y o:>l método de di

ferencia,;~ finitas en tiempo. Para lograrlo, se calcula la 

d~stribución-de temperaturas en la placa para un tiempo ini

cial, utili~ando elementos !initos, despuén se incrementa el 

tiempo por un ~T y se vuelve a calcular la d~stribución da 

~emperaturas por elementos finitos, utilizando los resulta

dos del tiempo anterior, como indica el método de diferencias 

finitao, a9i sucesivamente hasta que se llega <:~1 estado per

manente. 

Para la formulación de elementos finitos se procede de 

la siguiente !llanera; la te!llperatura e la podemos ap~oxi~:~ar 

de la forma 

- " e(x,y,1)~0(x,y,T)"'E 0.[1)N.(x,yl 
' ' i "1 

(J. 36) 

donde O es la f"nción aproximada,9i(T) son los valores de la 

tempcr¡¡tura en cada nodo del elemento, Ni son las funciones 

de inturpolación del elemento y n es el número total de no

dos del elemento. 

Debido a que se hizo una aproximación "al sustituir (3.37) 

en (3.26), se obtendrá un residuo corno sique 

a' o • ; e 
aT (3. 37) 

donde ¡;es e.l residuo. Tomando el residuo orto9onal a l11s fun

ciones de interpolación 



,,, 
,, ' 

.51 

(1.38) 

donde {l es el dominio de un elemento. Aplicando el tCOJ:-ema de 

Gro"n a la ec. (3.38) llug.unos a 

-l ¡a o oa 
+ (3XNidy-"'ayNidx) -t ~~~ 1 dxdy~O 

n r 
(3.39) 

donde r e~ el contorno del olamento. sustituyendo (3. 36) un 

( 3. 39) y reordenando 

.,¡ 
n 

·a N. a N 
(~-1 _'__i • 

3>< h 

dor.de 

::j)dxdy 

Usando notación 

:¡e "e-(-,;;-N. dy-.,---,,¡, d") 
o>< 1 aY 1 

(3. 40) 

co,pacta escribimos 

(i-1,2, ... ,Cl) 

A es la m<>tri7 de cocficicnt.ll~ de t.ompcratura e~tablez, E es 

la matri2 de coeficiente~ de tcmper¡¡t.ura tr¡,nsitorios y q es 

el vector de fuantr.s do calor y son 

(1.42) 



B··~j tl,ll,dxdy (3.~3) 
~J ~ J 

o 

Ahora utiliz.,n<lo el "'éto<lo de diferencias finita,;- en tiempo, 

hacemos las siguientes aproximaciones 

(3.45) o. " 

' ' 
e~+ 1 -e~ 

6 . • 

' " 
(3.46) 

donde k contabiliza los incrementos de tLcmpo 6•- Sustituy~n

do (3.45) y (3.47) en (3.41) y agrup .. ndo téi:minos tenemos 

(3.47) 

lo que se puede escribir como 

(3. 48) 

donde 

(3.4'J) 

(3.50) 



Cor: ln ce. (3.~6) uc p!H,<lcn er.c:<.ontcar Lls tcmpcrnLu.-.1 :; ¡>-1-

ra el "iguie"l" ti<,npo "" funcié>t, Gc le>~ lc:npur¡¡tur:J.s del. l"l<"m-

po ant.<:rioc y "" nuct;tro caso, J><lr.l el rj<Jr.¡po inici"l las t<l!•

pcratur.l~ en l"ol" 1, pl~ce> ~on ccro, ~><ccpto en ln parte su¡,,

rior clonJc" se •:ncu••ntr~ lil di~t:l ib,.,ci6n de t"lllper"turas s<,noi

dal. So iJUCdc olJscrv.lr que l<>s '""trices A y B únicamente ~.e 

tienen quQ ~"l"11lar un" vcz, ya qu~ Ústu~ dcpendcn solo de la 

topologl".a del cuerpo y no del t:icmpo, lo cu,;¡l facilita·mucho 

los cE.lculos. 

A continunción se proc<lde a ctectura el ensamble de las 
' 

rnatricc.s de c<.du elemento, cn l¡¡ matriz c¡loh<~l. T<~mbién en 

este cnso la "'atri~ o;¡lobnl :rcsullu ser sirn.étricu y b<~nde~do., 

lo cual es debido a la torro a de los intngr<dcs (3. 42) y (3.43) 

3.3.3 Soluciór, del P:rohl<'rna por J;:lcmc•nto~ Finitc~ Contra So

lur:ión ~n.dít.ica 

Los resultados que se muestran a continuación, se obtu-

vieron de un programa de computadora. En ésto, primero se 

generan las no:.trices A y 8 de 1;;, ce. (3.47) para cada elerner.

tc, coa ella~ se calcula In matriz G de la C!c. (3.48) para 

el in<;rc¡;cnt:o de tiempo y se <"osarnblan las ,,;trices Jc to<los 

los elomcntoC>, obtenión,Jose 1" mat:riz o;¡lob"l G• 

se gancrn el v<>ctor h par" lo cual se utilizan loe valor!.'s 

de la lcmpcr,;l.ura del li~mpo anterior. El ord<>n del si,.tem" 

de ccunrionc5 (3.48), se rcdt:ce a únicancnta el núrnaro de 

incógnitas sur.tilu.ycndo las condicJ.oner, de írontcru dcl tipo 

oirichlct y se rc~uelvc obteniéndose lns tc"per.,turas. Este 

proceso se rcp~tc ha~ta que llcg~ al <:>r:taO" perrnnn"cn\:e, o sen 

cu<tndo ln Jifcrenc~a entre l.l~ ternperatur<>.~ del tiempo a.ntc

rior y el nu~vo saa. manor que un cierto valor prcestabl~cid•J. 

En ('] posprcc~<1amiento se calcu.la el· crror entre la ~oluc~<:~ 

an,,litica y l<l Oe elemcr.tos fin~tos par<> cada instante de 

ti<'mpco y se intcrpol~ lin<>almnnt~ <lantro de cad.~ elemento p••
r.~ obt.c'ncr Ll>< coordcn~d.ls de las lí:>C<>s de ternperat:ura cons-

t.l!ll<'. 

·--··- -·------ ·---- ---··---- ·-- ·--- ---·~--



¡11 l<,¡u.:.l que la soluciÓn"" csl<ldo pcrmur.entc, la normu 

"el c:rr:>r, qu<o ,;e utiliza pilr<l. comparar la g<>lución analítica 

y la .~oluciéin de elementon finl~os, es el error raiz medio 

cundr~tic 0 dcfi<Ji<io en la ce. (3.25) 

¡,, mall;J '1"" se utiliza para ufectuar los c.ilcul()s es 

del ti¡•o 5 de 25 nodos y J2 clcr.lcntos, como la que se muestra 

" en la l'ig. 3."1, ,]eb¡do a <¡ue con ente~ rnnlla, para el estado 

perm;on<•n"c<', se obtiene un error bilatilnte pcque:lo <>1 cfectunr 

las c[d•cHlo~ y ,,o.cm<ls no conr;umn mucho tiempo de proce.surnicnto 

En la l'ic;. 3.15 se yrafica la variaciéin an el tiempo de 

la tcwpcrat.uru. Uol nodo central de la malla, obtendidn anali

tlca::tente y por elementos finitos. se obscrvn que para ti01:1pos 

muy pe<¡U«:'tos la tcmperaLcra obtenid,, por alomentos finitos des

ciende <1e la condiciéil\ inicial y luego vuelvo· a subir, i.o que 

fisieam<wcc no es pos1blo. Des¡n:Cs '"' obsGrva qua las dos to"'

poratur"~ so é'lcv<>n ,,l roi5mo tie::tpo de la cor.dición inicial y 

se sepilr"-n has~~ que llega '-'n no¡:¡ento en que la di;Oercr.ci¡¡ e:~-

tru una y ot.r11 ~r, mds o '""nos consLnnto, e;,tn diferencia es la 

misr.-.a que oxi~tc entra l" solución de ele:o.cn~os fir.itos y aO"l.a

litlca ¡ .. ,r,l c.~t;1 do pc.rman<~nle, lo cual us aceptable, ya que no 

o;e pu<;<\c ¡>edir mer:or diícror.cia si "e util;~" la mis:o.a "'"lla.La 

oscila4·iün no ~" disminuy" "l hilcOr m.i~ pcq<.leiios los incremen

tos rle r.:.e::~po y"' se p<.lo<la aumant~r si éstos son toá.s g~undcs, 

por lo <1"" es un defecto ¿el método. Si se utili~ar. müllas mds 

fin~s cooc, rn.i~ <'l~rneutos en la ?.Onil da rn,lyor Vdrinción, la os-

cililci<~r\ Jismi.uuye 'f la precisión aumenta. 

¡.;¡ F>o; .. l.¡¡; nos r.:uct.tr" """ gráfica da la v<>riación C<el 

error ,.,,íz m<'<lJ,, cuadditico a lo largo del liemr-o. En clL> "" 

observ.1. que p;>r,l tiempos muy pequej,os el error es grande, debi

do a J;¡s osciL<ciones de la tompra~ura en los no<los, y a nwüidn 

que tl"ilnscurrc el tiempo, el <)rror :;e reduce hasln que es igu<>l 

al qu<' SQ obt>"ll~ en astado pcrmallenLe. El mii><Ímo error "" do 

-·- -------- ··-·-----· ------ ---···-- --··-------
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5.4$\, el cual es bastante pequoi'io con~;idernndo 111 malla que 

se utilizó. 

Para el ejemplo escogido, la distribución de temperatu

ras llego·al estado permanente en 32 unidades da tiempo apro

xim!idamentc y coinciden' an esta .tiempo tanto la solución de 

elementos finitos como la anal.[tico.. La Fig. 3,17 muestra 11-

ne'as de tempcratur" constante e igual a 110 unidades en di

ferentes tiempos, obtenidas a partir de la s'olución de elemen

tos finitos. 

' 
En base a los, resultados obtenido$, podemos decir que la 

combinación del ~étodo de elementos finitos y el m'todo de di

ferencias finitas para resolver proble~as parabÓlicos es efec

tiva, únicamente teniendo en cuenta qu~ la diScretización Qel 
' ' ' 

dominio debe ser ·más fina _c¡ue para un Prcblel!la el!ptio;:c, par_a 

disminuir la oscilao::i6n c¡ue se 

tantes de tiempo. 

preaentll 

' 

' ' 

/, 

; 

' ' ' 

lo¡¡; pri~t~erca ins-



• 

IJ) L,t ~c9un<lu ley de N<>wton en todo~ los puntos y en c>~<~lquier 

in<: tan te. 

e) !-:l fluido no Ucl>c ¡>cno~r<~r d(·u~ro do cunlquior colllorno ,qÓ

Jido, ni turn¡wco se <lcl>~n [orrn<tr oquc<l~<lc~ <>ntrc nl fluido 

y el contorno. 

d) 1\ las condiciones anteriores le añadiloos otra más. El fluido 

debe ser irrotacional, 
• (!sto es 

,, 
( 4 • 2 ) 

1:1 aplicar lu sequndu l,<>Y de Ncwton a un<> partlcul<~ del 

fluido, nos conduce a las ecuaciones de Euler y son: 

" ~.o a..Q_~ - _.._ :p_ 
w-~o ax aY 'P ~~ ( 4 • 3 ) 

ao ~ ao ~ ., ' 
,, 

;¡:r•u ai'+v ~- - ¡; :;;y ,, 
' Te~ el Liempo, ' r es la densidad y p es la prcs ión, 

· Nosotros v<~mos a considerar un flujo en estado pe!"maO'lén

tc, por lo t~nto para este caso el primer término de la ccua

C,ón (4.3) d"'sap<~.-ece. 

Ya <¡Ue ol flujo que est¡uoos considerando e:; i.-rot<>cion'll, 

podcr.~os def~nir un potenci<>l de velo<::i~ad a partir do la ec. 

(4. 2) de la ¡¡)guicnte forma 

( 4 • 4 ) 

' donde <;J es el po~cnci.~l de velocidad. Oc nst<~ rnanern obtenc:nos 

() 

• 
'J 

' ' ,""\ un~ función~ tal, que su.dnrtvnda con rcspncto a una dirección •_, 

cunlqni"'" os L,_ ~·oroponcnte de velocidad en osa diracción.E5lo 



es p~sible ya que no existe rozamiento, una part!cula ~ue esté 

inici;Ilmcnte en reposo no puede ponorsc " girar, de iyuul mun<'

ra una purtícula que estii girando, no pue<Je alterar su rotuCl-Ón. 

Si substituimos la "c. (4.4) en la ec. de continuidad(4.1) 

obtenemos 

( 4 • 5) 

que os 1!1 llamada ccunción de Laphceen dos dimen~ione~. Toda 

función $ que sutisfaga esta ecuación es. un caso posible <.le 

flujo irrotacional. 

La ec. (4.~) tiene solución analÍtica para ci'\sos muy sen

cillos, en los que las fronteras no presenten ninguna conpli

caci6n, sin embargo, para casos en los que las fronteras no 

son muy regulares, hay que utilizar un método numérico para 

resolverla. 

Para cl caso de un flujo bidimen~ional, también se ¡a:ede 
' definir unn func1ón <)!, llama<lC> función de corrienta, quc nos 

ralacionc las velocidades en las dos <lirecciones. A partir de 

la ec. (4. 1) tenemos 

o • ' . - ( 4 . & ) 

sustituyendo (4,6) en (4.2) se tiene 

( 4 • 7 ) 

que es la <"cuación de Laplaco pnril. ln función de ~orricntc y 

su solucif>n tiC!n" d1ficul1.-ad<:s simiLlr<"s a la del potencial 

d" velocidad. 



se puede demostrar f5.cilmenLe, que ln linea descrita por 
" la funci6n ·~acon~t. es la t.-ayectori"- de una partícula del 

fluido y "- esta curva se le llama linea de corriente. 

El potencial de velocidad y la función de corriente se 

relaciona de (4.6) y H.4) 

. - ( ~ . e l 

como consccue,cia· las líneas de corriente y las lineas cqui

potanciales son perpendiculares cnt;re sí para un flujo idO>al. 

4. 3 POR!lULr,CIO~I DE ELEME~TOS FINlTOS 

Y.a que el misr.:o tipo de ecuación, ésto es, la ecuación 

de Laplace, se. utiliza para obtO>ne;r el potencial de. velocidad 

y la función de corriente, la fout~ulación de cler:len::os fini

tos es idéntica para cualquiera de las dos y la única d~fcn

cia estr~ba en las condicione~ de frontera qt>o se u::ilizan. 

No existe vent¿,ja de una sobre otra fonr.uL;¡ción si la~ georne

trJ:as son ná" o menos· simples. Por lo tanto Únicame.nte se des

cribirá la for!"lulació~. de la función de corriente. 

Se definen las s~guientes v(lrlables arlim.,nsionalc~ 

' . 
donde 'l., es la ve.locidad alejada del cuerpo y D es un¡¡ dis

tanci¡¡ característica. Sustituyendo en la ce. (4.Bl, se ti e-

• o 
( 4 . 9 l 

¡¡,~ciando la siguiente aproximación para un elemento 

" 1jl ~ 1jJ"' l. N . 1jJ • 
i ~ 1 l l 

(4.10) 



donde W e:. la funci6n ap~oxim¡¡d¡¡, y N. 50n las funciones da 

' interpoJ¡¡ci6n o funciones de l>.:>.sa da un elemento, n es el 

número de nodos c!el el<lmento y .Pi es el valor de la fenciljn 

en cüdiJ nodn. su~tit;uyende> (4.10) en (4.9) e igu¡¡l¡¡ndo ¡¡un 

r:c3iduo e ~e obt.icne 

i'.p + ~ -
a"' "") ' (4.11) 

Con~ider:nado ""~ proyección ortogollal del residuo .>obre 

las func:íor.(ls de p<lso, que en este caso son iqllales a las 

funciones de base 

( '' 
,,, 
(--. 
h' 

,,,, . 

.;:..__]:.) N . d x d y" O 
3y' l 

(4.12) 

donde f'l es el dominio del elemetlto. Aplicando el teorema de 

Creen en (<:.12) llegamos 

-1 
n 

Sustituyendo (4.101 en (4. 13) y reordenando 

1 
ON. aN., ' (--' ~. j Ox )x 

o 

Usando una notación· simplificada escribimos 

({ .. 1,2, ••. ,n) 

(4.13) 

(4.1~) 

(4.1S) 

1\qui A y á son llamados l:latri;< de coeficientes "J vector ,¡, 

flujo ~ospcctivamcnte y son 



(4.1(;) 

(4.17) 

Pa.-a obt<•nc.- el s.i.atcma d" c(:uacioncs global, so cnsa,bl."lr. 

la~ ce. (4.15) de todos lo9 elementos, obteniéndose 

{i~1,2, ... ,m) {4.18) 

donde m es el número totnl de nodos . 

• 

4.4 SOJ..llCI0:1 Y RESUJ,TiiDOS 

El problema esp.,c!fico cscoqiC!o como ejemplo, es el del 

flujo alrededor de un cilinC!ro dc radio o~l entre p·lacus pla

nas snparaCas unu distancia 40 y suponiendo que ool flujo urli

forme se en~uontrn a un<I dist.,ncia 3.50, ned~da desde cl ccr,

t.-o dcl cilindro, Fig 4.1. 

Por siloatria se utiliza unn cuartn parte del dor.linio, 

¡¡ección a-b-c-d-e. Por inspecciOn notanoz q¡;e la::: frontc.-as 

a-b y e-d-e son líne<>s de corr1cn~:c y co¡;¡o rc·fe.-enci.a tomaremos 

~~o en e-d-e. 'fa que la velocidad es connt.ant.e en u-" pode,..os 

poner 

{~. 19) 

Integrando 

~ " y + con<>\.. (4. 201 

lo que significaque la función de co.-ric:otc v;,ri¡¡ lincillm<nol" 

con l"Cspccto a y, cn lil f~ont<>l"<> a-e .. ~us-tituycn<lo los villOrrc~ 

ele )', en la""· {4.7.0), p<oru lu frontcl"~ a-l> llcgnrnos .~ ·~~2. 



'· ' __ , 
' --: 

3. 5D 3. 5 D 

' 

Fi<¡ 4.1 Flujo uniforme <~.!rededor de un cilindro entre 
placas planas. 

'" 



Tod<ls las condiciones de f.-onter" que hemos definido ha"t'~ el 

momanto son del tipa Di.-ichlat. La Gnico que resta es defi.,i.

la condición de fronte.-a para el lado b-e, sabemos que la lí

a ese lado, por lo que dcfi-nea de co.-.-iente es perpendicula.-

. ~ n uoos añ ~o. siendo esta del tipo Neumann. Las condiciones do 

frontera se presentan en la Pig 4.2. 

Pnra .-e,olver este problema, se escogieron elemc,tos 

tri¡mgulares, con funciones de interpolación linc¡ll, por lo 

que s6lamentc tienen 3 nodos cnda <!lemento. Los elementos y 

las func10nes son los mismos utilizados en la sección 3.2.3 

donde se pueden consultar. 

En el program" de computadora que se realizó, primc.-o 

se generan las matrices de coeficientes A de cada ele::'.ento, 

mismas que se ensamblan en la !llatriz global A•. Para el vec

tor n en los nodos en la frontera que tienen la condición 

de Neumann la integral (4.17) debe evaluarse. !':n nuestro caso 

resul~a ser cero. En los demás nodos con la condición de 

Dirichlet esta integral tiene valor desconocido pero ya que 

la función de corriente es conocid11. allí', no es necesario c<>l

cularL!1. L<>s condiciones do frontera del tipo Dirichlet se 

sustituyen en el sistem11. (4.19), reduciéndose con ello el or

den do la m<>triz global, a únicamente el número de incÓgnitas 

y ~e resuel1:c el sistema resultante obteniéndose los vulores 

de .p. J;:r. el posprocesa,iento_, se interpola linealmente dentro 

de cada ele::¡c;,to para obtene.- L•s coordenadas d,. las l inca~ el u 

corrient:e, adon~á~, por medio de la e c. (t..2J) ,se calculnn 1~.1 

V~locidades arriba de la cresta del cilindro .. 

Se ulilizan dos discr~tizaciones del dominio como mue~t.-a 

lar. fignr11.s 4.3 y 4.4. ¡,.,primera es·una mall;;; g.-ucoa de 10 

nodos, usilda tilnto punt p,.-obar el prQgr'""" como pnru obscrvilr 

las zonas de t::~ayor variaci6n. r.11. se<Jundll. o" unil ¡n¡¡lla í'ina de 

/3 nodo,; con 111 eluml'nto~, quo se reuli~ó tom"-nrlo en cuenta 

lor. ,;~¡;oleados obtenidos con la malla 1u>.t.erior. 



l'iy 4.< Con,Iiciones de. frontera. 

• 
' 

• 



• 

l'ig 4.3. Malla q.-uesa. 



. Fi<; 4 · 4 • Malla rina. 



• 

En la Fiq. ~.5 s~ ,,,e~trm>l l~s line~s de corri''''~" y la 

v«rL>ciún <le li'l volocirlu<l en la <:resta d(!l cilind~·o, se com~ 

P"-ran con l¡¡ c.olución <Jnnlí:tica nproximnila, obt.uni<l,¡ por el 

mé~odo de im5gcn<!s <le 1" si<]uicntP forma (Chung, 197!1) 

(4.24) 

don<lc x,y son coordenc,das con origen en ol <:entro <l<!'l cilin<lro, 

b es el radio y 11 es la distancia vertical entre las dos placas. 

' se ob$orva que existe bastante <liferencia entre los resul-

tados obteni<los con la malla gruesa y la solución analÍ:tica, el 

error raíz medio cuadrático rel~t.ivo es de 8.5\. Sin embargo, al 

cmOpnrarlos ¡:esultndos <le la r:>nlla fina con la solución annl'iti

ca, el error raí~ medio cuadrático rel>~tivo, en la desviación 

de las c\u-vas de lin<'~s de corri<'nt.e., e~ de 0.9\ el culll os bas

tante peq¡;eño; on La figura se ve clararnC-nte que· casi coinciden 

laG curvas. 

También se observQ como la velocidad aumenta en la crc~ta 

del cilindt·o al acercarse a éste y la poca diferenci¡¡ que exis

t.<' entre la curva de la m¡¡lla fina y la solución analítica. 

Concluyendo, los rcsult,-,dos domuc~tntn la utili<lad del 

mé~odo de elementos finitos de Galer~in en la solución de pro

blom~s de flujo potencial incompr<'siblc y cómo, con'-'""' buena 

discrutizac¡Ón se pueden obtener resultados bastarllcs prcc~sos . 
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CAPITULO V 
FLUJO PO TENC 1 AL COMPRES 1 BLE 

5.1 Gl:rlr.RAL 

Cuando so estudian flujos alrededor do cuerpos sumergidos, 

normalmente no se pueden resolver las ecuaciones de movimiento 

en forr::.<>. analítica, debido a la no linealidad do las rnisr:~as,es 

r•or ello que en el presente capitulo se estudiará la solución 

de un flujo potencial compresible subsónico y no viscoso, por 

modio del método de elementos finitos, usando el m~todo de re

siduos pesados de tipo Galerkin. 

El caso de flujos subsónicos ha sido estudiado principal

monte utilizando los principios variaoionales (5hen, 1977) .En

tre los trabajos miis importantes se encuentra el de'Carey(1975) 

el cual utili.:a un principio variacional, en combinación con 

una expa:'lsié.n de percurbacior.es. sin em~ilr9o, como se muestra 

en Martín del Campo y Son (1980), se puede resolver el proble

ma de flejes potenciales m&s senc1llamente, con un Clétodo ite

rativo combinado con el mi?.todo de elementos finitos. En esta 

forma se pueden calcular las 11neas de corriente y equipotcn

ciales, usi co:oo el número de Mach local en ca<la punto del es

pacio. 

Para ~jemplificar, se rn>wlverii el problcmu de un flujo 

bidimensional alrededor de un cilindro sin circulación, el 

cual $e ~ncuentra entre dos placus. Este problema pcede ser 

extendido fúcilmente a el tratamiento de flujos compresibles 

alrededor de perfiles acrodinii.roicos, para lo cual Únicament.c 

habría que ai'iadir la circulación. 

5. 2 PLAX1'EIIMIENTO DL l·IIS EC\11\CIONES 

111 i<JUal qu" en el capítulo anterior, ya que lo que ""va 

a trat<1r ea un flujn h!dim<'rL5ional, t.odu~ los dc.aarrollos que 

s<> hag<1n " continuación, scriin descrito!! en do" dim~'nsionc,.,, 



En primer luy"r se pl;uote.~riin las ecuucioncs para un 

ílujo potencial compresible permanente. La rcuación de bnlan

cc de canti~ad ~e movimiento, para un fluido en estado pc~ma

nente y no viscoso, cstii dudo por 

_(5.1) 

donde G y V son las componenota~ cartesianas de la vcloc.i~nd 

en las dirc•ccioncs í<,9 respectivamente, ~ es la densidad y 

P la p~esión. Para un proceso isocntrópico se cumple la si

guiente rel~ción 

~ const ( 5 . 2 ) 

donde y es la relación de calores especificas, la velocidad 

del sonido para un gus perfecto estii düda por 

e - ( 5 . 3 ) 

danCe R es la constante del gas y íi la tetlpe~atura absoluta. 

utilizando {5.2) y {5.3) se puede llegar a la sigciente rola~ 

ción 



Sustituyendo (5.4) en (5.1) tenemos 

alº- . ' an ,. 
" o 

" w • T " - ( 5 . 5 ) 

' " ' " 82 o~ - o ,. • " • Tw 

que es la ecuación de balance de cantidad de movimiento en 

función de la densidad y la velocide~d del sonido. La ecuación 

d.e conservaci6n de masa para un fluido compresible es 

"'" p aX" + ( 5. 6) 

Un flujo bidif;¡en<.ional o irrotacional d<!Lo cumplir la kli

guiente condici6n 

• o { 5. 1) 

1-"inalmente la ccuaci6n de la <lnerc:¡!a es 

(5.(1) 

• 

donde h es la entalpia especifica, el subindicc ~ indica condi

ciones alejadas del cuot·po sumcrc:¡ido, Da las ocunciones {5.31 y 

(5,8) ao obtiene, par" un \Jil.S poferf~cto 

,. 
' ( 5 • 9 ) -
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que e~ la ucua<:iún que define la velocidad del sm,ido, en fun

cjón do la" vclocidadc~ y de l~ reluci.ón ilo calores específi

cos y G: es 

Mulriplicnndo por O. la p.-ime~:a ccuaciOn y por O la sc<;undn <le 

las ec. (5.5), su¡;ándolas y sustituyendo¡.,_ ce. (5.6) tenemos 

- o (S. 10) 

si a ln ac, (5.10) GO dO 
la sum~rnos y re~tn~os el ~g y susti-

tuimo~ la ce. (5,7) 11<-'<¡nrnos a 

- o (5.11) 

• 

De la ecuaciOn de irrotacionalidad (5. 7)' se puede definir 

' un potencial de velocidad ~~~.y) que satisface 

' {5.12) 

sustituyendo {5.12) en {5.11) se obtiene 

{5.13) 



La~ ncuacionos (5,9) y (5.13) fono;;n un sistcm.~ acopl"do 

l¡:¡ incognita 

11d i m en s "l on al es 

" • 

" -

' ~>(x,y). 

' " ' 
e 
"· ' 

• 

P<>firdcndo las oiguicntes vüriablcs 

l ' ¡ .L. -' 
,. 

• (5.14) 

' - "--
<., 

danCe Des una distancia característica, las ecuaciones (5,9) 

y (5. 13) transfor~:~an 

(5, 15) 

(5. 16) 

donde R.,~q,_,, Job,ec el número de 1\ach nle:Jndo ñel cilindro. 
"• 

J;n seguida ~e procod" a obt..cner la ncuación para la fun

ción de corriente. De la ecuación de conserv~ci6n de masa 

' (5. 6) podmnos definir una función de corriente ljl(x,y) qc>e sa-

tisface 

' . - (5.17) 

sustituyendo (5.17) en la condiciOn de irrotacionalidnd (5.7) 

lleqamos a 

(5.18) 



~sta ecuación, aparte de no ~er lineal, tiene. dos incógnitas 

~ y P. De las e c. (5, 51 podemo~ despejar los términos;~ , 

-~~~Y ijU~t.iLulrlu:o en (5. 111) con.lo 'iU" se obtiene 

' ,A~íl a$ 
r9 u¡¡X TI + {5. 19) 

otra ~PZ, sería muy dificil rcsol~er esta ecuac1ón, ya 

que ahora está en función de las ~clocidades que no conoce

mos. Sin embargo si sustituimos el potencial de velocidüd 

en lugar de las velocidüden, (5.12) "" (5,19) 

{5.20) 

nos quedil una ecuación de la función de cOt"rielltc en t·érm.inos 

del potencial de velocidad, el cu,.l podet:~o:> calcular de 11:1 ec, 

(5.15), lll >gua~ que la velocidad del sonido de la ce. (~.16), 

Definiendo las siguientes var-iables adirne~.sionales 

" L 
nq .. 

(5.21) 

o • 

y sustituyéndolas'"' (5.~0), se tiene 

j'~. • ~ "~· H:'u ~¡ n ;)~• " af ¡ ll "R'- ay:.,_ --(-- ~-- ' ay "5"i""JY .,.. ~" ""' ax ,, 
• ll ¡¡¡ " • .11 ·a'~ 3 ~1 (5.22) ¡, Clx3y ., a, <'y l ., 



" 
5. 3 FORIWLAC¡QN DE ELEHE!lTOS FINI1'0S 

Para el potencial de veloc!dad <jl(x,y), oscr~bimos la ce. 

(5. 15) como una ecuación de Pois:;on de la siguiente forma 

a~~ • a' ~ .,.,- .,.,- - ·g l~l • ' (5,23) 

donde 

g (~ l !§._[t a;J, #,- ' 
_,_. 

" 3'$ (1._), i~~ • • ;e¡ ~dy • e' ax ' '" a, ar· (5.24) 

Haciendo la aproximación para un elemento 

- " Otx,yl~Olx,yl•E N~Oi ,. ' (5.2$) 

donde ~ es la función aproximada y Ni son las funciones de 

interpolación de un elemento, n el número do nodoc del ele

¡r,ento y q,
1 

cu al valor de la función en cada nodo. Sustitu

yendo (5.25) en (5.23) se obtiene un residuo. 

,,, 
+v ' . 

se hace el residuo ortogonal a la~ funciones de interpolación 

tal que 

(5. 2G) 

donde Q es el dominio del elemento. Tomando la siguiente apro

xim<~.ciún 



y aplicando el teorern" de Green a (5. 26) resulta 

" ' (~-~ _ _:¡_ .¡. j Otl. aN. 

j íl>< Jx ~) dxdy 

o 

-,.¡ N.N.dxdy 

' ' ' o 

. u.~ando not<~ción simplificüda escribimos 

" ~ A .. q,. • 6. + .t, (i•1,2, ... ,J>) 
j-1 lJ J ~ 

(5.27) 

(5.28) 

(5. 29) 

A es la "'"trio:: de coeficientes, 6 es el vector de flujo .t. es 

el vector que representa los términos no lineales y son 

'" ~) dxdy (~. 30) 

(5.31) 

(5.32) 



El vector 9 ~e obtiene sustJLuyando (~.25) 011 (5,24) como 

, [ " M"' l 2 
.,.~,. (<¡>_-,-> 
·J e """ 

6~ 
'jilx' + 

(5. 33) 

y la velocidad del sonido 

(5.34) 

' 
1\. continuación se ensamblan las ecuacionc•; de todos los 

elementos obtenidos 

m 

f: N,j<>j-6_1+-tj_ 
J ft 1 

{i.o1,2, ... ,m) (5.35) 

Ya c¡ue el vector .t'de la ec, (5.35) está en funci(jn do 

1"~ valores del poLencJal de v~locidad en los ·nodos, o:sL<~ 

OG\lación se re~uclvc pot' medio de iterCLclor.es, pC<rC< lo cual 

en la primera iteración se resue~ve 

A'$•6' (5.36) 

Para Mw-0. Los valores obtenidos de ~{x,y) se sustituyen en 

el vector .(.'de {~.35) y se resuelve la ecuación obteniGndose 

con ella nuevos v<>lortl!l de ¡jl(x,y), los que se utlliz<~n en la 

slquiente itoracJÓn. 11~1 nucusivamonto, hasta c¡uc la diferen

cia del vale~ anteriot· y el nu~vo """ menor que """ cierta 

maqnitud. 



Pa~a la (o~mulación de la íunci6n de corriont~, se sigue 

un proc.,diroiénLo similar al utili:ado en el potencial de v"

locidad, llegando a 

(j,l,2, •.• ,n) 

y el vector -l ~e obtiene a partir de 

-6 ~S.¡ N.N.rlxdy 
~ J ~ ) 

n 

donde t esta dado por 

t.• 

' 

(5.37) 

(5. 38) 

(5, 39) 

donde c 2 se obtiene de la 1:1isma forma qce en la ec. (5.3.:).Al 

igual que· para cl pot.,¡;cia'l de velocidad, :.e efoctú~ un en-
• 

~amble de todas l~s matrices de los <=lcm<=ntos (5.37), para 

o~tun~r la matriz global de coeficientes, lo que so represen-

(5.40) 

En e~te c<oso el v"ctor ¿,• de la ec, (5.40) está en fun

ción de lo~ valores del pot.,ncial do velocidad y dr> la funci6n 

do co~riente en los nodos, sin emb11rgo los primero~ ya ~o co

nocún de la solución de la ce. (5.35), por lo que Sú pueden 

su!ltitutir aquí, qued<>ndo la ecuación únic<>¡:¡ente en función 

de o:-tx,y). Nuevamente sC> utiliza un método do iteraciones, 



igu~l al usado en el potcnci~l d~ veloc1dad p~ra encontrar 

W{x,y). 

5.4 SOLUCION Y RJ'~,ULT!\D0S 

El problema e~pecifico escogido como ejemplo, es el del 

flujo ur.iformc alrededor dc un cilindro de radio D, entre pla

C;ln planas ~~~>~r;;,das p<>r un di,;L1nci.n 2 !1 y se sUp<>llc que <'l 

flujo uniforme ~e encu~ntr;:t 11 un.~ <1i~t~ncia 3. ~!) d<•l c"ntru 

dcl cilindro Pig. 5.1. Por la simetría d"l flujo, ~" pued" to

mar para el cálculo solamente un cuadrante d"l dominio total. 

Las condiciones de frontera, tanto para el potencial de 

velocidad corno para la funci6n de corriunt.,, se muc~lran en 

la Fig. 5.2. 

Para l<l di,.cretiO<ació~ del dominio se utilizan elc:ne:>Los 

triangulares. Las funciones de interpol~ción para cada elemen

to son cuadr¡;~icas, par.:~ poder su~titulrlas en las ce. [5.33) 

y (5.39), Y'' qll" de meno,_. grado se anul.,rian. Es por ello qt\O 

cada elemento tiene ' nodos uno ,o, Clld<l función de interpola-

c~ón, , .. cual es son 

,, ~ ' 2 r. 1 '' '• • "• ,, ,, • 2L~ '• ' . • "· ,, (5.111 

,, nl ,, 
"' • "· ,, 

donde L 1 , L¡, L¡ son las coordenadas de área y su relación con 

las coordenJa!> cartesian.~s e~ 

.¡. c.y 

' 
clonJc lns const;;,ntes n.,b.,c, están definidas por l" ce. (3.23) 

' ' ' Se utilizan uoorden,ld.lS de drca por su facilidad nl efectu01r 

operaciones, asi por ejemplo las dcriv"das de las funciones de 
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Fi<¡ 5.1. Flujo compresible alrededor da un cilindro entre placas 
plan,.s. 

'" 

-w 
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Fig 5. 2. Condiciones de frontera. 



interpoloción "" ohLi"""" por la r<lgla de la cadena corno 

,, ,, 
~ ''¡ " ;e, "· a r, ' 

' ' -" ' -,-;;- • • "' • "' ;e, ,, ;e, '"' (5,43) 

. 3 Ni '" . ac, ", ae, a N . ae, 
' ., 

• a e, • " • ae' " a' ,, ;e, 

y la~ integrnlaes que aparecen en las "cuacion<:s se resuelven 

a través de 

(5.44) 

donde W es el área del elemento triangular. 

se realizó un progratna do computación que calcula li>s 

matrices y vectores de elementos finitos y tambié:l. efectúa 

las iteracion""· rara,.;¡ potencial de velocidad, primero 

se generao las r~.atrices do coefici<lntes A de c:ar.lil eleme~>to, 

mismas que se ensamblan en la matriz glObill A•. Se calcula 

la integrdl (~.31) utilizalldo las condiciones de front<>ra 

del tipo Ncumann y esta~ ya ensambladuo, forman el v<;>ctor glo

bal 6'. t:l vector t• se calc,la con los valores obtenidos 

·de ~ en la it<'l·,,ción anterior. Las condiciones d.:l frontc~a 

del tipo Dirichh:l se su"tituyen en <:>l sistem" r.le ecuacio

nes (S. 29), con lo que se raduce la mat~io: global a Única

meJJtc el número d~ incognilils y se resuelve, oLtcniñndo~e 

nuevos valores dc <}. La Jo,'l.triz A• y el vector 6' únicamente 

se calculan una vez, ya que son lo:. misno:. para C<>da ilera

ción, lo Gni.co quo camlli<> as el vector t.•, en <'1 cual ~" 

introducen los nucvos valores de $. hasta que h<>Ya una con

vergencia dentro de una mn<¡nitud prcdotermin.,u,,.!':n el pos-



procesil!:dent.o se interpola cua<lr5.ticilmCnte dent>:o de <.:i!dil 

ele,-.entc, p;;¡.>:il obtener lns coordenadas d<: las lineas equi

potenci<>les, 

El prog>:~ma para la función de corriente sigue un pro

cedimiento ~imilil.- al anterior, L<> malt·iz A de la ce. (5.40) 

es la mism¡¡ que la del polencial de velocidad, ya que ésta 

dPp,nde únicdmentc de la m¡¡lln y lns funcione~ de intcrpol¡¡

ción que se utilicen. En el vector .;• se utilizan lo:: vnlo

res ~ obtenidos en el prograna anterior. 

El dornin>O primero se discretiza con una malla gru~sa, 

co.,o nuestr~ la Fig. 5. 3, la cual tiene 10 elementos y 28 

nodo~. Ei<to tiene dos finalidada~: La pril1'.cra probnr y co

rregir el px-L>grama Ce cL>mputación y 1~ sagunda observar dor.

de se encuentran las zonas d<: mayo.- variación, para hacer 

u11a mejor discr~tización. 

La Fig. 5.4 muestra una malla ~:~á• fina con J7 clcment.os 

y 92 nodos, la qua sa realizó tomando en cuenta los result.u·

"dos obt.,nidos por la malla anterior. 

Bn la F~g S. 5 <;;e present11n las lineas da corriente pa

.-a las do& rnallas an el c.~so do flujo incor:~pre~ble. Er. las 

l'igur.,~. 5.6, 5.7 y 5.8 se rnuestr"" las línaus de corriente 

y equípotancialos p<!ra números de M11ch 0.1, 0.2 y .0.3 raspoc

tivamente, o;otenidos con la mal!a fina. E<>tas f~gu>:as ta~>biér. 

indic<ln 1~ va.-i.•ción el al núm<Oro de Mach loc<~l, sobre 1~ eres-

ta del cilind.-o. 

sn observ¡¡ una d.i ferenGiil entr-e al caso de flujo incom

prasiblc Cornpnrado con el flujo comprasible y esta d.if~rencia 

e~ notable para altos números de Mach. se nota ta~:~bién que en 

ul caso da flujo compre~ihl~, el núr..ero de M<lch 11umen~" ill 

i\Cercarcc al cilindro. Esto pucdc pr-eserltar problemas para un 

per-fil a~rodinSrnico si <:l nú~:~ero de Mach local se acercara 

n lil unid~d. 
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Fig 5.3. Malla gruesa con sus nodos. 
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. ~·is 5.4. 11alla fina c:on ~os nadas. 
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Fig 5.5 Lín~as de corriente para las dos mallas, 
Mw~o, Linea punteada malla gruesa,Linea 
continua: Malla fi,>a. 
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l"ig 5.6-. Líne<t~ equipote~cialea y líneas de corriente para Moo•0.1 
y var1ación del número de M'ach local en la cresta del ci
lindro. 
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rig 5.7. Lineas-equipotenciales y líneas de co~riente para Mw~0~2 

y variación del núrner:o de ~1ach loc<>l en 1::> cresta del 
cilindro. 
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,_ " 
• . ' 
o .... ~ (6,101 

-' ' 
" ll'l 

:. ' .. ' 
_, 

' 
' ' . 

' ,, 

' ' 

L" ecuación (6.10) representa la formulación·• de elenientos fini~ 

tos para cada 

Ensamblar las 

elemento. Se tiene 

" 
a_quí dos opc1oncs 

ecuacione• algebrliica_a __ de cada elemento 

seguir ' • 1 
en una 

f"rmualción global. Recor:'!ando qu" las contr~buciones c
1 

de Ele

mentos adyacentes se anulan, sn llegará al siguiente conjunto de 

' ' ecuaciones algebrliicas no lineales. 

' " " " ' A•. "J ' ' .. 
B j' :!1< ":!"k +C~ • '· i- 1 , m "· "' j - 1 " j ~ 1 -j ~ , ' • "-

Ahora se puede introducir las condicion~s a la frontera y resolver 
• las ~cuaco_ones que se queden. una solución directa de las ecua-

ciones algebráicas no linales no es posible, sino por ~edio de 
' ' . ' . . ~ . ' . 

algún método iterativo. 

Un método comúnmente usado es el de Newton~Raphson, descrito a 

continuación. 
• .. • : r ·' . ' '. 

' ' .. 

,,~ 

J 

\)) 
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Considérese m ecuaciones 'en la n incógnitas u
1 

,u
2

, ... ,u
11 

repre

sentad"& Por: 

r
1

(u
1

,u
2

, .. ,,u
11

)•0, i•l,2, ... ,n 

Haciendo una expansión en serie de Taylor alrededor de los va

lores ll
1

•u
1 

(j) de las funciones Fi, se ti en" 

( 
(j-+1) (j+l} (j+l) 

f'i 11 
'

11
2 "''"n ~ ' . i ( 

( j ) 

" ' ' ... " " 
( j ) 

(6,12) 

( • ) 1 ' ) 
para 1~1,~jj .,n. Las dedvadas se e~~~~~~~ e~j~1•u 1 J -~~:~f l 
... ,u 11 ~u 11 Siseq\1ierequer

1
(u

1 
,u

2 
, ... ,u

11 
sea 

cero, se tiene al despreciar los términos de orden superior, 

(j) (j) 
' u 2 ' .. i~1,2, ... ,n (6.13) 

Entonces si 
( 1 "t J son los valores de u 1 en una iteració~ j, los 

siguientes valores deben ser 

donde .iu. es la solución del conjunto de ecuaciones (6.13). El 

' procE"SO se sigue hasta obt<Hler convergencia de acuerdo con al-

gún c~iterio prefijado. 

(b) Un procedimiento mejor es el de aplicar la técnica de Newton

Raphson a las ecuaciones (6.10).de cada elemento, para despues 



lOO 

En este caso la ecuación repr_esentativa de un elemento es: 

" " " F.ooí. 1\ ju.~l: ¡; Bi k"j'\+C.•O 
1 j•li]j~1km1J 1 

(t.. \4) 

De aqu.í 

IG.15) 

Estas expresiones para F
1 

y 3F 1 /0nk pueden sustituirse en la 

ecuación (6.1J) y el ensamblar estas ecuaciones de todos los 

elementos se tiene <!l conjuto global. Este puede resolverse 

para los incrementos fink después de incroporar las condiciones 

a la frontera, La importante ventaja de este segundo p.-ocedi

miento es que se tiene que almacenar solamente matrices de n~n 

mientras que en el primero se n,¡cesitaría lugar para "'"'xn. Des

de luego aun aqut se puede aprovechar de la simetrfa de las ma

trices con el fin de ahorrar memoria de la computadora. 

L~ figu.-a 6,1 ejemplific" la solución de ¡.,ecuación 16. 1) con 

l~s condiciones de frontera )6.2) utilizando tres elementos de 

tipo lineal. Se i.ndica tarnblén la solución exacta dada por la 

ecuación (6.3). La figura 6.2 tiene el error ra:io; medio cua

drático e para diterentes nUmeres de elementos tanto para ele

mentos tipo lineal como cuadrático. 

6.3 FLUJO VISCOSO 

Las ecuaciones diferenciales adimeneionales para la solución 

del flujo de un fluido viscoso incompresible son' 

o (6.16) 
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1 6 • 1 7 ) 

El vector:,! representa la velocidad, p la presión y t, el tiem

po adimensionales. Aqui se tr~tará únicamente el caso bidi~en

sional permanente en que n y v son las componentes cartesianas 

de S· Con esta restricción, las ecuaciones se reducen a: 

'" '" ¡; ' . , • o 16.18) 

'" ' ; '" '" lJ?. '; " (6.19) <(! -~! • " ¡; ' "- • ' ' ~) J,.r.,. ' ,, ;, " ¡-;;.,-
,.· .. 
" 

' --•·¡,:; 
·"!' •• 

•,ti{• .e 

' ·' '" '" lJ?. ' '; " o "1 (6.20) " o "- • - ' o ;, " 
,, •• O? a? 

Existen m posibilidades para tratar estas e~uaciones; 

(a) Formulación variables primitivas: Se puede ~s~r las ecua

ciones (6. 18), 16.19) y (6.20) en a u forma original y determinar 

las tres incógnitas n,v,p, 

(b) Formulación ¡¡,-w: Se definen la función do correinte tiJ y l.a 

verticidad w de manera que 

' v·-~ (6.21) 

(6.22) 

D~ óstas &e obtiene: 

. - ' (6.23) 
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Fig 6,1 Solución de elemento finito 

l"ig, 6.2: Error obtenido con el método 
de elemento finito par~ de
fero>ntes nUmnros d<> el,mentos. 
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Ade111áe, se deriva la ecuación (6.20) c-on respecto a x y se res-

ta la derivada de la (6.19) con respecto a y. Al utilizar la 

ecuación (6. 19) se tiene la llamada linación de verticidad: 

' • 
' ; ., 
"' 

En términos de la función de corriente ésta queda cnmo 

(6.24) 

(6.25) 

El conjunto de ecuaciones (6.23) y (6.25) deb"' resolverse par" 

la a doa incdgnitas ~ y w, 

(e) Formulaci6n ')¡: Al sustituir w de la ecuación (6.23) en le 

16.25) se obtiene 

ó "') (6.26) 

la cual e.r¡ una sola ecuac¡ón de cuarto orden en al i:>cógnita .;.. 

LolS tres fonnulaciones :oan sido utilizadas p~ra la solución del 

pr<>bl<'m.o dr flujo viscoso. 1\qul se ver.i solam<'!nte la ~-w que 

tionf' ciertA~ ventajas con respecto a su bajo orden y la senci

lla aplicación de las condiciones n la frontera. En efecto estas 

cnndiciones deben ser sobre ~ y v o Bobr~ sus derivadas norrnal~s 

nn contorno cerrado. 
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Para ejemplificar el uso del,.étodo del elemento finico se con

sidera el caso del flujo viacoso alrededor de un cilindr~ en

tr~ placas planas como mostrddo en In fi9ura 6.3. Consider~ndo 

simetria alrededor de una linea horizontal, se toma únicamente 

la mitad del dominio total indicado por el área ~BCDEP. 

E:n las fronteras sÓl¡das BC y EP, la condición de que la velo

cidad normal sea cero se traduce a ~constante sobre estso tra-

mos. Por esta r<1zón, la ecuación (G,23) •• ' ' rnduce a w~-a >V/d n, 

donde n es la coordenada local normal a la superficc. Tómese un 

punto I en el int<nior del fluido, a una pequeña dist¡¡ncia lls 

normal a la front:era. El punto f' queda sobre ln frontera a p~e 

de esta normal, Con ·~na exp<>nsi6n en serie de Taylor alrededor 

de F se tiene 

(6.27) 

con un error del orden (Ós) 3 • 

La con<lic1.ón de que la velocidad tanpencial sobre·¡,, pared só

lida es también cero se convierte a (0\!J/~n)F•O. La ecuac1.Ón 

(6.27) se reduce a 

,,, ~ ,,, 
'l ~F 

(6. 28) 

!>Sta r~lación en cornbinación con \f.>oconstante debe ser utilizada 

en las fronteras sólidas BC y EF. En el trarno ~F sn usa la con

dición ,¡..y-yJ/3 y .,~2y que corresponde al perfil de velocidad 

semiparab6lico. En la parte DE se considera 3'1-/a·x-ax,.O. En AB 

y CD, lf•O ya que for!lan parte de uan linea de corriente y w~O 

por la Si!lctr!a del flujo. 
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En la figu!'a 6. 4 s~ !:IIH!st4a l<O 01alla utilizada. Las ecuaciones 

(6. 23) 'f (6. 25) se ~isc:cetizan utiliz.,ndo el cétodo de ele~:~en

>oo finito de Galerkin. Las incógnitas son las li• es en todos 

los modos int.eriorl'S as! como alguno de la frontera. A este 

conjunto d<> ccuacion~a alqo!hr~icae sE> le introduce l"s con<li

clones de frontera, rosolviéndo~e el conjunto r"ducido. L<O.< 

figuras 6.5,6.6,6.7 y 6.8 muestran las lineas de corriente 

obtenidas p~ra diferentes números de Feynolds. Alrededor de 

Re~so comienza a ap~recer el vórtice estacionario atrás del 

cilindro que se hace más notorio a mayores números de ReynoldS . 

• 

CAPITULO VJ t 

COCLUC I O N E S 

Con estos apuntes se pretende ejemplificar las aplicaciones 

del método de ele01entos finito ~~ problem~ de ter,.ofluidos. 

Aparte de un~ descripci6n del cétodo se ha incluido an¡;lisis 

de errores en algunos c~sos cocpar~ndo la solución numérica 

con la analltlca. Esto tiene el propósito de demostrar la 

valide~ del métorlo de punto de vista de -un usuario del me

todo. T,l!obién se formó un archivo de proqram;¡¡~ de cierta fle

xibllidad que se pueden encont:r;¡¡:r en los 1!-péndices. Estos 

pueden usarse en relación con los problemas comunes de la 

tranferencin de calor y mecánica de flu1dos. 

ó>e nota que la utilidad del mátodo de elemento finito estriba 

principalmente en la solución de problemas elipticoa, ya que 

se adapta bien a geometrlas irreqular~s con condiciones de 

frontera tipo Dirichle,t y Neumann. Es por ello que ha tenido 

una gran acnptación nn la solución de problemas de la ingenin

r1a. Se observa también que las ecuaciones parabólicas pu.-den 

m.,n<'jarse a tr~viia de una combinación del método de ele,.ento 

finito en la parte fllfptica con el método de diferencias fi

nit"s en. la parte parabólica. 
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Aunque el ~étodo de elemento finito no es el único p~ra resol

ver los problem~s d~ termofluidos, definitivamente debe ~er 

considerado como una de las posibilidade~ para .. 11o. 
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e **'• ttr • •u· **''" n:.t·*****~l:**>~'·**t· ***** t**~************-*~ ****1' ~>1<*-t.*** 
e ***, *""'*-** r ~*** t:.Yt*-***-*******~-u-:r"'****'******:t********** **' t t.****,.* 
e *~ ** 
C *-* M ~ R C - C O N O C A L *-* 
e ** ** C **- ESTE PROGr.:AMA P.ESUELVE PRUULEMAS DE f:ONioliCCION m: ** 
C tt CALOR BlDlt\ENSIOtU,L EN ESTM.oO Tf<ANSI1üP.10 O FEH- ** 
C ** ttANEI!TE POR EL r.ETODO DE EL!o:MENTOS FINITOS. ** 
e ** ** C ** REALIZADO POR: EI\HESTO MARTIN DEL Co"IMPO V, ** 
C ** ABRIL 1982 ** 
e ** ** e **~-* ** *-*** *******>r:*****"f-* * ** **** **:t *'*-*"'-**'~'--*u'******"'*** u********* 
C t *"" U-t *-*** tt:t .t H t H ** .t n ** *-* * * *"** ** ********M***~*** t t tt t HU** U e 
e *u******* n * *'-* * ********* ****** *** **** 1 u************************ 
e ' ' C t t-Dr.TOS DE ENTRADAt- * 
e ' ' C t HES ooO Sl SE 0\llERE REVJSI'IR LOS DATOS * 
C * oo1 SI NO SE !lUJERt: I<EVISAR LOS DóTOS * 
e % NNO " NUMERO lOTI'IL DE NOILOS >1< 

e >1< NEL " NUMERO TOTI\L DE ELEMENTOS * 
C 't NCF = NU!1ERO fLE !~OfiOS EN LA FRONTERA >1< 

C * NBAtl = MAXIMt, DIF!Ot<E!~ClA f:fHRE NODOS !JE UN ELEMENTO >1< 

e * NIT = f\AXIMO tlUMERU DE Ir~CREMENl ~S DI:: TIEMPO >1< 

e * DELT = INCREMENTO I!E TlEMf·O >l< 
e * LeR "' Nut1ERO \!E LINEAS DE TEMPERATURA eONSH•NTE * 
C * MODE =1 tlODO Etl LA FRLlNTt':RA * 
e * -'0 JWDO EN EL JNTEfo:IOR * 
e * XNODE = COOfWEHMI,~ X >1< 

e * '!'NODE C00HDEI1Miil '!' * 
e * NENN = DISTRIBUeiDrl DE NODOS EN CADA EU::tiENTO ~' 
e * NDD = NUMERO DE NODO DE FF:ONTEf"U\ ll' 
C >1< VAL = CONDlelUN 1\E FRO!HERA lJE-LLlf"<leHLET * 
e >1< TEA = TEtWH:ATURo~ I1HCTAL >1< 

C * Tl "' Ttilf'E¡::(I fLIRt. INlCIAL )LE LA F"LACA * 
e * TM = TEMPER,HliRA MHLlA [LE LA PLACA >1< 

C * H = ANCHU JI( LA F'l.í;C(I * 
e * W = L(IRGO r<F. L(l f·Lr,CA * 
C * FO = MOI•ULO DI.': FOURlER DE LA PLACA * 
e * * C *;t**l ***-*****************1-'H*******-**************U-l***"f f.t I:.!IU·::ttt-'> e 

!JI MENSION XNmiE C~OO) t YN!lllL·: ( ::00) t MOlLE (:_~00) t NENN ( 80, 3) ol·ifltL ( 60) * tlEAI~~ltVAL(¿QJ,Al.II50l 
e 
C LEE LOS I"ARMIE rf<DS O El. PROORAMf• 
e 

REt.l• (5,/JNES 
Rl-:t.\1 1~./J ~.'NiJdH:L·NCf,Nfli'lN 

f\EAlL 15,() Nlf•l•U.ltl-CI-\ 



e 

' ' 
C LEE LA DISTRll<UCION DE NODOS PARñ CAtoA [LEMEtHO 

' REAU C5o/l CCNEtlNCI,~loJ=l•3lol=loNELI 
e 
C LEE LAS CmHLICIOllES DE FRONTERtl fJE Ioli(JCHLET 
e 

RI'AD C::Jo/l CNOD<IloVAL<Ild=loNCFl 

' t: LEE LI'IS LHIEfoS !.LE TEMPL':R(olURA CllrJSTr.NTE ToEOSEIÜ•AG 
e 

REAl! C5t/l lF\l.ICllol=l.•LCRl 

' C Ll::t:: LAS TEI~f··[WHUk.AS HHr:IAL.ES 

' 
e 
C LEEO L. OS Pl'l!~At\EH\05 PA!\A Ll'l SIJL liClflN f\Nñ\. l'Tl.CI'I 
e 

e 

REAl• 15•/l Tl,fM•H•W,FO 
IF <llES,E[1,1l ('iO 1'0 1 

C ESt:RlltE LOS lLI\ ros DEL f-"ROGRAMA 

' WRITE (6,1001 NNOoN~:L,NCFoNIMN 
WRllE (1:,,101) 
WRl fE (6, 10~1 li oMOl!EC I l ,XNOUEC l l ,YNODEI 1), Jet oNNLJJ 
WRllf: C6.103l 
WRITE C6o1041 Cl•CNENNlloJJ,J=l•Jl•Igl,I~EI_) 

\JI\'ITE C6ol05l 
WRITE C6 0 106l CNOlJClloVALIIl•I=l,NCF) 
\JRITE C6ol07l 
WRITE (6,1081 CloTEACilol=loNNO) 

1 CON riNUE 
e 
C \.LM\1\ A LA SUBRUTHlt. MAESTRA 

' 
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CAL\. ELFI N ( NNO, riEL, tiCF, N 1 T •LCR, rUlAN • DEL T, hODE, XNODE, YI'IODE, 
* NENN• NOD, VAL ,n:A,ALl, Ti• TM, Ho w,Fo) 

CALL EXlf 
100 n.m~h~T t/:'iOX. 'l'ALORt:S f<E LOS f"ARAMETRUS' •//:!OX, 'NNO = ',13, * ' NEL = '•13•' NCF = •,¡3,• Nl<MI "··,¡:1) 
1 O 1 • f(lHfhH 
10:! FOfdtiH 
10".1 FllHhrlT 

• 

\-///20X, •· NOIJO Mono · COor..·J•-X - - COORlo-Y'/) 
t::OX,1 'ol.io3Xollo' 'o:!F1:!.5) 
(///:!()X • ··¡AH l. A l'l'_ NUI•I.lS NUh!:KI'lllOB f'OI( El.EMf:N fO' ,¡ /, 
:~ox. • t:un 1 ., 3'/l 

104 FO!a\o1f <::ox,H~;) 

10:; ~lli,'Mi'lT 1,'//:!0X,' ClltH•1CJmiEE !1LC FIWNTEI((o' o//:!óX, 'NOl>Ll', * :JXo'W'1lllf('/l 
JOb Fn!li\A'T <:-:ox,· •,¡9,f'10.4l 
101 FUh:M!'Il' U//;,•,O\,'I't::MI''U\!'Il\ll(f'1:1 JN1CHoLE~i f-'(\1{1\ CAll(l NI)IJ(J'/) 
1ofl nmn1n <~:;x,'lEM<'.T3,'>" •,¡--Jó,J:.~l 

[NI> 
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' SU!:tH(JU l 1 IIE El.F 111 ( NNO t NEL, NCF, ti I "! , LCR • NHrtN, DEL T, MOllE, XNODE, YNOI•E, * NF.tltl, I'UJ•,IJ•"-, HOA, t\LI • T l , TI\, H ·ll • FD l 

e ****t"t ** ****** t *******·**l <t:t.tf~ ***>H'**************"'"*.~:' **** ... ****"'"* 
' ' ' C * ESTA SU!<i\11111/f\ CrHITf>OLJt TO!•OS LOS Co~LCUL.OS OUI: !:;~C * 
C * lli:::CESIIMI l'{ll¡f\ l.(l \lill.liCJlli'J Jtt-]_ 1-'klHli.EtiA• Y{l Cif-:A CON- * 
C i< lJUCC[lJN I.•E C!ll..tW f':N E\lT{\ULl PEI(MANEllTf. O TRfiN>:I fUI¡ lO, * 
e * * 
C *U :t' /lk.k.>lt *** f t l< 'i¡..U--*** **U-U-t. i< *** H ** *.l<* f ** * **i< Un'******** U H >1' H H 
' Dl MEIISlflN M0!1!: C'~Oü l , Xtlllli[ (:;o o l , HUJ!ILO ( 200 1 , IJEWI ( 80, :1 1 , Tl'C(l ( :?.;';) * , TU1<2~'il ,(ii..T ¡:;Ol oL:riP<:·~::;,u¡ ,)'li\1-'(~:;,81 ,¡;¡if-'RiYoHI, * ·¡ H!R( 91 oi!OIL( 601 •W•L ( 601 oCNMi.3.3), DtH1 Do3 1, TCMI' i::!00l 

N MF'" tlll 0-t!CF 

' C l.lMPIA LfiS M{dl\ICr:s 

' 

' 

PO 1 I~J,NNO 

IJO 1 J: 1 , tlBt\N 
CMP<I.Jl=O.O 
DMP(l.Jl=O.O 

1 CONl HIUE 

.e Ct\LCULA LI'<S Ml\li:ICE~ DE COEFICit:NTES F"ARA CMJA ELt:MEtHO 
C Y LAS EN51\Ml<Lt. EN LAS MoHRICES Gl.OIJALES 

' 

' 

DO 5 l"'ioNEt. 
CnLL ELt!T (J,XNODE,Y/lO[I¡::,tjf.NNtCNM,I+NM,nELTl 
DO 4 ..1"1•3 
JJ,tJENN(ltJ.l 
!:ID 3 t;.,J,:> 
t\K,NHIN(l,Kl 
LL,JJ 
J:F <L.L.L.T.KKl (iD 1U :! 
t.l.=K!\ 
1\\\,..J..J 
1\1\K'" l\ t-. -t.L + l 

2 CMf·· <l.L ,¡.;K-t.l..+l l =CMP < I.L, Kl\··LI. +1 l +CJ;M ( J, K l 
DMP ( l.L' 1\1\-l.L+l ) "!.<Mi" ( LL, Jo,K-·U. +1 l+1Jr1M (..J ol\) 

~' CONTlNUE 
4 CONTINII~C 

::; CON11UUE 

C REDUCE U\ MATRIZ G\.OflAL 

' K"O 
\JO 6 I=t.NNO 
lF <t!OliE<I>.NE.Ol GO TO 6 
K=K+l 
t.-~o 

.J..J,NNll-1 + 1 
IF (J..J,QT.tHl(\N) .I.I,·•N!li\N 
DO ::. .1" 1 , .J.J 
lF ttlüllf.(rtJ-U.NE,Ol tJO TU~¡ 



l. el_l-1 
CI1!·H (K, U "C:hf-' ( I , J l 

:1 CONTHI\IE 
t, r~on r wur: 

C llilANGLJIJ,Hf'LI>. Lli Mflllil7. liEl.IIICll.rli 
e 

e 

e 

e 

CliLl. rHli<AN <NMf'•Nl<ñN,t.:MH;:) 

1•0 16 M""loNil 
110 7' l"'l•IINO 
TEIH ll~O .O 

1 CfHHIHUE 

< 110 

C CALCULA EL VECTOR DE TEMPERI\TURA TRANSITORIA 
e 

e 

110 10 ¡.-.1 >tiNO 
J,I"I·INO-I+l 

no o J"t •. u 
1 EIHJ+l-1 l-- J'EN< J+I-·l HCMf·' ( 1, .ll*lEñ<! 1 

B cmrnNLH' 
ll' (l,f.[l,ll GO TO 1.() 
JJ-::t!HAN 
lF (JJ,GT.ll JJ=l 
llfl 9 .1"2•JJ 
Tl:N< I-Jt1 l"'- fEIH 1-•. 1 ~1 l-H1MI'( 1-J-l loJl*TEA< l 1 

') CDrlr!NUE 
lO CUNTlNUl: 

C ItHRO[lUCE LAS CONDICIONES DE FRONTERA [lE JllRlCHLET 
e 

e 

DO 13 ll=l,NCF 
l=NOD ( I l 
.JJ"NND-I+l 
IF (JJ,Gl.Nl<Atl> JJ~NIHlN 

IF <Mot<LUH-i),MfC,(Ol <iU TD 11 
l'E~I 1 ~11-l-1 l ---1 Ui ( Jtl··l l-t:Mf'( l, Jl *Vr.L< I! 1 

11 CflNTINlJE 
J.I~NBAN 

lf' <J.J,GT-11 J.l-"! 
rro 12 J'-'loJJ 
IF IMO!lEO-J!-1) .NE.O) GO '!O 1:~ 

TE~J ( I-J+l l~TEN( l-.J+l) -CliP( 1-JH, Jl*VflL( 1 l l 
12 CIJUTINlJ[ 

lEN(Il.,.VflL<Il) 
13 CON TI NUE 

C llEUUCE EL ~·f.CTOR GLOl<flL \lE TEHF'EilfllURflS 
e 

1\=0 
llfl 14 l=loNNO 

" 



e 

IF {!".O!•I:(ll.HE:.Ol GO 10 14 
t:.,.K+ 1 
TENf> (K l "Tr:t! ( 1 l 

1~ CllN!INUlC 

C f(<:éiiJELVE El. SISf<-!1A m: ECi.lf\ClONES 
e 

CAl.L RESOL V ( NM~·, NDtlN, CM~'R, TENR l 
e 
C ENZr.MBLA EL VECTOR DE TEHPERI"\TURAS RESULTANTE 

·e 

e 

L"'O 
llO 15 1"1.,/INO 
IF CMOJ•ECU.NE,Ol 130 TO 15 
L'-l.+t 
HJ\ c r l " r r.tm n_ > 

l~i C0ti1INUE 
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C ESCf~IBE L(IS TEMPERATURAS PARA EL !NGREMENlO trt: TlEMf'O 
e 

TIM=I•ELT*M 
¡.)RilE Cbd00) TIM 
WRllE <6•~00) CI,fEACIJol=I•NNOl 

e 
C CALCULo\ Lf\S LINEAS DE lEMPER(IlURA CONSTf\NTE 
e 

CALL l.lCOH <TEA•NEL,LCR,XNODErYNODE,NENNoALI) 
e 
C CALCULñ l..f• SOLUCIUN f,NM.I flCA E-:1·1 EL CASO liE U\ PI.ACI'1 

CALL TEMP!:R C NNO, XNOl!E, YNUDE, NENN, T 1, TM • H, W, FO, TEMC·, T! M l 
e 
C CI'\LCULA LltiEAS UE TEHPERA'TURo\ CONSTANTE Pf\RA LA SOLUCJOI1 
C ANALITICt'l, 
e 

CALL l.JCOR < TEMP, NEL, LCR, XNODE, YNOitE, tlENtl, ALl) 
e 
C CfiLCULf"1 EL ERHOR ENTI;E I.A SIJLUC!ON ANALITICA Y 
C mi i:LEMENTOS I0 H!I TOS 
e 

e 

CALL El,-f<OR (~ii'WoM(ll•E•H~AoTEHPJ 

1f. CONT INIJE 
f{l:iUh'tl 

100 FURht"'T U//~OX, 'VALOI\ES DE LAS iEHf>ERo~TlHMS PIIHA' ,¡¡, * "lOX• 'TIEMPO '"' "•t:lB.l~/) 
::!00 tOHhl'll' (:!::JXo"TEM{',J3•') = 'oEIB.l:!) 

SUL<r>DUT J tlE ELt\ T <N o XtHJlll:, YNOloE, NENN, CNM, l•:>IH, nlCI. T) 

" 

e *******"'********'***** ~***************~ .ttlt. •***** *** ***~*"* *** * * *"*"' 
e ' ' f: >1< ESTA é;LJL<f,U1HI11 ~ftl.l.:lll.l'! l.M; tltnlnCfCS \'!te 1:0\-:rTClUITCS t 
C >1< l•E TfMr>ERAllll~l\ f."EIItii•Nfc'NH: Y -¡ f<AI~Sl 'IURlr•, PM·:A Cfd 1f'l * 
C >1< lii.EhENIU. * 
e * * C tt>i<l >i<>i<U-U t.H't-U'.>i<t U't-*U· **** *"****** t tt;t" U >i<t:tt.f>i<>i< t *******.l'l"* ***l t 11 

1 



e 

e 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
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]o llilOI-!S! m¡ XUOI•E C:.!OO l, YNODE 1 ~O<> l , NENN C 80 d l , CNM < 3, 3 l , fiN!'\ C 3, 3 l * ,X(:.;¡,y(3l•B<3J,CCJJ 
1•0 J L"1o3 
I"IIICtHHNol.l 
XCl_),,Xr!Ollf.( [) 
Ycl_¡,-vmJJlf.tl 1 

1 ClJd 1 TIWE 
n~~xc~J*Y13l-XCJl*YC:!JIXC3J*Ylll-XIll*Yl3llXlll*Y\~l-Xl2ltYCI l 
n~r.~12. 

t<< J l""U c21 -r c:n 11r.2 
I•l<~l"U(JJ'-YC 1) l/1'1::! 
]1(~)'''-~(l)-]1(';:!) 
ce 1 ;eeczc:•;-xc:•.l l/!'\2 
(; ( :! l '· 1 Y.C\ )-XC 1) )/(1:! 
C C:',i=-CC 1 l-CC :! ) 
J<(l :! loo! o J 
z.,C BC I l.flll 1 HCC 1 l"fCI f l l *DEL T*fl 
Ctlt\1 J, I J=r,/;~. +Z 
1111!1 e r , r > =r.JJ. -z 

·. 

::! C•.ill i'HIUE 
[1{) 4 l=lt2 
110 :1 ,I,IH,:I 
z, .. ,(H(l¡*'J<I.I) lt:C 1 l:!<CCJil*l'EI 1:+'(\ 
CNMCl ,,JJ,,Vt,.-lZ 
ILNM ( 1, J l =f\/6. -z 

3 CONTINUE 
·- ·4 -COliTliiUE

RE !Ufnl 

EtiP 
' • • 

. 
' 

SIJlli<Olll' HIE El~l;ill•: 1 NNO, t1fll<E ol Ef1,TEi1Pl ~ 

*-**~*-*-"*'****"''f#t>l't*************«****"'****lt*·*******'l<*****~***''*~"!{./f** ' * : * * ESTt~ SU!'<Ii\HHII't Cf'li.CUL.('l EL E~:ROR Rf'ltZ .MEntO Cllf'li<f(l'tT!Cll * * OUE EXt!:ITE f.NTR<: LA SULUCION AHALI 1 IL'I't Y LA DE * 
*' ELEMEHIUS FitllTOS. / * 
' ' ******H********************************-1<**********"***'-"'**;r***-**** 
D) til'NS l 1'111 ll::o, ( :!Oil) , f[I·W ( :!00) , M(J)_<[ C20()) 

F.t-mc--,•. 
ERhCk-<0, 
!J() 1 Jo-l,utlO 
IF <MOllEnl.tlE.CJl <>OTO 1 
L~L-H 

t:I;/IC-'l-:J·,:MCt ( 1 El'l ( t ) - TEM!· ( 1 ) )1:1'2. 

' 

f:ralCii~EJa!CH t- l nE,~ l I l ··Tl:MP ( 1 l l ll'EMP ( I l l :f*2. 
1 CUNTlNUI: 

'00 

' 

El-il1<>·->~m<T < rclmr;;¡_ l 
EW\Cii"~;Oii r i 1 J.:MI':Ii 1 1.. l t.1 (¡ () , 
WlilH: (i,,l00) EliliC,IOiiMI;f¡ 

FUf,'tiAI l/~ílX,"EIIIWR RAJZ MEnlfl CIJi1DRATlCU,. 'tEHI,t:!•//:~ox, 
"[1-ilWii !UoiZ hE!IlO CUt'"lhi.:AriC!l r<E.Lt'"llJ<JO • • ,Elfl. 1~, • ;,•) 

EN lo 



' " 
" e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

' 

113 . .1 o 1 

SlJiif~OUTl NE L ICIIR ( GH ¡ , 1-IEL, L(;k, XNUI!l'.., 'IN(JL!E, NENN, AL T l 

11''1' ~ h ****"'*****f **************************>~'*****************"'**.!-"'** . ' t ESH\ HlllJfdll!Nr'l r.!\I.CliU\ l.Ji·JE'r"1" !OF HCMt·¡:¡,·(lTU[;:,~ t:UI~SlANTIO t 
Jt. POR ML·:niU llE frJTlCfWIJl_ACltl~l Ll~J[(lL l,I[NTf\0 llf. l:(lloA t 
t ELEMDIJQ, t 

' ' ***--1<**********""******************''************-"*****lf******'~'****** 
DI 1'\EtiSI ON XNOHE 1 :!00 l , Yl-lODE t:!OO l , NCtHH 80, 3 l , GH I 1 ::!00 l , (lLl{ 50 l 

!1. ,xLlrH70),yt_¡N<70l 
[)0 13 11=1 ,Ll:f( 
N"'O• 
no 9 r·"1oNl::l. 
"iciKWHI,Jl 
"'"tiEtiNI!,::!l 
L"'IIENIH1,3l 
lF <tan IJ 1 .EO .(oLI IHl .OR.GHI IKl .Eo. 1\LI <Ml ,Q!{, 

t GHliU.EO,tll.riMll GU TO 6 
Il' IGHI (J) .GT. 1"\LI í Ml .M!D. GHl <Kl .1.1, ALI i Ml, Q¡;•, 

t GHI(.)l,l.l.o"ll.lttO,(ll<!l,GHJitO.GT.ALlCNll üO 1'0 1 
GO ro 2 

1 N"-Ntl, 
Fr.t:l =<GHJ ( J )-AU <M l l/CGI-H ( .1 l -GHl ( 10 l 
XU ti< rl) ,oXtiOI'IfC ( .1 l- ( XNill'II-C < .1) -XNOI,fO (K l l li<FA\,;1' 
YL.ItlCN)gYNODE(Jl-(YNtJD~(JJ-YNOllE(Kll*~ACf 

"> H' <GHt (J) ,01 ,1\LI<Iil ,f\tiD,GHlCI.) .t.T ,fiLI<Ml .OR, * GHl(JJ.l.T,I\l.IIHl.AND,GHI(LJ,GT.ALIIMll GO TO 3 
GOTO'I . 

3 N"NI-1, 
FACT~<GHI 1 Jl-ALI IHl l IIGHI 1 Jl-GHI ( Ll l 
XLI N (N l =Xt!OHI: < .1 l- 1 XNODE ( J l -XflOI!fi ( L l ) "t:FACT 
YL Ill <N l •'YN011E < .J l- < YNOfiF. < J l- YNOV~: (l.) ) #f' ACT 

4 lF (liHI lt-.l ,GJ .(1Ll<Ml ,rii·!D,Ii"HI<L l .L T, (\(_I(MJ ,Uf.:, 

* GHIC!\),L.l.ril.ICHJ,At!lJ,GHt<Ll,Gf.fll.l<Mll GO fO::; 
GO TO 9 

5 N"lHi. 
F Af.T •' ( GHI 1 K l -A\.1 ( H l l / ( Gllt 1 K l -Gil l { L l l 
XL HH N l =)(NOI>EI t.; l- (X N O[> E 1 K l -XNO!l( ( L) ) *FACT 
'l'L 1 tl <N l ='YNOl>EI 1\ l- 1 Yt!ODE <K l -YNODE 1 L) l .t"FACT 
GU TO 9 

6 IF IGIH<JJ,NE.r\Ll(lill GO TU 7 
N~Utl, 

)(Ll N 1 N J "·'Xfil.ll>l: 1 .1) 
YL 1 N< N l ~ YN(J]>[ 1 .J l 

7 IF IGHIIIO,N~~.Al.liHlJ Gil Tll 8 
N~~Hl, 

XLltll N l =XNODF. 1 1\l 
Y L. IN 1 N l "'YNOl>E 1 1() 

fl IF IGH!<LJ.NE.fll.I(Mll GO 10 9 
i'l'"~Hl, 

XL lN 1 N) "'-NO!\fC 1 l.) 

Y l. 1 U (ti) "\'N(ll>t: <l. l 
9 CONl'lNUEC 



e 

'11n 11"(1\rlU(il (¡l.[(Ml 
Ml1·"rr-1. 
l. l. o. U 
Jl[l 1:! Il,.l,HM 
t<J("l H t. 
[I(J 11 .JJ~t-;t;tl! 

f' 1 1 -Y.L.HI< 1 1 l··Y.LHI< J.J) 
'\ li'"'(LlN( J 1 )··Yi.[ri(J.Il 

114 '" 

IF <M•~>o•J 1 > .r:1 .o,oooooooot.OJ(,f\J•:><T!Pl .r.n .o.oooooooot> lll'l ·¡o 1o 
l.I .. "U.-1, 
xu 11 ( JJ) ='1 000()0. o 
YL 1 N { J.l l "Ll.UOOOOO, O 

10 lF <XLlN(1J),Lf..XLINUJ)) GO TO 11 
S"XI.IN(lll 

·T,YI_HHlil 
XL 11-1< I l l..,XLHI < ,1.1 l 
YL.J 11( JI >• .. YI. .. J 11 < .1.1) 
XI.! 1! ( .J.Il -i-i 
Yl.IN<JJ)=T 

11 CONTINlJE 
1:! CmlfiNUE 

~IRI lE<6•10U ( I tXLHI< 1 l, YLIN<l), I=l ,LL) 
13 COtiTINUE 

f.:ElliRN 
100 F'IJI.;I1,\T (//t:l:!X• '!'UNTOS EU LOS OUE LA TEMI··¡CR(ITlJRñ' •//36Xo * ' ES O..:t\NSTf\N'\1'0 l'l\f(():•,;;4~.JX,•H:M ,•,¡·¡1),4, 

>1: //~3X,'PLIN10 CUlii<D-X ¡;QI'lf:W-Y'/l 
101 l'OI<IO,H <31Xol3o:!Xd'1~i.8t' '•Flél,8l 

ENI• 

Slll<ROUl INE TiESOLV (N, NBAH, A, B) 

e * * ''* **"* "'********* * * **·' * '1'** * * **** * * ******"' t * * * ** * *** ** ** * *** * * * *** * 
e ' ' C >1< ESIA Slll<IWI JNri RE"f11J!Ol.VF. l!rl iiJSTEMA loE ECUACIONES >1< 

<: * lRlriNI·:IIIJd':IUoliO•i'llil MEI'Illl tol': SliSlllUt.:lilN (;AliSSI('otU\ * 
t :te HACIA (,tofOl.MHFc Y 111\Clfo r•lt¡f\5, * 
e ' ' 
r: ********"**********~'***~·*******************'~'********"'·******"****** 
' DJMENSIDH AIH?,87l,I<I07J 

DO :~o l"':!•N 
StHt--:f!(lJ 
J\ 1-.: -" l -HIJI\N + 1 
H" \Kh.U:.OJ 1\K=l 
no t<l h-'1>1\·l-J 
Sllh -~:Utl-,, ti\ • 111- 1\ l *<' ( 1\ l 

10 Cll~HINUL: 
lll f l=SUh 

20 CUN I"INUE 
lHI ::o t.=1,N 
T•·N-Lll 
Stlll"'\l( 1 l/A( 1,1 l 

K~>J'+l 
ll,-lHltlo~N-1 

lF lli.GT .NJ li=N 



e 

e 
e 

' c. 
1; 
e 
e 
e 
e 

e 

e 
e 
e 

' e 
e 
e , e 

o o 
<O 
50 

H' (i,"l·;,l;r.tiJ uo ro qo 
IW .~0 1\"l-.K.li 
SIJMooslJM·-('1 ( l• K·- I-11 J U)( K) 
COIHWUE 
!J < l ) ."StlM 
COJII ltiUE 
Rr::rurw 
E NI! 
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Sllf<I'Wl!'f li~E TEHF''fCI< ( NNO·, XNOfJE, YNUDE, NENN, ·¡ 1 , TH, H, W, FO • ·¡ t]1f-', ll M) 

****Wtk~t*********~****tfkkt*'*********************************t*t . ' 
k ESTA StJIJidJT:rfl<'l l.)l)TH.HE l.A SOUICtOI·I ANAI.ITl\,A POR * 
t MLClL!O [lf.: ~;El<! E l<F. FlillfnF.k SENfllD(,I.,, PARf< F.l. F·ROBLCMA t * DE CotHLUCCI(IN I•E C('lLOH• ~:N EGlAOO l'i::f<MiiNENTI: Y 1'-* TRANSil'Dr<lllt EN UNA f•LI'ICA RECli\NI>lJl.Ak. * 
' ' *u tn.u:.t· **"'-:t t *.u u*****"'************************ ************:t' t * * * 
DIMf-:1-ISION XNDI!E < 2001 , Y NO DE ( 200) o NENN (!JO • 3 J r TEHP ( 200 J , lT < 200 l 
p I•<>, 14159~'654 
1•0 3 I"lofltiO 
KON,··l 
GliR•o.o 
[10 J .J-~t,tOOO 

Kotl.,··ttr>ON 
Tlfi"J)f.K[IN/ ( H*H/IUWtJ*-J) *-S l N ( J*-P I *YIIO)It: 1 I ) /H * l :I<EXP {- 1 1 , /W/W t-J>I' .1/H/fl l 'l<f-"UP! i<FO H 1M l 
Gf\ R" Cl\f\ H 1 f\ 
IF (ABSITIAl·LT.l.E-451 GO TO 2 

l L:ON T l ~IUE 
.., lltil"'J 

1 E MI·( I i "TM:t:S Hl l I'H XNOI+t: ( 1 l /W l * l SlNH l P l*YNODF. l ll /W l 
* /SI ~!H l PI :t:H/W l -2, 1 P 1 *lillfl l +T 1 

:-1 CCIN'!JNIIE 

LIRilE (6,2001 llTlll•l',lEMf'lll•l·:l,NNO) 
RF.l\11\N 

100 FCIWit\f (J//20X•'llJi'l"O\H<IJI;lON [lE n:t-if·Ef((dUI\1\S 101-1 LA f•LAU\'//l 
:~00 FOI\MAf l21X,'ilER ='d4,2X•'TEI1l'•l:l,')" '•EI8,12l 

EN!• 

SllilROUTlNE TRIBAN <N•NI<AN•A) 

t$$tit.:t*-).U:*************-"**************"'************************** . ' 
f EST<) Sll!<R\ITJNt\ Tlilt\N(i\JLt\1\!Zt\ Utl•' Mt\IHIZ SIMETRICA * 
' • 
' 

f'tll~ E-:L IHCTOioO toE (.i,,u:;s-CROUT• tíUI<lFlCt\!IQ h'lRA 
Mt\fklCE-:,; !<MWICI\IJI\S, ' ' ' ******1<t:t::t*****·******-*t*************'**************-************'*~"'* 

l\ltlEHSlON 1\(~::;o,:~c;ol 

DO ~.o 1•·1•N 
IP=-N-1+1 
IF (H[<ó1tL L T, !P) IJ..-,H!tAN 



110 ~'.i .J·l,JP 
1::1.111--(,(I·,.Jl 

1\1. •l 1 J-N!IMI 
lF ll~t·:,Lf.,Ol 1<1\,•1 
Jlc-J-1 
n· q;¡.;, t;T , J l) GO 1'0 20 
[10 1 ¡,¡; .. ~:¡;. ll 
GIJM .. };IIM-f\ n:, 1 ) H1 (K, I+ 1-Kl*A( 1{, 1 +J-tO 

¡() r:fJflllll\11: 
;~o JF t.t.rn.t> ton ro 30-

r. 1 J , .J l eo!>UM /PAr~ {• 
GO nJ ~() 

30 F'f,!,"f¡"SIJM 
If' (!\fl!'.tSUM>.tt:.o.ooooooOt> Bo ru 6o 
(,(I,.Il..-SUM 

~o cor<r HWE 
:lO CONTJi<lJE 

r~f.Tl!Htl 

60 W~IlE (6•1001 I,J,PARA 
SHJP 

'" 116 

100 FOI(:j,~T llOX•'Lt"l MAl'fnZ SE f\(ICE SINGUL!'<R'//lOXo 'EN EL ELEMENTO'• * ' A(',¡J,•,•,IJ,'l •',Ft;,.12l 
Elll! 

' 
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1 o ~ 

e *" k-<'-"';t******"-*** **********t*****"**"'""-***********•*'~* **"**** n:t:t t-~* 
e ****""* .. ***--+'***************:~<******-"·-*·******* ~*********** ******* **-l'"f* 
e ** ~* 
C ** Hf'lRC-FLUPOT ** 
(; ** ** 
C ** ESTE f'Rtlm~Mlf'l RE:SUEL 1lE PROBLErlf'lS. DE FLUJO POl[NClf'lL ** 
C ** BHIIHEN!;lnt!AL• FCN EC;'JAI10 PEEMMlENTE• CON FLU,JO >i<t 
C ** CUM~'RESI!ll.E U ll<r.OMI'FII::m BU:C, ~·o¡;.,· EL METOIIO !.lE: ** 
C ** ELt.MENTWi f'lNlTfl~, ** 
··: ** ** 
1; ** Rr.::ALIZAlll.l f'lll-(: f.f(NICST[I MARTIN !1~CL C()MPO V. ** 
e ** r.Hr<rL 190~.> ** 
t: ** ** C tt:t 11-lt:U:***'************************************* **************-"--':ltS 
e ********-"*******u• *****M***********-*********'******************* e 
e **'~''~<*"****H*"***********************-********"****************·***;r 
e ' * e * tDAlOS IIE ENTRADAt * 
e * * C f NES =O SI SE OUIERC REVISAR LOS DATOS * 
C :t ,.1 SI NO SE OllltRE RE'JIS,~R LOS \L,HOS * 
e f NNO = NUMERCI H1Tf11. DE NODOS t 
C * ~lf.L = NUMf:fm 11.1 J'r'\L J'IEC ELEMENTOS :t. 
G * NCVN "' NliMEfi'l.l m:: NDl'•OS CON CUNDICION m:: * 
e * FHONn;Rfl I'L~C NEUHANN * 
e 

" . r: 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

.e 
e 

* * * * • • 
* * * * • • 
' • • 
' * • • • • 
' 

tiCFD "' 

NEYN = 

LCR = 
~lBAU = 
AMAC " 
B , 
IM,'I.X = 
EPf.: = 

NEtlN = 
Nono 
XNCiliCI = 
YNO!'IO "" 
NCil•[ = 

Vl:L.X = 
vu. y = 
ANUlO ,., 

tlllmCIW l'IE Nlll.IOS CON t:mmiCiotl !'lE 
l''I'~IINIERr. DE 1.11RICHLEl 
NIIW;:RQ DE FCI.EMNTOS DE FRONTERA DE 
CfltiTJICION.J.I[ FRONTE:F:r'\ !1!:: NF:UMMIN 
NUMERO l•E tl!l!illS OUE EóiTAN EN Lf\5 
ESilUfNflS l<E LOS TRI(li-IGULOS 
rwm::r>o l•E LINEAS EOUH·OTENCIALES 
ANCHO DE BANlJA DE L(; liATRIZ GLOBAL 
NUMERO m: MACH ALEJADO DEL CUERPO 
FflCTOR ISOENTROPICO 
/iAXI/iO tiUMEI.:O DE ITERI\CimiES ~·f:RMTTI!lAS 
lir.XIMO ERROfi PERMlTII<O EN LA I•IFERENCIA 
m: UNr. JTEI(ilClON f'l OTRA 
DlSTf(!!lliCIUN lll·: NOHUS l::N CADA t:Lt::MF.NTO 
NLICi(f\0 l•r-: tllJIJ[¡ EN E~QUHJI\ 

CO(IRII!CI!Al'lli X 11C: LOS thlDIJS fON E':nUtriA 
CIJlll,l<E:fhiliA Y !'llC Lm: HII!'IDS l:N EfillUlNt. 
Nl!M¡:¡·w l!E fiii!JO CON CUNLrlClON !JE 
FIWNfFCRfl l•l'. I•EI!MANN 
VEI.flelJI(]ll FN l.A DIRECGION X 
VELllellH\11 EN l.A liiRE:CCION Y.
C(lMI-'UNENIE m: LA NORrlflL EN X 

*- ---AN0f<2 ·"'- - ó.OMF"ONENTF. \IF LA· NO¡.: MAL EN Y 
f NUIJ = NlJiiERO l•C NOliO CON COr--!DlCION ¡o¡:: 

' ' ' • 
' ' ' • 
' * ,, 
* ,, 

i>i'

* ' ' * '* ,, ,, 
' * ' C * Ff~ONlERo"' DI: fotRICHLET * 

C * MODO :1 INf<JCf'l!IUR !<E NOf•O !lE FROtnOi:f'l *-
C * Vo1L = r:UN!llCtON !•E fRONTER(o DE DIRlCHI.I::'f * 
C * ALC " Vr.LOR l<E LA5 LINEAS EUUIPOTENGI.o'1LES * 
e * * e ******h ********'u ***-"*************ll'*"*** *~u-** *''*ll'* * * * ****ll'-+' u-* u-

' 



' 

e 

niHENSlotl 

• 
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tlE~HH::!~Oot,) tXNat•Ec:!::;O¡ ,Yt!Ol<EC2:;0¡ oHOI"IE( ~~Ol oNOllO( 1001, 
Xt1nl<O< 100) , YN!ir<ll ( lOO l, NUlo¡; ( 150 l • VELX < 1 :;o l , ~'EL y.; t::;O l • 

• • 
MIDR1 C50l, ANOW,~(~O 1 ,Nflú( :;o¡ ,¡jO[¡Q(:;Ql oWlL< :jQ) o XL <61, YL (6 l, 
AI.1C6loAL2C6loAI .. J(6),()lC(75l 

C I,!ClC lOS r·roHili~FlRUS l<IO'I. Pfdli>I~AMA 

e 

' ' ' 
' e 
e 

' ' ' 
' ' ' 
' e 
e 

' ' ' 

' 

HICtolo C 5, 1) Nt<O, NEL, OICFN, NCf'!'o, tHJ'N, NNE, LCh', Ní<AN 
fCI~Alo (5,/l AMAC,Boli1AXoEFtR 

ti:E LA DlSTRIBUCION DE NODOS EN CADA ELEMENlO 

W:folo C~i,/l CWENNCioJlo.J"l•6loi=1•NELl 

LEIC l.(IS C:OORDENADflS DE LOS NODUS EN ESC1UlNA 

WCM.• (5,() OlODIJClloXN(ILIOClloYNOl10(llol~1;NNEl 
IF CNCFN,LF ,Ql GO \0 J 

UCE LAS COIHoiCIONt::S l.IE Ff,OO!TERA DE NEUMANN 

REMi C5ol) WOllf.(l),Vf:l.XCiloVELYtilo!"l•NCFNl 
REMI (~,/) <f•tWRl!I),MIOR:?ti)tlo'l•NF.FNJ 

l.EF. LAS CONDICIONES !!C FROUTER(l DE DIRICHLET 

flf.Aio t~./J ltiOD!Il•Mot•OtlltVALtl),l=l•NCFDJ 

LEE LOS V(lLOf;ES DE LAS UNf.AS [(lUIPOTENCIALES 

h'ICI'll! ¡:_;,¡¡ (¡,¡_CtTltl'-"'1tLCRl 

DO';! 1=1tNNE 
KcNODOill 
XIIOliEII0-'XNOfJ0( I) 

YtiOfoEiK>=YNODOII) 
2 COIHINIIE 

11[1 4 l"'i•NEL 
]'o(l 3 J•l d 
¡.; .. NF:NtJil.J) 
XI. i ,1) ~XN!IDE' h: J 
\'1. 1 .1) ·"YNtlllE i ¡-;) 

~~ Cili<lll!liF. • 
XU 4 l "<XLI 1 l tXL( ;~ l >J:!, 
XI. (~¡¡o.(XLI:'J ~XL ( .)) ) /:!. 
XI.C6l = ( XU 1 l l-XU:l l l 1:~, 
Yl.(4J=lYLI11tYL(;!J)/;!, 
y l.(~)"'( YL C:') tYL(:.; l l ;;! , 
Yl. < 6 l = ( YL< 1 J tYL t:'l l l t:!. 
\1() ~ J=·\·6 
K"li(Ntl(l,Jl 

• 



XNO\oC < 1~ i "'Y.L < .J) 
YI'IU!IE ( 1<! ·~Y\.( J l 

4 CONTHIUE 
]1(1 ~ 1=1 o NNO 

MUroE<IJ~O.O 

:i CONTitlUE 
PO 6 I.,ltl'lCrD 
K"'NOD<Il 
!ini•E < li: l "'MODO< I l 

6 CGNT !HUE 
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C ASH>tli\ l_OS VALOREOS U( LflS r:DORPEN(\IIAS DE ARE!'< 

' 

1'10 7 T=lo6 
All<l>"o.o 
AL2(Il=Q,O 

"/ CONTINUE 
ALl<ll:.t, 
r.Lt(4l=-0,5 
ALt<6l=O,:'; 
flL2<:!l=l, 
AL2<~l=0,3 

AL2(;D=Q,5 
!10 8 J=b6 
AL3< r l~t ,-AL1 < I l-liL:!< Il 

8 CONTINUE 
IF <NES.EO.ll GO TO 9 

C ESCRli<E LOS [<I<TOS !•EL PROGRAMA 

' 

' 

WRITE<6>100l AHACoiJ•IH;,X,ERR 
\JRITE < 6, 101 l NNO, Nl:L·o NCFN, NCFD, NEFN, NNE 
WRITE <6•102) (Io(flENN<I,Jl•J"'lo6loi•·'l•NELl 
WRlTE <6d03l 
WR!TE (é, 104) (J >M[il'f: (I) • XWJLIE( l) t YNOD~: ( I l • 1"1 'NNOl 

WRITE <6•105> 
WRlfE (6o106l (f!f)Jl[(ll•VELX<lloVELY<Il,l"'t,NCf'Nl 
WRI!t <6.JOll 
IJRJTE (6,1081 (l•MIOk1<1loMlOR2<Il•l"1•NEf'Nl 
WfOiE- <6rlOY>-- • - -- ··- •· 
WRITE (6•110> tN0])(1), 1JtlL{l),J:t,NCFI.I) 

C LLf\tíA A Ll"\ SUI\RUiJNA Ml"\f.STRI"\ 

' '1 CI"\LL ELF 1 N ( NNU, IHCL, fi[TN, NCF'IJ • NEFN, fti"H\C, B, IMflX, ER!<, NEutl t MODE, 

• • 1.:1'\U. EX11 

XNO nr: , Y iJ Ol<E , NO!' r: , 'JEt. X , V D. Y , (\ tW¡,· 1 • 1"-li-IOR:> , N OIJ , 1Htl. , 
flL 1 , .~1..:~, 1"\Lj, LCR, ALC, N E< MI) 

'" 

100 FflRMI"\1 (,"/CiXt'miMFfW ltl:O t\1"\CH ""'tF8.:¡,//5X•'FI"\CTOR ISOEti(I((IF"lC:U =·, * FC.~o/.'5."\o 't!UMEKO MAXlMO UE Ilf:RACIONES =',14,//:;x, 

' 101 FOflMf'IT 

• 
' ' 

't\AXIMO EI\Kllf-1 f-"CRMIIIliO ='•F'/.6) 
(////:;x, 'NIJI-\F.IW TOTf'IL ItE t!OitOS ,-,• ol1,//,iX•'NUMF.Rll '• 

'DE ELI':MEUfOS ~',I4,//5X,'NlJM!:fm DE COtll<lCiotH.:S ltE' 
'!lE nmNifh:n ItE Ioiio:lCHLET <>',14,//;,x,'NUMUill N: '• 
'ELEMI-:IlTU\0 CUU Cot!D I CION m: f "1>0111 Ef(('l l1E HEl1111'1U "' • 



e 

' ' ' to:~ l"rll·l1!•r 
1 OJ FOFI\Io 1' 

' 104 FOIIMI,T 
10~ ru¡;rH, 1 

' 106 rlH<I\1.1 
101 Fm,·.;¡, r 

' 100 rm;·riloT 
109 r-uni11· T 

* 110 FORI1t'oT 
111 FOf;¡.<J¡f 

* ' 112 FCmMr.r 
ENJt 

120 
14o//~iX•'NUMEWI t•E W1l<üS EN (Srllllilfo "'ol1,////15X• 
'B!STIUI<ICJON HE NODOS ("ti Ci\!\(1 I:::LLilEIHO' •1120X• 
•r:Ltll' 1 :• ~ 4 :_; 6',//) 

(;!OX,7I~I 

(¡¡;¡;~u;:,•Crltli;J•LIIA!I!\,; l'.IE LOD NOT!OS'•//:!OX• 
• Nil!lll MODO ¡;(lll[{ll-X t:flUI\D-Y' o//1 

( :!OY., ;~ 1 ~-;, :!F 1 O,:;) 
( 111 /:!.01., ''J!\l.ORC> OE Lfl~ '.'EL.OC l Jl(\J)t-~S 
'LOO NUIIO:j n\0 FliiiiHF.rUo' ,¡/:!:~X,' NOllO 
< :~2X, f~', :~1'10. :; ) 

Etl' o/24X, 
VEI.-X >)EL-Y • 1 //) 

<11/I:!OX, 'V(oi.Ufil'.~.; J.IE:' t.M; lltilii1(1LF.S FN 1.115' •/:~·1X• 'ELE', 
'MEI-1101:> IJE Ff<lltlliORI'l"o//:~·¿x,• CLM1 IIORMAL-·1 ~ILJf<:MI\L-:!'1/) 

1 C!:!x, 15, :!F 1 o. e·;) 
( 111 /:.!01., ''Jñl.ÜI~F.,; lOIO t_n;; I:IH•l!OICI'ilCIES tot•, J:,~X, 

'fl-'ot!IERA L<t l'li<ICHU0f',J/26Xo' ~!UIJO ~·AL.Ok"//) 

t26X.r~.!'t0.5l 
( /1/1 ::>OX, "'}1\L URES toE LAS COORI<ENAtoAS DE AREA' , /28X, 
·~;N Cñlii\ f.LEMEtlTD' o//2~X•' OIODO L1 L2' • 
' L3'•//) 

(:O:! X, 1~, ~lF8, ~J) 

SUBROUT INE ELF IN ( NNO, N El., NCFtl, NCFDo NEFN, AM.~C • B • J MAX, ERR, N!::liN, MODE * , XNODF., YNODE, NODE, VE L. X, VEL Y, I'INOR1, AN0¡;;2, NOto, <.>r.L, AL 1 , I'IL~ 
*- of1\.3oLCR,ALC•iH'H\Iü 

r; **-*H********H-W*-*i<**t*H*********-*-*-**-*-****-"******-"·*****-*-*-**-"**"*"' 
e * * t: *- t:SfA sunmi'\H!A t:(HifFWlf\ l'OI11Jl1 I..OS Cf\LCUL.ll~.\ nUE SE :1< 

C *- tlECESlTfü•i rr-.I(A Lro SOLiJClUN l<ltL f''ROPLF'M!\•Y!\ SLf1 >t 
C :t. FLUJO COMf-'RESlBLE O INCDtWI(ESIBLE. *-
C *- * 
e *'* ~ * "'****u *'* * ,.* *** *** * ** * * ****** *:r * **\1'-*:t:+::t: t • *:+: ** * ** .t::'i-*-:t: * *-*:t-:r * ***- *-e 

e 

Dlm:NST flN MCJJI[. (::'50) , XNntiE (:!~O) , VIII)! lE ( :050) , ~lEWl ( 2~i0, t. l • PHI ( ;!C;0 J • 

*- 1'11'1P( :•e; o, ::!C:Ol, ((hl·'fUH l UO, J INJ •AMI-'fd·l ( 180 • HIO), PHIRN ( 180 l, * PHlfnl HlO) .r:UM1 :~SOl .COMI'(( Jl:lül ,NIJIJ(C",()) •Vf\I.(:JOJ >NOI•E< 1~J()¡ • 
*- VELX( 1o;Ol •'-'El.YI LCJO) of'INUf( l (50) ,ANilf(;!( ~J(J) >llNM < ¿, 6l ,f"p ( !, l, * I'IL1 ( 6l, r,\.:;(6 1 ,t1L3 (6), C'HII~(,( HlOl, f'Hl <6), XI.J N< 200 l, Yt.IIH 200) 
:t: •ALC<75) 
Nt·IF'~NND-NCFll 

DO l l"UtNriO 
F'HICJ)-0,0 
D(l 1 .1"'1 ,/HJAN 
MIP' r. _ _])-o. o 
AMf·f:t--H 1 • ,J) =O, O 

1 C!JIIllNUE 

¡; C:f11.1.'11Lf\ Lo1S ~1nli'<IC:t::'\ JIC C0!:f'ICli:NTEG.PARr1 CMI{( F.LEI'iF.:tiTO 
C Y L1lS EN!>o~Ml<Lr1 C!J l.{( hr11RlZ ULUJ<(\l. 
e 

110 ~; l"'l,N(L 
CAí.!. I.:LHJ < T, X~IOl•~, YNOI<E, NENN • MIM l 



' 

e 

DO t, J"'1'6 
.J.I •l!f:.lltl ( I • J l 
DO 3 K,,J,6 
V:K-<IIC~tlii(J,K) 

LL=.!J 
-IF <Ll .• t.r.KIO r;O TO 2 
LL"'kK 
K~"-U 

..., AMI' (U • .t<K-LL H l =AHP ( LL, Kt;-LL + ll tM!M (Jo K) 

.> COIIfHIUE: 
4 COIIfrtHJE 
5 COI!liN\Il: 

lF <NCTU,LE.Ol GO TO 1 

C cr,l.CI.II.f• CL VEClOR DE fLUJO SI EXlSH: 
e 

LL"l 
I•O 7 l=l•I1Eftl 

121 

Cl•l.l_ fiEliMMI ( l, LL, XNfll•E, YNllT.IE, V~:I.X, VEL Y, f\NOR1 , ANOI<~, FN l 
J.Je.LL 

e 

DO 6 .l=1o3 
KKr.NOl.oE ( JJ l 
PH l n:r; l "'1-'Hl ( i<K l +FN LJ) 
J,]"J.J+l 

6 COrll'IUUE 
LL,·U.1 ::> 

7 CO!HINUI:; 

C lNTROl'\UCE LAS CONDICIONES DE FRONTERA VE l•IRlCHLET 
e 

o 

UD l(l Il"1oNCFD 
-I:.NOD< I ¡ l -· 

J,JcoNN0-1 H 
IF (J,j,LH .NBANl JJ·"NIJAN 
110 8 J-et' .JJ 
IF <HU!lE(J+l-1\.NE.O) r;u TO 8 
PHI U-1-l-1 l "'Pil1 ( .1+1-1 l -fiMP ( I,.) l *-VAL ( I I l 

8 CO!HHHJI:: 
J,J"f.U<(IN 
lf(,JJ,GT.ll J.l=l 
[ltl 9 ,)"'1'tJJ 
!F Oí0l1F.(J.-Jt1.).NE.Ol c;o TO 9 
F'Hl ( l-J+l J:or'Hl ( 1-J+i )-(IMP ( l-J+l ',i) 'f:IJAL ( 11) 

9 CONT!tlUE 
f'HI(Jl=VAL<IIl 

1 O CfiNH N\1~: 

C REDllC:E' L_,'o M(llRIZ Y EL 'JECIOR GL0Il(1LES 

Kro· 
DO 1:? 1"'1•NNU 
lF (Mlllllé(l),NC.Ol liU lO 1:-! 
K~l\+1 

r·HII<l ( l' l ~1'111 ( I l 
1'\llRN< Kl ••PIH ( I l 

1 o~ 



\ 

e 

L"O 
.JJ~IIH0-1+1 

IF (JJ,GT.tn<fltl) JJ=n!II'IN 
ltU 11 .1"1• .JJ 
lF 010DE<l+J-1l,NE.Ol GO TO 11 
l"'Ul 

. (\I~PP¡l(KoLl={lMP(I,Jl 
11 COII f I ti U E: 
1~ CUriTIIHJE 

C 11\J(,tllJULI\Ril.l'\ \JI HATRTZ RE!IUClllfo 
e 

Cól.l. l'k I HI'IN (N MI', tl\ll'ltl, (\MPRN l 
e 
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C m.::SLIELVE EL SISTEMf• Jtl~ IOCUñCiotiES Pt'\RA flUJO HlCOHf•RESIBLE 

croLL kESOL'J <NMI-'oNft!\ti•!'\líf''f<N,PHLI\tll 
Cr\I.L Ef{RQR ( ITI:R, E\o:R, lliAX, NNO • NJ1P, PH 1, PHIRN • MOllE 

* .PH!Rfll 
e 
C JtllCIA l_(\5 ITER(ICIONES 1-'ARfl FLUJO CUMF'k<::SiilLE 
e 

e 
e 
e 

ITI.'R"O 
13 l"IE~:.,ITF.R+l 

IF .<ITEí¡,E(l,10001) GO TO 19 
!lO 14 ¡.,¡,Nt¡O 
COJHil,-0,0 

14 CCJIIT!NUE 

CflLCUU\ LOS H:RMINOS tlü LINEALES 

ftl1 16 N=t oNF.L 
Cf\LL NOL It!E <N, AMAG .!1, XNOlH-:, YN[ll•E, NENN • t-"HJ , (IL 1 , AL:!, ,,L3, FH I l 
l'•fl l~i ,1,1o6 
1\=NIONN (N t ,J) 

t:tJM( K) c.l;m1 (lO 1 FIH Ul 
1~.; r:OI!TINll~: 

16 ClJN!ltiLII:: 
l.» ú 

C 1:1\U;tJL.I'I EL. fHIE'JO 'JEC\"01'." IoE FLUJO 
e 

e 

¡;o 1 7 1 •ol, N~IO 
u- HllllJféOLNF..Ol GO 10 17 
Lo--l. +1 
CCHti~(L l"'COM( I l 

17 f:ONTifllll_:: 
\IÜ 18 Io:t,f!MP 
~·HIIW ( r) =F-'Hl kl ( 1) -ICOI\k( l) 

18 t:mn INUf: 

C J<E.SllfL'.'f. CL. fOISIEM(l \lE ECllfiClONES P(lRf< FLUJO COMI·'RESI!<LE 
e 

1;1\l.t. f~ESIJt.V it<Hf•,JH1f¡ll,f1t·WraJ,PH1RNl 

1 1 (l ' 
1 

1 

i 
er 

• 



123 '" 
C CALCUI.f'l l.fl tiHTKEriCIA Cut/ U\ ITERf•ClON ANTEHIOR 

' CALL f:I\HOR ( I TER, ERR, 1 HflX • NNO, N11P, f"HI, PHIRI'! • MOUE 
* oPHlRI\l 

GO TO 13 

' C CALCUl.A LAS UNI~AC1 EllUH'OTt::NCIALEG 

' 

' 
e 

' e 
e 

' e 

' ' 

1 9 CALL. L I Cl1R WENN, XN(]!IE, Y NOVE, PHI ,1\l.C, XL IN, YLlN, LCR, ti El. l 
RETURN 

'"" 
SUBROU T IN F. ELMT C lit Xt!IJDE, YNOT•E, NENN, ti NM) 

***l*'~'****'~'***********t**'*******"'*~*-***"'*********:t***********"'*"** ' . * EGlA SUI.<Fdi'TJCIA Cf\i.Clll..r• LAS Mf\llnCES loE r:DEFlCl'ENTES * * f'ilf((l CAllA ELEMIC:N\Ur IJllllLMWO FUI·IL:UIIIlcS l•LC lti'\¡¿HPü- t. * LI'IClllN CU1'1DRf,rlCA. * 
* ' ***********************************************~****************** 

O IMENSI ON XNOl•E < 2:;o l r YNOUE <:!50 l , NENN ( 2::50, 6 l , X ( 3 l , Y C 3) t >'IN M C 6, 6 l 
DO 1 l"'ld 

-- -J<..¡.jEilN(N,1-)-· 
XC 1 l "XNCil.<t.C (K l 
Y ( I l e.YNllliE ( t-: l 

1 COHTINUE 
DET•XC~l*YC3l-XC3J;~Yl2l+XC3l*Ylll-XllltY(3l·tX11l*Y<~l-Xl2l•Ylll 
Bl=IY12l-YC3l J/[<ET 
B~~IY13l-YC1ll/DET 

B3= IY l 1 l-Y 121 l /llET 
C1=CX13l-XI2)J/DET 
C2 .. (XC 1 l-xc;ll l/l<ET 
¡;3=CX12l··XIlll/J:<El 
Z 1 "l' 1 i<[< 1 +C1 tt: 1 
z:>~ r<:~Jio:ll::! 1 c:'*C:! 
Z3=B3UU !-t:3tC3 
Z12•i<l <U12+CltC2 
Z13,.f< 1 i>h3+C 1 tC3 
Z2 3=1 <2:1: JI".\+ C:'.iC3 
1'\Rl:A,!HO:T /:!, 
H"-l'>kEi!V3, 
t.NM í 1 11 l "~l. tH*Zl 
t. NM 1 1 , :: h•-l1 ~'*H 
ANtl 1 1 , 31 =- Zl :.;tH 
Aml( 1 t ~ l-=·1, tZ12*H 
I'>NM(t,~)•,l.O 

,~NMC 1, 61=11, *Zl 3*H 
ANM 1 2, :! hO:L *L:'.tH 
I'>NM 1 :>., 3 l "-;:23tH 
ANMC:!t ~ l .,4, *ll :>:tH 
ANM 1 :'., ~' l "·'", P::>;'I*H 
f"lmiC~tól"'O,O 

ANM 13, 31 .. :¡, :tZ:ItH 
!IN M<:~, 4 1 oo(), O 

' 
' 
' 



e 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

r.t!M ( ;~, ::0 l "'11. *Z:~:ITH 
At!M < ;\, f> l =4. li'Z 1 :nH 
MH1 ( '+• 4 ¡.,tl, ,¡cfl.l' ( Zl +Z:~+Z12l 
f1NM r 4 , :¡ l =11 , .\:!lt CI.:!+Zl~ \ :•, tZLl+'L:~J l 
A~IMI 4, ó )"'4, )!<H:t ( ZH·Zl :!1 Ll3t2 ·*:t.:.!.>) 
li/1!1 <~;,:;>,_,a. *H.f- < :.:21 z:Hz:!3 > 
NI!~ 1:;, 6) =4. tHt < L3+:~, .\:Zl ::.!+Zt :.>+z:!:l l 
r.t!M ( 6, 6 l ,g, *Hf ( Z 1 +7.3tZ 13) 
REllJRN 
F.~W 

124 

SLI!IIW(I rt tifO: EHH(II~ ( 1 1 l:f(, fCf1'R, f Mf1X' in! O • NHF' ,¡ '111' o I''H ll<l~' 1-\(IJII; 
t of'HlRAl 

1 , 2 

****** **-***********'+ ********** ******'~'·**T**********1 *******-''"'*-* **** . ' t ESTA SlliJRUTINf"l CALCULA LA DlFERE~!Cif1 !::~JTRE EL 1.'rtLUR t 
t loE Lo'\ ¡·r\\Rfol:lü/'1 r.tlTER.IOR '1 Lt'\ 11Lil0 1.'i'l• POl-i !1\0Dlfl DEL :t * ERf\Of¡ FiAl'l. MEülO LlJAI•Rt,ll.CO, * 
' 
D IMENSION PHI< ::!50 l , PH IR~!( 180 l , PHIRA ( 180 l , MOllE 1 :!:;O l 
IF 1 ITEH.GT ,Ol GO TO 3 
L"O 
DO 1 t.,_I,rmo 
l.F (I~LJ[<[(ll.NI:.Ol f!O 10 1 
j_ool.+1 
f'Hl(Tl~PHIRIHU 

1 CON THHJE 
110 :? l=l,NO\f' 
F'HJI¡,~ ( J l =F'HI RN ( T l 

'' CotiTHIUE 
Wf\ll'l' (6.100) 
MRlTE (6,2001 (J,F•¡U(J),f.),NUill 

GU TO 7 
3 ERMEC:O, 

EMECT<E=O, O 
lt(l ~ J"t.N11P 
ERMt;r:-t.RME-:C+ ( f'Hl RN ( I l -PHI f;(l ( r. l l li<:t2, 
EMECT<F."EcME:Ciil~+ ( ( 1 'H 1 Rtl ( 1 l -f'H .1 f((, ( 1 l l /PH Ir>,~ ( l ) l i<>>::!. 

4 CONl'lNUE-: 
Ek'MtC ·.·smn < EWIEC /NMr· l 
EtiE C ¡; 1: "SOR l { 1: ME CRLC / NMP l 
L"O 
110 :; I=t >NND 
lF CMO\LF(l).N[,Ql GO TO ~ 
l."''L. 1 1 
PHI ( I J·-PHIRNCL.l 

5 CON llNI_IE 
WHITtc (6,300)- 1'1Er.;,Eh:MEC•CHECHI: 
WRllt: (A,/) ll'f;li 
lF CEtiECHf..U:.tRIO GU ro 8 
lF CITEILGl:.IMriXl GO 10 '1 
DO 6 l"l•NMf·· 
f·'lll ~-{1 ( l ).=PH l li!H 1 ) 

' 



' 

6 e(lll T HTUE 
7 f;ETUf<N 
a \JI<IlE (6o400J 

WJ<l'lE (6,~0()(¡) 

WRJTE l6o:!00l (l,PHllllol"1oNNO) 
ITER•10000 
kETUfm 

9 WRl n:: l6d>()()) 
\JRITE (6,~0()) 

\Jf(ITE <6•~00l (J,ri-!ICI'J,l=t,NNOJ 
éiTOP 

125 

100 FOkMAT (////20X•'VALOkES lHC LA VELOCIDM• POTD!eiAL',/27X, 
*- 'SlN COKPRESil<ILlfo(lll'//) 

200 FOf!MAJ (22X,'f'HTC',!3,'J •"•E18.12l 
300 FORMAT (/~;X,'fW, 1\U-:ACION "'.J3o4Xo'l:f<R.M.C • ..,., 

-*-·---- f:lHrl2,4X,,tRk,M·C,H, ='-á~lfl.12o/J-- · 
500 FORMAT C//~OXo'Vi"\l.ORES I!E Lro 1)ELOCIDnio POTENeinL'o/ * o21Xo'O!<lHITDIJS ¡;:¡,¡ l . ..f\ ULTIMA ITEI~AeiOIJ,'o//1 

400 FORilftT (//lOXo'):J:JJ El. SIGlll'DHE ES EL l-<ESULJ'o1l!O FINAL • * •JJ]]'/) 
600 FOt<fiAT (//10Xo':1JJJ NO CON'.'El!GE !:N EL MAXIMO NUMERO llE '• * '] rEHAClUNI.C; JJJ:J'//1 

'"" 
Sllf<ROUT Hit: LI COl~ ( NEilN, XNrlDE, Yt!OILE, FAS, CAL, XL 1 N, YL IN, t.eR, N El. l 

, 1 J 

e **********"*,..*****""* ******~'*"" ****************" "*'"·****"'**'f*""***.tn<i,* 
e * * 
e * ESl(• Slll<fWfJI!A eroLClfl.A LINEAS fOUIPOTENClftLES :t: 
e 11< IN1l:ld'I1T.ftl"li!U C\lt,!Lf.'I',Tlt:flMENTE l'LEI>JII<O !Lb: C(\11(> * 
C * ELEMF.tHO. * 
e * *· 
e ****************************************************************** 
' DIMENSlON NENN(::!50.6loXNODE(:!50)oYNODE<250loFASl:!50J,et\L(100), * XAll3J,XLlN<:!OOJ,YLHH:?OOJ 

f¡[) 29 M=ltLCR 
N"'O 
DO ~!'> I=loNEL 
t_ e-() 

Il,NEt!Nllotl 
J,J=NDlN C l , 21 
1\K"NCNN(J,.:SJ 
l.L"NENNl l • 4 l 
MM=ti[NN l I •5 l 
NN=NENN(l•6l 
lF (fMJ( 11) .GE-:,CI\l_I.M) ,ANDoFt\S(JJl ,LE,I.ALO~l ,()R. * FAS( '1 l ),LE,Cfll.CM) .AN!L.f'{'ll:i(J.Il ,i.jf.,C(ti..(M) ,(lk, * FASC ll J. GE .Ct.UHJ ,AND ,f'f\SCI\K) .LE .Co'IUM l, 01<. * F(IS(lll,l.[,Cf\LlHJ,,;Nl!.rASCKK).GE,l:AL{Mll Gt1 10 1 
GO TO 11 

1 fJO 19 J=lt3 
IF (J,NF..ll GO TO ~ 

lft"!I 
Il<>,JJ 
lC,.LL 



GO liJ 11 
'' lF (.l.fiE,2l GU TU 3 

l(,,.j,¡ 
lBo•i>l; 
lC 7 MI1 
GO lll t¡ 

;>; IF <J.rll,3) 13U TO 19 
Ifl"Tl 
H•=KI< 
IC~IIIt 

~ IF o:r.S<IAJ ,f.(l,Cfli..(MJ .or..:,f'ioS( lHl ,EO,Co'\L<Ml ,01<, *' FA[;(ICl;EO.CM.<Mll (;u !'O::; 
GO TO 8 

:.; lF <Fr,snru ,NE.CAL<Ml l GO TO 6 
N""IH1 
xu N ( t' ¡ .-xrwnr: < IM 
YL HH H 1 "YIIOII[ < I Al 

6 IF cr·,-,s<uq .m:.cr.L<Hl > ao 10 7 
N--N+! 
XLlN(IIl"XNnlii"C( lDl 
YL HH tll '-'YNotiE < l[<) 

7 IF <fr,S<ICl,tiE,CfoL(Mll GO 10 19 
N"'Ntl 
XUtl ( 11 l =XNI'Ill[ ( lCl 
YL HH N l =YNotiE ( IC l 
GO lO 19 

8 lF <FAS(H\) ,GT,C(¡I-(Ml ,ANIJ.FAS<tr<l .LT.Cf<L(Ml .O¡~. 
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* l'"r.!><lAl.).l,l:(oL(Ml.ANli.FrlS(Il.ll ,GT.CAL<tlll BOTO 'f 
GO TO 19 

9 ti,.N+I 
L=L+I 
lF <XUODE(lfll,E[LXNOilf:_(IB)l GO TU 1.::' 

'" 

lO! "'XNOIOf. (Ir.) *XNUDE ( 1 (l l ··XII ODE ( If\ l 1'XNOLIE ( !ti l- XNU(IE ( l(l) 1'nlotLr: ( re: l * tXNODECJ[;H"XNUIIE(lB} 
ll2o-XfWl'EC ( IC l 'tXNOUI:O ( J C) -XNU!lE ( I C l *XNODE (lB l -XtiOnE ( l C) *XIIOnE t lil) * +Xr!Ulli:Oll(\J-n·:tiiWCllf<) 
I•3~XtlO!IE ( Ifl) t"XflODE ( lB l -XNO!JE ( lll l :!<XNOUE ( H\ l- XtiOliE ( II< l aXNOúE l l C l * i XNODE ( l(o) *XN(JII[ { lC) 
I'IA~•f f\:-> 1 11\ l /\1 t +F 1\S ( re l ti<:'!+F(\f\ ( H< l .'D3 
l<ll.,-f,;!.\< l(\) 1· 1 X!1ti!<ICI J Cl+X~lili'f: (1 \1) l /D1-F'f\Sl JCl k IXNlJl•t: ( l tJ l +HION-: ( Jl< l) * /T•2-FASIIfll*<ZNOT•E11AltXNn!lE(l(:l)/D:l 
CC=FfiS ( J (1) ~ XNOllE ( l C) ot:XNODE< 11< l /Dl+FAS ( IC l *X~!OlJE ( I il l 11Xrl0Ul: 1 If'l /1!::!.-+ * Fflc; ( IB l >!'XNODf~ ( 1 !\ l i'Y.NOI<f' ( IC l /1<.1-CAL (M J 
lF (1\(l,EO.OJ lill 11.1 13 
xu" < -·l'·l•+sokr < nBn•u- ~. an,.,•cc > > / < :~. *M• > 
XL2" ( -l<B-SOh: r ( 1-1B1'ln1- -1 • *l'lnacc l l 1 l 2. *AA l 
IF (XL 1 ,ln .>:Nlll•El lill .Mlfi.XL1.L! .XNOliEt liJ) ,Q¡..:, * Xt.1.Ll.XNIJlli::<l•i),()rlJl,XI.1,lil'.XNODE(lf<l) ¡.;() TO 10 
GO-Til 11 

10 XI.IN<tD""XLl 
GU 10 14 

ll I.UUiN)=XI.~ 
GO JO 1~· 

1:! XLIU<Ul=XNOT<EtlA) 
GO 1(1 1•1 
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111 lF ("f/llll!l:{lrol.EQ,"{t!ODE<H<ll 1;0 lO 17 

" 
" 
" 
" ·¡ e¡ 

::w 

lil '"Y!HIIll~ 1 H¡) .l:Y/!01•[ { l 1"\ l ··· Yfl()nl' < ( {\ l :+:YWJIW: 1 .lB) -HIOTJE 1 l 1"\) *YNOIJI::I ll:l 
11< +YII{I[iEIIC)t"(tlfJliEI JI!) 
J<:~"'YrHJUIC < T C) t"YNfll<l:: 1 l C) -Y NO !lE { lC 1 Hi"!ON;: 1 H<) -YI-!ODE < JC l HtlOfJE 1 lA l 

:t +l'llllllf.lli"\).~Yillll'Hllll 

l<~~"YIII o loE 1 J l<l fHIIII•l'. ( f 1< 1 ·· YI-IUJ•I·. ( lll l *YI"llll.ll: ( l" 1"\ 1 -YNOlJEC ( f H l t Hllllil:l 1 C 1 
*· +YWIIlE(Jr,l.¡,YtiU[lE(.¡Cl· 

.~1"\"f,·.~; ( 1 ri) ,']1 l H. (1.'." ( 11:) /11:0 H· ri~> ( 1 P) /(0:'1 
J)I)"'-FioS ( .í(', i ~ ( Yt!OI<J: ( ICJ i·YNIIHIO ( I H l l /\1 1-F(oS ( 1(; l '1' ( YNOT•E ( I 1"\ >+ Yfllll'<E ( ll<) l * /!J:!··F!o:-> 1 l H l ~ < Ytlll!1F ( l(l 1 +Hilll't:: ( fC) l /il:.l 
CC"f'f<S ( 1 {\ H'YHOIJE 1 1 (;) :tvtii.IDI;~ ( ll<l /),11-! FAS 1 1 C) »:HIUIIIO ( )'("¡) *HlOl<E ( J.l)) IL!;·~ ¡. 

* F r,s ( 1 !.1 HHIODE 1 1 (¡j *YNODE 1 H.: l tro3-CAL (tj 1 

' 

JF (1"\1"\,[0,0) GO TO 18 
Yl..i" ( -!<llt!'\IR 1 ( I<Bt.f<J<-~ , it;ritl*CC: \ l 1 i 2, *A ti l 
YL2"< -1111-SO~:l 1 l'.B*l<f< .. "l, f(lf,)):C!:l) /(2, *A!\) 
Jf 1 YLl, Gl. YHODEI 1!,) .ANI1. Yl.l. L T, YNODEI trn. OR. 

YU.l.f,'fNU!JE(l.tll,t,NJ.I,YI.1.G'!,YNOD~Oil!:<lJ GO TO 15 
1WlOt6 • 
Yt.IHCI!l=YL.1 
GO TO 1 '.' 
YL1Hifll"'YL2 
GO 10 19 
YU Ni N l <'YIIOIIE ( lf, l 
liU TO 1 '1 
YLIUitl)=-CC/BB 
cnl·lfltiUE 
H'' (L.EO,()l G[l TO :!~; 

XA 1 1 1 J "XL IrH N-1 H 1 X!. IN (N l -XL HH U-1 J ) /3, 
XAI 12 i"Xl.IfHN-1 l.¡:!. t:<XLININ) -XLIN 1 N-1) l/3, 
[<() 2•1 J .. 1.2 
Xl"XI"\liJ) 
N·; N-t 1 
DE r ""XfiiJJ<E: < I T 1 t:YHOllE < JJ l -XtiiJJIE ( JJ l *Yfll.lf•E ( I 1 l + X~IOl•LC. 1 JJ J '4<YfiOIJI~ O\ K i .. * XN011E 1 Kl< l 1'YNOloE i .IJ l+XIlO!oE n:n *YNO!IF. C Il J -XI"lfH\E 1 11 ) :ntl011E ( I<K l 
(11"' ( ;~N11111: i .I.J l l<'iri0\<10 1 t\1\ l -XNOlll: ( Kl·: J 1'YNOnF. 1 JJ 1 i /fLE'I 
tl2" i XNOliLC ( LK 1 tl"NODfC ( l I ) -Xtl!IIIIC ( I J ) *YNI)JJI·: ( lü: l ) /ln:l 
(o3"' ( XUOIJE ( I 1 1 1'HIODE 1 JJ l -XNOl'JE 1 J.l l *YUODE i I 1) l /Df.T 
1< 1" i YUO!.Ii: ¡ .JJ l -HIO!.IE 1 K lO ) /DEl 
n:~" < Yt<!Lli'Ll:t ¡;¡() ·· HIUDk: <J. 1 1 1 /Dr: r 
T\3= i HlOIIEI ll l -YtiOJll: ( JJ l ) /I<El 
Cl " ( Xtlllli\C ( ¡;¡;;) -HHI!II·: ( JJ) l /DE'J 
e:·:·· ( X'll.lll l·: é 11 J -Y. r !tJllk:: ( K lO ) / I<E T 
C3" ( XtHllll': ¡.U l -XNUDE ( I I 1 l /llEl 
{'¡!\»:!. * ( F !6 ¡ 1 I ) tC UC H F!\S ( J.Jl "tC2*C:!+F!\!J ( KK l *'C3otC3+F AS ( LL l fC UC:!:t:! .t 

i' :? • tFri.'i ( 1\M) :tl::2t:l:.l l 2, tF"AS ( 1111 l "tt: 1 *e:;) 
DI<~\- I'ISI 11 l :\: ( ~. 1'tl1 *t:1-Cl l 1 f' 1"\~ ( JJ J * r 1. -1'!\::!H~:!-C:: l +F ti S ( I(K) * 1 1. *t13.!ti.":~* C3 l +·1 • *F'MH LU "t < !\ UC:! H<2otC 1 l +~, *F!\S U1M l f r !\:! fl:~H 1"\'J ~<::! l i 

~- ~ • :tFOofi r NN l 'f' Ud :t;C.H (o;HC 1 ) .¡ 4. *X l' :t; (FA:>< I l 1 tiC] tr: J. l Ff1S ( .,I.Jl {•i<".!"f'C:! 
t +F ti S< Kf\ l H•3 ~e::¡ 1 F<'•S 1 I.Ll 1' 1 H 1 fC~+ B2ctC l ltFI"\S (MM l t ( fl~:t.C:.l t !13 n::> l 
t. +ri"'DrHI!)$1\JJ tC\lll.I*Cl )J 

CC"::, \IX l.}.'\ 1 t 1 F /"\~; ( l J i :l<J< 1 .1'1< :l +Ffled .JJ l ~-D:~tl<~+F"r,s r Kt-: l 't'P.3lt1<3+:', '1'1: (IS (1,1. 1 ,¡* !1Ufl;'l :>, H'A!H líl1 1 1'1l:?tll:.l1 :! . * 1' ti S¡ Ntll .tJ< l H<:n .¡XI t 1 F ti S< 1 1 l .te 4. t * rH*Ill -): l ) ·~f ;,:; { .J.I l '1' ( 1 , tA21'1<2-·\12 l +F ,",!¡ i hK) ~. 1 ,¡. :;-,;;>:¡:)1'J-fl3 l 1 
>1' 4. H'!\H i U. )>f. i ril >1'11:! I·A:~'Hil ) 1 ~, H"!\8( 11111 ~ ri:!1'l'<.l tl"\;1 t1J2 J+~, :t".FMi( llrl i* ( f'l1 
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128 '" l\< >1'1<',\ 1 !o;H l'-1 l tFO,~< ( 1 r 1 ~- ( ~. *1'1.1 'hH -.", 1 >+F,;r, < J.J l U::>, 'l:f\:.~'ft\::'-(1:! J ! F()S <1\1'\ ¡ * >1' < ::>, tA;HrH··f\;l) H , t-r"AS \U. i i i\ J 1 t.:;¡ .¡, t.l'olS< Mrl J ;>,;:!.i<IM H, *Fr.<; 0-110 t(\ L 
* *1\3-r.m. 1111 

rr- rr,r,,c:rr.<,¡ r'n ro :!.> 
YLI- < -i:!l't !l\lf\1 ( l'il<H<l<·· ~. *M\f:CC l l 1 ( :! , *1\A J 
Y l.::>"' < - l_:f:-~fif:T ( f<ll * I<T<-4 , * 1\1\ f: CC J l 1 < :! • -H\ñl 
JF (Yl.l. l;J , \'r!OTIE( J J), rlNii, Yl.l .1. T, YNOfiE(Kt\l, Qf,:, 

:1'. YU .1.1. YNOlot::(J 1 J .Mili. YLt.l;'f .YNOlOI::íi\Kl ,lJk. 
~- Yll.GT, HIOL•E< I I J, ANt.•. YLI, LT. YNOOE (,JJJ ,QR. 
t '([1,1.,],yt11'11oE(llJ.t\riJ•,yt_1,1>T,YNO[I~(JJ)) GO 10 21 

GO TO ::>2 
21 YLH!CNl 7 YL1 

Xl.liHI'D"'XI 
t;O ro 211 

::>:.! YUII(Nl=YI.::>-
XLHI(tiJ··x¡ 
FO TO 24 

23 YLirHNl"-CC/!1[1 
XLJII(IO"Xl' 

24 CON THIUE 
2~j CONr l NUE 

miM-"IJ-1 
LLL~II 

LLO 28 IIJ•~t.MMM 

KKK,.lii+1 
DO 27 J.J.J=M\K•N 
PI 1'.-t:LI 11 í lli )-XL lN (.J.J.J l 
TIF'=YL 1 tl (XII) -YL lN < .J.J.J l 
IF <ñBS0'1Tl.GT.O,OOOOOOOOl.OR.ABSOIPl.GT.0,00000000!} GO TO ~6 

LLl.=t.LL-·1 
XLI ti ( .J.J.J l "1 00000 , 
YLJN(.J.J.Jl=Lll*lOOOOO, 

:!ó !F \XLlNOIJJ.LE.XllN<-I.J.J)) GO TO 27 
S"'XLIN<IIll 
l"YLIN<lttl 
XLlil(l!l')=XLitl<J.J.Jl 
YLIIH Ill )"'·YLl/1 (.J.J.J) 
XLH;<JJ.IJ•:\ 
YL1N<JJ.J),.,·¡ 

27 COIITINUE 
2U COIIT Hlue: 

WRllE<6•100l CriL<Ml 
WRl TE (6, 101) <I•XL!tl< I l •YLlN< I) • I=l •LLLl 

2'1 Cotll 1NU!: · 
100 FOí-;/lolT (///32Xo "PUNIOS E:N LOS OUE LA FU~ICI(JN !<E CORRIEf!TE' • 

:t: //32X,'ES COIISTANTE f'ARA:',//45X•"F"HI ='•E18.12o * //33Xo' Ptmru COORJl-X COORil-Y'/) 
101 f'UJlM;\l 134X•Lio1X,E18.12o1X•Elil.l2) 

ENl< 

SUJH-.-OUT 1 NE r1Et1111'1N ( 1, LL, XNDloE, Yflllf•E, 'JELX • '.'El. Y, o'\NDR 1 , 

**1- *t·****1-t..********""**""******-" 4:t' A\ U:t:tt..t** "-"*** 11" i***********""****-** ' . * ES 1 1'1 BUBRU 1 lWl C(oi.C\il.o'\ EL 'JECH.H< DE f'Lli.UI llf:J<J])IJ * 
. r:-- - ·k -- - A LítS CIJND IC IONES· l'E- fRotll ER,,- l<E ·NEUi1foNN .- - - · - • • e 
e ' **~ i;*****"'********>~'**************·******** ~*****""**'*******"********* 
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* r.NoR::>.nD 

[tlHEIIS IOI! ti DI! E C 1~0) , XNOfiE ( :!~iO l , ytiO[I!:: t ::050 l , 1JELX t 1::10 J , VH. Y ( 1 :JO l , 
:f t,IIOR! C50J of•NOR::!t:.iOJ r nl<3 l tXC 31, Y C3l •'JX(3 J o1.'YC 3) 
ll "I.L 
110 !O K'"'1•3 
J"NIJ!tEClll 
Y. C 1\ l "XNfii•E U 1 
y ( ¡;) =YfiOJtlo( J) 

VXCI\l"VELX(ll.l 
VYCI\i'"'JEI.\'C J J') 

J T"·Ut1 
lQ·LlHIIfNtH: 

Mlt•·'MIURI C I l 
Ml:!,liNDJ(:~c 1 J 
ltl!l•8UkiCCXC21-XI111f*2•+CYC:!J-Y<lllY:t2.1 
Ftl( 1 l=liiS/J~j, *(fiNU;( '\, -.:VX C 1 >+2, *VX 1 :!J-'JXC3l l 

:t +AN2*C4.1VYtlJ+2.*'JY(2)-'JYC3lll 
rNc:!l=DIS/l::J, *<ANI-.tt::!. •vxc 1 > i-16. •vxc:~ >+2. *'JX<:> > > * +AN2:tt ::O,;Jo:'JYC 1 1+16, *VYC 2l+2.:;"-'JYC3) l l 
FNC 3l=lllS/l::J, :f( ANl t ( -VXC 1 l +:O. *~'X t2l +~, :tVXC3l l * +Ati::!*I-V'I11li·2.*VYC2l+4,*VYI3))1 
RETUtm 
END 

HUI<I'WIJ'T HH:: tllll...) NE C ~1, lir1AC, !.<, XNOlHC • YN[IfJE, m:nN, f-•H J "AL t , Al.:! • ril3, FH I 1 

C U:t.*k**-*--ti'*********!i*l:>l' k-.1:************'***********'1" -~.f.**********-.1: .I:*U: 
e t * 
e .1: ES!fl SlWRUllrln Lt,LCUL!\ Ltl'; HCf(MH!IIS NO Llrltt.LES * 
e * !1!;:: LA ECU,;CJOI! !-'MM FUJ.fl) COHl·'REf>Il<Lt, F·or-.: MELIIO * 
C * l•E LA APROXII1t.Cl0tl I•E ELEMENTOS FINITOS- *-
C * * 
e **u-*****-****** .u-u:y_*** *** * * * **'*' * * * * * "** ***** *** * * ** * * * * * * ***** * * * 
' D IMENSlOil XNODE ( 2501 , YNOUE C 2501 , NENN ( 2':i0, 6 1 , PHI 12501 , AL1 ( 6) , * i\L2(6l ,AL316l ,FC6l ,G(6o6l •FHI<éol ,pLI C6l •XCJJ oY<3l 

DO lO I"'1o3 
K"'llliNNCN,Il 
X ( J l "XNillilC ( 1\l 
YCll"YNOftECI\1 

10 CONIINUE 
uo :!o I"'1•6 
1\"NI.CII/'HN•Il 
~·LJ(ll"F'HlCKJ 

20 CO!IllNUl: 
ll!¡l-•X<2JtYCJJ-X<3l*Y<2J~XI3l*-Yill-X<ll*YC3J+Xl1Jli:YC2l-XC21*-YCll 
Bl~CYl2l-Yl3ll.'DET 

B2mCYe3J-Ye1Jl/DET 
[13"-lll-1<:~ 

Ct~exe3J-XC2ll/DET 

C2meXelJ-XC3ll/DET 
C:I,-Ct-C2 
S2'·'11. *-1'1.1 ( 1 1 ~<J't Í*B 1+4, 'ti'L I e:~ l *ll~* 1<2+ 11 , *1-'L le 3) *1•31<B3HL fl'l.l C ~ 1 

* *1.'1 *-1•:! 1 B. 1-:!'L 1 e::\ 1 tK'.1<EI3tO •. H·L l e 6) *lll .H•J 
Sll•"l. *PL l l 1 ) :!<C UClt ~, li<I'L 1 ( 2 1 :tl:~~-fC2 H , .tf'LJ ( 3) *C:HC:HU, li<l·'l. 1 ( ~) 



*- k-t.:1 >!<t.::~! t:. ti '1.1 (:_j) 'I:C:~I.'I:-'11 [1. k-1 ·¡_¡ (.'.)u:! ••::1 
s:;·."\. }.'. ( PL.l ( 1 l :tBU<C 1 -l F'L 1 ( :! J tll::!,-.r::~ 11 '1_ l ( .1 ¡ :t J•.ltl:.l-+ f•f. ¡ 1 ~ J * ( !<1 :;:C:! 

JI: tB:'lf-Cl) 11'1.1 (5 l*CB:::*C~ 1 H3*C~l 1 I'Ll ( 6) ¡. ( hl tC~tl<:ltC:l l) 
r•o c:o I"'l•ó 
~1-PL.l !1 l*llf-t(~ • .-ALl ( 1 l-1, HPLI<:'l*K~*<~. fl'll.~( 1 l-1. l * tPL I ( 3l>I:H.H:r 4. >l'roL:I ( I l-1, l +1, tr·r_ l ( ~ ¡ t:( 111 toiL:~ ( ¡ ¡ tJ•:•tALl ( l l l * H'L 1 ( !il:t~, *< B:!*-AI.J ( l \ l·lt:lU<I.::OC l 1 J 

1: -14. H'L.I (!. l :t< l·<t>tr1LH J ) 1 KHfll. 1 < 1 l) 
Se\• Pl.l ( 'l J;jC 1 't( 1, t.M.l ( J l ... ¡ , ) -1-PI..l (:! l*+:::t (~.MI..:! ( 1 ) -1, J * li'U (3l*-C:'HC4,*1\I .• H 1 )··1·) H.H''I.l14l*il;lloil.:~lll lt::~tf'\Ll(Il) * 11'1. 1 C:..i):t.1.-HC~.ti'1L3\ '1) tC;HAL;~( I l J 

:1< H, ti''' l.! ( 6) :t. ( \- UAL~H l l+\.~*I'ILl ( I ) ) 
o:~":; 1 tl:i 11 S3kG~ 
¡,¿" 1 , - I<A< ioMAC*flMAC .J<. < 1 , -U:> l 
F ( I i ~ ( S 1 t S 1 *S :O +s;<;*S3 tS 4 +:! , *S 1 tS3A<S5 l 1 (1:! t 1'\l-lf\C: t fiN i•C 

~o C(Jr!l Hlur: 
r.m: ,,.; 1 ,¡-: r 1 :o , 
DCI ~(J ¡,1,6 
Dfl ·10 J'•1•6 
li(L,Jl"O.O 

40 Cliri\TNUE 
1111 c;o '"1•3 
G ( I, I )"•'<F<EA/309 
G ( 1 +3, 1+3 l "l\f<EA*8. /45. 

50 Cm!T INUE 
(-i ( 1, :> l-"'-f\REA/1 80, 
G<1.31,G<t.:n 
GC~·~¡.-,¡¡¡¡,:o¡ 

G(4,S),f'\RF()*~·/15· 

G(4,6l,.GUit51 
G< c¡, (, l"G( 4,:;) 
l;( 1 , :J) >'-o'IR!:A/ 1¡:\, 

GC:~·61,•1'>(1,CJI 
GC<;,t¡l"IHl,:JI 
DO 6() 1"'1•6 
lJU i.O J:t,6 
lF(l.En .. Jl Gtl TU 60 
GLJ,l)"-G<I,JI 

60 cmnwuE 
TJll i'O I"l •'-' 
FHl(ll"O,O 

'JO C•irlrl.tllltC 
t\0 8il 1"'1•6 
11!1 t!O J"'lt6 

- -f'IH ll )"i'fH ( 1 ltG( J,JJ*F<Jl 
:10 \.flNTINUE 

kt~!UkN 

ENll 

·---···-

1 lll 
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APPE:>"DIX - DATA INPUT TO SAP lV 
1 

l. HE:ADING CAIID (l2A6) 

notes columna v~riable 

(l) l - 72 HED(l2) 

NOTES/ 

• 

~ntry 

Enter the heading informal ion to be 
printed w>th the output 

(l) Begin ese!¡ new dats case ... ith a new hcading card, 

••• 



' 

notes 

,., 

"' 

Hl 

(6) 

'" 

~SH.R COH!!OL (ARD 

\'~riDIJle 

' - , 

' 
l.L 

¡¡; - 20 

~~ - 25 

~G - ~o 

;n - 3~ 

31; - 40 

(815} 

cnt !')' 

To1.1l nu.,bt'C nf nodal points (,jotnt;) 
10 the ,.Od<!l 

~"ml'H.•r uf "trunuro• load e as""; 
GE.~; ~tatlC ana1ysls 
E:<~. O; dynamlc analys1s 

~UOiber'of frcqucncles lo be fouod 

10 the ot~c·m•alll<• ~nlut""'; 
EQ,O; stane nnnlys1s 

GE.l; dyoamtc analys•s 

An.olyst" typo• codo: 
b¡ .o; 
H/.1; 
EQ.2; 

I::Q.3; 
EQ,·l; 

EQ.U; 
EQ. l: 

stattc analy~1~ 
e 1 gc•n \'al tU' ! ,.'-"''o,. ~" lu t 1 nn 
fc>r<~d tJynnlnt< o·c•~n<><>S<" 11; 

n".Od" sup.,rpns1tw" 
respon•" ~pc•<·trurn .1n,oly~1~ 
diroct stop-by-sto•p 10\"gratlon 

pmblo·m ~olut wn 
data che~~ nnly 

Total nurnber oJ \'c•c·tuo·.; to be US<"d 

10 ~ Sl'DSPÁCE IHt:JtHJÓ:; ~ulut l<>ñ [o o· 

e 1 ~"""al ue • /vL·<·t u rs : 
EQ.O; dc•[ault ~d tu: 

)!IN 1,2•~1', ~1'Tcl } 

~umb<•r of d,·~l'•'<'9 of f•·••ctlom 
(e<¡uatiOr.~l P'''' bl,><·l, <>f ~t·>r~~L': 

EQ.O; c~lcul~tL'<l autornat><·ally 
by thL• pru¡;r·~m 

(l) .~<><k~ ;11'<' lobcl~,l ~lti1 tnt~~ors c~n~ln~ from "1" lo 
th<.' totol number uf n11dC5 in th<' s;·st<'m, "~¡-~]:;p", 
The pru¡;t'.101 ~.~il~ ~lit\ n11 dlaJ<~o~llL' ,-.,~~"~" lf 
~C.L'iP l> ~,.,., {fl). Tl\l!~, t~o hbnk <':11..:!~ ~r-· ~~~··d 

to <'n<l !!\,· bst dHIH L',t~c· tn ~ rHn; ,,,._, onc• lol.tn!. 

l~<•o<lllt~ ~:11'<1 (."c•etwn 1) ""d on•• IJl.1n1< <',11"(1 tnr 

ti••~ -.•ctlon 

(:::) f<>!' each~llfN-.. nt.•J,.,..,.,, type(T!\11.55, Af.\M, ••t<·.J" 
new c•le•cnt J<!''-'UP n••o•d lw definc•d. ti<'twnt~ ~lthin 

,;ruup~ :11'<' '''~''-''"''' \lll'""c'l- labc·l~ t',ln>:tr.,: fl'<>m "¡" 
'" th" l<>t.ol """'¡,,-,. ,,¡ ,.~,·mc•ut• :~ lho• .,roup. 
U~•<lc'nl ~''""!" ""' tllp<d \!) So•t'lL<In !\', ¡,,.¡.,~_ 

11.1 



H. 141\STE:R COSTI!QL CAR!l konttnu,•d) . ' 3 

Element numb~rl<>R '"''"' b<'GI" w>th onr (1) 1n ••ndl d¡ff~r<·nt 
group, 11 is poss1ble to use more th~n nnc• ~roop fnr on 
element typ<!. For exampl~, all column~ (V<_.rtlcol bo·.om"l of 
& building 01ay be cons1der<•d onc groUf> ond th<• prd<-r~ 
(horizonul b<1amsl rnay be consl_der<>d anoth<'r ~roup. 

(3) At leas! onc (1) load condltion JllUSt be specifl<>d f<>r a 
st•tl<: (NDYN.EQ.O) analysi,.S. lf thc data ~·ase calls ror<>n<'<>f 
the dynamic anolysu options O!DYN,EQ.l, ~. 3, or ·1), "" 
load cases can be requcstcd (l.c., LL is lnp<lt n~ "o"¡ 
The l'rogram a hay• pruccsscs Sections V (('onccntrot<•<l 

Load/Moss Data) nnd VI (Elc01ent Load 11ultlpl>crs) nml 
expects to rend some dotR. For th" ca!HJ of a dynam1c 
an&lysis (NDYN.GE.l) only "'ass coefflcl~~ts can IJ•· 1np1l1 
1~ Scction V, and onc (l) blBnk ~lement load multlplto·t· 
card is exp~cted In Sectton VI. 

(4) For a statlc analyus, NF.EQ.O. 11 :>DYN.EQ.l, 2 or 3, the 
LO'*est llf" et¡envalues ar<! detenainE.'d ~y th<> progra.,. ~Ole 

tbat a dynamlc solut1on rnay be rc-startc-d att~r c·t~~n\"oluc
oxtract;on (provt<!ln~ a prcvwus etgtmvolu .. ~nlutt"n !ur 
the model ~a~ ""vc·d on t~p•• as dcscnbnd 1n Arpc·n<!l~ ,\) 
NF for thc or1g1nal on<! r·.,-start runs mus\ \Jú the samoc. 

(5) lt SD~.EQ.2 or !>DY~.EQ.J \he ProJ<rmll f>rst solves fur ~p 
elgenvalue~/V<'Ciors and \IH:n p<-rforms ~11<: forced r<·~pon<;e 

•olutton (<>r lh~ response ~peclru"' analysts). Tillo~. the 

pro~ram c•xpects lo read tho: contr•ol can! gov<'rmng tlw 
e1¡;ensolutl0n (Sectlon Vli.A) before ro.'adtng d~la"1~ 
either Scctlons Vll.B or Vli.C. ror the case 'IDY~.EQ.l, 
the program aolv~s for Nf Clgenvalocs/v~ctors, prtnls lhe 
results and procecds to the next data case. The n·aulls 
for the etgenvalue solution phase (~DYli.EQ.l) "'ay be 
u ved for latcr use in "utomatic rc•-surt ( AppendlX A 
ltsts the <"nntrnl carda that ar~ rc<¡uirc-d to affcct thls 
5BV<' operntion). l.e. a dynnmic .<oluti<>n "'·"Y be• ,.,,~tnrtC'd 

•• thout rc•pc•all ng t he sol ut 100 !or !ll<>dcs and l rec¡"c'Ot"tes _ 
lf th1s dala ""S'" is a rc-start JOb, ~el ~lJIS.EQ.-:1 for a 
forn•d r<'spon~e >olution, <ll" ~et XlJ\-S.EQ.-:1 tnr" ,·.-sp"n-'c' 
lp~ctrum analyais. l>otc- \ltñt lilv s<>htt1<>n n:oy b~ ro•-st~rlc•oi 

a multiple of tlm.,s (lo rnn dl!f.-Jc•t>l ~,-,,unct bpc•ctt·~ ,.,
ditferent timt•-dc•pc•ndent f•>t·eln~ lum"lt.,nsl i><•cau'e th•• 

progralll duc•s n"t dc•strc•)" lit<• <"Ont,•nt~ <>f tl\e ,.,,_s~~rl l3p• 

lt ~DYli.[Q.·l nh· ¡>r">':r3"' p.-r!uro:s tlh" t<""P""-''' solul>Pt" t:l
direct slep-b)"-"'•'D ''"'"o;r·nttnn .,n<l n<> c•lp·n<·alu<' •olutH'11 
control <",\rct Slli'\Jld IJc- P'"'""''''""· 

11.~ 



4 
11. ~STE!t COI>'TtlOL CARD (continueJ) 

(6) In thc <l.it~-~he~k-r>n\y mO<Jc \~IOOE>;.EQ.Il. tlle pru~r,nn 
111r1te~ onl;· "'"'file, "TAPEii', on<! thls 11\e 1110}' ll<! 
~aved for use as Input to •pccia\ purpo•c prugr,,.,. ~u~h 
•~ mesh p\ottcr•, "te, TAPE~ contalno o\1 <iatw Input 
in i&s completely ~"nerated Jorm, lf MODE\.EQ.l, '""~t 

ot the cxpcnsivll calculotion~ rcqulrc<i dur·,n~ no¡·m,ol 
()I)OEX,EQ.D) execut1on ore po.,ud, TAPES, hou•,•er. h 

not ~ritten durlng normal,prob\em solutlon. 

)lote that & negatlve value tor )10r.l ('-2" or "-J"), 

~·hen exccutlng in th<J <lata-clt<!~k-onl;· mo<Jc, <Joe• not 
cause th<l pro¡;rara tO reo<! 'h<' re-_,tort tape ~h!ch 
contains the e1f{en,Oiutlon 1nformot>on; ln•tead, thc 
program JUmps dircctly, frum <hh cord [O St~ctlon V!J ,B 
(or Se~tloil Vl!.C) or><l ~oonlnue' read1ng on<l checkln~ 
data cor<l> ~ithOu\ [ICI"lormtn~ thc solutlon. 

(7) rr the progrom ¡, 10 ~o\ ve fnr el¡:cnvalue~ ""'"~ :he 
SUBSPACE ITEI!:.T!OS ~l¡¡orHI!"'· the e<~1.>")" 1ñ ~~ :11-:1:> 
con be used to chon~e lhe tot,ol nu¡:¡her <>f l<Cl'~1.ll•n 

vector" 1.<> he u'ed !rmn U!o <l<•l,oult "''''''"""' "1 ~-.\!" 
or 'lt'+S (~hl<:hev"r h ~ll!a! lcr) tu tlw v~lue :-,_\U'. 
The eft.,~t of 1n<:rca.1n~ );,\1.1 '"''!r the <h.doul1. ''~ill<: 

h to accelerate convcr~cnc<! In !he ca\cu\at tOn~ lar 
~.\IJ ~~ pr>n<ilpally u p•·o-

(11) KEQB !S 11 progra10 te~llng paraii>IHet· •lu~h úlu•~ thc 
user to t<lst multtplc equation block ~olutlon, >h>ng 
"mall data ca,.cs ~hich uou\d Olhcn"" he 0!\<1 block 
problems. KEQ!l is norma\ly l<!lt blank. 

u. 1 



11 I. 

notes 

0) 

"' ,, 

( .¡ ) 

,, 
'" 

)'lOTES/ 

SODA J. POLH DA B 1.11 , J-1, tH5, :~no. o,¡:;, rlD ,o¡ 
5 

columns .. ntry 

' 

' ' ' 
' " !X(N,l) 

" " IX(N,2) 

" " !X(S,3) 

" " JX(S,4) 

" " J:<()-(,5) 

" " I:\()1,6) 

" X (S) 

5:"o y ( );) 

'" z ()!) 

" " " 
"' T (N) 

Symbnl dcscnblnl( conrchnntc "'''1<·n. 
for thh nod<': 
EQ. (bl~nk) 

EQ,C: 
c"nesian 
cyllndrH·~: 

(X,Y,Z) 
IR.~,€) 

Node number 
• 

X-trnnslatton 
Y-translatton 
z- transht 1on 
X-rototwn 

Y-rntot"'n 
Z-rotatton 

fret• 

lu~d 

bnundary condtt!On c·od., 

boUI\clary O"ondit Lnn codc 
bounda ry CUndltL<on u-de 
b<>und .. ry cond 1 t lnn cude 
boundary c·ond 1 t Ion t <>de• 

boundar") condttl<>n < ode 
(l<>acls allo~ed) 

( "" load allo~ed) 

EQ,O; 
EQ,l.; 

CT. 1; raast<•r node nuu;b<'t (be~"' nodt•s 
only) 

X {or R) -ordln"'" 
V -ordlllUt•• 

Z (or ~) -ordinal•• (do·~··· .. ,¡ 

(1) A spec1al cylLndrical coordina«• sy~t"m 1s all""ed 
for the global descr1ptlnn ol nr><:i31 potn! locattons. lf 
a "e" is entel"-'d 1n C3rd colllml1 one ti), thc•n ú,., c•ntrH'5 
¡¡\ven In <"<' 36-65 aro takt•t1 to be rc•f.·r~nc~~ t<> o 
¡¡lobal (R,Y,9) sysl<'Tn rnlhc1' thon lo lh<' stond3rd 
(.l,Y,Z) sy~t<!OI. Til<.' pro¡:r·~m con\'ert_.; q·ltn<1rll'~l 

~oordtnate refcren<·c•s to cart<.'~lan coordtn.HL'3 u''"'" 
the rormula<1: 

x-Rstn& 

y - y 
z-Rcos9 

Cyltndncal Ct~ol-din~tn tnput 1~ ,,.,-,•ly .t ""''' , . .,,,,,,,_ 

cnce for lot·~lln~ nodl's 111 1!1•' ''""<l:•rtt tX,\',Z) ,.,·~t,•m, 

and 0() <>lllo•l' , . .,,.,,.,.,,,.,\"tilo' nltl'<ll't<·.ol ,,-~h·nl ilt'o• 
imp lt<•d , ' . , .. , ""'""! ,, '')' · ,. "'"¡ , t ' "" 'p ,., · t 1 ><· ,, t "'", , , '" 1 -
put dl>plact•mcnt l't>toron,•nt,., ,.,,. :Jrt• n•r,•r,.-n,,,,¡ '" 
tl\e {X,I',Z) ~y~h·m. 

{2) ~·><1~1 po1nt dot.< ""'"' be• d<•lttwd '"'' "ll (.\rJ,l~P) nnol•••. 
Nod,• dnto ""'Y bo• tn¡Hot dtn•c:tl\' (l.<',, ''"''1\ n~><ll' ''" 

tt~ own '"d\o'lliLI:Jl ,",\l'tl) "'' '''" ,,.,.,,·atl<>n ""''"" 

mny bt• U~<l<1 1 ( ·'1'1' 1 1 <':Jio L,• (IW<' not ,, 5, bt•ln~ l . 

TII.l 



lll. )(QDAl. POJ:o!T DATA (~ont>nuo•d) 
6 

AdJ:1iss1L>l" nodal po1n1 number~ rnn¡:c frnrn '"t" t<> t~<' tntnl 
nurr.b..,r o! n<><.lt·~ Sl~.¡~p" Jllc~al rcf~·rcn<cS are: 
II.L..E.O or ~.GT.St.:~t~P. 

(3) !Jnundary rond¡tion cudc•s can onlv l>r. n~s1¡;no•<l •iw 

follo~·¡nl> v~l'"'"" ¡;¡ ~ 1.2, ... ,6) 

• 
!X(~,Ml ~O; un~poc1flt·d (freo·) fllspl•o.cmoonl 

(or rotat¡nn) compml<•nt 
lX(N,M) ~ l; d<>l<•t<•d (ft.•<:"d) dlopla~cr.wnt 

h<r rotatwn) co~r.poncnt 

IX()(,U) ~K; node numbc•r ""K"" !l .: K :. Sl~.~p 
~nd K _1. :;) l.-; th•! ··11"3~\c•r"' utxle 

''' ~·h1ch tl"' 
d<>!T· at nodw 

:.!lh dt·~r··•· <>f ¡,,., .. .. 
~ is a ~¡,.,. 

An unspecllt<'d (!X(S,lol) ~O) de¡:r¡•e of /¡"<.'<•dmn lS fr<"'" 

to trandatt• or rotatc a~ th<.' ~olut1on d¡ctnt""· 
Conccntrnt~d fnr<~" (<>t" m<m,nto) ma}" bu oppl1NI (Se<l<on. 
~· belo~·J In this d<·~r"" of Jrc•••<lu!O. Ono (!) ~ystc!f. 

equ¡J¡hrJum c•quat10n ~~ r.,quJr<'<l {or eol"l1 1U1Speclfl<'d 
det;n·e uf ll"<."<'<ium 10 lllo• rnod.,l. Th<" o:~x'"""' nu;:,bc•!• 
Uf cQUlllbr>ll1ll cquot>on• 1s. ah~)"> h·~~ th~n su IG) 
times thu t<>\~1 nun•ber o! O<l<l<"~ 1n tll" mwlo:l. 

Dclelt."d (IX(.~,M) • l) <.lc~reeo <>f ln•od<>m ~,.,, ,.,.,.,,, ... ,¡ 

from the final soto! cqull>brHtrn ~quatlnns. lh-ldc<l 
degrces uf freedorn ar~ f¡xed (p<>>nts of react¡no), and 
any loads apphed 10 tlwse d<'¡;rc••·~ of lrccdorn ~··e 

1gnored by !he• pro~ram. Nodes tl1,11 ore us•'<i for 
~"ometric rt•fcrenC<' <>nly (1.c., Ot-dcs n<>l ~ss1gned 

to any eh•mentl mus\ l1ave all slx {6) degrec•s of frec
<lom del<'tcd. Sod:~l dt•oU<'CS of fret•do::; hov¡og or.d.,f1nt:d 

~tlffoess (such ~' •·otallons ¡o no all ntuSS rnod<>l, 
out-of-plnnc• t·ornponent~ 10 ,\ t\,,>-<IImenslOnal pbn"r 

modul, cte.) ~l>ould Lo· delc•tud. lldc!101lS 1\'""'' thL• 

beocflc1al vflc•t:! oll 1"o•<lU<":111: lht> "'ze <>f tlt,• sel. ni 
•HiU31tOn~ th~t r.".l'>t ~·· S<lh·c•d. Tl!c' tahh• IJolo~ l1sts 
th" \)"pe·~ o•( dc•p"<"•'' <ll trc•c•d"Ol ll1a: ar" d<•fln~d by 
<:ach <l>fl<•t·,•,t ,.¡,.,,.,¡ lYP•"· Tilo• t:1hlc ~ns pr·epared 
n~surn>n~ tlo.>t ti«• c•h·.,.,.,, l1as ~·.··n,·t·nl oo·wnt,Jnon In 

(X, Y, Z) •pa<"o•. 

DEGREES OF FREEDO~l \\ ITII Df:<"l~t:l> STIFF~"ESS 

EU:~ll.~T n·rE " ;y .'l. 

L TRL'SS ' ' . '~' ' '· )\E!o!BR..\.~E ' ... 20/Ql"ADIU 1.\TI::HAL 

'· 30/HRJ("K ' '· PL\TE 'Stll:l.l. ' '· IJOl':iflA !!Y ' 

' 
' 
' 
' 
' • 
' 

111.:! 

' , 
' 
' 
' 
' 
' 

' 
' 



111, NO~L POINT nATA (conttnued) 7 

DEGREES OF FREEDOM WI'Ill DEFJNED STIFFNESS 

J:LEXEHT TYPE " . .., 
8. THJCK SHELL • • • • • • 9. 3D/PIPE • • 

• 

Hence, tor an al! 3D/BRJCK model, only the X,Y,Z 
trandatlons are dQ!Ined at the node, and th" number 
ot equntlons can IH< cut 10 halr by deleting the three 
(3) rotattonal componcnts at ev.,ry node. lf a node 
ls common to t~o or more dl!ferent element types, then 
the non-trtvul degrees of freedom are !ound by combl
natlon. For example, all SlX (r,) componen!& .,-., p<>ssthl" 
ata nod~ common to both REAM and 1'Rt:SS elemt!nls; t,e., 
the B!:'.AM govcrns, 

A "01uter/slavc" optlun 15 allow<!d to model rq;td 
ltnk6 In tl>e syste11. ror thls ease. JX(l!,)l) ~K IH•ans 
that thc Mth degree o! !rcedom at node ":;" ts "~bv~·" 
to (dependen\ on) the same (Mth) dcgree of frec•dom at 
Modc "K"; node "K" b sald to be th" ma~to."r node tu 
wl¡tch nod" N lS slave. lio!<' that no actual henm need to run 
h'OOI nod" K to node N, how'-'Y"r the followtng rcstnetion~ hold: 

(a) Nodo onc (1) <:annot be a 01aster n<><le; 1.0., 
K ¡i l, 

(b) Nodcs "N'' and "K" must be beam-unly nodes; 
t.e., no otber .,lc•munt type ¡nay be connect~d 
to elthcr nod~ ~ or K. 

(e) A llode "N" can be Sla\'C to only one_IDastcr n<>cle,"K"; 
multiplc nodea, hOW<'V<'r, can bu alav<" lo tht• nmc "aster. 

(d) If tl\e beam from "!"" to "K" is lo b" 3 
rtg!d lln~ arbltranly onC'nlcd 10th" 
X,Y,Z space, thc'n all six (6) de¡¡rees o! free
dom at nodo "x" OIU~t b" 01ade alaves to nodc "K" 

DtsplaceO>~>nt/rotatton co01pon<'nts for slavu dc•o:;rePs of 
treedom al nodv "N" ar•> not rc•covurL'd for p!'llllln~; 
i,e,, zoro<'S appear as output f<>r slav., dc•~•-c·"s <>f 
freedom. 

(4) Wben CT (Col. l) is e<¡ual tu the charactE"r "e", the valu>'s 
input tn CC 36-65 ar<' tnterprdc"<< as thc cylindrtcal (11, Y, el .. " coordlnates of n<><l<' N . Y la the axis of "ymm<'try, ~ !~ 

the distance of a potnt from thu v-axis. Thu angh• a •~ 
meaaured clock'o-!ae !I'Om the posltive Z-axls when lookln¡.:; '" tht• 
poattlve Y direetlon. The cylindrical coordtnncvaluc'~s•·•· 
prtntcd as ente red on the card, but i~<'dtately •!ter prtnt lng thl> 

III.3 
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1 II. NOOA.L POI:IT ~TA (cont1nued) 8 

'" 

slobal cartea tan values are compute<~ !ro11 the input ent rtea. 
Mote that boundary condition codes always refer to the 

tile (X,Y,Z) syste11 evom lf tbe node happens to be located 
With cylindrlcal COOrdtnates, 

Nodal point cards need not be input in node-order ,..,quence: 
10ventually, however, all nodes In the int .. ger set (1, lil!J.I~Pi 
111ust be detlned. Jotnt ~ata fo:r a seru•s of nodes 

may be generated !rom information RiV~n on two (2) cards 
in sequence: 

CARO 1 / :;
1

,IX(Ifl,l),,,.,IX(Ifl,6),X(N
1
l, ... ,KN

1
,TtN

1
l/ 

CAIW 2 / N
2

,IX(N
2

,l),,,.,IX{N
2

,6),X(N
2
), .. ,,KN

2
,TtN

2
)/ 

KN
2 

is !he mesh genera \ion parameter given on the oecond 

cai'd of a s~quence. The f•rst genc•rated nod<> '-' 
N1 •1 X K:->

2
; the second ¡;<>n<"rate<l nod<> is l'¡ •:! • K);

2
, <'!<' 

Generation cont1nues untll node numbcr :>.,-K:;~ ls 
eHabliSh<!d, Note tllat tlle node d>ff~reñc·" :>~ -)1;

1 
mu~t 

be evenly diVisible by ~/'12 , Intcrmcd¡ate n<~h·s I><Jt~.,,.n 

N1 and :.2 are located at equnl !ntervals al01>¡< tlw 
atraight l1ne betwe..,n th" n-o p<>Ints, Boundnrr condi\l<>n 
codes for tl'le generated d3ta are set equal :u the valuc·~· 

~~:tven on the [lrst card. Sode temperaturc~ ~re !ound by 
- --linear-Interpola tion -between-T {li¡ )-and T (:;2 ) . - ·Coord 1 na te-- -

¡eneration 1s ahays perfonned in the (X,Y,Z) systern, and 
no generation 1s perfomed 1! KNz •~ zero (blank). 

(6) Nodal telllperatures describe the actual (phystcal) 
temperaturc d;stnbution In tl'le otructure. Average 
element t"mp.,,·atures ustobi»h~d rmm the nodal vnluc·~ 

•re used to s<'lect mater>nl prop<•t'tlc•s :1nd to compu~e 
thermal Hralns in t!w ID<>d<'l (statlc analy~•~ only). 

III.4 
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IV. ELD!F.NT DATA 

TYI'E l - THREE•OIM!:NSIOSAI. TRL'SS ELEMENTS 

T~.._• elements are identi!ied by tlle nu10ber l. A><ial !orce9 and 
stre1aes are calculated ror each ~~~ember. A uni!orm_temperature 
chsnce and !nertla loads 1n three directions can be cons>dered 
as Ule baaic element load c0ndltlona. The truss elera.,nts are 
descrlbed by the tollowing sequence o! csrds: 

•• Control Card (315) • 

Cohuons l 

' H 

5 The number 1 
10 Total num~er of truss elements 
15 Number o! mat.,rlal propt'rty cards 

B. Material Property Cards (I5,5Fl0,0) 

There nécd be as many of the followlng csrds as are 
ne<:essary to define the propertles lhted belov; for "ach 
element In !he structu,...., 

Columns ' 5 lo:aterial ldentlf>Ca\ton nu.,ber 
6 15 :.lodulus of <:lasi>C>ty 

16 2:. Coef!icient o{ thermal expansH>n 
26 3:> llass den,uty (uscd lo calculatc mass matrb) 
36 45 C:ross-sectlonal area 
46 55 Wet¡¡ht dens1ty (uscd lo calcula te gravlty 

loads) 

C. · Elcm<wt Load Factors (4Fl0.0) Four cards 

'· 

Three cards spec>!y>ng th" !r~ct)on of ~ravily (1n each 
of the three global coon;hnat<! dl>:e<:l>ons) lo be addcd 
to each eleiiiE!nt load case . 

""' ' ' .t.!Ultipller of gravlty load '" '"" ~x d1rcct1on 

Columns ' " Element load ca~c ' " " Element load C3$t> ' " " Elt>.-.,nt load case ' " " Elemcnt load. case ' 
Card ,, " above <oc gravity '" t 1\c• ., dll"('("l100 

""' 
,, " abo ve <oc gra,•t ty '" '"" 

., dLrccl!an 

Card ·1 : Thls ind1cates th" fract>on "' 1 h " t!lermal lo~d 

<o '" aóded <o ea eh o< '"' .,Ieo:ent load cas~s. 

Elemcnt Data Can:!~ (4IS,Fl0.0,!5) 

Orle <'ard pc•r elcment in 1ncreaung nu...,rical arder start1n¡; 
wt ti\ one. 

' - ' Element nu01ber 

IV.l.l 

' , \ 



ELD!ENT DATA (continued) 10 

MOTES/ 

"' 

Coll..,.na 6 
u 

" " " 

lO Node number 1 
1~ Node number J 
20 Material property nu10ber 
30 Rcference te10perature !or ::r.ero stress 
3S Opt1onal par.,...ter k used tor automat1c 

cenerat1on or element data. 

If a serie• ofelements cx"ist such that the element number, 
N

1
, ls ona greater than th« prt!vlous element number (l.c, 

M¡ "M¡-l ~ 1) and the nod•l pn1nt numbcr ~an bo ~•ven by 

J = J + k 
l 1-1 

then only the fi.rst element In the senes need b<> provlded. 
The elcment 1denti!lcat¡un number and the temperatu..., for 
the gen .. rated elements artl be! ~·qual to the values un !he 
hrst card. Jf k (glven on the tirst card) is input as 
::r.ero it ls set to 1 by the program. 

(2) Th" ulement tcmpernturc 1ncre~~" ,IT used tu calcul;>te 
thcnnal loadB ls ~lV<•n by 

= (T• •T)/2,0-T 

' ' 
...-her" (T • T J/2.0 >s thP ~vera~c or tho• nudal ternpo•r·auu-.,~ 

---spcc ¡f t;.J -on- ~he-nodal-pulnt.d~ ¡a_,.~ rds _In r_ nmi'--'s -'-""<1 .J; 
and T,. 1~ the ;<ero stress re!~r~nc·,, to·mp~r-atur·c sp~c:(1c•d 

on th<! eleownt card. t"or tru~s dc•n>ent-• 11 1s ~en.,rnlly 

more cunven1cnt to sct T 1 ~ Tj = U.O suc·;, that ,:rr "-T,. 
(note thc mln<Js s1gn). Other typ<:~ ot member loadln~s 

can be sp.,CI!Icd u~IO!': on t•qulvalent ~T. If a trusH 
member hog an 1nit13l laek <>f 1'1! b}' ~n amount d (poslll\'C' 
1f too Ion¡;) then ~T ~d/(O"L), l! an i.n>tul prestrcss 
torce p (pos1tlve if tens¡l.,) 1~ appl1ed to thc• n·,.,mbPr 
ends that 15 rehascd aft"r the mcmb"r lS conn<>c!cd to 
thc r<>St uf \he structun• th"n ~T "'- p/("·A E). In th" 
abo,·e formulas A "ero>~ ~cct u>n ~rca, L "=mber len~th 
anda~ coefflcjent of thel"l:<~l "-'panslOn. 

IV .1.2 



ELEMENT MTA (continued) 11 

THREE-DU!ENSIOML llEAiol ELEME!ITS 

De&m elements are ldentlflcd by the numbcr 2. FOrces (axtal ~nd 
ahear) and moOtents (bendlng and toreion) are calculated (¡n thc 
be&m local coonhnatc eystcm) for each beam. Gravi.ty \oad1ngs 
1n each coordina te d.rectlon and specifled fixed cnd torces form 
the basic element load condlt1ons. ~ 

• 
The beam clemente are describcd by the followtng sequence of 
carde: 

/ 
A. Control Card (SI5) 

Columna ' . ' , .. OUIOber 2 , .. " Total numl>er of beam clemente 

" " )luotbcr "' ele...,nt property cards 

" " Number "' fixed ""' force sets 

" " Number "' material propcrty caros 

B. Material Property r;ards (lS,JflO.O) 

Columns ' ' " 
' " " 

Material ldenti!1Cat10n nt1TChel" 
Young's moául11s 
Potsson's rat1o 

" " " " 
Mass dens1ty (u~ed U> ~al<"l<latc ""''" ~.atnxl 
Wclght denstty (useá to ealcuhtc I(I"UI"l\1 
load,;) 

C. Eleme~t Propürty Cards (I5,6flo.O) 

Columna ' ' Geometrlc property numbor 

' " Axtal area 

" " Shear are o O~SUC!alcá wtth shcar forc~s 
lo<: al 2-á l r~c t ion 

" " Shear areH assoc"l"ted '" th shear !orces 
local 3-direct¡on 

" " TorstonRl 1nertla 

" " Fie><<Jral inortla about loco! 2-aXLS 

" " Flcxural HH•rtla abotlt loc·"l 3-axl~ 

One card is rt-qutrcd for each un¡que st"t nf ponpert1es. 
Shcar areas ncc·d be• speclfl•'~ <>nly 1f sl><•ar dc•fomoattnns 
are to be 1nduded ln the anai.\"SlS. 

IV.2.1 
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ELEMENT DATA (contlnued) 

K 

• 

j 

• 

,... /., 
\"·A -. 

' J 

12 

NOTE• 
• K IS ANY NOOAL POINT 

WHICH LIES IN THE LO::AL 
1~2 PLANE (NOT ON THE t·AXISl 

' 

LOCAL COOROINATE SYSTE~..1 FOR BEAM ELEMENT 
D. Llcm<~Ml L<>ad f"~lur5 (4Fl0.0) 

'· 

Nodal polnt loads (no moment~) de~ to ~rav1ty ore comput<:d. 
Th.ree cords M<"<·d l:l<• supphed whlch spuclfY tlw fract10n of th""' 
loads (1n <"ach. of the three global coordlnatc direet>ons) to be 
added to ea~h. .,lemenl load ca~e. 

'""' 
,. Mult tplier o< grov1ty load '" '"' ., d1rectwn 

Col umns ' " Element load case ' H " Elcm<!nt load case ' " " Elerncnt load ""~" ' " " Eiernunt load case ' 
Card ,, " abo<·e '" gravlty '" '"" ., direct1on 

Carel ,, " ab<"''' ,, ' gra\'1ty '" th<." ., d•r~ct1nn 
F1xed-End forco•s {15 ,6fl0. O.'J 5 ,(;flO. O) 

Two cards nr" :·c•quHed for <!ao·h untqU<" _,.¡ nf [Jxo·d-••nd !u:.-<-5 
occurnng in the anal)'Sl~. Ut~trtbutc•J Joods an<l !11\•t'n",l lo>nds 
c&n be' spectfied ,,.,o~ tt\e flX<!d-end furct•s, 

Card l: 

Columns ' ' nxed-cnd [ore· e nurnbc•r 

' " Fl xed-end force '" local 1-dl!"L'C\\Ufi " 
~.,.¡,. 

" " Ftx.,d-end torce '" loca 1 ~-<lln•ctlon ·" .\~<le ' " " n.,cd-cnd force '" ln('al J·dlrCCtl\)n " .~ode ' " " nxed-•·nd mom,•nt al:l<.>tot 1M· al 1-dtr,•ctwn " ~orlo• 

" " ftX<>d-cnd morr.~nt al:lout 1 ._,,-~ l :!-d l l't'C t 1 '"' " ~·~lo· 

" " f1Xcd-end rnoment abuut local J-dtr.,ctwn "' ~od•· 

IV.2.2 
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!lOTES/ 

• 

' ' 13 
ELD!ENT DATA (continued) 

Card 2: 
Columns > ' Blank 

• " Flxed-end force '" local 1-dl.rectl.on ., """ ' " " Flxed-end force '" local 2-directlon " Nod~ ' " " Fhed-end !orce '" local 3-directlon " No de ' " " Fhed-end moment about local 1-du·ccllon " l>O<l" 

" " Fixed-end moment about local 2-dlrectlon "' Nade 

" " Ftxed-end m01oent about local 3-dtrection " No~ e 
• 

Mote that values input are l!terally !l"ed-end values. 
Corrections due to hlnges and rollers are perfonned ~llhln !hu 
pro~:ram. DlreCtlons 1, 2 and J indicate prlnc>pal dlrect1ons tn 
the local .,.,,.,. coordina tes 

F, Beam Data Cards (l015,2!6,!8) 

Col.....,ns > 

' H 

" " 
" H 

" " " " 

5 Ele~ent number 
lO ~ode number l 
15 llode number J 

liode nunber K - ~ee accompany1ng figure 
Mater1al property number 
Element propeny number 

' ' ' ' 

Faed-eM !orce jdenttficatton for 
ele,.ent load cases A, U, C, and D 
respecttvely 

End release code al node 1 
~7 62 End release code at node J 
63 70 Optional para~::eter k used for autorr.atlc 

generat>on of ele,.cnt data. Thts oplton ls 
described bel"" under a separate hcadtng. Ir 
the opt1on ¡s not used, the field lS left blank. 

The end release code al each node ts 

and/or zeros. Tht" lst, 2nd, 
a Sl" dipt nur..ber of or.es 
6th dlgits T<'SpeCilW•ly 

correspond to thc force cotnponents Rl, 1!2, RJ, ].!l. M2, ~:~ at 
ea eh nod". 

U any one of fhe above ele..,ent end torces >S kno~n to be zero 
Chin¡¡:e or roller), the dtglt correspond>.ng to that componc•nt •~ 

a """· 

(1) ll u Senes o! elements occurs >n ~hich 
~rreater than the prev>.ous nu~.ber SE , ,_" 

each .,lernent numb;,r );E 

' 
lS onc 

Le., 

only the deo:ent data card for th.e first elcment in thc series nCL'd be ¡;n·en 
•• input, provided 

IV,2,3 
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ELDIEliT MTA (eont!nued) . ' 14 

(l) Tlle end nodal point numbers are NI
1 

= NI
1

_
1 

+ k 

end tlle 

'" ,, ,,, 
'" '" 

material pcoperty number 
element property number • 
Uxed-end !orce >dentification nUIObers !or each el.,ment load case 
"lement relcase code 
Orientatlon of local 2-ax1s 

are the,same !or each element in tlle series. 
• 

The value of k, 1f left blank, is taken lo be on<>. Thn el<·m~nt data card 
fi>r the lut beam elamant must always be givan. 

(2) Whcn succeulve beam elemcnts·have the same stiffness, or!entation 
and elemcnt 
st!f!ncsa. 

load lng, !he program autol!la t ically sk !p,; •·•·::omput o f ¡ on u J \ n~ 

Note th1s ~hen numbenn¡¡- th" beams 10 obtain mox1r.1um effhl<'rKy, 

------------------
• 

IV.2.4 
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• 

Quodrtlatcrnl(a!>d trun~ular)elem,•nts can b•• u~.,d lor plan<> 

stress m~mbrant• ,.Iements of specif>c-d thirknes• ~h!Ch ""'' orH,nt~d tn 
an arbttr~ry plnnc. 1111 .-lement" ha,·e temp,•raturo,·dt•p••nd<;nt <>rtho,tr<•pl~ 
material pr<•pert !c•s. Jncompatlble d1splace¡r.~nt mmk.< <"~n 1><.- In<¡,,.],.~ at 
!he el<Jment levcl 1n arder to i10prove th" belld>ng propertt••S <>! !l1t2 
clemcntB. 

• 
A general quadrilateral clerncnt 1s shown bclow.-

' " K 

10-, 

' 

A local clement coortlinatc system ts deftn.,d by o u-v S_\'bl<""'· 
cO>nctdcS w¡th the J-,J ~tdc of the element. Thv u ax1• 1~ n<>rmol to thc• 

v-axis and la >n the plan., dc•flned by nodal polnts 1, J and J.. Xnd~ ~ 

JOU&t be tn the samc phne 1f the element 5tlffnc~s calculot!<>P~ dt"e tu 

b., corro¡ct. The follow1ng sequen<"' of caros d<!flnc• tl!e' 1npu1 dn\.l for 
3 -~~~ of TVPE 3 .,Jemc•nt~. 

A. Control caro (615) 

Columns 1 
6 10 Total nurnb<'r uf plane stcess .,¡~n¡,.nt• 

ll l~ ~urr.t:K'l" ol m~\crtal prop~t·ly r~ro• 

16 20 llaxill:U!T'-"'no:ber of !eO'.p<'rOUot~' po1nts lur 'ny 
one matc•rbl; sec• s,•cllun R t><•l"~-
Non-zcro numc•r•c·~l punch ~111 suppres" th<' 
ln~roduct•on of tncompat•bl" <l\spbcc•m••nt 
toO<! es. 

Ortl!otroplc, teOiperaturt•·<l<'pendent mat<'rtal prop,.t"tH·~ ,lr•• 
poaBiblc•. ror "ach <llll<"l"<•nt Olatcnal,t!w rolh,..,tnll ¡:mup <1/ 
<'•ni• "U5t be supphc-d. 

lV~J.l 



• 16 IV. ELEMENT ll>I.'TA (conttnucd) 

l. Material J>roperty Cord (2!5,3Fl0.0) 

Colu10ns 

" 
' 

1 

' ' e·- 10 

11 20 

21 30 
31 40 

L 

Material identl!iC&tlon nu01bcr 
Nu,.ber of dlffercnt teOlpcrat'!res ror 101h1c11 
propertles are givcn. lf thls fleld ts 
left blank, the nucber ls taken as one. 
W<!ight denslty of ~:~aterul {us...:l to • 
calcula te gravl ty loads) 
llaas..:lenslty (used to calculate o:ass lllatnx) 

Angle S In dcgrees, ueasured countcr
clockwtse from the v-axts to thc n-&XlS, 

K 

J . 

-Thc n-s· axes- a re· the"prlnclpal ·axes·ror· the"ort hot r<>plC" JlHlt<:>nal-:

Weight and maoR dnnsltlcs nced be l\stcd only tf gravity and 
incrti& loads ar., tu b<J considcrcd.' 

2. Two cards for ench h<mpcroture: 

c. ro ' . (8¡."10.0) 

Colu01ns ' " Te::~peratur" 

n " J.lodulus "' Uast>C:ty 

'" " " ~1odulus "' Elas!IClty '• 
" " Jtodulus "' [}o;!H:lly '• ., "' Stra1n RallO "" " " Stra1n lbt;o - '-'n 1 

" " Stra1n Ratio -

"" " " Sh~ar Modulu~ - '"' 

IV.3.2 
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IV. ELDIENT DATA (contlnued) 

NOTES/ 

Card 2: (3Fl0.0) 

Colu..ns ' " Coefnctent "' the,.al expans1on " n " Coefflctent "' thenoal " expanston o, 

" " · C0<1 t ti e l<:~nt o< thenoal expans1on o, 

• 

All matarhl cnnstants must always be specified. For planc 
stress, the program mod1fles the constitutive relatlon• to 
satisfy thc conchtlon that the nonoal stress c

1 
equals zero. 

c. EleClent Load ractors (5FlD.O) 

Ft>ur cards are used to define th~ ele,.cnt load casca A, B, e 
and D aa fractlon of the baste thcrmal, pressurc and ace,•lcratlon 
loads. 

Flrat card, load case A: Socond card, load cas<! B, de, 

Columns ' 10 Fract Ion of thcrmal load 
ll 20 Fract1on of pressure load 

" " ., 
JO Fraction of ¡::r&Vlty 10 X-d>mctwn 
40 FraCtion o( ¡:ra••tty 10 Y-d¡r,.<:tlon 
50 Fractlon of grav1ty 10 Z·dlr.,ctH>n 

D. Element Cards (6!5,2Fl0.0,2I5,FIO.O) 

One can:l P"r clement must be suppl1ed (or ¡¡;eneroted) ~lth th" 
follo~lng lnformatlon: 

Colu¡nn 5 ' ' n 

" " 
" 
" 
" " " " 

' " " " , 

Element 
Node ' Node ' Nod<! ' Xod e ' (!ol<>d" l. I'USI equol :;od" 1( for 
trhngular cl"m"nts) 

30 Mater1al Ld<•nt•fa·atlon nmobcr 
40 Ro=f~rencc tcmpcroturo for 7<'r<> •trO"SS<'> 

wlthln elcm~nt 
50 Not·m,\1 prc&surv on ¡.,¡ Sld<• of c•b·~···nt 

55 Stress ev•luat>on optLun "n" 
60 Elemcnt data ¡;en~rator "'~" 
70 Ele~ent tb\ckncss 

(l) t.:lCII!en~ Data Gen••ratlon - [l, • ...,nt cards !DUSI be ln elc¡:¡cnt nomber 
1equence. lf cards are OLOltt'-'<1, data for tbe OlDltted elemcnts ~¡ll 
be ¡e11eratcd. 
t1rat card in 

I_ "" I .. n-1 

JR "' J , n-1 

Tbc nudnl numbers "'ill be g:en<!r&tüd ~lth respcct to th" 
the ~eries a& foll~s: 

• • 

IV.J.J 
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18. 

K "K •~ n n-1 

• 
.Hl 

'"• 
other ;,~.,.,.,,! lnfor.oatlon ,.,¡¡he ><.'1 ~·q"~l to thc >nf<>l"ll'.ation "" 

last card read. Thc data lt"""ratwn para10dcr "k" <s sp~Clf>cd 
on that card. • 

(2) Stress Pr!nl Optlon Sce clc...,nt IYp<> 4 

(J) Thcrmal Dala - Se<: element typc ~ 

(4) Use o! Trlan(tl<'S - See elC'ment type 4 

(5) Use o! Jnco01pat!ble llodes- s~·e elc,...nt type 4 

-- -- -- ·------. 

' 



IV. ELEMENT DATA (conttnued) 19 
TYPE 4 - TWo-DIMENSIONAL FIJHTE ELEMEl!TS 

• 

Ul 

Qu;.drilateral Ql~d tnangular) ele~tents can be used as: 

Axisy~~etric sol id elements sym=etrical about the 
The radlal direction is specified as the Y-aXIS. 
be exercised in combining this element with other 
ele01ents. 

• 

Z-axis. 
Care must 
types of 

(11) Plane strain elements of unit thickness in the Y-Z plane. 

(111) Plane stress elements of spccified thlckness In the Y-Z plane . 

All elements have temperature-depende~t orthotropiC material 
propertles. Incompatible <lisplacc~r.ent modes can b~ Includcd at the 
element level in orOcr to •~prove the bending propertiCS of the element. 

A general quadrihteral element lS sho~·n below: 

'·" K 

L,.-

~J 

1 

'·' 

A. Contn>l Card W!S) 

Colu01ns l 

' n 

5 The number 4 
10 Total nurnber of eh>rn<>nts 
15 )luOlbcr of di!!er~nt material~ 

16 20 Malnmum nurnber O[ t••mperatur~ carrh for ~ny one 
material - see s~ct\on O hdow. 

1
0 for axiSyOlmetr,c analys\s 

25 1 for planc strain anolys>s 
2 ror planc stress analys>s 

30 Son-ze~o numcr>col punch ~,¡¡ su~prcs• lh<' 
1ntroduction of Incornpniblc dlsploccrnent mod<•S. 
tnc6mpatib1e mod<•s cannot be used for tnan¡;ubr 
a1ements and are automatlcally suppres~<"d. 

lV,4.1 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 

20 
B. W..t.,rl.al Prnpeny Infor'l!lat;on 

Orthotropic, !e!ilperature-d<!pendent 11aterial propcrtle~ are 
poasible. For each tll!fercnt uaterial the tolloo111n¡¡- group 
or cards ,.ust be supplied, 

l. Material Property Car-d (':!J5,lFl0.0) · 

Columns ' • 
n 

" " 

' " 

" 
" " 

Material identi!lcatlon number 
Sumber of di!!erent tempcrature for whlch 
properti"s are gh•en. lf thts field 1s, 
le!t blank, the number lS taken as one. 
Weight d"nsity o! material (used to calcu
late gravity loads) 
l!ass denstty (used to calculat" rnass Olatnx) 
Angl<! i! 1n degrees, mea~ur"d countcr-
cloch>se from the •·-axts to tne n-aXIS, 

PRINCIPAL ~ATERIAL AXES 

n.e n-s a><cs ar<! t~<' pnnctpal axes for the orthotrop\C 
Ulaterial, Wetght dcns1ty u need<'<l only 1! ¡ra•·ity and 
1nert1a loads are to be cansldered. 

2. Tt.o cards !or <'ach tcrnpcnturt': 

Car·d 1: (BFIO. O) 

Columns ' " Temp.,ratur" 
n " MO<lulus of eh~! cc·\ty .. 
" " ~odulus of elostlClty '• 
" " Modulus of <>hst!Clty '• ., 

" Stra.n ratlo ""' " " Strun ratio ·.;, t 

" " Stra•n ratio "" n " Sheor l!lodulus 
'"' 

IV.4.2_ 



IV, ELDIENT DATA (~ont,nued) 

!lOTES/ 

21 

Cnd 2: _ (3Fl0.0) 

Colu.ns ' " Coetttcient ., thei1Dal c~panston o 
" n " Coefftetent ., the=al t!~pannon o, 

" " Coefllclent "' ti>" mal expanston o, 

All material constants must ¡tlways be spec>tiPd, In phne s!ross, 
the program modiftes the constitutivo rclattons t~ satlsfy the 

conditlon that !he normal uress a, equah zoro. 

C. Element Load Factors 

fbur cards are used to define the ele~ent load cases ~. D, C 
and Das fraction of the baste ther·oml, preuur" and aceel~ra
tlon loads .. 

Flrst card, load cast1 A: Second card, load cas~ 11; utc. 

Colu!!lns ' w Frac! Ion "' thermal load 

n " Fra~ t ton "' pr,ssurc loa~ 

" " rractt<>n "' ¡.¡ravtty '" X-<1 H<:ct l<>n 

" " Frnc 1 i <>n ., ~r.wlly ' " Y-U; rcct ton 

" " Fracttun "' gravtty '" Z-<ltr<•ctt<>n 

D. Elcmo..'nl Cards (6i5,2Fl0.0,2!5,rl0.0) 

One card p<!r ciernen\ mus\ b<.' suppl1cd (or gcncratedl ~·tth tbe 
followtng 1nforma\10n; 

Columns ' ' Elemont numbcr 

' " N<>d" ' n " No de ' " " ¡;odc ' " " Nodc e (Node e mus t equal Nodc ' 'oc 
triangular el.,m~nts) 

" 
, Wat.,rl&l \d.,nti f1cat l<>n numb"r 

" " R<>fe,..nce tcmperaturo <oc 'oro strc~><'h 
w1thln element 

" " Norraal pressure 00 ,_, ~1de o< ch>mo.>nt 

" " Stress cvaluat>on " " opt1on " 
" " E lomen! da t ~ ~en.,rntor "h .. 

" " Elem.,nt thtcknoss 0'<> r p13n" strn¡n ~r t 
equa 1 '" u IJy pro¡<ram) 

(1) Ei<"rnent Dntu G<•nc•t-a\tnn- Elem.,nt cards mus! be 111 clerwnt nuO"b~·r 

se<¡ucnce. 1f c~rd~ ar~ oontted the <>mlltcd el<.'ment data nll be 
11ene1·at<'d .. 1'h" nodal nulllbcrs ~1ll b<.' ¡:cnc•rat.,d '"llh rcsp.,ct to !he· 
flrst e•rd U thc• series as follows: 

tv.4,3 



"· tLDlE~T 11\T,\ knnl tnuc•<l) 02 " •• 
·• 

' • ' • ' " ••• 
' • ' • ' " • •• 
' • ' • ' • 
" ••• 

e • e • ' • 
" ·-· 

All other element >nfonnotlon w1ll be s<>l o•qual to the 1nfonnaunn 
on the Last card ruad. Th<> data genera! IDO pa1·amcter k is gtt·cn on tll.H 
c•rd. 

{2) Str<l$$ Pnnt Optlon- The foll0~1ng descrtptton of !he stress prtnl 
optton appllcs to both el.,ment type~ 3 and •l. The value of the ~tr.,,s 

pr1nt optton "n" can be glven a's 1, O, 8, 16 or 20. 

' 
L • 

4 

K 

o 
' . . . , . ' 

1 3 ' 

O ""oripn of natural •-1 c•oordtnates 
~ ore ~:~ldp<nnts Ot oitdes. Th~ pnint~ 
depcnd "" the v~luc of n as d~scnbc•d . 

' 
, 

o 

J"-. -

3 

at ~htch stt't•s~es ar" "utp'll 
10 the fnllo~··n~ t~hl<· 

" 51 !<'SS>' S out pul " 
' '""" 
' ' • '· ' " o. '. '· ' " '· '· '· J, ·• 

tV.4,4 
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IV. ELB!t:~i D.\T,\ (<:ontlnUedl 

' 
Tllc strcsSe$ atO 3re pnnted tn a local y-z e<><>rdlnat<> .~y~l~rn. 

1-"ur clefl\cnt !)'pe 3, s>de 1-.J d~flncs th" local y-z ~xc•~ ,;, thc. 
plane ot the clement. f"or elem""t typ.., .¡ !he local y-L o~es aro 
parallcl to thc global Y-Z a~es . 

• 

'~----------------~----~ 

' 

GLOBAL 
COOROJNATES 

I 

'S22 

~512 

-~8i--"' 
1' 

' LOCAL y-z 

COORDINATES 

STRESSES AT 
O fOR ELEMEtJ T 

TYPE 3 

L.--------------------------,K 

z 

L-+Y 
LOCAL ANO GLOBAL 

Y·Z 

I 

IV.4.5 

STRESSES t.T 

0 FQR ELEMENT 

TYPE 4 



\j '- 24 
IV. ELEMES"r DATA (contlnued) 

Ft>r both elem.,nt typ<>s J and 4 tho otresses at each edgo mtdpoint are 
output tn a rectangular n-p coordlute system deHned by the outward 
no1'111al to th& edKe (n axis) and the t:dgo (p axts). Tlle post ti ve p 
&><ta for points 1, 2, 3 and 4 "'fro01 l. to l, J to K, l to J and 1( to L 
telpecttvely (politlve d1rectton ts counterclockwtae aDout element) . 

• 

1 

IV,4.6 

COORDINATE SYSTEMS 
FOR OUTPUT ();. 
EDGE Sl"RESSES 

POSITiVE ST.lTE 
OF SrRESS AT 
THE MIDFOINT 
OF A SI DE 
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IV. ELDIE)!T DATA (~OntlOUCd) 

1be strcsscs for an element are output undcr ttu> follollltng llcadings: 
sll, 522, Sl2, 533, 5-MAX, s-~11N, ANCLE. Thc nomal stress"" Sll 
and 522 and th~ shear stress 512 are as descrlbed above. s-,!AX and 
s-wtN are the prtnC>pal stresses tn thc plane oi the elernent ond 5~3 
ls the thlrd pnnctpal str.,ss actlñ~ or. the plane of the •·le...,nt. 
AMGLE ts the angle ;n degrees trom (lr-the-local y axts at po¡nt O, 
or (2) tlle n axts at the mtdpolnts, to the axis ot the algebratcally 
largest principal stress. 

For .trUnguhr elemcnts !he S'tress 
above e><Cept that n =20 1s not valtd. 
be set to 16 by the program, 

prtnl optton ls as descrtbed 
¡r n c20 ls tnput, n wlll 

.. 

(3) The=al Data Sodal temperBtur"s as sl"'ctfled on tite nodal polnt data 
cards are uscd by ele.,cn< types 3 and 4 i.n the follmi"g t~o.o ..,ays: 

(l) Temperaturu.,.dcpendent material prop<>rt1cs are approxi.mated by 
1nterpolnt>r1g (or extrapolattn¡¡;) thc in¡>ut motcrlol prop<H"\u.os 
at the t~mpcraturc T0 corrcspond>ng to th<.- ong1n of U~>.- locol 
&•t Coo!"dinatc systcm (><'<." Fq¡. 5.2 for dc•scnptlon <>f l<>c"l 
el.,llent c<>O!"dinate•). Th" ODaterial propert>cs throughout th<.
eleCient are assumc-d constunt corre•pon<hng to thos '""'P'-'rn\Ul"<.·. 

1 

K 

L 
To 

1 K=L 

0~!GLN 

' 
1 \, 1 

(2) For <:omputatiOfl O! nodal loads due to lh.,rmal ~tra;ns tn the 
ele¡oent a bilinear ;nterp<.>lation e~panston for th., temperat1lr<' 
chpng~ t:.T (s,t) IS used. 

' '-,. ' 
where T are the nodal temperatures sp<>ctfte~ '"' th• .jo1nt 

' data C•!"d$, Tr •s the rcferenc<' str.,ss free t~n-p••raturc atld 
h 1 (s,t) are the tnterpolatton functtons ghen by <;q. 5.7. 

IV,4.7 



lV. ELEMENT DATA {continued) 26 
(4) u~e ot TrlanKie~ • In general, the elements are mo~t ef!ective ~·hen 

they are rectanKUlar, l.e. the element5 are not d1storted. ·There• 
tore, regular and rectan~u\ar e\Hment mesh layouts shoald be u~ed os 
-..eh as possit>le. In particular, the trtangle used ts the "onstant 
atraln triangle; and tt should be avoided, s1nce lts accuracy ls 
not satlsfactory. 

(5) Use oí Incomp•tihle Modes · Incompat1Jlle dlsplocement modes hJ~t! 

been found to l><! clfectlve only ~·han used in rectangular elements. 
They should always be employed ~ith care. Since lncompatlble modes 
are u~ed for al\ elements of a group tt i~ recommended to use 
sep•rate element groups Ior elements ~tth Incompatible modes and 
elements "tthout tncompatlble IIIOdes. respectlvely. (See Sectton 11, 
Qote (2)). 

IV.4.8 



ELBit:~T DATA (c·nntJmoc•d) . ·" 

TYPE 5- TliH&.E-!JBit::;s¡o~AI. SOI.!Il f:lf:.'.IE~"IS (¡,:¡,-;111 ~on~ FlllH"Kl 

Gene •·~ l tlt re e •<1 imen ~ tona 1 . e 1Kit t -nudc , isop a r ~roe t r te e 1 emcnt.• ~ 1 t 1t 
tltrec translattonal de~r~e~ ol treedoro p<.'r nD<lc ~re 1denttl1c<l by the nu"'~"'" 

5. Isotroplc materul properttes are ~~sumed. Tlt" element lood e"'"' (A, 
B, C and D) are deftncd ~~a· cOI!Ibtnation of ourface pre~sure, llydro,tatlC 
loads, lncrtia loods ln three d1rectlons ond thermal lood~. Thu •lx ~om
poncnt~ of stress and thrco princtpol stre-'""" a'rc computcd Jt the ccnl.cr 
of each element. Also, surface stres•c• ore cv>iluuted, N;ne wcompJllbl<l 
dlsplaCeOlent modes are oUUOlCd i.n the formation of c\ement Hlltn<"> m.Jtrl~e,. 

For 8-nodc elements ~lt~out tncompatiQle modeo u<c clement type O. 

'. Control O• m (4 15) 

Colwnns ' - ' '"" number ' ' - " )lumbe•· "' 8-nod~ ~O)l{t elemrmts 

ll ·- " Numbcr "' dl!fer~nt rn~to•rhh " - " ~umber "' elcment d;str'b"tcd lo"<l S<'t~ 

•• 1\atenal Propcrty Cards (15,HlO.Ol '"" card lar c•a<·h 
dtflercnt m&lcrtal 

Colu,..ns ' ' Matero al ldcrHIOcatwn nu<r:lw ,. 

' " Modulus o< t•lasl,c>ty (unly c\a5IH' 

lSO(rOp!C mat~nals are ~unsulc•n•d) . 

" " P<>ts~un",; ratto 

" " ~·<n¡¡ht densliY "' n1atenal ( 1 "r ""lcul.¡\ 1" n 

"' grav1 ty londs "' ma~~ !1".3\riX) 

" " Coe!ftcient "' th.,rmal <:.•pans;on 

c. (2I5,2Fl0.2,I5l Qn., Cllrd >S rcqo1ro•d 
formly d1str;buted 5\lrface loa<ls 

and fo!' each r.,ference fluid le<iel for .hydrosontl<•ally \OT\"ln~ 
pressore loads. Sec• not~·s (4) and (5) (or st~n convt•ntwr .. 

Columns ' ' 
5 l<>ad set ldentlfocanon nur.~ber 

10 LT (load type) ·-..... 
LT = l 1! thts card Spt'ClflCS a un1formly 
distributcd load. ~ 

LT "2 if thls card spcclftes ~ 

hydrostatH·.tlly vary•.n¡; pr<•osur•• 

ll-20P 
!f LT • 1, P !s tho ma~nlt\1<1<' nf ""' 
un1foro:l) dU,trlbuted lea~ 

\f LT ""2, P u th<• ,.._.,¡:ht d,·n~,,,. "1 tlo•• 
!luid caustng thc• hydrostatt<" pr"~~""-' 

21 ~ 30 y 

31 - 35 

1 r LT = 1, }.,a,·e blank 
1! LT = 2, Y IS th,; ~hlll'ol \' <'<•ol'd>n.ll•• 

of th" &urfact• <>t flui~ causon~ ll\'di"""I"' ll' 
pressun' loadln~ 

ncts. Facc nuom.,rs are froto 

IV.5.l 

Sllr/M<• ln"<l 
ltoóao 



IV. ELDIENT DATA (continucd) 

28 

deacribed in note {~) for unifo,.,.ly 
d1atributed loads and can b<! only faces 
2, 4 or 6 for hydrostat>cally vary1ng 
preaaures. 

D. Acceleration due to srav1ty (Fl0.2) 

• 
Columns 1 - 10 Accelcr&t>on due to grav1ty (for calculatton 

of .,ass matril<) 

E. Element Load Case Multlplicr" (5 cords o! 4Fl0.2) 

Multtpllcrs on the elemcnt load case~ are scal1ng factors 
tn arder to provlde fl<!~lblllty 10 modl!ying applled loads. 

Card 1 · Columns l 

" " 
" 

w 

'" " " 
::l 
~} 

Pl""S~ur~ load 
multlpller,; 

O. M 

c. ro 

PA ls a !actur u~cd lf> sea!~ !he Co:;tplo:te set uf distrlbU!c•d 
surhcc load~. Th1s scaled set of loads u asstgncd 1<• 
el""""' l<Jad ca•e 1\ linte that 7ero lS 3 vohd multlpllcr. 
PO, pe and ro are Slmlior to PI\ cxeepl that acaled load~ 

are asS>gncd t<> clc•ment l<>ad cases B, C ond O rcspcctlv<,ly. 
•or thc tliiiJOdty o! appllcatlons thcse factors sho.,ld b<." 
LO 

' ' Colmans ' " "l n " '" Thcrm~l lood 

" " " multiplier~ 

" " " 
T.4. ls a factor used to scale thc co.,plete •et o! the,.al 
loads. The scaled set of loads an, th"n ass\¡;n"d to ei<•>'l<'nt 
load case A. TB, TC and TD "'"" s1mdar and refer to <:h•ment 
lo11d cases B, C and O respcctl•dY. 

,, Columns ' w OM 

l n " G.\B G,.,,., t¡· loa<l 

" " "' r:1Ultlpllcrs '"' • ' " " "" global dir<."Cttun 

Can! 4: Columns ' " '" ) n " "" GrHlty lood 

" " m ¡ multipll<."rs for ' " " '" global dlrcctwn 

<•ro ,, Colu!>ns ' " '~ l n " "" GraVl ty loa o 

" " "' multlpl:iers <o< • ' . 
" " '" globo! d1rect1on 

.1V.!>.2 
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Gru!.ty luads "r" corn¡>ut••d from th~ o·c·l~Mt dt•n,;oty <o( tM~ 
matenal aod frum th~ ~··om.,tr¡· uf•the c•lcm•·nt. GXA 1~ a 
<O.Ultlpllo,r .. n,ch refl~~ts thc• locatlon of !ht• ;:r~vlt¡· ~XlS 

and any load hclo>rs us.,d. Thc program co01putcs the ~<'l~ht 
ot the clemcnt, multlpl!Ps 11 by GXA and aso¡gns thc 
resul!lng loads lo th<! • X dlrecllon of elcmcnt load ca,;., A. 
Consequ~ntly GXA is the product of the componen< of granty 
along the +X global aXI!I (from- 1.0 to 1.0) and any dcs1rcd 
load !actor. GX8, GXC and GXO are simllor to GXA and ref~r 

to elcmcnt load cases B, e and O respect1v<.'ly. GYA and GZA 
re!er to the ¡¡;lobal Y and z dlrect10ns rcspectlvcly. 

F. Element Cards 02!~,4I2,21l,Fl0,2) 

NOTES/ 

eolumns ' 
, 

' " " " " " " " " " 
" " 
" -!O 

" " 
'" " " " '" "' "' " " .. 
" " " " 

Elcr.~ent nu,.ber 

' Globnl node po;nt ' numh" rs ~o rre~pond lng ' '" o•l<>mcmt nod~s ' 
(S<>c no t" (3) ) ' ' ' ' Int.,¡::o·~t><>n Ordo: ,. 

).late roa! ,\umhc~ 

·Gc•ncratton Pu rarnvtc r (l:<C) 

"' 
1 

'" " !he dlstr•.but..r1 surface 

'-'' lond '"' tdentiflCa\t<ln nun;lwr 

'-'' "' '"" distnbutcd lo~d act1ng 

'-'' "" th 1 S elerncnt co '" ass•gnud 

'" element load C8S<! '· >se. ,,, 
and ISO refer to el.,...,nt load cases 
a, e and D rcspect ¡vely 

69 70 Face number!l !or stress output 
71 80 Stress-free ele01ent ternpcratutv 

Cl) E l~ment G«nc•ra t wn 

l. Element cards must bo: lO ascendlng or<lcr 
2. Generanon ts poss!blc as follo.,s: 

l! a series of <!let:.ent cards art• o•utto•d, 
a. N<><ial po1nt nurr.ber~ arP ¡rcneratt'<l by addln~ 1:-.c ¡ .. 

thoseof !he pr<:C<•dw~ o:lcm<•nt. (11' onnttcol, I~C 

1S ~et equal to l.) 
b. Sam<e matenal propertl•'S aro: u•t•tl ns f<>r ttw 

preccdinK <:lt•mcnt. 
c. Same tc01puruure lS u~cd for ~UC<"<:t•d>ng elo:rn••nt,;. 

IV.~.3 
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d, U on Urst card for the series the 1ntegratton 
Order is: 
>o S•me valm> is used for succeeding <llemP.nts. 
• O A new eleJDellt st!Hness is not for10e<1. 

Ehu•ent stlffness !s assumed to be Identtcal 
to that of tl1<' preceding elernent. 

<O Absolut,e value is used Ior the f1rst element 
of the series, and the same elcm.,nt stiffncss 
ts used for suCc<,('ding cle>;lents. 

e. lf on !irst card for th~ sane~, the distnbureJ 
lo•d numb~r (for any lood case) 1s: 
>0 S•""' load ts Bppli<'d to succccdlng elc!Dent>. 
<O The load case U applied to thts "lc:oen' bu! 

not to succeedlng eleme~ts In the serttS. 

3. Elemcnt card for the la•t clement must be supplted. 

(2) Intcgr~tion Or<Jcr 

Co!Dputat >nn 1 """ (for elc10cnt st tf!ncs~) '"'"""~~··• ~ 1 th 
thc third PD""<'r of the integrHwn or<ler. Thc•r<•fon__,, ,¡,., 
smallest satlsfactory ordcr should be us ... ~. Thls IS :oun<l 
to be: 

2 for rectangular clumcnl 
3 for skcwcd elerr.en! 
4 m~y be usc•d o:f el.,m<•nt lS <J~trcrn~ly disturted in sh~P"• 

but not reco~.men<Jcd. 

Mesh should be sclectc·d to g>ve "rectangular" <!lements as hr 
•s pOSSlbl", 

(3) Elem.,nt Coordln.,te System 

Local ehlr.tent <:oordinate sysl<·rn 1S ~ natural syster:-. for 
thts elcmc•nt 111 whlch thú <Jlem.,nt maps ont<> ~ <:Ube. 

el~ment numb.,ring lS sho,.·n Ill the dlagranc bclow: 

' 

" 

IV.5.~ 
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(4) Identiflcat!on o! Element Faces 

"' 

tlement faces are nu~bercd as tollo~•= 

rae e ' corroap<>nds <o • • dlrcctLon F~cc~ 1,3.~ a re• 

' corresponds <o - ' d irc•c t! on po& 1 t 1 vo hc~~ 

' corrcapunds <o •• d!r~~tlon 2.~.6 • corresponds <o ' dlrcction 
Faces a re 
ncg~t!V~ laces 

' corresponda <o • ' dlroctlon 

' conuponds <o - ' dlrectton 

' correaponds <o <>o centor of ,,. el .. ment 

Distributed Surface Loads 

Two types of surface load1ngs may be sp .. cl:ted; load 
type 1 (LT "1), untforrnly dhtrl.buted ~urfac•• load and 
load typo 2 (LT = 2), hydrostatic~lly varyin~ surC.~c· 

pressure (bu! not sur tace t~ns¡on), Bolll. loadtn~ trp .. ; ar': 
for loads no,.al lo the ~ur(acc and do not 1n<:lodc o,cr["ce 
shears. Surhce loadiOKS tllat do no! Jall ¡nto thcs•" 
categorlcs roust be 1r.put as nodal loads on the 
conc~ntrated load data cards (s,,.> Scctton V). 

(l) l,T = l, A posltlv01 surlact• load acts \O th'' Jlr"~
tion of thc out~·ord nor1'1\al <>Í n po~1llV<• t•IPO>Cnt foco' "nd 
along the ¡nwa1"<1 normal of a Oo!~at1ve <.>lcm<•nt fa~e a; 

5n,.n In the !ollo~·,ng d tagraro. 

"' " / 
) 1 ' NEGATIVE ?OSITIVE 

fACES 2,4,6 fACES 1,3.5 

POSITIVE SURFACE LOAD!NG P 

aORbORc 
AXIS 

If the unlfor10ly dlstribU!ed sur!ace lo&dln~ P lS 1np11t '" 
& posltlv<! t¡Uantlty then lt d<.>scnbcs P'""""''' luaJ¡n~ on 
taces 2, ~ or 6 and tensllt! load>n,; on fac"" 1, 3 "' .-•. 
lt p 15 Input as~ negat\ve quant1ty_th•m ¡1 d.,scrll>~' 
tensile lou<hng on fac"s 2, 4 or 6 and pressure oo fac~s 
1,3or5. 

JV.~.5 
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(2) LT "'2; A hydrostattcally varyin¡¡ surtace prussure 
on eleme~t faCes 2, 4 or 6 can be speCHled by a ref<•rcnc,• 
fluid sur!a~e anda flu1d "'elght dcns>ty 'y as 1nput, Only 
one hydrostauc surrac" prcssure carel nead be 1nput tn 
order te speci!y a hydrostatlC loadln¡; on the complete 
structure. The conS>stent nodal loada are calculated 
by the progra10 as !oll.Dws. At cach nuJOcric3l integratlon 
point "t" on an element !Íurface thP. pressure P1 ts calcu
lated from 

' . ' ' ", . ' ) , ref 

1ihere Y
1 

is the global Y Cuol"l:llnate of the po1nt in questton 
and Yref spectfle~ th" fluid surrace auunnng ;:ravtty acts 
along the -Y a~ts 

• 

• 

.11 P¡ >O, correspondln~ to Sllrface \c•nsion,th~ ~ontrl

bution h •snored. lf an elc~r.cnt he<• is .sucét that 
Yt > Yrc! for all 1 (16 tnte~rati<>n polnts aru U~<·d !Jy 
pro¡;nua) thcn nonodal loads o;Ül be applkd 1<> th·· <'h'IIIC'nt. 

!!p;~:;.:{., >n~~~ 1:::: ~~e:~~!~~~= ~: ~~ ~~~~ :; r~~~~ j ~twn 
loadcd surtace. 

IV.S.6 
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(6). The~al Loado 

Tbemal loads are coc:puted assurung a co~stant 
tempcrature increase :Ir throuKhout tlle elemcnt • 

(7). Element Load Coses 

., 
·~· • " the average o! !he 8 nodal po1nt 

temperaturca ~pcclfl'-'<1 on nodal 
point data car'<ls 

=stress free elemcnt teO'.perHure 
spe<:ified on the ele.,ent card. 

Elemcnt lou<! e o su A consisn o! all thc contnl¡u¡ 1ons 
frorn distribulc•d loadln~s, therrnol lood¡ngs and ¡¡ra\"lty 
loading lor a\1 the clem<!nts taken collect¡,·uly. 

l<>ad case A "" E (PA 'prcssurc load>n¡; 

+ TA " tllermal lnadtn¡:; 
+ GXA '¡;ravity X load In¡; 
+ GYA < gravlt)' Y load In~ 
+ GZA x ¡;ravlty Z load In~) 

Elemcnt luud cn~e A for thü set uf thre" dirnens1<>nc.l ""l1d 
elemcnts h added to dcmcnt l"ad ca~" A [or the ()lh••r 
element typcs 111 thc analysis. The tr~ato'.<ml of clem,¡nt 
load cases B, e and D i.s analo~ous to that of elcnwnt 
load case A. The lo0.di.n~ cases for the structur" are 
obtai.ned by addlng ltnear co~btnattons of eleQcnt load 
Cases A, B, ·e and D to the nodal loads spectflcd 
on the jOint data cacds. 

(8) Output of Elemunt Stresses 

l. At the ccntro1d of the element, stresse~ ore n•furro•d to 
the global axes. Three prinCipal 3tresscs ar" alsr> 
oresomted. 

2. At the center of an elCIIIent he<', Hresscs nr" ref~rr~d 
toa set of local u .. s (x,y, •. ). Thcse local d~<'> 

are lndivldually d~hned for cn~h face as fvllo•~: 

I.et nodal potnts 1, J, 1( and L be the tour corno•r·~ 

of the ~lement tace. Then 

x h specltled by LI - JI(, .,he re LI ard J)( are m"lpn1nts 
ol •!des lri and J-K, 

z 1s nor•al to x and to thc ltne jotntng ml<lpotnt~ IJ ~00 
<C. 

( 

)1 l$ no...,al to X and z, to COOlplctc the n¡:ht-handc•d 11ystem. 

JV.5.7 .. ' 
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34 

Thc co~rcspon<hng nndal p<nnts 1, J, K and L tn each lace• 
a~e ¡:\ven In the table. 

FACE 
¡.;ou.o.L POn"Ts 

' ' ' e 

' ' 
, 

' 
, 

, 
' ' ' ' 

' ' ' ' ' • • ' 
, 

' , 
' 

, 
' ; 

' ' ' ' ' . 
'f'o·o sorfacc pnnnpnl .-t~esses and th<• ,m¡<le ~<'l'><C'c·n tho· 
algcbralcally lar~c·.•t prl!tClp~l stress and U\0' locc\l ~ 

a~ts &re pnnted wtth thc• output. 11 1~ upllonal l<> Cll<>nSc• 
one ur two local ton• •>f un element wh.,¡·~ Ht·esses ~t·c• ¡,. 

be compute<!. Jn the output, "race ~ero" dosq¡nates tho• 

eentrold of lhe elemcnt, 
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IV. ELEMENT DATA (continued) 
35 

T'!PE 6 - PLATE AND SHELL ELD!EIITS (OUADRILATERAL) 

A, Control Catd (315) 

'· 

Columna 1 5 "'' number 6 

• 10 Nwobet ,, shell elements 
11 15 Number of dtfferent 1113teriala 

~.ateria1 Propetty Infonnation 
• 

ADiaotropie !Datertal properties are possible. For 
each different ~terial, t~o cards ~st be supplied. 

Catd 1: 

Colw:ms 

Card 2: 

Columns 

(110, 20X,4Fl0.0) 

1 
J1 
u 
51 
61 

10 
40 
50 
60 

" 
(6Fl0.0) 

1 
11 
21 
J1 
41 
51 

10 
20 
JO 
40 
50 
60 

Material identification nu~ber 
Mass Jenslty 
Therma1 expansion coeffieient 
'!herma1 ex¡>ansion coefficient 
Thermal eKPansion coeff~cicnt 

Ela~ticity elemcnt 
Ela~ticity element 
Elasticity elcment 
E1asticity element 
Elasticity element 
Elasticity element 

'• 

C. Element Load Hultipliera (S cards) 

Catd 1: (4Fl0.0) 

Colw:ma 1 
11 
21 
J1 

10 Distributed lateral load multiplier for load case A 
20 Distrtbuted lateral load cultiplier for load case B 
30 Dhnibuted lateral load t:'.ultiplier for load c;;se C 
40 Distributed lateral load cUltiplier for load case D 

Card 2: (4F10.0) 

Columna 1 
11 
21 
J1 

10 Temperature multiplier for load case A 
20 '!e~r.perature multipliec for load case B 
30 Temperatur~ ~:~ultiplier for load cas•· e 
40 T~"'perature multiplier for load , .. ~~·· O 

Card J: (4Fl0.0) 

Columns 1 
11 
21 
31 

10 X-direction acceleration for lo;;d c;;se A 
20 X-direction acceleration for load c;;se B 
JO X-dlrection acceleration f~r load c;;se e 
40 X-direetion acceleration for load c;;se ·D 

IV.6.1 
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IV. ELEMEN1" DA1"A (co~t\nuod) 3(i 

c ..... 4; (4Fl0,0) Samu u Card 3 for Y-directlon 

Card 5: (4Fl0.0) Sa10e •a C•rd 3 for Z-dlrection 

D. Element Cards {815,Fl0.0) 

NOTES/ 

one can:! for each element 

Columns ' ' H 

" " " " 
" " " " 
" 

• 
5 Element num!>Pr 

lO Node 1 
l~ Nod~ J 
20 Node K 
25 Node L 
30 Nodc O 

35 Motcrtal i<l~nt>fic"tion (lf }.,ft blonk, 
takt•n as on<l) 

40 Elcmcnl dnla g<•nrralor K
0 

50 Elemcnl lht<.·knrss 
60 Ol~trlbUI<.·d l.1teral lo~d lnr• ssure) 
70 Mean lc•mp••nturc vanatlon T from tlw r~f<•rcn~c 

levcl In undc!onncd pos~t1on 
80 l.\ean. tcmpcr3turc grad1cnt 1(","::,Z across \he 

shcll thlckncss (o pos u l\"<" tcmpcraturc 

gradlcnt produces a nc~all•"C curvature). 

1"1tc nodal pOlnt nliOliJcH"S l. J, K and L are >n sc•QlO<>n<:c In a 
counter-clockwisc dlrccl,on around !he• .,J,•mc•nt. Tlw l<J<.:ol 

clement coord1nato• 'Y""'m (><, y, >) 1s ddlnc~ as foll,,..s: 

x Spec1f1cd by LI- .fK, ~herc Ll and ,JK •re ml~polnts"of 
sid~s L-J and J-K. 

z· :<ormal to x ond lo the llne J010ln¡¡- m1dpoints JJ nnd KL. 

y Normal lo x and z 10 compl!'!., thc n¡;ht-h~nde<l ~ystP:n. 

This systcm 1$ usc•d \U ""prcss all phys1c~l ~nd ~lO<'!:lat¡~· 

shell propcrt1o•s (~lr<>Sst·~. stratn,, rr.atcrlnl b~, d~.). 
e.~cept that th·· body fol"<·c d<!<>~lty 1~ n•f·•rr,•d t<> !hu 
global coordlnate systc"' (X, Y, Zl . 
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IV. EW:MENT !JATA (cr•c: '""' ,: : 

J 
fur tlh• a"alyses of sh•lio~ ~1<<'11~. mtottunal con"t'"~lnt~ n<>rn-~1 

to thc sur!nc~ "'·'Y bt• '"'l>"""d by ti"' n~d<t1on of bound~l"}' ,.¡.,,._,¡n¡; .ot 

!he n<>dc•s (c•lc•rnent typ•• "7). 

When co)u,m~ 26- JO are¡,.¡, blank, "'''1-n"<l" 1>'"1"""''''" 
are computc<l by .,-~ .. ~~tn¡¡ th~ fou;· no<J.-~. 

{3) Element Dat~ C~ll•"ratt"n 

Element cards mu"t lm 111 o•l~mcnt nu::-.ber seqU<mce. !f 
element cards ar<' oll".lt!c•d, the progra!f. autorr.~tlcnl!)· 

g~nerates tn" ""''''''~ 1nforn.ot10n '" follo~a: 

i. e. 

'"' e or t·cs pond 1 n ~; ,,,.,., • .,.,nt fnr- nodal nombc•r " ' " 1. e. " • .~1 ' '"' ' " 

" • SJI • ' '., " 
" • " • ' . i •l . ' " 
:.-Lt•l • .~L, • ' ' 

Mater:al ldcn\¡fH:atlon, ch•rnc•nt tluc~n•·>~, cll~\>"PILI\•·<1 

htc•r"l lo~d, l<•~.p••rat~¡·~ ond \c':r;;:>eroturc• ~rad!<mt lur 

~c·neratc•d '-'lcm.,nts ore th•: sarne, Al~oy~ lncludo tll~ 

~o~.pl-.te la~: ~le:T!~Jlt card. 

l\',6,J 
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IV. ELEMENT DATA (cont1nued) 38 

(4) El~m~nt Stre~s Colculotion" 

Output are moments per unit len¡tn and ~embrane stre~sas, 

• 

IV.6.4 
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IV, ELEMENT DATA (cont>nucd) 

TYPE 7 - BOL'XDARY EU.~IE~'TS 

Thls ele~nt ls u•c<l lo constr•ln nodal dlsplacements to spcctfled 
values, lO co~pute ~upport rcactions and lo provtdc linear clasttc 
aupport~ to no<IC9. l! !he boundary condttton codc for a p~rticular 

degree of frcedoiO is speclfH•d as l on the structur" nodal po1nt dot3 
cards, thr dl~plac<>ment correspond1ng to !hat degreo> of freedo,. 15 
zero and no support reactlons are obt8tned w1th th" printout. Altcrna
tlvely, a b<lundory c•lem~nt can be u•4'd to occnmplish the 50tne uff<'ct 
except that supp<>rl reactions are obtntned sine<> 'hey are equal tn th<• 
01ember end fo,-~"" of thc boundary dem<1rll~ "hlch are pnnted. In 
addition !he boundory elemcnt can b" used to speci!y non-?.ero nod"l 
dlsphcem<'nl.> Jn dny d1r.,Ctl0n ~·h¡ch 15 not poss1blc us1ng th" nudol 
point dat~ cards. 

The boondary element lS def>n<:d by ~ stngle d1rectc•d ax1s throogh 
a sp<:CH1ed nodal po1nt, by 3 linear cxtens1onal stlffness alon~ th" 
axis or by a linear rotanonal stlffness aboot thc ax1s. The boondarr 
elern<:nt ts esscnttally a spring ~tuch ean havc a~1al di~placc·rnomt 

stil!nuss and oxul rota!:onal stlftn"""· Th••rc 15 no l>r..lt to •h<" 
number o! boundary elt·rn~nts wh1~·h can bu appll<'d to am· .Jo:nt to prodo•t• 

thc dcstrod ••flccts. Boundary clcmcnlS havc no·effcc'' nn the slz.e <11 
thc ~t1fftwss rnatriX. 

INPL'T DATA 

A. Contrul Car~ (2!5) 

Columns 5 Thc nmcber 7, ' ' lO Total numbcr of boundary clem~nls. 

B. Elemcnt Load Multipliers {4Fl0.0) 

Col o01ns ' " Molt 1pller <o' load e as" ' " " ~!ultlpll,.r '"' lo3d CaH• ' " " Mult1pller <o' load c~sc ' " 
., Mult1plier <o' lo~d case ' 

C. El.,rnünt Card ... (8!5,3Fl0.0) 

Onc card per .,l~rncnt (ut ascendin~ nod~l p<'lnt onlc•l') "H'rpt 

where autumollC <·lement ~en••rattn11 •~ used. 

Colurnns ' ' 1i'ode '· "' ~hlc'h t h·· ,.J,•oa•nt " plac~d 

' " 1'od" 

~ 1 " " ~·oo .. ka•··· <'ü 1 01;¡1\~ " - " blank 

" " :-;od<' " on 1¡ n"h' " nec•ded. 

" " :-;ode 

" " C<'dC <o' d 1 sp l ac c••oc•n 1 

" " Code >o' rototlon 

" 
., Data g.,ne ra t or '" " " Spec If lt•d dhplut:<'""'"' alung cl,•rnc•nt -~1~ 

" " S pe e 1 f icd rutPtiun about elcrt\c•nt nx 1 s 

" " Spnn¡; •t>ffn .. ss (se t <o 10 10 

" ¡,. ft ~lanl<l 

<o' botll ext"n~Jon ""' rot3t '""· 

1V.7.1 



IV. ELDIENT DATA (continued) 40 ' ' 
MarES/ 

(1) DireCtion of btlund•ry element 

The dlrection o! the boundary elc...,nt at nodc:; la spec!{lcd 
in one of t,.o way!. 

(1) A second nodal polnt I defines the dlrection o! the 
element rrom node N to nOO., I. 

(11) rour nodal points 1, J, K and 1. anecl!y the d1rection 

of tite cl~m~nt a5 tite nonl1al to th<o planc d•,flncd !Jy t~·" 
interfi<!Ctlng strat¡;-ltt bn~s (v.,ctors a and .!!_, see Fig. belo~) • 

• 

n=oXb 
ROTAT!ONAL CONSTRAINT 
IN TH!N SHELL ANALYSIS 

Tite !our polnt.> 1, J, K and L need not be llniQUe. !1 us••ful 
appliCU1<>1> !or tho• analy~u of ~hallo., th>n sh"ells <.'lnploy~ 

tite boundary <•h>mcnt to appr<oxl!lmtc r<>ta<lonal constralnt 

about tt1•• "urfact" nar10al a~ sna"n nbove. 

~ ls ~l'"tm by tlt<' ~<><'t<H" <-ross produ<"t n ~a ~ b ~nd llo:llnt!s 

th<t dHt!Ction of the boundJry el~ment. 

Note tltat nodc 1 ln "a~e (l) and nodes 1, ,r, K and L 1n ~o;e (ll) ,,.,. 

u~ed only to dcftn" thc dire~t>on of the ch•rncnt and if crmvo·t¡tt•nt O';>}" 
be eny nod,·~ uoc•d to define other clemonts. H<l"'"''(,r "an;,f\clal nu<J<!"' 

may be creat•'d to dcftne dtrectton; of boundnry el•"'"'nts, 1h••"<: 
'arttfictal nodes' ore Input un the noc!al polot date. <"ard~ 

With thor coordlnates and ,.,u, all the bound~r}" cQndlttor. cotl"" 

specifled ~s 1 (onc¡, 

IV,7.2 
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IV, EW!.ENT DATA (contlnued) 

lt should be noted that node N is the structur~ nade to ~hlch the 
boundat'y ehnnent is attaclled, In case (1), a pos!.tive dhplacement roov<l.> 
llode /'i' to,.ards node l. Correspond1~ly, a pu~>ttve force 10 the eler.~ent 
ae•ns compression in the elem<!nt. In case {u), a pouttve dlsplocement 
.oves node N into th.e directlon n (see Flg,). 

(2) Dhplacement and rotatlon codes 

Displacement code ~ 1: ~hen thli code 1s """~• the dioplocemcnt 
~. specltlcd 1n columns 41-50, and the sprin~ stlf[ne~s k, speci.tte<l 
in colu.,ns 61•70, are used by the program tn the follo~ing way. The 
load P, evoluatt!d fro01 P 2 k6, u appll.ed to nade :> U> the d1rect1on 
nO<Ie N to node I tn case (1) and into dlrect1on!: Incas" (ti), 1! 6 
ts pOSitlve. lf k lS 01uch greater than the stlf!n.,ss of the structUre 
at node N ~tthout the boun~ory element. then the not effect lS to produce 
a ~hplacement very neorly cqual to b at noue :-1. 1! 6 ~ O, thcn P" O 
ap~ the stif! sprlng appronmOl<!s a r1¡:id 'upport. ~ote tnot thc lo"d 
P wlll contnbute to tt.c support r~acnon I'or nonzero é. The t:oun,lory 
coodition coJes sp~cifled on thc structure noJ"l polnt <l~to careL' must 

be conBlstllnl ~Hh lhe fact that a lood P '" b<!inR oppl1ea <O nO(IU ~ 

to e!fect the deslred dlsplacernent (evcn ~hen thl~ d1>ploce~en: 10 
>:ero). 

Rot3tlon code ~ 1: Thls case is analo~ous to t~ sl{ujtlon 
descrlbed 11bove. A ~orquu T, cvaluated from T =k e, lS appl1ed to nodc 
N about the axh (~uectlon) of the element. The r<><ation & 1~ spec1lH'~ 
in cOlumns 51-6l'. 

'" Data ;:cnerotor ' o 

When a series of node~ are such thot: 

(i) All ha~e identlcal boundory eleo:ents attochcd 
(11) All boundary elements have sa~e dir~ct\On 
(i11)All spccificd ~isplacements and rotattons ore t<lcntlcal 
(1~) The nodal sequcnce formo on arithmcttc séquence, t,e., :;, 

then only 
tncrcment 

N+ Kn, N+ 2Kn ~te., 

'"" ' " 
fll"~t und l"st nod~ 1n the sequencc nc~cl be 

u input tn colurnn" 36--10 of tlw first cor~. 

tV,7.3 
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IV, .EL.EMENT DATA (contlnued) '. 
(4) Element load multtpliers 

Each o! the four possible clement load Cases A, B, C and D 
as5oclated wt!h !he boundary ele...,nts consists o( !he cnmpl.,tc se! o! 
displ~ceaents as s~clfl~~ on thc boundary ele~nt ca~~ multlplted 
by tbe clement load multiplter for th~ correspond•nr: l<>ad case. As 
an example, suppose thot dtsplacement of nodc N lS •peclficd as 1.0, 
apring stl.f!ness as 10lO and nu Othcr b<)undary elP~:tent d.isplac~ments 
are specl!tcd. T.<lt case A mulllplicr ~~ 0.0 and case H multiplier b<' 
2.0, For elemeU load case A th<• sp<>Cificd dtsplocement lS 0.0 < l. O"' 0.0 
whlle that for B ls 2.0 ' l. O - 2.0. Ltnear combinatlnns of <'lement 
load c•~cs A, ll, C and D for all I>"P<l~ of el<•mcnt,; <"nll<-ntv~lv foro 
ptrticuhr problem are specH1ed on the structu.-e element load o:ull>pl1.o"r 
Cgrds. As !ar as thc boundary elem<!nt 1s concerocd, thb <levtce is 
u~c(ul ~·hcn a parttcular nod~ l\35 a support dtsplac~ment In one load 
case but 15 I>xed tn oth<'rs. 

(5) Recornmendationa for use nf buundcry elemcnts 

I! a boundary elcmcnt is all~nPd wlth a global ~lsplaccment 
dircctlon, only th<> cnrr<"Sponding db¡:onal element tn IM•• st1ffness 
matrl~ h <00d1flcd. Therefore, no stlffness matrtX Jll-conditlOnln¡: 
r~>Sults. Ho,.ever, when the l¡oundary el<'ment <"Ollples do•¡:r<1cs of 
freedom, large o!f-dl.~¡¡:onal elen,nt.~ Introduce 111-conoliltontn~ iota 
the ~ti!fness matrlx whlch can <"Ouse solutton dtfflcul!l"S. 

In the analys!s o! shallow shcll~ boundary elc·~·<mts vnth stlffnes~ 
a !raction of thc eh·ment bendin¡:: stlffncss should h•• us"d (say lcss 
th•n or about 10~). 

In dynamic analysls "arllficully ~t>ff" boundary <1lements should 
not be used. (See note (b) In Sectlon VIJ.A). 
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IV. EU!!E~"T OATI\ (cont>nuo·d) 

TYPE 8 - VARIA!lLE-~11.\IDEit-NOOES THICK SHELL AliU T!t!U:E-OU:E."'IS!O,~AL El.E.I!E~,·s 

A mtnimum o! 6 and a max1mum of 21 nodo•" are uso;od <o <'to·,cnbc 

a genera.~ thr.,c• dl""nns>onal l~oparom.,tnc clo>r.1t'nl; thc dem<•nt lS tJ;<>d 
to rcprcsent orth•>tl"OpH, ~lastic "'o·dl3. Thc ,.).,momt ty¡w t5 Hh•ntlllo•cl 
by the numb~r ul~hl (11). Thrc•e trnn•lational de~-:rn<•s of frH·~om aro· 

assigned to ~ach nodc, and 3t lcast !he <·>~ht corncr nnd~~ '"'"t oc tn~ut 

to define a hc•xahcdron. Input ot Jlode~ 9 to 21 lS opt>Onol; thc ftgur<!S 
below illustrate some of the 1:105\ co..,.only uscd node c·oa.blnatwns. 

Elcmcnt load case~ (A,B,C,,,,.) are !onnnd from <omh>natlons 
ot applied surtace prc~sure, hydro~tatlc loads, 1nert1a loads ln th<• 
thn.e dlrcctlons X,Y,Z and thermal loads. Sl>! ¡:¡loba! stn•s•c• are 
output at up lo s"~en (1) locatlons wlthtn the elcment; th•'5" out pul 
locatwns aro selccted b}' means o! appropnatc data entrH:~. 

)lodo to,mperaturcs input In St•ctlon 111 ure use<i t<> form on 
~vcr~ge ,.r.,munt tomperatur" 
selecttun fur ·the el<·m.-nt. 

wh>ch ¡, \he• baslS <>1 matenal pruperty 
lf t~••nnool load~ ar<' appltrd, nudo· te.,pc•ra-

tures ar" uscd lo <.'stohltsh tho· to·rnp.,ratur" fn•ld "'''"'" thc• o·l~""-·nt, 
and the ten>pcr~tuH• >ntc•rpolnt•on run•·tlons an• !he samo• a~ thns., 
assumed to r<•prosont c•lt•mcnt úl"placnments. 

notes 

"' 
"' 

"' 
"' 

{ 5) 

l. Control Card (10!5) 

coluoons var>able 

' " w :;soL~! 

" " S~T 

" " l!AXTP 

21 - 25 !'>ORTHO 

,ll·\X~Oil 

:;oPSET 

entry 

Enter thc numbc:r "ij" 

Nmr.ber of snlJd cl<>noents; GL 1 
Number o( diffcn:>nt matc-rtals; GE.l 
Ma::nmum number o! tcmperatul'<! po1nts 

used ln \he table tor any materul; 
EQ.O; dcfault se\ to "¡" 

Numb"r of dtfferPnt sds of m.•tc•n~l o~lS 
ori.,ntation data; 
EQ.O; all prop('rtl<!S are deflnc•d :r. 

the X,Y,Z, M'Siet:l 
:<tombo•r o! dlff.,ro.>nl dtstr>hut.-~ leo.\~ 

(1.e,, pr<·s~u¡·p) so"!s 

Ma.,untatl nuinlJ,•t o( .,,,de•., ,,.,¡ '" ~··s~r¡IJe 
any nnc ~·lcmc•nt; 

G[.ll and l.E.~l 

EQ.O; de!~ult ~··t lo"~¡" 
·'"mbcr ot ""'" <>f <lata o·,•qu,,~ttn~ Hrt•'" 
<>Utput al vonous <llc•mo•ut ¡,.,·.tt¡on~: 

E.Q.O; ccntro1d ou\pH\ <>nly 

IV.8.l 
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IV, ELEMEST DATA (conttnued) 

notes 

'" 

l. Control Card (1015) Ccont1nucd) 

colu111ns 

41 - 45 

46 - 50 

variable entry 

IIITRS Standard integra! ion arder for the natuul 
(r,s) directions; 

(~ 

GE.2 and LE.4 
EQ.O; default set'to "2" 

• 
Standard inteKratton_ordcr for th<> 
natural (t)-dircCtion: 

GE.Z and U.4 
EQ.O; default get to "z" 

NOTES/ 
(1) The variable ~\ri.XTP hmits the numbur of tcrnp .. rature potnts 

that can be input for any one of ttlc ~1..0:.\IAT matenal s~ts; 

¡,.,., the vanablc ~'TP In Sect ion ~ cannot ..,x~eed the valu.o 
of MAXTP. 

(2) NORTHO spcctfles thu nurnber of caros to be rcad tn Sc•ctton-3, 
and tf oonttc•d, ~11 orthotrapHO mDt<!nal a.ws are assu~ . ..,d to 
coincide ~tth thc global cartes1an axes X,Y,Z. 

(3) NDLS sp~ctf><'- thc numbnr of card ra;rs to ht• r• orl ¡n 
Scction 4, NOJ.:l must l>c• a pOSltlV<· tnl<'~c·r ti' ~ny pro~~'''"'' 

loa~s are lo be applH•<I lo soll~ <•L.,mc·nl f;~c.,s. 

(4) W.XIóOD ~pecif;es thc ~.~xlmum numb<¡r uf non-,.c•ro nodc• numb~rs 
usigned to ~ny onc ni thú lóS01.2l .,LC!f-c•nts Input In S<,ctlon 7. 
Locat10ns of the eleonc•nt's 21 posstl!le nod<:~ .,, . ., shown In 
the fig-ure b<!lo~ 10 whlch the clcmcnt ts shui<IO Tf.app<'d 1010 
its natural r,s,t coordlnate systcm. Tt1e <'I<:ht t·orner n<>dc•s 

must be Input for <'Vt•ry ele~wnt, and nodes 9 to 21 ar<> ¡nput 
optionally. ll jJ.\X~OD h 9 or ~rcater, all 21 nnde <'0\l"t<'S 
are read for each ~lcmc•n! (Cards ~ nnd 3, Sc•etton 7), but 

only ~he first MAXIiOD non-7 . .,ro cntnes c•ncount.,reú ~1"'" 

rcad>ng 10 Se<¡uence from l to ~l wtll be usc•ú for ,_.¡""'-•'01 
dcscrip!Ion .. ~!1 an "X3,.ple, for the 16-17- and 20-nod.., ._,¡""'"~'" 
MAXNOD has vnlues of lG, 17. 20, respectlvely. 

(~)As 3 mc•ans "! controll1ng !he am"llO! of solutlon output, 
stress outpu! loc·at10n ~<>ts are d<'f\ncd 1n S<"<'tlon 5, ~nd lite 
tohl numb<•r <>f th<•St' <>U!put rcqU<·~ts IS ~,,..,., ll<:d l>)' th•• 

v~riRblc ~OI'S!-;T. For lile• c·a~e <>! ~OPS~T.l.l,>.ll, nu da\" •~ 

input ln 5c-<:tl<m ~ • . tnd the only Hrcs> <>Hlp~t prtldUC<•tl 11) 
the progralll ts at thc ciernen! ccntn>id, otll<'l"'""' s!r••S." 
output <:an be rcqu,•st"d at up to sc,·cn (7) l<>cations ("c•h•ctcd 
trom a !Rblc of 27 posslblc locat¡ons) by mi~ans of !hu dalll 

entrics ~!ven 1n Scctlon 5, 

IV.8.5 



48 
lV. ELE)!E!<.T DATA' (continued) 

NOTES (continucd) 

(6) The entrlcs IN"I"RS ~nd a"M' control th'! numbcr of 1nte¡;rat1on 
polnts to be us"d 10 numcncal evaluat Ion uf lntP.grals ovcr volumP• 
in the (r,s) and (t)-coordln~t" d>roctlons, :•.•spcctivcly. 
When sol1d clcments are used lo reprtosent sh~ll structurt•s, 
the through-thc-thickness )ntcgrations (l. c., 10 the natural 
t-axis di,-.,ctlon) can be evaluate<l less accur~t<·ly than tllose 
!n-plan<> (l,C., 10 the r,s plonneJ. ft>r lh1s ca~e I~"Tf!S 
might be 3 and !)';TT woul<J bo• choscn ty¡ncally Ol< ., Th" 

entrles I~TRS an<l I!ITT an' ~tand~rd "'" rt•feren~o· valuo•s "'"! 
are us<•d 1! thü lntcgratlon order t•ntr.c• on tlw <:h•rr••nt 
car<h (Card 1, S"<:tlon 7) are o¡nltt<•d, )<on-zero c•ntnes for 
lntegratmn Ord<>r(s) pvon on the <!le01ent cardll nv<>r-rld" 1~<' 

standard values posted on !hu card. · 

Orthotrop>c, ternperatur<.• d"pendc•nt materul prop,..rt>• s 
ar" allowcd. C<•r cach <llff<·rent mato·nal thnt 1~ '"''~"''~\c<l on tho• 
Contnol C<NI, tht• loll<>Wlll~ ~el or dat; rno~t lH• ~"l>nlt.,d (¡.e., .~1:;1~.1,\T 

scts total): 

notes 

"' 

{Z) 

a. 11~\erial ldcnllflt"a\ion ca.-d (Z15,~}"l0.0,6A6) 

colurnns varini>le 

' '" 

" " ViTDE:; 

" 311 ~tA~S!J~ 

31 - 66 

••ntry 

~tcrul idcnl>ftcntton numh.,r; 
GE.l and U.:;t"lt'I:..\T 
Nurnb<!r or ddfcrt•nt l<'mpo•rat<Jrc~ at 
which propert1<•S ore pvo'n; 
LE.MAXTP 
EQ.O; defaolt s"t to "¡' 
~·et¡:ht densH¡; o) "• mat,..nal Uot"d 

compU!t•d stat>c ¡:ravny luads 
Mass <i<·n~tty "' \1\c' "'"'"'">al u~~J '" 

"' 
compu!., thc ""'~~ 10atrix ln a d¡·n,mtc 
analy~1s: 

Ll,l,O; <.l••!at<lt ,,.¡ lo "¡..-rm:~¡:¡¡,¡;_¡" 

Mat,r\:11 <lo·scnpt '"'' ''""" to Jalo!"! r¡, .. 
output. 

:-;on;s · 
(l) ~:at<!r\:tl nutllbo•rl> (.11) "'Usl bo· tnput lb ~SCetH.lllll! ~o·qu,·n{"!• 

bc·~lnntn¡: ~tth ¡" and <•ndin~ ~Ilh "~~l~\-\T" '"""s"tc•u5 or 
repcttttonA "r•• dlegnl. 

(2) l'l"cl¡;ht d"ns1\y 15 ll~c·d tu Computo• ~\ni oc n<>oi•• fo>r< ··~ <ll<o· '" 
appl!cd ¡;raviL)' Iomb; "'·'~S do•nsity 1~ u~o·d ln nthul:tto• 
elelll<'nt m~~s mntri<·cs fur "~•· tn ro>nn .. t"t\on •l!h n dyna"'tc' 
~naly~is. 

IV.8.6 
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IV. El.EIII.ENT OATA (c:ontinucd) 

b. Material card~ (7Pl0.0,6Pl0.0) 

trrP•pair~ o! card$ are input 1n onter or el&vbra1c:ally 
1acreasing value of te~erature. 

Fir.t Card 

notes columna variable entt·y 
• 

"' 
) " Temperature, '• ,,, n " Eu at Tn 

" " ,, 
"' '• " " ,, "' '• ., 

" ~' "' '• 
" " ~, "' '• 
" " "'' " 

,, 
Second '""' 
note~ columna v~r1able <>ntry 

) " ¡;12 " ' n " 1;13 " ., 
" " ,, " ., 
n " " • '• ., 

" •• • '• 
" " > • e, 

NOTES/ 
(1) The 12 entrH 

propcrtl•oS kr 
describe a· m• 

rolle. Lng 

" . 
1 nt <' 

tempeuture 1 pcrfo•-~ed 

elemcnt. /len• -'• the rnn~:· 

' tc!Cpcrat"re v"lu<l Tn are ~hys>cal 
•n 1 •o or 'ore 1 <'IOP<'raturc ¡¡oints 
llatlon ba~ed o:: av<lrag<: clel:".cnt 
establhh a pr"p<:rty sd for tho• 

>f tcl:'.p~raturc po1nts for a ~.ato•r>Ol 

hblc must sp,•n thc o•xpec· •1 ran¡:e o! avera~<> 'dcmcnt tc:npo•ra
·turea too: all dements a~"'''lated wlth the matcnal. 

"' The 12 constan:s (E¡ ,E~ 

to a s .. t or ax•·s (X¡.x2:~ 
directlons fo,- ano' hotr 
straln rclatl• 1s ~·it re~, 

w:rittcn as follows': 

' 
\ 

_,. •":JI nrtTdeH~e<l "lth respl'Ct 
, wh1ch are the ~n~clp~l r.;aterlal 

te, claattc mcd:um, The strc~s
:t ID th" (X 1 ,X~,XJ) S)'~terr. lS 

IV.8.7 
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50 
El.EJIE!IT MTA (continued) 

I/En - "12/E22 ~'13/EJJ o o o o, 
-'21/Ell l/Ez2 -'23/EJJ o o o o, 
- '":n ltu -v32/E22 1/I:JJ o o o o, 

o o o 1/0¡2 o o ,, 
o o • o o 1/G23 o 'n 
o o ' o ' 1/(;IJ '31 

• 

[ .111'0'1 ""' ATc.3 ' o ol' 

wllere '- and au• are nar111al stra1!>5 and stresses In !he 
X1 dlrecHons; v1j and 'IJar~ shear stralns and stresses on 
the principal matcnal plane~: Ct¡ are thc coo>fflcH•nts uf t~"rr:tal 

cxpanslon, and (;f 15 \~e In<'rca•e In tcmp<1raturc from stress fr<)<l 
dlstrlbutcd ovJr thc element ,·nlume, 

J. Matcroal A~"s Onontallon s.,ts (-115) 

lf NOIITHO ls :<ero on thc• Control Card, sklp thJS d.1!a 

secti<>n, and all malo·rJal ax~~ (X 1 ,x~,X3 ) w!ll loo• a~~'""'<l 1<> ""'""'<!" 
\111(1\ tllc ~lobal c•artuSI•n sy~l<~m X,Y,Z. Otho•t"AlSC, ~ORTiiO ""'"<J.o mu>t 
be Input os foll<>~s: 

notes Colu~:~ns var>able t'ntry 

"' ) ' ' idcntlflcatlon numbe r; 

OE. l '"' LE. :fORTI!O 

"' ' " " !<lod" number '"' P""'t 
.. 

' H " )iJ :fodc nuO>bcr '"' po1nt ' " " :...: _,o nuO>bcr '"' polnt 
•• k •• 

NarES/ 
(l) ldentlllcatlon number~ (M) rnu~t be Input 1n '""'''"~'"~ 

scquenco> IJ"glnnlnr;- with "¡" and .c•ndln~ •·ith "~0!!1'110", 

(2) Orthotroptc O>at<>rial •-~'"' oric•nt3tlons are ~P<'<'lfiL-d b¡· 
De&ns of thc thr<>c nod<> numbc•rs .~I.~J,)o"K. For th" ~pcc1~l 
case ~h,>ro orthotro¡n<: rn.o.te!'l;ll ax"& <"<>lnClde •>th the ~lobnl 
axas (X,Y,Z), ll u n<>t ncc•c•ssnry tn Input d"-1~ In thl" 
•cctl<"ln; sce Scction 7, not•• (·1). 1.<'1 ! 1 ,!.1 ,!¡ be tlw three 
ortho¡;onal vcctors •·htch del'lne thc• ~.,es o! mo'tc,·tal orthotrop¡ 
thcn thc!r dlr.,ctlon& are :>S sh.,..·n below: 

IV.8.8 



IV. EU:Ia;NT DATA (contlnucd) 

51 

f, -!; • ,, 
- -!, • ,, 

' " 
t, i • 

J 

~ 
!, • !, X .! 1 

k 

Node numbers ~¡ •. ~J .~'K ar~ only u~ed to l<oc•ate potnU 1 ,.J ,k, 
respcc!lvcly, '"ld any ~onventcnt nodcs may be used, 

4. Dlstr)IJU!o•d Surface Load Data 

NDLS ~oirs uf <:ards "'"" to be input 10 thls so·c·tl<Jfl tn 
onlc:r of incroosin¡; ~ct nurnber (N). Thesc data dc·~cnl><' ~uría<"•o luods 
actlng un c•h•munt {ae<•S and may bo prcscnbcd d.r~~lly 1n tnrm's •>1 

lace cerner nodc• pr<•Ssurcs n:r ind1rectly by m<•ans of a h)'drr>stn\ '" 
pressure field, 

notes 

'" ,, 

"' 

a, Control Card (315) 

coluO'.ns variable 

' 
, 

' 
' " N!'ACE 

" . " " 

cnt ry 

~., ,,, tdcn!tftcatlon num~Qr; 

G.Ll '"' LE_ :>"DLS 
Elcmcnt tace nu:ober "" .. h '"~ tlns 
dlslributc-d load " aC"!tng; 
GE.l '"' '-"·' 
~" typ., codc; 
EQ.l; prescrthcd normal p:rcssuro• 

ln!er.st:tes 
EQ.2; hydros:"ttcally •·on·in~ pr,·s~uro• 

ticld 
EQ.O; default S~'t lo"¡" 

IV.8.9 



IV. EU.:W:NT DATA (cont 1nued) 52 
NarES/ 

FACE 

(l) T~c ~urfacc load data aut~ establ1s~cd 1n thla sect1on are 
aasl¡ned to the ele~enta !n Sect1on 7. 

(2) Henhedra have ah quadnlatcral facc~ eoch un1qucly d"s<:nbed 
by four node nuo:bera at thc cornera of !he lace. Thc face 
n\lllilier conventlon <!9tabl1shcd tor elc,.cnta 1a !'l"ivcn 1n the 
TÍible bclo..-. 

• 
(J) Two typcs of surfacc pressure loada may be ap.plied to faces 

of the elemento. lf LT.EQ.O (or 1), a normal pressure 
diatrlbut1on lS prc~cr!bo•d dlrcctly by r.leans of prcssur<> 
intcnsities at th,. tace cnrner nodcs. Jf LT.EQ.2, the 
face is c~poscd lo hydrns\DtlC prcssurc due to fluid hcad. 

AAT\."llAL COl!.~~ H SOOE ~ L 'Mil E fl.5 
NUMBER COOIUJ!MTES ,, ' ., ,, ' 
' , 
' ' ' ' 

notes 

'" "' 

' 
( + l ' •• " ' ' ' ' ( -1' •• " ' ' ' " ' r, •l, " ' ' ' 

, 
' r, -1, " ' ' ' ' " 

' e, S , + 1 ) ' 
, 

' ' ' e, S, -1) ' ' ' ' 
TAll!.~ ("orner Nod~ ~umbcrs f" r t he' So>l1d Elcmcnt Fa<: e,; 

b. Sonoal PrcsslOrc Data (-!t"lO.O) (LT.t:Q.l, only) 

coluons variable Hntry 

) <o " Prvs~urc• " fa<·•• node ' ' n " " PNS~Ul"<" "' f~<·c• n<o<l<• .~., . 
EQ.O: dc·f~ull sel "' " " " " Prvs~ur<• ·" tace· "'"!<- -~J; 

EQ.O; dc•\dult ~C"! '" 
""pi .. 

n " 
,., Prc•ssut" " t ·u~e n<Jdt• ~ : 

EQ.O: dc•fnult sd '" ""~!"' 

IV,B.lO 



IV. EU:M.EIIT DATA (contlnued) 

o NOTES/ 

"' The pressure distrlbullOn actlng on an elemant race ~s 

dertned by speclfylng lnten~itles Pl,P2,PJ,P4 at ~he fa"e 
Con>er nodes as sh<>"'n belo~o: 

• 0 ---7iP3 
·~ 

The fa"" corn"r node numbcrs are ¡:lven 1n the T.lblc 
and pos1tlve prcssure t<:nds to "o~tprcss" the \olu,-,r of 
the elemenL 

Thc vanot1on o[ prossun: over thc elrrnent face, p(n,b), 

ls given as: 

~oherc ,, ~ (1/4) ( 1 •a l (1 +b) ,, ~ (1/~) {l-a) ( l •b l ,, ~ (1/4) (l-a) ( l -b) ,, o (1/H (ha) (l-b) 

In quadnlateral natural hcü coor<t;nntes (a,b). 

(2) lf any of the cntrn·~ P~,P~,!'l aro omitlc-d, th<>so• \"AlU•."S 
are rc-~et to thc v.,luo• <>! PI: I.C. f<>r a ur.Ifo¡·mly <lls
trlb\ltcd pressun· (¡o), W<" llav<> Pi.F.l¡.p and c·c 11-·10 i,lon•. 

U P2 is zero spo•clfy " •mclil nurnLer. 

IV.S.ll 



"· EU:M:EIIT ~" (cont!nuc'<l) 
5·1 

'· Hydrostatic P...,ssurc '"" (7fl0.0) (LT.EQ.2, only) 

~>atea columna variable ' entry 

'" ' " ~- Weight dcnsity o! "' O u id, " GT ,O 

'" " '" " X-ordlnate of point • ,, "' ! re e surface 

"' "' !lu1d 

" " " Y-orillnote of po~nt ' " '"' free surtace 

"' "' fluid 

" " " z-ordlnate of point ' " '"' free surface 
ot th" fluid 

" "' " X-ordlnate o! a poJnt • •• '"' normal 
to the !1 U id sur!ace . 

" " "' Y-ordlnatc oí • po; n t o •• '"' norrr.al 

" the flu;d surfacc 

" " " Z-ordlnote of a po1nt • •• t h r. normal 

" th<! fluid surfaCL' 

-NOTES/ 
(l) GA~t\1A ls th<' w<nght d<'m<lty (I.e .. units of forc" Pl'~ unH 

o( fluid volu01e) of the fiUld ln contact ~llh c•h•ouJnt tace 

nu01bcr l'fACE. 

(2) Point ",;" lS nny po1nt 1n tl1e !rr.e ;urla<'u ol tlw fluHI, 
and p<1int "n ts located ,,uch that tlw ~lr<H;tl<>n frorn ~ to 
n 1~ normal to the !re<! sur!'ace and 1~ pOsltlVc w!th lncr.,~s>n~ 

depth. 

y 1 V// 

1 
S 

-
+N 

z X 1 .1 
1 1 on 
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IV. ELEMEST MTA (contt~ued) 55 
Hydrostattc pre~surc In contact wlth an ele~ent tace causes 
elernent cornprcesion; i.e,, pressure rcaultBnt acts toward the 
elernent centrold. )';odes locatcd above the !luid surface ar-e 
auto~atlcally asslgned ~ero p~saure tntensltles lf an ele~ent 
face la not (or only partlally) subrnerged in the fluid, 

~- Stress OUtput Request Locatlon Sets (715) 

Ii NOPSET ls zero on the Control Card, skip thls sectlon, 
and global stressea wtll be cornputed and output at the elernent centro>d 
only. Othe,....tse, )WPSET carda must be input as follows: 

notes 

'" 

NOTES/ 

"' 

,, 

colullln variable 

' • H 

" " " " 

' =' 10 LOC2 
15 LOC3 
20 LOC4 
25 LOCS 
30 LOC6 
35 LOC7 

ent ry 

Locatlon number of output point 1 
Locatton nurnber of output point 2 
Locatlon number o! output point J 
Location number of uutput point 4 
Location nu~ber of output point ~ 
Locatlon numb~r of output polnt 6 
Locat>on numbcr of output point 7 
LE, 27 

27 c•lemcnt locotlons are ass1gned numbers as sho"'n in th~ 
Fi!;;ure below. Locatlons 1 to 21 correspond te node nu .. bers 
l to 21, respectlvely. Locat>ons 22 to 27 are ele~nent hcc 
ccntroids. The !irst zcro (or blnnk) entry on a locatlon 
car<l h•rminates readin¡; of locatlon numbers for the output 
set; hcnce, fewer than se~en locattons.can.be requested in 
an output set. Location numbers ~nust be input··tn order o! 
increasin¡ magnitud~; !.e., LOC2 ls greater than LQCl, LOCJ 
u greater tllan LOC2, etc. In dynamic analysis, FJ\CE l, . 

fA CE 2, .•• , I"ACE 6 correspond to output, locat ions 22, 23, .• , , 27 
respectively. (sea Table VII.l). 

Elumcnt Load Coae Mult!pliers 

F!vc (5) eards must be input in this scction ~pecifylng tlle 
fraction Of gra~ity (X, 'I',Z), the fractlon n! thermal loads end thc 
(raction Df pressure loads to be added to cach o! th., element loading 
eomb1nat1ons (A,B, ••• ) , Load case lllUltipUer da U affnct st•t!C 
•nalysis calculations only. 

Card l X-dlrection gravity (4Fl0,0) 

notes columns ~ariable entry 

'" ' - " ou rract!on ol X-dlrection grav1ty to be 
applied In clclllcnt load 

"""" A 
31 - 40 '" Fnction of X-direct1ol> ¡r•vity •• 00 

applted in ele .... nt load 
~-·" ' 

IV.8.1J 
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1 -

2 

·~/ . / . 

5ti 

/ 

/ 
/ 

/ 

. . lB ·~;¡-t:-·-· . 17 

1 . / 1 / i' i . './ 
#t--·~+- +;+,::-/-'-+-- r 
·.¡1 11"' -r·" 

19 / .25' <,:4=- /. 1 

. ·-~/ . 1 .20 .. ~.-~---
5 

14i )/ ··. ·l/' 1 

. ¿r-·¡·-·72.¡ 
/ . 

.,/ .. / 
/ 

7 15 • 

ELEMENT STRESS OUTPUT LOCATION NUMBERS 
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IV. ELEliDIT Ui\T/1 (<<>t,tlntlf:d) 

Card , Y-d!rcct10n ¡;ravlty (4Fl0.0) 5'1 
.Car<l , Z-dtrP<·tton ll'""vily (.HlO.O) 

Card 
_, 

TIP•rtr.ol l<>a<l~ (-H"lO.O) 

not"s colunms variable "ntry 

"' ' - w " frac t ion "' thurmal loads '" '" np1 1 wd 

'" "letr.~nt 1 oad ca~e • 
" - " '" Frac\ ton "' thPmal" load~ >o '" appl.1ed 

'" ••l<>ment load <"~se " 
Card ' Prt•ssure loads (4 FlO. O) 

note·~ Columns variable entry 

'" ' - '" " Fra~t ton "' pr~ssure Joads <o "" appli••d 
in ,.J~ment lo a<! case • 

" - " '" Frnction "' preRRUr~ loads '" "' nppl!"'l 

'" o•lement load e ase " :>arES/ 
(<) (;ra,·i!v loads on tlle Sll"llCtUr•• du,, to stnt1C h<•dy Jorc~s 

~re comput<:d from \he wril{ht denslty of clet:~ent :oalertals 
and th,• element gc•ornctry. Th~s<" l<>nds are as~t¡;n<>d 1<' thu 
<•len>cont lo"d con>IJinatwns by mean" nf lh<.- <·ntrios on 
Cards 1,2 nnd 3 for forc·<'~ in thc }.,Y,Z dtr~~:lons, 
¡·esp~ct n· .. Iy. 

(2) Therrnal load~ art! cm::puted kn.,.ing the node tc1:1peratures 
1nput 1n 5<'Ct1on lll, the str<•ss fr''" rc!ercnce te,poratur" 
(T) input in Suction 7 and \he elumcnt"a ::1at<tnal proper\1es o • 
and nodc cool"dinates. The tcmperature dlunbutlon ~lthin 
th~ t~lemen"t '-' áescnb~d usin¡; thc same Intcrpolati<>n f<ln<"
t1ons ~h1ch describe the varbtwn of dlsplaccr<ent~ ~·othln 
the· clctoE"nt. 

(3) Pressurt' lo.,ds are f¡rst assl¡:n~d to el••mcnt luad ~a>cs 

(A,B, ... ) b)' l:lCans of thc entrtcs (~cal•• !acl<>rS) "" Card ~. 

ond tlll." tlistnbuted luud sets v.t,¡ch ~ere 1nput 10 So•ction ~ 

ore thcn applted to thu el.,~.<'nts \ndn•tduall}· for ros•·S 

(A,B, ... ) by mean5 of load ~<·t rc•f('renuiS ¡;ivcn lO Sr-tion 7 

7. f:J.:n<ent ("nrds 

"I'><• CdrdS (if ~-\X~OU.!;Q.!:I) or thr~e cards (l! M..IX~OD.(;T.8) 

must be pr~parcd !or uac~ elt•ment that appea;s 1n \~e lnput, and th" 

11".8.15 



58 
furnat f<>r tl¡~su c;¡rds ts as folln~s: 

Card l ¡cJ:>, no. ,·IJ!'>,·li2J 

not,_.s <'olumns vnnable 

0) ) ' " 
{2) ' - " Xll!S 

11 - 15 

16 :m 

(·1) 

2c - ~o '" 

" )O TZ 
( ¡;) .u "' " 

'" - :;o ~tGn"r 

:. l - 55 ~Tllo'T 

"' 5ti - !iO IIIE!ISI; 

(8) "' 6~ ,., 
" ,., '" "' 00 >SC 

" "' )50 

untry 

¡:l~tnent numhpr; 

CLI ami \l.. ~501.21 
¡¡umlwr o< nM<>' lo '" US<ld )0 de~Cribin~ 

th" <>lc~oúnt's digpla~~m<•nt fi<•ld; 
[Q.O; default s .. t to· .. ~~\X.~oo" 
~un·.b~r Df nn<les to tw \ISüd 10 the olescrtplion 
,r .elcment ~cometl'}'; 

rQ.O; 'd.,fault set to "¡;DJs" 
~Q.Io'lliS 4 '~"poroonetrt~ d<>m<•nt 
I.T .. ~D!S ·• ""bparamo•tn~ ~h·rr••nt 

l:ato•rtnl hl<•nttfl"ntHm nw.:b<'r; 
¡;¡,. 1 :tll<l l.l .. ,q!~:li\A'I 
]<1.-nltltt:atton numb<"r Ol th<• m~t.,Hal 

"'"" orH•nt:ltton set· 
¡;E. 1 :ond LL. ~OilTIIO 
¡;Q.O; r.awrlal axcs do•fault lo the 

~)ot¡,tl X,Y,Z S)'StPm 
Jd~ntlfi~atton nu1:1ltet' of llH• stres~ output 
lncatlon se"l; 
Gl.l ~nd U:.l'iO?SET 
lQ.O, <"<>ntr<nd output nnly 
Stn·s~ rr~e ref~r,•ncc t ""'P'' rn u,. ... , To 
~nd~ n•nnlt•;r incrempllt f" r c•l,•ment <1~ la 
~Pñeration; 

~:"'.o; default set "' 
"¡" 

¡nt ugr;> t ton ordcr Ce e n~tuo·ul CO<lrd1nate 
(r,d directlons; 
¡;Q,Il; def·a .. lt ,,, '" " 1 ~.,. ft">" 

Jnlt·~ratwn vrdcr f" ,. na\urnl cour<Jin~tt• 

'" dln•ctlon; 
E</.0; ~d,ult 

"'' 1 '" t.~Tr" 

Fla¡: tndJe:llin¡: 1 bat ll\e ~tt!fm•;,. and 

lr.'SS m"t rtces )oc t lll S elcmPnl ar., '"" 
sarr.c a~ tllnso Coc 1 ¡," precc·din¡; "Jo,m.,nt 

·EQ.O, 00 

EQ.l; ,,, 
Prt•SSlll'<' sd ; o e o•lem<'n\ lo~<l case ' Pr~ssure S .. ~ '"" clerncnt load case '· Pressure set '"" <JlPmcnt l no d C3St• ' Prcs.,ure "' w elt•ment J oad ea se• ,. • 
LE. :i!lLS 
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"· EL),;)!ENT DATA (eo~tinued) 

Ooro , (l6I5) 

notes columns variAble cnt ry ' -" 59 
,, 

' 
, Nu<t<> ' I>UO'Iber 

' >O Nt>dü , number 

" " NOde ' number 

" " ""' • number 

" " linde , OUIOb<>r 

" " Node ' number 

" " '"". ' nu01ber 

" " Node ' r>U-.ober 

(lo) . " ., Node ' number 

'•ro ' 
note 

NOTES/ 

'" 

" " N <>de >O number 

" " Node " number 

" " liode " number 

" " Node " number 

" " Nnde .. number 
n " liode " nu01ber 

" " l'ode " nln¡,ber 

(515) (requlr<!d " MAXNOD.GT.II) 

colman~ var!nble entry 

' 
, Node " number 

' >O Node " number 

" " '"". " nuJOber 

" " Node " number 

" " linde " number 

Element carda mu~t be input In ascendlng elerMnt number 
Or<ler beginnin¡¡ "lth "¡" an.d endtng .... ith "NSOl-21". J{epetltlon 
Of element numbers la !Ilegal, but ~lement cards aay be 
omttted, and mlsslng element data are generated according 
to the procedure described In note (7), 

' (2) I<DIS 11> a count of thc ~odé riuo:beu· •ctually posted on 
Cards 2 and 3 ~hich must lmmediately follo~ Card l. 
NDIS mu•t b<" Rt least dght (8), but must b<" less !han 
or equal to the lirnlt (lotAXNOll) "'hl~h "OB!I lll:lven on th~ 
Control Card, sectton l. Ele~ent dlsplace~cnts •~ 

assl¡;n,-.d al tht• liDIS non-zero ~odes, and thus, th<" 
Order of !he elcm<"nl matrtces h thrcc C1.c., trans
latlons X,Y,Z) tl.,.,s I'IDIS •. The et~~:ht corner node5 or 
the he~ahcdron mus! be Input, bu! nodes 9 lo 21 •~ 
optlonal, Bnd any or •11 or thcsc optlonal nodcs m•Y 
be uacd to descT!bc the elemeht's dtap:acemcnt tlcld, 

JV.8.17 
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IV. J::LU1~NT DATA (cont!nucd) 6U 

(3) Wh~n element edges are stralght 1t ls unn<>c<:ssary 
computatlonolly to lm:lud<> side nodes In lhc num<•ricel 
evaluation of coordln&te derivattves, the Jacobian 
matrl~, etc., and ~lnce re¡:ular element shapes are 
common, en optlon.has bccn included to use fewer nodea 
in these geomctrlr calculotlons than are used to 
describe element dlsplace~nts, The first NXn non
zcro nodes postcd on Carda 2 and 3 are used to cvaluBte 
thos~ pa:romcters which per1otn to eleJr.cnt geometry 
only., NXyz must b" at le&st elght (8), and lf om!tted 

,., 

'" 

"' 

is re-set to I>LlJS. A coaoon appl!cation IDight be a 
20 node element (!,e,, NDIS.EQ.20) with Ur>ught cdge~ 
;n wh1cl! ca,se NXYZ would be cntered as "R". 

~lAXES (unless omltted} refers to one o! the 01aterlal 
axes s~t dcf>ned 10 S<>ctlon J. lf OOlltto;>d, the 
mat<>rial (1\WIT) ori<>ntatlon ls such that thc (X¡ ,X 2 ,X

3
) 

ax .. s cotnclde with the {X,Y,Z) axcs, r<"Spectlvely. 

101> (unless om1ttn~) refers to onc of thu output locat1on 
sets pven tn Sectlon 5. lt IOP.EQ.O, stress output 1s 
quoted at the el<"ment <:entr<ud only. Stress output at 
a polnt consists of three normal and three shear 
componentH referenced to th<> global (X, Y,Z) a:<cs. 

Whcn element carda are omltted, element data are generatnd 
autoreatH:ally as !ollo.,s: 

(a) all data on Card 1 for ¡;cnerat<ld ele!!lents 
Js taken·to be the sa~ as that givcn on 
the ·flrst elernent card in the sequencu; 

(b) non-zcro node nurnbers (¡:lven <>n Cards 2 and 
3 for.the flrst elament) are incre!!lented -by 
the valuc ""KG" (whlch 1s gtven on Card 1 of 
the !lrst element) aa clement ~cnerstion 
progresses; z~ro (or bl•nk) nodc n~ber en
tries are ¡¡encratcd ao ~croes. 

The lnst ~lemcnt connot be gen~rated. 

(7) The fls¡: IREtSE allo~·s the pragn01 to bypass stU!ness 
and mas~ rr.atrix c•lculat!ons providlng the curren! 
clcrncnt is identical to the precedlng clem~nt; i.e., 
the pnecedJng and cu;rcnt clemcnt• are tdcntical exccpt 

!or • rigid body lran~htlon: l! JREUSE.EQ.O, """' 
motrices are computed !or the current elc...,nt. 
lf JREUSE.EQ.l it ls also as~umed that the node 
teo:peratures of the ele10ent (for calculat Ion of thenoal 
loads) are the sam" as thOs<" o! the proccding clc01ent. 

IY.6.l8 



El.EME~T DATA (t'ont>nued) 61 

(!!) Pressure loads are ass1~ned {l. e,, applied) to the 
.,lmnent by meanB of load set rcfPren~<'S in ce 61-62 
for comb1nat1on ;., ce 63-64 for B, PtC, ;. ~ero entry 
rncans that no pressure acts on tht• el<•mcnt for that 
pnrt>cular element load combinatton. 

(9) Th<• flrst <"i¡:ht node numhers cstsblüh the corn.,rs or 
vertH:es of a ccneral h~xahedron and rnust be all non
v•ru, (s<'e Fl~\Jre in Sec\ion l on control cards). ~·ode 

numberS rnust be input 1n the sequence lndlcated othc,.,.i5c 

volU>n<" and surfoce nrea intq~rations ~111 lle 1ndcfin>h•. 

(10) Thc numbcr of <nrds req\llred ns illpUt for o:ach <"1ernent 

d~pendti on the vonable 1\AX);OO. For th<> cas<> of 
MAXNOD.f.Q.ll, O)lly Card 2 lS ruquired. lf ¡:~;;::WO.GT.8, 

Cards 2 and 3 "r<' n•<'[Ulr<>d for all elelllents. 

liro~es D to ~1 are opi>Dnal, and only !hose nodt·S actually 
u~ed lo dcscnb<• thc element are lnput, Tho program 
~·ill ro'"d all 21 enl!'les >f ~:AXIiOIJ ~·as g•v••n as 9 or 
gres ter, but only );D!S non-z<>ro value• are expected 
to be rcad nn cards 2 and 3. lf f"r cxar.ple one el<>rr.ent 
15 descnbcd by lO nodes, then ce 1-40 on Card 2 ~ould be 
the eicht corner nod•• n\lmher.,, and the remn1n1n~ two 
node numbers vmuld be posted sorr.e~herp on Cnrds 2 and ~. 

JV.B,l9 
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IV, El.EME!'T !lATA (C<>ntlnued) 

TYPE >1- Tfllll:E·Dl~!EiiSJO:>AL STRAIGHT OR CUfl\IE!J PIPE r:!.Dll:STS 

Pipe derr.ents are Hl~nt>Hod by thc numLer h<'lve n:.n. Axt•l 
and shcar forCP~, tor<¡uc and bendlng momcnt5 are <:alculated for carh 

member, Grovlty loa<hn~s 10 \he global (X,Y,Z) dl!"(•cl 1<ms, undorm 
temper~tore chan~e5 (co10putcd from 1nput nodal temp<'ralur<'S), and 
extensional effPC\s due \o 10\ernal pr~ssure f"rm !hu bnSH" l:l~rr.bo!r 

loadon¡; condlttnns. Pip<• clement 1nput 15 desr.nb'-'<1 by th~ rol\o·•i"~ 

s<•qu~nc<' of canls; 

notes 

O) 

(~) 

Control Canl 

colu:nns 

' 
, 

' w 
n " " " 

" ~:; 

" " 

31 - 35 

46 - 50 

51 - 5~ 

vnnnble 

};PJ PE 

:;~~-U-:AT 

IIJIXTP 

);SEC'T 

~I>RP 

):PAR(~) 

KPAR(~) 

l'PAR(lO) 

);P,IR(il) 

(1-!!5) 

rn 1 ry 

Ent<'r '"" numbe r "!2'' 
:;umber "' pipe elrnwnt~ 

~"mbc•r "' materlol ~ .. ~~ 
:.:oxirru" nurr.ber "' 1 ••n.¡w rn tu re potnts 

"'"d '" 1 h" tablu '"' ~ny materi:>l 
GE,l, "' J.,ast on" pot nt 
);u11ber "' sc•ct ><.>n pr<>perty &cts; GE.l_ 

~""'~",. "' lJ>·•ncl\ poi" t node& "' Wl\H"h 

nutput '" ruQUl reó; 
EQ.O, "" br • .ncl> p<>>nt output "" produ~<>d 

~:uir.turn riu~.ber nf tnngcnt cJp¡:¡ents 
co1t1111on to ony uno• branch po1nt nod<•; 
f.Q,O; dcfault .<el to "4" 

Blnnk 
Tangen! st>ffness load matnx dump fhg 
EQ.l, Pdnt 
E~.O; suppress prlntin~ 
n"ntl stlffn~s-' load rnalrlx durnp !lor; 
EQ.l; Pr>n\ 
F;Q. o; Suppress prlntin~ 
Elci:lent paramcters durnp fh¡: 
FQ,l; Print 
f.Q.O; Suppress pr>nt 1n~ 

~on:s:' 
(1) 1ho• t\UO>h,•r <>Í pqw <'l<•nH•nl~ (''NPJPE") count~ both 1.on~cnt 

~11d bP~<! ~PélO!o'trH•s, ami both the rnnterlBl and secllon 
propo•rty tablt•e con O'PlPrPno'<' elthet· llw bcnd or tnngcnl 
elem<'nt t~·w•s. 

(2) A branch poi ni 15 de!'>ned as a nodal Jocation ~hure U 
least th~ee (3) tangcnl p>pe dmoents eonnect. The two 
Input paro.o;et<>rs "~BRP" and "MAXTAN" r~sen~ storage for 
an ind~x array creoted dur1ng !he process>ng of plp" 
ele10ent data; pasting ~ largocr n<miH"r of rna~\rnUll1 comrnon 
tang•mts than actually ~x>st is no\ consi<ler<!d a fatal error 
cond 1 t ion. Branch p<llt>l data is read 1! r"ques.t~d, bu\ n<>l 
currently uscd; i.e. to be US<'d 1n futu.-., prograrn versions. 

IV.\1,1 
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IV. EJ..OIE)IT DATA (co~tinued} 63 

2, MoterJal Pro¡>erty Card~ 

To¡¡npenture-dcpendent Young's OT>Odulus (E), P<>i>son's ratio 
(1.1) and thcnnal el<pans\on coefflclcnt (a) are allo,.ed, lf onore !han 
one (1) tcmpcrature polnt is input for a material table, then the program 
s.,.lects propertles uslnc ltn<'ar interpolat!on bet,.·een Input t<>mper.ture 
values, The tempe:rature used for property sele<:tion U !he overago 
element t"mperature which !s denotcd as T ; • 

.. t. ere 
o! th" 
mus¡ be 

notes 

'" 

l'OTES/ 

T 1 and Tj 
pipe. FOr 

input: 

' • 
are the Input nodal te!Operatures for end5 ")' and "j'' 

each different 10Uertal, the foll""lng >el of can:la 

a. material ldentlfication card (215, 6A6) 

columns 

' ' 
' - " 

ll - 46 

variable 

' 
~ 

cntry 

MUcrlal ldentification number; 

GE,l and LE.NUMIMT 
NUmbcr of d1!!ercnt tempnratures al 
~hlch propertles are gtven; 
EQ,O; On<! t"mperature point a· 

assumed lo be Input 
Moterlal descrlplion used to lsbei 
!he output for lhls mal<!r!al 

(l) V.aterlal >dentl!icatlon number toust be 1nput between one ('!") 
an<l the totol number of 01aterld& sp.,C>fle<l ("l'U\),1,\7") 

not.,s 

"' 

1\0TES/ 

o, lllR\Prlal can:ls (4Fl0.0) 

coluoms vorhble <'ntry 

' " 7 (1\) Te!tperature, '" " '" E(l\) Young'& modulus, '" " " XNU(I\) J>Oisson' s ratio, " " " ALP.(N) Thcrmol cxpanst~n co.,ff!Cient, 

" 
(l) Supply ene can:l !or ~•eh tcmperuure potnt In th" l>aterlal 

tablc; 11 le•st one ~ar<l ls rcqulrc<l. Temperaturcs mus\ 
be Input In hcreasln~ (olgebro!c) on:ler. lt 1'"0 or more 
po1nts are used, care must be takcn to lnsurc"thst thc table 
cov<•rs the upected range of aver•(l:" te.,P<'ratures c>:isting 
In the elc.,ent~ to ~hlch the ~.terl•l table '• •ss1gne<1. 

IV ,9.2 
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l\'. LLEME~T OATA (cont>nuPd) 64 

notes 

"' 

NOTES/ 

' 
Sectlon Properly Cards (l5,5fl0,0,JA6) 

columns varioble entry 

' 
' " " 
" " " 

' Section property ldenti!icatlon number: 
GE.l and LE.NSECT 
OUts\de diarneter of the pipe, d 0 
Pipn wall thlc~ness, t 
Sl>ape iactor for shear· distort Ion, OV 
1\'eiKhl per unit length of S<'CI\on, 'Y:¡ 
~tass per unit lengH> of sectlon, P1 
Scctlon descriptlon (used to label the 
output) 

{l) Sectlon property ldentif>catlon numbers must be Input '" an 
ascendlng sequenc" beginning w!th one (''¡"¡ ond endlng "'ilh 
the total number of. sectlon specified (''NSECT"l, · 

(2) Assumln~ that (y,z) are !he secOon axas ano that the x-axis 
ls norn1al lo the sectlon, \he properti<•s for thc section are 
col!lpu\ed trom the Input paraOlet<>rs [d0 , 1 and a::._.] a~ follows: 

(a) inner and outer pipe radll; 

r = d /2 
o o -

r a r - t 
' o 

(bl cross·sect>onal •rea (axial defor...,.llons); , 
m n(r . . o 

prindpal 

Iy ~ Cn14) 

J:t = 1~ 

, 
- ' 1 - ' morncnt11 o! 

' ' (r0 r
1

). 

>nertla (bendlng) 

• 
·(d} polar moment of lncrtlo (torsion); 

(e) effccthc shear ar<!as (shcar dlstortton~) 

Not~ that th'" shape factor !or shcar d!stort1on (O") may 

' be Input dlrectly. U the entry h o .. ttted, thc shape 
factor ls Computed uslng the equatlon: 

ov = (4/3) 

~ 2.0 

IV,9,3 



{)5 
IV. ELUIF.~1 D.\TA (continuc'\J) 

An tnput valuc fot· 0
11 

~c~~tcr !hnn one hundrP<l (100.) 

~a use~ tht• prn~rnr.t to n<'gl,.ct >h<'~r dtsturtHms ""''rcly. 
J! us.•d, !he sa,t• shnp<> foctor 15 oppli•·~ to ~oth tn nnd 

out-of-plane shcar d1stortton~. 

(3) Thc ~uighl p<>r untt length o! se~lt<>n (V¡) lS used lo 
~ompute ¡:r"\'ity loodin~s on the .,lm>.ents. fi>.ed en<! 
sh<'ars, moment~, torquc·.~. c•tc. ore cornputed aU\Clrnat •call_v 
an~ appl;ed as <>OUival~nt nodal luads. These lor~,., •·ill 
nul ~<:t on tl1n structur<' unle~s ftrst ashtgned lo one of 
th<> element load cases (A,II,C',rll tn Sect10n l\'.1..5. beloo. 

(•1) Tht• mass per untl hmgth '• only usetl 10 forr thc• lumped 
1:1ass matr!x for R dynamic onalysis case. lf no <lntry is 
tnput, tho•n 1 he jli'O~ram wtll n•-d.,ftn<• tiHl ma~s dP.nsl t~· 

from the ""'Ghl dens\ty us¡n¡:: 

fllher a non-wro W<'i¡;hl dcn~>IY or mas• denstty w¡ll 
cause thc proKram to asu~n r.~as~e5 to all pipe ele::tent 
oodes, 

~- Rranch Point ~ode ~·urr.brr~ 

lf \h<' num!J<>r of output branch po1nt nodt•S ha~ been 
omltt<•d from tho• control ~ard (l.C-, ce 26-30 hlank), s1<1p lhls l~c!lOn 

of 1nput. and no branch polnl data "'ill be read. Othe.-.>se, supply 
n<>d<> nurr.Uur• for a total numtwr nf branch p<>H11S requo•sto<l on !he 

control card, t<•n (10) nodcs p<>r caN: 

first card (10!~) 

notes <:olumns \"Ol"lnble cnt ry 

"' ) ' linde number " brancll po ,,, ) 

' " linde nurnber " hr•nch poi nt ' 
" - " liode nur.tller " bnncl1 po1n t JO 

"'''<>nd canJ (10!5) -- " :requirc•d 

not~s columns entry 

) ' ~"de nu:ol>c:r nt bran~h polnt ll 

~OTES/ 

0) ,; nod<' does not define a branch point unless at le~st thrte (3) 
tan¡;ent p)etn<.'nts are con-.rnon to tl\<l node. IHanch po1n\ output 
1s only produced for statlc anal)'sls case,, 

l\'.9.4 
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JV. EU:~IEST !JATA (contln"c·d) 66 

Flvu (5) car<1s must b" ¡npul ¡n thlS ,;cct ion spc"lfy¡ng 
lile lr<><:llOn of gravlly (1n c~ch <>f thc X,Y,Z c<>Or<!!r.atc- d!re~t>onsl. 

the fr~c"ll<>n of thermal load in¡¡ ~n<l tlw fract J<>n nf 1nturnnl I"P'' 
nr~•sun• londln!< lo bn ~dtl"d to ~n<:h of f<>Ur (-1) po•~•blc clem()nt 
loadln~ cornbina\IOOS (A,A.C,D). 

Card ' X-d>rcctlon r;ravlty 

""'''' c<>lurr.n~ V•rioble 

"' "' 
n '" 
" " 
" '" 

'"m ' Y-dlre<"tlon ~ranty 

Card ' Z-d>ro•ctwn ¡::ron ty 

e o r<l ' Tho;rm"l lo"''" 
1101{"~ C<>lumns varhbl<• 

(2) ' "' 
n " 
" '" 
" '" 

C•rn ' Interna! pl"CbSUJ"e 

note~ <:olumn~ varlablc· 

Cl) ' "' 
n "' 
" 30 

" " 

(HIO.O) 

cnt t·y 

Fract1on of X-dl!"<'C\lon granty to be 
apphed Jn clc1:1<"Dl load cas~ A 
Frac\ ion of ;..-dll"Cclinn g¡·av>ty to l>e 
~pnli~~ 1n ~~~~-'""' loa~ case B 
Fract\on nf X-dtrectwn ~radty to 0<' 
~ppltt•d 10 r·l~m<"nl lood ,.,~,. C 
Fr~ct)on of X-d~rectJOn ~ranty to be 
applied in el~rnc•nt \OtHI case [l 

(4\'10.0) 

(4Fl0.0) 

(H"lO.O) 

l"rnctlOn of tllc•rrna\ lr.ndlng lo be 
,tnpltc•d In dcm~al Io~d cose A 
Fractlon uf tlwrrnal l<>ndlog to he 

.appltcd in cJ,•rr.unt ln"d <'ase B 
Fr~n¡on of t~crr..al luadln¡: to be 

appl!<'d In eh'l'enl lu"d "ase• (' 
Fract ion of th•mal loadlng to t>e 

applt"d 10 el<•menl lo•d t·ase D 

(.lfiO.O) 

entry 

Frac·t wn of prt''sut·e-tnduccd load1n. 
appllc-d tn ,¡, . .,<"ni load case A 

!"ra<·t ion of pn•s>IH<' -111duced lua<11n~ 

applterl In .-l<•meoll luao;l l"a5<' B 
~·ra<"\lon of pt'o'S~Ur<'-lllducc~ >oAding 
nppl\cd u\ alc•n•<'nl J<tad <:ase> C 
~·rae t ion of pt •·~su re-¡ nduc"cd load \ng 

appln•rl ill ele"""""' l<>nd <"a~" D 

JV.9.5 
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CURVATURE 

LOCAL COORDINATE SYSTEMS FOR 
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IV. ELDIENT DATA (co!ltlnu~d) 6& 
5. Element Load Case Multipli~rs (~ont1mJed) 

J>OTI:S/ 

notes 

0) 

,, 
"' "' 

{l) };o gravity loads wlll b~ produced if the weight per 
unit length wos Input as ~ero on all section property 
cards, Othen'lSe, a JOultlplier of l.O input for an 
elo~ent load case means that lOO~ of desdwe1ght wlll 
b<' "ass>gned lo that load <:omhinatton. 

(2) No thenoal loadtng wtll reault U thc co~fhcicnt of 

ther10al. cxpanslon has """" oml tled from all the 10aterlal 
cards. Othendse, thenoal loads are compute<! for each 
element using !he ~ bntween the average element tempera-

. ·,:ture (T
8

) and the stress-fra., temperature (T0 ) g>Ven 
with each pipe element card (Sectlon JV.L.6, below). 

(3) .r;lement dlstorllons are computed for each element due 
to Interna) pressure, &nd th~se loads are coJr.bined >nto 
element load ca.-cs hy mcana of oppr<>pr>ate non-zero 
entncs in Card 5. 

Gravity, thcrmol or pr~ssure-!nduc"d loods canno"t act 
on the structur~ unluss flrst combined Jn one or more 

of thc elemo•nt lo•d sds (A,B,C,D). Once de!1ned, 
element load cases are ass1¡:ned (yJ& scale factors) 
to the structurc load cases by means of Element Load 
Mult>pl>ers g1vcn In Sectlnn VI, An el~ment load 
cose comb1nat10n may be used a ~ultlple number of 
t>mes wb<m def1nlng thc varlous structure loading 
cond11l0ns. 

6. Plpe Eletoent Cards 

a. card type 1 

columns 

' - . 
' u 

" 
" 
" " " 

" ., 
" 

varlBble 

' '"' 
ISECT 

en t ry 

Pipe elcment number; 
GE,l and LE.NPlPE 

~c~mctric type code! 
T (or bla~k); tangent sect ion 

'"R" bel>d (clrcular) sectio~ 
Nod~ l ~umb<>:r 

~<>d<> J number-
Materiol tdentificatlon numb~r; 
G[.l and LE.NtMJ.IA"r 
S~C\io~ property idcntlficstlon nu=bcr; 
GE,l and LE.NSECT 
Streu-f,...e te~npernure, T0 
lntcrnal pressure, p 
P<>sltlvc projectlon of a local y
\lect'or on \he global X-a><is; A(yX) 

IV,9,7 



1\', ELE,Itl:::n ~TA {contlnued) 

notes 

"' 

6. Plpt• EJc¡oent Cards (contlnued) 

cnlumn~ Yannble 

~,(; 

75 

76 - KO 

cntry 

ro~ltlv<' pru,]<'<'tLon o(" l<o~¡,] y
vector on th" ~lob•l Y-oxtH; A(: Y) 
Positive pr<>J<'Ctwn o( n locd •,
V<'Ctor on tlle ¡;loba! 7.-nxts A (',¿) 

)';odc number inrr<•m,•nl T<>r tL•n~~,,t 

element ¡;ener"t1on: 
EQ.O; d~fault bC'l 1<> "¡" 

KOTE:;/ 

(1) Ca1·~ lJ'pc l '" llS<•d for both tan¡;-ent ond ben<l <•h•m<•nto; 
a second card (c•r<l type 2, belO"•) ~eust hP input imme<l>
at<lly follo~;,n~ card type 1 if lh<' pipE' cle!l'.ent ts a 
bcnd (l.c., B 1n ce 5). >;ote lhat C'lc,ent cards .:;ust 
be input in asccndwg sequ.,nce bcg>mung ~ilh ont• ¡"¡"¡ 
and endtng w1th the total numbcr of pipe elemenls. 
1! tan¡:.,nt dcm<'nls are onatted, ¡;encratlon of lhf' 
lntcn:tedlate elcments ~·111 oc~ur; the &encration algonthl'. 
ts des~rlb<'d b<"low. An atte,.pt to ¡;eneUl<' bend typc 
t•lo•,.cnt~ 15 conudered to be an erro1·. 

(2) Th" stress-free lcmperature, T
0

, is subtrnclcd from 
lhc average d~·rnent temperatun,, Ta, lo cornputo• lhc 
Ul\llorm tcmperature dlfferen~e acttn~ nn thc t!lem,•nt: 

6T"'T T 
" o 

Th<' o•nti1c- ~lc-m<'nt is assum<•d lo be .11 •lhH unl!orm 
vnlu,• of temp<•r3ture diff<'rence. 

(3) Tlu• value ot pressure is used lo cornput~. o se<! of 

sdf-equil1brot1ng joint forces arisln~ófrorn "'~"'ber 
tlisiOl'\lons due ,lo pressur:izatlon: >.e.; th<> m<"~han>cal 
<'4llivalünt of thenll3l loads. r·or twn~ clemcnt~, \be pn•>sur<' 
ia al so used to compute the bEnd fle~ihlllty factor, Kp' Tne 
curved p1pe sebJected to bendtng is ¡;.ore !lc~ible tban de
mcntarr bea01 th<"ory ~ould predict. Tht! ratiO of "actual" 
lle~1bll1ty to th&t pred1cted by beam thcory ts d"notrd by ~ , 
wh,re p 

~ ~ (1.65/hl/(1 ~ (6p/Eh) (R/1) 4 / 3 ¡ -;, 1 

' 
' h- \Rtr 

r-(d-1)/2 
o 

IV. 9.8 
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6, !'>pe• ;:l<•m<mt Card.< (continued) 

' • p 1 p<• ~·;lll lhlcknPSS 

" • rodius M tbe c1rcular bend 

' • m<•an '""d ll<S o; ti¡~ plpc cross sect>on 
<1, • <JLII~ld<• dlamet~r M t he plpc 

' • Youn~'" mC>dult<s ,, • lntPrn~l rr••"'urc 

Thc flcxlblllty r.nor >S computcd and appl!ed to all 
b~nd t'lt•rncnt•; pre~><ln• •t•ffeni"~ h ncg:ened ¡f thc 
<'n\ry !or Jntcrn~l pressure ("p") ¡S or.nttcd. 

(-1) Thc global prOJCC\ions of \he local y-axlS for a tan~ent 
mm•bcr may be ornllted (ce 46-75 blanh); lor this case. 
the tollo,.lng <:onwmtion for \he local systern ls a5s"med; 

{a) tan~cnts parallel to the ~loba! Y-axlb 
IV<•rlt<'al ax¡s) h~vc thctr local y-~xes 

directed parallel to and in thc se~>C d>rec
\ton as th~ global Z-axts; 

{b) tang~nts nut parall~l ta the global Y-a~1s 
h~~c the1r local y-,ues conta1ned 10 a Vf!rtical 
(clobal) ·pbne such that la<'al "i projects 
po~!\H"~ly <.O !he pas>IH"C &lobal Y-aXls. 

-· 
~~>r bend clem<•nts, the global proJcCI>ons ot the local 
y-axts ar" no! us~d; inst~ad, thc local ax1s cmwentwn 
15 <kflnud ss follo~s: 

(&) lh<" local y-axis !s dire<'ted posltHcly toward 
and lntcrsects thc cent"r of <'On·aturc o! the 
bt•nd (1.<•., ¡-adll!S vector); 

{11) thc l<>cal x-aus >S tangent \o t11e an· o~ the 
ben~ ond h <llrPctf'd posit1vel~ fror-. nOOc 1 
to nn•l.- J. 

);.,te that Jor all <"lcments, the loc"l ~. y, z systcm 

'" a Tlfl>l-hnnde<l ~et (s<>o figure). 

·(~) JI" tnn~<•nt o·l~rr.ent -"'<¡uencn cx>st~ such tlwt each 
o•Jpm<:nt mm-l><•r (.~E 1 ) '' on~ (l) frc•atcr than tite pre
l'l<•ll~ nllrr.tl<'r (:>E1 _¡); 1,e, 

nnly th<• cl<1ment <'ord for thc !trbl ton~ent ;in t~e 

1\'.9.9 
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ELntt~T OATA (continued) 71 
Pipe Element Cards Jcontlnued) 

serieS need be input, The node numbers for the mtssing 
tangents are computed using the Iormulae' 

+ KG · 

l'iJ =NJ +KG 
1 l-1 

~here "Kc" 15 the node number increJCent input In 
ce 76-80 Ior the flrst t'le111ent In the series, and ... 

"< • , ( B) 

'"' <•) 

"' <•l 

material ldentlhcation ~mober 
sectlon property ldentlfication number 
stress-free tempcrature 
lntet"nal pressure 
y-axis global projections 

for <>8Ch tangent in the generahon sc<¡uencc are taken to 
be the saooe as those Input on the flrst card In the 
series. The node number 1ncreJ1ent ("KG") IS rcset to one 
(l) 1! lett bhnk on the !trst card In the series. The 
lut (hlghesÚ element cannot be genernted; l.c., lt must 
be Input. 

Bend element data cannot be generated because two input 
carda are_ requ1red for each bend. Al so, the element 
just prior to a-bend-ele~ent ~ust-appear on.an input. 
card. Sey.,ral bends 11ay b" input 1n a sequence, but 
eaeh bend ~ust apJI"ar •(on two cards) 1n the tnput strea~. 

b. cud type 2 (Fl0.0,3X,A2,4Fl0.0) 

columna 

' " 

" " " " 

lO 

" 

" " " " 

variable 

' 
entry 

Radiu& o! the bend ele~ent, R 
Third po1nt type code: 
"Tl" Cor blank); thlrd polnt la the 
tan¡ent intersect!on polnt 
"ce" ; thlrd polnt 1a the 
centcr o! curvature 
X-onllnate o! '"• th!rd polnt, ,, 
Y-ord!nate of "• th! rd polnt, ,, 
z-onllnatc of the thl ni polnt, ,, 
Fractlon of wall thlckneaa to be 
used for dimensional tolerance testa; 
EQ.O; dctault aet to "o.l" 

1V.9.10 
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TANGENT. 
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BEND 

FORCE SiGN CONVENTION FOR PIPE 
ELEMENT OUTPUT 
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IV, ELEMENT l!ATA (Continued) 

c. Pipe Element Cords (contlllUcd) 

(l) Th<:> rad1us of the bend ("R") rnust b<~ Input r"~ardl<:>ss 
of the mdhod ("n" or "ce") \lsed to dchne th" th>rd 
polnt for lhe bend. 

(2) lf lh<• tang<>n\ Inter&ec\l<>n po1nt 1~ used, th<' progr;.m 

rnmp\lt<·~ n rnd!u,. f<>r thf' b<md an<l <'mapares thu '""'P"
lt•d \'aluc ~·1\h 1h•· 1nput ra~,u~. !In t·rror condltlnn 
'" declon'd \f thc t,.o ro<lll ore dllfPrent by m<;r., 
!han the sp••.,lflPd fraetlon (or multlple) o! liLe 
st•ction ~·all thickness, The length~ of the n·o 
\angent l1n<1s (1 to TI and J to Tl) ar" compared for 
equal>ty, a!ld an error,.¡¡¡ be tla¡:ged lf the t~o 

v~lues are dl~erepant by more than lhe dimenslonal 
tolf'r"nce. 

lf !he cent~r of curvatura is input, the dlStnnces 

fro10 thc thlrd point to node~ l and ,¡ are co¡rpar"d 
to the input ra<hus; dlscrepanclc& largPr than the 
user def>ned tolerance are noted a& errors. 

'f)ns s~con<l "l<'lll~llt card is only lo be lnput for the 
bend typc elcrnent. 

Elencnt Str~s• Output 

Strcs~ «Utput for plpu el~rnents con~lsts n! forc~s on<l ¡r.oJ:lents 
nctin¡: 1n thc rnember ~ros~ sectlons at tlw C'n<ls of each mcrn~~r and 

al th" midpoints of thc ares in bcnd elements. Output quantlt1tes 
act on the elelilent ~ep•cnt conncctlng the pa1·ticular 01.ltput station 
and end 1; J.c., J tn 1, ccnter lo 1, or !:,.X lo 1 (~her<' :C.'> .. O), 
f'ú.'lln'c f"rcc/moment VPCtors ar" dir<"ctcd 1nto th~ poSltl\'e local 
(x,y,z) dLrcel>on~, ns ~hown 10 !he accomponylnf: figure. 

l\1,9.12 



' . cor;r¡,::ulv\TEIJ l.OA.O/IIASS !lATA (2¡~,6t"10.4) -74 
n<>t••s enl llomo vanablc •·n t ry 

'" ' ' ' .~oda) polnt numbcr 

'" ' " ' Structurc le>ad ca~" nu10hcr; 
Gf.. 1 ; Stat>C analysis 
EQ.O; dynamic anHlySJS 

" - '" I'X(N,l.) X-d>re~ll<>ll force (or translat>onal 
m~ss coeffl~icnt) 

2\.- " FY(:oi,L) Y-dire~llon force <oc translational 
10ass coefflcHmt) 

" "' F1. (1\' l.) Z-dlrcctlon force <oc trnnslallonal 
mass <"<HO[flCl<'llt) 

" ~() )!X()';,l.) x-a~Js 
'" ""'"' t 

(o r '"tntt<mnl ln<>ri>O) 
,, l (iO MY (:<, 1.) Y-3~15 "'""cnt ( or ,-ntnt\<m•l >nrrll~) 

" '" ~-!Z(~,l.} z-"~'" rnurr.,nt (o r n>t:>ti<1nnl lllt•rl!a) 

)';OTES/ 

(l) Hor ,, ;;latic ~nal;·.~lS case (NIJ\'.~.EQ,O), or.e <:ard is rcqu¡r<•<l 

for <'~t·n nodal pnlnt ("N") h"vln¡¡ ~ophe¡l (non-zern) conccntr.>ted 
f"r~c~ .,,. morr,t•nt~. All sl~u~ture load caS!.'S must b!.' 
¡:ruup<·d tng<'thcr fnr th" nodt• ("S") b!.'fo~c data is enterud 

fur thc nuxt {td¡:hc•r) '"><lt• nt wluch loads nr<• appli..,d. Only 
tlw stn«·tun• ¡,,,,.¡ <'aS•'~ for ··hiCil nade~ ts l<>n~c~ necd b<' .... 
~lv<•T1, bul \hp 'lrl<!'ll<r•• load _~ase numherh (l.) wht~h are 

l'<'lo.'l'"nn•d rnu5\ bt• ;upph~<l 11\ a~"endtng nrd<-r, lo'orlu lo.1dtn~s 

~.ust bu ddtn!.'d (Input) 1n tncrcas\ng node numhcr order, but 

agatn, <>nly tho~c nodes nctually loaded are .-...qulr"d as \np\lt. 
Th" ~ta\1C loads dc•f¡n<•d in ttns scction an on the structure 
cxa<:tly ns >nput and are nnt scaled, factor••d, etc. by th<' 

do-nl\'!1\ hoad ca~•· (,\,!l,C,lJ) mulllplten (S"C~lon VI, b.,lo~·), 

~.•doll fu>·c~s orbin~ from d<'""mt Joadin~5 ,. . ., comb>n,-.d 

{~ddtll\d}') ~Jlh nny <'Oll<'<mln<l<>d 1oads IP''~n'tn thls 
secttnn. Appl1e<l fnree,'<comont vcclors dCt "" the structur~, 
p<>Sl\H·e 10 thC" p<>Slltv<' global d1recüon~. Only on" card 
,~ all<w<.'d p<>r n<od" per load case. -

Fn•· a •lyn""'"- "":.Jyols co.<;e (:>!1YN.lQ.l,2, :1 nr 4), structliie 
loAU <·ns<-·s ha V<.' no mr•an>n~, IH<l lh<• pro¡;rom '''p<•do t., ""'<! 
data tn this SC'Cll<>n nunelhelc~~- Jn pl~~c <ll <.onc<!ntrat"d 
loads, lu~.ped mus coeffjc,ents for the nodal ~egre!.'S of 
fre<><l<>l'l lliay b<• 1nput for any (or ~ll) nodes. The r..ass matrp 
is aul<m~llCally C<>nstructed by the pn>graiO from ele<ne~t 
~··nmc•t¡·y >nd o~sociated m'atcnal d"nsil1es: !he rr.•ss co<•!!lCIL•nts 
r••ad '" this 5N'll<>n Hr~ ~orr.bln~d (•ddl\l\'c•l_l') w1th \he cx1s<
tn~ ,.¡,.,..,.nt-b"s"<l lumped maso motrix. ¡.,r ""-~" 1nput, a 110de 

' 
..... ) r-1:')' ""¡' ~e ~peClli<•d or.c<', and lh<' load <"aS<• nu!nhcr .. 

r.:u~l b,· >.<•ro (or t>lank). 

\' . l 



75 
(~<>ntlnucd) 

Tlu· pm~r"'" lt•r-nHll:>les rca<lln~ i<>ods (or ma"s) data whcn 
",.., . ., (or blunk) tlOde numlll•r ('':;"¡ 1~ ~ncountcn•d; l,e,, 
¡,.,.,,,,,.<' lhb ~<'CI>on of Input ~lth a blanl< t·ard. 

t·,,- tilo' "1'''<"\n] ,.,,,,,O[ u ~110\l<' '""'Jy~l~ 1'1\h fl<> 

~,,,.,.11\not.-<1 loonl' nppllt'tl, \!l)JUl <¡nly "'"' (l) blank 

'""''1 111 tln~ >k<el>""· SllllllBrly, a dyn:unJt• an•lY"'" 
in which th" '"""~ rnatnx h no\ \<1 be '"'Wll<'lllu<l by ony 
<•ntrio!~ in tl"s sc•cl1on r,¡quire" only on" (l) Ulank 
<:ard ab input. 

(~) t'or" static analysis, structurc load casP numbers 
rangt• frorn "¡"'to th~ total numbcr of load cases 

" " nquest~d on \)l<J MLlSter Control Card ( LL ) ; thus, 
1 "L,.. LL, ~l.>YN,El,I.O, f<>l' ;> dynaonc analysls, only ?.úro 
(0) refGrenc•es are all""'"d; thus, J, ~-o, l'U\'l\,EQ.l,2 
:1, nr4. 



(l) Onc car<! !l'.u~t tw ¡:lV<•n !or each s!atlc (KDYli.I:Q.O) strocturc 
load case r~qu~>t<"d' on thc• ~:ostPr Control Card ('!.L"), The 
cor<::ls "\ISl ¡·ef~r""''" load casP nui:ll;<HS 1n a~c<•nd¡n¡: <>rdur. 
The (<>\Ir (~) clcrnunt Jo~<l sct' (A,li,C,D),lf cr~atcd dUJ'lt\~ 

th" rroCQS~i;,g o! clc•mQnt data (Scctlon IV, abovc), are 
cornb ln~d •• th any con<"<!n t ra tW loads SI>"" 1 fl ed l n S ce 1 >on \' 
lor thu structurc load rases, for cxRml>le, suppo~e an analysts 
C3S<' c:olls !or ,.,, . .,n (7) stotlc structure Joadin¡: condlt:ons 

(l.c., 1.1. = 7), th<>n thu pro~ram <'XpeC!B to r('ad ""'''''" (7) 
c•nls tn thb .><•Ct "'"· t'.Jrthcr, ~uppose card num])er tl11·~p (3) 
it1 11>1" ~<'Ctlon ('Ont~i'" \he cntrio<R: 

(ni (1) ,EI.l(2) ,f::,l(:!) ,r::H·t)] (-3.0,0.0,2.0,0.0) 

Stru~llll"<' ln~d """'' tilr."' (3) ~¡ll tho•n hH construCtüd 
u~Jng lOO';, of any con··~n:rat<•d load,; ~p~CIÍI<'d tn 
S~ctlon V n;inus (-) 300~ of tho> loads in '-'lt>Ircnt sct A plus 

{+) 200';. o[ tlw lo>ads 1n o>lo•rr.~nt s<:t C. Toad ~c!s B nnd D 

.,.,¡¡ nol h~ appll"d 1n "truct\l1·e h)ad """" 3. ¡.;l<'rr.Pnt load 
"''·' may ¡,,, rof~¡·o•ll<'<•<l on}' nllttbcr of 1111'•'" in order lo 
ton~lt'll<'t d![[.,rc)l( ~(rH<·t.,rc loadln~ C<\IHI11lono, ElPmPnt
!>a!><'d load,; (p·av¡ty, ther-mal, etc,) <"an only be- appllc•d to 
!h<' structure l>y ttcans M the dato cntrte~ In th1s s.•<,.>on. 

{2) TI lhlh <·a>e calls lnr one of thc dyna,.>c analys>~ op!lons, 
~\lppl¡• unly onc• blnnk <"ard In th1s seC[!on, lf thc JOU IS 
"<lynam1c 1'<'-s\art tase (~OY.,_EQ,-2 <>r -3), ,;ktp Ibis ,;"ctl<>n. 

Stall<' ,;11~lph lflpCI! '" <"<>lOplE'le ~·1th tb13 ~PdHm, Bc·~!n 
a n~~· <lata !'OS>' ~1111 u n••~ Hc·.<<ilt\~ Cnr<::l (ser S!'~tinn J), 

\'] . 1 
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Vl l . DYNAMIC ANALVSl':S 77 
Four {~) types or dynHmic onalysis 

The typ~ of analys!s is ind1coted by the 
columna 21-2~ of the Master Control Card 

Can be performed by !he 
number "NDYN" ~;pecl rted 
(Sect;on Il), If 

NDYN.EQ.l; DetermJnation o! system mode shspes and 
frequenc>es only 
(coo:plete Input Section V!I.A, only) 

NDYN .EQ. 2; Dynam!c Response Ana lyn ls for arbl t rary 
time dependen! loada u&ing mode superposition 
(complete both Sections VII.A a~d 8 below) 

NDYN.f.Q.3; Re~ponse Spectrum Analysis 
(complete both Scction~ VIJ.A and C, below) 

NDYN.EQ.<I; Dynam!c Response Ano.lysis !or arb!trary tlme 
dependen! loada uslng atep-by-step direct 
integrst1on 
(coo:plete Secl!on Vli.B be lo"') 

progrom. 
tn card 

In any glven dynamlc &nalysls case only une (l) value o! IWYN ,._,¡¡ b<' 
consldered, However, 1f ,.,LlYN.EQ,2 or 3, !he progra11 JIUBI first sol ve 
!he .-lgenvalue proble11 for struclure I!IOdes and fr.,quencies. n>ese 
elgenvalues/vectors ar.- then us.-d as Input to eitller the rorced Response 
An8lysu; (,.,LlYN.EQ.2) or to th" llesponse Sp.,ctrum Analysis (NDYN.EQ,3). 
H~nce, uptlona l, 2 or 3 oll requlre thet the control paramet.-rs for 
elgenvalue extroetlon be supplled in Sectlon Vll.A, below, 

Incas~ of a dlrect step-by-step int~gratlon analys1s (NDYN.EQ.4) 
do not provlde the eigenvalue solutfon control card of Section Vll.A. 

For the spe<:ial <:ase o! dynu>IC analys15 re-star\ (Jo.'D'f:i'.EQ.-2 or -3), 
data Input conslsts of th.- Heoding Card (Sectlon Il, !he lo!oster Control 
Can:! (Secllon II),•ant:l either ot 6ectlons Vli.B (-2).or \'II.C (-3), 
bel010. Re-startlng lS possible only lt a Prevlous solutlon using- the 
S&ol~ mod~l was per!onoed ~ith NDY?ó.EQ.l, and the results !rom lhls 
E'igE"nvalue solutlon .. ere saved on !he ~-start file. (See Appendu A.) 

!Jp lo thls scctlo~ thc program prOCI."SSe& (l.e., .-xpects to r.-ad) 
essentully thc sa,.., blocks of dota for <!lther !he sta!lC or dynam>C 
onalysls e u es; certaln of these preceding data canh, however, are 
read by the program bu! are not ual."d In the dynamlc analys1& phase. 
ln ¡!,'<>neral, the purpose of !he precedlng dota 5'-'Ctlons is lo provlde 
Informal ion leadlng to the formol ion of !he system atlf!nes& and masa 
motrlc"s (opprop>'latcly modl!lcd for dlaplacemenl boundary condjt)on•). 
n>r example, E"le,.ent load seis (.A,B,C,D)' may be constructed as th<H.>Ilh 
a siatlc case ~ere lo be cnnsidered, bu\ theae data •re not u~'-'d In a 
dynomlc on&lysta; i,e., the soae dato,drck through Se<:tlon 1\' con bl." 
used for etther type or analyata. n>e concept of structure lood)ng 
condltlons la not defined for the dyn•mlc case, and Input for Sectlon• 
\' and VI O>USI be prepared spechlly, 

Vil, l 
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VIl. DYNAWIC ANALYSES (cont!nued) 76 
A dU¡Qnal (lumped) IRass motrix :la fo,.,.cd automatlcally using 

_ele01ent ¡eo~~>etry and asslgn<><l 10aterhl dl!nalty or dena:ltlea. 'nle masa 
aatrlx so deflned contalns only translatlonal ,.aaa cue!flcients 
calculated fr<HO trlbutary elem<'nt volumes COIM>Cn to eacb node. Known 
rotal lona! lnertlaa must be Input for the Individual nodal degrees uf 
freedo,. In Sectlon V, ahove. 

Non·~ero I~Rpressed diaplacements (or rotationa) input by means uf 
the llOUNOARY <>le.,ent (type "7") are lgnored; lnstead thO' cornponent la 
restralned agalnst motlon dur1ng dynamlc motlon of the atructure. 

The j>ro¡¡rHm d"ea not 'change the oNer of the system by perfo:nntng 
a condenaatlon of !hose nodal degrcas of frnrdom hnving no (zero) 
m85S "o••fficients: i.e., a >..ero masa reduction is not per!ormed. 
No disttnctlon is made bct"""" statlc snd dynomic dcgrc10s o! !rcedom; 
1.c., they are lduntical ln se<J\Ience, type and total nu111ber • 

• 

Vll.2 

• 

• 
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VlJ. DYNAMIC ANALYSES (continuad) 

notes 

'" 

"' 

WOOE S llAPES Alm FREQUENC!ES (NDYN. EQ.l, 2 or 3) (315 ,2FlO ,0) 

colunms variable 

) - ' "" 

6 - 10 

entry 

Fla¡¡ for prtnting int.,rmcdiate matrices, 
norma, etc. calculated durtng the 
eigenvalue solution: 
EQ.O; do not print 
EQ.l; print 
Flag ror perlonung !ho STURII SEQUENCE 
check; 
EQ.O: Check tQ ~ee if etgenvclues 

,,.,,.., mi ssed 

EQ.l; pass on the check 
C:l"J··" --¡¡- 15 NITDI ' wa~tm~ number of iterations Allo~ed 

to reach the convergence tolerance; 
EQ.O; dcrault set to "ls'' 
Convergence tolerance (accuracy) for 
the higheat ("!<r"l requcated eigen-

(4) 16-25 

(5); 26 - 35 

value; 
EQ.O; 
Cut-off 
EQ.O; 

de!ault sct to "l.OE-5" 
frequency (cycles/unit time) 
NF cigenvalues wlll be ex
tncted 

'" 

!iOTES/ 

'" 

"' 

36 - 40 "" 
(;T.O; e~tract only those values 

below corQ 
Number of starting lterotlon vectors 
to be read from TAPEJO 

Extra output produCed by lile ~lgenvalue solut>Ons can be 
requested; output produced by thls optlon can,be quite 
vnlumlnous. Nonr.al output produced by the progr&m conshU 
o! an ordcred ltst O! elgenvaluea followed by the clgen
vectors for eaCh mode. The number of mode~ found end 
prlnted 1~ SI>"Clfled bY the varable '"¡;f" glven In card 
columns 16-20 Of the ~aster control Card. 

The program pertorms the &olutlon !or elgenvalues/vector6 
ualng elther of two {2) diattnct algortthms: 

{a) th" OETERMINANT SEARCH algorlthto requtres that 
the upper trian¡;uhr band of the ayotem stirtncu 
matrh flt In~," hl~, speed 01e..ory (co...,); l.e., 
one equatlon block . 

· (b} the SUBSPACE lTERr\TIOS olgorlthto la u""d 11 only 
portlons {froctlonal of the ay• te= matr1X can ba 
rct•ln~d J.n core; t.e., the Tntr;x (even thouKh 
In band fon~~) 10Ust be 10antpulated in blo<:ks. 
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VII. DYNAMIC AMLYSES (contlnu~d) so 
A. MODE SliAPES AND Fll.EQlJENCIES (co'ntinued) 

Th<> program wlll eutomattcally select t~c SUilSPilCE ITERATION 
proc·odurc for cig~nvdue aolution i1 thc .,()del !s too lar¡e 
for th~ Jn-corc algor!thm. 

The ~ntri.,s "IFSS", "NITEM" and "RTO!," ar<J l¡;nored 1f tilO! pro

gram can use the DETER:o!JNAST SEARCH to f)nd ctgenv~lues. 
Wh.,ther or not a mo<l<>l is too large !or the IJETERMINANT Sr.ARCH 
depends on the umount ot core allocated {by the programmcr 
and not thc user) tor arny storage, Th<' progrero variable 

"" '' MTOT equals the &~unto! worktng storage aval abe. 

De11n<>: 

MBAND - max1mum equation bandW!dth (coetficients) 
~ (ma~imum element node number di!ference) 

X (averMgc number o! dc¡:r<'es ?f fieedom 
per llodc) 

NEQ - total number of degrees of treedo01 ;.n 
the mod<>l 

= (6) X (l<>hl ~umbei of ~otlcs) - [~um!Jer o! 
fil<ed '(d~lcted) degree9 or freedom) 

NEQB ., number or equations per block of storsgc 
MTCJr/ MBAND/ 2 (for large sy&te,.s) 

ll-!>'EQB is less than./i:EQ, the .. odel 15 too large for the 
DETERMINA).."!' SEARCH &lgorithm, and the SUBSPACE-lTIMT!ON 
proc<>dure Wlll be US<'d. 

lf the SVUSPACE !TERATION algorithm 15 used tho user moy 
requc~t that th<' STURM SEQUENCE check ba perfomted. By 
experien~e the algorllhm has always produccd. the lowc¡¡t NI' 
eigenvalucs, but thcrc is no formal OIB!he~at!cal proof that 

• the calculated ~F e1genvalues will al~ays be the lowest oneb, 
Th._. STURM S.EQUE:>CE ch<>Ck can b<> used' lo ~"r1 fy that \he 
lowest NF Clgc~values have been obtotn<'d, lt should be 
notcd !hot the computa! lOna! effort cxpcndc•d 1'! perfOn'1in¡; 
th~ STURM SEQUE~CE ch~ck ts not trivlol. A !actorlzotion 
of thc complete ~ystem matrix is performod at o shi!t jusi 
to thc rlght of the NFth el¡;-envalue. 

1! during the Sl'llSPACE lTERIITJO.>; the l<Fth elll"nvalue hila 
to converge to a tolerance or "frrOL" (no=•ll:v l.OE-5, or 
5 stgniftcant figur<'s) "ithin '");nD!" (nomtally "u;") 
lterntions, then the STUIOI! SEQL'ENCE lhg ("Hss"> is 

1¡:-nor.,d. 

Vll.4 
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VIl. OY.'\AMJO:: AMLYSES (<eontjnu~d) 

A. MOllE SllAPES AN!l l'ltf:QIIENCIES (continuüd) 

(J) The <Oaxiomm n!lmb<'r o! i \eral lons to reach <'OOVPrgence 
('SITEJ.!") appli<"S only lo the SUilSPACE ITERATIO!i algorith ... 
lf ce ll-15 are luft blank, a dcfault value o! "!6" for 
Nin:M is assumcd. 

(~) Th<• C()nvergen<·e loloron<e (''RTOL") is appllcable onl) if 
lh~ St'BSPACE ITEAATION al~onthm is used. Thia tolelnnc~ 
test appi1cs to lh•• NHh- elgt•nvalue, and all clgenvaluas 
lo~·••r !han th~ NFth one ~·1ll b<• more accuratc• \han RTOL. 

The lo~·est modc• l.~ found o¡ost necurately ~Hh preClSion 
de<"r""'.lng w1th 1nrrco~in~ mOd<• numlwr liOtll the h>ghest 
rcqU<•sled mod~ ('Nf") lS a<CUJ"a\e lo a tn!Qr80CP of RTOL. 
Jterotinn 1~ tenninotcd atter cyde numbcr (~•l) lf thv 
llfth '"R"nvalue {X, say) sati~Hcs !he lnequality: 

{j\(k+l)- ),(klj/i,(k)) <RTOL 

lf thc dcterminant search al~orithm 15 uscd,' the ci~enpaln 
ar" obtoined to 3 hi¡;h precision, which is indicated by the 

"phy51cal error bounds" 

where 

and {w2 ~)are the i'th eigcnv~luc and elgcnvector obta>ned 
1n the 1

so!ution . 

. , " " (5) 'H' ""t-off fr<>4U<!n<"Y ( CO!'Q ) ls used by both e>gen\'aluc 
al¡::nrlthll"." to terminote compl¡latlono lf all '"~envolu~s 
ht•low thc spenfl .. d frequrm·y hove been fnund. 

nu· D!;"H;)I:I!l.'\.1~"1" SKARCI! algorlthm co;;optH<•S e\~('nvaln.·~ "In 
or<ler !rom '"¡"'lo "Nr"'. If th,, Nth el¡:~nv10lu" (l~~·=N!') 
hns :l frequrncy grc>ntcr th•n "co~\,1'", the n•molnln¡: (1\F-~) 
<'ig<'1lt·olucs or~ not cornput<'<l. 
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Vll, llYNAMlC ANAI.'r'S~S {con!lnUPd) 82 
A. MOllE SIIAI'ES A:>lJ f"llliQlii-:~CIES (contlnll•."d) 

Tt10• Sl~!SI'AtE ITt:I\1\TiCJ,~ Hl¡.;<>nthm \o•r·ruJtuott•" <·nlnolntlun 
~lwn tlu• :-¡¡n •:l~<·nvnln" 1~ nccurot•• {J.••., ¡¡.,,.,. nnt t·hanK" 

~·¡th lt<"rHiton) toa t<Olt•rancc nf IITOL. As bcfnro•, th<' :ith 
'"~em·alue lS thc n<•Drt•st <Ji~~nvalue hl~IH'r lhDn ("Ot'Q. lf 
th<" SUI!SPACI-: !Tf:AATJO~· ~olut10n dnt<•rmine~'~ et~envnlu<'s 
less th"n ("Of\l (whf're, N <lif), the ST11R.\I SfQIIENCE c·heck 

(lf rcquested) ts per!ormcd us1ns thf' Nth (rother than thc 

/iFib) ct~envalue as a shift, 

Only tho~t· JOvdt·~ ~ho~.., frequencics a•·p less th~n COl~ 

v.tll bo• u"'•d in the TI.\\[ HlSTORY or llESI'ONSE SPH'THL~.\ 

nnoly~··~ (S•.><"IH>ns Vll.ll and C, belo~·). 

(6) Thc st~rt in~ ; l<•rnt Ion vectors, tO~<"tll<·r ~ 1 th <"o~\ rol 
Informatton, must bt• wnth•n onto TAI'EIO bcfor<" lll<! program 
ex.,cut:on IS start.,d. App.,ndn IJ d~scrlbe~ the I"ro•ation of 
TAPEIO añd ~·•·es 111<" ro•<¡u:r<>d control <"ard~. 

(7) Tlw pr.,~rom do~~ n<>l , . .,¡, . .,late rl¡:IU hody m<>d<"S. !.<'. the 

syot<•m "'''"! hove• IH•<m r"htnl!<t ~" thnl no n¡;id ~"dY rr.od<•S 
are pt"<"H<"nl. In •·xn<"l tll"Ithrr.<."llc lhP ,.l"m••nt d of lh•• 

' "" J:.atrix)) \0\ u,., trlnn¡:oJlnr 1aclort•otl<•r> or lho• Hllffn<"s~ 

ooat ru, I.<•. ¡.; = LL>l.T. ll< ~-f!l"t> i f '' rt~id lou<l¡· "">el•· ;~ prc>o••<lt. 
In <"O!r.pulcr anthmctlr tbe ~l<:Jnent dnn H ~"'all "'"'" t·or.ptlt·ed 
,-;~n tlw other clcments of the motnx U. lf lhts c•ondltion 
occurs thc prDgrom stops ""lth a.m~ssogc. 

l'totr• 1f many "'o¡·tj\JCtolly" 'tlff btlundor)" rlf'~·<•nts ore 
u~cd. the ~v••ro~c <>f lh<> "le:11cnts of D ,.;¡¡ be ort!flc!ally 
hq4<'. ("ons~~u~ntly, dnn maJ' be sm~ll in CO<:~pari5<>n, and 
ol thou~l> nv TI¡:td body m<>rl<"s ""l" b~ p•·e~<·nt, th<> pro~Tam 
"'11 "I"P· In o drnnml~ analys1s !t is r<•c·oml"<"~do•d not 
to ust• , • .,,.y ~tiff bnundary elementb. 

¡;:.;¡¡ OF !JATA CABE IKPlFf (~DY~.EQ,l) 
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VII. DYNAMIC ANALYSES (cont>nued) 

83 
'· RESPONSE HISTORY ANALYSIS {NDYN.EQ.2 or ~'DYN.EQ.4) 

The NDYN.EQ.2 opt1on use~ the ("NF") 1110de shapes ond 
frequencies computed In the pr.,ceedtng 5<'CIIon (VIl.A} to perfono 
a !l!O<le superpoSitlon solutlon for forcfl'(l response. 'J'he l<DYN.EQ.4 
optlon in1tlatea a dlrect step-by-step ln\egration Of the coupled 
system equat>ons, l.e. no e>genvalue aolutlon has been perfo<med 
and no transformstlon to the eigenvector basta lS oow csrrlcd out. 
The data input ls identlca~ to the case NDYN.EQ.Z except for the 
definHion of damplng, Dynam1c response can be produced by ho (2) 
general types of forc!ng functlon: 

and/or 

(1) ground scceleratlon input in any (or all) of 
the !bree (3) global (X,Y,Z) dlrections; 

(2) tilDe varyin¡: loads (torces/ID<JIDents) appUed in any 
(or all) nodal de¡;reea nt treedoiD (except - "ahve" 
de¡;rees nf freedniD) 

Tlmn depcnd.,nt forcing tunct1nns (\lo'hether loads or ¡:round 
accelerstion ~·ompon.,nts) are described in t ... o sleps. First, a 
numb"r (1 or mnru are possible) of non-dimllnstonal time !unctlons 
ore speci!led labularly by a sct of descr<>te points: [f(t¡) ,t 1], 
Where i "'1,2, ...• ~. hch d>Herent \1m~ function may llave a dlrtcrent 
numbe.r ut.deflnttton polnts (~). A partl.,ular fo;clng funct\on 
appl~ed al SOIDC potnt on the stru.,turc ls 11\en deflned by a seo lar 
ICUlUplier <"r", say) and reference to one of the input tjmc 

functlons ("l(t)", soy). The actual torce (or acceleratlon) •t any 
lll:l .. ("·f', u y) cquals ~X fh); !(t) i~ found by linear lnterpoh-
han hctwe<•n <wo ot the 1n"put time po1Ilt& {ti,ti+l} wh,ere -1¡ ,., =>t1 • 1 . 

,O.¡,.•umtng lhnt tl\e H<,tutlnn b••Klns 10t tlrw 2t•ro (O), sn In
dependen\ nrrlval tlm~ (ta• ~·ht·rc t. 8 :<:0) mny bi• assl¡:n~d tu cae!> 
forclng !unctlon. The forc!ng tunction !~ not nppl!ed to tll" Myste.., 
until the snlution time (','", say) equals !he nrrival Umc, 1 8 . 

lnterpolatton for function valuea 15 based on .relative time wlthln 
the function Uble; J;.e., g(1) ~ !(1-t•). 

Tllc structurc ls assmoed \o be at rest al t,me zero; l.e., 
zero lnltlal displace~ents and veloctt!ea are sss~ed at tlme of 
saJ.ut>on start, 

Analyst": 

notes 

"' 

Tile tollow!ng data are requlrt•d tor a rorced Dynamlc Reapons .. 

1, Control Can! (515,2t'l0.0) 

ca 1UIDI>5 

' - ' H1< 

entry 

~umber ol dlfferent time tuncltnn~; 

o<,> 

V JI. 7 



g·¡¡:. 

Y -e o;. J./1'1 1•41 4;;,n• uasm¡~ ac. p¡no4s ¡o¡t •uon•¡n;;,¡•~ 

aauod•a~ a41 u¡ papnr~l aq 01 s¡ 1041 {aPcw 41~~ a41 

.l"nu"-'OU) ap<>o~ p.a~;oq,.nu 1••4Ju¡ "~' JO P<>Uad ""' s¡ J. JI 
"P"IB~:ila¡u¡ a~• •uo¡¡snba '""¡s.{g p.a¡dno:> a'll ~"/:)]"~MJ~ :is•:> 
u¡ ·pa¡u:J.,¡u¡ ~~• uo¡¡o,. JO suo¡¡enba p<>¡dno:>un ¡cpo,¡ ~~1 

~-e:~·.'lAo~ """" u¡ •¡o¡t •,,.,¡& d<>¡S d"tl 01 ¡:>ads.u 411" a¡qus 
.~"nouon1puo;,un H t.PI'l" """'~:>s u llu<sn uo¡¡OUI JO """1 ¡onb.> 

"'ll JO uo¡¡u~~a¡u¡ d.>¡5-AQ-d~¡s u S111.Iop~d :un.I~o~d <>qJ. (~) 

""01.>q '~"8"!1.\ UO)P~S Ui PU".I o¡ Sp.,d~a 1110-I~O.Id ;,¡¡¡ \B'll 
~"1-"JU" o~<>Z-uou JO ~:>qwnu ·''ll s~un:~.Ia¡ap J.\1!-l ·~uo¡¡:>unJ 

~<:p.IOJ )U:>.UJJTP ~q p~:>U•>.I<>JU>.I aq ~B\11 a~¡n~"·•WI\ {CA<.I.IR 

""'"~ •>t.¡J. 'O.I3% "'"'H lR <>~n¡;;,n.I¡S .:no uo .!uoae u¡~aq 

"""''"""1 l!up.IOJ ¡¡u '¡ndu¡ "-"" aan¡a" <>w¡¡ ¡D~l.I.Ie ou JI (¡;) 

•pa~o¡¡• "~• 1ndu¡ ""-""J ¡upou puo u0!\11~a¡~~~• 
puno~! '110(1 ·~u¡aq 'C'II'flll uop:>as dp¡<: pu• o.I~% Ol 

W!)J< :as 'a~n¡:>n~¡s "4l uo SP" uo;u~a¡a;;,.~u punQ.I~ ou ¡¡ (;';) 
" " 

•¡ndu¡ aq 1•n01 uon~unJ ""''l 
"' 

auo usa¡ 
" '" /S:UOI' 

' 
JOPBJ au¡duma 

v ~o¡;;,eJ ~U¡d01na 

o·:.~ 

~ {lB:>JH.<:> JO uo¡p•~J) sapoco .IN: 
¡¡s 01 pa¡¡ddw aq 01 ~OI:>8J 'u¡dOIBQ 

o . .L<:I 
:¡o¡t ·d~u amn uonn¡os 

J.N · l'l pu a l" ll<l 
•a1a •s¡uawaa~¡ds¡p 

'sass<> .. l)S ~OJ (B~.I"l11'1 IUFd JndlnQ 

l" 3<:1 
~sda¡s a01¡¡ uo¡¡n¡os ¡o ~aq01nu l"IOJ. 

o~az a.I~ sa01'11 ¡•~¡~~· 1I" ~O"b3 

:5uo¡pun¡ ~up~o¡ "41 .Ioj 
sawq t•ApJn ¡u,>~.>JJIP ¡o .Iaqum¡¡ 

(E'Il"!IA uo¡¡aas) !>J"" 
!"-"'""" uo¡¡oa punQ.I~ P""J :r·e:~ 

¡ndo¡ s¡ uooom punQ.Ill ou :o·b:. 
:~ona¡pu¡ uoJlO<U punoJ~ 

.{.flU" 

\I.L31l 

Vlld'lY 

.>sn 

-· w 

' W< 

" 
"' 

1'1~ ... 

a¡q11pe:. 

" 
_,. (O 

~~ -9~ 

'"' ~-~~-~a~ ¡o ase~ u¡ 

" " ,, 
~¡; -9l 

"' 
" " 

(<) 

" " 
( ') 

~~ -1t ( ¡;) 

or -9 

"' SUUEn¡oa sa1ou 

(panunuoa¡ SISA'lV~Y AUO.LSIII lS~OdS]l( "11 

vs (panu¡¡uo~) S3SA'1YNV :Jil'IVW.a '!!.\ 

• 



6"1111 

·~so¡ 9f. ""'""!""u¡ pautJ<>p "·'" ~ pu~ u ""~4-~ 
')!; +l'll:l::) ot pi>51"l XlJlVW llu1dmep CI1H l·"O:;".'lll.(lN "'""~u¡ (L) 

· (>lu<dt:!~p SflO:>UA ¡a~tlTJ:> JO 'r.OO!) 0"1 pu~ 

¡lluul::~ep ou¡ o· o """"'''~q st dl1~ JOJ .ollue.J a¡qus¡mp" "'U. 
·sapo'" .ül u~ 01 p<>¡¡dde '" (,.dlH'(].,) .J<.>t~~~ llut<110EP "'U (9} 

"1)01 o¡ 01 JO "l!UU.J ~41 Ut p~pa-¡as 

i:l("Ol.JOU Sf pu" 1 lSV•>¡ )R aq ¡onw .10.~ " .10~ JO S"[all 
"" " " -.!'qu¡ !l-'lS uoqn¡os ¡a p~uuop.od !:¡un"! ""qs~.JlS ¡uaw..>¡..> 

¡o ¡:.J<Mo:>".r puu s¡u<>i!l:>:>a-¡ds¡p ¡o >lunupd ¡nq 'da¡s ""'!1 
uoq,.¡os Ü.">ll<> 1a s¡u:>wa~qds¡p i!I<>)SÁS s..>¡nd'""" wu.rllo.Jd <>tU (~) 

·uoO.,dt:>ll.JRd ""'"'"b<'.IJ J;aq>l<q "41 J<> SS<>I lluun¡de:> 
Jo a¡q.,dB:> ST uottn¡os "41 az¡s dJ¡S a~¡1 llutsva.J:>Ut 

'11!01 '¡u.Jilua! u¡ "<>suods.u pa¡:>-¡pa.rd "41 OIO.IJ P"-'"H!J 
s¡ sapnw .1"4!{4 aq¡ JO uonudp¡pvd ¡nq '{Á¡~-¡tq~¡Sulj' 

a.Jn¡¡uJ asne:> ¡ou 111"' (.!.!"0 < :¡.';> '·a•q da¡s '""ll ~~~.Je¡ 

(pnnu¡¡uo~) SISA'l\f:i/'1 Al.!O.!.Sll! :ISNOdS:IH ·¡¡ 

98 (p~nu¡¡uo~) S]SA1VNV Jll'IVNA(] "IIA 



'VII. DY~A~IIC AI'AI.\'SES (<ont>nued) 

notes 

Ol 

(2 ) 

(3) 

'" 

RESl'Ol'SI: HlSTOR\' ANALYSJS {connnu~d) 86 
T1mc-\.'ary1ng Load Cards HI5,Fl0,0) 

columns variable 

1 - ,, 

n 1 fl' 

'" 
:n - :10 ,, 

Nodal polnt number v.~.crc th<' load 
corr¡wn••nt (for~•i or moment) h oppl1cc·: 
GE.l und JJ:.I'UMNP 
EQ.O l:>st card only 
!Jegrt•c of fr<>cdom numb<•r; 
GE.l u~<~ LE.6 
(óX~l, ~\'=~, 6Z=3, ~X~1, ?Y=5, ~Z=6) 

Tlrnc !unct1nn numl><•r: 

GE.l ancl u:.li'Tf:i 
Arnval llm" numbcr; 

f:Q,U; load •ppl>ed at ~<Jlutlon start 
GE.l; uon-~"r" ot-ri'·"l lltl'<O 

i.Q,O; 

~an:si 

(1) Onc cnrd 1" ro<¡uiro•d for .. ach nn<lal de¡;rc•c of lrco•dom 
hav>n¡>: ~tpph<•ol t 1mc ""''Ylng l"nds. Cards r.mst ¡,., Input 
tn "s•·,.n<J•"I: nod•• po1nl or<loo·. Th>s S<'G"<'""<' uf t'ard~ 

,-.,~¡ 1!•• ¡,.,.,.,,n.,to·<l wlth a ~l~nk t·~rd. ,\ Ll~n~ <'"rd rnu~t t.e 

suppl>•·d ''''"" 1( no l<>Bds oro· appl><•d \<> th~ syst•·m, 

(~) The sum•• lHHie "·'Y h•v~ rn<>re lhon one dcgrt'e of lr<'<"fom 
loodcd; "rrHn~e <lc;;rces of !r''''"""' references ('¡e") 
10 ,<S<'"n<l\n~ sí'quenc•e at ""Y ~iv~n node. 

(3) A non-:t<"l'O tlm<· !uo.<:t1on nm>bt•r ('¡y:;-") ... ust be ~!Ven !or 

ea~h fornn~ runct1on. JFS rnust be l>c: .. een 1 ~nd :>P.'>. 

The tur.t> f<mc-thons ""'' 1nput tnbular-ly 1n S<>CllOO \'II.B,5, 
be lo~. 

""" c"mput••d ~ith l1nc~r 1n1o•rpolatton. 

JAT '·" zt•ro (ur hl=>Hk), tlw forc1n¡• tunct1on lS assuro"•d 
lo ac\ "" tll.-. syst<•m 1wr.1nniH~ al time zcro. lf JAT lS 
1n¡>Ut "~a po~lttve >nt<·~o·r h~lwc¡•n 1 and /i,\'1', th" IA'rth 

arrivnl tln•" {defined "' S••t'\(on VJJ.I\.1, hclo~) ls u"t•cl 
to dclay the apphcat¡on of th<• l<>rcln~ Jur:..:tlon¡ '·"·• 
thc forclng fun~tion bo•pns octln¡;; on tht• strunurc whcn lhc 
~olutlon rca<:hes th<' IATth ~rrival tiiD<' ••aluc. 

(5) The nctual mar¡n1tud<' of force {or '"o"'cnl) act>n¡; on the 

::1odcl at '"'""· t, equals lh<' product: ("P") X (••alue of 
functton nur.1b<'r "In; at lim<¡, t). 
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Vil. DYKM.IlC ANALYSI-:S (conttnued) 

87 
B. RJ-:SPO)'ISE HISTOII~ ASALVSIS (continued) 

Gn>und ~:ot 100 Control Card (61 ~) 

notes colu~.ns variable cnt ry 

"' ) ' NFNX Time IImCtion nmnbü r <Jcscr.IJing liLe 
¡:r<>un<l RCccleration iTL 1 he x~d in·• t 1 on 

' JO KH'Y TimL• funct,on numbor d~scnLlng 
1 "" 

~round acccleration ' " \he \'-direCtlon 
u " ~FSZ TII!IC !uncuon nu<Ober d<!scrib>n~ '"' groun<;l accelera!Ion '" '"" Z-direCIIoO 

" " MTX Arriv~l t j "'" 
nur.bcr, X-dli'<'Ction 

" " MTY Arrival hme oumbe r, Y-d 1 re e 1 1on 

" JO KATZ Arr¡v¡ll L me nurnbe r, Z-d i r.-e 1 100 

~OTES/ 

(l) This carrl mus\ be 1nput only 11 th~ ground moiiOO 
indicatur ('i;c;~: .. ) ~-as set ~qual to one {1) on the 
Control Ca,-d (SC'ctioo, \'ll,B.l, abo~d- A zero 
t>Ou' fUllCIIon nurobcr todlcatcs that no !(Tound motiOO 

1~ opplt"d for that particular ó>recttoo. 

(~) zero Arl'lnl t1me r~t~nnc"s Ol<'~n that lho.' ¡¡rmLnd 

ac~clo•r"'"'" (Lf applH,~) b<•gtn~ >cl>ng on !he 
~lt'\JC1\U'<' "\ti""' ot•ro (0) . 

. must lJ¡• ltLt.,¡;•·r~ in \he ronge l lo SAT. 

Vl!,ll 



\'JI. ll\'~A).IIC A:>ALYSES (<·ont Jnucd) 88 
U. RESPO~SE HISTORY A~ALYSIS (cont¡nued) 

card onc (~FIO.II) 

colu~.n~ variable ,•nu-y 

0) ) " AT(l) Arnval """' nur.:ber ) 

)) " AT (2) ,\rnval ,_ nUo;ber ' 
n " AT(8} Arr1val 1 une nurnbcl' ' 

' ca r-~ "" (R··JO.O) - (required " ).'AT,GT.8) 

c·nlOlmtlR ,.,,,·i~!Jle ••nl t"Y 

) - "' AT 1 fl) Arr!val "~ nurnber " 
etc. "te. 

~OTES/ 

(l) Th" <•ntry 1":\!lt") gi''"" in ce ll-15 on !he ü>ntrul Card 
(S••ct"'" \'ll.B.l, abuv<") SpüClf>es lhc 1'->t••l numb"r uf 

.Url\'O] time cntri"" l<• be r~ad in th1~ ,;,"'''""· Input 
ns mony car<ls "" ar<' ru~ot!>·ud to deflne "NA'I" <llflcrent 
.,rn•·a) tlm<•s, ~>ght 

t>,Ps ~ere requ<Js\cd 
card 1<1 thl~ secllon. 

(~) ••ntn~s per c"rd. 
(~AT.t:Q.O), suppl-,- .,n,, 

\'l!.l2 

jf no arnval 
(1) bl~nk 



• 
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' 
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Vil. DYM!o!IC ASALYSES (contlnued) 

RESP(mSE H!STORY AMLYSIS (contlnued) 
89 

'· 
5. T>me Functlon Def>nition Cards 

<>&eh of the 
Co~trol Card 

Supply on~ ~~~ (ca ni 1 and ~ard (&) 2) of input !or 
"NFN" tlm<.> functions requ<>sled In c•c 1-5 o! the 
(Sect!on Vll.B.l, above). At lcast one set of t1mc 

funct>on cerds ls expectt!d In tbls s~ctlon. 
In ascendlng funcHon"nul!lb<:r order. 

The card sets are >nput 

note~ 

0) 

,, 

0) 

'" 

•• 
columns 

) ' 
' - " 

16 - 75 

card 1 (15,Fl0.0,12A5) 

varl•ble 

~ 

'"' 
IIED(l2) 

entry 

liumber or functlon dehrntion points; 
GE.2 
Se ale factor <o >o applied <o ! ( t) 
values; 
EQ.O; de!ault set to "1.0" 
Label >nformatlon (lo be pnnted ,.ith 
output) descrlblng this function table 

At leas! two pojnts (i.e., 2 pairs: !(t 1),1;) amst be 
spec1fied for each time tunctlon. L<>ss than two po1nts 
~ould preclude l1near intei'J)ohtion In the table for f(t). 

" .. The ~~ale !nctor SFTR 1s used to rnultlply funct1on 
value~ only; i.c,, input time val\los are not Changed, lf 
the scale factor ts omitted, SFTR i5 ru~sct by the program 
to "1.0" ther~by leavtng input funct l<>n values unchanged. 

VJJ.l3 
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VJl. DYNA~!IC RESPONSE ANALYSES so 
B. RESPOI>o;E l!lSTORY AMLYSIS (contJoUed) 

:>, Time 1'\mction Def1nition Carde (continued) 

o. card (s) 2 021'6.0) 

notes columns variable entry 

"' ) " T(l) Tim~ valu~a " pnint ) . ,, 
' 

, F(l) Funct Ion valuc " po1 nt ) ' f ( t l ) 

" '" T (2) 'hme volue " po\nt '· ,, 
" " F (2) Function val u~ " point '· I (!2) 

etc. etc. 

Non: S/ 

Cll Input as many card (s) 2 as are re<¡ulred to define 
""v" palrs o! t¡,f(t 1), six (6) p&lra per card. 
Patrs mu~t be input In order o! uscendlng time value. 
TI lile at po1nt one DlUst be >:ero, and cnre must be tel<en 
to ensur" thal !he high~st (hst) input tilDe value 
(INLP) is al leost equal lo the valu~ o! time at the 
end of solution; i.e., the time span !or all tunctions 
musf cOver the soltotlon tj~r.e peri<>d otherwise th~ 
inturpolation for funct1on values will fail. }"t>r 
\loa ca.,u uf non-;>;ero arrivsl times assoclatecl \'"lth 

u particular f•mction, the 
rt"!ur"n~~ ('"tA"• say) plus 

'
.. .. ) 

tlmE" 'NLP )mus! at ""st 
urocl or th" sollltion perlod 
1A ~ t Nl.P ;;, 'END 

VJJ.I4 
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shortest ·arr\val t 1me 
(~) th<> last funcUon 
equal the time at the 
(tEh"lh $ay); J. e., 
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VJJ. DYNAIIIC AliALYSES (continued) 

B. RESPONSE HISTORY A:iALYSIS (Continued) 91 
6. OUtput Detin;:tlon Cards 

To minlmize the &mount O! output which ~ould be 
produccd by the prograrn l! all displacements, stresses, etc. 
were printed, output re<¡uests for spectflc components must be 
given In thls section, Time histories for selccted components 
appear in tablea: the solutton step oUtput printing interval 
is specified a,; "¡.¡OT" ~hich 1B givcn in ce 21-25 of ti!<' Control 
Card (Sectlon Vll.B.l, above). 

• 

notes 

'" 

"' 

a. dlsplace,.ent output requests 

col uoms 

' - , 

6 - JO 

(l) control Card (2¡5) 

varuble 

"'" 

JSP 

entry 

Output 
EQ, l : 
EQ.2; 

EQ. 3; 

type indicator; 
print h>stor;es and maxima 
printer plot hlstorius and 
recovery Of maxima 
recover maxlms only 

Print~r plot spac1ng indicotor 

NOTES/ 

(l) The type of output to be produced by the prograc 
applies to all dlsphce,..nt requests. KKK.EQ.O 
1S >Ilegal. 

(2) "¡sp" controls the verucal· (down the page) spacing 
for pr>nter·plots. Output points are.prtnted on 
~very (ISP+l)th Hnc. Thc horl:wntal {across the 
pege) "idth o! printcr plots is o. constont ten (lO) 
inches (lOO prlnt posit!ons). ISP is used only 1t 
KKK.EQ.2. 

VII.lS 
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VIl, DYNIMJC A~AI.\'SES (cont>nuc>d) 

"· RESPONSE HJSTORY ANILYSIS (contlnued) 

6, Output ['leflnition Card~ 

a. dlsplacement output requests (~ontinu~d) 

(2) node displacement request card~· (71~) 

columns variRble entry 

<J) ) - ' " :;ode OUKib<>T 

Gl:. l 000 W: • N Ulo\l'i p 
EQ.O hst coro ooly 

"' ' JO 1 e c 1 ¡ D1splacement componen!, r..c¡uest ) 

)) " IC (2) D1splacement componen\ , request , 
" " IC (3) Dlsplacement componen!, request ' " " 1 e c 4 l D1splacement cumpcincnt, request ' " " IC (5) Displacement compon<!nt, r-equest ' " " JC (6) Dlsplacement componen!, request ' GLl """ !.E . 6 

EQ.O 

NOTES/ 

(1) Only th<>s" no<tes Rt ~·In eh output 1s to tw produced 
(or ü\ ,.hich maxlma are to be determlned) are cntered 
10 tlus sectlon, Cards l:lUS\ be input 10 ascend1ng 
nudl' numbcr onler, liode numbers "'~Y not b .. repe~ted, 
This sect>on must be le~l~ated ~lth a bl~nk'card, 

(,) ) ( ( .. , .... , . . ' Disp accrnent ~·omponent reQues s ,_ ,...nge .rom • to , 
v.·here ¡ .. t,x,2"~Y,3~62,4";X,5"~Y,6-{Z. The t1rst zero (or 
bl .. nk) encountered "hile read1ng IC(l),IC(.2), ••• ,JC(6) 

termlnotes.intoreatioo lor the card. D!splacoment 

co~r.ponents at a node 1:1ay be requested In ~ny order, As 
on e~Rmplu, suppose that CY, {X and ~Z are to be output at 
node J4¡ thc caro could he wntten as /34,2,4,6,0/, or 
/Jq,G,q,2,0/, etc. but only four (q) iiclds ,.ould h~''" 

non-<.c•·o c•ntnc•. 

VII.I6 



VIl. DYMMJC AMLYSJ-:s (cunttnu~<.ll 

"· 

notps 

"' 

:SOTES/ 

RESP<l~s¡; HJSTORY AN-\J.\"S1S (contlnue<l) 

6. Output D<>llmti<m C"rds 

b. ul~m<mt stress component output r~qu~sts 

) - ,, 

6 ~ 10 

(l) nmtr<>1 card (215) 

<>ntry 

Output 
t:(l. 1 ; 
1-:Q.~; 

¡.;Q,J: 

typ" lndlcot<>r; 
pr>nt hlstc>ries "nd moxua 
pr>nt"r ¡¡lot o! h1stonPs 
ond rc•coverv <Jf max1m" 
r"cover monmo only 

Plot spatoln~ Jndtcator 

(!) S<•c Scct)on \"JI.B.fi.a.(l), abO\'<!. 

~··qUPSIS ~r<· ~¡·ouw•d by ••1c·~r.~nt typn: 
"-"LLT\"P'' ~roups must be 1nput. A ~roup cnn~1sts of a senes of 
••lcn.ent stress ~·omponent r<."'ll\!Sl cards t<•mlnat~d by a blank card. 
l:lo•~r.cnt numbcr rpfHr<>nr<·s "llhln an e1<•10t!nl typ<" (TIIUSS, say) 
r:m<>pln¡: must be 111 asc,.Kl¡n¡: ordcr. ¡.;].,mcnl nut:lbcr r"fcr.,nccs IT.ay 

b" omitt<•d but not rcp<atcd. Tht! program proc~sses .,lctocnt groups 
in the sa,.e ordcr ns orlg1nally input tn th<• El<'m<>nt Pata (Sectlon 1\', 
above). )f no output 1~ to be product!d for an t!leooent typ<>, taen lnput 

onc blank card for its ¡o;rnup. 

not<>s columns var;abl<> entry 

O) ) - , HJ. ncment number 
GE.l 
I:Q.O; 'hst card '" '"" ~I'OU¡> ""' )" 

' '" 1 S (Jl ~tr<>SS componen! nuaber '"' output, 

l'"G UC S 1 ) 

)) " 1 S (0 l Sl res~ o·<>mp<>nvnt nut.tbc r '"' outp••t, 

r"<¡ucsl ' 
" - " 150~1 StrHS~ C<>t.tp<>n•m t muotwr '"' oulp1,\, 

rcqucst " 

VII,17 



llESPOl\SE HISTORV ,\~1\LVSIS (~ontinu~d) 
94 

G. Outrut llefJnltlon Cocd~ 

,, <'l<·ment ~iress ""'"1"'"';'"' <>Htpllt I'<J(IllC~ts 

'" reque~l c:.¡·J~ (conti>ll!P<I) 

• 
~OTJ-.S/ 

(l) l"<•rmn~tc• ,_•,H'il ri¡Jf(•n•nl •·lrm<•nl nulpul .;rollp (type) 
~tlh a hlanl< ear<l. l.l'""ento ~itlnn a ~cnllp must IJC 
1n d<·nhont numbrr ord¡,r (ascenJln~); ~lerr . .,nt """b~r 

"•·epdJ(Jullb ,n·e ¡ll<:>gol. 

(~ ) ·¡¡,, llt.,t .«'"'' (n•· i>lanl<) 
t<•adJn~ \SOl, lH~) •.. 

r<'<¡U<"';I ""~·•untrn·d ~ilile 

JS(l~) l•·rm1nale~ Jtlfor-

¡,,, "·"~''' tilOll tw<·l<'i• (12) dlfl<•ro•llt 

<'ull.pnlWll1~ r.1ny 1><• oulp11l lor ""-•' n!W of !ll(· ,.],·Ec•nl&. 

'l"i>l•· \'11.1 l1~t~ tJJe ~IYPss c•ornpun''"t numiwro and 

cot r'''P""''' n~ Jc·'~' i pt "'"~ for ttw v"r"'"~ ~J,•ment 
'-1'1'-'s. S'""'' ol<·mr·nt tvprs (TIWS~. for "xomplo) l1av.; 
le-.·r \IHnl l~ "'""pnncnte rl..,[lnr•d; "nly tlw ~lre;s 
<·orr~por~ent rH!mbN'~ 1 J sterl \11 Tah],, \'l ¡, l ""' ]~¡;al 

JC'ÍeH,)(c>S. 

(~IJY~.EQ.2 or liDYX.IQ,-l) 

.. 

VJI.l~ 
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TAllLE VIl. 1 

95 

MA X l'IU"' STRESS 
l'l!'ME'Il NUM'3ER. " CO) MPQ"lf NT OUTPUT 

TV f'F CO"'PDN<:NTS NUMBER SY"'BOL o ' S e ' ' ' T ' o ' 
•• TR:JSS ' " ' " (P//1. 1 AXIAL .STRESS 

' " " AXIAL FORCE 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

'· !lEA M 1 1 2 1 ' " IPIIIJ ' !-FORCE " '" 1 

' " 1 V2 1 1 l ' 2-SHEAR " '" 1 

' 31 {V3111 ' 3-SHEA't " '" ' ' " ITLI!J ' .1-TORQUF " '" ' ' 5I IM211l ' 2-MOMENT " "' ' ' " IM31ll ' 3-'WMENT " '" ' 
' " t P U JI ' !-FORCE " '" ' ' . ' IV21Jl ' 2-SHEAR " "' ' ' " IV31Jl ' 3-SHEAR " '" ' 1101 ITliJ) ' 1-TOROUE " "' ' !ll l (M21JI ' 2-'101>\E"'T " EN'J ' ( 1 2 1 POI JI ' 3-MGMENT " "' ' 

• ' • • • • • • • • • • ,. ~ • • • • • • • • • • 

'· PlANE-
ST'lf~S/ 

PLII.N~--

STRAPI 

'· AX!SY'I- 1201 " 111-SO" ' ,. STRESS- AT"POJNT·O 

MUII.lC " 122-SO ' o- STRESS " POINT D 
31 133-SO ' T- SH!ESS " POJNT o 

" 1 12 -so ' UV-STRESS " POI 'liT o 

' 5I 111-Sl ,. STRESS " POINT ' ' " 122-Sl o- STRESS " POP.H ' n 133-Sl T· STRESS " POIIH 1 

" ' (12-Sl UV-STRESS " PO!IH 1 

' " 111-52 
,_ STRESS " POINT 2 

1 1 o J 122-52 o- STRESS " POINT 2 
llll 133-52 ' T- STRESS " POPH 2 
112 1 112-52 ' UV-STRESS " PGJNT 2 

.{1)) !11-53 ,_ 
STRESS " PO!IH , 

{ l 't l (22-S3 ' o- STRESS " POI Nl 3 
( l ., l 1 JJ- S3 ' 

,_ 
STRESS " POINT 3 

ltb l 112-53 ' UII-STRESS " POI NT 3 

VII.l9 
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~w 

~A X l MUM S T'l.f SS 
"Lf~[ f>IT N'J'l'!~~ "' CnMPr)'J~"'T ()lJT Pl}T 

TVP~ (nM<>"NE'ITS N•J"'B~R ~YMB•Jl ' E S ' ' ' ' ' ' o ' 
1 1 7 1 " -" ' 

,_ STRESS " PO!NT ' 1 l ~ 1 ' ,, -$4 ' e- STRESS " P~INT ' ( l " 1 " -" ' 
,_ STRESS " PO! NT ' ( 2 o l ICIV-$4 ' •J\t'-STQESS " PDINT ' 

• • • ' ' '· • ' • • ' • ' • • • ' • • • ' • • 

' . ~IGYT n 21 " IXX-SLII XX-STRESS " LOCATION ' 'lOO~ ' " IYY-Sl.ll YY-STRESS " LOCATIJ"' ' 9'>]('{ ' " lll-Slll ll-STRESS " LDCI>.TION ' ' " IXY-SLII n-STRESS " LOCATION ' ' 
, IYl-Slll Yl-STRESS " lOCA T ION ' ' " IZX-Slll lX-STRESS " LOCAl ION ' • 

' " 1 n-sL2! XX-STR~SS " LOCATION ' ' " IYY-Sl2l '(Y-STRESS " LOC4TION ' ' . ' lll-SL?I ll-STRE~S " LOCAl ION ' !i o 1 IXY-SL2l XY-ST'<ESS " liJCATJUN ' 1 1 l 1 1Vl-SL2J Yl-Si~ESS " LOCU 1 ON ' 1 lll llA-Sl2t lX-STRESS " LOCATIUN 2 

• • ' • • • • • • ' ' ' • ' ' • ' ' • • • ' ' 

'· 1'[ ATO/ " ' " IU-5/R) X~-STRESS ~ESULTA/\;T 

SHFLL ' " n'Y-S/~1 YY-Sl~fSS 'l.ESVLTA''H 

" IXY-$/RI n-STII.ESS RE SUL OAI'H 

' " [ XX-Y/R] x•-"'0"1E~T IIESULTANT 

' 
, !YY-"1111.1 YY-"100\E;~~T II.ESULTANí 

' " IH-~Iil) XY-~GMENT R.ESULTAI'I:T 

• o • • -. ' • ' ' • • ' • • ' • • ' ' ' • • • 

'- '1 "il N- ' " " c~o~v-r¡ 130U'J0AR Y ~'O'ICE 
1.~'! y " lR'l~Y-M] dOUNDARY IIC}"\F.~T 

• . ' • , ' ' • ' • • • ' ' • • ' • • ' • ' • • 
•• THICK ' " ($X~(Ill) XX-$TR~SS " CE,.Tii.Oiil '" SfiELL ( 42 l ' " 't~vYtOJJ YY-STRESS " C.F.NTilOI;) "' A-~D ' " ISll!OH ll-STRESS " CENTii.OJO '" 3-DIM. ' " rsxvrOJJ XY-STRE.~S " CENPH)!Q '01 

' " ISYllOl J Yl-STIIESS " CENTRO! O '" ' " ISZUOI 1 ZX-STRE5S " CENTRO ID '" 
" ISXXIHI ~X-STRESS " CE,.TER " fACE 1 

' 
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~hX!"'l" STRE;S~ 9'1 
F.LE~ENT NU~'~F.R " CO~PO"JENI OUTPVT 
TYP~ CC''IPO"JE.'HS ro.u.~sfR S YMflOL ' ' ' e ' l ' l l ' ' 

l SI fSYV!II 1 YY-STR~SS " C!:I•HE=< e< FACE l 
l " l~llllll U-STRESS H Cf/1; TER '' FAC E l 
1101 ISXYI!II XY-STR<:SS " C~'-ITER 'lF FACE l 
( 1 1 1 ISYZI!II YZ-STRESS " CENTER "' F AC E l 
1 1 2 1 ISlX!lll lX-STRESS " UNTE~ m FACE l 

113 , CSXX!2)) XX-SIRESS " C~NTí:R " FA(f 2 
1 ¡.e,¡ l\YYI2ll YY-STII.FSS " C~NTf~ c,¡ FAC[ 2 
1 1 5 ) (<;lff?ll ll-STRFS~ " CENH~ 0' F!r.Cf 2 
1 t b 1 csn1211 ~Y-SIIIESS " C€Nlt'll. .'JF FACf 2 
(! 7 J ISYlf~ll Yl-:;TRfS:; " C::);JfR '' FA(~ 2 
1 1 q 1 1Slxl2ll 1 lX-SIRESS " CE"'H'l Ot F ACE 2 

r 1 o 1 ISOI3JI XX-STRESS " CE'IHR " ~ACE ; 
( 20 1 ISYYI311 VY-Sf'I.ESS " CUH Ell. Qt Fi~Ci: 3 
( 21 1 ISZZ!lll ll-STRESS " C~NTER Ol F ACE ; 
{ 2ll ISHDII XV-STRESS " C~"JTI'R- Ol fA CE ; 
{ 2 3 1 ISY!IJl 1 YZ-STR~SS " CENTE.l. Ql FACE ; 
( 2 4 1 ISZXI111 lX-STRESS " C~NTE'I. " f!r.CE ; 

1 ~ 5 1 ISXKI411 XX-STRFS<; " CENTE'l. Ol FAC E ' ( 26 1 !SYY{4)l ·YY-ST'l.ESS " C~NTf'l. Qt FAC E ' (!11 ISZll41 1 U-STRESS " [ENTEM. Ol FAC E ' ( 2 ~ 1 (SXYI4ll . XV-STRESS " CE ~HR oc F.\( E ' ( 2 <l l (5Yl(4) 1 yl-SIRESS " CE~TER '" FACE ' 130 J t~lXI411 /_K-STR~SS " C~'HER Ol FACE ' 
1 3 l 1 rsnrs11 XX-STRESS " CE~T E-l. Ol FACE ; 
1 32 1 {~YYISJ 1 vY-STRESS " e D. TE<l Ol FA(~ ; 
( 3 3 1 157!151 1 U-STR~SS " C~NTE~ " F~CE ; 
( 3 4 1 (SXY(~)I XY-STRr:ss " CE'JTE~ Ol F Act ; 
{351 (SYll511 Vl-STRE;SS 

. 
" CE.'>TER Ol F ACE ; 

( >t.J ISUI5ll lX-STRESS " [ENTE?; Ol FACé ; 

!J71 ISXXUdl X~-STRE~S " CE'~TE.< Ol F.l.Ct ' / H! ) (SYYI611 VY-~TRfSS " CENTn "' FACE ' { 3 <; J ISlllbll l!-STRESS " CDITE'l. Ol FACt: ' ( 40 1 ISXY{bl) xY-SlRES5 " c~.,r~~ CF F.l(!: ' 1 4 l 1 (~Yl(6Jl Yl-S TRESS " CEIHEt< oc FACE ' (421 ISlXlól 1 ZK-STRtSS " CE"'nR Ol FACE ' 

VIl.~] 
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•• lll'lG~'H ( lll ' " (PX{II ' X-FQ'I.[f: " '" ' ' " IVV!II ' Y-St;EA.:I. " ENO ' ' " IVZ(Il ' Z-StifAR " '"' ' ' " ITX!ll ' X- IOII.CUf " '"' ' ' " L~Y([) ' Y-"'O~.E•H " ENO ' " ("11{1) ' Z-"'OMENT " F. NO ' 
' " (f>XIJI X-fO~CE " '" ' ' " IVYIJI Y-SHf'A~ " '"' ' ' ., IVl{J) Z-SHE'A~ " '" ' ll o l IIXIJ) X-TO'I.OUE " EN!l ' ( 1 l ) 1 .'-1 y 1 J 1 Y-'11)~[NT " EN[) ' 1 1 2 1 IMZIJ) Z-"1DMENT " ENO ' 

e. ~ ~Nn [ 1 fll ' " 1 rx 1 11 ' X-FORCE " E 'O ' ' " IVYIII ' Y-SH~AR " '"' ' ' :11 IVll ll ' Z-SHE AR " [NO ' " 1 H (!) X-TQROUE " EN(l ' " ("'Y(JJ. Y-".O"~ENI " CNO ' " 1 MZ [ 1) Z-'10"1[-NT " r.:.;o ' 
' " IPX!Cl ' X-FORCE " CENHR " "' ' " lVYICl ' Y-SHEA~ " C!:WIER " "' ' " IVZ ICI ' Z-SHEAR " CENTfil. ,, t..RC • 
1 1 o ) ITUU ' X-T0RCUE " C~r.T ER " "' ( 1 1 l I"Y!Cl ' Y-"'U"E'lT " CENTt:o< "' "' (1 2 ) p.ol([) ' l-"OMfNT " CfJ>, TE 'l. 0> "' 
1 1 3 l IPXIJ) ' X-FO~CE " '" ' 1 l 4 l IVYIJ) ' Y-SHEAI< " ENO ' 1 1 5 l IVZIJI ' Z-SHEil~ " ENO ' 1 16) IT~IJl ' X-TORQUE .. E"D ' ( 17 1 I'IY(J) ' Y-'IOMF.NT " ENO ' 1 1 ~ 1 (-~l(Jl ' Z-'IDMENT " END ' 

' ' • ' , • ' • • ' • ' • • ' • • • • • • • • • • ' • • ' • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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V 11. DYNAMlC ANALYSES (Contlnued) 

o. RESf'O~SE SPECTRIJM Al<ALYSIS (ND1':N.EQ,3) 99 
This option combines all (NF) mode shapes and frequencies 

computed during the elgPnvolue solution (Section Vll.A} to calculate 
R.M.S, stresses(deflcctions due to an input displacement (or accelera
tlon) spectrum. The 1nput spectrum is applied in varying proportions 
in the global X,Y,Z directions, For th<> case of a non-zero cut-off ,, '' -frNjUency COFQ (Sectlon 'ill.A), only those modes whose frequencies 
are less th~n COFQ will be combined ln the R.M. S, analysis. 

L Control Card (3FIO.O, 15) 

note~ c.,Jumns variable antry 

"' ' w n Factor )O, X-d 1 rection input 

" '" IT Factor )o, Y-direction input 

" '" " Factor )O, Z-direction input 
EQ. O; ""' actlng 

"' " " "' Input spcctrum type; 
EQ.O; <i;. splace,.ent "· penOO 
EQ. l: acceleranon "'· pedod 

I>OTES/ 

(1) All thr~e (3) direction Ia~tors may be non-zero 1n 
~htch <:&&<' the tmtries represent the X,Y.Z co,.ponents 
of the tnput directlon vector. 

(2) "1sT" do!lnes the type o! spectrum teble to b<." tnput 
!mmedtately followlng. The spe<."tral disphcementB 
("Sd") and accclcratlons ("s8 ") are assu11ed to be 
related as follo.,s: 5 8 ~ (4r.'-t 2 HSd). 

VJ1.2:3 



Vll, ijy:.¡ji~\IC AXALYSES (<·ontlnued) 

n<>I<'S 

notes 

'" (2) 

'· 

.~OTES/ 

'" 

'" 

lüll 
JU:SPOl'SE SJ'ECTRUM ANALYSIS (contlnu,•<l) 

z. Spectrum Cards 

a. heading card 

c<>lmnns 

' e n 

'· 
colcn:¡¡ns 

' -
6 - 1~ 

col u~.ns 

' n 

variable 

I!EU (12) 

control card 

l'PTS 

(l2A6) 

entry . 
ll<'~<11n~ 1nf<>rmat!on usnd 'O lobcl 

the ~p<'<:trum taLle 

Cl~,FIO.O) 

ent ry 

liu,.ber of d<•flnitu>n polnts in !he 
sp<:ctrura tab1e; 
Gf:. 2 
Scale hctor us<:d lo adJUS! th" 
dtsplacemenl (or occel<>rat1on) 
<>r~lnotes In thc spectrum liible 
E(/.1.0; no ndJustmf'nl 

!2Fl0,0) 

o•nll')' 

p,•rwrl il"•·~lpr<>~ul uf JJ·,quency) 
l'alu., oj dl'<ploc<'""'nl (<>r nccdcratJon 
Jf IST.t:Q.1) 

Input onc defin1t1on polnt per 

are re<!UHCd '" thl5 s~ctlon. 

1n "~cend1ng \'Rlue of perlad. 

c~rd: 

Cards 

"¡;prs" 
mu~t be 

cards 
orranged 

"5" !s in<erpr~tr·d toLe a 

if l5T" ~as input as zero. 
1~ an ace<'leratton \'a1ue. 

Vll. 2 4 

dlsplacamcnl quantJty 
For !ST .EQ. 1, "s" 
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0()!·:J :Y!J -~t{l UO WH)Ll.,,>XJ JOJ <.ln-¡~s ~-'"1' pu>' ~¡UC.> tUJlU<J.) 

·p.oAoJ¡~.op )<>U"' "¡¡''' 
lJ"lQ-,!.1 •"l<(l ',o•¡ ~)<HIL!j \"\l<U! ~>1 "~"1 ),<>,\H-·" "'11 :lut>n li<U 

,oq ""'" [{~)SHOI'] (]<>1' puo~." .Juo URt(l .>J0\1 '"1~1\¡nu" "''twcl"-'" 1""'·'"1 
"JO :lu¡uul~"<l ·'~1 ¡e "'"J.::loJd a<¡¡ '<1 p.llttob.oJ Uu\lo>uou¡Ht pi!'"" 

•>41 ¡¡e sute¡u<>.> uay¡ "~"1 )JC)~--'·' ·"IJ. '"-''"' A¡un un.o <;t .od,•¡ 

pns--•J ny¡ ~"''"''·'" [{l)OOr] qor ¡sJtJ ·'~l •¡,polll u~AJ~ • -H>.i 

. (¡;-·t¡:-1',\AU:.;) 
,,~,(¡>:<IV ""'-'P•>d~ nSLH>ds.•¡¡ "JO (?:-'1¡:·1'.~.\(1.~) OtS.i{l'UV Jouod~-'11 

'"""",\!] '' Aq pd~V[p>r ,-,~e¡ pqo-.·u ao¡¡ WOJ¡ G~<.IV.I, f!lW 

'~:ldV.t' L>I.!V.L' ?::,jdVI.' ("ldVL ~"T'J \U~ •• ~uJd ]" lLJ•llU•l ¡a'"'' -·~1 

·,,J.,, pns-~.r ~q¡ uo po.,.,~ v.rc 

¡;:Jd\IJ, puu '!l:l<lVJ.'L:'IdV.L'¡::idVJ.'(::Id'<"-1 5<>1!] mu.r~o.rd 

l¡.lf4• H>lJH '·\f'l" l.Wfj!l{O,; UO>l·l".IlX~ .J!l{U,HJ;>:dl:.¡ 

:(e) SIIOI' 

(L)IIOr 

:~ti~¡~ (~) ""'' '" Ut11 .>q <¡<>f .>q¡ '"'11 -ra.r¡nba.r 
d.Il1)tl") ¡.l"JS-·U o>LJJ :lUfZT{Itl1 '!S.\{"LJO .)(UlCU,\j> d)•>[ÚUW.> 1f 

·p~IJ'l.'n(" lOU 11¡¡"'""'"" >! J.!P.l'1-o>.r .ro¡ 
P•>JJl1bH.I ),w¡¡~ C.Il~•' •'Lj) (.\es '!'~r<>U 00[ U"l¡J SSdl) S[•>jl<>~ [{"UlS 

Jt>j '"'" •s¡<;,>nh.u rnunb<>peu¡ 'n.r¡;>r.ds ¡¡tdcq • .o ~uutpun¡ ~u¡.J.I"J 

¡o uot¡c~t¡t~ads .r.><lu.rd:ut o¡ ~np un.r-a.r aq 01. scq qof .>JtJU•> '"ll JI 
.p.•.un~u¡ i'l{] Anuo s¡su" •>AfSSi'I;>X<> 'a;>u.oq ~suoqe¡n"{~" as~todsa.r p<>.J.!O)j 
a4, tl) p.u1!<1UIOOI tH>q.~ A{J~O;> <>1Itlb St UOJ)!l{OS anl~Aua:h<> 'S{•~POl:r O;:!S 

a:l~q-o1-""'1P•'"' .rO,.{ ·m~1SÁSUC>l'IH> P".!UlbO.r ·~4! ~"J ""'" 4"E" ~""'{OS 
¡n<>qH~ ·~{<JlSSO<l SJSÁ{eue mn.rpa<l~ .ro a~uods::>.r P""~OJ P"U::>do~ e 

·•~etJJ o¡ .I•>P-JO "' lUH~~o~d aq1 ot P"P"{""' o<>aq S~4 uoqdo JH!ls-e>~ 
~liL ·•¡s,(¡uuu uot¡;>e~J>«• ~"l""·'""~Je>je>n¡ehoa:lta ue l!ut ... o¡¡o¡ J~ns 
-.u t:!C~~o.rd ~OJ p<>~tnb;:u (dn-)as ~;>ap puo "J>.le;> ¡o.r¡oo~ ~utpnput) 

.unp,,~u.t<! •'~!1 aq¡~.1s.1p <>1 Sl-~JPO"dde ~!41 ¡o ·•~o<ltnd •><JL 

Jl!\ILS-::m SISA"JVS\' JIIWN!.IJ 1/0l d~-J.:{S )IJlfl fl.~\1 S!f,J\1.) 'lOl!L~OJ \' XIO~Jdd\' 

TOT 

• 



JOHil) - E!Gl.~"\'Al.t:E t.OLUTIOX.'Ili-:-STAin' TAPE C!u:ATIO~ 
lUZ 

(ll Jnb nurnbcr, 1, 200, 1200<10,300. U."''" N1101u 
(~) llliQliEST, Tl-'1,1. Recl lin., T"pe,ll>••r 1\:>ml' 
(:!) CÓPYBF, TPI ,SAN 

\J);LÜ-\ll, TPl 

(·1) !.(;(Í,SAP·l 
I!YWIIiD, TAPE! , TA Pl~, TAP!-:7, TA p¡;S, lA p¡;~o 

(é>) ll.t:QIIEt.T,HESTMCf,I. !(e¡,) );o,, Ta¡H" li"<'r ~""'-''• UI"TPtO 

¡ l"OP\'IW, T,\ PI. J , EESTA liT 
e Cl!'\' 111 , 'fA 1-'F'~ , ltl.t. JI\ ltf 

¡¡;¡ ( ll!'Y!H', TA!'J-:7, 1ti:51AI(I' 
Ul!'\'1! F, 1A p¡_¡.. , IU:S'f A]¡)' 

COPYHf", TA PUl, !U:ST,\111" 
(7) 7-~-9 

PROH!.E:.: lJATA DEO;: 
]_ HEAill:-iG C,\lill 
1 1. •.:\STf.R CO:-iTRO!. CARD ~ tth 

(I.I •. t.Q.Ol 
¡:;r,c.t:_IJ 
(:illl~_EQ_l) 

1 ;,ilJDEX _ Ell _ o) 

JI!_ JO!~'! !JATo\ 

1\'. El.l.:.u:~T l>AT,\ 
\' l"O~"IT~TIWil-:11 ~~\SS !JAlA 
1'1. t:Ll.'.IE~T ].0,\11 MU!.I'IJ'],JI:I:; 

VIl. IJL~A;,¡¡¡· ASAI,\SIS 

.1. )¡,,¡,. ~""'"'" ·''"' ¡-,., "'"'"''''''• 

.~on:s.' 

'" 

hl:olll. "''' 
l,l:noj, ,,,-~ 

(H) G-7-~-9 

Thl' JO'> 
'1 .. 

'"2oo" 
"120000"' = 

~urnbrr of tape 
CPV!t!'"~li,-.\t 

c.,n; •·al rn~Mo~y 

P~g<' lir.nt for 

dnvcs r<•qlli ,-.,d f<>1' 

(in octal -'""onds). 
fl<•ld l~n~111 

prlnting. 

fnllo~.: 

!he, Job, 

(2) Ta¡>e <"nntaln~<l~ h1n~n- "''''~'"" <d pr<o¡·.•·nrn (11'1) ~~ r•••¡~este.!. 
nJ J)Jil:ll",\' \'<'l''l<lll <>1 lll(' j<l"u~r:IOI '" ~U]l!<') nn\n" <Jj~)< !J)_, (!;•>p.\)_ 

(ll l'!'u¡:ra,. ' ' lu:o<I<•J and <'X<"<'U1l<ln 1.~ lnlllnl<•<l. 
(~!} ,\ h\;onl< lnp<' (HE:;TART) lS T<"<jll<'~l<·d. 

(11) Th<• ,.,,,,.,,,~ of ,¡,,h ¡,¡._,~ TAP!Ol,TAN::!, <•1<". ;o¡-,• <"o•pl<•<l <>lll<> 

lafl'' IU:S1AJrr. 
(7) ~nd-ol-r.,,-.,,-~ card: 7,8,9 punched In •·uluo,:n l. 

ti\) l.nd-ot-IJ)<• <~rd: 6,7,>l,'-) punched ¡n <'ulllf'lll l. 



103 
JOB (2) - RE-START FOR RESPO~SE lllSTORY AMLYSIS (SDYX.EQ.-2) 

or RESPOSSE SPECTRL>I AMLYSJS (XO:il\.EQ.-3) 

:O.'OTES/ 

Sotes 

"' 

Card Deck 

Job number, 1,200,120000,~00. User ~·aroe 

ru."'Qn:.ST, RESTAKT, l. Re<>l No., User l\a'"<' 
COPYBF, RES'fAJIT, TAPEl 
CÜPYBF, RESTART, TAPE2 
Cr!PYBF, RESTART, TAPE7 
CÓ?YBF, RESTART, TAPE8 
CÜPYBF, RfSTART, TAPE9 
REW!IiO, TAPEI , TAPE2, TAPE7, TAPES, TAPE9 
USL(l.\0, RESTART 

"' 
1 

REQUEST, TPl, 1. Re<> l 
CÜPYBF, TPl, SAP·I 

LGO,SAF4 
7-8-9 

!<o., User Sarr.e 

PROBU.l! DATA OECK 
1. Hf.ADING CARD 
JI, MASTER CO~lROL CARD ~·1 th 

(U •. EQ.O) 
(l'f.GE.l) 
(~"DYN.EQ.-2 or -3) 

(3) ()IODEX.EQ.O) 
VII. DYXAMIC AMLYSIS 

" Oynam,c Re>ponse Annlys1s {SDYX.EQ.-2) 

" c. Response Spectrum Analys>s {)1,1)\1\.EQ.-3) 

blank card 
blank "ro 

6-7-8-9 

(l) The dlsk !1les TAPEl,TAPE2, etc. are re-cr.,ated u~>ng th" 
>n!ormat,on saved on tape RESTORE. 

(2) TIH· b>nary "''nwn of !he program is a¡;oJ" obt&>ned lrull". 

tape TPl. 

(3) :->ormally, the nurnber of In•quenc>es ("SI'") entered un the 
~IASTER fO.'HROL CARD for a rc-~tart c~se has !he ~·!!'~ \"alue 
ns •a-' .~p~cll><."d ~arl1~r ~·h<•n \J"w do:<""nvalLoe problr<O ~•G 
~olv<·d In JOB(l). lf a val,,.. lnr tlw ,·.,t-oll lrrqu~n<·~· 

("Cot\1'"¡ ~•~ \"Tli<"T<'d on !he ""Mod<· Shap<·~ ~nd fre4Lopne)es"' 
contl·,,) ~~nt [In .JOB(l)] and thr prugr.o~. e>.truet,·~ ¡,."<·r 
than ""sr"' lr.•qu<•n<"!<'S (elg•"'"'"''-'"S), lht•n only lh~ nct.,al 
numb<•r ot e>gt•nvalut·~ cornputcd by tho pro¡;r~o: 1n JO~(l) 
1s spenlied loe '"Nr"" In thl~ rt•-start run. 

,_, 



AI'N:~TIIX n' CQ.~TI!OL CAIIDS AJ;D DECK SET-UP f'OH USE Of' ~;TARTING 104 
1 TF.TU\'1 ION VF.CTORS 

In lit<> dynamtc analy~is of largc-ortler syst<tms, tltu s<.>lutlon of 
tlw rt·<¡~tr,o1 <'i~en~ystcrr. 15 noTI!lally the most expen<IV<' phase. Th~ 

optt<JJ• d<••crib~<l In th1s •ppcndtx dernonstrateg hov. lt ls posslblo to 

usu ~F"O Pr<lnously calcubted eigenvalu<"s and vectors ~·hen th<' s.<>lU
tlnn fnr J;F" ~nl ei¡;envaluPs s:>d dgenvt·ctors 15 r<><¡Ulrcd. 

Assu.,c that In Job(l), the solution for NFO ei~envalut•s and 
,,¡~<'nvectors ,.·as perfor,.,~d. At the end of tlns job, TAPF.2 and TAPE7 

"'""' hav•• b<•"n 5~\"c>d on a pltybical tape, say "RESTAI!T" A~sur.~•ng thH 
In J0!1(2) tlle sol'!t;:on of :OF elgenvalues aOO elr.•:n~.,ctors ts requlred, 

th"n prior to the e~~cution Of tllis job, tape !!ESTAI!T n••••ds to he 
ropled <>r>to TAPEIO. 

1h1S pron>dure was perfonned ~lth the follo~tng control cartls 
on th,.. Ci~: G·!OO of the Univ.-r"s,ty of Col1fomh at Berkeh>y: 

JOJJ(l) SOL\ITIO:< FOR :<1'0 ElGE~VALUf.SIIl.ESTAI!T TAn Cru:ATION 

"' 
(~ ) 

"' '" 

Cat"d D<ock 

I
J<>b )io., ],200,120000,'>00. 
¡¡¡:QULS'f,TPl,/. Re"l 1\o., 
C!)P Ylll', TPl . SA <>4 
t.r.; ).0.-\/l , TP 1 

j nf:QUES T • T A PE2 , )iB 
\ lli.QUE5T,TAPE7,)iB 
T.(;",~A1'4 

Us~r 1\arne 
Top~ User /,"onw 

RE"i> !NlJ. TAPE2, TAPE? 
HI:Qc.ES1, RF:~TAIIT. l. n.,,.¡ K o. , Tope u~er )i,,,,., OtrrPt:r 

J COP\ Hl!. TAPE2, JU.STA RT, 1 
( CtlJ'YBf, TAPE7, TP3 

7-R-ll 

I'HO!lLU~ l.>A TA PLCK 
6-7-8-9 

(1) s, . ., )iotes (l) - (4) In .~ppend¡~ A. 

(2) The co:::puter is directed to ~rile on dh~ !1l••s TAPE2 
and TAPE7 .:1 an unblocl<ed for .. a!. 

(3) A blank tape (!!ESTART) •s reguest~ onto ~hl<Oh th~ conl<•nts 
<>f files TAPE2 and TAPE7 ar(" to be "'Tlttcn. 

(4) Th<> ~·ont<•nts of r;les TAPLZ ar<! TAPE7 •~e "'r11\t•n MS on~ file 
onlo tap<• RE~TART. 



10:; 
.)011(2) - Sol.ln'JO~ fúH AIJ!J!TIONAL EIGE)i\'AI.l'ES T.'Sl:-IG THE JIH'OJIJI\ATION 

~"JUJ(J<:!I U)i 'I'AI'f: "i!ES1'Airl'" 

1\ol••o. 

"' 
'" 

"' 

Cu ni ll<'<'l< 

.lol¡ K<o. ,1 .~OO,l~O()(lll,CoiiO. ];5o'r !\""'" 

¡IU·.I/liJ:ST,I\lHTART,l. lh•o•J No., Tapo· U~Pr ~Om<> 

lit:(,¡ trt:!:iT , TA p¡; lO , N B 

H;;Qur:ST, TA p¡;2 , NB 

IU.:QUEST, TAPE7, NB 

CUPVIJF, RESTA RT, TAPE lO 

L~UM\U, Rl:START 

¡ llli"I;J NIJ, TAPE! fl 
R!-:QUI-:ST,TPl, l. 

COPYBt', TPI ,SAN 
l.GO,SAP4 
7-R-fl 

PIIOGM~l DATA lJECh 
6-7-B-9 

(\) TAPt:lo (LOS TArt:2 ami T,\PE7 tí thc•y ar" tu be <l~e<! fot· 
furtiH•r n·~tari .• ,) 15 n•quc·stc<i to ¡,.. ~n unblorlw<l fllc. 

(:~) ·¡·¡,.. ''""lo•11ts <>i 1"]"' ¡¡¡.;::;TAHT no·,, ""I''''J tn1n TAPI:lO "' 

""'' 1 '¡, .. 

• 

11- z 



EERC 67-1 

l"'ERC 68-1 

EERC 68-3 

EERC 6B-4 

f.I:RC 6&-5 

F.!:f<C 69-1 

fXRC 69-1 

EERC G9-6 

EEP.: 6~-7 

EI\RTHQUAl:E Et1GINE:ERING RSSEMlCfl CEt;TEH REPORTS lüb 

"t'easibility Stu<ly Larg,.-Sca1c Earth'lual<e Simuliltor 1-'<~cility", by 
J. Penzicn, J. G. Bouwl<a~rp, R. \o.'. Clough "nd D. R<>a - 1967 (Pil 187 90~) 

Una,signed 

"Ine1astic Beh<:~vior of Bean:-to-Colu= 
Rcpeatcd Loading", by V. V. Bcrtero 

Subassedl1ages Un<!er 
1968 {PB 184 888) 

"A Graphic;>l ~: .. thn<'l fcr Solving thc W.n•e HcflcctioO>-Refra.::tioJ, 
Problcm", by H. D. Me:;~ ven and Y. Mengi - 1968 (PB 187 943) 

"Dynamic Proper.:ies of McKinley School Buildings", by D. R,a, 
J. G. BoU><kamp and H. Yl. C1oug:: - }g68 (PB 187 902) 

''Characteristics of Roc:.O Motions During E<>.rthc¡uakcs", by H. D. Seed, 
1. M. ldriss and 1'. ¡.;, nefer - 1g6B (PB 188 338) 

"Earthqu<lke En<;;in<>{"nng l!escarch at Berkdcy" - 1969 (!'B 187 90(,) 

"Nonlincar Scismic Hec.!'onse of E=th Stru::tur._,s··, by M. Dil>aj <>nd 
J. P"n:d~n - 1969 (PB 187 9üol) 

"Probdl>ilistic study of t.he ilchavior of Structures ourir.g !.ai th
quakes", by P. Rui7. ilnd J. Penzien - 1969 (i'B 187 886) 

"~urr.ericoal Sr>lutiun of Bou!Jdnry Valuc ProLle:o..~ in Structurill 
}l<•ch.~nicr; hy H.,du::tion to nn lnitial Val u<> Pormu1"tion", by 
!l. pic;Ld.onu ;m<l .1, Schujn¡m- }g69 (PB 167 91,:>) 

"llynarmc l'r<><Of'"<'""''ing .>nd the Solution of thc llih"n•mic L<¡uatiun", 
!:;• !l. Distet~no - 1969 (!'H !87 94!) 

"Stochastic llnaly«i,; of Offshore Towcr structures", by A. K. ~:alhotrCt 

cmd J. l'enzi"n - 1969 (PB 187 903) 

"liock W>lion Acce1<'~ograJ:>.s for HigCl ~l~<JnlLlld<• ¡.;~rtCl<Jlhlk•l~", by 
!l. JI. f>t•Pcl tmd J, H. ldric,'-- 1~69 (PB Jl.rl 910) 

">;t,·uctul,>l llyn~m.i,-,; l'csting 
C.lli10t!H.o, 1\••rkt•),_,y", by R. 
C)ou<¡h <oml J. PN,zien- 1969 

F~LilitlCS ~l 

~1. Stcphcn, 
(PH 1bY 111) 

tl<c Univo::rsity 
J. G. Douwkarnp, 

o< 
R. ~·, 

l!ot"' Numb~rs ln p1lrcnt:hes-;s are llcce,;<;ion Numbers a,;signe<l by thc NCtlional T<!chni.cal 
Inform<:~tion 5crvice. Copie~ of these reports may he ordcred from thc r>ation<Il 
'!'cchnical In!orr.~ation Scrvice, Spr1ngf1eld, Virgir.i~. 2~1~1. J::itbc;r thc '"'""~sion 
monber or " cornplctR ,cit.~lion ~hould be '!uotcd on onlers fo:r t.he reporl>'. 

'RcVlscd ~/23/73 



r.:rm:::: W-9 

EERC 69-10 

t:E:HC 69-ll 

EER; 69-13 

Ef;R; 69-14 

EERC 69-15 

EEK: 69-16 

n:kC 10-1 

u:RC 10-2 

EEK 70-3 

EERC 70-5 

ECRC 70-6 

HP.C 7 o- 7 

n:K 7o-s 

• 
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"~;<>i•;mic H''"f'OtL~e of f.oil Uc-posit,¡; Under1uin by Sloping J<ock 
J>oundar.íco;", by 1!. Dezfullan and 1!. B. Secd- 1969 (PB 189 114) 

"Dyn~mic Stress 
J.oading", by S. 

Analysis of Axisymrnetric 
Ghosh ~nd E. L. W¡1son 

suuctures Under Arbitrury 
1969 (PB 189 02t>) 

"S<'bmic nch~vior of ~u1tistory Frdlne~ De5UJl1ed by Diffcrent 
l'hilosOj•hics", by J. C. 1\n<l,-.r~on and V. V. llertero- 1969 (!'U 1'JO (,(.2) 

'"Stiffn,.r,s ll<•gu~rhtion of lleinforeing Concrete Structure!: Sub
j<'cte<l to Reversed !\ctions'", by V. V. Bertcro, B. !lrcsler dnd 
1!. Ming Li<lo - 1969 (PB 202 942) 

"Resp:mse oí l'on-Uniform Soi1 Deposits to Travel Se1smic ;.•aves", 
by !l. De:>.fulian and H. B. See<l- 1969 (PB 191 023) 

"l>amping Capacity of a Model Steel Struct.ure'", by D. Rea, R. w. C1ough 
and J. {;. llouw).amp - 19&9 (PB 1~0 663) 

"Influenc" of LOcal Soil Condiüons an Building D<Unage Poten
tia! During Earthqua~es", by 1\. !l. Seed and I. M. ldriss - 1969 
(PB 191 036) 

"The B"havior of San<!s Under Seisr.>.ic Loading Conditions", by 
M. L. Sil ver and H. B. Seed - 1969 (AD 714 982) 

"Ldrthqu<>i<e Re~J>Onc.e of Concrete Gr.:~vity D"ms", hy A. Y .• Cl!OJ>T·•-
1970 (AD 709 640) 

"Relationships Between Soil Conditians and Building D<lr.~age lfl 

the C.:~racils Earthquake of July 29, 1967", by H. B. Seed, l. 1-\. Idriss 
and H. Dezfulian - 1970 {PB 195 762) 

'"Cyc1ic LOading Of Full Siz.e Steel Conn<>r.tio;,s", by J;;. P. Popov 
and N. 11. Steph"n - 1970 (PB 213 545) 

"Seismic An .. Jysis of Ule Charai"""'- llui1ding, C<>ra..'>alleda, Venezuela'", 
by Subco"""-Íttee of thc SEArn;c Reseilrch C:or:-4!'.ittec, V. V. llen.,ro, 
P. F. Fr.ltessol, S. ;.. ~:ahin, J. H. Sexton, A. C. Scordelis. 0:. ¡ .. Wl}5or., 
L. 1\.. lo.'y1lie, H. B. Sced, and J. i'en~ien, Chairman - 1970 (PB 201 455) 

"A Computer Progr.:~m for Earthquake 1\.nalysis of Dams", by A. K. 
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PROSLEM 1 . 1 Pl;:,¡: TRUSS 
0'' ,.J 

Rei: Ti:cos~~r,'..o, 5. P. an~ Youn~, D. H., Theory of Struc~ur~s, 2nd 
ed., ::~Graw-Hill, tlew York, 1965, pp. 266-267. 

'· 
• 

y~ 1 

Each truss rr.er..ber has A· 2 in 2, E= 30 ~ 106 psi,"~ 6.5 ~ lcfin/ir.r~ 

This prob1em has two structure load cases: 

1) Uniform temp. incre<tse of 70°F; P¡"P¿~PJ=P~=O; r¡ =~=O. 

2) Unifon;¡ terr.p. 

Problem Forrr.ulation 

decrease cf ~0°F; P¡=P2=P;=P~=lO,OOO 

" ' 
1 b • 
~ = • 01 ft. 

Since two different te~perature cases are used, it is ~est :o soecify 
the noc!al ten;perature:; as O"F and alter tMe zero stress referenc~ 
temperature for eacn structure loJd casE. The SAP IV manual, page 
IV.l.2, gives tile te<"perature increase as 

•T • (T- + T- )/2.0 - T ' ' . 
where T, and Tj are the nodal temperatures. Thus the zero stress 
reference ter.:oerature for each r.e~·ber is specif1ed as -1°F, Jnd tne 
therma1 load '"ultipliers are ~70.0 and -40.0 for ele~ot loaC ca~es A 
and B. To underst3nd tne si9ns, ~ote that t~e ele•oent load case ;.. tne 
zero stress referencc ten~rature is (~78.0)(-l.D) : -7G°F. Since He 
nodal ten·peratures are O"F, eacn n;ember of the truss has experie~~eU 
a rise of 70"F ~bove tne stress-free tew.p~rJture, as r~qu1red. 
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Tl!e s~ttlec~nt of tM fou~Cation is prcduced b1 using the bound~''J 
ele::-~.ot (t;¡~e 7). i~e defJult stiffness of 10 e i~ used, i!nC the 
displ~cec.~f\: s:t>c~fi~1 io 0.12". For ttle first strucu:ral load case 
zero <::isplac€:::t>nt is required, so tl~e elerent load c~se r.:ultipl ier 
for load cas~ A 1s zero. For elt,ent load case B the r.;ultiplier 1s 
1.0 to give ti1e Gesired displace~~nts. 

Tl!e concentNted forces (section V) are all for structural load case 
2, as reouired. ihe elerrent load cr.ultioliers are such tllat structurai 
load cJse 1 ccnsists of elt~ent ioad case A, and structural load case 
2 consists of ele-ent loao case B. 

llote that sir.ce no nodal generation is done, the orinting of the 
9enerated noaal data is s~ppressed by cod1ng "A" in colu::;r. 5 of the 
first nodal cud. This feature 15 not documented in the manual, ::~t 
1s incorporated in the ¡;rogr~;;,. (Cther optior.s available are B, 
Which suppresses tí;e printing of the !O array, and C, which combines 
the effect of A and B.) 

Another feature not docu:rented ir. the ~ranual, but useful, is the 
coding of -1 for the bounaary cor..-!itior. cede where a series of nodes 
have a DOF su~¡;ressed. ihls is very useful for the ele~ents with 
Only translationill DOF allo~,-ed. 

Discussion of ?.esults 

Tfmoshenko gives only the y displace~rent of nade 5: 

• 

load case 1 
load case 2 

Timoshen~o 

+0.158" 
-0.223~ 

SAP IV 

+0.15762'' 
-0.22280" 
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PR03LLM 12.1 Pl?E ::E¡',.:QRK STATJC NlALYSIS 

Problem Definit~on 

3;) 
Ref: SAP I'J !'.anual, problem 1 ···--- -·-- ·--

3QQVI~o iJOOOibt 

"--.., 
/ 

20001~. 

ROO ¡,t;.J,:;ER 
~·10°1~•/'o 

Protlem For~·.J1e~~~n 

• 

y 

7 

N_ 
.: ~ 

105io 

4 

OEAD WEIG11T 

1000 l~o ,CO~ST~ •!T 
F(:RCEtiA~~ER 

The non-zero displace~ents at nade 12 are created by using boundary 
elements cor.r,ected to ad~ed nades 16, 17 and 18. 

~n 

. 1 
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Probl~;m 12.1 (cont.) 

01scussion o~ Results 3b 

The resul ts ~s g1ven in the SAP IV :-'.anual are: 
REACTIONS: SAP ADLPIPE 
No de FX FY FZ FX FY fZ 

9 5643.51 5659. 

11 ·~044.59 -- -4052. 

11 23~0.08 4023.01 -4960.70 2361. 4026. -4966. 
13 -10993.59 4505.1.i1 2960.70 -11021. 4509. 2965. 

Total -JCOO.OO 4464.03 -2000.00 -3001. 4483. -2000. 

AP~ll ED LOAOS: 

loading Type 
01rection 

X yo z 
Concentrated: 

at node 3 1000.00 

at nade 4 -200.00 

at nade 8 3000. 1000.00 2000. 

.Oistributed Weight -6284.03 

TOTAL 3000 . -4484.03 2000. 

• 
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PROBLEM 3.2 PLANE STRESS CANTILEVER BEAM EIGE~VALUES 
5u 

Problem Definition 

~ef: Carnegie, >~. and Tho:nas, J., "Tile Effects of Shear Defonnatfon 
and Ro•ary lnertia on the Lateral Frecuencies of Cantflever 
Beams in Sending", AS~ Journal of Engineering for lndustry, 
february 1972, pp. 267·278. 

s .. al so problems 5.2 and 8.2. 

E • "' psi 

r 
>O y. 0.3 

1 ' ¡ ¡ '-'-
1 1 ' ' • .386 lb/fn3 

" ' ' • ,.,. t • l. 2M " ' 

Problem Fonnulation 

Note that by pl~cjng the first two nades at the tip only four nodal 
cards are requJred. Since the boundarv condition cede for the 
generated noG~s ~re set equal to the values on the first care of a 
series, tne nodal nurr.bering should be such that the nades with 
unique boundary conaition cedes occur last in a series. 

Discuss-ion of F!esults 

The frequencies for the fle:xural vibrations of a cantiler beam are 

f ~;~m 
, z r; V-;& 

while the e:xtensiona1 vibration frequencies are 

, •• .!... - lt 
, 41. V~ 

However, th~ flexura] frequencies are too high beca~se of r.eglect~ng 
snear and rotary ~n<>rtia. This effort is rrore pror.ounced for t/·¡e 
higher rrodes. The results for a Tk.osilenko bean were ootained by 
multiplying the Euler beam frequencies by a factor obtained from 
figure 1 in the article by C<J.rnegie and Thomas. 

Hade Nw..ber Type 'tuler Beam Ti;noshen~o Beam SAP IV 

1 flexural 55.96 55.6 50.01 
Z flexura] 350.7 332. 295.9 
J flexura] 982.0 876. 788.5 
4 e:xterisiona1 790.6 -- 791.5 
S flexura 1 1924, 1590. 1485. 
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S. 'BIBLIOTECA DE ELE t--4-E.rUTos '/ 

p., ?L. 1 CA, c. w¡...:,e::s 

S.l "J)esa.r..-o\lo de \-1\a .. :\-nc.es. E.~e.M.eflt..a..l.es. 

Co..cL:._ J. eme ,...,t;.o u.t-o:.. o.. wc:.\ c. &.o o.. U VI. "ú Meto &..a:~-.e e~ 

I'V'\\V'\a.Jo de nodos: 1 e.dos a. su ve..c a.. Ul'\ nÚMe,l"' 

especi~,·co &. q<<>&.os J.o liloerlo.J ( q o!). E o qertO
ro1, depef\Jie,...,J.o dQ \o.. \Ja.ria..b\e. ciR ca.mpo ( d.-~tp\ot;a.

V'"'.\er"'l\v1 teMr.eratvr&..., Q..-\-C) se pve&.t2. &..4¡",·..- el CifU d.e.. 
.5'ra..J.os &.e \i\:,Qf·b; ... & que. se IT.C:(uieref'\ rara.... lo... rtr~Sfl{l

tn.c.irif\ fÍsico... clel. c:e;vrtforta.Vt'"Liel'\to c.kl. sis:\-ema..; por 

-0,<"-'plu, si se 1m k JJ d.osp\Q'ta.m~eow de o~~ 
fad:.Ícv\a.. J1:V\ un..ea... \ifl.eo... 

1 
!>e he M Ql"\+oflCI2S IJr\ ( 'jdJ.)-' 

Si_ Se. tr-a-t(l... c\.e. dJ.sp \a..1::o.. W\(el'lkS 12~ Lll'l. fllQitO J..Q_ \.x_ 

1\'\ 11 ""'- t V\ toV\C') "' ti e"'"' ¡L¡ 5 ( l d ~ ) ~ "' he "' V\ 

+res l~ H) f"r"- el a>.so ciQ despla. ""'"' \eob:>s ~V\ ..\ 

Uf«úo. . 
. Lo<;. e\e.vY\eV\Ws Cc>.::>MonMet~.t e us-a.~ er. la.. -prü"d-ic.:..... 

de.. ele111en-\:os fi(ú\:os pueden da.~.:·tfka.rse. de \!arla..s 

fort1\0..S ~ el'\ Var\cu Ca:\:egort(u· 1 a\gunú..) J. e: tsb:u fUcnl,QI'\ 

ser \o.s ~oe se indican en \a. W.Uc._ S·l·l. ¡,\q"l\a.s &.o. 
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Table 1 - Coupled Node Displacements 

Node 1 Node 2 Directions 

1 1001 ux. UY, uz 
[ 

1027 ux, 27 ' UY, uz ' 
! 

4o 1040 ' UX, UY, uz 
SS 1055 ux, UY, oz 
70 10?0 UX, UY, uz 
es 1085 ' ux, UY, uz 

1 
102 1002 ux, UY, uz 
119 1119 ux, UY, uz 
21S 1215 ux, UY, uz 
651 16.51 ux, UY, uz 
664 1664 ux, UY, uz 
667 1667 ux, UY, uz 
709 1709 ux, UY, uz 
728 1728 ux, UY, uz 
747 1747 ux, UY, uz 
764 1?64 ux. UY, uz 
781 1781 ux, UY, uz 
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V sectior Tsection Ssection SseC/pin 

u6, • 0.005~08 0.001"100 0.00~0:!:.1 o. 00312. 

U 53 Q.005~24 1 Q.Q04<!.14. 0.004049 Q.C/0~15 

U21s Q.QOSG~O o.oosnt o.oo42."o Q.004l7S· 

U2n J o.oo~~s1 ó.QQS'l1S o .QQ<1~ '7 o.oo¿,¡.:¡q 

U417 0.00 IS/7 1 o.oo ibl'\ o. 00 16~5 o.oovss 

U419 0.002\b'i 0·00220'0 ) o.oon:.s) o.o0214S 

U111 Q.OO 1788 Q.QOJ817 0-001198 o.oo1173 

U719 Q.0021!7 Q.00214S Q.QQ2\ll 0.0017"· 

ex, •• 
0.0010'1~ o. 000121 O.OODbl'. o.ooosto 

CX2 o. 00 1077 Q.OOQ%~ 0.000]01 Q.QOOS\5 

TABLE 3 

• U(¡)- Tangential displacement node 
•• 

OC(j)- S lepe of pin side j 
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