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1er. Suplente: Dr. Juan Mauricio Ángeles Crevantes
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Resumen

El presente trabajo pretende ayudar al análisis de edificios bajo excitación śısmica mediante
el conocimiento de sus frecuencias naturales y formas modales. Por ello, se propone recupe-
rar las frecuencias naturales y formas modales de dos modelos matemáticos de un edificio,
con uno y tres grados de libertad, respectivamente. Se comparan las frecuencias y formas
modales obtenidas con ambos modelos para analizar el fenómeno de acoplamiento de movi-
mientos y determinar en qué casos es posible recurrir a análisis con modelos simplificados.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Desde la antigüedad el planeta ha sufrido el efecto de sismos de diferentes magnitudes,
aunque en aquellos tiempos no se teńıa conocimiento de las causas de este tipo de fenómenos.
Fue Aristóteles el primero en poder dar una razón cient́ıfica para dichos fenómenos. Él
propońıa que los sismos eran causados por grandes concentraciones de aire que quedaban
aprisionadas en el interior de la Tierra. En la actualidad, a través del desarrollo cient́ıfico y
estudios realizados a la Tierra se tiene conocimiento de las causas por las que suceden los
sismos, dichas causas pueden ser:

a) Movimiento de las placas tectónicas de la Tierra

b) Actividad volcánica

c) Explosiones convencionales y nucleares

d) Derrumbamiento de grandes masas de suelo o roca

e) Impactos de meteoritos

f) Llenado de embalses y pozos.

Un ejemplo de los efectos causados por un sismo se observa en la Figura 1.1, donde se
muestran los daños que dejo el terremoto de 1985 en la ciudad de México.

Con el objetivo de evitar lo más posible el tipo de daños que causan los sismos, cient́ıficos
e ingenieros trabajan en investigaciones en diversos ámbitos. En el caso de ingenieŕıa, este
propósito ha llevado a diferentes áreas de la ingenieŕıa como son: ingenieŕıa estructural,
civil, de materiales, śısmica, de control, a realizar distintos trabajos que ayuden a evitar
daños estructurales causados por sismos.

Gracias a los avances cient́ıficos y tecnológicos, en los últimos años se han realizado
trabajos en mecanismos de disipación de la enerǵıa śısmica en edificios con el objetivo de
disminuir los daños estructurales causados por los sismos. Se plantea que sólo una pequeña
parte de dicha enerǵıa afecte la estructura y ésta sea capaz de disiparla sin sufrir daño
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Figura 1.1: Terremoto de la ciudad de México, 1985

alguno (Oviedo y Duque 2009), (Oviedo Sarmiento 2008), (Pardo Verdugo 2007). Bajo esta
premisa se han utilizado esquemas de control en estructuras civiles, las cuáles consisten en
la modificación de las propiedades mecánicas de las mismas para que éstas presenten una
respuesta deseable ante la acción de fuerzas externas.

Para proteger las estructuras que son afectadas por sismos, existen diversos métodos de
diseño divididos en diferentes categoŕıas:

1. Métodos de diseño basados en ductilidad

2. Métodos de diseño basados en base aislada

3. Métodos de control basados en la respuesta dinámica de la estructura

a) Control Pasivo

b) Control Activo

c) Control Hı́brido

d) Control Semiactivo.

Para un ingeniero en control, el método de control basado en la respuesta dinámica de la
estructura es de suma importancia para desarrollar esquemas que ayuden a evitar daños en
estructuras civiles causados por sismos. En dicho caso es necesario conocer la dinámica de
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la estructura, a través de pruebas dinámicas que determinan las propiedades lineales de la
estructura o el comportamiento no lineal de la misma. Existen diferentes tipos de pruebas
dinámicas que se pueden aplicar a las estructuras (Wiegel 1970).

1. Pruebas sin vibraciones

a) Pruebas iniciales de desplazamiento: Obstáculo y liberación rápida

b) Pruebas iniciales de velocidad: Impacto, rocas, etc

2. Pruebas de vibración obligadas

a) Pruebas de resonancia: excitación sinusoidal, estado-permanente

Rotación excéntrica, excitadores de peso

Vibraciones inducidas por el hombre

b) Frecuencia de excitación sinusoidal variable

c) Excitaciones transitorias

Sismos naturales

Ondas de choque y explosiones

Excitación por microtemblor

Excitación por viento

3. Pruebas en mesa vibradora.

Las respuestas dinámicas de la estructura que pueden determinarse al realizar cuales-
quiera de estas pruebas son:

1. Frecuencia de resonancia

2. Formas modales

3. Capacidad de amortiguamiento

La frecuencia de resonancia existe cuando en un sistema que actúa bajo una excitación
externa, con una cierta frecuencia w̄, ésta coincide con la frecuencia natural w del propio
sistema. En la frecuencia de resonancia el sistema vibra en una proporción mayor a lo
normal (Paz 1992). Para determinar estas frecuencias de resonancia, se hace un barrido en
un intervalo de frecuencias de los generadores de vibraciones, normalmente de 0,5 a 10 Hz.
La frecuencia de excitación incrementa lentamente hasta que los rastros de aceleración en
la tabla de registro son lo suficientemente grandes para la medición.

En general las frecuencias de resonancia se pueden obtener con suficiente exactitud me-
diante la lectura de las frecuencias correspondientes de amplitudes pico de las curvas de
resonancia. Los factores que limitan la precisión de saber una frecuencia de resonancia son
el comportamiento no lineal de la estructura y la falta de una adecuada fuerza de excitación
(Wiegel 1970).
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El fenómeno de resonancia se puede evitar si es posible cambiar la frecuencia de excitación
o la frecuencia natural de la estructura. Para el presente trabajo la idea principal es analizar
el comportamiento de las frecuencias en una estructura civil ante una excitación śısmica, de
tal forma que en caso de un sismo, fenómeno natural que no es posible controlar por medios
humanos, la mejor opción es modificar la frecuencia natural de la estructura para aśı evitar
que exista el denominado efecto de resonancia.

La frecuencia natural de un sistema resorte-masa se calcula de la siguiente manera (White
2010):

fn =
1

2π

√
k

m
,

donde:

fn = frecuencia natural [Hz]

k = constante de rigidez [N/m]

m = masa [kg].

Antes de definir las formas modales, es preciso indicar lo que son modos naturales de
vibración. En un sistema sin amortiguamiento, se llama modo de vibración normal o natural
a los posibles movimientos armónicos de vibración, en que todas las masas de la estructura
se mueven en fase con la misma frecuencia natural. De tal manera, las amplitudes relati-
vas de vibración son las formas modales correspondientes a las frecuencias naturales de la
estructura (Paz 1992), en otras palabras, son las configuraciones de desplazamientos que
adoptará una estructura al aplicarle una excitación. El primer modo o modo fundamental
se caracteriza por no mostrar puntos de inflexión y por tener la frecuencia más baja donde
el periodo es el más largo. Al pasar a los siguientes modos, la configuración presenta cada
vez un nuevo punto de inflexión y su periodo natural va disminuyendo (Meli 1995).

La capacidad de amortiguamiento representa la capacidad de la estructura para disipar
la enerǵıa debida a la excitación y reducir las oscilaciones a las que está sujeta. Puede ser
encontrada de la curva de resonancia en las curvas de respuesta de frecuencia normalizada
por la siguiente formula

ζ =
∆f

2f
,

donde:

ζ = factor de amortiguamiento [Ns/m]

f = frecuencia de resonancia [Hz]

∆f = diferencia en frecuencia de dos puntos sobre la curva de resonancia

con amplitud de
√
2
2 veces la amplitud de resonancia [Hz].
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La expresión anterior es sólo aplicable a la curva de desplazamiento-resonancia de una
relación lineal, de un solo grado de libertad (GDL)1 con una pequeña cantidad de amorti-
guamiento viscoso. Sin embargo, se ha utilizado para los diferentes sistemas de más grados
de libertad y se ha aceptado como una medida razonable de amortiguamiento pues en el
caso de estructuras de gran tamaño como edificios urbanos y muchas otras estructuras in-
dustriales, no es necesario medir con precisión el porcentaje de amortiguamiento. En la
mayoŕıa de las normas de diseño es aceptable considerar un amortiguamiento de 5% del
amortiguamiento cŕıtico y en esa hipótesis están basados sus espectros de diseño2 (Meli
1995).

Para la formulación del modelo matemático de una estructura civil, se requiere en pri-
mer lugar de la idealización de la estructura en un modelo mecánico, por lo general de
parámetros concentrados y después plantear la ecuación de movimiento que represente el
comportamiento dinámico del modelo, el cual debe de tener la siguiente forma

MÜ + CU̇ +KU = −MÜg , (1.1)

donde:

M = matriz de masas

C = matriz de amortiguamiento

K = matriz de rigidez

U = vector de desplazamiento

Üg = vector de aceleración del suelo.

Dependiendo de los GDL por piso con que cuente la estructura, la dimensión del vector
de desplazamientos, U y aceleración del suelo Üg, es distinta. Para 1 GDL U, Üg ∈ n × 1,
para 2 GDL U, Üg ∈ 2n× 1, finalmente para 3 GDL U, Üg ∈ 3n× 1, donde n es el número
de pisos del edificio.

En el siguiente caṕıtulo se hará un desarrollo a detalle sobre esta ecuación de comporta-
miento dinámico de la estructura.

La Ec.(1.1) es un sistema matricial de n ecuaciones diferenciales acopladas para 1 GDL
y 3n para 3 GDL, de tal forma que resolver el problema se vuelve algo complicada, por lo
tanto, una forma de resolver el problema es desacoplar el sistema en sus n o 3n ecuaciones
diferenciales, respectivamente. El análisis modal aprovecha las propiedades de los modos
de vibración, ortogonalidad y ortonormalidad a las matrices de masa y rigidez del sistema,
para reducir el problema en las n o 3n ecuaciones desacopladas. El concepto fundamental
es que en un instante dado, los desplazamientos de las masas de un sistema de varios GDL
pueden expresarse como la suma de los desplazamientos debido a la participación de cada

1GDL: número de desplazamientos independientes requerido para definir las posiciones desplazadas de
un punto con respecto a su posición original (Chopra 2007)

2Los espectros de diseño son gráficos que muestran curvas de los valores máximos de la aceleración
absoluta y del máximo desplazamiento relativo del suelo para sistemas de un grado de libertad y para varios
valores de amortiguación (Paz 1992).
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uno de los modos naturales, puesto que los mismos constituyen un conjunto completo (Meli
1995).

Lo mencionado anteriormente, en términos escalares se expresa como:

u(t) =
∑

Yj(t)Zj

y en terminos matriciales como:

u(t) = ZY (t)

donde:

u(t) = vector de desplazamientos relativos a la base de las masas en el instante t

Yj(t) = función escalar que expresa la variación con respecto del tiempo de la

participación del modo j

Y (t) = vector columna cuyos elementos son las Yj(t)

Zj = j-ésimo vector modal en el que el término zij es amplitud del desplazamiento

de la masa mi

Z = matriz modal cuya j-ésima columna es el modo Zj .

Sustituyendo u(t) en la ecuación (1.1) obtenemos:

MZŸ (t) + CZẎ (t) +KZY (t) = −MÜg (1.2)

gracias a las propiedades de ortogonalidad de los modos se tiene:

ZTMZ = M∗

ZTKZ = K∗

donde M∗ y K∗ son diagonales, considerando que la matriz C se diagonaliza bajo la misma
transformación modal, o sea que ZTCZ = C∗, siendo C∗ diagonal. Si premultiplicamos
ambos miembros de la Ec. (1.2) por ZT nos queda:

M∗Ÿ (t) + C∗Ẏ (t) +K∗Y (t) = −ZTMUg (1.3)

De esta manera, la Ec. (1.3) presenta de forma desacoplada las n o 3n ecuaciones del
sistema gracias a que los términos que se encuentran fuera de la diagonal de las matrices
transformadas son nulos, por lo tanto la fila j del sistema de ecuaciones diferenciales de la
Ec. (1.3) resulta:

m∗
j Ÿj(t) + c∗j Ẏj(t) + k∗jYj(t) = −ZT

j MUg .

Por otro lado, existen diversos trabajos interesados en conocer la respuesta śısmica de
edificios de distintas estructuras mediante identificación paramétrica.
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Rubén Boroschek K. (1994), evalúa la respuesta śısmica de tres edificios de distintas
estructuras e instrumentados por CSMIP3, situados en San José, California, EUA. Se basa
en técnicas de identificación paramétrica y no paramétricas para determinar las propiedades
dinámicas de la estructura como el acoplamiento lateral-torsional, deformación de losa de
piso, rotación de muros a nivel de cimientos y resonancia, esto con el fin de determinar
los beneficios y limitaciones de las distintas estructuras y dar algunas recomendaciones de
diseño en futuras construcciones.

Tomas A. Sánchez, Sergio M. Alcocer y Leonardo Flores (1996) hacen un estudio ex-
perimental sobre una estructura de dos niveles de mamposteŕıa confinada tridimensional4,
construida a escala natural y sujeta a cargas laterales. Su objetivo fue desarrollar ensayos
śısmicos de estructuras de varios grados de libertad, estudiar el efecto de la construcción
tridimensional en el comportamiento de sistemas de muros de mamposteŕıa confinada, y
estudiar la variación de las propiedades dinámicas de este tipo de estructuras con diferentes
tipos de daños destructivos para calibrar modelos anaĺıticos a partir de la evidencia real
del comportamiento. Utilizaron cuatro gatos hidráulicos de doble acción para la aplicación
de las cargas laterales y realizaron pruebas de vibración ambiental en colaboración con el
Instituto de Ingenieŕıa de la UNAM. Con ayuda de un programa de cómputo comercial,
plantearon el modelo matemático del sistema. De las pruebas realizadas se dedicaron a co-
nocer los periodos de vibración, formas modales y distorsiones de entrepiso para evaluar la
rigidez del modelo.

Miguel Peña, Fernando di Sciascio y Ricardo Careli (2001), proponen una metodoloǵıa
para la obtención de la estructura de un sistema modelado con lógica borrosa del tipo
Takagi-Sugeno. La identificación de la estructura del modelo se basa en la obtención de las
derivadas parciales de la salida muestreada respecto a las entradas. Posteriormente con el
algoritmo de formación de grupos borrosos estático se obtienen los parámetros que definen
los conjuntos borrosos de entrada.

Carlos E. Seguin (2003), presenta en su trabajo un algoritmo de autorrealización con
correlación de datos (AAR-CD) en espacio de estados para la identificación de formas,
periodos y amortiguamientos modales. A partir de ellos es posible identificar las matrices
de rigidez y amortiguamiento reales. Finalmente, con esta metodoloǵıa se identifican las
caracteŕısticas dinámicas del USC5 University Hospital en Los Ángeles, California, EUA,
edificio aislado śısmicamente durante el terremoto de Northridge (EEUU), ocurrido el 17
de enero de 1994.

Dorian Leidin y Juan Diego Jaramillo (2008), a través de una técnica de identificación
de sistemas basada en la metodoloǵıa modal en el dominio de la frecuencia, y con base en
registros śısmicos medidos en el edificio sede de Empresas Públicas de Medelĺın y de su
edificio adjunto, el Auditorio, tienen por objeto de estudio obtener los valores de periodos,
formas modales, amortiguamientos y factores de participación incluyendo la interacción
suelo-estructura cuando son excitados por sismos de bajas intensidades. Además, comparan

3California Strong Motion Instrumentation Program
4La mamposteŕıa es un sistema constructivo que se compone de elementos individuales prefabricados

(bloques), colocados de acuerdo a determinado orden y unidos por medio de mortero. En la mamposteŕıa
confinada, los bloques son aislados perimetralmente por elementos de concreto reforzado (vigas y columnas)

5University of Southern California
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los parámetros dinámicos medidos con base en la instrumentación, con los que resultan de
aplicar modelos numéricos tridimensionales convencionales y se discuten las posibles causas
que explican las diferencias encontradas entre los dos conjuntos de parámetros.

La mesa vibradora permite introducir una verdadera excitación dinámica en la base de
una estructura. Consiste en una plataforma ŕıgida que es movida por una serie de actuadores
controlados, que reproducen la historia de movimientos de un terremoto. Los movimientos
pueden ser en una dirección, donde la mesa tiene un sólo grado de libertad. Existen mesas
vibradoras con uno, dos y hasta tres grados de libertad de desplazamiento, en ocasiones
combinados con hasta tres grados de libertad de rotación (Molina Ruiz, Verzeletti, Mago-
nette, Bono, y Renda 1999). La prueba de mesa vibradora proporciona un ensayo śısmico
real de estructuras en el sentido de que, primero, la excitación se introduce como un mo-
vimiento de la base a una velocidad próxima o a una escala menor a la real y, segundo, la
estructura es verdaderamente deformada por las fuerzas de inercia distribuidas debidas a la
masa de la estructura (Molina Ruiz, Verzeletti, Magonette, Bono, y Renda 1999).

Con base en las pruebas que pueden aplicarse a una estructura y a las respuestas dinámi-
cas que se obtienen de la misma, el trabajo realizado por Ángeles Cervantes (2010), se basa
en pruebas de vibración en mesa e identificación paramétrica en ĺınea de un modelo de un
edificio sujeto a excitación śısmica bidimensional para determinar un modelo matemático
en tres dimensiones.

En relación a la identificación paramétrica de sistemas, ésta trata el problema de recons-
truir modelos matemáticos de sistemas dinámicos a partir de datos obtenidos del propio
sistema. Se basa en metodoloǵıas teóricamente bien sustentadas como son los métodos de
modelo de referencia, métodos de aproximación estocástica o métodos de minimización del
error de predicción (Vallejo R. 1997). Si la información de las señales se almacenan en blo-
ques de datos y procesan conjuntamente, se tiene un proceso por lotes. Si se procesan en
cada periodo de muestreo, tenemos un procesamiento en tiempo real o en ĺınea. Para la
identificación en tiempo real se han desarrollado métodos de estimación recursiva, tanto pa-
ra procesos variables como invariantes en el tiempo, algunas clases de procesos no lineales,
etc (Vallejo R. 1997).

Este tipo de identificación paramétrica en ĺınea, permite conocer los parámetros reales
del sistema con cierta precisión a través de una excitación persistente6 aplicada al mismo
sistema. A partir de esta identificación se crea un modelo matemático (Vallejo R. 1997). En el
caso de un sismo no se puede asegurar que dicha señal de excitación cumpla con la condición
de excitación persistente debido a que en aquél es dif́ıcil que exista un espectro de frecuencia
suficientemente amplio que excite al sistema de manera apropiada para obtener todos los
parámetros reales del propio sistema, pero se considera que al menos existe el espectro de
frecuencia necesario para excitar al sistema y obtener los parámetros más importantes.

En Ángeles Cervantes (2010), se tuvo como objetivo realizar identificación paramétrica,
recuperación de velocidades y desplazamientos en ĺınea de un modelo de un edificio sujeto a

6Excitación persistente: establece que las señales de excitación deben de tener un espectro de frecuencia
suficientemente amplio, tal que sea posible perturbar el sistema en forma apropiada, es decir, si el sistema
es de orden n se debeŕıa contar con una señal persistente de orden n que la excite (Stuardi, Garcia, y
Giró 2007),(Rodŕıguez Ramı́rez y Bordóns Alba 2005).
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excitación śısmica bidimensional, para generar un modelo matemático en tres dimensiones:
dos desplazamientos ortogonales entre śı, y una torsión perpendicular al plano formado por
las dos primeras para cada piso, a través de mediciones de aceleración en los pisos y en
la base de la estructura. Dicho trabajo usa una estructura a escala de un edificio de cinco
pisos. La estructura se encuentra sobre una mesa vibradora, ver Figura 1.2, que reprodu-
ce movimientos en dos direcciones (X y Y ) por medio de dos servomotores lineales. El
edificio está instrumentado en todos sus pisos por acelerómetros y LVDT7 que ayudan a
la obtención del modelo matemático en tres dimensiones. Las señales de los sensores son
recopiladas por la etapa de adquisición de datos que consta de dos tarjetas de adquisición
de señales analógicas entrada-salida. También se cuenta con un centro de comando y una
interfaz realizada en lenguaje C para la identificación paramétrica. Como conclusión del
trabajo se obtuvo un algoritmo de identificación paramétrica de mayor eficiencia para ob-
tener el modelo matemático en 3D de la estructura en comparación de la generada con una
parametrización convencional, además de realizar pruebas experimentales en un modelo a
escala de un edificio para la validación del algoritmo propuesto.

1.1. Objetivo

Determinar el grado de acoplamiento de las frecuencias y modos de vibración naturales
de un edificio sujeto a excitación śısmica en una y dos direcciones.

1.2. Alcances

El presente trabajo plantea realizar pruebas en el modelo a escala del edificio descrito
anteriormente aplicando como excitación una señal śısmica bidimensional, es decir, la base
de la estructura es excitada en ambas direcciones (X,Y ) al mismo tiempo y de manera
unidimensional en cada uno de sus ejes, para determinar las frecuencias naturales que se
obtienen de un modelo matemático en una dimensión (1D) y tres dimensiones (3D). El
modelo en 1D considera un GDL por piso, ya sea en dirección X o en dirección Y , el
modelo en 3D considera 3 GDL por piso, dos desplazamientos horizontales y ortogonales
(X,Y ) entre śı y una torsión perpendicular al plano del piso. Esto con el fin de conocer
el comportamiento de la estructura y hacer un análisis comparativo entre las frecuencias
naturales obtenidas en cada uno de los dos modelos. La Figura 1.2 muestra la mesa vibradora
que se utiliza en este trabajo, la cual consta de dos servomotores lineales que proporcionan
el movimiento a la base de la estructura y que se encuentra en el Instituto de Ingenieŕıa.

7LVDT (Linear Variable Differential Transformer), es un dispositivo electromécanico que mide despla-
zamientos lineales.
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Figura 1.2: Mesa vibradora con servomotores

1.3. Organización del trabajo

En el primer caṕıtulo se da una breve introducción sobre las técnicas para minimizar el
efecto de los sismos. Se da una pequeña reseña sobre los trabajos ya existentes en el área y
se plantea el objetivo que se piensa alcanzar del presente trabajo.

En el segundo caṕıtulo se desarrolla el modelo matemático en 1D y 3D de la estructura
con la que se trabajará y se plantean las consideraciones que se deben de tomar para
que tengan validez. También se desarrolla el algoritmo de identificación paramétrica y se
menciona la manera de obtener las frecuencias naturales del sistema tanto en 1D como en
3D.

El tercer caṕıtulo presenta el análisis y gráficas de frecuencias naturales para cada una
de las pruebas realizadas en los ejes X y Y.

Para el cuarto caṕıtulo se presenta el análisis y gráficas de frecuencias naturales que se
obtienen de la estructura pero ahora con 3 GDL por piso.

El quinto caṕıtulo muestra los resultados de las pruebas realizadas tanto en 1D como en
3D y se hace el análisis comparativo entre las frecuencias naturales que se obtuvierón para
ambos casos.

Finalmente, en el sexto caṕıtulo se dan las conclusiones sobre el trabajo realizado.
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Caṕıtulo 2

Modelo matemático

Este caṕıtulo abarca el modelo matemático 1D y 3D de una estructura civil sometida
a excitación śısmica, el algoritmo de identificación paramétrica utilizado para obtener los
parámetros del modelo matemático y el procedimiento a seguir para obtener las frecuencias
y modos naturales de vibración de la estructura.

2.1. Introducción

Las estructuras civiles pueden estar sometidas a diferentes tipos de carga, ya sean cargas
estáticas o dinámicas, periódicas o no periódicas. En el análisis de una estructura lineal es de
gran importancia identificar el tipo de carga a la que está sometida la estructura ya que con
base en el tipo de carga se hace el análisis para obtener la carga total que está involucrada.
Existen dos tipos de análisis: determińıstico y no determińıstico. En este caso la estructura
civil con la que se trabaja está sometida a cargas dinámicas, no periódicas y se hace un
análisis determińıstico.

Un concepto importante en el análisis de estructuras civiles es conocer los GDL con que
cuenta dicha estructura, pues dependiendo del número de GDL puede o no simplificarse su
análisis. La ecuación de movimiento de la estructura proporciona información para saber su
comportamiento debido a cargas. En este caso se trabaja con un sistema dinámico y una es-
tructura lineal por lo que la ecuación de movimiento, utilizando el Principio de D’Alembert,
es una ecuación diferencial. Como se mencionó anteriormente, la solución de dicha ecuación
proporcionará caracteŕısticas del comportamiento de la estructura y dependiendo de los
GDL que tenga la estructura, la solución de la ecuación diferencial podrá simplificarse o no,
ya que el número de GDL determinan el orden de la ecuación diferencial.

Para realizar el modelo matemático lineal tanto en 1D como en 3D se debe de tomar en
cuenta las siguientes consideraciones (Ángeles Cervantes 2010):
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Figura 2.1: Modelo a escala de la estrutura 3D

Cumplir con la condición de diafragma ŕıgido

Ésta contempla que los pisos del edificio se comporten como una placa uniforme,
indeformable y ŕıgida durante la excitación de la estructura. Considerando que las
vigas son de rigidez infinita.

Considerar al edificio como un sistema de parámetros concentrados

Implica que los parámetros f́ısicos involucrados se concentran en un solo punto, dando
por resultado que el número de variables en las ecuaciones de movimiento sea finito.
Esto permite que el número de GDL de la estructura se reduzca sustancialmente.

El edificio mantendrá un comportamiento lineal

Aśı, la estructura mantiene un ĺımite a sufrir deformaciones y torsiones durante su
excitación, es decir, debe cumplir lo establecido con la Ley de Hooke.

Base empotrada

La estructura mantiene una base firme al suelo sin que tenga un movimiento respecto
a éste.

La Figura 2.2 ejemplifica las condiciones de diafragma ŕıgido y parámetros concentrados.
La Figura 2.2(a) muestra un piso ŕıgido con 6 columnas, donde existen seis GDL: tres
desplazamientos ortogonales y tres de rotación, en cada una de las uniones entre columna y
viga. En la Figura 2.2(b), se observa el mismo piso ŕıgido sólo que ahora con tres GDL: dos
desplazamientos ortogonales y uno rotacional, concentrados en el centro de masa del piso,
reduciendo aśı el número de GDL por piso en la estructura.

Con estas dos consideraciones cualquier punto del diafragma se puede estudiar solamente
con los tres GDL indicados.



16

Figura 2.2: Condición de diafragma ŕıgido y paramétros concentrados

2.2. Modelo en 1D

Este modelo se desarrolla a través de un modelo de marco plano para un edificio con un
solo GDL por piso. En la Figura 2.3 se muestra el sistema de un nivel considerado.

Figura 2.3: Sistema de un GDL de un nivel: a)Fuerza aplicada p(t);
b)Desplazamiento debido a un sismo

Para el desarrollo del modelo de este sistema es preciso tener en cuenta que, la estructura
está sometida a una fuerza externa p(t), en este caso de origen śısmico; cuenta con una
base empotrada y el modelo se basa en la Segunda Ley de Movimiento de Newton que
enuncia lo siguiente una part́ıcula de masa m sobre la que actúa una fuerza desbalanceada
F experimenta una aceleración a que tiene el mismo sentido y una magnitud directamente
proporcional a la fuerza F (Hibbeler 2004). Entonces, de acuerdo a la Figura 2.3, existe un
desplazamiento del suelo denotado por ug, un desplazamiento relativo entre la masa y el
suelo u, y el desplazamiento total de la masa ut.
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Figura 2.4: Diagrama de 1 GDL: a) Esquema de la estructura; b) Diagrama de cuerpo libre

Para cada instante de tiempo estos desplazamientos están relacionados por:

ut = ug + u .

Considerando que la aceleración que sufre la estructura es la aceleración del suelo con
respecto a un sistema inercial, üg, más la aceleración de dicha estructura con respecto al
suelo, ü, entonces la aceleración total de aquélla es:

üt = ü+ üg . (2.1)

La Figura 2.4(a) muestra el diagrama del sistema, en donde existe una masa concentrada
m, una fuerza p(t) que define la posición de la masa, debido a dicha fuerza el sistema
puede moverse en una sola dirección u. Cuenta con una determinada rigidez k, que evita el
desplazamiento de la estructura y un amortiguador viscoso c el cual disipa la enerǵıa de la
misma.

En la Figura 2.4(b) se observa la interacción de distintas fuerzas actuando sobre la masa:
fuerza de inercia Fi = mü, fuerza de amortiguamiento Fd = cu̇, fuerza de rigidez Fs = ku
y la fuerza aplicada p(t), de acuerdo al Principio de D’ Alembert, el cual nos dice que
un cuerpo está en equilibrio cuando la suma de todas las fuerzas externas aplicadas sobre
él es igual a la fuerza de inercia de dicho cuerpo (Clough y Penzien 1995), la ecuación de
movimiento es la siguiente:

Fi + Fd + Fs = 0 , (2.2)

donde:

Fi = müt , Fd = cu̇ , Fs = ku . (2.3)

Cabe notar que dichas variables están en función del desplazamiento o de alguna de sus
derivadas, lo que muestra una relación lineal. Sustituyendo las Ecs. (2.1) y (2.3) en la Ec.
(2.2), obtenemos:

m(ü+ üg) + cu̇+ ku = 0 .
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De la ecuación mostrada arriba, se obtiene finalmente la Ec. (2.4) que representa la
ecuación de movimiento de nuestro sistema

mü+ cu̇+ ku = −müg . (2.4)

De esta ecuación podemos concluir que nuestra fuerza externa p(t) originada por el
movimiento del suelo, recordando que es una fuerza śısmica, y aplicada a la estructura es:

p(t) = −müg ,

dicha fuerza es igual a la fuerza de inercia de la estructura pero en sentido contrario y
referida al sistema del suelo, lo que nos indica que la magnitud de la fuerza śısmica que
afecta la estructura, en este caso, será proporcional a la masa de la misma.

2.2.1. Modelo de marco plano

Para el modelo matemático 1D de la estructura, que cuenta con n pisos, su ecuación de
movimiento está basada en la Ec. (2.4), sólo que en este caso se aplica a los n pisos de la
estructura.

Con base en lo anterior la Ec. (2.4), que es escalar, se convierte en una ecuación matricial:

MÜ + CU̇ +KU = −MÜg , (2.5)

donde:

K = matriz de rigidez

C = matriz de amortiguamiento

M = matriz de masa.

Ahora, recordando las consideraciones antes mencionadas para el desarrollo del modelo:
condición de diafragma ŕıgido, sistema de parámetros concentrados, comportamiento lineal
y base empotrada; hay 1 GDL por piso para la estructura en el caso 1D: un desplazamiento
paralelo al plano del piso ya sea en direcciónX o dirección Y . Con esta hipótesis la dimensión
de las matrices K,M,C ∈ Rn×n.

La Figura 2.5 muestra el sistema de n pisos, considerado para este caso. En donde ahora
existen n número de masas mi con una cierta rigidez ki y un amortiguamiento viscoso ci.
Dicho sistema es afectado por fuerzas externas pi(t) en cada nivel, donde i = 1, 2, 3, . . . , n.
Como en el caso de un nivel, donde existe un desplazamiento relativo del marco con respecto
al suelo, en el caso de n pisos existen esos desplazamientos relativos U en el marco de la
estructura, de igual forma existen velocidades relativas U̇ y aceleraciones relativas Ü en
dirección del movimiento de la estructura, ya sea en X o Y . U, U̇ y Ü ∈ Rn×1 son vectores
de la siguiente forma:

U = ui ; i ∈ {x, y}
U̇ = u̇i ; i ∈ {x, y}
Ü = üi ; i ∈ {x, y} ,
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Figura 2.5: Sistema de 1 GDL con n número de pisos de un marco

con ux y uy los desplazamientos en la dirección x, y, respectivamente.

El suelo sufre una aceleración causada por la fuerza externa que se presenta en la estruc-
tura, dicha aceleración está representada por Üg el cual es un vector que se aplica en cada
uno de los pisos de la estructura. Üg tiene la siguiente forma dependiendo la dirección del
movimiento:

Üg = ügi ; i ∈ {x, y} ,

se asume que las señales antes mencionadas U, U̇ , Ü y Üg son acotadas.

Figura 2.6: Esquema de n pisos
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La Figura 2.6 muestra el esquema de la estructura de n pisos, donde la matriz de rigidez
K y la matriz de amortiguamiento C tienen la misma estructura, son matrices tridiagonales
y simétricas positivas definidas. La matriz de masas M es una matriz diagonal y simétrica
positiva definida. La matrices K y M deben de ser mayores a cero debido a que la estructura
presenta un grado de elasticidad en sus columnas y cierta masa en cada uno de sus pisos,
respectivamente, por lo que f́ısicamente estos valores no pueden ser negativos o iguales a
cero. Debido a que f́ısicamente toda estructura disipa cierto nivel de enerǵıa, el valor de la
matriz C debe presentar valores mayores a cero para que se cumpla dicha condición, en el
caso donde la matriz C es igual a cero se considera que la estructura no disipa enerǵıa y
siempre se mantendrá en un estado oscilatorio después de aplicarle una fuerza externa, lo
cual f́ısicamente en una estructura no sucede, siempre regresan a un estado de reposo. La
forma de las matrices M,K y C se muestran a continuación:

K = KT ∈ Rn×n , C = CT ∈ Rn×n , M = MT ∈ Rn×n ,

K =



k1 + k2 −k2 0 . . . 0 0 0
−k2 k2 + k3 −k3 . . . 0 0 0
0 −k3 k3 + k4 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . kn−2 + kn−1 −kn−1 0
0 0 0 . . . −kn−1 kn−1 + kn −kn
0 0 0 . . . 0 −kn kn


> 0 ,

C =



c1 + c2 −c2 0 . . . 0 0 0
−c2 c2 + c3 −c3 . . . 0 0 0
0 −c3 c3 + c4 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . cn−2 + cn−1 −cn−1 0
0 0 0 . . . −cn−1 cn−1 + cn −cn
0 0 0 . . . 0 −cn cn


≥ 0 .

M =



m1 0 0 . . . 0 0 0
0 m2 0 . . . 0 0 0
0 0 m3 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . mn−2 0 0
0 0 0 . . . 0 mn−1 0
0 0 0 . . . 0 0 mn


> 0 .
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2.3. Modelo en 3D

El modelo matemático en 3D para los n pisos de la estructura es similar al modelo de la
Ec. (2.5), solo que en este caso se aplica a todos los marcos que existen en la estructura, por
lo que se convierte en una ecuación matricial donde los elemetos de cada matriz contienen
submatrices de masa, rigidez y amortiguamiento respectivamente. El modelo matemático
en 3D que representa el comportamiento de la estructura se presenta en la Ec. (2.6).

MÜ + CU̇ +KU = −MÜg . (2.6)

En este caso los vectores de desplazamiento U , de velocidad U̇ y aceleración Ü relativos
respecto al suelo, son vectores que se presentan en cada uno de los marcos con los que cuenta
la estructura. La forma de los vectores U , U̇ y Ü es la siguiente:

U =

 ux
uy
uθ

 ∈ R3n×1 , U̇ =

 u̇x
u̇y
u̇θ

 ∈ R3n×1 , Ü =

 üx
üy
üθ

 ∈ R3n×1 ,

donde:

ux, uy, uθ, u̇x, u̇y, u̇θ, üx, üy, üθ ∈ Rn×1,

aqúı uθ representa el desplazamiento angular de cada piso.

De igual forma, la aceleración que sufre el suelo debido a la fuerza externa que afecta a
la estructura y que está representada por Üg, es un vector que se presenta en cada uno de
los marcos de la estructura, Üg tiene la siguiente forma:

Üg =

 ℓn×1 0n×1

0n×1 ℓn×1

0n×1 0n×1

[ ügx
ügy

]
∈ R3n×1 ,

donde:

ℓn×1 es un vector de unos ∈ Rn×1

0n×1 es un vector de ceros ∈ Rn×1

ügx es la aceleración del sismo en la dirección X
ügy es la aceleráción del sismo en la dirección Y

Como en el caso 1D, las señales U , U̇ , Ü y Üg se asume que son acotadas. Las matrices
M , K y C de la Ec. 2.6 se explican a continuación.

2.3.1. Matriz de masa en 3D

Esta matriz involucra la masa concentrada y el momento polar de inercia, es decir, su
inercia traslacional y su inercia rotacional, respectivamente. La estructura de la matriz de
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masa está dada por la siguiente ecuación.

M =

 mt 0 0
0 mt 0
0 0 Im

 ∈ R3n×3n, M = MT > 0 , (2.7)

donde:

mt =

f∑
j=i

(mj), f es el número de marcos del edificio,

Im = (
mt

12
)(a2 + b2), a y b son las dimensiones de la planta rectangular del edificio.

La matriz mt ∈ Rn×n, es una matriz diagonal donde los valores de sus elementos son la
suma de las masas de todos los marcos, de sus pisos correspondientes.

2.3.2. Matriz de rigidez en 3D

La matriz de rigidez en 3D está representada en la Ec.(2.8):

K =

 kxx kxy kxθ
kyx kyy kyθ
kθx kθy kθθ

 ∈ R3n×3n, K = KT > 0 ; (2.8)

la señal śısmica que interviene en la excitación del edificio es de forma bidimensional, dicha
señal se ve representada sobre el eje X y sobre el eje Y los cuales son ortogonales entre
śı y paralelas al plano del suelo. Debido a esta configuración, al momento en que el edificio
es excitado con la señal śısmica, surge otro movimiento de origen rotacional que es perpen-
dicular al plano de desplazamiento. Por tal motivo, la forma de la matriz de rigidez que se
muestra en la Ec. (2.8) está constituida por los valores de rigidez que se presentan en cada
uno de los propios ejes y los efectos que se presentan en los mismos debido a los dos ejes
restantes.
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De la Ec.(2.8) se tiene:

kxx =

f∑
j=1

Kdj cos
2 βj ∈ Rn×n, kxx = kTxx > 0 ,

kxy = kyx =

f∑
j=1

Kdj cosβj sinβj ∈ Rn×n, kxy = kTxy > 0 ,

kxθ = kθx =

f∑
j=1

Kdjrj cosβj ∈ Rn×n, kxθ = kTxθ > 0 ,

kyy =

f∑
j=1

Kdj sin
2 βj ∈ Rn×n, kyy = kTyy > 0 ,

kyθ = kθy =

f∑
j=1

Kdjrj sinβj ∈ Rn×n, kyθ = kTyθ > 0 ,

kθθ =

f∑
j=1

Kdjr
2
j ∈ Rn×n, kθθ = kTθθ > 0 ,

donde:

βj : ángulo que forma el marco j con respecto al sistema de referencia,
Kdj : matriz de rigidez de marco plano del marco j,
rj : distancia perpendicular del marco j al origen del sistema de referencia.

En la Figura 2.7 se observa cómo están orientados los marcos del edificio. Cada elemento
de la matriz K es una matriz simétrica y tridiagonal a bloques que relacionan los efectos de
cada GDL sobre otro.

Figura 2.7: Orientación de los marcos del edificio
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2.3.3. Matriz de amortiguamiento en 3D

La Ec.(2.9) muestra el modelo de la matriz de amortiguamiento en 3D, la cual considera
la misma estructura que la matriz de rigidez K, debido a que en la estructura se requiere
conocer con precisión el valor de amortiguamiento. De la misma manera, la matriz de amor-
tiguamiento C es una matriz simétrica y tridiagonal a bloques y sus elementos pertenecen
a Rn×n

C =

 cxx cxy cxθ
cyx cyy cyθ
cθx cθy cθθ

 ∈ R3n×3n, C = CT ≥ 0 . (2.9)

El desarrollo de cada una de las matrices y de sus elementos que intervienen en el modelo
3D de la estructura se presentan en Ángeles Cervantes, Juan Mauricio (2004).

2.4. Identificación paramétrica

Como ya se mencionó en el Caṕıtulo 1, al hablar de identificación paramétrica hablamos
de reconstruir modelos matemáticos de sistemas dinámicos a partir de datos obtenidos del
propio sistema.

Para obtener las frecuencias naturales del sistema lo más importante es conocer la dinámi-
ca del mismo, de tal forma que la identificación fuera de ĺınea al igual que la identificación en
ĺınea, procesan los datos obtenidos del sistema en un determinado tiempo de muestreo. La
identificación paramétrica que se realiza en este trabajo es fuera de ĺınea. La estructura con
la que se trabaja, ver Figura 2.1, es un modelo a escala de un edificio con tres GDL por cada
uno de sus pisos: dos desplazamientos horizontales y ortogonales, y uno angular perpendi-
cular al plano formado por los dos primeros. Dicha estructura se encuentra instrumentada
en cada uno de sus pisos con acelerómetros y LVDT.

Los datos a procesar en este caso son: los datos de los acelerómetros por cada piso y
los de la base de la estructura. Cabe mencionar que la estructura está instrumentada con
17 acelerómetros: dos acelerómetros en la base de la estructura, uno sobre el eje X y el
otro sobre el eje Y , y tres acelerómetros por piso, dos sobre un mismo eje lo más separados
posible y colineales, y el tercero en dirección ortogonal a los dos anteriores. El motivo de
ésta configuración de acelerómetros en la estructura se debe al análisis cinemático de la
misma, la cual se desarrolla en el trabajo de (Ángeles Cervantes 2010).

La identificación paramétrica basa su idea en comparar la respuesta del sistema Z(t),
con la salida de un modelo parametrizado Ẑ(Φ(t), t), cuya estructura es la misma que la del
modelo del sistema. El vector de parámetros Φ(t) se modifica constantemente hasta que el
valor de Ẑ(Φ(t), t) se aproxime al valor de Z(t) conforme el tiempo transcurre. Si esto sucede
bajo condiciones de excitación persistente, los valores del vector de parámetros Φ(t) tienden
hacia los valores del vector de parámetros Φ0 del modelo del sistema (Ángeles Cervantes
2010). Realizando una parametrización inversa a la convencional (Rodŕıguez Ramı́rez y
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Bordóns Alba 2005), se hace uso del método de mı́nimos cuadrados para resolverla. Aunque
existen otros métodos para su solución, el uso de este método se debe a que el tiempo de
cálculo del algoritmo se reduce y a la simplificación del orden de los elementos matemáticos
involucrados.

2.4.1. Identificación paramétrica en 1D

La identificación paramétrica en 1D considera un GDL por piso para su desarrollo, en
este caso el GDL puede ser en dirección X ó dirección Y, el modelo matemático del sistema
considerado se presenta en la Ec.(2.10) donde sus elementos M,K,C1 ∈ Rn×n, siendo n el
número de pisos de la estructura y dichos elementos son desconocidos.

MÜ + CU̇ +KU = −MÜg . (2.10)

Para parametrizar el modelo se asume que los elementos de los vectores Ü , Üg, U̇ y U ∈
Rn×1 son señales medidas. Bajo esta consideración, se obtiene la Ec.(2.11)

Ü + Üg = −M−1KU −M−1CU̇ , (2.11)

y ahora los parámetros a identificar del modelo son las matrices M−1K y M−1C.

Para realizar la parametrización del sistema se hace uso de las siguientes variables:

Z = Ü + Üg ∈ Rn×1 ,

Φ =
[
M−1K M−1C

]
∈ Rn×2n ,

Υ =
[
−UT − U̇T

]T
∈ R2n×1 ,

donde Φ es la matriz de parámetros reales cuya salida real es:

Z = ΦΥ , (2.12)

y del sistema se tiene la matriz de parámetros estimados Φ̂ cuya salida estimada es:

Ẑ = Φ̂Υ , (2.13)

de lo anterior, el algoritmo de estimación para el sistema está dado por las Ecs. (2.14) y
(2.15)

Ṗ = δP − P
ΥΥT

h2
P , (2.14)

˙̂
ΦT = PΥεT , (2.15)

donde:

1Las matrices M,K,C usadas para este caso son las matrices en 1D que se presentaron anteriormente
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P = P T > 0 , P (0) > 0 , ∈ R2n×2n , matriz de covarianza
δ ≥ 0 ∈ R , factor de olvido
h2 = 1 + ΥTΥ ∈ R , estimador de variancia.

dichas ecuaciones garantizan que el error normalizado de estimación cumpla (Ánge-
les Cervantes 2010):

ε =
Z − Ẑ

h2
→ 0 cuando t → ∞. (2.16)

2.4.2. Identificación paramétrica en 3D

Este caso es muy parecido a la identificación paramétrica en 1D, sólo que se consideran
tres GDL en el sistema: dos desplazamientos ortogonales y uno rotacional. Además, el orden
de las matrices M,K,C de la Ec.(2.10)2 cambian, ahora dichas matrices ∈ R3n×3n.

Para la parametrización del sistema se sigue la misma metodoloǵıa que en el caso 1D,
donde ahora los vectores Ü , Üg, U̇ y U ∈ R3n×1 y se obtiene una ecuación de la misma forma
que la Ec.(2.11) sólo que de dimensiones distintas. Los parámetros a identificar siguen siendo
los mismos, M−1K y M−1C.

La parametrización del sistema cambia sólo en las dimensiones de las matrices:

Z = Ü + Üg ∈ R3n×1 ,

Φ =
[
M−1K M−1C

]
∈ R3n×6n ,

Υ =
[
−UT − U̇T

]T
∈ R6n×1 ,

Las matrices de parámetros reales Φ y de parámetros estimados Φ̂ siguen siendo de la
misma forma al igual que sus respectivas salidas que se muestran en las Ecs. (2.12) y
(2.13), considerando ahora las nuevas dimensiones de las matrices Φ y Φ̂. El algoritmo de
estimación es el mismo que el de las Ecs.(2.14) y (2.15), sólo que ahora la dimensión de la
matriz P ∈ R6n×6n, el error normalizado se calcula de la misma manera que la mostrada en
la Ec. (2.16).

2.5. Frecuencias y modos naturales de vibración

La frecuencia natural de un sistema es la frecuencia con la que tiende a vibrar el mismo
luego de una perturbación. Al existir una frecuencia de vibración existe también un modo
natural de vibración que corresponde a dicha frecuencia, que es la forma caracteŕıstica con
la que tiende a moverse la estructura (Chopra 2007). Aqúı, se muestra el desarrollo para la
obtención de las frecuencias y modos naturales de vibración de un sistema 1D y 3D. Realizar

2Las matrices M,K,C que se utilizan para este caso son las matrices en 3D
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dicho desarrollo en una estructura, basa su análisis en oscilaciones libres o vibración libre,
la cual dice que una estructura oscila libremente cuando su base permanece constante y no
hay fuerzas externas, su movimiento está gobernado solamente por las condiciones iniciales
(Newmark y Rosenblueth 1976), además de considerar también un análisis modal.

2.5.1. Frecuencias naturales en 1D

Para obtener las frecuencias naturales de una estructura 1D de n pisos, se hace uso de
la Ec.(2.4), la cual es una ecuación escalar que representa el modelo matemático de cada
piso en la estructura. Si tomamos la ecuación (2.4) y la dividimos entre m, obtenemos la
Ec. (2.17):

ü+
c

m
u̇+

k

m
u = −üg , (2.17)

donde las constantes c
m y k

m representan conceptos relacionados a vibración libre. Para el
análisis es necesario que la fuerza externa, en este caso üg, sea igual a cero. Si de la Ec.
(2.17) definimos a:

w2 =
k

m
, (2.18)

ó bien

w =

√
k

m
,

por motivos que se relacionan a la solución general de la ecuación diferencial de segundo
orden del sistema mediante un análisis en vibración libre, donde w es la frecuencia circular
natural no amortiguada del sistema, es decir, aquella con la que oscila éste cuando se le
impone un desplazamiento y se deja libre al movimiento. Cuando esto sucede, el sistema
describe un movimiento armónico simple, con la frecuencia w mencionada y un peŕıodo T
igual a:

T =
2π

w
= 2π

√
m

k
.

En vibración libre, se define como amortiguamiento cŕıtico cuando el sistema después de
desplazado vuelve a su posición de reposo sin oscilar, dicho amortiguamiento matemática-
mente se representa como:

Ccr = 2
√
km ,

por lo que la constante de amortiguamiento puede expresarse como una fracción del cŕıtico
de la forma:

ξ =
c

Ccr
=

c

2
√
km

,

además

√
km = m

√
k

m
= mw ,
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de tal forma que

ξ =
c

2wm
,

de lo anterior obtenemos la Ec. (2.19)

2wξ =
c

m
. (2.19)

Sustituyendo las Ecs. (2.18) y (2.19) en la Ec. (2.17) y tomando en cuenta que üg = 0
por el concepto de vibración libre se obtiene:

ü+ 2wξu̇+ w2u = 0 . (2.20)

Encontrando la Ec. (2.20) en el dominio de la frecuencia, se obtiene una ecuación al-
gebraica, la cual es más fácil de resolver que una ecuación diferencial, dicha ecuación se
muestra a continuación

s2 + 2wξs+ w2 = 0 . (2.21)

Esta representación del modelo sirve para entender el comportamiento de la estructura en
cuanto a su capacidad de amortiguamiento y la frecuencia a la que está oscilando, además se
observa que la ecuación depende de sólo dos factores, amortiguamiento y frecuencia natural.

La Ec.(2.21) es una ecuación escalar de segundo orden por lo que su solución es sencilla
mediante la fórmula general de segundo orden. Dicha solución, que representa los valores
caracteŕısticos del sistema, está dada por

s = −wξ ± w
√

ξ2 − 1 .

A partir de esta solución, para determinar el valor de la frecuencia circular natural w,
se calcula el valor absoluto de la misma, es decir, obtener la ráız cuadrada de la suma de
los cuadrados de la parte real e imaginaria. La frecuencia w que se obtiene es la frecuencia
natural amortiguada del sistema. Ahora, si se quiere obtener la frecuencia circular natural
no amortiguada, lo único que se debe hacer es realizar el mismo análisis pero sin considerar
la parte del factor de amortiguamiento en la ecuación, es decir, que ξ sea igual a cero, al
realizar esto la Ec.(2.21) queda de la siguiente forma:

s2 + w2 = 0 , (2.22)

donde la solución a dicha ecuación quedaŕıa en el espacio de los números complejos como

s = ±wi .

La solución proporciona el valor caracteŕıstico del sistema sin amortiguamiento. La fre-
cuencia circular natural no amortiguada se obtiene de calcular el valor absoluto de la solu-
ción. En realidad la diferencia entre la frecuencia circular natural amortiguada y no amor-
tiguada no cambia mucho en una estructura civil real (Newmark y Rosenblueth 1976), ya
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que como se dijo anteriormente, el coeficiente de amortiguamiento no excede en más del
5% del cŕıtico, de tal forma que al resolver cualesquiera de las dos ecuaciones anteriores
sus valores caracteŕısticos no son muy distintos entre śı. Como el trabajo está centrado en
hacer análisis de frecuencias naturales en una estructura, la representación de la Ec. (2.22)
nos interesa.

De la frecuencia circular natural w del sistema, podemos obtener la frecuencia natural
fn del mismo, ya sea amortiguada o no amortiguada, esto se hace dividiendo la frecuencia
circular natural entre 2π, es decir

fn =
w

2π
.

La diferencia entre estas dos frecuencias son las unidades en la que se manejan, w tiene
unidades en [rad/s] mientras que fn está en [Hz].

Mediante el análisis en vibración libre la diferencia de valores entre la frecuencia natural
amortiguada y no amortiguada no es significativa, además, se simplifica resolver la ecuación
de segundo orden y es posible llegar a la representación que se muestra en la Ec. (2.22)
siempre y cuando se cumpla la siguiente relación

kφn = f2
nmφn ,

o bien, resolver la ecuación (2.23)

[k − f2
nm]φn = 0 , (2.23)

donde:

m = masa del piso

k = coeficiente de rigidez

fn = frecuencia natural

φ = vector modal.

A la Ec. (2.23) se le conoce como problema caracteŕıstico donde su solución no trivial,
φ ̸= 0, requiere que el determinante

[k − f2
nm] = 0 .

Al dar solución al determinante, en realidad se está resolviendo una ecuación algebraica
que representa la ecuación caracteŕıstica del sistema para un piso en 1D y que tiene la
forma de la Ec. (2.22). En el caso del presente trabajo, por la forma en que la matriz de
parámetros estimados Φ̂ proporciona los valores de la matriz de masa y rigidez del sistema,
que en realidad devuelve la relación que existe entre ellas k

m , la manera de plantear la Ec.
(2.23) es la siguiente

[
k

m
− f2

n]φn = 0 , (2.24)

al encontrar la solución no trivial de la Ec. (2.24) se obtiene la ecuación caracteŕıstica del
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sistema y de ella se obtiene el valor caracteŕıstico del mismo para finalmente calcular la fre-
cuencia natural que corresponde al sistema. Como se mencionó anteriormente, la frecuencia
natural es el valor absoluto del valor caracteŕıstico de la solución.

El análisis que se acaba de plantear corresponde a un sólo piso de la estructura, por lo
que se obtiene la frecuencia natural que corresponde al mismo. Para obtener las frecuencias
naturales que corresponden a los n pisos de la estructura con un modelo matemático 1D,
se debe de resolver n número de ecuaciones de la forma que se muestra en la Ec. (2.22), de
tal manera que la Ec. (2.23) seŕıa un sistema matricial de n ecuaciones donde al resolver su
determinante se obtiene la ecuación caracteŕıstica del sistema completo, para posteriormen-
te obtener las frecuencias naturales del mismo. El número de frecuencias naturales que se
encuentran para la estructura es n, donde n es el número de pisos con que cuenta la estruc-
tura. Resolver este tipo de ecuaciones matriciales puede ser algo complicado sin la ayuda de
un software de análisis matemático, por lo que en este caso se hace uso de Matlabr para
dar solución al sistema de ecuaciones.

2.5.2. Modos naturales de vibración en 1D

Encontrar los modos naturales de vibración de un sistema con un modelo matemático
como el que se presenta en la Ec. (2.4) es sencillo de resolver siempre y cuando exista
la relación que se presenta en la Ec. (2.23), la cual es un problema de valores y vectores
caracteŕısticos.

Para dar solución al vector modal del sistema, debe conocerse el valor de la masa, el coe-
ficiente de rigidez y la frecuencia natural del sistema. Para el caso del presente trabajo lo que
se conoce es la relación que existe entre la rigidez y masa del sistema, debido a la estructura
del proceso de identificación paramétrica. De lo anterior, para encontrar el vector modal
de nuestro sistema se plantea el uso de la Ec. (2.24), donde se conocen todas las variables
necesarias, de tal forma que para dar solución al vector modal se elige arbitrariamente un
valor para el primer elemento del vector para aśı resolver la ecuación, que como se dijo es
un problema caracteŕıstico donde se quiere que el vector modal sea distinto de cero.

Para el caso 1D, la dimensión del vector modal es n × 1, utilizando la Ec. (2.24) se
resuelve el caso para un solo piso del sistema 1D. Para encontrar los modos naturales de
vibrar de todo el sistema de n pisos se debe resolver la misma ecuación (2.24) pero ahora
de manera matricial, la Ec. (2.25) muestra dicha representación para el caso 1D, lo que da
como resultado una matriz de formas modales.

[M−1K − f2
n]φn = 0 , (2.25)

De esta forma existen el mismo número de modos como de frecuencias naturales, por tal
motivo para el caso de una estructura de n pisos con un modelo matemático 1D existen n
modos naturales de vibrar.
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2.5.3. Frecuencias naturales en 3D

El modelo matemático del sistema en 3D está representado en la Ec. (2.6), se trata de
una ecuación matricial donde existen 3 GDL por piso, los cuales determinan la forma en
cómo está constituido el modelo matemático. Para realizar el análisis en vibración libre y
obtener las frecuencias naturales del sistema, al igual que en el caso 1D, se premultiplica
por M−1, al realizar lo anterior se obtiene la Ec. (2.26)

Ü + M−1CU̇ + M−1KU = −Üg , (2.26)

donde las matrices M−1C y M−1K representan lo mismo que en el caso 1D, son matrices
que contienen constantes relacionadas a vibración libre.

La obtención de las frecuencias naturales fn de la estructura en 3D sigue un proceso simi-
lar al caso 1D, se debe hacer el análisis en vibración libre donde la fuerza externa Üg es igual
a cero, enseguida encontrar la ecuación caracteŕıstica del sistema que la represente, después
obtener sus valores caracteŕısticos y finalmente calcular sus frecuencias naturales. Como en
el caso 1D, el análisis en vibración libre se hará sin considerar el factor de amortiguamiento
de la estructura, por tal motivo se obtendrán las frecuencias naturales no amortiguadas del
sistema. De lo anterior, la ecuación caracteŕıstica se obtiene de resolver el determinante de
la siguiente ecuación

[M−1K − f2
n]φn = 0 , (2.27)

que es

[M−1K − f2
n] = 0 .

La Ec. (2.27) ya no es una simple ecuación algebraica, tomando en cuenta ahora un
modelo matemático 3D para la estructura, la Ec. (2.27) es una ecuación matricial que
corresponde a un piso de la estructura. Del mismo modo que el caso 1D, al resolver el
determinante se obtiene la ecuación caracteŕıstica del sistema de la cual es posible encontrar
sus valores caracteŕısticos.

Finalmente, al calcular el valor absoluto de los valores caracteŕısticos se obtienen las
frecuencias naturales de la estructura. Cabe recordar que para tener dichas frecuencias en
unidades de Hz, se debe dividir entre 2π el valor de la frecuencia natural obtenida. El análisis
que se hizo es para un piso de la estructura, al momento de realizar el análisis para los n
pisos sucede lo mismo que en el caso 1D, la Ec. (2.27) se convierte también en una ecuación
matricial, pero ahora con matrices como variables lo cual dificulta la solución del sistema
de ecuaciones, por tal motivo es necesario hacer uso de un software de análisis matemático.

A diferencia del sistema 1D, las frecuencias naturales que se obtienen en 3D aumenta,
ahora el número de frecuencias fn es de 3n. La relación de frecuencias en cada uno de los
sistemas depende del número de GDL por piso con que se trabaje en la estructura.
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2.5.4. Modos naturales de vibración en 3D

Para los modos naturales de vibración en 3D, los conceptos y el procedimiento es el
mismo que en el caso 1D, solo que ahora se hace uso de la Ec. (2.27) para determinar el
vector modal.

Dar solución al vector modal del sistema, es sencillo mediante un software de análisis
matemático, las variables que intervienen en la ecuación como la matriz que relaciona la
rigidez y masa del sistema aśı como las frecuencias naturales, las cuales se obtuvieron del
análisis anterior, son conocidas.

Para el caso 3D la dimensión del vector modal es 3n × 1, además el modo de vibrar en
una estructura es la forma caracteŕıstica de desplazarse ante vibración libre, de tal forma
que en el caso de una estructura con 3 GDL donde existen dos desplazamientos ortogonales
entre śı y un movimiento rotacional perpendicular a los dos anteriores, el efecto de cada uno
de los movimientos se ve reflejado en la forma modal de la estructura, además el número
de modos aumenta tal y como aumenta el número de frecuencias naturales, para este caso
existen 3n modos naturales de vibración para una estructura de n pisos.
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Caṕıtulo 3

Frecuencias naturales en 1D

Este caṕıtulo hace referencia a los resultados de frecuencias y formas modales naturales
que se obtienen del edificio a escala utilizando un modelo matemático en 1D. Una primera
prueba es excitar la estructura con una señal śısmica bidimensional (X,Y ), pero realizando
un análisis 1D en cada uno de los ejes (X y Y ) de la estructura. Para este caso se recurre
a tomar sólo los datos de aceleración correspondientes al eje en que se trabaja, aplicando
aśı el modelo matemático e identificación paramétrica en 1D a dichos datos. Una segunda
prueba, es excitar al sistema con una señal unidimensional, ya sea sobre el eje X o eje Y ,
en donde toda la estructura vibrará pero solo se toman mediciones sobre el eje en el cual se
esté realizando la excitación, con los datos obtenidos dependiendo el eje, se hace el análisis
1D.

Cabe recordar que la estructura es excitada con el registro śısmico sucedido en la ciudad
de México el 19 septiembre de 1985, al cual se le aplicó una escala de tiempo provocando
que la variación de la frecuencia sea inversamente proporcional a dicha escala de tiempo,
esto con la finalidad de excitar al modelo a escala, cuya frecuencia fundamental es 2,5 Hz.

El tiempo que dura el registro śısmico original de México, 1985 es aproximadamente 180
segundos, la reducción a la escala de tiempo para conseguir una frecuencia a la que pueda
vibrar la estructura es de 5 veces menor al tiempo del registro śısmico original, lo que hace
que el sismo dure ahora 36 segundos y que se logre la mayor disipación de enerǵıa en 2,5
Hz (Ángeles Cervantes 2010).

Ahora, el sismo también debe ser modificado en cuanto a la amplitud de su señal porque
la estructura no resistiŕıa la amplitud original del sismo, esto se hace por medio de un
programa realizado en Simulink donde al modificar el valor de una ganancia se modifica
la amplitud de la señal de excitación. Es posible determinar un valor de ganancia distinto
para cada uno de los ejes donde se desee mover la estructura, pero para el presente trabajo
se hace uso de una ganancia de 0,7 en ambos ejes1, considerando aśı que existe la misma
amplitud de la señal śısmica en ambos ejes.

1El valor de ganancia de 0,7 que se utiliza para excitar la estructura solo es un valor que se introduce
en el programa Simulink para indicar la amplitud del sismo pero no tiene ninguna relación con la escala de
tiempo del mismo.
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El motivo por el cual se utiliza la ganancia de 0,7 es debido a que dicha ganancia es el valor
máximo para reproducir la señal śısmica sin dañar la mesa vibradora. Las modificaciones
antes mencionadas que se realizaron a la frecuencia y a la amplitud de la señal śısmica
original, dan como resultado la señal śısmica con que se excita la estructura en todas las
pruebas realizadas en este trabajo. La gráfica que se presenta en la Figura 3.1, muestra
dicha señal śısmica sobre cada uno de los ejes.
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Figura 3.1: Señal de excitación śısmica sobre la base de la estructura.

3.1. Frecuencias y modos naturales sobre eje X con excita-
ción unidimensional en la base

Las gráficas de frecuencias y modos naturales que se muestran a continuación y las que
se muestran en todo el trabajo, con excitación unidimensional y bidimensional para 1 GDL,
son el resultado de excitar la base del modelo a escala de la estructura de cinco pisos con un
modelo matemático como el que se muestra en le Ec. (2.5) y de resolver la Ec. (2.25) en una
sola dirección. En este caso, las gráficas que se muestran a continuación son el resultado de
excitar en dirección X, con la señal śısmica de aceleración Xg que se muestra en la Figura
3.1. Además la etapa de adquisición de datos sólo recopila los datos que proporcionan los
acelerómetros que se encuentran sobre ese eje. Con los datos recopilados, se realiza el análisis
en 1D para determinar las frecuencias y modos naturales de la estructura.

3.1.1. Frecuencias naturales

Las Figura 3.2 y 3.3 muestran las frecuencias naturales que se obtienen al aplicar una
excitación unidimensional en la base de la estructura en dirección X. A pesar de utilizar los
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mismos valores para los parámetros2 del algoritmo de identificación paramétrica como lo fue
en el caso de excitación bidimensional, el resultado es diferente, se observa que existe un pico
de frecuencia muy alto al inicio del proceso’ llegando casi a los 150 [Hz], lo que provoca que la
escala cambie y no sea posible identificar con precisión el comportamiento de las frecuencias
después del instante en que el pico de frecuencia desciende. Por tal motivo en la Figura 3.3
se hace una vista a detalle de la gráfica para poder apreciar mejor el comportamiento de
las frecuencias.
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Figura 3.2: Frecuencias naturales sobre eje X con excitación unidimensional
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Figura 3.3: Vista a detalle de las frecuencias naturales sobre eje X con excitación
unidimensional

2Los valores de los parámetros utilizados en el algoritmo de identificacón paramétrica se muestran en el
Apéndice B
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En la Figura 3.3 se observa que las frecuencias que alcanzan los valores más altos tardan
mucho en estabilizarse en su valor final. El tiempo que tardan supera los 40 segundos lo
cual indica que el pico de frecuencia tan alto que se presentó al inicio provoca que las
frecuencias con los valores más altos tarden en estabilizarse. Por otro lado, los valores de las
frecuencias más bajas tardan en estabilizarse a su valor final en un tiempo aproximado de 15
segundos, lo cual es importante, porque eso indica que la frecuencia fundamental es posible
de encontrar en un tiempo relativamente rápido. El valor de la frecuencia fundamental es
de 0,0219 [Hz].

3.1.2. Modos naturales

−2 0 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

1º Modo

 

 
fn =0.021966 Hz

−2 0 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

2º Modo

 

 
fn =0.081526 Hz

−2 0 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

3º Modo

Modos de vibrar. Eje X

 

 
fn =0.081526 Hz

−2 0 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

4º Modo

 

 
fn =0.22368 Hz

−2 0 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

5º Modo

 

 
fn =0.61085 Hz

Figura 3.4: Formas modales sobre eje X con excitación unidimensional

La Figura 3.4 muestra las cinco formas modales de vibrar de la estructura sobre el eje
X con excitación unidimensional en la base. El desplazamiento del primer modo es el que
presenta mayor número de puntos de inflexión, es decir, puntos donde existen cambios de
signo en su movimiento, lo cual generalmente no sucede en el primer modo ya que esto se
presenta principalmente en los últimos modos. El número de puntos de inflexión que existen
en un modo de vibrar son importantes, dependiendo de ellos la estructura sufre determinado
número de oscilaciones, debido a esto y a la amplitud del movimiento la estructura tiene un
mayor riesgo a sufrir daños estructurales. La amplitud de su movimiento va aumentando
conforme avanza a los niveles superiores de la estructura pero son movimientos sin cambios
drásticos de amplitud.

El segundo y tercer modo son exactamente el mismo ya que la frecuencia a la que
están ligados es la misma, esto sucede al existir un número imaginario con su respectivo
reciproco como valor caracteŕıstico del sistema, provocando aśı que se repita el valor de
la frecuencia natural. El segundo y tercer modo presentan desplazamientos suaves y con
una amplitud menor en comparación con los demás modos. El cuarto modo presenta un
desplazamiento parecido al segundo y tercero, sólo que en el cuarto modo y en el primer
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nivel de la estructura existe un punto de inflexión, lo que provoca que la estructura sienta
un movimiento de cambio de dirección a la que estaba siguiendo. El quinto modo presenta
en el primer nivel de la estructura el desplazamiento con mayor amplitud, conforme el
desplazamiento continua su amplitud disminuye hasta ser casi cero en el último piso, el
desplazamiento del modo es de forma suave sin presentar movimientos drásticos.

3.2. Frecuencias y modos naturales sobre eje Y con excita-
ción unidimensional en la base

Las gráficas de frecuencias y modos naturales de vibrar que se muestran a continuación,
son el resultado de excitar el modelo a escala del edificio de cinco pisos con la señal śısmica
Yg que se muestra en la Figura 3.1, hay que recordar que las pruebas se hacen con una
excitación unidimensional, es decir, se excita la estructura en una sola dirección (Eje Y )
para obtener datos de aceleración en los pisos de la estructura sobre el eje en el cual se
excita y hacer el análisis en 1D. Anteriormente se mencionó que sobre el eje Y existen dos
acelerómetros colineales y lo más separados posibles debido al análisis cinemático realizado
por (Ángeles Cervantes 2010). Por eso es importante recordar que la señal de aceleración
que se obtiene para cada piso para este caso es la suma de las dos señales de aceleración
por piso dividida entre dos para obtener una señal por piso y realizar el análisis en 1D.

3.2.1. Frecuencias naturales
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Figura 3.5: Frecuencias naturales sobre eje Y con excitación unidimensional

El comportamiento de las frecuencias naturales sobre el eje Y se muestra en la Figura
3.5. Se observa que sólo la frecuencia más alta que tiene un valor de 1,16 [Hz] al final del
proceso, empieza a estabilizarse a su valor final en un tiempo de 20 segundos, aproximada-
mente, mientras que las demás frecuencias, entre ellas la frecuencia fundamental, empiezan
a estabilizarse a su valor final en un tiempo aproximado de 15 segundos. La frecuencia
fundamental está en el orden de los 0,022 [Hz].
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La Figura 3.6 muestra una vista a detalle de las frecuencias naturales sobre el eje Y
obtenidas con excitación unidimensional en la base de la estructura, con el fin de mostrar
de forma clara la evolución de cada una de las frecuencias y el tiempo en que llegan a
estabilizarse.
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Figura 3.6: Vista a detalle de las frecuencias naturales sobre eje Y con excitación
unidimensional

3.2.2. Modos naturales
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Figura 3.7: Formas modales sobre eje Y con excitación unidimensional

Las cinco formas modales que presenta la estructura mediante una excitación unidimen-
sional en su base se muestran en la Figura 3.7. En ella se aprecia que el primer modo de
vibrar tiene los desplazamientos de mayor amplitud en el primer y quinto piso, mientras
que en los pisos de en medio los desplazamientos son muy cercanos a cero. El segundo modo
presenta el mayor desplazamiento en el primer piso, de hecho es el desplazamiento de mayor
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amplitud del primer piso en comparación con los demás modos. La forma de desplazarse del
tercer y cuarto modo es muy parecida. La diferencia radica en la amplitud de sus movimien-
tos, el cuarto modo presenta una mayor amplitud en sus primeros cuatro pisos, mientras que
el tercer modo mantiene un desplazamiento de mayor amplitud en su quinto piso. La forma
de desplazarse del quinto modo presenta los movimientos más suaves en comparación con
los demás modos. En él se aprecia que no existen movimientos tan bruscos que provoquen
cambios radicales en cuanto a la dirección de sus desplazamientos. Sus desplazamientos se
mantienen en la misma dirección sin cambios de signo.

3.3. Frecuencias y modos naturales sobre eje X con excita-
ción bidimensional en la base

Las gráficas de frecuencias naturales y formas modales que se presentan son el resultado
de implementar el algoritmo de identificación paramétrica al modelo matemático de la
estructura que se plantea en el caṕıtulo 2 durante un tiempo de 50 segundos. Además, la
base de la estructura es excitada en ambos ejes al mismo tiempo, pero el análisis se realiza
en 1D. Cabe mencionar que la estructura es un modelo experimental y no representa ningún
edificio real en particular, sólo es para fines de estudio.

3.3.1. Frecuencias naturales
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Figura 3.8: Frecuencias naturales sobre eje X con excitación bidimensional en la base

En la Figura 3.8 se muestran las frecuencias naturales obtenidas sobre el eje X mediante
la señal de excitación śısmica bidimensional mostrada en la Figura 3.1, recordando que ésta
es la señal de mayor amplitud del sismo que puede ser utilizada en la estructura. La figura
muestra el comportamiento de las frecuencias que son resultado del proceso de identificación
paramétrica. Se observa que existen picos de frecuencia altos al inicio del proceso por parte
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de las frecuencias que obtienen los valores más altos al final del mismo, pero que rápidamente
descienden para empezar a estabilizarse a sus valores finales. En la gráfica se observa que
antes de los 10 segundos no es posible visualizar con claridad la evolución de cada una de las
frecuencias por separado, pero después de este tiempo empiezan a estabilizarse a su valor
final. Dicho valor de tiempo muestra que las frecuencias naturales del sistema mediante el
algoritmo de identificación paramétrica se obtienen en un tiempo relativamente rápido.

Lo importante aqúı, es el tiempo en que la frecuencia de menor magnitud, es decir, la
frecuencia fundamental alcanza su valor final, ya que dicha frecuencia es de suma impor-
tancia en el diseño estructural. El tiempo en que se logra obtener el valor de la frecuencia
fundamental está alrededor de los 10 segundos y su valor es de 0,033 [Hz]. La frecuencia de
mayor magnitud es de 1,0016 [Hz].

3.3.2. Modos naturales
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Figura 3.9: Formas modales sobre eje X con excitación bidimensional

En cuanto a las formas modales de la estructura, éstas se observan en la Figura 3.9,
la cual muestra el comportamiento de la forma modal que corresponde a cada una de las
frecuencias naturales que existen en el edificio a escala. Existe el mismo número de formas
modales y de frecuencias naturales, en este caso existen 5 formas modales que corresponden
a las 5 frecuencias naturales que se obtuvieron del proceso de identificación paramétrica.
La primera frecuencia y el primer modo natural de vibrar son llamados frecuencia y modo
fundamental de vibrar respectivamente, ya que en la frecuencia fundamental se encuentra
el peŕıodo mayor de vibración que se presenta en toda la estructura y el modo fundamental
presenta los movimientos de mayor amplitud que sufre la misma. En diseño estructural
dichos valores son representativos por lo que es sumamente importante tomarlos en cuenta
para su diseño (Bazán y Meli 2004). Conforme aumenta el valor de la frecuencia y del modo
natural de vibración, disminuye el periodo de vibración y la amplitud de los movimientos
de la estructura disminuyen, respectivamente.
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Se observa como el primer y segundo modo de vibración presentan los movimientos de
mayor amplitud y sus desplazamientos son muy parecidos pero con signos distintos en los
primeros tres niveles, debido a que sus frecuencias son muy parecidas, mientras que en los
demás modos sus movimientos son de una amplitud menor. El tercer y cuarto modo son
los que muestran un movimiento de menor amplitud, además, presentan menos puntos de
inflexión lo que hace que la estructura no sienta cambios tan drásticos en su movimiento.
El quinto modo mantiene una amplitud menor en comparación con los dos primeros, pero
presenta un punto de inflexión cercano a la máxima amplitud de los mismos.

3.4. Frecuencias y modos naturales sobre eje Y con excita-
ción bidimensional en la base

Las frecuencias naturales obtenidas sobre el eje Y , que se muestran a continuación, se
realizaron bajo las mismas condiciones en las que se llevaron a cabo las pruebas realiza-
das sobre el eje X. Se utiliza la misma señal śısmica que se muestra en la Figura 3.1 para
excitar la estructura de forma bidimensional, se implementa el algoritmo de identificación
paramétrica fuera de ĺınea sobre el modelo matemático 1D que se muestra en el caṕıtulo 2.
Finalmente, la prueba se realiza durante un tiempo de 50 segundos. En las pruebas reali-
zadas sobre el eje Y , es importante mencionar que sobre este eje existen dos acelerómetros
por piso, colineales y lo más separados posible debido al análisis cinemático desarrollado
en (Ángeles Cervantes 2010), de tal forma que para obtener la señal que se utiliza en el
algoritmo de identificación paramétrica, se suman las dos señales de cada acelerómetro por
piso y se divide entre dos para obtener una sola señal de aceleración en cada piso. Las
condiciones iniciales que se utilizaron en el algoritmo de identificación paramétrica para las
pruebas se muestran en el Apéndice B.

3.4.1. Frecuencias naturales

La Figura 3.10 muestra el comportamiento de las frecuencias naturales obtenidas en la
estructura después de haber sido excitada con la señal śısmica bidimensional. En la figura
se observa el comportamiento de las frecuencias y en comparación con las frecuencias del
eje X, en el eje Y existe un pico de frecuencia al inicio del proceso pero no tan alto como lo
fue en el caso del eje X. El pico de frecuencia rebasa por poco los 7 [Hz] pero en un instante
de tiempo disminuye hasta llegar a los mismos rangos de frecuencia que las demás. El hecho
de que el pico de frecuencia no sea tan alto como lo es en el caso del eje X es debido a las
condiciones iniciales que se utilizan en el algoritmo de identificación paramétrica.

En la misma figura se observa el tiempo en que las frecuencias empiezan a estabilizarse
a su valor final, dicho tiempo se encuentra cercano a los 15 segundos, aproximadamente, de
ah́ı en adelante las frecuencias convergen a un único valor el cual se muestra en la tabla que
acompaña a la gráfica. En este caso el tiempo fue un poco mayor al del eje X que estaba en
los 10 segundos, pero realmente puede decirse que en ambos casos las frecuencias naturales
se encuentran en un tiempo relativamente rápido gracias al algoritmo de identificación
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Figura 3.10: Frecuencias naturales sobre eje Y con excitación bidimensional en la base

paramétrica. El valor de la frecuencia fundamental en este caso es de 0,024 [Hz], mientras
que la más alta está en 0,71 [Hz].

3.4.2. Modos naturales
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Figura 3.11: Formas modales sobre eje Y con excitación bidimensional
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En la Figura 3.11 se muestran los modos naturales de vibrar pertenecientes al eje Y
debido a la excitación śısmica. Existen 5 formas modales para la estructura, cada modo
representativo de cada una de las frecuencias naturales. El primer modo presenta movimien-
tos con una amplitud pequeña al inicio, pero en la parte superior muestra un movimiento
drástico y su amplitud aumenta considerablemente. El segundo, tercer y cuarto modo tienen
movimientos muy parecidos en cuanto amplitud y forma de desplazarse, al inicio presentan
amplitudes muy pequeñas y en la parte superior su movimiento tiene una amplitud similar
a la del primer modo, el tercer modo presenta los valores más cercanos a cero al inicio del
movimiento. El quinto modo no presenta puntos de inflexión por lo que su movimiento es
más suave, además la amplitud de su movimiento es mayor al inicio, en comparación con
los demás modos aun cuando la frecuencia natural a la que está ligada, es la más alta.
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Caṕıtulo 4

Frecuencias naturales en 3D

En este caṕıtulo se presentan las gráficas de los resultados de las frecuencias y modos
naturales de vibrar que se obtienen del edificio a escala de cinco pisos que se mostró en la
Figura 2.1, para obtener dichos resultados se hace uso del modelo matemático en 3D que se
desarrolló en el Caṕıtulo 2. Los resultados que se obtienen se derivan de aplicar al modelo
matemático en 3D una señal śısmica de manera bidimensional, es decir, la estructura se
mueve en ambos ejes (X,Y ) al mismo tiempo, ocasionando que en la estructura se produzca
un tercer movimiento. Dicho movimiento es de carácter rotacional en el cual la estructura
tiende a girar sobre un tercer eje perpendicular a los dos anteriores. Al existir un movimiento
rotacional, en la estructura se presenta un punto por el cual debe pasar el eje de rotación,
dicho punto se le conoce como centro de giro y éste puede o no estar en la misma posición que
el centro de masa de toda la estructura. Dependiendo de la distancia a la que se encuentre
desplazado el centro de giro respecto al centro de masa, la amplitud del movimiento de
rotación en la estructura puede o no ser significativa.

Las pruebas realizadas en la estructura para el caso 3D, se realizan con la señal de
excitación śısmica que se mostró en la Figura 3.1, cada eje se excita con la señal Xg y Yg
en la base de la estructura, respectivamente. Los servomotores que controlan el movimiento
de la estructura en cada uno de sus ejes reciben la señal del sismo por medio del panel
de control para moverse. Están configurados independientemente para excitar la estructura
con las diferentes ganancias que demande el programa realizado en Simulink en cada uno de
sus ejes. Es posible realizar distintas combinaciones de ganancias entre los dos ejes y hacer
que la estructura sea excitada en un eje con una amplitud de sismo mayor a la del otro o
viceversa. En este caso para las pruebas realizadas en 3D no se hará ninguna combinación
de ganancias, por lo que cuando se haga referencia a excitación bidimensional como se
mencionó anteriormente, quiere decir que la estructura se excita con las señales śısmicas ya
mencionadas (Xg y Yg) respectivamente y con la misma amplitud del sismo, además de ser
excitado al mismo tiempo en cada uno de ellos, de esta forma se considera que la estructura
está siendo excitada con la misma amplitud que como se hizo de manera unidimensional.

Es preciso indicar la forma en cómo se obtienen las aceleraciones que sufre la estructura
debido al tercer movimiento de origen rotacional. Gracias al análisis cinemático realizado
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a la estructura, el porqué de colocar dos acelerómetros colineales lo más separados posibles
sobre un mismo eje tiene importancia en estos momentos, ya que debido a ese análisis es
posible determinar la aceleración rotacional que sufre la estructura, dicha aceleración se
calcula mediante la suma de las dos señales de aceleración que existen por piso dividido
entre la distancia que los separa, de esa forma se obtiene la señal de aceleración rotacional
por piso en la estructura. La Figura 4.1 muestra la forma en como están distribuidos los
acelerómetros sobre el eje Y .

Figura 4.1: Distribución de acelerómetros sobre el eje Y

A continuación se muestran las gráficas de las frecuencias y modos naturales obtenidas
en 3D bajo las condiciones ya mencionadas y bajo el proceso de identificación paramétrica
en 3D que se desarrolló en el Caṕıtulo 2. Además, se hace un pequeño análisis de los resul-
tados obtenidos en cada una de ellas. Los parámetros 1 que se utilizan en la identificación
paramétrica para este caso no son los mismos que en el caso 1D ya que aqúı debido a los 3
GDL que existen en cada piso: dos de traslación y uno de rotación, la dimensión y el orden
de magnitud de la matriz de covarianza es distinta.
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Figura 4.2: Frecuencias naturales en 3D

4.1. Frecuencias naturales

La Figura 4.2 muestra las frecuencias naturales obtenidas en 3D, dichas frecuencias son
el resultado de resolver el determinante de la Ec. (2.27). Recuérdese que el número de
frecuencias que se obtienen de una estructura depende del número de GDL y pisos con
que cuente la misma, para el caso 3D se cuenta con 15 frecuencias naturales que son el
resultado de los efectos de traslación y rotación que sufre la estructura. En la figura se
presenta un pico de frecuencia que no rebasa los 9 [Hz], a pesar de que este valor no es muy
alto, las frecuencias que obtienen valores superiores a 1 [Hz] al final del proceso presentan
un comportamiento en el cual no convergen a su valor final de forma clara, ya que es dif́ıcil
distinguir su evolución y el tiempo que tardan en llegar a dicho valor durante el proceso. Lo
anterior, se explica gracias al concepto de excitación persistente, como se dijo, no es posible
asegurar que una señal sismica presente un espectro de frecuencia amplio para excitar al
sistema de manera apropiada.

Por el otro lado, las frecuencias que están por debajo de 1 [Hz] presentan un compor-
tamiento más claro en cuanto al tiempo en que convergen a su valor final, dicho tiempo se
encuentra alrededor de los 15 segundos. Saber el tiempo en que convergen las frecuencias a
su valor final es importante porque ayuda a saber que tan rápido es posible recuperar dichos
valores para realizar métodos de control o cualquier otro método que ayude a evitar daños
en estructuras que estén bajo excitación śısmica, ya que generalmente en un sismo el valor
máximo de amplitud y frecuencia natural se presentan alrededor de los 20 segundos. Las
frecuencias que son de mayor importancia conocer y recuperar en un tiempo mı́nimo son las
frecuecias de menor magnitud, entre ellas la frecuencia fundamental es la más importante

1Los valores de los parámetros utilizadas en 3D se muestran en el Apéndice B.
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porque es la que presenta el peŕıodo de vibrar más largo y la que puede llegar a dañar
en gran medida la estructura. Tanto las pruebas en 3D como en 1D presentaron tiempos
relativamente rápidos, cercano a los 15 segundos, que ayudan a determinar el valor de las
frecuencias fundamentales de la estructura, todo lo anterior se debe al buen desempeño del
algoritmo de identificación paramétrica que se utiliza. La frecuencia fundamental que se
obtuvo en 3D es de 0,021 [Hz].

4.1.1. Modos naturales

En las Figuras 4.3, 4.4 y 4.5 se muestran las 15 formas modales de vibrar de la estructura
de cinco pisos con un modelo matemático en 3D obtenido mediante el algoritmo de identi-
ficación paramétrica en 3D, aśı mismo dichas formas modales son el resultado de resolver
la Ec. (2.27). Los modos representan la forma caracteŕıstica en que se mueve la estructura
debido a los efectos a los que está sometida, en este caso dos desplazamientos de traslación
ortogonales entre śı y uno de rotación perpendicular a los dos anteriores, de tal forma que los
primeros cinco elementos del vector modal representan los efectos relacionados al desplaza-
miento que sufre la estructura sobre al eje X, los siguientes cinco elementos corresponden a
los desplazamientos relacionados al eje Y y finalmente los últimos cinco elementos del vector
corresponden a los efectos de torsión en la estructura. La forma de determinar qué parte del
vector corresponde a cada uno de los efectos de desplazamiento en la estructura es debido
a la manera en cómo se decidió acomodar el vector de aceleraciones, del cual se obtiene el
vector de velocidades y desplazamientos que se necesita para el proceso de identificación
paramétrica. Es evidente que la dimensión del vector modal en 3D es mayor que en el caso
1D, ya que en 3D se consideran los tres desplazamiento por piso ya mencionados, mientras
que en 1D sólo se considera un desplazamiento por piso. La dimensión del vector modal en
3D es de 15×1.

En la Figura 4.3 se muestran las primeras cinco formas modales en 3D, en ella se observa
que la forma de desplazarse de los primeros tres modos es muy parecida, en la parte que
corresponde al cuarto piso debido al efecto de torsión en la estructura, donde la amplitud
del movimiento es mayor a los demás desplazamientos del propio vector. El cuarto y quinto
modo presentan exactamente el mismo modo ya que están ligados a la misma frecuencia
natural, en ellos se observa que de igual forma que los tres primeros modos el efecto de
torsión sobre el cuarto piso presenta mayor amplitud en comparación con los demás despla-
zamientos.

En la Figura 4.4 se presentan los siguientes cinco modos de vibrar, se observa que el
sexto y séptimo modo comparten la misma frecuencia y por lo tanto su forma de vibrar
es la misma, este mismo fenómeno sucede con el octavo y noveno modo al compartir una
misma frecuencia natural, obviamente la frecuencia entre el sexto, séptimo y octavo, noveno
modo son distintas entre ellas. Lo que cabe resaltar de estas cuatro formas modales es que en
ellas el efecto debido a la torsión hace que el desplazamiento que corresponde al cuarto piso
presente un desplazamiento de mayor amplitud. El décimo modo en la parte que corresponde
a los efectos de torsión, presenta los desplazamientos de mayor amplitud en el primer, cuarto
y quinto piso lo que provoca que su forma de vibrar sea muy distinta a los modos anteriores.
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Figura 4.3: Formas modales en 3D
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Figura 4.4: Formas modales en 3D

La Figura 4.5 muestra los últimos cinco modos de la estructura, se observa que el onceavo
y doceavo modo muestran similitudes en su forma de desplazarse y de nuevo se presenta un
desplazamiento de mayor amplitud en el cuarto piso correspondiente al efecto que produce la
torsión en la estructura. El treceavo, catorceavo y quinceavo modo muestran desplazamien-
tos con mayor número de puntos de inflexión en comparación a los demás modos. Además,
el efecto de torsión provoca en los pisos de la estructura que sus desplazamientos sean de
mayor amplitud en comparación con la amplitud de los desplazamientos provocados por los
efectos de traslación, cuando en los demás modos sólo exist́ıa un piso que presentaba una
amplitud mayor en su desplazamiento relacionado al efecto de torsión.
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Figura 4.5: Formas modales en 3D

En general las formas modales en 3D presentan desplazamientos de mayor amplitud en
la parte que se relaciona al efecto rotacional, es en los últimos seis modos de vibrar en la
mayoŕıa de los pisos donde se ve reflejado tal efecto, también es en estos modos donde existe
mayor número de puntos de inflexión. Los desplazamientos que corresponden a los efectos
relacionados al eje Y son muy suaves y cercanos a cero, sólo en el cuarto piso es donde se
ve un pequeño cambio de amplitud en su desplazamiento, pero en general su movimiento
es suave. En relación a los efectos que produce el eje X respecto a los desplazamientos de
la estructura, se puede decir que son muy pequeños, cercanos a cero en la mayoŕıa de los
modos, sólo en los últimos dos modos es donde se ve un pequeño cambio de amplitud en su
desplazamiento, pero en general los efectos del eje X no presentan grandes desplazamientos.
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Caṕıtulo 5

Análisis de Resultados

En este caṕıtulo se pretende dar respuesta al objetivo planteado en un inicio del trabajo.
Por tal motivo a continuación se realiza un análisis comparativo entre las frecuencias y
modos naturales de vibrar obtenidos en 1D y 3D. En primera instancia, se hace una com-
paración entre las frecuencias obtenidas mediante el análisis 1D sobre el eje X y eje Y con
excitación unidimensional y bidimensional en la base de la estructura, esto con el fin de
determinar la similitud entre las frecuencias y saber si existe alguna diferencia entre excitar
de manera unidimensional o bidimensional la estructura al momento de querer encontrar
dichas frecuencias.

En seguida, se realiza la comparación entre las frecuencias 1D y 3D para determinar si
es posible recuperar las frecuencias naturales o al menos la fundamental que corresponden
de un modelo matemático en 3D mediante el análisis de un modelo matemático en 1D.
También se presenta la comparación entre los modos 1D que más se parecen a la parte
correspondiente al modo en 3D.

5.1. Frecuencias naturales 1D con excitación unidimensional
y bidimensional en la base

En la Tabla 5.1 se muestran los valores de las frecuencias 1D obtenidos mediante ex-
citación unidimensional y bidimensional en la base de la estructura para cada uno de los
ejes X y Y . En la misma tabla se muestra la distancia que existe entre cada una de las
frecuencias obtenidas para cada caso, esto con el fin de conocer la similitud entre las frecuen-
cias naturales obtenidas mediante excitación unidimensional y excitación bidimensional. La
distancia entre las frecuencias 1D mediante los dos tipos de excitación, se obtiene como el
valor absoluto de la diferencia que existe entre ellas.

Observando la tabla, los primeros tres valores de distancia entre frecuencias en ambos
ejes mantienen un valor por debajo de los 50 cHz1, lo que representa valores relativamente

1cHz hace referencia a la escala a la que se encuentran referidas las frecuencias, dicha escala está en
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pequeños en comparación con las distancias de las últimas dos frecuencias que se encuentran
cercano o superiores a los 100 cHz.

En el caso del eje X, las frecuencias que mantienen una mı́nima distancia y que llegan
a parecerse entre ellas son los valores de la tercera frecuencia natural, ya que mantienen
una distancia de 5,3 cHz, mientras que la frecuencia fundamental que se obtuvo para ambos
tipos de excitación mantienen una distancia de 11,1 cHz, que también es un valor pequeño.
Para el caso del eje Y , el valor que mantiene una mı́nima distancia entre frecuencias se
presenta en la frecuencia fundamental, donde el valor que se obtiene es de 1,2 cHz, dicho
valor es el más pequeño y el que muestra que existe una mayor similitud entre las frecuencias
obtenidas mediante excitación unidimensional y bidimensional. Las dos frecuencias que le
siguen presentan distancias un poco altas pero que se conservan por debajo de los 50 cHz.

En general, las frecuencias que resultan de excitar la estructura de manera unidimensional
o bidimensional, puede considerarse que al menos las primeras tres frecuencias naturales
mantienen una cierta similitud entre ellas y sus valores pueden ser recuperados sin importar
la manera en cómo se excita la estructura, pero esto mismo no pasa para el caso de las
últimas dos frecuencias donde existe una mayor distancia y gran diferencia entre sus valores,
lo cual anula el asegurar que es posible encontrar dichos valores mediante cualesquiera de
los dos tipos de excitación.

FRECUENCIAS NATURALES [Hz]
Eje X Eje Y

Excitación Distancia Excitación Distancia
Unidimensional Bidimensional cHz Unidimensional Bidimensional cHz

0,021966 0,033096 11,1 0,022817 0,024064 1,2
0,081526 0,039902 41,6 0,034444 0,071545 37,1
0,081526 0,086832 5,3 0,089942 0,1172 27,3
0,22368 0,30781 84,1 0,2099 0,40135 191,4
0,61085 1,0016 390,8 1,1631 0,71583 447,3

Tabla 5.1: Frecuencias naturales 1D con excitación unidimensional y bidimensional en la
base

5.2. Análisis de frecuencias y modos naturales de vibrar en
1D con excitación unidimensional y 3D

A continuación se muestran las frecuencias obtenidas en 3D y 1D mediante excitación
unidimensional en en ambos ejes. Se presenta una tabla comparativa donde se observa los
valores de frecuencias obtenidos en 3D y 1D, además que frecuencias en 3D se recuperan

centésimas de Herz.
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mediante el análisis en 1D, para tener una mejor idea de esto último se presenta una gráfica
de distancia entre las frecuencias recuperadas. También se hace el análisis entre los modos
1D y 3D que pueden recuperarse con mayor exactitud, mediante una gráfica de distancias
entre los vectores más parecidos.

5.2.1. Frecuencias naturales

La Tabla 5.2 muestra los valores de frecuencias en 3D y 1D, aśı mismo se presenta la
distancia mı́nima que existe entre las frecuencias 1D tanto para el eje X como para el eje
Y con respecto a alguna de las frecuencias en 3D.

FRECUENCIAS [Hz] FRECUENCIAS RECUPERADAS
Distancia Distancia

3 GDL Eje X Eje Y 3 GDL Eje X mı́nima [mHz] 3 GDL Eje Y mı́nima [mHz]

0,021368 0,021966 0,22817 1o 1o 0,59 1o 1o 1,44
0,031112 0,081526 0,034444 3o 2o 5,1 2o 2o 3,33
0,076423 0,081526 0,089942 3o 3o 5,1 3o 3o 13,51
0,15782 0,22368 0,2099 6o 4o 13,33 6o 4o 27,11
0,15782 0,61085 1,1631 8o 5o 42,35 10o 5o 144,89
0,23701
0,23701
0,56849
0,56849
1,0182
1,3259
1,5243
1,6935
2,3639
3,2222

Tabla 5.2: Distancia mı́nima entre frecuencias naturales en 1D con excitación unidimensional
y 3D

Realizando un análisis a los datos que muestra la tabla de arriba, se observa que es
posible recuperar mediante un análisis en 1D por lo menos las primeras tres frecuencias
naturales que se obtienen con un análisis en 3D, ya que para ambos ejes (X y Y ) las tres
primeras frecuencias mantienen una distancia pequeña con las primeras tres frecuencias en
3D. Por ejemplo, el eje X en su frecuencia fundamental mantiene una distancia de 0,59
mHz con respecto a la frecuencia fundamental en 3D, dicho valor es el más pequeño de
todas las distancias que se presentan. La segunda y tercer frecuencia natural sobre el eje
X, debido a que son iguales, mantienen una distancia de 5,1 mHz con respecto a la tercer
frecuencia natural en 3D, dicha distancia se mantiene por debajo de los 10 mHz por lo que
puede considerarse pequeña y razonable para determinar que las frecuencias son similares.
La cuarta y quinta frecuencia sobre el eje X ya presentan distancias superiores a los 10 mHz,
además de que las frecuencias en 3D a las que están ligadas ya son frecuencias superiores,
sexta y octava en 3D respectivamente, las cuáles no se consideran tan importantes como
recuperar las frecuencias más bajas.

Analizando ahora los valores que se obtienen sobre el eje Y y comparándolos con los que
se obtienen en 3D, se observa que en este caso las tres primeras frecuencias naturales sobre
el eje Y recuperan las tres primeras frecuencias en 3D, ya que presentan distancias inferiores
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a los 10mHz, a excepción de la tercera frecuencia que presenta una distancia de 13,51 mHz
pero que no es un valor tan alto. La distancia que existe entre la frecuencia fundamental
sobre el eje Y y en 3D es de 1,44 mHz, el cuál es un valor pequeño lo que permite considerar
que los valores de frecuencia obtenidos en 1D y 3D son muy similares.

Para visualizar mejor las distancias que existen entre las frecuencias 1D y 3D a conti-
nuación se muestran unas gráficas que permiten tener una mejor idea de tal efecto.
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d4 = 13.3312
d5 = 42.3584

Figura 5.1: Distancia entre Frecuencias naturales en 1D y 3D. Eje X, con excitación
unidimensional
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Figura 5.2: Distancia entre Frecuencias naturales en 1D y 3D. Eje Y, con excitación
unidimensional
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5.2.2. Modos naturales

Los modos obtenidos mediante el análisis en 1D para cada uno de los ejes X y Y se
comparan con la parte correspondiente al vector modal en 3D, es decir, se comparan los
modos obtenidos sobre el ejeX en 1D contra la parte del vector modal en 3D correspondiente
a los efectos producidos por el eje X, en este caso se comparan con los primeros cinco
elementos del vector modal en 3D. Para el caso de los modos sobre el eje Y se realiza el
mismo procedimiento, comparar el vector en 1D contra la parte del vector modal en 3D que
corresponde a los efectos producidos por el eje Y , para este caso se utilizan los siguientes
cinco elementos del vector en 3D.

La gráficas que se presentan a continuación muestran la parte de los vectores modales, que
corresponden al ejeX o eje Y , en 3D que más similitud presentan con los vectores modales en
1D correspondiente a dicho eje. Estos resultados se obtienen de calcular la mińıma distancia
que existe entre cada uno de los modos, en eje X o eje Y , en 1D comparados contra la parte
del vector modal correspondiente a cada eje en 3D, respectivamente.

Para realizar una correcta comparación entre los modos en 3D y 1D es necesario que
ambos mantengan una misma escala, como cada uno de los modos en 1D mantiene una
norma Euclidiana entonces la parte que se extrae de cada uno de los modos en 3D debe
cumplir con esta misma norma, con lo cual se asegura que los modos se encuentran en una
misma escala.

Lo anterior se entiende mejor con la siguiente expresión que muestra la forma de obtener
la norma Euclidiana de un vector:

∥ x ∥=

(
n∑

i=1

| xi |2
) 1

2

= 1

La Figura 5.3 muestra los modos naturales obtenidos en 1D sobre el eje X comparados
sólo con la parte correspondiente a los modos naturales s obre el eje X en 3D que más se
asemejan, en la misma figura se presenta una gráfica donde se muestra la distancia que existe
entre cada uno de los modos comparados. Analizando la figura, se observa que los primeros
cuatro modos en 1D recuperan los modos más altos en 3D de la parte que corresponde al
eje X, mientras que el quinto modo en 1D recupera el primer modo en 3D. Debido a que los
modos naturales son adimensionales, la distancia que existe entre ellos se mide simplemente
en unidades, de tal forma que no tiene un significado f́ısico dicho valor. La menor distancia
que se presenta entre los modos recuperados es la distancia que existe entre el quinto modo
en 1D y el primer modo en 3D, la cual es de 0,25 unidades, mientras que la distancia entre
el primer modo en 1D y el doceavo modo en 3D presenta la mayor distancia entre ellos con
un valor de 1,15 unidades. Lo que indica que es hasta el quinto modo en 1D sobre el eje
X cuando es posible recuperar el primer modo en 3D, el cual corresponde a la frecuencia
fundamental del sistema.
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Figura 5.3: Distancia entre modos de vibrar en 1D con excitación unidimensional y 3D. Eje
X
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Figura 5.4: Distancia entre modos de vibrar en 1D con excitación unidimensional y 3D. Eje
Y
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La Figura 5.4 muestra los modos naturales obtenidos en 1D sobre el eje Y comparados
con la parte correspondiente a los modos naturales sobre el eje Y en 3D que más se asemejan,
de igual forma que en el caso anterior se presenta una gráfica donde se muestra la distancia
que existe entre cada uno de los modos comparados. Los modos en 3D que se recuperan en
este caso por medio del análisis en 1D, al igual que los modos sobre el eje X, presentan en los
primeros cuatro modos la mayor similitud con los modos más altos en 3D, mientras que el
quinto modo en 1D recupera al primer modo en 3D. Al observar la gráfica de distancias entre
los modos, se aprecia que para este caso los valores de distancias más pequeños se presentan
entre el cuarto modo en 1D y el quinceavo modo en 3D con un valor de 0,28 unidades y la
del tercer modo en 1D contra el décimo modo en 3D con un valor de 0,44 unidades, lo que
indica que para el análisis en 1D sobre el eje Y sólo se pudo recuperar los modos más altos
en 3D relacionados al efecto que produce el mismo eje, ya que la distancia entre el quinto
modo en 1D y el primer modo en 3D presenta una distancia de 0,68 unidades, la cual puede
considerarse alta en comparación con las dos distancias obtenidas anteriormente.

5.3. Análisis de frecuencias y modos naturales de vibrar en
1D con excitación bidimensional y 3D

Ahora, se realiza el análisis de las frecuencias naturales obtenidas en 3D y 1D mediante
excitación bidimensional en la base de la estructura. Se presenta una tabla comparativa
entre los valores de frecuencias en 3D y 1D muy parecida a la del caso con excitación
unidimensional, que muestra cúales frecuencias en 3D se recuperan mediante el análisis
en 1D. También se presentan dos gráficas en las que se muestran las distancias entre las
frecuencias recuperadas, esto para tener una mejor idea de los valores obtenidos. Además
mediante una gráfica de distancias entre los vectores más parecidos entre los modos 1D y 3D
se hace un análisis en la que se determina cuáles pueden recuperarse con mayor exactitud.

5.3.1. Frecuencias naturales

FRECUENCIAS [Hz] FRECUENCIAS RECUPERADAS
Distancia Distancia

3 GDL Eje X Eje Y 3 GDL Eje X mı́nima [mHz] 3 GDL Eje Y mı́nima [mHz]

0,021368 0,033096 0,024064 2o 1o 1,98 1o 1o 2,69
0,031112 0,039902 0,071545 2o 2o 8,79 3o 2o 4,87
0,076423 0,086832 0,1172 3o 3o 10,41 4o 3o 40,62
0,15782 0,30781 0,40135 6o 4o 70,79 6o 4o 164,34
0,15782 1,0016 0,71583 10o 5o 16,57 8o 5o 147,33
0,23701
0,23701
0,56849
0,56849
1,0182
1,3259
1,5243
1,6935
2,3639
3,2222

Tabla 5.3: Distancia mı́nima entre frecuencias naturales en 1D con excitación bidimensional
y 3D
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La Tabla 5.3 muestra los valores de frecuencias en 3D y 1D, aśı mismo se presenta la
distancia mı́nima que existe entre las frecuencias 1D tanto para el eje X como para el eje
Y con respecto alguna de las frecuencias en 3D.

Analizando las frecuencias naturales sobre el ejeX contra las frecuencias obtenidas en 3D,
se observa que las primeras dos frecuencias naturales en 1D recuperan la segunda frecuencia
natural en 3D, sólo que la primera frecuencia en 1D es la que presenta la menor distancia
con un valor de 1,98 mHz, mientras que la segunda tiene una distancia de 8,79 mHz, este
último valor grande comparado con el valor de la primera distancia. El tercer modo en 1D
alcanza a recuperar al tercer modo en 3D con una distancia mı́nima de 10,41 mHz, dicho
valor se encuentra dentro del rango de las primeras dos distancias obtenidas. Las últimas
dos frecuencias en 1D presentan valores más altos, superiores a los 10 mHz, en comparación
con los primeros tres valores, además las frecuencias que se llegan a recuperar en 3D son
de orden superior, en donde sus periodos de vibración son cortos y no representan en gran
medida un daño importante en la estructura. Las frecuencias que se recuperan son la sexta
y decima frecuencia.

Las frecuencias sobre el eje Y que llegan a presentar la menor distancia en relación a las
frecuencias en 3D son, la primera frecuencia con un valor de distancia mı́nima de 2,69 mHz
en relación a la primer frecuencia en 3D y, la segunda frecuencia en 1D con una distancia
mı́nima de 4,87 mHz en relación con la tercer frecuencia natural en 3D. Todas las demás
frecuencias en 1D presentan distancias mı́nimas muy superiores a los 10 mHz, además de
recuperar frecuencias en 3D mayores a la tercera frecuencia natural. Para este caso, sólo las
primeras dos frecuencias naturales en 1D recuperan las frecuencias de menor magnitud en
3D, lo más importante es que se logra recuperar mediante el análisis en 1D la frecuencia
fundamental en 3D, en la cual también se presentó la menor distancia entre ellas.
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Figura 5.5: Distancia entre frecuencias naturales en 1D y 3D. Eje X, excitación bidimensional



60

En las Figuras 5.5 y 5.6 se muestran las gráficas de distancias entre frecuencias 1D, tanto
para el eje X como para el eje Y , y las frecuencias recuperadas en 3D. Las gráficas están en
escala de [mHz] y en cada una de ellas se tiene una mejor idea de los valores de distancias
que se presentan en la Tabla 5.3 donde se comparan las frecuencias en 1D y 3D.
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Figura 5.6: Distancia entre frecuencias naturales en 1D y 3D. Eje Y, excitación bidimensional

5.3.2. Modos naturales

Las gráficas que a continuación se presentan muestran los modos obtenidos mediante el
análisis en 1D con excitación bidimensional para cada uno de los ejes X y Y , comparados
con la parte del vector modal en 3D que corresponde al efecto que produce el eje X o eje
Y , respectivamente. De igual forma que el caso con excitación unidimensional, para realizar
una correcta comparación entre los modos en 3D y 1D y asegurar que se encuentran en
una misma escala, se recurre a normalizar los modos que corresponden a la parte en 3D a
cumplir con una norma Euclideana ya que los modos en 1D mantienen esta norma.

La Figura 5.7 muestra los modos naturales obtenidos en 1D sobre el eje X comparados
con la parte del modo natural en 3D correspondiente al efecto producido por el mismo eje.
En la gráfica que acompaña la comparación entre modos, se observa que la menor distancia
entre cada uno de ellos se da entre el segundo modo en 1D y el tercer modo en 3D con una
distancia de 0,29 unidades. Como se dijo anteriormente, los modos son adimensionales por
lo que la distancia también se mide en unidades adimensionales. Los siguientes modos en
los que se mantiene una distancia pequeña con un valor de 0,32 unidades entre ellos, son
el tercer modo en 1D y el primer modo en 3D. Los dos modos que se recuperan en 3D,
mencionados anteriormente, son importantes porque pertenecen a los primeros modos de la
estructura, entre ellos se encuentra el modo fundamental el cual está ligado a la frecuencia
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Figura 5.7: Distancia entre modos de vibrar en 1D con excitación bidimensional y 3D. Eje
X
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Figura 5.8: Distancia entre modos de vibrar en 1D con excitación bidimensional y 3D. Eje
Y
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fundamental y que es de suma importancia para el diseño estructural de edificios (Bazán
y Meli 2004). Los modos restantes en 1D recuperan alguno de los modos más altos en 3D,
además de presentar distancias con valores altos, de tal forma que se considera que no es
posible recuperar con exactitud todo el modo.

La Figura 5.8 muestra los modos de vibrar sobre el eje Y comparados con la parte
correspondiente en 3D, en ella también se muestra la gráfica de distancias mı́nimas entre lo
modos en 1D y los modos recuperados en 3D. Este es el único caso, de todos los mostrados
anteriormente, donde el primer modo en 1D recupera la parte correspondiente al eje Y del
primer modo en 3D. Además, la distancia que existe entre ellos presenta el menor valor en
comparación a las demás distancias entre modos, con un valor de 0,063 unidades. Los demás
modos en 1D recuperan vectores superiores al quinto modo en 3D, de hecho el segundo,
tercer y cuarto modo en 1D recuperan al mismo vector, dicho vector es el sexto modo en
3D. Finalmente, el quinto modo en 1D recupera al quinceavo modo en 3D. Además, se
recuperan vectores modales superiores al quinto. La distancia que existe entre cada uno de
ellos, es superior en comparación con la distancia que presentó el primer modo, en la gráfica
se puede observar claramente tal fenómeno.

Finalmente, para este caṕıtulo se presenta en las Tablas 5.4 y 5.5 de manera general, los
resultados de frecuencias y modos naturales de vibrar obtenidos para ambos métodos de
excitación, bidimensional y unidimensional, con mira a concluir en el siguiente caṕıtulo el
objetivo que se planteó al inicio de este trabajo.

FRECUENCIAS NATURALES RECUPERADAS
Excitación Unidimensional
Distancia Distancia

3 GDL Eje X mı́nima [mHz] 3 GDL Eje Y mı́nima [mHz]

1o 1o 0,59 1o 1o 1,44
3o 2o 5,1 2o 2o 3,33
3o 3o 5,1 3o 3o 13,51
6o 4o 13,33 6o 4o 27,11
8o 5o 42,35 10o 5o 144,89

Excitación Bididimensional
Distancia Distancia

3 GDL Eje X mı́nima [mHz] 3 GDL Eje Y mı́nima [mHz]

2o 1o 1,98 1o 1o 2,69
2o 2o 8,79 3o 2o 4,87
3o 3o 10,41 4o 3o 40,62
6o 4o 70,79 6o 4o 164,34
10o 5o 16,57 8o 5o 147,33

Tabla 5.4: Frecuencias naturales en 1D, con excitación bidmensional y unidimensional, y
3D



FORMAS MODALES RECUPERADAS
Excitación Unidimensional
Distancia Distancia

3 GDL Eje X mı́nima 3 GDL Eje Y mı́nima

12o 1o 1,15 15o 1o 0,75
11o 2o 0,34 10o 2o 1,18
11o 3o 0,34 10o 3o 0,44
13o 4o 0,57 15o 4o 0,28
1o 5o 0,25 1o 5o 0,68

Excitación Bididimensional
Distancia Distancia

3 GDL Eje X mı́nima [mHz] 3 GDL Eje Y mı́nima [mHz]

10o 1o 0,52 1o 1o 0,063
3o 2o 0,29 6o 2o 0,46
1o 3o 0,32 6o 3o 0,32
11o 4o 0,44 6o 4o 0,44
12o 5o 0,81 15o 5o 0,41

Tabla 5.5: Forma modales en 1D y 3D con excitación bidmensional y unidimensional
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Después de haber realizado el análisis de las frecuencias y modos naturales obtenidos
mediante los modelos matemáticos en 1D y 3D debido a una excitación unidimensional y
bidimensional en la base de la estructura, a continuación se explica la conclusión a la que
se llega debido a los resultados obtenidos y que se encuentran detallados de forma general
en las Tablas 5.4 y 5.5.

Para dar una conclusión sobre los resultados obtenidos en las frecuencias naturales,
primero se debe mencionar las diferencias que existen entre realizar pruebas mediante ex-
citación unidimensional y excitación bidimensional. Con ayuda de la Tabla 5.4 se concluye
que las frecuencias obtenidas, tanto sobre el eje X como sobre el eje Y mediante excitación
unidimensional, presentan los valores de distancia más pequeños en comparación con los
valores mostrados mediante excitación bidimensional, lo cual indica que las frecuencias en
3D que llegan a recuperarse mediante este análisis en 1D y que cuentan con valores de
distancia menores a 10 mHz, entonces se deduce que las frecuencias recuperadas son muy
parecidas entre ellas. Sin importar el tipo de excitación que se utilice, es posible recuperar
en ambos ejes las primeras tres frecuencias naturales en 3D, y lo más importante es que
se recupera la frecuencia fundamental, a excepción del caso sobre el eje X con excitación
bidimensional. Se puede concluir que el eje que presenta la mayor similitud entre frecuencias
1D y 3D y que mantiene las distancias más bajas entre ellas es el eje X para ambos tipos
de excitación.

Ahora, sobre los modos naturales en 1D y 3D que se obtienen para los dos tipos de
excitación, y donde en la Tabla 5.5 se muestra de forma general dichos resultados, se puede
concluir que mediante excitación bidimensional es posible recuperar, por lo menos la parte
correspondiente a los efectos relacionados a los ejes X y Y , los primeros tres modos na-
turales en 3D, en comparación con los valores que presenta el análisis mediante excitación
unidimensional donde no es posible recuperar dichos modos. Los valores de distancia que
se presentan para ambos ejes y sin importar el tipo de excitación que se utilice, son valores
que no rebasan la unidad, a excepción de dos casos, por lo que se considera que los modos
en 1D recuperan lo más parecido la parte del vector modal en 3D correspondiente al eje con
el cual se esté trabajando. Decidir qué eje es el que recupera con mayor precisión la parte
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correspondiente al vector modal en 3D, puede ser determinado mediante los valores que
presentan la menor distancia entre vectores, por lo que analizando la Tabla 5.5 se concluye
que ambos ejes presentan valores muy parecidos por lo que es dif́ıcil saber qué eje recupera
más fielmente los modos naturales en 3D.

Finalmente, con lo planteado anteriormente y los resultados obtenidos, la conclusión
general a la que se llega y que da respuesta al objetivo planteado al inicio del presente
trabajo se enuncia a continuación: śı es posible recuperar por lo menos las primeras tres
frecuencias naturales de un edificio que presenta un modelo matemático con tres GDL por
piso, mediante un análisis de un edificio con un modelo matemático de un GDL por piso
sin importar el tipo de excitación a la que esté sometido, ya sea de forma unidimensional o
bidimensional en la base de la estructura.
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Apéndice A

Procedimiento para realizar las
pruebas en el modelo a escala del
edificio de cinco pisos

Primero, el edificio a escala está montado sobre una mesa vibradora como se observa en la
Figura 2.1, la cual hace que sea posible reproducir la señal de excitación śısmica en la base de
la estructura y tienda a moverse. Como se dijo anteriormente, la mesa vibradora cuenta con
dos servomotores, uno en cada eje ortogonal. Para poder reproducir la excitación externa,
en este caso un sismo, en el modelo a escala del edificio se cuenta con una interfaz realizada
en la paqueteŕıa Simulink de Matlabr donde es posible indicar qué registro śısmico se
quiere reproducir en el edificio. En este caso las pruebas se realizan introduciendo el sismo
que se presentó en la ciudad de México en 1985 pero a una escala menor en cuanto amplitud
y tiempo de duración del sismo, ya que la estructura no soportaŕıa la señal real del mismo.
También es posible modificar la amplitud del sismo escalado al cambiar un valor de ganancia
que va de 0,1 a 0,7 en la interfaz del programa de Simulink, en este caso para todas las
pruebas realizadas se utilizó la ganancia de 0,7 que es el valor más alto posible sin provocar
daños en la mesa. Esto para conocer mejor los valores de frecuencias y modos naturales
ante la señal śısmica más alta que puede resistir la estructura sin ser dañada. En el mismo
programa se determina también en qué eje se desea excitar al edificio, ya sea en el eje X
ó Y ó bien si se quiere excitar en ambas direcciones (X,Y) al mismo tiempo.

La adquisición de datos de los sensores que provienen de la estructura se realiza mediante
una Tarjeta de Adquisición de Datos de señales analógicas entrada-salida, modelo PCI-
MIO-16E-4SCB-68 (DAQ por sus siglas en ingles), ver Figura A.1. Para que la DAQ pueda
funcionar y esté lista para recibir las señales que vienen de la estructura necesita estar
conectada a una computadora, la cual es distinta a la que se utiliza para realizar la interfaz
que mueve la estructura. En la computadora donde se encuentra conectada la DAQ se realiza
una interfaz programada en lenguaje C, donde se indican diferentes aspectos para realizar
las pruebas, como lo son: número de pisos (5) y grados de libertad del edificio (1 ó 3),
tiempo de muestreo de los datos (2 ms), tiempo de simulación (50 s), entre otros datos. En
el mismo programa se tiene un filtro digital Butterworth de cuarto orden a una frecuencia
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Figura A.1: Módulo de conexiones SCB-68

de corte de 20 Hz con el propósito de obtener de los sensores señales con el menor ruido
posible, tal que no afecte al proceso de identificación paramétrica.

Al estar los dos programas configurados para mover la estructura en la dirección deseada
y adquirir los datos de los sensores, lo último que se debe hacer para realizar la prueba es
iniciar sincronizadamente los dos programas para obtener resultados satisfactorios y confia-
bles. Con los datos obtenidos de los sensores se continua con la identificación paramétrica,
la cual en este caso se realiza fuera de ĺınea ya que el propósito principal del trabajo es ob-
tener las frecuencias naturales de la estructura. El algoritmo de identificación paramétrica
se desarrolla en el ambiente de Matlabrque es un software matemático especializado.

A continuación se muestra un diagrama del procedimiento a seguir para realizar las
pruebas en el modelo a escala del edificio de cinco pisos.

Figura A.2: Diagrama de procedimiento para realizar pruebas en la estructura
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Apéndice B

Codigo realizado en Matlabrpara
el proceso de identificación
paramétrica

%%% Algoritmo de Identificación paramétrica en 1D y 3D
clear all
close all
clc

%%% Variables para la Identificación
habfrec=1; %% Habilitar graficas de frecuencias y modos
haberror=2; %% Habilitar graficas de error
gdl3 = 3;
gdl1 = 1;
n = 5;
delta = 0.01;
h2xy = zeros(1,c);
Phi0xy = zeros(gdl3*n,2*gdl3*n);
fi1Ppxy = zeros(2*gdl3*n,2*gdl3*n);
fi1Phipxy = zeros(gdl3*n,2*gdl3*n);
exy = zeros(gdl3*n,c);
z1xy = zeros(gdl3*n,c);
zxy = zeros(gdl3*n,c);
norexy = zeros(c,1);
fnamorxy = zeros(gdl3*n,1);
hiperfnamorxy = zeros(gdl3*n,1,c);
h2x = zeros(1,c);
h2y = zeros(1,c);
Phi0 = zeros(gdl1*n,2*gdl1*n);
fi1Ppx = zeros(2*gdl1*n,2*gdl1*n);
fi1Ppy = zeros(2*gdl1*n,2*gdl1*n);
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fi1Phipx = zeros(gdl1*n,2*gdl1*n);
fi1Phipy = zeros(gdl1*n,2*gdl1*n);
ex = zeros(gdl1*n,c);
ey = zeros(gdl1*n,c);
z1x = zeros(gdl1*n,c);
z1y = zeros(gdl1*n,c);
zx = zeros(gdl1*n,c);
zy = zeros(gdl1*n,c);
norex = zeros(c,1);
norey = zeros(c,1);
fnamorx = zeros(gdl1*n,1);
fnamory = zeros(gdl1*n,1);
hiperfnamorx = zeros(gdl1*n,1,c);
hiperfnamory = zeros(gdl1*n,1,c);
ppxy = [ones(15,1)*1e9;ones(15,1)*1e5]; %%% Valores de la diagonal principal para P0

en 3 GDL
ppx = [ones(5,1)*1e14;ones(5,1)*1e10]; %%% Valores de la diagonal principal para P0

en 1 GDL para eje x
ppy = [ones(5,1)*1e10;ones(5,1)*1e6]; %%% Valores de la diagonal principal para P0

en 1 GDL para eje y
P0xy = diag(ppxy);
Pxy = P0xy;
Epsilonxy = [-xxy’;-vxy’];
Phixy = Phi0xy;
P0x = diag(ppx);
Px = P0x;
P0y = diag(ppy);
Py = P0y;
Epsilonx = [-xx’;-vx’];
Epsilony = [-xy’;-vy’];
Phix = Phi0;
Phiy = Phi0;

%%% Inicio del proceso de Identificacón Paramétrica

for i=1:c

zxy(:,i) = [Uppxy(i,1:5)+Uppgxy(i,1) Uppxy(i,6:10)+Uppgxy(i,2)
Uppxy(i,11:15)+Uppgxy(i,3)];

h2xy(1,i) = 1+((Epsilonxy(:,i))’*Epsilonxy(:,i));
zx(:,i) = Uppx(i,:)+Uppgx(i,1);
zy(:,i) = Uppy(i,:)+Uppgy(i,1);
h2x(1,i) = 1+((Epsilonx(:,i))’*Epsilonx(:,i));
h2y(1,i) = 1+((Epsilony(:,i))’*Epsilony(:,i));

%%%Proceso para encontrar Phi
z1xy(:,i) = Phixy*Epsilonxy(:,i);
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exy(:,i) = (zxy(:,i)-z1xy(:,i))/h2xy(1,i);
norexy(i,1) = norm(exy(:,i));
z1x(:,i) = Phix*Epsilonx(:,i);
ex(:,i) = (zx(:,i)-z1x(:,i))/h2x(1,i);
norex(i,1) = norm(ex(:,i));
z1y(:,i) = Phiy*Epsilony(:,i);
ey(:,i) = (zy(:,i)-z1y(:,i))/h2y(1,i);
norey(i,1) = norm(ey(:,i));

%%%Integral de Phi
Phipxy = (Pxy*Epsilonxy(:,i)*exy(:,i)’)’;
fiPhipxy = Phixy+((Phipxy+fi1Phipxy)*(tm/2));
fi1Phipxy = Phipxy;
Phixy = fiPhipxy;
Phipx = (Px*Epsilonx(:,i)*ex(:,i)’)’;
fiPhipx = Phix+((Phipx+fi1Phipx)*(tm/2));
fi1Phipx = Phipx;
Phix = fiPhipx;
Phipy = (Py*Epsilony(:,i)*ey(:,i)’)’;
fiPhipy = Phiy+((Phipy+fi1Phipy)*(tm/2));
fi1Phipy = Phipy;
Phiy = fiPhipy;

%%%Proceso para encontrar P

%%%Integral de P
Ppxy = delta*Pxy-((Pxy*Epsilonxy(:,i)*(Epsilonxy(:,i))’*Pxy)/h2xy(1,i));
fiPpxy = Pxy+((Ppxy+fi1Ppxy)*(tm/2));
fi1Ppxy = Ppxy;
Pxy = fiPpxy;
Ppx = delta*Px-((Px*Epsilonx(:,i)*(Epsilonx(:,i))’*Px)/h2x(1,i));
fiPpx = Px+((Ppx+fi1Ppx)*(tm/2));
fi1Ppx = Ppx;
Px = fiPpx;
Ppy = delta*Py-((Py*Epsilony(:,i)*(Epsilony(:,i))’*Py)/h2y(1,i));
fiPpy = Py+((Ppy+fi1Ppy)*(tm/2));
fi1Ppy = Ppy;
Py = fiPpy;

%%% Calculo de valores y vectores caracteŕısticos en 3D
Axy = Phixy(:,1:1:gdl3*n);
[Fmxy,Poxy] = eig(Axy);
[filxy,colxy]=size(Fmxy);
Fmxyn = zeros(filxy,colxy);
Polosamorxy = diag(Poxy);
Polosamorxy = sqrt(Polosamorxy);
[Polosamorxy,Posxy]=sort(Polosamorxy);
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%%% Calculo de valores y vectores caracteŕısticos en 1D
Ax = Phix(:,1:1:gdl1*n);
Ay = Phiy(:,1:1:gdl1*n);
[Fmx,Pox] = eig(Ax);
[filx,colx]=size(Fmx);
Fmxn = zeros(filx,colx);
Polosamorx = diag(Pox);
Polosamorx =sqrt(Polosamorx);
[Polosamorx,Posx]=sort(Polosamorx);
[Fmy,Poy] = eig(Ay);
[fily,coly]=size(Fmy);
Fmyn = zeros(fily,coly);
Polosamory = diag(Poy);
Polosamory = sqrt(Polosamory);
[Polosamory,Posy]=sort(Polosamory);

for j=1:(gdl3*n)
fnamorxy(j,1)= norm(Polosamorxy(j,1));
Fmxyn(:,j)=Fmxy(:,Posxy(j));

end

for j=1:(gdl1*n)
fnamorx(j,1) = norm(Polosamorx(j,1));
Fmxn(:,j)=Fmx(:,Posx(j));
fnamory(j,1) = norm(Polosamory(j,1));
Fmyn(:,j)=Fmy(:,Posy(j));

end

hiperfnamorxy(:,1,i) = fnamorxy/(2*pi);
hiperfnamorx(:,1,i) = fnamorx/(2*pi);
hiperfnamory(:,1,i) = fnamory/(2*pi);

end
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Apéndice C

Parámetros para obtener las
frecuencias naturales en 1D y 3D
para ambos tipos de excitación

Para obtener las frecuencias naturales cuando la estructura se excita de manera unidi-
mensional o bidimensional se necesitan condiciones iniciales para el algoritmo de identifica-
ción paramétrica, las cuáles se especifican a continuación.

C.1. Parámetros en 1D. Eje X

tm = 2[ms] , δ = 0, 01

P =

[
p1 0
0 p2

]
⇒ p1 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 ∗ 1014, p2 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 ∗ 1010

C.2. Parámetros en 1D. Eje Y

tm = 2[ms] , δ = 0, 01

P =

[
p1 0
0 p2

]
⇒ p1 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 ∗ 1010, p2 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 ∗ 106
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C.3. Parámetros en 3D. Eje (X, Y )

tm = 2[ms] , δ = 0, 01

P =

[
p1 0
0 p2

]
⇒ p1 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



∗ 109

p2 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



∗ 105

Dónde:

tm = tiempo de muestreo ,
δ = factor de olvido ,
P = matriz de covarianza ∈ R2∗GDL∗n × 2∗GDL∗n ,
0 = matriz de ceros ∈ RGDL∗n × GDL∗n ,
GDL = grados de libertad por piso ,
n = número de pisos en la estructura .
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Ingenieŕıa de Perú.
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