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1. CONCEPTOS BASICOS. DEE:FELIP-I.D.!I:IEE. VALOR ABSOLUTO ¥ EATORNDS,

DESIGUALDADES.
Frepiedsde: fundamaremles, «

1] El sangldo ¢ una desigualdad ng ta alears, 90 24 sume © 5w resta

n ambas mienbroy

Efempla T.-

7} El sentido de una desigualdad no 30 slters, ol ambos mlambres e —-

la misma contfded. ST 2 > b, snronces o T £ > b &t ¢
k

1wl 0218t

miltiplfean o ac dividen entre 1o wlamg contidad postiva, $H 4 > b ¥ £ o
Entonces o 3 bo ¥ —ae oy o, T

N . L .

Elemple 2.- 12 x6; 13 26 {z) ——— 12

12

L
N 3

3] El sentldo deruna deslgunldad 49 Denigrte B0 aMbot mlembros ss sul-

‘tlpllican o sn dividen por '» mlwnae contided negative. §F & * b y ¢ < 0; #n

b
toﬂculcﬁbcr,:_‘fT . .
Ejempla By 2 B [ =21 e [ =2 ) ==t =1hx -4k
B b -k =1 . v
=T T "

"

k] %1 se suman mlembro s miembro doy desigualdades dal mivmo pent ldo, -
la suma origlnack woa deslgualdad del wigwo santlds. 51 a3 & ¥y £ »d; en-

Eomces & + ¢ > b + 4

Elwmplo 4.- 1426 y 33 ] eemplieisfhed— 17518

la primers ws mayer qua la tegunda v la se--
5E~-

5] SP de Eres cantldades,
Junds @ayor que la Eercera, antonces la primers #3) sgyor que ls Lercers.
*>b ¥y b2Xg o cAEONCEE & * L.

E[erpio 5. - -uis v s 37 e by 3 2
Y A ] L ' - L] -

b)Y 5T doa duiguﬂduu encry nGmeron posltives, Clenan ol alim pxncl
ba, am pusden mpltiptlcar mleptro o mlembro v oy producton darkn :mu‘rllul




2?':- B, £ » d, entonced &c bd,ﬂ
SCE o L
ﬂE!Dﬁ‘ 1 4 *»2 y § ‘.n!,—-n—,, :n}s ,

- . v - w4

'
“ 7% 51 wn unm duilgulldld 6 wuscituyen ambot mismbros, per wa recipro

. M = = - 1
,r'.':-.-c, coa, tw desfgualdad camble de sentlda. Aol £ &> b'se tendrid que :_{ -
. "i?Ei Ei'-z"-' 50 15}5--—*_' LT 0 i :
R i L & 5 = -
. ) Lo . s . N atiy plhw a3 ar . g _
[ ' + .
VALOR HSQELITQ ¥ DES IGUALBADES. 3 Eos &i e re . »
v Beflnlclén, « . . . AL e e

r

. ' I 41w an un n&nlrn N!ltl'-'ﬂ r.uﬂquluu. Hl \rlh:r .bmlutn nri”’ Ty al ow

21 negutivo antences aard ”l": anl simb&][comante s& representd o anterlor-

‘de 1a marure dfguisnte: A L . .
Tt e o] = & #f @ >0 ,r|-a] =4 g mcd .
i - " - N - > e .
L] - - - .
’ El valor abaoluto dé CAr0 &7 Cerd wbta ai: [I:I| -0 ) .
] T - e T Ty 2 b "-':-' HEE

: . Ema.|3|-:.Ir-sl-lzl-z.ls-al-l5[

Scluz |én de seuselanes dorda |l'l1‘.er\fltnel1_\r|'|nrn lhlnlutas.

a H " L §d
cu..-..jn wi una rgu]|dld Intervianen vlluru sbsoluton de expres lores

L1 tirmlnas de unm vlr[lhle. & lgualdsd s cwptiri pare dns valores d& la-

'ﬂrr.hh, pato sm debe a1 concepto de valor abroluto.

=, A
' _Ejemplo 8,- ik -4 )= |6 - !h:i s #cuerdo & la definic[8n existen
. dos posibl lidades: - .
, . S LI e A i e e e (4]
‘ s L P ’3::-‘--51'2.1 . . L ... o LB)
A .- ooy ) i vy ERI
A AsT de- [A) [T R ez’ L. . .
H . P g P ey, L m
¥ da {B):. = ERC IO ] o !

ie L i . . u - .
'iahora sl oma lugar de tener una fpuaTdad ge tlene une duslgualdad, snton
ey -I reaselver 1a pxproalin pars determinar los vaforas x que Ia :ltl:fl'.el'l

en E A '-"‘f"’ P IR TRERL R R L ru;n_- N e
N

.
’ - ' ¥ B "
N Muﬂ-.a;-‘ } S :,r L IR LI T
. R ]

a ) F—

v, . ¥ LIS
I WY . "’ K s 1 - W 1
Soliay . e 2 o
5 ';.' ; PR . . .
Y ?‘F Hdﬂ una daxlgualded an el mismo untido Se &, B, £, d, son todos positivos;
o h Fonr )

s

1n harfa como de wukstra en el slgulente mfemplo.

E ﬂ]n 10.~ Datermine fo$ valores de 3 que cumplen con:
| bx - 2 | 56 R 1

$e encrlbe {A) come = 6 £lx = F & 6;: sumrnda 1 & cada miembre
- hibu €8, por lo tanto log welores de x que satisfacen (A}, son Yok que -
van de = L a I, Ipcluslve.

ENTORMOS .

e llsma mntorno o vec |ndgd de vn punta en® al Intervalo ablar-
to (a6 ,a+8)w{x|a-d¢c =msa+ &} en donde & et 1a semiam

plitud o redlo del interyslo. Ver flgura 1.

>

' . - i '
" p——
' : -
[ ak L] Y I
‘_I'"'-._"
- i
. . . <« FlI@1 .

Tal entorno del punto 2 y redlo § suele temblén Indicarse como:

|x~a] <& _obl¢nr_muf{‘l.ﬁ},

e |lams "' antorno reduc|do " & squEl en el gque te excluye el ol smo -
punte 2 ", axto se representa Come:

f'[l.ﬁ}l-{:ln:ﬂf mea+h ,ommkal, wydecle:
o< u-a] <t

11.2, DEFINICION DE LIMITE EW UM PUNTG DE Unh FUNLCIDM REAL DE YARIABLE
REAL. IWTERPRETAC |ON GEDWETRICA,

LIMITE GE UNA VARIABLE.

slando ahors el objeto da mttudlo €1 concapto de [Tmlte &n un punto, -

o v

Y o
e

Ig




da une funcién real de varlabls real, =+ convenlante gral fzar pravisesnts, ol
comcapto da 1fmite da yne varfable, andl[sfs que s¢ raslizack o contloyas [8n,
Antas da dar uns dalinictsa conyiderfnse [od slgulentes 2jemplos.

E[emplo 11.- Sea 5 14 varlable Cuyt campo de varlabilidad «t {2 scy-
116n. )
:.-1'- . 2++.1r-i— ,,..fzri},-..,
5l n ve tomarmbo valores cea vez mis Y avanrsdos “ es wyidents quy 3u-
velor 1e wva scarcandn & 2; se dice wntoncas Qua A, tlenda & 2, o cual 3y "
crivm e + 3 | o blan qur al ITalen de & 45 o sseriblindose gato. Ilma » 7

il = = ¥ entonces 1s diferancia & = 2 rlenda a coro, Esto punde expra-
sarsn lndlcamda que slempre $o pusds farer & - 2 < § | donde § e N T—

ro posltivo tan peguate comn 1 Suiera.

51 & = 0.1 banta con tomar a:

u-2+—1,‘-!*ﬁ— com lo cual 5& compla:
4

-1<d 1--:—‘-:-1-&-<n.|

1 1 ]
5h uhltté-ﬂ.ﬂl'-iii:wndn:-liit— -1+n— e tleny

:-2-!+111--?-F£—t-;1--5 atc.

Obsarvase que ® no |legard al walor 2, cin embarga, su valor pusde s4-

Lar tam corcand » 1 como e desan.

E]empta 13.~ Swa un cTrculo fl)o cuya Srea contante ggoanf Figura 2 |
Cons [déreye incrite wn wl clfrcute yn pol fgono recoangular cuya nimero de la-
doy v N gueento; obv lasants a1 Sras v dal pallgona s verlakie ¥ &) cam -
blar da valer, sstm se acarch ol ndmsrc 'y uin Hegir & ser v = 8; 25 dezlr =

v = aoblen llmv = 4,

Fors waprevar In condlc idn «n gus 3+ Bava exts hacho v pusds escriblr
*~a = Dobian | v-a|+d $lesdo & un niero posleive tan Pequehio Co-

o im quiers.

=
[T

—

-
=

Ev nwzmssr|o tomar & valor sbsoluta de Ie difarencls v - # cuandp e
compara étre con al valer de & Porque &n sl prasenia cash na thane +lempra ~
qua v = & < 8. 5| g osa tnur-a valor absoluto, no tendrla ningdn ob)ula I =
comparac 80 de un nimerc negetive v - & con cuslguiar nommro pasiiive & yu »
que lo qua resalrentes Interess =i 1y Conparsc S enkre 'a magnloed o satas -
dos cant [dades.

On guowral tomerdo | v - & Jen cosbouler caso, al |y~ a| « & para 1e
da & 5 0 [ por prquedic que esta ses }. e teadrd: (—\\

v+*a bAblen Ilmw=y

R

N

NGl
fefinlclén.

" Se dlew quu Ia varlghla :n tlende u 1 constmnte 5 , o blan, que ul =

ITmitw do o #n &, 4l para rodo mnlrn § 5 0| por pequelo que 1ea dtte ! -
slampra o variflce qus | o - o <&"

Acontlnuac1én oe prasantard €1 concepto de Limlte sA un punto de una-
Tunclén rea) de variable rasl. Antas de saponar | def (nicidn forsa! e harj
uma [ntreduce 18n dal concepta pars lograr uyn mJor snperd lmlants,

MOCIOW DE LIMITE DF LA Fum I WEAL DE VAN [ANLE REAL .

1
Congldirets la funcifn dady por:

¥=1 t:]-vhziﬂn—l.r:mlnlr"- I atexlédn an
wid vec lnded dal valor = = 1,



Ex nacasario ¢onsldersr 14 funcién no solo coinds = = 3, 1lno tamhldn
cuando x bomy valores wn dlversot antornas dal punto a = %,

L]
'
b L]
. L8 - i
i
4 i Pl /
s ] .
3 d 1
3 I byl s
T Pl
' (RTL
- Lt )
e O
La griflce te amtuentes shary an wl rectinguln Clalcedo por las ractan

- = hG om0 5, p 0,5, ¥y ) &5 Contingandd de erta manaras, LOme L un-
I
antorng adn nencr, e aste ¢ 001, 0.0 ) 4 a2 % € x N1, Ye grdflcs ma-

srcychtry shory an ul rectingulo Formado r.-or oy tactas m= 2.9, &= 3.1, ==

y= 2., y= 1.5 como muasirs amplificadasenta, 14 Tigury 5.

~11
. 1
Pars e}lo subimgase que +a selacclona sl antocna P i3 1] es deelr, :’y (SR
2k %4, by griffce de la furciSn sn sate antarng MUMEEra que pare W = 1+ 4}! /
se blane f (2 ) = A yparm wm b, F (&) = =& (Flgurs 3}. ) ‘{; g
1
En otras palabras, la g.rifiu de In funcibn sa snguantra an al ra:'gin* ) //
gula Ifmlcedo por las rectas x = 2, 2 =4, y = &, y= ~ &, EI prévles pgso - I’{/’/ !//'} r]
o pelemcloner vn antorns de x = 3 con mnar sepllitud, por alesplo; - .- /
’ {3, 0.5) a3 decir, 2.5 < x < 3.5. Considarkse 1a griéflca en a3ie entorna. ’ ) /
( Flgura % . T .
. - “Trreue .
' "ne 3
- .
. ) . i y . C



El punto princlpel & racalenr &5 12 alturs de sntor rectingylol, A me-
dl2a qua ul wncho da loy reccEngulod dlamineys, J& alturd tamblién pe reducs.

§1 ya tontimus tomands whors ol entorno ® [ 3, 0.81 ) & wan 1,99 < x < 301,

&1 ractdnguls correspondlants qus comtlens a T-'quf{:a or la funclén-
avtdrTe 1lmitade por Toifrockat = = 2.99, » & 3,00, § = 1, 559! be lo int-
Flor sa deduce quw o smdlda qua las rectes a = cta. 9% acercen -1 valor ==
o= 3, lpn rectaz ¥ = cte, sa carcan ¢! valor y = 1. By :m.lhh que pueds-
preguntarsy cusl us al cbjuto da teds site complfcecisn an clrcunstancias -
que, par NUKETEUCTAn dliracts en |a acuscl8n se obtlene que ¥ = 1, cusnda --
w = 3. Obsdrvass sln smbargo, que on bode Iy dlecustén po se M ut!lltada ~
wate hacho, Bl sln, an ha av|tedo tods l:ﬂl'll-fdl-r.tl-ﬁﬂ da 1o qul fucada cumn

dox = %,
ko . | H

"oy " cusnda m oesté en gl

-

h
' dxf, Interess solamenty 4! coaporiamd snto de
#in fntervalo alradwdor del vylor ).

En casl todms lan Pymglonmd situdlades hegts shorm, se dlgkfngua wntra
| comporiamliunts da la funcids wn un punkp, por o)smplo an x = 4, ¥ U tom-
portamlamip &N I.IFII iu:uiﬁn da wnkormes, cads ver sdis peguados, de i€ punta,
5in -hrgu. ﬂ!‘-l.ll'rl uh camblo verprendunte cuando 3o witedlan funclones cu-
¥a :wurnmlen:u no pueds cecerminarss por sustltucidn directs. Por ejem--

plo la func Min: '

*'rt:]inlulL.

-
1

Eack dafinkds parg todo valor de x eccapto = = 0, la sustituclén direc
ta ¢n x = O darla: '
y=f[{o]= _g..
lo cunl garsce totalmenis de sentido. Mo cbarante, 30 werd sfs adelante, qus
witudlandg ure Suceldn de Intarvalon «n torno & x = 0, #us t& hagan mis ¥ -
mls peguetoy, 3¢ observe que s alters de 1on rectdngulonr que contlenen 18 =
Pure[&n ke hacu tamb|dn mis ¥ miis pequels ¥ 39 wcumula an tarmo 2 pn vdlor -
partl't_ullr ds ¥. En ningin momyats $a di:q" alge scerca da y cuando k B4 Cern,
o« sl e aptudla -I valer d: y rusnda Kse hece mat ¥ mie nﬂ:ann » caro,

i

v Yolylunds o1 wjemplo de by Ponclén £ o } --bﬂ + fa - # e va que ==

- 'L ' . F

- LI | o -

48

cuoardo % 3w sproatea &l walor 3, f (% ) tw apresimg o Tlande at valer 1. -
S dice entonces que por to tanto " F { x ) tlendn m 2 cusndo x Clunde a 3 "
¥ 44 ubravia ssts proposbelén el

Im Fi{x])m=z
A}

50 ura funcl8n watd definfde pars valores da x en torne & un niesro 71
Jo"™a Yyl n) render mow ' m", low valores da F { 2 ) te hmcen mis y =i
cHrEAPDS & 4n nimgro sapsciflco L, sato ea:

1Mmrf{x)=lL N b
1 E I |

Lo cual uilu "al iimlte dw # § = ) cuando = tlendn & " o " 3 LY.

E‘em-'trrum-nu asto nlgniflcy que Im sucnnlsn de recténgulos gue ra--
den 0 "o " vy qua tlanan anchuras mia ¥ A3 pequefas, tienen ambldn ol turas
Gué 38 hacen cads weZ MnOres ¥y sa aclulan wn terno wl ponte ( m, L)

Todas lag ;propu: [elonas anteriorest que cont lanen pxprasfones como 'mis
carcanc”, "mis paguelia', stc. son bastante Imprecisss ¥ =210 pretenden dar u

na [das Tngultive de 10 que oeyurre,

Consldéraae ahora Ta algusnpe FyncPén:

. 22

y=f [ ACEE]
que sidtd blen Jacerninads para tody walor de a1, ancepro 2 = I, pyrsto gua*
para x = 2 Jp guptitucldn directa dy; § = -g— .

La gréfice de In Punel8n, [ figure 6 ), a1 muy simple) -

S a > 2, antonces IH - II wx =1y lo funclén comm =l valor » 0,47 ¥
sl €2, wntomcun |5~ F =~ [x=-2), s funclén valu = 0.5. 5w quiers
ahors pytudinr wl comportamlanta de ba Funclbn cuande o clendn 2 2. Seistcio
marda uR enpornopara o3 por a]emlar § L2, 0.6 @ sea: Loh 5 5 2.4, -
we que la funclfm estd contenlds en ol rectingule |imltade por las rectas -
e LM, o= LB, y = 0.5, y==-0.5 {Flgura 7.,
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4
]
¥
¥
]
WL I r
;
. La1-% I
a8 . - N h
1
R s : .
T 1 7 x b T FI-
ey ¥
- ] Tr-8J
o ra ' '
- |
hi » 1
1 =]l | 1sA
P 7
En realfdad independlantenent= de rufn angoito ga hags &l #nterng de =-

=1, la altura del rectlinguio sard siempre yuno; esto s, no bey ITmite cuwan

dit o Lierde & 2 y 5se dlce:

L]
I

noy exlste,

Se ertudlarsn o contlnuclén dlveryay s)eowmlios de funclonat, con el ob

Jote de detarmingr 1o que sucede #n 18 wecndad de un valer particubar de =,

cuando la funelfn po queds definlds medlanee & sestltuclfn dicvecon de a1 +

walor.

Elemplo 13- Lo Puncidn F [ e | =

112'1'
L+

eath definide para todo valor da a, extepiy 5 = = 1, pustro que ¢4 ¢ = = |,

Lantn ¢l romergdor cowr ] deronivador se anulan (Exlate Iim f [ x] 3

x=+ =1

Fara turor una fdes de JOo que sucedy, de 2laborg una table de velores,

¥ trazandc ensequl¢h 1a graflce $c obtlere una 1lpes recta con un ' Qufe==

L)

en gl punto £ =&, -5 1, { frouea 8 J.

FiG B

Con une discut!dn geomEtrica aghre Tos reccdegulos comg

la hecha ean

In Fuecldn f L & ) = - P VLI Qg 4, un concluye parh eSLbe Cpto gues

LFmf [ x)==5§
e =

Slm pmbargo, o4 necesario dlaporer de urr witodo mlis sistemdilen, sln -

neeedidad de recurcle o representac [ones gréficas v consideraciones Intulyl=

YN,

Mwora sl » -

fn) el 3 1 F x+ 1]

Flalmza-],

sl n = -

=1, ar punde dfmpll1flear ¢y pnionges!

Por «|mmplo 44 pusde factorlzar el nomgrador v Ie funciSn aa escribe -

.

Ly



Exta funcibn tlenda & - § Cuando = Clerds & - 1 pOrgue ahors ia puede-
hacer la sustftuclbn directs. Por tanto sa conc luys sl

Limt (a]=-4%

A+ =1

Obudrvass que en ningln sonaars jy subatituye al valor x = = | an Ja =
wapreslén orlginal.

N EJermplo 4. - Emontrar al Ifmite da o Furcldns
x = 4

TS . N
" 104712

A TR ]
codref m Ehonds a &,

Obiasvase que nO sa puede aglicar 1a sust (tue (S directs, pusstto que =
f (L] = —E— » 1ocua] Sarate da yentido. Pudiars precederse on forme gri-
fice al Igual que e al slemplc 13; sln wnliargd, €3 poslhla hacer uhe trans+
Formac 1on algabriica. En afecte, 4§ raclonallramcs w) dencmrador, mult|p))-

cando 1a Frace o por a2 ¢ PFE X wk 4 gu tlEne

x = L ey Le - b])[ A +2)
A2} ez AR

¥ simplificande, ta thena:

f{n}.Ef?—llsap .

Ei Iimlte de wsco oxpranidn puads encontraran par tustlecidn dfracts
de & = &,

timft [aldew)im LR _,'f'+1_|r
K+ h LI ] E ] 3
E]lemplo 15. - Escontrar o) ifmlce de Ja funciém
YT+ u - t

Flal= R Rl T A -

x= =+ |
cudido = glerde 4 - 1,

Comy la sustltug ldn dérecta da unk Indetermingc [Bn del tipa -g— . RE-

efectla urm racional s 1fn del momsrador.

i
]

Al multiplicamio P Fador ¥ dentefnador por 2 + A + |, retulrat

rtl]_{m"!llm"l-. LI
{a+ 13 {/T+r v Cwel W ea v}

L L |

5wl [Ficamin queds;

t{a}= L

*ra + 1

s PATE m = = |."g g+ 1.

m P Ea} = Iim ! =4 L
LI | Aor= 1 AW+ [ § 1

flemplo 18~ Emontrar:
f{drn]-Fit)

For lo tantan

1  Rw 0 donda F [ | »
hed h Taer )
te sustlcocidn diracta oo b e O, da Fly)-fl4 .+
HnublIrnn.fI'lI---;—E;—
1 1
Fl[d+rh}= -
(4ens 112 [§sh]t
Por Lanto: 1 e
f(hen)-ftu} _ Lsenll 25 25 - {5 epyt
" h ' dSh S en)l
- {1an s hiy .o h 10« n} Lig +p )
B[BAlSeh)S  Bn(Een) 25 (5 +n )t
T,
._r_fli‘wh}—l'[l}_,r_-{m*hil_ -n: N |
h -0 " h+035 { Swn} 25 125
Elemp o II.- Ercongrar el ll.}f [ x ), donde r [ = ] = ﬁr_ .
L » K=
LR N



Dibu]undo:la grifilca 4 data Puncldn en un afperra & 2 = 3 | 5o v que
crate bln 1Inlte conndg & tienda a ), [Flgura 9). B scusrdo com la woglén -
du limlie ances gada, tooese un Idtervalo de valoreds de X gn torng w 1 y vad
e wn qua recrbngulo estin conimaldos lon vilores de s Funclén de 1s Flgurs;
te va ¢laramenty gue po waluten taley reclingulor cuslgulers wuk 162 1o paque

hez dul Intervelo axcogido alradedor de & = 3. En tal casc, wa dica que?

Lim P [a] R IYTR
oty
e
¥
H 4
1
!‘I* .'
'
]
1
¥
I
1 4 1
1
i
!
|
' :
|
I
—] I
‘ | - L 1} -
I i 1 A 4 5 M X
fig &

DEFIMIC |4 BE L|miTE Of WHA FUNE QM.

Aarer lnrmanta yo pratgnch Ta nocidn de 1lalce de you sarers Informsl , -
1o babll de gpiorncy " peguatcs " de ndmersy " cercancs " g oiros, de cantl
dadas "' acercimdose 't carg, stc. S5in enbergo ssiad palabras no metombb lcas
ciwngn diferongar $lgnlflcidas para cada persarma ¥y o pucden 1y la Bayg da-
urd sdiroctury satesitice, por lo ganio, & contlmepclfn ue enlabiece lg dafl

nicldn formal, s

pafiniclén. = Bados wna funcién F, y los rseros & y 1,1 dlce qua =l

(lmbee da f [ % ] cuando x Tlenda o ™ o " av L, 3 pare todg ndmarg potlclve
€ eéxislu yn nissero podltive 4 ral qua '.'F fad=tle ¢ tlampro qua - ==
[ |_j|: - | s &

Ly propasiciin  Wim P Lx ) =L

a4

b una hotacidn abrevisda pars In dellalelbn gapurior,

En orras palabray Ia anterlor daflnficlin sstablece qua lod valores da-
T funcida f (2 ) ve dprosisan & wn Lialle L & medlda wus n 3w sproaies g
un ndmara &, #1 el velor sbsaluig de 19 diferencia wntrn F [ ] y L, 10 pua

du hacer tan Pegquafe como +F gquiars tomands s suficlentwmanie carcaia o ™ o "

para oo jgual a ™ s ™
Ex Importanta dirse cuenls que en asle dafinleidn neda so swnclons scer
ch de! valor de 1n fubg @ coando & = & . EotD 2%, nD o0 pecetarlo que la fun

cldm espd definfds pafa o = o pare que ! ll:_: {2 ) amispa.

Ahore 4= gntrard en datalles dcarce da §8ta definlcibn y paralelamenla

pc |lustrard g raprévantacisn geosdtrics dul concapto.

IMTTAFRETAC |OM CLCmETRICA.

= Racuerdess Qus 1: - n 1 c &, es #quivelents » 12 dobla Janlqualaad)

=8 & asg+d
= Eats doble dhsigualdad sspress gue » drbs aptar conranida an uh en--
torne ' [w, &1,

- b partw da la desliualéad qua wipresa B | 2 - a | wlgaifilca yie-
plomant e gue k nb pusde tomer al valor ™ a " as decle, # frate do uh gniar-
no reduc ldo dal punto ™ 5 Y pa gue we eaeluye &l yalor ' o ¥ wlyms,

~ lp dunjgualded jf La ] - L] ¢ £ que a3 wquivdlenty 3 L - @ < rin}
L sk, enpraviigue by Torclin § otcd powr wnclas dg la Fsdea v > L - &
F



¥ por debajo da la rectm y = L+ E § Flgurs 12 ],

¥ F Lu}

Fie 13

= Lu dufinlelén mlump puede sar Intarpretad® come un critarla, dado un
rdmarp poslelve srbltrario, 1ldsesele © |, al craterio conalyte s sncontrar-
uh nlrarg 6 tal que F [ =1 4a encowntre entre L =0 y L+ €, plompre que
n aLiE g vl antorne redicido de 4, w = St g e d x wh a5, 5[ m-
peade ancontr4r el 5 para todo nomero porlbivo € o AREOACEL 4 JiCa que - -
t {r ) tiene ol Iinlte L coando o Elends a ™ g ",

L]
Obafrwwir Qus ol valor de O pusde vor dlferente parn difurenied valo--
tas de Epeldon; ademds, =1 erfterlo debe 4ar &plfcable » toda § > 0,

Le inewrprapucidn guomftrice weprese, que dade €, deba sur podlble an
contraf um & ta) que 1a Tuncffn [ se enceantre en #1 rectdinguio Timltads por
It roctat x=a =~ & , xwgéd cymL tyy=nl+k 3 (Figura 11 ]. Na-
de w4 fica acercs del vator da F cuande = e n.

£y comvanlacty adquirfr glerta préctles para wneentrar o1 § que COFres
pords & ur £ dade, e1te curfs wptzares sfactivamente parklendo de algunes -
cunot muy srmelen, Consldéress un copo sencllilo: see § [ 2} = 3u « 2 v tome

s oa=5,

K-
-yt

¥

L+E

L

L-£ .
3 : :
SR
! ! :

1
! ! L%
o ad 1 A

Obtérgase &1 ITmlte do bo Funclin ena = 5. pors rlia utilfeess un an-

torno del punto o, pes este F L5, 1 1. 0 sma, b2 ac |

Ahora 3¢ formatd une tabls com tas slpulences ¢olomnds:

I~ Valgr 4a » #n estudlo. . . (2}

.- Valor contenldg v &) artormo reduldo de "a". . . {2}
1.- valor phitriutn de lp diferencia 0 - &

k.- Valor de ba furclBren =, _ _ F [ x)

Al observar las cudtro primaras cofusd de Ta table, 32 ve Qua & Medi
da que el incervato = - 11 tlende a ctro, la FurcPén tlende al valor 13, -
pof whlO Ee dics gued

Mm Flal=11
x -5 -

Marentfindoln shors = il Labla las columas 5y b o bear



lftud -0

F{ul

11

1

b.%

N5
4.9

0.3

13

11.7

0.1

g.15

h. 95 0.405 11.8%5 13

LI
h.gws

- M-}

13

12.9%
12,99
12.997

.01

0.01

13

0.005

G.003

13

h.999

1

k.

TeELA No.

L0

.= £) velor dal limfee dw 1a funcln. . . {L]

6.- Bl valor abpoluto de 1o diferemta f { 2 } - L.

Sa obterve gque pera tocda weler | x = & | de le table, exisew un valor

de | T[] + L |y ambos tigndan & cera,

Lo qua uw qulwere ®5 hacer ver qua dado un ¢ , we puede ancontrar un £
tal que:
[ 3 -2 =135 | € ccuando = - 5| c &

Come | ix - 15 |= [3 6 n=53f. ol sx dawnr, se tom 3leplemente-
4 = £f3; entonces, af | = -5 ] % & = o/}, 58 encuenirs que } | -5 | =«
que squivaly &l resulbsdo buscedp, 3 - 15| < ¢

*

Elemplo 18 - Trazar wna grfflca de f [ u ] = —-‘—T}T-*dﬂndi K== T,
y ancortrar undtal guw | F 0 a } = 33 <081 af =7 <8

SOLLCIOM:
La gréfica estd Ilustrade #n la Flgura 12 En 12 daFiniclén se vandri-

1= —1—-1- a = 1, 4o dete encontrwr un [ntervals de o en tormo de & = 7, tal

1

quela griflea se ;mu-;tra er el rectdngulo sdecusds, La funcFdn decreca ma-
nccramante  » medlds que Se mvenrs hacla e derecha, ¥ por tento, a1 Tewan
tar reitay vertlcalas on los purt0d &n que Ien recten y = O M, v = 0,32, --
COFCAR & Tw curva, tu cbtlene «| mayor Intervalo posfble #n el rle o Lo In-
terbecc[En do dichas rectan eon fe curva representativa 4o la Funcidn, se ¢0

currtra resolviendo:

— o e n3e L

W o+ 2

t
_— . -e=032un T}

. * !

2
¥ darpe]ando A

te {A): 7 4 0.33IM) { Mt 2 ]

— — 4



"- B.73746h - 3

—

lil - "r?lJ!“

Pe (00 3= 0.32333) [y +2)
l.: = 52783151 - 2 ——— II = . F7E351
)
| |
oy | !
aa fre==——me] = _.
o — ———
.5 T |
; : !
. P 7 [ 1
Fik 12

En la flgurs 1%, o musstran sitcs valores o ot escals mwuy waglif|ca-

da, pusio qus Do funcldn decrace mondronasenty hacls la defstha, un velor »
decuadd pars & e1 0.25, va que 31 Ta Funcidn sm sncusnira en un ractingulo «

videntamente Camblin tw wncuentrs waA wn recrlingulo simllar do 1o wieme slcu-

ré, paro mly dngonts. En otras palpbres, s conple:

Heplo 941 f (23— 2 Loy e. 00

I'{*}'”]I < 0.01 cusndo @ % ’x-?lq

0.25%

HEL B B ]

fetermine un nimero & =0, ral que $x cumpla la deflniclén da 1mlta.-
Bibuje una grifica aprom imada.

SOLUC | Dwi:

la funclfn no astd dafinlds para a = F, perc para g mk ]

ftxl'{ I!?‘]]{E*]j

Iz - &

ta=-2)10 M a+1)

(-3 0/ 2

2 (n-2]

(e=-210fl+12) -
Flix) L - lmf [a)mime—— ol .
l‘;l'ﬁl Py P n*.! f .i:ﬁl'd-l H

La griflea o wita furcidn sstd dibw|wds en 1a flgurs 13 an donde tan
kN S repretsntan las reins

yl-Lit-ﬂ.il 111- L= = 0.4%

i d !
'. | |
4 alr i ]
e B e - O IR
rren F :
| | :
L . i : -:
0 005 2 P 2 2/, LAEN
Fie 13
2 = L+¢= .5 T L.}]
=R
- z - L-5=0.h4 P 1 1

Cexpefende o de las scusclonet (A} ¥ {B]:

Do (M) S e 2ol i BT« 132157 por Jo tanto 2n, - 1.65041
LA
|



Be (8] /2x, + 2 = gipe t /T; = L.OBIEY or o tante 2ay = 4.31313
iy = 2. 16660

Pussto qua Ia funcldn decrace monftonaments hacls 1o darecha, un walor
sdecuado pare £ ap &= 0.15 , ya que 1.8kb < 1,85 ¢ 2,166 > 2,18

Elarple 20+ [Damctirar por medlo de Ta oefinlclén que:

Iim n 1
A=+1 e+l Fi

SOLUC T ORL

Su timma que L = 1'— ¥y u =1, Debe damcatraras quil para cpdy £ > 4O 3¢
puede encontrer yn & » 0, tol que:

M 1
e B ol I

coande & % | m- 1| &

Fars Tormarie wia (des del aypecto de 1n fwncibn, +» traza Ta gréfica-

[Flgues 14}, ¥ da onte v o que la funclin ex mondLonamente creciente. Exto
se warlfica escriblandn 1o Tdangidad.

Y obiervando que al crecer x, 1F0a+ 1} decrace, por Larto,
1 '[ 1H a1 ]'-!:rﬂl.

Supongase en pricer lugar que € < 172, antomces, L ¥ e’ Tyl -€58
puedlo que L= 1T . Em d@gulds we Gatarmiran los puntor an Que las rectan-
y = | . .

=t ¥ ¥ & g—d [lOrEan 4 Ia corva, rasciviandc laz scuscioney ==

[AY ¢ fB).

—_— i+ — = & Y

I
| |
L I | ;.t IJ

La scuscifn {41 de: 1*(.1—*:][14-!1.01«.1

io
3w ——— E LTI
ot
Similarmante (o wcuhe |80 (BY da: "
- .
l.rﬁ ' K [
N :

Tomanadt & igual & Ya menor dlzlencly entre | y =, 7 afire Iy 2. LT

posda verlflcar que | - 2 wE BAAOE QuE Ay - 1, por tanto:
1

T £ il Wt
J-l"l-'l‘ T - .I*E .1*_1_:
X T
ot
L
Py _:
i
Y DU =
:
Pi— :
l -
X ‘ Wy '
- FIG 14

85

4?2



Qbsarvae|dn, 51 blen Im deflrmfcidn bdafea axprena que debe ncontrar
% un g para tofdo € . ean realidad e obtervd gue yne vez encontrade un & .1
ta un daterminade €, sm puede emplear el =lyma § pera todor 0% € mavores.
Geehiir lcamente #sto slgnlflcn que une vez que 3¢ Sabe que T4 Funclén e =n-
cesntra en un recténgule, avidestamente estd contenlds 4n tpdo recténgulo --

dul mismo ancho pers de mayor alturs.

I1.3. LIFITE DE L& FUNCIIGIN CONSTANTE ¥ L4 FUs{ICH TOEWTIDAD,

LIHITE DE LA FUNCION CONSTANTE,

Fara determinar el Iimite de ests funclén recudrdase que la funclén ==
eonstante exdquells que po varTe, O 5wl que conserva du mlame valor pars to-
do valor de la varfable Independlente, it det|r:

Fel i, Flaylaenty £flu)mu} N P 1!

cuva grEflea se mueskra &n 12 slgulente Figury,

Fia 13

De sitd mlsw grifice resuite obvio establecer Ta slgulente proposiclidn

. Ifm F{x]=1IfnE=cE I | 1
E I | L ]

Parm denostrar la progzsiziln (B} en tomard como bage 3 Ia definfeldn-

4\

15

da Ilmica, rtablacide an al Esma wrrnefor 1.2, sybo we)

Batts quadun & * 0, tal que pars un € * Q@ dado, ae compla:

[t tal-bk|= |[ken]=0ck lempry queg
G| x-a| 8§

tomo g Ficll ver, s#a cus! Fuare «| nimerc & > O qud Iw mico)s, slempra sy
crderk que |f fal=n II'I manor que tuslquler £ > g dado, por peguela que
LLIL TR

Toorawa 1. 1.~ "Limite du la Fumciém Corstants',

Hipétonls: f { o } e ure FunclSr constante.
Teafs: El limlrw de ! [« ] cosndo n tlands & un ndmere a cuslaulara, -

a lgual a |a genstants.

Exto evt 5T F [ x ) = k antowrces Ifm £ a ) = [fo b=
LI | L ]

Lid|TE DE LA FUNCION [DENTIDAD.

Lot up procesa ard 1ogo ol unes antarlor, Fecusrdena qua Ta furclds |-
dent [dad wy agqualls cyyn vilor sp suactamente a1 mlope que ¢l que sfqulisrs -
In varlable Independiante, 2y d4cir:

fafic, Flad|mcot, Fix]=ntl

La gréfice s vunstre m contfromslén, an la flgyrs 16,

fiu

e




ov la grdflce 14 pusde cbeurvar qud ta cumple la 3 fgoients Tpuaidad:

IMmt(e)lailfax=a P 1]
£l a4 '

Lo comgrobard ta veracidad de ta Igualdad {A] recurriendo n 1a dufinl-
clén gg ilalte . . . ; saf debemoy encontrar un rvtra 4 30 para cada € > 0
tal quat

[f {a]) - II\‘-I: plempre Qus ncf: - l]: 5

vada gque F [ x } = x su tlene |n - afc e =4
For lo que pare cualquinr % >0 dado slempre T un 8 = € >0 qua cun=-
ple tas condigionss wetablecidss du Tyl marera que Ifm T (2 ) = T = = &
X aqn oo

Teorema 1.2, " Limitw du 18 Punc[8n fdentidad ™

Hipdtaeln: f 0 o ) ex la funcién Idantidad.
Tarlw: €1 Timivm da F [ % ¥ cusnde » tlende 3 cuslquier niEero 2 as (-

gual &l pomero a.

Extooat! 50 F [ « ) = x; ertopees Ifm F (% ) = 1mx=n
%o om kA

1.4, TEQREAAS SoEME LIMITES,

En al Inclpe 10,2, dul presente capitole a2 establec|s el comcepto de
[Tmiye o2 una funclén y secalculsron pwmérfeamente algunos elempion de 1iml-
el yrflfrands diveracd srtiflclos v menfpulaciones ;1gebrilcu. E1 c;:l_ddliﬂ_
(2 eyckptlco b2 darf cuentm de que cpds una de relles necesita Justiflcarse =
aln cuando muchay Sp wlldn parecen ghwiss. Por eite motivo, s enpondrin » -
conT nunsldn 1on teoremas sobire 1fsfres gue sirven de bate para el chlcylo -
do Iimlftay do fumtlones. La corresponmdlente demostracihn de estod tepremas =

$r Presents af uh dnaxa al presente capitula.

Tacrews +1.Y.- V' Unicldad de 1os 11wlres. '

Wigpgratie: Una fyreldn f [ =) 2atd definida &n un &nrorne de! punre =

Tawln; Eatm Tunc &0 no pueds berer dos Iimites distintod, cuando A ===
tlerdn ol valor g,

Toorema 11,h. -

Klpdtesln: Una funclén ¢ { 2 ] ¢ positive o nula ®n un entorno del --
punfiD » " m .
Tesla: EY Ifmiiw de f [ n ) cuando 3 [iende a1 valor &, no puede 4er -

negat lve.

Taow pma | I.i.-

Hipdtesise Uns fumcl8n £ £ 2 ) rt regatlva o rula &0 un entorno del --
puntc m = 5 .
Tagfer [0 ITmfbe da F { n } cuamdo » thende af valor &, o puede aer

ponltlive.
tegrema 10.6,= " Lim[ey do urs sums ¥,

Mlpn'luh: F [ 2] er 1a sume de un nimera finfte ¢ funclones dé & —-
que tlanes 1Tmite cusndg # tiende al nimers a.

Toals: F [ o } there 1imite cuandes o clende al volor o ¢ gleke ITmlige-
e Jgqual & Is yume de los |[Fmiges cuamde x Llende al pimers a,-
de lay funelones sumsdas.

Exto esp 51 1 [:n.}-l"! {:]41’]{;‘]4-‘.'. .+Fn(a}.~rsl---

Irnf1{n}-L1iirmF1f;:}'1.1--..ylfrﬂ fni.l'ﬁwl.h

A a x X+

Entanc":lrrlf'[:]-H'MET.l':1]+'F2[1]+...4fn[l1]-
N+ & Ko
-L|‘+Lt+...+|.n

Teoremg |1.7.,- "Lim[pe de un products, 't

. Hipdteele: Yna Funcign .1 { 2 ) «3 el producta e un nigera finite de -

funciores de o que tiener 1imice cudnde x tlende al valor ».

Tugln: €0 ITaite de F ( » } cosndo o tlemde al ~icerg 2 enlste v e |-
gual wl preducie de les limites en rsre punto de las EHKE.-ON'!--

*

o
=



gus 1m multlplfcan,

Enun:;l!‘lul-fllI:}.fz{:u}.....fnt:n]

fadmn, ...

W K N 1 L+

antorcea: (im o [a)] = 10w [ll:].f{‘!.iii.l[uﬂ]-
X e sn ! 1 R

Yol Afmf (admipe ilmf mf [r)=tn

?

-l.i-l.!qL,...,.l.n

Coralario." El !Tmlie #n un punto dal producte de ume conutante por uep §

Furc fbm wa lgual & lu contbenty myltlpliceds por ol Ifmita da la funclln an -

e puntn.

Cito wyi Ilm [l.rl.]] animfial
E * N k « &

Tegrerma 11,0, - "™.Mmits d¢ wn coclamie
Hipdtusls: 4 »n ) #v a) coclanta da dov funcloras de 2 que Llenen |f-
mita ruands n Clerde wl mosers & y ol ITefta dal dermomine~--
dor » W Sarg.
Tusfer EY Vimlja de f [ & ) cubnds = tlarda &) niwmro &, sclhete, v &4
lgus? ol coxfonte dw Ios ITeltun da dlchas Fonclomes am &) pun
to Indfewdo,

tito wn: |Iltn]-—:;—:—:;—:.l.f-.f.|[n]-l.| L]
mr,hj-._t-s O entoncey:
£ oan
a t, { ) .
- ,':',H"' "_'! = 'T':—ilz""“

E o«8
Teorema 11.9.-

Hipotasls: Doy furciores da n, f (] l' [ n] tlenen Yor miamer =
walpras pars vaderen Jquales de % ¥n yn antorpa drl punio-
=47 'FI [ 2} tlers ITalia cuands = tlemts al rdmaro a.

Tarls: (o funcidn 1, [ ) tlena 1imite cunndd = cleris sl nimara m ¥

estm ITmite a3 fgual &l Vimite de 18 Funclsn I"z o) en diche

punto. .
Estoes: 51 F{n]=f{x] $upu-6¢ xcarb ysi

lr'|||.1"2 {x} =L , entoncey exfite: 1im f, {a]l=1im fz{n]-l.
LRl ’ E*th

Toaremas |1.10.~-

Hipotasis: Pars un sntorna dal punta ‘s mm tleme que
*!l e ) e f{a) '2{ n ), ademls, fll )y 0 =) cienen timite cuande »
rlandy of valor 3y sus |Tmlies son lguslex.

Tesls: £1 ITmige cusndo & Elande a1 nlmere & de ba Tunclén F (o ), &
alute ¥ o4 Igual ) Timlte de las funciones i [e)y fz {al
en al punto conglderadn,

EvEO =it !Ef.(a]‘ltn]ff:{;] veel<|n-a]cE

Y3l Ilm¥ l'l.'l-”l'le'x}-L.tntur-:ﬁ:nlﬂe”lfl!T'l-

k“‘ll E ] E*E

Tegrems 17,350~

Hipotesls: n rs wn Amero entirm porltive el Iimite de ¢ [ 2 ] comn-
do x tlemde 31 wlor o = 3 w5 positive. 51 n ot poritivg, o
blea dlche 1fmite vy regatlfvo o coro 40 n e [epar poaiel-
.

Tasls: E1 Mlmlte ¢ Ia rafr enfsjm de F { 2 ) cusnds x tlende 31 va~-

lor £ = & =4 Toual & Ig rolx endslma dol Vimite do F [ ] en-

Edid punte.
0 dma: Slllf-.f (x]1=L, tntuuuﬂl{-u."p*’f [=7T= "‘_Iil.f (T~

ﬂf-—‘

L

Low saiguentes «]omplon {lustran fa splicacién de lor {eoreems anlerlo-
ros. Porp Indlcar e) teorems del VIMIpe gue 3o w3tk usando, 1= hard anotande



Ta abraviatora " T ", ymgulds pat ul nbmaro de! tecrama.

E]lamplg 21.~ Encontrar al wvalor dua Iim IJ:I + =1}

nod

n (ad s 2e 10 o Ifmud s 10w 26 - 1fa
R =1 LI L I

=h+ixl-
=T
1

-
EJe=pla 12.- Emcontrar i!‘LrI:! —1-—2—

in * Jas]

Fl = !
1] - - —
wedf Ins e 1ae ) - 1:='T|+3
ta (ol -9)
- fE =]
'lfn[hl+‘|l'a*l}
o+l

'Il'm:u.z = m ¥
n*=1 = - -1

| fm h!# 16m T & 1= }
PR | x +=] A=+

Itme . 1fmw = |
(Bl B T O Ml

I‘1I'n:t.ll'nn+3'lf-1'-lrn3
e+ a= =) aa =] 3 .-]

FEEITETI

-3 =33 0-3041

LlTo, 8

IR
LT

T M2}

— -
- -

(T. 1. 11}

(1. 1.0

[T, bl &)

LT, 107

TP T 3 |
{10 1)

16

Lo obtwnido repratents vra Indutarmirecién, 1o cual carece d& s2ntldn;
tin ambargo, «pce po $igniFflca que ol Tfmles buscedo no sxlste, Le Punclén -
para la cusl pw trats de ancantrar s0 Timlte coanda n ™ = 3, gimplemante no
antd dafinlds pars sps welor de &, por |0 Lanto pere & = = 1 4w posde wtinl
ar In plguients trasformecién algabralce, spovindcss an wl teorssa 1.3,

2t - n o fxed M e-3) _ _a-3
ey (ke atd) ot )
E L1441 H
2 " '
Y (I & I .|r,,.'__.'5.'_1.....‘/.1;_}_1__' .!5
:--}gh;ih*] waey ¥ ozae i :
H
Elemplod) . - Encontrar al valor “!”.‘,:..,’,‘_t._ﬁ._
* a1l

En astw probleva, ol fgual gue an al «]empla anterler no &1 poaible a-
plicar ol teorwss (1.8 ol coclents ya gue o) I{mle de] denoningdor e amiln
cusndd m #-F. S|m embargo, Factorizendo wl numaredor 4= Clene:

Ry . l:*t][alvlnﬁh}

x + 3 L L -

y #1le tr.on 9]

hu:uhnu“{ll'h*‘]If:l-l"-! [ va que 8l x =& - 1 38 -
pusde dlvidlr romgrsdor y daromingdor entre [ o # 2 J. Entoncas 1a solucln-
1 wrta problems sa fore In nlgulency Forea:

1
[ . *l'-Ir.{::'h+i].ll-ndul+-1
x ==]1 n+1 a =3

attmul < ifmzae 1lak (1. 1.6)

Ao+ W=l m -1

- fms ., It~ 1f;mga+h Lr. 1. 71

" ==2 x =~} i o=l [T_11_11

afd=310=-271-2{-21r+h (T, 1.1

= 1% -
c



11.5 LImITEY LATEMALES,

Al satudlarse el comcepro de |Mmbte de une Funcldn
'IF-:__. Fial, 30 Mize waowclal mewre[dn de gqua fagerern el fzer los valores
qut pusds Tomer Lo verlable Indapendartie o #A un [ntarvald ablerto que con=
tlare wl valpr "2 ™ perg no en ™ & " mlore, AdLG 41, 41 valores de x pra=f-
mot & " B " ous vean mayores qua ' a "o menoras que M Y [ a% declr en un
entorng Feducido de "o " b, Sln =mbarge, supbngese por mlemplo, que e Ele

ne In Furt [ &2

f{i:'_‘;

Ty

Yo out T { =) nooestd definida pars n < Y, la Fupelfin ro se deflne an
cualquiwr {miwvilo ablerto gue CORTENGE & Y. 0w aqul, %e puede conslderar:

-
tm = H no relate .
a+ ] %~ 3
Sim embarga, 3l s esté reatringlde & valorss mayorar que 3. &1 valer -
de f - 3 14 pusde hacer tAR cEFCANG § CAFD COMO AR qulara tomande x sufl=
clentemente cercams 3 3, pero meyor que 1. f

£R uwn cnsn como esle se hacd gue n 38 mprowlms & Y por lm derecha, v -
engances se consldera E1 Lfmice Lateral par la Oerecha, el cusl se deflre -=

Formaimenie & cont Irnuec | n.

L ATChA L

Conklderfrse yoa clecta fure bGn ¢ = f [ a )} donge v eath definida en -
wl Intervalo sblerte {2, o + b} donda R E X v h * 0, yegin se obtervs en-

Is Figues 17. (Fo

1
-

L] ik

%x dica que ] If=fte de f [ x ) cusrdg = x4 sproalrs o "0 "' por 1a -

darscha w1 l.,'..\r:u dergta:
Tfmf {m =L R}
+
L~

S| pare cuslguler € > 0, enisteun 4% 0, tal que:

fﬂx}-lecifuﬂPrlqu'lﬂtu.-ltﬁ P 4

WSLkye que en (B] no hey barras 4% valer abioluto perm 2 - », ¥3 que -
sl n>a, -2

t¢ slgur o To axpreslGn (&Y pors ol a]owple arelizedo, oue

I Mo _L__ - =
= ]'1’: -1

51 al gonsldernr ml Limite do la Pureldn, 1s varleble [rdependienie =~

Mg " dacimor gue ko e -

uptd reptrirglds & valores ~nored que N nidmero
proxima & " a ' por le izquierda, sntances &l Timlta ss [lama |Tofee lacersl

per Im lrgulwrda.

LIMITE L &TCRAL POR_LA IZOUIERDA,

Conalderénee ahora la misma funciln vy = f [ 2 ), pera ™ = ' en camble-

definlda wn ¢l Inteevalo {2 = b, o ], dende he My b * 0, gegldn t& muestra

e ba Flgurs 18,

by

-
Fig |8

L7



fzquiars a1 L‘l' ¥ aa dencta:

$v dice qua o] Ifmlte da F { % ) cuande » o aprovied 2 “ & V' par 1p -

rr-!t-l-tz te}

K-+ B
-

S1 para cunlqular ¢ > Q, aeftgg wn A >0, [l que:

|r(;}-|.|¢=||wr-qu..n<.-;¢& 1]

Se pusde ahora llaser o1 1T F { o ), Lfslte Bllataral.

L

o no diriglda, pars dlscinguirio ds Y5y 1Talias Takarslas.

Teorema I 11.-

Wipdtealur F { = } tlena Tinite cusnde o tlards ul valor a ¥ sute 10al
ta a3 ol nimaro L.

Tasfs: Las [Tmlied cubro 2 tlynds ol nGmerg & por 'a lzgularda y por
Im darmcha, wxlotun ¥ smbor son Igunles a1 ndwero L.

La fnterpratacitn geosfirice de 1o snterlor $e susatre & contfmacifn-

dords puede obasrvarae que m puede tender ol nimers " & " blen ses por 1a de

racha

o bien por ta lzewierda 6o "' o " tenldndoss pars sebos casos 1a posl-

bl ldnd da gue Ton TImiter sman difwrantas [ L - I,' Y. Ver floyrs 14

% - ,
i

!
!
LY P S I
1 A
P
r : |
- :
' : + I
| X — X
@ a-h & dvh ®l ah a dun
Fla 13{a) FIg 15k

En la flgurs 138k L =Ly 1 f{x}ur, = bye o0 camblo Ja figura

'Iﬂfl::ll.l - LE' por lo tanto L

Ifm F{ =) ro axiute.
Lenm .

E]e.l:'lgw 24 = 544 hung Funclén defin)ldy por:

in » 1 I x
h () Hxd

- =x sl 2=}

a] Trazar la grEflcs du b,

b] Encontrar of ITm b {2 }, st anlota,
R

SOLIMC LN

#) tUn ditm]o de Ty grifice sa suwstes o contlnuaciBn on la flgurs 20,

Fig 10

B Ufmb (a)mIfn{2ndét}mfal

A+ LR 2
tfmbh (%) =Lim{103-u)=7F=],
+ +
2 =] ==+ ]
Seglin el Teorema (1012, coma Ly = L, 1fm b { u } sxlute ¢ ot lgual &3
B B

C

18



Elwnglo 15.~ fae g une Fumclbn dafinfde par:

ilt! al ¢ «-1
gflt]"™ 5 1l = -]
it - ef al ¢ > -2

Traear | gréfles da g, ¥ wncontrar 1Tag { ¢ )
’ L+ =2

SOLUE | DMy

Lo grdfica do la FurcBa g w3 |y &od 30 muedtrn abi]o an In flgura 21

J i

L

R S ——

£

!
i
H

samrsma tmamrres anmed a A

e I B - B
AL R

1
iimyg lt)=Iim ft =t 1 =limy
t -t Aol l

My ted=tim (doci)abol,

t =-1 L --i

Por o teme pov a) teorems IV 13, 1fmg  t } axinte v ax Ipual w B,
E *-1

metase oue o | -2 ) =5, locwal mo afects a1 timg [t )
L= =7

<
AP .

T

19

Elemplo 6. Congldbrate 18 vigulente Tuncibn T, deflnlda por:

LI S =3<rki
firk
;—rz-] 1erch

(owastipar ol uxiste 17w F | Fr ) ¥ trazar 1a préfica da f [ r )

r=.l
SOLUCI My .
o 1 2 -
timf {r)=1m [ r-!ll---i—-h
r =1 r-'l‘ T .

e Flr)mtimirsd]=-3=1,

r~1 ra1

Por la tanto coma L, =k I..‘,,H'rn fI{ r ) ono asiete, Yer figurs I3,
Foar

Fio .

——

N

,{.é -

5

1

k)
/
e

-1
=3

o

il s mm- T

Fig i2

WOTAI Lot ¢lrculer negron partanmcan & 1o gréflen, no 2397 Tor blamos,

Elopta 27.- Pars ln slgmiente Tunc 160 dads por brws reglas de corres
porier Iy, datarminar ioy 1imltas da dfche funclén pars los puntos en qua -
Am = fya=4, Macer um dlbujo de 16 ardflca du o fum 1én.



LI TR ] pare = b S x g 7
flx)~ -3 para -2 * ek« §
=11 pre 5% x 1o

LGy tms

$a pomda Inlclar con ol craeo ¢o Lo griffee dn F 0 w ) parn ure wejor

wlnualizag lin da! problem, td! ¥ come w4 [luncra an 's Mours 11,

e
| I|
I
I
ol
3
B I
TASEERR YIRS,
- -1-i.|,.j'_|i H 3;
Y%
) T— - |
I H |
1] ‘ l
. > -
M .
LR 1] '

#} Yiendo sl wa cuwple &l teorame 1113, 00 w w =}
Mimf L) = I {-3] = -3 =,
* *
=g % oa=]
imf (n] -'Il'll[l:-]l+ll-i-i-:-q-|_:_
._‘-' i I""- .

For la tamto comn L L I'I' Ifm F () mgoamlpte, - '
hs &3

%) Fara a = §

o P la)eifml2n=-t)n-3001,
- +

X+ d k* s

Ifa ¥ [ x| -|r-[*,1ll--~1-1\l

E I | i-ts-

par fo Tamte coma Ly o= 4= = 3 .l 1lelte walste ¥ win:

mF{a}m=1
X =3

1.6, CONTINUBAD GE LMA FLMCION M Un PUNTD. DISCONTIMIIBAD RIMCN ] NLE.
TEOREMRY SCARE FUmCIONES CONTINUAS,

En 2l freles b0,Y. we weailed ol slgniflondo da IT8ite ¥e vas Fung didn-
#h ut punto v 00 epgrihlE su daFinlefdn zon Ta waprenids (1) que sn replta-
# cont{nuaclin

It [a]l=lL P 1 Y
LI I | H
kecordandg tambiin que B sl NeCENSrIp tomar an cunnts w1l waler de lav
furnclln f, cotrdt m = a2 e hecho, pere machas sxpranlones In fuse 188 no e
tE nlguiers deflnlgy gn x * u,

En eym ®iuma lﬂr.rhn. o gl s]lwmela 13, ee comefderd In Punc|dn 1 defi-
nlds pot lo szwbe i)
2
f{:}__th:-+!1-!| Lh:i:::_l*t}.

At mismo sn nbaarvd gun b1 Func |8n syed dulinlée pare todon lon wle
i db ox, aicepts mo= - L, pare &l ol banid sl rumerador oMo 8 danomine-
dor de Ta funcl&n ya amutan. Um dbimiJo we 1y geéffca dn todan Tos pemips de-
Ta recta ¥y = 2n -}, excopio ol | *h *5 ) oa meantrs an 1a figurs &,

Em aliw, priecicamanis, hay und notable ™ InterrupciBn ' #n 1 pusts ==

Doty =5 ) v o8 gird shtohces dun 1a Tuncrén 2 pldlecoht it pers cupnte-

s

-, hm
o

20



X m -1,

En camblo sl s deflme F [ -1 } = 5 1 Fenclfn queds ahors deflinlda

Yoxalte " an la grifles, vy la=

pars todes lot walores de », pero aln hay un
funcifin sigus slando discontineg wn ove miwees velor, saplin e musatrs en ly-

flgura Ih.

L1 wnbargos, i 2 Ceflrmaue £ { - | ) = - 5, entences aa dice que s~
Fure [&n F prgontlous pare Todor 1ot velpres de =,

yhem

DeFiniclén: %2 dice que Ta Punc [8n ¢ g5 contlnua »n al valar a £ Pf.-
sigmpre y cuando v cumple o slgulentr:

TimF{a)l=f{a)] {B}

a-- B
El que t& cuomple & definlcldn snteclor inplica e 40 comala  fms 3f-
gulentrs comd lclaones:

1Y Que ¢ [ 2] r11é definlds.
1) Que amista 1im P [ =}

K+
e o 3 QueTm [k Y= F A a)
- W R
[y |
o
- L

(4!

Basta con que unm da las tres expresiones sAtet|ores s Caveid para -
Qua 12 condleidn (B] no 4a cumpla, por lo tentg, Yo func(&n f ne 3#a gentl-
fus *n &l valer &, La condlelfn (B) ey necessria v suflclente pors qua 2=

fumcin v = F [ 2 ] ted conrinug ¢n &,

Efempio 28.- Sea [ dafinfda como algues

lz‘ﬂ'z

il & - =3

fFix})~=
& loa==1

Trazar sy griifica « Investlgar 31 o8 cONCinga en gl pucto donde n & = 2

SOLUCICNTY
En la flgury 35, wo suestra un dibuo de la préffica de {x Furclbn, an-

1a cunl hay un salto #n ¢l punto donde £ = = 3

Flol

TEOEEE

I

iy 1



Investigands paso & pass la cond g Sn de contlnuldad pare n = = 2

fF{-2)=5 por lo tarto aw satisface 1 primera condicidn,
Ife f [ 2] = = 3.5 por lo tacto 14 watlsface 1o sequnds condlelsn.
W =2

Pera, coma T [ = 2 }‘ e mf i 1, 1s tercera condlclén no an satlsface.

s31, sa poncluye que T en discontinua cuando a = = 2
Elemplo 29.-  Conyldbrare 14 diguante Funcidn:

Ifll'—-}LL

a *n+h
investfguape ol exleta algin punto de dlscontinuldad en diche Funclén.

SOLDCI 0N

En la flgurs 16 s& mugntre un dlbufe de la gréflcs de la funcfén g.

vhooisl
¥+
: ’ glx]r 2
: . i +X=-8
b 5
1 4 L+ 3
1 W ———
' > (X +3711x-2)
, S
Nep-#-ya.d.pog ) ! .

———— = ——

e e A o = ma o

I FEta

aralizands 1n furcifn g, se ohserve que esta ro 4 #ncuentra definida-
L

pars ®% = = 31, por Lanilg,

1
-2
Exto te wr cleramente coma uns Interrupclda en ta gréfles de g, cuande
wm =3, yasi, al no compllrse 1g condicidn [ 2], 2= concluye que tal fun-

_ﬂ{::l- , para ww =}

clén ay discontinue para cuands x = = 3,

Sim embargn, euitte otro punto de discontlnuldad, ya que cuandg & = 1,
&l denominrador de |s funclfn g, 4 snula no quederdo deflnlda pare win valor.
Nuevaments +e0 concluye gue diche funelfn no s continua ol no cumplirse 1a -
condlcidn [0} ahora pars = = 2, Este GlEimo caws, tamblén $q puede verdflesr
observande et compartamlanto da g [ 2 | =n 18 Figurs 26,

Elomplo 30.-  fas h deflalds por:

= -1
hial=

sfwzxl

wfour 2

1

Trazmr su grifles, & Investigar sl sv comple 1o condicldn de contlrut-

dad, mn al punte donde u = 2,

SOLE | CN: *
En In Tlguta 17, s¢ encuentrs Fepresentids Ir;fltllt"lt! lo Furclin h,
se chaarva que pare o = I, hay wna Interrupclén sn dichs gréfica.

k
- 1#]

— i — - —
3

5] -1_? 1 3 [
]
a I
A4
o3 1
Y- 1 H-__
4 I
Fig ¢? c

[ 4%



- M

Anore !aveatlpsndo pazo p pato fa condlef3n de continuldad pars x = I,

u blana:
filz2)=202)-3«1, por o tanto stlaface o primers condl-
c [Ba,

Ifabh {nteifm{ic=-3}=h=-1a]

n=? o+

fabh{x)=ifmf-——=1)==1=|m==-3%
* * 2

a=1 - 2

"wilr-hlnl-ﬁlfmh‘x],n:um'lu'uqualrlhik.:l I'Intll'ltl.;'
+*

h wl M o]

M

shtoncas 18 depunedy condlclbn ma ne tatfeface ¢ b ap discontimus ppra 5 = 2,

£ lo 1.~ Bads la 2lgulente Tuncidn:
ik v 7 sl ae &
Fina } -
hw = 1 il xp h

Ircontrar &) valor de la constinte k que hace Que Ta Funcifin ses contl

s pars n = &,
SBLYC IGM

Pars que T [ x ) sus contings para w = 4, debg cumpTirse 1n condlieifn-
de cont g ldad.
f(h)=3(d]+7ey por |o tanto af cumpla 18 primars cop

digldn.
iIm Fiel =037 =12+7214

. -
x *h kN

[ b =% ) = dk =1
L

IMafiz)l=Ifm
M ol

-
e

w1

'

-1

Para quu a¢ cumpla |a segurwa condicibn, deba CuomplIree que:

Ifmfix)l=Imf(n), 0w
E+h :|:+i+

por fotante k= K, sal Ifm F (2] =T { N ]
== 4

Ak -1 =19

' ¥

yf (a}ercontloue wnx =k,

DUSCONTIMIIDAT RINCKIBEE;
En lox sjemplos anteriorss, iu han gnallzado Func iones que prysentan -
digcont [ouldad para wigin punto.

51 3¢ anellzs doten|dssenta pora cady caso, |8 cavsg que orfging diche
discont |ruldad, sw podrd chservar qua coandd lu discortinuied #8 or gl [

e f (o} 1. alende’s' ] punto de discontinuided, axlstiendo Ife F [ = 1;
N+

o biwn exlatlendo F { a ) v exlaclande Ifm F ( x § o9tos no won Mgualen; ¢
E o+ B

tonz Ifmf (a3 = F{a) . En esth sltugclén Ta Jlicontimulad 1y mernc lona
E =

comg ' Dincontinuldad Memowlble', pues basts con daflnle # (a4 ) = T F (&
E+ &

pare que la dlscontimilded s= &limine.

Fearc ¥ ba de recalesr qua an wite Forme se gatarfy definfende, do ma-
ner® absolute: ure " fusves Funclfn ''; sfard® T ™ muars " Funclon JdEntics &
la anterior, exteplo 4+h ul punta = = &, :

En ol cone qua la discont Imyled sea orfgirngde por ta no wxstencia del
tfe F{x}: entoncet ests discont Imildad we Irresenible ¥ ro ¢ podrd wlfmi
LI |

nar de ningure Sepers .,

Llemplo 31.- Zes la funcilne
i

K 4 4 =2
X ¥

1l a=w -2
LI

5 1x= -2

'



El
artyd fade un ot aempla 28, [ndicar a! la disenatinulded dal punto wn gut =
g v 1 ey ramoveible y mn gane af lrmativo removetln,

OLUL | dHe

En ol ajwmple 20, we pusds oberver | flgurs 25 ) que 1o funcfén f [x]
projants " un sblto " pars x & < 1, Aal miwmd wn punds ver que 1a funcidn --
curplé pare x = + 3, las dob prlwaras parten o 1o condlclén de gont |nuldad,
a dutir

Yo f by ostb definlda pora w» + 2y mla P [ -2} =8

$or lm palyte vy iz L mw =}
n-t

Pars la befcars parts, ™o 44 Cumpla, pHte ovel

Yoo lmt fw ) mt[+1)

L=-i
A1, 5
la dfvcont fruldad ol wa remcevibie, putsto que basts £on deffnle f { -2 ]

= =1, y tamblbn we cumpllrd Tu tertwrs parte, quedsndo |3 funcidn contlma-
para mom = Foglt

3 -
+ =3

'{.]‘ll+ pf o o=}
-} Momw =

Ejerpin 13.- Se la Furelden
gl ]t.".,.‘!‘.]_-..-_

e mh
pitudleds sn n) ajemglo I%. Indlear o) la discontingldad dul puntoss

wtoqus n = T ar bemovlble ¥ un ensa de aarle, ramgvirln,

o

SOLUC 1N . .

la Furcion g [ n ) mo cumpla 2on Th primers patle, tal como te wld ens
i alwwple dy, '

Ari ! lxaredp 1g Pfuncifn pers In segurds partat

T

24

e —mtd

al x:+n+5

MO axfein.

Chy |mmante, 1a furclSn tlena ura dlacong i idad Irramew B, puaths ==
que ne wh poslble definlr 1o funclén wn x = 2 ¥ que sea Tgual =1 wvalor dal =
Mimite, pussto gus ol ITmite po oeadnts,

JLOREMAS SORKE FUNCIONCS. CONTUNAS.

ta furmciones contimme tieran um byan namerc de propledades Lptar 2+
ter, nigutes de las cosles 1om comdgcpingla de Tas propledades dw 109 1iml=+
tet, Mpllcande lo definicibn de dlscontimlded ¥ 102 teorwwy de Iimitws am=
tar wiates, $4 tlenen lop ylpulentes teoresas tobry funtfones cont lruay an -
un fpunio.

Tetotems 11.11.-

Wipatesls: T y g ton don furt lones Continuas 4n @ = &,
Taplne [ 1} f+ g at continye an & = &
[ 2] - g et contlnud an s = &
{33 f.gencoantime sna=1a

{ k1 Fi.pes contined on x =, aleppre que g L m ) = 0,

ta demostrard Ta parts [ 1 ) de weta tecrema, pary flustrer o] tlpo da
demoitene 150 requet idd para cade parte, va e frgwn comt lhuay &0 &, dw-
In dufimicibn du contimuidad, sy tlansl

tmF[x)=f[a) {n}
R

¥
Mmglanlmgln) . , 1]
o

For 1o tante, de lax seustloney (8] y {8}, y dal teoremm 11,0 e tlane:

1w Flulepln) =f{nt+qlnl} i)

L e ]

e



La ccumcifn (L) s la condlcidm parg que T + 5 sea cont lnus am c = 5,
Io cunl proparcliors la desostrac I3 del teb-wma (111,01,

Teorvmp 1104, Una func 150 pol inomlal &5 contPrae em todo punto.

Pars dewcrtrar ests tegrams, comsldérese la funclbn polinomlal f, def ]|

nida par:

L] =1 n=3
flnbmby & +b = LI RRTEREE S TR A SR P

donde n ey un enters no magetiva v bu. bl . owy hn. aon nhmerod redles,. Con

spllcaciones sueesives 9 104 tporemat dx |Imites, su puads deamostrar gue st

& vt fuslguiar momero, entonges:

I F{a)=wt T o Y w4+ b, de donde ge -
g 0 1 ? - n-1 n .
sigue qua: |
MimfFled=f{al-
PEC Y
Feorema [1.15.

Mipatesis: F [ a )} o —E—{-:——;»- ey yna Funcln reciomal.

Tasla: F { » ) o1 continga pars todn tu dowinlo siesgre qun b { 0 ) = 0

Eagé reorerm 1o dosnacrard an . sase & que T et uri Fur(Sa reclonal, Te
cual puede ser espresads com ol conciante ¢ dos funclones polfromfales. o

1+, f puade cxtar definlda.por:

'F!n}"H‘::—g—

Gordw g v h ton don Funclores pollnomieles y el dominle de f conslste
de todes loa nlweroy M owacupto quellos pers 1oz cuales b [ m | = &,

5} » a1 cualquier plmere wa ol domlnio de F o, entorsan b [ & ) =& 0

X0

axl por el teorems |06,

limg [ 2}
In fle)]-2>"2% £
L ok IMm bk {nld fe)
LI |

Yo que § y hoson Funclores pollnomiales, por el tecrers [1.14., 3an --

cartfrug o o, yasT Ifmg { 2 1 mp [ Y yitmabh [ =¥ =»h (s ). Conee=-
L LT |
"

cusntemnente, de I mouac |En (0]

{al
e 0y iy
1E. 7. CONTImIBAD OF UHA FUMCIOM EN UN INT[AVALD,

Con lor concrptos enunciador er wl Inctyo anteriar, e2 porible snall-=
zar la contlivided de coalquler funcide real de varlubls resl en el pynip -
wr u Ne deger. Sln pmbargo, pare mechos problemss serd Ieteresante Tavest]
gar las fngervelon en Jos cuales una fing [8n sem contlnue. €] conceplo de --
contiruldad da uns func8n an un Ietervs |0 pusde expreasarye medimnta fan 3l0=

qulentes deflnizieonss,

Deflaleidn - La Funcién F s cunt]nun wn el Intervalo ablarte {», b3
ol ¥ 58l 4T sk continua pary todo velar de » qua =3tE dentro del Interelo-
fa, b '

teflolcifp. - La funcion F es continus am ¢! Incervalo carrnde  [a, bJ
1 v 65la 4l vy contlnum pars todo weler de ¢ gua e3ta denere del Intervains
abletet [ &, b }7 o3l como concinug pOr I8 derpchy #n 8% ¥ contlings por la =
Irquinrds an hes,

L4 func|&n | as continue por s deracha en o, 6l y 1fle 2T

bMm f L=t (gl
l"'l‘

" La furelén | e contlaus per la legulerda wn b, 1l y s8le 3N

ifaf {ab=t Bl

-
A +b

25



{w stuerdo con las definfclones antwrlores, para Invescloar la congl=--
neldnd da whd funcidn am un [nceryals, e nacessric o1 ank1l900 an todos los
puntos da waa intervalo. Exte trabaje serd, Iéglcamante, wngorrosn, Imorfct |-
eo y, dada tu mgnlped (mposinle. §in embargn, Ip-_uirindm: o oy reoremi w0
bre continuldad, etivdlsdos e ¢) Inclao anterfar, ol probless ic reducs 2 2
ralTzar solamente 1 wilores #n (03 ciales no 3o cumplan ban hipotasfs de -
los tearemad, @ biarm 4quallas an lan que haya duds, por elamplo en donde hiya

canblo da regls de corraspondenc le.

1
Elemplo 4.~ Sea g (a ) = detarmirar los (ntarvalos para ==
R
las cymlms. la Pureidn g &5 cont[ma,

SOLUCION:
Ls fume |&n an satuedio ed pra funcitn recional v oo weverdn al Teorema-

[1,15., werd contlrus para tode valos de A, sncepto aquallon que anclen ol -

dencmnader. O maners que fgualamds o cere el denomirador:

al-ka=p
we b2

Parm » = = £ & n =2, 1a Funcldn 0 no ot continua. Entonces, loy [ater

vatos en 1o que 4l ev contlnoa son:
(-, -2} ,0(=-2,10y0(2 +m)}
Elesnla 18.-  Parm que walorng 48 0, 18 funclfn definlda por:

Aoy L -reaen

F{w]lm Iz =& , 1

kol
5—11 v Tema}

ey comtlnue 1 Oibujar su griflen.

SOLUC PN
Apoydndose =0 108 tecremas sobre TURc lones cant |nuss poade Ficlimenta=

deduc iriw gue | & ) a1 continus an to3 Interwsloy (-0 1 ) 01, 20 ¢+
{2, 1} $In emdarge, los Gnicos velores dudosos exein en k=1 yx = 1,

26

Arplizamdo los  puntés dudosod:

a) en x w1
fivi=2t1 ) -km-2
fmfCx)etfmia’ -3)mt-3"-2

L ERE

i F i) =0m§ 2u=0})«2~4=-~-1
- -
w1 LR |

por Mo tanto comp bfm f § x 3= Ifm [ 2x - 4 ], entonces (im F [ o b enivre,
+

ral -1 LR |

Flralmante, dim f [} =1 (1)

EIE |

por 1o tento se comple |s condlc |8n de continuldad, ¥ 21f 18 cancluye que -

la funcl&n T ws continue on x = T,
b} fn x = 3
frayes-{21%a0
iMmtf[u)='im{2-h]=uh-k~a

x+ 1 noal

MmfF{ad=tlfais-2"+=5=b=1
* *
» =~ 7 1 o+d
por lo tanto come ITe F f » ] = ImP{xct. timf{x] noenlnte.
*

% =2 nw =1 Mol

Por exto Gltira, am conCtuye que I no es contima fuanda = = 1. En la-
flgurs 24, aparece In gréflca de dicha Fung [En.

La



by TR

Eiﬂh 16 - Angllzar la contlnuldad g¢ Is furclén % { ¢ | Indlcanda
loy wlorey pars 1ov cuales smadlvcontiaus ¥y 1o fnetarvales donds ses contf-

ous, Bibuje T yrdfics.
»

cor b !""lE'T
L
hir} =%sent | si"".—‘tiﬂ
-t sl 0« 4=

SCHUC | CN i

Ley wupraslores que forten la regla du cofrovpondencia, repfesantin al
puorat de Fat Fomelomes crascandentad vitudladss wn 2] caplodlo |, Or gCusrdn
v lo evtudlado, va Purede oflrmer;

al La Fupcldn corargents 1 conbinus, secapto #n los puntos en qus ==
t =% pr andonda noes un Asarg enteirg povitive, Para eite problems, la-
primury wipratlén me prysents Alnglin punto d2 dimont Inulded poraws u Intar
valc de dufinlelén m Incluye & 109 valores yohaladon.
:.I
x

B] La Funcldn meno siempre wi continua.
€) Lo vimy de la Funcidn sano sds In func 1En conagante t = |, pasblén-
w3 £ont lnus, dF scuerds con €l tevoress 11,43,
d) ta fume(®n exponenciel B [} ) = L. cont Inua lr:!rrprl.
v} Lon Gnicor valores dudosts en cuands £ = - + ¥ cuande ¢ = 0
Aniltale du log puntos dudosest
®
al cumnde t =+ - -

bl ot} asth dafInids par med{o da Tn primers acprestén v vale:
h(—% ) =cot (207 w0
] ]
sntoncat s& cumple |2 primery parte da fe definfelén;

Tfmh{e)] =ifmeorted

Tt +-F

H

L

fimb [ £ )= Ifmsenp+ 1 =D
-+

B LS 5
Por 1o rente ol ITmlte axfste y vale Ifmh { £ } = D
oo
¥ T8 segunds parle 4w cumple.

La tarcars parte 54 Cumpla, pusllo qoe!

Fahler=n{T1-0

-x
t F —-

[ntences la funclén b { ¢ ) 21 contlnua pars ¢t --—i—

b} Lergndn £ = Q.

h it ) o witi definida puetta our ningun Intervate de definlclbn de-
lan tray wxproslones Incluye 21 wvalgr £ = &, Al np compl lrae To primery par-
Le, T funcidin b { 1 ) o &5 contimus pars ¢ = O,
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€1 du hacerie potar que &l Twbee an ete punto ol melute,-come 1o pus

de comprobar ¢l slumno, a5 declr los [Tnfter Tacaraler son lguelan.

“-h{t}'”-ht:}-‘
t «0" t- 0
$ln embargo, al ro poder Igunisr o1 vmlor del Iimlts, wue 1 axlnte, =
con wl valer de o fumcddn en i punto, por oo estar definlda, la condle &

da contlrmidad ro 218 cumple ¥ 1o fonclfn b (£ ] 1 dlscontTrus an #1e punta.

Mot | ek :

hfe)es contlnus para oy siguienter Intervalens -
(=" .a}+{t+ =t}

o blen:

h [ t) ev dipcontinus para .t = 0,

ta griflea de |l furclén puade pbyervarge en Ta flgura 2%,

-4 A1 et -2 TR "

Fig v

4

108 LIMITES CON APLICACION EW EL CALCULO DIFEREMCIAL E INTEGRAL .

4 tratarf en grte teme 1o obtenciln de 108 IT@itey de clerias funeba-
ebd que Eleran posteriar opllcec [8n a0 s0lgmente en eate curss, sino en otras
suterian de natemiticns.

[atos Timlter no s¢ punder oblener pOr syt tltucbGn directa, v asT su -

volor tendrl que Ghtenerie por otro medlo.

Ha dr guedar claro ouwe los cdi0Y Que se tratardn fo son Jos anicos de-
#3tn Llpa ¢ 1imlzes, pero su cbtenclEn se analfza debido a |z aplicecion =~
que tendrin vn Lesmy paater lores,

1) 1w A

Haciendos ¢ { 4 ) = sen u, se ve que - -
»- 0 t (0] nc ertd definids, slo embargo -
e deragtrard que su Talte exTsts,
it Supdngase 0 € xc A2
Matirfjendose & 13 Figurs 30, Ya cuad —-
vuestry v cireylo 4 radio unltario cu
Pl g, e gt ¥ etoac & ey ;: + 11 a1 v oen el cual
3¢ puede distinguir m] sector cirtular-
FOF cuw angulo central, medido #n radia

[TIT]) rE o on v cwra Brea astd determinada =

par lTr1 % 3 Aaf sl 5 unidades gup--

dradas o5 ol dred del sector BDF, enton

1
PRI
el — =

Tamblgrn 1e obrervan Is coerda BF ¥ 13 -

L
tangentis BT enm el punta &.
Lidmese K a1 §res del trifngule OBF, -
donde k1 '] —;- wn K, ¥ k! 1l dires del trifingulc 0BT, dormde hz - + tan x.
Por geomecr e slementnl 1 tlene:

1 1 1
' L [ L — . L]
Il £ 5% hlq enko e¥ I L L L] ] M 7 tan x ‘{ J



P

O 4EX! %EM A £ A T tan K ' [m}

¥ dividiands {8) ancre 3on &, gquada:

Te 2 LR K . . <
—_

L L. LA b L L |

da donde: Lop h‘%{:— < | £y

.t_‘n"_il':nlx}{lo;ggll
T cas a
2

For otra parte;

1
o aedl ] v Loy 3 = ! g0 =g A X
1 # com o+ cos oy
1
an L 2

M]::mn,ﬂ*n—mi;m n

por la llﬂtﬂ"tniltienlx
N 2 2
Bu (A & jan” 3 TN PYM Que Y X 3 By, O
H 1
por lg tanter 1 = €01 & cumn’ % 4 2" =p laxitcu;:zlhv-dnl{ﬂ
K 0 &
- —
I -z« " 1 {8}

Tomandd Iimite cusndo x = 0, sa tlene:r

Cifm {1 ralyox 1 P22 opm g

N ] K =0 " L]
Ve Ifm =202 ) wy ([ 2ERZ i {E]
wald n k + 0 K
2y ifm IR e nrdanda que EAn x o= —mE0E L et lenat
0 goE x
[TLIY [ TLIEY i 1
Ifm = Iim a—_ Serx . 1,
L H AT T ® ‘Lr""u * e
. .
i 205, | ifn por lo tante 1rm =472 oy

k.p " e g tOR x+ 0

29

1] 1fm

ian k = L L sen b
-u—.-.-.-.—o—-]fuk.—.—._ = X
A “r'“_Tr—

* =% + 1 % = {

T 1r,,._3‘..“:_k" -k

LR
1 ~ cot a 1 = cas 4 1+ oy x
5] 1fm = my [ > ok .
- 1fn [ l rces = —_— |- 1w _3En 1 ! .
0 ] T+ cox X I-'u__nl_"u!-:mn
- T 1 1 -coa x 1
-, == o [ Y. L L S
I A - H
$1 1/m 1+ 04 & - Ifm r'l L ool x : :cng ,]: im 1ren‘?:
Ne D . A :us.J,_gni- IR
YA LY . jen x - 1 2EN K 11
A ol L ST
por lo tanto Ife - 505X _ g

n-D

: H 2
£} Ifm 20N |rmx.T“"“ - |r“.|r,,._1_._.""* - 00 =0
w0 " A0 E: -0 waga '

1
Y . LU B

% 0

0 1 n
71 im :
n.-hn.x.-b :MI+....+-I:

#ars aste ITmfte $e pretentan los sliguiented 3 cases:




et declr, el 1lmite no existe 57 n 5 m,

2] n=w : uy H"+.1 ;""|+ . :
n n= ]
- Mg X dmp Ry, o = ”.E'_rtii‘T}
PEAL by LI B, el s b xva bnnn-rbl :In-|+...+hn
" Cavarrcllando =i binamla)
a ' "
ln*;l L : » {I‘_:-]..]-+mif‘ {+}’-I;I-I]|--I‘-{--‘”.'2]
- \la — - : 3!
LT . 0
- -
e x . — ™yl 2,
-.10 n 11 l'I.I‘i- L | .U "
To tanto! 1Im o ~ - thn=n - ] ! mel L oo n-?
par ' tante A+ ob buu-chllu--‘o...i-lim I:"'I:I I"._l-..'_*“_f‘!- m '_.Lr{ml'ﬂ }{“I'I'l boeon
"
. - S I SN I S B -
Blnean 5 1 x Ut Lt I 3 SRR R
"'n 1"411 J':l'ln—I .. .. ""n !I—n "';ll-mr" 'l--—._ .
a = =T - 3 3 P | S S S | A U
Ko hnl lrb-ll * *b. e o +—t—~o - = - -‘T -!T Tr Tt
1 "] ‘- .-
St L, por la tanto 1rm{1+l—]' -5
T ne
par lo Lanto: . !
’ .-:"+l| FLLL R Lea $) Ifm L1+ %} 7%, torando x = = ;A% Qame =
1w —A— T Bl ne m, x>0 ) "
o hox * b K LICIE R ' - A
Mm (1 +x3* wdm{)ee)"me
k"0 nt- -
) nym . ' 148
lpl"+!1l""+...+ln M iy ,1 * e g0 'u}g1r"u£J.ILlLBJ=EMLLLEL]'L[I+EI
= 1 *
"L"' boat o+ B Hr1+...-h e m g By L™ = lim L {1+A] 148 18
0 1 m i et ER R - -0 = Matfred) =m0 48]
= a LY ] E+D E*U‘
. - Owl 1fmite B} & ¢lwne 1f|'|'|‘.,'1-*'ﬂ.:l]'r‘ﬁ -
= By KWK AR LIt+@
i T | e UL L par Jo tetto: Hm—g—-)—-L- =1
: aem x4 b oA +...*h L
-a 1 L '
o
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gy 31

Magla dw L'Héplesl:

- r
. fiw
, . 'ﬂldllifru:lﬁﬂll—(T}.Hf{.}-nyg[l];ﬂ,
1 % prasents en el cocients und Indetermingcibn de 1a Torme W Peraxoma,

El problems gus am plantes conalata an mncontrarg
* ) Ifm ¥ [ w
mnes o3 { . ]

Pars o110, 2o Marf wso del sTguienkte Teoress:

) . . Tearams ¥, & Regle da L'HSpTtal
] - i " — - '
4 WipStasin: 1),- Saan y = f { ) y y= g (= ), dos funglones derlvables
P wn el InLervelo abierte |, wxcepte posibleamrnty wn ¢] ndemrs a g 1,

= Mars toda wdks am |, 9" {14 0
¥.h EEGULA DE L'“EPTT.-L. TFORAAS [NDETERM [NADAS,
M, 1m Ffix)]l=0 y Ifm glu)l=0

fuando wns Func!Bn y = F [ w ), tome uns de Tes sfaulentes Formes pars £ oa RN
wt detersinades valer de n ). ifm f1 L
'{ll-%‘é'ni-'-'in.!-'ljnl LI |

ax dles qua Lo Fungldn y = F [ n ) voms una forme [ndutarmineds. Tasier Se comple awel

' f =] T {x F'r{s]
Hasta wl -m;ntu. 4: ol CopTetula 1 am &l chlcyls de plgunoy Iimitet == ..Lr"'. TlTr" - I1_‘_r-- ’—(Tg-- nl_r"a T
guando ratultabs T -] = 18 wiarcn varfen cases an Tov cusles ge mostrd -
Ia Forsa da como alimiper diche [rdatarminecifn, Ex declr, dada una Fyncifn El Teorems anterlor «3 whifds o ley 1Tafces & loy oo 9x hice menclfn -
y=I1 [ x), vl pars algln valor du la varluble Independiante, 1 1ialts do~ yom todon [Taltes darschosr o 1Tmlter Irauierdos,
1o furelf toma une de Tui don Former anteriores da Indetermineclén, yu sep
Pemgstrac(Bng

E’ ] -:-\, M e vlito comd conoenr ul valer de dicha 1Talre, medlante uns ==

f ) ! . b

""_" ormaciin o procedfalento algabralee Parx lo desodcracldn dul Tuorass soturlor, v dlatinguan trox casosy
$ln pabarge, v de las splicaziones de Ta declvada, a1 proclapmengy = 1. we at

puldr #lTaingr digha IndetarmlnecIOn on yan Torsy sdy sancllla, & Crevdy - -

do la ragle de L' Woltal, Ia cunl ta deseriba a contlmise!dn . . s

1]. a+ »



Solye idn:
1
Toangog P {01 = ¥y fla)a —577" a=17, b= 28 y aplican~
I x
do (51 queda:
L

YW YITeim-u) s —pp— 0 < 1

1x
Exth #3: !
YiTe 1+ _m—‘ - "
e 1 1 I 1
» T ok 4 —_— -
AFo fomn l-—t‘-"‘ﬂ's_}lll T 1{9) 17
1 1
[ €] v Tvage por (8
15,3 27

ye Yo -

Parn wjwpl Iflcer una apllcacisndal Teorems dal Yalor medic del Cd1
culo Difsrenclel axprevade en La acumcISn (B) ow do ol slgulsnte:

fjemplc A.-
Dercttrar qu FT01 - A5G0 *H;T

$oluc lfn:

Ses Flad= o27 we 100, b = 1, wntoaces & + b = 101
fiwsp]ls 00, t{a) = 00

1 t
§r o r— 'hﬁ}'f'[|w+ﬂ]- -——;.MBH
foro 1102 1/ (s - JLETT N
1
Aplfcamda (6} 1 /A 101 + A100 4 @ ——— ;a8 N
/100 + 8
[vigus: 7AT = MG= — .
ll'IN*E
Fero: 1 < 1 - _.!...' loegn:
A ERD ST m
- ST ‘1:: .0,

Teorems dul Yalor Medfo del Cllculs Diferenclel parn dax Punciomen:

Esln toorims conoxldo tesblda comn Tearema da Cmuchy, ay Fundasstin] pa=
ra estudlor 1o Nagla de L'Hoplial sl 90 wo on al slguTents tess,

Teorems ¥.5 Os Cachy ,

HipAtastn, Zaamy =T [ b, y =y { = } dot funclones qua cumplen con

lax condlclcnen
. 5

e, y=fialyreqgia) 'I-oﬁ.:uﬂtlnun en el Intervalal a, 5]
21, y=f{a}, y=g(n] son darlvablint vn &! Inpervale [a, b ]
3}, o' [ m) o Opars tode valor de = wn [ &, b ].

Téalur Exlats Um valor x, &0 | totervalo atlerto { &, B ] para &l cunl

LA
f ik =1 {n !
TRt T T TR T e ek ™

CamarptraciBny  Convlens primaramence hocer ver que g (b ) o g { o ] pa

ra que Is esprenltsn [ 7 ), tange wencigs,

En #fecto avidentoments 1a fuse{dn vy » g { x } comple con lay condicla-

nes da le Hipdtesls dul Teoreus Jul Yalgr Medlio del Chlculo Difaranclal wn =
el Innrn'la[u b]’ y e se lene:

-i‘{:t‘ Yiwca, ¢

1
hrnp'{u}iﬂ*u:fl.h]-q'{=1}#ﬂ

hl o plEY)-giadl gt glal

Anory bfen, comsfdirase Ia Funcldn aualilar:

¢ O e FE (s st} -1 a1 ]m

Covmy pusda obaarvarss, & { a4 = ¢ [ b ) = 0, encorces 1a Funclda { B ) -

13

EYs
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Anallzands la demostrecifin dal primer cass, =4 chyarva gque wn fas con-- Poro por Ten condlclones del tecrema, el I1Tmlpe en el lido deveche de -
diciones de! Tecrems oo 3w supore qus v = F L2 0y y =g [ ) zatdn defin] T expresifn [ 5 ), an L, Por conylgulinnta:
den eh "' w ', por tal matlvg, consldersndd dquai fix

o b
+ g K
FIrII*l ?'f[l.'l ¥ ‘f'lt*l AR 2.0,
Y parE N = & y=Ffle)=0y ymglak=a . (1} te ewal prosbe wl case [ 1 ).

Sed Y B Y sl punto eatreme dergche dal Intervele ablarke | dado &n lag- La demoatrsc!én dal case [ 2 ), &t siwllar 4 & anterlor, y la demgatra-
condlclones del Teorema, Muesto sue y =f {aly r=g [ x ), son ambas de clf®n dal cans § 3 ) antd bavada an Tos reyoftados de Tow ceyonr (P ) oy 0 2] ¥
rivablet en |, exéppto povibloments &n " & "', 0w concluys qua v = F [ 2 ) v st dajan wl estudinnte coms glarclelo,

yag Y yon ambas derfvables gn o) Irtarvala (8, k] , donde & < x sh,
El Tearesa ¥. &, 1e ronoce con nl powbre de Wepls da L'wlpltal,

Al que, = f [ x )y y=g (%1 gon wmbat continues en ol Intervalo -

[+]
{a, = ] Las funcionas y = F { x )y y=9 (%) son temblén contlmuss o - D4 esps manara, gueds wivto qea 'm regla ex wpllcable pare Jo forma 7

asimfamg, tewbidn resylta splicable para 1a forma -:-. 1ia prhargo 4y dewgs=s

18 doreche de "' 0 " ya gum
pracifn, ro v prasents sn aste cepTtulo, dado que cex Tuera del alcance del

M, Flzlmomwrf{al Cyras,
A *a
¥ Mg [t mg=pg{al (21 En conclusién, cabe menclonsr oue 1a regls 2o IE'TﬂpItII, 1filo ey splica
ke’ ble cuando ax presecten 1as formes Indeterminadas EG + .
Por lo tanto, ¥y = f [k ),y ¥y =g [ n ), von continuar en £l fntervale E ¢

urrldo[l, :u]. hsf, pm f L,y w=g €=} zaetefacen 1uy tres cond|
clores dol Teorema de Couchy purn dos funcieres an et Intervalo [ a, = ].
Luega, 1¢ cymple qua:

Encontrar 1Im 2 —
w4+ Len X

5l ye Pon :

Ftud-frqay) 0% )
R LTI % T ] (n 5'-'“':“7“'—""’9;" la eapresldn = = 0, 12 obilenre qued
donda x, ax un rimare tal que o o LRI III: teon o
Is cunl o3 una fnéeterminmcl®n que puede gl imlegric sedinnte ol emplea de Tu .

Tenlande #n cutnkd Ty dqapreslones [ 1) v [ ), se tlene quet .
Fro{x 1 - regla do L'HGp!eal, de esta tuners corylderprde Lo, cpreqlfn snterlor, come
f &= ! coclente de dos Ffunclonss 3¢ tlere que)

‘Ill.]—"'—'rlgllj “} un
. .. ltm —E— = |I= el
bt ] qu::tnltn. L] :lgutw: Eulndﬂ!—l,l:l-l*ﬂnr la banto) w0 tan x W ~0 gi ]
iy e Pl o 8 |
T i_l_lT _.'..I__}. 1 :; m—r {5 por fe tante, aplicande 12 reagla da L'HOplts] resvlta)
x+a

i

20



1|m:—{+}-|r. HL-H- -

n =0 K+l sec =

firnalmentn, tomando &) 1fmite wa chilanet .

feiifa + - —!—'1

K+ D mep X . - ]
M [ .
‘por o que,
L ifa =X—a ‘ :
I ap WM X . . " .
vt L

by Elemplo 19 ¢oqpuler

- 1 L]

. Ifm Fiun])= If-.-!‘—

L= e w X o+ ! L

Salycldn: .

. A bwscer ol ITmite da F [k } cusnds x+ m, va obtleney

.'_1.[- F'Ir':,'l;lfn x - =
X+ - u'-.-:l+1 - ‘
La Ipdeterminacién wnterfar, poeda ol Ininarse emplsando pars 2lle la re-
pta de L'K8plenl ¥ congldarando & F [ x }, como un cociants de dow Funclones,

‘da 1n 1|||-ulunt| format

f " {a ' .
xm ”"':L"'.ﬁ—} e

por Io tanter . .
[ x 1 1 !
ILr! g x - ! L] - T- ﬂ _I¢-_, r o'
Finulwantay o . - .
1fa -!'—n— ] Ca awes .

Eam X *1
En slgunes ocaslonay, pueda sucedsr tus daipuél du haber aplicado Ta re
pla de L'WBpltsl, & una indaterminacidn, dnta paraldata oo dacir, que ia tanger

LS | i

34

Fix ' (=1 @
1fm - 1fm - £ —
x= s FRE] xsg 3 Tx )} 0 =
En waze caso, la raglas &a L'HEpltal pueda apllepcrgn tanbtsd vecey como -
wea pecunarfo hasen gue ae hava el Imfnede ba [ndeterminecifing, o sea:

"""r[”'.u'-l'l fr{ad g el """"'EL}

g T LRI o lad L9 a Eea q
danda )
e L :] i fiie]
- z+x g (&} ,

al procedlulentd anterler se concce con a1 nombre de genernllzac S50 da T re-

glm da L'HBpieal,

EJamgle 11

Dada la fungléa: 2
) wn® oz
F [ [ ] -

1 » cos

Hncontrar 1 Fi{=x]}
x=0
-

Solusfdn: » .

Cornalderarde o F { 5 ) coma al coclfente de dos funclones, sn decir,
lx

r ‘ﬂ'lr ]
AR e R e

x =0
romands wl Efmite dw F [ & } zoando x =4, 1 Ehare:
H
ff:]_ Ifa N T

k+0 1 - con x

im Fir) = 1fn ._E_'
A+ @ k +0

la zunl av una [ndatarminmelén en 1o que Fesulits Jptizable 1o regls dv L'WRI

tal, con la auw u“nhl-ut

ver? ¥ yun ; :m;' 0

aw




]

.
an

.-

como pusde obiervaron, la fndeturminactfn parsfyta une vex qua sa ha apllcado

Tn reglun, do sste maners, volvlunde o spllicer 1o reqln por sequnds wer, re--

wita:
1en 5 cos 3 y X 7 K
T I_ 1 top- T - qen” T o1 -2 1
e TS
Finutomntu, we obtlsns quat
1 s
an 1
llr; ST il B
3 e 11,
Daka In funclons # {n )} =t2o
Hallury lim Fin]
-]
Salurdng

Consldurande u ls funclén F [ x ) =t comy un coclants de dos fun-

£l &
cloras, o8 daclri
f -h
1 0a ¥t k

Y tomgrde 1Teltes cusnds x+0, e obilenan

L __-=

I1m cic x -

=

ilﬂ-M'l‘.l""lll-iﬂ‘
=w ]l g a g

LA

Entonces pars 2l lalnar Lo Indetoralnge!n, sv hice vin du la regls da
L'nfpltal, Esnlendo:

1
Ifm L= M ——
. -p _— - £3C K cat «
-—_ - £
L1 T T TR T ¥y £ot a2 b

L0
]

Sdse

]
L an b
1Mm - Ifm = o GMH.-h_

[ ]
rap TFE =

4
r

Yolvlends m apllcar 1o ragla da L'HApTtal, s obtlens;

= 1 NEE ¥ COY X ] 8
[~ 1an X +con 2 T °

ITa l‘l.:_.!.. 1fm
W RERYE

Finatmenta,

Tal comn pueda sprecliorin , loa «]emplos anterleres, mpavtran 12 apiles

clin da T regla da L'H3pTtal, en Tor casow en que O lcaments 1n pregwnten -
Imdatarminac foney da & fu.m;- & .-:-

PETERmIMACIEW DEL WALGR BE LA FORMA O- =
81 una funcifin F [ =}, consldersds como sl produeto de dov fungloses,

Flatb=t{x)egial, comala forme Indetormnlneds oem , pEFa un valar
de x, 1a Funcl®n dads puede sweribirsa an 1y Forsa;

rt::-r:-l-at.:-!—(,'-l-x#l

gixT FTx7}

fric su hecw con wl objato de Tegar & obtaner und dn las formas vivias
anturlarments y de estn sanera poder spllcar 1o regle de L'HSpltal,

_Elempte. 1

Caleular) 1fm wl 3

-
n+0

Solucifn:

Conaldarandn, o |fm = Ln £omo

:u*l:l"
\la Fin}loelim Fic)ogln]=Ifn aLw
A’ x* 0 ate*
fonde:

Pladmn yalx)=1Lcx



Aireny

1 obtlene guai ilm dla =g
cmegT
ror :u tankao, H:Itnﬁr
e xlx =vite L2 o2

g-i-ﬂ’ a+0 T -

La forea de 1o fodateraimne|dn antarlor, permite ol empleg de la regla -
dw L'W3pltal, ey deeirr

1
1im L& . Ito, —*— o 1lm (-x] =8
a+D" A a+d =1 g.p*
a x

Por o comf Ifemw bl a=10

-
x={

BETEAMINACIOM DEL YALDN DE LA FORMA = » =

5F wna funelfdn F [ e ), conlderads coms 14 diferencls ¢u dos fume lones
Flulef{adeglu)d tom 1o forms Inderprmlnads == =, pAFE UN ¥E=
Jor du ™ x ™, an n-n-rll L M!IM- transformarin en una Fraceilin que Lemars
In forua Indstarmingds F [ —-. medignty algln procedimienta algebralco -

¥ da anta meners, s posfhle splicer 1a regia de L'wlpltnl, ¥ ancontrar un va

lor daterminado,

(Jeaplo. 14 :
Calcular .Llr; ("—_I‘— - t.—:.-—)
$aluc ldn

Contldarsndo & 1im

(5 )om

x =]
1im F[l]-ilm[ff;}-g{nﬂ]-ﬂm(—r‘ .
5+l K= x =l - T

¥ romando [ felts connde m=1, resucits;

()

tara oliminer la Indsterminez1én. anterfor, se reaulure de uns transfor-
maclidm de! tlpo g & %. Ins cunlen, mediante el eoplan de 1o regle g -
L'efpltal, pueden &1 iminarse,

Ba wits manera, tomando comn Factor comdn a {_--urj—_ rasulta gua:

(,—-r )'r*—rn—i'l"[*-']
poer lo que, -
| ’ L. o+ [ x+ 1 4]
,'j;(a'—-r'"t—.*) - s

e Indeterminacifn anterlor parmlce gpltearse Tn regla d= ("WOoital, com
lo que sn obt lena;

1
lip 2La=1x=1), ”_!(;)il.x-!
g "

net et {xatdilierLn
n L3
Illl"I_""'I_ v

I--'Ln '

Como ne abiarva deipuds de spdlcar 1o ragla de L'wiplcet, la Indetermi~
naclfn peralate, por To qua lP”ﬁITdﬂ" nusyweent e r“ultl

L x " ;
bim ——r-l—----—ﬂ‘1fl T-T- e ——
K+] 1 « =% L a R —!-l.. aal 1 4+
a
N ]
1
H

- X - ] - I
Tim Iim -

por 12 tanto:

I_‘:"(.“—-r'w)'-r



Elemple. 15

Calcylar  1im (cut n - ! )
' w ]

a
Talae)dn:

Contlderando n 1la [ cot x - — ) como:
ey ED

:T;t"}'nlj.ﬂ[;t‘]-nt‘] -hl-:'; [cnth--—;—j

tomardo 1Tmites cudnda =+, ‘rasultat
[]

1
1 L ean v ! I
w-ﬂ { goc = 2 ) ,I*I: { [T LI T:I -

Fuesto que pura’h Imieterminuclin anterlor no existe vn procedislenta-
aue purmitn ol fminarle diractewnte, e deba Buicer alguna transformaclén, -
;Igebul:- wallante Ty cunl :.n. pasible obtenar una Indeterminscian dul tipm
1 d %. ¥ du anta forma, poder splicar la regla da L'Hpital,

A1 pusn, sl 18 toma coma Pactor comGn de |n axpresidn antarior g 290 2

1 obelene: *
1

ot ®

ﬂ:|tu--%--“""’l { %=

> : 1, pero comay

- 1
tan ¥ = e e tlane ques

L1
tﬂtx-—1—-_1'.._._[,-t.nt]_h-h|ll
u nofan K X LEA A

Ancra klan, obteslends ol Itmlte da 1 Jiting wupresldnm

r 1 -
lim [ cot n v —t— - % Lan A . B
- bl } 'II-!-.- k tam x [
Par lo tetto, 1s Induterminaclfn asterlor, permite ol «mplea de 1w regla
de L'M3pltaly asi puar:

2
K = btanox I - 3ec” »
A tan x I m

1+ 0 12 t-n:+nuc.2:

3

[
-l

57

Pern coma: !“_2 K = ! ¥ [hn 3 » ——r
) “'1 x T
e tlen
tlene que I - ! “HZ a1
1 - 'MI:l b cm: ® I o
= = A —— P e i —r
[ U T L L T T el ie0 A @ w0 sen M ems Mo+ ¥
oy A oy K ooy oW
"
mlz n 1
=- Iim

e wy SEM R ESA x4 X

$implificanda la dltima axprasMe y utl1tzends Lot sustltuclores trige-
nomdte lepy slgylentes,

i 1
Ed & =~ | = 5en &

z!!ﬂﬂ:ﬂ'l-!.ﬂzl
s obtlernas

1m tﬂ'lzl"‘| - 1l ?unzn - 2
Wag YENTET A A l‘nunixﬁs m

Yaly lwoda » splicar la ragls de LfHSpltal, y tomsndo el ITmlte sa Elwna:

”-Zuﬂzn a im Hamzeosw | 8 _,
A*0 gan 2 e o+ x om0 2o 2x e

Finglmente,
“"{[:ut-—:— I = Ite Loawn v ger n .8

arh K =0 2 con imosd
GETEAMIMAC ION DE VALOR OE LAS FORMAS 0%, =", |

$1 yng funclfe ¢ { 3 | puede eapretorse rn Le Tormg £ [ 0 )9 (a3, pue-
de wwieder gue pard wigdn valar = de x, 3¢ obienge que)
f(:nl-ﬂ.!{:u]'ﬂ quedandg la Forsy 0F

o hiam:
'ilol'h!(!n]- quadsnda la lormg 17

¢ tamblin,
filq:l' .ﬂ{lal'-ﬂ quedandg le forma  w*

Entencen, pora poder decerminar yn snlor que per=fte el Pefaar 19 Inde=



termlnecl&n para coalfgqulerd de las tres Foreas enterlorss, sc¢ emples «1 pro-
ced!mlante gue & conclnuacifn s paplles

Sew I Puncifn g [ o ] =4 § x39 .

Tomanda fogeritees patursles e smbop mlenbros da la exprestdn antarfar
y splfcanda las proplededes de loy Toeqerlimas, ya obtlene que:

L ¢ fud = giedrria}

for Io gque wn éede wns da Tos caves anterloras, al logeritea natural da
lm fumelfin, ¢ [ a )}, towarl 1a forms frdatarminsde 0= =, Dx «0T4 MAners -
detarminands ol valar da avte forma por el procedImlanto carratpondlante vla-

to antarformants, su obtfune ol ITmice del Iogerftmo de la funcldn ¢ { &k §,

fe tal forma gua, $f #l ITmite coma o] walar ™ o ", w5 daclr $l:

ilm Ly (=) =a

- E= 1L
a .
aMBNERIT Il (y ) oa g
X%,
Efemple, 16,
Calcubarrs Itm L1+ - I
= - "

Selucléar
tonsidersnds 1o suprenlfn gaterlor como;

L I[.;I}_- 1rmf{n}’{‘1-nm ;1++}*

Ao L+ m .+

puacands wl Iimite, %4 obtlana:

im g {a}=1

K =+ =

Esre Indeterminecidn conduce &l aplen del procaso descrlte anlerlormen
In pars elrmlnlrl;, wil puwy, tomando Yogarltmss naturales y apllesnds Tan +

propladades de 1ot Togaritmes s Obtlene:

tm LY [a} = Ilm atl {|4+]

LT X oa

do dendan !
Tfm :l.{'l-v-:-u ] =m - @
e

{1 mitade para resolver dicha [ndwtarnlnaclan { frelas ¥, & ), Indlca ~
tue hay qua conslfdarsr el 17slts anterlor como el producto de 4oy funclores

tratdo & 1lagar a4 gbtensr yta Ingeterminecidn % -] -——:—. pars poder splicar

Ta ragls do L'W8pital,

Asf puss, slgulende dlchos process resulta:

I

LEl # =

1m L {1.,:_}.[[-—1_‘-—.
K- L b

Calculands wl I{afte de 1y JItTns axpresldn e obilene:

I » L
1im L [ - 1]
- o
x

Apllennds whors la Regle oo L'H8plral,

1im E.—(—"iJ- bim ( ] ’r\-_“i_) ST —

% o+ o — | . 1 Eew | s —

L "T"' L]

buscarde #1 tImlea resulta:

1 1
Itm —‘_-_I__" - T = |
K

T

O w9ta manera,
lim l.¢{a'.|-1lm—--—-—-—-1 - 1

xf—

- *
k- W em | -
Coms wl Ilmtte que so busca op I1m g ( = ], Flnalmante dueds:

lim, g [-I-'Iln_‘f[n]'tl]-e‘-e




Salugddn:

Elempla, 17 .~ - . A . . 5! 1|fﬂu+‘f!}'|]M+fil}‘rl}blim T
- o X+ a -
Calculurr T x* - e %0
. Tomande iogaritaot: L x™ " e gen x Lx=allm L 5" % 4 Tim %=n0 2 L =«
. +
SalyelSn : %0 xs 0"
fonslderando 0 Ilm ="  como: L
X+ = * |r-+[.‘{x}- '|hr|+-—£--L
w+ f x+ 0 1 -
-x L
Tm 4 (= tim # e )? 08 g oo™, o sen X
P 4 m R 3
Apllcande 1m ragte de L'#3pltatlc.
tomanda Togaritmoy,
- % - 2
fin L4 {n)eitm o Lx=0.an : Thm, Lg {a)e lm—Zeas i 280 % _ O
Koo Xik w ) x=+ 0 ne ] - cewx M) xeooh x O
Aol leand 1 wlftod | dleha | en
cande & todo pars . Talnae = rdetarmingeldn, se Elens gues Aplicands nuevemanta 'a regle)
Lx - -
LR L . M La{n)oe-TpmtaEnseonx , 2(0¢] _,
e mf ™ e ™ , . PLETIEIRIE TR 1T = b
o x+0 x+0
Utl11zando 1o regle du L'A8pitel y caloulando &) 1fmite sa chtleny, Luegn 1tm 4{ x )= Iim, WXL 0L
1 =+ 0
tm Y% i1a ER | N T N Foae .o+ 2 o S R
" - - ¥
M+ = & X wm 0 X m Hw
L [ L] b i - -
Asl, puti, 12 tfens quet \ '
. r. PR P L r o [ . [
e L g [x)= tim "—*:--u o 1 P T e
| e m &
Flnaimantn, A M arlgrps  gd kg oo s
— LB} e : R TR L T I L
Ilm #{ » ¥ = 1w F(x ]ﬂ x) Il x" = 'I:I = | . Goe trageds orp BA aagant- g ~ -
Ao im Kar i .
- L L I S | TR L e B L] ]
E 1m. 1.' n " o . "o - . ' [ R r-
..J.'.:L-.._.... * 1as . LT A TR T ER
Hallar - Nim P
R+a . v Pen, i «f " at r o

ot . _ . -
el
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YIii. 1 SUCESIONES -
Con el objete de introducir &1 concepra de tucesidn :nili
cemor #1 sigulence case, -
Supfngase que un banco declde pager o} 1001 de interds
anual, Fatn es, si algulen decide invertir un peso en diche ben-
o, al ¢abp de un afic tendr§.
1+1=¢ pesas
5i el bance efectuara ls composicién de interés semestral-
eente, 8] inverszionista le ivfs mejor, pues al ceho de medio zfo -
tendria
I'} peIOE
cantidad sobre le cual $# pagaria el otro 50V de interés. Esto es,
durante el segundo semzatre ganarfa
{l-%} [;J pesox
por 1la que axl flral del afp tepdria
(=P 2,25 pesos
Ahora bien, 3! la fomposicidn de iﬁterés se efectiiz tres
veces Al afio, el pese del lpversicnista se convertird al final del 1

"

afig en
1

{1*}} = 2.37 pesas
¥ s{ la composicién se efectfia cuatro veces ¢l aho, en:
1, :
1+y] = 2.44 pesos
( T ' P ' . i
En general, $i 3¢ ceompone la inverslfn n veces en un afie,
per ceda pewan invertida s¢ obtendrd al final del afa

1.1 R
(1*F} PRAna

F1 anflizis anterior pueda rezumirse en Ja figulente tahla

Cantldad rtecypevable por cada

Nimero de camposicic
peso al finmlizar el afio.

ne=y en un afio.
1 (t+11' = 2
1 4
2 (teg} = 2.25.
1 I )
3 f‘*I] - 2. 57
4 (1+3) = 2,88
n (1e23"

Como 3= ve, hemas esatablecide una funeidn
f:§N =R
definida por
1 n
£(n)=(1+2) _
que asocis a cads nOmert natural n (nlmerp de vecers gque s COTpone
el interés cn un afo) un nimero real (1*%]n {cantidad que s¢ TEOy-

pers anualmenta).

A partir de¢ esta funcién, podemos formar 1s coleccisn de

téroinos

£1), £{21, £03), £(0), ..., E€(0), ..

O 583
1.1
2, 2.5, R.AT, 2.44, - {1.Ej \
a la que llameremos sucesidn infinite v aue, en forma abreviada, de

AGLETrERA0E CcoOn
1.7
for o« =

L



[befinicicn. ' ]

Una sucesldn infinita &3 cne £ eccidn ordenndm de térmi-

nos '
£{1], £{21, £{3), ..., f(n], ...
formada a pertir de une funcién f cuyo dominieo ex el conjunto de -

los nlmeros natureles,

A fi(n) s¢ 1¢ 11amn tErmine enfsimo de le sucesidn.

En farmp abreviads, representatemos con (f{n)] & 1 suce
1

sidn cuya térmlno endsimo es £(n),

Ejemple VIT. 1

Las slguientes son sucasiones infinives:
ay in"de 1, 4,9, 16, 25, ..., 8%, ...
3 3 3 3
b] {E}US' 1-1 llI' '5-, ?, g E. R
e} 10=-1)™'nl = 1, -2, 3, -4, ..., {-T]

n R
o 1G9 2, ez, 4y L, BP

ne
N, 4

------------- * & = m om omom om o=

Chaérvede que la definicidn ne excluye la posibilidad de
que lox términcs ds la sucesidn sean nii=eros complejos, como en 2]

caso d)] del elemplo anterior. Empero, &n lo que algue trabajare-

moa rcan suceslon#s de niimeros reales, 8 menos que se indique otra

cosn,
Volvesoy shora 11 ejemplo del inters bancarie., Como -

se puede ver #n la tabla, a nedide que susents £l nGaerc de compo-

siciones de interés en un aflo, suments la cantided que el inversio

5in emtargs, podemes preguntarnos: [FExlsate algu

fnista recupers.

ne cantlidad méxima recuperable ﬁur cada peag fnvertido aungue el -

niimero de composiciones por afio ses tan grands como e quiera?

Para responder a esto, veamod que sucede con #1 térming

n
{14%} a medida gque n aumenta:

. n
. (1edy
1 2
2 1,125 )
3 Toz2.37
24 2.6637 I
365 2.7146
8,760 2.7181
$25,600 z2.7182

Venos que El+%]n crece cada vez mis lentamente (por ejem
plo a1l cambiar n de 8,760 & 525,500, s8]~ cambia la cuarte cifre de
cimal), lo que nos lleva a pensar que hey up 1fmite para ¢] creci--
miento de {1+%}n, Dicho limite a5 ol ndmero irraciconal
ew 2, V182ZH1EZEA ... )

Entonces, le cantidad recupersable por cads peso invertide
fnunca seTh mayor que “e'' pesgs, PAT grande que s=a ¢l nidmerc de com
posiciones efectuades anualmente,

La discusifin anterior se resurr en lp expresién

1 n
1im (145 =e
== pe

1T



) ¢ e '._::." s .
y por #llo decimos que 1 sucesifin [(1'%:'} “iene Ifuite el abmero
#}, 1o cusl representamgs mediante = * *7H ¢ E o
‘. tF, T T
lim t(l*linl-e ' .
n - x P TR Y. =

Limits de una sucesién.

. K - . L] -] 1 o

= En general, diremos que unas !Ucnsiﬁn.kf{n]} tiﬁne llﬁite

o

ai, m medids que n crece, f{n) se acerce a un éiertn valor fljo L.

Esto es:, i ot l
al n-m, antonces £{p) 4 LT AF ¢t 0T
En #31te caso decings gque la lu:e:iﬁitlf[n}} 1] :cnvtr:eg.
" te (converge a L). . . . ©a .
E3te cpncepto pueds expresarse formalmente £n la :lgulcﬂ
ta ce LWt SRR
Definicitn. - . Ay .- .

Uns sucesisn [f(n)} tiene 1imite L i, para todo nimern

E >0, por pequafio que sk, existe un nﬂ:aru M tal que

[E(R)-L | < porw tado n » N+, '

Elmboliremos esto medliants

- 1im

f{n)=L

- Lo - L9

Ejempla VII. 1.

Demostrer que ln sucesidn
Ll

! s g -
tiane limite L=0.

Requerlmcs pars #llo demostrar que siendo € > 0 existe un
- +

H tal gue - 1 -

s e e e ok - s

1u

]
[
»

3
U

FRIRT: ¥n>M

Como |% *ﬂ|-|%| -% por ser n slempre positiva, tenemos
de donde PeooT

nr% 1
por tanto, ¥YExD existe un nbmero H't- tal que

1 -0l < Yno¥.

quedands demoatrade,

No_todes las  sucesienes sOn convergentes. Por sjempla,

le sucesibn’ v g
T, 4,9, 18, 25, ..., 07, L.
no thiene limite ya que

LRI L entonces nlem .

Fara calcular el 1imite de una sucenlfn convergente, pue-
den emplearse loa te;;;;:; bésicos sobre 1imites que ol sxtudinpts
¥i conpce plrllti-illﬂ de Euaéiﬁrel.

1

el limice de li sucesidn

Por sjeaplo, parTe celcular -

-2 | - L
I, 1, 4, vy 01, ...
S' T: ' 'p’ sn ; ' n -k

podenos proceder de la sigulente maneTn:

- ¢ Ha o, lim 1
lls I'_I._ﬂ. - 1im l"‘n- - ne.- nes  § 1+0

1
n+= 3p n+= "3 | § D S ¥
)=

Como gfercicio sdiclansl demostrarezos, en base a la de-

finiclén, que-" -

" T 91 » 1im n#+l - 1 1 -
n*= “In 3



En #fecta, como

n+1 nil =Ny . .
e :I x| II*I M . o
10 cumplird que
n+1
- 3l <« -
1l y sdlo sl '
1 . LB E 1 +
In < f
ex decir ui ) ,
Poa, e . .,
e : -
por !ov que, Y[>0 existe pn nfmers H-;r “ta]l gua .
|"'4'II }| < [ ¥n*M. L
n i 1
- ¥ L] -
Sucesiones manditanas,
T y a r o
Si analizamos 1lm sucesifén . T .
EEN B N i - Tt
{[n 1}*]- 1, 1, 2, 6, ¥, vy (n=100, ...
i - as Tyt e, .
yemos que cada térming es MAYOT O lnual que e} lnterinr, pnr la que

dlruln! qu: la suces!fn es Ccreciente, Par el cuntrlriu. ll en una

-

sucesldn cadu tErming es menor o lgusl qpe el lnturinr dirn:u: que

ta suceslén es decreciente, om0 en el si;ulnntu caso:

1 1 1-,. 1. PN 1 P . oz -

. {E}- II .It S » 5 [
Defimiclén. .« - - -+ - . + T ..
" » . -

Sea {fin})unm sucesldn:
sl fin+e1)e o FIn}, -
2) 51 f(n*1)g £(n},

¥neN, 1o suces!dn es crecisnte.

¥neM, 1s Jucesifin es decrecients,

A una puceslfn creclents o decreclente se le 1lema agnb-

thRa,

«  Ejempla ¥II. I. '
a} L& sucesifn del problems de interés bancarlo
2, 2,15, .37, 2.44, ...
#s una sucesidn monétona creclente.
k) KMo siempre :, posible dgfinir una sucesidn ledilnte una I0lm TE

gla de :nrrespunden:il Por ejemplo, lu sucesIdn

1, 1, 1, 1,1, 1, ...
Whsy ey

so puede former a partir de las reglas:
E(ne1) & g ¥ E(20) gy

Ests es unm suceslin oondtona ét:re:iente. -

¢] La sucesifim ™ -7 LR R N

TERLNGILIIEE S U

no #s monfitona y. gque aa ex creclente ¥ tampoco decreciente.

Fara 1n lucesi&n ’ .
1, 1, 1 i 1 .
Leyr s
podemcs construir la yiguiente grifica
fin)4
T e
.5
'lI-\q.f N
. .
. 4 c-
1 ¢z 3 4 5 6 T 8 n —
=
T



dofide puede apreciarse claramente que fode térming de 1a sucesign
¢s menor o Ygusl que 1, por lo gque diremos gue 1 e una cota supe

rior de la sucasidn {%}. M

Por otra parte, camo todo tEtming d2 la sycesidn e3 ma-

YOT que Cero, €ste nimerg o3 una cota inferinr de E%}.

Pefinicifn.

1] El niaerc real p &5 una cota superior de la sucesifn {£[n)) n!:

' fin) £ p, YneN, !

2) El nimere teel q €= una cota inferipr de la fucesién [£(n)} s!:

"

fin) z a, ¥nel,

Una sucesidn se dice acotada s5i tient une cota inferior ¥

uha cota superior,

De acuerde con =$to, la Sucmsisn {%}, gque cowo vimos =g -

monfitona, es ademfs scotadd,

Teorama VII. 1, N

Tode sucesifin monfitone acetada tiene lImite (€5 convergen

tel).
Demostracldn,

Probaresmos el teorsme para siicesionos mendtonas cre-
cientes: '

Ses (f(n)} unz sucesién acotada. Como {f(n)) admite une

cete supetior, por el axioms del supremo tiepe une mipima cota supe

rior a la gque llamaremes L. §{ £20, L-€ no puede 3er und cota au-

perier de {f(n)};ipor tanto algn términc de ia sucesifn =5 mlrér -
que L-£, 0 seaa
£(¥)*L-{ para algin keN SEEEERI 6

coma {f{n)} &3 crecients:

fin)] 2z £k}, ¥nrk
¥, por (1):
fin) » L-E Ynrk A ¥

For etre perte, came L &% una ¢ota superlpr

£(n) 5 L Ynch P 3
de [2) ¥y (1)
L-€ « £fn) 2 L ¥nrk

Testande L |
=L < fi{n}-L £ 0 ¥nrk
lo qur lEplics
[finy-L] < E ¥nrk
con 1o que hemos demostrado 1o existencle del lfmite, que es preci
sacente 18 minima cota superior L.

La demastracifin #s similar si [ffn)} €5 decreclente.

Cjempla WII. 4
a} fta homos visto que {%] ¢s monftena y acotada, por lo gque sepdn
el tegrema anterior tiene limite. Eato concucrda con 1o ohte
nide an el ejenpleo ¥11.1, donde se Jemostrd que

lim 1
new £ -0

) Consideremox la sucesitn

=1; -1, =1, fra g -1 N
k- S Y 1 In+1)

Estu £ una sucesldn mondtona creciente ya que f{n+1]>f(n}

Yoo, como s5¢ dempuestrs m Continuacidn:



-1 -

=L{n+1) » -L{n+2)

L{n+1] <« L(n+~2) lo cual &s evidente,

-’

Por otre parfe, la.sucesldn es acorade ya que
=1 L
1] [T ©5 uns cots inferier, pues por ser creciente
o |
f{n] =z T ¥ned
2} Como Lin+1) * ) ¥neX, entonces fTﬁ%TT es sizmpre negativo y
cualquier nlmere positiva es une cots superior de la sucesifin
iy}
IR D
En' base & lo enterior, del teoremm VIIL 1 se concluye que

ls sucesifin tiens 1{mite.
S5¢ dejs 3l estudiante 1n obtencién de¢ dicho limite,

= = m mm m 2 4+ - - m m g &+ - - = = om m = =

VIl. 2 SERIES,

Una forma fnteresante de introducir el concepto de serie
nos la preporciond la siguiente paradoja, debide nl Filésofo grie-
gy Zentin de Eles (sfplo T A.C.): r -

"Un corredor ne puede slcanzar nunca lw meta porque slep
pre ha de recorrer la mitad de una distancia antes de yecorrer la
distancia total. Es decir, cuands haya recorride la primera mitad,
tendrdi gque recorrer la otre ajtad, Cuando hava recarrido 1a mitad
de e5ta Gltima, la quedari todevia la cuarta patte; cuande haya Te-
corrido ia m?tad de agta cuarta part;, le guedard 1a octava parts,
¥ wsf sucesivamente.™

Analicemeos con mAs detalle.esty situacibn:

5i suponemos que el corredor se desplmrie A velocidad cons

tante ¥ le Ileva t segundes tecarrer la primera mitad del travecto,

el tlempo en qua recorre la dixtancla total serd.

t+£‘.i.}4§.4“'i...5_h___ . [1]

La idea de la paradeja ¢5 que 18 sume d* un nlmero infini
to de términas, como {1}, no puede ser un ndmero finita, por le que
el corveder no podrlfa alcenzar la meta en un tiempe finite. 5in
esbargo, sabemos que si el corredar se desplaza a velocldad conatan
te ¥ emplea t sepundos en recorrer la primers mitad, llegard & la

mete =0 It segundow. Podemos por el1lg suponer que:

t
t+§.+§.4ﬁ.+_,_+;m-.“-2t (2}

con la que hemos asignade & la suma infirits (1), gue llanaremps se

rie, un valer flnita 2t, esperande que 1n igumldad [2) =zea villda -

{
-
=J




»

en walgdn sentide, PR . r oot

Lu esxpresidn (1) puede representarse como

t

teu al e “51 ;ETT -2t o {3 -n -
[Detinicién, .

Unm sercie «5 1a sums de un ndmero infinite de tErminoes:

+ + + + *
L a1, L P In e

Obsérvesn que loax térmings o , o, 2., ..\, &

n; v1a CORS

+ .
r ] B 1 .

tituyen uns sucesiéin,

Otro sjenplo de perls lo tenemes al interpretar la ftipre

sidn decimnl del nlmern racicenel } H .

i
0.333 ...

cuye stgniflcedo o3 ) - . .

_J.;L-Ld- iii___ - oo [4)

w1t fer T 1t

por la que . .
- L - -
1 3 a i
e Sl (5
nel 19 e N

Ko slempre es posible asignar  cns seris oe walor finito
como 18 hicimes e¢n (3) ¥ (5). Por rjemplo, la serie ||

1 ¢4 +9+16+ .., +0%« ., Y

£ a N

carece de un valor finizo como sums total., - oL

A 1s3 serhes {1} ¥ (4) se les lluma convergentes, mientras

que [5) se dice que es divergente. Py ra im
]

Antes de establecer una deflniclén formal de Eunvcrgencia

y divergencin de series, volvamos al anklisis de le paradaje de Ze-

- - a P,

v L UL . T B . F» r"-’!*"{.:_ L - DI |

U, OF

L7 -

A partlr de la serie,-

T t t t f
R L S A R L

L

podemos formar la sucesibn de sumss parcialey -

Sov Sy 500 5.0 aes Spu e
donde . . .

st

- 1]

51 t+I
. - rt .t -

LIS A |

5+-tottt+ ot

n - 3 e ;ETT

¥Yamos que #] término general 55 ée 1a sucesidin de susas
4 Loy

parcinles, es la sums dé inl n'prlmtros tétminos de 1a serie (13,

'y en #1 1imite:

- t lim
nET FLEE ¥ ne= Sn

para calculer este 1Inlte observemos que
. 5, ~t="(2-1) ¢ -in
s,-:*%-{zu})t
S, =t ; * ; - (2 - }]t
¥, Comg puede ﬂalﬂ!EElElt por inducclfn matemdtica, ¢1 t£rmaino ge-

neral d« 1w sucesibn 4. sumes parclales ex:

. oo -
et t LI
g5 = & * L . [Z = t
. ey T T P L ( zn-l} *
por lo quei 4y J2- " eor T L



1lm 1im 1
n= Sp " pe= {I-EETTJI =1t
' M. + - -

fon esto YERDS que 1n expreslan.lfj

t t ) T - i 'Zt'-"i:t _II' e 1 [T ,.AE .

n-1

ti2.+.l.+!.i,,.+1
¢s villds sl interpretemcs la suma del nimero infinito de térainos,

t,t ,t t ooy
t 101.*." sy ¥ zn.-l L.
- T
como ¢] 1limlite de 1a sucesidfip i -
t .t t *
Tt + ——— 1
{ FELN ot zn-l} f St
Pefinleisn,
Sea . e . . -
- 1 ! "

l.*I!+I1‘+..'ln*++-
PR ] - L. - IR L .
unn :qﬁlo,xr_ﬁeu {Sn} una :uce§i&n (1lamada de sumas parcinles) tal

Kjue

S.%ow A vE

51 existe un wOmero real § tal que:® ., -
-1 L3 I -

lim s %

£ " L
n n S g

o1 b L

s¢ dice que la serie ex convergente ¥y tlens xzuma.5, #n cuye casa se

s3cribe s, PR .o
. ¥ ;
- ' N
L a =5 . ot r : *
n=1 A

a N LR | L Lo
Une serie no comvergente 3¢ dice gue o3 divergente.

Nitese que la "suma' de unia serll';unvergeﬁte a5 ¢l limite

da ona sucesiln de sumpy plr:illks'r'nu ie.pﬁedewﬁhténer mediante -

und sumg ordlnaria de térainos, pueste que ds5tos son un ndmero infi-

nite.

Feta las %eries convergentes, el simbolg

- ' L |
I n
- ‘ n

ae utilize para indicar tanto 1a lerie:coho su suma, & pesar de s=t

n

dos conceptos distintos (1o suma Tepresenta un ndmero ¥ por tenta -

no.puedclser.conftrignte,ni‘dir:rtentt}. : .

1

1 e ! 2t ' N

NT, Ejemple ¥II. 5. -~ ot -

a) Para 21 casg d# la serde (4)r P -
—-5— * 1 T» 1 L] » 3 - - L3
1w e ITH ot -

se tiene que '

3 3 3 hi 1 1
E.m = + + 4 L. b el (V-
1w 1ot 10 1w 3 b
(Demubstrelal Lt . s
Comp .
lim g Mmoo 1, 1
b T sn = 3 (l "}ﬂ} T

1o aerie converge ¥ su sumd &3 } H

. . g n e =
I 32— = .
nel 197 ¢ 3 ' .

b) TPara el c;i; de ta serle ([8):

Tvdags,,  onls_,, +

el téymino génersl’de la sucesin de sumas parcizles es

Sn'1+lh9'...+n!- % f2ﬂ1‘5ﬂf1]
r g M |

(Pemuéstrelo)
En este cmsp, el 1fmite de IEn} no axiite, ¥Ya qus w me-

En ocasiones. &g

-

41da gqus nh crece, % (Zn'+30e¢1) tiende a infinite.

Q0o



to se pimbolirzra medlante

-

lim E. [zlglrsn“]].- -

Bn ¢consacuencis, ls serie (8] s divergenta.

T = & = m F ™M oy - - m m oy - A A & o - & a

En los cusos apteriores, hemos obtenido ung expraslén sinm
plifiesds para 1n sume de los primeras n términes de la serle, que
Permite ¢nlcular con Facilidad 1 limite. 5in exbaigo, e3tn no £s
tiempre posible, De hecho, =n la mayorfa de 1as casos no exists
una expresifin simplificada de 8, por lo que estudiaremos Gtros mé-
tadas pera determinar ls convergencin o divergencia de una seria,

Condicidn necesaria pare la convéerpencis de une serie.

Observyemns que #£n las #erles convergenies

1 t .t L '
FrrtatEr oo R (1)
¥
—_ _E_ - _i_ » ul_ LI ) _E_ L. Ed]
10 10 10 10t 16"

el término general tiende a cero, a medida que n crece; =3 decir:

1im _E_ i}

lim T -
ﬂ

nNn-+= EHTT =0 ¥ N 11

Este hecho 2 presenta 3iempre que upa zerie as COnveTgen

ke,

Tearema VII. 2

%1 la zerie I a_  £5 cOnvergente, entonces

n=1
1 e
Dempstracidn,
_—t
D

(2

o

Y,

Beg T a_ uns seris CORvETgEnte y sea {Sn] la sucesldn
n=1

de sumas pergiales.

Como la serle o3 convergente

linm lim

ew Op T pew (MtEpte.lta)) s b (1)
¥ también

11- - 11. * - - L]

e Sn-. e (WG . en )L (21
restando (1) de {1]

1 .

n}E {u1*a=+...'anj - ;i: {n.*n;*...+an_ll L

por las propiededes de los 1imites

11

n‘: ({‘l"t“""n} - (a e v.lva 3 - 1)
par tanto

lim -

na g ¢

Este tecrema escpblece pna condicifin necesurla para 1 -

convergencla de unz serie. S5ir embargo, dicha cordleidn no es su

a_=0l ng implhcn -

n

ficiente; en otras palebras, £l hecho de gue ]’:

M=
que la serie sea canvergente,

Le verdaderas utllidad de]l teorema VII. 2 5 que permite

eftablecer &)1 siguiente:

Corolaric ([prueba de dlyergencial

llm :
51 pem 81 /I, entonces la serle “E] 4, €1 divergente,

Ejemple W11, &,

a) Para la serie E %%T se tiene que

n=1

m _ _ lim In_
mw %n Y = eT t E ‘e



per 1o que 1o serie ey divergente.
*

b) TFarw 1a %erle [ 3 s clarg que
n=1 . Lo .
1im ! * b
pew 7~ 0 .

. [} L
I no nos permite decidir sl

En #3te caoto el teurkﬁl ¥II.
t

ls serle converge o diverge.

L] ' .
c) En el caso de 1w servie I l—, comy . -
n=1n
Itm 1
e 0 .. ,
ae tlene un casc pndlogo al W), : RIS -

llemads serlie

D=
-

Porxterlaraents demostrareaos que
n=1

- ,
arminice, 3 divergente; mientras gue 14 serle I1
n=

te.
i BRLTI ro

Propledades de lﬁi_sarie!

T . .
Las smpien tienen clertans propledades que vale la pene -

ra
]

menclanar sntes de estudinr dlferentes criterics que nos faciliten.

¢l trabalo de establecer el curlicter de convergencin o direritn:i:

de une serle; o

1Y El.cerfcter de convergencis o divergencis de una seri; neo cil-
bia 3! todoy sus términos se multiplican por una constante di-
ferente de “;';', I .

2} El carkcter de convergencia o divergencia Je une serie 10 Came
bia 51 s Agrega o suprime un nimero finito de términas.

1} B! carfcter de convergenciam o divergencla de une serie de tér-

alnas POSITIVOS no cexbin 3l sus térmings 3e mgrupan de cual-

1
—y *3 CORYETRER

quler manery, i

i 5 11 .y 51 b, son des serles CONVERGENTES, entonces la gm
n- n= . -
rie I (% _+4b ) es tamblén convergente ¥a,fc R ¥ su suma ssts
p=l n o n
ot . e [ .
- dada por
- . - P 1 '
L [an_+Bh ]-n La+fIb .
n=1 n n=1 % ami a’

. .‘,
S5e deja al es:udilnte 1a denn:tr-:iﬁn de las propisdades

17 s 3] Fars una demostrl:iﬁn de 1n prnpizdad 4] pueds consultar

B B

LL 1a refersncia 1 plg. 471,



Y11, 3 CRITERIDS DE LONYERGENCIA.

Pademos dempstrar que la series arménica
1 1 1 1

1+ i * I - T L I T L.
es divergente, agrupando fus términes en la siguiente forma:
1
(1)~ (3o (G v (e b g o (o i« - +1EH - - ()
observenos que cada une dz los tétminos entre peréntesis

de esta serie, £a mayor o igual que los de 1a serie divergente:

- 1 L] 1 - ‘ *
Tegegoye .. {2)
y® que
1 ¢ 1
1 1
7T
1.1 1.1 .1
Lo B o SRR
1111
TETIIFEET Y
l*l—al—al—&l—dl—al—Al— l—al—él—¢l—al—¢l_él—+l_- l
9 to 11 12 13 1% 15 14 16 16 16 16 16 14 1% 16 2

En consecuencis, la suaw de las téraines d= (1] seTd mavor
que la sums de lps tfrmines de (2}, Come lu suma de los términes
de (2] tiende a infinito cuande n+= [par ser esta serie divergente),
entances, la suma de los términes de (1) tembién tiende n infinite,
por le gue la serie armdnica es divergents. -

El método aqui empleado, copoclde como criterle de compa-

racidn,puede formalizarae comO sigue:

-
m.a

i1

Criterla de compaiacidn.

]
Sem [ a uni serie términos pesitivos (:nzn, ¥peN] cu
n=1

¥o cardcter qusTemg3d CONOCET:

1) 51 L £,

s une serie CONVERGENTE de términcs pesitives ¥ -
nal

L

L L ¥neN, eptonces nEI a_ es CONVERGENTE,
L ]
113 51 E dn #5 una 1erie DIVERGENTE de téyminos positivon ¥ -
P n=1

#,2d . ¥neN, entonces "I a_ es DIVERGENTE.
n n*l T

Demostrecidn.

) Sean: S5 -m ca v
-

el término general de la sucesidén de sumas parciasles de [ LI
=1

SER:

e *
Zn'cl E, TN | :I'I.

¥nEy, entoncen:

% £ I
-
Ademfs, por ser T € convergents, existe £] llmlte de
nsl

[En} a2l gue llamaremas L:

1im
nrm 1n L

En consecuencia

lims <L

n+= n



far otra parte, coka [ 8 #% upa serie de términoy posi
n*1 =

tivos

5, >80

Por tanto existe un nimera raal 5 entre cerp v L tal que

lim

n+=

5, = &

por lo que 1a serie I a  es convergents,
r=1
L

IT} Sea I d uns series divergente
n=1

¥ sea a, 2 d“. Yoo,

"
51 suponemos gque E a, €% una sorie cunveérgente, par la
n=1 *
parte I} del criterio de comparacidn e tiens que
-

¥YneN = L dn s convergente, lo cpal contradi

L 2 d“ s

ce 13 hapbtesis.
Par 1o tente, la sepis [ a 1 divergentel
ns1
Ef clarc qua, paté poder utilliar este criterio se requig
re comparar £on series de caricter conocido. EntTe lss series dque
ais s¢ empplean pata compardr estin las series geométricas ¥ las se-

ries "p", gue trataremgs a concinumclén,

Serie geomftrica.

Una serle peométrica as de 1s forma
E aqn“- U TR aql+ ree nqn" * L
ne !

Yezos que coda térmipe es5 igual al anterior mulei

plicade »sor un fagctor fije q Ilamedo ratdn, La comvergencia ¢ di
vergencia de este ripo de series depende del wvalor de 1s rezdn q,
COR0 veTemod !
La suma de los n primeros tErminos de la serie ex:
n- 4

§, " B +aq + aqt Tt oaq L1

Multiplicando esta expresidn por q:

n

an = mg o+ aql * aq1 . ..* a9 {2y

Restando [2) de {1]):
5, (1-q} - a - ag"

de donde

n
1=
]
i -

por 1o que:
n
lim . ll=z af1-g7]
n-= Sn Ty - -q
Eire limire depende del valor de g ¥ se pueden destecar -

tTeS casps:

a] 5i |q|«!, entonces: lim q“-ﬂ. PoOTr lo que:

Tle+w

lim a
n#' sn' I.q
¥ en consecuencla la szerie es convergente y U Suma e3!
T -1 a ’ -
L e =
n=t " "4

R
b} S5i [q]| »1, entonces: cusndo ne=, qn+- 6 q ==, por l¢ que:

lim

f+= "R
ne existe ¥, €n Canfecuencia, le serie a% divergente. ¢
€] 5i |q|=1, é#ntonces q=1 & g=-1.



Fura q=1: .
. - .
L E aqg" ' a s a .,
. =1

¥ I serje ms divergente,

Farn g=-1:

i lq"']- a-a*E -8+ ...

¥ la serie ex taohlEp divergente,
(Dbemufstrelo} '

Fesumiendo:

La serie prosftvica It !qn converge 5i y sdle sl
n-
[al<1.

Ljemple ¥IT. 7.

at Para determlnar el cardcter de la serie

T ‘ . ‘ + ‘ L ‘ -
nEt ;ETT:? s xc Tt IET - mn
podemos emplear la serte gromftrics
- fi-q X
E 4 [%j a 4 4 % - ; - T - L. {2

fim]
cuya tazdn es q " }. pur-lu Que e3 convergente.

Comparanda estax dos series vemas que

g o
£ o4

w <5

¥ en renernsl: ; .
3™ g ) shot

{3

Empleande el criterio de comparsclédn, ae concluye que la
serte [1} es convergente.

%] Pare determinar =] cardcter de 12 serle

g 21 (1)
n=1 3

veamos 3l las series

5
nEI ;E ) )
¥
® n
n£1 EE )

507 CONVeTZEnYes.
Para analizer 1 serie (2], utilicemos la serie peomferl
€a conyergente:
; {1}n-1
n=1 3

Por las propliedades de las SEries convergentes:

= qmr 4T ot 3y T
r . rosehy . T =
IS £ T o oy | S

de aguf gqur la serie (2} ¢% canvergente,{propiedad 1] de laa series],

Para 1a serie [}), utilicemos la dcrie geomftrica conver

gente
' Ty ("
r - - L { }
nel s T g 3

Como esta serie &3 CONVergents, entonces

£ ()
net

tagmbifn €3 convergente.



Comparande (3) con [4):

n .,
_% ‘ {§J ¥nek {Demuéstrela]
3
Par el ¢riterio de comparacidén, la serie ([3) también es
canvergence.
Come I Eﬁ ¥y I Eﬁ son series convergentes, la serie.
n*t 3 n=1 1
- 5 - n - 5‘“
I =+« [ —= [ =
n=1 n=1 3" =t 3"

&g convergente {propiedund 4]].

Serie P,

S T i 1 1 1
I e = ] % — L % e b L,
n=1 nF L G nP

La convergencia o divergencia de este tipo de series de-
pende del valar de p. Podemds considerar tres casas!
2} 5% p»1, sgrupemcs los térmipes como Sigue:

1 1 1 1 1

1 (l— ) — +  o— __} L {l}

® P 4P 5P P P

¥ conslderemos lan serie

1 + Ed * i— - ..
LT

que B3 una serie geomdtrica con awl y g = EF ST Come p>1,
Fi z

q €1 un niimers positive wenoy que 1 y ls se¢rie &3 cenvergente., Los

términos de esta serie pueden ser escritos en ls forms

1 1 1 1 1 1
1 + — _] - [—.- o A — —] L [z]
{:P L L Y L L

Vemos que, cada uno de los términos eptre parfntesis de
la serie (1} es menor o igual que su corTespondiente de la serie
convergents (Z), por 1o que, del criteric de comparacién se sigue
que [1) es convergente, )
b} 51 p=1, 1m serie p &5 la serie armfnica ¥, como vimon, es di-
rtrgent!.

€) 5i p<1, Cada téeming de la serle p &5 mayar o igusl que su co
crespondiente de 1a sevie arodnica, y por el criterio de com-
paracidn 1s serle p &5 divergente.

Resumiendo;

Le serie pt I i converge si ¥ 38lo si pr1,
n=1 o

Ejeaple ¥II. 8.

a) La series L 17 del ejenple VI[, 6 es une serim p, con p=2, y

n*li n

POr TARLD COnvargente. , o

- 1] 1 1
La gserie I = =1 « 0+ 52" ==
n=1l n LR ]
es una s&#rie p divergente (p= 1/2).
bl Analicemes el caso de la serie -
9 1,1 .1 1
't rtsrtmryw e 2 )
compardndeln con la serie convergente
s 1,1 U 1 .
I — =1 L * LI (2)
pel nt T 9" Ts6 " T .

ag



Observamos que

i
1 = 1
| Ugn!
1 » 1 '
T T
1 1
) § > T
t 1
T OTE
1 < i
WY

¥ 3¢ puede derastrar. por Inducclén matepitics que:

% 4:_:;,.1_ . ¥YneX y nad

ce dice por esto gque la serle (2} "doosina™ a2 1la serie {11
# parelr de n=4, Vale la pena entontes observar gque:
Eessta con que las desigualdades

<
" = Fn

»
Ly dn

del gcriterio de comparacidn se cumplan a partir de un cierte valor
de n, pera que dlcho criteria siga slendo aplicable (ys que podemos
suprimir un nomern finito de tf€rminos en las series sip altervar su
carficter de convergencla o divergencis).

Por »llo, podeaos conclult que I %T es una serie cop

n=1
vergente.
Utra forma de demostrarle es 1a siguiente:
Multiplicando por 3 1z serie (2}, obtenemos la serie con
vergente:
ngl %T “y . % . ; . T% . I% . L. (3}

{5

Coemparande ahoran las series (1} y (3], vemox que:
£

<

g_. G- A= o
Y
:1-..-. au W el

¥, comc se puede demoatrat por induccidn metemfticy:

L ET . ¥ney

n: n
Podemos entonces concluir, basados en £l criterio &¢ com

paracifn tal como se enuncid originenlments, que la serie E %T
n=1 :

&3 convergente,

En ocasiones, el criterio de comparncifn es de Q1ffcil
aplicectsin prictlcn (dicha dificultad estriba en oncontrar la ssrle
Patr esto, introduciremos otro Crl-

que aerviri de comparscidng,

terio conocide como criteris del coclente o de d'Alemberc.

Critarino de d'Alembert.

Sea L 2 una serie 9 tErminos positivos.

n=1 0
. lim "nsl |
Calgulemos: L0 —;;— I

] 81 L1, 1a aeri¢ &5 convergente.

1

a
11y si 1>1 6 21 oo cuande ne®, 1a serle es divergents.|
n

3117 54 -L=1, el grlterin no decide,




Dcﬂnitraciﬁn.
1) 5% Lel, elijnmps un nGmero real g tal que
Leg<1, [t) '
e acuerdns con la definicifin de 1imite, existe un mgh -

tal gue:

€ ¥nrg,

por 19 que

o+

|- il J

[l

De donde:

4 « 4, q

[} < Bk

1
me1 m*i 9« am q

:
Boay ¢ Ypay 9 #pe, 87 < 8 8

En cansecuencia, a partir del t€rmine ey los térainos

de 13 3erie: I LR
n=1
de 1a Serie geométirica.

son menores que los correspondientes tErmings

A, 9 % Ay q'+ B q’* cen (2]

Comao I
n=1
de (1): g<gei, ¥ la serie (2} e convergente,

a_ f5 una serle de términos positivos, L20 7y

e
g™~

-
Fror el criterio de Compavacidn, § 4. &5 convergente.

n=t1 n
a, "
1} 5i L=1 & = 1l +m pyusnde D=, paiste un meX tal gQoe
n
A
—t 1, ¥mum
n
es decir;
., > i, ¥nim.
[t claro entonces gue an no tiende a ceTe cusnde a+e, por
-
1o que la serie I a o3 divergente.
n=1

Iil) 51 aplicaans el criterio a la serie p tenemas:
1 .

lim 2a+y _ 1e (A*DP _ 1im (N JF -1
n+= & ne= nem Rl

T —

nf

para cunlquier valor de p.

Pero ¥a hemos denostrado que cusndo p»l la serie es con-
vergente y cuando pel divergente, gqueddndo comprobado que L puede
ser fgual & ungo tanto para $elies convergentes comd para divergen-

tes, por lo que en este casad £] criterio no decida,

Ejempla ¥II. 9.

—L se oh-

2} Aplicapdo el criterio de d'Alembert & 1y serie :l &

n
tiene:

LT o) (A N YRS
— W - - = L -
ﬂ.n in+”. n.Lh* n+
b=
n.

por tanto:



lin Ymet a1,

no- M o n+= pe T

¥ la serie 3 convergente.

n
b)Y Pars la serie E Ev :
LN
A e - in-lin*1 - Bt ;n4t]n;nil!n! U l]“
_l - T — - W L
n n n" n! {ns1)n" "
por lo gue
A, h
e
n

Y la serle e5s divergente.
€Y Con ayuda des criterio de d'Alembeart, resulta sepcilie demps-

trar 1s convergencila de 1z serie

n=t1 3
del ejemple ¥iI, 7,
En efecto:

a n’
el S«(ne1) I_. 1 n*f
a ne *I+n I ney

n 3
lim 1 n+é 1
fi=m 3 " p+% ¥

por 1o que la serie converps,

- m F e 4 " Em A m momoom = & A& & om om = = 2 a a =

Series wlternadac,

Las criterios de comparacidn y de d'Alecbert no son apll

cables g seTics tgles como

oy | .
u?

rd
LI

+1
:['t]n L- .‘11-1'4
- o T-g*5-yw"* -
- .
E -1t | IR R Y
n-l{ AL R Sl Sl B

que llamarents serles de signes alternados o, simplemente, sevies
alternadas.

En general, unk serie alternada es de¢ la forme:

-
L (-1}"‘1 LI N PR TR P

n=1
donde a, *a, VoeX,

Existe un criterio que establece una condicién suflcien-
te para la convergencla de este tipe de series, llamado erlterio -

de Leibniz.

kriteria de Lelbniz.

Lx serie slternada

II (=l}“+t LR TR TR AT
n=

Yred, e3 Converpente 24i:

N ¥ned ¥y ;i: a, = .

Pemostracldn

Sek la serle altgrnada:

m +I
r o o(-1}" T N TRL I
nwl

%1 n es un ntimero par, 1 té&mmino general de 1w sucesidin

de sumas parciates:

S 0= a,-a,*m,va.+, ..

n 172

n- b

Puede agTuperse en la siguiente forma:



Sp {al-lll*{l‘-a.]*_“*{ﬂn_ll-ﬂn]

Coan a_ » &

n ney los término:s enize paréfntesis son todos

positivos y la sucesidn {Sn} es creciente,
For otra parte, si agrupamos Sn en la forma!

5 = - III",]'{I~‘I.‘}'++,-{I

n n-:'an—li_'n

por £1 mismo rezonamlento vemos que Sn < ll, ¥ la sucesidn es aco-

tada,

Como {Snlxli monfitona ¥y ecocada, Ciene limite, 1lamé-
mgsle L:

ii: S, * L {s3i n es par).

Nos restn demostrir que tomando un nfdaero Llmpar de tEr-i

nos, ol limite de la sucesifin de sumas parcisles es también L,

En efecto:
5n+,- CR L (si n es par)
¥
lim 1im lim
LT sn*t *lem Sn ¥ onew  fpa
. lim -

Por hipétesis: _ fne, = %
PoTr lo que

1im -

nea Spe, "L 01D

Hemos dempstrado gque la sucesifn &# sumas parclales de
ia serie 4 (-l}“" "’ tiene limite, por Lo gque dicha serie &8

nei
copvergents,

Ejemple VI, 10

a2} Mediante el criterio de Lejbniz se puede demostTar gue la se-

Tie
- ner 1, 1 1
AL R A B RS

#£1 COAVEYgZEnte, YA que!

1} 1}}:%&%?"' . .
o blan: i ;._,1_1 ¥reN
n? [D+1] .
por I que: » * e, ¥l
¥y ) m ., lim .
ne+m n T = 2
n
B} Fara la serle ' .
-
n+l 1 1 1 i .
AL RO 2 S RS
s¢ timne que
1 1 YoM
a T AT
¥ como:
lim 1 _
S

par ¢l criterio de Leibpiz ls serie es convergente.

En al ¢jesplo anterior se JdemnstTd que la serie

I- [_l}m-j %n].%q},}+.‘_
n=1
es convergents., 5in embargo, la zerie que sa cbtiene resmplezan-

do cada Térming pﬁr su velar absalute

-



| 1 1 1
I=—-" 1 » - - ., L,
aey® T 3I° 7 -

es divergente [serie arménica).

Se dice por ello que 1 (-1)7"¢ % #3 uph serie condi-
n=1

cionalnente convergente,

For otra parte, tanto la serle alternada
T 1 1.
A R D S L L I .
nel P T T 715

H

come la gque 5& chijens reemplazando cada tErming por su valor LLEY-]

lute:
E l— - ] - } +* ; * T% + ..
n=1 n?
- n+1 1
son serles convergentes, por lo que 2e dice que :1 =1 —
n= n

£% Ung s¢rie absolutamente COnVergente.
Estoes conceptos no =8lo son aplicebles a searles alterpa-

day, 3ino tambifn a series de signos cualesquiers. En 1o gque 13-
-

gue, cuando hablemos de 1w serie I a, s entenderi que L. pue-
R=1

de tener cualguier signo, ¥y representaremos mediante L |2,] 2
n=l

12 serle que se forma reemplazando loa términos de E a.  por sus

n=?!
reapectives valores abaolutaos,

Teoremn VII. 3,

L.
5i 1a seTje r |an| k3 convergente, entonces la serie
- n=1

L a tambidn e% convergente.
=1
i

Deadstracifin,

Sean  S.m oa rAr. L tay X

yeaf
i w

19

¥ an |'||*|l.]'...*|a“l
Intonces:
Sn-:n - [.l.|l||J.tll*llll}*'"‘E'n'!lnlj
De aqul que, come |n*lln|10, ¥neX, 1z sucesidn {sn,zn}
£1 monftons creciente ¥ tiene cora inferjor (cualquier nGaero nega-
tlva).

Por otra paste. como a <|x | implica que aelagle 2)al,

»

podenos escribir
Sn*:n = 2|nlj*2|a=|-...~2|n“l,
L

¥ fome nE| |2,] €3 convergente, 1a sucesign {5,+Z ) tiene una cota
sureriar (2 [ |a [3.
net M

En consecuencle la sucesifn [sn;zn} es mondtona ¥ ecola-

da, por 1¢ que existe el Ifmite:

lim
M= [Snizn]

Ademis, por hipétesis, rT ||n| &% CAnvATQENte ¥ eXiste &l
n-
1imite
1in
fimme *
De aqul que, por propledades de 1os l{mites
lin lizn « lim lim
pem 195070 - L e N L - Sh
-
tumbifn existe, 1o gue denuestre que I 5, e COnVergente,
n=1



Ejemple ¥IT. 11.

Podemos determinar e} caricter de la serie

r €95(n) . 954 - 0.15 - 0.19 - 0,08 + 0.03 +,,,
n=1 ndm

(donde n estd #n radiwnes], zpaliiando la serie de valores abaolu-

*

tes:
-
£ cosfn}
n=1 n¥n

Dado que |cos(n]| £ 1, ¥neN, es claro que

I%L’ll < L}_ . ¥neN L
R hrn

Camg

- 1 PO

I — =t 7

a1 ndm n=i n
€5 una servle p, con p = MI, converge.
Do la expresisn (1), por el criterlo de comparacifn con-

cluizes que

Iy n+l 1
mente convergente, al igual que la serie E;-l} - -
n= n
Definicidin,
Heflniciuf. - -
Una serie convergente E1un para la cual nEt la!
n= -
diverge, s¢ llama condiclenalsente convergente.

L
I gosin) es coanvergente, ¥, por ¢1 tearema VIL. 3
n=1 n'n
L
le serie [ cos(n)., es tamblén convergente. |
n=1 R .
Definicidn. -
-
Uns serie [ » se llama sbsolutzaente convergente 51
n=l
"
la serie E |an] CORVETEE.
n=

Obafrvess que, 5epin el teorema Vii. 3, teda =zerle abso-

lutamente convergente o3 convergente.

"
L serie [ CSoslnl

, dal sjemple anterior, =% absoluts
a=1 ndn

ton ejezplos de series cendicionalmente convergentes 1a

T =1 vl tudiad y 1s serie r (-1 Voa—
serie Et (=13 ¥ ' . 1 ool

coan ¢! eatudlante puede comprobar.

P

20
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T
INTEGRAL DEFINIBA E INTEGRAL INDEFINIOA

OEJETIVES.

CRIETIYD SENERAL:

El #lumno tompreddark 103 fundamentos de! cfleulo [ntegrs)l du Tuncla

nes da une 4018 warlable indapendiants,

Al tarmlnar este capltula, o} 2lumnd yard Capar dx:

1.
o n
LR
LI
5.
* B,
-
LB
u.
L 1]

Definlr partlcldn do un intarvale.
Cafinlr nogrmé de une pertieldn,
Terarminar una funelfa escalonada gue aproXfme lot valorss de wna
fune[&n centfnua am yn iﬂt:;vlln dado.
Dads ung funcTdn evtalonada en un intervalo, colcutar &l yalar -
A & vy 0 Miemann.
Calcular &1 #rea balo 1a curva, empleands sarips dai rlpos

Im Im [
Explicar g] concepto ¢ Iategrel Safinlda, mdlenta la duma de -
Klgmann, ¢r una furcldn continua de una variable [ndapendiente,
Eaplicar 134 condiclones g haten whd funcign Intggrable 20 un-
intervalo,
Expllcar, medante una figura, |w [fterpretacidn geoméirlea de -
la Intugral pefinides ¢z una fungldn continua,
Eupllesr fres o miy apllenelongy difarmntes da 14 Intearal Dmfl

nlda.

« Txpllear cada uns gu las propiedsdes bislcas de 'a Intagral Def]
r

nkda.

11. Dumcabrdr 6] Teorema del Valor seglo d¢| Cdlcyto Intagral,

12, Eapllcar, com um dlagrama, |4 reprogentac]on dal Teorems dalt ¥a-

13.

lar Fedlo.

Fara und “incibn dufivable y contlnua dentro de un Intervalo, &
moptrar ¢l Teorwmd Fyldamenta! dal [(Elculo Integral,

Dadas wrad funciores £ 0k}, Fy n},le-]. cee B
distingulr cuzles ¢ las F, (e, LB =, 2,
Ulderlvadas da ¢ { w 3. \ )
Eneomtrar el valar do una inregrgl Indeflnfda por medlo det Teo-

w P Y son En

rens Fundaments) del Chlculo |ntegral,

« Dade ura Furgfén {ncegrable on un intarvalo. calewlar, wiando Ia

Pegla de Barrow, el valor de tu integral cefinldy am ess Tntecvn

OBJET VDS ESENCIRALES.



IRDICE.

INTEGRAL DEFIMIDA
£

INTEGRAL INQEFINIGA

INTERYALD, PARTFCICH, MOMHA,
SLFA DF RIEAANE,
INTEGRAL DEFVNIDA, FUNLION INTEGRABLE,

INTEAPRETAL |O% CEDMETAICA DE LA INTEGRAL LEFIN|DA,

PAOPEBAOCS GE LA INTEGRAL DEFINIDA,
TECRTRA DEL WALOR MEDID D{L CALCULQ INTEGRAL.
INTEGRAL DEFINIRA COM LIMITE SUPERIGR VARIABLE
TEGAESA FUxgaMEMTAL DEL CALLTULD INTEGRAL,

RELACION ENTRT LA IWTEGRALICH ¥ LA DERIVACION
GE umh FUNCICH COMTINUA, INTECRAL DIFINLDA

AEGLA DE BARROW,

INTEGAAL DEFINIDA E IWTLCRAL INDEFINIDA.

¥.1 IMTERVALO, PARTIL bCx, WORAA,

Imfelaremos nueskre astudfo fel Cllculo Integral plentelndoncs =1 al---
gulence prodlema: Oatarminer o $res comprandida entre Ja curve dada por la
Funclén F: (n, 1| meE Ml y=Fin) ] s ractav a v ayneh, vl aan

[ dras bajo la curva 1,

Grfflcpmantn s representy 9% 14 slgulenta meneraz

'

yutisd

A ¥

//A ’ Flg.ruu V.1

ELy ] [17-]

Fars |a formuiacifs preclss do eate problama y parw tu solucldn 45 nece

tario recordar y definlr aleungd conceptos auxlllarss,

$r liams [rervalo cerrado & equal conjunte[ s |[mchy 4 as b} 1 e
ty Intervale pusde dividiras en 0 Bubintervales cuyol puntos Frontera x5,

::. “1 e A R weidn suJutes & la tlgulanta condie [ 2

"'n”'l"iz“i‘”‘“n-l‘ nhlh

&

.



Aat, por ajemplo, e Intervato [ 1, 1,51 14 punde dividlr lrartrarr;uﬂ
t4 a0 cuatre sublfAtervelas de Ta gfguinnte maners:

u.;.., ;I;l,s ;u,-'-z s bexps.b

Flquras ¥.1
¥ 1a curple 4ue:

1 <1,5«2 <% «3.8

En geraral 51 sa repravantan los swbfnterysles sobro lo recte nimerl--

cd & e x, gueda:

l‘;_u ;, ;T. Kp=r ¥ Fn-i P
suluntervam
Flgura ¥.3

A lov p sublntarvaleos s Formedor 12 les dafinird come Lo partlclin ¢ -
dal Intervalo [a, BY 3 21 subintervele 13m0 semlaklarte sord 1 (& .
"yap?

Por l& tento deflAlremos como marwa dr uie partlclén F, v 38 Fepresents

rk per &2 la lorgltud det gubintervals sus grande de lay subintarvalos carra

M!Eil-li_‘]

Lon Iss besch #nterfores ya estamod |Tstoy para dalinfir uny Funcldn en-
calonsda § {2 ] de ls sigulents manera:

Uns Funelln s [ o 1 cuyo dominis as el intervaln urricn[-, b] s [1a-
wy wicalonsdn 8l exlsle yna partlcidn P para Tg gual & [ x ) permansce conalan
ta ¢n cada wnd de Ige 0 osubintervalos semiablercsy ce P,

Clerplo ¥, 1

Un emplands postal tiecs 1a $iguiente tablp para &1 cobro da timyrag poy

o
O

*
1000 |
tates: repretonte & 1o FunciBn grif leamenta, X E
1 1
! 1
Saluclén ! 1
= 200 tos
* [
Paso (gr. Yimbraa [ %) E '
L] 1
CELES 0,20 Vo
I.DO —— :
[:n.su H a.50 : b
{s0.100 3 1.oo asof —— i )
- 1 - ]
fos, 120 ] 3.00 gzop— P 1 o
08 0O R0
Figura v &

Ly funcléa repretentads of whs Funtldn edcalonsds pues cumple con Ta de
Flnicisn va que:

E) interealo [ 0,126 1 4¢ gividtd oo custro wblntervalos [ 0,20 ), «=

[20.50 3, | so,ten 3, [ 100,".0] correspordlendo en cads case 1on valores
corsalantps 0,23, 0.50, 1.0 v 3 0,respect | vamenLe,

Loy anteriores CONCEPEDY ngy wan & servlr pardk dcterminae une funcién ==
edcnlonads que dpronime les valoras de une funclén conklnua an un Intervelo -

dade, come xa explica o contingagldn.

51 suponemos que E‘I reprayents cuslguler punts del fntarvalo cerrada -«
[ T |+ a0 twde sublngervala del Intervalo ceresde [[u, 5] , pous
gremas encontrar un valor £y g cade £ Ie carregponderk wn valor d¢ la fun-
gldn oy =t “”:-J;,
y = F L al, originaimanie plangeacda. la podergs Fepresentar aprosdlmadaseris

= f ([ J de tal forma que en la funcidn conglaua-

coma 1o fumcidn wacalonads F [ L Y, comm we otsdrva gn la [lgurs ¥.5.

Com eaky process podremos ragolver wn farma Apronlesds &) problems plan-
teado orlglegimente, qua Era anpontrar ¢l frea ba)o Ya corvs de 1a flgura ¥,
o la Flgurs ¥, 5,87 21 #n su Tvgar caloulamos &1 Srea de Ig Figurs V. 5,b, Sm--
bas tahderf~ g per fquales mientran mayor Adtero d4 Subfsgervalos Tays, O vra

mlcrtray prener 424 1a rorra de 15 partlc|Sa,



7
]

Z

'
'
'
+

u
H
¥
F
d

T ik g LER DL kp by L R 1
mril ittt E;IEL;::.. i, oy
Flgura V.5 Fua kM s

El fres baje 14 funcldn ascalonada ¥ l_l] para Lie [l, b] ently -
Tap FaCtas W = & ¥ % = & pa pucds determinar como e [leatrs wn b flgura o
quisnta,

Figura ¥, &

€1 §res dal racringule | serd fgusl ae f (e Y= (=9, 1=kt

al dras toiad serid 2 -'-t-' IEI LY. rf1 f l.'ﬁl | RN 1, gue -

w3 13 soluclda aproninads ol problama plantesdo,
¥,3 SumA DE RMIEMANN,
“ n
A 14 wxpresldn Indleadn wn #) pirrafo anterlar: IEI L Ei | l"; * li‘T ]
] =1 f Igr ] ﬂl w, 18 Ta lame " Sung o Riemann ',

£ la ¥. 2

Encontrar un valor e 1o Suma de Rlesann pu.'i Ia funelé~ continue y =
f{a)=1+nanel lntervale carende [1, 107

Solucldn:

In atts coa | a, b] - [I, lﬁ] I divldemos ul Incervalo en § subln-
tarvaloy igualas, da amplitud 1, y construpamon ura funtifn sncalonada, coms

t4 muorstrs en la figura sigulfants: . \'*
r P

ﬁ””,

Flgura V.7 "y 22480 t000 P
3
L 5 - -
11 -:.1 'l{llt i. ,'l_,'l}

=2 {1 e3 {0 ) s (1), v0{1}
- 5

31 wl nimoro de sublntervalgs fuers mayer, sl rawltads sarfs was sproal
rado al dres balo la curvs.

¥. 3 INTECAAL DEFINICA, FUnCION INTEGRABLE,

A conclavscldn definlramas 1o que rapresenta que uns Funclds contlinuge ==
y* F{a} sen Integrabla en ¢l Intervalo cerrsdo [a, b}

Cefinfcifng ba Funclén y = f { u ) ax Intagrabie an a ¢ [4, b] ¢ )
sxlate yn nomern L oque satisfage:

n
|5, U5 &

(- L |5 e tal que >0 y prafi]ade, y adamds 1
I u‘ -‘“i"| I < 5
n

e I, FLE; Ja,; ™
T I=1 I i

tamblin 4 > O puquafto y prafllats snconcesi

A



4

En ul pomtnto an que ,u,-ﬂ.al_l-:;rf[t.llr.hnhnf(n],-
rambldn an puade dwclr gue wl ndmero da zubimtarvalos tlende a Infinfto,
n .
a Lr: 15 r i !:; ) ﬁ.' £w b we Te lemw Integral definids odu s fyn
cTén contlrua y = F { e ) wn wl [ncervelo cerrado [a. b] ¥ 1¢ la reprasenta -
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RpcuErdesa qua § repressnta Ta narma: 8l hacer tander cata u cers, 3¢ -
garantlra gua todos les demds Intervalos tlenden o cere, por 1o que 10 Inte--

1q:r.tl dafinlds mo Capands de 1ot tublntervalos -ﬁrn-
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f () ealata
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Hog U {fmita inferlar, " B " 1Tmlte swparlor y wi sTmbato J sa Hlama algro =

de Imtagracidn,
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kEt I.Ll‘ni.'nuu.'I:"!'.!na-"_:l_.lltll N 1]
sunt [tyyende [ 57 ea [ & ) queda: .
n
i -y nln*!‘lﬁiln"l.h;,-:yﬁ. N (1]
f
danarrallando v simpl IFlcande 1a obrlana:
l’ - l L k
=T % 7T
b Im :n rifrt g, w
:mu:mﬂccwtj.finl'd!'i_,ull 1
no+ -
tntnnusﬂla” IE!F () 5 = .;I‘; EE'I ' N ¥
e = | L

(B3



¥
svatltupendo { 6 ] en (7)) queds:
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Y.L IMTENFRETAECION GEQMETRICA DE 1w INTEGRAL DEFINEOA, Sa T N EFEF T
$a pucds #f Iregr gue la Integral geflalde de Vo funcldn contlngg - - - = Flgers ¥.10
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For to tanto Ay = A, - hy = O.25 = 2,25 = =1 .

Da dondet S;{I-Zl}ﬂg--l

E[ernla H,E. .
CoTculur fa wlgulante Intmgral, usundo 1o Inearpratacide guondtelce:
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"ja { vor gt 1 i1
an e Ve = rapidex Infclal,
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Flgura ¥, 12

Como Ta tapegral definldn de la funcldn f § ¢} = ¥e + gt 2n &l Inrer-
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¥. 5 PROMIEQADES OF La [NTEGRAL RIFINIRA,

A contiruaciin se dan aTgunes propladedes dn lo ntegrs! dafinfda; o=
dat wlTus 38 puedan demostrdr o partir ¢n su definlcida,
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[w. b];entonces;

.- S:dn-b-i

[

1,-5!’hf(u}dx-tf:fi:]dul-:m't-nt-.
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3.+ 51 k*0, s& cumple que
S"" b2 ) an=nS rlxran

ka [

10,- 5l c €A se cumple quay
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Damastrar qwlj: hdu=hi{b-ual,
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Incurprecar guomdiricamenta |a vlgulenta propfadad:

5: f{u}ﬁx'g: f(l]d:;‘E: flxddugce c[l.b:[

$olucidn:

Senm la funcldn y = F { x } v reprasantimosiy griflcaments an wvn oisbema-

k¥

¥e Fizgl

.
Flgura ¥,1}

I;_E‘: P {x)dxgeomitricamante repravants &1 Irva bafo o furve vy = f [ n ]
¥ 14t suctas y 2= 0, m = a g a=bcomo 1e we wn la figura W01,

Sic ws yna abrclse comprandidm en o1 [ntervnio cerrldn[l, b], antons
cey: J. fla) dx, repretonts ¢l Braw &y Saje lacurva y = F {x ) ¥ los-
rectas ¥ = 0, x w &, ¥ x & £, toMo 3 puede e an la Figura ¥, th ¥
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par Inquarﬁ’: f{u}dk-j: fl!}dl-l_g: t [x)da,
¥.b TEDRESMA DEL WALOA REDID DEL CALCULD INTEGRAL,

EF ba funclén y = F { u ) wy continud on «l Intervnto carcade [o, b1 , -
ENLoncRt welsty uh Aimera ¢ ¢ [.. h] tel gqus haga que:

returonerter i "
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temoatraciSn: San 1o fumcidn vy o F [ = ) contlmus an &t faZnrvalo cerra
do[l,, ‘n]; Hememas m &l valor mlnimo da 12 Tuncldn vy a M al valar misima;
TLE

Anatia )¥E, £ (e ]

M'f{:m};"'w- ':Eﬂ.b]
grif | camente quada;

M=f{r nt

SR AN
mefiam} L\

Xm X }
=0 Xap

flgurn ¥, 15,

4 punde sFlrmar guss m« F { a1 c M, k@ [I,, b]:tlﬂ'lblll'l w4 puede dackr-
B - -

q-ul'lg. mduesm{b=~un)gn burey |upropledsd ¥ VE:Hﬂ!-H{b'IL'

en bate a 14 propledsd # 4= aflrew lo sigylence:

g: mdx:S: I'{x}d:l.fgl: Kd o

¥u qua: mnZfinlzw .
s daclr: -{b-.'.i-;g:fll]dniﬂfb-.]
diwldlendn rodfos los miembros da |3 expres(dn anterior por b - a) ¥ cbaervands
que la diterencis reaulta poriciva vo qua B¥ e, 1= obtlene:
Sh fled)d=
L

- [

o

peram=F {5 mlyn=t{ A ) por lo quei

AN flvdda,
}--—r.——_fl'. %y )

Dado que * £ 2 ) &0 contlrua ¥ n £ [:".‘] ; debe tetgr todes Yo - ==

(e

t
! 1 b
I-iltnrn compreng|dot entre m ¥ i como —p———I{ | F{m)dxer vmo dn maten

valoras, entoncas dabe exfs¢rir, por lo matoy, un valor da ot [i. bJ tal wumi

meflc)en

b
o tea: f(:’.b_i',r s TI=)ex
ez duclr
Fintaa=f{e) [ v~a) quaay lo qus 34 quarfa demy-
trasr,

For olra pertx, 2¢ puada Inkeraratar geomdtr/cwmenta 21 Tegrems dat Valor
acdin del L3lcvlo taregral, pasdndese e 1a [atarpretacitn geonfrelca o2 ta
tegral Pefinlda, '

b
El pesrema lxpuﬂqun_g. fiaddnaw? {c) [ %=-a)endacfr, =
ssegura 1& zalzrencla de wn rectdngulo de basa (b = & )y alturn F { ¢ ) qua
reprasantd 1a miqmy drem que Ma daS: F{n) dwx, comaan Mustrs an 1a 71

guey ¥, 16, &

i e D

Flgyra ¥. 16

o sea Area ABED ™ Aras ABiC D

' -3
perc Ares .0 3l f lm]dn
¥ Ares Loiip »[b=-w}flciy,

Ghadrvess tamblén que gile teorems asequry por lo mency 1o wnlqrencls =



¥r3+ %
deun valor de £. A 'mordepsda t (£ ) 12 Ie |lewa ordanads medis.
Li + i
2 | ; .
Deturminar &1 walor da 5. a mah x dx, X=2 A=B
S0l l4n: $olusidn: Figura ¥. 10

Lama gg {3+ x ) da representa al fran baJo Yo curve quadars
Repranencemon grdf lcwmantn las funelonas o

, pare u = 2, y=5 a
Fix)=n", glx] =aenn ¥ f{nlq{n‘.l-xzunx tT t a= 38 v o= 11
¥4 y+ por 1o gue al Erea dul trepeclo serdy -,
yoxt yeSeax | p,.iii & = Ll ’
h Y
Y RIS |
-7 w o= 1 CALONCES] _(az {3+ xdd au il
ll’tguu v. 17 l Aphlguemos ahora al Tecrems dal Valer Madlo que dicw)
" Flguras ¥. 18 ! 5
por lo tento ° wen x quedard) -f[‘]d“"’{”["']
;'X’an.r qunkltuyands queds
Sg [}ou}du-f[;][ﬁ'!]'*l
por 1o tento:
——y \ - 6F [ec =48
T T L donde F [ £ ) = & y represanta al valor promedie [ ardensds medin }, enton
Lﬂzuﬂl'f[t][ﬁ-lj i cas T (el =3+cee B, por lo que c = 5.
Flgurs ¥, 19 . o ¥, 18
obuirvere que ot origan divide & 1u flgucs en doy partes fguales, - - Utitlzando w1 Tagrema del Valor megio, encontra ¢ y £ (¢ ) do 1o
t=0yfFic)]=q '
T | plgulenta fntagral:
per 1o tanto ‘S‘F:'l{nunﬂ['l-t"}] =0 1 g I+ =~1%axl
| -1 Fimddagl $ia}=
Eleple ¥ ' 5-x Tix%s,
& Saluc dn: .-
Fetarminar 1 Intagral 3 [ 3+m] ¢ x, as? com la ordenada medla _ v
Fic) .

£1 representamcy grificemente la funclén uedss




Flgure v, It

£l walor d-_gf, Flwldew geomErpleamente represents ul Sres bale -
Ta curva por 14 que &y Tgual & 9.

Fer otrd 1edoge]l Teorema del Yalor medlo del Cdlcule Integral  astable-
cEl

j: fila)dre=Ffie} Eh--] vet[a, )

1 daclr:
St txyarmamtie) [b-a]

BN a4t CasOL El.'ﬁ]- [-'l-. ﬂ Yb-s=5-[(-1]1=8

per 1o que:
4«flc)e pur1nuntuF{¢]--Z— -1, 5

pere f [ a) =1+, pare 1 g 51

¥ F{ie)l=8 =y pATH 2Eais

par |o tantn 1 + € = 1.5 doade =l =- 0.5
5 - o= 1.5 donde g - 1.5

e gecir, = #3080 00 emlaben dor valorey de ¢ ( 0.5 v 1.5 ) gque sveguram -
la gnlstenclia €2 un recedngulo de bose { b - 8 ) = By #ltyra F L) = 1,5
que reprasents 16 Mismg Erea que 1o de g 51 fFlx)dn,

V.7 IRTEGRAL DEFymIDA CON LIMITE SUFLRINE VAKIRELE,

Wamos representado 4 1o [neegral definida de 1o funclfin zontipus T n)
en x] fntervelo cerrada |:|. b] con '|I_tnnrrulﬁr|j: Flx]da; tenblén cona
cemoy que geodtrlca=enie corresponde ol Gres bado e surva y » F {2 ) entre
oy ractas y = 0, = g y a w H; hagamss ghoara un cambio oy yerlable, s3 de-
elr W = y, enigncas : f{=1}dn -:I: F{ul] duy estpdiemss ls vegunda

Intagrat. Supongames que €7 extryso syparior sy warfeble, 0 720 & = a; entem
‘cen ul Eram obtenlda para cada valor de  verd discints, 1o que signiflca que
€3 Toncléin dg 5, es daclr:

AmAlal=F(fu)

A T luldu=F(ahiue[n 5]

Fofemes conclufr que TIS: f{ulde doflrnnig funclém F [ x ], cun dn
minle e o] wlpoes que o1 de Ta funclée £ L u ¥, op dectr todo valor da x g =

[n4].

GrEflcamonte ge raprosents de la slgulonts manerag

N | o |
. yatia) --\
ia) S
Azl
H H 1 P L - o

Al ag FIET] ] FrRE] L F -

. lo ¥, 11 Flyurs ¥. ]2
Eneoccrar el valor de Ta algulents Integral ¥ reprasenterle greff lcamen-

Eat

j'" (x¢2)duarix)

=]

alucléng
tﬂ"h'.':j‘b 'ER]d;.‘S‘: l"zld*.ﬂlﬂnfﬂl:

LI 1 =r+1; a =0 b
b=x
st rapresentumas griflcamanty £ { o } guedar
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Yauaed
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Flgura ¥. 13

5S¢ conOce qua Ta fnfegral represants €l Ered bafo la curve enirs

Ffwj ,y=0, y===8, 3x=25b, antances quedard:

2+ (e (IR o
L nw n-1;+1_
1 hio; IJ
wor lo taNteg L o3 L 4

51 & 3y ver repretantamcs aite Glilna funcidn en wn pistane de w)jor ==
coordanades % ¥ quedard:
¥ ] -%a :z
|/ ¥ T

Tymalebhxe bk

2r-{:+1}1-h

5 x tx+3)iaz(y+2)

Flgura ¥. Ik

qua &3 la ecuacldn de wna parkbola con vérifce wn { = 2, =2 ] simétrica con
respectic 8 un ) peralalo al eJa ¥ ¥y cdacha hacie arrita; nftesy que &0 L3

do cavo sxlo fncaress 41 Intervalo Eﬂ. .'_] ohoqua = > 0,
¥, & TECREMA FUKJAREMTAL DEL CALCULS INWTCCAAL,

Ya hamos obtaafde Integrales definldan con ITalcs  superier warisble, -

1at cusles tlanen 1a sigulents sapresidng

12

5: Fluldu=F {xl

Enend ooy y demosiremos shora el teoremy fundamental del céleulo fata~
gral w partir de la enprasidn anterior:

TEORERA:

S5eay = f { &) una funcién contlnus sn wl Intervele cerrado [:In.. I] . ¥
Ma ® [a., bJ st F [ =) ex 1o funcifn deflnlda por)

F{H:I-S:f{u]du v a s 1)

sMLONCEE b dr{:l_f{ll

femoytrscldn: Hagamos & = % + £ %, entonces | 1] dwsida:

S"“"“r{u}du-rt'“a-‘.l e ()

a4

Parc por ure de lat propledades du Lo Inteqral deflnlds s pnba guan

S:ffnldu'S:f{xidx*S:I‘[n]dx I § 1
¥ ¢t [a, 8]

antoncenn

g’“‘“ ftu}du-jz ftuiﬂufg:ﬂ'f{u}du-oﬂ}

.
“quu;c[l.u+ﬁ;]q'dupejlﬁdodt{ﬁll :’hfl:u}dul

* A Fiul#
CORETIPIOS Nl L EERR LA

suttityenda (L} p [ 2V en [ 5 ],

‘Sx:b'f{u‘.ldu-F{:+ﬁul-F{ul N (3]

ptn:rF[ni-ﬂ:'.i-F{a]-ﬂFl'x.'leun

‘S_hq“‘flu]du—ﬁl"tn} A a . I?]

x
coma F [ u ) et whk Funclén contlnus se pusds upllcar a | 5 } a1 tacress dsl

valor madle del cdlculo Integral, an deeir

- c



Jmf{ujdu-f{:][{xd-ﬂn}—gf'[r.l'[.ﬁ:u ¥
[r %21 ] e

Iguslande (7] y {A):
AT (el=f{c)bx L.

Ofvldlends a (3] por & n:

1
_._h_"L.r(c;

Ahors tomemos el 1Tmite da la gapresfsn | 10 ) coando -

A awpaus declepcuands L x+ 40} = 2 .

I QF!:}-”M f(c? P

F-E ) [X bEx =0 -
parc cusnde L = 0 F [ ) = £ {xl,
pusrts quai £ L [1. LI .ﬁx] entorcas:

tim _ﬁ.uL}.r[,}
a0 L&

por Giro "*’“‘a”:.n nz‘{_ x) 4 in z ) e

de donde 32 pueds conclulr, fgualande § 12 1 ¥ § 13 ) guay

P%%l-f{;] I, 2. . 4.

Geomlitr lcamente $& pucda rapretcntdr de Ta afguients meraran

] x4 Ax
vl AF(x) =) Sl du
i Flgurs ¥, 25
HEX A+ Ax # vere
=
D

L}

i5}

10

()

f1z)
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E1 tworeme dal velor medle quads axprovada como 2igual
I

x
”‘:} =flul
u fr’ //
ffc-’/
fy Flgurn ¥, 26
/IA___. )
. oLt FIEE . aTxedr

cord &l Ir haclando mey pedueflo fk entoncet F [ ¢ ) tu aprovloss o £ [ n }, =

come ta ve o0 ¢l glgulnnte dlagremar

1
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Flogura ¥. 17

V, & NELACION EXTRE LA IMTIERACION ¥ LA DEAIVACICN DE WA
FUXCI0A CONTIRUA.

A centleuse 18n discutPrasos mas ampllssmnte a1 tosrems Fundesmara) ool
chilcyla tarepral; se cstablecld que 5! ua tI-MS: flultdumrin}
antonces:

Efal= ?dl— Fla]

Ut llzando tecrla de gon]untos lo anterfor e putde expratsr de lp al=--

gulente mongla;



Elesplo ¥. 12

faleubar |y sfgulente inpegralc .j' ks d x

HAMHEIH .

Floure ¥, 18 - En este casc F [ n ) = o

Ei du:tr}udllnu yna transformeciin ar lege al congepte de Integral = £ LUx ) puode sert

obtenléndots un valor F L ), pere tamblén sa ha ducerminedo quat ’ i ¥a tue 'T:"' { ,.L“ Yo ‘5 =-F [x]
6 A ;
& &
'?E- Flgurs ¥, 1% ' -E..+5“qu¢ﬁ—t?+5)-u5-f{u}

I.s d li 5
rt!pque ro {T-I'.I-!-I'EI1

[ &
-I .E-+¢'plqu51—: [—E— ‘E'I'ls'f["‘
mr Lanton ﬂ'% &0 qud © B} WUNE CONEEMILE, I

H

n
por ¢ tantal J ' du= —E— + ¢ an forea genacal.

Flgurs ¥, 30 ¥
E— + ¢ i la antiderivede mun ganeral de la Funclén f [(n ) =

5
Comey 44 v To Fntegraclén v in derlvsciAn aon Y cransformaclonen Invers E -
was M, er decln g: fluddu=sF {a) as" antlderivads " de f { u.] =« flempls ¥, 1% )
Le antlderivads mag general da P L} es F {2 )+ €, donde © 3 wura constan
te arbltrarly, con 1p qua formatments podempd definfe que af F [ = 1 gx une = Mesalver ta slgulante Integral

antiderivads do F { o ], entonces 1w axpresi@n F [ & ) * € pa Viama [ntegral

Faen e d n
IndefInfda de F [ m ], que 9# anzress ff {n)da -

Soluclin|
Folucieh
B scuardo con la antertar, ol problems de caleular el redwitado de | -

operaglin ‘rf {x) dn, su concrets & buscar una fungdfn F { = ) La) gue: = Coms f { x ) = gen o entonces F { 0 ) purde feri

F'lm )= F el , asdecirytal que F [ A ] vea la antiderivada 2o f | x . fecoam ] =mgun k=@ {n)

d
- £OL A YR QU —ee



o

4 L paxte "'Ilhl"'-g— {meeamee | =aenew?{ul}

ax
por fo tanto 5 wan x d x & = co3 x + c en Forma genaral.

Flemplo ¥, &

Caleulnr 1y Fmtegrals Stld n
Solucidng

E
Comg F { 0 ) = ¢ entOncEs:T ¥
=

F[x!-l‘ﬂqus-ﬁ.— s

o an Torma genaral:

F{M].;td-r_'pbqui _E:_ [tn+:] "I-‘
por la Ilntﬂjl, dxee +e

Aotoda Funcl®e F § a ) tal que F* [x ] = F ( x } pars # x :[.,b] . -
s In Namg funclfdn primitivae de 7 { x )7 sp pueds affrmar qua &7 F § o ) ax
una Fumgléa primiciva de F [« ) wntencea F { 2 ) + £ tomblén lo a1,

A e constante arblererla ' ¢ ™ e 1& [lama gonsteate de [ntwgracién +=
¥ coma 38 Mm wlsto, €8 und cuntldad fndependlante 4% Fa variable du {ntegrs
clén w,

Coma 1 conatpnte dn Tneegracifin ™ ¢ 'F gp mrbfererls, 3z punds concluir
gus la S I {x)d atlena un ndmare Infintto d& sotuciones qua diflaren sé=

le #n 12 consgency de Integracidn,

tonylane weldrar oue para un problama dgdo &) walor d¢ T constants de
Intagraclién s pusde dotarminar 3[ 2w Conocen alquass condliclonty particula

fex dal problema comn tn flustra en o) elampls slgulenta:

Elemplo ¥, |

U punto maberfal 38 mueve sobre &1 &]e n Sc acurrde o la sigulente ==
rapidey)

. wwl 45 an qua v an M ¥yt oan yeq { determisar la ¢cusclin --

H

que reprasenta ol desplagamlonto x, 31 sa comoce que wl woviafente comlenas
s partlr dul arigqan,

Solue5n:

2l

L] T dxwwdr |

l-‘gilt
para v = 1 + § ¢

por Iaunmjvdt-‘gt!*Stllt-ijd‘t*ijt‘h

L TY)
--jt¢%n o
Con 41 Fin de conocer Para atfm Catd In conmtante de Frtsgracils 4a ma-
ba qus 3l A » 0, E =8 o geut

+ £

00+ 0+ dedonda c =0
¥ Ta pcuaclén del eaplazsemlanto sarid:

:-Jt*IJtz]

¥. 10 MEGLA DE BARACW

A contIryacifn veremos Un mEteds para calcular 1o Ineigrel dafinlfds -

Eomafds ¢omy Regla de Berrew.
Todrema:

S0 f 0« } ev uns funclén contlnua en &) Tntarvalo carrade [o, b y -
FLw) wi otra funcida cemtldn contlous an el [mMtervalo corredo [l,, l] tal
[ L

Fl {wl=Ffoa)

EnTonCat
! b

. F{in)lexasFiE!}

Finl

5
Bemaytiraciding: Magamng b ll:.'!-j: flwldw usdecing
hle)es inontlderiyada fa f (W doswan (n]j=Fix)+g
A= g gntonges raj: f[ujdu‘jl:f{u‘.ldu-ﬂ

pur1uuntn:hta':—| =0t 0=Flu)et
el

T St

L2



dedonde C == F L a)
hagemay shora x = bpantonced!

"'"r:unu-r[:hc{ =7 [b)eg
. =k
para C o= F [ 4]

porllounMS: l'Iu]du'F['}'Ft'l'r["i:l:::

que as to gue e quarfs demoptrar,

Ejespla ¥, 18
hlr_uhrS; []a!' -1 :! s 51 da
Solucfdng

En bt & 18y tacremes scbra Integrales s+ pusds aflrmar gqued
v =S (31 desranni) yadan-f} 2atax
QS: 5 dx

antontrando ghars ungy funcionas F § = ) talan qua Fr [x =7 [(x] saobtlana:
"

B R s PRER

Yeilizando ahars 1a regla de Barrow quedal

O O PRI, P Y

;..}-{zs.i-ul--ﬁ— (ov-8)es5(2)

1e i) -3 (5630

| = 1H9 - 37.% + 10 = 50 - 37.}
tor lo tantom

| = 182.7

Elople ¥. 17

i
Calcular a1 dires deflnlde por 1a cufve ¥y = hp-x, ¢t elaw y los-

ractad =1 yu=3

Solyclhn:

il'f"ll"'l.z
v -?..z.u,.s.a
prda-a?
cyek=(x-2)

cly-Ai=tx-21

Flgura ¥, 11

que et 19 acunclén du vre pariboln, simbtF{ch cOM respackd & wt 2]la paralas
1o #) efu ¥con vErtles any (2, N ) y chacave hacla abaja,

Ga 1a Incerpretacifn guandorfce, 4 congcw Que:

: Flue]dn rapresenca el frea bajo ln curva y = F [ x ) v ~
Tas rectan y= 0 ( ela X}, m= 9 ya=bpor lo gue s pusds af lrmer que:

l;? {4x~- w1 o u repratenca el Sres balo la curva y = b on - a? ol e]la =
Ky Tap rectas x = a3 ¥ k= 5 a cont lnudcidn galeularemon o] valor de la ==
Integra] dafinfus basingonss an lax propledaday da la intugral ¥ an tn ragla
da Barrew da la slguients manara:

S{[Hn-uz}dn-ﬁS;ldu-S: nzdx.

T 1 3
parot '-53'::!:-&—&‘—]1-1:1]1 2 (89=3)= 1%
3 3 5
SO ERTERS S HESTEE LS o
3 1 2k b = 14 22
pﬂriutlnmslti:-: Jda=1%~ Y -
Aral-wi-j!— u2

r

bl

A6



8U

IV

DESARROQLLOS
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VI, 4 SERIES DE POTENCIASG, .

Ex{sten series cuyas términos no neacesariamente son cony-

Lartesp por eiemplo, la serie

- " - "
nfﬂ mr s lrz =5 {l],

que llamaremos seric de potencies de x.
Es claro que pata cada valor de £, 1a SErie.{1] E3 URA a¢
Tie de téralnas constantes.  Vearos algunos cesos,

1
31 x= y, 3¢ tiene 1a serie CORvergents:

N L M U S I

n=g n LI b

51 x = -3, x¢ tiene 1a serijm divergente:
P O ) L 3 17

I-u -LHT{— I‘I'E'-T‘.u+

n=-

NStese que hemos tomado x®= 1 afn cuando x pueda valey
' L)
cere, por conveniencia pera la notacidn.

Es clarc que para z-=0
e tiene up serie canvqrgé;te,

Como vemas, no para toados los valores de x £a ghtienen -
serles convergentes. Es inportante entonces saber para que vale
Tes de x la serie (1) canverge.

Ya que para ciertos valores de x se obtiepen series al-
ternadas, anslicemas la serie Jr valores absalutos:

I
ned

n
x

a+T 3

Aplicanda el criterio de d'Alenberr, 1a serie (2} conver

E2 para todo valar de xf0 tal que

e
£

k-

| =

Lim n+

nes N 1
AT

Es decir:

Iim n+1l

nem |31 |ETE' <1

o blen:

Ixl o 23] < ' depende de n)

L I T {ra que x no depende e n
i n+l 1t 1 .

coma A32 [ B3 B2ty ta serie (2) converge

para toda x tal que:
faf <1
En consecuencin, del teorsma VII. I, la sevie (1] ey con

vergente {absolutamente cofvergente] parm valeres de x tales que:

[z] =<1 ¢ bien: -1 €31,

Pata |x] = 1, el criterio de d'Alembert no es aplicaklae,

Pues:

x“+T
1i nrl
im —

n =
n+m x

ey

¥ debemes analizar par separada los casos cuando z=1 y aw=-1.

Tara z T ae tiene 1la zerle divergente

[ ]
1 1 1 |
I —-1—"1' - - L
neg " H T ¥
¥ pAra x=-1 ae tiene 1A serie - i
- n
-1 L1 T 1
L ‘Lnr‘%‘":*:r'r'

que es convergents [condicionalments comvergente],



Finaimente, puede demortrarse que para valores de x ta-

Les que lx] » 1, la seric (1) es divergente.
]
B H x
En tesumen, la =eric nEO ST PS5 convergante Gaicamente

para valores de x en el intervalo:

-1 0

=1 £ x <1

llamade Intervalo de convergencie.

Definicidn,

Une 3erje de ln formna
I o x" = mgra xeayrien,xls.,.

Tecibe el nombre de serie de potenclas de %,
Una serie de 1la forma

1
nfﬂ in[l-l]“*l.‘ll[l-!]‘ll{l-n] ..

L]
tecibe #1 nombre de serie de potencias de [(x-3],

NGtese gque la serie de potencias de x &5 un caso patfticu
lar de 1# serie de patencias de (x-a). Observe que ¢3ta Glrima - -
ffempre converge PETA E=4, ¥3 que se tiene:

-
H a“[:-u}n-a.
nel

A cadg serie de potencias corresponde un intervale, l1la-

wado inteTrvalio d¢ cponvergefcia, tal que la sevie converge absoluia-

mente pATA toda I ¢n el interior de diche intervale, ¥ diverge para

todid n juera de €1, El punto medle del intervalo es 4.

Teorema  VID, 4 (1)

Eoay [:-a]" CONYETZE pRra -
R+l

al menot una xfa y diverge para a1 penos otrs valor de x, entonces

5i la serje de porenclas

existe un pfimere real pesitive r (llamado radio de convergencia) -
tal que la serie £z absolutamente convergenle para toda x en Al in

tervalo |x-a) < r, y divergonte para toda x fuers de £1 (|x-8|>¥).

Segtn los reoremss ¥II. 3 y ¥WII. 4, y por el criterio de

d*Alembert | Ia serje '

E e {x-l]n
n=0 n

s absolutamente copvergente si

. a
e 22 ]
Mo a
n
¥ €3 divergente 5i
. a
fx-a| lim -ﬂ:ll 1
Titemm ln

Pars los puntos en la fronters del intervalo de convergen
cia, #1 criverio de d'Aerbert na es aplicable, por 1o gque se hark
necesaric gpalizar por separado la Convergencia de la serie en dichos
puntos.

En cadps extremns, =1 intervalo de convergencla pueds ra-
ducirse a un sflo punto x+a, en cuyo caso diTfemoy gue ol radio de
toaveTgencia ed cero; ¢ bien puede abarcar tode el ej# real y dire-

mas que el radio de copvergencla es infinite.

(1] la demastracidn de est# teorems se omite por estar fuera del al
canct de_este cursc. El estudiante interesadso puede consultar -
ung demostracitn en la referencian 1 pig. 516, .

o

. o
e



Ejemple ¥Il. 11

4] Obtepgamos el fntervalo de converpencia de 1n aeris:

M _l!;ElE_ a T + 5;& * Lﬂléli *
n=0  3M¢n+13? 12 g1

5 tiene que

'in«t3’

| x-5] 1im
3 eyt

nee

implice que

[x-5] (f) < 1
¢ hien

jx-5 <« 3
por lo que 723 &5 o} radloe de convergencls, ¥ 1lm sevie copverge 2b
solutamente para todo valer de x en #] intervalo:

=3« x-5 1
es decir

2« xch,

Analicemas ls serja &#n los extremos del Intervalo, Para

x*3 3¢ tien* la serie

P T " { 1 T

L — ¥ Fr= A e P * - .

p=0 3% (ne1)’ asd  (nel}’ "y 715

que e31 conveTgente (serie p, con p=I).

Para x=7 3¢ tiene la serie

- n - n

N 03} LR 3 ) LN IR RO UPU AU
nad 3n[n‘”: et (n+1)? T FTE

que e3 absolutemente convergente [ver serie anterier).

- n
En resumen, le serie & Lﬁlél——- ed CONVErgente paTi
ned X[n+13%

tode valar de x en el intervalo:

g
0

s x g A

Observe gue en eaiec calo 1a caonvergencia de la serle =n
los puntos extremos del lntervalo es absoluta,

b} La siguiente serie converge fAnicamente para el valor x=-3:

It 3)™ e pexed)e2ixed) L,
n=f

¥a que, para x 4 -3:

FRET I [ ¢ADEY IR PR TR (PR

¥ por el criterio de d*Alembert la serie diverge.

c} Lla seris

T i, "
SR B TR I
peg 0- T n

converge pets tode valor de =, ya que

Jx] lim n.

e L B N LI ELICIC IR PR 3

n+= nel

Conviene mencionar que, 5i

I ] {z-a}n
n={ n

es una seri¢ de potencias con intervale de convergencia |x-a|«<r,

entonces;

al La serle pusde Jerivara® térming a término en dicho intervala,

¥ la serie chtenida
L na (z-a)"" ! -
n=1 n

tiepe e mlamo intervale de convergencia,

b) La serie puede integrarse términe a téraine en Jiche intervalo,

¥ la serie ohtenide



tiene el pizsmo intervalo de convergehcia.

' mm

o

VII. 3% DRSARROLLO OF FUNCIONUES EN SERIE DL POTLNCIAS.

Una funcifn puede desarrollarse £n serie Je potancies de

X sigulends varios procedimientos. Far #jemplo, pars la funcidn

1
HALI
prelongande indefinidamente la divisidn

1 ¢+ X * x

se obtendria que

H L] n
*E o+, LYK *aaa

- f(x) m ot b v &

ObsErvese fgue para x=} la expresifén anterior conduce a un

resultzdo abszurde:
1,%!-1+:.«sa4z'.r-...

¥a qué cirho valer estd fuera del intervalo de convergencla de la se
Tie |x{<1}.

En cazkio, para valores de x dentro del ipntervale de con-
vergencia, podemos aproximar Ia funcidn tnmandn'un ndarry finite -
da tirmigos $in cometer un errar “apreciable",

Por ejeoplo, tomando loa cyatre primeTos términos

flz] = T%; FE X . x' . si x|=1

Yara los valores de x = %, }, O, se tlene:



a,= f'fa
2 x lx T texextax’ ! )
@ £
3 2 1.828 D A
T | 1-333...0 t1.328 ' a,s 2500
L o 1 1 v
f
: _ ,._Ai*l
En muchas gcasiones sec tigne unz funcifn cuyas expresifn R
es diffcil de mwnejar vy puede resultar convenlente sustituirla por - :
un palinomic en x de grado h, lo ¢oal a4 puede lograr &) Ia fun- ' ¢ln) .
cifin s¢ desarrolla en una serie de potencliax ¥ 4e toman los térmi- | *a n.
nos necesirios para obtener 13 aproximacidn dessada. Llevandp eates resultados w (1), 3¢ obtiene la sxprestdn:

Eerie de Tavl .
erie de Toavior { fix)=fia)*f* (o) [x-n]}=£"(a) ‘*f * v {a) Iii%l:*..,+f{"}(l]15i%lﬂ*++;r]

Sea f[x} uvna funcifin, y busquemds expresarla #n la foran:

ftx]-a‘+a1[x-u}*a:[x-a]‘+a][x-a}'+... ) (1 conoclida como férmula de Tawlor.

Pars abtener los coeflcientes a4  podemns proceder en le Tnda funcidn que admita derivedas de¢ coalquler orden en un

 piguiente forma: intervalo ahierto {:1, 11] pucde Ser expresasda segln esta firmula ra
Haciendo en 1) x*a, se obtiene ra toda = en dicho intervala.

fra)=n,

que &% e} primar coeficlente. Para obtensr los restantes, tomrADs Ejesplo VII. 13,

las derivades sucesivas de (1) en el lptervalo de codvergencia de Para desarrollar en serie de Taylor la funcidn f({x]=Lx en

potencias de [x-7), calculemos:

le serie:
£ rx] - l|+2.'Ix't}'Jl.{K—l}:‘.l‘(K‘I]'+..+ f {x} = Lx f {11 = 0
. N 1 1 -
" (x) =2a,+2.38,(x-a)*3-da [x-a}ts... £ k) =7 L Fobar=a
Frrifz) =2.3a 025 44 (-a)s.., £ (x) = -l: o0y ==t
(Y (x) 23,220, ’

preox) - £ (1) = 2
1 m s w4 = = 4 ros P = = 4 m o4 a "M A :I
P 2 2 T m & 3 m = " & = # = = & = = ® a § w®w = 4 I1l" -ﬁ I'Illl'

f " — f (1) =-6
ftn]ij ! ano... {l} xlt }
Haciendo en estas expresiones x=a, obtenemos: : E

£ zy = epyriinslle ¢ = 1" e



por lo que:

L(;}-(;-1]-££ill'+ I!ill;_- liill: S i ‘;‘ n.__,[1]

Come s fécil verificar, esta serle es absolutamente con

vergente #n ¢l intervale .
lx-1] <!

y condicionaleente convergente PATa ung de los exlremos [z+21; en
consecuencia, la exprealén {1 no es vElida para x fuera de este 1R
tervalo

Se acostumbra decir que (1) e5 un deserrolic en zerie de
Taylor de la funcién La en un chtoTre de x=1,

£s pasible aproximar £l logeritmo natursl de un pdmere x,
destre del Lntervela de convergencia, mediance e) polinomic de ter-
cer grado:

Lx= [x=%) - Eil)_: - .‘lil)—.

Calculemos, por ejemplo, el legaritmo de 1.57

- T - 1
1.8 & praseny - Wa3eid . Lol - aianes

Ex claro que tomando mé3d tfrmines de la serie se chriens

Dexgd.

uns mejor aproximacidn.

Tonando cince térglnos:
] ] L] )
Ly « [x-1] - llill_ + liill_ . 1Eill... liill_

pars x+}.5 s tendrd

Qexcl,

L 1.5 = 0.4073

que se aproales mis ml valor resl L 1.5= 0,405485...

Si en 18 serie de Taylor hecemos a=0, chtenemos! P

. o
(x)=£(0)+£f" [ﬂ}x*f"[ﬂ]i—;*f"' {D}§T+, . ,if{n} {D]:Tr*. .

Expresifin que nos permite desarrollar la funcidn en una 58
rie de potencias de x. Esta S4Tie se conoce con &1 nombre de serie

de Maclaurin.

Ejemplo VII. 14.

Pera desarrollar ia funcibn =* en serie ds Maclaurin, cul

culemos:

£ (x) = " L F {0y =1

£ [x) - 8t £1[0) =1

M (z) =~ #" o -1

£(P)xy = oF £ oy a1 ;
FOr lo que: .

£ = ', ', . <" .

- L S H T:' - n—-_r A
o SEL . - ,
- |
X - of 5 (1)

) Ths+

Como vimos en el sjemple YIL. 11, ¢}, la seris

- n
L —ET
e n.

converge para tods walar de £, por lo que la expresién (1) es vili .
da ¥ x ¢ K.
En forma andloga, pueden ohtenerse los dezarrpllos an 12

rie dp Maclaurin de las fencionas senx ¥ cosRi ) C

Qo
e



[ [ 7

inel

H - L] n
cos xa 1-Fr v Jr - proca. o ()M Tyt * <+

Coma o5 ficil comprabar, laz series

J:Inﬂ

n+l
A
in
n+i X
R tO

s4an tambifn convergentes para tode valor de x.

Elemple ¥II. 15,
Considerepos #1 problema de valuer o] 1imite:

lim TAnY
x-+{) 3

¥ la integral:
j: Senx dx
x
H

Estos problemas, que no tien=n una seluclén inmediats, pue
den resolyerse empleando el desarrollo en serie de potencias de 1z

funcidn senx:

1 Ii x?

SENX = X- Fr 4 e oFT 4 ...
En &fecto, segiin la expresifn anterior

1 L] ] L}
JENE X X
—r—— .
X

1o Er oI rgT e (1)
de lqui que:

lim  sen x . 4
= x—f x

o0 Ahora, para obtener un vzlor aproximade d=

1
SENX
II i
T

tomemos los primeres cuatro térainos do 1a seris {1]:

dm agqul gue I
L] [ 3
J'llr ’—"%dﬁfirw M
0O SEAC
_r?l wd:;[x- x! - x? - x! ]t
s =% [£92- 1IN ¢33 1IN ES YA l!
fi BEDX gy - (1. 0.05555 + 0.00167 - 0.00003) -
- '[11 - 0,00694 + 0,00005 - 0,0000002)
Finulmente:

0.45297

§, S -

Ly meyorfa de 1ps comceptos tratedos en este capftulo,
pusden generallizarse parm £]1 caso de 3cries con téralnes complejas,
For ejenplo, al iniclo de la seccifm ¥II, 4 vimes que 1s verle

- n 1 L]

X, X ',
i A A

n=0
converge absalutamente pora
. lxf<l
Si x puede tomst velores complejos, ju| Tepresenta el -

mé&dulo del nimera complejo n, ¥ 18 exprecifin |x]¢1 queds repre-



sentada en el plano de Argand por la regidn:

y ci= imaginurlo

que recibe el posbre de cireulo de convergencia. El radic de con

eje Teal

vergencia r=1 wes £l radio de dicho elrcula.

Para toda xcT en el Intervier del Circula de convergen-

- n
cia, 1z neri= L E%T ¢5 absalutamente conve-gente.
n=¢ .

En =1 caso genertal, la regifn de convergencia
[z-a] = T
e1td representada en o] planc complejo por un Circulo de radio r
con Ccentro &N X-a.

Farmula de Euler.

-’

Considerando que x puede tomar valores complejos, &= la

expresidn:

- +
X X

+
'l-‘."’;}*}:“W.H’ET"“

podemos hacer x=8i obtenlende:

o bient:
b . 'S st a" et ot
el el e i ar -yt greiprogrt ... (1)
Por otra parte, de las funciones ya desarrolladas:
I - [
cosg = 1 - %f + %T - ET + .. 3]
¥ ’ t r
senb = B - %T * ET - %T *
por lo qQue:
1 ¥ ¥
iang=ip -1 it e (3)

For las propledsdes d« lag series

expreniones (1), (2] ¥ (3) se concluye qus:

ai

» roa B+« i senh §

convergentes, de

las -
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LA ECUACION DIFERENCIAL

Sea el 'E-'lﬂmeﬂ'}ﬂ Pm}:l:ma L

Enpresa fﬂEJf-:Ma'h:.tm'EﬂJrc | LMPur#nmien4g
del decplatamiento de yncuerps gut £3 lantado verticalmente
hacia arribs con v velondad wical 1% ,conaderende despre
ClE-U-r. la T'E'E.L'E;:I‘cﬂcla dul alre .

Parp cumplir con o) puncisdo Pr Yo deberemmn
primers tratar de deadificar culles ton g -.-a.na'uias Gut interuig
Ve B+ :1 'El"lELV\EI"I-ﬂ b1 cﬂ+nﬂ{:’5 J:-I:crwuna:— .-_u.'i_ﬁgi de .:Ill.-j LT
l-'lep-endqe-\ 1 euiles lnd,EEendemﬁ'sﬁ; P-:vﬂ-:v*mr-;qn'ia‘ dabe.
renpe, hollar o rglacion enTre allaw * tuyds Je vnale {igua,
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