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EVALUACION DEL CURSO 

CONCEPTO EVALUACION 

1 • APLICACION INMEDIATA DE LOS CONCEPTOS EXPUESTOS 

2. CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LOS TEMAS 

'· GRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO CON EL CURSO 

4. CUMPLIMIENTO OE LOS OBJETIVOS DEL CURSO 

5. CONTINUIDAD EN LOS TEMAS DEL CURSO 

6. CALIDAD OE LAS NOTAS DEL CURSO 

7. GRADO DE MOTIVACION LOGRADO CON EL CURSO 

ESCALA DE EVALUACION DE 1 A 10 

• 
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1. ¿~é le pareció el anbiente en la División de Educ.aci6n Continua? 

~IN AGPAOOLE AGRAJ}\]lLf DFSAGRAn\BLE 

2. l>t.ldio de COIIIUllicaci6n por el que se enter6 del curso; 

PERJODICO EXCELSIOR PERIODIOO I'OVEDADES 
NUNCIO TilULAOO lli ANUNCIO TI1ULAOO DI FOLLEIO DEL OJRSO 
VISJON DE FJXJCACioN VISION DE EOOCACI~ 
CONTINUA CONTINUA 

CAJITE.L J>IENSUAJ. RADIO UNJVERSifio\D CCUINICACION CARTA, 
TELEFONO, \IERB¡\L, 
l:IC. 

REVISTAS TEOHCAS FO!l.ElU ANUAL CARTELERA IJNA1.1 ''LOS GACETA 
UNIVERSITARIOS IOY" UNAM 

3. Medio de transporte utilizado p;1ra venir al Palacio de !>ünería: 

1 A\IIU>!JVIL PARTIOJIAR 
O'I'IDMEDIO 

4. ¿Qué canbíos haría usted en el programa para tratar de perfeccionar el 
curso? 

------------------------

5. ¿Recomendaría el curso a otras personas? 

SI 

4 
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6. ¿Qué 01rsos le gustaría que ofreciera la Divisi1in de Educación Continua? 

7. La coordinación académica fue: 

EXCELFNTE BUENA REQJLAR MALA 

. 
8. Si está interesado en tomar algún curso intensivo ¿OJ.ál es el horario 

más conveniente para usted? 

L~;:,. A VI~.:. A w::~~ ~t~~LFS > y . 
DE9A13H.Y VI I'.RNfS DE Y VIERNfS DE DE 18AZ1H. 
DE14A18H. 17 A 21 H. 18A21H. 
(CON <XMIDI.S) . 

VIERNES DE 17 A 21 H. VIERNES DE 17 A 21 H. OTRO 
SABAOOS DE 9 A 14 H. SNlAIDS DE 9 A 13 Y 

DE14a18H. 

. 

. 

9. ¿Q..zé servicios adicionales desearia que tuviese la División de Educaci6n 
Contimla, para los asistentes? --------

10. Otras sugerencias: 

S 
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Fecha 

Abril 12 

Abril 13 

Abrill4 

' 
EL MI: !"t.Jlk1 l);::i. EI.E!1.1ENTO Fll'l1 ro EN LA INGEJ•Jl Elt;A JvlECANJC:A 

Tema 

lntnxlucción 

Introducción y 1.-'l.Mc_<:¡:tos fundamentales Ud m..'!todo 
dd <:!<.:mento finito y repJ.so del algcbra de matri
ces. 

OJmida 

Ecuaciones de Equilibrio 
• 

Ecu1ciones de equilibrio, condiciones a la frontera 
y rt:paso de tLUria de la utasticidad. 

Modclación 

!l.·!cx.lelaci6n matemática con elementos finito;;, pnlble 
mas de campo con valores iniciales y formulación -
variacional. 

Comida 

T.ipos de elementos para la rcprcsentSción de 
Sistemas mecánicos y estructurales 

Paquetes Computacionales 

Estructura gcnl'falo.h:! paqu<.:rcs computacionales 
de elementos finitOs p:1ra su aplicación a proble
mas reales. 

l!orurio 

9 o 1.1:.'30 h 

l:30al5h 

15 a 18:30 h 

9 a J:l:30 h 

13:30 a 15 h 

15 a 18:30 h 

9nlla.m. 
11:30 a 13:30 

IJr·. ;urge Atige!es Alvarcz 

Dr. f\Jrfirio Ballesteros 
lb rucio 

Dr. vrctor Hugo Muciflu 
Quintero 

Dr, Nid1olas 1. Salamun 

Or. J\>rfirio llallt'stcros 
Dr. Nicholas 1. S..:.l;HJll)n 
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ro.:cha 

Abril 14 

Abril 15 

Abril 16 

EL METOOO D!.!L ELEMENTO FINITO EN LA INGENIERL\ /'vlECAN!CA 

T<:ma 

Comida 

Aplicaciones; Análisis Estático 

ApliCaciones del m.:;tu.;, del elemento finito para 
el análisis estático de estructuras y elementos 
de máq,linas, 

Aplicaciuncs; Andlisis Dinámico 

Aplicacion•;s Ud método del c!ctn;;nto finito para 
el análisis dinámico de estructuras y sisLcmas 
m..:cánicos. 

Aplicaciones Avanzadas 

Aplicaciones avanzadas del m{,todo del elemento 
finito al análisis de problemas no-lineales tales 
como plasticidad, contacto, deformaciones grandes, 
no-!incalidlUL'S de material, etc. 

Taller de Aplicaciones 

Introducción y d<:scripci6n del paqu-ete "SAP IV" 
para su uso en la computadora 

l !orario 

13:30 a 15 h 

15 a lc::30 11 

9al3:30h 
15 a 18:30 h 

9 a.l3:30 h 

Comida 13:30 a 15 11 

Utilización del Programa SAP IV 

Solución de problemas propuestos pur los asiste!! 
tes, 

15 a 18:30 h. 

Profesor 

Dr. Jorge Angeles Alvarez 

Dr. Nicholas J. Salamon 
Dr. Mihir Sen. 

D:. Víctor 1 lugo Muciño 
Quintero 

Dr. Víctor !Jugo r-.luciño 
Quintero 
Ing, Enrique Martfn del Cam

po Vazquez, 
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-. 
1.1 

1.1 Jntro1ucción 

En termir.os ¡::o:.ne:--ales, el método del elemento finito n.\t:F) es un 

medio p;::.ra obtener una ~roxi:nación a la solución de un problema 
que requiere la interrad_ón de un lllste:na de ecuaciones diferencinlar.~ 

provi:::;to de ciertas condicione¡; quo definocn completamente el problema 

y, de ntd:, su solución. En el más sencillo de los casos, la ecuación 

diferencial es ordinaria y lineal 1 pero puede contener deriva~~ 

orden arbitrario y condiciones de frontera dadas, que involucren 
combinaciones arbi~rarias de la función buscada y sus derivadas. 
Si se denota co~o y la función buscada, que constituye la solución 
al problema en cuestión, y como x, la variable independiente, este 

problema adopta la forma ' ~Resolver la ecuación diferencial or~inaria· 

( i) 
f (x, y, y•, y","" y , ,,, 

suje~a a las condiciones de frontera 

' . 
bl'"'lO' 

• 

J 11' ' ' ' 1 
.. ' 
J 1n' 

gm(Ymo' Y:nl' ···• Ymn) =o~ 

( 1.1) 

( 1 '2) 

donde yij es el valor que adquiere la derivaCa de orden j de y co~ 
respecto a x, en la i~ ecuación del conjunto (1.2); Al introducir 

• 

un ca:nbio de variables se puede transformar la ec (1.1) en un siste~a 

de n ecuaciones de primer orden. En efecto, sean 

Y1 (x) ~ y(x) 

Y2 (x) y' (x) 

• 

' 
yi(x) - Y(i-l)(x) 

• 

• 

Yn(x) y(n-ll(x) 

(l. J) 



• 

1.2 

La ec (1.1) to1na entonces la forma 

Yi(x} = y 2 (x} 

Y2(x) y
3
(x) 

• 

y' (x)":
n-1 

( 1.4) 

En general, las variables yi tienen un significado f!sico in~ediato, 
por lo que permiten visualizar mejor el proble~a. 

~cmplo 1.1.1 Análisis e~;tático de una viga en voladizo (Fig 1) 

p 

t'ie 1 Y ira e!'! voladizo 

La deflexión y(x) se obtiene intec:rando la ecuación ( lj·. 

Ely"(x)=: ¡,;(x) (1.5) 

danCe E es el ~,6dulo clá!lticc del r..atcriPl de la vir:a, I es t>l 

r.1omento de imn·cia de ln sección tran:;versal de la vi¡:;a con rt:lspccto 

al eje Z (cun5tante) y J,:(x) ce el momento flexion~<nte en el punto 

l 



de abscisa 1 •• C:bte es ip.ual a 

V.( x) -::. P(a-x) 

1 
l.) 

Sustituyendo la ec {1.6) en la ec {1,5) se tiene 

y~(x) - ...L (a-x) ~ O 
EI 

{l. 6) 

(l. 7) 

que eo una ecuaci6n diferencial ordinaria de 2~ orden, de la forma 
(1.1). 

Definase 

y' (x) = p(x) {l. 8) 

como la pendiente de la curva Y=-y{x) en el punto x ¡ así, la 
ec (1.7} se transfor~a en el sistema 

)1"\X! = n\XI 

p'(x)= 
p 

- (a-x) 
El 

0.9 ~) 

(1.9 b) 

que es un sisteMa de 2 ecuaciones diferenciales ordinarias de pri~er 
orden, de la for~ (1.4), Para int~grar este sistema se requiere, 
desde lu.ego, contar con 2 constantes de integraci6n, que se obtien~n 
de las condiciones de frontera 

y( O)-::. O, p{O):;;; O (1.10) 

lntégrese la ec {1.9 b) con la segunda condición de frontera 
(1.10), Se obtiene 

p{x)::: p 

EI 
(nx 

p(OJ _ c
1

::::. o 

{1.11) 

(1.12) 



Por 1Ó tanto, 

p(x) = p 

El 

2 
-"-l 
2 

(l,lJ) 

Sustitúyase la ec (l.lJ) en la ec (1.9 a). Se obtiene 

y'(x):= 
p 

E 1 
(ax -

2 
-"-l 

2 
(2.14) 

Intégrese la ec (1.14) con la primera condición de frontera 
(1.10). Se obtiene 

y(x): 
p ,2 
-(a
El 2 

rvL· J.U ~an co, 

y(x) - p 

El 
(a 

,2 

2 

'3) 
6 

Solución 

{1.15} 

(1.16) 

(1.17) 

El problema anterior se escogi6 muy simple a propósito. Sin 
embargo, es representativo de ;..na clase más amplia de problemas que 
surgen del análisis estático de ganchos, columnas, etc. Se puede 

complicar si se incluyen otras variables espaciales, como en el caso 
del análisis estático de placas y cascarones, o bien si se le 

introduce la variable tiempo, COr."10 es el caso del análisis dir.á;.üco de 
vigas, placas y cascarones. 

En problemas de mayor complejidad no es posible 9btencr la 
solución por sir~p1e integración de funcione¡¡ sencillas, como en el 

Ejemplo l,l.LEn efecto, lan ecuaciones de equilibrio da una placa 
circular de radio a empotrada, sujata a una carea tran¡¡versa1 q 



(Fir; 2) con [2 J 
q 

w-
- D 

1.5 

sujeta a las condiciones de frontera 

w =. O, en r.::: a 

(1.1e¡ 

(1.19) 

donde .6. es el operador laplaciano definido en coorde-nadas 

cil!ndricas como 

(1.20) 

• 

por lo que 

(1.21) 

•= q{r, Q) " .la carga que actúa sobre la plnca y D es la rigidez 

a la flexión de la placa, definida como [2' p. 20]: 

D E hJ 
(l. 22) 

12 (1 -,) 2 ) 

En la ec (1.22), E es el módulo el~stico del material, h ec el 

espesor de: la placa y 1) es el módulo de Pois~;on [ J) del oatcrial. 

I'it: ?. l'lnca circul¡~r c"t'(':::taa late¡·alment ... 



1.6 

El problema represrntr.do por la ec (l. Hl) Y las condicione~ 

de frontera (1.19) es mucr.o más complicado de resolver que el del 

Ejerr.plo 1.1.1, como salta a la vista. Sin cmb11r¡:o, ambos proble;ao.s 

se refieren al análisis ~·stático de un elemento estruct:ural de 

comportamiento lineal (sus ecuo.ciones diferenciales correspondientes 

son limiales, es decir, tanto la funci6n buscada como sus derivadas 

aparecen en esa ecuaci6n elevadas a la primera potencia), sujeto a 

una carga dada, con condiciones de apoyo bien definidas (condiciones 

de frontera). 

N6tese que los modelos matemáticos ( ecunciones diferenciales ;¡ 

condiciones de frontera) del Ejemplo l. l. l. y de la Fig 2 involucran 
una ecuaci6n diferencial, que en el primer caso es ordinaria y en 

segundo, parcial. t:n situaciones más complejas, en vez de una ec,.;ació: 

pueden tenerse varias y, además, acopladas. Un conjunto de ecuaciones 

se dice que es acoplado cuando en cada una de las ecuaciones aparece 
no una·sola inc6gnita, sino varias. El hecho de haber obteriido 

ecuaciones diferenciales (espaciaLesi en LOS moaeLOS macemaclcos 

anteriores se debe a que se trata del ar.álisis de elementos 

estructurales que son continuos. Por contrap~sición, un siste::-.a que 

contenca elementos concentrndos da· lugar a modelos :r.ate."láticos 

provistos de ecuaciones algebrc.".cas, este es, que son de la for!~a 

• (1.2)} 

En general, el oi:::te!nn de ocu~cior.<ls alt;Pbraicas (1.2J) 

es no lineal : pe1·o con frecuencia los si¡;temas f!:::;icos anali:.uaos 



1.7 

presentan un comportar:liento lineal y, en este caso, dan luc;:n· a 

modelos matemático~ del tipo lineal. Un ffiocte1o matemático de esta 
naturaleza contiene un sistema de ecuaciones alcebraicas lineales 

del ti¡:,o 

... 

• • • 

(1.24) 

" . 
En forma co~pacta el sistema (1.23) se puede escribir co~o 

f (,) o (1.25) 
• • -

donde 

r, '1 o 

,, ,, o 

fo • ' 
,_ O o - - - (1.26) 

• • 

• 

fn 'n o 

son vectores de dir:lensión n, o sea de n componentes. Por su parte, 
el siste.':'l'l (1.24) se puede escribir en forma compacta como 

(1.27) 



donde 

" . bl 

" . " b' - • 

• 

• 

bn 

son una matriz de n x n y dos vectores de dimensi5n n. 

En la mayor parte de 'este curso se tratará con sistemas lineales, 
por lo que, en general, se llegará a modelos lineales de la for:r.a 
(1.2?). 

A continuación se prcr!.lnta el análisis de un siste:t:a de 
paráme"tros concentranos. cuyo ~nfilisis está"tico da lu:;:"r " '"' '"""P 
de la forma de la ec (1.2?), donde la matriz A y los vectores -involucrados adquieren un significado físico palpable. 

Considérese ahora el sietema compuesto por los tres resortes 
concentrados de rigideces k1 , k2 y k

3
, cuyos extremos se encuentran 

fijos (?ig J). Este puede constituir un reodelo muy simplificado de un 
tra~o de una tubería sujeta a cargas axiales que pueden ser producida: 
por cambios en la temperatura del fluido que transporte. El extremo 
fijo puede representar un anclaje de la tubería. Si se dispone 
de instru:nentos o.ue midan los desplazamientos en los nodos, se puedE 
calcular las ca¡·gas que actúan en éstos, !lUponiendo que se cor.o2.can 
los valo~·es de la rigidez de los r..,sortes, 



• 

L9 

<D -1:, 
(¡) 

-í:L 
® 

.¡,~ 0 
1> 

___.. __, _, .j'~ 
.j'~ .¡:.,_ +:; 

Fi~ J Siste~a elástico de doble ~~aco de libertad 

El análisis estático del: sistema de la Fig 3 se realü.ará 

considerando que cada resorte es lineal, esto es, que su cor.~pot·ta

miento obedece a la siguiente ecuación constitutiva 

donde F es la fuerza que actúa en cada uno de sus extremos, co~o lo 
indica la Fig 4, mientras que k es su·. rigidez (constante) y e,;.¡, el 

incremento en su desplazamiento desde una configuración en la que la 
• 

fuerza en sus extremos es nula y que, por esto, recibe el nom"ore de 

confi~uraci6n "deccart;ada" . 

Fig 4 Resorte lineal 

En un sistema como el de la ?ie J se ~upone que las cargas 

actúan única:r.ente en los nodos. t .. :.:ts uún, la cnre;a externa que actúa 
en el r.oC.o i se representa!:'á por f i, y estará en equilibrio con la 

carga interna F1 que actún en el resorte i y con la Fi, que actúa 

en el resorte i + 1, como se muestra en la Fig 5 

Fig 5 C;,.q;as internas en c-1 uú;t¡>r.la cl¡\ctico de ln. l'i¡;; J 



• 
l. lO 

Ademó.s, llámo~c u
1 

al dcspl;:.zamicnto del nocto i asocü:do al 

resorte i, minetras que ui al del nodo i asociado al resorte i+ l. 
Fa!' computibilidn.d, es claro que 

{L.29} 

~or equilibrio en cada nodo se tiene 

(l. JO) 

un·resortc t!pico, entonces, está sujeto al estado de cargas de 
la Fig 6 

1' F' 

" 
---1> -"- "' , - ' r..-+"'"" ,. --· ""''""" "" "" rf!sor"te lineal 

En la ·Fig 6 se supone que cuando u e u'':= O, el resorte se 

encuentra descargado. 

Si se supone que él estado de carga es equivalente a la 
superposición de dos estados, cada uno de ellos en equilibrio, se 

tiene la disposición de la Fig 7 

f' k_ F' 
~o 

~'ig 7 Estado de carga equivalente al de la i"i¡; 6 

• 
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Para el primer c~tado de carga del miembro derecho de la 

ecuación de la Fig 7 se tiene 

F::::; k(u- u') (l.Jl) 

mientras que para el segundo 

F'=. k(u' -u) (1.32) 

Las ecs (l.Jl) y (l.J2) ~e pueden poner en forma matricial como 

: J [ ~.] 
que es una relación de la fo~a 

(l.JJ) 

t • ~ ,, ' , ... _, ... , 

donde F y u son los vectores de f~er~a y de despla~amiento, respecti-- -vamente, mientras que j¿ es la matri~ de ri<>ide~ de cada resorte. E~>';a 

también se llmna natriz eler.Jental_j;e rigidez para distinguirla de la 

matriz global de rigidez, que aún está pl.lr definirce. Nótese qt;e K -es una matriz simétrica, esto es, que su elementl.l (1, 2) es igual 

a su elemento (2, 1). Además, es positiva semidefinida, En la 

sección de A lgebr:c. Ce !.;a trices se estudia cl.ln más detalle es-te úl tir.Jo 

concepto perl.l aqui baste con decir que una matri7. es posit~vn ser.,i-

definida si la forma cuadrátic4 

T u K u (l. 35) 

asociada a ella nunca ce ne;:o-ativa, lo ct;al es el casl.l de la rcatriz K 

de la ce (l,JJ). En efectl.l, desarróllese la form~ (1.)5). Se 

tiün;, 

k(" 

k(" 

-"' 11 
u') j 

k(u~u•J 2 (l.J6) 
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que, co:no oc ve de inmediato, nunca e~ nec;ativa, pues k';> o, La .forma 

cuadrática (l,J5) e¡; en re~\Jidad el doble de la ci'1ergfa cliÍl,ticg <le 

deforo,ación a(ll rN;ortG o en!!rc:fa pot¡;nr:ial eJ,\stica. Estn encrrria, 

en vista de ln expresión (l.J6), se ha considerado como nula en el 

estado descargado, o sea, cuando u= u'.-:::: O. Nótese, sin embargo, 

que también se m.ula esa energía cuando u -: u' , lo cual corr!!sponde 

a un desplaza~iento de cuerpo rícido del resorte, que clara~entc, no 

produce incremento al6uno en la energía elástica de deformación de! 

resorte. Fuera de estos casos de energfa elástica ñula, se observa que 

ésta es siempre positiva, lo cual establece una correspondencia entre 

el carácter positivo senidefinido 

energía elástica de deformación. 

cteKyel 
~ 

carácter físico de la 

Si se r(lpresenta la enercia elástica de deformación del resorte 

por V, se ti ene que 

que es una expre~ión semejante a 

1 
V:::-

2 

(l.J7) 

(l.J8) 

como en el caso de un reGorte con un extrer'lo fijo J- que sufre un 

desplazamiento u a pnrtir de su estado descargado. De la ec (1,J8) 

se obtiene 

k u (1.39) 

Por analogía, p<:rn el cano de-! la ce (1.)7) 11e tiene 

(1.40) 

qU(l en ur: vector de dimensl6n 2. De hecho, es el l=;radiente de la 

. 1 
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ent:rgía V con respeCto a u. En la secci6n de Operaciones con !f.atrices 
se estudia con más detalle el concepto de gradiente, o sea, de 
derivada con respecto a un vector. llc la ec (1.]9} se 1.iene en seguid: 

• quo 

k (1.41} 

esto es, la rigide~ del resorte es la segunda derivada de la energía 
potencial elástica con respecto al desplazamiento medido desde el 
estado descargado. Por analog.la, so tiene de la ec (1.40), 

(1.42} 

esto es, la matri~ de rigidez se puede obtener como la 1:1atri'Z Hessiar.c 
o sea, de segundas derivadas, de la energ.la poCencial elástica con 
r .. .,.,.,"~" .,.:;. ...;.,,.,:;. ........ ,_,¡.,,;. ... """...¡¡.; ... .;..,.,e:., .,:;. «<>~ ... ..:v .;,.,c;.u6"'U"' En 
realidad, co~o se verá a continuación, ea más fácil obtener esa 
matriz calculándola como la Qatriz de segundas derivadas Ce la energí~ 
potencial elásti~a. 

EJemplo 1.1.2 Análisis estático de un sistema elástico Ce doble 
grado de libertad. 

Dado un conjunto de 
en los modos CI) a ~ 

desplazamiento ui, u2 , 
correspondientes, del 

u
3 

y ;.¡4 , medi.cios 
sistema elástico 

de la Fig ], determinar las cargas que actúan en esos necios. 

De las expresiones (l.JJ) para las fuer:.:~s que actúan en los 
cxtreu:os de cada resorte, y Ce las ces (l.JO), se tiene 

fl = kl(ul- u2) 

r 2 =k1(-u
1
+ u

2
)+ k

2
(u2· 

f
3

,.. k2(-u2 + u
3

J +-k
3

(u
3 

r 4 -= :.:. 3(- u3t- u1•) 

k 1u 1+ (k1+-k 2 lu2 

k2u2 + (k2+ k
3

)u
3 

(1.4]) 
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Escribiendo l:ul ces (1.4)) en forna matricial se tiene 

~-
~~ 

k l f1 ' ~1 ~ o o u1 1, 
l 

' r, 1 ~ k1 k ~·k- ~ ,, 1 o u· 
1 l ' 2 2 
- l -· 

1 {1.44) - -1- - -r, o ' ~ ,, k21 4- ,k) ,, l u, 
' ,_. 1 

'• o o ,, 1 ,,, 
-~ 

u, 

qu• '' una re b.c16n ,, la forma 

f e: K u (1.45) 

entre la fuer~a externa f que actúa en cada modo y el desplazamie~to 
del nodo. En esa relación, 

' • r ~ ,- ,_ ,_ • o '1 "1 '1 ''1 -
f ~ r, • u~ u, K" k1 k¡+ k2 ,, o - - ' ~ r, u, o ,, ,, + ,, ,, 

r, u, o o ~ ,, ,, 
(1.46) 

donde K es la :natriz global de l'iridcz, NÓtese que est? matriz es -simétrica, al igual que la matriz de ri_;:idez de cada resorte. h:ede 

demostrarse, además, que es ie;ualr:~entc posi-tiva sem!-defi~. la 

energ!a pote~cial elástica del sistema es, por su parte 

1 ., 
• 

(1.47) 

De la ec (1.44), nótese que, si u1 -:::: u 2 -:::: u
3 

= u4 , esto es, si 

loa resortes su!'ren un dt~SPl<>z::~liento de cc;crpo rir;ido, f =. O y, - -consecuentemente, V:=. O, lq cual es acorde con el hecho Ce que el 

sistema ce insensible a movimientos rlc cuo¡·po t·~c;ido, esto os, este 

' 
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tipo de movimientos no induce sobre él incremento alguno en su 
energ:l:a potencial elá::Jtica. 1-'or otra parte, de la ec (1.44) se 
observa además, que la matri~ elobal de riGidez ~esulta de una 
superposición de las matrices elementales de rie;idez. Finalmente, 
esta matriz es "bandeada", esto es, sus elementoG no nulos se 
encuentran alojados sobre una ~banda• de ancho ) centrada en su 

diagonal. 

Para efectuar el análisis del sistema de la Pig J debe 
incluirse la condición d~ frontera u1 ~ O, Si se introduce ésta en 
las expresiones (1.4)) selllega a 

f 1 = - kl u2 

t
2

-::. (k
1

...¡... k
2

)u
2

_ k
2

u
3 

fJ= - k 2u 2 + (k2 + kJluj 

t 4 :::. k
3
(- u

3 
+- u4J 

(1,48) 

con lo que se obtiene el valor deseado de las cargas en los naCos. 

Por otra parte, la ec (1,44) se pudo haber obtenido imponiendo 
una condición de minimalidad sobre un funcional. ~n funcional no es 
sino un nú~ero real definido sobre un espacio vectOrial. En otras 
palabras, es una función escalar de variable vectorial. Sea 

U(u)'=V 
" . " 

(1.49} 

un funcional que depende del vector de despla~amiento ~· cuyo v~lor 
no es sino l;J. diferencia entre la energ:l:a potencial elá!ltica del 
sistema, V, y el trabajo desarrollado por las cargas,-~· Este 
funcic~al ~lcRn~a un n~nimo en los vnlores de u para los cuales 

~ 

se tiene 11~ V<:~Jor estacionario da U. Del c.;.] culo C:e funciones de 
varias vnriablf):J se snbe que U alcnm.a un valor csto.cionario en los 
puntos en los qu.~ su gradiente con respecto a u se ¡,nula, esto es, -
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donde 

" u 
• '1 " . - -·r· u o (1.50) 

.u du óu - -- - -
Pero 

"v K u 
O u - - (1.51) 

- . . 
de la ec (1.40). Ademñs, como f no depende explí~itamente de u, 

(1.52) 
d- u - -

como se muestra en la Sección de Operacionefl con r.latrices, 

Sustituyendo (1.51) y (1.52) en (1.50), se obtiene la ec (1.45) 

constituye lo que se llama un "Principio de m.ínimo~ en ;.:ecánica, 

En realidad, la condición (1.50} es necesaria y suficiente para que 
U alcance un valor estacionario, que puede ser máximo, ~ínimo o 
punto silla. Pa1·a que el punto estacionario en cuestión sea minimo 

es suficie!"lte qu_e la matriz Hl!llsiana de U con respecto a u sea -positiva semidfinida 1 pero, de (1.50), 

(l. 53) 

que es efectivancnte positiva sc~'-definida, Sin'embargo, en esta par~< 

no se presenta la derr.or:tración de la positiviCad se:r.idefinida de 

culaquier matriz de rigidez. Eas1.c con decir que ér.ta proviene del 

hecho de que ln forma cuadrática (1.47) asociada a K represente. 

1.0n inct·cmento en la energía potencial elástica del nistema elástico 
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en cue3ti6n, des~c su pofiición descartada, el cual no puede ser 

negativo, ind€pendientemente de los valores de los desplazamientos 

de los noCas, medidos desd~ esa conriguraci6n descargada. 

Hasta aqu! se han introducido ideas generales asociadas a 
sistemas físicos compuestos ya sea de elementos de parámetros 
distribuidos (vigas, placas, cascarones, fluidos), cuyos modelos 

. . 
dan lugar a nistemas de ecuaciones diferenciales, o bien de elementos 
con parámetros concentrados (resortes, por ejemplo), cuyos modelos 

dan lugar a ecua~iones algebraicas. Sin embarco, todavía no se ha 
hablado en concreto del r.1EF. De hecho, es este método el que establee. 

esta relación, pues permite formular problemas asociados a siste~as 
continuos o de parámetros distribuidos en for~a discreta, esto as, 

como si se tratara de sistemas con parámetros concentrados. Esto lo 
consigue el 1.\EF media:1te un proceso de discretit~ción, que consiste 

en hacer depender la solución al problema original continuo ~e un 
conjunto discreto de valores. ~\ediante ef:te proceso se obtiene una 

;;.proxirr.ación a la solución al .-<·vWl"'""'" v.c·l¡Ürw.l, y no un valor exacco 
de ella. ~ara ilustrar las ideas anteriores, considérese el mismo 

problema de determinar 1as.:cargas sobre el tramo de tuber!a de la 
Fig J ¡ pero ahora supóngase que cada sección i (porción entre nodos) 
se trata como una barra continua (y no co~o un resorte concentrado) 

de longitud ai' de sección de área Ai y de módulo de elasticidad ~i' 
Esta consideración puede ser una aproximación a una barra (tuber!u) 

de diametro variable, ya sea continuamente o "por saltos", de materia. 
heterogéneo, est~ es, de un material cuyas propiedades no fueran 
constantes. Se tendr!a entonces el sistema de la Pig 8 

/ 
/ 

® 
1 

"<~ __ _ 

Fi¡; El Sistema elástico continuo 

-x 



Pura el análi::.is de 
entre el nodo i y el i ~ 

de área cor.::.t.:mte /,., de 
. ' 

Ei , ::.ás aún, condiséz·e¡:e 

tnrra elemcnttll tiene ur.u 

1'or;:¡a 

1.18 

este nintena considérese que cada tr~no, 

1, se puede trn~ar como-una barru de sección 

lun~i tud a 1 y de módulo elástico constante 

que el desplaza:r~iento a lo largo de esta 

distribución Jinenl, esto es, es de la 

(1.51<) 

Lla~ando ui al desplazamiento en el nodo i, la expresión (1.54) 
debe cumplir con las condiciones de frontera 

(1. 55) 

por lo que se obtiene, Cc1n0 valores de a 01 Y de a11 , 

(l.S6) 

dende 

(1.57) 

Entonces, u (x) en x 1 '$ x ~ x
1 

..._ 1 se puede escribir ..:o>no 

un producto escalar (Ver la Sccci?n AlFcbra de matrices) de dos 

vectores, en la í'erma 

(x) o [ 1 
X - X¡ X - x. 

J ["' J ' (1.58) " X¡ • 6. xi A ui -t 

La expresión anterior se puede simplificar si se introduce 
la notación 

!i=x->.i 

-
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la ec (1.58) se tran:;forma, entonces, en 

u(xl-=[1- (1.59) 

La deformación en un punto x de la ban·a, (, que es la derivada 

de u con rc.specto a x (1, p. J, se puede obtener derivando cvn 

respecto a x-la expresión (1.54) • 

• u, r 1 E:. u' {x) = a11 :::;-.:: - , 
"(:,.Xi J::,.Xi J (1.60) 

El esfuerzo queda expresado, entonces, como [ 1, p • J 

.'xJ [ ui J 
1 ui + 1 

1 (1.61) 

La energ!a potencial elástica Vi nlmacennda en el tramo 

comnrPnn1nn o>n"t.ro> lru:t nnrln<: i P i -1- l "": ""t""'""" [_ 1_, !'• J: 

x · r' 1 1 i+-1 1 + v, ~ - <J'"f:.Aid X-::.- Ei E 
2 x

1 
2 x

1 

Pero, de las ecs (1.60) y {1.61). on x. 
' 

,;; 

que es independiente de x, al igual que E1 y A
1

, 

pueden sacar de la integral, y la expresión para 

J:....:a.A. 
u, ui + l ¡2J xi + 1 V.- ( ' ' d ' - 2 ::. l h. xi ' ~ x. 

. ' xi 

- 1 ., A 
J.\ i i ( ' 

2 

ui + ui + 1_¡2 ..6. 
AXi 1::. X i xi 

2 A. 

' 
d X (1.62) 

X < xi + 1' -

por lo que se 

'1 se reduce a i 

X 

(1.6J) 
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' 

La enereía po1:encial elástica total del sistema es, cntor.ccr<, 

sirnpli!'icar.do Vi, 

Llamando 

k -1-

l J 
--::-Z 

< l 
(1.64) 

(1.65) 

y desarrollando la expresión (1.64), se tiene 

2 V ::::. kl (u2 
2 

ul) + ., 2 
(uJ-u2)+ ., {u4 -

2 
uJ) :-

= kl 
2 - 2 ., + (kl + k2) 

2 
- 2 k2 u2 u

3
+ (k 2+ k)) u, u, u, u, 

. . . .. 
,~.00} 

La matri~ de rigide~ de cada elemento, es decir, de cada tr~o 

comprendido entre 

donde 

K. _, 

u. es el vector 
·' 

o-'/. 
' &-V. 

' 

1 
se obtiene como 

(1.67) 

Asi, de (1.6)), 

{1.68) 

' '-'o 
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por lo que 

.l-·¡. 
= [ 

,, ''] K - ' (1.69) - Ó u.¡ • ,, ,, ~< _, . 

y la rnatri?. de rigide?. global K se obtiene como -
K - d 2 V 

- 2 Ju -
donde!::: [u1 , u2 , u

3
, u4 J T Tomando la primera derivada, 

o y---
.}V/.}.uJ 

• l•vl• "0 l 
Tomando las derivadas con respecto a u de la exPresi6n anterior 

se tiene 

o o 

o 
(l. 70) 

o 

o o 

Se observa de la expresi6n (1.69) que la matriz elemental de 
rigidez del sistema continuo es idéntica a la del sistema discreto, 
(l.JJ), Asimismo, de la exprcsi6n (1.70) se ob~crva que la matriz 



global de rigidez del siste~a continuo ec idénticn a la del sistemn 

discreto, (1.46). I'or otra parttJ, el comportamiento estático del 

sistema continuo de la Fi¡; 7 estli goberr.ado por una ecuación 

diferencial ordinaria provista de comlictioncs de frontera dadas. 

Esta se ob';;iene a continuación. Sea u:::. u (x) el campo (continuo) de 

desplazamiento. La dcfonnación unitaria, o ¡;radiente de desplazamier.t~ 

t.. (x), se obtiene como é (x) :: u'(x). De la "'Ley de Hooke" se obtiene 

el esfuerzo como cí (x) = E (x) é. (x)::::. E (x) u' (x). For equilibrio 

estático,G (x) debe ser. ic;ual a la carga aplicada en el punto x, 

q (x), dividida entre el área de la sección en el punto x, A (x), 
esto es 1 

E (x) u' (x)":; 
Q (x) -- (1.71) 
A {x) 

o bien 

u (x) 
q { x) 

(l. 72) 
E(x)A(xi 

• 

con la cor.dición de frontera u (O)= O. La obtención de u (x) para 

el problClf•a formulado en la forma de la ec (1.72) requiere la 

integración de una función, mlent~as que, con el método del elenento 

finito, requiere la solución de un E:isterr:a de ecuaciones de la fon;1a 

K u - f (1.73) 

donde, si se supone f conocida, u se puede calcular por simple - -inversión de la matriz K, esto es, co:no 

En la Sección do l.~étodor-- Núrnericos se ver•Í que en realiriad 

nunca es necesario invertir la matriz K tal como a¡:-arece en (1.74). 
~ 



• 

1.2) 
• 

Por otra parte, de la exprcsi6n (1.70) se puede observar que la 

1natri~ ~ es singular, pues si u1::- u2= u-3"" u4 , !, resulta ser nula. 

Para que K tcn~a una inversa debe introducirse en el problema la -cor.dici6n de frontera u1:::: O. 

En suma, el MEF permite llevar la soluci6n de un problema que, 

en principio requiere la inte&raci6n de un sistema de ecuaciones 
diferenciales, a la forma de un problema algebraico, esto es, de un 

probler.'!a ouc requiere la soluci6n de un sistema de ecuaciones alge
braicas. Este siste~, en general, puede ser no lineal. Sin embargo, 
en una gran clase de problemas el sistema es lineal. El interés por 
llevar un problerr,a continuo a·una forma algebraica estriba en que 

los sistemas algebraicos, especinlnente los lineales, de la forma 
(l. ?J), están plena.monte estudiados desde el siglo pasado, r::ás aún, 
con el advenimiento de las computadoras electr6nicas de los años 
cincuenta, se desarrollaron métodos muy eficaces vara resolver estos 
sistemas, como se verá en la Secci6n de l·\étodos NuméricoS, 
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Una matriz es una tabla recta~eular de números o de s!~bolos 
dispuestos en"renglones y en columnas. Frecuentemente se le re~rc
senta limitándola con corchetes. A continuación se representa 

una matriz de m renglones y n columnas ' 

•n "12 • 

.,, . , 
• • 
• • 

A o •n • 
" (m ' o) 

• • • 
• • • 

"lJ ., . 
. J • 

• • 

• .,j • 

• • • 

• • 

" 

• 

• 

• 

• 

• • 

• 

• • 

a 2n 

• 

" 8ml m.1 mn ' 

Es necesario señalar que siempre se menciona el número de 
renglones (m) primero. Por consiguiente, A es - una matriz (m x n), 

En los siguientes párrafos so hará frecuEmte mención de matrices 
o vectores renglón o columna. Suponiendo que m~ 1, se tiene 

una matri<. re:wlón o un \'ector reng).ón 

-' 

• 
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Sin embargo, si se supone que n - 1, se obtiene 
' 

una matriz columna o un vector columna 

a ~T ml' 

• 
• 

• 

• 

•m1 

Existen matrices especiales que es necesario mencionar. 

Matrio¡: dia,-onal 

•u o o o 

A ., o o -(4 X 4) ., o 

simétrica '44 

Otra notación sería 

A 

~triz identidad 

Dicha matriz es un caso especial de 

arriba. En el ca~c de una rr.atrix ) x 

aij'= o si i,P j 

J por ejen.plo, se tiene ' . 

1 o 
1 

~im 

~=dio¡; (1, 1, 1) 
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Matri2. ba~deada 

Se aplica la denominaci6n "matriz bandeada" cuando todos elementos 

de una ~atriz que no son iguales a O están colocados alrededor 

ele la dia{l;onal principal. Por ejemplo 1 

•n "12 o o 

a,l ., o o • 

o o a
33 

a 34 
o o .. , ••• • 

• • • 

o o o o 

o o o o • 

Matri!3 triangular 

• 

• 

• 

• 

• • 

• 

• 

o o 

o o 
o o 

o o 

• 

a a n-1, n-1 n-1, n 
a n, n-1 a 

nn 

. -

Se dice de una matriz que es triangular suverior (S) o inferior (I) 
cuando le. totalidad de sus elementos situados ya sea arriba o abajo 
de la diagonal principal es igual a zero. 

·Sll o 
L "21 .,, 

(n "'"'x n) 
• 

"nl "n2 

¡.tatriz Sir<té~rica 

o 
o • 

• 

o 

o 

• 

ann 

En una !l'.atriz sitr,étrica, aij es siempre i¡;ual a u ji, E.'n r.:ecánica 

estructural lineal por ejemplo, tod:ts las matrices de rie;idez fion 

simétricas. 
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Matriz transpuesta 

' 
Se obtiene una matriz trnn~puesta cuando ae cambian renglones por 

colurr.naa, corr.o por ejemplo 

A l_'n ~ 

( 2 X J) '21 

As!. la matriz transpuesta de A , 
~ " 

Adem{s, 

y, en el caso de matrices simétricas, 

Subdivisión de matrices 

'12 . , 

'12 

'1J 

'lJj. 
'2J 

., 
'2J 

• • 

Las matrices muy grandes de, por ejC!mplo, .S 000 x .5 000 que cor.tienen 

25 millones de elementos, tienen necesariamente que subdividirse 
en matrices más pequeñas, como 

'n '12 'lJ 
~11 A12 

'21 '22 • .,, • ~ 

• • 
~---·-------r-----

'J1 aJ2 aJJ A21 A22 - -
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dOnde 

L'll 'l2j [ .,, "2;J t 11 -::. 
'21 822 !: 12 -::: 

{2 X 2) { 2 X 1) 

!21 l.,, 'J2] A22 -::.. - l•, '"l 
( 1 X 2 1 ( 1 X 1) 

Oper~ciones con matricec 

En el cálculo, es p?sible procesar matrices de la rnisr.1a manera 

en que s~ procesan normalmente los datos nu~éricos. Se indican ~ás 
abajo las definiciones necesarias. 

Igualdad de matrices 

A=-B 
" -

significa que, para toda i y toda j, aij = bij' 

Adición Y substracción 

Si 

entonces 

cij~ aij..i,- bij' 

Por consiguiente, en el caso de substracción, se cbtiene 

cij-::. aij- bij' 
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~iultinlicaciGr. de mat.rl.cr::; 

Si se debe multiplic~r una matriz por un factor e, cada elemento 
debe multiplicarcc por e, por ejemplo 

Cuando se multiplican dos matrices es condici6n sine qua non que sus 
dimensiones sean compatibleo. Si, por ejemplo, la matriz A de m x n -debe multiplicarse por la ,matriz B de p x q, es necesario que n = p, -esto ce, el número de renglones n contenido en A d~be ser igual 

N 

al número de columnas p contenidas en B. As!, 
N 

A B C 
N N -

(m x n) (p x q) (m x q) 

y 

Otro ejemplo sería 

l.ll '21 

.,, 

., 

• 

'lJJ 
''u 

"2J b21 

bJl 

alJbJl 

1 a2Jb]l 

1 -=..1, 2 ... m j 

r: 1, 2, ,;,; n = p 

1, 2 ... e; 
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Valores caract~rísticos 

Dada una matriz cuadrad~ A de n x n y un vector u de dimen,;ión 
~ -

n sobre el que or,cra A, el producto 
~ 

es un vector también de dimensión n. En general, v es muy diferente 
~ 

de u. Si, por ejemplo,~ resulta nulo para valor¡¿¡s particulares -de u~ O, se dice que v es un vector del e~pacio nulo de A. For "'.,."' ..... 
ejemplo, sea 

Un vector del espacio nulo de A es, Claramente, 

' Se observa que si se multiplica el vector ~e:. [ 1, o)• por el 

escalar x, se obtiene una infinidad de ve~tores del espacio nulc de 

A, uno para cada valor que pueda adquirir x. Sin embargo, w es el - . ~ 
único vector de magnitud unitaria que pertenece al espacio nulo de 

A. Por esto se puede decir que w es una base ne>r.T.~l de este espacio. 
~ -En gener?.l, el espacio nulo de una matriz de n x n tiene una base 

compuesta por n,S n vectores, Si llstos vector·es :>e seleccionan dt< 

magnitud unitaria y mutuamente ortogonales, se Cice que la base e: 

ortor.orm;ü, Las matrices no sin"'tllares tienen un espacio nulo de 

de di~ensión cero, esto es, no existe ni~eún vector no nulo que sea 

transfor~ado por cllao en O, -
Por otra parte, puede dar::;c el caso que el vector ve:. A u sea 

~ --llnealr~ent_P. der,cn_di,gntc con ti, esto ec, que uno resulte de multi¡üicar 
~ 

i 
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el otro por una const:~onte. En esta dincusión se deja fuera el vector 

u~ o. En estas condiciones, Se tiene - -
(. 1 

donde ;'\es. un escalar, en g!lneral, co¡nplejo, Nótose que la ecuación 

anterior se puede ¿scribir en la forma 

(A i\I)u =O 
"'"' .. ~ "" 

donde 1 es la matri~ identidad den x n. Fara que u~ O satisfaga la - -ecuación anterior, debe pertenecer al espacio müo de~- fl_!. 
Ahora bien, para que!:; - í\1 ten!);a un espacio nulo no vacío, esto es, 

para que existan vectores u:i O tales que (A - ¡.. I)u =O, A - rt 1 
... "' - ... - ""' "' -

debe ser sineular. }ara que sea singular, su determinante debe anular-

se, esto es, debe tenerse 

_,_ ... f' -- - ' .. -
Pero el deterninante en cuestión, esto es, el ~icmbro itquierdo 

de la ecuación anterior, es un polinomio de orden n cnP,, si A es é.e -n x n. Lla~ndo Pn(r) a este polinomio, la ecuación anterior es 

' 

Si~ es una matriz de elcl'lentos reales, Fn(í\) es un :rolinor.,io de 

c'oeficie:~tes reales y, por el Teorerr.a fundarnen:al del Algebra(!.; ), 

posee n raíces conplejas, de ll:..s cuales aleunas pueden apa:-ecer 

repetidas. las n ralees del polinonüo Pn(/\), llamado polinocüo 

característicu do A, reciben el nombro do valoreo característicos -Si cada valor caractcrís:ico de A se su::tituyo en la ce («-), se obticn< - . 
un conjunto de vcctortls u. · oorrcsponcii entes que u e llaman vcctor'"r. ,, 
caractcríst~cos de A, ilótese que si se conoce un vector característ:.co 

e., esto ... r:, si _, 



entonces el producto do ésto por un <'::lcnlar (en ccneral, complejo) 

es otro vector cal-actcr!stico de A, lo cual pue-de comprobarr.e por 
~ 

sustitución delnuovo vector en la ecuuci6n anterior. Entonces, a 

cada valor característico /1 i de~ corresponde una infinidad de 

vectores característicos. Sin embargo, no todos éstoo intel'csan, 

sino s6lo aquéllos que son }ir.eal~e~te indepcndi9ntes. Un.cor.junto 

de vectores{ _;:1 .;:¡2 , ···•,$m} es linealmente independiente si la 
combinación lineal 

O V m -:n 

se anula si, y s6lo si. todos y cada uno de los escalares ci se 

anulan. De lo contrario, el conjunto es linealmente dependiente. 

Ejemplo 1.2.1, Sea la matri~ 

f 2 l '1 ; . - ~ ' - ' ' ; .. - ' l- 2J l 2 

Su polinomio característico " 

cuyas raíces son 

"' i -= 
2 

+ ' - i 1f /J 

donde i es la unidad i:naginaria i = n. 
El E~emplo 1.2,1 mostró que la matri~ en CUilsti.Sn tiene dos 

valores característico::; complejtHl que, como consecuencia <.iP.l 

Teorema .Fundar..<-ntal del Alcebra, son conju~ados. Si la matri~ ::!.ludie' 
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es simétrica, se puede demostrar [ 5) que sus valores característicos 

son reales y sus vectores característicos 'son r.,utua:nente ortogonales. 

En consecuencia, una matri~. sir:-.étrica de n x n fliempre puede expre:car

se con respecto a ur.a base (esto es, un conjunto de n vectores 

·linealmente independientes), que resulta ser su conjunto de vectores 

característicos, en la que adquiere la forma diagonal. 

Ejemplo 1.2.2, Sea la matri~ 

o 
2 ~] 

Esta matriz es simétrica y por lo tanto tiene valores caracterís

ticos reales y vectores característicos ortogonales. En efecto, :cu 

polinomio característico es 

- ;\(J -)_) 

cuyas raíces son 

det r 
' e ' 

4 ~~ 2 - 3 ~ - 4 

Den6tenoe sus vectores caracteristicos correspondientes pe~· 

Estos se calculan de las rcla'cioncs 

{A -A. I)e.::. o 
..... l~~l"" 
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De ah! .. 
(A -~1 I)e

1
:;-f l - - .. l2 :] [ :~:]~ [ :J 

pOr lo que 

e
11

-t- 2e 
21

_ o 

y 

1 
2 

•u 

Imponiendo la condición 

se tiene 

2 
ell +- e 11 '=:. 

Análogamente se obtiene 

• 

JI 
S 

El problema de valores característico~ reviste particular 

importancia en ¡,~ecánica, En efecto, la detcr:r.inaci<Ín de las frec,.cn

cias y los modos maturalcs de vibrnci6n de sistemas mecánicos (>'er, 

p. , ej, ( 6)). La determinación de tales modos y frecuencias 

para !lis-temns mecánicos de parámetro:; di:.ti·ituidc.s,meciiantc el :.:::,·· 

conCuce a un problema de valores caractoristicoc, corr.o se verá 

posteriormente en este curco. 

i 
1 
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Form;J.S cuadrl;ticas 
• 

El escalar definido por la expresión 

donde A es una matriz de n x n y u, un vector de dimensión n, recib~ 
~ -

el no~bre de fo~na cuadrática. Esta forma es equivalente a la forma 
2 escalar au , De esta últirr.a expresión se puede_ concluir una 

propiedad int6resante de li forma cuadrática f antes definida. 
Nótese que, si a y u son reales, au 2 es una expresión cuyo"signo 
depende enteramente de a, y no de u. Análogrunente, el signo de la 
forma cuadrática f depende enteramente de/, y no de u, si "ambos - -tienen ele~entos reales (o bien, si, aunque A tenga elementos 

.. -
complejos, es id,éntica a la matriz obtenida de t.ransponerla y luClgo 
tomar el conjueact6 de cada uno de sus elementos). 

:i>e a ice nl>A A ., 
~ 

positiva definida, ,, f) o • ..;- u-' o 
-~ - (D 1} 

positiva ser.lidefinida, ,, f ?-o,+ u.¡ o (D 2} - -
negativa definida, ,, f< o,.,... u.,? O (D 3) - -negativa semidefir.ida, ,, r:;; o. *u -:1:- o - - (D 4) 

De otra for~a. A es de signo indefinido. Las matrices positivas -definidas y scmidefinidas juegan un papel importante en la r.:ecánica, 
pues están asociadas o bier. a cantidades intr.ínneca:nente positivas, 
con:o la energ.ín cinética de un veh.ículo en movirr.ient.:, o bien n 
cantidades intrínsecamente no neéativas, como la energ.ía potencial 
almacenada en la suope:-~sión de un vnhículo, medida deode EU e:>tado 
descargado. 



1.}6 . 

N6tese que laG definiciones (D 1) a (O 1¡.) no proporcionan un 

medio pr;tctico para determinar si una matriz ils positiva definida, 
por ejerr.plo, pues según ellas, sería necesario pt·obar el signo de f 

para todos y cada uno de los valores posiblco de ~-::/:2· Si~ embargo, 
la caracterización del sicno de una matriz ~e puede conseeuir a través 
de sus valores característicos, según lo siguiente J 

Una matriz A es 
~ 

• 
positiva definida, si todos sus valores característicos son 
positivos, 

positiva seffiidefinida, si ninguno de sus valores característicos 

es negativo 

negativa definida, si todos sus valores característicos son 

negativos 

negativa seoidefinida, si ninguno de sus valores característicos 

es positivo, 



1.)7 

Derivadas de funcione5 ~~ri~~ variables 

Dada la función g = (((Ul' u 2 , ••• , un)' escrita en forma compacta 

como E" = g(_!!), se dice que e; es una función e:::calar de variable vec

torial. El Pra<iiente de {;;o rcpresentndo por '! g O pord- [;/J u, es 
el vector de dimensión n definido por ..., 

' 

~-
. d. u -

• 

• 

Sea el conjunto de funciones 

" - n.LLL. " -. • ••• u ) 

" " " < u 

h2-=- h2(ul' u,' •••• un) 

• 
• 

• 

_hm- hm(ul' u,, • • • • un) 

Este se representa en forma compar.ta como h :=. h(u), donde, - - -
obvia~ente, h y u son vectores de dimensiones m y n, respcctivarr.cntc. - -Se dice, -entonces, que h es una "función Vectorial de - -ªrgu~ento 

vectorial. :n gradiente de h, representado por \1 h o - - e) h/au. es - -la matriz de m x n definida por 

h/ ul ... 
h2/ ul ... 

" h 
• 

\7 h = -- • 

• 

- <>u -
V ul 



". 1 ->l re::;u ta q•~e 

éntonces h es de di~ensión 
~ 

Entonces, '(] .!:' '";:: "1 'V ri, es 

• 

• 

m =. n, donde n e~ la diJr.ensión de u. 

la matri~ Hcssiana de e y es de 
~ 

n x n. 

VolViendo a la función e= g(u), ésta alcan~a un ~alar estncior.a--rio en un "punto" u0 en el que su gradiente se anula. Este valor 
puede ser un extre;o local.o un punto'silla. Es un extre~o local Sl 

la matriz Hessiana de g, "V 'íl G• es de signo se~).definido. De hecho, 

es un máxbto local si (J"Qg es negativa semidefinida, mientras que 

es un mínimo local si '\JVg es positiva Semide:finida. Si esa matri7.. 
Hessiana es de sir,no indefinido, el punto e~tacionario en cuestión 
es un punto silla. El resultado anterior no es más que el resultado 
ampliamente conocido del c<ilcuio elemental, que se ilustra en la 
Fig 1.2.1 

g • • 

(' 1 
u 

(b) 
u • 

:n!nimo máxir-.o 
c-+-----u 

(e) punto silla 

Fig 1.2.1 Puntos estacion:..rio~ de una función escalar de 
argur~entos cscal~r. 
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.1..] !-!ETCDCS c;v:-.;;;¡¡¡cos 

A continuación se presenta un csbo~o de los mátodos numáricos 
aplicables al problema 

A u -- b - (l. ).1} 

donde A es de n x n. Otro problema frecuente en cálculos de elemento -finito es él de valores caracterfsticos 

(1.).2) 

Sin e~bar~o, dadas las li~itaciones de tie~po de este curso, el 
segundo problema no será tratado, 

Para resolver el problena (1.).1) existen dos amplias clases de 
mátodos 1 

mÁtorlos rlircctos 
métodos iterativos, 

Estas dos clases de métodos resuelven el sistema (1.).1), esto 
es, calculan el valor que deban tener todos los componentes de u, -para valores dados de A y de b, de nancra tal que se satisfa¡;an 'todc-.s - -las ecuaciones del oistema (l,J.l). Los mátodos directos resuelven el 
problema en cucsti6n ~ediante una secuencia de operaciones bien 
definidas que oe aplican una sola ve~. Los métodos i"terativos 
resuelven ilSte mi"O:no problema aplicando un ciclo de operaciones 
reiterada~entc, hasta aproxi~ar la solución de manera satisfactoria. 
Cada ciclo recibe el nombre de iteraci6n. 

En ez.te punto es necesario hacer la sic;uiente obset·vaci6n 1 en 
teoría es posible rcoolver el ~isterna 1.).1 :nedi<!nte un tercer mJtodo, 
llamado "ragla de Crat:lür", en la i'orrna 

det t .. _, 
det A 

i ::,1, •.. , n (l.J.J) 
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En la expresión anterior, A. es la matri~ que se obtiene _, 
sustituyendo la i~ columna de h por el vector b. ~ste m~todo - -requiere, entonc~s. el cálculo de n + 1 determinantes. En seguida 
se determina el n~mero de multiplicaciones requerido para calcular 
un determinante de n x n y, de ahí, el tie~po de ejecución requerido 
por la Mregla de Cramer", En una computndora digital c!e alta velocic!aC. 

-4 una multiplicación concume un tlempo del orden de 10 segundos, 
mientras que una su~a o una resta, un tiempo de un orden· mucho menor 
por esta razón, en lo que sigue se conoidera e o :no "operación", una 
m~ltiplicación, quedando las sumas y restas sin contabilizarse. 

Existen varias formas de"calcular un determinante. Aquí ce 
empleará la conocida corr.o expansión por co:"actores. Dada una matriz 
~den x n, cuyo ele:nento (i, ~) s~ representa pc-r aij' el cofactor 
de aij es el producto de (- 1) 1 _... J por el dcter:ninante de la matriz 
de (n- 1) x {n - 1), obtenida al eliminar.de AT el i~ renglón y la 
.a ~ . 
J- columna. llámese cij al cofactor de aij' Se tien4 entonces, 

" . 

El cálculo del determinante de una matriz de 2 x 2 se realiza, 
desde luego, sencillamente co~o 

det [ 

"11 

"21 

que requiere 2 operacio~es • 

Ahora, p;:¡ra una matriZ de J x J, expandiendo su determinante 
por cofactores de su primer renglón, se tiene 

det 

.,, 

.,, 

.,, 
al) 

a2J =-allcll ,._ al2cl"2 ,._ alJclJ 

"JJ 
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.-,·;e requiere J operaciones, Cada cofac"t¡,r "li' que es un dctermirmnte 

_:~ 2 ¡.:_ 2, requi~r-e a t:u. vez 2 operacionr:::,, o:o:ho ¡;e acaba de ver, por 

:o que el "c;(lculo de este determinantc rt:¡¡uicr·c 3 x 2 operaciones. 

::o es dif.ícil demostrar, siguiendo este <::or.,Jno, que el cálculo de 

...• oeter:~inante de n x n requiere "! ope¡·;o,:l enes, En suma, la 

s.:~lución del sif:teJ":"oa(l.J,l)r:wdiante la •r"l'.lH de Cramer• requiere 

n/(n ..,_ 1) = (n + 1)1 operaciones. Supo:ül·ndo que el sistema en cuestió: 
• • 

contuviera 25 ecuaciones con 25 inc6eni tnt>, su soluci6n mediante ese e 

::~6todo requeriría 2Gt operucionce,que e¡¡ 1.J1l número muy grande, ,:el 
27 • ., . -4 

orden de lO • Si c<ot!.<o. opere.cl. n requ~crc lO segundos, el tot::l c!e 

ope:racione¡; requiere, entonces, un tiempo de ejecución de 1o2 J 

segundos. F~ra tener una idea de la magnitud de este tiempo, baste 

éecir que, si se ad::Jite que el universo tlcne una- vida de 101 7 

segundos [ 7 J , el_ tiempo requerido para N·t;olver el sistema ( 1. J.l) 

con 25 incógnitas utilizando una computadora rápida, es ¡ un miil6n 1 

de veceS la vida del universo: Sobra decir que, hasta el momen';.o, 11 

ningtín ser humano ha resuelto ja:nás un sistema lineal de 25 ecuaciones 

con 25 incÓF.nitas utilizando la regla de Cr-amer. Sin e:::::~:-,;:, ::-;:;::;t.:;-.,::.:;. 

se ele resolver problemas elásticos mediante el Kt:F, es común llegar 

a sistemas de ecuaciones de la forma (l.J,l) con mil incógnitaS";" 

En lo que sigue se presentan métodos numéricos prácticos utiliza~os 
en la solución de tales siste~as. 

El mthodo directo er.Jpleadc actualmente para resolver siste::.as 

como el (LJ.l) es el de ~inación de n<luns. ::;:ste método es equi

valente al u:étodo llamado í.U por los angloparlante() (L, de "lower", 

que quiere decir i:1ferior 1 U, de "upper", que quiere decir superior), 

:Oste 1nétodo se ilustra con un ejer.1plo de J ecuaciones con J inCÓfnitas 

a11u1 + a12u 2 + a13u
3

:: b1 

a21Ul+ a22u2+ a2JuJ= b2 (l.J,L;) 

a31u1 +- a32u2 .¡..aJJuJ-=: bJ 
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· Div!da:::e z,.mbo:. rr.icmbros de la segunda ecuación entre a 21 y 

multiplíqueseles pOr a 11 . Frocédasc, en seguida, con la Ja,ecua.ci6n 
en forma senejante, excepto que, en vez de dividlrseles entre a21 , 

div.!dnseles entre a 31 . Se tiene, entonces 

.nllul + 'll 
.,, 

U+ 
a21 2 •n 

a2J b2 
UJ = all a21 '21 

a¿z a¿J bJ 
(l,J.5) 

allul + all u,+ 'll uJ: all 
'Jl 'Jl 'Jl 

A continuaci6n, réstese la ln ecuación ,, (1.),4) de cada una 

" '" ecs (1.).5). Se tiene 

(all 
., 

al2 luz+ (all 
az¿ 

a13Ju 3 = 'll 
b2 

bl .,, '21 '21 

(all 
a¿z 

- alzluz+ ( all 
aJJ - a13Ju 3 = a11 

bl 
- b2 

'Jl "Jl 'Jl 

Por sencillez, escríbase el sistema anterior en la forma 

a,2 2u2 + a2:3u 3 = b,2 

aJ2u2 +aj3u3 ;;; bj {l.J.6) 

Ahora proclídase como con el siste:r.a (1.).4), esto es, divrdase 

la 2a,.ecunci6n de {1.).6) entre aj2 y multipliqucse por az 2 • Se tiene 

(l.J.7) 

RJste¡:c a continuación la b.ecutl.ción de (l.J.6) de la últi~a 

ecuación, obtcni~ndo:a:: 

b' 
l 

. ' .,_ 32 
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que so puede c3cribir en rorma Gimplificada como 

do donde 

b" 

' .. . , 
es el valor de la )a,incó~nita. La se¡;unda so obtiene ¡;ustituyendo este 

valor en la ec (l.J.?), que contiene ahora una sola incógnita, u2 . 

Esta se obtiene despejándola en la forma 

1 

Finali""oente, sus ti túyanse los valores obtenidos de u 2 y u 3 en la 

la ecuación do (l,J.4), Se obtiene u, como 

1 
•u 

quedando así totalrr.ente resuelto el problema, 

El esquer.~a anterior es básicamente el r:uhodo de elir.ür.ación de 

Gauss. Sin e~bar~o, aplicado ~al y como se presentó, puede causar 

dificultades si alguno de los dividendos es coro, o un número m;,¡y 

pequeño, Para eliminar esta posibilidad, se escogen como dividendos 

los números más grandes de cada columna de la matriz A, lo cual -equivale a reordenarlas, Estt' proceso es conocido como pivoteo parc'al, 

para distin(;uirlo del pivotr¡o total, que com:;iste en buscar el. núro.ero 

más grandE> no sólo en cada coluona, sino tnmbié:J. en cada renglón. ~i 

en el pro ceno renulta que el m1:nero :1<Ís erande en cero, o un nú:~e¡·o 

tan pequeiio <.<Ue la 1:1úquina lo tot:Je como cero, el r:Jétodo no ce puede 

aplicar, lo cual ir.dica r:o otra cosa ¡;ir.o que el sis1.cr.1a es sine;ulnr, 

esto t'S, <Jth.' det;..::: O, En este ca::o es im!Joc.;illh· rCl<JOlvcr el siete;~:•, -independientemente del :!lé"to<.io eMpleado. 

" ' . 
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Este método se realiza en computadora util.:.zando el co:lcq,to d ... 

deacor:.posición LU, que ~e Lasa "en el Teorema de Descomposición que 

establ~ce que toda 1~atriz f:. de n x n se ¡:iuede factori2.ar on el Pl'O.!~.<cto 

de una matriz triangular inferior L y una trianGUlar superior U, La - -matriz L contiene unos en nu diagonal y ceros a1-riba de ella, mientras -que la U contiene,en su diagonal los valores s:in~ulares de A, Q'-'e son - -las rarees positiv¡u;¡ de los valores "caractor.ísticos (positivos todos 

ellos) de la matriz_t ~T y ceros abajo de su diagonal. !,: y ~son, 
entonces, matrices do la forma 

1 1 o o o 

121 1 2 2n 

L u 
o 

o o o o o 

1 n1 1nz o o 1 n 

El Teorema de Descomposici6n en (":UestiGn establece, entonces, ¡;_ue 

A- L U 

El sistema (l.J.l) de esta manera adopta .La fortla 

L U u., b (1.).6) 
..... ~- "' 

U U := V -- - {1..3.9) 

Sustituyendo eute valor en la ec (l.J.S) m: tiene 

Lv::.b (1.).9) 
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que; on fcrna do ccr.:pcner:tes, adopta lo forma 

vl = bl 

121v1 4- v2 = bz 

(1.).10) 
• 

• 
1nl vf+ 1n2v2+ ... + V ~ n 'n 

de dc~de la primera incóanita, v1 , ya está despejada en la pri!:lera 
ecuación. La segunda incógnita se despeja_ de la 2a.ecuació~, er. dor.de 
se ha sustituido previamente el valor calculado de v1 • l'rocedie"ndo 
en fcrma semejante con el resto de las ecuacio~es de (1.).10) se 
obtienen todos los componentes del 
ahora este vector, ya conocido, en 

vector v de (1.).9). SustituyenGo -la ec (1.).9) se tiene el siste!""".a 

tiene 

••• 

• 

~ u -un n-

De la Últina ecuación de (1.).11) 

(1.).11) 

se tiene 

~ustituyendo este valor en la penúltima ecuación de (1.).11) se 

u 
n-1 

1 

'irn-1 
(ú - u u ) n-1 n-l,n n 



', 

' l' 

l,l¡(, 

F-roctdie:-,Qo en este orden z·egrc:;ivo con la~ restantes n - 2 

cc·.;"-ciones se calculan todos los componentes· de .!:.• con lo que queda 

rC'suelto el problema. 

Este m6t(JI:lO ha sido realiu .. do en diverGos subprogramas de 

co:;putadora. ::..os más eficientes son los lla~:~ados m::co:;¡p y SO LVE [el 
:;:::ccr.':P produce la descomposición LU de 1:;• mientrns que SOLv::, la 

solución regresiva de los siste:~as triangulares (1.).10) y (l,J.ll). 

Una ventt.ja de estos programas es que, una vez descompuesta la 

matriz A, se puede resolver una serie de siste~as de la forma -
A u

1
o b

1
, A u2 o b2 , ,,,,A u= b _ - ~ _ - -.... - -m ,.,.m (l.J.l2) 

sin tener que volver a descomponer f:• cuya desco:r.posición :10 de¡;ende 

del miembro derecho de las ecs (1.).12), Todo lo q~e tiene que hacer· 

es aplicar m veces la subrutina $0LVE, la que cons• .. H'le la nenor part 

d•l •' ·--· •·*-' !.• :-:?_'_":'!' ~",...1" rlo>l t.l<>-'l'lno se utiliza en 1• doo-.. ~ ...... - ·-·--· - - - -

cor.~posición de A, Este método requiere u:1 número de operaciones del 
3 ~ 

orden den , Así, para resolver el siste~a anteriorMente presentado 

de 25 ecuaciones, con este ~étodo se requiere ejecutar 25J~ 15 625 
operaciones, lo cual consume en una computadora rúpida algo acl co~o 

1.6 segur.do& que es una cantidad sustancialmente por abajo de la 

anterior, 

El proble~a de resolver m sistemas de ecuaciones de la ror~a 

(1.).12) en relación con E!l J,::;;r- se presenta en aplicaciones de 

diseño se ir,¿enier!il cuando se desea cor:ocer la Cistribución del 

esfuerza en :Jna mi3ma estructur-a o en l.;n<, misma máquina SL.;jcta a 

difenmtes condiciones de car,s;1 qL.;c se puedan prcDentar en operac.:.ón. 

Volviendo a las aplic_acioncs del f.".~Y, la matriz A - viene a ser la 
matriz &lo"oal de rie-idez que, como y¡¡ se vio, tiene propiedades 

particUl."'lrec corw siw:1tríu y positividad dcfinicia, FaL'a este tipo de 



rr.atriccc, el método de Gauss, o Lü, se Gimpli.fica sustcncialmentP., 
La verGi<Ín dmplificad~. r<JciLe el nombre ó.e método de Cholcsky, Ya 

que la r.1atriz de ric;idez es positiva dci'inida, se puede descon•lJOner 
en la forma 

donde G es ur.a matriz trianeular superior. Por otra parte, la cstruc-
~ 

tura bandeada de esta matriz aporta ventajas adicionales que redundar. 
en una ~olución más económica. En c.fecto, el tiempo de solución de 
una matriz bandeada de ancho de banCa d, es del orden de n2ct. Como 
normalmente el ancho de banda de una matriz es algunos Órdenes de 
magnitud ini'erior a su número de renglones y colu:o~nas, esto es, 
d << n, la economía de ejecuci6!1 es evidente. Así, por ejem.,lo, una 
matriz de rigidez tipica de 5 000 x 5 000 puede tener un ancho de 
Canda de 100, Si se utilizara el ~étodo de descomposición 1[ directa
mente, se realizarían algo as! co~o 6,25 x 1ol1 operaciones, muchas de 
ellas in~tiles, pues involucrarían multiplicaciones por cero. 
E•Plo••nno •~ --,..,,-<>1<>7" h<>ncl,.~n, n, ,~ ~-"-~'· q' --<----- -·e A •u ~ oon O -·•• __ -- •••••·•-ut u• .,~.,,~~U U~ 

operaciones requerido seria del orden de 2.5 _x: 108 , es decir, .) 
6rder:es Ce magnitud inferior al anterior, 1-iás aún, el arde~ de 
nu~eraci6~ de los nodos de una malla de elemento finito afecta 
enorme~e~te el ancho de banda, d, de la ~atriz de rigi~ez, ~x:iste, 

e_ntonces, un orden de numeración (que no es único) óptimo que 
proporcio:-,a un ancho de banda l':'lÍn~:no, En el mercado se pueden obtener 
diferente3 pr~proce3adoras que se encar~an de proporcionar el ancho 
de banda :niniJ~o, como el proc;ra:.1a EA:.IIN, de::;arrollado en la IJniversida<.! 
de l~anchester, 

For su parte, los método~ iterativos se basan en el esquema 
Bibuie:~te ' desc6:~p6n¿asc la :natriz A en la i'orma 

donde J es 
~ 

trian¡;¡1lar 

-
A:;.D-E-Jo' (l.J.lJ) 

di:tgonal, nli(·ntras que E;;' 1" son matrices ,g_::;tricJ:ili!l_~ - -inferior y superior, respectivamente, este es, tienen coroo 



• 

, 

en :.•.J diagonal. De esta manera, el sister..a (l.J.l) no puede ~scriuo~.L' 

como 

(E+ <')u -1- b (l,J,l4) - --
Dado un valor inicial arbitrario u 0 e;enérese la secuencia -

(E+ r)uk..t.. b 
- ~ ., .,j 

(1.).15) 

o bien 

(l.).lé) 

donde Des invertible ci A lo es, El esoue1.1a iterativo (1.).16) 

consti'tu;re el ::1étodo de J;cobi, lla..':1ándose 3!-1 (_: + j;'} matriz de 

Jacobi, ~ste esque~a tiene la desventaja de que requiere almace~ar 
k 1k~1L1'' • ... el valor anterior de u y el actua u , o og¡co scr¡a ut1o~.1za 

para el r.ál r.ul o rlP 1 """'; ~ <'OIT'.f'OI'"nt-<? ~"' ,)t""" 1 , o¡~ ... 1 , todos los val"' ..,s - . , - . 
actualizados de las componentes anteriores u~..¡... _¡_, u~+ .l, , , • , 

k•1 d t 1 t . . k k k u
1

_1 , es ruyendo as co;nponen es VIeJaS u
1

, u 2 , ... , u
1

_
1

• De esta 

suerte, el esqt:er~a iterativo (1.],16} se sustituye por 

(D -¡-1 k -.c. Fu -1-. - (D - (1.}.17) 

El esquerr.a iterativo (1.).17) reciba nl no:r.bre de método de 

Gaur;s<>eidel, mientras que la matriz (D - zo-l F, el da matriz de 

Gauss-Beidel. Este método posee, ado~á;, 1~ ventaja de que con él 
aproxi::~a la sol~;ciÓ!l más rapid.:.""lc!lte, esto es, s;,~}:"r:e r.:ás rá;::ida

mente a la solución. Eocribase los esquemar; (l.J.ló) y {1.].17) en la 

forma 

u k+- 1 J u k+ v·1 b - -- (1.].18) 

y 

uk -t- 1 G 
k (D - E) -1 b u ~ - - - - - - (1.].19) 



J,hora se determina la evolución del error para cada esque:r.a. 

Para el de Jacc·oi, si u* es la solucién, en-tonces oatisface 

(1.).18) con uk+ 1 uk u•, asto es ' 

(1.).20) 

Llámese ek al error 

de (1.).18) se tiene 

en la k a, iteración. Restando (1.).20) 

• k•l J ,k 
- • -

Dol hecho '"' 
,1 o J ,o 
• --•' oJ ,1 - J' ,o - - -

• 

etc • 

" concluye '"' •• 
•' Jk ,o - - -

cuya evolución sólo depende de J, Se 
lím Jk :.- o. Así, para J converg;'ntc, - - -k-~ 

die;; que 

l • k 
J.m !;_ ~ 

k-) "<' 

(l. ).21) 

(1.).2;;) 

J es conYercer.te si -O. Se observa que -
J es convergente cuando se va haciendo más y ~ás pequeña a medida 
' qua se le eleva a potenci<~s más altac. Así como un uúmero real de 

Valor absoluto menor que 1 se va J-,aciendo onda vez .nás pequeF\o a 

medida que ne· le eleva a potencias más alta~, una ¡natriz es 

*" En k 
' ' k es ~uperínctice, micntr~s 
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convcr¡::;ente ::i lo:; valores absolutos de todo:: suc valores caracterís

ticos son estrictamente menores que 1. Al máximo valor absoluto de 

los valores caracter!stico::¡ de una matriz i\ se le llama ~radio 

espectral" y se representa por p. Así 

(LJ.2J) 

Entonces, el esque~a iterativo de Jacobi converge si 

f (~) < 1 (1.].24) 

J.nálogamente, el error C\!1 esquema iterativo d.\! Gauss-Seidel 

(1.).19) adopta la forma 

(l.J,25) 

por lo que este esquema converge si 

(l.J,26) 

Es claro que mientras ~enor sea el radio espectral d.e un 

esque~a iterativo su rapidez d.e convergencia será mayor. Una for~a 

de lograr un radio espectral menor es modificando el e::qu\!Da iterativo 

de Gauss-Seidel, introduciendo un factor d.c sobrerrelalación,W, na;..·or 

que l. Se obtiene, entonces, el método iterativo de cobrerrelajación 

sucesiva, cu~-o esquema e!l el :Jituiente 1 

(1 -(..J)D +-w'P) 
~ - (l. J,27) 

o bie!"l 

wL)-1 ;:¡-1 b - - -(l.J . .2C) 



.1 • .)l 

donde 

L :. 
- -1 U ;;:::. D <-

La rapidez de converGencia del esquema (1.),28) depende, entonces 
sólo del factor de sobrerrelajaciónw, Para cada problena partic•.:.lar 
existe un valor óptimo de sobrerrelajación que maximiza esa rapidez, 
Sin embar¡:;o, no existe en general, un método para hallar ese factor 
y normalmente tiene que determinarse experimentando con varios 
valores. 

En toda la discusión anterior se ha considerado que tanto A como 
b se conocen a la ~erfección, Sin embargo, en la práctica esto no 
~ 

sucede. En efecto, si A o b proceden de meCiciones, éstas introducen - -sienpre "ruido8

, esto es, it:lprecisiones debidas a la imposibiliCad de 
calibr.?.r perft>ct~r:lente loro instru:r.entos de medición, o bien a errores 
de apreciación de ¡:arte de quienes toman las lecturas. En cálculos 

-calculan dentro de la ~áquina, lo cual introduce errores llar.ados 
•cte redondeo", esto es, debidos a que cualquier computadora no 
dispona más que de un conjunto finito de números, que oe llar1an "de 
punto flotante", Operaciones entre nú:neros de punto flotante, en 
general, no producen otro n~:nero de punto flotante, por lo que el 
resultado ~eberá apillXi:narse a uno de los dos números de punto 
flotan"':e m.is próximos al reoultado real. Algunas máquinas nproxir:-.an 
por defecto y otras, por exceoo : pero no necesariamer.te al núm., ro Ce 
punto flotante más próximo. En seeuida se pr~ser.ta una discusión 
somera de los errores de redondeo presentes al resolver el proble:-,a 
(l.J.l). 

Antes de continuar con la pres~ntc discusión se introjuce el 
concepto de r:orm:"! de vec1:orc::; y de matrices. 
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La norma de un vector v de dimcr:tción n e::; una gcneralh;aci6n de] -concepto de ~gnitud. En efecto, la maenitud ~e un vector da una 
idea sobre el tamaño d~ sus componentes considerados Globslmentc. 

Esta se define como 

• • , ..¡.. V~) 1/2 (1.).29) 

3e ob(;erva que esta magnitud nunca es negativa y se anula si, 
y s6lo si~=~· esto es, si todos y cada uno de los números v 1 se 
anulan, Por otro lado, si cada componente v1 se multiplica por el 
mismo escalar o, se tiene 

]\OVIl 
. - - 1 e l U V \\ -

y, finalmente, para todo par de vectores Y y w, 
~ -

II;:_+~H':: ll;;tH-1-I!~U 

(l. J. JO) 

(l,J.Jl) 

q~.<;; no es otra cosa que una condición ao exlstcnola de) trl~n.o-•tln rl'" 

lados,::. ~y!+~· Por es~o. la últl;:1a relaci6n, (l.J.Jl), se lla:r.a 
•desigualdad del triángulo~. Generalizando el concepto anterior se 
tendrá •• una norma para un espacio vectorial es un número real q~e. 
s1 v, w son vectores del espacio, - -

i) La norma es EQSitiva definida, esto es 

11 Y\l>O - -
y sc anula si y s6lo si v so anula igualmente. -

il) Es linea~mente homoc,ÓnP.a esto ec 

1! e ;:1\ -=. 1 e\ ll y- 11 -
iii) Satisfnce 1« dedf_lualdGd del tri8,gulo, esto es 

w " ~ 

ll "-' 1( -
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rl6teso que en la dcfir:ici6n anterior no se ha impuesto forma 

alguna para calculhr la nor:r.a, como es el caso en la definición 
(l.J.Z9). Asi, cualquier nú;r.oro real aüociado a cada vector del 
espacio en considerad6n, que zatisfae;a las propiedades i) a iii) 

anteriores es una norma. Eje~plos de nor:r.as son los siguientes 1 

(l.J,J2 a) 

1\ V \\ - (1.).)2 b) 

De éstas dos, la primera es la más fácil y económica de calcular 
y por eso se emplea mucho en análisis numérico para cálculo de 

errores. 

Por otra parte, ya que la definición anterior de no~a no se 

limita a vectores definidos como arreglos unidimensionales, se pueCe 

aplicar a matrices. Una nor!:",a de un espacio de matrices, entonces, es 

consideradas globalmente, de manera que mientras más pequeña sea la 
norma de una matriz, más pr6xi:na estará de la matriz nula. Ejemplo:::. 

de nor~as de matrices son 

n A H ::::. 

)\ A \\ e:. -
A A \1 -

.JTrAAT 
-~ 

!-~áx L. la,,. \ 
j i .. 

(l.J.JJ a) 

(l.J,JJ t} 

(l.J,JJ e) 

L'n concepto pri:r.ordial e:-~ el análisis de error de redondeo en 
cálculos con l:'.atrices es el de condición de una matriz. Dada una 

matri:; A Ce n x n, invertible, su condición se define como -
cond {A) \l A \\ (1.).)4) - -

' 
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;;e o'!:lserva de inmediato que la condición es un r.úmero adinensior.;;.,~. 

y se demostrar¿ que es una medida de la ampliricaci6n del error de 

redondeo. Asf, un número de condición bajo está pióxi:no a 1, aunque 

nunca es inferior a la unidad, mientras que uno alto puede ser del 

orden de 1 000 o r.1ayor aún. I::ientras más alta sea lt<, condición de 

una matriz, r.1ás imprecisos ·serán los resultados de las operaciones 

en que interviene esta matriz. 

Supóngase que se conoce A a la perfección 
~ 

contar.1inado con un error de redondeo ~ b, Así, 

en realidad 

1 pero que b está -la ec (1.).1) es, 

A(u+~u)-=b (1.).35) 
~ 

donde e'; u es el error de redondeo producido por $ b, Interesará - ~ calcular el error de redondeo en el cálculo de u, en t~rninos del de -b, esto es interesa calcular el cocier.te n S u 11/11 u 11 en t~rmir..os - - -... ~ .. ~;,,,,,.,.11 ___ ,...,_ .. ,,_,. - - se satisface t .. ~ • .:._,_.,_,,.,,.~.,., 

reotándola de la ec (1.).)5) se tiene 

u 

o bien 

u .= A-l b - - (l.J,J6) 

De una propiedad de las normas se ti~ne 

l\ ~-1 ~ ~\\ (1.).37) 

que uquí no se demostraní. Basto con decir que esta desigualdad está 

asociada al producto interno de vectores. Cn erecto, :-;i 

vectores del mismo espacio (¡Jart~ Pl cual previamente se 
v :; w son dos - -ha Cef'inido 



• 

···--·'" 

l~!:.l~ 1\ ~H \\~~~leos(~,"!)/ 

donde cos(v, w) es el coseno del ángulo que forman los vectores v 

y. w. Del r.;ch~ de que 1 cos{v, w)! < 1, la igualdaU anterior se - --tranfoma en la desie-ualdad 

.C:.I\V\\1\ 

que es una desigualdad conocida como de Schwar?.. 

Volviendo al siste~a (l,J.l), ya que 

Au-::.b 

ee tiene 

1\b(l ~\IA\[\IU\( (l.J,J8) - - -
ApliCando la desigualdad (l.J,J7) a la ec (l.J,J6), se tiene 

tti;bl! (l.J.J9) -
J~ultiplica:-~do miembro a miembro las desigualdades (l.J,JB) y 

{l.J.J9), se tiene 

Si b -ci O, ~e pueder. divic!ir anbos Jlie~bros de la Últir::a - -desigualdad entre 1\ u \\ 11 b 1(, con lo que se obtiene - -
l\~ u 1/ - "' 

11 u 11 
~ 

-1 1\ b b 1\ 
1\ A ll -

....... 1\ S. b !\ -
_ cond(A) 

~ 

11 $ b 1\ -
ll ::_ 11 

(l.J,I.;O) 
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' con lo que ~;e de:nucstro. que la condici6n de una /l'.atriz es el facto-

de amplificación del error de redondeo. 

Un resultado semejante ce habrfa obtenido si se 
imprecición en A, - en lugar de b 1 pero en aras de la 
análisis ya no se continúa. 

In:biora supuesto 
brevedud, este 

Por la importancia que tiene la condición de una matriz, la 
mayor parte de los programas de ele~ento finito proporcionan una 
estimación de este número, ya que un cálculo exacto seria de~asiado 
costoso 1 pero tambitin, innecesario, En aplicaciones- del r:Z? a 
problemas en medios elásticos planos se genera una malla de elementos, 
Si la malla es triangular, se tendrán elc~entos de las ~or~as de la 
Fig 1.).1 

/\ 
¡ \ 

(a) (b) 

Fig 1.}.1 Ele~entos finitos 

El el<>.'llento de la Fic 1.).1 (a) es casi equilátero, :nientras que 
él de la Fig l.J.l (b) es p;;¡uy escaleno", e!:>to es, sus lados son <!e 
longitudes nuy desiguales. Una malla con elementos equiláteros 
prod;_¡ce una mat~iz de ri¡;idez de condición baja, :nier,tras que una con 
elementos muy c!eslJalar,ceados, co1~o él de la Fic, l.).l (b), produce 
una matriz de ric;idez de cor.dición muy alta, Existen preprocesadores 
que balancean una :r,alla desbal<::.:\ceada, 



Rcfl!rencia!; ' 

l. 

'· 

;,yartJ i::.F. Cl.lrrpo\1 l!<' fo!:''',al>l <::;, ---·--· --- -- ---
'!c'rcera EUiciún, Hl'pre:wnt<~cioncs y ::.o·vieio:: de ln[';unjcrín, 

S.A., c. de ;.:éxico, 197l\, pp. 2'(4-284· 

S .,. k K' S Timt.>:;hcr.ko , y :,o¡,_nows y- r¡,_e¿:er , , 'l'eoria de Placas v Lár-.ir.2s, 

?.:diciones Urmo, Biltao, 1970, p. )10 

), Oyars E.~'. Y Snyder R.D., op. cit., PP• 7J y 74 

4, Herstein !.N., A1getca :.:oderna, Editocia1 'l'!'illas, c. de ::.1hico, 

1974, pp. 210-218 

5, :.~os-:;ow G.D. y Sa::1pson J.H., Alg:ebra .L.in~, ;.:e G!'aw-!:ill de 

:.léxico, S A de C V, 1972 

6, Angeles J., ":~.octolo dinár,;ieo do una suspensi6n para vehículos 
. ' - , ___ ,, 
1.1'd.UbtJV.L'~" ''"''"~"u o r::::::~:::::r,IA, Vol. L, No. 

7. Ga:!'.ow G., Or:e, Two 'I'l".ree ,,, Infinitv, Bantam 5ooks, Inc., 

Nueva York, 1967, p. 14 

8, Forsythe G.E., F.alco::l :>',,A, y ~-!oler C.B., Computer :.•et;oor.s for 

¡•,atr.ematical Co~nput¡¡tion:;, f'rentice-Ha11, Inc., Engl<Jwood 

Cli:'fs, N .J.,· 1977 



! 

DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 
FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M. 

El METOOO DEL ELEMENTO FINITO EN LA INGENIERIA MECANICA 

ECUACIONES DE EQUILIBRIO 

DR. PORFIRIO BALLESTEROS BAROCIO 

ABRIL, 1982 

Paloooo do Minería Colle do Tocubo 5 primer pioo O<rlov. Cu•uhlom<>< 06000 Móxioo, D, F. T•l.: 521-40.20 Apdo. Pasl•l M-2285 . ·' . '-' 



1 

1 

•. 
~ 1 

" 

' 

1 
' . 1 

1 

1 

1 
' 
1 

ÜESF1~LHJP,/v'¡ J M~r~-!'1 ¡r.baltes¡em"":. .·. 1¡ 
·····- -. -----·- ----- . ;· -- --------- --- -~ - ---- ---- ------ ------- ' 

i METO co Dí:: LAS RIG-IDECES Pt.rA 

MIA L\ ZIS. í::STP.OCTLlfAS OETOGO>-Jiüi;S 

PLA NA'5 

'1 
~\, ~ 

----~~~e 

' 

-

• 

Ti 

l~r 
• 

~;-, 

' . 
~~.; 

~;e~~ 
. -;;;"' F"l 

- - - -

.l ~~!> 
-

' ''f: 

(D 11 

le ~J p - + 
~~1 

7'. - . + 
. , 

• 

--· ' 
' + ' . --~ -- ------
' + -

B. 1 1! r q, 

_, ... 

' 
• 

~: 
1 

--1~: 
~l 
' 

• 
. 
~ . 

\j', 
-- --

• 

. 

e't~l.J 

'bA t 
'C~=-rt: 



' 
1 DESrl-lJWI>.IA '¡ Ma<Óo-H ¡· PP-alles¡._cos , ? 

-· ·-···· --------------------------~---------- ·--'-' 
i '\)e \o,_ f¡~\' 1-\ oce r~vdo E\ -bn.Í'lc<,~<o de >O~rtoi<><;'J 
\ 1 . 1 
i "55. \V2 f\e. ~ . 
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"ll"O! lk1tlt1onlty <JI W~S<:onson·M•twaukee. 
MU~.Wisc. 

Tha lioite eiement rnelnod 1s appdooKI tO condu.;t the stress anatysos or the lroctoon t>rake ola te 
\JS8d In the rear a"e system ot agncullural tractors. E•tarnat lOad> on lhe plata are 
(:tlO"Wdered 10 be appjoed to the spUne alld t«ed ooun<!ary condoi<Ons atthe l"ctoon matenat 
area. Tha original <lesogn ol the troc:oon ptate os anat;>ed and .t>own 10 !"la•e an """'"" 
ó:slntlutoon el load on lile teetn ol tne sp~ne. caus.ng tugh stresses at sorne crot•cat areas ol 
lile plate. Des<gn d>a~sare mad~ on !he analys•s model. Mvtng as a promary •nterestthe 
redu.;~on el peak stres~•• toan acceptabte leve!. wothoul savere modollcat•ons to the orogonal 
desi(¡n. W11h a min•mum ol comouter man1putatoon~. the ''""" eO!ment mcde< us8d yoeld&d 
lile bes! COI\!ogurallorl oltM t>rake plale for the goven to.aos_· 
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Oesign lmprovement of a Friction Brake 
Plate Through Finile Eleinent Analysis 

V.H.MUCINO V. PAVELJC R. G. TASCHNER 

IIOI'E!ICU':UIU:. 

J.r •. flanl< are a ot tM t~~th 

dri • ra~lal ~ior.laoe:.~n~ •t"the t1p ot 

'" • ,, • 

'• 
,, • 

,, 
• 

'· • 

' • 

~ho tooth (1) 
tll~ential clisplac..,ent at the tip · 

ct tne t~o~h (1) 

loa~ <l!strlbution.toeto~ 

Ml'l:l3l tero~ a·.tlng en tho n~nl< ot 
the teeth 
radio! !"croe oot!n; on the flal"IJ.: or 

thc tooth 
tancontlal ocercnont ~r the no~al 
torco (Fn) 
olope of lo•Uin¡¡ Hne ln ooo<lfr.m 
dla¡:ra"' 
equlvalent ~r·~~uro on the flank ot 
the teeth 
streos ratio of alternatln¡ otroso 

(a 01 ) to ~··~ streaa (•mil 
s01 • alt•rnatln¡ atreo~ ot tooth (1) 
Sm1 • 10ean otreao at tooth (i) 

s.,ax, i 

··~ s1 .s 2.s, • ,, . 
''" Tpl ~ 

llft!IODUCTI0/1 

~axl"'um otrea• at tooth (1) 

von IU.su criterion ot rauure 
principal otreoses 
torque carried hy tooth (1] 
Input torquo in the 'pline s~tt 
torque carrte<l bl one trlot1on 
plate 

The sy5tem cons1dored in thio analy•l• 1• 

• Olultlph dl.ok brake, Vhich is u>e<i ·in a typt
~•1 real- ul"e ot an agricultura! tractor, The 
11oin objeotlve of the analyois h the dostgn 
l.mprovement ot the".braku oy>t""' whloh depen<ls 
upon the perto~ance ot the rrictlon platos. 
fllne tr_ht1on p_htes aro subJeot to tluotuot1ng 
loado th~t may «•uao fotlgue follu.re ot the sys

tem. Thcretoro, the analyols 1s earrled out 
having oo. prlmarJ lntereot the reduotton of peak 

1 

• 

strotsoo ooourring ot the crltical oreo of the • 
triotlon ~late, · 

In ~ursulng the objeoUve lt 1S doolrotl~ 

te kuP the -ovoroll moal:tcat1ons toa min!~ur.~. 
Thls paper ,de01onstrateo th• anlloatton · 

ot tne tln!U el""-ent aethod as •~- efUclent 
tocl to 1dent1!)" or1tloall:; :tr•:.:o~ ar~lo of 
a typioal. friotion f,late, an1 ol:o as o t~~l to 
0.'-'0lititlvel:r ~valuote the d·O:I.;c: •·.o~!Cloo:~ons 
~n~csod in ~r~er to r<>duOc th• ot·1t!col ~trcoo• 
e o • 

ric. 1 oh"'" tl,o uoin ccmr.~ncuto.or th'' 
rear aXle aos...,bl¡- "Jill.ch ''<r.:i:U of o tttrto~
entlal gear tra!;,_ (~).·o dutch =~·ote:-. (9], -~ 
dl.lol llrake o:rot,..' (C&C' 1 ond thO flanotor:r CCOJ" 

traln oy;ter:s (ru·r.•), «h~ varlou: con¡.~ncnt: 
in the ass~bl~ of cooh Orake sy:teo, are "hcKn 
separatel:r ln-Fic. 2. 

The oporat:lon of a "''-'ltlpl& ~~=~ brako 
•ystem may be d~sorlbed brieflr as follo~s: 
the tr!ction platos rotote alonG with the shoft 
to YhiOh they Ore attooMd througl\ tM OPllM, 
and tho steel plat•• are attachod to the houo• 
!ng tn auch i woy th.H rotatlon ts prevented. 
Mlal dioplac=ent 11 dlowed ror both the rrlo·. 
t!on Plateo and •teel plates. When hydraullo 
preooure io applied to the brake o~linder, the 
brake pisten move. ax~ally •nd pr••••• the fr!o
tion plateo a;olnst tne oteel plates, the acting 
torque in the"ann.tt la transnütted tO the frie• 
tion Plates throUgh t~e spline, and then tran•
"'-Ítt•d te th• atoel plates through th• friot!on 
01ahrl0l on thll triotion platea. the aboorbed 
bra~lns torque tro~ the at~@l plate5 la ftnally 
tran~ltted to the houal~ which !s att~Ched to 
the rr..,~ of the tractor. Tho heat Eoneroted 
durins the brako aPplieatlor. 11 absorbed by 
coolant !luid Wl\teh circula tea on elthor oi~e 
or tho triotion plato thrOU&h the holeo provldod 
en the plato, 

Th~ brak1ng loado llnpoud on tho triction. 
platea, induce hlgh atreu concontrat!OI"l at· the 
root or the teeth tn tne apllne, which ore suo-
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PINION GEAR 

r•DIFFEAENT!AL PINION 

CLUTCH SVSTEM 

,-8AAKE SYSTEM 
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WHEEL 

OUTPUT SHAFT 
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··SH.AFT 
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-OIFFEAENTIAC GEAR • • 

' 

Ptf. 1 3oh~ttc vlew of o tractor rear"axle.~ssembly 

jeot te a streso variotton ranging fr~ zero 
•aluo {idle mode) to •~• mox~ volua (brake 
oppllcattci>) • 

Plf- l sho>~s sehe::ooticolly tor~ues opplie~ 
to tM fr1ct1on plate, the geomet'")" of the 

' opline, and tne locot1on ot tne coolant oircu-
bticn Mlu, 

LOADDIG COI:ISIDERATIOIIS -· 

Due to the repetitiVO noture of the loado, 
theoe can h Upreued by JIUns or a otattc 
{mean) component, anda dynamle (alternating) 
co=ponent, ter the purpose ot onalysio. · These 
loada ore d1str1butod among the teeth on the 
trtotion plate, 1n such o woy th3t the r•tlo of 
altarnattng •tres• to steady otreos at ony loca
tton ot the :~'late 1s al.,a)"l e"onstant, ThU h 
~~ to the faet that the load •arle> (rOQ ••ro 
te ~<>me rui1miJIII value in eaoh brake applloation, 
However, the load tMt a p"artioUlar tooth car• 
r1•• 11 not nocaooartly equal to t~~ loa4 car4 
r114 b1 a dtfferent tooth in t~e •Pl1ne. 

Pl6, ~ _sho>~a oualitotlnly the vartation 
ot otrea•e• "ith reopeot to tU.e, at three ar
bttrary locationo of the frictlon plato. Atoo 
plotted in the •~• F1s, ~ is tho variation or 
th• load lt:tth rupeet to_tl.me, It can be ap
pr-ecuted. th:rt the roaxi.l:!um. otreuea at_ any or 
th• locationo lhOwn aro reoched "hen the opplled 
load .11 mo><iJ>..,., tt\l.o to. the atreS! peal<l an 
tn phou wt.th the load poaka, 

2 

' .. 
Us1nf the notatto~ ot Jucvinoll !11,1 the 

otreu ratio can"b~·e><pru~ed,. follo""' 

"' 
where Sa1 to.the.alternoting >tres• componont 
!mi to the mean otreoo oooponent ano ror th• 
portloular cooe_tn"Yhich the lcad varieo rrom 
uro te a.,...¡....,. value then r = l: er 

( 2) . 

Fig, 5 ohO"I the Gc>o<llllln· dh&r= ond thc lo>dtn¡ 
line ter _tho "teeth In the spline or thc friotion 
plato. ThO alopo of tho loading line ls ouoh 
that; 

'" 
by aub•~lt~ting the eq~l~ty (21 in ~quatton (ll 
H ruulta 

. ' Sao•.l • lS.I •. 
th<Oretore, tM ~loP~ or tho loa~1nc tt"'~ in tilo 
CoÓ~n dlocr~ 1• 

.. ' 
Un~o~lined numbora in parentneses 

duignato Rerorcn~u at ond or p~per, 



,.. ... cu.uuc .... ., 

" 

~'"''"""' ...... 
• 

Fig. 2 Brake ass~bly aystea 

Jlloud on t!'teae otrea rolation>hlpo ond for the 
partioUhr 030e treated in tt.J.: onol~si,., the 
followin¡; oo.u1det••t1on: oan bo nade in ordor 
to torn>.1hU the t1n1te e!e:.ent ~:odel. 

1 From foti¡¡Ue tl\cory os treoted by SOl'! (gl, 
t~e olternatin' otre:s OOJOp<.ne~t <~U>t be os 
"""ll u posoible in c,..der to ¡,.,prCY~ the 
tat1gue Ufe ot the port. 

2 ~e te the nature or the loooa, ond by in· 

o 
o o --q·· ' '•' 1 

1 . . 1 . : t. 
., 
·~ ... CTINO ro•cu. 

Pis. } Torquu appl1od and ~cr:tetcy of the fr:l.o• 
tton plato 

o + ; ( 
• • ' ' • • • 

• 

' ' ~~ 
¡ \ _.----LOAD A0 ... !('..&1!0" 

' ' 1 . 

SIAUS TOOTM 

lfOU$ roer~ 

ITAfSS TOOTM o 

TI W 1 

F1g. 4 Variatton of lood and streases at th<ee 
arb1trary looatl.on! or tM rr1ct1cn ¡·loto 

sp~ction or_e~uotton• (2) or,:! (;J, thO rc
~uHicn of the no~1~.""' pool< str•:o ot ony 
locoticn 'cr the ]•Ot't '1ill ro!UH in , r~

daoHon Or the ayructo ccnr-<.ncM cr otreoo. 
} Sino~ both the stecl r."otcz oncl triotLcro 

~lates ore allc\Jod to dio¡ loo~ in ti.~ oxiol 

4050607080~01 
MEAN STI!ESS kO\ 

STEEL 
217 229 BHN 

f1J. 5 aoodman d1ogr~ ond loo~i~ line for the 
fricticn plate 

' 

19 



' ' ,, 
• 

' ' 
' 

PIJ, 6 lPPli~otion ot t~e load en ~~~~ triotion 
plato spline teoth 

dlreetion the lood ~n the trlc~ion plate 
·con te conoidered te be.acting Only in the 
plane ot the plato ond it h.ao no co~.ponont 

in the •~tal direotion, 
4 The totol load act!ng en the trictlon plato 

can be broken_ dolltl into tangentlal and 
. u<!ial torcu aoting on the teeth ot t!le 

opline, auch that the •~~tion ot the re· 
aultin¡_ tan¡entiol torces at ttl& pltoh 
clrclo, QQ1t1plied by the corroaponding 
p1tch radiUI !S equiyalent te 'the tc~UI 
provided by the .nart. 

5 '!'he loado appl1ed te the teettl ot the plato_ 
ore roactod by the friction ~torial, ~h1ch 
trana•>ito the brakl.ns torquo te tM steel 
platea, 

6 A atatlo analyoio alone can be portcrmed on 
the triotion plato, te eot~ate the •treo o 
dlstributton en tho plate, 

Flg, 6 Ot\QYO sche..,.t10ally the appHcation 
or tne load en thO frictlon pl~te, at tne loca· 
tton or tilO a<IJaeent teetn, and th• boundory 
ecndition• at the frioUcn Ju>terial aru of the 
phte, In or<ler te ovoid local etrocts duo to 
ccnoentrated potnt loado, lt io convenient te 

ll'Opreoent the applle<l fcreeo at the teoth a• 
w.ntrcl'tl prusw-e• al en~ th~ flonk <>( uch tcctn, 
The re!ultant force at thc r:Ltch cirOle "'ust 
hold ter th~ ccnoideration ai di>cUSU<I earlier 
ln ita~. 

Tbe total input torque rcr each wt~eel lo 
carrted by tYc platos, such that eaon rlate car· 
rloo one-half of the input tcr~ue. 

per the nu=erical portien cr thio otudy 

• 

Fig. 7 , C<>I!IPilter plct. of tlw <rtc;inol ~c"i·~':'l 

6-noiu ri-icUcn plato ~·=•try 

and Uot data available tor th.e p~U~l~r o~oo, 

tM torQue:carr1.~d ~y ua~h ploto '.<oo dcto~i:.~·• 

te bo u,t'ollcHS: 

Then 

... 
' ,, 

1 lln 

' 

' ' i (114001 • 1~200 lb·ln 

'" 

osouming equal lo~~ per to~th, the torquo in,the 
plato 1o d1str1buted equ.ally amen,¡; the D teeth. 
The tcrque earrted by oach tcoth 10 then: 

'' 

'' ' ' fl ~~~!001 

'' H ' ,, 

• 1150,10-ln 

(51 . 

[ 1' 1 

Th• oqu.iulent t:m¡¡enthl rorce ot eaoh toetn 
oetine ot the pitcl\ oirole H o~t~l.ne<l l>r •Li
Vid1ng the torq"e by the radluo of tho pitCIL 
clrelo, this 1a: 

~bor• ln braokots 1ndieoto tho SI 
e<¡uivahnoe,· 

50 
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Fig, 8 Displaoe,.ents at tne tip ot eaor> tooth 
tor th& original 8-hOle• rrtction plato model 

where rp ~ 1,, in. Th~n 

' . " 
960 lb [ 4276 "' 

Tbo equivalent normal torce at the tlaruk of the 
tooth 1~ Obtaine~ as followo: 

' _,_' 
ol 'co" ti 

wnore ~ 1! the presoure anglo cf the opline 
ge<>llle~cy. For the Pruent ca•e <#>• <:5 deg, 

The no~al torce 1• then: 

The equivatent pressure ot the tlank cf the 
teeth is Ob.taine<l'Oy dP,i<l.in¡¡ tho noooal. torco 
by the area of the flank: 

. ' . • 

~ere Ar is the areo of the flonk 
ter the present oa•e At ~ 0,04106 

••• 

'"' 
ot tho tooth 
in.2 tt¡en: 

[ll~ MP•] 

The load •• untrorm pr•••ur• en oaon tocth 
h utJJnat<!d to be ~·,;8~0 poi [178 1·1 1':1] aoting 
en the overall flank of eoch tooth. 

' 

.... ...,..,,.,, ,.,..,_ ........ 
"'""" ·-·~ ~'•·· ,.., ... ... . -···· ........ .. ........... ,, .. ..... 

'· 
1 o "~ 8 ~~ll 7.z .. a-. .7.oll!~ _,,,,., ~-~«Q 

2 o "" ~-oll'l"' S27~~ 71.'1B • <62'1 1.~1>0 

' 0.1200 S.l)i! 1.2~61 7~g2)-().<t~l o.~••& 

' 0.1126 6,800'! 7.74¡,1 7.1AZ:\ o •• " 1 )0~1 . 
5 0.1000 ~.19¡¡ 8. o 1"" ' 7 ""'" • ~l•l ¡_()•U 1 

-· ·--------• 0.1~19 '"" 7.1511 H~H ·a Olll 0~10\ -- - -· 
7 ·o. 10'1 '"" 8.1911 70'lH " .. ,., 1.0~5· 

8 O.ill>ló 8.57h} 7.4110• u~a -o.w~ o .,t. . . - ·--o o. ''-~.:-~."':'~---~.47)9 7.'~B ·01164 0911 .. 

10 O.IOól. '),UI(f 6.1107 7''Hl OHSI 
·~· -- - _,. -

11 0-1110 Slqo? ,_,.,, , .. ..Jn -o.<;<>o 09Z'H 

12 Q.L09i 911-5'1 7.')'1H 71AB o }Ol' 1.0)~1 

" 0-1125 8.~1JM 1.7 SlO 7""23 o o;o¡ 1 0019 

r•••l ~~~-lA'!& 100 ooo too 0(11) 

TI!E PD!!TE ELEIIEll';: I·IOD~L 

Du~ to the typo ot CO<>uetJ•¡ ond Le> l:!n~. 

JllOM strus olOl:lont• uc¡·u oonoidorc~ o•ie·.•u,lt~ 

tor thh on:~l¡rsh, Fht /Jlo:o ¡.orob~Ho "lo
mento {S no<\eo ror'elot1oM} ·.:o•·~ oi\OOO<: t~ 

modol the &COI!Ietr¡r or tl•o'frioH<n plot~. 
In Qrder to. UoflM th~ tinH~ ~l~rtont 

mesh of tM otruct":re of tl\o fl'lction ~l~t~, 
node and el.,.ont ¡¡ooner,tht\ ¡•ottorno 'Nl'O uo~d. 

The prooedure. 1o "" follo\fo, onl¡r onc tc•,tl\ 15 
llrokon doo.m into finito Uct:lont•, tho l~c~tion 
o! nodu 1o defin~d wtth res~oü to o oyHndr1-
ool cool·dln:!h q·ctor.l Wilich or1Citl 1• ot tilo 
center ar the ploto, Tho Ol0l11C.~t con:wotivit;' 
10 alao deftned for tl\1• tootll, th.,n, noclc ,;on
eration h por!or"'ed to defino th~ no<Jc• l~oo

tiona of the ''""'a1n1n~ 12 tccth. In thc """'' 
mannor, elettont GCncrauon 1s rerfo,'llli>d !'ot· th~ 
:re:naining 12 teeth., Tho eeoool'Ot1on h <.\one t.;: 
1nor..,ent1n~ tho nodo nu:;baJ•• b¡- lOO, o\ ava1•;• 

SI 

27 ,6~ dog twelvo timos ~l'OU.\ld tl1o oc•nte•• 01' ti:·· 
ploh. A ai.,Uar approoolt lo uod tu <loi'i"o ti>o 

¡neOh l'Ol• tl>.o eu'é'· poi·t of ~ho plato ""'""~"'ooin~ 
the ooolan~ 'circulati<>~' holo•; in thio cooo •\\~ 

aootor 1s deH,o<l ~nc\ ocven o~ctoro n,.., ¡'OI>
erated around tl•o'cooicot· oJ' tlw pl.lt•. ['l=l~lly, 
qU.adriloter.ü ond trian~'\th:r eh•:nont! on """<l 
1n order to oonn.ot' tito two oeto of .. e toro 

togethor. Th1~ 1>.oh0o.m in Fi,;. 7. 

The rtni~c el..,ent p•·u1;t•:u:o """J, U<:vdo

1
o,·o

0

o 
b¡r otr\lcturol Dyr~.,.,ico llo•••r=ll <,;ol•po•·.1t1on _ 

, 



' ... 

1 1 

, __ ,, 
-'-

• ..o ... 
~" 

--~--- s. 
D ::&U 

. ,, . "" .... 
IODO!L 

109>JU~IJ 

tnC root Ót each tooth. 'I'he 
• ven [lins htlure crttcrion and Che principal 

otreooes s 1 ~nd s 2 , ccrro!pond to tM or!¡;l.n.:tl 
design. Th~ oonHant lir.e for s 1 oorrupon<Js 

te tho Pr<lP<>•od new dui~ 

h basod en a .,..ve tront alt:er1t•=- •<>lv~r. 

tneretore, nodo n~berine ooe> not affoot the 
un or tl\e ~ove tront, Phl<ll hin runction ot 
tho order in l¡fúch the elemento are defined. 

(~ more dotolled do•cription ot the """" rront 
algorith= aolver con be tcund in Refe~nce !!l 
by !{ioola ct al,) However, Che crdu in l<IUch 
1t 1> ccrnrenlent te goneroto tne el.,ents, io 
n<:>t neceuarlly the Jnost erticient ter the llave 
tront ai~e¡ thcrcto<'!l, o wave rront optilllizer 
puproceuor "ao appHed arter tlle mesh ¡:rn•l"a
tton W3S acconpliohed, in order to rearro~~ th~ 
ole,.ent detlnlHon, 

'!'he rcoult1n~ wove front ~as eunaiderabl:y 
rÓduoe<l and tho oomputcr cose• ot thi5 anolySu 
wore al so reduce~, 

THE FDil'i'l:: El.EilEII'l' COIU'II'I!:R 1\tr.IS 

rnspection of the •olution yieldod by the 

finito <>l.""'ent JOothod 3fPHc.;ticn ohow•d that 
the lar&est displaoeacnt for e~oh tooth occurs 
at the tip, ~or tho c'se "hor~ th<l lood h 

oonaHered eqU3lly diotrlbuted aonc the toeth, 
then displncet~ent• sho11ed to be difterent trom 

ono tooth to on9thor. 1'h<>n, thc rebtive dit
t'trcnces or ~i!pheemcnts oro in<llcative of the 
porticulor tle~1b1lily ot oooh toath, Pi~. e 
1h0111 grophJ.Colly thc variot1on of tan¡;entiol 
dUplocements ot the Up ror on thirtun teeth 
(dahed uneJ. 

., 

Flc. 10 cotnputer plot or tho p·opozcd 1'-ho)_co 
' fr1oticn plate 

0\le te the .varl~ticn in flC!lCil>lllty !or 
U.Cil to~t;,, .~M load oarrhd bY tilO .,~:t rle~l

blo tooth JOUot be l~sa thon th•~ ~~r the ottrrc"t 
tooth. aecouu. or thi:, a rc~iH>'lbuUon o! thc• 
load muot ))o conoidere~, such thot tho had !"~ 
a part~cular tooth 1s 1nvero~l:Y proportior.al to 
tlle t.n¡;enUal,di.Splacm~r.t at ovetoy tooth. 

Based en' the relativa dl rrereneu or t:>n
uenti:>l <ll;plac.,;.~nt., lood racton 1iero de
voloped, in orde~.to redhtribute the load on 
tho t eeth. 

' The s1cn1tica=e of the 'load factors is 

tlutt they tndtcnte the o:::ount <>f load. in per
contage earried by e:>ch 1nd1v1<t~al tcoth. 

1'abh 1 •"""""riieo tho cnlculotions rnoOo 
in order to obtain the load rac:or voluoo '"' ' uch tooth. 

'fhe ~W.Vllcnt pnuures aprHe~ to thc 
teoth as Obtotned _by O<¡U:ttton (e) ore tllen l:lod1-
f1ed as !ollows: 

'"' " 
( f ¡l '" 

Lo., r 1 lo th• lood roctor tor the Hh t~··:h. 
JI CCDlput~r run w~s por!ortned ouns1dCl'1n5 

tt;e load !nctor5, and tho r.,u'.t1ng dJ.Iplaoc· 

11>•nts are snc~~n 1n F:L¡¡. e (aolid Hn•l fur oll l' teet~. Thn stress solution obe~tned.trop 
ttua t'U.'l oho""d ttut thc ID~ü= strc•• for coch 
toc'h occtu"s ot the booe ot the root •. 

Ft¡, 9 shows the mngn!tude o! t~o moximum 



·. 

'\ION MISES EQ. ST~ESS 
IP Sil 

CON TOUR 
No LEVEL 

' o 2 .200 
3 8400 
4 12600 
5 15800 
6 21000 
7 25200 
8 29400 
9 33600 .• • 
10 37800 "' 

r1g, 11 St~ss ooncour p1ot tor the teeth ot tht 1J-holes triotion p1ate 

principal atreoa [oelid l!ne) ror all 1} teeth, 

and al•o in tho """" graph, the Ven ¡.¡;¡.a .. cr1~ 
terlon ot fdlUl'e io plotted (daol\ed Hno). 

The Von tliaoo cr1tor1on or rauure u 
treated by JUvinall 111 1> 61von by tho follcw!ng 
~U<preu!on: 

($ • ~ llllz(lOJ

' ' 
Where s 1 , .S2, S} aro the principal streuu at 
the pcint cr cons!deratioc., 

rcr the, part!outar co&e truted In th.h 
analyslo, s, • O and equat!on (lO) re~ucca te 

111) 

It un be observed in F!¡;. 9 that the 
1oeooad principal atreso S2 obta!nod at the root 
ot the tee~h. 1s ~ery ""'all, In the l1io1t, u 

the mesh !o ret!ned S2 w!ll op~PQach zero, 
FrM the re!ults or tlle tnit!ol ootnrut~•· 

"""'-'• n'w:i•,oonol\.IJed tnot th.et•o cr.loto O ol.:~ 
nlflcant influenc~ ef th.e relative pooHlono tf 

'tlle ooolont oil'Wlat!on heleo uith roopect te 
eaoh tooth en tlul opline, sone or "h!oh uUl be 
mcu S\l:lceptHle te ·rail due to f~ti(;'lo. 

A IIE\I DESlCK HOtEL 

On the bUis or th!: stu~·. ~nd uHh thc 
purpon or redlotrlbu_tin~ the Loodo ond 1t1•,•ucs 
!llore evonly, a new de>i¡;n hovin~ U I\Oles eq'~'l~ 

ly •roced wu ouGc••ted, 7hc G•or.et••¡• or tl1e 
111odel rropcocd lo sttown in Fi~. 10, 

Tho maln obJective or th.!o ch.onge ~· 
described prev!auoly ls te obtoln o ~!fono 

etltfn<>os fcr. oll. th.~ teeth such tlt:lt ooch tooth 
carries the ~~o Lqod, 

One addtt!On:tl co1>puter r~U>'wa rcrfolb~J 
cono!dering ogotn,oqua1 1oa~1nc por tooth., ond 

7 
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Pis. 12 Add1t1~nal codcl• of ono sector uoed te detorntne the ~••t adequnte pcs1t1on or thc hOleo 
wtth respoot te tllc teetn 

tt1o reoulting stress dlstrlbution (Fi~. ll) 
aho11o'o oonshtont Nttern ot ot~u•es llhiolt 
lndloates an even dtstri~utlon ot tho load on 
the tuth. 

Th• maxlrnu:n 
olgn plots ao tite 
ahown In Pig, 9. 

stress levol !or tho new do
strai&~t lino In tito graph 
A• lt ~an be cbserved, the 

pea~ otro•••• obtained wlth tho ortcinal de~sn 
can be reduood by havln& th<l ""'"" "'""ber o! 
ooolant holeo titan teeth on the plato, 

Flnally, three additlcnal modela were oon
lldorod 1n-the analysts te dete~ne the Doot 
ad~~te pcoltion tor t~e ~oles wtth roopeot to 
the teet~. Theoo mo~elo were ~.ade for only one 
sector enoomposatng one tooth nnd one hole. In 
order to mal<e ti!~ one sector model rep,reunt to 
co~lete struoture of ~he plate, proper bcundar¡ 
conll.l.t1on.o were IJ:¡posed ~Y oouplin¡;; the ~H
plao~ents of the noties in t~e s~etry limits 
as ohcHm in F1g, 1~. 

veri good correlatton was round between 
atreuu obtatned uith the C<><~plete Mdel and 
tM atreosu' ébtained >11th the s!li:~U!ied one 
uctor 111odel, (within a 1 peroent of differ
ence), 

Table 2 oumm~rt~es tho resUlto obtoined 
•; the var1ouo o~puter runs, and rrovide• a 

•t.ronoe for the muio:Ul:> UreHes and looa
tiono !or noh C.lOO treated • 

• 

Table ' 
,_ey ,, RUulh OHained '"~ '"' 

.,,. 
1 '"'" 
2 &HO!.ES 

--· --- . ------ .. 

' --· 
------

CO!ICLUSIOtlS 

Prom the reaQlto 1n t~i• ~nalYal;, th~ 

fcllowlns oonolU>iOn! con b~ drawn: 



1 TM d1otrlbuticn ct otre,.u en var10US 
teeth 1n the cr1gin.tl des191 11 111\even 

~ te the unlque ~·iticn cr each tccth 
wtth reapect te the c<><>lant eirculaucn 
holU, 

Z A unlto~ d1atributtcn ot stre>aeo among 
the teeth can ~· obtained by haV1ng th• 

·oame number cr hole• and toetn, 
) The "aximUOI otru•e• for the now l}-t>ol"" 

doaign. are n pero"ent lcwel' tl>:ln the 
atl'••••• obtained wtth the 8-holea mcdel, 
tol' the aace lcad1ng ocndition. 

4 The "cst adequoted pos1t1on ot the hcln 

wtth reopeot te the te.eth 1s abOvt the 
thick oect1on ot each tooth"as aho~ in 
F1g. lZ(b). 

The new de•tgn prodUced by this analyaio 
<U.d not re~uire any J:lodtrieatlcn to ant ot the 
ccmpcnents ot the •••~bly, and the reductton 
ot tho peak nreuu reouHed in on ú:oprovOloent 
ot tne lite expectancy ot tho trlotion plote. 

Laboratory te•t• have :hown an improv~ent 
ot lOO percent in the fatigue lite oC the new 
trietton plate, as c~pared,tc the ortatnal 
d .. tgn.. 

Th.U represento o oigniticant ú:oprov<:::~er.t 

in the perto~anoe ot the brake s~st<:::l in the 
rear ax~es under dynamic loading condltlona. 

There uiats uveral other parts in the 
trutcr eyst.,., wh.1ch have Similar eharaotor~ 
1•t1ee to the part analyoed herein, and tt 1o 

w1•ual1zed that the present analysts ~ethod 
i>rovldu the tunc!al:>ental uae ror oo:oe ot the 
~oet ~rtant aopeeta te porto~ a tintte ele
ment anal ya la. 

Th• authors Y!oh to aeknowledse the sup
pert provt<led by the J, I. Caae CO<opany ot 
~ao1n., Wloc., tor th11 atudy and anal1o1o. 

1 Juvtnall, ft. C,, Stress. Strain and 
Strength, No(iralf~J!l.ll, l!<>lf Ycrk. 1967. 

Cot>ponenh, Pe_r¡¡.,..,n 2 soro, L.,:·~~1~~~;.:~t.~ 
l S.t>.R.c, cene:-al FiJUte 

Elesent Pro~~. Cino1nnat1, O~o, 1976, 
4 Uleolao, V, T., and Ci~tF1t1o¡lu, E .. 

"A Qener~l loopar=etrlO ptnJ.te ~lO<J~nt ¡>rC¡;ra:o," 
S.D,R,c,• 'SIJH:RB," second llattonal S)'l:lpoo1W&t Qn 
computert•ed Struoturol Anolysis and Deot¡:n, 
Ooorge Wa>h.ington IJniV•roHy, W3ohl~on, D· C., 
1976. 

5 Ctt1p1e1oglu, E .. rlioolaa, V.':'., ond 
Tolonl., S. X., "l'Lnite E.l""ent lletho<l"in Stnu 
l.nal¡rsta Praetice,• seccnd Internatioul con
rercnoe on veHcle lle<hanl.<', So;;.tntteld, ¡;ten •• 
April lB-20, l9TI, sAE. 

6 Soge,rUnd,·L. J.,, 
AnolyAU, Wile¡r, ue~ York, 
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METOOO DE ANALISIS PÓR ELEMENTOS FINITOS. 

INTRODUCCION. 

• 

' ... 

El ingeniero en la busca de los valores numéricos adecuad.os para descriw 

bir su proCeso de d.iseilo, re enc.ontraba gen~ralmenre Con fonnulaciones m~~· . . -. . 
m.'itiCa!i difíciles. Por ejemplo, considerando el simple ca[lo de teoría de ---

. . -,-;;--
:lexión de placas, bajo las hipótesis de Peq'uei'las deformaci;mes y que la& S~:C-

~ioÍles planas pertnQ."lCcon planas después de la deformación, la ecuación di fe-, 

rencial que gobienla el anúli,;is -Para un m:lterial el~stico lineal homcgcneo e 

isotrópico es 

4 =- _::... (1) 

p 

donde W es k ... .:flexión en el ~ro ( x, y), q es la intensidad de _la carga en el 
Eh'· . 

p.mto ( x, y), Y D= /"<.(f-~1) es la rigidez flexionan te de la placa la 

cual depende del modulo de elasticidad e. el espesor de la placa h y la rela-

ci6n de Poisson ...:) En la Fig. 1 se p"resenta un elementO diferencl.ol de 

la placa y las acciones y reacc¡ones sobre él. Combinando In flexión simple 

en dos direcciones se obtiene para.lvs momentOs y cortan res por unidad de lon~ 
' . 

gitud .de placa lo siguiente: 

• 
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X t~~ 
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M'tx l Q, 1.\1 

'S uf<' ,(.1~;,. . ..nadie.. el'! """- '?laca.,:.¡ 
lll\ ek,.,e<i'\-o J',~e<«'ll~.:..\ dx,dy· 
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DESFI- UNAM • l\1ano J.5 de 19/ó .!'. Ballestel'V:> 
,. . 

• 

(2) 

' cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) son: 

• W(o,~)"' o • 

""••(o,~) + .,.'/J\"1 (.o,'l) =o 
(3) 

~==------... 
' 

' 
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Navier en 1820 prot>~llló _. l:t /,c:i~~emla Franc,~t>J de Ciencias, la t;<l\¡Jdú,¡ 

representando la carga q ( x, y), p:lr medio de una serie trigonom!trlca doble 

"" "' .;.:;- ~ a. . "''lr . "'lr 
'i(lc.lj)" LL ~ . .u ..... 'ii:'" ~-¡;- ~ (4) 

subsd.rucye ( 4) en ( 1) y considerando las propiedades de ortogonalidad de las . . 
_series trlgoi'lomérricas obtiene la solución de la ecuación diferencial bi-arm6nica 

(1) como 

(S) 

en donde el coeficiente Amn viene expresado por 
no..,., 'tD t.. . 

<1,..::! ~ ~ q()(.~~~~X ~ ~'ó ~X~~{ • (6) 

o o . . 
• 

El piocedlmiento de N~vier consiste en lo siguiente:. Conocida la turiclón d1,; 

carga q (x,y), se substituye ea (6) y se-obtiene el coeficiente Amn el cual -

nuevamente se subs d¡;uye en ( 5) y se obtiene la dcflexión W (x, y), y por med!C" 

las ecuaciones (2) se obdent.:n los momentos y c'onnntcs iM\ y f Q.} 
E;; lmponante observar" que las limlraclonCs de Nnvier se refieren a una p:aca-

rectangular libremente apoyada y con una función de carga q (x, y) impar con -

respecto a x, y con respecto a Y. es decir, .('e><) = -+'<-><) y 

S1ln función fuese par, la representación de -
\ 

q (x,y) sería medianil! u11a serie ele cm.cnos,·y si q (x, y> fuese una ftmción l.~~~· 



' 

• 

-

5 

• 
quiera, se repres~nr.::ria mcdi;l.'lte una serie trigor.o:n~trica doble completa 

de senos y co¡;er:os, y se ~~::ndrian problemas·en satisfacer !as condicic~es en 

la frOntera. Generalmerice la convergencia de la 6€rie (5) es lema, y en alg~ 

nos casos es n~cesario ccr,slderar má!l de 500 tl!rmir'.os para l!be¡¡:urar la sol~ 

c16n correcta. 

Posteriormente en 1900 M. Levy cambia de posición le:; ejes ccorde:1ado::: 

( F1g.·3) e'·ut1li2e. una serlt! trlgonomérrica simple -
111= 2__-t' .. <~l~~i (1) 

El procedimienro de Levy consiste en substituir (7) en (1) o!>t.:-niendo una 

~<::!.!:!!':!~~ ':!!!e:-e!:>:!~~ !!r:e~! <'!~ -:!.t~r~c- ':':-den en fm(y) con coefic!".'r:~e~ ':''.:'!:!:'~~~

" tes no homogenea cor. la cual ya es p:>sible sat!Stacer diferentes condiciones en . ¡, 
la fro"•ora q -- ± ";;"' i 1· i d 1 1 .. d - e; . ¡:ero cene nua 1m ta o a una paca rectangu ar 

libremente apoy¡¡da en las-fronteras x "'o y :lt =a. 

- I// 

- :t. v 
)( 

-¡ 
-'--·: w 
' 1' 

' ~ ' 

' 
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• • 
La~ limi!J.cior.es. d~ ¡¡¡¡:,l:~is tun re~trlll&lda:;, c.omo los ejemplos anteriores. . . 

de los métodos num¡;;ricos, ~1 ~~:~al presen~a d~s-~~apas_~~ desarrollo. Antes --- ~ 

~~!_a-~_J?OCa de las compurador~s. donde rep_~st!!l_~q__un JmfOÓante papel el Prof. 

Southwell del Colegio Imperial de Inglaterra, dcsarrollandQ..Y. aplicando los mé--- -· - --· -- --
?.!~_Euméricos de relajación y diferencias finitas, s_ug:rando las Hmilac;:ioq~_¡¡ 

restringidaS de los métodos analiticos de solución. - -· 
Durante·la era de·las comp11t:1doras digitales, el método de análisis oor eh:_ 

menros finitos ha obtenido eran· mpulRrtdad, puesto que en es re procedimienm 
• 

conlo resultado de 1~ dlscn::tizaciÓn del medio r.or analizar, 'se obtienen sistemas 

grandes de ecuaciones al~rebr.aicas lineo. les simultáneas, lo cual acrualmente su 

solución no ren:.-esenta ningún ,~r?bleroa. Por ejemp~?-~~n el caso de análisis -~~ 

elástico lineal de placas, podernos rener cualquier condición de apoyo, de geome 

tría y de cargas, prácticamente se eliminan la mayorra de las resrrjcciones de 

las soluciones analrr:!cas mencionadas, el problema más importante es verifiar 

adecuadamenre su convergencia. 

El primer traL.:ljO referente al mt:•.od6 se debe a Hrenikoff Ref. 1 pu-

blicado f"Tl 1941, y el segundo a McHenry publicado en 1913 en amOOs tr.2bajos 

( Flg. 4) se verifican wlucioncs de problemns de elasticidad bidemensional en 

estado plano de esfuerzos, d!scretizando el medio y buscando la nnalop-in con la 

solución esrrucrurnl. 

Posteriormente en 19-19 N~wm~:·l: en su llbl'O Uc Métodos Numérlcot. 

Re!. 3 , presenta los m~ todo,; de Hrcniknff y Mclfcnry. Sin cmbnrg~ e.l ) 
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Fig. ~ Pnmera soluc~n pres.::ntadr.. ¡nr Hrenikoff en 1941. 

créaüo de aplicarlo a medios continuos es de Tu.mer, Clough, Y.urtin_r. To_np 
·····-------~- , ___________ ------- .... - ------- -------- - . 

.. 

propiedades básican de! elemento tritlnqull'!' y el rectan~~:ular, y el hecho de que 

en el m~rr.o tiempc la computadora comienza a ser una herramienta :nuv afeen_ 

va, conduce r.1piJ-1mente a la solución numérica de problemas el.1stico lineales 

complejos, en los cuales una sOlu.:lón ana!ftica no era ¡:osible_. 

Se inician la c!er:vaclón de las propit::.!ades de rigid.::z de los element:>s finitos, ----------------------------------------------- ------- - ----- ' 

·el campo de desplnzamientos en el medio ne expresa en funció::t de los desplaza -
-~-- --- .. ···•-- .. ·-·- ··- . ----·--- ·-·--··- ·-. ---· 
mfentos nodales del elef!'enw, satisfcch:.r:do contin~idad, las fuerzas i>l;.ernas se ------- ----------··- --·--- ·--· 
definen -¡plicsnCo el principio 1cl trahljo v1rrual, la ld<..mtidnd de tste C!"oceo;o con ------· --- --- .. -- -·- . -
el de minimiz<1r In ~uerzía ,E?tencl.'tl ~otal.: q :-.ea, el preces::; ~~l.\.~~ 

Re f. 7 es o~via. El des.:~rrol!o .mterior l:i.:! ac~raún lm el carr.¡)O d~ h: Me.::.:i-

nic~ de Sólidos y P,ste;-iormente Zienkiewi~z Ref; 13 y Wllson Ref. 14 lo 

aplican en Mt:c,:i,,!c::;, de fluidos y en prot•!em:ls d~ aná!!sls de ccndoeción de calor. 



• 

·~presenta al.iwal una li:.ta de ~-ciercncias (k !mrort.1ncla del ~todo del e'Ie-

mento finito 
' 

Al ink:;in· la detennirració¡:•dr: esfuerzos y desplazamientos en cieno proble-
• 

ma de diseño, las .ecuac'ioncs que g~bieman el pro~Iema en cualquier forma de-

' 
be-n s'atisfacer t:quillbrio y continui~bd. 

E! Método del Elemento Finito ~s un procedimiento onalítico, y.Cuando se 
. . 

aplica a un medio continuo, é~te sc:modela nna-liticamentc sub:lividióndolo en -

sub-regiones·{ los elementos finitos) en los que el compor"tamiento d_e cada uno 

' 
es definido por grupo,:; sep.;rados de funcioner. que supuest~mente deÚnen esfuer-

zos y desplazamientos en esa regi?n, las funciones se seleccionan en forma tal 

que se sadsfal!:a la.condición de-continuidad a ti-avés de: todo e"l medio, por lo --~ 

tanto, el método del elen;¡ento. f~;lito en común con las so;Ucio~s ¡:or series y di 

farencias finuas representa una aproximaCión a la solución del problema 
1 e, 

... 1 

'~~;::~'::'j.J::;tJ-• ___ e., z ---; -X V ' 

o } . Elemento. eslruchnol 

-- z z ' . : ' 
1 X 

' 
) 

Yxv 
Ou a.,· 

' ---·+ --dY dX 

b ) Es fuellO'> plont!,; 
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: ) EJ~mento5 sólidos 

·~V 

___ ti,~ zVY .~ 1 .. X 

1 • 
d ) SÓlidos axisimelrico1 

2 

' e ) Fle~iÓSJ_ de pkco-s 

:.!L-----....- X 

V. "l. • • 1 f ) Cascoróo delgado o:e:isimélrico 

2 

• 9 ) Cascarones dcl~odr.~ curvos 

FiCj 5 Tipos de elementos finitos 



• 
Tlf'OS DI~ ELEMENTOS . 

.t::lementos que son usados comunmente en la práctic.1 son ilustrados en la 

Fig. 5 •. 

El elemento estructural simele, Fig, S (a), es un miembro de la fa~ilia

total de elementos finitos. Cuando se usa con elementos del mismo tipo descri 

be armaduras y estructuras espaciales. Cuando se combina con elemen~s de 

t1¡:o d_i~erente, especialmente con elementos de placa generalmente se describen 

m.ie~ros de rigidez. 

Los elementos básicos en ¡mállsis por elementos finitos son placas Cclgad¡ts 

con cargas contenidas en su plano ( condición de esfuerzos planos ), . triangular~ 
- . . . \ 

i .:..uiiJl·H.;;;..,;.·vs sa ilustran en la Fib .S~. ~ C=~~~~ !:'~~i-:-0o<: !""'.,..':.""' !n~ !'Ir' · 

meros desarrollos concernienres con el método se refieren a ellos. 

Los elemenros sólldns, · Fig. 5 (C), son la gerieralizaci6n tridimensional de 

los elementos' do esfuer:z:os planos. El tetrahedro y el hexaedro son las formas 

mas comunes y·son esenciales- para modelar analíticamente problemas de mee á 

nica Ue suelos, rocas y e.structuras nucleares. Es conveniente mencionar que 

la llnlca forma práctica de re5olvcr problemas tridimensionales· prácticos, es 

el métOdo de elementos finitos. 

Uno de los campos más importantes de aplicación del método de .demenros 

finitos es en el nnálisis de .. s6lidos axisimétricos .. , Fig. 5 {d). Una gran varie -

dad de problemas dt: in¡:,c:ni.;-ría ca~n en esta categorfa, incluyendo concreto, tar 

ques, reclpwnt..:s·nucleares, rotores, pistones, flechas de morores, y ln cabeza . . 

de los roquets. G..:nernlmente son medios de carga y geometría axisim~trica. 

) 
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• 
En la Fig. 5 (d) :;e ml•estra el element.:. Ui;.ngular, o:ambl~o se usan secciones 

cuadriláteras. 

Ele~¿:nro de pL:ca pl:¡na en fleXión es empléado no solo en conección con el 

comrortamíen!P de pla:as planas, sino también en c2.sca:rones y miembros de -

pared delgada. Fig. 5 {e}. 

Estt·ucturas C<: c~sc.s.r6n dcl!!ado a.xisiméttict!s,_ Fig. S \!/• tienen el mismo 

rango de significr.do en la apl1caci61l práctica que los sólido;; axisimétrtcos. Sin-. . 
~mbargo, las relaciones gobernantes .se d<:rivan de la teoria de cascarones delga 

' -
dos. 

Cuando una estructura de cascarón delgado que de hecho es curva, eS .prefe-

r:l.ble emplear elementos de cascarón cun'Os delgados para el modelo mJalítico, 

' tienen la ventaja de describir más aproximndamenre la superficie curva del case~ 

r6n, y la apropiada :representación del acoplamiento de deformación y equilibrio 

entre cada elemento. Eiementos t(pi¡:cs de cascarones de doble curvatura se mues 

tran en Fig. 5 (g). Gu.n número de formulaciones para este elemento existen. 

ALGUNAS AP~ICACIONES DE ELEMENTOS FINITOS. 

Examinaremos algunas aplic<lclones del método de elem~ntos finitos en diseño 

estructur<ll con el objeto de Ilustrar la fonna en la cual se usan los elemenros 

de la.Fig. 5, y !a e seda y e;omplejldad de loB proble::1as. 

El desarrollo del método del elem('nto finl~ sB debe a los iln•csd.:;<>dO!'es re-

jacionados con la ind•.mtria aeronjlltica. U F!gura 6 muestra l:t form.1 en que -



• 

se aplicó el ~miilisi.<: pvr d·..:lll<.;nlu,; finitos de un:1 rJOrción del avión Boein¡:; 7 47. 
--

La estructura del fuselaje de un .wión consiste de laminas de aluminio ligadas 

a una ~structura intema formada JXIr armaduras y adezadores. La experien

cia ha mus tracto que los efectos locales de flexión en el cascarón son despreci~· 

bies, por lo tanto, S_e supone que <:on::;iste_~~~;:~ru:i_nto~ ~~-c.l?.n.~~ci_6Jl pbna de • 

esfuerzos Fig. S(b). ~-1 análisiS de elementos finitos del Bceing 747, de la 

parte achurada, región que t:onecta el cl!~l"P? o Cascarón Monocoque con las alas, 

ñz_:ea achurada en Fig. 6, __ consisre de_ 7000 ~1c;:9gn~ta.s. - Por lo _tanto, es ~om~ 

en la práctica dividir la estrucrura en z:egiones,_ o·Subestruc?.:_ra_s, y anaiiz~ -

cada una por elementos finitos con el objel? de p~~ducir un. s~perelemmm. Los 

superelement~s.::;e ligan em.re sí por medio de un procedimiento conver.cional_ , 
El ~sguema. ~e subestructuración del Boeing 747 es mostrado en la Fig. 6 - ·- ·- .. .. . .. . - . .. . - . . . 

y los deral!es son li::aados en la T<Wla l. 

---
Sub- D::scnp:l6n NoJos Condlcl6n Elertldntc Ele memo Gndo1 llbe~ Gr•Jo de 
!!:snu:na ~ Carga Vi~ a Placa t.i!d tn¡erac· \tb<:T(:l(i 

c:lón elemen· totJl. 

' "• "' " "' 
m 

"" '" 7~6 
1 Clntro ala 1" 8 "' 79> 1'18..._ '" - Ca~CarJn 

Monococ¡u~ 291 ' "" "' " 1,026 

' Cascaron M.2l3 ' '" '" 
,., '" ' C:~scal)ln il.\ 292 1 "' 1" 700 936 

6 CaJa Tren 
Aterri..:a)~ 170 " 7H "' '" líS6 

' CasoróLl :>.1 255 6 "' 749 "' <09 
8, Caja Tr~n 

Alerrlza)c >79 " 7<H " U8 "' 9 Cascarón M 236 ' 497 2:7 " 1,038 --
TOTAL 2,195 "' l. 374 1, 979 "' 7,59~ ---

-¡o. \o lo. 1 ~ú\, a t.4"{u.:..l~.HP •. C\dn J:,\ ~o"i~~ '{{7 
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Esfuerto'i plGnos 

Fig 6 Boeing 747 
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Como es u""ual en el tilwiio Jl! avioocu, Le hic"ieron pruebas en el pro.otipo ' . ' . .. 

y los resultados se compararon con la. solu_clón por elementos finitos, coind-

dlendo como se muestra en la Flg._ 7 

o D~FORMIMET~ AXIAL 

O · WORMIMET~O 91AXIAL 

' 
Soenlc;¡ 747 - 4 

.¡., 
'" n . ___ ,riL •oo• 

·--, ~-.. ·~=-----w¡, .... ·¡ 
,) 

' l.lneo de J .::~ua ·r Woter lme , 

F!g. 7 Comparación entre análisis y exper_imentacl?n del BoiOQ 747 

Es tm~rt.ante agreg.:u que la resp.¡csta dinár¡tica de un avión es riluy irn¡x;r 
' - .. -

tanre, asf co'mo su Inestabilidad eliistlca es una foima importante de falla. N in 

guno de estos fenómenos puede tnÚarse p::¡r los métodos simplificados, ~ro su 

aná,l1sls Usi!m.Ju ~~ m~ todo de elementos llhitos ha probildo ser mUy aCCJ1table, 

Problemas slmllaree ae eroeuctHI'IIn on A~uln>eto.u·" N~tvlll, Figura S una 
' 

porción de uua estructura de un trmsbordador. La parte plana es teprcscntOOa 

por elementos en est.::~do piar~? de esfuerios, . Fig. S"(b). Elerqc~to;; estnictu 

" rale.s, Fig. 5 (a), son empleados en la rcpr·~~...:ntaclón de la estructura interna. 

J 
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Bl nOmcro total de in~ógnitas p1H~ definir la$ partes lmp.)rtantes de 'Jn h01rco 

es del orden de 50,(;(,{), y de nt~eyo t1e sutxllvide el probiema en subestructuras 

obtcnlcr.cio mf::nos úlC6gniL1 ... ·. 

( ~ . 
"' 

•• 
•• ........_ 4• - e. 

·~..: . ..• _..-• • • • 

t 

Ellmonlo n!ructu•ol ( 11 1 

Yn ' 

E.Jemcnto (b) 

Flrr. R Anfiiil'i!l oor elemento finho d(' .._·~n-llct·.tra de un (l(lnsho.-.it.óu. · 



• 

' 
-~ 

·. ~ 

.: .. 
•• 

. · : ' .. .. . . .. 

( b_-) • (. Q l .... /• _..... 
• ' • ' 

~t 1 - .. 

' • 
• ' . ...... •• "· ' Elo .. oOIOI .o .. ,.,. 

Fig 9· Anolisis por elementoS iinitCG de un recipiente _reac!or de 001ere10 presforzodo . . . 

Requerinlientos de seguridad en el diseíio estructural de los reactu;es nu-
, 

clearcs han caU¡;.Jdo que la IOOustria use amPliamente el análisis por (o'}emento~ , 

Hnitos. Flbuo.a 9 (a) ~ reclplentc.re::icwr iJ.e concreto presfoizaJo. Debido a 

fa slmetrra .es ¡usJble ·analizar 1>0lamente ml doceavo de la estructura toral, - .

' Flg. 9 (b¡, ' . . 
Su volumen !le modela an•!rti.carnentc en un ensomble de Ele mentor . . 

tetaeJiales y hcxaedrales, Fig. S(c), En Problemas de este tipo, e\ número U~ 
. ) 

Incógnitas es del orden de 2Q,C«l, y muy común hi'K;e,- el análisis en corxiiciv,,~s 

no lineales (:n material y c:~mctría. ·. 
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.i.o todos los problem11~ de aplicación del rn~<odo de t.!lcmentos finitos son 

. de proporciones monumentales. Las figuras lO y ll muestra.'! apllcacione~ -

básicas a ciertos problP.mas dP ln.~tenleria civil. Una for.na dP irl<"T'<mcntar 

' 

la eficiencia de diseño en Secciones roladas de acero estnJCtural es corw::.do 

el alma en la forma dentada mostrada en la Flg. lO (a), colocando una sección 

sobre la otra y soldándolas,_ Fig. _lO (b). Y se obtlelli! un:1 viga mis aperalt~

da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto qUe en este problema rutina 
. . . _. . .. . ·

. 
· rlo de diseno, no es necesario el uso del método de elementos finims. 

. . . ,. -
r' 

L.., 

Fig. 10 Análisis de elementos finhos de una viga aperalt1l::l.:L en celosfa.. 

Un proLu::ma todavía mEs comi;n e~ r·' rfr> 1>na vi~<'l <ie concreto reforzado, 

--· Fh•. 11_,_ para(:<] cual se conoce muy poco l"Pl']'lf:~m a la .Jdhereucia entre t;l 

.lcero dt:> rf'fll~T7n y el coocrcro, y b fo~(I{:;On y crecim~cnro de las grietas 

al aumentnr la carga. La Figura ll (a) muc:;tra el mOO~lo unnlitico de clo-



·'memos finilos y la der.:rq.::i<'m de \js trav('C'tr>rias Llt: grietas y las <>'raiic~~ de . -) 

~"fuerzas se muestn;n ·~n \;t Fiu:. ll (b). 

Los pocos ejemplos mostrados muestran que el métDdo de elementos finitos 

pu~de .,.,r usado VO;!ntajosamcnt<~ en cualquier situación que se requiera la pre-~ 

:::licc16n de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, vibraciones, 

ineStabil:ldad elástica, mecánic.l de fluidos, transferencia de calor. Situaciones 

que se 'ieva~tan de diversós c-ampos que tradicionalmente han sido considerados 

como disciplinas ingenieriles separadas. Ejem., Ingeniería Civil, Mecánica, -

Aeroespacial, Arquitecrura Naval. El método del elemento finito pro¡:;orciona 
• 

una tecnología unificada de anállsi:o en casi todos los campos. 

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos teóricos básicos 

y esrudiar Problemas especificas de carácter práctico. Un compendio d~ talesJill 

problemas llenaría muchos volumenes, ¡::or lo tanto es recomendable consuttall' 

las memorias de con~rcso:; y publiq.ciones ¡::eri6dicas correspondientes • 

• 
Se ha indi.:::ado que las ecuaciones del método ... :;! elementos finitos son de una 

forma tal que su car5cter general ~rmite teóricamente escribir un solo progr~ 

ma de computadora que 'resuelva la mayorfade los problemas que se presentan 

en la Mecánk:a de Medio C'AJntinuos. Programas de computadora con este ObJe-

rtvo, aún c::n C::SC3.!J. rcstringid3., ron llamados·programas "de prop5sitos ger:e1_ 

1C::>". La v.:·r.tajs. de progr-.1m.1s de pmrósitos generale!= no es sólo su cap:1.:i:!:d, 

) 
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• 

aino tamb!én en la ir•&¡rut_o..iú;, de los probables usuarios respecto a la inter· 

·pretac!On d~ la documenw~ióu, lo::; datos y proceC!imientos de entrada y sall• 

da de resultados. 

El costo de desarrollO Ue un l.pro¡rama de propósitOs generales es usua:

mento.muy alto por lo quf;.l la amortlzaci6n de La inversl6n es esencial.: Cier

tos programas de propósitos gencrdes son codlficadoa en un lenguaje compu-

taclonal que permite operar el P.rograma a muchas organtz:acwnes dUercntes 

localizada.; en grandes sep:zraciones ¡;eogrdflcas. O~s programas de pro~ 

sitos especiales de limitada cayacid¡¡d se usan en organizaclon:s 1ndustr1.:1les 

y gubernamentales con un costo mt:L:..:.. en su desarrollo y o~raci6n. 

La.s cuatro comp:mente~ mostradas en el diagrama de fluJo de la Flñ1 l:.!, 

datos de entrada, requiere del usuario lnformac16n del medio o materO!, des-- -
crir.ción .;:~ométrica ele la repres::_r:~fl..Clón por elefnenros ti'!! tOs y las condicio-

:es de cars.a v~fr!;~~· Los programas de propósitOs generales mAs S;O· 

:isticados facilitan el proceso de entrada como p_ropJedades constirudvas del 

material, almacenados previamente, esque~as de modelar anal!dcamente el 

rriedio, tnu:.az:. esterogriiücamer.re la idealización por elem.;,ntos finitos en for•. 

ma tal que los errores pt;L:den detccran;;e antes de efectuar loo c4lculos. 

La fasc·de biblio~a d·~ el·~m~ntos finim!f es de interés primordial en el"'! 

curso. En ella se tienen los p:ocesos de codificación formulad vos para los 

elementos individualmente, La mayoría de los programas pe propósitos ge• "' 

neraks contienen todos los elementos de la Flg. S, as( como ciertas otras al· · 
' 

ternativas de formuleciün para un tipo dado de ~lemenw, por ejemplo{'.\ trlful-
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2. ElementOs de b1Thloteea. . -. 

' 
Generación de lof. modelos' nlatemático<~ . . .. . -~-· .,.- . 
para los elemenr.oa estnléti_lr~l Y. la's ''. ' • •. •.; .• -~· ... -.. 'í - -

. ,_.,h. ~~ ·-· r . .:f: 
.cug" •?licadaa. '· • .'- .. -~ ,, . r_ < .... , ..... . 

4 .... --

Construcción y soluci6n d~l modelo d 
mateffiático para. el sistema_ estrueL'tral 

v - -
4, Salida de resultados 

~~·~----~~·~~----~ Obtención de esfuerzos y 

des pi a.--: ami en t.:Js. • 

Fig. 12 Dingrarr:a de fh:jo compuruclonai .:n 
:\udl:sis J:::slrucrural. 

P. Ballesteros :w 
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·¿ulQ en flexión. Tcóricmnent:: ..::1 clurncnto bibUo~C!! es de. extfi.moa ablertoa 

y capaz de acomodar cualquier nuevu ch::mcnro de cualquier grodo de complc-

jldad. 

La faae elemento de Wibioreca recibe loa datos almacenau!ur y establece la.u 

relacione a algebrAicas del elemento por medio de In aplicación de los proc'csos 

6::1rmulativos relevantes de coqificación. Esta !ase del progrn.na de propósitos 

generales también _incluy~ todas laa relaciones algcbr.1icas para intercor:ec':ar 

lol elementoa vecinos y la co,J<!Cción d..;,l proceso¡:;, sí. Las u¡:x:racioncs po:ste-

rlorea producen un conjunto de ecuaciones algebrátcas Une alero. silnultáneas para 

La. fase so lución ael pmgnuna de propósitos generales Op:¡!ra . .;obre l:ls ecu~

ctoncs dt:i iJ!uUieuld iutu~o1ti"~ .:r. ;.;. :,;,.<:. .;,-,-.::r:.:..-. !:;..;;;! .;;;.:;.:;:::: ::!::: ~-:. ¡::-::~l::na.-

de an~Usis estructural solo !3h~nir..: ... :.... ooluc16n de un conjunto de ecuaciones 11-

noalea a:lgtlbrátcas. Soluciones para. respuesta dinámica requerirán computacio-

nea mds extensas sobre la hl!":c~>·h-;icmpo d~ lns cargas aph.;adas. En algunos 

cnrws hay que operar en regiones S<lbJ!vldld~s como en el caso del análh~is del 

Boelng 747, o efeCtuar operacion~s especiales en las ecuaC"-iOl.f.'S construfJa.s ori-

glnalmente. Incluida.s en esta fase están las opernciones ncces¡¡rias de ¡;ubst1ru

ci6n para obtener todos los as~ctos deseados de la ~ooluctón. 

La fa>:'! sa/J¡!;td<' result;•d?¡S presenta el anállsi:~ con un re¡¡:lstro de ia solucjón 

sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto al dimensionamiento estrucru-

ralo disel'lo, Ei registro comullnlCJH~· es preJ;cntado medlan.td una llst01lmprcsa 

de e&fuci'zos y desplazamientos d<! lo¡¡ respectivos clemcntOb Ast como en la -

fase de cntr:11.b l'X)Stc una fuerte tcndcm:Ja a la reprC":;enracl6n gd.fic:1 d<.! datus, -
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·tales co;no gráUcas de n.J.ycctoFias principales de estuerzou o modos de pandw 

y v.l.bración. 

' 

lCBS·STRUOL 1_1, !Efe...&:aled Qyfi.EngJ~:-ing: SYsrem, {ICES), MlT, Maneja 

problemas de deformación y esfuerzos plano~, cascarones reb"jados, sólidos tr,!. 
. 

dlmcl1sionalas, ·fleXión de placas con y. sin de!ormación axJal. ,;;u uso en proble-

ma• muy especializados resulta caro. ,ASKA. Automatlc Sy.stem for Kinematic 

'· - Ar.wlvst::~. Desarrollado pcr J, "H, Argyr1,:;¡ M_· A. l(o>m .. , "1\h-t"' ~, !:! u .. ! .. ~!"d.-1~:::. 
c1e Sn.mgar. Sistema general muy pcltcnte el cual L'"1cluye una biblioteca de 42 

eleiY'.entos diferentes. Puede ser costoso para un usuario especisl..iz:ad.o. SAP, k-- ~ 

A Cenual StrUctural Anall~~s Program, -~l~rad~? P?!-~:. L!.- \'f!~~n de 1~ lfnlver-. . - . 
aidad de Califunlia. Incluye análisis lineal estático y dinámico de estrucruras eUs .. ". . -
tka.s, estructuras tridimensionales, sólidos axisimétricos, sólidos tridJmensiona· 

. 
Jo•, es!>.Jer:zo~ y deformación plana, plaCa:l y cas:::arones. 

Zienklew~~tº·• programa deaarrollur.do en la Un\versid...-:1 de ~ah:s, 

Swan:-.ca. Ir.cluy.;: lv Ue los programas r.::neriorcs y problemas de Mcc!!Jlca d=' 

PluCdos y tranaren.:r:cia ue calor. 

NASTRAN, N.\sa STRtictural ANalysis, D;sMrOII<!dO po; !J. S. l!ational -
• 
Aeronautlcal :md Space .-\c!'!!01~~ pnrJ. nnálln1s elástico de variaR estructura,; 

JDcluye, anlllsi.:; rlc expan.5i<ín térmic!l, r~f.pc()&ta dlneimk • ..: ..:urf;a!! t::Jnslr.or¡as-

y t:~x11aclon~s rnnctom, c.Jlc:..lo de V .llore,.; caractcrfstl(;OI:' n~t~••:s 1· cnm¡>!cjos, e:.ta 
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FIN r::s ELEl·iENT ME'!'HOD 

'IHEORY AN::l APPL1CII1'ION 

l. INT:?.<lDUC'nOt: 

1.1 . IIISTOfi!.CI1L DliCKcr,ou:;:: 

The fi:nite elem•:mt r,¡cthod {¡:'Ell) has hccome 3 po~1erful nume:::ical 

technic¡ue; for 50lvi!lg COr.lp:i'cm prol¡llcms in science a!ld cnginee~·ing, 

mainly dUe to the advances made earlier in the n~~erical methods 

particularly in 1natrix methods as well as due to the rapid 

tntroduction of high speed ccmputers in the market. Htmever, 

-.:ne introducticm of concepts and applicati,;'ln!l of FLl·l dates back 

to the era of mathematicians who tried to calculate the per~metér 

and area of a circle by idealizin<J it as <:: regular poly<¡on. It -

is also intercsting to note that the bounf: solutions whic:h are 

often discussoi'd in FE~l can be traced back r.o the solution of thl" 

area of a circle. ¡f t:he circle is modelJ .. -:cl ~·ith an inscribed 

polygon 1 a lower bound solution is obtain,:-,d whereas an upper . . 

bound solutio:; is obtained by replacing ti·;: éircle by a circums 

cribcd polyg::m. :E;\•en thou<:;h thc.: ba::;ic co~:·.;~o:pts of FEH exi~\.eU 

for over two thousa:;d years 1 for all pracl i.cal purposes, onc Ciln 

only say that these concepts were actually U.!H!d for solvi!lg 

ph::t•sic·al pl:C!Jle:ns in 19SOs by the ilerO!l<l\.l~ i_cal engineers. 

In -~~:e~:, TurnoJ.· ~t al (Ref 1) proscntod tb-.:! stiffness o'mal::,.:;is 

for t:h<.! complex ::;t;nv.:tu:r:c;s, which is the t'.t<J.rting point in thc 

rc=discovcry of :<'!::M. N"vcrthclcss 1 Clough :Hcf 7.) w;:~s thc onc. 

who act\li'llly \1~'~d the t.·m FE/1 in 1960. ~- '•·•e<"! thcn, a tro.··· 
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quite a larga number of p;,p~rs have been publ,ishcd in almost all 

the journals rclated to all ficlds oí cngincering as wcll as sorne 

in ·the fields of math~rna.tica and scicncc. In addition, severa! 

confcrences havc been hcld all ovar thc world and hundreds of 

papers have becn prc~cntcd in each. The thcory and application 

of FEM havc also bccn prescnted in numerous text books (Rcf 3-22) 

In ordcr to help the rescarch workers in tracing the rcferences 

required for their particular work severa! bibliographics have 

either been published or undcr prcparation, among them no~ably 

}{('f (23) is a good sourcc of information. 

1.2 APPLICATimlS OF FE:-! 

'l'he FE}1 l.S aooi1can!a to " v;,rór•t.y of hnnnil"'"":! v;¡lllP ;,nt'l init·;al 

value P7oblcms in enginecring a~ well as applicd science. Some 

· nf thcse applications are: 

1. Stress Analysis of Str.ucturcs·, StabiliT.y oi Structures, 
Dynamic response of structures, Thernal Stress Analysis, 
Torsion of prismatic me~bers 

2. Stress Analysis of Gcomechanics proble::.s, Soil-Structurc 
lntcraction, Slope. Stability problcms, Goil Dynamics und 

·Earthquake Enginecring, Sccp~ge in soils and rocks, Ccn
solidation settlement 

3. Solutions in Fluid 1-!cchanics, llarbour oscillations, PollutiC'~l 
Studies, ·sedimtmtation 

4. Analy~is of Nuclear Reactor Structurcs 

S. Stress Analysis and Flow Problcms in Bicmcchanics 

6. Charucteristic Study of cornpositcs in l"ibrc Tochnology 

7. Wave Propa'Jation in Gcophysics 

8. lc'icld Problcms in Electric:ü l.n']i:weriu<J 

() 

) 

) 
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Apart from the nbovc ' mcntioned arcas, the FF.M. is al so applicablC' 

to any other problcm as lon<¡ as thc ·analyst muk.es ccrtilin that 

t..he problcm is arr.f.:n.lbl.~ to solution basad on th!! asr.urr.ptions 

introduccd in the forQ~lation of FEM and appropriatc material 

properties can be providcd in a,realistic manncr. 

1.3 METHODS OF ANALYSIS 

In gener<~l, there are four basic methods of analysis in !'EN.-

displaccment method, equilibriu.'!l method, mi:(ee method and hybrid 

method. Th<a field var:!.ables or unkno1m quant.itie,s in each of 

these methods are as follo1~S, 

Displ11ccmont :nethod - displacerr.ents ¡¡nd their derivativt.s 

Equilibrium method - stress componerits -

Mixed .method - sorne displaccments and sorne stress componcnts 

Hybrid rr.ethod - displacements or boGnd~ry forces 

In the displac~mcnt rr.ethod, smooth displacement distribution is • 
assumed within an elemcnt, intcrelement compat.ibility of dispL.:.-

cement is gcner~ll;¡ assurcd and minimum p-:•tential. energy critr.ri::~n 

is csed in the formulation. 

ln thc equilibrium method, the interior sLress distr~.b:1tion c .. 

tU.:. '!.:•~<! to be smoot:h, thc cqui) ibrium of }~;;~·.melar~· trl'.cttons is 

ma .... ~.::ncd and thG minimum coll'plimenu.~ry (;)lC'.rgy is t:hc basi~ 

for the formulation. 

In tt.~ rni;,;~d ;ucthod 11hich is qcnernlly ll!'·~d for ¡:>late ;,nJ sht.:ll 

; .rol;.lcms, both displaccmcnts and st!<'ll!'ié'S ;:,re assum·_•{l smooth 
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in the interior, thc di~placcmcnt componcnts and the equivalcnt 

stress components are considered to be continuous at the inter-

element boundaries and thc formulation is basad on Reissner's 

. principle. 

In the hybrid method, depcnding on whethcr the modal is dis-

placemcnt type or equilibrium type, the distribution of dis-

' placements or stresses within the elemont is considerad to be 

smooth and along the intcrelement boundary either assumed 

compatible displaécments or assurned equilibrating boundary 

~ractions are ensured and cither modified complementary energy 

or modified potential energy principie is adoptad for the for

- mulation. 

Among thesc four methods, the displacement method is the most 

Widely used approach. However, for plate bcnding problems 

cither the cquilibri~ or mixcd method is prefcrred and for 

some ficld problems hybrid rncthoC. is more :;;uita!Jle. 

L.4 DESCRIPTION OF FEM 

A structurc, continuum or a do1nain is dividcd into a numbcr of 

arbitrary shapcd parts or r~gions known as e!eme~t~. These 

elements are interconnected at joints know:1 as nodu. Thc 

principal unknown is terrned as thc 6idd \•C.tti.abte.. This field 

variable can be· displaccmcnt, t.emperature, pore-p.rcssure or 

stress. Thc distribution of the fielU. var:iublc within an 

element is approx!:nntcd by thc use of ceortain polynomial 

function-:. Variational :ncthods or residual methods are employcrl 

) 
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tu clevelop thc finite olr.ment equa~.:icns which r~late the ficld 

va.riubles at thc nod>Úl to the correspondin<J action vector at thu 

nades o! the ele:r.cnt. This roli\tionship is providcd by the se 

called prop~rty matrix ~1hich is based on the m..lteri.ll and the 

geomctric properties of thc elerncnt, Finally thcse finite 

)lement equation~ are assembled to forrn a systcm of _.a~geiJraic 

oquations for the entire do1nain. The unknown field variable 

is obtained by solving this systerr rf algebraic Gc¡uations. 

1.5 BAS!C STE?S U. FE ANAL~SIS 

The betsic step3 ir, the finite element analysis of gcnE;ral 

problerr.s are as follows. 

1. ':i"he cvlltinuum fs Q.ivided into finite elements of an:r 
arbitr~ry shape. 

• 

2. A suita~~"' polynomial is choscn to re¡;>resent the distribut.~cr: 
of the field variable within an ele~ent in terms of its 
nodal values. Thus, the ficld variables at the nodes becc::-,c 
the ·pr imé..ry unknowns. 

3. Vsing variational rnethods or residual r..~thods, the finitc 
clement equations are formul3tcU. 

4. 'l'he individu:~-1 finite elem~nt equntio;1~ .;;btnincd in ~t.2p 
3 ar~ assc~led to forrn a sct of al~ebraic equations for 
thc ovcrall continuum. 

5. The solut.ion of thf:l alg,braic cquau.or.~ o!:.taincd in stcp 4 
yielós thc valuasof thc field variables ;:t tho :1odes. 

6. Fro:11 ti""c !icld variables at thc nodcs, t}·,c ~cconCary 
variable'> such as stress, strain for aJ, P.lemer:t cun <:.e 
o!Jt.:~ined. 
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El ¡.:;;:;;- e:: p<..~rticular::¡ente útil en el proceso de dis~ño para 

localizar pun1.o~ en los que ¡'ueda preGcnt.:lrrH! fnlla por un esfuer~o 

excesivo. i·:sto requiero el uso de un pro¡~r<~ma de elemento f'inito. :ü 

proe;:""arr.a, a su ve;:, requiere que el usarlo le suminü;tr-e inforr.-.ación 

respecto a la geometría y a la constitución material Gel eler..ento de 

máquina que va a analizarse, así como respecto a los apoyos y las 
careas aplicadas, E~tos dos últimos conceptos constituyen lo que se 
conoce como condiciones de frontor!• Una vez realizado el análisis 
mediante el programa utilizado, los resultados son arrojados en forma 
numéric<:. mediante un lis1.ado, o bien en forrr.a gráfica, El suministro 

de Catos al programa constituye lo que se conoce como :Jr"eproce~a::tierrto, 

micntr"aS que el su:ü:üstr"o de resultados, por;procesamiento. Tanto 

para el pre- como para el posprocesamiento se requiere co~ta~ con 

siste~as de c6~puto (progra~as y subprogramas) que constituyer. lo 

que se llama co::-tl'.'are, aC.emás de equipo (graficadores, digitalizadores, 

tubos de rayos catódicos, interfases), que constituye lo que se lla::.a 

hardware. En la Fig 6,1 se r:ruestra el equipo bá:üco requerido por el 

MF.F. 

El análisis estático de elementos de máquina se presenta r..e::ia~,te 
' un ejemplo de diseño de máquinas. En la Fig 6,2 se muestra el eslabcin 

de una cadena de transmisión que on operación' ha fallado en el punto ::. 

El f<>:oricar:te supone que se trata de un problema de concentración de 

esfuerzo, por lo que ha pedido un Rnálisis mediante elemento i'i;;ito. 

Se conoce el material de que está compuesto el eslabón, por lo q~e se 

conoce su m6dulo de elasticidad, E, y se supondrá que presenta :.:n 

comporta:üer.to linela;:¡ente elástico. Dada la C.obl~ si:netria Gel 

eslabón con respecto a los ejes y-y' y z-z', y Ce las car¡;as aplic<H:as, 

bastará con analizar un cuarto Ce ,a, aegún se muestr'a en la i"ig ó.2 (e 

La mulla de est~ figura conciste de ele:nentoc tria~~ul~res constantes, 

esto ~s. que ae ~t:pone tienen una dlatribución ~nifor~c de esfuer~o. 

Esta f.l:>ila se genera autocr:út~ca.-:-.ente de la :liguicnte forma 



G.z 

i) Con <:yuJa dt.Jl di¡:it<<liza'~or ¡;e proporcionan las coordanadas d~ 

los puntor. 1·
1

, i· 2 , i·
3

, •.• etc. de la i"ic.; 6,), seleccioné:dos 

con ur• espr.r.ismicnto adecuado sobre un dibujo constructivo, 

ii) J:ü ¡;e!"lerador a'Jtornático de wallas (software) produce el contorr:o 

de la ?ie 6.) mediante interpolaci6n lineal entre los puntos 

dados. Este generador req~iere una partici6n de toda la pieza 

en las partes seOaladas en esa figura como 1, 2, J y 4, que 

contier.en aproximadamente la misma área. 

iii) ~~ediar.te una instrucci6n, el eenerador auto;::3tico de mallas 

produce una rr.alla bien de elementos triangulares, como la de 

la Pig 6,4, o bien 'una de elementos cuadriláteros, como la de 

la Fig 6.5. 

iv) f•lediante un minimizador de banda, se numeran los nodos en for;;-.a 

tal que se produzca una matriz de rigidez de banda minina. 

eler:1e~tos SJ~ u:;a viga rectangular, que producen difcre!'.tes 

de banda. 

' 

a:-:cf.cs 

v) ¡.~ediante un balanceador de rr.allas se eliminan los ele¡¡¡entos C.e 

lados r:uy desieualefl, :.:n el ejemplo del eslabÓ!"! de la cadet:a Ce 

trans~isi6n (¡.'lgs 6,1¡ y 6 . .5), los elementos están bastante 

balanceado:> ; pero en una picr.a de geomctr.ta rnás complicada, 

cor.-.o una carcaza de ~omba, los elewentos Ce la !:lalla ¡;cnerada 

automática~e~te pueden ser !:lUY desbalanceados. En la ?~g 6.7 

se muestr<l la r:Jallu de u:JU carcaza de bomba con elemcr.tos 

triangulr.res muy desbalar.ceaóos, mientras que en la Fig 6.8 se 

muestra c:;a ~·i!Oma mall;,. una ve?. que ha ¡;ido balanceada, 
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vi) l':-.;-_ \'1':~ qo.H' ~:(' !1" :::~:u:.;:-:t.;,, l:l l·:on,i:, ,;,. ~.< :n:•t•·.i:·. ,¡.. ,.,, !.•,·:· 

vii) 

:r r,110 se t-.;~ cti:~:-:i:n:l.!u "" cu::.iici•Ín ,_,.,¡;;;.,¡,,. <.•1 l•.tl:"'"'''' •!•· :a: 

rn¡;ll:.t, s" ]Jl'OCCJ" ;;.1 c;:ilcl.ilO ¡n·opi;.¡;:<.•!l\.0 <iiclLo th: C}(!;c,¡ontu i''..ni ~o. 

l·.::tl' ¡;ror!u.::~· •·alot·c~: de Cc~pla:·.w:ti'>lll0, t:<' <.lef<WI1'•ci6n ;¡ t:c 

<':;f\Jer7.u en Jo:-; nouo:; de l:.t ~-::tlla. I.a dir:trilluci•ín ot•l ":;:\o(·r·~.o 

n[lrr.,":mer.t.c· ¡.rctcnt<• Oi::;contir,uiCat!cs "de ¡;;::} to" en lo~; I.Jon!c:: 

de cada &l<:>:ovnt.o, cor~.o ~e r•.u.:;r:tra en la ~-i~~ G.9(a). u.<Ji¡,¡:tc un 

proccó.imic:'lto de por:pr·occ;r:ar.li.;r,to se puetle ~:::uavizar-" cr:n 

distribuci6:~, obt.::ni,;n.::~so la do la F'i¡; 6.9{b). 

l'r.a vez "suavi::a<'.a" la distribuci6n Ce esfuerzo se p-:-occ.!c a 

represe,ntarla bien sea en for::~a bidirr.ensional como ce ::-.:.:cstn:,_ 

on la Pi,; 6.10, o bien en for-:;o:a tridimcnsio..-:nl corno er. las 

Fign 6.ll(a) y (b). 

El protrar~a utilizo:do p1.:ra obtener los result<HJcs de le:.'~,:: 6.l.:. .\.:; t: 

del ln:;ti-tuto 

-·-·------··-~
~~~~·. ~~·~-~~ 

Tecnol6:::;ico -C:"'r.ano-·::c:;tfhlico de- l.t-('Jiq;r.::., :-.;· ,,_ 

cálc'-llo corresponde a la r-.allv. l.! e la ?ir.:; 6, 5, ~o tle.".to:. ~~:: : -~¿- :: :.; ;: :' .. "· 

iscpa!·a:·.6tt·ico:;. En ese mis:r.o Labcr¡,';orio se i".n C:l::;«:-rc..llv;·, v.:·. 
progra:T•a, el lla!",ado :crr;.EL, ~;.ue cwc:1t.<1. con elt'rlcntor; ~~'' e.-;:"-~,,~·::-. 

constan-:e, que, si.n er:~tarc;o, prod\;co resul'ta<Jas satir::'acto::-:.os. 

este prosraua se obtuvo li<. d!stribuci6n del of;f\:en·.o en U!'.;\ !-~.:~:.:: 

infir.it~c sujeta a cargas <S. ~-6., 0!'1 dos direccio:1cs ;oc:-:prmdiculn:·,,~, " '· con •.m<~ pül':"oraci¿n elipticn, co:.IO ::o r.mestra <!n la :-'i.:; 6.~2. I.\,S 

reGult":;o,; se rr.ua5triln en)¡_¡ r'i¡_;- 6.1;. 
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' : Fig. 6.4 Malla de elementos f~nitos trinngulares, generada automáticamente, con distribuci6n 
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Fig. 6.5 Malla de elementos finitos (isoparamttricos) cuadriláteros, generada autorniticamentc. 

-···----·-·--

• 
• 



Fig. 6.6 Minimización del ancho de 
banda do la matriz de rigidez de una 
viga, con diferente numeraci6n de no 
dos. Los anchos de banda, d, obtenf 
dos son: a) d:S; b) d•ll; e) d~S. -
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f 6.8 M;~1Jn de elementos trian¡:u 
l~ . ..!s de le~ l'ig. o. 7 con elemont()S -
balanceados 

1 

Fig. 6. 7 Malla de elementos tri;~ngu 
lares, generada automfl.ticamente, de
la carcaza de una bomba, que muestra 
elementos muy desbalanceados. 
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Fig. 6.9 Distribuci6n 
en elementos vecinos. 
nua; (b) "su,wizada". 

del esfuer:o 
(<l.) discont i 

! 

1 

i 
1 

1 

! 

i 
1 

1 

' 



-

Fig. 6.10· Representación 
bidi~cnsional de la distribución 
del esfuerzo en la carcaza de 
bomba de la Fig. 6.7 
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(o) ( b J 

Fig. 6. 11 Representación tridimensional de la 
distribución del esfuerzo en el eslabón de una 
cadena de transmisión, de la Fig. 6.2. 
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Fig 6.12 Placa cargada en dos direcciones con ~na perforación 
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Fig. IJ. 1 3 Representaci6n tridimensional de la distribución del esfuerzo en la placa de 
la Fig. 6.12. 
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CAP!lULO 1 

IIITRODUCCIÓN 

El dcs<>.rrnllo dc la tecnología va ¡¡ pa~o~ aqiqi.lntu<l<>~ y 

el estudio de prr>bleno.l:; ~sociudos cnn éf,ta, rcqni,,-c fre<:ucn

temente de"""""~ técnica~ de an5.lisis. A veces ""l"s t.Scni

cas proviancn de principios y<> conocido~, que origit>.alm"ntc 

tenían poca utilid<>.ó por falta de equipos nod<>rnos, como por 

ejemplo la cornputndora di<¡~ tal. 

El ~studio de los t~rrnofluidos es un cnso dococlc los av,,n

ces han sido nntorios. ¡;1 oaovimionto rlc un íluido ,-eal, se d<>s

cribc por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales par

ciales no lineales. Aún para el problema más sencillo, de un 

flujo uniforme alrededor de una placa plana inclinada o alre

dedor de un cilindro, soluciones analíticas tienen que basa~

se en alguna apr-oximación y por eso son de uso limitado. Estas 

aproximacion~s pueden s~r ángulo rlc ataque pequeño en· el ca 50 

En situaciones de inter-és práctico, la presencia de g:eo-

rnetr1as irregulares sólidas co~plica aún más la predicción del 

comportaroiento del fluido, es por ello que el an.llisis teórico 

debe compl<>r.~entarse, cuando sea posibla, con exper-imentos o 

métodos numéricos. Este trnbajo s<> enfoca nl .:írea d"e los méto

dos numér-icos; uno de éstos, con gran aceptación actualmente, 

es el "méto<.lo de elementos finitos" que será el que se utilice 

aqui. 

No se pretende, ni con mucho, h<>cer un 11nálisis del método 

par-a lo cual existen y., bastantes librqs, sino más bien unu 

orient¡¡ción de su aplicación a las áreas do mecánica de flui

dos y transferencia d~ calor. Para logrJr- &~to, se resuelven 

;¡lguno¡¡ problema$ esp<:c:ificos cuy<> solución unal1tica es cono

cid" y algunos <>tYos de más alto grüdo de dificulta<!. 
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CAPITULO 11 

METODO nt ELEt',ENTOS FINITCS 

2,1 METODOS DE R!':SJDlJOS P~Sll~~ 

La idea básica del método de residuos pesados (Finlayson, 

1972), ca obtener un~ solu~ión ~pro~im~rla de 1~ siguicnle ecu~~ 

ción difercnci11l 

A G + f • O en un dominio ( 2 . 1 ) 

donde A es un ope~ador difer<!nciul, 13. es una va,.-illble como PU<!

de ser velocidad, temperatura, etc. y f es una función conocida 

en el dominio. Ad~más ~stá sujeta a las condiciones de frontero 

H ( Q) - ' '" '" frontera ( 2 • 2 ) • • 

" suponemos """ aproximación ,, ,, forma 

" G ' " - ' C.N. ( 2 • J ) 
i ~ 1 ' ' 

donde lus c
1 

son constantes y lus Ni son funciones linealmente 

independientes que satisfacen las condiciones de frontera, lla

madas funciones de base. 

Ya que (2.J)es una ap~oxi~uclón de la función G, si la sus

tituirnos en (2.1) no la va a satisfacer exactanlcnte, sin cmba::-go, 

la podemos igualAr a un cierto rcsic!uo E que s.er!i 

tl!ngamos en la aproximación 

II.U + f m E 

el error que 

( 2 • 4 ) 

Introduciendo la~ funcione~ d~ !>"SO wi (i~1,2,,,. ,n) y con~truycn~ 

do ~1 ¡ao<lucto interno ( c,w.) e ig:ual5ndolo a cero tenemos 

' 
( 2 . 5 ) 

• 



• 

• 

,; ·. 

lo que es equivalente a decir que. l;> proyección <lcl re:o1.<luo 

sobre el csp ... cio <le las !uncic>ncs de peso es cero. Estas 

ecuaciones se utili~an para encontrar los valor<>s de las c
1

. 

La definición eel pro¿ucto interno que se utliza es la si-

guiente 

(u,v) " t" vdU ( 2 • 6 ) 

' 
Hay varias ~ancras de escoger las funciones de peso ~i 

entre las que eslán: 

a) Método do Galerkin.- En este método las funciones de peso 

se hacen igual que las funciones de base, obteniéndose 

(¡;,111) ( 2 • 7 ) 

b) Método de MÍni111os Cuadrados. En este 111 étodo se escogen 

las funciones de peso 1.9ual que el residuo y se minimiza el 

(E, ¡;) - o ( 2. 8) 

e) Método de Momentos. Aqu1 se escogen las funciones de 

peso do un conjunto de funciones linealmente independientes 

corno son 1,x,"2 para proble~as unidimensionales, de 

tal manera que 

1~0,1,2,3, ... ( 2 . 9 ) 

d) Método de Coloc<>.ción.- Se C'r.cogc un conjun::.o de N puntos 

xi en el dominio n corno puntos de colocación y la función 

de peso es 

donde 6 e<> la función de Dirac. !\q11i. obtenernos 



,, ·, '1 

(2.11) 

El er.-OI" entonces eo. cero en N punt.os <le n. 

Los métodos <le Galcrkin y ~llnimos Cu¡¡d.-ados "" adaptan 

muy·bien a las aplicaciones de elementos f~nitos y los métodos 

' de 1-I0!'1ctltos y Colocacii">n, no ¡;e prestan tan di.-.,ctamentt> a és-

tos, ya que son más complicados. 

2. 2 M!:TOOO DI: GAL!:RKIN 

El I:!étodo de Galerkin (1915) sc adapta muy bien a los pro

blemas que ezisten en mecánica de fluidos y transfcrer.cia de 

calor, y so;>rá el qu<> se utilice a lo largo de estc t.-abajo.Es 

por ello que se harii. un anii.lisis un poco ¡:¡ás a fondo de él. 

Este método implica la proyección o.-togonal del residuo 

que se efectúa por medio del producto interno (2.6) .Esto es 

equivalente a decir, que el residuo E es o.-togonal a todo el 

sisteca de funciones Ni(i~1,2, ... ,n), para lo cual se necesi

ta que E sea considerado cont~nuo. Ya que sóla¡;-.ente dispone-

··' mes den constantes c 1 ,c,, ... ,Cn solo podernos satisfacer n 

condiciones de ortogonalid4d. 

Efectuando el proceso anterior para (2.1) tenemos 

{2.12) 

donde¡¡ es el dominio del elcmcnlo 

r.~ ccu¡¡ciÓll ,,nter;or es un ,,istcm,, d" ocuacione~ algebraí-

ca S' el cual se purdc rc-solv¡;,r para la¡¡ conslantcs ·ci. Ya que 



' 

. ~. 5 

donde lo:; "i :¡on v<J.lorcs de ln vnrinblo en lob puntos discro

tizados del dominio, por lo que la ce, (2,3) se convierte 

mos a 

(2.13) 

Utilizando estn aproxi~ación en el proceso anterior llega-

N.d>Juj' ~A(~ ujll.)+f]N.drl=O 
~ • 

11
l jM1 ) ~ 

0 

(2.14) 

Al resolver este sistema d~ ecuaciones, se oUtiene dlruc

tamente la solución aproximada, sin necesidad de calcular pri

mero las constantes y luego sustituirlas para obtaner el resul

tado. 

Para eje.,plificar, tomaremos la ecuación de Poisson 

+ f(x,y) • o (2.15) 

si aproximamos la solucHin por medio de (2.13), el resi

duo est¡ definido por 

+ f(x,y) . ' (2. 16) 

Efectuando el producto interno entre el residuo y las fun

ciones de b;,sc e iguala,.do a c"ro, nos queda un u integral de la 

forma 

• 
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' 

1: N .-dxdy 

' 

' ' "' 6 

f(x,y))N.dxdy 

' 

Utili2:.wdo al teorema de c;,·cen, ~e tiene 

-1 ,au 3Ni ax a;; + 
n 

- o (2.17) 

• o 

(2. 18) 

donde res la f:rontera da rt, Sustituyendo (2.21) en (2.:'.6) y 

reo.-denando 

'" av-'-1 dxdy 

(2.19) 

On<t cualidad rr.uy il:~portante del rnétodo de elementos íini- · 

tos, se puede observar en (2.19), En la forma origindl de la 

ecuación de Poisson (2.15) y generalmente cualqu1er ecuación 

diferencial, no es evidente como introducir lna condiciones 

de frontera, tanto de Dirichlet, como de Heurnann. Sin emabar

go en (2.19) podemos aplic<>r fácil~:~ente las condiciones de 

frontera de Dirichlet, en la integral de la izquierda, y las 

condicione~ de fr-ontera de Neum,.nn en la primera i~tegral de 

ln derech¡¡, Esta scpar<~ción de l<>s condiciones de frontera de 

una y ot1·a Clil~e, es debido a la integración por partes, que 

se realiza durante el proceso. 

l!il)t"quc hiiCer nolar, que ¡>ara tc•dos los pt·o:Olcman de in

gcnicrÍil, para los cu<~les existe 1.1M.1 runcion11l, lil integri!l 

de Galerkin (2.12) d<> un resultado idéntico al qu" "" obtetlclr'i<.o 

can el m6toclo dn Ralcigh-Ritz (Ralcigh, 1877; Rit~, 19Qg), adc-

• 
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7 

míi.s para los probl<!!l11l.~ en los que no existe una funcional, el 

método de Galcrkin simnprc es aplicHble. 

• 

• 
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5. 

Acot:~cioncs <·:• 1:~:tros 

rara la viea mostrada determine el desplazamiento 

' t or ' -" j 1A¡ '· - .., \\'. 

1' ' - J 500l' 

-1130 11--

A -A1 

Para la vi¡:a mostrada en la figura detennine el roé::. 
al suponer en el punto A, un esfucrto cortnnte m5~:. 
cie el peso propio de la viga. 

' 

·.imo. 

t/m 2 

·"valor de la carga P, 
Jc 40 kg/cm2. D~Rpr.<:_ 

ac."·"ciones en centimclros. 

-t-30 """" 
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CAPITULO JI! 

OONDUCCJON DE CALOR 

3.1 GENC:Rr.L 

Una de las grandes preocupaciones que existen al utilizar 

un ;,.étodo numérico, es la precisión que so obtendrá al usarlo, 

ya que hay un., diversidad de factores que pueden alte.-ar el 

re!lultado. 

En el caso del método de elementos finitos, en principio 

existe un error, al hacer la aproximación de la función, por 

una sumatoria de funciones evaluados en determinados puntos, 

~sto es, al hacer la aproximación de la función en un espacio 

de dimensión infinita a otro de dimensión finita. Varios au~ 

tores han calculado el error que se obtiene en diferentes 

problemas, al aplicar el IDétodo de elementos finitos, entre 

ellos están Odon and Re.ddy(197ól, sin embargo utilizan un 

anlllislS miltcmático muy COI!Ipl~caoo, para oo10eucr Unic""'""~" 

una estimación. 

Al error anterior hay que agreg~rle el que se tiene al 

utili:<ar otros métodos numéricos, como son: integración nu

mérica, derivación numérica, solución de sistemas de ecua

ciones, métodos iterativos para ecuaciones no lineales, etc. 

si ésto le a9reganos la precisión de la computadora al efec

tuar las operaciones, resultaría muy dificll efectuar un 

aniílisis exacto, del error total obtenido. Por otr·a parte, al 

dividir la re9ión en estudio en diferentes elementos, una 

buena distribución de ellos puedo aumentar al precisión del 

resultado, en cambio, una mula distribución de ésto~, puedo 

incluso conducir a resultados localmente muy erróneos además, 

teóricamente, entre miis elcmantos se utilicen, mayor es la 

exactitud, pero miis constosa es la solución, por lo que es 

muy dif!cil precisar cual es el término medio para obtener 

uiln solución aufieienlcmentc precisa y n la vez la mñs ceo~ 

nómica. Se ha llegado incluso a considerar que es arte, el 



efectuar la diviai6n del dominio en diterentee elementoa. 

Debido a todo lo anterior, aur~i6 la nncoaidad do efec

tuar una comparae16n, para observar como ao comporta el m'to

.do¡ es por ello que en este capitulo se resuelven dos proble

mae de aolucil!on' anal1tica conocida par el mli.todo do elementos 

tinitca de Galerkin, con lo cual podemos comparar los reaults

doa, además que so aprovechan para dar ciertas normas muy sen

cillas, pero muy objetivas, en el uso del método. 

3.2 PROBLEMA BlDlMENSIONAL EN ESTADO PERMANENTE 

El primer problema que se resolverá será el de una placa 

en dos dimensiones, con transferencia de calor por conducción, 

en estado permanente, con lo cual se obtendrá la distribución 

de las temperaturas·en toda la superficie. Para ciertas condi

ciones de frontera, es posible encontrar una solución analíti

ca de esto problema y es por ello por lo que se escogió. 

3.2.1 Planteamiento de las Ecuaciones y Solución Exacta 

La ecuaci6n que define la conducción de calor en dos di

mensiones y en estado permanente es (Holman, 1972) 

(3. 1) 

que es la ecuación de Laplace bi<.limen!lional donde ¡¡ es la tem

peratura y X y Y son las coordenadas cartesiana$. 

se definen las siguientes variables adi111ens ioriales 

' . ' e 
' e, • • ( 3 • 2 ) 

donde 60 y L 5on la temperatura y longitud de referencia res

pectivam•mte, Utilizando (3.2) en (3.1) tenemos 

• 
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• ''e:':"',, • o ( 3 • 3 ) 

Si considera~os eo~o ejemplo la placa rectangular mostra

da en la Fig. 3.1, tres lados de la placa se ¡:¡antiencn a una 

tempratura constante 61 y el lado superior tiene impuesta una 

distribución de tempcruturas senoidal. 

Este problema se puede resolver anal!ticamentc por el mé

todo de separación de variables. Utilizando las siguientes 

condiciones de frontera 

a .. e, en ""o 
e~e, en y~o 

ege1 en ""'• 
- 01 X 
e~e sen-+01 en y~b 

m • 

y ¡:esolviendo la ec. (3.3) usando (3.4) llegamos a 

senh~ 

senh:!..!:. • 
''" 

H • e, • 

(J • 4) 

( J . 5 ) 

La ec. (3, 5) es la solución anal1tiea del ejernplo p.-opuesto. 

3.2.2 Formulación de Elementos Finitos 

La temperatura 9 la podemos aproximar en la forma de ele

mentos finitos como 

( 3 • 6) 

donde n es el número t.ot ;!l ,le nodos en un elemento, Ni son las 

funciones de interpola<.:iéin o runc:ioncs dc base de un elemento 



1.:: 

y 0
1 

son les valores de l.:o tempr¡;¡tura en cad¿¡ nodo del elemento. 

Ya que la func:ión e es una aproximación du lil función O,.:ol 

uustituirla en la ce .. (3.3) se obtendrá un rc~iduo o ar1or.Enton-

aes tenemc~ 

' ( 3 • 7 ) 

,. 
' ,.¡,. 1 .. ~ ' ' . ·••-·'. donde e es el residuo. cons1derando··la proyecc16n ortogonal del 

... .;<{ • 

residuo sobre las funciones de basc.,e~::i,gualando " cero, que es 
·:. •. . . -. -

lo que indica el miilodc de G"lcrldn ·se· obtiene . ., 

(t,N.) 
> l. ,. ' ,_ .. ' 

n 

• - ¡;~it: 

!,¡¡'e . --) 
. ' ,, N. dxdy 

' 
- o (3. 8) 

.¡~"\.; 

Si a la ec. (3.8) le aplicamos el ~-:~rema de Grcen llegamos " -

-1 ;, 1 
ay'Jdxdy+ 

n r 

sustituyendo (3.6) en (3.9) y reordenando 

.,¡ 
n 

" ¡ --1.) dxdy" ,, 
r 

t:.dy-iQ.N dx) 
1 3y 1 

( 3. 9) 

(3.10) 

Podemo9 u~ar una notación simplificada con lo que escribimos 

" I: A. e - q. (i~1,2, ... ,nJ 
jrll]] 1 

(3.11) 
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A ee llam&da'motri~ de coeficientes do temperaturas y q ee el 

vector de fuentes do calor y son 

• 
••j(E_!N,dy-
~i ax , 

r 
" ,, 

'" ~) dxdy 

N.dx) • 

(3,12) 

(3. 13) 

Hay. que hacer notar que debido a la forma de la integral (3.12) 

.la matri~ A es simetrica. 

Como la formulaci6n que se hizo fui Únicamente para un ele

mento, se deben de juntar las contribuciones de todo~ los elernen

-.:oe, para oo.:ener ei campo oe to<!mperaturas en toda la piaca . .- .. -

ra lograr 6sto, se efectúa un ensamble de todas las ecuaciones,de 

tal manera, que al final se oblonga un sistema de ecuaciones que 

contenga todos los nodos do la placa. El sistema global de ecua

ciones a reGolver será 

(i-1,2, ... ,m (3.14) 

donde A• es la 111atr,z global de coeficientes, o• el vector glo

bal de tcmper<~tu~as, q• el vector globral de flujo de calor y 

m el número total de nodos. 

-La forma en que se efectúa el cnsllmble Gl! explica detallddamen

te en Cook (1974). 

_La e c. (3.14) es un sistema ulgcb~.'iico de ecuaciones lin.,ales 

simétrico y b.~ndcado, <¡ue ~~· puede resolver pot· cualquiera de 
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los m&todos conocidos, como pueden ser Gauss-Jord:ln, Gauss

seidcl, etc, o algún otro que aproveche las características 

de la matriz A como es el Gauss-Crout modificado para matri

ces bandaadas, que es el que se utiliza en el progr:~mu da 

computadora presentado. 

Es importante observar que la matriz A* es singular; sin 

embargo, al introducir las condiciones de frontera tanto de 

Neumann como dc Dirichlet. en la ec. (3.4), se quita la singula

ridad, pudiéndose resolver el sistema de ecuaciones resultante. 

' 
3.2.3 Ejemplo Numérico 

Con el f{n de hacer mis objetivo cual es el procedimiento 

que se sigue en elementos finitos, en este inciso se resuelve 

un problema numérico paso por paso. Este consiste en calcular 

la tempor~turn en una plac~ bidimensional con transferencia 

de calor por conducción, en estado pcrm<:~ncnte. Los parámetros 

,, • "' unidades ,, temper¡¡tura 

o • "' unidades ,, temperatura 
m 

o • " unid~dcs '" longitud 

" • " unidades ,, longitud 

Unicamente v<:~n a existir condicionea de frontera del tipo 

Dirichlet y son las que se indican <>n la Fig. J. l. Por lo tan

to, la ecuación de elementos finitos para un elemer,to es 

; ' j ,, i ,, "· '" __2 ' ~ldxdy ().1~) (ax • " 
• o 

j-1 ) 
,, 

o 

• 
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o en notación comp¡¡ct.:~ 

(3.16) 

Para la solución de ele~cntos finitos, se utilizarán ele

mentos triungulares, como muestra la Fig. 3.2, con funciones de 

interpolación lineal, y son 

donde 

""" ' 
•• 
•• 
., 

i .. 1,2,3 debido 

N, ~ a 
< ' 

• '"' m tres nodos, 

'"' constantes están dadas '"" 
• (><~Y>-XJY2)/2!J. o ' - (yz-y,) ¡;:!J. 

• (x¡y 1-x 1y 1 );2!J. o, - (y¡-y¡)/2/J. 

- (x 1y 2-><>Y 1) /2/;. o ' • (y,-y,)/2/J. 

""" función '"" 

o ' - (:<,-x~)/2/J. 

o o - (x,-><,)/26. 

o ' • (x 2 -x 1 )/21l 

aqui !J. es el área del triángulo y se puede obtener por 

.13.17) 

cada 

13.18) 

(3.19) 

Se observa que la numeración local en el triá11gulo, está he

cha en contra de las manecillas del reloj, para que !J. resul~e 

positiva. La obtención de las !unciones de interpolación se en

cuentra en Scgerl1nd (1976). 

Para obt.,ncr la matriz A a e sustituyen l<'l<> funciones de in

terpolación (3.17). en la into>gral de la ce, (3.10). Por ejemplo 

para el término A11 

' 
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A
11 

m J B:<(a¡+b¡x+u¡y)J~[~y('q+b¡x+C¡y]~ dxdy 

n 

(3.20) 

Procediondo de la misma m~nera para los demás coeficientes, 

lleqa0105 a 

A • o ( 3. 21) 

donde las const.ant.es son las mismas de la ec. {3.18). 

El siguiente paso es evaluar las matrices para cada ele~ 

mento, para lo cual es necesario numerar, de acuerdo a la ma

ll.a que se utilice, todos los nodos y los elementos, procuran

do siempre que la.difer.,ncia entre los números asignados glo

bahlente, de los nodos de cada elemento, sea mínima, para que 

el ancho de banda de la matri2 glob<1l A• tar..bién soa el mínimo 

posible. Esto os muy importante, porque en el momento de alma

cenar la matri:. en la memoria en la computadora, se puad<! ha

cer en forma bandeada y r.~ientras esta banda sea menor-, la memo

r-ia que se ut1lice también es menor-, ya que el resto de los 

coefici~nts son ceros y no necesitan almacenaje. 

Tomando como ejemplo una discrct1znción de pocos elemen

tos, como rnueslra la t"i<¡. 3.3, que es una malla de 7 n·odos glo

bales con 7 elem.,ntos, ~e puede observar que con 1<> nurn<!r<>t!iÓn 

global d"' lo~ nodos que se indicn, la máxima diferenciú entre 

lo~ nodos de cu.,lquier" de cúd" uno de los elementos es 3, " 

este fact<Jr ~e le ll<>ma c"parcidnd y parn la malla mostrndu e~ 

• 
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al mínimo qua se puede obtener. El ancho do 1~ banda de la matriz 

global, se puede obtener aumándole uno a la esparcidad; para nucs-

tro caso el ancho de la banda e~ 4, ésto es, la matriz tendrá 4 
' 

diagonales con valores numéricos no nulos, incluyendo la di<>gonal 

principal, ya sea hacia arriba o hacia abajo de Gsta Ült>ma. 

Para evaluar las r:oatriccs de cada elemento, primero se proce

de a formar una t~bla que relacione l11s coorden.,das_ .• con los nodos 

globales a las que corresponden, como sigue. 

Nodo ' ' ' • ' ' ' • ' o " ' o " ' " " " o o o • 

En seguida so forma una tabla que relacione los nodos glo

bales, con los nodos locales do cada elemento . 

<'1 ~~nn•~ Nodos Globales t.-.......-···--
"vuu" :---............ N 

' ' ' • ' ' ' Localct. 0 

' ' ' ' ' ' • ' 
' • ' ' ' • ' ' 
' ' • • ' ' ' ' 

Con las dos tablas anteriores, podemos localizar fácilmen

te las coordenadas para cada nodo locill, las cuales se utilizan 

para obtener las b's y las c's de la matriz A en la ce. (3.2) y 

al mismo tiempo el área, asi por ejemplo para el elemento 1 

.aqu! los subíndices indican loa nodos locales. Con estas coor

denada~. podemos cv~luar la "'·"triz para el elem<'nto 1 como 

aigu<' 



' : i6 ,; ·-

"' "' "' - _,.] l' o 
A(1) • _,_ o 

" 
_, 

' " _,. -54 '" 

se observa que corno la matriz es simétrica, Únicarn~nte se tiene 

que calcular 6 ténoinos. Los números entre paréntusis a los la

dos de la matriz, indican los nodos 9lobaleu a los qU" pertcn"

cen los renglones y las column~s. similarmente para los otros 

elementos, t"nemos 

'" • 

Á'(.) m 

A~l • 

"' "' ¡" _, ' 72 -2 26 

' " 

' TI 

-46 -24 

"' 
[" " _, 

"' 

[" _,. 
_., 

"' 
" 
" _, 

"' _,. 
_, 
_, 

"' _.,] ,,, 
-24 (5) 

7 2 ( 4) 

'" 
-"] "' -54 (6) 

\06 (7) 

:;:] "' 
-2 ( 6) 

4 5 ( 3) 

A(J) m ' " 

A l!>l g 

' - " 

"' 
[" _., 

" 

' ' ) 
['" _, 
_,. 

"' " 
-102 

" 

'" _., 
\ 50 

-102 

"' _, 
" o 

"' - 1 o 2 

'" 

'' ) 
"] -\o 2 

'" 

' ' ) 

"' 
"' '' ) 

'" 
"' 
'" 

"1,] ") 
-48 (7) 

24 (6) 
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~n seguidn se cns~mblan c5t~s mntric~s en la matriz global, 

p~ra lo cual se su~an los coeficients de cada matriz del elcmcn~ 

to, que correspondan al mismo lugar en latri1- global, utiliz.;ndo 

los números que estSn entre paréntesis; asl por ejemplo, para el 

coeficiente A' 

" 
de 1<1 matriz global, 

la matriz del elemento 1 co~o en la 

hay contribucione~ tanto en 

matriz del elemento S y nos 

qued<l 

' " ' ' •--(78+78)•--156 
72 72 

siguiendo "" procedimiento similar para '"' demás coeficientes, 

tenemos 

'" 
_,. _,. -lOS o o o o e, 1-: _,. 
" o -•e _., _, o o e, 

_,. o " 
_., _., o _, o e, o 

' o o e, o D, '" TI - 1 o a _., _., 
"' "' '" • 

' 

l 
o _, o o o " " -102 o o 
o o _, o o " " -102 ' o 
o o o -204 -204 -102-102 "' 'l o 

A continuación se introducen las Condiciones de frontera. 

Como s" observa en la fig. 3.3, hay 5 nodos en la frontera y 

2 en el interior, que son nuestr"s incógnitas. Los valores da 

los nodos en ln frontcr~ ~on 

e, ~ 2oo 

Oz • 1 o o 

a, .. 1 o o 

o. - 100 

o. ~ 100 

• 



Eatos y(llores sc sustituyen en la oc, (_3,22), multiplic:~n

do las columna:; con:e,;pondj entes y pas1i.nñolas del otro l"do con 

signo negativo, y~ que los renglones de los nodos conocidos no 

nos interesan, podemos sustituirlos por un en el coeficiente 

correspondiente de la diagonal principal y los dcm.J.s términos 

del renglón ceros y en el lado derecho el valor del nodo. Ha

ciendo estas operaciones tenernos 

o o o o o o e, r200 

o ' o o o o o e, >oo 

o o ' o o o o ,, '00 

o o o "' o o -2.93 ,, • 433.33 (3.23) 

o o o o ' o o '• '00 

o o o o o o '• >OO 

o o o ~83 o o 5,66 ,, 283.33 

En la ec. (3,23) podemos descartar los renglones y colunn;,.s 

1,2,3,5,6 quedándonos 

[- '·" -2. 8J 
-··"]¡e.] ["'·"] 

s,GG Le, B 283.33 (3.24) 

Resolviendo el sistema do ecuaciones anterior, llegamos a 

e, m 135.2491 

a, m 117.6471 

La solución exacta usando la ec. (3.5) es 

o, - 134.6244 

e, " 11o.81a2 

• 



El error en el nodo 4 es de O. S\ 'i en el nodo 2 es de 6. 2\, 

El hecho de que existil t"nta dífer<'ncia cnLrc el error de uno y 

otro noclo, se puede explicar refiriéndose a la Fig J. 3, el nodo 

4 pertenece a 6 de los 7 elementos que forman la malla, en cam

bio el nodo 7 pertenece Únicil~Cntc a 3 elemen~os, por lo que 

tiene !llenos cle,entos que contribuyan a su solución. De aqu! se 

concluye inmediatumente, que aumentando el número de elementos,' 

se llUmenta la ¡aecisión. 

El procedimiento anterior se puede implementar en un progra

ma de computadora, ya que para una malla rn5.s fina, ser!a prácti

camente imposible efectuarlo a mano y además, se pueden aprove

char las caracter~sticas de simelrla y bandeado de la matriz 

global. 

Existen otras formas de cfectura el ensamble, que para 

ciertos problemas son más eficientes, sin embargo, la presenta-

~ da es la más sencilla y bastante práctica. 

3.2.4 solución de Elementos Finitos Contra solución Exacta 

Para obtener los resultados que se muestran en este inciso, 

se realizó un programa de computadora, el cual se muestra en el 

anexo, que sigue casi exa~tarnente los mismos pasos del ejemplo 

3.3.3. y que tiene además, una subrutina que calcula el error 

y otra que calcula lineas de temperatura constante. 

El error que se utiliza, es el error raiz medio cuadrático, 

definido por 

(3.25) 

donde ei es la solución de elementos finitos y a, es la solución 

exacta y adcnSs se toma únicamenLe por los nodos íncógnitos,por 

lo que n es el núme,·o de llodos c¡u" no son cle frontera. 
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En la primera prueba que se realiza, se usa una malla co~o 

la que se muestra en la Fig,3.4, con 9 nodos, a elementos y un 

solo nodos incóynito y la variación de temperaturas senoidal en 

la parte de arribu. Los parii.m<Otro¡¡ que se uLilizan aon lo¡¡ ¡nis

mos del ejemplo numérico. 

Si se desplazan los nodos a, b y e la misma óistancia, a 

lo largo del eje y, manteniendo constante su distancia x, se 

van a obtener diferentes temperaturas del nodo e, una para cada 

posición. 

Con ésto su intenta ver cual es el comportamiento del mé

todo, cuando para una malla con el mismo número de elementos, 

ésto~ se hacen mii.s grñades o más pequelos en determinada región, 

en este caso Únicamente se var!an en sentido vertical, porque 

arriba es donde está la mayor variación de temperaturas. 

La Fig. 3. S nos muestra una 

nont.r" temperatur", en la q~.:::: 

gráfica posición de la línea 

los resultados obtenidos por ele~entos finitos y la solución 

ex .. cta. Se observa que a medida que se van haciendo más peque

ños los elementos en la parte superior, se va acercando la so

lución da elementos finitos a la solución <Oxacta, hay un momen

to en que son i<¡uales y después se aleja otra vez l" cur''"• a 

pes"r de que son todavía más pequeños loS elementos. 

En la Fiq. 3.6 se puede ver más cl<~ro este proceso; aqui 

se qrafica posición de la linea acb contr" el error raiz med1o 

cuadrático, a medida que so van haciendo m~s pequeños los ele

mentos de la p<~rte superior, el error disminuye, hasta que ir.clu

so es cero y después vuelve a <~umentar. 

De estas dos gráficas podemos concluii, que 5 e deben colo

car elementos mSs pequeños en la zona de mayor variación y más 

qrandcs donde no exi&ta tanta variación. El hecho que exista un 

punto en el que el error vuolva., ,-,urnentar, "" debido a qur para 

• 



2J 
las posiciones de la lincau muy alLiJ.s,· loa triSngulos do l¡¡ par~ 

te superior son muy deformes, ésto es debido a que la base y la 

altura del triánqulo estlin muy danproporcionados. De aqui se 

desprende que siempre hay que procurar que los triángulos tien

dan a ser equiláteros. Otra razón por la que el error vuelvo a 

aumentar para posiciones muy altas, es que los triángulos de 

arriba son muy pequeños en comparación de los de abajo, • en ton-

ces siempre hay que tratar que los triángulos que estén conti-

guos, tengan una cierta relación de áreas aunque esto último 

no es tan ~mportante. 

El hecho de que llegue un oomento en el que el error sea 

cero, es debido a las peculiaridad do la malla, ya que sóla

mente existe un solo no<lo incógnito. Usualmer:te es muy difícil 

obtener una solución exacta por elementos finitos, pero en ge

neral se puede obtener una muy buena aproximación, sobre todo 

para problc1:0as sencillos" como éste. 

La siquiente prueba co;-;sistc en analiz..,r el comporti':ni .. nto 

del mi!!todo, en funciéin del número de elementos y de la posic.ión 

de éstos, para lo cual primero definiremos•tres tlpOs de mallas. 

Mallas tipo S , las cuales tienen el mismo número de elemen• 
tos, en cualquiera de los lados de la placa, como muestra la 

Fig. 3.7. 

Mallas tipo AS 1 , las cuales tienen más elementos a.-rib<l y 

abajo, que en los lados de lu placa, como muestra la Fig.3.8. 

Mallas tipo AS 2 , las cuales tienen mSs elementos a los la

dos que arriba y abajo de la placa, como muest.-a la Fig.3.9. 

Calculando las tempcrnturi\S y el error parn todas lns mn

llas anteriores, se obtiene una g~áficA co1:10 la que muestra la 

Fig. 3. 10, en la que se dibujan lns curvas de número d<1 clcmcn

t:os contra error r.~!z medio cuadrSt.ico, para cada tipo de ~:~alla. 

Se observ.~ que parn pocos elementos, ~e ohLiene "'~ncr crror en 



las mallas del ~ipo AS¡ ésto es mallas con más elcn.cntos en 

la zona de variación y mayor error para mallas del tipo AS 2 , 

que son lo contrario de las anteriores. Paro más elementos se 

obtiene un menor error utilizando m~llae del tipo Sa. F.sto es 

debido a que los triángulos de estas mallas tionilcn m.O.s a ser 

equiláteros, que los de las mallas tipo J\51 y a la vez hay su

ficienLcs elllmentos en la zona dc vari<J.c-ión, para poder det<'C

tar los cambios. 

Otra vez podemos concluir, que siempre hay que tratar de 

poner más elémentos en la zona de mayor variación y a la vez 

procurar que éstos tiendan a ser equiláteros. Las mallas del 

tipo AS2 no son recom<mdables. 

Se puede definir otro tipo de mallas, como es 1<~ Sbque 

muestra la Fig. 3.11, en la que el número de elementos en to

dos los J ados de la placa <>S el mismo. La curva que so obtie

ne al graficar número de elementos con~ra error raiz medio 

cua-drático, idéntica a la qce ' -
Sa, sin embargo, con la >nalla Sb es más f,)_cil aproximar con

tornos redon~eados. Como ~ato curioso, al utilizar la prir.1era 

malla de la Fig. 3.11, resulta que la t~rnpcratura en toda la 

pl~ca es constante e igual 6uésto e~ debiGo a que no hay nin

gún nodo que detecte que hay una tC!mp~ratura diferent!!, por 

lo que sie:npre hay que poner suficiente~ nodos, en las fron

teras donde exista variac~ón. 

La Fig.3.12 nos muestra una curva, número de elementos 

contra error raíz medio cuadrático, graficados ambos loga-

rftmic,.mcnte pa~a mallas ci<Ol tipo Sa. Se ob~crv,; que ld cur-

va se dsemoja mucho a un~ rcct,:¡, por lo c¡uc pod<>~:~os decir 

que el error dis~:~inuye <>xpon~ncialemntc, a medida que d~tmen-

te el núm~ro do el<·mentos, o <>n otra" P<llab~as, que el méto-

do de elementos finitos converge exponencial,~onLo a la solu

ci6n exacta, a rn<'<lida que aumcnt<J. <'l número dn clcn\Cntos. Es

ta conclusión no so puede g~ncralizar para todos los problemas, 

ya que <>1 c.1so quf! cslt~mos trat..wdo ""muy sencillo, d<>bido a 



que es una ecuación lineal, en la que está definida la tempera

tura en todas las fronteras y además no ex>stcn fuentes de ca

lor. Sin embargo, ~r nos damos una muy buena iJoa de cual es 

la conver<¡cncia del ~:~6todo, sobre todo para problemas simila

res: listo es, al principio, a ~:~edida que se aumentan los clo:.

mentos, el método converge r.:ipidamente y al final, aunque se 

aumente el número de ele~:~entps, no se mejora mucho la solución, 

por lo qua hay que tratar de encontrar un justo medio, sobre 

todo teniendo en cuenta que a más elementos la solución es más 

costosa. Para logr .. r esto último se pueden hacer dos o tres ma

llas con distintos números de elementos, para darse una idea de 

cual es La diferencia de los resultados entre una y otra, ade

más se puede aprovechar, si es que no se conoce, para detecLar 

cuales son las zonas de mayor variaci6n y colocar en ellas más 

elementos y más pequeños. 

Los resultados anteriores, se resumen en las siguientes 

~ nor~as para el uso del ~étodo de elementos finitos: 

1,- Dividir la región con una malla gruesa, para observar 

cuales son las zonas de mayor variación. 

2.- Colocar más elementos y más pequeños en las zonas de 

gran variación. 

3.- Dividir la región con una malla más fina y comparar 

los resultados con los obtenidos con la malla de 

aproximación, en caso de existir mucha diferencia, 

utilizar una malla todavía más fina y repetir el pro

cedimiento. 

4.- Procurar que los triángulo~ tiendan a ser equiláteros 

y evitar aquellos que sean muy deformes. Siempre es 

posible substituir un tríangulo muy deformado por dos 

triángulos más parecidos a triángulos equiláteros. 

~.-Colocar suficientes nodos en las fronteras donde exis

t<\ v¡u·><><.:itin. 



Por últ:imo, 1<> Fig. 3.13 muestra lineas de t"mpe~,:,t.ura 

constante en la superficie de la placu, obteni<las con un" m,;lla 

del tipo Sa, que tiene 49 nodos y 72 elementos y con un error 

raiz medio cu,;drático relativo en la solución de 0.35\. 

3.3 PROBLH:I\ BIDIMENSIONAL EN r.S'l'l\00 TRANSITORIO 

El sequndo problema que nc rcsolverS. en este capitulo, '"' 

el de una placa en dos dimensiones con trunsfcrcncia de calur 

por conducción en estado transitorio, para obtener la distribu

ción de t"mperaturas en toda la superficie,. en al transcurso 

del tie,.po. Para el mismo ejel'lplo del inciso <>nterior, se puede 

encontrar una solución anal!tJ.ca 11 travt;s do series de }'ourier, 

con la que se pueden comparar los resultados obtenidos por ele

mentos finitos. 

3.3.1 Plantcat:iento de las Ecu~cicncs y solución Exacta 

ec: des di.,en-

sioroes y en estado transitorio es, Holman (1972) 

;'i --- (i. 26) 

donde e es la temperatura, - -x y y son coordenadas cartesi.,nas, 

Pes la densidad, C es el calor específico, K es la conductivi

dad térmica del material y T es el tiempo. se tornará como cons

tanes las propiedades del material. 

Definiendo las siguientes variables adirncnsioni!les: 

- ¡ e-o, (3. 27) 

Ac¡ui Oa y L ,;on vari¡¡ble¡;; de refcrcnc;ia. Usando ( 3. 27) en ( 3. 26) 

se tiene 

• 
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a'O a2 6 -· ai a-/ 
(3.28) 

• 
Considc~ando un cjeoplo simila~ al de la sección anterior, 

pero ahora en estado transitorio. Tenemos unn pl~ca rectangular, 

como la ~estrada en la Fig. 3.14, donde para tiempo 1•0 toda la 

plllc<l se encuentra a una tcmperat.ura e o y para tiempo 1>0 se 
' 

cambia la temperatura del lado superior por una distribución de 

tempcrntu1·as senoidal. Para este prolllema también se puede en

contrar una solución analítica como sigue. 

Se•supone que la solución sea de la forma 

{l • G(x,y) + H{x,y,T) (3.29) 

donde el primer término del lado derecho es la solución en es

tado permanente y el scgudno término es la componente debida 

La soluci6n en estado permanente se obtiene por r..edio del 

método de separación de variablés, utilizildno las siguientes 

cond>Ciones de frontera 

'"' '" x~o 

'"' '" x~¡¡ 

(3.30) 
G~O '" y~o 
G~e "' ,., m- '" m • 

La soluci6n del problema perm<~nente está dada en la ec. (3.5), 

as! que 

"' senh --¡;- n x 
G(x.y)•e ------sen 

msenh ub a 
(3.31) 

" 
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Po~ o~~~ p~~t~, 1~ ~ontribución en estado transitorio tam

bién se puede obtener por el método de separación de variables, 

pero ahora se usan las siguientes condiciones de !·rentera, para 

tiempo mayor que cero 

H~O ., X"' O 

¡¡ .. o "" , .. 

• 

"' ' ¡¡ .. o '" 
,., (3. 32) 

¡¡ .. o '" Y"'b 

y para tiempo igual a cero las condiciones iniciales son 

H{x,y,O)o.-G(x,y) {3.33) 

• 
Sustituyendo H(x,y,1) por 6 en la ce. (3.28) y resolviéndola 

usando (3.32) y (3.33) llega!'10s a una solución de la forma 

" H(x,y,T)•7 
n(-l)n+l 

b'/a'+nl 
' nl!v - (;..;....;...,¡_e a2 o 

(3.34) 

La cual es una serie de Fourier senoidal, cuya exactitud de

pende del núme~o de términos que se tomen en la sumatorl~. 

Por último, sustityendo (3.31) y (3.34) en (3.29), tene-

['""'' "' 
a senh 

""-• ' -
" ' n"' 1 

n(-l)n+l 

b'/a 2 -tr. 2 
' "' ] - t-,-+;::,..-)11 2 ~ 

~ a " 
o ' (3.35) 

que es la solución analítica de la ec. (3. 26) para el proble.,., 

propuesto. 

• 

• 



• 

• 
3. 3. 2 Formula e:,-

Oeb ido a <: 
encuentra en e~t·: 

po, en la !ormul 

el método do el''' 

29 
de Elementos ' , Finitos 

el problema que estamos considerando se 

,, transitorio, 

;ón so hace una 

_,tos finitos on 

ésto es, depende del tiem

' combinación de dos métodos, 

espacio y el mótodo de' di-

ferencias finit;>.. ·'" tie10po. Para lograrlo, se calcula la 

distribución de ·- >peraturas en la p'laca para un tiempo ini-
• 

cial, utilizilndt-

tiempo por un o'.1 

temperaturas pOl 

~amentos finitos, después se incrementa el 

so vuelve " calcular la distribución d~ 

l.ementos finitos, utilizando los resulta-

dos del tiempo "'· •>rior, come indica el método de diferencias 

finitas, asl suoc. 'vamente hasta que se llega al estado per

manente. 

Para la fo¡· ·.ación de elementos finitos se procede de 

la siguiente ,.,,., ·" la temperatura. e la podemos aproximar 

de la for<~a 

- o 
e(x,y,-t)=:e(x,y,"rl<=J: e. {T)l-1. (x,y) 

i•l l. l. 
(3.36) 

donde e es la íu:. ión aproximada,~i (r) son los valo.-es de la 

tel!lperatu.-a. en e,;:-~ nodo del elemento, Ni son las funciones 

de interpolación ~1 elementc y n es el número total de no

dos da!. elemento. 

Debido a qu• ~e hi;.:o una ap.-oximación al sustituir (3. 37) 

en. (3,28), ~e ob1 01ddi. un re~iduo como sigue 

• (3.37) 

donde ~ es el r<' duo. Tomando el residuo ortogonal a l01s fun

ciones de iuterv .\ción 
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(3.38) 

donde n es el dominio de un elemento. ~plicando el teorema de 

Green a la ec. (3. 38) llegamos a 

-j<as~Ni ax ax + 

n 
j ~o ~a 

' (-, N dy--, N .dx) 
"' l y l 

r 

-t ~Ni dxdy .. o 

(3.39) 

donde r es el contorno dol elemento. Sustituyendo (3. 36) en 

(3.39) y reordenando 

'j [ 

' " 

+ ejf NiNjdxdy .. f 
1. L 
' .. ., 

ae ae 
(-N.dy--N.dx) 
ax1 ay1 

(3.40) 

• d&. 
donde ej=F· Usando notaci6n compacta escribimos 

(3.4\) 

A es la rnatr1z de coeficientes de temperatura estables, S es 

la matr12 de Coeficientes de temperatura transitorios y q es 

el vector de fuentes de calor y son 

(3.42) 

• 



(3,43) 

' 
(3.44) 

Ahora utilizando el método de diferencias finitas en tie~po, 

hacemos las siguientes aproximaciones 

(3.45) e . • 
' ' 

ok+1_e~ 

ej • ,, (3.46) 

donde K contabiliza los incrementos de tiempo ~T. sustituyen

do (3.45) y (3.47) en (3.41) y agrupando términos tenemos 

lo que se puede escribir como 

(i-1,2, ... ,n) (3.48) 

donde 

(3.49) 

(3.50) 
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Al igual que la solución en •estado parmancnt<>, la norma 

del error, que se utiliza par~ comparar la solución analítica 

y la solución de elementos fin'itos, es el error rai~ mecHo 

cuadrático definido en la ce, (3.25) 

La malla que se utiliza para efectuar los cillculos es 

del tipo Sa de 25 nodos y 32 elemen~os, como la que se muestra 

en la Fig. 3.7, debido a que con esta malla, para el estado 

permanente, se obtiene un error bastante pequeno al efectuar 

los cálculos y además no consu~e mucho tiempo de procesamiento 

en la computadora. 

En la F~g. 3.15 se grafica la varinciOn en el tiempo de 

la temperatura del nodo central de la malla, obtendida anali

ticamente y por elementos finitos. Se observa que para tiempos 

muy pequeños la temperatura obtenida por elementos finitos des

ciende de la condición inicial y luego vuelve a subir, lo que 

físicamente no es posible. Después su observa qua las dos tem-

pcr:::t'.lr<l:: se elevan al mismo t¡"''"l''-' ~" l" ~uHÜil.'iGH .iuiciaJ. y 

se separan hasta que llega un mo~ento en que la diferencia en

tre una y otra es más o menos constante; esta diferencia es la 

1>1isma que existe entre la solución de elementos finitos y ana

lítica par11 estado permanenta, lo cual es acept11ble, ya. que no 

se puede pedir menor diferencia si se utliz11 la misma malla. La 

oscilación no ae disminuye al hacer más pequeños los incremen

tos de tiempo y sí se puede aumentar si éstos son más grandes, 

por lo que es un defecto del método. Si se utili>:an mallas más 

finas con más elementos en la zona de mayor variaciOn, la os

cilación disminuye y la prcci~ión aumenta, 

La Fig. 3,16 nos muestra una griifica de la variación del 

error raíz medio cuuilrático a lo largo ·del tiempo. En ella se 

observa que para tiempos muy pequeños el error es grande, debi

do a 111s oscilaciones de la tempriltura en los nodo$, y "medida 

que transcurre <Jl tiempo, el error se reduce hasta que es igual 

al que ~e obtiene en estado perm¡¡noontc, 1:1 má><imo error es de 



5.45\, el cual es bastante pequeño considerundo la malla que 

se utili~ó. 

Para el ej~mplo escogldo, la distribución de temperatu

ras llego al estado permanente en 32 unidades de tiempo apro

ximádamenta y coinciden en este tiempo tarito la solución de 

elementos finitos como la an¡:¡l.Ítica. r,a Fig. 3.17 muestra li

neas de temperatur<> constante e igu<~l a 110 unid<1des en di

ferentes tiempos, obtenidas a partir de la solución de elemen

tos finitos. 

En base a los resultados obtenidos, podemos decir que la 

combinación del m~todo de elementos finitos y el método de di

ferencias finitas para resolver problemas parabÓlicos es efec

tiva, únicamente tonie,.do en cuenta que la discrctización del 

dominio debe ser más fina que para un problema eliptico, para 

disminuir ln oscililción que se presenta en los primeros lnS

tantes ~e tiempo. 

' 

• 
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Fiq J. l. Placa rectangular con transferencia de calor 

p"or conducci6n y sus condiciones de frontera 
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Fig 3.2. Elemento triangular con la numeración local 

(1,2,3) y la nu111eración global (n,111,p) y sus 

respectivas coordenadas cartesianas. 
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:Fig 3. 3. DiScretización cruda de la placa, mostrando -la numeración global, la numeraci6n local y 

la numeraciOn de los elementos. 
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Fig 3.5 Gráfica posición cont~a te~peratura para 

la solución exacta y de elementos finitos. 
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Fig 3.6. Gráfica posición contra error rat~ medio cuadrático . 
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15 Nodos 

1:2 Elementos 16 Elementos 

zo Nodos· • 24 Nodos 
24 Elementos 30 Elementos 

• 

• 

30 Nodos 35 Nodos 

40 Elem.,ntos 48 Elementos 

/.-
F~9 J.B.Mallas tipo 1\S1 • 



12 Nodos 15 Nodos 
12 Elementos 16 Elementos 

• 20 Nodos 24 Nodos 
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30 Nodos 35 Nodos 
40 Elementos 4B Elementos 

• 
Mallas tipo AS2. 



.. 

, 
:' .. 

-------Tipo sa 

• 
________ Tipo ASl 

' 

' 

0+----.-----.----~--------~----r----.----; 
No.Ele~a. o " " 

f'ig 3. 10. Gráfir;., Número de elementos contra error rarz medio cua
drático pard mallas tipo s., AS1 y AS) 

" 

' 

... .... 



• 
/ 

' 

S Nodos 
4 Elementos 

13 Nodos 
t6 Elementos 

• . . 
'./ 

45 / , . 
• 

25 Nodos 
36 Elementos 

' 
' 

41 Nodos 
64 Ele111entos 

:ig 3.11 Mallas tipo Sb 

/ 

•. 

' 

' •• • • 



log e A 

O. 2 S -

\ 

' 

-o. 2 5 

-o. 5 
o. 75 

Fig 3.12. 

1. 25 log- (No.de Elem.) 

•. 

,, 
' •• 

Gráfica nú,;ero de -~lemcntos contra error raíz medio 
cundritico para ~r~allas ~tipo s,. 

. .. 

• 



• ' 1 ' 4 '/ "' " \ 

' \ ' 

' ' ' 
"" 

• 

"' 

'" 
"' 

'" 
Fiq 3:13. Lineas dt1 temperatura constante 

.. 



'• 

') 

••• 
00 

"' 

' 48 

a .. o "" 
,., ••• 

,. ,., • en 1 >O 

8mO en T•O (J=O 

e-o en r>o 

• 

Fig 3.14. Placa con transferencia de calor por conducción 
con sus condiciones iniciales y de frontera·. 
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CP!TULO IV 

FLUJO POT.ENCIN. INCOMPRESIBLE 

4. 1 GENERIIL -- ,, 
En este c.,P,tulo se vn a tratar el caso de la solución de 

un flujo potencial incompresible y no viscoso, o sea un flujo 

ide.,l, por ~edio del método de elementos finitos, en conjunto 

con el método de Galerkin. 
, ', 

Para ej~plificar, se resolverá el problema de' un flujo 

bidimensional "'!rededor de un cilindro, el cual se encu~ntra 

entra dos placas planas. 

Este tipo de flujo puede ser utilizado para obtener una 

aproximación del comportamiento de un flujo real, con una vis~ 

cosidad muy pequeña, y co.n una copia lÍmit'e muy delgad1l en la 

•upert'icie, además de que sea incompresible. Un ejemplo de los 

!lujos que cumplen esta• conOlClones, son io,¡ riujot; "'""~"'L'J"n~ 

tes o aceleredos, 

4.2 PL~NTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES 

Ya que lo que nos intereasa en un flujo bidimensional, 

todos los planteamientos que $e hagan a continuación serán 

descritos en dos dimensiones para mnyor facilid"d· 

Un fluido real debe satisfacer las siguientes condiciones: 

a~ La ecuación de continuidad, qu~ en coordennd"s cortc~ianas ... 
• ( 4 ' 1 ) 

donde ' ' 
" ' " son los componentes de vclocidn~ en las di~cccio~ 

' ' nas x y y re:~pcctivamcnte, 

• 

o 



.. 

b) La se:· .. :\a loy do Newton o!n'todos los puntOs y en cu,.lquier 

... 
el El flc.1.d0 no debe penetrar dentro de cualquier contorno só-

·' lido, ni tampoco 

y el contorno. 

se deben formar oquedades entre el fluido 

" 
d) A las condiciones anteriores le añadi.,oa otra mis, El fluido 

debe ser irrot~cional, esto es 

. ' ( 4 • 2 ) 

El aplicar la se9unda ley de Newton a una particula del 

fluido, nos conduce a las ecuaciones de Euler y son: 

dil 1 
aY - P 

( 4. J) 

" ' ay- - ¡;-

• dondo. 1<U el· tiempo, • • p es la densidad- y p es la presión. 

Nosotroll vamos a considerar un flujo en estado permanen-

te,. por· lo tanto para este caso el primer 

ci6n·· 4.3 desaparece. 

' . 
término de la ecua-

Ya> que el flujo que estamos considerando es irrotacional, 

podemos definir un potencial de velocidad· a partir de la ec. 

(4.2) de•la siguiante forma 

(4.4) 

• • 
donde 1> es ol potencial de velocidad. De esta m¡¡ne~a obte"ne;..os . . . 
una. !uncion·<ll t«l, que su deriv<>da con respecto¡¡ una dirección 

cualquiera es . ' . la componente de velocidad "".esa direccion.Esto 



es posible ya que 110 existe roznmiento, un.l p«•·tícula que esté 

inicial.,ento en reposo no puede ponorse a girar, de i9ual mane

ra una partícula que estli 9irando, no puede D.ltc'ril.r su rotacion. 

Si aubstituimos la oc. ( 4 • 4 ) en la ec. 
. . . . ' 

continuidnd(4. 1) 

' obtenemos 
. " . ; 

. ' 

que es la llanut.da ecuación de Lnplace en dos dimensiones. Toda 

funci6n ~ que satisfaga esta ecuación es un cnso posible de 

flujo irrotacional. ' 

La ec. ( 4 • S ) tiene solución analítica para casos ·--·~·· r:1uy sen-

cillos, en los que las fronteras no presenten ninguna cor.pli

caci6n, sin embargo, para casos en los que las fronteras no 

son muy regulares, hay que utilizar un método numérico para 

xeao!·;~;o!::. 

Para el caso de un !lujo bidimensional, ' ' -·-también se puede' 

' definir una funci6n W, lla.,ada función de corriente, que nos 

relacione las velocidades en las dos di"recciones. 1\ partir de 

lil ec. (4.1) tenemos 

' . -
suatituycndo (4,6) en (4.2) se tiene 

a'l 

" ' .' .. . " 

• 

( 4 • 6 ) 

( 4 • 7 ) 

que e11 la ecuacHin de Laplaco para la funci6n de corrienLc y 

su solucii'in tiene di!icult.l'dns similares" 111 del potencial 

de V<llocid11U. ' 
' 



' • • • • 
... 

' se puede dc~cstr~r fá~ilmcntc, que la líne~ descrita por 
• • 

la función ~~const. es la trayccto~ai de una par~!cula del 

fluido y a esta curva se le llcma linea de corriente. 

El potencial de velocidad y 1á función de corriente se 

realcion;> de (4.6) y (4.4) 

• . - ( 4 • 8) 

Come consecuencia las lineas de corriente y las lineas equi

potenciales son perpendiculares entre st para un flujo ideal. 

' 
4.3 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS 

Ya que el mismo tipo de ecuación, listo es, la ecuación 

de Laplace, se utiliza para obtener el potencial de velocidad 
' y la función de corriente, la formulación de elementos fini-

tos es idlintica para cualquiera de las dos y la Única diten-
. . . 

"b~LU.Oa '=" ....... <.U"<U<;LUIL"tl qu.; "" ULJ..LJ.>;an. 

No existe ventaja de una sobre otra for=ulacién si las 9eo=e

tr!as son =ás o =enoa sioples. Por lo tanto Únicamente se des

cribirá la !ormulaci5n de la funci5n de corriente. 

Se definen las si9uientes variables audi~ensionales 

" - ' ' - ' ' 
donde q~ es la velocidad alejada del cuerpo y O es una dis-

tancia caractertstica. Sustituy~ndo en la ec. (4.8) se tie-
'' ,. 

- ' ( 4 . 9 ) 

Haciendo la siguiente aproximación p,¡ra un elemento 

' • • 1jl~1: N .1/l • 
i ~ 1 l l 

(4. 10) 

p 



5o 

donde~ es la íun~i6n ~proximada y N. son la~ funciones de 
> 

interpolación o funciones de baso de un elemento, n es el 

n(uo.erc de nodos del clol!lcnto y ~'i es el valor do la fun~ió" 

en cada nodo. Sustituyendo (4,10) en (4,9) e igualando n un 

residuo E se obtiene 

. ' (4.11) 

Con1idernado una proyección ortogonal del residuo sobre 

las funciones de peso, que en esto caso son iguales a las 

funciones de base 

,,, 
+ -}N. dxdy•O 

3y' 1 

(4.12) 

donde n es el dominio del elemento. Aplicando el teorema de 

Green en (4.12) llegamos 

-1 
o 

1f_ aNi ll ~Ni 1 3'' ~ ¡¡, (~ ..,....,...-+~ -,-Jdxdy+ ·t-,"'~.dy-.--N.dx)•O 
ox ~K ay aY X l o Y l 

r 
(4.13) 

Sustituyendo (4.10) en (4,13) y reordenando 

1 
3Ni ~ 

~j t-ax- ax + 

" 
(4.14) 

usando una notación simplificada escribimos 

(i•1,2,, .. ,n) (4.15) 

Aqu1 A y 6 ~on lla~ados m~t~iz de coeficientes y vector de 

flujo rc~pcctiv~mcntc y son 



• 

• 

• 
1.;· 5'/ 

"(~.lG) 
3N 1 _3Ni . 
1Y ¡y-> d>.dy 

• 
• 

(4'.17) 
• ' ' 11 

Para obtener el sistema de ecuaciones global, se eneemblan 

las ec. (4.15) de todos los elementos, obteniiindose 

(i•1.2, ... ,m) (4,\8) 

donde m es el número total de nodos. 

4.4 SOLUCION Y RESULTADOS . . 
El problema especifico escogido como ejemplo, es el del 

flujo alrededor de un cilindro de radio D•l entre placas pla-
• • nas separadas una distancia 40 y suponiendo que el flujo uni-

' .. 
forme ae encuentra a una distancia J.So, medida desde el cen

tro del cilindro, Fig 4,1. 

' - • 

• 
Por aimetr{a se utili~e una cuarta_parte dominio, . . . ' 

aeeeión a-b-c-d-e. Por inspección notamos que . . ' fronteras 

y e-d-e son 11neas 

' 
de corriente y como referencia tomaremos - • .. , en e-d-e. Ya la velocidad es constante '" a-e podemos 

poner 

• \1 • 1 (4,19) 

' 
Inte9rando '. 

' 'JI • y + const. (4.20) 
" 

lo que significaque la funci6,; de cnrrientc varía linealmente 

con respecto a y, en la frontera a-a, sustituyendo los valores 

de y,~ en la ec. (4.20), para la frontera a-b llcgillnOS 
' 



' ' t • 

Tedas 'las condiciones de f.-antera que hem'os definido hasta el 
• 

momento son del tipo Di.-ichlet. Lo Único quc,resta es definir 

la condición de fronterc para el lado b-e, sabernos que la lí

nea de corriente es perpendicular.a ese lado, por, lo que defi-- . ' ' 
ni101os *"O, siendo esta del tip~ Neurnann, Las condiciones de 

frontera se presenLan en la Fig 4.2. 

. - .. 
Para resolver este problema, se escogieron elementos 

triangulares, con funciones de interpolación lineal, por lo 

que s6lamente tienen 3 nodos cada elemento. Los elementos y 

las funciones son los mismos utilizados en la sección 3.2.3 
• donde se pueden consultar. 

En el prog.-arna de co~putadora que se realizó, primero 

ae gensran las matrices de coeficientes A de cada elemento, 

mismas que se ensam.blan en la matriz global A•. Pa.-a el vec

tor ' én los nodos en la frontera que tienen·~~ condició~ . ' ' de Neumann la i':'tegral (4 .17) debe evalua.-se. En nuestro caso 
• ....... , •• ~·:- -:-~~':'. ~:: !:::: <!":::.0.:: :::::!:::: ::en la condiciór. .:.:. 

Di.-ichlat esta integral tiene valor desconocido pero ya que 

la función de corriente es conocida allí, no es necesa.-io cal

' cularl11, Las condiciones 'de f.-on'tera del tipo Dirichlet se . . ' sustituyen en el sistema (4.19), reduciéndose con ello el or-

den de la matriz global, 

y se resuelve el sistema 

a Únicamente el número de incognitas 
, . L • 

resultante obteniéndose los valores 

de W. En el posp.-ocesamiento, 
;: ' 

se interpola linealmente dentro 

de cada elemento para obtener las coordenadas de l.as líneas de 

cor.-iente, además, por medio de la ec. (4.~3) ,se calculan las 

velocidades ar.-iba de la cresta del cilindro, 

Se utilizan dos discrctizaciones del domin~o corno muest.-a 

las figuras 4.3 y 4.4. La primera es una mall1:1 gruesa de 10 

nodos, us<>da tanto parn probar el . ' 
las zonas de mayor vari<>ci6n, '¡,, segunda ns una malla fina de 

73 nodos con 111 
. . ' . 

el omento~, quo ~e 'reali~ó tomando cuenta 

los ro$ultados ol>tcn'idos con la mnllu anterior. 



• 

•• 
• 

• • 
En.• la Fig, 4. 5 se muestran las linc;u; de corriente y la 

variación de la velocidad en la cresta del cilindro, se com

paran con la solución analítica aproximada, obtcn1da po~ el 
• 

mlitodo de Ütác¡enes' de la siguiente forma (Chung, 1976) 

• ·¡ H >'lfb .!!l. Í: ~lfx l"]l ll'"'qoo y-2;j"senhl¡¡-lsen( H )/L'osh ¡¡-l-eos Hl (4.24) 
• 

donde x,y son coordenadas con origen en el centro del cilindro, 

b es el radio y H es la distancia vertical entre las dos placas. 

se observa que existe bastante diferencia entre los resul

tados obtenidos con la malla gruesa y la solución analítica, el 

error ratz medio cuadrático relativo es de 8.5\, Sin embargo,al 

compararlos r(!sultados de la ou!.lla fina con la soluo;:ión analiti

ca, el error rair medio cuadr5tico relativo, en la desviación 
• 

de las curvas de lineas de corriente; es de 0,9\ el cual es'bas

tante oeoueno 1 en la IJ.oura se ve claramente que· c1ui coJ.nci<i"" 

l"as curvas. 

Tambi¡n se observa como.la velocidad aumenta en la cresta 

del cilindro al acercarse a éste y la poca diferencia que exis

te entre la curva de la malla fina y la solución anal!tica. 

Concluyendo, los resultados demuestran la utilidad del 

método de elementos finitos de Galcrkin en la solución de pr~

blemas de tlujo potencial incompresible y como,con una buena 

-discretización •e pueden obtener resultados bastantes precisos • 

• 
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-· FLUJO 
. ::!" 

. ' 

6~ 
••• 

CAPITULO-V 
POTENCI~·COMPRESIBLE . . . . 

•• . . 
• 

• 
• 

.. • • 
5,1 GENERAL 

• 

Cuando se estudian flujos alrededor de cuerpos sumergidos, 

nornalmente no se puedan ~esolver 1ás ecuaciones de ~ovimiento 
en' forna .. nal1tica, debido a la no linealidad de las rnisl'las,es 

por ello qua en el prese.nte capitul.o ce eatudiará la solución 

de un flujo potencial compresible subsónico y no viscoso,, por 

medio del método da elementos finitos, usando el método de re

aiduos pesados da tipo Galerkin, 

' . ' El caso de .fl.ujos "subsón_ic:os ·.ha sido estudiado principal-

·mente utilizando 

.tre los •traba)os 

los"'principios variacionales (.Shen, _197_7).J;;n-
' . . 

más importantes se encuentra el·de Carey(1975) . . . .. 
•el cual ,utilh:a un _pr:tnc;ip~o v_ariacional, en combinación con 

una expa.nsión de p_erturbaciono:-s. Sin embargo, como se muestra 

..... . . . - . . 
nq~~~"•'"u ~~ pueoe reso~ver e~ pron~e-

" . 
•• de flujos potenciales más sencillamente, - . . . 

con un método ita-

~rativo,cornbinado r::on al' método.de· elementoa .finitos. En esta .. . . . ~ 

•forma ,se;pUOiden" calcl.l~a,r ·las 11_~'!_4S. de corriente_ y <:'quip9t~n

:ciales, ,as!·,r::omo.el nq~ero"-de Mach local en r::ada pu!'to del es

¡;pacio. 

' 
·Para ej.,!llplificar, .se resolverá, al problema de 1.111 flujo 

bidimensional,a,lrededor_de un c;:ilindro sin circulación, el 

.:.cualcse•enc:uentra entre dos. placas. Este problema puede· ser . . . 
·e~tendido fi~ilmente_a el trat .. mi~nto de flUjos compresibles 

oJ.alrededor.de perfiles aerodinámicos, para lo cual únicamente 

... habr1a¡q~o~e. añadir ~a circulación, . . . 

• 5, 2. PLI\tlTEIIM!I::NT.::> Dll LAS t::CUAClON!lS 

:Al igual que '"' el C<~pítulo anterior, Y" qua lo qua se va 

a tratar es. un. fl~o~jo bidi.,ansionill, todos loG dasarrollos que 

.J.-se haqan a continuación,_ r.arán dcsc~i.tos en dos dir.~cns1oncs. 

' 



' ' En primer lugar se planteará'! 'las ecuaciones para un 

flujo potencial compre~ible permanente, La·- ecuación ·a., b<>lan-

ce de cantidad de movimiento, para un fluido en estado perma

nente y .no viscoso, está dado por 
• r: -

o " ' ':10. ' 1 -ª-f. u~+ "W"_-_"'j'jai 
o , 

" ., 
, . ( 5 • 1 ) 

donde ~ y O son las componenetes cartesianas de 

en las direcciones 2,9 respectivamente, a es la 

,, 
la velocidad 

densidad 
• ' P la presión. Para un proceso isoentr~pico se cumple,la s~-

guiente relación 

L • const 

• 
¡Y 

donde y es la relación de calores ospec1ficos, 

del sonido para un •gas. pertect_o astA dada por 

-1 
' 

" 
-. •• 

' • • 
( 5 • 2 ) ...• • .. 

1 • " 
la velocidad 

' 

( 5 .'3) 

• 
donde R es la constante del gas y 3 la temperatura abSoluta. 

Utilizando (5,2) y (5.3) se puede llegar a la siguiente rela

ción 

iR Az aíl • 

" - ""' ( 5 . 4 ) 

" ' sz a,., .,. - -,¡ 

• 

• 



• • 

' 

' ... 
que 815 

c:ión de 

COIJ Y t): 

la ecuación que define lu velocidad del sonido, en run-

lea velocidade• y de 

•• 
la, re~.aci6n de calores especíri-

• . 
. . 

. . 
'· ... 

Multiplicando por Q la primera ecuación y por Q la segunda de 

laS ec. (S. 5), sum:indolas y IJUstituyendo le ce, (5,6) tenernos 
• 

~-(~)~t~ + ~-(~)3~: ---~'* + ~~ ~o (5. 10} 

.. ' 
' ' . .... ,,. ". -- t : -

' Si a la ec, (5, 10) le •umemos y re& tamos sus ti-

tuimoa la ec. (.5,7) llagamos a 

' 
.. 

• • • 
' 

• • 

r,_¡.9,¡'ill!' + [1-"(~)3~ ~ 2úV . a e ,.. ..., • o 
L C'J dX 

' De la ecuación de irrotacionalidad {5.7) se puede definir 

un potencial de velocidad tcx,y) que sati•tace 

' ' ' 

' - -!* ' • -# 
' ., . ' •• • 

(5.12) 

Sustituyendo (5.12) •• (5,11) • • obtiene 

• . ; ' 

• 

(5,13) 

•• • 

• 



• 

us 
., 

·Sustituyendo (5.4) en {5.1) tenemos 

o. ao. " a' ,, .. 
• ' " • 

~ .,. • o 

" ' 
_,. ,,,(5.5) ,. 

' " 
,, 

'~ o u al + • '" 
• 

" ., • 
••• •• " ecuaci6n , . balance .. cantidad. de movimieÍlto 

• .. "" 
tunci6n de la densidad y la velocidad del sonido. La ecuaci6n 

de conservación de masa para un fluido compresible es 

quienta condiciSn 

'~ -,¡r• 

" ,.. 
Final.umta " ecuación 

" " 
• 

' 
" " 
, . 
¡'t 

.. ,. 

• o 

Cllmpl)t; 
• 

o 
- ... " ' 

• 
energÍ"' •• 

( 5 • 6 ) 

,, si-

(5.7) 

{5. 8) 

donde h ea la entalpía especifica, al subíndice ~ indica condi

ciones alejadas del cuerpo sume..-gido. De las ecuaciones (S,l) y 

{5,8) se obtiene, pura un gas peferro.cto 

,, . 
' . 

•' • • 

,_ • • 
{5.9) 



• •• • 

L¡¡s ecuacione~ (5,9) y (5,13)- forroan un sisteP~a ~.~'?plado 

' en la incognita ~(x,y), Definiendo las siguientes vari~blcs 
' "dimen11ionales 

• • • o ' . ~ o 

' . e 
' ' . '• 

' ' 

(5.14) 

. ' 

donde D es una distancia característica, las ecuaciones {5.9) 

y (5.13) transforman 

211 1i ti_ + 
ax ay ax )y {5.15) 

' 

'~¡,;¡ ..... 
• ay'J • ~ o o V 1 

' . .-
donde K.es el número de Mach alejado'del cilindro. 

En seguida se procede a obtener la ecuación para la fun

ci6n de corriente, De la ecuación de conservación de masa 
' (5.6) podemos definir una función de corriente \jo{x,yl que sa-

tisface 

' ' (5. 17) 

auatituycndo (S,\7) en h. condición de irrotacioni.lidad (5.7) 

llegarnos a 

(5. \B) 



• 

• 

7ú 

5. 3 FORMUL},CIOU DE f.LEMENTOS I'IN!TOS 

-•Para el potencial de velocidad f{.x,y), escribimos la ce. 

(S.lS) COlOn una ecuación de poituoon de la niguientc forma 

(5.23) 

donde 

(5.241' 

. . 
Haciendo la aproximación para un elemento 

(5.25) 

donde + es la funci6n aproximada y Ni son las funciones de 

interpolación de un elemento, n el número de nodos del ele

•ento y 4> 1 es el valor de la función en cada nodo. susti.~~

yendo tS. 25) en (5, 23) se obtiene un residuo. 

a•; .., a•<:~ _ • t 

axr V "' .(5.25) 

Se hace el residuo ortogonal a las funciones de interpolación 

tal que 

(5,26) 

donde O es el dominio del elemento. Tomando la siguiente apro· 

ximaci6n 

• 



'l i ~ 
• 

tiene_ dos tnc6gnitas 

• . ' u los t rminou ~ ¡¡
9 

y 

Eeta ecuación, aparte de no aer li~e&l, 
• • 1jo y p. De lea ec, (S, 5) podemos despeju· 

sustituirlos en tS,\81 con lo ·s-e obtiene 

. " ao a0 anv (S.19) 

otra vez, seria muy dificil resolver esta ecuación, ya 

que ahora está en función de las veloCidades que no conoce

IIIOS. sin embargo si sustituimos el potencial de velocidad 

•• lugar •• lu velocidad(!&, tS.-12) .en (S. 19), 

• 
•• 

t$ u. ,., • ,,, - - ' ##, ,¡ p-ta a "3~ + # ;;~ :i·· 
• 

(S. 20} 

nos queda una ecuación de la función de corriente en términos 

del potencial de velocidad, el cual podemos calculai de la ec. 

(.5~.15), ar igual que la velo.ci'dad del sonido de la ec. (5.16), 

Definiendo las siguientes variabl'es adimensionales 

- {5.21) 

• . L ,,_ o -

y IIUfltituyéndolas en (5.20), se tiene 

ti ¡¡2~, M!.ta:}i'~a;¡. l!. ¡¡1 ~ !i 
= • -·- • ay2_ el ~>< ~xl Jx a, 3i<'iY ax 

-
• .!1 ;¡ ~ • l!. a'~ a~> (5,20) ax a;¡·~y y ,, Jyl Jy 



1 

'12 

• 

• y aplicando el teorema do Green a (S. 26) reeulta 

Veando notaci6n simplificada escribimos 

~ . ~- . ~ 
j ' • 

U~1,2,, .. ,m) 

(S.27) 

'• 
' ~ :¡__ 

(5.26) 

' . ' 

(S. 29) 

• • 
A• es la matriz de coeficientes, 6'" es el vector da flujo é es 

el vector que representa los t6rminos no lineales y son 

t.--,.¡ 1{ 1{ d\1 
J_ l ! j 

n 

" ~)dxdy 

• 

• • 

(S. 30) 

(5, 31) 

{S.32) 



• 

.. 
• 

. ' 
El vector g se obtiene sustituyendo •,(5,25) eno•(_5,24) como 

' . 

,, 
• " --'>' 

"' 
y le velocidad del sonido 

. ' 

' • ' 

(5,33) 

.. 
(5. 34) 

.. 
A cgn ti n u a e ión' .. ensamblan ·.les ecuaciones " todos >o• 

elementos obtenidos •' 

-l A* 4'*•~*+.t* 
:1-1 ~ij :i' i., i 

(1•1,2,,-., ,m) .. ., (5.35) 

' • .... ' ., •• • ' 

. Ya que el vector t de .la. e c. 
• 

~s. 35) está en función de 

los veleros del potenc;:ia,l de~_vcl_ocidad en los nodos,. esta 

ecuación se resuelve por 111edio ~e iteraciones, para 1~ cual 

en le primera iteración se resuelve 
' 

' 

A*¡p • ó* (5.36) 
• • 

Para •1..,•0. t.oa valores obtenidos de oi>Cx,y) '"' oustituyen en 

el vector :t de (S.JS) y se resuelve la ecuación Obteniiindose 

con ella nuevos ve loros de 4<x.y), • los que se utilizan en la 
' ' siguionto iteración. !lsi sucesivamente, hasta qua la difcren-

cia del v,'lor anterior. y el 

magnitud. 

' nuevo $Ca menor que una cierta 
•• 



• 

' 

Para la formulación' de •la función de corricinte, se _sigue, 

un prccedimiCnto similar al utili~ado en el potencial de ve-. 

locidad, llegando a 

' •l 

" ' ',,., .. tÍ.+~. 
j=l - l. l. 

vector ' ,. obtiene • 

•, " 1j J NiNjdxdy 

" 
donde 1 esta dado por 

' . 

{i,t,2,.,.;n) 

,., 
• 

partir d• 

. . 

r, 
' -' 

(5.37) 

(5.38),. 

.-·~..:...:.:·.¡ · r • 

' ·(5.39) 

donde c 2 5e obtiene de -la misma' forma que en la e e.- ( 5. 34) . Al 

igual que 
. '· . ~. "' ' •' ' ; 

para el potenc>al de' veloc>dad, se ·efectua un en-

samble de todas las ·mátr'iCes "¿t, l'os el"eínentos (5.'37), pira 

obtener la matriz qlobal de c'Oefic-iente's; lo que se represen

'• 
(5.40) 

• En este caso el vector •• ... de la ••• (5.40) está en fun-

' ctón de los valores del potencial de veloeid¡¡d y de la función 

de corriente en los norlo~, sin embargo los primeros ya se co-

noccn de la ,-;olució.n ole la ec. (5. 35), por lo que se pued"n . ' 
sustitutir aquí, qucdundo la ecuación Únic:<•mente en función 

de ~·(x,y). Nu<'vanwntc se utiliza un método de iteraciones, 

• 



• 

'l ;~ ..... l • 

. igual a.~. usado en el potencial de velocidad pa,ra,encont~:ar 

W!x,yl. 

5,4 SOLUCION Y RESUI,Tl\DOS 

El problema específico escogido como ejemplo, es el del 

flujo uniforme alrededor do un cilindro de radio o, entre pla

cas planas aeparadas por un distancia 2 H y se supone que el 

flujo unifor~ne se encuentra a una dis'tancia J, SD del centro 

del <::ilindro Fig. 5. 1. Por la simetría del flujo, se puede to

mar para el cálculo solamente un cuadrante del dominio total. 

Las condiciones de 
t • J l . :. 

frontera, tanto para ·-el potencial " . '" velocidad como para la funci6n de corriente, se muestran en 

la Fig. 5, 2. 
• ' -. ' '·' . w> • ',o"~' ' ~ ' 

' 
del"¡dominio Ul uti,liran Para 14 '· discret i zac ión elementos 

triangulares. Las funcions• de interpolación para cada elemen-

to son cuadráticas, 

y. (5,39), ya que de ... ·-
cada elemento tiene.6 nodos uno por cada función de interpola-

ción, ' las 'cuales son 
... ,, 

" ... ' • ••• . . • • .. ,, • n, - L, '• - u, L, 
• • ' ' . . ,, -n, L '• ' i • 4L, L, (5.41) .. " '• 

N¡.• n, L, '• • 4_L, L, 
" • . . •• ' 

• • ' .. .. " 
donde L,, L,, ,, ''" ,., coordenadas· '• área ' '' relaciOn 000 

las Jcoordand¡¡¡¡ cartesiana&" dEl· 

• ' (5.42) 

donde las canstant":_~ "i'bi.'ci. están definidas por la ec. (3.23) 

Se utilizan coordenad~s da área por su facilidad al cfactunr 
. . . . 

operaciones, así 
• 

por ejemplo lns derivadas . . de las funciones de 



-' " interpolación so obtienen por 1~ ro9ls de la cadena COPIO ' . \ .. 
.. , .. , "• .. , ''• •• i "· a;¡- • ,,, • ,,, -¡;;- • 3i:S -¡;;-•• (5,43) 

' • ,., .. , "· '"- .aLJ .. , "' ' -,-,-- • "• " • 3L2"3Y • "E; ry- .. 
e • 

' 
,., integralaes '"' aparee en '" 

,., ecuaciones •• resulven 

• través " 
' • ' ~ ' 

J.,~ • '~ dxdy " 
n!m!p! 

(3. 44) ,, • 
ln+m+p+2)! 

• 
" ' " • 

" ' • 
donde ' .. ol l!.rea '" elemento tri,"l}9Ular. 

' " -' " 
se realizó un programa de computao;ió.!" 

.. atrices y vectores de ele111entos finitos y 

' ' que calcula las . - . 
también efectGa 

las iteraciones. Para el potencial de velocidad, primero 

se generan las m4trices 
., 

de""coeficientes A de cada elemento, 

mismas que se ens~mblan en la matriz global A*, Se calcula 

la integrla (S,JI} utilizando l•u• condiciones de frontera 

del tipo Neumann y estas ya ensambladas forman el vector glo

bal 6*· El vector t• se calcula con los valores obtenidos 

de • en la iteraciOn anterior, Las• condiciones de frontera 

del tipo Dirichlet se sustituyen en el sistema de ecuacio

nes (5,29), con lo que se reduce la matriz global a única

mente el número de inCognitaS y se resuelve, obteniéndose 

nuevos valores de .¡., La matriz A* y el vector ~· únicamente . . . 
se calculan una vez, ya que son los mismos para cada itera

. . 
cién, lo !lnico que cambia es el ve~Lor t•, en el cual se 

introducen los nuevOs valores de .¡., hasta que haya una cori'

vergencia dentro de una magnitud pr.,<lnterminada.F.n el pos-

• 



• 

' • 

•• 

proceaa~iento se interpola cuadráticamente 
. . . 

dentro de' c'ada 

eiel!lento, p•ra obtener lll,s Coord~n.,das' dO las lÍne'as e'q-ui

potenciales, 
• 

• • 
El programa para la función de corriente sigue un pro-

cedimiento si!ülar al anterior, La matriz A de la ec. (5,40) 

es'ta mis10.a que la del potencial de velocidil.d, ya: que 
• 

ésta 

depende únicamente de la 111alta y las funciones do interpola

ción que se utilicen. En el vector .6* se utilizan los valo

res ~ obtenidos en el programa anterior. 

•• 
El dominio primero as discretiza con una malla gruesa, 

' COI!IO muestra la Fig. 5,3, la cual tiene 10 elomentos y 28 

nodos. Esto tiene dos finalidades: La primera probar y co

rregir el programa de computación y la segunda observar don

de se encueritran las zonas de mayor variaci6n, par-a hacer 

una ~ejor discretizaci~n. 

J..a t·~g·. ~.4 muestra una malla m.is f1na con 37 e!ementoe 

y 92 nodos·, la qu"e" se realiz6 tomando en cuenta los resulta

dos obtenidos por la' malla" anterior. 

En la Fig 5,5 se presentan las lineas de corriente pa

ra la• dos JOallas en el caso de !lujo inco"mprcsble. En las 

Figura S. 6, 5, 7 y 5. B se muestran las lÍ.neas de corriente 

' y equipotenciales para nGmeros de Mach 0.1, 0,2 y 0.3 rcspe~-

tivamente, obtenidos con la malla fina. Estas figuias tambi6n 

indican la variación del número de Mach local, sobre lacres

ta del cilindro. 

se observa una diferencia entre el caso de flujo incom

presible comparado con el flujo ~ompresible y esta diferencia 

e o notable ·para altos númoros de Mach. se nota también que en 

el caso de flujo comprcaible, el número de Mach aumenta al 

acorcarce al cilindro. ll~to puede pH!Sentar problemas para un 

perfil acrodinS.Diico si el níi~:~ero de Mt~cl' loc¡:¡l se acercara 

a la unidad. 
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Para .bajos'núm<HOS da Mach, uc necesit<>n pocas iteracio-. . 
nas para la convergencia, como muestra la siguiente tabla: 

•• 

'. ' 
'·' '. ' 

ERMC 

o.ooo1 
0,0001 

0.0001 

Interacionea 

para 9 

• 
' 
" 

IteraciOnes 

para !jo 

' 
' 
' 

La !unción de corriente necesita menos iteraciones para 

converger, ya que se parte de valeros exnotos obtenidos del 

potencial de velocidad. 

Para la malla gruesa se logra convergencia hasta para nG

III.ero de Mach 0.5, sin emb01rgo los resultados obtenid.os para 

eate número, no son confiables, debido a lo grueso de la dis-

cr,.tiración, es por ello que no ~~ ---------- .---------··· 

Por Gltimo las aoluciones numiricas demuestran la Útilidad 

del 111.6todo de elementos finitoa de Galerkin, en combinación con 

un mlitodo iterativo, en la solución de problemas de flujo po

tencial subsénico, 

• 
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Fig 5. 1. Flujo compresible alrededor de un cilindro entre placas 
planas. 
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Fiq 5.2. Condicionas de frontera. 
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5Y5TEMS 

Applications Soft·.,.are 

The user (~eslgner, dra{l5mon, en<Jineer or .tcchnician) 
intcracts wit~--a ~'>0 system· thrOU'J" llppl'icatlons software. The 
prograr:1s ~talkn lhe user's lflnguage "s oppose:l to the computer 
implcmentalion Jan3'""'3" which is, ~lopefl1}ly, isoJ,ted from the 
user in lower levels of util ;.,;.,s ¡on<l syste'tl softwore. The 
usefulness o{ applications software is relntecl ~o t~e hu''"'" 
engineering of its interface with the user (commi'lnd lans¡u-•ge, user 
l/.0 har>:lware devices, software desi<;¡n, etc.) as much as the 
technical corltent and features of the program. 

1\pplicatiom:; softwnre can be dividerl into two categories; 
standalor<e arlél turnkey. The stanclnlone soft\;ilTC is av"il"~lC! from 
a soft~<~are vendor and frequently run~ on scvcr;ll <liffercnt 
t:tanufacturer's co,.,puters. The "turnkey soft~<~<~re is av11ilahle liS 
part of a package~ h~rd~<~"re/soft~<~~re system {ro~ a turnkey vender . 
'f'he turnkey vender typic¡:¡lly buys computer equipment from " 
computer ·:nanufacturcr anñ combincs· this 1<1ith his o~<~n software, 
h11 rñwa re - pac kag 1 n1 ,-. a ndo:wo r ks ta ti on -des i g n.. A . f ""' tu r n key. v endor s 
off e r -,mod i f i e d .. software~! ro m· anothe r,-.so f:. l<la re vendo r . _ A ·f ew· al S':> 
produce- ,th!!ir own-·- hardware- co:nponent<>, _ particularly 
microprocessors for ·speeding up-:::interactive graphics ·rcsponse. 

St<Hlrlalone applications-.softwar" l1as .t'm primary advantage_:of 
flexibility. It often can be implementecl on -computers over a 
broad slzejspeed range in orc¡anizations h~ving diverse_computing 
machincry. Stan:lalone soft"-'are dominates engin<"ering analys:rs, 
where turnkey systems either don't offer cup3bilities or ar!' very 
weak. Turnkey systems, on the other han !l. have the- pr ir:~ary 
advantag¡, ·of ·Ueing--available. !rom .onc source, avoiding the 
potential problems ·of -multi-veno::lor scenarbs.- They -h,.ve. "<;hievcrl 
<"- dominilnce In the <>rea· of•c¡eo'!letric modcling -an!l ·<lrafting 
(particularly. 20). 

Th i S S'.'C t ion r cv i ews·.th<' · standa l one. app 1 i ca ti o ns so f tw<> re userl 
in CI\D. Tu•nkey syster.1s·-are--::dis-;ussed in ·Section VII. The_-t¡lg 
news ·jn~standalone=CAD software is the mlgration .to-.smaller 
computers.· 

'. 
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' •• CAD S"oftware Vendorsjr)istributors 

1. Professor K. J; Bathe 
Massachusetts lnstitute of 
Technology 
Room 3-365 
Cambridge, MA 02139 

2. Swanson Analysls Systems, Inc, 
Box 65 
Houston, PA 15342 

3. Merlln T'echnologles, Ine. 
977 Town and Country Village 
San Jase, CA 95128 

4. Atkins Research and 
OeveloP"lent 
Woodcoqe Grave, Ashley Road 
Epson, Surrey, U.K. 

5, IKOSS GmbH. 
Vaihingei Str. 49 
D-71HHl Stuttgart 80 
West Germany 

6, C.E.G.B. 
Berkeley Nuclear Labs. 
Gloucestershire, England· 

7, Engineerlng Inform<~tlon 
systems, lnc, 
5120 Campbell Ave. 
Suitc 2411 
san Jase, CA 951311 

8. COSMIC 
112 Barrow H;lll 
Unlversity of Georg la 
Athens, GA 30532 

9. ~acNeal-Schwendler Corp. 
7442 North Figueroa Street 
Los Angeles, CA 9_0041 

10. Marc Analysis Research Corp. 
251l Sheridlln, Slllte 201l 
Palo Alto, CA :14036 

11. Universal Analytics, Inc. 
7741l w. Manchester Bldg. 
Playa del Ray, ':.A 90291 

" 

12. Entlintlering Mechllnlcs 
Res. Corp. 
P.O. Box 696 
Troy, Ml 48099 

13. PAFEC, Ltd. 
Strelley Hall 
Main Street, Strellcy 
Nottingham, '1GB "6PE 
England 

14. SAP Users Grollp 
Oenney Research Bld1·• USC 
Unlversity Park· 
Los Angeles, CA 

15. A. s. Complltas 
Verltasveicn 1 
P.O. Box 310 
N-1322 Hovik, Norway 

16. GTICES syste:ns taboratory 
School of Civli Engineering 
Georg la Institute of Tech. 
Atlanta, G~ 30332 

17. Structural Dynamics Research 
Corporation 
21Hl0 East'llan Orive 
Jolilford, OH 45150 

1 B. T-Programm G~BH 
Gustav-Werner-Str. J 
D-7410 Reutlin1en 
West Germany 

19 • .,C,UTO 
Dept. Kl61/270A 
P.O. BoK.515 
St. Louis, MO 63166 

20. SIA Ltd. 
23 Lower Belgrave Street 
tontlon, SW 1 
En1land 

21. Jo_rdan, Aposta}, Rltter 
Assoc. Inc. 
1vlminlstratlon Bldg. 7 
Oavlsville, RI ll2B54 
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22, lnteraciivc Craphics 
Engineering Lab 
University of Arizona 
College of Engineerin:J 
A~E Bldg. 16, Room 2Ul.'< 
Tucson, "-Z 85721 
Lt;.ozJ C2t,-/,t5¿; 

23. PD"- En:¡ineerin'.i 
l74ll Garry Ave., Suitc 2tl1 
Santa Ana, CA 92705 

"'' 
24. Manufacturin:¡ & Consulting 

Services • 
3195;.. !lirport Loop Orive 
Costa Mesa, ~-" 92626 

25. Lockheed, Burb.-i.nk 
Building 67, Plant ·~>,:..¡;. 

De par tment::B :134.::: 
Burb~nk; .CI>.""9151l1 .. 

2 6:. Ev ans c;and.-:-Su the r 1 ¡md ·: 
Computer Corp. 
580 Arapeen Drive 
Sal.t" Lake City, Utah 8HilB 

27·. Production-.... utomation 
Project 
College ·o[.·En-;¡ineering and 
Applied~Science,. 

Un i ver si t y ~o f. :Ro cheste r.: 
Rochester' .N'/.;:14527;""; . 

28. :o~t.,GI.: 
3 \~llstchester Plaza~ 
Elmsford·,· NY ;111523. 

29 . .'9,TR.t.,-Oatavision UK, Ltd. 
Syste'l\S. Engineering 
·Laborato.rles 
llafferty ,!lo use 
2_-4 Sutton Court Road· 
Sutton, Sur rey SMl 4SY _ 
Enqland 

Jll.' MCt.,UTO 
~pt. .K51l7 
P.O. Box 511} 
St·; Louis, MO·!:i31Fi6-

91 

,31. Tt'ch:~L<he Datenverilrbt'ilung 
A-Billll, Graz 
Lutht'l"')iiSse 4, >.ustrill 

32. Was~inq ·on Universlty 
Tec:hnoll ·1Y AS so e: ia tes 
8049 Li t,.inger Road · 
St. Loui::, ·~0.53144 

33. SC!A 
>.ttenroile>traat ~ 
3395 '-lee-n,;el-Kie:zegam 
Belgium 

3~. r,dvilnccil E·1gincerinc¡ 
Consultant! AB 
BoK 3044 
s-59~ ~3 Li~koping 

Swcden ~ 

- - --· 
· 3 5 •·. En<J in e e r i ng.-.Co:npute r~ --;::-.,-:_..·~-: 

Services, .Lt•l.. - -- -
Pi ccad i 11 y, ;.·a ~wo r th ,.~Sta ff s::::-· 

• •-B78 ~2ER,. ,Engl "nd 

·3<;. Computational "'ec:hil.''lics 
125 High Stret t 
So Uthham pt.on, Hampsh i re 
SOl.OA.",' ,Engla:'ld 

37 ... SOCOTEC-' 
nLes ,Ouadiantsn_::-.· 
3 Aven"e .du Cen::.re_ 

• -=' 

78182 St'~Quentir; ('n.:Yuelines:;-" 
Cedex, .France 

3'1.- Or. Edwarcl-::"L." .• Io/1 ~son
Hl50 Le neve .Place 
El Cerrito, C>.·9453o 

39. I"''SL, Ine. 
5th Floor N~C BuildinJ 
750~ Bellaire .Blvd. 
Houston, TX 77f13<, 

40.- r...· D. Llttle,-Inc.· 
211 .1\corn .Pa rk ~ 
Cambri:lge;.,"o>.·'f1214fl-:" 0 

.Qu 11d r ex _Co r por a t 1 on 
17:'10 Dcll·A•Jenlle 
r.amphell, Cll. 95(}08 
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42, Structur<'ll Software 
oevelop•~ent 
193~ Shattuck Avenue 
Berkeley, CA 947~4 

43, MCAUTO 
Dcpt. K246 
P.O. Box 515 
St. Louis, MO 53166 

44, AAA Technology and 
Specialities Ca,, Inc, 
P.D. Box 37189 
Houston, TX 771135 

45: Fitech, Ltd, 
Misslssippi State Univ, 
Drawer· KJ 
Mi ssi ssi ppi ·S tate, .. "!S:397fi2 

46.~ Mr-. .Ronald T.- Bradshaw- ·•· 
SS-CentraL Street 
.,.,.al tham,- ."'A .112154 

47. Gulley Computer Associates 
231Hl E. 14th 
Tulsi!, OK 74Hl4 

-48,- Stroctural·_Members- Users~

é;roup;-:: Ltd .-:. 
P.o.- Box 395"8; 
Univ •. of Virginia Station 

·• Charlottesville, VA '229tl3· 

49~"-Genesys··Li mi ted ' 
Lisle Street 
Loughborough¡ LEllDAY
England 

so. ECO"' Associates 
5678 W. Brown Deer 
"1ilwaukee, WI 53223 

51,- Synercom-Technoloqy 
P;o.· BoK 27-

· .;Sugerland, TX-77478 

52',_ CO~CAP Compullng Systems 
771lll Edflewater .Orive 
Sui"t.e 7iHl 
':)"kl<'lnd, CA- 9~i>21 

92 

53. Structural Programmin~, Inc. 
83 Boston Post Road 
Su~ury, MA 01776 

54. Sh>.:-J1er "'-ssoclates 
1959 Chal ice Way 
Toledo, OH 43613 

55. 

"· -

SysComp Corporation 
2fl42 Broadway 
~anta ~onica, e~ 904114 

~o1guin and Associates, 
~S22 ~romo Orive 
P.O. BoK.l299rl 
El Paso, TX 79912 

57. Zeiler-Pennock·,;.Jnc.-, 
272 7''B r yi-mt~St re e t--"' 
Oenver ,--: CO .• S~2ll-

• 

In c. 

58.· Stress .... nalysis Associates -~ 
4529 'A:1geles· Crcst:.;Highway.· 
Suite 104 
ta Canada, CA 91011 

59. Computer ~art 
55!1 "'est 14 "'ile Road 
Clawson, MI '43~17 

:61l.O-Northern .. Rcsearch and 
Engineerinq Corp. 

. 39· Olympia ·Avenue:· 
:Noburn ;- '-1" '018 fl 1'- ·· · 

--. 



. ' \ Software Rcferral Catalogs 

.) l. HP 10011~ Guide to OEMs and Software Suppliers 
OEM ~arket Dcvelopment 
Hewlett-Packard Data Systems Olvision 
llllll~ Wolfe Road 
Cupertino, c ... 951H4 

2. tngineering System Software Referral Catalog 
Oig 1 ta 1 Equ! pment Corp. 
Engineerinq systems Group 
211ll Forest Street 
~arlboro, M~ 01752 

Dlstrihutlon Agencies for Software 

l. ASIAC (Aerospace Structures tnform<'ltion and Arialysis Center) 
AFFDL/FBR 

'· 

Wrlght Patterson Air Force Base 
Dayton, OH 45433 

CEPA (Socl!!ty for Computer Appllcations In Engineering,, 
Planning and Architecture, lnc.) 
358 Hunger!ord Orive 
Rockvllle, MD 2'185C 

3. COSI>\lC 
Suite 112, Barrow Hall 
The Unlverslty of Georqia 
A.thens, GA 31l6112 

4. Natlonal ·lnformation Servlce-Earthquake f:nglnet!rlng Cornputer 
Applications 
519 Davls Hall 
The University of California, Berkcley 
Berkeley, CA 9472~ 

5. National Technlcal lnformatlon Center 
5285 Port Royal Road 
Sprlngfield, V". 22lfil 

6. NESC (National f:nergy Software Centerl 
9701! South Cass Avenue 
Argonne, lL 6~439 
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Who' s Who in th.:. GE/SDRC Joint Ventura ' 

Structural Dynamics Research Corporation 

SDRC, a privately owned corporation, wa"s organizad in 1967 as a 
consulting engineering services company dedicated to serving the 
mcchanical market. It presently specielizes in the npplication of 
cornputer-aided engineering techniques to rnechanical product design 
and problern solving. 

As a CAE pioneer, the Milford, OH, firm has achieved a 
world-wide reputetion for engineering excellence with its work for 
clients in these basic industries: automotive, aerospace, machina 
tools, primnr)i" metals, power generation, hydrocarbon processing and 
agricul ture-construction-mining equiprnent. · 

SDRC provides on-site electronic testing to salve vibration, 
stress, fatigue and failure problema in plant equiprocnt and 
structures, and computar an-alysis to predict dynamic behavior and 
prevent problems befare they occur. Through its SDRC/CAE 
lnternational subsidiacy, .organi2:ed in April, 198l,.it has offered 
CAE software encompassing all aspects of the engineering design 
process from concept through manufacturing. 

The firm has 400 employees, including more than 225 engineers.· 
Sales for the fiscal year ending March 31, 1981, were $21.5 mil1ion . 

General Electric CAE International Inc. 

GE-CAE Internacional software also will be offered by the 
GE-owned Calma Company and other lcading computar suppliers, as well 
&s Selected computar network vendors. 

In addition to marketing its software, GE-CAE Internacional 
'plans a worldwide nctwork of Productivity Ccnters where customers 
can experiment with CAD/CAM and CAE, receive technical assi~tance, 
and develop custom applications software without an initial 
investmcnt. Ccntcrs are now open in San Diego and Cincinnati. 
Others are ncaring complction in Wicsbaden, Paris, London, Tokyo, 
and Detroit. Additional locales are in the planning stage. 

-more-
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General ElE'ttric Infon:altion Services Cor:1pany __ , 

. • • - ... 1" 

GE Inforoation Services, ·a majar supplier_of- Computing':services, 
will distribute GE-CAE Internacional produces. The fi111> has a _ --~ 
wo:ddvide distribution and technical force of over 3,000 located in''. 
190 sales officCs'in 25 countries around che world. 

GE Inform~tion Services operares the world's largest -
commercially available teleprocessing network, which includes 500 
processing and communications computers. 

This co:n::n.:nications net...,ork provides the vehicle for a pap"erless 
flow of design and manufacturing data ro and from the laige numbers 
of cowponent·suppliers serving end·product manufacturera. ···~, . -- . . . . .. 

• 
• 

CalmB Cornpany-:::0. __ • .~ .. , .· ... 
and:_. GE ~ s CAD/ CAM ··.si.ibsid ~a ry o off e rs .mecha ~i cál ~ti es i&n , ~draft i ~8 

manufacturing2softWare·vith~its·turnkey graphics systems. -~- .. 
- ,, ',1'- • ---- =.:: 

Calma 1 s · 1 ine~of Sophist icated i nteracci ve-g raphics: produc ts ~wi ll::. _: 
"be •expand<id e o· in e lude GE-CAE Internationa 1 sof cware ·~- Calma 

hardware vill-also·be utilized·in GECI Productivity Centers. 
. . . 

The Santa Clara,.CA, headquartered firm, acquired. by GE in 
April, 1981, has 1,000 ecployees and offices'in 20 u.s. cities and·-: 
10 foreign~countries: It expects to·ship $100 cilliOn ·in' equipmenc·
in'l9Bl.. 

.. -- ....... 
GE~Industrial-Electronics!Group ·-

-- "The.-Industrial:Electronics·Group:is-the-focal .point of~GE'S-"" ~ ·
massive::oeffort~to:be a worldwide 1eader,in supplying·the autoi::ated-~ 

·· Factory· of che .Fu tu re-;- This. thrust . was _ announced 'iw Apri-1·, 19 81 , -
when GE;completed.the acquisitions of Intersil~- a major 
~:~icroelectronics supplier,- and Calr:>.n Coopany.· ~ 

. _ ,_ In1 addition to thesc ••holly. 0'-'Tled.subsidiaries,. the Group ·has 
t\JO divisions. The Electronic Cooponents -division· includes the · 
Semiconductor Products, Tube Produces, Capacitar Produces and 
Electronic Components Sales department,-plus the lnstrument Produces 
Section,_ Power Supply Operation ·and Liquid Cryst.nl Display 'Op'llratio"n.· 

-~The Industrial E1ectronic Sy'stems Division-comprises the·.·
IndUS iriaL Control and Dri ve ·Sys tems. departwents, and . the·r: 
PrOgr!J"'mabl e Control' and. Speed. Va riator: Produc ts. opera e ions ·-·--

. -. 
-

An Industrial.Electronic.Developcent Laboratory,- located·at 
Group headquarters in Charlottesville, VA, will bc,occupied in the 
Spring,_l9!:!2. 
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New Manual 

Consolidation 
Cr.r> ma~.;.;al exp~ains !he usage ol slaiiC, 
C)'narr.•c and piOI opl<ons: a How charl 
ill..,strates anaiysis lunclions 

lndex Tabs 
E1iCh major dala secuonllunctíon is high
l•gh:e-=: w•th index tab separator sheets 

1\0~ES 
ELE:.:ENTS 
LGAOS 
Si A TIC OUTPUT 
DYNAt.'.ICS 

Czrd Layouts 

RESPOi-lSE SPECTRUM 
TIME HISTOAY 
E2PLOT 
E2SPEC • 

APPENDICES 

Ea:~ ~::~:a scc110n begins with a card 
lay_cul slrip lllus1ra11ng the lormat uSed 
lo~ each ca:d type 

Output Explanations 
E'~nlp'es ol prinlcd oulput are picturerllor 
ea en eiement lypc w•th C>fllanatíons ol sign 
comcr.tion ar.d ou:put head:ngs 

Output Processors 
Ail oulout quani•Jics can be d•verted to 
a cis~ or :ape hle; oroc.ossors (FORTRAN 
p:og·~ms) wh:cn read t::cse externall•les 
<;1e g•ven in the Append•ces 

• 

Sia!ic and D:tn.::mic Finite 
El::r.lent An¡¡Jysis System 

EASE2 has long bem noteLllor 1ts abil1ty 
to hanrJic la~go structur¡¡l systems al vo¡y 
low cos:s_ :1s no .pr.nsen5~ a pproach lo ustir 
docurne;Jtation •s s0 straighUorward that 
mosl use1s code lheir lirst problems d~rectly 
lrorn lho manual w•lhout any need lar time
consurning tra1ning sess•ons or exp•msive 
semin<Jrs. 

• 
New Users Manual 
Now lhe user's m~nual has be en redes1gncd 
to atlow lor even grea:cr ease ol input 

Card images are included for every Cata item 
input so that the user can visualize each 
paran1eler. Tl1is is usclul to cng1necrs who 
use the timesharing/free lo:mat mpul 
optíons_ 

All vana bies¡¡¡¡; cel.ned \'IÍih a namc and 
wfcrence lo rlelailerJ not0s cxpla•n•ng thc 
use ol the nw¡¡ble and any c!lect 11 has on 
lhc an..;tysis Th•s is especrally benelicial 
to l.rst-lrmc usms wM rteed to lamrharize 
themse:ves w•tn r~omenclaturc and 
dehnot1ons. 

-



STRUCTURAL SOFWJARE DEVELOPMENT, IN C. 
ANNOUNCES 

SUPPORT SERVICES FOR COrJPUTER SOFTWARE 
DISTRIBUTED EY NISEE/COr.~PUTER APPLICATIONS 

SOFTWARE SUPPORT SER VICES • 
Structural Software Oevelopment lnc. (S.S.O.) has initiated a software support scrvice for several com· 
puter programs distributed by the Nationallnformation Service fo1 Earthquake Engineering. The pur· 
pose of this service is to providc NI SEE program users with fost, reliablc, ond accessible comultation 
services on thc u>e and interprctation of heavily used NI SEE structural analysis program¡. An outline 
o! these serviccs is presented below: 

o progrom familiorint1on lar ncw users 
o aid in structural idealilation and appropriate modclling 
• general problem diagnosis 
• input/output understanding and interpretation 
• additional, in depth, scrvices upon request 

Most proble_ms and questions c~n be handled via direct phone consultation. 

SUPPOATED PAOGRAMS 

:~· Suppon servicc subscriptions are available for the foUowing programs: 

STAFF 

TABS- three·dimensionallineM clastic analysis of buildings 
(uocoupled frames/rigid floorsl 

ET ABS - threc-dimensionallinear elastic analysis of buildinss 
(limited trame coupling/rigid floors) 

SAP- general linear elastic structural analysis 
ANSA -general non·linear stmctural analnis 
DRAIN-20- inela5tic analysis of plane structures 
ORAIN·T ABS- threc·dimemionol inelastic anillysis of build¡ngs 

S.S. O. maintains J full t1me staff e~perienced in the developrncnt, use and suppon of these programs. 
Pcrsonnel are available for phonc comultation 9 u.m. through 5 p.m. (PSTI weekdays. 

SUBSCR1PTION !lATES 

The subscription rate lor any single program is 5250.00 and includes a maximum of 10 hours comul· 
tation ovcr a period of 12 months. Subscriptions for multiplc program support or other alternam·e 
suppon arrongements are negotiable. Subscriptions are limitcd. 

lntcrcsted pJrtics should contact· 

STAUCTURAL SOFTI'JARE DEVELOPMENT, INC. 
1930Shattuck Avcnue 
Bcr~clcy, CA 94704 

T elcp~•one 4 1 !:i/849-34 ~8 
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'"'=-.----~- ENGINEERING MECHANICS RESEARCH CORPORA TI ON 
P.O BOX 696 • TROV. MICHIGAN 480~9 U S.A. • PHONE: [313¡ %a·160~ 

NON-LINEAR NUMERICALL Y INTEGRATED ELEMENTS FOR STRUCTURAL ANALYSIS 

A FINITE ELEMENT STRUCTURAL PROGRAM 

NON-NISA is a finite ciernen! computer program fót non-linear (9(!ometric~land material) structural 
anaii(SÍ!.. The program hao; two- and three- dimensional isopammctric alemems, At prcsent the 
program 1\as 4 & 8 node isoparametric elernents for plane Uress, plane strain, and axisvmmctric 
elements for two dimensioMI analys". For three dimensional ~rialysis, 16 node isoparametric thick 
shell and 8 and 20 nada hoparametric solids are available. 

Larga displacement kincmatics (gcomettic nonlinearity) is based on the towl Lagrangian formulation. 
A number of material models ~uch as linear elastic, linear elostic orthotropic. nonlinear elastlc·pla5tic 
and nonlinear elastic incornpressible (Mooney-Rivlin material) are include-d .. In elastic-plastic inodel. 
Von·Mises yield condition is being u sed with severa! hardening rules lil<e isotropic. kinemotic. combined 
irotropic-kinematic. and mechanical sublayers. 8oth ;tatic and dynamic analysi< are possiblc. In 
dynamic analysis, Wilron"s Theta and Newrnark's time integration method; aro av~ilable. 

In solving the non~incar equilibtum equations, a step-by-step increment~l formul~tion is u1cd. At 
each ucp, equilibrum iteration is performed (if desired! using modified Newton-Ra¡lhson mcthml 
until a convcrgence solution is obtaincd. and then . the the non-linear stilfness matrix is upd~ted for 
tha solution of the next step. Equations can be solved either by an in-core oran out-of-corc solver 
depending on the problem siza and available core size of a given computer sy;tem. 

~ EUMENT TYP~ UNH-R MRABOUC 

' OF fRHOOM 

" ISOf'ARAMETRIC 

1(> • HANE STRESS UX U>' V • PLAN[ STRAIN 

• AXI$YMM0TRIC 

'" 

~ ~} 
ISOPARAM(TRIC 

•TIIICK ~~HC UX UY UZ / ' 
IDf SCRIB[O BY 

~: 10e fi.ND ~OTTOM 

"'""~·· 

'" x/· ISOURAM~TRIC 

® w • tUXAIIEDRO" UX UY Ul '-· 
' ' 

CENTER FOR ENGINECRING ANO COMPUTER TECIINOlOGY 
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United Computing Systen\S' APEXISL Pro~ram 
. Library offen you a complete range of ad•anced 

en¡in.,.,ring pro~rams suitable ior operation in the 
time·sharing, rcmme batch and/or remoto jnb entry 
modt(s). Listod herc are tho majnt ~ngineetin~ pro
¡tams and graphk intetface >)'Sl<ms a•·ailabk 10 you 
on the APEXISL sy"em. A bud d"'criptmn of each 
program's funciLon follows. 

-------~~." 

CHEIMICAUPETRO·CHEMICAL 

AlDEX ll 
CHE,\1TRAS' 
CONCU'T 

CIVIL 

1 
CNCGRD 
COGO 
EARTIIWK 

=T~ .(J.o"V ¡>a -".P-c:....-cT . 
1 >: rl>t.oa_;t'¿ a-xd1 c:/¿4-LA..z ¡;e 

jr;ra<..e 1 xi! -~/lr:;t .srf:ft<:.<, ... 
5 t'ff'«d Plfil'a< / J-t '!-//e¿/ 

UN;-rEJ) C/JI#/v,-;,r_r; ::.y5. 
COMPUTER GRAPHICS 

1 
CALCO\-IP BAS!C & 
FUNCTIO~AL 

DESIGNnooO"" 
DISTU.• 

EARTJIWORK PROGRA~IS 
FLOORR 

SOFTWARE J',\CK,\GES 
CI•S-1 
DIS~Pl.A'· 

' 

ECONRUN 
Hl:XTR,\N'" 
llTRCSn 
IITRISH 
HTRRKI!l 
f!TRRTF2 
IIYPROI' 
HFRAC2 
PIPEFLO 
REfiNE~ 

SSIVLE 
SYMIIOL' 
TPFLO\\" 
WE!.LFLO 

ELECTRONIC PRODUCTS 

Fl.OORT 
HEC PROGRA~·IS 
POSTE N 
SECS 
SUBPLA T PROGRA)I.IS 
TRIDRIL' 
TRIMAT 

ENERGY MECHANICAL 

1 

D!SSPOl' 
HEWLETT PACKARD 

PLOT/21 PROGitc\1-IS 
PLOT!T 
PLOTREQ 
SACM 
SUPERTA!l 
TEKTRONI;>; I'ROGRA;..!S 
UNIURAII' 
UN!GRAF" 

JE2 ENVIRO"-'S PROGR,\~lS 
Circuit Simul:!tion Device & Process 

Simul3tion 
EC"lillE3 
FC"IIART 
:O.IE!lSI 
I'OGOS 
SOLCOST 

( P ROG 1/PROGZ/1' ROG)) 
f'Rl' 

PIP~NG 

/\()!.PIPE 
AN~YS' 
AU I"IJFI.EX' 
0\"N¡\I'LtX• 
EZFt.EX' 
Fl.,\NG[ 

HSI'ICE 
METAC"KT SUPREME 

MiCIOWaves 

AMI'SY:-;' 
C.\llSY~' 

("0:0.11'.-\CT" 
IWEI..\\ • 
Fll.S\"N"" 

F!RE Sl'R!Nh:LEI< 
()EStG:-; I'RO(>lL\I.IS 

INTI:RCO~ll' l'ROGRA~IS' 

WERCU PI FA 
TRIFLE;>;" 
TKIFLR• 
TRI\"l:SL" 
WAVIONET 

NUMER1CAL CONTROL PROJECT MANAGEMENT 

rn·L~-1''" 1 
AI'T 
CliTSII 

"UCS/AI'T 
TIMETAIILE" 
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Nonlinear Analysis 

ANSYS~ 

EDI PROGRAMS 
GIFTS IV 
KSHEL 
MARCS PROGRA.\15 
MSC/NAS-¡ RA"~ 
UA!!NAS'fRA:--;~ 

Business Applications 

MANAGE 

AOl.PlPE 

Marine Analysis 

ANSYS 
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EDli'ROGRAMS 
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KSHEL 
MARCS PROC.RA~IS 
SAP4 
SPACE4 
SPAR/EAL 
STAAD-111 
STRAN 

EDI PROGRA~I~ 
¡.,JARCS PROGRA]I.!S 
MSCJNASTRAN 
UA!INASTRA:--: 

SYSTEMS PAOFESSIONAL 

Oeslgn 

OESIGNS 
STAAD·IIl 

Concrete General Analysis Masonry 

BOXCUL COLLD<; IJRGWAL! 
COLFTGI IJI!TTRS EQI'IERI 
COMFTGl EQI-:S\\'1, 
CONCOL REGfR]I.I 
FLPLT RIGFR.\1 
NONI'llM SHWIN r 
PR!Sil]I.J Sl~IPlll<.l 

PRSTRS SPSTRESS 
PRSTRU 
RETWAL2 

AlPHABETICAL USTING OF 
APEXISL ENGINEER!NG APPUCATIONS 

AMPSYN" 

Heal Transler 
Analysis 

ANSYS 
MARCS PROGRA.\15 
MSC/NASTR1\N 
UAI/NASTRAN 

Stecl Wood 

IJ¡\SI'LT GLUI.:\\1 
CO~Il'BA TIMBER 
COMJ>BU 
STUI.\IU 
STLCOLI 
WELDII~I 

Grnrratn •talic, m= and dynamic piping anatyses 
and re ro m "hich nl<ct cnrr<nl ANSI and ASME 
cO<lcs. 

u .. , dirccl ')'nlhc•i• ~edmiquc• 10 cakulnl< 
amplifícd inrut, output ami inlc.,tag< ""'""'"': 
mccl> mcr·•l'<Cified b~ndwidth, rippk ~mi g'"" 
slopc ttQttircmcniS. 

A ID!: X 

1-bndlcs h<'JI lronsf,•r [,,. HlbHiar ltcal c>cb.'"''"" 
~• wdl a< ""'ihk h,·~t. wnJctt>1ng N ''"P<"iliug 
~han~,~ol'·rh·"'' on , . .,¡,,., tlw shclhidc or lllhc-ide 
or a11y TE~IA hc.n ndun¡'.<''· 

ANSYS~ 

Soi\'CS enr.in,•crin¡; analv;i< prohlcm• .,,¡,!' thc 
mmri\ dt,plo.:cmcnt mdhotl ba"'d u¡mn infinilc 
dcn>c!ll i<.k.tlit.LilOn. 
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Material Nonlinearities 

MARC contains an extensiva l•bra.y ol material 
beh<rliors_ AU types ot behaviOI' whk:h make physi
cat ~ense may be present 1n a songle ana!ysJs. All 
maten~l propert•es may be temp~ratura depend
e~. t. ~~d ab,\rary an'•sotrcpy (eg. layerw ortho- · 
u o ;o e s~a.~s) m ay te d"l.nW as a tunc:10n ot posi
t:Cn l~rC\!(lh '"'" subroutmes Examp!es of 
ccr,st•tutrve chJractarizatJOI1S available in the pro
¡¡ram are: 

o lsctropic, Mema~ e orcombined hardeningol 
Flg~rc 8 

'' 
,_' 

' 
1 
' 

_l 
PROGFiESS<'JE YtELDING OF PERFORATED STRIP 

DIA:V..1DTHOFSTRIP- 12 

' 

• 

MAne An.dy~t~ Re~ur'h Corpor•flon 
World He,1dqu~ttcrs 
160 Shcrldan A~enue 
Palo Alto. CA 94306 
Telephone: (41 S) 326-7511 
TVIIX OtO 373 20tl 

'------------

etaslic.plaslic malerials w•lh Mises or Mohr
Coulomb yield surtaces. 

• tncompressible elements, potentialfluid llow. 
• Metalworking. 

• Assoc1ated or non assodated How rutes. 
• Croepannli'sis-stress 1nduced. Special high

temperature theories (ORNL equat1ons lor nuclear 
components~ 

• trradiat.on induced creep swelling. 
• Coulomb lnction 
• Concretecracking. 
• Nonlinear elasticity (e g , Moaney Material). 

• J->ntesratevatual•on and C.Q_Q_ pred•ctions 
tor fracture mechanics. 

LOAD V MAX. STRA!N FOR PERFORA TEO STfltP 

OlA:. WIDTH OF STRIP - U! 

LM 

• ,.00 ' o • • 
' C.15 ' 

-------------
oro Flnile Elemenl 

0'> 
Fir>te Ek!ment l E1asiiC Per!ec!1y Plasl;c; 
E•penmunlallrom WorO Hatdening 
Tneocarls & MarkeiOo H'IE-00~2 

o 
o •o '' '' " 00 

MAX_ STRAIN, E e la 
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You knowtllot lob or field tosttng cam
blned wlltl ltlcoreticol anoty:;ls ts the 
bes! opproach lo mony dosign Prob
lems Al Engirmcrlng Methods, PllOio
etostlc meosurements are usad togem
er Wllh ltnite etemem onolyses to 
reduce your deslgn h_me ond co•t•. 

Photoetosllc mcasurements mad., on 
actual hordwaro ore used to ven! y tne 
finito olemcnt ormlysis or your present 
des.gn. !hoy con be opplied under 
vorying temperolure ond humidtly 
conciLhons ond !hoy show luiH.cld 
stroln poHems lO< eitner stotic or dY· 
nomlc load cosos Dcsign changos 
<.lfe then prototvr>nd wlthin tho <.om
puler uslng tho tonite element onotvsis; 
you reduce the rrumoer al hardware 
prototypes needod. 

Englneer1ng Mcthods helps you pln
palnt ond conect proctem oreas In 
your design- whelher 1111 In trtc lreld, In 
trte tac, or on tho dmwrng board. 

11 you o~eody use photoelo•tic meo•
uremenl$. use Engineenng Methods lo 
help rolrove worl< averlood, lo check 
c;ilical anolyscs, ar lo provlde ad
vanced expe<llso_ 

To gellhe rlghl onswer In le>5 limo tor 
less money, · 
Don'! Use Convonllonol Melhods, 
U.., fngineering Methods. ---·---....,, 
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CONPUTER REQUJREI·:(NTS 

The BERSAFE 5tress analysis package is written in FORTRAN 4 
for the !Bil 370. A few extensions to standard !\HS! fortran 
have been used but in general it•is easily converted for 
other C~<~chines. 

Versions of the package have been installed over the years 
on various ~achines produced by the following manufacturers: 

IBM, ICL, DIGITAL, UNIVAC, PRINE, 

CDC, BURROUGHS, GEC. 

The most recent versions of the programs are available for 
the larger 18~1 m~chines from !SI·\ 4331 to· JBM 370, and the 
Digital VAX 11/780. 

If"you would like detai1s regarding the insta11ation of the 
BERSAFE package please contact the: 

BERSAFE Advisory Group 
CEGB Berke1ey lluclear laboratorieS 
Berke1ey 
Gloucestershire GL13 9PB 

Te1: Durs1ey - 810451 Ex t. 221 

Spu, ~et0 k-n!fWYL /m "(f_/, c._/fi.?¡¿ /v 

rac.+Uht r/1-lcJ~/Cics. 

--·---·-------· -------·-······-
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Comput('!tional 
~~ Mechanics 
~ Consultants 

36DlA, Chapman Highway 
Knoxville, TN 37920 
Phonc: (615) 577-5494 

• 
COMOC: lU!l-F.:l! LER 

Fltl!TE ELEMENT COMPUTER PROGRAM FOR SQLUTJON 

OF THE OUAS 1 -ONE-D Ir·', ENS Hli·!AL 

IHVISCID NAVIER-STOKES (EULERl EQUAT!ONS 

1 Implicit, Time-Accurate 
¡ Phase-Selective Non-Linear Dissípation 

1 Mixed Flows with Shocks 
1 Accurate and Efficient 

D!STRIBUTED BY 

COMCO PRODUCTS, INC. 

3601-A CHAPMAN HIGHWAY 

KNOXVILLE, TENNESSEE 37920 

• 

Note: This material foros a portian of an 1\ir Force Wri~ht flcron.¡utic~l L.lhOrJ-
tories Tcchnical Report S\.Onmarizin!J ~ research projecl on finitc ele<ncnt m .. l.,r
ical mcthods for thc "'ulti-dimcnsional Navier-Stokcs cquations. This n~port will 
be pub 1 i shcd appro~ imate ly JunC!, !982. \1 
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CAE API'LICATIONS SOF'IWARE 

The CAE integratcd applications Software system likewisc mus! address all functions and applications 
required in mechanical product dcvclopmcnt. The software mus! be distributed and portions of each 
package mus\ 'rnn on intclligent grnphic workstations, su¡>ermini product computers, large mainframes in 
a batch modc, and on nclwork foreground and background proccssors. 

The c:ore of the applications software nrns in an interactive mode on the ncw virtual memory "super
mini" mid-range mainframcs, i.e., DEC VAX 11/780 and/or IBM 4341, as shown in Fi~u.-.: JS. V.'hen 
these machines gel loaded, or !arge computations are requircd, processing is automatica!ly deferred to 
large in-house mainframes and/or lO network computers. Such processing is perfonned in a batch mode U~d 
returned to the product computer when completcd. The system command cxecuhve and product data 
ba>e managemont systcm automatically "spawn" particular applications software packages and provide all 
appropriate data n:quired (available) for the application. 

• Panicular applications on interactive graphics minicompu ter workstations are used to oftlood the product 
computer with !hose input/output graph.ic and computational activities that require the hi&hest leve! of 
intcractivity with the operator. 

' 
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Figure 15. CAE lntegtated Applications Software Systcm 
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. STRUCTURAL OURABIUTY DESIGN 

TYPlCAL ·:·._ TOOLS and METHODS SUPPOATING OESIGN PROCESS 
DESIGN 

COMPONENT ANALYSIS 1 SVSTEM ANALYSIS 1 CYCLE 
PRODUCT OURADIUTV DATA BASE 

. Oesign t •Deslgn Duly Cy~l" 

Planning [ RelerenCe Ve hiele Eoaluatlon 1 
• ""hiel~ De>lgn lood Ca•• 
• Veh/cfe"Un~e,o/ond/"!1' 

Singl~ Syst~m • 
loads Modets 

Concept ¡ Concupl 
Engineering . 

' ; "' Relined Syslem Componen! 

" loads Models ChatacleTI$Iics 

l _ ! :omponMI 
lnitial 

' 1 
Specilical/ons 

Design ¡ . ; Concapl 

Refined 
Flnile Elemenl Analy•ls 

Oetailed • Relean lor Pro/olype 
Desfgn 
Oevelopment 

• Reflned Componenl Chafilclerlst.lc~ 

Detalled 
flnUe Element Analyols V,hlcte System ModeJ 

Oeslgn Ptoduc! Dtmobllity 

lmprovemenl 
Dallt D~•e 

Figure 11. CAE Approach for Structural Durabitity Dcsi&fl 
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·Figure 12. Material P10perties from thc C~rporate (or Divis.ion) Enginecring Dala Base System 
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' STATIC /l.liAL~SlS BY THE DISPLACE~.[UT MfTHDD 

:l.~ PROBLE11 fOPJIULATlOII 

Thc c>planotion of any co~-plex •ctivity """t be subdivided ir.t_o rhases or steps in order to 

bc_inttlligible. Jn the <ase of a computer progra"' for,struüural analysis lt ü convenient to 

divid• the total offort lnto o Problcm fomulation'rl,ase anda Problem Solution Phase. The ter-

01ir.oHon of the Problm ronr.:~lltion Phase is arbitrarily ü.oscn to occur at the point where the 

' pro~ertles of u,e struoture havr been rcduced to matrh fonn. (In the case of boslc statlc on-

alysh this onurs bet"'!en bloc~;~ and S in.the flow dlagram of Figure l. Section 3.2.) 

3.4.1 Structural Hod•ling _ • 

Tho beginning of the Problcm fonnulation Phase occurs in the mind of the analyst. He con

tecpht~s r.ature {or.hh novel, or whltever), decide~ what he nee~s to ~nDW, and cnn~trud~.a 
' . 

JT\i! tho.~" ti ca 1 p1·ob 1 em who~e · ;o 1 ution ;-·he 1 hopes , - wil 1 provi de· re 1 evant · an;wers · to hi s. que.s tions ~~ -

l!elfill, _natur~lly. rec¡uire·ctnputation.al tools'to solve his o:ath~"'"tical-problem;ond, lortunately~- ·~ 

1 
1 

! 
' ' 

or unfurtunately,.thc available to~h have a strong influence•on•the analyst's'choice of·a r;~th~' 

• .,..,tical probl~. lt lfOuld, after all, do no good to fo=ulate • probleoo t.hat could r.ot be 

solved. 

The rar.ge of choice in r:>ath,.atlcol prob;om fo,..,..lation provided by 1~"-STRfJI-is, hO>re•er rich-

in d~tail, liJOitcd to one-ba.ic approach,-naOIE'ly tlie-use ol.finite element structural.rnodelS., 

!t.is·rr.e•ns thatothe substitut~·..,a~heOIItlcal probll•o,refcrs·to·an,idealized lllQdel,with ·~ finit~ 

nu"Jhor of _ deQrees of: f reedM, . • partl cvlor · s•l ect ion <>f. topo 1 ogi cal object. • {gri d:po 1 n ts on d e le-":·· ·~ 

rr.eetsl. and • liroitod rang~ of structural-heh .. ior ... n~ relev~nce of the behavior of tt.e·ldeal

ized.structur~l 1:10del to.thc ~nalyst~s questions cleariy dopends on the particul~r.choke.oL' 

co:nponents'for thc model. This procedure, referred toas "structural ro~eling," is thc 1::0st ¡.,._

p~rtont stop In the proble01 fcmulation phase, sinoe th~ results of on analysls can be no bclter 

th•n thccinitial assurr.ptions. 

lhe User's P.anuar con:ains a chapter on·•tructur~l l:lodeling. Section 14 of.tho lheorcticol 

P .. nual describe\ some odvanccd modeling techniques thot utilizo speciol feat~res of MSTPNI. For

U.e present, • s..all exa:::~le will sc,...,....to lndlcote the general.nature of.the I'IOdeling pn.cu• 

and-sme cf the fcatores.cf IIASTRAII that relHe·to 11. · 

fjg,:re la sho"" a typloal alrcraft Hru~turc, a ring fra:.e with a parthl bulUoe~d acttng •• 

3 .4- l 
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STATlC AN~LYS!S BY TIIE OISPLACEI-\E!jT M(11100 

con>iderlng the sbell to ~·hich thc fre:oo h Htached, the ait31yst ""'Y havc • spechl reoson for 

Coing so. lhe resulting ide"lized roodel of thc frame can, in any case, serve as p,:trt of the <lOdel 

for thc complete shell. 

lhe idealized oodel selcctcd by the ~nalyst, figure lb, cont~ins 

13 srid points 

4 Bor ele:nents (B) 

2 Rod el.,.,.,nts {R) 

2 lriang<Jldr Plat" []cments (T) 

3 Quadrllateral Plate Elcmcnts {Q) 

Each grid poi"t has s!x dcgrcos of frcedom (thrce translations and three rotations), The 

analy;t has, however, elected to anal)''e the respor.>e of thc fra~.e toa pair of vertical loads so 

that lt is u~necessBry to consider out-of-plane mtions of the fra::c. The.out-of-phne mtlcn; 

are clirninat~d by applying single poir.t con~trair.ts to thrce of the degrees of.frcedo:: (two rota~ 

tions and one translotion) at ~~.eh gridpoint (This can be irnple1nentcd wHh a ~ingle dota tard). 

Onc of the neccsary taüs in pre¡><~ring input data h to spcclfy the location of gr!d polnt$. 

Jn NASTR.<;N srid point _locationO can be spodfied by rectongular, cylindrictl Gt' sphel'icol coordl

nate syste~s (see figure<} and thero may be •n unllmHt·d nur:t.'lPr of coordinato syste:r.s of each 

type in a given p,..,ble:o. All that is requlred ;, that they be reloted, dir~ctly or indirectly,: 

to each other and toa "b-asic" coordinatc systcm, which;. rOctan¡¡ular. In tho oxample o!" Figure 

1, the analyst found it conYenl~nt ~o.loc•tc g;.id points on the rlng'fromo (polnl~ 1 to 4) wlth o 

cylind,.lcal wordinate syste:o and to locate point> on the floor buHhcad (p<>ints S to 13) "ith a 

(SH F,§ . .t) 
A •~para tetas~ is the >election of coordina te systems~ to cxpress the co:nponents of r10t!on 

' H grid polnts. ln the ex.,plc of Figurn 1, the co~rdlnatc system for 010tion have been sclened 

to be identkal to the coordin,tc <ystems for grid point location, •lthou~il Uds is not required, 

lt will b~ notcd in figure lb thot the grid points for tho ring fr~rr.e are located on thc outer 

edgc of the fra.., rather than along its centcrline. TMs will not rcsult in poor accuracy if the 

prOvision for Mfsetting tho neutral axis of U,1r eh~.cnts h exercised. Reinrordng Rod elcrr.cnts 

(Rl and R2), whi<h have a.i~l sUifne>< only, ~re phccd betwcon grid points 11, 12, and lJ to 

. 3.4-2 
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,;,.late the stiffcncr alcng tt.e ccnterllnc. 

lhe Phte el~...,nh (T's znd Q's) are sel~cted to contain =.!lrane (plane stross) properties 

only, •lnce out of phn~ be'l~Hng is precluded by the nature of the l~ading._ llo restra!nt on in

plano rotation (~ 1 ) i> provided by the platc elements so that u.e o, oompnnent of motlon rnust be 

eli.,!noted by core single point constraints at gdd~lnts b to 13. A spetial problem occur> a t. 

grid polnt 5 bH<use of the require=•nt to t~ainuin ctm¡:~Hibility of tnphn~ routlon between !.he 

adjacent bar ele:r.ent (B
4

) and the adjo~cnt triangular phte (T
1

). Th• problem is sol ved by""'""' 

of • multlpoint conltraint bebeen inplano rotc.tion (oz) at gr!d polnt 5 and th~ vertical l'lotions 

(u
1

) at grld points. 5 and 6. The cquHion of constralnt ;. 

• 
uy5 - " - ,, --• - . 
'o - '• -··--~ ... ---

-::._--....::....: --~·,;:::. 
--~ 

Addltional singl~ p<>int constrt~tnts are re~uired al~n~ the ce"t~rline of syrn.etry to con-.--"· --

straln 1:0tions·in the" direction {including the e direction .t gridp<>int 1).' ;. •pedal type·cf.:... 

sir.gl<· point constraint, lno1m as a reoction, is used to constrain vertical 1:1otion at grtcl point 

13. C"nstraints vf thh type are automatica11y.r'-"llDv~d when a static onalysis is follo•o~ed by • 

dynu,ic •nalysi,. l!l •¿dition, a spechl theck cilltulation is provi~ed {<ee Section 3.5.5) to _ 

~etermine·whether-the input.iO>pedance at reaction r><>l~<ts is corree!. 

!t wlll .be notcd that the.grid poi M> in Figure 1 have been.nu~.bered ccn.ecutlvely storting ot · 

affects the bar.dwidt~·of the stiffneH Ntrü ~nd.the.resultir.s Cl)!:"~~ter ~o1~tion·tirne (se~-"" 

Secticn 2.2).· Grid polnt scquon<ing •tnteru-'h discvs'"d ir. the:U•er'• H•nuol. :The~""h>·id••-h'<

th~t the •rithrr.otic diff~rcnces botween \he sr~uencc numben of grid ¡"ooint; thot ~re·.physlca11y 

a~jooent '''"uld be l'lini,ized. 

ln order to f~ciHtate grid point,scquencing-1or the.pre:;ervation cf bor.~~idth, tho·u;e~ h 

pcmitto~ to •pecily grid p<lint nu::Jbcrs in t·~o differcnt w•rs. The c•terM1 idcntificalion nu:rb~rs 

c•n bt· "";g,ed to grid polnts in ~ny rnanner thc osor.dcsir~s .. [1c.~cnt·connoction and load infor-. 

Ntion preparad by tl:e user refcrs.tc thc.extemal·identinc.tion nomloers.·-The"intel"flal s-quince-."·· 

r.ln~C~ He gener~tcd by the u•er in o p¡!itcd llst thlt relatcs·externol ond·internol nl.CIIbers.-

~inc~ the intern•l •cQUe!Oce nwr.bers ap~car nwhere ~h• in th~ input dota, th~y t.lolJ·CI,ily t>e 

cbongc1, H cl~sircd, lo r~flect •n in.prov~d handing "str~tcgy .. Prcp~ration n~ t~e ?air~d list-is,·• 

• 
• 

3. ~-l 
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1' 

,. 
a. P.ing fra!lle w!th floor bul~he•d. 

' . ' 
o, 

1/2 p 

,, 
., 

' 
"• • ,, 

" • '• ,, ' ,, 
" ' ------ '' ' ,, _Q, lO 

" 
b. ld~alized structurol model. 
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VIl CONGRESSO GRASILEIRO DE ENGENHARIA BIOMÉDICA 

plato ""'•"' ooly, thlo , ... locotlco 1o ,_ 

~ ••••• ..,. -.......,. """''. n.;. -"""' 
e! _,....,~. diaibat<o U.. """"'" o< ploq 
•-.l;ht """ """'" a """'" ...,arolh<d ..,,,.. 
uo. ................. "-"""''"'"" ""'' 
S"f'P"rt .... ncHOO v-.ioo }b,O<ly ~lt}o }O>d 

¡ooint in "" > orul Y "''""'''"' ln tho "''"'" 
o< 'h• plato, lineor into•pohuon io ~••• 

te pro<l .. ly luo•<o '"' >•rn '"'''""""' p<oi,L 
.... ""'' -tho.O ........... in u ....... . 

«>nolot..S o! on ,,.,.,, ... ...,, """">•i• ef •-
oqune !>Ol>A<o •"-tfo.- of ollffuin• ollr" 

"""'""'· - h,-, o< thoO< ¡~•••• w .. -w
.0 "> plooing o C)"li•><Yicol lood ""i;ht 
00 Hl wlth center drilloO Mlo ot voriouo 
locotlono ond nocing whon ooo m """ of !ho 
"""""" tron•doc«• inOicotod o plotn ooly 
,,... Tho pooition of '"" load weigt.t in 
""'" o eooo woo ootod •• lylno oo U.. bn> --,.,, .... 

""" ••= foz o .,.oolooo dg!O ploto "" 
oloot!o oop¡..,-to <• f"""d <o "" "'-""""" ol>o
pcd oo oOO.~ L:/ the d.o•hod """"Oory Of >lO• 
l. "~>lo korn olso "P"""''' o l!mHino 
ol>opo ••""' .,,.u,.. ooi'J'Ort-to-ploto .u....... .. ...... .... ...... """"''""q .-.
•"-''" 01< p<OHntod in Fll• ), A <""--'ly ~· 
.. m obopoo !or •'4'!'0rt "''"""'""" , .. .,.,,,.. 
«.,. t»o t>-rotiool .W.! ... ot n "~" te U.. 
thecrot!ool """'""" ot • .,, ,,_, ""' ono 
q"""'""' of '"" ,,._,.!col """''" plot., 
lt •• el••• U.ol "' ._.,,., ........ ,,. ""''" 
ootwO<d f<o• t),. """' oo '""""" •tlff-
""""" ino. ...... "'" .... ,.,. ..... ,.., .. .... 
"""""' ...... "' . ..__,, "'"-"'••• ..,.,.. ... .... 
~ O IV• too o nculqld ~''"'· At "'" 
""'" ••«•-• ·~ plo<o-ol>o,... "'"' =no,,.,.., <o..-."'""'" •Ol·f<'•t ot!ffoooo. 1t 

<"-'1""0 "'"' tho two '"''"""" con ... v!,_d 
•• ind•f•'""'"' of ploto ot!Hno'" "'"' ,._ 

¡~•d<nt "''"' oupport ot!!!no"'" '""''"• 
'"'"' o •v~ •• -. ''"""""""'' to u.. ••.,,.._,, ............ """'• = .. "''"'"• 
oot of -•llol• Oerm '""""' >Mct. o.-. !....-
"""" ol ...._h o•-pport ond pla" oum .. oo, 

00 o • 
o 
o 

00 

' " " " ~ 00 -· X 
~ o 
~ 

00 l!lfiO =890" 

F!g. '' "'"" ¡,,,, .. , oho!'"' '"'"' ""' , ...... •"'"'""'· 

• 
' e, 

e 

"' 

,_. """'oh tho korm h oUoctd by u.. 
otitfno .. ~• U.o ~loto,,,. olootk "'""'' 
of tho ploto oro no9l1~1Wo ond ""' ...n ... 
ce<nor-t<>-<>o<nor plote U!< !o< ,,.._ ••••• 
oto<llod io 0,0,0 ••d <o< o'""""" ot<u
n••• e! '·' • 10• N/lo. •Lth thio In ,.;.o, 
it lo'"'" to ''""""' thot tho """' •><•
ttc "'"""' ov.<ftei..,uy ""«''""' tho bo
hovior . 

,..,. .u ... "' '"'"''n• ........ """""" 
"'""'"' ,_. ........ ~ ..... t, "'" ..... u. 
..,.,., ... , ...... .., .. ..,., .••• u •.•. ,, ··-
~·~.,·lo tho .,olyolo. A ooofu.l ,..,,. , 

""'' in"" d.,cripUoo of ploto oHffo••• -. 
(O) ' lo 

. -
....... """ ........ ..,...,, «otfl.-4 .,.. 
_,,.,,.,. ot ...,. 1- "-• plOtoo t..,. 
"'"··-· ~·-··'""--' .... -······ «<><••-u •• , ........ "'""'"'" .... - .......... . 
pr<>duood <'o ......, •ot ot '*"' ,_,duieo. 
"""'· tho , .. ulto of thio otoOy opply to tho 
f4mily ol p)Oto< """'"• o ' "''"" of 2-7> x 
>o' N/o, , .. .,dl•" of E, t, ¡, ood "vo>ooo. 

boolto ,,.., o l&borotory t<« oE two 

oquo,.. plo<oo of '"'"""'' dhoMlon rootl•·• 

"""" ""~'!'""'-" "' """~'""' ........... .... 
l.S o lo' to/o "" deylotod in Flo. o. n.o 
ohope """ l<><otl.., Qf U.. >om ...,..,,.,.. io 
tho .. tooto cloooly •rpn>rl,.too thot ••-
P"d•d ...... """" .,. ,,, , ....... . 

!!! "' PLATE 2 

LORO "' 18 N 

X AXIS lcml 

Fi9·'• ""' """""'""" polnto ''"'"• """'''"" 
,.,,o!<ol to<tinq <>f > "'""'"''"" 
pl&too. 

It ....... ., • .-. ..... ~. '""' fo.- • 
"'""''"" """""' <oppO<ted ploto ~.,.., • 
"""""'" ,..,_..,, e! l. 7J x 10' """· '"" 
4= ,_,...,. loo! .,. o ''""'""" ot •<w<>"
otiUnooo. ..,, tho .... o< o "•'• plato 

00 ........ """'"''"· "'• ..... """""""' .... 

"" """''"''" In clo .. d fo,~ &nd h .--.. to 
==N '"' ot Uor total ploto "'"· At -
oU.Cr .,.,..,., ..,,, ploto •••tino """'' rl;l4 ._ ... -······ ...... -""" .. ,..,... 
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• • • 
' , 

• 
,1 

' • 

' ' ' ' ' 
• .• 

.. 
~ .. -· .. -·----.. ~ 
' . 

• 

by U.. ~lato <00"0 _,. <XO<"!'l<O 1000 Of U.. 
Hoto orco. TI>O onoolol footou in tMo 

""Llyoio """ olOt< •Uf!"'"' .,. '""""'' 
oU«n•••· •iti> '-"• >•m ..,.., .. <)' roio<!Ao 
oo o <"""'-'-'"' of o_..c oUHnooo o.lono fo< 

onr •"'"" ploto oUffh<oo. H U.. '""""'" 
otUtn.o• 1o ,., • ...,,~t, U.. >ot» ..,.,_ 
.. ..,. u '"""" to .,....,... """" o rlo<o "-.«<· 
""'' ,. ........ ' •••• ,.., by ....... 

rurtbor <nop<<Uon of tho ,..loUoooh.!p 
.,.,,......, '"""""- oU<<n••• .,,. ''"' ..,..,,..,. 
)oeoUoo <<><o o<_. <"""->r of plot~o (Lo. 
, • ...,.w.•l ••• , .. - ""'"'u"" 

'" 
""''' ~. y""'"''"'' ••= loeotion, ~ • V2 
000 n h o f""<tl<>n of '"""",-! otllfn•••· 
<:lo&>l> ion • l, ..,... 4 .. ,,_,,.o otroigh< 
Hno oM<b r.¡,ro .. n<o tho di..-.! '"""" in 
\ho <H•' qoo& .. to Un • >. tho >•= oh&pO 
1o o ol.r<lo. ..,, """""'""' u U..t ._. •~ 

·-
•, ,..,. • ,,.......,,., ""' '"""''"" r • K • -

Vl, o~~ •V>, wM<h """"'"~• tho ·~
,,._, •• "'' .~"'··-"""""'" ,,,¡,. •• ---. 
otlffn••• of th• '""""rt" t<> P'"""""'' • 
..... ,. o! '""""'• •' 

"' ..., of oracHool ..... o roJujOn<'.ip • 
....... ~ ~ ... .,,_¡,~ ............... -=··· --
• .,._. ~·~._. to '""' • linoor .,.,,..,.uon~ 
uwLl•d • 1"0-lO<J """"'"""""" oo <he 
optt ... l o>-<>loo. n.o <irot v.o oo<Qnd "'"" 

.. · 
lot ..., .. " .lO<¡' o O.Hll9 lo.¡< 

vltl> r • l. oJO o Jo> '·"""' ,.,, 
'"" -" '"" ~ · •-•= • ,.-• Uoo ~· 

""'""lo.¡"< ...... . 
• ~i<h t • 4.8»1 • lO"'•-(Sbl~~-

• 
""""' F 1o U>o lo.,t oquoroo """ !>l-Oe-~ 
tln .. by--. 

• •-·..., tI n-.-- •u, u'¡ ,_ ,_,_ 
........... - '"" "·" ..... by'· ""'' •• 
lO<¡" "' "'~ by s, t io o portlo<lar """"
in u,, (o,<) '>'·"• """ ,.,. <ho toco>·m...-. • 
>-.t of ...,,_,,._. n.o lot.., '"• ""''' Uttod "''""" ..... , ............ -'-" ..... , __ -

' 
!!.rl:!t!!! 

1t ...., ..,.., ,,_, U.ot «<rtoU, plato , 
<loot..,o,d<¡ .. .....,,._.(l) <,.,_.ol <rano- • 

........ .,... '"' .,.,....«- ..... ''"'"""""' •• 
hid!cooti<•o•ll .. o (1) ty,.. ol """"""''",.._. 
plato otto<>-nt (Olon .. or un~ .... rd) .... y 

~""''"'' ,,...,...., .. ••o«lto ir "'• 1004 follo 
..._.._., .. of U.. >•r>< ...,.., .. .,.. lnelu<t,_, of 
J-lo<o ..,,.,._, In "" ,..._,r"• .., .... , u.. "'"" 
«> '""' ., od4JU""ol ,,....,, •=•=• to '"" ,.,.u ...... Ul~-~<»<p~••'" ., ..... 

•0.-<or P••'""""·""UC U..''"'"'"'""'.,;..,. • 
Floto ...... .,. 

>.o..-.. !UUn• pn><o~ '"'''"''"• U..-<, 
ulaU.., ,,...,. lo ....-.. • !o .._, to m. " ..... ,,_ "' -·plb· u.. ...... ,.,.. ... .,. ....... 
...... , Ll) .................. , .......... ,..., ... 

........... :zl"""'h ·=-· ....... ""-'-"•· "" .. .,.,..... ........... "' ........ '"""" 
'" 

' ' , • M'" 
• 

• ht ORDER 

• 
' 2"<1 UROER 

'· 
' 
• 

; 
• 

"' 
• 

"' 

' 

• . -' . ---.-
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D<tnmin< t~t '""' '"""""''"'" l>ctor lor lh< ci«ul" ftll<l in tht .,,lly 
toodnl mcmlt<r >hownio r,~ ll4_ Th< ~idth o! the ""'""'" ch•n~<> ltoOI 8 to-
4 <m whtlc thc Llti<lm<» '""''"' wn<lont "'0~0 cm, Tht notmol '""',;Lo 
pninl ¡., lo oOc ti¡:ht ni thc hll" h" > un11,rnlly ''""'l•uO<•d v•lut <ol 441~-::J 
N/cm1. Tnr mcml><r it 111.1~< hom •l<d th.\l'h.- >n ,.¡,.,,. U1<.!ul~>ol ~~ IQ' 
N /nn1 ••od • p,,,,,., •. , ,.,.., ol (U~. 
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Thc ultoi>O<d h..nttml>l d"plo<<m<ntl '"' '~' n.ode• o lona thc .. p., cd~c "'' :_ 
. . 

• ,unOionn •• 00141 <m .. Tl<!< v.lut> indocotc thll wtcho.., «•ched o r<gton ol-<' 
untform Woio, ond thu> '"'"• •nd th>t tOe l<n&th al the moJel i< >e«¡>llblo.- • .• 

Tho """ compun<nl> oh1>i11cd in th< •olution or< conltaot "'" lh; "&'"" ol •. 
lhc <lcmont. n.c nod•l:,.lt><>.<on-bc nhtoioed-by-opr\ri•&•th< ron~t~l<ll1 0-
clcm<nl t .. ull>nl the<>ry d•><U<«d in Chapl<r 6_ Th< n<>dol '"""' ol lh< l.otS<OI"-'-
ptin<ip.ol ll«l>-ln a tcr;i<>n """"d <h< lrlkt "' pr<>enl<d in Fig_,U.T:.Thc'·-"-
l.t~«l •·olor "''"" lt no<l< 6~ ond i< Ml67 Nfem1. Thc "'"' <UO<<nlrohon 
>Oiu< «1"''" '" Lh< ••ooo N /con' """ " 1 41, Thi> ,,¡,., ;, «•>onably do.:. lo ~-
thc.v>luc ul 141 ~iV<n hy Sonf." (1962, -loblc !3·1) '.Thi>·<•omplc will h<·
wn•odcrcd '1'"" 'm ChopO<< lb, 
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.,g, 1 '-1 Somo voluo> o/ o, I<H '"" '""' eleme~t quod••••~•ol moo<&l, 

' 
Tht r•incipol '"'" volu<>, 01 , ,, 11>< ond! ond in lh< «~i-;;;-;;r\h, r,n,o fo•. tht 

l<>o>-tkmtnl modd '" 11\oo.n in Fi.,_ 16.7. Tht nod•l volu<> ol o," th< Ido ond 
!ighl <nol<, ''"•g• ou/ 1<> 21,918 ond <1,9)1 Nfcm', l<lp«h•tly, "'hioh"' 
''"" '" lh< ,,.,,..,., ,,,lu<< ol 11.000 ooJ 44,000 Nfom'. Tht valu<> ol o in oho 
"~"'"uf oh< f•Ud, """''"· "" '"'P'"· l'or<l, Lho volo« ol o,; ond ·~ ot lho 
"~"'" '"'"" .,, ""'m u., lhoy >loouW 1>< bul inSlo.d ><<in lh< tan&< of 2C(l(l 

N/om'. n,. no>.l.>l .. ,., " lh< up¡><> <nonmon '"'"" ni ''"'""" ohr« ond 
lou1 d•ll<> l>y ''""' 15,000 N fem '· Thi< " on indi"'"'" lh•o tho tl<mtnl g<id ;, 
nno l.nt <l~<'<>th. '1 ht <Ll<>< »iuo• •l<>n¡; 11>< <UIY<U boun<J"y <>1 th< follo! <hangt 
•ignoho•noly lw"' <><><'"~In lh< "'"" •n~ mu1< ohon '"" equaiJ<>M oro n«dtd 
lO mo~ltl th<"' ••lo". Tht m"'"'-""' valu< d ~, o< ,.,.,,.¡ 6l,<Q:J N /<m', whi<h 
i1 <qui»l<nl t•l • >11<» oone<nh•tion ol 1.~1. which dtlltr> lrom lho O«<pl<d 
'<iu< ol 1.42 by 7 ptrt<nl -

An impw'fmmt in lh< """va loe~ would be «¡><<l<d tO accompon) • fon<r 
s•Od ol dom<nl< Th< d<t<rm<naoion of oho r>Odt louroon• ond lh< p•u·><hing ol 
lh< dala feo • ftn<l gtid '""' lo bttom< lime con•vmin1 ond tho hiJh<r-ord<r 
oltmon¡, '"no Ion~<> 11« qui,<«t "'Y 10 >olve tho prublom Tho •oluoion givon 
in <:h•P'" ll ;, P"'"-'~ly tho "'"" ,..;nl<ll to obt01n •nd ;, lf<< fuoO<d opiJon. 
Tloe "" ol • l.r~ numl><> ·or unan >1mplo <l<menll oh.o ""k" P""tblo tho 
Jppro!ilfO.It<>n ol lho dO>piO<<m<nll •IoM tht loll<l bound.,y wioh o ~00<! dtg>« 
ol "''"""Y· l ht· poim>!y dt.,,ldv.ont.lg< in """g lho ""'PI" tlom<nh i1 tht need 
lo 1<>1•< on<>lh<r 'Y'""' o( <qu•l><>nl on nrdor lo obtoin nodol valu., for tho 
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Fr~nt: ...1.,.,-,.L<n.tvt~ S.K,j<.{qqr: .f,¿. 1(1<></t'r,-qn, 

EXAMPLE 1 - ROBOTIC OESIGN "Ini"'J'I"I';, ,._.t!(;r_..,/".ft~4.-~ • ..¡_ CI'IE =--<-4 .f'.d...á_.(, 
0,;.,m..,Ñ.<e(.<V•:flt_;r .•• ~1_,1)r~<N /,;L- {;]- .).,¡,....,-ft..fu« 

· . /'/ti'¿>, 5".:>-tr,6r¿r<R,..,_, W.c • ..-,-~y ~ 1 Che-,""". l'll/tJ. ¡>' 
In creating desigm for the next gcneration of hirJ1-pcrformancc industrial ro liots, computer-aidcd engincer
ing techniques prove cost-<:ff~ctivc al cach stage of the dcvclopment process and f ro m cvaluating altemative 
machinc gcometries, lo analyl.ing stress distribution in structural components and predicting system time
response characterislics. · -

For certain of lhc.se problems, computer-aided engineering provcs indispensiblc; that is to say, one is not 
able to devel op d esign solutions on a practica! time schedule withou t a well-considcrcd application of these 
tools. 

-

Figure 5. Computer Output Display of a High-~rfonnance Robo tic Manipulator 

In lliis example a set of funclional specificalions was outllned for an advanced industrial robot whieh 
demonstrated perfomiance capabiiilies su!X'rior to conteffiporasy devices. For example, a one-metcr dcvice 

· having a maximum payload of 20 kg was required to acceleratc a !y pica! 3 .kg payload al over 3 g's in an 
ann-sweep motior1 commencing in any !inkage orientation within the working cnvclope of !he linkagc. 
AdditionaUy, the manipulator was to have thc capability to achicvc terminal vclocities at the too! point
exceeding 3 mctcrs per second with a st.alic position error of 0.20 mm. A design was to be developcd which 
eould act as a prototype for a line of commercial products having a range of sizes and payluads. Preliminary 
design specifications for the scrvomechanism called for a vers.atile, anthropomorph.ic contlguration, Figure 
S, providing as maoy degrees of freedom as provcd use fui for applications likc discrcte-parts assem bly, bu! 
having a modular construction which pcnnittcd thc climination uf joints and actua tors not rcquircd f or any 
particular application. Thc systcm waS to utilizc electric servumoton;. The design was to pennit thc incor
poralion of advanced-tcchno]ogy subsystems, such as passive or instrumented compliant wrists, inte¡;ral
stress-strain feedback for overload protedion, and so on. _ 

Based on thesc and other functionaJ.¡;pecifications, a hypotheti~l dcvelopment program was uñdertakcn in 
• whieh -computcr-aided engíncering mcthods wcrc utili7ed to solvc key structural ··and servomc~hanism ~ 

dcsign problems Whic.h detenninc robot performance. ' .,_ 

•• 
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The general CAE applicUions stratcgy outlined in the tex~.---~e ~4: commcnces -with accuinulatinr; 
certain engineering data necessary for preliminary simulation and design-efforts. Sin.,~e this project involved 
the· development of a de vice wltich was in many respccts tbe rrr:st of" Hs kind ~ .'foth•t is, jt was not a 
redesign bu! incorporated many new mechanical elements ... the enjirfeering data'base which would 
normally be available as input lo conceptual design was not e>t\ensive. J¡yorder lo ntablish standards, ·. 
commercially-avai!able miLnipulaton of similar configuration were used for referente les!ing. Key perfor· . 
manee val u es for the systcms and certain components wcre derived using modal·analysis \estlng to eoll~, · 
znalyze and display data from e>;citation' tests, ind using inleractiVC. systems analysis software to ,¡:enuate 
system models. Gear reduccr performance, for cxamplc, which w;u anticipatcd to be critica] 10 system 
response and positioning, was thus characterited prior to design. 

Al this stage, characterizations of the opera\ional requirements for typical manipulation proce=s, such as 
uwont-case" and urepres.entative" pay!oad, tr.(jectory, and time standards were also deHned. These 
characterizations were subscquently used in computer simu!ations lo evaluate and compare proposed 
system conccpU. 

, ________ _c_c __________ l 

........... 

1 
.,. ·- .............. -. 

--

__ ,. ______ , ___ .. ··- ........... . 

Figure 6. GraphicOutput from lnte¡;rated Mechanism Pro¡:ram 
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Thc concq>tll.!l Jc,ign pha'c bogan with thc <ldinition of ~ltcrna!ivc 'Y'icm conn·ph, c':H:h d,·;ctihin• 
~ mcchanism ¡:comctry, drivc schcmc, pacb¡;ing conccpt, couuol 'chcmc, cte. Thc:;c m~doinc ""''';ll< 
wcrc dc·wlopco.l inp.u:olkl ami wc·r.· analyzcd on an inWr.!cti>·c ba1is lo !he Jc¡;rcc uf dctailnccc"MY :<'r 
deci,ions to be m.ilk, v.c·i~hing thc rd•tivc mNits o!' thc altc·rn:J!Jvc' ~' to wl1i<:h ¡;oncc¡H was ¡:,•n:r.dt;· 
most optil11JI. Somc pcncil ami papcr work was invol•·cd in¡¡,¡, dt'ort, but al ¡¡n carly st:1gc salid vo[Lil11Ct:i' 
modd$ '""re c-rc·atcd and a dcsi~n data base bc¡;an to form. Thc main anal;:tical tool <'nlJ'IOFd dmi~~ 
conceptual dcsign was an intcgrJtcd mcchanisms prograin. Thi; pro¡:.ram, run on a snpcrmini thr<.>t:¡;~ 
¡n intcracti•·c H<:tphics terminal, was nscd both to cvaluatc linlar~ kinernatics, inc\utling _,,,¡, chaf<le\erhti.:s 
as lin~/joint dtsposilion and •·olutn~tric interferenccs, and also to ~xaminc linl:ogc kine!JcS. 

Figure 6 shows a n ex a m pie of the tnteJ',Iated mecha1rism program output. For ,·~am pie, th~ actuator t0r<Jl:é 
requircmenls ami induced loads wcrc dctcnnincd gi~cn cel1ain prc;cribcd linlag~ topologic; and paylo.,J 
accctlcration. 

Figure 7. Bound~ry Ed~c Dcscrip!ion of Robot Componenl-Lcft 
Automatically Gcncutcd Finitc Elcm~nt Modci-Right 

Following thc sekclion of system concepls which helJ potetltiJI for meeting m·cralt prodt~cl spccific.l\i(l~"
thc systctn modds werc ncrcis~d lo dcvclop dct:nlc·d curttpurtcnt dcsi¡,, sp~cili;:ations .llld de<Lgn lo.¡,:,, 
Le., componen! spJCC, conncction dq:.rccs of t'rccdom ami characl•·ristics. c-ornpon~nt wcir,ht ubjécti-.·s, 
n:!ati\'t cct\ler of pa\'ity and principal axcs locations and dircctions. d,·sired sn,·n¡;th. stifl'ncs~. fJti¡:n~·lif,·. 
jotnl dampine, etc. En¡:incc·rillg thcn ((>euscJ on two rdai<'d O<pat> of stwctur~/s;"·orn~cll~nisrn intc·r.oc· 
tion: componen! slrllctllral J,•••gn ami analysis, ami control systcm J,·si¡:n .tnd anoly>~<- ltHiil'ichtJI Cc'i:1-
pcmcnt drsi~s "''" ~eomc'lncally modclcd in tllc computcr and :tiiJiytc•d t•siu~ finil<' clcllh'11l n~c·tlu'd' 
witll automatic mesh ¡:~ll<'r.otion >('lftwarc·, figure 7. ,\ soliJ mod,•l, hidJ,'n·,urf.lcc Jisplay of a link~~: 
mcmbcr with JI! JS<oc·iJtcd structmalprorcnics dcri•·ni alllom~li,·ally frum ~,·ometry, in ,-~actly tll,· k•rtn 
nccc''"f)' to compJrc apinst componen! d~s1gn >IW<:irtcatiuns are shown in Ftgure 8. 

Str•·n~th. stiffnc><. wci~ht, fatigue lifc and dampin¡: are triliral structurJI rharactcristics (lf indili,hd 
· computlcti!S a nd ll1 nucncc· ~p,·cd,' accmacy Jnd st.•bili t y of thc- m cr .olt m J" ipu IJ tór sif·.n i fic an ti;·. 1 n tití ; 
contnl, 11 can¡,,. sc·cn th~t ¡:c'OiiiCtl'ic· moddint~ uf COilliH>twnt> with auton1:1tic .tnJiy'i' .:ap.lbiiili,·,, w 
a>sur,· ~OUip(lnc·nt ~,·hJ>'iOr JI the carlkst dnip1 sta~cs, is Jll ,•xto~mdy usdltl JIU! productÍ\c 1uol in thc'"' 
applic.ol ions. 
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'"' Servocontrol systcms wcre dc~igned •nd system performance ~valuated using a hlock-oricntcd <y<tc;n 
simuhlion digit~l computcr program. In this apprnach, a vcry compreh~n~i•·c and ac~ur"tc rnn<ld •,,,., 
crcatcd of the control sy~tcm for c.tch joint, Figure 9. The mudd includcd v~lucs for .<11 Lq· p.ITa!lH'I'''' ,,¡ 
thc scrvocontrol, actuator and systcm kinetics- 'uch as tinte-constraints, g~ins, J'rictiun torques, tcnccle<l 
inertias, gravity, ~n<l so on. Thc moJel was cxcrcir.cd with various control valucs and mod,r,,·d as n<·ccs<;,ry 
to cnablish !he propcr desigo for cach joint control !o assurc an overall sy>!Cm demoiiStr.tins the lcwl; of 
performance dcscriiJcd in !he functional spccifications. S)'slcm response stabihty, patb-fullm,in;: co¡;_¡. 
bili!ics and set!linn times werc aH invcstigated rercatcdly as individual compo~cnt de~i~tiS and joint contr0:, 
becamc dctailcd. 

Computcr-aidcd drafting systems wcrc U\i!izcd for the ftrsttimc in thc dct·~ilcd des"tgn phase ro accompJ[;1J 
both mcdoanical and electrical system layouts_ The dcSJgn dula base was futhcr cxpanJcJ ~s p~r\ Jrav.i,l~l 
and associatcd manufacturing data, i.e., proccss planning, N/C tapes, too! dcsig.ns, etc:.. were crcatu! :"o: 
prototypcs of thc final proposcd manipulator. 

JO 
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0 

o 

Beginnlng w!th the !>.sic foi'CI of the static equatior.s of eqvil

ibrlur:. (equaticn (1.1.\)): 

[K]!ul ~ (F) 

The cquations MY be partHioned into two groups, the r:1aster (retained) 

degrees of freedo01, h~re de~oted by the s~bscript •.,•, and the slave 

(removed) degrees of fre<tdcm; here doinotcd by the s"bscript "s". 

·~ ' " .. - - -

'·· ... 
or, cxpanding: 

" • 

'· 
• 

{ F ·¡ • 

'· 

'• 

.Thc master desrees of frecdom a~e input as the dynamic degrecs of 

freedom on the K cards, They should include all boundary nodes. lf 

accclerations are used (or H the problcm i; dynamic) "'aster (dynar;¡ic) 

degrces of frccd()lll throu~hout u,c reH of thc structure should b~ used 

1n order to ch.ranerize the distributed "'~H. The selettion of ..,,ter 

Uscr's H•nuol (Rdcroncc 7). 

Sub• truc ture• 

{1.9.1) 

{1.9.2) 

(1.9.3) 

(1.9.4) 

,_, _____ _ ·-----,---··---·-· ..... _ .. 
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1 

1 
1. 

, l. 24 

Solvin3 equation {1.9.4) for ¡u
5
¡, 

lu
5

} • [K,.f
1

1F"5 J • [K5,r
1[K, 01](u01 ) 

'su~stituting {u
5

J into ~quation (1.9J): 

(1.9.5) 

(r~J- r~:~,Jr~,,r 1 rK,.,l} ~~ .. ~- (1r..,1 r;,,1t_K,,r11r5J) _CL_9.sJ 

where: 

[i:J¡~¡ • {F) 

rK1 • [I)...J- tl).,,J[K,,r 1 r~:,.,J 

¡f¡ • '¡t
01
)- (K

105
][K

51
r 1!F"

5
} 

{" 1 • {u ) • 

(1.9.7) 

(1,9.8} 

(1.9.9) 

[K] ond (f) are th~ substructure stiffncss r.1otrix and load vector, 

respectively. 

1!. DynaOI!cS 

lhe general fom of thc equations of motton for dyna~ics is 

(equation (1.2.1)): 

(M)(~)+ [C]¡U¡ + (K)Iul • In (1.9.17) 

For substructuring, an equation of the fom: 

(1.9.18) 

is needed. [K] and I~J •re corrp~ted identically •• they are for lhe 

statk CHe (rqu>tion (1.9.C) Md (1:9.9)). The co.~putation of thc reducd 

ma~s oMtrh h done by: 

(1.9.19) 

e 

----------------------- ----------·------ ----- -------
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Thh sln?1ification WO$ su~g~sted by Guyon (Refcrence 11), bccau•o dlr~ct 

partitionlng and condonsation are not practlca1, ~ince the candcnscd 

~.atrices ~-ould be fUncUons of the ti=e derlvatives of displace.,ent and 

very a><hl¡rd to l~plc:nent. The dar..¡1in9 ~.atrh is handled simihr1y: 

[i:] • [Cwn]- [f.,5][K55 ]"
1[c:"']- [c~,J[\ 5 ]" 1 [K5,l (1.9.20) 

C. The'"""l (Ste•d~ S tate ¿nd TransiPnt) 

The governlr.g •quation for a translcnt theroal aMlnü is: 

[CJrf¡ + [i:](TJ - ¡q¡ (1.9.21) 

where: [~] ~ sp<dfic heat ~-atrlx 

[~] • them~l conductivlty I'IHrix 

· {l) ~ vector of no~al tcmperatures 

{Q) ~ vector of ncdal hut f11Ms. 

By ana1oqy with the dy~a01ic cquation of .::oticn, equatlon (1.9.11}, 

1t h readlly obtained.that the governlng cquation for the then::a1 subs~ruc

ture ls: 

WhPre: 

rfJrh + ¡R¡¡T¡- rol 

¡R] • ll),.l -_ Ó::.,
5

J[R
55

)' 1[K,.,J 

{l] • [Crr::o]- [~5][RH]' 1 [CSlll)- (C.,,J[~55 ]" 1 [~5 .. J 

+ [f,.5 J[P5 ,J" 1 [e55 ][~ 5 J' 1 [~,nl 
IQ! • (Q

01
1- ¡Pm)[Kssr1ro,l 

and thc b•ü ~ubsti:ution ~qultion is! 

(1.9.22) 

(1.9.23) 
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Hccluction of StiiTuc~~ 1111<1 ~las~ ~~ «lri~l"~ 

Hmonrr J. Gn·A:<" 
/1' mlh A ,.cr;,,,., .hiDiion, 1 ro<., /)crumcy, Caloj. 

J liST •• il ¡, oltcn ""',...'-"·''In O<·d•oco !loo,;,. el tl.o >liff.: 
o ""' molri< ;, ,,.,,;,,,¡ •lrn<Lno·d r.1only<i•, lho oioooll,. 
""'"'H.,¡,,.,;,., ol tloc· o,onohur.nto·LI '"''' "'olri> ler no¡ 010¡ 
nO<odo• """I.Y>i• "'"·' "''" ~' ""'IIBH·d. The ~._,;, lor ono >U<·h 
'"''"lioto tt·d.,,;,l'"''''"l' loll"w lho 1•ruwlu•e o••J Ln Hr!. 1 
lur ¡¡,,. ,¡;~,,-., '""'"'· ""'"eh·, tho rliminAtiol• o( <oooJinat., 
~~ ,,¡,¡,¡, "" lo'<C-• "'' •p¡•hrd. • 

•llron~< lho """''"''' t<¡uatiuns {f'J q [KJI.z] "'t~ot 
llltr ¡o>rtitioninc in tl>e /oun 

1~:1- [; ~]1::1 
\loo I<I!C"'> r, aro lo be úro. Tlo< lwo rosult.m~ <quotio"' 
yi<IJ 

F, ~ (A - nc-•w¡,, 
!ro m 11loich the rE<iorP<I ,¡¡~""" matrix ¡,., . .," l.o b<: 

K, p A 7 ¡¡c-•w 
TI"' fore~Wng 

.~r,,., 

,,-,..,unt-O 1<1 L coordir.•t.- han·l~l!nali.o ' 

' • 

Ir tlw ''"'"'""' "'"''ri"' "" 11rinon T- !~'.\1< ""d \' ~ 
jr'/i~ ,.,,.¡ tho l"'"f:Oin~ ''"'"lvn>L~Ii<•ll ¡, emplo•·•.J, 1],.• '"' • 

•·1~ i• 

1' • ¡t,'T'.IITz, 

l"- j<,'T'KTz, 

Th~ tt<l.,rnl $1iffn"'-' n1•trj• ;, ... ,. tQ Le K, n T'!iT ond 
IM r<olur.U lnO."' m•<ri> M, - T'.\1 T. Thon wich 

f¡c-•w- ¡c-•n·¡· ¡ti•- tc-•w¡ · 

ln ti•~ <-~'<" ol tloo rodur"l >1iffn.-.< m•1ri,, """" ol tl•• 
>1 ru•lmol r<•n•¡~o,;t¡· i< ],...¡ .;,,.., all o·lo•onon:< of tlw C.ri¡.i,al 
>IÍffll<""' ,.,,,,;, ,.,,,¡¡,,,.. ¡¡.,,.,.,.,.,, iro tln! '"lurnl '"~'' 

"'"''''· "'"'"'"''~"" ,.¡ .,;n,,.,, "'"' "'"" ,.¡,."'""" •t'l~"· 
·¡¡, .... ,,.,, ¡, ""'' tlw ''"'."'"'"'~··~··'"''"''" ,.,,¡,¡,., ,, 
,-¡, "" 'h 1 "' t "' ' 1 ,.,. '"' h 1 . ,..,, ' " " l. ~ ..... , , . .,,, '" '" ;, " "., 11 lt • 
""' ,,:, .. ,¡,,[¡.,lid.?¡,, 1"'""' ,¡¡,'"''"'"· 

lldnour,.. 

' '(',,,.,, ~l. J . Ci-ollch. 11. \\' . ;.¡,,~;,, 11. G • ,,u r .. ,., •. 1 •. J .. 

'""''""'" ,.,J .1.-u.,,;,,, ,.,,.¡, .• ;, .. r '""'''''' "'""""'"·" /. 
A<-1""""'· ~''- 'l, >-<f, S!-l(!~."<•l 

' ·'" ¡,..,. ¡_ S.. "( · .. ,.;.,, "' •••·••• "' ,,;, lur u,.,,,,.,,.,¡ .,,_, 
'-'"" ,.,_;· ,.,,;.., -'"'· s.~. t:i•it t:n~•·· oo, t r;t- r;s !.\"'"'' ""''~ 

1 : '" ' ..... ¡ ~-pi• ,,¡~, '· , .,¡, l. 
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APPEND!X-NOTA T!ml 

BEAM ASPfCT RATIO ¡.C/d] 

HEMEt>T A<;PECT RATIO 1,/ e/<101 

BEAM Q[PTH 

ElfMENT DfPlH lo/NlJ] 

YOUNGS ~OllUlUS 

BEAM LENGTH 

fl(MENT lENGTH l.t/NU 

NUMBER OF ELCM(NTS THHOUGii 
BEAM DEPTH 

NUMBER OF fl.EMENlS AlONG 
BEAM lENGTH 

BEAM TH!CKN(SS 

BEAM TEMPERATURE 

BEAM OUUCTIONS 

COI>'.PARISON SOLUTIOr< DEFlfCTION$ 

COErFICIENT OF THERMAI. EXPAI~SION 

PQISSON RIITIO 

B[IIM STRESSCS 

COMPARISON SOLUTION ST RESSES 

-o 

r·, 
"-"' 

e . 
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U.RlllQUAKE tl'>VH'l(tiU,;o ANO STRUCTURAL DYNAMICl. VOl. '· •lHI! (1977) 

SHORT CO!v1MUNICATION 

A NEW LOOK ATTIIE NEWMARK, I!OUBOLT AND OTJ!ER Tlt-.!E 
STEPPING FORMULAS. A WEIGHTED RESIDUAL API'ROACII 

O. C. 7.1FNI;IEWICZ• 
• 

/H~n=nt o/ Ci•il En¡;;,u,inz, Uni«r>iTy C~lltg< of Swa..,ta, Uni<·••Jily 4 Wolt>, S•·onsrn, U.K. 

SUMMARY 

Thc Ncwmark time stcppin~ •lgorithm wllich was in<roducod in 1959, usin~ c~nstanl• y ond ¡J which "'oro~c tho 
lnt~yation pr<X:e ... can be r<dcriv.:J ,. thc moil ~cncral finito <lement-~dchtod rc>iduol al¡;orilhm in<·ol,ir.g 
th<ee con..:<:uti<-e "''' of di<phcemcnt•. Thi< éc!Í\':ltion ;, much simplcc thon ohat bvol<~ <>riginally in o he }:e"- . 
mark prucnlation, and indie>tes a nry wide ran~c of possibilui« of appro,imolion. Tho applica<ion of thc 
proce" lo four potnt (cubic) algorilhm• loads 10 •nothor famol~ of formula< uf which oho lloubolt algorithm ¡,a 
rarticular case. 

The use of the g<ocralircJ c'pro;,ion• in \he con te" of first·ordor cqualions is indicatcd and sho"• )oow sorne 
roew, as well ns some of \he old, formula::~ c:m be de>cloped. 

INTRODUCTJON 

The classical probkm of dcriving a rccurn:ncc foronub for thc dilfcrcmial cquation 

Mi+Ci:+K~+f,.O ,,, 
has bocn •ulojoct to mllch Ín>cstígolion. In 1%9. Ncwmork dcvelopcd hi• wdl-known nlgNill,m1 by con· 
1idcring thc cloangc of,docity and <li>placcmcnt bctw«n two time "ations n (al:) ~nd !!+l (al 1-'-.\t). 

Noting th.al the T a}lor tX¡>3nsion of 'clocity i• 

*~H = i~+iP~t+"i"ll.l'fl+ ... 

we can writc fur sufiicicnlly smooth functions 

i~·· -j~ +i~l 
wltere ~ rcprc<ents somc value of i intermedia teto X, and i,.,. Thus, we can write 

i•+I = ::i:, + (1 -y) .X,~~+ yX, t1 ~\1 
wbere y is a eorutant (O< y,¡; 1). 

Similarly, urand.ios thc displao:ments a~d aunc.~ting the series we can "Tite 

"•+l "" X • + i,. .'1.1 + ( 1 - 2¡3) X,. tlt'/2 + 2{)>.,., tlr'/2 

where fJ i• nS'Jin arbitr.ory (O,;; 2ft ,.1 ). 
Writing c.¡uation (!) for n+ l we have 

Mi,+I +C~.+I +Kx,+, +f,,1 ~O 
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,., 
•nd ass\lmÍn¡: ~ •• i" aml ;;, nrc known thc thrcc oquations (.J)-(6) allow ,,.,, "•+• an<l ~ • ., t<> ~e <lctermi11cd. 

lf !he in1c¡;rJtion proccs• ;, nprhoJ tu tho time stcp 11- 1." wc h3\"C two ad<lition.1l rdntions of th~ form 
or(4) and (5). ln 3dditio"· ifthc ¡;o\cming equ~tion (l) is writlen ~~times 11 aml11-!, "" ha•< a tO\nl of 
ICVCn cquntion~ fr~m whido thc ,;~ whocitics and accckr=Ui<'m o.on be clino i "'llcJ, loa,.ing a ¡;om"" 1 fl"C\Jrrc.,ce 
rclation bct"wn thrcc '""'""i'·c v.dH" of displaccmcm (~,..,. -~~ ;~nd ~.,J. This ~c,eml c.prc.,iotl loa; 
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A PIIYS!CAL INTERI'RETATION 
OF THE ~\RTIFICE USEO 

IN FREQUE!\CY ,\1\ALYSIS 
OF UNSUI'J'ORTED STRUCrURES 

A PRAMlL",.,t 

1& 3 

o.p.o,..,..., e('""""' S<""'"· H.ts;oli U•" """ cf T«!.••'""· Fmlood 

SUM~1ARY 

• 

A physk~l in•«r•<l.lliun ~r thc "" thuJ -adJint a~l 10 lh< "' rrn«< motri•-u>Od in frcquen" '"''"'' ol 
un<opp<>fl<d muctur<< ;, <Uf¡<""<cl. The propcr <lu:.iu of" ¡, do•cu«<d ando rebtoon b<h•«n angul>f 
na! u rol frequcn<ies of '""''"'"' ~-•lh ond wuhool el><~•< sup¡x>n i< gi•cn. 

JNHWDUC.!'ION 

The Ir e e •·ibratinll o[ an <[a\liC <lructor< whcn analyscd b)' thc finitc ckon<nt mctht><l(or othcr 
discrck mcthoJs) lcad< lo th< probkm ul dcter minin¡; lhc ci¡:cn<·cctors i and ci¡:cn< al u e<'"' ol 
lhc S)'>lcm 

111 

"'hcr< K and ~1 ore thc <lill nc" oml m o« motricc•. rc<pcctil cl1·. For """'I'I'Ortcd <l,u<HU<< K ;, 
sin~nla< ar\d du~< nnt Jl"'"'" on imc"c. which ¡, n~<·<h:d tn uht•Ín thc •rcci.tl ci~cn~>luc 
problc '"· lot "hich >tand.nd "'' ution "lg0111 h lllS ni" 1 St•c , .. g ltcl e 1 c·n<c l. pa~c< .1-l'J -3 50.) 

1 he ¡>t occd ut e usuall) t«cd tu e noble "'' tJtion Í> h.,,cJ "" t he arti ¡·,ce ltr>l >uggc> tc•d b)" Cox. 1 

Equation 1 l) ;, •imply mud,li«lto 

121 

in wl>icha ;, an arbitrary wmtantul thc ""'" (}rdcr ·" thc t)·picol w
1 '""~In Matrtx K< "'1 ¡, 

nol sinEular and thus lhc •tan~ard p!OCC'-' can be u•c<l 1l> lim.l thc cigcmaluc• {w
1-'-n). 

U'HEiRl'Rl:.l'A TI O:--" 

¡ .. -h· "' 
adtkd lo tk un<upportcd struc1Urc. llcrc 1 i< thc force pcr d<•m~ill Ullit t.-c•lnmc unit in 
3-dinwnsiuna lpt t•l•lctm. -"<a '"" t 111 r 1.11<· lwndong <"le. l. u i< thc dl<pl.,.·,•n•c ni a mi il on "" pe r 
do1noin un 11, "'· i< htnc·t it>n "1 pto<il ""' tl1o '>1" ing coml:tt1t' k is a>.'1l111Cd <O 'ary in StlCh a "a) 
thot 11'" r¿li<> r..¡,. rcmain, '""'1~111. SO)" n. 

om<>-~'JH l/7<l flt:11 -1-11-l_l ')$111 .1111 
€)lY7\l h¡ J<•hn \\"ole-y ,"i;_ Sn11•, ltd 

RuroN•i/7 ,\¡.,;1197S 
Hn,_<cd /S Jul¡ 197S 

--

' 1 
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On frcqocncy shifting by c!cmcntary 
modiflcations of incrtia and stiffncss 

• 
B. Fratijs dt Vtubeke 

Th< probl<m of •hifting "f<"''''"'' pr«<nl> bot~ a practica! int<r.,, '" 
ovoid ""'"'""" '"~ thco:o:tc•l '"""",. • contpu<.Ot,onal tool in nu morocal 
anal¡>" In '"'' ¡,., con"''· lh< rcno.ol """'"'"" of ''" cir,on"'"' 
1p<<1rUlTI il ~idd¡ U'Cd '" uorallon tocl\n1qu<! ~h>flln! by dcn~cntol}' 
rnodlfl<>lton< of thc inmJO ond !IL~r.m m"""' opon• ~tdcr po<<ob<l<!io<. 
"p«iolly 10 oh< pr<'<cnoc of ciO'l<l) •pacod <ir<•"'""' or Mscn«•'l'
Onhoro~t.~l doiT>!!Or. tum< oul to \>o ono of iu ~"'"'""''' •ephcotion~ 

!. H l ~l NH OY ~O DI 11 CA 110 N> O f tl"<L. 1 lA 

~·m >T J 1 1 N"' \lA TRI C" 

Cono.id" Oh< <t~<n>al"c p<oblom '" n dc¡;c<« of frccdom 

KA-oiM• "' whm x i• th< <;olumn of modal arnplirudo<, ¡..• ond M <qua.o >¡-ntmcori< 

matri<<> of wiT ""' ond '"'" ;, «'P""'"Y· 
By el""'""') inorti> '" onder><>nd ony '"'"'" ><t>dtod ro • g'"'" 1'""' 

form in <h< ''""'""'' cootJtn>O<< q, 

±lr,q,-lr"q 
• 

..-h<r< ¡,• don""' tho tr>n<po« of tho column motri< ¡, oflho coomcionr> of 
lho fotm ond q th< coluonn '"'"" ofrho gonmli><d 'oocdmor«. Hon" tho 
k10<!1C <n<rp atwchcJ tO >n olom<nt>f"! toen•>" il of <he form 

i~(h" 4)'- !4"ú•hl'l4 
and th< odMÍ<>n of tht5 to th< •tr<>dy «i<lin; ~tnct« '"'"g)' 

l4"M4 
Í> equt>alcnt to tho modtf">lioll of tOo inorti> m><rÍ-' ,\/ Ínlo 

M+p/tll 



Simil>rl~ Oft odJitionol ¡>Ot<nto>l<n<<¡y 

j•·(h'q)1 ~ Jf(•lo/O)q 

or '"rr"'" <o<~i,i<n< "• n1oJtli"' tlot '"rr"c" "''""' into 
• K+•MO. 

Thc <~'"'"in d<~•~n P""'"""· thol ~·od~« ""~ <lctncnt>'"J' modoli.;,. 
tion> ofin<rh> ond uolln<". "" "'"'' "·'•'~ on l"m;><d "''" n•od;l;. lhq 
Ot< quite dolfoc.,>t \O •""" on <~n .... uOu> UIUC\Ur<>. """'\he r<J,o<:!>On \O 

• fino< e numb<• <-f L<f"" of fro'd""' '~'"'"~' on thc l'r< ol """''""'"" 
emplu)<•l. Thc ""<1"1 rqu,ion ""'""" '"'" roorL ;oll~c.tion" "'" oo 
be fuOO<d, p<«,cl¡ ~«>U>< o('" oh•lur <o p<odu« o rotoon.,l lum.,.J 
''"" •rP""''""'"" oo thc conomuum 11). 

2. S"' ClAC'"" Ol AI.H'-TIO,.> IN ~OOf >~A>" 
,U<o IHQU<~<II> 

Thc JM<I•~<d <it<n•olue p<obkm 

(K+ •M')J - ..,• (.''! • ,,¡,¡,·¡, '" P"""" tome """'''~11 ""'rlc p•rr<rtoc> for t;>«iol ehoic<> of the 
rlemen13ry mo<Jol">tLOOI 

Jr '•·• L> • mo.lol >h>p< of probl<nt (]) >t>LXL>tcd LO lh< <•~<n>.l!ue "'•• Lt 

TC ""in> ntOC.t! tlo.>,.,. o( pr~t>l<m 1.'1 • L!h~ut <o~<n> '~"' ''"'""""' o( lh< 
cotflo<•<ntt of '''' ''""' r .. rm '"tu eh th'l 1( '••• =O. 

Tri•i>l '""'PI" or ""' rror"L) .re tloc oJoloi>On o( • lumrcd mm N ol 
a >roin¡ oncho,.~e. or buoh, >t ,¡,. 1<•<1 ol o noJc of • ~"""' "b<>toon 
~Lo.le. 

lor • .,. m "' 
m•>• oll circn>olution< or probl<n• (1) <L~cntolution< of rroN<m (~) <•o<;•l 

for ont. lhc ""f"""" .<,,, on<lf thal """'"' • modol <Jure bot ~""'' 
ri¡;en.,loe 1> tho~L<d ta 

' . ' ' 
.:,: - w, ""' '•·)' 

l+p•¡,,.ll., •• 
,,, 

Tho> p<oponr ol >h•ft•n; > <in;l< "f'"'''"' '" '~' >¡wuom implo<< tl\r 

lno .. l<61< ~ th< "'""'""J ""'"'' •""r<· In '"'"'""' '"'"""1"" '' " u><J 

"' 

10 lor<e cono«~<""' lo,.>rd> • modol tlur< othcr th•n thc on< '•·• tlut ..-u 
ju>t obt.liocJ. 1 o Lh•> tfToct th< '""'"' ei¡cnoalu<l. • 1¡..! ir o>uolly >hifl<d 
tn mo hy 1>\.in: 

•--c~~-.;.,M•,,, 
lhot lhc '"'"'' ~- """'"' ur><h>n~eJ bol H bccom<> 

M- ~~~u•:_.ll • ,l!P,- P;M 
o;,,M,,,, 

,,,,!M<,.,)· 
o;,,.llo,,, 

'" 

'" 

¡,-' ortho~or.>l rrojrcuon """'' p~ thot elearly doxo t>Ot d<pond on <h< 
ondcten••in<d 1<>1< of • • ., but only on "' 'dir<cti~n·. Thc dirrction or .r,., h 
<h>t of the p•Oi'<<ion it><lf>in« 

r, ,,.,u o; 
"'""'"" the opmtor r•oj<m in a >obtp>« O<tho~on>l to .r,,, 
••1 ""01 a 

,;,,.<rP,o•O •••• x;.,MP. • O. 

TOi• mcthod of <rmo•·in' x1,1 [,o,. on it<1111" <On•~•r<oc< proc><n ¡, l,....., 
u 'onhosonol d,r,,;on'. 

• 

Th< ori,on>l ,.,,.¡, !.' ¡, fr<qcentl) 11nrut•r b<cau"' th< >)'>tcm p»><<><• 
<i&od body mod., o< m<"Ch>ni"n<; ~• ><f« 10 boüo o[ oh<m •• kín<motocoJ 
modc<. L" u,., dcnot< on onho¡;onolll<d 1<1 o( •ueh de~'"'' o[ f!C<dom, 

"''""" ¡.;,.,,,-o 
o lid th<) CJn b< <on<idc«J " mod>l >h>¡><l OIIO<Í.,ed to th< "'" <ir<n,.loc. 
In thi• '"' tho di<«l ""'""" p<e«dut< of Dun<an ond Collar (4) 

"' f>~l! h«•u« '"' tt.Hir innuen« eoefl'<itnl> m"ri' K-' doc< not ,,;.,. Th< 
~1likulo¡ "" \>, o•cr<OLI>< by • ~<n<rolu•""" o[ 11\< nntion of inftoent< 
cnc:Toeitn" (1]. 1[. on>tud, ~e ti)' <h< idoo of <>!<n»loc th1fton~ th1ou¡h Jll. 
<he ptU<cJu« lcod> 10 .. ondet<rm•n•<¡ or th< thiftod .. , .... Juc (4) he<.>.u>O 
m rlli• "" w? .o. lo¡, thuo r.«.,..,L)' too>< • non zcto • "'"•· In foco. 
>[ "e mod•il th< ,,:rnm '"'"'' " follo~ • 

J:. .¡.;.¿·"""'~-J:.· 
' u:,,Mu1,1 

,., 
.,, 



"'<h>v<.b1•inutof(1) 

~::-·~h~l.• 

'1' 1 o 

,.¡~~ <o«o>li" ouhogonol 4<~a~ion>. 
"" •h" n>ti" i< lh< mod>fitd ''"'""" ><heme 

lli::-·M~~h 

"'"'"A "'" Mlhosoe•l p•oj«to< [1) 

' 
~ ..... ;~,\/ 

A- -l. ' u¡nM•,., 

..,;¡¡, ''·' rrop<r\i<l 

(11) 

(1~) 

(\4) 

''" 
(16) 

(17) 
A•w- O "-'•·•- '•·> 

t._-, "'" thon b< "'"'"ind 01 0 m•trix oft>l<nd<d lnftucn« coo:ffiden" 11
1-

( iS) 

111< 'oll<r>Oion (<>r<ul.,) fr<~u<noy', ony mnthl <ho¡>< ol probltm (11 ""'""' 
nood>l <h>r< of probl"" {1) "''" lh< """" oi~tn»luo w', rro•>dcd C

1 
- .. •; 

1hi< rnulo i< in~<¡><noknl o{ ohe p;ort.:ul., hn<>r fotn1 in•ol•<d in >h< el<• 

"''"'"'Y modoli<>Hon of the "''"""' ne pr<><>l ¡, by d«<CI ""f•o.ooio--. 

• 
J. Al HHTIO~> Of >lOOP ANO "GUIVA!-UU 

IN 111! Ct.~ERAL <;AU 

no r<n<rol ooluoion o/ >he modif<ed probkm (!)un Oc found b¡· upoo>ion 
0¡ o he oi:<n•woa 1 in t/1< b>m ol <h< <it<n•Wor< of p•oMem (11-

We do not ""' 10 d""o¡;u"h ~<« Oh< '-•n<milo<•l mod", of &ny, 
••J "" ,¡,,·E'""'' not.ll•o• x,,, (• • l,l, ... ,M fo1 th< oi¡on-mo<> o[ 
~roblon1 (IJ 

• 
Souing y • [ •,<,.1, 

' 
oub!t>tuLin: 1n1o (l) ond """' (11) ~• ~nd 

}: (w? -w') >,M x1, 1-! ¡< (01- w'IQ: •, ~.1 lo • O 
' ' 

~h<><fl,•h'x,. 1 _ 
• 

(19) 

0<) 

lf thi> ;, r~<n>Uh<ph<d by _,;., 1nd duo o«ount i> 1al.cn of tho otthos:onol111 
rtl>tion< (J), ohm <om« 

y("'~ -w'J•. + p(01- w'H[ o,~Jfi. • O (n> • l,l, ,., •) (lll 
' 

Thit "' of lin<>< and homo;eneou• <qu>tinn• in tho un<no•• eool'!ki<nt> '•• 
~"'"' an "~··n-.luo rrobl<•n for w' equl'olont lo (l): 11 <ontoin> th< 
odd,tional >humpi<On 1h" tho ei¡;en"""'' of p1ohl<n> (1) "' norm•d" 
follo~• 

0'1 
[qu<~ion> (~~) "' l~n\eJ '"a '"h" r<m.rtoble forn1 off«qo.I>C}' cqu.,ion: 
~"'""in do< qui<al<nl r,., 

•. t ~- (!o,fi,)•O {1f) 
p(0 1 -w') y(w~-w') 

mul"rlio-1 bt '~"' '"r<""' <odfooo<nl JI. ood •dd«<, 1hcy yi<ld oft<r 
c.n«ii•Lion of L~< oommon f><tot <[ ~.fi,l 

~(0.1 ) A 1 + f .~! -O, 
~(0'-w') , y(w!-w') "" 



• 

@ 
foncoion o!;., "'f"''""' w'. h jump> f•ont rlu> to minus '"""")' '·"" "'" 
it """"~" .n "~'"''''" w! of rro~lono (11 (p>o,;.,¡,~ P. • O\ JnJ ,;,0 
•k<n ¡, o><rt>l." thc "'"'u'. 1:, '""' >r< ohc •<~ ci¡on-.lu<\ Cor·c· 
~ucr.llf uch o"~>n->1 r",""<f" ""'""'') >hof"d oo~••~> ohc ''"'"""" 
Ir<~"'"'' b"t 1-«r> i11 '·'"' in th< fr<~"'"'~ >~«uum. 

Th< «e<r<•o•JI "'"· hl.c ti" •>ni,f.·n~ of >f.. 0< tOo co>b""" of :Oc 
olt•"'ion l"qu,ncy ~nh >Om< or•t•n>l lr<qucnc~. ~'" d<•lt ~"h '" 
O<.Ction l. lf tbc "'~<l•f•""""' b<oushl 10M ond ¡..: •« >m>ll cnoc~h to ~, 
<n:>lcd 1< p<nuob,ionl, «pl<«l lorm> un be gl'<n lO tho >hof" LO oo¡<n· 

~''"" 
' ' .r.' JW, u<d, .. , ... ~, 

ond 10 1110 "'"' mod>l >h>P" 

r~,- z,,, + [ ·~~,., ... 
'· - ~(O' -'"·'1ft.~

y(w?-c.?~ 

(ll¡ 

\~SI 

For oimpli"IJ ulc f"" a "" o( oimrl< d<~<n<ro<~: !•o lit><>rl~· i'l<lc
p<ndtnt mO<!c >h•p<> r,.,, •nd '•~n b<lon~ to t~< ""'' "~"'"'"' .,;_ in 

· probloo> 1, 1 ~"' , 1" '1 > e""' 10m o non ""'•' ''""' comO>n>tion 

0« H '· '••0) •• , ,,_, 

or the nrod< >h>p<>, •••h th>t roo •o >rbrtrorily l"'" ~ 
Na.~o 

lnd«d tholrn"' homoc<ntou> cqu>tion in<, •nd <r 

{!r' •,.,]<, + W '•-ul<r- O 

hu oi~•Y> >' 1<>11 o no non lrl'iJI >oluriorr. nu1 ''''"· » >~own in>«tioo.' '· 
•- .. ~i<lr ;, • c>oJ . .t '~''" ol "!'"'''"' "'~ of r"'blom \11 """'" '" 
ei¡cn>olulion of rro~lem C). The ¡cc.cr>h•»•~• " ob .. ou<. ,¡ rro~lcon (\1 
hu on indo, ol ~'1'"" ''l" p fot ro me ... ~. q <? clenrontory nr<'<lrh""""' o( 
th'c "''"'"' .11 onJ K""'' •rbturry ce<lr>tr<nfl. ,.,,¡¡ '"" "1<.1>1 p~~ 
ti¡tn>olulion~ >n> 3!iJnl. 

For .,><l d<,<nct><Y lhc il<ution rro«dutt in>ol,., ibcM<Iic•ll• no 
dilf><ulli<>. Cooocrtcncc mu>l O«ut lo >omc tnod>l >hl¡><: of ll.c """' 

"' 

m.tntlolrl l"lnncrnt lo lho dt~en<"to ti¡<n>·ol<>e. ~"~"~'""' dt!TOlion 01il\ 
for.-o '"""'~""' 1" ·'• octloo;on>l nK•d: '"'P' of ll>< '"'" mnndold and 
llo< P'"''J"" m.ty in prin<rrlc t.: ''f""l<d unul thil """<lold h" t><cn 

<ompkld) '"'"'"'d In P""''"' """""· roun~-o1T "'"" "'" tcnd lo 
"P''" d't'""''Y h¡ """ •r""'' or <it"''"'"" 11 " rl•o ""' '"" lb< 
P'""""' nf d<l<H>li"i"t: nwdO< •nd f"'l"<n.-i<> of mo&.·•n <omph >Oto· 
''""' "'""""' ohn~ll m>arJJOI¡· l<.tJ• lo 10c "''""" ol qu>•i-de~onorac~. 
lt m-1)" be IU>r<md thJ! '" thi> "">he"" 00 "h"h thi> frco¡um<y onrl)""' 
i> """"" olo« t•OI ""'""'')' ~"""l ' "')' OO<UI"< olt~e<inlll»tion 
~"""" clo"l) <r><«l rnod;l ''"""'- No>ertkl<n lhe p;oblom ;, on 
'"""'"J one l-<<>•>< of <he •rr•rcnt ''""""' of con•«~«><:e on<l hü of 

"'"'")" """"· 
"' "'" o<<>tict "'"'"''·""lo'"'"" of t~o olo><ly >P•"d modol 

>h>ro•< o, ano! a, <Jli'fl''"~ 

Mo,-J 1!><1 "'' ~ith 1r."ll d.flcmr« """"" th< in><r>< <iG<"'"'"" !.1 and l,, 
Alt« o ou:li'""' ""'""" of ""·"'""'· 11<uming all mod..ol >h&p<l cf 

bt¡Oor ! lo "'" b<cn dofl>><d, '"'' can ~bl>in on itc<>tc ~ lhll i•. wflh 
'"P.i<i<nt •«;u "'> . • • ne• , eomtoin.>.lion 

of ¡;,, vnlno"n m<kl>l '~'P"· W11hool 1011 O: ¡<n<:r~lrly it wi11 
mur.d 10at "e hl'< lh< norm> 

o',Mo, R 1 

1• ¡;-• Mx- >,l, a,+ >1 1 1 o, 

1 n ¡,:·'M¡·->,;: o1 +>,i.lo,. 

'"' oho be 

(ll) 

(J2) 

())} 

lf n•.t ''""'~en« r<ocm b<t"'"" ><<~ •low, wt are e<rtoin thol both o, 
•nd ,, '" driTmnl from "'"- Thon, <ellin~ up lho Roylci~h quoliont 

¡ _ lt + <l'l" M(: ~ _ (: +<t·)' .Ir(.:_< <J) 

(: < <)•)" 1.:(: < t)) {: +<¡')'.Ir {y >U) 

";, cbr '"" '"''"'""' ,._,¡"" "' '"P'""''Y .!, ond 1,. 
·~· 

lr"!nol 1~< <<lttllliJitr~ CMJ il""' \ur 11< oul ro be a ><<Ond deg«< olr;cbraic 
cq""'"" ror <. ~""'' <oo<> ~,n fvrn"h tc>rocti•<ly o, ••d o1 •nd tho 
"'"'i•:cJ "~'""'""· Unfo"'"'"'''· b<<ouo: [)1) ond (ll) ha., not •cry 
dt:lmnl lhlp<> f¡om (JO). thi> oppto.ch '' lno~n 10 be unmbl< by tll· 
<n<.JtB011"'0 Thi> o> not ton ><>ll'flllrLg ·" '" ~ ould ha,., pr"ll<ally dOler· 
mintJ 1~ o modal >hJpc< lhrou~~ > >in ti' rl<ralton $Cqu<n«. 

:_ .. "' '"'" to lhc l'""ibilrtr<> o!T<rcd by f«qb<ncy >~r!<m¡ and mod1f1 

"' 



·-----·-····-·--···...,.. --··---
'\'~' .•. , .. '·· ...... i.q-•,1.'--~:f/1 

¡ 
¡ 

. . 

j 
.. 

' 

• .. 

• 

0Y 
thc "'"' "''"'' lolo 

Q .. ~-~~•'AI (JS) 
. ' .-~·M, ' ' . " ' ' . ' 

"h«<by ~•• • b<cOmn o mcdol oh>r< "'""''·"•d 1~ )_ • O. Sit~<e th' uO<'<le 
oh•r<• o/ lo~<r in• m< <Íf<"''''"' 11>.10 11 and J 1 r<moiOci~n,~loli~"' O/ 
th<, modir,<d rrnhltn>, • oew i1er-•tion <rd< ~•11 hnr<h•llr · pro•idc ;,;, 
l«iille y. quito 'dincrcol /rom ·'· lloot il 1 """ ¡,";¿, cooobin.llo<>n Or ohO . - ' ' ' . . 
u0<1modn 1 ,1,. ,, n•.•<·•'•,,oJ 11' ~!-! 

'·. ,.,,.,+~·Q·, ' '!~~~ 
To lhi< <IT«l "'' "'"" ohow lh>t tho io><n< d¡<n.,luc """"''"d lo Y 

· "'"'''"' hi~l><r thon '"'"" o/lhc oc<t modto. In •i<• o/tl>< '"'"'" obloi<><d 
In th< onolyoi• o/ d'I'""'CJ'· it moy ind«<< be oUip«t<d that in; ' 1 , ! 

, ¡;¡,.·u,.:, ,, .... ~_-:•.¡· · (l7J 

tht Y11lu< of l wllll;. b<l-co 1, ond 1,. To p""" obio *t ob<crvt .t!Ú.I (JI) 

iooqUI>al<nll0¡1¡,, !' ' ', .''\'''" 1 ,'• 

.r•l+•l~J. • ·- ,. 
IHufw:r;.OI< "' notrn 1 

1 7'M1~l·••quivo~nlto Pl+Pl•l 

o~d il Mi • O,~'-+ • 1JI,. 
ConKqucntly we can..,,¡,, . ' 

1 • 1•«>•4> ·•~ 1 -oinf 
~M,~co;(</>-P). ·, 

From ()!) "' find thcn 

' . 
J11 -sinB 

., ••. 1, j 

· • ·n1 -sln+<in(</>-S)Mo 1 +«>-<+sin(O-f)Mo 1 

ond.ln~iowof(19)• -.'11• 1 
,1 tly;,oi~(+:_:O)(<infl 1 Ko 1 -<<n+l1 Ka1 ].' ' . Eq .. tion (l7) il o"':n 1plit inoo , 

' . •,· J 1 slnf•i~(4'-0J~Jc0>0. •' . .. 

"'' • • • 

11 cot + oln(+- O) • - l tin Q, 

,, ' 

(ll) 

im 

> 11 H J. 

: (40} 

. id··~ 

' J (~1) 
1 j¡ 1 

' 

• 

' 
' ' 

r • • 

• 

• 1• ~ ' • 
• 

sb.,...th>l , 

d 1 ¡ -1 
o' M¡ • co1 (t>-0) • ~C01 (</>+0)• < 

~. +•• ,, ..... " 
(~l) 

is omall. !><in~ a "''""" ofohe rtl11i>< r•P b<IW<<n th< <it<n•olue~: htntt 
y ii oln>o!l 011 ~o~onal lo ~. Wt fond ohcn ohll • 

1011 ~;M,~- <~TI • I.J:, 
from ~hith th< uoelul rooults . '. 

o .'Ky•O 

l-;<1•J(.A'1 

(4l) 

·~· ' ,, . 
W< "' now •blc on dcr<rnoinc o he rnod<> a, ond a1 ond lhcit ei¡en•olu., froot 
1"': lrneor combinobonl O+ 11 tb>l ulf<mi« 1"': q""uoot ' 

1•+1JJ'M(•+r_•l. 1 +2y<+r' 
(<+r¡l'K(•+ul 1 11-<1 

1 
'

' ,.. -+7--
• 1 .l . - ~ 1 

•' M• 1 wbel< ~--•--
o'Ko ~·x> 

·Í : ' ... , ' ' . . 
The cwcm<Zm& eond,.oon" found lo be 

' _, ·-' ,. ··~-!! .. ,,, 
"--~-~-o 

' 

. ,,: . , ,. ' ·--• ~(1-<1 ) 

(4l} 

·¡······•'' ,, 
Th< accur><y '*ilh "whieh tho roo" of thir ·~u>tion "" b< det<rmincd uill 
dc¡><ndi on llrc occur><1 of thc totio ofthc owo rmoll numben ~-1 and <. 
Thi1 o«Uricy io hÓ~"" obt>inohlc b<cou" of <he n<>r orlhoronaliiy of <he 
modo iho.;.,s ~ Ond J'. n< ,.me b,.;, id<O un ob•iously b< opplocd 10 lh<. 
<Ore ;.hoi< '""'\ <Ó¡<n.,lucs •" acoti1 coincide oc o , ,.. • • 1 

•0 Ir "':o 1' • 11; , , ,. ' . 
' OUUI~C[I 

~~ ..... . ... 
L r.,.,¡, "' v,. "'"· a. """'"' '" "m'-•"""'"''"""''' P<""'""~ JI . .,,,,~"'·'"· 

!1,•• 10, ""'"'· ""· . •• ::. F'"'" •• ~••"'''· •. ""'~" •• .,., .. ,,.." ,,..,¡ • .., ''"'"'""'""""'"',.~-o 
.... ~ ................ "''"'"'· 70-1, ,, .. 

J. KO•KhOIO .. , A.S.', TI• ,,..,,, o/-"~"" .. .,jffi..,.J¡"J, llo;M•" ~.b. Cy., l ..... 

-l W;ILI ..... T.H.'; TI• •Ir.- ,,.,,.¡ .. ''"""'• o.t- ............ p..,.._ IHO. 

~¡·f·i\.''li;, ... ! : 

1 '1 ' ' 
'! ..... :.·! . .. 

,. ' 
• 

:1 ' "'' . ' ' ' 

L 

... 
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f"":)ry, ~eo-..-· ;n~r~.~ 7/" / (ts-173) ~..:/. 
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• 

·_ [A.l~( [e')[•.] 1 ¡·¡ •leÍ['.] ;zj + ;~J['J.I•l ' .• [~] 1 .. , 
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ur':c- ;.,... :.._¿.'1-liC-j ,ti:-¡¿, 1 >~ .e ~ , "- ~ (>n_•~·l .! ~ ~-· -~ 

Y . fo,Í'[M][~.]~·t.c .. ,;k. [n.(IiiJ[n.\.
1
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1 .. l .• r~, 
1 
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1
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STP.\lCTUAAl [lE/:EnTS FOR Tllt 
@ 

O!SH.t.CEI'[IIl r.ETIIOO 

!lt~ena. ow¡ have un!formly dhtributed structural ~nd nonsvuctur~l ""'"· Struc:ural 

UH h colcuhtc~ fro.~ OtJtor\al and geo,.,trlc propcrties. Thc rron ;, • .,.,.ned to Oc cor.con-

ury lnutia effe~:s, !ncluding the tor.lonal inertia of tea"''· are absent. Such cffech can. of 

·co~r:;o, be assl~ned ~~tOe user to qr!d poiMs. Tne ~a«es of ""'trie stn.cturol ele,..,nts are 

~rtc.sfcrred to tO• •djacent grid points by eithcr.of IW<l O>!tl,ods, rcferred toas the lu~~~d l"a.s 

'"d Co~pled Maso r~t~Ó~s, ot th~ optlon of the user. 

In the Lu.•~·~ i• .. ss t.ethod the ""'" of an ele::-ent" is sl~<ply divlded anJ -sslgned to surround· 

lng grld points. T>,us, for un!form rads and bars, one·Oalf of the '"'" ;, plac~d H each •nd~ 

for.vnifonrt triznglH, cne·thhd of the ~:ass·is pl•ced at e~th corMr; quadriJ¿t~rals ar~ tr-.ted 

H t,·o pair> of overlap~lng trlangles (see 5ections 5.3 and 5.8). lt wil1 t,e nott•d that SeCcnd 

"""" '''""""t' are na~ preseNed with Uoe L~""'~ed ~><s ""tho~. The virtues ~f thc ~~~ad ~erh~ 

from Hs sl~~licity. Off·diogonal terms in the ""'" ... trix are restricted .to thos~ involvir.~ a 

single gea.,trlc grid p<>ir.t. Progra::r.olng ef:ort ar.d co.~~uter ruéning ti~e He lc.s, of~•o ~Y an 

instgnificant amaunt, than for more so~histicoted ~cthods of "'"" assi~c.F.er.t. Thc ""'" ~~:rh 

h tnd•pender.t of tne elastic praperties el etcrrents •nd the u<er t,os a be1.1er fo·~l for the 

In Cou~led t:a" ~thods. the ""''' IOillrh dueto • single s~ruct~~•l deo~r.t incl~~~· aff

dhgnnal co~ffident 5 thH couple ¡¡djaoent grid po1nts. Th~ be•t kno>m of ti-~ Coupled l~ass ~e

toa~• is the Cansistent t!•ss llatrix of ~rc!-.er(l)_ 

1111! geoeral pr<JceO~r• for gcnerating a consisten! ~.ass ""'trb 1s as follows. Consld•:·. for 

slrpliclty, a one·dir.ension•l structura1 eler..ent whosc degr~e; of frccdcm an• re¡>rel''"·ted by 

trtnslatlons ar.d ro:Hicns •t the t><a ~nds of ~he ele«ent. Corrcspanding to oach ~eg:·e~ of fre~· 

de,., u1 , thore ls a displ•ceo.ent functioro, ";(•). •dthln the ele~.ent obt,iot<·~ by ~!ving-unit value 

to ~ 1 ar.:t uro '"b~ :o all other dcgrees of freedO<~. 1he funotion•, ";• s~tisfy th~ ~Hfrr~n:hl 

to·,•tionl of thc eleo.ent. Thc ele~ent flij of the '''" ~Jtrh [M] is obt"i"od fm;, thc fo•··''"l> 

• ~· ij - 'ij ; . v~,<·i"; (:,¡ ... j ( ,¡¿,) ¡¡; "' 
(I)ArcMr, ,:ohn S .. ""(onsistent !·los, 1~.1tri' lar· llistr•l>u:~<JI·!.lS$ SysteH><"' .• louon.ll of the Struc· 

tvrol Ch"i'"· ~:~<. tol. M, t:o. 5H, p.l6l, Augu<t 1563. 
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TRrAT!1triT OF W[RTIA PP.O.PERTitS 

Equation 1 ;~ obtaincd frOIA the principie of virtual worL l~ usenc~ u1 1s regordcd as a 

general~zed coor~inatc for which w,(•l ls the •co¿e shape". ne inertia forte acting at x dueto 

u
1 

is -m(x)w;(•)Ü;. l~ultiplicotion of the !ncrtia force by ''j gi-.s tnc generolhed force acting 

on coordln•te 

• 
. lhe idN Ílf "con$1Hency" enter< becou$e !he lunctions ";are also used to calculate the 

stHfness r11trix {K¡jl from strain cnergy consldera~io~s- It can be sho~n th•t the vibration 

frequenctes so oOUine~ are upp•r bQunds. The reason h that the selec:ion of a finite nur.b~r cf 

<pectftc functions, w
1
, ;, equivalen! to the imposiUon of riqid conHr01r.ts on the <tructure. 

Asan ele~entary exo~ple constder a uniform extensional red with distributed moss, as shown 

below 

'------

-·. 
TM deqrte< of freedotl are u and u. and the dhplacew~n~ func~ion> ore "a • 1 - x{t and 

• • • 
"b k x/t. He resultfng con<fstent ma<S 01otrix is 

,, ( 

"b' _:_•j 
;¡ o 1 1 

' 

,,, 
lhe stiffn~ss motrix is 

,,, ( ., 
So~ne ir.for~otion on the qu~>tion of occurocy CM be goi.,eJ by colcul.1lit1g tilo Nror ;., n•

tur•1 fr,•quor.cy duP to fini~o ~le,..nt """"ption< for slm?le <ttuctures. An~ly,i< of a unHom 

5. 5 ·l 



j ., 
j 

J 

j 

j 
j 
j 

j 

j 
j 
j 
j 

j 
j 

j 
1 



1 

' ! 

•• 

@ 
STRUCTURAL ELEMEIHS fOR TH( O!SPlf,CEitétH r:nllOD 

rod with ~ny coc.~inot:on of fr.e an~ fi•od ~nds{ 2 l sho~s 
frOJO using (quatlons) and 4 (!he lumpod '"'" ~·ethcd) is 

that the cTror In frcqucocy thot r"'ulh 

' - ' (")' 6 ¡¡ 
,,, 

• 

. where N is th~ nUO'.~~r of celh per ~.-elength. The oorrespand\ng result fcr [quotlons Z ~nd 4 

(the consinent ~a¡s ~•thod) 1s 

,,, 
Note that the consl<tent ""'" and lumped ~-., '"e~hods give erren that, for 1arg~ N, ore the 

''""'In .... gnitud~ b"~ oppOsi~e In slgn. ~.,.,en ,,.ller error is ochicved H the <~a.s. .-.a~ric:~s for 

the two methads, Equ•tions 2 •nd 3, are averagcd . 

"' 
The err-or in t~is case ls glven by 

,. ) 
The mode shap•< are uac:t far all three rethods. 

Equatlon 7 has teen a~opted in l~As;;,~tl,as the coupled "''H matrix far the cxtc"'ion of rod• 

ud bars. It wlll also t~ appliod to tho tor>ion of b•a.,s, if and wh~n Jistrih~ted torslooal 

inert1a ls •ddrd H a property of bcam elc~cnts. 

'•;::::::::::::::':::::::::::::; '• 
··( 1 1 ) •• 

-(l)Mac::~al, R. H., (lECTR!C C!RCU!T M:.\lOGICS FO~ ctA5T!t SlRUCTCKES. Jol1n lliley & So"'• 1962. 

' 



© 
TRJ:ATIIWT Of !llrRTIA PROP(RTlES 

The consisten!""'" .,.trh ref~rred to the coordln•to set {u) • {"•, ~a, "t.· ~ ¡T h • 

'" 

supported bo•:os. For si01ply supported ~eams the ~rrors !r. tho \"o:¡>e1 mas. and consisten: """" 

fonnulaticn> are approximatoly cqual and Opposite, •nd they ore surprisingly s~oll. Ion Equüllon 

for the frequ~ncy error •"odatcd wlth the ltJr.'.ped mass fonmhtioo (21 ü 

(1 o) 

For free-free beams the error In the consisten! m.!SS fom.uloUon ·~~etr< to b~ of the ••~e 

order as that gi>en Oy tquatlon 10, ~~~ the error in the lut:~ped ~oss for,.u\a;i<Jn 1s one or •~o 

ordHs Qf ~•gnitud~ larger. Similar rc•ults n~<y be oxpectd for cantilevor Lca~.s . 

• 
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A NOTE ON MASS LUM!'ING AND RELATED l'ROCCSSES 
IN TIIE FINITE ELBIENT l\lETHQD 

E. HINTO>l, T. ~O<;~ ~NO O. C. Z!tN~I[WICZ 

lkJHl'lln<n< 4 e;,.¡ &.~;"'"'"'· n .. Uniomiry cf Wni<s, S• ••m>, 11'~1<> 

SUMMARY 

The' sencsal p1<Jbkm ni "'"" lunr pin~ and rdotcd "'"""" in r~c. ~ni tc elcmeol mo\hod ore di<«•«d-
A m11s lumping •chcm< is rr<<cnoed ror p.rabolic isoparameuic olconcn\1. E•an,pl« >f< prc<o;nt<d lo show 

the &OOd acrur•<Y v. hich <3n bt oblaincd in ltne>r and non-lmcar dynamic problem< U> in~ ohe .,;heme. 

In many problcn" of structurol d) nan1i<1, lran•i'"-1 he al conducl ion. ele .. !be finilc olcmcnl oppro\i onnlion 
kads to cquations of the t)·pc {do¡, rofcrring 10 lime diffcrcnTi,¡ion) 

P(a)+CO+M:i-F (1) 

aftcr !he lntroduoTlon of basic funclions N1 dc.,;ríbin~ Lhe continuous >ariablc as ,,, 
In thi• note "" restrict our a11en1ion to prÓbloms of •trucwr.l dynan1ic' although much 0f v.io<l: '' 

di5Cu,.cd has W!dor applicotiou for problco"' <lc~nod by <q!lat'~n (1). 
For struclural d)namicl rro~lcm1, n<><hl dispbcomcnt• ~~are rcpc•cn"d by 'he di'i'la<e,;onl ,-,c:oc 3, 

In thc C<]Uilibrium rcla:io11•hip C\prcs<od in cquotion (1). thc '""" on !he Jof¡ siJc "'l'f<'\Cod !he ¡,,cr:i~ ~<>rc·o, 
damp•nr. force OHd cla.,ic (or n<>ll-lincor) force \'CClor>, rcspoCLiwly. anJ lhc rig!ol ,¡,k i1 thc d)"amically 
1pphed lood V<(!Or. In cq~at1on (!), the lcrm l'{a) goncrally ÍII\'OI>eS oi!!h ordn dorj,-,¡;,., of S, \\hilo 'he 
dampin~ matri' C '"'d tilC'IllO" ma!ri< M onnlairo dcrivatii'O< of <Jrdcr ,;¡ (''' frcq!lcrlll; hc,;g -:orw. i.c. 
involl'ill¡: no Jifl'cmuiation¡. A common structurc ofthc ma!ri' ~\ (or C) '' of tbc form 

M,1 - L,N,TpN;<In p) 

O bc:in¡: thc in!O~ra:ion domain. 
In lho sohllion of such O<Jllolli!lm it would he "'lromcly u•dul from !he compulational ,jcwpoinl if !he 

mntrice> J\1 and C could be modo dia&onal. !n !he carly da)'S !he cn~incer h~• (apulo~clicall)'l lumr<d h"os 
rnas$<s or force> by ph)•ical rca•ooin¡: alonc and ap¡1<arrd ¡:l,,d "l10n a ~'''P" Jiscrcli>JLinn proccdurc 
introd11CCd him lo con'i"<ul mn.,/forcc approxi m:uions of lile l'orm gi 1'011 by Ct] uation ( J )1 "' ! n "''"- 1 ) c~rs 

·th<rc has bccn a rarL!al roturn 10 maso lumpin¡: as in•«tigators foutld that thc ""' of consi.,cm ma.<c< did 
MI alwO)'S load Lo ionpro,·cJ accuracy and of,.·n.l< inl'olvcd odditional conopUldtionnl ll'l'fk. Cluugh.' 
Wo.hi?u' nnd otile"''""" Jcn•omor:ucd thiS pnon( 11ith thc ,.,. nf simple tiCIILCnl' tor whi<h Jump1n~ 
procedurc1 are ph)sically ob,·iou•. Clough' po<lulatcd Lhat such lumping is >imply !he Oli!COnl~ of u•inf: 
•ub>titute basis funclions N lo appm•ima!c thc !<rn1> ofcquation {J) hy 

M¡¡- foRrpS,dO ,,, 
in which R .1rc pic.ccwi" comlnnl, ""''""''criapping fml<llons cowcrin¡: !he 11holc deo'!'"'- lstl'i' appro1Í· 
n1otion always tcna~k "Ílh IC$f><Cl lo com·crgCiocc? Wh.n is " g<>ed [Mm of """ an "¡•prn>imntioll in thc 

/{,,,;,.,,¡ /} lJo'l'""''" 1~7; 
llrr;ud 10M~"~ l~lJ 
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A MODIFIEO CONJUGA TE GRAOIE"'T METHOD FOA 
FRIC TIDNLtSS CONT ACT PAOBL EMS 

.. _ ....... 
""-'"'·-"'""'"'-'' G,..,, ........... ""<o<"'" 

~-'·"''"'"" C.l ......... ,...~ ............ "'''"" ........,..,.orw._.,,,,.,, • ..,,,. ........... _ .... """''" 

MSIRACT 

Tbo •olu<!oo of •hule bodt .. In oontaot thmu•h 
tho appl!<otlon of • conJus•<• "'•d!Ont teohnl~u• 
lnl<tro<••d ~''' •< f!n!te olom•·nt comp"'« codo· lo"''' 
'""cd. Thls appmnch,. ••o.-.ol, •·••lly opplloJ -'"•1 
, .. ,on•bly •f!!cleot. ru«h•·roocc tho •olut<on "''"""' 

,, ·····""' "''" .. ,.,,,. ''"''" <! .... , ...... ,u p••••..._• ond ,.,,¡, lncorpoto<ed In thto. The n•«•
'"1 aloorlth~ lot u<>· ol tt>o· tcchniqo"' '' do•«rlbed 
In dct-"1- -'"·"·<lc-•1 "'•'•o>l•·• loe twn·Jlmen;lo,,,,¡ 
fclct<on[c., con,.« p<oblo•m• ••• or•·><"'•d. le lo 
foun.! th.ot thc .. tone of the contact r•·o<on ond th~ 

dlspl.c•·~oou and <!<e$><·• ''''""""""' tho oontootln" 
bodle• <·'" bo •"<OO<>~l<•ll~ oump,u·d ~lll' ''"""'""· 

' '" ' " N'REl 

' • 
~ 

' -" " 

conr.n Oolfl•·n~th 

•l>brovl.<t Ion for '""'""·'" "'"''"""' 
v<·cte< ol nodal Ul;pL>eomc•nt·' 

• fo«< dl ... ·nolon 

• 

• 
• 
• 

nctor ol lnl<lol ooo•rottono b<"t•oen lntcr
f•« node "''" prior tn lo;d oppl>cotlon 
•lob.•l >tilines• """"" 
l<ngth Jl~··n•lnn 
n""b« of •loba! d<<r<cs o! h••""""' 
n-<c of o«p< to «leaso, • oonvergoneo 
cont<ol par.•~•<c·• 

vector of '""''""' 1•od.•l loado 
Ot<p """ 
conjugat~ ••• 1dlont """"' 
"'"""'"' of th< •lmpl< g<adlcnt ""ctor 
pot<·nt!•l <•noe<y o( llnlto el<·"'·'" ,,.u·m 

"''"' 
S.p<t>e<lpto de<>OI< lterot Ion n.-b<t, "'"'' !or T 
whlth d<M«• :ho "~"'""" of • v.otor. fot ""•
t!on k, <h•· quantlt l<•• sk. >'} ond '!..,k ""' •••o<l·•<•·d 

wlth the •<••o to, not !ro~. f<k. 

n ... bcl•.w!ot "' d,,,.tl< bodlo' '" """""' l• 
O<ltlcal ID <h< O•·rfo,.,.>o«• of ·> otd< va"'" uf 
.. chino,¡.,,. •• ,. lncludlog rollcr t><atlngs. &•oro. •nd 
bolt~d joln«. ln ,.n.lnce<ln< O<'Ctl<<. thc an•lyots 

of conto<t prohlcm> l• """·''" ·'"""'"''"·d '"'"""" 
tho "" ,.¡ ,, ''""'" ,.¡, ...... .,, <umput<r !"'"''·'~ th,1 t l<l
corpor.,.,., '" ltc•rotlve pm«•• to s.<t!•fy tho conto<t 
«<n<<r•lnto. Ha_.v,·r, eu•tln< "'~""''"' codo• hove 
<•rtaln dlo•Jv>ntd<•"•· One •ueh o<'dc lll "'"'''" the 

•

lntrod.,,t[on of •r•·<l.ol ont.·rf•o.• """"'"'' v!,l<l< ofte·n 
ve· no plw>le>l b ... t •• ,\O<otl,.•t pupu[.,. Mcthod {l,J,<J 

plq• qu•dutlc "'""'"'""''"" t<chnlqu•• ohlcl> h"'lulrc 
consldotobl• effott beyond thot no=lly n•ocl•t<d 

"' 

• 

wlth routlne flnlto el•~··nt '"''"'''· "u<h lo" 
co~d In practleo ls tho foraulatlon ol ''' ••obl•m 

•• •• lnl'~<al •q~><lon ~~«h can b< ""'"'" """'"''" 
ally [Sl or. for olmol< confl<"r•t<ons. '" doO<·•l · 
form. A '"'<hOd ]B"'< ""'""d (or ''""'"'·'' "" b' ptoc

tioln• •••<••er• <• oon•tnlv M< "'"""' "''""·. 
Thlo ""'" ''"""'".o •lcorn.<tlv.> ""'"nd n< 

•olutlon .hlc~ lo ••••,.•1. •-»lly appllo·d. ••~ratible 

~ith '"'";"K llnlt• eje....,nt rro~ro~• "-~ """"""'' 
dfl<l•·nt. Tl><· '""'"'·'''"" '-' b.1<o·U upon ""~l~lc.'llon 

of a'"'""'""'""'"''"' n-•~l•·ot ''""'"''"'' :'.1.~1 
'""''" •.. ,,.,..,. '" ''"'"''"' ~'"'"''·"'" "' '"''""'''' 
oner!' ~''""'"' <0<!<-"l cooo<r.ole" "" <atl•fl•·d con

tinuo"'!' dutlor """ '"'"''"" ''"'''"'"· 
"'" [<•" '"'"'''"" ,, I<•Vlow Of """ 0<>0'"'"·"'" 

'-'·""'"' (I"C) "•chnl<;"e fnr ""'"""'''"'·U !lo••" 
~la.tl< probh·"-• (nll•"'•·d by·'.-,.¡., . .,_,.,,,,: .J,~hotloe 

of th<' conta<t '"'"'"'"'' ,,.,¡ ''" •podfl< ~o4lflca
<lon• "'"""""' lo '""""'"·"'" '"'' """'"·•!<.t< loto 
the ((: t•·•lnlo•'"" '""'''"·'' ·•omrJ,.. '"' """· 
.,,.,o;,nn•l ,,,,,,,.,,.,,, "'"'""' "'"'''"~' ·'"" ,,,_ 
••nted ·'"" con<lu•lon< "'·"'"· lt l• ¡.,.,¿ <h.H tl•c 

"'""' of '"'" conl"t "'·'"" ·'"" ,,,. ''''"'·"""""'' '"" 
'""""" th'O"<'""'' the• cont.tt"n< """'''' '·'" '•· 
e<onoml<ally """'''ute•e "•l<h er•·•·t.lon. 

Tho equll<hrlom ·~uotl~o• {or ¡¡,., . ., d.t<tlo 
analy•l< by tho• Ulroot stl{fne« mctl•nd con lo.• """'"" 
ln tb< u•ual =trio fo= •• 

[K]Q • R "' 
~hero [K] ls th•• ,.lob.tl "l{foo<o matrh. D l< th• 

o loba! Jl•placom.·ot vector onrl • l• ti•< "'"''"' oí 
•~t<rMI oodal lo>do. A neross:;:ry .1nd •uffl<[,•o¡ 
condltlon for <'•· oxlstonc.· of a unlou• <olutlen <o 

(l) '" ·' "'""'"' ,,,.,,,,,_,,,"" ,,, ,,., •.•. ,, ,, "'"'"'''·'''" 
con.Jltlt•<i• <O'""''""' tlolU ~""' "''""'"" ot Jl<t•l·""•'" 
"""'· \"orlou• t<'l•. •·~· [9). sh'"' '"'" ,,, ... ceua
<ion• ,,. a dlroct con-o~u••nc• cf th•· "''""":,. of 
~'"'""'= rotcntl.•l '"""'" •·hlch ·"·"'"' rh,'l n! •ll 
,,.,;o¡,.''"'''""'"""""''""'"""'·"""'"· "'·" _,,,,.,, 
M>nlmlto·• the "'""··~·• ro«n<hl '""'"''·': '' llw 
<qu;llbrl"" oool!our.,lon. ••r Hn,·.1< '"'"'"' 'lruc
'"'" undcr cxtorn•! '""'' !• th.• r•<··nu.<l ,.,.,.,,,. ~ 

" 
' ' ' ¡!',[K)!'_· O R (!) 

Tho re mo•<h••d l• o'"""'"'"""' lt•·f·"'"" ""'""me·'" 
~lniml<c• n """''"' '''""c<lv ""]v;n, (l). Th·· _,,,._ .. ,_ 

lthm '"""'"' of lh•· foll""'"' or•·•·"'""'' 
l. Colcwla<,· thc noratln •l~rt.· 1'-•dl•·•t "'"'"'' 
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( 10) 

ay ~pplytn~ (lO) th• finito ole .. nt Probl•o. h .. in 
df•« been chang~d !To• a proble~ ~lth t~o d<tr••• o! 
f<ecdom Jn th• nornol dttO<tlo" .O tho cont.ct ""de 
P·''' to a problem wtlh one Jo~"" of freedom In the 
....,..,.,¡ di«ctl"" fo< the jol""d nod<O, Koc. that in 

fo,..,lno che '""J"•••• cr..!Lont ""ctor bJ (O). tho 
""""""""" for 1 "-'11 2 muo< only lnclud< the •ln~\e 
c<>n•olldate<l oradJonl componen< Vsijn• nut ''•<n and 

V•Jn· 
Tht• ~·••••• !O oloila< to the gudtent projec

t\on m<th.-1. lt can be sh""" that for the conotrainto 
""'lo·r con··i•lecatlon, the "'''dh·ot "'"Je<tton m<thod •• 
app\!ed t<• thc s\~ple n<g>Uv• gr.,dlont compon<nto 
yloldo th~ follovtn• re•ult •• contattlng nodo pairs' 

V' • V' • 
oln nln 

whor• <t•< pri,.. deMt<" th< projectod •due. 11 che 
gudlent o...ponento "'" agalo vi..,od n unbal.,c<'<l 
to<o••• tho t~o equnl, but dl•tlnct to~ponent• V~in 
on~ V~jn m., be ••""'"" onol oqu•tlon (lO) 1> roc .. vored. 

S~cial o<tentlon is «qolced lo< eonta« in· 
.... tvlng no.leo vith de\eted do,cees o! (Teedo•. Sh.,.,ld 
contoct bo ""'lntaln<·d at • nade pah" fo< vhi<h nonoal 
d!rection dlspla'<·mont o! etthec M"" Js prewne<" 
bl bound.ry eondltion speclrLoot\on•; then 
v,¡¡n • v,qn • O. My othe• va\ue vould ceoult in 
dlo~la<e.,.M of l>oth nodea u cequl<<d by tquo<lon 
( (,) . 

•• glvon bJ (5) .. , cau•• 

¡jl:::~::¡:~;\;j~¡~·:¡,,;~~~¡:;)::'~'~"]'['li'~":;• set of le••<blo 

L nf <h•• <nnto«-
ln~ pcevenl this. 
tho ..,., •lni•<<e ~ 
In •• <he ot<p •Izo 

llw ""'' """ os cal'"'""d 
b' •·quatlon con•«olnl• o<< igno«d. o< 

l) th<-•lnl~::•:::i::.::::•••~ oi•e to <><:tiv.to on,_con-
otrAint not •cti~. Equatln¡ the <han•• in 
d!oplacement •t h node p.1h to thr prosont intet· 

fnoe ••pa<n<lon. tho otev "''" """'''"'' to el"'" 
node palt 1.1 is 

o, o""1 + D~-l 

'" " 

new node ~ole wcll come loto tonto«. 
"'"" confl~ur~tlnn. th< •Jendth~ '"'"' 
h- equ.&tlon 0) "lth k • l and ~· 
(') . 

(11) 

Thu• f<>r the 
bo <estorted 
O in eq..•t ion 

VutlnR ·'" lt,•notion. Lt U"'"'"'"" that ·•11 ton· 
"" node vatrs """"""Y jo\ned ...,y possibll rolca•e. 
Should , ·luso oceur at pcrviously Joln<d no>ó<•, the 
cun<nt ..odd h changed •• • ptevloudy depondent 
do·~ree •• ¡ f"edom be'""""' ln~ependent. Ag•in. the "'"" 
«>O<'ct ,, ""' dio<·''"' reoca<tin~ the .dgodth~"' 
th• ene•gJ •<nimholion continuos on the ..,dl!!ed 
otcnctuce. In the oubsequon< ite<atlon with k • 1 in 
(4). the ot<p dlcrctlon '!r would be the n•ootlve 
•<mplc gr.<dlent "-• .\ccor.LLng <o(/), joineO nodcs 
tend to oopacote dudno a otop lf V010 < Vojn· Thi• 
condl<ion ~ould be consld<tcd [o; • rdeooe «lt<don. 
"""ov•r e•¡><rienco hoo •hown thot c•n••<genc• ls 
.• r.ele;ot,·<l if ••·l<•.,.e of '"'""""! owd.o i• <•·tocdo•d 
uotll ·' <P•'<ified "''"'" nuoo],., of ronoecuttvo lteca
Uons OSREL ace ...,rfonoed lor which Voto < Vojn· Thto 

do·vlrv in'"""" a stton; tend,.,q to s<r.rote and 
oo.•Ld• "'''~ •~"11 oonoptfm.•l •«P• in on ooclll.,tln" 
e<'nt.><<·rele.,.e-eonta<t eyclo. 

Once tho g]ob•l •tlffoc•• ••<<l~ ond v<<tot o! 
"""·'' lo~d• ,,. eateul~t<d. th• ·~o!llbri- eo-nfi&or· 
atlon for tho eontact ~rohi<ft ~•Y be found •• lollov" 

\ .. \ .. um• a "·"""'·vector of nodo] displare· 
mento. 

2. C.leulate '!,by equatlon {1). 
J. Foc .oll nonrototional deore .. of fceed.,. 

,,.odoteó ~!th eontatt nodc ratra, tranofoc~ 
th• componen!• of D ,ond '!.s frnm thc doh.•l 
coordlnau '""'~ i"o ' non""l-tonsen<lal 

•• 
., ..... 
Te« lor r•••<ble sc~>catlon •< di <.,.to«· 
lnr. nodo po!f'. 1; \""'" < V•Jn loe N<'El 
it«·'''""'' 
Foc nade palco '"""'(ning !n eontact, eonool· 
id•to t~ n•s•tive oi-rle •••dlont co~pQnon<• 
by rouation (10} unloo• .!t~'f nodo h f1.od 
In"""""'~·'' di«'<t!on by boundMY co.,JL· 
tlnno. In whi<h cooe Vol jo i• '"'"· 
A¡oply <~uat""' (;) to Uod "'' eonjugatc 
~<adl•nt ve<lOC loe th< '"""'!nln_g lnd<pond<nt 
dcgroo• of froedo~. >•·t ltorotlon ""~be; k 
to 1 1f durino tho '·'" lterotLon new <ontact 
v .. cotob[loh•d oc tf oepacattoo occu<o 
betwe•n previo••'' corttacting nodos on thh 
,,.,.,,on. 

/. c.,lrulatc th<" ~immum ro•itio. O«O •lw '" 
cc<>t• contoct a< •ny nod• .. ,, pr•••ntly 
o¡o<n. s .. oquotlon (11). 

8. Tr.,noform .'!e .nd _!! eoopon•nto o! conta<t nodo 
poi" b.,.¡, '" the gh'"·'l coo«llnatc <Y>t•·m. 

9. Caleulato th• un<OnotrolneJ optloa\ "•P 
• •••. s •• ·~~tian (1). 

10. Seh<t <he o~ll•• of the •top olzoo e>lcu
btc<l in oprr>tions 1 and 9. 

ll. Pcrform th< ""P lo th<• now dL•placemeno 
vee<or atcardlo~ to oquotion {6). 

!l . ..,.ly equat!Ofl {~) to flnd '-• updat~ IKI!! 
pco<luct. Thc requited (Kl;:., rrodutt v•o 
colc·ulatcd '" find tho opt<..al >l<"p st,., Ln 
operatlon 9. 

ll. ~•!ng th< (K]_l! produ<l found In opentlon 11. 
coleula<• '!, !oc thc "'"" dlop\aee...,nt voctoc 
by couattoo (l). 1l«• upo!.ttod 2~ is for u•• 
'"'""no" Jtecatlon. 

1'. C.•l<ulate;; by equatlon {1) an<l test lor 
con•~•g<n<~ ond l<<nln•<lon. >n <ff~<tlv< 
<rl<••rlon h a ov[ficl<nrly •~•ll d•cimal 
P'"'"""'•go ohong• ln ~ on an opti•al 'LOO 
lo< ~hich v, 10 > "•J•., •ll prooentl,.Jo!ned 
no.!• pairo foll""ing an itecation th•t 
lovolvod no chano• In conta<t ototu•. 

15. Go Lo Upo•r.ooLon J onrl continuo. 

The '"'"!llied conl••at• ~radien< ,,loocithm l• ln
curpo<ated Ln tho l"ottran '"u¡ ro~ (OkTAL"T ~M'h iO 
llot<d In ifO]. Th• pcog'""' hoo been «Oled b.1 oolv· 
lng oeverol proble .. h•vin" '"""" •••« oolutiono. 
Reo lO•• tho oxamplco includcd hece, the pcogro• ha< 

oloo heen o¡•plled '" t~o-dimo•noional "'"""'"' 
t<Uo•es 5uppoct<d by •lsalJ&ood (ovnd•t!oM. Tioe 
pb,oical paf',..l<co ond coopot«l reoutu !or tbe •••~
PI••• bdow .'f< <ot<ert lot ••• <onslot•n< ••< Of 
un!". Sine.· the rlwLc< O! unLt• is not celev-1nt to 

tho "·'"" ·" "·'""· <Ln><ific unlto """ no< indio""'' 
ln tho !!~••••· '"''"ver the unl<s O! pOYnds and 
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<• )Qode4 b> ,•;,,;;,;:~::::; 
>oca~ .. of oy-try, only ~olf ot 
-ehd- Tho fo.,..dotion -ulus 
The ehoti< -duluo of the boom 

!te linear dimensiono (L) o~~·¡·::li:::·¡,,:::¡;¡¡¡:~!:; hei~ht, 1.0, and ~ldth, J. The 
intludoo filteeo beo• opono of 
ood torrespondlng diocrete 
11,000 (F/L), ucept 
the oupp<rt oprlog t 

initial gop G¡J b<tw<en 
arbltury, • volue o! '"" 

' 

••• 

The <omputod rooults oro t~orod ~ith the t>•<t 
oolution [ll] in Tabl• J_ Th• • ._,¡,.¡ r .. ulto ore
~•ll eonobonted by the exo<l math•=ti<al oolullon. 

pr.ao•d to-

""'""' • lino of ""'"''· 
f>>iOJ O( '"""''"'Y• thfo Hortd&O proble• 
<an bo ono eyUnd .. prooud onto o Ti lid· 
hol!-orooo.- Fur<huwo<e, thr '"'"' oyllnder .... no't 
be mode)ed.- The·oonfiguration-io lllu•tTotod in Hg. 
l uith th< -dol<d pcr<lon of the tylindot oh...,ohoded. 
Tho aodulus o! rlau!Í!"' o~d.Poiuon'• cotlo ol the 
cylfodor "'" ).0 ~JO (F/L) ond 0.2:;. '"'P'<ti"oly. 

Tho ou.oTl<ol Tooulto oo••• ntcoly with tho 
-..dyt!col •Olutlon. The ulculot...t hall l<ntth ol 
<Mto<t wa• .ll~l (L), y>eldlno o O.JJ: <fTOT in 
eo~podoon wHh the o>a<t li.rt•hn oolution [ll). The 
ouo .. u olon1 the plone of load>n~ a.o '""'""" tn flo. 

Ao!d• f••~ the ot<pped opp<oconce of th• n~rical 

'"""" '"'"'""" fro~ '''• u•• of oimple phne otroln 
o!ansleo. cho eocro)otion w!th tho e"<t oolutloo 
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1.0 ~-

4000 l ~ ~~1.0 TYPICAL 

.p.Lt.l.lJilliTI.í.11 
•-PLAN E OF SYMMETRY 

1 • 
MODEL 

Fil. l J.o• on elooclc f~ndotlon poobl.m ond finito ., .... , -·· 
Half len~th of ccmu<t lO.~OS \0.,91' 

Suoo• " lo,; ,. '"' 1!110 19010 

Oiophce,..nt ., lood point 0.043'~ 0.0:.].10~ 

'tnteopolated 

labio l R .. u.lto /oc tOo Oeom on on 
•l••<l< /oundotion pcObloo 

O. u 

O. " 
0.00 

rio. J Cyllnc!er-pl•n• coo<O<t p<ob).,.. ond fin!te o).....,nt ..od•l 
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14000 

' 12000 dNUMERICAL 
' ----
! -- " -10000 ' - ' • BOOO ' ' ' -6000 • • <000 • o., '" o 

o 
2000 x~o 

•• .~ ·" ·" '·' DISTA"'CE Y 

fL1. t Stre .. cliotdbution along Uno of lo•dlng !or 
<yllnder-plafte proble• 

lo""""· lo Pig. > the non~o!Ued P"'"'"" dlonlbu
t!on between the cyllnder• La plotted together wlth 
the ua<t oolution. A clo .. cG..,aTloon <• opp~rent. 

E»~ple l. Rlgid Punch On No "•-"« llnlf plaoo 
A rlgl~ punch lo pre• .. d w<ohoul ro<ation lnto an 

elaotlc hdf-ohne •• """"" In Fig. ó- n., cuN<d 
·«rntour of the punch f•ce lo deoc<l .. d by the <'<l;.><lon 
Y • 0.05 é uh!ch .,.;., tl>h pcobl., non-He<t<hn. 

"·"''"' <han ].,odln" thc punch in the Hn1tc elemcnt 
modal, •Y~<tTY \s utlll,ed ond a ••ff\clently Jorge 
por< Ion of the quortH·pbna h loaded fr- bolO" ;md 
pr .. ,.d onto half of the rlgld punch uh<ch io held 
fhed. Tho ••lual region O<>dvled 1• '""~" shodod io 
Ft~, ó. Tho ela>tlc prope<tl"" for the half-pl.>ne 

·• the ,,,.. •• thooe tn ••-'• 1. 
The n-.-rtcal noulto ore in oood ''"'"""'"' ~i<h 

thuory of elastl<lty •olutlon; the latter ore 

~""Y de"""" fto~ a ••ne<Ol "'"" "'""" in {\J]. 
The exact h~l[-length of contoct lo /ound to be 
O.b9?0 (L) uh\le thot co~puted nlue dt« lntemode 
loterpo>latlon 1• O.bU9 (L). ln«edlbly the enor 
lo ni!. The nonMlhod P'"""" dlstdhution nnder 
th• punch. "'''-' sho"" In Flg. 5, is oe•n to do•ely 
follow the ""'" dlotrltR.Uon. 

ó 
• 

'·' 

1.0~ -

CYLINDER 

·' 

PUNCH 

-
b\ 

[XACTC--1l\ ¡-., 
1 
1 

' 1 NUMERICAL~ [ 

'--'1 
·' •• '" 

'" 

'" 

••• 

'·'rl' 30,000 
0.05 

·. 
j_ r-"-;¡--Y• 0.05 X4 

ri1~~-' 
'·' L 

F<s- & Rlgld punch on an eh.uic half-plo"" 

roble 1 Coeputatlon detallo 
(COC·l7S e-ter) 

Reao Cyllnd"' """"' 
C.P. oocoodo ••• lolnl•lut!on o. 181 }.0.02 1).6&!) 

C.P. '•econd5 ••• '"" 1 ' .. o. 99< l. 10~ " M 

~-·· •• de1•••• of r ...... " •• 22~ -

Stlffneos motdx baud~!dth , 
" " 

~sut. • • • 
N"""er .. lte<ationo '"' '" "" 
Contott .~. ~·"" total .. .. " nwob« '" '""'"" .. .. .. 
CONCWSION 

Tho solotlon too~nlque for fc!ctlonleoo statlc 
conta<t probl•,.. prounted In thla popt< hu been 
demouot<-'<<d to be accucate and r<liably '""Vetg•·n<. 
\/hilo exteno!V• benoh .. ck!ng a~olnot oth., solutlon 
technlqueo uould be requhed to otvaluate tbe ce\otlve 
dflclency of t~e ""dl{l«< conjv~ote g .. d!eot .. tho;j. 
<eaoonobly •Nil omounto of oenua\ P••«•••• timo 
hav. b<on roqu\ced for th~ lteutive "lnlm! .. tlon o! 
po>Unthl enet¡y !o the """""""' •"-"'Pl•• of thlo 
papee . 

The modtll•d conJusate gradl<nt method <• dlot!n
gutoh"d by'" o!mpli<lly and '"mpatlb!lltv •lt~ con
ventlonol flnlt• e\emont proguu. In p .. ticuhr. the 
'•tn\~olzatloo' codin~ can~< .. o\ly appendeo!., a oub· 
routtne to anY prograa •hlch to baoed upo~ the 
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• 

,l[[[no•_,, m<·L~Qd lo o•n,oblo• ""' <olulLon of c.•nt.,<l 
oroblo ... Tbl• o·of>a~t-nl toQuir<-• LHtle adJ"Ional 

'"""""'' ""'·'~'·· Th• <><r• su~rouc!no ~ou]d ho· ""'d 
to solvo· '"' ""' •·O••tlllorl"m di,'l'"'"""""'" of '"'"·'" 
probl•·•• •l•ll< ,, hno·ar al,•brDI< oqu•tlon <oh·o·r 
would "'""'" for llnoar otati< problo ... 

Co·r¡,,;n dl••doono.'""' lnhnont In oth<r •olution 
tc·chnl•L'"'" aro• ,ob<ent In the modl!ied <00)'<¡_,.,,. f.<ad
lont OM·<hod. rO< e>aaol•, ono ropular toohniquo• 
utli!<•• blllno., •lc.,.nt• wlth Unlt< otiffno .. that 

' 

of<on havo oo rhyOi<al basis In tho '"""" o[ cla<tl< 5 
budoos. ,\nothoc "'''h"d roqu!;o-, <he·"'·'""" .,r ,, 
fhxibll!ty motd~. e>•< introductlon of adO<tioo.>l un-
''""'"" lncludln$ dgLd body appro.a<h•o and slad. 
varl.1b)o·•· and th• •olutlon of o mo<HI!<·d l!no·or 
pmgro..,lns pr<<blem. 

l~Nemented lo a <""rrehcnolve finito d.·mont 
prosu• for ""'1< onalyllS of linear otru<tu«o. the b 
,..dl(led conju~ate g,.~lent m<lhoó should rcovldo an 

df.ctlve ~·oano lor ''"·'11•1ng <·'•', '''""· rolln 
ho.r¡n¡•, •«· TOo o.opobilily lo,- '"'"'"<lurio' 1 
found In ""'"Y p<Ogro,.. v ... Id lfDI'ro,;e oolutlon ooono~y 
by redu<lng tho· pmblc~ ;ho durin• th< tte,.tlv• 

Tl«• authoco &'•"dully ·"""""'''"''' '''" "'''r"" 
of th< l<ordb••• MrhlMry Gmup o! Re•nord lnr. ond 
the Unlv<nity o! 1/hcooo\n-~llvou•••· 9 
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~rlf-cti<m e<:11tcur vi 'ti\ CClriC'"'trllhd lood. (1'•10,0.:10 lb, 
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PECULIARIT!ES Irl STRESS SOLUTIOtiS 

IN LAMINATED C~Jt.\POSITES* 

Nicholas J. Salamont 

Computation of interlaminar stresses in laminated 
composites rcquirc prccision for reliable failurc prc
diction <lS well as lamina te charactcrization. tlumer-
1cal solutions to the problem ~re exar.:ined 11ith the 
focus upon peculiarities ir. the results ne~r inter
face/free edge jur.ctions. Th;?se solutions include 
those to classicai· ~roble'"s, to the r.:ore popular 
Ideal interface moC~1 <!.~¿ t~ a r .. ::u:!el \•lhich featurcs 
a finite interface: nr~~gh ~~.~s ex~min~tion, the 
problem is clcarly Cefi~.c~ an¿ sugg~stior.s for it; 
solution are Offered. !r.· ~ar-::icular the notion of a 
nonsyn:.netric stress te~sor is ~jscusse~ . 

ltHROOUCTION 

Stress ·analysis at bimat~rl3i ir.terfa:es r.as r~ceived considera~] e atten
tlon. Problems concerned wit~ i;:n:-o~ic r;-.aterials are no>l classic, but 
the contc-r.~porary ~e·telop,:;~.'l! cf -~~_vere-:, anisotro;¡ic composites has re
kindlcd intcrest. An assess~e~~ ané revi=w of the pro;¡Jem h~s bccn re
ported by Sala~nl. 

The ana1ytica1 nature of such a ¡;r~blern is co;;;plicatcd. Not only do 
material pro~ertics cr.ange in eres; ir.,; ·ar. int=rface, but the elastic l:e
havior encountered in ~aking sucn a ~rossir.g ~ay lead toa rather rer
ilous journe_v, albeit an exci~ing or.e. The ar.~lyst ~us~ not only cq~
tend with sing~lar fields2, büt al so a nonsyrr.r.;etric stress tensor3,.,_ 
Yet puttin~ these r:;atters aside, the very untractabil1ty of such prob1e::;s 
tompels a nur;-,erical ~olution of sc,:;e sort and it is in rr.aking thc 

• Prepared for a technica1 pa~er that may la ter be published in the 
Proceedings of tllc 1\mericun 1\stronautical Saciety. 

tAssociate Professor, Oepartment of :·:~chanical ar.d 1\erospace Engineering, 
Wcst Virginia Univcrsity, J·:organtown, Wcst Virginia 2650G, USA. 
Phonc: 304/293-3026. 
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transition from infinitesimal to di serete mathematics that causes 
trouble. 

Through comparisons with known solutions to classical probler.1s, Raju, et 
al.J illustrated certain difficulties in a perspicuous mnner; they re
minded the scientific co~~unity that the stress tensor need not by sym
metric at boundi!ries and used this argument ta explain differences be
tween finite element and finito difference solutions. 

In a relatad study, Evans and SalamonS showed tnat in using con~entional 
finlte ele~>:ents. required continuity" and boundary solutions at the inter
fa.cc/free cdge junctions of a composite cannot be rr.et in general. fur
thermore they exposed interesting behavior in a finito interface which is 
not revealed by idc~l interfaces havin9 no thickness. 

In the paper at hand, some difflcultles encountered by conventional nu
rnerical solutions, particularly finite elcment dis:>lace~ent formulations, 
are illustratcd. Then having r.1ade the point, thcories to ir.1prove thc 
solution are suggestcd. 

TIIE STRESS FIELDS 

For the problcms of interest, there is no difficul~y in comp~tin<; accu
rate stress states away from re~icr!S c7 eiestic discontinuity. Hence, 
the focus here is prir.~arily en the nei~~::~rh~cd of elastic di;con:inu
ities. 

A Classical Problem 

Timoshenko (probler:~ 16, p. ;~n 6 ;;~::.v1c~s th~ so\u:ion in the neig~.~or
hood of load discontinuity ~~ ~~.e ~~coi~:;c e~ a constant vcrtic"l "s~cp" 
pressure applied toa horizon~Jl r.~17-~:;nL f!e leads the stuCent ~o 
undcrstand thc lack of syrr~e:ry o~~.,.,22n :he sh'!ar stress (v;hich is non
zero) and its surf~ce tr~~tb~ (w~och is). The differencc letrtcen the 
tlosed-form solution anda c<:~n•:en:;:ntl {bite ele;¡¡ent solution fur tt,e 
shcar quantities is illustr¿ted i~ fi~s. 1 ar.d 2. Clearly the nu~erical 
solution cannot decide 1·1!'.ether ~t is a stress or a surface traction. 

Notably the stress statc is fir.He ~vcry~r.ere, hoNevcr the derivative of 
the stress field is singular at tr . .c loaC discontinuity. f,lt~ough the 
numerical solution de•liates fro::~ :he stress solution, Raju, e;; al.3 rc
port (1) corrcct r.umcrical f¡¡rcc distrib~tions, and (2) thc ~Jcrration 
in the stress distribution is confine~ to t¡.;o elcmenls neigh~oring the 
load discontinulty rcgardless of the mesh sizc. 

The OrthotroDic (0-90) la~ina;;e 

Evans an¿ Sala~on5 studi~d the eff~ct ¡¡f epoxy res in interlaycrs sand
wiched bet11een t~.e four p\ies of a syr.:metrica\ly stackcd, 0"/90° graph
ite -reinforced, epoxy iaminate uo;ing th!.' convcntion~l finite elcmcnt 
method. The displaccmcr.t fields u, v, w wcre taken as 

u~ Ü(x), v ~ V(y,z), w" W(y,z) 1 1 1 

(2) 
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where U_is the known axial displacement resulting from a prescribed axial 
strain e and V, ~are un~nown displace~ent functions determined from 
finite element analysis. This equation together with the symmetry condi
tions 

V(O,z}·~ W(y¡O) ~O 

permfts a·two-dfmensional·numerfcal treatment of only the shaded quarter 
section shown in Fig. 3. 

Oistributions a long the 0°/90Q interface of the stress es oz and tyz are 
sho~m in Fig. 4. Clearly crz. appears to have converged except near the 
free edge (y/b m 1). On the other hand, ryz is not so well behaved. Jn
deed tyz fails to vanish a long the free edge (Fig. 5). 

lnclusion of a res in interlayer of thicknesses•up tolO~ of a single ply 
thickness h l"eads to some fnteresting results. l!hen compared to the 
ideal interface model, {1) the inter1aminar stresses {oz and •¡Zl ap
proximately.retain their peck magnitudes.and.disp1ay-very.simi ar-dis-,. 
tributions; -yet '(2)·. the disturbance· at the-interface/ free .edgetjunctlon~·-
1s ·reduced. and shi fts: to the" resin/90~:;; nterface•whi 1 e; the•resl n/O~i n-~~- - • 
terhce exhi bits • no il1 ~effects .-o- The"typi ca. 1~ 1 nfl uence:of · the .res in~is ·-==-- ~ ::· " 
com;¡aratively illustrated in Fig:"'6; _Sut:the pecu1iar.influence-of,the-: 
1 nterface/free edge ."juncti on- i s ·reveal ed" by Fi g::o7. · The'stress~o ,fn-:=--
the plane•just a.bove·the.9o·.::~ateria1 for both.cases (ideal and,frnfte.,._ 
interfaces) undergoes an osci11atory divergence upon approach to the 
free edge, though somewhat r.;ollified for the resin inter!ayer. 

Notably.the.aberrationdn t~e results i$ confined·to two.e1ements, in- ... - . 
dependent of mesh size, on either sü:!e of ~~e interface. -Noreover.the. _ 
stress,state•is most.certainly si~;ul~r.-- Ir:~lusion·.of a·finite resin~ .. 
i nter1 ayer_=does:nOt"a l ter .. the_ i nterl ami nar .scress:di stri but ions ;~but~- · 
shi fts· th~in toward~th~.criti cal:.i n~erfa::e; ·hence, the:more,Úi t lea J. i nter:::-.:: :.·--
fac~·is expos_~d:.:..: •,. ~, ~ 

The Anisotropic (!-45)-l~minate:_ 

This ·hmlnat~ config-uration is sir.~i1ar.to that of the'previous .. sectlon·"-•• 
except. that the.O~ 1 ayers ,are replaced. by +45° 1 ayers iand;the~90"$_Jayers.:._-:c
by ~_45" .;.Jayers. ,~ Raju, ·et a 1 -~· dr~w u pon: thei r · experience·.wi thi numeri ca ];o;';. 
so1ution'of·c1assical problems:to interpret·conventional~finite·elcment~ 
results·for'the (:! 45) laminate:· C1early the free·edge_-(y "'. b) trac-·-
tions oy, 'xyo. lly must nnish over the entire surface .. But as shown iñ 
Fig. 8, se"vere·'oscillations"appear·in the distribution"for~oy a long th~ Z:c. 
edge near the. interface_junction. · Ver y similar. results were presented3 
fOr--• and.T . 

xy~~ zy~.· 

Notably. the:aberration. is confined to h10 elements·-on either sfde,of the~::- ~ 
interface· and. the· stress -s¡~te · is mos t;certain1y •singular: •• _ Furth-ernore ·~- __ --: __ --: --~ 
studies of this·laminate3, ·reveal:that peak values.of oz alor.g•the t-45 -~- -
interface are positive for certa1n pofntwise~fonr.-Jlatlons .. of the:problem·· 
(e. g .• ~ fi ni te:di fference .methods }.and negat i ve .for fi ni te. el ement. formu-, .. 
lations.•.:Raju.~et a].3 argue:.that-1m¡~esition o f. a-symr::tetrft:q;tress-..-. 
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tensor together with stress (traction) boundary conditions pre-deter~ines 
a tensile crz in pointwise formulationo while prescription of force bound
ary conditions in finite element formulations relieves this restriction. 

CONCLUSIO~. 

lt is apparent that aberrations in conventional numerical solutions are . . 
the result of discontinulties in elastic properties and/or load. At such 
dlscontinuities the interface shear traction is not symmetric with re
spect to its companion free surface traction. Moreover the stress f1elds 
in the neighborhood need not be singular, although in that case their 
derivatives are. 

Yet not all elastlc discontinuities cause difficulties. For instane~.! 
the interface between the 0"-reinforced orthotropic layer anda resfn 

•. inter1ayer disp1ays no apparent aberrations. Hence stress concentn~ 
,tfons {or singu1arities) are intimate1y related to the degree of r.lis· 
match {or to their spathl rates of. change) between r.~aterla1 propertfes • 

. Nomentar.11 y i gno r i ng any .·si ngvl a r.~beha v 1 o r_ ¡-; on e:: can· say" tha t • the so 1 u~--=.:__ • • ·- -.• 
. ti o n · tend s ., to -converge .";.e For: as "th ~·:di se ret i2ed' mode 1 :-.i s: sea 1 ed -.fj ner. ;":'-'" .:.--r.."" • -- - • 
the~aberrat ion -rcmains 'bc.lunded•within:tw.~-ele!;lents ·on.ei ther .. si de of ·the ,.._ - • 
1 nter.face.-at ,the .. free edge::;.. But _this r.~ayi·be·of.,.l i tt1 e:conso1 arion-·-, u. e_;,-:- ~ ~ 
interface/free ·edge,-junct ion~; s critica lly important :.::. ,.. ·- :..__',.,..1:': 

- ~. ?·_ • 

What is perhaps most disconcertin; is the ano~:~alolis disa-greement between""
solutions found from genera11y ecc~¡rted ""'"erica1 r..ethods. lt is serious 
to be uncertain of computations in the r.e;gr.borhood of the-interface/free 
edge·junction; it is absoluce1y unec:ep:o~le to be-uncertain of·~ven the 
nature.of.solutions found fro;;¡_usu~11y relüb1e mEtho~s. _ The ~üagree-:;;.• 
roen t -obetween ~ fi ni te- di ff erer.ce ·.ar.~ -fi ni ;:e- e i e-;;,er.t e res u 1 ts :mus t ~be. re e------' 
tified:-· ~ '"' . .., 

CORRECTlVE -TliEORIES~ 

Severa 1 ~a pp roa ches· to ov ercor;¡e t he:~ pro b 1 Em come ; to" mi nd .~ The i r. app 1 i ~ ,.;, . 
cabi 1 i ty depends•i.tpon ·the'physica l:.s·i t!Jati ~r.- and the!i nc1 inat ion.of..:the=:-
investiga tor .-.... Uonethe 1 ess _it woul dcseem ~ost · approaches' wi 11. u1 t ir.~ately,·. 
depend"upon·numerica 1 ·Computa t ions .-· . . 
Cou¡.le -Stress Theory _-_ 

. Perhaps one can argue: that the ·stress- tensor~i s · not :symrnetri c·atothe·-,: 
boundary .- Then-;the natura l~course of .action ~i S"-to.app1y-coup1 e stress ~
theory or.asym::1etric elasticity. In _this·case,onecadmits-body,,..or.~ents.:.o .. 
(in ·addi t f on-to ·body ·forces )· on an el ell'ent .of.materh l.and-the·stress.__. • 
tensor is·no·loñger symrnetric;;, But;are body·rnoments·appropr.iate-on1y;.;r .. , __ 
for bounde ry ·el ements and not ~for-· i nter.ior."'el e~:~ents ?~Further¡:¡ore.one'.---"- . -
mus t-set a -value .for· an:addi t ion a 1: el ast ic-constant. which.appears~i n :::---_ . ____ 
the- formulat i~n:~:. What.va 1 u e woul d'one•choose?..=..The- i nterested: reader.=:-~ .~ -
h referred.to a wealth of -literature,on the subject, Jor•instance·refs. 
8,9. . 
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Thc Transition Element 

The idea here is to permit material properties to vary in a smooth fashiori 
across an interface, thereby eliminating the elastic discontinuity. This 
theory .is not_realistic. for interfaces formed by abutting two materials 
together;' but apparcntly would ¡¡pply to reinforcedo continuous matdx-·-
composites.in ~1hich interfaces are not sharply defined5. _ First one must 

,decide which properties to vary and the form of the varying functio~, 
'then one should select an arder of numerical discretization sufficiently 
hfgh in order to appropriately match that function. The problem, of 
course, is thát it will be difficult to r.lOd.el the high gradients involved. 

Enriched Finite E1ements 

The term "enriched" simp1y means that the conventiona1 noda1 interpo1ation 
functions used,to describe"the.e1~stic fields of a finite e1e"'ent are aug
mented by additioña1 functions. Wherea.s the interpo1ation functions are 
connected to noda1 degrees of freedo~. the enriched functions are con-. 
nected to nodeless degrees of freedom. 'For hybrid finite elements, one 
wou 1 d: augr.1ent. the. e ssu¡¡¡ed ·stress_ fi e 1 ds ; !. for_· di s p 1 a cer..ent- based e 1 ernents ,-_ 
one. wou 1 d. a ugmen t ·. the ··as sumed _di sp 1 a c'emen t ~ fi e 1 i:!s" .-:z:.The:. id ea., i s-~ known . ,.; - . 
A g·ood-example .is ·an appl)_c"ation .to frac1:u_re r.iect<anics"·problemslO_-'~ ~----: -

• 

-· 
-~ 

In . the pres ent. conteKt , ,__ the ~ i de~ • .i s to ·,; nd u de":". in the .'assumed -_fi e 1 di' 11: ~: ~-=------ -- .. 
s ingularity .tenn,rn ;f(s;t J. as_we11-es~a-di scontinui ty~tenn' g (s-; t). wh~re_--. • • - ·• 
a i~ the power of the singularity, s,t the eleoent coordinates·and·r -~ 
- s -t tZ. The value of a and the T·unco:ions f, g might best be"chosen 

• from e1asticity theory1,2,11. An ex~~~l= of the use of the singularity. 
tenn i5 given in ref. 10 ar.d.in ;'urc~.er re-:'erences cited there. 

.. 

For ·a· d iscon ti nu ity. tem;--cne . r.,;;y ¡ pru¡:;o se .. th~ ·. fo 11 owi n g ; • cons i der.:~ . .: • 
re e tangu 1 a r.;: el em-en t' whose ::1 ower::l en--:e r:.e:-- :de fi n es_ t he. ori g i n: of--=-'_ 
Ca rtes i ~~~ coordina tes • s , t .. -: .The:1 · choose --;o r' the. a u gr.:e_nt ed' di s p 1 acf!"ent ... -:. 
functions"''-" 

" 
.. , t (tn :r_+ . .1) -(3): ' . 

' • • t tn:r~- . (4J:·.: 

where a· is an. ~rbitrary.c;onstant ~(tl<e nodel ess·degree of ,frcedom).--::--The!-:, 
linear--strains.are--- _ 

2 ~ 

e e -t _,. a st/r · s .. t. __ . 

2-z·-2·. 
y t' e a t /(S-.·-t t ) ... 

S ~- -

• •(S}:-

(6)7~ 

-,;-

~ 
~~ - . 

~ 
. 

Jf ,tl<e'ori gi n. of. coordin~tes~.is pl aced · s~¿h_.tha t~t runS ·a long:a- biwterial,~·;: .:_-·,:: 
interface and s a1ong a free:surface,- then-for. an isotropic· material,· (1) ::. .. _..:;.__ 
with s·~ O, t =O, all stresses·vanüh and the ffee surface is free of __ .- · 
traction,-~and. (2).with s -".O, t-~- 0,-the·normal stresses- v_anish,:but,t~e ~ • • 

.. 
(9) 
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shear stress Ost does not. Thus the only discontinuity appears 1n shear 
~1hernin o5t t ots· Thcse resu1ts can be seen directly through {5) and 
( 6 ) • 

In application of the above, a correct functional relationship is built 
into the finite elernent, but the investigator rnay have to tinker to ar
rive at correct computation of stress and traction. lt should be noted 
that implementation follo~1s the same procedure outlined in ref. lO. How
ever the nodeless variables ~:~ay be condensed out in the numerical scherne. 

CLOSliRE 

The problem has been defined and sorne suggestions r.~ade on ho·~ to sol ve it. 
Yet a parting cor.~ent must be r.~de on the notion of a nonsyr.~etric stress 
tensor. 

For lhe class of problems considere~. the stress tensor is S}~metric. 
\!hat is nonsyll'Jnetric {or discontinuous) is the traction vectors ecting 
upon adjacent surfaces. The continuum mechanics relation t¡ "Oij"j {t 
the_traction, n the normal to the surface} holds deeper meaning tnan its·- =-·-·~ 
simplicity makes apparent. In dücrete analysis, 1t reminds ene to be-"-· •::;-;--;:;-; ,:-:: 
very-careful in how.the_tra¡;:tions ere ¡;:o~puted. There is more than ~ 
se ... antics here, blit" ilr.precise usage (end t.tiiS Writer pleads guilty) over_ --:-_· _ !: 
tir;,e leads one to forget the dee¡¡~r ;¡¡e~ning. ~ .. 
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17. tJTI.IC~Tlllll or TI!~ ntnn: L!DZT to::¡:rnon ~ SOMl: nu:E S'~
l-'AcE l1.1.1ID PR;:>lll.»S • 
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Dcrart<>ent or Aercno.utt~•. Uni,•ersity of Tolcyo, Tct;)'o, J¡j>IJ! 

u.<!. H-li<~Ea""-· 

- llh."-"hi- !1oehanioo.l--Engl neorin¡¡, 1\esearob.-Laborat.;ry o. Jlit.ii:bi :;:::._-. 
(;O.~- Ltd. , • :rh&ra&i, JJ<XIJ/. -;-.:. 

,· ' ·--
''l'he preSeot p<'POr de>.l~ vl-th't>/0 ~pJllio&tions e! the .,, 

tinite d=ect ~:~elhcd to the cction ot a fluid ~-Ith free =r
!ace sa4 ~der ~avi~y.· 'l'he !lrst •P?lic~tiot> is uade ~ 
=alysi& or fl<N o;•er " •Pill'-'•Y o~ut, ~-hile tt.e ~eoo~d. ap
:plloat.ioc.is.~:a•óe to·nco.lysü·o! sloshin¡; io a coot&inH~ 
tubjeote4. t.o " !creed sinu~oido.l·vertleel <><>cillatico. : 'rhe~ 
p<>vc-<>f tl>e;!illitecoel=ect ceti><>J.·i<> ane.lyai"<> theae y:-ob
leais is·dciO<>nstntod.- - -

• 
:umtOOOC1IO!I •• 

The Cóuon or a'·lluid "lth free sur!"ace presents-i=.pOr-_:__· 
t~t.eosloeerin¡ ~• v~ll;&s acad~ic ~roble=s. ·Es~eoi~, •· 
the =tion or a fltrld ~1-t.h free =>"fo.<:e =d. w.der gravit;r:h-
ono of tho o;reatut. ~no;ineedc& ocncernsou '""'=:Pllfie:l.'b)'" =:""":- _ 
va tu "aves <I.Dd tbeir'1.!o~aou·on ~ vaJ.l aJ.oe&ctho <ohore.,..A;;o-: ·
e;rnt mcher o! payen ho.ve.been·y~blished on t.ll~•" prohle<Os= 
&!Id !inite el<,.ent.teolwi<:uu have been suoocnsful.l,y .,pp:~.i..!C::::. 
to their nucerioo.l:o.no.lyses,{l<efo .. 3,8,lO,l2 at>d 19, ·!or . ...,. 
OXIIl"ple ], 

~ ~·. =~ine our interest <>f .the presegt ¡mper tg appl1- _ 
cathma·of tlo* fhite d=•nt·,.ethod (o.bridged Fi:t) to.tvo- ::... 
di<>eru~ig,.o.l,,atudy'·aod I.Ulsteady i::ctions or an·invhdd; ir-" 
r<>t.o.H<>nal · ""~ i=ocprusihle · tl ui~ Vi th !Tee • E'-"t"faee · snd 
U.">Úr · p-avi ty .' .• As is vell.k.novn,. tbe. eonveotiooo.l· "•Y. <>L 
derivin¡. &·finite.ti=ent,ron::uleUoo begina,vitb <l.erivil>a "--~. -• 
~ pa~ !o te be presented to ~ ~ternationai Confer
eno2.0n Finite El~n~ in Wat~r Re~eu<cea h~ld at 

""FrlncHon unlv~rsity, . .!uly 12-1&,, 191& .. _ 
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va:rio.tlonal Fdnc!ple •·bicb provides, u its <tationa.ry eon.:. 
ditions, the e~uotionS vhich ¡¡overn the Frob)ec. The vari
ati>:>asl prineiples Cevelop01!. by 1-lhlthlll:l [Ref.2l) ""d Lul<e 
[Ref.9) h&ve pleyed a f.uiding role in rtnite eh:oent "ro=ulll
t:ions ror l"·o'>l=•" of a fluid •--ith free su.rh.ce ancl. uno!er 
r.ra>--:lty. 

In the preoe~t Faper, FEM are ~pplted to tvo probl~ 
on t!Je IOOti<>D o! a fluid ,-;u, free •=fue and under ¡;ravity. 
rloiiUed ve:rolons of Lul<c's vario.Uone.l. p~indple are ~•Lo.l>
)ish~ tO be¡¡in ;~itll; =d used in subseque~t finite ele,..,nt, 
rc~otiona. ' 

IJ!ALYl::lS OF l"L0\1 0-,-ER A SPIUI.'ll CIIEST 

• Tbe first and-third'na=d-..,tb.;.n o.p¡>lied_fl:M_to a.na.ly·--" 
d•·cf flow o~er a ~pillvay.crest·o.nd. obto.!ned eneouno¡ln.r.:--.!:, 
resulta [Ref .:;). -· 'l"l>e' ¡>nsent: poper:-i o &n· e:r:teru;lon gf. our ·=· 
previou:o vork-" Tbe:probl= of conver¡¡e::tce•bebav:ior of stic-::-··_; 

' 

) 

-· 

' . . -, ... 
-.:--= "' 

-'---.-
· """" 1 ve eppro:ri!t.o.t ioQa ·15- d1so:=Jrl"=d--.. -.::etl<cd --ra:- --..atú=t.- .-
l.,g·tbe:o.ctua.l-.rAte!of-flo"-is proposed.-:_ A.brhf .r~k.i~_.¡:._ • _ _,_ 
,...de,::re:errin¡o;"to Referencu·l3-16, of the v..riational prin--=-
elple dev~ope! In Refer~ee 5, a.nd it~ rel&tion vitb-~e's ... 
¡>rinclple • 

~~~::.•;'~'';: O! " no" cver·a ~pilli'"-Y crest-
f The·part~·de,..,t<-i!.by s 1 ; s,,.s, "-"d''--

·' s,-in Figure 1-are.tl:oe free atre&.:~~.b=nd..,-y,.the-~t"-tion.of_ ~ 
~ .the.rar-upstre~ boundary,.the.oh&nnel.bott~-and·the'•to.tion.-

~. ~ · --_- ct. th,¡. r=-Cc,-nstreC bo'-"'dan".- rUPf'Ct1 v.,J,y .-: The X-lll.l<is .is = 
~ - Wú hori~cnto.lly·in ecindden~~ vith the.dat= •urt..,e.~~.

vhlle.the y-oxh·ia to.kon vertiul.J.y u¡:<~~ard: .Assu:nicg the.-_. 
fl= to be wco-dilllecs:lono.lo ateoQ', -~r . .-hcid, i>TOto.tion~- _ 
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·' 

-·-z.;_ -

. · 

• • 

'· • 

" 

• 



. ' . 

• 

• 



' . 

' 

.-
- ·• 

• ' 

- -
' -· 

• 

' 

' .., -.. 
- ' 

' -

~n~ iaoo=pre•sible, our pnobl~ i~ to dct~rcln~ tbe profile 
or tbe free •urfa~e s,, and the ~ct,_,,_¡ no~ r&te, denoted by 
Q,~&ct• as 'lldl H the flo~ fldd, •·hen tbe totcl he~~ li, is 
speclfi~. •Tht ¡;o_verplng equation is ~-. follo"~' 

iD V, ,, 1 

vhere l(K,y) ls the st~e&: !Uoetion, ~d V ls the flo~ region 
-.bo=d.t<!. by tbe ro= bc-~o~arios. l'lle bo=~i.conditic"'s.z.oce' 

•• follo•-s • 

'" ' . ' 00 s,. -::..· ,,, 
.•. . -

(11) ~, a'!'/~n.B -.'2g::::. 00 .s;,._. (3)=-. 

' • -
"~-h=e: o· 1• the no=J.,:" <h"avn outv..,..d3- on-the · bound&ry, n( x) ~ is -
th-<l.istuee of th"' t:re<>'sOU"f&ee ,.e~sw-ed-fr=-U>"'~"-t= . .&ur-, ~ 
fa.ce.aod.g h .the. gr-avit&tlonal.a.ocel=&tion. ---

(IH) Óo s,, 

Ao oentiooed In Ref~renees-5 and 18,-thi~ is·a di!- -
:fieult IO&tO.,..t i o al. proble=,. Mcttuse _ 'l.he probl= 1 s non- - · 
lioeflr, aD:! the :free s"ill-fa.ce as ve.;!_-= Q.,.;.,t.:.s ~o~~ 

' 

y 

' 

-' 
(!) ®-:-0"-... -/ -: _ .. 

!"- Figure 2 Craph1ca1·solu~ion 
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b~foreh~od. Moreo~cr, tho flov is subcriticel in the up
stre= portion of the crcst, ~·hile it h ~upercritical in 
the d<>Ynstr~._, pOrtien, and tborc existo near tbe eres>. a 
tranoitioo reglo~, of vbich the locatia~ b also tmt.ncwn 
beforcl!nn<l.. 

J.. tler.tion ls ~<B.de here of the ouhcritical aod super
critical :rlm.·s. ¡,•, cocsider an unifo= na" in a char.nel, 
of vhich thc hott~ 15 hori~ontal "-" s~n in Yi6UTe 2, ~nd 
aos~e tbat the total hcad Ho Bnd the flo~ rate Q are speci
ficd. Theo, Equa~ion (3) ;cduces to 

{6) 

Yhere b is the distance of tbe free surface mea5urcd f~m 
the d&t~ surface. Equa~ion (6) can be solved grapbically 
"" sbo-"" in rigure 3, vhere the two curves lo.¡,..,llcd vith (!) 
and ® reprcsent 

r ~ Q1/(H, - h) 1 , 

nope<:tively, =d the two roots, denoted b:{ hs<tb and h""l"'' 
provide valucs of h for the ~ubcritlcd and supercritir" 
fl.,s, respectively, for tbe spedfied values of Ho and Q. 
It io &~en that as Q beco~es ~rc~t~r, the ~~o ront< apprc~ch 
te cach other, end there e~ists a critical floY rate, denoted 
by Qc,.., beyond ~hieh nn uniforn steady flov c~asco to oceur 
for lhe specified Yalue of Ho, a• shown hy a dotted curve 
lnbelled vith ® in Fig=c 3. 

Returniog to Figure 1, our probl~·is to obtain a 
omooth free surhce prcfile together ~tith Qe"-'1-Ct by soh"h>& 
E<¡uation (l) under tbe boundary ccndiUons ' \2), (3), (~) 
nnd (5), Yith a turther specified coodition tbat the flov is 
suboritical on s, and superoritical oo s,. 

fcllovin;¡ Yariationa.l prindple 

(1'!' • • ~"T . 
• {-, ) )dxdy +- gz 0c!x, ' . ,,, 

vhere the flov region bounded by s,, S2 , s, aod s, 1& ~enot
ed by V(z), ""'Ph~sizinr; tha.t it h dependent on ~(x), and 
Yher~ ~ denotes the ~-eoordinate cf the p01nt or interse~-
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tion o! th" t"o bcunduies S1 o.nd s,, o.s shovn in Fi¡>Ure l. 
In the funoUonal (8), the bOundnry oondiHons (2), (lo) and 
(5) are tal<cn as sul>sidiary con~iUon•, "hile Eq\lll.tiono (l) 
and {3) are obtained as stetiona~ oonditions ir the vnrl~
tion is takon rollovin~ thc ronoulation introduc~d in Hef~r
"""" 5. By the use of the funotion.>l (8) aod a :rlnite elL
nent forculation, the convcrgeooc difficulty enc~nterod in 
Jle!'orence 18 can 1'e avoided as stoted in thc Re:forenc~ 5. 

Yinit~ ole11wnt fo=ul<>tio" 
f'or o= rinite dement fon:nl.lgtion, tbe tlo" reglen h 

dhid<d l-nto " lnr¡:e n=ber of trleJO&ul.ar dt:oents as ahovn 
in Figure~- For an Lrbitrary tri"-lJ8uhr elo:oont ns sbo-.m in 
J,'i¡;ure ~.ve asslll:le 'i' to be a linen function of 11 aod y, _,, 

'(x,y) e a+ bx + cy, {9) 

\lhere D, b ~.nd e ...-e conshnts, vo.lue• o! "bich "'"" deter
n!ped in te~s of the valueo of V at the three vertioe~ ~nd 
l<c obtain 

A' , 

•' • 

<svta"' "' ¡;'~''f, 

<s'f{'i1y"' BT'i', 

{l/2ll)!yj ,,, 
(1/M)["lr_ ,, . 

' . y ':' ['1'1, -:J. 'i'"} • 

Mnh pattern 

. ,_ 

,, ,,. ,, 
'• .... ,, 

y 

y.ll, 

X.)'. 
' 

(10-n.) 

(lO-b) 

(ll-a) 

(ll-b) 

(12) 

o'---'-----x 
Figure 5 
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Th~ Frofile or the free ~urfaoe betueen tvo ~eigbbouricg 
· nod.o.l p<li<1t~ O:> S¡ is ep¡>-~o"i.::.o. .. ted by a stro.tght. el.,ent. - • 

"> .-Cin~e the probl~ i• no~inear, an iterativo netbod, 
vhicb ca¡r be to.ken as a l:ind of lieo"i:c:>-l!e.phson metbod, is 
introduced, ~e aso~e that tbe n-th approxicate values of 
l'(x,y)•at·...U:tbe nodal points as ..-en u.val.uea or·z(:<) at' 

-...U:tbe·nodaJ. poi<>ts·on S¡ have-beu•·ohto.io~,.e.Dd dellOte.:. 

• 

, tbeno by .l'~ · an.:l. .. ,-. re5~ti vecy. y .Th;;-n,. ,é~ .Proeéed :t. o ObtÓ.~ ~
_l..n¡¡ ±lle {.n<-~)-t.b · ap.,..c:lil:J.te ,·&]_ues o!'. t. bese fW>ctio",•>' . 
wbl-ch ar" denoted-.by,J'.o.nd r., .res_peetlve]y~·-setticg~-. • 

• 
(l~) 

• 
.~ -~ sñb;tituti~ tbe ebave relaticns into·tbe tunetiDQ.o.l (6), ve 
• ''obt~n ~tatlon~ cond!tions uitb're•~et tO dV ani d% es 

·follo"" [Ref ·51,: . " "'" -

j,e•· -•. ~ ~olving Equat1ons·(l5}; ~d ~~b$titut1ng tb~ value~ or.dV~: 
=d oh thu.o d~tumiued •into Eq.u .. ticn (l~l. "~ obto.in .the .,= 
(nH)-t.h .._p¡>ro:d.,.&tion·1"or 'f and·c..~ • 

·-
--· ··- •Jiy ~h•ng!.o¡¡ 

zive~, u~ Q ''!, 

·-

t.h~·value or tn., ""s~ rJ.ov,rfl.te cu~cU--· 
Q ~~-,-Q ~~, ·.·····• "~ ohtai.D pT<>til.es,or • • 
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tb~ fre~ ~urfaee eorre~ponding to'these rates of flo~s. 
ne;ure 6 shoYo the profiles of tbc free m"·!acc thus obtO.tn
ed for the folloving flUJ rates : 

Thi$ U<;Ure sho11a bov the 'profile nf th" :free ~urfaee be
~ve• as tbc value of. Q spproachea to Qcxict· The'~ig-zag 
ohapc of thc profile ncnr tbc crest sc~.ms to b .. a cb~Uoact.,r-

o (.,1«<) 

5.15 
5.00 

"' - 5.75 

FSgurc 6 Shapc• of thc free surface profilc 

( b) Q > Qe.act 

· Fi<\ure 7 Convergence cbaractcristics of tbe profile 
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htie Yhiel! indicateo that tbe-spec:lfhd nJ.ue of Q h 
thao Q~" l' as shovn in FiGure 1-(a). If Q > Q_ ~ct' 
other ha~, the iteratioo ror ohtalolng tbe prctlie of 

le u 
on th-. 

"' tr~e our!AC~ nhovo " divergent behvior oe•r tbe ere~~. ao 
sh<wn io Fl¡o;w-e 7-(b). 

A ~ethod cr eot~ating Qexac~ 
Arter an exteosive o~eri~al ·comp~tatio~s, ~~ .. 

has found a method for estimating Qe~ac• fr~ serie~ of 
the.p,.,rn~.$ho.p~s oMo.ined ror no._. rafes Q ; m~ l-,2,3,· 
••..• ' !le ll~ted· up all the,va.lues of ~·for a opecified 
value ot Q end denoted th~ hy ~1 ; i-• 1,2,3, •••. ; o, ~here 
o io the ~~her of the ood&l poiots co 5 1. Oo the olher 
hand,.he deooted_hy ~1 '""""'' i • 1,~, •..• , n,.tbe.n.l.uea.~ 
of.>- o.t all the-_ncdal P.,ir.t~•on 5! for ~;ac:t•·"here~Qe~act""-

-w-ao to.ken. B, the .flo-~ rnte "hich pro,•ides. the :,o~t """'otb ·-· 
pr<>file .• , Then, -. the- folloviq, g_u!Lilti ty.· """; e=p..tted =: ~ 

• ~i;~XII.~t[.--. 

vbere su=tion h to.k<n ~"it~ respect to all the noda.l points 
on s,. 

' .. ,. 
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B•vJ,.¡ obtai.n«< vllluea of o:: for f<{oil; m • 1,2,3, .... 
l>c plotted those values as shmm in }'iE;Ure 8, vhere thc 
absdssa lo Q and the ordinate h ~. &.nd foo.nd tho.t. a.,.-.
noto~ous conveq;ecce cbo.raderistlc exhts in tbe regio" 
vhere Q is close to Q0xact• 

He hu tound nl"o tbat cvcn if tbc value of Q chan~cs 

Glif;htly, on.ly ver-J fev "!>an¡¡u <><:cur 1 n the ve..lues cf ~~ 
as far as tbe far-upstre~ and far-dovnstre~ portlons ~r~ 
concerned, alth<>'.>gh & st:r-ong d¡;-zag In the vidnlt)" of tl>e 
crc$t '""-Y be suhJ~ct to " scvrrc chan¡;c, and that e. ¡¡ood 
eatimate of z¡,exact can be ohtained by the use of the rar
upotrc~ anl ter-do~stre~ pcrtions of thc free su~facc 
profile oht•lned ~or • vaJue of Q, vhicb is clooc to Qcxnct• 
&.nd ~ conncctin¡¡ thcsc two portlons by a smooth curve ~hlch 
is dr«~"n ns oionUarly as possiblc to the profile of z; ~X&ot• 
The profile thus oht&i~ed approxinately bY the s~thi0g 
vill be d~oote~ by zi,$DOOtbed' 

l!akcy=~'o )Oethod of csti.oating QcxaCt is as follo;o~ : 
l'irotly, o. profile or ~i soooothed is obta.iced hy the smooth
Ü\1! prooedu<~ 4bove nendon...J, &nd is substitutO<! ioto 
Equation (16) to replaoe z¡,exaet• Then, the figure o! C vo. 
Q h plotted o.s sho=o in Figure~. a~d the vo.lue or Qexnot. 
cnn be ~oUoatod by cxtrapoletion. 1'bin has prnvod to l•<• o. 
nocthod of practica]_ u•e. 

lt lo noted here that the cc~~t!na time for chtaining· 
Qoxact and the profilc of its free surrace is o! thc ordcr 
of 300 seconds hy HJTAC 8800/8700. lt •hould he noted aloe 
that tbe r~ks ~ntloned about the coavergenee character
iotlea-in Hererence S have heen fu~ errone~us and ~bould 
be ~orreoted as mc~~loned in the above. 

t~~• or the velo~lty 
ed aB a speoial case 
~ecood variationa.l 
te""" or the 

' .. 

:,;;;;!<"'"'"·anles of papers con-
~~ !deo.l flov vHb ;;;¡;;,,. he pruented 

"- ~p!Hvay_ 

" 

is expressed in 
be inter-pret

Tho 

'" '" 
He •tates in ~efereo~e 13 tbat thu fUnctionLls J 1 nnd 

J, aro ~pproprlate funct!onals for ~reatricted voriatlon5, 
vhlle the funot>onal X definod by Equntion (8) i~ e~uivalent 
to neither or these tvo fuoctional•, Bnd ts subj~t to aome 
reatricted varlntion. He concludes that the fin! te el~nt 
1ntcr-preht1oo ir.troduced in Rcference 5 is in fact va.J.id, 

_,. 
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beoauS<' t.he flnit~ duent !ormulHtion in the poper bas b•en 
~ade under reotrioted vorlation. 

Tbe. firct nnd Geoond n..,ed authors haYe.trled to dHel
op finite d'-""Cnt tonrulatton• baoed·on tho t."o !Uoetiono.ls 
propOsed by O'C~roll, and conducted ext.en•ive co~~tatlcno.l 
vork. LDVever, thelr li:it~ experlen:e ••~• to su~est 
that their flnite el~ent fo~~atlo~s baaod on Jt·and J, 
have coowcrgenee diffloulty and tbnt.!Urthor stu~ i• ncces-

. sa.--;y tOi ob~&lnir-& fin!.te de:::oe:>t forfi-.llations of p=ctlcU _ 
=•-'--- ~-... • l • 

• 
Ll(!UID Sl.CSHI!!G I~ A. RIGID COliTAIII!:R SUBJu;TI:D 'J."ú FORCEll 
SINUSOI~ VERTICA-L OSCJLLA.TIO~ 

) 

• '!llo•bhogd . .s:an U!lotc&dy cotlon·orca,liquH. vitb:free::.::-.;.;,.-, ··-
sud'ue .in a .co~hoe~.-->ubjecteO.:to· fm·ced· osdll_ ation.::.Tbt5~-.' 

~-
FbeDO:Ien~:> h l<l!OV1>-u·to J>O.ke;seriou•·en'~~h,on:the'-! "_. 
5~rcn,gtll:and stabllity:o!cth~ lo:r¡¡~ liq_uld propellaut:r<>oket.C;:""-

- or B!rpl.a".~ oBrr.{in,¡¡ & ¡¡reat.deaJ.-of<fuel. •. Tllis:al.so ·pre-~> _- • .,. · ~ 
~ oenh i.cpo.-tant: c--.she~ring: probl.,.s as~ uuplifiÑ ·by.' the-'- • · '"•""":'"' 

re<;enroh·or :ruel•si.Or"!';~ taalt U!lder-tbe·.-artb~ual:e;'or·by:;· .., 
the larg~ ta~r ;unning on the rou¡h •ea. The probl~ of 
sloohiD,E has been inv~stltated ut~nsiYely [Refs. 2,h,ll ,;_od. 
17, tor:uae;>le] aod &n excelle:>t paper wcb = l'efer=o., l' -
bas ~en publi<hed. 

The.tllird n~ed nuthor.~pplied FEM to tlle •~alysio·of 
o.n:unSteacy_li<>eO.r1&nd:IOOnlinea:r J>Ot!Ons Of" liQU!d_viÜV~ 
fne $1!l""fa~e l!nd under ¡¡ravlty;•vhere·tbe container ""-" • •• 

- sulljcoted•to a torced sinusoidal borl>ont&l.•osoillatimHo, 
[ Reh:' 6, T]. "1 Tlle · ll ~u id: ~·u :assu:ced · to \be. tvo-dliOe.,•ioDAl; J... 

. ln-.bci.d;; iotaopre••i ble: and ·in-cUt! o:::U , ¡'vbili _:, tbe' ce,..·-
tainer,.,n auwoed•rlsid..... " -..... . .::. • .-:-~ ... < .-. 

o 
·-. The.prescnt_paper do&h'l'itb a~ u:~teacy nonlioear..-; 

-,.,tlmo-of,lbe•--=e ltquid"ln the's""'e oootainer.'-'hicl:;•J>ov-;: _ 
~ver;•h $ub,eo~d toa forced· •huoo!d&l•vertioo.l-oscillo.-:c .. -· 
tioo,, A finit~'der:~cnt fcrmu.lation·!s -~" in,.o. m.o.nner- .. 
si.J:tilnr to that-in the-borl~ontU.oscillation.· .!loedleu.to= 
~"l'. fln!te ~l.,.~nt for=l.atlons·for·linea:r "'ot:ioo:o,~d-th .. ~ 
free oscillntion of the liquid in tbe container ean be " 
derived as •pedal ene• oí tbe ouboequent fin:lte•el=ent o • 
!n,..,ulo.tion .. 

• .. - .. - ' -- . contaioer·~·ohovn:in FigUr~-9,-~b .. r•--
-the.l<- y-lll<eo &re ri>:cd.tn tbe'container ar.d.t&ken·1n:.-:-,:;--
co! <o<:lde10ce ~"1. th the. hnrhcntol- and. ve.-tieal. ·di rectio= , • _ 
reopectl vely, ,., Tbe ¡¡<>verning · equat len•' &re ¡¡i ven. a o· follo"•-:: -. 
[Rero •. 1,2l-: • · ~ 

• • 

• 

-lO· 

-~--- . .. -· • 
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,, 
• 

.. 
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• 

'-- , ""=' __ .:, 
:._:--
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,., 
---.- + .. 
'" • ?.! - ?~-~11 

" O:r a,; ;¡, 

~~o 

(11) 

(18) 

00 • ••• ( 19 ) 

00 ~, ' (~O) 

vhorc n(t) Jo the v~ctioo.l ~ccdeu~io.o (¡>ooitiY~ u~·•c..:·::) o~ 
the oouta!nor, •d "h~r~ V, S¡ cc:l s, ü~~~ th :l·~i<! :-q;i""• 
lbe free 5~rfc.oe ""~ th,. f.art ~~ ~h~ li<;.ui<!. c·Ltoh jo in 
oont:,.:t vHl• the c•:.J.l of tl.o Mnt~;~or. 'i'he vclodty p':•c:'
lla.l ~(x,)',l) is rcla~c~ ••itlP. the rehtivt• ·.-deo!~:·-\'; o:"~·~ 
liquJ:d "ith rcop<)c~ to tbc contd~r.r ty 

Y ~ r,rad ~- ( ?_l) 

In J:q,.allono (JO) t (19), TJh,t) ¿cnotoo the ¡-rofil" or ti.e 
fJc~ ~uo·faco• JOt·eourod [:-~~ Uo· free cucfuc<· u~ thc c-t•·.i~~:..;~r 

r.t:.tc, v~ilc " in f.que.tlo~ (20) ün<>Oos tl.e r~r,.al <.::-n--T. c;;.~
"&rrl~ oo·5,. 

""'"l'lc, -.:e consider" Wo-di"''"'i"r.
ul r.-ctnr,¡¡ulnr co,toiuer as oiLmm in f!¡;urc: JO, l.'~o·:cc h d~
r.otc5 lhe dq•th of l~e liquid i~ tbe ~taUc~a..-y ~t~t~. H 

y 

' 
-b s, 'l(>.ll 

b / 
~x , ... X 

/' o !-"' o '--
1 

V " 
s, / J 

' 
_, 

Hc:ott<- 9 ' ecnln!ner rl~·.,rc 1(1 A tvo-dkor.oio~-
al rectanr.uJ.a>· contnin~r 

. Jl. 
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i5 oho~n tlut tho r.o~~rnir.¡: equnUono for the ~r~oed pro"
l""' .. re ~!no by t~~ sto.tio~ary oon!Híono of o. functional 
deflned by 

'.'h~u tbo flo·• rralmt hour.ded b;r n, ~n~ s, nrc der.ot~d Oy 
V(~). <.r.lphaoizln~ t.J."t it io dcp,·ndent on ~(~,t). In t~e 
funoUo~ü X, ~h< in~epon<lcnt fut>c~lons subJeot to vaz-iatlo" 
are(> ~M n ~-ith oo s•;Loiéi&r)" co~dHic:cs. 1t o~mLd l:e 
not~d, ho•e•H, thllt in !:-:;~etion (:>2), ~;;e varh:.lo:. is 
to.l;on .. t,. ce¡·t~in d~fini"r.e t!:cc t, nd 0~/at '"'~¡;~¡¡;~~re 
tr~at<·d ns par=~tero not ~·oC..)cct to venatjon. 'l'he 1\Jr.o
tlonnl (n) cay be to.J·.et> as hn <·>tnc.;l~~ o~ l.ul:c's variat!o"
al ¡•rlndph. 

, . 
sho~n in J'i¡<urc 

rore:-~!"~'""· ~!.r ~luE ~o~íc::. 

;;.~•'""~''; o~ tri."'-&<lu <"1<-:or,r.~s "" 
"~ .. ,·t.it.r:n·y kian¡;ulu dco~-.t su:t, 

ve oo~u::.e ~ to be ~ li"qH funo'.l_on of ,.~ r,h,Nn in l'icure·~. 
x n"d y, noncly 

Fl¡¡ure ll 

'" 1 

y 

,_ 
o'--'-'-_l_-:x 

!'!surc l2 
111th tilO 

A tdnn¡;ul~r cl<,;<cn~ 
nodnl pOin:O on 5 1 

) 

' ' 
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>'hor~ a, b nnd o are tke-cl~¡.cndeni co!lHnnl~, ,:alucO M 
"l'lid> ue dotc>':::ln<OC in ter.;~ of lhc ~nlue~ o! (1 ut thc 
thrcc vcrtloco ~n~ ve obt~in 

(;>~-b) 

Vlocrc A and S c.r~ tJ,e t.o=o no ~~~en b¡· !'qo.(U-~) aod (ll-b), 
rc5pcctiv~ly, an<l vl.~rc 

( 25) 

'l'h~ proflle of thc free h~un~hrf ~cwce" h:o ueif.hborit~'; 
noó.a.l. pointo o~ S¡ ü n¡>~O"o;d<OT.tc<l t:; a stral¡;h~ dc-:.:~n~ ~o 

oho\in in Pl¡;urc 1~. 

Slnoc t~e probl= is ~n-Cir.C"-!" &Jd <.i<t<.~"-"r<>r:J··.-,~. "" 
<'Pploy a ol<•p-ty-otcp lnte¡;rntion >"it~. rcorvct ~o.~!~.>

p,.,.ot.inr; Vnluco ~f (; c;,j ~ nt. t::c :;,~ ol' ~. n.nc! ~o.¿, ~!- ~=, 

~o and C r¡ rcopcc-:.ivcly, \."ho~c t~ io <.!::>~ incr=ent, -,-, 
dcfin<' lnc,'c"c~tc. d~ nr'd <\1, ~s [oll~'"'' : 

r¡ " TJo < dr¡. (26) 

dr¡ « 1)0. 

and that M¡;her order t•·r.;o cnn he ncEl•·oteti to obtn~" 
li~>eo.rhcd equntio"~ vHh re•peo~ ~o d~ ~nd dr¡, b n <.nN1C' 
~Im.lnr ~o thc formu.Io.Oo~ ~~··eloped in ~cfcrenc~ ~. 

A o¡~ciel carc ohould be t~kcn !or gn c¡~cnt Vhic~ 
}la~ noxla.l po_!~.a on s,. :F'or ~<=plc, for a td"-n¡;ul:cr 
clemcnt vl,lcil ],as wo tlOdol poht; o~¡;,, "" havc 

f.. " !J.o < CTdr¡, ( 2'1) 

~~/<lx " (AoT dr?A,T](~o ~ M), (;>0~1'-) 

at{Oy n [!lo 'l' drt~,or][~, ~ dO), (2$---b) 

.-D· 
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\<),ere l>, l 0 , Ao, !, 1 , Bo nnd B1 ,_re d<fincd In thc •=e l"nn
nn "~ in llcfo·rcr.cc 5, OU>d •·!¡ere 

' e ~ p!~)l"k- "J, o, xj - x1], ( 29) 

ar-? D {d~i' o, an~,.l- (30) 

lt b notcd ¡,ero concerr.ln;; E<J.''"·tiono {23-~) o.o.d (28-b) th~t 
C>9 ,.,,.,¡ 90 +~'1 ere "'-'-~ices Cf the -,aluco o~ ~ at th<> t~rce 
vNtlcc,. o:f H.c tdm1~lr.• (p1 °, l'j• 1\') <LO.d (1'¡, Pj, l}o) 
~hmm in l'leure 13, res¡>ectio-c)y. 

-~'he 1\H>ctiono ~(x,y,t} br.d 'l(~,t) <·xrr<.<<t·~ 1')' U'<,,.~ 
of tbcoe ohape f~octíooo.o u-0 oubtHute~. ir.co l.he !'~~eticn::.l 

(?2). 11-¡ tnl'-ir~ vo..ci~tlcno odtl> n5;>e~t to C? e.nd dr,, ~r.d 
lliroor,h linc·n::-inti<>n, , . ., <>bUlln fo>Jc,.in¡; t·"o ~.;_~alrn' '-" 
~tetlnn<-r¡ conéHic-no : 

,. 
• Bc~o )C,]i1 0}J'l 

( 31 ) 

' -·-~ ,. 
' '· 

"' \ . e; ,. 
NI/ y 

' 

• 

Q 



• 



.. 

-. 

• 

" +gJ~o+arl~o, 

' • !loBo )~, 

l32) 

~'herc Ie nnd f.s d"note , .. -gicc vith reo;ect to o.ll ':~~ 

<"le»cnto <>nd 'llifh respoct to ;lil tbc d<>«entS vhich h~-.-e tvo 
noda.lyointo on fi¡, rc"rcctivoly, 'llhih:l d•·notcs unlt =
tr!x ond 

['" ' " '" 
"' l 
'" 

(33) 

l bdr.¡¡ the projoc·ted ¡,nr,t!L of thc• ~~rni(,''t ••1c-"''"' e-, ~, 
cuto thc ~-w:!o u oC.o•m lr. 1Jgo.1:-c 12. 

Hy inLroduci"E thc rolntioc.o 

1nl.o r'l.u6tiOn5 (31) cnd (32), "" fi1>ally ohtdn U1c fo~lo·;lr.¿; 
~quaUono for H~ dcten:~lnO-tion of d¿ find dT) : 

( 35) 

vbere 

'" " ¡:(f,,J1,-r + 

" 
n, n/\•,, ' 

{( T T T· ' ' '" -~ ;,,t., +_Bono HoC - !(A, ~.t • Ao~o )fh 

• ' (B 0 hl • ' , Bo~o Et]t,.)- l>t ~ F, 
• 

'" • l:C~oT(AoAoT 
" • ' +.!:... r " BoBo ) r.t ~ • 

· -l S-



• 

' 

.· 



,, , , 
-tt<!>, "•"' A, ~ a,.:-, 11, ¡ 
" 

+ (,.(t} + 

ll> u -~{1\,Ao'r + B,e,'~'Jfol>o - ~ r¡.;-fl • 

" ,, 
--~ f!(c.!t) + clT¡o 

" 

By solvinG E~uutions (35), and ~ubsCilutinG tbe valu~~ oO e¿ 
~-<>d. dq thus o!e~~=i~ed >nto l:quoti:on~ (26) "~ obt3in ~ o.c·l n 
~>t. t~o+l.t. 

:f'or th~ star\. ot the al>ovo p~oo~d=e, v!!.lueo of <i, n, 
a~/"t o..~d ~nf<lt 3t t~o ~~\o\Üd b~ ¡;;i·:cn. l'or this :¡no<;ose, 
ve nu=e tho.t t~e U<t.UÚ! is st~tioo:trY ~t t-0 "-"'i ¡;be::: c. 
wo.ll rise of n suoh tht 

'1 u d, 

vhc<e di& an iniUnl ~ise ~ec~oc ¡•ropecl;< et.<"en. ';'ho:'l, 
"-" suuested r.-ce~ <4u«t.io~~ IJ6) ac.d (19), •·e h"-"'" 

" "fi" ~-(o.( O)+ ¡;)d, . " s, ' 

"hich e.re u~ed as inlUaJ. conditions. 

(3T) 

(38) 

lt ls notcd th~t >n on!er :.o z·~duce o>cc=clo.U.o:o e' 
"tl.,o inh·cration ~rrors ~• <·'-'~U <10 poss\bl~, it i~ d~~L:-ablc 
to u~e " til=e bOeg.-ntic;, <Ch<'Oe t.:hi<:h h""' ht¡;her nccu.,:~e¡• 
t.han t;quation<; {3·\). 

lt b o.loo notd th~t thc P~oh dhidon ü cmd<· ,,t 
cvcry titoc incr=o<~~ : ~·;¡en thc :.~ca~c cf tc.c frc~ ~urr .. c~ 
is obto.ined nt 't4o•A~ c.s •he= in riC"~e U, ~¡,., l:l.<;cid 
re¡;lon is dividod lnto " """mesh l'"tte= nud thc vo.h:~o or 
oj> nt 1\eYly clcfJ.,ed ¡,oa...J. ~oints n:rc obt~incd by intcrpol.o>.
tion. 

h tvo-di="dooo.J. conhinÚ n~ ~h~\tn in 
l"iE:IIrc l.O rcr " cu::orico.l cx=plc. Hs d.iOIC~sl.on in 

-lG. 

. .. 





.. 

21>'"90 <:::1 ttnd h~6o e::>. Then n"" r<•r,ion is dividcd tr.to n 
n=ber or el""e"t5 oo ~h~·•n in f!r.u"" ll. ':'h~ eon,~ic~r is 
OSO'-'~-d ~L t~ -~b~<"C'd CO C!l~ foJ:~'''~,;: ~orocd ~~'~o~•-:,: 
v~rllenl displaccr.>e·nt 

• 
fort~O 

"llerc no end w ore thc =pli,<>M ond frequer,cy o! thc 
forc~d oadllation rcspcoctvcly, end a~~ ¡;iven for che 
prcscn~ muorichl ~xo.:ple ~" fallo>'O 

0-o ~ ~.Q CCI, w = 11.0 rad!~ec. 

S<xnc of thc co:oputed tcsults n1·c bhO''<l in u.~ follo.,.inc;: 

( 39) 

(Lo¡ 

Fl¡;ure 14 sbo~ ti<:tc"i~c boh~viors o~ n(O,t) •c.d 
n(~b,t), whcrc th" "dlkroO'-'L nonllnccr beC.a·;ior is c~co.r:¡
obscrvcd : the up•ard "'-'PECudc lo ,~r<·a~ec tkn t~c ¿c·_,,
l(ard otlplitude. FJ¡;ur~ 15 ~h~c• th~ pretil" of th•, f: ce our
facc nt t:J,Ila socot>d:; n1.C. 1.•2.1e ,ecco.-.d,,. 1'!:.'o -,.,-~,~~e!: 
vecy o!J>ilar to tl1nt l>f th~ st~<,<lln¡: ,.,.._,., nboo,-.cd b 
Taylor'o ~xpccl.o".•cn~ [Hof.20]. !'!¡:uro~[ ol>O•O cho F~'""'"" 
di~trlt.ul.io~ <.cCi:.¡; o~ C~~ ~~ll of U.c c~~c~bcc "" ·.~:.0 
~€con~o- Jn t~h fl;.urc, ~~e <!ot·.~d li'-"' ir.d!cnte o~~-.i~ 
pro·osur~. ~'igure l"l cho<o thc ,-,•lod'Y oiio,rioul.i~c. o~ <h~ 
liquid M t~0-5 occond. 

Thc frcquc:.cy of thc frc~ o"cill"-tiOn ~t tbe li<;,ü<l in 
thc contaln€r •<>S co~pu~ed as <. •pcoial c~oe of the prc<cn" 
finitc ~le«ent fo=uloUo;:c, and HS fouc.d 1.<> be 8.5 ,.,.df,~~
Couocqucntly, rt¡;ure l~ sbo•s tl«e his'-Or/ ~f the so-ca.llc<!. 
l/2-ou'bl•a=onic reopon•e. 

" 

., 
TI~~ hl•torics of n(x,'-) 

• l 7 . 
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H is ~1d~d t'>~~ Uo~ t!.!_,p ic.cro.~"r.t M ror lhe nOovo 
c=putntlon '"" tllken to b~ O.C2 oeoond, nnd that lho ini
tll'l p~o!llo d or the fuo ourfocc "~" u~e~ to b~ c~·.,ol l<> 
the shoFc <>C :~.e ~roo o«rfaoc l!: t!".e r!r:t s;=etcicr.l 100~e 
o! the free osoillation ct thc li~<~ld ar.d iu "~~lltude ··~s 
t~hn ..,~ l ""'· It (s flnolly ~d;l~~ th~l the o~:=;:t::l,.~ ::::o 
for ol>:olnir.¡; ¡·;,-""" l~ ;·as of thc ordcr of ?.50 scondo t·j· 
Hl'I'AC 8600/8[00. 

•• 

·-··- uo 
-- '·" 

• 

• 
• 

• 

TJ{x,t) 

• ' • • • 
• • 

f!¡;ure l1 nm.- field 

-U-

• 
• 

• 
• 
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It hos bc~o sho~n In the pr.oent p~p~c tln~ t~o c.~o
li~oc= ft~·e ~uc:~ce ¡.rot-2<=• ~"JH ,;~o."li~.' uc to·=~r!c;O~;¡ 
~olve.blc by t!-.~ finitc cl=ont J::~tho~. 'l"h~"c pcoblc"'5 ~,,. 
be N"'-iJc·r~d 00 t)7iC~l O<o..::?Co: '"lltch ''O~-~''"'""t'; ü_o 
po~cr of tUe ri:oü~ cle:o~nt n~tb<><i in •P?li<~t.lon to ::cec 
ourfncc rrobl""'o und<•r EravH.r, 

L Abrornoon,ll.ll., "The 
Hovlng Cooto.ir.en". 
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'" 
ittot.:nion,l, the JOmnóng eqO>tlon,. founJ to ¡,., ~¡"" b) 

"'"' i'O:. h'+T¡'aO; in V "' 
~h<r< ..'{<,)) i< rhe 11rcom funeüon '"d 1' Í> the rc6on boundt~ by th< four boun~"'" > < l h< ~~""~-' 1 
<M~>tion, >r< ti•<•., follo~•-

¡ 
¡-'~· ::::i"['~::.,:·:"~···~~~··· ,-- ~~· 

' ' 
' 

"'"" t. flo~ ""' • '''""'' 

' ' 

,, ~o 
1\'•.'?n ~ - ,'(~ge) 

»h<« n ¡, the norm'l r!""" out~"d' en doc l•o""d"t)', :(•) i> tho "'"·'"" ol 111< ¡,, >wfoee n"<»t:r<ol 
¡,~,, tOe ''"'""' >utl.l<e of '~<"¡;""'"" lc;ol' or 'a~¡ rn;rtor" 1"<1' .,J g " ti" ¡r.r ·'""'''"' ·'<'''" "'"" 1 

On th< dt.>.Ond OOL\om, S,, M h>'< 

'" "hor< Q ;, th< tot.>l rato of ftow p.U<ins ""'ti>< or'\1~•1 ¡xr unit <Jru<. The »lue of Q i> un\n~•• 
boefmehand. 

o~ the f><·Up>!fnm boundlry S, and ftt..:!ou·n•:r<><> bound>o;< S,.""'"'""'' 
'" 

nomely, th< "'"" of ~ "' "'""''" t~ ury hn<arlv a Ion~ rht boun<l>ri" s, •nd s,. "'~--"''<!~·· 
Out prc,bkm 1< lo ObCOin a >moocil fr« '"'"''b'Y <urf.t", '"~'""' ~ ICh rl>< '""'';' •nJin~ 'O Cal "" ~~ 

fiow ond ftuw lid,l, hy •oh ing equ,Cioll 1 1 \ un•l<r 1 ho hvunj,'f) condill'''"· cqu.uic•llj 1 _' -! '· ""'\ .t 1'u:1 O:r 
prmnOc~ oond1010n lil.<! !loe lloo; '' >Ub"'ti"l m che"!'''''""' P"""'"· ~l.olc 11 ¡, '' ,'-'""'"·' in Lil<' 
doVon>lr<>rn rottion. Wc >il>ll ""' thi• probl<m num<nc>lly b; th< ""' of "" .,,,;, '''"""' <1:thoJ. ~ ""' 
<h< 6dd o! inl<l"' Í! d¡vi~<d inlo > 1»¡< nurnbc< of trian¡::ul>r <l<m<n" ;1 1ho;.n in h~ur< : 

DETERMI¡:AT!O;o.; 01' nn:; PRÜFI! E OF TIIE FRf.f: SURI-'ACE BOli'<lliR.V 
WHtX -¡un \'AI.i,;[ 01' (liS PRL,CKI:lrll 

Our iuilial inl<o<" will be fO<u<od on f,ndon 1: on int<r>ll'"<o pn><cd<lf< [or tilc d""""'·"'"" <>[ 11.< f"' 
bound")' ""f'" whon ''" ';¡loe' of Q " r"''"'l><J. 1ollo"'"f Lh< ''"'""', ""'"''~' n"ro ,,J 1•¡ Sou:b• .-!1 
and \'"''Y·' \\'o ,¡'""'' Lh' r• .--,o"t•<d "1"< ,,f (' "' Q, onJ '"""'" ,\ lir•< ·•rr«"im . .:.- r,,,;,¡, .,f th•· '"'' 
b~"ndor)' ;( ,) l 0< p<O«Juro .,,-,¡,,,in~ ;¡ 1""" '''""'' f,•¡m"'-"''"' <<>1 '"r<'"J'"~ to <4"·'"''" ( 11 1 1 11dl 
known,' onJ <>1"''' of ,•, a1 noJ>I r<''"" in th< tlo~ "¡·oon o( ini<I'Cit '" J<l<"mn<J b t>_, ''""' .!"·"-' 
""'thoJ 1 h<n, ,.,IU<I of i\','i:n on oil,- (<.e t>toun~"" '" <oi<OI>I«l """"'''~!Ir b) 1-1< ""'o~';["" o( el '""' 
ebi.Oin<J. af\J >r< oub!.totot<d into cquacoon (JI'" '"IJ '" "'"'«! •>h>< o( :(•1. ,.¡,.,¡, r•o"~~•., ,,-,o-7J 
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A VARIATIO~AL f'OR~1ULATtO:-: fOR Tll~ FlO\\' 
C/IARACTlRIZE!.l H't' TllE !'lli.E SURfACE 

A• tll<ntion<d in the ]1\Uoduc:ion, the ~ow o"r o ·~ill"·'l' "'"" ch>r4<L<ei«d >u<h th>t thr r•'" "tlco 
up>t".lm portion is ~Wbcritie>l. ~t11lr th< flo~ in th< do~n><«><n portion "'"r<""''"'· o.,J c<"t.or 
M<thod 1 >Ion< nor hl«hod 11 olqn' '' ·~rhcabl< fur rf.r de«rr.»n>Oion ol ti.o he""'"' bcc,,!tf). 
Coo"~'""tly, o"'" """''""prO«" ,J,ould be Jon"d-

1 ho t;,r.nomod >uthor propo><d "" ¡(mtion proc<Ju« b•"d Qn o l>ril"OMI P"'«~l' tn "b'h Ml 
onl¡ <quation (1) but olt.e «¡uotien (l) i> gi"n as "·"'""''Y eond"ioni. Th• fune"on¡¡\ oi '"' r ""rk ;, 
i)'<n., follo~• 

'JI 11"1' 1"1'1 ' 1" cx:-'i "'" r. ;- ¡, d•d¡+J •• ~; 1 d• '" 
wh<t< wo drnn" ti" "gi<>O of tho ~QW bol<tnJrd b, rhe lour bnc·n~.l"" S,. S0, S1 oc.d S, h) 1 '( :), rc·~C .. liJ,.n¡; 

th>l it ;, depcmknt on *1- A< 't.o~n m 1 i~o« 1, 'T donoto> :he _,:.0~-<>rdmoco t·f ''" cotn< o! •--·«""'"'' 
el o he owo b<>und•"'"' S1 ond s, In lh< funct.onol (61, ohe in~<p<nd<:nt qu>n<•::c, ••Oi:.c:~ to • ,. o"o" .,, 
.¡,( >.¡) and :(r), ~htl< condtlion< (~J. (4) ""' (5¡ "" "len a< IUO,;o,r¡ cnJHIHio,; ·¡¡,, '""""' e\ .. ,,:~·, 
ha< hoon fou"d lo O. a lf"""' "" of o he f'"""Pk d<t;><d O¡· Lul.< • llo""''· oh< pcoof ,,- ,, ; ;¡bolo 
'"""''"'"'ill b< &i•m he«'""'" • refe«n« n focnd 1>"' '" olo< P'"'"' "'"'"· 

~or the (>foof, ~• >« lhat th< lmt •ori>rion of x i> ~l'<n ~Y ol.o fmt-orJ" quantt:¡ of ot,o re:;,._;,~ 
uprmion 

' (J' ((''' '")' (''' '")'' 'J" - .,-;- + --,-+-.- dld¡--- t(~; 
2. I'O>HU'O>I ó> <X C) <') ) 1 O 

'J[ 1(")' ")'' ' ., -- ~ -!~ /dldl-, 1 ,,•,t. 
1 . , ... , <x \(¡ ·.• 

'JI 11'· '"1' 1" '")'' ' 1.. 11"1' ¡···¡·¡ - --,-+-.- + -,-+-.- dxd¡--- 1 -;- -+ -- drdy 2 ,.,,, <> rx cy CJ J 2,, ,-,,. <> q 

'i" 'j" ·¡·¡ (("' '")' ('' "')'' •-, t(z+~:)'dx--) f•'dx+-) ~·~ + ---. ¡drol¡ • • ...... ~.. o () () 

' o __ ____, '· 

.1 
) 

:Lr:vl}<jYf1} 1 
1 ••¡'}, 1 

S, • ' ll!_¡ 

-' 

,,, 



.. 
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A~AL"" OF ll~W "'EK A '"" L'HI (Of~T 

JI. ('' ''') j'"l '(''')') <x ~- · _,.,.+.,... S,•,dx~.>·<· g!--, ..- b'dx _,.,,,e:. <r • t '" 
(11\ 

Con>Cqu,nL11, cq ... 10iou1 (ll >n<l!l) "' found lo k'"' "'""""Y cond01i<>n1 of <h< fun'"'""l X· 

1R-l,\:XGtiLAR J:L.I:~I[:>J~ 

For a r.uitc <lomont formul.10ion, th< don¡o¡_, of '"""" " di• i~,-d onto • br~o ""'"~" úl """<"¡" ''"""' 
'' sho~ n '" !'itur< 2. 1-or • I!IOngul" d<mont of J '1"" l, ~• "''""" ,¡, "' O. > lino>r fc.""'on oí ' >oJ 1. 
namdy 

.,hm 4, ~o 'Id e><<'"""'""· •olu., of wbi<h are .;."""in«! in "'m' of •·o\u" of.:, a< lf.c '"-"" ""'"' 

., follo~~ 

.¡.,-a+h,-q, ) 
,¡,1 .-a.-bx,-r¡, 

,¡.,--+h,+<)< 

FCu« l. A .,,..,.,¡,, '"""'" ~.~, P, 

J!y tbc u>< of cqullion< (ll) and (ll), v.c h»< 

whcre 

¡,¡.¡ex ~ A~ -4> 

N<iJr~n•,¡, 

'• ~. 

(1 .') 

__ , __ _ 

(1 \b) 

(ll<l 

\l~) 

( 



1 

1 

1 

1 

• 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

11 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 



'" 
N«l, >O m< «l>lion> ~;11 h< dori•<d fo; • """'"'" or<mcnt l><lon~i•l to 1~< f"c bouo.!.uy S,>' ''•'"e• 

in ri~ur< 6 Tho prolik of th< fr" OOuncl") b<l~«n •~-o oci;:hbou"n~ n<'<l>ll""'" on S, " -·~:"•'I'C-' '"J 
b)' o >traight ><g•<-<O: on th< p«><nt formul>t;c~ bno:d on lh< fonol< tkmoot m<th.,.¡, "' "'""'' :': > Jc 
f': f"! lo<< on th< h« hoood"'Y >nd in«<>« thc o:~'"'"' o( r: on.J r,_ 1>)• ~J, >n~ d¡, l<lpc.:.><l>. :,• ,o;;,,o_ 

'""'""' "''"'1< r, r, r,. ~~""'' • 
y,-¡j+d¡·,. r.·J~+dr, (111 

We •h•!l upr<>> t],. oru. Nlé>' and <>·.'i:Y of lh< uian~ular clomcot 1', P1P, in tetrt" of d¡-,. ~J. ~c.J th: 
co-ordon.>l" of <h< MS>OII ui>O~k r: P,Pi., I>!Utr.Ín' th.U 

d¡,.dy, <CJ~.)~ 

, ond d<no""l '"'"" of ,'• ' ' thc '''"""" of th< tri.oslc r, p1 t< by?,. ~. and .¡.,. llftcr <umc >lgcbroi' r::r .. oo!a
lion, we h>-< for tl1t .,,, oflh< uianfl< 

'"' 

pT -\[x1 -r,. <,-x,, x,- <,) 

d¡'- [d)",,U,d.•¡] 

x, )", 
X¡ J, 

x, , .• 

On lh< olh<r h>nd, ~·e ho•< for i:Y/á and i'~.'i:)" 

'"' 

' . ,, __ , _,., .. ,., .. ,., 
•¡~u,,.,,.,, 

(y1 -J~l(<,-r1) ,, . 
1+ (¡t-¡fl( ,, - ,,¡ " . 

(x, ... ,,l(,,-<) --i.i. __ ,. 

' (•,-~~(•,-•,) u, ~ .... - ' 
,, 

(x1-x,H•,- .<11 ,,. . 

"· 
"· 
"· 

"· 
( t,- x1H.<¡- ,,¡ 

" (•,- '•.!!..··- .<,\ "· ·~ 
"· 

(< -r,l_l• -x,) ,, 

(' '.1) 

(1901 

(19c) 

(CI•l 

(: l 0\ 



• 

. -

A~'""' or Fl.<l"' 0\1 O A 'P'ILLWU CR"! 

fm>ll,. "' con<idor >,,;,,,¡,!><Ion~:~~ to '~'Ir" ~oun~>r, s, •• •ho~n '" F'~"" J. \\'o'"".,--' t'.< 
""" /~ lo<t "" rl.e ''" bouoJ.") tnd im<>>O 1~< or.l..o;:o ol /~ b) th, te• oN.l'n ""'''''' tti.••;lo 1',!' 1',. 

Geomt"'·'' td'"""' """!." '" ¡~., tri>ngl< sho"" '" 1 t¡urc ó "" •k"'·''''' r~r ''" ui."tfl< '"'"'" '' 

• 

• 

,~----

f•<"« ' Di•rl•=<"""' or • '"''' ''" ok~~"' r: /', P, to r, r, r, 

11~urt 7. br ¡-uuin~ d¡, "'"'''""'"in equ.«t"'" (1[), (lthl '"" (:'ilh). :;<d\·<> :o")- equ.>'tocs (ltl. 
(lil•) ooJ (.'Ob) "d"'" lo'~"·"'""' {11·.•- (1-'.t) ,tnd ( 1 10), '''" dt, anO~'' .1" '"''" '""'"' '" "'·'-

/1. ~!:\\' JHR/\!10'> ~IEIHOll • 

ll<r< ~~ '"""''""" • """ it<a:ion "'o:hN ~hielo m.> y be "l'" >< • \.10d <1 :-;,, .oo-!1'~;,.,.,, r"rhoJ " : 
""""" thatthe '''" aprrotirn>Le •>lo" olthe """"' fun'"""" •11 d10 ""~'' ?•""'' "' ~:11" "·' "' 
ordinote< of 11,, f"' '"'¡'~' b(>u"dMy h.no loo<n ,¡,.,inod, '"4 '" <l<not: ''"' "1"" 1>) ~. oc,J ;,, 
!O!pocbdy. W< !h>ll pro«od 1~ oOuin tho ¡,,.+J)tb >PP'"''""'" '·''""· ,,¡,¡,h J'< J<n••"J Oy <!• ood ;, 

"'~"'"'"')· ""'"; 
(ll) 

X • ! }.; (•]•, + d~r }7 {!A,- A, <i)']]AJ- d¡ 7 Al'! ' . . 
+ ]JI, -JI, d¡ ]]Jlj- d) T llil)/90 ~ d..Y)(~ + ]•T (!¡) 

+ !t }.;{r,+~Z) Tf(r, + (Ir) ' .. 
~h"< :::, and :::,, do'"'"' >umm.,ion< with r<>¡><OI '" olon•<nl> '"" ~·ith ">r•·" to "''"·'' ro<"<• o•• s,. 
«>p<<th<l)', and 

1 

,., ,_ 
" 

ll><in~ tho proj«.t<d l<nr.!ll o[ th< otr;:i¡~" "S"''"' nn s, "'"'' th< ''"'' ., •ho~ n in IOfUIC Ó R""'"'"'""~ 
th< oub>i,i.or¡ ""'"'"M> (l), (~) ""'' ¡1) to¡:"h" "lli• rqu>tlon (O)'"'''"'';"''~ tl"l 

(26) 



• 

'" 
w "'~' tl.o f"'' "''"'"" ~r cqul<ioo [ll) to o~tJin 

'x - !: !dy '((A,Aj .-o, u¡¡.;., .1, 
• 

+J(Aj ~·,1 • A,..,j)A, + (llf y,t- 11, YiJ l!,)rl, .l, 
+ (A.cg Ai + ll, DJJ dY .1, 

-(A,Ai + 11, BlJ.¡o,pT dt) 

-h: $ d• T l•:,¡.j"(A., Aj" + O, C!JYo 

+ 2>1!lV•o ~·lA, + !1, '-t>j!IJ J< 

+ l~•Tl"" Ai -r n, lliJ dYI 
+t ~~¿z'(h0 • fdl) 

•• 
wh"< tho [,,., and ><cond :::, m<•n '""'"'·'".,"' """ «t;><ct to •1! th< nN" ~ith•n 1'(:¡ .,,,! ,·o S1. 

T«J'<Ct"'l) and """" 1 dcno"' """ ""'"' Tno '""~n.r)' '""""''"' ob'""'d froto tqu.t.c·, ,:·r "" 
•omm>~i"<J » follow> 

{;, ~ l'YiCA,'I'l ,1, + n.~·rnJ-:~

c:, P l'~•J(A0 A¡+ 1\, llJJ 

Gn ~ ((A¡ >1'01 +A, <:•J) ,\1 + (flf ~·, r '!\• y¡¡ lt,].'., 

-(A,Ar-+ H, llJJ y,l'' 

G, - (A,AJ + lloD1J .1, 

11, - ,r,.- jl'YJtA,AJ 4· 1~ HJJ y, 
n, ~ -lA. Al+ n, nn y, .1, 

• 

and ~h<" r.utli< not>tioo.• in <qu.oion (:~) >r< d<f>n«! "ith ""r<" :o olltb< 1<b"d nM<• 

¡:;¡ 

,:;,¡ 
,:¡o¡ 

¡:M 

. C'IJ) 

¡COt) 

\!>t') 

B•- '·'·'·"~ 
<qu>tion (!&), ond oub>t•t"tin~ tho l'>luOi of rl: and M tiM dotccmio:d into '~""''"" ¡:.;¡, ~o c.:tn oO:.i:, 
th< (1o 1 l)tlt aJ'Pro•im.1tion lor: onJ ~-

A NU~H:KlC/d. EXii~IPLii 

Wo t•l.< th< >poii~•Y """ ,. ~~-o~n in ri;uro ! » on u.1m¡k .nd clfl iclo 1h< fio~· ro~ion of iot<"<H 1e.:o a 
ountb<r of ln>n~ul>r dtm<n:> ~l.1in dm"t><ion\ uf tho 1ritl~·') '" i<>«d tn rlp¡><ndh H. U·.r "" '"·'" 
pr<>«<d> l>y ftr>t "'"'"inr nn arrro<im•" ,-oluo of Q •nd úno« it ~Y Q,. ond <~M>m;; 1~:0 ""' 
•rrro>tm.tto proftk ol ''" ¡,.., loc•o,,J_,, '"''·"" '" '"d' a "·'Y tlt.ol 11 ooon'"·k• ""'' t! •• H d tk c:t::-.• -, 
>ul'<rtt""' "~" ., S,. ond v.t\1\ llul of tht umiNm <ur<r<nlt,dl t:..•w >1 ~ •• lx>th 0.-i,•:•r-"; 1.' (l,. T.-ce., 
l.<rpmr. 1l1o •oluo of (1, unoh.Lnr:J, and !-y ti" ""' nfit""'"" ONJ •'" qu.\LMI t:Ot. ti,.• r'•''·'' ,,, t!.: ;,,., 

bounclor)' corr<>p<>nd•n~ lo {',"'''too faunJ_ il< f" •• o u: «l'"""""' in""""';"'' ocmr"-";,,, '~·"'"· '' 
S<"eml lbl tf Q, ~ º•"'" "h<« {>.,.,. ¡, th< "·"' .. tU< n) r, th< f<e< \U!foC< ~0U1lt!O') "'"""f" '" 0 
proftlc "hkh. '< 1lw"n in lt~urc O(o), "·" ~"''"' "l''"'"" nnr 1ho "'" of 1110 <ptll"'l'· (l.>'~" ,•:h" 
hand, if Q, ~ ('.,~•· o.~< proli!o o[ Lh< le« o:...f•« Joc• not ~<<m !3 con"r~ lo a ~<fm<l< (,•:m. 1-L • ""."' t~ 

<how o dll<'f"ll '""·"¡""' "'"' "" mst ••fth.· •t>i'I"·'Y·;, '''""" tn !'i~"" <ti•) '""''''""''!· "' !:'>' 
»t)'' &umd •aluc or Q "'r br "•r. unt<l ~• linJ • m~" •rrr~rriott »lu< ~r Q fN "'"""'f' '"'~"~ 
Ir<< \Urf.tc<. K<«ll<>< •~ "Y· 1\" '~':;;bl,• lo cln>o<e ti>< "'" ·•r;'""""'""" ol Q •·-ith 1110 .1tJ .,; "·'""ti 
formubc '"'" •• &iV<n !-y Rcfmn" 9 >nJ b"'~l' ''"''d in Apptndi' B. 



' . 

• 



.. 

A~>l \''" 0> Fl QW (» <0 ' "'" l 1\'A) ( ''-" 

ro~"" 9 >h""' ·'f. ce bounJ"'y ""f.o«~' Lhu>k o~:.ún'J """'":"11). 1 ho ,_,, "f Q o,,_, .. , .. ,: "' ·•· 
rr"'"' "'"hoJ "S Jl ••':'''· ~hdo ohc ,,,,·or Q o~'-·'"'J fr~n1 nn co•r'""l rornoull '"_\,,. ,,_,-]) ;; 
r,,.,J Lo t>c 5 9tl m'.'<«. n, '""" w 1>< '" '"'o""''"V "'"l'-

1 '~""' 1 O onJ 11 >h·•~ P""<ion• nf fu~r 1 """1 ""'"'" rl, 11, C ond ll '·'-" d" '"'' of rf' ,, ::"", e~ 
r«»ur< J""'bution .1lon~ thm ><eliGe.<. In coch o[ Ft¡:or" 11, <h< '~'""·' " th< P"''"'' 1• "· '-'·" r .. ', 

lol <'•~"''" 

' ', 
' 

' 

'/, 
• " 

" \ 
0,LLTwo''- eo> LL,, 00"-

"""-'"' A ""''""e 
• 

'/, 

" 

" 

~; 

' 
"~ 

1\·.. :: \\ 
o~ j \ 

o L.;,__" o _.__ __ ,____" 
10 =~ 

"oo''''" e b•:- ~ 

1 '''"' 1 <-!'>"'"" ''""'"''''" '''"' "" ""'·'" o.11. e"" n 

whol< lh< ord'""" '' ¡, '•!. ~hoto h ;, tr.c J;'""" of' roiut "" tO< <M ion f<o•n '''' bc>uoJ.t~ S, ·' ·oJ d • • ''' 
dtpth of~.L!<r" ti"'""""" i<ed".l!<'J io 1 ofH!< lO In J o~ur< 11. <olio! ¡,,.¡_,.,. lone< ,¡,o,. nctuo! ;'·''""'· 
~holo ''"'"J 1'"" ,¡,.,,. ,. ,, ... P"'''"" ""' "',¡,, 1'"''') ,,.,:). 11 "-•~"'" ''"' ¡,,, ,,,,. ,_,kol.""'" ,.rr''"'"'· 
ti" ><H--•II<d 'iolOmln~ tcd,n:quo' ~"' omrl"}'<<l ''' pto<id< ''"" "'''''" """'"1 th< "'"" t!o.,, LIH•>' <];,,,. n 
in 1 ipll!o' ~-

1 ·.,,;,11), <on•o of our "!'<'""" '" th< twr.put.<toon of ohi1 1'"'''"1" "·""1'1< ·"' ~,.,n,· ;: 1t<J 1 '" 
1 i¡uro 2 <loo•• tho $ub.lnisoon bcfvro th< 1oX'IW"~ P"'""''"· ond Lll< to•t.ll numbcr of <l<n«c.l< ""J ;", t~.< 



, .. 
fi~ur< "' J{l.l ML<r 1oominE. ti" m<mbo:• of "'""r.ul.u <l<m<n" '" l~< "~'"" of '""'"' '" "'":) tnr:<J. 
Thc numb<r of iwotion> >nd <on>ru· "ion '"'" ''""'" N r" <n «WI; "'''"'' d"' to oor 1-"'"~ "r<:·<'·''
How""· th< c~mput"ion tm.o for obt><OI"S 3 r,., "'""' Ion<>< >ho•n '" F1:ure 9 ""' of Lh< <rd" of 
100>« u>ing o IUlAC 50W-~ <Omput~r at tnc llno><<lll) of To~)'O. 

CONCLUfll:O.:O RL'IIIRI-:S 

Thc non-linur rvot>km of tn>l)'~ng th< fo" "'" t~e spill••y h.>.> b«n >hoftn to be >oi"J numw<>ll) b) 
tb< finol< ckm<nt ""'kod. l he '""'"~'-« dofficuh• repom~ in Rof.:cnm 2--' ¡,_.., bo:<o "'''""""' b) t~.e 
1nttO<Iuction of, '>ll>tion•l rrinco;¡lc. Th< r<«<nt rrobl<m m>) bo: consid<r«< » • l)f":'>-1 e•>m;>:< of • 
oombin>tion of th< >amtion>l m<thod •nd th< fon"c <i<m<nt m"hod 

<<<>«>WU OCH Mf ~~ 

Thc •u<h<>rS woul<) ¡,,, tn <>prm lh<lr """" '"·'"'' to Profmor K. l!o,\o~a. D<r·"'"""' ~f C1'1l 
br,inm1n~. llni"r>ity of Tolyo, ro, hi< ad'lco '"" '"'""""" f"'" '" tl.e '"'hoc< d"'ing ti,, f"r'"'·on 
oflhi• P"J'<'· Thoy al>o •i>h <o "P'"' th"r trotLiudo co <h< r<fcr" for >ome ofth< <11<<1 "f'"""'· 

APPF.~DIX A 

Y"'lilr/M e[ 11!. ptofil< of ,.;, ¡,,., lxn.,do-y in Jf<l!ood 1/ 

We con~d" o ui>n"'l"' okm<nt 1', P, P, " •ho~n in fi;ur< S. and a"""'' th." che "'"' r, ¡, no '"' he 
•~rf><<. ll<fmiot lo cqu>hon< ( l·b) >nd (l~b). lh< 'dO<LI.' >1 !h< '""' P, i< ~i><O >< !;:.\!.'~• 

(N)' _ (~)', (N)' 
en C<, C)" 

- 'I'~(AA ~ .¡ J\BT) <:< 

By Jh< u<e of cqu><ion> (A·I) and (A·2), w< hOI< 

..¡.T(AAT+DU'"J'<'• f' 

f' -1,, 

(A·2) 

(,0,-)) 

Th< ordi"'" of P, is ,.,¡«1 until cqu>Oion (A·l) i> $.1.!i1f10d. "h;)e ••lu<> of o/> at oh< th><< ""¡"'" ,.,¡¡ •• 
tbe vol..: of P• aro ¡<rt u<Kh>nr<J. H.~> che only uo<nov.n quan"IY to 1>< ~'t<rmin<d i> y,.'""' oom< 
als<broic nunipul>tion, <quacion (A·>) is «do<<~ lo " quodr>I!C <q03tion wich c<>¡>«l to ¡, :-;,o,.lr 

a¡{+b¡·,+<~O 1"'·'1 

a - ({•¡- ,¡,)' -(x,- ~,1' r> 
b - -lf(,i'- {, 1(({<,- '"' 1 !", -1·'·, -;'•,1¡·,) 

+(x,- .•,l<•, ,., - ~. ¡·, + '• y,-.<, ,.,l r•¡ 
e ~ u~.-,.,.¡,.,-(~.-~-.\\,)' 

- (>",h- ~, ¡·1 + '· ,.,-,, ,.,)' P 1+'1' ~ I!B7 ..¡.. 
Sol•·in~ cqu:uion (A..I\, •...:! eh""''"' an •rr:~pri>" nn< ~r t~o coo:. ~r ,r,. ~• o:<n o~1.1in '" iomc:J r:o•J' 
of ch< f"< boun.hrr 1U1f.1<c. Tl>cn. ch' ""'" domcno "'"1'<><1 ;, &l'l'hed co o~'"" •>!u« of ,• in th< «¡:<~n 
.,J!h lh< i<<l>ttJ bo>l<kl>f)'. Thw, che itcrotion p<<><«JO •• >ho~n m Tabl< H. 

; 

' 
·' 



Al'l'l.NfJIX B 

G""""'J' of • •rilh.oy •o.J.., <mpiri<ol ¡.,.,w. 

'" 

Tho profrlo ofrl" >rd:~') ''''"in out "'"mplo ;, Lho <o-colld 'Ü<>E<r r<ofolo"" 1l.u~n Cn l'r¡;"" 11. 
T~o ~umotriool qcan1"i" • ••d ¡u. dot<fl'""' rh< profol<. ~h<r< H, "tll< Je,.;;n h<>.l f"'" ~, 

" {/• RO lil 

An <mri,.c;] fotmul> for ~~-<total r>t< ol no~""' rho 1prll~a¡· m.r i> ~"'""follo~>' 

Q R <811' 

~hm Q ;, thc rot.tl ''" ofno~·. R ;, rl>o width ofrho fiuw, 1/ is thc "'''""'' ""~"'' rho ""'""' <urf:"' aod 
>piii••Y <t<st and 

f>om rr. G<""~'" ol '"' •P•I'••r 

M•in dim<n>ion> of ti" >pill~•1 u><J rn oor <umplo '" >< follo•" 

o-06m, t-o-1~1 

n.-2·127nr, /!•2m 

H,-IOm, L•l~m. 1/•lc> 

k>!lkfSCr• 

l. l.'"'"'""'"· ·n,, "''"''" "'''"' ... , "'''""' 0<0"""''- ft.ll ,\¡,. s., .... ,.,, """ 
) k. V, """"'"''" ood ¡; \'"'", ·K o''"""" '""""'· >rri-<J Lo '"""''''"" roobloml. \'111. 1'''"' "'"'"'"1 '""'"" 

on•ol•;nO ll<oof~J """"1 ouJ~n,.·. ;,.,_ ""'· ...,,_ .1 1>'. 1 ;O-Ill 119<;< 
J k, \"_ So"""'" onO G. 1 '""· '"·''""'"" '"""oJ' ''"'"" oo '"''""' "' ,,.,bt<mo_ \IL Fl"'' mo<"""' ''""""""' 

b> "lO<< "'""'"1'"''· p¡,¡ '""'· ''o o, lo<.'-""" ''" "'""'' """' 
• Jt. v. '"'"""'" ,.; G. \ ''"'· ~''"'"'"" .\In""'' •• l'o.w«~,¡ Ph-''"''· OolooJ '-'"'"'~'> '""· 1 """''"'· o«;_ 
l. J_ h- Mo<"o•<"oJ''' ,._, e·. \ _ t o. '1 '""' '''"""' "-''"" of<l•••< '"' ""• ", '"" E'<, f-uo <"••· 1-> 1 ~"'"-'~ obi·>'<J 

'" '"''~"'"' ''"""-' ' 
6 ' r_ "'"""" ,.., 1' A W""'"""'"· · '"'''"' olooo·.,<•J> Qo• • "~ • '"' '"''-"' "'"' '"' '""' '~"""' "'"""' • 

""""' Roo.""" ~""'''· 1. H 1 • 6:J 11.011_ 
l. 0. C. 7""''" k o. 1'< '"""' 1 '""'"' \In~•" '" D'""""''< S,•/""· M.(;,. •. lio:l, 1 ""''""· 101 1 

•· '-e '"''· ·-. ""''"'"" """'"'' '"', ''"'" "'", ''" '"''"''-·'· "·"' ""'' "· NJ->P "''"' 9. M, flommo ooJ ~- A••, \1,-. ~~• .. "'-• Uo ho•""'l-l••..,.; -l ...... ., ... , c .... ,...,, T~l)O, ''"-
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. . . 

... s. ~- (1//!.J t' 
~ [•}.. ~~-=- + P-' !!')] • / (lf~.) dS, [!/'> . 'P·) 
;Jx, "'• ''• L J¡¡. " " 

' ' "'] +S.y_ll/ .1 ¡o .. "' 
wb<t< l, • >,./(J'.IJ,~ ood l._ • <.JJ,>.Jl_). Tb< ooloo""' of 

lh<>< «!.,..,., '"' lh< •~• '""""""' p, oh<l '· "0""" ,,_ 
propt'"' '"''"] ond bounduy «>nd"'""' ~"" lh" oll ata" 
"""bl<> <an b< obu,.<d l<om ""'" &od ompo<o<>l oqoo-
Uoo~ 

Al imt"l hm<, " " '"""'"" <o "'""'' o ""'' "'" af '~"'
hbriuru o< ~h"h <lo<~"'''""'"""" "lno~n. h<n« 

'- l. l,) 

In a<ldio;.,o lo tllu lh<r< m. m '"'"'L owo "JI'<' of bou<.dary 
«mdnoom. p!<>e!>b<d """"" ood p«<tnb<d ~"' nmmol ta 
lbc boondot)', l<O lh< """"""' af lh< llow "1""'· 1'. ron=t 
nf ,,.. ''""' of "''"'"'~ r, ood r > Thon oh< ~""""'""' p<<>
'"'""' !N~hl<t bouodory '"""""'"un O< "0"" .. 

r•f •• r, '" ood lh< pt<'.clll><d ""'m N'"monn t<.uodor¡ oond"ion ;, 
tiv<o by 

.. ~-¡~ ... ~¡1.--u •• . .., •.. ' • I.J•I.l,l ,., 
wb«< P ood U "' "''"''bod fun<100n1. • hoth "'''~' ''"' b< 
d<r<od<nt oo """· o..J /, m tt.o """"""" '''""'' of th< """ 
ouoo·><d '"""'' en 1', No« tOO\ ''" l>ound•'l' cond"'""' 
~"' to '"' '"'"''"lloo <.eh "'''" rl•o><> P'"'""'""• "' '"' 
~·"-

Applyioo !loo a""' '""""' m<tho<l 1• l, 7_,...._¡""""''• 
197}t oh ll.ow "'""' R ~ o,.;d<d inlü • o<twool. ol<l..-n<OO~ 
Tb<" okmoou "' oonn<<t<d" com"""' .....,, ooc! «>U<e

~wly '"""'""'"' 11« ,,,,.. of <h< "''""- r "' <><h '''"''"' 
tho '"" d<p<ndeo\ ""'"'"p. '"" p. "' b<on& oppro"· m.,..!,,.,,. .. ;._¡¡, l"f 

ft, -lh1{F,)' 

J.-INJ{F.J' 

(10.) 

(IOb) 

whro 1·'1 io o oow ""'"' d<nO<in~ 1 vi o< hnmiy o..J<r<Od· 
col¡,.,¡, (<h•r<J ['""'""'~ •nd {i'J" ond {!.1' '" <olumo 
>«ton ""'".nunr """"'""m..l tlm<-d<r<od<•' P'"'"'' 
nlu" o\ <l<m<ot """" 

Acoordm1 to lh< (;'J"l.;n "'"""'· th< "'"' b<o~e<O Oh< 

oprroolmm '"'"'"" >o<l ti.<"'" .olul\on ;, "'""'""' b< 
""""'""'' In ''" '''"' fuoo"""' Appl¡m' ''""' """•
,onoht, onnoJ\1""" t•> th< o,,.. "l'""""' ill "J "1 "'~ •o
P~"''"'' ol G,.,,., <lt<o"m oo '"''" '""t"b '""'""'"0 ,.,_ 

ood·o.~" '"""' "'"'""" '"'~ 

,., 

(\1) 

•/.l·'l'WJII.l di'+ ( 1-WoS. / 1 Llll.ll-'1 .!.¡f .1' dR ,.. 1~1-" 

(11) 

~J-I,l.l 

~o,,.. U, ood U. m '"' (oorn»ll ~""' of '" '"" """ 
r''"" "W'""'' 1t m•' b< '·"''" '"" •h• ,.,r," ;,,.,,¡, 
m (111 ond ¡ll¡ opply only 1<> '"""'' "'"""'" pocn<~ lo od· 
d'""" "i> mumod '"" '-• ond ~"' '"""'"' >t "" <1<· 
"'"'· • "'" '"' "'h" • ., .. bl<> '" d ••• ..~ " <b< '""''"' 
....... ""'"" 10 110). 
~""""'"' <h< '"'"' "' ( 11 t '"" (11), oh< follo• "'1 ,,,. 

""'"' "'""' <qoo\\OM fo< ''' nd ~"" '" oNo;oe~ 

. ' ' IB,I"II'.I' • ¡C,j' ¡;; (P.)" • 11>.1' ¡; (P.)' ~ (Q.l •- (G,) • 

llll 

1~-l'{F.I' •IC.r ~ 11'.1' • ID.T ¡ {P.I'- (Q.)"- (C.)" 

(!<) 

"'"'"P'"' dmnp""" or ''' ''"'""' ''"'"""' """'•" ~ 
''"'' Oy -""" IIONj_ 

Coooh"''"! ¡1 J) ond \ 141 '" • '""''' 1< "'"" ond """'·"~·np, 
!lo<'''"""'"'"'"" m<o lho ¡J,¡;.,,¡ "'""'" '"'d th< lvlk,~· 

'"' o¡>L<m of <q'"""'· 

¡a¡{PJ + 1q ~ (i'}- IQ!- IG! •• lll) 

~t.m !81" oh< "'odu<t>n« "'""-'·ICl "<be """'""" 

""'"'· {(_J] "'"' ~"' """'· (e) "lh< '""'' """'· '"d 
{P) ;, tho dop<od<n\ "'''"" "''"'· No«'"" IQI ""'o 
lor <11 '""""' 1\00ol P"'"" Lh" "" M\ "< ""'"""' N ""'' 
•nd 1'•1 ~ ''1""' '" mo f<>r """"'""'' now, <:'"'"-'")· 11:1 
••d ICI"' '!'""' b'""'" '"" "''""""" ""'"'" 

Rorl>"•t oto<'""'"'""'"';, (Llt b¡ • '""" "'""'"" 

'""""'"''""" '"" ""'"""' ¡r) "'"' ~•ot'"'" ""''' .r 
"'"'"" '' "-< '-<&"'"'"< •nO ,,,¡o! <><h '""' '"P )O<IJ' 

[rtBJ • ~ ICI]If'l,.~:. IQ)- IGI 

-[1•->ll~l-~ICJJ{r¡, '"'' 

~•"' , ;, '"' ""'' '""'"""" ''""' 1r, - a. '"' """" " 
<•~'''" oo lorurd d.ffmn<< ''"'"""'"'""' • '"" y - 1, Lh< 
"""""' "''""'" • ioll, •mriK" '" b.I<L~"d ,¡,~""= •r· 
¡oi'00¡,-,.0....,; y- Ol "'"""'.,¡' W O «OU•l doffmn<< or 

e;,,,_,.;;.,¡.,¡,., "'"'"''· • ""'" " .... ""'""" 
U.<"' th< """'"'"' '"""" of 1101 '" '"'""Q' ""'"'' ~ 

'"'PID)«l{y >O¡~'"'"""""" oom< ""'""'''m ">J" to 
ol>iom • .. ,,¡"'"'1' "''""""- 1 ""·(JO¡"...,¡,.,¡ b; • """' 



' 
1 
' 
' 

'. 
' . 

. ! ' 

. •.-

'"' ..... , ,...,. ...... , . ..,. 
m<ll>od. 10<11 "'e¡,..,..~ thmo""-. fot th< uolno..-. fP] 

01""" t + 1>.1, U>rnt "'''"' «ndo.,OOI to "''"'" "' ..,.!!;. 
<«n<l N.,c tho <<><riiCICot! m""''""'" ol h>lf lh< hm 
il<p, Oo<l tii<O (16) 0 0!.1"' l<>hf<l b~ (;ou....,_n tlonm&I<On ID 

)'>dol ,.,,., ... ,¡ volu<> of 111 •• ~ TII• '"""" "'''"d"" <o>o· 

"'"" Uot>l oh< dorl"'"" h"•"n """"" """'""' " 
~··'". '!"<'~' '"'"'"' ""'' thot ¡.o'), "'"''"' ···•·••«~ 
oiUNI <l1< i«l'<'" pro=>. ~m« th< ""'""'"" J« t.OI· 
Oor<~ >0 l .. lf oh<""" "'P· tht -.1m ol (1') m""""'" ol 

lhu !"''"'- At ••• ""''""""' of mh '""' ot<;. <h<>< "'"" "' 
......... ..,. ..,.., "'"""'""'" f<Ofl\ ·~· ""'- """ 

"'"' • ""' ln '"""'""'"' ""'"""' '"'Y.,, ""r'""• •1 ,.,_ 
"'1 oo ""''' of tl1< '""" '"'"" ""'" ol (PJ,.~ •0<1 [Pj, 

N UMI .!tAl RfsUL T0 

ni """'P"'" modol r•=n<<4 ~.., «>«d by·''"'' 1'"'"1 
oo lwo dnpl"<m<nH,p< ptoblom< oo•OioiOI ID "' 

<Omp«>hbl< ool-w<t« ''"''" "d '"'"'"'"''bl' •~I·Dil '1,_ 
""'· n,, "'"''""' ""'" '""'~'"" r ..... bl 1 .,.b '"' 
known oolo<ocn> of <~'~<>< probl<"" In '~" P'l'" th< mo.!ol "' 
<mployo<l to "'""'"'<he'"-'""'""~'"""''"' m o""'"'' 
oqud<! doNll>ir <1<l00l Th< O>kuLoL""' '" porlonnod lo< 
• <>o<·drmoo~onol '"""' , .. , ... oqutfu. ond th< <ff«t> of 
Botd dono;.,., ood "'«''""'" "'" """'""1 ••d ''"'"
t>oool for<<>"' mdo<l<d "'Lh< oool¡">-

l><mrp~i., of MoJo/~'"""" 

no '"""" '"'"'"" to b< onol,-,od " of <,-hndri<ol !<O""" 
Lf)' •b<«""' o<r-~'"" duploc.ment "'" p~« onl) olons 

"'' "";"' "" n, J''"'"""'" '"" "·"''"""' d"'"'""& 
tl>< """'"" or< >im,J., to Lh< ~lt<,. Goi<>»ll< "qu.f<r (K"'' 
,.,.,¡ I..Jy, 1916] Tho ""''""' dr>m<«< B 110"' ond !he 

bd,ht " 10m n. "'""" "''"'""' " '""""'"d """'''
"'""' •o!b (rof<r<O«l wrn<>btl"' of )t:<l mdmy " ~ !O'" 
m')ood pote>tty of O l. Tl>< >)>«m~ OL<orn«< to b< unolor 
i>oth<rm>l eondL"""' of ¡oo•r ( 1<9'Co. •nd th< '""''" <1<>
""""'1 (initi>l¡ 0'"'"" "lO o<m il0!.-6 IP•). Tho oor '"""""Y 
i> ><l«><d ._. O 014 <P (l< ~ 10"' \r.fm "· ond lh< ~"" ,,._ 
<mil y " O.l <P (l ~ 10 ' kUrn ol Th< d'"""" of '" an~ "''" 
l<f" '""""" ron<IULORO h<, on fn,l~h Untt< a pi<>>Ur< o/ 
1<-7 ro"' aod • l<mr<r>l"' o/IIO'f) o« 1 12 ood 10' l¡.lm', 

"'~"''""'' 
"'""''"• "'"''" b<lo>•vor fo< tho '"· th< ¡,,.,,.,.., •••

"'"' f>«<>< cr ,,. " "'""'" ""'~""'"" "" b< <>r=-1 '-' 
]M<v;, 1979] 

/1.-t~p. (!7) 

whm p." "''"'"'d in otm. lf Lh< "'"' ;, "'"'"'" '" t.. 
ooly ohtbtly <ompro..,bl<_ thn 111< lo1m"'"" '"'""" /0<0o1 
al'~"" " <>pk»o;; " j.lfrn t•79] 

~-- lt(l. <..p.) (111 

~h<f' lb< ror.opr<,obrhl1 cf ~"" <. " l.t• X 10"' Urn" 0 1!2 

Po). ond p.""''"''""'""'" 
Tho "''"" l"'"'"brl""' cf ~"" oooi '" •• (uocotooo of 

••«• »1""""" ood lh< "P•II•ry r""""., o''"'""" or 
"'""""" "' Obl.1on<d f<om "''"""''"P' propoL<<I b) 
/JsooU •..J c.,.,_, (1'061-

·--.~.''"""' 

•-- 11- s.~(l -S."'"'~ 

p.-p.JiS.I"' 

( 11•) 

(19bl 

119<) 

•• .,, s. - ¡s_ - s_,,,, - s_¡ i> ''" .~.ru .. '"""'"'" s_ 
,. th< ln<doabl< "1"10100. ¡"""!'O"""' d1<tnb"'"" 10· 
~"· •nd p, " t'< ~"~"''"' 0'''"" l ho "'"' for i !;_ ooJ 
p, ... , ....... J ... 01 . ... 00106 ""' ,, ,., )p ... r.·r<·
.. ,. •• _ <cn«poodm• to uod ••th "'''""'-"'! of !l<l md"<,

il. '"'" '"'' 

""'"<~ S"'"'I~IW• 

Tbo '''"""~ ''"'"~"co t> eom<d .. , io •~•"''" lo th< 
~f>l ''""'"'"">Uf< l.'"" IOJ«l<d rnoo 1t.o oqoo(<r <e~<r~o~ 
" P"""" ""'d10g th< />orloo<L"k """ P"""" lho m· 
j««d .~ dup~«>""' ~""in'-'" .,.,r.,, •h><h ""'""'"' 
f•Uy "'"""d- Tbe '"" oco1"'""'" b< dn,"lmd ood '''" 
"''""""'d uo<ol Lho '" wno ""'"""loto •~<>bl< •oi·Jm<. 
'""' tlntdo o! 1~ ""'"'"" '""' '"'""''- for "•mrte . ., d<
"'"'d ,. f''""' 1, Don•! '"" "'!'· ''' ''"' r"''"" " <t< 
"'"'""' ol th< '"'"o""'"'"''""'"" t:> "'""' "'"' of 50 

""' 1~ '"'' ""'""'"'" "''"'"' of """ oo1 '"~''"'d 
,..,.,., <n lh< ¡ooro• ol '"'-,"lOO< T" r<<oJ"'l "'""O<
""""' f¡om '"" (th< moJu«bl< ~"" '-''"'"001 •t lh< <op 

cf tho '"'"'"~ to olm<»t tff. " th< ""'""' of '"' m '""' 
In 1ho "'"''" U&t< lcl"totoco """· 011" rn;«l<J rnto ond 

"'"hdr>~n lmm Lho """'" '"""'"-' "' th< ""'' '" "''' 
Pu""! thO< "''!<.lunh<r .,¡_,,,,,.,"·" of tb< n •••• ""' ¡., 

•=mrluhod_ ''"" th< ''' """~o~·"" "'"'"" " •rr•o•· 
'"""'' orop<,lomOOI LO tlo< f"'~" proJu"d·' """'"' tl '" 

t..undory ''""'""'" "'~""" 10 •rr"""'''" "'"'""' ro•« 
prodmoltCO. "' '"' wr cf tb< column '""'o~. tb< '" "''" 
""~ "'" ,q.,¡ 101 4< >< w-• '' ,·• m"'.'"" oo """ ",.. 
'"m<d 10 <!O!>IIol> t..u .. <lory. "' l~< """""' tb<r<" Oo ....... 
of "'· oO<lth< .,.., P"'"" "'"'"""' " !O"'" ll'~t 1 r>l 

lh< '""'"" ""''" "" '""''"J'J miO )' on<-Jw'"
<ionol""'" <l<m••" '-"" '"'"'"' ~ .. cr ''~""""~ '"'"' 
""" "n.obl< !ootLb bul e.>G>to•t """'" """ '"'"••• " 
f1n« m<! O .a¡"''" •Ion~ th< '"""'"'"·'"""""roo<'" o•· 

d""' ""P'"" '"' '"""'' or "'' """""''' "''""""- "'"' 
loo~<v<r, r<qmr<d tb< "" <>f \malO« """ "'"' <n "'"'' to 

'""" '"""'''"" erohl<ml ~'''"'' r""'""'"'" ""' 
"'"'""d '"'"""' '"th< dor«lton of th ow~. o•d""' ,. • 
!""loO« ""'"-' w» lumr<d 01 tb< nO<!" 1 or d<t.,I<J dov 

"""'"" of up<lrnln """"""! oo<l lomo'"~ ""'"' ><<. fm "" 
omrl< .. 1{.,~ ]191!] 

lnt<'"'"'" ~ub "'""' "'tom< ~" ««ot<d for o •oluo of 
> - O J ({'unO·Noc'hol"" «h<m<) 1 """ "'"' • m '""""" 

"''" <h>.< ·~ "'"""''"' "'"'"'"" '"'"'' r,- '"" ""'' '"r 
.. , J«. rru. ""''" .. '" ,.,,.,, ""'' "'" cr ú_j """' '""" 

'"'"' .. '"" """ "'" "'" """""""" '""' '"' '"'""'"'" '"'"'',. "''""" """".n.o OfN.•l! ""'- ~rr•~"~·•"'' 
<hn< ""''"'"' ~'" nquor«<to m«1 1,,., """'"" f Or <On· 

"'''"" ""'"'" of O{kl! ""'· onh '"·' '"'"""• ""' 
C«Ó<~ 1 "" <On><!''l"< ""'"''" f01 '"""'''"" • » r.«· 
""~ '"'" '"' <>r•"''l' ~"""" "'" """'"" ~'M"'"" «· 
'""" "" ond ""' """"' ••• "'' ''"·':0 '" wrnr•ruoo 10 

'<><h phnr "''""" 
To ""'"'"' • ""'' '" """'' <•<L<. '" "" <'¡««~ <nl·• 

"" ""~ "" for • ILl ""'"' "'"'"' " • '""""1 "'"" "" , \1· 
l< , o 1-hoor oJ f< f" r ..,.,¡ • Of • " ~ " hJ "• n ¡,.,., o h< ""''"'" 
fot 10 houn " '"' ""'< """ ""· ~h,,h "" ''''" f·•II,·~<J 
b' , :-ho.r '"'' r«•oJ 1 h< ""'""""' of "" "' r., .• ., . ><· 
l<<t<rl in"'" • ~" th'l "p• of lh< lo"i ~'""' '" ,_,., ••• 
q<lo.o<- Jb< ""'"'"''" <QOliOU<d UO!ol <.O "'"""''01 O'!f", 

'"" •" '"""'" "''""'' •~• '"'""''" , >·'" lltn,,, ''" 
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' 
' ' 
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.----------'-------"-
.,,.,, ho-"""' ft.Ow '"' 

&ir ood d'""'"'' th< >olum< oh""'" lh< 1''"" "'" '" 
d ,..,.,.4 Ioom """!'· <b< f<ont mo'" ''"' ou,..ud) """ 

o tor«•roo4••• '"""'''' or •h• "' '""' H< "'"'"'"" o,.. 
tnb""""'" <h< '""'""" '""' ''"'~"'"""'' "•"''' ,, •• , 
<b>t <h< thdor" o( 10< '""'"""' '""' " """"~ 

•;,¡¡,.!< '""' " o ~f"'"""' ''-'"!' "' "" '"'""" ol oor 
>to«d '"" "'J<e""" ond ,.,¡.J,.•ol r<nOJ! ""' " c·nl) 
>1,.01 < ... O~< m <11< "' p«>>Utc, O> ,,,Ooft otl! >f•l< J fh< 

do><bu>~ ""'''" " ob•-..u•ly low<r thon '" '""''"'! 
~'"''""·bu< rh< dolfmn" "'"' >moll.l<>< th•n 1 ""' For 

• '"""" """'"" ''""'"" • "" !''"""'""· "'"""! •• ,, • 
""'"'-""'"' "'"' '""' '""''"' •o~h ,.,¡ .. r ~~<>•. "' ~''"'"" 
<ol<ul..ti<mo bo-. '""'" on '""'"" ol '''l~tl• "'"' 1>.on l 
l<no dunn, o Lú-hoUI '"J""OO p<nO<J l.\ m"'",{, mo¡ IL 

'" be ol>o """'"''" 110"' F<IU" 1 oh . ., "' 0"''"" ._,.., ol· 
l<l iOJ<<tK>O ooá ~101><:"•>1 "' oot tt~ "'"' Tb ~m,,.. 

''"' to tho e "' of >t n 1 1<- r h '" llow • h< " < h < w "" " '" r> " 
.-ouiJ bo ·~~<O"ffi"<L> m•not "'"'" ot mh ooh<r 

no o~r""'"'"' P"""'' "''"'""" •t.~. •· "''"''' .. ~ •. 
<o«6 by <'< ""''"'"""' of <h< ""'"" '"'"'"" 1 ~r "·" ~·· 
¡><r. <l•r« ''·'"'"' re•m.,Otlttt<> ""' <olo.coJ '""' th< 

..... ""'"' "'""""''"'"''""'""""'"'"'"'"'"t.-.. ,.~ ... 
<oc apill"l r'"'"" ""'"' n,.,. "'"""' '''""'" '" 
<he'""""'"""'""'"" <h< "''"on>Jnr t~<"<<O <h, lOO· 

s.,. <•io•ic) r«m••"'"'' 1 '"J ""ou> """'~"' ol o>., ,,,,; 
r,._ 1 C•""lu"' .,,.,.,,.,.,_ ,,....,, •• ,,,.,,.,,""' .....,. Mony of """ fotmul•< bo.« th< r<<-<r>l f-~<"'1 VIo ··-••" 

·- "'" ,¡. ""'1 
follo...,l '""'" d<«abo <h< <<><non boho•oor oft<r <y<~< ...,_ .. ",_.,, ,,,,.,,.., 

w .... "'""""'' r•·''''" "''"'""J .n .. "'"'' in¡ec·uon 
'"" ~"""'"'' """' of 1~ hou" roo'"' "r"'"" re•
O>ut.hlyof "'-' ""'-'-'<! tl • tU-" m'P"' """'" m ''''" l . 
M <>r<<'<d. '''" "'<> onJ<ct<d mto <ho ·~·''"· tJ,o d•>
rl•"""" loont mom do• nw.,d, i"""''"S tiO< 'olumo uf 

" 
" 
" 
" 
" I • " 
• 
• 
' 

' 

_.,.., ''"'""" ___ .,..,~-_, 

~-----------, 

' 

·-

l • C,<l' ¡;o¡ 

~~><-« J" '"'" '"' ,,-,,," •• th< '""' ~""' do~ m~., .nd 
e," o'"'~""''' "'r<""'"' """'''"m'"' ol ''" 1"" ,,,. 
1<01. H< ''"''"' 0'"'"" "" oho O. "'"'" to llo< "'" '" < 
'"" d,.,..,., lry "' fO.:lo•••·l r<l·t""'""P [~ole . .._'"""'''" 
¡;"'''"'· l>ó'l' 

" 
" --- "'" '"'""'"" __ ..,,.,..,. .•.. ,. .... 
" 
" 

" T 
e • 

' 
• 
' 

... > Colcolot<d ""'' """""" r••«l<> '"" <qotl "'J""'"' "' f., ) <-,,,,,,,., '" r<'"'" ro .. lot« olk< ''"'' ""'''"'~ •n•' 
~ .. ,., .... , "~" "' '" "'"" '"" ""'"''""' '""" "' '" ''""" «-h 

'------·----·----
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Co"-l.o>.. ""' '""'"""" P'""n fe< """"' p«
""''"'""" ,¡,., '" """" ,, '"''~'"" 

p.~~'(' :•) (11) 

"""' • ~ ''" ""'"'"' •od e, " • <<><ffi<><oo 1h11 d<pend> o.o 
th< typ< d ,,¡_ Combmmoll<l¡ ond (ll) ,;<Id> ''" follo• m• 
«lotlan<h•O" 

• 
• 

' • ' 1 • 

" 
L· • -

• 
• 
• 

•• 

1 ' - ') ,,-e, ---¡--t~• 

n, ·-rn~"' e,"" ~>< ""'"""''" ''~ ''' '"' "''""" 
P'""<>l>W<y ond ,¡,, '"'""""""'"' """""'"• """"" II ''" ,..,. Jm"'''' >nd if<<d"'"'' '""'"''"m u<umod '"' oll 
P'""""""' "'""· '"'" '"' "'""ronlm1 oo~N'"' '"""" 
"'"" ond "r"'"' """"" "'"'" "" b< "'"""'"J 

lo f~«> O aod l. tho <ol<ula«d ~"" '""'"'"" pr»>; .. 
for '""""' "'"" of ,..,. .. w .. , '''" 10 """" of m¡<<looo 

ond 10 bou" or~"""""'' of '"" ''" '·""' '"'·'""' """ 
.... '" ., ..... "'r«'"''\'' h ... b< """ '"" lb< '"""""" 
..,,.._ '"' coo~dc,.bly dofrm" ¡,.., mb """"-A>'"',.,_ 
'"'"" """"""'"" '""""' '"' """""' of """"' '""
'"'"'""'"'«m''"'"' moho"' '""' "'',.¡"'"') ""'""' 
m bo<h <)<1<~ th~ l"d< lO 1 "'"" d<> .. >blt lo< '10<11< '""· 

"'""'"'- WUb •=•""~ p<<m<Oboh<), t~.t "'""""" f<oot 
IDO'fO do~•~""· anJ oh< tho<ln"' of oh< '"""""" <oo. 
wi~'"' AlthoU!h no\ oh o- n '" Lhm r;~""'· no~ "~"'"'""' 
.~ .. ly ""'K&I< t0.l., "'"''"" p<tm«bll"' "'"''1<1 •«<; 

'"''""' '""' ""' ol <ht ''"'""" d•~·~ "·l'"""" ood '"'" 
,,, """'"" •• , ••• ""-~""""1 . 

Th< "k•l•~<d "' ""'"" r1ofole< fo< """"' "'"" ..r 
p<<oonhili<y on« 10 hoo<1 nf tn¡O<'IIOO •o-! W Ioom• OÍ •n".
d"~ll ol.,., oh< ''"" '"""'"' '"" "" m '"""" in ~ ,,_ 
"'"O onJ 7. "'""'"'''•- 1< "" '"''"" '"'·' 'ht•< """ 

,., . """"" '" ""'""" """'"'"'"'' "''" '-"' ""'"'' 
in)- p«IM< l<o>,.,~l<=< QUII<t "'""""''· ~hú< """''' 
in p<om<Ol>rllly '"""' IM ""'"'" "-f<Utcn P"""" 1.\, 

r"'""'"'"' "" """ •loo •'""') """''"" lo• '"' ''"'''' 
rh•>< ,., .. "''"'"'""' r'"'""" "' ~M"' "~~ 1 '""1· "'••• 
.,, """"' '"'""""'" ''"'"" "' '"1<''·'"· J"'""'" ""'' vu" p<tmubolny lo• m"'"'"'""' •·ttt.o .. ool P""'" 
(OUtb<n< u>l<L P""""i '"""""' pO<m<Ohrlrt;. t.o"""· 

• 
' " ' ' ' ' ' .. 

'"""" : >00"" ' , 1?.0:'1 • ' ' " ' ' !..' ' •• • ' ' • ' ' ' ' • 

'/ • ' ' 1 
' ' ' o .~',...-... ... '" 

'""'"' ,.~ ,-,, O C•""'"'• •·• wn•" "'"'~' ••• ""'"" ~~~"''''"" •'-
""' '" ··~" "''"'"""'" 

• 

Fi< l Cok>t.o<d '""' """'""' '""'""' '"' L m""'''""""' 10 ''"~ '' "'"'"·•" 

-·---- ·--·--·----·-~-_, .. ._. ______ _.. 



' • 
·~ ' ' • ' l ' 

' 

• 

" 

• • 

l 

l 



• • 
' 

·~ 
IW., p M,oodC T ,.. .... ,, .... ,,_.,.,...,.,.,,. ............. 

_.,. ........... ''~"'"" ''"''"'"~ «< r., "' J. ' ,.,_.,~ ,., 
"""''' ~ ~. o<.d ~ T. Co«•- ......,..,..,.,,.,,.,.. '""'" , • ..,,., 
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SAP INPUT DATA SI' Sllcet-lof __ _ 

SECTIQ)l l. - IIEADI;<;G CARO 

l!lE:>TIFICATIO;<; "HED" 

cols 1-72 
FOR~~\T: ALPIIA.~UOIERIC 

SECTlON 11. - ''.'l-<STER COl\TROL CARO" 

C:U~t:-:P 

cols !-S 

.\lJ~tW 

\r:LTYP 

,\ELTYP " 
. 

6-1 o 11 -15 

:Jo. <.lf noJcs (if Eq. O uso 
ti<O bl;~n~ carJs) 

No. of t¡-pcs <>f elcments 

1 

1 

.\'o. of Structural load c<i~cs 
(Er1. O for dynamic analysis) 

Frcquencics to be found in the 
elgcnv;~luc solution (applics 
for 1.1. ~ 0) 

ANALYSIS 

" 
16-20 

NIWN 

. 

mm:x NAO KEQB 

• - -31-~5 -
FOR.'t\r(S!Sl 

- Analysis type: 
O for static analysis 

eigenvaluc/vector sol 
2 forced Jynnmic rcspons~ by morlc 
3 response cspcctrum analysis 
-l dircct stcp by step intecr:<tion 

- Exen1t ion moJü: 
O for proiJ!em solution 
1 for data check only 

sup~rp<.>s i t 1 ~n 

\AII .~o. of \'Cctors applicS nntr for NDYN ~ 1 

i 

No. of n. O. F. Eq. O for aut<.lm:ltic c:llcuhti•>ll 



1 



• SAP I~l'llr 111 SIIEET 

" 
' 

SECT!OS Ill - "!.:OOAL POINT DATA" 

~· ~~ '~Y.:J lcr;ff'4rt ::~, "".¡;_;_ ~~". 
• i 1 1 ! 
1 

1 
1 1 

1 

• 

1 

- 1 - ' 

1 

1 

1 

. 

"" ' 
,_, 

ú" 1 11 11-l~ lb-~11 " - "' ,,_ "" ·" -,>,> . ' "''" 
'Use for nodo generation with 1:odc .~o. incremcnt = ~(.·:¡ FOI().\,\T(,\1 , 1·1, b 1 S, 3Fl0. O,! S, F lO. 0) 
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SAl' 1~1'111' ll.\1,\ Slll.l-1 

,"11- ".\011-\1. I'OL\f [l,\TA" 

' I.F.l'l.' 
. J . l -c:d~ ' 1 1 . • 

¡¡¡\¡§Ji~~ ~ Pi 
1 • ' ""' . '""''' ·~ .. 'fu '1 . . . ) . . . . . ' 

1 

1 1 

1 1 

1 

1 
• 

• 

1 

1 

. 
1 ·lO • 

·u~e for nocle gen~ration wíth Node No. increment ~ k(N) FO~"T(Al,I4,61S,3FIO.O,IS,Fl0.0) 



SECTION IV - "ELDIENT DATA" 

TYPE L TRUSS ELDIE'\T 

" '· Control Card 

TYPE Nll~IE L ~MAT 

' 
cols 1 - ~ 6-1 o 11 -1 S 

FORHAT(3!5) 

'· ~lateri:1l Pco 
I~I.H ' " o 

COÍS 
,_, 6-15 16-25 . 26-35 

1 

~" 

cols 1-10 11-20 

SAP INI'Ul' -, Slll:E1 Sheet_l-oi ____ ' 

• 
TYPE - SAP Uemcnt L;u.lc 

NUMEL- No. of Elements of TJ1'" 1 

MlAT No. of ~l:ltcria\ l'ropert)' C~rtls 

erties (. ) 

' " . 

3G 45 • 46-55 

FORI-t\T( 15, 51'1 O. O) 

.~'" ~ 

• -21-.>0 31-4() 

I'OR~L\T (4 F 1 O. O) 

I.'IAT il.otorial hlcntific.,tion Numbcr 

E Young's Modul<.~s 

ct Cocfficient of Thermal E.<pansion 

p Mass Oen?ity 

• 
1\ Cross Section AreOl 

Neight Oensity 

.~O"IE; FoL!r cards aro re<]uired even if •·a\.,cs 
are :ero 

l'o r r.r~\" i t)' lo the ) Oirection 

For Gravity '" •ho ) Oirection 

hH" (ir.wit)" '" t he ' Oircction · 

Fr,.~tion ol Thermal !.oad ,,, Ea eh Case AfiCIJ 
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5[CTH1\ "ELEJ.![/ff Oo\T,\'' 

n"PE 1 TRUSS [L[MLNTS (,·ont.) 

"· l.l.U!I C\T !lATA CA!UlS 

ELNU~! ~O!lE ' 1 NODE J 

1 

. 
. 

• 

. 

cols 
,_, 

JI -1 S 

1 ~l-\T !lEFT[~fP ' 

• • 

. 

lh-~0 " '" 31-j~ 

FORioiAT(41 S, Fl O. 0, 15) 

Element Number 

H!AT ,<fatcrial Propcrty 
Codc 

REFTE~IP Rcference Temperatur 
for Zcro St rcss 

K );ode lncrer.~ent for 
Data Generation 

• 



. 1 
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• 



Sill' INPtiT Jl,\T,\ 1 
<;I_C:IJO:> IV - "IOL!:JIIE.\T IJ,\TA" 

TJ'JIC 2 Al:A:.I ELL~!E:.'TS 

,. COC\TilOL (,\IUJ 
' 

TI' PE '" Element Codc 

TYI'f: ~miEL :\LLI' NSETS 1 :\ft.\T ! . ·--
2 

1'1\J~IEL Total No. oC EJcmCnts lype 2 

NELP No. oC Elcment Propcrtr Cards 

'"¡' J-. 6- j() ll - 1 S 16--0 ::' l - 2 S 
NSETS "· ,; fixed Cod Force Scts 

· I"OJU.~\T(SIS) 

N~IIIT No. oC .'!atcrial Propcrtr Cards 

'· ~~\TERI,\L PROPEilTIES(•) ; Ht\T llatcrial Identification )."umber 

• • . m\T ' :\U ' 
. 

" ' Young's f:odulus 

Poisson's Coefficicnt 

~lass !lensity 

' l>eight Oensity 

e o l. j ' 
_, 

' ' L 1 '- ~ <; ' -- 26-35 3f--!-

FORHAT( 1 S, ~FI O. O) 

l EGO:.I Geometric Propcrty )."u:o.ber 

AXA A.>:.ial ,\re a 

SHEAR2 Shcar ,\re a '" Local ' -
llircction 

SHL\R3 Shcar Arca in Local ; -

!Ji recl ion 

"' lorsional !nenia 

fLEW2 rJ cxural lncrtia 2 1\Y. l S 

FLEXU3 Flexura! lncrtia ; ,\xj S 

FOR.\IH( 15. (,f 1 n.O] 
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SECTTO~ 1\' - "ElHtl'NT DATA" 

Trpc: BEAM ELll·IENTS (CO)IT.) 

D. ELHIENT LOAD FACTORS 

E1~m<•nt Load E1emcnt Load E 1 ~mcnt Load 1:1 cmcnt Load 
Cnsc ' Case ' C:tS<' ' Ca.>c o 

' .w . 11-20 " 30 " '" • 
FOR~I.\ T ( .¡ !'! O. O) 

c. FIXEO E~ O FOl~ClS 1 • ) 

n:rs FEFII FEFCI FEF.;I l"E.'!\1 FE~I~ 1 H.:13l 

BL,\C:h Fll'lJ FH2J HF3.1 FUILJ FHI2.} I'HI3J _, 
1 

cols ¡.; b-l !> lb-2!> 2b-35 31>-4!> " " !>h-65 

(') T~·o Cards Required for Each Set FORHH( 15 ,6rl O. O) 

C\OTr:: Thrcc Card~ 0<0 Rcquired 
if \Ja1ues "' Zcro 

'" 
'" 
"" 

GRA\'IIT .1:\ TllC 

GRA\'ITY !:\ TIOE 

GRAVITI !); TliE 

J First Card 

J Second Card 

' ll!RECT!O)l 

' UJR[CT!O)l 

' fi!R[CTIO~ 

E ven 

• 

• 
• 



. 1 

. ' 
• 



S 1~ " . "I:IDICNT 1\¡\ 1',\'' 1 
Trpe 2 BEAI-1 aH!EC.'TS (CO<.:T.) 

F. L;LHIE);T tWrA CARllS 
EL'I:U~I ·"OllE 1 .\OlllJ 1\0DE~ IH-\T ;;~;Lr ru,\ FEI'B FEFC FEFIJ f¡~LJ REW ' ! 

1 

' 
' 

• . 

1 

col~ 1-S b-lll 11 -15 ~l-15 21>-30 
. . . 41-45 46-50 SI-56 57-&2 . 

6.>-70 

FOR~L\T(J 015,21 (>, 1 8) 



1 

' 



' cm·IIWI. C,\1(11 

Tri'!: \11'.11:1. 

j 
~. :.; 1 1 

1 

:.fl Ull' . 
3 

.. 
. 

cols 1·.· 6- 111 1 1 -1 ;, 

::- ' l }l\11'11l.\1. I'IWI'I.I~I \ C,\I(IIS 

1 ~~\ 
' 

\'TI .'11' '· ' . . . 

• 

.. 
cols 1-.• <J-111 . 11- .. (' . . 

.. , .'·1\TDHAI . J·I:UI"T:n 1' 1 1.~ 1 lll( ,\"1 1 ~~~· • . 

' ' '· 1:. 

~ 
., 

" ' • m . 
. 

col~ 1- l\1 11-.:u 21- ~u ,¡ •. IQ .¡¡.,,¡) 5! -bU 

"'" .. ""' "·''" -~'"'·' 

• 

. 

.• 1 •. ¡o 

CAIIll '" 
'J ~- t ' ' 

<JI·7u 

LJ\Cil 

' "' 
i l -So 

TYrF. 

~'tmt:l 

N~L\T 

~nUIP 

• 

HIAT 

l\TEtlP 

o 

B 

IOI:fl 1 1' (Sr 1 O. O) 

f----"''''----j----"'''----f-----"''--1 

"' 1 s lcC.,iO<T> ------L-,,,,c.cc'i<f> __ L-,,,, :.l.<c<>~ 

nllm\T [3rl o. n 1 

. "" ~ •• ------"".-----~-

• 
No. of ~btcrinl l'r<li'"r:y Cards 

~lax. No. of 1<·o.p. lroir,:s for ,\ny One fl~t. 

Non-zcro Ch:or:Jct~r \'• ·;nppress the lntroduction 
of !ncompatibl<' l•i>;•~"t•·:ocnt ~Jodes 

flaterin1 l<klltrli•:H: "'" c;umber 

~ol of Oiff. 1 ~npcr :o;" rc s 

l>ci ght [ICJLS i l }' 
; 

~l:lss Ucnsit,· 

Angle, Countcrd~cb,io<·• 

Young's ~lodulus 

Strain Ratio 

Shcar ~lodulus 

Thermal Expansion 

• 

' 

' Cocfficicnt 

• • 



' 



SAP I~PU1 

SECflON IV - "ELEMENT DATA" 

Type 4 Tl'/0 OI~IENSJO)JAL FINITE ELEMENTS 

. 
• CO.''HROL CARO 

""' NU~IEL ~).~\T ~!TDIP A.'\,\LYZ 

' 
cols 1-S 6- 1 () ll-1 S 16-20 

.. ' ~IATERIAL PI\OPERTY CAROS 

H!AT r>THIP ' o ' 

- , - -cols 1 S 6-10 11 20 ~ 1-40 

FORJ.!AT(215, 3FI O, O) 

!',_:_~IATERIAL PROPERT!ES ''" .\'TEMP (1 CAROS FOR l:,\01) 

T ' ' ', " " " " > "' "' " 

• 

" ns 

rA SHEET 

TYPE SAP Element Code 
Total No. of r.lcm<'ntS 

• 

IMAT 

No. of MatcTi;li Propert~· Ca:rds 
t·t"ximum No. of Temp. Ca:rds fo:r An~· ~lat. 
E~'TER O for A.\ÍS~m·:wtric 

1 for l'lane Strain 
2 for l'lone Stress l f 

.~on-zcro punch ~-;¡¡ suppress inco::-,p;Hilolc 
Oisplac=cnt ~loJes 

'\THIP 

~lnterial ld~ntifiCot>on Number 

.~o. of Diff. 1em¡H'I'~turcs 

Weight Densit)' 

' 

ll.1ss Densit)' 

Angle Counter~loc\..,,ige• 

Young's Modulus 

Str~in Ratio 

Shc~:r ~·lodulus 

• 

Tl,en;c¡J L'l'''""'o" Coefficicnt 
- • • - - - -- - - -cols 1 10 ll _() _¡ 30 ~1 10 41 50 SI hO bl rO,¡ SO 

I'ORH.\T (SF lO. O) 

t-, _-"", ~l' -+--,-,-:~~-,--j~,-,-'"'~co_=-1¡ 



1 



. 

S/\1' !NI""" 1\/\T/\ Slll;ET 

Si:CTIO~ IV - "1:\.UII,N1 !JATA" 

·¡:"Pe 3 f, 4 l'l.ANE STRESS ~IE,IIBRA.'n LLE~·IIO;\TS {CONT.) 
T\1"0 UHII"t\SlOI>"AL FlNl1E El.[.~[~'TS 

e [LHIE~T L0,\0 I'ACI OHS 

~ 1~1. j~ll\l. PI\ESS\IIU.i Gl~\\"lT\ ¡¡.- ¡;1{,\\"I"IY 1 ~ ¡;]t,\\' ITY IC: 
\.0.\ll F R.-\C . ' tl!R[(TJO.~ ' !lliU:CTtOC: - ll!RCCTIOC\ 1.0·\ll ~R-\C. -

. 

ll- 2(1 21-30 ~ l - .j¡) ~ 1 -50 

FCRI-tAT ( SF l O. O) 

1 

Element Load Case A 

EJe¡¡ent ""' Case ' 
Elemcnt Load CasE" e 

Elcrncnt Loa<.! Case " 
{Four Cards Reauired Even 

If .\ot llsed) 



1 



SU.;TJO).' •.. - 'TLHIENT llATA" 

1ypc 3 • I'Li\.'IE S1RESS ,'IUIIIR.-'1.~!: 

T\(0 OHIU'iSIQIML FL'IIT[ 

'. 
Eti,~IIO~l r\0. NOllE Mllll' ~OllE 

N 1 ·' 1 

• 

• 
• 

. 
1 

1 

1 

([Wr) 
i:IDIENTS 

~onE 

1 mn 

1 

' 

1 

1 

ELL'II.:-.'1· (.'¡\f;j1$ 

I'IU:S~URE 

i(f.rlHII' 1 - ,) SinE 

cols 1-5 (,.lo . 11-15 16-20 21-25 2b-~O 31-40 41 -SO 

1 
~llSH 

E\',,W,\T!Ot\ GE:\E-
OPTIO~ ltATOR TIIICK:\ESS 

" k T 

.. 

• 

1 

51-55 56-60 61-70 

FO~~T(615,2FI0.0,215,FIO.O) 



1 
' ' 



.. 

. - .. 

i - • 

• ·- .. • 

...• 

COL. 

.. 

A. 

í'/í'E 

5 
,. 

c. 

I"5E.T 

. 

. 
' 5 

"'' 
1 .. 
' ' 

SAP lNPlll DAíi\ SHee r 

C:ON. TllOL c:AR-(':1 

J'I<JM {';L 

. ' ,, 

NMAí 

,. ' ,, 
FOih\Aí ( ... 1.5) 

L">€TS 

'"·1.0 

Fo~MI+í ( rs, 4 F w.o) 

OIS.TitlihiTEl:> SUP fP.tE wAC S. 
.. 

cr p y FAC€ 

' 
., o IL Zo . - o . ;,. 

. FOtl.-MAT (ZrS, zFtO.l 1 IS') 

P.LC€L6 12ATlOJ.l 

1 -10 

fbiZ.t'\1\Í ( FIO.I.) 

• 1 
' 

¡ -

TYfC 

N. Ut-1-E:L 

NHA.T' 

UETS 

l'HA f 

6" 

"" 
w 

" 
·- neT 

LT 

p • 

1 .._, 

N~ OF U>AO ser:. 

H ,.H;)LIA I:OE'NTI F1 CA TICN, N.~•ll3Ef! 

' 

l<.ll\0 TU'(;; ::-\ UN\F<.l!f.t-1 f'lC~Sut<'6 

.. 

• 

• 

• 

. ~2. lfVD!ZOlTATI~Ll~ 1/~IZ.~o"-'G_ 

HtiGNtfl.J06 oF rt2Gl.So.Jió!t; tF LT.:: \ 

11.18\(.ttí if'o:;¡Uití'/ I)F fL.LJoll IF. L;T=J-

' 
1 ; 

; . 
L.í= 1 
Lr.::l. 

. --~----·-
.... -'--· 

' 
' .. l 

1 : 

. -- : 

.. . - . 
' ' .. ·:····-- .... 

' 
1 ,_ -·-··· , .. 

1 1 ' • ' 



' 



• 

·-
. ' 

• ' 
• 

'-

L. 
' 

.re.~- r>-112-ce. 
(C.ONI". 1) 

<. E 1.-eM.€/11. r LOA i> lAS. E> 

f'~€~~U.ZE 

'" PO 

Tt-tr;.itHAL 

'" ro 

(>!Z{IVIÍ rX 
&>O -xB 

6~AVtíl( ' e • G B 

61l:A~tfi' "' &lA """ ' . 

\NPJ i t'/1 111 

>vhh .. T \ ?1-- ~ 6 ¡:; S 

Pe PD 

TC T O 

G'c c'D 

G"C G'D 

bU G<D 

' ' o ... 2o 2. - 3o . . ' '' - • o 

F<l iZ.MA í .( <1 F. 10_- '2. ) 

··r - • 
., 

,. 
1 •• 

. -· 

l ' 

-- ·- ., 

' '. ' -- . - . 
' ' 

. 
1 

1 - t 

. ' 

. ---
• 

- ' 

'. , .. 
' ' 

• oc 

1 

" ' 

-· 



1 



' . 

' ' 

n¡p;: S:, THIZEG DoNt::t-Hill>JM- ~OLi!> ELEt-•EÑr.<. (R IJIJI)CS) 

( ro,._.,T. 2-) 

F. E.LéHeD• 

L 

. . -· 

,_., 

cPrl20'5 

' • 

o HlC lS/1 "' fi'ICE 

' 

• 
' . 

..-1-n- n-~o I>H•l c.~- .. ~ C.<;·'-'" ¡,7-o.:V ''t-7o 
' 

' --

' ' 

:- --1 
' ' --- - ... 

. ' 

" 

:-¡---
. -. 



; ; 

'S A? 1 NflllT DI1TA SUF.Eí 

fLAíE AIJU Sl-l€.LL E:Lel---\ill1_S _ (\0AOft\\.-I'.,TCaAL) 

•• e o r-.1 11l.D L CM-" 

"T '1' p E. Núl'\e MA-

" 
"" - - . S" " lo 11 1$" 

F<>~tH\T (3J:S) 

"· )'-\1\TE-fl.IAL l' ~U>P e fZ. T't' f"¡J i"Qfl.H-A~)OJ>l 
(¡.oJo CAI2..1> .S FOIL éi>GM t1 JLJt>L 

·¡:.t-IC.T - - "' ' 

' ' 

. 
•• "' 

-' \1 'l. • 

. 
e" e ' e ' c. 

•o !>\-10 1 '·U> . 

-Foa.HAT (I10 1 Z.O.l<._. 4F IO.D) 
Fúll-l-!Af{ t;. F \O .o) 

e . El...e MEJ.l\c' [..OP.O H.ULnPtt8l.S 
( l"nl- CAe.{),<; · 

LLM (A) LGiCB.) LLI'\(c\ LLM Co) 

'" " 
61l.X [A) 

"" CA 

Gl!-1:- A 

'" 

' ' 

' e 

Gl2..11.(1>) Gi.-X (c.) 

G "' 6<1 ' 
6 (1) 6¡2.1:- e 

-11,20 _"21-30 

, ~r. (4 F!O.w) 
1 i ; ! 1 : :" 

D 

6¡:> 'L( D 

6< D 

6fl.CCD 

-11 40 

' 

. 
. 

vJil-eM:~ 
, 0{,.~ 

(ÍM 

cr,, 
"\v10 fíl( .l 

i. i ; 

--- r -

' 
ex, G, ex, e,.,. 
c., e" e,. E,, 
e" e,, e~ t'" . .. 

\ ... -

' 

' . . - .. 
' ! 



1 

-



SAP "fNI\JT 

D - ELEM8'Jí tM2.0.'i. 

ELIJ0H loJliOi [ 1\\~o;; S >jbD€ K IJCO~ L tJ u ce o IHA ' "" THK ''"' "' TO< 

' ' . 
' . -' 

' " ' 
' - . . . . 

' . . . ' 
-. . . 

' 
. . 

' -- .. 
• ' . 

' ' ' 
' ' 

' 

i . 
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SAP INPUT DA 

5[CTIO~ IV - "ELEME)..'T DATA" 

Type 7 BOIDWARY ELEMENTS 

CO~TROL CARlJ 

!-;lr.>IEL 

cols 1-S 6-1 o 

FÜI!IIAT(215) 

' ELC,'IE~T LOAII FACTOnS 

ELHIE).IT LOM EI.EI·I~NT LOAD ELU\HIT LOAD ~or.nrn:T 

CASE ' CASt: " (¡\SI' e CAS!' 

cols 1-10 11 -20 ~ 1-30 

FORI>l.\T(.\FIO. O) 

::OTE: At least on<> card for element load factor 
is required. 

Combinations of conditions for cl<>mcnt"Joad 
cases ABC~\J can he olonc with thc Structurc 
Loa<i Multipllcrs (Scction \'l) 
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. 1 i 
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C'>lS 1-5 6-10 1 1 - l 5 16-20 ~l>-.'10 ~ 1-35 ~6-40 41-SO 61-70 

F0f{).t\T (8 1 ~ ,3Fl O.~) 
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PP.OBLE/1 1 . 1 PL~~iE TRUSS 

Ref: Ti;;;os~-~n~o. S. P. ané Young, D. H., Theo~y o! Sttuctuns, 2nd 
ed., :::Grc;¡-flill, tle;¡ York, 1965, pp. 266-267. 

1 . 1 
Pg 1 

Each truss r.:errber has A = 2 in 2, E = JO ~ _]06 psi, o = 6.5 • Jlfin/i~/"i' 

This probleM has '"' structure load cases: 

1 1 Unifcm ter.;p. increase of 7o•r; P¡=P2=P3=P~=O; o • ' . o. 
2) Uní fa m ten:p, decrease cf 40°F; P¡=P2=P3=P~=lO,OOO 1 b ; 

o • ' . .01 ft. 

Problem Formulation 

Since two different te:nperatur~ cases are u5ed, it is best to specify 
the nodal te::;peratures as O"F and alter t~e zero stress reference 
temperature :'or each structure load case. The SAP IV manual, page 
IV.l.Z, gives the tencperJture increase as 

where T~ and Ti are the nodal tempera:.ures. Thus the lera stress 
referer.ce te~oerature for cae~ "c~:er 15 srectfied as -1°F, and tne 
then;;al lo~d rmltipliers are +70.0 and -40 .. 0 far elerr.ent load cases ¡l, 

and B. To unCerst~mt the ;igns, ncte tbt the ele~:ent .load case¡:, the 
zero stress r~ferer.ce te~·:¡~rdture ts (+iD.0)(-1.0) = -70°F, Since the 
nodal te~·~eratures are O'F, cJch me;r.tJer of the truss has experienced 
a rise of 70,F atmve tne stress-free tcn~perature, JS r€quired. 



' 
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Problem 1.1 (ccn:..) 

n:~_;:~~):~;~t.of t:'" fou~~at~cn_ i;_/rcc!uc~ct b{cu~ir.g. t~e b.;o;r .. ~;,. 
el~---"~ I·J~e ,¡, ,r.e ''"·aul, s.1 .. r.e~s o. 10 lS u.e:, 2r.O.: :r.~ 
displ~cw:-.~nt s::.ecificj is 0.12". F"or the first structural load :~~e 
zero <!isptac~-~-c~t i~ rec•;irej, so ~t:e eler~r.t load case r::•;ltiolie~ 
for load case A is u.ro. For éle::tent load case B the !T'ultiplier is 
1.0 to give t;i¡e ¿esired displacer·.~nts. 

The concentrated forces (section '/) ~re all for structural load Cdse 
2, as recuired. The el€~ent load r.mltipliers are such that structural 
load cJse 1 ccnsists ?f eler;1ent load case A, and structural loa~ case 
2 consists of ele~ent load case B. 

tlote that since no nodal generation is done, the printing af the 
generated nOddl data is s:..:~pressed by coding "A" in colu~n 6 of the 
first noCal card. ihis fe~ture 15 not t!ocur:-.ented in the manual, ~ 1~t 
is incorporated in the prc~ra:::. (Cther o:;tions available are B, 
which suppresses tne print1ng of the ID array,,and C, which corr.b1nes 
the effect of A ar.d B.) · 

Another feature not dQcu:::ented ir. the nnl!lll, but useful, is !he 
coding of -1 for the bour.ccry cor.dition code where a series of node> 
have a OOF suppressP.d. ihis is very useful for thc ele:cents with 
only translational DOF allo~,oed. 

1.1 
Pt¡ 2 

Discussion of Results '¡ 

Timoshen~o gives only the y disp1acerent of node 5: 

load case 1 
load case 2 

Timoshenko 

+0.158" 
-0.223" 

SAP IV 
+0.15762" 
-0.22280" 

1 _, 
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rRG3lEt\ 12.1 f!?[ ~~Ei'e'ORK SThTIC A:l¡\LYSIS 

Rcf: SAP J'l P.anual, problem 1 

ROO KA!,:;ER 
K•I0°1~o/.r. 

Problcm Form~1o~~i:m 

.. ··- --

• 

y 

' 

1000 ~~·, CC~ST~·:r 
""flCEHANGEi'l 

The non-zero displace~ents at r.ode 12 are created by using boundary 
elerr.ents ccn~ected to·added naces 16, 17 and 18. 

12 ·l Pg 
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Problcrn 12.1 (cont.) .. 
Otscussion of Results 

The resul ts 

REt\CTIO:;S: 

as given in the SAP IV Manual are: 

Nade 

g 

11 

" 13 

Total 

FX 

5643.51 

2350.08 

-10993.59 

-3COO.OO 

SAP 

fY 

-40~4.59 

4023.01 

4505;51 

4484.03 

APPLIED LOAD$: 

Loadtng Type 

Concentrated: 
at nade 3 

at node 4 

at nade 8 

.Oistributed Weight 

TOTAL 

• 

FZ 

-4960.70 

2960.70 

-2000.00 

X 

3000. 

3000. 

fX 

5659. 

2361. 

-11021. 

-3001. 

Dfrection 
y 

ADLPIPE 

fY 

-4052. 

4026. 

4509. 

4483. 

FZ 

-4966. 

2966. 

-2000. 

z 

1000.00 

-200.00 

1000.00 

-6284.03 

2000. 

-4484.03 2000. 

"·! Pg 
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PROBLEM 3.2 PLANE STRESS CANTILEVER BE~~ EIGENVALUES 

Problem Oefinition 

Ref: Car·,:~;e, W. and Tho~as, J., _"The Effects of Shear Oeformat1on 
and Ro~ary lnertia on the Lateral Frequencies of Cantilever 
Beams in Bending", AS!-!E Journal of Engineering for lndustry, 
February 1972, pp. 267-278. 

See alsa problems 5.2 and 8.2. 

E • 106 psi 

!•: 
>O y. 0.3 

! ! ¡ ¡ .... 
1 ' ' • .386 lb/1n3 

' >O ' • ' ,T t • 1 .2"' " 

Problem Farnulation 

Note that by placing the first twa nades at the tip anly four nodal 
cards are required. Since the boundary condition code for the 
generated r.odes are set eoual to the values on the first care af a 

"'" series, the nodal numbering should be such that the nades with 
unique boundary condition cedes occur last in a series. 

Oiscuss'ion of P~sults 

The frequencies for the flexural v1bratians of a cantiler beam are 

A~.m;l f -; -z. ? 
while the extensional vibration frequenc1es are 

f.' • .!._-fE , 4'-. V 'i 
... However, the flellllral frequendes are too high because of neglecting 

shear and rotary inertia. This effort 1s rm're pronounced far the 
higher modes. The results for a Timoshenko beam were abtained by 
multiplying the Euler beam frequencies by a factor obtained fr~ 
figure 1 in the article by Carnegie and Thor.1as. 

Mode llu:nber T.rEe tuler Beam Tirr.oshenko 8eam SAP IV 

l flexural 55.96 55.6 50.01 
2 flexura\ 350.7 332. 295.9 
3 flexura\ 982.0 876. 788.5 
4 extensional 790.6 791.5 
5 · flexura 1 1!124. 15!10. 1485. 

... 
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