
CALCULO l 

Fedla Ho::arlo 

0;:1 22 de febrero al 19 
de Marw l, LI:-1\TES Y CONTINUJD.-\0 

\8 a 20h 
c¡r:.ra 

~finiclones y cj<:mplos, forma o lndetermlnldas 
y teorcn.as, clasiiicad6n de di~continu!liactes. 

11. SUCESIONES Y SERIES. 

Lfmi¡c y C•'nv.;>rgcncla li.;> s"uel!!sioncs monótonas, 
pumos !Imite d" 1.111:1. suce~i6n, sucesiones de 
funciones, SCI"ies criterios d~ <X>nvergencia y te~ 
remas. 

111. C,\LCULO INTEGRAL 

!ntc¡;ral de R'!'efnann, deflnici6n v cjemplos'inte"gral 
dcfir.iJa ;: tc-iirclr .. •~, lnte8=ral tnd~f!nicta; i!"ore'ma 
fuñdan•er.tal d"l cálculo, cteriv!lci6n bajo ~-L~tgiio de 
integral, •: _,.,, ·-- ._,_ 
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IV. OES,\RROLLOS EN SERIES 

Series de Tay!Or y :>~•claurln, crlter!i:is de convergen 
cla y t<"Orenl-."lS, series de functoi-rcs;' der!vad6n e ln::-
<egración de serie~.-~'- ,;_ •<; ... 

V. ECUACJONES Dif E:tE:-IClALr;:sC OR[l!NAf!.j.AS--
-- ·. ,;\:1 

- L. -
~finlc16n, ~t.•oifl<:.·•ción y ejemplos, ecuaci~nc":s·_-,. 
d tkr"~c ¡, les cxn eras,' lo r:ote,; int~gr ¡ ~¡¡és, · l.' <:!la·, --- - --~ ._,, "--·--· clones de variablcs'~e;><rlbles·y ecuaciones que·_a~;. 

,. . ... •- ··:. ''!X-

' - • f 

r.;>due<:n ~ '-'Sta,forrr.a, ecuaciones de ~r~<lul\f,y 
f\ k~:~¡!, . probl<' n ·as <k \'U lorc·s · ;,1>; i' !~s, · :eo;cma 
de existencia y unlc!.:!aJ." <'Cua.:l6n de"2o~'ordefi.':' 
hoii1o¡¡énca "o.)n' Co-.!f¡C:iemes cons~<ntes;'' eC).¡.¡.cil6n' 
2Ó. orden ho'homog_éM:i: :'~-- . ·":/(/Y 
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Ing. Pablo Garo;:fa · 
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11 SUCESIONES Y SERIES 
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VIl. 1 SUCESIONES 

C~n el ob¡Ho de intcodudr el concepto de ou~es\6n anali 

c .. o, el sl~u!ente ~ .. o. 

Sup6n¡ue que un banco deoide po¡ar el 1001 de lnHrh 

anual. Ino es, o! alguien decide Invertir un peso on dictlo bon· 

co, al cabo de un ano tendri. 

1 •1•2 pesos 

SI el bonco efee<uaro h coaposlcl6n do ínter~• ,.~estrat­

monto, al lnvonloni<U le nla mejor, pueo al cabo do •eJio ono · 

tendrla 

1•} P-'"' 
contidod sobre lo cual so po¡orla el" otro 501 do in ter~•. 

duronte el oo¡undo seaootre ¡onorlo 

(1•}l c}J posos 

por lo que ol fino! del ono tendrlo 

(l•}l•(l•}lC}l•(l•}l'•l.lS pe•o• 

Esto os, 

Ahora bien, si la composición de interh se efectCo tre• 

voceo ol do, ol peso del invonionhta •• convertir! ol final del 

ono en 

' ' (1•;) • l.l7 pesoo 

y <1 lo compo.,ci6n •• efectao cuatro vHeo al ano, en: 

(t•}l •• l .•• pe••• 

En ¡enorat, si •• co111pone lo inver>ión n ve<os ~n un aM, 

por oado p010 Invertido •• cbtendr' ol final del do 

( l • .!.¡ n 

" 
pe o O> 

El anllisio anterior puede re•umtroe en la siguiente toblo 

Nfiaero ,, colllpoolci~ Cantidod recuperable por coda 

"'' '" "" o no. ... " flnaliur el o no. 

(lo1)' ' 
( 1 ·t) ' ' l . ¡; 

( 1 ·~) ' ' ' 1. J 1 

• ( 1 ·}l 1.U 

" 

f: N • R 

definido por 

quo .,oda a codo n~moro notural n (nOmoro do veces que so co~pone 

el interh en un aM) un nd•ero nal (l•kln (cantidad que se recu· 

poro anualmente). 

~ partir de osto fund6n, podo•oo forur h colección de 

término• 

f(1), f(l), f(l), f(4), ... , f[n), 

o ... 

1, l.ZS, 1.37, 1.44, 

ah que u .. ar .. o, sucesi6n infinlt~ r que, on for .. abreviado, de 

notaremos con 

((! • 



Deflnici6n. 

Uno suou16n !nflnlto e. una colección OTdenodo de t6,..i-.. 
f(ll, f(ll, f(ll, ... , f(n), 

forwodo o partir de uno función f cuyo da.lnio es el conjunto de -

los nd•eroo notursloo. 

1< f(n) oe le 11 ... tf.-.lno enhiu de lo oucesl6n. 

En fol'l!IO abreviada, repruenuruoo con (f(n)l o lo suco 

sl6n cuyo tintino enhl•o eo f(n). 1 

ejemplo vrr. 1 

Los SiRUiontu oon suc.,ionu lnfln!Uo: 

o) !n
1l• 1, ~. 9, 16, lS, ... , n

1 , ., ,, 
., 

l l : l 1•i•:>•:r• ····ñ• 
1,-l,J, 

-l, -} i, 

-~ •••• , (-l)"''n, 

' r· ... ' 
(H)n 
iiT' 

Obofrvese que lo definición no e<cluye la "posibilidad de 

que loo Untinoo de la sucesión 

cno d) del ejemplo ontodor. 

oeon nGmeroo complejos, cono en o! . . 
~pero, eo lo que.oigue trobojoro-

oos con oucuioneo de ni!Jioros reoleo, o ~•nos que so indique ono 

cou. 

VolY .. oo ahora o! ejemplo dol intorh bancario. 

•• puede ver en lo tabla, a oedido quo ouoenta el oGoero do co•po­

olclonn do interfo en un ano, ou~ento lo cantidad que el !nvers!!!_ 

nhu recupero. 

no contldod m!1i•o recuperable por codo peoo invortido sunque ol • 

- ----- --- --- -----

nO .. ro de C011pooidonoo por olio ••a un RTOOdo con se quiera! 

Para re•ponder o eoto, veaooo que oucede con el t6roino 

V no o 

plo al combiof n 

• 

' 
' 

1 '7~0 

525,600 

' " que (l•ñ) 

- " { ,.!.¡ 
" 
' 
l.H 

¡ . l1 

l.1H6 

2.7111 

l. 71U 

S2S,600, s6lo cubla lo cuarto cifro de 

clooi), lo que nos lleva o pensar que hoy un lfaite paro el <«ci-­

m!onto do (lo~/. Dicho Hmlte oo o! nOaoro inocionol 

e• 2.711lll!ll0 •.. 

Entonces, lo cantidad roeuperobie por codo peoo Invertido 

nunca oer1 uyor que •:e·• puoo, por grande que ooo .t oGooro de c<111 

pooicionoo efectuado• onuoloento. 

Lo dhcuoi6n anterior •e ruuu en lo uprul6n 

' " (1"11) •• 

.... .... 



,• 

1 por allo Hdte (el ndlooro . ' ' " ·~al npruont .. oo aed.tonu ' "' , 1 ··~' .. , ' .. 
'" ' . ({h¡;:) l•e ' . 

• e. J. ' ... 
.. -·· ·•" .. " "" ... ' . 

Bll aoneral, dhoaoo 
' ¡ '¡, 

ol, a aodldo qu. o uoco, f{o) 
' 

quo uno oucost6n {f(n)) tlono limito 

oo_ocorco a un cierto valor fijo L; 

Eoto ""' 

' entonen f(n) • L ' 
Eo ute coto doct.OOo quo la oUCh!On (f(n)} eo conYetJO!!. 

' ' ' u (CODYUJO • L) ... • 

Esto concepto exproHr .. fon.olaento en lo olaulo!!. .. 
Dofloidh. 

'' 

Uno OUCU!On 
' ' .... 

{f(n)) tiono ll~lto L ol, poro todo na~oro 

t >O, por poq ... mo <¡no ou, uhto un nllloero H Ul que 

lf(n)•L 1 •t pou,todo n > ~ 

SIIIIoliz .. oo uto ndiaMO 

Ejnplo VII. l. 

D<oaottnr que lo oucu!On 

' 

1, 1, 1 
., J····ii··· 

~ thno Ualto L•O. 

Roquod_.oo por& ollo d .. onnr quo o!ondo t > D oxl>to un 

N ~ol quo 

"' .... • 

' ' 

... 

¡! ·DI<t • 
Coao )!. ·01•1!1 .! ,..., oer o •t .. pro poohivo, tenuos • • • 

do donde 

' • 

' ,, 
por Unto, 'ft>D exioto un ndJIIo~o M•i 

¡l-o¡ • , • 
quedando deoootrodo. 

I'D>M. 

t&J que 

.. todu '" ououlonu oon convor¡onteo. 

" ouceol~n· 

' ' ' ' '· "· "· .... • . ' .. tiene Hoite " • •• ol n-, UtOOCOI n
1
•• 

Por ejoflplo, 

Poro colculor ol lloito do uno oucool~n convor¡¡onto, puo· 

den .. ptoaroo los teore .. s blolcoo sobro Haluo que ol utudlante 

yo conoce para ol caoo de funciones. 

<1 lloite do lo sucosl6n 

'

'• ,1, '• ... , n•1, ' ,. 

Por ejeoplo, pora calcular -

poduoo proceder •• " ol;ulonto oonoro: 

' '" ' • '" ' ,, 
"' • '" '., ... • •• • "' ' •• ..,. lim ' 

..,. • 

' ... . .. . .. 
CO>oo ojorciclo odlclonol demoot~areooo, en baoo o lo do­

flnlcl6o, quo 

3 



e.. efe~to, cou 

l •• ' -,;¡ -

•e cu11pllc1 que 

' 
.. ' -,;¡ 

ol y >6io o\ 

' m' ' 
eo dodr o\ 

' "'rr 

' '" 

por lo que, V(>O existo un nOl!!IHo ~o~-}c · Ul que 

~~·}l<t Yn>N. 

Sucutonu •on6tonao. -' Si onoli>amos lo <uceol6n 

{(n·l)~)· 1, 1, 2, 6, Zl, ... , (n·l)!, ... 

vemoo quo codo Unoino es 10ayor o l¡ual que el ontorlor, por lo que 

Por el contrario, si en uno 

suc .. l6n cada tf,..lno es ••nor G Igual que el anurlor, 

'' lo ouce!IOn os docreclonte, co~o en el sl¡.ulento cuo: 

DoflnldOn, -. 
• • • • 1 

• 

... (f(n))un.o suce•l6n: ,_ 
" f(n•l)~ f (n) , 'l'n eN, .. suco• IOn " creciente. 

" " f(n•l)l f (n) , YntN, la SUCC!i0n U decreciente. 

A una suced6n creciente o decreciente .. .. 
'"""· 

di'"""' que 

¡¡ ... ~··~· 

- ------------

,, fj..-.plo VII. 3. 

La suce>l6n del probluo do lnterh bancnlo 

2, 1.25, 2,J7, 2.U, ... 

es uno oucesl6n •on6tono creciente. 

L/ 

b) No olompro eo poolble definir una •uccol6n medhnto una oola T_t 

sta de correspondencia. Por oj011plo, lo suced6n 

•• puedo 

1 11,1,1,1,1,1,.,. 
'•:f!:l";rr 

r.,.. ••• portlr de Iao 

f(Zn-.1) • r/;:-,. y f(ln)• 

fHa os uno •ucut6n monótono decrochnto, 

e) La oucesl6n 

que no eo creciente y t .. poco decreciente, 

. ' 
Pou la sucul6n 

l,~·}·i· .... ' --· • 
poduos conotr~lr lo siguiente griflca 

r (nl 

--' -·------

' • ' • 
• • • • • 

' ' • ' • ' • • 
·-¡... .. 



"' ~~ ,, 
"~ .. 

-
----',.-----

• dca6o puede oprochrn cloroante ~uo todo Unolno de lo >ucul~n 

01 oenor o l¡uol que 1, por lo que dir .. os que 1 os uno cota oup~ 

' . dor·do !o.sucoo16ol¡-¡; '" OtU 
. . " ' ' 

·o~ .• : Por•otro pone; cooo todo Urmlno do la sucool6n eo 1111· 

Jor que cero, ene nlhlero •• uno coto infodor de {~). , 

Dof!ntd6n.'' " .. " ...... " .. . 
11' 'u ñCbio;o ;~., 'P'eo ' . uno cota ouperlor .. " • ouceot6o ( f(n)l Si: 
,, .l "' n-···¡'·é!" ''\ f(n) J p, h<N. ' . ' ' 
i:¡ ' nOllorO :r¡;., . ' ' " • .. uno cota lnforJ.or •• " oucesl6n if(n)l <1: 

,·on•·: ~ g,;¡~,,;é.,to~ se dteo acotado ol Ueno un. coto inferior y 

!uno coto oup.rler, 

!>o acuerdo con oi.io,' h ouceo16n 

aó'n6tono, u od.;oiS ocoud• .' 

Teor .. a VIl:!~"~ '•···•• •· 

¡!¡ 
" ' 

Todo oucul6n ocn6tono acotado •lene llolte (0> converge!!. 

h). '. 
Dooootroc!On. 
-~nt·~· ' ' ' .. ' Probor .. o• 

"' 1 • o ll "1 ' • 
c!ent .. : 

ol teor .. o poro ~ucoslo~oo 

'" ,ot:o.'' ··-
Sea {f(n)l una sucoo!6n acotado. 

10< tOO], '' 

aon6tonu ere· 

coto suportar, H• el uio .. ~ol oupr .. o tiene uno •In! .. coto sup~ 

r!Or o lo ciu~·¡lluoroooo L.'· SI ~>0, L·~ no puedo •er uno cota SU· 

• porlor do {f{n)l; por • tanto ol,dn 

< • .. 
Cooo {f(n)l oo:~rec!ont~: Ll 

"' o -

"' 

-'--------- ~ ---

f(n) 1 f(k), 

y, por {1): 

f(o) > L·t h>k ( ,, 
Por otro porto, ,~. ) .. ""' cota luperior 

f(n) " M "' do (2) y ( '1 
H < f{o) " Vn>k 

restando ) 

·t < f(n)-L ~ O 'l'n>k 
< 

lo que l~pUco 

con lo que ho11100 deoootudo h exhtonclo del Jfmite, que •• p~oc¡ 

ooaente 10 &<lnl•o coto ouporlor L. 

Ejeoplo Vll. f 

o) Ya huo• >'loto quo (~) •• oonótona y •cota~a, por lo que Hilln 

., 

el <ooreao anterior thno l!&<i<o. Esto concuerdo con lo obt~ 

nido on el ojomplo Vl!.l, donde oe domootró que 

ri· 

"• , .. 
. ' rr' 

~ • o 

. .. • ¡¡,·• n-' ... 
L(n•il 

5 

E<ta es uno sucu16n 1110n6tona creciente H quo f(n<l)>f(n) 

\lntN, como •• ~emuestro • continuoci6n: 



" 

" 

. ' IT " 
f (n) 

. ' , = 
-L(n•l) 

L(n•T) 

'" oua 

""' 
. ' •rr 

coto 

. ' = , -L[n+l) 

< L(n•l) lo cuol 

paTte, " suceol6n 

Inferior, pue• , .. 
Co,.o L(n+T) >O VncN, entoncoo 

" nldenu. 

" ocotodo yo '"' 
ser credento 

. ' = es olo~pro negot!Yo y 

cuolquiH nbero pooltlvo •• uno coto oupodor de lo <ucul6n 

!rfn'!n-J. 
En bue o lo ontOTior, del teoreu VII. 1 te concluye que 

la ouceol6n cieno !Imite. 

Se dejo al eotudlonte la obtención de dicho lí•lto. 

----------------
6 

VIl, l SERIES. 

Uno fonoa Jntoresante do Introducir el concepto de sorle 

noo la proporciono la ot~ulente pondojo, debido .t fil6oofo gde-

go !en6n do ~lu (oiglo Jl A.C,)l 

"Un corredor no puede dcoour nunca lo ••ta porque sle! 

pre ha de recorrer la altod do uno distancio anteo de recorrer lo 

d!Honcla toUl. Eo decir, cuando hayo recorrido lo primero •itod, 

' de eoto ~1 t!"'o, le quodor• toduh la cuarto pute: Ciando hoya ro-

corrido la o!tad deuto cuarto parte, le qu~d..-1 h octovo parte, 

y ul oucedvuent~." 

Anolicomos con !llls detolle <><& oituacl~n: 

SI oupcne•o• que el corredor •• desploto a velocidad con~ 

unte y le llevo t seguÓdo• recorrer la primeu o!Ud del troyecto, 

el tiempo en que recorre lo dhtonda total serl 

' ' ' . ·-'- ... ' 
2"" 1 "' 

La idoa de lo paradojo es que lo ou~o do un nGooro inflni 

to de tfrt~lnoo, co.o (1), no puedo ser un nGoero finito, JX'T lo que 

el corredor no podrlo olconzar lo ~eta on un tlnpo finito. Sin 

eobarJO, sab .. oo que ,¡lo! corredor se d .. plou • velocidad consta!!. 

te y eoplea t •egundoo en recorrer lo prloero oltod, llegorl o lo ,, . . 
~eta on lt segundos. . . ' . . 1 '!'T'r'···' 2n·• . " "' 
con lo que hemos o>ignodo • lo >u1111 Infinito (!), que llaoaro••• ·~ 

rle, un volor finito lt, uperon<lo que la l¡ualdad (l) seo ~llido 
< 

' . 
o ... 



' ' 
' 

' ' ' - ·" . ' . ' 
h upnoi~n (l) puede ~oprosentoru c<mo 

" . " •• 
• 

Una urlo n lo'""" do un nOoero Inf-Inito do'dnolnoo: 

•,••,••,•··· ''n' ... 
OboJI~uu que loo tfn.lnoo o1 , o,, o1 , ,,,, •n• ... cono 

tltuyon uno oucnl6n. 

Otro oj .. plo do urte 

ol6n doclaol ... nll.oloro 

O,lll ,.:l.:.. 1) ' ' """ •11Riflcdo1 u 

' • ' • ' .. ... ... 
por lo qua 

• 

' ••• -' ' IOn • ! 

rodenal 

' ~ .. ¡,, 

• "' • 

' ' 

•• ....... .. lnterpntor .. upr!_ 

' ' ' ' 

' • (<) ... 
"' 

No oioapro ao poolbh aol¡nn o uno oodo un valor ftnHo 

c<ao lo ~ldaoo en (lj y (5), Por ojo11.plo, ti. oeria 

1•'•11•16• ... . " .... (O) 

carece de un valor finito cooo owoa total. 

A lu,urlu,_fl),J.of'l oo lu ll011o coovor1on:u, alntru 

quo (6} oo dice qua •• dinr¡onto, ·- ' ' 

Antoo de aotobloca~ uno doflnlcl6n fonool do convor¡onclo 

1 dlvor¡anclo do oorios, volv .. oo ol ontllolo do lo paradoja do lo­
'"·"'•"'·! ••• t,.::.!),_., .. ~. ,,l ,,, ' •'' 
o 

' 

' partir " .. urio 
• 

' -'- • ' • ' • ' • ' • • ' • ' ' • ' " 2n· , ••• z•· ' 
' '" 

podoaOI fo,...or lo SUCUI6n do IUOOS porchles 

s,. s,. s,. s,, ... , s ..... 
donde 

•, • ' 
•. • • • ' ' '· • ' • • • • ' ' 
5n•t•f.•~· ... • 2 ~-l 
Veooo que el tfnoloo ¡enorol Sn de 11 •uceol~n de ,,..., 

parclolos, eo lo OLlllla d• loo n prlooro< t~r11Llnos ao lo serio (1), 

y on ol H•lto: 

• 
' ••• '" ·-

paro colculor OliO U11.1to observeoos '"" 
•• • • • ( Z·l) ' 
•• • ' • ' • " 

. ')' ' ' •• • ' • ' • ¡ . " ' y, ooao puedo dnos~rouo por 

~eral do la suceoiOD de ,,.. .. 

' ... ,. • • + ..... 

. f¡. 

porcloles ••: . ·'- " . z". ' ' ) ' z•·• 

7 



"" ••• 

Con uto vuoo que lo oxpcooi6n (l) 

" 
t • t • t • r • , --- ... - lt 

es v~l!da 5I lnterpretuoo lo >uma del número ln!!nlto de t~m!noo. 

' ' ' . '· ,.,.,., •... ~ 
¡". l 

'" 
Deflnlcl6n. 

, .. 
., .. , .. , ......•. 

uno serie, y HO ¡S
0

¡ uno sucui6n (llaaada de ouon pucule>) tal 

""' s.· •,••,••,•---·•.· 
SI uhte un n~moro real S tal quo: ,,. 
••• 

oe dice que lo oer\e es conver~ento y tiene ono S, en cuyo caso •• 

eocclbe 

• 
r •n • S .. , 

Uno oerle no convor¡;onte •• dico que eo d\Yorgente. 

N6tese que la "suu" de uno serlo convoriento es el il=lt• 

do uno oucu\6n de suaoo porcloln y no •• puede obtenor aediante • 

uno ou .. ordinaria de t~nlnoo, puesto que lHoo oon un nfiaoro lnfl· 

nito. 

Poro loo oeries converJenteo, el s\abolo 

• ' .. .. ' 
S 

oe utill,. pan Indicar tanto lo oorlo cooo su suma,,. peoar de ser 

dos concepto• dhtlntos (la oumo repreoonta un nfi111ero y por tonto · 

., 

" 

'" 

Ejnple VII. 5. 

Paro el case do lo serie { () ; 

' . ¡,- ' ' -- . ,. . . . . 
tiene 

serie 

'"' ' . ' • ' ¡,-" (O 

{Demuhtrelo) 

Come 

u. ' . ••• " 
cen•ui• 

• 

' .. ' 
"" ·-
' '" 

' ' 

• ' • ¡,- ... 

' ((-
_,_, 

' , . 
·-· .. ' ' 

b) Para el cue do la serie (6); 

1•4•9• .•• •n1+.' .• 

• 

• 

. ... 

' 10" 

' ' 

'

1 (1·-'-> ,.. 

el t~rm\no ,enero! de lo suceol6n de ouuo porcloleo •• 

s.·1•h9• ... •n'· ~ (ln'•ln•l) 

(Demuhaelo) 

En este caso, el !hito do (S 0) no oxhto, yo que o •e-

dida que n croco, ~ (ln'•ln+1) tiendo a infinito. En ocaolones e,t 
t:· 

o 
m 



to oo ol~boliu •odlante 

•• !!:-~ (2o 1 •Jo•ll~.,· 

~n conooeuondo, lo oerio (6) oo dlve<~onto. 

--,··.·····--
&o loo Cuoo antorloreo, heaot obtenido uno eipnol6o ol!. 

pllflcodo poro lo ou~o de loo primero• n thmlnoo do lo ,.rlo, que 

pon~lto ealculor con hcilldod ol H111!to. Sin Olllb&r¡o, uto no eo 

ofeapro posible. Do llecho, n la uyorlo do loo coooo no ulote 
<> <",o; >!. " .,. •• 

uno e•prool6n olapllflcodo do S0 , por lo que ootudloreaoo otroo m6-,. -~--~1 ¡; •• -
tOdoo poro dotonln&r lo oonvor¡enclo o dlver¡onclo de uno oorto. 

toodicl6n neceoor\o paro .. convergencia de uno torio . 

Ob .. rv .. oo , .. •• ... oer loo conver¡ontu 

' • ' . ¡ • ' • • -'-· 
' • . '' z•·' "' 

' -' • ' ' • -'- -'- • ,., • . .... 
" .o' '" ' "' .o" 

el tln~lno ¡eDeral tiendo o coro, o .. dtdo quo n <roce; es decir: 

... 
"• ·- .,J._ • o , ... ' "• ·- -'-. " 

"" 
Esto hecho oe preunto oi011.pro que uno oorh •• converge!!_ 

Teonu VII. l 

-
.... 
o 

o 
w 

' 

SI lo oorlo 

"" ·-
• 
' .. ' 
••• " 

• ... t •n uno oorlo convn¡onte y ou (50) lo 
••• 

de ouuo porcloloo. 

Co•o lo torio •• convergente 

li• '• ·~ (o 1 •o, • ... •o
0

) • • ' - -
' ... bth 

lila S • "' t•,·•,·····• •. ,l . ' ,.... n-, ~ 
res tondo '" .. "' ,,. ( l ,..... •, ••, • ... '"n 

por loo pr<>plododu de loo ll•ltu 

por tonto 

•n • O 

ouc .. t6n 

"' 

'" 

convo~lonclo de uno oerie. Sin ,..~"''"' dicho cndici6n no es '!!: 

flclonte; en otru palahu, el hecho do que¡¡,. o •O no !lllpllca. 
~- " 

que lo oorie ••• convorgonto. 

Lo verdodoro utilidad del uore•a VIl. Z eo que porsite 

estoblocor el ol¡ulente: 

Coro !orlo 

., Poro 

(pruebo do dlvor~ondo) 

"• SI ... o 0 ~ O, entone"' lo oorie 

Ejo10plo Vil . •• • .. ••ri• ' " .. tiene ••• 
""' '" 

"" H• '" ' • • ' •• • 
'" 

. ... ··-

• 
•n oo diver,onte. 

' " 



por lo que lo oorlo •• dlvergonte. 

- ' ., Poro •• •orle ' 
., claro ""' ·-· " ... ' -o ·-- " 

In "''" caso el tooro .. VII. l no noo peralte.deddh ,¡ 

lo o orle converae o dherge. 

- ' ,, 
"" " e no " " oerie ' •· ·~· .. ' " 

"" ;. -o ·-
•• tiene un cooo onllogo al b). 

PoHoTio!"llente d .. o.,ror .. oo que ~ ·-· ' •• 
u~6nlca, •• diveraonte; mlen<ru que lo 

... 
Propiedad•• do Jn oerloo. 

-oerle ¡; 

""' 

u .. odo ser!• 

' -, •• converge!! 

" 

Loo oor\eo tienen clertoo pr~ledode• que volo lo peno -

unclonor onuo de utudior dlfeuntu crlteTio• que noo hcllicen 

el trobojo de eotoblocer el corlctor de convergenc\o o dhorgench 

de una .. rto: 

1) El corlctor do convergencia o dlvergoncla de uno oorlo no coo­

blo si todoo ouo th,.inoo u oultlpllcon por uno contante di-

fereote de cero. 

l) El corlcter de convergencia o dlvorgencl• do uno oorlo no coa­

bio ol •• o;rego o •upTI .. un nllur"o finito do Unolnoo. 

~lnoo POSITIVOS no cambio o! ouo U!"llino• s~ asrupon do cual-

iD 
quler oonera. 

• ., ' '• ••• ' ' ·-· •. oon doo <orlos CONVtRGUITtS, entonce< lo ,, 
-

rle E .. ' 
dodo por 

1J • J). 

- -!: (oa •eb )•o t o •a t b . 
n•l n " , n•1 n n•l n 

Se dejo al oHudlonte lo demo>tradón do Jn propledo~eo 

' Poro uno duoHroclón de lo propiedad i) puede coooultor 

•• lo referencia 1 pta. 111. 

' 
o 

"' 



V !l. J ~IHRIOS .l)j¡ COWfBGI;','CJA. 

' ' • r • l • 
. ! . 

" 
u divngente, o;rupando sus t~r10lnos en la >i¡;uiento fon>: 

1111111111 r 1 l •rzl • rr•tl ·r~·.-,-·1-l • r-g-·nr· ... •n;l•.. r 1 l 

Obsuvemoo que cado uno ole lo• thminoo on<ro p.rhtesi< 

de esta ••de, u .. roe o iguol que loo de la ••rie d!vor~ente: 

r• que 

' 
' ' ' ' ' 

, 1 1 1 
3"'l l {'¡ ' ' 

1111 1111 1 
"S"'Ii'Y'J > T'ST'r • ! 

'" 

!,!.....!.....!.....!.....L.,!.....L 
' 9 10 !1 1l 1J 14 IS 16 

11111111 ___.__.,_,_,_,_._, __ 
16 1~ 16 16 1~ 1~ 16 1~ ' 

~ue lo •uu de loo thmlno• de (l). Co•o la '""'" de loo t~r .. inos 

dn (l) tiende o Infinito cu.tndo n•• (por >OT esto sede divorgonte), 

entonce<, h su~• de lo< t~ro~lnoo de (1) t""'bih tiende a !nfinilo, 

por lo qu• la Hrie or•ónHa u dlver;enu. 

El •ftodo •qu! eapleado, conocido co•o crltorlo de coa~a­

rocl6n,pued< fo,..•lluuo co•o olgue: 

' 

Criterio de comp.rod6n . 

" 

• 
Seo t 'n uno oe<>< th•inos pooitivoo (o 0>0, Vn<S) e~ 

••• 

-Si ! ,., -VntN, ontoncco 

-
" ' ,., d 0 •• una seTle DIVIRGENTE de th,lno• pultl•o• 1 

' .. ' 
Pemootrad6n. 

" -el thaino general de la ouo05i6n de ou••• porclaleo do I •n• 1 

••• ... , 
" 

el de 

Como •n ! c 0 , ~n<N, ntonceo: 

-Hemh, por <<r ! c 0 convor;ente, ex!Jte ol ll•ite do 
••• 

¡¡~ ··-



-Por otro pan~, co~o r a0 u uno oede de th~!noo po>i ·-' 

Por tonto uhte un nol!oero reo! S enue coro y L tal que 

l ! ~ S S 
n-~ n 

por lo ~ue lo serie ! "n u convngent<. ,., 
!!) ·seo t 

".' 
y ••• l'nt~-

-SI ouponeaoo qu• t o0 es uno •!rle convor¡ent<, por lo .. ' 
puto !) del criterio de comporod6n •• tiene que 

-r .3
0 

es convecgente, lo cual ,., 
ce lo hip6teo!o. 

-Por lo unto, lo •ede E 

""' 
"n eo dhergente. 

centrad.!_ 

Es cloro que, paro pode< utlllzor eote en torio •• requi~ 

re co .. panr con snles de cuicter conocido. Entre !u oerles que 

,.,, •• uplun pou cc=~oror eHin las >orlu gcomHrlcu y los se­

deo "p", que trotaT<~o• 0 contlnuooc6n. 

Suie geométTico. 

' ""' 

Un• oerie geonhrlco H de la formo 

• • •q • 
,., .. 

Vemos que cado thmino es lt~ol d onterlo.· ~ult; 

pllcado por un factor fijo q !laudo ru6n. 

vorsend• de u,. tipo de Hrles depende Ml valor de lo nt6n q, 

La ouu de loo n pTlaOros thalnoo de lo >eTle n: 

' n- ' • oq •, .. • ~q 

llultlplioando eoto upro.t6n por q: 

' • •q • oq • 
R .. undo (2) de (1}: 

S0 (1-q) • • • aq
0 

de donde 

por lo que: 

"" S • l!m 
••• n n~~ 

"' 
(Zl 

E"e Haite dependo del nlor do q y oe pueden dutocor 

., Si lql<l, entonco•: Por lo que: 

y en conoocuencla h Hrle e> convergente y su ouaa eo: 

-
' ""' 

••• 
"" • 

'"' bl '' 1"1 >1, entoncH: cuando n~~, qn •• 6 qn• •, por lo que: 

< 
el Si lql•l, entonce• q•l 6 q•-1. 

l2 

• 



' 

Po u q•l: 

-
' "'' 

Para q•·l: 

-
' "" aq • • • • • • • • • , .. 

"'' 
y h ou!o ., umb!En diVH&ento. 

(nomuhtrelo) 

~---------"'''''"'"~''"'"'""'-----------. .----,-,----------------------., 
I aq 0 "

1 

., 

oonvu¡e 01 y sólo ,¡ 

"'' 

C)omp!O V!l. 1. 

Para dotor~!nar el oor~cter de la •<rle 

' "'' 

-
" ••• 

cuyo roo6n .,. 
Comparondo <H>< 

• • • ' • • • ' ' • < • 
"' • 

y en reneul: 
< • 

;n· • 

' ' ,. ... '"' 

• 
" 

.... 

• , . 
'" ... .. 

urie> , .. o. 

"' 

"' 
connuente. 

'"' 

Empleando el orltnio de coaporaci6n, se concluye ~"' h 

>ocle (l) •• conve<¡ento. 

b) Pan deterntinor el cni<teT de h •orle 

• 

' 
§..:!! 

"'' •" "' 
v ..... ,, '" se<iu 

' ' "'' :1' '" 
' < 

' " 
"'' •" '" 

son conVHR<Ote>. 

Pou anal!ur la >Hio (1), utiliceaos laude ¡eolll'tr~ 

ca conver~ente: 

• 

' "'' 

-
' "'' 

-
' "' ' 

de aqul quo h oeTie (Z) •• convergento.(propledad 1) do lu oerl«), 

gen« 

Para h .. de (l), utilicemoo la Hr!e ge.,..hrlco conver 

' "'' 
1 n- ' l 

C:¡-l • r -
' "'' como esta oedo u conver¡¡ento, entonces 

-
' "'' 

( •J. 

tnblh •• convergen u. 



Co~porando (3) con (4): 

-'· ,. (De~uhtrolo) 

Por el criterio de cooporocl~n, la nrle (l) tnbHn eo 

COnYOrJente. 

• • 
" Cooo ' L, ,. ' , . "" oerleo convergente o, " o•de ••• ••• 

• 
' 

< ó 

''" ' < ' -' ' .. ' ,. ""' 
,. .. ' ,. .. COOYOrKente (propiedad 4)). 

Serie •• 
Una oeri~ • .. .. " fOI""O 

• 
' ' ' ' ' ' < ' < < < • • • 

"< ' •' ,. ,, •' ·' 
Lo convertenc\o o divergencia de e o te tipo de ocrleo de· 

penrlc del valor de p. Pooe,oo con•lderor treo cosos: ,, " p> 1 ' agrupe~o• ••• thmino> como •lgue: 

• ,,_ • .!...¡.¡.!... ' ' • '-• • 
•' lp 4p •' •' ,, '" 

• cono\deruoo .. ou\e 

' • ' • • ,, •' 
o er i e ¡.eomhdca .. ' . ' < ' '"' .. ""' «< ' • ,. ¡p=r· Como p> 1, 

q eo un nOmero pooitivo oer.or que 1 1 la oerle eo convergente. Loo 

término> de""'" ><riC pueden oer escritO> en la fono• 

' •' '" 

Vcmoo que, codo uno de too tfnlnoo entro par~ntoolo de 

lo Hrle (1) oo menor o igual que ou coneopondlente de lo oerie" 

conveq¡onte (~).por lo que, del cdterio de co•pond6n oe <ltue 

que (1) eo convergcntc. 

b) SI r•T, la oede p •• la oer!o armónica y, como vimos, e• di­

ver~onte. 

e) S! p<l, cado thn!no de la u< le p eo .. yo< o !gua! que u e~ 

rre•pondien:e de lo oerie or•6n!ca, y por el nlterio de con-

1'""'n6n lo oerlo p es diver¡ente. 

Re•umlendoj"'------------,,--,-----------------------------
1 

' •' 
lo serie p: ! 

••• 

Eje=plo VIl. 8. 

< 

converae o\ y sólo d p>1 • 

., Lo sede ' ""' 
' ;;o del eje~plo VIl. 6 •• uno .. rle p, con p•l, 1 

por tanto convct[ente. 

La .erle ¡ 

••• ' " . ' . 
' ".• ' . r; 

eo uno sH!e p diveraonte (p• 1/2) • 

. ' ' . ' ' ' '. " ' • m 

compo•lndola con lo oede convergente 

< 

' •• ' .. ' ' ' . ' ' ' ' ' n•rr· 

"' 

'" ' 

14 



' 

boervamoo ••• 

' > ' ' ' 
' > ' ' ' 
' < ' rr n 

' < ' m rr 
Y 50 puodo demo5tTOT por lnduccl~n matnüloo que: 

< _,_ 

n: n' 
Se dice por .,,o que la HT!o (Z) "domina" a lo oode [1} 

o partir de n•4, Volo la pena ontoncu ob50tVot ~"'' 

hHo con que lu du!¡¡ualdade< 

' 
del criterio de co~p•racl6n •• cumplan o partir de un cierto valor 

ouprl•h 

CU~CtO< 

ver¡ente: 

"" nG~HO finito de <h•inoa '" "' ••Ti•• ''" oltoror '" •• convergencia o diVOTgench) . -Por ello, poduo• concluir que ' ' " 
u uno ..... ••• 

"'' 

Otra formo do oe~osturlo •• lo oi~ulento: 

~ltlplicando por 3 lo •orle (1), obtonuo• la serie <O!!. 

-
' .. ' ~· - ' . . . . . '" 

• 

. 
Compar•ndo oko r a ... oorlu '" ' {J) • vemos quo: 

• ' ' ' ' • ' ' • ' ' ' ' ' ' rr " ' ' m ' rr 

•• como .. puede demostrar por lnduccl6n utemltlca: 

Vn<~ 

paroc16n Ul como oe enunció odglnolmente, que la oerle -' .. ' 
•• convor¡onte, 

' " 

lS 

En ocosioneo, el criterio do comparación es de diffcil 

oplicaci6n prictica (dicha dificultad estribo on encontnT lo oeTio 

Por uto, introduclro•o• ouo cri· 

terio conocido co1:1o crlluio del coclente o de d'Aieabert. 

Seo ! .. ' 'n uno •eTie de tfra!nos positho•. 

Calcule,.os: ... 
" " l<l ' " ••l"le u convergento. 

' ... , 
"' " ,. ' ·--- cuando n-, .. se rle .. dt•OTKOnte, 

•• 
¡ ¡ I) " L• 1 , •• criterio no decide. 



DemoHracl6n. 

!) SI L<l, el!j..,oo un nhno ceo!~ U! que 

L<q<l. '" 
De aeuerdo con lo definición de J!mite, exl.,e un""~· 

"' que: 

••• 1 
< ~ ..... 

•• • , .. " ••• 
"m •1 < •• • 
·~.' < 
~ .. • 
·~ .. < 
•,.' • 

De donde: 

•,.., < •,.., q < •,. ql 

·~·· < • • < • •' ,.., ,.., ' < .,. q 

En conoocuendo, a partir del t~nnlno •,..,, los t~rmlnoo 

-de la oerlo: ' •• oon menor<> que loo correopond\ont .. t~rmJno, 

M la ••ríe 
". ' 
geo~Hrlco. 

•• • ' •• ••• • • 

Co~o ' •• .. ,., 
•• ( 1 ) : O<qd, ' " oer!o 

• •• "' 
""' oer!o " thmlnoo positivo•, u o ' 
"' .. convorgente . 

••• " cr!tedo " coaparocl6n, 

• 
'" " '" o -""' - cuando n-, ulste • • 

' ' ' 
•• dódr: 

-lo qua lo >orle ¡; .. , 
Yn~m. 

'n •• divergente. 

-
' •• .. convorJente. .. ' 

un me~ "' ... 

111) 51 ap\lco"'O> el cr!tedo a h 

' 
>HIO p ten .. Ot: 

"" ••• 
• ... 
--.;,-

¡¡0 ¡n>l)P • 
n~- --,--

•' 
poro cualquier valor de p. 

"" . ' (ii*T) • 1 

Pero yo heaoo de~ostrado que cuando p>l lo oerlo •• con· 

verJ<nte y ~uando Pil divergente, quedandn comproba~o que L puedo 

oer l~uol o uno tonto poro >erie• convergente< cn•o poro di•.,J•n· 

t •• ' por lo que en este coso el cdterio no decide. 

Ejemplo VI!. 9, 

a) Arllcondo el cdtodo de d'Ale~.bert a la oede 

t i o· Jle : 

por tanto: 

' 
-~ 

" 
' "" 

-
' ,., ' " 

se ob· 

16 



.. 
••• 

y lo <Uic os oonvorgento, 

b) Para lo serie 

por lo que 

••• 

•" rñ': .. ' 

y lo oedo <' d!vor~ente. 

' '" • • 

!!.l.. ~"(n•l)n~. 

"" " n', (n•l )n 

cr Con ayuda del CTitH\0 de d'Ale11bÚt, "''"Ita Hndllo duoo­

uor lo convorgenc!o de lo tOT!c .. 
' ".' 

••• 
7 

dd ejemplo Vil. 7. 

[n ehcto: 

' 

•• •1 

•• 
• S•(njll 

•". 
n •6 • 1 
~ l 

,. ' I>'ñ • ) 

por lo que lo serie convcr,e, 

. . - - . . - - - - - - . . . - - - . 
Sor!co oltcrno~n. 

Loo crlterloo de coaporoc!On y de d'Aleobcrt no oon opli 

cableo o serteo toles cooo 

... 

·' 

!7 
• 

(·1)"'1 ' ' ' ' • ' ' • 
' ' "' ". ' •' 

• 
(·1!"'1 ' ' .. ' • 

" ' ' ' ¡ . ' . ' . 
que lh=oreoos ••rico ~· s\¡noo oltornodoo o, oimpl .. ento, oeri<< 

alternad.,, 

i<neral, una oorie alarnodo es de lo formo: 

• 

' .. , .... •,- •····· .. ' 
•• > o' 

r:,!>t< un crit<r!o.que e>tablocc una condidOn oufiden­

tc para la convergencU do "''" tipo de oerho, ua .. do crltedo · 

de Leibniz, 

Cnterio de Le!Oni<. 

l.o sorle alternoda 

• 

' ... 'n • o,-o,•a,-o,• ... 

onde •• . , 
"" ... •• . , . ' 0n•1' •• 

o .. o>traci6n 

su la sede olternodo: 

• 

' ... •n • •,-a,•a,·•,•··· 

sl n es un 0Qmero por, el tfnolno genero! ~e lo sucesión 

de sumas parcloles: 

S0 • o,·a,•a,·a,• ... •on-1-an 

puede ogrupouo en la slgulonto forma: 



poolthoo y lo <uculón {S
0

) 

Por otro parte, ol 

es croclente. 

h formo: 

'• • .,. (o ·• )·(a ·O )· ••• ·(o •& )·O , ' ' ' .. , .. , " 
por el mhmo ruonamlento vuoo que S0 , o

1
, y la suc .. i6n e o oco· 

todo. 

Como {S 0 ) o. ~on6tona y acotada, tl<ne limite, lhm~-

!lOtle L: 

"" •·· (o! n eo pn). 

noo, el ll•ito de lo oucoolón de •umu pucloloo •• to~blfo 1. 

' 

'" " ••• 

En efocto: 

"" ·-
'" 

"" ··-

' . " 
s ••• li~ 

•••• 

hip6teoi>: 

' ... • ' • 

(>1 n •• por) 

' .. • lir. . .. ' -
"" . "' • ·- ".' 

" • ' 
H .. o, dno>tudo ~u• lo ouc .. l6n de ouuo parcl•leo do 

-lo oerle ! (-1) 0 ' 1 •n tloM llmlto, por lo ~u• dicho sede"' 
••• 

convoraer.to. 

Ejomplo VIl. 10 

o) Nedlonte el criterio de Lelbnh •• puede de•oHnr que la ,.,. 

Ti e -
' ,. ' 

es convergente, yo 

' ' 1) 1 >¡>g-

o bien: 

' " . 
que: . ' 
"' 

" . > 

. ' . 

> ••• 

(n•1) 1 

' ' ' . ' 

por lo que: • > • n n• 1 

' " •, •• 
... lim . " ... , .. 

b) Para la nrl• 

' ,., .. tlne ••• 
' " > 

' como: 

"" ·-· 

(·1l"" 1 • 1 • 1 • 1 

" ' ' 

' ~·· ..,. 

' " • " 

' ,... 

' > ' 

por el criterio de Leibnh la serie u conuraente. 

• 

' .. ' ' ' ' r•;·r· ... 

•• c~nvor¡ente. Sin .. bargo, lo oerle que se obtiene ree•ploan· 

do codo tfrmlno por '" volor obooluto 
. 

Jo 



; ! . 1 • l . ~ . } . 
~·1" 

u dlve~Jente {serie or.,6n\co). 

-Se d\co por ello quo ' ••• 
n uno serlo condl· 

cionolunte conveq¡ente. 

••• otu porte, unto la oeTie alte<nodo 

' ' ' g • lO • . .• 
••• 

coM ¡ 0 que 50 obtiene reupuundo coda th"ino por ou volor obo.2_ 

-
' ••• 

••• sorteo convHI'"'"'• por lo que,. dice 

es uno "''' absoluu~ente convergente. 

••• -
' ... (-t/'' ' •' 

L>to> concopto• no o6lo son opllcableo o sed .. oltorna-

dn, sino uab 1fn o serie> d• >igno> cuolesquien. En lo que oi-

' '• ••• 
oe er.tenderi que •n 

-
rue· 

s\~no, repr.,entor .. os mediante ' l'nl ' •• to~e. cualquier • ~-1 

" se Ti e ••• .. fonu roemplUOndo 

respoctlvo• \"alor<O ab>olutos. 

-SI la serie ! 1•01 .. ' 
tombiln •• convorgent<. 

lleJ>o>tucl6n. 

Seon S0 • o,••,'···'"n 

-••• tfr•inoo •• ' '• '"' '"' .. ' 

Entone.,: 

Yn<~, lo oucul6n 

¡g 

(S •l 1 • • 
•• monótono creclent< y tiene cota lnfeTlor {cualqul"' n<i~ero nego-

tivo). 

-V COl"O ¡ ... 
¡ l•n 1 l · .. ' 

da, por lo que exl><e el JI~! te: 

u. ... 
limite 

. .. 
-
' • •• 

Oe ·~u! que, por propiedode> de lo• lf~lt., ... ... 
tambih od>te, lo que d•~u•otro qu" -

' ,., •• 

• lia ·-



' 

1 
1 

Ejomplo Vil. "· 
Pod•~oo detoratnar el corlctor do la ""de 

• 

' ,. ' ~. 0.54- 0,15. 0.19. 0.06. 0.03 

""' 
.... 

(donde n .. tl en ndianeo), anal!undo lo serlo de ulorco obool~­

tos: 
• 

1 ·:t' 1 ' ,., 
Dodo q~• lcoo(n)l ~ 1, ~n<N, es cloro que 

1"''"'1 ~ ~ . Ync~ "' ,r. "" 
Corno 

• 
' ' ' ' -m ".' "" ,. ' " 

os uno oorle p, con p • 3/l, converse. 

Do lo upresl6n (1), por el criterio de co11parocl<ln con-

• 
) ,. ) 

• 
lo serie ¡; ,. ) 
Deflnld6n. 

l co•.:_•ll ) ,.,,' . •• convor;ente, y, por e too rema • 

"'" 
~ et también convergento. 

""' 
• 

Uno oerle I 

• 
lo serie I 

""' 

,., 
l•n 1 conver¡c. 

lutarncnte conver~onte e• convorg<nto . 

• 
la serlo I ,., 

. . 

•ento convugente, ol Igual que lo oerlo 

neHnic!6n. 
• 

Una serie convcr¡cnte ) •, ,., pora lo cual 

d!,•er~e, oe JI••• condiclonol•ente convergente. 

• • 
yo eotud>oda, y lo oorl< ' ,., ' ""' 

como el eotudiante puede co~proboc. 

• 

• 

' ,. ' 

"' N 
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IV DESARROLLOS DE SERIES 



VIl. 4 sgB!ES DE POT~NC!AS, 

Ex!oten ,.rie• cuyoo t!,..,inoo no MCe!Orlo,.ente oon 0ono­

tontur por eje,plo, la serie 

" 
' o•O 

•" " = . . ' 1 • ! • ., •' ' . " 
que !!naremoo <orle de poten<in M x. 

'" 
E• claro que pon cado nlor de x, lo HTie (1! eo uno •• 

t!e do thrntnOo conotanteo. Veorno. olgnnoo caooo. 

' " •• ,. .. tiene •• oerio convor~ente: 

(t) " 
' " ' • ' • ' • ' • 

o•O -= ' TI " 
Si X • • l, se tiene lo serie divergente: 

" 
(. "" = 

N6teoe que ~·~•• tamoJo x"• 1 aUn cuondo x puedo valer 

coro, por conveniencia paro la notación. 

se tiene un serie convergente. 

• Eo claro que pua x•O 

Co10o vemoo, no poro todo• los valoreo de • se obtienen· 

50r!oo convor~entes. E< Importante entonceo ,.ber para que val!!c 

ru de x la oerie (1) converge. 

Ya que paro cierto• volares Jo x 5e obtienen,.,¡., al· 

tern•du, onal!ce=o• h «rie cle valoroo ob,o!utoo: 

'" 
~pllcondo el criterio de d'Alnbert, la oerle (l) conv•!. 

go poro todo volar do xo'O tal que 

... ·-
H dedr: ... 1•1 ••• 
o bien: 

1' 1 "" ••• 

Co•O 
!il! 
••• 

poro todo • ul q"e: 

1•1 < 1 

¡ 

' ' 

1"'' 1 "' ' ' 

1 ... 1 
"" ' ' (Y• quo X no dependo do n) 

1 ... 1· ... 
"' ·- ... .., . ' . lo Htle (2) conver¡o 

En con•ecuonc!o, dol teore .. VIl. 3, h oerle (1) •• CO!!. 

pueo: 

1•1 < 1 

con•~rgente) paro 

o bien: 

••loros de x talos que: 

·l<o<l, 

Paro 1•1 • t, el crit<rio do d'Alombort no., oplicable, 

• 

y debe.oo onoLI>or poT separado los cosoo cuondo x•l 

oo tiene La ,.rie dlver~ento 

' " ' • ' • ' • ' • "" ' ' ' " ' •• o 

' poro ... , ,. tiene .. «do 

' Y.t'· ' ' • ' ' • 
•• o • ., 

' ' 
""' .. convergente (condidonol•onto convorsonto). 



i 

loo ~uo 

flnolnento, puede de~ootroroo ~ue por& voloreo M x u-

1•1 > t, lo •erie (t) .•• d!v.,gente, 

-En re•umen, la oerle t .. , 
pora valoreo de x en el intervalo: 

. ' , 
• t ~ X < 

liu.odo lntervolo de ~onVHiendo. 

Oefinlci6n. 

Uno serie de lo forn• 

-
' ""' 

re~lbe el nombre de oerle do po1-ondoo de •· 

Un• oer!e de la foru 

-
' .. , 

recibe el no.,bre de oerle de potenc\u de {>·O), 

~6teoe que 1• oerle do potenel•• de x oo un euo pntlc~ 

Oboerve que esto ~\tino -

-
' "., 

~codo serie de potendu coneoponde un Intervalo, llo­

ma4o \ntervolo de convergeneJo, tol que Jo oerie converge ob>oluto· 

ll<nte puo todo x en el intefior de dicho Intervalo, y dlve<ge por~ 

todo • fuera de "· '' ) 
~1 punto ~odio del lntervolo •• o, 

Teoruo VII. 4 -t •n {x-o)" converao poro -

""' 
Si la '•orlo de potoncloo 

•1 nenoo uno xla Y dlver¡e poro ol •eno• otro volor do '• entone•• 

1-•1 que la ••rle e• obocluto•ente conver¡ente poro todo • en el ~~ 

teTValo 1•·•1 < r, y dlver~ente p'oro todo • fuero de~¡ tl•·•l>r). 

Se¡an loo 1-eOceo,., VII. J y VII. 4, y por el criterio de 

d'Ale~bert, lo ••r!e 

• 

' .., 

... 
~-

y es dlver¡en1-e '' 

• 

"n•ll, , 
•• 

1 "::'1· 

2 

Poro lo• puntoo <n la frontera del interulo do conwer•e~ 

cla, el criterio do d'~le~bort no •• apllcoblo, por lo que •• hor! 

necooor\o anolltar por <eporado lo conver1enc\a de lo serie en dicho• 

puntos. 

ducir!o a un sólo punto •·o, en euro co<o dlromo• que el radio de 

conver~endo u cero: o bien puede Obucor todo <1 eje rnl y dire­

mos ~uo el radio de converioneia eo infinito. 

(1) lo de.,oHroci6n (k este teore•a oe oo\to por utar fuero do! ol 
conce de e<te cuuo. [J e<tudhn1-e Intor.,ado puedo consultor -
""" Jemostro<16n en lo refcrcndo 1 ¡.dg. Sl6, 

"' N 



Ejemplo VI!. 11. 

•l Obteng .. os " inurnlo •• convor¡ench do " .. rie: 

• (~·SJ" d ~ ' • ' • • • ... .. , J"(n•ll
1 

" "' 
" tiene que 

Ho 
••• 

Implico que 

. ' 
o bien 

por lo que r•J es el rodlo de conver¡enclo, y h oerio convorge ab 

oolucooente poro todo valor de x on el intervalo: 

·J••·>•J 

•• dech 

l < X < 1, 

Anollcemo• lo serie en lo• extremos del lntervolo. 

o•! so tiene lo serie 

• 

' .. , ,. • 
' ---

(n•1)1 ' ""' 
quo u convergen« (serie p, con p•l). 

Poro x•l oe tiene lo ,.Tie 

• 

' ""' 
• 

• 

' ""' 

. ' . ' ' 1" • !r • ' " 

que es obsolut .. ente converiente (ver oe<lo anterior). 

• 
En re>umen, la •etle ¡ .. , 

t<>do valor de x en el Intervalo: 

'"' "' 

(x->J" 
J 0 (n•1) 1 

• 

. ... 

' " . 

Poro 

Observo que n eote cuo 1o convertenclo de lo oerlo en 

loo punto> extremos del Intervalo es obooluu. 

b) lo •iguienle serie conver¡o ~nicoaente poro el valor x•·l: 

• 
I n:(Hl)n .. , 

lx•J 1 Ji m 1~1-... 1 1 Ho 
x•l n•• (n•l) 

y por U criterio de d'Ale,.bert lo serie diver~o. 

<) " oetie 

• •" •' ' ' . ' • • • • 
"' • • " 

,. ... .. , 
conver1o poro todo valor de ~. yo que 

" 

1•1 ',. ... •lxi•O•O<l, 

Convlone mendonor que, >1 

... 

n uno suie de potondos con !ntervolo de conV<TI<n<io l~·•l•r, 

entoncet: 

o) L• oer!e puede derivarse t~rmino o tfnoino en dicho lntervdo, 

y 1• oerie obtenido 

-
' .. ' . . " no

0 
(x-o) ·o 

tiene e¡ ml>•o Intervalo de convergencia. 

3 

bl La urie puede inteKraue th•ino o th11lno en dicho Intervalo,· 

y la serie obtenida 



• • 

-
' ""' 

•• ..,. 
tiene el •iS!IO interulo de convergencia. 

-

. . 

VIl. ' DESARROLLO DE FUNCIONES EM SERIE DE POftMCIAS. 

Uno función puede deunolluse en sule de potencl., de 

Por e¡emplo, para lo función 

f(x)• ,.+. 
prolonfando indeflnldo•ente lo dlvh!On 

. ' 

•• obtendrla que 

f (•) • 

' . '' 
• 
• 

·• 

' = 

•• 
•• 
-~·· •' 

• 1 •••••• 

Obohv.,e que pOTO x•l la uprui6n anterior conduce o un 

rosul todo obourdo: 

A·l·J•g•l7• ... 

yo que dicho valor e5t1 fuoco del Intervalo de convorgencio de lo '!. 

rle (1•1<1). 

En ca,.bLo, pau valore> de x dentro del lnten•olo de con· 

vcr~encio, podcmoo oproxlmu Jo función to,.ondo un nboro finito· 

de thmlno• sin <omot<r un uror "apnclob!e". 

f (x) ' • • ' " 1 ·1 ( 1 . 
"' 

• • ' • • • 
~ ... ... valores .. ' • ,. ' '· tiene' ,. " 

:: 
--- ----- -----·--



' ' ' 

"' "' 

• 
• 
' ' ' ' o 

' 1 •••• ' •• 1 = 
' 1. 815 

T . Jll ... 1 .Ha 

' ' 
En 11uch•• ocao!oneo se tiene uno funcl~n cuyo uprul6n 

<>dificil de mone¡or y puede reoultor conveniente ouotltuirlo por 

un polinomio en x d< grodo n, lo cu•l •• puede togru o! lo fun· 

cl~n H deunolla en uno o<ne de potendos y •• to,.on los t~rml­

noo n«<.,rioo poro obteno. la opro.,mac!en dooeodo. 

Serlo Jo T"vlor. 

S.a f(o) uno funci6n, y busqucaos upreooTlo on la-fono: 

f{x)•o, •o 1 (x-o) •a, {x·a)' •o 
1 

(x-a) '• ••• "' Pau obtener los cocficUntu 'n podomos procoder en Jo 

•oieulente for•a: 

lloolcndo en (1) x•a, •• obtlenc 

f(o)•a 1 

¡., dotlvodao sucool_va. de (1) en el Intervalo de con.-ucnch dc 

h ,.r!c: 

f' (x) • o 1 •1o 1(•·•l•lo 1{x·o) 1 •1o,(x-o)'• ••• 

f" (x) •lo,•l•Jo 1(x·o)•l•h,(x·•l'•.,, 

f''' (x) •l•la,•l·l·4a,(x·•J• ... 

rlV <•l ·!·l·••.···· 

r<•l¡,¡ •n! •n···· 

Haciendo en es <os <>presione• x•a, obtenemos: 

-------

,,. 
.,. 
., . 
••• 

•• " 

5 

f' (o) 

9"-
f'"f•l .. 
~ 

llovanclo •>too rnultado> • (1), •• obthno la Upro>16n: 

f(x)•f(a)•f • (a) (•·•) •f"(o) (xjp' •f"'' (a) (•-•l' 

conocida co~o Hrmuh de raylor. 

Toda fund6n que ad•lto derivadu de cualquier orden en un 

lnten•aio abierto (> , x ) puede ser upreoodo ••gQn •"• f<hmuh po_ 
' ' 

ra toda x en d>cho lntornlo. 

rje•plo V!! . "· 
rn ro de<artolhr en •• r le .. nylot h funct6n f(x)•lx '" 

potencu• ,, (x-1), COicul<mos: 

' '.' ,, 
' '" o 

' ' ,. ' ' • (' '" 
'" ,., ' •' 

(" '" .. ' 
f"' ,., • '-•• 

{'" '" • ' 
rtv ,., ·• •• 

,, 
'" ... 

r<•l¡,¡ ( ·1) ... .í!!..:..!.l... 
•" 

rC•l¡o (-!J"''(n-1)! 

~---- ···-----



por lo que: 

(x-1) 1 • {x-1)', •{-l)n" (x-1)
0 

{') ! ...,-... ~ .... 

Como os Uc!l verificH, eoto oule u oboo!~tnena 

ver1onte en el lntervolo 

con. 

Y condiclonoloente convergente poro uno do loo extremos (o•Z); en 

conoecuencio, lo upr .. l6n (1) no eo vllldo paro x f~ero do o>te ¡!l 

tu·volo 

Se ocootuobu decir quo {1) os un de,.nollo en oer!e de 

Taylor de lo función Lx en un entorno de ••T. 

Eo poslblo aproximar ol logarlt~o natural de un n6,.<To x, 

dentTO del Intervalo de converlench, .edlon<e el polinoolo de ter­

cer 1rodo: 

Colculemos, por ejemplo, el lo¡¡orltmo de 1.5; 

L1.s·: (1.S·1J. <1·j· 1l'. 
(1.5-1) 1 

) 
• 0.41~6 

Eo claro que to~ondo mh tén~lnoo de la oerie oe obtiene 

Tomando conco tér~lnoo: 

b • (x-1) -~ + ~ • ~ + LY-L 
poro x•l.S oe tendrl 

L 1,5 • 0.4075 

quo oo oproxlu 101< al valor uol L 1,5• 0.005465 •.. 

...... -

SI on lo serlo do Toylor hocemos a•O, obtenoooo: 

• • • 
(x}•f{O) • f' (O) x • f" (OJ!r*f"' (0) ~ ••• • f (n) (0) h• ... 

desorrollar la funcl6n on uno '!. 

rlo de patenclos de x. Esto oerie •• conoce con el noabro do serlo 

do Moclaurln. 

Poro desarrollar la !unción o• on onlo do M•claurin, cal 

culeoos: 

' {o) •' ,. ,,, •' , .. {•) •' 

f(ol(x) •' 
por lo quo: 

<X • 1 ° X ' 

o ... , 

• • • • 

' ·-· 

•' . 
" 

. . . . . •' ,-

' {O) 

,. {O) , .. 
"' 

f(n) (O) 

•" ñT" 

"' 

• 

• 

• 

• 

Coao viaao on el ejeoplo VIl. 12, e), la oerio 

• 

' ••• 
convor8• pon todo >elor de x, por lo que la expruldn (1) •• vll!. 

,, V X < R, 

En fonao anllogo, pued<n obtenerse loo deunol\oo en •• 

rlo de Ma<laurin de IU functonoo oenx y"""' 

6 



' 

i 

~-h ' . •' ln•t ... ,. • ' (·l)n•• ' " 
,. ..... {ln•IJ! • 

' ,. •' ·'" "' t·l; • (·1)"'' .. 
" " • • = • 

Co~o •• Uc!l co~protlu, ... oedeo 

• ¡.qn•l ,ln•l 

' (ln•l}! ••• 
' ·'" • (-1¡"'1 

' = ••• 
oon tebl~n conver¡ont<> poro todo volor de x, 

Ejnplo VIl, "· 
Conoideru1oo el proble .. de uluor el H10lte: 

llm .!!!!.!. 
.~ ' 

y la lnteJrol: 

f l sen. ' -,- ,, 
' 

... 

fuoo proble11u, que nn tienen 11110 solucl6n lnudloto, pu!. 

den rooolveroe empleando el desarrollo en oerle do potencio> de ¡ 0 

!unc!6n sen.: 

•en. • X• •' 
" 

•• 
" 

•' ,.. 
En efecto, se¡¡~n lo exprn\6n ontorior 

de oqul que: 

"' ·~ 

' . ' . ' !'T ;'!' ( ' ) 

s: 
' 
~ dx 

' 
tom .. o• los prloeros cuatro th10\noo de ta urle (1): 

do oqul que 

o ••• ' 

s: 
' 

s: 
' 

Flnd~ente: 

' f, 
' 

•••• 
' 

.!.!!!! 
' 

•• . , •' ,. 
•' ,. •• ,., ,• 

" 

"' [·· ,• 
= , x' x' l' nrrr·m 1 

' 

... 
(1· o.ossss. 0.00167- 0.0000~) 

(}. 0,006U • O,OOOOS • 0.0000001) 

O.HH7 

Lo ooyorla •• '"' concepto• trotado• .. .... cophulo, 

pueden teneroll aru poro " cuo de series "' UI"!Oino< coap!ejoo. 

'" ejemplo, " !nido •• •• socc\6n V 11 • ' vioo< '"' .. sedo 

' 
,• . 

' • ' • 
,. 

• •' • "' ' -, • ... 
••• 

1•1 <1 

Si x puede tour volor•• co•plejos, 1•1 ropre•enu el -

"'6dulo del na .. oro co~plejo '• y h "'rre•i6n lxl<l quedo repre· 

7 



sentado en el plano de ~rgond por la re¡l6n: 

l~o~!nulo 

.,. real 

que rocibe el nomho de drculo de convorgencio. El rodlo de co!l 

•«¡enclo r•l u el ud!o de dicho circulo. 

Pora toda >eC en el Interior do! drculo de convergen· 

do, lo oerie 
• • ••• 

.,u repre•entada en ol plano complejo por un drculo do rodio r 

coo centro en ~·•· 

FOrmulo de Euler. 

Considerando que x puede tomar valores co~plejos, en lo 

upreo!On: 

1 ' X • •' ,. '. . ,. 
pode~•• hacer o•ll obteniendo: 

x" •' rr·;:· 
,• 

" 
. ... 

.~~ • 1 • 9l. ~. ~. ~. ~. ~ •••• 

o bien: 

. ' 

"' " 

• 1 ~-

,. 
" 

,. .,. •• . ,., •• • 1 ;: • • , . "' 
Por otu porte, de los funelonu yo duurollodu: 

cose . ' •• rr 
,. ¡; • 
" ''' 

' •• •• • • se ni • • . ,. • " ~ 
• .. 

qu~: 

' • . " ' 
. ' 

' •• ' •' • ... . 
" " " 

... "' 
Por los propledodoo de 1., sed., con•erJentes, do lu • 

npr<sio•e• (1), (l) y Cll oe concluye que: 

' 



---·----- --- ---- - -- -
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