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Integral ge RTE fann, definicién v ejernplcs integral
definida y téorewnas, imegral 1nder1mda,, teorema
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cla y teorenas, serics de func{am;, derivacidn e in—
regracion de s:.rlea £ N

V. ECUACJONES DIFL..-.L‘wJF‘I.-'ﬂ.l E GRDINARLKS

i
Definleidn, clasificacion v ejemp{os, eauacmnes"l
diferenciales exaclas, fur:u.::- 2§ IMtErees,” Jpoiar.,
ciones de variables .:.e;m ables’y e:uaclunes que s& 1

YL
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LIMITES ¥ CONTIMUIDAD.

COMCEPTOS BASICOS: OEMIGUALBADES, VALOR ABSOLITO, EMTORMOS.
o,

DEFINICION QE LIH[TE EN UN PUNTD OF UHA FUNEION REAL Df WARIA-
BLE MEAL. INTERPRETAL ICN GECHETR|CA.

LAmITE DE tA FUNCIOWM CONSTANTE ¥ LA FUNCION ICENTIOAD,
TEQREHASL SODRE LIMITIA.
LINITES LATERALES.

CONTIMJIOAD DE fnh FUMC ION EM UN FUKTO. DISEONT INGIDAD REMIV]--
BLE. TECRFrAS SCORE FUNCIGNES CONTIWUAS,

COMTIMUIDAD DE WNA FuUmd (oM €N US INTERYALD,
WAMITTES CON ARLICAZION N EL CALCULD GIFERENCIAL £ INTEGRAL,

IMCREMINTOS . COMCEPTO OF COMT ray(DAD POR MEQIQ DT IMCREMEWTOS T
EFMIIVALTHE 1A CEN LA GCFINICION DEL INEISO JP.6,

11,1, COMCEPTOS BARICOS. DESIGLMLDADES, VALDA ARSOLUTO ¥ ENTDANDS.

DEGIGUALDADES.
Propisdedes fundamentaled.

17 El 1enzide de wop desigualdad ro se sliers, 1 3n tuls b ww fesla

2 ambos Riomros e wisma cantldad, 502> b, anoacel & 2 P B ofE

[iempla 1.~
2} Bl sentida g+ una desigualdsd no 5o altera, 31 ambos mienbros se --

multiplican @ se dividen antre o mizms gantidad positive. Sl 8 > b ¥ €20

L]
4 AL F bBC — —
xnkonc L) ) £

10 =8 ; 1631811

Elempio 2.- 12 =8; 1z 2)sé g} ~— 12431}
12 [}
B A R

3] £l sentido deruna deslgusload s¢ Inwlerie 2 #mbos miambron na mul-
tiplican o a» div]dan por la misma cantlfdad negativa. S a2*b y caQ, (2]

tbﬂc‘IIK‘MY "':"""—:-
Flempla 3.- 8512 B {2 cxl-=2)— -14< -4
-1
-E “-_;____. =h € =

4) S0 e suman mlembro & mlesbro dou des igus Idadet del miemo tentldo, -
[# suma orilginard uma deslgualdad detl swismo sealldo. SFd > B ¥y ¢ * d; en-

tmnces # + 0 F b o+ g
Elemplo 4.- 14> 4§ y

] Si de brex cantidader, la primecs 25 maypor gue [a segunda y la pe--

38 F e h 4 35 b+ d e 172

qurda MmayCr Gue la Eercers, antoncas la primers vy Rayof que o tercera, 51-

a*b vy b Yo enlonces a .
Fiemple 5. - 1h > & -.-I B >3 =eeew 1k > 3

&) 51 dor denlgualdades entra niameros posltlvos, tlenen eb misso sencl

d;:. sa Ppucden sltlpliesr missbro & mlesbro ¥ Jon  productos derks comy resul



da ura Foscldn ragl de warTable resl, 3 convenlpnte pratisar previswente, a!
cowmtepto da \fmlpe de vna verlable, snfllals que sw roalizerd & conglruac [Sa,

Antes de dor una definlcidn conulgerénee |05 slgulentos #)emplos.

Ejemplo 11~ Sea n T& varfable cuye campn de varlabllidad w5 fa 3uce=-
it

1 1 1 1
e — L s R gk R

8 4 va tomgndn valored Cada wer mdy avenrados " g3 wvidente que ju-
valer 3 vi'scercando a 2; se dlce wntoncey que x, tiends & &, la cual se B3

cride x « 2, o blen que wl Iimite do & ex dos mscrlbléndoae ettg, Ti{m g = 3

51 x + 1 entortes la difarangla o = 2 tlende & ceta, ESEQ pusde® Eapre-
sarty Inglcands que sfespre 34 pucdt Léner X - 2 2 B , donde & ey R Ame-

ro ponfLiye tan pequeds como e Quitra.

$§ 5= Q.1 basta con tomar g

'1-1*;:1-11-1%— con lo cusl 32 cumplet
I

a=1x4 f 2+—:a--2-1-£—¢n.f

5i oy haca & = 0.0 =
1 ] 1

n.!‘-:‘+—£l——j-u-(—m-£ wtc.

Phaervese gur % no dlegark o) valer 2, 370 embargo, w velor pyede es-

tal Lph ceTCAnG g 1 cOny te Hetew,

Elomalo 12, %ea un 2freulo #i)e cupa ares contants «3'et'{ Flgura 2 )
Cons |0Erets Mncrlte en o] elrcule un potfgpna rectpngular cuys nimers de la-
doy v an aumento; oheiamentn el drga v d2] polTgone wy warfable v al com-
bisr de wyalor, ssre ¢ Scercd 3] meto'a'aln Jlegar & sar v = 4] wy gecfr -

v ~aohblen llmy = a_

Fary taprevar la condlclfm en Qua 4o basa este hecho on pumde eacribir
v-3 +0oblen| v =-a] <3 Siemodun nirern posltive ten pequellc co-
w1 gulerd.

%.liﬂlﬂdo:'zﬁ?}- -l+n1l— we tleme

Ex Ascosar{o tomar #) valor sbsotyto de la Jlferencla v =~ & cuvamio su-
compara Ette con al wlor de & porgue #n ol prasante caze se tlene Liempre -
que v - & <0, 51 b owa romera valor abanlule, np Cerdrla ningdn sbletn Jp =
conparac f[Gn de un Admers fegatlve v = & cof Cualgeler nimere poslglve & ya -
que 1o gque realewnte Intareta es Ta comparsciln entre la magnltud O 3ty =

do4 cant Fdades.

En general Towandg Pv = a len cualauler casn, 3§ |« = u] £ &5 parn ro-
do 4 > 0 { por pequets gus Eate sea ], 5 fendrf:

¥ A & blen Iim v =g

MG 7
DeFinic[dn,

Uty e gue In wprlable n Tiende & |0 constdnte & , © Blan, s al -
Malte de « 23 & , +/ para tode namero § » @ § por pequellc que pes #30s § =
sfempre se verfFles oue | = = a2 <™

A continuacidn se peesentack €1 concepto da Limite 2n vn punto de una-
Punc I Gn real de varlable réal, Antel de asponer Pa defEnfclén Ffarmal e hard

wiid Introduce iSn gel comceplo pars lograr yn walor antendimiento,

MO I0M BE LPMITL DE UNA FiWl JON MEAL OF VARIARLE RERL,

Conylaérese lo Tonc 100 dada par:

i .
y = f [n) =« 22" o8 -4, ycomértrase la ntarciBa mn
wu vecinrad del walor x = 1.

(2]



E1 rycurarlo conslderar 1a funcidn mo so0lo coands = = 3, wino tamblfn
cuardo x toma wiloren an diversos encornay del pusto o = 3.

™
4 =
- Tl
Fa
3 ’ H
T
-~
[ FY
- e
4 L]
- I'//:
-
+1 i
- /é I
g ¥
'Try
Fig g

Pars 4115 suporgase que 18 selacelons sl entorna P31 e ducle,
2ca *h, Ln grifice de In funclfin an sste antorng musrtra que parg x = 2 -
o tlere # {2 ) md yparm = b, F {h } = - & [Flgurs 3].

€n otras palabrad, la griflcs de 1o funciBs va sncuenirs on el rectan-
gulc llmltede por las ractas x = 2, xm k, yu &k, y= = &, [ précime paso =

a5 seTecclionar un entorno da x = 3 Lon mensr amplitud, por a]jemplo; - - -

PUS, 0.5 ) eadeche, 2.5 < % < 3.5 ConslderEaw la gréflce &n e¥Te ontores,
[ Figurs k },

LY ]
4
1
3
.r; 31
H é‘ ]
, 7
A
s
P f%:: LI
T+ ] I
=3
L

Ls gréfica se encuentra mhwre on £l recvingulo [imltado por las rectas

= 2.5 ,u= L5 y =05 ¢= ] 5 Coniipuando de msta maners, fOmELE un-

watorng adn mercor, sea exte B0 9, 0.0 ) 8 a9 ¢ 5 € .0, la griflcs sa-

entuentre ahira en el rectlingelo Formads par Jas rectas 2 = 5.9, 2 = 1.7, ==
o= 3.8, y = 1,58, como musvira aeplificadaments, ta figure §.

6P



El punto primeipsl o recaloar a3 10 slturn da gatod racidngulon. A ma-
Aldn que = snche dy 1oa ractingulas disminuye, Iy gloura tambfEn v reduce.

51 se continge tomendo ahore #1 entorno * § 3, 0,00 ) & ua 2.99 < » % 3001,

el rectingule correspondlente que contiene @ g gréflca de la funcldn-
artarfa Timitado por faw rectar £ = 2,98, x = 101, y = II.SSSB. O 1o snte
rfor 4 dedute que g med|da qus Tat rectas x = o, se acercen al welar ==
%ow 3, Tas rectas y = eta, 32 mcercan ol valor ¢y« 2, Eu posfhla que pueda-
prequntarie cual ey el gbfato de toda ests comelleac (fn en clrcuntranclas -
fgue, par tuStitwuslém directa wn ba ecuaclén s obpfene qua v = ¥, Cubnds --
a2 = 3. Obsérvase $fn embargn, que #n tofa fa dliscysidn np e ha well(radeo =
erte hecho, nds aln, sa ha avifado tods comaldéerac[Sn de 1o qua tutede gusn
de = = 1.

fal, dnteresy solamente ol comortamlento de ™ ¢ " coando m aslé on ol

gun Intervalo strededor dul valer 3.

En cavi todas Tas funciones estudladas basta abora, sa dlnbingue entre
el corportamienlo de la funclSn an un punta, por slemplo an s = &8, ¥ 3u Com-
porLlamirnig en urd guceslfn da entornos, cada vez mis pequefioy, de ese punto.
§in embargo, ocufre un cambla sorprendente cuando se estudlen funclones eu-
¥& coarportamieatd na pusde detarminarsa por sesticuc | 5o dirscta. Por ajem—-
ple la func |dn:

5efl &
=

=T ba)-

Estd deflnidy pars todo velor da = cxtepio n = O, la sustltoc{dn direc
e oxn k= O Jerle:

yerla)- =

lo cual carsce 100y lmenie de 3antido. Mo obttante, ye werf mbs adelanta, que
ertud [ardo une sutes(Sn de Intervalos en tormo 3 2 « O, que 4+ hagen mdy y -
mis pequefios, s¢ obisrva que |3 altura de 103 “etidngulos aue centlenen o -

funcién e hace lamblén iy y miy poguefa ¥ Se uwuls &n tornd & un valor =

particular de y. En ningdn momanto e dfes 4 o0 scerca de y cunnde A &5 trro,

o 351 42 esgudle #] yalor do oy fusndo M aé hice mas ¥ mis CEFCAND 4 Curo,

Yolwlenda a0 glemglo de lo Funcifn T [ x ) --hz ¥ Bn = b g& ve qua -

e
o

cwando 2 tw aproalme 2l walor 3, F [ x ) ¢ sprowiea o glemda 21 welor 2. -
Se flee entoncay que por le temta ™ F { n ] tlends & ¥ cyanda m tlande & 3 ©
y 3¢ sbrevly sars proposiclln asT:

I ¢ x 1=
LR |

EF wna funclin ettf definlde para walores da o0 torng & un abmerg f1
Je " a "y ud al tender x 4 " g ", loa valores de F [ x § su hacwa ndy v s
Cercanct 4 wh ngmara sipezfflco L, e3to a3;

Ir-ftajlt. -11-.{”

a*a
Lo cual 1o lea “ el |Talie de F {2 ) coando m Llende & " n ™ o3 LY.

Geonitrlcaments site cignlflea que 1o wcesldn da recréingulos gue ro--

dom & " a "'y qua Lleran puchursd mAs y ndy pequefar, tleren tamblén mlturas

Que f4 hacen cads vdX BREADres ¥ 30 acumulen e torma 4l punta { a2, L )

Todas las propod |Clones anterfores que contlenen ¢xpreslonss como "més
cercanc'™, 'miy pequehd’, ate. son bastante dmpret (444 ¥ g0lo pretenden dar u

ra idma Intulvive d& lo qua ocurra.
Comyldéress whora |p sfguente Fureldn:

.F.F[h]-w

que eatd Blen delerminads para todo walor de o |, wicepta u = 2, putilo qua-

1]
prra 2 = 7 1o dwsiliselba dlrecta da; v = —5—

La gréfice de¢ la Tunc{én, [ flgurs & ], e muy timplaz

51>, entorces | = 2] = n - 2y la Furcidn Lose nl walor & 0.5: ¥
al A< 2, entonees o= = - [ - 20, ¢ la funcln wala - 8.5, 5 aulere
#herw nytudlar wl comptriamlents de 1 funeibn cuando a giends & 2. Selecelo
randa un RRLGFRORECE AR par elemplo: § 2, 0.6 ! o vem; 1,0 € w2 2E, 1am
ve gue la FunclSn et contenlds en &1 ractangulc 1imlvado por lay rectas ==
mom i, am 2k, y=0.5 yu-a.5, | Flgurs 7.0
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En reslidad Indepandientemente de cubn sngosto ve hage o) eatorno de ==
m= 2, s wltura dat rectingulo serd sleampre una; atfs er, no hay Timler cusn
dox tlende 5 1 y 90 dlge;

-1
I
,.;E.'z z—l":_il_ h ealnte.
Te estudlaridn & contlruclEn diversny elempios de funclames, eon =1 ob
Jeto de determlpar o que avcede 20 14 vee Indud de un walor particubar de w,
cuanda la FunclBn ne gueda definida medfanie la suntltuclSn direces de ese =
walor,

Elemgla 13.-

Tn: -z =
a1

La forcifn f [ n ) =
a1kd dafinida para todo valor de x, oxgepto n v = 1, pudtlo que en x = - |,
tanic &) mumerador oo el dencErador ae prulan LExlste Mw f [ n ] ]

xz+ -1

Fara teper une {dea de 10 qQue ucedu, sn wlabora una rabla &2 valeres,

¥ trazandc ersegulda te grafics se cbrleny wns |Thes recta com wn ™ agu e
ro"en et punte [+ 1, =5 ), [ flgura B ).

X Flal
-2 -7
=1 L]
0 - 11 H
| 1
1 1

Con una fltcysidn geomiitrica scbre 1oy rectdngulos comn e hecha con

2
e funcldn F {a )} = - Ja" + B u - b, 3¢ concluyw pars £1le caso que’

Limf [rn)=-5

na =1-

5in embargo, wi necesarie disponer de un mitodo més s (stemdtico, afn -
recas|dad de racursir a representaclones grificas y contldecaclones Inkyltl=

wid,

Por e|emplo e puede Taceoarizar &b numersdar v I Puncién e eteriba -

Comos

L2a-3)0(mel)

 + 1

f i)
Mhora sl £ % - 1, e pucde slmplificar v entontes:

Plad=2x-3, sl e



Exta funcifin tlende & - § cuande = tlendw & = | porgue shors 3¢ pucde-
hacar lw sustltwe i&o dirvcta. For (40D 5o £onc luye que:

tfar{at=-5

- =

Dusérvese que en ningln momento se subsiltuye e valor o = = | an la -

wpraslén ariginal,

Clempla J4. - Encontrar ef [imite de la fume l8n;
K~ %
fiale =———— | um bk, azn
1fm -2
cwande & Elende a b,
Obrrrvese que no kv pusde apllcar 1o sust Itwc 180 directa, Puesis que -
Fid )= % « 1o cual carece de sentldo. Fud Ivra provederae en lorma gri-
flca ) lgual qua en al ajemplo 13; s embarga, we poa|bfa hacer ufg trana=
formec [Sn aigebefica. €n wfacto, *1 reclonal frames a) denonfnador, malglpll-

cardo Ja fraccifnpor ¥ k% 7, para x w b 4u tlene

x = & n+ 7 - g+l[{':'§1l
Y A-2) el T

y timplIf{condo,an tlanute

El Ilmlta de wity ¢apropifn puede emcontrarse por suatituc it direcea
ey == &,
Al Al 2 A
t.rll'l:l:l-"l-”'lh ] Y -T

w=h =

E[emplo 15.- Encontrar &1 1imice de la funclén
f{"]__ﬂ"!“‘q.l*.h,.;-z

P ]

cudnde x tiande & = 1.

Eomo la sustlitweibn dirscts da vt Indetarminac 60 de) tipo —E— . -
afsccin wra raclonsilcae (80 dal mumerador.

w2
<t

Ast oultiplicando numerddor ¢ deramingdor por /3 = & + 1, results:

PP i 5 1 ¥ 4 S B n el
(et 1¥ 0w 1) fa+ 1555 +1)

K w =]
§imol [flcando queda: .
ff:}'—‘*—]——qmrnnwﬁ—l,:;-?.
STre o+ |
Por o tante limf (k] = 1im ! H LIPS I

[P a +=1 JSTemel 1+ 3 1
[lemplo 16.- Encontrar:

L+ n)-f (k] 1
iy , hew 0, donde f [ a} o=
hag h ‘ * fxa i
La sustituelSn dicecte da h = O, g4 F“Jaf“}..a!._
sin-hrgo,r“]._ﬁ_‘
1 1
Flben)a= -
fhvhet ) (5enm}
For tantel I L
pltbend-fta) (san)’ 25 25 - (5 +p?
h » Ihl5en)t
-{wmneny e mhl1o+md _ . _[10+n)
I hLSen)t w5 en) 2BLsend
&l
Lfrnf{“thl-f{"l--tfm-t'1n+h}1-- '1'3 = —
h +0 het 25 (5 +h ) 15 125
flemlo 17.~ Encontrar &1 lin f (a), donde ¢ [ x] .1_1_-}1-‘
.-0-] .-—}
= ],



Glbulundo-le gréflca du Estd Tuncifn en un entornD & x = 1, it we que
creca bin 1Tmite comde o Llende &1 %, [Figura 9), Da scuerda con Ja ~oclién -
da 1lmitw antes dade, témeye un Intervalo de valores de ko en torno s 3y vel
To an que recibngulo estin concenldos los valorey de |s func | 8n de la figurs:
¢ va claramente que no exfsren tales rectfnqulos cualfgulers qua ssa la pegquE

My del intervalo eacogido sirededor de o = 3. En Lol cato, 1e dice que:

et =] wo enlale.

a =3

T

L
L
¥
k]

Ay

FIL %

DEFINILICH DE LIMITE DE UWh Fuk{ioe,

Ancerigreente ¢ proventd In noc(n de 1imite 44 uns panera foformal -
wn haplE de entornoy M peguefios ') de nidmerod ™ cercanot Y oa otres, de cant !
didey " scarcindeze " @ cern, ate. Sin ocmbarge estay palabras oo rnal::msu:u_
tleren diferentes slonificados pars ¢ada persora y no pueden ser (o bage fe-
une estructura catemdiles, por 1o tante, a contlraciéin w2 establecs la defl

wleldn formgl, -

Oefinicittn. - Dadfos ung fumclfm ., v 1o pomerot & y L, ie dice gue ¢

Irmice de f { o ) cosndo k tlende o " w * 23 L, | para rodo mimerg prlilve
€ enfste un nomero posltlve § tal que 17 {a ) = L]c ¢ slempre qua - ---
Gcla-a]cé

Le propeylelte Tmf ia ) =1L
xa

€5 una notac[Sn pbrevisds para e definiclén anterlor.

Er orras palabray te ancerior definfc)fSn astabletn que Jod walores 4o
ta funcidn F [ £ ) 1p aproximan 3 wn 1imlte L & redida gue 2 3e aproniee & -
un miwero a, 51 €1 valor apsolurs de to dlferencia entre 7 [ 2} vy L, 2r pu

de hacer tan pequefs como 58 Gulera,tonando k duflclenements cortore o ' 2 "

perc nd igual » " & "
Ex Imporianie darss cusntg gue «n cutp deflnlclfn nade te menclons scar

ta del valor de la funclén cuande » = 2 . Esto we, ho g5 necesario gua la fun

elon ettE defiinids parg o = @ para qua ol TIm ¢ L & ) gulsca.
ok

Ahora e qnLrack en detalles acerca de Fe1d definfelon ¥ paralelaminke

sa [lwttirard la reprasencac |60 geamétrick del costepte.

INTERFAETAL |ON_GEDHETRICA .

- RecuErdese que [a - a | < &, es sguivalente 3 Ta doble desdgusldad:

a-d Tt oatar
- Esta doble geslgualdad eapress gwi A dabe #itnr contenldo oo pm an==
torno ' [ a, 4 1.

o
- L2 parie dr la desiguatdad que sapresa D £ | x - u | 2lgnifice stm

plomente que & ro pyeds Lomar gl valor ™ w ' ey decle, e trata de wn enlor-

8o reduc fda fel punis *' & " ovd que sE ercluye ol walor Y a ' mism,

= Lo desigualgad [F {n ) =L] €& que o% equlvalente a L =-c & F [u)

< L+ £, enpreve gue L3 Funcidn ¢ evcd por ercimd de o rects vy = L+ C

iy}

e — .



Y pov dabafo de e recia o= Lo+ o [ flgura 10 ).

r-f L}

Fl4 10

= La defini¢cldn misma puedl ser latarpretada como un crilerlo, dado oA
nimero poslilva artlorario, Ifémesale £, ol cretario conslyte ¥n EnContrir-
yn nirare & tal qua F { 2 ] um BACwEntre antre L " F oy L 4 € , Siempra que
x40tk en &1 antorno reducido de a8 - 8 T x4+ 8 aw a. 5l pu-
putde enconitad tsl ! para todo momere poniclvo £, entonced sk dice gue + -
Pix) thers al Uimlte L cusnda £ Liends & ™ 4 ™,

L]
Obsérvets que =] valor de 4 puede sor dffarente para | farentes v le=-
rav de Epullon; sdemdy, el criterlo debm ser aplicably & codo & * O.

L intarpretaclén geomitrcd exprets, qua dade E . debe o0 potibla an
cortrar un 3 tal que Ta funcifin { se encuentce en ol rectdngulo imitado por
1 fectaz p =8 * &, aw g+ § oy =L ~CypypaL+c ; [Flgurda 11 ). Na-
g4 o dice acerca del yaler da T cusnde & 03 4.

E4 convenlatte adguirle c[artd prictlics pars encontrar ol 4 que eprrey
porde & wh € dad%, wul0 pusdes SpaTArid sfectivamenie partlando de algumen +
catet muy vimplan, Comsldirase wn Caso senci)1od sea F { W J = Ja - 2 ¢ 2

LTI I

ey

Lrf eoammmimman U A
L] r
I 1
! i
b
' '
' 1 - »
o a-d 1 uté
Fiz (I

gbrEngase &1 1imlce de In funclfn en & = §: parw alle wi!lfcesa wn an-
torno del purto &, sep este B0 5, 1), osea, & 4 £ 3 g '

Ahora e Tormard yna tabla con Tad shgulentes columnas:

ot Walor de K oenossndlo, . . (a)
.~ Yaler contenfldo en wl enroreo redecfdo de "a™. . . {a}
= Valor sbioluto da T diferancia o - &

T T I

-~ ¥aler de la funcibn anx, . | f [ k)

Al ofservar los cuatro primaras columnas de Ta table, se va que @ med{
da qua &' intervalo | a - .l tlenda a Cero, In func (50 cisnde a1 walor T3+
por #3100 & dicke qua;

TiaF {x)} =1}

a=h

Maantindgiu shors & la pabls las cotumas 5 ¥ b 0 caas



a.3
n.15
.03
0.491
0.903

It {xY =1 |
1.

13
13
13
13
3
13

5.5 E! valor del Ilmite de 1m funcidn. . . (L)

.- E1 valor sbsoluto de te difarancia F [ 2 ) - L,

S¢ obverve que purs cadh wlor | x + » | de Ta tably, exlste uvn wjor

du | f{a) -1 | yambas tlendan & corg.

Lo gue su guliere o8 hgcer ver qua dade un € , &4 posda ancontrer un 4
tnl quat
|38 -2 -13 | ¢ £ coonto | - 5] < &

tome | 3 - 15 |= |3 {53 .40 sudpunn, sa com vlmplesente-
6= /1 entences, sl | A -6 [ < & & 07y, ye encuentrn aee 3 | = -8 |« ¢
cus woulvaie &l resultedo buscado, |3x - 15] = €

*

Fia}

11.

0.5
b.1

11.1

12.85

0.4a5

11.97
11.99

oH

o.00%

1:.9%

13

TABLA Mo,

[lemple (8.~ Traesr uny griffca dn f { x ] =
y encontrar undtal o } F {x ] - 1/0] <o

SOLLCIOM:

La grifieca satd Fluestrads on la flgurs 12, En 1 dafinfcién sa bamdré-

dords mowk = 3
wb Jx = 7] < &

1
L= Foret T ve daba gncontrar yn Intervalo de « 0a [orno de & = 7, tal

que lo orifilce sa wrtuwnirs en ] Tectingulo sdecwrdo, La funclSn ductety my-

&, qu8
k.yyy

L
W )
L]
.99

nfrpnaments & wodldd que 1e avanza hac|s 'e derecha, y per tanto, al lavan
tar rectén vart(calas en Ios puntos an Qua Tad reckas ¥y = 0.3, vy = 0,3} --
COrtan 4 lu curve, v Obtlare al myor ' fnpervala poalbly wn 21 n]u 5. La In-
tersece &n de dlches roctas con In curve representative de 1o fumcidn, ga o

cuant ki Fern lv e ndor

— L3N i cua . fal
% + 1 .
?}-T-—-L-I-D-H!H! N L}
¥ despaJamde K. . ’ '

be (M: 3 =03k {a, 42




Halhi

L B.73704M - 3

—

b (0]

3032930 (xy012)
F = 5270151 - 2 —p

L LT R

I
|

FIE I

+

k]
1

-+
1
b
L

£ = . 737364

Xy = T.a70351

-
¥
Eil-l-r-----..-.

€n In Figurs 11, »s Menifran astos velores a v acale wuy paplificas
da, pusito gus la furc 180 decrece mondtonasarcs hacls 1a durecha, un valer o
dacusdo para 4w 0.35, va gue 1] la Punelfn 18 tfmuahtrs wh o uh ractingulo [

vidantementa tombidn 43 ancuenirs sn un rectingule nimilar do la mipmp &tru-
ra, part s emposts. En ntran nlnru - ;_In

|r-:u1-mj‘ .00 cuande 0 < Ju-7| < 0.5

Elpmplo 1. 5§ F [x ) =

4

-1

c 4" Ty E a0l o 2.

Detarming un nimars & 20, gl qus ke :4..;1. la da¥lnlcifn oa Vimlte.-

Olbule ure rifh.- AP om fmad s,
SOLUC] Gy

La Purclén no setd definide pora = = 7, parc pars & = 2
,t_]_{ -2y (fer)

tx-2) (w2

-k
(210 2)

- e —

Y x=2!

(a-2){fix+2)

fl'.l:lj z---—1_—.
x mh

W r |

5*1

I 1

lmf [(x) = I s o

Wl 2L 2 z

La grifica do esta funcidn esté dibey|ada an la figura |3 sn donde faow-
Glhn 3a repretanten lay racras

yl-Lftnl‘.l.SI

rrl' L == p.h)y

!
!
.t i
S S e S — T |
LY ] T
[ r
¥ :
) 5
Vi :
ARG sRS AR P F IR TY
. L o
Flé 13
1
= Leg o5l TP )]
Fix + 2
)
. .
= L+ w4y .. im

Beipajandn x da Isn scusg lonas [4) y {B):

be (A B+ 2. T;T_ P JEAT " 192157 por to tanto Ia, = 168003
¥ - 1.80E31

i1



be (8 fh:;dr e "E!ﬁ" /I%y = 2.08163 por lo tanto Ix, » 4.33719
' *y " 2. 16060

Puntte qua s foncldn decrws mordtoramente haele la darmcha, un wilor

sdecuado pary & gn 5% 0,15 , ya que 1,806 < 1 85 ¢y 2066 = 118

Elwplo 20.+ Pemcatrar por madlo do 1s detiniclén quel

Trm ] -
a+1] x5+ 2

-

SOUUL TGy

S5a tlarme gue L = + ya= 1, Ogbe demostrarss que pard Cads £ > T 32

pusdn ancortrer un 4 ¥ O, Eal quas

tonnde @ % | k- 1] < 4

wsT - e

Para Formarse ung Ddes del gypecto de da Foncidm, e traes Yo griflee-
[ftgure TR}, ¥ de exts o0 vo que la FuncBn wk mondgonamente craclente. Lits
to varFlew wseriblendd la Fdanglded.

x -1 - 1
Jt-i ! X+ 1

Y cbaervandc que #l crecer K, 170 0 ¢ 1 ) decnmca, por tarie,

1-[11{“1:]:““. B

Supongase en primer lugsr ges £ € 171, entonces, L # et Iyl=-g>0

i
pussto Gue L @ + . In sequlda aw Juterminan 1oy pultod o que 1 rectas-

y=- _1

T—‘-!'
(a1 ¥ (B}

¥ ym= —i—+ t.iortan & 10 curvi, resclviendo 1oy scusci onas ==

z N
e B 1

A+l

.

i
a + 1 = I‘F

Lo wcuac |8 (A} da:

1

]

.at

] L !
se{——-cllas1 ) o

1 1
{TitlI-T-‘[ ¥

L
— L
T '
B N
:-—%—T 'qu
2 a

Tomando & _Igull a g mgnor dlstarcla entre 1 y Ay ¥ wntre Ty Ny LT

pusde varlflcar que 1 - Ky #3 BEROr qua x, - Iy por tanto:

w

1

fmp-my=1-

T T L _AE
T T I . T
- T

P

Lo

i

Fic 14

17



y ObssrveciSn. 51 blan Ia dafiniclén bdsica cxprass qus debn ancontrar
B LR g pars todo €, 4N realidad 4 Obyerva que una ver gacontrado un & 2]
& un dalarminade €, 39 pusde emplear £] rioma § pars Lodon 1ow € wayores,
Geomitricamnte cxto lgniflce que une ve7 gque $e Eabe que la Puncl®én sa en-
Cuentra en yn recplinguio, evidentemente estd contanlds en todo recihngule ==
dul mlsmo archo paro da maper 4l tura.

I1.3, LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE ¥ LA FLHE 1OM (DENTIDAD,

LIMITE DE LA FUNCION CONSTAKTE,

Pare deterninar o) Vlalte de asts funcifn recuirdess qus ls funclidn --
constante #s 0quilla qua fo varla, o 3ea gue conterva su miame valor pars Lo-

do wafor de |a varfabla Independlunts, a5 decirs

falimfiahlaent; tlx}=r] N O]

cuya griflcs se muestra on s sigulents Figura.

FIE 15

Oe wete misma gréfica rusults obvlo extablacer I sigulente proposlcidn:

.- T f{ad=Ifmea=g SR |
F L L |

Pars demoatrar la proposiclén {N) sa tomard coms bata o la definlelon-

et
!

de |fwita, astablecldy en 2l tewa 4niarclor M.2.; e3to #n:

fvtd quedun 4> 0, tal que para wn £ > daio, va cumgla:

IFfat-nl= [h-k|woce tlempre guay
D] w-a]«s

femo e Bcll ver, sea ceal fusrs o] nomero > 0 que ge a3co)a, slempra su
cederd qua |[f { & ) - k |co monor que caiquiar € » @ dede, por pequafio que

a5te 3ma.
Tecrems 11, 4.+ "Limbte da \a Funclfn Coratante'™,

Hipdtesls: F [ x| £3 una funcidn constance.
Tosln: El 1Talie da F { & ) coands = tlande 3 un namaro 4 cualguigrs, -
ei fgual & la comvrante.

Exto ot S0 f (% ) =k entorces lfa fF [ % ] = 1fmk =k
E R | L+ g

LIMITE BE LA FUNCIEM IDENTIDAD.

Con wn proceto and1ogo 4l puato anterlor, recusrdese que la Fure t&n I-
dant [dad an squella cuye valor o3 seactamenta sl mismg qua &l qua adquiers -
la varisbln Independiants, &5 decle:

Foel{w, F {e i cDf, F{x)mut

Le griéfica aa #uskira 8 cont Tnusclén, wn la Flgura 16.

[ 5]

L5



.
de 1» grifica so pusde chyarvar que b Culpla Ta sipuiente (Jusldad:

Imf(nl=Ifax=a N 1]
Y K+

%4 comprobarl la veracidad de t» |iluld;d .{hl recurrfongg o Ta daflnl-

cifn o Ifmite - . . ; 93l debowor waconirar un maeere 5 30 parm cada E> 0

ir{;}-llft 1lnmpre W I:HIl.‘llii

dede que F (e ) = o sn tiene [u+ afcExg
For 1o qua para cuplquler € >0 dado slwmpra 3 um § * £ 20 gue cum=-

pla Iny eqndiclones siteblecides de ol mangra que 'fa F {3 ) = (fma »a

. K+ & LA |

Teorema |13, " Limlea de \n funci6n (dentidad '

Hipstusls: F [ =} u.i_la !‘un:lﬁn I dgnt Idad. .
Tenln: EI ITmite g F { x )} cuando = tlende & cuslqular nimera o o5 §-
gusl a1 niwaro a.

Extoome? 5T F{ ) = x; entonces 1fa F {a} = 1fmxwy
X+ a ks .

11k, TEGREMAS SORNE L1WITES,

fm al dnclue (1.7, da! prevents capitule se witablecld ol concepto de

Vimlie do ura Funclén ¥ se catcularon mumbr jepments algunos wjupiony dw Ifmi=
tes utllizando dlverses artfFiclon v manlpulaciones algabrileas, E1 watudian
tn wgeibpt [co sa dard cusnee de qo cada uph dw 11t racesits JustiFlcsrse =
alin cupnda wuchss de 211ay parecen cbeins, Par w3t motlva, s eapordrin a -
contImige 150 loy tecremag pobree Himltes qug $7rven do basa parg ¢l cklculo -
da 1imites de funclomes. La correspondients demoatreclén de gatos Learesms -
Lt preventa en un Aneac ol presents cepltulo.

Taorema 11.3.= " Pnlcldad de lox 1imlgws, ™

Wipbresls: Una Fyncifin £ { = 1 eatd definids an un entorma del punto -

I
L I

* 2 4
¥ ' .
Tesisc Exta fumelSn na pusde tenet doy 10mitas dlptintos, cuandg w ==~
tiends al walor a. . .
Teorama 11.4.- | .

Hipotesiss ns funcién F [ x 1 #s positive o rule an un entorno dal ==

i PUMO B = & .

Teslsd E1 1Tmite da ¥ { & Y coandn x tiande 31 valor 3. no poede tar -
) negat lvo. .

Tonr nid lI.E.*

Hipdtasis: Unp Tunci8n f [ x ) sp negetive o nuls an un entorio dal ==
w;ﬂ.o A= ’
Tesalnr El l"lll‘.i de FIx)cunndo « tfande 21 walor s, o pusdn $er
poaltiva. '

Teorsma 11.6.- " tialte e unp vwm * " « e

I.“pl;tl|||.'. F{a?} ey Ia guma de wn nimera Finlto da fun:fonu:t E ==
" i tlanua ITmlte Cusrdo n Elends n) wamero a. !

Texlt: F [ x ] tlere 1Imite cusmda » tlende gl welor & y dicho 1Talte-
ws lgual 2 In sume de 1os Ifnltes Cusndo ¥ ticnde 81 nimerc a,-
de 1an funclomt susmdas.

E:tnu:ilfl:}'f.llkl*f:t!]*‘..+f“[n]a1_rsl---
ITm b Cxd=L dimfyla)wi, .o oylfa f {x)=1Ln
X~ § F A | [ I ]

4

Enl.unc“:Ifnfl'..x'l-'ll'-[fl{:]*|!{1}++--‘f“{:l}]'
E I ] E wd '
-LI+'LI'I-,..4LH

Teorema 11.7.- "LMaite de un proucte.'”

_HipBtesls: Una funcl@n.f [k ] wi =] producto 4¢ un rdmerc flalto de -
furelores de 2 que tlanan 1inikte cuande = tiamde 0] wlor a.

Teslag EY 1imite de F § n ) coamia & tiundy 31 nlmers & wnlabe y ey i-
pual ! producto de-los Vimitey =0 sste punto de lus fum:éfnn-

i -

6¢ .



que 3 multipllcan,
htnu:ulf{u}-fl'I:.I-le!].....f“{:ll

'I"Illr-f‘l'l]-l.l_.lflfz[u]-l.

Ko K +a i
wntonced: Im f {a ] = 1(m [f‘{n}.fzﬂa},,__.fn{l]].

== a E =a
"'l..l-l:.L!_.....Ln

Corolarfo.- Ei 1Twita an un punto dal producrn de una COMLEanty pPOr une
fure 16a ws Jgual o la constante multiplicads por o1 tlaite de la func bt wn -

s U f (=} =in

LI ]

3 punto,

€1lo as: Ir--[hf[u]] bk ITm [ ]

L R ] L]

Tecrera 118, - “Limlts do un coclante ™

Hipbturds: # [ x | us o] coclmate do d03 funciones d¢ » quu tisnen 10-
Bl cuands A tlends ol pimero o v &l |imlee dei danoning--
dor na os carg.

Tesior EI Hfalte do ! { a ) cusrdo = tiande al nimmro s, sxfate, v us

lgual al coclunts de los Ifmltes ds dichuy funclones an o? Pun

to Frdlcado,
Foi=)

Exto en: al £ { x) "";_‘T"Z'f'.’i [ad=t, y

b I fy [aw)= I'2+ 4 mntoncey:

L |

Il'nf‘[u}
Irrlf[h]'—iT?m—.F!—{T}--—-iL-;—v L= 0O
Py a va

Teocwone 11.%.-

Hipstasls: Don funcionan da x, f, [ a ) ¥ fy (%) thenen los mlamos -
valores pare valores lgusles dg a en un encoens del punto-
amay fy Fa} theem Umlte cupndo a tlande nl nimerc 4.

Teals: L Forglda '] Ca] tlene IMTmite Cupndo x tlands a1 Adware a ¥

38

-

este 1Imite o5 Igual a1 1lmlte de fa funelsn rz [ =) am diche
punto,
Eituu:iil’{::l-f:{:}l ¥ura- b ondy e d oyl

imf, ta) =L .mtmuullte:ll'nfltul-lr-r:t;.'p-l.
x "5 r L |

Teorsma 1,10,

Wipdtecls: Pars un entornd del punto a se Elene gue
Flas)y<tin) = Fal = ), ademlic, F.lad y fof 2 ) tlenan tHimice cusnds x
tlande a1 valor &y sus Vimloes son igualas.

Tesls: El ilmlie coando x tlends &l nimern o 9 |a funcidn F (=), ¢
alste v «% lgual sl limFfta de las funclopes f [aly '1 fx)
on 4] punto conslderado.

Esto wp: 55 f{a ) < o [n]‘l':{x:- ¥atg<|w-us]|céE

Tar Mmf [ wl=afmf, {xdwl, enconces caiute Hm F{r )L

kE*a E*a K+ a

Teprems H10.-

Hipdtanle: o ay un nimero encero poritlve y ol Ylalte o6 F { 2 ) coan-
da n tlende 4l wilor x = & w5 porltive, S p g4 porithve, o
Biwn diche |Tmite ed negitlve o care &l n ws lopar positi-

vao.
Tealy: EI Iimize do la crale erision do £ { 2 ] coando o tlende gl wa-
lar 2 = w e igual & 12 ralz snésima dal |imite de F Ll en-

a5 panko.
O 3ot SLITMf {n} =L, entonces Llw VFT) - :;f'r. F{aTa-
FaY Ky a e d
A
Los sigquentes wlemplos [lustran Ta aplicacldn dé Tas reoremas snterios

cub. Para Indlear ¢! teorems del Vimite qua v estd uvanda, o hari angtaads

v

15



Tn abraviaturs "' T ', sagulds por ul nlmern dal teoress.

£lample .- Encontrer el vater de: [Im [:.1 + Ik =11

.

k=1
1 1
Ifm {n" #2x =1} = Ifmu" «1fmin-1701 ‘.
k- I m+ 1 K+ 1 LIE
= h+2x7+1
L) : .
i
Elemplo 32~ trtontrar ol ilm, fo=
=) * Tae 3

1- - b
I = I1fa e
LI T I TR =3 1"!1_?“4]

m [kl -9
- frLs=-1
|r.{1u:+',h|_+]}
| L 4
1
1w al = tim 9
o *-1 -3
Il'-hlill'n Tu + 1im 3
x == E == x = =] )
Ifmz . [fmx~1Im9a !
o+ -] aw -] &k * -] -
Lifmy . Ime+ 3 I(mlsIfm3
a==] a* -3 Aas =3 a3
T )
. +3)14{-+3)1-% ‘:‘

J :r-:n-:nrt-n-:

ir.
{T.

it

ir.

{1

(1.

£]

7

t e

11

.8}

i, &)

146

Lo obtenldo reprupents una (ndatermingc(sn, Io cusl carece de iwnt Mdo;
$in embargo, anto no slgnifica que al limfte buscado no exfste. La fumcldn -
pare la cusl 18 trits du sncontrar su [feite coamde & ~ - 3, slmpleswnts no
#1td dofInldn para e3¢ velor de x, por 10 tanto pars £ = - 1 pe purdy utiiy
2ot e alquiente trasformazi8n algebralce, apoyindovs an o1 tecress (1.9.

2. . ¢ :

-9 a2 3 ) {n-3) | _x-3

1x1+?x*_'3 fae+1)iu+3) e+ 1

L]
+nLontas:
F
Ifn i
Ao =3I o Tu o+ 4
" 1

Elemple ?3.-  Emcontrar el valor dre_ lrm ——.-..

x + 3

1 AR

LR ]

En aste problesa, al fgual que an el a]wsple anterlor no ks posinle a-
plicar wl tworsme 1.8 nl cocTents ya que &1 Timite dal dencminader e nmula

cuands & -1, $1n wabarge, fectorlzeamie ] nomarsdor se blenser

x"-!‘;-ri}

® + 1

:"3

X+ 2

{xe2 ) oy )

-

IEE [ 1.1

~ I+ b ) sl =) L ymoguatl ko =7 g -
pueds dlvidlr numarador y densminador entes [ x ¢ 2 ).
& exte probless ta tome 1o vlguiunte Forws!

1
fyta coclanpte s { x

Entoncal 1o saluc MEn-

}
1hm ——t 'a.|rq{;1-zxr||}.|iandn:u-lir-! !
A =2 u+1 A *=1
s Haal=timies 1Imb | {T.11.6)
E ==k x=+ =1 K+ =2 .

. = ey . Ifac-~20mx+h {T. 11,71}
P N | n =3 (T, 1}
=(-z)Y(-2r-20(-2)+% {T. 1.1}
% 12 ] .

C

+



1#.% LIMITES LATENALES,

Al wupadlares wl cencapto du [ Tmlce de une Funclidn
I'rf‘. Flch o2 hlzo supeclal wencidn du qua Incerasa sl lzar 105 valotes
qud pusdn TomEr la varisble [ndapendinre x  an un [Atarvalo ablarto qua con-
tleng al valer ™ " pero no en ™ 8 " &igng, atta as, an waloret da x prowi-
wok & M M ogue sean mayoret gut ' a M o menored que g M [ gt decir en wn
anLornG reduc fdo da ™ ' ). SIn embargs, supbngase por 8)emplo, cue sa tle
na la fumes |$n: .

filal= —=—
a =3

-

Ya qua F {2 ] mo sstd daflnlds pere £ < 3, Ta funclSn ro ke define en

culquier Intarvale ablerto que contangs o 3. Ow squl, so pusds conalderar:

Ifm = 5 ho culnle .
E R | ra =1
SIn smbargo, 3] 2 estd rontringloa’ s valores mayores gue 3, o1 walor -
da Fx = 3 & pusda hacar Lan CErcanD & CBFO C4MO 3e Quicra tomandg = gufi-
ciantamant s corcans m 3, parg mayor gue 1,
En uh ¢ad0 COMD NETE by hack Qua A se aproxime & 3 por Ta derecha, y -
entonces v conkldera E1 LMmice Laterat por la Ostecha, al cual e deflom ==

formalnentin & continuscisn.

LIM) ATER

Considardnde vra clerts fumefdn vy = F [ & ) donde m ertd definlds wn -
al Intervalo shierte (2. a + h], donde HE M y h > 0, yegén s¢ Dbierve an-

Ia Flgue 17,
. qura 17 Jﬂkj

Se dice que wl IMulte do f { 2 ) coande K we aproairm a " ¢ ™ por la -
defacha 23 I.I. ¥ B dEnotal-

Ifmf (a)=t, c A
+

kI |

50 pard cuslguler € * 0, wxlste wn &> 0, tal qus:

fi{x)]=L| ¢ siphpre qua O0c x - gc § Y | F

n5tase gque &n (h] Ao hay barray de vilor absolutn PATa 0 =, yA fus -
s[> a, n-a>»D

Sa sIgue dw la axpresifa {A] pare o) o)wmplo aralitade, que

I 5, .
=3

A 3+

§1 #1 conplderar al ITwlca de la Furcldn, |& vartable |ndependlente we
e3td rantringlda a valores menored que wn ndeera ' a Y, decimos que x Se -
procima & *' 4 * por Ia lzqulards, enconcas €] 1imite s |lpma 1Twles Interal

par la Jrgulards,

LIMITE LATEMAL FOR LA rriydEMDA .

Contiderdnue ahora la misms furcifn y = F [ & ), perp ¥ x ™ an camblo-
definida &n ml fntervalo [ & - h, a ), donde hE By b > O, SEQUN bm EUEALTS
en la Figura I8,

by

mrmEEE et kwwr m - oy

Li

L mrrt - mm =

!
=

[
L]
T-‘.‘r
>
[
-
=
a



L

Sedlcoe qua of Iimite do f {n ) cosrdp x se pprocima 5 " 5 " por o -

Izquiers ws I‘:' ¥ ba denotar

st {x)= 1L,

Ny & LT
El I
$1 pars comtauier € > 0, asiokn un §20, te] dus!

|f{nl-LI¢= slenpre gue D< & - =

Sa pysds shors Lismar al Ifm ¥ ( n )}, Limfea Rilstaral.

E+ 0

g mo glrigido, parn dfatingulrio de Tas tTmltas laternles.

Teorems 11,11~

[=)

o}

Mipctanin: F { n ) tlans Ifmite cuando = tlande n1 valar m ¥ asta 1mi

te w3 al nlmra L.

Taslsc Low 1Tmlgaes l.':l.-ndu x tigndm al nlwera w por la fzguterds ¥ por

‘s derecha, sulatan vy ambes son Jgueles ol ndmars L.

Lr Inturpretec[&n guomdcr (ca da 1o lnt;rfﬁf e wuantra m cont fpuag [Sn-

donds pusde pbaervarsa quu m pusds tandar al nimerc '"a M Slan gea por 1a da

rpcha o blar por Iy frquinrds d0 " a

. tenlindoss parn smboy casas la poal+

Eflidad de qua loy |Tmires sean dlferantes [ (A by J. ¥er Flgura 'Ié.

Wy

!

!
Lete | —. ) —

[

!

I -

X

j
_'
!

- X

1
b 1 arh b IR a

Fig 196 FIS 1%

ds kb

18

En Tn flgura 19 L v L tef (n) =1L, = Lf an camblo Ix figura
l!fb'll.. = L , por lo tanto: L .
2 I H }

. Ifm f [ 2] no enlata.
L

Elempls 2h - %o b una Funclée duflnida por:

A+ 1 wim£3
h{al=

10 - a 1l ax]

&) Trazar 'a grEfice de b,

b) Enconmtrar al 1fmh { %), sl axinpa.
=+ }

FOLUC] oMy

a) Un dibufc de la grifics s¢ muetirs & comtimuaclén an 1a Flgwra 4.

~ hix :

4

FIg 3

Bl Limh (A= Imizzethmdal
E+3 x=-T 2
Lk (nl=Lm{10-a)=TF=0L,

* +
o] x= 1 .
$agin w1 Toor ey I1-1!-.mt,-Lz. Ifan [ =] aniste v oy lyual a1
. ¥ §

of

Lo
N



Elemplo 35.~ $es g urm funcién definldy por:
z

L it %7
gl )™ 5 il £ =
12 - ¢ Aty -2

Trains la griflca de g, ¥ arcontrar I g (£}
t- =1

SOLLC | D :

La grélica da Ya furcldn g es la que 1o suestra abslo un la Flgura 21

3t}

.

+

'
'
1
|
-
i
h
h
"
1
1
1
1
f
f
q
1
1
|
|

Fr-io) 2z

FI& 11

Mag le)edfa f12-cdpaga,

[ A | [ )

fwg{e)=Ifmihsel)abol

1 oa-l L -2 z

For lo tanto por ol teqrams 1013, Tfmg { o F esfsce v us Jgual a 8,

K *=2

Mirere qua g L - 2 ) = 5, 1o cund o afects o1 1fmg [ )
L= =7

34

Elemplo 26, - Conulgdrean | stguiunte fumclbn f, dafinide por:

rez ~34p%
fir)
'.:—rz-j T=red
Irvest Igar o0 wnlstn 1T F [ ¢ ) ¥ trazer Vo grafico de F [ r )
ra+,l "
SOLUCION;
| 2 -
‘Taf {r1=1In_ 1t r-]}-_-;--l_
LI r+I+T !

Ilnf{rl-llnlr-rz:l-!.-l,!
r-i-l- lqi'

Por lo tanto como L, =k L, ”T I'II rFlono sddate. Var figurs 11,
-

£

Fic i2

BOTA: Lo clrcylos negros partenscen o la gréfica, oo asl Ioa Blames.

Eiompla 27.- Pars la slgulente func 16n dade por Cres regles du correg
pondenc (o, derarminar o4 1Tmitan da dicha funcldn para los puntay an qua  +
am =Ty xm 5, Hacar un dibu)o de 1o §rEflcs de 'a Puncidn.



11']**! park * b £ 2 5 -3
Fia) =1 are r 2% s §
ix = 1% pare S<w oL 1Q
$OLUC 1 Dy .

Sn puede Iniglar con &l trato du lo griflee da F { m } pats una mejor
wigusllroe ldn del problema, tat ¥ com bk [lustrn an la Flgurs 21,

v

LB

4 Viendo 3l mu comple o1 psoress 1012, gl & = =2
YRR mt-:} .-y e
aea a--t -
Ifmf{a} = Ifmial 4:“:]-l—h:-u-|.,
e PR . .
Por lo tento como L, = Ly, lr‘-:lh}mnhn
K=+ =
;

b] Pars 2 = §

fmf fa ] thm 2 =10 ) w-3m=t,
* *

LI | L+ 5 !

1af{x) --m-.[~::l--'.!--Ll

K N, T o

por 1o tawto coms L, = "1, 1fmlte anlpte v waln

MM flx)==-1
Kow

19.6. COXTIMIIDAD DE UNA FLWCEOR EM UM WUNTO, 0ISCONTIMUIDAS NERDP )Ly
TEOAENAS SCERE FUMC!IDHES CONTIWAY, '

Enoal Incisn 113, v arnallzd ol 1lgniticedo da 1felty de v Fuorc | Sn-
an un punta y we sserbbld  pu definlcidn ton Yo sxpratlén (1) gua es reples-

N Etht [ ke f8ng a

Irlfl'll'lL
L

PO 1

Recordande tamblEn dus M e necasarlo tomar ef Conhth al wlar da 13+
Fumcldn ¥, coamde p = l.: de hocho, para duchay axprasfonan Ta Fume jEa ha s
th wlara dafinlds an n = g,

In ath mlpm Iu-u:r:\\z\»f an el |_||mp]u 13 o4 conklderd In Funcidn F dofls
nlda par la stusgfdar —

'[.j.!l =) . _L"-'JHI"I}

Mt miame e cbaered gus ta! funci8n estd dafinlds pars todes 1o wle
Fes &4 », dxcapto 2 = ~ 1, pars &l cun  EONES &) mumarsdor comn al sencmine -
dor du 1a funeléa aa atwlan, Un 2lbujo an Iy grdflza o todor Ton maonkon du-
Ta roctn vy u 20 = 3, wxeapte w) [ =1, =§ ) 4& mumscra on bn Plgurs 8,

En #11n, pratlowments, hay una noteble " letarrepcide " pn ol pence --
E=1, = 5 ) v na dIrk untoncas que 1 funclSn f gp dlscontipoe pare cumnda-

.

B

£t



k= -1,

En camblc 57 sa dafine P { - 1] s 5 1a fusiSn quedsa abory daflnlde
para todas los valores de x, perc adn hay un " salra " en 1o griflca, v la-
func[8n slgue slenda discontinua en ssa mivmc wvalor, Fegin se Pusitrs an la-
Tlgurs 4.

Sl ambargo, 2l se cdeflow que T § = | | = = &, sntancan sa dlce que Ie-

Punc18n { py gontipug para todes las walarss de s,

y4res "

Dafinfe(Sn: S dice que 1a funcién F g continue on el valor o & BfF,-
slampra y Cusarndo se cuvmpla 1o plgulenta)

Imf {al=f{n} (3]
| N |

ET quw #4 compla 1o definiclda ancerior laplica qua sa cumpla Jay #0-
gulentes condic bonep:

1) Que f { a )} ascd daflnida.
2) Gua walece 1fa F {2}

LI N ]

L e fia )= ia)

o PN |

(!

Raste con que una du ldd tras ssproslonsds ancerloray 46 Camala para -

que Is condiciBn {B) no 1a cumpla, par lo tantp, 1a Funcléa § o Red congf-
rug * &l valor . Lo condicifn (B} ws recesarie y suflclente pura que  Ia-

funcidn y =-F [ k } sea continu an a.

Elespiy 38.- Sea f dofinlds comr sigue,

$l o= -1}

fF{al~

al n==-73

Trazar tu griflce » Iovastigar 4] vt contlmua an a4l punto donde a = = 3

SOLUCE QN

In l& Tigura 25, sa swastra un dlbujo da la grEfice de la fumclbn, an-

1s cunl hay wn 1alt0 en ul punto donda k= = 1

g Fi

1 3 4 3 a fF

SRR

T .




Fero,

Irvant gando pase o paso.la condlclén da continuidad para & = = 3

F{-2}=5

fim F e} = -3  porlo tento se wntisfaca Ja segunda condlclén.

% =7

comy P L - 2% b qpmf{c], 1o tarcers condiclén ro e antlaface,

Asl, 3n concluys qua T 47 discontinum cumnda g = =
Comslddrase 1o 3iguante furcldn:

Elemple 29, -

lovatiguese ol exists algin punto ¢a dlscontinulded wn dichs funclén.

SOLLIC] ON:

En by Tigurs Tk 2e musntra un dibujo du la grifics de 1p func lén g.

Angllgamde Ia funcidn g. s& observe gue 4302 no s encusntre defbnlds-

g [al=

x +a -5

L &

A ¥

b mirl
I: ql:._.]' X + 1
o | X +%-6
s |
i X + 3
P o———
> {% +3){x-2]
1
11
- I |
e
i
I
I
I
I
[
I & ke

por lo tepntp se sntleface In primers condlcidn,

para = = = 3, pit Lanko,
1

w1

glinl= , paArs x wh =3

E1T0 3¢ va clarsmants como whe [nterrypcidn en la grifics de g, cuando
s> = 1. v aal, ol nocumplirse la condfcldn (B ], se coxiyye que tel fyn-
clén es dincontinum pare Coapda x = =~ 3.

Sin ambargo, axiste agro punto de distont inulded, y& gue cupmdo w = 2,
al dercmirmdor de Th furcl@m g, sa anuls no guedando deflinida pars sse valor.
Mudvamante 1e corcluye qua dicha funclén no 3 continue al no complirse Tn -
condiclfn {F) shors pars x = 7. Epie Gltimo cowo, [ambléEn ga pusde werlflicar
chaarvando ul comportamiunts de g [ % ) en la figura 16,

v Elemple 30.- Sea b dufinlds par:

-3
LR

PR

1l x 21
il m» 2

Traxar su prifica, o Investipar sf o0 cumple 1s condieidn da concinui-
dad, en al punto donde x = I,

SOLUCIOM:
En 1a Figurs T, 4 eacientrs represantads ﬂf‘f'mti 1a funclén ¥,
s obverva qus paré &« 1, hay une InterrupclBn en dichs griéfica.

! vl M

1
1
) |
|
"= 1 } R
= | ,|5| 1 i- [} H
-:l/'
' [
v
Ja ' .
i-‘.“ ' H"‘ '
]
Y15 17 c-

Ty

™%



Ahow g Investigando paso o past la condiclin de contlpuldad para x = 2,

sa tlana:
Fiz2)l=2{2)-3=1, por 1o tenee satlsface la primera condi-
o,
Mah(x )=l )mb=-3=]
* .2 T
Mmhi{n)~ifmi-—=—-1ja=-1"1=+2
+ + )
x + 7 x=» 1

ya qua Hmb (x Jmk ITnh{a) , suconcluys que Ifm b { & ) no anisrm; -
et hoal PP

wntoncet 14 pegunds condfzldn no e satlafece vy B oy disContinua pars » = 2,

Ejample 3l.- Dada te slgulente Punclén:

ix + 7 s mt g

f[u]-

kn = 1 alaxh

frcontrar al valor de |u conitaniy b qus hice Jue la funclfn e conel
tua pare A ow &,

SOLUC QN |

Para qua ¥ [ 2} ses continua para o = b, debe cumplivae |& comdic/dn"
da contimnulded.

Fiby =3 (8] 2713

por lo ranto se comple |a primera con
dicln.

(rmf (&)= The [ 3k 7] =12+ 7 =13

n . j."i-

M f [ 2} = Wm [ bt =1 )= hy+1

=)

Para qua 3o cumple la twgurdé cord lelEn, daba cumplirse qua:

affadm Wnf{x)], csu

TS a N

por ‘otante k= 5, asf M rix)=f L]

A=k

bk -1 » 19

¥y P [ x ) ax contlngs mn x = .

DUACOMTEMILTAD SENTYLRLE;
En los w]emplos snterforas, ps han soalizado funclones que pretehtan —

dlscont Iruidad para =1pla punto,

57 a8 anallzy datenidamante perd cady cazo, | cauke gue orlgine dichs
discontimuldad, sa poxrd obaervar qua cvando Ya discontrulad e origlm por

gua T { n ] 3, #lendo™s" ul puata de discontinufded, enlstiynde I{m F [ x ),
A+ a

o Blen exlstiande f [ m ) vy sxlatlendo o f { a } escos no son [puales; o
e

ot 1imf [ x ) = F [0 ) . En cxpd 3ituscldn 14 diccontinuiad se oanclong
K+ a

comg " DIscontimldad Removibla", pues Bastas con daflnir ¢ (a ) = Iim f [«
A+

para fue M discont Inefded se ol Imlne.

Perg va hi da recafcar gua an sita forma s& sitarfa defipilends, de ma-
nerd absgluta; usa ™ agevae Fync 18n ' wlerdo Ia ™ nugen " Fumc 80 ldintlca a

la apterlor, excwple an ul puntd = ~ &.

En wl caso Que lag dlscont imulad tese orlginada por la mo calstencie dal
It £ {2 ) entoncer erte discontinuldad oy Prramovible ¥ ne 3o podrd alimf
K+ &

nar d4 ninguie mardre.

Elampla 32, ~ Sea 1a Funclin;

:241-2

pra $f x » =2

Fixl=
5 a oa= =

——



sntudiade wn 81 e)emplo 2. Inglcer ol 1o discontlnulded del punto em gue -+
A= = 1 ap remewlble v oon caso af irmative removaris. "

SOLUL 1ONY
En ul ¢]emply 30, ya pusde obyarvar { flgurs 2% 7 gus b fureldn F (2]
prasente " un salio M pars & = - 2. Mt wiome o pusde ver gue 18 Funclbn --
cumpla parn W » = 3, lyk dos priversy purtes do o condfclén de conglnulded,
s deelrt

1
1,0 f {x § ased dufinids pars e w =2 yvalef [ - 2] =5

P.o- Ilm enfste y walac L= = )
LR

Purn la tarcers parie, no e cumple, pusdtD guel

Joe tmf Cp') e FL-2]-

we=d
=1 3
s diwcont fnuldsd sl ad rescelble, pueste que basks con definir £ { «1 )

k
w s,y tamblbn on complird la tercers parte, Quedshde e Funcldn conklm -
LEEERNL '

) h -
ftnllL—E-ETL' NWew -2
=] Ml gm =}

Elsmplio 13,x  Sea la furc lint

I'.'I'lii‘i:-‘l-"—'

*a+ b

satudlads an &l wjwwplio 2% Indlesr ul 1y Abyeant Inglded du! puntos=
ah oot B v 2 e pemculble y kb £a0 V4 AaP1D, Fabvar b,

SOLUE LB .
Lo funci®n g § n ) nt tumple con In Briwmerg furte, tal come te vid en-
vl w)emplo 29. ! 1 .

Argdlzardn [4 Furetdn para |0 dagueds paf iy
i

F]
I ——p e no we st

- 2
'11+u-£

1 F

Ckviamenta, 1o funcifn tiene ura discont nuldad [rremovible, prastd ==
aua o an paslble definkr da funclén en = 1 y que 3o Igual sl valor del -
Timite, pussto que 41 1imite no axizts. . . .

)

TEPAEMAS SOMRE FUMCJONES LOMTIMUAS.

Lay funcionss contPums tlenen un buer ndmere du Proplimdsdes lmportans
ton, alyunes da los cuslos son conaecoent e de T propledades de loa VTef--
tes. Aptleande lo deflolcifn de dlcontinulded ¥ 108 teoremt oo Iimites an=
tey vistes, o tlaman bos slgulences teorsmas 38b0s Func lotar continuat an -

un puhto,

Tworema 1113~

Hiphtesfa1 f y 4 $On dos funcfonms continuac wn B = &,

L1 3 F+gatcontirus un s =y
(2)F-pgoascontins ehn=s

{91 Ff . gescontleus sh x®n

fh) Fhgescontirue snx=s, viwpre que g [ & ) = 0.

Tunlnt

te demostrard Io parte [ 1 ] de a3ta taorems, pars [lustrar wl tlpa da
detotrec1&n rueer Ida pars coda parta, ya que ¥y p osoh contlnuas e 8, de-
la defintclbn de contlmided, w tlenm *

fmf{n}=%(a} ' )
n= i f

¥
img irimpgla) . ) L]
Noea ; ; .

24

For 1o tante, 49 lan scuaclonss (6} ¢ (8], v dal teorem 1.8 s tlene:

Ma flut+rgin) =Flad+gial ’ (e]

n+*a

»

-
7T

hLd



La wcuac[&n (€] &5 ta condigién para que F # g sed cONtinug wn = = &,
Ta cval proporcions 'a demcitraclén dul [eoresa 11.13.1,

T 2-ter ming II.!L Ung fur 150 pol Inomial as continua en todo puntu:

Fars demoggrdf esta yaorems, conildéreie [ funcidn polimmmial F, def]
nlds poy:

| n-1

Flrdmby Kio+b 0" wby s TaL b B, B F G

n=1

donds n 23 un cntern.m nagativo ¥ hn,, hl A ey bl'l' son nlmbros reales. Con

apllcacionat sycasivas de Top Leoremas da [Tmites, 18 puade demosirar qua 3]
& ak curVqular nimero, snboncas:

! n=2 a 'n' de donde 34 -

Mfm f (x)=b s o o™ thy e

Ey

o n=1
sigua qua:

Ifafian)=Ffial

L ]

Teoress [1.15.

Hipotwaly: F [ x ] = -ﬁ—{%}— ut uhe funcifin raclonal.

Tetls: # 0 = } #s contlnus para todo wu dominic sfempre que h [ = } =+ O

Estun rmornce. s demoetrark on sese & qua f 20 wra funcldn racloml, s

cun) pusda Sur exprasads coms a! conclents da dog Tunc fones  pollnomlales, A

af, f pusds sptar definldy porl

f(nl"H%}—

Oorda g ¥ h bon doa fynclonas pol Incklales ¥ 8] dominlo da f contlsta
da todas 106 nlmeros M excapto aquallos para fon cuslan b { n ) = O,

51 & #p Ciklquier nlmero en al deminfo de F . antoncer h [ n ] = 0

D

asf por el taoross 11,6,

Mmg b =}
et [ w} = A ic)
| liwh | 2}

L B |

Ya que g ¥ h son Func lonas polinomlales, por el tecreme 11.01%., son ==
contlruas #n o, vy ool llmg (a Y mgfa )y limm i ad =n(al Conse--
AR “e o

cugntemerte, du lp scuacidn (5

{a]
SRR 2 s )
Tho7. CONTIMUIDAD DE UNA FUMCION £N un INTERVALD.

Con |on conceptns cnunclados mn al inciee antarler, wt posible anal]--
Ter Vo continmlded de cualquler Funci®n resl de varlabic rasl en &l pungo -
en que ac deras. 500 embergo, para muchos problemes sard Intaresante Inwesp]
oer 153 intervales an los cunles ura FuneiSn sad continus. El conceplo de --
continuload da ura func [&n an wn Fntervalo pusds exprasarin medignte |as g)-
qulantay dafialcionas.

Deflplcldn.- ta Funclén f ey continga an el intervalo ablarte [a,b)
iy s6lo ol wn continua pars todo valor da 2 que watd duatro del [nbervalo-
(a. b}

Qafinicifn. = Lo funcion f ws contlnus en 41 [ntarsalo carrade fl, b]
tl oy sflo ¢] e continue PACA Codo wiiGf da x que 25ta dentre deo) Intarvelo-
abiarta [ &, b ); a7 com continug Por 3 durecha mn ad% vy continga poar la «~

Izquiards wa bAF,

* La funclén I an contloue por 1 derache an g, ) v 3élo of:

n FLa)=tial
-

X 8
Ly Fumeldn F o :.ontlruu per 1a fiquierds wn &, 21 Ly o 4Ty

'H-Iftg:lrlh}.

x+h

25



ba acumrdo con las definfciones snpariores, pars Inwestigar la comil--
Pulded de una FarciSn an wn Intarvalo, w3 nacesaric ) andll1)s en todos los
puntos da wia Intervglp. Exte traba]o sard, 1u'nruunu, engorrain, rmprl:tl;
0 ¥, dade du sagnltud mposlBle, 5Sin esbarge, lpq-ﬁliul an o8 taoreme) w0
bra cont muided, sxtudisdes wn #1 Inclso lntlrfnf.. al probiess tc reduce & &
natlzar solaments Ten velores an lon cualer no 3w cumplan 1ss hipdtwsis de -
lot teoremas, o Slgn squellas &n lat gue Meys duds, par gjesplo 2n donda hava
cumhlfa de regle de correspomdencia.

Elemplo 1h.~ Sau g [ n ) = --;——r determirar los Intervaloy pars ==

2t -

Tos cwaies Ia funcifn g s& contima, '

SOLLIC Ny
ta Punc(da gn aotwidfo &3 wng Tunc |00 reclom] y da sevardo ol Teorssm=
1,15, bar cont{nua sern todo valor de m, exc#pto aquellob que snulan ol -
denomrador. D mingrs qus Pguslsnds m gxre o1 denomlnador:
* T

.
.
uz-i-ﬂ

x=ty

Parn a==-38u=1, la Munclbn g m 43 contimm. Entonces, los Inter
valot en 1on gque pl a3 sontlros son:

(-= .2}, 6-2.2)y02 al
L fo 16.-  Pare qua vaforss da x, la funcldn definlda port

:!:],*1‘:l1
Fixl=%2c~-4 , 1Axe}
s-xd , ey

ex contlinua T Dlbujar gu griflce.

004G | e

-k

Apoyirdnss gn 1o teoresmi robre fwnc oy cont (nums prasda Foc | mente-
daducires que F { x ) we continug en Tos Intecwoe § =3, 1), L1, 20 ¥~
[, 97. S5ln sebapgs, los Gnieon valarns dudotnoy asthn wn ¢ = 1 y = = 1.

Aralizande low  puntos dudosos:
al ema=1’ .
FiLlY=201)-hw-=1

II'-F{:_}-'If..{.!-j}..]-3..,1I

L =1
A

fmflx)wlim{Za-h)e2-ha-2

»
a = R |

»
-

por ‘o tanto comn Ifm F [ ) = 17w [ 22 - % ), ontonces 1fa F { 5 ) exlate.

L ]
PN | A -1 r =1

Firalmanta, 1Irlf'[n:|lf [t}
mo=+ ! v

por lo tanto pa comple 1g condicSn da contlinulded, ¥ 390 52 conclure que -
ta funclén [ ut continue an x = 1.

k) En m = 3 ] -
Fi2i=5-121"an

M flx)=Ifm (2w -hh)] «h=h=q
e+ 2 ) ol

lf-f[;]-lf-{s-.z_].s-l..-;
+ -
=1 W +1

por 1o tante comc ITe F [ c ) = 1w f [ a), 1/mf{c]) noenlics.
“w el wez L '

For erto Glelmo, se comeluye que § no a4 continue cupds m + 2. En la-
flgurs 78, sparsca 18 grifics dw dichs funclfn.

W 1 -



Flemplo }5‘- Angllanr Iy contipgided g Y& funcién h [ & ) indicands
los wvalores para lon cunles seadf/scontinua y 1o Intervalas donde paa congl-
nua, DOfbuje la gr§fica.

"
cor t :I-“‘ts‘—r

hlt] =gsanc+1 l-|-—;—"‘-'l£u
ot 10 T+m ’

SOLUC ON:

Lan axpravionas que forsan 1o regle dw carraspondencia, represpian al
gumas g4 las funclores trascandentas astudiadas wh 2l copliule |. De geunrda
& 1o eatudlado, 3¢ pusda AF Irmar:

a] La Funclfin cotlngenta &3 contines, cxcopto on 104 puntos en quo =~
t =X p %, #n dofde 0 a5 LN Admera antare poritive. Pars aice probless. li-
priwers wapraslin no predanta nlogln punto de dficont foulded poarqus sy fater
vile do dafiniclén mo Ingluys & Ton valorsnl safalados.

.
-

Bj La fuscldn seno slempre et conginua,

£} La sime de 18 funclén sanc mda T3 Purc [Gn conacente € = 1, Lamblén-
#n contfnuy, de acysrde con 2l tecrems i7.1].

¢} ta Funcldn exponencisl b [t } = &' ue continua sinmpra.

e} Las (ofzan valores dudoscs son cusnds b = - -;— ¥ cusnds £ = J

Andtisls de los puntos dudoses

n
al cudndo b= -y
h{ &t} estd dafinlda por medls de |a primers wapreslén v vale

ht-'—z'*]-cnttzzll-n

cneonced 14 Cunpla 1e primery part« da la dafinlcién:

Trmm i} = ot twi

P - " P, =%~
fmBfe) = Ifgaant +1 =1
-1+ x*
tr7 vy
Por lo tanto wl ITelce anfote v valu Ifm b { ¢ J = D
¥ la tegunds parte pe cumple,

Li Carcary parte 38 cunple. pussto que;

Mah (t]=h{F]=0
-7

t"T

Entances la fenci&n h £ ) an continua pare t = :2_

b} Cuands t = O.

h [t ) no esth definlda pusito que ningun Intervalo de deflp[clén Ja=
lez tren wxpresfonesy incluye ol walor ¢ = 0. A) ne cumplirse la primery par-
te, 1o fureidn m {1 ) my a0 continue pars t = 0.

27



Ex de hacurss notar que ol 1fafe an =aw punte 3| axlista, cowmo 1o pus

de comprobar al alumsa, &4 dacle |og Ifnftes laterales son [gueley,

TR RN ERITE RN
t -0 te @

5in embargo, nl no poder [Qualar &l valor dal limlte, qua a1l salite, -
con ul valor du la Punci&n #n s pento, por no wstar deflalds, 1e condlcién

de contlimildad no 4 cople v 13 Funcl&n b { ¢ ) rs dlcomclnus an ase ponlo.

Resumigndo:

h [ 4} es continug paré los slguientas Intereslos
(-7 . 0)yfo+m=]

o blen:

hof e} es discentlnue pare t = 8,

Lb grifica ¢ 'n funcldn puede obiervarss an s flgura 23.

1l .

v

1.8, CIRITES con APLICACION EM EL CALCULD DIFEREMCIAL E IITEE.F..AI..

Su trotard en stte tema bu obbenc ifn da lod ITmitas de clertas funtfo-
rit e tlengn posterfer gpllcacidn o solaments o0 e3te curdd, 3lno en otfed
’ o
w tarine de mabemiticui.

Estos 17mltes no se pusden obtenar por swbtliuckdn direcea, v asT 3w -
valar tandrd qua Chianerse por oUrd sepdfo, )

He de guedsr clarn gue 101 Casos G se traterdn na son log Gnicos de-
wxta clpo de 1Telges, paro su okbenciba vu araldde debide » Vs dplizacibn --

gqum tandrdn wn tams posterlores. »

Macfwede T 0 0 1 = non o, s ve que +

f o) noestd dufinide, sin smbargo =~

1) \fm ——E
a0
tu domostrard qua tu Timlte gxisie.
LTI Supbngase @ % a< "t
Rafirfandove & 1o flgura 33, 1n cual =-
wysrtra un clreula de radla wnltarlo oy
A v wcwacidn s :t + Y! = 1 y gn el cual

s puede distingylr al secror clreular-

-
ek

*110) FEY 5 %,¥ cuyn drea witd datarminads -
par +r: u i Al il 3 wnldedes cua-
. dradus vs ol dres dul secior #0F, enicn
Lu . cEy § o* 11—:1

x

Temblén e observan la coerds WF y lo -

"

' v tangente AT an al punto B,

Lldemae Ill wl Srea do! krffngulo CBF, -

dondé h1 - -;-*" sen A, ¥ kz al drea del trifngulo 0BT, donde k1 - + tan a.

Por geosatria wlemertal ia tiene:

k,(i{k;.nun:ﬁ;—unn*tt-;—l*!-%- tan M. _[ﬂ

i

MIF cuyn dngulo central, sedido en redls
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GOBEAI RSN K S N % Lan X (8]
r dividiande (B} entre pan =, quade:
I . [ ¢ _tan » 1
=3 . = £ ——
AN X an K P [-4-1 T §
du donde: ¢y :q.‘i'!i*— <1 {c]
L1 -cosn 341 +connd
Por atra paried Tncgs x = T+ o
- l-:ﬂl:n i 1"
B ied | - cox k@ T Ll
1% cos u 1 + cow X
. BEN L1
Imlxﬂﬂlgﬂ*mﬂlﬂ K
par o Ilntﬂl-:bllcltnzx
2 2
De (A) : s A % a P YR qQua sen x 3 0y B
2 -
por lo tante: 1 - con x <:un= a1 - J-;:t “com ko Navade a [£)
RPRPL PO . LI (o]
Tomands 1Twite cuanda x + 0, ks tlans:
Ifa (1 -:I j < Ifm—-"—'l—'l«‘.lfu1
x =1 W o+0 LR
U Im B0 oy oy |f SERE 4]

k-0 LR n

2 -E-:L i recordando que tin x =
i+ 0
‘r. Lan x - Tr. 14N a
XD

I{m X008

wal l*ﬂ"“'

. e —ee por 1o tante 1im

SEn A o tlaneg;

s =

'l__.lr- sen x
% o+ TOE A Tk at 0 x coR X

Lan x -1
i

x+ 0O

24

3) ifm 280k, lr.u—T““‘ SRR Ce L
A =D * a =0 x% =+ 0 .

I Y [ LY. -k
n=-p *

1 _todz [ -cos s 1+cot a .
e I N RS }
2 z
| —coa x l yua " ox 1
= . « ,th -
‘—-u[ 5 Tecoua ol =M 1+ cos &
R Y A Iy 1 N R |
R T B
H
5]HnL-EE!-—“.-—.”mrT"NIF::cm:L n 5:n‘ i
a-=0 = . [T:H ;-J,_;g. % 1 r T
- L jen_u - 1en X SER K
Il " o e e Il . fa ERE
x= 0 a0 -+ 0 .
por 1o tanto |fm ——S9E 4 . g
x
LR
AEn x! T ‘2 sen !!
El]fl'l'l—-—l -|-|-I'I1JI..-—~1:—| Ifm:...ll'u _n_!.u
x~0 2 .0 E [ R
i
S R I LI S
&+ D
L =1
dgn *a L
I n
x-«--bu.k +h|h *""4'm

Para este |Tmlta 3¢ presentan los slqulantas Y caron:



n el
¥ n=nm A ew, K + .- a
n " 2 ! -t
-ﬂl bill - ++|“ 0 ‘n
Iim = |m —
""hﬂ “n‘bl FEELE , *tn x+e hul+'h1u"‘+ b
n
®
» a
n
Wt e T "
= ifm -
A ky ®n 'ﬂ
o, .
bﬂ‘ = -
[l §
n_ & R * Ly [
1] ¥ " &
pr lo ténto: 1fm : 2 T . —_ iln=m
Er m B B ORM +...%k ]
] i . -
Hrtm LA n a
n 1 » o .. 4.._
lnl Ql‘l +;.+*|ﬂ ' i . [ .
e L TR 3
] #rl
- ¥ .4 .*%bh -+ o 1 L]
" hﬂ:‘bi n b i‘.l*“*;-
R
por }o tenro: \
a, ¥4 " #..-*-n
iy ety P 0l nd .,
L] lcl +|-1; +,..+|..
€l ny = » *n
'n"“"i S e . in*++ T
1 ——= lim 7 3
!‘tbl-“b ’.I-l‘_ . .k “-Tﬂ 4,_]__.," _.-_
o 1 . nem el ' n
r n
Inlnil.l PaL N |
—_ sl n» &
aa el - . P Tabn
X+rm bnl +bl v "

30

et daclr, &1 Tmite no exfaty ol 0oy m.

0 e {y . lg®

[ Y
Oeserrcllando ¢l binomia:

(oyrart,mt® (L, miget) =1, mfa-ila-a)
' 1

— "y,

credr o Ao egr 2 b

= ll—!- + o {1--'L—]*-;T{1-+1I1'-E-?*.---

s |'nll++]'-li—“-!-i—;-r+-ﬂ;‘rl...-.

[ Bl ]

per Yo tanto  lm (1 "1—]- -
M oo ™

1
L} 1l'm{'l+::‘.|‘T . :mrﬂou-ﬂl— T E* Qs

X+ 0 "
Ao

Ma i+l ™ -1r-{|;'—}'--

!I-u .*' »

o] Ifm L_JTLL“ ::m"—!"—;j-.'-tli'ﬂlim
A1
= lm Ll1.8) _ ||-L[1-aim‘ Ve
g+

A= =llm{f+8]
8 e B0 .
Bet 1fmite 8 gs tlana Ifm 1+ 8170 o s
por 1o tantal |flL[-LE—.L L e =1 )
g+ 0




V.h REGLA DE L'WSPITAL. FoRmAS INGETERH | NADAS

tuendo una funci®n y= f { x ], tome uns de 1ap vigulentan Formay para

un detarminads valor de x;

ftn}-%.—}.ﬂ.-,—-. r.oet e,

pe dlce que 1a funcifn y =+ [ x ) toms une Torms Indetarminsds,

Hantn el mowente, an al Cepftule 1 an ol chlcylo de algunos 17mlged ==
cusndo racyltaba % & -Ev—. w8 viaron varlgs gesos an 103 cunbas 22 mogtrd =
la forms de come al lminer dlche tndetarmlnecién, Ex declr, dada unmg Funcldn
y=f [ a], st para algda valer da 1a varlable fndepandiente, at 1Imite du-
la func!8n toma uns de 11 dop Formgd anterforss da Indeterminaclin, ya iua
g' ] ':—h sa ha vI$to come comocar el valor da dlche |Tefte, madlsnca une ==
tranaformacién o procadinfente slawbraica.

Sln smbargo, una de las apl lepcloren de 1§ der[yéde, ex procizamants -
poder a|imfnar dichs Induterminmeldn on yne forma mée senclila, a2 traviks «
de la regla do L' BSpitel, Ta cunl s« dascrlbe & complvuac léng

L
i

Ragls da L'néplrai:

Dldlllfrlnlﬂn|;t: st Ffadleny giadan,

¢ prisenia an al coclente wne [ndetermlnacion 4n 15 Forms g— | bars n o= g,
El problams quse i plantes consists an sncontrar)
trmf(x
wvm g1l A I
Fara allp, & hard vso dal slgulente teorema:

Tsorems V. 6 Magla de L'Hipital

Wiptesiar 1).- Saan y = f (2 1y ¥= g { a ], doa fonciones darivables
ot «l Intarvalo sblarte 1, excapto poslbloments en x] pdmarp a2 ¢ |1,

7). Para todm x b ap |, g' [k} & O

MW, Wim Ffilal=0 ¢y 'Mm gial=0
e+ g K+ &
M, e Btaldoy
[ N
X " 3

Thnlfe: Se cumple dqua:
fix fi=x rfah
ML g_rn_}-'l' - (", 'yl :I..rml T la

E1 Tacresp snturfar =2 vh11de o] les Timitaw & fon gue ao hace swncifin -
pon rodos [Taltes dermchon o 1imltes {ioulinrdos,

Pemdsrracitn
parn |n desoscracin del Teoresa saterlor, sa distinguan Lot caidn:

1}, x« a’

-

2}. k- &

H, 3= u



Solyclfin:
Tomanda F [ x ) = ¥Fx: M=)« '—-—-1:1,-3— a=27, b= 20 ¥ splican-
do {5) queda: 3= -

1

}m- W-E:S—H}-—m—;i?‘-,f!!

3"1
[F51-3 ) B
&IE' 1+ ﬁzTr— (4]}
1
1 1 1 1
[] 2?4 = » -
S B 1t YR 77
1 i
3. )+ . Tuwga por s
31Ii}'] 27

3¢ VB e gy
Pars efempl fignr une apl fcaclbnde]l Toorems del Walor Madic dul CA)
cule Difwrenclal exprasado an In wcuscifn (6} e da o1 siguiente:

£emplo 8 - .
Bawoytrar que SI01T - 100 i—:;r

S5olucidn:

Sen F LY = S =100, h=1, entonces a + h = 101

fiash)= A0, Hal= 7K .

1
1" LA A [ a+h B ) =1 {100 +R ) A —
- ) vk TN
; .
Aplicedo (8] ¢t /101 = W0 ¢+ ———e—— ;08N
¢ 10p + 8
1 .
frtp er: S0 - TR - ———
. 11'1.“1!
Farao:
aro 1 - 1 'L-Wﬂ'ﬂ:
IS IO I T n
CALLEE AL ‘z:u ) 0.0,

3?2

Teorema dat Yalor Medin del Cdlculo DIferenclal psre der funcloman:

Edte Twbramy conocido temildn come Teorsms da Caychy, a3 Fundesental pa-
ri e3tudiar Ta Ragla de L'Hopltal qus se va wn &l alguiente tema,

Tetrina ¥.5 Da touchy ,

Hiptasly, Sesny o F [ x ), y = g { = } dos Funclones que cumplen ron
las condfclonen

M, y=fix), reuafu) son contlmes en ul Intervate[ o, b ]
2). y=f {a}, y=g(x) son darfvabTay &n al fntervals (o, 0]
30, ' [ x ) o O para todo valor de x ar [ &, b ),

Thala: Ealata un valor LIl a! Intervalo ablarte ( u, b ) sure w1 cusl

riby.r(ay _lx)

¥ = rels m Pacay <k n

Oammcatrecién: Cotviens primmraments hacer var qua g § k3 g {0 ) o]
re qus | qul:lrlilﬁn { T3}, tangs pantldn,

En afecto woidantements Iu funcl®o y = 4 [ 0 ] comple con Tes condlcin-
nas da la Hipdtes(y dal Teorema del YeTor Medlo dal Cflculo Diferwncisl wn -
al Inur\r-'lo[ll b}. Twego 1 tlenet

b :- 2 -q*l:‘hlﬂnith
Pero g' (n ] Q¥ xe Lo, b)myg (= 180

2lb)-ale) 4o = glul-nlo}®0 o o{blagls)

Ahars blar, connidérate 1s funeldn aunlilar;

"{":".:‘—{"H%-}‘H {ll'il'il'[l}]-[f{:}-f{.]},:l}

Como pusde pbuarvarea, ¢ [ & }= g (b } = 0, antonces Ta fyuncin (B ) -



Anmllpands . ls demortracibe dul primar chis, a9 chbderve que #n Ta3 con=-
lones dal Teorema no o supons aue ¥y » F [ x Jy y =g [ x } entda def ol
en e Y, par ] matlvo, considurands skl

yef Exd v yegilal
yef(a)edy yrgla)ap i

para a B §
parh K" &

Sam "B M el punto axtrumo dersche del InCwrwglo ablerto | dado en loa-
flcfonus del Toorems. Poceto que vy = f {a iy y=g [ x ), son ambay de
sblay an |, exgapto poslblaments an "' & ", oo concluve wun y = F { x ) ¥
g La) son swbay durtvabies en wl Intervels { o, x] , donda m 2w gh,

AxT qua, y= fF {aldy y=g (2} pon ssbay continuas an &l Tntarvalo -
,x J. by funclonay y = f (= )y y=g (x ) son rambidn contlnume » =
darncha de " 2 " ys qua:

Ifm, f{x]=0=f{a} .
T
If=ﬂl:u}-n-i{l} )
L il

Por lntanta, vy = F { x )Y,y y=¢ [ x }, son conclnuses an #l Intervalo
rldu[l, n]. Asf, y= F (W ),y yoo [ 5} satlcfucan 1oz tras cond]
s dal Teowwms du Cavehy pars dos funclionst en al Intervala [l. % ] -
5, & culp e gquat

tea)orgay Molm)!
gl =g Ul " g Uk : £))

h.;l 8% un nlmarn Lal gus o o LA

Teafando cn cuarcs Tas eapranlones [ 1) v {2 ), en tlese quer
] o ™ } .
I B L4

Ya qua & € LI ilgue que cyandy x = I+,, LT l., per lo tanear

. LN I ' ix }
f{l;_ | 1
At e v !,I»rr:+ T (s}
e
=
gV ]
ar el

fero por 1as condiclonas del tworema, ol 1Talte &n gl lado derecho de -
T nxpraniin { 51, as L. For consigulenta:

1m —(—v;—lr {a) L
weg B4R Q..
to cusl prusks al cmee {1 ).

La demcgtracibo dal coxe [ 2 ), «4 slaflar & ls antarfer, v Iu demcytres
clén dal easo { 3 ) antd baseds en Ton resulcadow de low cason £ 1}y (2 y
19 dejan xl pytudlanta come sjercicie.

El Tearsma ¥. &, ae conoce con #1 pombra de Aagls da L'kEplesl,

Ca muté wanmrs, queds visto que Tn regle oo aplicable pars fa forma % .
neimisac, tembldn renvita aplicatla parn 14 Forma & alp gmbargo 3u detis-
traciSn, no $4 pretents an ants capfrule, dJado gue cee Fuara del alcance del
Curin,

En conclunlBn, cabe menclonar qua 1n ragla du L'HERT1al, sdlo as sl fca

bla cusndo sa prazentsn Inz Forsss (ndeterminaday %ﬁ -

E [}

K
Encontrar 1im —
Tr XK= tan a

hlu;lh:
Susticuyende en la expragffn x = O, 1a sbholens que:
] a

I‘i: A

Ia cusl a3 una fadeturmingcifn que pusda al iminarse medipnce ol ooplco de Ia
ragla da L'pﬁpl:ﬂ, de wstd manars connldarande ta exprasidn anterlor, como
un coclents de dos Ffunglones =& tlane que

"R f‘l]
l_],r: ten = -‘x:-{; 'DI:}

por 1o tanto, spllcends 1a ragls da L'HBpital resultag



u-_§_; -l !L,-{-H--I‘I'ul —_

a0 ? INE X
Firulonte, tompndo al Ifmite aa obtlene;

lﬁn—‘:—--—-}--I !

=0 e x
"por la qua,

fa —E—_ =
xap NN

EJergic 10 Cxlentar:

Im Fix)a 1fa x

] E+m n 1
Soluelfn:

Al buscar 1 1Tnlte de F ( = ) cusndo xaw, o obtlen:

Ifm Flad_IMm _x - =
Sl x+mw x 1 -

La Imduturminacldn anterfer, pusda al fminarse smpleando pars allc la ras
gl da L BSgltsl ¢ :m:i'dirlnh aF [x), com un coclanta da dor funclomes,

da 1o slgulants Forma:
l.' "
et P )

par la tantba)
o =

UL "t
Fing mgntet
In 'I""_ -0

Ham X +1
En slgunas ocaslonas, poade sucedsr qua datpuls dn haber aplicado 1a re
gla de L'BSpltnt, n una Tedatermingc18n, Este persiote wn duclr, gus 22 tenga:

34

f{ial o 1] -
I = Ifi ol B
I"‘:- ] I l; I“": [ ] L -

En wnte caso, la regle de L'W8plce) puwde spllcarte tantas veces comog -
a n-cturlu hiata gua 1B hl'.l'l &l 'minada Ia Tndgur-rnar_lﬂ-n, a AN

Xt LI ]
dorde:
1im tix LR Ll I
a X k+n g (&)

al procadimlente sntarfar 3o conoca con ol nombre de gengratizecifn da |a re-
4t de L'eBpial.

E la 11

Dads 1m fynclsng
e 3

Finlm
1 = con &

1Mfe F{n}
x+0

anconkrar

seluetto:

Cony lderando 8 F [ =) com &l coclente da doy Funclones, us decir,

]
8N
F{I]'li-—i—:—;"lrl 173-‘

tomardo ol |Tmits 48 F | : ] :a.undu *+0, g2 tlena
O L [T -
£ +0 u-l!' ) +0 1 = coa x T
la cusl ws une Indetarminacidn on Ta qua results aplfeabla 1o regln de Lindpl
til, con lo mun ve cobtlene: u u i
s’ T i i 1 -

1-1-4;' T+ cor » Ilr: a0 A * T

- F

6T



cond pusds chaarvarss, s Indeterminactidn pars[stm unad el 4us 3e ha apllcadn
18 rugla, de sats manars, volylenda m spllear 1s ragle por Jegunds vez, ra--

sulEnt
n L = x
il coa 7 - T 1 | =8 [
:E.n B TT I :er T ¢ Tos :“H s S ekl

Flomlmanta, sa obtlane wunrt

i1 x
z 1
1 fm “E T I

w+ 0
E la 11,
Dada 1o funcin: F { a } =mt
" iz A
Hallar: Tim Fia)
x+ 0
3oluclon

Connldarands & 1w funci8n F [ u } 'Hln:_- cont un céclants de dos Tums

clones, a2 declr
T [x - L a
] = s M

¥ tomands 1imites cuande x+0, te obtiwnat

L a -

1in 1= L ] -

x+0

dade quet L o~ = m 2l o+ ot

Y XS e

Entancer pare elfmlner 1o indaterminaclén, ow hace usc de fa ragla de =
L'Hdeltal, tentiendo:

1
[ n
Ifm - Ifn ——
wsy A cic A cot X
1 ot k
Ll ‘l:l'm'{ :nt:-“_n:. )
in tlena qua
oo .

dond

I fa Lx _ fm - “nzx .0
+o SR 0 Xty k@

Volviande a apllcer la rugla de L'idpleal, s3c chtlena;

"“1 % e 1 inn W cot a

Ifn T cos & [-uun-ﬂ-:n::l-"l_'n

T wp L]
Firalmanta, L
T =2 =0
]

Tal como pumde apreclares , lon ajamplos entecloras, muestran Ly aplica

ciEn de la regla da L'HSpital, #n lod casor en gue Gnlcemante te presentan -

Induterninacionss du |» Forma E [ p—

DETERMINACIOW DEL WALOK UE LA FOMMA 0+ =

81 ura functdn F [ o ), conslderads como el producto de des Funelones,
Fix)=f{u]l:qg
de w, 1o Tuncibn dade pusde escrlbiras an 1o forsa:

Ff:}-f{:j.g[g}-f—(.r".l.l.i:#

glxt FI=T

(e ), toma la Forma Indatermninads don y Pars un valar

Evto tu hace con &) oblate de llagar & ohtloncr una ¢o ey Parmas vistay
sntariormence y de ssts maners peder spllcar |o regla de tnSplral,

E[emple, 13

Calcular: Ilm mLa

-
x=0

o lugifin:

considarandn, & Ife x Lx comsg

*
x+0 -

1im F{x}-Ll'm fi{nl.pgl=x)=tm ki
-.-n -rn_ l*n"

Tt {r)len yplx)=Ln

35



iw obtlane quel 1Im al gk =01 =
+
=g
Far lo tanto, heciando:
L w

gt R VAT
LY

bu forma de o Indutarminaclén wntarior, permice vl smples de In regla -

e L'W80TEal, o decir: 1

1im L e, = —w lim {sa)a=p
gt k4«1 xl
- T
i1 K

For Io cysl lim kL x = B
u‘ﬂ‘

DETENMIMACIQN DEL YALOR DE LA FORMA= - w

50 uea functén F { o ), consldernds como la diferencis de don funcioney
Fix)=Ffie)-gix), tom in forma Indeturminads - PEFE WD VA-
Tor da M o " 4n lcnurll a1 pealbte transformirie an une fracci8n gque tomarg
T forma lnd:ur-fnld- ¥ 4 —1 sipd fante 2lgln procedislenty alg:hut:n -
¥ de cite meners, £3 porlible splicar o regla de L'dpical, w m:ontur uh we
Ter decerminedn, -

E lo. 14 .

toleulur 1im (;.-_J.,_ 'E+")

+ 1
Zoluelén

fomsfdurandg & 1le

1
(ﬁ'-‘ﬁ*)“"-'

K+l
} i N
Jim ftaye T ATERTRER] o (e )

36

¥ tomandd [Tmite cuando = +1, rapultn)

(B ) e

Fara sliminar 1a IndeterafnaciSn anterlor, 218 requlare de uns tramifor-
sacldn del tipo ﬂ- é +. l#s cvales, madlanta 2l emplao da |la regls da -
LtHEpital, pusden sliminarse.

Do aits maners, tomando como Fector condn & [T-_‘r.'lt._  retuloe gua

u
» . 1 - 1
m 1 L x ix=1)0L=x

ILI—[I'1J
por 1o que,
I EERRS I T

12 que 14 obtlana;

La Irdeterminacifin anterlor permita spifcarss la ragls de L'W85ltal, con
WlLa=1]x-=1
X =

llm - 1(%)4Ll-l

w1 i a1 {l-]}{%j’[l
||-‘-ﬁ—__ _g_

T-h*Lx

Comg 3¢ obuarva dﬂﬂii o aplicar In regla de L'Miltal, Ia Indeterml-
re Mdn parsiste, por Te quee aplrclndah husysment s rlI!uItlt

L= X 3
1im - Jim -T—T" 1im
P | ‘1-._i|,- K-l —E+- m+1 1+ -
F ' L] 1. I!
1
= 1im 2 = Tim X -+

T x (1 +x)} us1 | +p
por lo ceare:

1
”'“(;'—-u'w)"r

xal

N

LT



E Ta, 15

Calcular  lla (“t X = )
x=0

Saluc!dn:

Conslderande a Ilm | cor u - ! )
'*o T (=, ]

Maf (x) = tlaff - 1 - -
e = “_nl_{ul ni:j h':;(wtn - |
tomards [Taltas cyando x+0, resulta

t‘-bll:_ 1

1an X ) ==

1
R e SR
¥uesto que pars Vu indetarmineclén anterlor no existe un procadimients-
dqus permlts aliminarla dirsctaments, su debe buscer &lguns transformpc fda,
|Ig-bulu satlastu la cupl suw poulbla obtener une Indecurmlinacién del tlpe
F ] —, ¥ da ancs ferms, poder aplfcar Tn regla de L'MEplcal,

Ail pues, ol 29 Loma comn Factsr comdn de Tn mspresldn anterfor a S00 2
3a chtlana: J'-

1 gt x

cat x - —— = {# -—t—1, parc com:

L] [==1 3

P
LA L I Rl O tf-nl que:

:a:;-+ T e Y - T LI

Wokan a Lten &

Mvora blen, chtenfendo ol Talie do 15 J1tIma anpresifng

1
Tlm | ot a=«— J u pu LILtaN K g
Mo =

Eoeowm M EAR X -
Far io tento, te Indacersinectds snterfor, permite ol smples du |n ragla
¢n L'BEpitaly sal puss:
% + LtEnm A

Ty ————""2 u |Im
K fan =
K+ =+ 0 un:d-xnr.z:

1 = un:! =

o
-l

Fero como: lcz = ! tan A = L L
¥ cus! ¥ colb K
= tlenc quer P e [
1 = t z o1 M
lim 182 - I —EY_E Ly S22 E L
k+0 [#hon + gwc a F ] gt n ok KT0 BEA A LO3 A+
ol R Ced M ot =
- llm l:m.2 a =1
Hem 3OR K COY K F K

Simplificands |a Jitimd exprenldn vy welllzonde Tan susiltuclaney crigo-
nemd trlcas afgelemeay,

:D‘lzﬂ'1-ill'|=!

T aen xcos k= 3en 12
ITE-TLLT

1 H
o x -1 1 den” &
HIEN K EDR A + M . I:E 18N 2 EtE " T

IIm

a0
Volviendo & aplicar 1a regln ée L'MBpital, ¥ vomando «| 1fmfte s trenc:
lim ?unza - iim 4 wen m Loy m __!ﬂ__n

a*d gan I n e+ x x-0 2con 1wor]

Finalments,
4 den o a con n

1fm 1
E »-— e If ——— ——m ]
'*ﬂ““ " Jx-o:!m:!:-l
-

DETERMIMAC ION DE vALOR DE LA FORAAS 0, =" 1,

51 unw funcidn # { x } pusde exprassces wn Ja forms t [ 2 )Y (=), -
dn futader qua para algdn valer L da X, 18 COLangs que|

f l'h']"ﬂ. 1 {lﬂ]-ﬂ quadandy |a farme O

o Blan:
I'i.uql-hl'[:n]- cusdende la forme 17

o tesblén:
f f;u.ﬂ:l- ' n{iu}—ﬂ quadandg 14 forme  w*

fntoncer, pars poder determined un valor que permfte ¢ Mafnpr I Inde-



terminecifin pars cuslguiure du Per kres formas saterlores, oo oxples ol pro-
cadlmlanta que & eontinuacldn s sxpl foan

LT Ilfumlﬁni[;}-f{l]g{’l

Tomsnds logerftmos naturntas wn ewbor mlsmbros da 1o axpresidn antariof
y apllcanda la propladedan de los logaritecs, s obtlera que:

L s (al = gitalLrfrin]

Por 1o qua en cads yno da low cascs snterfores, o] logarlteo netural de
In furctfn, ¢ { x ), tomerd la Forms indeteraineds 0 - =, De exts warera -
dutarminande al valer da svts Torms por al procedimlento correspondiants vin=
tn antarlacrmants, 34 obtians &l ITmite dal logaritmo du la Fencldn o 0 % ),

Da tal Forme qua, 2! el Timite toms &l valer ™ & ", s dacltr 4):

I'm Lg {2} =a
X+ n

]
shEtONCATE ”l * t " 1 - .l
i+ R

]

£ o, 16,

Calewlorr 1w [1 *1T.'!' .
X+

$oluc 8

Cons tdarpndn 1o aapreulbo sncerlor comor

s 4 (x)= II-fII]'[l}-“i (1e 21"
[ N E == & R & = . -

buscandg a1 Timite, 2u sbtlera:

Iim ¢ faf=1 '

A+ B

fxtn Induturmingcldn ronduce sl wepleo dai procesa duscrito smter lormen
te pure ol lalnarla, aal puss, tomanto Togeritmes natursley y aptlcanda 1ma =
propladsdes da tos logarltans 3s pbilenu:

38

ltm L¥ (x) = dm kit L1+

a4 om Bam

de donda
e slilst Jum.p
l-ﬁ-u =

£} mEtodo pars resolver dlcka Indeterminacion { inclso ¥, b 3, Ingica -
que hay qus comnlderer el Ifmita saterior com «l pruductu da dox  Fowclones
tratardo ¢¢ 1legar m chtener una Indeterminmclén H ] —---,, pars podur aplfcar
1n ragls do L'Wpltal.

Aal puss, sfquiando dicho procuso retultd:

)
L[ts—1]
i xL {1+==]= 1tm ( £

K - . L M

Calculamdo ol Ifwite da l& dlcima exprasidn o obtlene;

1 »
L N 4]
Jin, SR
x

Aplicardo sharas la Regle de L'W0p(tal,

SV s v SR

N +m """'-' ]

1

] 1
PR 1+L

K a

1.(11

buicando #l 1Tmite resultsr

X - -t

t i 1
Tim T 1 . -

Oa anté mANETE,

Im L 4{x)=1Im JE !

Ld
X+ & 'l:-bl".‘

|-

, Comoal 1Tmlte que sm buica o1 Mm g b=}, finaimante quedar

iy Cx) =t rearlrtot e,

m

GT



Efempla, 17

Caleminr: 1w <~

I ] L N |
Saluc ldnt
K
Conglderande & tlm = comes
PN

M g {atm tom P {a@ i) jja o5, o

PR ] X - A

tomande Togar fomaos,

lim Lo fadmlim o LesO. =

K+ = E ]

Apllcando el witodo pars wlimfaar diche (ndetarmimsc(dn, sm tlene qued

L a -

jia 2o 1le =0s
1 -
X = — K= =
.(- )

Velllzands la regla da L'ilplca) v calculanda | Ifmlte 3o cbilena,

Im 22a |1a - e —— .1 .
Hem B A o W Nt m i-‘ =
AsT, puss, so Elana quat .
M L g £alt= Itm l—E-:r
A+ wm Hpow ¥
Flnalmente,
i

Mmaf « = Hm Fix )20 (i 2" 2oy
Ly = | g
E la, 18

i wan a

Hellar = 1lm_ &
Xap

el T
~—

Soluglbn: |

$1 1w 4 (n}e n.‘_f{ll-'!f.:}_ e M5 g

x -0 a +f P
Tomanda logarttmos: L o ® c zen s Lxolla Lx"" " = jin
+ +
as [ 9]

L ® -

i, Lg{xlm= 1m —= o2
we 0F =0 =
san x

Aplicando ls rugla da L'HBpical;

il 2
lm, Lg (a}r o=t s g, B E. D

-
a+ 0 av 0 -~ peEph Www) gpooam O

. L1 . B
Apl lcande nuevamence 1a regla)

- 1 $an A fen a r(0)
”"+L'[‘] ”-_'_:niu-u:en: 1T-0 -0
a0 1 =0
Lusgz tim _‘_t{ “ I= tim N

x +0 K +0

A X Lo

1M
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YII. 1 SUCESTQNES
Con el objete de introduclr el concepto de sucesidn anali
cemos =l alguiente caso.

Suplngase que un banco decide pagar w1 1001 de interés
anuel. Esto es, si alguien decide invertir un peso en dichs ban-
co, al cabo de& un sfic tendrf.

1+«1a2 pesos
51 el benco efectuara la coaposlcién de interds srmescral-

ments, al inversiopistae le iris mejor, pues &l cabo de medic afho -

tendrin

1
1'!

cantided sobre la cual se pagarfa el otro 501 de interés.

peias
Esto as,
durante ¢] segund semsastre ganaria
[l+%} {%} pasos
por lo que al final del afho tendria
{1+§J-{1+%§{}]-(1~%]:-2.25 pes0a
Ahora bilen, sl 1a composicifm de interés se efectda tres
veces al afio, wl peso de] inversionista se convertirh ol Final del
afic =n
1"
(1+x) = 2.37 pesos
y £i la composicidn se efectiia cuatre veces al afho, en:
El+%ﬂ‘- 2,44 pesos
En general, =i sz compone la inversidn n veces en un afie,
per cada pesd invertido se¢ obtendrd al firnal del afio

[l*%ﬂn peags

o2 '
v

El anfilisis anterlor pue¢de t&sumirse en la siguiente tabla

Nomero de composiciao Cantidad recuperable por cada
nes en un aho. pesc B] finalizar el afao.
1 v} =2
1.5
1 &
3 {14‘3} LJ 2.3?
] L ]
4 (1-3) = 2.44
n [1*%}n

Como 12 ve, hemas establecido upa fupcidn
f:N - R
deflnida por
1.7
F(n)=(}+2)
gue asocia 8 cade ndmero natural n (pdmaro de veces gque se coéppone
£l tnterfs en un afio} un nbmero Teal (T*%}n (¢antidad gue se recu-
pora anualmente].
A partlr de esta funcidn, podemos formar la colecciln de
términes
f(11, £{2), fI3), £04], oy £y, oo
O s5&A
1. R
2, 2.%%, .37, 1.44, - [1+i] N

a ls que llamaremds gucesidn infinita y que, on forma abreviads, de

nataremos COn

n
- %J 1

A



Definicifin,

ina sucesifin infinica ex una coleccidn ordenads de tSrmj-
mos -

£011, £(3), £(M), vy E(RD, o4
formada & partir 4o une fyncin f cuve dominlo &3 el conjunto de -

los nidmeros patursles.

A Ffn) ae 1= Ilame tErmino endsimg de Ja sucesidn,

En forma sbreviada, representaremos con (£(n)} 1 1s suce

sifin cuyo téreino enfsimo es f(n). '

Ejemplo ¥II, 1
Lus sigulentes son sucesinnes infinitas:

a) fn'l= 1, 4,8, 16, 25, ..., 0, .us

I 3 P11 -3
h] {E}'Ii '!'r ll Tr Er Tr “ovw Jr ==

e} (-1"n) =1, -2, 3, -4, ..., -1, L.

a (E0% a2, 44 L ot oo

ab;l;v;s; &u; il-d;f;n;ciﬁ; ;u-e;ciu;e-l;';?sibilidld de
que los té&rminos de la sucesidn sean ndFerus cunpl:josIl cong ep ol
emsoc 4] del ejeeplo anterior. Empero, en lo que.:igu; trebejare-
Moz con sucesiones de nimeros rerles, a mencs gque s$e indlque otra
cosa.

Yolvamcs shora al sjempls del ipterés bancarie. Como -
se pusde ver en luw tabla, a lEdlﬂl.qu sumenta el nd;era de compo-
siciones de interés en un afto, aumente la cantidad que 2] tnversic
niste recuperd. Sin sabargo, podemoy preguntarnos! ;Exista algu

ne cantidad mixims recuperable por cade peso ilnvertide sunque el -

ndmerv d¢ composicicnes por afic ses tun grande comp se gulerat
Fara responder a #ato, vesmos que spcedes con o] tétming

p .
[1*%J s medids que n sumenta:

L] 1 n
) a (e
1 1
2 2.2% \ )
3 A %
1T 2.6637
365 7.7146
A, 760 2.ne
525,600 21,7182 .

Vemas que [1+%Jn :rec; cads vaz miy lentamente [por slem
plo al cambiar n de #,760 a 525,600, s6lo cagbia la cunrtm cifra de
clmal}, 10 que nn; 111;; & pensar que hay un lisite pars el creci--
miento de [l+:—l)n+ Dicho 1fmite &4 el nidmaro irracional

e= Z.7IBZATAZRL ..

Entunc;s, 1; cantidad recuperable por cada peso invertido
nuncs serf mayor que "e” pesos, por grande que 3#a &l ndmero de com
posiciones ;é;:tuadll anualmente. .

Ly discusién anterior se resume e¢n 1a expresifin
1w (103 e | .S

n"



1~ .

¥ por #llo decimos que Lu

#], lo cual Teprosontumos medienta [ = « 0'ery

lin f{1+%]“1-=

* Limite de unm sucesidn,

ER] 4 ald" 401 6. v

. 1
sucasidn {[t*%} } tiene 1imite [£l nfmerp

n L

PR = gk

LI TTH] ‘ Pttt

En genersl, diremos que une sucesisn {f{n]} tiene limite

Wi FED - .
1, o medide que o crece, £{n) 3% scarcy a un cierte valor fijo L.
i v x b
Bato es: ¢ )
W 3L o+ =, entonces f{n) - L TR : -1

bl

En aste caio dtcl;ﬁl que la sucesidn {f(n)} es convergen

" ta {converge a L). .-

h

Lo o

Este concapto pusds expresnris formalments en ls siguian

y
i o E

ta R

N
¥

tDafinicidn.

Madia®, ¢

, Una sucasidn

lim

EE“]IL

{£f{n)} tiene limite L sil, para tade nimerd
£ >0, por pequefic que se¢a, sxiste un nlmero W tal que
J£(n)-L | <f pers todo n > M

Simbolizamos ssto mediance

H =1, .

Ejemplo ¥II.

i.

Demostrer que ls sucesidn

. i ', }. 1 1

r

« « tiwne liImice L=0.

I'..., Tt

Requarimos para ¢llo demostirer que slende £ > D axiste up

-

W il quw

el g

A

|‘E -0 <€ ¥nM

Como |% -ﬂl'l%l '% por ser o siempre pesitive, tenemos

de donde
:I'I)%
por tanto, ¥Exf sxistie un nimero H-% tal qus
1L -0l <« YoM,
quedando demortrado.

Mo todas las sucesidnes son Lohvergentes, Por ejemrplo,

la suceszlén’
1, 4, 9%, 16, 25, ..., nt, ...
no tiene limite ¥u que

1
1l n-= #ntaoces n += .,

Pars calcular el 1Imite de une sucesldn convergenta, pup-
den empleoarse ios teoremas bdsicas schre 1{mites que el estudiante

¥d conoce para el cazo de funciones, For ejemple, para calcular -

el lImite de lm sucesidn

by g
podenos procedst de la sigulants manéra!

lim nsl , tim 1ok S nes F 1s0 _ 1

n+e 3n pee ii:: ;3 - S

Como #jorciclo mdicionel demostrarempos, en base x 1g de-

finicibn, qus

is n+1 1

1
n+= “Io ¥



En efecto, coma

n+1 1 n+l=-pn

- - L} ‘ 1
Py - 31 P | vl =
s cumplird que

n+1

1
=5 -1l < ¢
s1l ¥y s6lo =i

1
Wt

es decir sl
1'I}lI
13
por lo que, YE»Q existe un nomero Hhét " tal gque

n+1

Iy - 3l < ¢

¥rieM._ .

Sucesiones munftonas.

&1 snalizamos 1A suceslép

(n-1300m 3, 1, 2, 8, 24, .., (n-9)E, L.,
veoos que cede término es mayor ¢ igual que =1 anterior, por lo que

dizemps que la sucesifn es creclents, Por el contrario, 3i en une

sucesifn cada t&rming es menor o lgual que el anterior, diremos gue

co. o
la sucesidn es decrecliente, como en el si ulente caso:

1 1, 1
3= 173

N PO B

Definicidn, _

Sea [f[n))unm sucesidn:
13- 51 fin+1)x fi(n}, YrcH, ln sucesién ey creciente.
2} 51 f(a+1)x E{n), ¥neN, Ia sucexifin &5 decreclente.

A una sucexién creciente o decreciente so le llame mond-

tona,

4

Elemple VII. 5.
2] La sucexlidn del problepa de interés bancario
2, 2.25, 2,37, 2.4, __.
25 Gna Sucesifn monftona creclente,
k) Ho siempre es posible definirt uma sucesidn medisnte una sols re

gla de correspondencis. For ajempla, la sucealdn

R
se prede formar a partir de las reglas:
fam= gy

Exata ms unm sucesidn mondtons decreclenta,

£(2n-1) » gioe ¥

€] La sucesibn

e @n=-p e b b

Fa

no es BRONSLONA ya Jué no e3 ereciente ¥ tampoca decreciente,

. r .

Pata 1a lu:asfdn

t‘lltlt!"'lj
- T | n

pod#mns condtrutir lu siguiente grifica

finld
mml - - - - - - = - = = — =
Hoo
[ ] . ,
.i
-‘. E'
— - o
1 3 3 4 5 & 7 ] n '
il
T



Y

‘- dunde pucds apreciarse clarsments gue tode TErming de ls sucesidn

+  #3 menor g igusl que 1, por lo que diremos gque 1 o3 une cota supe

rier-ds ll.succstﬁnl{%i;!ufet:n N . i
., 1
aliy ¢ Porlotra parce, como todo tfrming de la Sucesidn a3 ma-
-rur que cero, ¢ste nbearo o3 ups cotls inferior de {%}.a i

L ] - L

[pofintcign T Lr He _
] 4 rmaw whk g . ] '
1)* El ndmearo Tesl p'es una’cota superior de 1a sucesifn (F(n)} si:

Lhidam ru- f(n] ‘ F:111 vnen " LAR TN . o Toh
i}"El nfnero ‘real q u; una'Cata infertar de la sucesidn {£(n)) si:
L R -

=yr one ol

e q T vend?
ITH A pnetsicesidn se dlce acotada 3i tiene una cotm inferior ¥

ufts cota supsrier,

—araped

Da acuprdc'con wito la sucesidn i%}, quUt come vimos €% -

{  monftons, es wdemds acotads’

Teorema WIIYX J2e+= *nemau] #a =

Tode socesldn monftona scotade tiens limlte (os COnveTE=n

ta). P . .
Demostracidn, . y
_t*ﬂ.l"l‘l-. 1 Mo ®
Probsrsacs #l teoremm pars sucesionns mondtonss cre-
-t [ .oty - " . .
Cientes:
ny phogly o '

T Sma fffh}} una suEnliﬁn scotsds, ~ Como (£(n)} admite una
rte
cnti supirinr. pnr ol lliﬂll del supfemo tiéne una nininl Cots SUPe
rinr ¢ la qua lllllrlno: L. Si £*0, L-£ na puede ser una cota su-

.periar de {£(n)}; por tanto llg&n términe de 1s sucesisn es mayor -

qus L-E, 0 sen e * N
9 E{E}*L-C pars algs kel N LY
Como {f(R)} ex.crecienta:
o
. : (-
L

-y

f(n) z £(k}), Yok

¥, por {1):
f(n) » L-¢ ¥nrk N ¥ '
For otra parte, comd L e3 ung cata fuperigr e
£{n) £ L ¥oeK I &)
da (2) y (3) i
L-E « f{o} £ L ¥nrk
restando L
g < f(n)-L 5 @ ¥nsk

lo que im;liﬁl

[f(m)-L] < ¢ ¥n>k
¢on 1o gue hemos demestrade la existeoncls del 1fmiee, gue es p§=c£
samente 1m minimm cota supsrior L.

La demostracién e9 similar si {f(n)} ex decregiante.

Ejempla VI11. #
] Ya hemos ¥isto gque E%} e3 mendtona y Aecotada, por lo que segln
€l teorens anteérior tleno 1lfmite. Esto concuerds con lgo abte
nido en el wjempla ¥II.2, donde == damastrd'que

lim 1
FLvw H.u

b} Considersmas la sucesidn

:1_ =1, =1, i, =1 PR
F T oI [n+TT

Exta es una sucenldn monftona craciente ya que f(n+1)>f{n)

YrneN, como s¢ demuestra E continuacidn:



-1 -1
Iin*!i * [ln+|$
=L{n*1) » -Lin+1}

Lin+T) « Lin+*2) lo cunl es evldente,

Por otre parte, la Suceslén es gcoteda ya que
1] E% es una cote Inferier, pues por ser creciente
£{n) 21y ¥neN
2] Come L{n+1}) >0  ¥ncN, entoncas [T%%TT es siempre negatlivo y
cualquier nlmero posltivo es una cats superior de la sucesién
O
A pRE
En base & lo wntericr, del teorems VII. 1 sr concluye que

la sucesddn ctiene limite.

S¢ deja al estudlente la obtencifn de dicho limite.

VIT, 1 SERILES.

Uns forma interesante de introducir el concepto de serTie
nes la properciona la ;iguiente paradojs, debida sl Fildsafo grie-
go lenfn de Bles (#igle ¥ A.C,)1 bt

"Un cerredar ne puede alcanziar punce la meta porque Siem
pre ha de vecorrer i mitad de upa distancla antes de recarrer la
distnncia total. Es declr, cuando haya ?ecurridn lIa primern mitad,
tendrd que recorrer lu otrs mitad.  Cuando haya recorrido la mitad
de esta dltimp, le quadari todavis 1a cuartn parte; cuande hava Te-
corrido 1a mitad de esta cuarta plrt&, 1= quedari ln octava parte,

y asf lucesi;l:ente." 1

Annlicemos_:nn mis detmlle.eata situacifin:

5i suponemas que el correder ae desplars & velocidad cony
tante ¥ le 1leve t segundos recorrer 1a primers mitad del trayects,

el tismpo ep gue recorre la distancia tetsl serd

t t L t )
t :I+T-E+...*zn_‘ e “]

La ides de 1p paradaja es gue la sums de un ndwero infinj
to de tErminos, como (1), ne puede ser up nimero finito, por lo que
#1 corredor no podrfs slcanzar la meta en un tiempoe finito. Sin
embarga, sabemos que si'el correder se despleza n velocidad constan
te ¥ smplea t ,egundu;‘?n TecorTér la primers mitad, llegard 2 la
. N Podemca por ello suponer quu:L

meta en 2t segundos.

145---};45--...*2:—_:*.”-21: . @

con lo qﬁe hemos asignedo a la susa infinita (1), que 1lsmaremon 3z

rie, un valor finita 2t, esperando que 1a lgualdad (2) sea vilida -
{

"1 (.
\

(w—
-]



b

on algtin sapcida,2lud & {u | L R TR B

La axpresidn [1) pueé; TEPTEI¢ntariv como

- ' I r
_t -
13 2l Jpeag o ,551 PR .th . Ea!--nl [,
Dafinicidp: * "=~ v A v ' Yo

Una serie o3 la suma’'de un nOmero infinito de tErminos:

LI M N T T S

i n 3 n
‘ . Obsérvess que los términos o, a,, a,, ..., B, +.. cORB
tituyan une sucesién. I
b Ctre sjenplo de gerie lo tenemos al Interpretar la expre

. - - ! 1, f
| sifn decimal <ol pdmero racional } :

! ﬂ.JJJ A
.1y 3
cuyo significado’as = Mg,

' 3 . 3 3 3 ;
| —_— ks LI e T . (4]
. 10 1w 19 T
i por lo qua ,
. - 3 -I s ’ r 'I.
I == [{5)
: Aat 10° ¥

Mo sismpre #3 posible asigner a une perie un valor finits

+ cema 1o hicimes en (3) y (5). Por ejemplo, la seris

Tvd e @6+ ... 00 ¢ (i0ey, (B)
carece de un valor finlto como suma total. -+ | ) Ly
- A Ils.:eritl.[i} ¥,(4) s les llama cunvur:inft;,_:;untrls
f quc {61 se dice que a3 divtr;unta. P .

Antes de establecar una definicidn for-ll de conmvergencia

- L]

y dlrer:incil da ltrils. volvllﬂs al anklizis da ln puradaja de Ze-

i g2 !
_Eu_:u-itl.bﬂ | et ok N [
. , .
ute |
=t

A partir de La seris

. t . L, &t .
i~ A A AR T m

L

podemcs formar ls sucesldn de sumas parcisles

8,0 5,0 5,05, .0, 55, .o, .
dende

Sllt
t

S, =ty

eeede

- t t. t
S]'I. t*I‘*I --.“Fr

Yemos que &1 térming genetal Sn d¢ 18 sucesifin de jumas

*
parcinles, es la suma de¢ los n primerocs tSrminos de la zerie (11,

1r ep wl limite;

. L .la
p=1 2071 W o

para calcular apte 1imite observemos que

5, =t = [Z-1] ¢

S, rtefe -t

S, =tefsiez- P
¥, como puede demostrarse por induccidén matemftics, ¢1 término ge-
reral ds la sucesida de sumas percisles ex:

SRS A SEURE- ERcE

L

1.

2n-!

per lo gque:



lim S - lim (- |

n+- n nem }t - It

e
Con estp vemos que [a expresidn {i]

t t t t
£+ I * T * F L EETT + ... = M

e5 vAlida 5§ interpretamcs la suma del nimero Inflnlto de términos,

t t L 14
t+y + T'7 * + ;ETT + .

come &l limite de 1m sucesidn

i L 14
{t + THT vee 2“_‘}
Definicidn.
Sen
Byemgeaysoien s,

uns serje, y sea {5 } una sucesifn (llamada de sumas parciales} tal
.que

T L SRR A

51 walste un nfmero rerl S tal que:

lim

“-I:-

Sn « g
se dice que 14 serle £& convergente ¥ tieme suma 5, €n cuyo casD ¢

escribe

Una serie po convergente se dice que e% divergente.

N6tese que ia “suma” de upa serle convergente es el limite
de una sucesifin de sumas pwrclates ¥ no se puede obtener mediante -
uns sums ordinaria de términes, pueste que £5tos zom up Rimero infi-

nito. !

Pars las series convergentes, =1 slabalo

se utilliza para indlcar tanto la serie como su suma, € pesar de ser
dos conceptos diatintos [la suma repredenta un pfmetra y por tento -

no puede ser convergente'ni divergente].

Ejemple ¥II. 5.
a] Para =1 caso de la serie (4): .
3 3! 3

s 3. + PR
1w 10 180 10"

£¢ tiene qua

3 3 b 1 1
L= s * * * - []._]
T T TTE IT
(Demufatrelo)
Como
lim o lim 1 P B
N+ Sn T (1 lohl bt

. 1
lz serie COnVerge ¥ Su suma €3 y !

S .1
nsp 107 3

b)Y Para £1 cnsb de la serie (6):
1e449¢,, ,+on'+.) .,
el término general de la sucesifn de sumas parcitles es

sn-1v1+9+...-n‘- E [2n‘+3nfl}

{Denu!:trelo]l
En este caso, ¢1 1fmite de {5} no existe, ys que & We-

En ocasioney eg

dida que n crece, % (In?+3n+1) tiends a infinite,
[

o~
|



.-

v

—_—

to se simbolizs mediante

lim

- o * E [2n'*3n-l}:J- .

En cansecuencim, la seris (&) es divergente.

- ""-""."'"" ........... . o+

LT

Ea los casas anteriores, hemos obrenido une expresién sim
plificeda pars 1a sums de 1oy primercs n términes de la serie, que

permite calcular con facilided 81 1fmite. Sin embargo, asto no es

slexpre posible. De becho, en la mayorfa de los caizos no exlste
& £y s ah can cTae

una exprosldn sipplificade de Sn, for 1o que estudlarenus otroy oé-
it .hru1 i ; i = .

todoy para determinar la :nn;ergtncil o divergencia de uns serie,

Condicifn necesarin para la convergencias de una serie.
Ohsmrvamos que =n lag series Convergemtds

t+-§-+{-ii-4-_..ft

P m
y
N E N T {4)
1w ' ' 1ot 10

a] término genersl tlonde s cero, 3 medids que n crece; es decir:

lim ¢t ' 1y 3
= 0 ¥ e — ]
Re+w  HR” == 1"

Este hecho 3e presenta siempra que une seris es convergen

1e.
Tearams VII. 2 -
Si 1m searie E %, €3 comvergente, entances
n=1
_ lim -
-, ne= "o o

Demcstracidn.

M

=

=

p '

9

a_ una serle convergente ¥ sex {Sn} la sucesidn

S5ea [
n~l

de jumas parciales.

Como la serle es convergenie

1im 5 = lim (s, *a,+..

. bvm S " opem (Btdt.ta} vl {(n

¥ tambidn

iim . lim o s R
g sn-; pem (R R s em

=L (2}
restanda (2] dw [1)

lim
Th-m

lim

fva ) =20

Ell*ll+...'ln] - (h re +. .40

fi-1
por las propiedades de los Limjres

Iim
[t gl

17 =0

E[Il+.l+"". ) - n=1

a =a ...+
n [I ] a

For tenta

lim -
o Pn " 0

Bate taoTema establece unm condiclién necesaria pars la -
Sin ewbarge, dicha condicién no es 1

ficients: en otras palabrax, el hecho de qus lim aA_=0

convergencia de unm serie.
L] .

s "n na jmplica -

que la serie sem CONVETZARta.

ﬂ: verdaders utilidad del tecrema VII, 2 es que permite

establecer el siguiente:

Corolarieo (pruebas de divergenctia)
lim .
S W ¥ 0, entonces ls serie L 4, s divergente.

n=1

Bjempla VII. 6.

‘ 1 re

l! Para la serie nEl %%T o tiene qua

1im 1w In .
me "n T opre HeT 240



por lo que 1n gerie es divergente,

-
B) Farm la s=rie I % #x clarc que
n=1

im 1
Rem W e
En #3te caso #)] teorema YII. 2 no nos permite decldir si

la serie converge o diverge.
|
c] En el cuzo de la serie [ —, cOmQ

1im 1
— w {}
n=w I'II

s¢ tiene un cazo anllage al b).

, llammde serje

B

Postericrmente demgstraremos que T
n=1

-
arpfinica, es divergente; mientras que la seris g lt &3 CONVErgen
n=1 n

te.

FPropledades de Jgs series,

Lus series tienen ciertss propiedades que vale la péne -
nencionar antes de estudiar diferentes criterios que nos facllicen
el trabajo de estublecer el cerdcter de :nnvergen;l: o divergencis
de ung serie; .

1) El catlcter de convergencla o divergencia de una serie no cam-
bis sf todos sus términos se multipllcan por uns constants d4i-
ferente de ceran.,

1} E1 carficter Je convergencia o divergencia de ups serie N0 cam-

bie 33 5= agregm o suprime un nlmero finito de términos.

3) El carféter de copvergencia o divergencia de una serle de tér-

minas POSITIVOS no cambis 3l fup térmipos se& agrupan de cual-

: 10

quler manera.

4) sl Et a vy 11 b, san dos series CONVERGENTES, entonces la sw
n= n= =
rie 51 [ﬂln+ﬂb“] es teablén convergente Yo, bt R ¥ su sums estd
'n-
dada por
E foa +*Bb_)wc L a +«E L b .
n=1 non , n=l N o B
5& deja al estydilnte la demostraclén de lus propicdades
17 & 3. Pira upa dempstracidn de la Fropledad 4) puede consultar

s8 la refarencia 1 plg. 411,

£0



¥I11. 3  _RITERIDS DE {ONVERGENCIA.

Fodemos demostrar que la serie armfinica

1 i 1
]4}_prii+r__i

»

=1

ey divergente, agrupando sus téralnos ¢n la siguiente forma:

[I]4-(.}}0[é.+-}}s[£.+%.¢}+%-}+{a-111.-ﬂ-o___ih.}‘;“_r (11
Observemss que ¢ada wnd de loas términes epfte pAarTéntesis

de esta serie, o8 mayor o iguwl que los de la seris# divergente:

,..1,.‘!.'1._.. (F4]
Y& qQque
1 ¢ 1
1.1
17
1.1 LI
T’ "1
LR T O TP TR |
TETEIETTETT
LI R S S L DO . H N H NP NP N EPO S

10 11 12 1% 14 15 1% 16 16 & 14 16 16 16 16 I

En consecuencla, la sues de los cfrmings de [1] serd mayor

que 1a suma de¢ los tfrmines de (I). GComo la suma de 1o téTmines

dn (2} tiende 3 infinito cuande n== [por s¢r &sta serie divergente),

eptonces, !s suma de los tfpoine:s de (1) tapbién tiends » inflnite,
par 1o que la serie wrmdnica es divergenta,
F] métedo aqul emapleada, conecldo comg Criterio de coapa-

racién, puede farmalizarse comd slpuw;

B
Y ;

T

Criterio Jde comparacidn.

n=1
a EC s ¥neN, entonces

¥o cardcter quErERGS CONOCET

ne]

Sea t L und serie términoy pasicivas {-nau, YneN} cu

1) §i I ¢, 5 uns sarie CONVERGENTE de términoy posltives y -

a, es CONYERGENTE.

11} &1 I d es uns serie DIVERGENTE de térainos pasltives y -

i =1
a.3d., ¥neN, entonces [ &  en DIVERGENTE.
n=1
Pemostracifn,

1) Sea; § =a sa +,,.8

el términc general de la sucesidn de sumas parciales de

L1E

Ademfs, por ser

{En} al fque llamaremas L;

lim -
N

En consecusncia

lim c 1
e Sp £ &

¥REN, entonces:

I

n=l

p Cenvergente, exiate al limite dao




-

- -
Por otra parte, comd ET a_ &3 una serie de términos posi
n-
tivos
Sn L

Por tento existe un nlzero resl § entre cero ¥y L tal aue

lia

n+=

5, =5

por 1o que la serie I 2
a=1

n &% CORveTgeEntie.

11) "Sea [ d
ey "

ufia serie divargente

¥ seid a, xd

p 2 9%m YoeM.

51 suponemns que E R

¢5 unA serie comvergente, por la
n=l *

n

parte I} del criteric de comparscifin se tiene gque

-
B 2 dn ¥neN =% [ d_ w5 convergenate, lo cual contradl

n pel T
e la hipbtesls.
-k
Per la tanta, la serle E a_es divergente.
nai N

Es ¢larn gque, para poder utilizar este criterio ae reguie
Te Comparat con series de carlicter conocida,  Entre lax series que
sis se enplesn pwra comparer estin las series gromfiricas ¥ las se-
ries "p", que trataremos a coRtinuacidn,

Errie peométrica.

Una seriz geomftrica =% de la forsme

- = J * uq L] aq=+ - * lqn_l *

- Yemos que cado tfrmino es igunl al enterlor multi

plicade per un factor fljo q 1lamado razdn. La convergencis o 41
Vergencia de #3te tipo de sevies dependes del valor de la ra2én g,
CURG Versaos.

La sues de loxz n prllbrﬂs téralnos de la serie e3:

-1
5. -8 wq*aqrh.ﬂ ag" 1

Multiplicando eata expresidn por q:

L]
q5, " ag + ag’ v mg ...t aq” (2)

Restande (2) d= (1):

n
S, (1-q) = a - aq

de donde

por lo que:
n
1im . lim a1l
L] Sn TH _L1-J;_l
Este :fmite depende del walor de o ¥ 3¢ pueden destacar -

tres casns:

1) Si [q<!, entonces: lim q'=0, por lo que:

N+=

lim g o

y £n consecuencla la s&#rie g3 ConveTEERTé ¥ 3U SUNA £3:
-1
r n a
ne=1

n .
BY 51 Ju| #1, entonces: cuands nw, qn*- 4 q == por 1o que:

lim
n-+m 5'I'I

no existc y, en consecuencia, la serie es divergente, ¢

g=-1.

¢} 5i ]q|=!, entonces gq=1 &

bG

{2



Fera q=1:

LD - n-i

P} L &G =32 *a*& >+,
n=1

¥ la 2erie es divergente.

Para q=-1:
L .qn-l_ a-a*“®-a-*,..

y la verie es tambifn divergente.

{femuéstrela)

Reasumienda:
i La serie geomEtrice :ngl 1qn'1 canverge i ¥ stlo »i
ill'llﬂ

Ciempla ¥II. T.

a] Fara determinar el carfcter de la serie

T L] - 1 - - - -+
EARCErvre S S L A ()
podemos emplear la serie peométrica
- n-1
I 4 {ig P } . ; . I; . e )
n=1
cuys reidn 25 q = }. por lo que #3 Convergente.

Conparsnde estas dos series vemos que

§ oo
4 i

T “3

4 L]

T CF

¥ &N penerals . 5
:I.n"'ll ‘In.-.'l-

A
-

L‘l.

-

Empleands el criterio de compeTacidn, se concluye que la
serl® (1) es canvergente.

b] Para determiner el cardcter de la serie

Se+n
I Y/ (1
net 3"

vepEOo3 5i las zeries

5
nfi ;H )
¥
¥ n
“f] ;ﬁ (3

zon CONYVETYRentes.

Para anallzar la serie (1), utilicemos la serle geom#tri

ra Convergente:

- I}n-l
E I
n=i 3

Por las propisdades de las Series convergentes:

- ! n-1 3 L] ; 1 n-l 3 - c
E 1 - I S{yilg) - I =
n=1 (I 5- n-1 I I r =1 In

de aguf que la serie [I] o5 convergente. {propledad 1) de las series],
Para ls serie {3}, utilicemos la serie geométrica conver

gente

= P gy % 0
I (x] - 1 (3]
amt o %
Cumo €sta serle es CONVETQEenta, ENtOnCes
- 7 n )
I (y) (4 i

n=1 -

tapbifn es convergente.



Comparande {3} con (4):

n
_% < {§J ¥reN (Demulstrole)
3
" Por =1 criterio de cooparaclén, la serie (1) tambifpn es
convergente,
Coma I Eﬁ y I Eﬁ son s=vles convergentes, ls s=srie
n=1 3 n=1 13
T s - h - i*n
—_—t P — = T
a=1 37 pey A" ner 3P

es convergente {propliedad 4)7.

»

Serie  F.

Una serir p &3 de 1z forme

L ]
1:1_1111_111_-#‘_4-_"4-1‘_4.__
ne1 nt bL L nP

La corvergencin ¢ divergencis de este tipo de serien de-

pendes de]l valor de p, Podemos convlderar tres casos:

a) 51 p»1, agrupemos los tErminos como slgue:

1 1 1 1 1 1
# [ ¥ ] ¥ — —  — —_) 0 .. 1
! ﬁzp ‘_'.p] (41’ * F P * ?p] {13

L]
¥ consideremos la serle

» L E
1T

-

1

que o5 una serie geomEtrica con awl ¥ g4 = EF a 5T Coma p*1,
2z 2

n #x 0 Ri®mcTo positivo meror que 1 ¥ la serle &3 convergente, Los

términos d# rite seric pueden ser escritos en 1a forme

1;(1_11_11[.1—4

i Ll 2
- "y T P Yol {23

B

S
okl

i4

Vemos ques, cada uno de 1ot términos #ntes paréntesla de

Lo serie 1] e3 menor o igual que su correspondiente de la serie

‘convergente (1), por lo que, del ¢riterio de comparacién se sigus

que [} e% convergente.

B} 3§ p=1, la setie p &2 le serle armdnica ¥, como vimon, es di-
vergente,

€] 5! p<1, cada términc de la serie p #s mayor © lgual que su co
rrespondiente de 1 serie armdnica, y por el criterio de cen-
pavacifin la serie p es tivergente.

Resumiendo:

La serie p: I LI canverge sl y 3dlo si p21,
n=1 n?

Ejempla ¥IL, &,

1 :
al Lwm serie nfl ;T del ejemplo ¥11. 6 £y una serie p, con p=2, ¥

poT tanto converpente,

- 1 1 1
La serle & = =1 2 74 7= & +n-
e n I 73

&% una serie p divergente [p= 1/2).

bl Analicemos el casn de la serie
TSRRERE B T T

comparidndela con 1a serie convergente
L

1 1 T 1 1
£ —_—- ] 4 * . + L. {21
n=1 nt T 718" 1% ¢

o



bservamos que

:;; 1 = 1
1 = 1

¥ I

1 1

b Tty
1 1

b SRl T

1 1

e T

¥ se pusde demostrar poer induccldn matemitica que:

L

1 r
n n

e dice por esto que la serle (2] “domina™ a 1a serie (1}

YneN ¥ ned

1 partir de ned, ¥Yole la pena €ntonces ghservar que:

Brata con que laz desigualdades

de! criterio de comparacibn 5e cumplan a partir de un cierto valer
de n, parw que dicho criterio siga siendo aplicable (ya que podemos
supriair un nlmero finito de términos en las series €ip altarar zu

cardcter de convergencla o divergencla).

-
Par elle, podemns concluir que [ %T €% LRA sErise Con
ne1 ' -

vergente,
Gtra forma de demastrarlo o1 le siguiente:
Multiplicande por 3 la sarie (1}, obienemas 1a serie con

vergente!

FE TR R P N 8

n=1l n

Comparandao shora 1as series {1) ¥ (3}, vemas gue:

}
ki)

E.s

s
:1m Eqm wf LA sl LA

¥, come se puede demostrar por induciifn matemdtlica:

.2
F]
n! n

' ¥nthk

Podemos entonces conclulr, basades en #) criterio de com

paracidn tel c¢omp se¢ enuncid originalmente, que la serie E %T
n=1 )

ea Convergente,

En ocasiones, el ¢riteric d& comparacifn es de diffcil
aplicacifn prictica (dicha dificultad estriba en encontrar la serie
Por esto, introduciremos otre cri-

gque servirl de comparsciénl.

terio copocido come criteria del coclente o de d'Alembert,

—y

Criteric de d'Alembert,

Sea L a
n=1i n
1 i
Calculemos: nif -gil
n

una serie de térmings positivos.

1y 51 Lel, 1a serie ¢ Convergente.

' a
11} &i L*1 & -%11 «= cugndo o=, 1la serie ¢35 divergente,

n
II1Y &%i L=1, el criterico no decide.




- —

Demostracifn. _
1) 5i L«t, #lijemos un niimero renl g trl que
Leg<l. (1)

De acuzrds con 1a definicifn de 1fmite, existe un med -

1

tel que; .

nti

< q ¥nrm,

por lo gque

De donde:

a < 'ﬂ q
.| £ l". q « .ﬂ q‘

[ ] 1
Boay ¢ Boay U« 85,07 < By q

En consecyencie, & partir del término Boays los t&rminos

-
de la serle: L a
n=1 "
de la serie geomEtyicna.

500 Meperes qua los correspondientes téeminos

a0 %A g+ a g’ ... (2}

Como i s, €3 une serie de t€rminow positivos, LIO ¥
n=1

de (1): p<gel, ¥ 1a serie (2} es convergents.

o
o™

For el criterio de comparscldn, g .

[ | :nnvurgente.
nel '

2
11) 5t L»1 & —E:L += cuando n==, existe un meN tal que

hi
[}
=L 1,  ¥nxm,
n
es declr:
Moy s B ¥nem.

Es clarpg entonces que a P tiende. a coro cuando n**, por

1o qua la serie [ a es divergente.
nai

IITY 51 aplicamos £)] criterio a la seris p tenemos:
1

1im *ney _ lim @P_m(n L
[ ] - | ) n+|]
i P

n

para cualquier valor de p.
Pere ya heacs Jensstrado que cfuande p»1 la serie €3 con-
vergente ¥y cuando pel divergente, quedands comprobads que L pueds
1er fgual & une lanto para series Canvergentes como parck dlvergen-

tes, por lo que en este raso el criterio no decide.

Ejempla ¥[1. 9,

.
a2l Aplleandn el criterio de d'Alembert a 1a serie § Fl 1e ob-
n=1
tiene:
n 1
L-.._Ef_")'_!. n: . _ ot 1
i [nev]" ni{n+1] n+l
=
n! .
por tamtal L

RS,



sim tasr im0

nem T " pew a3T "0

y 18 serie o5 convergente,

b) Parz 1la 3erie E b, .

a n*l . n
ntl _ [nel] —" B!, (e Pinetiny | “‘%]
n n. (n+1jn"
por lo que
: a ; n
Iim “h=1 _ lim [I*l} -
Flote i A n+w n
n

¥ la serie es divergente.

ci Con ayuda del criteric de d'Alembert, resulta sencillec demos-

Irar la convergencia de 1ls serie

v
>

L]

- .
=1 3

=

del eajemplo VII. T,

En efecio:
a : n
n*l _ 5+(n+1] 3 1 n+h
L —!:[.—r T I SR 4
¥
lim | a+h 1

n+= ¥ 078 T
poT 1o que la S#Tie converge.

Scries glternades.

Los criterips de comparacion y de d'Alembert ne son apli

cables & series tales como

+]
E o(-1n" I TR IR I
Al 3 l-v*g-"mw" - -
»
S S K (N A
- F "loTrroqtoee

que 1lamaremos series de signos alternados 4, Simpplemente, series

alternaday.
En general, una Serie alternads o3 de la forma:

t (-11" a
n=1

- L] -
n - &, I* l‘ -.."’.-1--

donde a_ >, ¥neM.

Ixiste un criterio.que establecr una condleldp suficien-
t¢ para Ja convergencia de este tipo de series, ilamado :riter@n -

de Leibniz,

Criterio de lLeibniz. T_j
Lo sorie alternada
- 1
"SI CI0 LA SRURFREPIET YO
n=l
donde a > 0 ¥neN, &% convergente 51
LI T ¥neN y ;12 - ﬂ.l
Demagstracibn

Sea !a serie alternada:

i
n«l

I_'-I]n+1 L TR TR TR TR S

51 n es un pémero per, €l términe general de la sucesidn
dr sumas parclales:

- - L) L -
e N LT TR ERL " S

puede agruperse en la siguiente forma:



Sn- {l.-11]0{11-1‘}+,,_+[.n‘l.ln]

Comg 1 » 1 y 103 t&€rminos entre paréntesls snﬁ todox

: n n=*y
positivas y la sucesidn {5 ) es creciente.

For otra parte, al agrupemos 5 en 1 foraa:

n

5, v 4, flz*!,]'[I"ll}-,..'{ln_l*lﬂ_ll'ln

Paor #1 mismo raconamlentn vemss que Sn L la sucesidin ex aca-

tada.

Como {Sn} es monfitona y acotada, tiene limlte, !lpmd-
aosle L:

I

“+: Sn - L {3t #t es par).

Kos resta demostrar que tozandeo un afimere impar de tédrmi

nos, ¢ 1imlte de 1o sucesidn de sumas parciales es tumbiép L,

En efecto!
Sn_l' Sn * e, [5i n =5 par)
¥ -
lim lim lim
N-+= s:I'HI *New i = Tnes
. . lim
Por hipétesls: "o e, " o,
por lo que
lim
e B“‘: =L+ 0L
Hemos degostrado que la sucesifn de sumas parciales de
- -
1a serie I (-1)""! n, tiena limite, por lo que dichn serie es
ns1
CONVergente.

Eiemplo ¥II. 34
a] Mediante el criterio de Lelbniz se puede demostrar que 2a xe-
rie

as 1 1 1 1

U A A

EE Converpgente, YA que!
oot ha kel
1

o blen: 1. X ¥neN
nt (n+1)

por 1o que: a, > In.l ¥ntN
¥ ] lim . lim 1

T1 i .n n =4 n* u
B] Parwm la serle

- n+i ! ] 1 1

LNt gslorrtyogpt -
ae tlene que

1 1 Yok

T Y*ET
¥ coma;

1im 1.

T H. o

poer #1 criterio de Leibniz la serie es convergente.

En el ejemplu anterior §e demastrd gue ta aerle

I ney ) 1 1 .
R PR 08 PSR

v

&L convergente. 5in ewbargo, ls serie gue se pbtlens resmpipzan-

do cads tfrmino por su valer abaolute

Yy

0ng



army

es divergente {serie arménica).

S5¢ dice por ello que :1 -1"" % 3 unag serle condi-

cionalmente convergente.

For otra parte, tante la serie alternads

+ ]

como la que se gbtiene resmplezends cada términc per su valor absg

lutg:
-
1 1 ' 1
I S-trxtgtt oo
n=t n
- n"l 1
son 3eries convergentes, pof lo que se dice que :1 (-1 —
ne n

&5 una serie absplutaments CONveTgente.
Estos conceptos no A8lo sen aplicables w aeries mlterna-

das, sine tambidn o series J° signos cualesguiers. En lo que si-

gus, cuando hablemps de 1a serle HE] L, 3 entenderd que u, pues
-
de tener fualguler signo, y Tepresentaremos madiante qE1 |'n| a

la serie que se forme reepplazando los términos de 11 .
=

poT SUS

respectives valores absolutod.,

Teorema VIT. R,

-
1 1 1a serie I |nn1 &5 convergeate, entonces la serle
= r=]

T a tamhifn ex convergente.
n=l B
Demostracidn.

Sean Sﬁ- A At tagy
wnef

&

L

19

y I lalela il elagl
Entonces:
5.t * ['n‘lnllj'[‘:+1“:|}""*{’n‘|‘n|}
De aqul que, comd 'n'l'nlfﬂ' ¥neX, le sucesidsn [sn.zn}

£5 monftona creclente y tiepe 0t inferlor {cualquier nimero nega-
tival.

Por otra parte, coRd Inillﬂl implica que In'llnlf Illni.
podempa escribir

Sn-Zn 2 2||I|-2|ll|*...'211n|.

-
¥ Comg :I I'n! &% convergehte, la sucezldn {snoln} tiene une cola
N+

sugerior [1 I |a“|].
n=1

En consecuencia 1m sucesién {5 «I ) e3 mondtgha y acate-

da, por lo que existe el 1imite:

lim .
n+= (Sn ln]

]
Ademis, por hipdtesls, I |w ! es convergente y exlste el
n=1

1fmite

lim

LR zn
De agu! gque, por propisdades de los limites
lim

lim ;. lim v
R (Sﬁ;ﬂ - in tsn:nz

nam oo } . lim 5

n T} I

también existe, lo gue demuestra gue L a B3 COTMVEYgente.

n=1 n

-



Ejempla VIT. 1. - '

Fodemos determjnar «]1 coardcter de 1a serie

L1 L) R P 0,15 - 0.79 « 0.08 « Q.03 .,
n«1 n/M

(donde n extf en radianes), analizando lp sevie de valoTes absolu-
tos;

i

n=1

ﬂﬂl‘

Dado que Jcasin}] £ 1., ¥neMN, &5 claro que

Egilﬂl s 1 ' ?HEH {]]
ndh

Coma

to L. 577

n=1 n/n "1 n J

as una Sprie p, con p = X/2, cohverge.
De la expresidn (1), por el criterlo de comprracién cop-

clufmos que

20

- 11
pente Convergente, nl igual que la serie (-1 o

n=1 n
pnefinicidn.
- - -
Una serle conyergente L a_ para 1n cual I1 Ian
n=1 ne

diverge, ae 1lama condicionslmente <ORVergente.

] -
I 52%521 ms COTiyeTgente, y, por &)1 Lteoreéma YII. 3
n=1 n+n
-
1a serle [ ces(n) es tambifn convergente,
n=1 nsm
Defintcidn,

Una serie I s e 1lpma absglutamente conveérgenie %i
n=1 .

la serie I

Ilnl COTVETRE .
n+1

Obsérvese que, segtn £l teorema YIT. 3, toda serie abso-

lutaments EOnvVeTgREnte es ConYErgenta.

-
La s=rie I cos(n} , del ejemple mnterlor, s absolura
=l M

Son ejemplos de series condicionslmente convergentes la

. ney 1 . O PO |
-1 = ¥8 estudiada, 1p seric T (-1) —,
serim nfi -1 n Y ¥ i 1 el
come el estudiante puede comprobar.
;o 1 -
m 1.-'-&
0o -
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IWTESRAL GEFINIOA E INTECRAL INGEF INIDA.

_ORJETINOR. Ca. ot

CRJETIVD GINERAL:

E} alumne comprenderd 103 fundamcnios dul eficulo Intuyre] de funclo

ray G und 12l warlable Independience.

Al
¥,
LI 8
LI
+ &,
5.
LI
1.
» B,
-1
LI -2

tarmingr axtm capftulo, el sluwoo serk capax dai

Definkr particldn da un intarvala.
Deflnlr nprma de unk earticlén.
Determinar una funclin ascalonada que apronlme Ton vialores de Pl
func(én cont Inea &0 un Intervalo dado.
Dada wng fyncldn cicilonada en un Interyata, colguler &l valor -
de la Sung de Blemann.
falewtar ¢) dres tala 1z curva, osplesnda sarfer Sxl glpa:

fm Ial Ia
Explicar ¢l concepro de Integral Deflaiga, redlanty 1y sums d¢ -
flemann, de dna funcidn rontinue de una variable Fndependiante,
Eaplicar 133 condiclores que-hacen una funcldn Integrable en un=-

Interveba,

Expllcar, modlante vna flgura, I Interpretacidn geomder]ca de - )

la Integral Beflnlda da wea funclén contlnoa.

Erplicar tras o mds aplicaclones diferenies dn la Integral Defi
nlds.

Espllcor cadn wna de Ina propledades bisicss de I Ingagral Cef]

nlds.

{1, Damontrar ol Taoress det Yalor sedn dul Chicylo mtegral.

13.

T,

1.

Expllcar, con un dlagrpmn, 'a repryspntacién onl Tearwme dal Ya-
lar medlo.

Parg una Purclén darfyable ¥ contlaue dentre de un Intervalo, de
mosirar al Teorama fundarental dul Chlculo Intagral.

Dades unas fonclores 1 { u ], F, (ul. FI el ... £ {al
digcingulr cudles da lad FF {a}, (r=1,3, .. .,n) 800 an
tldgrivacar 38 € ),

. [Incontrar el valor ge vna Integral (ndufinlda por medlz del Teo-

resa Fundarentsl del Citculo 1ategral.

Dady una funciBh Integrable en wn Intervale, caloular, visnde 1o
Meply o Barrow, 21 valor de su Intggral dufinlds en wie Interve
Ia.

OBJETEVRS ESEMCIALES,



INQICE.

EF = & Wi F ha R

1

IKTIEALL BEFIMIDA
3

INTEGRAL IWDEFIHIDA

tNTEH.'-'lU.‘I_ PAATICION, WmORMA,

tura pr ATERERH, .

INTECARL QrF DelDh, FUWCIOW Ill-'I{J;l..I-'II_E_
INTENPALTACIGM GEOMETRICA BE LA IWTLGRAL DEFIMIPA,
FAOFIEDADES ©F LA IWIFGRAL DCFIMIDA,

TEDMEMA DEL VALOR MEDID PEL CALCULD INTEGRAL,
INTEGRAL DEFINIDA COx LIAITE SUPERICR VaN|AMLE
TEGRERA FUNGAMENTAL DEL LALCULD FNTELRAL,

RELACION ENTRE LA INTEGARCLON ¥ LA DEMIVALIEN
OL UkA FUKCICN CONTIMUA, IWTEGRAL DEFIMIDA

REGLA DE JARADV,

IKTEGRAL DEFINIDA [ IMTEGRAL IKCEFENIDK.

¥,1 [INTERVALD, PARTIC|OM, HOMMA.

Inlcinrumes Auwitro estudlo det Cllecule Integral plantalndoscs &l s1=-=
guients problems: Ratermings g} deaa comprandlds entra 1a cucvas deds por la
funcitn f1 [a, ylne A, y=f {wl} ,Tagrecras s wya=sh, vyol ejon
{ drea Sajo la curva ).

Lréficammnty by representw ¢ ba dlguleats manara:

'

yerind

i

']}

L

Fara ls formalaclén preciss de wiTe problecs v pars du 18luclih o naca
sarlo recordar v dafinlr algurod CONLEREDS aucllfares,

52 1lema Intervalo carrado » aqual cenjunte{x |k chy 8% xX B} } ap
te Intervalo pusds dividiree en 0 subintervelos cuyes puntos fronters m;, X

Ay Ag ven B g X, escdn sujates n la wigulante condfcldng .

quni:l,l{ni{ !3{"""!!'1‘ un.-b

I i



*Ast, por w]wempla, &) Intarvale ['I,, }.5] 1m pugda dividir arbltrariamen
14 en Cyatro tullntervalos de la algulonts renera:

arzsi TR AR 1}1 u;! h;l;SJ

"Flours ¥, 3
¥ ia cumpla qua:

1T¢1.5«3+<31 <35

fn generat sl sg TEPTALEnLEn los subinlervelos sobra la recta nimer]--

s & a]le 3, queda:

Mt o i, ¥, REL—_V____‘I L Apel Xpt b
wubinleryall
Figura v.3

& log n aubintervaloy 4T forvador ve Tes definlrd ¢omo 1o particitn P«
del Interwalo [a, BT &1 publatervaleo TEsimc semloblerts serf : [ =

t

for lo tanto dafinlremos comn norma de una parklclén P, 5y 3¢ FHRFESENER
ri par foa s loogliud del sublntaryafe mes gronde de los sublniervalos cerra
doy [ TR :]

Con las bases anteriores ya egtemos [Tabas para dafinir una Fyncldn en-
calprads 5 (= ) de 12 siqulenie manura: .

Una funcifn 5 [ % ) ceyn domlnla ex wl Intarvalo :Irrldﬂl:l. hi s 115-
ma wicalonada 51 exisce una partieldn F para ta cual 5 ( » ) permangce LONSLAN

ta &0 Cades wro de Tos n subintervelos zemfablertos de P,
Elempla ¥, T

Wn erplesde peatal tlene 1o glguliente cabla pars 2l cobro o¢ klmbres pos

o

¥
oot Qs
talan; repragante & |4 funclln grificamynta, : E
' [l
i 1
Saluglén: Vo
sm— 200 ! :
Faso {gr. ) Timhres [ 5} E E
[0.20 ) 0.10 : :
[z0,50 ) e.50 1ad P
[s2,100 ) .08 S0 ,-._.-3 Py
[feo.12¢ ] 3.00 D 20t anni i P
20 50 K00 &
Flours ¥, h

La funclSn repreyoncsds wn una FunclBn sacalonade puen cumple con 1a de
Flafelfn ya gque:

€1 Intervala [ 0,120 T se divl278 en cuatre seblacarvelos | 0,281, =--
EM.SU 1. L 5,100 ), L 100,128 ] correspondlends an cods cavo los valares
conatentas 0,20, ©.5%0, 1.0 v 3, 0.rccpactiverente,

Los anterfores concaplon nos van & servlr pare detarminer una funelén ==
sicalonads que 2prowime Jox valores ¢e une Tuncldn continus &n gn Iatervalo =

dado, como s cxpllen n continuaglén,

51 suporemos que E‘ reprasents cualqulier punto dal Jatarvalo cerrado +-
[~ 11" xl T} #n cade subintervale del Intervalo corrado [a, b)) , po--
dresgsy encontrar vn valer £ vy & cade £ 1e corcevpandard un walor de Do fen-
cldn y = F { n)] I s = F lr ) de tal forms gue en 1o Furcidn continue-
y o F { w], criginalmente plantvada, la poderos répresentur sprosimadasents
et la Funclén eacalonsdy F | F‘I I. como se obssred &n la Flgura ¥.5,

Con eare precesn podremon fesolvar en forms apreximeda el problems pluan-
teado or|gfralmente, que erg encontrer el Erea bao 1o curve de 1 flgurs ¥.1
¢ la figura ¥.5.a: 5T en 1w I;gar caleulanny el fres da Ia Flgura ¥_5.b, sm--
by tenderdn a ser Iguales mlenbras mayor nabere de jubletervales Fagn, o 162

mlgntras menor sea la rerma de e parciclsa,

. o rE—— — o b [P S—

WH



A o L
¥ L )
? $aluclénr
H En matm cagn [:I, h] - El. t&j 1 dividamon wl Intarvalo an 4 subin-
; tervalol fpuales, dw wmglftud 1, ¥ comatruvamon uma Tungldn sitalonads, coms
E E & muwntra an 1s Flgurs sigulentet f d.
! : ¥ o
H i | H 1
Frr] red gy L ;"IE "I-:' '-;;'-"E 3
Funela reine " !!.:t. E; !;. ;
[ . Bt Rl |
Flgurs ¥.5 Fute foh #2000 st
El Brva bajo 1n funcl&n escalonsdn * L r'_i para El F El‘ b] entra - f
183 Pectas X =~ 8 ¥y x = b 5¢ pueda determlner como 5o llustra #n 1p flgura sl . E ‘ l |
ulente. : = -
5 \ . y ”ﬂufl v.7 BEENATREIIT A
,

‘T"IE1 f{Er}tlI'Il_.I]'
T3 (v e 0], 1081
- B

o

$t «l nlmare de subfmeervalos Poers mayor, ol resultsde serfe wat aproal

Flgura ¥, & mado 4! Iraw baja la curvs.

£l fren dal recthnguic | serg lgus] ar ¢ (e 16 -x I] A

a ' V. 3 IWTECRAL BEFINIOA, FUNCION INT EERAALE,

ol fren totsl serf 1 A =« I Y (5, } (= oy ¥, ouw -
=1 I=1 i -
ay In sgluclln aproximada &1 problema plantesds, # continusclin deflairency Jo gqus reprasents qus una Func)dn contlnus
y= 1t {a} unn Intagrabla on ol Intervalo cerrado [s b]
¥.2 SUMA DE RILMANM, .
. . Gafiniciin: La funcldn vy = f { 2 | o3 Integrabin va n ¢ Ca, 6] st
A te exprealBn Indicada an el pirrsfg anterlor r-Et I E', Y - .I‘l ) exlifm un momerc L que vatisfage

n
& L “;i 1 ﬂl 2, 3¢ In Doma ™ Suma de Klemane ', | 151 FOL T & w-0 e col que €20 y prefifedo, v admbs o

Eerolo V. 2 ey - ey 28 tambFln & > @ paquettc v prefijado entoncen:
"
Encantrar un valor du 1w Suma de Alfemann pers la Poocfon continus ¥ = .h“: lE-t i El Yoy -

Fix)m | + 5 en el tngervnle carrade EI_ TE:I

I



En &l mOments wn guw j_il'.'l‘..:ll_.l"!;rfl{rl'llel’ldllf{l],-
Ak ldn ap puede declr qua &) ndmere <o sublintarvaloy tlende u fafinlto,

[ 1] Aap

cfdn congloue ¥ = F [ w ] an 4t JrCervale carradp [q, b] ¥ sx le representy =
pﬁrj t{x]dn, e decies

] 11
I Fle)an- ' ,_,fts Ya, «

L Bl

Racufrdase qua & repravants 14 norme;  al hecer tander fits m cerg, 4 -
glrlntlrl que todet los damla Intervaloa tlenden & caro, por 1¢ que Ta Inta==
[rll dellnfdy no dependa d¢ los subintervalon .ﬁl,

Recordemos tarblén gue 3f y = F [ 5 1 e3 contloue en el Intervalo cerra-
do [, h] v entontey ve satlsfacen lag sfgulentes condlofoney:

f{el} enlita c t[a, b]
Ttm FUx ] wnlacs
LY
H"-‘l’[:l-f[;]
A *C

Lomwicrne aclarar que gn g g:#rnlﬁﬂ'!': f{x)du xrepruzenta la -
varlabla de¢ Integracién, f [ x ] 22 leme [ntegrandp o funclin Integrable, -
“a " 1fmite Inferfar, " b " timite superfor ¥y &1 afmbala Fove 1lams sfgro -
da integratlén,

Elemple V. 3

Encontrar el Eres bajo 14 cufve y = xz Imlgada por lag rectas a =0 y

w1
salyr 1n:

Al |ntervalo rﬂ, 1] ,com wplttud fgual & I-0 =2, divldimaslo nn

=8 .
0

n
imoEf { L ! Ly a= L se le Tlama Inewgral dafinfds gu 1u fun

winintervaloy iguieon &) n '-:— P 4 b
entoneey )
1 ] 1
N el o T 'I:Tklflllt:-h

E!l Erea o) kEsimd recthngulo sard 1

2
AL =1 “']3"; para EE'T".

b
porlntintﬂf(h]-f{%g], gh-f[+i]ntl--.[”
mfl;g}-gz,ntun:nfl-:—h}--;- hz .. M
"
Seatfteyenda § 5 )y {3 ) en { 2 queda:r
1] F B F)
A " kT e wm o k
kTt R

El dred voral serd:

n n
I I H
= amy At om0,
~ i l'l3
pero 2 e3 Ingependlente de & por o qus pusda sallr da Ia sumaterly, que
dando; P
n
] )
- T " . a0 u & {‘I
BT

n
ol problews ahora 49 raduce m encontrar a4l valor da T llz, que pof Induc-=

c]150 HatemErles 3o pucde demaostrar que of (gual &y

n
I

, & _ntntl}{!n*i
L=

- A PR 1]

sustlituyends [ 5 3 #n [ b ) quada:

. .
‘1”':“! n{n+T}6[2n Llogi 3 A% e t8)

desarrallanda v simplIflcande 1e ohrleret

P O T
"I 5 n J-n!
A
. ) t 5
m:ttbﬂ“lmﬂj:filiﬂu—ﬁl_‘; h ( 1I|""["
no=
° n
¢n[ml¢¢5‘1_l';m IE1F ILI 1 ) x '.],I-IE. lsI-1 aL PR b ]
n+ mw fln + m

(g}



sostituysnds { 6 1 en { 7 ) queda:
4]

] & ] ]
Iitw 2 £ B1Ya == Iim {-T.4__+ i
FRY: | ifl ! LB n In !
F N+ =

por io un:n‘l; -:: d K= :—E

w4 INTERSRETACION GEOMETRICA DF LA INTEGRAL DEFIKIDA,

Sa putdw a7 Irrar gur la Integrsl deflnlde de 1n funciBn contlivg - - - -
re=F { &), geonftricamente Fepretents el Erea abajo de la progls curyg = =

y = F [ x b, I[mleads por las rectas y = 0, = 3 v & = b, cOMe 52 musitre g

b

0| ae [
'

‘/f’/..".{//f; Figura ¥. 8

=g Y

I Flgura, |-

thsErvarn también gque la Integral ﬂflnidlf: Fiw)dxde Isn suman
slgabralcay ¢e Tos Greas baJo 1o curve v no ol dres totsl en valor abaolute

segan ar e]empl flca en 1ay glguientas Flguras:

frol

y ' y*
P
J Falden B - AL ¥4,
-]
4,0 5+ '
! N
<] } b

x
As f-

Figura ¥.9

¥
¥Yuszen x
—
' ﬂrﬁj 21T
E &> K
A=) 2T
S am sz sA-4 =0
o
Flgura ¥, 10
E]omple ¥. 4

Calcular gaomdtricpmentn o dlgulanta Inteqral definldan

1=§1 t3.22000
Soluciéne

Em eate capg v = 3 = 21 x; 3l la repruvencamos grificsments gueda:

¥
F
A l+) M
X3 -
xrl
A=)
Flgurn ¥.1! y=i=2X

Intecsmecithn con el ele pg y = 0 par Jo teAto @ = 3 = 1 ¥, donda ===

u-+-1.5 pare ¥ =1, y =1

para d sl ye -1

Laa Sresn anprdin:
Ayo- [ 1.8 = 1,00 141 = 0.25

Ay m 03150 322,28 r

9



Pn:nvrhvtmmulur--i.1 -.tz-q_:g,.:‘:s--l

by donde: S? {3-2x)dr=~y

F e ¥, /

Calcular 1o slgulunte Integral, unando 1a IntarprateciSe geomfirice:

1
r-jn { vo+tpeldt
&n qua Vo = rpnicez Infclal.

g = acelaraciln dr 1o gravedsd,
Yo, g pueden conslderaric conytanten.
Solugldn:

En ¢ste cave Ja Tunclén Intrgrable an:

fic)=v¥aspgt, larepregentacida griffcs du dleha Funcldn ei:

ey
TS tftleve 4 gt

Vi

"." r=e7
Floure ¥.11

Como 'a Integral dafinlde de s funci®n £ { £ } = Yo + ¢ t en &l fater=

valo catrado [l:ll. T] represents o) deaa balo Ja curvay 1o saluclfa sards

Base myngr + Ras r
- £ FAYIC leure

A T
¥, 1
o 1es! "'“‘{zﬂ.!T} (T ﬂ]"-'ET*’!T_
2

1

T
par lo tenta: I'jo LVo+rgreldt=vaTs

A ————

=
I~

¥, 5 PROMIERADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA,

A conttroacifin sn dan alguras propledades da 1n integral deflnlidag ros-

dmi #1128 se puedan demostrar a porblr da sy defiInleldn,

temn F I m] vy gt ®) dor funcloney continuny en al Intervalo cerrido

{I. b];cntunus:
1.= Szdn-h--
z.- {4 ”[':'"""‘I: flx)dn e constantu.
]"_{1: hdrk=kib=alihe= conntante,
b, - j:F[x}dliﬂ

5.-5: fixdanv=-§270a) o

5‘+Sh ft’}""j:f{"]d“j: fixtdnrec clsb]
- fE [rtxd g tad)anefd tixtaxsflataren

ar decle, lo Incegral de ums suma slgebraled oo furclones oy fgual & 1o yuma

algebrafca de Tay Integrales do Yoz Tung lomas

B.» Slfixligil'lplu:r.[_‘., b] ve cumpla Quat
5: f(!]dn:j: g lalds

a,- 3l kP, se comple que:

::ft: }d:'kj:llxjdl.

10.= &1 £ £ R se cumple ques

5: f[a}dnﬁj::: fla-c)da

Ehors demostraremas & maners de o] emplan algunay de Twt propledadues

y &l resto sz dajardn ab alumne.



L3 ¥

Elwplo ¥.6 .

¥
ﬂm!trlrmtS: bduwhih-g], Finl}

$oluclon:

bu 1u definiclén da s Inrngral da¥Inide puede ascribiras

n
b lm v Fla}a =x
j. hex PYERL i Flgura ¥, 11
§oem
amaite casa F [ 2] =& 'Iuj: Fim}dx geondiricasente represents al dray Mo In curva y = T { 0]
¥ las rectas y =0, 2 =8y = b com e va en la flgurs v 7y,
Blvldemon &1 [ntervale [b - -]in notublntervater, tusdsrd |

4) v b - & 5fc a9 unk absclum comprendida &n wl lpegrvalo “".du[h \.]_ - tpn-

.on r.“.:j: f{nddx, represents al dres Ay o I gvrva vy = f L n oy Tan-

w!mﬂ:a-ln‘:l+b;.{l+lk—;—!- ‘-4-}!-;—.—1--- Feceay y = 0, K~ m, ¥ K= c, COMG be puade vEr en Tu Flgura V. 1h ¥ o oo
Y- b= S

=== n+h - i L S T e f [ %) dx represanca cf drea Ay belo 1a mitma curva, parg eatrs 14s rac

dul Gres del kdalac rectdagulo serf | A& L " 4 e ] a | tes ¥y = 0, N=g, 2= b, -

A - e |H=-]f|:-+u~[—-";—:l:l T

- . "
par lo tante 1£|ft”ﬂ|“'hh"‘hn' -bﬁ' AL
--h“_-_.._..ni-k{b-.]

n 1w Fi
A - k - & - qura ¥, 1k
ﬂ'lﬂﬂﬂﬂlﬂll..l:|;1 fi{a) |Jr hap (b=-a)w ':'b al
PR "_.' -
puss k, by o 108 Indepandlantes de & o dg n. $# pueds obamrvar qua
A+ A = Ay
. ) 1 1 .
Elemplo ¥.} Mrloqm:S:f{l:lﬂu-j:f[n}du+£:ff,uju|,
Interpretar geombrricoments le alguients propledad: . ) V.6 TEQREAA DEL VALON MEGID DEL CALCULD INTEEAAL,
5:'!'(1]1;-5: fl'll}d:"j: fintdr )« ([l.ﬁ] 51 1w funeldn v = f [ o } wi cowntinua am 4l Intnrvalnc:rran[g,b1._

eAfoACEs pxigts wn nimere £ ¢ [.‘ bj tal qwd haga quat
$oluclbn:

L riaddaaticrin-u)
Saa la functfin y = F [ u ] vy rapresentdmotta grificwsante on un o letames . _

T



Bemostrecifn: Sem 1o fungtn w o F [ x § comtinue an =] Tatarvato corca
dols, b]s Namemes = al valor afnlen v 1s funcldn ¥ & M gl valor mh!n,
ail:

mat [, ) ¥, e, ]
metix 1i*e t(a, 1]

grdflcamentn gueds:

Me=tfla g}

"\\ﬂfy-fhi

mef{mm} \._

X L IT) Flgura ¥, 15,

x=g Xy
wa puede wftrmar quee m e F [ & ) o W, % g ¢t [., qi""'b"!“ 1e pukde declrs

auar £ ® mdawmibealenbavea lopropledsd ] y
i

an baie o ls propiedsd 8 ae #flema Io slqulente:

niS: f{n]‘d:isr

YA Que: -il[:]:ﬂ

w declre n{b-nlng:f{lﬂﬂniﬁlh-a?
dividlendo todos los miembros de e expresldn anterlor por (b - a) y obaervando

que s dlfarencie reyylbs posltive vo que B> a4, se obtlena)

‘S‘: fialds
g "

F
b -a =~

Nru--f{"m]gﬁ-f{ "u Y par v ques

Sb fiu’da
e————— <t 5 )

= m L
nev f m = T - "

Oado qua P [ x ] ev contloua % = € [.. h] . dxba terer todgy lan - -

(A §
o= -

:Hd:-n{b'lh

f(:t}d:n yno de sutos
L Ij ]l quas

valores comprendidoy entre My M come _r.

valores, enconces dobs walstfr, por to menge, yn valor de ¢ €

rntff,:!l-cH

b
0 fas; r!cj.ﬁj-fr!}‘l
ot declr:
: flatas=f{cl {b=-a}quaaesrtoque e gusrfa damon-
trar.

For obtra parkte, s« purds [Aterprerar geombtricamants p! Teorema dat Valar
madla del Chlcula Integral, basbndore en ta Inierprecaclén guomdtrice de 1a n
tagral Befinida.

El teareli exprein QHI:S: fliauleceficllb=alm declkr, ==

atdgura \a eafsrercla du un rectdngulo da beia {B=~a) yalturm? { &) qua
b

ceprasenta 1o »fima dres qua ta de P {x)da comass Hustrs wa la FI

qurs ¥, 16, “T

@ =A - G=b
Flgurs ¥, 16
a sea Area ANEp hrea ARC D
urnlru“u’-. fialdux
""r“.ﬂ.ﬂ'c'ﬁ = {b-~s)Ff{cl

Obsérvare tamblin ous r1te Eeorema psegquen por 1o mamod 1o axfatencin =



yal34+X
4o un velor du o, A Teordenads f { ¢} 1 lg [Tems ordensds wadia,
-
E[emplo ¥. 8 3
(%,
Berurminar al valor de AT 1 I h;
- Kmg =8
Solucldnt Solucl8ni Flgurs ¥, 20

Como g: C3+n)dxrapravents el Sres bujo 1o curva quader§
Reprodeniemos grif Icamante Lo funclovas

F 1 para x = 7, y=35
f{l]-:.]{l}-llﬂx ¥ 'P{!’itl.:"'l MR al 1 umA w1
¥yt per 1o qua &1 Eres dal trapeclo sard:
yert reSen 5.5.%...'_‘ &= 4b
. comg j-j:::(]+;}4;
- L ENEGNCHSE g: B ERIT RN
—
Flgura ¥, 17 Apllguemas shars sl Tecrams del Valor sedls ous dica)
3 Cys Flgura ¥, 18 N
por 1o tante w° 140 m quadarks jlfl‘.l}ﬂi'fl':}[bil:l
!.;’5‘“, vt Ftuyende quade:
O yeurdanrict[b-2] »at
por o tanca:
N ——n Ef{c } =40
- oo
n dondn f { e} = By represanta ¢! valor promedie | crdensds medla Y, enton
unnu-f{:ll:h-l:l ces Fle)ndsceB, porloquac =5,
Flgurs v. 1%
E o ¥, 1D

chydrvese quu x| origen d'lvl'd} # In flgurs en don partes Iguales, =+
c*Qdyffcha=p

P o tento Sinn:-ﬂ[' -l:-t]] -0

Uribizands =] Teorems dal Yaler Madla, sncontrar ¢ y P (c) dola

slguiente Integralt

Sf, f{n}d:srf{:]-[

l#x =171 %ux1l

Elemplo ¥, % 5-x 2Xa iy,
3
Determloar Ia Integral Y, {3 % x) da, mal como la ordensds wedls Salvc 16n: - -
fiel, :

51 represantanoy grif lesmanta la Fubc)dn queda

131



Flgqurs ¥, 21 -

E1 welar “£E1 f{x)dn geombtricaments reprasanta el dres baJa -
Is curva por 1o gue o4 fgual a 9,

Por atro |lﬂBjIT Teorama dal Velor Medic del CHiculo Integral  ettablas
[ N

5: f{;}dn_-f{:] [h--] V:l[..b]

4F declr: %

- f{n]dxi!nffc}[b-l]
&n w1EE CHLOL El.l]' [:-1..5] yhern=2§ =[] }=&

por lo quar
a=rflc)H purlauntnrlr_}--g...f_g

perg F{a] =1tk para =1 % %21 -

¥ Ficdl=8-x para 2 ix X5 '

per 1o tanto 1 s ¢, = 1.5 donde 1:] -5

5 - €= 1,5 donde £ - 1.5
ey ducle, &0 ware coto existen des valoray de € { 0.5 v 1.5 | sum aveguran -
Ta ealatencie ¢ un rectrgolo de bave { b -3 } & & ¥ sttucs * {c)e 1.5
que repressnts Ta mlame dres que la ds s Tt fix}da,

V.7 IMTIGRAL DEFINIOA COM LIMITE SUMERIG® YANIAPLE,

Hemas representads & la Ineegra) definlda de Ta Funcldn continus £ { x)
an al Intervalo cerrnde | W, b] con Ia e:pu:ldﬂj: F Ex ) da; tolsldn cong
cemay que geodtrlcamenie corresponds al Area bao la curvw ¥ = f | £ ] entre
lax rectet y = 0, x = & ¥ » » b; hegamoy ahars un camble da varlabls, &5 des

€If u = u, entonces f{x] da -‘) : f{u} dur estdlemos 1s sequada

M
I -

Integral, Supongeios gue ol antrwmo superior we warlable, o tea b = u; enton
toL #] Sras chtenlds pacs cads valor de % sard dlitints, lo qua algniflen gua
wt Tuncidn de x, o1 declr:

Ao hf{x}=F([a)]
it:.’!& f{H}dulF[n];lz[l,t]

Podemey conclulr que Il_f: Flu My deflana o funclén F [ 0 ), curn do
wlrfe g1 ot mlams qua el da 1w Funclfén F [y b, ws declr todo valor ¢4 m ¢ =

[ee].

Grificamente ga represants de 1q sigulants ssnara;

v
\-.rlﬂll -\
Alx) =3 -
aix)
77/ _
“ra g M &a % &
E e ¥, 11 Flourn ¥, 22

Encontrar el valar ds la sigutents Iategral ¥ repredwstarla gridf lcamans
11 1]

> taezyan-rin

o lue 3
l:mj: f [n]du-E: {x+21)dnantoncan;

Fin)=us+2; N
b=

vl represencamos grificenents ¥ { x ) queds;



"I"J -
;l::l-uz

LLY -]
24

-

Flgura ¥. 11

Se conoca que 1n Integral representa al dres baja Ya curve antre

Fix) ,r=0,vx -4, x=h, entonces quadars:

1
,..“iiwﬂ,.'-;* x=ixe
1
p-utr'lutlntui.zi* n

51 & #y vl repretenppmos ayta Olcime PunclSn an un vlsbema de ajey -
coordenadoy X ¥ q“dar:i;
T 2
]
/ I -—

!y-:2+ﬁ:+l-ﬁ

ty=Cas2) o

\ x (w+2ifazlysz)

figurs ¥. 1b

qua o5 Ia stusclin de une parfbola con vErtlee en (= 2, =2 } simdtr