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RESUMEN

En este trabajo se presenta un modelo numérico para calcular la transformacion de ondas en
zonas costeras que representa adecuadamente los fendmenos de refraccion, difraccion,
someramiento y reflexion. EI modelo tiene la capacidad de disipar energia por rotura del
oleaje y friccion de fondo. A partir del oleaje propagado se estiman las velocidades
inducidas via el calculo de los tensores de radiacion. Se disefié un sistema de mallado de
tipo jerarquico (Quad-tree) que admite el uso de dominios y celdas rectangulares.

Los modelos analiticos empleados son 1) la ecuacion modificada de la pendiente suave, que
se trabaja en forma eliptica con una aproximacion parabdlica en las fronteras, mientras que
para resolver el sistema de ecuaciones se utiliza un algoritmo de eliminacién con pivoteo
parcial adaptado a una rutina de almacenamiento en disco duro que optimiza los recursos
computacionales y 2) las ecuaciones de aguas someras implementadas en un esquema de
volumen finito y resueltas numéricamente con un método de tipo Godunov. Entre las
fortalezas del modelo estan la representacion de fronteras de tipo abierta, absorbente y
parcialmente reflejante, asi como la modelacion de las condiciones de fondo impermeable,
fondo poroso de amplitud finita y la interaccion con obstaculos impermeables y porosos.

El modelo se valida para diferentes condiciones de simulacion contra soluciones analiticas
de problemas idealizados en algunos casos y contra datos de laboratorio en otros con
buenos resultados. Finalmente, como parte importante en el desarrollo del modelo, se logra
la aplicacion del mismo a batimetrias reales con exito.






ABSTRACT

A numerical model for the estimation of wave transformation in coastal zones is presented
here. The model adequately represents refraction, diffraction, shoaling and reflection
phenomena and is capable of considering energy dissipation due to wave breaking and
bottom friction. From the propagated wave amplitudes, induced currents are estimated via
the radiation stress tensor theory. An original hierarchical meshing system (Quad.-tree) has
been used which allows the use of rectangular cells and domains.

Two analytical models are coupled 1) the modified mild slope equation in its elliptic form
and with parabolic approximations at the boundaries is used for the estimation of wave
transformation. The system of linear equations is solved using an algorithm of Gaussian
elimination with partial pivoting adapted to optimize computational resources, and 2) the
shallow water equations are used for evaluating currents induced by waves. These are
discretized in a finite volume scheme and solved with a Godunov type method. Among the
model strengths are the open, absorbing and partially reflecting boundary representation, as
well as the impermeable and porous bottom conditions with impermeable and porous
structures interaction.

The model is validated for different simulation conditions, against analytical solutions in
some idealized problems and also against laboratory data with excellent results. Finally,
and very importantly in the development of the model, it was successfully applied to real
domains such as the Ports of Veracruz and Acapulco
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Introduccién

INTRODUCCION

El uso de las playas y de la zona costera es fundamental en el desarrollo econémico y social
de gran cantidad de naciones, ya que las actividades que en ellas se llevan a cabo
constituyen fuentes de ingreso, de empleos o de esparcimiento y México, pais en el que
tanto las finanzas puablicas como la economia de una parte importante de la poblacion
depende de la explotacion de recursos en la zona litoral (hidrocarburos, turismo y pesca
como ejemplos) no es la excepcion.

De esta relevancia dentro del medio nacional surge la necesidad de comprender cada vez
mejor los procesos que se suceden en la zona costera con miras a desarrollar herramientas
que a su vez permitan la puesta en practica de acciones y politicas que hagan del
aprovechamiento de los frentes costeros una actividad segura, rentable y sustentable.

Las herramientas béasicas con que cuenta la ingenieria para llevar a cabo su labor
transformadora de la naturaleza y defensora de la actividad y vida humanas, en el sentido
de planeacion, prediccion y disefio, son la medicién y construccion en campo, la
modelacion fisica en laboratorio y la simulacién numérica. Esta Ultima, al representar
menores costos, constituye un punto de partida para el resto de las actividades de disefio y
planeacion de las obras, en este caso, maritimas.

Es en este sentido que el trabajo de investigacion que aqui se presenta, busca aportar una
mejora importante en la simulacion numérica de dos procesos que juegan un papel
preponderante en la planeacion de cualquier actividad costera, a saber, la propagacion de
ondas hacia la costa, en el que se incluyen los procesos de transformacion mas relevantes, y
las corrientes que estas ondas generan al acercarse a la playa, las cuales son el principal
motor del transporte de sedimento y por ende de los cambios morfoldgicos del frente
costero que se trabajan via las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento.
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Obijetivos

OBJETIVOS Y ORGANIZACION

El objetivo principal del presente trabajo de investigacion se centra en desarrollar un
modelo analitico-numérico capaz de representar correctamente la transformacion que sufre
el oleaje cuando se propaga desde la zona de generacion hasta la zona de disipacion en la
costa para estimar las corrientes que éste induce, principal mecanismo de transporte de
sedimentos en las playas.

Es parte esencial del desarrollo, que el modelo pueda ser ejecutado en computadoras
personales de capacidad comun puesto que el fin tltimo de una herramienta como la que se
presenta es su aplicacion en el campo ingenieril.

Como objetivos adicionales, el modelo debe ser capaz de representar fronteras de tipo
abierto, absorbente y parcialmente reflejante. Las condiciones de simulacién han de incluir
fondo impermeable y la interaccion con obstaculos emergidos y sumergidos, asi como
impermeables y porosos.

El objetivo de este trabajo se considerard alcanzado cuando el modelo en su conjunto sea
aplicado, con resultados exitosos, a batimetrias reales.

Para cumplir con los objetivos planteados, el trabajo se ha organizado de la siguiente
manera

e Capitulo I. Se presenta el fundamento tedrico que da sustento al modelo unificado, a
saber, las ecuaciones de flujo sobre fondo impermeable, dentro de un medio poroso
y el flujo cuando hay interaccion entre los medios. Durante los desarrollos se
muestra la ventaja de utilizar el signo negativo de la funcién de dependencia
temporal a diferencia de lo planteado por otros autores.

e Capitulo II. Trata de la derivacion de la ecuacion modificada de la pendiente suave
con la inclusion de los términos que permiten la modelacion de cualquier pendiente
y del medio poroso.

e Capitulo Ill. Presenta la implementacion numérica del modelo de oleaje, las
caracteristicas de las fronteras, del sistema de mallado y la metodologia para la
solucion del sistema de ecuaciones. Se lleva a cabo la validacion y prueba del
modelo.

e Capitulo IV. Es el desarrollo del método numérico empleado para resolver las
ecuaciones de aguas someras, la discretizacion de las ecuaciones y el trabajo de las
condiciones de frontera. Se enuncia la teoria de los tensores de radiacion.

e Capitulo V. Se abordan los casos de validacion y prueba del modelo unificado.

e Conclusiones generales del trabajo.
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CAPITULO 1.
FUNDAMENTOS DE HIDRODINAMICA



Capitulo I. Fundamentos de hidrodindmica

22



Capitulo I. Fundamentos de hidrodindmica

1 FUNDAMENTOS DE HIDRODINAMICA

En este capitulo se presenta, en forma resumida, los aspectos fundamentales de la
hidrodindmica que son la base conceptual para el desarrollo de los modelos numéricos que,
a su vez, son el objeto central del trabajo de investigacion. Para ello se enlistan las
ecuaciones basicas y con ellas como marco tedrico, se presentan las ecuaciones de gobierno
y condiciones de frontera que rigen la propagacion de ondas progresivas para los tres casos
de interés particular, esto es, sobre fondo impermeable, dentro de un medio poroso y sobre
una capa porosa de amplitud finita.

1.1 Ecuaciones fundamentales

La ecuacion de Laplace es la ecuacion de gobierno para el problema de flujo oscilatorio;
mientras que las condiciones en las interfases, tanto agua-aire como agua-fondo, se
describen a partir de las ecuaciones de continuidad y de Bernoulli. De modo que siguiendo
un orden logico, primero ha de conocerse la ecuacion de continuidad y a partir de ella
derivar la de Laplace. Por otro lado, dadas las ecuaciones de Navier-Stokes simplificadas a
las de Euler e integradas definen la ecuacion de Bernoulli. Consultar, por ejemplo, Streeter
et al, (1998) o el resumen presentado por Govaere, G., (2002) con relacion al desarrollo
completo de cada una de las ecuaciones que se enlistan a continuacion.

1.1.1  Ecuacion de Continuidad
Aceptando que el fluido es incompresible, la ecuacion de continuidad es, simplemente

divv =0 (1.1)
en la que V es el vector velocidad del flujo.

1.1.2  Ecuacién de Laplace

Bajo el supuesto de flujo irrotacional, existe un potencial de velocidades, @, tal que

_(_0%) [ 9% o[22
u_( ax),v ( ayJyw ( azj (1.2)

donde u, v y w son los componentes cartesianos del vector velocidad. Definido dicho
potencial y considerando la ecuacion de continuidad (1.1), se obtiene la expresion conocida
como ecuacion de Laplace para flujo incompresible e irrotacional, a saber,

oD D D

= * Y t =V’® =0, (1.3)

1.1.3 Ecuaciones de Navier-Stokes
La forma vectorial de estas ecuaciones, para flujo incompresible es

p%z—vmﬂvzv +X (1.4)
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siendo p la presion, t el tiempo, pu la viscosidad cinematica y X representa a las fuerzas
externas.

1.1.4 Ecuaciones de Euler

Son un caso particular de las ecuaciones (1.4) si se aceptan las hipotesis de: flujo no
viscoso y fuerzas externas nulas excepto en la direcciéon vertical, cuyo componente
corresponde a la accion de la fuerza de gravedad. De esta forma las ecuaciones de Euler
quedan

Du_ 1 Dv_ 1o Dw_ 1dp (1.5)
Dt pox Dt poy Dt paoz '

donde g es la aceleracion debida a la fuerza de gravedad.

1.1.5 Ecuacion de Bernoulli

La ecuacion de Bernoulli es una forma integrada de las ecuaciones de Euler y proporciona
una relacion entre el campo de presiones y la cinematica del flujo. De modo que para el
caso de fluido incompresible la ecuacion de Bernoulli es

_%+%(u2+wz)+§+gz=0(t) (1.6)

en la que C(t) es una funcion del tiempo que permanece constante al o largo de una linea

de corriente.
1.2 Flujo sobre fondo impermeable

La solucion del problema de flujo oscilatorio sobre fondo impermeable constituye una
primera aproximacion a la representacion matematica de la propagacion de ondas en la
realidad. Esta simplificacién, dada su facilidad de aplicacién, permite la obtencidén de
resultados idealizados con poco esfuerzo computacional y buena precision. A continuacion
se presentan las ecuaciones que se emplean para modelar la propagaciéon de ondas de
pequena amplitud (o teoria lineal) en agua y sobre fondo horizontal impermeable. Para
encontrarlas, conocida la ecuacion diferencial de gobierno (Laplace con el potencial de
velocidades como variable dependiente), es necesario establecer las condiciones de
contorno cinematica (de fondo y superficie libre), dindmica y mixta que complementan el
problema, la derivacién completa de las mismas se describe en el Anexo A.

1.2.1 Condiciones de contorno

1.2.1.a Condicion de contorno cinematica
La condicion cinemadtica de contorno general es

_oF

U-n:% en F(XY,2,t)=0 (1.7)

24



Capitulo I. Fundamentos de hidrodindmica

es un vector unitario normal a la superficie libre y

VE|- \/("’"_F) {ai] {a—Fj (1.8)
OX oy 0z

Al aplicar a esta expresion al fondo y a la superficie libre, se obtienen las condiciones de
contorno respectivas.

donde a:(u,v,w), n=

VFE
[VF|

Condicion cinematica en el fondo
W=_6_CD=0 en z=-h, (1.9)
0z

Condicion cinematica en la superficie libre

9® _on [090n 0RO g p(x,y.t) (1.10)
oz ot OX OX o0y oy

1.2.1.b Condicion de contorno dinamica
La ecuacion de Bernoulli (1.6) define por si misma la condicion dindmica

2 2 2
_8_(D+l (GCDJ s oD J{@CDJ +£+gzzo (1.11)
ot 2|\ ox oy 0z 0
1.2.1.c Condicion de contorno mixta de superficie libre

La solucion del problema requiere una condicion de contorno adicional, para obtenerla se
utiliza la derivada total de la ecuacion (1.11) y se sustituye en la (1.10) asi, se tiene

LG
oz ot
I( 0 oo o®o o0 d)(od) (o0) (o0Y
+—| ——+ —+ —+ — ||+ —=— | +|—| |=0 (1.12)
2\ ot Ox ox oy oy 01 oz OX oy 0z

en z=7(X,Y,t)
1.3 Teoria de ondas de pequefia amplitud

Como ya se dijo, la solucion a la ecuacion de Laplace dadas las condiciones de frontera
enunciadas en las ecuaciones (1.9) a (1.12), se conoce como teoria de ondas de pequefia
amplitud o teoria lineal. En el Anexo B se presenta el desarrollo completo de dicha teoria,
mientras que a continuacion solo se resumen las expresiones de mayor interés para este
trabajo.

La relacion de dispersion es
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o = gk tanh kh (1.13)
donde 6=27/T es la frecuencia angular, T es el periodo, k =27/L es una constante de
integracion denominada numero de onda y L la longitud de onda.

La elevacion de la superficie libre del agua, 1, se calcula con

n:i}{—l—ccosh(kh)Aei(k””} (1.14)
g

enlaque A= —_gL, ER[ ] denota la parte real del argumento, h la profundidad del
ic coshkh

nivel medio del mar, a es la amplitud de la onda, g la aceleracién debida a la fuerza de

gravedad, X el eje de propagacion y t el tiempo.

Finalmente el potencial de velocidades esta dado por

_iﬁa coshk (h+2) ei(kx_at)}

1.15
o cosh kh ( )

d(X,z,t) :SR{

1.4 Flujo en un medio poroso

El fondo marino es predominantemente arenoso, material cuya estructura y configuracion
permiten el flujo a su través; adicionalmente, su caracteristica friccionante induce
modificaciones en las ondas que se propagan sobre ¢l. Otro problema se presenta cuando,
para hacer mas eficiente y economico el disefio de una obra de proteccion, se desea conocer
la transmision de ondas a través de un dique rompeolas ya sea emergido o sumergido. En
ambos casos, el objeto de interés es tanto la descripcion del flujo dentro de un medio
permeable como la distorsion que induce al flujo la existencia de un medio granular en el
fondo. Para los alcances de este trabajo, la representacion matemadtica del flujo en estas
condiciones estard compuesta por las ecuaciones de la teoria lineal con las modificaciones
de cada caso, mas la de propagacion en el agua.

Siendo que los estudios realizados a este respecto son de mas reciente inclusion a nivel
ingenieril que los citados anteriormente, a continuacidon se presenta un breve resumen del
estado del arte.

1.4.1 Antecedentes sobre la propagacion de ondas en y sobre un medio poroso

Al igual que en el caso de fondo impermeable, un tren de ondas que se propaga sobre un
medio poroso sufre procesos de reflexion, transmision y disipacion. Por otro lado, atin en el
interior de la estructura no pierde su caracter oscilatorio, aunque las presiones inducidas
modifican notablemente la cinematica y dinamica del flujo.

Los primeros experimentos en los que se buscd describir el flujo en un medio poroso,
fueron los realizados por Darcy quien, al igual que un gran nimero de investigadores que lo
sucedieron, consider6é al medio poroso como continuo. Esta hipotesis permite promediar
temporalmente los flujos (velocidad de filtracidon) y asi desatender la visidbn microscopica

26



Capitulo I. Fundamentos de hidrodindmica

del problema, en la que parametros como la forma, localizacidon, rugosidad, porosidad y
orientacion de cada una de las particulas individuales que conforman el medio son de gran
importancia. De esta forma, el procedimiento mds adoptado para resolver el problema
consiste en hallar la solucion de las ecuaciones de flujo dentro del medio poroso para luego
hacerla compatible con la solucidén correspondiente a la propagacion de las ondas en el
agua.

Otro de los escalones medulares en la solucion del problema, lo resolvieron Reid y Kajiura
(1957), al mostrar que el flujo sobre un medio permeable y granular debe satisfacer la
ecuacion de Laplace. Por su parte, Liu y Dalrymple (1984) realizaron un primer intento de
incluir el caracter oscilatorio del flujo reemplazando la ley de Darcy por el modelo
desarrollado para flujo en medios porosos de Dagan (1979).

Al demostrar que dentro del medio poroso una aproximacion lineal no ofrece resultados
suficientemente precisos, algunos investigadores desarrollaron modelos basados en leyes de
disipacion de caracter no lineal con el fin de estudiar la interaccion onda-medio poroso,
especialmente para diques de escollera. En este sentido Sollit y Cross (1972) presentaron un
procedimiento analitico para derivar las ecuaciones de flujo oscilatorio en un medio granular.
Su trabajo parte de la descomposicion de las variables instantaneas del flujo para promediarlas
temporal y espacialmente. Las ecuaciones resultantes tienen solucion analitica si se desprecian
las aceleraciones convectivas asociadas a la velocidad de filtracion y se linealiza el término de
friccion.

A partir de la teoria expuesta por Sollit y Cross (1972) se han desarrollado modelos y
soluciones de gran importancia para la ingenieria costera, Gu y Wang (1991), por ejemplo,
realizaron un trabajo teérico y experimental enfocado a comprender la propagacién de
ondas sobre fondos granulares. Dalrymple et al. (1991) extendieron dicha teoria al caso de
un dique poroso con un tren de ondas incidiendo oblicuamente. La interaccion de un dique
con espaldon y oleaje incidiendo en forma oblicua fue analizado por Losada et al. (1993),
haciendo especial hincapié¢ sobre la reflexion, transmision y distribucion de presiones bajo
el espaldon. Mas recientemente, Yu et al. (1994), desarrollaron la solucidon para el estudio
de oscilaciones en una darsena semicircular. En afos recientes, y de especial utilidad para
este trabajo Rojanakamthorn et al. (1989), Losada et al. (1995) y Silva et al. (2002)
derivaron las expresiones de un tren lineal monocromatico sobre un medio poroso.

1.4.2 Ecuaciones del flujo en un medio permeable

La resistencia al flujo inducida por un medio poroso formado de material granular grueso
depende de varios parametros, tales como localizacion, rugosidad de la superficie,
porosidad y orientacion de cada una de las particulas individuales. La mayor parte de estos
parametros no puede ser controlada ni siquiera en el laboratorio. Es por ello que la
descripcion del flujo se realiza desde el punto de vista de un medio continuo con
propiedades hidraulicas distribuidas uniformemente.

A continuacién se presenta el desarrollo completo de las ecuaciones que se utilizan para
representar dicho flujo.
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Sea el vector G * (Ui ,Vi) la velocidad instantdnea en un punto cualquiera y p* el campo de

presiones correspondiente. Las ecuaciones de movimiento (Navier — Stokes) en funcion de
dicha velocidad y presion son

k
—:—%v(p*+7z)+vv2q* (1.16)

donde yy p representan el peso especifico y la masa del fluido respectivamente, v es la
viscosidad cinematica y el operador V=1 (9/6x)+ ] (8/dy)+k (8/z)

Por su parte, la conservacion de la masa se expresa como,

VG*=0 (1.17)
Si se conociera la forma y distribucion de las particulas e intersticios del medio poroso, las
ecuaciones (1.16) y (1.17) podrian ser resueltas, sin embargo, esta configuracion es aleatoria
tanto espacial como temporalmente. Es por ello que en lugar de utilizar la aproximacion
microscopica, es practica comun evaluar las propiedades fisicas e hidraulicas del medio
poroso como uno continuo y homogéneo. El concepto que permite la aplicacion de esta
hipotesis es la velocidad de filtracion, misma que tiene como punto de partida el promediado
de las ecuaciones en un volumen pequeio pero finito del fluido.

Para reemplazar la velocidad instantdnea real, *(ui ,vi) , por la velocidad de filtracion, el

campo de velocidades puede separarse linealmente, como sigue

q*(ui’Vi):q(u’v)+qs(Us'Vs)+qt(Utth) (1.18)
donde G es la velocidad de filtracion, es decir, la velocidad promedio en un niimero pequefio
pero finito de poros distribuidos uniformemente; ¢ representa la perturbacion espacial en la
velocidad del flujo debida a la irregularidad de los poros o las capas limite y ¢, es la

perturbacion del campo de velocidades por efecto de las fluctuaciones temporales en el interior
de los poros. El campo de presiones puede descomponerse en forma similar.

P*=p+p,+ P (1.19)
Al sustituir las expresiones (1.18) y (1.19) en la (1.16), desarrollando la derivada total y
promediando en un periodo menor que el propio de la oscilacion se tiene

S (a4, (00,09 (a+0,)+ 0BG, =~V (p+ py+ p2)+vW* (d+0,) (120
ot p
donde el sobre lineado indica promedio temporal.

Procediendo de igual manera con la ecuacion de la continuidad (1.17) se obtiene,

V(G+4,)=0 (1.21)
Las ecuaciones del movimiento, en un volumen pequefio pero finito del medio poroso,
promediadas tanto temporal como espacialmente son
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%q+q-vq+q-vqt+qs-vq3:—év(p+yz)+vvzq (1.22)

donde el subrayado indica promedio espacial.

Los términos §.*AQ, y §,Af, permanecen en las ecuaciones de movimiento luego de

realizar los promedios temporal y espacial debido a la no linealidad inherente de los términos
relativos a las aceleraciones convectivas.

Buscando simplificar el problema Sollit y Cross (1972), realizaron un andlisis de escala bajo el
razonamiento que, si bien, @, ¢, y g, son del mismo orden de magnitud, los gradientes de
cada uno pueden estar en escalas totalmente distintas ya que las fluctuaciones de la velocidad
de filtracion ocurren en distancias del orden de la longitud de onda del flujo, mientras que las
perturbaciones espaciales y temporales ocurren en una escala similar al didmetro de los poros.
De esta forma, si la longitud de onda es mucho mayor que el didmetro de los poros (lo cual se
cumple en todos los casos de relevancia practica) se tiene que

Va<<vq, y
V({<<Vq, y con ello (1.23)

g-vVg<< qs 'Vqs + qt 'Vqt

Como resultado de este razonamiento, el término que contiene el gradiente de la velocidad de
filtracion se puede ignorar, simplificacion que ademads es consistente con la hipdtesis que se
aplica en la teoria de ondas de pequena amplitud, en la que los productos de la velocidad por la
aceleracion se consideran cuadraticos y, por tanto, despreciables. Las ecuaciones de
movimiento resultan, entonces

oq_ 1 T
SE‘E-Ev(p+yz)+vv2q—(qt-Aqt+qs-Vqs) (1.24)

vGq=0 (1.25)
donde se introduce S en el término de la aceleracion local, con el fin de tener en cuenta la
masa anadida al imponer un obstaculo poroso al flujo. En general, cuando el flujo es
exclusivamente dentro de un medio poroso, el valor de s es unitario.

La expresion (1.24) es la ecuacion de movimiento para la velocidad de filtracion y la
presion, con un término adicional que representa el efecto de las fluctuaciones espaciales y
temporales.

Dado que ¢, y G, no pueden ser evaluadas en forma directa, es posible relacionarlas con

cantidades deterministas de forma tal que no se modifique la solucidn, asi, se tiene la
equivalencia siguiente
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== v, C; _ .

VWG -(G. VG, +0,-Va, )= - %+ — 0y | G | (1.26)
p Kp

donde K, es la permeabilidad intrinseca, Cs es un coeficiente turbulento adimensional y @,

es la velocidad de descarga, definida como la velocidad de filtraciéon distribuida
uniformemente en todo el medio incluyendo so6lidos y vacios. La velocidad de descarga se
relaciona con la de filtracion mediante

G, =¢€4q (1.27)
siendo ¢ la porosidad del medio.

La igualdad (1.26) se basa en el trabajo desarrollado por Ward (1964), quien demostr6 que
en condiciones de flujo estacionario y no convectivo el decaimiento de la presion dentro de
un medio poroso es

1 viy, . G L.
——V(p+7/z)= qd+ f qd|qd| (1.28)
P Ko Ky
Una qutil consecuencia de la ecuacion (1.28) es que permite la definicion de un coeficiente
de pérdida similar al empleado en flujos a presion.

Sustituyendo en la ecuacion (1.24) las ecuaciones (1.26) y (1.27) se llega a,

— — 2
s%:%v(p+7z)[ﬂ+cfg q|q|] (1.29)

K, K,

vG=0 (1.30)
Las expresiones (1.29) y (1.30) tienen una gran ventaja respecto de las (1.24) y (1.25)
puesto que las propiedades & Ciy K, pueden ser evaluadas a partir de formulaciones
empiricas o ensayos de laboratorio, adicionalmente se ha reducido el nimero de variables
de cuatro a dos, por lo que es asequible una solucién unica.

Para hallar la solucion al problema, la tinica hipotesis que se ha de cumplir es que la
longitud de onda del flujo oscilatorio sea mayor que la amplitud de la onda y que el tamafio
representativo de las particulas del medio. Adicionalmente, es necesario un proceso de
linealizacion, para lo cual se introduce un término de friccion lineal en g, mismo que ha de
disipar la misma cantidad de energia que los términos no lineales (lo que se suele llamar
condicion de Lorentz de trabajo equivalente), esto es,

— 2
vE C.e
q, >

K, Ty, Al e
p p

donde se ha introducido la frecuencia angular por consistencia dimensional. Para estimar f,

se parte del conocimiento que el término de disipacion representa una fuerza de friccion por

unidad de masa actuando en un punto del campo de velocidades. Si este término se

(1.31)
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multiplica por el flujo de masa por unidad de volumen que viaja en direccidon opuesta a la
friccion, se tiene la potencia disipada por unidad de volumen. Esta potencia, al integrarse en
todo el volumen del campo de velocidades, V, y en el periodo de la onda, resulta en la
energia total consumida por la friccién en todo el volumen de flujo durante un periodo de
onda. De acuerdo con la hipotesis de Lorentz, esta energia disipada debe ser la misma con
cualquier ley de decaimiento (lineal o no) que describa el mismo proceso, por lo que toda la
cadena de operaciones, aplicada a los dos términos de friccion e igualando, puede escribirse
matematicamente como sigue

t+T

jgdv tj {vaq \/Tq|q|}pth_jgdv.[ f 5§ pgdt (1.32)

\ t p \

Evidentemente existe una relacion tnica entre las caracteristicas del medio(g, K, v Cq ),

las del ﬂujo(v y q)y el coeficiente de friccion (f), la cual, aceptando que éste es

constante en todo el volumen de flujo resulta

(Rt fa
P */7 (1.33)
(¢}

jdngqd

t

y en términos de la velocidad de descarga

jtf{ C |d, |3}dtdv
! VK, (1.34)

t+T

| j e 2dtdv
\Y

Al sustituir el término de friccion lineal en la ecuacion (1.29) se llega a las ecuaciones
lineales del movimiento

_.,
le

oq 1 R
S—=—-—V(p+yz)-f 1.35
a oV (prrz)=fo (1.35)

con
VG=0 (1.36)

La ecuacion (1.35) es lineal tanto en § como en p, por lo que si el sistema es excitado son

una onda armonica simple, el resultado serd igualmente una arménico simple. Si se utiliza
como excitacion una onda monocromatica en la superficie, se puede igualar la frecuencia
de oscilacion dentro del medio poroso a la frecuencia de dicha excitacion, o, asi la presion
y velocidad pueden expresarse como

q(x.y,z.t), p(x. ¥, 2,t)={d(x.¥,2), p(x.y,z)}e* (1.37)
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de modo que

%{q, pl =+ io{q. p} (1.38)

En su desarrollo original, Sollit y Cross (1972) utilizaron el signo positivo de la funcion de
dependencia temporal en la ecuacion (1.37). En este trabajo se emplea el signo negativo, lo
cual tiene la misma validez puesto que dicho signo solo indica la direccidon en que incia el
movimiento oscilatorio.

Al sustituir las ecuaciones (1.37) y (1.38) en la (1.35), se obtiene

o(-is+ f)q=—1V(p+y2) (139)
P

La ecuacion (1.39), al ser operada en producto cruz resulta

cs(—is+f)qu=—leV(p+yz):O (1.40)
P

Por lo tantoV x ( =0, es decir, el campo de flujo es irrotacional y puede ser definido por un
potencial de velocidades @, tal que

4=V, (1.41)

Al sustituir este potencial en la ecuacion (1.36), se obtiene la ecuacion de Laplace,

VO, =0 (1.42)

que constituye la ecuacion de gobierno en el campo de flujo.

Sustituyendo también el potencial en la ecuacion (1.35) y removiendo el operador
gradiente, se obtiene

sa®p+1( +y2)+ fod =0 (1.43)
— (e} = .
a o p+y b

Esta es la ecuacion lineal de Bernoulli para flujo de filtracion en un medio granular.

Las ecuaciones (1.42) y (1.43) pueden escribirse en términos del potencial de velocidades
de descarga, bajo el supuesto que le medio es homogéneo respecto de la porosidad, esto es

Vi, =0 (1.44)

o,
ot

s0+Z(p+yz)+ fod, =0 (1.45)
p
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1.5 Teoria lineal dentro de un medio poroso

1.5.1 Solucién para el potencial de filtracion

De acuerdo con las hipotesis consideradas para desarrollar las ecuaciones de gobierno
(1.42) y (1.43), el flujo en estudio consiste en un tren de ondas monocromatico viajando en un
medio poroso sobre un fondo horizontal impermeable con profundidad h (Figura 1-1).

Z Onda monocromatica
en la superficie

Fondo impermeable

Figura 1-1 Esquema y sistema de referencia para la teoria lineal en el medio poroso

Para encontrar la solucion, se aplicaran las condiciones de frontera propias de la teoria lineal
(ondas de pequena amplitud) con las modificaciones correspondientes debidas al medio
granular, mismas que se presentan a continuacion

1.5.1.a Condicion de contorno cinematica
La condicion de impermeabilidad en el fondo esta dada por

od
°=0 en z=-h (1.46)
0z
La condicion cinematica de superficie libre es la siguiente relacion
od
ML 0 en =0 (147)
ot oz

1.5.1.b Condicion de contorno dinamica

La presion del fluido en la superficie libre es la presion atmosférica, por tanto, en la
superficie libre se cumple que p =0y z =1, lo que sustituido en la ecuacion (1.43) resulta

1{ 0D
nz—a S 6tp+f6q)p con p=0yenz=n (1.48)
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1.5.1.c Condicion de contorno mixta de superficie libre

Al sustituir la ecuacioén (1.48) en la (1.47) y aplicando la dependencia de un armonico
simple al potencial de velocidades, la condicion homogénea o mixta de superficie libre
queda expresada como

o oD,
o’ (s+if )@, +g pe =0 en z=0 (1.49)

Es conveniente recordar que en este trabajo se toma el signo negativo de la funcion de
dependencia temporal, lo cual facilita el desarrollo analitico.

Al igual que en la teoria lineal en agua, es posible aplicar el método de separacion de
variables por lo que el procedimiento de solucion es similar al que se detalla en el Anexo B.
En principio, la funcion del potencial de descarga puede descomponerse en una parte con
dependencia espacial y otra con dependencia temporal de la siguiente forma

D, (x,2,t) =R[p*(x,2)e™] (1.50)
con lo que la ecuacion de Laplace es ahora
0’* o
ox* oz’ (151)

Las variables en el plano y en la vertical también pueden separarse, quedando

0*(x.2) = d(x)- f (2) (1.52)
A partir de esta separacion y operando en forma similar a lo desarrollado en el Anexo B, se
obtiene

N I L )
¢(x){8x2}_ f(z) o> “ (1:53)

donde k debe ser una constante. La expresion (1.53) puede descomponerse en dos
ecuaciones

d*f(z) , ~
K (2)=0 (1.54)
o) > B

{_aﬁ}k d(x)=0 (1.55)

La separacion de variables mostrada y la eleccion del signo negativo en la dependencia
temporal dan lugar a cambios en las expresiones de las condiciones de frontera, asi, la
condicion de impermeabilidad en el fondo es ahora

oD : _df
—":e*'“‘%wef'“‘ﬂ:o en z=-h (1.56)
0z 0z dz

y por lo tanto
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df (z
( )=O en Zz=-h (1.57)
dz
Por su parte, la condicion mixta de contorno en la superficie libre queda
2 df (z
(s+if)6—f(z)+#=0 en z2=0 (1.58)
g z

La solucion de la ecuacion diferencial ordinaria (1.54) se puede escribir (ver Tabla B-1)

f (z)=Acos(uz)+Bsen(uz)= Acos(ikz)+Bsen(ikz)=Ce+De™  (1.59)

en la que

k? =—u con — >0 (1.60)
Aceptando esta solucion, la condicion cinematica de fondo resulta

k [Ce_kh - Dekh] =0 por tanto C = De*™ (1.61)

lo cual, sustituido en (1.59) y arreglando los términos convenientemente es

k(z+h) —k(z+h)
f(z):zDe”[e +2e }:B'coshk(h+z) (1.62)

Insertando la forma de la funcién de profundidad dada por (1.62) en la condicion mixta de
superficie libre, ec. (1.58), se llega a

2
(s+if)%B'coshkthB'ksenhkh=0 (1.63)

Agrupando convenientemente y realizando un cambio de signo ya que, de acuerdo con
Sollit y Cross (1972), esta expresion es par para kK, se tiene

2
©_(s+if ) =k tanh (kh) (1.64)
g
La ecuacion (1.64) es la relacion de dispersion para flujo en un medio poroso y la constante
de integracion, k, se denominara nimero de onda.

Por otro lado, la solucion de la ecuacion (1.55), Tabla B-1, tiene la forma

d=Ae "™ +Be'™ (1.65)
de donde el potencial de velocidades es

@, (x,2,t)= Acosh (k (h+z))e ™ (1.66)

La condicion dindmica de superficie libre es una relacion entre el potencial de velocidades
y la elevacion de la superficie libre, de modo que al sustituir la expresion (1.66) en la (1.48)
se tiene
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n=9{—§(—is+ f)Acosh(kh)ei(kx_"t)} (1.67)

La elevacion del la superficie libre debe coincidir con una onda progresiva, misma que
puede ser representada por una expresion del tipo

n=%/ae" | (1.68)

donde a=H/2 es la amplitud del movimiento y H la altura de ola.

Por simple deduccion, a partir de las ecuaciones (1.67) y (1.68), se sabe que

__ 9 a
A_G(iS— f)cosh(kh) (1.69)

Sustituyendo este valor en el potencial, finalmente se obtiene

ig coshk (h+ Z) ik

O (X,2,1)=R| — —a
o ) G(S+If) cosh kh

(1.70)

1.5.2  Solucién para el potencial de descarga

La deduccion del potencial de descarga se realiza en forma idéntica a lo desarrollado para
el potencial de filtracion, por lo tanto, a continuacidon solo se en listan las expresiones
resultantes.

La relacion de dispersion es

? (s+if
O (S41) _y tanhkh (1.71)
g c d d
Por su parte, la elevacion de la superficie libre
—is+ f :
My =9{—§(—8) Acosh(kdh)e'("“”t)} (1.72)
en la que
A-8__& a (1.73)

o (is— f) cosh (k;h)
y el potencial de velocidades de descarga queda expresado como

i hk, (h+2) .
CDd(x,z,t):SR[—ﬂ £, 00shks( ”)e'(kd“’t)} (1.74)

o (s+if) coshk;h
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1.6 Teoria lineal con interaccion entre agua y medio poroso

Hasta ahora se han presentado las soluciones para describir el flujo oscilatorio en agua (1.3) y
dentro de un medio poroso (1.5). En esta seccidn se tratara el caso en el que el medio granular
ocupa solo parte del volumen, es decir, constituye una capa finita con fondo impermeable en
su parte inferior y tiene interaccion con el agua en su parte superior. Se denotard hy, a la
profundidad de agua y h, al grosor de la capa de medio poroso, de esta forma el calado total h
sera

h=h +h, (1.75)

En la Figura 1-2 se muestra un esquema del problema planteado, cuya solucion se hallara
aceptando las hipoétesis de la teoria de ondas de pequenia amplitud.

Z Onda monocromatica
en la superficie
X /_\/_\/\/
[I] W

00108
O O p Medio granulari
2 C 2 C 2

Fondo impermeable
Figura 1-2 Esquema y sistema de referencia para la teoria lineal sobre un medio poroso

Las ecuaciones de gobierno (Laplace) para el flujo en el agua y dentro del medio poroso son

Vo, =0 para —h <z<0 (1.76)

2
Vo, =0 para —h<z<-h (1.77)

en la que los subindices W y p denotan las caracteristicas en el agua fuera y dentro de la
capa finita de medio poroso, respectivamente.

1.6.1 Condiciones de contorno

Bajo la suposicion de pequena amplitud, las condiciones contorno cinemadtica y dindmica
de superficie libre pueden ser expresadas como

100,

=—— en z=0 1.78
n . (1.78)
y
0P, _n en z=0 (1.79)
0z ot
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respectivamente.

Aceptando que el fondo impermeable es plano se cumple que V,h =0 y si el flujo de masa

vertical evaluado en Z=—-h es igual a cero, esto es,

oo, oo,
pW, =p& pe +V,h-V @ 1=pe pe =0 en z=-h (1.80)
al operar se obtiene
oD
5 P=0 en z=-h (1.81)
Z

Ahora, dicho flujo de masa vertical debe cumplir la continuidad en la interfase de medios, lo
que se representa como

pW,, = pW, en zZ =-h; (1.82)
de donde, bajo el supuesto que el espesor del medio poroso también es constante

(thp = 0) , se tiene

oo oD
W=V, V0= (1:83)
oo, oD,
w,=¢ ™ +Vih, V@ (=¢ P (1.84)

Sustituyendo las ecuaciones (1.83) y (1.84) en la (1.82) y operando, se obtiene la siguiente
condicion de contorno

od
&:5 P en z=-h (1.85)
0z oz

Para resolver el problema hace falta una condicién de contorno mas, la cual se obtendra a
partir de la continuidad de presiones en la interfase agua - medio poroso, para ello se
emplean las ecuaciones de Bernoulli en ambos medios, a saber,

pW:_p(angJrgzj en —h,<z<0 (1.86)
oo,
P, =—P|S p +gz+ fod, en —h<z<-h (1.87)

que por continuidad se igualan en z =-h_, de donde

od, 0D,
W :S
ot

+fod, en z=-h (1.88)
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El tipo flujo para el que interesa resolver las ecuaciones y condiciones de contorno
planteadas corresponde al caso de una onda progresiva, de modo que al contar con
homogeneidad en las condiciones de contorno, es posible aplicar la técnica de separacion
de variables, para lo cual los potenciales se descomponen como sigue

@, (x,z2,t)=¢(x)M (z)I(t) (1.89)
@, (x,z,t) = (x)P(z)T(t) (1.90)
Al sustituir estos potenciales en las ecuaciones de gobierno se obtiene
2 2
ia"ﬁuia'\f =0 (1.91)
¢, X~ M oz

1 0%, 16°P
———t+—=—=0
¢, Ox P oz
De manera muy similar a los casos de flujo en un solo medio, se pueden establecer las
igualdades

(1.92)

—— 2 - K’ (1.93)

1o 1 %P

- (I)ZP =-———=-K? (1.94)
¢, ox P oz

Intencionalmente se ha empleado la misma constante en ambas ecuaciones ya que de este
modo, dicha constante resultard equivalente al nimero de onda local dentro y fuera del
poroso. El problema se traduce ahora a la solucién de cuatro ecuaciones diferenciales, a

saber,

0’4, ) o'M )
+K"¢, =0 -K*'M =0 1.95
ox’ & oz’ (1.95)
K ’P
aX2p+K2¢p:O po ~K’P=0 (1.96)
De acuerdo con la Tabla B-1, la solucion de las ecuaciones (1.95) y (1.96) tienen la forma
¢, = A+ AT M =AC+A™ (1.97)
(I)p — AsefiKX +Ase+iKX P — A7€KZ +A8e7KZ (1.98)

donde los coeficientes A; dependen de las condiciones de contorno.
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Considerando que las ondas viajan en el sentido positivo del eje X y adoptando la parte
negativa de la funcion de dependencia temporal, los potenciales de velocidades en (1.89) y
(1.90) son ahora

(DW — A| (AseKZ + A4e—Kz) ei(—ct+Kx) (199)

q)p — AS(A76KZ +Age_Kz) ei(76t+KX) (1100)
Sustituyendo la ecuacion (1.100) en la condicion de contorno de fondo impermeable,
ecuacion (1.81), se obtiene

oD

0z
operando y evaluando en z=—hse llega a

P = A (KAEN —KAe™) e =0 (1.101)

A =A™ (1.102)

asi, la ecuacion (1.100) se convierte en

q)p _ ASASeKh (eK(z+h) +e—K(z+h)) pi(-ot=K0 _ A, cosh K (h n Z)ei(—cH—Kx) (1.103)

donde se ha definido el factor

A =2A A (1.104)
Haciendo uso de este ultimo potencial en la condicidon de continuidad de presion, ec. (1.88),
se obtiene

D, =(s+if )0, z =-h (1.105)

p
Sustituyendo los potenciales definidos por las ecuaciones (1.99) y (1.103) en (1.105) y en la
condicion de contorno (1.85), se tiene

A(Ae ™" + A e = (s+if ) A cosh (Kh, )= (1.106)

A(Ae™™ —Ae™ )=z A senh(Kh,) (1.107)
Al despejar Az de (1.106), resulta

A =((s+if)%cosh(Kha)—A4eKh”jeKh“ (1.108)

y sustituyéndolo en (1.107)

(s+if )%cosh(Kha)—2A4eKh" =g%senh(Kha) (1.109)

A4, entonces, queda definido por
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oM

A4=%((S+if)cosh(Kha)—gsenh(Kha)) (1.110)

Si se agrupan términos de forma quey =(s+if )cosh(Kh,)—&senh(Kh, ), las ecuaciones

(1.110) y (1.108) quedan, respectivamente,

Aﬁ%%y g (1.111)
y
A :%i(2(s+if )cosh(Kha)—}/)eKh”

A 1 (1.112)

= E%((S +if )cosh (Kh, )+ gsenh(Kha))eth

Sustituyendo ahora las ecuaciones (1.110) y (1.112) en la ecuacién (1.99), resulta

®, = 1 A {((S +if )cosh (Kh, )+ &senh ( Kha))eK(th)

2 (1.113)

(5411 ) cosh (K, ) e semh (K, ) et

La aplicacion de las relaciones trigonométricas e“**" = senh K(h,+2)+coshK(h +2) y

e ™) — _genh K(h, +2)+coshK(h, +2) en la ecuacion (1.113), la convierten en

®, = A;{(s+if )cosh(Kha)coshK(hp +Z)+

w

| (1.114)
+& senh (Kh, )senh K (hp n Z)} pil-at+)

Utilizando ahora cosh K(h+z—h,)=cosh K(h+z)coshKh, —senh K(h+2z)senhKh, vy
senh K(h+z—-h,) =senh K(h+z)cosh Kh, —cosh K(h+z)senhKh, y recordando que

h, =h—h, la ecuacion (1.114) se puede escribir

(DW:Ag(s+if)coshK(h+z){[cosh2(Kha)—S+if senhz(Kha)}

(1.115)

—senh K (h+ Z){cosh(Kha) senh (Kh, )— T
+

cosh(Kh,) senh(Kh, )}} gt

reagrupando convenientemente se tiene
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H 2 & )
CI)W=A9(S+If)cosh (Kha){coshK(hjtz){l—st tanh (Kha)}—

(1.116)

—senh K (h + Z){tanh( Kh, ) g g|f tanh( Kh, )}}e“"”"x)
+

lo que permite definir una nueva constante

A, = A (s+if )cosh’ (Kha){l— - ‘9” tanhz(Kha)} (1.117)
+

y asi, la ecuacion (1.116) se simplifica de la siguiente forma

@, = A, {coshk(h+z)—Fsenh K (h+z)}e"" (1.118)
donde

tanh (Kh, ) =—— tanh (Kh, )
Eo s +if :El_ a ] tanh (Kh,) 1119)
1- g_ tanh? (Kha) s+if 1—78_ tanh? (Kha)
s+if S+if

Aplicando la definicion del potencial en (1.118) a la condicion dindmica de superficie libre,
ec. (1.78), el desplazamiento de la superficie libre es

n= —é ac;W = IEG A, {cosh (Kh) - F senh (Kh)} ') (1.120)

Como se ha considerado una onda progresiva de amplitud H/2, de la forma
T]:%ei(—c;t-v-Kx) (1121)
se pueden comparar las ecuaciones (1.120) y (1.121) parar deducir la constante A, que

resulta
ig H
2 1
=— 1.122

Ao c (cosh(Kh)—Fsenh(Kh)j ( )

de tal suerte que al sustituir la ecuacion (1.122) en la ecuacion (1.118), se obtiene el
potencial de velocidades en el agua

D - igH | cosh K(h+2)—Fsenh K(h+7) | i_otikx)
v 26 cosh (Kh)—F senh(Kh)

Para encontrar la funcién que determina el potencial de velocidades en el medio poroso es
necesario determinar el valor del resto de las constantes. A, se encuentra al sustituir y

(1.123)

operar la ecuacion (1.122) en la ecuacion (1.117), esto es,
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1

. H
19— cosh(Kh)—F senh(Kh 1
© COShZ(Kha)_S+-f senhz(Kha) (s+if )
Si se considera la siguiente relacion
_ 2
I-F tanh(Kh,)=— ;anh (Kh) _ 1 (1.125)
1- h*(Kh h*(Kh,)- h*(Kh
T tanh® (Kh,) cosh®(Kh,) TR (Kh,)
la ecuacion (1.124) se puede simplificar a
. H
Ag——|g2 1-F tanh(Kh,) 1 (1.126)
s cosh(Kh)—F senh(Kh) |\ s+if '

y con ello, el potencial dentro de la capa porosa, ec. (1.103), es

o _igH 1-F tanh(Kh,) cosh K(.h +2) | ook (1.127)
P 20 cosh(Kh)—Fsenh(Kh) s+if

Para establecer la expresion que relaciona la frecuencia angular y el numero de onda, las
ecuaciones (1.121) y (1.123) se sustituyen en la ecuacion (1.79), de donde

K(igH {senh(Kh)— F cosh(Kh)

git-ot-Ko IHo gtk _ (1.128)
26 | cosh(Kh)—F senh(Kh) 2

al simplificar la ecuacion (1.128), dividir por cosh(Kh) se obtiene una relacion de

dispersion que es valida para toda la columna (0 <z< —hp)

2 —
S _k tanh Kh—F (1.129)
g 1-F tanh Kh

Es importante resaltar que de acuerdo con Sollit y Cross (1972) la relacion de dispersion es
para K.

Con lo hasta ahora desarrollado y dada la forma en que se han trabajado y presentado las
expresiones para los potenciales en cada caso (tomando el signo negativo de la funcion de
dependencia temporal), es evidente que el tercero de ellos constituye el caso general del
resto, es decir, la propagacion de ondas en agua y dentro de un medio poroso, son casos
particulares de la propagacion sobre una capa finita de medio granular. Asi, el potencial de
velocidades en agua con una capa de medio poroso al fondo estd definido por la ec. (1.123);
Si el medio granular no existe, significa que h, =0, e=1ys=1 con lo que F=0 y el
potencial queda idéntico al expuesto en la ecuacion (1.15). Por otra parte, si la capa de
medio poroso se extiende hasta alcanzar o sobrepasar el nivel medio del agua, se tiene que
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h, =h, con ello y trabajo algebraico, la expresion (1.127) se convierte en la (1.74). Lo

mismo sucede con las expresiones de la elevacion de la superficie libre y del namero de
onda, tal y como ha sido demostrado por Silva et al (2003). En resumen y a la vista de las
soluciones obtenidas, los casos de propagacion en un solo medio constituyen los extremos
del problema de propagacion de ondas cuando dos medios de distinta porosidad
interactiian, caracteristica de gran importancia para el desarrollo del siguiente capitulo.
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2 PROPAGACION DE ONDAS EN FONDO VARIABLE

Las matematicas desarrolladas en el capitulo anterior consideran que la profundidad del
lecho sobre el que se propaga una onda progresiva y el espesor de la capa de medio
granular son constantes. En este capitulo se eliminan estas restricciones y se desarrolla la
solucién conocida como ecuacion de la pendiente suave, la cual fue presentada inicialmente
por Berkhoff (1972) solo para inclinaciones suaves del fondo (impermeable) y modificada
por Chamberlain y Porter (1995) para ser aplicada a cualquier pendiente. Por su parte,
autores como Rojanakamtorn et al (1989,1990), Losada et al (1996) y Silva (2002) han
presentado mejoras a la solucion al considerar un obstaculo permeable en el fondo y
adoptando la teoria de Sollit y Cross (1972). En este trabajo se obtendra la solucion a la
ecuacion de propagacion mas general; es decir, el caso con agua y una capa finita de medio
poroso sobre fondo impermeable.

El desarrollo que se presenta a continuacion, supone flujo incompresible, homogéneo e
irrotacional en fondo impermeable con profundidad total h(x, y) sobre el cual descansa una

capa de medio poroso con limite superior en la profundidad hp(x, y), siendo x e y las

coordenadas cartesianas horizontales. La coordenada vertical, z, es positiva hacia arriba y el
nivel z=0 se encuentra en el nivel medio del mar (ver Figura 2-1).

Z Onda monocromatica
t /wjperficie ——_
X ~_

SHE @, L E IR In

() o([Medio granular[>;

N\\e

Fondo impermeable

Figura 2-1 Croquis del problema de propagacion en fondo variable

La ecuacién de Laplace es la ley que representa el movimiento general del fluido, la cual, a
la vista de las suposiciones arriba mencionadas puede escribirse como funcion del potencial
de velocidades de la forma

2
0Dy g —h, <2<0 (2.1)

2
VD, + P 0 S
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para la region fuera del medio poroso y como

2 62®p
Vi@, + pem =0 —h<z<-h, (2.2)
en las que @ es potencial de velocidades, V, = (8/6x,8/8y) y los subindices w y p denotan
las caracteristicas fuera y dentro del medio granular, respectivamente. Es importante
sefialar que, en lo sucesivo, dentro del medio permeable se emplearan las definiciones
correspondientes al potencial de velocidades de descarga.

Las condiciones de frontera que se necesitan para hallar la solucién son: 1) la dindmica y
cinematica de superficie libre en el agua, esto es,

100,

n . o (2.3)
9@ _om_, 7=0 (2.4)
oz ot

2) la velocidad fuera del medio granular justo en la interfase entre ambos medios, ec. (1.83)
, para espesor de la capa porosa variable, es decir,

oD,
W, = e +Vih -V, 0, z=-h, (2.5)
3) la presion en el agua,
p=_p(2£+gzj —h,<z<0 (2.6)
z
4) la presion dentro del medio permeable,
s 0D f

pp=_p(E at"+gz+;o<pr —h<z<-h (2.7)

en la que ¢ es la permeabilidad del medio, f el coeficiente de friccion linealizado y s la
masa afadida

5) la velocidad de descarga en el medio poroso justo en la interfase entre ambos medios

oD,
w, = ™ +V,h -V, @ z=-h, (2.8)

6) la condicion de impermeabilidad en el fondo por debajo de la capa permeable

oD,
e +V,h-V, 0 =0 z=-h (2.9

La principal ventaja de utilizar las condiciones de contorno de la teoria lineal, es que son
homogeéneas y asi, el problema se puede resolver por el método de separacion de variables.
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Para lo cual, los potenciales de velocidades fuera y dentro del medio granular se pueden
descomponer respectivamente, como

D, (xy,2,t)=R{o(x,y,t)M(z)} (2.10)

D, (xy,2,t)=R{p(x, y,t)P(z)} (2.11)
Las funciones de dependencia de la profundidad, M(z) y P(z) corresponden a las

obtenidas bajo los supuestos de fondo y espesor de la capa porosa constantes, (ver
ecuaciones (1.123) y (1.127)) a saber,

_ cosh K(h+z)-FsenhK(h+z)

M (z 2.12
( ) cosh Kh — F senh Kh ( )

P(z)—S(l_Ftanh Kh,)coshK (h+2) (2.13)
B cosh Kh—F senh Kh '

1-3)tanh Kh
donde F :( ) ——, 0= 8_ y h,=h-h_. Por su parte, K, el nimero de onda
1-35tanh” Kh, s+if

comun para ambos medios, se calcula de la expresion

2 —
S _k tanhKh-F (2.14)
g 1-FtanhKh
De acuerdo con Smith y Sprinks (1975), Kirby (1986), Mase y Takeba (1994) y Silva et al

(2002), se puede partir de aplicar la segunda identidad de Greena M (z) y @, estoes

=0 (2.15)

_hp

2 2
_[0 M—da qzw z—jo q)w_a '\Z/I dz—-| M 6CDW_(DW8_M
~hp 0z -h, 01 01 0z

sustituyendo en el primer término de la ecuacion (2.15) , las ecuaciones (2.1) y (2.10) se
tiene

0 aZCDW 0 2 0 2
j_hp M=t dz = - j_hp MV, dz = j_hp MV (oM )dz

=] QMVIM +2MV,@V,M + M*Vig)dz =
e (2.16)
=—[ OMV{M +V, MV, 0+ M*V}odz =
0 2 0 2
:-j_h (M(pvhlvl)dz—j_h Vv, (M2V, ¢)dz

Por otra parte, aplicando la definicion de la funcion de profundidad M, ec. (2.12), en el
segundo término de la ecuacion (2.15) queda
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2 2 hK(h —Fsenh K (h
jo d)wal\z/ldz:jo Wa_2 coshK (h+z)—-FsenhK (h+2) dr—
-h, Y oz -h, Yoz cosh(Kh)—F senh(Kh) 2.17)
=[" ®,K*Mdz
Ahora, el tercer término de la ecuacion (2.15) puede descomponerse en dos partes, si z=0
se tiene que
2
( ob,, 8Mj _[m 100, _@Wﬂ _
0z 0z g ot 0z

20 (2.18)

2
:M_iﬁi;_g_q)M
g ot g

z=0
mientras que si z=—h_ resulta

( o, an :(MWW—Mthp-VhCDW—M(pﬂ] (2.19)
0z oz )|, o Jl,y,
Entonces, la ecuacion (2.15) queda de la siguiente manera
0 2 0 2 0 2
—j_h Vv, (M th))dz—j_h (Mcpvhlvl)dz—j_thWK Mdz
(2.20)

=0

z=-h,

2 2
J{—M o9, +d M j
g ot? g
Si se aplica ahora la regla de Leibnitz al primer término de la ecuacién (2.20) se tiene

+(MWW—Mth vV, D, Mcpaaﬂj
z
z=0

j V,(M*V,0)dz=V, j M?V,0)dz—(M*V, ) -V,0

(2.21)
+(M2vh(P)z:—hp ( ) Vi I thq) dz— ( zvh@'vhhp)z:_h
lo cual, sustituido en la ec. (2.20) es
v, j"h (M?V,0)dz+ [ (MoVM )dz+[ K*M?®,dz-
p (2.22)

=0

z=—h,

EVEXCN 2M 2 Mw, — MoV, h-V,M - Mo M
2
g ot o o1

Para continuar con el desarrollo a partir de ésta ultima expresion, es necesario evaluar los
gradientes de M (z) los cuales se presentan a continuacion
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oM aM _oM oh oM oh, oM oh oM oh,
—+ L ——+ =

VM = 0 ay ~oh ox ohy ax  oh oy oh) dy
X X X
M M P (2.23)
=—V,h+——V,h
oh oh,
oo O°M M 9[oMoh oM oh ) o (eM oh oM oh,
VhM = 2 +—2:— B + — —
OX oy ox\ oh ox oh, ox | oy| oh oy oh, ay
_ oM o°h azlvl[@j 0°’M ¢oh ah+a|v|6h L O°M dhoh,
~oh X2 ah’ ohoh, ox ox  oh, ox® ah2 6 ah oh ox ox
P (2.24)
LM &h M a_h 0°'M_oh; oh oM o°h, oh, )", @M ohoh, _
oh oy?  oh* oy ahah oy oy oh, oy’ ah2 ay T ,oh dy oy
oM oM o°M 2 O°M 2 [ M  O°M
== Vh+—V2h + V.h) +=——(V, h v.h-V, h
oh oh, Vi, + e (Vi) + ah;( ) [ahah oh ahJ o
Mvzm = M v§h+Maﬂv§hp+i(M aﬂj(vhh)z—(a'v'} (V,h) +
oh oh, oh " oh oh
DM yn Y- M (Vh) O Mg hv,h+ (225
ah oh, N oh|  on,

+1(M8Mth vih 2MMG hvh
oh, oh oh oh,
La aplicacion de las ecuacion (2.25) en el tercer término de la expresion (2.22) lleva a

j (pMVMdz—(pJ. M—Vhd j |v| Vhdz+

vof, 2 (MM w0y e 0_[ 2 o s
3

0
oh
o Q(M oM ]V hv,h,dz + o] ai

n,oh| o
~of" ( j ) dz - {TM] (V,h,) dz-
9 ‘[0 oM oM

oh oh,

Al aplicar la regla de Leibnitz al tercer, cuarto, quinto y sexto términos del lado derecho de
la expresién anterior y sustituirlo en la (2.22) queda

jv hv,hdz—  (2.26)

—V,hV,h dz
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vj Mvh(pdz+<pj m 2 Vhdz jM Vhdz+

80 oM 0
ML) o[ MS
L I )ch I

O (0 oM 0 (o oM
+ M dz+ M dz |V.h V.h—
(P(ahf oh - on, LM } e

oM Y oM )
_(Pfohp(a_h] (V,h)’ dz_(pjohp(a—th (thp)2 dz —

0 oM oM
_Z(PIh oh an,

—1(M28(P+M (pcsj
gl ot

De manera similar a lo anterior, se aplica la segunda identidad de Green a P(z) y @ ,asi

o0,
[ pI D dz [ " ®p 85d— ch@—P
0z 0z a) .

y siguiendo el mismo procedlmlento del caso anterior se llega a la expresién

M (thp)2 dz+

(2.27)

T2V, h,Vhdz - [ KM gdz -

(W M — M(pﬂj
o 0z

=0

,hp

p

=0 (2.28)

vhj'hhpszhcpdzﬂpj‘hhppgvﬁhdz of " P Vhdz+

0 oP oP
ro- [ P%(Vh) dz + (p—j P (thp)zdz+

‘o ij'h"pﬁomi "p P 4 |v,hv,h-
ohdn “ah e A T an

2 2
~of " (Z—D (V,nY dz—of " [STP} (V,h,) dz-

1 0P 0P
~20] 2 ah,

(2.29)

——V,h,V,hdz~ j K?P%pdz +
=0

(W P- P(papj
o )|,y

Para encontrar una sola expresion que describa el flujo en —h <z <0, se debe cumplir con
la continuidad de presiones (p, = p,) y de flujo de masa (w, =w,) en la interfase entre

ambos flujos (z=-h,). Esta condicion permite la combinacion de las ecuaciones (2.27) y
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(2.29) obteniéndose asi la version extendida de la ecuacion de la pendiente suave
dependiente del tiempo, esto es,

2
Vv, (1,V,0)+K?%l, +o r(h,hp)—%(;—?w&j =0 (2.30)
en la que
ol 2| ol
r(h,hp):I21Vﬁh+Izzvﬁhp+(th)2(a—ﬁ—l3lj+(vhhp) [ﬁ—lﬂ}r
P (2.31)
ol ol
+thpvhh(a_[212 TZF;_ZI?’S]
ademas
l, = joh M 2dz +%j_hh” P2dz (2.32)
a=l M@dulj‘hppﬁd
- 0oh d7-h  oh (2.33)
2 :J.Oh MM g, +1thh" p P4
" 6hp 8 - ahp (234)
2 2
31210 (a—Mj dZ+1I_hp(a—Pj dz
-\ oh 51 \ o (2.35)
2 2
0 oM 1 —hy, oP
o=l fﬂaﬂ f " » P 4
h oh oh, h oh ah (2.37)

La solucién de las integrales (2.32) a (2.37) se encuentra en el Anexo C.

Para obtener la extension de la ecuacion de la pendiente suave independiente del tiempo o
armonica, se utiliza la siguiente separacion

o(X y,t) =d(x, y)e™ (2.38)
gue sustituida en la expresion (2.30) resulta en la ecuacion modificada de la pendiente
suave (MMSE por sus siglas en inglés)

vV, (1,V,0)+ K?¢l, +¢r (h,h,) =0 (2.39)
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Las corrientes por oleaje mas importantes se generan en la zona de rotura, por lo que es
esencial que el modelo de oleaje tenga la capacidad de disipar la energia y representar lo
mejor posible el decaimiento en la superficie libre provocados por dicho fenémeno. Para
lograrlo, se ha modificado la ecuacion (2.39) afadiendo artificialmente un término
disipativo similar al presentado por Dally et al (1985), asi la MMSE queda

V, (1V,9)+ (K =iofy ) 1, +r (h,hp) [ =0 (2.40)
donde

enl (5]

SR( ) indica la parte real del argumento, C, y C; son coeficientes experimentales, en este

trabajo, con valores de 0.15 y 0.4, respectivamente. h*=h_ +¢h, es la profundidad efectiva.

La ecuacion hasta aqui obtenida para representar la propagacion de una onda progresiva
sobre fondo impermeable variable y con una capa de medio poroso de espesor finito pero
variable sobre él, ec. (2.40), constituye el caso general de las ecuaciones derivadas por otros
autores. A continuacion se enlistan algunas de ellas indicando las simplificaciones que se
consideraron en cada una.

e Si se elimina el medio granular, h, =0 o0 €=0, y se desprecia el efecto del término

r(h, hp) ,esdecir 1, =1, =1, =1,,=1,,=0, se obtiene la ecuacion de la pendiente suave
como fue presentada originalmente por Berkhoff (1972).

e De nuevo sin medio permeable (ha =0,¢e= 0) pero involucrando los términos de orden

O(|th| 2 Vﬁh), resulta en la expresion modificada de la pendiente suave publicada por
Chamberlain y Porter (1995).

e Si Unicamente se ignora el término r(h,hp), se llega a la expresion empleada por
Rojanakamthorn (1989) y Losada et al (1996).

e Kirby y Misra (1998) derivaron la llamada ecuacion ligeramente modificada de la
pendiente suave, la cual se obtiene al prescindir de los términos 1, 1, € I,,.

A la vista de su robustez, las ecuaciones aqui presentadas constituyen un medio numérico
relativamente simple para comprender el comportamiento fisico del fendmeno de
propagacion. Y son aplicables para variaciones rapidas del fondo y del espesor del medio
granular, a la vez que resuelven correctamente pendientes pronunciadas en (1:3 -1:5) lo que
les otorga la posibilidad de ser empleadas en la practica de la ingenieria.

54



CAPITULO I11.
MODELO DE PROPAGACION DE ONDAS



Capitulo III. Modelo de propagacion de ondas

56



Capitulo III. Modelo de propagacion de ondas

3 MODELO DE PROPAGACION DE ONDAS

En este capitulo se tratan los topicos que permiten codificar las ecuaciones presentadas en
el capitulo anterior, esto es, la definicion de las condiciones de frontera, la discretizacion de
las ecuaciones, el sistema de mallas de tipo jerarquico y el método de solucion del sistema
de ecuaciones. Por otro lado, en la parte final del capitulo se presentan los casos de
validacion y aplicacion del modelo.

3.1 Condiciones de frontera

Tradicionalmente se han utilizado relaciones muy simples para resolver la transmision del
oleaje a través de los contornos del dominio (p.e. Rojanakanthorn et al 1989), sin embargo,
Kirby (1989), Silva et al. (2004) y Silva et al. (2005) demostraron que una incorrecta
aproximacion en las fronteras, cuando el oleaje incide de forma oblicua, genera importantes
oscilaciones numéricas (reflexion) que se propagan rapidamente hacia dentro del dominio
en especial si se utiliza la forma eliptica de la ecuacion de pendiente suave. Esta distorsion
en las amplitudes de onda, se traduce en graves errores cuando los resultados de la
propagacion se utilizan como datos de entrada para otros modelos como es en este trabajo
con la estimacion de las corrientes costeras. De acuerdo con el mismo Kirby (1989) si se
aproxima la solucion en las fronteras con la ecuacion de pendiente suave en su forma
parabdlica, es posible minimizar las oscilaciones numéricas, sin embargo, la precision de
los resultados al aplicar dicha técnica, dependera del orden de aproximaciéon con que se
construya la aproximacion parabdlica. A continuacion se presenta una forma de obtener
diferentes 6rdenes de aproximacion.

Sin perder precision ni generalidad, la ecuacion (2.40) se puede escribir en forma de
Helmholtz, es decir

Viy+Ky=0 3.1)
donde y = \/Z ¢ es el potencial de velocidades normalizado y en la que se ha empleado la
+ r(h’hp) _ vﬁll )

1, JI
Con el fin de hallar una forma estable de la ecuacion de gobierno para las fronteras del

dominio, se propone escribir la ecuacion (3.1) en forma parabdlica, lo cual, de acuerdo con
Dingemans (1997)

transformacion K’ = (K - inD)

0 1 &
ax‘i’ =—K} (1 +Fay_2j\" (3.2)

asi, la propagacion del oleaje en la direccion positiva del eje x puede ser hallada con el uso
de un operador pseudo-diferencial, quedando

1/2
oy . 1 &
8_\)|::ch (14'??} \ (33)

57



Capitulo III. Modelo de propagacion de ondas

cuya solucion, para ondas incidiendo con cualquier direccion, es

v (x,y) _ Cei(kxwk_vy) (3.4)
Sustituyendo la ecuacion (3.4) en la (3.3) se tiene

kx (. ﬂ \172
K _{1 (K] J (3.5)

la cual también puede expresarse como

1=(1-m*)" (3.6)
donde /=k /K,y m=k,/K, son los nimeros de onda relativos en las direcciones x ¢ y,

respectivamente. Para lo cual se han utilizado las siguientes correspondencias

z'l~Li y im 1o 3.7)
K. ox K, oy

c
En los casos en que m sea pequefio, la relacion entre / y m puede aproximarse de varias
formas, en una primera instancia puede ser

1=[t+m*]" ~1+0(e) (3.8)
donde 0(8) indica el orden de error relativo a una diferencial espacial. La ecuacion (3.8)

corresponde a la condicién de frontera mas simple, misma que fue empleada por Panchang
etal. (1991)

N _ik y (3.9)
Oox

Por otro lado, utilizando una expansién lineal / puede aproximarse con
1, 4
lz[l—gm :|+0(8) (3.10)

que corresponde a la aproximacion parabolica de primer orden, empleada por Radder
(1979)

oy . 1 oy
—=iK, |y + 3.11
ox ‘ [W 2K oy G-10)
Otra posibilidad es utilizar una aproximacion de Padé para la estimacion de /, lo que lleva a
1-0.75m’ 4
lr———+0(¢ 3.12
1-0.25m’ (2) (3-12)

que corresponde al segundo orden de aproximacion parabdlica
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. 2 3
N gyt 0¥ 1 OV (3.13)
ox 4K, oy~ 4K_ oxoy
Mas atn, si / se aproxima por el método minimax (Kirby, 1986), se llega a
a,—as’
PR s 3.14
1-b& G.14)
que corresponde a la aproximacion parabdlica de tercer orden, es decir,
2 3
N g Kyi 0¥ G OV (3.15)
ox K. oy K. oxoy

en la que los valores de los coeficientes a,, a, y b, dependen de la direccion del oleaje y se
muestran en la Tabla 3-1.

Tabla 3-1 Valoresde a,, @, y @, para diferentes angulos de apertura (Kirby, 1986)

Angulo de apertura (°) a, a, a,

0 1.000000000 0.750000000 0.250000000
10 0.999999972 0.752858477 0.252874920
20 0.999998178 0.761464683 0.261734267
30 0.999978391 0.775898646 0.277321130
40 0.999871128 0.796244743 0.301017258
50 0.999465861 0.822482968 0.335107575
60 0.998213736 0.854229482 0.383283031
70 0.994733030 0.890064831 0.451640568
80 0.985273164 0.925464479 0.550974375
90 0.956311082 0.943396628 0.704401903

La aproximacion parabolica representada por la ecuacion (3.15) es la que se utilizo en este
trabajo debido al amplio rango de direcciones que permite modelar con buena precision. A
partir de ella, se presentan a continuacion los casos particulares.

3.1.1 Condicidén de frontera abierta

Para esta condicion, el potencial total es la suma del oleaje incidente y el perturbado
(y=wy,+vy,). Por tanto usando la ecuacioén (3.15), como una aproximacion del oleaje

perturbado, se tiene que

o, _ o(v-v,) —_iK (ao(w_w‘)JriM}L&M (3.16)

ox ox K’ oy’ K> oxoy’
en la que las ondas perturbadas viajan hacia fuera del dominio en direcciones parcialmente
opuestas al oleaje incidente. Por definicion, el potencial de velocidades normalizado,
denotado en lo sucesivo por y? = \/IT ¢, esta representado por
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\j} \/— l;‘[c;g COSCI:);(Z;I‘ Z) exp[iK(xcose+ysen9):| (3.17)

De tal forma que, sustituyendo la ecuacion (3.17) en la (3.16), se obtiene
oy a, O*y LG o’y

=—iK ay—i—
ox o K, o K. oxoy’

2 3 2
+i(KLaO _Kasen' “Zsezzecosewcoseng ~ (3.18)
a Oy, a4 Oy

— +i(k+K )w®cosO
K, 0’ K’ 8x8y2j i v

~— (iKCaO\V +i

3.1.1.a Evaluacion del potencial de velocidades incidente con profundidad constante

Si se acepta que el fondo es constante a lo largo del contorno y fuera del dominio, se puede
aplicar directamente la ecuacion (3.18) empleando la coordenada x o y, segin sea la
orientaciéon del contorno. Esta condicion, entonces, solo es aplicable para fronteras
paralelas a la costa.

3.1.1.b Evaluacién del potencial de velocidades incidente con fondo variable

En vista que la ecuaciéon (3.18) no es util cuando la profundidad varia, es decir, en un
contorno perpendicular a la playa, el problema se divide en las siguientes tres zonas

Potencial en la frontera del dominio

Este potencial se define como la suma de un potencial incidente y otro reflejado, de la
forma

¥, =1, f(z)( A% 4 Re ’<‘°°S°>) (3.19)

donde 4; y R son las amplitudes de los potenciales incidente y reflejado, respectivamente.
Por su parte, el potencial dentro del dominio esta definido por

¥, = f(2)y (3:20)

Ahora, una onda que viaja en la direccion x, debe cumplir las condiciones de continuidad
de flujo de masa y presiones, es decir,

Y =Y, en x=0 (3.21)

Y, =¥ en x=0 (3.22)

en la que el subindice x indica derivacion. Sustituyendo las expresiones (3.19) y (3.20) en la
(3.21), se obtiene

2x

JIL(A+R)=vy (3.23)

Por otro lado, insertando las ecuaciones (3.19) y (3.20) en la (3.22), se tiene
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. oh oy
KcosO\[ [ (A —-R)=—1Ly+I — 3.24
iK cosO\1 1, (4= R)=—"Ly+1,— (3.24)
y al combinar las ecuaciones (3.23) y (3.24), se llega a
Cl\y+6—\v =C, (3.25)
ox
ohl, . .
donde C, = a—T-HKCOSG y C, =2i4,K cos 9\/2.
X 4y

Por otro lado si se acepta que no existe reflexion en la direccion y, al sustituir la ecuacion
(3.19) en el segundo miembro de la ecuacion (3.1), la ecuacion de gobierno puede ser
expresada como

2

&y+ﬁﬁnxg (3.26)

dondeC, = 4, K*sen’ 0.

Potencial en el dominio

Dentro del dominio se considera que la batimetria es paralela en el sentido perpendicular al
eje en cuestion, asi por ejemplo, para el eje y la ecuacion de gobierno se transforma en

2
OV, By =0 (3.27)

2
X

donde B :(KCZ — K sin’ 61). Para la que el valor del angulo local 0; se puede estimar

haciendo uso de la ley de Snell, a saber,

0, =asen (%sen Ooj (3.28)

1

Potencial en la costa
Para obtener las condiciones de frontera en la costa, se define un potencial justo fuera del

dominio como la suma un potencial que se transmite y otro que se refleja, tal que
W — v f(Z)(eiK(xcosez) +KR e—iK(xcosGZ)) (329)

La velocidad horizontal (derivada respecto de x) de la onda en el contorno es

aa_\ll _ Z\II f(Z)k coS 62 (eik(xcosez) _KRe—ik(xcosez)) (330)
X

Si la ecuacion (3.30) es multiplicada y dividida por W, la ec. (3.29) resulta
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v _
Ox
—l\|l f(Z)KCOSO ( iK xcosez)_KR e—[K(xcosGZ)) (1_ ) (331)
= ¥ = —iK cos0, kg
\lf f(Z)( zK xcosez +K —lK(xcosez)) (1+KR)
es decir
Z"’ +Dy =0 (3.32)
1-K,)

donde D, =ikycos@, y y=

La solucion de la condicion de frontera con fondo variable requiere emplear conjuntamente
a) las ecuaciones (3.25) y (3.26), b) la ecuacion dentro del dominio, ec. (3.27), y ¢) la
condicion hacia la costa, ecuacion (3.32).

3.1.2 Condicion de frontera parcialmente reflejante

Este caso se presenta cuando las fronteras reflejan solo parte de las ondas, los extremos de
esta condicion corresponden a los estados totalmente reflejante y totalmente absorbente.
Para obtener la ecuacion de gobierno se define un potencial justo en la frontera como la
suma de un potencial que se transmite y otro que se refleja, tal que dentro del dominio se
tiene

y=y +y, =y (1+K,) (3.33)
y fuera del dominio
v=y (1-K;) (3.34)
Al aplicar las condiciones de continuidad de flujo de masa y presiones se llega a
oy a O’y a, Oy
1+K 1-K, )| ia, K v +i—- o 3.35
(1K) 5 = )[0 VK B K ooy (3.33)
que simplificado es
2 3
N _ ik y+il Y& OV (3.36)
X K, 0 K] oxoy’
1-K
donde y= ( R) .
(1+Ky)

De tal manera que si el coeficiente de reflexion, Kz, es igual a cero se tendria una condicion
de contorno totalmente absorbente, mientras que si el coeficiente de reflexion toma un valor
igual a uno se tendria una condicion de frontera totalmente reflejante.
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3.2 Resumen de las condiciones de frontera
A continuacion se presentan las condiciones de frontera generalizadas.

Condicion de frontera lado de mar

2 3
o __ iKcaO\eriia\era—zz a\lfz +i(K+K,)y* cosd (3.37)
K. oy° K oxoy

c

Condicion de frontera abierta

2 3
a—wzi[iKcaow+iia v,a 0y

— +2ikw,cos0, en la frontera +x (3.38
ox K. oy’ Kf 6x8y2j g ! ( )

2 3
8—W=J_r z'KCaO\p+iia \ij+a—22 0 ‘lf2 +2iky,cos0, en la frontera £y (3.39)
oy K. ox® K oyox

Condicion de frontera parcialmente reflejante

2 2
a_\lf:y iK | ay +a_128_\i/ _a_zzﬁ 8\1/ en la frontera +x (3.40)
Ox K. oy K. ox\ oy

2 2
8—\V:J_ry iK, ao\u+a—128—\g —a—zzi G\i/ en la frontera *y (3.41)
oy K. ox K. oy\ ox

3.3 Discretizacién de las ecuaciones

La discretizacion y adecuacion de las ecuaciones de gobierno y de las fronteras se realizéd
mediante la técnica de diferencias finitas centradas, y solo en el caso de algunas fronteras se
ha utilizado el apoyo de una celda ficticia, misma que desaparece al combinar la ecuacion
de gobierno con la definida para el caso de contorno especifico. A continuacion se presenta
la forma discreta de cada caso.

3.3.1 Ecuacién de gobierno dentro del dominio

Aproximando las diferenciales parciales de segundo orden con diferencias finitas centrales,
la ecuacion de gobierno (3.1) puede ser representada en forma discreta como

Vi _Z\Vi,j TV n Vi, _2\|/i,j Wi,
Ay’ AX®

+K2y, =0 (3.42)

3.3.2  Ecuacidn para frontera abierta

Para el caso de las fronteras, es necesario incluir una celda ficticia, es decir, se incrementan
a la malla de calculo original una columna y un renglon que solo servirdn de apoyo para
lograr una aproximacion de segundo orden. Utilizando diferencias finitas hacia adelante y
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centradas, la condicion de frontera de lado de mar, ecuacion (3.37), puede ser expresada de
la siguiente manera

(\Ifm,j + Wi—l,j)
2Ax

. . . a W;‘,"+l _Zwi:' +Wi"._1
=i(K+K,)y*cos0—iK ayy, _1?1 ] Ayzj -

+ﬂ 3 (\Vi,jn - Z\Vi,j + Wi,j-l ) - 4(\|ji+1,j+1 - Z\VHI,J' + \Vi+1,j—1 ) + \Vi+2,j+1 - 2Wi+2,j + \Vi+2,j—1
kK 2AxAY’

Usando las ecuaciones (3.42) y (3.43) para eliminar v, , ; (el punto ficticio), la ecuacion de

(3.43)

contorno discretizada es

. a a
(1?12&_3K_ZZ+AX2]WI‘,]1 —

c c

—2(Ay2 + A + AV ACK? (1+2ia0)—2i%m+3%}wi’j +

c c

[& c c

+[i%2Ax—3%+ AV + szjwi)jﬂ N 4%%%1 (Ayz - g%} Vit (344)

a a a a
42y, =Y, 2L, =, =
2 Lj-1 2 2,j+1 2 2, 2 2,j-1
K( i+l,j Kc +2,j+ KC i+2,j KC +2,]

=2AxAY%i(k+ K, ) y® cos®

En las esquinas de la malla, las expresiones correspondientes a las diferencias finitas son
derivadas a partir de las ecuaciones (3.1), (3.40) y (3.39).

3.3.3 Ecuaciones para fronteras con fondo variable

Haciendo uso de las series de Taylor, de manera similar a Silva et al (2005), la condicion de
mar abierto (3.25), es discretizada como

3y, +(12AxC, —10)y, , +18y,, — 6y, +,, = 12AxC, (3.45)

en la que el subindice 0 corresponde a la celda ficticia. Por otra parte la ecuacion de
gobierno (3.26), en forma discreta es

10y, +(12AF°K,* =15}y, , =4y, +14y,, 6y, +1y,, =12Ax°C, (3.46)

Eliminando v, de las ecuaciones (3.45) y (3.46), se obtiene, la siguiente expresion

(120AxC, +36A%°K,* ~145)y,, +168y,, — 18y, — 8y, +3y,, =

(3.47)
=120AxC, +36Ax’C,
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Dado que la discretizacion de las ecuaciones en la frontera es de cuarto orden, entonces se
necesitara realizar la discretizacion de forma especial para los nodos i =2 e i = n-1, donde n
es el nimero de celdas del dominio

Nodoi=2
10y, + (lesz - 15)“’[,1 — Ay H1AY L Oy Y, =0 (3.48)
Nodoi=3....i=n-2
Vit 16“/171,1 + (lesz - 3O)Wi,1 + 16\V[+1,1 “Vinn = 0 (3'49)
Nodo i = n-1
Vo =6y, 14y, —4y,, + (1248 B—15)y,, +10y,,, =0 (3.50)

3.3.4 Ecuaciones para la frontera en la costa

Al igual que en los casos anteriores, haciendo uso de las series de Taylor, las ecuaciones
(3.32) y (3.27), son discretizadas como

—y, 5, 6y, ,, — 18y, +(12AxD, +10)y,, + 3y ,,, =0 (3.51)

Via1 ™ 6\V173,1 + 14'\V,>2,1 - 4\1’[71,1 + (12&28 - 15)“’[,1 + 10\V[+1,1 =0 (3.52)

Eliminando w41, de las ecuaciones (3.51) y (3.52), se obtiene finalmente

=3y, 8y, 18y, —168y, +(120AxD, —36Ax’B+145)y,, =0 (3.53)

La aplicacion del esquema en diferencias finitas a todo el dominio de interés, da lugar a un
sistema de ecuaciones lineales con coeficientes complejos. Existe en la literatura una gran
variedad de métodos para resolver este tipo de sistemas; sin embargo, pocas son las
metodologias computacionales disefiadas para la solucion de sistemas con cientos de miles
de incognitas. A continuacion se describe el procedimiento empleado en este trabajo.

3.4 Sistema de mallado jerarquico

Las mallas adaptables de tipo jerarquico (Quad-tree) que se han utilizado en afios recientes
para la modelacion de hidrodindmica costera, son relativamente simples de generar y
optimizan el trabajo numérico al reducir significativamente el niumero de celdas del
dominio. Entre otras ventajas de este tipo de mallas se cuenta la capacidad de generar la
malla independientemente de la forma que tenga el dominio y que su estructura en forma de
“arbol” permite una facil identificacion de las celdas colindantes de cada elemento (Yiu et
al, 1996).

Las mallas jerarquicas normalmente parten de un dominio cuadrado, o incluso si no lo es,
se agregan celdas o regiones ficticias a fin de lograr dicha geometria (Rogers, 1991). En
este trabajo y considerando que la mayoria de las zonas de interés para la ingenieria costera
son de forma rectangular, se presenta un método de generacioén del Quad-tree que elimina
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esta restriccion. A continuacidon se describe la metodologia de generacion que tiene la
misma estructura que la presentada por Silva et al. (2004), Silva et al. (2006a) y Silva et al
(2006b).

3.4.1 Delimitacion del dominio

El primer paso es crear un archivo que contenga la informacion batimétrica y los siguientes
datos

e Los limites de dominio X eY

¢ El maximo orden de subdivision, k, que se evalua a partir de

k=INT (In(R/r)/In2+0.99) (3.54)
dondeR=L;/nes la resoluciéon minima y r=L /n la resolucion maxima que

permite esta metodologia. L,y L son la mayor y menor longitudes de onda de

interés y n es el nimero minimo de puntos que defina el usuario para describir una
longitud de onda (p.e. n=20).

e El nimero méaximo de celdas en cada direccion, lo cual se estima a partir de

N, =2knX/L, para el eje x (3.55)

N, =2knY/L, para elejey (3.56)

3.4.2 Revision de la calidad de la malla

Si existe algin nivel de marea prefijado por el usuario se anade o sustrae a todo el dominio
por igual. En este punto también se revisa si existen lagunas (cuerpos de agua cerrados y
que no estén conectados con el cuerpo principal) para convertirlas en zonas de tierra y
eliminarlas del calculo.

3.4.3 Cortado de celdas

Con el fin de aproximar la forma de la malla lo mas posible a los contornos batimétricos y
fronteras del dominio, el modelo tiene la capacidad de cortar algunas celdas. En este trabajo
solo se permiten los cuatro tipos de corte de celdas que se muestran en la Figura 3-1.

1 2 3 4

Figura 3-1 Tipos de corte de celda permitidos

El valor de una celda que ha sido cortada se obtiene interpolando los valores cercanos y se
inserta en el esquema numérico como una celda en frontera reflejante.
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3.4.4 Generacion de la malla base

Como inicio, se genera una malla regular con n, por n, celdas, cada una de estas celdas

puede ser subdividida hasta convertirse en una sub-malla de 2*x2* en funcion de los
criterios de subdivision fijados por el usuario que pueden ser la longitud de onda, la
pendiente o la vecindad con celdas de tierra.

Las celdas de la malla base son numeradas de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo
como se muestra en la siguiente figura.

Y

Nx [43](4alla5iad | 47| 45| B9|f50]lE1 | 52 | 532

57| 58 | 59 |60 [na1 [ 62163 [[64 [ 65) 66 |67 |68 | 69 | 70

| ]

T 72|73 |74 || 75|76 ||77 [{78] 79 (80| 81 84

o || o
~ | @
©
©

82
85|86 |87 (]88 |89 (9091|9293 ||94 |95 || 96

Ny

Figura 3-2 Ejemplo de la numeracién de malla base

3.4.5 Regularizacion

La regularizacion consiste en asegurar que la relacion entre el tamafio de las caras de una
celda y sus vecinas no es mayor de dos ni menor de un medio. Este balanceo comienza con
una revision de la celda de menor tamafio, de modo que si en alguna de sus caras la
longitud de celda colindante es méas de dos veces mayor, esta ultima se subdivide hasta
cumplir con la relacion 2:1. El proceso continua para cada celda hasta que todo el dominio
ha sido regularizado.

El objetivo de la regularizacion es reducir la diferencia en el tamafio de las celdas contiguas
y con ello el nivel de subdivision entre sub-mallas adyacentes.

3.4.6 Esquema de numeracion

Cada celda de la malla tiene un codigo de identificacion Gnico que consiste en un niimero
real conformado por la concatenacion de los nimeros enteros que identifican a la celda de
la malla base y a la celda dentro de la sub-malla local, separados por un punto decimal.
Adicionalmente, en un vector se almacena el nivel de subdivision de cada celda. La Figura
3-3 muestra un ejemplo del esquema de numeracion.
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11 2|3]| 4
1 2
5161 7|8
D
9 (10|11 12
3 4
131415 16
1 2 1 2
il
) i
3 4 3 4

Figura 3-3 Esquema de numeracion

Los nimeros de identificacion de las celdas del ejemplo en la Figura 3-3 se resumen en la

siguiente tabla.

Tabla 3-2 Nimeros de identificacion y niveles de subdivision

Numero de identificacion | Nivel de subdivision
(Z,) (Z,)
1.0001 2
1.0002 2
1.0003 2
1.0016 2
2.0001 1
2.0002 1

El c6digo de identificacion puede emplearse para localizar la posicion de una celda relativa
a la malla. Dicha posicion en la malla base se determina con

N[k]=INT(1,[k])

La posicion de una celda referida al la sub-malla es

k)= 1,[k]- N [4]

El tamaiio de las celdas de la malla base se puede calcular como

A=X/N, =

Y/Ny

El tamano de una celda dentro en una sub-malla resulta de

8[k]=a/2"1

Las coordenadas de las celdas pueden ser obtenidas a partir del numero de identificacion

Como se resume a continuacion.

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

Para las coordenadas generales x e y (referidas a la malla base) se utiliza, respectivamente
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X

1[k]=1NT(%+1] (3.61)

J[k]=N[k]-(1,-1)N

X

(3.62)
Mientras que las coordenadas locales (dentro de la sub-malla) se determinan a partir de

i[k] = JNT(";/][; : +1J (3.63)
JlkY=nlk]= (1, -1)2"" (3.64)

para los ejes x e y, respectivamente.

Finalmente las coordenadas del centro de las celdas se obtienen como sigue

x[k]=A(1[k]-1)+8[k](i[£]-0.5) (3.65)
y[k]=A(J[k]-1)+58[k](/[k]-0.5) (3.66)

3.5 Solucion del sistema de ecuaciones

Las aproximaciones mas comunmente usadas para dar solucion a ecuaciones diferenciales
parciales elipticas se dividen en tres categorias: (1) aproximacion hiperbolica, (2)
aproximacion iterativa para resolver ecuaciones elipticas y (3) solucion directa de
ecuaciones matriciales.

La primera aproximacion cambia la ecuacion eliptica en un par de ecuaciones hiperbdlicas
con dependencia temporal. La velocidad de calculo de esta aproximacion es mejor que en
los métodos iterativos tradicionales y puede ser similar en eficiencia al mas avanzado
método iterativo.

La segunda aproximacion, métodos iterativos mas avanzados, como son los métodos Multi-
Grid (MG) (Li y Anastasiou, 1992) y Generalized Minimum Residual Method (Walker,
1998), no requieren una amplia memoria computacional y la velocidad de convergencia
frecuentemente es buena. La desventaja es que tanto los algoritmos como los cddigos
computacionales no son simples, lo que dificulta la operacion de las aplicaciones. El indice
de convergencia también se degrada si el dominio computacional es muy irregular o la
seleccion del precondicionamiento no es adecuada.

Por lo que respecta a la solucién directa de la matriz, una opcidon aparentemente devaluada
es utilizar el algoritmo de Eliminacién Gaussiana con Pivoteo parcial (EGP), (Dongarra, et
al, 1979) el cual se ha aplicado casi en forma exclusiva en computadoras con enorme
memoria (del orden de giga-bytes, GB) ya que las soluciones directas no son fiables al
resolver grandes grupos de ecuaciones cuando la memoria computacional es limitada. Ante
esta desventaja, emplear el algoritmo de eliminacion Gaussiana para resolver ecuaciones
diferenciales parciales tiene dos ventajas principales, a saber,
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. El sistema numérico es simple de codificar y comprender y ha estado disponible
por mas de 20 afios.

. El tiempo computacional no es afectado por el tipo ni por la complicacion de las
condiciones de frontera, al contrario de los métodos de iterativos, en los que el
tiempo en que converge el sistema con condiciones de frontera tipo Neumann
respecto de condiciones geométricas complejas, aumenta significativamente.

Considerando que las ventajas en cuanto a su aplicacion computacional pueden ser
aprovechadas y que el uso eficiente de los recursos puede soslayar la necesidad de memoria
sin demeritar la precision de la solucion, en este trabajo se utiliza una version modificada
del método originalmente presentado por Maa et al (1997) para resolver ecuaciones
matriciales de banda ancha via la eliminacion Gaussiana con pivoteo parcial.

3.5.1 Me¢étodo de Eliminacién Gaussiana para resolver matrices de banda ancha

La ecuacion de cualquier matriz en forma de banda puede ser representada de la siguiente
manera

BX =G (3.67)
donde B es la matriz banda de orden Mx N, N es la longitud de la matriz (es decir, el
numero total de nodos que tiene la malla), M es el ancho de banda de la matriz, X es el
vector de incognitas, donde la variable es el potencial de velocidades y G es el vector de
términos independientes. M varia con la orientacion la malla y con la geometria del
dominio de estudio, en general, cuando el eje x se selecciona de forma paralela a la
dimension mas larga del dominio de estudio, el ancho de banda es minimo.

La ecuaciéon de la matriz banda se resuelve utilizando el algoritmo de eliminacion
Gaussiana con pivoteo parcial (EGP) con un procedimiento especial de almacenamiento en
disco duro, por lo que el requerimiento tradicional de memoria se sustituye por capacidad
en disco duro, que resulta mas simple de suplir. En aplicaciones practicas, N se utiliza en el
orden de 10" - 10°y M es del orden de 10 - 10°. De esta manera, utilizando el algoritmo
tradicional de EGP, 16 bytes son requeridos para representar un niimero complejo y se
requieren de 24 MB a 24 GB de memoria simplemente para almacenar la matriz. El método
tradicional de EGP tiene que almacenar en la memoria la matriz completa, razén por la que
es imposible proveer de memoria suficiente para dominios de mediana extension. La
estructura actual de las computadoras personales toma espacio del disco duro para
complementar la memoria, realizando una enorme cantidad de intercambios aleatorios de
informacion entre la memoria y el disco duro (caché), como consecuencia, la eficiencia
computacional es muy baja.

El procedimiento de almacenamiento en el disco duro que se utiliza en este trabajo consta
de dos etapas. Primero, solo las diagonales que contienen elementos no nulos de la matriz
banda son almacenadas. En este paso la matriz B (de dimension M x N') es reemplazada por
dos matrices pequeias (una matriz compleja, Z, con tamano 49xN y una matriz entera, /,
de dimension 49xN). Con esta simplificacion de matrices, el problema de memoria
insuficiente no ha sido resuelto, la clave para solucionarlo estd en utilizar una pequefia sub-
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matriz de trabajo repetidamente. La matriz de trabajo es de orden (M + Q) x W , donde Q es

el ancho de banda inferior y W es seleccionada de acuerdo con la memoria computacional
disponible, la cual usualmente oscila entre 4M y 10M. Es evidente que la matriz de trabajo
es mucho mas pequefia que la matriz banda porque W << N. Adicionalmente, solo la
operacion de eliminacion del método estandar de EGP es realizada en la matriz de trabajo.
Después de completar la eliminacién con pivoteo parcial en cada matriz de trabajo, los
resultados son guardados en un archivo en el disco duro. Ahora, la matriz de trabajo es
remplazada por el siguiente bloque de datos, es decir, nuevas matrices Z e / y asi continua
el proceso (construyendo una nueva matriz de trabajo y realizando eliminacion con pivoteo
parcial) hasta que toda la ecuacion de la matriz banda es diagonalizada. Operando en esta
forma, la escritura de los archivos y la lectura de las matrices Z e I son los Unicos datos de
entrada y salida en el disco duro, y por tanto, el nlimero de veces que se escriben datos en el
disco es reducido.

El segundo paso es la sustitucion, en la cual el programa lee la tltima matriz de trabajo
diagonalizada y la resuelve, encontrando los valores del potencial desconocidos. El
procedimiento de la sustitucion retroactiva consta de leer y resolver todas las matrices
realizadas en el proceso anterior.

A diferencia del funcionamiento de la memoria virtual implementada en la mayoria de los
sistemas operativos, el proceso anteriormente descrito escribe y lee datos del disco un
nimero de veces muy reducido, aprovechando la mayor parte del tiempo de computo para
el trabajo numérico. Por esta razon la eficiencia resulta ser ligeramente mayor que en los
casos en que toda la matriz banda es almacenada y operada en la memoria, con la ventaja
de que el proceso no depende de la cantidad de memoria disponible, aunque si de la
capacidad del disco duro.

3.6 Ejercicios de validacion

A continuacion se presentan los ejercicios numéricos que se ejecutaron para validar y
experimentar con el funcionamiento del modelo de oleaje, los cuales fueron seleccionados
de forma que cada uno permita explorar las distintas capacidades del modelo.

3.6.1 Difraccion por una cufia

Este primer caso, el mas sencillo, consiste en una onda propagandose sobre fondo plano a
una profundidad tal que las olas no rompen (aguas profundas) y el periodo se ha fijado de
tal forma que resulte K4 =271 en todo el dominio. El oleaje incide con altura de ola unitaria
desde la frontera superior del dominio con direccién 0 =45° en sentido horario. A la mitad
del contorno izquierdo inicia un obstdculo (cufia) impermeable que se extiende hacia la
derecha, su grosor es despreciable pero su longitud es igual al semi-ancho del dominio.
Para la construccion de la malla regular empleada en este ejercicio se definio
Ax=Ay=L1/40.

La Figura 3-4 muestra la comparacién entre el campo de altura de ola maxima calculado
numéricamente y la solucidon analitica que presentara Lick (1978). En dicha figura, las
coordenadas adimensionales de los ejes son relativas a la longitud de onda y la escala de
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colores en la parte superior representa la altura de ola local relativa a la ola incidente

(H,/H,).
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Figura 3-4 Solucion analitica (izq.) y numérica (der.) para la cufia impermeable

Dadas las caracteristicas morfologicas del caso, el fendémeno reinante durante la
propagacion es la difraccion, sin embargo, también ocurre un proceso de reflexion generado
por la direccion del oleaje y por la impermeabilidad de la cufia. El modelo numérico
representa de manera muy precisa los resultados de la solucion analitica tanto en la
disminucion de la energia dentro de la zona de sombra, como en los patrones de reflexion.

En la zona expuesta de la cufia se observa que la altura de ola relativa supera por muy poco
el valor de 2, valor tipico para la suma de las ondas reflejada e incidente en un obstaculo
vertical e impermeable.

TR H /H
.0 2.5 3.0

2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2
1.0 3.0
- —
= 0.0 2.0
-1.0 1.0
-2.0
25 -15  -05 0.5 1.5 2.5 1.0 2.0 3.0 4.0
y/L y/L

Figura 3-5 Campos de altura de ola (8=0°) para la solucién analitica (izg.) y la numérica (der.)
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3.6.2 Grupo de seis pilas

Sobre fondo plano con profundidad y clima de oleaje definidos tal que K4 =2m, se modela
un arreglo de seis pilas cilindricas cuyo radio es r=L/4, siendo L la longitud de onda

incidente. En las tres condiciones de simulacion que se presentan a continuacion, se uitilizd
una malla regular de 800 x 640 nodos.

3.6.2.a Pilas emergidas impermeables

Como se muestra en la Figura 3-5, Linton y Evans (1990) presentaron una solucién
analitica para este problema con el origen del sistema de referencia al centro geométrico del
arreglo de pilas. Es esta misma figura se presenta el campo de altura de ola méxima para

incidencia normal del oleaje(9:0°) desde la frontera superior del dominio, los ejes

adimensionales son relativos a la longitud de onda y la escala de colores muestra la altura
de ola relativa (H, /H,).

En este caso el fenémeno reinante es la reflexion de las ondas, el cual dado el arreglo de
pilas resulta bastante complicado, sin embargo, el modelo numérico ofrece resultados muy
cercanos a la solucion analitica. Entre las caracteristicas del campo de altura de ola méxima
que se pueden destacar y que el modelo numérico representa adecuadamente se tienen la
concentracion de energia en la parte expuesta de las tres primeras pilas, un pequefio efecto
de resonancia al centro del arreglo y la pequefia zona de sombra después de la ultima pila
(inferior).

La misma solucion presentada por Linton y Evans (1990) permite la modelacion de
incidencia oblicua del oleaje, que en un segundo caso se eligi6 de®=30° en sentido
antihorario y cuyos resultados (comparacion entre numérico y analitico) se presentan en la
Figura 3-6.

H/H;
nn ne 4N 1E 2N 92 E 2N
2.0 = e o 2.0
1.0 1.0
= )
> 0.0 0.0 -
-1.0 -1.0
-2.0 -2.0
-2.5 -1.5 -0.5 0.5 1.5 2.5-2.5 -1.5 -0.5 0.5 1.5 2.5
v/L v/L

Figura 3-6 Campos de altura de ola (6=30°) para la solucion analitica (izq.) y la numérica (der.)

El campo de oleaje con el cambio en la direccion de incidencia presenta caracteristicas
similares al anterior, con la diferencia que la concentracién de energia en las pilas
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expuestas es notoriamente menor y el efecto de resonancia que se hallaba al centro del
arreglo de ha desplazado hacia las pilas dejando lugar a una zona de poca amplitud. La
zona de sombra, aunque menor en extension, sigue apareciendo al final del arreglo.

En la Figura 3-6 se han marcado las lineasx/L=0 y y/L =0 que se han utilizado como

cortes transversales para observar a detalle el perfil de la altura de ola adimensional, la
muestra dichos cortes. La similitud entre ambos célculos es evidente.

2.0

4 Analitico
151 ¥/L=0 ————— Numérico
HL/Hi 1.0 1
0.5
00 T T T T T T ' T T
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
YL
2.0
15 LWXL=0 .
H /H; 1.0 >
0.5 4 o
0.0 T T 1 T T T T T 1
-2.0 -1.0 0.0 0.5 1.5
X/L

Figura 3-7 Perfiles de altura de ola adimensional en y/L=0 (sup.)y x/L =0 (inf)

3.6.2.b Pilas emergidas permeables

El arreglo de pilas permite probar el modelo de oleaje cuando se encuentra con obstaculos
permeables. La morfologia base es exactamente la misma y la solucion analitica ha sido
presentada por Silva et al. (2003), con la diferencia que a las pilas se les ha asignado una
permeabilidad €=0.4, coeficiente de friccion f =2.0 y coeficiente de masa anadida
s =1.0. Las condiciones de oleaje y profundidad son tales que K2 =2m en todo el dominio
y la incidencia es normal desde la frontera superior.

TEEETTITT T TR H, /H,
.0 2.5 3.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2
3.0 3.0
I~ ]
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1.0 1.0
1.0 2.0 3.0 4.0 1.0 2.0 3.0 4.0
y/L y/L

Figura 3-8 Campo de oleaje con pilas emergidas impermeables (izg.) y porosas (der.)
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La Figura 3-8 muestra el resultado obtenido previamente con pilas impermeables en
comparacion con el campo de altura de ola adimensional para la condicion de pilas porosas.
La principal caracteristica es la gran disipacion de energia que supone la existencia de
estructuras granulares acusado por la disminucién en la altura de ola relativa en las zonas
de concentracion de energia y por la gran extension de la zona de sombra que se genera.
Por otro lado, los patrones de oleaje reflejado en la parte superior del dominio son un poco
mas regulares (tendencia a onda estacionaria) y de menor intensidad. Mientras que la
resonancia dentro del arreglo y la cesion de energia por reflexion y difraccion hacia los
lados del mismo son casi nulas.

3.6.2.c Pilas sumergidas impermeables
Sobre el mismo arreglo de pilas, ahora se reduce su altura de forma que s, /2 =0.8, asi, se

puede probar el modelo para el caso mas general, es decir, propagacion de oleaje sobre
fondo impermeable con una capa de medio poroso de ancho finito al fondo. De nuevo
Kh=2mn y la incidencia es desde el contorno superior. Las caracteristicas del medio
granular sone=0.4, f =2.0ys=1.0.

La presentacion del comparativo de los campos de oleaje adimensionales para las pilas
sumergidas impermeables y porosas se encuentra en la Figura 3-9. Es claro que el modelo
representa adecuadamente lo que fisicamente se esperaria, que en igualdad de
circunstancias, las estructuras permeables son més eficientes disipadores de energia ya que
tanto la reflexion que generan es mucho menor como el oleaje que se propaga sobre ellas
son mucho menores. El resultado es una mayor zona de sombra y agitacion casi nula.

| H /H,
2.5 3.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
3.0 e 3.0
) [

— ® o o
2.0 205
1.0 1.0
1.0 2.0 3.0 4.0 1.0 2.0 3.0 4.0
y/L y/L

Figura 3-9 Campo de oleaje con pilas sumergidas impermeables (izg.) y porosas (der.)

La simulacion de diversos escenarios con el arreglo de pilas ha mostrado muchas de las
capacidades del modelo: se han visto los fendomenos de difraccion y reflexion y se ha
propagado la onda en los casos de obstaculo impermeable y poroso tanto sumergido como
emergido, es decir, se cubrid todo el abanico de posibilidades con buenos resultados y se ha
visto que el modelo puede ser una herramienta para el estudio de diversas condiciones en
proyectos de ingenieria reales.
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3.6.3 Grupo de cinco pilas porosas con malla jerarquica

Este ejercicio de validacion consiste en una onda monocromatica que interactua con un
grupo de cinco pilas sobre fondo horizontal. El radio de los cilindros es r = L/4. Visto en
planta, los centros de cuatro pilas coinciden con los vértices de un cuadrado con lados de
2L y el quinto con el centro. La profundidad y el oleaje se definen de forma que se cumpla
que ki =0.2n. El tamafio de las celdas de la malla base es A= L/10 y el tamafio minimo

de celdas es de 8§ =5L/400. Se defini6 como niimero minimo de celdas por longitud de

onda n=40. En los dos casos que se presentan a continuacion, el oleaje incide desde la
frontera superior con un angulo de 45° en sentido antihorario. La permeabilidad de las pilas
es £ =0.4 y le coeficiente de friccion se fijo en f =3.0

3.6.3.a Pilas sumergidas a/h=0.8

Los campos de oleaje adimensionales analitico y numérico (Silva et al, 2006a) de este caso
se presentan en la Figura 3-10 a) y b), respectivamente. En dicha figura se observa que el
modelo desarrollado en este trabajo de investigacion representa adecuadamente los patrones
de oleaje perturbado, aunque sobrestima ligeramente el efecto de resonancia que se
presenta al centro del arreglo. La parte c) de la misma figura muestra un corte transversal
del campo de altura de ola maxima, la cercania del modelo numérico con la solucion teodrica
es evidente.

WL WL

2.0 -1.0 [N} 1.0 20 =20 -1.0 [IX]] 1.0 20 Ayl H,
by 50
%) . } o 20 45
0
*'® g oy 4
. o fo . ‘- 1.0 s
: ¥ ’ 3.0
S0 ) . 2 B o 00 M2s
- rF - ‘e
-1.0 ‘ . ’. .. -1.0 1.5
o,
2.0 . EY Lt
| | (1]
2.0
c) —— Solucidn mumética
M === Solucion analitica

-2.0 -1.0 i ™p 1.0 2.0

Figura 3-10 Campo de oleaje con pilas sumergidas a/h=0.8 a) solucion numérica, b) solucién analitica,
c) corte transversal
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3.6.3.b Pilas sumergidas a/h=0.4

Con el arreglo de cinco pilas, se llevo a cabo la validacion con pilas permeables sumergidas
mas de la mitad del calado total. El oleaje y caracteristicas de simulacion son similares al
caso anterior. En la Figura 3-11 se puede observar el campo de altura de ola méaxima
adimensional obtenido en forma analitica (parte a) y en forma numérica (parte b). La
aproximacion calculada presenta pequenas diferencias en la distribucion de la energia
debidas al subito someramiento de las ondas que supone la existencia de discontinuidades
en el fondo. Sin embargo, la parte c) de la misma figura, que corresponde al corte
transversal, acusa un ajuste casi perfecto entre ambas soluciones.
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2.0 20008
0.0
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c) — Solucidn tumética
20 ——m—-—= Solucidn analitica
H I H,
1.0 W
0.0

=20 =110 (LN 1.0 2.0
XL WL

Figura 3-11 Campo de oleaje con pilas sumergidas a’/h=0.4 a) solucién numérica, b) solucion analitica,
c) corte transversal

.

Figura 3-12 Esquema de la isla cilindrica
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3.6.4 Reflexion debida a una isla cilindrica

Xu y Panchang (1993) y Chamberlain y Porter (1999) estudiaron la reflexion generada por
una isla de forma cilindrica empleando un método numérico para aproximar las ecuaciones
de la pendiente suave y modificada de la pendiente suave. La isla tiene un radio

r=10 kmy a partir de ella el perfil del fondo es parabélico,h(r):arz en la que la

constante a se fija de modo que la profundidad en derredor de la isla sea de 444 m. A una
distancia de rb=30 km desde el centro de la isla, el fondo se considera plano con

profundidad #b =4 km. La Figura 3-12 es un esquema del problema descrito, mismo que
se discretizo en una malla regular con Ax = Ay = rb/40.

Para este trabajo, el dominio se arregldo de forma que el oleaje incide desde la frontera
superior del mismo con direccion perpendicular a dicho contorno, el periodo de la onda
monocromatica es de 240 s. La Figura 3-13 presenta el resultado de altura de ola total
(incidente mas reflejada) adimensional, el lado izquierdo es lo obtenido por Chamberlain y
Porter (1999), mientras que el lado derecho muestra la prediccion del modelo presentado
en este trabajo. En ella se observa claramente que el resultado de ambos modelos es
practicamente similar.

Figura 3-13 Altura de ola adimensional Chamberlain y Porter (1999) (izg.) y modelo presentado (der.)

La solucion de este ejercicio ademas de servir como comparacion con una solucion
numérica conocida y publicada, permite mostrar que el modelo aqui desarrollado es
aplicable en casos de ondas muy largas y en dominios de gran extension.

3.6.5 Validacién con oleaje irregular

Aprovechando la linealidad de la ecuacion de gobierno del modelo de propagacion, es
posible resolver problemas de oleaje espectral, para tal efecto y como lo hicieran Silva
(1995) y Losada et al (1996), el espectro incidente se divide en una serie de componentes
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monocromaticas, es decir, que corresponden a una frecuencia f; . De este modo, el espectro

propagado S, ( S y) queda definido como

AESIE \¢(X=y)\2 S,(/)) (3.68)

donde S, ( f/) es el espectro incidente.

La validacién del modelo en estas condiciones se llevo a cabo con un arreglo sencillo de
cuatro pilas cilindricas de radio igual a la semi-longitud de onda incidente y los centros de
las mismas colocados en los vértices de un cuadrado cuyos lados miden dos veces la
longitud de onda incidente, el fondo es plano con profundidad de 5 m. La Figura 3-14
muestra el espectro de oleaje de entrada, cuyas caracteristicas son: periodo pico de 14.51 s
y altura de ola cuadratica media unitaria. El oleaje incide desde la frontera superior con un
angulo de 45° en sentido antihorario. Para la construccion de la malla base de célculo se
f1j6 un minimo de 25 celdas por longitud de onda local.

4.0
3.0
’;; —
E 20
“© —
1 .0 \
0.0 , J
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40

f(Hz)
Figura 3-14 Espectro de oleaje utilizado para la validacién

La Figura 3-15 presenta las soluciones analitica (parte izquierda) y numérica (parte
derecha) para pilas sumergidas hasta la mitad del calado. La parte a) se resolvid con pilas
impermeables y la parte b) con permeables. En ambos casos existen algunas diferencias
entre las soluciones, especialmente en la zona de reflexion, donde el modelo tiende a
subestimar la altura de ola. En la zona interior del arreglo se genera resonancia (de mayor
magnitud con las pilas impermeables) que el modelo reproduce en forma muy precisa. Por
lo que toca a la zona de sombra, la distribucion de la energia es muy similar a la teoria en
ambos casos.

Al revisar los cortes transversales que para ambas condiciones de pilas se muestran en la
Figura 3-16 queda claro que aun con las diferencias observadas, la aproximacion numérica
ofrece resultados satisfactorios.
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Figura 3-15 Mapas de altura de ola maxima adimensional analiticos (izg.) y numéricos (der.). a) pilas
impermeables, b) pilas permeables
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Figura 3-16 Cortes transversales de la validacion con oleaje irregular
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3.7 Aplicacion a una batimetria real

El fin ultimo del modelo de oleaje es, ademas de incorporarse al modelo de corrientes que
se tratara en el siguiente capitulo, ofrecer a la practica de la ingenieria una herramienta para
aplicaciones reales. En este sentido, Mendoza y Silva (2004) realizaron una primera
aplicacion al desarrollar una metodologia para la estimacion del crecimiento de playa seca
debido a la presencia de un dique arrecife. El ejercicio que se presenta en este apartado es la
ejecucion de un caso de propagacion de ondas en una batimetria real; para tal efecto se
eligi6 el puerto de Veracruz, cuya forma y batimetria se muestran en la Figura 3-17.

y (m)

X (m)

Figura 3-17 Batimetria del Puerto de Veracruz (profundidades en metros)

Este caso también se utilizo para mostrar la diferencia entre los resultados de los modelos
que no consideran el efecto de obstaculos porosos de los que si lo hacen. Especificamente
se han realizado dos ejecuciones: la primera considera todos los rompeolas del puerto como
impermeables, mientras que en la segunda, los ocho rompeolas exteriores se han simulado
con una porosidad de € =0.5.

La malla con que se discretizd el dominio es de tipo jerdrquico con tamafio minimo de
celda 6=2.5my una longitud A=20mde los lados de las celdas de la malla base. Se
determind que el nimero minimo de puntos por longitud de onda esn =20y el oleaje es de
altura unitaria con periodo de 15 s e incide desde la frontera este con direccion

perpendicular a dicho contorno. A continuaciéon se muestran los resultados de ambas
modelaciones.
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Figura 3-18 Modelacion de un caso real. Rompeolas impermeables a) superficie libre instantanea, b)
altura de ola maxima. Rompeolas porosos c) superficie libre instantanea, d) altura de ola maxima

Los resultados muestran claramente que el considerar los rompeolas impermeables provoca
un aumento en las alturas de ola en algunas areas al interior del puerto que podrian no estar
ocurriendo en la realidad; adicionalmente, la reflexion hacia fuera de la instalacion también
es mayor y esto podria provocar cambios innecesarios en las rutas de navegacion. Sin
embargo, es interesante resaltar que la forma del campo de oleaje es similar en ambos
casos, es decir, las zonas de maximos y de minimos coinciden. En todo caso, con este
ejemplo se han mostrado las capacidades del modelo.
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4 MODELO DE CORRIENTES

En este capitulo se presenta la solucion del sistema en 2-D conformado por las ecuaciones
de continuidad y cantidad de movimiento promediadas en la vertical, conocido también
como ecuaciones para aguas someras. La soluciéon emplea una aproximacion de segundo
orden tipo Godunov y los flujos en las interfases de las celdas se calculan via la
aproximacion de Roe al problema de Riemann. Por su parte, la integracion temporal se
realiza en un esquema Adams-Bashford de segundo orden.

4.1 Ecuaciones de gobierno

Las ecuaciones promediadas de Navier-Stokes, describen tanto el flujo en cuerpos de agua
en los que la velocidad vertical es casi nula y la presion es considerada hidrostatica como
sus efectos, es decir, la generacion de campos de corrientes y perturbaciones en la
superficie libre del agua cuyas escalas de tiempo son mayores que la del periodo propio de
la onda. Dichas ecuaciones son no lineales e imposibles de resolver analiticamente excepto
por algunos casos especificos. De acuerdo con Mei (1989) y considerando el efecto de
Coriolis, las ecuaciones de movimiento integradas en la vertical se pueden escribir como

on o(uh) o(vh)

—+ +———==0 4.1)
ot OX oy
o(un)  2(uh) o(uh) [a@huxm(shuy)J
at ox 8 ox -
y » 4.2)
0S
Tox gha_n hfv_l aSxx Xy
o, OX p\ OX oy
o(vh) _a(wh) o(v'h) (a(ehv,) ofehy,))_
ot X oy X oy |
4.3)
oS, 0S
Doy gh 9 4y — [ o —Wj
p oy pLox oy
donde
n elevacion de la superficie libre sobre el nivel medio del mar, h
u,v  componentes del vector velocidad, el subindice indica derivacion.
h profundidad total, h=h,+7
hg profundidad del nivel medio de | mar
aceleracion debida la gravedad terrestre
£ viscosidad de remolino
Uy/U, +V VU, +V
mi  esfuerzos debidos a la friccion del fondo, 7, = %, T, = %
f parametro de Coriolis
Sj componentes del tensor de radiacion, cuya estimacion se describe en seguida
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4.1.1 Tensores de radiacion

Desarrollados originalmente por Longuet-Higgins y Stewart (1962) quienes utilizan una
analogia con las ondas electromagnéticas y la presion (o tension) que inducen a obstaculos
en su trayectoria. En estos trabajos se define un tensor de radiacién como el exceso en el
flujo de momentum debido a la presencia de las ondas.

Una forma para comprender el concepto de tensor de radiacion, es partir de una onda de
pequeiia amplitud viajando en direccion X, tal que

u =aawcos(kx—at) (4.4)
sinh kh
W:aawgm(kx—at) 4.5)
sinh kh
donde
u velocidad horizontal de las particulas
W velocidad vertical de las particulas
a amplitud de la onda
o frecuencia angular
k numero de onda
h profundidad
t tiempo
z coordenada vertical positiva desde el nivel medio del mar hacia arriba
X coordenada horizontal

Se considera ahora el flujo horizontal de momentum por unidad de area a través de un
plano vertical, el cual es igual a la presion ejercida sobre dicho plano, a saber,

n
M(x,t):j(p+pu2)dz (4.6)
~h
en la que p es la presion total (dindmica mas hidrostatica), por lo que ha de sustraerse la
parte del fluyjo de momentum correspondiente a la presion hidrostatica, a fin de considerar
solo la debida a las ondas, quedando

n 0
S; =I(p+pu2)dz—j p,dz (4.7)
“h “h
donde
S tensor de radiacion
L] subindices que indican que el flujo de momentum es en la direccion i a través de un

plano definido por j constante
o, densidad del fluido
Py presion hidrostatica
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n elevacion de la superficie libre del mar

Desde este punto de vista, el tensor de radiacion se define, alternativamente, como la
diferencia entre el valor medio del flujo de momentum, M (X,t), respecto del tiempo y el

valor medio del mismo flujo en ausencia de ondas. Dicho tensor, ec. (4.7), para el caso de
la onda representada por (4.4) y (4.5), puede descomponerse en tres términos,

n
s J‘ pu’dz
Zh

0

S5 = [(p—p,)dz (4.8)

-h

;
sy = [ pdz

0

de tal forma que S,, = Sg) + Sii) + SS) .

Si se toma en cuenta que las ecuaciones (4.4) y (4.5) fueron desarrolladas a partir de la
teoria de ondas de pequefia amplitud se tiene, para el primer término, que

0 0o __
s = j pUdz = j pudz (4.9)
~h ~h

en donde Sii) es idéntico al tensor de Reynolds en la direccion de propagacion.

Por otro lado, si se acepta que no existen efectos no hidrostaticos, el segundo término queda

s = T(E— p, ) dz (4.10)

Recordando la hipdtesis de incompresibilidad del fluido, se tiene

p+pwW' =—pgz = p, (4.11)
de manera que

P-p, =—pW (4.12)

. . - 2 . .7
lo cual indica que, en general, p es menor que cero y por tanto Six) <0. La combinacion

de las ecuaciones (4.9), (4.10) y (4.12) resulta:

s 450 = i,o(u2 —Wz)dz (4.13)
h

donde es evidente que para cualquier caso excepto en aguas profundas SS() + S)((Xz) >0.
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Al integrar la ecuacion (4.13) se llega a:

2
s 4 g _ pgakh (4.14)

* ™ senh2kh
Es notorio que, en aguas profundas, la suma de los dos primeros términos del tensor de

radiacion es igual a cero (U’ =W”); mientras que en aguas someras W* =0 . Esta suma es
también igual al doble de la energia cinética.

El tercer término puede simplificarse si se acepta que la presion es casi-hidrostatica, con lo
que se estimaria como

p=pg(n-2) (4.15)
lo cual, sustituido en S{) y recordando que 77 = acos(kx—ot) resulta

2

2
S0 = pg2'7 - pgga (4.16)
que equivale a la densidad de energia potencial.

Al combinar las ecuaciones (4.14) y (4.16) se llega a la definicion del tensor de radiacion

kh 1
S, =pga’| ———+— 4.17
= PY (senh 2kh 4) 17

Operando de la misma forma ahora para el eje y, y dado que v=0, se llega a

S = ga2 L
w = P92 senh 2kh
De modo que el tensor de radiacion para el caso unidireccional queda representado por

(4.18)

kh 1
(S 0 J senh 2kh +Z 0
= = pga’ (4.19)
0 Syy 0 kh
2senh 2kh

Utilizando un desarrollo similar, los tensores de radiaciéon para una onda progresiva
viajando en una direccion € respecto del eje X y sus respectivas simplificaciones en funcion
de la profundidad relativa, son

e Tensor de radiacion en aguas intermedias

2Cg ) 2Cg Cg
,| —=cos 0+ T_l ?cosﬁsené’
a
s-r% (4.20)
4 Cg 2Cg 5 2Cg
—cosf@send —sen" 0+ —-1
C C C
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e Tensor de radiacion para aguas profundas

2 2
g _ P9 cos” @ cos@ienﬁ @21
4 \cosf@send  sen 6
e Tensor de radiacion para aguas someras
S- pga’(2cos’@+1 cos stenﬁ 422)
4 \cosfsenf 2sen”O+1

Aunque las ecuaciones (4.20), (4.21) y (4.22) han sido desarrolladas para fondo plano,
constituyen una excelente aproximacion al fondo variable si a y K se interpretan como los
valores locales en cada profundidad h.

4.2 Descripcion del método numérico

La simulacion de flujos con discontinuidades (como saltos hidraulicos) ha sido, desde hace
décadas, un reto en la hidrodindmica. Los estudios realizados al respecto llevaron a
Godunov (1959) a desarrollar una técnica para la solucion de sistemas hiperbolicos que
consiste en reemplazar el flujo continuo en un dominio de calculo por una serie de estados
que se consideran constantes en pequeias secciones y discontinuos al inicio y al final de
cada una. De manera que se puede hallar una solucion al problema de Riemann (definido
como la existencia de discontinuidades locales en un flujo) para cada seccion y reconstruir
el campo general de flujo agrupando todas las soluciones locales.

El mismo Godunov (1959) presento la solucidon exacta de dicha técnica, misma que resultd
computacionalmente imposible para su época, por lo que desde entonces existe una gran
variedad de soluciones aproximadas que se conocen como métodos de tipo Godunov (p.e.
Harten et al, 1983; Toro, 1989; Roe, 1981a y b y Roe y Pike, 1984). A continuaciéon se
presenta la solucidon aproximada propuesta por Roe (1981a y b) aplicable para el caso de un
sistema hiperbolico de leyes de conservacion, misma que en este trabajo se empleara para
la solucion de las ecuaciones para aguas someras.

Matematicamente, el problema de Riemann se define como resolver el sistema

ou N of (u)
ot OX
en una discontinuidad de las variables de flujo contenidas en U, siendo U un vector de

=0 (4.23)

variables continuas en el resto del dominio, f (u) el vector de funciones de flujo de Uy X es

una variable real y continua tal que para un caso unidimensional

u=u, para X< 0
(4.24)
U=ug, para X>0

donde los subindices L y R indican izquierdo y derecho, respectivamente.

Para linealizar el problema, la ecuacion (4.23) puede escribirse
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au + Aa—u =

ot OX
en la que el Jacobiano de flujo, A, estd dado por A=0f/0u. Como la solucion que se
busca corresponde a una onda viajando en cada lado de la discontinuidad se tiene

0 (4.25)

u(x,t)=u(x—At) (4.26)

la que, sustituida en la ecuacion (4.25) permite obtener la ecuacion caracteristica

(A=21)u'=0 (4.27)

Los valores caracteristicos, A, de esta ultima expresion, son las velocidades caracteristicas
de las olas cuya direccion de propagacion esta dada por los correspondientes vectores
caracteristicos. Dado que la ecuacion (4.23) es hiperbolica, la matriz A debe tener solo
valores caracteristicos reales y distintos, con lo que los incrementos Au y Af a través de la
discontinuidad siempre estan definidos y se representan, en términos de los vectores
caracteristicos, de la siguiente manera

Au=u, —U, =Y e,
Af =f, —f, =Y oy Ae,

donde ¢, son coeficientes lineales conocidos como esfuerzos de onday A4,y e, son el k-

(4.28)

esimo valor y vector caracteristico, respectivamente. La principal caracteristica de la
solucion aproximada de Roe es la posibilidad de calcular el flujo en la interfase de una
celda, ., , en forma directa, lo cual estd definido por

fi=f+ Y aAe =T+ ade

A <0
(4.29)

fi% =f. - Z A8 =T, _Zakﬂ’;ek

2420
f. y f, son los flujos a la derecha e izquierda de la discontinuidad, respectivamente, y 4,

y A, denotan las velocidades positiva y negativa de las ondas, respectivamente. Si las
velocidades se definen como lo propusieron Harten et al (1983), a saber,

i =max (2,0) = (4 + 4 )

1 (4.30)
Ac =min(1,0) =5(ﬂbk ~|4])
los flujos en la interfase de la celda, ec. (4.29), quedan
1 1
fi.. =fR+EZak4ek—EZak 4| e (4.31)
k k
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1 1
f., = +Ezk:“kﬂ“ek _EZk:ak 4| e (4.32)

Al sumar la ecuacion (4.31) a la (4.32) y promediar se llega a

f.. = f +f,) Zak 4 |e, (4.33)

Considerando la ecuacién (4.28) en la (4.33) los términos de la sumatoria se pueden escribir

en funcion del incremento de velocidad Au a través de la discontinuidad, con lo que se
obtiene

1 1
f =E(fR +fL)—E|A|(uR +u,) (4.34)

L
I+2

La ecuacion (4.34) es conocida como la solucion aproximada de Roe al problema de
Riemann.

El uso de un modelo matematico no lineal y la implementacion de una técnica numérica
capaz de resolver discontinuidades en el flujo permiten el calculo de la hidrodindmica en la
zona de rompiente, que es donde se generan las corrientes costeras mas importantes. Asi
mismo, facilita la solucion de problemas de interaccion del flujo con estructuras emergidas
y sumergidas. Adicionalmente, el modelo elegido permite la inclusion de fenéenos como la
friccion con el fondo, el esfuerzo en la superficie generado por el viento y los efectos de
marea de manera directa.

4.3 Discretizacion en volumen finito de las ecuaciones para aguas someras

Para implementar numéricamente el sistema compuesto por las ecuaciones (4.1) a (4.3) en
un esquema en volumen finito y resolverlas con el método de tipo Godunov descrito en el
apartado previo, se debe garantizar la hiperbolicidad de dicho sistema. Para tal efecto, es
practica comun la siguiente separacion del término ghdzn/0x (Anastasiou y Chan, 1997,

Zhao et al, 1996):

P 1 o(h?
gha—z =ghS,, +0 % (4.35)

donde Sox es la pendiente del fondo en direccidén X. Sin embargo, de acuerdo con Rogers
(2001), esta separacion puede provocar problemas numéricos relacionados con la
continuidad al aplicar la aproximaciéon de Roe, por lo que propone la siguiente re-
distribucion del término en cuestion

pog L THs) 4.36
x S 29 x (4.36)

Al aplicar esta misma separacion al término correspondiente en la direccion y, las
ecuaciones de gobierno quedan de la siguiente forma

an , o(un)  o(vh) _

e 5 (4.37)
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+ +

o(uh) a(uzh+§g(772+2hs))+8(uvh){a(ghux) a(ehuy)]

ot d d
" » X % (4.38)
_Tﬂ_gnsox+hfv_l(%+%j
p plLox oy
a(vh>+a<uvh>+6(v2h+ég(ff+2hs))_(a<ahvx>+a<ehvy)J
ot d d -
" % X » (4.39)

0S 0S
_Fy g1, +hfu _l(_vu_WJ
p p\ ox oy

Este sistema de ecuaciones puede escribirse en forma integral como sigue

0 of a9, .
ﬁjong+19(&+EJ do = jﬂ hdQ (4.40)

Qrepresenta el dominio de calculo, q es el vector de variables conservativas, f y g son los
vectores de flujo y h el vector de fuerzas externas. Dichos vectores corresponden a

n
q=|9q,=uh|,
g, =Vh

uh vh
f= u2h+g(772+2nhs)/2—vh6u/ax , g= uvh—ehou/dy (4.41)
uvh —gh v/ ox v’h+g(n’ +2nh,)/2— zhov/dy

0

1 OSxx OSxy
h=|-z,/p-9nS,, +hfv——| ==+ 22
y Tbx/p 977 oX p( aX a j

1 OSyx 0OSyy
—’[by/p— g7750y - hfu _;(W_FWJ

Al aplicar el teorema de Green al segundo término de la ecuacion (4.40) se obtiene

% [ ade+§ fds = hde (4.42)
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en la que S es la frontera de 2y f= fn, +gn, es el vector de funciones de flujo a través de

S, siendo ny y ny los componentes cartesianos de un vector, N, normal a S. En este caso, €l
vector de funciones de flujo se ha expresado como la suma de los flujos viscosos y los no
ViSC0So0s, esto es

f=fl-sf (4.43)
donde
uhn, +vhn, 0
£ (uzh +g[ 7 +2nh, ]/Z)nX +uvhn, |y f¥ =[(hau/ax)n, +(hou/oy)n, | (4.44)
uvhn, +(v2h +g [772 n znhs}/z) n, (hov/ox)n, +(haov/ay)n,
i,
Y vh
A . %»uh R ¢
£, f,
f
"X

Figura 4-1 Esquema del volumen de control y localizacién de las variables

De este modo, las ecuaciones se han discretizado considerando que las variables son
representativas de un volumen de control y su colocacidn es al centro de éste, tal como se
muestra en la Figura 4-1. Finalmente, al integrar la ecuacion (4.42) se puede escribir, para
cada celda, como

avq

=—_fds+Vvh, (4.45)
, oC;

gi y hi son los valores al centro y V; es el area de la celda i. Por otro lado, la trayectoria de
integracion 0C, es a lo largo de los cuatro bordes de la celda, por lo que la integral de

superficie puede ser evaluada como
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Cﬁaci fids = (fE ~f +Hy = )AS (4.46)

donde fE, fw, fN yfs son los vectores de flujo a través de las caras este, oeste, norte y sur
de cada celda, respectivamente (Figura 4-1).

4.4 Implementacion numeérica

La metodologia de solucion numérica, a la luz de la aproximacion y discretizacion descritas
anteriormente, consiste en cuatro grandes pasos, mismos que se enlistan a continuaciéon y
en adelante se detallaran

Estimacion de los estados de Riemann
Evaluacion del Jacobiano de flujo
Calculo de las funciones de flujo
Integracion temporal

D=

La parte final de este apratado detalla las condiciones de frontera empleadas.

4.4.1 Estimacion de los estados de Riemann

El primer paso para hallar la solucion de la ecuacion (4.45) es el calculo de los estados de
Riemann a cada lado de la interfase entre celdas, es de notar que cada celda, al contar con
cuatro interfases, tendrd asociados ocho estados de Riemann, cuatro internos y cuatro
externos. La expresion general para el calculo de los estados de Riemann es

®(r)

(A -a.) (4.47)

q)(l’) es una funcién denominada limitador de flujo, la cual cumple la funcién de controlar

a(x,y)=q;+

o limitar los gradientes en las interfases de forma que los valores de los estados de Riemann
permanezcan dentro del rango de los valores al centro de las celdas. El limitador de flujo
estd definido por

@ (r) =max[ 0,min(Ar,1),min(r, B)] (4.48)
donde 1< /<2 es un pardmetro que hace el limitador mas compresivo (reduccion de
picos) a medida que aumenta su valor y r es la relacion de gradientes definida por

= Q. —Q (449)
4 —di,
La ubicacion de los estados de Riemann internos y externos se muestra a continuacion,
donde es claro que los estados externos de una celda corresponden con los internos de las
adyacentes.
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Z

4

Ji-t, G, j Jis1,
i1, j%wi, j Aeir, j [wi+d, j

9si, j
ANi, j-1

J

.qia J -1
Figura 4-2 Estados de Riemann

Atendiendo a la nomenclatura presentada en la Figura 4-2, el estado de Riemann al lado
Oeste queda definido como

Qwij =i ; _—(qu Qi 11) (4.50)
Qi —Gij
i; — i

extendida es

donde r = y ©(r) se calcula como dice la ecuacion (4.48), lo cual en forma

@(r U uh
Thij =j (21)(77i,j ﬂ._lj)COHHZ#pCTOSI‘U., 77|11‘<0_>CD( ) 0
ij i-1,j
r qX|+ qXI 3
Quwij = Yy, (22)(qxi,j _qxi—l,j) con I, :% pero s (q,; _qxi—l,j‘go - q>(r2):0
Xi, j Xi—1,j
D(r. Qyivrj — Yyij .
qui,j qy|1_ (22)(qy|1 qyll])conr _Mpero S1 ‘qyi,j_qyi—l,j‘go_)q)(r3):0
qyi,j _qyi—l,j

De manera similar, el estado de Riemann al lado Este se calcula con

L @)

qu,j: ijt > (qi,j_qi—l,j) 4.51)

y en forma extendida
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@(r)

Meij =M+ ) (ni,j_ni—l,j)
[}

Osei i qxi,] + (2r2)(qxi,j _qxi—l,j)
D(r

Qyeij = 0Oyij T (22)(%,1' ‘qyi—l,i)

con Iy, I y rz idénticos al lado Oeste.

Por lo que toca a la direccidn vertical, para el estado del Riemann al lado Sur se tiene

DO(r
Usij =i — g )(qi,j _qi,j,l) (4.52)
ahora r= S 7y y la definicion de CD(r) es la ecuacion (4.48). Escribiendo los
qu _qi,j—l
componentes del vector g, queda
D(r, Tije1 — T, .
Nsii =M — ( 4)(77i,j _77i,j-1) con I, =—n 2 pero s1 ‘ni,j _ni,j—l‘go - CI)(r4):0
2 i ==
D(r. qxi j+ _qxi j .
Osi,j = Qi _¥(qxi,j _qxi,j—l) con I :ﬁ pero s1 (q,; _qxi,j—l‘ <0-—> d)(rs) =0
Xi, j Xi, j—-1
D, Ayi, i1 — yi,j .
Oysij =0yi; _¥(qyi,j _qyi,j—l) con Iy :%qy’] pero s1 ‘qyi,j _qyi,j—l‘ <0—> q)(rs) =0
yij yi,j-1

Finalmente, el lado Norte se estima a partir de la expresion

®(r)

qu,j =Y j +T(qi,j _qi,j—l) (4.53)
es decir,
Dfr,
i =M+ (24)(77. j _Ui,j—l)
Dr.
Oy ] =qxi,j + (25)(qX| j _qxi,j—l)
®(r,)

Onij =0yt > (qyi,j _qyi,j—l)

con Iy, I's y g idénticos al lado Sur.
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4.4.2 Evaluacion del Jacobiano de flujo

Para el calculo de las funciones de flujo de acuerdo con la aproximacion de Roe, ec. (4.34),
es necesario conocer y evaluar el Jacobiano de flujo, A, el cual como se dijo, debe tener
solo valores caracteristicos reales y distintos. Dicho Jacobiano, en términos de los flujos no
viscosos, esta dado por

0 n n

o(f") L " ’
A=——=| (¢’-u’)n,—uvn, 2un, +vn un (4.54)

aq y y y

—uvn, +(¢* —v?)n, vn, un, +2vn,
que tiene por valores caracteristicos
A =un, +vn,

A, =un, +vn —cn (4.55)

Ay =un, +vn +cn

donde ¢ es la celeridad de laonda y n=,/n; + nj . Ademas

Sy h*+uvh SV h +v/h .o g(h"+h)
Jn ++/h Jne++h 2

en las que los subindices + y — indican los estados de Riemann al lado derecho e izquierdo

de cada interfase entre celdas, respectivamente.

(4.56)

Para calcular el absoluto del Jacobiano |A| se emplean L y R, a saber, las matrices

izquierda y derecha de vectores caracteristicos de A, asi como |A , la matriz diagonal con

los absolutos de los valores caracteristicos de A, esto es

|A|=R|A|L (4.57)
siendo
0 1 1
R=|n, u-cn/n u+cn,/n (4.58)

-n v—cny/n v+cny/n

X

~(un, =vn, ) /n* n/n’  -n/n’
L=|1/2+(un,+vn )/2cn —n,/2en —n, /2cn (4.59)
1/2—(un, +vn,)/2cn  n/2cn o, /2cn
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|unx+vny | 0 0
|A|= 0 ‘ un, +vn, —cn‘ 0 (4.60)
0 0 ‘unx+vny+cn‘

Para la aplicacion del Jacobiano reflujo en la direccion X se tiene que n, =1,n, =0, y n=1

con lo que los valores caracteristicos son 4, =uU, 4, =u—C y A, =u+c. De esta forma R, L

y|A|son
0 1 1 2cv. 0 —2¢ lu| 0 0
R=| 0 u-c u+c |_=2i c+tu -1 0 |y|Al=] 0 Ju-c| 0 |@46])
-1 v v “lecu 1 0 0 0 |u+c]

Con estas matrices, al efectuar las operaciones indicadas en la ecuacion (4.57) se llega a

Al =50
* 2c
(c+u)|u—c|+(c—u)u+c| —|u-c|+|u+c| 0 |(4.62)
(c+u)(u=c)(Ju—c|-|u+c]) (u+c)u+c|-(u=c)lu-c| 0
v[-2¢|u|+(c+u)lu—c|+(c-u)|u+c]] v[|u+c|-|u-c]] 2¢c|ul

De manera similar, para la direccion Y; n, =0, n,=Lyn=1 y con ello

A=V, A, =v-Cy A =V+C, quedando

Al =5 *
T
(c+v)|v—c|+(c-V)|v+c| 0 |v+c|-|v—c| (4.63)
u[-2¢c|v|+(c+V)|v-c|+(c-V)[v+c|] 2c|v] u[[v+c|-|v-cl]
(c+v)(c-v)(|v+c|-|v+c]) 0 (v+c)|v+c|-(v—c)|v—c]

4.4.3 Calculo de las funciones de flujo

De acuerdo con la expresion (4.43) las funciones de flujo pueden estimarse por separado
segun estén relacionados con la viscosidad o no. Asi, y aplicando la solucién aproximada
de Roe ecuacion (4.34), los flujos no viscosos se calculan como

f,=1[r(@) () -JAl a )] 460

en la que los superindices + y — denotan el estado de Riemann al lado derecho e izquierdo
de la interfase entre celdas, respectivamente.
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Para la presentacion de la forma extendida, considérense los flujos en la direccion X. Se
tiene el flujo Oeste definido por

£y = LF (0w )+ £ (G )~ A LG =G )] (4.6
donde
Uh qui,j
fI(QWi,j): u2h+g[772+277h5]/2 = QfWi,j/hNi,j+g[77v%/i,j+277Wi,jhsvvi,j:|/2 (4.66)
UVh Wi, j qui,quWi,j/hNi,j

con hy,; ; :(hsi’j +th,j)/2 Y Nyij =Ny + i - Por su parte

Uit j

f! (qu—l,j ) = q)%Ei—l,j/hEi—l,j +J I:néi—],j +277Ei—1,jhs|5i-1,j ]/2 (4.67)
qui—l,quEi—l,j /hEH,J'

siendo hg; =Ny ;¥ hei; =hg,; +7, ;- El caso del flujo Este es similar, ya que

féi,j :%[fl (qu+1,j)+f1 (qu,j)_| Ax |(qu+l,j _qu,j)j| (4.68)
donde
qui+1,j
fl (qu+1,j ) = quiJrl,j /h\Ni+1,j + g [nvz\liﬂ,j + 277Wi+1,jhsWi+1,j ]/2 (469)

qui+l,quWi+l,j /hNi+1,j
enla que hy,,, ;= (hSi+1,j +hs; | )/2 Y Misrj =Nwierj +7wi ;- De igual forma

qui,j
f! (qu,j ) = qui,j/hEi,j +9 [Uéi,j +277Ei,jhsEi,j:|/2 (4.70)
qui,quEi,j/hEi,j

con hsEi,j = hsWi+1,j y hEi,j = hsEi,j +1ei -

La funcion de flujos no viscosos en la direccion Y, tiene por ecuacion la siguiente

fsli,j =%|:fl(qsi,j)+fl(qu,j—1)_‘ Ay ‘(qsi,j—l _qu,j—l)j| (4.71)

donde
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Oysi.;
fl(qSi,j): qui,quSi,j/hSi,j (4.72)
qf/si,j/hsi,j +9 [Uszi,j +2775i,jhsSi,j:|/2
siendo h —(hsi,j +hs, ;. , )/2 y hg; ; =hg; ; +75; ;- Adicionalmente

sSi,j

Aynijor
f! (qu,j—l) = qui,j—lqui,j—l/hNi,j—l (4.73)
qiNi,j—l/hNi,j—l +9 |:77[%li,j—l +277Ni,j—1hsNi,j-1 ]/2

enlaque hy,; =hg,; y hy i, =hyi . +7y; ;. - Finalmente el flyjo en el lado Norte es

By = LF (o) + £ (@i )| A, (ot =y )] @74
donde
qui,j+1
fl(qsi,j+1)= qui,j+1qui,j+1/hSi,j+1 (4.75)

q)Z/Si,jH/hSi,jH +9 |:7732i,j+1 + 2773i,j+1hssi,j+1 :|/2

con hsSi,j+1 = (hsi,j+1 + hSi,j )/2 y hSi,j+l = hsSi,j+l +si 1 - Analogamente

Ayni.j
fl(qu,j): qui,quNi,j/hNi,j (4.76)
q)lei,j/hNi,j +g [7713“,] +277Ni,jhsNi,j:|/2
siendo g, =hg i, ¥ by =g 770

Para el célculo de los flujos viscosos se utiliza un esquema de diferencias centrado tal que,
para la direccion X se tiene

0
0 u u
fY =|hou/ox| =|h bl LI 4.77)
X o 2AX
hov/ox |, | v v
’ LN T VioLj
2AX

y para la direccion Y
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0 0
fv . =|hou/oy |= hy it (4.78)
yi.) hov 5] 2Ay '
)|,
h.- L]+ ]
Y 28y

4.4.4 Integracion temporal

La solucioén a las ecuaciones para aguas someras en un instante dado t =nAt, siendo At el
incremento temporal (paso de tiempo), estd dada por la ecuacion (4.45), de donde la
integracion temporal via el método de segundo orden de Adams-Bashford es

o At[30vg]" 1avg|™ A
gy SL 2 - 79
G =4 +vi"[z ot 2 ot | *4.79)

en la que n de nota el nivel de avance temporal. El paso de tiempo se ha determinado por un
proceso de prueba y error, ya que la estabilidad de la solucion, ademas de estar afectada por
el tamafio de las celdas y la velocidad del flujo, depende de la estabilidad del método de
Adams-Bashford y del tiempo que puede tomar a las ondas generadas en discontinuidades
resueltas como problemas de Riemann independientes, interactuar entre si. Por lo que el
criterio de Courant se convierte en una condicidn necesaria pero no suficiente en la
seleccion del incremento temporal.

4.4.5 Condiciones de frontera

La implementacion numérica aqui presentada se ha codificado con la capacidad de
representar solo fronteras totalmente abiertas o total mente reflejantes, para lo cual, en el
estado de Riemann correspondiente se agrega una celda ficticia que permita la salida del
flujo o lo refleje hacia dentro del dominio. De esta forma el estado de Riemann para una
celda en la frontera oeste es

-2, ) (4:30)

donde gy es el vector de variables correspondiente a la celda ficticia afiadida al lado oeste

fuera del dominio de célculoy r = (qm,j —d; )/(qi,j -0 ) Los valores que toma la celda

ficticia dependen de la condicion de frontera que se imponga, esto es, para la condicion de
frontera abierta al lado oeste se tiene

,
Uc =Q,; =| Ux (4.81)
qyl,J’

mientras que para la condicion reflejante, la celda ficticia, en el caso de frontera deslizante
es
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;i
4o =| 0 (4.82)
Oy, j

y para el caso no deslizante queda

i

0 =| 0 | (4.83)
0
Las expresiones en forma explicita para esta frontera son

D(r s T )
Thwij =1 _¥(ni,j _77i—1,j) con I :M pero si ‘ni,j _ni—l,j‘go - cD(r]):O
i — Mo
Quwij = Yy, _w(qxi j) con I, :M pero si |, j‘so - @(rz):o
’ ’ 2 ’ Ui, j ’
D(r. Qyivrj — Yyij .
Qywi,j = Ayi,j — ( 2)(qyi,j _qyi—u) con r, =21 pero si ‘qyi,j _qyi—l,i‘ <0 @(r)=0
2 yi,j _qu,j
para el caso deslizante y
D(r i — .
Mwii =M — (21)(77i,j _ni—]ﬂj) con I, =Mpero Sl ‘Ui’j —ﬂi_l,j‘SO - CD(r])ZO
iy — Mo
Quw ij = Yxi.j _CD(zrz)(qxi,j) con T, :w pero si qxi’j‘so — ®(r,)=0
Xi, j

S
—
o
~—

q i+1,] _q i,j .

Oywij = Uy, _T(qyi’j) con T, =% pero si ‘qyi’j‘SO - d(r,)=0
yi.j

para el no deslizante.

El resto de las fronteras, asi como la ocurrencia de islas o zonas de tierra dentro del
dominio de calculo se resuelven de forma analoga.
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5 RESULTADOS DEL MODELO UNIFICADO

5.1 Introduccién

La construccion del modelo unificado consiste en ligar los resultados obtenidos de la
propagacion de oleaje con la informacion de entrada del modelo de corrientes para asi
lograr una ejecucién completa. Esta metodologia pretende proveer una opcién a bajo costo
para la simulacion de escenarios costeros que coadyuve en el disefio optimo de obras de
defensa, puertos y aprovechamientos litorales. Adicionalmente, los resultados de dicha
simulacion pueden ser empleados como datos de entrada para modelos de transporte de
sedimentos o de calidad de agua en zonas cercanas a la playa. En todo caso este modelo no
es un fin en si mismo sino un eslabon dentro de la cadena de trabajos que se requieren para
el desarrollo y explotacion responsable de los recursos litorales.

En este sentido, las herramientas que se ofrezcan a los ingenieros costeros deben ser
previamente validadas y probadas a fin de garantizar que las obras, recursos econémicos y
aun vidas humanas que de sus resultados dependen sean efectivamente asegurados.

5.2 Ejercicios de validacion

Como ejercicios de validacion y prueba del modelo se utilizaron cuatro casos buscando
cubrir el mas amplio rango de condiciones posible. La validacion incluye comparacion con
datos de laboratorio y con una solucion analitica. Los datos empleados son: 1) Circulacion
en la corriente inducida por efecto del fondo en una playa sinusoidal, 2) Corrientes costeras
dentro de una bahia y 3) Dinamica generada por un obstaculo vertical.

5.2.1 Circulacién en una playa sinusoidal

Representar el lecho marino como un fondo plano ofrece una serie de ventajas durante los
desarrollos analiticos, sin embargo, es una suposicion que pierde validez muy facilmente.
Es el caso de la hidrodinamica en la zona costera, donde el efecto de las variaciones del
fondo predomina sobre otros factores en la distorsion del oleaje por fendmenos como la
refraccion, el someramiento y la rotura. El resultado de esta perturbacion son las corrientes
longitudinales y las zonas de circulacion (giros).

En este sentido se eligio, con propdsitos de validacion, el trabajo experimental realizado
por da Silva Lima (1981) que consiste en una playa construida de madera con lineas
batimétricas sinusoidales definidas por

SX -0.7m<x<0
h(x,y)= 51
( y) S x—0.755en(n—xjsen(@] 0<x<436m 1)
4.36 A

donde x es la distancia desde la linea de costa hacia mar adentro, y es la distancia paralela a
la playa (1.5m < y§4.5m), s=0.05es la pendiente de la playa recta yA=6mes un

parametro llamado espacio de la corriente de rizo. En la Figura 5-1 se muestra una vista en
planta del modelo experimental.
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—-2.5
Oleaje con
incidencia
-2
normal
—> =
1.5 &
B
Fondo plano ' B
h=0.218 m ;
-0.5

o

0 1 2 3 4 5 6

X (m)
Figura 5-1 Modelo experimental de playa sinusoidal (profundidades en metros)

Los resultados numéricos de la propagacion muestran el efecto del fondo en la onda
incidente por refraccion, someramiento y rotura como se puede observar en la siguiente
figura. El oleaje, como se indica en la Figura 5-1, incide desde la frontera izquierda con
direccion perpendicular a dicho contorno y altura de 0.0618 m, el periodo es de 0.76 s. En
la ejecucion del modelo de propagacion se incluy6 la disipacion por rotura del oleaje. En
este caso se utilizaron celdas con Ax=Ay =0.05m. La altura de ola estimada se presenta
en la Figura 5-2.

Altura de ola maxima (m)

X (m)

Figura 5-2 Campo de altura de ola maxima para la playa sinusoidal

106



Capitulo V. Resultados del modelo unificado

La Figura 5-3 muestra las corrientes inducidas por oleaje calculadas con el modelo
unificado. La principal caracteristica es el giro que domina la hidrodindmica local.
Adicionalmente se presenta un segundo giro practicamente pegado a la linea de costa. Por
lo que respecta a las velocidades cerca de la frontera por donde entra la onda y en toda la
zona de fondo plano, son practicamente nulas.
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Figura 5-3 Corrientes inducidas en la playa sinusoidal

Los resultados que se obtuvieron con el modelo unificado son congruentes con los datos de
laboratorio presentados por da Silva Lima (1999), que se muestran en la Figura 5-4. En ella
es evidente la rotacion principal en sentido horario con magnitudes maximas del orden de
0.1 m/s, similares a las predicciones numéricas. El trabajo experimental también evidencia
ligeramente el giro en sentido horario ubicado muy cerca de la linea de costa.
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Figura 5-4 Velocidades medidas en el modelo experimental (da Silva Lima, 1999)
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Respecto de la posicion del centro del giro principal, existe una muy ligera diferencia entre
la calculada y la que se observa en el modelo fisico. El centro calculado se halla un poco
mas hacia mar adentro respecto del medido, lo cual se debe a que en la simulacion se
considera la linea de costa como una frontera reflejante.

5.2.2 Corrientes costeras dentro de una bahia

La hidrodinamica dentro de una bahia y los efectos que ésta tiene sobre la playa es un
problema de no facil comprension, pero de gran interés dada la importancia que a nivel
mundial representa el uso de este tipo de sitios, especialmente para turismo y recreacion. En
funcion de las caracteristicas del clima maritimo local, una playa puede encontrarse en
proceso de erosion, de acrecidén o en equilibrio. La definicién de éste Gltimo término ha
sido objeto de diversos estudios y publicaciones (ver Hsu et al, 2005) en los que, en forma
resumida, se establece que una playa puede experimentar un equilibrio estatico y mantener
su forma constante en el tiempo o un equilibro dindmico, lo que supone un ciclo en los
procesos de erosidn-acrecion y formacion-migracion-lavado de barras y bajos.

La configuracion idealizada que se eligio para representar este caso, consiste en una bahia
eliptica inicialmente con fondo plano. En dos etapas subsecuentes, frente a la playa se
insertan dos bajos de uno y dos metros, respectivamente por encima del lecho marino
original. La Figura 5-5 muestra la vista en planta de las tres morfologias modeladas.

2200 2000 1800 1600 1400 1200 1000 800 600 400 200

x (m)

Figura 5-5 Morfologia de bahia idealizada, a) fondo plano, b) bajos de 1 my c) bajos de 2 m
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La Figura 5-6 muestra las alturas de ola maximas para los tres casos considerados de la
bahia eliptica. El oleaje incide desde la frontera inferior con direccion normal a dicho
contorno, la atura de ola es unitaria y el periodo 20 s. La discretizacion del dominio se llevo
a cabo con Ax=Ay =5m, como longitud de las caras de las celdas.

a)
1400
1200~
10001
1

800
| 0.9

b) 08

1400- 07

06
1200-

y (m) 05
1000+

0.4

800 . - - 0.3

02

»
c) 0.1
1400- L,
1200 H (m)

1000

a00

T T T T T T T T T
2200 2000 1800 1600 1400 1200 1000 800 GO0 400 200

X (m)

Figura 5-6 Campo de altura de ola méaxima dentro de una bahia, a) fondo plano, b) bajos de 1 my c)
bajosde 2 m

Por lo que toca a los resultados del campo de alturas de ola, es claro que una bahia de este
tipo en su forma natural (Figura 5-6a) no presenta zonas de concentracion importante de
energia, puesto que su configuracion batimétrica y la forma de la linea de costa son éptimas
para la disipacién y distribucion de la energia. Esta forma en planta de una playa, si las
condiciones de oleaje bajo las que se formé no cambian substancialmente, esta cerca del
equilibrio estatico.

Cuando se hacen aparecer los bajos con altura de apenas un metro sobre el lecho marino
original (Figura 5-6b) se genera un aperaltamiento de las olas por la reduccion del fondo.
Este fendmeno modifica la forma en que se distribuye la energia y podria eventualmente
afectar la estabilidad de la playa, ya que se presenta alturas de ola mayores que a su vez
provocan rotura mucho mas violenta (turbulencia) y asi el sedimento podria quedar
disponible para ser removido.
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En el tercer caso (Figura 5-6¢) la altura de los bajos los hace funcionar como frente de
proteccion a la playa, no solo por que provocan la rotura de las olas antes que en los casos
anteriores, sino por que reflejan parte de la energia de las mismas. De hecho, en la parte
central de la bahia, la altura de ola es propiamente nula.

Por lo que toca al célculo de las corrientes inducidas, la Figura 5-7 muestra la
hidrodinamica calculada.
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Figura 5-7 Patrones de corrientes inducidas dentro de una bahia, a) fondo plano, b) bajosde 1 my c)
bajosde 2 m

De acuerdo con los los patrones de corrientes estimados (Figura 5-7) en la forma inicial de
la bahia (parte a), se generan dos giros uno del lado derecho en sentido horario y otro del
lado izquierdo en sentido antihorario. Toda la dinamica de la bahia esta gobernada por estos
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giros. Cuando aparecen los bajos de 1 m (parte b), el patron se modifica de manera que
ahora el movimiento principal es un giro en sentido horario al centro de la bahia. Es de
notar que las velocidades cerca de playa son mayores que en el caso anterior, atentando
contra la estabilidad de la costa. Si la altura de los bajos es mayor (parte c), como ya se
dijo, comienzan a trabajar como barrera de defensa y aparecen de nuevo dos giros ahora
confinados en el centro de la bahia. A los lados de los giros se presentan zonas de corriente
casi nula que podrian favorecer la decantacién del sedimento y con ello la estabilidad del
sistema.

Con lo hasta ahora descrito, el modelo unificado ofrece resultados acordes con la fisica
conocida de una bahia. Sin embargo, para cumplir cabalmente con los propdsitos de
validacion, se presenta a continuacion (Fig. 5.8) la solucion analitica presentada por
Baquerizo et al (2002) para el mismo caso.

Fondo plano . L 0.2m/s

100+ _ _ _ - 7 e

80+

¥ {m)
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Fondo con bajos

100+
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60+
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Figura 5-8 Solucion analitica para las corrientes inducidas en una bahia, a) fondo plano, b) con bajos
(Baquerizo, et al, 2002)

Los resultados de la simulacion numérica y el céalculo analitico son muy similares, con
excepcién de algunos patrones de circulacion que la solucién analitica no reproduce dado
su carécter no reflexivo.
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5.2.3 Dinamica generada por un obstaculo vertical

Muchas obras de proteccién de playas y puertos, se construyen ligadas a tierra y estan
conformadas por dos brazos, uno que va de tierra a mar adentro y otro paralelo a la playa.
En afos recientes, sin embargo, se ha extendido el uso de obras de proteccion paralelas a la
costa pero desligadas de la tierra. En ambos casos la idealizacion mas simple para
simulacion numérica es oponer un obstaculo vertical a la propagacion de las ondas, siendo
este el caso de prueba que se presenta a continuacion.

Este ejercicio de prueba consiste en una batimetria recta y paralela sobre la que dispone un
muro vertical. EI muro se considera impermeable y su altura se modifica para que sea
emergido y sumergido. La batimetria toca tierra justo al final del dominio de célculo. A
continuacién se muestra la vista en planta del arreglo.

0

300

400

I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X (m)

Figura 5-9 Configuracion de obstaculo vertical

La zona de estudio se dividio en celdas con Ax=Ay =5m y para todos los casos que se
presentan a continuacion, la altura de ola es de tres metros y el periodo de diez segundos.

La Figura 5-10 presenta los resultados del campo de altura de ola maxima para el obstaculo
emergido, se modelaron dos direcciones de oleaje incidente desde la frontera superior a)
normal a dicho contorno y b) 45° en sentido antihorario. En ambos casos es evidente el
patrén de reflexion que la estructura impermeable genera y que el oleaje rompe muy cerca
del nivel del muro. Por otro lado, la zona de sombra en el caso de incidencia normal
presenta mas agitacion ya que las difracciones en ambos extremos del obstaculo se
encuentran.

La dindmica de ambos casos es la Figura 5-11, en la que se aprecia la circulacion hacia
dentro de la zona de sombra, fendmeno que a la postre es el motor principal de la
generacion de tébmbolos. Dicha circulacion es de mayor magnitud cuando la incidencia es
normal a la estructura debido a la energia que se encuentra disponible por los fendmenos de
difraccion y rotura.
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Figura 5-10 Campos de altura de ola maxima obstaculo emergido, a) 0° y b) 45°
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Figura 5-11 Patrones de corrientes inducidas obstaculo emergido, a) 0° y b) 45°
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Figura 5-12 Campos de altura de ola maxima obstaculo sumergido, a) 0° y b) 45°
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Figura 5-13 Patrones de corrientes inducidas obstaculo sumergido, a) 0° y b) 45°
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Las Gltimas simulaciones de este ejercicio corresponden a una disminucion en la altura del
muro vertical, de modo que permanezca sumergido 1 m debajo del nivel medio del agua.
La Figura 5-12 muestra el campo de altura de ola maxima, la reflexion es menor y
obviamente la zona protegida presenta mayores alturas de ola en ambas direcciones de
incidencia respecto del caso anterior.

El punto més relevante y que da razén al ejercicio es la Figura 5-13, especificamente la
parte a) en donde resaltan inmediatamente los vortices de gran velocidad que se generan
justo sobre la estructura sumergida. El incremento en las velocidades se debe a la reduccién
del area hidraulica y al aperaltamiento del oleaje que el mismo obstaculo provoca. La
circulacién dentro de la zona de sombra, que en el caso emergido era hacia dentro de la
misma, ha cambiado completamente el sentido y ahora cualquier particula que se halle en
suspension serd trasladada hacia la parte superior del dominio, es decir, la estructura ha
dejado de funcionar a favor de la estabilidad costera. Por lo que toca a la incidencia oblicua,
el patron de corrientes no ha sufrido cambios relevantes salvo el incremento en la
velocidad.

Este ejemplo pone de manifiesto la importancia que puede representar el uso de una
herramienta como el modelo unificado aqui desarrollado en la simulacion de escenarios
durante el disefio de obras maritimas.

5.3 Aplicacion a una batimetria real

Para la modelacion de una batimetria real se eligié la bahia de Acapulco. Este sitio resulta
de especial interés ya que en su morfologia se pueden encontrar diversas formaciones como
bajos, puntas, islas, acantilados y zonas de playa dentro de la bahia que hacen que el
modelo unificado ponga a prueba todas sus capacidades.

La malla que se generd para este ejemplo es de Ax=Ay=10mYy la vista en planta del

domino de célculo se presenta en la Figura 5-14. En esta misma figura se marcaron seis
rectangulos que corresponden a las zonas de detalle en las que se mostraran las corrientes
inducidas. Se realizaron tres ejecuciones correspondientes a tres direcciones de incidencia
del oleaje, el cual tiene altura unitaria y periodo de 10 s. Las direcciones del oleaje, que
entra al dominio desde la frontera inferior son 1) 45° en sentido horario, 2) normal a la
frontera inferior y 3) 22.5° en sentido horario. En la modelacion se incluyo la disipacion
por rotura del oleaje.

La Figura 5-15, Figura 5-19 y Figura 5-24 muestran el campo de altura de ola maxima para
las ejecuciones 1, 2 y 3, respectivamente. En ellas la migracion de las zonas de
concentracion de energia responde adecuadamente a la direccion de incidencia del oleaje.
Algunos patrones de difraccion y reflexion son muy visibles. Las Figura 5-16, Figura 5-20
y Figura 5-25 presentan la superficie libre instantdnea, en donde se puede observar
claramente la trayectoria y deformacion de las ondas.

En la Figura 5-17, Figura 5-21 y Figura 5-26 se dibuj6 el campo de corrientes inducidas
para todo el dominio, es claro que en las zonas de bajos y en los acantilados se presentan
las mayores velocidades mientras que dentro de la bahia las corrientes de muy reducida
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magnitud. Finalmente la Figura 5-18, Figura 5-22, Figura 5-23 y Figura 5-27 son las zonas
de detalle indicadas en la Figura 5-14, en cada una de ellas se puede observar como se
modifica la dinamica en funcién de la direccidon del oleaje.
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Figura 5-15 Campo de altura de ola méxima, 6=45°
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Figura 5-16 Superficie libre instantanea, 6=45°
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Figura 5-17 Corrientes inducidas, 6=45°
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Figura 5-18 Corrientes en las zonas de detalle, 6=45°
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Figura 5-20 Superficie libre instanténea, 6=0°
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Figura 5-22 Corrientes en las zonas de detalle 1y 2, 6=0°
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Figura 5-23 Corrientes en la zonas de detalle 3 a 5, 6=0°
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Figura 5-24 Campo de altura de ola maxima, 6=22.5°
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Figura 5-26 Corrientes inducidas, 6=22.5°
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Figura 5-27 Corrientes en las zonas de detalle, , 6=22.5°

Con este ejemplo se ha demostrado que el modelo unificado puede aplicarse tanto para
estudios académicos soportados con soluciones analiticas y datos experimentales como para
proyectos reales de ingenieria.
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CONCLUSIONES

El trabajo de investigacion presentado permite concluir respecto de la hidrodindmica
fundamental, del modelo de propagacion de ondas, del modelo de corrientes y de la
construccion del modelo unificado.

El desarrollo de las ecuaciones fundamentales que se presentd, con el solo hecho de
considerar el signo negativo en la funcion de dependencia temporal, pone de manifiesto que
la propagacion de ondas sobre fondo impermeable en agua y dentro de un medio poroso
constituyen los extremos de un caso general que es la propagacion de ondas sobre fondo
impermeable con una capa de medio granular de espesor finito que descansa sobre el fondo.
En todos los casos, la aplicacion de las hipotesis de la teoria lineal es similar y permite
representar adecuadamente la transformacion que sufre una onda progresiva.

Con base en la misma teoria lineal, es posible retirar la limitacion de fondo plano y derivar
una ecuacion que lo mismo considera el caso general que los extremos, con buena precision
y un algoritmo de solucidn relativamente sencillo. De ello se desprende la llamada ecuacion
modificada de la pendiente suave que ha sido ampliamente utilizada con diversas
simplificaciones desde hace mas de tres décadas. En este trabajo se derivé y utilizé una
version mas general de la ecuacion de la pendiente suave con el minimo de simplificaciones
buscando alcanzar un modelo de propagacion de ondas aplicable a las condiciones que la
teoria lineal permite.

La implementacion numérica de la ecuacion modificada de la pendiente suave es uno de los
topicos centrales de este trabajo. En el modelo desarrollado, se utiliza la ecuacién de
gobierno en forma Helmholtz; lo cual, sin comprometer la precision de los resultados
favorece la discretizacion de las ecuaciones. Por lo que toca a las fronteras, se trabajaron
con una aproximacion parabolica ajustada para una direccion de apertura maxima, con lo
gue se han minimizado las ondas espurias que aparecen al emplear aproximaciones de
menor orden.

Especial atencion requiere el trabajo desarrollado en el caso de la frontera con fondo
variable (en direccion a la playa), misma que se resuelve como un problema independiente
y unidireccional. La estimacion de los angulos locales se llevd a cabo ayuda de la ley de
Snell logrando con ello que el oleaje incida al dominio ya propagado, eliminando asi los
errores en la vecindad del contorno que se presentan en varios modelos incluyendo a los
comerciales.

La combinacion algebraica de las ecuaciones de las fronteras con la ecuacion de gobierno
anul6 la necesidad de celdas ficticias, con lo que los requerimientos de memoria
computacional se limitaron al tamafio de la malla del dominio. Es importante recalcar que
se derivaron las ecuaciones correspondientes a fronteras abiertas, absorbentes y
parcialmente reflejantes, esto no se considera en los modelos de la literatura cotejada.

La discretizacion el dominio con mallas de tipo jerarquico permiti6 modelar grandes
extensiones costeras, eliminando asi una de las limitaciones tradicionales en el uso de la
ecuacion el a pendiente suave. EI método y algoritmo de generacion de la malla jerarquica
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es completamente original y a diferencia de otras metodologias, hace posible el uso de
dominios rectangulares con celdas rectangulares.

Adicionalmente, se ha incorporado el cortado de celdas para incrementar la nitidez en la
representacion de morfologias complicadas.

La solucién del sistema de ecuaciones propio de la pendiente suave, ha requerido la
integracion del algoritmo de eliminacion con pivoteo parcial con un esquema de
optimizacion de la memoria computacionales disponible. Ello di6 origen a una nueva
metodologia que permite resolver grandes sistemas de ecuaciones en cualquier
computadora personal siempre que cuente con espacio suficiente en el disco duro.

El resultado de lo expuesto en los parrafos anteriores es un modelo de oleaje muy robusto y
que ha sido probado y validado para varios casos con fondo plano, fondo variable, con
obstaculos impermeables y porosos; y que representd adecuadamente los fendmenos de
difraccion, refraccion, someramiento y reflexion de las ondas. La exitosa aplicacion del
modelo a una batimetria real mostré que se pueden obtener resultados Utiles para la practica
de la ingenieria.

La segunda parte del modelo unificado se resolvio con las ecuaciones no lineales para
aguas someras via la aplicacion de un esquema en volumen finito. El método utilizado para
la solucién numeérica es de reciente adaptacion, aunque no invencién, gracias al desarrollo
de las herramientas computacionales. Este modelo es de facil codificacion y sus resultados
son muy similares a las soluciones analiticas disponibles. En este trabajo se presentan las
condiciones que permiten modelar con fronteras abiertas o cerradas y al aplicar el algoritmo
de frontera abierta al caso un contorno solido, puede representarse el caso de un obstaculo
absorbente.

Los ejercicios de validacion y prueba del modelo unificado mostraron su capacidad de
representar fenémenos fisicos complicados a la vez que sus resultados son congruentes y
muy cercanos tanto a una solucién analitica como a datos de laboratorio. EI modelo
unificado puede representar adecuadamente la dindmica de una zona costera gobernada por
el fondo y ante la presencia de diversas formas y tamafos de obstaculos, a la vez que estima
con buena presicion la circulacién que se genera dadas las diversas condiciones.

El modelo unificado se utiliz6 para calcular la dinamica en un sitio real, en el que se
presentan una serie de configuraciones complicadas de simular como puntas, bahias,
acantilados, zonas de bajos, islas y zonas con pendientes muy pronunciadas. El resultado es
congruente con la dindmica conocida de la zona.
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e Una de las limitaciones méas importantes del modelo unificado es la incapacidad de
representar la inundacion de celdas, por lo que en algunas aplicaciones los
resultados no tendran la informacion completa de la dinamica costera. Este es un
algoritmo que puede servir de base para incorporar estos aspectos.

e Con el fin de contar con la informacién hidrodindmica completa, especialmente en
casos reales, debe afiadirse la informacion de la marea y las corrientes que ésta
genera en la zona costera. Como complemento a lo anterior, la ecuacion de la
pendiente suave puede modificarse para que sea capaz de propagar el oleaje en
presencia de corrientes y asi contar con el panorama completo.

e Entre los estudios que pueden requerir los resultados del modelo unificado, se
encuentran los de transporte de sedimentos y de calidad de agua cerca de la costa.
Es deseable afadir al modelo unificado modulos de estimacion de ambos
fendmenos para contar con una herramienta ain méas completa.

e Por lo que toca al modelo de propagacion, es necesario revisar el criterio de rotura y
las expresiones para el calculo de la disipacién de energia a fin de hacerlos validos
para los casos de pendientes muy pronunciadas (taludes de estructuras) y porosas,
asi como para los diversos materiales que pueden emplearse en laboratorio.
Adicionalmente es recomendable verificar la sensibilidad del modelo a los valores
de la friccion de fondo.

e EIl método de solucién de las ecuaciones para aguas someras aqui presentado, no
incluye el efecto del viento, mismo que puede ser de importancia en algunas zonas,
por lo que es recomendable afadirlo.

e Las expresiones empleadas para la estimacion de los tensores de radiacion fueron
desarrolladas para fondo plano, entonces, el desarrollo de nuevas expresiones que
consideren las variaciones en el fondo pueden mejorar los resultados obtenidos.

e EIl esquema en volumen finito y el método numeérico empleados requieren un
espaciado temporal muy reducido (muy por debajo del numero de Courant), es
recomendable incrementar la aproximacion de la integracion temporal con el fin de
admitir pasos de tiempo mas grandes.
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A. CONDICIONES DE CONTORNO DE LA TEORIA LINEAL

En este anexo se presenta la derivacion de las condiciones que contorno para cualquier
problema basado en al teoria lineal. A modo de definicion, se presenta un esquema con las
principales caracteristicas empleadas en la caracterizacion del oleaje.

L

T Ta
Hi ™

¥

Jcresta

1F><

valle

Figura A-1 Principales parametros que describen el oleaje

En la Figura A-1, L es la longitud de onda, H la altura de ola, a la amplitud de onda, T el
periodo y h la profundidad.

A.1 Condicién de contorno cinemética

Para encontrar una expresion que represente la condicién cinematica de contorno (relativa
exclusivamente al movimiento) puede emplearse una ecuacion que describa dicha frontera.
Considérese entonces que cualquier superficie fija 0 movil puede ser expresada como:

F(x,y,z,t)=0 (A1)
La dependencia del tiempo se incluye ya que el fenémeno fisico en estudio, una onda
propagandose en el agua, asi lo manifiesta. Esto conlleva que la derivada total de la
superficie con respecto al tiempo sea cero, esto es

DF(x,y,zt) oF oF oF oF
— b U—+V—+W

— — =0, (A.2)
Dt ot OX oy 0z F(x,y,24)0
lo cual también puede escribirse como
—%?zEVF:UﬂWF| (A3)

donde u = (u,v, w) y n es un vector unitario normal a la superficie libre, definido por

VF
n=——
[VF|
Reagrupando, la condicion cinematica de contorno queda expresada como:

(A.4)
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_oF
U.n:_ﬁt
[VF|

|vp|:\/(ﬁj2 {ﬁJ {ﬁf (A6)
OX oy 0z

A partir de esta Ultima expresion y aplicando las condiciones de cada caso, se definen las
condiciones de contorno cinematicas para el fonda y la superficie libre.

en F(x,y,z,t)=0 (A.5)

donde

A.1.1 Condicion cinematica en el fondo
Como se ha aceptado que el fondo es impermeable, se cumple que

u-n=0, (A7)
es decir, no hay flujo a través del fondo.

Por otro lado, la ecuacion que describe el fondo es

F(x,y)=z+h(x,y)=0 (A.8)
la cual, al sustituirla en la ecuacion de Laplace, resulta
a—hi +8—h j+k

VF ox oy

n= =
[VF| \/(ahjz [ahjz
— |+ —| +1
OX oy

Realizando el producto punto de U por n, multiplicando por la raiz cuadrada del
denominador y recordando la definicion del potencial de velocidades se obtiene

(A.9)

ua—h+va—h+W:— oboh, ooh 20 =0 en z=-h(x,y) (A.10)
ox oy OX OX 0oy oy Ot
de donde
oD
W=—E=—th-vh® en z=-h(x,y) (A.11)

siendo V, =(8/ox,0/dy).

Como hasta ahora, el fondo se ha considerado horizontal, la expresiéon (A.11) queda

w=_®_g. (A.12)
0z

que es la condicion de contorno cinematica en el fondo.
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A.1.2 Condicion cinematica en la superficie libre
La superficie libre del agua puede ser descrita por medio de la siguiente expresion

F(x,y,z,t)=z-m(x,y,t)=0 (A.13)
donde n es el desplazamiento de la superficie libre del agua sobre el nivel z.

Sustituyendo la ecuacion (A.13) en la ecuacién (1.7), se obtiene la siguiente expresion

|
u-n= ot en z=n(x,Y,t) (A.14)

{25

Por otro lado, de sustituir la ecuacién (A.9) en la (A.14), se obtiene

BCL FRCL

x % 2 (A.15)
\/(8”}2 + (511) +1
OX oy

Realizando el producto punto de T por n e igualando con la ecuacion (A.14), se obtiene:

(—ani—ﬁnjﬂkJ o

n=

g\ & % _ ot (A.16)

(=5 + =)(5)

operando igual que en el caso anterior se llega a

om,  on on
W=—+U—+V— en z=n(xvy,t), A.17
a Uy n(xy,t) (A.17)
y utilizando el potencial de velocidades, se tiene
o _on (obon, 0o en z=n(x.y.1) (A18)
oz ot (ox ox oy oy

La expresion (A.18) es la condicidn de contorno cinematica de superficie libre.
A.2 Condicién de contorno dinamica
La ecuacion de Bernoulli

ob 1,, ,\ Pp _
—E+E(u +W )+;+gZ—C(t) (A.19)

gue también puede ser expresada como
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2 2 2
_62+l (agj + a;q) +(6£j +£+ 0z =0 (AZO)
ot 2|\ ox oy 0z p
define la condicién dinamica de superficie libre, la cual es relativa a las fuerzas externas al
flujo, que en este caso, seran la presion y la debida a la fuerza de gravedad.

La solucion del problema consiste en determinar la funcién del potencial de velocidades
d(x,y,z,t) que satisface las condiciones de contorno en la superficie libre y en el fondo.

A.3 Condicién de contorno mixta de superficie libre

Para obtener la condicion de contorno mixta de superficie, considérese primero la derivada
total de la ecuacién (A.18)

gd_n: (an oD on acpanj:

dt ot ox ox oy oy
_To 02 (50) 0000 fod(m0),
ot ot

ot ox ox\ ot ) oy oy 0z o1
100 8 |(o0) (o0 (@Y
2axox|\ax) oy ) ) [*
L i (A.21)
100 8 |(6dY (o0) (o0Y
|| = | =+ = |+
2 0y oy|\ ox oy 0z
1avaffao) (ao) ()] 12 (@j x (agj
2 07 0z|\ OX oy oz 20t|\ ox oy 0z
en z=n(x,y,t)
la cual también se puede expresar como
2
_n obon 0| 3O,
ot ox ox oy oy ot
2 2 2
1o o 00 000 (62) N (agj (A22)
2ot oxox oyoy oz oz OX oy 0z
en z=n(x,VY,t)

Sustituyendo la ecuacion (A.22) en la(A.18), se obtiene la condicion de contorno mixta de
superficie
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o0z ot?

2 2 2
+£ _g+8££+8£i+8££ (a;q)j + 82 +(82J =0 (A23)
2\ ot oxox oyoy ozoz OX oy 0z
en  z=n(xY,t)
Las condiciones de contorno hasta ahora descritas dependen del potencial de velocidades,
®@, y de la elevacion de la superficie libre, n, los cuales no se conocen a priori. Una forma

de resolver el problema es aproximarlas haciendo uso de un desarrollo en serie de Taylor
sobre el nivel de reposo del agua (z =0), de la forma

D= "0, (A.24)
m=1

n=> &M, (A.25)
m=1

A manera de ejemplo, se presenta la expresion general para la expansion de las condiciones
de contorno dindmica y mixta de superficie libre, ecuaciones (A.20) y (A.23),
respectivamente.

= gt oo™ e 1 (aobjz o\’ (aq»]z
gn+>. | -t | 4] — | ]| —
= (m-1)!oz ot 2|\ ox oy 0z

(A.26)
en z=0
© nm—l 8m—l éq) aZcD
m-1 g_+ 2 +
~(m-1!oz or ot
2 2 2
1 _24_622_'_8224_822 (agj + 62 +(82j :0 (A27)
2 ot OxoOx oyoy oz oz OX oy 0z
en z=0
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B. TEORIA DE ONDAS DE PEQUENA AMPLITUD SOBRE FONDO
IMPERMEABLE Y HORIZONTAL

La teoria de ondas de pequefia amplitud es un desarrollo lineal, por ello, los términos de
inercia convectivos no lineales son considerados pequefios. Es llamada teoria de pequefia
amplitud porque las ecuaciones son tedricamente exactas cuando el movimiento tiende a
cero. Esta hipdtesis es conveniente porque la elevacion de la superficie libre puede ser
despreciada a priori y tal solucion es valida no obstante que el movimiento del oleaje sea
diferente de cero.

Considérese la expansion en series de Taylor de primer orden, de una onda viajando en la
direccién x(x, y)sobre fondo horizontal. Se cumple que oh/ox=0, dh/dy =0 y es valida

la expresion (1.9), esto es

o _
01

Despreciando los términos de segundo orden o mayores, las condiciones de contorno de
superficie libre dinamica y mixta, respectivamente, son

0 en z=-h (B.1)

—ai)Jrgn:O en z=0 (B.2)
ot

2
ai)+ag):0 en z=0 (B.3)
oz ot

Para la representacion completa del dominio de integracion, es necesario definir dos
condiciones laterales, las cuales dependen del problema. Si el movimiento del fluido es
armonico con periodo T y longitud de onda L, las condiciones laterales se reducen a una
condicion de periodicidad. Por ejemplo, para la propagacion en el plano x es

d(x,z,t) =Dd(x+L,z,t) (B.4)
donde x= f(x,y). Por otro lado, la condicion de periodicidad temporal puede ser
considerada como una condicion inicial del problema, es decir,

d(X,2,t) =D(X,2,t+T) (B.5)
Definidas las condiciones de contorno, se aplica el método de separacion de variables para
encontrar las soluciones del problema definido por la ecuacion de Laplace entre z=0,
z=-h vy las condiciones laterales. Dado que la ecuacién de Laplace no incluye derivadas
temporales, el problema analizado se reduce al caso de un tren de ondas con periodo T. Asi,
la funcidn potencial @ se puede escribir

D(x,z,t) = R[d* (X, 2)e""] (B.6)

donde ‘R indica la parte real del argumento y o es la frecuencia angular, definida por
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2n
= B.7
c T (B.7)

Con lo que la ecuacion de Laplace, queda ahora en funcion de ¢*

21 % 2

0, 0%

ox> oz’

Al cumplirse que tanto la ecuacion diferencial como las condiciones de contorno son

lineales y homogéneas, el método de separacion de variables es aplicable. Por lo que se
realiza la siguiente separacion

=0 (B.8)

0*(X,2) = 9(x)- f(2) (B.9)
donde ¢(x) es una funcién todavia desconocida de las variables x e y, que se denominara
potencial de velocidades plano.

Un caso particular del problema rectangular, es el movimiento que se realiza solo en la
direccion el eje x y que no esta confinado en el sentido y. Este caso, que se conoce con el
nombre de ondas de cresta larga, se reduce solo a las dimensiones x y z.

Sustituyendo la descomposicion de la funcién potencial ¢~ en la ecuacion de Laplace se
obtiene

f(z){a ¢}+(I)( )a () _ (B.10)
al dividir la ecuacion anterior por el producto ¢(x) f(z), resulta
{a ﬂ 1 ﬁzfgz)zo (B.11)
o(x)| ox* | f(z2) oz

El primer término de la ecuacion depende solamente de la variable x, mientras que el
segundo depende solamente de z. Por tanto, es posible escribir la ecuacion anterior de la
siguiente forma

1[0 1 Fte_ . 612
o(x)| ox2 | f(z) oz '

donde k es una constante.

Se han obtenido, de esta forma, dos ecuaciones

dzf_gz)_kz f(z)=0 (B.13)
dz

{id;}kz O(x)=0 (B.14)
oX
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La ecuacion (B.14) sigue siendo una ecuacion en derivadas parciales, que se conoce con el
nombre de ecuacion de Helmholtz. La constante se ha expresado como —k? porque, como
se vera, de esta forma se obtiene para k* >0 una dependencia en x que no es oscilatoria,
sino exponencial (o decreciente con la profundidad). Méas adelante se consideraran también
los casos k* <0 y en ellos el movimiento en z si es oscilatorio, lo que corresponde a los
Ilamados modos evanescentes.

Con la separacion de variables realizada se ha formulado un problema de contorno
homogéneo con condiciones de contorno homogéneas en z, ecuacion (B.13). Ahora,
aplicando la misma separacion a las condiciones de contorno de impermeabilidad en el
fondo y mixta de superficie libre

a(l) ¢df(z) 0  de donde af (2)

=0 Zz=-h B.15
0z dz ( )

% qu) q{df(z) o f()} 0 dedonde F@ " t(_0 720 (B.16)
oz dz g

El cual tiene la forma de un problema regular de autovalores del tipo Sturm-Liouville.

Tabla B-1 Posibles soluciones de la ecuacion de Laplace

Caracter de la Ecuacion
constante de diferencial Solucion
separacion k ordinaria
Real d2x
dx? +keX =0 X (X) = Acoskx + B sen kx
k*>0
d*z Z(z)=Ce" + De™
i -k?Z =0
d’X 0
dx? X(x)= Ax+B
k®=0
d2z Z(z)=Cz+D
dz? =0
Imaginaria dzx ) )
X (x) = A" + Be ™"
k?<0, k =i|k|
2 —
k| = magnitud de k d Z |k| 70 f (z) =Ccos|k|z+ Dsen|k|z
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B.1 Separacion de la variable profundidad

En la Tabla B-1 se presentan las posibles soluciones que tiene la ecuacion de Laplace. De
estas, se obvia la correspondiente a k? = 0, dado que la solucién es la trivial. Para incluir las
soluciones imaginaria y real en una sola, la primera se puede expresar como la
correspondiente a k* > 0. Se define, entonces

k?=—u* yconello —z*>0 (B.17)
y asi, la solucién se puede escribir

f (z) = Acos(uz) + Bsen(uz) = Acos(ikz) + Bsen(ikz) = Ae¥ + Be ™ (B.18)
Adoptando la misma estructura de solucién tanto para k* > 0 como para k* < 0, y
aplicandola a la condicion en el fondo, se llega a

k[ Ae™ —Be™]=0, esdecir, A=B-e’" (B.19)

Al considerar esta Gltima igualdad en f (z), ecuacién, se tiene

" ek(z+h) +e—k(z+h) '
f(z)=2Be i =B'coshk(h+2) (B.20)

Sustituyendo el lado derecho de la ecuacion anterior en la condicion de contorno mixta,
ecuacion, se obtiene

2
B'ksenhkh—>-B'coshkh =0 (B.21)
g
0 expresado de otra forma
o’ = gk tanh kh (B.22)

La ecuacion (B.22) relaciona la constante k, a partir de aqui llamada nimero de onda, con
la frecuencia angular, o, y permite identificar los autovalores del problema de contorno en
estudio. Conocidos estos, se esta en condiciones de analizar las soluciones del problema
definido por la ecuacion (B.14). La relacion de dispersion, ecuacion, tiene una solucién real
e infinitas imaginarias puras, conocidas como modos evanescentes para k.

B.2 Condicion de periodicidad espacial

La ecuacion (B.14) debe de cumplir también con la condicion de contorno lateral dada por
la condicion de periodicidad espacial

o(x) = d(x+L) (B.23)
El problema en x no tiene la estructura del problema regular de Sturm-Liouville, es decir,

no tiene dos condiciones de contorno homogéneas y lineales. En este caso no se cumple el
teorema por el cual a cada autovalor le corresponde una Unica autofuncién. De hecho, en la
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resolucion de la ecuacion diferencial se obtienen dos autofunciones (seno y coseno)
linealmente independientes para el mismo autovalor. Este problema se dice que es un
problema singular (o no regular) de Sturm-Liouville al cual se le pueden aplicar la mayoria
de los teoremas correspondientes al problema regular, en particular el correspondiente a la
ortogonalidad de las autofunciones ain cuando, en algunos casos, sea necesario aplicar el
método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

Por conveniencia para desarrollos posteriores, la solucion de ¢(x) se escribird en forma

compleja, dada la posibilidad de aplicar el principio de superposicion. La forma de
solucién adoptada, entonces, es

o(x) = —Ae™™™ (B.24)
Para que dicha solucion cumpla con la condicién de periodicidad, ec. (B.23) se tiene que
cumplir que

eiikx — eiik(x+L) (825)
donde es evidente que
e =1 (B.26)
y por propiedades de la funcion exponencial
coskL =1 (B.27)
senkL =0 (B.28)
por tanto,
kL =nz n=0,2,4,.. (B.29)

Las dos soluciones iniciales, n =0y n = 2, corresponden a las dos primeras repeticiones del
movimiento periédico, por tanto, el nimero de onda queda definido por

k=" (B.30)

B.3 Solucién general

A partir de la condicion de contorno dinamica de superficie se obtiene una relacion entre el
potencial total, CD(x, z,t) y la elevacion de la superficie libre, n, dada por

n= %%‘D 70 (B.31)
de donde
n= ‘R{—Ecosh(kh) A ei“k”“”} (B.32)
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Ahora, dado que se busca una solucion periddica de la superficie libre que represente una
onda progresiva, una definicion clésica de la elevacion de la superficie libre es

n="%|ae* | (B.33)

donde a=H/2 es la amplitud del movimiento y H la altura de ola.

Al comparar las expresiones (B.32) y (B.33), se obtiene

-9 3 (B.34)
io cosh kh

que sustituido en el potencial resulta

D(x,2,t) = | ~ 19 g COSNKOLL) oy (B.35)
| o cosh kh )
Yy, por conveniencia, tomando el signo negativo en la exponencial queda
D(x, 2,t) = %| 19 5 COSNK(N+2) (oot (B.36)
o cosh kh

La ecuacion (B.36) es la solucion general del potencial de velocidades para una onda de
cresta larga propagandose sobre fondo horizontal impermeable, la cual es vélida para el
caso bidimensional que contempla este trabajo..

A partir de la ecuacién (1.15), se derivan las llamadas propiedades ingenieriles de la teoria
lineal, que son las expresiones con las que se determinan las caracteristicas del flujo.

Nota 1. Problema regular de Sturm-Liouville

Se considera a continuacion la teoria de Sturm-Liouville, cuya principal aplicacion es la
resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales mediante el método de
separacion de variables.

Se conoce como problema de Sturm-Liouville al problema de contorno de segundo orden
definido por

[p(x)y]+a(x)y+ar(x)y=0 a<x<b
ay(a)+py'(a)=0
ry(b)+sy'(b)=0

donde p, p°, g y r son funciones continuas en el intervalo [a,b] siendo a y b finitos.
Ademas p(x)>0 y r(x)>0 en dicho intervalo; a, B, T y & no pueden ser
simultaneamente cero. a, b, p(x), r(x), a, B, T, d son reales.
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Se trata, pues, de un problema definido por una ecuacion diferencial, lineal y homogénea,
con condiciones de contorno lineales y homogéneas.

Nota 2. Teoremas de la ecuacion de Helmholtz

Este problema es analogo al problema regular de autovalores de Sturm-Liouville y todos
los teoremas que se dan a continuacion tienen su correspondiente en el problema de una
dimension. A continuacion solamente se daré el enunciado del teorema, sin entrar en su
demostracion que, por otra parte, es muy compleja.

e Todos los autovalores son reales.

e Existe un namero infinito de autovalores. Existe un autovalor minimo, pero no
existe uno maximo.

e A un autovalor le puede corresponder mas de una autofuncion.

e Las autofunciones ¢x(x,y) forman un conjunto completo en el dominio en el que han
sido obtenidas. Cualquier funcion f(x,y) suave por tramos puede representarse por
medio de una serie de Fourier generalizada de las autofunciones:

f(x,y)~ zak¢k (X, y)

donde el término del sumatorio expresa una combinacion lineal de todas las
autofunciones. La serie asi obtenida converge en la medida que los coeficientes ax
se eligen correctamente.

e Las autofunciones pertenecientes a diferentes autovalores k; y k, son ortogonales
(de peso unitario) en el dominio, es decir,

[[ #p,dxdy=0 k, =k,

Dominio

e Un autovalor k puede ser relacionado con la autofuncién por medio del coeficiente
de Rayleigh

—¢¢V¢~ﬁds+ ” (V¢)2dxdy

k — Dominio

J'J' @>dxdy

Dominio

n es la normal exterior y ngs es una integral de linea cerrada sobre todo el
contorno del dominio bidimensional estudiado.
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Nota 3. Valores caracteristicos y funciones caracteristicas del problema en la variable
zconk?>0yk?<0

Las soluciones a la relacion de la dispersion, ecuacion (1.13), pueden obtenerse
graficamente. En la Figura B-1 se ha dibujado kh contra las dos partes de la ecuacién de la

dispersion, o*h/gkh vy tanh(kh). Como se puede observar, existen dos raices reales £k

gue son los dos autovalores que tienen una Unica autofuncion, a saber, cosh k(h + z), por
lo que solamente es necesario considerar la raiz positiva, denotada cominmente como Ko.

T~ (c’h)/(gkh)
2.0 |
+ N tanh kh
1.0 - Solucién,, 4~
Soluciéon T
| : p-6 | | |
-35 —~25_ |15 5 + 05 15 2.5 35
- ~ 1.0 L
tanh kh* S |
v 20+
(c*h)/(gkh)
\2

(]

kh

Figura B-1 Obtencion de las raices reales

-tan kh

-tan kh

Figura B-2 Obtencién de las raices imaginarias

Ademas, la ecuacion de la dispersion tiene raices (autovalores) imaginarias puras,
correspondientes a k? < 0

K=i-u

cuyas soluciones se pueden ver en la Figura B-2 Obtencion de las raices imaginarias. A
diferencia de la raiz real y puesto que la funcién tangente tiene ramas infinitas; ahora se
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obtiene un ndmero infinito de raices x ==k , cuya correspondiente autofuncion es
cosh[ikn(h+z)] =cosk, (h+z). Al igual que en el caso anterior, solamente se debe de

usar uno de los signos. Para este caso se considerard la raiz negativa pues con ello se
representan los modos oscilantes en vertical que se amortiguan al propagarse. Estas raices
se encuentran en los intervalos n/2 < k;h < &, 3n/2< k;h < 27,...; (n - Y2)7 < kyh < n.

Por definicion, una onda viajard una distancia de una longitud de onda L, en un periodo T.
Recordando que o =27/T y que k=2z/L, es evidente que la celeridad de propagacion
de la onda C, puede ser expresada como

C=

L_o
T k
B.4 Propiedades ingenieriles de la teoria lineal

Resumen de las caracteristicas del oleaje para aguas intermedias (7r/10 <kh<r).

Longitud de onda 2
J L =9 tanh(kh)
27
Celeridad C _L :gzgtanh(kh)
T k 2=n
Celeridad de grupo
e c,=nc=5(1, 2N
’ 2\ senh2kh
Velocidad de las particulas: 09 agk coshk(h+2z)
Horizontal U= " o coshkh cos(kx —ot)
ob agk senhk(h+2)

i W=—= sen(kx — ot
Vertical % o coshkh (kx —ot)
Aceleracion de las particulas: _ou coshk(h+z)

Horizontal =7 =2 k Wsen(kx —ot)
ow senhk(h+z)

i a, =— =-agk ————=sen(kx — ot
Vertical Sl A (kx —ot)
Desplazamiento de las particulas: | . gk coshk(h+7z)
Horizontal 6= .[Udt B ‘agwse”(kx —ot)

gk senhk(h+z)

' = | wdt =a=—————=cos(kx—ot
Vertical e=| < coshkh (kx—at)
Presion total _ coshk(h+z) K ¢
(hidrostatica + dinamica) p=—pgz+pg—_ " — cos(kx—ot)
Flujo de energia _

jo de energ (oot oo 20
8 k|2 senh 2kh
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Resumen de las caracteristicas del oleaje para aguas someras (kh < z/10) y profundas (kh > )

Longitud de onda L=T./gh ] gT?
 2r

Celeridad c-L_ Jon c_9T
T 2r

Celeridad de grupo C,=C= \/ﬁ c - C
==

2

Velocidad particulas
Horizontal

Vertical

u= a\f% cos(kx —ot)

W= aa(l+%} sen(kx — ot)

u = ace' cos(kx — ot)

w = ace” sen(kx — ot)

Aceleracion particulas
Horizontal

Vertical

a, = ac\/% sen(kx —ot)

a, =-ac’ (1+ %j cos(kx — ot)

2 kz

a, =ace” sen(kx — ot)

a, = —ac’e” cos(kx — ot)

Desplazamiento particulas
Horizontal

Vertical

C= —ac\/% sen(kx —ot)

E= a(1+ %) cos(kx —ot)

¢ = —ae" sen(kx — ot)

£ = ae" cos(kx —ot)

Presion total
(hidrostatica + dindmica)

P=-p9Z+pgn

p =—pgz +pgne*

Flujo de energia

— 1
F =(§PQH2J\/g—h

_ 1 1
F=[ZpgH?|ZC
(8pg Jz
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C. SOLUCION DE LAS INTEGRALES DE LA MMSE CON MEDIO
POROSO

A continuacion se presenta la forma explicita de las ecuaciones (2.32) — (2.37)

|, =D{ (FF —-DD-FF + F?E +5°T Il )

|, = D? [PKhFB +%(K +KF?) DD - FKE - FK - FF — PFhD, — D,PDhF, + 5°T,Q

+8°(T T, ~ D,T*PDh) I |

l,, =D} [PthFS — PFhpD, — D,PDhpF, +%82PthTZG —

8 (PFhpTT -T + FT,(PKhp-a—K)T + DOPthTZ)u]

l, = DOZ[PKhZKﬁZPKhK(B— FA+F’C+K*(E-F-DD+ FZFF)—)
—2PKh(PFhB—%FPFhAj—ZK(PFhE—%PFhFDDj—

—2D,PDh(PKhF, - PFhD, + K (F,DD - FE - F - FF ) )+
+D;PDN’F? +5°T* (PKh’MM +2PKhKN + K°00)+25°TT,Q — 2D,5°T *PDhQ +

2
+[iTl—5Tj @
DO

I, = D[ Pkhp?K, + PFhp”E — 2PFhpPKhpB + PFhpPKhpFA -
— 2D,PDhp (PKhpF, — PFhpD, ) + DZPDhp?F, + RPKhpTG +T ?PKhp?MM +

+5°RII —2D082Pth(RTII +%T2PthG)+ DOZSZPthszll}
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l,, = D? [PKhPthKl + PKhpK (B - FA+ F°C) - PKhPFhpB, — KPFhpE, -
— PFhPkhpB, + PFhPFhpE — D,PDhp( PKhF, + K (F,DD - FE - F - FF )~ PFhD, ) -

— D,PDh(PKhpF, - PFhpD, ) + DZPDhPDhp(~F - DD + FF + FZE)+%62RTPKhG +

+%82RTKH +8°T *PKhPKhpMM + &°T 2PKhpKN +(82R— DOSZPDhT)RII +

+%(82R — D,3°PDhT ) TPKhpG —% D,5°PDhpT?(PKhG + KH ) -

~5°PDhpD, (—PFhTT —F(PKha+K)T,—D,PDhT )TII ]
en las que

B,—B—LFA
2

E1=E—%F~DD

ﬁ:%@+Fﬁ

F,=—F.DD+FF +F’E
F,=FA-FB-FC

1
D, =
cosh kh — F senh kh

DI:%DD—FE

K, = KK —FJ - F2L
Q=Lpkne+ikH
2 2

R =—PFhptanhka—FT, (Pkhpa—K)
T =1-F tanhka

T, =1—F tanh(ka)’
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T, =—PFhtanhka—F (PKha+K)T,

TT =tanhka

A =-1/4(-2cosh(2kh)kh + senh(2kh) — 2 cosh(—2khp + 2kh)khp + 2 cosh(—2khp + 2kh) Kh —
—senh(—2khp + 2kh))/ K?

B = —1/4(-2cosh(kh) senh(kh)kh + cosh(kh)? — 2 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)khp +
+ 2 cosh(—khp + kh) senh(=khp + kh)kh — k*hp? + 2k*hph — cosh(-khp + kh)?) / k*

C =—1/4(-2cosh(kh) senh(kh)kh + cosh(kh)? — 2 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)khp +
+ 2cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)kh + K *hp? — 2k*hph — cosh(—khp + kh)?) / k*

DD = -1/ 2(—cosh(2kh) + cosh(—2khp + 2kh)) / k

E =1/2(senh(kh) cosh(kh) — cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh) — khp) / k

FF =1/2(senh(kh) cosh(kh) — cosh(—khp + —kh) senh(—khp + kh) + khp) / k

G =1/ 4(-2cosh(—2khp + 2kh)khp + 2 cosh(—2khp + 2kh)kh —senh(—2khp + 2kh)) / k*
H =1/2(cosh(—2khp + 2kh) —1) / k

I1 =1/2(cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh) — khp + kh) / k

J =1/4(2cosh(2kh)k?h? — 2senh(2kh)kh + cosh(2kh) — 2 cosh(—2khp + 2kh)k*hp® +
+4.cosh(—2khp + 2kh) K 2hph — 2 cosh(—2khp + 2kh)k*h? — 2senh(—2khp + 2kh)khp +
+2senh(—2khp + 2kh)kh — cosh(—2khp + 2kh)) / k*

KK =1/12(6 cosh(kh) senh(kh)k*h? - 6 cosh(kh)?*kh +

+3senh(kh) cosh(kh) — 6 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)K *hp? +

+12 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)khph - 6 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)k2h? —
—2k*hp® + 6k*hp2h — 6k*hph? — 6 cosh(—khp + kh)?khp +

+6 cosh(—khp + kh)?kh —3cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh) + 3khp) / k®
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L =1/12(6 cosh(kh) senh(kh)k?h? — 6 cosh(kh)?kh + 3senh(kh) cosh(kh) —
— 6 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)k*hp® +
+12cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)khph —
_ 6 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)k2h? + 2k*hp? -
—6k>hp?h + 6k*hph? — 6 cosh(—khp + kh)?khp + 6 cosh(—khp + kh)*kh —
_3cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh) + 3khp) / k°
MM = —1/12(~6 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)k2hp? +
+12 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)k 2hph — 6 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)k2h? —
—2k®hp® + 6k>hp®h — 6k>hph? + 2K 3h* — 6 cosh(—khp + kh)*khp +
+6.cosh(—khp + kh)?kh —3cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh) + 3khp — 3kh) / k®
N =—1/4(2cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)khp — 2 cosh(—khp + kh) senh(—khp + kh)kh +
+k2hp? — 2k?hph + k2h? + cosh(—khp + kh)? —1) / k*
00 =1/2(cosh(~khp + kh) senh(—khp + kh) + khp — kh) / k

Ademas, PKh es la parcial de k con respecto a h, PKhp la parcial de k respecto de hp, PFh
la de F respecto de h'y PFhp la parcial de F respecto de hp.
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