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Lista de Simbolos

dji Distancia j de la cadena cinemética ¢
0;; Angulo j de la cadena cinemética i
T, Matriz de transformaciéon homogénea
Ry Matriz de rotacion

(%0, Yo, 20) Marco de referencia inercial

(wji,vji, 2ji) Base local j de la cadena cinemética i
S Seno

c Coseno

t Tangente

Vector de posicién del centro de gravedad del cuerpo j

de la cadena cinemadtica ¢

QL. Velocidad angular del cuerpo 1 definida en sistema inercial (xg, yo, Zo)
0,31 asociada a la base local (x3;, ys3i, Z3;)

Vector de aceleracion de centro de gravedad del cuerpo j

Regji

acji de la cadena cinemadtica ¢

0Qyi Desplazamiento virtual rotacional

OR;i Desplazamiento virtuales del punto de aplicacién de la fuerza

Wi i velocidad angular del cuerpo ¢ , medida en el marco de 7j
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aj; Aceleracion angular relativa del cuerpo j en la cadena cinematica i

L; Funcién Lagrangiana de la cadena j

Kj; Energia cinemaética del cuerpo j de la cadena cinemadtica ¢

Uj; Energia potencial del cuerpo j de la cadena cinemética @

T Torque



Capitulo I

Generalidades

En este cédpitluo se plantea la justificacién de los temas a desarrollar, andlisis cinemdtico y
andlisis dindmico en sus diferentes propuestas, método de Newton - Euler, Trabajo Virtual y Euler
Lagrange, por otra parte se muestra el objetivo general y la metodologifa empleada.

1.1 Justificacion

El analisis dindmico de mecanismos paralelos es complicado por la existencia de multiples
cadenas cerradas, se han descrito varias metodologias y aproximaciones, incluyendo la formulacién
de Newton-Euler, Trabajo Virtual y Euler Lagrange, para la solucién de la dindmica de mecanismos
paralelos dentro de esta investigacién.

Esta investigacién surge de la necesidad de crear uno o varios médelos dindmicos del robot delta
paralelo que permitan cuantificar todos los efectos que provocan cada elemento constituyente del
robot y comprobar de manera alterna con otros modelos los resultados obtenidos. Por tal razén los
modelos de Newton-Euler, Trabajo Virtual y Formulacién Euler Lagrange son descritos durante
esta investigacién. Algunas simplificaciones se han hecho por otros investigadores [1], de manera
que se han obtenido modelos mas simplificados que permiten un andlisis mas sencillo pero que no
es una solucién generalizada.

1.2 Objetivo General

El siguiente proyecto de investigacién tiene como objetivo realizar el anélisis cinemédtico y
dindmico de un mecdnismo espacial paralelo. La cinemética descrita en este proyecto, es la rep-
resentacion de la cinemadtica inversa, comun en los robots paralelo. El objetivo de la cinemética
inversa es definir un mapa de la posicién de la plataforma movil en el espacio cartesiano a un
cunjunto de dngulos de las juntas que alcanzan dicha posicién, a diferencia de la cinemética directa
que involucra el mapeo de un conjunto de variables de entrada conocidas de las juntas a una posi-
cién de la plataforma movil. Dentro del anélisis dindmico se plantean varios modelos que permitan
conocer el comportamiento dindmico del robot paralelo. Se proponen tres modelos dinamicos, el
primero de ellos el método de Newton - Euler, el segundo método es mediante Trabajo virtual,
y como tercer método la formulaciéon de Euler - Lagrange. Este ltimo nace de la necesidad de
encontrar un modelo dindmico que permita llegar a la ecuaciéon general de control.



1.3 Metodologia

1. Analisis Cinemaéatico

a) Analisis de Posicién
b) Anélisis de Velocidad

c¢) Anélisis de Aceleracién
2. Anilisis Dindmico

a) Formulacién Newton-Euler

b) Trabajo Virtual
b.1) Desplazamientos Virtuales

c¢) Formulacién Euler - Lagrangiana
c.1) Energfa Cinética
c.2) Energia Potencial

c.3) Funcién Lagrangiana

1.4 Manipuladores Paralelos, Movimientos y
Restricciones

Un mecdnismo o manipulador mecdnico estd compuesto por diferentes eslabones conectados
por juntas[l]. El numero de grados de libertad (GDL) de un mecdnismo depende del nimero de
eslabones y el tipo de juntas usadas para la construccién del mecdnismo.

Las juntas, también llamadas articulaciones, proveen algunas restricciones fisicas o movimientos
relativos entre los eslabonamientos. Estas articulaciones son causa del movimiento relativo entre
los eslabones, el tipo de movimiento que permite una junta estd gobernado por la forma de las
superficies de contacto entre los eslabones.

Se puede representar una articulacién como un un punto, linea o drea entre dos cuerpos que
pueden o no tener movimiento relativo entre ellos. Las articulaciones que permiten movimiento
se llaman pares cineméticos. En la figura 1,1 se tienen los 6 tipos diferentes de pares cinematicos
posibles. De entre ellos, tinicamente la articulacién rotacional y la prismética son las bdsicas, a
partir de las cuales se pueden formar las otras cuatro restantes.



Cilindrica Esferica
Fig. 1.1 Tipos de articulaciones

Los mecénismos espaciales con miiltiples grados de libertad son llamados manipuladores parale-
los [2] igual que los manipuladores seriales. Un mecdnismo espacial paralelo es aquel en el cual dos o
mas cadenas cinemadticas conectan una plataforma mdévil a una base fija. Los mecdnismos paralelos
ofrecen ventajas sobre los mecdnismos seriales en terminos de rigidez, representaciéon dindmica y
exatitud.[2].

Tipicamente el nimero de cadenas es igual al nimero de grados de libertad, de tal forma cada
cadena es controlada por un actuador y todos los actuadores pueden ser montados cerca de la base
fija. Debido a que las cargas externas pueden ser distribuidas entre los actuadores, los manipuladores
paralelos tienden a soportar grandes cargas.

El diseno de mecédnismos muy similares llamados manipuladores en paralelo data de 1962,
cuando Gough y Whitehall [2], inventan la maquina universal para prueba de neuméticos. Stewart
[3], disena un manipulador de plataforma para usarse como simulador de vuelo en 1965. Hunt
[4], hace un estudio sistemétcio de la cinemética de manipuladores en paralelo. Desde entonces, el
estudio de los manipuladores en paralelo ha sido tema de estudio para varios investigadores (Clearly
y Arai [5], Fitcher [6], Griffis y Duffy [7] Innocenti y Parenti Castelli [8], Mohamend y Duffy [9],
Nanua [10], Zhang y Song [11]).



1.5 Arquitectura

La figura 1.2 muestra el manipulador delta a estudiar, el cual consiste en una arreglo en paralelo
de tres cadenas cinemadticas idénticas. Estas cadenas estan distribuidas en un arreglo triangular,
dispuestas a 0°, 120° y 240°, respectivamente y estan conectadas de la base fija a la plataforma
moévil. Cada cadena consiste en un eslabén rigido de entrada o brazo superior (eslabén 17) conec-
tado a una junta rotacional, brazo inferior (eslabén 2i y 3i) que estdn unidos al brazo superior
a través de una junta universal, desacoplamiento de una junta esférica en una junta universal y
una rotacional provocando la existencia del eslabén 4i y 5i, y la plataforma mévil. A este arreglo
y disposicién de eslabones se le denomina configuracién delta. Debido a que las tres cadenas cin-
emdticas son idéntidas, solo serd descrita a detalle una de ellas. Todos los eslabones y plataformas
son considerados cuerpos rigidos.

m——Eslabon 1i

Fig. 1.2 Robot delta paralelo



1.6 Grados de Libertad

Los grados de libertad de un mecanismo son el niimero de pardametros independientes o entradas
necesarias para especificar la configuraciéon del mecanismo completamente. Los grados de libertad

de un mecédnismo paralelo pueden ser determinados con la aplicacién de la férmula de Chebyshev-
Griibler-Kutzbach.

L=6—g- 1)+ Y f
k

donde b y g son respectivamente, nimero de cuerpos (incluyendo la base), nimero de juntas del
mecanismo y fi el nimero de grados de libertad de la junta k. Por lo tanto para la plataforma se
tiene:

b = 17
g = 21

Yo fe = 33

k

sustituyendo estos valores:

L = 6(17—21—1)+33
L = 3

De esta manera el manipulador paralelo en estudio posee 3 grados de libertad.



Capitulo 2

Analisis Cinematico
2.1 Introduccion

La cinemdtica analiza los aspectos de movimiento sin importar los efectos externos, fuerzas y/o
torques que causan este movimiento. La cinemadtica trata la posicién, la velocidad y aceleracion
de los cuerpos. En los robots manipuladores las articulaciones estdn relacionadas a la posicién
y orientacion del efector final por restricciones impuestas por estas mismas. En el estudio de la
cinemdtica de robots manipuladores, constantemente se busca la localizacién de cuerpos en el
espacio. Los cuerpos de interés incluyen eslabones de un manipulador, herramientas, piezas de
trabajo, efectores finales, etc.

Sistemas de referencia son empleados para identificar la localizacién de un cuerpo. En la de-
scripcién de la presente investigacion se emplean dos sistemas de referencia cartesianos, sistemas de
referencia fijos o marcos inerciales y sistemas de referencia relativos o marcos locales. En el presente
capitulo se desarrolla el andlisis de posicién, de velocidad y aceleracién de los éngulos encontrados
entre los eslabones.

2.2 Posicion

La determinacién de la posicién y orientacién de los eslabones del sistema es desarrollado dentro
de esta seccién. Para alcanzar este objetivo se emplea el andlisis de la cinemdtica inversa.

Cinemadtica Inversa. Dada la posicién del vector de localizacién del efector final (x, y,, 2,)
determinar la orientacién de los dngulos de las articulaciones de los eslabones, a este proceso se le
denomina cinemética inversa. El uso del andlisis de la cinemética inversa para los robots paralelos
es una manera sencilla y practica de encontrar estos angulos.

Para hacer el anélisis de posicién de la configuracién delta se tomarén como herramienta las
matrices homogéneas, las cuales nos proporcionan desplazamiento y rotacién de un cuerpo Dicha
matriz de transformacion homogénea tiene la siguiente definicién:

R d
T = [ 0 1} (2.1)
donde:
R = matriz de rotacién

o
|

vector de desplazamiento

10



Las matrices de transformacién de traslacién bdsicas en los ejes z, y, z respectivamente son [12]:

T.2(y)

ng(Z’)

OO O, OO0+ OO O

00
10
01
0 0
0 0
10
01
00
00
10
01
0 0

8

RN O PO O —= OO

(2.2)

Y las matrices de transformacién de rotacién bdsicas en los ejes z, y, z respectivamente son [12]:

11

—s0,

o= O O

OOOI

—_

_ o O o = O OO

(2.5)

(2.6)

2.7)



Se hace el anilisis s6lo a una cadena cinemética por existir simetria entre ellas, sélo variando un
iterador i es posible diferenciar a cada cadena serial, como se muestra en la figura siguiente (fig. 2.1):

Cadena 2i

Cadena i

Cadena 3i

2.1 Robot delta simétrico

12



En la figura (2.2) tenemos la posicion del marco de referencia inicial para cada cadena. Es decir
que a partir de una base inercial (X¢ yo,Zo).y aplicando la matriz de transformacion homogénea
que representa giro en z, podemos formar la base local (x1;,y1:,21;). Es decir:

To1: = T.6(61:) (2.8)

donde Ty, significa matriz de transformaciéon que lleva de la base inercial 0 a la base local 1i.

Fig. 2.2 Sistema Inercial
Observando la figura (2.3) las transformaciones correspondientes necesarias para alcanzar el sistema
de referencia local (xa;,y2i,Z2;) partiendo de (xo, yo, zo) son:

To2i = T.6(01:) T21(d2i) (2.9)

Fig. 2.3 Sistemas de referencia 2i

13



Para las figuras (2.4) y (2.5) respectivamente, tenemos las transformaciones que nos permiten
llegar a la marco local (xg;, Y6, Z6;), partiendo del marco local (Xa;, y2i, Z2;) -

T2,6i = Tz5 (931)Tz1 <d4i)Tz2 (_d5i>Tz3<_d6i) (2 10)

Fig. 2.5 Sistemas locales 4i, 5i, 6i

14



Transformaciones empleadas para los marcos de referencia local (x7;,y7i,27) — (Zsi, Ysi, Zsi),
figura (2.6).
Tegi = Ta5(—07:)T.a(—0s:) (2.11)

Fig. 2.6 Sistemas locales 6i, 7i, 8i
En la figura (2.7) apreciamos una sola transformacion de desplazamiento, que es el desplazamiento
de (X&', ¥Ysi, Z&‘) - (ng', Yoi, Zgi) .
Ts9i = T.3(—doi) (2.12)

Fig. 2.7 Sistemas locales 8i, 9i

15



Trasformaciones del sistema (Xg;, Yoi, Zo;) — (X12i, Y12i, Z12i), figura (2.8).

T912i = Tz4(910i)Tz5(_911i>Tz6<_‘9121') (213>

Fig. 2.9 Sistemas locales 11i,12i, ai,13i

16



Transformaciones de sistemas (X12i, Y12i; Z12:) — (X156, Y156, Z15i) ¥ (Xp, Yo, Zp) — (X17, Y174, Z173)

fig. (2.9) y (2.10) respectivamente:

Ti2.15i
Ty, =
Ty =
Zp
Z 151
164 s
Y,

T
T
T

23(—d13i) To2(d1ai) Tos(—015:) (2.14)
21(2p) T22(yp) T3(2p) (2.15)
26(016:) T21(d17s) (2.16)
. ‘9

z14z'

Fig. 2.10 Sistemas 13i, 14i, 15i, 17i, p

De manera que podemos observar que las incégnitas a determinar son los dngulos que nos
permiten orientar el robot delta en el espacio que son:

93i7 07@'7 981’7 910@'7 9111’7 012i~

17



2.2.1 Solucién del Angulo 0s;

Para obtener este dngulo en funcién de desplazamientos conocidos y dngulos de construccion
del prototipo, se tuvo que emplear la construccién de lazos vectoriales de modo que sélo este dngulo
estuviera presente en una ecuacion.

La figura siguiente muestra el lazo vectorial empleado para obtener el 4ngulo antes mencionado:

Fig. 2.11 Lazo vectorial
Tomando en consideracién que las juntas (Hook y esférica) alojan dos y tres incégnitas respec-
tivamente, se buscan eliminar estas incognitas por lo cual se hizo la construccion vectorial como
sigue:

Ro; + Ry + Rsi + Rei + Ro; = R, + Riz + Rug + Rus; (2.17)

Se sabe que el vector Ry, tiene magnitud constante debido a la geometria del prototipo, ademads
con la ecuacién anterior es posible calcular su valor, se despeja Ry;, entonces:

Rgi = Rp + Rl'ﬁ + R14i + R13i - (Rgl + R4i + R5i + RGz) (218)

Si utilizamos las transformaciones homogéneas para lograr dichos desplazamientos vectoriales, la

18



formulacién resultante es:

Ry = N =T, Tp17:Ti512s n — (To2iT26: M) (2.19)
donde:
n = [0 0 0 1]
T1512i = T;2115Z' (220)
calculando la magnitud de Ry;:

[Roill = [|(TopTp17i T1512i — To2iTae: )0l = [IN]] (2.21a)
donde sabemos que tambien dy; = ||Ryg;|| por restricciéon geométrica y simplifando obtenemos
respectivamente:

doi = |[[(TopTpi7iT1512i — To2iTasi)n|| = [|N]| (2.21b)
(dgi)* = N'N

Agrupando y simplificando N”IN para sfs;, cfs; se tiene:

(dgi)2 = <d13i)2 + (d14i)2 + <d17i)2 + (d2i)2 + (d4i)2 + <d5i>2 + (dGz’)2 + CCIQ,
—|—y]2) + ZZ + 2dy3; 2p €015 + 2d17; Tp cO16i — 2d14i Yp CO16i — 2da;
xp c01; + 2ds; Yp €01 — 2dy7; doi c016i¢01; — 2d14; ds; CO16 CO1; +
2dy3; di7; $015; — 2dy3; doi €016iC01; SO15i + 2d14i Tp SO16; + 2d17;
Yp 5016i — 2d14; da; €01;5016; + 2d17; ds; €O1; SO16; + 213, Yp 5015
5016i + 2d13ids; €015 S015; S016i — 2d5; Tp 5015 — 2do; Yp 015 + 2d14;
do;cO16; 801; — 2d17; dsi CO16; 5013 — 2di7s di 8016; 801 — 21455
5016i 801; — di3; da; $015; $016; S01; + 2di3; CO16; 85151‘(% — ds; 5511‘) +
clsi(2dy; da; + 2dg; 2p + 2di3; dgi 6155 — 2di7; da; c(d16; — 015) — 2du;
T, €01 — 2dya; dag $(016; — 015) — dasi dai $(015; + d16i — 011) — 2 Yy
$01; — dizi da; $(015i — 016 + 015)) + (—2d2; dei + 2da; 2, + 2d43; dy;
cO15i + 2di7ide; (0160 — 01) + 2de; xp €01; + 2d14; doi S(6160 — 01i) +
dis; dei s(015; + d16i — 014) + 2de; Yp $O1; + dizi dei S(d15i — 160 + 014))
503 (2.22a)

Obtenemos una ecuacion de la forma:

Aqicl3; + Byiss + Cyy = (sz‘)2
Ah-093i + Bus@gl- —+ (Ch — (d91)2) =0 (222b)

19



A1i093i + Bus@gl- + Dli =0 (222(3)
donde:

A = 2(dy; dai + dei 2zp + digi de; o150 — dui (2
c61; + (160 — 01:)(duri + dizi 015:) + diai
$(016i — 015) + Yp S014))
Bii = 2(—dy de; + du; 2p + dis; dai 615 + dgi (2 615+
c(016i — 01:)(dizi + dizi 8015:) + dai 5(016: — O1i) +
Yps01i))
Dy = (d3:)* + (dia)? + (duzi)” + (doi)” + (dai)” +
(dsi)? + (dei)® — (dog)* + 22+ + 25 +
2(dvzi wp — dua; Yp) 160 — 2(dar; do; + drai dsi)
c(016i — 015) — 2da; xp O1; + 2d5; Yp O1i +
2(dzi zp 015 + diai T 8616i + dizi Yp SO161 —
diai da; 8(016i — 01:) + dizi dsi 5(016i — O1i) +
dizi 8015i(di7i + Tp 0160 — dai ¢(d16i — O1s) +
Yp 8016i + dsi $(016i — 015)) — (dsi T + da; Yp) $61:)

La solucién de la ec. (2. 22¢) se muestra a continuacion:

03; = arctan (&> + arcos _Du (2.23)
) Ay VA B |

el desarrollo de la ecuacién trascendental se muestra en el dpendice A.
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La siguiente tabla muestra los caracteristicas geométricas del robot delta paralelo.

d2i =
d4i =
dsi =
dGi -
dgi =
d13i =
d14i =
d17i =
da5i =

dos; = 0,0638 m

(511 - OO

(512 - 1200
013 = 240°
0151 = 45°
d161 = 0°

0162 = 120°
5163 = 2400

La trayectoria de lfnea recta descrita en el dpendice B, es empleada para el robot delta paralelo,

teniendo un tiempo de recorrido de:

ty =30 seg

con intervalos de t; = 1 seg, y los puntos iniciales y finales de la trayectoria son respectivamente:

pz:[Oa 07 _077}7—‘

pr= [073 ) _073 ) —0,5

]T

En la fig.(2.12) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de los dngulos 63; del robot
delta, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30 seg. La linea negra

corresponde a 031, la linea punteada a 35 y la linea gris es para 0s3.

50 |
40|
L=
20|
0
0 15 20 25 30
tl=]

Fig. 2.12 Grafica de 05,
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2.2.2 Solucién del Angulo 6g;

De la misma manera en que se encontré el dngulo 03, formulando lazos vectoriales, ahora se
hallaran los dngulos 07; 0s; que corresponden a la junta universal superior del robot delta, mostrados
en la siguiente figura (2.13).

Fig. 2.13 Angulos 0; 0s;

A partir de la ec. (2. 17):
L = Ry + Ry + Rs; + Re; + Ry (2.24a)

Lp = R, + Ri7 + Rigi + Ry (2.24b)

estas ecuaciones pueden escribirse también en funcién de las matrices de tranformacion, las cuales
dan como resultado:

Li = To2iT2iTesiTsoin (2.24c)
Lp = TopTpi7iTi513:T23(disi)n (2.24d)
entonces:
Ly = [lig, liy, li., 1]" (2.24e)
Lp = [id,, I, ld., 1]" (2.24f)

22



para la ecuacién Ly tenemos:

liy, = do cd1;+ dsi $01; + €o1; <d4i cls3; — dg; 3‘93z’) -

doi(co1; cO7; cbg; s03; — cd1; O3 Og; sO07; — $01; sOs;) (2.25a)
liy, = —ds; cOy;+ dy; s61; + 801i(dy; cls; — dg; s03;) —

doi(cl7; cls; sd1; sO3; — cls; cbg; sdv; $O7; + b1 Os;) (2.25b)
li, = —dg cls; — dy; s03; — do;(cOs; cOr; cls; + cOs; sO3; sO7;) (2.25¢)

para la ecuaciéon Lp tenemos:

ld, = x,+ di7;i cd16i + disi cO16; SO15i + di4i SO16i
ldy = yp— diai cd16i + di7i $016i + dizi 5015 SO16i
ldz = 2p + dlgi 6515¢

ambos vectores deben tener componente a componente el mismo valor debido a que llegan al mismo
punto y ambos parten del mismo sistema de referencia, por lo cual:

li, = ld,
li, = ld,
li, = Id,

Se aprecia en las ecuaciones anteriores que unicamente hay valores y datos conocidos que son
proporcionados por la geometria del prototipo.
De li, despejando sf7;:

1
89% = d_ (CSC(ggl' secegi(ldz + dﬁi 0(931' + dgi 0031- c@n Cegi + d4i 303i)) (225d)
9%

sustituyéndolo en li, y i, resulta:

ldy + (—dgz + ldz COthZ‘ + (d@'z + dgi Cgﬁ CQ&)CSCQ?,Z‘) S(Sli +

C(Sll'<d5l' + dgi 8‘981) =0 (2256)
ldx + C(Sli(—dgi + ldz COt03Z‘ + (d@z + dgi 61971' C@gi) 686(931') =
S(sli(dm’ + dgi 8081‘) (225f)

de ec. (2. 25f) despejando c;:

1
C¢97i = d_(SBC(Sli SGCQ&' Sggi(—ldx + C&li(dgi - ldz COtegi —
9%

dﬁi CSC@&') + 351i(d5i + dgi 8981))) (225g)
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y sustituyendo en ec. (2. 25¢), simplificando:

ldy + 866(51i<d5i + dgi 8981‘) = ldx t51¢ (225h)
Despejando de ec. (2. 25h) sfs;:
1
8981‘ = — (ldxscSl, — ldy651i — d5z)
dgi

utilizando la siguiente identidad:

s6% + c? =1
se tiene:
1
1 212
9i
usando la funcién tangente:
s0s; .
thg; = 2.2
8 Bs, (2.25j)
Os;
Os; = arctan (;ZZ) (2.25k)

En la fig.(2.14) se muestra la gréafica que describe el comportamiento de los dngulos 0g; del robot
delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30 seg. La linea
negra corresponde a fg;, la linea punteada a fg, y la linea gris es para 6gs.

- ree
-®

40 .*
30 -
=20 .

. 10 -

- -
,-EP [:)-c:“‘.
-10
—Z20

—-30

Fig. 2.14 Gréfica de fg;
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2.2.3 Solucién de 0;

Teniendo ya conocido los angulos #3;, f;, podemos resolver para 67; empleando los mismos lazos
vectoriales. Considerando las ecuaciones obtenidas podemos encontrar dicho dangulo restante que
corresponde a la primera junta de Hooke..

De ec. (2. 25a) despejando ahora sfg;:

1
3‘981' d_(d5z — ldm CSCéM —+ COt(sli(in — (dﬁz —+ dgi 6972‘ 6(981')
9
$03; + cbsi(dy; + do;cls; s07;))) (2.26a)

y sustituyendo en ec. (2. 25b) y (2. 25¢) respectivamente

ldy, + ldycotd;, = cscdyi(de — (de; + doi clr; csi) sO3 +
093i(d4i + dgi C&gi 8‘97z‘)> (226b)
ldz + dﬁz‘ 0931‘ + dgiC(Qgi - 971')09&' + d4i 8‘931' =0 (226C)
despejando cfg; de ec. (2. 26b) y sustituyendo en ec. (2. 28¢c):

ldz + dﬁi 61931‘ + d4i 393Z~ + COt(Qgi — 97,) =
(dgi — ldl« c51i + d4l' C‘93i — ldy S(su — dﬁl' 803i) (226d)

despejando cot(fs; — 07;) de ec. (2. 28d) y obteniendo su inversa:

—do; + ld, cd1; — du; B3 + Ud, s01; + dg; sO3;
HBys — ) = y 2.26
( 3 7 ) ldz + dﬁl' c«93¢ + d4i 393i ( e)

por ultimo despejando 07;:

(2.26f)

07i _ 9:% _ arctan (—dgz -+ ldm 0511' — d4i 6‘931' + ldy 8(511‘ —+ dﬁz‘ 8931‘>

ld, + dg; cO3; + dy; 503,

En la fig.(2.15) se muestra la grifica que describe el comportamiento de los déngulos 07; del robot
delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30 seg. La linea
negra corresponde a 71, la linea punteada a 6,5 y la linea gris es para 673.
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Fig. 2.15 Grafica de 0,

Solucién de Angulos Junta Esférica 010, 011, 012

Estos dangulos se obtienen mediante una formulacién de lazos matriciales, es decir, hacer un lazo
que parta del sistema de referencia inercial o absoluto y a través de transformaciones homogéneas
crear las rotaciones de las juntas asf como los desplazamientos necesarios para alcanzar cada sistema
relativo, hasta cerrar el lazo en un punto especifico.

Por ejemplo tenemos la siguiene formulacién:

To2:T26; T6s: T'soi To12i T1215: = Top Tp17: (2.27a)

Esta ecuacién matricial esta siendo cerrada en el marco de referencia (x17;, y17:, Z17;) a diferencia de
la construccién de un lazo vectorial es que en esta iltima la empleamos para eliminar angulos que
no necesitamos ec. (2.21); sin embargo ahora esta formulacién matricial involucra todos los dngulos
que orientan al robot, de modo que por la estructura de estas matrices homogéneas tenemos 9
ecuaciones con 3 incognitas lo que facilita el encontrar el resto de los dngulos.
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2.2.4 Solucién del angulo 604;

Como la matriz de trasformacion Tg;o; trae consigo los angulos de interés 6yq;, 0115, 012; despe-

jaremos esta transformacion.

o —1m—-1lm—1mp—1 -1
T912i - T89iT68iT26iT02iT0pr172T1215i

T.4(010) To5(—011:)To6(—012:) = TygiTouiToesTom TopTprri Tiisi

dejando solo dos incognitas del lado derecho de la ec. (2. 27a)

T.5(—012:) T26(—012:) = T2a(—010:) Tgs Toss Togs Lo Top Tp17: Tiayss

donde:
T.4(—b610:) = T.4(010;) "

Reescribiendo ec (2. 29b):

LM,; = LMy,
estas matrices tienen la forma:
ail a2 aiz Qaiq b1 bio b13 b14
(21 Q22 (23 A24 _ bai baa bog by
az1 azz a3z as4 bsi bz bsg b
0 0 0 1 0 0 0 1

Del término a;3 = b3 se tiene:
s011; = _(0(51i - 516i)c(03i - 971‘)551&‘ - C515i8(93i - 971‘))
utilizando nuevemente la identidad trigonométrica, despejamos cf:

s0% + ch* =1

=

cthi = (1 + (C(5u - 5161’)C(‘93i - ‘971)85151' - 051513(931‘ - 97i))2)

usando la funcién tangente:

s611;
t011; =
112 CQHZ
usando la funcién tangente:
5011,
011; = arctan ( = )
cl11i
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En la fig.(2.16) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de los déngulos 611; del robot
delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30 seg. La linea

negra corresponde a #1y;, la linea punteada a 615 y la linea gris es para 6113.

107

? —--/

‘e s a,
* oy
—10F ‘o... ]
* .
*raaae
-*

Fig. 2.16 Angulo 64y,

2.2.5 Solucién de 69
Teniendo la ec. (2. 27¢) ahora dejaremos solo la variable 0;; de modo que:
T.4(010i) = Tsoi TosiTa6:T02i Top Torri Tizi5 Te6(012:) Tas (011:)

LMZi - Tz4(010i)
LMy, T 50y T8: Ta6 Tozi Top Tpr7 T1a15T26(012:) Tas (611:)

la matriz resultante es:

0 0
cbro1i  —s0101i

s6101;i  cOro1i
0 0

T.4(010:) =

o O O
_ o O O

De la ecs. (2. 28b) y (2. 28c) se seleccioné la componente (1,1) por lo que:

1 = sb11i(—c(61; — 016:) c(O3i — O7;)s015i + cO15; (03 — O7:))
+cli11, <0515i C(5lz‘ - 6161‘) cl12; C<93i - 97@) + 0(93z‘ - 07i>
3(51¢ — 5161’) s619; + cl19; 015 3(9&' — ‘971))
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de la ecs.(2. 28b) y (2. 28c¢) se selecciono la componente (2, 2) por lo que:

0 = —59111'(0511' cllg; 8015i S016; — (0515z' 0(931 - 97¢) + 801
5015 5016 8(931‘ - 97i))8'98i — cl16i 85151‘(09&‘ 5015 +
0y 8(93z’ - 977;)5981‘)) + 091117;(8912i(551z‘(098i 5016; —
cO16i5(03; — 07;)s0s8i) + cd1i(coi6i cOsi + 5016i
5(931‘ - 97i)3'98i)) + 1 (0(93i - 97i)8515i
s0g; — cO15i(CO16i(COsi 5615 + O 5(03; — 07;)s0s;) +
$016i(—cd1; clsi + s01; $(03; — 07;)s0s;)))) (2.28¢)

Resolviendo para las ecs.(2. 28d), (2. 28e), para s619;, cf12; queda:

5012

69121

Por dltimo :

(—sechy1; s615; sOs; sO7; sOsi + cO15; sechr1i(coi6i(cOs; s01; +

cO1; 5(03i — O7:)50s;) + 8616i(—C1i i + 5615 5(03; — 07;)508:)) —
cO16; cl7; cs; s01; s03; t011; + o1 cO7; g s016i 503 10115 —

cO1; 016 SOsi 10115 — 8015 8016: SOg; 0115 + cO3i(—clz; sechiy; 5015
s0g; + clg; 5(51z‘ - 6161‘)59% 759111‘))/(05151‘ 0(931‘ - 971‘)09&' + 5515z'(097z'
cllg; 501; 5016 S03; — S51¢(693i cls; s016; SO7; + cO16i 3081’) + ¢y
(051&‘ cls; 3(93i - 971‘) + 80164 3981‘)))

(cd16i 5015 SOsi(—cl7; sechin; s03; + cO3; sechir; sO07; + cous; t0115) +
6‘981'(3669111' 5015 $016i + (09&' cl7; 8015 — 015 Cl7; 015 8016 SO3; +
CO15; Cl3; 015 8016; SO7; + 5015; U3 8971‘)159111‘) + cd1i(s016: S0si

(cO7; sechyy; sOs; — b3z secliy; sO7; — s 1011;) + e Osi(seclin; —
cO15i 5(03i — O7:) 10113)))/(cO15: (035 — O73) clsi + 50151 (el clsi 801
5016; 503i — 5013(cl3; i 5016 507; + c16i 50si) + cOri(Ccdiei

i s(03; — 07:) + s016: s0s;)))

5012

t019; = 2.28f

12 cb12; ( )

019; = arctan (89121) (2.28g)
cl12;
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En la fig.(2.17) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de los dngulos 619; del
robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30 seg. La
linea negra corresponde a 121, la linea punteada a 6199 y la linea gris es para 6;o3.

4401
2.0 1 R v o
- 0____;_£i-}iM A
o - - =
S . .
_2><10_15 - . °.
_4><10_15 -
0 5 10 15 20 25 30
t[=]

Fig. 2.17 Angulo 019;
En esta gréafica se observa que el desplazamiento angular de esta junta rotacional, no presenta
ningun movimiento.

2.2.6 Solucién de 0,
De ecs. (2. 28b) y (2. 28¢c) tomando las componentes (2,2) y (3,2) para obtener cfip; y 61

respectivamente:
LM?i (27
LM,;(3,

2) = by (2.29a)
2) = st
LM2d<27 2) = 69121'(3511'(6‘98@' 5016i — CO16i 8(9&' - 97i) 3981’) + C(Sli(C(SlGi clg; +
5016 8(93i - 97i) 898i)) - 891%(0(9:% - 971‘)851&‘ slg; — 6615i(0516i
(cOs; $01; + cO1; (035 — O7;)80s;) + sd16:(—c01; cOs; + $01; s(03; — O7;)s0s;)))
LMQd(3,2) = 6(93i - ‘971')098@' $015; S012; — 5516i(0515z’ 3‘912i(097i clg; s01; s03; —
cls; clg;s01; sO7; + c01; sOs;) + cbi1a;(co1; clg;s(03; — O7;) — sd1; sOsi)) +
05161‘(091%(0971' clg; 5015 s03; — cl3; clg; s01;807; + 05118981‘) +
O15:5012i(—c01:c08:5(03; — O7;) + 5015505;))

30



Estas iltimas expresiones tienen el valor de cfo; y s#1¢; respectivamente, sustituyendo los valores

correspondientes:

sbi0; = 0(931‘ - 971‘)6‘981' 5015; S012; — 8516i(6515i s612;
(cbr7; cOsi $01; sO3; — cls; cbg; s61; sO7; + cdy; sOs;) +
09121(0511 cls; 8(931' - 97@) — 801 5981‘)) + 06161'(00121'
(cO7; cls; s1; sO3; — cB3; clg; $01; $07; + c0y1; sBg;) +
o154 8912i(—051i O 5(9&‘ - 97i) + 5015 s0g;))

cthoi = 00121‘(3511'(6981‘ 5016; — CO16i 3(‘931' - 97¢) 398@') + 651i<0516i
clsi + 5016; 5(03i — O7;) s0si)) — 5012i(c(03i — 07;)5015
sBg; — c015i(CO16i(clsi 501; + €01, 5(03i — O7:)50s;) +
8516¢(—C5u clg; + 501; 3(‘93i - 971’)5981‘)))

Obteniendo la t0¢;:

5010
10 cboi
5610
010; = arctan ( 10%)
0‘9101'

(2.29b)

(2.29¢)

En la fig.(2.18) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de los déngulos 61o; del robot
delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30 seg. La linea

negra corresponde a 11, la linea punteada a 6192 y la linea gris es para #1¢3.
30

=20
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Fig 2.18 Angulo 61,
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2.3 Velocidad

El problema cinematico inverso para la velocidad es:

~ Dada la velocidad '(x'p, Up, 2p) del centroide de la base mévil, hallar la velocidad de los dngulos
03, 07, Os;, O10i, 0115, O12; que definen la velocidad de las juntas.

En el andlisis de velocidad, se asume que la posicion y la orientacién de los cuerpos ya son
totalmente conocidos y que son resultado del andlisis de posicién. La velocidad de un punto o un
cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida por la derivada respecto al tiempo.
Con base en las ecuaciones obtenidas en el andlisis de posicién, se obtendra la velocidad al derivar
con respecto al tiempo cada una de ellas.

2.3.1 Velocidad 932'

Tomando la ec. (2. 22¢) y derivando con respecto al tiempo obtenemos:
Avicls; + BisOs + Dy = 0
Ayicl3; — Avis0303 + Brists; + Buichzfsi + Dy = 0 (2.30a)

reagrupando y despejando 0s; se tiene:

— <A1i093i + Bli593i + Dli)

03 = 2.30b
’ Byl — Aqis03; ( )
donde:
Ay = 2(—dui(coridy + 561:9p) + deiZp)
Bli = 2(d6i(c5lix'p + séuyp) + d4i'ép)
Dli = —ZinC(sli.’in + 2£Cpi‘p + 2d51651iyp + 2ypy'p + 2C§16i(d17ij:p —
d14:Yp) + 22p%p + 2(d14:5016iTp + d17:5016:Yp — $01;(d5idy +
doillp) + d13;5015:(CO16:Tp + S616:0p) + d13:CO15i2p) —
$01;(dsixy + doiyp) + di3is61si(diz; — doic(61; — O16i) —
dsis(01; — 016i) + C016:Tp + S016:Yp) + d13iCO15i2))
(2.30¢)
Sustituyendo ec.(2. 32c) en (2. 32b) y agrupando en i, 9, 2,
. 1
O3 = 7 (Eoidyp + Esiyp + Evizy) (2.30d)
1i
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con:

Ey; = DBycls; — Ay;sbs;

By = —2(di7icdiei — d5is01; + di3i€016i8015i + diai
$016i — C51i(d2z' + dyiclz; — d6i303i) + xp)

B3 = —2(dsicdri — diicdie; — dais01; — daicls;
$01; + d17:5016i + d13i5015:5016; + d6iSO1;
s0si + yp)

Ey = —2(di3icO15; + deicl3i 4 dyisOsi + 2,)

En la fig.(2.19) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de las velocidades angulares
03; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30
seg. La linea negra corresponde a #3;, la linea punteada a 635 y la linea gris es para f33.

3_.

wys [°/9]

o 5 10 15 20 25 30
tl=]

Fig. 2.19 Velocidad 6

2.3.2 Velocidad 0
De la ecuacién (2. 25h), tenemos:
ld, + secéqyi(ds; + dg;sls;) = ld,tdq;
derivando esta iltima expresién:

jdy + S€C(5Mdgi008iégi = ldxtéh (231&)
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donde [d, y idy son respectivamente:

ld, = i,
l' dy = yp
ld, = %,

sustituyendo (2. 31b) en (2. 31a):

despejando a Qgi

yp + dgicggiSGC(sliégi = t51ix'p

: 1 ) ) )
Osi = — (Foidp + F3iUp + Fuizy)

con las definiciones siguientes:

Fy;

Fli = d9i

in = 8609818511
Fs, = —cdqsecls;
Fy = 0

(2.31D)

(2.31¢)

En la fig.(2.20) se muestra la grafica que describe el comportamiento de las velocidades angulares
0s; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30

seg. La lfnea negra corresponde a fg;, la linea punteada a g y la linea gris es para 6gs.

wys [°/8]

2t o °.
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Fig. 2.20 Velocidad 981‘
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2.3.3 Velocidad 971‘

Tomando ahora la ecuacion desarrollada con anterioridad (2. 26¢):
ldz + dﬁicegi + dgiC(egi — ‘971')0081 + d4¢893¢ =0
y derivando para obtener én :

0 = idz + d4i093i93i — d6i393i93i + dg;cl3;5(03; — 07;)
(931‘ - 971) — dg;c(bs; — 97i>308i98i (2.32a)

sustituyendo (2. 31b) en la ecuacion anterior y agrupando en &, ¥y, Zp, 03, Os;, obtenemos:
Guip + Gsilly; + Goillr; + Griflg; = 0 (2.32b)
con los siguientes valores definidos:

Gy =1

Gsi = dyicls; — deistlzi — dgz‘093z‘8(93z‘ - 671’)
Gei = d9109813(93i - 971’)

Gri = dyic(03 — 97i)3‘98i

sustituyendo ec. (2. 30d) y (2. 31c) en (2. 32b) tenemos:

Gsi( Bty + Esip + Euizy) n Gri(Foity + Fai0p + Faip)
EU Fli

G4i2p + + Gﬁié’h’ =0

Despejando a 0r; de la ecuacién anterior y agrupando en términos de @, ¥y, 2 :

1

oy =
" Hy

(Hoitp + Haighp + Haizp) (2.32¢)

donde los coeficientes tienen los siguientes valores:

Hy = —EyiF1Ge

Hyy = E5F1;Gs; + EyiFoGr

Hs; = FE3iF1;Gs; + Eyi P3G

Hy = FEuFuy+ EyFuGs + By FyGr + Gy

En la fig.(2.21) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de las velocidades angulares
f7; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30
seg. La linea negra corresponde a 61, la linea punteada a 675 y la linea gris es para ;3.
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Fig. 2.21 Velocidad 07

2.3.4 Velocidad 6,3,

Tomando la ecuacién de posicién (2. 27e):
sth1; = —(c(01i — 016:)c(03i — 07;)8015: — cO15:5(03 — O7;))
derivando esta expresién conseguimos:

69111'91“ = 6(515i)0(93¢ - 971‘)(9&‘ - 971) - .
(015 — 016i)5(015:)5(03i — O07:) (=03 + O7;) (2.33a)

despejando 0,1; de (2. 33a):

9111‘ = sectyy;(coi5ic(03; — O7) +
0(511‘ - 516i)3515i3(93i - 971‘))(9:% - 97i) (2-33b)

renombrando términos:

911i = —711'(931 - 971) (2.33¢)

con el término:
I; = secth1i(cd15ic(03i — O07;) + (615 — d16i) 50155 (03 — 07))

sustituyendo ec. (2. 30d), (2. 32c) en (2. 33c) :
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Eoitty + Esiyp + Eaizp  Hoidtp + HyiYhp + Hai%yp

011 = I ( o, .. )
agrupando en @y, Up, Zp,: X
011 = I(Jziip + Jaifp + Jaizp) (2.33d)
donde:
Ji = 1
EQz HQi
i - Iy
J2 ( lz le) '
Hs;
i - 1 7
& (Eh Hh-) '

E4z H4i
! (Eu Hh-) !

En la fig.(2.22) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de las velocidades angulares
011; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de
30 seg. La linea negra corresponde a 0111, la linea punteada a 9112 y la linea gris es para 9113

O 5 10 15 20 25 30
tl=]

Fig. 2.22 Velocidad 611
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2.3.5 Velocidad 91%’

Tomando la ecuacion de posicién (2. 28e):

0 = _59111'<051i6‘98i351513516i - (65151‘6(‘931' - 971) + 3511'35151’35161‘3(931‘ - ‘971'))
sfg; — C516i3515i(c‘98i351i + 051i3(03i - 071‘)5981’)) + Cellli(5€12i(35li(c‘98i
5016i — CO16i5(03i — 07:)50s;) + cO15(cO16icO8; + 5016:5(03i — O7:)508:)) +
clio; (c(Os3; — 07;)5015; 508 — cO15i(c16i(cOsi501; + cO145(03; — Ors)50s:) +
$016i(—c01;c0s; + 501;5(03i — 07:)50s:))))

y derivando con respecto al tiempo nos queda:

0 = _Cglli(C5lic‘98i3515i5516i - (C5l5ic(93i - 971‘) + 3511'35151‘35161‘5(931’ - 97i))
sfg; — C516i8515i(0‘98i551i + 05118(931‘ - ‘971')5981'))9111' - 59111‘(5‘912@'(5511'(098@'
$016; — C016:5(03; — 07:)50si) + cO15(co16icOs; + 5016:5(03i — O7i)508:)) +
012 (c(03; — 07;)5015i508i — cO15i(cO16i(clsi501; + c01:5(03; — O75)50s;:) +
3516@'(_6511'6981' + S51i8(93i - ‘971)3‘9&'))))9111‘ - 3‘9111(—3981(0(931' - 971)5511
35151’35161‘(931‘ - 971) + cd15i5(03i — 971')(—931 + 971)) — clgi(cdrsic(03; —
071’) + 551i5515i5516i5(93i - 971‘))@81' - 051i5515i5516i598i98z‘ — 016i50154
(cd1ic(Bs; — 971’)5981‘("931' - 971) + cd1iclsis (03 — 971‘)“981' - 3511'3‘98@'98@')) +
Celli(celm(351i<098i3516i - 6516i5(93i - (971‘)3981’) + Céli(0516i698i + s016i
5(631' - 97z‘)5‘98i))é12z’ - 891%(0(9&' - 971)85151‘59&' - 05151'(05161‘(0‘981'5511‘ +
c0135(03; — 07;)50g;) 4 5016 (—c1iclsi + 501:5(03; — 971’)5981‘)))912@' + 56194
(cd1i(c(03 — 071’)351&3‘981'(931‘ - 971) + 008i3516i3(03i - 071‘)981’ — 016i50si
98z’) + 5511'(_05161'0(931‘ - 971‘)59&'(931' - 97z) - C516z’098i5‘(93z’ - 97i)98i -
35161’3981‘981‘)) + cf12i(5015:5(03i — 97i)898¢(—93i + 971) + (03 — O7;)cls;
35151‘981’ - C515i(3516i(c(03i - 971)8511‘59&'(9% - 971) + clgis01:5(03 — 97i)
Osi + C(sliSGSiéSi) + cd16i(cO1ic(03; — ‘971')598@'(931’ - 971) + cd1iclg;s(03; —
07:)0s; — 561:508:0,)))) (2.34a)

agrupando en 03;, 0g;, 011; 012; tenemos:

K101 + K1i012; + Ks7i(07; — 03:) + Ksifs; = 0 (2.34b)
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donde:

K7 = ((C(Q&' - 971‘)(0(511 - 5161‘)(65151'00111'6912@' - 8515139111') +
0911i5(51i - 516i)8912¢) + (0911i0912i3515i + 6515i5911¢)
5<03i - 977;))5981')
Kgi = ((098@'(6(931 - 971)(0‘911169121'8515@' + 0515@'89111) -
<C<51i - 516i)(0515i0911i0912i - 5515i5911i) + 11
5(51z' - 516i)5912z‘)5(93z‘ - Qn)) + (5(51z' - 5167;)
(C(515i6‘911ic‘912i - 55151‘5911@') - C(5u - 5161’)69111'30121‘)5981'))
K = (clsi(5(015 — 616i) (01155015 + cO15:c612i50115) —
0(511' - 516i)5911i5‘912i) + (0(931' - 071‘)(05151'09111‘ -
ct12i5015:50113) + (c(d1s — 16:) (11550151 + o1
001%39111‘) + 5(01; — 516i)5911i8912i)8(93i - 97i))898i)
Ko = (0911i(098i(0(51i - 6161’)09121’ + 05151‘8(511 - 5161‘)5‘9121’) -
(c(03; — 07:)5015:5012; + (c012i5(61 — 616i) — CO15i
(61 — 516i>3612i)3(03i - 971‘))5681’))

sustituyendo ec. (2. 30d), (2. 31c), (2. 32¢) y (2. 33d) en (2. 34b):

Ksri( Bty + Esiy + Euizy)  Ksi(Foidp + F9p + Fuizy)
= + +
Eli Fli
Kiszi(Hydp + Haip + Hai2p) n Ky1i(Jaity + J3:9p + Juizp)
Hy; Jii

+ Kyl = 0

agrupando en i, U, £, ¥ despejando 09 :

: 1 . ) )
012 = K—<K2in + K39, + Kui%,) (2.34c¢)
1i
donde:
Ky = —EyuFH K
Ky = —E5FiiH1iKsri + Evi(FriHviJoi K + FriHy Kz + FoHy Kys)

Ksi = EyuFyHyJ5 K0 — EsiFyHy Ksrt + By Py Hsi Ksg + By e Hy K
Ky = FEyuFyHyJg Ko — By Pyl Ksy + By Py Hy Ksz + By Py Hy K

En la fig.(2.23) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de las velocidades angulares
012; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de
30 seg. La linea negra corresponde a 6191, la linea punteada a 015 y la linea gris es para 6;23.
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Fig. 2.23 Velocidad 01y,

De acuerdo a los resultados obtenidos para la posicién angular 6q5; fig. (2.17), la variacién con

respecto al tiempo de estos angulos es nula, como se aprecia en la fig. (2.23).

2.3.6 Velocidad (‘910@

Refiriendonos a la ecuacién (2. 29a):

sty = 0(631' - 97@)0‘9&'85151‘5912@ - 85161'(0515i5912z‘(097i098i551z'893i -

cb3icls;501;507; + €61;508;) + cb12;(c01;¢0s;5(03; — O7:) —
$01;503:)) + cd16i(CO12i(cO7;¢08;501;503; — cO3;c0s;551;507; +
615508i) + c015i5012i(—cO15c08:5(03; — O7;) + 501:50s;))
derivando con respecto al tiempo:
09101‘91&‘ + (csi(—cOr2ic(03; — 07:)5015i + (cd15ic(01i — 16i)
12 + 5(615 — 016:)5612:)5(03i — 07:)) + (—cO15ic01255(615 — O16i)+
C(5u - 5161’)3‘9121')308@')9121‘ + 6981(0(931' - 971)(—0‘9121'3(51@' - 5161’)"‘
0515i0(51¢ - 5161‘)59121') + 85151891213(931 - 971))(931‘ - ‘971) = (0‘981‘
(0(511‘ — 016i)CO12; + c15i5(01; — 51&)5912@'(0(931‘ — 07;)5015i5012i+
(0012i3(51i — 016i) — CO15¢(01; — 516i>3012i)3(03i - 971‘))59&‘)9&‘

agrupando en 03;, 07;, 0g;, 011;,012; v 010; tenemos:

Lliéloi + L1219121' + L57¢(93z’ — 971) = L8i98i
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donde:

sustituyendo ec.

Ls7i( Bty + B39y + Eq2y) L Lyoi(Koidy + K39y + Ka1 %)

—cbhoi
clsi(c(03; — O7) (—cl12:5(015 — O16:) + cO15:¢(015 — O16i)5012:) +
851518‘9121'5(93@ - 97z‘))
(cBg;(c(1; — O16:)Cl12; + c015:5(01; — O16i)S5012i) —
(0(9:% - 971)551&5912@ + (0‘91%8(511‘ - 51&) - 0(515ic(51i - 516i)8912i)
s(03; — 67@))5981)981
B10:010; + + (clsi(—cO12:ic(03; — O7:)5015; + (cO15:¢(01; — O16i)Cl12i +
(615 — 016:)5612:)5(0s; — 7)) + (—cO15ic01245(015 — S16i) +
c(01; — 016:)S012;)s0s;)

(2. 30d), (2. 31c), (2. 32c), (2. 33d) y (2. 34d) en (2. 35d) obtenemos:

+ Lliéloi

Ey; Ky

Lsi(Foity + Faiyp + Fii %) n Lszi(Hydp + H3iyp + Hin %)

Fh’ Hli

agrupando en iy, U, £, ¥ despejando 64y; conseguimos:

donde:

: 1 ) . .
O10i = L—(LQz‘Ip + L3y + Lar2p)
1i

Koilhg;  EoiLsy  HoiLsy  FiilLls;
L%:(212_|_257 2i 57 28)

K, En; Hy; F;
([ Ksilie | Ezilsyni Hzilsy  Fsils;
Ly = + - —
K, Ex; Hy, Fy;
([ Kulie | Esylsy Haylsy FaLs;
Ly = + - —
K Ex; Hy; Fy;
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~ Enlafig.(2.24) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de las velocidades angulares
010; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de
30 seg. La linea negra corresponde a g1, la linea punteada a 6192 y la linea gris es para 61q3.
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Fig. 2.24 Velocidad 0y,

42



2.4 Aceleraciéon

El problema cinamatico inverso para la aceleracién es:
Dada la aceleracion (%, i, Z,) del centroide de la base mévil, hallar las aceleraciones angulares
03, 07, O3, O10i, 0114, O12; que definen la aceleracién de las juntas.

En el andlisis de aceleracion, se asume que la posicién, orientacién, y velocidad de los cuerpos
ya son totalmente conocidos y que son resultado del andlisis de posicién y velocidad. La aceleracién
de un punto o un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida por la derivada
respecto al tiempo. Con base en las ecuaciones obtenidas en el andlisis de posicién y velocidad se
obtendra la aceleracion al derivar con respecto al tiempo cada una de ellas.

2.4.1 Aceleracion 932

Derivando la expresién (2. 30d) :

_Eli((E2ij:p + B3y + Eyizp)) n

O3 =
B,
Eoity + B3y + Eyizy + Eoidp + Bty + Bz (2.362)
Ey;
agrupando en términos de @y, ¥p, Zp, Tp, Up, 2p tenemos:
O3; = Mot + Maiiy, + My 2y + Mysicé, + Mygiijy + Misiz, (2.36b)
donde:
EyFy By
M,L' -
: EY; "B
EsFy By
My = ————
’ EY; "B
EuEy  Ey
My = —
! E3; " I
Egi Egz‘ E4z
M i 5 M i e M i —
13 s 14 o, 15 o,

Donde las componentes Fy;, Eo;, F3;, Ey; se obtienen de derivar los términos FEy;, Fa;, FEsi, Ey
respectivamente, por lo tanto tenemos:

Eri = agity + a3y + a4i%p
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donde los valores ay;, as; y a4; son:

ag; = 2¢01;(deicls; + daistsi) — (2(di7icd16i — dsis0r; + di3icd16i5015: +
d14i5016; — C51i(d2i + dyicls; — d6i3‘93i) + xp)(_2503i(_d2id6i +
di3idaicO15; + dei(c(615 — 016i) (dizs + di3i5015:) — d1ais(61i — 016i) +
o5y + 8013Yp) + daizp) — 2¢03;(daida; + dizideicO1s; — das
(0(511‘ - 5161’)(d17i + d13i5515z‘) - d14i3(51i — d16i) + 0511‘113;) + 351iyp) +
deizp)))/(2c03i(—daide; + di3idsicdis + dei(c(d1i — d16:)

(dy7i + di13i5015:) — d14iS(01; — d16i) + €O1:xp + S01:Yp) + daizp) — 2503,
(d2id4i + dy3ideiCO15; — d4i(c(51i - 516i)(d17i + d13i5515i) -
d14i5(01; — O16i) + €01, + $013Yp) + deizp))

az; = 2801i(deicl3i + daists;) — (2(dsicd1; — diascdies — d2i561; — daicl3;
$01; + d17i5016i + d13i5015:5016; + di501:503; + yp) (—2503;(—daide; +
dy3id4iCO15; + dei(c(015 — O16i) (dizs + d13i8015:) — d14i5(01; — O16i) +
Oy + 8613Yp) + daizp) — 2¢03i(daida; + dizideicdrs — da
(c(615 — 016i)(dr7s + dr3isO15:) — d1ais(615 — 016i) + CO1xp + SO13Yp) +
deizp)))/ (203, (—daide; + dizidaicdrs; + dei(c(d1i — 616:) (dari +
d13:5015;) — d14;5(01; — O16i) + €01,y + $01;Yp) + daizp) —
28‘93z‘(d2z‘d4z‘ + dy3ideiCO15; — d4i(0(51z’ - 5167;)(d17z‘ + d13z‘5515z') -
d14:8(81; — O16:) + Oy + $013Yp) + deizp))

ay; = 2(dyicls; — deisOs; — ((disicdisi + deiclsi + daisOs; + 2,)(—250s;
(—daide; + di3idsicdisi 4 dei(c(d1i — d16:) (diri + di3is015:) —
d14:8(61; — O16:) + CO1ip + $013Yp) + daizp) — 2¢03;(doidy; +
dy3idgicO15; — d4i(0(511‘ - 516i)(d17i + d13i5515i) — dy4i5(01; — 5161‘) +
Oty + 8613Yp) + deizp))) [ (203;(—daidei + digidaicois; +
dei(c(61; — 016:) (drzi + d13i5015:) — d14iS(d1; — O16i) + CO157p +
$01Yp) + daizp) — 2503;(doidy; + disideicdrs; — dai(c(61; — 616i) (diri +
d13i5515i) - d14i3<51i - 516@') + C(Sul'p + Séliyp) + dGin)))

el siguiente término Fy;:

Eoi = boity, + bs3it)p + baiZyp
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donde:

by = —2(1 — (2c01i(deictzi + dyists;)(dizicdig — dsis01i + di3icdi6i5015: +
d14i5016; — C5li(d2i + dy;cls; — dGiSQSi) + xp))/(QCQSi(_d%dGi +
di3idaicO15; + dei (c(61; — 016i) (dizs + di3isO15:) — diais(61i — 016i) +
08[011xy, + $01;y,) + daizp) — 2503i(daidy; + digideicors; —
dyi(c(615 — 016:)(drzi + d13i8615:) — d14i5(01s — O16) +
01,y + $01;Yp) + deizp)))

by = (4051i(d6i693i + d4i593i)(d5i051i — d14iCO16; — d2i801; — daicl3;
$01; + d17;5016i + d13i5015:5016; + d6iS01:503: + yp))/(2¢03;

(—daidg; + di3idsicdisi + dei(c(d1i — O16:) (diri + di3i5015:) —
d14:8(81; — O16i) + €Oy + $01,Yp) + daizp) — 2805;(doidy; +
dy3ideicO15; — d4¢(0(51i - 516i)(d17z‘ + d13i55157j) — dy4;

$(01; — O16i) + Oy + $013Yp) + deizp))

by = (4cdy1i(deiclsi + daisOsi)(drsicoisi + deicls; + daisOsi + 2p))/
(2c03i(—daide; + dizidaicdis; + dei(c(61s — 016:) (diri + d13i8015:) —
d14i8(01; — 016i) + €01,y + $013Yp) + daizy) — 2503:(doidy; +
dy3ideicO15; — d4i(c(51i - 516i)(d17i + d13i5515i) - d14i8(51i - 516i) +
01,y + $013Yp) + deizp))

el siguiente término FEj;:
Esi = coitp + 3:9p + Cai%p

45



y los términos:

coi = 2((di7;c016i — d5i801; + d13iC616:5015; + d14i5016: — €013 (da; +
dyicls; — deisls;) + xp) (deiclsi + daistsi)s61:) [/ ((—daideicts +
d13id4;c015:C03; + d17z'd61‘0(511‘ - 516i)693i + d137;d6i0(51i - 5167;)
cl)3;50 15 — d14id6i093i5<51i - (5161) — daidy;s03; — di3ideico1s5:503; +
dl?id4z‘c(51i - 5161’))39&' + d13id4ic((51i - 516i)
$015i503; — d14ids;5(01; — 016:) 503 + 61i(deicO3; + duisO3;)x, +
$01i(deicO3; + daisO3i)yp + daicO3i2, — dgiSO3i2p)

C3i = _2(_d2id6i003i + di3id4iCO15:C03; + di7ideicO1iC016iC03 —
ds;idgicod1;003;801; + dgidﬁicegiséi + d4¢d61-09§is§i +
d13id6i€015€016iC03:5015; + d14ideiCO1:C03:8016; — doidassO3; —
d13id6iC015i503; + di7id4ic01:C016:503; — daidsic1:501:503; +
doidy;50%,503; + d3;c03:867;505; — d2;cl3:567,503; +
dy3id4i€01;C016i5015;503; + d14id4;ic61;5016:503; — d4id6i55%i59§i +
(deicls; + da;sOs;)co1;xy + (daiclsi — deisOsi)zp) [ ((—daidsicls; +
d13id4iC015:¢03; + d17id6i0(51i - 5161’)003@' + d131d6¢0(51¢ - 5161’)
cl3i8015; — d14ideicO3:5(01; — 5161‘) — daidy;s03; — di3ideicO15:503; +
dmd4i0(51i - 5161’))5931‘ + d13id4ic(61i - 6161‘)
$015;503; — d14;d4;iS(01; — O161) 503 + cd1i(deicls; + daisOs;)x, +
351i(d6ic‘93i + d4i503i)yp + d41‘093i2p - d6i303izp)

cyi = 2501;(dgicls; + da;sls;)(di3ico1si + deiclsi + daisbs + 2)/
((—daideicO3; + di3idaicO15:c03; + dizideic(01; — O16:)cl3i +
d13id6ic(51i - 5161’)09&'3515@' - d14id6i003i5(51i - 5161’) -
do;idyis03; — dy3ideicO15i503; + di7idai1c(d1; — d16:))503; +
dlSid4iC(5li - 5161‘)35151‘3931' - d14¢d4¢$(51i - 5161’)5931‘ +
c01;(deicO3; + dais0s;) T, + 561;(deiclsi + daisOsi)y, +
daic03:2, — de;s03i2,)

el siguiente término Fy;:

By = do@y + d3yp + dazy
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para los coefiecientes dy;, ds; v dy;:

doi = (2(daicls3; — deis03:)(—dsi501; + cO16i(dirs + d13i8015:) +
d14i5016; — C51i(d2i + dyicls; — d6i303i) + xp))/(cgfﬂi
(di3idicdis; + dgi(—da; + c(d1i — 016:) (di7i + d13i5615:) —
d14i5(01i — 016:))) — (d3ideicdrss + dai(da; — (015 — d16:) (dizi +
d13:5015;) + d14;5(01; — 016:)))S0s: + (deicOsi + duis03;)(corix, +
$01:Yp) + (daichsi — deists;)zp)

d3i = ((daicl3 — deisOs;)(dsicdri — draicdigs + (dizi + di3is015:)5016i — 5014
(doi + dyiclsi — dgis03;) + yp))/ (cl3i(dr3idaicors; + dei( —da; +
C(5u - 516i)(d17z’ + d13i3515i) - d14i3(51i - 5161’))) - <d13id6i6515i +
dyi(dz — (015 — 016i) (di7i + d13i8015:) + d1ass(01i — 016:)))505: +
(dgiclsi + da;sls;)(co1ixy + 501:Yp) + (daicls; — deistzi)zp)

dy = ((deicl3i + dgis0s;)(—da — daicO3; + (015 — 016i) (dizi + d13i5015:) —
d14;5(01; — 016;) + deisOs; + €01,y + 501;Yp)) /[ (O3i(—d13idaicdr5 +
dGi(in - 0(511' - 516z‘)(d17z' + d13i55157j) + d14i5(617j - 516z‘))) +
(di3ideicdisi + dai(dai — c(d1s — d16:) (drzi + d13i5015:) +
d14i5(01; — 016;))) 503 — (deicls; + da;sOs;)(corizy + $01:yp) +
(—dyicO3; + d6i5‘93i)zp)

En la fig.(2.25) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de las aceleraciones angulares

03; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30
seg. La linea negra corresponde a f3;, la linea punteada a 635 y la linea gris es para 633.

Fig. 2.25 Aceleracién angular 03,
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2.4.2 Aceleracién 0g;
Derivando con respecto al tiempo la ec. (2. 31c) :

1

91‘:
¥Ry,

(Foity + F3:0p + Fuizp)

tenemos:
Fu((inip + F59, + Fuizy))
_ : n
F3;
Fyiiy 4+ Faitp + Fuizy + Faiity + Faiilp + Fui%p
F;

é8i =

agrupando en términos de &, 9, 2, Tp, Up, Zp tenemos:

Osi = Noitp + N3iyp + NuiZp + Nigidp + Niailp + NisiZp

donde:

FQiFli F2i

Ny = |-
’ F Ry
FSiFli F3i

Ny = |—
3 F2 Ry
F4iF1i F4i

Ny = |-
4 F2 Ry

Ey;

N e ——

13 Fli

F3i

N e ——

14 Fli

Fy;

N e

15 Fli

(2.37a)

(2.37D)

Donde las componentes F};, Fy;, F3;, Fy; se obtienen de derivar los términos Fi;, Fb;, F3;, Fy; re-

spectivamente, de modo que tenemos: ‘
Fi; =0

el siguiente término Fb;:
Fyi = ety + €331y + €4iyp
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con los coeficientes eq;, e3; v ey, :

el siguiente término Fj;:

con los coeficientes fo;, f3; vV fai:

por tultimo:

€24

€3;

€4;

2 2

d9i

0(5“3669;35“%8@-

0

doi

Fy = foi Tp 4 f3i Up + fai Zp

Jai

J3i
Jai

c61;5ecl3; 50150

d9i

c67;5ecl3;t0g;

d9i

0

F4Z‘:O

En la fig.(2.26) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de las aceleraciones angulares
0s; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30
seg. La linea negra corresponde a fg;, la linea punteada a g, y la linea gris es para g3

0.2

0.1

Irh\]EI')

o O

o-0.1
~0.2
~0.3

15 20 25 30

Fig. 2.26 Aceleracién angular égi
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2.4.3 Aceleracion t97Z

Derivando la ec. (2. 32¢c) con respecto al tiempo:

1 ) . .
(Hgi.Tp + Hgiyp + H4in)

91':
" Hy

tenemos:

Hu((H%% + H3iyp + Hiip))
_ 3 —+
Hli
HQZ'j:p + H3iyp + H4iZ.p + HQijp + H3z'yp + H4i2p

iy =

Hli

agrupando en términos de @, ¥p, Zp, Tp, Up, 2p tenemos:

07 = Oy + O3i9p + Ouizp + Or3iy + Or48ip + O15i2p

donde:
HQiHIi HQZ'
Os = (-
’ o3, +H1z’
On — HyHy — Hy
3 — H121 Hli
H4iH1i H4i
Ou = (-
! H; +H1z’
H2i
O3 =
13 Hli
Hs;
O =
14 Hli
Hy;
Ors: =
15 Hli
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Las derivadas de los términos se dan a continuacion:

G5i = —d61093¢93i - d41593i93i - dgic(eiﬁ - 971’)6981‘(“931' - 971) +
dgis(e?’i - 971‘)59&‘9&‘

Gﬁz‘ = dgz‘C(93z‘ - 97i)098i(93i - 971) — dg;s (93z - 97z)598z98z

G?i = d9i5(93i - 671’)3981‘(931‘ - 971) dg;c (931 - 971)0981981

oy = —F,GeEy — ByGely; — ByuFyGe,

Hy =BGyl + EyGrly + Fli(GBiEZi + E2iG5i) +
F2i(G7iE1i + EliGh‘)

Hy = EyGs v+ EyGrFy + Fii(GsiEs + E3,Gs;) +
F31(G71E11 + EliGh’)

Hy; = (B + E41G5i)F1i + B1,Gri Py + Fli(Eli + G5By + E4iG5i) +
Fyi(GriEy + E1,Gry)

En la fig.(2.27) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de las aceleraciones angulares

0-; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de 30
seg. La lfnea negra corresponde a 971, la linea punteada a 972 y la linea gris es para 973

Fig. 2.27 Aceleracién angular 07,
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2.4.4 Aceleracion ém-

Derivando la ec. (2. 33d) con respecto al tiempo:

- 1 . . :
Gni = J—(JQiZCp + Jgiyp + J4izp)
17

tenemos:

Ji((Jaitp + iy + Jaip))
— 3 -+
Jli
Jgii}p + J3,-yp + J4i'ép + JQifi’p + J3iyp + J4z‘ép
Jli

9111’ =

agrupando en términos de @, ¥p, Zp, Tp, Up, 2p tenemos:

0115 = Poiiy, + Pty + Pizy + Piaity + Praitjp + PisiZp

donde:
JQijli j?i
P,L' — - —
? J3 " Jui
J3ij1i j3i
P,L' — - ——
’ J3 " Jui
J4ij1i j4i
P,L' — - ——
! J3 " Jui
J2i
Py = =2
13 Jli
J3;
J P
14 Jli
Jui
Py = 22
15 Jli

02

(2.39a)

(2.39b)



Las derivadas de los términos se dan a continuacion:
ju = 3609111((65151‘6(93@' - 97¢) + 0(51z’ - 516i)3515i

5(9:% - 97i))t911i911i + (C<51i —'51&)0(9:% - 971‘)
5015 — 05151'5(9&' - 971’))(93@ - 971‘)

jli =0 . . . .

Ju = (-t 2 Tl )y (22N,
b= (Bt g ) (B )
o= (e g ) (B )

En la fig.(2.28) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de las aceleraciones angulares
011; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de
30 seg. La linea negra corresponde a 6111, la linea punteada a 0,12 y la linea gris es para 6113

Q.27
o.1F * *
Nm - &
r:x‘ O TN FF - \ * a
— 00 -
= e
= -0.1} teee
=
0.2
-0.3 .
] 5 10 15 20 25 30
tl=]

Fig. 2.28 Aceleracién angular ém
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2.4.5 Aceleracion élgi

Derivando la ec. (2. 34c):

. 1 . . .
012 = K_<K2ixp + K39 + Kaizp)
1i

tenemos:

Ky (Kot + Ky + Kuizp))
_ . +
K
Koty + Ksiyp + Kyizp + Koy + K3y + KuiZ,

912i =

Kli

agrupando en términos de &, 9, 2, Tp, Up, Zp tenemos:

O10; = Q2iTp + Q3 + Quip + Qu3ily + Quailp + Q15iZp

donde:
_ KoKy Ko,
Q2Z - K12Z + K12>
- J3iK1i K3i
Q?ﬂ, - K]?l + Kh>
_ JuilKy | Ky
Q4Z - K]?l + Kh>
K2’i
Q13i - Kli
K3,
Q14i - Kli
Ky
Q15i - Kli

o4

(2.40a)

(2.40b)



Las derivadas de los términos se dan a continuacion:

Klz'
K2i

K,

—EyHy Koy — Fiy(BuKaoiHy + Hy(Kigi By + EnKis)
(BriH i J2i K11 — EoiHyi Ksri + Elz‘H2iK57i)Fli + By Hyi Ky Fy; +
Fu(EuJ%an‘Hu + K57i(H2iE1i — By Hy; + Elz‘HQi) +

By Hyi Kz + Hli(J%KlliEli — K57 B + EyiKiyp o +
ByiJoi K — EsiKsr)) + Foi(H1i Ks E1i + Ey i KsiHay +
EyHyKs;)

(BriHyiJ3i K11 — EsiHyi Kz + EliHSiKE)?i)Fli + By Hy Ky Py +
Fli(Elz‘iniKlliHli + K57i(H3iE1i — B3 Hy; + EliHSi) +

EyiHyi Ksr; + Hli(JSiKlliEli — Kszi By + By Ko Jy +
By Js Ky — EyiKsr)) + Fyi(H1Ks Eli + Ey K Hay +

By Hy; Ky;)

(BriHyi sk — By Hy K + EliH4iK57z’)F1i + By HyKsi Py +
F1i<E1iJ4iK11iH1i + K57i(H4iE1i — EyHy; + EliH4i) +
EyiHyiKsri + Hli(J4iK11iE1i — KspiEyi + EyKonJu +
ByiJyu K — E4iK57i)) + F4i(H1iK8iEli + By K Hyi +

By Hy; Ky;)
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con los siguientes valores de Ksy7;, Kg;, K11, [(12;:

K57i = —(C(5u - 5161‘)6(‘931' - 971)(09111'8515@' + 0515@'09121‘89111) +
c(0s3; — O7;)5(01i — d16i) 501145012 + (—c15i011; +
09121'551&59111‘)8(931‘ - 07i))598i911i + 09117;(091%0(631' - 971)
8(51¢ - 5161‘) - 5912¢(C5l5i0(51¢ - 5161‘)6(931‘ - 971) + 8015¢
5(03; — 07@')))3081‘91% + (c(03i — 07:)(cO115¢612:5015; +
0515189111') + (—C(5u’ - 5161’)(05151‘0‘911@'09121‘ - 5515@'59111‘) -
0911i5<(51i - 516i)8912i)8(93i - (971))3981‘931‘ + (—0(931 - 97i)
(09111‘09121351& + 0515i3‘911i) + (0(511‘ - 5161’)(051&0‘9111‘
2 — 3515@'3‘9111‘) + 0‘911i3(51¢ - 5161’)59121')3(03@' - 97i))
508,07 + O (c(03; — O7:)(c(S1i — 016 (cOr5iCH1iC12 —
5015i50113) + c01135(01; — 016i)5012:) + (cO115c612i5015; +
6515159111')8(931 - 971‘))“981'

K&‘ = (—69121‘0(931‘ - 97i)098i3515i3911i + 6(511‘ - 516i>0911i098i
S515i8(93z‘ - 97z’) + 698i5(51z’ - 5161’)59111'59121'5(931‘ - 97z’)
—09111'351513(51@' - 5161’)5981‘ + C(5u - 5161‘)3‘9111'39121'308@' +
c015i(cO11:¢(03; — O7;)cls; + c12:5011;(c(d1; — 016:)COs;
5(93z‘ - 971‘) - 5(51z' - 516z’)598i)))911i - 09111(0(931‘ - 071’)
cl3i5015i5012; + c012i(cO8i5(61; — d16i)5(03; — O7;) +
c(01; — 016:)80s:) + CO15i5012i(—c (015 — O16i)clsis(03; — O7i) +
8(51¢ - 5161’)5981‘))9121’ - 0981‘(—6(63@' - 971)(0(511 - 516i)
(05151‘6911109121' - 55151'39111‘) + 6911i5<(51i - 5161’)39121‘) -
(eO11i€b12650155 + O15:5011:)5 (035 — 07))03; + cBs;

(6(93i - ‘97i)(0(51i - 516@')(&515169111@‘9121’ - 55151‘3‘911@') +
cf1155(015 — O16:)5012:) + (cO11:¢012:5015; + c15:5011;)

5(93z‘ - 971‘))@% + (098z’(5(51i - 516i)(0515ic‘911i0912i -
8515159111') - C(5u - 5161’)09111'30121') + (—0(931 - 97¢)
(cb11ic012i8015; + cO15i50113) + (c(01; — O16:) (CO151C011:¢012; —
55151'59111') + 691118(517; - 5161‘)3‘9121')5(931‘ - 971‘))59&')981'
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Klli = (_008@'(351513(511' - 5161’)5911@' + 0(51z’ - 516@')0‘9111‘3‘9121') -
(0(51i - 516i)3515i5011i3(03i - 971‘) + 001172(60121‘0(631’ — 07;)
5015; — 5(51z' - 516z’)8912z‘s(93z‘ - 07i)))598i + 015
(—c(03; — 07:)5011550s; + c011,¢012:(cO8i5(61; — 616:) +
0(511‘ - 516i)8(93i - 971‘)89&')))9111‘ — s011i(cd15icls;
S(5u - 6161’)5‘9121' - (0(93i - 671')5515159121' + ctia;
(01 — d161)5(03; — 075))s0si + (015 — G16:) (cO12:c08; +
015150125 (03; — O7;)505;))dO12 + (c(03; — O7;)
(C(5li - 5161’)(00111’55151‘ + 65151‘6‘912@'8911@') + 3(51i - 516i)
5011;5012;) + (—cd15i¢011; + cb12:5015:5011:)s(03; — O7;))
50803 + (—c(03i — 07;)(c(615 — 016:) (11550155 + cO15i
0‘9121'39111) + 3(51i - 5161’)301115912@') + (C(515i0‘911i — by
85151'89111‘)5(9:% - 97i))398i97i + (69&'(0(93@' - 971‘)(05151‘
1 — 09121'551&59111‘) + (0(611' - 5161‘)(0‘9111'85151‘ +
O15iC012i50115) + 5(01i — 016:)501155012:)5(03; — O7)) +
(—s(01; — 016:)(cO11:8015; + cI15i¢012:8011:) + (015 — d164)
8‘911i8912z')8‘98i)98i

Km = —50115(clsi(c(01; — 016i)cO12; + CO15:5(01; — 0161)5012i) —
(0(931' - 971‘)55151‘8912@' + (091218(511‘ — 016i) — cO15i¢(015 — 5161‘)
5012:)5(03; — 97i))598¢)911i + cl115(—c(61s — 616i)clgis012; +
(—cb12ic(03; — O7:)8015: + 5(015 — 016:)501245(03; — O7;))s0s; +
05151'0‘9121’(06&'3(511’ — d16i) + 0(51i - 516i)8(93i - 971‘)89&'))9121‘ +
Celli(—0(93i - ‘97i)<0012i3(51i - 516i) - 0515ic<51i - 516@')39121') +
55151'59121‘5(931‘ - 97i))898¢d93 + 0911i(0(93¢ - 97i)(6912¢
8(511' - 6161‘) - C515z’0(51z‘ - 516z’)5912z‘) - 5515i5912i5(‘93i - Qn))
3‘9&'97@' + 09111‘(—6‘98@'(0(93@' - 971‘)55151'3‘9121 + (6912i3(51i - 516i) -
05151'0(511‘ - 516i)8912i)5(93i - 971)) - (0(51¢ - 516i)6912¢ +
05151‘8(511‘ - 6161‘)59121‘)5‘981')‘981'

En la fig.(2.29) se muestra la grafica que describe el comportamiento de las velocidades angulares
012; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de
30 seg. La linea negra corresponde a 6191, la linea punteada a 6,5 y la linea gris es para 6;23.
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Fig. 2.29 Aceleracién angular 6,

De acuerdo a los resultados obtenidos para la posicién angular 2; y para la velocidad angular
010; fig. (2.17) y fig. (2.23) respectivamente la variacién con respecto al tiempo de esta velocidad

angular es nula, como se aprecia en la fig. (2.29).

2.5.6 Aceleracion oq;

Derivando la expresion (2. 35¢):

: 1 ) ) )
010i = L—(mep + L3y + Lai%yp)
1i

tenemos:

Lui((Lasty + Lyt + Lai%y))
_ . n
L=,
. ) L
Loy + Lai¥y + Laizy + Loy + Lty + LaiZ,
Ly;

910i =

agrupando en términos de %, 9, 2, Tp, Up, Zp tenemos:

élOz’ = Roip + Rsiyp + RaiZp + Rizip + Riailp + RisiZp
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vdonde:

RZi =

Ry =

L2i
Lli
Ls;i
Lo
L4i
Lo

LQZEI’L E2z
LY T
L3zElz E3z
LY Ly
L47, Elz E4z
2

Las derivadas de los términos se dan a continuacion:

P — _E2iL57iEli FyLgiFyy HoiLsyi Hy, B Ly Ha;
“ B3 1y HE, Hy;
KoiL13Ky; | LioiKy  KoiLiy  HoiLsy
21§1+122+212_257+
K3, Ky Ki; Hy;
L57iE2i + L571E21 B LsiF 2 + L&'F 2i
Ey; Fi;
fo — _E3iL57iE1i FsiLgi Iy HsiLlsyiHyj B Ls7iH3;
g E; FY, HE; Hyi
KaiLioi Ky LioiKsi  KsiLisi  HsiLsmi
31;14_1234_312_357+
K3, Ky Ky Hy;
L57zE3z + L57zEBz B L8iF 3 + LSz’F 3i
Ey; Fi;
P _E4iL57iEli FyiLgi Fyy  HyiLsyiHy, B Ls7iHy;
“ £ Iy HE; Hy;
KyLi5 Ky LigKy  KyLiy  HyLsy
41§1+124+412_457_|_
K3 Ky K, Hy;
LsziEy; + Lsy; By, _ Lg;Fy; + Ly Fy;
Eq; Fy;
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y los términos Ly;, Ls7;, Ls;, L12; son respectivamente:

Lli
L57i

LSi

89101910@'

0081‘(05151’0(511‘ - 5161’)09121'0(031‘ - 97i) + 0(93i - 97i)8(51i - 5161‘)

s619; + cl12i5015:5(03; — 07;))d012 + i (c(03; — O7)5015:5012; +

(ct12i5(01 — d16:) — cO15:¢(015 — O16i)5012:)5(03: — 971))9;% + clg;

(—0(931‘ — 07:)8015i5012; + (—0‘9121‘5(511‘ - 5161’) + C515i0(511‘ — d163)

59121)8(9&' - 67¢))97i + (0(931 - 971’)(69121’5(511' - 516i) — 015

C<51i - 5161’)39121‘) - 85151'891215(931' - 971))3981‘981‘

(—c(615 — 016:)clsis012; + (—cbraic(Os; — O7i)s015 + (015 — d16:)

891215(931‘ - 97¢))SQ&' + 651516912i<008@'3(51i - 5161’) + 0(51¢ - 5161’)

8(9&' - 971‘)3981‘))9121‘ + (—6(9&‘ - 971)(09121'8(511' - 516i) — 015

(015 — 616i)5012i) + 5015:5012:5(03; — 971‘))59&'931' + (c(03i — 07)

(091215(511 - 516i) - C515i0(51i - 516@')39121‘) - 3515i8912i5(‘93i - 07@'))

3981‘971’ + (—69&'(0(93@' - 971‘)85151‘39121‘ + (091%3(511‘ - 516i) — 015

6(511' - 5161)59121) (‘931 - Qn)) - (0(511' - 5161‘)09121' + €015

(015 — O16;)5012;) 505 )Os;

(c(8s; — O7;)cls;5015i5012; + O12;(cOs;5(d1; — d16i)s(03 — O7;) +
(015 — 616i)50s;) + cO15:5012i(—c(d1; — 016:)cOsis(03 — O7;) +
5(01i — 016i)508:))0r2i + cOsi(c(Osi — O7:)(cO15ic(S1i — G16i)cOrai +
(01 — 5161)391%) + 01280155 (93i - 97i))93i + 0981‘(_0(031' - 971‘)

(6515¢C(511 - 516@)09121' + 8(51i - 6161’)59121’) — cb12;5015

5(03; — 971‘))9% + (clsi(—c15ic0125(015 — 016:) + (015 — d16:)

s612;) + (cbr2ic(03;i — O7:)5015i — (cI15:¢(01; — d16:)cl12i +

8(51z’ - 516@')39121‘)5(‘931' - 07@'))3981)981‘
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_ Enlafig.(2.30) se muestra la gréfica que describe el comportamiento de las velocidades angulares
010; del robot delta paralelo, al recorrer la trayectoria descrita en el dpendice B en un tiempo de
30 seg. La linea negra corresponde a 191, la linea punteada a 6102 y la linea gris es para 6103
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Fig. 2.30 Aceleracién angular 6o,
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Capitulo 3

Analisis Dinamico Formulacion
Newton-Euler

3.1 Introduccién

En este capitulo se presenta la formulacién Newton-Euler para el andlisis dindmico de manipu-
ladores paralelos. La formulaciéon de Newton-Euler incorpora todas las fuerzas actuando sobre los
eslabones. Por lo tanto las ecuaciones dindmicas resultantes incluyen todas las fuerzas de restriccién
entre dos eslabones adyacentes. Estas fuerzas de restriccion son ttiles para el dimensionamiento de
eslabones y rodamientos durante la etapa de diseno.

El método consiste en el cdlculo adelantado de las velocidades y aceleraciones de cada eslabon,
seguido por el célculo reiterativo de las fuerzas y momentos de cada junta. Para el desarrollo de
este andlisis se emplean matrices de rotaciéon bdsicas que nos permiten representar la rotacién de
un cuerpo en el espacio. Ya que la rotacion es un giro en el espacio de tres grados de libertad,
un conjunto de tres pardmetros independientes son suficientes para describir la orientacién de un
cuerpo en el espacio [1].

Las siguientes matrices de rotacién, nos representan rotaciéon alrededor de los ejes = , y, 2
respectivamente:

1 0 0 cd, 0 s0, ch, —s6, 0
R.4(0,)= |0 ¢, —s0, R.(0,) = 0 1 0 R(0,) = |s0. cf, O
0 sO, cb, —s6, 0 cb, 0 0 1

También se definen las siguientes matrices diferenciales [12]:

Tz5(9y): Tz5(9y)Dz5(9y> Tz5(9y): Tz5(9y) DzS(éy) + Dz5(éy)
TZG(HZ): Tz6(ez)Dz6(9z) Tz6(0z): Tz6<9z> Dz6(éz) + D26<ez>

donde:
00 0 0 0 06,0 0 —6. 00
: 00 -0, 0 : 0 0 0 0 : 6. 0 00
0= 10 9, 0 o =5(0) 0, 0 0 0 0:)=10 0 00
00 0 0 0 0 0 0 0 0 00



Y las matrices antisimétricas:

0 0 O 0 0 vy 0 —2 0
S.a(zx)=1(0 0 —=x S.o(y)=10 0 0 S.s(z)=12z 0 0
0Oz O —y 0 0 0O 0 O

El problema general en el anélisis dindmico, es la determinacién de los efectos de las fuerzas exter-
nas, que aseguran el movimiento requerido para ciertos cuerpos, la determinacién del movimiento
de los cuerpos restantes y finalmente el cédlculo de las reacciones en todos los pares cinematicos.

F
M=rz F

x Y

Fig. 3.1 Momento de una fuerza
Una fuerza actuando sobre un cuerpo rigido tiene la misma caracteristica que un vector sujeto
a una linea. Este es un vector de linea cuyos efectos pueden ser expresados en cualquier punto,
substituyéndolo por un vector fuerza F, y una vector acoplado M = r x F, donde r es el vector
radio y determina la posicién del punto actual A de la fuerza sobre la linea de accién con respecto
al punto escogido O (fig. 3.0). Se expresaran los efectos de esta sustitucién de acuerdo a la siguiente
definicién [12]:
Fo=[F,M| = [F,, F,, F., M, M,, M,]

Para ensamblar las ecuaciones bésicas usamos el método de diagramas de cuerpo libre. Existen
fuerzas de tres tipos actuando en el cuerpo libre j: fuerzas activas (aplicadas), reaccién e inercia.
Se denotardn estas fuerzas con el simbolo F con un superindice A, R,I respectivamente. Los
efectos de todas estas fuerzas deben estar en balance, de acuerdo al principio de d’Alambert. Para
poder comparar estas fuerzas, estas deben estar expresadas en el mismo sistemas de referencia de
coordenadas. Esto puede ser en un marco de referencia fijo. Sin embargo las ecuaciones también
pueder ser definidas en un sistema de referencia local. Tomemos el siguiente sistema de cuerpos
para ejemplificar estas definiciones, fig. (3.2).
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Formulacion Vectorial

Tomemos los siguientes cuerpos:

Fig. 3.2 Sistemas de dos cuerpos

Podemos separar los cuerpos y hacer el diagrama de cuerpo libre, montando sistemas de refer-
encia en los ejes de revolucién como se muestra en la fig.(3.3).

Fig. 3.3 Fuerzas y momentos ejercidos en los eslabones
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Las ecs. de equilibrio dindmico se definen como:

Z F = m ag
Z M = Mg+rxmag
donde m ag y Mg son las fuerzas y momentos inerciales respectivamente.definidos en la base

inercial (xg yo Zo) Aplicando las ecs. de equilibrio dindmico al cuerpo 1 y definiendolas en la base
local (x1 y1 21), se tiene (fig. 3.4):

Fig. 3.4 Fuerzas y Momentos definidos en la base local (x1, y1, 21)

f.+fi +Ria(—f) +Riowi = Rio(mi ag)
t, + m; + Ryo(—my) + 12 X Ryo(—f2) +re1n X Rigwi = Ry oMai +ra1 X Rio(m ag)
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donde:

£, = [0, 0, f]"
fi = [fier i O]T
fo = [far: frp fu]
w; = [0, 0, —mlg}T
an = [ague. aciy, aci.]
t, = [0, 0, t,]"
m; =— [Mlx, M, O]T
my, = [Msy, My, 0]
Mc1 = [Maa, May, MGlz]T

Los vectores f,, f;, t,, m; estdn definidos en la base (x; y1 z1). Los vectores fs, my estdn definidos
en la base (x3 y2 z2).Los vectores wy, ag1, Mg estédn definidos en la base (x¢ yo 2o).

Por otro lados tenemos que R; o y Ry 2 son matrices de transformacién, que transforman vectores
de la base (xg yo Zo) a la base (x; y1 z1) y de la base (x2 y» 22) a la base (x; y1 z;) respectivamente.
Los vectores que no son transformados, ya estan definidos en la base (x; y1 z;). Empleando matrices
antisimétricas para definir el producto cruz, esto es S = rx, las ecs. anteriores se reescriben como:

f.+fi +Ria(—f) + Riowi = Rio(my agr)
t, + m; + Ry o(—my) + SoRyo(—f) + SciRiowi = RioMer + SeiRio(m ag)

Formulacion Matricial

£, + f, . R1,2 0 f, + Rl,o 0 Wi Rl,o 0 my agi
ty my SQRLQ R1,2 my SG1R1,0 R1,0 0 SG1R1,0 Rl,o Ma
Renombrando:
Fo+F1—QuoFo+ Q1o Wi =QioFa
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donde:

fm ta}T:[Oa 07 Fa7 07 07 ta]T

[

(£, mi]" =[Fu., Fy 0, My, M, 0]
Fo = [f, mo) = (B, By, Fn, My, My, 0]

[W17 O}T:[O Oa —mai1 9, 0> Oa O}T

[

T
:[aGlxa aGly, 4Gz, MGlz> MGly7 MGlz

Agrupando en fuerzas aplicadas, restrictivas e inerciales se tiene:
F'+FirF =0 (3.1)
donde:

F* = F,+ Qio W,y
F# Fi — Qi 2F;
F' = Qo Fau

estas ecuaciones se definen como:

F4 = Torsor de fuerzas y momentos aplicados al cuerpo
F® = Torsor de fuerzas y momentos de reaccién del cuerpo
F! = Torsor de fuerzas y momentos inerciales

Q = Matriz de transformaci“6n de torsores.

Para un analisis estdtico se tiene que:
F'=0

La ec. (3,1) representa las ecs. de equilibrio dindmico mediante el uso de torsores de fuerzas. Un
torsor de fuerza es un vector de 6 componentes, los primeros tres componentes son fuerzas asociadas
a la traslacién del cuerpo y los segundos tres componentes son torques o momentos asociados al
giro del cuerpo. Una expresién similar puede ser obtenida para el cuerpo 2.
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3.2 Dinamica del Robot Delta Paralelo

Para el andlisis del robot delta se toman los siguientes cuerpos:

1 ey )m:D

Cuerpo 11

Cuerpo 21
Cuerpo 31

Cuerpo 51
Cuerpo 4
Cuerpo 61

Fig. 3.5 Cuerpos de la cadena i
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3.2.1 Analisis del Cuerpo 1i

La fig.(3.6) muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1i:

Fig. 3.6 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1i

Tomando la suma de las fuerzas que actian en el cuerpo anterior, tenemos la siguiente expresion:

donde:

F?i,li + F?]?i,li + Fézlz =0 (3.1a)

F,; — ¢ base en la cual se miden las fuerzas

j nimero del cuerpo

Fg‘i,li = T; + Q3 0Wiy; (3.1b)
Fi . = Foui— QsiziFi2 — QsiriFusi (3.1¢)
Fiu = [Fii M{JT (3.1d)
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definiendo:

Fi, = —my ag, (3.1e)
M{z = - (IGM aéi,o + Q%i,ﬂ (IGli wflii,O) + Saui (M aGli)) (3.1f)

La matriz I5y; es la matriz de inercias medida en el centro de gravedad del cuerpo 1i y se define
como:
Iliam: _Ilixy _Ilixz
IGli = _Iliya: Iliyy _Iliyz
_Iliza: _[1izy ]1izz
El vector que representa al brazo de palanca del sistema local (x3;, y3;, 23;) al centro de gravedad

del cuerpo 1i, esta siendo expresado en términos de la matriz antisimétrica Sgy;, cuyos términos
son el vector de centro de gravedad rg;; medido desde el sistema (X3, y3i, 23;)-

0 —2¢li  You
Scii = | zcui 0 —zcu
—Yolui TG 0

ademaés:

[0, 0, 0, 0, T, 0]" (3.1g)
[0, 0, —myg, 0, 0, 0]
FOli = [F()la:ia FOlyiy FOlzi» MOla:z'; 07 MOlzi}T

[Fiozi, Fioyi, Fizzi, 0, 0, Mgy ’

[F13xi; Fisyi, Fizzi, 0, 0, M13zi} ’

Definiendo nuevamente:
Q= Ri; 0
O Si7jRi7j RZ‘J'
entonces para Qs;o:
Rsi 0 0
0= , 3.1h
Qsio {SSi,O Raio R3i,0] ( )

Tomando las matrices de rotacién antes definidas se tiene que:

RO 3 = RzG(éli) Rz5(03z>

)

Rsio = (RO,Si)T
= Rz5(93z)TRz6(51z‘)T
= R.s5(—05)R.6(—01:)
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El vector rgy; es representado mediante la siguiente matriz antisimétrica:

0 —2G1i  YG1i
S3i0 = | 2cui 0 —zcu
—YGc1i TGl 0

La matris Ss; ¢ esta expresada en la base local 3i.

Considerando el extremo derecho del brazo:

Rs;7i 0 )
ir = ) 3.1
Qs {SSi,h‘ Rsi7i R3i,7z“| (3.1)
Rsizi = Rus(—0n)
Ssizi = S:1(da) + Ssa(—dsi) + S.3(—ds;)

Considerando el extremo izquierdo del brazo:

Q. .0 = [ R’3i,7i' 0 }
3,7 T
S3i,7i’ R3i,7i' Rsz‘,n"

R3i,7z" - Rz5(—97i)
Saizy = Sa(das) + Sza(dsi) + S.3(—ds:)

Velocidad Angular del Cuerpo 1i

En esta seccion se define la velocidad y aceleracion angular de manera matricial y posteriormente
de manera vectorial. Lo anterior permitird ir comprobando estos conceptos utilizados en las ecs.
dindmicas del cuerpo 1i. De esta manera, la velocidad angular del cuerpo 1i, asociada a la base
local (x3;, ¥3i, 23;) unida al cuerpo 1i y definida en el sistema inercial (xg, yo, Zo), es representada
por la matriz Qf 5;.

Para calcular Qéi,o primeramente debemos obtener Qé’& la cual se define como:

Qé?,i = R0,3iR53i (32&)
Rz6(5li)Rz5(‘93i)

R03i = Rz6(51i)Rz5(‘93i)

- &
<)
¥

|

Q(l) 3 <Rz6(5li)Rz5<63i)> RZT5<93i)R26(51z‘)T
= Rz6(51i> Qs Rz6(5li>T

donde: .
Q3; = R.5(03) R (05:)
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Recordar que a partir de la ec. (3. 1a) todos los elementos deben estar definidos en la base local
3i, de esta manera, transformando a la base local (x3;,ys;,23;) la expresién anterior:

Qilii,o = R0T,3z' Q(l),3i R0,3z‘
= RZ{,(‘93i)Rz6(51i)TRz6(51i) QSi Rz6(5li)TRz6(5li)Rz5(931)

= Ri5(03:) Qi Rus(0s:) (3.2b)

Qéi70 = Qgi (33&)
0 0 B
Q3 = O 0 O
—f03;, 0 0

Aceleracién Angular del Cuerpo 17

De ec. (3. 2a) podemos obtener la aceleracién derivando respecto al tiempo:
Qé,?,i = RO,31' R‘g:?)z + RO,Bi Rréj?n (34&)
de ec. (3. 2a) despejando Rog,i se tiene:
RO,Si = Qé,giRo,m‘ (3.4Db)
aplicando la transpuesta a la ecuacién anterior:
. T
Rg:?)i = R0T,3z' (Q(l),&') (3.4¢)
sustituyendo ecs. (3. 43b) y (3. 4c) en (3. 4a):
. .o T
Q(l),3i =Ry R0T,3z' + 96,31‘ Ro i (ROT,:% (9(13,3z’) )

de manera general se tiene:

Q' = -Q
Simplificando: - .
ch),:% - R0,3z‘Rg,3i - (Q(l),&')g (3.4d)

Llevando esta expresion a la base local (x3;, V3, 23;) :

1 _ T A1

Q31‘,0 - R0,3¢ Qo,&' R0,3i

1 _ T 1 T 1 32

Q31‘,0 = R0,3i Rosi — R0,3i(90,3i) Ro i (3.4e)
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Aceleracién del Centro de Gravedad del Cuerpo 1i
Representacién Matricial

Utilizando la representaciéon matricial homogénea y definiendo el vector inercialmente, como se
muestra en la fig.(3.7):

Fig.3.7 Centro de gravedad del cuerpo 1i

Rcii = Raoi+ Ry,
Tz6(51i)Tzl(d2i)Tz5(93i) rcis
= T02Tz5(93i) raci;

Derivando respecto al tiempo para obtener la velocidad:

Vaii = (Tosz5(93i) + Tosz5(93z‘)) ra1i + TooaTes(0s:) Tan

T02Tz5 (931‘)I‘G1¢
Vo = T02Tz5(93i)Dz5(93i)I'G1i
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donde:

T02 = Tz6 (611‘)Tz1 (sz)
TQQ = 0
Tz5 (‘931) = T25(93i)Dz5(‘93i)

Ademss el vector de centro de gravedad rg;; medido localmente en la base (X3, y3i,23;) v su
derivada es:

T
reu = |Tau, Yo, Zau, 1)
. T
rcii = [07 07 07 O}
Derivando Vy; respecto al tiempo nuevamente para obtener la aceleracion:

Acii = T02Tz5(‘93i)rG1i
= TpT.5(0s)(D.5(03) + Dz5(93i))rG1i

donde: . ) '
T.5(03) = D.5(03;) + D§5(93¢)

Transformando a la base local (x3;,y3;, Z3;) :

agl = T3z‘,0 Acii
T30 = Tz5<_93i)Tz1<_d2i)Tz6(_51i)

T, 0 proyecta de la base inercial (xo, yo,20) & la base local (X3, ¥s3i, Z3;)-

Representaciéon Vectorial

Utilizando la representacion vectorial y matrices de 3x3 para definir los siguientes vectores
inercialmente como se muestra en la fig. (3.7), se tiene:

Rgii = R2i+Rlc;1i

Ry = Rz6(5 1z)I‘2i
IG’lz‘ = Ru(01)Ros (€3i)rlGli
= R073i I“,Gh-

Tou = [IGM, Yais ZGu]
o, = [dgi, 0, O]T
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Derivando respecto al tiempo se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

Vgii = Vgt V/Gli (3.5a)
Vy =0
cu = w(1),3i x Ry

donde el vector de velocidad angular inercial wy ;; para el cuerpo 1i se define como:
w5 = Rogi wai (3.5b)
Y el vector de velocidad angular local en la base (x3;, ys;, 2z3;) para el cuerpo 1i, se define como:
wy = [0, 05, 0]
La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar respecto al tiempo la ec. (3. 5a):
Agri = 0‘(1),3z' X Rei + ‘-"é,?n' X (‘-"(1),3z‘ x Reyy) (3.5¢)
donde el vector de aceleracién angular inercial oy 5; para el cuerpo 1i. se define como:

a(l),Si = d’(l),3i + ‘-"(1) X w(1)73i
‘-:’(1),31‘ +0 X ‘-"(1],31'
W 34
a(1)737; = R0737; a3; (35d)

donde a3; estéd definida en la base local (x3;, y3i,23;) ¥y w§ la velocidad de la base definidas respec-
tivamente:

Qg = [0; ézi; O]T
wi = [0, 0, 0]"

Por lo tanto la aceleracién del centro de gravedad es:
Acii = Roai as; X R,Gu + (Ro3i wa;) X <(R0,3i ws;) X RlGu) (3.5e)
Obteniendo la aceleracién local en la base (x3;, y3i, Z3:):

aci = R Acu
agly = RzS(_‘93i>R26(_51i)AGli (3-5f)
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3.2.2 Anadlisis del Cuerpo 2i

La fig.(3.8) muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2i:

Fig. 3.8 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2i
Del diagrama de cuerpo libre mostrado se desarrolla la siguiente expresion:

A R 1 —
F7i,2i + F7i,2i + F7i,2i =0

donde:
A
F7i,2i = Q’?i,OW%
R
F7i72i = Fig — Q?i,lOiF24i
I _ I 11T
F7i,2i = [Fzm MZi]
definiendo:
I
in = —Mgy; agy;
I 2 2 2
M2i = = (IG?i A7i0 + Q?i,O (IG?i wn,o) + Scai (in aGQi))
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La matriz Igg;, es la matriz de inercias, medida en el centro de gravedad del cuerpo 2i y se define

como:
[27j:1::c _[27j:1:y _[27j:1:z
IGQZ' = _[2iya: IQiyy _]2iyz
_[2izx _I2izy ]2izz
Ademas:
W2i - [07 07 —Ma; g 07 07 07}T
T
Foi = [Foswir Foayi, Faazi, 0, 0, Moy (3.62)
Las expresiones anteriores son medidas en la base local (x7;,y7:,Z7;), que estd unida a la cruzeta
de la junta universal. Debido a que el vector de peso del cuerpo estd definido en la base (%, yo, Zo)
es necesario llevarlo a la base de interés (x7;,y7:,Z7;) de acuerdo a la ec.(3. 6b) con la siguiente
matriz homogénea:

Rzio 0 } (3.6h)

Qrip =
|:S7i,0 R7i0 Rrip

La matriz Ry; o debe obtenerse de la matriz R 7;, es decir primeramente haciendo una formulacién
en la base inercial y luego transformdandola a la base local como se muestra a continuacién:

Ro7i = R.6(01:)R25(03)Ras(—07)
Ahora llevéandola a la base local (x7;, y7i, Z7;):
Rrio = R%}
= RI(—07)RL(05)R1(61,)
R7ip = R.s(07)R.s(—0s)Ru6(—015)

Obteniendo la matriz antisimétrica Sg 7;:

SO,?i = Rz4<_98i)SG2iRz4<981)

0 —Za2i  Yaoi
Scoi = 2G2i 0 -z
—Yg2i TG2i 0

La matriz antisimétrica Sgo; representa al vector de posicién rgo; del centro de gravedad del

cuerpo 2i medida desde el origen de la base (X7, y7,27;), pero estd originalmente definida en la

base (Xs;, ¥si, Zsi) pegada al cuerpo 2i y se transforma a la base (x7;, ¥7:, z7;) como se muestra.
La matriz de transformacién Qz; 10; tiene la siguiente estructura:

Q7i,10i S Rhﬁ?z R 0

74,104 74,100 74,100
R7i,10i = Rz4(_€8i)Rz4(610i) = R(Ql()i - QSZ)
S7’£,10’L' = RZ4<_98i)sz3<_d9i)Rz4<98i)

(3.6i)
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Velocidad Angular del Cuerpo 2i
Representacién Matricial

La velocidad angular del cuerpo 2i, asociada a la base local (x7;,y7;,Z7;) unida al cuerpo 2i y
definida en el sistema inercial (xo,yo, Zo), es representada por la matriz Qam:

donde la matriz Ry g; y su derivada con respecto al tiempo se definen como:

R0,8z' = Rzﬁ(éli)Rz5 (03i)Rz5<_07i)Rz4(_08i)

Rosi = Rug(011)Rus(051)Rus(—07:)Raa(—0s:) +
R.6(01;)R5(03)Rs(—07:)R.oa(—0si) +
R.6(61)R.5(03)R5(—07:) Ro4(—0s;)

Obteniendo la matriz transpuesta de Ryg; :

R0T78i = RSi,O: RZ4(_98i)RzT5(_97i)RzT5(93i)RzTﬁ(51i)
= Rz4(08i)RzS(07i)Rz5(_03i)Rz6(_51i>

Definiendo la matriz inercial Qf ;; a la base local (X7, y7i, 27:):
Q%‘,o = R71,0 Qg,n‘ R%;,o (3-7b)
Representaciéon Vectorial
Obteniendo la velocidad angular de manera vectorial en el marco de referencia inercial:
w%,n- = wo 3 + wo7i + Wogi (3.8a)
donde:

wWo,3i = Rz6(51i)w3i
Wo,7i = Rz6(51i)Rz5(93¢)w7i
Wo,gi = RzG(511')Rz5(93i)Rz5(_07i)w8i

son las velocidades angulares proyectadas en el sistemas de referencia inercial. Utilizando las ma-
trices de rotaciéon podemos construir esta tltima expresiéon como sigue:

wﬁ,n = R.6(015)wsi + R6(015)Ras (03:)wrs + Rg(616) Res (03) Roos (—07: )ws (3.8b)
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las velocidades angulares ws;, wr;, ws; son medidas localmente en los sistemas de referencia 3i, 7¢

8i:
wy = [0, 03, 0]
wr = [0, —07, 0]
wsi = [~0s, 0, 0"

Llevando la ec.(3. 8b), a la base local (x7;, y7i, Z7:):

T

2 _ 2
Wrio0 = R0 Wo 7

Aceleracién Angular del Cuerpo 2i

Representacién Matricial

Tomando la ec.(3. 7a) y derivdndola respecto al tiempo, conseguimos obtener:

e T . .
Qo,n - R0,8i Ro,si + R0,8z‘ R0,8i
transforméndola al sistema de referencia local (x7;,y7i, Z7;):
v 2 T
270 = Raio Q7 Rao

Representaciéon Vectorial

De ec. (3. 8a), derivando respecto al tiempo esta expresion:
"b(2)77i = wogai + wy X wo,3; +
Wo,7i + (wo + wozi) X wozi +
wo,8i + (w(l) + W 3i + Wori) X Wosi
donde:
wozi = Ru6(01:)ws
wori = Rue(01:)Res(03:)wri
wogi = Rue(01i)Res(03:)Ras(—07:)wsi
estdn definidas inercialmente y ws;, wr;, wsg;, estdn definidas localmente, esto es:
Gy = [0, By, 0]
wr = |0, ~0ri, O}T
Gy = [—fs, 0, 0"
Llevando ec. (3. 9c) al sistema de referencia local (x7;, y7:, 27;):

.2 .2
Wri0 = R0 Wo 7
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Aceleracién del Centro de Gravedad del Cuerpo 2i
Representacién Matricial

Utilizando la representaciéon matricial homogénea y definiendo el vector inercialmente, como se
muestra a continuacién en la fig. (3.9):

Representacién Vectorial

Todos los vectores estdan medidos inercialmente.
Rgoi = Rui + Rai + Ry, (3.10a)
donde:

Ry, = Rzﬁ((sli)r%
Ry = Rzﬁ((sli)Rz5(93¢)r1i
R

IGQ@‘ = z6(51i>Rz5(031')Rz5(_€7i)Rz4(_€8i)r,Ggi

80



los vectores locales son:
ry, = [da 0, 0]"
ry = |du, —dsi, _dGi}T
Ty = [Ov 0, ZG?’JT

La velocidad se obtiene derivando respecto al tiempo la ec. (3. 10a) lo cual da como resultado:

Vo = Vii + Vo + Vi, (3.10b)
donde:
Vli =0
VQZ' = wé:’i X Rgi
Vo = ‘-"g,n x R

sustituyendo estas tltimas ecs. en (3. 10b):
La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ec. (3 10c):

1 1 1
Agai = gz X Royi+wp g, X (""073i x Ryg;) +
2 / 2 2 /
a7 X Ry + Wiz X (w7 X Rgyy) (3.10d)

llevando ec. (3. 10d) a la base local (X7, y7:, 27:):

agy = Rrio Agai (3.10e)
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3.2.3 Anadlisis del Cuerpo 3i

La fig (3.10) muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i:

137 %

Fig. 3.10 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i.
Del diagrama de cuerpo libre mostrado se desarrolla la siguiente expresion:

Fo g+ Flgi+ Flug =0 (3.11a)
donde:
F7Ai’,3i = Qi oWs; (3.11Db)
Fliis = Fizi — QuiroiFss (3.11c)
Flos = [Fi, MéJT (3.11d)
definiendo:
Fi, = —ms; ags (3.11e)
I 3 3 3
M; = -— (IG3i o+ Q%0 (IG3i wn/,o) + Saai (M3 aG3i)) (3.11f)
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La matriz Igs;, es la matriz de inercia, medida en el centro de gravedad del cuerpo 3i y se define
como:
[37j:1::c _[37j:1:y _[37j:1:z
IG3Z’ = _[3iya: ISiyy _]3iyz
_ISizx _I3izy ]3izz
Ademas:
T
W; = [0 0 —mg g 0 0 0
T
Fs5 = [F35a:i, Fssi, F3s., 0, 0, M35zz'} (3.11h)
Las expresiones anteriores son medidas en la base local (x7;, y7:, zZ7:/), que estd unida a la cruzeta
de la junta universal. Debido a que el vector de peso del cuerpo esta definido en la base (x¢/, ¥o, Zo)

es necesario llevarlo a la base de interés (x7;/, yri7, 27), de acuerdo a la ec. (3. 11b) con la siguiente

matriz homogénea:
Rz 0
Qriro = ’ 3.11
70 St oRaio Ravo (3:11g)

La matriz Rz, o debe obtenerse de la matriz Ry 77, es decir primeramente haciendo una formulacién
en la base inercial y luego transforméandola a la base local como se muestra a continuacién:

Ro7r = Ru6(016)Res (03:) Ros (—07:)
Ahora llevdndola a la base local (x7y, y7ir, Z7i):
Rro = R
= RI(—07)R%(03)R%(01)
Rrio = Rus(07)Res(—03)Re6(—010)
Obteniendo la matriz antisimétrica Sg 7,/

SO,?i’ = Rz4(_‘98i> SG3i Rz4(‘98i)

0 —2G3i  Yas3i
Sazi = 2G3i 0 —TG3;
—Ya3i  TGsi 0

La matriz antisimétrica Sgs; representa al vector de posicién rgsz; del centro de gravedad del
cuerpo 3i medida desde el origen de la base (X7y/,y7i,Z7), pero estd originalmente definida en la
base (xgi, ¥sir, Zs) pegada al cuerpo 3i y se transforma a la base (X7;, ¥7:, Z7#) como se muestra.

La matriz de transformacion Qyy 10 tiene la siguiente estructura:
Qi 00 = Ry 100 0

o Szir10ir R 100 R 1o
R0 = Raa(—0s)R.a(610) = R(O10i — Os;)
Szia0ir = Rea(—0s:)S.3(—do)R.4(0s;)

(3.11i)
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Velocidad Angular del Cuerpo 3i
Representacién Matricial

La velocidad angular del cuerpo 3i, asociada a la base local (x7;, y7i, z7) unida al cuerpo 3i y
definida en el sistema inercial (xo, yo, 2o), es representada por la matriz Qan,:

Llevando la matriz anterior al sistema local (x7;, y7i, Z77) se tiene:

o= Ravo Q7 Riyg (3.12b)

Representaciéon Vectorial
Obteniendo la velocidad angular de manera vectorial en el marco de referencia inercial:
3 ) ! /
Wy 7 = Wozi T Wozi + Wog; (3.12¢)

Es importante mencionar que las velocidades y aceleraciones angulares son las mismas por ser
paralelos los sistemas de referencia 7 y 7,. Por lo cual se tomarédn las velocidades obtenidas del
cuerpo 2¢ y se aplicardn para el cuerpo 3i.

Utilizando las matrices de rotacién podemos construir esta tltima expresién como sigue:

wﬁ,w = R6(015)wsi + R6(015)Ras (03:)wri + Reo6(615) Ras (03) Rios (—07: ) ws (3.12d)

las velocidades angulares ws;, wr;, ws; son medidos localmente en los sistemas de referencia indica-
dos.

w3, = [0, 0s;., O}T

wr = [0, —0z;, O}T

wg; = [_9817 0, O}T
Llevando la ec. (3. 12d), a la base local (x7;, y7ir, Z7:1):

3 3
w7i/’0 - R‘7Z,,O w0’7i/ (3.126)

Aceleracién Angular del Cuerpo 3i
Representacion Matricial
Tomando la ec. (3. 12a) y derivandola con respecto al tiempo conseguimos obtener:
Q37 = RosiRos; + RogiRos; (3.13a)
transforméndola al sistema de referencia local (x7;/, y7:, Z7ir):

Q%I,o =Rrio Qg,n' R7, o (3.13b)
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Representacién Vectorial
De ec. (3. 12¢) y derivando respecto al tiempo esta expresion::
"bg,n' = ‘-bi),:n' + w(lJ X wo,3i +
Wo i + (wWp + wozi) X wozi +
Wogs + (Wo + Wozi + Wori) X Wog (3.13¢)
estdn definidas inercialmente y ws;, wr; y ws;, estan definidas localmente:
&y = [0, By, 0]
wh = [07 b, O}T
&y = [-6s, 0, 0"

tomando la ec. (3. 12¢) y transforméndola al sistema de referencia local (x7;, y7:, Z7ir):

‘bgi’,o = R?i’,() ‘;)8772‘/ (313d)

Aceleracién del Centro de Gravedad del Cuerpo 3i
Representaciéon Matricial

Utilizando la representaciéon matricial homogénea y definiendo el vector inercialmente, como se
muestra en la fig. (3.11):

Fig. 3.11 Centro de gravedad del cuerpo 3i
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Representacion Vectorial
Todos los vectores son medidos inercialmente:
Resi = Ry + Ry, + Ry, (3.14a)
donde:

Ry = R.s(01)Ras(0s)ry
R

/G3i = zﬁ(dli)Rz5(037,')Rz5<_07i)Rz4(_08i)r/G3i

los vectores locales son:
T
/
Iy, = [d4u dsi —dﬁi]
T
!/
rG37,’ - [07 07 ZG31‘}

La velocidad del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ec. (3. 14a) lo cual
da como resultado:

Vasi = Vi + Vi + Vi, (3.14b)
donde:
vy = wcl),:% x Ry
Vs = wg,w x Rs;

sustituyendo estas ultimas expresiones en (3. 14b):
La aceleracion del centro de gravedad se obtiene derivando respecto al tiempo la ec. (3. 14c):

_ 1 / 1 1 !
Agsi = gy X Ry +wpg; X (""0,3z' x Ry;) +

Qg7 X Rigs; + Wiz X (Wi 7 X Rigsy) (3.14d)
llevando ec. (3. 14c). a un base local (X7y/, y7i Z7i7)

agsi = Rrino Acsi (3.14e)
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3.2.4 Anadlisis del cuerpo 5i
La fig. (3.12) muestra el diagrama del cuerpo libre del cuerpo 5i:

Fig. 3.12 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5i

Del diagrama de cuerpo libre mostrado se desarrolla la siguiente expresién:

A R I
Fai,5i + Fai,5i + Fai,Si =0
donde:
A
Fai,Si = Qai,OWEn'
R
Fosn = —Foi + Qui10iF24i
I . I I T
Fai,,5i = [an'a an'}
definiendo:
I
F5i = —Ms; ags;
I 5 5 5
M; = - (IG5i Qo+ Qazgo (IG’Si waz’,o) + Sgsi (M aG5z‘))

= —Sgsi (m5i aG5i)

(3.15a)

(3.15b)
(3.15¢)

(3.15d)

(3.15¢)

(3.15)

El vector que representa al brazo de palanca del sistema local (X,;, Yai, Zai) al centro de gravedad
del cuerpo 5i, esta siendo expresado en términos de la matriz antisimétrica Sgs;, cuyos términos

son el vector de centro de gravedad medido desde el sistema local (Xu;, Yais Zai)-

0 —2G5  YGsi
Sasi = | Zesi 0  —xgsi
—Yasi  Tasi 0
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Ademas, el vector de peso y el vector de fuerzas de reaccién tienen la siguiente forma:

W5i = [07 07 ms; g, 07 07 0
Fai = [Faix7 Faiy> Fai27 Maixa Maiy7 O}T (315g>

]T

Es de notar que las fuerzas de la ec. (3. 15a) estdn siendo medidas desde un sistema local (X4i, Yai, Zai)-
Este tltimo marco local es paralelo al sistema local (X319, y19;, Z12;), como se muestra en la fig. (2.

10). Por definicién el vector de peso es medido en el sistema inercial, por lo cual es necesario trans-

formarlo al sistema (X, Yai, Zai), de igual modo debemos transformar las fuerzas de reaccién que

estédn definidas en el sistema local (x10, Y10, Z10), al sistema (Xq4;, Yai, Zai), con las siguientes matrices

definidas a continuacién:

- Rai,O 0
Quio = [Saz‘,oRaz‘,o Rai,O:| (3-15h)
Ruio = R.s(—615)R6(—616:)
0 —Z2a5i Yasi
Sai,O = 2G50 0 —ZGsi
—Yasi —ITGsi 0
y
R 106 0 )
@i, 100 = : 3.15
Quito Sai10iRai0i Raiioi ( i

Rai,lOi = Rz6<912i)Rz5(011i)
Sai,l()i = SZ3(d13i - dai)
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Aceleracién del Centro de Gravedad del Cuerpo 5i

Para el andlisis de las fuerzas inerciales de este cuerpo es necesario obtener la aceleracién del
centro de gravedad, la figura (3.13) muestra la construccién vectorial del centro de gravedad de
este cuerpo.

Fig 3.14 Centro de gravedad del cuerpo 5i
La aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 5¢ es:

Resi = Ry + Ruzi + R + R (3.16a)
derivando con respecto al tiempo la ec.(3. 16a) para obtener la velocidad del centro de gravedad:
Resi = R, + Ruzi + Rug + Res (3.16b)
derivando con respecto al tiempo la ec. (3. 16b):
Agsi = Ap+ Arzi + Argi + Asi (3.16¢)
donde:
T &
A, = [xp Yp Zp]
Ay = 0
Ay = 0
A5p - O

por lo tanto la aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 5; es:
AG5i - Ap
llevando esta iltima expresiéon al marco de referencia (Xq;, Yai, Zq;) tenemos:

acsi = Raio Acsi (3.16d)
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3.2.5 Anadlisis del cuerpo 6i

La fig. (3.14) muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 6i:

Fig. 3.14 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 6i
Del diagrama de cuerpo libre mostrado se desarrolla la siguiente expresién:

Fgliﬁi + Ffi,Gi + FcIn‘,Gi =0 (3.17a)
donde:
Fiio = QuoWe (3.17b)
Fio = —F,; + Qui,10F 35 (3.17¢)
T
chu‘,,&‘ = [Fém Méz] (3.17d)
definiendo:
Fg; = —mMe ace (3.17e)
Méi = - (IGGi agi,[) + Qgi,o (IG6z' wgi,O) + Saei (Mei aGGi))
= —Saei (Mei acei) (3.17f)

El vector que representa al brazo de palanca del sistema local (X4, Yair, Zair) al centro de gravedad
del cuerpo 6i, esta siendo expresado en términos de la matriz antisimétrica Sgg;, cuyos términos
son el vector de centro de gravedad medido desde el sistema local (Xuir, Yair, Zai)-

0 —Z2G6i  YG6i
Scei = | Zcsi 0 —TG6i
—Yaei  Taei 0
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El vector de peso y el vector de fuerzas de reaccién tienen la siguiente forma:

W6i = [07 07 —Me; 9, 07 07 O}T
F,, = [Fow Fuy Fuw Mo, M, 0] (3.17g)

as aixr)’ aiy’ aiz)? aix) aiy?

/ / /

Es de notar que las fuerzas de la ec. (3. 17a) estdn siendo medidas desde un sistema local (Xu, Yair, Zair)-
Este ultimo marco local es paralelo al sistema local (X947, ¥12i7, Z127), como se muestra en la fig.
(2. 10).Por definicién el vector de peso es medido en el sistema inercial, por lo cual es necesario
transformarlo al sistema (X,;7, Yo', Zair ), de igual modo debemos transformar las fuerzas de reaccién
que estan definidas en el sistema local (x10/,y10,210/), al sistema (X, Yair, Zair ), Sin embargo, al
igual que el cuerpo 57, el cuerpo 67 presenta las mismas matrices de transformacién necesarios para
transformar el vector de peso y el vector de fuerza de reaccién Fss;.

Aceleracién del Centro de Gravedad del Cuerpo 6i

Por lo que resta, tinicamente obtener la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 64, la cual
se obtiene de la siguiente forma:

Regesi = R, + Rizi — Ry + Reia (3.18a)
derivando la ec. (3. 18a) para obtener la velocidad del centro de gravedad del cuerpo 6i:
Resi = R, + Rz — Rugi + Reia (3.18b)

derivando con respecto al tiempo la ec. (3. 18b) para obtener la aceleracién del centro de gravedad

del cuerpo 6i:
Agei = Ap+ Arri — Argi + Asgia (3.18c¢)

donde:
Aﬁia =0

por lo tanto la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 6; es:

AGG'L’ - Ap

!

P ., . ’ ’
llevando esta ultima expresién al marco de referencia (x,;,y,;, Z,;) tenemos:

acei = Ruio Acsi (3.18d)
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3.2.6 Anadlisis de la Plataforma Moévil p

La figura siguiente (3.15) muestra el diagrama de cuerpo libre de la base movil del robot par-
alelo.

Fig. 3.15 Diagrama de cuerpo libre de la plataforma maévil.

Las expresiones que resultan de hacer la suma de fuerzas y momentos es la siguiente:

Fo +FY, +F,, =0 (3.19a)
donde:
Fﬁ,4 - Qp,O (Wplato + Wcarga + Fp) (319b)
Fll, = QuaiFui+ QuuorF,, (3.19¢)
F/, = [Fl, Mi]" (3.19d)

Las fuerzas y momentos son medidos en la base local (x,,y,,2,), esta base es paralela a la base
inercial.

F, = —myag, (3.19)
M; = — (Los oy + Q4 Ios Wi+ Sca (4 agy)) (3.191)
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todos los vectores son medidos en base local (x,,y,,2,), simplificando la expresién de momentos,
resulta:
Mi = —Sa (m4 aG4)

los vectores de fuerza y pesos son respectivamente:
T
Wplato = [07 0, —Mplato 9 0, 0, 0}
T
Wcarga - [07 0, —Mearga 9, 0, 0, O]
Obteniendo Q, 4i:

_ Rp,ai 0
Qp7ai - |:Sp,ai Rp,ai Rp,az':| (319g)
las matrices de rotaciéon para esta matriz son:
Rp7ai - R26(516i)R25(515i)
La matriz antisimétrica S, 4 :
Spai = Ru6(0161)S:21(diri)Reg(016:)" +
R.6(616:)Ra5(015:) (Saa(—diai) + S:3(dasi)) Ros(915:) R (616:) "
Obteniendo Q,,
R, 0
Qi = ne (3.19h)
P Sp,ai/ Rp,ai' Rp,ai'
con:
Ry 100 = Ry 100
y:
Spar = Rus(016:)S21(diri)Reug(016:)" +
Rz6<5161’)Rz5<515i) (Sz2(d14i) + Sz3(da6i)) Rz5(515i)TRz6(516i)T
Aceleracién del Centro de Gravedad de la Plataforma Mévil
La aceleracién de este cuerpo es conocida a partir de la cinematica
Aca= [Fp, B 3] (3.20a)
Debido a que las base loca p y la base inercial son paralelas se tiene lo siguiente:
aAg4a = 1 AGp (320b)
donde:
100
I=10 1 0
0 01

es la matriz identidad.
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3.3 Solucién del método de Newton - Euler

El dnalisis dindmico que se desarrollo en los subcapitulos anteriores es para encontrar princi-
palmente los torques necesarios para desplazar el efector final de un punto inicial a un punto final,
a traves de la trayectoria descrita en el dpendice B.

Cada cadena cinemdtica consta de 5 cuerpos: cuerpo 1i, cuerpo 2i, cuerpo 3i, cuerpo 5i, cuerpo
6i. Para cada cuerpo se pueden escribir 6 ecuaciones dindmicas,: 3 ecuaciones de suma de fuerzas
y 3 ecuaciones de suma de momentos. Por lo tanto para cadena cinemédtica se tienen 30 ecuaciones
dindmicas. Finalmente el sistema total consta de 3 cadenas y el efector final, lo cual produce 96
ecuaciones dindmicas.

Por otra parte el mimero de incégnitas en el sistema estd asociado a las juntas cineméticas.
Una cadena consta de:

1 Junta Rotacional - uniendo la base y el cuerpo 1i.
2 Juntas Universales - uniendo el cuerpo 1i con los cuerpos 2i y 3i, respectivamente.
2 Juntas Universales - Uniendo los cuerpos 2i y 5i, también uniendo los cuerpos 3i y 6i.

2 Juntas Rotacionales - Uniendo los cuerpos 5i y 6i al efector final.

Si la junta rotacional proporciona 5 incégnitas de reaccién a calcular y la junta universal proporciona
4 incégnitas de reaccion, se tienen para cadena entonces:

3 Juntas Rotacioanles = 15 incégnitas
4 juntas universales = 16 incégnitas

Total=31 incégnitas

Para las 3 cadenas se tienen 93 incégnitas. Tomando en cuenta que los grados de libertad del
robot delta es igual a 3, se requieren entonces 3 torques, 71, T2 y T3 asociados a 031 033 y 033
respectivamente, que son necesarios para desplazar el efector final. Finalmente se tiene un total de
96 incognitas, lo que hace compatible el sistema de 96 ecs x 96 incognitas.

Para la solucién de este método se empleo el software matematico Mathematica v 5.0, para
encontrar la solucién para condiciones estdticas y dindmicas.

Para el cuerpo 1i se tienen las siguientes caracteristicas fisicas:

my; = 0,11212955328 [kg]
CGy; [0,21080447047, —0,00027779972 —0,01795409598] [m]

0,00013294324  0,00000861196  0,00060999498
Icci; = |0,00000861196 0,00665967294  —0,00000080527 | [kg m?]
0,00060999498 —0,00000080527  0,00656714151
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Para el cuerpo 2i se tienen las siguientes caracteristicas:
me; = 0,04711520642 [kg]
CGy = [0,00000000000, 0,00001826605 —0,14418213241} [m]

0,00159274951 0,00000000000 0,00000000007
Icaz = |0,00000000000 0,00159282742 0,00000012408 | [kg m?]
0,00000000007 0,00000012408 0,00000086675

Las caracteristicas del cuerpo 3i, son las mismas del cuerpo 2i debido a la simetria del cuerpo.
Para el cuerpo 5i se tienen las siguientes caracteristicas:
ms; = 0,0164809868 [kg|
CGs = [0,00000513594, —0,00000001449 0,01357224454] [m]
Las caracteristicas del cuerpo 6i, son las mismas del cuerpo 5i debido a la simetria del cuerpo.
Para el efector final se tienen las siguientes caracteristicas:
Mplato = 0,15638498774 [kg]
Mcarga = 073 [kg]
mg = Myplato + Mearga
CGy = [—0,00011552956, —0,00009306914 0,01874160186] [m]

Para el anilisis estatico, se muestra en la fig. (3.16) la gréfica de torques obtenida, correspondiendo
a la trayectoria trazada, con las siguientes designaciones:

1t

T-Estatico [N.u]
|
—

o 5 1o 15 z0 z5 =0
tl=s]

Torques estaticos N-m

Fig. 3.16 Grafica de torques estéticos
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Para el andlisis dindmico, se muestra en la fig. (3.17) la grafica de torques obtenidas, corre-
spondiedo a la trayectoria planteada, con las siguientes designaciones:

Ts

T-Dinamico Newton-Euler [N.m]

Fig. 3.17 Gréfica de torques dindmicos
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Capitulo 4

Analisis Dinamico Formulacion Trabajo
Virtual

4.1 Introduccién

El principio del trabajo virtual represena una poderosa herramienta para derivar las ecuaciones
estdticas y dindmicas de los sistemas de multicuerpos [13]. Establece que si un cuerpo rigido estd
en equilibrio bajo la accién de varias fuerzas externas y se le aplica un desplazamiento arbitrario
a partir de la posiciéon de equilibrio, el trabajo realizado por las fuerzas externas durante el de-
splazamiento sera cero. El principio de trabajo virtual es desarrollado en este capitulo para obtener
una ecuacion dindmica que nos permita encontrar el valor del torque aplicado para desarrollar una
trayectoria dada.

4.1.1 El principio del Trabajo Virtual

El principio de trabajo virtual[13] represena una poderosa herramienta para derivar las ecua-
ciones estdticas y dindmicas de los sistemas de multicuerpos. A diferencia de la mecdnica Newto-
niana, el principio del trabajo virtual no requiere considerar Is fuerzas de restriccién o de reaccion,
solo requiere cantidades de trabajo escalar para definir las ecuaciones estdticas y dindmicas. Este
principio puede ser usado para derivar sistemdticamente un minimo de ecuaciones de movimiento
de sistemas de multicuerpos mediante la eliminacién de las fuerzas de restriccién. En el uso del
principio del trabajo virtual, la importancia de los conceptos de desplazamientos virtual y fuerzas
generalizadas deben ser tomadas en cuenta y usadas para formular las fuerzas generalizadas de
varios elementos de fuerza, tales como resortes, amortiguadores y fuerzas de friccién. El principio
de trabajo virtual puede ser usado para obtener un niimero de ecuaciones igual al mimero de grados
de libertad del sistema, de este modo provee un procedimiento sistemdtico para obtener la forma
reducida de las ecuaciones de movimiento del sistema mecdnico. El principio del trabajo virtual
para un andlisis dindmico [12] es escrito para un sistema de cuerpos en la forma:

=1
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donde:

n = numero de cuerpos
F;, = fuerza externa aplicada al cuerpo ¢
M; = momento externo aplicado al cuerpo ¢
0R; = desplazamiento virtual traslacional del
centro de masa del cuerpo ¢
0Q; = desplazamiento virtual rotacional del

cuerpo 1

La ecuacién anterior declara que un sistema de cuerpos lleva a cabo un movimiento tal, como para
mantener la suma algebraica del trabajo virtual de todos los efectos de trabajo e inercia igual
a cero. Las fuerzas que producen trabajos son todas las fuerzas aplicadas, incluso las fuerzas de
friccion.

4.1.2 Desplazamiento Virtual

Consideremos un sistema consistente de k particulas, con coordenadas correspondientes r...ry.
Si estas particulas estdn libres de movimiento sin ninguna restriccién, entonces es bastante facil
describir su movimiento, dado que el cambio de momentum de cada masa es igual a las fuerzas
aplicadas a éstas. Sin embargo, si el movimiento de las particulas es restringido de algiin modo,
entonces debe tomarse en cuenta no unicamente las fuerzas aplicadas, sino también las fuerzas
restrictivas, esto es, las fuerzas necesarias para que las restricciones se mantengan. Como simple
ejemplo de esto, supongamos un sistema de dos particulas, las cuales estdn unidas por una cuerda,
la cual tiene masa despreciable, de longitud /. Entonces las dos coordenadas r; y ro deben satisfacer
la restriccion:

vy — o = 1
(1'1 — I'Q)T (1'1 - I'Q) = l2 (412)

Si alguna fuerza externa es aplicada a cada particula, entonces las particulas sentiran no dnicamente
estas fuerzas externas sino también las ejercidas por la cuerda, la cual es a la largo de la direccién
r; —ry y de magnitud apropiada. Por lo tanto para analizar el movimiento de dos particulas, tenemos
dos opciones. La primera, podemos calcular, bajo cada conjunto de fuerzas externas, cuales son las
fuerzas restrictivas que permiten que las ecuaciones continuen siendo consistentes. Y la segunda,
podemos buscar un método de andlisis que no requiera el uso de saber las fuerzas restrictivas.
La segunda alternativa es preferible, ya que no requerirfa calcular las fuerzas restrictivas. Una
vez aclarada la metodologia a seguir, primero es necesario introducir alguna terminologfa. Una
restriccion sobre las particulas £ y las coordenadas rj...r; son llamadas holonémicas si hay un
igualdad restrictiva de la forma:

g(ri.rg) =0, i=1,...,1 (4.1.3)
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y no holonémica en otro caso. La restriccién impuesta en ec. (4. 1. 2) por conectar dos particu-
las por una cuerda rigida de masa despreciable es una restriccién holonémica. Puede ser posible
expresar las coordenadas de k particulas en términos de n coordenadas generalizadas ¢;....q,. Es
decir, se asume que las coordenadas de varias particulas, sujetas a un conjunto de restricciones (ec.
(4. 1. 2)), pueden ser expresadas en la forma:

ri=ri(q1..qn), 1 =1,..,k (4.1.4)

donde ¢ ....q, son todas independiente. Generalizando, la idea de las coordenadas generalizadas
puede ser utilizada cuando existe una infinidad de particulas. Unicamente se necesitan seis coorde-
nadas para especificar completamente las coordenadas de cualquier particula dentro de un cuerpo
rigido, tres coordenadas de posicién para especificar la localizacién del centro de masa, y tres dn-
gulos de Euler [1] para especificar la orientacién del cuerpo. Para limitar el tema, asumimos que
el nimero de particulas es finito. Cominmente las coordenadas generalizadas son posiciones, an-
gulos, etc. Ahora se puede hablar de desplazamientos virtuales, que son cualquier conjunto de
ory...0r; de desplazamientos infinitesimales que son consistentes con las restricciones. Por lo tanto
se definen los desplazamientos virtuales como:

" Or;
or; = “0qi, i=1,....k 4.1.5
aqj J ( )

j=1

donde los desplazamientos virtuales dq;....0q, de las coordenadas generalizadas no presentan
restricciones(esto es una caracteristica de las coordenadas generalizadas).[14].

99



4.2 Dinamica del robot Delta Paralelo

En la fig. (4.1) pueden apreciarse las fuerzas y momentos inerciales que surgen por el movimiento
del robot, donde cada momento y fuerza estd siendo situado en los centros de gravedad de cada
cuerpo que compone el robot.

Fig. 4.1 Diagrama de cuerpo libre de una cadena
De acuerdo a la formulacién de trabajo virtual [12]:

3
Z {(F, — miaGi)T(SRi + (Ml — (IZ (8.7 + w; X Ilw,))TéQ,} =0
i=1

Esta tltima ecuacién medida desde una base inercial. Para nuestro propdsito renombramos de la

siguiente manera:
3

> {(F —Fr)"oR+ (M; — M;;)0Q} =0 (4.1a)

1=1
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donde:

F;, M, — fuerzas y momentos externos del cuerpo i
F;, M;; — fuerzas y momentos inerciales del cuerpo i
0R,; — desplazamientos virtuales del punto de aplicacién de la fuerza

0Q; — desplazamiento virtual rotacional
y las fuerzas y momentos inerciales son definidas como:

Fr, = m;ag,
My,

I a; + w; X Igiw;
aplicando ec. (4. 1a) al robot delta:

2?21{(W1i —Fu)" 0Rg1 + (T — My)" 6Qui+
(Wy; — F2i>T ORG2i — My 0Qui+
(W3 — Fs)" 0Rgs — M " 0Qai+
(W5 — F5i)" 0Rgsi — M7 0Qsi+
(Wg; — Fei)T 0Rgg — Mg 0Qe; }+

Wjj;lato R piato + (Wearga — FP)T (0R, +0Rg4) =0 (4.2a)
donde:
W; = my g
i = 1,2,3
j = 1,2,3,5.6
Wplato = Mplato 8
Wcarga = Mecarga 8

4.2.1 Desplazamientos virtuales de centros de gravedad

Centro de Gravedad 1i

Es necesario obtener los vectores de posicion del centro de gravedad para cada cuerpo, de modo

que obtengamos a partir de estos, sus desplazamientos virtuales. Para el cuerpo 1i tenemos la fig.
(4.2):
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Fig. 4.2 Ubicacién del centro de gravedad del cuerpo 1i

Reii = Roi + Ry (4.3a)
obteniendo sus desplazamientos virtuales:
0Rg1; = 0Ry; + 0Ryy; (4.3b)
donde:
Ry = Rus(d1)ra

R‘Gli = Rz6(51i)Rz5(93i)I‘G1i
o = [dm', 0, O}T

T
i = [$G1i7 YaGii, ZGli}

Hacemos notar que los dngulos y distancias ¢ y d son constantes y los éngulos y coordenadas 6, x,,
Yp, 2p son variables. Obteniendo el desplazamiento virtual de los valores anteriores:

5R2¢ - 0

p OR .5(03;
0Rgy; = Rzﬁ(fﬁz’)M

89&- 5931 raii (430)
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donde las siguientes matrices estdn definidas como:

0 0 0 ]
OR:4(0) = [0 —s0 —cb
a6 0 —sb
< |—c0 0 —s0
[—s60 —cf 0]
R (%) = CZ —29 0
2 0 0 0
sustituyendo ec. (4. 3c) en (4. 3b) :
IR 5(03:)

RG1i = Rz6(5lz) 00s; T (4-3d)

003;

Transformando ec (4. 3d) la base local (x3;,¥3:,23;). Se define la siguiente transformacion:
Ro3i = Ru6(01:)Ras(03:)

donde la matriz de rotacién Rgs; nos proyecta de la base local (xs;,ys;,23;) a la base iner-
cial (xo,Yy0,%0), para el caso contrario, proyectar de la base inercial (xg,yo,Zo) a la base local
(X3:, ¥3i, Z3i) Se procede como:

R3i,0 = Rg’gi

aplicando Rj;0 a ec. (4. 3d) :

SRY,; = Raio 6Reui

OR 5(03;)
003

SR, = Uy rg, 005 (4.3¢)

= RZS(_03i) 00s; raui

donde:
OR ;5(03:)

Uli = Rz5(_‘93i> 893
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Centro de Gravedad 2i

Para el cuerpo 2i se hace la siguiente formulacién vectorial, de acuerdo a la fig.(4.3):

Fig. 4.3 Ubicacién del centro de gravedad del cuerpo 2i

Reoi = Ry + Ry + Rs; + Re; + RIG% (4.4a)

Obteniendo el desplazamiento virtual de la ec.(4. 4a);

0RG2i = 0Ry; + 0Ry; + 0R5; + 0Rg; + 5R/(;2i (4.4b)
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definiendo nuevamente los vectores en el sistema inercial:

Ry = Rz6(51i)Rz5(93i)1‘4i
Rsi = Ru6(61)Ras(03i)rs
Re; = Rz6(51i)Rz5(‘93i)r6i
ngzl = Rz6(51i)Rz5(93i)Rz5(—97i)R 4(_681‘)1'6?21‘
= Ru(01:)R.s(03 — O7i) Roa(—0si)ron
= Rz6(511)Rz5(Gz)Rz4(—98i)I‘G2i

€ = 931‘—971'

[
s, = [
rg = [0, 0, —ds]"
T'gai = [
ras, = [

obteniendo sus desplazamientos virtuales:

Ry = Rzﬁ((sli)wwm Iy,
003,
Rs = RZG((SM)M(SQI% I's;
003,
‘Re; = Rz6(51i)w593i Ig;
003,
5RG2i = Rzﬁ((sli)ﬁ&i Rz4(—98z‘) + Rz6(51i)Rz5(€i)M598z‘ rgo;
0¢; 00s;
Sustituyendo los desplazamientos virtuales anteriores en ec. (4. 4b) :
OR .5 (03;
5RG2i = RzG((SM)%(rM + Is; -+ 1'62‘)(5(931' + (44C)
3i
8RZ i a]R‘z _9 7
<R26(51i)%56i R.4(—0s;) + Rz6(51i)Rz5(ei>#5€8i> rGoi

Transformando a la base local (xs;, ys;, Zs;) a través de las siguientes rotaciones:

Ro,&' = Rz6(51¢)Rz5(€i)Rz4(—98¢)
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esta tltima nos proyecta a la base inercial (x¢,y0,20), para proyectar a la base local (xs;,ys;,Zs;) se

procede como:
Rgio = RoT,gi = R.4(0s:)R.5(—€;) R (—014)

aplicando la ec.anterior a la ec (4. 4c) tenemos:

. OR 5(03;
5R22z = Rg@o 5RGQZ' = Rz4(981)RZ5<_€Z)_aZ§ 3 ><r4i + Is; + r6i)5‘93i —+
8RZ i aRz —0 )
<Rz4(08i>R25(_Ei)78i<6 ) de; Roa(—0s:) + Rz4(08i>#508i> TG2i

renombrando términos:

5R2§2i = Usgi(rg; + 15 + 16;)005; + Us; vo; d€; + Uy, roo; 00s;

donde:
(562‘ = (5(931—5971
OR 5(03;
Uy = Rz4(98i)Rz5(_€i)%‘3)
8RZ €;
Uz = Rz4(08i)Rz5(_€i)%
aRz4(_98i)

U4i = Rz4(08i) 00
8t

por lo tanto:

SRy = (Usgi(ry + 15 + 16;) + Us; 1G2i)003 —
Us; rgoi 007; + Uy, rae; 00s; (4.4d)
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Centro de Gravedad 3i

Para el cuerpo 3i observamos en la fig. (4.4) la construccién vectorial siguiente:

Fig. 4.4 Ubicacién del centro de gravedad del cuerpo 3i

Rggi = Rgi + R4i — R5i + Rﬁi + R/G?)z (45&)

Obteniendo sus desplazamientos virtuales y observando que las expresiones para el centro de
gravedad del cuerpo 2i, difieren sélo por el signo del vector Rs;, por lo tanto se tiene:

5R23i = (Ug(ry — rs5 +rei) + Us; ras;)d0s; —
Us; rasi 007 + Uy, rasi 00s; (4.5b)
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Centro de Gravedad 5i

El centro de gravedad de este cuerpo, se puede observar en la fig. (4.5):

Fig. 4.5 Ubicacién del centro de gravedad del cuerpo 5i

RG&' = Rp + R17¢ ‘I— R142‘ —f- R5ai (46&)
con los vectores siguientes definidos en la base inercial:
R, = [xp, Yp, Zp} '
Rin = Rz6(516i)r17z’
Ry = Rz6(516i)Rz5(515i)r14i
Rsui = Rz6(516i)Rz5(515i)r5ai

con los siguientes y vectores definidos en la base local correspondiente:

vy, = [0, —dy4, O}T
iy = [dm, 0, O]T

I'sai = [Oa 07 d5ai]T

ahora obteniendo los desplazamientos virtuales de la ec.(4. 6a):

5Rg5i = (SRp —|- 5R17i —|— (5R14i + 6R5a¢ (46b)
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donde:

oR, = [0z, Oyp, 0z g (4.6¢)
Ri7; = O
R = 0
5R5ip == 0

Sustituyendo valores de ec.(4. 6¢) en (4. 6b):
0Rgsi = 0R, (4.6d)

Centro de Gravedad 6i

Debido a que este cuerpo es paralelo siempre al cuerpo 5i, la construccién del lazo vectorial solo
difiere en el signo de un vector, por lo tanto el lazo vectorial, es el siguiente:

Reei = Ry + Rizi — Rigi + Reai (4.7a)
donde:

Rﬁpi = Rz6(516i)Rz5(515z)1‘6m
Teai = [Oa 07 d6pi]T

obteniendo los desplazamientos virtuales de la ec.(4. 7a):
5RG6Z’ = 5Rp + (SR17Z‘ + 5R14i + (5R6ai (47b)

donde:
5R6ai =0 (47C)

Sustuyendo valores de ec.(4. 6¢), (4. 7c) en (4. Ta):

SRee; = OR, (4.7d)
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Centro de Gravedad de la Plataforma Moévil p

El lazo vectorial siguiente se muestra en la figura (4.6):

Ryia0 = R, + Ry (4.8a)

Fig. 4.6 Ubicacién del centro de gravedad del cuerpo 4.
donde :

R, = [Ip» Yps ZP}T

Roy = [tci You 7]

estos vectores son medidos en la base local (x,, y,, z,), esta base es paralela a la base inercial (xo,
Yo, Zo). Tomando sus desplazamientos virtuales:

6Rypato = OR, + 0R (4.8b)
con:
SR, = [0z, Oyp, dzp}T (4.8¢)
Ry = [0, 0, 0]
sustituyendo ec.(4. 8c) en (4. 8b):
SRyao = OR,, (4.8)
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4.2.2 Velocidades de Centros de Gravedad
Velocidad de Centro de Gravedad 1i

Derivando la ec. (4. 3a): ) ) .
Reaii = Roi + Ry,

para cada término tenemos:

Ry = 0

R,Gh- = R26(51i)Rz5(93i)1‘G1i
0R.5(0s;) .

= RzG((Sli)%e&'rGli
sustituyendo ec. (4. 9b) en (4. 9a):

: OR.5(03:) ;

Reii :Rzﬁ(ali)wg& reii
003;

Velocidad de Centro de Gravedad 2i
Derivando la ec. (4. 4a) obtenemos:
RG% = R% + R4i + Rm‘ + RGi + R/ng
derivando los vectores;
Ry R.o(
Rs; = R.g(
R6i = Rz6(5lz)Rz5
Rczz' = R (
Rs(

Velocidad de Centro de Gravedad 3i

Derivando la ec, (4. 5a) obtenemos:
Resi = Rai + Ry — Rsi + R + Ry

. 5/
derivando el vector R;:

nggi = Rz6(51i) <Rz5(€i)Rz4(_‘98i) + Rz5(€i)Rz4(_‘98i)> rgs;

y con las velocidades de vectores previamente obtenidos se tiene la velocidad Resi.
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Velocidad de Centro de Gravedad 5i

De ec.(4. 6a) derivando para obtener su velocidad, tenemos:

Resi = R, + Rz + Rugs + R (4.12a)
donde:
. . . .AT
R, = [xp Yp Zp}
Ri7 0
R14z =0
Rsei = O

sustituyendo los vectores de velocidad arriba mencionados en ec (4. 12a):
Resi = R, (4.12b)
Velocidad de Centro de Gravedad 6i
De ec. (4. Ta) derivando para obtener su velocidad, tenemos:
Reei = R, + Riri — Rugs + R (4.13a)

de modo que la velocidad de RGGz‘ es: ) )
Resi = R, (4.13b)

Velocidad de Centro de Gravedad de la Plataforma Mévil p.

Derivando la ec (4. 8a) tenemos el vector de velocidad del centro de gravedad de la plataforma
movil p:

R0 = R, + Ry (4.14a)

con los valores de los siguientes vectores:
de modo que la velocidad del centro de gravedad de la plataforma mévil p es:

R0 = R, (4.14b)
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4.2.3 Aceleraciones de Centros de Gravedad
Aceleracion de Centro de Gravedad 1i

Derivando la ec. (4. 9a) con respecto al tiempo:
Reu = Rai + Ry

y tomando la siguiente expresién general:

. IR .

R = Wﬁ
O’R /.\2 OR.-.
W@) + 207

para cada término tenemos:

Ry, = 0
Reouy = Rus(01)Rus(03:)rcu

B OPRus(05) 1, \2 . OR.5(03)
= R.s(dn) <T§z <‘93i> + Tme&') rgii

sustituyendo ec. (4. 15b) en ec.(4. 15a):

T PP(Rus5(05)) (5 \2 , OR5(03)
Reaii = Ru6(014) (T?n (9:%) + T&H:’”’) rgii

Transformédndola a la base local (x3; ysi z3;) con la siguiente matriz de rotacién:

Rsio = R.s(—03)R.6(—01;)
RY, = RuoReu

R.5(03) (5 \? . ORus(03)
agl = Réli = Rz5(—‘93i) <$ (‘931') + %931) rcii

Aceleraciéon de Centro de Gravedad 2i

Derivando la ec. (4. 10a) obtenemos:

RG% = R2z + Rzu + R5z + Rm’ + RIC,'Q'L
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derivando los vectores:

Ry = 0
f“{4i = Ry (5 1i)f“{z5 (93i)1‘4¢
f{fm = Rz6(51i)f{z5(93i)r5i
R&' R.s (5 11')st (931)1'6@
nggl Rz6(5u)(ﬁz5(€i)R 4(—0si) +2 Rz5<€i)R 4(—0si) +

Rz5<€i)ﬁz4<_98i))rG2i
donde las derivadas de las matrices de rotacion son:
6R25<€Z’)

Rz5(€i) = 8—6161
R.u(—0s) = %j&')@&
R..(—0s) = %(%—9&) <98i>2 N %j&)é&

Transformando a la base local (xg;, ysi, Zs;):
Rs:‘,o = Rz4(08i>R25(_Ei)RzG(_51i>
aplicando a la ec.(4,16a) para obtenerla en la base local (xs;, ¥si, Zsi)
ag = ﬁ'g% = RBi,ORG%
= Rz4<98i)Rz5<_€i)(Rz5(‘93i)(r4i + r5 + Tei) +
(Ras(e)Raa(—0s:) + 2 Res(ei)Roa(—0si))rans) +

R4 (08i)Rea(—0si)rca; (4.16b)
con:
& = 03— 0
¢ = 03— 0n

Aceleracién de Centro de Gravedad 3i

Observando que las expresiones para la aceleracién del centro de gravedad 3:, difieren de la
aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 2¢ solo por el signo del vector Rs; se tiene:

ags; = Rgcisz' = RSi,ORG?n‘
= R.4(0si)R.s5(—€)(R.5(05:) (rai — r5i + rei) + (Ras(e)Raoa(—6s) +
2 R.s(€)R.a(—0si))rasi) + R.a(0si)Raoa(—0si)res: (4.17a)
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transformando a la base local (xs;, ys;, Zsi)

e o .
= RG&- = R8i,0RG3Z‘

= Rz.4(08i)R:z5(_€i)(Rz5(03i)(r4i — Ty ‘l- rei) + (Ras(€)Raa(—0s) +
2 R.s(€)R.a(—0si))rasi) + R.a(0s:)Roa(—0si)res: (4.17b)

ags;

Aceleraciéon del Centro de Gravedad 5i

Derivando ec. (4. 12a), se tiene:

Resi = ﬁ'p + Ruzi + Ry + Ry (4.18a)
donde:
R, = [%7 Yps Zp}
Ry = 0
Ry = 0
Rsei = O

sustituyendo los vectores de aceleracién arriba mencionados y sustituyendo en ec. (4. 18a):

Resi = R, (4.18b)

Aceleraciéon del Centro de Gravedad 6i

Derivando ec. (4. 13a), se tiene:
Reei = Ry + Riri — Rus + Reus (4.19a)

por lo tanto: . .
RGG'L’ - Rp (419b)

Aceleracién del Centro de Gravedad de la Plataforma Mdévil p

Este es un dato que se proporciona, por lo tanto:

T

acy = [Zp, Upr Zp) (4.20a)
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4.2.4 Fuerzas y Momentos Inerciales

Las velocidades y aceleraciones angulares totales de los cuerpos, estdn definidas en sus respec-
tivas bases locales. Por las caracteristicas del método las matrices de inercia estdn siendo medidas
en el centro de gravedad correspondiente a cada cuerpo.

Fi = M1 agi

F5: = my acy

ng = Mm3; ags;

ng = My; AG5: (421&)
ng = Me; AG6:

Fg = My aGp

Obteniendo momentos inerciales en la base local

M:ﬁ = Icu 0‘%@',0"‘9:1%,0 (IGliwézyo)
Mgi = Ig a§¢,0+9525¢,0 (IG%"‘%@',O) (4.21b)
B
M = Iy agi,o"‘ﬂgi,o (IGSini,O)
donde:

aéi,O = Qg
agi,O = Raio ag,ﬁ
agi,O = Raip ag,n‘
Qilii,O = O

2 _ 2 T
QBi,O = R8i709077iR8i,0
3 _ 03 T
Q&',o = R&,OQO,HRS@,O

1 _ 1
W0 = R&,Owo,sz‘
2 _ 2
Wgio — RSi,Owo,n
3 _ 2
Wsio — RSz,Owo,n’

Las velocidades y aceleraciones angulares inerciales se muestran en el capitulo 3 ecs.(3. 3a), (3. 5b),
(3. 7a), (3. 8b), (3. 9b), (3. 12¢), y (3. 13c).

116



4.2.5 Desplazamientos Virtuales 0Q1;, 0Q2;, 0Q3;

A partir de la definicién [15], que relaciona las velocidades angulares con los desplazamientos
virtuales:

ow
Qi = 570 (4.22a)
y aplicando a ec. (3. 5b) tenemos para el primer desplazamiento virtual en el sistema inercial:
Ow} 5,
0Qy = 2 503,
17 ) 93i 31
OR 3; ws;
0Qu = —5——00
y tomando en cuenta que:
w3z = 93z‘ Ysi
wri = —b7 y7
wg; = —0s; X3

llevando a la base local (x3;, y3;, Z3;) queda:

0qi; = R3i,0 0Qu;
8(Rz6(51i)Rz5(93i)93i Y:'n')
905,
= R.5(—03)Ru6(—01)Ru6(01:)Ras(03:) ysi 003
oqui = yai 003 (4.22b)

= RSi,O 003

Desarollando el término §Q; y aplicando a ec.(3. 8a):

2
a‘*’o,gi

003,

2
a""0,81'

005,

(9(.0% 8i
0Qq; = 00s; + ———007; + 00s;
007;
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obteniendo cada término de la ecuacién anterior y sustituyendo los terminos ws;, wr;, ws; respecti-
vamente:

Owig;  O(wgztworitwosi)
86’;% B 3931‘ B
_ 8Rz6(51i)93i NED i 8Rz6(51¢)Rz5(93¢)w7i
003, 003
8Rz6(51i)Rz5(93i)Rz5(—97i)w8i
00
= Rz6(51i> Y3i
Owg s _ w3+ wWo,7i+wo si) B
807 807 a
_ aRzG((Sli)(_éﬁ y7i) 4 ORz6(01:)R25(03:)wri I
007; 007;
8R26(61i)Rz5(031')Rz5(_97i)w8i
907
= —R.6(61)R.5(03:) y7i
Owis; 0wy tworitwosi)
05 005, N
_ aRzﬁ((su)w& +8R26(51i)Rz5<93i)w7i +
d0s; 00s;
8Rz6(51i)Rz5(931‘)Rz5(—97i)(—98¢ XSi)
s

= —R.6(01:)Ru5(03)Ros(—07:) X
sustituyendo los valores anteriores en 6Qo;:

6Q2i = Rz6<5li) g?n' 5932 - Rz6(5li)Rz5<93i) Qn 5971 -
R26<51i>R25(‘93i)Rz5(_‘971') j}Si 5981

Llevando a la base local (Xs;, ¥si, Zsi), la expresion anterior a través de la matriz antes definida

Rsi,oi
dqy; = R&',o 0Qa;

0qe = Rz4(98i)Rz5(97i)Rz5(—93i) y3i 003 —
Rz4(98i)Rz5(97i) Y 007 — Rz4(087ﬁ) Xg; 00g; (4-22C)
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Para el desplazamiento dqs; se tiene:

0q3; = 0d; (4.22d)

La ec. (4. 1a) esta referida al sistema inercial, sin embargo se desea mostrar que no importando
donde se referencien los elementos de esta ecuacién se encontrara el mismo resultado.
Por lo tanto llevando los elementos de la ec.(4. 1a) a los marcos de referencia correspondientes

se tiene:

donde:

Renombrando términos:
Fa
Fg;

Feoi
Fp,

(W7 = F3) 0RGy, + (T — M) oqu; +
(W'~ F5)T0RE, — (M3)" daui +

X x X N\T
(W3 —F35 )" 0RGs; — (M§§ ) 6qz; + (Wi +
charga + Wgz + Wgz o ng - ng - FZ)T 5R£ =0 (423&)

T?i = Tiysi

T, = [, T, T

_ 3 31
- Wli - Fli
— 8 8t
- W2i - F2'L'

! !
_ 8¢ 8t
- W3i - F3i
= W, +W?

plato carga

+ Wy, + WG, — F5, — Fg, — F)

Sustituyendo ec. de desplazamientos virtuales (4. 3e), (4. 4d), (4. 5b), (4. 7d), (4. 8d), (4. 22b), (4.

22¢) y (4. 22d) se tiene:

F1,(Uy; re1s 663) + (T?i)Ty3i 005 — (M) ys; 005 +
F5; [Usi(ry; + v5i + r6;) + Us; v6ai) 003 — F i, Us; vao; 607 +
FL, Uy o 005 — (M) yh,00s + (M5 yh, 60+ +
(Mgﬁ)T Xg; 00g; + ng [Ugi(ra; — r5i + rei) + Us; ras] 003 —
F(,Us; a3 007 + FE Uy vasi 605 — (Mgi,)Ty;,i 003; +

./ , AN\T
Mgi TY% 007 + (M§Z > Xgi 00g; + ng R, =0
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. / / .
los terminos ys;,, y;; son respectivamente:

Y:% = Rz4(‘98i)R25(971‘)R25(_‘93i) yai
Yu = Rz4(98i)Rz5(97i) y7i

Agrupando en términos de desplazamientos virtuales: §0s;, 007, 00s;
(T?i)T@m 003; + (F;(Uy; re1s) — (M) 03 + Fp;(Ug(ra; + vsi + 167) +
Us; rgoi) — (Mgi)T @;,Z + F(,; (Ug(ry; — rsi + 1) + U, vas) —
<M§§)T J5:)005: + (—F%, (Us; v62i) + (M5 47 — FL, (Us; ras) +
<M§§>T J7:)007; + (F5, (Ui vai) + (M3 s + FE, (Us Tos) +
(Mgg')T #5005 + FL)OR, = 0
renombrando nuevamente:
Fp, = F,(Uyreu) — (M) ysi + Fh; (Usi(rg + 15 + 1) + Us; veai) —
(M5)" v, + FE, (Usi(rai — 15 + i) + Usi Tas:) — (Mgﬁl)T Vs
Fri = —Fp (Usiran) + (M3) vy, — &, (Us: ras:) + (M%/)T}’In
Foi = Fp; (U rey) + (Mgi)T Xgi + ng (Uy rasi) + <M§§/>T Xsgi
Sustituyendo las definiciones anteriores:
(T3)" ys; 605, + Fp; 605 + Fry 007, + Fey 00s; + Fh, 0R, = 0
distribuyendo esta expresion:

003;
T; 603 + [Fgi, Fri, Fgi [007| +F], 0R, =0
00s;

renombrando:

Fui = [Fri, Fri, Fai

003;
00, = |00
00s;
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por lo que resulta:
3

> (T 603 + Fi00; + F], 0R,) =0
i=1
desarollando los siguientes términos:

603; [ (Exiday, + Esidy, + Eyidz,)
00; = |007; | = Hl]f (Hai0w), + H3i0y, + Haidzp)
(59&‘ | F—h<F2Z6$p + ngéyp + F4i62’p)

agrupando matricialmente:

3
[

35

o

oz,

08; = Hyi  Hi  Huy 5yp
i Eu By | |§z
Ly Py F p
renombrando:
rEy  Esi  Ea
E FEq; E
M. — |Hi i Hy
Ai Hy;  Hi;  Hyg
Fy;  F3; F3;
Ly Fiy Fi
oz,
R, = |y,
| 02,
por lo tanto:
56, = ML1,0R,

3
El término Z T; 00s; tiene la siguiente forma:
i=1

3
ZTi 00s; = T1 0031 + T 6039 + T 6033

i=1
agrupando en terminos 66 :
3 5931
> Ti 605 = [T, Ty, Ts] |36
=1 5933

renombrando:

3
Zz;- 80s; = Ty 5S

1=1
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donde: . . -
Ey  Ez Eg
Eyn Enn En 6$p

_ 21 31 31
08 = Hy1  Hyin  Hn 5yp

Py Py B
Fi Fy Fad L%
por lo tanto:

0S = Mjp /R, (4.23e)

Sustituyendo ec. (4. 23c), (4. 23d), (4. 23e) en (4. 23b):

3

1=1

agrupando en 0Ry, :

3
(TO Mg+ ) (FHiMA,-+ng)> SR,= 0
i=1
tomando en cuenta que :

SR,# 0

3
To Mg+ Y (FuMu+F],) =0
i=1

despejando T\:
3

To=—»  (FuMuy+FL,) Mg (4.23f)

i=1

La ec. (4,23f) representa el torque necesario para mover el robot delta paralelo.
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4.3 Solucién de la ecuacién de Trabajo Virtual

De acuerdo a la ec.(4. 23f), la solucién es de tipo andlitica, a diferencia de la solucién de la
ecuacién de Newton - Euler. Cabe notar como se describié durante el anélisis de trabajo virtual,
las matrices de inercia son tomadas en centro de gravedad sin necesidad de transformarlas a una
base en especifico, debido al método empleado. Tenemos los valores de las matrices de inercia para
el cuerpo 1i y 2i respectivamente a continuacion:

[ 0,00009678968  —0,00000204550 —0,00018560664
Ici; = | —0,00000204550 0,00164065610  0,00000024601 | [kg m?]
| —0,00018560664  0,00000024601  0,00158426092

[ 0,00061329563  0,00000000000 —0,00000000007
Igoi = 0,00000000000  0,00061337355  0,00000000000 | [kg m*]
| —0,00000000007 0,00000000000  0,00000086673

Para el andlisis estdtico, se muestra en la fig. (4. 7) la gréfica de torques, correspondiendo los
torques a la trayectoria planteada en el dpendice B..

_'|_ -
0.5
0
=)
= -0.5
[=]
(&}
=
B
i}
L]
0
e
-1.5
_2 -
e T,
o 5 10 z0 25 30

15
t[=]

Fig. 4.7 Gréfica de torques estéticos
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Para el andlisis dindmico, se muestra en la fig. (4. 8) la gréfica de torques, correspondiendo los
torques a la trayectoria planteada en el dpendice B.

T-Dinamico Trabajo Virtual [MN.m)
|
[y

Fig. 4.8 Gréfica de torques dindmicos
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Capitulo 5

Analisis Dinamico Formulacion Euler -
Lagrange

5.1 Introduccion

La dindmica del robot delta paralelo es considerada nuevamente dentro de este cédpitulo, donde
dada una trayectoria para el efector final se desea determinar los torques aplicados por los actu-
adores en los esbalones de entrada para alcanzar la trayectoria.

Las ecuaciones de Newton-Euler de movimiento contiene todas las fuerzas de restriccién en-
tre eslabones. Sin embargo operaciones adicionales son necesarias para eliminar estas fuerzas de
restricciéon para obtener ecuaciones de una forma cerrada.

El método de Lagrange, en otras palabras, formula ecuaciones de movimiento usando un con-
junto de coordendas generalizadas [14]. Esto elimina todas o algunas de las fuerzas de restriccion.

Con el entendimiento de la dindmica del manipulador, es posible disenar un controlador con
mejores caracteristicas de ejecucion que las realizadas con los tipicos encontrados usando métodos
heuristicos después de que ha sido construido el manipulador.

En este capitulo se empleara la siguiente notacion:

I;; : matriz de inercia del cuerpo i, cadena j

k : energfa cinética del sistema mecdnico

L : funcién lagrangiana

M : matriz del manipulador

M, ; matriz de elementos de masa del cuerpo ¢, cadena j

4 coordenada j — esima generalizada

q : vector de coordenadas generalizadas

U energia potencial del sistema mecénico
(Q); : vector de fuerzas generalizadas

La funcién Lagrangiana es definida como la diferencia entre la energia cinética y la energia
potencial de un sistema mecanico como [1]:

L=K-U (5.1)
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donde K es la energfa cinética del sistema definida como:

K= (m viv+ wTIw)

N | =

Y la energfa potencial como:
U=-mg'Rg

La energfa cinétia depende de la localizacion y la velocidad de los eslabones del manipulador,mientras
la energia potencial depende tinicamente de la localizaciéon de los eslabones. La ecuacién de La-
grange de movimiento es formulada en términos de la funcién de Lagrange [16] como:

4 (8_L) _ oL =Q (5.2a)
dt 8qj aqj
El término (); conocido como fuerzas generalizadas se obtendrd a partir de expresiones, que in-
volucren los torques y coordenadas generalizadas.
En el presente capitulo se inicia retomando la definicién de centros de gravedad, desarrollados
previamente en el capitulo IV, para seguidamente obtener las velocidad de centros de gravedad
y las velocidades angulares totales de los cuerpos, necesarias para el cdlculo de energfa cinetica

del manipulador. Se construye paso a paso los términos de la ec.(5,2a) hasta obtener la ecuacién
llamada " forma general de la ecuacion dindmica", que tiene la forma:

Dg+Va+C =Q (5.2b)
donde:

D : Matriz de inercias

Matriz de efectos de fuerzas de coriolis y fuerzas centriguas

Q<

Vector de fuerzas gravitacionales
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5.2 Velocidad de Centros de Gravedad

Tomando las definiciones de los vectores de centro de gravedad, mostrados en el cdpitulo 4 de
trabajo virtual, se tiene como se obseva en la fig. (5.1):

Fig. 5.1 Vectores de centros de gravedad

Rgii = Raoi+ R/Gh-

Rg2i = Roi+ Ry +Rs + Rei + R,GQZ‘
Resi = Roi + Ry — Rsi + Rei + nggi
Resi = Ry +Rin + Ruw + Rsa

Resi = R, +Rini — Rigi + Reai
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donde:

Ry = R.g(01)ra

R/Gli = Rz6(511)Rz5(93¢)1‘Gh

Ry = Ru6(61)Res(03i)ra

Rsi = Ru6(61)Res(03i)rs

Rei = Rz6(61i)Rz5(93i)r6i

R,GQz = Ru6(01:)Ro5(05:) Res(—07:)Roa(—0si)ran
R/ng = R.6(01)Re5(03:)Ros(—07)Roa(—0si)ras:
R, = [% Zp}T

Ri7 = 26(016:)T17i

’

RG4 - Rp —I— RG4
T
Rey = [33G4> Yaa, ZG4]

con los vectores locales de posicién dados como:

ry; = [d% 0, O]T

ry = [du, 0, 0"

rs; — [0, ds;, O}T
g, = [07 0, d6z‘}T
T = [0, 144, O}T
ri7; = [dm, 0, U}T
Ises = [07 0, d5az‘} ’

Yoasi = [0, 0, doas) ’

T'cii = [iﬂclz, YaGuis ZGM]
Tge; = [IG% YaG2i, ZG2¢]
rgsi = [9003“ Yasi, ZG3i]

Velocidades Angulares y de Centros de Gravedad

Definiendo las velocidades de los centro de gravedad inercialmente se tiene para cada cuerpo lo
siguiente.
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Velocidad Cuerpo 1i

Derivando R¢y; respecto al tiempo:

OR ;5 (03, :
Ve = RZG((Sli)ﬁrGli O3i
Veu = ku 0 (5.3a)
donde: OR.A (03)
kis = Ruo(01) 57— Tan
1 6( 1 ) 803Z | elt
Poniendo en funcién de las coordenadas cartesianas ec. (5,3a), tenemos:
05, = kL q (5.3b)
Veu = kiiky 4 (5.3¢)
con:
kL = i [E2. E- E4»]
2 Eli () 31y )

. . * 2 T
q = [ajpa Yp; Zp]
Velocidad Angular wj!

Las velocidades angulares de cada cuerpo serdan tomadas en el marco de referencia local mas
conveniente a utilizar, tomando en cuenta la cinemética desarrollada en el capitulo 3, se observa
que la velocidad angular wi!, tiene la siguiente definicién:

1i hooa hoos
Wsi0 = Osi ¥3i = 03i j

- (&% a)j (5.3d)

Velocidad del Cuerpo 2i

Derivando R9; respecto al tiempo:

OR,5(03; . OR.5(€; )
Vaoi = RzG(‘hi)%(réh + 15 + 1) O3 + Rzﬁ(éli)(%Rz4(_e8i) € +
OR..4(—0g;)
Rz5(€i)# 0si )T G
OR .5 (03; OR 5(¢; .
= RzG((glz)ﬁ(rM + 15 +rg) + RzG((sli)ﬁRM(_e&)rGQi O3 —
3931‘ aei
(9Rz €; . (9Rz —6 i
Rzﬁ(éli)Tj)Rﬂ(—@sz’)rmi 07 + R26(511)Rz5(€z)4§é& 8 )-I‘GQZ' O
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con:
€ =03 — 07

renombrando términos:

Vaai = ki 9:% + ky; én‘ + ks; 9&'

donde:
OR .5(03;
ks, = Rz6(5lz‘>¢(r4i + 15 +Tg;) +
00,
(9RZ €;
Rz6(51¢)%Rz4(—98i)1‘G2i
aRZ €;
ky = _Rzﬁ((sli)%Rzél(_@Si)rGQi
OR 4 (—0g;
ks, = Rz6(51i>R25(€i>MrG2i (5.4b)
00,
Mki == [k?n ) k4i ) k5z]
. . . . T
ei == [931'7 671’7 68’Lj|
0, = Muq (5.4c)
sustituyendo ec. (5,4c) en ec.(5,4a):
Vo = My Mua; 4 (5.4d)

Velocidad Angular wgi’o

La velocidad angular del cuerpo 2: es la adicién de las demés velocidades angulares que permiten
el movimiento de este cuerpo, por lo tanto se tiene:

2
Wi gi = Wo,3i T Wo,7i + Wo8i
tomando esta tltima expresion y transforméndola al marco local (xg;, ysi, Zs;):
2 2
wWsio = Rsio wigi

donde:
Rgio = R.4(0si)Ras(07:)R5(—03:) R6(—014)
de modo que:
w0 = Raa(0si)Res(07)wsi + Reoa(bsi)wri + ws (5.4e)
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con:
w3 = [0, 93z‘> O]T = 93i.i
Wy = [0, —9717 O}T = —én J
wg; = [_‘981'7 0, O}T = _981‘ i

Tomando de la cinemética inversa las definiciones para cada velocidad angular, respectivamente se
tiene:

98i = I (F21 .fp—i-ng yp+F4i Zp)
14

. 1 . . .
O = H—(Hm &y + Hs; 9y + Hy; %)
1i

los valores k. v kL. son respectivamente:
61 71

1

ké;- = o, [H% Hs;, H4z']
1
kg;‘ = F—h [Fm‘, Fy;, F4i}

sustituyendo las ecs.(5. 3d), (5. 4f) y (5. 4g) en (5. 4e):
wio = Rua(bs)Res(07:) (k3; @) J — Reafs:) (kg; @) — (k7; ) i
= —(ky; @) i+ Raa(bs:) [(k% — kei)" fl]j
Aplicando la matriz de rotacién R.,4(0g;):

wiy = — (ki @) i+ (ky—kei) cfsi @+ (ky—ke) sbs G k (5.4h)
= Ayi+Bj+0hk

donde:

A, = -k q
Bli - (kgi_kﬁi)TCQSi q
Cui = (ky—ka) s0si 4
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Velocidad del Cuerpo 3i

Derivando Rgs; respecto al tiempo:

OR .5(03; .
Vasi = Rz6(5lz‘>$(r4i — 5 +7Tg;) O3 +
Roo(6:)( DR () &+ Rug(en) R0
o¢; 00s;
= RzG((sli)w(rM — Iy +Tgi) + Rz6(511)75(6)Rz4(—981’)1'G3i O3 —
(98&' 861‘
OR .5(¢; . OR,4(—0g; ;
Rz6(51i>%Rz4(_98i)rG3i 07 + Rz6(51i)Rz5(6i)#rG3i Osi

renombrando términos:

Vasi = kéi 931‘ + ky; 971’ + ks; ‘981'

M}, 6; (5.5a)
donde:
ky = Rz6(61i)aR5+(é3i><r4i — T35 +Tei) +
3i
Rzﬁ((su)aRg—;(wRA(—@si)eri
M, = [Ks, ku, ks
finalmente:

Vs = M, Ma; (5.5b)

Velocidad Angular w§;
Esta velocidad angular es la misma que la velocidad angular del cuerpo 2i de manera que:

3 2
Wgio = Wsio

Velocidades de los Cuerpos 5i,6i y Plataforma Mdévil

Vesi q (5.6)
Vasi = q (5.7)
Var = q (5.8)
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5.3 Funcion Lagrangiana

Aplicando la ec. (5. 1) al robot delta, se consigue de manera general la siguiente expresion:

L=>" (Z (K — U,@) + Ly

i=1 \k=1
¢ = mnuimero de la cadena
k = mnimero de cuerpos en la cadena i

expandiendo los términos del primer paréntesis:

3

L = Z (K — Uni) + (Ko — Usi) + (K3 — Usi) + (K5 — Usi) + (Ko — Usi) +

=1
(Kp - Up)
3
= > (Lyi + Loi + Lsi + Lsi + Lei) + Ly
=1

Donde le' = K]ﬂ - Ukz

Ly = % <m1iV£1iVGlz‘ + (wéﬁ,o)T Icui wéﬁ,o) +mi; g R
Ly = % <m2z'ngiVG2i + (wiﬁ,o)T Lgoi wg;,o) +ma; g' Reai
Ly = % <m3ng3iVG3¢ + (W§§,0)T103i wazzf,o) +mag’ Resi
Ls; = %mmeg&VG& +ms; 8 Resi

Lei = %mangﬁchaz- +mg; 8" Rae

L, = %m4Vg4Vg4 +my 8" Reu
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oL
dt \ 94,

Desarrollando el término < <%>

A partir de la ec. (5,2a) se tiene:
d(oLy oL,
dt \ 0¢; 9q;

desarrollando el primer término de la ecuacién anterior apartir de la ec.(5. 10a):

OL ~~ 0Ly OLy 0Ly OLs 0OLg\ 0L
= = ( 1o R R e > + =2 (5.11a)
dq; dq; dq; d4; d4; 94, 9q;
para j = 1,2, 3 donde:
QIZ'Ip QZZyp QBZZp
Desarrollando %1?:
J
Tomando cada subtérmino de la ec.(5. 11a):
OLy; 01 7 ‘
e VeuVeu + (i) Tou whi)
a4, 8q] <m1 G1i ¥ Gli (‘-‘-’&,0) Gli W3ig) +
EYR : 8" Raus 6.11b
94, (mu g' Reu) (6.11b)

sustituyendo ecs. (5. 3¢), (5. 3d) en (5. 11b) y notando que todos los cuerpos 1i tienen la misma
matriz de inercia Iy;, y los cuerpos 2i y 3¢ tienen la matriz Igo;.

%Lq.j - %8% <mh (s 15 @) (ki 15 @) + (B 3) T (0 j))+

0
— (m1; g"Reui)

0q;
10 T 0...)2
= 58_% (mh q (kgZ klz klz le) q +,] IGlz (631) )
10 :
- 58_ (mlz q (k21 k17, klz kg;) q +-] IGlZ (k%; q)2)
4dj
OLy; 1 oq” e aT 9q
0q; 2™ <3%‘ wara 04 "
. . L a.
i" Tew j (k3a) ks, 8q (5.11c)

donde:
My; = ky; ki; ki ki,
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Desarrollando

sustituyendo ec.(5.

con:

aLQz :

0q;

OLy; 01 7 ‘
i zV Vv : 2¢ I ; 2i >
a0V ) T )
0
4d) en (5. 11d):
OLy; 10 . o i
(96; - 28% (mzl (MkZMAZq) (MM aid) + (""gi,o) Lo w&%i,o) +
a (m2zg RGQ'L)
1 8 . ) T i
- 397 (maid” (MEMEMGML) @+ ()" Toai wi)
8L2,- ]_ 8 T aq
oy 2" (aqj 2 4+ Maige | +
1[0 (‘-"%Z:o)T , T dwit
— —Z’I i 271 2’% I ; 7, 5.11
5 < 94 G2i Wg; 0 T (w&,o) G2 —8qj ( e)
donde:
My; = M}, M ;M M y;
evaluando el subtérmino 8;530 a partir de la ec. (5. 4h):
Ow? o N N .
- a4; <_ (k% q) 1+ <k2i_k6i)T098i q + (in_k6i)T598iq k)
94, 9q;
8q : T aél . T 3(31
(kaa ) i+ (ky;—kei) CQBia_qu + (ky;—kei) Sesia—%k (5.11f)
Dyi+ Eyg+Fuk
9q
D; = — (kL=
1 < naqﬁ)
9q
T
Ey = (kgi_kGi) Ce&'a—qj
94
Fy; = (k, —ke) s0gi—
1 (ky;—kei) s0s %4,



Desarrollando %L;_i:
J

OLs; 0 1 - ‘
LA zV VvV ; 2¢ I . 2i >
(9%‘ 8% (TTL3 G3i ¥ G3i (sz,O) G3i Wgio | T
& R 5.11
04 (msi & Rox) (5.11g)

sustituyendo ecs.(5. 5bb) en (5. 11g) y donde Iz = Igo; ¢

8L3i 10 . i \7 i
5%~ 20 (mgz (MM )" (MM + (o) T w2ho)
_ 1o TMEM, M) &+ (w2io)” Toy w?
= 28 ms; q ki VL IVLa; ) q 81,0 G2i %8i0
OLs 1 ogr . q
- = —M; T Myi—
g 2" ((‘9 ara M g i
1(0(w zzo> Owsi
5 ( Io w810 + (w&o) Icoi 8q'j7
donde:
Desarrollando %:
4;
OLs; 0 (1 9
e Y zV Vv ; . i TR i 5.11h
8(]'] 8q] ( ms; V s G5> + 8qj (m5 g G5) ( )

sustituyendo ec. (5. 6) en ec. (5,11h):

OLs; 0 (1
aq; 3_( i q)
0o
- yo2(59)
aai; - m“”i%q (5.111)
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Desarrollando %LGZ :

0Lg; 0 (1 0
L iVieiVaei | + =— (meig” Ree 5.11
96, 04, ( Mg V Gei G6> + 94, (m6 g GG) (5.11j)
sustituyendo ec. (5. 7) en ec, (5,11j):
OLs; O 1
8q-j — 8 qu q
1 oq” 6q>
= a+q
2" ( 9q; 9q;
1 oqt
= Zmg 2 [ =—=¢
2" ( 9q; q)
OLs; 0q" .
=% = mg—— 5.11k
9q; " 0g; (3118
Desarrollando —* 8L
.7
oL, 0 (1 T 0 T
— = — | =y V, V — R 5.111
i, 04, ( 2m4 G4 G4> + 94, (m4g G4) ( )
sustituyendo ec. (5. 8) en ec. (5. 111):
Oy _ (1, g
94, = B4 1 4'q
1 oq r0q
B 5 <Wq+ 4 8(]])
1 oq" ,
= g 2
2" ( g q)
oL, oq’ .
e WY 5.11m
74, o ( )
Al evaluar el termlno 1 dependera que valor tome j, de tal manera que se tienen los siguientes

resultados para dlferente Valor de iterador j.
Para:
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04 ) zp B ip
Y- r| — Q. D
aQ1 8(]1 Z'p axp Zp
= 1o o
= i
j=2
o4 ) zp d zp
. - - D - = D
qa g Z'p ayp Zp
= [0, 1, 0]
=]
J=3
04 B gp B zp
= = 4a. p| — 3 p
aq{i aQS 21) 8Z]o zp
[0, 0, 1"
k

Tomando la ec. (5. 11a) y derivando con respecto al tiempo cada miembro de esta ecuacién obten-

€INno0s:
d (L d < (8LM OLy 0Ly  OLs; 8L&> oL,
— (=) == =R R R ) 5.12a
dt (8qj> dt (Z 9q; 0q; 0q; 0q; 9q; 0q; ( )

=1

El desarrollo de la derivada con respecto al tiempo de cada elemento se muestra a continuacion:

Desarrollando 4 (2Lu ).
dt \ 9q;

Tomando la ec.(5. 11¢) y derivando con respecto al tiempo; tal que:
d [ 0q
4oy _,
dt 8%’
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para 7 = 1,2, 3, se tiene:

0q; 0q; 0 dt
1 oq" dMy; , 04" dq dgq" 0q dMu 8(1
= ZMmy; My; My
2m1(aqj at 19, 1dt+dt 94, @ “dt g,
dk? 8q dq (9'
T s 2% . T T T
d kZ 6q
T I : . kT-. 2
i o § (ki) =5 a4,
donde:
d
%Mlz = My
d N
dtqlz = qu;
d
—k A k i
72 2
simplificando:
d (O0Ly; 1 g’ oq
N = 3 % M 7 M > ( M 7 M z) .
dt(&jj) oM (3q ( 19+ M;,q q My +q M, a4, +
. . 6"
i" Tewi j (kgz )k%; 8—+‘] Lo j (kyd) ki —— 4,
9q

" Tauj (kya )kgz a4,
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d (0L, ! 04T 04\ d (. 9
_< 1) - 2mhdt< Mus g+ 4" My _g>+_<JTIG”J (k21q)k§a_q

(5.12b)



cada término de la ecuacién anterior se toma y se simplifica como se muestra a continuacién:

99
0q;

()

kL —= 9

jT IGlij (k2zq) 24 6

kTa—

i o (i) 6 50

. . C . 0 .
e (Mg ) i T (k;;aq) Kk

0
%0
0

(jT Lovi § ( o, )T
sustituyendo las ecs (5. 12¢), (5. 12d), (5. 12e), (5. 12f) en (5. 12b) y
T .
. . 0 ..
Mf@) + (JT Icui (kg; a_q) kg@'))qu
T .
M{z) +3" T ] (

294
——M;;
1t (9%

99

d (0L _ (lm. 04"
dt\ag ) — 27"\ 9y

1 0T
-ma; | =My,
(2m1 <8qj 1 +

oq”

5 (an)’

(5.12¢)

(5.12d)
oq .

" T (kL =— ) (k%

J G1i J ( 24 aqj)( 21q)

q
T I . . kT oq kT- .
(J G1i ) 2 aqj 2 | 4

9q
kT
21 6

(5.12¢)

(5.12f)

. oq .
Icii j ( 2% 8_) k%;) q

agrupando en ¢, q:

r 04\ »
2i a_) kg; +

) ) oq )
i" o j <k%; 6_) kJ.)d

factorizando términos:

d (0L 1 g’
dt ( 9i; ) = My,
(1m g
2 a4
Dy a+Vi q

(My+My;) +§" Iey (kT

(MMH\/Ih) +i" I j <a—g

8(51 ..

. T
24, (koi k3; + ko, k@)))q

(5.12g)
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donde:

lm oq”
2 1i - 8
1 aqT
2" g

HDli =

Vli =
con:

kli

T
k2i

E;

= kokD kKL + ko kD ki kD 4 kokD ki kD + kokT ki kD,
= kykDkykD 4 2 ky kD ky kD + kok ki kD

. o¢
(My+MY) +3" Iew j (kgl a—q> ks,
. T

(MlﬁMh) +J" Taui (8q

ko kL, + kokZ,
aq-j (2 21—'— 2 21))

?R.5(03;) ;
(05
O’R.5(05:)
9 (0;)°

= Rzﬁ(é ) 931 rci

= Rzﬁ(5li) rcii k%; q
= (Ez él)T
1 E17i
= o) Eso;
Li | Flog;

E18i
E21i
E24z'

E19i
E22i
E24z'

Los términos de la matriz E; estdn mostrados en el dpendice C de este capitulo.

Desarrollando

d 8L2z .
at \og; )*

Tomando la ec.(5. 11e) y derivando con respecto al tiempo:

d ([ OLoy; 1 d (04" oq
N = 3 7 Mz Mz
i (o) = iy (G ) +

2dt

1d (M

1
2"
1
2

sl
(o

‘*’& 0

. . Ow?t
24, G2i Wat o+ (Wiio) Ioe 9,
, 801 dMgz. oq” M dq dq" da oq | .p dMy; 04
ag;  dt ' dt T ag; dt 9
i \T 2
‘-"& o % 0 (w&‘o) dwg; o
Lo wg! —~—Tco :
C}j ) G2i Wi T D4 G2,

21
a‘*’& 0

04

+ (wilo) Tao —
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(5.12i)

(5.12j)

(5.12k)

(5.121)



simplificando:

£ (2] o (B 30 0 ) 2)-

T
1(d wSzO i 6(""810)
5 <dt< )IG% W?;i,O"’ 34, Lo ‘-"&o +
1 dw3t 9i \T d (8 wéio))
02 ) Ty 80 4 (2 YV gy, & (2800 5.13a
2 (( 80) G2 6qj ( 8,0) G2 dt an ( )

El dlgebra de los términos de la derivada con respecto al tiempo de la velocidad de traslacién,
tienen el mismo andlisis de las ecs. (5. 12¢) y (5. 12d), por lo tanto resta hacer el andlisis de los
subtérminos de la derivada con respecto al tiempo de la velocidad angular ec. (5. 11f), de manera
que se tiene lo siguiente:

0wl 0
d w‘&,o _ —k%a—(,liqt
dt \  9q; dq;
N ST oq -\ .
((in_kGi) 09&62 (k2z kﬁz‘)T Sg&a—;g&) J+
) T 04y oé
((in_kGi) s0s;—— 8(]] (k kﬁi)TCQSia—;HSi) k
sustituyendo las definiciénes (5. 4f) de fs; en la ec. anterior:
d [0 w?
a 80 ) _ kg; 9q it
dt aqj' 8
T ¢ ¢ 2\ .
<<k2i_k6i) cls; 8(2- - <k2i_k6i)T 30818_; kg; Q> J+
- - \T 0q v, 0q .
ki—ki) Osid | (k, —kg) Ot KT ) k 5.13b
((2 6 888Qj+<2z 6)CBan 7zq ( )
Los términos l'<6i y l'<7i son respectivamente:
l.{6i = (H; él)T (5.13¢)
kn = (Fia) (5.134)
donde:
1 Hysi Hoy Hos;
H = Hygi Hari  Hog;
Eribr Hyg; Hsoi Hayy
1 F5’l F6i F’h
F, = -3 Fgi Foi  Fio
Filo o o



Los términos de la matriz E; estdn mostrados en el dpendice C de este cédpitulo. Sustituyendo ecs.
(5. 12k) y (5. 13c,d) en (5. 13b), obtenemos:

d ([0 ‘-"szo T 0q.,
il — F,
dt( 0q; ) ~ (Fi q) 8q]+
(E—H,) &)" 522 (k)" 5652 (K, &) ) j+
7 ) 817 - aq] 21~ B6e 81 - aq] 7z
. oq oq .
(((Ez_Hz) a)" 398ia—qj + (ko —kei) " 09818% (k7; )> k
d [0 wZ . .
@( 3; 70) = ait+byjtenk (5.13¢)
donde:
q
- _(F. )T =2
ai; ( zq) 861]
oq ¢ ;
by, = (((EZ—HZ) ) clgi=— — (koi— k6i>T508i—(.] (k% Q))
a% ) j
) 99 r , 04 )
.= E—H,) q)7 s0si— + (k,,—ke;)" clsi— (k%
c ((( )q)SSaqj+(2z 6)083%(7&))
Desarrollando el subtérmino <4 <M Too; w2t
dt a4, G2i Wi 0°

Para este dnalisis se desarrolla los productos internos de modo que se facilite el dlgebra matricial,
como se muestra a continuacion:

Looi O 0 Ay
d o w27£ T ' rT2i 17
7 (% Lo Wiy = |01, buy ci] | O Iy O By
q] 0 0 Izz2i Clz'
= Ippoi a1; Avi + Lyyoi b1y B + 1.9 ¢;C;
(5.13f)

Los términos fuera de la diagonal principal de la matriz de inercia Io; son cero, debido a la forma
cilindrica del cuerpo 2:.

i \T 0 wii
. . 2 d 8i,0 |,
Desarrollando el subtérmino (wgl () Las 4 < 5, )

Loo; O 0 aq;
] d a w : xrx2i 17
() Tow 7 (o ) -

B |:A1i7 Bli7 C’lz] 0 ]nyi 0 bli
at aq] 0 0 L9 C1i

= Lpa0i a1iAv + Lyyoi b1 By + L29i c1:Ch; (5.13g)
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Valorando las operaciones de ecs. (5. 13¢,d), y usando ecs. (6. 4h) y (6. 13e):

Lo 00 .
ady = (Fiq)" _q (kg; a)

aqj
.7 04 )
= [(F;a)" —.kTi q
(0, & Soha
= 17 g (5.13h)
) 0¢ 00
bi; B = [(((Ez_Hz) q)T 6‘981'8—2 - (in_kfii)T 39818—;
(k7;61)) (ky;—kei) clsi]
= I, q (5.13i)
) 99 r, 04
O = E,—H,) )" s0si— + (k. —kg; —
c1:Chi [((E;—H5,) q) 598z8qj + (ko —kei) cOs 94,
(k7:41)) (ko —kei) " 556y
= I3, q (5.13j)
Ahora obteniendo w3, :
d o d T s T .. T .
p (wgiyo) = = <—k7z ai + (ky;—ke;)" clsiq j + (ky,—ke;) " s0s:4 k)

N (k? a4+ k% q) i+
° y T o . T « N . T . o
<k2i - k6i> cbgi q j — (kzi_kﬁi) sblsi q Ogij + (kgz‘_k&') clgiq j+
. . T .
<k2i - k6i> s0s; qk+ (in_k6i>Tc‘98iq g k + (in_k6z‘)T598iEl k
simplificando y sustituyendo la definicién (5. 4f):
oo = — (K a+ Kl @) i+
. . T
[ (k2i - k6i> clsi q —(kgi—kﬁi)TS(gsz‘ (k% Q) q +(k2i_k6i)T098i d] J+

. . T
[<k2i - kﬁz') sfg; q + (kgz‘_kﬁi)TCQSi (k?l Q) q +(k2i_k6i>T598i d]k
= dlz‘ i+ €1; J + fli k (513k)
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con:
dy;
€1i

i

Desarrollando

= - (K a+ K &)
Y ¥ T . T T o\ -« T o
= <k2¢ - k6i> clsi 4 _(kgi_kGi) s0s; (kn Q) q-+ (in_kGi) cls; 4
. . T
= <k2i - kﬁi) sbs; q + (kgi_sz‘)TCHSi (kg; ('l) q+ (kzi_kﬁi)TSQ&’ q

o(wiiy)"

aq;

<21,
Lo Wsio*

el subtérmino

9 (“’gé,o)T Lrazi = 0 0 i

Desarrollando

Lo ‘-:Jg;o = [D1i7 Eu, Flz'} 0 Iyy2i 0 €14

04, 0 0 Lo | fui
= Lpaoi diiDui + Lyyoi €101 + Looi f1iFh
(5.131)
) Iew2i
el subtérmino (wgg,O)TIG% 082’_’0:
. 8(,‘;21 I;chz' 0 O Dli
*,4 T 2y
(@hio) Iazi% = [du, ey, fu] | 0 Iy O Ey;
9 0 0 L. [ Fu
Lpaoi diy D+ Lyyoi €1 Bri + oo f1i Fu
(5.13m)
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Valorando las operaciones de ecs. (5. 13j,k):
P T e T dq
diiDy; = (kn q+ ky; Q> k?za

99 qN +r| .
- (et ] ()

= Il . g+1, q (5.13n)

. - \T . T T ey . T .
el = <<k2¢ - k6i> cbsiq _<k2i_k6i) s0s; (kn OI) q+ (kgi_k&) cls; Q>

q
<(k2i_k61) cls; 8%)

99 .. oq . . A\T
= [(k2i_k61) egza (kgi_kGi)T:| q-+ (kgi—sz')Ta—q.jCQgi[C@si (in - kGi) -
s0s; (k27, _kﬁz) (an) ]
= Igaz q + I7az ¢ (5130)

. . T
JuFu = <<k2i - k6z‘> stgiq + (kgi_kGi)TCGSi (k% Q) q+ (sz‘_kﬁi)TSQSi Ei)

q
((km‘_kﬁz) O 3%)

ofe . ¢
= [(in_sz) ngaq (in_kGi)T} q+ (kgi_kGi)Tﬁ—;SQ&‘[CGSi(in_kﬁz‘)T
Jj
. \T
(k% ) + sg; (km — k6i> Ja
= Igaz q+ IQaz ‘ (513p)

Sustituyendo ecs.(5.13f), (5.13g), (5.131), (5.13m) en (5.13a) se tiene:

% (8L'21-> _ lmm <8q (Mm q+ M, ) + (iiT M2¢+QT1\'/IQ¢> @> +

0q; 2 dq; 94,
Lowoi a1 Avi + Lyyoi b Bii + Lsoi c1i Chi + Lpgoi dii Dy +
Lyyoi €1 By + 1o f1i Fu

(5.13q)
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sustituyendo ahora ecs. (5.13h), (5.13i), (5.13j) y (5.13n), (5.130), (5.13p) en ec. (5.13q):

d 8L21 1 8 T T « T aq
— = = M M M., M,; ) —
dt ( an ) 2m21 (aqj ( 2zq+ qu) + (q 2% +q 2) 8(]3 +

Ix:c2z Ilm Q+[ yy24 I2m q+[zz2z Igal Q+
La2i (Izaz q + I5az . ) + ]nyi (Iﬁal q + I7al . )
[ZZ2Z (Igaz q + Igaz ) )

simplificando y agrupando en q, q:

d (0L,
dt \ 94,

1 oq” oq” T> T T T
=My | =—Ma; + ——My, | + Logoi Ligit1yyi Lse + La20i Igg
[2 (aqj 8q] 2 4, vy 6 8

[1 ogr
Mo —-
2% dg; dq;

.01 (T34 + I9ai) lq
= Dy q+Vy q

donde:
M MEM; M 4
1 04" T
DQz‘ - §m2z aq (MQZ + M2Z) + I;c;cQz I4m+I Y24 Iﬁm + Izz2z Igaz
J
104" T
VQz‘ - §m2z aq (MQZ + MQZ) + I;chz (Ilaz + I5az) + Inyz‘ (I2ai + I7ai)
J

1.9 (T30 + IQai)
donde las matrices de Mm estdn definidas como:
ks,
My = |k
k;

Mki = [k3z k4i ksz]

Los vectores de la matriz My, tienen su desarrollo en el apéndice C de este capitulo.
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<M2z + MQZ) + [x$2i (Ilai + I5ai)T + [yy2i (IQai + I7ai)T +

G+

(5.13r)

(5.13s)

(5.13t)

(5.13u)



Desarrollando gt (%L?”)

La tnica diferencia de esta ecuacién a la anterior % <%I(’12’)esta en la matriz My;, esta matriz
J

se sustituird por la matriz Ms;, de modo que la ecuacién < <6L3’>queda como:

dt
d (OLs; 1 oq ogr
dt ( g ) - km% (8% Mai 94 Fo Mi ) + Loai Tigit Tz Toai + Tozzi Lo | @
1 09T T
[2m31 8q <M3z + Mgz) + [x$21 (Ilaz + I5az) + [yy2i (IQai + I7ai) +
j
I0i (Igai + I9ai) 19
= D3 +Vs q (5.14a)
donde:
My = MMM My, + My MM My, + My, MM M.y, +
ML MEM, My, (5.14b)
1 ¢
Dy = §m3l 8(; (M3% + M3Z) + Laaai I4az+] y2i Iﬁaz + Lzoi Igaz (514C)
j
1 oq" T T
Vi = §m31 8q <M3z + M3Z> + Log2i (Ilai + I5ai) + [yy2i (IQai + I7ai) +
j
Lni (Taas + Toug)" (5.14d)

La matriz M}, es definida como: )
M;m = [kéz ky; k5z‘]

El término Kj; estd definido en el dpendice C.

Desarrollando 4 (%L&)

Tomando la ec. (5. 11i) y efectuando la derivada con respecto al tiempo a cada elemento de

esta ecuacién, tenemos:
d (OLs d (og"
- = Msi— | 57—

-0y dt
oqr ..

= m5iTq
f]
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donde:

Desarrollando & ( 2L
dt 6q]'

Tomando la ec. (5. 11k) y efectuando la derivada con respecto al tiempo a cada elemento de

esta ecuacién, tenemos:
4 (s _ . d (04,
at\og ) — "t \og

L
- 67 8(]] q
donde: T
q
Dg; = meg;—— 5.16b
6 = i ( )

Desarrollando < a—L.’_”
dt \ 0q;

Tomando la ec. (5. 11m) y efectuando la derivada con respecto al tiempo a cada elemento de

esta ecuacién, tenemos:
d (0L, d (ogT,
— | = = MMy | 7.
dt 3qj dt 8qj

— 4 20,
= D,qg (5.17a)
donde: e
q
D, = my—— 5.17b
p my aQJ ( )
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Desarrollando el segundo término de ec. (5,2a) g—j
J

Tomando la ec. (5. 10a) y aplicando la derivada parcial con respecto a la variable de coordenadas

cartesianas:

oL <

a—qj:

0 oL,
L’L L’L L’L L’L L’L -
(9qj<1+ 2i + Lgi + Lsi + 6)+6qj

=1

OLy;

Desarrollando e

De ec. (5. 10b) sustituyendo ecs. (5. 3a), (5. 3d) y centros de gravedad se tiene:

1 ) )
Ly = 5 (mleGu Ve + (wity) ' Lo wéﬁ,o) +
mi;g (Rz6(51i)r2z‘ + Rz6(51i)Rz5(03i)rG1i>
1 . NT ) . AT .
= (mu (ki dsi)  (kus i) + (0 3) Lo (B J)) +
my; g (R.6(01;)r2; + R.6(61:)Rus(03:)rc1i)

1 ; ;
= 5 (e O k) O+ (7 3)05) +

myug" (Ra6(01:)ras + Rag(015)Ras(03:)rcni)
susituyendo ec. (5. 3b) en ec. anterior:

1
Ly = §(mu ki; ki + ' 1eu ) (kz ) T

my; gT (R.6(01;)re; + R6(61:)Rus(03:)rc1i)
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tomando la derivada parcial con respecto a g;:

. (91{1 2
T, + kL) (K ¢
aq 1 + 1z aq] ) ( 21 q) +

OLy; 1 ( kT
ma;

dq; 2 j
1 T T . T ak%; .
= (my; (ki; ki) + (3" Tew §)) 2 (kg @) q -+
2 9q;
OR.5(05;) 00s;

TR () — B3 80
mug 6(01i) 005 0q; [ ¥ell
1 okl 2

— - ZZ—“kz kT~ C
2m1 an ! ( 2 q) *
T .7 . .\ Ok
(mas (ki k) + (7 Towi §)) (kg Q) 90, a+
j
OR 5(03;) 003,

; TRZ 51 Trre5\V3i) v ;

myug 6(01i) 905 0q; ¥l
Tomando las definiciones de %,%—97—", % %L{idel apéndice C, y sustituyendo en la ecuacién
. q; q5 q;j qj
anterior:
OLy; _10q . .
e (kLTI == ) (kl.g) kL
3% |:rn1 ( 154726 154 (9q]>( 2zq) 2z:| q-+

((ma; (lez kli) + (jTIGu J))

. _ 801 . aRzE) (931) 8931’
(kgz'Q) <J7iJ1i18_qj) )Q+m1igTR26(51i)T3ia—quGu

agrupando en ¢:

OLy; _,0q )
8(; = [mu (kﬂJm‘J Ula_qj) (k5:4) ko; + (mu (ki k) +

) ) ) 4,0 )

(JTIGH .])) (k;q) (J7iJ1ila_q)]q+

4j
OR.5(03;) 003
mugTRzﬁ((Sli)%a—quGu
= V), q+Cy (5.18a)
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donde:

1 0q
Vli = My (kr{z']?%']lzla—q]

. . . 40
(JTIGli J)) (kgiQ) <J7z"]1ila—q)
d;

OR.s(0) s
8031‘ aq] Gli

) (k%;Q) k%; + (M (k{z kh’) +

Cu = mligTRzﬁ((sli)

OLo;

Desarrollando &

(9(]]'

(5.18b)

(5.18¢)

De ec. (5. 10c) sustituyendo ecs. (5. 4d), (5. 4h) y su vector de centro de gravedad se tiene:

1 . .
Ly = =mag (My; My @)7 (My; My, ) +

2
1 .. .. .\ 7
) <_k?i q1+098i(k2i_k6i>Tq J+5‘98i<kgi_k6i)Tq k) Lo

(—IcE d ikt (ki) 505 (ky—Kei) " k) +

T
ma; g Raai

simplificando y renombrando términos:

L2i

donde:

1 . .1 . .
52 q" (MZ;ZMZZMIM M ;) Q+§(a2i i+ by j+ c25 k) T

(Ag; i+ Bo; j+ Co k) +my; gTRZG((Sli)Rz5(QSi)R25(_€7i)Rz4(_08i>rGQi

1 . .
5 (in q" My q+1paoi Asi agi + Lyyoi Boj by + I..9; Oy 021‘) +

T
ma; g Raai

Qo = —k% q

by = (ky—kei) s G

e = (ky—ke) sbs &

Ay = —q" ky

By = qT(k%—k&-) cls;

Cy = qT(kzi_kGi) 50

Raai = Rug(01i)r2 + Rug(1)Res(03:) (ras + s + 1) +
R.6(615)R.5(03:)Rs (—07:) R (—0s: )T o
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finalmente la expresién que se obtiene es:

1
Lo = 5

(k2z k6@)<k21 kﬁz)

tomando la derivada parcial con respecto a g;:

OLo; 1 ((?Mgz ] Ok 1 8k$ ]
= 3 7 I;cx ) k +k () :
1 003g; 00s; \ . .
5 (_Iyy2i 2 cllg; s 3(2 + 1..9; 2 sOg; clg; 8—qi> qT(in_kGi)(in_k&)Tq—'_
1 1,0 (ko — Ke;
5 (Iyy% Cegi + Laoi 5952%) qT(—< 28 ° )(kzi_kﬁi)T + (kzi_kﬁi)
qj
ma; ' R
simplificando:
a % [xa: % k k A -
3, 2<m2q 8qjq+ 2q<8qj 7t 78% q|+
00y;
<[zz2i - Iyy2i) cllg; sOs; 8_q8 (k27, kGZ)(k27, kﬁz)
j
1 .7, 0 (Koi — Kg;
5 (Inyi 0951 + [zzQi 5031) Cfx%(kzz_k&)jﬂ
4;
d (Koi—ke;) " . .
(kgi_k&)(ia—q'()’))q—i_m% g Reoi
j
agrupando en ¢:
OLo; 7,1 OM,; k7. ¢ ﬁk%r
a P T ]:1:3: A —k k [ :
0q; 4 (2m2 Jq; ooz 0q; i K dq; *
003;
(L2020 — Lyyoi) cOs; 5O (kgi_kﬁi)(kgi_kﬁi)T 8q8~ +
J
1 Oky;  Okg T
— (I i092i +Izzis‘92i ( S l) k kz +
2(yy2 8 2 8)( aq] 8q] ( 6)
Oksi  Okei\ '\, . v
ky; —ke; - i 8 Raai
( 24 6) (8(]3 aqj ) ))Q+m2 g G2
Reoi
q" Moy, q+mo; gT—a @2
6qj
OLy; ;.

) + Mo; g RG2’L
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0 (Kyi—ke;)"

8qj

)q +
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donde:

1 8M21 8k7, T 81{;
Moy, = -moi ——+lw2i | kg +kn——
2iq 2m2 (9q] + 2 ( aq] 7 + 7 (9q] +
T a687,_’_

L9 — Iyy2z’> cls; s0s; (in_k&')(in_kﬁi) 8q~
J

) (ky;—kei)" +

Oky; Ok

dq; g

(
1 2 2
5 (Iyy?i cllg; + L2 5‘981') (

ks Oke; \ "
k,.—ke, —
( 21 61) (aqj aqj ) )

BRGQZ 8R25(93Z) 8631
aqj 6( 1 )( 8931 aqj <r4z+r5 TTg )+
8R25(93i) 6(931
B TR 5 (—07) Ry (O
( 6931 aqj 5( 97 )Rz4( 98 )+

IR 5(—07:) 007;
8971' 8qj

OR.4(—03g;) 003;
R.5(03:) R 5(—07) (—0ai) 06

R.5(03:) R.4(—0si)+

)rGQz‘)

8981‘ 8qj
Vo = " My (5.19Db)
OR 2
Coyi = my g~ d 1
2 ma; & B4 (5.19¢)

Armi ioui Oko; Oke; Okyy OMy; 003 907, 008 ; < :
los términos siguientes Do et e va P og Y Bg estan definidos en el dpendice C.

Desarrollando %Lq?’?
J

Esta ecuacién presenta la misma forma que ec. (5. 19a) sin embargo se hace notar que la
diferencia estd en la matriz Mo;, la matriz correspondiente para esta ecuacién es Ms3; , por lo tanto
las expresiones finales quedan de la siguiente manera:

1 . . . . . .
L = 5(77131‘ a" M q+ Lo (qun‘) (k% (1) + Lyyoi qT(in_kGi)(kgi_k6i>T09§z‘ q-+

IzzQiqT<k2i_k6i)(kgi_kGi)Tsegi 4 +ma g" Reai
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tomando la derivada parcial con respecto a g;:

OLs; 1 . OMs; . . [ Oky; OkL\ |
- <m3i q" ? Gt Lowoi " ( ! k?;- + ky; 72) Q> +

dq; 2 0q; dq; dq;
1 003s; 00s; \ . .
5 <_Iyy2i 2 clg; sbs; 3_62 + 1..9i 2 slg; clg; a_qj> qT(kgi—kﬁi)(kgi—kﬁz)TQ+
1 8 (kgz — k61>

0 (kai—kei)" \ .
2 (kzi_kﬁi)T + (kzi_kﬁi)w> q-+

= (Iyyoi b3 + Lo sO3;) 4" ( o0,
j

dq;

T
ms; & Rasi

simplificando:
OLs; 1 .7 OMs; , .1 (OK7i. OkL\ .
= 3 7 Ia:;c 7 k7, k 7 :
00s; . .
(Loz2i — Lyy2i) cOsi sOs; (9q8~ qT<k21_k6i)(k2¢_k6i)Tq4‘
j
0 (koi — ke;)

(Iyy2i 6931 + Izz% 395251) QT( (k2i—k61')T +

0q;
9 (koi—ke;)"

. T
aqj ) +m3z g G3i

(k2z‘_k6i)

agrupando en q:

0Ls; 1 OMs; Okr; OkZL.
=% — q" (zma; 2 i (—7k%+k7z' n) +

dq; 2 Jq; dq; Jg;
00s;
(Lzn2i — Iyy2i> clg; s0s; (kgi_k&')(kgi_kﬁi)T (‘3;. +
j
1 Oky;  OKks; T
— (1 1-0021- +Izzi3‘92i ( — ) kz—kZ +
2(yy2 8 2 8)( 86]] aqj ( 2 6)
Oky  Okei\ ., .
ko, —Ks; -  g"Ros
( 21 6) <8q] aqj > ))q+m3 g G3
. . OR¢a3;
= q" Mz, q+me; g’ B <
q;
0Ls; .
aqé = Vyq+Cs; (5.20a)
j
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donde:

1 O0Ms; Okz; ok?.
Ms;, = §m3¢ ? +Lpp2i <—7k$¢+k7i 7Z> +

dq; dq; dq;
00g;
(Izz2i - Iyy2i) cls; s0s; (kgi_kb’i)(kzi_kﬁi)T 8(]8'
J
1 Oks; Oks;
3 (Tuzi i+ Lo 565) (< dq;  Og; > (e ke +

Oky;  Okg; \ '
(in_k61> <3—q] - 8%) )

IR IR 5(03:) 003

aqj 6( 1 )( 8931 aq] <r4z+r5 +r6 )+
8];{z5(93i) 8931
( 8037, aq] RZ5( 977«)]‘:{‘24( 081)+
8R25(_07i> 8071
Rz5<93z) 8071 8%‘ Rz4( ‘981)+
aRz4(_98i> 8‘981

R.5(03)R 5 (—07) 90, 20, )rGsi)

Vt‘ii = qT M3z‘q

ORGs3;
Csy = 3i gT B <
4d;

el término siguiente %ﬁ, esta definido en el dpendice c.
J

Desarrollando %—Lq’_&'
J

(5.20D)
(5.20c)

Sustituyendo en ec.(5. 10e) la ec. (5. 6) y el vector de posicién del centro de gravedad de este

cuerpo, se forma la expresion siguiente:

1 ST
Lsi = —ms; qTq + ms; gT(q + R 4(016:)r17 + R6(016i)Ra5(015:) (T14i + T50:))

2
tomando la derivada parcial con respecto ¢;:
OLs; 10 T r 0
= 55 i i 8 A R,6(016i)T17i
94, 294, (msi 4" q) +ms; g 94, (@ + R5(d16)T17: +
R.6(016:)Ra5(015:) (145 + T54i))
OLs;
8qj >
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donde:
Csi =msi 8" 72— (5.21Db)

Desarrollando %LGZ

Sustituyendo en ec.(5. 10f) la ec. (5. 7) y el vector de posicién del centro de gravedad de este
cuerpo, se forma la expresion siguiente:

1 ST
L = §m6i qTq + M gT(q + R5(16i)r17 + Ra6(016:)Re5(915:) (Y145 + Toai))

tomando la derivada parcial con respecto g;:

OLg; 10 r 0
8qj = 2 8 (m&q q) + me; g aq] (q -+ R26(516i)r17i —+
Rz6(516i)Rz5(515z‘)(I‘14z + T6qi))
OLg;
= G 5.22
(9qj 6 ( a)
donde: 5
Coi = mei g7 o 5.22b
6 6i 8 3, ( )

L
Desarrollando g—q’_’
J

Sustituyendo en ec. (5. 10g) la ec. (5. 8) y el vector de posicién del centro de gravedad de este
cuerpo, se forma la expresion siguiente:

1 .
Ly = 5ma a"q+ms g" (a+ Riy)

tomando la derivada parcial con respecto g;:

g—zj = ;aa (ma " §) +ma g~ 38 (a+ Rgy)
g—zj = G, (5.23a)
donde: g
C,=mqg 0_% (5.23b)
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Por dltimo sustituyendo ecs. (5. 12g), (5. 13r), (5. 14a), (5. 15a), (5. 16a), (5. 17a), (5. 18a), (5.
19a), (5. 20a), (5. 21), (5. 22) y (5. 23) en ec.(5. 2a):

Di; g+Vy; q+Do q+Vy q+Ds G+Vs; +Ds; g+De; G+D, g—
(Vli Q+CII+V21 q + (CQi + V?)i (.]‘f‘ng —I— (C5i + Cﬁi + Cp) — Q

Agrupando en g, ¢ obtenemos la forma final de la ecuaciéon de Lagrange:
D q+V q+C =@ (5.24a)
donde los matrices I, V y C son:

D = Dyj+Dy+Ds+Dsi+Ds;+ Dy
V = Vit Vot Va— (V4 Vo +Vy)
C = —(Cy+Cy+ Cy +Cs5 + Co; + Cy)

5.3 Fuerzas Generalizadas

La formulacién de la ecuacién de Lagrange considera el uso de fuerzas generalizadas contemplan-
do las fuerzas aplicadas externamente, fuerzas y torques de actuadores, fuerzas de resortes lineales
y torsionales, de modo que es necesario desarrollar estas expresiones para que sean compatibles con
el lagrangiano, y ademas consistentes con las restricciones mecdnicas. Las fuerzas generalizadas se
obtienen a partir de la expresion de trabajo virtual.

Primero consideremos el caso en el cual los actuadores ejercen una fuerza o torque en las juntas
y fuerzas y momentos externos son aplicados al efector final. Definamos 7 = [r;....7,,] como un
vector n-dimensional que representa el torque generado en las juntas y F. = [, nl]7] el vector de

seis coordenadas de las fuerzas y momentos resultantes en el efector final. Por lo tanto el trabajo
virtual producido por estas fuerzas y momento es:

W =1,0Q+F, ix (5.25a)

donde 0x es el vector de desplazamiento virtual del efector final. Substituyendo la relacién dx =J
0Q en ec. (C,1) conseguimos definir el vector de fuerzas generalizadas como:

Q=71,+J"F, (5.25b)

Para el caso del robot delta paralelo, se desprecian los efectos de fuerzas externas en el efector final,

por lo que resulta entonces:

donde:
T, = R073i (sz) (525d)
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Apartir de la referencia [15], que relaciona las velocidades angulares con los desplazamientos vir-
tuales:

Ow
0Q=—9
Q 74
se plantean los desplazamientos virtuales que estén relacionados con las fuerzas externas:
0w} 4
0Qq; = ——=565; 5.25€
Q: o0, 0 (5.25e)
donde:
‘-"[1),3i Ro3i wai

sustituyendo ec (5. 25f) en ec. (5. 25e):

ORog; (B §)

0Qy = ————=003; 5.25
Q 90, 3 ( g)
sustituyendo ec. (5. 25d) y (5. 25g) en ec. (5. 25¢):
3 ORo; (03
5W = Z(RO,?)i(Ti j))T#CSQgZ
i=1 8931

3 .
T T 0 931’ .
= il (R 3 RO,Si) — j 003

31
3
= ZTz jTj 003,
i=1

3
i=1
donde se tiene la siguiente definicién:
dggi . qu
. *dt
también se puede definir con desplazamientos virtuales como:
593‘ (Sq
L=kl =
ot 2ot
multiplicando por 6t:
603 = k2.6q (5.251)
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tomando esta tltima ec. (5. 25i) y sustituyendo en (5. 25h):

3
oW = "7k}, dq

=1

claramente se observa entonces que las fuerzas generalizadas presentan la forma:
3
Q=> 7k (5.25])
i=1
finalmente:

3
QR = Zm ki =71 ki, + 72 Koy + 73 kg

=1
k21:r k22:1: k23x
= Ty [kowy| + T2 | kaay | + 73 |Kasy
k21z k222 k232

k21x k21y k21z
= [7' L, T2, T 3} koze  kazy Koo
_k23x k23y k232

_ T
- [7—17 T2, 7—3j| k22

Q = 7k
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5.3 Determinacién de los torques

La solucién de la ec. (5,24a), para el caso de tener condiciones estdticas, y siguiendo la trayec-
toria planteada en el dpendice B,se muestra en la gréfica siguiente (fig (5.2)).

1}

T-Estatico [N.u]
I
L

15 z0 z5 30
t[=]

Fig. 5.2 Torques estéticos, formulacién lagrangiana

La solucién de la ec. (5,24a), para el caso de tener condiciones dindmicas, y siguiendo la trayectoria
planteada en el dpendice B,se muestra en la gréfica siguiente (fig (5.3).).

1}

T-Dinamico [N.m]
I
e

Fig. 5.3 Torques dindmicos, formulaciéon Lagrangiana
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Conclusiones

De acuerdo a la cinemética descrita en el cdpitulo II y sus resultados obtenidos, el problema
de la cinemética inversa para este manipulador fue definido dando una posicién del efector final y
se obtuvo un conjunto de dngulos que permitieron al efector alcanzar dicha posicién. La solucién
resulto para el caso general un conjunto de 18 incégnitas. Sin embargo se muestra a través de las
graficas descritas en el capitulo correspondiente, que para cualquier clase de movimiento desarrol-
lado el dngulo #15; no presenté desplazamiento angular alguno, lo que permite disminuir el niimero
de incognitas a encontrar, no obstante el andlisis se llevo a cabo para las 18 incégnitas.

Tres modelos fueron desarrollados para el modelo dindmico del manipulador, mostrando que
con cada modelo desarrollado se obtuvieron los mismos resultados, en condiciones estdticas y condi-
ciones dindmicas.

El primer método empleado fueron las ecuaciones de movimiento de Newton.- Euler. Las ecua-
ciones de Newton-Euler de movimiento contienen todas las fuerzas de restriccién entre eslabones.
Sin embargo operaciones adicionales son necesarias para eliminar estas fuerzas de restricciéon para
obtener ecuaciones de una forma cerrada. Dentro de este andlisis se tomaron distintos sistemas de
referencia, lo cual corrobora que no importando el sistema de referencia a emplear, si se hace el
planteamiento correcto se alcanzan los mismos valores que tomando las ecuaciones en un sistema
de referencia inercial.

El segundo método empleado fue el Trabajo Virtual, a diferencia de la mecédnica Newtoniana,
el principio del trabajo virtual no requiere considerar las fuerzas de restriccién o de reaccion,
solo requiere cantidades de trabajo escalar para definir las ecuaciones estédticas y dindmicas. Este
principio puede ser usado para derivar sistemdticamente un minimo de ecuaciones de movimiento
de sistemas de varios cuerpos mediante la eliminacién de las fuerzas de restriccién. Lo cual nos llevé
a obtener una ecuacién donde se determiné exclusivamente los torques requeridos en los eslabones
de entrada para recorrer de un punto inicial a uno final a través de una trayectoria deseada. Se
tomo en cuenta que las matrices de inercia deben ser medidas respecto a un sistema inercial, debido
a las caracteristicas propias del método, lo cual no ocurrié con el método de Newton - Euler.

Para el tercer método, formulacién Lagrangiana se llevo a cabo, mostrando que el anélisis es mas
complicado, sin embargo para objetivos de crear un control que permita tener mejor desempeno este
método permite desarrollar una ecuaciéon dindamica de control que alcance este objetivo. Durante
el desarrollo de este método se consider6 tomar todos los cuerpos, con la meta de tener una mejor
aproximacién al valor real de los valores esperados, por tal motivo las ecuaciones de los cuerpos 2i
y 3i fueron las que mayor dificultad presentaron, debido a los términos de coriolis que se obtienen.
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Una vez encontrado el modelo, se hicieron las simulaciones pertinentes para determinar si estos
efectos eran de consideracién y se concluyé que no suman un valor de importancia al resultado de
la magnitud de los torques, pero para términos de comparacién con respecto a los otros modelos
empleados, se hace la adicién de estos efectos en el modelo original.

Observando que los tres modelos presentan el mismo comportamiento dindmico se concluye que
los modelos desarrollados mostrados en esta investigacion son idénticos en resultados y deja un
antecedente (Modelo dindmico de formulacién Lagrangiana) para desarrollar un modelo de control
que permita manipular al robot delta paralelo.

A su vez dejando en el médelo dindmico de Newton - Euler las fuerzas restrictivas que permiten
tener pardmetros de diseno mecdnico para la seleccion de materiales y dispositivos mecdnicos 6p-
timos.

Mientras que el método de Trabajo Virtual permite una mayor rapidez en el calculo de torques,
lo cual implica menos tiempo de programacién y consumo de este mismo en cédlculo de operaciones.
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Apéndice A

Ecuacién transcendental
Para resolver ec.(1,24c) procedemos hacer las siguientes operaciones.
Ac) + Bsh = E (A1)

Se tiene:
Acf n Bsf B F
VA2+ B2 AL B AT B2

por lo tanto, considerando el tridngulo rectdngulo mostrado en la figura A-1 se tiene:

A

Figura A-1
definiendo los siguientes pardmetros:

A B E

cézﬁ;s :\/ﬁ;cez\/ﬁ (A.2)
sustituyendo ecs. (A,2) en ec. (A1) :
co cf + 56 s6 = ce
notando que el signo de ce no altera el resultado se tiene:
c(03 —9) = ce (A.3)

c(03; —0) = c(—e)

ambas ecuaciones poseen el mismo signo.
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Despejando 6 de ec. (A,3):

arcos(c(0 —9)) = arcos(ce)
60— = €
0—0 = —e
de modo que:
0=0xe¢

Encontrando los valores de € de ec.(A,2):
E

CE = —————
VR B

despejando € :

Ey;
arcos(ce) = arcos | ———=
VAL + B
Ey;
€ =arcos | —————
VAL + B

Tomando nuevamente ec (A,2) obtengamos 0 :

0 = arctan

— =
|
N

Sustituyendo ecs (A,6) y (A,5) en (A,4):

0 = arctan <§> + arcos (L>
= ) NyeEy:z
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Apéndice B

Generacion de Trayectoria

El propésito de generar una trayectoria [17], es establecer los puntos de referencia, al sistema
de control de movimiento del mecdnismo. Lo cual asegura que el mecanismo recorrerd el camino
planeado. Esto consiste en generar una sucesién del tiempo para los valores obtenidos por la in-
terpolaciéon de una ecuacién polinomial de la trayectoria deseada. Se usa un polinomio de quinto
grado para suavizar la trayectoria.

s(t) = ag+ ayt + agt? + ast® + agt* + ast®
$(t) = a1+ 2ast + 3azt® + dagt® + Sast* (B.1)
5(t) = 2agt + 6ast + 12a4t* + 20a5t*

para t = ty se tiene los valores:

s(t)y = 0
§t) = 0 (B.2)
§t) = 0

al sustituirlos en las ecuaciones (B.1) se tiene:

0 = ag — g = 0
0 = a]; — a; = 0 (BS)
0 = 2a9 —a;=0

para t = ts se tienen los valores:
s(t) = oy —pill
5(t) = 0 (B.4)
5ty = 0

al sustituirlos en las ecs. (B.2), (B.3) y (B.4) en (B.1), se tiene:

lps —pill = ast® + ast* + ast®
0 = 3ast?® + dayut® + bast*
0 = 6ast + 12a4t* + 20a5t>
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el sistema de ecuaciones queda de la siguiente manera:

tp o tp o 6] fas] [ller—pil
3t3 4t} 5ty | |as| = 0 (B.5)
6ty 12t3 20t} |as 0

al resolver el sistema de la ec. (B.5) se tiene lo siguiente:

3
t
as = 10 <—>
ty
4
t
aqg = —15 (—)
ty
¢ 5
o)
ty

Finalmente son obtenidas las ecuaciones que suavizan la trayectoria:

i " 3 " 4 " 5
) = =l 10 (£) =15 (1) +6 (7)]
I ! ! !
. [ 3 4
s(t) = lps = pill |30 35 =60 7 +30 = (B.6)
B f f
. [ 2 £
ty ty t7

donde la trayectoria planeada es una recta, que consta de un punto inicial (py) y un punto final
(py), las ecuaciones que describen una recta, segin [17] son:

s(t)

p(t) = pi+ m (pr —ps)
s
u(t) pr__Z%H(pf Pi) (B.7)
_ .
CL(t) - pr _le (pf pz)
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Finalmente las ecuaciones de la trayectoria ya suavizadas resultan a sustituir en ecs.(B.7) las

ecs. (B.6):
" 3 " 4 ¢ 5
p(t) = pi+ (10 (t—) ——15 (7) +6 (t—) ] (pr — i) (B.8)
f f f
t2 t3 4
o(t) = (30 53— 60 7 +30 = | (b — 1) (B.9)
Ty ! !
[ " 2 3
alt) = |60 5 —180 - +120 = | (o —p) (B.10)
Ty ! !
donde:
pi = (xia Yi,s Zz)
py = (1, yps 2r)
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Apéndice C

Términos para los elementos 24 (2%
dt \ 9q¢;

Los siguientes valores derivados de expresiones < <6—L> se muestran a continuacion:

dt \ 9q;
. Evri Ersi Eri
ky; = ﬁ [Eai, Esi, Eu] yka = Eiq, con la matriz B; = g | Eao; i Ea
Eazi Eay FEoui

14

con los elementos de la matriz E; definidos como:

Ey; = DByicls; — Ayisbs;

Ea = —2(di7icd16i — d5is01; + d13i€016i5015i 4 d14i5016i — cO1i(da; + daicls; —
dgisls;) + )

sy = —2(dsicdr; — di4icdi6i — dois01; — daiclsis01; + dizisdie; + d13i5015:8016i +
dis01i503; + Yp)

Ey = —2(di3id15 + diclsi + daists; + zp)

By = (—2E1; — 2 deic61ic03i ;i — 2 dyicd13En;503;)
FEgi = (—2 dgicl3i Fa;s01; — 2d4z‘E2z'S51z‘893z‘)
Eri = (=2 dyicls3Ey + 2 de1 Eais03;)
Esi = (—2dgicdriclsi i — 2d4icd1i 15503 + 25503 (—daide; + di3idaicdys; +
dei(c(01; — 616:) (diri + d13i5015:) — d14is(01; — O16i) + €015y + 5013Yp) +
daizp) + 2¢03; Eoi(doidy; + disideicd1s; — dai(c(61i — O16i) (diri +
d13i5015;) — d14;5(01; — 016;) + €015y + S01,Yp) + deizp))
By = —FE3i(2dgicd1ichs; + 2dy;c1:503:)
B = (—E3i(2dgiclsi501; + 2d4i501:503:))
By = (—Esi(2dyicl3 — 2dgis03;))
By = (—E3i(—2503i(—daidsi + di3idsicdis; + dei(c(01; — 016:)(diri + d13i5015:)
—d14;5(015 — O16i) + Oy + 8013Yp) + daizp) — 2¢03i(daida; + digideicdis; —
d4i(c(51i - 5167;)(d17z‘ + d13i5515i) - d14i5(51i - 5161‘) + 0511'% + 551@%) +
dsizp)))
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= (_2d61051i093iE4i - 2d4i051iE4i303i)

By = (—2deic3iF4i801; — 2d4iF4i501:503;)

(—2E17; — 2dy;c03: Ey; + 2d6iE4i593i)

(—2dyicl3; E1; + 2de; E1i503; + 2E4803:(—doide; + dyzidaicdys; +
dﬁi(0(51i - 516i)(d17i + d13i5515i) - d14i8(51i - 516@') + C51i113p +
$013Yp) + daizp) + 2¢03; Eui(daida; + digideicdis —
dai(c(61; — 016:) (drri + d13iS015:) — d1aiS(01; — 016i) + CO157p +
$01:Yp) + deizp))
Eir = EyiEs + EgiFg;
Eis; = EiiEe + EsiFs;
Froi = EriEr + EyEBs;
FEai = FEigiEa; + FyiEy;
Esi = EioiEri + FiiEs;
FEyi = EiniEy+ EiiEy
Faysi = EiziEri + FieiFa
Fay = EigiEri + EreiBs;
EisiEri + EgiBy

S
g
[

Velocidades Angulares 97¢ y Qgi

Para las velocidades angulares 97i y 9&- definidas anteriormente como:

b = kg a
Os; = k7, ¢
con:
Kl = }}M [y, Hy. Hi)
Kl = % (Fyu, Fu Ful
derivando los vectores kg; v k7; tenemos
ke = Hid
kr, = Fiq
donde:
1 Hoysi Hayi  Hos,
H,; = oL Hagi  Hari  Hos;

H29'L' H30i HSli
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Los términos de la matriz son:

Hy = —EuFuGe;

Hy = FE5F1;Gsi + Eyi PG

Hs; = E3iFGs + EyiF3Gr

Hy = FEuFy+ EgFLuGs + By FyGr + G

Hs = (2d61d3¢051i093i088i]{2i3(QSi - 971‘) + 2d4id3i051i098iH2i593i3(QSi - 971‘) -
ngz’Hu(dMC@m — dgist3; — d91098i5(93i - 67@')) - 2d6z'd9i051i093i0(93i - 971)
Hy;8013t08; — 2d4idgicd15¢(03; — O7:) H13501:503:t05;)

Hgi = (2d6id3i003i098iH2i551i5(Q3i — O7) + 2d4id3i09&‘H2z‘5511'8931‘5(931‘ — O7) —
2dgidg;clsic(03; — Or;) H1y567;t0s; — 2daido;c(03; — O7;) H1;567;50310s;)

Hyi = (2daidg;cl3:008:Hpis(03; — Or;) — 2deidy;c0s; Hois03;5(03; — 07;) — 2daidlo;

0931‘0(931‘ - 977;)H1i551it98z‘ + 2d6id9ic<63i - 071’)H1i551i593it‘98z‘)

Hg; = (_2d6id9i651i693iH1i(d4iC‘93i — dgis03; — d9i698i3(03i - 971)) — 2dyidg;co1;Hy;503;
(d4z’693i — dg;sl3; — d9i098i3(93i - 97i)) + 2d6id9i093iHli(d17i6616i — d5;501; +
d13:€016i5015; + d14;5016; — €01;(d2; + dyicbs; — de;s03;) + x,) + 2d3i6(93i — 07)
clsi H1i(d7icd16i — dsi561; + d13iC016:5015: + d14i8016i — €O15(doi + daiclz; —
deisOs;i) + ) + 2daide; H;505;(d17icd16i — dsisO1; + di3icd16i5015; + d14i5016; —
c1i(do; + daicls; — deisOs;) + xp) — 2d3i0‘98iH2i5‘93i5<03i — 07:)(—doids; +
d13idaicd15; + dei(c(01; — O16:) (dizi + d13i5015:) — d14iS(01; — O16i) + o1y +
$013Yp) + daizp) + 2do;ic(03; — O7;) H1;561:503:t08:(—daide; + disidaicors +
dGi(C(Qli - 616i)(d17i + d13i5515i) - d14i8(91i - 6161’) + C51z'$p + 551iyp) + d4i2p) -
2d3i093i098iH2i3(93i — 07:)(doidy; + disideico1s; — dai(c(01i — b16i)(dizi + disisdisi) —
d14i5(01; — b16i) + 1y + $013Yp) + deizp) + 2doicO3;c(03; — O7;) H1;501,t0s;
(doida; + di3ideico15i — dai(c(01i — O16:) (di7i + d13i5015:) — diais(01; — b1ei) +
015y + 501;Yp) + deizp) + doiH1;501;5(03i — O7;)t0si(2c03i(—daids; + di3idaicdis+
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Hy;

HlOi

db’i(C(eli - ‘916i)<d17i + d13i5515i) - d14i3<91'£ - 916z’) + 0511‘% + Séliyp) + d4izp) -
2503 (doida; + dizidgicdrs; — d4i(0(9u - 616i)(d17i + d13i5015:) — dl4i5(61i - 9161‘) +
corip + 501Yp) + deizp)) — dSiC(Q:si — O7;)cls; Hoi (—2c03;(—doidg; + dizidaicors +
dei(c(01; — O16:) (di7i + d13i5015;) — d1ais(01; — O16i) + €01y + 5013yp) + daizp) +
23‘93i(d2id4i + di3idgicorsi — d4i(0(9u - 616i)(d17i + d13i3515i) - dl4i5(61i - 9161‘) + cdy;
Tp + 501:Yp) + dizp)))

—2d3,¢(03; — 07;)cBs; Hyi(di7ic016i — disiS61i + di3icd165015; + diaisdis — c1i(do; +
daic03; — dg;sOs;) + ) — do;H1;561:5(03; — 07;)t05;(2¢03;(—daide; + dizidaicors; +
db’i(C(eli - ‘916i)<d17i + d13i5515i) - d14i3<91'£ - 916z’) + 0511‘% + Séliyp) + d4izp) -
2503 (doidy; + disideicd1s; — dai(c(01i — 616i)(dizi + di3is615:) — diais(01i — bhei) +
01Ty 4 5013Yp) + dgizp)) + da;c(03i — O7;)clsi Hoi(—2c03;(—doide; + dizidaicdrs; +
dei(c(6hi — O16:) (diri + dizisOisi) — diais(01; — O16:) + 015y + S01:Yp) + daizp) +
2593i<d2id4i + di3ideiCO15; — d4i(0(9u - 916i)<d17i + d13i3515i) - dl4i$(91i - 9161‘) +
01,y + $01;Yp) + deizp)))

(—2dg;H1;5(03; — 07;)s0si(di7icd16; — dsis01; + di3ic16i5615; + d14; 5616 — €61 (da; +
daic03; — dg;s0s;) + ) — do;ic(03; — 971‘)H11‘5€C‘9§l-851i(2093i(—d%dﬁi + dy3idsicorsi +
d6z‘<c<01i - 016i)<d17i + d137;8515z‘) - d14i5<91i - 9161‘) + 6511% + 551iyp) + d4izp) -
2503 (doidy; + disideicd1s; — dai(c(01i — 616i)(dizi + di3is61si) — diais(01i — bhei) +
corip + $01Yp) + deizp)) + dginiS(Q:% — 07;)505i(—2c03i(—daide; + di3;daicdrs; +
dei(c(61i — b16:) (diri + dizisO15i) — diais(01; — O16:) + 01y + S01:Yp) + daizp) +
2503 (doidy; + dizideicdrs; — dai(c(01i — O16:) (diri + di13i5615:) — diais(01i — Or6i) +
€01,y + $01;Yp) + deizp)))

(2d6id3i661i093i698i1{3i$(‘931' - 97¢) + 2d4idgi0511698iH31593i3(‘931' - 97@') + 2d6id9i65§¢
cl3;c(03; — O7;) H1it0s; + 2da;do;cdT;c(0s — 0;) H1;505;10s;)
(2dﬁz‘dgi0931‘0‘981'}[31‘55118(9&' - 071’) + 2d4z‘d31‘0981H31551i593z‘3(93z‘ - 071’) + 2dg;idg;cdy;
093i0(93i - 971‘)H1i351it08@' + 2d4id91651ic(‘93i - 971’)H1i351i593it68i)

(2da;dg;cO3:08; H3i5(03; — Or;) — 2deidy;c0s: Hzi503;5(03; — Or;) + 2daido;cdric03;
c(03; — Or7;) Hyitlsi — 2didg;cd1ic(03; — O7;) Hiis03it0;)
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Hyy = (2d61d91093iH11(?JP + d5ic01; — d14iC016i — d2;S01; — daicO3;801; + di7;8016: +
d13:56155016; + dois01:503;) + 2dg;c(0s; — O7;)cls; Hyi(yp + dsicd1; — diaicdrei —
doi801; — daicl3i501; + di7:5016; + d135015:5016; + di501:503;) + 2dido; Hyi(yp +
ds;cO1; — d14iC16; — dois01; — dail3i501; + di7;5016; + d13i8015:5016i + diS01;
8931‘)5931‘ - 2d31‘008iH3i303i5(93i - 07i)(_d2id6i + dy3id4iCO15; + d6i(c(01i - 9161‘)
(dy7; + di3i5615;) — d14iS5(01i — bh6i) + 01y + S61:Yp) + daizp) — 2dgicd1ic(03; —
O7:) H13503:t0s;(—daide; + di3idaicdrs; + dei(c(01s — O16:) (drzi + di3isdisi) — digg
$(01; — O16:) + €01, + $013Yp) + daizp) — 2d3i093i098iH3i3(03i — 07:)(doidy; +
di13ideicO15i — dai(c(01; — b16:) (dizi + digis61s:) — drais(01i — O16:) + o1y +
851z‘yp) + d6izp) - 2d91051i093ic(93i - 971‘)H1it98¢(d21d4i + di3idiCO15 — da;

(C(Qu - 9161‘)(65171' + d137;8515z‘) - d14z‘5<61i - 9161‘) + 0511% + 551z'yp) + d6izp) -
do;c01,H1;5(03; — 07:)10s:(2c03;(—daide; + dizidaicdrs + dei(c(61; — b16:) (dizi +
d13i5015i) — d14i5(01; — O16:) + 0157y + 5013Yp) + daizp) — 2503 (daidy; + dizids;
15 — dai(c(01; — b16:) (dizi + di3isOisi) — drais(01i — O16i) + o1y + $613yp) +
d6izp)) - dSiC(Hgi - ‘971')CHSiH3i<_2ce3i(_d2id6i + di3id4iCO15; + dGi(C(eli - ‘9161')
(dy7; + di3i5615:) — d14iS(01; — b16i) + 01Ty + $013Yp) + daizy) + 2503 (daidy; +
di13ideicO15; — dai(c(01; — 616i)(drzi + di3isd15i) — drais(01i — bhei) + o1z, +
3511‘%) + d6izp)))

Hys = (_2dg2)ic(03i - 971‘)0981‘[{11‘(?#9 + dsicd1; — daicdrei — d2i801; — daicl3i801; + dir;
5016i + d13i5015:5016 + d6i501503:) + do;cdr;H15(03; — 07;)t08;(2c05;(—daids; +
di3ida;cO15; + dei(c(01; — O16i) (dizi + di13i5015:) — d14iS(01; — b16:) + o1 +
$013Yp) + daizp) — 2503;(doida; + dizideicdrsi — dai(c(61; — b16i) (dizi + dizisdis;) —
d14:8(01; — O16) + 01y + $01Yp) + deizp)) + dac(0z; — O7:)cOs; Hai(—2c03:(—)
doide; + di3idsico15; + dei(c(01; — 16i(dizi + dizisdisi) — diais(01 — O16i) + cO1i7p +
S51z‘yp) + d4z'zp) + 2593i(d2id4i + di3ideicO15i — d47;(0(91¢ - 6167j)(d17i + d13z‘5515z') -
d14i8(01; — O16i) + cO1ixp + $013Yp) + deizp)))
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Hygi = (—2d3¢Hu(yp + d5;c01; — dy4icO16i — d2;iS01; — daicl3;501; + d17:5016; + d13;5015:

$016i + dei561:503:) 5 (03 — Or;) s035; + doicd1;c(03; — O7;) Hyzsecly; (2c03:(—daide; +
d13id4iC015; + dei(c(01; — O16i) (diri + d13i5015;) — d14;s(01; — O16:) + 01, +
$01Yp) + daizp) — 2503 (doids; + disideicd1s; — dai(c(01i — 616i)(dizi + di3iséis;) —
d14i5(61; — 616i) + cOrizy + s013yp) + deizp)) + dgiﬂsis(em — 07;) 508 (—2c03;(—da;
dei + di3idaicdrsi + dei(c(601; — 16i) (dizi + di3is615i) — drais(01i — b16i) + o1y +
$01Yp) + daizp) + 2503, (doida; + dizideico15; — dai(c(01; — O16i) (dizi + di3is015;) —
d14;5(01; — O16i) + €01, + $013Yp) + deizp)))

(2dsidg;cO1;c03; Hy; + 2dygidg;cd1; Hyis03; + 2deids; 1003008 Hais(03; — 07;) +
2d;dg;c01;008; Ha;503;5(03; — 7))

(2dgidgicts; H1is01; + 2daidg; Hyis01;503; + 2deidg;c03:c0s; Hyis01;5(03; — O7;) +
2dy;d3;c08; H1;501:503:5(03; — Or;))

(2dyidg;cO3; Hy; — 2dgido; Hyis03; + 2dyidy;c03;c08; Hyis(03; — 07;) —
Zdﬁz‘dgicesz‘H4z893z‘5(63i - 971’) - 2d9z’H1z'(d4z'093z’ — dg;is03; — d9i098i5(93z‘ - Qn)))
(—2d4id9i093iH1i(d4i093i — dg;s03; — inCQSiS(‘gE’;i - 07@')) + 2dg;dg; Hy;503;

(daicls; — dgisOs; — doicOsis(03; — 07:)) + 2deido;cOsi H1i(dr3,¢015 + deicO3; +
dyisOs; + 2p) + 2d3;c(03; — O7;)cOsi Hui(d13ic015; + dgicls; + daisOz; + %) +

2dyido; H1;503;(d13;¢015; + deiclsi + daisOs; + 2,) — 2do; H1;503;(—daide; + disida;
cO15i + dei(c(01 — O16:) (drzi + d13i8615:) — d14i8(015 — Or6:) + 15w, + 5015Y,) +
daizp) — 2d31098iH4i593i5(93i — 07:)(—daids; + di3idsico1s; + dei(c(01; — O16:) (dizi +
d13i5015;) — d14i5(01; — O16:) + 013y + 5013Yp) + daizp) — 2dgicls; Hyi(daids; + dis;
deicO15; — dai(c(01; — 616i)(dizi + di3is015:) — d14is(01; — O16i) + €01, + $01:Y,) +
dGin) - 2dg2h-693i698iH4i5(‘93z’ - 07i)(d2id4i + di3ideicO15i — d4i(c(91i - ‘916i)(d17i +
d13:5015:) — d14:5(015 — O16:) + 1Ty + 351i3/p) + dGizp) - dgic(egi — O7;)cls;
Hayi(—2c03i(—daidsi + di3idaicors; + dei(c(01i — O16:) (drzi + di3isdisi) — dya

$(601; — bh6i) + Oy + 5015yp) + daizp) + 2503;(daida; + dizideicdrs — dai(c(61; —
016:) (dr7i + di3is015:) — d1ais(01; — O16i) + 6157 + $013Yp) + deizp)))

176



(—2d§ic(‘93i — 07;)cls; H1;(d13iCO15; + deicls; + daists; + 2,) + diC(@si — 07;)cls;
Hyi(—2¢03;(—daide; + dizidaicdrs; + dei(c(61; — 616i) (dizi + disisdisi) — dia

(01 — O16i) + cOrizy + 5013Yp) + daizy) + 2503 (daida; + dizideicdis; — dai(c(01
016i) (dr7i + d13:5615:) — d14iS(01; — b16i) + 17y + S01:Yp) + dei2p)))
(_ngiHliS(QSi — 07;)s03i(d13;¢015 + deicO3; + daisOs; + 2,) + dgiH4iS(93z‘ — 07;)s0s;
(—2c03i(—daids; + di3idaicdis; + dei(c(01; — O16i) (diri + d13i8015:) — d14is(01; — O16i) +
c01ixp + 501,Yp) + daizp) + 2503 (doida; + dizideico1s; — dai(c(01; — O16:) (dizi + dasi
$015;) — d14;5(01; — O16i) + €01, + $01;Yp) + dgizp)))

(EoiFyiHyiHyi 4 Eyi(FoiHioiHyg + FriHyiHs; + FriHy Hy;))

(BviF3iHyoHL + By FiHy Hey + EsiFyiHy Hyy + E1iF Ha H;)

(BliFyHyo;Hy; + E1iFy HyHey + By HyHgg + E1iF; Hy Hy,)

(B FyiHyyHyy + EVi(FyHyg Hy + FoHyeiHyg + FriHisHo;))

(EliFy Hypi Hyy + EsiFyiHigHyy + E1iF3iHygi Hy + E1iFy Hysi Hs;)
(ELiFyHysiHy + By Py HigHy A E1iFy, Hygi Hy + E1iFy HysHy,)

(B FyiHyiHoos + EVi(FyHyrg Hy + FoyHyi Hogi + FriHoyHop))

(EYiFyHygi Hy; + EsiFyHy Hooy + E1iFsHyHog + E1iFy; Hyy Hs;)
(EYiFyHygi Hyy + EyiFyiHy Hooy + E1iFy HyHog + E1iFy Hoy Hy;)
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La matriz F; tiene los siguientes componentes:

1 Fysi Fg  Fr;
Fi:ﬁ Fgi Foi Fio
L10o 0 0
donde los elementos de la matriz son:
Fi, = dy
ng = secegiséu
F5, = —cdysecl;
Fi = 0

Fs, = FyFysecls;s0qit0s;
Fsi = F5Fi;seclgis01;t0s;
Fr; = FyFiseclgsotls;

Fyi = —Fyco1,F15ecst0s;
Fy, = —Fjc61;F15ecls;tls;
Fioi = —FycdiiFriseclsitls;
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Matrices M y M

Se presenta la matriz M, la cual tiene los elementos columna siguientes:
Mki = |:k3i7 k4i7 k5z}
estos términos evaluados a partir de ecs.(5. 4b), y derivando estas ecuaciones obtenemos:

0’R..5(03;) .
—52(3)931'(1‘41' + 15 + T6i) +

82RZ €.
a—;HEiRz4(_98i)rG2i +

OR.5(e) 8Rz4(—98i)9 o
0¢; 00s; mre

62RZ € ).
8—652()61'Rz4(_98i)r6¥2i +

OR.5(¢€;) OR.4(—0g;) -
RzG((Sli) 8i(€> 528 8 )981‘1'@21‘)

l.{3z' - RzG (611)

Rz6 (611)

R.6(d14)

ki = —(Rug(0n:)

8Rz5(€i> c aRz4(_‘98i)
8@ ! 8981

O*Raa(—0s:) ;
Rz6(5li)Rz5 (61) #Qsz‘rczi

sustituyendo ecs. (5. 3b),(5. 4f) y (5. 4g) en ecuaciones anteriores:
aQRz5(03i)
o6,
82RZ €; .
a—;URz4<_98i)rG2i(k2i_k6i)T q-+
5Rz5(€¢) 8Rz4(_98i)
8@ 8981
82Rz % N
a—;(e)Rm(—@&)eri(kzi—kﬁz’)Tq +
5Rz5(€¢) aRz4(_‘98i)
8@ 8981
aRz5(€i> aRz4(_‘98z‘)
8ei 8981

O?R..4(—0s;
Rz6(5lz)Rz5(€i)4—(28)

l.{Si = RZG ((5h)

rgo; +

ks = R.s(61:) (rg; + 15 + rﬁi)k%;' q+

R.6(01:)

R.6(01)

T .
rG2ik7i q

k4i = - (Rz6<5lz)

R.s(01:) reoiky; §)

k5i = RZG (512)

rGQi(k2i_k6i)T q+

T .
rGQikn q
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La matriz M}, definida como: _
M;cz = [kéi; Ky, k5i}

y el vector Kj; definido como:

. 0’R.,5(05; .
ks = Rz6<51i)¢(r4i — I35 + rei)ky; O+
o0,
62Rz €; .
Rz6<5lz‘)a—:z()RM(_QSi)rG?)z‘(in_kGi)T q-+

aRz5<€i) aRz4(_98i>
0@ 8981

R.6(91:) rasks; 4

Desarrollo de matrices Ms;, M3;
Tomando la definicién de Ms;, derivamos esta expresién como se muestra:

My, = M},M; M;;M;

MgiM}fiMkiMAi + MﬁiMsziMAi

Ms = MEMIM My,
M3i = MgngMﬁciMAi"’_MZng;M;ciMAi+
M, MTM ML y; + M, MM, My,

My = |k§

Ny = |k

My = [k3i Ky k5i]
My = |:1-{Si ky; l.{5i]

Vector g—gjde coordenadas generalizadas 0 = 6(0s;, 07;,0s;) en funcién de q = ¢(xp, yp, %)

Es necesario hacer notar que las coordenadas generalizadas 63;, 67;, 6s; deben estar en funcién del
vector de coordenadas cartesianas [18], es decir 8; = 8;(q), de manera que la ecuacién de lagrange
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esté sélo en funcién de valores q = q(z,, Y, 2,). Por lo tanto se hace la siguiente construccién de
ecuaciones para obtener estas funciones (fig. 2.12).

Ry + Ry + Rs; + Re; + Ro; = R, + Ri7 + Rug + R
Los vectores de la ecuacion anterior han sido definidos en el cdpitulo correspondiente a Trabajo
Virtual, sustituyendo estos valores tenemos:

R.6(615)r2 + R6(015)Res(05:) (rag + 155 + 1)+

R26(51i)Rz5(93i)Rz5(—971‘)Rz4(—‘98¢)1‘91 =
R, + R.6(d16i)r17: + R6(016:)Ris(015:) (r14i + T13i)

(C.1)
Derivando parcialmente ec. (C. 1) con respecto a q:
OR .5(03;) 003;
Rzﬁ@li)%(f)—;(mi + 15 + i)+
OR5(03;) 005;
Rz6(51i)# 8qj- R.5(—607)R.4(—0s;)ro;+
OR.5(—07;) 067
Rz6(51z)Rz5<€3z) 8971 8q] Rz4( 08z)r9z+
8RZ4(—(981) 8981 R
6(01:)Ro5(03:)Res (—07:) D Og; rg 90, (C.2)
Arreglando en forma matricial ec. (C. 2):
OR .5 (03;
[Rz6(51i>%(r4i + 15 +re + Ros(—07)R.a(—0si)re;),
OR ,5(—07;
Rz6(51i)Rz5(%i)%fiﬁ(—e&)r%
7i
003;
OR.a(—0s) | |af| OR
R.s(01;)R.5(05)R.5(—07) ————rg;| | 52| = L .
6(01)Ras(03:) Ras (—07) 205 ro;] [ 90, (C.3)
aq]‘
Renombrando términos:
5,06 _ 0
1z aq] 8(]]
despejando g—gj:
00; _,0q
L= g == A4
aqj 12 aqj (C )

181



donde:

OR ,5(05;
Jiin = Rzﬁ((sli)$<r4i + 15 + re; + Ras(—07;)Roa(—0si)ry;)
3i
OR.5(—07;
g = Rw(amRﬁ,<agi>#m4<—e&>rgi,
OR.,4(—0g;
Jiiz = Rzﬁ(éli)RZE(QSi)szy(_eﬁ)#rQi
R, = q
Matrices %
qj

Debemos hacer las derivadas de las matrices My;, May;, M3; con respecto al vector de coorde-
nadas generalizas q = q(z,, Y, 2p), & continuacién se muestran estos procedimientos.

Oky; Oky; 003,  0ky; 007 Okq; 00s;
i L OYsi | O%1i OVri | OK1; OVs

dq; 003 Oq; 007 Oq; s Ig;
= J%g_g; (C.5)
(%\/I%m _ % [ksi, kai, ksi| = [%ﬂ.’} %‘;i; 88%;
donde:
%l;i = Jzigaj (C.6)
3 " o o
%lzi = J4Zgaj (C.8)
e o
donde:
s = [ B )= (B o o

J.. = [% Oks; Ok
3 = [ 9030 9070 00s;
[8k4¢ Oky; Iky;

8931; ) 8971' ? 8081',

[% Oks;  Oks;

003;° 007, 00s;

Jsi =



Sutituyendo ec.(C. 4) en ecs. (C. 6 ), (C. 7), (C.

Oky;
aqj

Oks;
9q;
Oky;
0q;
Oks;
g
OMy,;
0q;

donde:

Joi = [TsI5, Tudil, J5idi]

Para la matriz My;:

8) y (C.9)

oq
J21J111 8

0
J&lel aq

oq
J41J111 8

0
J5ZJ1Z1 aq

dq

i
6 86]]

OMy; 0 (MMM, M ;)

dq; dq;
oML A

Jq;

8Mk‘l
MiM] = 94,

Tomando la derivada parcial de 8MA’

donde:

oML
- Mz;MkzMAz + MAl a ki MkzMAz

M ; + MY,ML M, ———

(C.10)

(C.11)
(C.12)

(C.13)



donde:

I ) ) A
Joi = _80;’ D0 aozi_
I 1) ¥ SR S e
Jsi = |00 oo o]
_ [exL okl 8kl |
Joi = \Za o0 o0 |
Sutituyendo ec.(C. 4) en ecs. (C. 11 ), (C. 12) y (C. 13)
% = Ju Jilﬁ
8qj L aqj
akgi = Ja J*lﬁ
8 ] 8iJ 15 a ]
QJ q]
8k?i = Jo: J—lﬁ
qd; 4;
finalmente se tiene:
Iy o3
aMAi o J 'Jf'lg
8%‘ a i 17@186%{
Joid1i o
dq
= Juim—
8qj
JnJit
Jiog = |Jsid i
Joidy;
Para la matriz Ma;:
OM3; . 9 (MgzMgMZzMAZ)
dq; dq;
oMY, oM
= MM, My + MY ——k
aqj i VgtV Aq Ai aq]
oM, .
M7, M} By %z M.; + MMM
j

184

1T
ki !
M, . M4, +

(C.14)



Tomando la derivada parcial de aM;_“'

0q;
oM, 0
— = 7 ki, ku, ks
aq] aqj [ 30 4 5}
ks, B Ok, 003,  0kY, 007; 0K, 00s;
3qj (90& (9%‘ (90% (9%’ 3&81 (9%’
00,
= Ty C.15)
% g, (
= [akgi Ok, akgi]
3 003, 7  007;°  00s;
sustituyendo ec.(C. 4) en ec. (C. 15) :
ks, _,0q
L= J4,0 — C.16
6%’ 3iY 14 aq]‘ ( )
finalmente se tiene: ML, . 9
0q; e 0q;
donde:
I = [I5.35, Judit, Jsidi)] (C.17)
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Resultados

Los resultados mostrados para los tres médelos dindmicos, para el caso de condiciones estéticas
nos muestran el mismo comportamiento como se muestra en la grafica siguiente:

1}

T-Estatico [N.m]
I
o~

15 20 a8 a0
tl=]

Torques estdticos, Newton - Euler, Trabajo Virtual y Lagrange

Para los modelos dindmicos con condiciones diferentes a los estdticos se muestra a continuacién los
torques encontrados para los tres modelos empleados, haciendo una comparaciéon de cada uno de
ellos.

Para el torque 7, se tiene:

T-Dinamico Ty [N.m]
P TR
mos 0w

|
o]
[l

is5 =0 Z5 jcpu]
t[=]

Mewton vs Lagrange vs Trabajo Virtual

T
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Se aprecia dentro de esta gréfica que los tres modelos presentan el mismo comportamiento.

Para el torque 75 se tiene:

—1.85¢}

T-Dindmico Ty [M.m]

o 1=} i0 is5 zZ0 =25 jcpn]
t[=]

MNewton vs Lagrange vs Trabajo Virtual

T2

Dentro de los resultados obtenidos para cada uno de estos torques, se aprecia que no hay una
diferencia que simbolice un error de magnitudes considerables.
Para el torque 73 se tiene:

T-Dindmica Ty [N.m)

[m]
n
I
]

15
=]

Newton vs Lagrange vs Trabajo Virtual

T3
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