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Resumen

En la actualidad existe una gran variedad de sistemas mecanicos, eléctricos, hidrau-
licos, biologicos, entre otros, que pueden ser modelados por un sistema de segundo
orden, pero en donde a pesar de los avances en las técnicas de modelado se pueden
presentar incertidumbres o perturbaciones.

En este trabajo de tesis se propone un algoritmo de control para sistemas de
segundo orden en los que se tienen incertidumbres o perturbaciones Lipschitz respecto
al tiempo, el esquema propuesto puede ser visto como una extension del Algoritmo
Super-Twisting, del cual conserva propiedades como la homogeneidad y robustez,
ademéas de presentar convergencia en tiempo finito mediante una senal de control
continua puede ser aplicado en el seguimiento de senales variantes en el tiempo.

Se propone también una funciéon de Lyapunov que demuestra la convergencia

del algoritmo, y de la cual se derivan dos métodos de diseno de las ganancias.



Capitulo 1

Introduccion

Historicamente, una de las principales motivaciones en el andlisis y control de
sistemas fue el estudio del movimiento de un cuerpo con un grado de libertad sujeto a una
fuerza y en presencia tanto de friccién seca como viscosa. La dindmica de dicho cuerpo se
puede expresar en un sistema de segundo orden. De manera general existen varios sistemas
mecanicos, eléctricos, biologicos, quimicos, entre otros, que son modelados con un sistema
de segundo orden, motivo por el cual este trabajo se enfoca en sistemas de segundo orden,
pero sin perder de vista la posibilidad de extender los resultados obtenidos a sistemas de

mayor orden.

1.1. Planteamiento del Problema

Cuando un ingeniero tiene la tarea de disefiar un controlador para una planta, lo
primero que requiere es el modelo de dicha planta. A pesar de que en la actualidad se cuenta
con diferentes técnicas y/o métodos para modelar, probablemente el modelo obtenido ten-
dra discrepancias con la planta. Estas discrepancias generalmente provienen de dindmicas

no modeladas, pardmetros desconocidos o perturbaciones externas.

Para abordar este problema considere, como ejemplo ilustrativo, un vehiculo que
se desplaza en una dimensién. En este caso se tienen distintos parametros desconocidos que
influyen en el movimiento del vehiculo, como la cantidad de pasajeros, el coeficiente de fric-
cién entre las llantas y el pavimento, el cual es variante respecto al tiempo y a las condiciones

ambientales, la densidad del aire, entre otras. Estas incertidumbres paramétricas y pertur-



baciones externas impiden obtener un modelo preciso del vehiculo, por lo que, considerando
a los parametros como concentrados, se puede modelar el vehiculo como una masa que se

desplaza en una dimensién , ver figura 1.1.

........ N =

T AL LTI T T U

Figura 1.1: Desplazamiento de un vehiculo/masa

Se obtiene una descripciéon en variables de estado de la dindmica de la masa introduciendo

una variable para la posicién y otra para la velocidad x1 = x, x2 = 7.

i‘l = X2
iy = flz,t)+u (1.1)

donde u es la accion de control y f(x,t) representa las incertidumbres y perturbaciones
externas. Y se asume que f(x,t) es Lipschitz respecto al tiempo, en donde se conoce la cota

de la derivada temporal de f(z,t), es decir, |f(a:,t)] < A, con A conocida.

Considerando la posicién 1 como la salida del sistema, se desea llevar el vehiculo
en tiempo finito a una posicién deseada Z1, sin perdida de generalidad z; = 0, a pesar de
las incertidumbres y/o perturbaciones f(x,t) y mediante una sefial de control continua para
evitar problemas de implementaciéon debido a restricciones en los actuadores. En adelante se
referira a la funcion desconocida f(z,t), que representa las incertidumbres y perturbaciones,
como perturbaciéon del sistema. Los resultados presentados en este trabajo se pueden aplicar
a cualquier sistema de segundo orden, con grado relativo n = 2 considerando a x; como
la salida y con perturbaciones o incertidumbres Lipschitz respecto al tiempo acopladas al

control.



1.2. Estado del Arte

El diseno de esquemas de control que estabilicen robustamente el sistema (1.1), es

decir a pesar de la perturbacion f(z,t), es uno de los problemas clasicos de control.

Uno de los algoritmos de control robusto més populares es el control integral
[Khalil, 1996] [Kokotovic, 1992], el cual es una retroalimentacién proporcional e integral de
los estados. Se ha demostrado que el control integral presenta un buen desempeno cuando
es aplicado a sistemas con perturbaciones constantes. Debido a que f(z,t) es desconocida y

variante en el tiempo, un control integral no podra estabilizar robustamente el sistema (1.1).

Se ha probado que la estabilizacién de sistemas con este tipo de perturbaciones no
es facil de lograr a través de controladores continuos, mientras que con el uso de controla-
dores discontinuos si es posible estabilizar el sistema (1.1) cuando se tienen perturbaciones

acotadas no desvanecientes en el origen y variantes en el tiempo [V. Utkin y Shi, 2009].

Algunos de los algoritmos discontinuos més comunes que pueden ser aplicados a
plantas bajo condiciones de incertidumbre o perturbaciones son los controladores por mo-
dos deslizantes de primer orden [V. Utkin y Shi, 2009]|, |Davila et al., 2006]. La principal
caracteristica de estos controladores es que las trayectorias son llevadas a una superficie de
deslizamiento, en donde la conmutaciéon del control es usada para mantener las trayectorias
en dicha superficie [V. Utkin y Shi, 2009]. A pesar de que esta conmutacion a altas frecuen-
cias, conocida como chattering, es teéricamente deseable desde el punto de vista de robustez,
en la préctica representa un problema de implementacién debido a restricciones fisicas de
los actuadores. Para evitar este problema se empezo6 a trabajar en los “modos deslizantes de
alto orden” [Fridman y Levant, 2002]. El algoritmo Super-Twisting (STA) es un controlador
que contiene discontinuidades que aparecen en su derivada de alto orden, por lo que la senal
de control se vuelve continua |Levant, 1993|, [Moreno y Osorio, 2012|, [Moreno, 2008|. El
STA practicamente resuelve el problema de chattering pero es un algoritmo disenado para
sistemas de primer orden con grado relativo 1, que no es la clase de sistemas que se tienen

como objetivo en este trabajo.

Una alternativa de control por modos deslizantes para sistemas de segundo orden es



el algoritmo Twisting [Levant, 2007|, que logra resolver el problema de estabilizacion robusta
y en tiempo finito, pero como consecuencia vuelve a aparecer el problema de chattering. Tam-
bién existe el controlador por modos deslizantes de tercer orden [Fridman y Levant, 2002,
pero para implementar controladores de modos deslizantes de tercer orden es necesario co-
nocer T2, esto implica tener un conocimiento anticipado de la perturbacién, lo cual no se

considera en este caso.

1.3. Objetivos

Los algoritmos que se mencionan en la seccién anterior no logran resolver el pro-
blema de estabilizacién robusta en tiempo finito con una senal de control continua, por tal

motivo en este trabajo de tesis se tienen los objetivos

» Proponer un algoritmo que estabilice robustamente al sistema (1.1), con convergencia
en tiempo finito y mediante una senal de control continua, y probar su estabilidad a

través de una funcién estricta de Lyapunov.

= Proponer una metodologia que permita disenar las ganancias del algoritmo propuesto.

1.4. Preliminares

1.4.1. Homogeneidad Ponderada

La homogeneidad es una propiedad que caracteriza al algoritmo propuesto en esta

tesis, y estd definida como

Definicion 1. [Baccioti y Rosier, 2005] Elijase un conjunto de coordenadas (x1,...,xy) en
R™. Sea r = (r1,...,7mn) una n-tupla de nimeros reales positivos, llamados pesos de las
coordenadas.

» La dilatacion (dj. ) (asociada a r) se define como

so(@) = (K"x, ... k™ay,), Vo= (21,...,2,) €R", VE>0

» Se dice que una funcion V : R™ — R es homogénea de grado oy (6y € R) si

V(di(z)) = kKVV(z) Vz € R", Yk >0



» Se dice que un campo vectorial f(z) = (fi(x),..., fu(x)) : R" = R™ es homogéneo de
grado 0y (65 € R) st

fildi(z)) = KT fy(x), Yz e R, VE>0, i=1...n.

Ademas, se sabe que para un sistema lineal con un punto de equilibrio asintéticamente
estable existe una funcién estricta de Lyapunov con forma cuadratica. En el caso de sistemas

homogéneos existen funciones estrictas de Lyapunov homogéneas [Baccioti y Rosier, 2005].

1.4.2. Estabilidad en tiempo finito

Considere que el sistema,
i= f(x) (1.2)

tiene un punto de equilibrio global y asintéticamente estable en £ = 0 y cualquier trayectoria

alcanza este punto en tiempo finito, ademas suponga
1. f es un campo vectorial bien definido en la vecindad de 0

2. el sistema (1.2) posee solucion unica hacia adelante en el tiempo, esto es, si dos so-
luciones concuerdan en algin tiempo tg, entonces, concordardn en cualquier tiempo

t > to.

Denote ¢(t, z) como el mapeo de flujo, el cual esta continuamente definido sobre el conjunto

abierto en RT x R™.

Definicion 2. [Bhat y Bernstein, 2000] El origen del sistema (1.2) es estable en tiempo
finito si es estable y existe un comjunto abierto U que contiene al origen, y la funcion T :
U\ {0} — (0,00) (conocida como funcion “settling-time”) tal que, para cada x € U \ {0},
o(-, ) estd definido sobre [0,T(x)), p(t,x) € U\ {0}vt € [0,T(x)) y

i t,x) = 0.
H%)‘P( )

Es posible caracterizar la estabilidad en tiempo finito de un sistema no lineal a través de

una funcién de Lyapunov.

Teorema 1. [Bhat y Bernstein, 2000] El origen del sistema (1.2) es estable en tiempo finito

y la funcion “settling-time” es continua en cero, si y solo si, existen nimeros reales C' > 0 y



a € (0,1), y una funcion continua V positiva definida sobre la vecindad abierta Q0 de 0, tal

que

V(z) < —CV(2)® Ve € Q\ {0}

De ser asi, la funcion “settling-time” T(x) es de hecho continua en una vecindad de 0 y

satisface (para ||x|| suficientemente pequena)

1
T(x) < m

V(x)lfa
1.4.3. Desigualdad de Young

Una desigualdad aritmética clasica establece que para niimeros reales a > 0, b > 0,

p>1yq>1, siempre se cumple la desigualdad

a? b
ab< —+ —
p q
con
1 1
,_|_,:1
P q

Esta desigualdad se conoce como la desigualdad de Young [Hardy et al., 1951].

De ahi se puede escribir

b\ 4
b= (o) (1) < 0 () _ o gt

c p q
entonces
aP b4
ab < P— 41— Ve>0 (1.3)
b q

Esta desigualdad se usard para separar algunos términos cruzados de la funcién de Lyapunov

y de su derivada temporal.

1.4.4. Cambio de notacion

A partir del Capitulo 3 se usard una notaciéon especial, la cual permitira escribir las expre-

siones de una manera mas corta, y facilitar su visualizacion.

Para una variable real z € R elevada a una potencia p € R se tiene

(217 = |2["sgn(z)



entonces |2]% = |z]%sgn(z) # 2% cuando 22 < 0.
Si p es un nimero impar el cambio de notacion no afectaria el significado de la ecuacion, es
decir, [2]P = 2P.

A continuacién se muestran algunos ejemplos para la nueva notacion:

21 = sgn(z)
08 = |elp
APl = 21
PN = [esgn(2)]zltsgn(z) = |27

1.5. Organizacién de la tesis

En este capitulo se realiz6 el planteamiento del problema a través de un ejemplo y
se introdujo el estado del arte. También se expusieron los objetivos de la tesis, y finalmente
se presentaron algunas definiciones y herramientas matemaéticas que se usaran en los proxi-

mos capitulos, asi como un cambio de notacién relacionado con la funcién signo.

En el Capitulo 2 se presenta el Control Integral Discontinuo, algoritmo que logra
estabilizar robustamente, en tiempo finito y a través de una senal de control continua el
sistema (1.1). También se muestra como este algoritmo puede usarse en aplicaciones de se-

guimiento de senales variantes en el tiempo.

En el Capitulo 3 se demuestra mediante una funcién estricta de Lyapunov que el
Control Integral Discontinuo logra la estabilizacién robusta y en tiempo finito del sistema
(1.1). Se propone la funcion, se obtienen las condiciones suficientes para que la funcion sea
una funcién de Lyapunov y se verifica la factibilidad de las condiciones obtenidas. Ademés

se presentan dos métodos de diseno de las ganancias del Control Integral Discontinuo.

Finalmente, en el Capitulo 4 se presentan las conclusiones que resultan de este

trabajo de tesis, asi como el trabajo futuro.



Capitulo 2

Control Integral Discontinuo

2.1. Motivaciéon

En el capitulo anterior se mencionaron las caracteristicas de algunos algoritmos
que se encuentran en la literatura y que pueden ser usados para estabilizar el sistema (1.1).
En esta seccion se presentan simulaciones que ilustran las propiedades antes mencionadas,
de tal forma que se puedan identificar facilmente las diferencias entre dichos algoritmos y el
algoritmo que se propone en esta tesis.

Considere el control integral que tiene la forma

u = —kiz1 — koxo + 2

z = —kg.ilfl

al aplicarlo al sistema (1.1) se obtiene

:il = X2
ty = —kirv1 — kozo + 23+ f(2,1) (2.1)
.%"3 = —kgxl

la respuesta del sistema con f(z,t) = 0.5sin(2t) —4.5sin(x1) y k1 =7, ko =5y ks = 6 se
presenta en la figura 2.1, en donde se puede apreciar que los estados del sistema no convergen
al origen.

Como se menciond anteriormente, los controladores continuos presentan dificultad para lo-

grar la convergencia del sistema (1.1) para una f(z,t) variante en el tiempo.
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I I I I I I I I I

Tiempo [s]

Figura 2.1: Respuesta del sistema con el control integral y f(x,t) = 0.5sin(2t) — 4.5sin(z1)

Ahora se presenta la respuesta del sistema con el algoritmo Twisting |Levant, 1993],
este algoritmo es un controlador que hace una retroalimentaciéon discontinua de los estados

de un sistema de segundo orden, y tiene la forma
u = —kisgn(z1) — kasgn(z2)
al aplicarlo al sistema (1.1), se obtiene

:ﬁl = T2
(2.2)
t9 = —kisgn(xy) — kasgn(xza) + f(x,t)

En la figura 2.2 se muestra la respuesta del sistema (2.2) con f(x,t) = 0.5sin(2t) —4.5sin(x;)
yki =7 ko=5y ks=06.
Se puede apreciar que el algoritmo Twisting estabiliza robustamente los estado del sistema
en tiempo finito, pero la senal de control requerida para lograrlo, figura 2.3, presenta el
fenémeno de Chattering. Este fenémeno es una conmutacion a altas frecuencias de la senal
de control, lo cual representa un problema para su implementacion, ademés de ser indeseable
debido al desgaste que puede ocasionar en los actuadores de la planta.

Si se aplica al sistema (1.1) un algoritmo que conserva la retroalimentacion de

estados lineal pero en la parte integral del control se agrega una discontinuidad, de la forma

u = —kixy —koxo+ 2
(2.3)
z = —k:gsgn(xl)
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10

Figura 2.2: Respuesta del Control Twisting con f(x,t) = 0.5sin(2t) — 4.5sin(x1)

15

10
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-10

-15
0

- -
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Figura 2.3: Sefial del control del algoritmo Twisting para f(z,t) = 0.5sin(2t) — 4.5sin(z1)

se obtiene

1
T

T3

T2

—k1z1 — kaxo + 23+ f(x, 1)

—kssgn(x1).

(2.4)

Al simular el sistema (2.4) con f(z,t) = 0.5sin(2t) —4.5sin(x1) y k1 =7, ka =5y k3 = 6,

figura 2.4, se aprecia que los estados no convergen al origen.

Este algoritmo muestra que agregar una discontinuidad a un esquema lineal no
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Tiempo [s]

Figura 2.4: Respuesta del control lineal + discontinuidad con f(x,t) = 0.5sin(2t)—4.5sin(x;)

resuelve el problema de estabilizaciéon robusta. Como se mencioné en el capitulo anterior,
en la literatura no se encuentra ningun algoritmo que estabilice el sistema (1.1) con una

perturbacién variante en el tiempo y a través de una senal de control continua.

El Algoritmo Super-Twisting (STA) es un conocido algoritmo de modos deslizantes
de segundo orden [Levant, 1993], que logra estabilizar en tiempo finito y a través de una
senial de control continua un sistema de primer orden con una perturbacién variante en el

tiempo, el controlador se puede escribir como

u = —ky|z|Y2sgn(zy) + 2
1|1 Zsgn(z1) (2.5)
Z = —kasgn(xy)
este algoritmo fue diseniado principalmente para ser aplicado a sistemas de la forma
1 =u+ p(z,t) (2.6)
al aplicar el controlador (2.7) a (2.6) se obtiene
i = —kilo|Psgn(an) + 2+ p(a,t)
z = —kosgn(zy)
si se considera xo = z + p(z,1), se tiene
T = —k1’$1|1/289n(1‘1) + 29 @27)

o = —kosgn(z1) + p(x,t)
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donde z; son las variables de estado, k; son ganancias para ser disenadas y p(z,t) es
la derivada respecto a t del término de perturbacion. En [Polyakov y Poznyak, 2009] y
[Moreno y Osorio, 2012] se presentan funciones estrictas de Lyapunov a través de las cuales
se muestra que bajo algunas condiciones de ki y k2, (2.7) converge en tiempo finito y es
robusto ante perturbaciones acotadas |p(x,t)| < L. En la figura 2.5 se muestra la respuesta

de (2.7) con p(t) = 0.5sin(¢) + 0.25 sin(2t).

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [s]

Figura 2.5: Respuesta del Super-Twisting con p(t) = 0.5sin(t) 4+ 0.25sin(2t)

Como se mencion6 anteriormente, este algoritmo logra atenuar los efectos del chat-
tering, ver figura 2.6 donde se muestra la sefial de control requerida para obtener la respuesta
de la figura 2.5.

En esta seccioén se ilustré como los algoritmos que se encuentran en la literatura no
logran resolver el problema planteado en esta tesis. E1 STA logra resolver el problema solo

para sistemas de primer orden.

2.2. El Control Integral Discontinuo

En esta seccién se presenta un algoritmo de control que esta inspirado en los es-
quemas mencionados en la secciéon anterior, pero que principalmente busca extender las

propiedades del algoritmo Super-Twisting a sistemas de segundo orden.
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-4 L L L L L L I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo [s]

Figura 2.6: Senal del control Super-Twisting con p(t) = 0.5sin(t) + 0.25sin(2t)

Teorema 2. El control definido por

1 1
u = —kilz1]3sgn(xy) — kalxa|2sgn(xs) + 2 2.8)
z = —kssgn(z1)
estabiliza robustamente y en tiempo finito al origen del sistema (1.1) para toda perturbacion

f(z,t) Lipschitz con respecto al tiempo con constante de Lipschitz A, si las ganancias ki,

ko y k3 se disenan con algun método presentado en la prueba del teorema.

La prueba de este teorema se encuentra en el capitulo 3.

Para que la perturbacion f(x(t),t) sea Lipschitz con respecto al tiempo, es sufi-
ciente con ser diferenciable respecto a x y a t, y que estas derivadas y las trayectorias del
sistema se conserven acotadas. Para f(t) es suficiente con que sea diferenciable respecto a t
y su derivada sea acotada. Por ejemplo, f(t) = 2sen(t) + cos(2t) es diferenciable respecto a
t, y su derivada esta acotada por 4, es decir, |f(t)| < 4 para todo ¢.

Al aplicar el algoritmo (2.8) al sistema (1.1) se obtiene
1“1 = X9

by = —k|w1|3sgn(z) — kolrs|2sgn(we) + 2 + f(x,t)

z = —kssgn(x1)
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si se considera la transformacion x3 = z + f(x,t), entonces

1 = Z2

. 1 1

o = —ki|z1|3sgn(z1) — ka|za|2sgn(z2) + x3 (2.9)
i3 = —hssgn(z1) + f(z,t)

en donde (2.9) se puede ver como una inclusion diferencial que es homogénea |Levant, 2005]
con grado 6y = —1 y los pesos r =[ 3 2 1 ]y las soluciones se entienden en el sentido de
Filippov |Filippov, 1988]. Los detalles sobre la homogeneidad del sistema (2.9) se encuentran
en el apéndice A.

Se presentan dos métodos para el disefio de las ganancias k1, ko y k3, para las que

el origen del sistema (2.9) es estable:

= Sintonizar las ganancias del algoritmo y los coeficientes de la funcién de Lyapunov a
través del método grafico que se presenta en la seccion 3.5.1. En donde para cada A

es necesario hacer la sintonizacion y verificacion grafica de todos los parametros.

= Obtener un juego de ganancias para el caso nominal, y sintonizar una constante positiva

L para cada valor de A, ver secciéon 3.5.2.

Para ilustrar las caracteristicas del algoritmo (2.8) en la figura 2.7 se presenta la
respuesta del sistema (2.9) con f(z,t) = 0.5sin(2t) —4.5sin(z1) y k1 =7, ko =5y k3 = 6,
note que los estados convergen al origen en tiempo finito a pesar de la perturbaciéon variante
en el tiempo.

La convergencia robusta en tiempo finito también se consigue con el algoritmo
Twisting, pero a diferencia del Twisting el Control Integral Discontinuo lo logra con una
senial de control continua, es decir, no presenta el fenémeno de chattering. La accion de
control requerida para obtener la respuesta de la figura 2.7 se muestra en la figura 2.8.

Ademsés de estabilizar robustamente al sistema (1.1), el Control Integral Disconti-
nuo puede ser usado para hacer seguimiento de senales de referencia variantes en el tiempo,

lo cual se muestra en la siguiente seccion.
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___X2 i
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Figura 2.7: Respuesta del Control Integral Discontinuo con f(z,t) = 0.5sin(2¢) —4.5sin(x;)

Figura 2.8: Senal de control del Control Integral Discontinuo con f(z,t) = 0.5sin(2t) —
4.5sin(x1)

2.2.1. Seguimiento

Se desea que la salida y del sistema (1.1) siga una senal de referencia r(t), por lo

tanto el error se define como
el = X1 — T‘(t)

eas = x9—7(t)
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y entonces la dindmica del error es

é1:€2

2.10
éy = u—7(t)+ f(z,t) (210)

en donde el objetivo es hacer converger el error a cero. Mediante el control integral discon-
tinuo se tienen dos alternativas para lograr esto. La primera opcién requiere de un diferen-
ciador de segundo orden para formar la ley de control, mientras que en la segunda no. A

continuacién se dan los detalles de ambas alternativas.

Seguimiento con diferenciador de segundo orden

Debido a que la senial de referencia r(t) es medible, entonces mediante el uso de un

diferenciador se puede incluir 7 en la senal de control u

u = —kiler|3sgn(er) = kalea|2sgn(es) + = +i(t)

Z = —kssgn(er)

al aplicarlo en (2.10) se obtiene

él = €2

. 1 1

éa = —kilei[3sgn(e1) — kalez|2sgn(ez) +es + f(z,t)
é3 = —kssgn(er)

este sistema es similar a (2.9), por lo tanto, como se ilustré en la seccion anterior el error
converge a cero. En la figura 2.9 se puede ver como la salida sigue a la senial de referencia. En
este caso la senal de referencia es r(t) = 2sin(0.5t), y la perturbacion f(z,t) = 0.5sin(t) +
0.25sin(2t). En la figura 2.10 se puede ver la sefial de control requerida para lograr el

seguimiento.

Seguimiento sin diferenciador de segundo orden

Existe otra alternativa para formar la ley de control sin el uso de un diferenciador
de segundo orden. En este caso w tiene la forma
1 1
u = —kile1|3sgn(er) — ka|ea|2sgn(e2) + 2z

2.11
Z = —kssgn(er) ( )



18

1
5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [s]

Figura 2.9: Salida y vs senal de referencia con diferenciador

15F 1

I
5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [s]

Figura 2.10: Senal de control para el seguimiento con diferenciador

aplicando esta v a (2.10) se tiene

él = €9

. 1 1 ..
ey = —kilei|3sgn(e1) — kalea|2sgn(ez) + ez + f(x,t) — (1)
és = —kssgn(ey).

En este caso la segunda derivada temporal de la sefial de referencia puede ser vista como
parte de la perturbacion, y por lo tanto se asume que la tercera derivada temporal de r(t)

esta acotada, es decir, |7(t)| < R, donde R es conocida. A diferencia del caso anterior para
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este algoritmo no se requiere el uso de un diferenciador de segundo orden, solo conocer A y
R que permitiran disenar adecuadamente las ganancias k; ¢ = 1,2, 3. La comparacion entre
la salida y la senal de referencia se muestra en la figura 2.11, y la senal de control en la
figura 2.12, en dénde se emplea la misma senal de referencia y de perturbaciéon que en el

caso anterior.

1
5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [s]

Figura 2.11: Salida y vs senal de referencia sin diferenciador

15 B B B . B B B

-15 i i i I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo [s]

Figura 2.12: Senal de control para el seguimiento sin diferenciador

Mediante las simulaciones se puede notar que en ambos casos la salida converge

a la senal de referencia, pero como era de esperarse se requiere de una senal de control de
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mayor amplitud cuando no se usa el diferenciador de segundo orden, mientras que con la
implementacion de éste la convergencia del error estd sujeta a la respuesta del diferenciador

y a los efectos que este pueda ocasionar en el transitorio del error.

En este capitulo se ha presentado un algoritmo que, a diferencia de los mencionados
en el capitulo anterior, logra estabilizar robustamente el origen del sistema (1.1) a través
de una senal de control continua y en tiempo finito, el sistema resultante en lazo cerrado
se puede ver como una inclusion diferencial homogénea [Levant, 2005] con grado 6y = —1
y los pesos r = 3 2 1 ]. Con este algoritmo también se logra hacer seguimiento de una
senal variante en el tiempo, caracteristica que no presentan los algoritmos mencionados en el

capitulo anterior, y que ademas se puede lograr a pesar de no conocer la senial de referencia.



Capitulo 3

Estabilidad del Control Integral

Discontinuo

En este capitulo se demuestra la convergencia del Control Integral Discontinuo
presentado en el capitulo 2 mediante una funcién estricta de Lyapunov. Primero se propone
una funcién, posteriormente se obtienen las condiciones suficientes para que la funcién sea
positiva definida y su derivada temporal negativa definida, lo que hace de la funcién una
funcion de Lyapunov. Se valida la funcién al mostrar que existen conjuntos de parametros
para los que se cumplen las condiciones obtenidas. Se prueba la convergencia en tiempo

finito y finalmente, se presentan dos métodos para el diseno de las ganancias del algoritmo.

La homogeneidad del sistema (2.9) fue una caracteristica que se consideré al pro-
poner la funcién de Lyapunov, ademas de tomar como base una funcién cuadratica. La
demostracion de la convergencia del algoritmo (2.8) se hace esencialmente en dos partes,

primero se hace el anélisis del caso nominal y posteriormente el caso perturbado.
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3.1. Caso Nominal

Primero se probara la convergencia del sistema (2.9) cuando f(x,t) = 0, por lo que

el sistema queda como

T = T2

. 1 1

Ty = —kilz1|3sgn(x1) — ko|wa|2sgn(wz2) + o3 (3.1)
i3 = —kzsgn(zr1)

Considere la siguiente funcion continuamente diferenciable
4
V(z) = vile|3 +yalmal® + yslms|* + yisz1ms — yoswa| 23] (3.2)

esta funcion es homogénea con dy = 4 y los pesos r = [ 3 2 1 |. Los detalles de la
homogeneidad de la funcion V' (z) se encuentran en el apéndice A.

La derivada temporal de (3.2) es

. 4 1, . 3. .
V(z) = 3N |21 ]38 + 2v0w0d9 + 432383 + V1303814

+y137193 — o3| w32 d2 — 272370|T3| 13

y evaluando a lo largo de las trayectorias del sistema (3.1) se tiene

. 4 1 1 3
V(z) = 3M |z1]3 22 — 292k1[21]3 02 — 272ka|T2|2 + 272m023—
1
—dysks|z1]%23 + viszsze — yisks|z| + Yoska 2113 |23 1%+ (3.3)

1
yaska|o]2 [23]% — y23|m3| + 2y03ks3 2122|235

3.1.1. Positividad Definida

En esta seccion se presentan las condiciones para que V(z) sea una funcion candi-

data, es decir, sea positiva definida. La funcién es
_ 3 2 4 2
V(z) = ylz1]3 + v2lzel® + v3lw3]" — y2s@2 23] + 137123
la expresion anterior se puede escribir como
V(z) =T + yzaias

donde
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M1 0 0
=10 v —37s
0 —372 3

Si se considera 13 = 0 entonces V (z) sera positiva definida si I' > 0, con lo que se deben

cumplir las siguientes desigualdades
71 >0
Y12 > 0 — Y2 >0 (3.4)
N2 — 271733 >0 = 47273 -3 > 0.
Retomando la funcién completa se tiene

V(zx)

4
Y1|z1]3 + Y2lz2|? + Y3]w3)t — yeswa|23]? + V137173
4
> yi|z1]3 + yelra|? + yslas|t — yaswa|23]? — yisla |2
en donde y;3 > 0.

Con base en la desigualdad de Young (para aq3 > 0 arbitrario)
3 4 4 1 —4
[wllzs| < Jadglan]s + Jagglas|”

sustituyendo en (3.5) se obtiene
4 4 4 _
Viz) > mlzls +yeleal? +slesl* — w2231 — 713 <iaf3\$1|3 + ia134|933!4>

la ecuacién anterior se puede escribir como

V() >¢'Te
con
&= 115w [rs)? ]

y

3 %

Y1 — 1713043 0 0
I'= 0 V2 — 1703
0 —1y03 3 — Isary

entonces para que I' > 0 con 713 > 0, se deben de cumplir
3 4
" — 1’7130@“’3 >0 (3.6a)
72 >0 (3.6b)

1 _ 1
Y2 <73 - 471304134> - 17%3 >0 (3.6¢)
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Eliminando aq3:

de (3.6a) se tiene

i 4y 1\? (4 71)3 . ¥
alh<-— = (ad) <[] —aly< 2o 3.7
BT 33 ( 13) 3713 RNEEREA (3.1)
y de (3.6¢)
173,
- a2 > —
4 4'Y130413
multiplicando por af; se obtiene
143 > 1 Y2713
4 23 4
@ 3———= | > —-y3 2> Q)3 > ———5 3.8
s <7 4 72 1! B dygys — 2, (38)

juntando las desigualdades (3.7) y (3.8) y usando (3.6¢) para probar que 47273 — 733 > 0 se

obtiene
0 < Y2713 f "
4 _ A2 33 3
Y273 — Va3 713

33572
0< 4315’3 < 4y273 — 53 (3.9)
1

Notese que esta condicion es necesaria y suficiente para que V(z) > 0 cuando v13 > 0, y

para todo 71,72 > 0. En el caso que 13 = 0 esta condicion se reduce a (3.4)

3.1.2. Negatividad Definida
La ecuacion (3.3) se puede reescribir como
V(z) = —mskslzi| — 2’72k2’$2|% — vos|m3]® = (2v2k1 — 3m1) Lxﬂ%mz
Fyaski 2113 2312 — dyska| 2103 + yaska|22]7 23]
+ (272 4 713 + 2923k3 | 211° | 23]°) 2223

entonces
y 3 3 4 1
V(z) < —myskslzi| — 2yekalzal? — yaslzsl® + | (292k1 — 371) | |21]3 |22

1 1
g3k |@1]3 |@3)? + dysks|zs|® 4+ yaska|22]? 23]
+ (292 4+ M3 + 2723ks 2170 23]°) w3

con 723,73 > 0.
La ecuaciéon anterior se puede escribir como

. 3 1
V() < —mskslzi] = 2v2kelaa|? — (23 — 4ysks) |23]® + yeskr |21 ]5 |3 (3.10)
1 1 .
+ | (2v2k1 — 57) | |21]3 [w2] + Awaws + yaska | 22]2 [23]°
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donde
A = 292 + 713 + 2723k3 | 21]° [23]°

notese que dependiendo del signo de x1 y =3, A puede tomar dos valores diferentes, es decir

A1 = 272 + Y13 + 2723k3 (3.11a)
Ay = 279 + 13 — 2v93ks (3.11b)

Para encontrar las condiciones que garanticen que V(ac) sea negativa definida se
busca separar los términos cruzados de (3.10), recordando la desigualdad (1.3), se puede
escribir
133 2575 (2
3Balw1| + 38107 [w2|2 VP12 >0

_3
gBslw] + 38157 25 VP13 > 0

y para el resto de términos considere el siguiente Lema

1
|z1]3 |22

IN

(3.12)

IN

1
|z1]3 |~”U3|2

Lema 1. Para todo valor real de xo y x3, para todo valor positivo de a« > 0 y § > 0, y

cualquier valor de A, la desigualdad
Neazs + 6231 512 < salealf o+ 82(a, N (3.13)
se satisface para todo t, si y solo si
P(a,A) = ¥, A)
donde la funcion (o, \) estd definida por

1/11(047/\) A Z —\/3705

a,\) =
vl d) max(0,v2(a, \)) A < —v3a

donde

() . <A+ VAP +3a>3 ) </\+ VIN? +3a>2 . <A+ VAP +3a>
1 ’ = -
3a 3a 3a

A= VPE=3a\" (A= vIPE=3a) (A= PP=3a
Yale,d) = a 3o —A 3o + 3«
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El lema anterior es una generalizacion de la desigualdad de Young cuando se consi-
deran varios monomios. Si se deja un solo monomio de lado izquierdo de (3.13), la desigualdad

se reduce a la desigualdad (1.3).

Considere el caso cuando A =0y § = 1 en (3.13), entonces de

2212 [23]% < alza|? + ()]s

1) 1 2
¢(a)2¢1(a):_a<@) +\/37a:3\/37a

Mientras que usando la desigualdad de Young (1.3) se tiene

se obtiene

1 c? 2
|2]2 232 < SfaalS + |23l

3 3c2

entonces
c? 3
o= e —c2 = V3«
y
b= 2 _ 2
3¢3 3v3a

Remplazando las desigualdades (3.12) y (3.13) en (3.10), se tiene

V(z) < —yiskslor] — 29akalzal? — (723 — 4vsks) |23l
+ [ (272k1 — 3m)| [;1),55’2!331! + 351_23\562!3] + y23k1 [31)519’3!361\ + %51_3%!963|3
yaskaalas|? + yaskag(a, A)|as)?
< = [nisks — 5 |(v2k1 — 3m) | BYy — 3723k18%] |21

_3
[2’)’27‘172 — 3| (v2k1 — 3m) | Bra® — 7237€204] EAk

3

- [723 — dy3ks — 2ya3k1815° — Yaskaod(ax, )\)} |23]3

entonces se deben de cumplir

2 2
Ti3ks — 3 ‘ <72/€1 - ’Y1> 81y — ’723k1513 >0 (3.14a)
4 _3
2’72]€2 — g ’ <’)/2k1 — 3’71) ‘ 6122 — ’723]6‘20& >0 (3.14.b)

2 3
Y23 — 4y3ks — 572316'15132 — yazkap(a, X) > 0 (3.14c)
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para algun valor positivo de f12, 813 > 0y a > 0.
Eliminando f19:

De (3.14a) se obtiene
3m13ks — Y23k18%s
2[(v2k1 = 3m)]

5%2 <
y de (3.14b)
42 ‘(727?1 — 2y ’2
32 (2y9kg — 7a3koa)?

aqui se excluye el caso en que vk — %71 = 0 que serd tratado mas adelante, y de las

3
Bra >

desigualdades anteriores se tiene
272k2 — ’mgkga >0 (3.15&)
3v13ks — yask1 875 > 0 (3.15b)

42| (y2k1 — 3m1) ’2 3v13ks — Yask1 555

(3.15¢)
32 (270ks — Yosko)® 2| (72k1 — 371
las desigualdades (3.15b) y (3.15¢)se pueden escribir como
3msks
3
< 3.16a
Pis Y23k1 ( )
3713k 2. 42 | (yah1 — 271 |’
@,3 < 71373 ‘(72 1 371)‘ (3.16b)

vaskt  32ya3k1 (272K — y2skea)’
en donde claramente (3.15b) esta incluida en (3.15¢), ademéas se ha asumido que 723 > 0.
Eliminacién de £13:

De (3.14c) se obtiene

0 < 23— 4y3ks — yaskad(a, A)
92,2 1.2
5{)3 > T23h1 .
32 (23 — 4v3ks — yaskao(ar, N))

entonces, considerando (3.16b) junto con la desigualdad anterior

3
2242,k? 3nsks 247 |(ek1 — )|
32 (yo3 — dy3ks — yaskad(a, N))? 723k 32vyaski (292ks — Yaskao)?

por lo tanto las desigualdades que resultan de la eliminacion de 812 y f13, son

22k — Ya3kaor > 0 (3.17a)

Yoz — 4y3ks — yaskad(a, A) > 0 (3.17h)
2273, k3 k 242 | (yah1 — 271’

Vask1 < 3isks |(v2k1 — 271)| (3.170)

32 (3 — dy3ks — yaskad(c, N))® Y23kt 32yasky (292k2 — Yoskaa)’



para que la ltima desigualdad se cumpla se requiere

3yisks 2 4% | (vy2k1 — 3m) ‘3

Yokt 32903k (292k2 — Ya3kecr)”

3
3713k3 - 2- 4% | (r2k1 — 3m1)|
Y23k1 32y03k1 (272k2 — Yaskoa)?

usando (3.17a)

242 ‘(72161 - %’h) ‘3

(272ka — Yo3koar) > \/

28

33y13ks3
entonces
3
e 1 (247 (ki — )|
I<a<2—— 3.18

V23 723792\/ 3313ks3 (3.18)

Reescribiendo (3.17c)
3
22735k? < 33913ks (272k2 — Yaskea)® — 2 4% | (v2ky — 271))|

32 (ya3 — 4y3ks — yazkaod(a, A))? 3293k (272ka — Yazkaar)?

2273.k3 (2y2ka — Yazkaar)?
33713k3 (2y2ka — Yoskoa)? — 2 - 42 | (v2k1 — %71)’

entonces se deben de cumplir

3
33y13ks (292ks — Yaskeq)® — 2 42

2
(’72151 - 371)

5 < (723 — dysks — yeskad(a, A))?

dla,N) <

2273.k3 (2y2ka — Yazkaa)?

Vo3 — 4y3k3 —

Hasta aqui se tienen las desigualdades

0 < ola,\) <v(a)

0 < 3%yi3ks (272k2 — yasko)® — 2 - 42

3
0 < 27y2ky — va3koo

< 7yo3 — 4Ayzks — yagkao(a, A)

con
a 1

~Ya3ka

v(a)

(V23 — 4y3ks — \/T)

2
<’sz1 - -mn

3
723k B3y13ks (2y2k2 — yasko)” — 242 | (21 — 371) |

(3.19)

(3.20)
(3.21)
(3.22)

(3.23)
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donde )
2293:k3 (272ka — Yok

 Byigky (272ks — askaa)’ — 2 - 42 |(y2k1 — 2m1) }3

las desigualdades (3.20), (3.21) y (3.22) son esenciales para asegurar que (3.19) esté bien
definida.

De (3.22)

T

1
a, ) < — 4v3k
P, A) . (7v23 — 4v3ks)

Notese que si se cumple (3.19) se cumple (3.22), por lo que (3.22) est4 incluida en (3.19).
De (3.20)

2-4%| (yoh1 — 31) |
3313ks

(242k2 — yaskact)” >
usando (3.21)

3
2 4% | yak1 — 271
3313k

Yogkoo < 2y2ko — \/

entonces

2 2|3
o<aca o L [2E bl
Y23 7Y23k2 3313ks3

por lo que (3.24) es equivalente a (3.20) y (3.21), luego entonces para que la funcion candidata

(3.24)

sea negativa definida se deben de cumplir (3.19) y (3.24).

3.1.3. Un caso particular

Se considera el caso cuando yok1 — %71 = 0, entonces

2

- 3.25
3%, (3.25)

72
y en este caso, de (3.14a)-(3.14b) se tiene
1 3
M3ks — 3723k1 513 > 0
29k — Ya3kor > 0

9 3
Yo3 — 4vy3ks — =y23k1613° — Yaskao(a) > 0

3
y de las desigualdades anteriores se obtiene
0 < o < 22
Y23
1 22,.)/3 /{?3
0 < odla,N) < o3 — 4y3ks — 2371
(@) vaskz \ ! ! 33v13ks

cuando se satisface (3.25).
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3.1.4. Factibilidad de la Funcién de Lyapunov

Al cumplir las condiciones de positividad y negatividad definida que se obtuvieron
en las secciones anteriores, se garantiza que la funcién propuesta deja de ser candidata para

convertirse en Funciéon de Lyapunov, las condiciones obtenidas son

31372
0< 43133 < 4yay3 — 33 (3.27)
71
0< ¢lay,A) <v(a) (3.28)
3

V2 1 \/2'42‘72]{1—%71!

0< «a <2— — 3.29
Y23 Yeske 33713k (3.29)

donde v(a) esta definida en (3.23).

En esta seccidén se tiene el propésito de determinar que ganancias ki1, ko y k3 hacen
al sistema (3.1) estable y la funcion de Lyapunov que lo demuestra, es decir, encontrar los
coeficientes de la funcién v1,v2, 3, 713 ¥ 723 que en conjunto cumplan con las desigualdades
(3.27)-(3.29). De (3.27) se obtiene
3372v?3<+‘j§§

3 >
Aty Ay

sea 1 una variable positiva y que cumple i > 1, entonces

s | 15 )
= 4+ )2 3.30
= (s + (3.30)

mientras que a (3.28) se le puede dar una interpretacion grafica, en donde la curva de la
funcion ¥(a, A\) que cumple ¥ (a, A) < ¢(«) tiene que pasar por debajo de la curva de la
funcion v(«) dentro del intervalo permitido de a, el cual esta definido por (3.29). Ademas

se considera el caso particular cuando

Y2 = %
3k1
En la tabla 3.1 se presenta una serie de parametros para los cuales la funcién propuesta es
una funcién de Lyapunov.
En las figuras 3.1-3.3 se muestran las graficas de las funciones v(a) y ¥ (a, A) co-
rrespondientes a cada columna de la tabla de parametros 3.1 que cumplen con la desigualdad
(3.28). Notese que esta tltima condicion deberia involucrar a dos funciones ¢ ya que existen

A1y A2, pero debido a que ¥y, > v,,, ver apéndice C, la curva de vy, se ha omitido de las

graficas, en donde la funciéon ¢ = 1y,



Figura 3.1 | Figura 3.2 | Figura 3.3
k1 2 2 7
ko 2 3 5
ks 0.15 1.1 )
gl 6 ) 9
Y2 2 1.66 0.85
vz | 86x1073[25x1073 | 1x107%
13 2 1 1
23 0.01 0.1 0.01
n 1.1 1.1 1.1

Tabla 3.1: Parametros de la funciéon de Lyapunov con A =0

0.2F
0.15
0.1r

0.051

== -v@ — )]

I I I I I I I I
50 100 150 200 250 300 350 400
a
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Figura 3.1: Grafica de ¢(a, \) y v(a) con los parametros de la columna 1 de la tabla 3.1

con A =0

3.2. Caso Perturbado

Considere ahora el sistema con f(z,t) # 0, es decir

1 =
Ty =

T3 =

en donde, como se mencioné anteriormente, |f(z,t)] < A, con A conocida.

T2

1 1
—k1|z1|3sgn(z1) — ko|za|2sgn(xs) + x3

—k3sgn(z1) + f(a,t)

(3.31)

La condicion de positividad definida de la funcion V' no se ve afectada por el término f(z,t),
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ol [ —wa)]

I I I I I I I
20 22 24 26 28 30 32

Figura 3.2: Grafica de («, \) y v(«) con los parametros de la columna 2 de la tabla 3.1
con A =0

0.085 ‘ ‘ | ‘ A u(a) — llJ((X,)\‘) "

0.08 -

0.075

0.07

0.065 -

[0 R N e L

0.055

0.051

0.045 -

0.04

60 80 100 120 10 160
Figura 3.3: Gréafica de ¢(a, \) y v(a) con los parametros de la columna 3 de la tabla 3.1

con A =0

por lo tanto, para el caso perturbado la funcién seguira siendo candidata si cumple con la
desigualdad (3.9).

Entonces de la funciéon candidata de Lyapunov
4
V(z) = yilz? +yelwal® + yslas|* + viszims — yeswalasPsgn(as)

se obtiene la derivada temporal y evaluando a lo largo de las trayectorias del sistema (3.31)
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se tiene
. . 3 1
V(z) = —misks|lei] + vz f (@, t) — 2v2ke|wa|2 — yoslas|® — (292k1 — 3m) [21]322
1 . 1
skt |21]3 [23]% — dysks|21]%23 + dysad f(x, ) + yaska|22]2 [23]?
+ (272 + 713 + 2703k3 | 211°| 2310 — 2723|2310 f (x, 75)) T2x3
entonces

. 3

V(z) < —mis(ks — A)lzr| — 2yoka|xa]2 — (y23 — 4y3(ks + A)) |23]?
+ [ (272k1 — 3m) | (1|3 o] + yaghs |21 |3 |25]? + Azozs
+723k2 L»’Uﬂ% |z3]?

con y23,73 > 07 y
A = 279 + 713 + 2723k3 | 21]° [23]° + 2723 23]°A

noétese que en este caso dependiendo del signo de x1 y z3, A puede tomar cuatro valores

diferentes, pero solo se consideraran el minimo y el méaximo, es decir

A1 = 292 + Y13 + 2723(k3 + A)
Ao =27y + y13 — 2723(ks + A)

Nuevamente se consideran las desigualdades (3.12) y (3.13), y para el caso perturbado se

obtienen las desigualdades

A < ks (3.33a)
0 < pla,\) < v(a) (3.33b)
3
V2 1 [2-4% vk — 5]
I<a<2—— 3.33¢
Y23 ’723/<72\/ 3B3y13(ks — A) ( )
con
N
v(@) & —— (23— (ks + A) — VIT) (3.34)
o3k
donde

B 2273, k3 (2y2ka — Yazkoa)®
= 3
33y13(ks — A) (2y2ks — Yaskaa)® — 2+ 42 | (vaky — 2m))|

La verificacion de la factibilidad de estas desigualdades se hace al presentar el método de

II

disefio de ganancias a partir del caso perturbado, en la seccién 3.5.1.
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3.3. Convergencia en Tiempo Finito

Debido a la homogeneidad de V' y V, con los grados de homogeneidad dy = 4 y

dy, = 3, respectivamente, entonces la funcién

W(zx) = —
Vi

es homogénea de grado dy = 0, y dado que W (z) = W (k3z1, k?z2, kx3) para todo k > 0,
todos los valores de la funcion son tomados en la bola homogénea unitaria, es decir, By =
{z € RHxl\% + | 22| + |23]? = 1}. En By, la funcién V y V son continuas y diferentes de cero.
Entonces W (x) tiene un minimo positivo que puede ser calculado por k = 516111812 W (zx). Esto

implica que ‘
—V(x)

Vi(z)

De esta desigualdad diferencial se aprecia que las trayectorias convergen a cero en tiempo

>k — Viz) < —I{,V%(I)

finito. La solucion de la ecuacion diferencial ©(t) = —kv(t) esta dada por Vi (t) = vi (0)—3xt.

Por el lema de comparacién se sabe que el tiempo de convergencia puede ser estimado como

T(xo) < ~Vi(xo).

RS

3.4. Escalamiento de las ganancias

Suponga que el origen z = 0 es estable en tiempo finito para el sistema (3.31)
con las ganancias (ki,k2,k3), vy V(x) en (3.2) es una funcion de Lyapunov para el con-
junto de parametros (7y1,72,73,713,723). Si se aplican las transformaciones (ki, ko, k3) —
(Lky, Lk, L2ks) y (71,72, 73,713, 723) = (L7171, L7292 , L7593 , L 213 , L™ 323) todas
las desigualdades se conservan bajo estas transformaciones. Entonces el origen x = 0 es
también estable en tiempo finito para el sistema (2.9) con las ganancias (Lk;, Lk, L%kﬁg),
y V() en (3.2) es una funciéon de Lyapunov para el conjunto de parametros (L~ 1y , L™29
, L7573 , L™ 2y3 ,L_%’)Qg), para cualquier nimero real positivo, L > 0, cuando A = 0.

Se analizara esta transformacion en el caso perturbado, entonces, aplicando la transforma-

cion al sistema (2.9) se obtiene
i’l = X2
Ty = —Llﬁ]ml\%sgn(wl) — L%kg\xg\%sgn(m) + x3 (3.35)
T3 = —L%kgsgn(xl) + f(:c, t)



35

de igual forma en (3.2), que es la derivada temporal de la funcién de Lyapunov con la

perturbacion,
. 3 : 3 3
Vo= —%Lﬁrg\xl\+Ex1f(x,t)—2%L4k2]x2\2—%\xgl‘g
4 2
1

_47 szgw +4§x§f(x ) L2L4k2Lx21 2 |23]?2

72 Y13 ’Y23
+ (222 + 2+ 22 Lkl o~ 2 D) )

la expresion anterior se puede reescribir como
3 3
: T1 T2 |2

V. = —yisks|—1| — 2%k |—5| —723|—=

2 6 6

1 2 0
13 | x T T
+7y23k1 {11-‘ {?1 — 4vsks {{‘ <37> + v23k2 { 5-‘
Lz Ls 0 L2 b Ls Ls
T T T T
+ (2% + 713 + 2723k3 {11-‘ {i-‘ ) (i) <?;>
L2 Ls Ls Ls

2

— (2v2k1 — 3m) { i

m\»—A—l
\m‘ no

M\ﬁ =

| 1

: 3 .
x T,t T z,t z,t x T
+,713< l)f( 3)+4’Y3(37) f(3)2’723f(3)<§) 737
2 L2 Ls 2 L2 Le/ |Ls
Considerando el siguiente cambio de coordenadas z1 = 3371“ z9 = x—i y 23 = x—i
L2 Ls Ls

. 3 1
V= —yisks|z1| — 272k [22]2 — o3 |23 — (272k1 — #71) [21]3 22
1 1
Fyask |11 23] — dvsks [ 21]° 25 + yaska [22]7 | 23]

+ (272 + Y13 + 2723k3 [ 21]° LZ?JO) 2923 (3.36)
; x, T, t
+%321f(1;3 ) + 4732 3f( t_ 2723 |Z3|22f( 3 )
2 2 2

en la seccion 3.1.2 se obtuvo que bajo ciertas condiciones de ki, k2, k3, 71, 72, V3, V13 ¥ V23

se cumple la desigualdad
V < —041’.1‘1’ — Oé2’$2‘ — a3‘$3‘ <0

cuando f(z,t) =0y con

|(v2k1 — 371)| B3, — 3723k1 8%
| (k1 = 5m)| B1®
0<a3 = 73— 4ysks — 3723k1 815> — vaskaod(cv, A)

0<ar = v3ks—

ol I
w

0<ay = 2vky — — Y23koc

w_
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entonces (3.36) se puede escribir como

: z,t
Lg) (’71321 — 27232223 + 473]2;3‘3)

2

V < —aq|z1| — ag|za| — aslzs] +
si ademas |f(x,t)| < A, entonces
. A 3
V< —041’21‘ — 052‘22’ — 043’23‘ + F (71321 + 27932923 + 4’)/3‘2’3’ ) . (337)
2
De la desigualdad de Young

3
|22]| 23] < V1]22|2 + 2|23

sustituyendo en (3.37) se obtiene

. A 219 A 3 A
V< - <a1 — ’Yngé ) |21] — <a2 — 12?) |22]% — {043 — (473 + 202723) 2 |23

2 2

en donde se muestra que se posible escoger una L los suficientemente grande de tal manera

que
A
o — 7133 > 0
27EA
ap — ZBE S (3.38)
L2

A
a3 — (43 + 202723) I > 0
2

Esto demuestra que una vez que se ha obtenido un juego de parametros para los cuales
el origen del sistema en el caso nominal es estable, solo es necesario encontrar una L lo
suficientemente grande que cumpla con (3.38) y entonces para toda L > L se demuestra la
convergencia del origen del sistema perturbado.

Con esto también se muestra que el algoritmo es Robusto ante cualquier perturbacion que
sea Lipschitz con respecto al tiempo, es decir, sin importar cual sea la cota de la derivada
temporal de la perturbacion, tedricamente siempre serd posible encontrar una L para la cual

la derivada de la funcién de Lyapunov sea negativa definida.

3.5. Meétodos de diseno de las ganancias del algoritmo

A continuacién se presentan dos métodos para el diseno de las ganancias del algo-

ritmo (2.8), los cuales surgen de la funcion de Lyapunov propuesta.
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3.5.1. Diseno de las ganancias a partir del caso perturbado

El disenio de las ganancias ki, ko y k3 que estabilizan el origen del sistema (2.9)
consiste en encontrar un conjunto de parametros ki, k2, k3, v1, 72, V3, V13 ¥ Y23, que cumplan

las desigualdades

33’7%372

0< 3 < 493 — Yas (3.39)
1
A< ks (3.40)
0< oda,N) <wv(a) (3.41)
3
V2 1 242 |yoky — 3y
0< o <2—/— — 3.42
Y23 723’62\/ 33y13(ks — A) (342)

con A conocida y v(«) definida en (3.34).
Entonces se propone una ks > A, y de la misma forma que en la validacién de la funcion de

Lyapunov en el caso nominal, se considera

_m
V2 3%,

vy = <33727113 n 7%3)
Aty Ay

y de (3.39)

con la variable positiva n > 1.

A la condiciones (3.41) y (3.42) se les da nuevamente una interpretacion grafica, en donde
(3.42) define el intervalo de « en el que la curva de la funcion ¢ (a, \) debe pasar por debajo de
la curva de la funcion v(«). Se tienen entonces los parametros k1, k2, k3, v1, Y13, Y23 ¥ 1) para
ser disenados de tal forma que cumplan con las condiciones (3.39)-(3.42) para cada A. En las
figuras 3.4 y 3.5 se muestran las graficas de las funciones v(a) y ¥(a, A) correspondientes a

cada columna de la tabla de pardmetros 3.2 que cumplen con las desigualdades (3.39)-(3.42).

Note que en este caso para A = 1y A = 4 se tuvieron que disenar ki1, ka2, k3, v1, Y13, V23 ¥ 1,
de tal forma que con la verificacién grafica de las desigualdades se garantiza la convergencia

del origen del sistema.

3.5.2. Diseno de las ganancias a partir del caso nominal

Como consecuencia de la transformacién que se presenté en la seccién anterior

surge otro método de diseno. En este método a partir de una serie de pardmetros que se
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Figura 3.4 | Figura 3.5
k1 2 7
ko 3 5
ks 1.1 6
Y1 11 19
Y2 3.66 1.81
vz | 6x 1077 2.05
Y13 1.5 0.75
723 0.05 0.1
n 1.1 1.1
A 1 4

Tabla 3.2: Parametros de la funcién de Lyapunov

o1 | | | \ - Q(a) — w(&,A) 1

0.051

70 80 90 100 110 120 130 140

Figura 3.4: Grafica de ¥(a, \) y v(«) con los parametros de la columna 1 de la tabla 3.2

hayan obtenido de las condiciones para el caso nominal, solo se requiere redisenar la variable
positiva L > 1 para una A dada.

Por ejemplo, considere los parametros del caso nominal de la segunda columna de la tabla
31:ky =2, ky =3, k3 =117 =57 =166, 13 =25x1073, y3 =1, 73 =01y
n = 1.1, que al ser evaluados con A = 1 no cumplen con la condiciéon (o, A) < v(«a), ver
figura 3.6 (a), entonces se ajusta el valor de L a 1.5 y al verificar con este valor se observa
que la condiciéon se cumple, ver figura 3.6 (b).

Ahora considere A = 4, nuevamente se consideran los parametros del caso anterior y se

ajusta L = 2, y con este sencillo ajuste de L se validan los pardametros para A = 4, ver
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ot | - -u@ —wan)]
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0.1r

0.08 -
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0.04

Figura 3.5: Grafica de ¥ (a, A) y v(«) con los parametros de la columna 2 de la tabla 3.2

[= - =uie) — wia)

| - - -u(a) —tu(a,)\)\
0451 N
4 F
041
3 0.35
0.3
ol
0.25
1 0.2
0.15F
L
0.1
0 5 10 15 20 25 30 35 10 20 30 40 50 60
a a
(a) (b)

Figura 3.6: (a) Grafica de 9(a, A) y v(a) con los pardmetros de la columna 2 de la tabla
3.1, A=1y L =1, (b) Grafica de ¥(a, \) y v(«) con los parametros de la columna 2 de la
tabla 3.1, A=1y L =1.5,

figura 3.7.
A diferencia del método anterior, en donde para cada A es necesario redisefiar siete parame-

tros, con este método solo se requiere ajustar uno, y la forma de hacerlo es incrementandolo.
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oz - = -u@ — @)

0.2r b
0.18
0.16 -
0.14
0.12

0.1r
0.08[

0.06 -

Figura 3.7: Grafica de ¢ (o, \) y v(«) con los parametros de la columna 2 de la tabla 3.1,
A=4dyL=2

3.6. Resumen del capitulo

En este capitulo se present6 una funciéon de Lyapunov que demuestra la convergen-
cia en tiempo finito del sistema (1.1) cuando se le aplica el algoritmo (2.8). De igual manera

se obtuvieron las siguientes condiciones que garantizan la convergencia del sistema (2.9) con

flz,t) #0,
A< ks

321372
0< 431,;)3 < 47273 — 733
i

0< oa,N) <wv(a)

1 (242 |yky — 29
0 < o <2£_ \/ 3‘721 371‘
Y23 723k2 33y13(k3 — A)

con
a1

sk

(723 —4dy3(ks + A) — \/ﬁ>
donde )
22935k3 (272ka — yaskaar)

II = .
3313(ks — A) (2y2k2 — yaskoa)® — 2+ 42 | (y2k1 — 271) ‘3

Como consecuencia de estas condiciones se presenta un método de disefio de ganancias

en donde partiendo de una A conocida y a través de una verificacion grafica se disefian
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los parametros ki, ko, k3, 71, 713, 723 ¥ 7, de tal forma que se satisfagan las condiciones
anteriores. Este método presenta cierta flexibilidad debido a las siete variables que pueden
ser ajustadas pero, ya que no se sabe cual es la mejor forma de sintonizar estos parametros,
se puede convertir en una tarea tediosa.

El método de disefio presentado a partir del caso nominal ofrece la ventaja de que una vez que
se tienen los parametros que satisfacen las condiciones con A = 0, solo es necesario disenar la
variable L para la cual se satisfacen las condiciones anteriores aplicando la transformacién de
cada pardmetro, es decir, para la verificacién se ocupan las condiciones del caso perturbado
pero sin tener que disenar siete variables, solo una L para cada A dada. Esto significa que
para cualquier A solo se requiere ajustar L partiendo de un juego de parametros validados

para el caso nominal.
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Capitulo 4

Conclusiones

El problema de controlar sistemas con incertidumbres o perturbaciones ha sido
objeto de estudio durante las ultimas décadas. En esta tesis se ha planteado el problema
especifico de controlar sistemas de segundo orden en la forma candnica de controlador con
una incertidumbre y/o perturbacion acoplada al control y que es Lipschitz como funcion del
tiempo. Para resolver esto se ha propuesto un algoritmo inspirado en la evolucién de algorit-
mos continuos y discontinuos, principalmente de las propiedades que presenta el algoritmo
Super-Twisting para sistemas de primer orden.

Se ha propuesto un algoritmo homogéneo, que a diferencia de los algoritmos dis-
continuos que se encuentran en la literatura, logra estabilizar robustamente un sistema de
segundo orden con grado relativo 2, a través de una accién de control continua y en tiempo
finito, lo cual desde el punto de vista practico resulta en la posibilidad de implementar el
esquema sin la preocupacion de las limitaciones o desgaste de los actuadores. Ademaés el con-
trolador propuesto puede ser aplicado en el seguimiento de una sefial variante en el tiempo,
caracteristica que lo distingue de otros algoritmos por modos deslizantes que solo pueden
ser aplicados para resolver problemas de regulacion.

Para probar la convergencia del algoritmo en el caso nominal se propuso una fun-
cion, de donde se obtuvieron condiciones suficientes para demostrar que la funcion es positiva
definida y su derivada temporal negativa definida, y con ello que es una funciéon de Lyapu-
nov. Se encontraron ganancias del algoritmo y coeficientes de la funcién que cumplen con las
condiciones obtenidas, con lo que se validé la funcién de Lyapunov. Ademaés se incluyen las
condiciones para el caso perturbado cuando se conoce una cota de la derivada temporal del

término de perturbacién. La funcién de Lyapunov propuesta también es usada en la prueba
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de la convergencia en tiempo finito del sistema a lazo cerrado.

Como consecuencia de las condiciones obtenidas de la funcién de Lyapunov se
presenté un método de diseno de ganancias en donde partiendo de una A conocida y a
través de una verificacion gréafica se disenan los pardmetros ki, k2, k3, 71, 713, Y23 y 1. Este
método presenta cierta flexibilidad debido a las siete variables a disenar pero, ya que no se
sabe cual es la mejor forma de disenar estos parametros, esta actividad se puede convertir
en una tarea complicada y tediosa.

Se present6 un segundo método de disenio que, a partir de pardmetros que satisfacen
las condiciones en el caso nominal, solo requiere el ajuste de una variable L para una A dada.
Este método surge de una transformaciéon de variables que muestra que el algoritmo es
robusto ante cualquier perturbaciéon Lipschitz respecto al tiempo. Esto significa que usando
alguno de los conjuntos de pardmetros que se validaron para el caso nominal, se puede
ajustar L para cualquier A conocida.

A lo largo de este trabajo se considerd que se pueden medir los estados x1 y x2, lo
cual no siempre es posible en la préactica. Como trabajo futuro queda analizar la respuesta
del algoritmo cuando se requiere de un observador, o proponer una solucién para cuando no
se pueden medir todos los estados.

El control propuesto es solo un paso mas en la bisqueda de extender este tipo
de esquemas a sistemas de orden arbitrario, por lo que atn resta analizar como se puede
extender este algoritmo para desarrollar un esquema generalizado que se pueda aplicar a
sistemas de cualquier orden y grado relativo conservando la propiedad de homogeneidad en

el sistema a lazo cerrado.
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Apéndice A

Homogeneidad del Control Integral
Discontinuo y de la funcién de

Lyapunov

A.1. Homogeneidad del Control Integral Discontinuo

El sistema resultante de aplicar el algoritmo (2.8) a (1.1) es

jil = X9

. 1 1

iy = —ki|z1]3sgn(z1) — kalze|2sgn(x2) + x5
by = —hasgn(a1) + f(,1)

este sistema se puede ver como una inclusion diferencial que es homogénea [Levant, 2005]

con grado dy = —1 ylospesosr=[3 2 1]

La definicion de homogeneidad dice que un campo vectorial(inclusion diferencial) f(z) =

(fi(x),..., fu(z)) : R™ — R™ es homogéneo(a) de grado 65 (6¢ € R) si
fildi(x)) = KT fy(x), Yo e R®, YE>0, i=1...n (A1)
con la dilataciéon
hso(@) = (K", ... k™ay), Vo= (z1,...,2,) € R", VE>0.
Paralospesosr=[3 2 1]

di(x) = (K3z1, Ko, kas)  Vk >0



entonces

i1(di(z)) = Kk wo = k%iy
io(di(z)) = —keyk|z1|3sgn(ay) — kok|zo|2 sgn(za) + kas = klio
E3(dj(x)) = —kssgn(z1) + f(z,t) = KO
de la definicion (A.1)
iy(di(z)) = K33 = k%
do(dh(x)) = Kko+2ig = kliy
ig(dy(z)) = Krt2@y = k044
entonces se deben de cumplir
op+3 = 2
op+2 =1
dy+1 = 0
en donde claramente la solucién a estas ecuaciones es 6y = —1, con lo que se demuestra que
el sistema en lazo cerrado es una inclusion diferencial homogénea con grado dy = —1 y los

pesosTr=[3 2 1].

A.2. Homogeneidad de la funcién de Lyapunov
La funcion propuesta como funcién de Lyapunov es
4
V(z) = mloil3 + yolwal* + vslws* + yiszias — vaswa|ws]?

esta funcion es homogénea con dy =4 y los pesos r=[3 2 1 ].
La definicién de homogeneidad dice que una funcién V' : R™ — R es homogénea de
grado dy (0y € R) si
V(di(z)) = kKVV(z) Yz € R", Yk >0 (A.2)

con la dilatacion
o) = (K", ... k™ay), Vo= (z1,...,2,) € R", VE>0.
Para los pesosr =3 2 1]

di(z) = (K3x1, Ko, kas)  Vk >0



entonces
4
V(dj,(2)) = ik |21]3 + 2kt |za]? + ysk|zs|* + yisk'v123 — yask'ao|23]? = k'V (2)

de la definicion (A.2)
V(di(2)) = KV () = KV (2)

entonces dy = 4, con lo que se demuestra que V(z) es una funcion homogénea con dy = 4

ylospesosr=[3 2 1]



47

Apéndice B

Prueba del Lema 1

Lema. Para todo valor real de xo y x3, para todo valor positivo de o > 0 y & > 0, y cualquier

valor de A, la desigualdad

Azazs + 0| 22]2 [23]2 < Zalra|? + 82p(a, \) |23 (B.1)

| =

se satisface para todo t, si y solo si
d(a, A) > (e, )
donde la funcion (o, \) estd definida por

Pi(a; ) A>—V3a

a,\) =
vl d) mazx(0,12(a, \)) A < —V3a

donde

3 2
(e <>\+\/\)\2+3a> +>\<)\—|—\/\>\\2+30¢> . </\+\/|/\|2+3a>
1 ) = —«
3a 3a 3a

A= VIE=3a)" [ A=vPP=3a\" (A= =3a
¢2(047)\) = «a 3ar —A 3o + 3a

Demostracion. Se tiene la desigualdad

1 3
Aoz + |22]2 23] < alza|? + dlas)?

1
considere zp = 3 y 23 = 73, entonces se tiene que demostrar que el polinomio homogéneo

p= 04|Z2\3 + ¢\23|3 - )\LZﬂQZs — 29 LZ?JZ >0 Vaz,zzeR



sea positivo definido para todo valor de A, para ello se tienen que considerar los siguientes

tres casos:

s 23 = 0. En este caso

) =alnl>0—a>0
m 23 =41
pt = alznl Az’ -2+¢
= alal’ = Nzl*sgn(z2) — 22+ ¢
Ahora se consideran dos casos

1. 20>0

pizazg’—)\zg—zz—i-d)ZO

los puntos criticos estan en
ipi =3025 — 2029 —1=0
dZQ

es decir

A+ VA2 + 3a
3a

r1,2 =

donde 72,713, 723 > 0, entonces solo existe una solucién positiva de z9 dada por

A+ VA 4+ 3a
N 3a

1

y para esta se tiene

3 2
. </\+ \/\)\\24-304) _)\ <>\+ NOXE +3a> _</\+ \/\Ay2+3a>+¢ -
3a 3a 3a -

Pl =

esto implica que

3 2
0> a (H VAP +3a> ) <A+ VAP +3a> . <A+ VNP +3a>
- 3 3 3o

2. 20 <0
pr=—azi + 222 —2+¢>0

los puntos criticos estan en

d
d—pf = 3025 +2 29— 1=0
22



es decir

a)

n 23:—]_

A+ VA2 = 3a

3«

Cuando |A|? — 3a < 0, la funcién es monétona decreciente, por lo tanto hay

r1,2 =

un minimo en 29 = 0, entonces
¢ >0

Cuando |2 —3a > 0, y para 0 < A no hay soluciones en z3 < 0, y al ser
decreciente la funcién, de nuevo hay un minimo en 2o = 0 y se repite la

condicion anterior, pero cuando A < 0 las dos raices son negativas, pero se

A= VIA? =3
ro =
3o

tiene un minimo en

y para esta se tiene

3 2
. (A—«/Q))f—fﬂa) 0 (A—«/L})f—i%a) _(A—\/ﬁ?—ga)mzo

esto implica que

¢>a<A—¢m>3_A<A—¢m>Q+<A—¢m>
- 3o 3a

3o

cuando A\ < —v/3a.

p = anPHAn]P+atd

= Ck’ZQ‘S + AIZQ\ngn(ZQ) +2+ ¢

Considerando los dos casos para 29

1. 20>0

Py =az + Az +2+6>0

los puntos criticos estan en

es decir

d _
%p+:3az§+2A22+1:O
A+ /A2 = 3«
T2 =
' 3



a) Cuando |\|? —3a < 0, la funcién es mondtona creciente, por lo tanto hay un

minimo en zo = 0, entonces

¢ >0

b) Cuando |A|? —3a > 0, no hay soluciones en zo > 0si 0 < A, y al ser creciente
la funcién, de nuevo hay un minimo en z2 = 0 y se repite la condicién anterior,

si A < 0 entonces si hay soluciones en z9 > 0 y se encuentra un minimo en

. A+ V|2 =3« A — VA2 = 3a
L= —
3 3

y para esta se tiene

— 2 _ 3 _ 2 _ 2 _ 2 _
_a<>\ \/?Cl 3a> +)\<)\ \/g 3a> _()\ \/g 3a>+¢20

esto implica que

o> a <)\— ,/\A2—3a>3 ) (A— VNP —3a>2+ </\— VNP —3a>
- 3a 3a 3a

cuando A < —v/3a.

2. z29<0
pl=—azi —AE 2+ ¢>0

los puntos criticos estan en

d

d—ZQp: = -3az5 —2 2 +1=0
es decir
A+ /A2 + 3«
71,2 =
' 3a

entonces para todo valor de A existe solo una solucién negativa de 22, dada por

A= VIAR 3 A+ VAP 4 3a
N 3o T 3o

T2

y para esta se tiene

3 2
_ </\+\/\/\\2+3a> A<>\Jm/yA|2+3oz> <A+\/\)\]2+3a>+¢>0
W _ _
3a 3o 3o -

por lo que

0> —a </\+ \/)\|2+3a>3 ) (A+ \/|>\2+3oz>2 . </\+ VAP +3a>
- 3a 3a 3o




Entonces para toda A € R se deben de cumplir

a>0

> —ard + X rf+r >0

con

A+ P30

L=
3a

¢2ar§’—)\r§+r2>0

cuando A < —v/3a, con

A — VA2 = 3a

ro =
3a

Notese que en el lema no se incluye la condicion max (0,1 (a, A) con A > —+/3c, debido a

las propiedades de la funcién 1) que se muestran en el apéndice C.

Ahora remplazando xo — nxo v 3 — nrs para alguna n > 0, en la expresion

1 3 ,
Aoz + |22]2 23] < alze|? + @las)?
se obtiene
5 1 3 3
APwoxs + 2 [22]2 [23]% < n2afas]? 4+ nPglws)?

dividiendo entre n?

1 1 1 3
Azoxs +n2 [22]2 [23]% < 0" 2alrel? + nolas)®

N

cond =1

Azows + 62212 2312 < 2alza|d + 62¢|zs|?

SN



Apéndice C

La funcion ¥(a, \)

La funcién

Sl ) = { maz (0, é1(a, ) A2 —v3a
maz(0,¥a(a, A)) A< —/3a

donde

A VIEE3a) A+ VPET3a) (AP 3a
¥ife) = -a 3o A 3o + 3

A= VPE=3a)’ A= VPE=3a)" [r—PP-3a
¥2(0) = o 3a —A 3a * 3a

presenta las siguientes caracteristicas

= ) es siempre es positiva con A > 0

Cuando A >0
Y = max(0,11)

donde

A VIEE3a) A+ VPET3a) (AP 3a
¥i(a) = —a 3o M 3 + 3

52



se puede reescribir la ecuacién anterior como

b = ey (A VIETBa) 4 g (A VIE 4 30)

_ +£ <A+ VT 3a> - 3322 (4>\3 +402/A2 1 30+ 9ha + 3ay/ A2 +3a)

+

A 1
s (227 + 20/ IE + 30+ 30) + o (A +/AF + 3a)

2X% + 202 /|2 + 3a — 3a/]A]2 + 3a N ()‘ + VAP + 3a>

33a2 3a

finalmente

203 + 2202 /|A12 + 3a + 6ay/|A]2 + 3a + 3%

332

donde claramente 11 > 0 Va > 0, A > 0 y por lo tanto ¢ > 0

Y1 =

Esta propiedad es empleada en el Lema I en donde se omite la condiciéon de que ¢; > 0

cuando A > —+v/3a.

Py > P,

Se sabe que A puede tomar dos valores diferentes

A1 = 272 + 713 + 2723k3

A2 = 272 + 713 — 2723k3
si Y2,713, Y23 > 0, entonces Ay > 0 y por lo tanto
zﬂ/\1 = ¢l)\1

y %1 > 0.
En la figura C.1 se muestra la funcién 1 respecto a A, en donde se puede apreciar que

P_ < ¥y, y debido a que \; > |\2| entonces

¢)\2 < ’sz\l



2_

1.5

1_

0.5
T r:/ T 1
-10 -5 0 5 10

Figura C.1: ¢(a, A) respecto a A
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