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ii RESUMEN

Resumen

Actualmente los dispositivos médicos y equipos de soporte vital requieren un
ajuste en las variables de control para compensar, cambios impredecibles en el estado
fisiológico del paciente, incertidumbres no consideradas del tratamiento y perturba-
ciones exteriores, por lo cual requieren la implementación de algoritmos de control
para incrementar su funcionalidad. Por esta razón vale la pena conocer si los modos
deslizantes pueden mejorar el desempeño y regímenes de seguridad para estos casos,
debido a sus propiedades de robustez ante perturbaciones e incertidumbres.

El dispositivo medico de interés es un ventilador por presión positiva para las vías
respiratorias (PAP, por sus siglas en inglés), que proporciona una presión positiva por
medio del flujo de aire a través de un tubo de conexión conectado a una mascarilla
nasal o bucal usada por el paciente, para mantener abiertas las vías respiratorias
durante la noche mientras este duerme, ya que es durante este periodo en que el
paciente sufre episodios de hipopnea y apnea, esto es el cierre parcial o total de la
vía respiratoria superior, causado por el síndrome de apnea obstructiva del sueño
(SAOS).

En el presente trabajo se plantea el desarrollo de un esquema de control para
el ventilador PAP por medio del algoritmo Super Twisting Generalizado (STG), el
cual consta de dos controladores. El primer controlador mantiene una referencia de
presión que recibe el paciente para el tratamiento del SAOS, con base a las señales
de presión y flujo de aire del sistema respiratorio. El segundo regula la presión de
salida suministrada por el ventilador PAP al paciente, por medio del control de la
velocidad del motor interno, basado en la referencia de presión que es proporcionada
por el primer controlador.

El diseño de las ganancias y análisis del algoritmo Super Twisting Generelizado se
realiza por medio de funciones de Lyapunov, la desigualdad algebraica de Ricatti o
desigualdades lineales matriciales. Para analizar el desempeño del controlador Super
Twisting se realiza una comparación con algoritmos PID sintonizados por medio del
método de Ziegler Nichols y modos deslizantes de primer orden.

Para probar el controlador STG, analizar y simular la respuesta de una persona
en condiciones normales, durante la apnea y sometida al tratamiento PAP se hacen
uso del modelo matemático simulado del sistema respiratorio del ser humano y del
ventilador PAP. El modelo del sistema respiratorio humano empleado se valido por
medio de una comparación entre las simulaciones resultantes y estudios médicos
polisomnográficos realizados a pacientes reales publicados en la literatura médica.
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Capítulo 1

Introducción

La ingeniería biomédica está encargada del diseño y construcción de productos
y tecnologías sanitarias, tales como los equipos médicos, prótesis corporales, dispo-
sitivos médicos, de diagnóstico y de terapia tales como: dispositivos de monitoreo
cardiaco, soporte respiratorio, soporte vital, cirugía laser, cirugías a distancia, reso-
nancias magnéticas y prótesis sintéticas todo esto como resultado de la aplicación
de métodos matemáticos, ciencia experimental, desarrollo tecnológico y aplicaciones
clínicas. La implementación del modelado dinámico y de técnicas avanzadas de con-
trol se han incrementado significativamente dentro de la ingeniería biomédica en los
últimos 20 años, área de múltiples, desafiantes e interesantes problemas existentes,
donde las herramientas de control pueden ser aplicadas directamente. Aunque la
teoría de control y sistemas ha estado relacionado con los sistemas biológicos por
décadas, su impacto en los dispositivos y aplicaciones ha sido observado solo en años
recientes debido a los considerables esfuerzos en el desarrollo de esquemas de con-
trol para sistemas biotecnológicos y médicos, logrando avances en el conocimiento
científico y desarrollo de la tecnología empleada en estos campos. Motivados por la
necesidad de proporcionar líneas de investigación, acción y soluciones a problemas
de salud proveyendo a la población mundial una mejor calidad de vida.

El control de sistemas biológicos y biomédicos basado en modelos matemáticos
requiere los mismos componentes que en otras aplicaciones de control; la medición de
variables de interés con la mayor precisión posible (salida), un modelo matemático
dinámico o físico del proceso que muestre las características más importantes de este
(planta) y actuadores capaces de regular las variables deseadas (controlador).

Los modelos matemáticos que describen el comportamiento de los sistemas bi-
ológicos y biomédicos son creados por biólogos teóricos y fisiólogos expertos en el
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2 Introducción

área basados en principios básicos del comportamiento del sistema. Los ingenieros
de control tienen que convertir estos modelos en una forma adecuada para el diseño
de control. Es importante tanto para los ingenieros y fisiólogos mantener una co-
municación constante y colaborar de manera más estrecha, ya que existen diversos
problemas en las cuales las dos aéreas pueden aportar grandes conocimientos para
resolverlos.[DJS07]

Algunos ejemplos de aplicaciones actuales del control de sistemas y modelado
matemático que se están llevando a cabo dentro de la Ingeniería Biomédica son los
siguientes:

Los pacientes con diabetes mellitus tipo 1 requieren una terapia de insulina
para mantener los niveles de glucosa en la sangre en rangos seguros, dado que el
páncreas es incapaz de completar esta función. Para el tratamiento de esta enfer-
medad existen diversos tratamientos entre los cuales se encuentran el desarrollo
de bombas que suministran la cantidad de insulina requerida o la creación de un
páncreas artificial capaz de mantener la normoglucemia. Para lo cual se requieren
algoritmos de control en lazo cerrado capaces de mantener los niveles de glucosa
regulados.[GHFIAS08][PGW09]

Existe una gran diversidad de enfermedades cardiovasculares en la actualidad,
cuya principal causa es el fallo parcial o total del corazón. El tratamiento más acep-
tado actualmente es por medio del trasplante de corazón, aunque la demanda de
trasplantes supera por mucho los órganos disponibles, por lo cual es necesario pro-
porcionar al paciente una bomba mecánica para aumentar el flujo sanguíneo. Estos
dispositivos se encargan de mantener la presión arterial requerida por el paciente,
por esto es la necesidad de controladores para su correcto desempeño debido a la
delicadeza de la aplicación. [BSAY00, CAB05]

El cáncer es otra enfermedad que a nivel mundial tiene gran importancia, de-
bido al gran número de personas que la padecen. El tratamiento consiste en sesiones
de quimioterapia combinadas con la administración de medicamentos, donde se re-
quiere la mejor dosificación para lo cual es importante tener un modelo matemático
del comportamiento del tratamiento y su respuesta en contra del cáncer. Al emplear
técnicas de control para la administración de los fármacos requeridos se puede mejo-
rar los resultados que se obtienen en la terapia, lo que se refleja en un mejoramiento
de la vida del paciente. [SKS09, FEF09]

La aplicación de control que se abordará en el presente trabajo es el tratamiento
Síndrome de Apnea Obstructiva del Sueño (SAOS), trastorno causante de repetidos
episodios de obstrucción de la vía respiratoria superior que tienen lugar mientras
la persona afectada duerme provocando el cese completo del flujo de aire hacia

UNAM



3

los pulmones, por medio del suministro de una presión positiva constante o variable
producida por un ventilador, el cual regula la presión de salida mediante la variación
de la velocidad de giro del soplador.

El controlador estará diseñado por medio de un algoritmo de modos deslizantes
de segundo orden, el algoritmo Super Twisting, debido a las características del prob-
lema como: la variación de los parámetros del modelo del sistema dependerán de
cada paciente, las condiciones en las que se encuentre y en algunos casos pueden
presentar grandes fluctuaciones en sus valores, además de presentar perturbaciones
e incertidumbres, internas o externas, al sistema en estudio. También la mayoría de
los sistemas a modelar presentan comportamientos que solo pueden ser representa-
dos mediante términos no lineales y en otros casos existen incertidumbres biológicas
y fisiológicas que no pueden ser modeladas.

Ya que el control por modos deslizantes es reconocido como una herramienta
eficiente para el diseño de controladores robustos para sistemas con dinámicas no
lineales ya que posee grandes ventajas como; poder operar bajo diversas condiciones
de incertidumbre, baja sensibilidad en contra de la variación de parámetros y per-
turbaciones, lo cual elimina la necesidad de un modelo exacto. Los algoritmos por
modos deslizantes de segundo orden en especial el Algoritmo Super Twisting además
de mantener las propiedades anteriores, se caracteriza por converger en un tiempo
finito aun en presencia de perturbaciones persistentes acotadas.

Por estas razones, ha sido probada su eficacia en diversas aplicaciones biomédicas
tales como, la regulación en la concentración de glucosa en la sangre para pacientes
con diabetes mellitus [GHFL+11, ARGGZ10], el restablecimiento del movimiento
para algunas personas con daños en la medula espinal mediante el control de la
estimulación eléctrica funcional [JWK04]. Por lo que la diversificación y empleo en
otra área de la ingeniería biomédica luce prometedor y es por esto que ha sido
seleccionado como método de diseño para el controlador para regular el suministro
de la presión positiva.

Finalmente un factor social es que durante los últimos años la obesidad y enfer-
medades cardiacas han aumentados en gran porcentaje debido a los malos hábitos de
alimentación y las adicciones tales como alcohol y cigarro, generado un decaimien-
to en la calidad de vida de la población e incrementando la aparición de casos de
SAOS, por lo cual se debe garantizar un tratamiento adecuado para las personas
que lo padecen.
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4 Introducción

1.1. Antecedentes

1.1.1. Fisiología respiratoria

El propósito del sistema respiratorio es el intercambio y transporte de oxígeno y
dióxido de carbono entre la atmósfera y los órganos del cuerpo. El volumen de aire
que entra y sale durante cada respiración se llama “volumen tidal”, el cual es de
aproximadamente 0.5 L en reposo. El dióxido de carbono es un desperdicio que la
sangre transporta en dirección contraria al oxígeno, del tejido a los pulmones donde
es removido por medio de ventilación. El ritmo al que es el eliminado el dióxido de
carbono es de alrededor de 160ml/min. Una pequeña cantidad de aire, aproximada-
mente 0.15 L, solo alcanza los conductos aéreos sin realizar ningún intercambio de
oxígeno con la sangre en los pulmones, esta cantidad se conoce como espacio muerto.

Durante las condiciones normales de respiración continuamente se renueva el aire
en los pulmones, el ciclo de respiración inicia en la atmosfera fuera del cuerpo, en
la inspiración el aire entra por la boca y nariz continuando a través de las vías
respiratorias superiores hasta los pulmones, donde este se mezcla con aire que ya
estaba dentro de los alveolos, los cuales son pequeños sacos llenos de aire. Del alveolo
el oxígeno se difunde a través de la membrana a la sangre de los capilares pulmonares.
Cuando la sangre fluye a través de los capilares de los tejidos y órganos, el oxígeno
entra a las células por difusión, donde es usado para el metabolismo. El metabolismo
produce dióxido de carbono el cual se difumina en la sangre y es llevado a los
capilares pulmonares, finalmente es transportado a través de los alveolos y las vías
respiratorias a la atmosfera durante la exhalación Fig.1.1 [LFKH11].

Ventilación pulmonar

En fisiología se llama ventilación pulmonar al conjunto de procesos que hacen
fluir el aire entre la atmósfera y los alvéolos pulmonares a través de los actos alter-
nantes de la inspiración y la exhalación. Los pulmones y las vías respiratorias no
tienen músculos para impulsar la respiración, en lugar de eso los pulmones funcio-
nan como fuelles mecánicos, donde la fuerza debe ser provista por los músculos de
la respiración. Durante la inspiración, el diafragma se contrae empujado la parte
inferior de los pulmones hacia abajo, causando que la cavidad torácica se expanda
y generando una diferencia de presión lo cual ocasiona un flujo de aire haciendo
que los pulmones se inflen. La exhalación es fundamentalmente pasiva, el diafrag-
ma simplemente se relaja, y el retroceso elástico de los pulmones y las estructuras
abdominales comprimen los pulmones y expulsan el aire [Lev03].

Durante la ventilación artificial las fuerzas que realizan el trabajo de la respiración
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son remplazadas por una presión externa como un respirador. La inspiración se
obtiene incrementando la presión en la máscara, forzando a que el aire entre, cuando
la presión es retirada una recarga elástica permite la exhalación.

Figura 1.1: La imagen muestra las partes más relevantes del sistema respiratorio. También se explica
gráficamente el ciclo respiratorio, inspiración y exhalación, además de las fuerzas musculares que intervienen
para generar este y como se comportan las presiones internas en el paciente, pulmonar, alveolar, pleural. Las
vías respiratorias superiores donde ocurre la apnea obstructiva que comprenden la faringe, epiglotis, tráquea
y laringe marcadas por el recuadro azul, serán primordiales en este trabajo. [URLa]

1.1.2. Síndrome de Apnea Obstructiva del Sueño (SAOS)

El SAOS es una patología respiratoria que impide que la persona que la padece
descanse bien durante sus horas de sueño. Este síndrome se caracteriza por la repeti-
ción de episodios de apneas en un número mayor a cinco por cada hora de sueño.
Las apneas obstructivas son periodos de ausencia de la respiración por más de 10
segundos durante el sueño y que desaparece cuando el paciente presenta lo que se
llama microdespertar, periodo en el que el paciente pasa a una fase más superficial
del sueño, donde se presentan periodos de respiración ruda con mucho esfuerzo y
jadeos; esto último es el resultado de la obstrucción de la vía respiratoria superior,
ya sea a nivel de orofaringe, velo del paladar blando o la hipofaringe.
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En los pacientes con SAOS, los factores funcionales y estructuras contribuyen
juntos para cerrar la parte superior de las vías respiratorias durante la inspiración.
En muchos pacientes existe un exceso de tejidos blandos en la parte superior de
las vías respiratorias que compromete el tamaño de la abertura faríngea lo que se
refleja en un cuello corto y gordo. Al mismo tiempo, hay un control defectuoso de
la musculatura de la parte superior de las vías respiratorias debido a la hipertrofia
de úvula, paladar blando flácido e hipertrofia de amígdalas. Durante el sueño de
estos pacientes hay un grado insuficiente de actividad muscular que no impide el
colapso inspiratorio de los tejidos blandos y la obstrucción de las vías respiratorias
superiores [Bad02].

Existen síntomas cardinales para poder sospechar la presencia de esta enfer-
medad, como son la hipersomnia y el llamado ronquido maligno, esto es un ron-
quido intenso interrumpido por pausas seguido de jadeo. Durante el día el paciente
presenta somnolencia al ver la televisión, al estar leyendo, en el trabajo o incluso al
manejar, en cuyo caso puede haber casos de accidentes automovilísticos, también se
pueden presentar cambios de personalidad, depresión, falta de concentración, per-
dida de la memoria, disminución de la libido, cansancio extremo, asfixia nocturna,
despertares frecuentes, sueño inquieto e irritabilidad.

Esta enfermedad es cada vez más frecuente y se estima que 3% de la población
adulta la padece. Se piensa que su frecuencia es similar a la diabetes y el asma.
Existen algunos factores predisponentes como la obesidad, la cual se presenta en un
75% de los pacientes, que incluso pueden tener hasta 120% de sobrepeso del ideal;
de este grupo de pacientes con obesidad mórbida 33% presentan SAOS. La edad en
la que se presenta este síndrome es entre los 40 y 70 años y es más frecuente en el
sexo masculino en relación 7 a 1.

Figura 1.2: El SAOS se puede presentar en
la mayoría de los pacientes hasta un promedio
de 30 veces por cada hora de sueño causando
la disminución en la calidad de vida y severos
trastornos en las actividades diurnas. Cada uno
de los eventos de apnea se presenta mediante un
ciclo fácil de identificar ya que al inicio se pre-
sentan ronquidos o jadeos de quien la padece,
cada fase de este ciclo es de duración variable
de acuerdo a las condiciones físicas del paciente.
Iniciando cuando la persona entra en las fases
primarias del sueño y finalizando al presentarse
el llamado microdespertar.
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El SAOS se divide en tres tipos: apnea obstructiva, central y mixta. En la apnea
obstructiva los músculos inspiratorios y el impulso para respirar durante el episodio
apneico están activos, pero la obstrucción transitoria de la parte superior de las
vías respiratorias impide el flujo de aire. En la apnea central no existe impulso de
respiración durante el periodo apneico, es decir, el cerebro suspende temporalmente
el envío de señales a los músculos que controlan la respiración. Por lo tanto, no
se ve actividad de los músculos respiratorios cuando cesa el flujo de aire. Cuando
se presentan ambos episodios se dice que tiene un cuadro mixto, como son más
frecuentes los episodios de apnea obstructiva que los de apnea central, se centrara
más en la primera.

Figura 1.3: En la imagen se aprecian las diferencias que existen entre un paciente sin SAOS parte izquierda,
la vía respiratoria superior despejada durante el sueño ya que el paladar blando y la úvula permanecen en
la posición correcta permitiendo el flujo de aire normal. En la parte derecha se aprecia un episodio de
apnea obstructiva debido al colapso del paladar suave y la úvula impidiendo el flujo de aire. Es importante
mencionar que el tamaño de la vía respiratoria depende de factores como talla, sexo, edad, posición al dormir,
temperatura y humedad, aunque una estimación del promedio es entre 0.5 a 0.75 cm. [URLb]

Cuando los niveles de oxígeno descienden en forma significativa durante el sueño,
se presentan trastornos del ritmo cardiaco y la presión de la arteria pulmonar se
eleva como consecuencia de la vasoconstrucción pulmonar inducida por la hipoxia.
Además estudios han evidenciado que los sujetos con SAOS no tratados experimen-
tan un empeoramiento significativo, presentando complicaciones graves y secuelas
irreversibles en el plazo de 1 a 5 años, lo llevaran finalmente a la muerte, este hecho
justificaría un tratamiento precoz incluso en los casos denominados iniciales.

La comprobación de la enfermedad se lleva a cabo por medio de la polisomno-
grafía nocturna (PN) que consiste en conectar a un paciente durante el sueño a un
polígrafo con el fin de registrar la frecuencia cardiaca con el electroencefalograma, el
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electromiograma y la saturación de oxígeno (Sa02). Se requiere a si mismo medir el
flujo de aire nasal, el esfuerzo de la pared torácica, la posición del cuerpo, el tipo de
ronquidos, y los llamados despertares. En la gasometría arterial a menudo se encuen-
tra hipoxemia con hipercapnia, así como acidosis respiratoria en casos graves, lo cual
si no se corrigen, puede llevar al paciente a complicaciones graves como hipertensión
arterial e insuficiencia cardiaca [Lan07].

Figura 1.4: La figura muestra las principales causas, síntomas y consecuencias del SAOS donde en oca-
siones el médico puede diagnosticar la enfermedad en base a estas. Típicamente las personas con sobrepeso
son más propensas a presentar el SAOS pero esta condición no siempre es necesaria para presentarlo.

1.1.3. Tratamiento

El objetivo del tratamiento es mantener las vías respiratorias abiertas de manera
que la respiración no se detenga durante el sueño este debe ser escogido en base al
historial médico del paciente y de la gravedad de la enfermedad que presente en el
padecimiento del síndrome, además de la propia elección del paciente.

El primer paso para el tratamiento del SAOS consiste en modificar todas aquel-
las conductas y causas que provocan un agravamiento en la apnea y que están men-
cionadas en la Fig 1.4, con esto se busca incrementar el éxito del emplear métodos no
invasivos como son la presión positiva continua de las vías respiratorias (CPAP) por
sus siglas en ingles, Bi-nivel de presión positiva de las vías respiratorias (Bi-PAP) y
la presión positiva de las vías respiratorias automatica (APAP). Estas medidas tam-
bién ayudaran en caso de que el médico y el paciente opten por elegir alguno de los
métodos quirúrgicos disponibles como la resección de parte del paladar y amígdalas
o las prótesis de avance mandibular Fig. 1.5. Tanto el tratamiento invasivo como no
invasivo será tratado con mayor detalle en las siguientes secciones.
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Figura 1.5: Se muestran las alternativas de tratamientos médicos más comunes del SAOS, figura izquierda
el método quirúrgico invasivo y figura derecha el tratamiento PAP no invasivo y de menor riesgo. [URLc]

Tratamiento quirúrgico

Antes de considerar el empleo de la cirugía, es obligatoria una evaluación com-
pleta e individualizada del paciente. Esta evaluación incluirá una polisomnografía
reciente para evaluar la intensidad del SAOS, la exploración minuciosa de cabeza
y cuello por medio de una exploración naso-faringo-laríngea, así como la minuciosa
evaluación de las posibles áreas de desproporción anatómica. Las recomendaciones
de cirugía deben basarse en la corrección de problemas en zonas específicas de las
vías respiratorias superiores [CS05]. Algunos de los métodos quirúrgicos empleados
con mayor frecuencia Fig1.6 son:

A) La uvulofaringopalatoplastia (UFPP), es el procedimiento quirúrgico más
utilizado, consiste en la extracción del borde del paladar blando y la úvula, esto es
el recorte de la longitud sobrante del paladar y la úvula engrosada y aumentada
de tamaño. La tasa de éxito es del 40% al 50% y es relativamente seguro con una
mortalidad del 0.2%.

B) Técnicas de avance mandibular, la cirugía ortognática se recomienda en pa-
cientes que no pueden tratarse por la UFPP, se trata de un abordaje quirúrgico más
radical y consiste en desplazar la lengua y toda la mitad inferior de la cara hacia
delante, normalmente unos 10 mm. Aunque se ha descrito que las tasas de éxito
pueden llegar al 97%, esta técnica altera el aspecto de la cara del paciente, efecto
que debe sopesarse frente a la posible mejoría de los parámetros del sueño.

C) La Traqueostomía fue el primer procedimiento quirúrgico propuesto para el
tratamiento del SAOS grave, consiste en crear una abertura dentro de la tráquea a
través de una incisión ejecutada en el cuello con la inserción de un tubo o cánula para
facilitar el paso del aire a los pulmones. Aunque ésta mejoró el SAOS en pacientes
con deterioro de la función cardiopulmonar, este no fue resuelto por completo.

Presión positiva en las vías respiratorias (PAP)
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Figura 1.6: La figura muestra los métodos quirúrgicos empleados con mayor frecuencia en el tratamiento
del SAOS de acuerdo a la gravedad en el avance del síndrome y de los estudios realizados previamente.

La PAP es un tratamiento que suministra aire presurizado, entre 5 a 20 cmH2O,
al paciente durante el ciclo respiratorio para mantener las vías respiratorias abier-
tas mientras la persona duerme, usado principalmente en el tratamiento del SAOS
aunque también puede ser usado en personas con fallos respiratorios. El tratamiento
está acompañado de la reducción de peso, posición lateral para dormir, abstinencia
de alcohol y sedantes, uso de medicamentos especializados [lCV00].

Para calcular la presión ideal para mantener permeables las vías respiratorias
es necesario el uso del tratamiento PAP por un periodo de prueba, un monitoreo
nocturno y con base en los hallazgos de la PN y una vez calculada, se deberá repetir
la PN para poder ver sus resultados.

El tratamiento por presión positiva en las vías respiratorias involucra un disposi-
tivo o ventilador de presión positiva en las vías respiratorias, el cual posee tres partes
principales: Una mascarilla u otro dispositivo que se coloca sobre la boca o nariz,
un tubo que conecta la mascarilla a la salida del dispositivo de presión positiva y
un motor que inyecta aire dentro del tubo de conexión. Las variaciones en la pre-
sión pueden ser corregidas en un pequeño tiempo por medio del control de la salida
dinámica del ventilador

Existen diversas variantes del tratamiento PAP entre las que se encuentran:

CPAP, fue la primera y más sencilla variante desarrollada para el tratamiento del
SAOS, suministra un solo nivel de presión constante durante todo el ciclo respirato-
rio, inspiración y exhalación. Debido a esta característica la mayoría de las personas
que lo usan presentan inconformidad al dormir debido al momento de exhalar en
contra de la presión positiva y en muchos casos abandonan el tratamiento.

BI-PAP, suministra dos diferentes niveles de presión positiva, donde una presión
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Figura 1.7: Cuando el paciente está sometido al
tratamiento del SAOS por medio de una presión
positiva esta actúa como un fuelle neumático que
permite mantener las vías respiratorias abiertas. Al-
gunos de los problemas que este tratamiento tiene
que enfrentar son todos aquellos cambios e incer-
tidumbres imprevistos que el paciente puede pre-
sentar tanto externos como la posición al dormir,
tipo de dieta, cantidad de cansancio y los inter-
nos como presión arterial, peso, enfermedades adi-
cionales padecidas etc. [URLd]

alta es usada durante la inspiración y una presión baja es suministrada durante
la exhalación. El ajuste independiente de las presiones inspiratorias y espiratorias
permite una mayor comodidad para el paciente al no realizar gran esfuerzo en contra
de la presión positiva durante la exhalación, a la vez que facilita la ventilación de
los casos que requieren una presión alta en la inspiración.

APAP, ajustan la presión de acuerdo a las necesidades requeridas por el paciente
en todo el transcurso de la noche respiración por respiración. Como resultado el
paciente recibe la presión mínima requerida para una terapia efectiva. Al iniciar el
tratamiento, el APAP calcula la presión necesaria de acuerdo diferentes parámetros:
las limitaciones del flujo respiratorio, ronquidos, vibraciones en las vías respiratorias
y la severidad del evento apneico.

La estabilidad de la presión es fundamental para la calidad del tratamiento y
un parámetro importante de comparación en el desempeño de los controladores
en los dispositivos PAP. Según el Centro Nacional de Excelencia Tecnológica en
Salud (CENETEC) y Comisión Federal para la Protección contra Riesgos Sanitar-
ios (COFEPRIS) los niveles aptos en el suministro de presión varían de acuerdo a
las necesidades del paciente, aunque plantea un rango aceptable una variación de
1.5 cmH2O. Sin embargo señala la necesidad de mejorar la presión suministrada a
pacientes con complicaciones graves, disfunciones respiratorias y neonatales.

Para aplicar al paciente el tratamiento PAP es necesario el uso de una mascarilla
nasal, el tipo de mascarilla dependerá de factores como: calidad, precio, ajuste nasal,
comodidad, etc. Algunas de las razones de la importancia de esta, son que alrededor
del 50% de los pacientes que abandonan el tratamiento se debe a la incomodidad
que produce al usarla durante la noche, pero la mas importante es el hecho de que
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este es el punto más cercano de contacto entre la presión del dispositivo y el paciente,
por lo cual es aquí donde ocurren la mayoría de las fugas y por ende la perdida de
presión que se suministra.

Figura 1.8: Una de las características más rele-
vantes en el uso del tratamiento por presión positiva
es el uso de la mascarilla nasal ya que de esta de-
pende en gran medida la comodidad del paciente
al dormir. Esto se debe al hecho de no incomodar
al paciente al dormir teniendo ser esta anatómica-
mente cómoda, también tiene que tener un diseño
que disminuya todas aquellas perdidas de presión
por fugas entre la mascarilla y el paciente, adi-
cionalmente se ha implementado la funcionalidad
de poder medir la presión suministrada al paciente
directamente en la mascarilla. [URLe]

Para realizar la tarea de monitoreo del estado del paciente se emplean dos sensores
fundamentales uno que mide el flujo respiratorio del paciente localizado la mayoría de
las ocasiones a la salida del ventilador PAP y en otras en la entrada de la mascarilla
del paciente. El sensor de flujo se encarga de medir la cantidad de aire que es
suministrado al paciente además de seguir la su señal respiratoria entre inspiración y
exhalación. El otro sensor es el de presión que en los inicios del uso de la ventilación
PAP se encontraba dentro del ventilador pero actualmente son instalados en la
mascarilla del paciente. El sensor de presión continuamente compara el valor actual
de la presión con el valor predeterminado o de referencia de la terapia.

Figura 1.9: Para el tratamiento PAP es indispensable monitorear las señales de paciente de presión y flujo.
La imagen presenta algunos de los sensores empleados en dispositivos PAP para medir el flujo respiratorio
(parte izquierda), el sensor más pequeño es una versión más actual, en el caso del sensor de presión (parte
derecha), se trata de un sensor que es colocado en la mascarilla del paciente.
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1.2. Estado del Arte

En la actualidad existe numerosos dispositivos PAP comerciales como ResMed,
Philips respironics, Trancend entre muchos otros que ofrecen las características más
modernas como son: suministrar la menor presión necesaria al paciente, diferenciar
entre episodios de apnea e hipopnea, detección de limitaciones de flujo o ronquidos,
monitoreo de las señales respiratorias, humidificación y regulación de la temperatura
del aire suministrado, compensación de fugas, adaptación a la respiración del pa-
ciente de acuerdo los cambios provocados por diversos factores como cambio en la
posición de dormir, alergias [Man11, Man10]. Aunque ninguno de ellos menciona las
especificaciones técnicas, algoritmo de control empleado, forma de medir las variables
y estrategia de compensación de incertidumbres, por razones de comercialización y
patente de las compañías productoras.

Aunque existen algunas referencias a los métodos empleados en los primeros
dispositivos PAP comerciales. Uno de los primeros consistía en reconstruir las curvas
de presión, flujo y volumen en el paciente y compararlas con múltiples gráficas
patrones almacenadas en memoria de acuerdo a la que más se ajustaba se aplicaba la
ley de control determinada. Otro de los métodos consistía en emplear un controlador
por modulación del ancho de pulso al ventilador para mantener una presión de salida
constante, basándose en la medición de presión de salida y una presión de referencia
prescrita por el médico.

Actualmente existen pocos estudios publicados en revistas científicas relaciona-
dos con el desarrollo e implementación de algoritmos de control para ventiladores
PAP, la mayoría emplea controladores PID por retroalimentación del error entre la
presión deseada y la presión medida, adicionando algunas modificaciones con contro-
ladores de pre-alimentación, adquisición, reconocimiento, análisis y procesamiento
de señales. La deficiencia principal de estos recae en el hecho de emplear un esquema
de control en el cual se considera la respiración del paciente bajo tratamiento como
una perturbación en la presión regulada como se muestra en la Fig 1.10. Y en menor
medida no usar un modelo matemático del paciente para el diseño de control debido
a un enfoque más experimental.

En [BYB95] se desarrolla un controlador para un dispositivo APAP por medio
del un algoritmo PI, el cual es probado experimentalmente en diez personas. Usando
la presión de la mascarilla nasal como señal de retroalimentación, el microcontrolan-
dor ajusta la velocidad del soplador del dispositivo APAP para alcanzar la presión
deseada. Además se presenta un algoritmo de detección de apneas por medio del
análisis de patrones en la vibración de la pared faríngea. Los resultados en la identi-
ficación de la apnea resultaron positivos en un 70% de las ocasiones sin embargo el
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nivel de presión de salida vario en más del 65% con respecto al valor de referencia
deseado.

En [FJGN03] se aplicó un control en lazo cerrado para un dispositivo CPAP
empleando un controlador proporcional. El esquema de control fue probado en un
dispositivo CPAP conectado a un simulador de respiración conocido como pulmón
de prueba respiratoria y comparando su desempeño con un control en lazo abierto.
Los resultados presentados fueron variaciones entre 0.5 cmH2O y 2.5 cmH2O con
respecto a la referencia deseada.

En [TWC07] se diseño un esquema de control con dos grados de libertad mediante
un control PI, basado en un modelo entrada salida de todo del ventilador PAP y
sintonizado por el método de lugar de raíces. Fue probado experimentalmente con
un dispositivo Bi-PAP y con un pulmón de prueba respiratoria. Un primer lazo
de control, regula la velocidad del motor del ventilador de acuerdo a la presión de
salida requerida, por medio del voltaje de entrada. Un segundo lazo de control se
encarga de regular los dos niveles de presión preestablecidos que recibe el paciente.
Los resultados obtenidos fueron una variación de la presión de referencia entre 0.5
cmH2O a 1.5 cmH2O.

Recientemente en [CHD12] se emplea una combinación entre un lazo de control
retroalimentado empleando el algoritmo PID y un compensador en lazo abierto pre-
alimentado. Es probado experimentalmente en un dispositivo CPAP y en 6 personas
durante 1 hora. Los resultado presentados fueron variaciones entre 0.5 a 1cmH2O
en estado normal y 1.5 0.5 cmH2O durante la hiperventilación y la respiración de
alta frecuencia.

Figura 1.10: Esquema de control convencional empleado en los artículos de la literatura científica.
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1.3. Objetivos de la tesis

Obtener y modificar un modelo matemático del sistema respiratorio del ser
humano, en el cual las vías respiratorias superiores tengan un comportamiento
dependiente de las presiones involucradas para simular los efectos del SAOS.

Obtener un modelo matemático del ventilador PAP, para simular los efectos
del tratamiento PAP aplicado al modelo del sistema respiratorio humano.

Llevar a cabo un seguimiento del ciclo de inspiración y exhalación del modelo,
necesario para determinar la referencia de presión requerida durante cada fase.

Diseñar un esquema de control por modos deslizantes aplicado al tratamiento
BPAP, para mejorar el seguimiento de la presión de referencia, suavidad en la
presión suministrada, tiempo de reacción y compensación de perturbaciones.

Compensar las incertidumbres y perturbaciones simuladas en los modelos matemáti-
cos obtenidos, tales como fugas en la mascarilla y tubo de conexión, variaciones
en la presión de salida del ventilador, cambios en la resistencia respiratoria del
modelo, simulación de apneas durante el tratamiento PAP.

Figura 1.11: El esquema muestra el diagrama interno de un dispositivo CPAP conectado a un paciente.
Se puede observar la complejidad del sistema y los componentes que involucra, el trabajo se centrara en
cuatro secciones. El modelo del paciente y el ventilador CPAP (Cap.3). El algoritmo de control encargado
de compensar las incertidumbres y controlar la presión a suministrar (Cap.4). Los sensores de presión y flujo
Fig1.9 encargados de mostrar las condiciones y necesidades del paciente. [URLf]

UNAM



16 Introducción

1.4. Contribuciones

Colaborar con la ampliación del empleo del control dentro del campo de estudio de
la Ingeniería Biomédica al aplicar la teoría y diseño de control por modos deslizantes
al tratamiento de un problema médico, el SAOS, en el cual se requiere robustez ante
incertidumbres y perturbaciones.

Proponer algunos modelos del sistema respiratorio comenzado desde los más bási-
cos hasta un modelo más complejo adicionando características físicas como el colapso
de las vías respiratorias mediante el resistor Starling y el comportamiento del flujo
turbulento y laminar dentro de las vías respiratorias.

Emplear diversos acercamientos existentes al modelo del ventilador BPAP encar-
gado del tratamiento PAP, incluyendo retomar un modelo presentado anteriormente
desarrollado mediante experimentos prácticos y modificarlo mostrando su desem-
peño bajo diferentes algoritmos de control y realizando las comparaciones para de-
terminar las ventajas y desventajas de cada uno.

Se propuso un controlador especializado para regular la presión requerida por
el paciente para incrementar el confort de este durante el tratamiento. Además de
analizar cómo afecta el tratamiento BPAP al flujo, volumen, presión respiratoria y
fisiología respiratoria. Compensar ciertos tipos de perturbaciones e incertidumbres
presentes en el paciente.

Finalmente se emplearon en conjunto todas las herramientas presentadas mostran-
do el comportamiento del sistema de manera global y así se determino los beneficios
de emplear algoritmos de control robustos por medio de los modos deslizantes y el
algoritmo Super Twisting.

1.5. Motivación y Metodología

La motivación en la realización de este trabajo está dada por mejorar la cali-
dad de la presión suministrada al paciente para mejorar la comodidad del paciente y
disminuir los efectos del SAOS. Además de ampliar el rango de aplicación del dispos-
itivo PAP a pacientes con características más específicas tales como: complicaciones
graves, fallos respiratorios y recién nacidos.

También la aportación de nuevos conocimientos y herramientas del campo de
la ingeniería en control y sistemas a la ingeniería biomédica. Donde es necesaria la
implementación de estas herramientas por sus propiedades de robustez ante incer-
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tidumbres y perturbaciones ya que las condiciones del paciente dependen de múlti-
ples condiciones externas e internas que varían durante toda la noche.

Como se mostró en el estado del arte los trabajos publicados consisten en al-
goritmos de control PID, una herramienta ampliamente utilizada en aplicaciones
prácticas, pero poco robusta ante incertidumbres, perturbaciones y no linealidades.
Por lo que el empleo de una técnica de control robusta es necesario, además la re-
alización de un trabajo con un enfoque más teórico da la posibilidad de llevar a
cabo un análisis más detallado del sistema y del controlador antes de la aplicación
práctica de este.

Adicionalmente de presentar un compendio de la información disponible actual-
mente relacionada con el SAOS y su tratamiento, mostrando que las mejoras pre-
sentadas pueden ser usadas con la posibilidad de ser llevadas a la práctica y no
solamente para este padecimiento si no en muchos otros de la medicina.

1.6. Organización de la tesis

En el capítulo 2 se presentan los antecedentes matemáticos empleados en el de-
sarrollo de la tesis.

En el capítulo 3 se presenta el desarrollo del modelo dinámico del sistema res-
piratorio que se usará durante la tesis, las consideraciones empleadas basadas en
modelos planteados con anterioridad, el análisis de las propiedades del modelo, los
resultados de las simulaciones y finalmente la validación hecha a partir de estudios
y reportes prácticos médicos publicados. También se presenta el modelo matemático
del ventilador BPAP y la simulación del modelo.

En el capítulo 4 se presenta el desarrollo matemático del controlador por modos
deslizantes empleando los algoritmos super twisting generalizado y modos deslizantes
de primer orden del modelo del sistema respiratorio humano y del ventilador BPAP,
los resultados se compran con los obtenidos mediante el uso de un control PID.

En el capítulo 5 se presenta el análisis y control del sistema completo, esto es
considerando la dinámica tanto del ventilador como del sistema respiratorio, se re-
aliza una comparación con el esquema convencional mediante simulación y con los
resultados prácticos presentados en los artículos del estado del arte.

Finalmente en el capítulo 6 se presenta las conclusiones de los resultados obtenidos
y de la tesis.
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Capítulo 2

Antecedentes matemáticos

Breve historia de los sistemas de estructura variable (VSS) y del con-
trol por modos deslizantes

En el curso de la historia de la teórica de control automático, la intensidad en la
investigación de sistemas con acciones de control discontinuo se ha mantenido en un
nivel alto. Las razones de esto son por su fácil implementación y la alta eficiencia de
hardware.

El concepto de VSS y sus aplicaciones en la teoría de control, fueron origi-
nadas principalmente por el trabajo de investigadores de Rusia a inicios de 1960,
Emel’yanov, Taran y Utkin. En principio, VSS puede ser representado por la cone-
xión en paralelo de diversos subsistemas continuos, llamados estructuras, que actúan
uno a la vez en la relación de entrada salida. Algún tipo de lógica programa el tiempo
en que cada una de estas estructuras tiene que actuar, que también puede controlar
plantas autónomas.

El control de estructura variable (VSC), es una forma de control no lineal dis-
continuo. El método modifica la dinámica del sistema por medio de la aplicación de
un control de conmutación a alta frecuencia. La ley de control de realimentación de
estados no es una función continua en el tiempo, esto es conmuta de una condición
suave a otra. Por lo cual la estructura de la ley de control varía con base de la
trayectoria del estado [SFS04].

Actualmente, el principal exponente del VSC es el control por modos deslizantes.
La acción de control conmuta a una alta frecuencia debe ocurrir el modo deslizante
en el sistema. El estudio de los modos deslizantes abarca un amplio rango de aéreas
heterogéneas, desde problemas de matemáticas puras hasta aspectos de aplicación.
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2.1. Modos deslizantes convencionales

Concepto de Modo Deslizante

En la teoría de control, el concepto de control por modos deslizantes (CMD) ha
recibido mucha atención en las décadas pasadas. El concepto de modos deslizantes
fue propuesto por Utkin [Utk91], quien mostró que el modo deslizante puede ser
logrado cambiando la estructura del sistema.

CMD es un método de control no lineal que altera la dinámica del sistema por
medio de la aplicación de una señal de control discontinua que fuerza al sistema a
“deslizarse” a lo largo de una sección transversal del comportamiento normal del
sistema. La ley de control por realimentación de los estados no es una función de
control continua en el tiempo, ya que puede conmutar desde una estructura continua
a otra en base en la trayectoria del espacio de estados.

Las múltiples estructuras de control son diseñadas tal que las trayectorias siempre
se muevan hacia una región adyacente con una estructura de control diferente, por
lo que la trayectoria final no existe completamente dentro de una sola estructura
de control, en cambio, se deslizara a lo largo de los límites de las estructuras de
control. El movimiento del sistema mientras se desliza a lo largo de estos límites se
llama modo deslizante y la localización geométrica de estos límites se conoce como
superficie de deslizamiento.

El comportamiento del sistema en lazo cerrado es entonces gobernado por las
dinámicas del sistema en la superficie deslizante. La principal ventaja del CMD es
que una vez que las variables del sistema alcanzan la superficie de deslizamiento y
el modo deslizante ocurre, la dinámica del sistema permanece incentivita a cierta
clase de incertidumbres paramétricas y perturbaciones. En relación con las técnicas
de control clásico, el CMD es más sencillo de implementar, ya que solo dos valores
de entradas de control son requeridos, además de de garantizar la estabilidad del
sistema por la superficie de deslizamiento.

Los sistemas de control por modos deslizantes han probado ser una herramien-
ta eficiente en el control de plantas complejas de orden superior con dinámicas no
lineales operando bajo condiciones de incertidumbre, un problema común para di-
versos procesos de tecnología moderna. Lo cual explica el gran nivel de investigación
y publicaciones en el área, además del amplio interés de realizar aplicaciones por
parte de los ingenieros prácticos.
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20 Antecedentes matemáticos

Explicación general de la metodología del control por modos deslizantes

Un número de procesos en la ingeniería, mecánica, eléctrica, biomédica y otras
aéreas están caracterizadas por el hecho que las ecuaciones diferenciales que las de-
scriben presentan discontinuidades con respecto al estado del proceso. Formalmente
tales dinámicas de sistemas discontinuos pueden ser descritas por la ecuación:

ẋ = f (x, t, u) , x ∈ <n, u ∈ <m (2.1)

Donde el vector de estados del sistema es x ∈ <n, t es el tiempo, y f (x, t, u) tiene
discontinuidades en cierto conjunto dentro del espacio (x, t) de dimensión (n + 1).
Si se considera solo los casos cuando el conjunto de puntos discontinuos es un con-
junto de posibles de superficies discontinuas variables en el tiempo de dimensión n,
definidas por las ecuaciones:

si(x, t) = 0, si(x, t) ∈ <1, i = 1, . . . ,m (2.2)

Un factor que distingue las ecuaciones diferenciales que describen cualquier sistema
de control es la presencia de un vector escalar u ∈ <m conocido como control. Donde
para una clase suficientemente general de controles discontinuos están definidos por:

ui(x, t) =
{
u+
i (x, t) con si(x) > 0
u−i (x, t) con si(x) < 0 i = 1, . . . ,m (2.3)

Donde u = [u1(x, t), . . . , um(x, t)]T y todas las funciones u+
i (x, t) y u−i (x, t) son

continuas [Utk91].

El vector de estados de tales sistemas puede estar en una de las superficies discon-
tinuas o en la intersección dentro de un tiempo finito. Por ejemplo las trayectorias del
vector de estado del sistema que pertenecen a alguna superficie discontinua si(x) = 0
si en la vecindad de esta superficie los vectores de velocidad f(x, t, u) son dirigidos
hacia el otro.

La descripción matemática de los modos deslizantes requiere el diseño de técnicas
especiales, por ejemplo la solución de la ecuación ẋ = f (x, t) existe y es única si una
constante de Lipschitz L puede ser encontrada tal que para dos vectores cualquiera
x1 y x2

‖f (x1, t)− f (x2, t)‖ ≤ L ‖x1 − x2‖
Es evidente que la dinámica del sistema con el control discontinuo, viola esta condi-
ción en la vecindad de las superficies discontinuas.

El problema para el análisis del CMD consiste en encontrar la solución a una
ecuación diferencia con su lado derecho discontinuo, este fue resuelto en los años
sesenta por el matemático ruso Filippov, en un marco puramente matemático.
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Se considera el sistema dinámico 2.1, sujeto al control discontinuo por reali-
mentación 2.3. Bajo suposiciones adecuadas, el sistema en lazo cerrado 2.1,2.3 ,
puede exhibir un comportamiento deslizante en la superficie s(x, t) = 0 de dimen-
sión m, donde s = [s1(x, t), . . . , sm(x, t)]T

La suposición regular que asegura la existencia de una solución en el sentido
clásico no se verifica en la vecindad s = 0. Filippov demostró que la solución de
la ecuación (ecuaciones) dentro de la superficie discontinua satisface la inclusión
diferencial:

ẋ ∈ V (x, t)

Donde el conjunto V (x, t) es la cobertura convexa mínima que contiene todos los
valores de f(x, t, u(x, t)), cuando x cubre por completo la vecindad δ de la superficie
(exceptuando posiblemente algún conjunto con medición cero). Una vez definido el
conjunto V (x, t) el vector de velocidad f0(x, t) que describe el comportamiento del
modo deslizante se toma dentro del conjunto V (x, t), como tangente a la superficie
de discontinuidad. La definición anterior de la solución es conocida como “solución
en el sentido de Filippov”.

Grado relativo: El sistema no lineal

ẋ = f(x) + g(x)u (2.4)
y = h(x)

Donde f , g, y h son suficientemente suaves en un dominio D ⊂ Rn. La derivada ẏ
esta dada por:

ẏ = ∂h

∂x
[f(x) + g(x)u] def= Lfh(x) + Lgh(x)u

Donde:
Lfh(x) = ∂h

∂x
f(x)

Es llamada la derivada de Lie de h con respecto a f a lo largo de f.

El sistema no lineal 2.5, se dice que tiene grado relativo ρ, 1 ≤ ρ ≤ n, en una
región D0 ⊂ D si:

LgL
i−1
f h(x) = 0, i = 1, 2, . . . , ρ− 1; LgL

i−1
f h(x) 6= 0

para todo x ∈ D0 [Kha02].

Para el caso de los modos deslizantes y la superficie de deslizamiento se tiene:

ẋ = a(x) + b(x)u, S = s(x) ∈ R, u ∈ R (2.5)
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Sea el sistema 2.5 tenga un grado relativo ρ con respecto a la variable de desliza-
miento s lo que significa que las derivadas de Lie Lbs, LbLas, . . . , LbLr−2

a s son idén-
ticamente a cero en la vecindad de un punto dado y LbL

r−1
a s no es cero en el

punto. La igualdad del grado relativo ρ significa, de una manera simplificada, que
u primero aparece explícitamente solamente en la ρth derivada de s. Se conoce
que en ese caso s(i) = Lias para i = 1, . . . , r − 1, la condición de regularidad
rank

{
∇s,∇ṡ, . . . ,∇s(r−1)

}
= ρ se satisface automáticamente y también ∂

∂us
(r) =

LbL
r−1
a s 6= 0.

Control equivalente

Uno de los procedimientos para obtener las ecuaciones de deslizamiento a lo
largo de las intersecciones del conjunto de superficies discontinuas para el sistema
ẋ = f (x, t, u) es asumir que el modo deslizante existe en la vecindad de s(x, t) = 0,
s = [s1(x, t), . . . , sm(x, t)]T . Se tiene que encontrar un control continuo tal que bajo
la posición inicial del vector de estados en la superficie, permita hacer idénticamente
igual a cero la derivada del vector s(x) a lo largo de las trayectorias del sistema, esto
es:

ṡ = Gf(x, t, u) = 0

Donde las filas de la matriz G = {∂s/∂x} de dimensión (mxn) son los gradientes de
las funciones si(x).

Se asume que la solución (o un número de soluciones) del sistema de ecuaciones
algebraicas ṡ = Gf(x, t, u) = 0 con respecto al control de dimensión m existe. Esta
solución en lo subsiguiente se referirá como control quivalente (ueq) y se coloca en el
sistema como:

ẋ = f [x, t, ueq(x, t)]

El procedimiento anterior se conoce comométodo de control equivalente y la ecuación
obtenida como resultado de la aplicación de este método se considerara como la
ecuación de modo deslizante que describe el movimiento en la intersección de las
superficies discontinuas si(x) = 0, i = 1, . . . ,m.

Desde el punto de vista geométrico le método de control equivalente implica
remplazar las discontinuidades indefinidas del control en el límite discontinuo con
un control el cual dirige el vector de velocidad en el sistema de espacio de estados a
lo largo de la intersección de las superficies discontinuas [UGS99].

Por ejemplo, en orden de encontrar la derivada del vector que intersección en el
sistema con una sola superficie de discontinuidad s(x) = 0 en algún punto (x, t), se
debe variar el control escalar de u− a u+, dibujar el lugar de f(x, t, u) y encontrar
el punto donde interseca al plano tangencial. El punto de intersección determina el
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control equivalente ueq(x, t) y de la parte derecha de f(x, t, ueq(x, t)) de la ecuación
diferencia del modo deslizante.

El procedimiento para obtener el control equivalente para un importante caso de
sistemas no lineales discontinuos, se tiene el sistema:

ẋ = f(x, t) +B(x, t)u

Donde f(x, t) y B(x, t) son todos vectores con argumentos continuos y una matriz
de dimensión (n × 1) y (n ×m) respectivamente y el control discontinuo u cambia
de acuerdo con ui(x, t) = {u + u−}. La ecuación de control equivalente para este
caso puede ser escrita como:

ṡ = Gf +GBu = 0

Asumiendo que la matriz GB es no singular para todo x y t, se puede encontrar el
siguiente control equivalente:

ueq(x, t) = − [G(x)B(x, t)]−1G(x)f(x, t) (2.6)

Substituyendo este controlador en ẋ = f(x, t) +B(x, t)u se obtiene la ecuación

ẋ = f(x, t)−B(GB)−1G(x)f(x, t)

Que describe el movimiento del modo deslizante en la vecindad s = 0.

Significado físico del control equivalente:

La operación en modos deslizantes se considera como un tipo de idealización. Se
asume que el control cambia a gran frecuencia, teóricamente infinita, tal que el vector
de estados de velocidad este orientado precisamente a lo largo de la intersección de las
superficies discontinuas. Sin embargo, en la realidad diversas imperfecciones hacen
que el estado oscile en alguna vecindad de la intersección y las componentes del
control sean conmutadas a una frecuencia finita, tomando los valores de u+

i (x, t) y
u−i (x, t).

Estas oscilaciones presentan componentes de alta y baja. La alta frecuencia es
filtrada por el sistema bajo el control mientras su operación en los modos deslizantes
está determinada por las componentes más bajas. Por otro lado, las ecuaciones de
los modos deslizantes fueron obtenidas substituyendo el control equivalente por el
controlador real. Es razonable asumir que el control equivalente es cercano a la
componente de baja frecuencia del control real que puede ser derivado filtrando las
componentes de alta frecuencia usando un filtro pasa bajas. La constante de tiempo
del filtro τ , debe ser suficientemente pequeña como para preservar la componente
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lenta sin distorsiones pero suficientemente grande para eliminar la componente de
alta frecuencia [UGS99].

Como se ha mostrado la salida del filtro pasa bajas τ ż + z = u tiende al control
equivalente ĺım

τ−→,∆/τ−→0
z = ueq.

La manera en que tiende z a ueq no es algo complicado, pero es consecuencia
de las propiedades físicas del sistema. En realidad, la vecindad de una superficie
discontinua de ancho ∆, donde el estado oscila, debe ser reducida para hacer el
comportamiento real lo más cercano al modo deslizante ideal. Con la reducción de
∆, la frecuencia de conmutación fr del control debe incrementarse, de otra manera
la amplitud de las oscilaciones podrían exceder ∆ ya que ∆ ≈ 1/fr.

2.2. Metodología del control por modos deslizantes

Con el objetivo de explicar en términos generales la idea básica del CMD, se
considera el siguiente ejemplo de sistema de una sola entrada:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu

Donde x ∈ Rn u ∈ R. La superficie de conmutación es definida entonces como un
hyper-plano lineal

S = {x ∈ Rn : s (x) = Kx(t) = 0}

Donde K es elegida para hacer KB 6= 0 y Ae =
[
I −B (KB)−1K

]
A es una matriz

Hurwitz. El llamado control equivalente Ueq puede ser calculado imponiendo ṡ = 0
esto es:

ṡ = KAx(t) +KBu = 0
ueq = − (KB)−1KAx(t)

Y el control de conmutación Usw es diseñado para forzar al sistema a converger a la
superficie deslizante s = 0 en tiempo finito.

usw = − (KB)−1Msgn(s)

Donde M > 0 es un número constante ysgn(s) es la función signo, que esta definida
como:

sgn(s) =
{

1 s ≥ 0
−1 s < 0
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La existencia del modo deslizante puede ser asegurada aplicando el CMD.

u = ueq + ust

En el sistema lineal, esto puede ser demostrado usando una función candidata de
Lyapunov, en este caso se elije V = s2/2, cuya derivada de tiempo es:

V̇ = sṡ

= s [KAx+KBu]
= s [CAX + CB (ueq + usw)]
= −sMsgn(s)
= −M |s|
≤ 0

Ya que V̇ < 0 cuando s 6= 0 el sistema convergerá a la variedad deslizante s = 0.
Aun más el tiempo de convergencia es finito, ya que ṡ = −Msgn(s). Una vez que
el sistema alcanza s = 0, permanecerá en la superficie s idénticamente a cero para
siempre [Xu07]. En el modo deslizante s ≡ 0 y ṡ = 0, la dinámica del sistema está
gobernada por:

ẋ(t) = Ax(t) +B [ueq + ust]

ẋ(t) = Ax(t) +B
[
− (KB)−1KAx(t) + ust

]
ẋ(t) = Ax(t)−B (KB)−1KAx(t) +Bust

s = 0, ṡ = 0
ẋ(t) = Ax(t)−B (KB)−1KAx(t)
ẋ(t) = Ax(t)−B (KB)−1KAx(t)
ẋ(t) =

{[
I −B (KB)−1K

]
A
}
x(t)

ẋ(t) = Aex(t)

Donde Ae tiene que ser una matriz Hurwitz, para que el estado del sistema x(t)
converja a cero asintóticamente. Por lo que la ganancia K tiene ser elegida tal que
KB 6= 0 y Ae sea una matriz Hurwitz.

El procedimiento para diseñar la gananciaK de la superficie deslizante s = Kx(t)
mediante la fórmula de Ackerman se detalla a continuación. Los valores caracterís-
ticos deseados se definen como λ1, λ2 . . . λn−1 [AU94].

u = −KTx(t), KT = eTλPλ(A) (2.7)
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Donde:

eTλ = (0, . . . , 0, 1)
(
B,AB, . . . , An−1B

)−1
(2.8)

Pλ(A) = (A− λ1I) (A− λ2I) . . . (A− λn−1I)

2.3. Modos deslizantes de segundo orden

Los modos deslizantes clásicos proveen robustez y precisión alta en las soluciones
para una amplia gama de problemas de control bajo ciertas condiciones. Aunque
dos condiciones principales permanecen. Primero, la variable diseñada para el modo
deslizante tiene que cumplir la restricción de que el grado relativo tiene que ser igual
a 1, lo que significa que el control aparece explícitamente en la primera derivada de
la variable diseñada. Por lo que se tiene que buscar la variable adecuada. Segundo,
el control conmuta a alta frecuencia, causa complicaciones practicas inaceptables, la
más conocida es el chattering.

Si se supone que el problema es mantener la diferencia en el seguimiento de s
en cero, mientras el control solo aparece en s̈. Usualmente se elije la variable de
deslizamiento como σ = s+ ṡ. Obviamente σ̇ = ṡ+ s̈ contiene el control u y σ puede
hacerse cero, en los modos deslizantes clásicos. Pero el efecto del chattering hace
que la solución sea inaceptable. Además como resultado s tiende asintóticamente
a cero, pero mantenerla exactamente en cero no es posible. Se necesita además
calcular ṡ para llevar a cabo este plan. Aunque ambos el diferenciador exacto robusto
y mantener a s = 0 puede ser realizado por medio de los modos deslizantes de
segundo orden (MDSS). La solución posible es considerar la derivada de control
como un nuevo control. Lo cual resuelve el problema en tiempo finito, además de
proveer un control continuo a diferencia de los modos deslizantes clásicos y reducir
significativamente el efecto del chattering [PB02].

Al final de la década de 1980 la comunidad de control había notado que la princi-
pal desventaja que el CMD es el efecto del chattering. Se ha mostrado que este efecto
es principalmente causado por dinámicas no modeladas en cascada las cuales incre-
mentan el grado relativo del sistema y perturban el modo deslizante ideal existente
del sistema.

Para superar el problema del chattering del modo deslizante, el concepto del modo
deslizante de segundo orden (MDSS) se introdujo por Levant. Existen diferentes
algoritmos propuesto de MDSS entre los que se encuentran el:
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Algoritmo Twisting, el cual requiere de un orden relativo dos, toma la forma de:

u = −asgn(ẋ(t))− bsgn(x(t)), b > a

El algoritmo asegura la convergencia exacta en tiempo finito, tanto para x(t) y ẋ(t),
tal que existe un T > 0 que para todo t > T, x(t) = ẋ(t) = 0 proveyendo la existencia
de un SOSM estable en el origen.

Algoritmo Sub optimal

El algoritmo esta dado por:

u = −r1sign (σ − σ∗/2) + r2sign (σ∗) , r1 > r2 > 0
2 [(r1 + r2)Km − C] > (r1 − r2)KM + C, (r1 − r2) > C

Donde σ∗ es el valor de σ detectado en el momento más cercano cuando σ̇ es igual
a cero. Cualquier implementación computacional del algoritmo requiere la medición
sucesiva de σ̇ y σ, con algún paso de tiempo. En otras palabras el valor del control
u depende de la historia total de σ̇ y σ

2.4. Algoritmo Super Twisting

Como se mostró, el uso de un algoritmo twisting en un sistema con grado relativo
dos permite compensar la perturbación por medio de un control completamente
continuo. Sin embargo este requiere el conocimiento de la derivada de x(t). Al final
de la década de 1980 el principal problema era saber si podría realizarse sin la
necesidad de conocer la derivada.

El algoritmo super twisting (AST) permite usar MDSS sin la necesidad de conocer
la derivada de las variables de estado, asegurando convergencia exacta en tiempo
finito en el origen.

El algoritmo super twisting estándar está definido de la siguiente manera para
un sistema ẋ = f(t, x) + g(t, x)u [Lev93]:

u = −k1 |x(t)|
1
2 sign(x(t)) + v (2.9)

v̇ = −k2sgn(x(t))

Para cualquier f que sea Lipshitz, perturbación o incertidumbre acotada para
algunas constantes k1 y k2 asegura la convergencia exacta en tiempo finito para el
conjunto x(t) = ẋ(t) = 0, ∀t ≥ T del modo deslizante de segundo orden sin el uso
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de ẋ. Si se considera el sistema anterior teniendo a x como la salida medida, el STA
es un controlador de realimentación por salida.

Esta última propiedad del AST permite construir un diferenciador por modos
deslizantes de segundo orden. Sea f(t) la señal a diferenciar y asuma que

∣∣∣f̈(t)
∣∣∣ ≤ L,

con L como una constante conocida.

Tomando x1(t) = f , x2(t) = ḟ entonces el problema puede ser reformulado como
encontrar un observador para, ẋ1 = x2, ẋ2 = f̈ , y = x1.

Donde f̈ es considerada como una perturbación acotada. Ya que el AST no
requiere derivadas, que en este caso podría ser el estado x2(t), solo usa la inyección
de la salida y resulta particularmente útil en la forma del observador del AST.

Una vez que las constantes k1 y k2 son escogidas apropiadamente, la convergencia
del STA asegura que las igualdades (f − x̂1) = (ḟ − x̂2) = 0 son estables después de
un tiempo transitorio.

Algoritmo Super Twisting generalizado

El algoritmo super twisting fue diseñado inicialmente como un control absolu-
tamente continuo, permitiendo compensar las perturbaciones tipo Lipschitz exacta-
mente y asegurando una convergencia en tiempo finito. El algoritmo super twisting
generalizado [Mor09] es descrito por la inclusión diferencial:

ẋ1 = −k1φ1 (x1) + x2 + g1 (t, x)
ẋ2 = −k2φ2 (x1) + g2 (t, x) (2.10)

Donde xi, i = 1, 2, son las variables escalares y k1, k2, k3 son ganancias positivas a
ser diseñadas y φ1, φ2son los términos no lineales estabilizantes.

φ1 (x1) = µ1 |x1|
1
2 sign (x1) + µ2x1, µ1, µ2 ≥ 0 (2.11)

φ2 (x1) = µ2
1

2 sign (x1) + 3
2µ1µ2 |x1|

1
2 sign (x1) + µ2

2x1

Para este trabajo solo se considerara el caso cuando µ1 = 1 y µ2 > 0. El algoritmo
STG incluye términos lineales estabilizantes, que son más fuertes que los no lineales
cuando el estado se encuentra lejos del origen.

φ1 (x1) = |x1|
1
2 sign (x1) + µ2x1, µ1 = 1, µ2 ≥ 0 (2.12)

φ2 (x1) = 1
2sign (x1) + 3

2µ2 |x1|
1
2 sign (x1) + µ2

2x1

Aproximación basada en Lyapunov
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El diseño de MDSS fue sistematizado usando un punto de vista homogéneo.
Sin embargo esta aproximación, basado en métodos geométricos, previene futuras
generalizaciones de los algoritmos.

Las funciones de Lyapunov son herramientas básicas de análisis y diseño in la
teoría de control moderno y existen diferentes metodologías basadas en la teoría
de Lyapunov. Los modos deslizantes de segundo orden y en especial el algoritmo
Super Twisting, son una herramienta poderosa para el diseño de controladores, por
tener atractivas características, convergencia en tiempo finito, aun en presencia de
incertidumbres y perturbaciones acotadas.

Los MDSS han sido diseñados mediante aproximaciones geométricas o homogéneas,
pero no en base a métodos de Lyapunov, hasta los últimos años donde las funciones
de Lyapunov han sido adecuadas para algunos de estos algoritmos.

En [Mor12] se presento una función de Lyapunov para el STA. Esta función
provee un estimado de la convergencia del tiempo además que permite hacer modi-
ficaciones STA incluyendo términos lineales que mejoran las propiedades de conver-
gencia y robustez. Por otra parte, el acercamiento propuesto permite usar ecuaciones
de Lyapunov bien conocidas y las soluciones del LMI para el análisis del STA.

υ = −k1φ1 (x1)−
∫ t

0
k2φ2 (x1(t)) dt

V (x) = ςTPς (2.13)
ςT =

[
φ1 (x1) x2

]
V̇ (x) < 0

2.5. Algoritmo Proporcional Integral Derivativo

El control PID es la forma más común de control por realimentación, que calcula
el error (e(t) = y(t) − r(t)), entre un valor medido (y(t)) y un valor de referencia
(r(t)), para aplicar una acción correctora que ajuste el proceso. En la actualidad
más del 95% de las aplicaciones de control usan controladores PID. La utilidad de
los controladores PID estriba en que se aplican en forma casi general a la mayoría
de los sistemas de control. En particular, cuando el modelo matemático de la planta
no se conoce y por lo tanto, no se pueden emplear métodos de diseño analíticos.

Estructura del PID

El algoritmo de cálculo del control PID se da en tres parámetros distintos: pro-
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porcional (P), integral (I), y derivativa (D).

u(t) = Kp

(
e(t) + 1

Ti

∫ t

0
e (τ) dτ + Td

de(t)
dt

)
(2.14)

Donde Ti se denomina tiempo integral y Td se denominada tiempo derivativo y son
las constantes de ajuste para la acción integral y derivativa.

Proporcional, consiste en el producto entre la señal de error (e) y la constante
proporcional (Kp) tal que el error en estado estacionario sea casi nulo. Sin embargo,
existe también un valor límite en la constante proporcional a partir del cual, en
algunos casos el sistema alcanza valores superiores a los deseados, llamado sobre-
oscilación y por razones de seguridad no debe sobrepasar el 25%.

u(t) = Kpe(t) (2.15)

Integral, tiene como propósito disminuir y eliminar el error en estado estacionario,
provocado por el modo proporcional. El control integral actúa cuando hay una
desviación entre la variable y el punto de consigna, integrando esta desviación en el
tiempo, luego es multiplicado por una constante I y se suma a la acción proporcional
P + I, para obtener una respuesta estable sin error estacionario.

u(t) = Ki

∫ t

0
e (τ) dτ (2.16)

Derivativo, manteniene el error al mínimo corrigiéndolo proporcionalmente con la
misma velocidad que se produce; de esta manera evita que el error se incremente,
(si el error es constante, solamente actúan los modos P e I). Es importante adaptar
la respuesta de control a los cambios en el sistema ya que una mayor derivada
corresponde a un cambio más rápido, aunque tiene la desventaja que amplifica las
señales de ruido y puede provocar saturación en el actuador.

u(t) = Kd
de(t)
dt

(2.17)

El proceso de seleccionar los parámetros del controlador que cumplan con las especi-
ficaciones de comportamiento dadas se conoce como sintonía del controlador, esto es
dar los valores a Kp, Ti y Td [Oga10, Sri07]. Entre algunos de los métodos empleados
para la sintonización de los controladores PID cabe mencionar los siguientes: método
de Ziegler Nichols, método de Cohen Coon, método de Smith, método de Ciancone.

Para realizar la comparación con los algoritmos de control por modos deslizantes
se empleara el método de sintonización de Ziegler Nichols para el PID, ya que es el
método más usado en artículos de investigación previos de la literatura.
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Reglas de Zigler Nichols para sintonizar controladores PID

En 1942 Ziegler y Nichols propusieron dos métodos para la sintonizar los contro-
ladores PID, el método de respuesta al escalón y el método de oscilación, desarrol-
lados en base a varios experimentos prácticos que llevaron a cavo.

Primer método, respuesta al escalón consiste en:

1. Aplicar una entrada escalón unitario al sistema en lazo abierto en el tiempo
t0, de manera experimental o mediante simulación. Si la planta no contiene
integradores ni polos dominantes complejos conjugados, la curva de respuesta
escalón unitario puede tener forma de S, como se observa en la Fig 2.1.

2. Registrar la salida hasta que se estabilice en el nuevo punto de operación.
Obteniendo una curva de reacción como la Fig 2.1, la curva se caracteriza por
dos parámetros: el tiempo de retardo L y la constante de tiempo T . Estas se
determinan dibujando una recta tangente en el punto de inflexión de la curva
con forma de S y determinando las intersecciones de esta tangente con el eje
de tiempo y con la línea c(t) = K.

3. Con los parámetros L y T se calculan las ganancias del controlador de acuerdo
a la tabla2.1. Donde Tp es un estimado del periodo del sistema en lazo cerrado.

Figura 2.1: Gráfica empleada para la caracterización de la respuesta al escalón para el primer método de
Ziegler Nichols, en el cual se buscan los parámetros de tiempo de la respuesta del sistema, L y T .

Kp Ti Td Tp

P T/L ∞ 0 4L
PI 0.9T/L L/0.3 0 5.7L
PID 1.2T/L 2L 0.5L 3.4L

Tabla 2.1: Parámetros de ajuste PID, metodo escalón

Segundo método, método de oscilación se realiza mediante:
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1. La caracterización de la respuesta en frecuencia de la dinámica del sistema.
Se fija Ti = ∞ y Td = 0, utilizando solo control proporcional, se incrementa
Kp desde 0 hasta un valor crítico Kcr, en donde la salida presente oscilaciones
sostenidas como se muestra en la Fig2.2.

2. Se registra la ganancia critica del controlador Kp = Kcr y el periodo de os-
cilación de la salida del controlador Pcr, en el diagrama de Nyquist esto cor-
responde a que KcG(jw) cruza el punto (−1, 0).

3. Ajustar los parámetros del controlador según la tabla 2.2:

Figura 2.2: Gráfica empleada para la caracterización de la respuesta con oscilación sostenida para el
segundo método de Ziegler Nichols, en el cual se busca la ganancia critica Kcr y periodo critico Pcr.

Kp Ti Td Tp

P 0.5Kcr ∞ 0 Pcr

PI 0.4Kcr 0.8Pcr 0 1.4Pcr

PID 0.6Kcr 0.5Pcr 0.125Pcr 0.85Pcr

Tabla 2.2: Parámetros de ajuste PID, metodo escalón
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Capítulo 3

Modelos Matemáticos del
Sistema Respiratorio del ser
humano y del ventilador PAP

Para este trabajo se requiere un modelo dinámico que permita simular el com-
portamiento del sistema respiratorio, debido a que se desea conocer la respuesta del
sistema respiratorio de un paciente normal y con SAOS sometidos al tratamiento de
ventilación PAP. Ya que no se cuenta con un paciente verdadero o con un simula-
dor mecánico pulmonar del sistema respiratorio, es necesario diseñar un modelo de
prueba que se adapte a las necesidades del trabajo.

También es necesario el modelo dinámico del ventilador PAP, al igual que en el
modelo dinámico del sistema respiratorio no se cuenta con un dispositivo real que
permita aplicar un experimento práctico y analizar los resultados de los controladores
propuestos. Esto se debe en gran medida el alto costo que representaría disponer
uno de estos dispositivos, además de toda la instrumentación necesaria para poder
medir la presión y flujo respiratorio.

Además en la mayoría de las aplicaciones biomédicas uno de los primeros pasos
es realizar pruebas simuladas en sistema de prueba físicos, modelos computacionales
o matemáticos, por lo cual como primer paso proponer un modelo matemático del
comportamiento de las vías respiratorias es necesario. Por lo que en este capítulo se
presentaran las bases usadas para describir los modelos del sistema respiratorio hu-
mano y del ventilador PAP, así como los modelos finales usados en los controladores.

En la literatura se encuentran diferentes modelos matemáticos que describen las

33



34 Modelos Matemáticos

diversas partes del sistema respiratorio, como la dinámica del flujo del aire dentro
de los pulmones, el comportamiento de las vías respiratorias superiores, la difusión
de oxígeno de los alveolos al sistema circulatorio, el transporte del oxígeno a través
de la sangre, etc [CAGG95]. Mientras que otros provén el comportamiento completo
del sistema respiratorio en cierto detalle. Todos los modelos que describen el com-
portamiento dinámico de manera global del sistema respiratorio o de los pulmones
se conocen como modelos de la mecánica respiratoria o pulmonar [OOL03].

3.1. Mecanica Respiratoria

Una de las metodologías para desarrollar los modelos matemáticos dinámicos de
la fisiología humana es usar analogías con los componentes pasivos usados en elec-
trónica como resistencia, capacitancia e inductancia con parámetros respiratorios,
resistencia de la vía respiratoria, compliancia respiratoria e inertancia respiratoria
[RR08]. La razón principal para realizar esta comparación se debe al hecho de que la
física del flujo de aire dentro de tubos, como los de las vías respiratorias y los vasos
sanguíneos, se comporta de acuerdo a la ecuación:

Q = P1 − P2
Rr

(3.1)

Donde Q es el flujo de aire (litros por segundo), P1 y P2 son presiones en dos
puntos diferentes del tubo, cuyas unidades están dadas por (cmH20), una unidad
comúnmente usada en dispositivos PAP y que equivale a 0.7 mmHg, y Rr es la
resistencia al flujo de aire. El aire se mueve a través del tubo debido a la diferencia
de presiones, cuando P1 > P2, el flujo fluye de P1 a P2 a una taza proporcional de
la diferencia de presiones, este comportamiento es el mismo que describe la Ley de
Ohm. Los elementos básicos en el modelo matemático del sistema respiratorio y los
parámetros Tab.3.1 de los que dependen son los siguientes:

La resistencia de las vías respiratorias está definida como la diferencia de
presión requerida para causar una unidad de flujo de aire, en otras palabras es la
resistencia que opone el tracto respiratorio a que el flujo de aire circule a través
de este durante la inspiración y exhalación, por lo que a medida que el aire pasa
a través de las diferentes vías respiratorias este se encuentra con obstáculos lo cual
es modelado como estas resistencias y que en términos generales está definida de la
siguiente manera:

Rr = ∆P
Q

= 8 η · l
π · r4 (3.2)
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Cuyas unidades se encuentran por lo general en centímetros de agua segundo por
litro

[
cmH2O·s

L

]
.

Existen diversos factores que determinan el valor de la resistencia de las vías res-
piratorias en un paciente. Uno de ellos se puede determinan a partir de la ecuación
de Poiseuille, si el diámetro de las vías respiratorias disminuye el valor de la re-
sistencia se incrementa a la cuarta potencia. Un segundo factor tiene relación con el
tipo de flujo que se presenta en las vías respiratorias, esto es si el flujo es laminar o
turbulento, donde un flujo turbulento supone una mayor resistencia, esencialmente
el flujo de aire se puede considerar laminar en las vías pequeñas mientras que en las
más grandes se puede considerar laminar y turbulento. Otros factores importantes
son los fisiológicos como, peso, edad, género y afecciones respiratorias, por ejemplo,
asma, resfriado, pulmonía, enfisema pulmonar, etc.

La compliancia respiratoria se define matemáticamente como la variación de
volumen por cambio en una unidad de presión:

Cr = ∆V ol
∆Ppl

= π · r2 · l
P0

(3.3)

Cuyas unidades usualmente se expresan en litro por centímetro de agua
[

L
cmH2O

]
.

La compliancia es una medida de la distensibilidad del sistema respiratorio, esto
es que tanto un órgano tiende a dilatarse. Aunque todas las partes del sistema res-
piratorio presentan cierto nivel de compliancia, la principal contribución se presenta
concentrada en los pulmones, por lo cual en el modelado se considerara solamente
esta. En otras palabras representa que tanto se pueden expandir los pulmones para
incrementar el volumen de aire almacenado. Al igual que en la resistencia existen
factores que pueden incrementar o decrecer el valor de la compliancia, la presen-
cia de fibrosis está asociada con una disminución de la compliancia mientras que el
enfisema pulmonar está asociado con un incremento en esta.

La inertancia es la medida de la tendencia del sistema respiratorio a resistir
cambios en el flujo es decir que tanto se resiste el sistema respiratorio al cambio de
dirección del flujo de aire durante la inspiración y exhalación, está definida como:

Ir = ∆P
∆Q = ρ · l

π · r2 (3.4)

Las unidades se expresan normalmente en centímetros de agua - segundo cuadrado
por litro

[
cmH2O·s2

L

]
.

De la definición, se aprecia que durante un estado estacionario o un cambio
pequeño la presión inercial es prácticamente cero o despreciable.
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l , Longuitud del tubo P0 , Presión fluido pleural ρ , Densidad
r , Radio del tubo P , Presion π , Viscosidad
Vol , Volumen Ppl , Presión pleural Q , Flujo de aire

Tabla 3.1: Nomenclaturas de los parámetros del modelo del SR.

Las relaciones matemáticas básicas que rigen el comportamiento de los paráme-
tros anteriores son las siguientes:

dvol
dt = Q PR = RrQ Q = Cr

dPC
dt PI = Ir

d(Q)
dt2

(3.5)

Con los parámetros y relaciones básicas definidas se puede iniciar con la realización
del modelo que represente el comportamiento del sistema respiratorio, con el cual se
pueda estudiar los efectos del tratamiento a emplear.

3.2. Modelo dinámico del sistema respiratorio

Modelo de segundo orden

El primer modelo que se presenta es la representación más sencilla posible de la
mecánica del sistema respiratorio, el cual consiste en un modelo lineal de segundo
orden con parámetros constantes, descrito en la Fig.3.1 con su analogía eléctrica
correspondiente [Bat09].

Figura 3.1: Una de las primeras aproximación que se hizo para modelar el sistema respiratorio fue
simplificarlo a un tubo conectado a un contenedor de aire deformable excitado por medio de una membrana.
Es conveniente mencionar que el valor de flujo y volumen en una persona saludable es de 4 [L/min] y de
5 [L] renovándose 0.5 [L] en cada respiración respectivamente y que estos se reducen a menos de la mitad
cuando se presenta una hipopnea y en una apnea el flujo de aire se reduce casi completamente.
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La dinámica de la Fig.3.1 esta descrita por la ecuación diferencial:

PA (t) = PR(t) + PC(t) + PI(t) + PM (t) (3.6)

= RrV̇ (t) + 1
Cr
V (t) + IrV̈ (t) + PM (t)

Donde:

PR(t) , Presión resistencia respiratoria PC(t) , Presión compliancia respiratoria
PI(t) , Presión inertancia respiratoria PM (t) , Presión debida a los musculos

Tabla 3.2: Nomenclatura del modelo de segundo orden

La representación en variables de estados de la ecución 3.6 esta dada por 3.7:[
ẋV (t)
ẋQ(t)

]
=
[

0 1
− 1
CrIr

−Rr
Ir

] [
xV (t)
xQ(t)

]
+
[

0
1
Ir

]
[U ]−

[
0
1
Ir

]
[ψM (t)] (3.7)

y(t) = xQ(t)

xV (t) = V (t) , Volumen de aire U = PA , Presión delventilador
xQ(t) = V̇ (t) , Flujo de aire ψM (t) = PM , Incertidumbre presión muscular

Tabla 3.3: Variables de estado modelo de segundo orden

Los resultados obtenidos en la simulación del sistema de segundo orden se mues-
tran en las Fig.3.2,3.3,3.4 y representan dos ciclos de una respiración normal con
los parámetros establecidos constantes, seguido de un episodio de apnea el cual se
simula con el incremento de la resistencia 5 veces su valor nominal y nuevamente
regresando a su estado normal.

Se puede apreciar que al aumentar el valor de la resistencia el flujo de aire decrece,
resultando en la disminución del volumen inspirado. Por lo cual el resultado obtenido
es acorde a lo que se puede esperar que ocurra en el sistema respiratorio. Donde, en
cualquier momento (t), PA es la presión independiente total aplicada por el ventilador
al paciente para inflar el sistema respiratorio. Este modelo se basa en la consideración
que la caída de presión a través de todo el sistema es la suma de la diferencia de
presión resistiva (PR), la diferencia de presión elástica (PC) y posiblemente de un
termino de presión inercial (PI), además de (PM ) es el valor de la presion en el
momento de la exhalación, cuando flujo y volumen son cero. El sistema es controlable
y observable con grado relativo 1 con respecto a la salida del sistema.
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Figura 3.2: En esta gráfica es importante aclarar que el cambio de ciclo respiratorio se lleva a cabo cuando
el flujo de aire cambia de sentido esto ocurre cuando el flujo respiratorio pasa por la referencia de flujo cero.
Por lo cual mientras que el flujo respiratorio sea positivo significa que el paciente inspira mientras que un
flujo negativo implica que el paciente expira. FRC, Capacidad Funcional Residual es el volumen de aire
dentro de los pulmones que no participa en el ciclo respiratorio, en general tiene un valor entre 1.5-2[L], la
cual se toma como valor base para todas las simulaciones.

Figura 3.3: En la simulación del modelo de segundo orden cada ciclo respiratorio inspiración, exhalación
tiene una duración de 4 segundos. Al inicio se presenta un ciclo normal de respiración seguido por un evento
de hipopnea simulado al incrementar diez veces el valor nominal de resistencia usado y finalmente volviendo
a su estado normal. Con esto se pueden apreciar el comportamiento de volumen respiratorio, flujo de aire,
presión alveolar y presión muscular.

Figura 3.4: Inicialmente en este modelo se con-
sidero una resistencia respiratoria constante y para
simular la hipopnea se aumenta su valor diez veces.
Aunque el comportamiento de la resistencia respi-
ratoria no se comporta de esta manera ya que su
valor aumenta durante la inspiración y disminuye
en la exhalación, es una suposición razonable para
iniciar el análisis del sistema respiratorio.

Modelo de orden superior

Aunque el modelo dinámico de segundo orden en muchos casos es empleado por
la comunidad de ingeniería biomédica que trabaja en la solución de problemas rela-
cionados con el sistema respiratorio, este no considera muchos aspectos importantes
del sistema respiratorio, por lo cual para este trabajo es necesario un modelo que
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considere un mayor número de características del sistema, lo cual implica un número
mayor de ecuaciones diferenciales, lo que aumenta el orden del sistema utilizado.

Con base en la Fig.3.5 se explicará el modelo matemático de orden superior desar-
rollado en [JHL66, JM11] y que fue modificado adicionándole la ecuación dinámica
de la presión nasal Pt, para el sistema respiratorio de forma más general, el cual
considera la dinámica de las diversas partes del sistema respiratorio involucradas en
el proceso de la respiración como el tórax, abdomen, pulmones y la vía respiratoria
superior y el tubo de conexión entre el paciente y el dispositivo de presión positiva,
con su correspondiente analogía mecánica.

Figura 3.5: Esquema del sistema mostrando la estructura y fuerzas actuando, con su analogía mecánica.
Para desarrollar un modelo más fiel a la respiración y colapso en las vías respiratorias de un paciente real
es necesario incrementar la complejidad del sistema, un mayor número de consideraciones fisiológicas tienen
que ser tomadas en cuenta, lo que involucra un mayor número de ecuaciones elevando el orden del sistema.

La presión de la cavidad pleural varia durante el ciclo respiratorio y en el modelo
se encarga de acoplar la dinámica torácico-abdominal y pulmonar. Tres volúmenes
aparecen en el modelo, el volumen pulmonar, y los cambios de volumen debido a la
acción de las fuerzas del tórax y abdomen.

Las ecuaciones matemáticas del modelo pueden ser obtenidos aplicando la 2o ley
de movimiento de Newton a los bloques que representan cada parte del sistema res-
piratorio. En las ecuaciones los términos del lado izquierdo representan los términos
inerciales, de resistencia y las fuerzas elásticas. En el lado derecho se representen las
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fuerzas que generan la respiración.

Ecuación para los pulmones

IlV̈l(t) +RlV̇l(t) + 1
Cl
Vl(t) + Pt(t) = PAtm − Ppl(t) (3.8)

Ecuación para el tubo de conexion:

CtṖt(t) + 1
Rt
Pt(t) = Ql(t) (3.9)

Ecuación caja torácica:

IrcV̈rc(t) +RrcV̇rc(t) + 1
Crc

Vrc(t) = Pmus(rc)(t) + Ppl(t) (3.10)

Ecuación para el abdomen:

IabV̈rc(t) +RabV̇ab(t) + 1
Cab

Vab(t) = Pmus(ab)(t) + Ppl(t) (3.11)

Ppl representa la presión de la cavidad pleural y se define como:

Ppl(t) = Vab(t) + Vrc(t)− Vl(t)
Cpl

donde los terminos utilizados estan dados en la Tab.3.4:

Il , Inertancia pulmonar Irc , Inertancia caja torácica
Iab , Inertancia abdominal Rab , Resistencia abdominal
Rl , Resistencia pulmonar Rrc , Resistencia caja torácica
Cl , Compliancia pulmonar Crc , Compliancia caja torácica
Cab , Compliancia abdominal Vab(t) , Volumen abdominal
Vl(t) , Volumen pulmonar Vrc(t) , Volumen caja torácica
PAtm , Presión atmosferica exterior Cpl , Compliancia cavidad pleural
Pmus(ab)(t) , Presión muscular abdominal Ql(t) , Flujo pulmonar
Rt , Resistencia tubo conexión Ppl(t) , Presión cavidad pleural
Pt(t) , Presión tubo de conexión Ct , Compliancia tubo conexión
Pmus(rc)(t) , Presión muscular
de la caja torácica

Tabla 3.4: Nomenclatura modelo de orden superior

El diagrama de bloques empleado para simular el sistema 3.8-3.11 por medio del
programa Simulink de MATLAB se muestra en la Fig.3.6.
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Figura 3.6: Las especificaciones del diagrama de bloques usado para la simulación se muestran en el
diagrama con la finalidad de ilustrar las relaciones matemáticas existentes entre cada una de las partes del
sistema respiratorio consideradas.

La representación en variables de estado de 3.8-3.11, está dada por 3.12:

σ̇1(t) = σ2(t)

σ̇2(t) = 1
Il

[
−Ppl(t) −Rlσ2(t) − 1

Cl
σ1(t) − σ3(t) + U

]
σ̇3(t) = 1

CT

[
σ2(t) − 1

RT
σ3(t)

]
σ̇4(t) = σ5(t) (3.12)

σ̇5(t) = 1
Irc

[
Ppl(t) −Rrcσ5(t) − 1

Crc
σ4(t) + FM1(t)

]
σ̇6(t) = σ7(t)

σ̇7(t) = 1
Iab

[
Ppl(t) −Rabσ7(t) − 1

Cab
σ6(t) + FM2(t)

]
Ppl(t) = σ6(t) + σ4(t) − σ1(t)

Cpl

σ1(t) = Vl(t) σ2(t) = Ql(t) σ3(t) = Pt(t) σ4(t) = Vrc(t)
σ5(t) = Qrc(t) σ6(t) = Vab(t) σ7(t) = Qab(t)
U = PAtm FM1(t) = Pmus(rc)(t) FM2(t) = Pmus(ab)(t)

Tabla 3.5: Variables de estado del modelo orden superior
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Il = 0.02 cmH2O·s2

L Irc = 0.01 cmH2O·s2

L Iab = 0.1 cmH2O·s2

L

Rl = 4 cmH2O·s
L Rrc = 2 cmH2O·s

L Rab = 1.5 cmH2O·s
L

Cl = 0.4 L
cmH2O Crc = 0.1 L

cmH2O Cab = 0.1 L
cmH2O

Cpl = 0.05 L
cmH2O Rt = 2.5 cmH2O·s

L Ct = 0.15 L
cmH2O

Tabla 3.6: Parámetros usados en el modelo de orden superior

Para observar el comportamiento del sistema de orden superior modificado se
presentan las gráficas de flujo y volumen respiratorio Fig3.7, presión alveolar y la
presión ocasionada por los músculos responsables de la respiración Fig3.8, obtenidas
en simulación de 3.12.

Figura 3.7: Se observa las gráficas de volumen y flujo respiratorio obtenidas al simular el sistema de orden
superior. Al inicio se presentan tres ciclos respiraciones normales seguidos por un periodo de 10 segundos de
apnea obstructiva donde el volumen de aire en los pulmones disminuye y el flujo de aire cesa continuando
con dos ciclos de respiración normal.

Figura 3.8: La imagen muestra las gráfica de presión alveolar y muscular de la simulación del sistema
de alto orden para el sistema respiratorio. Al igual que el anterior se muestra un ciclo normal seguido por
un periodo de apnea donde se ve que aumenta la presión alveolar debido al esfuerzo inspiratorio que realiza
el paciente antes de presentar un microdespertar y volver a la normalidad. Se debe mencionar que al igual
que en la Fig.3.4 la resistencia mantiene un nivel constante en el transcurso de un respiración normal y es
aumentada 15 veces para simular la apnea obstructiva.

El modelo matemático 3.12 es un modelo de séptimo orden, lineal, invariante en el
tiempo, de parámetros concentradnos y dependiente del tiempo. Ahora se necesita
agregar ciertas características para simular los efectos del SAOS y el tratamiento
PAP, tales como el colapso de la vía respiratoria, perdidas de presión en la mascarilla,
variaciones en el tipo de flujo presente e incertidumbres relacionadas con el estado
del paciente.
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3.2.1. Resistor Starling

En esta sección se explicara la relación que existe entre la fisiopatología de la
limitación del flujo respiratorio, el colapso de la vía respiratoria durante el sueño en
los pacientes con SAOS y el modelo matemático que describe este comportamiento.
Tal comportamiento biológico de colapso es el resultado de complejas interacciones
entre el flujo interno y la deformación del tejido circundante en la faringe.

El mecanismo «exacto» por el cual la vía respiratoria superior se colapsa bajo
ciertas condiciones fisiológicas sigue sin ser completamente analizado, debido a que
son muchos los factores que pueden modificar el equilibrio de fuerzas dilatadoras y
colapsantes de la vía respiratoria superior. Aunque algunos los factores conocidos
incluyen alteraciones óseas, extensos depósitos de grasa, cambios del tono muscular,
alteraciones del control central de la respiración, fuerzas de tensión superficial y la
posición corporal.

Los fisiólogos comúnmente usan el dispositivo conocido como Resistor Starling
Fig3.9 desarrollado por el fisiólogo Ernest Starling, como el modelo de la vía respi-
ratoria deformable. El modelo del resistor Starling es un modelo teórico que tiene su
aplicación explicando la dinámica de las vías respiratorias superiores para el manejo
y tratamiento del SAOS durante el ciclo respiratorio.

Figura 3.9: El modelo del resistor Starling se base en considerar la vía respiratoria superior como un
elemento colapsable. La orofaringe permanece abierta, parcialmente abierta o cerrada dependiendo de la
presión proximal en Pproximal, presión distal en Pdistal y la presión del tejido que rodea a la orofaringe en
Ptejido, en general el colapso de la vía respiratoria se debe a al aumento de Ptejido o disminución de Pdistal

El modelo postula que la orofaringe parte de las vías respiratorias superiores
donde ocurre la apnea se comporta como un tubo colapsable y los músculos del
cuello que la rodean como una cámara presurizada [Sta03]. Además provee una
aproximación generalizada para determinar la presión crítica durante la inspiración
y exhalación, basada en las relaciones de presión y flujo del segmento de la vía
aérea superior. Ya que la orofaringe es un segmento colapsable situado entre el
segmento superior oronasal y el segmento inferior la tráquea, el flujo es dependiente
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de la presión superior Pss, la presión inferior Psi y la presión que rodea el segmento
colapsable en este caso los tejidos de la úvula Pcrit.

El modelo predice que la vía respiratoria será cerrada completamente cuando la
presión superior Pss e inferior Psi sean menores al valor de Pcrit, Pcrit > Pss > Psi.
El flujo se reanuda cuando el valor de Pss se incrementa hasta superar Pcrit. Un
estado de flujo limitado ocurre si Pss > Pcrit > Psi Fig.3.10.

Figura 3.10: La vía respiratoria superior presentara condiciones normales cuando la presión ejercida
por el tejido Pcrit sea insuficiente para cerrarla, además de que la diferencia entre Pss > y Psi permita
mantenerla abierta. El paciente comienza a presentar síntomas de apnea, hipopnea, ronquidos y jadeos,
cuando la Pcrit aumenta, debido al cierre parcial de la vía respiratoria. Si Pcrit se incrementa más, la
vía respiratoria terminara por colapsarse impidiendo por completo el flujo de aire. Cabe mencionar que el
concepto de Pcrit, puede entenderse como la flexibilidad y fuerza propia del tejido de la vía respiratoria.

Una presión inefectiva, una presión negativa excesiva durante la inspiración o un
exceso de presión provocada por los tejidos provocan el colapso de la vía respiratoria.
Por lo cual el concepto de resistor Starling tiene diversas implicaciones terapéuticas.
Incrementando la presión superior o también disminuyendo Pcrit las apneas pueden
ser aminoradas, aunque la segunda opción por lo general no es muy viable.

El dispositivo que se emplea para experimentar y obtener las ecuaciones que mod-
elan el comportamiento de la fisiología de las vías respiratorias Fig.3.11 consiste en
un tubo elástico colapsable montado dentro de una cámara llena de aire presurizada,
la presión estática dentro de la cámara se usa para controlar el grado del colapso del
tubo, con lo cual se obtiene una resistencia variable [ABJ96].

Las ecuaciones que describen la relación entre la presión transmural, el área
seccional del tubo colapsable y la constante de proporcional de la resistencia Fig.3.12
se muestran por medio de las ecuaciones 3.13. Donde Pcrit(t) es una función que
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Figura 3.11: Vista esquemática de un dis-
positivo experimental usado para simular el re-
sistor Starling. Consiste en un tubo rígido exter-
no de la cámara el cual se encuentra presurizado
y cuya presión Pcrit puede ser variada y de una
membrana interna permeable y flexible dentro
de la cámara que varía su tamaño de acuerdo a
los valores de la presión superior, inferior y crit-
ica por medio de las valvulas ku y kd. Algunos
de los tamaños que el tubo puede adquirir se
muestran en la segunda parte de la figura sim-
ulando el colapso de la vía respiratoria.

dependerá del tiempo, ya que variara de acuerdo a las condiciones que se presenten
en el paciente yDs(t) será la constante de proporcionalidad de la resistencia Starling.

Pi(t) = Pss(t)− Psi(t) = Ql(t)Rl Pcrit(t) = fcrit(t)

P (t) = Pi(t)− Pcrit(t) α(t) = A

A0
≈ πr2

πr2
0

(3.13)

α(t) =


(
−1

P (t)−1

) 2
3 , P < 0

(P (t) + 1)0.15 , P ≥ 0
Ds(t) = 2

α4 (t)

Figura 3.12: La figura muestra la curva carac-
terística que relaciona la diferencia de presiones en-
tre la diferencia de presión superior (Pss) e infe-
rior (Psi) y la presión crítica (Pcrit) de los tejidos
(P (t)es = (Pss(t)−Psi(t))−Pcrit(t)), con una con-
stante de proporcionalidad asociada con el tamaño
de la vía respiratoria superior α. El modelo se ob-
tuvo a partir de investigación experimental y se de-
sarrollo un modelo matemático aproximado de este,
el cual es descrito en las Ecs. 2.14.
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3.2.2. Ecuación de Rohrer

En las vías respiratorias están presentes dos tipos de flujo, el flujo laminar y el
flujo turbulento. En general, el flujo turbulento se presenta en las vías respiratorias
largas y en las bifurcaciones principales, mientras que el flujo laminar está presente
en las vías respiratorias más cortas. Cuando el flujo de aire dentro de un tubo
alcanza una velocidad critica, se crea un flujo turbulento. En el flujo turbulento, las
moléculas forman remolinos y vórtices en vez de tener un comportamiento ordenado,
por lo cual esas moléculas tienen una velocidad tanto rotacional como linear.

Es bien conocido desde hace un mucho tiempo que las propiedades mecánicas
del tejido de la vía respiratoria exhiben este tipo de comportamiento no lineal.
En 1915 Fritz Rohrer sugirió que la perdida de presión friccional a través de las
vías respiratorias está dada por una función cuadrática del volumen y flujo. Las
vías respiratorias que tienen un comportamiento de flujo laminar, la resistencia está
relacionada con la Ley de Poiseuille, esta ecuación muestra la estrecha relación entre
el radio y la resistencia.

El comportamiento del flujo turbulento es descrito por la ecuación no lineal de
Rohrer empleada para modelar la relación entre la presión alveolar y el flujo de aire
en tubo endotraqueal, además de modelar la resistencia debida al flujo turbulento
dentro de esta durante la ventilación mecánica y está dada por 3.14 [HZ08, PM04].

∆PR(t)
Ql(t)

= T1 + T2 |Ql(t)| (3.14)

Donde T1, T2 son constantes relacionadas con la longuitud del la via respiratoria y
el tipo de flujo dominante en este.

Figura 3.13: La ecuación de Rohrer
es un ejemplo de la relación no lineal
entre presión y flujo que en muchas oca-
siones se linealiza alrededor de zonas
de operación. El comportamiento dom-
inante estará determinado por el tipo
de conducto considerado y de acuerdo a
este será el valor asignado a T1 Y T2.

Simplificación del modelo

Ahora que ya se tiene un sistema descrito de manera detallada y que contiene
las partes más importantes del sistema respiratorio, se enfocara específicamente en
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los pulmones y las vías respiratorias superiores exclusivamente para el diseño del
controlador, aunque las simulaciones seguirán realizándose en el modelo completo.

Esto se debe a que son las de mayor relevancia durante los episodios de apnea
obstructiva que se presentan durante el sueño y ninguna variable del abdomen y
tórax puede ser medida por lo que estas consideraran como una presión generada
por los músculos abdominales y torácicos que se aplica de manera desconocida a
este, en otras palabras se considerara una perturbación del sistema ω(t). El sistema
se puede reducir al siguiente sistema de tercer orden, que emplea como variables de
estado el volumen pulmonar σ1(t), el flujo de aire σ2(t) y la presión nasal σ3(t).

σ̇1(t) = σ2(t)

σ̇2(t) = 1
Il

(
−Rlσ2(t)− 1

Cl
σ1(t)− σ3(t) + U + ω(t)

)
(3.15)

σ̇3(t) = 1
Ct

(
σ2(t)− 1

Rt
σ3(t)

)

Cuya representación en forma matricial es la siguiente: σ̇1(t)
σ̇2(t)
σ̇3(t)

 =

 0 1 0
− 1
IlCl

−Rl
Il

− 1
Il

0 1
Ct

− 1
CtRt


 σ1(t)
σ2(t)
σ3(t)

+

 0
1
Ml

0

U −
 0
ω(t)

0



y(t) =
[

0 1 0
0 0 1

] σ1(t)
σ2(t)
σ3(t)

 (3.16)

Donde:

y(t) , Salidas medibles ω(t) , Incertidumbres intrinsecas
del sistema del sistema respiratorio

Tabla 3.7: Nomenclaturas modelo reducido

Análisis de controlabilidad y observabilidad del sistema reducido

El siguiente paso es analizar las propiedades de controlabilidad y observabilidad
del sistema reducido para conocer los métodos de control posibles de emplear. El
análisis de controlabilidad y observabilidad se realizara por medio del análisis de
rango de la matriz de controlabilidad y observabilidad respectivamente.
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 σ̇1(t)
σ̇2(t)
σ̇3(t)

 =

 0 1 0
− 1
IlCl

−Rl
Il

− 1
Il

0 1
Ct

− 1
CtRt


 σ1(t)
σ2(t)
σ3(t)

+

 0
1
Ml

0

U −
 0
ω(t)

0



Co =
[
B AB A2B

]
=

 0 50 −300
50 −300 −54450
0 1000 −26000



Ob =

 C
CA
CA2

 =



0 1 0
0 0 1
−125 −6 −50

0 20 −20
750 −1089 1300
−2500 −520 −600



rank(Co) = 3 rank(Ob) = 3
El sistema es controlable si se conoce una cota de la perturbación además de que es
de tipo acoplada, es decir si el control actúa en el mismo canal que la perturbación.
El sistema es observable si se conoce las condiciones iniciales del volumen, esto se
puede hacer si se detecta el final de una exhalación en el cual el volumen es cero.

Finalmente tomando en consideración el modelo Starling y el modelo Rohrer se
desarrollar un modelo no lineal que simula el comportamiento de las vías aéreas
superiores y los eventos de apnea de un paciente, dado por las ecuaciones.

σ̇1(t) = σ2(t)

σ̇2(t) = 1
Il

(
−DsRlσ2(t)− (T1σ2(t) + T2 |σ2(t)|σ2(t))− 1

Cl
σ1(t)− σ3(t) + U + ω(t)

)
σ̇3(t) = 1

CT

(
σ2(t)− 1

RT
σ3(t)

)
(3.17)

La contribución de este trabajo en el modelado del sistema respiratorio consistió
en adicionar la dinámica del modelo de la vía respiratoria superior y el tubo de co-
nexión, así como el resistor Starling que simula la obstrucción de la vía respiratoria,
incluir la ecuación de Rohrer representando el tipo de flujo dentro de la vía respira-
toria y la cota de las perturbaciones donde se incluye consideraciones en un rango de
variación de parámetros, perdidas de presión en la mascarilla nasal e incertidumbres
en la respiración de la persona.
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3.3. Validación del modelo

La validación del modelo a emplear se hará a través de comparación con estudios
polisomnograficos de publicaciones en revistas médicas y artículos de investigación
científicas relacionadas con el SAOS y el tratamiento PAP [Bad02, lSWFA99].

Figura 3.14: Gráficas de de volumen y flujo de la simulación del sistema 3.17. El modelo se comparara
con estudios de un paciente real, para conocer que tan cercano es a la realidad. Además será al que se le
aplicara los algoritmos de control para estudiar las ventajas, desventajas y repercusiones de cada uno. Como
recordatorio el cambio entre inspiración y exhalación ocurre cuando el flujo de aire es cero.

Figura 3.15: La gráfica superior muestra la resistencia total de las vías respiratorias, durante la inspiración
la resistencia aumenta mientras que en la exhalación disminuye. Es importante recalcar que el valor de la
resistencia está relacionado con el grado de apnea que el paciente presenta, mayor resistencia resulta en una
mayor oclusión de las vías respiratorias, por esta razón la apnea se presenta durante la inspiración. Mientras
que la segunda gráfica muestra el comportamiento de la presión alveolar y la presión critica.
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Figura 3.16: La imagen es un estudio polisomnográfico realizado a una persona en estado de vigilia (sin
dormir) y una persona en estado normal. La finalidad es validar el modelo realizado Fig.3.14 con estudios
reales, principalmente en este caso el volumen y flujo respiratorio, el modelo prueba ser bastante cercano
a la realidad. En estado de vigilia el ritmo de respiración es más rápido, lo que incrementa el volumen de
aire inspirado, aumentando la presión pulmonar. También se debe mencionar que el incremento de presión
se debe al incremente de la resistencia respiratoria durante el sueño.

Figura 3.17: Obsérvense dos pausas respiratorias casi consecutivas en el canal que dibuja el flujo aéreo
(1 y 2) y como esto coincide, para la primera apnea, con un esfuerzo respiratorio creciente en los canales que
recogen los movimientos torácicos y abdominales (apnea obstructiva) y con una ausencia de movimientos
respiratorios para la segunda (apnea central). Es evidente la desaturación de oxígeno que progresivamente
se produce tras la primera apnea. Abreviaturas EEG electroencefalograma; EOG Electrooculograma; ECG
electrocardiograma; OXI oximetría; FA flujo aéreo; ER-T esfuerzo respiratorio abdominal; ER-S esfuerzo
respiratorio de suma.
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3.4. Modelo dinámico del ventilador PAP

Como se menciono en el inicio de este capítulo, se necesita un modelo matemático
que describa el comportamiento del ventilador PAP. En esta sección se mostraran
dos acercamientos empleados para simularlo. El ventilador PAP es un dispositivo
que consta de diversos componentes integrados, como se muestra en la Fig1.11, lo
que se requiere es modelar la relación que existe entre el voltaje de excitación del
ventilador centrifugo y la presión de salida de este.

Los ventiladores centrífugos son máquinas usadas para producir el movimiento
de aire en diversas aplicaciones. En estos ventiladores el aire ingresa en dirección
paralela al eje del rotor, por la boca de aspiración y la descarga se realiza tangencial-
mente al rotor, es decir que el aire cambia de dirección noventa grados. Este tipo de
ventiladores desarrolla presiones altas, alcanzando presiones de hasta 150 cmH2O.

Su funcionamiento se basa en la entrega de energía mecánica al aire a través de
un rotor que posee una serie de paletas o álabes, de diversas formas y curvaturas,
que giran aproximadamente entre 200 y 5000 rpm dentro de una caja o envoltura y
que incrementan la energía cinética del fluido, que luego se transforma parcialmente
en presión estática Fig3.18a.

Figura 3.18: Uno de los componentes empleados con mayor frecuencia para suministrar la PAP es por
medio de un soplador, cuyo principal componente es un motor eléctrico, actualmente se emplean motores sin
escobillas aunque los primeros dispositivos emplearon motores de c.c. Otro método empleado para generar
la PAP con mucha menor frecuencia debido al costo del equipo y tamaño es la presión neumática empleada
en hospitales para la ventilación asistida, nebulizador, soporte vital, entre otras aplicaciones. [URLg]

Aunque el ventilador PAP es el dispositivo de elección en casi todos los casos
del tratamiento del SAOS, existen otros dispositivos más complejos y especializados
para casos especiales, como en pacientes con complicaciones cardiacas provocadas
por el SAOS, terapia intensiva, fallas respiratorias y de soporte vital, que igualmente
suministran una presión positiva para que el paciente pueda respirar, pero por medio
de oxígeno presurizado controlado por válvulas neumáticas Fig 3.18b.
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Al usar la ventilación mecánica se supone que toda la presión necesaria estará
suministrada por el ventilador por lo cual se considera que ayuda a la presión provo-
cada por los músculos abdominales y torácicos durante la inspiración y exhalación,
las cuales son tomadas como una incertidumbre del sistema.

3.4.1. Enfoque mediante motor c.c

El primer enfoque que se planteó para el diseño del modelo del ventilador PAP
es considerar un motor de corriente continua (c.c.), debido a como ya se menciono
los primeros dispositivos empleaban este tipo de motor, además de que el compor-
tamiento dinámico entre un motor sin escobillas y un motor de c.c. es muy similar.

Figura 3.19: Para modelar la dinámica del ventilador PAP la primera idea fue emplear el modelo de un
motor c.c. El esquema descriptivo empleado para modelar el motor c.c del ventilador PAP consta de una
parte eléctrica, compuesto por una resistencia eléctrica, inductancia eléctrica y un voltaje de excitación para
la parte mecánica. La parte mecánica está compuesta por el impulsor y compresor.

El conjunto de ecuaciones que modelan el sistema son las siguientes:

VF = VL + VR + Vω

Ti = TJ + Tb

VF = LE
di(t)
dt

+REi(t) +KBω(t) (3.18)

KT i(t) = JM
dω(t)
dt

+ bMω(t)

los parámetros empleados en el modelo 3.18 se muestran en la Tab.3.8

Para obtener la presión de salida provocada por la rotación del motor c.c. se
multiplicará la velocidad angular de la salida del motor por una constante de pro-
porcionalidad basada en datos técnicos de diversas hojas de ventiladores PAP y en
la teoría de turbomáquinas, para hacer corresponder el voltaje de entrada al motor
con una presión de salida aproximada.
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VF , Voltaje de la fuente [V] i(t) , Corriente de armadura [A]
ω(t) , Velocidad angular LE , Inductancia de armadura [H]
del eje [rad/seg],[RPM]
RE , Resistencia de armadura [Ω] KB , Constante de fuerza

contraelectromotriz [ V
rad

]
KT , Constante de torque [ N m

A
] JM , Inercia del motor, rotor

y carga [Kg m2]
bM , Constante de fricción
viscosa [ Kg m2

s
]

Tabla 3.8: Nomenclaturas Motor c.c.

La teoría de una dimensión de las turbomáquinas Fig3.20 se basa en las siguientes
suposiciones:

Las aspas son infinitamente delgadas y la diferencia de presión a través de estas
es remplazada por fuerzas imaginarias actuando en el fluido y produciendo un
torque.

El número de aspas es infinitamente grande, entonces la variación de velocidad
a través de las aspas se reduce y tiende a cero.

A través de la parte del impulsor donde el intercambio de energía se lleva a
cabo no existe una variación de velocidad en el plano meridional, esto es a
través del grosor del impulsor.

Figura 3.20: El flujo real a través de un impulsor como el del ventilador PAP es en tres dimensiones, lo
que quiere decir que la velocidad del fluido esta en función de tres coordenadas de posición por lo cual la
distribución de la velocidad es muy compleja y depende del número de aspas, su forma, grosor, radio del
impulsor entre otros factores. La teoría de una dimensión [DGSJ05] da como resultado que el flujo a través
de un impulsor centrífugo pueda ser representado por este diagrama lo cual simplifica en gran medida el
análisis de la relación entre velocidad del motor y presión de salida del ventilador.

Según datos de sopladores para CPAP en promedio los motores tienen entre
1200 a 2300 rev/mı́n y operan a una corriente entre 0.5 a 1.5 A entre 12 a 24 V.
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De acuerdo a esto, los parametros usados para modelar el ventilador BPAP están
dados en la Tabla3.9:

El sistema del motor en variables de estado esta definido como:[
γ̇1(t)
γ̇2(t)

]
=
[
−RE
LE

−KB
LE

KT
JM

− bM
JM

] [
γ1(t)
γ2(t)

]
+
[

1
LE

0

]
UV (3.19)

γ1(t) = i(t), γ2(t) = ω(t)

Los resultados obtenidos en la simulación del sistema son los siguientes:

Figura 3.21: Los resultados de simular el motor de D.C. muestran el comportamiento de la velocidad
angular de salida del ventilador a cierto voltaje de entrada.

RE = 10Ω LE = 0.001H KB = 0.08 V
rad

KT = 0.08 N m
A JM = 1× 10−5Kg m2 bM = 3× 10−4 Kg m2

s

Tabla 3.9: Parametros Motor C.C.

3.4.2. Enfoque mediante función de transferencia

El segundo enfoque para encontrar el modelo del ventilador PAP está basado en
cambiar un modelo de función de transferencia en tiempo discreto de un ventilador
PAP presentado en [TWC07], relaciona el voltaje de entrada del ventilador con
la presión de salida suministrada, a un modelo en variables de estado en tiempo
continuo.

Su comportamiento dinámico está representado por la función de transferencia:

d(z) = b1z
−1 + b2z

−2

1 + a1z−1 + a2z−2 (3.20)
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Substituyendo Tab3.10 en d(z) se obtiene:

d(z) = 0.6z − 0.42
z2 − 1.09z + 0.27 D (s) = 92.93s+ 3317

s2 + 131s+ 3317 (3.21)

La representación de d(z) en espacio de estados está dada por el sistema 3.22, donde
yβ(t) es la presión de salida del ventilador.[

β̇1(t)
β̇2(t)

]
=
[

0 1
−3317 −131

] [
β1(t)
β2(t)

]
+
[

0
1

]
UE (3.22)

yβ(t) = 3317β1(t)

Figura 3.22: Resultados obtenidos de la simulación del sistema 3.22 un voltaje de entrada provoca una
presión de salida.

a1 = −1.09 a2 = 0.27 b1 = 0.6 b2 = −0.42

Tabla 3.10: Parametros Modelo Ventilador

La aportación realizada en esta sección consiste en la obtención de un modelo
del ventilador PAP que pueda ser empleando en la simulación del tratamiento PAP,
cumpliendo las características requeridas en este trabajo y de acuerdo a los esquemas
de control que se usaran, para llevar a cabo comparaciones entre los resultados de
cada uno de los controladores.
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Capítulo 4

Control por Modos Deslizantes

El enfoque de control por modos deslizantes es reconocido como una herramienta
eficiente y sencilla para desarrollar controladores robustos para sistemas complejos de
alto orden no lineales operando bajo condiciones de incertidumbres y perturbaciones
externas e internas en una variedad de modos operacionales como regulación, control
de trayectoria, diferenciación y observación.

La mayor ventaja de los controladores por modos deslizantes es su baja sensibili-
dad ante la variación de parámetros e incertidumbres que el sistema pueda presentar
lo cual elimina la necesidad de un modelo exacto.El control por modos deslizantes
implica que la acción de control son funciones de los estados discontinuas que pueden
ser fácilmente implementadas por convertidores de potencia convencionales [PB02].

Debido a estas propiedades el control por modos deslizantes ha probado ser apli-
cado a una gran variedad de problemas en robótica, dispositivos eléctricos y gener-
adores, control de procesos químicos y biológicos, control de movimiento de vehículos
y en esta ocasión en un problema de biomedicina. Con todas las ventajas presentadas
de los controladores por modos deslizantes estos presentan una deficiencia principal,
el llamado efecto de chattering o de castañeo. El chattering son vibraciones de alta
frecuencia provocadas por el controlador [SFS04].

En particular los controladores por modos deslizantes de segundo orden son em-
pleados para eliminar el efecto de chattering o para mantener la restricción del
grado relativo dos, además del hecho de que han sido implementados con éxito en
la solución de diversos problemas.

El control por modos deslizantes (CMD) ha atraído el estudio de sistemas no
lineales por muchos años. Emplea un control discontinuo para forzar las trayectorias
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del sistema a un conjunto prescrito, en el cual el modo deslizante aparece.

Un conjunto deslizante está definido como la intersección entre un conjunto de
superficies de conmutación en el espacio de estado, las cuales son seleccionadas tal
que en el modo deslizante el sistema tenga el comportamiento deseado tal como
estabilidad, buena respuesta transitoria, rechazo de perturbaciones, etc.

En general el diseño del CMD consiste en dos fases. La primera fase es diseñar la
superficie deslizante tal que, cuando el movimiento este restringido al conjunto s=0,
el sistema reducido se comporte de la manera requerida. Ya que el par del sistema
reducido es controlable la matriz K puede ser diseñada usando cualquier método de
diseño de control lineal, por ejemplo: diseño de control de modos deslizantes basado
en la formula de Ackermann [AU94] o un método conocido como diseño optimo de
la superficie deslizante [Xu07].

La segunda fase es diseñar la ley de control de conmutación tal que las trayectorias
del los estados del sistema puedan ser atraídas a la superficie en tiempo finito y
mantenerlas en este.

En este capítulo se mostrara el procedimiento y la implementación del algoritmo
Super Twisting a los modelos del sistema respiratorio y del ventilador PAP mostra-
dos en el Capítulo 3 de este trabajo. También se presentaran los resultados de las
simulaciones obtenidos y la comparación de resultados obtenidos con algoritmos de
modos deslizantes de primer orden y PID.

4.1. Algoritmo Super Twisting

El algoritmo Super Twisting es un algoritmo de control por modos deslizantes
de segundo orden bien conocido, inicialmente fue diseñado como una ley de control
absolutamente continua, permitiendo compensar perturbaciones de tipo Lipschitz
asegurando convergencia en tiempo finito, además ha sido desarrollado para contro-
lar sistemas con grado relativo uno, con la finalidad de evitar el efecto de chatering
en los sistemas de estructura variable.

También en este caso las trayectorias en el plano de según orden esta caracter-
izado por el twisting alrededor del origen, perola ley de control continua u(t) está
constituida por dos términos. El primero está definido por medio de su derivada
de tiempo discontinua, mientras el otro es una función continua de la variable de
deslizamiento disponible [FMI11].

UNAM



58 Controlador por Modos Deslizantes

4.2. Diseño del controlador para el S.R.

Reordenando el sistema reducido y normalizándolo para llevarlo a su forma reg-
ular 4.1, para que el sistema tome la forma siguiente:

η̇(t) = A11η(t) +A12ξ(t) (4.1)
ξ̇(t) = A21η(t) +A22ξ(t) + U + ω(η, ξ, t)

Donde η̇ es el vector de estados sin entradas y ξ̇ el vector de estados con la entrada
de control e incertidumbres acompladas. Teniendo el sistema en forma regular se
procede al diseño del controlador Super Twisting del sistema reducido del sistema
respiratorio (SR) 3.17.

η̇1(t) = 1
Il
ξ(t)

η̇2(t) = 1
CtIl

ξ(t)− 1
CtRt

η2(t) (4.2)

ξ̇(t) = − 1
Cl
η1(t)− η2 (t)− Rl

Il
ξ(t) + U + ω(η, ξ, t)

En el siguiente procedimiento se mostraran los pasos para el diseño del control ST,
para el SR basado en el trabajo de [GMF11].

La ecuación de la superficie de deslizamiento se elije de la forma:

s(t) = ξ(t) +Kη(t), s(t) = 0 (4.3)
ξ (t) = s(t)−Kη(t), ṡ (t) = ξ̇(t) +Kη̇(t)

K y η son vectores definidos de la siguiente manera, K se obtiene por medio de 2.7.

K =
[
K1 K2

]
, η (t) =

[
η1(t)
η2(t)

]
Desarrollando ṡ:

ṡ (t) = − 1
Cl
η1(t)− η2(t)− Rl

Il
ξ(t) + U + ω(t) +

[
K1 K2

] [ η̇1(t)
η̇2(t)

]
(4.4)

ṡ (t) = − 1
Cl
η1(t)− η2(t)− Rl

Il

(
s(t)−

[
K1 K2

] [ η1(t)
η2(t)

])
+ U + ω(t) (4.5)

+


[
K1 K2

]


1
Il

(
s(t)−

[
K1 K2

] [ η1(t)
η2(t)

])
1
Ct

(
1
Il

(
s(t)−

[
K1 K2

] [ η1(t)
η2(t)

])
− 1

Rt
η2(t)

)


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Agrupando y reduciendo términos de ṡ finalmente se obtiene:

ṡ(t) =
(
− 1
Cl

+ K1Rl
Il
− K2

1
Il
− K1K2

CtIl

)
η1(t) +

(
−Rl
Il

+ K1
Il

+ K2
CtIl

)
s(t)

+
(
−1 + K2Rl

Il
− K1K2

Il
− K2

2
CtIl

− K2
CtRt

)
η2(t) + U + ω(t)

U = v(t) + Ueq(t)

El siguiente paso es utilizar el control equivalente tal que ṡ = v+ω(t), de la siguiente
manera:

Ueq = −
(
− 1
Cl

+ K1Rl
Il
− K2

1
Il
− K1K2

CtIl

)
η1(t)−

(
−Rl
Il

+ K1
Il

+ K2
CtIl

)
s(t)

−
(
−1 + K2Rl

Il
− K1K2

Il
− K2

2
CtIl

− K2
CtRt

)
η2(t) (4.6)

La matriz K se elije tal que (A11 −A12K) sea Hurwitz cuando s = 0. Aplicando el
Ueq, ṡ se reduce a:

ṡ(t) = v(t) + ω(t) (4.7)
η̇(t) = (A11 −A12K) η(t) +A12s(t)

El algoritmo Super Twisting esta dado por:

v(t) = −M1φ1 (s(t))−M2

∫ t

0
φ2 (s(t)) dt (4.8)

φ1 y φ2, estan definidas como:

φ1 (s) = |s|
1
2 sign (s) + µ2s, µ2 ≥ 0 (4.9)

φ2 (s) = 1
2sign (s) + 3

2µ2 |s|
1
2 sign (s) + µ2

2s

Donde la perturbación:
ω(η, ξ, t) = Ppl(t) + f̃(t)

Donde Ppl(t) es la presión pleural, que corresponde a la parte del sistema tórax y
abdomen, 3.10 y 3.11 y f̃(t) corresponde a la cota de las perturbaciones posibles que
el paciente pueda tener, incremento de la resistencia respiratoria, cambio de posición
al dormir etc. Esta perturbacion se puede acotar por medio de la siguiente función
del tiempo de la siguiente manera:

ω(t) = −2 sin(3t) + 4 cos(t)− 3 (4.10)
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Que corresponde a una frecuencia respiratoria de 20 respiraciones por minuto y de
manera forzada, al presentarse un incremento de la resistencia resiratoria.

Matriz de Rosenbrock

R =
[
sI −A −D
C 0

]
=


s −1 0 0
1

MlCl
s+ Rl

Ml

1
Ml

1
0 − 1

CT
s+ 1

CTRT
0

0 1 0 0
0 0 1 0

 =


s −1 0 0

125 s+ 12 50 1
0 −20 s+ 20 0
0 1 0 0
0 0 1 0



4.3. Diseño basado en función de Lyapunov

Se tiene el sistema 4.7, con el controlador Super Twisting:

v(t) = −M1φ1 (s(t))−M2

∫ t

0
φ2 (s(t)) dt

La clase de perturbaciones que puede compensar el algoritmo Super Twisting gener-
alizado, tienen que satisfacer ciertas condiciones de sector. La perturbación se puede
reescribir como:

ω(t) = g1(t) + g2(t)
= θ1ω1(t) + θ2ω2(t) ≥ 0 (4.11)

para todo θ1, θ2 ≥ 0

El sistema 4.7, con el controlador Super Twisting se puede reescribir de la sigu-
iente manera:

η̇(t) = (A11 −A12K) η(t) +A12s(t)
ṡ(t) = −M1φ1 (s(t)) + z(t) + g1(t) (4.12)

ż(t) = −M2φ2 (s(t)) + d

dt
g2(t)

Las funciones g1(t) y d
dtg2(t) deben satisfacer las siguientes condiciones, en si

deben de estar acotadas mediante las siguientes funciones:

|g1(t)| ≤ ρ̂1 (x, t) |φ1 (s)| (4.13)∣∣∣∣ ddtg2(t)
∣∣∣∣ ≤ ρ̂2 (x, t) |φ2 (s)| (4.14)

UNAM



Diseño basado en función de Lyapunov 61

Donde ρ̂1 (x, t) , ρ̂2 (x, t) ≥ 0 son funciones conocidas. El componente g1 de la per-
turbación tiene que desvanecerse cuando s = 0, este no es el caso para la derivada
de la componente g2 de la perturbación, ya que para s = 0 es suficiente que este
acotada.

Se propone una función candidata de Lyapunov

Vq(s, z) = ςT (t)Pkς(t) (4.15)

Donde ς es un vector y se define como:

ςT =
[
φ1 (s(t)) z(t)

]
Usando la derivada de ς se puede encontrar la derivada de Vq

ς̇ = φ̇1(s)
[
−M1φ1(s) + z(t) + g1(t)
−M2φ2 (s(t)) + g2(t)

]
(4.16)

= φ̇1 (s(t)) (Aς +Bĝ(t))

Obteniendo la derivada de Vq(s, z)

V̇q(s, z) = φ̇1 (s(t)) ςT
(
ATPk + PkA+Bĝ(t)

)
ς (4.17)

= −φ̇1 (s(t)) ςTQkς
= φ̇1 (x1)

{
ς
(
ATP + PA

)
ς + ĝTBTPς + ςTPBĝ

}
V̇q(s, z) se puede reescribir mediante el uso de matrices.

V̇q(s, z) = φ̇1 (s(t))
[
ς
ĝ

]T [
ATP + PA PB

BTP 0

] [
ς
ĝ

]

≤ φ̇1 (s(t))


[
ς
ĝ

]T [
ATP + PA PB

BTP 0

] [
ς
ĝ

]
+ ω (t)

 (4.18)

= φ̇1 (s(t))
[
ς
ĝ

]T [
ATP + PA+R+ εI PB

BTP −θ

] [
ς
ĝ

]

Donde B es:
B =

[
1 0
0 1

]
, B =

[
1
0

]
, B =

[
0
1

]
(4.19)

Dependiendo si g1 y g2 están presentes, solo g1 o solo g2.

UNAM



62 Controlador por Modos Deslizantes

El problema se reduce a resolver el problema de LMI tal que:[
ATP + PA+ εI +R PB

BTP −Θ

]
≤ 0 (4.20)

equivalentemente, existe una P que resuelva la desigualdad algebraica de Riccati.

ATP + PA+ εI +R+ PBΘ−1BTP ≤ 0 (4.21)

A =
[
−K1 −K2

1 0

]
=
[
−15 −30

1 0

]
F =

[
1
0

]
B =

[
1 0
0 1

]
Θ =

[
2 0
0 1

]
P =

[
p1 p2
p2 p3

]
=
[

0.075 −0.0153
−0.0153 −0.041

]
R =

[
θ1g

2
1 + θ2g

2
2
]
FTF =

[
0.75 0

0 0

]

4.4. Gráficas controlador Super Twisting y PID

Primero se muestra una comparación entre la presión ideal requerida y la presión
de salida suministrada Fig.4.1. Es importante mencionar que la señal de referencia

Figura 4.1: La figura superior muestra la comparación entre la señal de referencia de presión requerida
dada por el sensor de flujo y presión con la presión nasal que recibe el paciente. La imagen inferior muestra
el comportamiento de la resistencia respiratoria del modelo en estado normal y cuando esta implementado
el tratamiento.

UNAM



Gráficas controlador Super Twisting y PID 63

está diseñada para el confort del paciente, ya que incrementa la presión durante la
inspiración para respirar con mayor facilidad durante esta fase y disminuye durante
la exhalación reduciendo el esfuerzo del paciente. Se cambio la referencia de presión
el primero entre 3-6 cmH2O y el segundo entre 5-10 cmH2O. Para conocer que tanto

Figura 4.2: En las gráficas se observa la presión de control U requerida por el ventilador para que la
presión de salida sea igual a la requerida. Se aprecia que la presión del control U debe ser superior a la
requerida para compensar la presión del paciente.

Figura 4.3: Las gráficas muestran el comportamiento del flujo y volumen respiratorio cuando el paciente
está recibiendo el tratamiento de presión positiva. Es necesario recordar que se administraron 2 niveles de
presión 3-6 cmH2O y 5-10 cmH2O, por lo cual se nota un incremento en el volumen y flujo respiratorio al
incrementar la presión suministrada. Se puede notar la diferencia en estado normal en comparación con la
Fig.3.14

el algoritmo por modos deslizantes mejoro a los algoritmos de control PID con las
ganancias calculadas por el metodo de Ziegler-Nichols se presentan las simulaciones.
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(a) Los resultados obtenidos de la presión de referencia contra la presión nasal mediante un algoritmo
de control PID basado en las reglas de Ziegler Nichols se muestran en la gráfica anterior. Se obtuvieron
resultados parecidos a los obtenidos mediante el algoritmo Super Twisting. Con la diferencia de que el error
de seguimiento es mayor, el cual se muestra en la figura siguiente.

(b) En esta figura se muestra el error de seguimiento al usar el algoritmo PID y la entrada de control
necesaria para lograr la presión de referencia. Como ya se menciono las ganancias del PID se realizo por
medio de las reglas de Ziegler Nichols, además a diferencia del algoritmo Super Twisting el error no se vuelve
cero aunque este no de una amplitud considerable.

(c) El propósito de esta figura es mostrar una comparación directa entre el algoritmo PID y S.T. Aunque no
se aprecia una gran diferencia a simple vista se mostró mediante los errores de seguimiento de cada algoritmo
que la respuesta del S.T. es en cierta medida mejor.

Figura 4.4: Resultados controlador PID sistema respiratorio
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4.5. Ventilación mecánica

Control de velocidad por modos deslizantes de primer orden para el motor CC
[UGS99]. Se desea que el motor con el modelo en variables de estado 3.19, siga una
referencia de velocidad de acuerdo a los requerimientos de presión necesarios por lo
que se define el error de la siguiente manera:

e(t) = γ∗2(t)− γ2(t) = χ1(t) ė(t) = γ̇∗2(t)− γ̇2(t) = χ2(t) (4.22)

Cambiando el sistema a este nuevo sistema de referencia se obtiene:

χ̇1(t) = χ2(t) (4.23)
χ̇2(t) = χ̈∗2(t) +H2χ̇

∗
2(t) +H1χ

∗
2(t) +H3UV − χ2(t)−H1χ1(t)

Donde:

H1 = RE
LE

+ bM
JM

, H2 = REbM +KTKB

LEJM
, H3 = KT

JMLE

La superficie deslizante se elije como:

ϑ(t) = Cs (γ∗2(t)− γ2(t)) + (γ̇∗2(t)− γ̇2(t))
= Cse(t) + ė(t)
= Csχ1(t) + χ2(t) (4.24)

Con la función de Lyapunov, para encontrar el controlador necesario para hacer que
el sistema converja.

Vm(t) = 1
2ϑ

2(t) (4.25)

Obteniendo la derivada de Vm(t) y desarrollando se obtiene:

V̇m (t) = ϑ(t)ϑ̇(t) < 0
= ϑ(t) (Csχ̇1(t) + χ̇2(t)) (4.26)
= ϑ(t) (Csχ2(t) + χ̈∗2(t) +H2χ̇

∗
2(t) +H1χ

∗
2(t) +H3UV − χ2(t)−H1χ1(t))

El control UV que hace que V̇m(t) converja exponencialmente esta dado por:

UV = U0sign (ϑ(t)) (4.27)

U0 >
1
H3
|Csχ2(t) + χ̈∗2(t) +H2χ̇

∗
2(t) +H1χ

∗
2(t)− χ2(t)−H1χ1(t)|

V̇m(t) < 0

Los resultados obtenidos mediante el algoritmo de modos deslizantes de primer
orden [UGS99] son los de la Fig.4.5:
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66 Controlador por Modos Deslizantes

Figura 4.5: Resultados obtenidos al aplicar el controlador por modos deslizantes de primer orden para el
modelo del motor D.C. Se puede notar el característico chatering del algoritmo de primer orden ocasionado
por el sign(s). También es visible que este algoritmo aunque sigue la referencia de presión de una manera
muy precisa la señal de voltaje que excita al motor de D.C. no es la mejor por el cambio de voltaje tan
brusco al que se ve sometido.

4.6. Diseño del controlador para el ventilador PAP

Control de velocidad por modos deslizantes algoritmo Super Twisting para el
motor CC

La dinamica del ventilador esta representada por:[
γ̇1(t)
γ̇2(t)

]
=
[
−RE
LE

−KB
LE

KT
JM

− bM
JM

] [
γ1(t)
γ2(t)

]
+
[

1
LE

0

]
UV (4.28)

γ1(t) = i(t) γ2 (t) = ω (t)

Usando este cambio de variables

Φ(t) = LEγ1(t) Ω(t) = γd(t)− γ2(t) (4.29)

El sistema toma la siguiente forma normalizada

Φ̇(t) = −RE
LE

Φ(t)−KB (γd(t)− Ω(t)) + UV

Ω̇(t) = γ̇d(t)−
[
KT

JMLE
Φ(t)− bM

JM
(γd(t)− Ω(t))

]
(4.30)

La ecuación de la superficie de deslizamiento esta dada por:

Ψ(t) = Φ(t) +KαΩ(t) (4.31)
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Lo cual deja al sistema como:

Ω̇(t) = γ̇d(t)−
[
KT

JMLE
(Ψ(t)−KαΩ(t))− bM

JM
(γd(t)− Ω(t))

]
(4.32)

Ψ̇(t) = D1 (Ψ(t)−KαΩ(t)) +D2 (xd(t)− Ω(t)) +Kαγ̇d(t) + UV

Donde D1 y D2 están definidas como:

D1 = −RE
LE
− KTKα

JMLE
, D2 = KαbM

JM
−KB

Con:
UV = Ueq + Λ(t)

El control equivalente Ueq que hace que Ψ̇(t) = Λ(t) + ωM (t) es:

Ueq = −D1 (Ψ(t)−KαΩ(t))−D2 (γd(t)− Ω(t))

Con el control equivalente empleado el sistema queda:

Ω̇(t) = γ̇d(t)−
[
KT

JMLE
(Ψ(t)−KαΩ(t))− bM

JM
(γd(t)− Ω(t))

]
Ψ̇(t) = Λ(t) + ωM (t) (4.33)

La perturbación está definida como:

ωM (t) = Kαγ̇d(t) + ωp(t)

Donde Kαγ̇d(t) es debida a las variaciones de presión que puedan ocurrir y ωp(t) a
las posibles fugas de la mascarilla.

Empleando el controlador Super Twisting definido como:

Λ(t) = −N1φΨ1(Ψ(t))− N2
2

∫ τ

0
φΨ2(Ψ(t))dt

Donde φΨ1 y φΨ2, estan definidas como:

φΨ1(Ψ(t)) = |Ψ|
1
2 sign (Ψ) + δ2Ψ, δ2 ≥ 0 (4.34)

φΨ2(Ψ(t)) = 1
2sign (Ψ) + 3

2δ2 |Ψ|
1
2 sign (Ψ) + δ2

2Ψ

El algoritmo super twisting obtiene los siguientes resultados:

En esta sección se mostrara el diseño del controlador Super Twisting para el
sistema en variables de estado del ventilador PAP 3.22, obtenido por medio de la
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Figura 4.6: En la gráfica se aprecian los resultados obtenidos mediante el algoritmo Super Twisting. Se
puede observar que los cambios en el voltaje necesarios para que el ventilador proporcione la salida de presión
no son tan abruptos por lo cual el controlador resulto eficiente, en comparación con los resultados obtenidos
por el algoritmo deslizante de primer orden.

función de transferencia 3.20, además se le agregaran perturbaciones provocadas por
fugas de presión y se comparara los resultados con algoritmos PID y MD de primer
orden.

β̇1(t) = β2(t)
β̇2(t) = −3317β1(t)− 131β2(t) + UE

Ps(t) = 3317β1(t)

Se realiza el siguiente cambio de variables:

g1(t) = 3317β1(t) g2(t) = β2(t) (4.35)

El sistema toma la forma de:

ġ1(t) = 3317g2

ġ2(t) = −g1(t)− 131g2(t) + UE

Ps(t) = g1(t)
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Donde g1(t) es la presión de salida del ventilador BPAP

µ1(t) = g1(t)− g∗1(t)
µ2(t) = g2 (t)

Siguiendo el mismo procedimiento explicado para el controlador del sistema respira-
torio y del motor cc, que es proponer la función deslizante W (t) = µ2(t) +Kvµ1(t),
encontrar su derivada dotW (t), hacer que Ẇ (t) = Vv(t) − Kv ġ

∗
1(t) por medio del

control equivalente UE y aplicar el controlador Super Twisting Vv(t), encontrando
las ganancias Rv1, Rv2 por medio de la función de Lyapunov Vq(W, z) = ςT (t)Pkς(t)

µ̇1(t) = 3317µ2(t)− ġ∗1(t) (4.36)
µ̇2(t) = − (µ1(t) + g∗1(t))− 131µ2(t) + UE

W (t) = µ2(t) +Kvµ1(t) Ẇ (t) = µ̇2(t) +Kvµ̇1(t) (4.37)

µ̇1(t) = 3317 (W (t)−Kvµ1(t))− ġ∗1(t) (4.38)
Ẇ (t) = − (µ1(t) + g∗1(t)) + (−131 + 3317Kv) (W −Kvµ1) + UE −Kv ġ

∗
1(t)

UE = − (−131 + 3317Kv) (W (t)−Kvµ1(t)) + (µ1(t) + g∗1(t)) + Vv

µ̇1(t) = 3317 (W (t)−Kvµ1(t))− ġ∗1(t) (4.39)
Ẇ (t) = Vv(t)−Kv ġ

∗
1(t)

Vv(t) = −Rv1φv1(W (t))− Rv2
2

∫ τ

0
φv1(W (t))dt

Donde φv1 y φv2, estan definidas como:

φv1(W (t)) = |W |
1
2 sign (W ) + δ2W, δ2 ≥ 0 (4.40)

φv2(W (t)) = 1
2sign (W ) + 3

2δ2 |W |
1
2 sign (W ) + δ2

2W

Las figuras 4.7 a 4.9, muestra los resultados obtenidos al simular los controladores,
por modos deslizantes de primer orden convencional, el algoritmo Super Twisting
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generalizado y el algoritmo PID, al sistema 4.36, adicionando una perturbación
debida a variaciones de presión del ventilador, fugas en la mascarilla nasal, que
variaran entre 0.3 a 0.7 cmH2O, por medio de una señal sinusoidal.

Los resultados obtenidos en la Fig4.7, correspondiente al algoritmo de Modos
Deslizantes de primer orden, logra seguir la señal de referencia de presión adecuada-
mente aun en presencia de la perturbación. La principal desventaja de este algoritmo
como ya se había señalado es el tipo de voltaje que sería necesario aplicar al venti-
lador, debido a la función sign. Además de que la señal de error nunca es igual a
cero y se pueden apreciar los efectos del chattering.

La Fig4.8 muestra los resultados obtenidos por el controlador Super Twisting, en
este caso al igual que los modos deslizantes de primer orden, logra seguir la referencia
de presión requerida pero a diferencia de este el voltaje que el controlador aplica al
ventilador, es siempre positivo, no presenta variaciones considerables, además de ser
un voltaje más adecuado para el motor del ventilador. También se puede ver que el
error de seguimiento es cero a excepción de cuando se presenta la conmutación en
el nivel de presión requerido, donde varía muy poco.

Por último la Fig4.9 presentan los resultados obtenidos por medio del algoritmo
PID, en esta se puede ver que aunque el PID sigue la señal de referencia, el error de
seguimiento es mayor que en los algoritmos por Modos Deslizantes, debido a que no
puede compensar la perturbación de manera adecuada por completo, además de que
el voltaje necesario presenta picos de voltaje en cada cambio de nivel de referencia
de presión.
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(a) Presión de referencia vs Presión de salida MD 1o orden

(b) Gráficas del voltaje de control y error del MD 1o orden

Figura 4.7: Resultados Modos deslizantes de 1o orden

(a) Presión referencia vs Presión salida control Super Twisting

(b) Señal de voltaje de control y error del ST

Figura 4.8: Resultados algoritmo Super Twisting
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(a) Presión referencia vs Presión Salida PID

(b) Señal de control voltaje y error PID

Figura 4.9: Resultados control PID

Figura 4.10: La gráfica muestra la comparación directa entre los errores obtenidos por cada uno de los
controladores, donde se puede observar que el algoritmo Super Twisting es el que tiene un menor error de
seguimiento en la señal de referencia mientras que el algoritmo PID es el que presenta un mayor error y
prácticamente su error nunca es cero.
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Sistema Conjunto

5.1. Diagrama completo

Hasta ahora se ha desarrollado por separado el diseño de control para una de las
partes involucradas en el tratamiento del SAOS por medio de la ventilación positiva.
Primero se desarrollo el controlador para el sistema respiratorio y después para las
dos aproximaciones al ventilador PAP. En este capítulo se mostrara el paso final de
este trabajo desarrollado, el cual consiste en conjuntar los dos algoritmos de control
mostrados en el Capítulo 4 de acuerdo al esquema de la Fig.5.1, el primero para el
control del comportamiento y tratamiento del paciente representado por el modelo
respiratorio presentado en el Capítulo 3 y el segundo control de la presión sumin-
istrada por el ventilador BPAP que proporciona la presión positiva que requiere el
paciente para el tratamiento del SAOS. Esto se realizara por medio de simulaciones
de los esquemas y algoritmos de control en MATLAB y Simulink.

Los resultados obtenidos se compararan con el esquema de control convencional
Fig.1.10, empleando el algoritmo PID, además se comparara con los resultados
obtenidos empleando el esquema de control propuesto usando en ambos el algo-
ritmo PID, con la finalidad de comparar la compensación de perturbaciones entre
el algoritmo PID y Super Twisting. Adicionalmente se presentan los resultados ex-
perimentales publicados en de [FJGN03, TWC07, CHD12], para dar una idea de las
mejoras que pueden ser alcanzadas usando el control por modos deslizantes.

Ambas perturbaciones serán consideradas en los esquemas de control para el SR
y el ventilador PAP, estos es las ocasionadas por el paciente como la variación de la
resistencia respiratoria y las debidas a las variación de presión que puedan ocurrir
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acotadas por la función 4.10. Mientras que se considerara también la perdida de
presión por la mascarilla y variación de presión entre 0.2 a 0.6 cmH2O.

Figura 5.1: El esquema total que se planteo usar es el uso de dos controladores. El primero diseñado
especialmente para conocer la presión necesaria que requiere el paciente y enviar la señal de referencia al
segundo controlador. El segundo se encarga de controlar la presión que es suministrada al paciente mediante
el ventilador de presión positiva.

El primer resultado que se presenta Fig.5.2a es el obtenido empleando el control
super twisting para ambos controladores y empleando el esquema de control 5.1.
El nivel de referencia de presión que recibe el paciente se cambia entre dos niveles
diferentes uno bajo 3-6 cmH2O y uno alto 8-10 cmH2O. La diferencia entre la presión
de referencia y la que recibe el paciente es cero. La Fig.5.2b muestra el voltaje que
necesita el ventilador BPAP para generar la presión. La Fig.5.3 muestra las señales
respiratorias del modelo, volumen, flujo, presión y resistencia respiratoria durante
el tratamiento BPAP. La resistencia respiratoria se mantiene en un nivel bajo en el
cual se evita la aparición de apneas.

Los resultados obtenidos con el algoritmo super twisting se comparan con los
obtenidos empleando el algoritmo PID Fig.5.4a, se observa que el controlador no
puede seguir la señal de referencia de presión adecuadamente, presentando una
variación entre 0.5 - 2 cmH2O. En la Fig.5.4b se muestra el voltaje utilizado por
el ventilador, donde se observan abruptos picos de voltaje generados entre cada
conmutación de la presión.

Para mostrar las posibilidades que tiene el control por modos deslizantes de mejo-
rar el suministro de una presión de referencia, se muestran los resultados obtenidos
en publicaciones de control de dispositivos PAP. En la Fig.5.6a se muestran los re-
sultados publicados para un dispositivo CPAP empleando un controlador PI. La
Fig.5.6b los resultados para un dispositivo BPAP, empleando PID. La Fig.5.6c los
resultados para un dispositivo CPAP, empleando PID.
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(a) Esta primer gráfica muestra los resultados de la implementación del sistema conjunto empleando ambos
controladores Super Twsiting, se nota que el seguimiento en la señal de referencia es bastante cercano aun en
la presencia de las perturbaciones e incertidumbres, sin importar el valor de referencia de presión establecido.

(b) La figura muestra el voltaje de control necesario para que el ventilador BPAP, suministre la presión
requerida. Se nota que el voltaje no presenta picos o discontinuidades al presentarse el cambio de presión.

Figura 5.2: Resultados control ST esquema conjunto propuesto

(a)

(b)

Figura 5.3: Gráficas respiratorias obtenidas por el esquema conjunto ST
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(a) En la imagen se muestra el resultado de emplear el esquema convencional 1.10 con el algoritmo PID
badaso en las reglas de sintonización de Nichols Ziegler, se nota que este no es capaz de seguir la referencia
de presión.

(b) La imagen muestra el voltaje requerido por el controlador PID, se observa que presenta algunos picos
de voltaje además de incrementos muy altos de voltaje.

Figura 5.4: Resultados control PID esquema convencional

(a) Volumen, Flujo

(b) Resistencia respiratoria

Figura 5.5: Señales respiratorias PID conjunto
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(a) Resultados experimentales presentados en [FJGN03]

(b) Resultados experimentales presentados en [TWC07]

(c) Resultados experimentales presentados en [CHD12]

Figura 5.6: Resultados experimentales publicados en la literatura

UNAM



78 Sistema Conjunto

Finalmente para mostrar la robustez del algoritmo por modos deslizantes se re-
aliza una simulación Fig.5.7 en la cual se intenta simular un caso grave de apnea
obstructiva, para esto se simula el incremento de la resistencia hasta 35 cmH2Os

L a
los 10.5 s, por lo cual se incrementa la presión para contrarrestar la apnea e im-
pedir que la via respiratoria se cierre, manteniendo la resistencia en niveles donde
la persona pueda seguir respirando. Con este mejoramiento se puede conseguir que
la aplicación de los dispositivos se amplié a una gama de pacientes en condiciones
más severas, enfermedades respiratorias, terapia intensiva o recién nacidos, donde se
requiere estándares más altos y de mejor calidad.

Figura 5.7: Esta imagen muestra la simulación de una apnea forzada se forza el aumento de la resistencia
respiratoria a 40 cmH2O, pero el tratamiento por ventilación positiva impide el incremento de esta, es decir no
permite que las vías respiratorias se cierren, confirmando que el controlador STG compensa adecuadamente
las perturbaciones más importantes del sistema y seguir la referencia de presión al mismo tiempo.

UNAM



Capítulo 6

Conclusiones

La ventilación PAP en el tratamiento del SAOS es usado ampliamente en todo
el mundo debido a los resultados positivos obtenidos y las ventajas que presenta
con respecto al tratamiento quirúrgico, además de ser el tratamiento elegido por la
mayoría de los pacientes. Por lo cual es importante realizar mejoras que contribuyan
al desempeño del dispositivo, confort durante el tratamiento y mejorar la calidad de
vida del paciente.

En este trabajo se utilizo un controlador robusto por modos deslizantes de segun-
do orden algoritmo super twisting generalizado. El algoritmo STG es una alternativa
apropiada debido a las perturbaciones, variabilidad e incertidumbres paramétricas
presentes tanto en el ventilador BPAP y el sistema respiratorio del paciente. Además
los trabajos publicados en la literatura sobre el control del ventilador PAP basan
su diseño de control en experimentos prácticos, mientras este trabajo propone un
acercamiento teórico empleando herramientas matemáticas y de control.

El modelo del sistema respiratorio con las características no lineales adicionadas
como el resistor Starling, la ecuación de Rohrer y las incertidumbres en la respi-
ratoria, presentado en el Capítulo 3 permitió simular de manera más realista el
comportamiento de un paciente ya que las comparaciones que se realizaron con es-
tudios clínicos fueron bastante cercanas. Y fue útil al momento de implementar el
esquema de control con los diferentes algoritmos de control. Debido a esto se puede
çonfiar.en que los resultados obtenidos se acercan a los que se pueden tener en una
persona real.

El modelo del ventilador BPAP fue útil para simular el tratamiento BPAP y
sus efectos sobre el sistema respiratorio. Y ya que este estaba basado en el modelo
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discreto de un ventilador BPAP real tuvo que modificarse para aplicar las herramien-
tas de control continuo con la certeza de que retrataba el comportamiento de uno
verdadero.

En el capítulo 4, se muestran la aplicación del algoritmo del controlador Super
Twisting al modelo respiratorio y las consideraciones que fueron tomadas en su dise-
ño. También se presenta la cota de la perturbación considerada y las consideraciones
que se tomaron en su diseño. Se presento el comportamiento del controlador para
2 niveles de presión BPAP un nivel bajo y un nivel alto en caso de ser necesario.
Además se presentaron una comparación en los resultados obtenidos y con aquellos
obtenidos por el algoritmo PID. Obteniendo un mejor seguimiento en la señal de
referencia de presión mediante el algoritmo Super Twisting.

Además se aplico el algoritmo Super Twisting a ambos modelos dinámicos del
ventilador BPAP, se compararon los resultados con algoritmos de Modos Deslizantes
de primer orden y algoritmos PID. Se pudo observar en las simulaciones que los al-
goritmos con el menor error en presencia de perturbaciones con el modo deslizante
de primer orden y el algoritmo Super Twisting, aunque el voltaje requerido por el
modos deslizante convencional presenta el efecto de chattering por lo cual sería poco
viable implementar este controlador, el algoritmo PID no pudo compensar las per-
turbaciones presentes, además de presentar picos de voltaje entre la conmutación de
los niveles de presión requeridos, mientras que el algoritmo ST obtuvo una compen-
sación de las perturbaciones, un error cero y el voltaje suministrado al ventilador no
presenta los picos en cada conmutación.

En el capítulo 5 se presento los resultados obtenidos usando el esquema completo
de control propuesto, usando los dos lazos de control, empleando el algoritmo Super
Twisting en cada uno de ellos, el primero para el sistema respiratorio y el segun-
do para el ventilador. Los resultados obtenidos se compararon tanto empleando el
esquema convencional de control usando el algoritmo PID y usando el esquema de
control propuesto usando PID para uno de ellos.

Por medio de la implementación de un control robusto por modos deslizantes
se mejoro la compensación de las incertidumbres más importantes durante la apli-
cación del tratamiento al paciente. El diseño fue probado mediante simulaciones,
el resultado de las simulaciones resulto en una variación de la presión deseada casi
cero, en todos los casos y superaron a las simulaciones empleando algoritmos PID.
El esquema de control conformado por dos lazos de control empleando el algoritmo
de control Super Twisting mejoro el desempeño del controlador al suministrar una
presión más cercana a la referencia aun cuando se presentan perturbaciones acotadas
en el sistema, en comparación con la aplicación del algoritmo de control PID y del
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esquema de control convencional planteado en trabajos de investigación anteriores.

6.1. Trabajo futuro

Implementar el algoritmo Super Twisting de ganancias variables al problema
de control del ventilador BPAP e implementarlo en un dispositivo APAP, con la
finalidad de disminuir o incrementar el control requerido de acuerdo a las necesidades
requeridas por el paciente, adicionando un algoritmo que permita detectar de manera
más precisa mediante análisis de las señales sonoras del paciente, el incremento de la
resistencia respiratoria, un evento de ronquidos, apnea obstructiva y apnea central,
por lo se requerirá implementar un modelo matemático de estas señales, mediante
la recolección de información del comportamiento del sistema respiratorio práctica
publicada en diversos estudios médicos.

Además el modelo del sistema respiratorio y el esquema de control pueden ser uti-
lizados en trabajos futuros tanto en la adición de características para el tratamiento
del SAOS al modelo respiratorio o para la implementación y mejora de las soluciones
de otras enfermedades respiratorias como el asma, rinofaringitis o en el tratamiento
de pacientes en terapia intensiva que requieren tratamientos especialmente delicados
y precisos.

Los resultados obtenidos en este trabajo permitirán en un futuro a corto plazo
intentar una aplicación práctica para algún ventilador CPAP y modificarlo para
implementar el ventilador BPAP con el esquema de control estudiado en este trabajo.
Para comprobar el desempeño del controlador en una aplicación práctica antes de
aplicarse a pacientes se puede utilizar un simulador pulmonar el cual consta de un
mecanismo de presión que simula la respiración de una persona real.
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