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Resumen

En ciertas aplicaciones es requerido emplear maquinas eléctricas en condiciones
ambientales extremas, tales como alta presion, humedad, temperatura y un amplio
rango de velocidades. Para este tipo de situaciones el Motor de Reluctancia Conmu-

tada ha demostrado ser una muy buena alternativa.

Para llevar a cabo el control de este motor es necesario el conocimiento de sus
variables mecanicas, lo que generalmente se hace por medio de sensores. Sin embar-
go, el uso de equipo de mediciéon hace que se presenten problemas de fiabilidad y
robustez en aplicaciones como las antes mencionadas, por lo que es deseable el uso

de Observadores de Estados para reconstruir las variables.

Para determinar las condiciones bajo las cuales un Observador de Estados fun-
cionara de manera adecuada es necesario llevar a cabo un anélisis de observabilidad,

de preferencia global, por lo que en este trabajo se plantea un camino para ello.

En este trabajo se llevé a cabo un anélisis de observabilidad global del Motor
de Reluctancia Conmutada. Este analisis hace uso de las definiciones de dindmica
indistinguible y observabilidad global, y se basd en las suposiciones de que todos
los parametros del sistema son conocidos y que el estado no medible es la velocidad

angular de la flecha del rotor.



En primera instancia se realizé un analisis fisico del motor, se determiné su re-
presentacion matematica y se demostraron algunas propiedades importantes, como
la de pasividad y la de que la méquina no es Blondel-Park transformable. Poste-
riormente se detallé la metodologia empleada, que explota conceptos como el de
indistinguibilidad, detectabilidad y observabilidad. La aplicacion de la metodologia

al motor se llevé a cabo a continuacion y se concluyé su observabilidad global.



Abstract

In some applications it is required to use electrical equipment in extreme en-
vironmental conditions, such as high pressure, humidity, temperature and a wide
speed range. For such situations the Switched Reluctance Motor has proven to be a

good alternative.

To drive this motor is necessary to know its mechanical variables, which is usually
done by sensors. However, the use of measuring equipment causes problems in relia-
bility and robustness in aforementioned applications, so that it is desirable the use

States Observers for this variables.

To determine the conditions under which a state observer works properly it
is necessary to carry out an analysis of observability, global preferably, so in this

document such analysis is presented.

The analysis uses the definitions of indistinguishable dynamics and observability,
and was based on the assumptions that all system parameters are known and that
the angular velocity of the rotor shaft is the state not measurable.

Firstly, a physical analysis was performed to the motor, its mathematical re-
presentation was determined and some important properties were shown such as

passivity and that the machine is not Blondel - Park transformable. Subsequently,



xii

the methodology used was detailed, exploiting concepts such as indistinguishabi-
lity, detectability and observability, then the application of the methodology to the

motor is carried out and its global observability was determined.
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Delibes

Introduccion

I. Antecedentes

En 1838 Robert Davidson disenié el primer motor de reluctancia conmutada
del que se tiene referencia, este fue utilizado para impulsar una locomotora férrea.
Para ese tiempo las limitaciones del motor debidas a la conmutacion hicieron que
éste quedara en segundo plano ya que la conmutacion de las bobinas se realizaba
de forma manual mientras que a mediados del siglo XIX los motores de corriente
continua hicieron a un lado a cualquier otro motor.

La primera referencia al término reluctancia conmutada en maquinas eléctricas
esta en (Nasar, 1969) y las primeras patentes sobre estos motores fueron registradas
por Bedford y Holf en 1971 y 1972, pero la base de la teoria y la practica para este
tipo de maquinas fue puntualizada por (Lawrenson et al., 1980) a finales de la década

de los setenta a partir de los trabajos de investigacion sobre vehiculos eléctricos
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alimentados por baterias, realizados en las universidades de Leeds y Nottingham.

Durante los tltimos 40 anos se ha desarrollado una revolucién en la aplicacién
de motores eléctricos. El desarrollo de accionamientos para motores de estado solido
ha progresado hasta el punto en que practicamente cualquier problema de control
de potencia se puede resolver por medio de su utilizacion. Ademads, los costos de
accionamiento de estado solido han decrecido de manera considerable, mientras que
su confiabilidad se ha incrementado. La versatilidad y relativamente bajo costo de
los controles y accionamientos de estado sélido han originado el desplazamiento
de las limitaciones del motor de reluctancia conmutada poniéndolo de frente como
candidato a diversas tareas de la actualidad para motores eléctricos (Chapman,
2005).

En la actualidad el motor de reluctancia conmutada se aplica en trabajos orienta-
dos a diversos rubros que van desde ambientes tan hostiles como la industria minera
segun reportes de minas en Chile (Interamericana, 2011), ambientes industriales en
general como lo reporta la compania ABB (Revista, 2011), entornos domésticos va-
rios (Emotron, 2012) y (LTDA, 2011), hasta en nuevas tecnologia “experimentales”
como los son los autos hibridos y eléctricos que apuestan con desplazar los autos

con motores de combustion interna (Powertrain, 2012).

II. Descripcion cualitativa del problema

A pesar sus grandes ventajas y de su penetracién en la industria, el motor de
reluctancia conmutada solo es parte de un mercado incipiente debido a que es dificil
controlarlo. Se requieren elaborados métodos digitales para su control, sobre todo
cuando se considera la presencia de la saturaciéon magnética. La principal limitacién

al explotar la estructura simple de un motor de reluctancia conmutada es su com-
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portamiento electromagnético altamente no lineal, ya que el par desarrollado es una
funcion no lineal de las corrientes de estator y de la velocidad del rotor. Ademas, con
el fin de maximizar la tasa par/masa se necesita operar en la regién de saturacién
magnética. Por otra parte, el uso de sensores para medir las variables mecanicas
(posicién y velocidad angulares) puede conducir a problemas de confiabilidad en
ambientes severos y pueden ser una parte importante del costo del driver.

Antes de proponer observadores de estados es importante conocer las propiedades
de observabilidad de la maquina por lo que es necesario llevar a cabo el andlisis
respectivo. Hasta el conocimiento del autor, no se ha llevado a cabo un analisis
de observabilidad global para el motor, pero, existen suposiciones de que el motor
es observable sin embargo no se sabe bajo que condiciones estas suposiciones son

ciertas ni los regimenes de operacion de la observabilidad.

III. Problema a resolver

Dado el modelo matematico del motor de reluctancia conmutada que tiene como
estados la posiciéon y velocidad angulares del rotor y las corrientes de estator, con
todos los parametros conocidos y se supone que el unico estado no conocido (no
medible) es la velocidad angular, llevar a cabo un andlisis de observabilidad que

formalice las condiciones bajo las cuales el sistema sea globalmente observable.

IV. Estado del arte

Con respecto al disenio de observadores de estados para el motor de reluctancia
conmutada existen diferentes propuestas reportadas en la literatura cientifica. Por

ejemplo, en (Ehsani y Fahimi, 2002) se presenta una pequena coleccién de trabajos
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de control sin sensores mecéanicos reportados en la década de los 90 y principios del
2000 que pueden ser clasificados como: 1) métodos hardware-intensivos los cuales
requieren circuiterfa externa para la inyeccién de senal, 2) métodos dato-intensivos
tales como la técnica de flujo que integra una gran coleccién de tablas de almace-
namiento de caracteristicas del motor y 3) métodos basados en modelo tales como
los observadores de estado, el método de medicion de senal de potencia, el método
basado en el modelo de inductancia, redes neuronales y 1égica difusa, entre otros, los
cuales necesitan un microprocesador potente como un procesador digital de senales
con capacidad de procesamiento de millones de instrucciones por segundo (MIPS).
En (Gao et al., 2004) y (Komatsuzaki et al., 2008) se reportan métodos de estima-
cion de posicion, la suposicion principal es que el motor trabaja a bajas velocidades
por lo que la fuerza contraelectromotriz puede despreciarse, bajo esta suposicién se
puede obtener una relaciéon directa de las inductancias, inico término que depende
de la posicién, lo que hace posible una igualdad y una estimacion de variable que
resulta en funcién de una tangente. En (Tan et al., 2009) se reporta un estimador
de posicién y un observador por modos deslizantes cuyo principal problema es la es-
timacion de la posicién al momento del arranque; el diseno se hace mediante el uso
de la técnica de inyeccién de pulso para la operacién con velocidad cero. En (De La
Guerra Carrasco, 2011) se reporta el tnico trabajo encontrado donde se aborda un
andlisis de observabilidad con caracteristicas locales del motor de reluctancia con-
mutada en donde la representacién matematica empleada no considera la saturacion
magnética y el inico estado no medible es la velocidad angular. Asi, mediante un
método geométrico se concluye que el motor es localmente observable siempre que

no se trabaje a velocidad cero.



V. CONTRIBUCION

V. Contribucion

Suponiendo un motor de reluctancia conmutada que tiene como estados las co-
rrientes de estator y la posiciéon y velocidad angulares del rotor, con todos los parame-
tros conocidos y asumiendo que el tnico estado no conocido es la velocidad angular
de la flecha del rotor y que no hay existencia de inductancias mutuas; se presentd que
no es Blondel-Park transformable lo que implica una dependencia de los parametros
con respecto a la posicién angular y se realizé un trabajo de analisis para formalizar
las condiciones bajo las cuales el motor es observable globalmente. Se originaron dos

articulos arbitrados a partir del andlisis mencionado.

VI. Organizaciéon de la tesis

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: El Capitulo [2| es de gran
importancia porque ilustra la complejidad del modelo y la dependencia de algunos
parametros con respecto a la posicién angular, asi mismo, hace referencia a la impor-
tancia de elegir de manera adecuada el conmutador. Su necesidad sera evidente en
capitulos posteriores; el Capitulo 3| determina, primeramente, conceptos interesan-
tes de observabilidad y enseguida se describe la metodologia para realizar el analisis
de observabilidad de sistemas no lineales; en el Capitulo {4 se aplica la metodologia
explicada para el andlisis de observabilidad del motor, utilizando el modelo simpli-
ficado primeramente y posterior el modelo completo; los resultados alcanzados y las

conclusiones que se determinaron se presentan en el Capitulo [f






Si me dieran ocho horas para cor-
tar un arbol, me pasaria seis afi-
lando el hacha...

Abraham Lincoln

El motor de reluctancia conmutada

El motor de reluctancia conmutada (por sus siglas en ingles SRM, Switched
Reluctance Motor) es una maquina eléctrica diseniada para obtener gran eficiencia
en la conversion de energia. Debido a que su construccion no requiere de imanes
permanentes o devanados en el rotor, este motor es de bajo costo y de alta fiabilidad.
Si se disena con varios polos es posible obtener un par elevado a bajas velocidades
excluyendo asi el uso de engranajes lo que le hace buen candidato para aplicaciones

de transmisién directa (Krishnan, 2001).

Estas, entre otras, son algunas caracteristicas del SRM las cuales lo hacen atrac-
tivo. A continuacion se estudiaran a detalle algunas otras caracteristicas que podrian

ser interesantes y que hasta ahora han sido poco comentadas.
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I. Descripcioén fisica de la maquina

El SRM a diferencia de otros motores eléctricos genera par a través de la varia-
cion de la reluctancia en lugar de la acciéon de induccion, esto es, el mecanismo de
produccion de par es idéntico al observado en el desplazamiento producido al alinear
dos imanes con polaridad diferente, asi, el par es producido por la propension del
rotor a moverse hacia la posicién de mayor inductancia del estator, esto es, donde
la reluctancia es minima y de ah{ el nombre de motor de reluctancia conmutadalt}
La concentracién de devanados en el estator y la ausencia de imanes permanentes
o devanados en el rotor dan lugar a varias caracteristicas interesantes: construc-
cion simple, estructura sin escobillas y mayor generacion de par. Paraddjicamente,
la principal desventaja de este tipo de maquinas eléctricas viene, también, de su
estructura simple, ya que para generar par, las corrientes de estator deben ser con-
mutadas secuencialmente de acuerdo a la posicion del rotor como se ejemplifica en
la Figura para un motor de tres fases, donde se observa que para conseguir un
movimiento anti-horario se energiza la fase j; (azul) seguida de js (rojo) y j3 (verde)

respectivamente para cerrar nuevamente con j; y asi continuar el ciclo.

La restriccion, en el sentido de que las corrientes de estator deben ser encendidas
y apagadas de acuerdo a la posicién angular del rotor, asigna el requerimiento de la
existencia de un conmutador electrénico con el fin de que la forma de onda requerida
para las corrientes de estator sea garantizada. La funcién principal del conmutador
es coordinar el proceso de conmutacion ademas que debe garantizar una transicién

suave de acuerdo a las necesidades de operacién (Wang y Lan, 2004).

!Para empaparse mas del tema se recomienda el Capitulo 1 de (Krishnan, 2001) y el Capitulo
3 de (Miller, 2001)
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Figura 2.1: Secuencia de exitacion de fases del SRM

I.1. Ventajas y desventajas del SRM

El SRM ofrece varios beneficios en comparacién con otros motores (Villegas Nunez,

2009):

a) Par Mdzimo: el motor tiene la capacidad de producir mayor par méximo en com-
paracion con algunos otros motores eléctricos tales como motores de induccion
(Kline, 1999), principalmente a bajas velocidades. Aunque los valores obteni-
dos siguen siendo méds bajos que los alcanzados con una maquina equivalente de

imanes permanentes.

b) Eficiencia: el motor ofrece alta densidad de potencia, e igual o mayor eficien-

cia que los motores ca comunes (Harris et al., 1986)(van der Broeck et al.,

1993)(Gorasson et al., 2001).

¢) Fiabilidad: debido a la independencia de los circuitos de cada fase y la inexistencia

de imanes permanentes, en caso de corto circuito este tipo de motor esta mejor
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protegido que muchos otros. En adicién, el motor puede trabajar ante la falla de

una o mas fases (reduciendo, obviamente, su rendimiento).

Velocidad: el motor puede ser operado en un rango de velocidades muy amplio.
La curva par-velocidad asociada al SRM es similar a un motor ca controlado
vectorialmente, en la que el par maximo es constante a bajas velocidades, y para
velocidades altas es la potencia la que se mantiene constante. Es posible alcanzar
velocidades de hasta 100,000 rpm sin necesidad de modificacién mecanica alguna.
Al mismo tiempo, éste puede operarse a bajas velocidades obteniendo un par

maximo hasta velocidad cero.

Momento de inercia: el motor posee un momento de inercia pequeno debido a la

ausencia de devanados e imanes permanentes en el rotor.

Refrigeracion: el motor presenta bajas perdidas en comparacién con motores con
corrientes inducidas en el rotor, ademéds se sabe que la mayor parte del calor se
genera en el estator el cual por estar fijo es relativamente facil de refrigerar, de

aqui que el motor puede operar a mayores temperaturas.

Razdn potencia/peso: para una misma potencia de salida, un SRM puede resultar

hasta un 40 % mas pequerio y ligero que un motor ca (Harris et al., 1986).

Costo: para la misma potencia de salida y siendo producidos en grandes cantida-
des, los SRM junto con sus conmutadores, son mas baratos que los motores de ca
o los motores de imanes permanentes (van der Broeck et al., 1993)(Hendershot,

1991).

Sin embargo el SRM posee algunos inconvenientes:

Posicion del rotor: la operacion del motor exige el conocimiento de la posicién

angular del rotor para la sincronizacion de éste con la energizacion de las distintas
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fases. Para ello usualmente se utilizan sensores que pueden incrementar el costo

y la complejidad del sistema, reduciendo su fiabilidad.

b) Rizado de par y ruido acistico: el rizo de par es mayor en el SRM que en otro
tipo de motores lo cual da lugar a vibracién y ruido acistico que no pueden ser
admisibles para cierto tipo de aplicaciones, siendo requeridos una mecénica y un

control mejores para la reduccion de dichos casos.

¢) No linealidad: la estructura doblemente saliente que el SRM precisa para produ-
cir par reluctante y el régimen de saturacion en el que suelen operar producen
caracteristicas magnéticas altamente no lineales. Esto complica su analisis y ac-
cionamiento. La inversién en fase de investigacién puede entonces resultar mayor
debido a que las estrategias de control son mas complejas y no estan ampliamente

estudiadas como en el caso de otros motores.

II. Propiedades de los conmutadores para el SRM

El diseno e implementacién del conmutador electrénico es una de las partes
fundamentales para el control de motores de reluctancia conmutada ya que parte del
buen funcionamiento del motor asi como del desempeno del controlador implantado
depende de la forma que trabaje el conmutador. El hecho de que el par no dependa
de la polaridad de la corriente de excitacion hace que los controladores del SRM solo
dependan de un interruptor por fase protegiendo, asi, de danos las fases vecinas. En
caso de fallas, la inductancia de la bobina limita la tasa de crecimiento en la corriente
y da tiempo para proteger las fallas aisladas. Las fases del SRM son independientes,
en caso que una bobina llegue a fallar el SRM seguird en operacion aunque, claro,
con una reduccién en la potencia de salida. A continuacién se presentan algunas

configuraciones de los conmutadores usados para el SRM.



12

CAPITULO 2. EL MOTOR DE RELUCTANCIA CONMUTADA

I1.1. Configuraciones de los conmutadores

Un acoplamiento mutuo de las fases del SRM puede ser prescindible, sin em-
bargo, una falta de acoplamiento mutuo requiere una manipulacion cuidadosa de la
energia del campo magnético almacenado. La energia del campo magnético ha sido
provista de una trayectoria durante la conmutacién de fase; por otro lado, dara lu-
gar a un exceso de voltaje en los devanados y por lo tanto en los interruptores de
potencia ocasionard fallas. La forma en que esta energia es controlada da lugar a un
conmutador unico para el SRM pero con numerosas topologias. La energia podria
ser liberada, una parte en la conversion de energia mecanica en energia eléctrica y
otra parte en la disipacién en las bobinas del estator. Otra opcién es regresar la
energia hacia una fuente de cd por medios electréonicos o electromagnéticos. Estas
entre otras opciones son las topologias del conmutador para el SRM presentadas en
la Figura en donde n es el numero de fases de la maquina. En todas las topo-
logias, excepto en la configuracién con dos etapas de potencia, se asume que una
fuente de voltaje de cd esta disponible para sus entradas.

El trabajo de (Zhu y Cheung, 2008), toma en cuenta cinco topologias del conmu-
tador que se consideran como las mas representativas: conmutador de medio puente
asimétrico, conmutador bifilar, conmutador con volcado por capacitor, conmutador
con variable de enlace de cd y conmutador de puente trifdasico. Se hacen compara-
ciones en diferentes configuraciones del conmutador para el SRM con base en sus
caracteristicas eléctricas y el rendimiento general con el objetivo de encontrar la

mejor topologia de accionamiento en diferentes aplicaciones.

1 Conmutador de medio puente asimétrico Figura [2.3] Es la topologia de conmu-

tador mas popular. Consiste de dos interruptores y dos diodos Volantesﬂ por

’Diodo freewheeling: Diodo que se pone en paralelo con cargas reactivas como la bobina de
relés.
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Figura 2.2: Clasificacién de

asimétrico

variacion de asimétrico
con mas de 21
interruptores

- distribucién equitativa

« volcado por capacitor

 volcado por capacitor
con marcha libre

* interruptor compartido

* interruptor minimocon |
variable de enlace decd < «
visible

* resonancia

volcado por resistor

bifilar

fuente dividida de dc .
interruptor compartido
MNinterruptores + 21N

diodos .

carga
carga de
impulso

control de
corriente de fase
independiente
control de
corriente de fase
dependiente

conmutadores para el SRM

fase. Cada fase del conmutador es independiente de las otras, asi el control de

corriente independiente puede ser aplicado y es eficiente tolerante a fallas, atin

si una fase se estropea no influiria en las otras.
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Figura 2.3: Conmutador de medio puente asimétrico

11 Conmutador Bifilar Figura Una de las caracteristicas del SRM es la ope-
racion unipolar la cual requiere una corriente unipolar para cuatro cuadrantes
de operacion lo que implica que se requiera un solo dispositivo de conmutacion
por fase. El conmutador bifilar, maneja la primera topologia que usa un solo
interruptor por fase. Ademads, un devanado bifilar y un diodo se anaden a cada

fase para devolver la energia a la fuente de cd.

. »

PHA FPH

-

Q1 DI Q2 D2

Figura 2.4: Conmutador bifilar

11 Conmutador con volcado por capacitor Figura 2.5 Esta topologia tiene un solo
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interruptor por fase y un circuito de recuperacién de energia el cual requiere
un interruptor adicional y un diodo. La operacién de esta topologia es relati-
vamente mas complicada debido al circuito de recuperacién de energia. Este
conmutador permite el control independiente de las fases de corriente con un
minimo de interruptores y, ademas, tiene otro mérito con respecto a otros de un
solo interruptor por fase, que no requiere amortiguadores para los interruptores
de fase ya que su voltaje pico esta sujeto por el condensador de almacenamiento
de energia. El principal inconveniente de este convertidor es que la conmutacion
de corriente se ve afectada por la diferencia de tension entre el condensador de

almacenamiento de energia y la tensién del circuito intermedio.

FI1A FHE H

D3

D|_

D

Lo N
D
xf

¥l

L

Y
;
K

Figura 2.5: Conmutador con volcado por condensador

v Conmutador con variable de enlace de cd Figura|2.6] Este conmutador también
se aplica para el motor cd sin escobillas. Al controlar el interruptor chopper,
se obtiene un voltaje de entrada diferente. Cuando el interruptor de fase se
enciende, el devanado de fase se activa por el voltaje de entrada modificado. El

circuito chopper también determina el volcado del devanado de fase y la tension
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de conmutacién cuando el interruptor de fase no estd en funcionamiento, lo que
afecta a la respuesta actual. La mayor ventaja de esta topologia es la entrada
de voltaje controlable la cual puede reducir la frecuencia de conmutacién de
los interruptores de fase y por tanto minimizar las perdidas de conmutacion y

nucleo.

QL‘ L\'::'Y"'ﬁ & &
%
4-‘1 PHA PHE FHC
St 75l frrese| G0 H
b 4

1 )2 Q3

_K _K _I: D3

Figura 2.6: Conmutador con variable de enlace de dc

v Conmutador con modulo de puente trifisico Figura 2.7, Consiste de un médulo
de puente trifasico y tres diodos. Cada diodo es puesto en serie con el devanado
de fase con el objetivo de asegurar la circulacién unidireccional de la corriente en
conexion delta. El mérito més evidente de esta topologia es el uso del modulo de
puente trifdsico, que no solo comparten la misma configuracion del convertidor
con el motor de induccion, sino que también reduce el volumen y el costo del
conmutador. Sin embargo, el médulo de puente también trae una desventaja

inherente a esta topologia: no hay proteccion implicita en shoot-through.

Como resultado de la comparacion y apuntando hacia la eleccién de una topologia

sobresaliente es dificil determinar cual es la mejor ya que cada una tiene sus ventajas
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1 3

D3

PHA

A

WVY\_H__‘

22 | M | (o ‘
_K D2 _K Y] _L/&
1 ] |

DB

FHE E

b

PHC [

Figura 2.7: Conmutador con modulo de puente trifasico

y desventajas segun la aplicacion. Un resumen de la comparacion se presenta en la

Tabla 2.1k
Conmutador a b c | d e f
Asimétrico Vdc 2n | si | si | rapida | no
Bifilar (I+a)Vde | n si | no | rapida | no
Volcado por Capacitor >2Vdec | n+1] si | no| lenta | no
Variable de enlace de dc Vdc n+1]| si | si| lenta | si
Puente trifasico Vdc 2n | no | si | rapida | si

Tabla 2.1: Comparacién de conmutadores

con

a — Voltaje nominal

b — Numero de componentes de conmutacién

¢ — Control de corriente independiente

d — Voltaje de lazo cero
e — Corriente de respuesta

f — Falla de shoot-through



18

CAPITULO 2. EL MOTOR DE RELUCTANCIA CONMUTADA

III. Representacién matematica

En el trabajo de (Espinosa-Pérez et al., 2002), el cual se utiliza como base en la
presente seccion, se muestra al SRM modelado bajo dos opciones: tomando en cuenta
caracteristicas magnéticas lineales 6 contemplando las no linealidades magnéticas.
De este modo se presentan dos modelos para el SRM a saber: modelo simplificado,
el cual contempla al motor cuando las inductancias trabajan en un &area lineal, es
decir, sin saturacién magnética de las corrientes de fase. Y modelo completo que
considera al motor en toda el area trabajo.

Para la obtencion de estos modelos se aplican las ecuaciones de Euler-Lagrange

tomando en cuenta ciertas suposiciones:
= Se puede prescindir de la inductancia mutua entre fases.

= La inductancia puede ser modelada mediante una funciéon no lineal continua

de la posicion del rotor y de la corriente en los devanados de la fase respectiva.

» La corriente en cada fase es tal que ¢; > 0 para j = 1,2,...,n. Lo que trae

como ventaja que se reduzcan los costos del conmutador.

= No existen efectos capacitivos en los devanados del estator ni efectos torsionales
en la flecha, con lo que se asegura que la funcién de energia total en el motor

€S cero.

Considerando estas suposiciones de aqui en adelante, se presentan lo modelos:

III.1. Modelo completo

Primeramente se plantea el modelo del flujo, tomando en cuenta dos no lineali-

dades importantes existentes en el motor: la saturacion del circuito magnético y el
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efecto de slot leakeagd] (flujo de dispersién)
i(0,15) = (1 — e 50) (2.1)

donde, 9 es el flujo saturado, 6 la posicién angular del rotor, i; es el vector de

corrientes de estator con 57 = 1,2, 3... como el nimero de fase y

fi(0) =a+ i {bm sen {mN,ﬁ —(j - 1)2%} + ¢, COS {mN,ﬁ . 1)2%} }

m=1
(2.2)
una expansion en series de Fourier estrictamente positiva, con n como el nimero de
fases de estator y N, el numero de polos de rotor.

Tomando en cuenta las ecuaciones ([2.1)), (2.2)), las funciones de energia (magnéti-
ca y cinética) del motor y haciendo uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange se
obtiene el modelo del SRM:

. di , O1.(0) .
u; = wsfj(g)eﬂjfj(@ﬁ + wseﬂjfj(O)Mgij + 7 (2.3)
dt 00

con (2.3) como modelo del subsistema eléctrico y (2.4]) el modelo del subsistema

3En las maquinas eléctricas giratorias, el flujo total no participa en la conversién de energia
electromagnética como un todo: la proporciéon del flujo que participa en la conversion de energia
se denomina el flujo principal (flujo del entrehierro) 1, de la maquina, y los componentes de flujo
que no actian en este proceso se definen como el flujo de dispersién ;. El flujo principal tiene
que atravesar el entrehierro de las maquinas rotativas, una funcién importante del flujo principal
siendo asi para conectar electromagnéticamente el estator y el rotor. En este sentido, un flujo
entrehierro crea un flujo de encadenamiento ¢,, entre el entrehierro y la bobina en turno y, en
consecuencia, se conectan diferentes partes de la maquina. Los flujos de dispersion del estator y el
rotor generalmente no cruzan el entrehierro. Estos contribuyen a la generacién del flujo total de
encadenamiento del bobinado produciendo un flujo de dispersién de encadenamiento ¢;. EL flujo
de dispersion se produce tanto en devanados estator y el devanados del rotor. Se produce un flujo
de dispersién también en las maquinas de iméan permanente.
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mecanico, con J la inercia, T}, el par de carga, y T el par generado de origen eléctrico

total de la forma

T(0, v, iz, .. in) = > _ T5(0,45)
j=1

donde T} es el par generado de origen eléctrico por fase, el cual es determinado por
la derivada parcial de la co-energia magnética por fase respecto a la posicion angular

(0), esto es

/

, oW,
T’j(‘gvzj) - a@J

con

/ . d}s _i.f.
W. (0 B ] i;f5(0) _ 1
]( 72]) @D Z fj( )[6 ]

quedando entonces como

o s

dando como resultado la expresién matemaética para el par generado

s 9, j
Tjw’ij)_f;b( fae {1_

+1;f3(0)] e 55O} (2.5)

El par generado es un funcién no lineal de ¢; aun si el circuito magnético se
considera lineal. El hecho de que la caracteristica de los flujos de encadenamiento
sea periédica se observa gracias a la funcién periddica f;(6). El efecto de saturacion
se observa en la expresién del par (2.5) donde 0 < {1 —[1+4;f;(0)] e 4D} <1

para cualquier valor de corriente. También, de esta misma expresion, se observa que

el signo de 7} esta determinado tinicamente por el signo de % lo que indica que no
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existe generacién de par si no hay variaciéon de f; con respecto de 6 y que el signo
del par generado depende del signo de este término, por lo que también se puede
concluir que solo se require corrientes positivas para generar un par de signo que se

desee.

II1.2. Modelo simplificado

Ya que la relacién no lineal entre los flujos y las corrientes en el modelo completo
del SRM complica el anélisis matematico, se considera una aproximacién del com-
portamiento no lineal de las inductancias por su primera arménica, esto es, puede
ser aproximado por un comportamiento cosenoidal. En cuyo caso se obtiene una

relacion lineal entre flujos y corrientes dada por la expresién

¥;(0,15) = L;(0)i; (2.6)

donde (0, 1;) es el flujo magnético de dispersion de la j-ésima fase, i; es la corriente

de la j-ésima fase de estator y la j- ésima inductancia de fase esta dada por

L;(0) = I — Iy cos {N,ﬁ (- 1)2%} (2.7)

en esta expresion [y y [; son constantes positivas tales que [y > [; haciendo de esta
manera que la ecuacion ([2.7)) sea definida positiva. Bajo estas condiciones el modelo

puede ser escrito como:

di;
Uj = LJ(0>£ + GJ(Q)Q)ZJ + ’f’ij

Jw == Te(e,il,ig,...,in)—TL (28)

) = w
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donde u; es el voltaje aplicado a la j-ésima terminal de fase del estator, i; es la
J-ésima corriente de fase del estator, r es la resistencia de los devanados del estator,

0 es la posicion angular del rotor, T, es el par de carga, J la inercia total del rotor y

OL;(0)

Gi(0) = —,

= N,/ sen {N,ﬁ (- 1)2%} (2.9)

es variacion de la inductancia, por fase, con respecto a la posicién angular. Es de
notar que el par mecanico de origen eléctrico T,(,11,1s,13), depende tanto de la

posicién angular del rotor como de todas las corrientes del estator.

Inductancia de estator y su derivada

2 25
Posicion de rotor (8)

Figura 2.8: Inductancia de estator y su derivada respecto a la posicién

Con base en las ecuaciones dadas, el par mecdnico de origen eléctrico es de la

forma:

G;(0)i (2.10)

N —

To(0,d1,d2, .. in) = > T5(0,45) En:

j=1 j=1
Se observa, al igual que en el modelo completo, que el par de cada fase aparece
como una funciéon cuadratica de la corriente de fase respectiva y que su signo es

determinado por la derivada parcial de la inductancia de fase respecto a la posicion
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del rotor, G,(6).

En la Figura [2.8] se muestra el comportamiento de la inductancia de estator
y su respectiva deriva parcial respecto a la posicion, contra la posicion del rotor.
En ella es posible observar que de acuerdo a la ecuacion , se producird par
positivo de la funcién G;(6), esto es, en el perfil de subida de la curva de inductancia.
Esta condicion indica que las fases del estator deben ser conmutadas de manera
secuencial atendiendo en todo momento a la posicion del rotor. Un ejemplo de esto se
muestra en la Figura[2.1] para un motor trifdsico, en donde se aprecia una secuencia

J1— J2 — Jj3 — J1 — ... para obtener un movimiento en sentido anti-horario.

IV. Transformacion Blondel-Park

En general, las ecuaciones diferenciales que describen a los maquinas eléctri-
cas son altamente no lineales y dependientes de la posicién del rotor. Se sabe que
las ecuaciones de ciertas maquinas eléctricas con caracteristicas magnéticas lineales
pueden ser transformados a una forma més simple en la cual la dependencia de la
posicion desaparece.

A finales de los anos 20, R. H. Park introdujo un enfoque innovador al anélisis
de maquinas eléctricas. Formul6 un cambio de variables el cual sustituye las va-
riables relacionadas con las bobinas del estator de una maquina sincrona (voltajes,
corrientes, flujos de encadenamiento) con variables relacionadas a bobinas ficticias
que giran con el rotor, esto es, transformo las variables de estator a un marco de
referencia fijo al rotor. La transformacion de Park tiene la propiedad de prescindir
de las inductancias variantes en el tiempo de las ecuaciones de voltaje de la maquina
sincrona lo cual ocurre debido a circuitos en movimiento relativo y a circuitos con

reluctancia magnética variable. A finales de los anos 30, H. C. Stanley manejo un
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cambio de variables en el analisis de la maquina de induccién. Demostré que las
inductancias variantes en el tiempo en la ecuaciones de voltaje de una maquina de
induccién debido a los circuitos eléctricos en movimiento relativo pueden ser des-
cartadas por la transformacién de variables asociadas con las bobinas del rotor a
variables asociadas con bobinas estacionarias ficticias, que para el caso, las varia-
bles del rotor son transformadas a un marco de referencia fijo al estator. G. Kron
introdujo un cambio de variables que descartan la posicién o las inductancias mu-
tuas variantes en el tiempo de una maquina de induccion transformado tanto las
variables de estator como del rotor a un marco de referencia girando en sincronia
con el campo magnético de rotacion. D. S. Brereton, D. G. Lewis y C. G. Young
utilizaron un cambio de variables que también descarta las inductancias variantes
en el tiempo de una maquina de induccion transformando las variables de estator
a un marco de referencia fijo al rotor. Esto es fundamentalmente lo que se conoce
como la transformacién de Park aplicada a maquinas de induccion. Park, Stanley,
Kron, Brereton, Lewis y Young disenaron y desarrollaron cambios de variables, los
cuales cada uno parecia ser especialmente adaptado a una aplicacién particular, por
tanto, cada transformacion fue derivada y tratada por separado hasta que en 1965
se observo que todas estas eran utilizadas en el andlisis de la maquina de induccion
cuya principal meta era prescindir de las inductancias variantes en el tiempo refi-
riendo las variables del rotor y del estator a un marco de referencia que puede girar
de acuerdo con alguna velocidad angular o permanecer fijo. Estas transformaciones
pueden ser comodamente obtenidas asignando una velocidad de rotacién apropiada,
incluso cero, refiriendo todas ellas a un marco de referencia arbitrario. Mas adelante
se observo que las variables del estator de una méaquina sincrona también podrian
ser referidas a un marco de referencia arbitrario, aunque, las inductancias variantes

en el tiempo de una maquina sincrona son descartadas sélo si el marco de referencia
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esta fijo al rotor; por tanto el marco de referencia arbitrario no ofrece ventajas en el

analisis de la maquina sincrona como si lo hace con la maquina de induccién.

0

fos

fes
fas

Figura 2.9: Transformacién para circuitos estacionarios proyectados por relacio-
nes trigonométricas

Aunque la transformacién del marco de referencia arbitrario es un cambio de
variables y no necesita un vinculo fisico, a menudo es conveniente visualizar las
ecuaciones de transformacion como relaciones trigonométricas como se muestra en
la Figura [2.9, Particularmente las ecuaciones de transformacién pueden ser consi-
deradas como si las variables f,s y f4s estan dirigidas a lo largo de las trayectorias
ortogonales entre si y que giran a una velocidad angular w, entonces fus, fos V fes
pueden ser consideradas como variables dirigidas a los largo de trayectorias estacio-
narias, cada cual desplazada 120°. Esta transformacién es particularmente aplicada
a maquinas de ca donde la direccién de fuq, fos ¥ fes puede, también, ser considerada
como la direccion de los ejes magnéticos de las bobinas del estator. Se encontrara que

la direccién de fu5 y fis puede ser considerada como la direccién de los ejes magnéti-
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cos de las nuevas bobinas creadas por el cambio de variables (Krause et al., 2002).

6 N

Au a=o

Figura 2.10: Transformacién del eje coordenado abc al a8

Una transformacion desde el sistema coordenado estacionario trifasico (abc) a un

sistema coordenado estacionario denominado a3 es mostrada en la figura [2.10] con

faﬂ = P(O)fabc

donde la matriz de transformacién P(0) esta dada por:

4 1 L

5 V2 ov2 V2
PO =43 1 -3 —3
1 _¥3 3

2 2

fap contiene tres componentes, f,, fp v fo ¥ representa la descomposicién de cada
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una de las componentes del fu. sobre los ejes a3

Bt

A

Figura 2.11: Transformacién del eje coordenado o al dq0

Una transformacion desde el sistema coordenado estacionario af al sistema gi-

ratorio dq0 se muestra en la figura [2.11], con

deq = R(er)faﬂ
y R(6,) como la matriz que permite la transformacién al eje giratorio,

1 0 0
R(0,)= | 0 cos(f,) —sin(é,)
0 sin(h,) cos(6,)

donde@r:wT+%+5

El modelo presentado en el marco historico esta basado y probado en maquinas
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ideales simétricas con devanados sinusoidales distribuidos por fase, pero jque hay de
las maquinas que no cumplen estos requisitos? ; Hay una transformacién mas amplia?
La clésica transformacién de Blondel-Park fue extendida a un modelo completo de
una maquina eléctrica generalizada, esto es, incluyendo la dinamica mecanica. Se
trata una maquina giratoria en general con un total de n bobinas en estator y rotor.
Ahora, sea el flujo de encadenamiento y la corriente en la k-ésima bobina denotados
por \; e 1 respectivamente. Asumiendo materiales magnéticos lineales, aplicando la
ley de Gauss y la ley de Ampere permiten la siguiente relacion afin entre el vector

flujo A = [A1 -+ - |7 v el vector de corriente i = [iy - - - i,)T:

A= L(0)i + p(0) (2.11)

donde @ es la posicién mecanica del rotor, L(#) es la matriz n x n de inductancias
de las bobinas y u(6) el vector de flujos de encadenamiento debido a imanes per-
manentes (notar que cuando p(f) = 0, (2.11) se reduce al caso de la maquina con

magnética lineal sin imanes permanentes como es el caso del SRM y se aprecia en

la ecuacién .

Ahora, sea ¢ = L(6)i el vector de flujo producido sélo por las corrientes en las
bobinas, y sea k(f) = dp d(e) una cantidad que aparece en las ecuaciones de estado
de la maquina. Por el modelo constitutivo de , las ecuaciones de estado que
describen los subsistemas mecdanico y eléctrico de la maquina pueden ser derivadas

de su forma fisica y tomar la forma

Y = —RL_l( )i — wk(0) +v(t)

o = [t Oy T k) 4 00) 00| 212

T 2

0 = w
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con
w velocidad angular del rotor,
v el vector de la fuente de voltaje,
T el par externo neto en el rotor,
R la matriz de resistencias de estator,
T la inercia del rotor,

n(0) el par debido sélo a los imanes permanentes.

La primera ecuacién (subsistema eléctrico) resulta de la aplicacién de las leyes
de Faraday y Ohm. La segunda ecuacién (subsistema mecénico) viene de la forma
rotacional de la ley de Newton, con el par electromagnético derivado por los argu-
mentos de conservacién de energia, viendo un imén permanente como una bobina
equivalente con una corriente constante apropiada y ajustando la formula de par pa-
ra una maquina sin imanes permanentes. Cabe observar que k() y n(f) desaparecen
en caso que la maquina no contenga imanes permanentes.

El hecho que L71(0), k() y n(#) en el lado derecho de son dependientes
de # suscita dificultades para el analisis de cada maquina, es dificil determinar de
, las condiciones para la existencia de una velocidad constante de operacién
del sistema, calcular el estado estacionario y analizar su estabilidad. Por lo que es
factible utilizar la transformacion de Blondel-Park Extendida para facilitar el andlisis
eliminando la dependencia de #, pero surge una pregunta jes posible realizar la
transformacién? para responder esta pregunta se presenta un teorema que contiene
las condiciones necesarias y suficientes a cumplir por la maquina eléctrica que se

desea transformar.

Teorema 1 = La maquina eléctrica representada en es Blondel-Park trans-

formable en su forma extendida si y sélo si existe una matriz constante Vi,

tal que
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dL(0)
LY+ LOWT = ——2
VL(6) + LOV 50
VR+RVT = 0 (2.13)
dk(6)
VEB) = ———=
(0) a10)
con
L, MeY , , ,
L= Matriz de inductancias
Me ¥ L1
R,JI O
Matriz de resistencias R =
0 R, I
0 1
J= Matriz antisimétrica
-1 0

cosf@ —sinf
Matriz exponencial el =

sinf  cos6
= S7 la maquina eléctrica es Blondel-Park transformable en su forma extendida,
una transformacion simple esta dada por
P(6) = Pye"? (2.14)
donde V' es cualquier matriz constante que satisface , eV? denota la
matriz exponencial comun y Py es cualquier matriz constante nxn no singular.

» Fl sistema completo es Blondel-Park transformable si y solo si su subsistema

eléctrico es Blondel-Park transformable.
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Es sabido que el SRM no es Blondel-Park transformable, a continuacion la for-

malizacién a dicha declaracién.

Tomando el modelo simplificado del SRM, ecuacién ([2.8])

di,
wo= LiO)=L + GO +riy =12,

Jw = T.(0,i1,19,13) — T,

0 = w

se definen las matrices de inductancias y resistencias de estator como

L, 0 0 r 0 0
0 : 0
L(0) = ; R=
0
0 0 L, 0 0 r

debido a que el SRM se disena para evitar la existencia de inductancias mutuas o
que estas sean muy pequenas, la matriz de inductancias es diagonal al igual que la

matriz de resistencias del estator.

Entonces aplicando el Teorema|lja un SRM trifésico (sin pérdida de generalidad)

se tiene

VL) + LOVT = _dL®)
VL) + LOWVT = —G;(9)



32

CAPITULO 2. EL MOTOR DE RELUCTANCIA CONMUTADA

sustituyendo
V11 V12 V13 lo + {4 cos(N,.0) 0
U1 U2 Vo3 0 lo + {3 cos(N,.0 — %”)
| Us1 Usz Us3 0 0
lo + 11 cos(N,.0) 0 0
0 lo + 1y cos(N,0 — %) 0
I 0 0 lo + 1y cos(N,.0 + 2?”)
N,l; sin(N,.0) 0 0
= - 0 N, l; sin(N,.0 — 2?”) 0
0 0 N,y sin(N,0 + 25)
se tiene
N, l; sin(N,.0)
U —
1 21y — 2y cos(N,.0)
V12 0
v13 0
V21 0
N, 1y sin(N,.0 — 2?’T))
V22 — o
2ly — 21y cos(N,.0 — 7))
V23 0
V31 0
V32 0
N, l; sin(N,.0 + 2?”))
V33

2l — 20y cos(N,0 + Z)

0
0

V11
V12

V13

V21
V22

V23

lo + 11 cos(N,.0 + %”)

Us31
V32

V33
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N1y sin(N,0) 0
1 lo—11 cos(N-0)
.t Nyl sin(N,0—2F))
V= 2 0 lo—11 Cos(N,-G—%T))
0 0

Ahora, esta misma V' ha de cumplir con

0
0

Nily sin(N-6+2%))
lo—I1 cos(NTOJrQT")

r 0 0
0 r O
00 r

0
0

Nyly sin(N-0+2F)

VR+RVT =0
sustituyendo se tiene
Nli sin(N,.0)
lo+11 cos(Ny-0) 0 0
0 Nily sin(N,0—2F) 0
2 lo+11 cos(N,.0—2F)
0 0 NIy sin(N-0+2F)
lo+11 cos(NTG—‘r%")
Nl sin(N,-0)
1 r 0 0 lo+11 cos(N-0) 0
Nily sin(N,0—2F)
- (_5) 0 r 0 0 lo+11 Cos(NTO—Q{)
0 0 r 0 0
Nly sin(N,.0)r
lo+11 cos(Nr0) 0 0
N-lq sin NT9—2—" r
3
_ 0 z 5 0
0+!1 cos(N,0 5 )
0 0 Nyl sin(N-0+2F)

r
lo+11 COS(NTG—F%")

Analizando la igualdad anterior, se sabe que el término

2
lo + 11 cos [NTG —(j— 1)%}

lo+11 cos(N,6+2F)

000
= 0 00
000

000
000
000
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denominador en la diagonal no tiene cruce por cero, asi que este termino queda

descartado para hacer efectiva la igualdad. Para el término del numerador
2
N, 1y sin {Nrﬁ —(j— 1)%} T

se sabe que los términos N,,[; y r son positivos de manera que el tinico termino que
puede satisfacer la igualdad es la posicién angular 6. Esto se puede ser satisfecho
pero unicamente un término de la diagonal a la vez, esto es, que no es posible que
la diagonal completa sea igual a cero, de aqui que la igualdad no se puede satisfacer
y que no se cumpla asi la segunda condicion del Teorema [I| con la V' encontrada
anteriormente.

Por tanto se concluye, a través del Teorema [I], que el motor de reluctancia con-
mutada no es Blondel-Park transformable. Este hecho, el cual habia sido afirma-
do con anterioridad pero no se habia formalizado, muestra que el SRM siempre
tendra parametros que dependan de la posicién angular, lo que complica el andli-
sis matematico hasta el punto de vista de influir en el resultado, como se vera en

capitulos posteriores.

V. Propiedades de pasividad del SRM

En el estudio de sistemas dindmicos, tales como una red eléctrica y maquinas
eléctricas, el concepto de energia resulta de gran beneficio para inducir el comporta-
miento del sistema. En andlisis de estabilidad, es provechoso manejar este concepto
para estudiar las propiedades del modelo mateméatico de un proceso general, como
es el caso de sistemas disipativos, lo cuales se definen como sistemas para los cua-
les pueden ser halladas tanto una funcién de energia de entrada como una funcién

de energia almacenada, con la propiedad de que siempre disipard energia. Existen
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diferentes tipos de sistemas disipativos, los cuales se definen de acuerdo al tipo de
suministro de entrada del sistema. Un tipo importante de sistemas disipativos son
los sistemas pasivos, en lo cuales, la energia de entrada esta proporcionada por el

producto de la entrada y la salida del sistema (Ortega et al., 1998).

Definicién 1 Considere un sistema no lineal de la forma

t = f(x)+g(x)u, x(0)=xz€R",uecR™
y = hlz) y € RP

con suministro de energia w, se dice que el sistema es disipativo si y solo si V(-) :
R"™ — R, llamada funcion de energia almacenada, es una funcion definida positiva
en el estado, para toda u, x soluciones del sistema de ecuaciones y para todo t > 0,

se tiene

t

/ w(r)dr > V(z(t)) — V(2(0)

o
El sistema se dice serd pasivo si €ste es disipativo con suministro de energia dado por

el producto interno w =< u,y >= y u y la funcion de energia V satisface V(0) = 0.

Definicién 2 Una funcion §: [0,a) — [0,00) se dice que pertenece a la clase K si

es estrictamente creciente y 5(0) = 0.

Definicién 3 Considere el sistema no lineal de la forma 33, se dice que la aplicacion
H : u — y es estrictamente pasiva en relacion con las funciones V() y () si y

sélo st V(-) : R" = R es una funcién definida positiva en el estado, 5(-) : R — R



36

CAPITULO 2. EL MOTOR DE RELUCTANCIA CONMUTADA

es una funcion de clase IKC para toda u, y, x soluciones del sistema de ecuaciones y

para todo t > 0, se tiene

t

OfyTu > V(w(t) — V((0) + [ B(la]dr

0

Proposicién 1 Elmodelo del motor de reluctancia conmutada reportado en (Espinosa-
Pérezet al., 2002) define dos mapeos estrictamente pasivos para el subsistema eléctri-
co: 1) entre los voltajes de estator y las corrientes de estator, 2) entre la velocidad
angular negativa del rotor y el par de origen eléctrico. Define también un mapeo es-
trictamente pasivo para el subsistema mecdnico: entre la diferencia del par de origen

eléctrico menos el par de carga y la velocidad angular negativa del rotor; cumpliendo

asi con la ecuacion:

9 T(0,4)

Yo u:(TL—T)—>y:—é

Demostracion 1 Basdndose en la propiedad de los sistemas electromecdnicos que
establece que la suma de la energia y co-energia magnéticas es igual al producto
de los enlaces de flujo y las corrientes de las bobinas, para el motor de reluctancia

conmutada se tiene

W(0,v) +W'(0,1) = i

donde ¢ = [y, 19, 3]T es el vector de flujos de encadenamiento,
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0,1;)d;

o\ﬁ‘

W@wzz; =>

J=1

es la funcion de energia magnética total y

W’(@):Z (0,15) = Z/ (0, ;)di;

Jj=1 J=17
es la funcion de co-energia magnética total. Asi, la funcion de energia magnética

puede ser escrita como:

W(0,y) = ¢'i-Wi(0,4)

3
= M=) Wi0,i;)

Jj=1

Se puede mostrar que su derivada respecto al tiempo es

/ A1T ;- T )
io.0) = o= U S () - ned

= (f;f) i—T.00,i)0

Entonces evaluando la ultima expresion a lo largo de las trayectorias del subsis-

tema eléctrico del modelo del motor de reluctancia conmutada, se obtiene
W(0,v) = —i"Ri+u’i — T.(0,1)0

con R = diag[r,r,r], lo cual, después de la integracion en el tiempo, demuestra una

primera parte.

La segunda parte se ataca de una forma similar considerando la funcion de co-



38

CAPITULO 2. EL MOTOR DE RELUCTANCIA CONMUTADA

energia cinética de la mdquina dada por

K'(6) = %JéQ

de la cual la derivada de esta funcion evaluada a lo largo de las trayectorias del

subsistema mecdanico queda

K'(0) = —0(T, - T.)

a lo que de nuevo integrando en el tiempo se completa la demostracion. O

Figura 2.12: Descomposicién Pasiva del motor de reluctancia conmutada

Desde el punto de vista de control se sabe que los sistemas pasivos son estables en
el sentido de Lyapunov cuando su entrada es cero, ademas de contar con la dinamica
cero también estable, es decir, son sistemas de fase minima y de alli la importancia
que el motor de reluctancia conmutada tenga propiedades de pasividad e incluso
de pasividad estricta. Otra de las propiedades atractivas de estos sistemas, y que
también es resultado de la demostracién de la Proposicién [I], es la interconexién por
retroalimentacién negativa entre ellos que da como resultado un sistema también

pasivo y, por lo tanto, estable. Para el motor de reluctancia conmutada, la propie-
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dad basica de que se hace uso es que su modelo puede ser descompuesto como la
interconexién por retroalimentacién de dos subsistemas pasivos, uno eléctrico y otro
mecanico, como se muestra en Figura [2.12, considerando para el subsistema eléctri-
co: las entradas us como los voltajes de estator, § como la velocidad angular del
rotor, y las salidas ¢ como las corrientes de estator, T' como el par electromecanico
generado; y para el subsistema mecéanico: las entradas 77, como el par de carga me-
nos 7' como el par electromecanico generado y, la salida 6 como la velocidad angular

del rotor.






Los pollitos dicen pio, pio, pio
cuando tienen hambre y cuando
tienen frio.

Anénimo

Observabilidad

Sea el sistema

donde x denota el vector de estados, tomando valores en X una variedad conectada
de dimensién n, el vector de entradas externas conocidas denotado por u, tomando
valores en algin subconjunto abierto U € R™, y el vector de salidas medibles y
tomando valores en algiin subconjunto Y € RP. Las funciones f y h se asume
seran C* con referencia a sus argumentos, las funciones de entrada u(-) locales y

esencialmente acotadas y funciones medibles en un conjunto U (Besancon, 2007).
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Dado el modelo , el proposito de actuar sobre el sistema, o monitorearlo,
en general necesita el conocimiento de z(t), mientras que en préctica uno sélo tiene
acceso a u 'y y. El problema de observacion puede entonces formularse como sigue:
Dado un sistema descrito por una representacion , encontrar un estimado Z(t)

para x(t) a partir del conocimiento de u(t), y(7) para 0 < 7 < t.

I. Observabilidad no lineal

Para encontrar posibles soluciones al problema de observador se requiere el uso
de algunas condiciones llamadas comtunmente condiciones de observabilidad. Dichas
condiciones muestran la posibilidad de recuperar el estado x(t) a partir del conoci-
miento de la entrada u y la salida y en un intervalo de tiempo ¢, esto es posible s6lo
si y(t) tiene la informacién suficiente. Sin embargo, se pueden encontrar soluciones
al problema de observador atin cuando y no tiene la informaciéon completa del vector
estado.

Considerar el sistema simple:
r=—-c+u, y=0
uno no puede obtener informacién de x a partir de y, aunque el sistema:
I=-T+u

satisface
1) 2(0) =x(0) = z(t) = =(t), Vt > 0;

1) || z(t) = x(t) | = cuando t — oo
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Las cuales son condiciones que rigen un observadorE] y ademas proporciona un esti-
mado de x, pues:
= ~
T—r=—(T—x)
Esto corresponde a una nocién de detectabilidad. Cabe notar que en este caso el
tiempo de convergencia no puede ser Sintonizad(ﬂ
Restringiéndonos al caso de observadores en el sentido de observadores sintoni-

zados, entonces la observabilidad llega a ser una condicién necesaria y tal condicion

puede ser especificada de una manera geométrica.

I.1. Condiciones geométricas de observabilidad

Para el posible disenio de un observador (sintonizable), se debe ser capaz de
recuperar la informacién del vector de estado a partir de la salida medida del tiempo
inicial, y particularmente recuperar el valor inicial correspondiente al estado. Esto
significa que la observabilidad se caracteriza por el hecho que de una salida medida,
uno es capaz de distinguir entre varios estados iniciales, o equivalentemente, no se

puede admitir estados indistinguibles:

Definicién 4 Indistinguibilidad (Hermann y Krener, 1977)
Considere una entrada u(-) para el sistema y una condicion inicial ro € X.
Si otra condicion inicial x1 € X es tal que y(t,xo,u(-)) = y(t, z1,u(-)) para todo

t €10,T), para algin T > 0 entonces x; es un estado u(-)-indistinguible de xo en el

1

= si I se mantiene para cualquier z(0), Z(0), el observador serd global.
= si ] se mantiene con convergencia exponencial el observador serd exponencial.
= si I] se mantiene con una taza de convergencia sintonizable el observador sera sintonizable.

2Sintonizado - que puede elegirse de antemano o establecerse de manera arbitraria el tiempo de
convergencia
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intervalo [0,T). El conjunto de todos los estados u(-)-indistinguibles de xy serd de-

notado por L, z).

dicho de otro forma:

Definicién 5 Indistinguibilidad

Un par (zo,x1) € R" x R"™ es indistinguible para el sistema si:
Yuel, Vt>0, h(8.(t,x0)) = h(8.(t,x1)).
Un estado x es indistinguible de xq si el par (z,xq) es indistinguible.
De aqui que la observabilidad puede ser definida:

Definicién 6 Observabilidad (respecto a )
EL sistema es observabable (respecto a xy) si este no admite algin par indis-

tinguible (respecto a cualquier estado indistinguible de x).
6 de otra manera (Ibarra-Rojas et al., 2004):

Definiciéon 7 El sistema es observable en xo € X si Ly, = {@0} y el siste-
ma es observable si Ly, ) = {x} para todo x € X

Esta definicion es bastante general, esto es, observabilidad global. Aunque cabe la
posibilidad de estar interesado sélo principalmente en distinguibilidad de estados en

una vecindad de ellos, entonces considerando una nocién mas débil de observabilidad:
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Definicién 8 Observabilidad débil (respecto a xy)
El sistema es débilmente observable (respecto a xy) si existe una vecindad
de cualquier x (respecto de xq) tal que no hay estados indistinguibles de x (respecto

axy) en .

Es de notar que habrd casos en que las trayectorias se alejen de p antes que
puedan ser distinguibles entre dos estados de p, asi que una definiciéon atin mas local

debe ser considerada:

Definicién 9 Observabilidad local débil (respecto a xg)

El sistema es débil y localmente observable (respecto a o) si existe una vecin-
dad p de cualquier x (respecto a o) tal que para cualquier vecindad v de x (respecto
a xg) contenida en p, no hay estado indistinguible de x (respecto a xo) en v cuando

se consideran intervalos de tiempo para el cual las trayectorias permanecen en v.

Esta definicién aproxima al hecho que se pueden distinguir todos los estados de
sus vecindades sin alejarse demasiado. Esta nocion es de mayor interés en la practica.
Dicha condicién se basa en la nocién de espacio de observacion que corresponde al

espacio de todos los estados observables:

Definicion 10 Espacio de observacion

El espacio de observacion del sistema esta definido como el espacio vectorial
real mds pequeno (denotado por O(h)) de funciones C* conteniendo los componentes
de h y cerrado bajo derivacion de Lie a lo largo de f, = f(-,u) para cualquier

constante u € R™ (tal que para cualquier ¢ € O(h), Ly, o(x) = 22(z,u))

T

Definicién 11 Condicion de rango de observabilidad (respecto a xo)

El sistema se dice que satisface la condicion de rango de observabilidad (res-
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pecto a xq) si:
Vx,dim {dO(h)|.} =n (respectivamente dim {dO(h)|.,} = n)

donde dO(h) es el conjunto de dp(z) con ¢ € O(h)
De aqui se tiene:

Teorema 2 Si el sistema satisface la condicion de rango de observabilidad en
xo es local y débilmente observable en x.

Siendo mas general, si el sistema satisface la condicion de rango de obser-
vabilidad es local y débilmente observable.

Conversamente, el sistema es local y débilmente observable si satisface la

condicion de rango de observabilidad en un subconjunto abierto y denso de X.

Una nocién ain més débil a las anteriores es la detectabilidad (Ibarra-Rojas et

al., 2004):

Definiciéon 12 FEl sistema es detectable si para cualquier xo € X, y algun

u(-) € U se satisface que

tlim |lx(t, zo, u(:)) — x(t, z1,u(:))]| =0 VT € Liua

I.2. Condiciones analiticas de observabilidad

Existen condiciones adicionales, relacionadas con las entradas, las cuales se re-
quieren para el diseno de observadores. Ahora se introducen nociones como entradas
universales y observabilidad uniforme, y nociones mas fuertes de persistencia y re-
gularidad, las cuales son usualmente definidas para sistemas de estados afines se

presentan para el caso mas general de sistemas.
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Definicién 13 Entradas universales (en [0,t])
Una entrada u es universal (en [0,t]) para el sistema si Voo # 9, 37 > 0
(A7 € [0,4]) tal que h(X,u(7,30)) # (Xu(T, 7))

Una entrada u es una entrada singular st no es universal.

Por ejemplo, considerar el sistema:

00 (3.2)

en donde se observa que u(t) = 0 es una entrada singular. Cabe notar que, en general,
la caracterizacion de una entrada singular no es trabajo facil, aunque existen sistemas

los cuales no admiten entradas singulares:

Definicién 14 Sistemas uniformemente observables (localmente)

Un sistema se dice ser uniformemente observable (UO) si cada entrada es universal

(en [0,1]).

Esto significa que la observabilidad es independiente de las entradas por que es
posible el diseno de un observador también independiente de estas, como en el caso

de sistemas lineales invariantes en el tiempo.

Proposicién 2 Una entrada u es una entrada universal en [0,t] para el sistema

sty solo si

/0 | 5Ot 20)) — Blxa(ts ) |2 dr > 0¥z # )



CAPITULO 3. OBSERVABILIDAD

Sea el caso de sistemas no uniformemente observables, en general es posible el
diseno de observadores pero estos dependeran de las entradas, y no todas las entradas

seran admisibles.

Considerar el sistema:

) 0 u
Tr = x; y:{lo}
—u 0

La entrada definida por u(t) =1 para t < t; y u(t) = 0 para t > t; es universal,
pero si aparece un perturbacién después de t; entonces x no serd correctamente
reconstruido.

De aqui que la universalidad debe ser garantizada en todo tiempo, esto es, debe

ser persistente.

Definiciéon 15 Entradas persistentes

Una entrada u es una entrada persistente para el sistema si
t+T
S0, T 2Vt > to,Vay < o, / | B (xalts20)) — Blxalt, ) I dr > 0
t

Esto béasicamente garantiza observabilidad sobre un intervalo de tiempo dado. Aun-
que esto no prevé la posibilidad de desvanecimiento cuando ¢ — oo. Si esto llegara
a suceder, la efectividad de los observadores tendria que compensar esto a través de
una ganancia de correccion muy grande.

Para evitar esto, es necesario una garantia de observabilidad, llamada persisten-

cia reqular:

Definiciéon 16 Entradas regularmente persistentes
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Una entrada u es una entrada reqularmente persistente para el sistema si:

t
o, T': Vg, zy_p, Yt = to / A Out, 20)=h(xu(t, 2)) 1I* dr > B(|| 2 —2; 1 [))
t=T

para alguna (3 de clase K.

Proposicion 3 Para sistemas lineales, las entradas reqularmente persistentes son

entradas u tales que:
t
3to, T, / dL(r,t — TYCTC®,(1,t — T)dr > ol > 0Vt > t,, (3.3)
t—T

con la matriz de transmision ®,(7,t) definida por:

dd,(7,t)

= A(u(T)) Py (1,t), Pyt t) =1

La parte izquierda de la ecuacién (3.3) corresponde al llamado Gramiano de
observabilidad, definido cominmente para sistemas lineales variantes en el tiempo,

para cualquier t; < t5 € R, como:

[(tq,ts) :/2(I)T(T, t)CT(T)C(T)® (7, 1 )dr (3.4)

t1

donde P es la matriz de transmisién para la parte autéonoma del sistema.

Observaciéon 1 = Las entradas reqularmente persistentes para sistemas con es-
tados afines son aquellas que hacen que los sistemas lineales variantes en el

tiempo sean “completa y uniformemente observables” en el sentido de Kalman.

= Para sistemas no lineales, la definicion no es de uso fdacil, mientras que para

sistemas lineales variantes en el tiempo, es independiente de estados iniciales.
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En caso de estar interesado en una estimacion “a corto plazo”, es necesaria una

propiedad de observabilidad mas fuerte correspondiendo llamada entrada reqular

localmente con base a sistemas de estado afin. Esta propiedad puede ser formulada

COImo.

Definicién 17 Entradas requlares localmente.

Una entrada u es una entrada reqular localmente si el sistema es:

Ty, :Vay_p, wy_p, VT < Ty, YVt >T,

/t_T I h(xu(T, 20-7)) = h(Xu(T, 7)) I d7 = B(|| 201 — 21 |,

para alguna funcion B de clase KL

Esta propiedad caracteriza, en cierto sentido, observabilidad en un tiempo ar-

bitrariamente corto. Se observa que cuando 7" = 0 la observabilidad no puede ser

garantizada, por tanto es necesario considerar una 3 apropiada:

Proposiciéon 4 Para sistemas con estado afin, las entradas requlares localmente son

entradas u tales que:

ElTo,OéZTSTo,tZT,

t
1
/ dL(rt —T)CTCP,(7,t — T)dr > a—
t—T T

0

T’n

con la matriz de transmision ®,(1,t —T) como en la proposicion (@

(3.5)

Donde 3 esta dado por el lado derecho de ({3.5) multiplicado por ||z;—r — 2}_|:

esto es motivado por el Gramiano de la parte lineal de un sistema uniformemente
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observable el cual puede ser acotado por la parte de abajo por una « suficientemente
pequena. Tomando en cuenta que para un sistema lineal observable, cada entrada
es regular localmente.

Al momento se han aportado algunas definiciones de observabilidad para sis-
temas no lineales y sus analogos en sistemas lineales, desde la mas general hasta
ciertas definiciones puntuales. Cabe mencionar que no son todas las que existen ya
que faltan algunas definiciones para casos como técnicas de alta ganancia, aproxi-
maciones algebraicas etc., pero las definidas hasta ahora son suficientes, segin el
caso de estudio, para resolver el problema planteado.

Para finalizar, algunas observaciones:

Observacién 2 ST un sistema es no observable en el sentido de condicion de

rango, este puede ser descompuesto en subsistemas, observable y no observable:

& = J1(61,62) + 91(&, &)u
52 = fo(&) + g2(&)u
y = hy(&)

donde el subsistema & satisface la condicion de rango de observabilidad. En

cuyo caso hay que trabajar con él.

» Considerando el sistema no observable, es tal que satisface Vu tal que xy y xj,

son indistinguibles por w:
Xu(t, o) — xu(t, zy) — 0 cuando t — oo

satisface una propiedad de detectabilidad, y en tal caso es posible el diseno de

un observador.
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» Las condiciones analiticas de observabilidad, arriba presentadas, han sido de-
finidas en términos de entradas para el control de sistemas no lineales de la
forma , pero estas definiciones también son aplicables para sistemas va-
riantes en el tiempo ya que estdn definidas por salidas que evolucionan con
respecto a condiciones iniciales. En otras palabras, estas nociones podria ha-
ber sido definida como propiedades de observabilidad diferentes, parametrizada

por la entrada en el caso controlado

II. Metodologia de observabilidad

Sea el sistema no lineal
> (3-6)

donde z € D, C R" es el vector de estados, u € RP es el vector de entradas, y € R™
es el vector de salidas y f y h son funciones suficientemente suaves definidas en R 7,
y R”, respectivamente. La solucion de ¥ en t > 0 que pasa a través de xg en t = 0,
correspondiendo la funcién de entrada u € U (una clase de funciones de tiempo) es

x(t) = ¢(t, zo,u). La salida esta dada por y(t) = (¢, zo,u) = h(o(t, zo, w)).

II.1. Modelo de error y dinamica indistinguible (DI)

El objetivo de presentar un modelo de error para el sistema es desarrollar una
herramienta que permita localizar y estudiar las trayectorias indistinguibles con el
fin de determinar si éstas son detectables o no; de ser detectables, es posible observar
el sistema, en caso contrario se puede concluir no observabilidad del sistema. Sea

caso de no encontrar trayectorias indistinguibles entonces se puede determinar que
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el sistema es globalmente observable.

Si se considera un sistema dinamico de la forma con las variables de entrada
y salida (u, ) medibles. Asumir que la estructura del sistema es conocida, incluyendo
parametros. Determinar si para el sistema existe un modelo dinamico de error

que represente el comportamiento indistinguible de trayectorias, esto es:

I) Determinar un modelo dindmico del error que represente todas las trayectorias

indistinguibles.

Esto con el objeto de que se obtenga un resultado global. En caso que
todas las trayectorias indistinguibles sean las mismas trayectorias del sistema

se concluye observabilidad y no es necesario proceder a la seccién 1I.

IT) Determinar si éstas trayectorias indistinguibles son convergentes o no.

Con el objeto de determinar observabilidad o no observabilidad; si exis-
ten trayectorias indistinguibles divergentes entonces ningin observador que se

disenie para el sistema podréd converger para toda trayectoria del sistema.

Para llevar a cabo el procedimiento de la mejor manera es importante el uso
de los conceptos: indistinguibilidad (Definicién , observabilidad (Definicién (7)) y
detectabilidad (Definicién [12)).

Construcciéon del modelo dinamico del error

Considerando la Deﬁniciény el modelo (3.6|) se suponen dos sistemas dindmicos
idénticos, mismo modelo y mismos parametros, considerando las mejores condicio-
nes de operacién para la observabilidad (si el sistema no es observable para estas

condiciones mucho menos lo serd para condiciones diferentes): parametros bien co-
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nocidos, entrada medible, conocimiento de los estados medibles y los no mediblesﬂ

Entonces se suponen los modelos ¥; y Y5 con condiciones iniciales diferentes

o1 = f(a,u); 21(0) = 210
21 .

y = h(z)

By = f(xo,u); 22(0) = 299
22 .

y = h(z)

y surge la pregunta ;qué se podria esperar de las trayectorias de estado internas de

estos dos sistemas, en concreto de las trayectorias de la dindmica del error?

1. Que las trayectorias de estados internos sean diferentes para todo ¢t > 0

Esto implica que existe indistinguibilidad debido a que con las mismas con-
diciones de entrada-salida se tienen estados internos diferentes. Esta condicion
de insdistinguibilidad es provocada por la entrada u(-) y de aqui el nombre de
u-indistinguible de la Definicién 4], ademds, esta condicién de indistinguibilidad

provoca que el sistema no sea observable.
2. Que las trayectorias de estados internos sean diferentes pero que converjan
entre si cuando t — oo
En este caso también existe indistinguibilidad, pero cuando t — oo estd se
pierde, lo cual implica que el sistema es detectable.
3. Que las trayectorias de estados internos sean 0 para todo t > 0

Esto implica que no existe indistinguibilidad debido a que no importa cuales

sean las trayectorias de la planta, solo existe una solucién para la dindmica

3En el anélisis nombrados como conocidos y no conocidos
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del error y es trivial. Esto permite determinar que el sistema es observable

globalmente.

Entonces, es preciso obtener un modelo dindmico del error del sistema a través

de la diferencia de los modelos esto es:

—_
—
—

=X — Xy

La diferencia correspondiente de las ecuaciones diferenciales de cada estado. Por

tanto es necesario asignar también variables (estados) de error para cada estado que

representaran las trayectorias del modelo dinamico de error, esto es

€1 = T11 — T
€2 = T12 — T22
€n = T1p — Top

=

=

=

dey
dt

dea
dt

den
dt

zy1 _ dxoy
dt dt
z1p _ dxoo
dt dt
Tin _ dxon
dt dt

Ordenando las ecuaciones de ¥; con = se puede obtener el siguiente sistema que

en adelante serd llamado el modelo de error

(11

Dinamica indistinguible del sistema

fle,u); €(0) = 210 — 220
h(e)

Considerando el modelo dindmico de error formado por los sistemas > y = se

puede obtener un sistema de ecuaciones algebro-diferenciales, la dindmica indistin-
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guible (DI) para el sistema. Para lo cual, se considera que existen las condiciones de
indistinguibilidad, es decir, que existe una entrada u(-) igual para ambos sistemas y
un conjunto de condiciones iniciales (para los estados medibles) tales que la salida

de ambos sistemas es igual para todo t > 0, esto es:

T = 1 = T2k = GkIO; — =0

Las condiciones iniciales de los estados no medibles no se cambian.
Sustituyendo €, = 0 en el sistema = se obtiene un conjunto de ecuaciones algebro-
diferenciales que serd llamado dindmica indistinguible del sistema, vista como la

conexion en cascada de Y y =, como se muestra:

5
DI : (3.7)

—_
—
—

Es importante remarcar que esta dinamica indistinguible tiene naturaleza glo-
bal, ya que esta representa todas las trayectorias indistinguibles del sistema. Estas
trayectorias indistinguibles corresponden a un subconjunto de trayectorias de (X, Z)
que tiene una salida cero, esto es, ¢, = 0. Estas se pueden describir por una familia
de sistemas dindmicos que viven en sub-variedades de R?" del espacio de estados,
asi, las ecuaciones algebro-diferenciales se pueden interpretar como ecuaciones dife-
renciales definidas sobre variedades.

Es necesario el conocimiento de las soluciones de la DI del sistema para con-
cluir observabilidad. Determinar soluciones de sistemas algebro-diferenciales es, en
general, mas complicado que obtener las soluciones de ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Usando un procedimiento similar al utilizado para encontrar la dindmica
cero de un sistema, se puede mostrar que la DI del sistema se puede representar

por un sistema de ecuaciones diferenciales definido en una subvariedad del espa-
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cio de estados, es decir, considerando la(s) ecuacién(es) igualada(s) a cerd’] como
la(s) ecuacion(es) de salida se busca obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales
en funcién de variables de error tinicamente. De no ser esto posible dificilmente se
podra concluir la observabilidad del sistema a través de este método. Por ultimo, si
es posible encontrar el conjunto de soluciones del sistema, se determina si las tra-
yectorias de estados internos son diferentes para t > 0, 6 convergen cuando t — oo
6 son iguales a cero para t > 0, y asi determinar la observabilidad del sistema.

El método presentado en este Capitulo sera aplicado a los modelos del motor de

reluctancia conmutada en el Capitulo ]

4aquella(s) en la(s) que las condiciones iniciales se modificaron






Tanto si piensas que puedes, co-
mo si piensas que no puedes,
estas en lo cierto. Pensar es el
trabajo mas dificil que existe.
Quiza esa sea la razon por la que
haya tan pocas personas que lo
practiquen.

Henry Ford

Analisis de Observabilidad del SRM

Una vez que se ha explicado y se tiene nocién de las definiciones de observabilidad
y se ha elegido el método para el analisis de observabilidad del SRM se procede a
hacer la aplicacién de dicho andlisis. En este capitulo se presentan primeramente
las consideraciones del motor para el andlisis, enseguida se presenta el analisis de

modelo simplificado y del modelo completo para terminar con algunas observaciones.

I. Consideraciones

Se considerardn ambos modelos matematicos descritos en el Capitulo [2], prime-
ramente el modelo simplificado, por comodidad y cierta facilidad proporcionada por
el modelo, y enseguida el modelo completo que conlleva un grado de complejidad de

analisis mayor. Para ambos modelos se considera lo siguiente:

» Se considera un SRM trifésico, esto es j = 1,2, 3 (sin pérdida de generalidad).
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Como se demostré en la seccién [[V] del Capitulo 2 el SRM no es Blondel-
Park transformable, por lo que no se puede eliminar la dependencia de los
pardmetros respecto a un estado, en este caso concretamente, la dependencia
de la inductancia L respecto a la posicién angular 6 y por tanto tener un grado

de dificultad de andlisis un poco mayor al de una maquina transformable por

Blondel-Park.

Los estados considerados conocidos (medibles) son las corrientes de estator i,
y la posicién angular 6, y el estado desconocido (no medible) es la velocidad

angular w.

Se consideran condiciones apropiadas para la observabilidad: parametros cono-
cidos, u y T, medibles. Esto es simplemente por préacticidad ya que si el motor
no es observable en estas condiciones mucho menos lo sera en condiciones mas

limitadas.

En los modelos a utilizar no se toma en cuenta el coeficiente de friccién viscosa,
en parte para ser consistente con los modelos planteados en (Espinosa-Pérez et

al., 2002) y en parte porque para el caso de estudio no es un término relevante.
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II. Analisis

I1.1. Analisis del modelo simplificado
Proposicion 5 Dado el modelo matemdtico del SRM (@, se asume que:
= [0s pardmetros del modelo son conocidos,

= [as corrientes de fase y la posicion angular se consideran estados medibles, y

= no se mide la velocidad angular.

Bajo estas condiciones el SRM, descrito por el modelo simplificado, es global-

mente observable.

Demostracion

Considerando la metodologia anterior es posible obtener un modelo dinamico del
error utilizando el modelo considerando las condiciones apropiadas de operacion
para la observabilidad, esto es, parametros del motor conocidos, u, T}, i, # son senales
medibles y w la senal no medible, y sustituyendo los respectivos valores de L;(6),

G,(0) y T.(0,i;) se obtiene

d Nyl . o1\ 27\ T
Lo — N:bT(gen(N,0)i} + sen (N0 — 25) i3 + sen (N,0 + Z) i3)] — L=
o
a@ w
din . u=Nel sen(N,0)wi; —riy
Q: dt lo—1I1 cos(N,-6)

dis u—Nylqy sen(NTG—Q?”)wig—rig
at lo—I1 cos(Nre—%”)
dis u—Nrl1 Sen(NT9+2?7r)UJ’L'377‘Z'3

L dt - lo—11 cos(Nr9+2?")

Tomando como partida dos motores idénticos y sus modelos dindmicos con con-

diciones iniciales arbitrariamente diferentes



62 CAPITULO 4. ANALISIS DE OBSERVABILIDAD DEL SRM

(
oo —  Nehi [(sen(N,6,)i3, + sen (N0, — &) i3, +sen (N0, + &) i3,)] — &,
wa(0) = woa
% = wa, ea(O) - 90@
Q- . _ S ) .
B B e e e LTy i10(0) = o
. u—Nyly sen( NpBg— 25 Vwqing —Ti . .
% = ;O_ZI(COS(NT;EEQ;)QQ 2a7 Z2a<0) = 190qa
diza u—Nyly sen(Nrea—i—%r)waiga—riga o (0) = i
\ K lo—l1 cos(Nrea—&-Q?") ) Z3fl< ) = 130a
p
% = NZ‘]ll [(sen(Nré’b)z?a + sen (N,,Qb — %’r) i3, + sen (NTH;, + %”) i%b)} — T—JL,
wb(O) = Wop
do, __ _
@ W 05(0) = Oon
le : _ i1r—1i . .
B = e, 115(0) = t10p
. u—Ny,l1 sen( N0, — 27V opinp —Ti . .
% - l10l1(cos(l;\/'r9i)2§)2b Qb’ Z2b(0) = T20p
diz, u—Nrly sen(NT9b+27”)wbi3bfrigb . .
L d?f o lo—l1 cos(NTOb—i—%T) ) Z3b(0) = 130p

se definen variables de error las cuales corresponden a la diferencia entre las dindmi-

cas de los motores 2, y §2.

— de __  dw dw
E = Wamwy = g = G Ty

_ g _ dA o, _ b,
A= bua—0 = .~ dt dt

_ : : de _ dig di
e = b = G = G @

Ordenando las ecuaciones de €2, y las obtenidas a través de las variables de error

se obtiene el modelo del error del motor de reluctancia conmutada
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d N, 2 27 ;2 27 ;2 T
i =1 [(sen(Ny0,)i3, + sen (N0, — 2F) i3, + sen (N0, + &%) i3,)] — L=,
Wa(o) = Woa
dfgy _
dt Wa, ga(o) - 90(1
Q, . ) )
diig u—Nyply Sen(Nraa)Walla_"'lla _
dt lo—1; cos(N,-0,) J i1a(0) = 4104
diag u—N,lq sen(Nrﬂasz“)waigafriga i (0) -
dt lo—l1 cos( Ny —2F ) ’ 2a\Y) = *20a
disg u—N,lq sen(NT9a+2T7‘)wai3a7ri3a i (0) —
dt lo—l1 cos(Np0a+2F ) ) 3a 30a
DI :
de N,y -2 -2 . 21N\ 2 21\ 2
% =1 [sen(Npb,)i3, — sen(N,y0y)i3, + sen(N,0, — 2F)i3, — sen(N,0, — 25)i3,
27 ;2 27,2
+ sen(Npbo + 27)i3, — sen(Ny0p + 27 )i% |
£(0) = woa — wob
dA
E dt Wa — Wh, A(0) = Ooa — Oop
dey Nrlysen(Ny0p)wpitp+rize Nyl sen(Npbo)waiia+7Ti1a . o
dt To—11 cos(N,0) To—1; cos(N,-0q) ] e1(0) = i10a — 7106
des Nyl sen(N,,.E'bf%')wbingrrigb . Nl sen(NT@asz“)waigaJrriZu _ o
dat To—11 cos(N,05) To—11 cos(N,04) , €2(0) =200 — i20p
des Nyl sen(NTGb—&-{",T")wbigb—&-rigb . N,lq sen(NTGa—&-"’,T”)waiga-i-riga e (O) — i
dt lo—11 cos(N,0y) To—1I1 cos(N,0q) ) 3\Y) = “30a ™ “30b

Tomando en cuenta el modelo del error encontrado, es posible obtener la dindmica

indistinguible del motor de reluctancia conmutada, la cual es un conjunto de ecua-

ciones diferenciales sobre una variedad y que caracteriza todas las trayectorias que

hacen no observable al motor de reluctancia conmutada. Para lo que es necesario

tomar en cuenta las condiciones de indistinguibilidadﬂ del motor, esto es, entradas

u(-) y par de carga T}, iguales para ambos motores €2, y €2, y un conjunto de con-

diciones iniciales tales que la salida de ambos motores sea igual: i;

0 =0, = 0, para todo t > 0. Asi que tomando en cuenta estas consideraciones es

posible mostrar que

_ dej __ _ dA
€j—0, E—O, A—O, E—O

1Ver observaciones al final del capitulo
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por tanto la dinamica indistinguible del motor de reluctancia conmutada queda

como sigue:

b — Nl [(sen(N,0)i? + sin (N0 — 2£) i3 + sen (N,0 + Z) i3)] — L&

o __

7 = W

diy _ u—[Nplisen(Np0)wii—riy

T lo—11 cos(N-6)

die U~ [erl sen(NTO—%)]wiz—riz

F lo—11 cos(NTG—%r)

die U~ [erl sen(NTG—l—%r)]wig,—rig
DI - at lo—11 cos(NTGJrQ?")

d

@ =

0 = ¢

0 _ Nyl sen(Ny-0)eiq

lo—11 cos(N0)
Nirlq sen(Nre—%")sig

0 - = lo—11 Cos(NrG—%r)
0 — _Nm sen( N0+ 2% )eig
| T lo—hcos(N6+2)

donde se aprecia que los errores de estados son todos 0

— dej _ _ A _ de _
6]‘—0, E—O, A—O, E—O, 5—0, %—O

satisfaciendo, asi, la declaracion que si las trayectorias de estados internos son 0 para
todo t > 0 implica que no existe indistinguibilidad debido a que no importa cuales
sean las trayectorias de la planta, sélo existe una solucién para la dindmica del error
y es trivial. Esto permite determinar que el sistema es observable globalmente.
Para llegar a esta conclusion es justo observar que en el modelo dinamico del
error (E) en su primera ecuacion tiene, en su parte derecha, solo variables conocidas
por lo cual en la sexta ecuacion de la dindamica indistinguible la derivada temporal de

e se iguala a cero. En la séptima ecuacién de la dindmica indistinguible (DI), 0 = ¢,
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se tiene el resultado favorable para el andlisis ya que muestra que la diferencia de
las velocidades es cero, lo que implica que w, v wp son iguales y por tanto no existen
dos trayectorias de w diferentes con entrada u(-). Con este resultado se tiene a
las trayectorias propias del SRM como soluciones de la dinamica indistinguible ya
que no importando el comportamiento que estas tomen, siempre se satisface que la
dinamica del error tiene una unica solucién trivial.

Por tanto el conjunto de todas las trayectorias indistinguibles del modelo dinami-

co del SRM queda

I(u7w797i1,i2,i3) = {w7 97 Z.17 i27 23}

Entonces por la Definicién [7] se determina observabilidad global del SRM.

I1.2. Analisis del modelo completo

Proposicion 6 Dado el modelo matemdtico del SRM Y , se asume que:
= se conocen los pardmetros del modelo,

= se consideran estados medibles a las corrientes de fase y la posicion angular,

Y

= se considera estado no medible a la velocidad angular.

Bajo estas condiciones el SRM, descrito por el modelo completo, es observable

con regimen de operacion global.

Demostracién

A partir de las ecuaciones (2.3) y (2.4) el sistema puede ser escrito como:
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1
w J( L)

0 = w
diy _ uy—riy — e i hO LG,
dt U f;(0)e=is i)

donde

fi0) = a*i{bmsm [mNTG—(j—l)zﬂﬂmcos [mNH—(y—l)%?]}

m=1

3
T(0,11,12,i3) = 27}(0’ i5)

s Of it
T;(0.45) = f;ﬁ() fae {1—[144;£;(8)) e 5@}

definiendo

Li(0,i;) 2 abf;(0)e 1O

G,(0.i)) 2 0250

5(0,i;) £ 1—[1+1i;f;(0)]eH®
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se tiene

j=1"J
f = w
di;  uy—ri; —G;(0)0i;
dat £;(0)

Tanto £;(#) como G;(6) son funciones de i; y 6 que son los estados medibles
del SRM al igual que en el modelo simplificado. Entonces, tomando en cuenta las
mismas consideraciones: pardmetros conocidos, 7; y ¢ estados medibles, w estado no
medible y condiciones iniciales; es posible realizar un andlisis del SRM y obtener los

mismos resultados que los obtenidos con el modelo simplificado.

El modelo completo del motor puede ser presentado como:

(w1 s 0f1(0) . s Of2(0) . s Ofs(0) . T
@ = 7| Fe 0 000)+ ;750 0(0,02) + 5575 5(9,23)] —
o
a w

A:{ din — wmoria=Gi(0)0n

dt L£1(6)
dt - L2(6)

(dat T £3(0)

Nuevamente se proponen motores iguales, motor a y motor b, con mismos mo-
delos pero condiciones iniciales diferentes los cuales son restados, motor a menos

motor b, termino a termino para lo que se definen variables de error:

_ de __  dwg dw,
€ = Wa—Wwh = @ = W a
_ g dA  _ dBe _ dfy
A= b.—0 = a  — dt dt
e = dg—iy = %L = da_di

dt dt dt
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con lo que se obtiene el modelo del error del SRM en términos de los estados del

motor y de

s
dt

dey
dt

deo
dt

des

de
dt

dA
dey
dt

dea
dt

des
dt

error

_ 1| _ws 9fi(fa) . 0f2(0a) : ¢s  9f3(0a) ; _ Ty

= 7| 7e0 . 00 i) + 5y 50, 000 i2a) + 7355750, 0 (0as ia) | —
wa(0) = woq

= Wq Qa(O) = 00a

. ul—Tila—¢587ilafl(9a)Lfée(za)éaila . O .

- wsfl(ga)e—ilafl(ea) Ua = 110a

u2_ri2a_'¢seii2"‘f2(6a)%étﬂéa
= “ = 120a

wsf2(0a)€_i2af2(9a)
uz—rize—se3af3(0a) ang(za)éai:m

waB(ea)67i3af3(9a>

U1 —7Tiql _wseiialfl (0a) afalT(ja)elaial

) i af1(0p) 4 -
U1 —Tip1 —Pse lblfl(eb)%bb)%m

s f1(04)e"a1f1(0a)
u2_ria2_ws€7ia2f2(9a) ang(za)aaiaQ

Ps f1(0p)e 0171 %)
ug—ripy—ihseb22(0p) ngéﬁ:b)gbiw

s f2(6a)e~ta2f2(0a)
uz—rigz3—1hseta3/3(0a) WST(za)e'aiaS

Ve fa(Op)e 5272 008)
uz—ripg—se3f3(0) afg’%o(gb)ébibs

s f3(04)e"a3/3(0a)

e Fa(0y)e 03 73%)

3 [ fflﬁéa 0L %e) 5 (0, i1a) + fngéa) OL5) 5 (0, ina) + fgf;a) OL%) 50, i3a) — TL]
1| _%s 9f1(6s) : 0f2(0p) . s O0f3(0s)
—J [ff(eb)éTbb‘swb’“b) + B o, OO i2) + 750, 00 Tan) — TL]
8(0) — Woq — Wob
= W, — W A(0) = Ooq — Oop

Considerando el modelo dinamico del error, se puede obtener un sistema de ecua-

ciones algebro-diferenciales, conocido como la dinamica indistinguible para el SRM,

para lo cual se considera que se presentan las condiciones de indistinguibilidadﬂ7 es

2Ver observaciones al final del capitulo
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decir, que existe una entrada u(-) y un par de carga T}, iguales para ambos motores,
y un conjunto de condiciones iniciales tales que la salida de ambos motores sea igual:

ij = 1lq; = W y 0 =0, = 0, para todo t > 0.
Con esta consideracién se puede mostrar (de las ecuaciones de error) que
e;=0, ¥-0 A=0, L=9

por tanto la dindmica indistinguible del motor de reluctancia conmutada queda

¥ o= A ¥s _0f2(9) - ¢s Ofs(0) _ I
i~ T |70 o9 5(0,21)+f§(9) 90 5(9712)+f32(9) 225(0,i3) y
o _
a W
de; __ U1 —rz‘l—qpse—ilfl(g) %wil
o s f1(0)e=i1/1(9)
dey _ uz—riz—gpae=i2/2(0) 20200
@ s f2(0)e~2/2(9)
des _ u37”3*wse*"3f3(9)%§®wi3
DI : @ s f3(0)e~3/3(0)
de o
= =0
0 =
0 = ¢se—i1f1(9)%y>sil
n s f1(0)e=11/1(9)
0 = ¢se*i2f2(9)%6<f>m-2
s f2(0)e—12/2(9)
0 = _wse*i3f3<9)%y)ai3
N N s f3(0)e=3/3(9)

con los errores de estados todos 0

— dej _ _ A _ de _
€j—0, W_O’ A—O, W_O’ 8—0, E_O
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satisfaciendo, nuevamente, que las trayectorias de estados internos son 0 para todo
t > 0, lo que implica que no existe indistinguibilidad, esto debido a que no importa
como sea el comportamiento de las trayectorias de la planta, solo existe una solucién
para la dindmica del error y es trivial. Esto permite concluir que el sistema es
observable globalmente.

Es justo observar que la dindmica indistinguible del SRM (tanto para el modelo
simplificado como para el modelo completo) arroja los mismos resultados, bajo las
diferencias entre modelos, y que el conjunto de todas las trayectorias indistinguibles

del modelo dindmico no cambia para ambos casos:

Tiww,b,in sinsis) = W, 0,41, 72, 13}

De igual manera que para el modelo completo, por la Definicion [7] se concluye

observabilidad con régimen global para el SRM.

Observaciones:

= Dado que no hay restricciones sobre la velocidad angular, el analisis indica que

los modelos del SRM son observables para todo rango de velocidades.

= El hecho de trabajar con un solo estado no medible (velocidad angular) parece
un trabajo trivial, ya que como es visto en los modelos , y del
Capitulo |2 en los subsistemas mecanicos se tiene 6 = w, entonces siendo estric-
tos se puede reconstruir la velocidad a través de la simple derivada temporal
de la posicién (estado conocido) sin tener que disenar un observador. Pero

ubicando el trabajo en un ejemplo préactico, el hecho de aplicar una derivada



para el modelo simplificado y
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en presencia de ruido (el cual siempre esta presente en este tipo problemas)
provoca que éste se amplifique, de igual forma provocard que el motor se vea
limitando a cierto tipo de trabajos. En (Mujica-Ortega, 2012) se presenta un
trabajo detallado, acerca del motor de induccién, que permite tener una idea
de lo mala que puede resultar esta opcion.

Si se considera el problema sensorless, es decir, bajo la suposiciéon de que ni
la posicién ni velocidad angulares estan disponibles para medicion, las con-
diciones de indistinguibilidad (para ambos modelos) son modificadas. Asi, se
considera que 7; = ij, = 45, y entonces e; = 0, % = 0 lo que conduce a la
siguiente forma de la dinamica indistinguible, segiin
(4 Nyl o\ T

do = Neh [(sen(N,0)if + sin (N,0 — %) i3 + sen (N0 + 27) i3)] — *&

9 _

P w

din u—[Nyli sen(Ny0)|wii—1i1

. lo—11 cos(N,.0)

die U~ [erl sen(NTO—QTTr )]wig—rig

F lo—11 cos(NTG—Q?7r

die U~ [erl sen(NTG—l—%r )]wig,—m'g

at lo—11 cos(NTGJrQ?")
DI:q % = 20 {[sin(N,0,) — sin(N,6)] i} + [sin(N,0,%) — sin(N,0, — )] i3

+ [sin(N,0, + &) — sin(N, 0, + 3)] i3}

A _

. g

0 = u—[Nrli sen(Np0)|wii —riq u—[Nrli sen(Ny(0—A))|(w—e)ii—riy

- lo—11 cos(N0) B lo—11 cos(Ny(0—A))
0 . uf[NTll sen(NTGf%")]wigfriz [erl sen(NT(G A)— 2”)] w—¢€)iag—Ti2
- lo—11 Cos(NTG—%") - lo—I1 COS(NT(O A)——)
0 o u—[NTll sen(NTO—i—%r)]wi;;—rig _ u—[N I sen( r(0— A)—I—QW)] (w—e)iz—Ti3
L o lo—l1 cos(N-0+2F ) lo—l1 cos( N (0—A)+%F)
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dw _ 1| _¥s 9h(6) ~ Vs Of2(0) . s Ofs(0) .
dat T T | f20) o0 5(07ll)+ 72(6) 90 5(87@2)+WT5(9723)] —
ae
a W
& _ Ul_ril_wse_ilfl(m%ée)wil
. s f1(0)e—171(0)
des usz‘izf’L[JSe_leZ(e)Lfge(e)wzé
da Vs f2(0)e—1272(0)
des _ u3—ri3—¢se*i3f3(9>%y)wi3
dt ¥s f3(0)e~'313(0)
d _ 1 s 9f1(0) ; Ys  0f1(0=4) ;
DI @ =7 {f%’(H) oo 00, 01) — F2(0-A) BZGfA) 6[(0 — A), 1]
D9
5¢ Vs 0fa2(0) N Ofa2(6—A) _ .
+1”22(9) o0 9(0,i2) f2(6-A2) 0(6-A) o[(0 — A),is]
s Of3(0) . ps  Of3(6—A) )
+f??(f)) oo 0(0,13) — 72(6—A) 9(6—A) o[(0 — A),Z:a]}
dA
. 9
0 i w1 —riy —thse1171(0) af(;fge)wil _ ul—ri1—¢se*i1f1(9fﬁ>%(w_a)il
= s f1(0)e=1111(0) Vs f1(0—A)e—1/1(0=2)
0 — uz—riz—tpse”i2F2(0) 220) B UQ—riz—wsfi?fQ(e*A)%(w—a)iz
- Ys f2(0)e 27200 Vs fo(0—A)e—i22(0=5)
O vris e a0 SOy uris—ee s B8 oy
\ o s f3(0)e~313(0) s f3(0—A)e—i373(0-2)

para el modelo completo.

Como se muestra en (Ibarra-Rojas et al., 2004), las trayectorias indistinguibles
del SRM se pueden describir por una familia de sistemas dinamicos que viven
en sub-variedades del espacio de estados de por lo que las ecuaciones algebro-
diferenciales se pueden interpretar como ecuaciones diferenciales definidas so-
bre variedades. Determinar soluciones de ecuaciones algebro-aiferenciales es, en
general, mas complicado que obtener las soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Primeramente es necesario expresar las ecuaciones unicamente en

términos de variables de error. Este paso esencial no se ha podido resolver ni

1L

J
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para el sistema Dlsﬂ ni para el sistema D]Sf], dada su complejidad debida,

en parte, a que el motor no es Blondel-Park transformable.

3DI,, - Dindmica insditinguible del andlisis sensorless del modelo simplificado
4DI,. - Dindmica insditinguible del analisis sensorless del modelo completo






El trabajo que nunca se empieza
es el que tarda mas en finalizarse.

J. R. R. Tolkien

Conclusiones y problemas abiertos

En este trabajo se abordo el problema de observabilidad del motor de reluctancia
conmutada. Para el estudio, se trabajo con dos modelos dinamicos del motor descri-
tos en (Espinosa-Pérez et al., 2002). El primero de ellos, llamado de baja corriente
(modelo simplificado), no considera la saturaciéon magnética y, el segundo (modelo

completo), si toma en cuenta este fenémeno.

Se demostré que el SRM no es Blondel-Park transformable, cosa que se afirmaba
pero que no tenia una demostracion formal, por lo que la dependencia de algunos de
sus parametros respecto a la posicién angular no puede ser evitada. Con la finalidad
de mostrar el funcionamiento del motor y determinar si las suposiciones hechas eran
validas o no, también se presenté un breve estudio de los conmutadores que se usan

regularmente para poner en funcionamiento el motor.

Para llevar a cabo un andlisis de observabilidad global, se empleé la metodologia

reportada en (Ibarra-Rojas et al., 2004), la cual se ha aplicado de manera exitosa a
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otro tipo de maquinas eléctricas.

El anélisis se llevo a cabo para el problema sensorless, esto es cuando la posicion
y la velocidad angulares no estan disponibles para medicién. Sin embargo, no fue
posible determinar las soluciones de la dindmica indistinguible, dada la compleji-
dad de la representacion matematica obtenida y dada la dependencia de algunos
parametros con respecto a la posicion angular.

Con el fin de resolver de manera parcial el problema propuesto, se considerd como
unico estado no medible a la velocidad angular. Bajo esta suposicién si fue posible
determinar el conjunto de soluciones de la dinamica indistinguible de los dos modelos
matematicos estudiados. Dado que no hay restricciones sobre la velocidad angular,
el andlisis permitié demostrar que los modelos del motor de reluctancia conmutada
son observables para todo rango de velocidades del motor.

Cabe mencionar que como resultado del presente trabajo se originaron dos articu-
los arbitrados que se presentaron 1) en el Congreso Nacional de Control Automético
de la Asociacién de México de Control Automatico AMCA 2012 (Pacheco-Tejeda
y Maya-Ortiz, 2012) y 2) en el Congreso Latinoamericano de Control Automético
CLCA 2012 (Maya-Ortiz et al., 2012), ambos en el mes de octubre. Estos articulos
se presentan anexados al final de esta seccion.

Problemas abiertos:

Llevar a cabo el analisis de observabilidad considerando los dos estados mecéani-
cos como no medibles. Para esto, dadas las limitaciones que se tienen con los modelos
matematicos empleados en este trabajo de tesis, se propone que se utilicen repre-

sentaciones alternativas, o bien, que se empleé otra técnica de andlisis.
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Resumen—En este trabajo se presenta un analisis que
permite demostrar las propiedades de observabilidad global
del motor de reluctancia conmutada considerando que la
velocidad angular del rotor no esta disponible para medicion.
Este analisis se realiza utilizando los conceptos basicos
de indistinguibilidad y observabilidad de trayectorias de
estado de los sistemas dindmicos y haciendo uso de la
metodologia de comparacion de modelos idénticos de sistemas
dindamicos iguales, con la finalidad de obtener una dinamica
de error que revele la posibilidad de observacion, obteniendo
resultados satisfactorios con la finalidad de obtener una
dinamica del error que permita adquirir informacién sobre
la observabilidad de la maquina.

Palabras clave: Indistiguibilidad, observabilidad, motor

de reluctancia conmutada.

I. INTRODUCCION

El motor de reluctancia conmutada (SRM, Switched Re-
luctance Motor) es una maquina eléctrica disefiada para
obtener gran eficiencia en la conversion de energia. Debido
a que su construccioén no requiere de imanes permanentes o
devanados en el rotor este motor es de bajo costo y de alta
fiabilidad. Si se disefia con varios polos es posible obtener
un par elevado a bajas velocidades excluyendo asi el uso de
engranajes lo que le hace buen candidato para aplicaciones
de transmision directa (Krishnan, 2001).

Con el objetivo de reducir los costos de mantenimiento e
infraestructura en este tipo de miquinas es deseable el uso
de esquemas de control que no requieran del conocimiento
de todas las variables. Como esta situaciéon no siempre
puede ocurrir se hace uso de esquemas de estimacién de
estados para recuperar variables. Ademads, con este tipo
de estrategias es posible trabajar en situaciones donde el
motor es sometido a condiciones ambientales extremas tales
como alta presién, humedad, temperatura y velocidades
extremadamente altas; el uso de un sensor mecanico puede
conducir a problemas de fiabilidad y robustez los cuales son
precisos para este tipo de aplicaciones (Miller, 2001). Antes
de realizar el disefio de un observador es recomendable
llevar a cabo el andlisis de observabilidad que permita
concluir la viabilidad del disefio e identificar, de haberlos,
comportamientos indistinguibles. Con respecto al disefio
de observadores para el SRM existen diferentes propuestas
reportadas en la literatura cientifica. Por ejemplo, en
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Facultad de Ingenieria
Universidad Nacional Auténoma de México
paulm@dctrl.fi-b.unam.mx

Figura 1. SRM trifdsico con 6 polos de estator y 4 de rotor

(Ehsani y Fahimi, 2002) se presenta una pequefia coleccién
de trabajos de control sin sensores mecanicos reportados
en la década de los 90 y principios del 2000 que pueden
ser clasificados como: 1) métodos hardware-intensivos los
cuales requieren circuiteria externa para la inyeccién de
sefial, 2) métodos dato-intensivos tales como la técnica
de flujo que integra una gran colecciéon de tablas de
almacenamiento de caracteristicas del SRM y 3) métodos
basados en modelo tales como los observadores de estado,
el método de medicion de sefal de potencia, el método
basado en el modelo de inductancia, redes neuronales
y logica difusa, entre otros, los cuales necesitan un
microprocesador potente como un procesador digital de
seflales con capacidad de procesamiento de millones de
instrucciones por segundo (MIPS).

En (Gao et al, 2004) y (Komatsuzaki et al, 2008) se
reportan métodos de estimacion de posicion, la suposicién
principal es que el motor trabaja a bajas velocidades por lo
que la fuerza contraelectromotriz puede despreciarse, bajo
esta suposicioén se puede obtener una relacién directa de las
inductancias, Unico término que depende de la posicién, lo
que hace posible una igualdad y una estimacién de variable



que resulta en funcién de una tangente.
En (Tan et al., 2009) se reporta un estimador de posicioén
y un observador por modos deslizantes cuyo principal
problema es la estimacion de la posiciéon al momento del
arranque; el disefio se hace mediante el uso de la técnica de
inyeccion de pulso para la operacién con velocidad cero.
En (De La Guerra Carrasco, 2011) se reporta el tnico
trabajo encontrado donde se aborda un andlisis de
observabilidad con caracteristicas locales del motor de
reluctancia en donde la representacion matemética empleada
no considera la saturacién y el dnico estado no medible es
la velocidad angular. Asi, mediante un método geométrico
se concluye que el motor es localmente observable siempre
que no se trabaje a velocidad cero.

En este trabajo se presenta un método para llevar a cabo
un andlisis de las propiedades de observabilidad global del
motor de reluctancia conmutada sin considerar la saturacién
y sin medicién de velocidad. Este andlisis explota en un
nivel fundamental el concepto de trayectorias indistinguibles
es decir, las trayectorias internas de un sistema que son
diferentes bajo el mismo comportamiento entrada/salida.

La principal contribucién que se presenta en este trabajo
es la declaraciéon de un sistema dindmico cuyo comporta-
miento, llamado dindmica indistinguible, caracteriza todas
las trayectorias que hacen no observable al motor de reluc-
tancia conmutada. El andlisis para este sistema, como es
habitual con sistemas dindmicos no lineales, es complejo y
no es posible presentar explicitamente todas las trayectorias
mencionadas, sin embargo, es preciso sefialar que incluso
en estas condiciones varios resultados importantes pueden
obtenerse con respecto a la dindmica indistinguible:

= Se puede proporcionar una respuesta formal a la pre-
gunta fundamental acerca de la existencia de trayecto-
rias indistinguibles para el SRM sin saturacion.

= En caso de existir trayectorias indistinguibles, también
existirian algunas trayectorias siempre divergentes con
lo que se deduce que hay regimenes de operacién para
los que cualquier observador no converja, es decir, seria
imposible construir un observador para toda trayectoria
del motor.

= Si llegaran a existir dindmicas indistinguibles estas se-
rian dependientes de la entrada, por lo tanto, el sistema
no se podria descomponer en una parte observable y
una no observable.

= Una vez que la estructura del sistema dindmico que
genera la dindmica indistinguible esté a la mano, las
herramientas estandar de andlisis pueden ser aplicadas
con el fin de obtener una comprensiéon mas profunda
sobre las propiedades de observabilidad del SRM.

La estructura de este trabajo es la siguiente. En la Seccion
IT se presenta el modelo matematico del SRM y algunas
de sus propiedades. En la Seccién III se presenta, de

manera general, la metodologia que se seguird para hacer
el andlisis de observabilidad del SRM, el cual se presenta
en la Seccidn IV. Para finalizar, en la Seccién V se presentan
las conclusiones del trabajo y algunos puntos indicativos del
trabajo futuro.

II. MOTOR DE RELUCTANCIA CONMUTADA:
CARACTERISTICAS Y MODELO

El SRM a diferencia de otros motores genera par a través
de la variacién de la reluctancia en lugar de la accion de
induccién, esto es, el mecanismo de produccién de par es
idéntico al observado en el desplazamiento producido al
alinear dos imanes con polaridad diferente, asi, el par es
producido por la propension del rotor a moverse hacia la
posicién de mayor inductancia del estator, esto es, donde
la reluctancia es minima y de ahi el nombre de motor de
reluctancia conmutada. La concentracién de devanados en el
estator y la ausencia de imanes permanentes o devanados en
el rotor dan lugar a varias caracteristicas interesantes: cons-
truccién simple, estructura sin escobillas y mayor generacion
de par. Paraddjicamente, la principal desventaja de este
tipo de maquinas eléctricas viene, también, de su estructura
simple, ya que para generar par, las corrientes de estator
deben ser secuencialmente conmutadas encendido/apagado
de acuerdo a la posicién del rotor como se ejemplifica en
la Figura 2 para un motor de tres fases.

Figura 2. Secuencia de excitacién de fases del SRM

La restriccidn, en el sentido de que las corrientes de
estator deben ser encendidas y apagadas de acuerdo a la
posicién angular del rotor, asigna el requerimiento de la
existencia de un conmutador electrénico con el fin de que
la forma de onda requerida para las corrientes de estator
sea garantizada. La funcién principal del conmutador es
coordinar el proceso de conmutacién ademds que debe
garantizar una transicién suave de acuerdo a las necesidades



de operacion (Wang y Lan, 2004).

El modelo descrito en el presente trabajo esta basado en
(Espinosa-Pérez et al., 2002). Se considera que las fases
del estator estdn desacopladas magnéticamente por lo que
la inductancia mutua puede ser despreciada, sin perdida de
generalidad y por practicidad, se considera el caso de un
motor trifdsico. Bajo estas consideraciones, la dindmica del
SRM es de la forma

uj = Yj+ri; j=1,2,3 )

JO = T.(0,i1,i0,i3) — T1,
donde u; es el voltaje aplicado a la j-ésima terminal de fase
del estator, i; es la j-ésima corriente de fase del estator,
1¥;(0,14;) es el flujo magnético de dispersién de la j-ésima
fase, r es la resistencia de los devanados del estator, 8 es
la posicién angular del rotor, 77, es el par de cargay J la
inercia total del rotor. Es de notar que el par mecanico de
origen eléctrico T, (0,141, i2, i3), depende tanto de la posicién
angular del rotor como de todas las corrientes del estator.
Se asume que el flujos magnético de dispersion tiene la
estructura

wj(97ij) = LJ(H)Z] (2)
donde la j- ésima inductancia de fase estd dada por
. 2m
L;(0)=1p—1licos |N.0—(j— 1)? 3)

en esta expresion ly y 1 son constantes positivas tales
que ly > l; haciendo de esta manera que la ecuacién (3)
sea definida positiva. Bajo estas condiciones el modelo (1)
puede ser escrito como

di;
Ui = LJ(G)% + G (O)wiy + iy j=1,2,3
Jo = Te(0,i1,42,i3) — Tt (4)
06 = w
donde
L; 9
Gj(e) = %G(G) = N,.lysen |N.0 — (j — 1)?7r (5)

es la variacion de la inductancia, por fase, con respecto a la
posicioén angular.

Con base en las definiciones dadas en (3) y (5) el par
mecénico de origen eléctrico es de la forma

3

1
To(6,ir,ia,13) = Y T3(0.1;) = Y 5CG5(0)i3  (6)

j=1 j=1
donde se puede observar que el par de cada fase aparece co-

mo una funcién cuadrética de la corriente de fase respectiva
y que su signo es determinado por la derivada parcial de

Inductancia de estator y su derivada
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Figura 3. Inductancia de estator y su derivada respecto a la posicién

la inductancia de fase con respecto a la posicién del rotor,
G;(0).

En la Figura 3 se muestra el comportamiento de la
inductancia de estator y su respectiva deriva parcial respecto
a la posicién, contra la posicién del rotor. En ella es posible
observar que de acuerdo a la ecuacién 6, se producird par
positivo en el drea positiva de la grafica de la funcién
G;(0), esto es, en el perfil de subida de la curva de
inductancia. Esta condicién indica que las fases del estator
deben ser conmutadas de manera secuencial atendiendo en
todo momento a la posicidn del rotor. Un ejemplo de esto
se muestra en la Figura 2 en donde se aprecia una secuencia
J1—J2—J3—J1— ... para obtener un movimiento en sentido
anti-horario.

III. METODOLOGIA

La metodologia que se presenta es obtenida de (Ibarra-
Rojas et al., 2004).
Sea el sistema no lineal
f(z,u); 2(0) = o

E{ZC ~ W) @

donde x € D, C R™ es el vector de estado, © € RP es
el vector de entrada, y € R™ es el vector de saliday fy
h son funciones suficientemente suaves definidas en R™*?
y R”™ respectivamente. La solucién de (7) en ¢ > 0 que
pasa a través de x( en t = 0, correspondiendo la funcién de
entrada u € U (una clase de funciones de tiempo) es z(t) =
o(t,xo,u). La salida esta dada por y(t) = A(t,zp,u) =
h(¢(ta Zo, ’LL))

Se considera un sistema dindmico de la forma (7) con
las variables de entrada y salida (u,y) medibles y se
asume que la estructura del sistema es conocida, incluyendo
pardmetros.

El fin de la metodologia es determinar si es posible
construir un modelo dindmico del error, a partir del
sistema dado por (7), que proporcione las trayectorias
indistinguibles del sistema original y de determinar si
éstas son convergentes o no; de serlo, es posible observar
el sistema, en caso contrario se puede concluir no



observabilidad del sistema. En el caso de no encontrar
trayectorias indistinguibles entonces se puede determinar
que el sistema es globalmente observable.

Los pasos a seguir para emplear esta metodologia son:
A Determinar un modelo dindmico del error que genere las

trayectorias indistinguibles. En caso que las trayectorias

sean las mismas trayectorias del sistema original se
concluye observabilidad y no es necesario proceder al

paso B.

B Determinar si las trayectorias indistinguibles son conver-
gentes o no. Con el objeto de determinar observabilidad o
no observabilidad; si existen trayectorias indistinguibles
divergentes entonces ningin observador que se disefie
para el sistema podra converger para toda trayectoria del
sistema.

Para llevar a cabo el procedimiento de manera
Optima es imprescindible el conocimiento los conceptos
indistinguibilidad, observabilidad y detectabilidad obtenidos
de (Hermann y Krener, 1977) e (Ibarra-Rojas et al., 2004).

Definicion 1: Considerando una entrada wu(-) para
el sistema (7) y una condicién inicial 2 € D,.
Si otra condicién inicial ! € D, es tal que
y(t, 2% u(-)) = y(t,2',u(-)) para todo t € [0,7T), para
algiin T > 0 entonces z* es un estado u(-)-indistinguible de
x° en el intervalo [0, 7). El conjunto de todos los estados
u(-)-indistinguibles de x° serd denotado por Z(,, ;).

Definicién 2: El sistema (7) es observable en 2° € D,
si. Zgua0y = {2} y el sistema (7) es observable si
T(u) = {x} para todo z € D,

Definicion 3: FEl sistema (7) es detectable si para cual-
quier z° € D,, y algtin u(-) € U se satisface que
Jim [la(t. 7 u() - (2% u()| =0 ¥E € T

Considerando la Definicién 1 y el modelo (7) se suponen
dos sistemas dindmicos idénticos, mismo modelo y mismos
parametros, considerando condiciones 6ptimas de operacion
para la observabilidad (si el sistema no es observable para
estas condiciones mucho menos lo serd para condiciones
diferentes): parametros bien conocidos, entrada medible,
conocimiento de los estados medibles y los no medibles.
Entonces se suponen los modelos 3; y 39 con condiciones
iniciales diferentes

i = fr,u); 21(0) =210
= { y = h(n)

e = flze,u); z2(0) =z
2 { y = h(x2)

Algunas hipétesis: ;Que se podria esperar de las trayec-
torias de estado internas de estos dos sistemas?

1. Que las trayectorias de estados internos sean diferentes
para todo ¢ > 0
Esto implica que existe indistinguibilidad debido
a que con las mismas condiciones de entrada-salida se
tienen estados internos diferentes. Esta condiciéon de
es provocada por la entrada u(-) y de aqui el nombre
de wu-indistinguible de la Definicién 1, ademds, esta
condicién de indistinguibilidad provoca que el sistema
no sea observable.
2. Que las trayectorias de estados internos sean diferentes
pero que converjan entre si cuando ¢ — oo
En este caso también existe indistinguibilidad, pero
cuando ¢ — oo estd se pierde, lo cual implica que el
sistema es detectable.
3. Que las trayectorias de estados internos sean idénticas
para todo t — oo
Esto implica que no existe indistinguibilidad debi-
do a que con las mismas condiciones de entrada-salida
se muestran idénticas trayectorias internas del sistema.
Esto permite determinar que el sistemas es observable
globalmente.

Es preciso obtener un modelo dindmico de error del
sistema a través de la diferencia de los modelos esto es

SR Y 3 X

por tanto es necesario asignar también variables (estados)
de error para cada estado las cuales representaran las tra-
yectorias del modelo dindmico de error, esto es:

de T dx

€ x dzx
€ = T = tz — 11:2 52
den Tin dzan

obtenido el modelo de error, se igualan las condiciones
iniciales de todos los estados conocidos del sistema, esto
es:

1 =T11 = T21 = 61:0; =0

dt
mientras que las condiciones iniciales de los estados no
medibles no se cambian.

Ahora, se prosigue a encontrar un conjunto de ecuaciones
llamado dindmica indistinguible vista como la conexion
en cascada de (7) y =. Cabe remarcar que esta dindmica
indistinguible tiene naturaleza global, ya que este representa
todas las trayectorias indistinguibles del sistema.

DI:{E

—

Repasando las hipétesis planteadas llega al momento
de establecer, de acuerdo a la dindmica indistinguible, el
comportamiento de las trayectorias.



IV. DINAMICA INDISTINGUIBLE DEL MOTOR DE
RELUCTANCIA CONMUTADA

Considerando la metodologia anterior es posible obtener
un modelo dindmico de error utilizando el modelo (3)
considerando las condiciones apropiadas de operacién para
la observabilidad, esto es, pardmetros del motor conocidos,
u, Ty, 1,0 son sefiales medibles y w la sefial no medible.
Haciendo uso del sistema (3) sustituyendo los respectivos
valores de L;(6), G;(8) y Tc(6,1;) se obtiene:

do - N:h [(sen(NT%)ﬁ —g sen (Q{VTQ - 23
+sen (N0 + 27) i3)] — L&
o _
at = W
diy _ u—N,lysen(N,0)wi;—riy
Q: = To—11 cos(N,-0)

u—Nylq sen(NTO—ZT”)wig—rig

diy  _
dt lo—11 cos(N,.Gf

dis - u—Nylq sen(NTO—&-%’)wig—rig
dt - lo—11 cos(N,.GJr%r)

Tomando como partida dos motores idénticos y sus mo-
delos dindmicos con condiciones iniciales arbitrarias

dw _ Nply 2 -2
“a = Nch [(sen(N, 2) + sen (:I{V -Oq ) 15,
us _ tL
+ sen (Nrﬁa )z3a } -+,
wq(0) = woq
do
. = Wa
04(0) = 6oq
diig _ u—Nyply sen(Nyplg)waila—Tila
Qg : dt - lop—11 cos(Nyp0g) ’
11a(0) = 4104
digg _ u—Nply sen(NTQ 7—)wa12a Ti24

dt lo—11 cos(Nr a— 2;) ’
i24(0) = 9204

dizg _  uw=Nrh sen(Np0q+ 25 Ywaiza —Tisa
dt lo—11 cos(N,.GaJrz,T") ’
i3a(0) = i30a
don = Neli [(sen(N,6y)i2, +sen (TNTGb —2r)i2,
Fen (3,0, + )i, - 2
wp(0) = wop
a0, _
at by
05(0) = Gop
diyp _ u—Nyply sen(NpOp)wpizp—rizp
Qp - dt - lo—11 cos(N,«Qb.) T
i15(0) = d10p
digy, _ u—Nyply sen(N,,.bez,T")wbizbfrin

dt lo—11 cos(NTbe%) ’
i2p(0) = 4200

u—Nply sen(NT9b+%T“)ubi3b—ri3b
lo—l1 cos(Np-0p+2F) ’
i36(0) = 4300

Se definen variables de error las cuales corresponden a la
diferencia entre las dindmicas de los motores €2, y €2

d dw, _ d
£ = wWe—wp, => F = e g
dA do do
A= ba=0, = G = G-t
- i de  _  dig _ dup
e = a”W = G = dt dt

Ordenando las ecuaciones de €2, y las obtenidas a través
de las variables de error se obtiene el modelo de error del
motor de reluctancia conmutada

d Nyl . 2 .
ba = =L [(sen(Ny-0,)i3, + sen (I{Vrea —2r) i,
27\ ;2 1L
+sen (N0, + T) 1’3(1)] +,
wa(0) = woq
do
a = Yo
(7 (0) = 0pa
dijg _ u—Nyplysen(Nyplg)waila—Tila
Qg dt - lo—11 cos(Np0g) !
7/1(1(0) = 110a
ding _ u—Nrply sen(NTG 7—)w,17,2a77‘12a
dt - lo—11 cos(Np0q—25) )
12a(0) = 1204
dizgqa _ u—Nrely Sen(N7‘9a+ T Ywaiza —Ti3a
dt - lo—11 cos(N7.9a+2,T“) ’
134(0) = i30a
de _ Nl 2
s = L [sen(N:0 ;lzl(éfsen(NTOb) T
+sen(Np6, — g)%‘l — sen(N,0, — ?ﬁzb
s
+ sen(Np0q + 5 )iz, — sen(Nyp0p + )z3b]
£(0) = woa — wob
dA
At T WaT W
A(0) = boa — bob
dey _ Nily sen(Ny0p)wpiip+rizg
dt - lo—11 cos(N,6p)
_ Nrlysen(Np0g)waiiq+Ti1a
E: lo—11 cos(Ny0q)
’ e1(0) = 4100 — %106
des _ Nyply sen(N,‘Qbf%")wbizb+ri2b
dt - lo—11 cos(N,0y)
Nyly sen(Ny 7%")waz2a+mga
- lop—11 cos(Np0g)
e2(0) = i20a — 7205
deg _ Nply sen(NTv0b+2,T")wbi3b+ri3b
dt - lop—11 cos(Ny0p)
_ Nrlysen(Nrfa+ 5 )waigatrisa
lop—11 cos(Ny0,)
e3(0) = i30a — 300

Tomando en cuenta el modelo de error encontrado, es
posible obtener el conjunto llamado dindmica indistinguible
del motor de reluctancia conmutada. Para lo que es necesario
tomar en cuenta las condiciones de indistinguibilidad del
motor, esto es, entradas u(-) y par de carga T}, iguales para
ambos motores €2, y 1, y un conjunto de condiciones
iniciales tales que la salida de ambos motores sea igual:
1j =g = 1p; y 0 = 0, = 0, para todo ¢ > 0.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores es
posible mostrar que

dej _ do
=0, 0=0, 9 =0

por tanto la dindmica indistinguible del motor de reluctancia
conmutada queda

6j:0,

N1 . . .

‘(iT‘;’ = fu [(sen(NrG)z% + sin (TNrH — 27’7) z%

27\ ;2 _1ir
+sen (Nr0 + 55) i3)] =

de —

G = w

diy,  _ u—[Nply sen(Np6)]wiy —riy

dt - lo—1I1 cos(NTOQ

dio _ u—[erl sen N7 7r UJZQ—T"LQ

dt - lo—1l1 cos(NTQ

dis _ uf[N 15 ben(N.,0+ W)Twi;jfrig

DI : dt - lo—11 cos(NT9+2T'”)

de

dt -

0 = =€

0 _ _ Nylysen(Nrp0)eiy

- lo—11 coza(NTG)
0 _ erl sen(N,«97—)E7,2
- lo—11 coﬁ(NT 27")
0 _ _erl scn(Nr6+%’r§5i3

lo—11 cos( N6+ %)



Observando el modelo dindmico del error, se aprecia
que su primera ecuacion tiene, en su parte derecha, solo
variables conocidas por lo cual en la sexta ecuacién de la
dindmica indistinguible la derivada temporal de € se iguala a
cero. En la séptima ecuacion de la dindmica indistinguible,
0 = &, se tiene el resultado favorable para el andlisis ya
que muestra que la diferencia de las velocidades es cero, lo
que implica que w, y wy son iguales y por tanto no existen
dos trayectorias de w diferentes con entrada u(-). Con este
resultado se tiene a las trayectorias propias del sistema del
SRM como soluciones de la dindmica indistinguible ya que
estas satisfacen, al mismo tiempo, el propio sistema del
SRM como el modelo dindmico del error y esto se aprecia
en las tres ultimas ecuaciones de la dindmica indistinguibles;
donde no importa que valores tomen 6,i1,is € i3 por que
€ = 0 las satisface.

Por tanto el conjunto de todas las trayectorias indistingui-
bles del modelo dindmico del SRM queda

I(u,w,e,il,ig,ig) = {w> 07 11,12, 13}

V. CONCLUSIONES

Se formulé un modelo dindmico de error haciendo uso
de la comparacién entre dos sistemas dindmicos idénticos,
bajo ciertas condiciones de trabajo del motor, esto es,
considerando que las fases de estator estin desacopladas
magnéticamente, despreciando el fendmeno de saturacidn
en las bobinas y estableciendo como estados medibles las
corrientes de estator y la posicién del rotor se determiné la
existencia del modelo de ecuaciones algebro-diferenciales
de donde procede la dindmica indistinguible del SRM que a
la vez proporciona el resultado principal del andlisis: exis-
tencia de observabilidad global para el motor de reluctancia
conmutada basado en la Definicién 2:

E=wa—wp =0 = Ly = {w}

esto es, el error de velocidades igual a cero hace que el
conjunto de todas las dindmicas indistinguibles del SRM
sea el mismo estado.

Como extensiones de este trabajo pueden considerarse dos
casos 1) determinar la observabilidad global considerando la
dindmica completa del SRM, esto es, tomando en cuenta la
saturacion y 2) considerando como tnicos estados medibles
las corrientes de estator.
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Resumen: El Motor de Reluctancia Conmutada es analizado en este articulo. En primera
instancia, se hace un andlisis de observabilidad global empleando el concepto de dindmicas
indistinguibles y se concluye que, si se consideran como salidas las corrientes de estator y la
posicién angular, el motor es observable globalmente. En segundo lugar, se presenta el disefio
de un observador de orden reducido, empleando argumentos tipo Lyapunov, que recupera la
velocidad angular y las corrientes de estator. Se presenta la demostraciéon de convergencia y su
desempeiio es mostrado via simulaciones numéricas.

Palabras clave: Motor de Reluctancia Conmutada, observador, observabilidad global.

1. INTRODUCCION

El motor de reluctancia conmutada (MRC) es una méqui-
na eléctrica doble saliente con un rotor sin devanados o
imanes permanentes. Sus fases son bobinas concentradas
que se encienden de forma secuencial para producir par,
por medio de pulsos de voltaje de CD que resultan en
una corriente controlada unipolar. E1 MRC puede manejar
rangos de potencia desde unos pocos watts hasta MW.
Debido a su topologia simple y robusta, puede seguir
funcionando, sin que su desempeiio se vea deteriorado de
manera significativa, cuando una de las fases ha fallado. Al
MRC se le ha puesto especial atencién en las dos tltimas
décadas con la esperanza de que sea una alternativa a los
motores de CD sin escobillas con un costo menor y un
desempenio equivalente comparado con las méquinas de
CA. Entre sus multiples aplicaciones, recientemente se ha
investigado la posibilidad de emplear este tipo de maqui-
nas en vehiculos eléctricos, debido a sus bondades para
ser aplicado en estos sistemas (Bilgin et al. [2011], Hennen
et al. [2012], Chen and Lin [2010]), y puede emplearse para
aplicaciones de baja velocidad asi como también en apli-
caciones de alto desempeno, especialmente en ambientes
térmica y quimicamente adversos. Si un MRC es disenado
con un alto nimero de polos, puede producir un par muy
alto a bajas velocidades, lo que permite evitar el uso de
cajas reductoras y lo hace una segura alternativa para
aplicaciones de traccién directa (Boldea and Nasar [2006]).

A pesar sus grandes ventajas y de su penetracién en la
industria, el MRC solo es parte de un mercado incipiente
debido a que es dificil controlarlo. Se requieren elaborados
métodos digitales para su control, sobre todo cuando se
considera la presencia de la saturacién magnética.

La principal limitacién al explotar la estructura simple de
un MRC es su comportamiento electromagnético altamen-

te no lineal, ya que el par desarrollado es una funcién no
lineal de las corrientes de estator y de la velocidad del
rotor. Ademds, con el fin de maximizar la tasa par/masa
se necesita operar en la regién de saturacién magnética.

Por otra parte, el uso de sensores para medir las variables
mecdnicas (posicién y velocidad angulares) puede condu-
cir a problemas de confiabilidad en ambientes severos y
pueden ser una parte importante del costo del driver.

Para evitar el uso de sensores para las variables mecénicas,
en la literatura cientifica se han presentado diferentes
técnicas para estimar de manera indirecta la posicion y la
velocidad angulares, algunas de ellas emplean la relacion
que existe entre el flujo, la posicién del rotor y la corriente
de fase. Sin embargo, estos enfoques requieren de conocer
de manera muy precisa las curvas de magnetizacion del
motor, lo que requiere de mediciones fuera de linea y
célculos complejos (Mese and Torrey [2002], Ehsani M.
[2002], Koblara et al. [2010], Panda D. [1990]).

También es posible conocer las variables mecanicas em-
pleando observadores de estados, como el presentado en
(Solsona et al. [1996]), donde se presenta un observador de
orden reducido y la convergencia del error de estimacion
a cero se demuestra usando argumentos de Lyapunov.
También se han desarrollado variaciones del observador
tipo Luenberger, donde generalmente la dindmica del error
se linealiza para hacer la demostracién de convergencia del
error de estimacion. Otras técnicas estiman primero los flu-
jos en lazo abierto suponiendo que la condicién inicial del
flujo es conocida, estos estimados se consideran una buena
representacién de los flujos reales, por lo que son usados
para generar un error de flujo en un observador basado en
modos deslizantes que estima los flujos magnéticos y las
variables mecanicas.



Antes de proponer observadores de estados es importante
conocer las propiedades de observabilidad de la maquina
por lo que es necesario llevar a cabo el andlisis respectivo.
Hasta el conocimiento de los autores, no se ha llevado a
cabo un andlisis de observabilidad global para el MRC
y solo se tiene un anélisis local presentado en (De la
Guerra A. [2011]). En este trabajo se muestra que el MRC
es localmente observable si se consideran como salidas las
corrientes de estator y la posicién angular.

Asi, la contribucién de este trabajo es doble. En primera
instancia, se presenta un analisis de observabilidad global,
donde se demuestra que si son consideradas como salidas
las corrientes de estator y la posicién angular, el MRC es
observable globalmente. Este andlisis se llevé a cabo con
base en las ideas presentadas en (Ibarra-Rojas et al. [2004])
donde se realiza el andlisis para el motor de induccién.
En segundo lugar se presenta el diseno de un observador
de orden reducido para estimar la velocidad angular y
el andlisis de convergencia se hace mediante ideas de
Lyapunov.

El resto del articulo estd organizado de la siguiente ma-
nera: en la Seccién 2 se detallan el motor y su funcio-
namiento; en la Seccién 3 se introducen los conceptos de
observabilidad y se lleva a cabo el andlisis; la Seccién 4
estd dedicada al disefio del observador y a su analisis de
convergencia. En la Seccién 5 se presentan las simulacio-
nes que muestran el buen comportamiento del observador
propuesto. Finalmente las conclusiones de este trabajo se
presentan en la Seccién 6.

2. DESCRIPCION Y MODELO DEL MRC

El MRC presenta un comportamiento no lineal que se
refleja en un modelo matemético para el que se hacen las
siguientes consideraciones: 1) Se desprecian las inductan-
cias mutuas entre devanados del estator i.e., las fases estan
desacopladas magnética y eléctricamente; 2) Se considera
que las inductancias dependen sélo de la posicién angular,
no de la corriente y los flujos de encadenamientos de flujo
son,

Aj = L;(0)i; (1)

3) Las inductancias son como

3
donde N, es el nimero de polos del rotor y gy, {1, con
lp > [1, son constantes positivas obtenidas de forma
experimental.

Lj(0) = lo — Iy cos (N 6 (j— 1)%)

El modelo por fase, con j = 1,2,3...m, es entonces:

ax,

uj = + Ri;

Jo=T.(0,i1,12, ., im) — Tr — dw (2)
_do

T

donde # y w son la posicién y velocidad del rotor,
11,19, ...,im son las corrientes de estator y wui,us, ..., Um
son los voltajes de entrada, con m el nimero de fa-
ses de estator. Sustituyendo (1) en (2), y considerando

Te= %iTC(Q)i, se obtiene el modelo matemaético ! ,donde

los parametros son las resistencias de fase, R, la inercia
rotacional J y el coeficiente de amortiguamiento d,

di , .
D(O)a =—wC)i— Ri+u 3)
Jo = %iTC(e)i —dw— Ty, (4)
f=w (5)

coni=[is,ig,ig]’, u= [’U,17’LL2,’U,3]T7 R = diag R, R, R],
D(9) = dlag (L1 (6), Lo(6), L (6)] = D()T > 0'y C(0) =
diag [k1(0), k2(0), ks (0 )}

3. ANALISIS DE OBSERVABILIDAD

La metodologia que se emplea en este trabajo es la descrita
en (Ibarra-Rojas et al. [2004]), y consiste en la busqueda y
determinacion de un modelo dindmico del error represen-
tado por un conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales,
para el cual el conjunto de soluciones (si existen) represen-
tan las trayectorias indistinguibles. Se abordard el tema
con una serie de definiciones necesarias para el proceso del
método segin (Hermann and Krener [1977]).

Sea el sistema no lineal

T = f(z,u); z(0)==x

donde z € D, C R" es el vector de estado, u € RP es
el vector de entrada, y € R™ es el vector de salida y
f v h son funciones suficientemente suaves definidas en
R"*? y R™ respectivamente. La solucién de (6) en t > 0
que pasa a través de xg en t = 0, correspondiendo la
funcién de entrada u € U (una clase de funciones de
tiempo) es z(t) = &(t,xo,u). La salida esta dada por

y(t) = A(t, z0,u) = h(9(t, 70, u)).

Definicion 1. Considerando una entrada u(-) para el siste-
ma (6) y una condicién inicial 2° € D,. Si otra condicién
inicial 2t € D, es tal que y(¢,2°% u(-)) = y(t, zt, u("))
para todo t € [0,T), para algin T > 0 entonces z' es
un estado u(-)-indistinguible de z° en el intervalo [0,T).
El conjunto de todos los estados u(-)-indistinguibles de z°
serd denotado por Ziy z)-

Definicién 2. El sistema (6) es observable en 2° € D, si
Z(u,z0) = {z"} y el sistema (6) es observable si Z(, ,) = {z}
para todo =z € D,

Definicion 3. El sistema (6) es detectable si para cualquier
2% € D,, y algin u(-) € U se satisface que

lim ||z(t, 7, u(-)) — x(t,2° u(-))|| = 0 VT € Tiua)
t—o0

Con base en las definiciones anteriores, en (Ibarra-Rojas
et al. [2004]) se propone una metodologia para determinar
la dindmica indistinguible. Esta metodologia consta de
cuatro paso que se describen a continuacién

1 Por facilidad de representacién y sin pérdida de generalidad en
este trabajo se estudia una maquina trifasica.



Primero, considérese el sistema (6). Supénganse dos sis-
temas idénticos (mismo modelo y mismos pardmetros)
considerando condiciones 6ptimas de operacién para la ob-
servabilidad: parametros bien conocidos, entrada medible,
definicién de estados medibles y no medibles. Se suponen
los modelos X1 y ¥ con condiciones iniciales diferentes

i = flxr,u); 21(0) = 2y
o) { = flag 0

@ = f(x2,u); 22(0) = 2
22 { y = h(l‘g) 0

Segundo, se obtiene el modelo dindmico de error del
sistema = = ¥; — 5. Tercero, encontrar un conjunto de
ecuaciones llamado dindmica indistinguible vista como la
conexion en cascada del sistema (6) y Z. Cabe remarcar
que esta dindmica indistinguible tiene naturaleza global,
ya que representa todas las trayectorias indistinguibles del
sistema.

DI:{E

El cuarto paso es determinar la existencia de soluciones de
la dindmica indistinguible. De no existir soluciones a esta
dindmica, o que las soluciones conforman el conjunto de las
trayectorias propias del sistema, se afirma que el sistema es
observable globalmente. En caso contrario el sistema no es
observable y es necesario llevar a cabo un analisis adicional
que permita demostrar, al menos, detectabilidad.

Considerando la metodologia expuesta se obtiene un mo-
delo dindmico de error, utilizando el modelo (2), consi-
derando las condiciones apropiadas de operacion para la
observabilidad, esto es, pardmetros del motor conocidos,
tomando wu, T, 7, 8 como senales conocidas y w no medible.
Se reescribe (2) como:

d Nl . 2 .
dic: == ! {(sen(NTG)z? + sen (NTH — ?ﬂ i2
2 T d
+ sen <NT9 + %) zﬁ)} — 7L W
w_,
dt _ )
Q: din _ u— Nyl sen(N,.0)wiy — 7iy
dt lo — 13 cos(N,.0)
dip  u— N1y sen (NT — %’T) Wiy — Tig
dt lop — Iy cos (N0 — 2&)
diz  u— N,.l1 sen (NTG + %’T) wiz — i3
dt lo — l1 cos (NTH + %’T)

Tomando como partida dos motores idénticos con condi-
ciones iniciales arbitrarias y diferentes

d Nyl . 2 .
;’ta == 1 [(sen(Nre);)ﬁa + sen grea ;?”) i34
T .
+sen (Nrea + ?) Zga)} - 7L ~ Swa,
wa(0) = woa
df,,
=L = Wa,
dt “
‘90,(0) = ‘90a
ditg _ u— Nylisen(Np0g)waita — rita
Qa : dt lo — 11 cos(N-04) ’
114(0) = 1104
disg u — Nyli sen (NTGQ — QT”) Wal2q — T12q
= . 27 ’
dt lo — 1 cos (NTHQ — ?)
i24(0) = 9204
disg u — Nypli sen (N,.Ha + 2%) Wal3q — Ti3q

)

dt lo — l1 cos (Nr0a + %)
13a(0) = 304

d Nyl 2
;;b — ;1 {(sen(Nreg)i%a -+ sen (7127,«9[, :l ?ﬂ-) ’igb
T\ .2 L
+ sen (N,.Ob + ?) Zsb)} - jwb,
wp(0) = wop
doy,
= W, 5
dt b
6,(0) = Oop
dilb U= erl sen(N,-Hb)wbilb - rilb
Q- dt lo — 11 cos(Ny-0y) ’
i15(0) = i100
diap u — Nyly sen (Nreb - 27") wplop — Tigp
= 27 ’
dt lo — l1 cos (N6, — &)
i26(0) = 4200
disp u — Nyly sen (NTOb + 2?”) wplizp — Ti3p
dt lo — l1 cos (N»,-gb + 2%) ’
i36(0) = 1300

Al definir las variables de error, las cuales corresponden a
la diferencia entre las dindmicas de los motores Q, y ,
como

- " w:>d€ dw, dwp
= Wy — Wy - = e

Aegog o B
t t t

o ac Gl AW

€T TR TG T a T d

Ordenando las ecuaciones de €, y las obtenidas a través
de las variables de error se obtiene el modelo de error del
motor de reluctancia conmutada



d Nyl 2 .
;zta = & 1 [(sen(]v 0a)i2, + sen (g 0a ;g) 2,
+sen (NTOQ + ?) iga)} - 7L ~ Swa,
wa (0) = woq
db,
Ta e,
dt “
ea(o) = ‘90a
ditg _ u— Nylisen(NpOg)waita — Tita
Qa : dt lo — 11 cos(N-04) ’
114(0) = 7104
disg u — Nyli sen (Nrﬁa — —) Wal2q — T12q
dt lg — 1 cos (NTBa — —) ’
i24(0) = 9204
disq u — Nypli sen (N,.Oa + % Wal3q — T3q
at lo — l1 cos (N0 + 2) ’
34(0) = 9304

Ny
% = Jll [sen(N Oa )z%a — sen(N, Qb)i%b
+ sen(Np0q — 23 )12a — sen(Ny.6p — g )iz
+ sen(Ny0, + 7r ZSa — sen(Ny 0, + —ﬂ)zdb}
77(“11 —wp)
€(0) = woa — wop
dA
— = Wq — W
dt a b
A(0) = 0oa — Oop
der _ Nrlysen(Npby)wpirp + ity
dt lo — I1 cos(N,-6p)
E: Nrly sen(Nrba)waita + Tita

lo — 11 cos(Ny04)
€1(0) = i10a — %106
des Nyply Seﬂ(Nreb — 2?ﬂ-)wb’izb + rigp
dt lo — 11 cos(Ny0p)
Nyly sen(Ny0, — %)wai% + 7riog
lo — 11 cos(Ny0a)
e2(0) = i20a — %205
des Nrly Sen(Nreb + Zg)wbi?»b + rigp
dt lo — 11 cos(Ny0p)
Nply sen(Npfo 4+ 2 )waisa + riga
lo — 11 cos(Ny04)
e3(0) = i30a — 130

Tomando en cuenta las condiciones de indistinguibilidad
del motor, esto es, entradas u(-) y par de carga Ty, iguales
para ambos motores €2, y €, y un conjunto de condiciones
iniciales tales que la salida de ambos motores sea igual.
Con este modelo, la dindmica indistinguible se obtiene al
tomar en cuenta i; = iq; = i ¥y 0 = 0, = 0, para todo
t>0.

Bajo estas consideraciones anteriores es posible mostrar
que

de; do

—=0,0=0, =0

d dt

y la dinamica indistinguible, dada por

6j:0,

Q
DIyre : {E

es de la forma

dw Ny 27\

i [(sen(N 0)i2 + sin (g Qfd? i5
L
+ sen (Nré' + ?) 3)} -5 3¢
df
o
dt
di1_ u— [Nyl sen (Ny0)] wis — 1
dt lo — 11 cos (N,-0)
dio B [erl sen (NTG — —)} wig — Tio
da lo — 1 cos (NT 72%)
dis u— [erl sen (NTH + ?)} wiz — 113
A lo — Iy cos (N6 + 2T
o — licos (N-0 + 2F)
d
® _ )
dt
0 =c¢
0 7erl sen (N,0) eiy
lo — 11 cos (N-0)
erl sen (NTG — —) £i2
0 =
lo — l1 cos (N0 — 2)
Nyly sen (NTG + 27") €ig
0 = —
lo — 11 cos (NTQ + 2?”)

Cabe observar el conjunto de ecuaciones que conforman la

dindmica indistinguible del MRC; primeramente la sexta
ecuacion de DIy pe, donde la dindamica del error esta
compuesta en su parte derecha solo por variables medibles
que por lo tanto se iguala a cero y con esto se sabe que el
error de velocidades es al menos constante, en la séptima
ecuacion se observa el resultado méas importante que se
buscaba ya que el error de velocidades es igual a cero;
con este resultado, por un lado, se satisfacen las ultimas
tres ecuaciones de DIprc ya que es la tnica variables
que podria establecer la igualdad a cero al mismo tiempo,
y por ultimo se muestra que el conjunto de trayectorias
indistinguibles son las mismas dindmicas del motor

Z(usw595i17i25i3) = {wv 9, 11,12, iS}

entonces basados en la Definiciéon 2 se concluye que el
motor de reluctancia conmutada, bajo las condiciones
anteriormente senaladas, es globalmente observable.

4. OBSERVADOR

En esta seccién se presenta el observador de orden reducido
que se disené con base en la eleccion de una funcién
candidata de Lyapunov en los errores de estimacién. La
funciéon estd inspirada en la expresion de la energia total
del sistema que es la suma de la energia magnética y de la
energia cinética.

4.1 Proposicion
Proposition 1. Dado el modelo matemético del MRC (3-
4), se asume que

S.1 se conocen todos los parametros del modelo ma-
tematico y el par de carga 17,

S.2 se miden la posicién angular, las corrientes de fase y
los voltajes de fase y

S.3 no se mide la velocidad angular.

Bajo estas condiciones el observador dado por

—oC(0)i — %wcw)z “Ri+Gitu )

. 1- ~
I = 5iTC(e)z' —do - Ty, (8)



donde G = GT > 0, recupera asintéticamente la velocidad
del rotor, garantizando que el error de estimacion tiende a
cero.

4.2 Demostracion

Se definen los errores de corrientes y de velocidad como
i=i—1 y W = w—w respectivamente. Al restar del modelo
dado por (3) y (4) la expresién del observador dada por
(7) v (8), respectivamente, se obtiene la siguiente expresién
para la dindmica del error de observacion,

d L1 s oz
D(e)d{ = —wC(0)i +&C(0)i + S0C(0)i ~ Ri— Gi
. 1~ ~ ~ ~
36 = 5iTc(e)i —do+1i C0)i (9)

Se propone la funcién candidata de Lyapunov,

cuya derivada con respecto al tiempo es,

V(.5 =i DO)S

w~T ~ .
D(0)— + —1 0)1 o

( )dt+ 5 C(0)i+ Jow
que evaluada a lo largo de las trayectorias de (9) es de la
forma:

Vo) =1 [—(R + )i — wC(0)i + wC(0)i + %acwﬁ}
w=T

- 1~ - - R
+ 2 cwito [_dw + 5z'TC(e)i + iTC(e)i}
Lo que conduce a,

VGE,0) =i (R4 G)i— da?

con (R+G) = (R+G)" > 0. Por lo tanto la dinami-
ca del error de estimacion tiene un punto de equilibrio
asintéticamente estable en el origen. \V/

Es importante notar que:

= Este resultado, cémo se menciono en S.1, depende del
conocimiento de los parametros del modelo del MRC.

= Aunque se asume el conocimiento de la posiciéon an-
gular, suposicion S.2, este resultado puede utilizar-
se cuando no se quiera reconstruir la velocidad con
métodos numéricos.

» La velocidad de convergencia del observador depende
del término de correcciéon lineal, en particular de la
matriz G = GT > 0.

5. SIMULACIONES

Para mostrar el desempenio de observador propuesto, se
llevaron a cabo simulaciones numéricas considerando la ley
de control propuesta en (Espinosa-Pérez G. R. [2000]). La
maquina que se simula es un MRC trifasico de 12 polos en
el estator y 8 polos en el rotor con pardmetros R = 2,2 (€],

J = 0,09[Kg/m?], d = 0,001 [Kgs/rad], Iy = 0,052 y
l; = 0,0095 ademés con G = diag{2000, 2000,2000} y las
ganancias del controlador son K, ; = 20. En todos los casos
se consideré un par de 77, = 0,1 [N — m]. Se hicieron
dos ejercicios de seguimiento de un perfil de velocidad que
permanecia en velocidad cero durante 5 segundos.

En la primera simulacién se cambio el valor de las induc-
tancias minima y maxima y de las resistencia de fase en un
50 %, en la Figura 1 se presenta la velocidad angular real y
la velocidad angular estimada. En la Figura 2 se muestra
el error de estimacion de la velocidad angular que es menor
al 1% de la magnitud de la velocidad real, a pesar de la
variacién paramétrica.

Velocidad [RPM]

tiempo [s]

Figura 1. Velocidades real y estimada

301 -

201 -

10~ -

Error de Velocidad

“10F 4

a0l 4

. 4

tiempo [s]

Figura 2. Error de velocidad

En el segundo ejercicio se sigue una referencia que per-
manece en cero durante 5 segundos, también se supone
una variacién de més del 50% del valor nominal de la
resistencia de fase, en la Figura 3 se presenta la velocidad
angular real y la velocidad angular estimada, donde se
aprecia la degradacion del desempeno, sin embargo en la
Figura 4 se muestra que el error de estimacion de velocidad
sigue siendo menor al 1% de la magnitud de la velocidad
real .

Los resultados anteriores muestran que el observador pro-
puesto puede lidiar con cambios en los parametros eléctri-
cos, de mds de 50% del valor nominal en el caso pre-
sentado. Ademés se muestra que se pueden incluso hacer
frente a perfiles que incluyen operacion a velocidad cero, lo
que habla de las propiedades de observabilidad del MRC
con medicién de corrientes de fase y posicién angular. Es
interesante mencionar que el desempeno del observador es
mejor si la referencia tiene una aceleracién diferente de
cero.
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Figura 3. Velocidades real y estimada con variacién pa-
ramétrica
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Figura 4. Error de velocidad con variacion paramétrica

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron el analisis de observabilidad
global y el diseio de un observador de orden reducido
para el motor de reluctancia conmutada. Con base en el
andlisis realizado es posible afirmar que, si se consideran
como salidas las corrientes de estator y la posicién angular,
el MRC es observable de manera global. As{ mismo, el
observador disenado presenta un buen desempeno cuando
se llevan a cabo tareas de regulacién y seguimiento de la
velocidad angular, con un controlador basado en pasividad
previamente reportado en la literatura. Cabe senalar que
se supuso un conocimiento total de los pardmetros del
sistema. Las extensiones a este trabajo se dan en diferentes
vertientes, como: el andlisis de observabilidad consideran-
do como salidas sdlo las corrientes de estator; el diseno
de observadores para las variables mecénicas; el disefio de
leyes de control por retroalimentacion de salida, ya sea
pura o basada en observador.
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