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PROGRAMA DE MAESTRÍA Y DOCTORADO EN
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Vocal: Dr. Marco Antonio Arteaga Pérez
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Resumen

En los sistemas de teleoperación bilateral maestro-esclavo de robots ŕıgidos, existen diferen-

tes problemas que han llamado la atención de la comunidad de control. Uno de los principales,

es lograr que el operador humano reciba la información adecuada para que pueda desempeñar

tareas remotas de manipulación que pueden requerir un cierto grado de precisión. La informa-

ción puede ser de distintas ı́ndoles, por ejemplo fuerzas, posiciones, gráficos, etc. y generalmente

es obtenida mediante transductores. Es por ello que en este trabajo se implementan en el robot

esclavo dos observadores de estado, uno para reconstruir la velocidad del efector final y el otro

para estimar la fuerza de contacto y aśı prescindir del uso de sensores.

Inicialmente se presenta una breve introducción a los sistema de teleoperación. Se describe

la motivación principal que originó el desarrollo de este trabajo y la formulación del problema

a resolver. De igual forma, un acercamiento al estado del arte en la problemática de control

de posición/fuerza en robots manipuladores, aśı como algunas otras problemáticas que se han

planteado para sistemas teleoperados. Se abordan los modelos matemáticos referidos a los dos

robots, a saber, maestro y esclavo. Se presentan también las leyes de control correspondientes y

las simulaciones pertinentes. Por último las conclusiones y perspectivas a futuro de este trabajo

para finalizar con el Apéndice, en el que se llevó a cabo el análisis de estabilidad del sistema.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Durante las últimas décadas, el desarrollo de la robótica ha impactado dentro de los más

variados aspectos de la vida cotidiana. Su importancia ha trascendido notoriamente en la

percepción actual del mundo que nos rodea, permitiéndonos desde explorar territorios que por

su naturaleza son imposibles de ser sujetos a investigación, experimentar en ambientes que

ponen en riesgo la integridad f́ısica de los seres humanos, facilitar el manejo de materiales de

alto riesgo, realizar tareas repetitivas que en una persona pueden resultar en lesiones a largo

plazo, entretenimiento, comunicaciones, etc.

No obstante, hablar de robótica, es hablar de un proceso complejo que se ha ido compagi-

nando con la evolución humana, entendiéndose esta última como la investigación y el desarrollo

de nuevas teoŕıas y tecnoloǵıas que permitan asequiblemente fusionar el área multidisciplinaria

de la que depende la robótica.

Desde sus inicios, los robots han estado confinados para realizar tareas dentro de las fábri-

cas, principalmente en la industria automotriz, en donde han sido de gran utilidad debido a

su capacidad para llevar a cabo trabajos simples pero repetitivos con un desempeño, rapidez y

uniformidad superior al operador humano. Inicialmente los robots ejecutaban las tareas que le

eran programadas con un escaso margen de adaptación al entorno (prácticamente nulo), pero

esto ha ido cambiado a media que ha evolucionado la tecnoloǵıa en los sensores, en las técnicas

de control, en las capacidades computacionales, etc. Es por esto que hoy en d́ıa estos sistemas

admiten cierto grado de adaptación a las tareas que ejecutan. Ejemplo de ello son los sistemas

de visión que permiten captar la orientación de piezas dentro de un sistema de producción.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

A pesar de que los avances tecnológicos han ayudado a expandir el campo de aplicación de

los robots más allá de la industria (por ejemplo en la medicina, la construcción, el mantenimien-

to, el hogar, la milicia, la educación, la agricultura, la exploración espacial, el entretenimiento,

etc.), el grado de adaptabilidad al entorno resulta un tanto complicado debido a que es nece-

sario conocer de antemano la estructura de éste y la tarea a realizar. Por lo tanto, si la tarea

que el sistema va a desempeñar no es repetitiva, no está bien estructurada y el entorno es

variable, el uso de tal sistema no es aplicable, por lo que es necesario recurrir a las capacidades

de adaptación del operador humano. Es en este punto en el que se concibe la Teleoperación,

que se centra en gobernar u operar un dispositivo (por ejemplo un robot manipulador1) de

forma remota por parte de un operador humano para realizar tareas complejas ó peligrosas

en ambientes poco estructurados [1]-[2], proporcionando al operador la percepción de estar

directamente en contacto con el entorno.

Dentro de la teleoperación convencional, se distinguen cinco elementos esenciales: operador,

robot maestro, controladores y canales de comunicación, robot esclavo y entorno [3]-[4], como se

observa en la Figura 1.1 y el operador puede recibir retroalimentación visual, acústica ó táctil.

Operador
Robot

Maestro

Control

Comunicaciones

Teleoperador

Robot

Esclavo
Entorno

Figura 1.1 – Sistema de teleoperación

El operador humano emplea al robot maestro para manipular al entorno a través del robot

esclavo. Esta operación es coordinada a través de los algoritmos de control y de los canales de

comunicación.

La teleoperación puede ser unilateral o bilateral de acuerdo al flujo de información. En

la teleoperación unilateral, el canal de comunicación env́ıa señales de posición ó fuerza del

robot maestro al robot esclavo y sólo existe retroalimentación visual del robot esclavo al robot

maestro, como se observa en la Figura 1.2.

1Sistema electromecánico con grados de libertad, con capacidad de ser programado y que incorpora una

estrategia de control para la manipulación de objetos según trayectorias variables [5].
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Operador
Robot

Maestro

Control

Comunicaciones

Teleoperador

Robot

Esclavo
Entorno

Figura 1.2 – Modelo de un sistema de teleoperación unilateral

Sin embargo, en la teleoperación bilateral también existe retroalimentación de señales de

posición y/ó fuerza del robot esclavo al robot maestro además de la información visual (Figura

1.3).

Operador
Robot

Maestro

Control

Comunicaciones

Teleoperador

Robot

Esclavo
Entorno

Figura 1.3 – Modelo de un sistema de teleoperación bilateral

Si la señal de retroalimentación es fuerza (es decir, la fuerza de contacto entre el robot

esclavo y el entorno) resulta común utilizar sensores para la adquisición de ésta.

1.1. Motivación

Los sistemas de teleoperación bilateral maestro-esclavo han tenido un auge importante

en los últimos años y gracias a su versatilidad, su campo de aplicación se ha extendido de

manera considerable (principalmente en educación, medicina, manejo de materiales peligrosos,

exploración espacial y marina). En estos sistemas es común el uso de sensores de velocidad y

fuerza en el robot esclavo, lo que se traduce no solo en una inversión económica considerable sino

también en las claras desventajas que son inherentes a estos dispositivos tales como sensibilidad

al ruido, dimensiones f́ısicas que pueden alterar el diseño mecánico del robot, dificultad para

su montaje y para el desarrollo del software que permita tratar las señales, etc. Debido a ello,

surge el interés de utilizar un observador de estados que reconstruya la velocidad del efector

final y un observador que estime la fuerza de contacto con el entorno, ambos para el robot

esclavo y aśı prescindir del uso de sensores en este último.
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1.2. Formulación del problema

El problema se fundamenta en controlar un sistema de teleoperación bilateral maestro-

esclavo no similar2, implementando en el robot esclavo un esquema de control basado en dos

observadores, uno para reconstruir la velocidad del efector final y otro para estimar la fuerza

de contacto con el entorno de tal forma que el sistema sea estable y transparente3. Se asume,

por un lado, que la posición de cada eslabón del robot esclavo es medible usando sensores de

posición (encoders), pero no se cuenta ni con las señales de velocidad de cada articulación ni

con la señal de la fuerza de contacto que ejerce el efector final del robot esclavo sobre alguna

superficie y, por otro lado, que es bien conocida la dinámica de los robots CRS A465 y Phantom

del Laboratorio de Robótica del edificio de Posgrado de la Facultad de Ingenieŕıa de la UNAM,

los cuales fungirán como robots maestro y esclavo del sistema de teleoperación.

1.3. Estado del arte

Debido a la naturaleza del problema a resolver, es importante mencionar algunas contri-

buciones relevantes que se han llevado a cabo tanto en el control de posición/fuerza de robots

manipuladores aśı como sobre los sistemas de teleoperación.

1.3.1. Control de posición/fuerza

El control de posición/fuerza tiene sus antecedentes a nivel industrial en donde la necesidad

de contar con algoritmos de control que permitieran una sutil interacción entre un entorno de

trabajo y un robot manipulador, i.e. que el robot entre en contacto con una superficie, era

cada vez más evidente. Esto impulsó a la comunidad cient́ıfica a resolver tal problemática. No

obstante, debido a la gran cantidad de esquemas de control que se han propuesto para resolver

este problema [6], una clasificación estándar seŕıa algo complicado.

2En el contexto de robótica, similaridad se refiere a la similitud en cuanto a propiedades geométricas, ci-

nemáticas ó dinámicas que pueden tener dos ó mas robots. Esto en teleoperación significa que el robot maestro

y el robot esclavo pueden tener similaridad geométrica, similaridad cinemática ó similaridad dinámica. En caso

contrario se dice que son no similares.
3Un sistema de teleoperación es transparente si se logra que las propiedades mecánicas del entorno sean

reflejadas al operador, es decir, que el operador experimente la sensación de interactuar directamente con el

entorno [15].



1.3. ESTADO DEL ARTE 5

Sin embargo, de acuerdo a [7]-[8] existen algunas equivalencias entre ciertos esquemas. Es

por ello que se ha aceptado que su clasificación derive en dos vertientes [9], control por im-

pedancia y control h́ıbrido de posición y fuerza. En el control por impedancia [10], la idea

principal es especificar el comportamiento deseado de la dinámica del manipulador (impedan-

cia deseada) cuando el robot se encuentra en contacto con una superficie y la ley de control se

diseña de tal manera que regule la interacción entre los errores de posición y la fuerza de con-

tacto. Por otro lado, en el control h́ıbrido [11] se considera que la superficie es completamente

ŕıgida, por lo que se puede descomponer el espacio de trabajo en 2 subespacios ortogonales

entre śı, uno que corresponde a posición y otro a fuerza, lo que permite analizarlos de manera

independiente. Existen por lo tanto, grados de libertad asociados al subespacio de posición y

grados de libertad asociados al subespacio de fuerza y que se diferencian entre śı de acuerdo

a una matriz binaria de selección. De esta manera, pueden usarse esquemas de control inde-

pendiente para cada uno. Cabe resaltar que en [12] se demostró que este esquema de control

h́ıbrido es inestable cuando se implementa en algunos robots con articulaciones de revolución

y que se debe principalmente a la geometŕıa del robot, mientras que en [13] se concluye que

tal inestabilidad no es inherente al esquema de control h́ıbrido, sino a un resultado de una

formulación incompleta que se debe principalmente a la inversa de la matriz Jacobiana del

manipulador. Proponen una reformulación del esquema h́ıbrido que garantiza estabilidad. Una

extensión del esquema h́ıbrido se propone en [14], en donde no se requiere el empleo de una

matriz de selección (como en el concepto original de este controlador), sino que las matrices de

proyección se calculan a partir de la descomposición ortogonal en el punto de contacto entre

el efector final del robot y la superficie, separando completamente las posiciones de las fuerzas

de una manera más sencilla.

1.3.2. Teleoperación

Dentro del esquema de teleoperación y de acuerdo a la información que se transmite en-

tre el robot maestro y el robot esclavo, se diferencian cuatro tipos. El primero es posición-

posición [15], el segundo es posición-fuerza [16]-[17], el tercero es fuerza-fuerza [18] y el cuarto

es posición/fuerza-posición/fuerza [19]-[20]. Como se verá mas adelante, para este trabajo de

tesis el sistema de teleoperación que se está considerando corresponde al tipo posición/fuerza-

posición/fuerza. Basados en esta arquitectura, las señales de posición-velocidad (y posiblemente
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aceleración) y fuerza del robot maestro, son enviadas al robot esclavo para que éste lleve a cabo

el seguimiento de tales trayectorias, mientras que la posición y la fuerza que ejerce el robot

esclavo sobre el entorno, es enviada hacia el robot maestro. En otras palabras, esta arquitectura

se traduce en un problema de seguimiento por parte del robot esclavo.

Los objetivos de control mas importantes dentro de la teleoperación bilateral son la es-

tabilidad y la transparencia, por este motivo en el diseño de un sistema de esta naturaleza,

siempre deben de considerarse ambos [21]. No obstante, cuando la distancia entre el operador y

el entorno es considerable, es común que se presenten retardos en los canales de comunicación,

los cuales pueden ocasionar que el sistema se vuelva inestable [22] incluso cuando éstos son

pequeños [23]. Se han propuesto diversas soluciones a este problema, por ejemplo en [24]-[25]

proponen un esquema de control basado en pasividad con el que es posible garantizar que la

enerǵıa total del sistema se conserva, asegurando la estabilidad. En [26] proponen un control

jerarquizado, en donde el más alto nivel permite controlar al sistema con un grado de trans-

parencia deseada, mientras que el más bajo nivel es un control pasivo que permite asegurar

que no se genera enerǵıa extra en el sistema debido a retardos. Por otro lado, en [27] proponen

un método basado en técnicas de control clásico en el dominio de la frecuencia para un siste-

ma de teleoperación bilateral que brinda un buen desempeño (alto nivel de transparencia) y

estabilidad ante retardos en la comunicación.

Los esquemas de control para sistemas de teleoperación bilateral, requieren de la señal de

fuerza de contacto que ejerce el robot esclavo sobre el entorno. En su mayoŕıa la adquisición

de ésta señal es a través de sensores. No obstante, se han desarrollado algunas estrategias

de control que basan su diseño en observadores de fuerza para prescindir de estos sensores.

Por ejemplo, en [28] proponen dos observadores de fuerza, uno para el robot maestro y otro

para el robot esclavo, basados en redes neuronales que no requieren del modelo dinámico del

sistema. En [29] diseñan un esquema de control en donde emplean observadores basados en

modos deslizantes con entradas desconocidas para estimar tanto la velocidad como la fuerza

de contacto del robot esclavo empleando únicamente mediciones de posición. Por otro lado, en

[30] se establece un esquema de sincronización empleando observadores de estado para estimar

la posición y la velocidad de ambos robots, además de un observador de fuerza para estimar

la fuerza de contacto del robot esclavo.



1.4. CONTRIBUCIÓN 7

1.4. Contribución

La principal contribución de este trabajo de tesis, es el análisis de estabilidad de un sis-

tema de teleoperación bilateral maestro-esclavo en donde se emplean observadores de estado

que permitan reconstruir las señales de velocidad y fuerza del esclavo (cuando éste entra en

contacto con su entorno), y dado que en un sistema de esta naturaleza se tiene un problema de

sincronización externa [31], se llevarán a cabo las simulaciones pertinentes para verificar que

se logra resolver el problema planteado.

1.5. Estructura del trabajo

En el Caṕıtulo 1 se ha expuesto una breve reseña acerca de los sistemas de teleoperación. De

igual forma se presentaron la motivación, que permitió definir el planteamiento del problema

a resolver, aśı como algunas de las investigaciones más importantes que se tomaron en cuenta

para desarrollar esta tesis y se concluyó con la contribución del presente trabajo. A continuación

se presenta el resto de la organización de esta Tesis.

En el Caṕıtulo 2 se presentan grosso modo el modelo cinemático y dinámico de un robot

manipulador junto con algunas propiedades importantes, aśı como el modelo matemático del

sistema de teleoperación y las herramientas matemáticas que servirán como base esencial para

el análisis de estabilidad.

En el Caṕıtulo 3 se expone lo concerniente a las estrategias de control, en donde se pro-

porciona una explicación general de lo que debe realizar el sistema de teleoperación, aśı como

también el diseño de los observadores de velocidad-fuerza implementados.

En el Caṕıtulo 4 se muestran los resultados en simulación del esquema de control abordado

en el caṕıtulo 3 y una breve discusión de los resultados.

En el Caṕıtulo 5 se presentan las conclusiones y las perspectivas a futuro sobre este trabajo.

Por último se presenta el Apéndice, en el que se lleva a cabo el análisis de estabilidad de

todo el sistema y que representa la contribución mas importante de esta tesis.
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Caṕıtulo 2

Preliminares matemáticos

Para desarrollar un algoritmo de control es necesario un modelo matemático del sistema que

se pretende estudiar. Este modelo representa el comportamiento aproximado del sistema real, lo

que permite analizar y proponer esquemas de control lo suficientemente eficaces y poder evaluar

su desempeño mediante simulaciones numéricas. En este tema de tesis se trata de un sistema de

teleoperación bilateral maestro-esclavo de robots ŕıgidos, por lo que en este caṕıtulo se explica

brevemente la obtención del modelo matemático de un robot manipulador y algunas de sus

propiedades más importantes. De igual manera se abordan el modelo matemático del robot

maestro y el modelo matemático del robot esclavo, aśı como también algunas herramientas

matemáticas que son esenciales para tratar de manera conveniente las leyes de control y para

el análisis de estabilidad.

2.1. Cinemática de robots manipuladores

La cinemática es una rama de la f́ısica que estudia el movimiento de los cuerpos sin tomar

en cuenta las fuerzas que los originan. En el caso de los robots manipuladores, la cinemática

estudia el movimiento del robot con respecto a un sistema de referencia, es decir, se enfoca

en la descripción anaĺıtica del movimiento espacial del robot como una función del tiempo

y en particular por las relaciones entre la posición y la orientación del efector final con los

valores que toman sus coordenadas articulares. Se tienen en general tres problemas asociados

a la cinemática de un robot manipulador, la cinemática directa, la cinemática inversa y la

cinemática diferencial.

9
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2.1.1. Cinemática directa

La cinemática directa describe el movimiento de un robot manipulador mediante la relación

que existe entre las coordenadas articulares o generalizadas y las coordenadas cartesianas del

efector final, es decir, permite expresar la posición y orientación del efector final en función de

las variables articulares con respecto a un sistema de coordenadas que se toma como referencia.

La estructura matemática de la cinemática directa es generalmente no lineal en las variables de

posición, compuesta por funciones trigonométricas y parámetros del robot como son longitudes,

masas, momentos de inercia, etc.

Existen diferentes métodos para calcular la cinemática directa. Uno de ellos es mediante

matrices de transformación homogénea, que permiten relacionar la posición y orientación rela-

tiva entre dos eslabones consecutivos. Es importante señalar que existirán tantas matrices de

transformación homogénea de acuerdo a la cantidad de articulaciones del robot. Cada matriz

de transformación Ai−1
i (q) con i = 1, 2, . . . , n se encuentra a partir del producto de cuatro

transformaciones básicas, dos de rotación (Rz,θi ,Rx,αi) y dos de traslación (Tz,diTx,ai)

i−1Ai (q) = Rz,θiTz,diTx,aiRx,αi

=


cos(θi) −sin(θi)cos(αi) sin(θi)sin(αi) aicos(θi)

sin(θi) cos(θi)cos(αi) −cos(θi)sin(αi) aisin(θi)

0 sin(αi) cos(αi) di

0 0 0 1

 . (2.1)

Para determinar los parámetros (θi,αi, di, ai), es común emplear la representación Denavit-

Hartenberg [32], que dentro del área de la robótica es el estándar de facto para llevar a cabo

la parametrización del robot (visto como una cadena cinemática). Esta representación permite

asignar sistemas coordenados (con posición y orientación definidas) a cada uno de los eslabones

de manera conveniente empleando algunas reglas. De acuerdo a la Figura 2.1, se tiene entonces

• θi representa el ángulo entre los ejes xi−1 y xi alrededor del eje zi−1,

• αi representa el ángulo entre los ejes zi−1 y zi alrededor del eje xi,

• ai representa la distancia entre los ejes zi−1 y zi medida a lo largo del eje xi,

• di representa la distancia medida desde el origen del sistema coordenado oi−1 hasta el

eje xi a lo largo del eje zi−1.
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Figura 2.1 – Asignación de marcos de referencia

Finalmente, a partir del cálculo de las n matrices definidas por (2.1) se conforma la matriz

de transformación homogénea 0Tn

0Tn =

0Rn
0on

0 1

 = A0 1 (q) A1 2 (q) · · · An−1
n (q) , (2.2)

en donde 0Rn y 0on son la orientación y la posición del efector final con respecto a la base del

manipulador.

En general, se observa en (2.2) que el problema de cinemática directa es un mapeo del

espacio articular al espacio cartesiano [33]

x = f (qi) , i = 1, 2, ...,n (2.3)

en donde q ∈ Rn (con n el número de grados de libertad) es el vector de posiciones articulares

y f ∈ Rm (para el caso general m = 6, pero si n > m entonces el robot es redundante) es una

función continua y diferenciable en la variable q y en general es no lineal.

Cabe mencionar que si para la orientación se adopta una representación mı́nima (e.g.
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ángulos de Euler) para describir la rotación del efector final, entonces

x =

 0pn

0ϕn

 , (2.4)

con 0pn ∈ R3 la posición del efector final y 0ϕn ∈ R3 su orientación.

Se presenta el siguiente ejemplo con un robot de 2 grados de libertad.

Ejemplo 2.1. De acuerdo a la Figura 2.2, el robot posee 2 grados de libertad, es decir, existen

2 eslabones y 2 articulaciones. El primer paso para poder determinar la cinemática directa es

identificar el sistema de coordenadas o0x0y0z0 y por medio del algoritmo de Denavit-Hartenberg,

se procede a obtener la orientación de los ejes coordenados asociados a cada uno de los ele-

mentos (eslabones) que conforman al brazo manipulador, es decir, o1x1y1z1 y o2x2y2z2.

Determinación del ángulo

zià1

xià1

xi

zi

zià1

xi

Determinación del ángulo

a2

a1

q1

q2

x0

y0

o0

y1

x1

o1
y2

x2

o2

Figura 2.2 – Cinemática directa

Una vez que se hallan los ejes de referencia asociados a cada uno de los eslabones, el

siguiente paso fue encontrar las distancias entre los oŕıgenes (di y ai) aśı como también los

ángulos θi y αi (si es que existen). Se encontraron los resultados presentados en la Tabla 2.1.

Finalmente, se tiene que para la cinemática directa las matrices de transformación asocia-
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Articulación a d θ α

1 0.45 m 0 θ1 (t)− 90o 0

2 0.45 m 0 θ1 (t) 0

Tabla 2.1 – Parámetros obtenidos mediante Denavit-Hartenberg

das a los oŕıgenes oi−1 respecto al origen oi se encuentran mediante (2.1)

0A1 =


sin (θ1) cos (θ1) 0 a1sin (θ1)

−cos (θ1) sin (θ1) 0 −a1cos (θ1)

0 0 1 0

0 0 0 1

 , 1A2 =


cos (θ2) −sin (θ2) 0 a2cos (θ2)

sin (θ2) cos (θ2) 0 a2sin (θ2)

0 0 1 0

0 0 0 1


y la matriz que denota la cinemática directa es

0T2 =


sin (θ1 + θ2) cos (θ1 + θ2) 0 a2sin (θ1 + θ2) + a1sin (θ1)

−cos (θ1 + θ2) sin (θ1 + θ2) 0 −a2cos (θ1 + θ2)− a1cos (θ1)

0 0 1 0

0 0 0 1

 .

△

2.1.2. Cinemática inversa

La cinemática inversa de un robot manipulador permite obtener las posiciones articulares

q en términos de la posición y la orientación del efector final con respecto a un marco de

referencia fijo especificado en la base del robot. Este problema representa la solución inversa

de la ecuación (2.3), en otras palabras, dada la posición cartesiana y la orientación del efector

final, obtener los ángulos de las articulaciones

qi = f−1 (x) , i = 1, 2, ..., n, (2.5)

en donde f−1 (x) es la función inversa de (2.3).

En vista de (2.5), la determinación del vector de variables articulares se reduce a resolver un

conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales. Pese a que no existe una metodoloǵıa estándar
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que permita resolver el problema de la cinemática inversa, existen algunos métodos tanto

anaĺıticos como numéricos que son de gran ayuda para conseguirlo. No obstante, la principal

dificultad son las múltiples soluciones que se pueden presentar, ya que éstas dependen de la

configuración geométrica del manipulador.

Entonces, el problema de la cinemática inversa de robots manipuladores puede resolverse

por desacoplo cinemático, transformaciones inversas, métodos iterativos, álgebra de tornillos,

matrices duales, cuaterniones duales y métodos geométricos. Este último es uno de los mas

empleados debido a su relativa sencillez cuando la configuración del manipulador no es muy

compleja como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. La cinemática inversa correspondiente al Ejemplo 2.1 se determina a partir de

la Figura 2.3. Como se observa, las ecuaciones que permiten conocer los ángulos q1 y q2 son

la siguientes:

c2 = a21 + a22 − 2a1a2cos (π− q2)

= a21 + a22 + 2a1a2cos (q2) , (2.6)

en donde se ha usado cos (π− q2) = −cos (q2) y la ley de cosenos. Entonces de la ecuación

anterior

cos (q2) =
c2 − a21 − a22

2a1a2
, D (2.7)

y recordando la identidad trigonométrica sin2 (θ) + cos2 (θ) = 1 y de (2.7)

sin(q2) = ± 2
√

1−D2. (2.8)

De esta manera

q2 = Atan
(
D± 2

√
1−D2

)
, (2.9)

lo que permite recuperar las dos soluciones posibles para q2 y que en la literatura se les conoce

como configuraciones codo arriba y codo abajo [34] como se aprecia en la Figura 2.3. Para

encontrar q1 se tienen los ángulos auxiliares

α = Atan
(s
r

)
(2.10)

β = Atan

(
a2sin (q2)

a1 + a2cos (q2)

)
, (2.11)
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de donde se obtiene

q1 = α− β = Atan
(s
r

)
−Atan

(
a2sin (q2)

a1 + a2cos (q2)

)
, (2.12)

con a1 = 0.45 m, a2 = 0.45 m, s es la coordenada del extremo del eslabón 2 respecto al eje z0

y r es la coordenada del extremo del eslabón 2 respecto al eje y0.

o0
y0

z0

a1

a2

180
o à

q 2 q2

a 2c
os(

q 2
)

a 2s
in(

q 2
)

r

s

c

q1

codo arriba

codo abajo

Figura 2.3 – Cinemática inversa

△

2.1.3. Cinemática diferencial

Como ya se mencionó, la cinemática directa permite conocer la relación que existe entre

la posición y la orientación del efector final del robot manipulador en el espacio cartesiano

respecto a sus posiciones en el espacio articular a través de un mapeo que matemáticamente

se expresa por (2.3). Por otro lado, la cinemática diferencial relaciona la velocidad del efector

final en el espacio cartesiano con la velocidad articular del robot mediante un mapeo descrito

por una matriz Jacobiana. Esta matriz Jacobiana es de gran importancia en el desarrollo de

controladores para robots manipuladores, porque ayuda a determinar si existen puntos de
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singularidad, a analizar redundancia, a determinar algoritmos para resolver el problema de

cinemática inversa, etc. Es importante mencionar que existen dos maneras para encontrar el

Jacobiano y que depende enteramente de la parametrización de la orientación, es decir, si se

considera una representación no mı́nima o bien una representación mı́nima. Para el primer

caso se calcula el llamado Jacobiano Geométrico y para el segundo caso el Jacobiano Anaĺıtico

como se observa en la Figura 2.4.

Velocidades

en espacio

articular

Velocidades

en espacio

cartesiano

(a) Jacobiano Geométrico

Velocidades

en espacio

articular

Velocidades

en espacio

cartesiano

(b) Jacobiano Anaĺıtico

Figura 2.4 – Mapeos

Para calcular el Jacobiano Geométrico se emplea un método propiamente geométrico. Este

mapeo permite expresar las velocidades lineal ṗn y angular ωn del efector final en función de la

velocidad articular q̇, es decir, relaciona la contribución de las velocidades articulares respecto

a las velocidades lineal y angular del efector final. Entonces matemáticamente la cinemática

diferencial empleando este mapeo se expresa como

ẋ =

 0ṗn

0ωn

 = J (q) q̇, (2.13)

con 0ṗn ∈ R3 la velocidad lineal y 0ωn ∈ R3 la velocidad angular del efector final, J (q) ∈ R6×n

el Jacobiano geométrico el cual puede separarse en dos matrices de la siguiente manera

J (q) =

Jp

Jo

 =

jdi · · · jdn
joi · · · jon

 , (2.14)

y vista de (2.13) se tiene que

0ṗn = Jpq̇ (2.15)

0ωn = Joq̇. (2.16)

De ésta manera se observa que el término Jdi q̇i representa la contribución de la velocidad

de una articulación a la velocidad lineal del efector final, mientras que Joi q̇i representa la
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contribución de la velocidad de una articulación a la velocidad angular del efector final y en

ambos casos i = 1, 2, . . . , n.

Si se aplica el algoritmo Denavit-Hartemberg para la parametrización de un robot con

articulaciones de revolución, el Jacobiano geométrico esJpi

Joi

 =

zi−1 × (d− di−1)

zi−1

 , (2.17)

en donde z son los vectores unitarios que representan el eje de giro de las articulaciones y d

los vectores de posición de cada articulación.

Por otro lado, para el Jacobiano Anaĺıtico se considera la cinemática directa (2.3) y se

calcula su derivada con respecto al tiempo

ẋ =
∂f (x)

∂x
q̇ = J (q) q̇, (2.18)

o bien si se toma en cuenta (2.4) y de igual forma se calcula su derivada con respecto al tiempo

ẋ =

 0ṗn

0ϕ̇n

 = J (q) q̇, (2.19)

con 0ṗn ∈ R3 la velocidad lineal y 0ϕ̇n ∈ R3 la velocidad rotacional de los ángulos de Euler

del efector final, J (q) ∈ R6×n y q̇ son el el Jacobiano anaĺıtico y la velocidad articular respec-

tivamente en (2.18) y (2.19). Para entender las diferencias que existen entre ambos mapeos se

invita al lector a consultar [33].

2.2. Dinámica de robots manipuladores

La dinámica es una rama de la f́ısica que estudia la relación que existe entre las fuerzas

que actúan sobre un cuerpo y el movimiento que en él se origina. En el caso de un robot

manipulador, al ser un sistema mecánico muy complejo, su descripción anaĺıtica requiere de

ecuaciones diferenciales no lineales que permitan formular su modelo dinámico. La utilidad de

éste último es fundamental para propósitos de simulación, diseño y construcción del sistema

mecánico, aśı como análisis y diseño de algoritmos de control. Además la naturaleza no lineal,

multivariable y acoplada del comportamiento dinámico del robot, ofrece un amplio espectro

de formulación de problemas de control teóricos y prácticos.
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En este contexto, el modelo dinámico puede adoptar dos formas distintas, a saber, cuando

el efector final del manipulador se encuentra en movimiento libre y cuando el efector final del

manipulador se encuentra en movimiento restringido. En los párrafos siguientes se dará una

breve descripción de ambos.

2.2.1. Dinámica de un robot manipulador en movimiento libre

El modelo matemático que describe la dinámica asociada a un robot manipulador, general-

mente es obtenido mediante el método de Euler-Lagrange [35] que de manera elegante permite

describir la dinámica aproximada de un sistema f́ısico real. Para el caso de un robot manipu-

lador con n grados de libertad, el Lagrangiano L está dado por la diferencia entre la Enerǵıa

Cinética K y la Enerǵıa Potencial U del robot

L (q, q̇) = K (q, q̇)− U (q) . (2.20)

Se asume que la enerǵıa potencial U se debe solamente a fuerzas conservativas, tales como

la enerǵıa gravitacional y la enerǵıa almacenada en resortes comprimidos. De esta manera, las

ecuaciones de movimiento de Lagrange para el robot manipulador son

d

dt

[
∂L (q, q̇)

∂q̇

]
− ∂L (q, q̇)

∂q
= τ, (2.21)

o de manera equivalente

d

dt

[
∂L (q, q̇)

∂q̇i

]
− ∂L (q, q̇)

∂qi
= τi, i = 1, 2, ..., n, (2.22)

que de manera compacta se pueden escribir como

H (q) q̈+C (q, q̇) q̇+Dq̇+ g (q) = τ, (2.23)

en donde

q ∈ Rn → vector de coordenadas generalizadas,

H (q) ∈ Rn×n → matriz de inercia simétrica y definida positiva,

C (q, q̇) q̇ ∈ Rn → vector de fuerzas de Coriolis y de fuerzas centŕıfugas,

D ∈ Rn×n → matriz diagonal positiva semidefinida de fricción viscosa,

g (q) ∈ Rn → vector de fuerzas gravitacionales,

τ ∈ Rn → vector de torques de entrada.
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La ecuación (2.23) representa la dinámica asociada a cualquier robot manipulador en movi-

miento libre con n grados de libertad, es una ecuación diferencial no lineal vectorial del estado

[qT q̇T]T. Es importante señalar que cada elemento de H (q), C (q, q̇) q̇ y g (q) es en general,

una expresión bastante compleja de las posiciones q y velocidades q̇ de todas las uniones de

los eslabones y además cada uno de ellos depende de la geometŕıa del robot.

2.2.1.1. Propiedades del modelo dinámico

Como se ha comentado, el modelo dinámico obtenido mediante el formalismo de Euler-

Lagrange permite establecer algunas propiedades que son de gran importancia para el desarrollo

de algoritmos de control y que facilitan en cierta medida el análisis de estabilidad [36]. Las

más importantes son las siguientes.

Propiedad 2.1. La matriz H (q) satisface

λh∥x∥2 ≤ xTH (q)x ≤ λH∥x∥2, ∀q,x ∈ Rn (2.24)

además 0 < λh ≤ λH < ∞, con λh , λmin
∀q∈Rn

(H (q)) y λH , λmax
∀q∈Rn

(H (q)), en donde λmin y

λmax denotan el mı́nimo y el máximo valor caracteŕıstico respectivamente de una matriz.

△

Propiedad 2.2. Con una definición conveniente de la matriz de fuerzas de Coriolis y fuerzas

centŕıfugas C (q, q̇), la matriz Ḣ (q)− 2C (q, q̇) es anti-simétrica, es decir

wT
(
Ḣ (q)− 2C (q, q̇)

)
w = 0, ∀w ∈ Rn. (2.25)

△

Propiedad 2.3. Con una definición apropiada de los parámetros del robot, se tiene

H (q) q̈+C (q, q̇) q̇+Dq̇+ g (q) = Y (q, q̇, q̈)θ, (2.26)

en donde Y (q, q̇, q̈) ∈ Rn×l es el regresor y θ ∈ Rl es el vector que contiene los parámetros

constantes del robot.

△
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2.2.1.2. Dinámica considerando los actuadores

Para este trabajo y en vista de que en un robot manipulador se emplean comúnmente

motores de CD acoplados a cajas de engranes como principales elementos de transmisión de

movimiento, es importante considerar la dinámica de estos últimos dentro del modelo dinámico

del robot, ya que de esta manera se tendrá una respuesta en simulaciones numéricas lo sufi-

cientemente aproximada al comportamiento del sistema real una vez que se implementen los

algoritmos de control.

Para determinar el modelo matemático que rige el comportamiento del actuador que mueve

una carga a través de un reductor, se hace uso del diagrama mostrado en la Figura 2.5.

Figura 2.5 – Diagrama de un motor de CD

La nomenclatura es la siguiente.

• u es el voltaje aplicado en las terminales de armadura del motor,

• i es la corriente eléctrica de armadura,

• Θ es la posición angular del rotor del motor,

• θ es la posición angular de la carga (rueda),

• ea = keΘ̇ es la fuerza contra-electromotriz, donde ke es la constante de fuerza contra-

electromotriz,

• τm = kmi es el par electromagnético generado, donde km es la constante de par del motor,

• τc es el par equivalente de la carga reflejado sobre la flecha del motor. Este par se opone

al movimiento del motor (sentido contrario a Θ),
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• τ es el par aplicado (por el motor) sobre la carga,

• L es la inductancia de armadura,

• R es la resistencia de armadura,

• Jm es la inercia del rotor del motor,

• bm es la constante de fricción viscosa del motor,

• JL es la inercia de la carga. En este trabajo la carga está constituida por la rueda que se

desea hacer girar,

• bL es la constante de fricción viscosa de la carga,

• n1 y n2 representan el número de dientes del engrane del eje del motor y del eje de la

carga, respectivamente.

Nótese que un motor de CD es un sistema electromecánico compuesto por un subsiste-

ma eléctrico y un subsistema mecánico, razón por la que ambos tienen asociado un modelo

matemático. Para el subsistema eléctrico del motor, se aplica la Ley de Kirchhoff de voltajes

(véase la Figura 2.5) y se obtiene

u = L
di

dt
+Ri + ea, (2.27)

con ea = keΘ̇.

Para el subsistema mecánico se aplica la Segunda ley de Newton. No obstante, es importante

entender la relación que existe entre la posición angular del rotor del motor Θ y la posición

angular del eje de la carga θ, por lo que es necesario determinar algunas relaciones importantes.

En la Figura 2.6 se muestran los engranes (ruedas dentadas) del eje del motor y los engranes

del eje de la carga. Se define s como el arco de ćırculo generado por un ángulo Θ descrito en el

eje del motor y, simultáneamente, por un ángulo θ en el eje de la carga. Esto es cierto porque

la presencia de engranes en cada uno de estos ejes evita que dichos ejes patinen. Existe una

relación geométrica que relaciona al radio de un ćırculo, el ángulo descrito por el mismo y el

arco de ćırculo generado. Aplicando esta relación en ambos ejes

s = Θr1 s = θr2, (2.28)
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eje

del motor

eje

de la carga

Figura 2.6 – Reductor

donde Θ y θ deben estar dados en radianes. De lo anterior se obtiene

Θr1 = θr2. (2.29)

Por otro lado, sabemos que cada diente de un engrane tiene un ancho (paso) que es igual

en ambos ejes, pues esto es necesario para que dichos dientes se acoplen correctamente al girar,

lo que implica que

p1 = αn1, p2 = αn2

p1 = 2πr1, p2 = 2πr2

(2.30)

donde p1 y p2 representan, respectivamente, el peŕımetro de la rueda dentada en el eje del motor

y en el eje de la carga, mientras que α es una constante de proporcionalidad que representa

el ancho de cada diente (paso del engrane) que al ser multiplicado por el número de dientes

permite obtener el peŕımetro de la rueda dentada.

Combinando estas expresiones

r1 =
α

2π
n1, r2 =

α

2π
n2,

r1
r2

=
n1
n2

. (2.31)

Por lo tanto, de (2.29) y (2.31) se encuentra

Θ = nθ, n =
n2
n1

. (2.32)

que es la relación entre la posición angular del rotor del motor y la posición angular del eje de

la carga.

Con base en lo anterior y aplicando la Segunda Ley de Newton al subsistema mecánico (ver

Figura 2.5), se tiene el modelo asociado

kmi− bmΘ̇− 1

n
τ = JmΘ̈. (2.33)
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Si ahora en (2.27) se considera la inductancia igual a cero (L = 0) y se despeja la corriente

(i) y se sustituye en (2.33), se llega a

km

[
u− nkeθ̇

R

]
− nbmθ̇− 1

n
τ = nJmθ̈, (2.34)

en donde se han usado la primera y la segunda derivadas con respecto al tiempo de Θ en (2.32).

Finalmente, manipulando matemáticamente (2.34) se encuentra el modelo matemático del

motor

Jmθ̈+ bmθ̇+
kmke
R

θ̇+
τ

n2
=

km
nR

u, (2.35)

que relaciona el voltaje aplicado (u) a la armadura del motor con el par (τ) aplicado a la carga

en términos de su posición, velocidad y aceleración angular.

Por otro lado, si se considera que cada uno de los actuadores que proporcionan movimiento

a las n articulaciones del robot manipulador es un motor de CD, entonces de (2.35) se obtiene

Jq̈+Bq̇+Rτ = Ku, (2.36)

con

J = diag {Jmi} (2.37)

B = diag

{
bmi +

(
kmke
R

)
i

}
(2.38)

R = diag

{
1

r2i

}
(2.39)

K = diag

{(
km
r

)
i

1

ri

}
, (2.40)

donde i = 1, . . . , n.

Actuadores ROBOT

Figura 2.7 – Esquema robot-actuadores
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El modelo dinámico completo del manipulador considerando fricción en las articulaciones

y cuyos actuadores se localizan en cada una de éstas, se obtiene sustituyendo τ de (2.36) en

(2.23)

[R+H (q)] q̈+RC (q, q̇) q̇+ [RD+B] q̇+Rg (q) = Ku, (2.41)

que representa un sistema dinámico con entrada u y salida dada por el vector [qT q̇T]T, como

se observa en la Figura 2.7.

2.2.2. Dinámica de un robot manipulador en movimiento restringido

Un robot manipulador en movimiento restringido, es cuando el efector final se encuentra

en contacto con una superficie en un punto determinado. Bajo tal circunstancia, es necesario

considerar la fuerza que ejerce el robot sobre la superficie. Esta superficie esta descrita por la

siguiente ecuación (restricción holónoma)

φ (q) = 0, (2.42)

con φ (q) ∈ Rm y en donde su primer derivada con respecto al tiempo es

φ̇ (q) = Jφq̇ = 0, (2.43)

la cual sugiere que f́ısicamente el vector velocidad q̇ se encuentra en un subespacio tangente al

punto de contacto de la superficie y la matriz Jacobiana Jφ que se encuentra mediante

Jφ = ∇φ (q) ∈ Rm×n, (2.44)

denota el gradiente de la superficie de contacto, que mapea un vector sobre el plano normal al

plano tangente a dicha superficie.

Considerando lo anterior, el modelo dinámico de un robot manipulador en movimiento

restringido es

H (q) q̈+C (q, q̇) q̇+Dq̇+ g (q) = τ+ JT
φλ (2.45)

y en donde λ ∈ Rm es la fuerza que el robot aplica sobre la superficie de contacto.
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2.3. Sistema de Teleoperación

Dado que en este trabajo de Tesis se considera un sistema de teleoperación bilateral

maestro-esclavo como el mostrado en la Figura 2.8, por simplicidad se considerará que puede

dividirse en tres subsistemas

• subsistema operador,

• subsistema maestro,

• subsistema esclavo.

Robot

Esclavo

Superficie

de

contacto

CRS A465
Robotics

Operador Robot

Maestro
Controlador

Maestro

Controlador

Esclavo

Comunicaciones

C1

C2

CPU CPU

Figura 2.8 – Sistema de Teleoperación

Es evidente que al tratarse de un sistema f́ısico, se requiere de un modelo matemático que

lo describa. Es importante mencionar que la interacción que el ser humano tiene dentro de este

sistema se detalla en el Caṕıtulo 3, razón por la que en los párrafos siguientes se presentarán

solamente los dos subsistemas restantes i.e. el robot maestro y el robot esclavo [46].

2.3.1. Robot Maestro

El robot maestro es un robot de nm grados de libertad en movimiento libre y su modelo

matemático está dado por

Hm (qm) q̈m +Cm (qm, q̇m) q̇m +Dmq̇m + gm (qm) = τm − τh, (2.46)

en donde el sub́ındice “m” se refiere al robot maestro y

τh ∈ Rnm → torque aplicado por el humano.
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2.3.2. Robot Esclavo

El robot esclavo posee ns grados de libertad y en base al esquema de teleoperación de la

Figura 2.8, se observa que la dinámica de éste robot es con movimiento restringido, por lo que

Hs (qs) q̈s +Cs (qs, q̇s) q̇s +Dsq̇s + gs (qs) = τs + JT
φsλs. (2.47)

El sub́ındice “s” hace referencia al robot esclavo.

2.4. Principio de Ortogonalización

El principio de ortogonalización es un esquema que, aplicado al control de robots manipu-

ladores, permite tratar por separado los problemas de control asociados a posición y a fuerza

cuando existe movimiento restringido, es decir, cuando el manipulador entra en contacto con

una superficie. Este esquema fue propuesto por Arimoto et al. [14] y consiste en hacer uso

de dos matrices de proyección que en la literatura se han designado por Q y P, en donde la

primera permite proyectar errores de posición sobre un subespacio vectorial que se genera en el

punto de contacto con la superficie de restricción y es tangente a ésta, mientras que la segunda

permite proyectar errores de fuerza sobre un subespacio vectorial que es ortogonal a la misma

superficie de restricción y en el mismo punto de contacto. En otras palabras, los subespacios

generados por las matrices de proyección Q y P son ortogonales entre śı.

Considérese que la superficie que restringe el movimiento del manipulador en espacio de

trabajo esta representada por

φ (x) = 0 (2.48)

y su primer derivada con respecto al tiempo es

φ̇ (x) =
∂φ (x)

∂x
ẋ = Jφxẋ = 0, (2.49)

en donde Jφx ∈ Rm×n representa a la matriz Jacobiana de la misma superficie de restricción. Es

importante resaltar que en esta tesis se considera m = 1 y la matriz Jacobiana es Jφx ∈ R1×n,

es decir, es el vector gradiente ∇φx que se sabe de cálculo es ortogonal a cualquier superficie

Jφx , ∇φ (x) =
∂φ (x)

∂x
. (2.50)
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De (2.49) se puede concluir por un lado que el vector velocidad ẋ pertenece al espacio

nulo de Jφx y por otro lado que ambos son ortogonales entre śı. Esto implica que no existen

componentes de velocidad en el subespacio Jφx, razón por la cual se le conoce dentro de la

literatura como velocidad restringida y matemáticamente se representa por

ṗ = Jφxẋ, (2.51)

e integrando se encuentra la posición restringida

p =

∫ t

0
ṗdt. (2.52)

Entonces, necesariamente existe otro subespacio que contiene al vector ẋ y que corresponde

al complemento ortogonal del subespacio Jφx. Este subespacio se denota por Qx y es tangente

a la superficie de restricción en el punto de contacto. Ahora bien, si se sabe que la fuerza de

contacto es perpendicular a la superficie de restricción, la dirección de ésta es por lo tanto

generada por JT
φx.

De lo anterior y con base en la Figura 2.9, la matriz asociada al subespacio de fuerza es

Px (x) , J+
φxJφx, (2.53)

en donde J+
φx es la matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose y es igual a

J+
φx , JT

φx

(
JφxJ

T
φx

)−1 ∈ Rn×m, (2.54)

mientras que la matriz asociada al complemento ortogonal de Px (x) y que corresponde al

subespacio de posición es

Qx (x) , I−Px (x) , (2.55)

con I ∈ Rn×n la matriz identidad y además Qx (x) ∈ Rn×n.

En resumen, las propiedades más importantes que cumplen las matrices Px (x), Qx (x) y

el Jacobiano Jφx son las siguientes.

• Px (x) mapea vectores en el subespacio ortogonal a la superficie de restricción en el punto

de contacto, además

Px (x) = PT
x (x) → es simétrica, (2.56)

Px (x)Px (x) = Px (x) → es idempotente. (2.57)



28 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

CRS A465
ROBOTICS

Superficie

de

restricción

(a) Robot con movimiento restringido (b) Subespacios generados

Figura 2.9 – Principio de ortogonalización

• Qx (x) mapea vectores en el subespacio tangente a la superficie de restricción en el punto

de contacto y también

Qx (x) = QT
x (x) → es simétrica, (2.58)

Qx (x)Qx (x) = Qx (x) → es idempotente. (2.59)

• Px (x)Qx (x) = O, pues ambos subespacios son ortogonales entre śı.

• JT
φx al ser perpendicular a la superficie de restricción, genera la dirección de la fuerza de

contacto y a su vez está contenido en Px (x), es decir

JφxPx (x) = Jφx (2.60)

Px (x)J
T
φx = JT

φx. (2.61)

• Del punto anterior, se tiene que el vector JT
φx es ortogonal a Qx (x), por lo que

JφxQx (x) = O (2.62)

Qx (x)J
T
φx = O. (2.63)

Aqúı es importante mencionar que el principio de ortogonalización puede ser empleado de

igual forma en coordenadas articulares, es decir, la restricción (2.48) se tomaŕıa en función

del vector de coordenadas articulares q como en (2.42) y el procedimiento para encontrar

las matrices de proyección P (q), Q (q) y el Jacobiano Jφ es exactamente el mismo que el

presentado en los párrafos anteriores.
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En el Caṕıtulo 3 se proponen las leyes de control correspondientes al sistema de teleope-

ración y en donde el empleo del principio de ortogonalización, permitirá enunciar algunas

propiedades que serán de gran utilidad tanto para el desarrollo de los controladores mismos,

aśı como también para la prueba de estabilidad que se detalla en el Apéndice A.

2.5. Conclusiones

Para lograr resolver el problema planteado en el caṕıtulo 1, es necesario conocer el compor-

tamiento del sistema. Por esta razón, se presentaron en este caṕıtulo el modelo cinemático y

el modelo dinámico de un robot manipulador (este último tanto en movimiento libre como en

movimiento restringido), junto con algunas propiedades que facilitan en gran medida el análisis

de estabilidad. Se mencionó también que para propósitos de simulación numérica, la dinámica

de los actuadores debe ser considerada, pues su inclusión en el modelo del robot proporciona

un comportamiento más aproximado al del sistema real. De igual forma se describió el modelo

del robot maestro y del robot esclavo que será utilizado a lo largo de este trabajo. Se con-

cluyó el caṕıtulo con el principio de ortogonalización, una herramienta matemática que facilita

el diseño de controladores que permiten resolver de manera simultánea el problema de posición

y el problema de fuerza de forma independiente.
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Caṕıtulo 3

Leyes de control

En el caṕıtulo anterior se presentó el modelo matemático de los robots manipuladores y se

describió de manera breve el esquema de teleoperación. El siguiente paso es implementar las

leyes de control que permitan resolver el problema planteado. Se emplea el método de ortogo-

nonalización, el cual facilita tratar el problema de posición y fuerza de forma independiente y

que ayuda a establecer algunas propiedades que hacen más sencillo el análisis de estabilidad.

Se considera además que no existen retardos en los canales de comunicación. Cabe mencionar

que gran parte de este trabajo esta basado en el sistema de teleoperación presentado en [46].

3.1. Robot Maestro

La ley de control considerada es

τm = Ym (qm, q̇m, q̈m)θm − JT
φv (kpv∆λvs + kFiv∆Fvs) , (3.1)

con kpv y kFiv constantes positivas, Ym (qm, q̇m, q̈m) y θm son el regresor y el vector de

parámetros del robot respectivamente (ver (2.26)) y

∆λvs = λv − λ̂s (3.2)

∆Fvs =

∫ t

0
∆λvsdϑ, (3.3)

con λ̂s la fuerza estimada del robot esclavo. El sub́ındice “v” hace referencia a una superficie

virtual que satisface

φv (qm) = 0, (3.4)

31



32 CAPÍTULO 3. LEYES DE CONTROL

por lo que JT
φv corresponde a su gradiente, es decir

Jφv =
∂φv (qm)

∂qm

. (3.5)

La restricción (3.4) representa la misma superficie definida en (2.42) para coordenadas ar-

ticulares ó bien (2.48) para coordenadas cartesianas y genera una superficie virtual de contacto

para el robot maestro, que es equivalente a la superficie real de contacto del robot esclavo. Para

entender mejor la relación que existe entre ambos manipuladores, se presenta la Figura 3.1,

en donde es posible apreciar que la posición deseada xsd del esclavo se obtiene a partir de

la posición actual qm del maestro. Puesto que se asume que los robots no tienen la misma

estructura (i.e. no similares), se emplea la cinemática directa para obtener la posición actual

del maestro en coordenadas cartesianas, lo que permite generar la posición deseada para el

esclavo.

Humano

Observador
de

fuerza

Observador
de

velocidad

Controlador
Cinemática

directa
Maestro

Cinemática
inversa
Esclavo

Maestro

Ambiente
virtual

Ambiente
real

Escalamiento Esclavo
Esclavo

Controlador
Maestro

Figura 3.1 – Relación entre el robot maestro y el robot esclavo

Se observa también que el humano es quien proporciona la fuerza deseada (λd) que se

aplica a la superficie de contacto, mientras que la fuerza estimada (λ̂s) se retroalimenta hacia

el maestro. El operador debe de experimentar la sensación de estar en contacto con la superficie
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de restricción virtual (a través de λv) con la misma fuerza que el esclavo ejerce sobre la superficie

real en la medida que se cumpla λv → λ̂s. Por lo tanto, el objetivo de control en los subespacios

de fuerza es que cuando t → ∞ se cumplan

λ̂s → λs (3.6)

λs → λd (3.7)

λv → λs, (3.8)

con λs el multiplicador de Lagrange del robot esclavo que equivale a la fuerza real que éste

último ejerce sobre la superficie de contacto.

La fuerza de reacción de la superficie de restricción virtual λv en (3.2) se obtiene de resolver

d

dt
λv = φ̈v (qm) + 2ξωnφ̇v (qm) +ω2

nφv (qm) , (3.9)

en donde ξ y ωn se escogen de tal manera que (3.9) sea estable [37], con φv (qm) definida

en (3.4).

3.2. Operador

Como se observó en la Figura 3.1, el operador es quien controla el movimiento del robot

esclavo a través del robot maestro y, por simplicidad, se asume que éste siempre mantiene

el efector final del maestro en contacto con una superficie virtual (ésta simula a la superficie

real). No obstante, en la práctica existen factores que pueden ocasionar que lo anterior no se

cumpla. Por otro lado, para fines de simulación numérica, es necesario contar con un modelo

matemático que describa la acción del ser humano con el sistema de teleoperación. Se hace

entonces la siguiente suposición:

Suposición 3.1. El operador humano puede modelarse como un controlador PID en un subes-

pacio de posición y como un controlador PI en un subespacio de fuerza (puesto que el objetivo

de control del sistema es seguimiento de fuerza). Por lo tanto, la ecuación dinámica propuesta

para representar la acción del ser humano es

τh = Qv (qm)

{
kvh∆q̇m + kph∆qm + kih

∫ t

0
∆qmdϑ

}
+ JT

φv (kfh∆λvd + kFih∆Fvd) , (3.10)
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en donde kvh, kph, kih, kfh y kFih son constantes positivas, además Qv (qm) definida como

en (2.55) y

∆qm = qm − qmd (3.11)

∆q̇m = q̇m − q̇md (3.12)

∆λvd = λv − λd (3.13)

∆Fvd =

∫ t

0
∆λvddϑ. (3.14)

△

Es importante mencionar que la Suposición 3.1 se justifica porque el ser humano alcanza

siempre un error de posición ∆qm ≈ 0 con tan sólo desplazar el efector final del robot maestro

a cualquier posición deseada (qmd) y de esta manera va a experimentar la fuerza que esta

aplicando el robot esclavo en la superficie de contacto a través de la fuerza virtual (λv) que es

generada por el controlador del robot maestro. El humano la compara con la fuerza deseada

(λd) y de aqúı se genera el error de fuerza (∆λvd). Es claro que al final ∆λvd → 0 cuando

t → ∞ puesto que existe un equilibrio de fuerzas. Finalmente, por simplicidad se asume que

el robot maestro se encuentra siempre en contacto con la superficie virtual.

3.3. Robot Esclavo

Para el control del robot esclavo se propone una estrategia basada en dos observadores, uno

de velocidad y otro para estimar la fuerza de contacto [38]. Para llevar a cabo la implemen-

tación de estos observadores, inicialmente se obtiene el modelo dinámico del manipulador en

coordenadas cartesianas (debido a que tanto el observador de velocidad como el de fuerza se

propusieron en espacio de trabajo) partiendo del modelo dinámico en coordenadas articulares.

3.3.1. Modelo dinámico en coordenadas cartesianas

En virtud de (2.3), la relación entre coordenadas articulares y cartesianas para el robot

esclavo es

xs = f (qsi) , i = 1, 2, ..., n, (3.15)



3.3. ROBOT ESCLAVO 35

y en donde su primera y segunda derivadas con respecto al tiempo son

ẋs = J (qs) q̇s (3.16)

ẍs = J (qs) q̈s + J̇ (qs, q̇s) q̇s (3.17)

y J (qs) ∈ Rn×n representa el Jacobiano Geométrico del robot esclavo. A partir de (3.16)-

(3.17) se pueden conocer la velocidad articular q̇s y la aceleración articular q̈s en términos de

la velocidad cartesiana ẋs, de la aceleración cartesiana ẍs, del mapeo dado por el Jacobiano

inverso J−1 (qs) y por la derivada con respecto al tiempo de este último (es decir J̇
−1

(qs, q̇s))

de la siguiente manera

q̇s = J−1 (qs) ẋs (3.18)

q̈s = J−1 (qs) ẍs + J̇
−1

(qs, q̇s) ẋs, (3.19)

con J̇
−1

(qs, q̇s) , d
dtJ

−1 (qs) = −J−1 (qs) J̇ (qs, q̇s)J
−1 (qs). Para que se cumpla lo anterior,

es esencial que el Jacobiano sea invertible, en otras palabras que no pierda rango. Se enuncia

la siguiente suposición:

Suposición 3.2. El robot no pasa por ninguna configuración singular, por lo tanto J−1 (qs)

siempre existe. △

Si se considera la ecuación de la restricción en términos del vector de coordenadas articulares

qs como en (2.42), su gradiente es

Jφs =
∂φ (qs)

∂qs

. (3.20)

No obstante, con base en (2.3), (2.50) y usando la regla de la cadena con respecto al vector qs,

también es posible encontrar Jφs como se muestra

Jφs =
∂φ (xs)

∂xs
· ∂xs

∂qs

= JφxJ (qs) , (3.21)

siendo Jφx el gradiente de la restricción en términos del vector xs y J (qs) el Jacobiano anaĺıtico

del robot esclavo.

Sustituyendo (3.18)-(3.19) en (2.47)

Hs (qs)
[
J−1 (qs) ẍs + J̇

−1
(qs, q̇s) ẋs

]
+Cs (qs, q̇s)

[
J (qs)

−1 ẋs

]
+Ds

[
J−1 (qs) ẋs

]
+ gs (qs) = τs + JT

φsλs. (3.22)
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Ordenando términos, premultiplicando por J−T (qs) en (3.22) y tomando en cuenta (3.21)

J−T (qs)Hs (qs)J
−1 (qs) ẍs + J−T (qs)

[
Cs (qs, q̇s)J

−1 (qs) +Hs (qs) J̇
−1

(qs, q̇s)
]
ẋs

+ J−T (qs)DsJ
−1 (qs) ẋs + J−T (qs)gs (qs) = J−T (qs)τs + J−T (qs)J

T
φsλs, (3.23)

en donde finalmente se tiene que el modelo en coordenadas cartesianas es

Hcsẍs +Ccsẋs +Dcsẋs + gcs = f cs + JT
φxλs, (3.24)

con

Hcs = J−T (qs)Hs (qs)J
−1 (qs) (3.25)

Ccs = J−T (qs)
[
Cs (qs, q̇s)J

−1 (qs) +Hs (qs) J̇
−1

(qs, q̇s)
]

(3.26)

Dcs = J−T (qs)DsJ
−1 (qs) (3.27)

gcs = J−T (qs)gs (qs) (3.28)

f cs = J−T (qs)τs. (3.29)

3.3.2. Observador de velocidad

Como se comentó al inicio de la sección, para el diseño del controlador se usa un obser-

vador de velocidad en coordenadas cartesianas. Cabe resaltar que el empleo del principio de

ortogonalización es parte esencial y permite establecer la siguiente propiedad que será de gran

utilidad para desarrollos posteriores:

Propiedad 3.1. El vector ẋ se puede escribir de la siguiente manera

ẋ = Qx (x) ẋ+Px (x) ẋ = Qx (x) ẋ. (3.30)

△

Las matrices Px (x) y Qx (x) están definidas en (2.53) y (2.55), respectivamente. Es im-

portante resaltar que de acuerdo con (2.49), en (3.30) el término Px (x) ẋ = 0.

De igual manera y empleando nuevamente el principio de ortogonalización, se enuncia el

siguiente hecho:
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Hecho 3.1. Supóngase que xd es una trayectoria deseada y acotada para un robot manipulador

que satisface la restricción (2.48). Entonces, el error de seguimiento es

∆x = x− xd

= Qx (x)x+Px (x)x−Qx (xd)xd −Px (xd)xd. (3.31)

En la Figura 3.2 se muestran dos casos para el error de seguimiento. El primero es conside-

rablemente grande y el segundo es relativamente pequeño. Para éste último, se puede observar

que se cumple

∆x ≈ Qx (x) (x− xd) = Qx (x)∆x, (3.32)

lo cual es válido debido a que ∆x se vuelve tangente a la superficie cuando el error es suficien-

temente pequeño, lo que depende de la suavidad de la superficie de contacto. Si ahora se toma

en consideración la Propiedad 3.1

ẋd ≈ Qx (x) ẋd ⇒ ∆ẋ ≈ Qx (x) (ẋ− ẋd) = Qx (x)∆ẋ. (3.33)

△

(a) Error de seguimiento grande (b) Error de seguimiento pequeño

Figura 3.2 – Planos tangentes a la superficie en el punto de contacto

Cabe mencionar que tanto la Propiedad 3.1 como el Hecho 3.1 pueden aplicarse para el

caso articular, quedando expresadas las ecuaciones (3.30), (3.32) y (3.33) en términos de los

vectores q y qd respectivamente.

Con lo definido anteriormente, se propone el siguiente observador de posición y velocidad
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cartesiana para el robot esclavo

x̂s =

∫ t

0

˙̂xs (ϑ) dϑ (3.34)

˙̂xs = Qx (xs) (ẋsd −Λxxs) +KdΛz

∫ t

0
zs (ϑ) dϑ+Λzzs +Kdzs, (3.35)

en donde Λz,Kd ∈ Rn×n son matrices diagonales positivas definidas. El correspondiente error

de observación es

zs , xs − x̂s (3.36)

y se define la siguiente variable auxiliar de error

xs , x̂s − xsd. (3.37)

Comentario 3.1. Las condiciones iniciales para el observador propuesto en (3.34)-(3.35)

deben ser tales que satisfagan el Hecho 3.1, en donde pueden reemplazarse las trayectorias

deseadas por las variables estimadas, por lo que se tendŕıa

zs ≈ Qx (xs) zs (3.38)

żs ≈ Qx (xs) żs (3.39)

˙̂xs ≈ Qx (xs) ˙̂xs. (3.40)

Es importante resaltar que siempre es posible hacer x̂s (0) = xs (0), mientras que se puede

suponer que la velocidad ẋs (0) = 0, de tal manera que se cumplan (3.38)-(3.40). Entonces, si

la condición inicial de ∆x en (3.31) es suficientemente pequeña, se tiene también que

xs ≈ Qx (xs)xs (3.41)

d

dt
xs ≈ Qx (xs)

d

dt
xs. (3.42)

△

En términos de la fuerza, se define el error

∆λs , λs − λd, (3.43)

con λd ∈ Rm la fuerza deseada, que se encuentra acotada al igual que su primera derivada con

respecto al tiempo d
dtλd y λs la fuerza real. Debido a que no se considera medición de fuerza
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y por lo tanto se propone el empleo de un observador, se puede definir el error de observación

de fuerza

∆λ̃s , λs − λ̂s (3.44)

y las siguientes variables auxiliares

∆λs , λ̂s − λd (3.45)

∆Fs =

∫ t

0
∆λsdϑ. (3.46)

Considérese la variable deslizante1

s , Qx (xs)

(
d

dt
xs +Λxxs

)
− J+

φxξ1∆Fs , sp + sf , (3.47)

en donde Λx ∈ Rn×n y ξ1 ∈ Rm×m son matrices diagonales positivas definidas. Se define la

siguiente velocidad de referencia (que ayudará a obtener el error de seguimiento)

ẋr , Qx (xs) (ẋsd −Λxxs) + J+
φxξ1∆Fs + sd −Kγσ, (3.48)

en donde Kγ ∈ Rn×n es una matriz diagonal positiva definida y σ ∈ Rn, con

sd = s (0) e−k1t (3.49)

σ =

∫ t

0
{Kβs1 (ϑ) + sign (s1 (ϑ))}dϑ, σ (0) = 0 (3.50)

s1 = s− sd, (3.51)

Kβ ∈ Rn×n es una matriz diagonal positiva definida, k1 es una constante positiva y además

sign (s1) = [sign (s11) · · · sign (s1n)]
T, con s1i elemento de s1, i = 1, . . . , n y sd ∈ Rn.

Para la dinámica en lazo cerrado, se considera la siguiente variable de error de seguimiento

sx , ẋs − ẋr = Qx (xs) ẋs −Qx (xs) (ẋsd −Λxxs)− J+
φxξ1∆Fs − sd +Kγσ

= Qx (xs) (ẋs − ẋsd +Λxxs)− J+
φxξ1∆Fs − sd +Kγσ

= Qx (xs) (∆ẋs +Λxxs)− J+
φxξ1∆Fs − sd +Kγσ, (3.52)

1Permite eliminar los errores de velocidad y de posición de la variable xs ( d
dt
xs y xs respectivamente) en

el subespacio Qx (x) en estado estacionario [39]. Sin embargo, esta variable deslizante se diseña de tal forma

que cuando tienda a cero garantice que los errores de seguimiento y observación (∆xs,∆zs,∆ẋs,∆żs) también

tiendan a cero. Por otro lado, si s tiende a cero (esto se demuestra en el Apéndice A) entonces el error de fuerza

∆Fs también tenderá a cero dadas las definiciones de J+
φx y de ξ1.
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lo que permite expresar la dinámica del robot esclavo (3.24) como

Hcsṡx +Ccssx +Dcssx = f cs + JT
φxλs − ya, (3.53)

en donde

ya , Hcsẍr +Ccsẋr +Dcsẋr + gcs. (3.54)

Para el diseño del observador considérense las variables auxiliares

ẋo , ˙̂xs −Λzzs (3.55)

r , ẋs − ẋo = żs +Λzzs (3.56)

so , ẋo − ẋr. (3.57)

De acuerdo con las definiciones previas, se propone la siguiente ley de control para el robot

esclavo

f cs = −Kpso − JT
φx

(
λd − ξ2∆Fs − ξ3∆λs

)
, (3.58)

con Kp ∈ Rn×n y ξ2,ξ3 ∈ Rm×m son matrices diagonales que satisfacen ξ2 > O y ξ3 ≥ O.

Sustituyendo (3.58) en (3.53)

Hcsṡx +Ccssx +Dcssx = −Kpso − JT
φx

(
λd − ξ2∆Fs − ξ3∆λs

)
+ JT

φxλs − ya

= −Kpso + JT
φx

(
λs − λd + ξ2∆Fs + ξ3∆λs

)
− ya

= −Kpso + JT
φx

(
∆λs + ξ2∆Fs + ξ3∆λs

)
− ya. (3.59)

Ahora bien, de (3.56) y (3.57) se obtiene

so = sx − r, (3.60)

y sustituyendo (3.60) en (3.59)

Hcsṡx +Ccssx +KDPsx = Kpr+ JT
φx

(
∆λs + ξ2∆Fs + ξ3∆λs

)
− ya, (3.61)

en donde KDP , Dcs + Kp. La ecuación (3.61) describe la dinámica de los errores de segui-

miento. Para la dinámica del error de observación, considérese (3.35) y (3.36)

żs = ẋs − ˙̂xs = Qx (xs) ẋs −Qx (xs) (ẋsd −Λxxs)−KdΛz

∫ t

0
zs (ϑ) dϑ−Λzzs −Kdzs

= Qx (xs) (ẋs − ẋsd +Λxxs)−KdΛz

∫ t

0
zs (ϑ) dϑ−Λzzs −Kdzs

= Qx (xs) (∆ẋs +Λxxs)−KdΛz

∫ t

0
zs (ϑ) dϑ−Λzzs −Kdzs, (3.62)
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en donde su derivada con respecto al tiempo es

z̈s = Qx (xs)

(
∆ẍs +Λx

d

dt
xs

)
+ Q̇x (xs, ẋs) (∆ẋs +Λxxs)−KdΛzzs −Λzżs −Kdżs. (3.63)

Si ahora se toma en cuenta la derivada con respecto al tiempo de (3.56)

ṙ = z̈s + Λzżs (3.64)

y se sustituye (3.63) en la ecuación anterior, se tiene la dinámica del error del observador de

velocidad como

ṙ = Qx (xs)

(
∆ẍs +Λx

d

dt
xs

)
+ Q̇x (xs, ẋs) (∆ẋs +Λxxs)−Kd (żs +Λzzs) , (3.65)

o bien

ṙ+Kdr = Qx (xs)

(
∆ẍs +Λx

d

dt
xs

)
+ Q̇x (xs, ẋs) (∆ẋs +Λxxs) , (3.66)

tomando en cuenta (3.56).

3.3.3. Observador de fuerza

Para el diseño del observador de fuerza, la primera y segunda derivadas con respecto al

tiempo de la ecuación de la restricción (2.42) en términos del vector qs son

φ̇ (qs) = Jφsq̇s = 0 (3.67)

φ̈ (qs) = Jφsq̈s + J̇φs (qs, q̇s) q̇s = 0. (3.68)

q̈s se obtiene de la ecuación (2.47)

q̈s = H−1
s (qs)

(
τs + JT

φsλs −Cs (qs, q̇s) q̇s −Dsq̇s − gs (qs)
)
, (3.69)

al sustituirla en (3.68)

JφsH
−1
s (qs)

(
τs + JT

φsλs −Cs (qs, q̇s) q̇s −Dsq̇s − gs (qs)
)
+ J̇φs (qs, q̇s) q̇s = 0, (3.70)

de donde se encuentra que la fuerza λs es

λs = −
(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1 [
JφsH

−1
s (qs) (τs −Cs (qs, q̇s) q̇s −Dsq̇s − gs (qs))

+J̇φs (qs, q̇s) q̇s

]
. (3.71)
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Considerando (3.16) y (3.35) se propone la velocidad articular estimada como

˙̂qs = J−1 (qs)
˙̂xs, (3.72)

= J−1 (qs)

[
Qx (xs) (ẋsd −Λxxs) +KdΛz

∫ t

0
zs (ϑ) dϑ+Λzzs +Kdzs

]
. (3.73)

Entonces con base en (3.71) se propone el siguiente observador de fuerza

λ̂s = −
(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1
[
JφsH

−1
s (qs)

(
τs − Ĉs

˙̂qs −Ds
˙̂qs − gs (qs)

)
+

˙̂
Jφs

˙̂qs

]
, (3.74)

donde Ĉs = Cs

(
qs,

˙̂qs

)
y
˙̂
Jφs = J̇φs

(
qs,

˙̂qs

)
.

Ahora bien, de (3.29) se tiene

τs = JT (qs) f cs, (3.75)

con f cs definida en (3.58). Aśı, la ley de control en espacio articular es

τs = −JT (qs)Kpso − JT
φs

(
λd − ξ2∆Fs − ξ3∆λs

)
, (3.76)

dado que de (3.21)

JT
φs = (JφxJ (qs))

T = JT (qs)J
T
φx. (3.77)

Sustituyendo la ley de control (3.76) en el observador de fuerza (3.74) se obtiene

λ̂s =−
(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1
{
JφsH

−1
s (qs)

[
− JT (qs)Kpso − JT

φs

(
λd − ξ2∆Fs − ξ3∆λs

)
−Ĉs

˙̂qs −Ds
˙̂qs − gs (qs)

]
+

˙̂
Jφs

˙̂qs

}
, (3.78)

y finalmente considerando (3.45)

λ̂s = λd − (I+ ξ3)
−1
[
ξ2∆Fs −

(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1
fq

]
, (3.79)

con

fq = JφsH
−1
s (qs)

(
JT (qs)Kpso + Ĉs

˙̂qs +Ds
˙̂qs + gs (qs)

)
− ˙̂
Jφs

˙̂qs. (3.80)

Con base en lo anterior se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Para el sistema formado por el robot maestro (2.46), el robot esclavo (2.47) y

sus respectivas leyes de control (3.1) y (3.76), el modelo del operador (3.10), el observador de
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posición-velocidad (3.34)-(3.35) y el observador de fuerza (3.79), siempre es posible encontrar

una combinación adecuada de ganancias kpv, kFiv, ξ, ωn, k1,Kd,Λx,Λz,Kβ,Kγ,Kp,ξ1,ξ2,ξ3,

kvh, kph, kih, kfh, kFih en la medida que: a) exista una trayectoria xsd continua y acotada que

satisfaga la restricción (2.48) y que no genere alguna singularidad, además que ẋsd, ẍsd estén

también acotadas, b) que la fuerza deseada esté acotada λd y λ̇d esté también acotada, c) que

los errores de seguimiento iniciales para ambos robots sean lo suficientemente pequeños para que

se cumpla el Hecho 3.1. Entonces los errores de seguimiento, los errores de observación y los

errores de fuerza (∆qm,∆q̇m,∆xs,∆ẋs, zs, żs,∆λs,∆λ̃s, ∆λvs,∆Fvs,∆λvd,∆Fvd) tenderán

a 0 conforme t → ∞.

△

El desarrollo de la demostración del Teorema 3.1 se lleva a cabo en el Apéndice A.

3.4. Conclusiones

Se presentaron los esquemas de control para un sistema de teleoperación bilateral maestro-

esclavo (basado en superficies virtuales para el robot maestro [46]) y en donde además el con-

trolador del robot esclavo esta basado en observadores de estado para reconstruir las señales

de velocidad y fuerza del efector final [38]. Estos observadores se diseñaron en el espacio de

trabajo para un robot manipulador de n grados de libertad, razón por la que fue necesario

obtener el modelo dinámico en coordenadas cartesianas. El principio de ortogonalización fue

una herramienta esencial para el diseño de las leyes de control y para la Suposición 3.1. Fi-

nalmente se propuso el Teorema 3.1, el cual permite garantizar que se consigue estabilidad y

transparencia en el sistema con una adecuada selección de ganancias.



44 CAPÍTULO 3. LEYES DE CONTROL



Caṕıtulo 4

Resultados de simulación

En este caṕıtulo se presentan las simulaciones correspondientes al sistema de teleopera-

ción, las cuales permiten mostrar la eficacia del esquema de control/observadores; éstas fueron

realizadas con el software MATLABr-Simulinkr.

Se eligió como restricción la esfera dada por la ecuación

φ (x) =
(x− h)2

2r
+

(y − k)2

2r
+

(z− l)2

2r
− r

2
= 0, (4.1)

con los siguientes parámetros h = 0.5 [m], k = 0 [m], l = 0.1 [m], r = 0.1 [m], por lo que el

movimiento del efector final del robot esclavo se lleva a cabo en el plano x− z. La trayectoria

deseada se calcula a partir de un polinomio de quinto orden que debe de satisfacer la ecuación

de la restricción. La fuerza deseada es

λd = 20 + 10 ∗ sin(t). (4.2)

Para el robot maestro se consideró un manipulador tipo Phantom de tres grados de libertad,

cuyo modelo dinámico y cinemático puede consultarse en [40]. Por otro lado, para el robot

esclavo se tomó como referencia el manipulador A465 de la compañ́ıa CRS-Robotics, que posee

seis grados de libertad y de los cuales por simplicidad únicamente se emplearon los primeros

tres (para mayores detalles véase [41]). El peŕıodo de muestreo fue de T = 1 ms y la simulación

tuvo una duración de 10 segundos.

Para las ganancias correspondientes al esquema de control-observador del robot esclavo, se

siguió una metodoloǵıa como la presentada en [42] de la siguiente manera. De acuerdo a (A.46)

en el Apéndice A, se tiene que Kd al ser la ganancia del observador de velocidad, puede tomar

45
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valores grandes. Para el resto de las ganancias y de acuerdo al Teorema 3.1, se garantiza que

para un tiempo lo suficientemente grande, se cumple que los errores de observación zs = 0

y żs = 0, lo que implica que x̂s = xs y ˙̂xs = ẋs. Con lo anterior se tiene también que

xs = ∆xs y en consecuencia d
dtxs = ∆ẋs. Por lo tanto, la ecuación (3.57) se puede escribir

como so = Qx (xs) (∆ẋs + Λx∆xs)−J+
φxξ1∆Fs+Kγσ y en donde el término sd = 0. Entonces,

la ley de control en espacio articular (3.76) se expresa de la siguiente manera

τ = −JT (qs)KpQx (xs) Λx∆xs︸ ︷︷ ︸
P

− JT (qs)KpKγσ︸ ︷︷ ︸
I

− JT (qs)KpQx (xs) Λx∆ẋs︸ ︷︷ ︸
D

− JT
φs

[
λs − (ξ1 + ξ2)∆Fs − ξ3∆λs

]
. (4.3)

La ecuación (4.3) representa un controlador tipo PID no lineal (en vista del término σ),

lo que permite concluir que las ganancias Kp y Kγ pueden ser pequeñas, mientras que Λx

puede ser mas grande. Debido a la no linealidad de γ, la ganancia ξ2 no debe ser muy grande

para evitar problemas de chattering. El resto de los parámetros de este esquema de control se

sintonizan a prueba y error, aśı como también los correspondientes al control del robot maestro

y al modelo del operador humano.

Parámetros del modelo del operador humano

kph = 4.5 kvh = 0.1 kih = 0.05

kfh = 0.006 kFih = 0.0002

Parámetros del controlador del robot maestro

kpv = 0.0015 kFiv = 0.0005

Parámetros del controlador-observador del robot esclavo

Kd = diag {100 100 100} Kγ = diag {9.5 9.5 9.5} Kβ = diag {1.85 1.85 1.85}

Kp = 0.75 ∗ diag {5.75 0.75 6.25} Λx = 20 ∗ diag {4.15 4.15 4.15} Λz = diag {100 100 100}

ξ1 = 10 ξ2 = 10 ξ3 = 10 k1 = 0.001

Tabla 4.1 – Parámetros de los controladores
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4.1. Comentarios

Con base en los resultados obtenidos en las simulaciones, el esquema de control funciona

adecuadamente para la restricción dada por (4.1). Se observa en la Figura 4.1 que la superficie

de restricción virtual (en la Figura 4.1(a)) es idéntica a la superficie de restricción real (véase

la Figura 4.1(b)), además que el seguimiento por parte de ambos robots es muy bueno. Esto

permite concluir que el operario experimenta la sensación de estar en contacto con la superficie

de restricción a través de la superficie virtual.

(a) Restricción maestro (b) Restricción esclavo

Figura 4.1 – Restricción

Se observa en la Figura 4.2(a) que el seguimiento de las trayectorias articulares reales

del robot maestro (qm) respecto a las deseadas (qmd) es bastante similar. Esto se debe a la

Suposición 3.1 que, como se comentó, permite que el operador humano alcance siempre un error

∆qm ≈ 0. Lo anterior puede ser apreciado en la Figura 4.2(b), en donde existe un transitorio

de 0.15◦ para el error en la articulación qm2 y de 0.075◦ para el error en la articulación qm3 (se

observa que en estado estacionario ambos tienden a cero), mientras que para la articulación

qm1 es siempre igual a cero.

Por otro lado, para las trayectorias articulares estimadas del robot esclavo (q̂s), se observa

en la Figura 4.3(a) que existe una pequeña diferencia entre éstas y las deseadas (qsd). De

acuerdo a la Figura 4.3(b), el error para la articulación qs1 se mantiene en cero en todo instante,

mientras que para las articulaciones qs2 y qs3 existen transitorios al principio de la simulación,
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con magnitudes de -0.2◦ y 0.18◦ respectivamente. Sin embargo, en estado estacionario los errores

se mantienen en una vecindad del origen. Para mejorar estos resultados, se puede llevar a cabo

una mejor sintonización de las ganancias Λx,Kd y Λz del observador de velocidad (3.35). No

obstante, el resultado concuerda con lo abordado en el Caṕıtulo 3.

Respecto a las trayectorias cartesianas del robot maestro (xm,ym, zm) y las trayectorias

cartesianas tanto estimadas como reales del robot esclavo (x̂s, ŷs, ẑs y xsd,ysd, zsd respectiva-

mente) de la Figura 4.4(a), la diferencia es mı́nima como puede apreciarse en la Figura 4.4(b),

pues a pesar de que se presentan transitorios en ∆xs y ∆zs estos son bastante pequeños (infe-

rior a 1 mm para el primero y -0.6 mm para el segundo) y y en estado estacionario los errores

se mantienen cercanos a cero. La conclusión es que se debe nuevamente a problemas de sin-

tonización para las ganancias del observador de velocidad, como en el caso anterior. De igual

manera el resultado es bastante aceptable, lo que indica que el seguimiento de la trayectoria

(impuesta por el operador mediante el robot maestro) es llevado a cabo sobre la superficie de

contacto por parte del robot esclavo.

Los errores de observación del robot esclavo (zsx, zsy, zsz) reflejan de manera congruente

los resultados mostrados anteriormente, en donde es claro que la posición estimada tiende a

la posición real, pues como se observa en la Figura 4.5(a) estos errores son suficientemente

pequeños, pues para zsx y zsz se encuentran acotados entre -0.01 mm y 0.01 mm, mientras

que para zsy es prácticamente 0 mm, tal y como se esperaba con base en el Comentario 3.1

y en el Hecho 3.1. Nuevamente se observa que conforme transcurre el tiempo, el error en

estado estacionario es cero. Por otro lado, en la Figura 4.5(b) los errores de fuerza y el error

de observación de fuerza (∆λs, ∆λvd y ∆λ̃s respectivamente), se mantienen acotados en un

intervalo de ± 5 N y en general tienden a cero. El hecho de que estos errores se encuentren en

una vecindad del origen, es lo que permite que el operador experimente la fuerza que ejerce el

robot esclavo sobre el entorno.

En la Figura 4.6, se aprecia que la fuerza virtual, la fuerza real y la fuerza estimada

(λv, λs, λ̂s respectivamente) son idénticas a la fuerza deseada (λd) excepto al principio, en

donde se observa que las fuerzas virtual y real experimentan un transitorio antes de seguir a la

fuerza deseada. Este transitorio no es más que resultado de la sintonización de las ganancias

ξ y ωn en la ecuación (3.9). Por otro lado, respecto a la fuerza real se observa que se presenta

ruido que puede ser resultado de errores numéricos ó bien por parámetros del modelo.
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(a) Trayectorias articulares maestro (b) Errores articulares maestro

Figura 4.2 – Robot maestro
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(a) Trayectorias articulares esclavo (b) Errores articulares esclavo

Figura 4.3 – Robot esclavo
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(a) Trayectorias cartesianas maestro vs. esclavo (esti-

madas y reales)

(b) Errores cartesianos esclavo

Figura 4.4 – Trayectorias cartesianas y errores del esclavo
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(a) Errores de observación de posición (b) Errores de observación de fuerza

Figura 4.5 – Errores de observación de posición y fuerza
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Figura 4.6 – Fuerzas

4.2. Conclusiones

Los resultados de simulación presentados en este caṕıtulo, sugieren que los errores de segui-

miento, los errores de observación y los errores de fuerza (a saber, ∆qm,∆q̇m,∆xs,∆ẋs, zs, żs,

∆λs,∆λ̃s,∆λvs,∆Fvs,∆λvd,∆Fvd respectivamente) se encuentran en una vecindad del ori-

gen, lo cual permite constatar que es posible (bajo determinadas condiciones) sustituir los

sensores tanto de velocidad y fuerza del robot esclavo por los observadores de velocidad y fuer-

za presentados en [38]. Se concluye también que el sistema es estable y transparente de acuerdo

a las gráficas aqúı expuestas. Para respaldar estos resultados, en el Apéndice A se presenta el

análisis de estabilidad de todo el sistema.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y Trabajo futuro

Para lograr el objetivo de este tema de tesis, fue esencial investigar acerca de los sistemas de

teleoperación para comprender la manera en la que se abordaŕıa el problema a resolver. Indu-

dablemente el estado del arte permitió no solo entender sino también explorar las posibilidades

que existen dentro de esta área de la robótica.

Por otro lado, dentro del esquema de teleoperación bilateral maestro-esclavo presentado

en [46] y debido al desacoplamiento de los robots manipuladores que lo conforman, se im-

plementó un esquema de control basado en observadores de velocidad y fuerza para el robot

esclavo. La finalidad principal fue para evitar el uso de sensores, pues tanto los de velocidad

como los de fuerza generalmente son sensibles al ruido, aunado al elevado costo que implica

su inversión. Para lograrlo, se usó el principio de ortogonalización que permitió abordar el

problema de posición de manera independiente al problema de fuerza.

Se demostró anaĺıticamente que el sistema es estable en una región de Rn alrededor del

origen de los errores, lo que permitió garantizar dos puntos importantes: estabilidad y trans-

parencia en el sistema de teleoperación.

Las simulaciones permitieron constatar que el controlador y los observadores propuestos

en [38] funcionan de manera satisfactoria para el sistema presentado en [46], por lo que la

viabilidad de llevar a cabo la implementación en un prototipo real con éxito es muy buena.

Para finalizar, dentro de las perspectivas a futuro para este trabajo de tesis se pueden

mencionar las siguientes:

• Construir un prototipo de teleoperación bilateral maestro-esclavo para implementar los

55
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controladores presentados.

• Utilizar diferentes tipos de superficies de contacto para verificar el desempeño.

• Estudiar el efecto de los retardos en los canales de comunicación y analizar la estabilidad

del sistema.

• Diseñar un observador de fuerza que no dependa del modelo dinámico.
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Apéndice A

Demostración del Teorema 3.1

En este apéndice se proporciona la demostración del Teorema 3.1. Considérese inicialmente

el siguiente teorema y lemas.

Teorema A.1. [43]. Sea D ⊂ Rn un dominio que contiene al origen y sea V : [0,∞)×D → R

una función continuamente diferenciable tal que

α1 (∥y∥) ≤ V (t,y) ≤ α2 (∥y∥) , (A.1)

∂V

∂t
+

∂V

∂y
f (t,y) ≤ −W3 (y) , ∀ ∥y∥ ≥ µ > 0, (A.2)

∀t ≥ 0 y ∀y ∈ D, en donde α1 y α2 son funciones de clase K , W3 (y) es una función continua

positiva definida y f : [0,∞) × D → Rn es una función continua a tramos en t y localmente

Lipschitz en y en [0,∞)×D. Def́ınase r > 0 tal que Br = {y ∈ Rn ∥y∥ ≤ r} ⊂ D y supóngase

µ < α−1
2 (α1 (r)) . (A.3)

Entonces, existe una función β clase KL y para todo estado inicial y (t0) que satisfaga la

siguiente desigualdad

∥y (t0)∥ ≤ α−1
2 (α1 (r)) , (A.4)

existe un tiempo T ≥ 0 (que depende de y (t0) y de µ) de tal manera que la solución

de ẏ = f (t,y) debe satisfacer

∥y∥ ≤ β (∥y (t0)∥ , t− t0) , ∀t0 ≤ t ≤ t0 + T (A.5)

∥y∥ ≤ α−1
1 (α2 (µ)) , ∀t ≥ t0 + T. (A.6)
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Más aún, si D = Rn y además α1 pertenece a la clase de funciones K∞, entonces (A.5) y

(A.6) se cumplen para cualquier estado inicial y (t0), sin importar que tan grande sea µ.

△

Lemma A.1. [44]. Si una función diferenciable f (t) tiene ĺımite finito cuando t → ∞ y si

ḟ (t) es uniformemente continua, entonces ḟ (t) → 0 conforme t → ∞.

△

Lemma A.2. [45].Tomando en cuenta (3.50) y considérese la siguiente relación

si = s1 +Kγσ. (A.7)

Si ∥si∥ ≤ si < ∞ ∀t, entonces σ y s1 están acotadas ∀t.

Adicionalmente la cota para σ satisface

∥σ∥ ≥ µ , 2 (λmax (Kβ) si +
√
n)

λmin (KβKγ)
. (A.8)

△

Es importante resaltar que ambos robots manipuladores se encuentran desacoplados debido

a que el robot maestro solamente genera la posición y fuerza deseada para el robot esclavo (que

a su vez son proporcionadas por el operador) y por lo tanto es posible considerarlos de manera

independiente para llevar a cabo el análisis de estabilidad del sistema de teleoperación.

Se propone inicialmente el siguiente vector de errores dinámicos

y ,
[
sTx rT ∆F

T
]T

, (A.9)

en donde se usan las definiciones dadas en (3.46), (3.52) y (3.56).

En virtud del Hecho 3.1 y el Comentario 3.1 (páginas 37 y 38 respectivamente), el análisis

solamente es válido en una región de Rn alrededor del origen dada por

D ,
{
y ∈ R(2n+m)|∥y∥ ≤ ymax

}
. (A.10)

Se considerará en primer lugar el análisis del robot maestro y posteriormente el análisis del

robot esclavo. La demostración del Teorema 3.1 se lleva a cabo en cuatro pasos.
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a) El primer paso consiste en sustituir (3.1) y (3.10) en (2.46) de tal manera que se obtiene

Qv (qm)

(
kvh∆q̇m + kph∆qm + kih

∫ t

0
∆qmdϑ

)
︸ ︷︷ ︸

spm

+

JT
φv {kpv∆λvs + kFiv∆Fvs + kfh∆λvd + kFih∆Fvd}︸ ︷︷ ︸ = 0

sFm

.

(A.11)

De la ecuación anterior, se observa que spm (subespacio de posición) y sFm (subespacio de

fuerza) son ortogonales, por lo que es posible analizarlos de manera separada. Para la parte de

posición se tiene entonces

spm = Qv (qm)

(
kvh∆q̇m + kph∆qm + kih

∫ t

0
∆qmdϑ

)
= 0. (A.12)

La igualdad anterior es válida porque en la región D se satisface el Hecho 3.1.

Por simplicidad se define

em ,
∫ t

0
∆qmdϑ, (A.13)

de tal forma que (A.12) se expresa como

kvhëm + kphėm + kihQv (qm) em = 0. (A.14)

Se propone la siguiente función candidata de Lyapunov

Vm =
1

2
kihe

T
mem +

1

2
kvhė

T
mėm, (A.15)

en donde su derivada con respecto al tiempo es

V̇m =
1

2
kih
[
eTmėm + ėTmem

]
+

1

2
kvh
[
ëTmėm + ėTmëm

]
,

= kihe
T
mėm + kvhė

T
mëm. (A.16)

De (A.14)

kvhëm = −kihQv (qm) em − kphėm. (A.17)

Al sustituir en (A.16)

V̇m = kihe
T
mėm − ėTm [kihQv (qm) em + kphėm]

= kihe
T
mėm − kihė

T
mQv (qm) em − kphė

T
mėm

= kihe
T
m (I−Qv (qm)) ėm − kphė

T
mėm

= kihe
T
mPv (qm) ėm − kphė

T
mėm, (A.18)
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en donde se han empleado (2.55) y (2.58). En virtud del Hecho 3.1, se cumple Pv (qm) ėm ≡ 0,

de tal forma que

V̇m = −kphė
T
mėm. (A.19)

Se observa que em esta acotado puesto que V̇m es negativa semidefinida. Usando el Teo-

rema de LaSalle, se encuentra que el máximo conjunto invariante para el cual V̇m = 0, es

(em, ėm) = (em, 0) y en consecuencia ëm = 0. Por lo tanto de (A.14) se obtiene

Qv (qm) em = 0. (A.20)

Finalmente se concluye que

∆qm,∆q̇m,Qv (qm)

∫ t

0
∆qmdϑ → 0.

b) Antes de llevar a cabo análisis del subespacio de fuerza, es necesario analizar las pro-

piedades de estabilidad del robot esclavo. Los puntos de equilibrio considerados son los errores

de seguimiento, de observación y de fuerza. El propósito es demostrar que bajo el esquema de

control basado en observadores de velocidad y fuerza, se estabiliza el robot esclavo alrededor de

los puntos de equilibrio garantizando que si el vector y tiende a cero, los errores de seguimiento,

observación y fuerza también tenderán a cero.

Para emplear el Teorema A.1 considérese la siguiente función candidata de Lyapunov para

el vector de estados y en (A.9)

V (y) =
1

2
yTMy =

1

2
sTxHcssx +

1

2
rTr+

1

2
∆F

T
s ξ1ξ3∆Fs, (A.21)

en donde

M =


Hcs 0 0

0 I 0

0 0 ξ1ξ3

 (A.22)

con Hcs la matriz de inercia del robot esclavo en coordenadas cartesianas, I ∈ Rn×n la matriz

identidad y ξ1,ξ3 ∈ Rm×m matrices diagonales que satisfacen ξ1 > O y ξ3 ≥ O. Adicional-

mente, V (y) en (A.21) cumple

λ1∥y∥2 ≤ V (y) ≤ λ2∥y∥2, (A.23)
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con

λ1 ,
1

2
min

∀q∈Rn
λmin (M) (A.24)

λ2 ,
1

2
max
∀q∈Rn

λmax (M) . (A.25)

Es necesario mostrar que si ∥y∥ está acotada por 0 < ymax < ∞, entonces cualquier otra

señal está acotada. Tomando en cuenta (3.48) se tiene

ẋs − ẋr = ẋs − ˙̂xs + ˙̂xs −Qx (xs) (ẋsd −Λxxs)− J+
φxξ1∆Fs − sd +Kγσ. (A.26)

De (3.36) se sabe que żs = ẋs − ˙̂xs y de (3.37) d
dtxs = ˙̂xs − ẋsd. Entonces, considerando

(3.47) se obtiene

ẋs − ẋr = żs + s− sd +Kγσ. (A.27)

Cabe recordar que se asume que la región D en (A.10) es suficientemente pequeña para

que se satisfaga el Hecho 3.1.

Usando (3.51) y (3.52) se reduce (A.27) a

si = s1 +Kγσ, (A.28)

con

si = sx − żs, (A.29)

que es idéntica a (A.7). Por otro lado, se observa que de (3.56) se tiene żs = −Λzzs + r, lo que

representa un filtro lineal estable de primer orden en zs y żs y además tiende a 0 si r → 0 por

lo que si en (A.29) está acotada. Empleando el Lemma A.2, es evidente entonces que s1 y σ

están acotados. Si s1 está acotado, en vista de (3.51) también lo está s y por (3.47) se observa

que también Qx (xs)
(
d
dtxs + xs

)
está acotado .

Si el Hecho 3.1 se cumple, entonces Qx (xs) (∆ẋs +Λx∆xs) ≈ ∆ẋs +Λx∆xs, que es el caso

de la región D en (A.10). Por tanto ∆ẋs y ∆xs están acotados. Sustituyendo (3.36) en (3.37)

se tiene xs = (xs − zs)−xsd = ∆xs−zs, lo que permite reescribir (3.52) de la siguiente manera

sx = Qx (xs) [∆ẋs +Λx (∆xs − zs)]− J+
φxξ1∆Fs − sd +Kγσ

= ∆ẋs +Λx∆xs −Λxzs − J+
φxξ1∆Fs − sd +Kγσ, (A.30)
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ó bien

∆ẋs +Λx∆xs = sx +Λxzs + J+
φxξ1∆Fs + sd −Kγσ, (A.31)

que representa un filtro lineal estable de primer orden en ∆xs y ∆ẋs con entrada acotada. Lo

anterior implica que xs y ẋs están acotadas porque xsd y ẋsd lo están. De esta manera y con

base en (3.36) se deduce que x̂s y ˙̂xs están acotadas. Recordando la relación q̇s = J−1 (qs) ẋs

y su valor estimado ˙̂qs = J−1 (qs)
˙̂xs, se concluye que q̇s y

˙̂qs están acotadas.

La fuerza estimada λ̂s se encuentra acotada (ver (3.79)), pues depende solamente de señales

acotadas (se observa además que so en (3.60) está también acotada) y por definición λd está aco-

tada. Con base en esto y en (3.45) ∆λs está acotada. De este modo la ley de control f cs en

(3.58) y en consecuencia τs en (3.75) están acotadas. Aśı, es posible garantizar que están acota-

das λs en (3.71), q̈s en (3.69) y ẍs en (3.17). Lo anterior implica que ∆ẍs está acotada porque

ẍsd es una señal acotada. Ahora bien, se tiene que (3.66) es un filtro lineal estable de primer

orden en ṙ y r con entradas acotadas dado que Kd > O. Esto implica que

ṙ = z̈s +Λzżs (A.32)

está acotada, lo que a su vez significa que z̈s, ¨̂xs y ¨̂qs están acotadas. Por otro lado, puesto que

ẋr está acotada al depender solo de señales acotadas (ver (3.48)), se debe solo comprobar que

ẍr = Qx (xs)

(
ẍsd −Λx

d

dt
xs

)
+ Q̇x (xs, ẋs) (ẋsd −Λxxs) + J+

φxξ1∆λs

+ J̇
+
φxξ1∆Fs − k1sd −Kγσ̇ (A.33)

está acotada. De (3.50) se observa que σ̇ está acotada (porque s1 está acotada), lo que implica

que ẍr está acotada. Adicionalmente se concluye que ya en (3.54) está acotada. De esta manera

ṡx en (3.61) está acotada y aśı ṡi también lo está (ver (A.29)).

c) Se ha demostrado hasta este punto que todas las señales de las que depende el robot

esclavo están acotadas siempre y cuando el estado permanezca en la región D. El siguiente paso

es demostrar que bajo una selección adecuada de ganancias es de hecho posible garantizar que

el estado y permanecerá en D siempre que la condición inicial sea suficientemente pequeña.

Tomando la derivada con respecto al tiempo de la función V (y) en (A.21) se obtiene

V̇ =
1

2
sTx Ḣcssx + sTxHcsṡx + rTṙ+∆F

T
s ξ1ξ3∆λs. (A.34)
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De (3.61) se tiene

Hcsṡx = Kpr+ JT
φx

(
∆λs + ξ2∆Fs + ξ3∆λs

)
− ya −Ccssx −KDPsx. (A.35)

Entonces (A.34) resulta en

V̇ =
1

2
sTx Ḣcssx + sTx

[
Kpr+ JT

φx

(
∆λs + ξ2∆Fs + ξ3∆λs

)
− ya −Ccssx −KDPsx

]
+ rTṙ

+∆F
T
s ξ1ξ3∆λs

=
1

2
sTx

(
Ḣcs − 2Ccs

)
sx + sTxKpr+ sTx J

T
φx

(
∆λs + ξ2∆Fs + ξ3∆λs

)
− sTx ya − sTxKDPsx

+ rTṙ+∆F
T
s ξ1ξ3∆λs.

Usando la Propiedad 2.2 la ecuación anterior se convierte en

V̇ = sTxKpr+ sTx J
T
φx

(
∆λs + ξ2∆Fs + ξ3∆λs

)
− sTx ya − sTxKDPsx + rTṙ

+∆F
T
s ξ1ξ3∆λs. (A.36)

Premultiplicando (3.52) por Jφx

Jφxsx = JφxQx (xs) (∆ẋs +Λxxs)− JφxJ
+
φxξ1∆Fs + Jφx (Kγσ− sd) , (A.37)

y transponiendo se obtiene

sTx J
T
φx = −∆F

T
s ξ1 + (Kγσ− sd)

T JT
φx, (A.38)

en donde se ha empleado (2.62) y el hecho que JφxJ
+
φx = I ∈ Rm×m.

Sustituyendo (3.66) y (A.38) en (A.36)

V̇ = −sTxKDPsx + sTxKpr− sTx ya +
[
−∆F

T
s ξ1 + (Kγσ− sd)

T JT
φx

]
ξ2∆Fs +∆F

T
s ξ1ξ3∆λs

+
[
−∆F

T
s ξ1 + (Kγσ− sd)

T JT
φx

]
∆λs +

[
−∆F

T
s ξ1 + (Kγσ− sd)

T JT
φx

]
ξ3∆λs

+ rT
[
Qx (xs)

(
∆ẍs +Λx

d

dt
xs

)
+ Q̇x (xs, ẋs) (∆ẋs +Λxxs)−Kdr

]
y reduciendo términos

V̇ = −sTxKDPsx + sTxKpr− sTx ya −∆F
T
s ξ1∆λs + (Kγσ− sd)

T JT
φx∆λs −∆F

T
s ξ1ξ2∆Fs

+ (Kγσ− sd)
T JT

φxξ2∆Fs + (Kγσ− sd)
T JT

φxξ3∆λs + rTQx (xs)

(
∆ẍs +Λx

d

dt
xs

)
+ rTQ̇x (xs, ẋs) (∆ẋs +Λxxs)− rTKdr. (A.39)
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Como ya se demostró en el inciso b), todas las señales que se encuentran en la región (A.10)

están acotadas. Entonces, es posible proponer las siguientes cotas

α1 , max
∀y∈R(2n+m)

∥ya∥ (A.40)

α2 , max
∀y∈R(2n+m)

∥∥∥∥Qx (xs)

(
∆ẍs +Λx

d

dt
xs

)
+ Q̇x (xs, ẋs) (∆ẋs +Λxxs)

∥∥∥∥ (A.41)

α3 , max
∀y∈R(2n+m)

∥∥∥(Kγσ− sd)
T JT

φxξ2 − ξ1∆λs

∥∥∥ (A.42)

α4 , max
∀y∈R(2n+m)

∥∥∥(Kγσ− sd)
T JT

φx

(
∆λs + ξ3∆λs

)∥∥∥ . (A.43)

Sustituyendo las definiciones (A.40)-(A.43) en (A.39)

V̇ ≤ −λmin(Kp)∥sx∥2 − λmin(Kd)∥r∥2 − λmin(ξ1ξ2)
∥∥∆Fs

∥∥2 + α1∥sx∥

+ α2∥r∥+ α3

∥∥∆Fs

∥∥+ α4 + λmax(Kp)∥sx∥∥r∥

≤ −λmin(Kp)∥sx∥2 − λmin(ξ1ξ2)
∥∥∆Fs

∥∥2 − λmin(Kd)∥r∥2 + α∥y∥+ α4

+ λmax(Kp)∥sx∥∥r∥, (A.44)

en donde α , α1 + α2 + α3.

Para cumplir con (A.2), las ganancias deben de satisfacer

λmin (Kp) ≥ 1 + δ (A.45)

λmin (Kd) ≥ δ+
1

4
λ2
max (Kp) (A.46)

λmin (ξ1ξ2) = δ, (A.47)

con δ > 0. Al sustituir (A.45)-(A.47) en (A.44) se obtiene

V̇ ≤ − (1 + δ) ∥sx∥2 + λmax (KP) ∥sx∥ · ∥r∥+ α∥y∥+ α4 − δ∥∆Fs∥2

−
[
δ+

1

4
λ2
max (KP)

]
∥r∥2

= −∥sx∥2 − δ∥sx∥2 − δ∥r∥2 − δ∥∆Fs∥2 + λmax (KP) ∥sx∥ · ∥r∥+ α∥y∥

+ α4 −
1

4
λ2
max (KP) ∥r∥2

= −δ∥y∥2 + α∥y∥+ α4 −
[
∥sx∥ −

1

2
λmax (KP) ∥r∥

]2
︸ ︷︷ ︸

>0

⇒ V̇ ≤ −δ∥y∥2 + α∥y∥+ α4. (A.48)
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Si se reescribe (A.48) de la siguiente manera

V̇ ≤ −1

2
δ∥y∥2 −

[
1

2
δ∥y∥2 − α∥y∥ − α4

]
︸ ︷︷ ︸
ec. algebraica de 2do. grado

(A.49)

y se escoge la ráız positiva de la ecuación algebraica de segundo grado, de tal forma que si el

valor µ del Teorema A.1 se designa por

µ , α+
√
α2 + 2δα4

δ
, (A.50)

entonces para ∥y∥ ≥ µ

V̇ ≤ −1

2
δ∥y∥2 = −W3 (y) , (A.51)

que es lo que se buscaba. Entonces, si la condición inicial del estado satisface (A.4), se puede

garantizar que ∥y∥ ≤ ymax ∀t.

d) Después de garantizar que se cumple ∥y∥ ≤ ymax, falta demostrar que los errores de

seguimiento, observación y fuerza tienden a cero. Considérese primero la derivada con respecto

al tiempo de (A.7), ṡi = ṡ1 +Kγσ̇. Con base en (3.50) se tiene

ṡ1 = −KγKβs1 −Kγsign (s1) + ṡi. (A.52)

Tomando en cuenta que z̈s = −Λzżs + ṙ está acotada y sustituyendo en la primer derivada

de (A.29) dada por ṡi = ṡx − z̈s, resulta en

ṡi = ṡx − ṙ+Λzżs. (A.53)

Con base en lo desarrollado en el inciso b), ṡi está acotada y por lo tanto (A.52) permanece

acotada. De esta manera, se propone la siguiente función de enerǵıa

V1 =
1

2
sT1 s1 =

1

2
∥s1∥2 , (A.54)

cuya derivada está dada por

sT1 ṡ1 = ∥s1∥
d

dt
∥s1∥ = −sT1 KγKβs1 − sT1 Kγsign (s1) + sT1 ṡi

≤ −λmin (KγKβ) ∥s1∥2 − λmin (Kγ) |s1|+ sT1 ṡi, (A.55)
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en donde |s1| = |s11| + |s12| + · · · + |s1n|, con s1j elemento de s1 y j = 1, 2, . . . n. Debido a que

ṡi está acotada, se satisface ∥ṡi∥ ≤ sipmax y puesto que ∥s1∥ ≤ |s1|, se debe tener

∥s1∥
d

dt
∥s1∥ ≤ − (λmin (Kγ)− sipmax) ∥s1∥ . (A.56)

Definiendo ϕ , λmin (Kγ)−sipmax > 0 con una apropiada selección de λmin (Kγ), se obtiene

d

dt
∥s1∥ ≤ −ϕ. (A.57)

De acuerdo a la teoŕıa de modos deslizantes, para demostrar que s1 = 0 en un tiempo finito

tr, i.e. s1 (t) = 0 ∀t ≥ tr, es necesario llevar a cabo la integración de (A.57)∫ tr

0
d ∥s1∥ ≤ −ϕ

∫ tr

0
dt ⇒ ∥s1∥

∣∣∣tr
0
≤ −ϕt

∣∣∣tr
0

∴

∥s1 (tr)∥ − ∥s1 (0)∥ = −∥s1 (0)∥ ≤ −ϕtr (A.58)

ó bien

tr ≤ ∥s1 (0)∥ /ϕ. (A.59)

En virtud de (3.51) se concluye que s (t) = sd, en donde sd es una señal suave definida en

(3.49). Se observa que tiende a cero.

Por tanto, de (3.47)

s = Qx (xs)

(
d

dt
xs +Λxxs

)
− J+

φxξ1∆Fs, (A.60)

y debido a la ortogonalidad de los subespacios de posición y fuerza, el análisis de ambos

términos del segundo miembro de (A.60) puede hacerse por separado. Por simplicidad se con-

siderará s = 0.

Para el subespacio de posición, de la ecuación anterior se tiene que

Qx (xs)

(
d

dt
xs +Λxxs

)
≈
(

d

dt
xs +Λxxs

)
= 0 (A.61)

en virtud del Comentario 3.1, por lo que xs y d
dtxs tienden a cero. De acuerdo con (3.37) se

concluye que x̂s → xsd, ˙̂xs → ẋsd y en consecuencia

∆xs = zs (A.62)

∆ẋs = żs. (A.63)
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Falta demostrar que los errores de observación y de seguimiento (zs, żs, ∆xs y ∆ẋs) tienden

a 0. De (3.52) se puede obtener

∆ẋs = sx + J+
φxξ1∆Fs + sd −Kγσ (A.64)

considerando que xs = 0 y el Hecho 3.1. Sustituyendo en (3.62)

żs = sx + J+
φxξ1∆Fs + sd −Kγσ−KdΛz

∫ t

0
zs (ϑ) dϑ−Λzzs −Kdzs. (A.65)

Con base en (A.65) se puede reescribir (3.56) como

r = sx + J+
φxξ1∆Fs + sd −Kγσ−KdΛz

∫ t

0
zs (ϑ) dϑ−Kdzs. (A.66)

Derivando

ṙ = ṡx + J+
φxξ1∆λs + J̇

+
φx (xs, ẋs)ξ1∆Fs − k1sd −Kγσ̇−Kdr (A.67)

ó bien

ṡx − ṙ = −J+
φxξ1∆λs − J̇

+
φx (xs, ẋs)ξ1∆Fs + k1sd +Kγσ̇+Kdr, (A.68)

en donde se han empleado (3.46), (3.49) y (3.56).

Por otro lado, si de (A.61) se sabe que xs → 0 y d
dtxs → 0 entonces (3.52) resulta en

sx = Qx (xs)∆ẋs − J+
φxξ1∆Fs − sd +Kγσ. (A.69)

Considerando (A.63) y recordando que y está en la región (A.10), la ecuación anterior se

expresa como

sx = żs − J+
φxξ1∆Fs − sd +Kγσ (A.70)

por lo que

ṡx = z̈s − J+
φxξ1∆λs − J̇

+
φx (xs, ẋs)ξ1∆Fs + k1sd +Kγσ̇ (A.71)

y en donde nuevamente se han empleado (3.46) y (3.49). Si de (3.64) se tiene z̈s = ṙ−Λzżs y

sustituyendo en (A.71)

ṡx = ṙ−Λzżs − J+
φxξ1∆λs − J̇

+
φx (xs, ẋs)ξ1∆Fs + k1sd +Kγσ̇ (A.72)
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ó bien

ṡx − ṙ = −Λzżs − J+
φxξ1∆λs − J̇

+
φx (xs, ẋs)ξ1∆Fs + k1sd +Kγσ̇. (A.73)

Con base en (A.68) y (A.73) se tiene

������−J+
φxξ1∆λs −(((((((((

J̇
+
φx (xs, ẋs)ξ1∆Fs +���k1sd +���Kγσ̇+Kdr =−Λzżs −�����J+

φxξ1∆λs

−(((((((((
J̇
+
φx (xs, ẋs)ξ1∆Fs +���k1sd +���Kγσ̇

⇒ Kdr =−Λzżs. (A.74)

De (3.56) se puede expresar (A.74) como

(Kd +Λz) żs +KdΛzzs = 0, (A.75)

la cual representa un filtro estable de primer orden con entrada cero. Esto significa que

zs → 0 (A.76)

żs → 0, (A.77)

lo que en vista de (A.62) y (A.63) garantiza que

∆xs → 0 (A.78)

∆ẋs → 0. (A.79)

Por otro lado, para el subespacio de fuerza se tiene de (A.60)

J+
φxξ1∆Fs = 0, (A.80)

en donde J+
φx ∈ Rn×m es de rango completo y ξ1 ∈ Rm×m es positiva definida. De lo anterior

se tiene ∆Fs → 0, pero no garantiza que ∆λs → 0.

Para mostrar esto se emplea el Lema A.1. De hecho, basta con mostrar que ∆λs es unifor-

memente continua (es decir, que d
dt∆λs está acotada). Se sabe que λd y d

dtλd están acotadas,

aśı que sólo se debe comprobar que d
dt λ̂s está acotada. Para ello considérese la derivada con

respecto al tiempo de (3.79)

d

dt
λ̂s =

d

dt
λd − (I+ ξ3)

−1

[
ξ2∆λs −

d

dt

(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1
fq

−
(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1 d

dt
fq

]
. (A.81)
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El término d
dt

(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1
al depender solamente de señales acotadas, está acotado.

Por otro lado, tomando en cuenta la derivada con respecto al tiempo de fq en (3.80)

d

dt
fq =

d

dt

(
JφsH

−1
s (qs)

) (
JT (qs)Kpso + Ĉs

˙̂qs +Ds
˙̂qs + gs (qs)

)
+
(
JφsH

−1
s (qs)

) [ d
dt

(
JT (qs)Kpso + Ĉs

˙̂qs +Ds
˙̂qs + gs (qs)

)]
− ¨̂

Jφs

(
qs, q̇s,

˙̂qs,
¨̂qs

)
˙̂qs −

˙̂
Jφs

(
qs,

˙̂qs

)
¨̂qs. (A.82)

Si la derivada de so es ṡo = ṡx − ṙ, entonces (A.82) resulta

d

dt
fq =

d

dt

(
JφsH

−1
s (qs)

) (
JT (qs)Kpso + Ĉs

˙̂qs +Ds
˙̂qs + gs (qs)

)
+
(
JφsH

−1
s (qs)

) [
J̇
T
(qs, q̇s)Kpso + JT (qs)Kp (ṡx − ṙ) +

˙̂
Cs

(
qs, q̇s,

˙̂qs,
¨̂qs

)
˙̂qs

+Ĉs
¨̂qs + Ḋs (qs, q̇s)

˙̂qs +Ds
¨̂qs + ġs (qs, q̇s)

]
− ¨̂

Jφs

(
qs, q̇s,

˙̂qs,
¨̂qs

)
˙̂qs −

˙̂
Jφs

¨̂qs. (A.83)

Se observa en la ecuación previa que d
dt fq depende solo de señales acotadas y por lo tanto

está acotada. De lo anterior d
dt λ̂s está acotada e implica que también d

dt∆λs está acotada y

tomando en cuenta el Lema A.1 se concluye que

∆λs → 0. (A.84)

Para demostrar que los errores de seguimiento y observación de fuerza (∆λs y ∆λ̃s respec-

tivamente) tienden a cero, considérense inicialmente (3.44), (3.71) y (3.74)

∆λ̃s = −
(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1 [
JφsH

−1
s (qs) (τs −Cs (qs, q̇s) q̇s −Dsq̇s − gs (qs))

+J̇φs (qs, q̇s) q̇s

]
+
(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1
[
JφsH

−1
s (qs)

(
τs − Ĉs

˙̂qs −Ds
˙̂qs − gs (qs)

)
+
˙̂
Jφs

˙̂qs

]
=
(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1 (
JφsH

−1
s (qs)

)(
����:0
τs − τs +���������:0

gs (qs)− gs (qs)

)
+
(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1
[
JφsH

−1
s (qs)

(
−Ĉs

˙̂qs +Cs (qs, q̇s) q̇s −Ds
˙̂qs +Dsq̇s

)
+
˙̂
Jφs

˙̂qs − J̇φs (qs, q̇s) q̇s

]
=
(
JφsH

−1
s (qs)J

T
φs

)−1
[
JφsH

−1
s (qs)

(
Cs (qs, q̇s) q̇s − Ĉs

˙̂qs +Dsq̇s −Ds
˙̂qs

)
+
˙̂
Jφs

˙̂qs − J̇φs (qs, q̇s) q̇s

]
. (A.85)
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Si ahora se define la dinámica del error de observación de velocidad en espacio articular

como

żsq = q̇s − ˙̂qs (A.86)

ó bien de (3.18) y (3.72)

żsq = J−1 (qs) ẋs − J−1 (qs)
˙̂xs = J−1 (qs)

(
ẋs − ˙̂xs

)
= J−1 (qs) żs. (A.87)

Considerando ahora el resultado obtenido en (A.77) se llega a que żsq → 0, es decir ˙̂qs → q̇s.

Luego entonces Ĉs = Cs (qs, q̇s) y
˙̂
Jφs = J̇φs (qs, q̇s). De ésta manera y de acuerdo con (A.85)

∆λ̃s → 0. (A.88)

Finalmente, de (3.44) se tiene λs = ∆λ̃s + λ̂s y de (3.45) λd = λ̂s − ∆λs y al sustituir

en (3.43)

∆λs = λs − λd

= ∆λ̃s +����:0
λ̂s − λ̂s +∆λs

= ∆λ̃s +∆λs, (A.89)

que en virtud de (A.84) y (A.88) implican que

∆λs → 0. (A.90)

Para concluir la demostración de estabilidad del sistema de teleoperación, considérese el

resultado obtenido en (A.84) que garantiza λ̂s → λd cuando t → ∞. Entonces (3.2) se puede

escribir como ∆λvs = λv − λd y de (3.13) se tiene

∆λvd = ∆λvs. (A.91)

Además, retomando sFm de (A.11) y la ecuación (A.91)

JT
φv {kpv∆λvs + kFiv∆Fvs + kfh∆λvs + kFih∆Fvs} =

JT
φv {(kpv + kfh)∆λvs + (kFiv + kFih)∆Fvs} = 0. (A.92)

Puesto que JT
φv es de rango completo, se tiene que (A.92) representa un filtro estable de

primer orden en ∆Fvs y ∆Ḟvs = ∆λvs, en otras palabras

∆λvs → 0 (A.93)
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y

∆Fvs → 0 (A.94)

cuando t → ∞. En vista de (A.84), (A.88), (A.90) y (A.93) se cumple el objetivo de control,

es decir

λ̂s → λs, λs → λd, λv → λs (A.95)

y de esta forma el operador tendrá la percepción de estar en contacto con la superficie de

restricción virtual y con la fuerza que el robot esclavo está aplicando sobre la superficie de

restricción real.

△


