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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El control basado en pasividad, PBC por sus siglas en inglés, es
una técnica de control para sistemas dinámicos la cual busca apro-
vechar la propiedad de pasividad que poseen algunos sistemas, así
como el papel fundamental que juega el intercambio energético con
el medio para éstos; con el �n de resolver problemas de control,
tales como, la regulación de puntos de equilibrio o el seguimiento
de trayectorias deseadas. De manera informal se de�ne a un siste-
ma pasivo como aquel sistema que no es capaz de generar energía
internamente, estando limitado a únicamente almacenarla. Siendo
la energía disipada la diferencia entre las energías suministrada y
almacenada.

Se dice que un sistema es pasivo de la entrada a cierta salida, la
cual es llamada salida pasiva. Al realizar una realimentación nega-
tiva de dicha salida se asegura que el sistema en lazo cerrado es L2

estable, o bien, que el mínimo energético del sistema en lazo cerrado
es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov.

Un gran número de sistemas físicos son pasivos, razón por la cual
es posible explotar esta propiedad, utilizando la técnica PBC, para
lograr la estabilidad de puntos de operación o trayectorias deseadas,
según sea el caso. Dicha técnica no sólo respeta las propiedades y
restricciones físicas, sino que intenta aprovecharlas para los �nes
antes mencionados. Debido a lo anterior los controladores basados
en pasividad suelen tener interpretación física.

Los controladores basados en pasividad se pueden clasi�car en

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

dos tipos: por un lado está el llamado PBC estándar en el cual se
elige la función de almacenamiento de energía en lazo cerrado (que
cumpla con las condiciones necesarias para que el sistema sea pa-
sivo), y posteriormente se diseña un controlador que garantice que
la función mencionada sea la correspondiente al sistema resultante
en lazo cerrado. La otra clase de controladores basados en pasividad
son aquellos en donde la función de almacenamiento de energía no
está dada, sino que se impone una estructura deseada al sistema
en lazo cerrado; entonces se caracterizan las funciones de energía
compatibles con la estructura elegida. Un ejemplo de este tipo de
controladores es el que se utiliza a lo largo de este trabajo, llamados
controladores basados en pasividad por asignación de interconexión
y amortiguamiento, IDA-PBC por sus siglas en inglés, en donde la
estructura deseada en lazo cerrado es la de un sistema Hamiltoniano.
Para este último tipo de controladores las funciones de almacena-
miento de energía asignables son soluciones de la llamada ecuación
de acoplamiento o emparejamiento (matching equation).

La técnica IDA-PBC ha demostrado ser útil para resolver pro-
blemas de regulación, obteniendo controladores robustos respecto a
incertidumbres paramétricas e incluso perturbaciones externas. La
sintonización de estos controladores es relativamente sencilla, debi-
do a la interpretación física que poseen. Existe una vasta literatura
para este tipo de problemas, particularmente para aplicaciones en
sistemas físicos.

Por otro lado, existen muy pocos trabajos que tratan el proble-
ma de seguimiento de trayectorias utilizando esta técnica de control,
siendo un problema prácticamente abierto el referente a sistemas
subactuados; debido a que la existencia de una solución para estos
sistemas recae en la existencia, y restricciones, de la solución de la
ecuación de emparejamiento. Mientras que para el caso totalmen-
te actuado dicha ecuación se resuelve trivialmente y no presenta
restricciones. Lo anterior hace que el problema de seguimiento de
trayectorias, para sistemas subactuados, resulte atractivo no sólo en
el aspecto teórico, sino también en el práctico. Finalmente el autor
de esta tesis, tiene la esperanza de poder extender los resultados de
robustez y fácil sintonización, de la regulación de puntos de equi-
librio vía IDA-PBC, al ámbito de seguimiento de trayectorias para
sistemas subactuados.
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1.2. Antecedentes

Tal como se mencionó en la sección anterior, existen numerosos
trabajos acerca de regulación mediante la técnica IDA-PBC. Entre
otros, los trabajos de Ortega, García-Canseco [6] y Ortega, Zhitao
[7] muestran, de forma general, la aplicación de la técnica IDA-PBC
así como algunas de sus propiedades. Por otro lado, los trabajos de
Gómez-Estern et al [3], Viola et al [20] y Ortega et al [8] abordan
el problema de moldeo de energía, ya sea total o parcial, el cual es
fundamental en el desarrollo de la técnica citada. Estos trabajos tie-
nen importantes resultados para facilitar la solución de la ecuación
de emparejamiento de acuerdo con las características del sistema en
estudio.

Así mismo el trabajo de Romero et al [9] presenta resultados
referentes al rechazo de perturbaciones externas utilizando la técni-
ca IDA-PBC para sistemas no lineales. Otro resultado útil para el
desarrollo de esta tesis, es el de la linealización parcial de sistemas
Hamiltonianos, mostrado en Venkatraman et al [18].

En lo concerniente a seguimiento de trayectorias vía IDA-PBC,
se tienen como antecedentes el trabajo de Fujimoto, Sugie [2], en
el cual se de�nen los cambios de coordenadas que preservan la es-
tructura Hamiltoniana del sistema. Basado en lo anterior se presenta
otro trabajo de Fujimoto, Sugie [1] en el cual se resuelve el problema
de seguimiento de trayectorias planteando un cambio de coordena-
das para de�nir el error de seguimiento. No obstante, los trabajos
anteriores utilizan como casos de estudio sistemas sin energía poten-
cial o sistemas cuya energía potencial presenta derivadas parciales
lineales, no siendo claro qué ocurre cuando la energía potencial de
un sistema presenta derivadas parciales no lineales, como es el ca-
so de un gran número de sistemas físicos. Otro antecedente para el
seguimiento de trayectorias utilizando IDA-PBC, es el trabajo de
Romero et al [10], en el cual se resuelve el problema de seguimiento
de trayectorias para sistemas totalmente actuados. Finalmente se
tiene como antecedente el trabajo de Romero Mata, Espinosa [11],
para el cual este trabajo es una extensión, en donde no se utiliza el
concepto de trayectoria realizable y no resulta clara la solución de
la ecuación de emparejamiento para los casos de estudio expuestos.
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1.3. Formulación del problema

De manera similar que en Fujimoto, Sugie [1] y textitRomero
Mata, Espinosa [11], se transforma el problema de seguimiento en
uno de regulación. Para lograr lo anterior, se de�ne el error de segui-
miento de tal forma que la dinámica de éste preserve una estructura
Hamiltoniana. Posteriormente, utilizando la técnica IDA-PBC, se
regula el origen del sistema descrito por el error de seguimiento.
Lograr que el error de seguimiento tienda a cero implica que la tra-
yectoria que sigue el sistema tiende a la trayectoria deseada.

1.4. Contribuciones

El presente trabajo ofrece una metodología bien de�nida, la cual
da solución al problema de seguimiento de trayectorias para sistemas
subactuados.

En esta tesis se utiliza la linealización parcial por cambio de coor-
denadas, PLVCC por sus siglas en inglés, como una herramienta para
el desarrollo de la metodología mencionada, resolviendo el problema
de sistemas cuya co-energía cinética presente derivadas parciales no
lineales.

Por otro lado, se trabaja con sistemas cuya energía potencial
presenta derivadas parciales (términos gravitacionales) lineales y no
lineales. Mostrando como para el primer caso, es posible encontrar
una función de energía potencial deseada que dependa únicamente
del error y sea solución de la ecuación de emparejamiento. Mientras
que para términos gravitacionales no lineales esto no ocurre, compli-
cando la solución de la ecuación de emparejamiento y dando origen
a funciones de energía potencial deseadas dependientes del error y
de las trayectorias deseadas, o en su defecto, realizar el análisis de un
sistema perturbado, cuyas perturbaciones responden a los términos
gravitacionales mencionados.

Asimismo, se trabaja con trayectorias realizables por los sistemas
en estudio, y se propone una manera de generar trayectorias desea-
das que respeten las restricciones de los mismos, asegurando de esta
forma que la ecuación de emparejamiento tenga solución.

Finalmente la metodología se ilustra a través de ejemplos, los cua-
les abarcan distintos escenarios de sistemas mecánicos que cumplen
con las características previamente mencionadas.
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1.5. Organización de la tesis

La estructura de este trabajo es la siguiente: el Capítulo 2 ofrece
una serie de herramientas y antecedentes útiles para dar solución al
problema medular de la tesis, el seguimiento de trayectorias vía IDA-
PBC. En el Capítulo 3 se concentra la parte principal de la presente
tesis, siendo el planteamiento formal del problema y la solución del
mismo. En el Capítulo 4 se ilustra la metodología dando solución a
una serie de ejemplos. Finalmente el Capítulo 5 es el referente a las
conclusiones.
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Capítulo 2

Preliminares

2.1. Notación

A lo largo del presente trabajo se utiliza la siguiente notación:

Ai representa al i-ésimo vector columna de una matriz

Aij alude al elemento que se encuentra en el i-ésimo renglón y la
j-ésima columna de una matriz

[·, ·] denota el paréntesis de Lie de dos campos vectoriales, esto es:

[f(x), g(x)] =
∂g(x)

∂x
f(x)− ∂f(x)

∂x
g(x)

El operador nabla ∇ expresa el transpuesto del gradiente de una
función escalar de variable vectorial, de tal forma que

∇xf(x) =


∂f(x)
x1

∂f(x)
x2
...

∂f(x)
xn


B⊥ indica que se trata del aniquilador izquierdo de una matriz, es decir

B⊥B = 0

‖A‖ es la norma euclidiana, siendo equivalente a ATA para el caso matricial.

7



8 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

2.2. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

A lo largo de esta tesis se utiliza el concepto de estabilidad en el
sentido de Lyapunov, para mayor información acerca de este tema
consultar Khalil, H. y Grizzle, J.W. [5], Vidyasagar [19], Slotine, J.
et al [16] e Ioannou, P. y Sun, J. [4]. El análisis de este tipo estabili-
dad presenta diferencias para sistemas autónomos y no autónomos,
lo cual motiva la siguiente de�nición

De�nición 1 Suponga un sistema cuya dinámica está descrita por
ẋ = f(x, t). En caso de que la función f no tenga dependencia
explícita del tiempo, el sistema será autónomo; de lo contrario será
un sistema no autónomo

La estabilidad en el sentido de Lyapunov se enfoca en la natu-
raleza de los puntos de equilibrio de los sistemas dinámicos, siendo
necesaria la siguiente de�nición de punto de equilibrio

De�nición 2 Considere un sistema con dinámica ẋ = f(x, t). En-
tonces x? es un punto de equilibrio si ẋ = f(x?, t) = 0 ∀t. Es decir,
si el sistema inicia en el punto x?, permanece en dicho punto para
todo tiempo.

Para el caso de los sistemas autónomos, la de�nición de punto de
equilibrio es la siguiente

De�nición 3 Considere un sistema autónomo con dinámica ẋ =
f(x). Entonces, x? es un punto de equilibrio si ẋ = f(x?) = 0. Es
decir, si el sistema inicia en el punto x?, permanece en dicho punto.

De acuerdo con la estabilidad en el sentido de Lyapunov, un punto
de equilibrio es estable si todas las soluciones que inician cerca de
él permanecen cerca de él; de otra manera, el punto de equilibrio es
inestable. A continuación se se presentan las de�niciones formales,
para sistemas autónomos y sistemas no autónomos.

2.2.1. Sistemas autónomos

Considere un sistema autónomo dado por

ẋ = f(x) (2.1)
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en donde, f : D 7→ Rn es un mapeo del dominio D ⊂ Rn 7→ Rn, que
además cumple con ser localmente Lipschitz. Sin pérdida de genera-
lidad, se asume que el origen del sistema es un punto de equilibrio,
es decir, f(0) = 0. Lo anterior es válido, debido a que un punto de
equilibrio cualquiera siempre puede ser trasladado al origen.

De�nición 4 Considere el Sistema (2.1). El punto de equilibrio x =
0 es:

estable si, por cada ε > 0, existe una δ = δ(ε) tal que

‖x(0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ε ∀t ≥ 0

inestable cuando no es estable

asintóticamente estable si es estable y δ puede ser elegida tal
que

‖x(0)‖ < δ ⇒ ĺım
t→∞

x(t) = 0

Bajo la de�nición anterior, una manera de conocer la naturaleza
de un punto de equilibrio, es mediante el siguiente teorema

Teorema 1 Sea x = 0 un punto de equilibrio para (2.1) y D ⊂ Rn

un dominio que contiene a dicho punto. Por otro lado, sea V : D 7→
R una función continuamente diferenciable y positiva de�nida en D,
tal que, V̇ sea negativa semide�nida; entonces x = 0 es un punto de
equilibrio estable. Más aún, si V̇ es negativa de�nida, el punto de
equilibrio x = 0 será asintóticamente estable.

2.2.2. Sistemas no autónomos

Considere un sistema no autónomo dado por

ẋ = f(x, t) (2.2)

en donde f : [0,∞)×D 7→ Rn es continua a tramos en t y localmente
Lipschitz en x sobre [0,∞)×D, yD ⊂ Rn es un dominio que contiene
al punto x = 0. El origen es un punto de equilibrio para (2.2) si
f(0, t) = 0 ∀t ≥ 0. De manera similar que en sistemas autónomos,
todo punto de equilibrio puede ser trasladado al origen.

De�nición 5 Considere el Sistema (2.2). El punto de equilibrio x =
0 es
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estable si, para cada ε > 0, existe una δ = δ(ε, t0) > 0 tal que

‖x(t0)‖ < ε⇒ ‖x(t)‖ < ε ∀t ≥ t0 ≥ 0 (2.3)

uniformemente estable si, para cada ε > 0, existe una δ =
δ(ε) > 0 tal que se cumple (2.3)

asintóticamente estable si es estable y además existe una cons-
tante c = c(t0) > 0 tal que x(t)→ 0 cuando t→∞, ∀‖x(t0)‖ <
c

uniformemente asintóticamente estable si es uniformemente es-
table y además existe una constante c > 0, la cual no depende
de t0, tal que x(t)→ 0 cuando t→∞, ∀‖x(t0)‖ < c. Es decir,
para cada η > 0, existe T = T (η, c) > 0 tal que

‖x(t)‖ < η, ∀t ≥ t0 + T, ∀‖x(t0)‖ < c

Bajo la de�nición anterior, una manera de conocer la naturaleza
de un punto de equilibrio, es mediante el siguiente teorema

Teorema 2 Sea x = 0 un punto de equilibrio para el sistema (2.2)
y D ⊂ Rn un dominio que contiene a dicho punto. Sea V : [0,∞)×
D 7→ Rn una función continuamente diferenciable y positiva de�ni-
da en D. El punto de equilibrio es uniformemente estable si, V̇ (x, t)
es negativa semide�nida para todo t ≥ t0 en una bola de radio r > 0
con centro en el origen. Si V̇ (x, t) es negativa de�nida bajo las condi-
ciones anteriores, entonces, el punto de equilibrio es uniformemente
asintóticamente estable.

Los teoremas de estabilidad en el sentido de Lyapunov brindan
condiciones su�cientes. Sin embargo, no a�rman que dichas condi-
ciones sean necesarias.

2.3. Espacios L2 y L∞
En este trabajo se utilizan los conceptos de espacios L2 y L∞,

razón por la cual se de�nen a continuación

De�nición 6 El conjunto L∞[0,∞) = L∞ consiste en todas las
funciones f : R+ 7→ Rn tales que se cumple

sup
t∈[0,∞)

|f(t)| <∞
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De�nición 7 El conjunto L2[0,∞) = L∞ consiste en todas las fun-
ciones f : R+ 7→ Rn tales que se cumple∫ ∞

0

|f(t)|2dt <∞

El lema de Barbalat es una herramienta útil para demostrar es-
tabilidad asintótica de un punto de equilibrio, dicho teorema es es-
tablece lo siguiente:

Lema 1 Sea φ : R 7→ R una función uniformemente continua en
[0,∞). Suponga lo siguiente

ĺım
t→∞

∫ t

0

φ(τ)dτ <∞

Entonces,

φ(t)→ 0 cuando t→∞

De acuerdo con las de�niciones de los espacios L2 y L∞ y el Lema
1. Entonces,

x ∈ L2 ∩ L∞, ẋ ∈ L∞ ⇒ x→ 0 cuando t→∞

2.4. Pasividad

La pasividad es una propiedad intrínseca que poseen algunos sis-
temas, a lo largo del presente trabajo únicamente se utiliza la repre-
sentación de sistemas en variables de estado. Suponga el sistema

ẋ = f(x, u) (2.4)

y = h(x, u) (2.5)

en donde f : Rn ×Rp 7→ Rn es localmente Lipschitz, h : Rn ×Rp 7→
Rp es un mapeo continuo, f(0, 0) = 0 y h(0, 0) = 0. El sistema
(2.4, 2.5) es pasivo si la energía que absorbe en cualquier período de
tiempo [0, t], es mayor o igual al incremento en la energía almacenada
por el sistema en el mismo período de tiempo. Esto es
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∫ t

0

u(s)y(s)ds ≥ V (x(t))− V (x(0)) (2.6)

en donde, V (x) es la energía almacenada por el sistema. Debido a
que (2.6) debe cumplirse para todo t ≥ 0, el �ujo de potencia interno
del sistema debe ser mayor o igual a la tasa de cambio de la energía
almacenada por el mismo. Lo cual queda expresado en la siguiente
de�nición.

De�nición 8 El Sistema (2.4,2.5) es pasivo si existe una función
positiva semide�nida continuamente diferenciable V (x), llamada fun-
ción de almacenamiento, tal que

uTy ≥ V̇ =
∂V

∂x
f(x, u), ∀(x, u) ∈ Rn × Rp

Más aún, se dice que es un sistema

sin pérdidas si uTy = V̇

pasivo por prealimentación de entrada si uTy ≥ V̇ + uTϕ(u)
para alguna función ϕ

estrictamente pasivo a la entrada si uTy ≥ V̇ + uTϕ(u) con
uTϕ(u) > 0, ∀u 6= 0

pasivo por retroalimentación de salida si uTy ≥ V̇ +yTρ(y) para
alguna función ρ

estrictamente pasivo a la salida si uTy ≥ V̇ + yTρ(y) con
yTρ(y) > 0, ∀y 6= 0

estrictamente pasivo si uTy ≥ V̇ + φ(x) para alguna funciòn
positiva de�nida φ

En todos los casos, las desigualdades deben mantenerse para todo
par (x, u).

La propiedad de pasividad se relaciona fuertemente con los con-
ceptos de estabilidad L2 y estabilidad en el sentido de Lyapunov.
En el presente trabajo se analiza, particularmente, la relación con
la segunda. Dicha relación se hace explícita en el siguiente lema:
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Lema 2 Suponga que el sistema (2.4, 2.5) es pasivo con una función
de almacenamiento V (x) positiva de�nida, entonces el origen de ẋ =
f(x, 0) es estable.

La estabilidad asintótica se puede demostrar a través de las de�-
niciones de cero estado observabilidad y cero estado detectabilidad,
las cuales son las siguientes

De�nición 9 El sistema (2.4, 2.5) es cero estado observable si

h(x, 0) = 0⇒ x ≡ 0

De�nición 10 El sistema (2.4, 2.5) es cero estado detectable si

h(x, 0) = 0⇒ x→ 0

Para demostrar estabilidad asintótica a través del lema 2, es ne-
cesario que V̇ < 0 o que el sistema sea cero estado detectable. Lo
anterior es resumido en el siguiente lema:

Lema 3 Considere el sistema (2.4, 2.5). El origen de ẋ = f(x, 0)
es asintóticamente estable si alguna de las siguientes condiciones se
cumple

es estrictamente pasivo

es estrictamente pasivo a la salida y cero estado detectable.

Más aún, si la función de almacenamiento es radialmente no acota-
da, el origen será globalmente asintóticamente estable.

Un sistema estrictamente pasivo siempre cumple la desigualdad
V̇ < 0. Por otro lado, un sistema estrictamente pasivo a la salida
cumple con la desigualdad V̇ ≤ 0, pero V̇ = 0⇒ y = 0. Asimismo,
al ser un sistema cero estado detectable y = 0 ⇒ x → 0, entonces
V̇ = 0⇒ x→ 0.

Para el caso de sistemas no autónomos, considere el siguiente
sistema

ẋ = f(x, t, u) (2.7)

y = h(x, t, u) (2.8)

La De�nición 8 se modi�ca de manera directa, derivando en lo si-
guiente
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De�nición 11 El Sistema (2.7,2.8) es pasivo si existe una función
continuamente diferenciable V (x, t) ≥ V (0, t) = 0, llamada función
de almacenamiento, tal que

uTy ≥ V̇ =
∂V

∂x
f(x, t, u) +

∂V

∂t
∀(x, u), t

La de�nición de pasividad, así como los lemas que la relacionan
con conceptos de estabilidad, dependen de la entrada y de la salida
del sistema. Debido a lo anterior se dice que el mapeo u 7→ y es
pasivo si cumple con las condiciones expuestas a lo largo de esta
sección.

2.5. Sistemas Hamiltonianos

Considere un sistema cuyo vector de estados está formado por las
posiciones q y los momentos p generalizados del sistema. El Hamil-
toniano, es la función que expresa la energía total de este sistema,
es decir

H = T (q, p) + V (q)

en donde, T (q, p) y V (q) corresponden a la co-energía cinética y a
la energía potencial del sistema respectivamente.

De acuerdo con la segunda ley de Newton

p = M(q)q̇ (2.9)

en donde, M(q) = M(q)T > 0 es la matriz de inercias del sistema.
Por otro lado, la co-energía cinética del sistema está dada por

T =
1

2
q̇TM(q)q̇ (2.10)

De lo anterior, al sustituir (2.9) en (2.10) se obtiene

T =
1

2
pTM−1(q)p

Por lo tanto, el Hamiltoniano de un sistema está dado por

H =
1

2
pTM−1(q)p+ V (q). (2.11)
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La dinámica de los sistemas Hamiltonianos atiende a las llamadas
ecuaciones Hamiltonianas de movimiento, las cuales son:

q̇ = ∇pH = M−1(q)p

ṗ = ∇qH + τ

en donde, τ es el vector de fuerzas generalizadas externas que actúan
sobre el sistema.

Suponga que el vector τ corresponde a entradas de control, es-
tos sistemas son llamados Hamiltonianos controlados por puerto, y
tienen la siguiente representación

q̇ = ∇pH = M−1(q)p

ṗ = ∇qH +G(q)u

En donde, u es el vector de entradas de control y la matriz G(q) ∈
Rn×m representa la forma en la que incide el control en el sistema,
y tiene rango m. Por otra parte, se tienen las siguientes de�niciones
útiles en la clasi�cación de sistemas.

De�nición 12 Un sistema subactuado es aquél que posee un mayor
número de grados de libertad que entradas de control (actuadores).

De�nición 13 Un sistema totalmente actuado es aquél que posee
igual número de grados de libertad y entradas de control (actuado-
res).

En el caso particular de los sistemas totalmente actuados G(q) = In,
mientras que para el caso subactuado dicha matriz tiene alguna de
las siguientes formas

G =

[
Im
0

]
G =

[
0
Im

]
siendo m la cantidad de actuadores que tiene el sistema.

Una representación más general para sistemas Hamiltonianos es
la siguiente

ẋ = J(x)∇xH(x) + g(x)u (2.12)
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en donde, J(x) = −J(x)T es llamada la matriz de interconexión del
sistema, con dimensiones n×n; y g = [0 G]T . Si además el sistema
tiene amortiguamiento, la representación toma la forma

ẋ = [J(x)−R(x)]∇xH(x) + g(x)u

siendo R(x) = R(x)T ≥ 0 la matriz de amortiguamiento del sistema,
con dimensiones n×n. Finalmente, es posible de�nir F (x) = J(x)−
R(x), con dimensiones n×n. De lo anterior, la representación general
de un sistema Hamiltoniano es

ẋ = F (x)∇xH(x) + g(x)u

y = gT (x)∇xH(x)

con [F (x) + F T (x)] ≤ 0 Para mayor información acerca de esta
sección ver Van der Schaft [13].

2.6. Control vía IDA-PBC

Suponga un sistema Hamiltoniano de la forma

ẋ = F (x)∇xH(x) (2.13)

y = gT (x)∇xH(x) (2.14)

El Sistema (2.13, 2.14) cumple con

H(x(t1)) = H(x(t0)) +

∫ t1

t0

uT (t)y(t)dt, ∀u(t), x(t0)

Si H(x) es acotada por abajo, el mapeo u 7→ y es pasivo con función
de almacenamiento H(x). Por lo tanto, si el sistema cumple con las
condiciones impuestas en el Lema 3, la realimentación u = −Ky
con K > 0, estabiliza de forma asintótica el punto de equilibrio y
H(x) puede ser propuesta como función de Lyapunov. Por motivos
de simplicidad es posible elegir K = I.

La técnica IDA-PBC busca diseñar una entrada de control tal
que, el sistema en lazo cerrado posea la estructura de un sistema
Hamiltoniano, en donde la función de almacenamiento, la matriz de
interconexión y de amortiguamiento tendrán una estructura desea-
da, tal que el punto de equilibrio (mínimo energético deseado) será
estable.
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2.6.1. Regulación para sistemas a�nes generales

Suponga el sistema afín:

ẋ = f(x) + g(x)u (2.15)

en donde x ∈ Rn es el vector de estados, u ∈ Rm (con m ≤ n) es
la entrada de control y f : Rn → Rn, g : Rn → Rn×m son mapeos
suaves con g de rango completo por columnas. La idea principal de
la técnica consiste en transformar al sistema (2.15) en un sistema
Hamiltoniano, de la forma (2.13) con función de almacenamiento
deseada. Lo anterior, mediante la realimentación de una señal de
control u adecuada. Entonces

f(x) + g(x)u = Fd(x)∇xHd(x)

Sin embargo, la ecuación anterior sólo tiene solución cuando es po-
sible resolver la ecuación de acoplamiento, la cual está dada por

g⊥(x) {Fd(x)∇xHd(x)− f(x)} = 0 (2.16)

En caso de encontrar una solución a la ecuación (2.16), entonces
el punto que se desea regular será un punto de equilibrio estable del
sistema en lazo cerrado si

1. La parte simétrica de la matriz Fd(x) es negativa semide�nida,
esto es

(Fd(x) + F T
d (x)) ≤ 0

2. el punto que se desea regular x? es un equilibrio asignable del
sistema original, es decir

x? ∈ {x ∈ Rn | g⊥(x)f(x) = 0}

3. el mínimo de Hd(x) se encuentra en x = x?.

Si es posible encontrar una solución de (2.16), que satisfaga las
condiciones anteriores, entonces es posible encontrar una señal de
control que lleve al sistema en lazo cerrado a la estructura deseada,
descrita por

ẋ = Fd(x)∇xHd(x) (2.17)

La señal de control se calcula de la siguiente manera
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u = [gT (x)g(x)]−1gT (x) {Fd(x)∇xHd(x)− f(x)}
Para probar la estabilidad del sistema en lazo cerrado (2.17) es

posible elegir Hd(x) como función de Lyapunov, entonces

Ḣd(x) = [∇xHd(x)]T ẋ

= [∇xHd(x)]TFd(x)∇xHd(x)[
Fd(x) + F T

d (x)
]
≤ 0 ⇒ Ḣd ≤ 0

para asegurar la estabilidad asintótica del punto x?, es necesario
cumplir con cualquiera de las siguientes condiciones

imponer [Fd(x) + F T
d (x)] < 0, la cual es una condición más

fuerte que la original

imponer una condición de cero estado detectabilidad sobre la
función (salida)

y = gT (x)∇xHd(x)

2.6.2. Sistemas mecánicos generales

Suponga un sistema mecánico subactuado y sin fricción, descrito
por [

q̇
ṗ

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇qH
∇pH

]
+

[
0

G(q)

]
u (2.18)

en donde, el estado (q, p) ∈ Rn representa a las posiciones y momen-
tos generalizados respectivamente. Por su parte, el Hamiltoniano de
un sistema mecánico tiene la forma descrita en (2.11).

De manera similar al caso de sistemas a�nes, se pretende que el
sistema en lazo cerrado tenga una estructura Hamiltoniana. No obs-
tante, para sistemas mecánicos la función Hd(q, p) tiene una forma
conocida. Entonces, el sistema en lazo cerrado debe tener la forma

[
q̇
ṗ

]
=

[
0 M−1(q)Md(q)

−Md(q)M
−1(q) J2(q, p)−GKdiG

T

] [
∇qHd

∇pHd

]
(2.19)

Hd =
1

2
pTM−1

d (q)p+ Vd(q)
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con Md(q) = MT
d (q) > 0 y J2(q, p) = −JT2 (q, p). En este punto es

posible separar la señal de control de la siguiente manera

u = ues + udi (2.20)

en donde, ues es el control que corresponde al moldeo de la energía
del sistema, mientras que udi se relaciona con la inyección de amor-
tiguamiento. Observe que las matrices de interconexión y amorti-
guamiento deseadas están descritas por

Jd =

[
0 M−1Md

−MdM
−1 J2

]
Rd =

[
0 0
0 GKdiG

T

]
en donde, Fd = Jd −Rd.

En particular, udi se puede calcular de la siguiente manera

udi = −KdiG
T∇pHd (2.21)

en donde,Kdi es un término de diseño que debe cumplir conKdi > 0.
Por su parte, para el cálculo de ues es necesario igualar (2.18) con

(2.19) sin el término de amortiguamiento, teniendo

[
0 I
−I 0

] [
∇qH
∇pH

]
+

[
0

G(q)

]
ues =[

0 M−1(q)Md(q)
−Md(q)M

−1(q) J2(q, p)

] [
∇qHd

∇pHd

]
Dicha igualdad únicamente tiene solución cuando es posible resolver
la ecuación de emparejamiento, la cual está dada por

G⊥
{
∇qH(q, p)−Md(q)M

−1(q)∇qHd(q, p) + J2(q, p)M−1
d (q)p

}
= 0

(2.22)
En caso de ser posible encontrar Hd(q, p), J2(q, p) y Md(q) que solu-
cionen (2.22) para toda p, el punto (q?, 0) que se desea regular será
estable si

q? es un equilibrio asignable del sistema original, esto es

q? ∈ {q ∈ Rn | G⊥(q)∇qV (q) = 0}



20 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

q? es el argumento mínimo de la función Vd(q)

Observe en (2.19) que la condición [Fd(x) + F T
d (x)] ≤ 0 siempre

se cumple. Entonces, ues está dada por

ues = [GTG]−1GT
{
∇qH(q, p)−Md(q)M

−1(q)∇qHd(q, p)+

J2(q, p)M−1
d (q)p

}
(2.23)

�nalmente, la señal de control u se obtiene al sustituir (2.21) y (2.23)
en la ecuación (2.20).

De acuerdo con lo propuesto en esta sección, no es posible im-
poner la condición [Fd(x) + F T

d (x)] < 0. Entonces, para demostrar
estabilidad asintótica del punto (q?, 0)T , es necesario que el sistema
sea cero estado detectable desde la salida GT∇pHd.

Es importante remarcar que algunos sistemas no mecánicos tam-
bién admiten la representación (2.18), (2.11), siendo posible seguir
la metodología expuesta para resolver el problema de regulación.

2.6.3. Estabilidad de sistemas Hamiltonianos no autóno-
mos

El análisis de este tipo de sistemas es similar al de un sistema
autónomo, sin embargo, el análisis de estabilidad debe hacerse bajo
la siguiente consideración

Ḣd(x, t) = (∇xHd(x, t))
TFd(x, t)∇xHd(x, t) +

∂Hd(x, t)

∂t

El siguiente lema denota de manera formal, la estabilidad de un
sistema Hamiltoniano no autnónomo controlado por puerto.

Lema 4 Considere el siguiente sistema Hamiltoniano controlado por
puerto

ẋ = F (x, t)∇xH(x, t) + g(x, t)u

y = gT (x, t)∇xH(x, t)

Suponga que H(x, t) satisface las siguientes condiciones

H(x, t) ≥ H(0, t) = 0
∂Hd(x, t)

∂t
≤ 0
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Entonces, el mapeo entrada-salida u 7→ y es pasivo con respecto a la
función de almacenamiento H(x, t), y la realimentación

u = −K(x, t)y; K(x, t) > 0

estabiliza al sistema.

2.7. Moldeo de energía

El moldeo de energía es un paso fundamental en la técnica IDA-
PBC, sin embargo, la manera de realizarlo cambia de acuerdo a las
propiedades del sistema, tal como se ilustra a lo largo de esta sección.

Observe que la ecuación (2.22) es una ecuación diferencial no li-
neal en derivadas parciales con varias incógnitas, esto hace que su
solución directa resulte sumamente complicada. Una opción para re-
solver dicha ecuación es separarla en dos partes, una correspondiente
a la co-energía cinética del sistema descrita por

G⊥
{
∇q[p

TM−1(q)p]−Md(q)M
−1(q)∇q[p

TM−1
d (q)p]+

2J2(q, p)M−1
d (q)p

}
= 0 (2.24)

en donde, se desconocen Md(q) y J2(q, p); y otra correspondiente a
la energía potencial del sistema, dada por

G⊥
{
∇qV (q)−Md(q)M

−1(q)∇qVd(q)
}

= 0 (2.25)

con Vd(q) y Md(q) desconocidas.
Es recomendable primero resolver (2.24) obteniendoMd(q) y J2(q, p),

para posteriormente resolver (2.25), en donde se determina la forma
de la energía potencial deseada Vd(q).

Para el caso particular de sistemas con matriz de inercias cons-
tante, resulta conveniente elegir Md constante. Con lo cual, J2 = 0
satisface la ecuación (2.24) para toda p (ver Gómez-Estern et al [3]
y Ortega et al [8]). De acuerdo con lo anterior, se de�ne

Md =

[
a1 a2

a2 a3

]
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con

a1 > 0 (2.26)

a1a3 > a2
2 (2.27)

a3 > 0

en donde, las condiciones anteriores aseguran que Md es positiva
de�nida.

El siguiente paso consiste en resolver la ecuación (2.25) siendo
m1,m2 y m3 grados de libertad restringidos a las condiciones im-
puestas previamente y las que eventualmente surgen de la solución
de (2.25).

2.8. Linealización Parcial

Los sistemas que poseen una matriz de inercias constante per-
tencen a una clase muy reducida, no obstante, ésta puede ampliarse
utilizando un cambio de coordenadas que linealice parcialmente al
sistema. Dicho cambio de coordenadas está dado por (q, p) 7→ (q,Π),
en donde Π = ΨT (q)p. Por su parte, la forma en la que se calcula el
factor Ψ(q) es la siguiente

M−1(q) = Ψ(q)ΨT (q)

En donde Ψ(q) ∈ Rn×n es de rango completo.
La dinámica del sistema expresado en las nuevas coordenadas es

[
q̇

Π̇

]
=

[
0 −ΨT (q)

Ψ(q) J

] [
∇qH̄(q,Π)
∇ΠH̄(q,Π)

]
+

[
0

ΨT (q)G

]
u

H̄(q,Π) =
1

2
ΠT
[
(ΨT (q)M(q)Ψ(q)

]−1
Π + V (q) =

1

2
|Π|2 + V (q)

en donde J es una matriz antisimétrica de n × n, cuyos elementos
se calculan utilizando la siguiente ecuación

Jj,k(q, p) = −pT [Ψj,Ψk] .

De manera particular, existen sistemas que al ser linealizados
parcialmente tienen una dinámica de la forma
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[
q̇

Π̇

]
=

[
0 −ΨT (q)

Ψ(q) 0

] [
∇qH̄(q,Π)
∇ΠH̄(q,Π)

]
+

[
0

ΨT (q)G

]
u (2.28)

H̄(q,Π) =
1

2
|Π|2 + V (q)

Dichos sistemas deben cumplir con alguna de las siguientes ca-
racterísticas:

Tener matriz de inercias constante, es decir, M(q)n̄×n̄ = Mn̄×n̄.

Tener símbolos de Christo�el del primer tipo iguales a cero.
Dichos símbolos se calculan de la siguiente manera

Cijk(q) =
1

2

{
∂Mik(q)

∂qj
+
∂Mjk(q)

∂qi
− ∂Mij(q)

∂qk

}
con i, j, k ∈ n̄

Tener símbolos de Riemann iguales a cero. Dichos símbolos se
calculan de la siguiente manera

Rijlk(q) =
1

2

[
∂2Mik(q)

∂qj∂ql
+
∂2Mjl(q)

∂qi∂qk
− ∂2Mil(q)

∂qj∂qk
− ∂2Mjk(q)

∂qi∂ql

]
+

n∑
a,b=1

(M−1(q))(a,b) [Cjla(q)Cikb(q)− Cila(q)Cjkb(q)]

en donde C son los símbolos de Christo�el del primer tipo e
i, j, k, l ∈ n̄.

Poseer un factor Ψ el cual admita la siguiente propiedad de
antisimetría

n∑
j=1

[Ψi(q),Ψj(q)] ΨT
j (q) = −

(
n∑
j=1

[Ψi(q),Ψj(q)] ΨT
j (q)

)T

La dinámica descrita en (2.28) es especialmente interesante, dado
que no presenta términos giroscópicos. Lo anterior, aunado a lo ex-
puesto en la sección (2.7), sugiere queMd para el sistema linealizado
parcialmente deberá ser elegida constante. Para mayor información
ver Venkatraman et al [18].
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2.9. Aplicación de los preliminares

La teoría y las herramientas expuestas a lo largo de este capítulo,
plantean los fundamentos para la obtención del resultado principal
de esta tesis. De manera concreta, la Sección 2.5 en conjunto con
los trabajos Romero Mata, Espinosa [11] y de Fujimoto, Sugie [1]
serán utilizados para la formulación del problema de seguimiento de
trayectorias vía IDA-PBC. Mientras que las secciones 2.2, 2.4, 2.6,
2.7 y 2.8 serán aplicadas en la solución del problema medular de este
trabajo.



Capítulo 3

Seguimiento de trayectorias
vía IDA-PBC

La presente metodología tiene como idea principal, transformar
el problema de seguimiento de trayectorias para sistemas subactua-
dos en uno de regulación. Para lograr lo anterior, la de�nición de
error de seguimiento juega un papel fundamental, dado que se desea
preservar la estructura Hamiltoniana en la dinámica de dicho error.
Si lo anterior es posible, lograr que el origen del error sea asintóti-
camente estable implica que el estado sigue la trayectoria deseada.

3.1. Planteamiento del problema

Suponga el sistema descrito por[
q̇
ṗ

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇qH
∇pH

]
+

[
0

G(q)

]
u

H =
1

2
pTM−1(q)p+ V (q)

Considere la de�nición clásica de error dada por

x̄ = x− xd (3.1)

Si xd es constante se trata de un problema de regulación, mientras
que xd(t) implica un problema de seguimiento de trayectorias. De
acuerdo con la ecuación (3.1), x̄ = 0 implica x = xd(t). Aplican-
do dicha de�nición de error al sistema mecánico, se obtienen las
siguientes ecuaciones

25
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q̄ = q − qd ⇒ ˙̄q = q̇ − q̇d (3.2)

p̄ = p− pd ⇒ ˙̄p = ṗ− ṗd (3.3)

entonces, es posible de�nir a la dinámica del error de la siguiente
manera

[
˙̄q
˙̄p

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇qH
∇pH

]
+

[
0

G(q)

]
u−

[
q̇d
ṗd

]
(3.4)

H =
1

2
pTM−1(q)p+ V (q)

Por otro lado, los sistemas mecánicos como cualquier sistema
físico, presentan limitaciones en el comportamiento que se les puede
imponer. Razón por la cual, las trayectorias deseadas necesariamente
deben restringirse a comportamientos que el sistema es capaz de
realizar. Esto queda mani�esto en la siguiente de�nición:

De�nición 14 Una trayectoria xd es realizable, si y sólo si, existe
una u? tal que los estados del sistema satisfacen x = xd. En caso de
no existir alguna u? que cumpla lo anterior, entonces la trayectoria
xd es no realizable.

Una manera de encontrar las trayectorias realizables por la plan-
ta, es invertir el sistema anterior y proponer trayectorias que respe-
ten las restricciones que tienen lugar al efectuar dicha inversión. En
general, lo anterior es extraordinariamente complicado, no obstante,
para los casos de estudio de esta tesis resulta sencillo. En lo sucesivo
esta será la manera de calcular las trayectorias realizables en este
trabajo.

Considere la siguiente de�nición

pd = M(q)q̇d (3.5)

la cual no viola ninguna ley física ni impone algún problema for-
mal, por el contrario, resulta sumamente útil para encontrar una
estructura Hamiltoniana deseada de la dinámica del error, tal como
se verá más adelante.

A partir de (3.5), las dinámicas de las trayectorias deseadas se
pueden de�nir como un sistema Hamiltoniano controlado por puerto
de la siguiente manera
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[
q̇d
ṗd

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇qdHa

∇pdHa

]
+

[
0

G(q)

]
u?

Ha =
1

2
pTdM

−1(q)pd + V (qd) =
1

2
pTdM

−1(qd + q̄)pd + V (qd)

Con lo cual la dinámica del error en lazo abierto está dada por

[
˙̄q
˙̄p

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇qH
∇pH

]
−
[

0 I
−I 0

] [
∇qdHa

∇pdHa

]
+

[
0

G(q)

]
ū;

ū = u− u?

Una vez que se conoce la dinámica del error en lazo abierto, es
necesario plantear una estructura Hamiltoniana deseada para dicha
dinámica al cerrar el lazo de control. De acuerdo con la estructu-
ra general de un sistema Hamiltoniano, la estructura deseada debe
tener la siguiente forma

˙̄x = Fd(x̄)∇x̄Hd(x̄)

en donde, la condición [Fd(x̄) +F T
d (x̄)] ≤ 0 debe cumplirse para que

el punto mínimo de Hd(x̄) sea estable.
De manera concreta, para un sistema mecánico se tiene

[
˙̄q
˙̄p

]
=

[
F11(q̄, p̄) F12(q̄, p̄)
F21(q̄, p̄) F22(q̄, p̄)

] [
∇q̄Hd(q̄, p̄)
∇p̄Hd(q̄, p̄)

]
(3.6)

Hasta este punto, se desconoce la forma de la función de almace-
namiento de energía deseada Hd(q̄, p̄). Sin embargo, las funciones de
almacenamiento de energía de sistemas mecánicos tienen una estruc-
tura bien de�nida (ver Ortega, Zhitao [7]), y aún cuando la dinámica
deseada del error no necesariamente responde a un sistema mecáni-
co, es posible suponer que su función de almacenamiento de energía
tiene la siguiente forma

Hd(q̄, p̄) =
1

2
p̄TM−1

d (q)p̄+ Vd(q̄) (3.7)
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con Md(q) = MT
d (q) > 0. Nuevamente, suponer que Md depende de

q no implica algún problema formal.
La dinámica deseada del error está completamente caracaterizada

por las expresiones (3.6) y (3.7), a partir de las cuales se pueden
obtener las siguientes ecuaciones

˙̄q = F11(q̄, p̄)∇q̄Hd(q̄, p̄) + F12(q̄, p̄)M−1
d (q)p̄ (3.8)

˙̄p = F21(q̄, p̄)∇q̄Hd(q̄, p̄) + F22(q̄, p̄)M−1
d (q)p̄ (3.9)

Por otro lado, la de�nición de momentos generalizados está dada
por

p = M(q)q̇ (3.10)

partiendo de las ecuaciones (3.2), (3.3), (3.5) y (3.10) se tiene la
siguiente expresión

˙̄q = M−1(q)p̄ (3.11)

observe que es necesaria la De�nición (3.5) para que (3.11) se cum-
pla.

A partir de las ecuaciones (3.8) y (3.11) se obtiene la siguiente
igualdad

F11(q̄, p̄)∇q̄Hd(q̄, p̄) + F12(q̄, p̄)M−1
d (q)p̄ = M−1(q)p̄

en donde, el término ∇q̄Hd(q̄, p̄) depende de q̄, mientras que el lado
derecho de la igualdad no posee ningún término dependiente de q̄.
Debido a lo anterior es necesario de�nir F11(q̄, p̄) = 0, entonces

F12(q̄, p̄)M−1
d (q)p̄ = M−1(q)p̄

lo que implica

F12(q̄, p̄) = M−1(q̄ + qd)Md(q̄ + qd)

Al elegir F11(q̄, p̄) = 0, resulta imposible imponer la condición
[Fd(q̄, p̄) + F T

d (q̄, p̄)] > 0 debido a los ceros existentes en la diagonal
principal de la matriz Fd(q̄, p̄). Sin embargo resulta necesario que
dicha matriz cumpla con [Fd(q̄, p̄) +F T

d (q̄, p̄)] ≤ 0, esto obliga a que
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el término F12(q̄, p̄) corresponda a la parte antisimétrica de Fd(q̄, p̄).
Entonces

F21(q̄, p̄) = −Md(q̄ + qd)M
−1(q̄ + qd)

Finalmente, el término F22(q̄, p̄) puede separarse en una parte
antisimétrica la cual físicamente corresponde a las fuerzas giroscó-
picas, y una parte simétrica negativa semide�nida que corresponde
al amortiguamiento deseado. Esto es

F22(q̄, p̄) = J2(q̄, p̄)−R2(q̄, p̄)

con J2(q̄, p̄) = −JT2 (q̄, p̄) y R2(q̄, p̄) = RT
2 (q̄, p̄) ≥ 0. Sin embargo,

únicamente puede haber inyección de amortiguamiento en las coor-
denadas actuadas del sistema, por lo tanto

R2(q̄, p̄) = GTKdiG

en donde, Kdi > 0. De esta manera, la dinámica del error en lazo
cerrado deberá tener la forma

[
˙̄q
˙̄p

]
=

[
0 M−1Md

−MdM
−1 J2 −GKdiG

T

]
∇q̄,p̄Hd(q̄, p̄) (3.12)

Hd(q̄, p̄) =
1

2
p̄TM−1

d (q)p̄+ Vd(q̄)

Una vez de�nidas la dinámica del error en lazo abierto y la diná-
mica deseada del error en lazo cerrado, se comprueba que el punto[

q̄
p̄

]
=

[
0
0

]
sea un equilibrio asignable del sistema que describe al error, para lo
cual es necesario que la siguiente igualdad se satisfaga

G⊥

[
M−1(q)p̄

−∇qH(q, p) +∇qdHa(q, qd, pd)

]∣∣∣∣
q̄,p̄=0

=

[
0
0

]
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de acuerdo con las de�niciones de error (3.2) y (3.3), q̄ = 0 implica
q = qd y de manera análoga p̄ = 0 implica p = pd. Lo anterior, en
conjunto con la estructura de Ha(q, qd, pd), tiene como resultado la
siguiente ecuación

[
M−1(q)p̄

−∇qH(q, p) +∇qdHa(q, qd, pd)

]∣∣∣∣
q̄,p̄=0

=[
0

−∇qH(q, p) +∇qH(q, p)

]
=

[
0
0

]
por lo tanto, el origen siempre es un equilibrio asignable para el
sistema que describe el error.

Retomando lo expuesto en la Sección (2.6.2), es necesario que el
argumento mínimo de Vd(q̄) sea q̄ = 0, entonces el punto (q̄ = 0, p̄ =
0) será estable. No obstante, la función de energía potencial desea-
da no depende únicamente de la planta, sino que, las trayectorias
deseadas juegan un rol determinante en la existencia de una Vd(q̄)
que cumpla los requisitos previamente mencionados.

3.2. Resultado principal

Para encontrar una ley de control tal que, en lazo cerrado el origen
del sistema que describe al error sea estable, es necesario igualar las
ecuaciones (3.4) y (3.12). Entonces, se tiene la siguiente igualdad

M−1(q)p̄ = M−1(q)Md(q)M
−1
d (q)p̄ ≡M−1(q)p̄ (3.13)

Gu−∇qH(q, p)− ṗd = −Md(q)M
−1(q)∇q̄Hd(q̄, p̄)

+ (J2(q̄, p̄)−GKdiG
T )∇p̄Hd(q̄, p̄) (3.14)

Considerando lo visto en la sección (2.6.2), se divide la señal de
control en dos partes, tal como se muestra en la ecuación (2.20). En
donde, ues debe satisfacer la ecuación de emparejamiento, la cual
está dada por

G⊥
{
∇qH(q, p) + ṗd −Md(q)M

−1(q)∇q̄Hd(q̄, p̄+

J2(q̄, p̄)M−1
d (q)p̄

}
= 0 (3.15)
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De acuerdo con la sección (2.7), se divide la ecuación de empare-
jamiento de la siguiente manera

G⊥
{
∇q̄[p

TM−1(q̄ + qd)p]−∇qd [pTdM
−1(q̄ + qd)pd]−

MdM
−1∇q̄[p̄

TM−1
d p̄] + 2J2M

−1
d p̄
}

= 0 (3.16)

G⊥
{
∇qV (q)−∇qdV (qd)−MdM

−1∇q̄Vd(q̄)
}

= 0 (3.17)

El siguiente paso consiste en de�nir la estructura de la matriz
de inercias deseada, la cual debe cumplir con las condiciones (2.26),
(2.27) y ser simétrica, para lo cual se utiliza la metodología propues-
ta en la sección (2.7).

Cuando el sistema presenta una matriz de inercias M(q) = M ,
se elige Md también constante, con lo cual el término que resuelve
trivialmente la ecuación (3.16) es J2 = 0. Este caso puede referirse a
sistemas que de manera natural poseen matriz de inercias constante;
o bien, a sistemas cuya matriz de inercia cumple con alguna de las
características mencionadas en la Sección (2.8), tal que, el sistema
acepta un cambio de coordenadas que lo linealiza parcialmente.

En ambos casos una vez obtenida la estructura de Md y J2 se
soluciona la ecuación en derivadas parciales descrita en (3.17), con lo
cual se obtiene Vd(q̄), buscando a través de los grados de libertad en
Md, que Vd cumpla con las condiciones de estabilidad impuestas. Si
qd no es una trayectoria realizable para el sistema (2.18), es imposible
encontrar solución a (3.17).

Al aplicar esta metodología en sistemas cuya energía potencial
tiene derivadas parciales no lineales, la solución de (3.17) es una
función que depende del error en las posiciones y de las posiciones
deseadas. De una manera equivalente

Suposición 1 Sea Vd solución de la ecuación (3.17), qd una trayec-
toria realizable para el sistema (2.18), y

B(q) = ∇qV (q), Bqd = ∇qdV (qd)

La función de energía potencial deseada será dependiente exclu-
sivamente del error, es decir Vd(q̄), sólo si se cumplen las siguientes
condiciones
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B(q̄) = B(q)−B(qd)

M(q) = M

Md(q) = Md

En caso de que alguna de las condiciones anteriores no se cumpla,
la función de energía potencial deseada será dependiente del error
y de las trayectorias deseadas, esto es Vd(q̄, qd). Lo anterior tiene
como consecuencia una función de almacenamiento de energía en
lazo cerrado con la siguiente estructura

Hd =
1

2
p̄TM−1

d (q̄ + qd)p̄+ Vd(q̄, qd).

Para comprobar lo anterior considere la Ecuación (3.17), conM y
Md constantes. Si los términos gravitacionales son lineales, la ecua-
ción anterior puede expresarse de la siguiente manera

G⊥
{
B(q̄)−MdM

−1Bd(q̄)
}

= 0

en donde, se sabe que M y Md son matrices simétricas y positivas
de�nidas, por lo tanto, el término MdM

−1 es una matriz positiva
de�nida. Observe que cuando los términos gravitacionales son no
lineales, es imposible formar el término B(q̄), lo que origina que
Bd sea dependiente del error y las trayectorias deseadas, es decir
Bd(q̄ + qd, qd).

El punto q̄ = 0, de una función de energía potencial deseada
dependiente del error y de las trayectorias deseadas Vd(q̄, qd), es un
punto crítico de dicha función si satisface la siguiente ecuación

∇q̄Vd|q̄=0 =

[
0
0

]
, ∀t

Una manera de conocer la naturaleza de dicho punto es mediante la
matriz Hessiana. En particular q̄ = 0, es un mínimo cuando cumple
con

∇2
q̄Vd
∣∣
q̄=0

> 0, ∀t

Si es posible satisfacer las condiciones de estabilidad impuestas
para Vd, entonces el control por moldeo de energía se obtiene me-
diante la siguiente expresión
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ūes = (GTG)−1GT
{
∇qH(q, p)−Md(q)M

−1(q)∇qHd(q̄ + qd)+

J2(q̄, p̄)M−1
d (q)p+ ṗd

}
(3.18)

Finalmente, para obtener ū es necesario calcular la parte del con-
trol correspondiente a la inyección de amortiguamiento, esto es

ūdi = −KdiG
TM−1

d p̄. (3.19)

Para sistemas con términos gravitacionales B(q) lineales, es po-
sible utilizar la herramienta PLVCC cuando la matriz de inercias de
la planta no es constante, hecho lo anterior, el análisis de estabili-
dad se realiza de acuerdo con lo visto en la Sección (2.6). Entonces,
Hd(q̄, p̄) se elige como función de Lyapunov teniendo

Hd(q̄, p̄) > 0 ∀(q̄, p̄) 6= 0

Hd(0, 0) = 0

Ḣd(q̄, p̄) =
[
∇T
q̄Hd(q̄, p̄) ∇T

p̄Hd(q̄, p̄)
] [ ˙̄q

˙̄p

]
(3.20)

Por otro lado, la estructura deseada de la dinámica del error está
dada por[

˙̄q
˙̄p

]
=

[
0 M−1(q)Md(q)

−Md(q)M
−1(q) J2(q̄, p̄)−GTKdiG

] [
∇q̄Hd(q̄, p̄)
∇p̄Hd(q̄, p̄)

]
(3.21)

Al sustituir (3.21) en (3.20)

Ḣd(q̄, p̄) = −∇T
p̄Hd(q̄, p̄)G

TKdiG∇p̄Hd(q̄, p̄) ≤ 0

El análisis anterior sirve para demostrar estabilidad del punto de
equilibrio (q̄ = 0, p̄ = 0) en lazo cerrado. Para demostrar estabilidad
asintótica de dicho punto de equilibrio, es su�ciente con demostrar
que el sistema es cero estado detectable desde la salida pasiva, esto
es

GTM−1
d (q)p̄ = 0⇒

[
q̄
p̄

]
→
[
0
0

]
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Por su parte, cuando la función de almacenamiento de energía
deseada depende del error y de las trayectorias deseadas, la dinámica
del error en lazo cerrado es un sistema no autónomo, ya que las
trayectorias deseadas son funciones explícitas del tiempo. Debido
a lo anterior, las siguientes condiciones son necesarias para que el
punto de equilibrio (q̄ = 0, p̄ = 0) sea estable

Hd(qd, q̄, p̄) ≥ Hd(qd, 0, 0) = 0 ∀t

Ḣd(qd, q̄, p̄) =
[
∇T
q̄Hd(qd, q̄, p̄) ∇T

p̄Hd(qd, q̄, p̄)
] [ ˙̄q

˙̄p

]
+

∂Hd(qd, q̄, p̄)

∂qd
q̇d ≤ 0 ∀t

Para probar estabilidad asintótica, es necesario que la Ḣd(qd, q̄, p̄)
cumpla con se negativa de�nida, la cual es una condición más es-
tricta, es decir

Ḣd(qd, q̄, p̄) =
[
∇T
q̄Hd(qd, q̄, p̄) ∇T

p̄Hd(qd, q̄, p̄)
] [ ˙̄q

˙̄p

]
+

∂Hd(qd, q̄, p̄)

∂qd
q̇d < 0 ∀t

Otra forma de demostrar estabilidad asintótica es recurriendo al
teorema de Barbalat, de la siguiente manera

x̄ ∈ L2 ∩ L∞, ˙̄x ∈ L∞ ⇒ x̄→ 0

Observe que para asegurar que x = xd, es necesario probar esta-
bilidad asintótica del punto (q̄ = 0, p̄ = 0) del sistema que describe
el error.

De manera alternativa, para evitar que la función de almacena-
miento de energía deseadaHd dependa de la trayectoria realizable en
presencia de términos gravitacionales no lineales, es posible analizar
estos últimos como perturbaciones de un sistema nominal. Dichas
perturbaciones serán evanescentes en el origen. Hecho lo anterior, el
sistema deseado en lazo cerrado será un sistema perturbado, siendo
necesario realizar el análisis de un sistema estable en presencia de
perturbaciones que se desvanecen en el origen y son acotadas.
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En resumen, la metodología propuesta a lo largo de este capítulo
consiste en encontrar las trayectorias realizables por el sistema con
el �n de conocer la dinámica del error en lazo abierto. Posteriormen-
te, se propone una dinámica deseada del error, en donde se supone
que la función Hd tiene la misma estructura que una función de
almacenamiento de energía correspondiente a un sistema mecánico.
El siguiente paso consiste en construir una matriz de interconexión
Fd(q̄, p̄), tal que se cumpla la condición [Fd(q̄, p̄)+F T

d (q̄, p̄)] ≤ 0. He-
cho lo anterior, es necesario encontrar una matriz de inercias desea-
da Md(q) y una función de energía potencial deseada Vd, las cuales
deben cumplir con las condiciones de estabilidad impuestas en la
Sección (2.6) de esta tesis. Siendo el último paso de la metodología,
la inyección de amortiguamiento, la cual se realiza de acuerdo a la
sección previamente mencionada.

El algoritmo diseñado asegura: la existencia de una solución para
la ecuación de emparejamiento, el cumplimiento de las condiciones
de estabilidad impuestas a la matriz de interconexión Fd(q̄, p̄), y la
posibilidad de utilizar las herramientas expuestas en las secciones
(2.7) y (2.8). Pero, esta sujeto a la obtención de las trayectorias
deseadas, las cuales dependen del tipo de sistema, siendo la inversión
del mismo un problema de suma complejidad. Asimismo, sistemas
cuyos términos gravitacionales son no lineales o poseen una matriz
de inercias no constante, dan origen a un sistema no autónomo al
cerrar el lazo de control, complicando el análisis de estabilidad del
punto de equilibrio.
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Capítulo 4

Casos de estudio

Los resultados de este trabajo son ejempli�cados por cuatro sis-
temas con diferentes características, esto con el �n de mostrar la
aplicación de la metodología propuesta a sistemas que presenten
distintas di�cultades. Los casos de estudio son los siguientes: un sis-
tema compuesto por dos masas y un resorte, dicho sistema posee
matriz de inercias constante y términos gravitacionales lineales. El
segundo caso de estudio consiste en el modelo manipulado de un
motor síncrono de imán permanente reportado en Shah et al [14],
en el cual se ejempli�ca la aplicación de la técnica en un sistema
electro-mecánico, que presenta un comportamiento no lineal en la
interconexión del sistema. Posteriormente, se aplica el algoritmo pro-
puesto, a un péndulo giroscópico cuyo modelo fue tomado de Ortega
et al [8], este sistema posee matriz de inercias constante y términos
gravitacionales no lineales. Finalmente, el cuarto caso de estudio es
el modelo de una grúa reportado en Shingal et al [15], para este
sistema se utilizó la herramienta PLVCC para linealizar la parte del
sistema que correspone a la co-energía cinética.

4.1. Sistema de dos masas y resorte

Considere el sistema mostrado en la Figura (4.1), cuya represen-
tación Hamiltoniana tiene la siguiente estructura[

q̇
ṗ

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇qH
∇pH

]
+

[
0
G

]
u

37
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Figura 4.1: Sistema de dos masas unidas por un resorte

con

H =
1

2
pTM−1p+

1

2
k(q1 − q2)2

G =

[
1
0

]
M =

[
m1 0
0 m2

]
∇qH =

[
k(q1 − q2)
−k(q1 − q2)

]
.

Para el cálculo de las trayectorias realizables considere la siguien-
te de�nición

pd = M(q)q̇d

entonces

pd =

[
m1 0
0 m2

] [
q̇1d

q̇2d

]
=

[
m1q̇1d

m2q̇2d

]
Al derivar la ecuación anterior se obtiene lo siguiente

ṗd =

[
m1q̈1d

m2q̈2d

]
(4.1)

Por otro lado, de acuerdo con el modelo matemático las trayec-
torias realizables satisfacen la siguiente dinámica

[
q̇d
ṗd

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇qdHa

∇pdHa

]
+

[
0
G

]
u?

Ha =
1

2
pTdM

−1pd +
1

2
k(q1d − q2d)

2
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Por lo tanto, el vector ṗd está de�nido como

ṗd = −∇qdHa +Gu? =

[
−k(q1d − q2d) + u∗

k(q1d − q2d)

]
(4.2)

De las ecuaciones (4.1) y (4.2) se obtienen las siguientes igualda-
des

m1q̈1d = −k(q1d − q2d) + u?

m2q̈2d = k(q1d − q2d) (4.3)

Dado que no hay incidencia del control u?, es necesario que siempre
se satisfaga la restricción mostrada en la Ecuación (4.3).

Siguiendo lo expuesto en el Capítulo 3, se expresa la dinámica
del error de la siguiente forma[

˙̄q
˙̄p

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇qH
∇pH

]
+

[
0
G

]
u−

[
q̇d
ṗd

]
Posteriormente se iguala con la dinámica deseada en lazo cerrado,
la cual está descrita por

[
˙̄q
˙̄p

]
=

[
0 M−1Md

−MdM
−1 −GKdiG

T

]
∇q̄,p̄Hd(q̄, p̄)

Hd(q̄, p̄) =
1

2
p̄TM−1

d p̄+ Vd(q̄)

Y, �nalmente se despeja la señal de control u.
Debido a que la matriz de inercias de la planta es constante,

resulta conveniente elegir Md constante y J2 = 0, ver Sección (2.7).
Al igualar las dinámicas del error bajo las suposiciones previas se
obtiene la siguiente expresión

−
[
k(q1 − q2)
−k(q1 − q2)

]
+

[
1
0

]
ues−

[
ṗ1d

ṗ2d

]
= −

[
a1 a2

a2 a3

] [ 1
m1

0

0 1
m2

] [∂Vd(q̄)
∂q̄1

∂Vd(q̄)
∂q̄2

]
De acuerdo con la Ecuación (4.1), la igualdad anterior se expresa
como[

−k(q1 − q2)−m1q̈1d

k(q1 − q2)−m2q̈2d

]
+

[
1
0

]
ues = −

[ a1
m1

a2
m2

a2
m1

a3
m2

] [∂Vd(q̄)
∂q̄1

∂Vd(q̄)
∂q̄2

]
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siendo necesario premultiplicar ambos lados por G⊥ = [0 1], lo cual
tiene como resultado la siguiente ecuación

m2q̈2d − k(q1 − q2) = a2
∂Vd(q̄)

∂q̄1

+ a3
∂Vd(q̄)

∂q̄2

Sustituyendo la Ecuación (4.3) en la expresión anterior

k(q1d − q2d)− k(q1 − q2) = a2
∂Vd(q̄)

∂q̄1

+ a3
∂Vd(q̄)

∂q̄2

Finalmente

− k(q̄1 − q̄2) = a2
∂Vd(q̄)

∂q̄1

+ a3
∂Vd(q̄)

∂q̄2

(4.4)

Para facilitar los cálculos, es posible proponer Md = I lo que
implica a2 = 0. Esta proposición se validará al momento de obte-
ner el mínimo de la función de energía potencial deseada. Hecho lo
anterior, la Ecuación (4.4) se reduce a

−k(q̄1 − q̄2) =
∂Vd(q̄)

∂q̄2

Para obtener la solución de esta ecuación en derivadas parciales, es
posible utilizar algún programa de cómputo tal como lo es Mapler.
Dicha solución es

Vd =
k

2
(q̄1 − q̄2)2 + φ(q̄1)

en donde, φ(q̄1) es una función diferenciable cualquiera.
El siguiente paso del método consiste en probar que el punto

q̄ = 0 es un mínimo de Vd(q̄), para lo cual se obtiene la primera
derivada de Vd(q̄), y se comprueba que dicho punto sea crítico

∂Vd(q̄)

∂q̄

∣∣∣∣
q̄=0

=

[
dφ(q̄1)
dq̄1

+ k(q̄1 − q̄2)

−k(q̄1 − q̄2)

]∣∣∣∣
q̄=0

=

[
dφ(q̄1)
dq̄1

∣∣∣
q̄1=0

0

]
(4.5)

De la expresión anterior es claro que, φ(q̄1) debe tener un punto
crítico en q̄1 = 0. Si la condición anterior se cumple, q̄ = 0 es un
punto crítico de Vd(q̄). Para comprobar la naturaleza de dicho punto
se obtiene la matriz Hessiana de Vd(q̄) evaluada en q̄ = 0, la cual
está dada por
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∂2Vd(q̄)

∂q̄2

∣∣∣∣
q̄=0

=

[
d2φ(q̄1)

dq̄21

∣∣∣
q̄1=0

+ k −k
−k k

]
(4.6)

Una manera de conocer el signo de la matriz Hessiana, es a través
de sus menores principales, los cuales son

d2φ(q̄1)

dq̄2
1

∣∣∣∣
q̄1=0

+ k

k
d2φ(q̄1)

dq̄2
1

∣∣∣∣
q̄1=0

De acuerdo con el análisis anterior, una condición necesaria para que
la matriz Hessiana sea positiva, y por lo tanto q̄ = 0 sea un mínimo
de Vd(q̄), es que sus menores principales sean positivos. Entonces, se
requiere que se cumpla las siguiente desigualdad

d2φ(q̄1)

dq̄2
1

∣∣∣∣
q̄1=0

> 0

Esta condición implica que φ(q̄1) debe tener un mínimo en q̄1 = 0.
A partir del análisis previo, se propone

φ =
Kc

2
q̄2

1 (4.7)

con Kc > 0.
Al sustituir la Ecuación (4.7) en la Ecuación (4.5) se obtiene la

siguiente igualdad

∂Vd(q̄)

∂q̄

∣∣∣∣
q̄=0

=

[
0
0

]
Lo anterior demuestra que la función φ(q̄1) elegida tiene un punto
crítico en q̄ = 0. Por otro lado, al sustituir (4.7) en (4.6), se tiene el
siguiente resultado

∂2Vd(q̄)
2

∂q̄

∣∣∣∣
q̄=0

=

[
Kc + k

a3
− k
a3

− k
a3

k
a3

]
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Al calcular los menores principales de la matriz anterior, se obtienen
las siguientes desigualdades

Kc +
k

a3

> 0

k

a2
3

Kc > 0

esto quiere decir que la matriz Hessiana es positiva de�nida; enton-
ces, el punto q̄ = 0 es un mínimo de Vd(q̄). Dado lo anterior, la
proposición Md = I se valida.

El siguiente paso, consiste en calcular la parte del control corres-
pondiente al moldeo energético, la cual está dada por

ues = (GTG)−1GT
{
∇qV (q) + ṗd −MdM

−1∇q̄Vd(q̄)
}

Al susituir valores, se tiene lo siguiente

ues = k(q1 − q2) +m1q̈1d −
1

m1

[Kcq̄1 + k(q̄1 − q̄2)] (4.8)

Por otro lado, la parte del control correspondiente a la inyección
de amortiguamiento está dada por

udi = −KdiG
TMd−1p̄

lo cual equivale a
udi = −Kdip̄1 (4.9)

Finalmente, es necesario probar la estabilidad asintótica del pun-
to de equilibrio q̄ = 0, para lo cual es posible utilizar Hd(q̄, p̄) como
función candidata de Lyapunov, la cual tiene la forma

Hd =
1

2
|p̄|2 +

Kc

2
q̄2

1 + k(q̄1 − q̄2)2

La función anterior es positiva de�nida debido a que se conforma
únicamente de elementos cuadráticos. Por otro lado, la derivada de
dicha función es

Ḣd =
[
∇q̄H ∇p̄H

] [ 0 M−1

−M−1 −GKdiG
T

] [
∇q̄H
∇p̄H

]
= −Kdip̄

2
1 ≤ 0
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Lo anterior demuestra que el punto de equilibrio en lazo cerrado es
estable. Para demostrar estabilidad asintótica, es posible comprobar
que el sistema es cero estado observable desde la salida GTMd−1p̄,
esto es

GT p̄ = p̄1 = 0⇒ ˙̄p1 = 0 (4.10)

Por su parte, la dinámica del error en las posiciones en lazo ce-
rrado es [

˙̄q1

˙̄q2

]
=

[ 1
m1
p̄1

1
m2
p̄2

]
(4.11)

Si se sustituye la Ecuación (4.10) en (4.11), resulta claro que
˙̄q1 = 0, lo cual a su vez implica que q̄1 es constante.

Por otro lado, al realimentar la señal de control u, la dinámica
del error en los momentos en lazo cerrado está dada por[

˙̄p1

˙̄p2

]
=

[
− 1
m1
Kcq̄1 + k(q̄1 − q̄2)

k(q̄1 − q̄2)

]
De acuerdo con (4.10), se cumplen las siguientes igualdades

0 = − 1

m1

Kcq̄1 + k(q̄1 − q̄2)

0 = k(q̄1 − q̄2)

Es posible representar lo anterior en un sola expresión, esto es

k(q̄1 − q̄2) = − 1

m1

Kcq̄1 + k(q̄1 − q̄2)

Entonces

1

m1

Kcq̄1 = 0⇒ q̄1 = 0

Sin embargo, de acuerdo con la dinámica en lazo cerrado de p̄2

0 = k(q̄1 − q̄2)

Pero q̄1 = 0, entonces

0 = −kq̄2 ⇒ q̄2 = 0
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El análisis anterior demuestra que el sistema es cero estado ob-
servable, es decir

GT p̄ = 0⇒
[
q̄
p̄

]
=

[
0
0

]

Y, por lo tanto, el punto de equilibrio en lazo cerrado es asintótica-
mente estable.

Como complemento a la teoría expuesta, se realizó una simulación
del sistema propuesto. En donde, se eligieron los siguientes valores
para los respectivos parámetros

m1 = 2 Kc = 1

m2 = 5 Kdi = 10

k = 2

Además, la matriz de inercias deseada se eligió Md = I por simpli-
cidad.

Respecto a las trayectorias deseadas, se eligió la trayectoria q2d =
sin(0.1t) y a partir de ésta se obtuvieron el resto de las trayectorias
deseadas, cumpliendo con la restricción descrita en la Ecuación (4.3).

Por su parte, las condiciones iniciales bajo las cuales se realizó la
simulación son

q̄1(0) = 2 p̄1(0) = 0.5

q̄2(0) = 1 p̄2(0) = −1

De esta manera, la Figura (4.2) muestra el comportamiento de los
estados reales del sistema, así como las trayectorias deseadas para
cada uno de los estados. La Figura (4.3) se re�ere al comportamien-
to de los errores, en donde se aprecia que éstos convergen a cero.
Finalmente en la Figura (4.4) se muestra la señal de control.
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Figura 4.2: Estados deseados y reales

Figura 4.3: Errores

Figura 4.4: Señal de control
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4.2. Motor síncrono de imán permanente

Suponga el modelo de un motor síncrono de imán permanente
(ver [14]), dado por

ẋ = F (x)∇xH(x) + v

H(x) =
1

2
xTQx; Q =

[
1
L
I2 0
0 1

J

]

e1 =

[
0
1

]
v =

u1

u2

0

+

0
0
τ


F (x) =

[
−RI2 −npJ (x12 + Φe1)

np(x12 + Φe1)TJ T 0

]

x =

[
x12

x3

]
=

x1

x2

x3

 =

Li1Li2
Jω


en donde J es el momento de inercia del motor, i es la corriente en
el estator, L y R son la inductancia y la resistenacia en el estator
respectivamente, Φ es el �ujo magnético, np es la cantidad de pares
de polos y τ es el par de carga, el cual en este caso se considera
constante.

De acuerdo al modelo del sistema, las trayectorias realizables de-
ben cumplir con

ẋd = F (xd)Qxd + v

=

[
−RI2 −npJ (x12d + Φe1)

np(x12d + Φe1)TJ T 0

] [
1
L
I2 0
0 1

J

] [
x12d

x3d

]

+

u?1u?2
τ


Por lo tanto, las trayectorias realizables deben cumplir la siguiente
restricción

ẋ3d =
np
L

Φx2d + τ

Por su parte, suponga que las trayectorias deseadas poseen la
siguiente dinámica

ẋd = F (x)Qxd + v(u?)
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De acuerdo con lo anterior, la dinámica del error en lazo abierto
está dada por

˙̄x = F (x)Qx̄+Gū

G =

1 0
0 1
0 0

 ū =

[
u1 − u?1
u2 − u?2

]
Y se desea que en lazo cerrado el sistema tenga el siguiente compor-
tamiento

˙̄x = Fd∇x̄Hd(x̄); Fd =

[
F11d F12d

F21d F22d

]
con [Fd + F T

d ] ≤ 0. Es posible elegir

Hd(x̄) =
1

2
x̄TQdx̄; Qd = QT

d =

[
q12×2 0

0 q21×1

]
> 0

Observe que el argumento mínimo de Hd(x̄) es x̄ = 0.
Al igualar la dinámica en lazo abierto y la dinámica deseada, se

obtiene

F (x)Qx̄+Gū = FdQdx̄

Si se premultiplica por G⊥ surge la ecuación de emparejamiento, la
cual está dada por

G⊥ {FdQdx̄− F (x)Qx̄} = 0

A partir de la ecuación anterior, se plantea la siguiente igualdad

np
L

(x12 + Φe1)TJ T x̄12 = F21dq1x̄12

Se propone

q1 =

[
Kc

np

L
0

0 Kc
np

L

]
F21d = −F T

12d =
[
−x2 x1 + Φ

]
Asimismo, se elige

F11d = −KRd; Rd = RT
d > 0

Y q2 > 0 es un término libre.
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Hecho lo anterior, el control que estabiliza el punto deseado es

u = (GTG)−1GT [Fd(x)Qdx̄− F (x)Qx+ ẋd]

Finalmente, para demostrar estabilidad, se elige Hd(x̄) como fun-
ción candidata de Lyapunov, cuya derivada es

Ḣd(x̄) = x̄TQdFd(x)Qdx̄ = −K
n2
p

L2
(x̄2

1 + x̄2
2) ≤ 0

Para demostrar estabilidad asintótica, considere que

Ḣd(x̄) = 0⇒ x̄1 = x̄2 = 0

De acuerdo con la dinámica en lazo cerrado

˙̄x12 =

[
0
0

]
= F11dq1x̄12 + F12dq2x̄3 =

[
0
Φ

]
q2x̄3 ⇒ x̄3 = 0

Por lo tanto, el origen es un punto de equilibrio asintóticamente es-
table, lo que implica a su vez que el estado real tiende a la trayectoria
deseada.

Con el �n de ilustrar los resultados obtenidos, se presenta una
simulación bajo los siguientes valores

J = 0.012 L = 0.0038 R = 0.225 Φ = 0.17

np = 3 q2 =
1

J
x3(0) = 0.6 K = 10

Kc = 10 τ = 0.3 x1d = 30L cos(t) x3d = 100J sin(0.9t)

En la Figura (4.5) se observa el comportamiento de los estados
reales y los deseados, así como la señal de control correspondiente
al actuador uno. Mientras que en la Figura (4.6) se presentan los
errores de seguimiento, así como la señal de control correspondiente
al segundo actuador.

4.3. Péndulo giroscópico

Considere el sistema mostrado en la Figura (4.7), cuya represen-
tación Hamiltoniana es la siguiente
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Figura 4.5: Estados reales vs deseados, u1

Figura 4.6: Errores de seguimiento, u2

Figura 4.7: Péndulo giroscópico
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[
q̇
ṗ

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇qH̃

∇pH̃

]
+

[
0

G̃

]
u

con

H̃ =
1

2
pTM̃−1p+mgl [1 + cos(q1)]

M̃ =

[
I1 + I2 I2

I2 I2

]
∇qH̃ =

[
−mgl sin(q1)

0

]
G̃ =

[
0
1

]
Para este sistema es posible hacer el siguiente cambio de coordenadas

z1 = q1

z2 = q1 + q2

Hecho lo anterior, la representación Hamiltoniana del sistema es[
ż
ṗ

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇zH
∇pH

]
+

[
0
G

]
u

en donde

H =
1

2
pTM−1p+mgl [1 + cos(z1)]

M =

[
I1 0
0 I2

]
∇qH =

[
−mgl sin(z1)

0

]
G =

[
−1
1

]
Para conocer las trayectorias realizables, se parte de la siguiente

de�nición

pd = M(z)żd =

[
I1 0
0 I2

] [
ż1d

ż2d

]
=

[
I1ż1d

I2ż2d

]
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Al derivar la expresión anterior respecto al tiempo, se tiene

ṗd =

[
I1z̈1d

I2z̈2d

]
(4.12)

Por otro lado, de acuerdo con la de�nición de trayectorias desea-
das, es posible plantear la siguiente dinámica

[
żd
ṗd

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇zdHa

∇pdHa

]
+

[
0
G

]
u?

Ha =
1

2
pTdM

−1pd +mgl [1 + cos(z1d)]

Entonces, la dinámica de los momentos deseados es[
ṗ1d

ṗ2d

]
=

[
mgl sin(z1d)− u∗

u∗

]
(4.13)

Al igualar las expresiones (4.12) y (4.13) se tiene

I1z̈1d = mgl sin(z1)− u∗
I2z̈2d = u∗

Lo anterior se puede expresar en una sola ecuación, quedando

I1z̈1d = mgl sin(z1)− I2z̈2d (4.14)

Las trayectorias deseadas no deben violar dicha restricción.
Una vez conocidas la dinámica de la planta y las trayectorias

deseadas, la dinámica del error se de�ne como

[
˙̄z
˙̄p

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇zH −∇zdHa

∇pH −∇pdHa

]
+

[
0
G

]
ū; ū = u− u?

Para este sistema resulta conveniente elegir Md constante (ver
Sección 2.7), y a su vez, J2 = 0. De esta manera, se desea que en
lazo cerrado la dinámica del error sea la siguiente

[
˙̄z
˙̄p

]
=

[
0 M−1Md

−MdM
−1 −GKdiG

T

]
∇z̄,p̄Hd(z̄, p̄)

Hd(z̄, p̄) =
1

2
p̄TM−1

d p̄+ Vd(z̄)
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Al igualar las dinámicas en lazo abierto y lazo cerrado correspon-
dientes al error en los momentos, se obtiene la siguiente expresión

[
mgl sin(z1)− I1z̈1d

−I2z̈2d

]
︸ ︷︷ ︸

−∇zH−ṗd

+

[
−1
1

]
u = −

[a1
I1

a2
I2

a2
I1

a3
I2

][∂Vd(z̄)
∂z̄1

∂Vd(z̄)
∂z̄2

]

Posteriormente, se premultiplica por G⊥ = [1 1] quedando

−mgl sin(z1) + I1z̈1d + I2z̈2d =
(a1 + a2)

I1

∂Vd(z̄)

∂z̄1

+
(a2 + a3)

I2

∂Vd(z̄)

∂z̄2

Sin embargo, de la Ecuación (4.14) esto se reduce a

mgl [sin(z1d)− sin(z1)] =
(a1 + a2)

I1

∂Vd(z̄)

∂z̄1

+
(a2 + a3)

I2

∂Vd(z̄)

∂z̄2

Es posible expresar la ecuación anterior en términos del error y las
trayectorias deseadas, teniendo la siguiente ecuación de empareja-
miento

mgl [sin(z1d)− sin(z̄1 + z1d)] =
(a1 + a2)

I1

∂Vd(z̄)

∂z̄1

+
(a2 + a3)

I2

∂Vd(z̄)

∂z̄2

Para el cálculo de la solución de la ecuación en derivadas parciales
anterior, se puede utilizar alguna herramienta computacional, en
este caso se utilizó el problema Mapler, con el cual se obtuvo la
siguiente función de energía potencial deseada

Vd(z̄, zd) =
mglI1

a1 + a2

[z̄1 sin(z1d) + cos(z̄1 + z1d)] + φ(γz̄1 + z̄2, z1d);

γ =
−I1(a3 + a2)

I2(a1 + a2)

en donde, φ(γz̄1 + z̄2, z1d) es una función diferenciable, en este caso
se elige

φ(γz̄1 + z̄2, z1d) =
Kc

2
(γz̄1 + z̄2)2 − mglI1

a1 + a2

cos(z1d)
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La estructura de φ(γz̄1 + z̄2, z1d) se elige de esta manera, para cum-
plir la condición Hd(0, 0, zd) > 0, y porque se sabe que las formas
cuadráticas tienen como argumento mínimo el cero.

Al sustituir el valor de φ(γz̄1 + z̄2, z1d) en Vd(z̄, zd)

Vd(z̄, zd) =
mglI1

a1 + a2

[z̄1 sin(z1d) + cos(z̄1 + z1d)− cos(z1d)]

+
Kc

2
(γz̄1 + z̄2)2 (4.15)

con Kc > 0.
Dados los cálculos previos, la función de almacenamiento de ener-

gía deseada es

Hd(z̄, p̄, zd) =
mglI1

a1 + a2

[z̄1 sin(z1d) + cos(z̄1 + z1d)− cos(z1d)]+

Kc

2
(γz̄1 + z̄2)2 +

1

2
p̄TM−1

d p̄ (4.16)

El siguiente paso es demostrar que el origen del sistema en la-
zo cerrado es un punto crítico. Para esto se evalúan las derivadas
parciales de Vd(z̄, zd) en z̄ = 0, obteniendo

[
∂Vd(z̄,zd)

∂z̄1
∂Vd(z̄,zd)

∂z̄2

]∣∣∣∣∣
z̄=0

=

[
mglI1
a1+a2

[sin(z1d)− sin(z1d)]

0

]
=

[
0
0

]
(4.17)

Es claro que lo anterior se cumple para toda zd y, por lo tanto para
todo t. Por otro lado, para determinar la naturaleza del punto crítico
se obtiene la matriz Hessiana de Vd(z̄, zd) evaluada en z̄ = 0, la cual
está dada por[

∂2Vd(z̄,zd)

∂z̄21
∂2Vd(z̄,zd)

∂z̄22

]∣∣∣∣∣
z̄=0

=

[
−mglI1
a1+a2

cos(z1d) + γ2Kc γKc

γKc Kc

]
(4.18)

Una condición para que z̄ = 0 sea un mínimo es que la matriz
Hessiana de Vd(z̄, zd) sea positiva de�nida. Para que lo anterior sea
cierto, deben cumplirse las siguientes condiciones

a2 < 0, a1 < |a2| ⇒ a1 + a2 < 0

z1d ∈ (−π
2
,
π

2
) (4.19)
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La primer condición se cumple al hacer una correcta elección deMd;
no obstante, la segunda condición tiene importantes implicaciones
de localidad, ya que la matriz Hessiana deja de ser positiva de�-
nida para algunos valores de zd. De lo anterior, se observa que las
trayectorias deseadas no solamente deben cumplir con la restricción
impuesta por la Ecuación (4.14), sino que además se debe satisfacer
(4.19).

Una vez hecho lo anterior es posible calcular ūes de la siguiente
manera

ūes = (GTG)−1GT
{
∇zH + ṗd −MdM

−1∇z̄Hd

}
= 2mgl(sin(z̄1 + z1d)− sin(z1d)) + ṗ2d −

a2
2 − a1a3

I2(a1 + a2)
Kc(γz̄1 + z̄2)

Mientras que la parte de la señal de control que corresponde a la
inyección de amortiguamiento, se calcula de la siguiente manera

ūdi = −KdiG
TM−1

d p̄ = − Kdi

a1a3 − a2
2

[−(a2 + a3)p̄1 + (a1 + a2)p̄2]

De acuerdo con el sistema en lazo cerrado,

Ḣd(z̄, p̄, zd) = (∇z̄,p̄Hd(z̄, p̄, zd))
T

[
˙̄z
˙̄p

]
+
∂Hd(z̄, p̄, zd)

∂zd
żd

= −Kdi

{
[

1

a1a3 − a2
2

[−(a2 + a3)p̄1 + (a1 + a2)p̄2]

}2

+
mglI1

a1 + a2

ż1d[z̄1 cos(z1d)− sin(z̄1 + z1d) + sin(z1d)]

Debido al término cruzado que hay en la expresión anterior, resulta
sumamente complicado demostrar de forma analítica y directa que
se cumple la condición

Ḣd(z̄, p̄, qd) ≤ 0

Por esta razón, más adelante se proporciona una grá�ca que com-
prueba dicha condición se satisface.

Para comprobar que los resultados son correctos, se realizaron
simulaciones del comportamiento del sistema al cerrar el lazo de
control, los valores paramétricos bajo los cuales se realizaron dichas
simulaciones son los siguientes:
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Kc = 0.04 Kdi = 3 I1 = 0.1

I2 = 0.2 m = 0.2 l = 0.25

g = 9.78

Asimismo, la matriz de inercias deseada se propuso

Md =

[
1 −2
−2 5

]
La cual cumple con las condiciones impuestas. En lo referente a las
trayectorias deseadas, se eligió z1d = 0.5 sin(0.2t) mientras que el
resto de las trayectorias se resolvieron en línea partiendo de (4.14).

La Figura (4.8) muestra el comportamiento de los estados del
sistema y las trayectorias deseadas. Por otro lado, en la Figura (4.9)
se observa el comportamiento de los errores de seguimiento. Final-
mente la Figura (4.10) contiene las grá�cas del comportamiento de
la señal de control ū, así como el comportamiento de Ḣd(z̄, p̄, qd),
en donde se observa que dicha señal es negativa semide�nida. Estas
tres �guras son el resultado de simular bajo las siguientes condicio-
nes iniciales

z1(0) = 6π z2(0) = −9π

p1(0) = 0.1 p2(0) = −0.2

Físicamente la interpretación de cualquier múltiplo de 2π no es
otra cosa sino una vuelta completa sobre el eje �jo de un cuerpo,
por lo tanto, bajo la consideración de que ni el péndulo ni la rueda
tienen un tope que les impida girar con libertad un número aleatorio
de veces, z̄1 = 2nπ implica que el error de seguimiento es cero.

4.4. Grúa

Suponga el sistema de la Figura (4.11), cuya representación Ha-
miltoniana tiene la siguiente estructura[

q̇
ṗ

]
=

[
0 I
−I 0

] [
∇qH
∇pH

]
+

[
0
G

]
u
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Figura 4.8: Estados reales contra deseados

Figura 4.9: Errores de seguimiento
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Figura 4.10: Señal de control y Ḣd

Figura 4.11: Grúa

con

H̄ =
1

2
pTM−1p+mpgl [1− cos(q1)]

M =

[
mc +mp mpl cos(q2)
mpl cos(q2) mpl

2

]
∇qH =

[
0

mpgl sin(q2)

]
G =

[
1
0

]
Los símbolos de Riemann de este sistema son cero, la manera de

calcular dichos símbolos fue expuesta en la Sección 2.8. Debido a
lo anterior, es posible asegurar que el sistema puede ser linealizado
parcialmente sin la aparición de fuerzas giroscópicas.

El sistema puede ser parcialmente linealizado mediante un factor
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que cumpla con M−1(q) = Ψ(q)ΨT (q), el cual es

ΨT (q) =

[
1
γ

− cos(q2)
lγ

0 1
l
√
mp

]
γ =

√
mc +mp sin(q2)2

siendo Π = Ψ(q)Tp.
Hecho lo anterior, la nueva dinámica del sistema está dada por

[
q̇

Π̇

]
=

[
0 Ψ(q)

−ΨT (q) 0

]
∇q,ΠH +

[
0

ΨT (q)G

]
u (4.20)

H =
1

2
|Π|2 +mpgl[1− cos(q2)]

Para obtener las trayectorias realizables se encuentra la dinámica
de Πd, la cual está dada por

Π̇d = −ΨT (q) (∇qH)|q=qd + ΨT (q)Gu? =

[ mpg sin(q2d) cos(q2)

γ

−√mpg sin(q2d)

]
+

[
1
γ

0

]
u?

(4.21)

Por otro lado, partiendo de la siguiente de�nición

Πd = Ψ(q)M(q)q̇d

se tiene

Π̇d =
d

dt
(ΨT (q)M(q))q̇d + (ΨT (q)M(q))q̈d =[
γ 0√

m cos(q2) l
√
m

] [
q̈1d

q̈2d

]
+

[
−m sin(2q2)

2γ3
0

−
√
m sin(q2) 0

] [
q̇1d

q̇2d

]
(4.22)

Al igualar las ecuaciones (4.21) con (4.22), se obtiene la restric-
ción física del sistema, la cual es

−g sin(q2) = cos(q2)q̈1d + lq̈2d − sin(q2)q̇1d (4.23)
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dicha restricción no debe ser violada para que las trayectorias qd
sean realizables.

Por su parte, la dinámica del error está dada por

[
˙̄q
˙̄Π

]
=

[
0 Ψ
−ΨT 0

]
∇q,ΠH +

[
0

ΨTG

]
u−

[
q̇d
Π̇d

]
(4.24)

Debido a que la matriz de inercias de la planta es constante, conviene
elegir una matriz de inercias deseada constante. Por simplicidad se
elige Md = I, esta elección cumple con las condiciones impuestas a
Md, no obstante, al calcular el mínimo de Vd se comprobará si esta
elección es válida o no.

Se iguala la dinámica del error en Π con su respectiva dinámica
deseada, de lo cual se tiene

ΨTGu−ΨT∇qV − Π̇d = −ΨT∇q̄Vd

Al premultiplicar por (ΨTG)⊥ = [0 1], se conoce la ecuación de
emparejamiento de este sistema, la cual es

mpgl[sin(q̄2 + q2d)− sin(q2d)] =
∂Vd
∂q̄2

La solución de esta ecuación se calcula utilizando Mapler, obte-
niendo la siguiente expresión

Vd = mpgl[− cos(q̄2 + q2d)− q̄2 sin(q2d)] + φ(q̄1, q2d)

en donde, φ(q̄1, q2d) debe tener un mínimo en q̄1 = 0. En este ca-
so, se elige una función cuadrática en q̄1 por simplicidad, además
de agregar un término mpgl cos(q2d) para cumplir con la condición
Vd(0, 0, q2d) = 0. De esta forma, se obtiene la función de energía
potencial deseada, la cual es

Vd = −mpgl[cos(q̄2 + q2d) + q̄2 sin(q2d)− cos(q2d)] +
Kc

2
(q̄1)2

con Kc > 0.
Posteriormente, se comprueba que el origen del error es un punto

crítico

∂Vd
∂q̄

∣∣∣∣
q̄=0

=

[
0

mpgl[sin(q2d)− sin(q2d)]

]
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lo cual es cero para toda q2d, y por lo tanto, para todo t .
Mediante el signo de la matriz Hessiana evaluada en el punto

crítico se obtiene la naturaleza del mismo

∂2Vd
∂q̄2

∣∣∣∣
q̄=0

=

[
Kc 0
0 mpgl cos(q2d)

]
Observe que la matriz Hessiana es positiva de�nida siempre y cuando
q2d ∈ (−π

2
, π

2
). Debido a lo anterior, la suposición Md = I es válida

para dichos valores de q2d.
De lo anterior, la función de almacenamiento de energía para el

sistema en lazo cerrado es

Hd = −mpgl[cos(q̄2 + q2d) + q̄2 sin(q2d)− cos(q2d)] +
Kc

2
(q̄1)2 +

1

2
|Π|2

Hecho lo anterior, (u− u?)es se calcula de acuerdo con

ūes =

[
γ
0

]{
Ψ∇qV (q) + Π̇d −M−1∇q̄Vd(q̄)

}
Por otra parte, para la inyección de amortiguamiento se realiza

el siguiente cálculo

ūdi = −Kdi(Ψ
TG)T Π̄ = −Kdi

γ
Π̄1

con Kdi > 0.
De acuerdo con el sistema en lazo cerrado,

Ḣd(q̄, Π̄, qd) = (∇q̄,Π̄Hd(q̄, Π̄, qd))
T

[
˙̄q
˙̄Π

]
+
∂Hd(q̄, Π̄, qd)

∂qd
q̇d

= −Kdi

γ2
Π̄2

1 −mpgl[− sin(q̄2 + q2d) + q̄2 cos(q2d) + sin(q2d)]q̇2d

La demostración analítica de la estabilidad del sistema en lazo ce-
rrado resultan, nuevamente complicadas.

Para probar que los resultados son correctos, se realizó una simu-
lación con los siguientes valores:
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Figura 4.12: Estados deseados contra reales

Kc = 20 Kdi = 10 g = 9.78

mp = 1 mc = 1 l = 0.3

q1d = sin(0.1t) Π1(0) = 0 Π2(0) = 0

q1(0) = 0.6 q2(0) = 0.2

Para calcular el resto de las trayectorias deseadas, se resolvió en
línea la Restricción (4.23), la cual es una ecuación diferencial. En la
Figura (4.12) se observan los estados reales del sistema y los desea-
dos, siendo posible apreciar que los estados reales del sistema siguen
las trayectorias deseadas. Por su parte, en la Figura (4.13)se mues-
tran los errores de seguimiento. Finalmente para realizar el análisis
de estabilidad, ha sido imposible demostrar de forma analítica la
condición Ḣd ≤ 0, por esta razón se muestra el comportamiento de
dicha función en la Figura (4.14), junto con la señal de control u.
Dicha �gura pretende demostrar la condición de estabilidad antes
mencionada.
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Figura 4.13: Errores

Figura 4.14: Señal de control y Ḣd



Capítulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo, se presenta una metodología clara y
de�nida que ataca el problema de seguimiento de trayectorias utili-
zando IDA-PBC. Dicha metodología busca extender los resultados
obtenidos para regulación, y aprovechar herramientas tales como son
la linealización parcial por cambio de coordenadas, y los trabajos de
simpli�cación de moldeo de energía para sistemas Hamiltonianos.

Se propone una forma de generar trayectorias realizables para el
sistema, que además asegura la existencia de una Vd que es solu-
ción de la ecuación de emparejamiento, cumpliendo con todas las
condiciones impuestas para lograr el seguimiento de trayectorias.

El algoritmo presentado, propone primero resolver la parte de la
ecuación de emparejamiento que corresponde a la co-energía cinética
del sistema, en donde se realiza el análisis para dos casos particulares
de interés en lo referente a la co-energía cinética del sistema: matriz
de inercias constante y sistemas subactuados de dos grados de liber-
tad, cuya matriz de inercias únicamente depende de la coordenada
subactuada. Posteriormente se resuelve la parte de la ecuación de
emparejamiento correspondiente a la energía potencial del sistema,
en donde nuevamente se presentan dos casos: sistemas cuya ener-
gía potencial tiene derivadas parciales (términos gravitacionales) no
lineales, y sistemas cuyos términos gravitacionales son lineales.

Durante el desarrollo del trabajo se observa que los sistemas cuya
energía potencial tiene derivadas parciales no lineales, presentan en
lazo cerrado una función de almacenamiento dependiente del error y
del estado deseado. Razón por la cual, para asegurar la estabilidad
de estos sistemas, es necesario que el estado deseado sea acotado.

63
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Finalmente, se ilustra la metodología a través de cuatro casos
de estudio que cumplen con las características antes descritas. El
primero de ellos es un sistema de dos masas unidas mediante un
resorte, este sistema presenta término gravitacionales lineales y ma-
triz de inercias constates, siendo un ejemplo académico que pretende
mostrar la aplicación de la metodología propuesta. El segundo caso
de estudio es el de un motor síncrono de imán permanente con el
cual se desea relacionar la teoría desarrollada con un caso práctico.
Posteriormente, se exhibe un péndulo giroscópico, el cual presenta
términos gravitacionales no lineales y matriz de inercias constante.
Finalmente, se resuelve el caso de una grúa, en donde se utiliza la
linealización parcial vía cambio de coordenadas para realizar el se-
guimiento de trayectorias. Todos los casos de estudio son simulados
con el �n de mostrar los resultados obtenidos.
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