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LA FUERZA MOTRIZ DE LA INNOVACION MATEMATICA, HA SIDO EL
DESEO POR ENTENDER COMO FUNCIONA LA NATURALEZA.

Sir Isaac Newton

LOS FLUIDOS SON MUCHO MAS SENCILLOS DE BEBER QUE DE ENTENDER

Alan Newell

TODA LA TEORIA DEL MOVIMIENTO DE LOS FLUIDOS HA SIDO
REDUCIDA A LA SOLUCION DE FORMULAS ANALITICAS

Leonhard Euler
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“Primero fue un sollozo subterrdneo que remecié los campos de algoddn, encrespandolos como una
espumosa ola. Los gedlogos habian instalado sus maquinas de medir con semanas de anticipacion y
ya sabian que la montafia habia despertado otra vez. Desde hacia mucho pronosticaban que el calor
de la erupcion podia desprender los hielos eternos de las laderas del volcéan, pero nadie hizo caso de
esas advertencias, porque sonaban a cuento de viejas. Los pueblos del valle continuaron su
existencia sordos a los quejidos de la tierra, hasta la noche de ese miércoles de noviembre aciago,
cuando un largo rugido anunci6 el fin del mundo y las paredes de nieve se desprendieron, rodando
en un alud de barro, piedras y agua que cayd sobre las aldeas, sepultdndolas bajo metros
insondables del vomito telurico. Apenas lograron sacudirse la paralisis del primer espanto, los
sobrevivientes comprobaron que las casas, las plazas, las iglesias, las blancas plantaciones de
algodon, los sombrios bosques del café y los potreros de los toros sementales habian desaparecido.
Mucho después, cuando llegaron los voluntarios y los soldados a rescatar a los vivos y sacar la
cuenta de la magnitud del cataclismo, calcularon que bajo el lodo habia méas de veinte mil seres
humanos y un nimero impreciso de bestias, pudriéndose en un caldo viscoso. También habian sido
derrotados los bosques y los rios y no quedaba a la vista sino un inmenso desierto de barro.

[...] En el primer noticiario de la mafiana vi aquel infierno, donde flotaban cadaveres de hombres y
animales arrastrados por las aguas de nuevos rios, formados en una sola noche por la nieve
derretida. Del lodo sobresalian las copas de algunos arboles y el campanario de una iglesia, donde
varias personas habian encontrado refugio y esperaban con paciencia a los equipos de rescate.
Centenares de soldados y de voluntarios de la Defensa Civil intentaban remover escombros en
busca de los sobrevivientes, mientras largas filas de espectros en harapos esperaban su turno para un
tazon de caldo. Las cadenas de radio informaron que sus teléfonos estaban congestionados por las
llamadas de familias que ofrecian albergue a los nifios huérfanos. Escaseaban el agua para beber, la
gasolina y los alimentos. Los médicos, resignados a amputar miembros sin anestesia, reclamaban al
menos sueros, analgésicos y antibidticos, pero la mayor parte de los caminos estaban interrumpidos
y ademds la burocracia retardaba todo. Entretanto, el barro contaminado por los cadaveres en
descomposicion amenazaba de peste a los vivos.

Azucena temblaba apoyada en el neumatico que la sostenia sobre la superficie. La inmovilidad y la
tension la habian debilitado mucho, pero se mantenia consciente y todavia hablaba con voz
perceptible cuando le acercaban un micréfono. Su tono era humilde, como si estuviera pidiendo
perdon por causar tantas molestias...”

Isabel Allende, 2002, De barro estamos hechos, Cuentos de Eva Luna.
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RESUMEN

Los deslizamientos constituyen uno de los procesos geolégicos con mayor repercusion
socioecondmica en el mundo. Por ello, la comunidad cientifica se ha interesado en estudiar y
analizar este fendmeno con todas las herramientas desarrolladas hasta el momento. En este
contexto, la modelacion numérica, como herramienta de estudio y andlisis, tiene por objeto
reproducir este tipo de fendbmenos minimizando el nimero de simplificaciones a considerar. Dada la
complejidad del fendmeno, la simulacion del mismo ha dado lugar a dos lineas de investigacion; la
primera trata la iniciacion del movimiento y tiene por objetivo reproducir la rotura del geomaterial.
Una vez desencadenado el deslizamiento, el comportamiento del geomaterial se asemeja al de un
fluido y el problema puede ser descrito en el marco de la dindmica de fluidos. Este cambio de
condiciones ha dado lugar a una segunda linea de investigacién que se ha especializado en la
simulacion de la propagacion del movimiento. Esta tesis se enmarca dentro de esta segunda linea de
investigacion, pues presenta una modelacion numérica de los geomateriales fluidificados aplicable a
la simulacidn de los deslizamientos rapidos de ladera y especificamente a los flujos de derrubios.

A partir de este modelo y teniendo en cuenta las caracteristicas de la propagacion de los
deslizamientos rapidos, se han integrado las ecuaciones del modelo segun la direccion vertical del
flujo, obteniéndose de este modo un modelo integrado en profundidad acoplado. EI modelo
obtenido se completa mediante una ecuacion adicional (ley reoldgica), que refleja el
comportamiento del geomaterial considerado.

Se presenta en este trabajo de tesis un modelo para la simulacién de flujos de derrubios que consta
de tres componentes. La primera, el modelo matematico, una formulacion integrada en profundidad,
acoplada, no lineal, planteada en una forma pseudo lagrangiana, donde se cumple los principios
fundamentales de la conservacion de la masa y del momento lineal en el contexto de la mecénica
del medio continuo. La segunda, el modelo reoldgico, que aporta una expresion matematica
adicional al sistema anterior, en la que estan relacionadas las tensiones y las velocidades de
deformacion. Se han asociado las siguientes leyes reoldgicas: friccional puro, Bingham puro y
Bingham con evolucion. La tercera, el modelo numérico, con el que se realiza la integracion en el
espacio y en el tiempo del sistema de ecuaciones diferenciales hiperbdlicas de primer orden, que
conforman el modelo matematico y el reoldgico. El esquema de resolucion estd basado en un
método lagrangiano sin malla conocido como Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH).

El modelo de simulacion integrado en profundidad SPH, proporciona parametros con los que se
puede zonificar el riesgo, disefiar medidas estructurales de prevencion y mitigacion tanto a corto
como a largo plazo, velocidad de avance, longitud, extensién del movimiento, altura méxima sobre
el perfil topogréfico y la profundidad del flujo. EI modelo SPH ha sido implementado para simular
los lahares acontecidos el 22 de Enero del 2001, en el volcdn de Popocatépetl México, habiendo
sido comparados los resultados del modelo con los datos proporcionados por CENAPRED.
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ABSTRACT

Landslides are one of the largest geological processes with socio-economic impact in the world.
Therefore, the scientific community has been interested in studying and analyzing this phenomenon
with all the tools developed so far. In this context, numerical modeling as a tool for study and
analysis, aims to replicate this phenomenon minimizing the number of simplifications to consider.
Given the complexity of the phenomenon, the simulation of it has led to two lines of research: the
first is the initiation of the movement and aims to break geomaterial. Once triggered the sliding
geomaterial behavior resembles that of a fluid and the problem can be described in the context of
fluid dynamics. This change in conditions has led to a second line of research that has specialized in
the simulation of the spread of the movement. This thesis is part of this second line of research, it
presents a numerical modeling of fluidized geomaterials applicable to the simulation of the
propagation of fast landslides hillside and specifically debris flows.

From this model and taking into account the characteristics of the propagation of fast landslides,
have integrated the model equations in the vertical direction of flow, thus obtaining depth integrated
model coupled. The resulting model is completed by an additional equation (rheological law) which
reflects the behavior of geomaterial considered.

We present in this thesis work a model for the simulation of debris flows that consisting of three
components. First, the mathematical model, a formulation depth integrated coupled nonlinear,
raised in a pseudo Lagrangian which satisfies the fundamental principles of conservation of mass
and momentum in the context of continuum mechanics. Secondly, the rheological model, which
provides an additional mathematical expression previous system, which are related to the stresses
and strain rates. Have been associated with the following rheological laws: frictional pure, Bingham
pure and Bingham evolution. Third, the numerical model, with which the integration is performed
in the space and time of hyperbolic system of differential equations of first order, that make up the
mathematical model and rheology. Resolution scheme is based on a Lagrangian method known as
without mesh Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH).

The simulation model SPH depth integrated, provides fundamental parameters and risk zoning in
the design of structural measures to prevent and mitigate both the short and long term, such as
speed, length, range of motion and flow depth.

The simulation model SPH depth integrated provides parameters that can risk zoning, design
structural measures to prevent and mitigate the short and long term, speed, length, range of motion,
maximum height of the profile topographic and depth of flow. The SPH model has been
implemented to simulate the lahars that occurred on January 22, 2001, in Mexico Popocatepetl
volcano, having been compared the model results with the data provided by CENAPRED.
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CAPITULO )
INTRODUCCION

La historia de la humanidad ha girado siempre alrededor del agua, no solo como condiciones de
sobrevivencia, también para la conservacion de los ecosistemas naturales y como factor
determinante del desarrollo de los pueblos. La vinculacion del ser humano con el agua es tan fuerte
que se convirti6 en un factor de seleccion de asentamientos humanos, culturas milenarias
florecieron en zonas favorables a la agricultura, como son las cuencas de los rios. Es el caso de
Mesopotamia, considerada la cuna de la civilizacion humana, surgida en el fértil valle del Eufrates y
el Tigris; Egipto, una espléndida civilizacion que dependia por completo del Nilo y sus periddicas
crecidas para su subsistencia, desarrollo y crecimiento. Muchas otras grandes ciudades, como
Rotterdam, Londres, Montreal, Paris, Nueva York, Buenos Aires, Shanghai, Tokio, Chicago y Hong
Kong deben su riqueza a la conexion o cercania a estas importantes fuentes acuiferas que favorecen
su prosperidad.

El agua es un recurso vital, es un elemento de la naturaleza, integrante de los ecosistemas naturales,
fundamental para el sostenimiento y la reproduccion de la vida en el planeta, constituye un factor
indispensable para el desarrollo de los procesos bilégicos que la hacen posible. El total del agua
presente en el planeta, en todas sus formas, se denomina hidrosfera, cubre % partes (75%) de la
superficie de la Tierra. Se puede encontrar esta sustancia en practicamente cualquier lugar de la
biosfera y en los tres estados de agregacion de la materia: solido, liquido y gaseoso. El 97 por ciento
es agua salada, la cual se encuentra principalmente en los océanos y mares; sélo el 3 por ciento de
su volumen es dulce, de esta Gltima, un 1 % est en estado liquido, el 2% restante se encuentra en
estado sélido en capas, campos Yy plataformas de hielo o banquisas en las latitudes proximas a los
polos (Figura 1.1). Fuera de las regiones polares el agua dulce se encuentra principalmente en
humedales y en acuiferos subterraneos. En la superficie de la Tierra hay aproximadamente 1386
000 000 km® de agua que se distribuyen de la siguiente forma (Tabla 1.1):

otros
agua dulce 3% 0,9%

rios 2%
- #— agua -
superficial
agua 0,3%
subterranea !

30,1%

salada

(océanos)
97%

AGUA AGUA AGUA
EN LA TIERRA DULCE SUPERFICIAL
(LiQUIDA)

Figura I.1.- Representacion grafica de la distribucién de agua en la superficie terrestre. (Custodio, 1976)
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Tabla I.1.- Distribucion del agua terrestre. (Adaptada de Custodio, 1976).

Situacion del agua Volimen km’ | Porcentaje
Agua dulce Agua salada  Aguadulce  Agua total

Océanos y mares 1 338 000 000 96.5
Casquetes y glaciares 24 064 000 68.7 1.74
polares
Agua subterrénea salada 12 870 000 0.94
Agua subterranea dulce 10 530 000 30.1 0.76
Glaciares continentales y 300 000 0.86 0.022
permafrost
Lagos de agua dulce 91 000 0.26 0.007
Lagos de agua salada 85 400 0.006
Humedad del suelo 16 500 0.05 0.001
Atmosfera 28 390 0.04 0.001
Embalses 11 470 0.03 0.0008
Rios 2120 0.006 0.0002
Agua bioldgica 1120 0.003 0.0001
Total de agua 35 044 600 1 350 955 400 100
Total de agua en la Tierra 1 386 000 000 100

El estado del agua depende de la fuerza de gravedad, si la Tierra fuese mas pequefia, la menor
gravedad ejercida sobre la atmdsfera haria que ésta fuese mas delgada, lo que redundaria en
temperaturas extremas, evitando la acumulacion de agua excepto en los casquetes polares (tal como
ocurre en Marte). Algunos teoricos han sugerido que la misma vida, actuando como un macro
organismo, mantiene las condiciones que permiten su existencia. La temperatura superficial de la
tierra ha estado en constante variacion a través de las eras geoldgicas, a pesar de los cambiantes
niveles de radiacion solar. Si el planeta Tierra fuese mas grande, el agua que exista sobre él
permaneceria en estado sélido incluso a altas temperaturas, dada la elevada presion causada por la
gravedad.

Este recurso encuentra su auto reproduccion en el denominado ciclo del agua, lo que hace del agua
un elemento renovable; sin embargo, el abuso de éste puede generar que la reproduccion natural a la
que esta sujeta, se vea interrumpida y se convierta asi, en un recurso natural limitado y vulnerable.
El ciclo hidrologico debe entenderse como un fendmeno natural donde el agua permanece en
constante movimiento, cambiando de un estado a otro; ya sea liquido (rios, aguas subterraneas),
gaseoso (nubes y vapor) o solido (granizo, nieve, témpanos), se puede definir como:

®

% Conjunto de fenémenos fisicos en los que concurre el agua. El ciclo se inicia con la
evaporacion que se produce en mares, depositos superficiales y en la flora. Los vapores
resultantes se elevan y forman nubes, que al enfriarse los condensan volviendo al vapor en
diminutas particulas liquidas, las cuales al agruparse en diversas formas precipitan a la
superficie de la Tierra. Depende de la temperatura pude precipitar en forma de nieve,
granizo, lluvia y niebla. Al caer en forma de lluvia escurre por la superficie o se infiltra
hacia el interior. Una parte circula después por los rios o por el subsuelo, alimentando,
lagos, mares, depositos subterraneos. El resto lo toman los vegetales o se evapora, para
reiniciar el proceso. (Monteverde, Belardino, Bravo, Ortiz, 2005; citado por Legorreta,
2005) (Figura 1.2).
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COMPONENTES DEL CICLO HIDROLOGICO EN ESTADO NATURAL

-
COMO LLUVIA

Figura 1.2.- El ciclo hidroldgico como ocurre en la naturaleza sin la interaccion con el hombre (Pacheco M.,
2008).

La mayor parte del vapor de agua que se desprende de los océanos vuelve a los mismos, pero el
viento desplaza masas de vapor hacia la tierra firme, en la misma proporcion en que el agua se
precipita de nuevo desde la tierra hacia los mares (unos 45000 km? anuales). Ya en tierra firme, la
evaporacion de cuerpos acudticos y la transpiracion de seres vivos contribuye a incrementar el total
de vapor de agua en otros 74000 km?3 anuales. Las precipitaciones, con un valor medio de 119000
km?3 anuales, pueden volver a la superficie de la Tierra en forma de liquido como lluvia, so6lido
(nieve o granizo), o de gas, formando nieblas o brumas. El agua de escurrimiento supeficial suele
formar cuencas, y los cursos de agua mas pequefios suelen unirse formando rios. El desplazamiento
constante de masas de agua sobre diferentes terrenos geoldgicos es un factor muy importante en la
conformacion del relieve. Ademas, al arrastrar minerales durante su desplazamiento, los rios
cumplen un papel muy importante en el enriquecimiento del suelo. Parte de las aguas de esos rios se
desvian para su aprovechamiento agricola. Los rios desembocan en el mar, depositando los
sedimentos arrastrados durante su curso, formando deltas. El terreno de estos deltas es muy fértil,
gracias a la riqueza de los minerales concentrados por la accion del curso de agua. El agua dulce en
la naturaleza se renueva gracias a la atmosfera que dispone de 12900 km? de vapor de agua. Sin
embargo, se trata de un volumen dindmico que constantemente se esta incrementando en forma de
evaporacion y disminuyendo en forma de precipitacion, estimandose el volumen anual en forma de
precipitacion o agua de lluvia entre 113500 y 119000 km? en el mundo. Estos volumenes suponen la
parte clave de la renovacion de los recursos naturales de agua dulce. En los paises de clima
templado a frio la precipitacion en forma de nieve supone una parte importante del total. De esta
forma el agua se convierte en un bien de primera necesidad para los seres vivos y un elemento
natural imprescindible en la configuracion de los sistemas medioambientales.

La grave crisis que enfrenta el planeta en cuanto a su disponibilidad y calidad, reclama de nuestra
creatividad y compromiso social para encontrar alternativas de solucién. Existe la necesidad de
analizar en una forma integral, el problema de la escasez, de la calidad y del comportamiento
humano con el recurso del agua. EI mal manejo del recurso hidrico (a veces envuelto con actos de
corrupcion y enriquecimiento individual) aumenta la crisis en muchas regiones del mundo
(Gleason, 2005; citado por Legorreta, 2005). Segun el reciente Informe sobre Desarrollo Humano
2007/2008 de la Organizacion de las Naciones Unidas (ONU), las proyecciones sobre los cambios
climaticos y las implicaciones en la disponibilidad de agua, es de muy alto riesgo para la
sustentabilidad de una vida digna en el planeta. Con el cambio climatico y el aumento de las
temperaturas se presentara un impacto fuerte en; las precipitaciones, aumento de la evaporacion; los
glaciares y la cobertura de nieve seguiran con una tendencia de retroceso.

A lo largo de los ultimos siglos y especialmente desde la revolucion industrial, se ha elevado la
concentracion de gases de efecto invernadero (GEI) que se emiten a la atmosfera, resultado de las
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tecnologias y précticas predominantes que han dinamizado las economias del mundo en estos afios,
en una medida que, de persistir esta tendencia, puede aumentar la temperatura de la atmésfera a un
nivel que afectarian negativa e irreversiblemente a todos los sistemas del planeta. Resulta
paradojico que los avances que permitieron la evolucion histérica de la condicién humana sean
justamente los que ponen en riesgo la supervivencia a mediano y largo plazos. Segun el Programa
de las Naciones Unidas para el Medio Ambiente (PNUMA), el cambio climéatico podria ser el
principal problema ambiental al que se enfrentard la humanidad en el transcurso del siglo XXI,
junto a la sexta gran extincion de las especies (de cien a 1,000 veces mas veloz que las anteriores),
la disponibilidad de agua de calidad, la acumulacién de residuos contaminantes, y los procesos de
desertificacion.

El cambio climético ha captado una atencion sin precedentes a partir de 2007 (una década después
de la firma del Protocolo de Kyoto de la Convencién Marco de las Naciones Unidas sobre el
Cambio Climético), movilizando la voluntad internacional para concertar acciones tendientes a
mitigarlo y originando una preocupacion creciente por sus potenciales implicaciones negativas en el
desarrollo de los paises. En 2007 se publicd el cuarto informe de evaluacion del Grupo
Intergubernamental de Expertos sobre el Cambio Climatico (IPCC) y el informe Stern. El primero
de ellos despejo incertidumbres sobre la responsabilidad humana en el componente principal del
cambio del clima que afecta al planeta e ilustré extensivamente los esperables aumentos de la
temperatura media del planeta, el nivel de los mares y los potenciales dafios de esta alteracion
climatica en distintos escenarios futuros. El informe Stern, por su parte, ademas de presentar
estimaciones sobre los costos globales de bienestar y producto global, demostrando la conveniencia
de actuar prontamente.

Asimismo, este ultimo informe se pronuncié por lo que crecientemente se ha convertido en el
estandar de seguridad climética para los paises industrializados y algunas economias emergentes
con grandes emisiones de GEI: detener el aumento de la concentracién de estos gases en la
atmasfera de manera que se estabilice en un rango de entre 450 y 550 partes por millon (ppm) hacia
fines del siglo, lo que significaria un nivel de aumento global de la temperatura de entre 2°C y 6°C.
Rebasado este nivel, los cambios en los sistemas del planeta ofrecerian reducidas alternativas de
adaptacion.

El futuro es alin mas preocupante, el calentamiento medio proyectado para América Latina hacia
fines del siglo varia, de acuerdo a los diferentes modelos climaticos, de 1°C a 4°C en escenarios que
consideran ciertos niveles de mitigacion de emision, y de 2°C a 6°C en escenarios que no lo hacen.
En la mayor parte de la region, la media anual de calentamiento probablemente sea mas alta que la
media global, con la excepcion del sur de América Latina.

La incidencia de desastres naturales se ha triplicado en la década de los noventa, si la comparamos
con la de los afios setenta y las pérdidas econémicas se han incrementado nueve veces. Asimismo,
siete de los diez afios mas calurosos desde 1860 los encontramos en los afios noventa del siglo XX.
Sin poder correlacionar directamente la mayor incidencia de los desastres naturales con el cambio
climatico global, tampoco se puede negar que una de las causas probables sea precisamente la
alteracion de la atmosfera por parte de los humanos desde la Revolucion Industrial. Por lo pronto,
podemos decir que el origen del cambio climéatico se encuentra paraddjicamente en la base del
progreso de la civilizacion actual.

Nunca antes en la historia de la humanidad el hombre habia logrado el nivel de desarrollo y
conocimiento cientifico que tiene hoy en dia. Nuestra civilizacion ha logrado conquistar el espacio,
intercomunicar el mundo en fracciones de segundo, erradicar muchas enfermedades y ampliar las
expectativas de vida de la poblacion. Sin embargo nunca antes las formas de vida que conviven en
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este extraordinario planeta, entre ellas la especie humana, habian estado amenazadas como lo estan
hoy en dia.

A finales de los afios noventa, un preeminente grupo mundial de expertos climaticos conformaron el
Panel Intergubernamental sobre Cambio Climéatico (IPCC por sus siglas en inglés) y predijeron una
variedad de impactos devastadores que incluye un aumento en la intensidad y namero de eventos
climaticos extremos que exacerban desastres naturales, la desaparicion de bosques, el deshielo de
los glaciares y la sequia en pastizales templados. La enorme diversidad geografica hace
extremadamente variados los patrones de vulnerabilidad al cambio climatico.

Las predicciones que se venian haciendo sobre los posibles efectos del cambio climatico y sus
consecuencias han dejado de ser hipétesis para convertirse en realidades. Asi lo evidencian las mas
recientes investigaciones y observaciones de los fendmenos climéaticos y sus efectos sobre los
ecosistemas y las poblaciones humanas. Aln si la humanidad lograra reducir o detener las
emisiones de gases efecto invernadero a la atmosfera, la inercia del cambio climatico y sus impactos
se mantendrén a lo largo de los proximos dos siglos.

En toda la historia geoldgica y hasta el presente en el planeta se han liberado o absorbido diferentes
fuerzas y energias, generdndose procesos que modelan la faz terrestre, sin embargo una lista
creciente de desastres con factura netamente humana, que se le puede considerar como amenazas al
orden que ha guardado la Tierra durante milenios, incluye alteraciones de procesos y sistemas
naturales como el cambio climético, dafio en la capa protectora de ozono, desertizacion, pérdida de
la biodiversidad, fragmentacion de ecosistemas y la amenaza de las explosiones nucleares. Algunos
de estos acontecimientos naturales se desencadenan subitamente en pocos dias 0 meses, con un
flujo energético inusual o con una fuerza descomunal que produce transformaciones climatoldgicas,
hidroldgicas, oceanograficas geoldgicas y geogréaficas de gran magnitud y extension.

Los sucesos catastroficos que derivan de una variedad de fendbmenos naturales con manifestacion
extrema son: inundaciones, tifones, huracanes y ciclones, tornados, vendavales y tormentas
eléctricas, ventiscas y nevadas, ondas célidas y ondas frias, deslizamientos, derrumbes y
avalanchas, terremotos (por desplazamiento de fallas locales o por movimientos de placas
tectonicas), maremotos (tsunami), granizadas, heladas, sequias y tormentas de arena y polvaredas,
erupciones volcénicas.

El desarrollo répido de la poblacién mundial, con su caracteristica concentracion en densos centros
urbanos, ha hecho que los dafios en vidas y materiales se noten cada vez con mayor intensidad. La
estadistica de las catastrofes de origen natural indica que durante el siglo que recién termina ha
aumentado la frecuencia de los fendmenos de indole hidrometeoroldgico, mientras que los de origen
sismico, vulcanoldgico y geoldgico mantienen los ritmos historicos.

No hay nada de natural en un desastre. La naturaleza esta llena de amenazas; terremotos, erupciones
volcénicas, inundaciones, etc., pero los humanos contribuimos a crear el desastre. No podemos
impedir una erupcion volcénica pero podemos evitar que sea un desastre. Cuando un volcén entra
en erupcion en una zona silvestre, se trata de una amenaza natural. Pero si entra en erupcion cerca
de una gran ciudad, lo mas probable es que se convierta en un desastre y amenace las vidas de
cientos de miles de personas y sus comunidades. Una vez entendido que existe una diferencia entre
amenaza natural y desastre, comprenderemos que los desastres estan inducidos, en gran parte, por
los seres humanos, y que cada vez mas se desencadenan a causa de las actividades humanas como la
deforestacion, la rapida urbanizacion, la degradacién ambiental y el cambio climético.

Los procesos de remocion en masa tienen multiples causas, tales como las condiciones geoldgicas,
geomorfoldgicas y la intervencion antropica; sin embargo, un solo factor como la precipitacion o el
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deshielo, es considerado el estimulo externo que puede generar una respuesta casi inmediata de
movilizar los materiales que conforman las laderas, sea por el rapido incremento de los esfuerzos o
por la reduccion de la resistencia. La lluvia y el deshielo como factor detonante en la ocurrencia de
movimientos en masa ha sido estudiada por numerosos autores, algunos de estos estudios han
abordado esta problemética utilizando la estadistica, definiendo umbrales criticos que relacionan
generalmente la intensidad y la magnitud de la lluvia con la ocurrencia de los movimientos en masa.
Igualmente son explorados modelos fisicos basados en patrones geotécnicos e hidrolégicos que
relacionan lluvias, presion de poros y estabilidad de taludes.

Los movimientos en masa son el producto de diversos elementos, donde la configuracion
morfoldgica y evolucion de los taludes juegan un papel determinante (Brunsden, 2002; Griffiths et
al., 2002; Hutchinson, 1995; citado por Legorreta, 2005). La definicion mas simple y ampliamente
aceptada es la dada por Cruden (1991), quien define el término como el movimiento de una masa de
roca, escombros o tierra a lo largo de un talud. Bajo esta definicion existe una gran variedad de
movimientos en masa. Algunos son lentos, pequefios e imperceptibles, en tanto otros involucran
grandes volimenes de material y alcanzan altas velocidades con una gran poder destructivo
(GEMMA, 2007). La clasificacion de movimientos en masa mas ampliamente conocida y aceptada
es propuesta por Varnes (1978) y actualizada por Cruden & Varnes (1996). Estos autores emplean
como criterio principal para la clasificacion, el tipo de movimiento y el tipo de material. Los tipos
de movimientos definidos por estos autores son caidas, volcamientos, deslizamientos, flujos, y
propagacion lateral. En tanto los materiales los dividen en suelo y roca. Una gran complejidad de
movimientos puede surgir de la combinacién de estos criterios sencillos.

Los movimientos en masa son el producto del debilitamiento progresivo de las propiedades
mecanicas de los materiales de las vertientes por procesos naturales tales como meteorizacion,
levantamientos tectonicos y actividades humanas que activan movimientos lentos, generalmente
imperceptibles (Costa & Baker, 1981; Soeteres & van Westen, 1996), sin embargo, un solo factor,
comUnmente la precipitacion, un sismo o el deshielo, es considerado como el estimulo externo que
puede generar una respuesta casi inmediata de movilizar los materiales que conforman los taludes,
(Wang & Sassa, 2006; citado por Legorreta 2005).

De esta forma los factores que controlan la ocurrencia y distribucion de los movimientos en masa
pueden dividirse en dos categorias: las variables cuasi — estaticas o condicionantes y las variables
dindmicas o detonantes. Las variables cuasi — estaticas, tales como las propiedades de los suelos, la
topografia contribuyen a la susceptibilidad de las vertientes y definen la distribucion espacial de los
movimientos en masa. En tanto, las variables dindmicas, tales como el grado de saturacion del suelo
y la cohesion controlan los factores detonantes de taludes susceptibles. La climatologia, los
procesos hidroldgicos, y las actividades humanas controlan a su vez las variables dindmicas, y
caracterizan el patron temporal de los movimientos en masa (Crosta & Fratiini, 2003).

Los movimientos en masa detonados por lluvias y deshielos, generalmente denominados
deslizamientos superficiales planares o soil slip, se caracterizan por su pequefio espesor (0.3 — 2m)
mucho menor a la longitud del movimiento, superficie de falla sub paralela a la pendiente y escarpe
de area reducida (Anderson & Sitar, 1995). Estos movimientos son generados durante eventos
intensos de lluvia por el aumento répido de la presion de poros o por la pérdida del componente de
cohesion aparente (Wang & Sassa, 2003; Terlien, 1998; Crosta, 1998; citado por Legorreta, 2005).
Posteriormente el material desplazado, por procesos de licuacion o reduccion répida de la
resistencia al cortante en condiciones no drenadas (Anderson & Sitar, 1995), se convierte en un
flujo que se propaga ladera abajo trasportando sedimentos del canal, incrementando el volumen de
material inicial desplazado. Para suelos parcialmente saturados, Li et al. (2005) describen dicho
proceso como el resultado de la infiltracion de lluvia o agua del deshielo que reduce la succién de la
matriz de los suelos en la ladera, esa reduccion reduce a su vez la resistencia al cortante del
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material. Una vez el suelo esta completamente saturado, la succion desaparece completamente, y un
nivel fredtico colgado con presion de poros positiva se desarrolla. Esta presion de poros positiva
reduce alin mas la resistencia al cortante aumentando la probabilidad de ocurrencia de un
movimiento.

Gostelow (1991) e liritano et al. (1998) (Citados por Legorreta, 2005) consideran que la lluvia o el
dshielo puede actuar de dos formas diferentes en la estabilidad de las laderas:

(1) Eventos de lluvia o deshielo muy intensos causan una reduccion de la resistencia al cortante
por reduccion de la cohesion aparente generando movimientos inicialmente superficiales.

(2) Eventos de lluvia de larga duracion que causan el incremento en la presion de poros sobre
una superficie de falla potencial generando movimientos de masa mucho mas profundos y
frecuentemente a lo largo de superficies de cizalla pre existentes.

Los movimientos superficiales son usualmente detonados por lluvias cortas e intensas, en tanto que
los movimientos profundos estan mas relacionados con la distribucién y variacion de la lluvia en
periodos largos.

Wilson & Wieczorek (1995) (citado en Legorreta, 2005) sugieren que la precipitacion puede inducir
la generacion de una zona saturada con el incremento l6gico del nivel freatico, especialmente para
perfiles poco profundos; y por otro lado, Rahardjo et al. (1995) sugieren que un nivel freatico
colgado y temporal se forma en perfiles de suelo profundos, entre la superficie del terreno y el
frente hiimedo, reduciendo la presion de poros negativa e iniciando un flujo paralelo a la ladera que
contribuye a la inestabilidad de la vertiente. Estas consideraciones permiten evaluar la presion de
poros generada por el aumento de una capa saturada sobre una superficie de falla critica
predefinida, o por el contrario evaluar el desarrollo de la presion de poros a partir del avance de un
frente himedo.

Collins & Znidarcic (2004) proponen dos distintos mecanismos de falla generados por la
infiltracion. En el primer mecanismo, la falla ocurre al aumentar la presion de poro positiva
originando licuacién del material, en tanto el segundo mecanismo la falla ocurre en presiones de
poros negativas donde el material esta aun en estado no saturado y la falla ocurre por reduccién de
la succion y la masa se comporta similar a un cuerpo rigido. Suelos de grano fino y baja infiltracion
no tienden a desarrollar presiones de poros positivas y la falla ocurre generalmente por reduccion de
la resistencia al cortante causada por pérdida de succion. En general los movimientos en masa
superficiales estdn asociados con el desarrollo de presiones de poros positivas mientras
movimientos mas profundos estan asociados a pérdida de succion (Collins & Znidarcic, 2006).

Las propiedades del suelo y la intensidad de la lluvia (I) son un factor primario que controla la
inestabilidad de los taludes; la magnitud y taza de reduccion en el factor de seguridad (FS) es
directamente proporcional a la magnitud de la intensidad de lluvia, a mayor intensidad mas
rapidamente decrece el factor de seguridad (Rahardjo et al., 2007). Adicionalmente pequefas
variaciones en la conductividad hidraulica (k) controlan la localizacién de la ocurrencia de
movimientos en masa, lo que explica de cierta forma el carécter aleatorio en la distribucion de los
movimientos sobre una misma ladera aparentemente homogénea. Cho & Lee (2001) estudian los
mecanismos de falla en taludes conformados por suelos residuales no saturados donde encuentran
que el campo de los esfuerzos es modificado por la distribucion de la presién de poros (y), la cual
es controlada por las variaciones espaciales de la conductividad hidraulica durante la infiltracion de
la lluviao por el fecto del deshielo. Y aunque el talud es homogéneo texturalmente, la conductividad
hidraulica tiene una distribucion no homogénea ya que es una funcién del contenido de agua o de la
succion.
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La complejidad en encontrar las probabilidades de alcanzar una profundidad de saturacion critica y
por lo tanto pronosticar la ocurrencia de movimientos en masa detonados por lluvias o el deshielo es
funcion de una gran cantidad de parametros involucrados e intimamente relacionados (Figura 1.3).
El flujo de agua que entra al suelo (In) es funcion de las propiedades del suelo, la lluvia (P) y la
morfologia de la ladera (ML); las caracteristicas hidraulicas y la succion (-y) son propiedades
dominantes del suelo; mientras la intensidad de la lluvia (1) y su duracion (D) son condiciones
externas que inciden en la saturacion del suelo (Wang & Shibata, 2007; citado por Legorreta, 2005).
Otros factores que controlan la duracion y cantidad de la precipitacion critica son el contenido
volumétrico de agua en el suelo (@) y la lluvia antecedente. En conclusion la mecénica, las
propiedades fisicas e hidraulicas de los suelos, el espesor del perfil de meteorizacion (Z), y la
cobertura vegetal (V) contribuyen a la resistencia de los suelos y las condiciones de flujo sub
superficial, induciendo condiciones variables de inestabilidad como respuesta a los patrones de

lluvia.
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Figura 1.3.- Representacion esquematica tridimensional del perfil de meteorizacion sobre una ladera de
morfologia (ML) convergente bajo lluvia (P) y las variables hidrolégicas - geotécnicas que influyen en
la ocurrencia de movimientos en masa: intensidad de la precipitacion (1), contenido de agua volumétrico
(0), presion de poros positiva (y+) y negativa o succion (y-), permeabilidad (k), peso del suelo (W),
vegetacion (V), infiltracion (In), pendiente de la ladera (B), resistencia al cortante (1), profundidad (Z),
espesor suelo saturado (h) (Suarez J. 1985).

Suelos con alta porosidad efectiva presentan una mayor capacidad para mantener y almacenar agua,
por lo tanto retrasan la infiltracion en el sub suelo. Consecuentemente el incremento en la presion
de poros (w) también se retrasa afectando positivamente la estabilidad de la ladera. Para tormentas
no muy intensas, no se presentan movimientos superficiales cuando existen altos valores de
porosidad efectiva. Sin embargo estos altos valores tienden a aumentar el contenido de agua de la
masa desplazada, lo que genera finalmente movimientos mas rapidos y que recorren mayores
distancias, ademas de depositarse sobre areas mas extensas. Estas tres condiciones le dan
caracteristicas mucho mas destructivas a estos movimientos en suelos con alta porosidad efectiva.
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La succion (-w) es una de las variables mas importantes de esfuerzos en la teoria de suelos no
saturados (Fredlund & Morgerstern, 1977; Fredlund & Rahardjo, 1993). Para suelos no saturados el
coeficiente de permeabilidad es funcién del grado de saturacion o succion debido a la distribucion
heterogénea de los poros y el agua o contenido volumétrico de agua (@) y succion dentro de la masa
de suelo. La cantidad de agua almacenada depende también de la succién de la matriz y la retencion
de humedad caracteristica de la estructura del suelo (Ng & Shi, 1998). Con el incremento del
contenido volumétrico de agua (@), la succion y consecuentemente la conductividad hidraulica
decrecen, debido al nimero menor de poros conectados dentro de la estructura del suelo que
decrece el numero de canales disponibles para el flujo de agua (Collins & Znidarcic, 2004). La
existencia de succion incrementa la resistencia del suelo. Movimientos en masa superficiales
ocurren en suelos residuales de fuertes pendientes después de fuertes o prolongadas lluvias, donde
el agua empieza a infiltrarse en el suelo, la succion en los horizontes superficiales se reduce
lentamente y se convierte en cero cuando el suelo alcanza la condicidn saturada. Es conocido que la
lluvia induce un aumento en el nivel freatico y un incremento en la presion de poros que genera la
falla de la ladera. Sin embargo en numerosos casos no se encuentran evidencias de un aumento
suficiente del nivel freatico como para detonar dichos movimientos, en estos casos se atribuye la
falla al avance del frente himedo en el perfil de suelo hasta que alcanza una profundidad que detona
el movimiento, esta situacion se presenta por la reduccion de la resistencia al cortante generada por
la reduccion de la succion. Gofar et al. (2008) estudian la respuesta de la distribucion de la succion
a la infiltracion de la lluvia de dos taludes con dos suelos diferentes, uno de tamafio fino y el otro de
tamafio grueso. Los resultados muestran que la distribucion de la succion del suelo grueso es mas
influenciada por lluvias cortas e intensas, mientras que la succién en el suelo fino es gobernada por
la duracion de la lluvia.

Una de los mas recientes e importantes avances que permite considerar todas estas variaciones de
las propiedades de los suelos, la morfologia de los taludes, asi como el patrén de lluvias ha sido el
uso de modelos fisicos e hidrologicos distribuidos (Borga et al., 1998; Crosta, 1998; Burton &
Bathurs, 1998; Griffiths & Collison, 1999; Frattini et al., 2004). A la escala de cuenca, los modelos
distribuidos representan un acercamiento que incorpora la heterogeneidad espacial de la lluvia y de
aspectos que afectan la produccién de escorrentia y la estabilidad del talud. Un problema
fundamental en el uso de modelos fisicos distribuidos es el como parametrizar las propiedades del
suelo y las consideraciones necesarias que por ende influyen en la calidad de los resultados.

En la préctica, la incorporacion de los factores dindmicos o detonantes se realiza por métodos
estadisticos o fisicos. Los métodos basados en consideraciones estadisticas definen umbrales
criticos que relacionan generalmente la intensidad y la magnitud de la precipitacion ya por lluvia
nieve o granizo con la ocurrencia del evento. Estos estudios dependen en gran medida de la calidad
de los datos, tanto del inventario de movimientos en masa como historial de precipitacion en sus
tres modalidades. Por otro lado un grupo importante de investigadores, han enfrentado este
problema desde el punto de vista matematico, desarrollando modelos fisicos basados en patrones
geotécnicos e hidrolégicos que relacionan precipitacion, presion de poros y estabilidad de taludes;
estos modelos tienen la capacidad de evaluar la actividad espacial y temporal de la inestabilidad de
los taludes pero depende fuertemente de las variables de entrada y condiciones de frontera (van
Beek & van Asch, 2004).

De esta forma, cuantificar el mecanismo detonante es un paso esencial hacia el pronéstico de la
amenaza por movimientos en masa, por lo cual el reto actual se enfoca en cuantificar los procesos
fisicos relacionados con la infiltracion de la lluvia o deshielo, la recarga de los flujos sub-
superficiales y consecuentemente la ocurrencia de los movimientos.

Estos métodos estadisticos y fisicos, han permitido definir umbrales, los cuales son definidos como
el minimo o méximo nivel critico de alguna cantidad necesaria para que un proceso ocurra. El
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umbral minimo corresponde al valor inferior por el cual no se registran movimientos, en tanto el
umbral maximo representa el umbral de precipitacion sobre el cual los movimientos en masa
siempre ocurren. Para establecer umbrales de precipitacion critica adecuados es entonces necesario
considerar las condiciones especificas de cada area, estableciendo la relacion entre las condiciones
locales y regionales de precipitacion con las caracteristicas de los suelos y morfologia de los
taludes.

En términos generales los métodos fisicos explican generalmente la ocurrencia de los movimientos
en masa combinando andlisis geotécnicos para determinar presiones de poro criticas y analisis
hidrolégicos para evaluar la cantidad de Iluvia que es requerida para aumentar tales presiones de
poro criticas. Los modelos fisicos definen umbrales relacionando la cantidad de precipitacion
medida a nivel regional y local con las caracteristicas del terreno, y son calibrados usando eventos
de lluvia para los cuales la cantidad de lluvia detonante, la localizacion y el tiempo de los
movimientos en masa generados son conocidos (Guzzetti et al., 2005).

Modelos conceptuales que expliquen la respuesta hidroldgica para la iniciacion de flujos son
diversos y se han planteado desde hace varias décadas. El modelo probablemente més reconocido se
basa en la idea del incremento de la densidad y la disminucién de la conductividad hidraulica (k)
del regolito con la profundidad (Z), en donde la tasa de precipitacion excede la tasa de percolacion
en profundidad, creando un nivel freatico colgado en el regolito y asumiendo que el flujo en la zona
saturada es paralelo a la vertiente. En este modelo la situacién més critica para la estabilidad del
talud se considera cuando la zona saturada alcanza la superficie del talud y la presion del agua en
los poros () esté limitada por su altura (h) (Anderson & Sitar, 1995).

Existen consideraciones simples que toman la hidrologia de la ladera como un flujo sub superficial
en estado estatico y evaltan el control topogréafico en la presion de poros, los cuales tienen una
tendencia a sobre estimar espacialmente la amenaza dependiendo de la calidad de los datos
topograficos, y modelos hidrolégicos para vertientes inicialmente no saturadas que consideran
flujos dindmicos transitorios, que evallan la amenaza por movimientos en masa para tormentas
especificas; la presion de poros que se desarrolla en los suelos, en estos casos, ocurre como un
proceso transitorio de acuerdo al movimiento de infiltracion vertical en el perfil de suelo,
adicionalmente la resistencia al cortante depende del grado de succién o presion de poros negativa
(Collins & Znidarcic, 2004). La escala sub horizontal de los taludes es del orden de cientos de
metros, mientras el espesor del suelo es usualmente de algunos pocos metros, por lo que el flujo no
saturado paralelo al talud ocurre en escalas de tiempo mayores a la infiltracion, y su efecto sobre la
variabilidad de la presion de agua puede ser despreciable en la escala de tiempo con respecto a la
infiltracion vertical.

Algunos autores consideran que el concepto de flujo subterraneo en estado estatico no es apropiado
para evaluar las causas detonantes de los movimientos en masa, debido a los cortos periodos de
respuesta de la carga de presion en algunos suelos. Al asumir la lluvia en estado estatico
consecuentemente se esté eliminando el efecto de la redistribucion de la presion del agua en el suelo
perpendicular a la pendiente asociada a la infiltracion de precipitacion transitoria, por lo que dichos
modelos no pueden predecir la respuesta temporal de los movimientos en masa (Iverson, 2000).

Sin embargo los controles topogréaficos del flujo sub superficial afectan los patrones de humedad en
el largo plazo dentro de una cuenca y determinan la carga de presiéon anterior al inicio de una
tormenta. Por lo tanto la carga de presion de agua dentro de la columna puede ser expresada como
la suma de dos componentes, la carga producida por la tasa de infiltracion a largo plazo en estado
estatico, y la respuesta de la carga de presion en el corto plazo originado por una tormenta dada.
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Otros modelos en estado estatico basados en hidrologia de onda cinemética han sido usados para
vertientes con laderas saturadas en un gran nimero de trabajos. Los cuales utilizan en general la
ecuacion de Boussinesq para capacidad de almacenaje en laderas formulada en términos de la
ecuacion de Darcy y continuidad en términos de capacidad de almacenaje de agua en el suelo como
variable dependiente.

Uno de los modelos hidroldgicos dindAmicos mas ampliamente conocido y utilizado a nivel mundial
fue desarrollado por Iverson (2000), quien considera un régimen de flujo transitorio y suelo
parcialmente saturado a partir de las ecuaciones de Richard (1931), requiriendo como datos de
entrada la intensidad — duracion de la precipitacion y una caracteristica de difusividad hidraulica.
Iverson considera diferentes estados y consideraciones, especificamente para un comportamiento a
largo y corto plazo. Encontrando para un comportamiento a largo plazo el modelo de flujo de agua
estatico utilizado por Montgomery & Dietrich (1994); advirtiendo que un estado estatico y flujo de
agua paralelo a la vertiente sobre una capa impermeable, se cumple sélo si la duracion de la
precipitacion es muy larga, la profundidad es relativamente pequefia, la intensidad de la
precipitacion es muy baja y el componente de conductiva hidraulico perpendicular a la pendiente
excede en gran medida el componente paralelo a la vertiente.

Iverson (2000) propone para periodos cortos en suelos parcialmente saturados y flujo transitorio, la
variacion de la carga de presion del agua en el suelo en funcion del tiempo, de la difusividad
hidraulica maxima, la pendiente del talud, y la profundidad vertical del perfil de suelo. En el
modelo de Iverson, la capacidad de infiltracién es asumida como equivalente a la conductividad
hidraulica saturada. Sin embargo la capacidad de infiltracién debe variar de acuerdo a la duracion
de la lluvia, y la tasa de infiltracién estd significativamente relacionada con la capacidad de
infiltracion variable. Tsai & Yang (2006) demuestran que dichas presiones no realistas se deben a la
sobrestimacion de las tasas de infiltracion inducidas por asumir que la capacidad de infiltracion es
igual a la conductividad hidraulica saturada, y proponen un modelo de Iverson modificado que evita
dicha situacion.

Otro modelo de infiltracion vertical ampliamente conocido es el modelo de Green & Ampt, el cual
se define como un modelo de infiltracion simple con resultados muy consistentes con las ecuaciones
de Richard (Xie et al., 2004). Originalmente este modelo fue desarrollado para la infiltracion de
agua sobre superficies horizontales donde se presenta encharcamiento, por lo que para su utilizacion
en superficies inclinadas son necesarias algunas modificaciones; en el modelo de infiltracion Green
& Ampt se asume que se cumple las siguientes condiciones:

R/
0’0

La superficie del suelo se mantiene constantemente humeda por encharcamiento en la
superficie.

La carga de succion en el frente hiimedo es constante.

El déficit del contenido de agua volumétrica es uniforme antes y después de la humedad.

El coeficiente de conductividad hidraulico es constante e igual a la conductividad hidraulica
saturada.

X3

%

X3

%

X3

%

Estas condiciones significan que el suelo estd completamente saturado desde la superficie hasta el
frente himedo, mientras por debajo del frente himedo presenta un grado de saturacion igual al
inicial. Los modelos de avance de frente himedo se basan en el movimiento gravitatorio de la
humedad, lo que no es enteramente cierto. En realidad el frente hmedo tiene una distribucion de la
humedad variable y depende en gran medida de las caracteristicas del suelo y de la intensidad de la
precipitacion (Sharma & Nakagawa, 2005).

Mdltiples variaciones y ajustes se han realizado al modelo Green & Ampt. Pradel & Raad (1993)
desarrollaron un método basado en el modelo de Green & Ampt para estimar las probabilidades de
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falla de una ladera bajo prolongadas lluvias, el cual tiene en cuenta la intensidad y duracién de la
lluvia para varios periodos de retorno. EI método requiere que se cumplan dos condiciones, que la
intensidad de la lluvia se mayor que la capacidad de infiltracion del suelo, y segundo, que la
duracion de la lluvia sea mayor que el tiempo critico necesario para saturar el suelo a una
profundidad critica. Cho (2009) utiliza un modelo unidimensional de infiltracién y un analisis de
estabilidad infinita para determinar la influencia de la infiltracion en la estabilidad de una ladera
considerando dos horizontes. Para esto utiliza el modelo de infiltracién de Moore, el cual es basado
en el modelo de Green & Ampt, pero a diferencia cubre una situacion mas general, incluyendo
cuando el agua se mueve desde el perfil hacia arriba por la formacion de un nivel fretico colgado
generado por una reduccion de la permeabilidad del horizonte inferior. Algunos autores incluso
como Cho & Lee (2002) han modificado del método de Pradel & Raad tomando en cuenta la
intensidad y duracion de la lluvia para varios periodos de retorno con el objeto de evaluar las
probabilidades de falla para un evento de lluvia particular.

Finalmente existen algunas consideraciones, aplicables tanto a modelo hidroldgicos estaticos o
dindmicos, que no han sido incorporadas en los analisis hidroldgicos, tales como la influencia de la
reduccioén de la porosidad con la profundidad del suelo y el control del flujo lateral a través de rutas
preferenciales denominadas pipes o macro poros (Vélez et al., 2004). Algunos estudios empiricos
han encontrado que el flujo lateral a través de pipes controla la respuesta de las vertientes lo que
trae serios problemas en la aplicacion de los modelos hidrolégicos que asumen condiciones
isotropicas, homogéneas y de constante permeabilidad.

En el capitulo I1, nos introducimos en el estudio de la mecénica del medio poroso que tiene como
objetivo el comportamiento de las propiedades mecanicas del fluido que ocupa sus poros y la
interaccion con la matriz sélida que los alberga. Definiremos el medio continuo equivalente
compuesto por la superposicion de dos fases con dos campos de desplazamientos, uno para la
matriz solida y otro para el fluido (cinematicas distintas) que interactian e intercambian energia y
materia entre ellos. Los fluidos al igual que todos los materiales, tiene ciertas propiedades fisicas
que permiten caracterizar y cuantificar su comportamiento asi como distinguirlos unos de otros.
Algunas de estas propiedades son exclusivas de los fluidos y otras son tipicas de cualquier
sustancia. Propiedades como la viscosidad, tension superficial, compresibilidad y presién de vapor
se pueden definir en los liquidos y gases. Sin embargo, la masa especifica, peso especifico y
densidad son atributos de cualquier materia, estas propiedades quedaran definidas en el desarrollo
de este capitulo.

En el capitulo se verificard como las siguientes leyes se cumplen para la mecénica de fluidos:

i.  Conservacion de la masa Ecuacion de continuidad
ii.  Conservacion de la energia Ecuacion de la energia
iii.  Conservacion de impulso y cantidad de movimiento ~ Ecs. De Movimiento

Finalizamos el capitulo 11 con un marco teorico para comprender el comportamiento de los suelos y
rocas teniendo en cuenta el acoplamiento con el fluido intersticial. Los analisis que se llevan a cabo
hoy en dia son acoplados, empleando programas de calculo en elementos finitos, diferencias finitas
0 volumen finito donde se han implementado estos modelos, debido a que sus ecuaciones son en
derivadas parciales altamente no lineales.

En el capitulo Il analizaremos al suelo como un material constituido por una parte sélida o matriz y
unos espacios o0 poros, interconectados a manera de red dentro de la matriz sélida, los cuales pueden
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ser ocupados por una o varias fases de fluido ya sea liquida (agua) o gaseosa (aire). El agua de los
medios porosos se encuentra alojada en los espacios vacios o intersticios del medio geoldgico que
lo constituye. Estos intersticios actlan a la vez como depdsitos y como conductos, permitiendo asi
al medio poroso cumplir con sus dos funciones de almacenar y transmitir el agua subterranea. El
comportamiento hidraulico de un fluido en un medio poroso depende en gran medida de la
geometria del espacio poroso, como por ejemplo, el tamafio y forma de los granos y su disposicion
espacial. Las principales caracteristicas del medio poroso que se relacionan con el comportamiento
hidraulico son la porosidad, la superficie especifica, tortuosidad, grado de saturacion, densidad,
contenido de humedad, grado de saturacion. Asi como algunas teorias para la obtencion y relacion
de algunas de estas propiedades.

El modelo matematico descrito en el capitulo anterior debe ser completado mediante una ecuacion
adicional, que relacione los tensores de tensiones o sus incrementos con las deformaciones o sus
velocidades. En el capitulo IV se tratan las ecuaciones constitutivas, que en mecénica de fluidos
suelen ser denominadas modelos reol6gicos.

En este capitulo IV presentamos los modelos reoldgicos mas relevantes capaces de describir el
comportamiento de los suelos fluidificados. En este contexto, en una primera fase se describen los
mecanismos de licuacion o fluidificacion, que causan la transformacion del suelo de un material con
comportamiento solido a un material con comportamiento fluido. En paralelo, se describen algunos
aparatos y procedimientos de laboratorio que permiten determinar las propiedades de los materiales
fluidificados, asi como algunos aspectos béasicos del comportamiento de estos materiales.
Seguidamente, se introduce un marco general dentro del cual se pueden describir leyes reoldgicas
como la de los fluidos Newtonianos, los fluidos de Bagnold y los fluidos tipo Bingham. A
continuacion, se integran estos modelos en profundidad con el objeto de determinar los términos de
tensiones integradas en profundidad y fuerzas de friccion con el fondo.

Por ultimo en este capitulo IV se presentan los conceptos béasicos del método SPH haciendo
hincapié en su aplicacion a la modelizacion de deslizamientos rapidos. Por ello, estudiamos las
aproximaciones integrales de las ecuaciones de balance de masa y momento lineal. A continuacion,
se presenta la discretizacion SPH de las leyes de balance asi como de la ley reoldgica empleada.

En el capitulo V se intenta clarificar la terminologia y definiciones relacionadas con los
deslizamientos. Asimismo, se hace una revision de las clasificaciones de deslizamientos
encontradas en la bibliografia y se presentan las causas y mecanismos desencadenantes de este
fendmeno. A continuacion, se presentan y definen los deslizamientos rapidos objeto de este trabajo
de tesis. Estos movimientos, se clasifican en base a criterios mecénicos agrupandoles en;

1) Flujos de derrubios y coladas de barro, 2) Avalanchas granulares, y 3) Flujos deslizantes.

Por ultimo, se presenta una revision bibliogréfica de la evolucion de los estudios de deslizamientos
en general y de su modelizacion en particular.

En este capitulo VI, se presenta la aplicacion tanto del programa SPH al estudio de un ejemplo
representativo de los flujos de derrubios y coladas de barro. Se trata de los lahares ocurridos en el
volcén Popocatépetl (México). Para simular esta clase de movimiento se recurre a una reologia de
Bingham.
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En el capitulo VII se presentan las conclusiones y aportaciones de este trabajo de tesis y se
proponen futuras lineas de investigacion.

1.2 Objetivo del trabajo de tesis.

El objetivo del presente trabajo de tesis es comprender, identificar y analizar los fundamentos
tedricos sobre el comportamiento de los lahares, y su aplicacion en las barrancas Tenenepanco —
Huiloac provocados por el deshielo del glaciar Ventorrillo, ubicado en el flanco norte del volcan
Popocatépetl, integrando un modelado numérico para su probable zona de afectacion.
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CAPITULO .
FLUJO DE AGUA A TRAVES DE
1 MEDIOS POROSOS
1.1 Medios porosos definicién.

Los suelos y rocas son geo materiales con poros que pueden estar llenos de agua, aire y otros
fluidos. Un medio poroso esta compuesto por una red de vacios (huecos) incluidos dentro de una
matriz sélida y los cuales pueden estar interconectados, cerrados o aislados entre si, esta
distribucién de vacios, su tamafio y forma, caracteriza al material poroso. Se trata por lo tanto, de
materiales multifase, cuyo comportamiento esta regido por el acoplamiento entre sus fases,
presentdndose dos situaciones: flujo en fase simple, que consiste en que un fluido simple que llena o
satura los huecos y el flujo bifasico, que se presenta cuando un gas y un fluido comparten el espacio
vacio del medio poroso. Cuando hablamos de flujos en medios porosos nos referimos a fluidos
(liquido o gaseoso) que se mueven a través de un material sélido el cual se caracteriza, por tener
una gran cantidad de pequefios poros interconectados. Si consideramos el suelo como una mezcla,
podremos formular para cada componente ecuaciones de conservacion de masa, de momento lineal,
y constitutivas (Nield & Bejan, 1992).

El régimen de flujo valido en este modelo de medio poroso es el laminar, y por lo tanto cada canal
se define en el espacio como un tubo de corriente en el cual el patron de las lineas de corriente es
fijo, aunque la direccién de flujo a lo largo de ellos puede que no lo sea. En una unién no hay un
patron fijo de las lineas de corriente. Se asume que el fluido que satura el medio poroso es
newtoniano, de temperatura constante, quimicamente inactiva e incompresible. Las fuerzas activas
son debidas a la presion, la gravedad y el cortante resultante de la viscosidad del fluido. EI modelo
asume solo pérdidas de energia mientras el fluido se encuentre en el conducto y no en las uniones,
asi la red de canales conectados entre si produce gradientes promedio de presion, de densidad, de
viscosidad y de concentracion de solutos, en cualquier volumen elemental representativo (VER).
Estos gradientes promedio son practicamente independientes de la geometria de cada canal dentro
del VER. De otro modo, las desviaciones locales de los valores medios son mucho més pequefas
que el promedio mismo y dependen fuertemente de la geometria local de la matriz sélida.

El comportamiento del flujo en cada una de estas zonas tiene propiedades diferentes, lo cual ha
generado el desarrollo de teorias para cada caso. Para caracterizar un medio poroso en el cual cada
una de sus fases ocupa solo una porcion de un determinado volumen es necesario definir el llamado
volumen elemental representativo (VER), el cual es un elemento lo suficientemente pequefio como
para considerar que las propiedades del medio poroso son constantes en él, pero lo suficientemente
grande como para suponer que aun existe medio poroso en él y no Unicamente uno de sus
componentes (suelo, agua o aire). En conclusion el VER es el volumen més pequefio del material
que puede considerarse como medio poroso y en el cual tiene sentido definir las caracteristicas de
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dicho medio. Cualquier volumen menor al VER analiza solo una de las componentes del medio y
por lo tanto no es representativo del mismo. El tamafio del VER se selecciona de tal forma que los
valores promedio de todas las caracteristicas geométricas de la estructura en la fase solida y de
vacio en cualquier punto del medio poroso, sean una funcion tnica de la localizacion de ese punto e
independiente del tamario del VER.

En los Ultimos afios se ha agregado una herramienta mas para atacar el problema de la
caracterizacion de sistemas porosos, que es la simulacién por computadora, la que nos permite
abordar problemas de una complejidad afios atrds inimaginable.

El primer modelo matemético que describid el acoplamiento entre el esqueleto solido y el fluido
intersticial fue propuesto por Biot (1941, 1955). Se trataba de un modelo para materiales elasticos
lineales. Este modelo inicial fue mejorado posteriormente por otros investigadores, siendo de
destacar el trabajo del profesor Zienkiewicz y su equipo en la Universidad de Swansea, quienes
extendieron la teoria a materiales no lineales y a grandes deformaciones (1980, 1990, 2000).

Se puede concluir, a la vista de los trabajos mencionados, que la comunidad geotécnica ha tenido a
su disposicion un marco tedrico para comprender el comportamiento de los suelos y rocas teniendo
en cuenta el acoplamiento con el fluido intersticial. De hecho, los andlisis que se llevan a cabo hoy
en dia son acoplados, empleando programas de calculo en elementos finitos, diferencias finitas o
volumen finito donde se han implementado estos modelos.

La situacion es sin embargo distinta en el caso de la propagacion de deslizamientos rapidos de
laderas, donde es claro que existe un importante acoplamiento entre el esqueleto solido, el agua y
aire intersticiales. No es frecuente analizar la propagacion de un deslizamiento rapido empleando un
modelo acoplado. El primer modelo (con grandes simplificaciones), que ha sido propuesto en esta
area es el de Hutchinson (1986), que combind para un bloque que se desliza ladera abajo un modelo
mecanico de movimiento con la ecuacion de consolidacién unidimensional. Mas recientemente,
Iverson & Denlinger (2001) y Pastor et al., (2002) han propuesto formulaciones mas completas.

En el caso de un medio poroso no saturado, es posible distinguir la presencia de tres fases, tal como
se muestra en la Figura I1-1:

% Una matriz solida formada por un agrupamiento de granos de suelo, que puede ser
eventualmente deformable y a través de la cual circula un fluido (liquido, gaseoso).

+ Una fase gaseosa, esencialmente compuesta por aire y vapor de agua, que ocupa una
fraccion de los poros de la matriz sélida. Este gas puede circular a través de los poros o
quedarse atrapado en forma de burbujas.

% Una fase liquida, la que considera el total de liquidos presentes en el medio poroso y que se
encuentra en la fraccion restante de los poros.
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pomas con aire

pameulas
del suela

POrOS CON agua

Figura 11.1.- Ejemplo de un medio poroso (Martin D., 2011).

En la Fisica, la teoria de la dinAmica de los fluidos es desarrollada bajo dos puntos de vista: el
microscopico y el macroscopico. En el nivel microscopico se toma en cuenta la estructura
molecular del medio y el movimiento unidimensional de las particulas que lo forman. En el
macroscopico en cambio, se consideran las propiedades fisicas del medio. Sin embargo es
importante notar que la materia no es continua, es decir que a nivel microscopico la materia tiene
espacios entre las moléculas que la componen y a su vez estas moléculas estdn compuestas por
atomos que también estan espaciados y asi sucesivamente. Si se quiere describir el movimiento de
un fluido se pueden aplicar las leyes de Newton a cada una de las particulas y seguir su evolucién
en el tiempo, pero desafortunadamente esto seria imposible de llevar a cabo incluso con el actual
desarrollo de las computadoras. Asi en lugar de estudiar por separado la conglomeracion real de
moléculas se supone que el flujo es un medio continuo.

En la hipotesis del continuo se considera que cada una de las propiedades del sistema esta
uniformemente distribuida sobre éste. Asi, los solidos y los fluidos se pueden considerar medios que
poseen continuidad en todas sus propiedades y ser estudiados bajo tal suposicion (VER). Esta
hipdtesis significa que es posible asignar valores definidos de las propiedades del sistema (o porcion
de materia) a un punto y que los valores de esas propiedades son funciones continuas de la posicion
y del tiempo. Por eso, la hipotesis del continuo es la base de la mecénica de fluidos. En lo sucesivo
serd necesario suponer la existencia de un elemento pequefio o particula del fluido, la cual tendré
que ser suficientemente grande para contener muchas moléculas (VER).

Las hipdtesis basicas en las que se sustenta el modelo de flujo en medios porosos son:

% El fluido es compresible, es decir puede haber variacion de la densidad como funcidn de la
presion.

% El sdlido poroso conocido también como matriz es elastico, es decir en general la porosidad

depende de la presion.

No hay difusion del fluido.

» La velocidad del fluido esta dada por la ley de Darcy, que es una ecuacion constitutiva que

relaciona a la velocidad de las particulas del fluido con la presion.

X3

%

DS
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11.2 Mecanica de fluidos en medios porosos.

La mecanica de fluidos estudia las leyes del movimiento de los fluidos y sus procesos de interaccion
con los cuerpos solidos, la mecanica de fluidos como hoy la conocemos es una mezcla de teoria y
experimento que proviene por un lado de los trabajos iniciales de los ingenieros hidraulicos, de
caracter fundamentalmente empirico, y por el otro del trabajo bésicamente matemético, que
abordaban el problema desde un enfoque analitico. Al integrar en una Unica disciplina las
experiencias de ambas disciplinas, se evita la falta de generalidad derivada de un enfoque
estrictamente empirico, valido Unicamente para cada caso concreto, y al mismo tiempo se permite
que los desarrollos analiticos matematicos aprovechen adecuadamente la informacién experimental
y eviten basarse en simplificaciones artificiales alejadas de la realidad.

La caracteristica fundamental de los fluidos es la denominada fluidez. Un fluido cambia de forma
de manera continua cuando esta sometido a un esfuerzo cortante, por muy pequefio que sea éste, no
es capaz de soportar un esfuerzo cortante sin moverse durante ningun intervalo de tiempo. Unos
liquidos se moverdn mas lentamente que otros, pero ante un esfuerzo cortante se moveran siempre,
la medida de la facilidad con que se mueve vendra dada por la viscosidad.

Dentro de los fluidos, la principal diferencia entre liquidos y gases estriba en las distintas
compresibilidades de los mismos:

R/

% Gases.- Los gases presentan una gran compresibilidad, que influye sobre las caracteristicas
del flujo, ya que tanto el volumen como la densidad varian con facilidad. En el caso de los
gases el movimiento térmico vence a las fuerzas atractivas y, por tanto tienden a ocupar
todo el volumen del recipiente que los contiene.

% Liquidos.- En el caso de los liquidos por el contrario, la compresibilidad es muy débil. Esto

es debido a que las fuerzas atractivas entre las moléculas del liquido vencen al movimiento

térmico de las mismas, colapsando las moléculas y formando el liquido. Al contrario que en
el caso de los gases, que tendian a ocupar todo el volumen que los contiene, los liquidos
tienden a formar una superficie libre.

La nocion de compresibilidad dada es la correspondiente a la estatica de fluidos. En dindmica de
fluidos, hay casos en los que la densidad no varia a lo largo del flujo, incluso en un fluido
compresible, por lo que a ese flujo le podemos aplicar las leyes de los fluidos incompresibles. Los
fluidos no conservan la forma, al situarlos en un recipiente toman la forma del mismo.

Asi, mientras que un sélido experimenta un desplazamiento definido (o se rompe por completo)
bajo la accion de una fuerza cortante, en los fluidos pequefias fuerzas producen grandes
deformaciones no elésticas (en general no se recupera la forma) a volumen constante, que se
realizan de forma continua. En un sélido bajo una fuerza cortante constante se alcanza un angulo de
deformacién determinado y constante, en un fluido debemos hablar de una velocidad de
deformacidn constante o no, ya que la deformacion se produce de forma continua.

El anélisis de los fluidos tropieza con enormes dificultades de naturaleza matematica. Al contrario
de lo que ocurre con otras teorias clasicas como la electromagnética o cuéntica, descritas por
ecuaciones en derivadas parciales lineales (las de Maxwell y Schrodinger, respectivamente), el
movimiento de los fluidos estd descrito por un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que no
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son lineales. Fue Leonard Euler quien, en 1755, escribié por primera vez las ecuaciones
diferenciales que rigen el movimiento de un fluido no viscoso. Setenta afios después C. Navier e,
independientemente, G. Stokes introdujeron el término de viscosidad en las ecuaciones que hoy
denominamos de Navier-Stokes. A fecha de hoy, casi doscientos afios después, la mera existencia
de soluciones Unicas no esta garantizada, por lo que, en principio, las soluciones de dichas
ecuaciones podrian desarrollar singularidades, es decir valores no acotados de la velocidad o de sus
derivadas, o estructuras casi singulares en tiempo finito.

Es muy importante diferenciar entre la mecénica clasica del continuo y la mecéanica del medio
poroso continuo. La primera no toma en cuenta el intercambio de material con el mundo exterior,
mientras que la segunda considera a menudo elementos de volumen que pueden intercambiar fluido
con el exterior.

Los fluidos pueden moverse a través de ciertos materiales, como ocurre con las aguas subterraneas
que se filtran a través de los terrenos, o el petréleo que se mueve en las capas petroliferas hacia los
pozos de extraccion. Este movimiento es consecuencia de la accion conjunta de fuerzas
gravitatorias, de presion, y otras de diverso origen, que dan lugar a un desplazamiento que se
produce siempre hacia las zonas de menor energia potencial.

Se denominan materiales 0 medios permeables a aquéllos que permiten el paso de fluidos a través
de su porosidad, ya se trate de gases o de liquidos. Los materiales permeables pueden ser de muy
distintos tipos, esponjosos como algunas espumas, fibrosos, granulares como la arena de los
terrenos, etc... En todos ellos la caracteristica comun es que el flujo tiene lugar a través de una
intrincada red de micro canales, con una elevada pérdida de carga dada la pequefa seccion de éstos.
En el caso de liquidos apareceran también fuerzas de ascension capilar junto a las fuerzas que dan
lugar al flujo.

Los distintos terrenos consisten en una gran cantidad de particulas pequefias en contacto, con poros
0 espacios huecos entre las mismas que pueden estar ocupados por agua, gas o vapor. El fluido
puede circular de una parte a otra del medio a través de multitud de micro canales entre las
particulas que comunican los distintos poros, comportandose como medios permeables. En el caso
de un fluido en reposo en un medio permeable, éste asciende por el medio permeable por encima de
la altura de la superficie libre del liquido de fuera del medio permeable. Esto es debido a lo
siguiente: EI medio permeable est& constituido por un complejo conjunto de micro canales, a través
de los cuales asciende el fluido por capilaridad. En la Tabla 11.1 de dan algunos valores tipicos de
esta subida capilar para una serie de materiales. A la hora de modelizar el comportamiento de este
medio permeable frente a este efecto, se suele sustituir en los calculos la red real de capilares por un
sistema de capilares verticales de un cierto didmetro con una determinada densidad de capilares por
unidad de superficie. De esta forma se puede tratar el problema, asi como el problema que surge
cuando hay dos medios permeables de distintas caracteristicas superpuestos.
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Tabla 11.1.- Valores tipicos del ascenso capilar (Adaptada de Gratton J., 2002).

Material Ascenso capilar (m)
Arena gruesa 0.02-0.05
Arena mediana 0.12-0.35
Arena fina 0.35-0.70
Acrcillas 2 — 6 y superior

Los terrenos naturales contienen particulas que se desvian de forma considerable del
comportamiento esférico (como son por ejemplo las arcillas) y que ademas estan lejos de ser de
tamafio uniforme. Por tanto la red de micro canales es extremadamente complicada e imposible en
la practica tratar de una forma razonable un terreno atendiendo de forma detallada a la naturaleza
microscopica de su estructura de dichos micro canales. Por esta razon no fue posible tratar de forma
sistematica el flujo permeable hasta el tratamiento de Darcy.

Afortunadamente, en los problemas de flujo a través de medios permeables no es necesario tener en
cuenta el flujo a través de los canales individuales. Nuestro interés principal es el flujo
macroscopico, entendido como el flujo global a través de una seccién que contiene multitud de
micro canales, y que puede ser considerada uniforme a efectos macroscopicos, en contraste con la
distribucién aproximadamente parabolica que se tiene para un fluido newtoniano en régimen
laminar a través de un micro canal individual de seccion circular. De este modo, en vez de trabajar
con el medio permeable real con toda su estructura microscopica, trabajaremos con un medio
permeable ficticio de propiedades continuas en cada punto que coincide con el valor medio de las
propiedades microscopicas del mismo en el entorno de dicho punto.

Matematicamente el flujo permeable es una situacion analoga a la que se tiene en los procesos de
conduccion del calor en un cuerpo entre puntos que se encuentran a distintas temperaturas, actuando
en ese caso la temperatura como magnitud potencial. De esta forma, se produce un flujo de calor a
través del medio entre puntos que se encuentran a distintas temperaturas, dependiendo este flujo de
las caracteristicas del medio. En el estudio del problema de flujo a través de un medio permeable, la
magnitud potencial que regula el proceso sera la energia por unidad de peso del fluido,
produciéndose entre puntos en los que el fluido tiene distinta energia por unidad de peso.

La mecénica del medio poroso tiene como objetivo el comportamiento de las propiedades
mecéanicas del fluido que ocupa sus poros y la interaccion con la matriz sélida que los alberga. Esta
clase de problemas se caracterizan por el movimiento del sélido y el fluido a diferentes velocidades.
En la gran variedad de materiales donde encontramos los medios porosos estan las rocas y los
suelos que fueron objeto de estudio de la teoria de poro elasticidad desarrollada por Maurice Biot,
usando como base la definicién de medio continuo equivalente, Biot establecio en diferentes etapas
(1941, 1955, 1962) la base de las teorias usadas hoy en dia. Estas consideran que el medio continuo
equivalente esta compuesto por la superposicion de dos fases con dos campos de desplazamientos,
uno para la matriz sélida y otro para el fluido (cinematicas distintas) que interactdan e intercambian
energia y materia entre ellos.

Print to PDF without this message by purchasing novaPDF (http://www.novapdf.com/)

22


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO CAPITULO Il

UNIDAD DE POSGRADO, FACULTAD DE INGENIERIA FLUJO DE AGUA A TRAVES DE MEDIOS POROSOS

El concepto fundamental de medio continuo es una abstraccion que, estrictamente hablando, esta en
contra de una teoria incontestable y ampliamente verificada, la teoria atdmica, que describe la
realidad a niveles inferiores a los nanémetros (10°m). En las matematicas se construyen teorias que
sirven de modelo a una parte de la realidad, este modelo ha de ser juzgado desde el punto de vista
matematico y fisico, por su eficacia en reflejar, explicar y permitirnos conocer la realidad observada
para predecir su evolucion futura. Hoy dia en el periodo dorado de la ciencia computacional,
afiadiremos como esencial la capacidad de calcular y disefiar eficazmente en base a este modelo.

La hipotesis del continuo es rigurosamente falsa a niveles microscopicos, sin embargo se revela
como extraordinariamente eficaz y ajustada cuando estudiamos fendmenos que ocurren a escalas
llamadas macro o mesoscopicas, para fijar ideas longitudes mayores a 10°cm. Asi pues, haremos
matematicas exactas para describir con mayor aproximacion fendmenos que de otro modo escapan
a la capacidad de descripcion cuantitativa e incluso cualitativa. Hemos de hacer notar que la
mecanica de fluidos no es la Unica rama de la mecéanica basada en estd abstraccion, también la
elasticidad y la plasticidad se basan en tal hipétesis.

La aproximacion del medio continuo resulta ser tan efectiva que se olvida con frecuencia de que se
trata de un modelo. Es con todo importante tener en cuenta las hipdtesis de partida, asi la
consideracion del fluido como un medio continuo se basa en que éste consiste en un agregado de
particulas en movimiento caético y que la distancia caracteristica de este movimiento, que recibe el
nombre técnico de recorrido libre medio entre colisiones (4 < 10°cm), es mucho menor que las
longitudes experimentales, que tomamos tipicamente como mayores de 10”° cm, de forma que solo
percibimos un cierto promedio de los procesos individuales entre particulas. Ahora bien, en
ocasiones el recorrido libre medio puede ser mucho menor, la hip6tesis del continuo cesa de ser
vélida y no quedard méas remedio que recurrir a teorias mas detalladas que tengan en cuenta los
movimientos moleculares.

Una vez establecido que trabajamos en escalas muy superiores al recorrido libre medio de las
particulas podemos olvidar el fino detalle de su movimiento individual y ver en torno a cada punto
del espacio X y para instantes de tiempo t en un volumen elemental representativo (VER, V), de
tamafio mesoscopico, es decir mucho mayor que 4 y mucho menor que las longitudes
macroscopicas en las que deseamos trabajar. Este volumen elemental representativo, que se
denomina también particula fluida, es considerado como un medio continuo y homogeéneo; en él se
define una velocidad media del movimiento de ese elemento, que serd para nosotros la velocidad
puntual en ese punto e instante, u(X, t), o para decirlo en forma mas matematica, admitimos que
existe un valor limite de los promedios cuando AV se hace muy pequefia en la escala intermedia, es
decir es muy pequefio pero ain por encima de la escala atdbmica. Del mismo modo, se habla de las
demas magnitudes macroscopicas, como la densidad, presion, temperatura, viscosidad, etc. La
existencia de estos valores medios para las magnitudes fundamentales en cada particula fluida es lo
que constituye la hipdtesis de continuidad del medio.

Las particulas en un medio continuo son consideradas como particulas puntuales ideales que
promedian las propiedades de cada volumen elemental. De acuerdo con ello, el tratamiento
matematico consiste en olvidar la existencia de otra realidad a escala inferior y realizar estos pasos
al limite cuando 6V es un volumen infinitesimal en el sentido usual. El tratamiento de esta realidad
ideal sigue unas leyes, las leyes de la rama de medios continuos. De aqui surge una dualidad que
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estd en la base de la disciplina, dualidad que es comun a todas las teorias que aspiran a describir
matematicamente el mundo fisico. Por un lado la mecénica de fluidos es una rama de la ciencia
natural, sus lineas de investigacion obedecen a la necesidad de describir para comprender a la
naturaleza, y los resultados obtenidos se validan experimentalmente. Pero al mismo tiempo, el
estudio tedrico se desarrolla segun pautas estrictamente matematicas, de forma auto consistente,
dando lugar a una teoria matematica perfectamente independiente y auténoma, que se relaciona con
las ecuaciones diferenciales, el analisis, la geometria, topologia, cuyo desarrollo ha sido motivado
por el estudio de los fluidos en alguna de sus partes mas fundamentales.

La teoria matematica de los fluidos no vive aislada sino que forma con la mecénica de fluidos
experimental y la mecéanica de fluidos computacional el gran cuerpo de la mecéanica de fluidos
actual.

Como en todas las ramas de la ciencia, en la mecénica de fluidos probablemente la hip6tesis mas
importante es la del medio continuo y en general de toda la mecanica de medios continuos, en
funcidn de las cuales se desarrollan todos los conceptos. En particular, en la mecénica de fluidos se
asume que los fluidos verifican las siguientes leyes:

iv.  Conservacion de la masa Ecuacion de continuidad
v.  Conservacion de la energia Ecuacion de la energia
vi.  Conservacion de impulso y cantidad de movimiento  Ecs. De Movimiento

11.2.1  Propiedades de los fluidos.

La materia se clasifica por el estado en que se encuentra presente en la naturaleza, asi puede
presentarse como un sélido, el cual, usualmente no cambia su volumen ni su forma al cambiar de
recipiente donde esté contenido; liquido, cambia de forma pero no de volumen; o gas, cambia de
forma y de volumen al cambiar de recipiente donde esté contenido. Debido a que fluyen con
facilidad, los liquidos y los gases reciben el nombre de fluidos. Las fuerzas intermoleculares son
mayores en los liquidos, por lo que, al variar la presién o la temperatura los gases cambian
facilmente su volumen a diferencia de los liquidos.

Se puede hacer una subdivision de los fluidos en dos clases principales, compresibles e
incompresibles, sobre la base de su reaccion a esfuerzos de presion (normales). Todos los gases y
vapores son altamente compresibles. Los liquidos, por el contrario, son s6lo ligeramente
compresibles. Como veremos, la compresibilidad introduce consideraciones termodinamicas a los
problemas de flujo de fluidos. Si se puede suponer la incompresibilidad, es mucho mas facil
describir el estado del fluido y su comportamiento cuando estd en movimiento. Con algunas
excepciones importantes, los liquidos, para todo propdsito préctico, se tratan generalmente como
incompresibles. Los gases, por el contrario, pueden ser tratados como no comprimidos solamente si
el cambio en la presion es pequefio a través del sistema de flujo.

Entre las propiedades que diferencian el estado de la materia, la que permite una mejor clasificacion
desde el punto de vista mecénico es la que relaciona la forma en que reacciona el material cuando se
le aplica una fuerza. Cuando a un cuerpo sélido se le aplica una fuerza de corte, el material se
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deforma hasta alcanzar una nueva situacion de equilibrio (Figura 11.2). Las particulas del sélido se
reordenan de tal modo que en su nueva posicion son capaces de equilibrar la fuerza aplicada. Esta
reordenacion trae consigo un cambio en la forma del cuerpo, una deformacion de su aspecto
original. Si se deja de aplicar la fuerza el cuerpo es capaz, dentro de ciertos limites elasticos de
recuperar su forma original.

B o NS W

e B I o

Figura 11.2.- Comportamiento de un sélido sometido a una fuerza de corte o tangencial (Fernandez, 1999).

Si se hace lo mismo con un fluido la reaccién es diferente. En primer lugar debe disponerse de un
método que permita aplicar la fuerza tangencial. Para ello se puede suponer que una delgada capa
de fluido se encuentra en un plano horizontal y sobre la superficie del fluido se apoya una placa,
con la cual se intenta aplicar una fuerza tangencial al fluido (Figura 11.3).en este caso se puede
observar que una vez que se aplica la fuerza, el fluido comienza a deformarse continuamente
mientras ella permanezca aplicada. En otras palabras, las particulas del fluido adquieren una cierta
velocidad desplazandose unas con respecto a las otras. El fluido se deforma continuamente, o sea
escurre.

7 77077 7 G

7

Figura 11.3.- Comportamiento de un fluido sometido a una fuerza de corte o tangencial (Fernandez, 1999).

Con base en el comportamiento descrito, se acostumbra definir un fluido como; una sustancia que
se deforma continuamente, cuando esta sometido a un esfuerzo de corte o tangencial no importa que
tan pequefio sea éste. De esta definicion se desprende que un fluido en reposo no soporta ningdn
esfuerzo de corte.

Desde el punto de vista de la mecénica de fluidos interesa el comportamiento del material en un
sentido global, macroscopico, considerandolo en su conjunto como un medio continuo y por ende
sin vacios intermedios. Esto es en contraposicion a considerarlo como un sistema de particulas
individuales aisladas que actian como grupo. Un medio continuo se caracteriza porque sus 4&tomos
(0 moléculas) estdn tan proximas unas de otras que el conjunto puede considerarse
macroscopicamente como una masa homogénea, cuyo comportamiento puede preverse sin tener en
cuenta el movimiento de cada una de las particulas elementales que lo componen. En este sentido se
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supone que no existen vacios o separaciones entre las particulas. En un medio continuo puede
definirse propiedades intensivas y extensivas.

Una propiedad es una caracteristica de una substancia, invariante cuando la substancia esta en un
estado particular. En cada estado la condicidn de la substancia es Unica y estd descrita por sus
propiedades. Las propiedades intensivas o de intensidad, no dependen de la cantidad de materia
involucrada, de modo que pueden asociarse a un punto, ejemplos son la temperatura, humedad,
color, presion, porosidad, elasticidad, tension superficial, viscosidad, etc. Las propiedades
extensivas, o de extension, dependen de la cantidad de materia que se considere, este es el caso del
calor, peso, masa, energia, volumen de huecos, forma, etc.

En la practica, muchas veces interesa asignar a un punto una propiedad del tipo intensiva, de
manera que esa propiedad sea cuantitativamente independiente de la cantidad de materia. Para ello
se divide la propiedad por la cantidad de materia involucrada, representada por el volumen, la masa
o el peso, y se agrega el calificativo de especifica. Asi se tiene propiedades como la masa
especifica, calor especifico, energia especifica, etc. Esto solo puede hacerse con materiales
homogéneos.

Los fluidos como todos los materiales, tiene ciertas propiedades fisicas que permiten caracterizar y
cuantificar su comportamiento asi como distinguirlos unos de otros. Algunas de estas propiedades
son exclusivas de los fluidos y otras son tipicas de cualquier sustancia. Propiedades como la
viscosidad, tension superficial, y presion de vapor se pueden definir en los liquidos y gases. Sin
embargo, la masa especifica, peso especifico y densidad son atributos de cualquier materia.

11.2.1.1  Densidad p.

Se define como la masa por unidad de volumen. Sus unidades en el sistema internacional son [kg /
m®]. Para un fluido homogéneo, la densidad no varia de un punto a otro y puede definirse
simplemente mediante (Ec.11.1):

Ec.ll.1

Por el contrario, para un fluido no homogéneo, la densidad p varia de un punto a otro. Por tanto
tenemos que definir la densidad en un punto como la masa por unidad de volumen en un elemento
diferencial de volumen en torno a ese punto (Ec.11.2):

p=pyzt)= (2—?)

Ec.11.2
Donde dm es un elemento infinitesimal de masa y dV un elemento infinitesimal de volumen.

Esto es posible gracias a la continuidad. En los liquidos, al tener baja compresibilidad, la densidad
depende de la temperatura, pero apenas depende de la presion, p = p (7). Para los fluidos
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compresibles, la densidad depende en general tanto de la presion como de la temperatura, p = p (p,
T). Para el caso concreto de un gas ideal, con una ecuacion de estado p V=n R T, la densidad tiene

la forma concreta (Ec.11.3):
Mp
T) = | —
p(p.T) <R7)

El cambio en la densidad de un fluido depende del cambio en algunos factores como la temperatura,
presion o de la concentracion de alguna substancia. En el caso del agua subterrdnea no
consideramos otras substancias y ademas la temperatura se mantiene constante, entonces podemos
escribirla como una funcién que depende sélo de las variaciones en la presion:

Ec.1l.3

p=p(P)
Ec.Il.4

También estamos considerando el hecho de que la cantidad de masa de agua que fluye no cambia,
es decir se mantiene constante, de la ecuacién 11.1:

o= ()om

Ec.ll.5

Y si ademas la consideramos unitaria:

Ec.1l.6

Esta funcion esta definida para todos y cada uno de los puntos de la region de estudio, asi:

1
=)=
P P
Ec.I1.7
Si derivamos:
dp~™'\ _ (dV)
dp ) \dp
Ec.11.8
Si la compresibilidad se define como:
&7)
AP
Ec.11.9

Entonces se pueden establecer la siguiente relacion:
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(A V) (dV)
AP dP

Cuando p es contante la compresibilidad es:

Ec.11.10

Ec.ll.11
Es decir el fluido es incompresible.

La compresibilidad puede usarse para distinguir los liquidos de los gases, los gases son mucho méas
compresibles que los liquidos. Desde el punto de vista de la dindmica, no importa si el fluido es
liquido o gas, las leyes que se aplican son las mismas, pero en ocasiones, dependiendo del fluido
que se trate, es posible despreciar algunos efectos y simplificar su estudio. Frecuentemente, liquidos
como el agua pueden considerarse incompresibles bajo ciertas condiciones.

11.2.1.2  Peso especifico (y).

Se define como el peso por unidad de volumen

oWy peso
V= (V) - (volumen)

Ec.11.12
Sus unidades son: [F/L’]
Recordando que:
w=mg
Ec.11.13
Sustituyendo W en (Ec.11.12) y despejando a m en (Ec.11.12) tenemos:
|4
m= o= (5
g
Ec.1.14
Asi:
Yy =p49
Ec.11.15

Y asi el peso especifico queda en términos de la densidad y la gravedad.
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11.2.1.3  Viscosidad u.

La viscosidad es una propiedad distintiva de los fluidos, est4 ligada a la resistencia que opone un
fluido al deformarse continuamente cuando se le somete a un esfuerzo de corte. Es la propiedad
utilizada para distinguir el comportamiento entre los fluidos y los solidos, ademéas los fluidos
pueden ser en general clasificados de acuerdo a la relacion que exista entre el esfuerzo de corte
aplicado y la velocidad de deformacion.

Supodngase que se tenga un fluido entre dos placas paralelas separadas a una distancia pequefia entre
ellas, una de las cuales se mueve con respecto a la otra. Esto es aproximadamente lo que ocurre en
un descanso lubricado. Para que la placa superior se mantenga en movimiento con respecto a la

inferior, con una diferencia de velocidades V, es necesario aplicar una fuerza F, que por unidad de

, F . ,
area se traduce en un esfuerzo de corte, T = (Z)’ siendo A el area de contacto de la placa en

contacto con el fluido. Se puede constatar ademas que el fluido en contacto con la placa inferior,
que esta en reposo, se mantiene adherido a ella y por lo tanto no se mueve. Por otra parte, el fluido
en contacto con la placa superior se mueve a la misma velocidad que ella. Si el espesor del fluido
entre ambas placas es pequefio, se puede suponer que la variacion de las velocidades en su interior
es lineal, de modo que se mantiene la proporcion.

(&)= G)

Esta cantidad representa la tasa de deformacion del fluido, o una velocidad de deformacion angular

Ec.11.16

(Z—f), siendo @ el angulo que se indica en la Figura 11.4.

El &ngulo @ esta relacionado con la velocidad de la placa mediante la expresion:

V¢
tanf = (—)
y

Ec.11.17

-

%q %

Figura 11.4.- Comportamiento de un fluido entre dos placas paralelas (Fernandez, 1999).

Como la distribucién de velocidades en el interior del fluido es lineal, también se puede expresar
como:
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Ec.11.18

Para un instante t pequefo (dt), el &ngulo @ es también pequefio y su tangente puede aproximarse
por d@, entonces:

do = (dv) dt
=%,
Ec.11.19
De donde se deduce que:
(dv> _ (dG)
dy)  \dt
Ec.11.20

Es decir, la variacion lineal de velocidades provocada en el interior del fluido representa una
velocidad de deformacion angular.

Para ciertos fluidos denominados newtonianos, se ha comprobado que la fuerza necesaria para
lograr una velocidad v es proporcional a ella y al area, e inversamente proporcional a la separacion
entre las placas.

AV
F « (—)
y
Ec.ll.21

La constante de proporcionalidad es una propiedad del fluido y se designa por u. Ademas debido a
la distribucién lineal de velocidades, esta relacion puede ponerse como:

dv Iy e
Ty = I (E> (Ecuacién de Newton) ; [T -2 (W) B Pa]

Ec.11.22

Al coeficiente u se le conoce como viscosidad dindmica o absoluta del fluido y tiene por unidades:

N
o [W]_E]_ ST L L I L]
_d_uﬁ”_[mi]_mz_[PaS]’ B= el = s mal = s
dy s m

Ec.11.23

Se trata de una propiedad muy importante en ingenieria ya que liga el movimiento del fluido con el
efecto que este tiene sobre la superficie por la que trascurre o bafia. Es decir, nos permitira calcular
los esfuerzos que el fluido producira sobre la frontera que lo confina.

Todos los fluidos tienen cierta viscosidad, pero existen algunos casos en los que esta la podemos
considerar tan pequefia que se desprecia, dando paso a un tipo muy especial de fluido no
compresible a los que se llama fluidos ideales, en los que se considera que la viscosidad es nula.
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La viscosidad se comporta de forma muy diferente en gases y en liquidos en funcion de las
variaciones de presion y temperatura a la que someta el fluido.

La viscosidad es basicamente funcion de dos pardmetros, la presion y la temperatura:

uw = u(T,P)
Ec.11.24

P influye poco, tan solo en variaciones muy grandes de la presion tiene que ser considerada. En los
gases tiene mucha mas influencia que en los liquidos.

Gases y liquidos: PT - ut
T tiene mucha influencia:
Gases: TT -» ut
Liquidos: TT - pul

Unidades de la viscosidad:

N m
p= Txy o= [m_zl]] — [%] =[Pa-s] = (kg s? S) = [r:gs] = [ML1T~1] = Poiseuille [P]
s m

& " Ea "

1 Poiseuille = 10 Poise = 100 centipoise (Cp)

Ec.11.25

Al cociente entre la velocidad dinamica, #, y la masa especifica de un fluido, p, se le llama
viscosidad cinematica, v. Esta propiedad representa la dificultad que opone el fluido a escurrir
sometido a los esfuerzos internos que provoca su propio peso.

=

Ec.11.26
Unidades de la viscosidad cinematica:
u i m?
- - - -
p kg s
m3
m2
1 <T> = 10* stokes (st) = 10° centistokes (Cst)

Ec.11.27

En los fluidos newtonianos # es una constante. Sin embrago, existen otros tipos de fluidos cuyo
comportamiento es diferente. Por ejemplo, la pasta de dientes es capaz de escurrir cuando el tubo se
aprieta pero no escurre solo si se abre la tapa, como debiera escurrir si se tratara de un fluido
newtoniano. En este caso parece que existiera un valor minimo de = necesario para iniciar el
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escurrimiento. Con algunas pinturas ocurre que la tasa de deformacion depende de cuénto se les
agite, o se vuelven menos espesas cuando son sometidas a esfuerzos durante un tiempo prolongado.
Existen varios casos de fluidos no newtonianos. El estudio de las propiedades de deformacién de las
sustancias en funcion de los esfuerzos que a ellas se les aplica se denomina reologia. Un gréfico del
comportamiento de algunos materiales tipicos se incluye en la Figura I1.5. Este es un gréfico
reoldgico.

4stico (Bingham
AT Plastico (Bingham)
Newtoniano

Plastico Ideal

Pseudo-Plastico

Sélido

Dilatante

Fluido ideal vy

>
Cd

Figura 11.5.- Gréfico reoldgico para materiales tipicos (Fernandez, 1999).
Los casos mas tipicos de los fluidos son:

a. Fluido ideal, en el cual la viscosidad, se puede considerar despreciable.

b. Fluido newtoniano, la viscosidad es constante.
Fluido pléstico o de Bingham (1919), en el cual es necesario un esfuerzo de corte inicial
para que comience a fluir. Este es el caso de las pinturas de base aceite.

d. Fluido dilatante, en estos la viscosidad aumenta con la tasa de deformacion.

Desde el punto de vista fisico la viscosidad se debe al efecto combinado de dos causas. Por una
parte la cohesion entre las moléculas y por otra el intercambio de cantidad de movimiento entre las
capas del fluido en movimiento.

Las fuerzas de cohesion entre las moléculas hacen que al desplazarse unas con respecto a las otras
tiendan a ser arrastradas las particulas vecinas. Esta fuerza de cohesion depende de la separacion
entre las moléculas y es importante en los liquidos, no teniendo mucha importancia en los gases,
cuyas particulas se encuentran mas alejadas. A medida que la velocidad de las moléculas aumenta
esta fuerza tiende a perder importancia.

Existe también un intercambio de cantidad de movimiento entre las capas del fluido que se
desplazan debido a que hay particulas de distinta velocidad que, al escurrir el fluido, se pasan de
una capa a las vecinas. Estas fuerzas seran mas importantes en la medida que las velocidades de las
particulas lo sean.

Debido a que la velocidad de las moléculas de los fluidos aumenta con la temperatura, el efecto de
la fuerza de cohesion disminuye y el intercambio de cantidad de movimiento aumenta. Por otra
parte, las fuerzas de cohesion son importantes en los liquidos y el intercambio de cantidad de
movimiento lo es en los gases, de aqui se explica porque la viscosidad aumenta con la temperatura
en los gases. El caso tipico del agua y del aire se muestra en la Figura I1.6.
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Figura 11.6.- Variacién de la viscosidad con la temperatura para el aire y el agua (Fernandez, 1999).

Las dimensiones de la viscosidad dinamica son F T L. Como la fuerza y masa estan relacionadas
por la segunda ley de Newton, también puede expresarse la viscosidad dinamica en términos de M
L™ T™. Entonces en el sistema Sl la viscosidad se mide en:

kg Ns
t(as) =2 G
ms m
El agua a 20°C tiene una viscosidad dindmica de 1 centipoise. A la unidad equivalente de 0.1

(kg/ms) se le denomina poise y a 0.001 (kg/ms) se le llama centipoise. Las dimensiones de la
viscosidad cinematica son L%t, con unidades tipicas de m?/s.

La viscosidad molecular dindmica es una funcion de la temperatura y la presion. El efecto de la
presion es practicamente despreciable para los liquidos, y es pequefia o despreciable para la mayoria
de los gases y vapores, a menos que sea muy elevada. Las curvas de viscosidad dindmica de la
Figura 11.7, muestran que las viscosidades de todos los liquidos disminuyen con la temperatura y
que las de los gases aumentan. Estos diferentes efectos de la temperatura son la consecuencia de la
diferencia estructural entre liquidos y gases. El estado liquido puede visualizarse en forma de una
estructura de celosia o enrejado, relativamente estable, dentro de la cual las moléculas vibran
alrededor de una posicion de equilibrio. Bajo una fuerza tangencial, las capas del fluido se deslizan
unas con respecto a otras, y las particulas que vibran en la capa saltardn a intervalos hacia nuevas
posiciones de equilibrio. Un incremento en la vibracién molecular, el cual se manifiesta como una
elevacion de la temperatura, disminuird la rigidez de la estructura y las particulas serdn mas
facilmente desplazadas. Se incrementa la fluidez y la viscosidad disminuye. En los gases, la
viscosidad es explicada por la teoria cinética, como una consecuencia de la transferencia de la
cantidad de movimiento que acompafia al intercambio de moléculas entre capas del fluido. La
temperatura incrementa la actividad molecular y, por tanto, incrementa a ambos, el intercambio de
cantidad de movimiento y la viscosidad.
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Figura 11.7.- Viscosidad molecular dindmica (Daily J. & Harleman D., 1975).

Viscosidad (molecular cinemética), y la relacion u / p aparece frecuentemente cuando trabajamos
con dinamica de fluidos. Tiene solamente dimensiones y unidades cinematicas, las cuales explican
la razén de su nombre. Asi:

Ec.11.28

La Figura 11.8 da los valores de la viscosidad cinematica, para diferentes sustancias, y en la Figura
I1.9 se presenta los factores de conversion, correspondientes a la viscosidad dinamica.
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Figura 11.8.- Viscosidad molecular dindmica (Daily J. & Harleman D., 1975).
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Figura 11.9.- Factores de conversién para las unidades de la viscosidad dinamica o absoluta () (Mijailov V.,
1978).
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11.2.1.4  Compresibilidad.

La compresibilidad representa la medida del cambio de volumen y densidad, cuando una substancia
esta sometida a presiones o tensiones normales en sus fronteras. Las variaciones de volumen pueden
relacionarse directamente con variaciones de la masa especifica (p) si la cantidad de materia
permanece constante. En general se sabe que en los fluidos la masa especifica depende tanto de la
presion como de la temperatura de acuerdo a la ecuacion de estado, la compresibilidad est definida

(7)) = ()@

Donde el signo negativo indica una disminucién en el volumen, V, debido a un incremento en la
presion.

Ec.11.29

El reciproco de la compresibilidad es conocido como el mddulo de elasticidad volumétrico:

i\ [ )
Eu=—<—>=|—|

av /V \dp /p /

Para el caso en que la temperatura permanece constante se puede definir un mddulo de
compresibilidad como la variacién de presion necesaria para producir una variacion relativa de
masa especifica, o de volumen:

Ec.11.30

E; = T(dP>—T
T —P av) — 0

Ecs.11.31

Como p puede expresarse por p = (Z—:']') y la masa permanece constante, la definicion 11.31 1.19 es
equivalente a:

dpP

Er =—vT |—|=T
T v(dv) 0

Ec.11.32

En el caso de los liquidos ésta es una propiedad practicamente independiente de la temperatura. Por
ejemplo para el agua E+ vale aproximadamente 22 000 bares.

Para el caso de los gases ideales se puede obtener el valor de dP / dp de la ecuacion del proceso
mediante diferenciacion:

Ec.11.33
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De donde:

Ec.11.34

Y por lo tanto:

Ec.11.35

De tal modo que el coeficiente de compresibilidad (Figura 11.10) de los gases no es constante sino
que depende del proceso y se puede ver que:

E=0 Para procesos isobaricos (o = 0)

E=P Para procesos isotérmicos (o= 1)
E=aP Para procesos adiabaticos (o = «)
E=w Para procesos isocoricos (o = o)

. )

AP

A VNg

>
v
1,0 VN

Figura 11.10.- Médulo de compresibilidad. (Fernandez, 1999)

El valor de E,, para el agua a presion atmosférica y temperatura normales es 2.18 x 10° (kg/m®). De
la ecuacion 11.33 vemos que el valor isotérmico de E,, para el aire atmosférico es del orden de 1.05
(kg/cm?). Asi, el aire atmosférico es alrededor de 20,000 veces mas compresible que el agua. El
agua es alrededor de 100 veces mas compresible que el acero. Sin embargo, como se puede ver en
la Tabla 11.2, incrementando la presion sobre el agua en 70.3 (kg/cm?), incrementaremos la densidad
solamente alrededor de 0.3 % Para propositos précticos, es satisfactorio suponer la
incompresibilidad del agua, a menos que estén involucrados intervalos de presién muy grandes.
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Tabla I1.2.- Médulo de elasticidad volumétrica del agua E, (kg/cm?) (Adoptado de Gratton J., 2002).

Presiér; Temperatura °C

(kgem) —55 20 49 93 149
1.0545 20 530 22 500 23 340 21 650

105.450 21 090 23200 24 040 22 425 17 435
316.350 22 285 24 464 25 450 23760 19 050

1 054.50 26 714 28 825 29 950 28 470 24 605

11.2.1.5  Tension superficial.

En la frontera entre las fases gaseosa y liquida, o entre diferentes liquidos no miscibles, la atraccion
molecular introduce fuerzas que hacen que la superficie de contacto entre las fases se comporte
como una membrana bajo tension. En cualquier cuerpo liquido, cada superficie molecular sufre una
fuerte atraccion perpendicular a ella, la cual da por resultado una tendencia a deformar cualquier
superficie plana. Cualitativamente esto tiene su origen en la fuerza de atraccion molecular no
compensada en las moléculas de la superficie. Mientras que en el interior de un liquido, cada
molécula estd rodeada de otras moléculas, y por tanto las fuerzas intermoleculares se compensan
unas a otras, en la superficie no hay moléculas por encima de las moléculas superficiales. Asi, las
moléculas de la superficie experimentan una fuerza neta dirigida hacia el interior de modo que éstas
no escapan, de este modo la superficie intenta hacerse lo menor posible (Figura 11.11). Asimismo, si
se eleva ligeramente una molécula superficial, los enlaces moleculares con las moléculas
adyacentes se alargan, produciéndose una fuerza restauradora que tira de la molécula desplazada de
nuevo hacia la superficie.

Tension superficial

La interaccion de las particulas en la superficie del
agua, hace que esta se presente como una

verdadera cama eldstica. Ny
Incluso soporta el peso de un insecto pequefio.
Este efecto se llama tension superficial: =

Q 00" :
Q 99 o o o oo
090 o % 3°000%0> 0
OOO OO Q Q
890 o A
°0 Q 900 o
v \j‘\l\‘—'}

AS FUERZAS SE COMPENSAN.

Figura 11.11.- Tension superficial (page web dereflexion.wordpress.com).
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Por ejemplo, las gotas de agua en el aire se contraen espontdneamente hasta formar esferas; que es
la forma ideal de una superficie minima para un volumen dado de liquido. Inversamente, se debe de
efectuar un trabajo para extender la superficie contraida, introduciendo méas moléculas dentro de
ella. Este trabajo es igual a la energia libre de la superficie, esto es, la energia potencial adicional
por unidad de superficie, debida a la carencia de moléculas superficiales en una capa, con respecto a
sus vecinas en la superficie de contacto opuesta. Esta energia libre es medida por la tension
superficial y tiene las unidades.

_ (fuerza * distancia) _ (trabajo ) _ ( fuerza )
7= area ~ \ area / \longitud
Ec.11.36

La tension superficial (o) es la fuerza que se requiere para mantener en equilibrio una longitud
unitaria de esa membrana elastica tensa, es responsable de la resistencia que un liquido presenta a la
penetracion de su superficie, del ascenso de los liquidos en los tubos capilares y de la flotacion de
objetos u organismos en la superficie de los liquidos. El valor de ¢ depende de los fluidos en
contacto y de la temperatura.

El trabajo necesario para aumentar el area de una superficie liquida resulta ser, experimentalmente,
proporcional al aumento del &rea de las moléculas de agua, definiéndose como coeficiente de
tension superficial a la relacion entre ambos conceptos.

dw = Ty xdA
Ec.11.37

Por consiguiente:

Ec.11.38

Donde:

dw = Trabajo necesario

dA = Aumento de area del menisco.

T, = Fuerza de tension superficial, que se mide en unidades de trabajo o energia entre unidades de
area o sea, por ejemplo, en dinas/cm. Representa la fuerza por unidad de longitud, en cualquier
linea sobre la superficie.

unidad de trabajo ]

] = |

unidad de superficie

Tomemos como unidades de fuerza la dina y como unidades de longitud el cm. Luego:

dina * cm] _ [dina]
cm? B

] = |

cm

Cualquiera que se encuentra sobre la superficie dA. La tension superficial del agua es de 75
(dinas/cm), como 1 gramo son 981 dinas: 75 (dinas/cm) = 0.0764 (gr/cm).
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Puede probarse que cuando un liquido presenta al aire una superficie curva (menisco), se genera en
ese menisco curvo un desnivel de presion, de modo que la presion en el lado convexo es siempre
menor que la existente en el lado concavo.

Una demostracion particular de esta afirmacion, para el caso de un menisco semiesférico se da a
continuacion:

Pa Pa

~——ds

Figura 11.12.- Menisco esférico formado en el extremo inferior de un tubo (Martin D., 2011).

En el dispositivo de la Figura 11.12, se inyecta aire en un tubo de pequefio didmetro de
aproximadamente 1 mm, a través de una boquilla, a una presion p. El liquido envasado en el
extremo del tubo cede por la presion formando un menisco, que provoca un aumento en la
superficie que encierra al tubo. Se demuestra que inmediatamente antes de que el menisco se rompa
al crecer p, adopta la forma de una semiesfera.

El area de la semiesfera es:

A =2 mR?
Ec.11.39

Siendo R el radio del menisco formado, que es igual al radio del tubo. Si ese radio varia a (R + dR),
el area de la esfera se incrementara en:

dA =4mRdR
Ec.11.40
Y segun ecuacion 11.37, el trabajo necesario para lograr ese incremento seré:
dw = 4T RdR * Ty
Ec.11.41

En el lado concavo del tubo existe la presién p mientras que en el convexo obra p, (pa €s la presion
atmosférica), si se desprecia el pequefio aumento de presion hidrostatica con la profundidad, bajo la
superficie libre del liquido que rodea al tubo.
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Considérese un elemento del &rea del menisco (ds). La fuerza neta que obra en esa area es:

(p - pa) ds
Ec.11.42
Y cuando el &rea del menisco se incrementa dA, esa fuerza realizara un trabajo:
dw = (p — pg) dsdR
Ec.11.43

Ya que el dR es la distancia radial recorrida por el menisco. El trabajo total realizado en el
incremento dA se puede obtener integrando la expresion anterior a toda el area del menisco, de
modo que:

dw = (p — pg) 2w R* dR

Ec.11.44

Las expresiones 11.41 y 11.44 pueden igualarse:
4nRdR+ T, =(p— p,)2m R?dR

Ec.11.45

De donde:
2T
Pa =D — ( R )
Ec.11.46

La férmula 11.46 indica que la presion atmosférica p, en el lado convexo del menisco es siempre
menor que la presion p en el concavo, que en el caso de este ejemplo, fue proporcionado con aire
comprimido introducido en el tubo.

Algunos valores de éste coeficiente de tension superficial se dan en la Tabla 11.3.

Tabla 11.3.- Valores de tension superficial medidos en din/cm. En todos los casos se asume que el liquido esta
en contacto con aire. (1din/cm = 10° N m™) (Adoptado de Gratton J., 2002).

Tension Tension
Sustancia superficial Sustancia superficial

(din/cm) (din/cm)
Acetona 23.7 Aguaa0°C 75.60
Metanol 22.6 Aguaa 10°C 74.22
Etanol 22.3 Aguaa 20°C 72.75
Aceite de oliva 33 Agua a 30°C 71.18
Aceite de parafina 26 Agua a 60°C 66.20
Benceno 28.9 Agua a 100°C 58.9
Glicerina 64 Mercurio 465
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11.2.1.6  Angulo de contacto.

Consideremos un liquido abierto al aire en la zona de contacto con la pared sélida del recipiente que
lo contiene, Figura 11.13.

N
N

Sélido N Aire
N Liquido
N
N

Figura 11.13.- Contacto de un liquido y su pared, sin tomar en cuenta la formacion de meniscos (Vélez M.,
1999).

Se denominan fuerzas de cohesion a las fuerzas de atraccion entre una molécula del liquido y otras
moléculas del mismo. La fuerza que tiene lugar entre una molécula del liquido y otra sustancia,
como la pared de un recipiente, es una fuerza adhesiva. Cuando la fuerza adhesiva es menor que la
fuerza de cohesion el &ngulo se hace grande, mientras que cuando la fuerza de cohesion es menor
que la fuerza adhesiva, el &ngulo se hace pequefio.

Estudiemos ahora en funcion de las tensiones superficiales. Por el borde de la superficie de un
liquido que se halla en un recipiente concurren tres medios:

1. Solido, que es la pared del recipiente.
2. Liquido.
3. Gaseoso, que es el aire.

En la linea de contacto estan aplicadas tres fuerzas de tension superficial, estando cada una de ellas
dirigida segun la tangente hacia el interior de la superficie de contacto de los dos medios
correspondientes. El angulo entre la superficie del liquido y la pared sélida se denomina &ngulo de
contacto 6.

La superficie del liquido adquiere una forma tal que la resultante de las tres fuerzas sélido — liquido
(6sL), solido — gas (esc) Y liquido — gas (e.c) no tenga componente a lo largo de la pared del
recipiente (la reaccion de la pared elimina la componente perpendicular a la misma), quedando la
condicion de equilibrio:

Ogc; = 0Og, + 07 C0SH
Ec.11.47

Donde no se ha incluido la longitud de la linea de contacto, que es la misma en todos los casos. Asi,
el coseno del angulo de contacto queda:

_ (0sG — OsyL
cosf = |——————

¥
Ec.11.48
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Como se ve, el &ngulo de contacto depende exclusivamente de la naturaleza de los tres medios en
contacto (de las tensiones superficiales en los limites) y no depende ni de la forma del recipiente ni
del valor de g. Estas tensiones superficiales y las fuerzas asociadas son muy sensibles al estado de
las superficies divisorias y a sus purezas.

Si la tension superficial solido — gas (asc) €s mayor que la tension superficial sélido — liquido (esL),
por tanto asg > a5, Se tiene que cos € > 0° y que @ < 90°. El angulo es agudo y el menisco tiene la
forma concava de la parte izquierda de las Figuras 11.14 y 11.15. En este caso se dice que el liquido
moja a la superficie solida, una gota del liquido depositada sobre la superficie se extiende sobre la
misma.

Figura 11.14.- Equilibrio de fuerzas en la linea de contacto sélido — liquido — gas (Martin D., 2011).

Cuando la tension superficial solido — gas (osc) €s menor que la tension superficial sélido — liquido
(osL), por tanto 6sg < os_ Se tiene que cos 6 < 0° y que 6 > 90°. Este caso corresponde al menisco
convexo, y una gota depositada sobre la superficie se recoge sobre si misma, como se muestra en la
parte derecha de las Figuras 11.14 y 11.15. En este caso se dice que el liqguido no moja la superficie
del solido. Ejemplos de angulos de este tipo se tienen en los casos de mercurio sobre vidrio (150°) y
de agua sobre parafina (105°). Las gotas de estos liquidos se elevan intentando disminuir el &rea de
contacto con la superficie.

0sG > OsL 0sG < 0OsL
cosf > 0° cosf < 0°
0 < 90° f > 90

Figura 11.15.- Distintos comportamientos de una gota sobre una superficie (Martin D., 2011).

En la Figura 11.16 siguiente (a) y (b), se muestran dos posibilidades frecuentes.
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Figura 11.16.- Formacion de los meniscos (Vélez M., 1999).

En (a), dada la naturaleza del liquido y del sélido, la resultante de las fuerzas de adhesion (F,) y de
cohesion (F) tiene la inclinacion que se muestra, dominando las fuerzas de adhesion.

En (b) dominan mas las fuerzas de cohesion y ello hace variar la inclinacion de la resultante.

11.2.1.7  Efectos capilares.

La elevacion de un liquido por un tubo delgado, llamado tubo capilar, es un fendmeno de superficie
intimamente ligado con la tension superficial. En este proceso aparecen fuerzas tanto de cohesion
como de adhesion. Si sumergimos un tubo delgado de vidrio en agua, tendremos un angulo de
contacto muy agudo, de forma que la superficie estard muy curvada si el tubo es lo suficientemente
delgado. El resultado es que se producira una fuerza ascendente, subiendo el agua por el tubo hasta
que el peso de la columna de agua iguala esta fuerza, ver Figura I1.17.

]

T
/
S /

—

Figura 11.17.- Capilaridad en un tubo fino (Martin D., 2011).
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La altura de ascension capilar queda dada en general, por la expresion:
2Tscosa
= ()
" Yw

Ec.11.49

En el caso del contacto agua — aire, el experimento prueba que, aproximadamente:

dinas T
T, =75 ( ) = 00764 (L)
cm cm

Ec.11.50

En realidad, T, varia con la temperatura del agua y no tiene valor fijo. El valor anterior corresponde
aproximadamente a 20 °C, pero por otra parte, en el caso de agua sobre vidrio himedo, se vio que el
angulo de contacto « es nulo, por lo que la formula puede escribirse, para esas condiciones:

_ (4 *0.0764 gr/cm) _ (0.3)

D *1gr/cm3 D

Ec.11.51
ConhyDencm.

Considerando un tubo capilar lleno de agua y expuesto a la evaporacion, durante este proceso el
menisco en los extremos se desarrollara produciendo las fuerzas Fr, generadas por la tension
superficial en la periferia del menisco, ver Figura 11.18.

Figura 11.18.- Esquema que ilustra la generacidn de presiones en un tubo capilar (Vélez M., 1999).

Por reaccion a esas fuerzas, la pared del tubo sufre esfuerzos que tienden tanto a cerrar el tubo,
como acortar su longitud.

En toda la masa del agua entre los meniscos, se generan tensiones, que producen a lo largo de la
pared del tubo, esfuerzos de compresion que tienden a cerrarlo. Si el tubo estuviera hecho de un
material compresible, las presiones capilares le producirian realmente un estrechamiento y un
acortamiento.

Una masa compresible, atravesada por tubos capilares sujetos a evaporacion, se contraerd,
volumétricamente hablando, como resultado de los efectos descritos.

En la Figura 11.19 se muestra la contraccion por sacado que se presenta en probetas de arcilla
plastica, talladas en el laboratorio para realizar ensayos triaxiales y que luego se dejaron secar al
aire libre por un tiempo prolongado. La probeta de la izquierda representa el volumen inicial, la
probeta de la derecha ha sido colocada para comparar el cambio de volumen.
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Figura 11.19.- Contraccién por secado de probetas de arcilla (Martin D., 2011).

Una demostracion simple y convincente de la existencia y accion de la presion capilar en una masa
porosa, es la siguiente (Terzaghi):

Un pedazo de algoddn absorbente se satura con agua; después, dentro del agua, se comprime con la
mano y seguidamente se suelta; podra observarse que la masa se recupera con cierta rapidez. Sin
embargo, si después de comprimido se saca del agua y se abandona a si mismo en el aire, se notara
qgue no recupera su forma original, permaneciendo la masa comprimida. Si, posteriormente, el
algodon vuelve a sumergirse, la recuperacion volvera a presentarse. Este experimento se comprende
facilmente en términos de tension capilar en el agua, y presion en las paredes de los tubos capilares
que atraviesan el algodon. Cuando el algodon se comprime en estado seco o sumergido, sus fibras
se recuperan elasticamente al quitarles la presion, pero si esto sucede en el aire, una muy pequefia
expansion dar4 como resultado la generacion de los meniscos en cada canaliculo y la tension en
éstos contrarresta la tendencia expansiva, dejando deformada a la masa. Al volver a sumergir la
masa, los meniscos se destruyen y la expansion se manifiesta nuevamente.

Un suelo saturado exhibe primeramente una superficie brillante, que cambia a opaco al formarse,
por evaporacion, los meniscos concavos, en cada poro. Al irse evaporando el agua, va
disminuyendo el radio de curvatura de esos meniscos y aumentando, por lo tanto, la presion capilar
sobre las particulas soélidas, que por este efecto, se comprimen, la evaporacion seguird
disminuyendo el radio de curvatura de los meniscos y comprimiendo la estructura del suelo, hasta
un punto en que la presion capilar sea incapaz de producir mayor deformacién; en ese momento
comenzard la retraccion de los meniscos hacia el interior de la masa de suelo. Fisicamente ese
momento esta sefialado por el cambio de tono del suelo, de oscuro a més claro.

En el suelo, los poros y canaliculos ocupados por el agua no son de tamafio uniforme, sino que
varian entre amplios limites, por lo que el agua no se retraera al mismo tiempo hacia el interior de la
masa, comenzando el proceso en los poros de mayor diametro.

Estadisticamente, puede decirse que toda la gama de didmetros de los canaliculos existentes se
presentan a lo largo de un capilar, en una distancia relativamente pequefia a partir de la superficie.
Esta distancia puede ser del orden de 2.5 cm, en arenas gruesas, pero en arcillas ordinarias, con
didmetros de poro comprendidos entre 0.1 y 0.001 de micrédn, todos ellos se presentan a una
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distancia del exterior no mayor que una fraccion de milimetro. Por lo tanto, aun cuando una de las
aberturas de la superficie corresponda al mayor didmetro que pueda encontrarse en la muestra total
de suelo, el menisco necesitara retraerse muy poco para llegar a una zona de pequefio didmetro en la
cual pueda desarrollar esfuerzos de tension importantes.

Finalmente, cada menisco se retirard al didmetro de poro méas pequefio para el que un menisco
totalmente desarrollado produzca en el suelo la méaxima presion capilar que pueda deformar la
estructura al maximo.

En ese instante, con su mdxima contraccion alcanzada bajo esa maxima presion capilar que el agua
ejerce, el suelo habra llegado a su limite de contraccion. Cualquier evaporacion posterior hara que
los meniscos se retraigan hacia el interior sin mas incremento en la presion capilar, pues el diametro
de los poros ya no disminuye.

Una manera sencilla de visualizar el proceso de secado de un suelo fino es la que se expone a
continuacion:

Supongamos una charca formada por agua de lluvia que tiene arcilla en suspension y que por efecto
del sol se va secando, la arcilla en suspension, formara por lo tanto la capa superior de la superficie
expuesta del suelo una vez que el agua se ha evaporado completamente. A medida que el sol sigue
irradiando calor, méas cantidad de agua se ird evaporando y ahora sera a expensas del agua de los
capilares del suelo, en este momento, veremos como la pequefia capa de arcilla, de solo algunos
milimetros, que habia estado en suspension en el agua comienza a contraerse por accion de las
presiones capilares. Observaremos ademas que la contraccion no serd igual en ambas caras y que
ser4 mayor en la cara superior donde el sol actta en forma directa, lo que hace que los capilares de
esta cara sufran un secado méas importante que en la cara posterior y ejerzan un mayor esfuerzo de
contraccion sobre las particulas de arcilla con lo cual se produce una contraccion diferencial, que se
traduce en la curvatura de la capa, que a su vez hace que la misma se rompa en trozos muy
similares, de acuerdo al esquema de la Figura 11.20.

SN N NI

Accion de los rayos solares Contraccion de la capa de arcilla
Figura 11.20.- Contraccién por secado de arcilla (Vélez M., 1999).

Hay suelos finos (las arcillas por ejemplo), donde ademas de los esfuerzos friccionales, contribuyen,
a la resistencia al esfuerzo cortante, con otros factores que se suman al momento de evaluar la
resistencia final.

Si tenemos una arcilla que haya soportado, a través de su vida geoldgica, sobrecargas tales como
estratos que luego fueron erosionados, glaciares, estructuras que han sido demolidas, etc. podemos
decir que, al presente, se encuentra preconsolidada. Cuando extraemos una muestra de este material,
y la protegemos convenientemente de las pérdidas o de los incrementos de humedad, observaremos
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gue una parte importante de las presiones intergranulares a las que fue sometida en su proceso de
consolidacion, es retenida por efecto de la accion capilar sobre la superficie de la muestra.

Es decir que por accion del fenémeno de capilaridad, actia sobre las particulas del suelo una
tension superficial que provoca una resistencia adicional al esfuerzo cortante, que se suma a la
resistencia friccional y a la que Illamaremos cohesion aparente.

Este nombre deriva por la circunstancia de que es un valor relativo y no permanente ya que depende
del contenido de agua que tenga la muestra de suelo.

Supongamos como ejemplo que intentamos pegar un grano de arena fina con otro grano de arena
del mismo tamafo, si los dos granos estan secos, de ninguna manera se uniran (ver Figura 11.21).
Pero si hay una pequefia capa de agua sobre los mismos, es posible que se unan de tal manera que la
tension superficial que desarrolla el menisco que se forma por el acercamiento de los granos, genere
el esfuerzo suficiente para soportar el peso de la particula y que el mismo se pegue al otro.

(a) (b)
Granos de arena secos Granos de arena humedos
Figura 11.21.- Menisco de agua en granos de arena (Vélez M., 1999).

Esta unidn entre granos en una arena fina con tamafio de granos del orden de los 0.5 mm (500 p) es
muy débil, ya que los esfuerzos de gravedad (peso del grano) son muy importantes comparandolos
con los esfuerzos de atraccion que genera la tension superficial.

Este fendmeno sin embargo es de potencial importancia entre las particulas de arcillas que son 500
veces mas pequefas que el grano de arena fina de nuestro ejemplo anterior (< 2u) y donde la forma
de las mismas dejan de ser redondeadas para pasar a ser laminares, ver Figura 11.22.

. <k

[ |

——

A

===

Figura 11.22.- Menisco de agua en granos de arena (Vélez M., 1999).

Este fendmeno de atraccion entre particulas en los suelos finos, (limos y arcillas) se conoce con el
nombre de cohesion aparente.
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En muchas arcillas esta atraccion entre particulas como consecuencia de la tension superficial, se
pierde rapidamente si la muestra se sumerge en agua, ya que la muestra absorbe agua, los meniscos
aumentan de radio con lo cual los esfuerzos que mantienen unidas a las particulas disminuyen, las
particulas se separan y la muestra se desgrana totalmente o en trozos perdiendo de esta forma la
cohesion aparente debida a la tension superficial.

En otros tipos de arcilla esta pérdida de cohesion no se manifiesta cuando son sumergidas en agua.
Evidentemente en estos casos las particulas son retenidas por fuerzas de otro tipo, que no alcanzan a
ser destruidas, por la inmersion en agua.

Estas fuerzas pueden ser de cardcter electrostatico, que son generadas por la pelicula de agua
absorbida que se forma sobre cada particula. O derivar de agentes cementantes naturales o no, como
es el caso del cemento Portland cuando lo mezclamos con suelos para hacer suelo — cemento.

A esta forma casi permanente de resistencia al corte, o resistencia al desplazamiento relativo de
particulas adyacentes motivada por esta fuerza de origen interno se la denomina cohesion verdadera
(las pizarras por ejemplo son arcillas con una elevada cohesion verdadera).

Tanto la cohesion aparente como la verdadera reciben el nombre general de cohesién y se identifica
en la mecénica de suelos con la letra c.

11.2.1.8  Coeficiente de dilatacion térmica.

Cuando la temperatura de un material varia, se produce un cambio en sus dimensiones (dilata o
contrae), y a menudo deforma, que se conoce como dilatacion térmica. Cuando se recupera la
temperatura inicial, se recuperan las dimensiones y la forma, y por tanto, el fenémeno es reversible,
dentro de un rango eléastico.

Un incremento de temperatura implica, normalmente, un aumento de las distancias interatomicas (y
por tanto, una dilatacion) debido al incremento de la vibracion térmica de cada uno de los 4&tomos.
Si imaginamos un sistema sencillo formado por dos &tomos enlazados, a 0°K el sistema es estatico,
no hay vibracién térmica y los centros de los 4&tomos se encuentran a una distancia do, (Figura
11.23).

Al aumentar la temperatura, los &tomos vibran alrededor de posiciones de equilibrio, y por tanto, la
distancia promedio entre los dos centros (d;) es mayor y el sistema dilata. En la Figura 11.23, para
simplificacion se ha representado una vibracion esférica alrededor del centro. Intuitivamente, es
facil imaginar que a mayor temperatura, mas amplia es la vibracion, y mas grande la distancia entre
los 4tomos, con el limite de estabilidad del sistema (transformacion o fusion, en el caso de los
cristales).
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e
C i

1

Figura 11.23.- Sistema de dos &tomos en dilatacion y contraccion (Daily J. & Harleman D., 1975).

La dilatacion térmica de los materiales es un fendmeno homogéneo, pero no necesariamente
isotropico, por lo tanto la variacion de dimensiones no sera idéntica en todas las direcciones. En un
material isotropico, un vector p se dilata g en su misma direccion, de manera que la longitud final
es, (Figura 11.24):

=
1]

=
+

e

Ec.11.52

Expresion que es valida para cualquier direccion de p, y por tanto, a tendré el mismo valor en todas
direcciones.

X2

X4
Figura 11.24.- Sistema de referencia para un material isotrépico en dilatacion (Vazquez J., 2003).

Si el cristal es anisotrdpico, en general, cuando se aumenta T el vector p pasa a ser r, y también se
cumple la anterior expresion, pero esta vez p, q y r no son codireccionales. En este caso, por tanto,
la determinacion del coeficiente de dilatacion e es un poco mas complejo.

Consideremos que pasa con un cubo infinitamente pequefio situado de manera que tres de las aristas
coincidan con un sistema ortogonal de ejes xi, X, y X5 (Figura 11.25). Si se aumenta la temperatura
1°C, el cubo se deforma homogéneamente (Figura 11.26).

X3

(0,0.x3)

(X4,X2,X3)

(0.x2,0)

(x1,0,0)

X4

Figura 11.25.- Cubo infinitesimal coincidiendo con un sistema ortogonal (Vazquez J., 2003).
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Figura 11.26.- Cubo infinitesimal deformado por dilatacion (Vazquez J., 2003).

Después de la deformacion cada lado del cubo ha cambiado de longitud y de direccion, como antes
se ha mostrado con el vector p, los nuevos lados (dibujados en color) son las aristas de un
paralelepipedo resultado de la deformacion del cubo.

Las aristas que estaban sobre los ejes se han deformado segun los vectores u;, que tienen por
componentes (U, Uy, Us;) sobre los tres ejes de coordenadas. Logicamente, la diagonal del cubo se
ha transformado un vector que es la suma de los vectores u; de las aristas (Figura 11.27).

X3
cs|[c
Uz
_ /i3 X2
U3y

U,

Figura 11.27.- Componentes (uy;, Uy, Usj) de las aristas del cubo infinitesimal deformado por dilatacién
(Vazquez J., 2003).

Cada arista del cubo c; pasa a ser una nueva arista c’; y se cumple que:

Ci+u = ¢
Ec.11.53

Cada uno de los vectores u; que describen la deformacion de las aristas tiene unas componentes
sobre los ejes:
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Uy = U+ Uy + Uzg
Uy = Uqp + Uppy + Uz

Uz = U3 + Uz + Uz
Ecs.11.54

Por tanto, las componentes sobre los ejes de la deformacidn del punto (Xy, X, X3) son:

s
(_> = U+ U + Ugz
X1

s
(_> = Up1 + Upp + Ups
X2
s

(_> = Uzq + U3z + U3z
X3

Ecs.11.55

Como se ha visto antes, (dl / 1) es independiente de I, por tanto, conviene definir la deformacion
como el desplazamiento dividido por la distancia original.

Asi pues, por cada arista del cubo:

Ec.11.56
Y los componentes de la deformacion respecto de los ejes valen:
para a a = (E> anrq1 — (@> aszq1 — (E>
1 11 X1 ’ 21 X1 ’ 31 X1
para a a = (2> Aoy — (2> a3y — (E>
2 12 X, ’ 22 X, ’ 32 X,
para a a = (E> an3 — (%> az3 — (@>
3 13 X3 ’ 23 X3 ’ 33 X3
Ecs.11.57

Estos componentes definen un tensor de 9 componentes que describen la deformacién causada por
un incremento de 1°C:
a1 Q12 A13
Qz1 Q2 Qz3
az1 dzz 04z3
Ec.11.58

Y si se representa sobre los ejes de coordenadas, como en la Figura 11.28 siguiente:
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X3
taas
dps
aq;
dso
I Xz

Figura 11.28.- Componentes (uy;, Uy, Ugj) de la deformacion de las aristas del cubo infinitesimal (Vazquez J.,
2003).

- .. . Ujj
Cada uno de los componentes ha sido definido, por un incremento de un grado como a;; = (J) ,

Xi

y habiendo definido o = (%) , podemos admitir que:

W Ec.11.59
C.11.

Siendo « el coeficiente de dilatacion lineal, y por tanto se puede escribir el tensor de dilatacion

térmica:

dz1 Qpp A23

[an a12 a13]
31 A3z A33

Ec.11.60

Como la dilatacion térmica es centro simétrica § [u, v, w] =6 [u, v, w] el tensor queda:

0 az az;

[“11 g “13]
0 0 a33

Ec.11.61

Para mejor comprension, imaginemos en primer lugar un espacio bidimensional y supongamos un
vector p referido a dos ejes X; Y X,, que es la diagonal de un rectangulo de lados p; y p.. Después de
un incremento de temperatura de 1°C, se deforma el vector q y el rectdngulo se transforma en otro
paralelogramo de diagonal r (Figura 11.29).

F=p g
Ec.11.62
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Figura 11.29.- Deformacion del vector p en dos dimensiones (uy;, Uy) (Vazquez J., 2003).

En dos dimensiones, el tensor dilatacion térmica queda:

[an a12]
0 Ay
Ec.11.63
Por tanto el vector deformacion q resulta del producto:
Q1] _ [@11 Q2]  [P1
[QZ] - [0 a22] [pz]
Ec.11.64
Es decir:
q1 = a11p1 T a12p2
Gz = Qz1p1 + a22p2
Ec.11.65

Como el tensor es simétrico, ai, = a1:

Analicemos la deformacion de una linea, uno de los lados del rectangulo de la Figura 11.30: p;
expande q’, de componentes sobre los ejes (figura 11.29):

q1 = aup1 . q2=aup
Ec.11.66

,ﬂ———**’“""yﬁ:“mm %,

P4 ®11P1

Figura 11.30.- Deformacion del vector p; a q” en dos dimensiones (uUy;, Uy;) (Vazquez J., 2003).
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% ay representa la dilatacion por unidad de longitud de la linea inicialmente paralela a x;.
“* ay representa el angulo de rotacion de la linea hacia el eje x,, dado que es un nimero muy

pequefio el &ngulo, el seno y la tangente se igualan.

De la misma manera, una linea p, paralela a x,, expande:

q"1 = app: q"; = azp;
Ec.11.67

El rectangulo considerado hasta ahora, de lados p; y p, se ha distorsionado para dar lugar a otro
paralelogramo, y como el tensor es simétrico (a;, = ax Yy en general a; = a;), el nuevo
paralelogramo estd dispuesto simétricamente respecto de los ejes X; ¥ X, y los &ngulos entre los
lados pasan de ser 90° a (90° + 2 arctang a1,), Y COMO a;j SOn muy pequefos (90° + 2ay,). La linea p,
que era la diagonal del rectdngulo, pasa a ser r, la diagonal del nuevo paralelogramo, que en
general, no son coincidentes.

De manera general, cualquier linea que no coincida con los ejes de la cuadrica representativa del
tensor, rota respecto de un punto fijo y cambia de longitud. Solo en los ejes del elipsoide el cambio
queda limitado a un cambio de tamafio, sin rotacion.

Conviene tener presente, no obstante, que los componentes del tensor de la dilatacion térmica son
del orden de 107, por tanto, la rotacién es menor de un segundo de grado por grado centigrado. En
la mayor parte de los trabajos practicos, esta desviacion es despreciable.

Los coeficientes de dilatacion correspondientes a las tres fases de la materia, se expresan como:

«» Coeficiente de dilatacion de aire:

Ec.11.68
% Coeficiente de dilatacion del agua:
1 (6V>
%w =y \ar
Ec.11.69
% Coeficiente de dilatacion del esqueleto solido:
1 (E)VS>
% = v \or
Ec.11.70

En las Tablas 1.4 a 11.6 se proporcionan los valores tipicos de las propiedades de la materia:
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Tabla 11.4.- Propiedades de los liquidos a 20°C, presion atmosférica y aceleracion de la gravedad en
condiciones estandar (Gratton J., 2002).

Masa Peso Jiscosidad | Viscosidad Tension Presion de | AGdulo de Calor
y especifica especifico dinamica | cinemitica | superficial* rapor a 20°C | |asticidad ifico
Substancia © m (u X 10%) (»x10°) (9) (py kg /em® | Slumétrico (©
geok/m® kg(/m® gpseg/m* | m*/seg kg,/m (abs) i ke Jem? | ccalf(kg,-°C)
Alcohol (etilico) 80.39 789.8 1224 0.152 1.265 0.060 10.545 0.581-a 25°C
Benceno 8984 879.5 6.68 0.074 2.158. 0.102 0.406
Tetracloruro
de carbono 16235 15940 992 0.0613 0.00272 0.122 0.201
Freén-12 (2 19.06°C) 136.09 13345 5.624
Glicerina 128.72 12624 15310.00 118912 0.141 X 107 44290 055
Keroseno 7934 a 83.54 |785.0a 817.0 1.00238-0.0032°
Mercurio 1381.80 13570.0 15.80 00114 0.0523-0.0496% [ 0.162 X 10™® | 267.140 0.0332
Petréleo:
crudo 86.69 a 94.57 (849.1 a 9292 0.00238-0.0038"
combustible 94.57 a 99.83 (929.2 29772
Aceite:
de linaza 96.15 9404 4486 4673 0.00342
lubricante 86.69 a 89.32 (849.1 a 881.1 0.00357-0.0038°
Agua: dulce 101.77 9982 103 0.1005 0.00743 0.0238 22,496 0.999
de mar 104.55 10253 111 0.1059
con 20 %
de NaCl 117.16 11470
* En contacto con el awre. #¥% En contacto con su propio vapor.

Tabla 11.5.- Propiedades del agua a presién atmosférica y aceleracién de la gravedad en condiciones normales
(Gratton J., 2002).

Peperaion Ma s a Pe 5 0 Vi.s cosit.iad V"iscos’id_ad Tenﬁél_l" Presion Méd\{le
especifica especifico dindmica cinematica superficial de vapor de elasticidad
SQ %% (X 10% ( X10% v ) volumétrico
geok/m® kg/m?® kg-seg/m* m?/seg kg/m kg/cm® (abs) | (E)  kg/cm*
0 101.928 999.968 1.829 1.793 0.0077 1 0.00622 20,530
444 101.928 1,000.129 1575 1.542 0.00765 0.00858
10.0 101.928 999.808 1.336 1.310 0.00757 0.01251
15.6 101.823 999.167 1.151 1.133 0.00750 0.01800
20.0 101.770 998.206 1.029 1.013 0.00743 0.02383 22,500
26.7 101.612 996.764 0.878 0.864 0.00732 0.03564
32.2 101.455 995.002 0.780 0.767 0.00723 0.04907
38.0 101.245 993.240 0.692 0.687 0.00714 0.0667 1
49.0 100.772 988.594 0.570 0.566 0.00695 0.11881 23,340
60.0 100.246 983.308 0.478 0.478 0.00756 0.203 17
71.0 99.616 977.220 0.409 0.411 0.00655 0.33322
82.0 98.933 970.492 0.354 0.358 0.00635 0.52795
93.0 98.144 963.122 0.311 0.318 0.00615 6.8]056 21,650
100.0 97.724 958.477 0.289 0.296 0.0080 | 1.03341
* En contacto con el aire.
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Tabla 11.6.- Tension superficial de algunos elementos (Adoptado de Gratton J., 2002).

Temperatura Tension
Lugar P o superficial o,
T, °C

(kg/m)

Plata — Aire 970 0.0815

Cloruro de sodio — Aire 996 0.0102

Agua — Aire 20 0.00743

Cinc - Aire 590 0.00722

Benceno — Mercurio 20 0.0382

Agua — Benceno 20 0.00357

Agua — Tetracloruro de 20 0.00458
carbonato

Agua - Mercurio 20 0.0382

11.2.1.9  Clasificacion de los flujos.

Existen muchas formas distintas de clasificar los flujos, por ejemplo, el movimiento de los fluidos,
segin se atienda a un aspecto u otro del mismo. Presentamos seguidamente algunas de las
clasificaciones mas frecuentes:

Flujos estacionarios y no estacionarios.- Un flujo se dice estacionario cuando las magnitudes de
interés, tales como la presion, velocidad y densidad, no dependen del tiempo, esto es:

v =9(xy2)); p=pxy2); p=pxyz)
Ec.1l1.71

Por el contrario, cuando alguna de las magnitudes de interés y, en particular, el campo de
velocidades, dependen del tiempo, el flujo se denomina no estacionario o variable.

Flujos uniformes y no uniformes.- De forma andloga, un flujo se dice uniforme cuando las
magnitudes de interés no cambian de un punto a otro en el fluido, siendo éstas funcion del tiempo
exclusivamente:

v =v(); p=p(t); p=p(t)
Ec.11.72

Cuando tal circunstancia no se cumple, el flujo ser& no uniforme.

Flujos viscosos y no viscosos.- Un flujo no viscoso es aquel en el que los efectos de la viscosidad
no afectan de forma significativa al flujo y, por tanto, pueden ser ignorados. En un flujo viscoso,
por el contrario, los efectos de la viscosidad son determinantes en el flujo.

Matematicamente, el modelo de fluido no viscoso se obtiene haciendo cero la viscosidad, con lo
que los efectos viscosos desaparecen. Sin embargo, tal requisito no se cumple en la préctica pues
todos los fluidos de interés, tales como el agua o el aire, poseen cierta viscosidad. La cuestion que
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entonces se plantea es: ¢existen flujos en los que los efectos de la viscosidad sean despreciables? La
respuesta es si, siempre que los esfuerzos cortantes en el fluido sean pequefios y actlen sobre areas
reducidas, de forma que no afecten de forma importante al flujo del fluido. Evidentemente, esta
afirmacion es muy general y se requiere un analisis mas profundo para justificar la suposicion de
flujo no viscoso.

Sin embargo, de acuerdo con la experiencia, existe una clase primaria de flujos que pueden ser
modelados como fluidos no viscosos: los flujos externos, es decir, los flujos que tienen lugar en el
exterior o alrededor de un cuerpo, como por ejemplo el flujo del aire alrededor del ala de un avién o
de un edificio. Los efectos viscosos que pudieran existir estan confinados dentro de una capa muy
delgada, denominada capa limite viscosa, que se encuentra adherida a la pared del cuerpo (Figura
11.31). Para muchos flujos, la capa limite es tan delgada que puede simplemente ignorarse cuando se
estudian las caracteristicas generales del flujo. Asi, para el caso ya mencionado del flujo del aire
alrededor de un ala, el modelo de fluido no viscoso proporciona excelentes predicciones,
exceptuando quizas las proximidades del borde de fuga del ala.

En el limite opuesto de flujos viscosos podemos citar los denominados flujos internos, tales como
los flujos en tuberias y conductos. En estos flujos, los efectos viscosos causan pérdidas de presion
muy importantes que explican la enorme cantidad de energia que debe usarse para transportar agua,
petroleo o gas a traves de las redes de tuberias.

. ~=
Flujo no ==
VISCOSO

-

Figura 11.31.- Flujo alrededor de un ala (Vélez M., 1999).

Flujos laminares y turbulentos.- Los flujos viscosos pueden ser a su vez divididos en flujos
laminares y flujos turbulentos. En un flujo laminar, el fluido fluye sin que exista una mezcla
significativa entre particulas de fluido vecinas. Si se inyectara tinta en el fluido, ésta solo se
mezclaria con el fluido circundante por la accion de la difusion molecular, por lo que retendria su
identidad durante un periodo largo de tiempo. Los esfuerzos cortantes viscosos son determinantes
en el flujo laminar.

En un flujo turbulento, los movimientos del fluido varian irregularmente, de forma que magnitudes
tales como la velocidad y la presion presentan una variacion azarosa con el tiempo y las
coordenadas espaciales. Por ello, las magnitudes fisicas son frecuentemente descritas mediante su
promedio estadistico. En este sentido podemos definir un flujo estacionario turbulento como aquel
en el que las magnitudes fisicas promediadas temporalmente no cambian en el tiempo (Figura
11.32). Al contrario que en el flujo laminar, si se inyectara tinta en un flujo turbulento, ésta se
mezclaria inmediatamente por la accion del movimiento azaroso de las particulas de fluido,
perdiendo muy rapidamente su identidad en este proceso de mezcla.
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vir)
(a)

(b)

Figura 11.32.- Velocidad como funcién del tiempo en un flujo turbulento: (a) flujo no estacionario, (b) flujo
estacionario (Daily J. & Harleman D., 1975).

El que el flujo sea laminar o turbulento depende de cuatro parametros fisicos que describen las
condiciones de flujo. El primer pardmetro es una longitud caracteristica, L, como por ejemplo el
didmetro de la tuberia por la que circula el fluido. El segundo pardmetro es una velocidad
caracteristica del flujo, U, como por ejemplo el promedio espacio temporal de la velocidad del
fluido en una seccion de la tuberia. Los dos restantes parametros son la densidad del fluido, p, y su
viscosidad dinamica, u. Estos cuatro parametros se combinan en un unico pardmetro adimensional
que se denomina nimero de Reynolds, y que se define como:

LU
ke = ( up>
Ec.11.73

Cuando el numero de Reynolds es relativamente pequefio el flujo es laminar y, por el contrario, a
elevados nimeros de Reynolds el flujo se vuelve turbulento. Por tanto, valores elevados de L, Uy p
favorecen la existencia de flujo turbulento, mientras que valores elevados de u favorecen el flujo
laminar. La transicion de flujo laminar a turbulento define un nimero critico de Reynolds, Re;, de
forma que el flujo es laminar si Re < Ret. Por ejemplo, para el flujo en el interior de una tuberia
rugosa de seccion circular se encuentra que Regi = 2000.

En el régimen turbulento, las fluctuaciones de la velocidad son causa de intercambio de cantidad de
movimiento entre regiones contiguas del fluido, por lo que tienen un efecto similar, aunque de
magnitud diferente, a los esfuerzos cortantes viscosos. Estos esfuerzos cortantes de naturaleza
turbulenta reciben el nombre de esfuerzos de Reynolds y dominan completamente a los
correspondientes esfuerzos viscosos en la mayor parte del fluido, excepto en las regiones muy
préximas a la pared donde se encuentra la capa limite viscosa y el flujo es laminar. El espesor de
esta capa limite depende fuertemente del nimero de Reynolds, disminuyendo a medida que éste
crece. Debido a los esfuerzos de Reynolds, el perfil de velocidades de los flujos turbulentos es
siempre mucho mas uniforme que los correspondiente a los flujos laminares (Figura 11.33).
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Figura 11.33.- Perfiles de velocidad para flujos en conductos (Martin D., 2011).

(
0

(b) Flujo turbulento

Si lo definimos desde el punto de vista de la velocidad de las particulas del fluido en cada punto del
espacio:

% Flujo estacionario.- La velocidad de las particulas del fluido que pasan por un punto dado es
la misma en todo instante del tiempo.

% Flujo no estacionario.- Las velocidades de las particulas del fluido son una funcion del

tiempo en cualquier punto dado.

Si lo definimos desde el punto de vista de la velocidad angular neta del fluido:

®

+« Flujo irrotacional.- Si el elemento del fluido en un punto dado no tiene velocidad angular
neta alrededor del punto.
+«+ Flujo rotacional.- Cuando la velocidad angular neta del elemento del fluido no es nula.

Si lo definimos desde el punto de vista de las variaciones de densidad:

R/

% Flujo compresible.- La densidad el fluido varia de punto a punto, en general es una funcion
de las coordenadas.

% Flujo incompresible.- Cuando no hay variaciones de densidad en funcion de la posicion.

Generalmente el flujo de los liquidos es incompresible.

Si lo definimos desde el punto de vista de los rozamientos internos:

Flujo viscoso.- Fuerzas tangenciales entre distintas capas del fluido: se disipa energia.
Flujo no viscoso.- Ausencia de rozamientos internos.

®
0’0

@
0’0

I11.2.2  Comportamiento dindmico de los fluidos.

En la Fisica, la teoria de la dinAmica de los fluidos es desarrollada bajo dos puntos de vista: el
microscopico y el macroscopico. En el nivel microscpico se toma en cuenta la estructura
molecular del medio y el movimiento unidimensional de las particulas que lo forman. En el
macroscopico en cambio, se consideran las propiedades fisicas del medio. Sin embargo es
importante notar que la materia no es continua, es decir que a nivel microscopico la materia tiene
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espacios entre las moléculas que la componen y a su vez estas moléculas estan compuestas por
atomos que también estan espaciados y asi sucesivamente.

Si se quiere describir el movimiento de un fluido se pueden aplicar las leyes de Newton a cada una
de las particulas individuales que constituyen el sistema, cuyo movimiento se observa como una
funcién del tiempo (analisis lagrangiano). Su posicién 7(t), velocidad v(t) , y aceleracion a(t),
son las magnitudes de interés que deben ser calculadas. En el estudio de la dindmica de los fluidos
este enfoque seria imposible de llevar a cabo incluso con el actual desarrollo de las computadoras.
Asi en lugar de estudiar por separado la conglomeracion real de moléculas se supone que el flujo es
un medio continuo.

En la hipdtesis del continuo se considera que cada una de las propiedades del sistema esta
uniformemente distribuida sobre éste. Asi, los s6lidos y los fluidos se pueden considerar medios que
poseen continuidad en todas sus propiedades y ser estudiados bajo tal suposicion. Esta hipdtesis
significa que es posible asignar valores definidos de las propiedades del sistema (o porcién de
materia) a un punto y que los valores de esas propiedades son funciones continuas de la posicion y
del tiempo (anélisis eulerinao). Por eso, la hipotesis del continuo es la base de la mecénica de
fluidos. Una descripcion para la velocidad es considerar puntos fijos del espacio y registrar ésta
propiedad en las particulas que pasan por dichos puntos. La velocidad del fluido se describird asi
mediante un campo vectorial, conocido como campo de velocidades, que asigna a cada punto del
espacio (X, Yy, z) y en cada instante de tiempo t un vector velocidad.

- -

v =9v(x,yzt)
Ec.11.74

En un punto dado, la velocidad del fluido cambiard, en general, de un instante de tiempo a otro. El

ov

ritmo de cambio de la velocidad del fluido en el tiempo viene dado por (E)' Ademas, si en un

instante de tiempo dado comparamos la velocidad que tiene el fluido en puntos diferentes, ésta no
serd en general la misma. El ritmo de cambio de la velocidad del fluido cuando nos desplazamos

segun los ejes coordenados esta dado por (a_a) (6—'7) (a_a)
dx ay 0z

En mecénica se acostumbra analizar el comportamiento de un cuerpo recurriendo a la idea de
cuerpo libre. Es decir, se aisla el elemento en estudio del resto y se indican las fuerzas que lo ligan
con el exterior. Esto es simple de hacer cuando el cuerpo en cuestion es facilmente identificable,
como ocurre en el estudio de los cuerpos rigidos, cuya forma es constante. En termodindmica, por
otra parte, se prefiere hacer el anélisis en un sistema, entendiendo por tal a una cantidad fija e
identificable de masa, aunque su forma cambie. Las fronteras del sistema puede ser fijos o
movibles, pero la masa no puede sobrepasar estas fronteras, un ejemplo tipico es el analisis del
comportamiento de una masa de gas encerrada en un piston.

En mecénica de fluidos no se puede hacer uso de la idea de cuerpo libre o de sistema, ya que es
dificil fijar la atencién sobre una parte identificable de masa que se mueve, desplaza y deforma en el
espacio. En este caso, es mas simple tomar como elemento de analisis un volumen fijo en el espacio
a través del cual el fluido escurre, esta es la idea del volumen de control (VC). La superficie que

Print to PDF without this message by purchasing novaPDF (http://www.novapdf.com/)

61


http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO CAPITULO Il

UNIDAD DE POSGRADO, FACULTAD DE INGENIERIA FLUJO DE AGUA A TRAVES DE MEDIOS POROSOS

define el volumen de control puede ser real o imaginaria y puede estar fija 0 en movimiento, pero es
indeformable (Figura 11.34).

Elevacidon

q

Campo
de flujo de Darcy

q
Figura 11.34.- Volumen de control para el desarrollo de ecuaciones de continuidad en un medio poroso
saturado (Vélez M., 1999).

Las leyes basicas de la mecéanica y la termodinamica pueden aplicarse al caso de un fluido
considerando ya sea un elemento infinitesimal o un volumen de control; en el primer caso, se
obtiene ecuaciones diferenciales que podrén integrarse una vez que se conozcan las condiciones de
frontera; en el segundo caso se puede llegar a ecuaciones integrales que toman en cuenta las
variables globales que intervienen.

Frecuentemente en muchas situaciones practicas no se requiere un grado de detalle importante,
basta con conocer magnitudes globales o promedios. Esto se logra facilmente con la aplicacion de
las leyes bésicas de la mecénica y la termodinamica a un volumen de control adecuadamente
elegido. Si por otra parte se dispone de una ecuacion diferencial y se conocen las condiciones de
frontera, mediante la integracion de ellas a un caso en particular puede conocerse el detalle de lo
que ocurre con un variable, por ejemplo, el valor de la presién en cada punto del espacio. En
general este enfoque entrega mucho méas informacion sobre el comportamiento del fluido, pero es
mas laborioso de realizar.

El andlisis puntual esta orientado a establecer un modelo matemético del comportamiento del
fluido, que permita conocer en detalle lo que ocurre en cada punto. Para ello se establecen las
ecuaciones basicas en pequefia escala, llegando a relaciones diferenciales, las cuales se deberan
integrar para cada caso particular de acuerdo a las condiciones de frontera e iniciales respectivas.
Con base en ello se podra conocer la distribucion espacial y temporal de las variables que definen el
comportamiento del fluido, como son la presion, velocidad, masa especifica, etc. Si bien hasta ahora
ha sido posible establecer modelos matematicos de complejidad razonable para casi cualquier tipo
de flujo, las ecuaciones resultantes son facilmente integrables por procedimientos analiticos solo en
el caso de flujos laminares, contandose con procedimientos aproximados de integracion numérica
para flujos mas complejos. Una vez obtenido los valores de las variables que definen el
escurrimiento en todos los puntos del espacio ocupado por el fluido, es posible mediante simple
integracion obtener valores del caudal que pasa por una seccion, la fuerza total sobre la superficie y
otras variables globales.
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La idea central del analisis diferencial consiste en establecer las ecuaciones basicas del movimiento
de un fluido para un punto cualquiera del espacio ocupado por él. Esto se ha hecho para el principio
de conservacion de la masa y de cantidad de movimiento.

Antes de comenzar a tratar el tema, es Util recordar las propiedades del operador vectorial nabla
(V). A continuacion se resumen sus principales propiedades, utilizando coordenadas cartesianas:

b. Gradiente de una funcion escalar. Define la variacion de la funcion F en el espacio y tiene
por direccion aquella en la cual el aumento de F es mayor. En este caso opera sobre una
funcién escalar y el resultado es un vector:

dF = VF = (aF)-+ (aF)-+ (aF)k
gra - — \ox ' dy J dz

Ec.11.75

Ec.11.76

c. Divergencia de una funcion vectorial. Indica la forma en que un vector se aleja de un punto
en el espacio y el comportamiento de sus componentes. De esta manera opera sobre un
vector y el resultado es un escalar.

dipV =V -V = (6u>+ (6v>+ (6w>
Y= — \ox dy dz

La divergencia tiene importantes interpretaciones fisicas si f = v representa el campo de
velocidades de un fluido entonces div ¥ representa la razén de expansioén por unidad de
volumen del fluido.

i. V- (@) <0; elfluidose esta comprimiendo

ii. V- (@) >0; elfluidose esta expandiendo

iii. V- (@) =0; el fluidoesincompresible

d. Rotacional o rotor de una funcién vectorial. Define la forma en que el vector gira en el

espacio. En este caso opera sobre un vector y el resultado es también un vector.

Ec.11.77

i j k
0 0 Kl dw dv\ . du Ow\ . dv  Jdu
rotV =V xV =|__ _ —=(———>l+(———>1+(———>k
ox 0dy 0z dy 0z Jz Ox dx 0y
u % w
tV—va—(au' c’)vk>+(6vk 6v_>+(6w_ ow )
ro - ~ \oz dy dx (')ZL ayl (')x]
Ecs.11.78
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e. Laplaciano de una funcion escalar. Se define por este nombre a la divergencia del gradiente
de una funcion escalar. El resultado es un escalar.

— U2 F— i _ _ (0°F 0%F 0%F
LapF =V?>F =div(grad F) =V - VF = Py + %72 + 73

Ec.1.79

f. El elemento V no es un vector, es un operador. Por ejemplo si ¢ es un campo escalar:
i. ¢ V es un operador mientras que:
ii. V ¢ es una funcion vectorial llamada gradiente.
De igual manera si V es un campo vectorial VV esun operador mientras que

V - V es una funcion escalar.
iii.  Multiplicando V por la izquierda da operadores
iv.  Multiplicando V por la derecha da funciones escalares o vectoriales.
v.  Reglas algebraicas para gradientes:
<> V(Cf) =CVf
V(F+9) =Vf+ Vg
V(F-g) =Vf—-Vg
V(fg) =fVg+gVf

*,

>

®,

%

X3

%

0’0

g. Derivada material:

La derivada material, Ilamada también derivada total del tiempo, derivada sustancial, o
derivada global (%) , representa la velocidad de cambio para una particula fija del fluido y

(52) = (32 +v - grad
pt) ~\gr) "V 9@

se define como:

Ec.11.80
Es decir:
Do o]0 o9y
(5c) = (Ge)+ (5) o
Dt Jat (')xi
Ec.11.81
Y de forma compacta:
D@ 20 09
(5¢) = (Ge)+ v grado = (Gp)+ v vo
Ec.11.82

Por lo tanto, es una combinacién de:
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i.  La derivada local (‘;—f), que representa la cantidad de cambio en el tiempo en un

punto fijo.

ii.  Las derivadas convectivas v; + grad @, que representan el cambio debido al
movimiento de la particula del fluido de una posicion a otra, donde las propiedades
de flujo son espacialmente distintas.

Cuando aparecen los efectos convectivos en las leyes basicas que involucran la masa, el
momento o la energia, las ecuaciones en derivadas parciales que describen el material se
hacen no lineales y, por lo tanto, son de resolucion mas compleja.

11.2.2.1  Conservacion de la masa o ecuacion de continuidad.

Los elementos de un fluido en movimiento deben cumplir con el requisito basico de la conservacion
de masa del sistema que conforman. Esto se traduce en una cierta relacion entre las velocidades
puntuales y la masa especifica del fluido. El principio de conservacion de la masa se expresa
matematicamente en la ecuacion de continuidad (EC), en ella se puede emplear los métodos de
analisis diferencial o integral, dependiendo de la informacion disponible y los intereses del analisis.
A continuacion se analizan las condiciones que el principio de conservacion de la masa impone a la
distribucién de velocidades en cualquier punto del espacio ocupado por el fluido.

Supongamos que se conoce en cada punto del espacio ocupado por el fluido en movimiento la
velocidad y la masa especifica, ambas en funcion del punto en el espacio y tiempo, de manera que:

u =fu (xlylzlt)
v =Ff (x,v,21t)
w =fw (xlylzlt)

p=f,(xyzt)
Ecs.11.83

En un campo conservativo la masa total del sistema debe permanecer constante, de manera que en
ningln punto se cree o desaparezca masa del fluido. Esto requiere que las componentes de la
velocidad y la masa especifica estén relacionadas. Por ejemplo un fluido no puede expandirse a
partir de un punto en todas direcciones sin que haya una disminucion en el tiempo de la masa
especifica del fluido en ese punto.

Las condiciones que debe cumplir las componentes de la velocidad y la masa especifica en un punto
del espacio, de manera que se satisfaga el principio de continuidad, pueden obtenerse analizando lo
que ocurre con un elemento de dimensiones Ax,Ay,Az fijo en el espacio en cuyo centro la
velocidad es V' = ui + vj + wz, y la masa especifica es p. En este caso, la ecuacion de continuidad
es la expresion cuantitativa del hecho de que el flujo de masa que entra al cubo menos el que sale de
él es igual al aumento de masa en el interior por unidad de tiempo. La Figura 11.35 indica las
variables que intervienen.
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Figura 11.35.- Flujo de masa en un cubo elemental (Fernandez, 1999).

p+adp Ax) (u+6u Ax
*_

ox 2 *_>AyAZ=

Pix Vix Six = — ( ox 2

B ( . pou Ax+ udr Ax)A Ayt ap c')uA A Ax?
-\ T 9 2 T e 2) T e ax Y
Ec.11.84

Despreciando el término que contiene Ax? frente a los otros de la suma, se obtiene:

lujo en | (+x) = — pudy A 1(6u+ ap)AAA
flujo en la cara (+x) = — puly Az s\Pay tuzy) Axdy Az

) 1 /0up
flujo enla cara (+x) = — puldy Az — > (¥> Ax Ay Az

) 1 /0up
flujo enla cara (—x) = puly Az — > (¥> Ax Ay Az

) 1 /0vp
flujo enla cara (+y) = — pvAy Az — > (W) Ax Ay Az

) 1 /0vp
flujo enla cara (—y) = pvAy Az — > (W) Ax Ay Az

) 1 /0wp
flujo enla cara (+z) = — pwlAy Az — > (W) Ax Ay Az

) 1 /0wp
flujoenlacara (—z) = pwAy Az — > (W) Ax Ay Az

Ecs.11.85
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Sumando se obtiene el flujo neto de masa hacia el interior del volumen del cubo dado por:

) dpu dpv dpw
Flujo neto de masa = — ( >+ ( >+ ( )AxAyAZ
dx dy dz

Ec.11.86

Este flujo neto hacia el interior del volumen debe ser igual al aumento de masa en su interior por
unidad de tiempo, esto es:

d(p Ax Ay Az)
at
Ec.11.87
Por lo tanto el principio de conservacion de la masa exige que:
0
- (29 (2 (29)-(2)

dx dy dz at

Ec.11.88

Que corresponde a la ecuacion que debe satisfacer las componentes de la velocidad para un campo
conservativo. Esto puede expresarse como:

dp
— 1+ di =
(615) div(pV) =0
Ec.11.89

Esta ecuacion es valida para cualquier tipo de flujo, permanente e impermanente, y cualquier fluido,
compresible e incompresible, homogéneo e isotropo y viscoso o ideal. Se puede desarrollar en
coordenadas cartesianas para obtener:

dp dp dp du dv Jdw dp

() () (200 (e e 2+ ()0

dx dy dz dx Jdy o0z at
Ec.11.90

Se puede observar que:
dp dp dp
. —_ — )+ — | + —_—
v -gradp (u 6x> (v 6y> (W 62)

Siendo grad p el gradiente de la masa especifica, que representa su variacion espacial. Entonces la
ecuacion de continuidad se expresa:

Ec.11.91

dp .
(a>+V -gradp+ pdivV =0
Ec.11.92
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Dos casos particulares son interesantes de observar. Si el fluido es incompresible y homogéneo la
masa especifica no depende del tiempo ni del espacio, por lo tanto la ecuacion de continuidad se
reduce a:

EC.“.93

Por otra parte, si el régimen es permanente, aunque el fluido sea incompresible, se obtiene:

. _ _ (0pu adpv apw\
divpV =V pV= (6x>+(6y>+(az>_0

Ec.11.94

11.2.2.2  Segunda ley de Newton o ecuacion de cantidad de movimiento.

Llamamos fluido ideal aquel cuya viscosidad es nula o despreciable, de manera que en su
comportamiento no se observa el efecto de esfuerzos de corte y por lo tanto no existen fuerzas de
friccion en las zonas de contacto con los bordes solidos o las paredes. Si bien todos los fluidos
tienen viscosidad, en muchos casos reales es posible analizar su comportamiento como si ella no
existiera. Esto es particularmente cierto cuando los gradientes de velocidades son muy pequefios
cerca de las paredes o cuando los tramos de contacto con ellas son muy cortos, de manera que la
fuerza total debido a la friccion se puede despreciar frente a las otras que intervienen.

En el caso de fluidos ideales, las Gnicas fuerzas de superficie son las provocadas por la presion, que
sumadas a las fuerzas masicas o de gravedad, son las responsables del movimiento del fluido. Bajo
estas condiciones es facil establecer una ecuacion que represente la segunda ley de Newton,
aplicada a un elemento de fluido, o ecuacion de cantidad de movimiento, la que en este caso se
conoce como la ecuacion de Euler.

Interesa disponer de una expresion de la segunda ley de Newton para el caso de un fluido ideal en
movimiento. Las fuerzas que acttan sobre el fluido ideal (viscosidad cero y por lo tanto ausencia de
fuerzas de friccion) se puede dividir en fuerzas masicas y fuerzas superficiales provocadas por la
presion.

Las fuerzas masicas, Fn, puede expresarse como:

Fn = [ fuam = [ pfuav
m 4
Ec.11.95

Si la masa especifica del fluido, p, y la intensidad del campo de fuerzas, f.,, permanecen constantes,
para un pequefio elemento de volumen dV se tiene que:

by = p fm dV
Ec.11.96
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Por otra parte, las fuerzas superficiales, debidas exclusivamente a la presion en este caso, Fs,
quedan determinadas por:

F, =JPn -ds
s
Ec.11.97

Donde n es un vector unitario normal a la superficie dirigida hacia el interior de ésta. Aplicando el
teorema del gradiente:

JPnds = JgradeV
s

4
Ec.11.98

Como el gradiente de presiones se puede suponer constante para un pequefio elemento dV:

dFy, = —grad PdV
Ec.11.99

De acuerdo a la segunda ley de Newton la suma de estas fuerzas que actdan sobre el elemento de
fluido de volumen dV y masa dm producen un cambio temporal de su velocidad, de manera que:

EdF =adm=apdlV
Ec.11.100

Reemplazando las expresiones para las fuerzas:

dv
pfmdV—grad PdV = p (E) av

Ec.11.101

Considerando la variacion de la velocidad en términos de la aceleracion local y convectiva:

e (20 = () 0o

Ec.11.102

La ecuacion 11.102 de hidrodinamica clasica recibe el nombre de ecuacion de Euler. Un caso
particular inmediato de esta ecuacion es la Ley Hidrostatica, que se obtiene si la velocidad es
constante en el tiempo y el espacio. La ecuacion de Euler corresponde al teorema de cantidad de
movimiento aplicado a un punto de un fluido ideal y como tal es una expresion vectorial que da
origen a tres ecuaciones escalares para un flujo en el espacio. En coordenadas cartesianas estas
ecuaciones se pueden encontrar desarrollando la expresion anterior:

GG (&) (G = e Q)G
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GGG (@) = - ()

Ge) = G+ ) v (G) = - ()

Ecs.11.103

Es interesante expresar la ecuacion de Euler en un sistema de coordenadas que se mueve a lo largo
de las lineas de corriente, de modo que una de sus direcciones coincide siempre con la velocidad
instantanea de un elemento de fluido. Este sistema de coordenadas se Ilama también coordenadas
naturales. Mediante la utilizacion de este sistema de coordenadas se evita tener que expresar el
vector velocidad mediante complejas expresiones matematicas, las que para muchos casos reales
seria imposible de determinar de manera explicita utilizando sistemas de coordenadas tan rigidos
como los tradicionales rectangulares, cilindricos o esféricos, los que se adaptan bastante bien en el
caso de escurrimientos de geometria simple.

Por simplicidad se considera un flujo bidimensional en un plano vertical como el que se indica en la
Figura 11.36. Las ecuaciones del movimiento se deducen en términos de una coordenada s, a lo
largo de una linea de corriente, por lo tanto es funcion solo de s y del tiempo, V = V (s, t).
Supdngase un elemento de fluido de volumen (As - An - Ax ), con masa especifica p y presion P.
Entonces si se desprecian las fuerzas tangenciales debidas al a viscosidad, la ecuacion del
movimiento en la direccion de las coordenadas s es:

0P As 0P As .
(P— ——) AnAx—(P+ ——)AnAx— pgAMnAxAs sinff = p An Ax As ag

ds 2 ds 2
Ec.11.104
Donde:
,B = Angulo entre el vector s y una linea horizontal
,as = aceleracion de la particula a lo largo de la linea de corriente
,Ax = espesor del elemento en la direccion normal al plano del movimiento
Simplificando y sumando la ecuacion anterior se obtiene:
opP )
-— - sinf =
55 ~ P9sinB=pas
Ec.11.105
Comosing = ‘;—z siendo z una coordenada vertical, se puede escribir:
apP 0z
Ec.11.106

La aceleracion a lo largo de la linea de corriente se puede expresar en términos de la velocidad
como:
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0 = (dvs> _ 0 = (6v5> N (6v5> (ds>
s — \ 5. s — \ 45, a3 5,
dt /'’ ot ds/ \dt

_ (6v>+ (617)
% = \at) " \as) ¥

Ec.11.107

linea de corriente

Figura 11.36.- Coordenadas naturales para un flujo bidimensional (Fernandez, 1999).

Como v = v; en cada instante, puesto que es siempre tangente a la linea de corriente, el subindice s
de la velocidad es redundante. La ecuacion de Euler a lo largo de la linea de corriente en un campo

gravitacional resulta ser:
1 0P dz v v
(-5 5 (03) =G)+ &)
p 0s ds at ds

Ec.11.108
Lo que puede ponerse como:
1 dP 0z v v
(5 3)* (935)* G) v =-(3)
p 0s as as at
Ec.11.109
Para régimen impermanente de un fluido ideal.
Es interesante observar que en régimen permanente esta ecuacion se reduce a:
(1 6P>+ ( 62>+ (617) —o
p 0s g ds ds v
Ec.11.110
Y si ademas el fluido es incompresible:
2
0 (E +gz+ v_)
p 2)
ds
Ec.1.111
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Y si el fluido se mueve en un plano horizontal, de manera que las lineas de corriente queden
. ] . I
contenidas en ese plano y por lo tanto en ellas se cumpla que (a_z) = 0, la ecuacion de Euler indica

v(30) = - (5 5)

Es decir, bajo esas condiciones (régimen permanente, fluido ideal incompresible. A lo largo de una
linea de corriente en un plano horizontal) un aumento de la velocidad acarrea una disminucion de la
presion y viceversa. Si la velocidad permanece constante la presion también. Debido a la diferencia
de signos de ambos miembros de la ecuacion si la velocidad aumenta a lo largo de la linea de
corriente entonces la presion disminuye en esa direccion y viceversa.

que:

Ec.11.112

Aplicando la segunda ley de Newton en el sentido del eje n se obtiene, despreciando las fuerzas
viscosas:

(P aPAn)AA (P+aPAn>AA An Ax A =pAnAx A
i s Ax anzsx p g AnAx As cosfB = p An Ax As a,
Ec.11.113
Dondp:
,B = Angulo entre la vertical y la direccién del vector n. Simplificando:
oP
— 5, " Pgcosp=pay
Ec.11.114
Comosing = Z—Z , Se puede escribir:
apP 0z _
Ec.11.115
La aceleracion normal a,, se puede expresar en términos de velocidad como:
B (c’)vt> . ov?
T ds
Ec.11.116

Donde el segundo término representa la aceleracion centrifuga, siendo R el radio de curvatura
instantaneo de las lineas de corriente. Entonces:

() (o5 (%) =(5)

En el caso de régimen permanente se reduce a:

Ec.11.117
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1 0P 0z v?
p on an R
P
—+
a (p gz) <v2>

Ec.11.118

Lo que indica que la cota piezométrica en cualquier direccion transversal normal, a la linea de
corriente, cambia sdlo si existe curvatura. En flujo rectilineo la cota piezométrica en esa direccion
es constante. Esto normalmente se expresa diciendo que en estos casos se cumple la ley hidrostatica
en la transversal al flujo. Mé&s adn, es interesante observar lo que ocurre si el fluido se mueve en el
. . . . ) d
plano horizontal de modo que las lineas de corriente quedan contenidas en él y por lo tanto (ﬁ) =

0. En estas condiciones la ecuacion de Euler queda:
)&=
p/ \on/) R

Lo que expresa que la presién aumenta hacia afuera de la curvatura de la linea de corriente siempre
que el radio de curvatura sea finito. En el caso de flujo rectilineo, en lineas de corriente rectas, la
cota piezométrica no cambia en el sentido transversal a la corriente.

Ec.11.119

En general, con el objeto de conocer las caracteristicas del movimiento de un fluido, sera necesario
determinar el valor del campo de velocidades para cada punto del espacio, el tiempo, las
aceleraciones respectivas, la presion y la masa especifica, esto es: (u, v, w, P, r) en funcién de (x, y,
z, t). La ecuacion de continuidad proporciona una relacion para el conjunto (u, v, w, r).La ecuacion
de Euler corresponde a tres relaciones escalares entre las velocidades, la presion, y la masa
especifica del fluido. Para resolver el sistema se requiere de una ecuacion adicional que explique las
variaciones de la masa especifica con la presion y con el tiempo. En el caso simple de fluidos
incompresibles (r = ry), el sistema podra resolverse con las ecuaciones de Euler y de continuidad.
En casos mas complejos en los cuales la masa especifica varia con la presién o con la temperatura,
serd necesario recurrir a relaciones termodinadmicas adicionales. Entre estas ultimas lo mas usado es
recurrir a la ley de los gases ideales y a una ecuacion que defina el proceso.

La aplicacion de las ecuaciones de Euler en régimen permanente se simplifica si se integran a lo
largo de una linea de corriente. Con el objeto de establecer claramente las condiciones bajo las
cuales esta ecuacion es aplicable, se procederd a su deduccion siguiendo dos caminos paralelos: el
uso de coordenadas naturales y cartesianas.

a. En coordenadas naturales se obtuvo para flujo permanente de un fluido ideal la siguiente
expresion a lo largo de una linea de corriente.

(1 6P>+( c’)z>+(6v> —o
p 0s gc’)s ds v

Ec.11.120
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Si el elemento de fluido que se esta considerando se mueve una distancia ds a lo largo de la linea de
corriente, se tiene:

apP

(g) ds = Cambio de presion a lo largo de s = dP

(Z—z) ds = Cambio de altura a lo largo de s = dz

(Z—Z) ds = Cambio de velocidad a lo largo de s = dv

Entonces proyectando cada uno de los términos de las ecuaciones de Euler a lo largo de una linea de
corriente sobre la direccion ds se obtiene:

1
EdP+gdZ+vdv =0
Ec.11.121

La que se puede integrar a lo largo de la linea de corriente:
dp
J?+ Jgdz+ Jvdv = cte.

La integral del primer término sélo puede realizarse si se conoce la forma en que varia p con la
presion. En el caso simple de fluido incompresible, esta integral es inmediata y se obtiene:

(B)+ gz (%)=
) gz 5= cte.
La que se acostumbra escribir dividiendo por g como:
P <v2>
=)o (5
14 29

Y se conoce como ecuacion de Bernoulli. H corresponde a la energia especifica por unidad de peso
y se conoce con el nombre de carga hidraulica o Bernoulli. Es importante destacar las condiciones
bajo las cuales esta ecuacion es aplicable y que han sido usadas en su deduccién:

Ec.11.122

Ec.11.123

Ec.11.124

X3

%

Fluido ideal, sin friccion

Régimen permanente

A lo largo de una linea de corriente
Fluido incompresible

X3

%

X3

%

X3

%

Esta ecuacion relaciona los cambios de altura, velocidad y presion de un fluido ideal que se mueve a
lo largo de una linea de corriente. En general los cambios de velocidad son impuestos por
condiciones de continuidad y los cambios de altura estaran dados por la geometria del movimiento,
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por lo tanto la ecuacion de Bernoulli, aplicada cumpliendo las restricciones ya mencionadas,
permitira conocer los cambios de presion a que se ve sometido el fluido a medida que se desplaza a
lo largo de una linea de corriente.

b. Con el objeto de aclarar aun mas las condiciones bajo las cuales la ecuacion de Bernoulli se
puede aplicar, ella se puede deducir también si se utiliza la ecuacion de Euler en forma
vectorial para coordenadas cartesianas (fig. 5.12).

e () - (2

Ec.11.125
Par aun campo de fuerzas gravitacionales f,, = —g k, pero k = grad z , por lo tanto:
d2-grad (5)= ()
grad z — gra ) =7z
Ec.11.126

Y la aceleracion puede expresarse en términos de la aceleracion local y la convectiva como:

(@) = ) @ o

Ec.11.127
Donde: V es el operador vectorial definido anteriormente.
Para un campo gravitacional la ecuacion de Euler se puede expresar como:
G0+ @ o= —gradz—graa ()
T v v = grad z — gra )
Ec.11.128
El término de la izquierda se puede desarrollar de acuerdo a la identidad:
w-V)v = (1/2) grad (v - v) —v x (rotor v)
Ec.11.129

Pero rotor de v = 2w corresponde a la vorticidad del flujo. Reagrupando los términos en que

interviene el gradiente:
grad | gz ) > = vXW T

Utilizando la idea de carga hidraulica se puede poner:

Ec.11.130

v
grad (gH) = —2vxw — (%)
Ec.11.131
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Esta ecuacion indica que para un fluido ideal, los cambios que experimenta la carga hidraulica en el
espacio se puede atribuir a aceleracion local del flujo, es decir su impermanencia, o a la existencia
de vorticidad. Cuando mayores son la aceleracion local o la vorticidad, mas disminuye la carga
hidréulica.

En régimen permanente esta ecuacion puede integrarse siguiendo dos caminos alternativos,
dependiendo de si el flujo es rotacional o no.

i.  Siel escurrimiento es irrotacional (w = 0) y permanente, entonces claramente:
d (gz+ (P) «(2)) =o
gra gz ) > =

Lo que significa que la variacion en el espacio ocupado por el fluido en movimiento de la cantidad
entre paréntesis, es nula. Entonces para un fluido ideal en régimen permanente, si el escurrimiento
es irrotacional, la carga hidraulica permanece constante entre dos puntos cualesquiera del espacio,
no necesariamente sobre la misma linea de corriente. Es decir, la ecuacion de Bernoulli se puede
aplicar entre dos puntos cualesquiera del escurrimiento sélo si es irrotacional. La ecuacion 11.132,
que indica que el gradiente de la carga hidrulica es nulo en cualquier punto ocupado por el flujo
permanente de un fluido ideal incompresible, es una relacidn vectorial, por lo tanto da origen a tres
relaciones escalares independientes, cada una de las cuales indica que la carga hidraulica permanece
constante en una direccién independiente. En coordenadas cartesianas:

grad (H) = (a—H>i+ (a—H>j+ (a—H>k=0

Ec.11.132

dx dy dz

Ec.11.133
Corresponde a:
(6H> _ (6H> _ (6H> —o
ax)  \ay) \oz)
Ec.11.134
ii.  Sielflujo es rotacional (w # 0) y permanente:
(s )+ (3)-
grad | gz P > = —vxw

Ec.11.135

Esta es una ecuacion vectorial, que es posible proyectarla en cualquier direcciéon. En particular,
proyectdndola en el sentido de una linea de corriente, multiplicandola por un elemento de ella ds, se

tiene:
P v?
grad | gz + (E>+ > ds = —(vxw)ds
Ec.11.136
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El término de la derecha es nulo ya que por definicién de linea de corriente v y ds son colineales y
como como v X w es perpendicular a v, también lo es a ds. Por lo tanto v X w tiene una proyeccion
nula sobre la linea de corriente. Entonces, aunque el flujo sea rotacional, a lo largo de una linea de

corriente se cumple:
d +-(P)+- ")) as =0
gra gz ) > s =

Ec.11.137
Lo que significa:

1 2
gw+()w+a@):o
p 2

Ec.11.138

Donde:
,dz, dP y dv? = Variaciones de altura, presion y cuadrado de la velocidad a lo largo de ds.

Integrando esta ecuacion entre dos puntos de la misma linea de corriente, si el fluido es
incompresible se obtiene:
c (B (Z) = et
z+ |— — | = cte.

Vélida para un fluido ideal incompresible en régimen permanente a lo largo de una linea de
corriente, pero sin que sea necesario averiguar sobre el comportamiento de la vorticidad.

Ec.11.139

La ecuacion de Bernoulli (Ec.11.139) es aplicable para el caso de un fluido ideal incompresible en
régimen permanente. Ademas, ella se puede aplicar entre dos puntos cualesquiera del espacio
ocupado por el fluido sélo si el escurrimiento es irrotacional. Si el flujo es irrotacional sélo se puede
aplicar la igualdad de Bernoulli a lo largo de una misma linea de corriente. Los casos mas tipicos
son aquellos en los cuales el flujo es ademas unidireccional, en estas condiciones, las Unicas
incognitas son el valor de la velocidad y de la presion, por lo tanto el sistema puede resolverse con
solo dos ecuaciones: continuidad y Bernoulli.

La aplicacion de las ecuaciones de continuidad y Bernoulli permite encontrar las velocidades y las
presiones, pero requiere conocer la forma de las lineas de corriente, ello se puede hacer en
escurrimiento sencillo, como es el caso de flujo unidimensional. Si el movimiento del flujo es mas
complicado, como ocurre con flujos bidimensionales o tridimensionales por ejemplo, no es facil
saber la forma que pueden adoptar la linea de corriente. Para describir el movimiento de un fluido
es necesario conocer la velocidad en cualquier punto del espacio ocupado por él. Esto es
equivalente a determinar la geometria y trayectoria de las lineas de corriente. En una situacion real,
la solucién del problema podia consistir en realizar medidas directas de la velocidad en todos los
puntos de interés mediante instrumentos adecuados. Sin embrago, desde el punto de vista del
disefio, es conveniente poder predecir, basados en consideraciones tedricas, el movimiento del
fluido, para ello ser4 necesario un método que permita bajo ciertas condiciones, encontrar la
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velocidad como una funcion de las coordenadas y del tiempo dadas las condiciones de frontera
sonde se realiza el escurrimiento y las caracteristicas del fluido.

Este problema tiene solucién matemética solo bajo algunas condiciones concretas, en ciertos tipos
de escurrimientos. Si estas condiciones se cumplen, serd posible encontrar soluciones analiticas
simples para flujos complejos. En otros casos se deberd recurrir a la experimentacion del laboratorio
sobre modelos, el desarrollo de técnicas mas sofisticadas de analisis numéricos. Uno de los casos en
los cuales es posible determinar matematicamente las caracteristicas del escurrimiento es en el
denominado flujo potencial. Este se caracteriza por considerar un fluido ideal incompresible en
escurrimiento permanente irrotacional.

11.2.2.3 Potencial de velocidades.

Se conoce como flujo irrotacional a aquel en el cual las particulas del fluido no estan sometidas a
rotacién, de manera que la distribucion de velocidades se genera con vorticidad nula. Esto es, se
cumple que rot V= VxV = 0, lo que equivale a que las componentes del vector de velocidad
estén relacionadas entre ellas de acuerdo a las relaciones siguientes:

(Z_Z) B (Z_;) | (Z_Z) ) (Z_D (Z_Z) ) (Z_D Ec.11.140

Matematicamente estas ecuaciones proporcionan la condicion necesaria y suficiente para que udx +
vdy + wdz sea una diferencial exacta, o sea que, exista una funcion escalar ¢ tal que:

0 = () ae- () oy ()
Ec.11.141

El signo menos es arbitrario y corresponde a una convencion, de modo que la velocidad est&
orientada en la direccion en que disminuye ¢. Entonces los componentes de la velocidad se
obtienen de ¢ mediante:

) ) -

Lo que es equivalente a:

Ec.11.142

V=—-grad®d=—-V9Q
Ec.11.143

Se puede verificar bajo estas condiciones la vorticidad es nula, ya que se satisface para todas las
direcciones que:

©) =) (D= (-22)-(-2) (- (@
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Ecs.11.144
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Lo anterior prueba la existencia de una funcion escalar tal que su derivada negativa respecto a una
direccién cualquiera, es la componente de la velocidad en esa direccion. La funcion escalar ¢ se
conoce como potencial de velocidad.

Por esos motivos, el escurrimiento irrotacional se le llama también escurrimiento potencial.
Adicionalmente, en las superficies equipotenciales (F = cte.) la velocidad es normal a dichas
superficies, dado que a lo largo de ellas el gradiente de velocidades tiene una proyeccion nula.

Para un fluido incompresible en régimen permanente, la ecuacion de continuidad 11.93, establece
que en cada punto el campo vectorial de velocidades debe satisfacer la condicion:

divh=V-V =0
Ec.11.145

Si el flujo es irrotacional, es decir sin vorticidad, la velocidad puede expresarse en términos de su
potencial, de manera que la ecuacion de continuidad par aun flujo irrotacional sera:

div (grad@) =V (Vp)=0
Ec.11.146

O lo que es igual:

VZg =0
Ec.11.147

Que se conoce como ecuacion de Laplace y es de amplia aplicacion en varias ramas de la fisica. En
términos de sus componentes se expresa como:

%29 N %29 N %29 o
dx2 dy? az2)

Cualquier funcion ¢ que satisfaga la ecuacion de Laplace es un posible potencial de velocidad para
un flujo irrotacional permanente de un fluido incompresible, puesto que satisface simultdneamente
la ecuacion de continuidad y condicién de vorticidad nula. Dado que existen infinitas soluciones de
la ecuacion de Laplace, cada una de las cuales sirve para ciertos contornos del flujo, el problema
principal consiste en la seleccién de la funcion conveniente para el caso particular del flujo
estudiado.

Ec.11.148

Una de las principales caracteristicas de la ecuacion de Laplace es su linealidad esto es Si ¢; Y ¢
son dos soluciones cualesquiera de la ecuacion de Laplace, y C;, C, son dos constantes arbitrarias,
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entonces @ = C,0, + C,0, también satisface la ecuacion de Laplace. Esta propiedad tiene
interesantes consecuencias practicas ya que significa que los flujos son sumables, es decir, se
pueden superponer fisicamente cada uno con su potencial de velocidades y la funcion potencial del
flujo resultante es también la suma de las funciones respectivas.

La resolucion de la ecuacion de Laplace permite encontrar ¢ y por lo tanto, a partir de ¢ la
distribucién de velocidades. El problema planteado en términos expuestos permite reemplazar una
situacion en la cual se trata de encontrar un vector, la velocidad, dado que se sabe que su rotor y
divergencia son nulas, por otro problema equivalente consiste en encontrar una funcion escalar, el
potencial de velocidades, sabiendo que su laplaciano es cero. Este segundo problema es més
sencillo de resolver. Numerosos matematicos han estudiado la ecuacion de Laplace y existen
diversos métodos para encontrar soluciones en condiciones particulares.

Una particula de fluido moviéndose sin rotacion en un campo de velocidades no puede comenzar a
rotar sélo bajo la accion de las fuerzas masicas y las fuerzas debidas a la presion sobre la superficie.
El comienzo de la rotacion, en una particula que venia sin rotar, requiere la accion del esfuerzo de
corte sobre la superficie que definen al elemento. Debido a que las fuerzas de corte son
proporcionales a la velocidad de deformacion angular, entonces una particula que esta inicialmente
sin rotar, no va a comenzar a rotar sin que simultaneamente no sufra una deformacion angular. La
pregunta entonces es ¢se deduce de esto que si hay esfuerzos de corte presentes necesariamente el
escurrimiento debe ser rotacional? Se puede obtener una respuesta cualitativa si se considera la
rotacion de un elemento de fluido en cada uno de los planos. Se sabe de la definicion de vorticidad
que la rotacion en el plano XY esté relacionada con el comportamiento de la vorticidad por:

o= (32)= )~ )

Siendo s la velocidad de rotacion angular del elemento de fluido sobre el plano XY. La variacion
de velocidad en sentido transversal a sus respectivas direcciones, que son los elementos de la
derecha de la ecuacion, estan ligadas a los esfuerzos de corte y la viscosidad del fluido a través de la
ecuacion de viscosidad de Newton, de modo que:

G)= ) 5)=C)

Ec.11.149

Ec.11.150

Es decir:
T, — T
w, = (—x P y)

En un fluido viscoso es bastante dificil que los gradientes de velocidades sean tales que se cumpla
que 7x = 7y, lo que hace en la practica que la teoria de flujo potencial sea aplicable s6lo a
escurrimientos en los cuales los efectos de la viscosidad son despreciables, como son los llamados
fluidos ideales.

Ec.11.151
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En el caso de un escurrimiento bidimensional permanente de un fluido incompresible, la ecuacién
de continuidad es:
du v
) ()=
dx ay

Se define entonces la funcion escalar ¥ = ¥ (x, y), llamada funcion de corriente, a una que cumple
la ecuacion de continuidad, para la cual basta definirla como:

s v ()

En efecto, si se reemplaza en la ecuacion de continuidad, se ve que la satisface automaticamente, ya
que:

0%y 0%y -

dxdy dyox)

Por otra parte, las lineas de corriente estan determinadas por dr x V = 0, lo que en escurrimiento
bidimensional se traduce en:

Ec.11.152

Ec.11.153

Ec.11.154

v u
(E> = (a), —vdx +udy =0
Ec.11.155

Reemplazando las velocidades en términos de la funcion de corriente, se obtiene:

dy —(W)d + (W)d =0
~\ox X dy Y=
Ec.I1.156

Luego para una linea de corriente d¥ = 0 6 ¥ = cte. Ademas se aprecia que la funcion escalar ¥,
funcién de corriente, satisface la ecuacion de Laplace en un campo irrotacional. En efecto, la
condicion de irrotacionalidad en escurrimiento bidimensional es:

= (39 () -

Ec.11.157
Reemplazando las velocidades en términos de la funcion de corriente:
5 (-5)- &) G) =0
dx dx ay) \ay) —
0%y N 0%y -
0x? ay? )
Ecs.11.158
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O finalmente en forma resumida:

VZy =90
Ec.11.159

El significado fisico de estas ecuaciones puede entenderse de la siguiente forma. Si ¢ es la funcion

Ec.11.160
Ademas de la definicion de funciones de corriente se obtiene:
_ (69»’)_ _ (6&”)
= ay)’ V= dx
Ec.11.161
Si se forma el gradiente de ¢:
o]0 09
I A £ Py
rato = (3) i (33) 1 = i
Ec.11.162
Y también el gradiente de ¥:
Jw= (6W>.+(6W>. o
gra = \ox { 3y j =u—v
Ec.11.163
Se observa que el gradiente de ¢ es perpendicular al gradiente de ¥ ya que:
(grad @) - (grad¥) =0
Ec.11.164
Ademas:
Igrad @1 =1grad¥ 1= (u?+ v?)°5
Ec.11.165

Como se muestra en la Figura 11.37:
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Figura 11.37.- Representacion de grad ¢ y de grad v (Fernandez, 1999).

De estas observaciones se deduce que la familia de curvas ¢ = cte. y ¥ = cte., forman un sistema
ortogonal y que cuando los intervalos entre valores consecutivos de ¢ y ¥ son iguales y
suficientemente pequerios, ellos forman una red de cuadrados.

El significado fisico de las lineas de ¥ constante coincide con el de las lineas de corriente. Ademas,
el valor numeérico de las constantes corresponde al gasto que pasa entre un borde fisico y la linea en
cuestion. Esto puede entenderse facilmente con la ayuda de la Figura 11.38, en la cual se muestra el
flujo a lo largo de una pared donde es de interés conocer la cantidad de fluido que pasa, por unidad
de tiempo, entre la pared y el punto A, de coordenadas (X, y), es decir el gasto Q. La pared es una
linea de corriente ya que el fluido no puede atravesarla, por lo tanto las velocidades deben ser
tangentes a ella.

b X1
Figura 11.38.- Flujo bidimensional a lo largo de un plano paralelo al flujo (Fernandez, 1999).

El gasto que fluye a través de un rectangulo formado por una linea paralela al eje X, que pasa por el
punto A, de profundidad h perpendicular a la figura es:
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Ec.11.166

Ycomov = (— Z—w) se obtiene:

X

T ow
0 =hj (- 5)dr =hw @ - ¥ Gl =h @ — %)
Ec.11.167

De manera similar, el gasto que atraviesa una linea paralela al eje Y, que pasa por el punto A es:

Y1 Y1
0 =h [way=n[(-5)ay=htre)- v OI=n¥ - )
y y

dy
Ec.11.168
Como el gasto que atraviesa ambos sectores es el mismo, se deduce que:
)
Y=y + (=
! (h
Ec.11.169

Tomando el gasto que pasa entre dos lineas de corriente por unidad de profundidad, (Q / h), como q
se obtiene en general:

Y =Y, +q
Ec.11.170

Entonces las curvas ¥ = cte., dejan pasar entre ellas y los limites fisicos del escurrimiento
cantidades constantes de fluido. Si al dibujar una familia de estas lineas se eligen las constantes, de
manera que A¥ sea a su vez constante, entonces el gasto que ocurre entre dos lineas de corriente
cualesquiera es constante (Figura 11.39).

f

¥=3q ¥ 2q

/
q-;:q ¥= D

Figura 11.39.- Ejemplo de valores de la funcion y = Constante (Ferndndez, 1999).
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Las lineas ¥ = cte. son lineas de corriente, por lo tanto tangentes al vector velocidad, mientras las
lineas ¢ = cte. son perpendiculares al vector velocidad. Entonces las familias ¥ = cte. y ¢ = cte.
forman una red de lineas mutuamente ortogonales, que recibe el nombre de red de flujo.

Por lo tanto en un escurrimiento bidimensional, si V = ui + vj entonces se satisfacen las siguientes

condiciones:
—(_9%) = (¥
! u = ( x) - (63/)
—(_9%) = (¥
I v= ( 6y) - ( 6x)
iii. VZgp=0,; ¢ = cte.coreponde a una linea de potencial
iv VZy =0; ¥ = cte.coreponde a una linea de corrinte

La determinacion del potencial de velocidades, o de las lineas de corriente, a través de la utilizacion
de funciones complejas, solo puede lograrse en forma sencilla cuando las condiciones de borde son
relativamente simples.

Se ha sugerido que mediante el método analitico se podra resolver cualquier condicion de borde, ya
que siempre se podrian sumar los flujos basicos necesarios hasta lograr que una linea de corriente
coincida con los limites fisicos del escurrimiento. Esto se podria conseguir por ejemplo,
determinando la ubicacion e intensidad de fuentes o sumideros hasta lograr estas condiciones. Sin
embrago, dado el avance que se ha alcanzado con otros métodos, parece poco conveniente tratar de
resolver todos los problemas précticos en forma analitica con tal procedimiento.

Existe un gran nimero de situaciones practicas en las cuales no es facil resolver la ecuacion de
Laplace para las condiciones de borde del problema. Para estos casos es posible usar métodos
alternativos de solucion, basados en procedimientos graficos, analégicos o numéricos. EI mas usado
por su simplicidad y que permite tener una primera vision de las caracteristicas del escurrimiento, es
el método gréfico. Este procedimiento es particularmente atil, en el caso de escurrimientos
bidimensionales. Consiste esencialmente, en dibujar a mano alzada las lineas equipotenciales y de
corriente, aprovechando ciertas caracteristicas especificas que presentan estas funciones por el
hecho de satisfacer la ecuacion de Laplace.

Se ha demostrado anteriormente que tanto la funcién potencial ¢, como la funcion de corriente ¥,
satisfacen la ecuacion de Laplace y que ademas, las familias de curvas dadas por los valores
contantes de ellas son ortogonales entre si. Una red de flujo se compone de una familia de lineas
equipotenciales, y la familia correspondiente de lineas de corriente, con las constantes variando en
progresion aritmética. Es habitual hacer que el incremento de la constante entre lineas
equipotenciales adyacentes y lineas de corriente adyacentes sea el mismo, por ejemplo Ac. Si en un
pinto cualquiera de una red de flujo, la distancia entre lineas de corriente es Ah y la distancia entre
lineas equipotenciales es As, la velocidad aproximada Vs viene dada entonces en funcion de la
distancia de las lineas equipotenciales por:

- (8- (5
Ec.11.171
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O en funcidn de las lineas de corriente:

Ec.11.172

Las expresiones anteriores son aproximadas cuando Ac es finito, pero cuando Ac se hace muy
pequefio, se hacen exactas y dan las velocidades en un punto. Como las dos velocidades obtenidas
tienen que ser las mismas, las ecuaciones demuestran que As = An, 0 que la red de corriente consiste
de un reticulado ortogonal, que cuando el tamafio de la reticula tiende a cero, esta formada por
cuadrados perfectos.

Se considera que la red de flujo esta correctamente construida cuando se satisface las siguientes
condiciones:

1. Las lineas equipotenciales son normales a los bordes

2. Las lineas equipotenciales y las lineas de corriente son ortogonales entre si y forman una
red de cuadrados curvilineos.

3. Ambas familias de lineas son curvas suaves.

La red de flujo obtenida en forma gréfica, al igual que la analitica, también se puede sumar. Por
ejemplo, se puede superponer graficamente una fuente con un flujo uniforme como se muestra en la
Figura 11.40.
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Figura 11.40.- Superposicion gréafica de la red de flujo de un escurrimiento uniforme y una fuente (Fernandez,
1999).

11.2.2.4 Ecuaciones de Navier — Stokes.

El caso de flujo permanente laminar unidireccional, entre placa o en el interior de una tuberia
circular, muestran cdmo influye la viscosidad en el movimiento de un fluido y como es posible
considerarlas en las ecuaciones del movimiento. Sin embrago, ellas estdn limitadas a los casos
concretos para las cuales fueron deducidas. Para encontrar la ecuacion del movimiento en el caso
general de un flujo tridimensional de un fluido viscoso, en régimen laminar o turbulento, es
necesario considerar las condiciones de equilibrio de un volumen elemental, teniendo en cuanta los
esfuerzos normales y tangenciales. Esto da origen a un sistema de tres ecuaciones diferenciales que
se conocen como las ecuaciones de Saint Vennant.
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El siguiente paso consiste en relacionar los esfuerzos superficiales con las caracteristicas del fluido
y la deformacion del fluido. Estas relaciones no son inmediatas, pero se puede entender que los
esfuerzos de corte estan ligados a la viscosidad del fluido y su deformacion angular. Incorporando
estas consideraciones y suponiendo una relacién lineal entre esfuerzo y deformacién, Navier y
Stokes (1820 — 1845), plantearon para un fluido viscoso incompresible 