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Capitulo 1

Introduccion

En los ultimos anos, el empleo de robots cooperativos ha recibido gran atencion.
Una de las razones es que este tipo de sistemas poseen alta capacidad de manipulacion
de movimientos finos y flexibilidad en tareas de ensamblado, manufactura, ambientes de
trabajo complejos, manipulacion de objetos, etc. En particular, cuando un objeto es de-
masiado grande o pesado, no es suficiente un sélo robot para manipularlo; por esta razén
se emplean dos o mas robots.

El andlisis de la dinamica y control de robots cooperativos requiere de técnicas de
modelado y teoria de control mas sofisticadas que las que se usan en el caso de un manipu-
lador trabajando aisladamente. Si se asume que todos los robots del sistema cooperativo
son rigidos, entonces el problema principal tanto en el modelado como en el desarrollo de
la teoria de control consiste en describir de manera adecuada la forma en que interactian
las dinamicas de todos los manipuladores. Una hipétesis comtn para describir dicha inte-
raccién es que los manipuladores sostiene rigidamente el objeto y que sélo existe un punto
de contacto por cada robot. Las suposiciones anteriores facilitan notablemente el diseno
de controladores, puesto que permiten aprovechar la estructura especial del modelo de un
robot rigido (Murray et al. 1994).

Por otro lado, es importante hacer notar que la teoria que se emplea para robots
cooperativos es independiente del tamano de los mismos, por lo que se puede incluir en
esta area el estudio de manos mecanicas, cuyos dedos pueden ser considerados como gru-
pos de robots en miniatura. El estudio de manos mecanicas es importante no sélo porque
estas pueden ser utilizadas como protesis en seres humanos, sino también porque aumen-
tan considerablemente la capacidad de manipulacién de un robot al sustituir la pinza que
poseen la mayoria de ellos por una mano con dos o mas dedos.

Otro problema especifico que debe ser considerado cuando se habla de trabajo coo-
perativo de robots, es que la manipulacién de un objeto significa que este debe ser llevado
de una posicion inicial a una posicién final. Durante el trayecto es necesario mantener un
contacto firme entre los robots y el objeto. Este objetivo requiere planear la trayectoria
que debe seguir cada manipulador. En Li y Sastry (1989) se presentan un algoritmo de
control y uno de generacion de trayectorias para robots coordinados, que puede extenderse
facilmente a cooperativos.



Introduccién 2

Con la finalidad de evitar ambigiliedades, en esta tesis adoptaremos la convencién de
denominar a dos o mas robots manipuladores sujetando el mismo objeto sera determinado
como un sistema cooperativo, y un sistema coordinado a dos o mas robots desarrollando
una misma tarea pero no tomando el mismo objeto. La Figura 1.1 ilustra dos robots suje-
tando el mismo objeto a manipular. Este es un ejemplo de un sistema cooperativo formado
por dos robots, el cual puede ser generalizado a n. Con dicho esquema se trabajara en
esta tesis.

Coordinar el trabajo de dos o mas robots para manipular de manera conjunta un
objeto no es labor facil. Los algoritmos de control deben tomar en cuenta cémo interactiian
las dinamicas de los robots al sujetar el objeto; ademas, estos deben aplicar suficiente fuerza
para que no haya movimiento relativo entre el efector final y el objeto. Las fuerzas que
actuan sobre el objeto no deben danarlo. Para solucionar el problema debe considerarse
cual es la tarea a realizar, por ejemplo, introducir un objeto dentro de una ranura o un
agujero. Esto puede ser trivial para un ser humano, pero es dificil de lograr de manera
automatica.

Q] 5 " o

O
O |

C, Ca
Robot A465 Y, Robot A255

Figura 1.1: Sistema de robots cooperativos.
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Capitulo 2

Planteamiento del problema

Recientemente los robots cooperativos han sido indispensables para el agarre y manipu-
lacion diestra de objetos. Ademads, para el andlisis dindmico del sistema cooperativo se
requieren técnicas mas sofisticadas que para un robot trabajando aisladamente.

Por otro lado, en la mayoria de los esquemas propuestos hasta ahora (Parra-Vega y
Arimoto 1996, Liu et al. 1997, Parra-Vega et al. 2001), se parte de la suposiciéon de que
el objeto estd sujetado firmemente y no puede existir movimiento relativo entre el obje-
to y los puntos terminales de los manipuladores. Aunque esta suposicién es la base del
diseno, estos esquemas de control no pueden asegurar que el agarre del objeto se manten-
dra durante de la ejecucion de la tarea. Esto se consigue de manera implicita proponiendo
regulacion o seguimiento de fuerza calculada para obtener el agarre estable.

De lo anterior, se pueden formular los siguientes problemas a resolver:

a) Realizar un andlisis dindmico para un sistema cooperativo, debido a que existe poca
literatura al respecto.

b) Modelar la fuerza del sistema cooperativo, ya que en los tiltimos anos son muy pocos
los trabajos que hablan sobre este tema.

c¢) Disenar algoritmos de control decentralizados para robots cooperativos sin medicién
de la velocidad, tal que los errores de seguimiento de posicién/fuerza y de observacion
tiendan a cero, durante toda la ejecucién del movimiento restringido del sistema.
Gran parte, de los trabajos previos necesitan tener disponible la posicion, velocidad
y la fuerza para disenar el controlador.
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Capitulo 3

Antecedentes

3.1 Estado del arte

A los manipuladores que no interaccionan con el ambiente se le conoce como robots
en movimiento libre, y pueden ser modelados por un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales. El caso contrario son los que interaccionan con el ambiente y se
conocen como robots en movimiento restringido, los cuales pueden ser modelados por un
conjunto de ecuaciones diferenciales algebraicas no lineales. Una gran parte de los ma-
nipuladores industriales se encuentran en este grupo. En ambos casos estas ecuaciones
pueden provenir de aplicar la formulacion de Lagrange.

Para el caso de sistemas cooperativos no solo se tiene una restriccion, sino un conjun-
to de restricciones, las cuales describen la sujecion del objeto en cada punto de contacto
y son impuestas a nivel cineméatico sobre cada uno de los manipuladores. En conjunto se
tiene un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas no lineales.

El agarre diestro de un objeto generalmente consiste de dos fases (Parra-Vega et al.
2001):

a) Planeacion. Consiste en seleccionar adecuadamente los puntos de contacto entre el
objeto y los brazos robots.

b) Sugjecion. Consiste en sujetar el objeto con una fuerza suficiente para que no haya
movimiento relativo entre el efector final y el objeto. Se debe maniobrar para procu-
rar tener un sujecién suave, puesto que uno rigido puede producir danos al objeto.

En la literatura de robots cooperativos un agarre estable lo definen de dos maneras:

a) El primer enfoque considera que un agarre estable es la capacidad que tienen los
efectores finales para mantenerse en contacto con el objeto, sin que este resbale o
gire (Spong et al. 1993).

b) El segundo esquema considera que un agarre estable se presenta cuando las fuerzas
de contacto permanecen en el cono de friccién todo el tiempo (Murray et al. 1994).
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Por otra parte, en la literatura sobre el modelado de sistemas de multiple manipu-
ladores sujetando un objeto es muy escasa. El andlisis dinamico de un sistema de este tipo
es presentado en Orin y Oh (1981), donde el formalismo de Newton-Euler para mecanis-
mos de cadena abierta es extendido para sistemas de cadena cerrada. Otro enfoque que
puede ser empleado es el método de Euler-Lagrange (Naniwa et al. 1997a), donde las
ecuaciones de movimiento para cada brazo manipulador son desarrolladas en el espacio
cartesiano y el impacto de la cadena cerrada es investigado cuando los manipuladores
estan sujetando el objeto y hacen contacto con un ambiente rigido. Otro método general
para obtener el modelo dinamico de un sistema de multiples manipuladores esta basa-
do en el mapeo entre las fuerzas de contacto y la fuerza del objeto, por medio de una
matriz de sujecién, (Yoshikawa y Zheng 1991, Cole et al. 1992, Kuc et al. 1994, Murray
et al. 1994, Liu et al. 2002). En este enfoque, la matriz de sujecién puede ser empleada
para acoplar la dinamica de los manipuladores con el objeto, mientras este es modelado
por la formulacion de Newton-Euler. El analisis dindmico para robots cooperativos con
articulaciones flexibles sujetando un objeto rigido es presentado en Jankowski et al. (1993).

Para el control de robots cooperativos se realizaron muchas investigaciones en la
década de los 1980’s. Por ejemplo, en Montana (1988), se estudia el problema de la evolu-
cién de contacto. Tal evolucion del contacto requiere de una combinacién perfecta del
control de posicién y fuerza. Algunas de las primeros enfoques son presentadas en Li y
Sastry (1989) y Cole (1990), las cuales cumplen con el objetivo de combinar el control
de posicion y fuerza. En estos trabajos, la dinamica del objeto es considerada de manera
explicita. En Parra-Vega y Arimoto (1996), Liu et al. (1997) y Parra-Vega et al. (2001)
el esquema de control no toma en cuenta la dindmica del objeto, sino que se utilizan las
restricciones de movimiento. Estas aproximaciones de control tienen la ventaja de no re-
quirir del conocimiento exacto de los parametros del sistema cooperativo, puesto que se
emplea un esquema adaptable. Mds recientemente, Schlegl et al. (2001) muestra algunas
mejoras sobre el control hibrido (en términos de la combinacién de los sistemas continuos
y discretos).

A pesar de que Mason y Salisbury (1985) propusieron la manipulacién con pocos
sensores en los 1980’s, existen pocos algoritmos de control para sistemas de robots coope-
rativos que tomen en cuenta la posible carencia de la medicién de la velocidad. Vale la pena
mencionar que usualmente se aproxima ésta por diferenciacion numérica. Sin embargo,
resultados experimentales recientes sugieren que un observador (digitalizado) en una ley
de control tienen mejor desempeno (Gudino-Lau et al. 2002, Arteaga Pérez y Kelly 2004).
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3.2 Antecedentes matematicos 7

3.2 Antecedentes matematicos

En este capitulo se presentan algunas definiciones y conceptos ttiles para el disefio de las
leyes de control propuestas en el Capitulo 6. Ademas, se desarrolla la dindmica de sistemas
cooperativos y algunas propiedades, que sirven como base para sintetizar el estudio de la
ecuacion dinamica y de la ley de control.

3.2.1 Sistema cooperativo holonémico homogéneo

Para desarrollar las ecuaciones que describen la dindmica de cada robot manipulador tra-
bajando en un sistema cooperativo, es necesario incorporar un conjunto de restricciones
holonémicas impuestas a nivel cineméatico sobre los manipuladores. Entonces en conjunto
se tiene la dinamica del sistema cooperativo descrita por ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales mas otro conjunto de ecuaciones algebraicas que representan las restricciones,
resultando de esta manera un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas.

En este trabajo se considera un sistema cooperativo formado por [ robots manipu-

ladores, de n; grados de libertad y m; restricciones originadas por el contacto del objeto
l

sujetado. Por lo tanto, el nimero total de articulaciones esta dado por n = > n;; de igual
i=1
!

manera, el nimero total de restricciones esta dado por m = > m;, con n; > m;.
i=1

Definicién 3.2.1 Una restriccion holonomica se define como aquella ecuacion algebraica
que aparece en un sistema a nivel cinemdtico. Las restricciones holonomica se pueden
clasificar con respecto al tiempo, de la siguiente manera (Greenwood 1988, Arnold 1989,
Liu et al. 1995, Liu y Arimoto 1996):

a) Restriccion escleronomica . La variable de tiempo ¢ no aparece de manera explicita,;
también se conoce como esclero-holonomica. Esta restriccion es invariante en el
tiempo, y la forma general se representa por una funciéon en el espacio articular
como

¢i(q;) = 0. (3.1)

donde ¢, € R™ y q, € R™ es el vector de coordenadas generalizadas de las articu-
laciones del :—ésimo manipulador.

b) Restriccion rheondmica. La variable de tiempo ¢ aparece de manera explicita; tam-
bién se conoce como rheo-holonomica. Esta restriccion es variante en el tiempo, y la
forma general se representa por

¢i(t.q;) = 0. (3.2)

A
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Definicién 3.2.2 Se dice que la cooperacion es holonomica, si las restricciones de mo-
vimiento sobre un sistema cooperativo formado por dos o mds robots manipuladores son
holonémicas (Liu et al. 1997). A

Definicién 3.2.3 Se dice que las restricciones de movimiento impuestas sobre el sistema
cooperativo son homogéneas, si las restricciones de movimiento dadas por (3.1) de un
sistema cooperativo pueden ser escritas de la siguiente forma (Arnold 1989)

!
@(a1,95, - q) = Y _#i(a;) =0, (33)
i=1
donde @,(q;) depende sélo de las variables de articulacion del robot i. A

El objeto a ser manipulado por el sistema cooperativo es modelado via un conjunto
de restricciones holonémicas homogéneas, las cuales restringen el movimiento del robot
manipulador en cada punto de contacto. Con una definicion adecuada de restricciones
holonémicas homogéneas, la dindmica del objeto no tiene que ser calculada expliciamente
para controlar un sistema cooperativo. Desde luego, implicitamente se debe de tomar en
cuenta sus dimensiones, peso, etc.

En lo sucesivo se considerard en esta tesis que las restricciones de movimiento im-
puestas sobre el sistema cooperativo son del tipo escleronémica, pero se hara referencia a
ellas como holonémica. Usando la relacion de cinematica directa, que esta en funcion de
las variables de articulacion gq; € R™,

z; = fi(q,) (3.4)

donde x; € R¥ denota las variables de posicién cartesiana y k es la dimensién del espacio
de la tarea.
La restriccién holonémica descrita por (3.1), puede ser expresada como

pi(z;) = 0. (3:5)

De este modo, se tiene que a nivel cinematico las velocidades cartesianas y velocidad
articular estan relacionadas por el jacobiano del manipulador J,,(q;) € R3*™

of(a.
L = {;EJqZ)qz' = Ji(q,)q; (3.6)

i

Por otro lado, para un sistema cooperativo formado por [ robots manipuladores y
con restricciones holonémicas, las restricciones de movimiento pueden ser expresadas en
una forma general como

Qo(qlaq%'“aql) = 07 (37)

donde ¢ € R™ es un vector de funciones que depende de las variables de articulacion
del sistema cooperativo; m es el niimero de restricciones de movimiento sobre el sistema

UNAM 2005
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cooperativo, g; € R™ (i = 1,...1) son las variables de articulacién del robot i.

Si se considera que cada robot sostiene al objeto en un sélo punto de contacto,
entonces el nimero de restricciones del sistema cooperativo es igual al nimero de mani-
puladores que lo forman, i.e. m = [.

Por otra parte, se tiene que el jacobiano de las restricciones se calcula diferenciando
la ecuacién (3.1) y estd dado por

Tola) = 2249 (39

Diferenciando (3.3) se tiene que las restricciones de movimiento a nivel velocidad toman
la forma

l

> J..(q,)q =0. i=1,...,1.

i=1

3.2.2 Modelo dinamico de un sistema cooperativo

Un sistema cooperativo compuesto de multiples robots manipuladores que sostienen a un
objeto, la posicion del efector final de cada uno de ellos queda geométricamente restringi-
do. Estas restricciones (3.3) modelan el objeto y causan una reduccién de los grados de
libertad del sistema cooperativo, debido a que el efector final de cada uno de los manipu-
ladores deben mantener el contacto del objeto, por lo que no se puede mover en todas las
direcciones. Los grados de libertad de movimiento perdidos, se convierten en fuerzas de
contacto. Las fuerzas de contacto entre los manipuladores y el objeto deben ser incluidas
dentro de la dindmica de cada uno de los robots que forman el sistema cooperativo.

El modelo dinamico para cada manipulador individual 7 con movimiento restringido,
se obtiene empleando la formulacién de Lagrange como (Liu et al. 1995, Parra-Vega et al.
2001)

H;(q,)q; + Ci(q;,q;)q;, + Diq, +g;(q;) = Ti + Jgi(qz‘))‘i- (3.9)

En la ecuacién (3.9) se tiene que g; € R™ es el i—ésimo vector de coordenadas genera-
lizadas de las articulaciones, H;(g;) € R™*™ es la matriz de inercia simétrica positiva
definida, C;(g;, q,;)q;, € R™ es el vector de torques centrifugos y de Coriolis, g,(q;) € R™
es el vector de torques gravitacionales, D; € R"*" es la matriz diagonal semidefinida
positiva que considera los coeficientes de friccion viscosa de las articulaciones, 7; € R™ es
el vector de torques actuando en las articulaciones, y A; € R™ es el vector de multipli-
cadores de Lagrange (fisicamente representan la fuerza aplicada en el punto de contacto).
J,.(q;) = V,;(q;) € R™*" es una matriz ortogonal, cuyo rango se supone completo
en esta tesis, debido a que se considera que todas las restricciones son independientes.
V,(q;) denota el gradiente de la superficie del objeto ¢, € R™ que mapea un vector
sobre el plano normal al plano tangente en el punto de contacto descrito por (3.7).
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Cabe mencionar que la restriccién holonémica juega un papel muy importante debido
a que, si se calcula adecuadamente, es posible saber que debe satisfacer la trayectoria del
robot para garantizar que el manipulador permanecera en contacto con la superficie del
objeto.

3.2.3 Posicién y velocidad restringida

En esta seccion se definen las variables de posicién y velocidad restringida, que propor-
cionan informacién del comportamiento del sistema cooperativo a nivel cinematico. En
un sistema cooperativo, la posicion del efector final de cada robot estd en contacto con el
objeto (que se supone rigido), por lo que aparecen las restricciones de movimiento (3.1).
Cabe mencionar que las restricciones impuestas sobre cada robot del sistema cooperativo
es homogénea, es decir solo depende de las variables de articulacién del mismo robot y no
de los restantes. Ademads, al no existir movimiento relativo entre el punto terminal de ca-
da manipulador y el objeto, se establece una constante que relaciona geométricamente los
puntos terminales de los manipuladores entre si. Por ende, la posiciéon del punto terminal
de dicho manipulador puede ser definida en términos de las posiciones de los manipu-
ladores restantes. Ademas, la velocidad del efector final de cada manipulador puede ser
expresada también en términos de las velocidades de los restantes; esta consecuencia es
logica, ya que de no ser asi se podria llegar al caso en que se perdiera el punto de contacto
entre alguno de los manipuladores y el objeto.

La posiciéon y velocidad restringida ya habian sido introducidas en algunos esquemas
de control para sistemas cooperativos (Arimoto et al. 1993a, Naniwa et al. 1997b), pero
estas eran usadas solamente para plantear el problema cinematico. Las definiciones de
velocidad y posicién restringidas asi como su uso dentro de la ley de control para propor-
cionar mayor informacion sobre la cinematica restringida fueron introducidas en Liu et al.

(1997).

Definicién 3.2.4 Dada la restriccion holondmica homogénea (3.1), la velocidad restringi-
da del 1-ésimo manipulador es

p; =J4(q;)q; = 0. (3.10)
En vista de (3.3) se tiene ademds
!
> =0 (3.11)
i=1

A

Definicién 3.2.5 La variable de posicion restringida estd dada por la integral de la ve-
locidad restringida, esto es

t
Db, = / J‘Pi(qi)qidt =0 (3.12)
0

con p,;(0) = 0. A
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3.2 Antecedentes matematicos 11

Cuando una trayectoria de posicion deseada es especificada para un sistema cooperativo,
se tiene que las correspondientes variables de velocidad y posicion restringida se calculan
directamente en funcién de la variable del vector velocidad deseada qg4, y del vector de
posicién deseada qg;:

! l
Zpdi = Z J i (44:)q4; = 0 (3.13)
i=1 i=1

! l t
Zpdz‘ = Z/ J,(q4;)qq4;dt = 0, (3.14)
i=1 i=1 0

con pg;(0) = 0. La trayectoria de posicién deseada debe satisfacer las restricciones de
movimiento dadas por la ecuacién (3.3).

Para poder controlar los vectores de velocidad p,; y posicién restringida p;, se definen
los correspondientes errores

1>

Ap; D; — Pa; (3.15)
Ap; D; — Pa;> (3-16)

1>

que satisfacen

l l
> Ap,=0 y > Ap,=0. (3.17)
=1 1=1

Las trayectorias de posicién deseada deben cumplirse con las restricciones (3.1) en
todos instante de tiempo, para asi asegurar el contacto entre el objeto y los manipuladores.
Por esta razon es importante controlar los errores de velocidad y posicién restringida,
estos errores son incluidos en la ley de control y en la senal de referencia nominal, para
permitir asegurar que el objeto rigido esté en contacto con los efectores finales de los robots
manipuladores involucrados en el sistema cooperativo.

3.2.4 Método de ortogonalizacion del espacio articular

El método de ortogonalizacion del espacio articular es un esquema general cuya finalidad es
desacoplar las componentes de fuerza de las componentes de posicién/velocidad (Arimoto
et al. 1993b, Liu et al. 1996, Liu et al. 1997). El método de ortogonalizacién se sustenta en
la propiedad fisica de que, cuando se aplica fuerza sobre una superficie rigida restringida,
la resultante es perpendicular a la superficie y el vector de velocidad esta contenido en el
plano tangente al punto de contacto.

Suponiendo que la matriz J g(qz) es de rango completo, debido a que se considera
que todas las restricciones son independientes, se tiene que las fuerzas de reaccién o con-
tacto ejercidas sobre el manipulador ¢ pertenecen al espacio de fuerza €2; generado por los
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vectores columna de J g(qz) La senal de trayectoria se proyecta dentro del espacio T, el
cual es ortogonal al espacio de fuerzas €2;.

Las matrices que proyectan un vector articular g; dentro de los subespacios de posi-
cién y fuerza respectivamente, estan dadas por (Arimoto et al. 1993a, Arimoto et al. 1993b,
Liu et al. 1995)

Qz(qz) = Inani - J;(qz)‘]wz(qz) S R7 (318)
Pi(q;) = J:;(qi)JSOi(qi) € R, (3.19)

donde la matriz Q;(q,) proyecta al subespacio ortogonal de posicién T'; y la matriz P;(q;)
al de fuerza €2;, I,,,«,, es la matriz de identidad y J ;f(qz) es la pseudoinversa de Penrose
del Jacobiano de la restriccion J,,(g;), que se define como

Jh =L (J,J8) 7 e RMm (3.20)

Dadas las propiedades de ortogonalidad entre los espacios de posicién y fuerza, se
tiene que

Qi(qi)Ja(qi) =0 vy Qi(qi)‘]g—;(qi> = 0; (3.21)
ademas cumple con las siguientes relaciones
Jo(a:)q; =P, =0 = Qia)q; = q;, (3.22)
y
Pi(qi)JZi(qi) = Jgi(qi)- (3.23)

Usando las matrices de proyecciéon Q;(q;) v J gi(qi) es posible descomponer el vector de
velocidad angular ¢; en sus componentes ortogonales de posicion y fuerza, los cuales caen
en los espacios T'; y €2;, respectivamente. El uso del método de ortogonalizacion en el
espacio articular permite desacoplar la ley de control en dos partes, una para posicion
y otra para fuerza, las cuales, aunque estén desacopladas, no pueden ser tratadas como
problemas independientes, puesto que la fuerza aplicada por los manipuladores del sistema
cooperativo es resultado del movimiento del manipulador, y los errores de movimiento son
resultado de la fuerza de reaccion sobre los efectores finales causada por los manipuladores.

3.2.5 Propiedades de los robots cooperativos

En esta seccién se presentan varias propiedades del modelo (3.9). Las propiedades de un
sistema cooperativo son las mismas que se emplean para los manipuladores en movimiento
libre, debido a que las restricciones se reflejan en el modelo como una fuerza externa, y por
lo tanto, las propiedades se siguen satisfaciendo. Algunas propiedades son fisicas mientras,
que otras surgen del procedimiento utilizado para obtener el modelo dindmico del sistema
cooperativo (Ortega y Spong 1989, Arimoto et al. 1993a, Liu et al. 1995, Arteaga Pérez
1998). En adelante, se utilizard la norma euclidiana para vectores, es decir:

|| £ (2" )z,
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3.2 Antecedentes matematicos 13

La norma de una matriz A es la correspondiente norma inducida
A 1
Al = (Amax(AT A))2.

Asimismo, Apax(+) (Amin(+)) denota el maximo (minimo) valor propio de una matriz.

Propiedades del modelo dinamico

Algunas propiedades del modelo dindmico de un sistema cooperativo son las siguientes:

l

Propiedad 3.2.1 FEl sistema cooperativo consta de n = > (n; —m;) grados de libertad de
i=1
!

movimiento y de m = > m; grados de fuerza. A
i=1

Propiedad 3.2.2 La matriz de inercia generalizada H ;(q;) es simétrica positiva definida.
A

La siguiente propiedad se relaciona con la estructura pasiva de un sistema cooperativo
y se utiliza con frecuencia en la demostracién de muchos esquemas de control (Ortega y
Spong 1989, Liu et al. 1997, Arteaga Pérez 1998).

Hz(qz) —2C(q;,q;) € R™™ es antisimétrica.
AN

1>

Propiedad 3.2.3 La matriz N(q;,q;)

Debe notarse que la Propiedad 3.2.3 es valida debido a la definicion especial de la
matriz C;(q;, q;) con base en los simbolos de Christoffel; pero, es posible introducir més
de una matriz C;(q;,q;) que pueda servir para calcular el vector de Coriolis y fuerza
centrifugas. Sin embargo, independientemente de la definiciéon de C;(q;, q;), siempre se
cumple que (Ortega y Spong 1989):

q! (Hi(q;) — 2Ci(q;,4,))q; = 0. (3.24)

Propiedad 3.2.4 El vector q; puede ser escrito como

qi - qi + (JZiJ¢iqi - J;;-Jcpiqi> (3-25)
- (Inani - J;J%) qz + J:ZJ%qz
A ) .
= Qz(qz)qz + J;i(qz')pia
donde el rango(Q;) = n; — m;. A
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Propiedad 3.2.5 El vector C;(q,,x)y satisface la igualdad

Ci(q;, )y = Ci(q;, y)x Va,y € R™. (3.26)

Propiedad 3.2.6 La matriz D; es diagonal positiva semidefinida y satisface:
Muin(Di)lyil* < yi Diy; < Max(Di) s> Vy; € R™. (3.27)
A

D; es una matrix diagonal positiva semidefinida porque esté definida con base en la
funcion de disipacion de Rayleigh.

Propiedades relacionadas con las cotas de normas

Encontrar cotas de normas para las matrices del modelo cooperativo (3.9) juega un papel
importante en el control de robots manipuladores. Estas son tutiles para el diseno de mu-
chos esquemas de control. Las cotas de normas ofrecen muchas ventajas, especialmente
cuando se emplea la teoria de Lyapunov. De hecho, para cualquier sistema fisico los vec-
tores q; v q, estan acotados. Por simplicidad, puesto que se consideran articulaciones de
revolucion.

Las siguientes cuatro propiedades se relacionan con la matriz de inercia y pueden
obtenerse con facilidad de la Propiedad 3.2.2.

Propiedad 3.2.7 Cada matriz de inercia H;(q;) satisface \y;||z|)* < €™ H;x < Ay x||?
Vq,;,x € R", donde

)\hi é min Amin(Hi);
vq,eRmi
A
Ami = nax, Amax (H i),

Propiedad 3.2.8 La matriz H; '(q;) existe y satisface o;||z||* < 2" H; ' (q,)x < ow|z|?
Vq;,x € R", donde

A ) _
opi = min Ay (H 1),

i

Vg, cRni
ot —1
OH; = Vélzlea]é{"l )\maX(Hi )7
)
0< oy <o < 0. A
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Propiedad 3.2.9 La matriz de inercia satisface 0 < A, < [[H;(q;)|| < Ay, < oo. A

Propiedad 3.2.10 H; '(q,) satisface 0 < oy, < |[H; '(q,)|| < o, < . A

La siguiente propiedad es valida para todo vector y, € R™ y no sélo para q; € R™;
asimismo, facilita el diseno de observadores no lineales. Puesto que el vector de fuerzas
gravitacionales g;(q;) sblo es funcién de gq;, es posible encontrar algunas cotas para la
norma de este vector.

Propiedad 3.2.11 La matriz C;(q;, q;) satisface ||C;(q;,q,)|| < ke,

qll, ke, > 0. A

Propiedad 3.2.12 El vector de fuerzas gravitacionales g;(q;) satisface ||g;(q;)|| < o4,
0g > 0. A

Propiedad 3.2.13 El vector g,(q;) satisface

9g9,(q;)
Y99 |l < 5. 2
H aqi =0 (3 8)
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Capitulo 4

4.1

Objetivos

El propésito de este trabajo es presentar un estudio de la ecuacién dinamica de un sistema
cooperativo particular formado por dos brazos robots industriales, ya que estos son con
los que cuenta el Laboratorio de Robédtica de la Facultad de Ingenieria de la Universidad
Nacional Auténoma de México; pero que pueda extenderse a [ manipuladores.

2)

Por otra parte, el objetivo de control de este trabajo es:

Permitir un seguimiento de posiciéon con un observador de velocidad en movimiento
libre (sin restricciones). Que sirva para mover los manipuladores de la posicién inicial
hasta tocar el objeto a manipular y, después de concluir la manipulacién, regresar
a la posicién original, que asegure convergencia a cero los errores de seguimiento de
posicion y de observacion.

Disenar un algoritmo de control de seguimiento de posicién/fuerza para un sistema
cooperativo de robots rigidos sujetando un objeto sin deformacién con un observador
de velocidad.

Disenar un algoritmo consista en un controlador de seguimiento de posicién/fuerza
con un observador de velocidad para un sistema cooperativo, empleando un filtro de
fuerza.

Los ultimos dos algoritmos de control para sistemas cooperativos tienen que asegurar

convergencia a cero los errores de seguimiento de posicion y fuerza, asi como de observacion.

4.2 Suposiciones del sistema cooperativo

El modelo dinamico de cada robot manipulador involucrado en el sistema cooperativo se
obtiene a partir de una formulacion de Euler-Lagrange, y para facilitar la formulacion de
la dindmica de los robots manipuladores involucrados en el sistema cooperativo, se hacen
las siguientes.
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Suposiciones relacionadas con los manipuladores

Suposicion 4.2.1 Los robots estan formados por articulaciones rotacionales. A
Suposicion 4.2.2 Los eslabones de los manipuladores cooperativos son rigidos. A

Suposicion 4.2.3 Los brazos robots no entran en configuraciones singulares durante toda
la tarea. A

Suposicion 4.2.4 Los robots cooperativos son no redundantes. A

Suposiciones relacionadas con el objeto a manipular

Suposicion 4.2.5 Los robots manipuladores sostienen rigidamente al objeto, por lo tanto

no hay movimiento relativo entre los efectores finales y el objeto (condicion de agarre
estable). A

Suposicion 4.2.6 Como no existe movimiento relativo entre los efectores finales y el
objeto, los efectos debidos a la friccion tangencial entre los efectores de los robots mani-

puladores y el objeto son cero. A

Suposicion 4.2.7 El objeto manipulado es rigido y no sufre deformaciones cuando es
sujetado. A

Suposicion 4.2.8 Se conoce la cinemdtica directa del objeto rigido. A

Suposiciones relacionadas con las restricciones

Suposicion 4.2.9 Se considera un sélo punto de contacto entre cada uno de los robots
manipuladores y el objeto, por lo tanto el nimero de restricciones de movimiento sobre el
sistema cooperativo m es igual al numero de robots manipuladores que lo forman, . A

Suposicion 4.2.10 Las restricciones de movimiento impuestas sobre el sistema coopera-
tivo son holonomicas y homogéneas. A

Suposicién 4.2.11 Losl robots que componen el sistema satisfacen las restricciones (3.1).

A
Suposicién 4.2.12 La matriz J,, es continuamente Lipschitz, 1. e.

HJSDi(qi) - Jeoi(qcii)H < Lillq; — q4ll; (4.1)
UNAM 2005
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para una constante positiva L; y para todo q;, q4; € R™. Por otra parte, existen constantes
positivas finitas co; y c1;, que satisfacen

Y -
Coi — V(E?Eaﬁéil ||J¢Z(qz)H (42)
AN
i = max [|Jo(q:)ll (4.3)
A

Notese que la suposicion 4.2.12 considera que la restriccién no incluye singularidades.
Ademas 4.2 y 4.3 son bastante razonables para robots en revolucion, puesto que los ele-
mentos de g; aparecen como argumentos de funciones trigonométricas (senos y cosenos).
Esta es la razén de que 4.2 y 4.3 sean validas. Nétese que no solamente J (q;) esta
acotada, sino también J,(q;) estd acotada para cualquier g;.
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Capitulo 5

Modelo dinamico del sistema
cooperativo formado por brazos
robots industriales

Este capitulo presenta el estudio de la ecuacién dindamica de un sistema cooperativo par-
ticular formado por dos brazos robots industriales, ya que estos son con los que cuenta el
Laboratorio de Robética de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional Auténoma
de México; pero puede extenderse a [ manipuladores. Para el estudio del modelo dindmico
del sistema cooperativo se consideran las suposiciones de la Seccion 4.2.

5.1 Calculo de la dinamica del sistema cooperativo

Un sistema cooperativo formado por dos o mas brazos robots manipuladores tienen res-
tricciones a nivel cinematico, estas se presentan cuando sostienen un objeto en comun;
ademas, aparecen fuerzas de reaccion entre el objeto y el efector final de cada uno de los
manipuladores involucrados en el sistema cooperativo, asi como fuerzas internas ejercidas
sobre el objeto. Para obtener la ecuacion dinamica de robots cooperativos se plantean los
siguientes problemas: resolver ecuaciones diferenciales algebraicas que aparecen al estar
en contacto el efector final con el objeto; como segundo problema, es encontrar un modelo
dindmico para el objeto rigido y el acoplamiento dindmico de esté con los manipuladores
que forman el sistema cooperativo; por ultimo, hallar el modelo de la fuerza del sistema
cooperativo.
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5.1.1 Descripcién del sistema experimental

Figura 5.1: Sistema experimental.

Figura 5.2: Efector final para los experimentos del sistema cooperativo.

Los algoritmos de control de posicion y fuerza fueron evaluados en los brazos robots
industriales A465 y A255, de la firma canadiense CRS Robotics. El manipulador A465 es
de seis grados de libertad y el A255 es de cinco. Los manipuladores son parte del sistema
experimental del Laboratorio de Robética de la Facultad de Ingenieria de la Universidad
Nacional Auténoma de México (Figura 5.1). Ambos son del tipo rotacional; los actuadores
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5.1 Céalculo de la dindmica del sistema cooperativo 23

son servomotores de CD con codificadores 6pticos. Ademés, cada uno de los brazos robots
tiene un protector de impacto montado sobre la muneca, un sensor de fuerza de la marca
JR3 y un dedo de aluminio, como se muestra en la Figura 5.2. Los algoritmos de control
son ejecutados en una computadora personal Pentium IV a 1.5 GHz, que tiene instalada
dos tarjetas PCI-FlexMotion-6C de National Instruments con un tiempo de muestreo de
9ms. Los controladores fueron escritos en lenguaje ¢ y con herramientas de LabWindows

CVL

5.1.2 Descripcion del sistema cooperativo

Un diagrama esquematico de los brazos robots sujetando un objeto se muestra en la Figura
5.3. Las coordenadas generalizadas del sistema cooperativo son la posicion, velocidad
y aceleracion; también las fuerzas que aparecen por el contacto del efector final sobre
el objeto rigido, y las fuerzas generalizadas de entrada (i.e., torques) ejercidas por las
articulaciones.

Para describir la relacion cinematica entre los robots y el objeto, se selecciona un
sistema de coordenadas estacionario Cy como marco de referencia, ubicado en la base del
brazo robot A465. El sistema de coordenadas del objeto, C5, esta localizado en el centro
de masa del mismo. El origen del marco de coordendas C se localiza en el punto central
del efector final del brazo robot A465. De la misma manera, el origen del sistema de
coordenda (5 esta localizado en el punto central del efector final del brazo robot A255. El
marco de coordendas C ha sido considerado como el marco de coordenadas inerciales de
todo el sistema.

) % 5
C ¥,

1 Zl zpl{ 2p 'i c3 )
: : ¥, Zy Iy

¥, //Cz
oy C
ZEI Zy

XU Ky
C, C.
Robot A465

y, # Robot A255
4

Figura 5.3: Diagrama esquematico de brazos robots sujetando un objeto.
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Sea p, el vector de posicién del centro de masa del objeto expresado en el sistema de
coordenadas Cy. ”p, y "p; son vectores que describen la posicién de los puntos de contacto
entre los efectores finales de los brazos robots A465, A255 y el objeto respectivamente,
todo expresado en el sistema de coordendas Cy. Por otra parte, el sistema cooperativo de
la Figura 5.3 esta sujeto a m=2 restricciones holonémicas dadas por

»(q) =0, (5.1)

donde ¢(q) = ¢(q;,q,) € R?. Esto significa que el objeto estd siendo manipulado y
el ambiente se describe por las restricciones (5.1). Si las restricciones holonémicas son
calculadas correctamente se puede garantizar que los brazos robots no dejardn caer el
objeto.

Como se muestra en Liu et al. (1997), si consideramos que las restricciones holonémi-
cas son homogéneas, se pueden escribir las restricciones de posicion, velocidad y aceleracién
de la siguiente forma

®;(q;) =0 (5.2)
Soz(qz) = Jw(qz‘)qz‘ =0 (5-3)
@i(a,) = Jo(@)d; + I i(a)a, = 0,

respectivamente.

5.1.3 Modelo dinamico de un objeto rigido

El movimiento del sistema cooperativo formado por los dos brazos robots esta dinamica-
mente acoplado por las fuerzas de contacto originadas por la interacciéon del objeto rigido.
Para describir esta interaccion, es necesario conocer la dindmica del objeto. Considerando
las suposiciones 4.2.2, 4.2.5, 4.2.6 y 4.2.7 de la Seccién 4.2; y de acuerdo con el diagrama
de cuerpo libre de la Figura 5.4, la ecuacién de movimiento de Newton es

ML, — myg, = .fl - f27 (55)

donde m, € R**? es la matriz diagonal de masa del objeto, &, € R3*! es el vector que
describe la aceleracién de traslacién del centro de masa del objeto, f, € R¥>! y f, € R3*!
son las fuerzas ejercidas por los robots.

Todos los vectores se expresan con referencia al marco de coordenadas inerciales Cy.
La fuerza de contacto esta dada por

donde n; € R¥*! representa la direccién de las fuerzas (normal a la restriccién) y A; es la
magnitud, que es la misma que aparece en la ecuacién (3.9).
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Para obtener el modelo dindmico para robots cooperativos se toman en cuenta las
suposiciones realizadas en la Seccion 4.2.

he

v, /CZ;

]

Figura 5.4: Diagrama de cuerpo libre de la fuerza.

5.1.4 Acoplamiento dinamico

La posicién, velocidad y aceleracion del centro de masa del objeto con referencia al sistema
de coordenadas inerciales estan dadas en coordenadas Cartesianas por:

z, = hi(q;) (5.7)
x, = Joi(q;)q; (5.8)
&o = Jo,(4;)q; + Jo(a:)a;,

respectivamente, con i = 1, 2. h;(q;) € R¥*! es la cinematica directa del centro de masa

del objeto rigido expresado en el sistema de coordenadas Cy y J,; € R¥3 corresponde a
la matriz Jacobiana de h;. Substituyendo (5.9) en (5.5) se obtiene

modo,(4;)d; + Moo, (q:)q; — Mog, = f1 — [ (5.10)
Ahora, reescribiendo (3.9) como
Hi(q,)4; + Ci(q;,4,)q; + Dig; + gi(a;) = 7 + J .. (4,) f, (5.11)
se concluye que

J, (q;) = Jg;(qi>ni7 (5.12)

Pi

en vista de (5.6). J (g;) es el Jacobiano analitico de los brazos robots, el cual se obtiene a
partir de la diferenciacién de la funcién de cinemaética directa (localizacion del efector final
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expresada mediante una representacién minima en el espacio operacional) con respecto a
las variables de las articulaciones. Por otra parte, de (5.10) se tiene

mOJOi(qi)q'L‘ + mOJOi (qz)qz mogo + f2 fl (513)

Entonces, para i = 1 de (5.11) se obtiene

HI(Q1)Q1+CI(Q17Q1)Q1 + Dq, +91((I1) (5‘14)
=71+ J, (q,) {mo o (@)@ + mod o, (q1)d; — Mog, + f2}

(
=71+ J (q ymoJdo, (q,)q, + ng(ql)mo']m(ql)ql
( )mogo + Ja1 (ql)-fQ

Después de algunas manipulaciones algebraicas se obtiene
T+ J,, Aa)fy = {Hl q:) JT(‘h)mo o1 (h}(h

+ {cl(ql, a,)+ Dy — Jal(ql)moJol(ql)} q, (5.15)
+{g:(q)) + 5, (q)m.g, } -

Definiendo
Hr (q,) = Hi(q,) - JaTl (@1)modo, (q1) )
Cr,(q,q;) = Ci(qy,q,)+ D _ng(ql)mo']m(ql)
. T
ng(‘h) = gi(q,) + Jal(‘h)mogoa
se tiene

Hry (q,)q, +Cr,(q,,9,)q, +97,(q,) = T1 + JaTl () f> (5.16)

De la misma manera, el andlisis para el brazo robot A255 lleva a

HTz(‘h)% + CTQ(q27 d,)q, + QTQ(%) =Tzt Jgg (@2) 11, (5.17)
con -
Hr,(q,) = Hs(q,) +J, (q2)moJ02(q2) )
CT2 (QQa q2) = CQ(Q27 q2) + D2 + Jag (q2)m0J02 (q2)
_ T
QTQ(%) = g5(qs) — Jag(qQ)mogo'

El modelo dindmico en (5.16)-(5.17) describe el movimiento de todo el sistema coopera-
tivo, donde cada uno de los manipuladores representa un subsistema acoplado a otro a
través de las restricciones cinematicas y dindmicas.

5.1.5 Modelado de la fuerza para robots cooperativos

Un robot manipulador en movimiento libre no tiene restricciones geométricas; por lo tan-
to, el modelo dinamico es descrito por Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODE por sus
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siglas en inglés). Cuando el manipulador estd sujeto a movimientos restringidos apare-
cen restricciones (holonémicas en nuestro caso); por esta razén, el modelo dindmico se
describe por Ecuaciones Diferenciales Algebraicas (DAE). Para poder simular las fuerzas
de contacto, se deben resolver las DAE. Primero, se despeja g, del modelo dinamico para
robots cooperativos (3.9), por lo que se obtiene

4, = H'(q) {7+ IT ()N — Cila, 44, — Did, — 9,(a,)} (5.18)

Sin embargo, (5.2)-(5.4) deben cumplirse también. Sustituyendo el lado derecho de (5.18)
en (5.4) se obtiene

®;(q;) = J‘Pi(qi)Hiil(qi) {Tz‘ + Jgi(qz')}‘i - Ci(9;,4,)q; — Diq; — gi(qi)} (5.19)
+ J%(Qz)‘]z
= Jgoi(qi)Hiil(qi)Jgi(qi)Ai + J@z(qz)qz
+ Jw(qz’)Hili(qz') {ri—Ci(q;;a:)a; — Diq; — 9,(q,)}
=0.

De las ecuaciones anteriores se tiene

Ai = {Jwi(qi)Hfl(Qi)Jgi(Qi)}_l [‘Pz(qz) - Jcpi(qi)qz‘ (5.20)
- JS"i(qi)Hi_l(qi) {ri —Ci(a;,q;)a; — Diq; — gz(qz)}} .

El sistema descrito por las ecuaciones (5.6),(5.16)-(5.17) y (5.20) podria ahora ser
simulado como ecuaciones diferenciales de segundo orden. Sin embargo, la inclusion de las
restricciones en la forma (5.20) no garantiza la convergencia de las restricciones de posicién
y velocidad a cero. Esto es debido a que ¢;(q;) = 0 representa un doble integrador. De
este modo, cualquier diferencia pequena de ¢,(g;) 6 ¢,(g;) de cero en (5.2)-(5.4) divergira.
Este problema ha sido satisfactoriamente resuelto por el método de estabilizacion de las
restricciones en la solucién de ecuaciones diferenciales algebraicas (Baumgarte 1972). De
acuerdo a esta aproximacion, las restricciones son asintoticamente estabilizadas usando

@i(a;) + 20up,(q;) + Bipi(q;) = 0, (5.21)

en lugar de ¢,(q;) = 0. a; y [3; son seleccionadas para asegurar una rapida convergencia de
las restricciones de posicién ¢,(g;) v las restricciones de velocidad ¢,(g;) a cero (en caso
de haber sesgo). Las ecuaciones (5.6),(5.16)-(5.17), (5.20)-(5.21) describen el movimiento
del sistema cooperativo para ser simulado.
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Capitulo 6

Control de posicién/fuerza con
observador de velocidad

Este capitulo presenta un algoritmo de control de seguimiento de posiciéon con un obser-
vador de velocidad en movimiento libre (sin restricciones) y otros dos controladores de
seguimiento de posicién y fuerza empleando un estimador de velocidad (observador) para
un sistema cooperativo. El primer controlador es usado para el movimiento desde la posi-
cion inicial de los robots hasta la posicién inicial del movimiento restringido y los otros dos
son empleados para manipular el objeto (movimiento restringido). Los algoritmos de con-
trol propuestos garantizan convergencia a cero de los errores de posicién y de observacion,
asi como de los errores de fuerza, en su caso.

Las propiedades de estabilidad del sistema cooperativo en lazo cerrado con la ley de
control de posicién/fuerza propuesta se prueban por medio de un anédlisis de estabilidad
basado en el método directo de Lyapunov y en algunas propiedades del sistema cooperativo.

6.1 Planteamiento del problema

Los manipuladores que sujetan un objeto en comin deben hacerlo de manera estable; es
decir, las variables de posicion, observacion y fuerza deben ser controladas, de tal forma
que se cumpla con la tarea o manipulacion deseada. Para lograr esto se plantea el siguiente
problema: a partir de la dindmica del sistema cooperativo, encontrar una ley de control
de posicién/fuerza sin medicién de velocidad, de tal manera que el sistema en lazo cerrado
sea estable y posea propiedades de convergencia en las variables de posicion, observacion
y fuerza.

6.2 Control de seguimiento

En esta seccién se presenta el analisis del algoritmo de control de seguimiento de posicion
con un observador de velocidad en movimiento libre (sin restricciones). La finalidad es
mover los robots de la posicion inicial hasta tocar el objeto y de regreso a su posicion
original una vez que termina la manipulacion.
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Considérese un robot en movimiento libre, cuya dinamica esta dada por

H(q)qg+C(q.9)qg+Dq+g(q) =T (6.1)
Los errores de seguimiento y observacién se definen como

q

z

q—4q (6.2)
q-q, (6.3)

respectivamente, donde g4 es una trayectoria deseada suave y acotada, y (*) representa el
valor estimado de (). Otras definiciones tiles son

> e

4 = q.-A(a-qy) (6.4)

s 2 a-q, (6.5)
= q+Aqg—Az

4, = q-Az (6.6)

r 2 g—q,=%+Axz, (6.7)

donde A = kI € R™™ con k > 0. Para obtener (6.5), la igualdad ¢ — qq4 = q¢ — z se ha
empleado. El controlador propuesto esta dado por

T £ H(9)iq +C(q,a)q, +Dq +9(q) — Kr (g, —a,), (6.8)

donde K € R™" es una matriz diagonal positiva definida. Nétese que de (6.5) y (6.7)
se tiene q, — q, = s — r. Por lo tanto, se tiene

T = H(9)4,+C(q,4,)q, + Dq, +9(q) — Kr(s—1). (6.9)
Substituyendo (6.9) en (6.1), se puede calcular la dindmica en lazo cerrado como

despejando H(q)$ de la ecuacion (6.10)
H(q)s = C(q.4,)4. — C(q,q)q — Ds — Kr(s —7) (6.11)

donde el término C(q,q,)q, — C(q,q)q de (6.11) se ha manipulado por medio de la
Propiedad 3.2.5 y se tiene

C(q,9,)4, — C(q,9)g = C(q,4,)q, — C(q,9)a +C(q,9)q, — C(q,q)q, (6.12)

= _C(qa q)S - C(q7 S)Qr
= —Clq,9)s - C(q,4,)s.
Sustituyendo (6.12) en (6.11) se tiene
H(q)5=-C(q,q9)s — Kprs — C(q,q,)s + Kgrr (6.13)

donde KDR é KR+D

UNAM 2005



6.2 Control de seguimiento 31

6.2.1 Definicion del observador

La dinamica del observador propuesto esta dada por

4 = q,+Az+kez (6.14)
4, = q,+kiAz, (6.15)

donde kq es una constante positiva. Derivando (6.14) se tiene éo —q— Az —kaz y
sustituyendo en (6.15) se tiene

5 = 7+ kar, (6.16)
Multiplicando ambos lados de (6.16) por H(q), y tomando en cuenta (6.13), se obtiene

H(q)’f‘ = _Hrdr - C(q7 q)S - C(q7 Qr)s - KDRsa (617)

donde H .4 = kqeH(q) — Kr. Finalmente, usando nuevamente la Propiedad 3.2.5 para
manipular el término —C(q, q)s — C(q, q,)s de (6.17) se tiene

- C(q,9)s—C(q,q,)s (6.18)
= —C(q,9)s —C(q,q,)s — C(q,q)r + C(q,q)r

,q)(s —r)—C(q,q,)s — C(q,q)r
q.5+¢,)(s—r)—-C(g.49,)s — C(q,q)r
q,5+¢,)s+C(q,s+q,)r—Cl(q,q,)s — C(q,q)r
q,s)(s+4q,)+C(q,s+q,)r—C(g,s)q, — Clq,q)r
q,s)(s+2q,)+C(q,s+4q,)r — C(q,q)r
q,5s+2q,)s+C(q,s+q,)r — C(q,q)r.

(
—Cl(q
—C(
—C(
—C(
—C(
—C(

Sustituyendo (6.18) en (6.17) se tiene

H(q) rdr - C(q7 q)’l‘ - C(q7 S+ qu)s (619)
+ C(q, s+ q,)r — Kpgs.

El estado se define de la siguiente manera

A

T :[i], (6.20)

para (6.13) y (6.19). La idea principal del disefio del control/observador es mostrar que
cuando ||x|| converge a cero, los errores de posicién q y velocidad angular g, asi como los
errores de observacion z y z tenderan a cero también.

Lema 6.2.1 Si x estd acotado por xn.. y tiende a cero, entonces el siguiente hecho se
satisface: @ y q permanecen acotados. Ademds, si la cota Tmay para ||x| es seleccionada
suficientemente pequena tal que garantice que ||q|| < n para todo tiempo t, con n una
constante positiva y suficientemente pequena, entonces tanto q como E] tenderan a cero
también. A
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La demostracion del Lema 6.2.1 se muestra en el Apéndice B. La conclusién principal es
que si x estd acotado, entonces s y r también lo estan. Ademas, tenderdn a cero si @ lo
hace.
Considérese ahora la siguiente funcién candidata de Lyapunov
1

V(x) = aa:TM:c, (6.21)

donde M £ block diag{H(q), H(q)}, y V(x) satisface

M| < V() < Xoflx|f?, (6.22)
con
A 1
AN = 5\%31611%")\““(]\4) (6.23)
1
Ao £ mex Amax (M).

2 vqecRrr
Supdngase que se puede encontrar una region de atraccion
Sa =A{z : |[zf| < a}, (6.24)

tal que la derivada de la funcién candidata de Lyapunov V(a:) < 0 con V(a:) =0 siy solo
si x = 0. Si a es seleccionada de tal manera que ||z|| < x,.x sea valida para todo tiempo
Y Tmax, €s suficientemente pequena en el sentido del Lema 6.2.1, entonces de la discusion
anterior se puede concluir la convergencia a cero de todas las senales de error.

El siguiente teorema establece las condiciones necesarias que deben de satisfacer los
parametros del controlador.

Teorema 6.2.1 Considérese la dindmica del robot rigido en movimiento libre dada por (6.1),
en lazo cerrado con la ley de control (6.9) y el observador (6.14)-(6.15), donde qq es la
trayectoria deseada acotada y suave en coordenadas articulares; las derivadas qq vy Gq,
también estin acotadas. Considérese también (6.23) y una region definida por (6.24),
donde la cota a, son seleccionadas de acuerdo con

o< Mk M

V)V

Entonces, toda senal de error permanece acotada y ademds se tiene convergencia a cero
de los errores de posicion y observacion, i. e.

(6.25)

limg=0 lim q=0 limz=0 limz=0 (6.26)
st las siguientes condiciones se cumplen
/\min(KR) Z 1251 +1 -+ ) (627)
)\max K
kq > ( h r)+ w’ (6.28)
h
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donde w = s + i (Ap + u3)2 + 6, 0 es una constante positiva y i1, 2, 43 Y Ap se definen
como

mo = max [[C(g,4,)] (6.29)

po 2 max |[Cla.s+4,) (6.30)

ps 2 max |[Clg,s+24,)| (6.31)

Ap 2 Amax(D), (6.32)
A

Tmax = @ A_i (6.33)

A

La demostracién del Teorema 6.2.1 se encuentra en el Apéndice B.

6.3 Observador con matriz de inercia

En esta seccién se estudia, el problema de control de posicién y fuerza de un sistema coo-
perativo de robots rigidos con un observador de velocidad. Para el analisis del controlador
de posicién/fuerza, ademds de los errores de seguimiento de posicién (6.2) y de observacién
(6.3) se definen los siguientes errores

Ap,

(2

AN;

D; — Dq; (6.34)
Ai — Adi, (6.35)

> >

donde py; es la posicién deseada restringida que satisface (3.12). Ag; es la fuerza deseada
para ser aplicada por cada robot sobre el objeto. Cabe mencionar que, la trayectoria de
posicién deseada qy; debe satisfacer la restriccién (3.1).

Otras definiciones importantes son la senal de referencia nominal q,;, la variable del
error residual s; y AF; es la integral del error de fuerza, que estdn dadas por:

4, 2 Qi(q;) (qa — ANi(q; — q4;)) (6.36)
+ J;;'(qi) (Pa; — BiAp; + §AF;)
Si 2 q;, — q, (6.37)

= Q,(q;) (EIZ + A (q; — de’))
+J7.(a;) (Ap; + BiAp; — §AF;)

Spi + Sy

/ " AN (0)d0, (6.38)

AF;
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donde A; € R™*™ g, € R™>*™ son matrices diagonales definidas positivas, y 3; es una
constante positiva. Notese que s,; y Sy son vectores ortogonales, y que s; puede ser
también escrito como

si = Q(q;) ([11 + Aiq — Aizi) + J;&-(qz‘) (Ap; + BiAp; — §,AF;). (6.39)

A continuacion se analiza q,;:

4, = (qz, ;) (qa; — Ai (4, — qai)) (6.40)
J.(a)) (Po; — BAD, + EAF))
+Q;(q;) (da; — ( Qdi))
+J5.(a;) (Pa; — Bi (P; — Dar) + EAN) .
Como se mostrara mas adelante, q,; es necesario para la implementacion del controlador

y del observador. Sin embargo, g, no esta disponible. Con la finalidad de superar este
inconveniente, considérese

day1(q;) . aalni(qi) .

_ dq, & 9q; &
aanil(qi) . aanznz(ql) .
dq, B 9q; &

donde a4 es el elemento af de Q;(q;). Basado en (6.41), considérese la siguiente definicién

day1(q;) . Oarn,(q;) .
ll(qZ) o, - (q )qoi
. dq, dq;
A A
Qz(qza qoz) = ) (642)
Zl(q)qu (q)qoi
dq, dq;
con
Qoi = q; — Aiz;. (6.43)
Entonces, se puede calcular
0 4 (g,
Cln(qz),ri o aalm(qz)ri
_ N . g, 0q;
Qi(ri) = Qia:,q;) —Qi(a;,9,) = : : , (6.44)
dan.1(q; (g
anzl(ql)rz . aanznz (ql) TZ
dq, dq,
donde
A ) .
r,=4q;, —4q, = Z; + Azzz (645)

UNAM 2005
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En vista de (6.42), se propone la siguiente sustitucién para q,;

VAN . . ~
4. = Qi(aq;,9,:) (qa; — Ni (@ — q4:)) (6.46)

+ j;—i(qi7 d.;) (Pa; — BiAp; + §;AF;)
+Q,(q;) <Qdi — A, (flz - Qdi))
+ J(@;) (Da; — Bi (i — Pai) + EAN)

Lt 2
donde J, (q;,q,;) se define de la misma manera que Q(q;,q,;) en (6.42). Nétese que
p; = 0 es conocido.

Qu(a) (du — A (@~ das) ) + T5(@) (bus — s (B, — Bas) + EAN)  (6.47)
=4, — Qi(qi7 Aoi) (g — Ni(Q; — qq;)) — j;(qz‘a 4o;) (Pa; — BiAp; + §AF;).

Sustituyendo (6.47) en (6.85) se tiene

s A A . . . At ) )
4. = Qi(ai, 40i) (qu; — Ni (Q; — q4;)) + I ,(q;, Qo) (Pa; — BiAD; + §AF;) (6.48)

+ iy — Qi@ Ai) (40 — A (@ — qa)) — j;(qz‘a do;) (Pa; — BiAp; + §;AF;) .
Después de simplificar (6.48) se obtiene
éri = q, +ei(ri), (6.49)
donde

2

~Qi(a,) (qq; — Ai (@ — a4) (6.50)
- j:(qz> (Pa; — BiAp; + §AF;).

El controlador propuesto esta dado para cada uno de los robots por

ei(ri)

A % . . .
Ti = Hi(q))q,; + Ci(q:, 4:) 4w + Didy, + 9:(q:) (6.51)
— Kr, (o — @) — I, (@;) (Aai — ki AF;)
= H(q,)q,; + Ci(a;, 4,;)q,; + Dia,, + g9.(q;)
— Ky, (si —7;) — Jgi(qi) (Aai — kmiAF;) + H(q,)e;i(r;)
donde Kg; € R™*™ es una mtriz diagonal definida positiva. Substituyendo (6.51) en
(3.9), se puede calcular la dindmica en lazo cerrado
Hi(q,)3i+ Ci(q;,4:)a; — Ci(ai, @:i)@i + Disi + Kg,(si — 1) = (6.52)
+ J..(q,) (AN + ki AF;) + Hi(q;)ei(r)),

despejando H ;(g;)3; de la ecuacién (6.52)

Hi(q;)$: = Ci(q;,4,;)q,; — Ci(q;,q,)q; — Dis; — Kg,(s; — 1) (6.53)
+ I (q;) (AN + ke AF;) + H(q,)ei(r;),
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donde el término C;(q;,q;)q; — Ci(q;, 4.;)q,; de (6.53) se manipula por medio de la
Propiedad 3.2.5 y se tiene

Ci(a;:4:)4; — Ci(4;,4:1)4.: = Ci(q;,4:)a; — Ci(a;, 41) Q. (6.54)
+Ci(q:,4:))4:; — Ci(4;,4:)qy:
=Ci(9;,4)(q; — 4.) + Ci(a;: 4; — 4,14,
Ci(q;,q,)5: + Ci(q;, 5:)4,;
Ci(a;,4;)si + Ci(q;, 4ui)si-
Sustituyendo (6.54) en (6.53) se obtiene
Hi(q;)$; = —Ci(q;,q;)si — Kpr,s; + Hi(q;)ei(r;) (6.55)
—Ci(q;,q,,)si + Kg,ri + Jgi(ql-) (AN + kpAF;)

donde KDRZ' é KR«L + Dz

6.3.1 Definicion del observador

La dinamica del observador propuesto esta dada por

4 = Qo+ Aizitkazi (6.56)
Qi = Qi+ Ealizi + H;'(q,) 05 (@) (AN + ke AF), (6.57)

donde kg4; es una constante positiva. Nétese que (6.57) puede ser reescrita como
Qoi = @i + €:(ri) + kaiAiz; (6.58)

+ H; ' (q,)d,,(q;) (AN + ks AF;) .
Ahora bien, de (6.56) se tiene

Qi = @ —Nizi—kaiZi. (6.59)

De este modo, de (6.57)
8 = i+ kari +ei(r) + Hil(qi)J;(qi) (AXi + kpiAF) . (6.60)
Multiplicando ambos lados de (6.60) por H;(g;), y tomando en cuenta (6.55) se obtiene
Hi(q)r: = —H.ri—Ci(q;,q;)si — Ci(q;:q,i)si — Kpr,si, (6.61)

donde H 4, = kaiH;(q;) — Kg,. Finalmente, usando nuevamente la Propiedad 3.2.5 para
manipular el término —C,(q;, q,)s; — Ci(q;, q,;)s: de (6.61) se tiene
Ci(q;,q;)s: — Ci(q;, q,;) S (6.62)
= —C~(ql, q;)si — Ci(q;,q,;)8: — Ci(q;, q;)ri + Ci(q;, q;)r:
Ci(q;, @) (si — i) — Ci(q;, i) si — Ci(Qi, @)
= —Cilg;,si+4,)(si— i) — Ci(q;,q,5)8i — Ci(g;, q;)Ti
= —Ci(q;,;si +qy)si + Cila;, si + ¢,)ri — Ci(q;,q,,)8: — Cig;, q,)ri
= —Ci(q;, si)(si +q,) + Ci(q;, si + ¢,)ri — Ci(q;, 8:)q,; — Cig;, q;)ri
= —Ci(q;, si)(si +2q,;) + Cilg;, si + ¢)ri — Cilg;, q;)ri
= Z(qm S + quz)sz + C; (qza S + qrz)ri - Ci(qiv qz)rz
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Sustituyendo (6.62) en (6.61) se tiene

H;(q,)r; = —H.q7: — Ci(q;, q;)r: — Ci(q;, si +2q,,;)s: (6.63)
+ Ci(qia s; + qri)ri - KDR'LSZ"

A continuacién se define

x; 2 [ sT »I AF/ ]T, (6.64)
como estado para (6.38), (6.55), y (6.63). La idea principal del diseno del controlador/ob-
servador es mostrar que, cuando ;|| tiende a cero, los errores de seguimiento @, q;, Ap;,
Ap,; v AX; y de observacién z; y Z; tenderan a cero también. De (6.45), es claro que si
r; estd acotado y tiende a cero, también z; y 2; tenderan a cero. Sin embargo, esto no
es evidente para las otras variables. El siguiente Lema muestra que este es el caso bajo
algunas condiciones.

Lema 6.3.1 Si x; estd acotado por Tuwax, Y tiende a cero, entonces los siguientes hechos
se satisfacen:

a) Ap, y Ap, permanecen acotados y tienden a cero.

b) @; y q; permanecen acotados. Ademds, si la cota Tmay, para ||x;|| es seleccionada su-
ficientemente pequena tal que garantice que ||q;|| < n; para todo tiempo t, con n; una
constante positiva y suficientemente pequena, entonces tanto q; como [11 tenderan a
cero también.

c) Si, ademds, el vector de velocidad q; estd acotado, entonces AN; permanecerd aco-
tado y tenderd a cero. A

La demostracion del Lema 6.3.1 se muestra en el Apéndice B. La conclusién principal
es que si x; estd acotado, entonces s;, r; y AF; también lo estan. Ademas, tenderan a
cero si x; lo hace. Es interesante notar que, si ||x;|| estd acotado por ., entonces es
siempre posible encontrar una cota para e;(r;) en (6.50) que satisface

ei(rs) || < Mei(Tmax,)

Ir|| < oo (6.65)

Considérese la siguiente funcién candidata de Lyapunov para el sistema (6.38), (6.55), y
(6.61)

1

donde M; £ block diag {H;(q,), H(q,),&,}, v Vi(x;) satisface

Al ]| < Vi) < il (6.67)
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con
M 2 min (M) (6.68)
2 vq,ermi
Ay 2 %@?&é‘ni Amax (M),
para ¢ =1,...,[. Supdéngase que se puede encontrar una regién de atraccion
Sai = {x; : ||xi]| < a;}, (6.69)

tal que la derivada de la funcién candidata de Lyapunov V;(x;) < 0 con Vi(x;) = 0 siy
sélo si @; = 0. Si a; se selecciona de tal manera que ||z;]| < Tmay, sea vélida para todo
tiempo y Ty, €s suficientemente pequena en el sentido del Lema 6.3.1, entonces de la
discusion anterior se puede concluir con la convergencia a cero de todas las senales de error.

Teorema 6.3.1 Considérese la dindmica de un sistema cooperativo dado por (3.1) y (3.9),
en lazo cerrado con la ley de control (6.51) y el observador (6.56)—(6.57), donde qq; y Pa;
son la posicion deseada acotada en coordenadas articulares y la posicion restringida; las
derivadas q4;, Gq;, Pai» Y Pq; €stan también acotadas, y todas satisfacen las restricciones
(3.10) y (3.12). Considérese también (6.68), y | regiones de atraccion definidas como en
(6.69) para cada subsistema, donde las cotas a;, i = 1,... 1, son seleccionadas de acuerdo
con

a; < it \/ M (6.70)
(1 + Amax(&;)coi + \/n_z) A2

con «; definido en Apéndice B. Entonces, toda senal de error permanece acotada y ademds
se tiene convergencia asintotica de los errores de sequimiento de posicion, fuerza y obser-
vacion, 1i. e.

limg, = 0 lim q;,=0 lim z; =0 (6.71)
tlim z; = 0 tlim AX; =0,

si las siguientes condiciones son satisfechas

/\mm(KRi) = ,uh+1+5z (672)
Kg. ;
ke = 2mex(Kr) For (6.73)
Ahi
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donde w; = J19; + i (Api + psi + ,u4i)2 +9;, con 9; constante positiva y

A
i = max [|Ci(q;,qy 6.74
[ T 1Ci(a;, q.:)| (6.74)
A
o 2 max (Gl s+ )] (6.75)
A
i 2 max |Ciq; s+ 24, 6.76
143 e ICi(q .|| (6.76)
A
Ha; = Mei(xmaxi>)\Hi (677)
)\Di é )\max(Di>7 (678)
A2
max; i\l ¥ 6.79
P, = a1y 32 (6.79)
donde (6.65) y la Propiedad 3.2.2 ha sido utilizada. A

La demostracién del Teorema 6.3.1 puede encontrarse en el Apéndice B.

Comentario 6.3.1 FEl resultado del Teorema 6.3.1 es solamente local. Esto garantiza
la convergencia a cero de los errores de sequimiento q; y [1@ (porque se debe satisfacer
;|| < mi). Sin embargo, esto no representa un serio inconveniente puesto que para el
agarre es usual dar una trayectoria suave con condiciones iniciales de error iqual a cero.
Por otro lado, el esquema de control es implementado en cada manipulador por separado,
por lo que, solamente es necesario conocer cada restriccion de la forma (3.1). A

6.4 Observador sin matriz de inercia

En esta seccién se presenta un controlador de seguimiento de posicién y fuerza con un
observador de velocidad para un sistema cooperativo, similar al mostrado en la seccion
anterior, pero con la diferencia de que ahora no contiene la matriz de inercia. Para
eliminarla del observador, se empleé un filtro de fuerza y se modificaron las variables de
error residual y la senal de referencia nominal.

La Suposicion 4.2.12 es bastante razonable para los robots de revolucion, puesto que
los elementos de g; aparecen en argumentos de funciones de senos y cosenos.

Ley de control

A continuacion, se analizara el problema de eliminar la matriz de inercia del obser-
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vador. El primer paso consiste en redefinir (6.36)—(6.37) como

q.; = Qi(q;) (qq; — Mi (q; — qq;)) + J;(qz‘) (Pai — BiAD; + &,0; + §,AF;) (6.80)
Si — q;, — 4, (6.81)
= Qi(q)) ((NIZ +Aq— Aizi) + J!(q,) (Ap; + BiAp; — &¢; — E,AF;) .
= Spi + Sti

donde A; = k;I € R%*™ con k; > 0, y &;,&, € R™>™i son matrices diagonales definidas

positivas, y 3; es una constante positiva. ¢; € R? es la salida del filtro lineal dado por
w; = —Aw;+ AN w;(0) =0 (6.82)
¢, = Bw,. (6.83)

A;, B; € R"*™ son matrices diagonales definidas positivas y w; € R} es el estado del

filtro. También, se define
A .

¢; = ¢;,=—-BiAw,+ B;AX\; = —A;¢; + B;AX;. (6.84)
En este caso, se tiene
VAN . . Lt . _
4, = Q;(q;) (qa; — Ai(@; — qu)) + J,,(q)) (P4 — BiAp; + €,¢; + E,AF,) (6.85)

+ Q@) (@~ Ai (@~ aui) ) + TE(@) (B — 5 (b, — Bas) + &€+ EAN)

Lt A
donde J, (q;) y Q;(g;) se definen como antes. De igual manera se tiene

Qi = Gt eilr), (6.86)
donde
A . ~ =+ . =
ei(ri) = —Q;(1i) (qui — Aiq; + Aizi) — I, (1) (P — Bidp; + &, + E,AF;) . (6.87)
El controlador propuesto se define para cada manipulador como

VAN N . . .
T, = Hi(q;)a,, + Ci(q;,q.,)q,; + D;q,, + g.(q;) (6.88)

- KRi (qoi - qri) - J;(qi) ()‘di + Bi_ICi - KFz'AFi) )
donde Kg; € R"*" Ky, € R™*™ son matrices diagonales definidas positivas. Nétese
que de (6.45) y (6.81) se obtiene q,; — q,; = S; — ;. Entonces, de (6.86)

T, = Hi(q;) (q,; + ei(r;)) + Ci(q;, 4.;)q,; + Diq,, + g,(q;) (6.89)
— Kg, (8 —1i) — J;(qi) (/\dz‘ +B; ¢, — KFiAFi) .
Substituyendo (6.89) en (3.9), la dindmica en lazo cerrado se convierte en
Hi(q;)$; = —Ci(q;,q;)8i — Kpg,s; (6.90)
+ Kg,7; + Jgi(qi) (B;'Ai¢; + KriAF)
—Ci(q;,q,)si + Hi(q;)ei(r)
después de algunas manipulaciones matematicas, realizadas antes de manera similar en

(6.52)-(6.54), y donde Kpg, 2 Kg, + D;. A fin de obtener (6.90), la Propiedad 3.2.5 ha
sido empleada.
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6.4.1 Definicion del observador

La dindmica propuesta del observador esta dada por

QG = Qo+ Mizi + haizi (6.91)
Qoi = Qu+Fkalizi, (6.92)
donde kg; es una constante positiva. Notese que ya no se requiere la matriz de inercia.

La ecuacién (6.91) es equivalente a q.,; = q; — Ajz; — kq; 2;, de tal forma que (6.92) se
convierte en

Si = ’I'Z + kdﬂ'i + ei(ri), (693)

en vista de (6.86). Multiplicando ambos lados de (6.93) por H;(q;), y tomando en cuenta
(6.90), se obtiene

H,(q,)r; = —H,q,7; — Ci(q;,q;)s; — Ci(q;,q,;)8i — Kpr,si (6.94)
+ Jgfi(qi) (B;'Aip, + Kp;AF;)

donde H 4, 2 kaiH;(q;) — Kg,. Finalmente, usando la Propiedad 3.2.5 y simplificando,
se tiene

Hi(q;)ri = —Ci(q;,q;)ri — H,a,7; (6.95)
+Ci(q;, 8 + q,)ri — Ci(q;, si +2q,,)s;
— Kopg,s; + J;fi(qi) (B;lAz‘d)i + KFiAFi) .

Ahora se define

K3 K3 7

z, £ [sT rT AFT @7 ], (6.96)

como estado de (6.38), (6.84), (6.90) y (6.95).
Es interesante notar que el Lema 6.3.1 sigue siendo valido para el nuevo sistema.
Por supuesto, la demostracion es distinta, por lo que, por simplicidad, se reescribe como:

Lema 6.4.1 Si x; estd acotado por Tuwax, Y tiende a cero, entonces los siguientes hechos
se satisfacen:

a) Ap, y Ap, permanecen acotados y tienden a cero.

b) @; y q; permanecen acotados. Ademds, si la cota T, para ||| es seleccionada
suficientemente pequena tal que se garantice ||q;|| < n; para todo tiempo t, con n; una
constante positiva y suficientemente pequena, entonces tanto q; como [11 tenderan a
cero también.

c) Si, ademds, el vector de velocidad q; estd acotado, entonces AN; permanecerd aco-
tado y tenderd a cero. A
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La demostracion del Lema 6.4.1 se encuentra en el Apéndice B. Notese que, como
antes, para e;(r;) en (6.87) se tiene

Hez('rz)H S Mei(xmaxi) 'I‘ZH < 0. (697)
Considérese ahora la siguiente funcion
1
Vi(z;) = Q%TMz«’Bu (6.98)

donde M; £ block diag {H,(q,), Hi(q,), R}, y

» [ N;B;' —N;
R, = N, N.B |’ (6.99)

con N, 2 (&B;lAi —i—EZKFZ) A;'. En el Apéndice B se muestra que Vi(x;) es una
funcion definida positiva. Supdngase que se puede encontrar una region

Di = {wz . szH < xmaxi}a (6100)

tal que para todo tiempo la derivada de Vj(x;) < 0 con Vj(z;) = 0 si y sdlo si a; = 0.
Si Tmax, €s suficiente pequena en el sentido del Lema 6.4.1, entonces se puede concluir la
convergencia a cero de todas las senales de los errores. El siguiente Teorema establece las
condiciones para que los parametros del controlador/observador para garanticen esto.

Teorema 6.4.1 Considérese la dinamica del sistema cooperativo dado por (3.1), (3.9),
(3.10) y (3.12), en lazo cerrado con el filtro (6.82)-(6.84), la ley de control (6.88) y el
observador (6.91)-(6.92), donde q4; y Pg; son la posicion articular deseada y restringida,
cuyas derivadas qq;, Qg;, Pai» Y Pg; €Stan acotadas también, y todas satisfacen las restric-
ciones (3.10) y (3.12). Considérensel regiones definidas por (6.100) para cada subsistema,
donde las cotas Tmax;, © = 1,... .1, se seleccionan de acuerdo con

e
xmaxi <

- (1 =+ Co; ()\max(éi) + Amax(éi)) + \/TTZ)

con «; definido en el Apéndice B. Entonces, las senales de error permanecen acotadas, y
se obtiene convergencia a cero, i. e.

(6.101)

lim g, =0 lim ;=0 limz; =0 lim % =0 lim AX; =0, (6.102)
si las siguientes condiciones se satisfacen
Amin(KRr;) > pai + 1+ (6.103)
)\max K, 7
kai > (Kr,) (6.104)
Ahi
Amin(E;) > 0 +1 (6.105)
Amin(§;KFi) > 6 +1, (6.106)

donde w; = fio; + L (Api + pisi + p1ai)” + 0 + 23a20? + 13 N2 (Kw), E; = §B;'A; +
£iB;2Ai+€iFFZ-B;1, 0; es una constante positiva y ji1;, MU2i, H13i, fai Y Api estan definidas
en el Apéndice B. A
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La demostracién del Teorema 6.4.1 se encuentra en el Apéndice B.

Comentario 6.4.1 Fl resultado del Teorema 6.4.1 es solamente local. Asimismo, es di-
ficil encontrar analiticamente una region de atraccion, pero debe notarse que no se puede
hacer arbitrariamente grande.

A
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Capitulo 7

Resultados experimentales

En este capitulo se presentan las validaciones experimentales del modelo dindmico de un
sistema cooperativo mostrados en el Capitulo 5 y de los algoritmos de control propuestos
en el Capitulo 6. El sistema cooperativo experimental esta formado por dos manipuladores
industriales, cada uno de ellos con n; = 3 grados de libertad y con m; = 1 restricciones

originadas por el contacto producido al sujetar el objeto. Por lo tanto, el niimero total
2

de grados de libertad del sistema cooperativo es n = > n; = 6, con un ntmero total de
i=1
2

m = >, m; = 2 restricciones.
i=1

7.1 Simulacién de fuerzas y resultados experimen-
tales

Las técnicas de control propuestas en esta tesis requieren de un modelo exacto del sistema
cooperativo. Si bien esto nunca es posible, si puede obtenerse una buena aproximacién
de la dinamica real del sistema. Con fines de validacion, en esta seccion, algunos resul-
tados de simulacién son presentados (Gudino-Lau y Arteaga Pérez 2004). Para proteger
los brazos robots del sistema cooperativo de posibles danos, se empled el algoritmo de
control de seguimiento de posicién/fuerza para robots cooperativos dado en Gudino-Lau
et al. (2004). Para la ecuacién de movimiento del objeto sujetado dado en (5.5), g,7 = {
Gz 9y 95} =1{0 0 -9.81m/s?*}, m, = mepi y mep; = 0.400 kg. En (5.21) se tiene a; = 10
y 3; = 100. Finalmente, los modelos de los brazos robots se proporcionan en el Apéndice A.

El marco inercial de todo el sistema cooperativo es la base del robot A465, donde
el eje x apunta hacia el otro manipulador. La tarea consiste en levantar el objeto y
presionarlo con una fuerza deseada. Las restricciones en coordenadas cartesianas estan
dadas por

i =x; —b; =0, (7.1)

para ¢ = 1,2 y b; una constante positiva. Las trayectorias deseadas de posicién para el
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primer y segundo experimento son las mismas:

Yar2 = 0.05sin(w(t —t;))[m]
zae = (0.6354 0.05cos(w(t —t;)) — 0.05)[m].

Para el tercer y cuarto experimento se emplearon las siguientes trayectorias deseadas de
posicion

Ya2 = 0.05[m]
zare = (0.6354 0.05cos(w(t —t;)) — 0.05)[m].

Noétese que la cinematica inversa de los manipuladores ha sido empleada para calcular gg;,
para ¢ = 1,2. Estas trayectorias son vélidas desde el tiempo inicial t; = 10 al tiempo final
tr = 70, mientras que w es un polinomio de quinto orden que satisface w(t;) = w(t¢) = 0.
Las derivadas de w son cero también en t; y t;. Para el primer y segundo experimento,
seleccionando las trayectorias (7.2)—(7.4), los robots realizardan un circulo en el plano y—
z. Para los dos tultimos experimentos, con (7.5)—(7.7), los robots realizardn una recta en
la direccién de z. La diferencia entre las trayectorias para los robots A465 y A255 es
solamente el ancho del objeto, 0.311 [m]. Por supuesto, no hay control de fuerza cuando
los robots no estan sujetando el objeto, es decir, hasta que los manipuladores esten en la
posicién inicial (0.554,0,0.510)[m] para el primer manipulador y (0.865,0,0.510)[m] para
el segundo. La fuerza deseada para el primer y tercer experimento, se define para t = t;
= 10s hasta t = t; = 70s por

fazi2 = 15(t —t;)/10[N] t <t <20s (7.8)
fazre = 15+ 5sin(37(t — 20)/40)[N] 20 <t < 60s (7.9)
faeiz = 15— 15(t —60)/10[N] 60 <t <t (7.10)

Para el segundo y cuarto experimento, la fuerza deseada es

fare = 15(t —t;)/10[N] t; <t < 20s (7.11)
faz12 = 15[N] 20 <t < 60s (7.12)
faz1e = 15— 15(t —60)/10[N] 60 <t <t (7.13)

Y fayio = faz. = O[N]. Nétese que, por simplicidad, las fuerzas deseadas son expresadas
en el sistema de coordenadas de la base de cada robot.

El esquema de control ha sido programado con un tiempo de muestreo de 9ms. El
experimento dura 80s. El objeto es sujetado a los ¢ = 10s. Antes, los robots estan en
movimiento libre y no se tiene control de fuerza; para ello se emplea el algoritmo de
control (6.9) y el observador (6.14)-(6.15), mientras que de ¢t = 10s a ¢t = 70s se emplea
el control cooperativo. De t = 70s a t = 80s los robots regresan a su posiciéon inicial en
movimiento libre. De ¢t = 10s a t = 15s los manipuladores empiezan a presionar y sujetar
el objeto desde su posicién inicial, y de t = 15s a t = 20s lo elevan a la posiciéon donde
inicia la tarea.
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El primer experimento consiste en seguir las trayectorias de posicion (7.2)—(7.4) y de
fuerza (7.8)—(7.10). En el intervalo de tiempo de ¢t = 20s hasta ¢ = 60s, los manipuladores
empiezan a hacer un circulo en el plano y-z y la fuerza deseada es una senal senosoidal,
como se muestra en la Fig. 7.3. Para el segundo experimento se siguen las mismas
trayectorias de posicién que para el primero, pero con la fuerza deseada de (7.11)—(7.13),
como se muestra en la Fig. 7.6. Por otra parte, para el tercer experimento con las
trayectorias de posicion (7.5)—(7.7) y de fuerza (7.8)—(7.10), empiezan los robots hacer una
recta en el sistema de coordenada z, mientras la fuerza deseada es una senal senosoidal,
como se muestra en la Fig. 7.9. Por 1ltimo, en el cuarto experimento se siguen las mismas
trayectorias de posicién que el anterior, pero con la trayectoria de fuerza (7.11)—(7.13)
(Fig. 7.12).

Las Figuras 7.1, 7.4, 7.7 y 7.10, muestran los resultados de la simulacién y los
experimentales para el seguimiento en coordenadas articulares. Como se puede apreciar,
los resultados de simulacion son similares. Puesto que el objetivo es evaluar la calidad del
modelo, no se muestran las trayectorias deseadas. De la misma manera, las Figuras 7.2,
7.5, 7.8 y 7.11, muestran los resultados en coordenadas cartesianas. Los resultados son
muy buenos también. Ademads, para la simulacion de la fuerza los resultados pueden ser
considerados aceptables, comparados con la fuerza real. Veanse las Figuras 7.3, 7.6, 7.9 y
7.12. En resumen, se puede concluir que el modelo del sistema cooperativo es adecuado,
aunque el hecho de que haya sido probado en lazo cerrado sin duda hace que la validacion
sea menos confiable. Por otro lado, puesto que no se tiene un método especial para
simular el momento en que el objeto es sujetado, i.e., cuando los manipuladores cambian
de movimiento libre a restringido, hay un pico a los 10s en la simulacién. De ¢t = 60s a
t = 65s el objeto es colocado sobre la mesa y de t = 65s a t = 70s, los manipuladores
disminuyen la fuerza aplicada al objeto.
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7.2 Regulacién de fuerza y seguimiento de posicién

Para respaldar la teorfa desarrollada de los controladores (6.51) y (6.88); y los observadores
(6.56)—(6.57) y (6.91)—(6.92), se realizaron dos experimentos. El primer experimento con-
siste en seguir las trayectorias de posicion (7.2)—(7.4) y de fuerza (7.11)—(7.13). Una
descripcion detallada de estas labores se encuentra en la Seccién 7.1. Para el segundo
experimento se siguen las trayectorias de posicién (7.5)—(7.7) y la misma fuerza deseada.

Para llevar a cabo el controlador en movimiento libre se utiliza la ley de control
(6.9). Los pardametros del controlador (6.51) y del observador (6.56)—(6.57) son Ay = 211,
Ay =231, Ky, = matriz diag { 60 60 60 }, Kr, = matriz diag { 15 13 13 }, kq1 = ka2 = 4,
ky = ke = 5, & = &, = 0.001I. Los pardmetros adicionales del controlador (6.88) son
Ay = Ay, =10, By = By, = 10.

Las Figuras 7.13, 7.14, 7.15, 7.16 y 7.17, corresponden al primer experimento y las
Figuras 7.18, 7.19, 7.20, 7.21 y 7.22 al segundo.

Las Figuras 7.13 y 7.18 del primero y segundo experimento respectivamente, mues-
tran los resultados comparativos de los errores de seguimiento en coordenadas articulares;
como se puede apreciar, los resultados son muy similares, aunque no son tan cercanos
a cero como se esperaba. Esto es debido principalmente al hecho de que se requiere el
conocimiento exacto de la dinamica de los manipuladores y el modelo empleado en los
experimentos no es suficientemente preciso. Aqui cabe hacer notar que la validacién del
modelo tuvo que ser hecha en lazo cerrado, por lo que no es muy confiable. De la misma
forma, las Figuras 7.14 y 7.19, muestran los resultados en coordenadas cartesianas. Para
el seguimiento de la fuerza deseada (7.11)—(7.13) los resultados pueden ser considerados
buenos, segin se puede apreciar en las Figuras 7.15 y 7.20. Esto demuestra la eficiencia
del diseno del controlador decentralizado. Las Figuras 7.16 y 7.21 muestran los errores de
observacion. Como puede apreciarse los resultados son muy buenos en funciéon de que el
observador emplea poca o ninguna informacion de la dindamica de los robots; esto confir-
ma que los errores de seguimiento podrian ser mejorados si se tuviera el modelo exacto de
los manipuladores. Finalmente, las Figuras 7.17 y 7.22 muestran los voltajes de entrada.
Como puede verse, no se tienen problemas de saturacion.
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Brazo robot A4BS Brazo robot A255

Figura 7.13: Errores de seguimiento en coordenadas articulares a) ¢;1. b) ¢i2. ¢) Gi3. d)

Go1- €) Go2. f) Go3. controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento I.
Brazo rabot Ad465 Brazo rohot A255
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Figura 7.14: Errores de seguimiento en coordenadas cartesianas a) Zj7. b) 2. ¢) 3. d)
Tp1. €) Tng. T) dos. controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento I.
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Brazo Robot AdES
30 T T T T T T

Figura 7.15: Medicion de la fuerza a) A;. b) Ag. ..... sefial deseada —— controlador (6.51)
- - - controlador (6.88). Experimento .

Brazo Robaot A465 Brazo Robaot A255
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Figura 7.16: Errores de observaciéon a) z1;. b) z12. ¢) z13. d) 291. €) z99. f) 293.
controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento I.
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Brazo Robot AdBS Brazo Robot A255
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Figura 7.17: Voltajes de entrada a) vy;. b) via. ¢) vig. d) ve1. e) vog. f) vo3. ——
controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento I.

Brazo robot A465 Brazo robot AZ55
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Figura 7.18: Errores de seguimiento en coordenadas articulares a) §i1. b) Gi2. ¢) ¢i3. d)
Go1- €) Go2. f) Gos. controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento II.

UNAM 2005



Resultados experimentales 58
Brazo robot AdE5 Brazo robot A255
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Figura 7.19: Errores de seguimiento en coordenadas cartesianas a) ;1. b) Zj9. ¢) Z13. d)
Tp1. €) Tng. T) dos. controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento II.
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Figura 7.20: Medicién de la fuerza a) A;. b) Ag. ..... senal deseada controlador (6.51)

- - - controlador (6.88). Experimento II.
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Brazo Robaot A465 Brazo Robaot A255
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Figura 7.21: Errores de observaciéon a) z1;. b) z12. ¢) z13. d) 291. €) z99. f) 203.
controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento II.
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Figura 7.22: Voltajes de entrada a) vy;. b) via. ¢) v13. d) ve. €) vag. f) wog.
controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento II.
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7.3 Seguimiento de fuerza y posicion

Los ultimos dos experimentos consisten en hacer seguimiento de posicién y fuerza. La
tarea consiste en seguir las trayectorias de posicién (7.2)—(7.4) y fuerza (7.8)—(7.10) de-
seada. Por supuesto, los resultados son los mismos presentados en la Seccion 7.1, solo que
ahora se muestran errores de seguimiento y la comparacion contra fuerzas deseadas.

Las Figuras 7.23 y 7.28 del tercero y cuarto experimento respectivamente, muestran
los resultados de los errores de seguimiento en coordenadas articulares; como se pueden
apreciar, los resultados son muy similares nuevamente. De la misma forma, las Figuras
7.24 v 7.29 muestran los resultados en coordenadas cartesianas. Para el seguimiento de la
fuerza deseada (7.8)—(7.10) los resultados pueden ser considerados buenos, como se mues-
tra en las Figuras 7.25 y 7.30. Las Figuras 7.26 y 7.31 muestran los errores de observacion.
Como puede apreciarse, los resultados son muy buenos. Finalmente, las Figuras 7.27 y
7.32 muestran los voltajes de entrada.

Brazo robot AdBS Brazo robot A255
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= 0 o = 0
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15

0st |
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e . . .
0 e 0 &0 0
by [l
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1 L
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= 0 4
05t -l
At
45 s s s 15 s s s
0 e 0 &0 0 0 20 40 &0 0

o 00

Figura 7.23: Errores de seguimiento en coordenadas articulares a) ¢i1. b) Giz2. ¢) ¢i3. d)
Go1- €) Go2. f) Gog. —— controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento III.
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Brazo robot A4B5 Brazo robat AZ65
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Figura 7.24: Errores de seguimiento en coordenadas cartesianas a) ;1. b) Zj9. ¢) Z13. d)
Tp1. €) Tng. T) dos. controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento III.

Brazo Robaot A4B5
30 T T T T T

Figura 7.25: Medicién de la fuerza a) A;. b) Ag. ..... senal deseada controlador (6.51)
- - - controlador (6.88). Experimento III.
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Brazo Robot A465 Brazo Robot A285
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Figura 7.26: Errores de observacion a) zj;. b) z12. ¢) z13. d) z91. €) 299. f) 203. —
controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento III.
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Figura 7.27: Voltajes de entrada a) vy;. b) via. ¢) v13. d) ve. €) vag. f) wog.
controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento III.
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Brazo robot A4B5 Brazo robot AZ55

Figura 7.28: Errores de seguimiento en coordenadas articulares a) ¢1. b) ¢i2. ¢) Gi3. d)

Go1- €) Go2. f) Go3. controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento IV.
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Figura 7.29: Errores de seguimiento en coordenadas cartesianas a) Zj1. b) 2. ¢) 3. d)
Tp1. €) Tng. T) dos. controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento IV.
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Brazo Robot A465
30 T T T T T T

Figura 7.30: Medicion de la fuerza a) A;. b) Aa. ..... sefial deseada —— controlador (6.51)
- - - controlador (6.88). Experimento IV.
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Figura 7.31: Errores de observaciéon a) z1;. b) z12. ¢) 2z13. d) 291. €) z99. f) 203.
controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento IV.
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Brazo Robot 4465 Brazo Robot A255
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Figura 7.32: Voltajes de entrada a) vy;. b) via. ¢) v13. d) ve. €) vag. f) wog.
controlador (6.51) - - - controlador (6.88). Experimento IV.
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Capitulo 8

Conclusiones

En el presente trabajo se obtuvieron dos leyes de control para robots cooperativos con esti-
macién de velocidad. Como caso de estudio, se analizé un sistema con dos manipuladores.
Ademas, se obtuvo el modelo matematico que describe el comportamiento dinamico de
un sistema cooperativo formado por dos brazos robots industriales, que sujetan un objeto
rigido sin friccién; dicho sistema puede extenderse a [ robots rigidos. El modelo dinamico
para cada uno de los robots se obtiene por medio del formalismo Lagrangiano. Una vez que
los manipuladores sujetan el objeto, sus variables articulares son acopladas cinemdtica y
dinamicamente. Las ecuaciones de acoplamiento son combinadas con el modelo dindmico
del objeto rigido para obtener la descripcion matematica del sistema cooperativo.

Se realizaron experimentos y simulaciones para probar los resultados tedéricos del
modelo dinamico. El resultado general puede ser considerado aceptable, si bien por razones
de seguridad se tuvo que llevar a cabo la validacion en lazo cerrado con un controlador, lo
que la hace menos confiable. Se implementaron cuatro experimentos; el primero consiste
en levantar el objeto a una determinada altura y hacer seguimiento de trayectoria de posi-
ci6én (circulo de radio r) con regulacién de fuerza y el segundo con seguimiento de fuerza
(funcién seno). El tercer experimento consiste en levantar el objeto y hacer seguimiento
de trayectoria de posicién (levanta y baja el objeto) con regulacién de fuerza y el cuarto
con seguimiento de fuerza (funcién seno).

Las leyes de control que se proponen es esta tesis son del tipo descentralizado; i.e.
toman en cuenta las restricciones de movimiento en lugar de la dinamica del objeto a
manipular. Se asume que la dindmica de los robots es conocida y que se dispone de la
medicion de las fuerzas de contacto. Se proponen dos observadores. El primero requiere
de la inversa de la matriz de inercia mientras que el segundo se disena de tal forma que
esto no es necesario. Para lograrlo, se implementa un filtro de fuerza. A pesar del hecho
de que el anélisis de estabilidad es complejo, el controlador y especialmente el observador
no lo son.

Para probar los dos esquemas de control se realizaron cuatro experimentos. Los re-
sultados fueron buenos tanto en seguimiento de trayectoria de posicién/fuerza como en el
de regulacion de fuerza.
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Apéndice A

Parametros dinamicos de los robots
A465 y A255

En este apéndice se muestran los modelos dinamicos de los brazos robots A465 y A255, con
sus correspondientes valores de parametros. Los modelos usados para la implementacion
asi como para la simulacion incluyen términos de fricciéon de Coulomb para ambos robots.
El método para el calculo de parametros del modelo puede ser encontrado en Sciavicco
y Siciliano (2000). Cabe recordar que solamente los tres primeros grados de libertad de
cada manipulador han sido considerados. Ademas, puesto que los actuadores son motores
de CD, se debe de tomar en cuenta su dindmica. De esta manera, para cada manipulador
en movimiento libre, se tiene:

H;(q;)q;, +Ci(q;,q;)q; + Diq, + f..(q;) +9:(a;) = D;ileivi7 (A1)

donde f (q;) € R® representa los terminos de friccién de Coulomb y D,,, y Dy, € R> se
definen més adelante. La inercia del rotor de los motores es incluida en la matriz H,(g;)
para obtener un conjunto minimo de pardmetros. Los elementos de las matrices H4(q,),
Ci(q,.q,), fe,(@1) ¥y 91(q,) del modelo del brazo robot A465 CRS Robotics se muestran

a continuacion
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hi(1,1) = auxy-p; + auxy - pg + auxs - ps + auxy - py + auxs - ps + auxe - Pg + auxy - pr + Py
hl(l, 2) = 0
h(1,3) = 0
h1(2, ]_) = 0

1
hi(2,2) = SP1tpt 2s3p3 + pa + Py

1
hi(2,3) = 5?1 + P2+ 83p3 +Ps+ Ps
h1(3, ].) — O

1
hi(3,2) = 5?1 + P2+ 83p3 +Ps+ s

1
hi(3,3) = Sh + p2 + pa + Pro

1. 1.

c1(1,1) = auxg-ps+ auxg - ps — 5%25611(2(]12)]96 + §q12sen(2qm)p7

) 1. 1. 1.
c1(1,2) = du1cos(2qia + q13)ps + §Q118€H(QQ12 +2q13)ps — 5(1115%((112)% + §Q118€H(QQ12)P7

1,
c1(1,3) = auxyo-ps+ §Q11S€D(QQ12 + 2q13)ps

c1(2,1) = —qi1cos(2qi2 + qi3)ps — %cjnsen(quQ + 2q13)ps + %Q1lsen(QQI2)p6
1.
_EQHSGH(QQIQ)])?
c1(2,2) = discsps
a(2,3) = (qiz¢s + qu3cs) s
1. 1. 1.

a@3,1) = - (5611103 +5du cos(2qi2 + QI3)) p3 — §qllsen(2qlg + 2¢13)ps
01(3, 2) = —q12C3p3
@(3,3) = 0

fcl(l) = p14sgn(q'n)

fc1(2) = p15sgn(q'12)

fa(3) = piesgn(dus)

91(1) =0

g1(2) = pirca + pasen(qiz + qi3)

91(3) = pissen(qiz + qu3).

Ademis, D; = matriz diag { p11 pi2 P13 }. vi = { vi1 vi2 vi3 } es el voltaje de entrada.

Los datos de la dindmica de los motores son D,, = matriz diag {r1112 rllgg ”132} y Dy, =
: : Kayy Kayy Kaqg

matriz diag { Forrl Faars Toorss

torque y R, es la resistencia de armadura. Los valores asociados son r1; = o = r13 = 100,

Ky, = Kay, = Ka,, = 0.1424 Nm/A y Ra,, = Ry, = Ra,, = 0.84 Q.

all a2

}. r es el radio de engranaje, K, es la constante de
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Los elementos de las matrices correspondientes al brazo robot A255 son

ho(1,1) = cos(2¢o2)p1 + (2¢5 + 2¢6) P2 + D3
ho(1,2) = 0
ho(1,3) = 0
hy(2,1) = 0
ha(2,2) = Pa
hy(2,3) = cos(qz — q23)Ps
ha(3,1) = 0
ha(3,2) = cos(q — q23)Ps
ha(3,3) = Do
ca(1,1) = —qozsen(2qz2)p1 — (S5q22 + S6q23) D2
ca(1,2) = —qorsen(2ga2)p1 — G2155P2
c2(1,3) = —sedo1Pa
ca(2,1) = Gorsen(2ga2)p1 + Ga185P2
(2,2) = 0
c2(2,3) = sen(qaz2 — G23)G23Ps
c2(3,1) = seGaip2
c2(3,2) = —sen(ga2 — Ga3)d22Ps
(3,3) = 0

fe(1) = prosgn(gar)

fe(2) = Pusgn(ger)

fe(3) = Di2sgn(ges)

g2(1) = 0

92(2) = puscs

92(3) = Prace.

Para este manipulador se tiene Dy = matriz diag {p; ps po }. El vector de voltaje de
entrada estd dado por va = {vy v o3 }. Los datos de la dindmica de los motores son

D,, = matriz diag {7‘2112 T2122 r2132} y Dy, = matriz diag {RZ?ﬁm Ri?fzz Rf;f%}, Con
T91 = T'99g = T'93 = 72, Kam = Kam = Ka23 = 00657NH1/A y Ram = Ram = Ra23 = 2.409).
Noétese que en el modelo de ambos robots se seleccionaron los parametros de una manera
diferente para tener el menor conjunto de ellos. Sin embargo, se hacen las definiciones
de acuerdo con los calculos de las inercias de los eslabones. Los elementos del Jacobiano

analitico J,1(g;) del brazo robot A465 estdn dados por
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Ja(1,1) = —a1281¢0 — (dis + dis)sisen(qiz + q13)
Jar(1,2) = —aiac180 + (diz + dia)ci cos(qiz + qi3)
Ja1(1,3) = (diz + dis)er cos(quz + qi3)

Ja1(2,1) = awpcicy + (dig + dig)cisen(qia + q13)
Ja1(2,2) = —a128182 + (diz + dia)s1 cos(qi2 + q13)
Ja1(2,3) = (diz + di4)s1 cos(qi2 + qu3)

Ja1(3,1) = 0

Ja1(3,2) = aicy + (diz + dig)sen(qiz + q13)
Ja1(3,3) = (diz + dis)sen(qi2 + q13),

y de la misma manera los elementos del Jacobiano J.»(g,) para el A255 son:

ja2(17 1) = —2254C5 — U354C6 — 2454
ja2(17 2) = 0220455

ja2(17 3) = —Q23C45¢

Ja2(2,1) = agscscs 4 agscace + dascy
ja2(27 2) = 0225485

ja2(27 3) = 0235436

ja2(37 1) =0

ja2(37 2) = (22Cs

ja2(37 3) = 23C¢-

La matriz Jacobiana de restricciones J,, (q,) del brazo robot A465 es:

—a1251¢2 — (di3 + dia)sisen(qi2 + q13)
ng((h) = | —awzc182 + (diz + dig)cricos(quz + qu3) |,
(dy3 + dia)cy cos(qiz + q13)

y la matriz Jacobiana de restricciones J,,(g,) del brazo robot A255 es:

—A2254C5 — A2354C6 — d2454

T
JW(%) = —@22C4 S5
—Q23C4S¢

=
© 0 ~ O T W N
N e e e e T S N N

—~
=
—
=

(A.20)

(A.21)

Nétese que, por simplicidad, Ja2(g,) v Jp,(gs) son expresados con respecto al sistema

inercial fijo en la base del brazo robot A255.

Las Tablas A.1 y A.2 muestran los valores de los parametros, y las Tablas A.3 y
A .4 las variables auxiliares para ambos manipuladores. Los parametros para las diferentes

matrices Jacobianas son mostradas en la Tabla A.5.
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p1 = 0.0055kg m?

Py = 0.0080kg m?

p3 = 0.0024kg m?

ps = 0.0118kg m*

ps = 0.0041kg m?

pg = 0.0009kg m?

p7 = 0.0007kg m?

ps = 2.0007kg m?

py = 11.800kg m*

p1o = 2.8000kg m”

p11 = 25.000Nms

P12 = 35.000Nms

P13 = 36.000N m s

P14 = 0.2000N m

P15 = 2.5000N m

P16 = 2.5000N m

Tabla A.1: Pardmetros fisicos del brazo robot A465.

p1 = 0.2500kg m?

P> = 0.0500kg m?

p3 = 0.5750kg m*

P4 = 1.1000kg m?

p5 = 0.0300kg m*

b5 = 0.5700kg m>

p7r = 3.2000N ms

pg = 1.8000N m s

Do = 1.2000N m s

Pro = 0.0150N m

P11 = 0.8000N m

P12 = 0.7000N m

P13 = 0.000IN m

P1a = 1.8000N m

Tabla A.2: Pardmetros fisicos del brazo robot A255.

s; = sen(qq1) | ¢; = cos(qi1)
se = sen(qia) | c2 = cos(qi2)
s3 = sen(qi3) | c3 = cos(qi3)
sq = sen(qoy) | ¢4 = cos(qa1)
s5 = sen(qag) | ¢5 = cos(qaa)
s¢ = sen(qo3) | cg = cos(qa3)

Tabla A.3: Definiciones auxiliares.

aux; = 2 + 5 cos(2qi2 + 2¢i3)

auxs = ; — 5 cos(2qi2 + 2¢i3)

auxg = s3 + sen(2qi2 + ¢i13)

aux, = % — % cos(2q12 + 2q13)

auxs = % 3 cos(2q12 + 2q13)

aluxXg = % + = cos(2q12)

aux; = z — 3 cos(2qi2)

auxg = [q 12 C08(2q12 + qu3) + Q13C3 + Q13 cos(2qi2 + Q13)} oz
aluxg = [%qlgsen 2q12 + 2q13) + 2qlgsen(2q12 + 2q13)] o
auxio [ qr1c3 + 2q11 cos(2q12 + %3)} seg

Tabla A.4: Variables auxiliares para el modelo del brazo robot A465.

Brazo robot A465 | Brazo robot A255
dy1 = 0.330 [m] dy; = 0.381 [m]
ap = 0.305 [m] age = 0.254 [m]
di3 = 0.330 [m] asg = 0.254 [m]

Tabla A.5: Datos de los diferentes matrices Jacobianas.
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Apéndice B

Pruebas de estabilidad

B.1 Prueba del Lema 6.2.1

En esta seccion se demostrara el Lema 6.2.1.
Primero, se analizara el comportamiento de los errores de seguimiento q y q. Clara-
mente si @ esta acotado, entonces s y r también estan acotados. Notese que

r=2z+Az. (B.1)

El lado izquierdo de la ecuacién (B.1) estd acotado de acuerdo a la suposicién principal
sobre x, mientras el lado derecho de (B.1) representa un filtro lineal estable, por lo que
z y z deben ser acotados. Ademas, si @ tiende a cero, entonces z y Z también tienden a
cero. Por otra parte, s puede rescribirse como

g+ Ag=s+Az. (B.2)

Claramente si « esta acotado y tiende a cero, entonces el lado derecho de la ecuacién (B.2)
esta acotado también, mientras el lado izquierdo de (B.2) es un filtro lineal estable, por lo
que q v q deben estar acotados y tender a cero también.

Para mostrar que los errores tienden a cero cuando « lo hace también. Para ello, se
empleard el siguiente enfoque. Si & = 0, entonces (6.5) se convierte en

0=q+Aq, (B.3)

puesto que s y r son igual a cero. Supdéngase ahora que q = g, en otras palabras g = 0,
entonces, la ecuacion (B.3) se transforma en

Gg+AGg=q=0. (B.4)

Esto muestra que si ||q|| tiende a cero entonces ||g|| también tenderd a cero. En otras
parabras, probando que q tendera a cero, se puede asegurar que q también lo hara.
Existe un valor positivo n lo suficientemente pequeno tal que si

gl <n. (B.5)
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Para probar que q tiende a cero, se requiere encontrar una ecuacién dinamica que describa
su comportamiento. Esta ecuacién puede ser formada de la siguiente manera; de s en
(6.5) se tiene

g s=q"qg+q"Aq— G Az. (B.6)
En vista del hecho de que
d
T a1 s
" q = llall 7 llall,
se puede reescribir (B.6) como
_od STA = =T ~T
lalllal = —a"Ag+q Az +q's. (B.7)
N
Si A = kI, entonces
ood ~12 T, AT
lall = llgll = —kllgl” + kg = +q"s. (B.8)
Sacando normas en (B.8) se tiene
_od - <12 .
lall - llall < llalllisll - Klial” + &llqllll=[] (B.9)
dividiendo entre ||q|| se obtiene
d . -
g lall = lisll = kllql| + k||=]] (B.10)

La ecuacién (B.10) es vélida solamente si (B.5) se satisface. Se debe encontrar entonces
una cota Ty tal que (B.5) se cumpla. Para garantizar esto, ., debe aparecer en (B.10)
explicitamente. Por supuesto, si ||| < Zmax, se tiene

] = lIs]l* + [Ir]* < (B.11)

max’

con r = 2+ Az. Puesto que en (B.10) se tiene z y no r, se debe notar que cada elemento

de r esta dado por r; = 2; + kz;, para j = 1,... ,n. Esto es un filtro lineal estable con
ganancia -, i. e. se tiene |z;| < ¢ max |r;| V t. De esta manera se puede mostrar que
Vn
HZH S 7xmaxa (B12)

lo que permite reescribir (B.10) como

d

gl < —kll§ B.13

dﬁMH_ la| + o, (B.13)
con

= (14 v/n) Zmax- (B.14)
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Del Lema de Comparacién (Khalil 2002), se tiene

o

la®) < 7+ (la©) - 7). (B.15)

para todo tiempo. Por tanto, (B.5) se cumple si

_ V) T (B.16)

2ol < e

o
k
La ecuacién (B.5) puede ser satisfecha si
nk
Tmaxy < —————. B.17
T (1+ ) (B.17)
Esto significa que la cota de ., debe ser suficientemente pequena para garantizar (B.5).
En este caso, si ||| tiende a cero, es claro de (B.10) que ||| tenderd a cero también, lo
que conlleva a la convergencia a cero de ||q]|.

B.2 Prueba del Teorema 6.2.1

El Teorema 6.2.1 puede ser probado como sigue. Considérese la funciéon candidata de
Lyapunov (6.21), donde «(0) pertenece a la regién (6.24). Si V() < 0 con V(x) = 0 si
y solo si & = 0, entonces el maximo valor que la norma de & puede tener estd dado por
(6.33). A continuacion se reescribe (6.21) como

1 1
V(e) = isTH(q)s + irTH(q)r. (B.18)
Entonces, la derivada de (B.18) a lo largo de (6.13) y (6.19) estd dada por
. 1 . 1 .
V(x) = §STH(q)s + irTH(q)r ~57C(q,q)s — s"Kpgs (B.19)

+s'Kgr —s'Clq,q,)s —7"C(q,q)r — v H.ar
+ TTC(q7 s+ qr)r - TTC(q7 S+ qu)s - TTKDRS'
Para simplificar (B.19) se debe tomar en cuenta que sTKgrr — r"Kprs = —s'Dr.
Entonces, se tiene
Vieg)< — s"Kgs—r"Hyr (B.20)
s'Dr —rTC(q,s +2q,)s
— s51C(q,q,)s +r*C(q,s+ q,)r,
donde se ha tomado en cuenta la Propiedad 3.2.3. Puesto que interesa el comportamiento
de V sélo en la regién (6.24), se tiene
V(@) < = Auin(Kr)|8[> = Ain (Hoa) |7 (B.21)
+ sl + p2flr|l?
+ (A + pa) [[s][[l]]-
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Tomando las condiciones (6.27)—(6.28) en cuenta, se tiene

)\max(KR) +w
An

— G+ 10 I+ Ot ) sl = (2 ) = ) ) I <
— 8|2 — sl
porque w = fy + 1 (Ap + p13)” + 6. De este modo (B.21) se convierte en
Vi< — ols|? - ofr|? (5.22)

o bien

Viz)< — || (B.23)

Entonces, en S,, V(xz) < 0V t > 0, y V(x) = 0 solamente si & = 0. Por tanto, x
tiende exponencialmente a cero y esta acotado por xp.x. De la definicién (6.7) se tiene
directamente

tlim z=0 tlim z=0.
y de (6.5)
lim Gg=0 lim g =0.

B.3 Prueba del Lema 6.3.1

Se demostrara el Lema 6.3.1 por partes.

a) Para iniciar se mostrard que Ap, y Ap, estan acotados para todo tiempo con
t = 1,...,l. Hay que hacer notar que esto se hace con el fin de formalizar la
demostracion, puesto que estos dos errores estan siempre acotados en vista del he-
cho de que p; y py; son cero para las restricciones real y deseada. De la ecuacion
(6.39) se tiene

si = Qi(q;) (qz +Aiq — Aizi) + J;(qz‘) (Ap; + B:Ap; — §;AF;) . (B.24)

Multiplicando ambos lados de (B.24) por J,(q;) se tiene

Joi(a;)si = J,,(q,)Qi(q;) (EIZ + Aiq — Aizi) (B.25)
0
+ J‘Pi(qi)‘];i(qi) (Api + B;Ap; — €zAFz)
I

= Ap; + 0;Ap; — &AF,
o bien
Ap, + BiAp, = J,.(q;)s; + §;AF ;. (B.26)
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El lado derecho de la ecuacién (B.26) esta acotado y tiende a cero bajo la suposicién
de que x; estd acotado y tiende a cero. Puesto que el lado izquierdo de la ecuacion
(B.26) es un filtro lineal estable, por lo que Ap, como Ap, deben estar acotados y
tender a cero.

El siguiente paso es analizar el comportamiento de los errores de seguimiento q; y
F]z Supdngase primero que x; estd solamente acotado. De acuerdo con la ecuacién
(6.37), tanto s,; como sy estan acotados en este caso, puesto que estos dos son
vectores ortogonales. Noétese que sp,; puede ser escrito como

spi = Qilq;) ([11 + Aig; — Aizi) (B.27)
= (I - J:iJSOi) (‘NIZ +Aiq; — Aizi) ;

de acuerdo con la definicién de Q;(q;). La ecuacién (B.27) puede ser escrita como

Q; (711 + Aiq; — Aizi) = (I - J:;.J%) (EIZ + Aiq; — Aizz’)
= @+ MG — Nizi — JiJ,, (EIZ +Aiq; — Aiz;)
= §+ NG — Nz — T T, (@ + M) + TS T g Az,

por lo tanto

g+ Mig = Nizi — T T Nizi+ Qila:) (4 + Mg, — Aizi) (B.28)
aco?ado acojc,ado
+ g;J% ((~1z + Aiéi)J'
g)aco‘t,ado?

Los primeros dos términos del lado derecho de la ecuacién (B.28) estdn acotados,
considerando que se estd analizando el caso donde @ en (6.64) esta acotado. Esto
se deduce de las ecuaciones (4.2) (cota de J7) y (4.3) (cota de Jy,,) de la Su-
posicion 4.2.12, de (6.45) y (6.64) (cota de z;), y de la ecuacién (B.27) (cota de
Q.(q,) ((}Z + A;q; — Aizi)). Es claro que si el tercer término del lado derecho de
la ecuacién esta acotado, entonces q; y f]l deben estar acotados puesto que el lado
izquierdo de (B.28) representa un filtro lineal estable. Cabe notar que

Jw‘LL‘ = JSOi(qi - Qdi) (B'29)
= J%qz - J%qdi

sumando y restando el término J, . qq4; a (B.29) se obtiene

J%(N]z - Jéoz' qz _Jeoiqdi + Jéodiqdi - Jéodiqdi (B?’O)
D; Da;

pi - pdi - J%iqdi - J%diqdi
pi - pdi - (J% - Jéodi) qdi

UNAM 2005



Pruebas de estabilidad 80

Por lo tanto (B.30) esta acotado, con J,,, = J,.(qqy,;) acotado. Esto es en vista del
hecho de que las articulaciones se consideran de revolucién. De este modo, el lado
izquierdo de (B.28) puede no estar acotado si

J;iJ%AiEIi = J;iJwAi (qi - de‘)

no esta acotado. Es claro que este término estara acotado si g; lo estd. Puesto que de
la Suposicién 4.2.11, g, debe satisfacer la restriccién ¢;(q;) = 0, y ademds se asumid
que ningtin robot es redundante, la restriccién puede ser satisfecha solamente por
un vector finito acotado g,;. Entonces se puede concluir, de (B.28), que tanto q; y Z]z
permanecen acotados mientras el estado x; lo esté.

Para mostrar que los errores tienden a cero cuando x; lo hace también. Para ello,
se empleara el siguiente enfoque. Si x; = 0, entonces (6.37) se convierte en

Q.(q;) (Elz + Al[]i) + J;(qz‘) (Ap; + ;Ap;) =0, (B.31)

puesto que los errores de seguimiento s; y de observacién r; son igual a cero. Toman-
do en consideracién las ecuaciones (3.10) de la Definicién 3.2.4, y de (3.15) y (3.16)
de la Definicién 3.2.5; la ecuacién (B.31) se puede escribir como

Q.(q;) (‘le + Ai&i) + (B.32)
J;;-(qz‘) (Jépi(qi)qi - J%(qdi)qdi + Bi (pi(a;) — wi(qq))) = O

Supéngase ahora que g; = qy;, en otras palabras q; = 0, entonces, la ecuacién (B.32)
se transforma en

Qz(qz)fb + Jzi(qi)J¢i(qi)éi = E]z =0. (B.33)

Esto muestra que si ||g,]| tiende a cero entonces ||g;| también tenderd a cero. En
otras parabras, probando que g, tendera a cero, se puede asegurar que ?1@ también lo
hara. Para esto, se hace notar que, puesto que se utilizan restricciones holonémicas,
la siguiente relacién se cumple

Ap; = ¢(q;) — v(qa:)- (B.34)
Desarrollando la serie de Taylor alrededor de la trayectoria deseada qg;, para ¢(q;)
se tiene
9p;
o(a;) = p(qa) + (¢; — qai) +t. 0. s. (B.35)
aqi q,=4,;
Por lo tanto, existe un valor positivo n; lo suficientemente pequeno tal que si
;1 < ni, (B.36)

los términos de orden superior en (B.35) pueden ser despreciados, de tal forma que
de (B.34) se tiene

e,
Ap;, = ai (qi_qdi) (B'37)
q; q,=4,

= J%(Qdi)f]i
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es valida. La siguiente discusion se llevard a cabo asumiendo que (B.36) se satis-
face para todo tiempo. Para probar que g, tiende a cero, se requiere encontrar
una ecuacién dindmica que describa su comportamiento. Esta ecuacion puede ser
formada de la siguiente manera; de sp; en (6.37) se tiene

sy = Quq) (4 + Mg, — Aiz)) (B.38)
= (I- J;(qz’)Jw(qz')) (Eli + Aiq; — Aizi)
——
P;

= @+ MG — Nizi + Pig, + PiAg, — PiAiz,
con P; = J} (q;)J,,(g;). Multiplicando @; en ambos lados de (B.38) se tiene
a4 spi = 4, 4; + G; M@, — @7 Nizi — @7 Pig; — @ PiAig; + @ PiAizi. (B.39)
En vista del hecho de que
a;q; = ||qz|| claill
se puede reescribir (B.39) €omo
quH il = — @ A, +a; Pig; + @; PiAg, (B.40)
+ @i Az — @ PiNizi + @ sy
Para desarrollar el lado derecho de esta ecuacion se analizard en primer lugar el
término q; P;q,. De (B.30) se tiene
Ap; = D= Pai = Toi + T dai — T lai (B.41)
- J%qz + (Jéoz - J%u) qdi
Multiplicando (B.37) por f3; se tiene

BiAp;, = Bid,.(q4)a; (B.42)
Sumando (B.42) a (B.41) se obtiene
J%(N]z + ﬁijéodiqi - Apz - (J% - Jéodi) qdi + 6ZApz (B43)

Sumando y restando a la parte derecha de (B.43) el término 3;J,q; se tiene
J%qz = Apz + 6ZApz - ﬁiJ‘Pdiq’i - (J wi Jéodi) qq; + ﬁZJQquZ - ﬁl‘]%qz (B44)
Premultiplicando (B.44) por g} J 5 se tiene
Q?PZqz - qz JJF Apz + ﬁlquJJr Apz ﬁZEIZTJZZJSDdzqz (B45)
TJ+ (J wi J‘pdz) qdi + ﬂlq;r‘]:ﬁ]%qz - ﬂlq;rio_zJ%qz
= qz J+ Apz + ﬂlqz J+ Apz TJ+ (J o J%dz’) Qdi
+ ﬁiq? T = Jo0) @ = Bi8; T T 5.4
= —0iq; Piq; + qu?ﬁ Ap; +4; I, Apz
- q;FJ;i (Joi = Joui) (Qa; — Biq;) -
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De la definicién de P; se tiene
Q?Piéi = Q?Jzi(qi)Jwiéi
De las ecuaciones (B.45) y (B.46) se obtiene
4 Pia; = 4; I, (a:)T .4,

== _ﬂzqz zqz + ﬂquJJr Apz + qz J+ Apz
;FJ;;- (Jeoi - Jcpdi) (4 — 3:q;) -

Substituyendo (B.47) en (B.40) se obtiene
lail = HqZH —q; Mg, — 5iq; Piq; + 6iq; T Ap; + i I Ap,
- Q;FJ:Z (JSOZ' - Jsodi) (de - ﬂZQz)
+q; PiNig; + @/ Nizi — @ PiMizi + @ sy
N
Si A; = k;I, entonces
@ Aiq; = ki (¢ + ...+ an) = Kill@,|®
Substituyendo (B.49) en (B.48)
quH llall = —killa|® + (k: - 6:) a; Pia
+ 5,4 T} Ap; + q T Ap;

- EIz'TJ;i (J% - JSOdi) (qdi - ﬁzqz)
+ EI?Az‘Zz‘ — QiTPiAizi + q;‘TSpi‘

Desarrollando el término q; A;z; — q; P;A;z; de (B.50)

qiTAiZi - EI;FPiAiZi = ¢~1iT (Ii - Pi) Aiz;
= kifIZ-T (Ii - Pi) zZ
= kz&?szz

Por lo tanto (B.50) se puede escribir como

quH il = - kill@,|® + (k: — 6:) @7 Pig;
- qiTJ;; (Jw - JS"di) (de‘ - @le‘)

+ qJ) (AP + Bidp,) + ki@ Q;zi + @] sy

En vista de la Suposicién 4.2.12, la siguiente cota puede ser establecida

1: T5 (T, = T ) (qai = 5:@) | < vill @l

(B.46)

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)

(B.51)

(B.52)

(B.53)
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con
A
Yi = coiLi (Vmi + Bimi) - (B.54)

vm; es la cota del vector de velocidad qg;, i.e., ||@4;]| < vmi para todo tiempo. Nétese
que se ha empleado (B.36). Por otra parte, de (6.37) se tiene

Spi = Si — J:gi(qi) (Ap; + BiAp; — §AF;). (B.55)
Substituyendo (B.53) y (B.55) en (B.52) y sacando normas se tiene
o d . . ST =
la:ll 7 lla:ll = a; si — kill@|I* + (k; — 5) a; Pig, (B.56)
- [IiTJzi (Joi = Jou) (@i — Bi@;) + ki@ Qizi + Q?Jziﬁz‘AFz‘

< |@llllsill = kill@l* + [k — Gil 1]l | P:g;l]
+ill@ll? + kllallQqzill + |l T} & AF],

dividiendo entre ||g,|| se obtiene

d . 5 -
a“%” < Isill = kall@;l| + [k — Bil || Piq;]| (B.57)
+ il @il + kil Qizi|| + Amax(&;)coil | AF .

Ahora bien, P; y Q, son matrices de proyeccion, tal que

1P| < balla,ll donde 0 < by <1 (B.59)

Considerando los casos criticos (by; = by; = 1), la ecuacién (B.57) se puede escribir
como

d . _ N

ol < llsill = killgall + [k — il 14l (B.60)

+7ill @ || + Kl Q;zill + Amax (&) coi |AF||
< —ail|gl| + lI8ill + Amax (&) coi | AF ]| + Kil| 2]l

con

Cabe hacer notar que k;, §;, vm; v 17; pueden ser seleccionados para garantizar que
a; > 0y los ultimos tres elementos del lado derecho de (B.60) estan acotado puesto
que x; estd acotado. Sin embargo, la ecuacién (B.60) es vélida solamente si (B.36)
se satisface. Se debe encontrar entonces una cota Ty, tal que (B.36) se cumpla.
Para garantizar esto, Tna.y, debe aparecer en (B.60) explicitamente. Por supuesto, si
|zi]| < Zmax,, se tiene

lzill* = lsill* + Irsll* + [ AF|* < a3 (B.62)

max;’
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con r; = z; + Az;. Puesto que en (B.60) se tiene z; y no r;, se debe notar que cada

elemento de r; estd dado por r;; = 2;; + kiz;j, para j = 1,... ,n;. Esto es un filtro

lineal estable con ganancia ;-, i. e. se tiene |z;;| < ;- max |r;;| V t. De esta manera
1

ki
se puede mostrar que

Hle S g:pmax“ (BGS)

lo que permite reescribir (B.60) como

d .
el = —aill@ll + Tmax; + Amax(§i)CoiTmax; + v/ 1iTma;
—aillq;|l + o, (B.64)

A

con

i 2 (1 + Amax(€:)C0i + /707) T, (B.65)

Del Lema de Comparacién (Khalil 2002), se tiene

ol < 2+ (laon-2), (B.66)

2

para todo tiempo. Por tanto, (B.36) se cumple si

o; (1 + )\max(gi)c()i + \/n_z) Pmax; < ;. (B67)

l@:(0)] < —=

a5 a;
La ecuacién (B.67) puede ser satisfecha si
i

< .
a (1 + )\max(si)COi + \/771)

Esto significa que la cota de z,,x, debe ser suficientemente pequena para garantizar
(B.36). En este caso, si |;|| tiende a cero, es claro de (B.60) que [|g,| tendera a
cero también, lo que conlleva a la convergencia a cero de ||q;]|.

(B.68)

Tmax;

Cuando x; (y en consecuencia AF;) tiende a cero, A\; no necesariamente permanece
acotada o tiende a cero. Con la finalidad de probar esto, se puede hacer el siguiente
analisis. De (B.25) y con la restriccién (3.1) satisfecha, se tiene

Joai)si = Ap;+ BiAp; — §AF, (B.69)
Derivando la ecuacién (B.69)
J@i(qi)si - _‘.]%(qi)si - €zA>‘z (B70)

Empleando §; de la ecuacién (6.55) se tiene

Hi(qi)éi—Ja(qi)A& = h; (B.71)
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A : .

donde hz = —Ci(qi,qi)si — KDRiSi + KRiTi + szng(ql)AFz — Ci(qi,qri)si +
H(q;)e;(r;). Cabe mencionar que h;(t) estd acotado puesto que @; se supone aco-
tado y con x; también acotado. De (B.71) se tiene

8 = Hi_l(qi)Jgi(qi>A)‘i + H; ' (q;)h;, (B.72)

sustituyendo (B.73) en (B.70)

J%H;l(qz)ngA)\z + J%H;l(qz)hz = _Jeoisi - ng)‘z (B73)
(J%H;l(qz)!]gz + 51) A)‘Z - _Jwisi - J%H;l(qz)hz
Finalmente
_ —1 (- _
AN = — (JSOi(qi)Hi l(qz‘)J%(qz‘)T + 51) <J¢i(qi)8i + Jw(qz‘)Hz‘ l(qz‘)hi(t)>
(B.74)

Puesto que la inversa siempre existe porque J . (g;) es de rango completo, se concluye
que AX; debe estar acotado porque el lado derecho de (B.74) esta acotado. Nétese de
(B.71), que 8; permanece acotado también. Finalmente, si x; tiende a cero entonces
s;, r; y h;(t) también tienden a cero, y de este modo se llega a la conclusién de que

AN, tenderd a cero también.

B.4 Prueba del Teorema 6.3.1

El Teorema 6.3.1 puede ser demostrado como sigue. Considérese la funcion candidata de
Lyapunov (6.66), donde a;(0) pertenece a la regién (6.69). Si V(x;) < 0 con V;(z;) = 0 si
y so6lo si &; = 0, entonces el maximo valor que la norma de x; puede tener estd dado por
(6.79). De acuerdo con la demostracion del Lema 6.3.1, xp,y, debe satisfacer (B.68) de
tal forma que q; y F]Z puedan tender a cero si @; lo hace. En vista de (6.79), la condicién
(B.68) puede ser satisfecha si (6.70) se cumple.

Por supuesto, falta mostrar que V;(z;) < 0 es cierto. Reescribiendo (6.66) como

1 1 1
Vi(z;) = §8iTHz‘(qz')3z' + §r?Hi(qi)ri + §AF?€¢AF@ (B.75)
La derivada de (B.75) a lo largo de (6.38), (6.55), y (6.63) es

. 1 . 1 .

Vi(z;) = is;FHi(qi)Si + §TiTHz‘(qz')"°z‘ + AFTEAN — 87 Ci(q;, q;)s: (B.76)
— s Kpg,si + s Hi(q,)ei(r;) — 8] Ci(q;, q,;)8: + 8] Kg,7;
+ 81 J.(q,) (AN + ki AF;) — v Hoq,vi — v Ci(q;, @;)r

=7 Cil@;, 8i +24,,)8i + 7, Ci(;, si + 4,)7i — 7 Kpr, si.
Para simplificar (B.76) se debe tomar en cuenta que

T T T T T
s; Kgp,7i —7; Kpr,si = s; Kgrri—r; Kg,si—7r;D;s, (B.77)

T
= —S; .DZ’I“Z
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Ademas, nétese de (B.26) y que la restriccion (3.12) debe cumplirse para p;, P;, Pa; ¥ Pais
se tiene

Ap; + BiAp, = J,, (g;)s: + &AF, (B.78)
JSOi(qi)si = —§AF;

multiplicando (AN; + kp; AF;) en ambos lados de (B.78)

= —AF &AN — kpAF EAF;.
Sustituyendo (B.77) y (B.79) en (B.76), y tomando en cuenta la Propiedad 3.2.3; la
ecuacion (B.76) se convierte en
— 8 Ci(Q;, @.i)si + 7 Cila;, 8 + Qi)
—riD;s; — 1} Ci(q;, s +2q,;)s; + s; Hi(q,)ei(r;).
Puesto que x;(0) esta dentro de la regién (6.69), se tiene

Vz(wz) < —kp AFTEAF; — s Kpg,s; — r; H.q,7; (B.81)
+ puallsil|* + p2ll7ill” 4 (s + pa + Ao [|sill[]7]]
< —kpdmin (&) [AF||* = A (K r,) || 5412
— (kaidmi — Amax (KCr,)) 7)1 + g ||l + gl ]|
+ (3 + pa + Api) |Isill[[7]]
< —kpidmin () [AF|? = Anin(Kr,) — p13) || 5]
— (kaidni — Amax(Kr,) — proi) [17ll* + (pai + oai + Aoi) l|sill 7]

Sumando y restando los términos 1 (Ap; + p3; + pa:)* 7|12 y | si]|? en (B.81)
Vi(@:) < —kridnin () [AF]* — Cuin(Kr,) — i — 1) |4l (B.82)

1
- (kdi)\hi — Amax(KR,) — poi — = (i + poai + )\Di)2> HT‘ZHQ

4

1 2
- (HSzH 3 (3 + frai + Api) H"%H)
< —kpidmin (E)IAF[|? = Amin(Kg,) — p1i — 1) || 832

1
- (kdi)\hi — Amax(KR,) — poi — = (i + poai + )\Di)2) HT‘ZHQ

4
Tomando las condiciones (6.72)—(6.73) en cuenta se obtiene
Vi) < —=6illsill® = Gillrill* — kit () | AF]. (B.83)

iV s negativa. Pero para continuar con la solucién ;|| no puede ser mas grande
Asi V;(t) es negat Pe ara cont con la sol , || ede se and
que Tmay, mientras Vj(t) sea negativa. Puesto que el estado inicial estd en la region S,
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(6.69), en (B.83) se puede concluir que Vi(x;) <0Vt > 0,y que Vi(x;) = 0 si y sélo si
x; = 0. Por tanto, x; tiende a cero y estd acotado por zp.y,. Entonces, de la definicién
(6.45) se tiene directamente

t—o0
Del Lema 6.3.1 a) y b), se obtiene
lim Ap, =0 lim Ap, =0 lim q; = 0 lim g; = 0.
t—o0 t—o0 t—o0 t—o0
Para utilizar c) del lema, solamente se necesita mostrar que g, esta acotado. Este es
ciertamente el caso porque q; y q, estan acotados. Por tanto

t—o00

Finalmente, la convergencia a cero de todo el sistema se puede demostrar usando
1
V=> Vi)
i=1

B.5 Prueba del Lema 6.4.1

, ., .. L A
En esta seccién el Lema 6.4.1 es demostrado. La suposicién principal es que x; =
T ,.T T T 1T ( .
[ s] vl AF] @] ] estd acotado por Zyax, y tiende a cero.

a) Se demuestra como el inciso a) del Lema 6.3.1, sélo que esta vez se tiene
Ap; + Bidp; = J,(q;)8i + &b + EAF . (B.84)

b) El andlisis es completamente similar al inciso b) del Lema 6.3.1 sélo que, debido a
la inclusion de &; y &, se tiene
i QY

l‘maxi S e P B85
14+ Amax(&i)coi + Amax(&;)coi + /1 ( )

con
o = ki— |k — Bi| =, (B.86)
Yi = coiLi (Vmi + Bimi) - (B.87)

c¢) Para probar que A\; estd acotado y tiende a cero, se utiliza la relacién J,(g,)s; =
Ap,+ B;Ap, —&,¢, — §AF,; = —€,¢, — §,AF;. La tltima igualdad es valida puesto
que las restricciones (3.10) y (3.12) deben ser satisfechas. Por lo tanto se tiene
Jo.(a;)5 + Jsoi(qz‘)si = —&,(; — EAN = A, — EBAN — §AN;,  (B.8Y)
donde (6.84) ha sido usado. De (B.88) se tiene

se concluye que AM; estd acotada porque el lado derecho de (B.89) lo estd, ya que
de (6.90), §; estd acotado porque se supone que g, estd acotado. Finalmente, si x;
tiende a cero entonces s;, 8; y ¢, tienden a cero y se llega a la conclusién que AN\;
tiende a cero también.
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B.6 Prueba de V(x;) en (6.98)

Para demostrar que Vi(z;) = ia] (bloc diag {H;(q;), Hi(q;), R;}) x; en (6.98) es una
funcién positiva, se debe recordar primero que una funcién de este tipo debe satisfacer que
Vi(0) =0y Vi(x;) > 0 para x; # 0. Puesto que H;(g;) es una matriz definida positiva, el
problema consiste en analizar R; en (6.99), puesto que es solamente semidefinida positiva.
Desarrollando el término en (6.98) que involucra R; se tiene

}:

puesto que B; es una matriz diagonal definida positiva. En vista del hecho tal que IN; >
O, (B.90) puede ser solamente cero si

[ ¢F AFT ] Rz[ o | =2 (Be - BIAF) N (B'g, - BIAF,) (B0)

AF;

DN | —
DN | —

®; = B;,AF;. (B.91)

Por otra parte, nétese que Vj(x;) incluye el término %S;FH :(g;)s; que puede ser cero
solamente si s; = 0; de otra forma es positivo. Pero de (6.81) se tiene s; = sp; + sg,
donde sp,; y s son ortogonales, es decir, ambos deben ser cero para que s; lo sea. En
particular, se tiene sp = J;fi(qi) (Api + BiAp; — €0, — £ZAFZ-), con J:;i(qi) de rango
completo. Entonces, en vista de las restricciones (3.10)-(3.12), se tiene que Sy; es cero
solamente si &;¢, + &,AF; lo es, esto es si

¢, =& EAF;. (B.92)

i —

Comparando (B.91) con (B.92) se concluye que $s' H;(g;)s; y (B.90) no pueden ser si-
multaneamente cero a menos que tanto ¢, como AF; lo sean, porque &;, § v B; son
matrices diagonales definidas positivas. En otras palabras, V;(x;) = 0 si y sélo si @; = 0.

Por ello, es una funcién continua definida positiva.

B.7 Prueba del Teorema 6.4.1

Para poder emplear el Teorema 6.4.1, se tiene que encontrar un dominio D; para cada
Vi(z;) tal que se satisfaga Vi(;) < 0 en ID; — {0} (porque cada Vj(z;) es definida positiva
en R™). Haciendo esto, se puede probar que x&; — 0 para toda i. Entonces, el Lema
6.4.1 puede ser empleado para analizar el comportamiento de las diferentes senales de los
errores. Basado en la discusiéon de las Secciones 6.4 y B.5, se define cada diminio ID; como

]Di - {wz € R™ | HmzH S xmaxi}y (Bg?))

UNAM 2005



B.7 Prueba del Teorema 6.4.1 89

donde ',y se selecciona para satisfacer (B.85) y no se puede hacer arbitrariamente grande
para garantizar ||q;|| < n;. En D; se puede definir

AN
i = max Ci(a;,q, B.94
fi T 1Ci(a;, q.) (B.94)
P max CZ i S; + ' ri B95
42 PR ICi(q q.;) |l (B.95)
AN
i = max C’Z ir Si + 2.rz’ B.96
He ex ICia @) (B.96)
AN
Hai = Me; (xmaxi))\Hi (B97)
)\Di é )\max(Di)' (B98)

El siguiente paso es calcular la derivada de la funcién candidata de Lyapunov en (6.98),
la cual puede ser reescrita como

5 sl

1 1 1
Vi(w;) = §3iTHz‘( q;)si + o H, (qi)ri+§[¢z’T AF; | N, N,B,

2 7

Entonces, la derivada de (6.98) a lo largo de (6.38), (6.84), (6.90) y (6.95) puede ser
calculada como

. 1 1
Vi(@i) = i Hi(g,)si + 5ri Hi(g,)r: (B.99)
— 5, Ci(q;,q,)5i — 8 Kpg,si
+ SiTKRﬂ'i + S?Jgi(qi) (Bi_lAi(bi + KFiAFi)
— 5, Ci(q;, @.i)si + s, Hi(q;)ei(r:)
- T?CZ(qza qz)rz - rz‘THrd r;
+ TTC‘(qﬂ 8; + qrz)rl T C (qz7 S + 2qrz)
— 7 Kpg,s; + 7, J (q,) (B;'Ai¢p, + Kpi/AF;)
N.B:'! —N; ¢
T T 1= 7 7
tled AFC]TCN, NZ-BJ lmzl'
Para simplificar (B.99) se debe tomar en cuenta que s} Kgr.7; — r} Kpgr,s; = —s; D;r; y

que S?Jgi(qi> (Bi_lAiqbi + KFiAFi) = _¢;r§iBi_1Ai¢i_¢;F (EZKFZ + €z‘Bi_1Ai) AF;—
AF! ¢, Kp,AF;. La tltima igualdad es valida en vista de la Propiedad 3.2.4, de (6.81) y
por el hecho de que las restricciones (3.10) y (3.12) deben satisfacer a p;, D;, Pa; ¥ Pai-
Ademas, se tiene

[ ¢/ AF} ]

N;B;' —N, ¢

} = —¢/N,B;'A;¢, + AFT N, A;¢,
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en vista de (6.84). Recordando que N, = (E B 'A; + &, KFZ) A; 'y definiendo E; 2
B A+ £ B ?A; + £, KB ", (B.99) puede ser simplificado a

Viz:) < — S;FKRisi — 7 H g (B.100)
— ¢/Ei¢p, — AF; ¢, KpAF,
— s, D+ s; Hi(q;)ei(r;) — v Cy(q;, 8i + 2q,;)s;
+ T?Jgi(qi>Bi_lAi¢i + TiTJgi(qz‘)KFiAFi
- Sz‘TCi(qz'a q,;)8i + rzTCi(qh si+q.;)ri,

tomando en cuenta la Propiedad 3.2.3. Puesto que sdlo se estd interesado en el compor-
tamiento de V;(x;) para x; en I;, se tiene de (B.94)—(B.98)

Vi@:) < = Auin(Kr)[I8i]” = Amain (a7 (B.101)
— Dmin(E) 19117 = Ain (&, K 0 | AF ||

pual|8il|* + poa|7|?

(Api + pazi + pai) || silll[ 7]

cribiai||7i||[|s]] + criAmax (K i) ||| | AF |,

+ o+

donde ¢y; estd dado en (4.3) y

b 2 max{b;;'} (B.102)
a = max{a;;}. (B.103)
ajj y bjj, con j =1,...,n;, son elementos de A; y B;, respectivamente. El siguiente paso

es escoger las diferentes ganancias para garantizar que Vj(x;) < 0 en D; — {0}. Primero,
considérese Apin(KR;) en (6.103) y kqg; en (6.104), de tal forma que se tiene de (B.101)

)\max KI +wi
— i1 sl - (s (PR () )

+ ,UliHSiH2+,U2iH7'iH2+()\Dz'+ﬂ3i+ﬂ4i)”3iHHriH <
1
— SllsiP = sl - (b ; cmfnw(KFi)) Il

4 4

porque w; = fio;+ 1 (Apj + s + fuai) + 0 + 22,0207 + 132 (Kw;). Entonces, de (B.101)
se tiene

41111 4 max

Amin (B7)[| @511 — Amin (€, K w:) [| AF|?
+ crbiail|7i|[| @] + cridmax (Kes) |74 [| AF;]].

. 1
Vi) < - &Hsiw—@unu?—( 227 4 L2 (Km) Irl? (B.104)

Finalmente, considerando Apin(E;) in (6.105) v Apnin(&,Kri) en (6.106) es facil concluir
que

Vi(a:) < =6llsill* = 6illrill* — Sill pill* — 6| AF 1%, (B.105)
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6

Aplicando el Teorema 6.4.1 se concluye que x; — 0. De la definicién (6.45) se tiene
directamente

t—o00

Ademas, en vista de (B.93) se tiene ||z;|| < Tmax, (v asi ||q;]| < n; de la discusién en las
Secciones B.4 y B.5), por lo que del Lema 6.4.1 a) y b), se tiene

lim Ap, =0 lim Ap; =0 lim q; = 0 lim g; = 0.

t—o00 t—o0

Para aplicar ¢) del Lema 6.4.1, se necesita solamente mostrar que g, esté acotado, lo que
es cierto porque q; y qg4, estan acotados. De esta manera, se tiene

t—o0
Finalmente, la convergencia a cero de todo el sistema se puede demostrar usando

l

V=> Vi)

i=1

Notese que una regién de atraccion no ha sido calculada explicitamente. Sin embargo,
el subconjunto D; no puede hacerse arbitrariamente grande dado que ||q;|| < n; debe
satisfacerse todo el tiempo.
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