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INTRODUCCION

1. INTRODUCCION

Los recubrimientos dieléctricos son elementos tecnoldgicos muy importantes que
se utilizan como capas protectoras en metales, ademas varios dispositivos
electronicos y Opticos estan basados en ellos. En microelectrénica, por ejemplo,
los materiales con constante dieléctrica alta son muy importantes para aumentar
la capacitancia de elementos capacitivos y por consecuencia aumentar la
retencidn de carga eléctrica. Con esto se disminuye el consumo de corriente
eléctrica en el circuito, el calentamiento de los componentes electronicos y se
consigue alargar la vida de la fuente de alimentacion, usualmente baterias.

Dado que, la caracterizacion de recubrimientos dieléctricos es una necesidad
comun en laboratorios de investigacion y en la industria, muy a menudo se
requiere una técnica no destructiva. Existen varios métodos no destructivos
disponibles para caracterizar recubrimientos dieléctricos y peliculas delgadas. Las
técnicas utilizadas mas comunmente para caracterizar peliculas delgadas son
elipsometria optica y espectrometria de reflectancia [1]. Sin embargo existen otras
como la fotoacustica .

La elipsometria [2] es una técnica de caracterizacion 6ptica que se basa en la
medida del cambio de polarizacion del haz de luz incidente después de la reflexiéon
superficial de una muestra. A partir de la medida del estado de polarizacion de la
luz reflejada por la superficie de la muestra es posible determinar las constantes
opticas de la muestra. La medida de los parametros opticos (indice de refraccion,
coeficiente de extincidn), en combinacién con un modelo fisico de la estructura de
capas del material, permite determinar la respuesta dieléctrica del sistema. Es
posible obtener el espesor y el indice de refraccidén para estructuras de una sola
capa sobre un substrato. El principal inconveniente de este método, cuando se
utiliza un solo haz monocromatico, es que se debe tener una idea previa
aproximada del orden de magnitud del espesor de la capa que se esta midiendo .

El método de la envolvente [3] es una técnica bastante precisa y de rapida
aplicacién, consiste en el analisis del espectro de transmisién, sin embargo solo
sirve para substratos transparentes y peliculas delgadas < 10 ym.

Otra técnica que puede ayudar en este proceso de caracterizacion se basa en el
efecto fotoacustico (FA) [4], [5]. Este se presenta al radiar con luz, de manera
periddica, a una muestra que puede ser solida, liquida o gaseosa, Opticamente
transparente u opaca. La luz periddica es absorbida y el proceso de desexcitacion
no radiativo da lugar a calentamiento periddico en la muestra, este calor puede ser
transmitido a una delgada capa de aire que se encuentre en contacto con ella,
causando cambios periddicos muy leves en la temperatura de la capa de aire y por
lo tanto, también en la presion, creandose una onda sonora que puede ser
detectada. Este efecto fue descubierto por primera vez en 1880 por Alexander
Graham Bell, pero no fue hasta que Rosencwaig y Gersho argumentaron
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sélidamente su teoria y se empezo6 a usar con mucha eficiencia como técnica de
caracterizacion optica y térmica. En espectroscopia este efecto ha permitido medir
de manera muy exacta la absorbancia de materiales en diferentes estados, ya que
la sefial que se detecta, emana directamente de la muestra, evitando los
problemas de dispersion de luz que se tienen en los espectrofotdmetros. Sin
embargo, en recubrimientos puede ser que la longitud de difusién térmica de la
muestra sea menor que su espesor .

Aunque estas son técnicas muy bien establecidas, ellas requieren de equipo
sofisticado y caro. Ademas las técnicas 6pticas llegan a ser menos confiables para
recubrimientos (muchas longitudes de onda de espesor) y estan limitadas debido a
inhomogeneidades del recubrimiento a escalas de la longitud de onda utilizada.

Por otro lado, la capacitancia de estructuras de disefio especial pueden ser muy
sensibles al desplazamiento, forma, o constante dieléctrica de materiales. No
obstante, en muchos casos, las medidas de capacitancia son relativamente
simples. Existen varias formas para medir capacitancia. Estan disponibles
comercialmente varios circuitos o instrumentos electrénicos para medir
capacitancia en el rango de los microfaradios (uF) a los femtofaradios (fF).
Generalmente, las mayores preocupaciones con las mediciones capacitivas son
las capacitancias parasitas, las variaciones de temperatura y la humedad relativa,
las cuales siempre estan presentes en algun grado. En la mayoria de los casos, es
posible controlar estos factores durante las mediciones.

Con las mediciones de capacitancia no es dificil medir el espesor de una pelicula
dieléctrica sobre un substrato conductor si su constante dieléctrica es conocida o
viceversa. Sin embargo, cuando no se conoce ni la constante dieléctrica ni el
espesor, no existen metodologias reconocidas para caracterizar la pelicula
dieléctrica con mediciones capacitivas.

Este trabajo propone y estudia nuevas metodologias para la caracterizacion de
recubrimientos dieléctricos delgados sobre substratos conductivos por medio de
un sensor capacitivo. Se trata de mostrar que es posible medir, por métodos no
destructivos, la constante dieléctrica y el espesor de recubrimientos dieléctricos
usando dos electrodos de medicion con diferente geometria, al menos uno de los
cuales debe ser no plano. Se analiza teéricamente una aproximacién del problema
utilizando el método de imagenes, se realizan simulaciones por medio del Analisis
de Elemento Finito (AEF) y se comparan con resultados experimentales para
corroborar la viabilidad del método. Se obtienen curvas de calibraciéon en funcién
de los espesores y constantes dieléctricas de diferentes recubrimientos dentro de
un espacio de capacitancia C; - C, que se utiliza para obtener el espesor y
constante dieléctrica por medio de un punto de capacitancia (Cy, Cz) generado por
dos mediciones capacitivas, con dos electrodos de diferente geometria, de un
recubrimiento dado. Finalmente, se propone una metodologia para el disefio de la
geometria de electrodos del sensor capacitivo basado en el electrodo esférico con
ayuda del Analisis de Elemento Finito, con el fin de mejorar la respuesta del
sensor capacitivo utilizado en la caracterizacién de recubrimientos dieléctricos.
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Estas metodologias capacitivas de caracterizacion de recubrimientos y disefio de
electrodos capacitivos propuestas en este trabajo requieren de muestras de
calibracion bien caracterizadas para mejorar la confiabilidad de las curvas de
calibracion el cual es una de las condiciones mas importante antes de aplicar el
método.

A comparacion de los métodos mencionados anteriormente este método
propuesto es relativamente sencillo de realizar puesto que solamente se realizan
dos mediciones capacitivas. Ademas con este método no se ve problema en
escalar las mediciones a las decenas de micras sin embargo, el equipo de
medicion debera ser capaz de medir capacitancias en el orden de los femto
Faradios (107" Faradios).
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2. ELECTROSTATICA

La electrostatica es el estudio de las cargas eléctricas, campos eléctricos y
corrientes independientes del tiempo, los dieléctricos y las fuentes de potencial de
DC. Un condensador eléctrico consiste en dos conductores separados por un
dieléctrico (solido liquido o gaseoso), o el vacio. La relacion entre la carga Q, y la
diferencia de potencial, V, entre ellos viene descrita por la capacitancia, C=Q/V.
Esta capacitancia depende de la disposicion geométrica de los electrodos y del
material dieléctrico dispuesto entre ellos, C=C(¢,G). Por ejemplo, para un
condensador formado por n placas planas paralelas iguales, con area A, distancia
d entre cada par, y un material entre ellas con constante dieléctrica relativa ¢, la
capacitancia aproximada es

ngoerg(n—l), (2.1)

donde €,=8.85 pF/m es la constante dieléctrica del vacio.

Algunas aplicaciones para sensores capacitivos pueden utilizar electrodos con
geometria no plana; estos pueden necesitar un analisis mas extenso del campo
electrostatico. Existen algunas herramientas de analisis como métodos numéricos
de elemento finito para realizar simulaciones de estos campos [6].

2.1 Aproximaciones

El disefio de los sensores capacitivos en el mundo real involucran cargas en
movimiento, superficies parcialmente conductoras, y fuentes de potencial de AC.
Para un analisis preciso de los campos y las corrientes que se forman en el
capacitor, se deberian utilizar las ecuaciones de Maxwell que relacionan los
campos eléctricos y magnéticos, la densidad de carga, y la densidad de corriente.
Pero una aproximacion simplificada, la cual ignora los campos magnéticos, es casi
siempre posible con pérdidas de precision insignificantes. Los sistemas en los
cuales esta aproximacion es razonable estan definidos como cuasi-electrostaticos.

Las ecuaciones de Maxwell describen el fendmeno mas confuso de una onda
electromagnética. Por supuesto, el analisis es dificil y no siempre necesario. El
fendmeno de la onda ocurre en escalas de tiempo cortas o a altas frecuencias que
a menudo no son de interés practico. Si este es el caso, los campos se pueden
describir por versiones truncadas de las ecuaciones de Maxwell aplicadas a
escalas de tiempo relativamente largas y a bajas frecuencias. Encontraremos que
un sistema compuesto de conductores perfectos y espacio libre es cuasi-
electrostatico si una onda electromagnética tiene una longitud de onda mucho
menor que las dimensiones en el problema de interés. Las mediciones del sensor
capacitivo que se propone en este trabajo son casi todas pequefias y lentas en
sus aplicaciones, ademas todos los electrodos son conductivos por lo que su
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constante de tiempo es mucho menor que los tiempos de respuesta del circuito
electrénico utilizado, de esta forma podemos utilizar versiones simplificadas de las
ecuaciones de Maxwell:

VxE=-C 1 H~0 2.1.1)
ot
)
VxH=_ &E+J~0 (2.1.2)
V.-gE=p (2.1.3)
Ve pH =0 (2.1.4)

Una distribucién de densidad de carga p dada produce la intensidad de campo
eléctrico E; la intensidad de campo magnético H es aproximadamente cero.

La permeabilidad magnética del vacio, Ho, €s una constante fisica fundamental,
definida en el S| de unidades como 41 x 107 N/A?. La permitividad eléctrica del
vacio g, se define por g y ¢, la velocidad de la luz en el vacio, como €y = 1/poCc>.
Como c se define exactamente como 299,792,458 m/s, entonces

g0 = 8.8541878 x 1072 F/m
Cualquier material dieléctrico tiene una permitividad dieléctrica mayor que la del
vacio; se mide como la constante dieléctrica relativa €, en el rango de 2 a 10 para
la mayoria de materiales sélidos y a menudo mucho mayor para liquidos [6].
2.2 Cargas y campos
Con las ecuaciones de Maxwell simplificadas, el analisis electrostatico se reduce a
obtener el campo eléctrico producido por varias distribuciones de carga en

sistemas de materiales con varias constantes dieléctricas.

Dos pequenos conductores cargados en un dieléctrico con cargas de Q; y Q>
coulombs, separados por r metros, ejercen una fuerza entre estas en newtons

po 290 (2.2.1)

- 2
4re,er

La fuerza es a lo largo de la linea que conecta a las cargas y tratara de atraer las
cargas si el signo de su carga es opuesta.

El coulomb es una cantidad de carga grande. Es la carga transportada por una
corriente de un Ampere en un segundo; como un electrén tiene una carga de
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1.60206 x 107™"° C, un coulomb es alrededor de 6 x 10'® electrones. La fuerza entre
dos cargas de 1 C espaciadas a 1 mm es 9 x 10" N, aproximadamente 30 veces
el peso de la tierra. Pero las fuerzas electrostaticas a menudo se pueden
despreciar en sistemas practicos, esto es porque la carga es usualmente mucho
menor a un coulomb.

Con V volts aplicados al capacitor de placas paralelas con area de placa de A
metros cuadrados y espaciadas d metros, la energia almacenada en el capacitor
es

E=Llcp =lgog,,é-V2, (2.2.2)
2 277d

y la fuerza en newtons es entonces la derivada parcial de la energia con respecto
al espaciamiento de la placa

AV?

d2

F=E_1Cn et 4 o g 7o
od  2d 2 d

(2.2.3)

Las fuerzas transversales son pequefias para las geometrias de una sola placa, y
se pueden hacer insignificantes con placas sobrepuestas; para algunas
estructuras interpuestas estas fuerzas pueden ser significativas y se pueden
calcular utilizando la derivada parcial de la energia con movimiento transversal.
Para un capacitor largo con dieléctrico de aire cargado a 1 V de DC y compuesto
de dos placas cuadradas de 1 m espaciadas 1 mm, la fuerza entre las placas es
de atraccién a 4.427 x 10° N. Esta fuerza puede ser molesta en algunas
aplicaciones sensitivas porque se puede presentar una deformacion de las placas
y esto causaria una variacion en la distancia de separacion de las placas
provocando una variacion de la capacitancia. La operacion de AC no ofrece una
solucién a las fuerzas electrostaticas no deseadas porque ambos medios ciclos
positivos y negativos son de atraccion, pero la fuerza pequena no afecta la
mayoria de los disefios de sensores capacitivos, y se pueden balancear a cero por
medio del uso preferido de la geometria de tres electrodos del sensor capacitivo.

Dos placas conductoras cargadas ilustran el concepto de campo eléctrico, como
se muestra en la figura 2.2.1.

linea de fuerza
eléctrica

supefficie
equipotencial

Figura 2.2.1. Campo eléctrico para placas paralelas.
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Si a las placas se les asigna arbitrariamente un voltaje, por ejemplo, un potencial
escalar V entre 0 y 1 volt, se puede asignar un voltaje en cualquier punto en el
espacio. Las superficies equipotenciales son las superficies en donde el voltaje es
el mismo. El campo eléctrico E, un vector de cantidad, es el gradiente del voltaje V
y se define como

E:—Zv:—gradV:—VV Vim, (2.2.4)
n

en donde n es un elemento diferencial perpendicular a la superficie equipotencial
en ese punto.

En la figura 2.2.1 se muestran el capacitor con los campos de las placas paralelas,
las superficies de V constante son superficies equipotenciales y las lineas en la
direccidn del campo eléctrico maximo son las lineas de fuerza.

El voltaje a lo largo de cualquier camino entre dos puntos a y b se puede calcular
como

Vy=[ ~E-dn V. (2.2.5)

En la region lineal cerca del centro de las placas paralelas, figura 2.2.1, el campo
eléctrico es constante y perpendicular a las placas; la ecuacion 2.2.5 produce un
voltaje V;> = Ed en donde d es la distancia entre las placas [6].

2.3 La corriente de conduccion y de desplazamiento

Cuando se produce un campo eléctrico en cualquier material, una corriente fluye.
Esta corriente es la suma de una densidad de corriente de conduccién J. y una
densidad de corriente de desplazamiento J4. Estos términos especifican la
densidad de corriente en (ampere/metro?).

Para un conductor metalico, la corriente de conduccion se produce por el
movimiento de los electrones; para los electrolitos la corriente se debe a la
migracion de los iones. La densidad de corriente para la corriente de conduccién
es

J,=oE Alm*, (2.3.1)

en donde o es la conductividad en [mho/metro].

Para un buen dieléctrico de alta resistencia, la corriente de conduccion es cercana
a cero y la carga transferida por una reorientacién de moléculas polares causan la
corriente de desplazamiento. Las moléculas altamente polares como las del agua
pueden transferir mas carga que las substancias menos polares o el vacio, y
tendran una constante dieléctrica & mas grande. Ademas, la corriente de
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desplazamiento se produce por el acumulamiento de cargas cerca de los
electrodos bajo la influencia de un voltaje aplicado hasta cuando la fuerza
repulsiva de cargas iguales balancea el voltaje aplicado. La definiciéon de la
corriente de desplazamiento es

oD o
J, =5=5(505,E) Alm* (2.3.2)

con una direccion elegida igual a la direcciéon del vector E. La corriente de
desplazamiento es transitoria en el caso en donde se aplica un voltaje de DC o un
campo estatico, y es alterna para campos de AC. Si un voltaje de DC se impone
en un sistema de conductores y dieléctricos, la corriente de desplazamiento fluye
brevemente para distribuir las cargas hasta que se satisface la ecuacion de
Laplace (2.5.3). Con un campo de AC, el desplazamiento de corriente alterno
continua fluyendo con una magnitud proporcional al cambio de la tasa de tiempo
del campo eléctrico [6].

2.4 La ley de Gauss

El flujo total de la carga debido al desplazamiento de corriente a través de una
superficie se encuentra por medio de la integraciéon de D sobre esta superficie

v = | D,ds C, (2.4.1)

sup

con ds como un area elementaria y D el flujo de densidad normal a ds. La ley de
Gauss establece que el desplazamiento total o flujo eléctrico a través de cualquier
superficie cerrada, la cual encierra carga, es igual a la cantidad de carga
encerrada.

El desplazamiento de carga W es el total de las cargas en los electrodos y el
desplazamiento de carga en las moléculas polares de un dieléctrico en el campo
eléctrico. Moléculas altamente polares como las del agua, con una constante
dieléctrica de 80, actuan como si una carga positiva se concentrara a un extremo
de cada molécula y una carga negativa en el otro. Cuando se impone un campo
eléctrico, las moléculas se alinean ellas mismas con el campo, y la suma de la
carga desplazada durante este alineamiento es el desplazamiento de carga
dieléctrica. Note que en un sistema de cargas finitas la conduccién de la densidad
de corriente J. puede ser cero para un aislante perfecto, pero el valor minimo del
desplazamiento de densidad de corriente J4 no debe ser cero debido al valor de la
constante dieléctrica del vacio diferente de cero.

Si la excitacion del voltaje es senoidal y € y €9 son constantes, D tendra una forma
de onda cosenoidal y el desplazamiento de corriente se puede encontrar por
medio de
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= A. (2.4.2)
7

2.5 La ecuacién de Poisson y de Laplace

La relacion entre la densidad de carga p y el desplazamiento de corriente D esta
representada por la ecuacion de Poisson

divD = p C/m?®, (2.5.1)

div D, la divergencia de D, el flujo de salida neto de D por unidad de volumen, es
igual a la carga encerrada por el volumen.

En un medio homogéneo e isotrépico con & constante, escalar y sin cargas libres,
la ecuacién de Poisson se puede rescribir como

dive E = gy divE = p=0. (2.5.2)

Esta version de la ecuacion de Poisson para regiones de carga libre es la
ecuacion de Laplace, que es importante en la teoria del campo electromagnético.
En coordenadas rectangulares, la ecuacion de Laplace es

0 0 0
VWV =—=V+—=SV+—=V=0. (2.5.3)

2

ox oy 0z

La mayoria de los problemas en electrostatica se ocupan en encontrar soluciones
a esta ecuacion, o sus equivalentes en coordenadas polares o cilindricas.

La soluciéon de los problemas en la electrostatica es encontrar una distribucién
potencial que satisfacera la ecuacion de Laplace con una geometria de electrodo
dada y sus voltajes. Generalmente, la distribucion de potencial en el espacio del
interelectrodo y la distribucion de carga en los electrodos no se conocen. Las
cargas en los electrodos se distribuiran ellas mismas hasta que los conductores
lleguen a ser superficies equipotenciales y de esta forma se satisface la ecuacién
de Laplace en el espacio del interelectrodo.

Una solucién de la ecuacion de Laplace (o de Poisson) produce un campo de
lineas de tres dimensiones en el caso de un capacitor de placas paralelas, figura
2.2.1. Desafortunadamente, la solucidn analitica de la ecuacion de Laplace
solamente es posible para algunos casos sencillos.

Las soluciones existen para algunos problemas en dos dimensiones o para
problemas de tres dimensiones que se pueden simplificar a dos dimensiones [6].
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2.6 La carga inducida

Cuando una carga positiva de prueba se lleva cerca de un conductor, los
electrones libres en el conductor son atraidos a la superficie mas cercana de la
carga. Con un conductor puesto a tierra, los electrones fluyen a través de la
conexién a tierra y el electrodo tiene una carga negativa neta. Las cargas vienen a
un equilibrio en el cual la fuerza repulsiva de los electrones de la superficie se
balancea por la atraccién de los electrones de la superficie a la carga de prueba.
Los campos eléctricos dentro de un conductor son usualmente despreciables si la
corriente que fluye es pequefa, de esta forma la superficie del conductor es una
superficie equipotencial. Un campo eléctrico fuera del conductor pero cerca de su
superficie tiene superficies equipotenciales paralelas al conductor y lineas de flujo
que intersectan al conductor en angulos rectos. La magnitud de la carga en la
supelrficiie del conductor es igual a la densidad de flujo en el dieléctrico adyacente,
o=|D].

El efecto de la carga inducida se ve en aplicaciones tales como la deteccién de
proximidad capacitiva, como los efectos del campo lejano de un electrodo sensor
capacitivo, ademas se debe incluir la contribuciéon al campo E de la carga que el
electrodo induce sobre conductores flotantes cercanos [6].

2.7 Superposicion

Asi como para cualquier sistema lineal, el principio de superposicion se puede
aplicar al analisis del campo eléctrico. El campo eléctrico de un numero de cargas
se puede calcular como la suma vectorial del campo debido a cada carga
individual. Ademas, el campo de un sistema de conductores cargados se puede
determinar asumiendo que todos los conductores estan descargados excepto uno,
calculando el campo resultante y repitiendo el proceso con cada conductor y
calculando la suma vectorial. La superposicion es una técnica muy utilizada y
poderosa para simplificar un problema complejo en varios problemas simples [6].

2.8 Imagenes de carga

La distribucion de carga en los conductores se puede determinar, a menudo con
considerable dificultad, resolviendo la ecuacidén de Laplace con condiciones en las
fronteras especificas del problema.

Lord Kelvin sugirié un método grafico simple para el caso de cargas en presencia
de interfaces planas. Una carga +q en un dieléctrico cerca de un plano conductor
produce una densidad de carga de signo opuesto cerca de la superficie del plano.
El campo eléctrico producido en el dieléctrico es el mismo, como si la densidad de
carga en la superficie del plano conductor fuese reemplazada por una sola carga
-q dentro del plano en una locacién simétrica.

La carga imagen es similar a una imagen optica en un espejo, figura 2.8.1.
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@ +q,
cargas reales

®+q, plano conductor
infinito

i cargas imagen

Figura 2.8.1 Cargas imagen.

El resultado de Lord Kelvin se puede derivar observando las lineas de campo
alrededor de dos cargas de polaridad opuesta y notando que la linea SS es, por
simetria, una superficie equipotencial, la cual se puede reemplazar por una
superficie conductora, como se muestra en la figura 2.8.2. Entonces no se ve
cambio en la estructura del campo en el lado de +q de S si la carga en —q se
reemplaza con la carga superficial inducida en el conductor SS y se remueve —q

[6].

N\

///

o

FE

Figura 2.8.2 Campo de cargas opuestas.
2.9 Capacitancia
Para la geometria de placas paralelas, un voltaje V se puede aplicar a las placas

para producir un flujo g total. Entonces, la cantidad del flujo en coulombs que se
produce por V volts es

w=0=CV. (2.9.1)

El simbolo C es la capacitancia de las placas en coulombs/volt. La capacitancia se
calcula evaluando

_&EY _ W
_.[;)-dl_J.E-dl ’ (29.2)

11



ELECTROSTATICA

con d/ una longitud elemental a lo largo de la linea de flujo, y se debe de repetir
para todas las lineas de flujo que emanan desde una de las placas y terminando
en la otra placa. Para sistemas de dos electrodos, todas las lineas de flujo las
cuales emanan desde una placa terminaran en la otra, pero con multiples
electrodos generalmente esto no se cumple.

2.10 Calculo de la capacitancia para placas paralelas

Como un ejemplo del célculo de la capacitancia, la ley de Gauss se puede aplicar
a una superficie envolviendo una de las placas paralelas. Si la superficie es
elegida correctamente y las lineas de flujo en los bordes de las placas se ignoran,
la carga total Q dentro de la superficie es igual al flujo de desplazamiento total D
veces el area de la superficie S, resultando en

&S esS
- ’

C =8.854x107"% x (2.10.1)

en donde

C = capacitancia, faradios

g0 = 8.854 x 1072, faradios / metro

S = area, metros cuadrados

D = espaciamiento entre palcas, metros

2.11 Soluciones aproximadas

Para la mayoria de los disefios de sensores capacitivos, las capacitancias en los
bordes y las capacitancias parasitas se pueden ignorar o aproximar sin mucho
problema, pero si se necesita una maxima exactitud es util tener un método
analitico para evaluar la capaitancia de varias configuraciones de electrodos.
Usualmente es conveniente medir los valores de la capacitancia en los bordes y la
capacitancia parasita, ya que las capacitancias parasitas asociadas con el equipo
de medicidn son mucho mayores que las capacitancias que se tratan de medir. El
calculo de la capacitancia parasita es posible solamente por simple geometria con
simetria espacial en un sistema coordenado dado. Pero una solucion aproximada
generalmente es adecuada; dos opciones que dan soluciones aproximadas son el
trazado de lineas de campo y el andlisis con elemento finito. Aqui solo se
mencionara este ultimo [6].

Analisis de Elemento Finito (AEF)
Como la ecuacion de Poisson no tiene solucion analitica excepto para algunos
casos simétricos, se utilizan métodos numéricos. El trazado de lineas de campo se

ha utilizado anteriormente en experimentos, pero esto es mas un arte que una
ciencia y es una aproximacion de cortar y pegar.

12
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Una técnica mas reciente, el analisis de elemento finito, se ha utilizado para una
variedad de problemas, en los que los campos varian suavemente en un area o
volumen, y los cuales no tienen solucién analitica. EI AEF primero se aplicé para
analisis de esfuerzos en ingenieria civil e ingenieria mecanica, y ahora se utiliza
para soluciones de electricidad estatica y campos magnéticos, asi como para
soluciones en campos dinamicos.

El AEF divide un area en un numero de poligonos, usualmente triangulos o
tetrahedros, aunque algunas veces se utilizan los cuadrados o cubos. Entonces se
supone el campo dentro del poligono para ser representado por un polinomio de
orden inferior, y los coeficientes del polinomio se eligen para que encajen en las
condiciones de frontera de los poligonos vecinos por medio de un método similar
al ajuste de curva ranurada cubica o regreso de superficie poligonal. La exactitud
del ajuste se calcula, y en areas en donde el ajuste es mas pobre que una
constante dada los poligonos se subdividen y el proceso se repite. Para un
analisis de tres dimensiones, los poligonos se reemplazan por cubos o tetraedros

[6].

La teoria de la electrostatica es indispensable para entender los fendmenos
eléctricos que se presentan en los sistemas capacitivos, sin embargo analizar
matematicamente un problema de esta naturaleza puede ser dificil. Para este
trabajo el AEF fue una herramienta importante puesto que las simulaciones
realizadas nos ayudaron a analizar los problemas de una forma rapida, a entender
mejor estos fendmenos y por consiguiente a obtener resultados previos con
aproximaciones a los resultados finales esperados.
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3. SENSORES CAPACITIVOS

3.1 Tipos de sensores capacitivos

Los sensores capacitivos se usan ampliamente en la industria y en laboratorios
para medir diferentes variables fisicas tales como la posicidén, velocidad y
aceleracion de objetos en movimiento, fuerza, presion, flujo, nivel de liquidos y
propiedades dieléctricas de materiales, por nombrar algunos ejemplos. Algunos
sensores y su aplicacion se ilustran en la figura 3.1.1.

EF B LB ]
o= ol
”°ﬂ[ ), A
||J u!|||J|-i||
¥ o
5.vibracion 5. doble lado 5, espesor 5. posicion circular
5_ posicion y desplazamiento
- F. - "‘ ]
Rl )
[ L RN T \ ] /
GENIOR i
EP 0 ] —
/ T J on T
s \'\f Ci’\ :;':ls&'l‘m 1 Tuu = IJII.II.I'I‘GIM raoLe
/ e OUR
5_control de posicion s diametra int_y ext. 5. concentricidad sensor capacitive

Figura 3.1.1. Tipos de sensores capacitivos para medir diferentes variables fisicas.

Hay dos configuraciones de estructura para sensores capacitivos que son
utilizadas frecuentemente, la de placas paralelas y el capacitor coaxial. Con estas,
en principio, se pueden detectar cambios de capacitancia AC provocados por
estimulos fisicos, quimicos o biolégicos que causan cambios en las dimensiones
del material dieléctrico o de su constante dieléctrica ¢. Los cambios basicos
medibles por los sensores capacitivos son la permitividad y las dimensiones fisicas
o desplazamientos en las direcciones x, y, o z. La permitividad efectiva depende
del material (elemento sencillo 0 mezcla de varios elementos) y de la temperatura.

El desplazamiento, semejante a movimientos lineales o rotacionales, vibraciones y
expansiones debidos a cualquier causa quimica o fisica, se puede determinar
directamente por medio de la medicion de cambios de capacitancia AC. Si la
estructura del material es elastica, entonces el desplazamiento es proporcional a
la fuerza aplicada f (Ax=kf, donde k es la constante elastica) o la presion, la cual
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es fuerza normal por unidad de area. Por lo tanto, las fuerzas axiales o cortantes y
las presiones estaticas o dinamicas se pueden medir con sensores capacitivos. La
aceleracion se puede calcular de las mediciones de las fuerzas inerciales que
actuan en una masa sujeta a la aceleracion. El flujo de fluidos se puede estimar de
la caida de presion medida a través de un flujo resistivo, lineal o no lineal.

Por otra parte, la estructura del sensor capacitivo puede ser grande o pequenfa, y
se puede fabricar con varios tipos de conductores y materiales dieléctricos
utilizando varias técnicas de fabricacion dependiendo de los requerimientos de
cada aplicacion.

Una desventaja importante de los sensores capacitivos es su sensibilidad a la
contaminaciéon y a la condensacion, lo que puede causar serios problemas de
confiabilidad. En muchos de esos casos, el cambio en porcentaje de capacitancia
es alto, sin embargo el valor absoluto de la capacitancia del sensor es pequeno.
Usualmente, este tipo de cambio se puede medir con un medidor LCR de
precision. Pero, en el caso de un cambio en porcentaje muy pequeno, por ejemplo
100 ppm o aun menor, es dificil usar un medidor LCR ordinario, de esta forma se
tiene que emplear un medidor de altisima estabilidad para monitorearlo. Estos
medidores de alta resoluciéon se pueden utilizar en experimentos de laboratorio,
pero en el uso industrial tenemos que utilizar en su lugar circuitos de interfase de
alta sensibilidad [7] y [8].

3.2 Mediciones con sensores capacitivos
Como se menciond anteriormente en el capitulo 2, para un condensador formado
por n placas planas paralelas iguales, con area A, distancia d entre cada par, y un

material entre ellas con constante dieléctrica relativa ¢, la capacidad aproximada
es

Czeoerg(n—l), (3.2.1)

donde £,=8.85 [pF/m] es la constante dieléctrica del vacio.

o
A A A
Czi

d’:
£,

I'(’1{1
—+
(@) (b) &
Figura 3.2.1. Expresiones de la capacitancia aproximada para el caso de placas
paralelas. a) con un dieléctrico y b) con dos dieléctricos diferentes.
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Asi pues, cualquier fendmeno o magnitud que produzca una variacion en ¢, A o d,
provocara un cambio en la capacitancia C y, en principio, puede ser detectado
mediante el dispositivo anterior.

En general cualquier cambio en el dieléctrico o en la geometria puede ser
considerado para la deteccion del fenémeno que lo provoca. En la figura 3.2.1 se
muestra la capacitancia para el caso de placas paralelas. En [9] pueden
encontrarse las expresiones exactas para alguna de estas configuraciones y sus
variantes. Si, por ejemplo, se considera la permitividad relativa, &, para el aire que
es practicamente 1, mientras que para el agua varia entre 88 a 0°C y 55.33 a
1000°C. La sustitucion de aire por agua como dieléctrico producird un cambio
apreciable, que se puede aplicar, por ejemplo, a la medida de nivel de agua en un
depdsito, o a la medida de humedad si se dispone de un dieléctrico que absorba y
desabsorba agua sin histéresis.

En los materiales ferroeléctricos, por encima de la temperatura de Curie, la
constante dieléctrica es proporcional al reciproco de la temperatura segun

=" (3.2.2)

donde T es la temperatura actual, T, es la temperatura de Curie y k una constante.
En este caso, es la variacidon de la temperatura produce un cambio importante en
la capacidad de un condensador que incorpore un material de este tipo.

Los sensores capacitivos pueden o no ser lineales. Su linealidad depende del
parametro que varia y de si se mide la impedancia o admitancia del condensador.
En un condensador plano, por ejemplo, con & 0 A variable, la salida es lineal si se
mide la admitancia (proporcional a C), pero es no lineal si varia la separacion entre
placas, de la forma C=cA/x o C=cA/(d+x). En este segundo caso, se tiene

c=c_ 41 (3.2.3)
d(1+a)
donde a=x/d. Si se deriva 3.2.3 para encontrar la sensibilidad, se obtiene
ac _ 2_&4 ;= _COZ z—g(l—2a+3a2—4a3+....) , (3.2.4)
dc  d*(+af (+afd d

donde se ve que el sensor no es lineal pues la sensibilidad varia con x y es tanto
mayor cuanto menores sean d y x. Esta ultima consideracion podria sugerir el
empleo de condensadores con d muy pequefa, pero hay que tener en cuenta el
limite impuesto por la tension de ruptura dieléctrica, que para el aire es de 30
kV/icm.
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Para un sensor del tipo C=cA/x, la sensibilidad es

c _ & (3.2.5)

— ===,
dx X

donde su dependencia x y, por tanto, su no linealidad, queda manifiesta. Si en
este condensador se afade un dieléctrico entre placas, de la forma indicada en la

figura 3.3.6,

x] ~C,
d‘f 7 g_;‘_co

e e e e e e e e

Figura 3.3.6. Disminucion de la no linealidad de un sensor capacitivo de placas
planas paralelas mediante un dieléctrico adicional.

la capacitancia respectiva de cada una de las partes es

C, = grgoé. (3.2.6)
d
C, =goé : (3.2.7)
X

La capacitancia total sera la combinacion en serie de la capacitancia de cada
parte, de la forma

o= GC (3.2.8)
C,+C,
& & Aé‘ A
r€0 ;90
czAdxA:g,goA. (3.2.9)
P d+e&x
d X
Derivando 3.2.9 para tener la nueva sensibilidad, se obtiene
2
€ e, A Eed 1 (3.2.10)
dx (d +&.x) d ( ng
1+~
C 2e.x ex) exY
R s +3[ £ j —4( ‘ j o] . (3.2.11)
d d d d
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Comparando esta ecuacion con 3.2.11, se observa que el sistema es ahora lineal.
Por otra parte, la ecuacion 3.2.8 indica cual seria el efecto de la presencia, quizas
inadvertida, de un dieléctrico entre las placas de un condensador de este tipo.

Una alternativa para tener una salida lineal en un sensor capacitivo plano basado
en una variacion de la distancia entre placas es medir, en vez de su admitancia, su
impedancia,

1

Z=—".
joC

(3.2.12)

Una dultima consideracion relativa a las limitaciones de los condensadores
eléctricos es su alta impedancia de salida. Si bien la impedancia decrece cuanto
mayor sea la frecuencia de alimentacién, la impedancia de las capacidades
parasitas también decrece al aumentar la frecuencia. Una solucion es poner cerca
la electronica de acondicionamiento de la sefal. Otra es emplear un transformador
de impedancias. También se puede medir la corriente a través del condensador en
vez de la tension en los bornes de éste, con lo que la exigencia de una impedancia
de entrada alta desaparece. Frente a las limitaciones anteriores, los sensores
capacitivos presentan una serie de ventajas que los hacen atractivos en muchas
aplicaciones.

3.3 Guardas y capacitancias parasitas

El empleo de un condensador variable como sensor esta sujeto a la interferencia
de capacitancias parasitas. En primer lugar, en la expresion de la capacidad se
suelen despreciar los efectos de los bordes, y ello puede que no sea aceptable
como se ve en la figura 3.3.1.

placa
placa v sensora
sensora guarda guarda
lineas de
<— COMpo —»
eléctrico
ibuse metdlica ibdse metdlica
(a) (b)

Figura 3.3.1. Efectos de borde en un sensor capacitivo visto de lado. a) Sin guarda
y b) con guarda

En un condensador plano con placas paralelas, los efectos de los bordes son

despreciables si la separacion entre placas es mucho menor que la dimension
lineal de éstas. En caso contrario la ecuacion 3.2.1 debe sustituirse por una
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aproximacion mejor. Si se trata de dos placas rectangulares finitas, con anchura a,
longitud /'y separacion d, una formula mas correcta es [10]

Cree @il ln(m+l)+l+ln2 , (3.3.1)
d V4 d

donde se ve que el error relativo decrece efectivamente al aumentar la relacion
a/d.

Un método para reducir el efecto de los bordes sin alterar las relaciones
geométricas consiste en emplear guardas, tal como se indica en la figura 3.3.2.

R B V1 g ]V |V
H A --H:_H- — ——
IRHIRID; d

S

v 0

Figura 3.3.2 Empleo de guardas en sensores capacitivos para reducir los efectos
de borde.

Consiste en rodear uno de los dos electrodos del condensador con un anillo
puesto al mismo potencial que dicho electrodo [11], como se ve en la figura 3.3.3.

Figura 3.3.3. Configuracion basica de un sensor capacitivo con anillo de guarda.

Si el otro electrodo del condensador se mantiene a un potencial conocido, las
lineas de campo eléctrico en el centro quedan delimitadas a una zona bien
definida como se muestra en la figura 3.3.4.

El efecto de la separacion g entre la guarda y el electrodo, supuesta g<<d/5, se

puede tener en cuenta empleando como anchura (o radio) efectivo del electrodo el
real mas g/2. En [12] hay factores de correccidén mas precisos.
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"""" ] sensor e

TooIIno sensor e

AT

anillo de guarda

Figura 3.3.4. Efectos de borde en un sensor capacitivo actuando sobre una
superficie dieléctrica con y sin anillo de guarda.

Otra consideracion es el aislamiento entre placas, que debe ser alto y constante.
Si, por ejemplo, en caso de humedad variable aparecieran resistencias parasitas
en paralelo con C por variar el aislamiento ofrecido por el dieléctrico, se tendrian
variaciones en la impedancia del condensador no atribuibles a un cambio de
capacidad. Si la medida es sensible sélo al mddulo de la impedancia, pero no a su
fase, los errores pueden ser importantes. La conductividad es un problema a
considerar en dieléctricos polares (que tienen momentos dipolares permanentes),
pues suelen tenerla alta. Es el caso del agua, acetona y algunos alcoholes. La
presencia de una componente resistiva en la impedancia, significara que hay una
disipacidon de potencia que puede producir interferencias térmicas. En cambio, los
dieléctricos no polares, como los aceites y los distintos derivados del petrdleo,
suelen tener una conductividad muy baja.

Dado que s6lo una de las dos superficies puede ponerse a tierra, las interferencias
capacitivas son otra fuente de error a considerar.

v(ny)

"

- j— C
- - ’
C, o’ .f'z"].r'}'r"

e

Figura 3.3.5. Interferencias en un sensor capacitivo debidas a campos eléctricos
pProximos.

Segun en la figura 3.3.5, si otro conductor préximo, por ejemplo de la red de
distribucion eléctrica, esta a un determinado potencial respecto a tierra, la placa
que no esté conectada a tierra alcanzara también un potencial que segun su
frecuencia puede interferir en el circuito hasta impedir la medida. Puede ser
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necesario blindar eléctricamente esta placa y los cables conectados a ella
respecto al entorno ajeno al sensor.

Los cables de conexion son otra fuente de error. Al ser blindados para evitar las
interferencias capacitivas, afiaden una capacidad en paralelo con el condensador,
por lo que se pierde sensibilidad pues la magnitud a medir hara cambiar sélo la
capacidad del sensor, que es ahora una parte de la capacidad total. Si ademas
hay movimiento relativo entre los conductores del cable y el dieléctrico, se tiene
una fuente de error adicional que puede ser muy grave si las variaciones de la
geometria son importantes o si el dieléctrico del cable tiene propiedades
piezoeléctricas notables.

3.4 Ventajas de los capacitores esféricos para medir espesor

Las mediciones de capacitancia son a menudo relativamente sencillas y pueden
ser muy sensibles al desplazamiento, forma o constante dieléctrica de materiales.
Por ejemplo, la forma de la superficie de un conductor puede ser medida
realizando un barrido con un apuntador metalico a través de una superficie
conductora, midiendo la capacitancia entre la superficie y el apuntador metalico.

Cuando un sensor capacitivo se utiliza para medir recubrimientos delgados
ocurren imprecisiones en las mediciones debido a algunos factores como son: la
geometria y tamano del sensor, el paralelismo del sensor con la superficie a
sensar, la geometria de la superficie a sensar, la distancia del sensor con la
superficie a sensar, los efectos de borde del sensor y la rugosidad de la superficie.

Cuando la punta de prueba es plana la variacién aleatoria del angulo de pendiente
de la punta de prueba y de la capa de aire entre estas genera una imprecision
mas critica [13]. En estas situaciones se adoptan algunos métodos de medicién
destructivos para medir el espesor de un recubrimiento dieléctrico muy delgado.
Se ha determinado tedricamente y experimentalmente que la geometria de un
sensor capacitivo es un parametro muy importante para la medicion de espesores
de recubrimientos dieléctricos sobre substratos conductores.

En trabajos previos se ha mostrado que los sensores capacitivos con electrodos
esféricos presentan algunas ventajas sobre otras geometrias sobre todo con las
planas [13], [14] y [15]. En particular, el paralelismo y los efectos de borde entre el
electrodo plano y el recubrimiento es un problema en la medicion como se
muestra en la figura 3.4.1.
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Figura 3.4.1. a) Angulo de inclinacién del sensor y la superficie a sensar, b) gréfica
que muestra el cambio de la capacitancia con el angulo de inclinacion entre el
sensor y la superficie a sensar.

Una forma de reducir estos efectos es la utilizacion de una punta de prueba
esférica con la cual las imprecisiones en las mediciones se van a reducir
considerablemente dado que el angulo de inclinacion formado entre la punta de
medicion y la superficie a sensar casi no afecta en la medicion como se muestra
en la figura 3.4.2.
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Figura 3.4.2. a) Angulo de inclinacién del sensor y la superficie a sensar. b)
Grafica que muestra el cambio de la capacitancia con el angulo de inclinaciéon
entre el sensor y la superficie a sensatr.

Como se puede apreciar en las figuras anteriores, la variacion del angulo de
inclinacién 6 es mas significativa en los sensores con superficies planas que con
las esféricas.

Un problema que se encuentra a menudo en la investigacion y en la industria es la
caracterizacion de peliculas delgadas dieléctricas sobre substratos conductores
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principalmente se requiere saber el espesor y la constante dieléctrica de la
pelicula, por lo tanto la rugosidad de la superficie puede ser importante.

La utilizacion de sensores capacitivos para la medicion del espesor de
recubrimientos sobre bases metalicas tienen mas adaptabilidad en la practica que
los métodos de induccidn magnética y corrientes de Eddy porque se pueden
implementar convenientemente los campos eléctrico y magnético de un sensor
capacitivo. Con la utilizacion de electrodos esféricos se pueden reducir errores en
las mediciones generados por la rugosidad de los recubrimientos y el paralelismo
entre estos con el substrato sobre el que se encuentran.
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4. METODO DE IMAGENES

Las propiedades de unicidad y superposicion de las soluciones de un problema de
potencial llevan al desarrollo del método de imagenes que se utiliza para resolver
problemas de potencial con conductores extensos y con condiciones de simetria.
Cuando un cuerpo conductor extenso se encuentra en una region donde existe
campo, su carga libre se redistribuye para anular el campo en su interior. Esto da
origen a un nuevo campo (campo inducido) que altera las lineas de campo del
campo original. Como sabemos, las lineas de campo deben ser perpendiculares a
la superficie del cuerpo conductor, que es una equipotencial.

En general, la distribucion de carga superficial sobre el conductor es de
determinacién muy dificil, lo que a su vez dificulta la resolucion del problema pero
en ciertos casos con geometrias sencillas el potencial resultante fuera de los
conductores se puede obtener reemplazando la/s superficie/s conductora/s por un
conjunto de cargas ficticias (cargas imagen) que, junto con las cargas verdaderas,
dan el mismo potencial en las regiones no conductoras que el correspondiente a la
configuracion original.

Tal método es posible porque la solucién de un problema de potencial es Unica.
Por lo tanto no importa el método usado para obtener tal solucién, siempre que
satisfaga la ecuacion de Laplace para el potencial electrostatico en todo punto del
espacio donde no haya carga y cumpla las condiciones de borde sobre las
superficies conductoras.

El método de imagenes consiste en colocar las cargas imagen de valor y posicidon
necesarias para reproducir las condiciones de contorno prescriptas sobre las
superficies conductoras suponiendo que éstas no estuvieran. La ubicacién de las
cargas imagen es analoga a la posicion de las imagenes correspondientes a las
cargas verdaderas si las superficies conductoras fueran espejos y usaramos la
Optica geométrica, de donde surge el nombre de la técnica. EI método de
imagenes puede demostrarse rigurosamente a partir de las propiedades de las
funciones de Green de la electrostatica.

Veremos a continuacién algunos ejemplos basicos de esta técnica inventada por
William Thomson, posteriormente Lord Kelvin, en 1845, cuando analizé el
problema de una carga puntual y una esfera conductora conectada a tierra.
Thomson reemplazé la esfera por una carga puntual imagen que, junto con la
carga puntual original volvian equipotencial a la superficie de la esfera. El
potencial fuera de la esfera es entonces calculado simplemente como debido a las
dos cargas puntuales [16].
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4.1 Analisis de una carga puntual Q préxima a una esfera conductora con
potencial cero.

El teorema de Gauss nos dice como es el campo eléctrico en las proximidades de
un conductor cuando conocemos la distribucion de la carga en su superficie. La
situacidon inversa es la de preguntarnos como se distribuye la carga en un
conductor cuando sobre él actua un determinado campo.

La carga imagen

Supongamos un sistema formado por una carga puntual Q en las proximidades de
una esfera conductora a potencial cero a una distancia d de su centro. El método
de las imagenes nos permite sustituir el conductor por una carga "imagen" q que
anulara el potencial sobre la superficie esférica de radio R.

L &

El potencial en el punto P; de la superficie esférica debera ser cero

Q@ L9 . (4.1.1)
d+R b+R

El potencial en el punto P; diametralmente opuesto debera ser cero.

Q@ .94 _y, (4.1.2)
d-R b-R

Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas de las que
despejamos q y b.

R R’
= - bzi
q dQ y d

Podemos demostrar haciendo algunas operaciones que estos valores de q y b

hacen que el potencial en cualquier punto P, de la superficie esférica, sea también
cero.
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Q.4_ (4.13)

4.2 Analisis con dos esferas conductoras una de las cuales esta a potencial
cero

Consideremos el caso de dos esferas de radios r y R cuyos centros estan
separados una distancia d>r+R. La primera esfera estd a una potencial V y la
segunda esfera esta conectada a Tierra, V=0

v

a :

Sustituiremos las dos esferas por dos sucesiones de cargas puntuales que
convergen rapidamente a cero, y que hacen que las dos superficies esféricas sean
equipotenciales.

Los pasos para aplicar el método de las imagenes son los siguientes:

Colocamos en el centro de la primera esfera de radio r una carga qy, de modo que
el potencial de la esfera sea V.

=1 4% (4.2.1)

La superficie esférica de radio R deja de ser equipotencial, por lo que
ponemos una carga Qs en el interior de la segunda esfera a una
distancia X; de su centro
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Calculamos el valor de Q; y su posicién X; para que la segunda esfera de radio R
sea una superficie equipotencial, aunque deje de serlo la primera esfera de radio r.

El potencial en C (d - R, 0) debido a las cargas qo y Qs lo hacemos cero

“w . 9 _, (4.2.2)
d—-R R-X,

El potencial en B (d + R, 0) debido a las cargas qo y Qs lo hacemos cero

o 9 g (4.2.3)
d+R R+X,

Despejamos Q1 y X de este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

R? R
Xlzj y le_%g

La superficie esférica de radio r deja de ser equipotencial, por lo que ponemos una
carga qs en el interior de primera esfera a una distancia x; de su centro

Calculamos el valor de gs y su posicion x; para que la primera esfera de radio r
sea una superficie equipotencial, aunque deje de serlo la segunda esfera de radio
R.
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El potencial en A (-r, 0) debido a las cargas g1 y Qs lo hacemos cero

LR R (4.2.4)
r+x, d+r-X,

El potencial en B (r, 0) debido a las cargas q1 y Q1 lo hacemos cero

9 . 9 (4.2.5)
r—x, d-r—2X,

Despejamos Q7 y X7 en este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

P y -0 ro 7R
d—x, hETR N x, T R

La superficie esférica de radio R deja de ser equipotencial, por lo que ponemos
una carga Q2 en el interior de la segunda esfera a una distancia X> de su centro

Calculamos el valor de Q2 y su posicion X, para que la segunda esfera de
radio R sea una superficie equipotencial, aunque deje de serlo la primera
esfera de radio r.

El potencial en C (d-r, 0) debido a las cargas Q»y g lo hacemos cero

Q: , 4 _y (4.2.6)
R-X, d—R-x

El potencial en D (d + r, 0) debido a las cargas Q. y qs lo hacemos cero

& ., 4 4.27)
R+X, d+R-x
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Despejamos Q. y X> en este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

R’ R rR*
X = = — = —
gy Y ST T g

Calculamos el valor de g, y su posicion x, para que la primera esfera de radio r
sea una superficie equipotencial, aunque deje de serlo la segunda esfera de radio
R.

El potencial en A (-r, 0) debido a las cargas g2 y Q2 lo hacemos cero

@, & _g (4.2.8)
r+x, d+r-2X,

El potencial en B (r, 0) debido a las cargas g, y Q2 lo hacemos cero

©o, % (4.2.9)
r-x, d-r—-2X,

Despejamos Q2 y X> en este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

r? r r’R*
= 4, =—0, =490 2 12 2 ;2 4
d-X, d-X, d"—-2R°d"—r°d“+R

y asi, sucesivamente.

Relaciones recursivas
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Podemos calcular la sucesion de cargas q;, Q; y sus posiciones x;, X; mediante las
relaciones recursivas

Ejemplo:
Sea d=5, =1, R=0.5, V=1, V>=0

Ponemos una carga qp en el centro de la primera esfera

V1=qo/ 1, qo=1
Pasoi | Posicion x; | Carga q; | Posicion Carga Q;
Xi
0 1 0 0
0.20202 0.020202 0.05 -0.1

0.20211 0.000425 0.05211 -0.002105
0.20211 0.000009 0.05211 -0.000044

WIN[=|O

4.3 Anadlisis con una esfera conductora cargada préxima a un plano
conductor a potencial cero

El método de las imagenes implica la conversion de un campo eléctrico en otro
equivalente mas facil de calcular. En ciertos casos es posible sustituir un
conductor por una o mas cargas puntuales, de modo que las superficies
conductoras se sustituyen por superficies equipotenciales a los mismos
potenciales.

Figura 4.3.1. Campo eléctrico de un sistema de dos cargas
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El caso mas sencillo es el de una carga q situada a una distancia d de una placa
conductora conectada a Tierra. La placa puede reemplazarse por una carga
imagen -q, tal como se muestra en la figura 4.3.1.

El plano que corta perpendicularmente a la linea que une las dos cargas y que
esta a la misma distancia de ambas, esta a un potencial cero. Como se muestra
en la parte derecha de la figura 4.3.1.

Se ha empleado el método de las imagenes para determinar el campo y el
potencial de un sistema formado por una carga puntual Q préxima a una esfera
conductora a potencial cero.

4.3.1 Esfera cargada préxima a un plano conductor a potencial cero

Vamos a obtener el campo eléctrico de una esfera cargada préxima a un plano
conductor a potencial cero por el método de las imagenes mediante
aproximaciones sucesivas.

Sustituiremos la esfera y el plano por una sucesion de cargas puntuales de signos
contrarios que converge a cero rapidamente, y que hacen que las dos superficies
(esfera y plano) sean equipotenciales.

1

Supongamos que la esfera de radio r, estd a un potencial V, y su centro dista d > r
del plano a potencial cero.

Los pasos para aplicar el método de las imagenes son los siguientes:

1. Colocamos una carga qp en el centro de la esfera. Esto hace que la
superficie esférica de radio r esté a un potencial V.
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N
N

yo 1 (4.31.1)
dre, r

2. Colocamos una carga —qp a una distancia 2d del centro de la esfera. Esto
hace que el plano sea una superficie equipotencial, pero ya no lo es la
esfera.

i |
N

3. Colocamos una carga q en el interior de la esfera. Calculamos el valor de
g+ Yy Su posicion x; para que la esfera sea una superficie equipotencial,
aunque deje de serlo el plano.

ﬁQ qa /B -q

El potencial en A (-r, 0) debido a las cargas —qo y q1 lo hacemos cero
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T, D (4.3.1.2)
2d+r r+x

El potencial en B (r, 0) debido a las cargas —qo y g+ o hacemos cero

S N (R) (4.3.1.3)
2d-r r-x

Despejamos q1 y x;s de este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

A
1 qOZd

4. Colocamos una carga —q; simétrica a q; para que el

plano sea
equipotencial, pero deja de serlo la superficie esférica

-9,

N

~
N

5. Colocamos una carga q» en el interior de la esfera, para que esta sea
equipotencial, aunque el plano deje de serlo

f 2 d d -
ﬁQ % 4B ~a-4,

El potencial en A (-r, 0) debido a las cargas —q+ y g2 lo hacemos cero

o D (4.3.1.4)
2d+r—-x, r+x,
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El potencial en B (r, 0) debido a las cargas —q+ y g2 lo hacemos cero

B (R ) (4.3.1.5)
2d-r—-x, r-x,

Despejamos g2 y x» en este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

2 2
r r r

X, = y = =
2T od—x, 0 T g T

Continuamos el proceso que converge rapidamente hasta que tenemos la
precision deseada.

Relaciones recursivas

Podemos calcular la sucesion de cargas q; y sus posiciones x; mediante las
relaciones cursivas

2

r r
= . G, =4, ; 1=0,123,.....
xH—l 2d—xi qz 1 qz 2d—xi l
x =0, ¢,=9
Ejemplo:
Tomamos d=3r, qo=1, y r=1
Paso i Posicion x; Carga g;
0 0 1
1 0.166667 0.16667
2 0.171429 0.02857
3 0.171569 0.00490
4 0.171573 0.00084
5 0.171573 0.00014

Podemos sustituir la distribucién de carga formada por una esfera de radio ry un
plano a potencial cero situado a una distancia d>r del centro de la esfera, por una
sucesion de cargas puntuales positivas situadas en la esfera y sus
correspondientes cargas negativas situadas simétricamente respecto del plano.
Esta sucesidn tiende a cero rapidamente.
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Asi la carga g; esta en la posicion x; y su simétrica —q; esta en la posicion 2d-x;

La carga total de la esfera es
0= Zqi (4.3.1.6)

Solamente q; contribuye al potencial de la esfera, las cargas -qs, g2 anulan el
potencial de la esfera, y lo mismo ocurre con todos los restantes pares de cargas.
El potencial de la esfera es, por tanto, V=q4/(411€)).

4.4 Imagenes en medios dieléctricos

El método de imagenes puede utilizarse en el caso de superficies de separacion
entre dieléctricos de alta simetria [17], como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Una carga puntual de valor Q se halla frente a una interfase plana entre dos
dieléctricos de permitividades €1 y €2, como se indica en la figura 4.4.1.

Figura 4.4.1. Carga puntual frente a una interfase plana entre dos dieléctricos.

Para encontrar el campo y el potencial en todo el espacio se aplica el método de
imagenes. Primero debemos encontrar el conjunto de cargas que generen las
mismas condiciones de contorno que el problema original. En este caso, las
condiciones de contorno sobre la interfase entre los dos dieléctricos son la
continuidad de la componente tangencial del vector E y de la componente normal
del vector D al cruzar la interfase.

Surge que se pueden cumplir estas dos condiciones reemplazando el problema
por la superposicion de dos configuraciones:

a) dos cargas, la real Q y una imagen gs sumergidas en un medio de

permitividad €; que da el campo en el medio superior (plano z>0),
figura 4.4.2.
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L

Figura 4.4.2. Carga real Q y carga imagen q; en el medio &;.

b) una carga imagen @, situada en la posicion de la carga real,
sumergida en un medio de permitividad €, que da el campo en el
medio inferior (plano z<0), figura 4.4.3.

v

2

Li"

vi-r:

Figura 4.4.3. Carga imagen q2 en un medio & y en la posicion de la carga real Q.

Del analisis de superposicion de estas configuraciones tenemos que

g =2"% (4.4.1)
& té&,
y
2¢e
g, =20 (4.4.2)
& té&,
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Se observa que si €1 = €, (Unico medio), g; =0y g2 = Q, con lo que el potencial y el
campo tienen una unica expresion en todo el espacio. También se observa que el
signo de la carga g depende de la relacion de permitividades entre los medios.

Ademas se pudieron obtener los resultados para el plano conductor, si el metal se
hubiera tratado como un dieléctrico con una funcion dieléctrica infinita estatica

como €= «; entonces q’ = -q y q” = 2q. Note que q” no contribuye al potencial
dentro del metal dado que el potencial esta dividido por €1 lo cual da infinito.

4.5 Imagenes multiples

Otro caso es, por ejemplo, encontrar el potencial creado por una carga puntual de

carga Q colocada entre dos planos conductores paralelos conectados a tierra, el
problema se esquematiza en la figura 4.5.1.

e

'Ye,

R

Figura 4.5.1. Carga puntual entre dos conductores.

Por comodidad suponemos que la carga se halla equidistante de ambas
interfases. Repetimos el procedimiento de colocacion de cargas imagen para

anular el potencial sobre las interfases. Este proceso se esquematiza en la figura
4.5.2.

&3

o

Lha

=

2
..-.il"

=]
[Tl

—————————— @y
H’I ;"‘ r |

[
e’

X
N
& -E-. -
.

e,

i1

@y

Figura 4.5.2. Procedimiento de colocacion de cargas imagen para anular el
potencial sobre las interfases.
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Q genera con el plano 11 la imagen g1 = -Q para anular el potencial sobre 11.
Analogamente, Q genera con el plano T2 la imagen g2 = -Q para anular el
potencial sobre 2. Sin embargo, la presencia de la carga real y las dos cargas
imagen ahora no satisfacen la condicién de contorno sobre los planos 11 y 12, por
lo que hay que agregar nuevas cargas.

Por ejemplo, g1 genera g3 = Q para anular el potencial sobre 111 y g2 genera g4 =
Q para anular el potencial sobre 2. Se observa que estas imagenes estan mas
alejadas de los planos interfase. Nuevamente, estas imagenes de segunda
generacion generaran imagenes de tercera generacion mas alejadas aun.

Se ve que este proceso es indefinido y se requieren infinitas imagenes para
resolver el problema:

Cargas Valores | Distancia Cargas Valores | Distancia

imagen al plano imagen al plano
mas mas

cercano cercano
91, 92 -Q d 97, 9s -Q 7d
93 Q4 +Q 3d Qs G10 +Q 9d
Qs 9o -Q 5d q11, 912 -Q 11d

Para realizar una aproximacion analitica de un sistema electrostatico dado se
puede utilizar el método de las imagenes con el fin de simplificar un analisis
tedrico que podria ser mas complicado de resolver [18], [19], y [20].

En nuestro caso tenemos un sistema capacitivo en el cual se aplican varias
condiciones vistas anteriormente tomando en cuenta los medios dieléctricos del
sistema, la geometria de los electrodos y por lo tanto la generacion de multiples
imagenes para finalmente obtener una aproximacion del sistema.
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5. PLANTEAMIENTO TEORICO DEL PROBLEMA

Este trabajo propone y estudia nuevas metodologias para la caracterizacion de
recubrimientos dieléctricos delgados sobre substratos conductivos por medio de
un sensor capacitivo. Se trata de mostrar que es posible medir, por métodos no
destructivos, la constante dieléctrica y el espesor de recubrimientos dieléctricos
usando una punta de medicion esférica con un anillo de guarda equipotencial que
permite reducir los efectos de borde en las fronteras de la superficie de esta. Solo
se trata con el caso de una pelicula dieléctrica uniforme sobre un conductor plano.

Para entender el problema planteado primero consideramos la capacitancia, Cpe,
de un electrodo plano de area A, colocado en paralelo contra otro electrodo de
area mayor y cubierto por una pelicula dieléctrica de espesor h y constante
dieléctrica €. Si ignoramos los efectos de borde se puede demostrar que,

A

C =(—) 5.1
pe gole_’_gflh ( )

en donde D es la distancia desde la superficie de la pelicula dieléctrica al electrodo
superior y € es la permitividad eléctrica del vacio. Esta férmula es valida para D
>> A"2 y asume que el espacio entre la pelicula dieléctrica y el electrodo superior
esta vacio. De la ecuaciéon 5.1 podemos ver que la relacion h / € se puede obtener
de las mediciones de capacitancia con un electrodo plano y una separaciéon D
conocida. De esta forma, si conocemos h o € podemos obtener € o h. Sin
embargo, si no conocemos ninguno de estos parametros no existe ninguna
diferencia si variamos D; necesitamos una segunda medicién que no solo dependa
de la relacion h / € o cualquiera de sus potencias. Es claro que, la segunda
medicion no puede ser hecha con un electrodo plano. Puesto que en el caso del
electrodo plano las lineas del campo eléctrico son perpendiculares a las
superficies del recubrimiento y de los electrodos, podemos concluir que una
condicion necesaria para un segundo electrodo es que las lineas de campo
eléctrico entren al recubrimiento con angulos oblicuos. Es razonable asumir que
entre mas largo el angulo entre las lineas de campo eléctrico y la normal a la
interfase del recubrimiento, mayor sera la diferencia en la dependencia funcional
de la capacitancia en h y € con respecto a la de un electrodo plano.

Supongamos que tenemos dos electrodos con diferentes geometrias, denotemos
la capacitancia de uno de los electrodos con el substrato metalico plano con
recubrimiento como C; y la capacitancia con el otro electrodo como C,. Si la
dependencia funcional de la capacitancia en h y € es diferente con un electrodo y
con el otro, entonces en principio es posible encontrar h y € de las mediciones de
C1y C,. Para ver esto, podemos considerar un método grafico.

Si graficamos los valores de la capacitancia C; versus C, para un valor fijo de
espesor de recubrimiento, h, y con diferentes valores de constante dieléctrica, ¢,
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obtenemos una curva que depende de la geometria y del tamafo de los
electrodos. Entonces, supongamos que graficamos varias de estas curvas para
diferentes valores de h, obtenemos una familia de curvas abarcando un rango de
valores de € y h. Si estas curvas estan separadas en un espacio C; — C, podemos
obtener los valores de € y h de un recubrimiento desconocido por medio de la
medicion de C; y C; localizando el punto correspondiente en el espacio C; — Co.
Primero podemos reconocer a cual curva pertenece y obtener h, después
podemos localizar el punto a lo largo de la curva dada y obtener el valor de €. De
esta manera, con el fin de demostrar la feasibilidad del método propuesto se debe
mostrar que para un par dado de electrodos con diferentes geometrias existen
curvas de Cy versus C, que estan separadas en el plano C; — C,. Entre mas
grande la separacion se obtendra una mejor resolucion.

5.1 Aproximacion analitica utilizando el método de las imagenes en medios
dieléctricos

Una forma de calcular la capacitancia entre una esfera conductora y una pelicula
dieléctrica sobre un substrato conductor es aplicando el método de las imagenes.
Aunque en este sistema capacitivo resulten numerosas imagenes reflejadas
podemos llegar a obtener una primera aproximacién para obtener la carga
eléctrica total del sistema.

La solucion completa resulta ser una suma de sumas de sumas, etc. Nuestra
intencion es obtener una aproximacion para el caso en que el radio de la esfera a
sea pequefio comparado con la distancia a la superficie dieléctrica, s. En la Figura
5.1.1 mostramos la geometria del problema.

Vs

Figura 5.1.1. Geometria del sistema capacitivo propuesto.

Supondremos que la esfera conductora esta a un potencial Vs, y que el substrato
conductor esta a un potencial V = 0.
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Empezamos suponiendo a la esfera aislada inmersa en un material infinito con
constante dieléctrica €1. En este caso, la esfera equipotencial corresponde a una
carga imagen en el centro de la esfera con magnitud,

q, =4mne,e, aV. . (5.1.1)

La estrategia que seguiremos es la siguiente. Vamos a obtener todas las cargas
imagen de esta carga puntual inicial al acercar el substrato conductor cubierto con
el recubrimiento uniforme. Esto nos dara una serie infinita de cargas que después
podemos “reflejar” sobre la esfera, dandonos una serie infinita de cargas imagen
dentro de la esfera. Cada una de estas cargas sera proporcional a un factor de la
forma a/ (ns + mh ) donde n'y m son enteros.

Una segunda iteracion del procedimiento con cada una de la primera serie de
cargas imagen en la esfera nos dara términos proporcionales a [a / (ns + mh )]* .
De manera que si ahi nos detenemos, el error en el calculo de la capacitancia sera
de orden [a/ (s +h)].

Primero ponemos el punto de observacion dentro del recubrimiento dieléctrico con
el fin de poder obtener el campo eléctrico dentro del recubrimiento. Viendo hacia
arriba, primero “vemos” una carga imagen sobre la carga original la cual se suma
a la carga original dando una carga neta de

2¢g s

9 =——q;. (5.1.2)

€, + €

Ahora, para satisfacer las condiciones de frontera en la interfase recubrimiento-

substrato, esto en y = 0, vemos hacia abajo y ponemos una carga imagen dentro
del conductor de magnitud,

4 =—¢ =- s (5.1.3)

y localizada en y = -s-h. (Recordemos que y = 0 corresponde a la interfase entre el
recubrimiento y el substrato conductor). EI campo eléctrico debido a esta nueva
carga imagen viola las condiciones a la frontera en la primera interfase (¢4 | €2) en
y = s. Entonces vemos para arriba y ponemos otra carga imagen de magnitud

€, —¢ 2e, & —¢
| ) 1 c _ 2 1 2 K
q, = 9, = 9 s (5.1.4)
g, tg €, +§& & +§g

y localizada en y = s + 3h. Esta carga imagen se refleja ahora en el sbustrato
como

41



PLANTEAMIENTO TEORICO DEL PROBLEMA

. 2e, € —¢&, |
45 = —q, =——————2¢q;, (5.1.5)
€, +¢ &, +§g

y localizada en y = -s-3h. Nuevamente, el observador dentro del recubrimiento
ahora ve el reflejo de esta ultima carga imagen debido a la primera interfase (€4 |
€2) con magnitud

1 _ 82 _81 c _
3 2 =
€, +81 €, +81

2
25 (Sl ‘SZJ @, (5.1.6)
82 +81

y localizada en y = s + 5h. Y a su vez aparece otro reflejo en el conductor de

magnitud
(5.1.7)

2

2¢e g —€

1 2 1 2

45 =—4; =~ o »
g, +g \ g +§

y localizada en y =- s - 5h y asi sucesivamente hasta infinito.

A partir de estos primeros “reflejos” podemos inferir la serie de cargas imagen

dentro del conductor para n > 1. Tenemos:

2¢ ;
4 =-¢ =———q, en y1=-s—h,
€, +¢
c 1 e, g —¢g, | _
q, =—q, =— —q, en y2 __S_3h:
€, +€ & &
2 2
, € € —¢€ s
g5 =—q; =——> [‘ Zj g, en ys =-s—5h,
g, +¢& & +g
1 282 € & ' s —
g =—q =- g5 en Yn ==8—(2n-1)h. (5.1.8)
g, +¢& \ & +E,

Esta serie de cargas imagen se ilustra en la Fig. 5.1.2.

42



PLANTEAMIENTO TEORICO DEL PROBLEMA
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Figura 5.1.2. Cargas imagen vistas desde el interior del recubrimiento cuando hay
una carga real, q@°y, en y = s+h.

Ahora, un observador en el medio 1 ve solo las cargas imagen que estan dentro
del conductor como si estuvieran en un medio de constante dieléctrica €, pero a
través de la interfase (¢4 | €2) las ve “apantalladas”, es decir le encima una carga
imagen adicional a cada carga imagen. Lo que quiere decir que hay que
multiplicarlas por el factor 2¢,/(g, +¢,).

Ahora, esta serie de cargas imagen se “refleja” en la esfera conductora, una por
una. Cada carga, [281/(82+sl)]q;, genera una imagen dentro de la esfera de

magnitud

a

q, =—[2e,/(e, +€1)]‘12m :

(5.1.9)

y localizadaen y =s+h- az/(s +h-y,), donde y, =—s — (2n-1)h. Esto es, para n
=1,2,3,... tenemos,

4e,e, [ € —¢, ' a
b= 5.1.10
e ve ) (82 ve ) 2s+nh) D (5.1.10)
qS:ZqZ, (5.1.11)
n=0
a2
y estan localizadas en y’ =s+h—-——7———. Sustituyendo la expresion para y,
(s+h=-y,)
tenemos,
a2
f=sth-——m— . 5.1.12
T ) ( )

Esta serie de cargas imagen se ilustran en la Fig. 5.1.3.
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5 s

o4 4, 4(hC, le,A)e, i[(g”(hcp/aoA)J a ] _ (5.1.17)

OV, V| (WG, e d+e,) S| (RC, T )+, | 2s+nh)
Sustituyendo go° tenemos la siguiente expresion

4(hcp/sOA)s,,l~Zw: g, —(hC, /e, A) a _ (5.1.18)
(hC, /e, A+e,) || (hC, Ie,4)+s,, | 2s+nh)

C, =4negaql+

Con esta expresion se puede obtener una curva de Cs versus h, por ejemplo si
tenemos un sistema capacitivo de placas paralelas en el cual podemos medir su
capacitancia con A = (2x2) cm? h = 300 um, € = 4, obtenemos que Cp, = 47.22
pF, que seria la capacitancia medida experimentalmente.

Con un sistema capacitivo esférico como el de la figura 5.1.1 y con las variables &
=1,a=01mm,s=05mm,y Vs =1V, realizamos un barrido de h desde 100
hasta 1000 ym. Sustituyendo las variables obtenemos la curva de la figura 5.1.4.

curva Csvsh para Cp= 47.2 [pF] (medida)

L = A
* : : : : : : : :
.5 T T S S N B S N
T e e e e e e S
ok : : e e : : :
T N N I
S R AHE 0 R A R
B
e 3 : : : : : :
] B
=] Y A T R S
HEE ' : : :
o *.*. : : : :
L e [LTETTERR SEEREPER SRR BES T Ramh s LERILELT SELLEELEETL EELETELEET [RELRILEED -
. : : :
: '*'_*_ : : :
: ¥ : : :
: L S : :
' ' * : :
[ T SR e R R LI LT T LTI LRIt RETLERILE Y -*'_* ---------- frosameoes -
: : -JI*_*: :
: : 4&* :
: : **i
e R e s B o
AR ALY
| | | | | | | | |

4
0 100 200 300 400 500 BOD OO0 AOD 900 1000
h [um]

Figura 5.1.4. Curva de Cs vs h para una capacitancia de 47.2 pF, medida
hipotéticamente, utilizando la expresion 5.1.18.
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En la grafica observamos que para una capacitancia Cs = 8.5 fF corresponde un
espesor h = 300 ym. Con este valor de h despejamos ¢, de la expresion 5.1.16,
de placas paralelas, y se obtiene un valor de ¢, = 4.

Esta seria la forma de obtener una primera aproximacion de estas variables
utilizando el método de las imagenes de un sistema capacitivo con electrodo
esférico. Se podria realizar una segunda iteracién utilizando los resultados
anteriores del método analitico y se obtendria una sumatoria de sumatorias
infinita, pero el analisis se complicaria mas con cada iteracion. Una sola iteraciéon
da una buena aproximacién cuando a / s << 1, esto es, cuando la esfera esta a
una distancia de varios radios de la capa dieléctrica. Esto no es suficiente para
obtener una aproximacion comparable con un resultado experimental, tendriamos
que realizar otras iteraciones para poder realizar una comparacion con resultados
experimentales y realizar una estimacion del método analitico descrito. Aunque
este resultado esta limitado para a / s << 1, nos da una primera demostracion de
que es factible medir € y h de un recubrimiento usando dos mediciones de
capacitancia eléctrica con dos electrodos de diferente geometria.

A pesar de que los valores de capacitancia son del orden de los femto faradios
[fF], actualmente existen puentes de impedancia digitales (LCRs) que pueden
medir estos rangos de capacitancia. Sin embargo, lo mejor seria obtener valores
de capacitancia mayores.

5.2 Descripcién del método grafico

El método consiste en generar un espacio de capacitancia C; — C, por medio de
dos mediciones capacitivas con dos electrodos de diferente geometria, una de las
cuales es no plana, de un recubrimiento dieléctrico uniforme de espesor h vy
constante dieléctrica € sobre un substrato conductor plano. Manteniendo h
constante y variando ¢, del recubrimiento dieléctrico se realizan las mediciones
capacitivas, con el fin de obtener un punto de capacitancia (Cs, C,) para cada valor
de ¢ en el espacio C; — C,. Con estos puntos se obtiene una curva caracteristica
del espesor h del recubrimiento dieléctrico. Si ahora variamos h y realizamos de
nuevo dos mediciones capacitivas para cada valor de €, obtendremos otros puntos
(Cs, C2), en el espacio C; — C, con los cuales se obtendra otra curva
caracteristica del nuevo valor de h. Si las dos curvas que representan dos
espesores h diferentes se encuentran separadas una de la otra en el espacio C; —
C,, sera posible obtener el valor de un espesor h; intermedio entre las dos curvas
de espesor h generadas anteriormente, y su correspondiente & con un punto de
capacitancia (Cs, Cy) obtenido con dos mediciones de capacitancia de un
recubrimiento dieléctrico. Esto sera valido soélo si los valores de h; y & se
encuentran dentro del rango de h y & con los que se generaron las primeras
curvas de h.

Se pueden obtener varias curvas de hy € con diferentes materiales uniformes con

h 'y € bien caracterizados para utilizarse como muestras de calibracién, con el fin
de generar una familia de curvas dentro de un rango de valores de h y ¢ en el
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espacio de capacitancia C; — C,. Suponiendo que estas curvas fueran lineales se
pueden realizar interpolaciones entre cada par de curvas caracteristicas de h y
entre cada par de valores de ¢ con la finalidad de generar mas curvas y asi
obtener una malla de calibracién. De esta forma, si realizamos dos mediciones de
capacitancia con dos electrodos de geometria diferente a una muestra de un
recubrimiento dieléctrico uniforme, con h y & no conocido sobre un substrato
conductor plano, obtendremos un punto de capacitancia. Si las coordenadas de
este se encuentran ubicadas dentro de la malla de calibracion se podra estimar a
qué curva de hy €, corresponde ese punto obteniendo finalmente el valor de hy ¢,
del recubrimiento dieléctrico de la muestra.

Para electrodos de geometrias simples puede ser posible generar las curvas de
capacitancia por métodos tedricos. Sin embargo, en la practica siempre sera
necesario calibrar cualquier par de electrodos dado. Esto se puede hacer
obteniendo curvas en el espacio (Cy, Cy), por medio de mediciones de espesores
constantes con muestras bien caracterizadas de constante dieléctrica.

5.3 Simulacion numérica con elemento finito

Anteriormente se menciond que en trabajos previos se ha mostrado que sensores
capacitivos con electrodos esféricos ofrecen algunas ventajas sobre otras
geometrias. Siendo una forma conveniente en la practica, consideramos al menos
uno de los electrodos esféricos. Para propdsito de un ejemplo numérico
consideramos un electrodo esférico. La geometria en este caso se describe en la
figura 5.2.1.

esféra
r metalica

substrato metalico

Figura 5.2.1. Capacitor formado por electrodo esférico, recubrimiento y substrato
conductor.

Denotamos a la capacitancia como Cg.. Los valores exactos para Cs se pueden
obtener numéricamente, por ejemplo, por algun método de diferencias finitas. Por
simplicidad consideramos plana la geometria del segundo electrodo y en contacto
con la superficie del recubrimiento. La capacitancia en este caso se denotara
como Cpe Yy esta definida como

C, = 552/1 , (5.2.1)
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Consideremos dimensiones cercanas utilizadas en los experimentos. Se utilizd un
método numérico de elemento finito (FEMLAB) para obtener las curvas de Cpe
versus Cs.. Como los calculos de la capacitancia con una esfera en 3D fueron muy
lentos (varias horas por punto), se limitaron los céalculos a geometrias en 2D. Por
lo tanto, en realidad consideramos un cilindro infinito arriba y una tira de
recubrimiento mas substrato conductor, se calculo la capacitancia en pF por
unidad de longitud de la estructura (esto es por metro).

5.3 Resultados de la simulaciéon en 2D

En las figuras 5.3.1a y 5.3.1b se muestran las graficas con curvas de Cpe versus
Cse para un cilindro de 2.38 mm de radio (Cesa) Y 1 mm (Cesp) respectivamente. El
espesor de los recubrimientos para cada curva se muestra en el recuadro de cada
grafica. Las constantes dieléctricas estan representadas por los simbolos de
diferente geometria en cada curva. Estos valores de € son: 1, 1.75, 3, 6, 10 y 20.

40000 — T T T T 1 T T T T T
35000 —m— h=100 um
. —&— h=300 um ]
30000 —A— h=500 um
1 —v— h=700 um
25000
£ 20000
L ] [ 1
o
— 15000

pe

C
°

10000 "

5000 %

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
C__ [pF/m]

sea
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b

40000 T T T T T ( T ) T T T

35000 _ —m— h=100 um | J—
_ —@— h=300 um j

30000 4 —A— h=500 um _
. —w— h=700 um _

25000 —

20000 —

[pF/m]

15000

4 % 7

C
pe

5000 -
0 M 4
T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600

CSeb [pF/m]

Figura 5.3.1 Curvas de Cpe versus Cse para: a) r=2.38 mm y b) r=1 mm. Los
valores de h para las diferentes curvas son de 0.1 mm, 0.3 mm, 0.5 mm y 0.7 mm.
Los valores de € en las marcas sobre las curvas son de 1, 1.75, 3, 6, 10 y 20,
siendo € = 20 el punto mas alto en cada curva.

Como se puede apreciar en la figura 5.3.1, las curvas para diferentes valores de h
se separan de cada una para valores de constante dieléctrica desde alrededor de
6 a 20. Esta separacion se aprecia mejor en la figura 5.3.1b, esto es por tener un
radio menor en el cilindro. La razén es porque, entre menor es el radio en el
electrodo cilindrico, mayor es la diferencia en la dependencia funcional de la
capacitancia con la de un electrodo plano.

En la figura 5.3.2 se muestran las lineas de campo eléctrico alrededor del cilindro
y dentro del recubrimiento cuando se aplica una diferencia de potencial. El
substrato conductor es la capa delgada inferior de la figura. Se puede ver, en la
figura, que las lineas de campo eléctrico pegan en la superficie interna del
recubrimiento con un angulo oblicuo y no perpendicular a la superficie del
substrato.
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Figura 5.3.2 Lineas de campo eléctrico alrededor del cilindro conductor y dentro
del recubrimiento dieléctrico (capa delgada inferior).

Con el planteamiento tedrico propuesto podemos obtener una aproximacion de
nuestro sistema capacitivo aplicando el método de imagenes y con la primera
aproximacion obtener los primeros resultados. Sin embargo, este método tiene sus
restricciones, sobre todo con las dimensiones del espesor del recubrimiento y el
radio de la esfera.

Con el AEF podemos obtener resultados mas cercanos a la realidad con
simulaciones en 3D pero el tiempo de procesamiento es tardado dado el numero
de condiciones de fronteras que se requiere en el sistema capacitivo. Aun asi
parece ser la mejor solucion para obtener resultados mas confiables.
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6. DESARROLLO EXPERIMENTAL

Se desarrollé un experimento con el fin de probar la viabilidad del planteamiento
tedrico propuesto. La idea del experimento fue simplemente la de obtener una
verificacion experimental en la separacion de las curvas Cpe versus Cse Y Ver si
podriamos estimar el espesor de una placa de vidrio sin conocer su constante
dieléctrica. Por simplicidad se eligid un electrodo con superficie periddica regular
con dimensiones del orden de 1 mm, aunque el principio de medicidon se puede
utilizar en escalas menores, presumiblemente en la escala de los micrometros.

6.1 Diseno del sensor capacitivo

Se fabricaron 4 electrodos: i) un electrodo plano (Cpe) de 2 cm x 2 cm de area, i)
un electrodo con superficie periodica regular (Cpse) de 2 cm x 2 cm de area, iii) un
electrodo semiesférico (Cser) con un radio de r = 2.38 mm de curvatura, y iv) un
electrodo semiesférico (Cse2) con un radio de r = 4.76 mm de curvatura. Ambos
electrodos semiesféricos tienen un anillo de guarda como se propone en [6]. Las
dimensiones de estos electrodos se describe en la siguiente figura 6.1.1.

material
dieléctrico

2mm 1.5mm

anillo de
guarda

metalica

substrato metalico vidrio

(a) (b)

Figura 6.1.1. Geometria y dimensiones de: a) electrodo periodico plano y b)
electrodo esférico.

Con estas dimensiones se realizaron simulaciones utilizando un método numérico

de elemento finito para ver como se comportaban las lineas de campo eléctrico
con la geometria propuesta, como se muestra en la figura 6.1.2.
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Sireamine: Cectric fiekd
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Figura 6.1.2. Lineas de campo eléctrico para a) electrodo periédico plano y b)
electrodo semiesférico con guarda.

La estructura experimental del sensor capacitivo se fabrico en el taller del
Laboratorio de Optica del CCADET de la UNAM. Esta estructura cuadrada esta
formada por un tornillo de cuerda micrométrica que termina en uno de sus
extremos con una curvatura de radio r = 2.38 mm, el cual es un radio estandar, y
que sirve como nuestro electrodo semiesférico. La estructura es de latén y esta
fija a una plataforma oOptica. Cuenta con un soporte de pvc para colocar las
muestras de calibracion como se describe en la figura 6.1.3.
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tornille
micrométrico

hs‘-;u. v
anillo d.e"‘" e ; ; ' ! porta muestras
guarda - electrodo g

substratfy esférico ) S ‘EK.

de cobre

N\ '
|
(a) (b)

Figura 6.1.3. Estructura del sensor capacitivo, a) electrodo esférico con anillo de
guarda y b) estructura completa del sensor montado sobre una plataforma éptica.

Como muestras de calibracién se prepararon recubrimientos sobre substratos de
cobre con cuatro diferentes tipos de pintura, pintura de aceite COMEX, tinta para
serigrafia Probst Marabu serie PY, pintura para retocar automoéviles AUTO-RES
pinauto y pintura aislante para alto voltaje Sili-VOLT.

Con estas pinturas se trataron de realizar muestras de calibracion con diferentes
espesores, sin embargo cuando la pintura alcanz6 su estado sdlido la superficie
del recubrimiento no era uniforme como se muestra en la figura 6.1.4. Esto
provocaba errores en las mediciones sobre todo con el electrodo periddico plano
puesto que no existia un buen contacto con la superficie del recubrimiento.

recubrimiento

substrato l’:
‘de cobre

Figura 6.1.4. Superficie de los recubrimientos después de secarse.

Debido a la dificultad de preparar recubrimientos dieléctricos de espesor uniforme

y constante se decidi6é trabajar con peliculas de fluidos dentro de contenedores
planos o celdas, construidas con una placa de vidrio de espesor de 150 um
paralela con una placa de cobre y separados por un espesor h conocido. Las
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dimensiones de estas celdas rectangulares son de 2.5 cm x 2.8 cm y tres lados
estan sellados con silicbn como se muestra en la figura 6.1.5.

(b)

Figura 6.1.5. (a) Descripcion de las celdas con fluido y b) vista superior de las
celdas con fluido.

Se fabricaron diferentes celdas cada una con diferente separacion h entre las
placas de vidrio y cobre en donde se depositaron diferentes fluidos utilizando una
jeringa para insulina del orden de 300 um de diametro con el fin de obtener
diferentes espesores y constantes dieléctricas como muestras de calibracion. La
presencia del vidrio complicd el modelo tedrico de los experimentos pero ayudo a
obtener muestras de calibracion mas uniformes que mejoraron las mediciones del
experimento.

6.2 Sistema de medicion

]

up
sengor
copacitiva

LCR

meter

—IRr

(a) (b)
Figura 6.2.1 a) Diagrama a bloques de conexiones eléctricas del sensor capacitivo

con el LCR digital, b) sistema completo de medicion del sensor capacitivo y el LCR
SR715.
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El sistema de medicion completo esta comprendido por un puente digital LCR
Stanford Research Systems SR715 el cual alimenta al sensor capacitivo con una
sefial senoidal de amplitud de 1 V,, y a una frecuencia de 10 KHz, que es la
frecuencia recomendada para el rango de capacitancia que se midio, entre 9 y 97
pF, [21]. La estructura del sensor esta montado sobre una mesa optica metalica
conectada a tierra fisica y las conexiones al LCR se realizaron con cable blindado
también aterrizado, esto con el fin de reducir ruido, capacitancias parasitas y
mantener estas lo mas constante posible [22] y [23]. El sistema de medicidon
completo asi como el diagrama eléctrico a bloques se muestra en la figura 6.2.1.

La forma de realizar las mediciones con las celdas y el electrodo periddico plano
se muestra en la siguiente figura 6.2.2.

Figura 6.2.2. a) Forma de obtener las mediciones de capacitancia Cpse con el
electrodo periodico plano y una celda, b) forma de obtener las mediciones de
capacitancia Cse con el electrodo semiesférico y una celda y c) electrodo periédico
plano con sus medidas.
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En esta se ve que las celdas se colocan en el porta-muestras y arriba de esta se
coloca el electrodo periddico plano o el electrodo semiesférico directamente,
haciendo que este toque muy suavemente ya sea la superficie del electrodo
periddico plano o la placa de vidrio para realizar las mediciones experimentales.
Por lo tanto, en los experimentos la placa de vidrio de la celda se debe considerar
como parte de los electrodos.

Para tener mejor control de la posicion del electrodo semiesférico sobre la
superficie del electrodo periddico plano y de la celda, se utilizo una lente de
aumento junto con una fuente de luz de fondo para obtener un contraste con el
electrodo semiesférico esto, con el fin de ver con mas detalle el contacto con las
superficies mencionadas, como se describe en la figura 6.2.3.

fuente de luz (LED) electrodo semiesférico\ .
e \
superficie

/ de contacto

(a) (b)

Figura 6.2.3. a) Vista superior del sensor capacitivo con lente de aumento y fuente
de luz (LED), b) vista frontal del electrodo semiesférico a través de una lente de
aumento.

De esta forma se controlé la presion ejercida por el electrodo semiesférico sobre
las celdas y se evitd una deformacién significativa de la placa de vidrio, que en
consecuencia, variaria el espesor h del fluido.

6.3 Seleccion de los electrodos

Se obtuvieron mediciones realizando combinaciones con los cuatro electrodos
mencionados anteriormente y dos celdas planas con espesores h de 327 uym y de
500 pm llenadas con: i) aire, ii)aceite de oliva, y iii) agua destilada. Los valores de
& en tablas [13] son de i) 1.000264, ii) 3.1, y iii) 48-88, respectivamente. Se
graficaron dos curvas con tres puntos de diferentes valores de €, en cada una para
cada combinacién de par de electrodos. En la figura 6.3.1 se muestran las curvas
obtenidas.
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Figura 6.3.1. Gréficas obtenidas con la combinacion de los electrodos plano (pe),
periddico plano (pse), esférico 1 (se1, r = 2.38 mm) y esférico 2 (se2, r = 4.76
mm). Los puntos mas bajos son para el aire, los intermedios son para el aceite de
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oliva y los mas altos son para el agua. Los espesores de los contenedores para
cada curva se muestran en el recuadro.

Observando las graficas claramente se ve que existe una separacion en el espacio
de capacitancia para cada electrodo ademas se puede observar que las graficas
(@) y (d) son las que presentan mayor separacion entre curvas en el espacio de
capacitancia. Si comparamos estas separaciones con las obtenidas en las
simulaciones, figura 3.2.1, se nota que estas ultimas son menores. Esto puede
deberse a que la simulacion esta hecha en 2D mientras que los experimentos son
realizados en una estructura de 3D.

La mejor combinacion resulta ser la de la grafica (d) con el electrodo periddico
plano (pse) versus el electrodo esférico de r = 2.38 mm (se7). Con estos valores
de capacitancia podemos generar el espacio Cpse— Ces1. En estas mediciones se
ajusto la altura d = 0.5 mm (distancia del extremo inferior del anillo de guarda a la
superficie de la placa de vidrio de la celda), como se muestra en la figura 6.2.2b.
Si variamos d los valores de capacitancia medidos también varian.

6.4 Curvas de calibracion

Para probar si se podria estimar el espesor de un recubrimiento sin conocer su
constante dieléctrica, se fabricaron cuatro celdas de diferente espesor para
utilizarlas como muestras de calibracion: i) 120 ym, ii) 314 pm, iii) 501 umy iv) 730
pum, figura 4.2.2. Se midio la capacitancia (Cpse) con el electrodo periddico plano y
la capacitancia (Cse1) con el electrodo semiesférico 1 para cada celda de diferente
espesor llenas con aire, aceite de oliva y agua destilada. La altura d del anillo de
guarda del electrodo semiesférico fue en este caso de 3 mm.

Como la placa de vidrio ahora forma parte de nuestro sensor es necesario conocer
su constante dieléctrica, el valor en tablas es entre 3.1 y 10. Primero se determiné
la constante dieléctrica del vidrio €, con la féormula de placas paralelas planas
clocando una placa de vidrio como dieléctrico entre dos placas conductroras de 2
cm x 2 cm de area, A = 4 cm?. El espesor de la placa de vidrio fue de s = 150 pm.
La capacitancia medida por el puente LCR digital fue de C, = 105.42 pF
descontando la capacitancia parasita de nuestro sensor, Con estos valores
calculamos €, como sigue,

e =55 4648, (6.4.1)
&,4

Se realizaron varias mediciones, con las celdas, obteniéndose una repetibilidad de
alrededor del 1% para las peliculas de aire y de aceite de oliva mientras que para
las peliculas de agua destilada la repetibilidad varioé del 3% al 5%. Las probables
fuentes de error fueron la diferencia de presidon ejercida por el electrodo
semiesférico sobre la celda, fugas del fluido en la celda, la evaporacion del agua,
sobre todo con las celdas mas delgadas.
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Las mediciones capacitivas son muy sensitivas a pequefios errores de
alineamiento por lo tanto es dificil la reproducibilidad de estas con un porcentaje
bajo. El parametro d del electrodo semiesférico que fue utilizado en estas
mediciones fue de 0.3 mm.

Después de varias mediciones de prueba se fabricaron cuatro celdas de
calibracion con los espesores h que se muestran en la tabla 6.4.1. Con estos
valores primero se obtuvo el valor promedio de cuatro mediciones para cada fluido
y para cada espesor h, después se resto la capacitancia parasita media de la
estructura del sensor capacitivo a cada valor. Por ejemplo, la capacitancia parasita
del sensor sin celda fue en promedio de 4.0942 pF a una temperatura promedio de
22.39 °C y con una humedad relativa promedio del 31% para una h =122 ym con
aire como dieléctrico, durante las mediciones.

Los valores de las mediciones promedio que se obtuvieron con el sensor
capacitivo se muestran en la tabla 6.4.1.

DIELECTRICO | h f | Cset | Cose Cpe C- T |%Hgp| &
[um] |[KHZz] | [pF] | [pF] [PF] | [PF] | [°C]
Aire 122 | 10 | 2.6757 | 14.7333 | 22.5723 | 4.0942 | 22.39 | 31 | 0.9894

Aceite de oliva | 122 10 | 3.2114 | 22.7520 | 42.0052 | 4.1043 | 24.46 | 27 2.4054

Agua destilada | 122 10 3.583 | 38.4332 | 92.2692 | 4.0811 | 24.04 | 27.33 | 25.4799

Aire 305 10 | 2.2489 | 9.1956 | 11.7311 | 4.0744 | 23.65 | 22 1.173

Aceite de oliva | 305 10 | 3.0064 | 16.7487 | 25.3102 | 4.1043 | 24.65 | 27 2.868

Agua destilada | 305 10 | 3.4133 | 37.2449 | 80.4354 | 4.0811 | 23.34 | 24 29.228

Aire 501 10 19122 | 6.7128 | 7.8643 | 4.0942 | 22.81 | 30 1.202

Aceite de oliva | 501 10 | 2.6388 | 12.6066 | 18.4081 | 4.1049 | 24.5 | 27.33 | 3.155

Agua destilada | 501 10 | 3.3383 | 37.0422 | 74.7516 | 4.0811 | 24.54 | 22 36.349

Aire 730 10 1.5843 | 5.3405 | 6.0713 | 4.0942 | 22.96 | 30.33 | 1.328

Aceite de oliva | 730 10 | 2.3985 | 10.9202 | 14.7662 | 4.1043 | 24.7 27 3.539

Agua destilada | 730 10 | 3.2829 | 36.2502 | 82.9412 | 4.0811 | 24.32 | 21.33 | 80.176

Tabla 6.4.1. Valores de capacitancia medidos con el par de electrodos elegidos.

En donde:

h es el espesor del fluido dieléctrico.

Cse1 €S la capacitancia con el electrodo semiesférico.

Cose €8 la capacitancia con el electrodo periédico plano.

Cpe es la capacitancia con el electrodo plano.

Cs es la capacitancia parasita de la estructura del sensor capacitivo.
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El calculo de la constante dieléctrica ¢, de los fluidos se baso en la formula de la
capacitancia para una estructura plana multicapa con los valores de Cpe, espesor h
=122 um, € = 4.4648, s =150 pm y A = 4 cm®.

o = h
" Ag, s

C &

pe rv

(6.4.2)

Con esta expresion se obtuvo para el aceite de oliva una €,0= 2.4 + 0.2 y para el
agua destilada €a0= 25.5 + 0.03. Utilizando el mismo procedimiento para
determinar la constante dieléctrica del aire, y asumiendo que es igual a 1.00, el
error mostrado en nuestra medicion de ¢, fue alrededor del 1%. Se calcularon
estos valores con el espesor h = 122 ym porque al aumentar el espesor de la
pelicula dieléctrica el error en ¢, tiende a incrementarse, como se muestra en la
tabla 6.4.1, esto se debe a que los efectos de borde del campo eléctrico influyen
mas en las mediciones.

Sin embargo para el agua vemos que cuando h aumenta el valor de ¢, también lo
hace, esto se debe a que entre menor es el espesor h se forma una capa de
polarizacion entre las fronteras de los electrodos con las fronteras del agua [24],
[25]. Estas capas de polarizacion presentan el efecto de capas dieléctricas que se
afiaden al capacitor alterando el valor de la capacitancia medida. Conforme el
espesor h aumenta este efecto disminuye, lo cual permite obtener un valor de
capacitancia solo con los dieléctricos del vidrio y del agua. Esto se ve en la tabla
6.4.1, en donde el calculo de ¢, para el agua con h = 730 ym es de 80.176. Sin
embargo para demostrar la validez del experimento el valor de €, = 25.48 se puede
tomar como limite superior para la curva de h = 122 ym en el experimento.

Estas mediciones se realizaron varias veces y se observo que la reproducibilidad
no fué la ideal. Se realizaron promedios de los resultados mas parecidos. Se
observé que los dos ultimos puntos de cada curva que corresponden al aceite de
oliva y al agua son los mas confiables. Aun que la reproducibilidad ideal no fue
buena si fué suficiente para obtener resultados probatorios.
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La grafica muestra las curvas de calibracion que generan el espacio de
capacitancia Cpse— Cse1 COMO se muestra en la figura 6.4.1.

T T T - T T T T "1
20 22 24 26 28 30 32 34 36

Cse1 [pF]

T 1
14 16 1.8

Figura 6.4.1. Curvas experimentales obtenidas con los valores de la tabla 6.4.1.

Aqui se muestran las curvas obtenidas en donde los valores mas altos de
capacitancia corresponden al agua destilada, los intermedios al aceite de oliva y
los mas bajos al aire. De la misma manera, en cada curva, existe la misma
correspondencia de los valores de ¢, para cada fluido utilizado.

También se puede observar que para los valores de capacitancia mas bajos las
curvas tienden a converger en una zona de capacitancia baja y por lo tanto es
dificil definir un espacio de capacitancia, esto es, la separacion entre curvas es
muy pequefia en el rango del aire y el aceite de oliva. Sin embargo, si nos
movemos a los valores intermedios de cada curva, entre el aceite de oliva y el
agua, se nota que existe una separacion entre estas hasta su valor maximo de
capacitancia.
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Suponiendo que las curvas que se forman con los valores intermedios y maximos
de capacitancia son lineales entonces podemos utilizar estas curvas como
fronteras del espacio de capacitancia Cpse— Cse1, COMO se muestra en la figura
6.4.2.
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Figura 6..4.2. Curvas experimentales de los valores intermedios y maximos de
capacitancia.

Para poder realizar una estimacion de un recubrimiento dieléctrico uniforme sobre
un substrato metalico plano dentro de este espacio, se tiene que contar con mas
puntos dentro de las fronteras.

Para esto se realizaron interpolaciones entre los extremos de las curvas
experimentales asumiendo una dependencia lineal con h y g, se unieron los
puntos con el fin de obtener una malla de calibracion de valores de capacitancia
Cpse— Cse1 COMO se muestra en la figura 6.4.3.
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Figura 6.4.3. Carta de calibracion del espacio C,se— Cse1 formado por los puntos
experimentales obtenidos de las mediciones y la interpolacion entre los extremos
de estos.

Solo los puntos extremos de las lineas mas gruesas son los datos experimentales,
la malla resultante en el espacio Cpse— Cser S€ puede considerar como una carta
de calibracién para el par de electrodos elegido y se puede utilizar para determinar
el espesor y la constante dieléctrica de un recubrimiento dado si los valores caen
dentro de esta. Probablemente se puedan extrapolar un poco las lineas y de esta
forma, determinar el espesor y la constante dieléctrica fuera de la malla.
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6.5 Resultados

Para probar la validez de esta aproximacion se midieron las coordenadas, (Cser.
Cose), para placas de vidrio de diferente espesor. Los puntos experimentales (Cse1,
Cose) para cada placa de vidrio se indican como simbolos independientes (a, b, c,
d, e) en el recuadro de la siguiente grafica, (figura 6.5.1).
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Figura 4.5.1. Puntos experimentales para cada placa de vidrio con su espesor
correspondiente indicado por las figuras independientes (a, b, c, d, e) dentro del
recuadro.

Observando la posicidon relativa de cada punto dentro de la malla de calibracion
podriamos estimar el espesor de cada placa de vidrio. La tabla 6.5.1 muestra los
puntos experimentales de capacitancia (Cser, Cpse) descontando la capacitancia
parasita Cs = 4.0856 pF, los valores de h estimados en la malla, los valores de h
medidos con un micrometro digital y el porcentaje error de h.
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Punto |(Cse1, Cpse) [PF] T [°C] % Hr | Carta de | Micrometro %
en la cal. h [pm] error
carta h [um]
a (3.1914,23.5304)| 22.67 1 20 211+ 10 151 1+ 4 40
b (3.081, 20.1204) | 23.22 1 20 290 £ 10 3055 5
C (2.8846,16.8364)| 23.72 1 20 396 + 10 456 £ 5 13
d (2.6478,15.9914)| 24.22 1 20 623 + 10 605+5 3
e (2.5217,15.1874)| 24.22 1 20 715+£12 756 £ 5 0.6

Tabla 6.5.1. Valores de h estimados con la carta de calibracion y su error.

Entre las curvas de h = 314 um y h = 211 um, de la figura 4.5.1, se presenta el
primer caso (a). Estas curvas representan los valores del espesor h, las cuales
estan separadas en h = 21.33 um, esto hace que el primer punto se encuentre 4.2
divisiones de la primera curva que representa el valor de h = 122 ym. Salvo el
error en el primer caso, el error en los siguientes casos es razonable dadas las
limitaciones del experimento.

En la tabla 6.5.2 se muestran los valores calculados de € para cada valor de h
estimado con el micrometro y con la malla de calibracion utilizando el valor de
capacitancia Cpe, obtenido con el electrodo plano, a estos valores se les resto la
capacitancia parasita Cs = 4.0856 pF. Para calcular el valor de ¢, se utilizo la
ecuacion 6.4.2, los valores de h experimentales y el valor de ¢, = 4.4648 calculado
anteriormente.

Micrometro| T | % | Carta | &, % Cpe & %
h [pm] [°C] | HrR | cal. error [pF] error
h [pm]
a 151+4 |22.67]120]211£10|6.672| 49.4 |54.3044 |4.775| 6.7
b| 305+5 [23.22]|]20|290+10(4.723| 5.8 |37.2834|4.968| 11.3
c| 456+5 [23.72]|]20/396+10(4.372| 2.1 [28.5234|5.035| 12.8
d| 605+5 [24.22]120|623+10|5.308| 18.9 [23.4594|5.154| 154
e| 756+5 [24.22||20|715+12(5.382] 21 [21.2794|5.691| 27.5

Tabla 6.5.2. Valores de ¢, para cada espesor dado por la carta de calibracion y
medido con el micrometro con su porcentaje de error respecto a €, = 4.4648
calculado anteriormente.

En los valores obtenidos con la carta de calibracién se ve que en el primer caso
existe un error grande mientras que en los casos b y c¢ el error disminuye. Esto
también se puede observar en la carta de calibracion, figura 6.5.1, en donde estos
puntos estan abajo de la curva transversal que corresponde a un valor de ¢, =
4.969 ya que la primera curva transversal corresponde a un valor de ¢ = 2.4054
que es la del aceite de oliva. Cada separacién entre curvas transversales es de ¢,
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= 2.564. Vemos que los valores mayores de 5 se encuentran arriba de esta curva.
Para el caso de los espesores medidos con el micrometro se ve que el valor mas
cercano a g, = 4.4648 calculado anteriormente, es el primer caso (a) y con forme
h aumenta también lo hace el error en g, como ya se habia mencionado
anteriormente en la seccion 6.4.

Para el caso de los espesores obtenidos con la carta de calibracion se ve que el
menor error se presenta con el espesor h = 456 ym. Una vez mas vemos que los
errores presentados, salvo el primer caso, son consecuencia de las limitaciones
del experimento.

Los errores se pueden reducir realizando algunas modificaciones en la estructura
del sensor capacitivo y principalmente mejorando las muestras de calibracion las
cuales son un factor significativo para los resultados finales del experimento
propuesto.

En la tabla 6.5.3 se muestran los valores de €, obtenidos experimentalmente, de
los materiales dieléctricos utilizados en el experimento comparados con valores
publicados en tablas.

& &
dieléctrico | (experimental) (tablas)
Aire 0.9894 1.000264
Aceite de oliva 2.4054 3.1
Agua destilada 25.4799 48 - 88
Vidrio 4.4648 3.1-10

Tabla 6.5.3. Valores de ¢, obtenidos experimentalmente y valores publicados en
tablas.

Los resultados obtenidos presentan errores experimentales debido a las muestras
de calibracion, principalmente la del agua. Sin embargo, se demostré la viabilidad
del principio de operacion del método obteniéndose una malla de calibracion con
curvas caracteristicas, separadas entre si, de diferentes espesores y diferentes
constantes dieléctricas. Aunque esta no tiene la confiabilidad necesaria para
aplicaciones inmediatas es posible mejorar las mediciones con muestras de
calibracion bien caracterizadas.
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6.6 Caracteristicas de los equipos utilizados para realizar las mediciones

Puente digital LCR SR715 Stanford Research Systems
Modos de medicidon para capacitancia: C+D, C+R

Circuito equivalente: serie o paralelo
Promedio de mediciones: 2-10
Rango de medicion
C+D: C 0.0001 pF — 99999 uF
D 0.00001 —-10
C+R: C 0.0001 pF
R 0.00001 — 99999 kQ
Frecuencia de prueba: 100Hz, 120Hz, 1kHz, 10KHz
Exactitud
Al menos 30 minutos encendido, 23 °C £ 5 °C
Exactitud basica: 0.2%

Higrometro-Termémetro digital 63-1036 RadioShack

Temperatura
Rango: 32 °F-122 °F (+ 1.8 °F)
Resolucién: 0.1 °F

Ciclo de percepcién: 10segundos

Humedad
Rango de medicién: 20%-99% Hgr (£ 15%)
Resolucién: 1% Hr

Micrometro electronico Starrett 734XFL
Resoluciéon: 0.001 mm
Precision: +0.003 mm
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7. DISENO EN 2D DE LA GEOMETRIA DE UN ELECTRODO NO
PLANO PARA SENSOR CAPACITIVO

Como parte final de este trabajo se propone un disefo optimizado de la geometria
de uno de los electrodos utilizados en el sensor capacitivo. Esto con el fin de
mejorar las mediciones capacitivas y tratar de medir espesores de recubrimientos
dieléctricos mas delgados y reducir errores. Para realizar estas mediciones se
tiene que incrementar el valor de la capacitancia medida y aumentar la resolucion
espacial en el area de medicion con la geometria del electrodo propuesta. Para
abordar este problema y siguiendo con la idea de utilizar electrodos con
geometrias esféricas en vez de planas, por sus ventajas ya mencionadas
anteriormente, se proponen algunos criterios de disefio con la ayuda de
simulaciones de elemento finito en 2D.

7.1 Criterios de diseiio

Se propone un electrodo con una geometria multi-esfera, con el fin de aprovechar
las ventajas que presentan varias esferas distribuidas por toda la superficie a
sensar. Estas esferas estarian unidas a un material flexible y conductor con el fin
de que el electrodo se pueda adaptar a la superficie a sensar sin importar que esta
no sea totalmente plana como puede apreciarse en la figura 7.1.1.

electrodo multi-esfera electrodo multi-esfera

i WS WS W

(a) (b)
Figura 7.1.1. Electrodo multi-esfera, a) sobre un recubrimiento plano y b) sobre un
recubrimiento no plano.

Ademas, la idea de este electrodo multi-esfera es que se pueda disminuir el radio
de curvatura de las esferas o semiesferas para aumentar la resolucion espacial de
la superficie a sensar. De esta forma se aprovecharian las dimensiones de la
geometria propuesta del electrodo para aumentar el valor de la capacitancia.

Con esto, podemos numerar los criterios de disefio para este electrodo:

i) Determinar la distribucion de varias esferas conductoras en un material
flexible y conductor o no conductor.

i) Determinar el radio de las esferas.

iii) Determinar la separacion ideal de las esferas.

iv) Obtener mediciones de capacitancia en pF o nF si es posible.

V) Caracterizar graficamente la respuesta del sensor.
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Para fines practicos se pensoé en un radio menor al utilizado en el sensor esférico
para realizar las mediciones experimentales. Este fue de r = 2.38 mm, de esta
forma, para determinar el radio de las esferas se tomaron en cuenta los tamafios
que se encuentran disponibles en el mercado y la facilidad de poder maniobrarlos,
con esta consideracion se propuso un radio r= 0.5 mm.

Para determinar la separaciéon entre esferas se realizaron simulaciones en 2D de
un sistema capacitivo formado con un electrodo esférico de radio r = 0.5 mm, un
material dieléctrico de espesor h = 100 um y con & = 20, sobre una superficie
plana de cobre, como se muestra en la figura 7.1.2. Con la simulacién en 2D
primero se obtuvo la densidad de carga p; en la circunferencia del electrodo
esférico.

Streamiine: Electric field

x0? [2 ]

05

mx 10°

mx 102

Figura 7.1.2. Simulacion de sistema capacitivo formado por electrodo esférico,
dieléctrico y electrodo plano.

El valor fue de p. = 4.95097X10™"° C/m. De la misma forma se simulé el mismo
sistema capacitivo pero con dos electrodos esféricos juntos y se obtuvo el valor de
Pod, después con la separacion de un diametro (p14), dos diametros (p2q), tres (psaq),
cuatro (p4q), €tc, como se muestra en la figura 7.1.3.

Siguiendo esta metodologia se realizaron las simulaciones hasta con siete
diametros de separacion entre esferas, prq. Se obtuvo la densidad de carga
superficial png, del substrato conductor, para cada par de esferas en cada caso. La
idea de estas simulaciones era determinar la separacién entre esferas con el fin de
que las lineas de campo eléctrico, de cada una, no interfirieran entre si.
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Esto se puede ver obteniendo la densidad de carga superficial png en cada par de
esferas para cada caso y dividiendo esta entre dos con el fin de compararlas con
la p. del sistema capacitivo de una sola esfera.

x1072 2 B

]

I Y T 1

x10? [ ]

mx 1073
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Figura 7.1.3. Simulacién de la lineas de campo eléctrico de un sistema capacitivo
con dos electrodos esféricos separados a diferentes distancias. a) Juntas, b) un
diametro, c) dos diametros, d) tres diametros.

La pnd / 2 que presenta una diferencia menor con la p; es la separacion ideal para
nuestro electrodo multi-esfera, en donde Ap = p. - pnd / 2. Estos resultados se

muestran en la tabla 7.1.1.

71



DISENO EN 2D DE LA GEOMETRIA DE UN ELECTRODO NO PLANO PARA SENSOR CAPACITIVO

n diametros de | png X 10™? [C/m] (Pna!2) X107 ApX107"°
separacion

0 9.382832 4.691416 0.259554
1 9.917049 4.9585245 -0.0075545
2 9.626298 4.813149 0.137821
3 9.679679 4.8398395 0.1111305
4 9.678839 4.8394195 0.1115505
5 9.672635 4.8363175 0.1146525
6 9.685865 4.8429325 0.1080375
7 9.668453 4.8342265 0.1167435

Tabla 7.5.1. Resultados de Ap para determinar la separacion de las esferas en el
electrodo.

En la ultima columna de la tabla se puede observar que la distancia ideal para la
separacion entre dos esferas, de un electrodo capacitivo, es de un diametro
porque el valor de p1q dividido entre dos es el valor mas cercano a p.; para el
sistema capacitivo de una sola esfera. Aunque esto habria que corroborarlo con
simulaciones en 3D.

En el caso de 2D, se tiene que el electrodo multi-esfera deberia tener una
separacion de un diametro entre esferas para que la densidad de corriente p en
cada esfera sea equivalente a la de un electrodo con una sola esfera.

Sin embargo, por cuestiones practicas vemos que en las demas distancias no
existe una diferencia significativa salvo cuando las esferas estan juntas. Pensando
que el electrodo se puede fabricar se eligid una separacion de dos diametros por
facilidad de manejo.

Tomando en cuenta estas consideraciones se propuso la geometria final del
electrodo multi-esfera con la separacion entre esferas de dos diametros y se
realizé la simulaciéon en 2D del comportamiento de las lineas de campo eléctrico
de un sistema capacitivo con este electrodo, las esferas estan unidas con un
material conductor flexible con espesor de 100 ym (idealmente) y se encuentra
sobre un recubrimiento dieléctrico con espesor h = 500 um y una €, = 20, como se
muestra en la figura 7.1.4.
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Figura 7.1.4. Simulacion en 2D de las lineas de campo eléctrico de un sistema

capacitivo con el electrodo multi-esfera propuesto (mse1).

Una variacion del electrodo multi-esfera propuesto es mantener las esferas
separadas con un material dieléctrico flexible de 100 um de espesor (idealmente),
la simulacion de las lineas de campo eléctrico en 2D, con los mismos parametros
del sistema capacitivo anterior, se muestra en la figura 7.1.5.
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Figura 7.1.5. Simulacion en 2D de las lineas de campo eléctrico de un sistema
capacitivo con el electrodo multi-esfera con material dieléctrico entre esferas

(mse2).
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Para caracterizar la respuesta de cada electrodo y determinar las ventajas de cada
uno se realizaron simulaciones en 2D siguiendo la misma metodologia que en el
planteamiento tedrico del problema (capitulo 5).

Se realizaron graficas de capacitancia con dos electrodos de diferente geometria
variando el espesor h y la permitividad relativa € en un sistema capacitivo,
formado por un recubrimiento uniforme sobre un electrodo metalico plano, en este
caso el electrodo multi-esfera propuesto versus un electrodo esférico.

Se propuso aumentar el radio del electrodo esférico (se3) a r = 4 mm para
aumentar el valor de la capacitancia (Cse3). Los valores de ¢, fueron de 3, 6, 10 y
20. Los de h de 100, 300 y 500 pm. Asi, se obtuvieron puntos de capacitancia
(Cse3, Csem1) Y (Cses, Csemz), para generar las graficas que se muestran en la figura
7.1.6.
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Figura 7.1.6. Graficas obtenidas con las simulaciones de los electrodos multi-
esfera (sem) versus electrodo esférico (se3). a) Electrodo multi-esfera metalico
(sem1), b) electrodo multi-esfera con dieléctrico de separacion entre esferas
(sem2).

La primera caracteristica que se ve en la graficas es que la respuesta tiende a ser
lineal, si comparamos estas con las graficas de la figura 5.2.1, en donde la
respuesta obtenida no es lineal, vemos cierta ventaja que tenemos utilizando este
tipo de electrodos. En la grafica 7.1.6a se ve que hay una mayor separacion entre
las curvas que representan los espesores con h = 100 ym y h = 300 um de los
recubrimientos, conforme los espesores h aumentan las curvas tienden a juntarse.

En la grafica 7.1.6b se ve que la separacion entre las curvas, con los mismos
valores de la grafica 7.1.6a, tienen menor separacién. Sin embargo, mantienen la
linealidad y la solucidn analitica en este caso parece ser mas sencilla si se analiza
cada esfera independientemente. Al final se podria aplicar el principio de
superposicion con todas las esferas que formen parte del electrodo multi-esfera de
la figura 7.1.5.
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En este momento, para nuestro caso, lo mas importante es la separacion entre las
curvas aunque se complica la solucion analitica del problema con el electrodo
multi-esfera de la figura 7.1.4.

Un esquema en 3D del electrodo multi-esfera sobre un recubrimiento dieléctrico
depositado en un substrato conductor plano se muestra en la figura 7.1.7.

esferas conductoras

substrato metalico recubrimiento dieféctrico
material flexible

Figura 7.1.7. Esquema en 3D de un electrodo multi-esfera sobre un recubrimiento
dieléctrico plano.

Otra ventaja que se tendria con este tipo de electrodo multi-esfera es que se
podria adaptar en otras superficies con diferentes geometrias como la cilindrica,
por ejemplo, como se muestra en la figura 7.1.8.

Material ﬂexible_: . esferas conductoras
material \ \
flexible PP

recubrimiento

L substrato’metalico
dieléctrico

electrodo multi-esfera

(a) (b)

Figura 7.1.8. Electrodo multi-esfera sobre una superficie cilindrica, a) vista de
frente y b) vista en 3D.

En la figura 7.1.8 se muestra como se podria adaptar el electrodo multi-esfera a
una superficie cilindrica. Esta es una de las ventajas que se tendria al utilizar un
material flexible que una a las esferas conductoras y que forme parte del electrodo
propuesto.
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8. CONCLUSIONES Y DISCUSION

La finalidad de este trabajo fue la de proponer una metodologia sencilla para medir
el espesor y la constante dieléctrica de un recubrimiento uniforme por medio de
mediciones capacitivas. El recubrimiento se encuentra sobre un substrato
conductor. Entonces, colocando un electrodo sobre el recubrimiento se forma un
capacitor. Por medio de mediciones de capacitancia con dos electrodos de
diferente geometria, puede ser posible determinar el espesor h y la constante
dieléctrica ¢, del recubrimiento. Se puede denotar a la capacitancia de uno de los
electrodos como C; y a la del otro como C,. Se puede pensar en un par de
mediciones (Cy, C,) como coordenadas de un punto en el espacio de capacitancia
C; — C,. Para cualquier par de electrodos, habra curvas de C; versus C, que
correspondan a las mediciones de capacitancia de recubrimientos con espesor fijo
y constante dieléctrica variable. Si estas curvas estan separadas en el espacio Cy
— C,, entonces se puede conocer el espesor del recubrimiento simplemente
identificando a que coordenadas (Cy, C») de la curva de capacitancia pertenece; si
se desea, también se puede conocer su constante dieléctrica con la ubicacion del
punto de capacitancia (Cy, Cy) a lo largo de la curva especifica. Para electrodos de
geometrias simples puede ser posible generar las curvas por metodos tedricos.
Sin embargo, en la practica siempre sera necesario calibrar cualquier par de
electrodos dado. Esto se puede hacer obteniendo curvas en el espacio C; — Cy,
por medio de mediciones de espesores constantes con muestras bien
caracterizadas de constante dieléctrica.

En este trabajo se desarrollé un experimento para probar este principio en el cual
se obtuvieron algunas curvas de espesor h constante y constante dieléctrica ¢,
variable para un electrodo plano regular y otro esférico. Se utilizaron espesores de
liquido en celdas planas fabricadas, cada una, con una placa superior de vidrio de
espesor s = 150 ym y una placa inferior de cobre como substrato, con el fin de
obtener las curvas de calibracién. La placa de vidrio fue considerada como parte
de los electrodos. Se pudo mostrar que las curvas se separan en el espacio de
capacitancia C; — Co.

Por medio de la obtencion de ocho puntos experimentales de capacitancia,
pertenecientes a cuatro curvas de espesores constantes, fue posible estimar el
espesor de la placa de vidrio con un error razonable. Seguramente los resultados
presentados en este trabajo, se pueden mejorar. Sin embargo, se piensa que son
suficientes para demostrar la viabilidad del método.

Se necesita optimizar la geometria del par de electrodos con el fin de aumentar la
separacion de las curvas que corresponden al espesor constante h en el espacio
de capacitancia.

Se propusieron los criterios para el disefio de una geometria multi-esfera con
todas las ventajas que tiene sobre las superficies planas, descritas anteriormente.
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El electrodo tendria dos variantes, en la primera las esferas estan unidas con un
material conductor flexible con el fin de que se adapte a la superficie del
recubrimiento a sensar, es decir todo el electrodo es conductor. En la segunda las
esferas estan unidas con un material dieléctrico flexible con el mismo fin de
adaptacion a la superficie a sensar.

Con ayuda de las simulaciones en 2D del analisis de elemento finito (AEF) se
obtuvieron puntos de capacitancia C; de un electrodo multi-esfera versus la
capacitancia C, de un electrodo esférico, con curvatura de r = 4 mm, de un
recubrimiento dieléctrico uniforme manteniendo h constante y ¢, variable para los
casos de un material conductor y no conductor entre esferas. En las curvas
generadas, dentro del espacio de capacitancia C; — C,, se ve que tienden a ser
lineales en ambos casos pero en el caso del electrodo multi-esfera conductor se
ve que existe una mayor separacion entre las curvas que representan los
espesores de 100 y 300 micras, figura 5.5.1a. Mientras que en el caso del
electrodo multi-esfera con material dieléctrico la separacion entre las mismas
curvas es menor, figura 5.5.1b. De alguna forma lo que nos interesa en este
momento es la separacion entre las curvas con el fin de generar el espacio de
capacitancia C; — C, con las curvas de calibracion, aunque se complique la
solucion analitica.

Por otro lado, en el segundo caso parece que la solucion analitica tiende a ser
menos complicada si se analizan las esferas individualmente y al final se aplica el
principio de superposicion, sin embargo, en la grafica se ve que la separacion de
las curvas es menor.

Aunque probablemente la optimizacién de los electrodos en una geometria en 2D
nos lleve a una geometria optima de los electrodos, lo mejor sera realizar las
simulaciones en 3D con el fin de obtener resultados mas cercanos a la realidad.

En la practica seria muy conveniente que ambos electrodos tengan geometrias
esféricas debido a sus inherentes ventajas para la alineacién y resolucion
espacial. Ademas, se debe estudiar con mas detalle el uso de un anillo de guarda
para evitar interferencias de objetos cercanos en las mediciones.

No se ve un problema significativo en escalar el método hacia las decenas de
micras, la respuesta del electrodo multi-esfera propuesto nos indica que esta
geometria puede ser de gran utilidad en los objetivos propuestos; no obstante una
limitacion en la resolucidon espacial seria la capacidad de poder medir valores
pequenos de capacitancia.

Posiblemente, la fabricacion de un numero de muestras bien calibradas y

caracterizadas es el reto mas laborioso para desarrollar el método propuesto en
aplicaciones practicas.
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APENDICE 1. FUNDAMENTOS TEORICOS

A1.1 Ley de Coulomb

Charles Augustin de Coulomb fue el primero que midié cuantitativamente las
atracciones y repulsiones eléctricas y dedujo la ley que las gobierna. Su aparato,
balanza de torsion, sirvid para que dos pequenas esferas, a y b, mostraran este
fenomeno fisico, figura A1.1.1.

fibra

b
a
Figura A1.1.1. Balanza de torsion de Coulomb.

Si a y b estan cargadas, la fuerza eléctrica en a tendera a torcer una fibra de
suspension. Coulomb compensaba este efecto torsional volteando la cabeza de
suspension a través de un angulo 6 necesario para mantener las dos cargas a una
distancia especifica que él habia determinado. Entonces el angulo 6 es una
medida relativa de la fuerza eléctrica que actua sobre la carga a.

Los primeros resultados experimentales de Coulomb pueden representarse
mediante la expresion

Fol (A1.1.1)

r2

En donde F es la magnitud de la fuerza de interaccion que actua en cada una de
las dos cargas a y b; r es la distancia entre estas. Estas fuerzas, como la tercera
ley de Newton lo requiere, actuan a lo largo de la linea que une a las cargas pero
apuntan en direcciones opuestas. Notese que la magnitud de la fuerza sobre cada
carga es la misma, aunque las cargas sean diferentes.

Coulomb ademas estudio como variaba la fuerza eléctrica con el tamano relativo
de las cargas en las esferas de su balanza de torsion. Por ejemplo, si tocamos una
esfera conductora cargada con otra esfera conductora idéntica pero descargada,
la carga original se divide igualmente entre las dos esferas. Por medio de tales
técnicas Coulomb extendio su relacion cuadrada inversa a

F o qi‘jz , (A1.1.2)
en donde qs Yy g2 son las medidas relativas de las cargas en las esferas ay b. La
ecuacion A1.1.2, la cual se conoce como la Ley de Coulomb, se cumple solo
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cuando el tamafo de los objetos cargados es mucho menor que la distancia que
los separa.

La unidad de carga en el sistema mks se define en términos de la unidad de
corriente eléctrica. Si los extremos de un alambre largo se conectan a las
terminales de una bateria, es de conocimiento comun que aparece una corriente
eléctrica i en el alambre. Visualizamos esta corriente como un flujo de carga. La
unidad de carga en el sistema mks es el coulomb (coul). Un coulomb se define
como la cantidad de carga que fluye en un segundo a través de la seccidon
transversal de un alambre dado si existe una corriente estable de un ampere en
este.

g=it. (A1.1.3)

En donde g esta en coulombs, i esta en amperes y t esta en segundos. De esta
forma, si un alambre esta conectado a una esfera metalica aislada, se puede
poner una carga de 10 coulombs si existe una corriente de 1 ampere en el
alambre por 10 segundos.

La ecuacidon A1.1.2 se puede escribir como una igualdad insertando una constante
de proporcionalidad k. Usualmente se escribe de una forma mas compleja como
1/41e0 O

Fo b 4% (A1.1.4)
dre, r

en donde
£0=8.85418x10""? coul’/nt-m?.

Las cantidades q4, g2, r y F de la ecuacion A1.1.4 pueden medirse, en el Si
mediante procedimientos que no dependen de la ley de Coulomb. Es posible
asignarles valores numéricos con unidades. No existe ninguna libertad para fijar la
llamada constante de permitividad €y; debe tener un valor que haga que el
miembro derecho de la ecuacion A1.1.4 sea igual al miembro izquierdo. Este valor
medido resulta ser &, = 8.854187818x10™'2 C*/Nm>.

Si mas de dos cargas estan presentes, la ecuacion A1.1.4 se aplica a cada par de

cargas [26]. Si tenemos las cargas q1, g2 Y q3, etc; calculamos la fuerza ejercida en
cualquiera de ellas (por ejemplo q) por todas las demas de la ecuacion vectorial

Fi=FtFi3tFt.. .., (A1.1.5)

Donde F,, por ejemplo, es la fuerza ejercida en q por qo.
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A1.2 El Campo Eléctrico

Si se coloca una carga de prueba en la regidén cercana a una varilla cargada,
aquella experimenta una fuerza electrostatica. Entonces se habla de un campo
eléctrico en este espacio.

De la misma forma se habla de un campo magnético en el espacio que rodea a
una barra magnética. En la teoria clasica del electromagnetismo los campos
eléctricos y magnéticos son conceptos centrales.

Antes de los tiempos de Faraday, se pensaba que la fuerza que actua entre
particulas cargadas era una interaccion instantanea y directa entre ellas. También
se tenia esta imagen de accién a distancia para las fuerzas gravitacionales vy
magnéticas. En la actualidad los campos eléctricos se interpretan de la siguiente
manera:

1. La carga q; establece un campo eléctrico en el espacio que la rodea a ella
misma, como se muestra en la figura A1.2.1.

2. El campo actua sobre la carga g,; esto se muestra en la fuerza F que
experimenta g», como se muestra en la figura A1.2.1.

q2

Figura A1.2.1. La carga q¢ establece un campo que ejerce una fuerza F sobre la
carga Q2.

El campo juega un papel intermediario de las fuerzas mutuas entre las cargas.
Existen dos problemas independientes: (a) el calculo de los campos que se
generan debido a distribuciones dadas de carga y (b) el calculo de las fuerzas que
los campos dados ejerceran sobre cargas situadas en ellos. Por lo tanto, el
fendbmeno se interpreta en términos de

carga = campo = carga.
Y no, como se considera en la hipotesis de accion a distancia, en términos de
carga = carga
En la figura A1.2.1 ademas podemos imaginar que g» genera un campo y que este
campo actua sobre qs, produciendo una fuerza —F en ella. La situacion es

completamente simétrica, cada carga es inmersa en un campo asociado con la
otra carga.

Si el unico problema en electromagnetismo fuera el de las fuerzas entre cargas
estacionarias, las hipétesis de la formacion de un campo y la de accion a distancia
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serian equivalentes. Sin embargo, supéngase que q; en la figura A1.2.1 se acelera
subitamente a la derecha. ; Como detectara la carga g, que qs se ha movido y que
la fuerza experimentada por ella (q2) debe aumentar? La teoria electromagnética
predice que @, experimenta el efecto del movimiento de q; debido a una
perturbacion del campo que emana desde q4, viajando a la velocidad de la luz. La
hipétesis de la accion a distancia requiere que la informacion de la aceleracion de
qs, se comunique instantaneamente a @, Esto no concuerda con la
experimentacion. La aceleracion de electrones en una antena de un
radiotransmisor influye sobre los electrones de una antena receptora distante solo
después de un tiempo / / ¢ donde | es la separacion de las antenas y ¢ es la
velocidad de la luz.

Para definir el campo eléctrico operacionalmente, situamos un pequefio cuerpo de
prueba que tenga una carga qp (que por conveniencia se supone positiva) en el
punto del espacio que va a examinarse y se mide la fuerza eléctrica F (si es que
existe) que actua sobre este cuerpo. El campo eléctrico E en este punto queda
definido como

E=" . (A1.2.1)

En este caso, E es un vector debido a que F es uno y qp es un escalar. La
direccion de E es la misma que la de F, esto es, su direccion es aquella en la cual
tenderia a moverse una carga positiva colocada en ese punto.

Al aplicar la ecuacidon A1.2.1, debe utilizarse una carga de prueba tan pequena
como sea posible. Si la carga de prueba es grande, puede perturbar a las cargas
primarias que son responsables del campo, modificando asi a la cantidad misma
que se trata de medir. La ecuacion A1.2.1 debe reemplazarse estrictamente por

E=limF (A1.2.2)

900 % -

Esta ecuacion indica que se deben utilizar cargas de prueba qo cada vez mas
pequenas, evaluando en cada paso la relacion F/qy. EI campo eléctrico E se
calcula entonces como el limite de esta relacion a medida que la magnitud de la
carga de prueba se aproxima a cero [206].

Las lineas de fuerza
Michael Faraday nunca imaginé al campo eléctrico como un campo vectorial, sino
que siempre penso en términos de lineas de fuerza. Las lineas de fuerza todavia

son una manera conveniente de visualizar la distribucion del campo eléctrico.

La relacidon entre las lineas de fuerza (imaginarias) y el vector de campo eléctrico
es la siguiente:
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1. La tangente a una linea de fuerza en cualquier punto es la direccion de E
en ese punto.

2. Las lineas de fuerza se dibujan de tal forma que el nimero de lineas por
unidad de area transversal (perpendicular a las lineas) es proporcional a la
magnitud de E. Cuando las lineas son proximas unas a las otras, E es
grande y cuando estan separadas, E es pequefa.

No resulta obvio que sea posible trazar un conjunto continuo de lineas que
cumplan con estos requisitos. De hecho, si la ley de Coulomb no fuera cierta, esto
no seria posible.

La figura A1.2.2 muestra las lineas de fuerza para una lamina uniforme de carga
positiva.

e

Figura A1.2.2. Lineas de fuerza para una seccion de una lamina infinita con carga
positiva.

Se supone que la lamina es de tamano infinito, lo cual, para una lamina de
dimensiones finitas, es equivalente a considerar solamente aquellos puntos cuyas
distancias a la lamina son pequefias en comparacion con las distancias a la orilla
mas cercana de la lamina. Si enfrente de la lamina se deja en libertad una carga
de prueba positiva, esta se alejara de aquella a lo largo de una linea perpendicular
a la lamina. Por consiguiente, el vector de capo eléctrico en cualquier punto
préximo a la lamina debe ser perpendicular ésta. Las lineas de fuerza estan
uniformemente espaciadas, lo cual significa que E tiene la misma magnitud en
todos los puntos cercanos a la lamina.

La figura A1.2.3 muestra las lineas de campo para una esfera con carga negativa.
Por simetria, las lineas deben ser radiales.
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Figura A1.2.3. Lineas de fuerza para una esfera cargada negativamente.

Apuntan hacia adentro de la esfera porque una carga positiva en libertad se
aceleraria en esta direccion. EI campo eléctrico E no es constante, sino que
disminuye a medida que la distancia a la carga aumenta. Esto es evidente en las
lineas de fuerza, que se separan a grandes distancias. Por simetria, el valor de E
es el mismo en cualquier posicion que se encuentre a la misma distancia del
centro e la carga [26].

Calculos de E

Veremos la interaccidn entre cargas y campos, mostrando como se puede calcular
E en diferentes puntos cercanos a las distribuciones de carga. Empezando con el
caso simple de una carga puntual q.

Supdngase que una carga de prueba gy se coloca a una distancia r de una carga
puntual q. La magnitud de la fuerza que actua sobre q, esta dada por la ley de
Coulomb

_ 1 o (A1.2.3)

drg, 1

La magnitud del campo eléctrico en la posicion de la carga de prueba esta dada
por la ecuacion A1.2.3 o bien por

Q, 4dng,r

(A1.2.4)
La direccion de E es la de una linea radial que se origina en q y que apunta hacia
fuera si g es positiva y hacia adentro si g es negativa.

Para encontrar E para un conjunto de cargas puntuales: (a) Calcular E, debido a
cada carga en un punto dado, como si esta fuese la unica carga presente. (b)
Sumar vectorialmente cada uno de estos campos, calculados por separado, para
encontrar el campo resultante E en ese punto. En forma de ecuacion
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E=E;+Ex*+Es+.......=YEn n=1,2,3,.... (A1.2.5)

La suma vectorial incluye a todas las cargas. La ecuacion A1.2.5 (como la
ecuacion A1.1.5) es un ejemplo del principio de superposicién y en este contexto
establece que, en un punto dado, los campos eléctricos debidos a distribuciones
de carga separadas simplemente se suman (en forma vectorial), 0 se superponen
de manera independiente. El principio de superposicion es muy importante en la
fisica. Por ejemplo, se aplica a situaciones gravitacionales y magnéticas.

Si la distribucion de carga es continua, el campo en un punto P puede calcularse
dividiendo a la carga en elementos infinitesimales dq. A continuacion se calcula el
campo dE debido a cada uno de los elementos en el punto en cuestion, tratando a
estos elementos como cargas puntuales. La magnitud de dE esta dada por

1 dg (A1.2.6)

2 )

dE =
Are, ¥

en donde r es la distancia del punto P a los elementos de carga dq. EI campo
resultante en el punto P se encuentra a partir del principio de superposicion,
sumando (esto es, integrando) las contribuciones al campo debidas a todos los
elementos de carga, o

E=[dE (A1.2.7)

Esta integracion asi como la suma en la ecuacion A1.2.5, es una operacion
vectorial.

Una carga puntual en un campo eléctrico

Ahora se estudia el otro aspecto de la interaccion entre cargas y campos;
especificamente, dado un campo E, ;qué fuerzas y torcas actuan sobre una
configuracion de cargas inmersas en él? Trataremos primero el caso de una carga
puntual en un campo eléctrico uniforme.

La fuerza que ejerce un campo eléctrico sobre una particula cargada es (ecuacién
A1.2.1) F=Eq. Esta fuerza producira una aceleracion a=F/m, en donde m es la
masa de la particula. Este tipo de campo puede producirse conectando las
terminales de una bateria a dos placas metalicas que estan aisladas entre si. Si la
separacion entre las placas es pequefia comparada con las dimensiones de las
mismas, el campo entre ellas sera razonablemente uniforme, excepto cerca de las
orillas.

Notese que al calcular el movimiento de una particula en un campo producido por
cargas externas, se ignora el campo debido a la particula misma (esto es, el
autocampo). De manera semejante, el campo gravitacional terrestre no puede
afectar a la Tierra misma, sino que solo afecta a objetos colocados en este campo,
por ejemplo, a una piedra [26].

88



FUNDAMENTOS TEORICOS

Un dipolo en un campo eléctrico

Un momento dipolar eléctrico puede considerarse como un vector p cuya
magnitud p, es igual al producto 2aq de la magnitud de cualesquiera de las cargas
q y de la distancia 2a entre ellas. La direccion de p para tal dipolo va de la carga
negativa a la carga positiva. La naturaleza vectorial del momento dipolar eléctrico
permite, como se vera en seguida, idear muchas expresiones de forma concisa
que incluyan a los dipolos eléctricos.

La figura A1.2.4a muestra un dipolo eléctrico formado por dos cargas +q y —q
separadas por una distancia 2aq.

L e
>

L L
Eal Eal

. ;/C)—D+F P2
. L A
> ‘//o >

-F,4—C>,-q N r

” @) (b)

Figura A1.2.4. a) Un dipolo eléctrico en un campo externo uniforme, b) vista
oblicua que ilustra que r = p x E.

w

Este dispositivo se coloca en un campo eléctrico externo uniforme E, de tal
manera que el momento dipolar p forma un angulo 6 respecto al campo. Tal como
se muestra, sobre el dipolo actuan dos fuerzas iguales y opuestas F y —F, en
donde F = qE.

Claramente la fuerza neta es cero, pero existe una torca total con respecto a un
eje a través de O, dada por 1 = 2F(asenb) = 2aFsen®.

Recordando que p = (2a)(q) entonces se obtiene

T = 2aqEsen6 = pEsenf (A1.2.8)

Por lo tanto, un dipolo eléctrico colocado en un campo eléctrico externo E
experimenta una torca que tiende a alinearlo con el campo. La ecuacion A1.2.8
puede escribirse en forma vectorial como

T=pxE, (A1.2.9)

y en la figura A1.2.4b se muestran los vectores apropiados.

Para poder cambar la orientacion del dipolo eléctrico en un campo, algun agente
externo debera realizar un trabajo (positivo o negativo). Este trabajo se almacena
como energia potencial U en el sistema formado por el dipolo y el agente que
genera el campo eterno. Si el angulo 6 de la figura A1.2.4a tiene como valor inicial
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6o, el trabajo necesario para hacer girar el eje del dipolo hasta un angulo 6 esta
dado por

W =[dw=[ do=U, (A1.2.10)

en donde 1 es la torca ejercida por el agente que realiza el trabajo. Combinando
esta igualdad con la ecuacion A1.2.8, se obtiene

4 4
U =LO pEsenad 6 = pELosenédé’: pE (- cos@]; .

Como unicamente interesan los cambios en la energia potencial, puede escogerse
un valor conveniente para la orientacién de referencia 6y, en este caso de 90°. Asi
se obtiene

U =-pEcosé, (A1.2.11)
o, en forma vectorial,
U=-p-E. (A1.2.12)
A1.3 La ley de Gauss

Anteriormente se utilizé la ley de Coulomb para calcular E en diferentes puntos
partiendo del conocimiento de la distribucion de cargas que establecen el campo.
Este método siempre funciona y es directo, aunque laborioso, excepto en los caos
mas simples. Sin embargo, si se dispone de una computadora suficientemente
versatil, siempre se puede encontrar la respuesta a tales tipos de problemas, sin
importar que tan complicados sean.

La ley de Coulomb puede expresarse de otra forma, llamada la ley de Gauss.
Utilizando esta formulacién, los calculos no son laboriosos. Aunque el numero de
problemas que se pueden resolver con la formulacién de la ley de Gauss es
pequefo. Por otra parte, la formulacion de la ley de Gauss es mucho mas util, por
el entendimiento que se logra con ella, que por su utilidad para resolver problemas
practicos.

El Flujo
El flujo (®) es una propiedad de todos los campos vectoriales. En este caso nos

interesa el flujo ® del campo eléctrico E. La palabra flujo proviene de la palabra
latina fluere (que fluye).

90



FUNDAMENTOS TEORICOS

La figura A1.3.1 muestra un campo uniforme estacionario de un flujo fluido (por
ejemplo, de agua) caracterizado por un vector de flujo v, constante, que
representa la velocidad constante del fluido en cualquier punto dado.

v

—-> N
AN 7

R i K )
A, > \ >

777777777777777777777777 \_~ . \) / J/

— ( /
A \ i N >

(a) (b) (c) (d)

Figura A1.3.1. Se muestran cuatro superficies hipotéticas inmersas en un campo
de flujo uniforme y estacionario de un fluido incompresible (por ejemplo, de agua)
caracterizado por un vector de campo constante v, que representa la velocidad del
fluido en cualquier punto dado. Las lineas horizontales son lineas de corriente. En
todos los casos, R es el radio de un circulo perpendicular a las lineas de corriente.

La figura A1.3.1a sugiere, en seccion transversal, (una superficie plana hipotética),
un circulo de radio R y area A,, inmerso en el campo del flujo y perpendicular a v.
El flujo de masa ®, ,(kg/s) a través de esta superficie queda determinado por

Dy = PVA,. (A1.3.1)

En donde p es la densidad del fluido (kg/m®). La ecuacion anterior se puede
escribir, en notacion vectorial como

Dro=pV-A, . (A1.3.2)
Noétese que el flujo es una cantidad escalar.
La figura A1.3.1b sugiere una superficie plana cuya area proyectada (A, cos 0), es
igual a A,. Resulta claro que el flujo de masa ®, (kg/s) a través de la superficie b

debe ser igual al que cruza la superficie a. Para clarificar lo anterior podemos
escribir

D, = D, .= pvA,= pV(Ap cos )= pv-Ap . (A1.3.3)
La figura A1.3.1c, sugiere una superficie curva hoptética cuya area proyectada es

igual a Aa, lo cual se afirma sin demostracion. De nuevo resulta claro que
D, =D, ..
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La figura A1.3.1d, sugiere una superficie cerrada, a diferencia de las tres
anteriores, que eran abiertas. Afirmamos que, en este campo de flujo, el flujo ®, 4
en esta superficie cerrada es cero y se justifica notando que la cantidad de fluido
(kg/s) que entra en la porcion izquierda de la superficie por unidad de tiempo es
igual a la que sale por la porcién derecha por unidad de tiempo. En este caso, no
se genera ni desaparece fluido (suponiendo que es incomprensible) dentro del
volumen limitado por la superficie.

Después de estos preliminares, ya podemos considerar al flujo ®, a ®g, del
campo eléctrico. Pareceria que en este caso no hay nada que fluya. Sin embargo,
en las ecuaciones A1.3.2 y A1.3.3 tampoco interviene formalmente flujo alguno, si
no el vector de campo v (que en este caso es constante). Si en la figura A1.3.1 se
cambia v por E y se consideran a las lineas de corriente como lineas de fuerza,
todo lo que se ha mencionado en esta seccion sigue siendo cierto.

En general no es cierto que en el flujo de fluidos incomprensibles ®,=0 para toda
superficie cerrada, como ocurria en el caso especial de la figura A1.3.1d. En el
volumen encerrado por la superficie pueden existir fuentes o sumideros de fluido, y
en tales casos ®,#0.

De la misma manera, tampoco es cierto que ®:=0 en toda superficie cerrada.
Existen fuentes (que son las cargas positivas y, en este caso ®g>0) y sumideros
(que son las cargas negativas y ®:<0) de E que pueden encontrarse dentro de la
superficie cerrada hipotética inmersa en el campo E.

El flujo del campo eléctrico

Cuando una superficie cerrada esta en un campo eléctrico, @ es positivo si en
toda la superficie las lineas de fuerza apuntan hacia fuera y negativo si apuntan
hacia adentro. En la figura A1.3.2 se muestran dos cargas iguales y opuestas, asi
como sus lineas de fuerza.

Las curvas S1, Sy, S3 y S4 son las intersecciones de cuatro superficies cerradas
hipotéticas con el plano de la figura.

Segun lo que se acaba de decir, ®¢ es positivo para la superficie S¢ y negativo

para la superficie Sy. En la superficie S;, ®e es cero (comparese con la figura
A1.3.1d).
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Figura A1.3.2. Dos cargas iguales y opuestas. Las lineas discontinuas representan
a las intersecciones de las superficies cerradas hipotéticas con el plano de la
figura.

Para poder definir con precision a ®¢ considérese la superficie cerrada arbitraria
sumergida en un campo eléctrico no uniforme que se muestra en la figura A1.3.3.

Figura A1.3.3. a) Una supetficie hipotética inmersa en un campo eléctrico no
uniforme, b) representacion aumentada de tres elementos de area en esta
superficie.

La superficie se divide en cuadros elementales AS, cada uno de los cuales es lo
suficientemente pequefio como para considerarlos planos. Tales elementos de
area pueden representarse como vectores As, cuya magnitud es el area AS y la
direccion de As es perpendicular hacia fuera de la superficie. Con cada cuadrado
de la figura A1.3.3b se puede asociar un vector de campo eléctrico E. Se puede
considerar que el vector de campo eléctrico E es constante en cada uno de los
cuadrados, ya que éstos se han tomado arbitrariamente pequerios.
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Los vectores E y As que caracterizan a cada cuadrado forman entre si un angulo
6. La figura A1.3.3b muestra una vista aumentada de tres de los cuadrados que en
la superficie de la figura A1.3.3a estan identificados como x, y y z. Observe que en
x, 6> 90° (E apunta hacia adentro); en y, 6 = 90° (E es paralelo a la superficie), y
en z, 6 < 90° ( E apunta hacia fuera).
Una definicion cualitativa del flujo es

@, =S E-AS, (A1.3.4)

que indica que el procedimiento a seguir consiste en sumar las cantidades
escalares E-AS de todos los elementos de area en los cuales se ha dividido la
superficie. Para aquellos puntos tales como x en la figura A1.3.3. Reemplazando a
la suma sobre la superficie por una integral de sobre la superficie se obtiene

@, =E-ds. (A1.3.5)

Esta integral de superficie implica que la superficie en cuestion debe dividirse en
elementos infinitesimales de area dS y que en toda la superficie se debe sumar el
valor calculado de la cantidad escalar E - dS para cada elemento de area. El
circulo en el signo de la integral indica que la superficie de integracién es cerrada.

La ley de Gauss

La ley de Gauss, que se aplica a cada superficie cerrada hipotética (llamada
superficie gaussiana), establece una conexion entre ®¢ en la superficie y la carga
total g encerrada por ella. La ley se establece como

&Pe =q, (A1.3.6)
o utilizando la ecuacion A1.3.5,

&fE-dS=q. (A1.3.7)

Noétese que la carga g en la ecuaciéon A1.3.6 (o en la ecuacion A1.3.7) es la carga
total, incluido su signo algebraico. Si una superficie encierra cantidades iguales de
carga de signo opuesto, el flujo ®c es cero. La carga exterior a la superficie no
contribuye al valor de q, asi como tampoco afecta a su valor la localizacién de las
cargas en el interior de la superficie.

Si la distribucion de cargas tiene una simetria tal que se pueda calcular con
facilidad la integral de la ecuacion A1.3.7, escogiendo adecuadamente a la
superficie gaussiana, la ley de Gauss puede utilizarse para calcular E. A la
inversa, si se conoce el valor de E en todos los puntos en una superficie cerrada,
la ley de Gauss se puede emplear para calcular la carga en el interior de la
superficie.
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Si E tiene una componente dirigida hacia fuera de la superficie cerrada en todos
sus puntos, entonces, por la ecuacion A1.3.5, ®¢ sera positivo y, por la ecuaciéon
A1.3.7, debe existir una carga total positiva dentro de la superficie (véase la figura
A1.3.2 superficie Sy).

Si E tiene una componente dirigida hacia adentro en todos los puntos de la
superficie cerrada, debe existir una carga total negativa dentro de la superficie
(véase la figura A1.3.2, superficie S).

La superficie S; de la figura A1.3.2 no encierra carga alguna, de tal forma que la
ley de Gauss predice que ®=0. Este resultado concuerda con el hecho de que las
lineas de E atraviesan a la superficie S;, ya que entonces la contribucién a la
integral en un lado anulan a la del otro lado.

En la superficie S4 de la figura A1.3.2, ®==0 ya que la suma algebraica de las
cargas dentro de la superficie es cero. En otras palabras, de la superficie salen
tantas lineas como las que entran, como ocurre en la superficie Ss.

La ley de Gauss y la Ley de Coulomb
La ley de Colulomb puede deducirse de la Ley de Gauss y de ciertas

consideraciones de simetria. Para demostrar esto, se aplicara la ley de Gauss a
una carga puntual aislada q, como la de la figura A1.3.4.

Figura A1.3.4. Una superficie gaussiana esférica de radio r rodeando a una carga
puntual q.

Aunque la ley de Gauss es valida en cualquier tipo de superficie, sera mas facil
obtener la informacién si se considera una superficie esférica de radio r centrada
en la carga. La ventaja de utilizar esta superficie es que, por simetria, E, debe ser
perpendicular a la superficie y debe tener la misma magnitud (todavia
desconocida) en todos sus puntos. En la figura A1.3.4 se muestra que, en
cualquier punto de la superficie gaussiana, tanto E como ds estan dirigidos
radialmente hacia fuera. El angulo entre ellos es cero entonces la cantidad E-ds se
transforma en E ds.
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En este caso la ley de Gauss se reduce a
& E-ds=¢,Eds=q. (A1.3.8)

Como E es constante en todos los puntos de la esfera, se le puede sacar del signo
de integracién y entonces se obtiene

&Efds=q, (A1.3.9)

en donde la integral es simplemente el area de la esfera. Esta ecuacion se
convierte en

&E(4r?)=q, (A1.3.10)
(0]
19
LI A1.3.11
drg, 1? ( )

La ecuacion A1.3.11 permite calcular la magnitud del campo eléctrico E en
cualquier punto a una distancia r de la carga aislada q; comparese con la ecuacion
A1.2.4. La direccion de E se conoce a partir de la simetria.

Considérese una segunda carga puntual qo localizada en el punto en donde se ha
calculado E. La magnitud de la fuerza que actua sobre esta carga es (véase la
ecuacion A1.2.1) F = Eq,. Esta, al combinarse con la ecuacion A1.3.11 se
transforma en

F _ 1 qu

brg, r*

que es precisamente la ley de Coulomb. Por lo tanto, se ha deducido la ley de
Coulomb a partir de la ley de Gauss y de consideraciones de simetria. Esta ley es
una de las ecuaciones fundamentales de la teoria electromagnética [26].

A1.4 El potencial eléctrico

El campo eléctrico que rodea a una barra cargada no solo puede describirse con
un campo eléctrico (vectorial) E sino mediante una cantidad escalar, llamada
potencial eléctrico V. Estas cantidades estan intimamente relacionadas y en
general el decidir cual de las dos se utiliza en un problema dado es solo cuestion
de conveniencia. Para calcular la diferencia de potencial eléctrico entre dos puntos
Ay B en un campo eléctrico, una carga de prueba q, se desplaza desde A hasta
B, manteniéndola constantemente en equilibrio, y se mide el trabajo Wy que tiene
que realizar el agente externo que mueve a la carga. La diferencia de potencial
eléctrico se define entonces como
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V, -V, = Voo (A1.4.1)

El trabajo Wy puede ser (a) positivo, (b) negativo o (c) cero. En estos casos, el
potencial eléctrico en B sera (a) mayor, (b) menor o (c) igual al potencial eléctrico
en A.

De la ecuacion A1.4.1 se deduce que las unidades de diferencia de potencial en el
S| son joule/coulomb. Esta combinacion se presenta con tanta frecuencia que se
utiliza una unidad especial, el volt, es decir IV = J/C.

Por lo general el punto A se escoje muy alejado de todas las cargas (de modo
escrito en el infinito) y el potencial eléctrico V, para esta distancia infinita se toma
arbitrariamente igual a cero. Esto permite definir al potencial eléctrico en un punto.
Haciendo V4 = 0 en la ecuacién A1.4.1 y eliminando los subindices se obtiene

V=", (A1.4.2)
Go

en donde W es el trabajo que realiza un agente externo para mover a la carga de
prueba qy desde el infinito hasta el punto en cuestion.

El potencial y el campo eléctrico

En la figura A1.4.1, Ay B representan a dos puntos separados por una distancia d
en la misma direccion de un campo eléctrico uniforme E, debido a una distribucion
de cargas no mostrada. Supéngase que un agente externo mueve, sin producir
aceleraciones, a una carga de prueba positiva, qy, desde A hasta B a lo largo de la
recta que los une.

La fuerza eléctrica sobre la carga es q¢E y apunta hacia abajo. Para mover a la
carga en la forma descrita, se debe contrarrestar esta fuerza mediante la
aplicacion de una fuerza externa F de la misma magnitud, pero dirigida hacia
arriba.

El trabajo W realizado por el agente que proporciona esta fuerza es

W,, = Fd = q,Ed . (A1.4.3)

Sustiuyendo esta expresion en la ecuacion A1.4.1 se obtiene

Vo -V, = Ve _ g, (A1.4.4)

o
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Figura A1.4.1. Una carga de prueba positiva qpo se mueve de A a B en un campo
eléctrico uniforme E debido a la accion de un agente externo que ejerce una
fuerza F sobre ella.

Esta ecuacion establece la relacion entre la diferencia de potencial y el campo
eléctrico en un caso especial simple. Notese que esta ecuacion proporciona otra
unidad para E en el S|, a saber, el volt/metro [V/m] que es idéntico al
newton/coulomb [N/C]; esta ultima unidad es la mas utilizada para E. En la figura
A1.4.1 el punto B tiene mayor potencial que el de A. Esto es razonable porque un
agente externo debe realizar un trabajo positivo para llevar a la carga de prueba
positiva desde A hasta B. Esta figura podria utilizarse para ilustrar el acto de
levantar una piedra desde A hasta B en el campo gravitacional uniforme en las
vecindades de la superficie terrestre.

¢, Cual sera la relacion entre V'y E en el caso general en el que el campo eléctrico
no es uniforme y en el que el cuerpo de prueba se mueve a lo largo de una
trayectoria que no es rectilinea, tal como se muestra en la figura A1.4.27?

Como puede verse, el campo eléctrico ejerce una fuerza qoE sobre la carga de
prueba. Para evitar que la carga de prueba se acelere, un agente externo debe
aplicar una fuerza F que sea exactamente igual a —q¢E en todas las posiciones del
cuerpo de prueba. Si el agente externo produce un desplazamiento dl en el cuerpo
de prueba a lo largo de la trayectoria que va de A a B, el elemento de trabajo
realizado por el agente externo es F-dl.
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-,
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Figura A1.4.2. Una carga de prueba positiva qp se mueve desde A hasta B en un
campo eléctrico no uniforme debido a la accion de un agente externo que ejerce
una fuerza F sobre ella.

Para encontrar el trabajo total de Wxg realizado por el agente externo al mover a la
carga de prueba desde A hasta B, se deben sumar (esto es, integrar) las

contribuciones al trabajo de todos los segmentos infinitesimales en los cuales se
ha dividido la trayectoria. Esto conduce a

B B
W[ F-dl=—q,[ E-dl. (A1.4.5)

Esta integral se llama integral de linea. Nétese que se ha sustituido a —qE por F.
Sustituyendo la expresion de Wyg en la ecuacion A1.4.1 se obtiene

vB—vA=%=—jfE-d|. (A1.4.6)

Jo

Si el punto A se encuentra a una distancia infinita y si el potencial V4 en el infinito
se toma como cero, esta ecuacion da el potencial V en el punto B, o, eliminando el
subindice B,

B
vz—j E-dl. (A1.4.7)

Estas dos ecuaciones permiten calcular la diferencia de potencial entre dos puntos
cualesquiera (o el potencial en cualquier punto) si se conoce E para diferentes
puntos en el campo.
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Potencial debido a una carga puntual

La figura A1.4.3 muestra dos puntos A y B en las vecindades de una carga puntual
aislada Q.

A
N g A
A\ -7
< 7
_ B F dl q.E A
< Q g ® « 4: |
< r >ﬂ
L > Y
e 4
v
v ~

Figura A1.4.3. Debido a la accion de un agente externo, una carga de prueba qo
se mueve desde A hasta B en el campo establecido por una carga puntual Q.

Por simplicidad, se supondra que A, By Q se encuentran a lo largo de una linea
recta. Se calculara la diferencia de potencial entre los puntos A y B, suponiendo
que una carga de prueba qp se mueve, sin aceleracion, a lo largo de una linea
radial desde a hasta B. A lo largo de esta trayectoria, el campo E apunta hacia la
derecha y dI, que siempre esta en la direccion en la que r decrece, debido a que r
se mide desde Q, que se considera el origen. Por lo tanto dl = ar.

Combinando estos dos resultados se obtiene E-dl = Edr. Sustituyendo este
resultado en la ecuacion A1.4.4 se obtiene

W _ B N
V, —VA—q—O——IAE-dI——rA Edr . (A1.4.8)
Y sustituyendo E = gz , tenemos que
dre, 1
V-V, =— 2 rB‘lzr: Q (1_1j_ (A1.4.9)
Arey o r®  Amgg,\ g Ty

Escogiendo la posicidén de referencia A en el infinito (o sea, si ra — «), escogiendo
Va1 = 0 en esta posicion y eliminando el subindice B se obtendra
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__1a (A1.4.10)
Arey 1

Esta ecuacion demuestra que las superficies equipotenciales de una carga puntual
aislada son esferas concéntricas con la carga puntual. Un analisis de esta
deduccién demuestra que la relacion se cumple también para aquellos puntos que
se encuentran fuera de una distribucién de carga con simetria esférica [26].

A1.5 Capacitores y dieléctricos

En general un capacitor consta de dos conductores aislados a y b, como se
muestra en la figura A1.5.1.

Figura A1.5.1. Dos conductores aislados con cargas iguales y opuestas forman un
capacitor.

Se supondra que los conductores estan por completo aislados de los objetos que
se encuentran en sus vecindades y que tienen cargas iguales y opuestas +q y —q,
respectivamente. Toda linea de fuerza que se origine en a terminara en b. Mas
aun, por el momento se supondra que los conductores a y b se encuentran en el
vacio.

El capacitor de la figura A1.5.1esta caracterizado por la magnitud g de la carga en
cualquiera de los conductores y por la diferencia de potencial V entre ellos. Note,
a) que g no es la carga total del capacitor, la cual es cero y b) que V no es el
potencial de cualquiera de los conductores, referido tal vez a V — 0 en «, sino que
es la diferencia de potencial entre ellos. Se propondra por el momento, sin prueba,
que q y V en un capacitor son proporcionales entre si, es decir

q=CV . (A1.5.1)
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Calculo de la capacitancia

La figura A1.5.2 muestra un capacitor de placas paralelas conductoras de area A
separadas por una distancia d. Al conectar cada una de las placas
momentaneamente a las terminales de una bateria, en una de las placas
aparecera una carga +q y en otra una carga —q. Si la distancia d es pequena
comparada con las dimensiones de las placas, el campo eléctrico E entre ellas
sera uniforme, lo cual significa que las lineas de fuerza seran paralelas y estaran
igualmente espaciadas.

supefficie

gaussiana
/////////////////////////////////////////////////////////////// T i i i i)
///

Figura A1.5.2. Un capacitor de placas paralelas con placas conductoras de area A.
La linea segmentada representa una superficie gaussiana de altura h cuyas tapas
superior e inferior tienen la misma forma y tamano que las placas del capacitor.

Las leyes del electromagnetismo prevén cierta curvatura de las lineas en las orillas
de las placas, que siempre puede ignorarse si d es suficientemente pequefia.

La capacitancia de este dispositivo puede calcularse utilizando la ley de Gauss, lo
cual constituye otro ejemplo de la utilidad de esta ley en situaciones en las que la
geometria es simple. La figura A1.5.2 muestra (con lineas segmentadas a una
superficie gaussiana de altura h, cerrada por tapas planas de area A, que son del
mismo tamafio y forma de las placas del capacitor. El flujo de E es cero en la parte
de la superficie gaussiana que esta dentro de la placa superior del capacitor,
debido a que el campo eléctrico interno en un conductor con carga estatica es
cero. El flujo de E a través de la pared vertical de la superficie gaussiana es cero
porque, en tanto que se desprecie la curvatura de las lineas de fuerza se pueden
considerar que E es paralelo a la pared.

Solo queda la cara de la superficie gaussiana que se encuentra entre las dos

placas. En este caso E es constante y el flujo ®g es simplemente EA. La ley de
Gauss resulta entonces

&P =,EA=Q. (A1.5.2)

El trabajo necesario para llevar a una carga de prueba qo de un aplaca a la otra
puede expresarse como qoV o como el producto de la fuerza qoE por la distancia
d; esto es qoEd. Estas expresiones deben ser iguales, o sea
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V=Ed. (A1.5.3)

Expresada en términos mas formales, la ecuaciéon A1.5.3 es un caso especial de
la relacién general

V=—[E.dI, (A1.5.4)

en donde V es la diferencia de potencial entre las placas. La integral puede
calcularse a lo largo de cualquier trayectoria que empiece en una de las placas y
termine en otra, debido a que cada placa es una superficie equipotencial y la
fuerza electrostatica es independiente de la trayectoria seguida. Aunque la
trayectoria mas simple entre las dos placas es una linea perpendicular a ellas, la
ecuacion A1.5.3 se cumple independientemente de la trayectoria de integracion
escogida. Si se sustituyen las ecuaciones A1.5.2 y A1.5.3 enlarelacion C=q/V,
se obtiene

(A1.5.5)

La ecuacidon A1.5.5 se cumple sélo para capacitores de placas tipo paralelas; para
otros capacitores con diferentes geometrias se aplican férmulas diferentes. Esta
ecuacion demuestra, en un caso particular, que de hecho C depende de la
geometria de los conductores (placas).Tanto A como d son factores geométricos.

La ecuacion A1.5.5 sugiere que €, puede medirse utilizando un capacitor cuya
area y separacion de placas se conozca con precisidn, determinando
experimentalmente su capacitancia mediante la medida de q y V, utilizando la
relacion C = q / V. Por consiguiente, se puede despejar a € de la ecuacion A1.5.5
y su valor numérico se determina en términos de las cantidades medidas A, dy C;
de esta manera se ha podido medir €y con precision.

Capacitor de placas paralelas con un dieléctrico.

La ecuacién A1.5.5 sblo se cumple en capacitores de placas paralelas cuando
estas estan inmersas en el vacio. En 1837 Michael Farday investigé por primera
vez el efecto de llenar el espacio entre las placas con un dieléctrico (en la tabla
A1.5.1 se enumeran algunos de los dieléctricos utilizados en la actualidad).

El problema se puede plantear de la siguiente manera: supdngase que una placa
metalica electrificada A esta suspendida en el aire y que existen dos placas By C
semejantes colocadas paralelamente a ambos lados de A, a iguales distancias y
aisladas; entonces el efecto de induccidén de A sera igual sobre By C [es decir,
sobre cada una de las placas aparecera la misma carga]. Si en tal posicion de las
placas se introduce entre Ay C un dieléctrico diferente al aire, por ejemplo goma
laca. ¢ Seguira siendo igual la induccion entre ellas?. ;No cambiara la relacién de
Cy BaA, apesar de la diferencia de los dieléctricos interpuestos entre ellas?
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Intensidad
Constante | Dieléctrica
Material Dieléctrica | KV/mm)
Vacio 1.00000 0
Aire 1.00054 0.8
Agua 78 -
Papel 3.5 14
Mica de rubi 54 160
Porcelana 6.5 4
Cuarzo fundido 3.8 8
Vidrio Pyrex 4.5 13
Baquelita 4.8 12
Polietileno 2.3 50
Ambar 2.7 90
Poliestireno 2.6 25
Teflon 2.1 60
Neopreno 6.9 12
Aceite de piranol 4.5 12
Bidxido de titanio 100 6

Tabla A1.5.1 Propiedades de algunos dieléctricos. Esta propiedades corresponden
aproximadamente igual a la del ambiente y en condiciones tales que el campo
eléctrico E en el dieléctrico no varie con el tiempo. La intensidad dieléctrica es el
gradiente del potencial maximo que puede existir en el dieléctrico sin que se
produzca un rompimiento eléctrico. Con frecuencia se coloca un dieléctrico entre
placas paralelas, lo cual permite que se les aplique una diferencia de potencial
mayor que en el caso en que el dieléctrico sea el aire.

Farday contesto esta pregunta fabricando dos capacitores idénticos, en uno de los

cuales coloco un dieléctrico y el otro contenia aire a presion normal.

*

4

()

++ 4+ +

++ | ++

Figura A1.5.3. a) La bateria B suministra la misma diferencia de potencial a cada
uno de los capacitores; el de la drecha tiene mayor carga. b) Los dos capacitores
tienen la misma carga; el de la drecha tiene menor diferencia de potencial, tal

como lo indica la posicion de la aguja del medidor.
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Al cargar a los capacitores con la misma diferencia de potencial, Farday encontré
experimentalmente que la carga del que contenia al dieléctrico era mayor que la
del otro; véase la figura A1.5.3a.

Como g es mayor, para un mismo valor de V, si existe un dieléctrico, la relacion C
= q / V indica que la capacitancia de un capacitor aumenta si se coloca un
dieléctrico entre sus placas. La relacion de la capacitancia con dieléctrico
(suponiendo que llena perfectamente el espacio entre las placas), a aquella sin
dieléctrico, se llama constante dieléctrica x del material; véase la tabla A1.5.1. En
ves de mantener a los dos capacitores con la misma diferencia de potencial puede
suministrarseles las mismas cargas, como se indica en la figura A1.5.3b. Los
experimentos muestran que, entonces, la diferencia de potencial V4 entre las
placas del capacitor de la derecha es menor que el del capcitor de la izquierda por
un factor de 1/ x, o bien

V, =V, /K.

Nuevamente esto obliga a afirmar, que la relacion C = q / V, que el efecto del
dieléctrico es el de aumentar la capacitancia por un factor de x.

En un capacitor de placas paralelas puede escribirse, como resultado
experimental, que

czk?A. (A1.5.6)

La ecuacion A1.5.5 es un caso especial de esta relacion que se obtiene haciendo
x = 1, lo que corresponde al hecho de que exista vacio entre las placas. Los
experimentos demuestran que la capacitancia de cualquier de capacitor aumenta
por un factor x si el espacio entre sus placas se llena con un dieléctrico. De aqui
que la capacitancia de un capacitor pueda escribirse como

C =keglL,

en donde L depende de la geometria y tiene dimensiones de longitud. Para un
capacitor de placas paralelas Les A/d.

Capacitancia de una esfera aislada

Anteriormente se demostrd que el potencial de una esfera conductora aislada de
radio Ry carga q era

__1a (A157)
4re, R
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Se puede considerar a esta esfera como un capacitor de una placa en la que la
otra placa es una esfera conductora de radio infinito, en cuyo sitio se escoge V =
0.

La capacitancia de la esfera de radio R resulta, de la ecuacion A1.4.10, por
C =Vﬂ= Aze,R . (A1.5.8)

Nuevamente, resulta que la capacitancia queda determinada por los factores
geométricos de importancia; en este caso el radio R de la esfera [26].
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APENDICE 2. ANALISIS DE POTENCIAL Y CAMPO ELECTRICO
A2.1 Andlisis de una carga puntual Q préxima a una esfera conductora con
potencial cero (seccion 4.1).

El potencial

Vamos a calcular el campo en cualquier punto P exterior a la esfera conductora.
Primero calculamos el potencial

V—I[Qﬂ} (A2.1.1)

dne, \ 1, 1y

Se expresa rs y r2 en coordenadas polares en funcion de la distancia radial r del
centro de la esfera al punto P y del angulo 6 .

v =~ld* +r* +2drcos® | (A2.1.2)

r =~b% + 7% +2drcos0 (A2.1.3)
De este modo V es una funcion de ry 6.
Componente radial del campo

Para calcular el vector campo E se halla el gradiente del potencial cambiado de
signo. El valor de la componente radial del campo es

T or 4mg,

0O+

oV 1 (r+dcosO r+bcosd
- = [ . ; qj. (A2.1.4)
n r
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La carga inducida en el conductor esférico

Segun hemos mencionado el campo en las proximidades de una superficie
conductora es perpendicular a dicha superficie luego, el campo en la superficie
esférica conductora es radial.

Calculamos E, para r = R y a continuacion la densidad superficial de carga
inducida en la esfera, teniendo en cuenta que el campo en las proximidades de la
superficie de un conductor es E,= 0 /&g

ol -x’) . (A2.1.5)
4nR(d> + R* +2dR cosd )2

o =—

Evidentemente, si integramos esta densidad de carga sobre la superficie de la
esfera, obtenemos la carga total inducida q.

Edd

g = [o2nR*sen6do =—§Q. (A2.1.6)
0

La carga total inducida sobre la esfera conductora es igual a la carga imagen que
sustituye a la esfera.

Este resultado es consecuencia de la ley de Gauss: si dibujamos una superficie
cerrada que abarque a la esfera pero que esté muy proxima a ésta, el flujo del
campo eléctrico a través de esta superficie debe ser la misma,
independientemente, de que la carga esté distribuida sobre la esfera conductora o
haya sido sustituida por la carga puntual imagen situada en su interior.
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Si nos dan una esfera de radio R con una carga Qs sobre ella y su centro se
encuentra a una distancia d > a de la carga puntual Q, podemos sustituir la esfera
por la carga imagen g = -QR/d a una distancia b=R%/d del centro, mas una carga
Qs-q en el centro. La densidad s

uperficial de carga es, entonces, o+o' donde o es la distribucion no uniforme
calculada anteriormente a partir de q y Q, y o' es la distribucién uniforme calculada
a partir de (Qs-q).

A2.2 Anadlisis con dos esferas conductoras y una a potencial cero (seccion
4.2).

Campo y potencial producido por la sucesion de cargas

Calculamos el campo y el potencial producido en el punto P (x, y) por el par de

E _
T E,
- — - - Eg
I
I '5'2 51
I P
|
|
I
—%,— | _j{i —
i . 2
ql Qi d
cargas q; situada en el punto x; y Q; en la posicién d-X;
El campo E; producido por la carga qg; es
E = 9 (A2.2.1)
dme, (vox ) ey -
El campo E; producido por la carga Q; es
B =1 o . (A2.2.2)

B dne, (d-x—X,) +y?

Las componentes del campo total E; son
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Eix=Ec0s61-E,c0s0y, (A2.2.3)
Ej~=E;senby+E,senb., (A2.2.4)
q, X=X 0, d-x-X,
E, = de ( . Vs v (A2.2.5)
o (e=x, 42" e (@-x—x, 7 +7)
q; y o y
E = - : (A2.2.6)
" dng, ((x_xi)z +y2)3/2 4ne, ((d—x—X,«)z +y2)3/2
El potencial V; en el punto P debido a las dos cargas es
A % 1 o (A2.2.7)

4ne,, (x—xl.)2+y2 4n30x/(d—x—Xi)2+y2.

El campo y el potencial total es la suma de todos los campos y potenciales
producidos por los pares de cargas dispuestas simétricamente al plano

E=YE, (A2.2.8)
0

v =iVi . (A2.2.9)
0

A2.3 Andlisis con una esfera conductora cargada préxima a un plano
conductor y a potencial cero (seccion 4.3).

Campo y potencial producido por el conjunto de cargas puntuales

Calculamos el campo y el potencial producido en el punto P (x, y) por el par de
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cargas q; situada en el punto x; y su simétrica —q; en la posicion 2d-x;

El modulo del campo E; producido por la carga g; es

1 q,
E = ! . A2.3.1
1 47[80 (x_xi)z +y2 ( )

El modulo del campo E; producido por la carga simétrica -q; es

B =1 o (A2.3.2)
4ney (d—x—X,) +y°

Las componentes del campo total E; son

Eix=E{c0sB4+E>cos6,, (A2.3.3)
Ei~=E{senb-Ex>senby, (A2.3.4)
9 XX, < d=x—X, (A2.3.5)

B = 4, ((X—xi)z +y2)3/2 _47580 ((d—x—X[)z +y2)3/2 ’

q, y 9 Y
E, = - . (A2.3.6)
" 4ne, ((x_xi)z +y2)3/2 4ne, ((d—x—Xi)z +y2)3/2

El potencial V; en el punto P debido a las dos cargas es

y- ! i ! Z . (A2.3.7)
aney (x—x,) + 475*‘30x/(d—x—X,.)z-i-y2

El campo y el potencial total es la suma de todos los campos y potenciales
producidos por los pares de cargas dispuestas simétricamente al plano

E=YE,, (A2.3.8)
0

1

y=Sr. (A2.3.9)
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A2.4 Analisis de imagenes en medios dieléctricos (seccidn 4.4).

Campo y potencial producido por la superposicion de las cargas en dos
medios &1 y €.

Tenemos que

cp(r)zl(Qﬂlj, 220 (A2.4.1)
dne, \ R, R,
o(r)=—1-9 | <o (A2.4.2)
4re, R,
donde,
R, =R, =|xt+(yxd)s], (A2.4.3)
de donde tenemos el campo:
1 (OR  qR,
E(r)=E(r)= , z20 A2.4.4
-50- L (G, - (R2.40
1 q,R
E(F=E.(+)= . z<0, A2.4.5
P)=El)= 7 (A2.4.5)

Las condiciones de contorno nos permiten calcular los valores de las cargas q+ y
gz

y=0=R, =R, =[xt+d)| =R, =R="/x"+d", (A2.4.6)

E, =E,, :47:81 [%#ﬁg}%‘;{:@ql :Z’;%, (A2.4.7)

D, =D, 3;(—%—%2?’):—;??:—Q+q1 =-q,, (A2.4.8)

resolviendo estas ecuaciones se obtiene: ¢, = :;:Q (A2.4.9)
y g, =222 (A2.4.10)

g€, tT¢g,
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APENDICE 3. LA PERMITIVIDAD

En electromagnetismo, la permitividad € es una medida que indica cuanto cambia
un medio para absorber energia cuando esta sujeto a un campo eléctrico. Esta
definido como la razén de D / E, en donde D es el desplazamiento por el medio y
E es la fuerza del campo eléctrico. En el S| de unidades, el desplazamiento D
usualmente se da en unidades de coulombs por metro cuadrado C/m2, mientras
que el campo eléctrico esta dado como volts por metro V/m. La permitividad esta
especificada entonces en faradios por metro F/m.

A3.1 Permitividad del vacio

La permitividad del vacio es la razén de D / E en el vacio. Ademas aparece en la
ley de Coulomb como una parte de la constante de fuerza de Coulomb, 1/ 41r¢,, la
cual expresa la atraccion entre dos cargas unitarias.

Uno puede definir la permitividad de un medio como una permitividad relativa
adimensional, €, o constante dieléctrica, normalizada a la permitividad del vacio
absoluta, €, tal que

£E=¢€.8,. (A3.1.1)

En donde g0 = 8.85419 x 102 F/m.

A3.2 La permitividad en el medio

En el caso comun de un medio isotrépico, D y E son vectores paralelos y € es un
escalar, pero en el caso mas general de un medio anisotrépico este no es el caso
y € es un tensor de segundo orden (el cual causa birefrigencia).

La permitividad € y la permeabilidad magnética y de un medio, juntas determinan
la velocidad v de la radiacién electromagnética a través del medio:

u="1. (A3.2.1)

\%
Y en el vacio esto esta dado por

1
2

C

P — (A3.2.2)

en donde ¢ es la permitividad en el espacio libre y o es la constante magnética o
permeabilidad magnética en el espacio libre, igual a 4 x 107 N-A% c es la
velocidad de la luz en el vacio, 299, 792,485 m/s.
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Cuando un campo eléctrico se aplica, fluye una corriente. La corriente total que
fluye en un medio real esta formado generalmente de dos partes: una corriente de
conduccion y una de desplazamiento. La corriente de desplazamiento se puede
interpretar como una respuesta elastica la cual un material tiene al aplicarle un
campo eléctrico. Conforme el campo eléctrico aumenta la corriente de
desplazamiento se almacena en el material y cuando el campo eléctrico se reduce
el material libera la corriente de desplazamiento.

A3.3 Clasificacion de materiales

Los comportamientos de los materiales se pueden clasificar de acuerdo a su
permitividad. Los materiales cuya permitividad tiene una parte real negativa son
considerados metales (en los cuales no existe la propagacion de las ondas
electromagnéticas), y aquellos con una parte real positiva son los dieléctricos.

Un dieléctrico perfecto es un material que solamente muestra corriente de
desplazamiento, almacena y regresa energia eléctrica como si fuera una bateria
ideal. En el caso de medios con pérdidas (cuando las corrientes de conduccién no
son despreciables) la densidad de corriente total que fluye es:

J, =J +J,=0E+ joee,E = joe,c E (A3.3.1)
en donde
j=A-1, (A3.3.2)

o es la conductividad (responsable por la corriente de conduccion) del medio y &4
es la permitividad relativa (responsable de la corriente de desplazamiento). Se ve
que el tamano de la corriente de desplazamiento depende de la frecuencia w del
campo E aplicado; no existe corriente de desplazamiento en un campo constante.
En este formalismo la permitividad compleja € se define como:

& =g, - j% . (A3.3.3)
0

A3.4 Materiales reales

Para los materiales reales, ambas partes, la real y la imaginaria, de la permitividad
son funciones mas complicadas de la frecuencia w; ya que esto no lleva a la
dispersion de senales que contienen multiples frecuencias, tales materiales son
llamados dispersivos. Esta dependencia de la frecuencia refleja el hecho de que la
polarizacion de la materia no responde instantaneamente a un campo aplicado
porque la respuesta siempre debe ser causal (que viene después del campo
aplicado), la funcion dieléctrica €(w) debe tener polos solo para w con partes
imaginarias positivas, y por lo tanto ¢(w) satisface la relaciones Kramers-Kronig.
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Estas describen la relacion entre las partes real e imaginaria de una cierta clase
de funciones complejas.

Sin embargo, en los rangos estrechos de frecuencias que a menudo se estudian
en la practica, las constantes dieléctricas frecuentemente se pueden aproximar
como independientes de la frecuencia.

A una frecuencia dada, la parte imaginaria de € nos lleva a pérdidas de absorcion
si es negativa (en la convencion de signos para la frecuencia) y ganancia si es
positiva. (Mas generalmente, uno mira a las partes imaginarias de los eigenvalores
del tensor dieléctrico anisotropico.)

Los dieléctricos dependientes de la frecuencia, por ejemplo el agua, tienen
muchas respuestas cambiantes. La electrodinamica clasica de John David
Jackson tiene un buen argumento de la dependencia de la frecuencia natural de la
premitividad eléctrica compleja, la cual se puede expresar alternativamente como
el indice de refraccion complejo o indice de refraccion n(w) y el indice de
absorcion a(w).

En el limite de baja frecuencia, la permitividad compleja es equivalente a la
constante de permitividad epc. En el limite de alta frecuencia, la permitividad
compleja se refiere comunmente como €... A la frecuencia del plasma y mas arriba
los dieléctricos se comportan como metales ideales, con el comportamiento de gas
electron.

A3.5 La constante dieléctrica

En la fisica, la constante dieléctrica es una propiedad de un aislante. Especifica la
permitividad relativa de un material. En donde € es la permitividad del material en
cuestion, y €y es la permitividad del espacio libre, la constante dieléctrica ¢, se
define como la razon:

g =2 (A3.5.1)

En el vacio (espacio libre), la permitividad € es solo €y, de esta forma la constante
dieléctrica es unitaria.

&
e =2

r

=1. (A3.5.2)

&y

La constante dieléctrica es una pieza de informacion esencial para el disefio de
capacitores, y en otras circunstancias donde se pueda esperar que un material
pueda introducir capacitancia en un circuito. Si un material con una constante
dieléctrica alta es puesta en un campo eléctrico, la magnitud de ese campo sera
reducida mensurablemente dentro del volumen del dieléctrico. Este hecho es
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explotado comunmente para incrementar la proporcion de los capacitores.
Ademas es crucial para la construccion de las guias de onda.

Los dieléctricos tienen la extrafia propiedad de hacer que el espacio de un medio
paresca mayor o menor de lo que realmente es. El valor de la constante dieléctrica
nos dice que tan menor o mayor es ese espacio. El mismo se muestra en dos
formas.

Primero, cuando se pone algun dieléctrico entre dos cargas eléctricas se reduce la
fuerza que actua entre ellas, como si estas se separaran.

Segundo, la constante dieléctrica de un material afecta el movimiento de las
sefales electromagnéticas (luz, ondas de radio, ondas milimétricas, etc.) a través
de un material. Un valor alto de la constante dieléctrica hace que la distancia en un
medio aparente ser mayor. Esto significa que la velocidad de la luz viaja mas
lentamente. Ademas las ondas se comprimen y por lo tanto se comportan como si
la sefal tuviera una longitud de onda menor.

Para las ondas electromagnéticas, como las fuerzas entre cargas eléctricas, el
dieléctrico deforma el espacio que lo hace verse de diferente tamafio.

La estructura y la polaridad de la molécula de agua hacen que esta sea un
disolvente capaz de reducir las fuerzas de atraccién que existen entre particulas
de cargas opuestas (o de reducir la repulsion entre particulas de cargas iguales).
La constante dieléctrica no tiene unidades, pero es una medida de esa reduccion y
se define como:

Constante dieléctrica = (fuerza entre dos cargas en el vacio) / (fuerza entre dos
cargas en el medio)

La constante dieléctrica es mayor de 1, si el medio reduce la fuerza entre las
cargas comparada con el vacio. En el agua, la constante dieléctrica es de 78.5,
una de las mas elevadas de todas sustancias puras. Esa capacidad del agua para
reducir las fuerzas entre particulas cargadas es un factor primordial como solvente
de muchos compuestos ionicos.

Una propiedad importante de un dieléctrico es su habilidad para soportar un
campo electrostatico mientras disipa minima energia en forma de calor. Entre
menor la pérdida dieléctrica (porcion pérdida de energia en forma de calor), mas
efectivo es el material dieléctrico. Otra consideracion es la constante dieléctrica,
hasta que punto una sustancia concentra las lineas de flujo electrostatico. Las
sustancias con una constante dieléctrica baja incluyen un vacio perfecto, aire
seco, Yy mas puro, los gases secos como el helio y el nitrégeno. Materiales con
constantes dieléctricas moderadas incluyen a las ceramicas, agua destilada,
papel, mica, polietileno, y vidrio. Los oéxidos de metal, en general, tienen
constantes dieléctricas grandes.
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