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RESUMEN

Seleccionar elementos diversos es una bastante tarea comuin en muchos problemas de la
vida real. El problema de la diversidad maxima (MDP por sus siglas en inglés) consiste
tradicionalmente en la seleccidn de un subconjunto de elementos de un conjunto dado,
de tal manera que una medida de la diversidad presente en el subconjunto de los
elementos seleccionados sea maximizada. En la literatura se reportan algunas variantes de
este problema, de acuerdo con la funcién de diversidad considerada, en particular, en esta
investigacion se resuelve un nuevo problema, denominado Max-mean, que maximiza la
diversidad promedio entre los elementos del subconjunto seleccionado, y en el que el
numero de elementos seleccionados es también una variable de decisidon. Se muestra que
la busqueda de su solucién éptima es un problema fuertemente NP-duro. Por otro lado,
por las caracteristicas de las distancias entre los elementos considerados en el nuevo
modelo, tiene aplicaciones en la seleccion de los grupos de personas representativas de la
poblacién, o en la seleccién de un grupo de instituciones, etc. En la primera parte, se
propone este nuevo modelo, se estudian algunas de sus propiedades, y se propone un
algoritmo muy eficiente para resolverlo sobre la base de una hibridacion de
metaheuristicas, para estimar la eficiencia del método propuesto se adaptan los mejores
algoritmos que se reportan en la literatura para resolver problemas similares. En la
segunda parte de esta investigacién se extiende el problema de optimizacién considerado,
agregando una restriccion adicional: se busca también seleccionar los mejores elementos,
los mejores de acuerdo a algun criterio. En este contexto, el problema de optimizacion se
convierte en un problema clasico de optimizacion multiobjetivo. Con técnicas de
procesamiento simples este problema puede ser transformado en el problema uniobjetivo
anterior. De esta manera, se resuelve el problema general de la seleccion de lo mejor y lo

mas diverso.



ABSTRACT

Diversity selection is a common task in multiple real-world problems. The maximum
diversity problem traditionally consists in selecting a subset of items from a given set, such
that a measure of the diversity present in the subset of selected elements is maximized. In
literature are reported several variants of this problem, according to the diversity function
considered, in this investigation it solves a new problem, called the Max-mean model,
which maximizes the average diversity between elements in the subset selected, and in on
which the number of elements selected is also a decision variable, we show that finding an
optimal solution to this problem is strongly NP-hard. The characteristics of the inter-
element distances considered in the new model has applications in the selection of groups
of people representative of a population, or in the selection of a group of institutions, etc.
In the first part of this research, this new model is proposed, we study some of its
properties, and is designed a highly efficient algorithm to solve it, based on a hybridization
of metaheuristics with good performance in other similar combinatorial problems, to
estimate the efficiency of the proposed method are adapted the best algorithms to solve
similar problems, as reported in literature. In the second part of this research extends the
optimization problem considered, an additional constraint is added: want also select the
best items, the best according to some criterion. In this context, with this additional
objective, the optimization problem becomes a classical multiobjective optimization
problem. With simple processing techniques this problem can be transformed into the
problem uniobjetivo above, for which we developed a very efficient method. This will

solve the general problem of selecting the best and most diverse.
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Introduccion

El proceso de seleccionar objetos, actividades, ideas, personas, proyectos, recursos, etc. es
una de las actividades que frecuentemente realizamos los seres humanos con algun objetivo, y
basados en uno o mas criterios: econdmicos, de espacio, afectivos, politicos, etc. Asi, por ejemplo,
en su vivencia diaria las personas deben seleccionar qué medios de transporte y qué rutas
utilizaran para llegar a un destino determinado de acuerdo al precio, tiempo de viaje y comodidad.
Al finalizar el mes un trabajador tendrd que seleccionar en qué bienes o servicios gastar su sueldo
con el fin de satisfacer sus necesidades. O en la planificacién de las vacaciones una persona tendra
que elegir un nimero dado de destinos que visitar de acuerdo al precio y placer que le
proporcionaran. En todos estos casos se trata de elegir el mejor subconjunto de elementos a partir
de un conjunto grande de posibilidades, el mejor en algun sentido, y en muchos casos ademds
estaremos interesados en que los elementos seleccionados no se parezcan entre si, sino mas bien
gue tengan caracteristicas diferentes para que representen la diversidad existente en el conjunto
original. Por lo tanto, a la persona que va a seleccionar su itinerario para sus vacaciones no le
interesaria visitar lugares similares y aprovecharia mejor su tiempo yendo a sitios diversos, y a los
mejores. Asi el problema planteado es normalmente un problema de optimizacidn multiobjetivo.
Por supuesto que a este nivel las personas toman estas decisiones intuitivamente y no
optimizando el correspondiente problema de decision sobre todos los criterios que estan en

juego.

Pero el sentido comun, generalmente, no es un buen consejero en problemas donde se
quiere optimizar la toma de decisiones, y procedimientos simples que aparentemente ofrecen
soluciones eficientes llevan a malas decisiones, y sélo con la aplicacién de modelos matematicos
se puede garantizar la obtencidn de soluciones eficientes. Y aunque para los casos anteriores
parece razonable tomar las decisiones de una forma intuitiva, ya que no esta mucho en juego, en
otras actividades humanas la seleccién de aquel subconjunto tiene implicaciones econdmicas o de
otro tipo que vuelve a la seleccion del mejor subconjunto, y al mas diverso, una decisién crucial y
dificil de obtener, que requiere de un correcto proceso de optimizacion guiado por alguna

metodologia formal.

Por ejemplo, cuando vamos a formar un equipo de trabajo en la empresa para emprender

algun proyecto, nos interesaria seleccionar a los integrantes de acuerdo a sus aptitudes, afinidades
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para trabajar en equipo, edades y otras que nos parezcan relevantes. Un inversionista buscara
repartir su capital entre diferentes inversiones de tal manera que se diversifique el riesgo, pero
gue maximice su rendimiento esperado, y por tanto intentard no tener mucho dinero invertido en
actividades similares que puedan ser afectadas por alguna crisis econédmica que impacte a
actividades de un mismo sector. El gobierno buscard elegir sitios muy dispersos para localizar
cierto numero de instalaciones que representen alglin nivel de peligro para la poblacion como
almacenes de armas y explosivos, carceles, depdsitos de basura, etc., pero a su vez estos lugares

deberan ser los mejores en términos de su topografia y ubicacion.

En el andlisis de un grupo social nos podria interesar estudiar la diversidad presente en el
mismo a través de un estudio detallado de algunos individuos representativos, estos individuos
seleccionados deberian tener caracteristicas presentes en la diversidad del grupo, y ademds ser los
mejores. Estudios recientes, como el de Castillo y otros (1), han determinado que la diversidad en
un grupo de personas aumenta la capacidad de estos grupos para resolver problemas, y por lo
tanto, lleva a obtener grupos mads eficientes en las empresas, escuelas, gobierno, etc., estos
autores proporcionan una justificacion tedrica para este fendmeno empiricamente conocido.
Investigadores pioneros de este uUltimo hecho, como Page establece en su libro, (2), The difference
— How the power of diversity creates better groups, firms, schools, and societies (2007), que:
"Perspectivas y herramientas diversas permiten a los grupos de personas hallar mas y mejores
soluciones y contribuir a la productividad total". Como resultado de lo cual, el problema de la
identificacion de grupos diversos de personas se convierte en un punto clave en las grandes

empresas e instituciones.

Por otro lado, cuando nos interesamos en seleccionar no solo en lo mas diverso, sino
también en lo mejor (o lo mas importante), el problema se vuelve un problema de optimizacién
multiobjetivo, siendo el primer objetivo mas dificil que el segundo, ya que lo diverso es una
caracteristica que se mide, en general, con base en alguna relacién entre cada pareja de
elementos, es decir, es una caracteristica global del subconjunto seleccionado. Mientras que lo
mas importante, o lo mejor, es una caracteristica que puede ser medida por medio de una

ponderacién o peso, que refleje de importancia de cada elemento, como lo establece Meinl en

(3).



Es decir, si V = {1,2,---,n} es el conjunto original, y M es el subconjunto a seleccionar,

M c V, de cardinalidad conocida o no, buscaremos optimizar simultaneamente los dos objetivos

siguientes:
Max f;(M) = div(M) (1.2)
Max f,(M) = Z w(@) (1.2)
ieM

En la ecuacién (1.1) la funcion objetivo div(M) representa la medicidn que hemos
realizado de la diversidad en el subconjunto seleccionado, M, la cual es una caracteristica que
depende de las relaciones de similaridad o de las diferencias entre cada pareja de elementos. En
cambio el segundo objetivo (1.2) es mas facil de medir ya que es la suma de los pesos o escore que

tenga individualmente cada elemento seleccionado, w(i),i € M.

Abordaremos en una primera parte el objetivo descrito en la ecuacién (1.1), con lo que se
configura el denominado Problema de la Diversidad Maxima; es decir el problema que consiste en
seleccionar un subconjunto de elementos, de cardinalidad conocida o no, a partir de un conjunto
dado de tal manera que una medida de la diversidad o la dispersidn presente en el subconjunto
seleccionado sea maximizada. En la literatura se describen muchos modelos para lograr este fin,
asi como también se exploran muchas aplicaciones practicas, como en (4), (5), (6), (7), (8); en
particular, en esta investigacién se aborda un nuevo modelo, denominado Modelo de Dispersion
del Mdximo Promedio, que representaremos como el modelo Max-Mean, en el cual se selecciona
el subconjunto que maximiza la distancia promedio entre sus elementos, de esta manera el

numero de elementos seleccionados también es una variable de decisién.

Asi, en el primer objetivo, al proponer una funcién que maximiza alguna medida de la
diversidad o dispersidn total, estamos tratando de determinar un subconjunto de individuos que
representen a la poblacién de la cual fueron extraidos, en toda su diversidad, y de acuerdo con
ciertas caracteristicas, con lo que en esos conjuntos la redundancia o informacién similar se veria

minimizada.

Pero épor qué estos problemas de la diversidad maxima son complicados? imaginemos
gue se tienen n = 49 personas, como en la Figura 1, de las cuales vamos a seleccionar m = 10 de

ellas con algln propdsito, pero requerimos que esta seleccién sea la mejor posible en el sentido



que representen en toda su diversidad al grupo original. En total existen (11}3) ~ 8.2 x 10°

maneras de seleccionar un subconjunto de 10 elementos, es mas, si intentdramos resolver el
asunto explorando todas las soluciones posibles y de ahi escoger la mejor, necesitariamos evaluar
ademas la diversidad de cada uno de los subconjuntos, pero el calculo con la mas sencilla de las
medidas de diversidad, tal como se demuestra en la seccién 1.3.7, es del orden 0(m?), es decir,
alrededor de 100 operaciones para evaluar la diversidad de cada una de las soluciones factibles,
por lo que se necesitan alrededor de 8.2 x 10! operaciones elementales, que es un nimero muy

grande para resolver el problema en un tiempo razonable.

Figura 1. ¢Como seleccionar 10 personas de un grupo de 49 personas, con diversidad maxima?

Pero si las soluciones factibles de este problema son muchas, qué pasa si agregamos una
complicacidn mds al problema. Supongamos ahora que el problema es el siguiente: debemos
seleccionar un subconjunto de este grupo de 49 personas, pero ademas no establecemos a priori
el numero de personas a seleccionarse, sino que debemos establecer como solucién cudles y
cuantas personas necesitamos seleccionar para que esa selecciéon sea la mejor posible, en
términos de su diversidad. Ahora tenemos que el conjunto de soluciones factibles esta compuesto

por todos los subconjuntos de cardinalidad m > 2 que se pueda obtener del conjunto de 49



. .v49 (49
personas, y este nimero es: Y52, ( .

requieren para evaluar la diversidad de cada una de estas soluciones el problema se vuelve

) = (2%2 — 50) ~ 5.63 x 10 y con las operaciones que se

inmanejable, esta explosion combinatoria del nimero de soluciones factibles determina que este
es un problema de optimizacién combinatoria. Imaginemos qué sucederia cuando la poblacidn de

la cual se quiere seleccionar aquel subconjunto tenga unos dos mil individuos.

Asi el problema es interesante para la teoria matematica porque se trata de un problema
de optimizacién combinatoria que no se puede resolver con técnicas exactas para tallas reales del
problema, y por tanto su estudio y solucién es importante como un problema de prueba para

disenar técnicas eficientes de solucion.

Por otro lado, tradicionalmente en la literatura de Investigacion de Operaciones, desde el
punto de vista de la aplicabilidad, podemos decir que estos problemas de la diversidad mdaxima

han permitido resolver problemas concretos de gran interés, como por ejemplo:

e El problema de localizar unidades logisticas que son mutuamente competitivas, como
almacenes, plantas, centrales de transporte de carga, etc.,, con el fin de que sus

actividades no sean redundantes entre unas y otras unidades logisticas, véase (6).

e El problema de composicién de paneles de jurado, que son las listas de personas desde

las que se pueden escoger a los miembros del jurado para un juicio particular, véase (9).

o El problema de la ubicacidn de instalaciones peligrosas, contaminantes, indeseables, o de
tipo estratégico para evitar que la cercania entre ellas genere vulnerabilidad, peligros o

accidentes, véase (4).

e Enla Industria farmacéutica, la elaboracidn de nuevas drogas es un proceso largo, que en
particular requiere de la realizacion de experimentos con multiples moléculas en el
proceso de seleccionar una nueva droga efectiva. Estas moléculas deben tener

caracteristicas diversas para que el proceso no sea muy largo y costoso, véase (3).

e En la formulacidon de politicas de inmigraciéon y admisiones. Algunos paises establecen

cupos para entregar visas de inmigrantes, una caracteristica deseable es favorecer a
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personas de diversas caracteristicas, de etnicidad, de género, etc., esta aplicacidn es

abordada en (10).

En las técnicas metaheuristicas basadas en la evolucién de una poblacién, como los
métodos genéticos y otros de tipo evolutivo, es conveniente que la poblacién de
soluciones que se genere, inicialmente o en las iteraciones sucesivas del algoritmo, sea lo
mas diversa posible para garantizar que el algoritmo evolucione hacia una buena
solucién, y evitar que se dé el fendmeno de la convergencia rdpida hacia una mala
solucién producto de esa falta de diversidad en la poblacidn de soluciones, en estos
procedimientos se debe garantizar la diversidad de las soluciones que estan siendo
probadas, por todo ello es importante disponer de un procedimiento que pueda generar

un numero suficiente de elementos diversos de la poblacién, véase (11).

En Agroforesteria, ciencia que tiene que ver con la gestién de los sistemas agricolas y
forestales para satisfacer las necesidades del propietario de la tierra o de la sociedad, el
interés se centra en caracteristicas como producir mas, ofrecer sombra, diversificar la
produccion, fijar carbono, reducir erosién, etc., una falta de diversidad en esta gestion ha
generado practicas industriales de monocultivo que provocan un gran impacto ecoldgico
y perturbacién sobre el medio ambiente. Por ello interesaria seleccionar las especies
vegetales que permitan maximizar algun criterio de diversidad. Aqui la diversidad es
critica, pues las diferencias tienen un gran impacto en el medio ambiente y en las
ganancias del propietario. Por ejemplo, dos bananeras, digamos cultivadas con dos
especies distintas, con igual riqueza, y abundancias relativas pueden diferir grandemente

en términos de manejo, impacto ecoldgico y valoracién del propietario, véase (7).

No aparecen referencias en la literatura de otros problemas concretos que se podrian

abordar como problemas de diversidad maxima, se enuncian los siguientes como potenciales

casos de aplicacion de este problema:

A un usuario de internet que utiliza un buscador inteligente le gustaria que la busqueda
obtenga péginas diversas relacionadas al tema que esta buscando, no le interesaria que el
buscador presente muchisimas paginas de internet, de las cuales la mayoria tengan

grandes similitudes unas con otras, en este sentido la implementacién en el buscador de
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un modelo de optimizacién que maximice la diversidad eliminaria en su seleccién paginas

con informacién redundante.

En el sistema de razonamiento basado en casos (Case-based reasoning, CBR), por medio
del cual se resuelven nuevos problemas utilizando las soluciones a problemas que han
sido previamente resueltos y guardados como casos en una Base de casos. El éxito de
cualquier sistema CBR depende de su habilidad para seleccionar el caso correcto para el
problema objetivo correcto. La légica indica que el caso correcto se encuentra entre
aquellos que son los mas parecidos al problema objetivo, y por lo tanto una considerable
investigacion se ha invertido en técnicas y estrategias para la evaluacién de la similitud de
casos. Recientemente se ha hecho evidente que las nociones tradicionales de similitud no
siempre son suficientes, inspirando a muchos investigadores a buscar formas alternativas
para juzgar la utilidad de un caso en un contexto determinado. Por ejemplo, los
investigadores han estudiado la importancia de la capacidad de adaptacién junto con la
similitud, como se ve en (12), argumentando que mientras que un caso puede parecer
similar a un problema obijetivo, esto no quiere decir que puede ser adaptado con éxito
para este objetivo. También habria una nueva razén, como se resefia en (12), en muchos
escenarios de aplicacidn, la diversidad de los casos de la Base de casos (uno respecto a
otro), asi como su similitud (en relacidn con el problema objetivo), deberia tenerse en

cuenta explicitamente para escoger de mejor manera el caso a seleccionar.

Una red social es un grupo, generalmente muy grande, de individuos con muchas
caracteristicas y atributos reconocibles y medibles. En los ultimos afios se ha visto un
crecimiento vertiginoso de estos grupos, y la aparicion de nuevos. Si se tiene interés en el
anadlisis de estas redes sociales para fines comerciales, o para seleccionar individuos
representativos del colectivo para generar productos que les interesen, estos deberdn ser
diversos para garantizar que llegaremos a la mayoria de elementos de ese colectivo, o
con fines de agruparlos para formar equipos de trabajo, formar lideres de la comunidad,
aplicar programas sociales por parte del gobierno u ONG'’s, etc., o con fines de marketing.
Los individuos seleccionados serian los patrones con los cuales se deberia identificar el
resto, estos patrones deberian ser lo mas diversos posibles para garantizar que cada uno

de ellos sea muy diferente que otro. Estudios recientes demuestran que el interés en
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identificar grupos de gran diversidad en una red social, o en una sociedad en general,
tiene mucha utilidad practica, asi, en (13) Santos y otros plantean un modelo, basado en
la teoria de los juegos de beneficio publico (Public Good Games) para calcular el
porcentaje de colaboradores dentro de una comunidad en funcién de la diversidad de Ia
poblacién, y demuestran que en grupos con alta diversidad, en las que el acto de
cooperacion importa, la realizacidén de tareas serd mucho mas eficiente, y que el nimero
de los que cooperan aumenta en relacidon directa a la diversidad del grupo. En (1) se
proporciona otra justificacion tedrica para el fendmeno de que la diversidad en un grupo
de personas aumenta la capacidad de los grupos para resolver problemas, y por lo tanto,

lleva a obtener grupos mas eficientes.

La seleccion de equipos de trabajo eficientes en una empresa u organizacién. Una
sociedad diversa crea problemas y oportunidades, en el pasado, gran parte del interés
publico en la diversidad se centré en temas de justicia y de representacion. Mas
recientemente, sin embargo, ha habido un creciente interés en explotar los beneficios de
la diversidad. Por esta razén, se han iniciado esfuerzos por parte de los investigadores por
identificar cdmo aprovechar esta diversidad en las organizaciones humanas, empezando
por investigar el rol que juega la diversidad en los grupos de personas, asi por ejemplo en
(14), Lu Hong introduce un marco general de trabajo para el modelado de la
funcionalidad en la resolucidn de problemas por parte grupos diversos. En este marco, se
determina que los expertos en resolver un problema poseen diferentes formas de
representar al problema y algoritmos propios que utilizan para encontrar sus soluciones.
Se puede usar este enfoque para establecer un resultado relativo a la composicién de un
grupo eficiente dentro de una empresa. En el estudio se determina que en la seleccidn de
un equipo para resolver problemas a partir de una poblacién de agentes inteligentes, un
equipo de agentes seleccionados al azar supera a un equipo compuesto por los agentes
mejor capacitados. Este resultado se basa en la intuicion de que, cuando el grupo inicial
de solucionadores de problemas se hace mas grande, los agentes de mejor desempefio
necesariamente llegan a ser similares, atascandose en éptimos locales del problema, y su

capacidad relativamente mayor es mas que descompensada por su falta de diversidad.
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e La seleccion de un grupo de universidades, hacia las cuales un gobierno pudiera ofrecer
becas de posgrado, de tal manera que se garantice la formacidn de investigadores de alto
nivel y con distintas visiones del mundo, que puedan aportar a la solucién de los grandes
problemas nacionales. Por un lado estd el deseo de tener una lista de universidades
diversas, con caracteristicas que determinen una formacién distinta de los investigadores,
pero que ademas estén bien ubicadas en algin ranquin de universidades reconocido

internacionalmente.

En particular en esta investigacion estamos interesados en resolver casos relacionados

con los dos ultimos problemas mencionados.

Esta investigacion estd organizada de la siguiente manera, en primer lugar se describe el
objetivo general, los objetivos especificos y la metodologia de la investigacidn. A continuacién, en
el Capitulo 1 se estudian conceptos relacionados con la diversidad, y cdmo ésta puede ser medida.
Posteriormente, en el Capitulo 2 se introduce el clasico Problema de la Diversidad Mdxima, en sus
diferentes variantes, y el nuevo problema de la Dispersidn del Maximo Promedio, con el cual
tratamos de resolver el primer objetivo descrito por la ecuacién (1.1), también se revisan las
formulaciones de programacién matematica para estos problemas, y se explora su posible

correlacion.

En el Capitulo 3 se hace una revisién general de las técnicas metaheuristicas que se usan
en esta investigacion para el disefio de los algoritmos de optimizacién, mas especificamente, se
hace referencia a la metodologia GRASP (15), a las técnicas de Blsqueda en Vecindades Variables

(16) y al procedimiento de Rencadenamiento de Trayectorias (17).

Posteriormente en el Capitulo 4 se utilizan estas metaheuristicas para disefiar un
algoritmo eficiente basado en GRASP con Rencadenamiento de trayectorias en el que la busqueda
local se desarrolla principalmente con una metodologia basada en vecindades variables, y también
se plantean modificaciones a algoritmos previos, propuestos en la literatura por otros autores en
(11) y (18) para resolver problemas que tienen alguna similitud con el problema que se trata en

esta investigacion.

En el Capitulo 5 se documenta la extensa experimentacion computacional que se realizd

para calibrar los algoritmos y para establecer comparaciones entre el algoritmo planteado y
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algoritmos previos. La experiencia computacional con 120 instancias de diferentes tamafos y
caracteristicas muestra estos detalles, y el mérito del procedimiento propuesto. También se hace
la comparacién con los resultados que se obtienen al aplicar software comercial para optimizacién
combinatoria, independiente de contexto, especificamente el programa Evolver', cuya principal
ventaja es que puede ser aplicado a una amplia gama de problemas, aunque con menor precisién.
En el Capitulo 6 se explora una aplicacién del modelo para la resoluciéon el problema de seleccionar

equipos eficientes.

En el Capitulo 7 se desarrolla la extension del problema, incluyendo los dos objetivos, con
lo que el problema se transforma en la seleccidn de lo mejor y lo mas diverso, se muestra que una
transformacion simple lo vuelve un problema multiobjetivo equivalente a un problema de
diversidad maxima de tipo Max-Mean, con lo que los algoritmos desarrollados en el Capitulo 4 se

pueden aplicar para resolverlo eficientemente.

1 . . .
Evolver es un producto comercial de Palisade Corporation.
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Objetivo general y objetivos especificos de la investigacion

OBJETIVO GENERAL:

El objetivo fundamental de esta investigacién es analizar el Problema de la Diversidad
Maxima, en su nueva variante del maximo promedio, que denominamos Max-Mean. Proponer un
procedimiento eficiente, para resolver este nuevo modelo, y extender el problema incluyendo un

nuevo objetivo: la seleccion de lo mejor. Usar el modelo extendido en la solucién de casos reales.
OBJETIVOS ESPECIFICOS:

Los objetivos especificos que permitirdn lograr el objetivo principal son:

1. Investigar el estado del arte sobre los problemas de la diversidad maxima, realizando una
revision exhaustiva de la literatura relacionada con el analisis de este tipo de problemas,

sus modelos, formulaciones, aplicaciones y técnicas de resolucion.

2. Investigar el estado del arte sobre metaheuristicas adaptativas de multi-arranque de tipo

GRASP, y su eficiencia en la resolucion de problemas de optimizaciéon combinatoria.

3. Resolver con métodos exactos los modelos matemadticos de los problemas de la diversidad

maxima y determinar el grado de correlacidn entre las soluciones de éstos.

4. Proponer un nuevo modelo de diversidad para plantear un problema de diversidad
maxima, denominada del maximo promedio (Max-Mean), que permita abordar ciertos

casos reales.

5. Estudiar las propiedades matematicas de esta nueva variante del problema de la

diversidad maxima.

6. Disefiar algoritmos heuristicos eficientes para resolver el problema de la diversidad

maxima en su nueva variante.

7. Implementar en un lenguaje de programacion adecuado los algoritmos disefiados, las

implementaciones logradas deberdn permitir resolver problemas grandes.
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8. Analizar la eficiencia del método propuesto a través de un estudio comparativo con
heuristicas adaptadas propuestas para otros modelos de la diversidad maxima.

Determinar las condiciones en las cuales el procedimiento tiene buen desempefio.

9. Modelizar y resolver el problema Max-Mean en software comercial de optimizacidon
independiente del contexto y comparar las soluciones obtenidas con las heuristicas

propuestas.

10. Identificar problemas asociados a la seleccién de equipos de personas que pudieran

modelarse como un problema de diversidad maxima de tipo Max-Mean.

11. Ampliar el problema de la diversidad maxima como un problema multiobjetivo,

incorporando el criterio de seleccionar “lo mejor”.
12. Transformar el problema multiobjetivo en un problema uniobjetivo del tipo Max-Mean.

13. Resolver problemas de prueba, que correspondan al problema multiobjetivo de

seleccionar lo mejor y lo mas diverso.

Metodologia

La presente investigacion es de tipo experimental, pero también con un nivel tedrico y
explicativo, donde se desarrollardan nuevos algoritmos hibridos para el estudio de un problema de
la diversidad maxima, el problema de la diversidad del maximo promedio (Max-Mean). Los pasos

metodoldgicos que se realizaran a lo largo de la investigacidn son los siguientes.

1. Investigacién documental. Revisidn bibliografica en textos, revistas y en bases de datos
virtuales de todo lo relacionado con el problema de la diversidad maxima y con las

metaheuristicas adaptativas.
2. Definicidn del problema de la diversidad del maximo promedio

3. Identificacion de modelos ya conocidos del problema de la diversidad maxima que estén

relacionados con el Max-Mean.
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10.

11.

12.

Determinacion de propiedades matematicas y resultados tedricos para el nuevo modelo.

Formulacion y prueba de caracteristicas del problema Max-Mean.

Experimentacién con métodos exactos. Estudio de las soluciones dptimas exactas de los
diferentes modelos considerados para instancias pequeiias. Con estas soluciones realizar
un estudio de correlacién para identificar posibles similitudes entre las soluciones de los

modelos.

Experimentacion con métodos existentes adaptados. Disefio de experimentos
computacionales con heuristicas desarrolladas para otros problemas de diversidad
madxima, adaptados a la resolucion del problema Max-Mean, uso de técnicas de andlisis
numeérico, programacién y estadistica. Calibracion y mejora de los algoritmos vya

desarrollados en base a la experiencia computacional.

Disefio de nuevos algoritmos. Elaboracion del esquema general de los algoritmos de tipo
GRASP vy algoritmos hibridos basados en GRASP con Rencadenamiento de Trayectorias que

se desarrollaran y el estudio de sus propiedades.

Disefio de problemas de prueba adecuados para comprobar la eficiencia de los distintos
algoritmos propuestos a medida que aumenta el tamafio de las instancias, y como se

comportan con distintas estructuras de datos.

Implementacion. Elaboracion de los programas computacionales para los algoritmos
disefiados, empleando Mathematica V.7, que es un lenguaje de alto nivel compatible con

otros programas computacionales, como Excel, Evolver, GAMS y R.

Experimentacién con los programas desarrollados. Disefio de los experimentos

computacionales que permitan discernir la eficiencia, rapidez y precision de los algoritmos.

Comparacion con software comercial. Modelizar y resolver los ejemplos de prueba con

Evolver, que es un programa comercial de optimizacién, que utiliza algoritmos genéticos.

Tratamiento del problema Multiobjetivo. Plantear el problema multiobjetivo de

seleccionar lo mejor y lo mds diverso y transformarlo en un problema multiobjetivo similar

18



al Max-Mean. Uso de los algoritmos propuestos para la resolucion del Max-Mean para

resolver el problema multiobjetivo.

13. Solucién de problemas de prueba en el que se debe seleccionar lo mejor y lo mas diverso.

Resolucién con los algoritmos propuestos.

El diagrama de flujo con la metodologia propuesta para esta investigacion se puede

observar en la Figura 2.
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Figura 2. Diagrama de flujo de la metodologia de la investigacion




Capitulo 1.

Distancias, similitud y diversidad

1.1. Definiciones

Tratando de definir diversidad podemos decir que es un término cargado de subjetividad,
pues lo que es diverso para un observador puede no serlo para otro. Y aunque la discusion
filosofica esta fuera del alcance de esta investigacion, ya que nuestro interés esta en un enfoque
cuantitativo, trataremos de dar unas definiciones que se adapten al propdsito de los casos a

tratarse en esta investigacion.

Segun el diccionario de la Real Academia de la Lengua se entiende por similitud a una
relacion de semejanza entre personas o cosas. Y aunque es comun aceptar que la diversidad es un
concepto opuesto a la similitud, los dos términos actuan sobre estructuras diferentes, ya que la
similitud es una funcién local para cada pareja de elementos, y la similitud de un elemento con
respecto a otro no depende de la similitud con cualquier otro elemento. En contraste, la
diversidad es una caracteristica asociada a todo un conjunto de elementos, que se calcula en
funcién de la disimilitud entre cada par, donde la disimilitud es exactamente lo opuesto a la

similitud.

Asi, la diversidad de un conjunto es calculada como una funcidn de la disimilitud entre las
parejas de elementos. Por ejemplo, en (12) se define la diversidad de un conjunto como la
disimilitud promedio entre todas las parejas de elementos, de una forma parecida a la propuesta

de esta investigacion que se presenta en la seccién 1.3.3.

Mas especificamente, para medir la diversidad existente en un conjunto M, representada
con div(M), se requiere primero tener bien definida una relacién d;; que describa la relacién,
distancia, similitud o semejanza entre cada pareja de objetos i,j del conjunto original. La
estimacion de esta distancia depende del problema concreto que se esta analizando, en particular,
en sistemas complejos como grupos sociales, una operacién fundamental es la valoracién de la

similitud entre cada pareja de individuos. Muchas medidas de similitud que se han propuesto en la
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literatura, tal como refieren Santini y otros en (19), se valora la similitud como una distancia en
algun espacio con caracteristicas adecuadas, generalmente un espacio métrico, incluso en muchos

casos se asocia la distancia Euclidiana entre cada pareja de elementos.

En la mayoria de aplicaciones se supone que cada elemento puede representarse por un
conjunto de atributos (datos o caracteristicas), y si definimos x;, como el valor del atributo k-
ésimo del elemento i, entonces la distancia d(xi,x]-) sera considerada la distancia entre los

elementos i, j, representada por d;;. Por ejemplo, utilizando la distancia Euclidiana:

dij = Z(xik - xjk)2
k

Bajo este modelo la distancia, d, satisface los axiomas de una métrica, sin embargo la
observacién empirica de atracciones y diferencias entre individuos hace que debamos abandonar

la mayoria de estos axiomas, véase (19).
El primer axioma de métrica establece que la distancia es una funcién no negativa:
d(xl-, X]) = 0, A4 xl-,xj

La consideracion de este axioma impide reconocer cuando existe una similitud o una
disimilitud, una atraccidon o una repulsion, entre una pareja de individuos, ya que en general se
requiere la asignacidn de un signo, positivo o negativo, para detectar de una manera efectiva estas

caracteristicas.

El segundo axioma establece la obligatoriedad de que la distancia es nula si y sélo si los

elementos considerados son los mismos:
d(xl-,xj) = 0siysodlosix; = x;

Para nuestro objetivo de representar la similitud esto podria ser muy restrictivo, pues
podriamos tener que cuando d(xl-, xj) = 0 existe indiferencia entre los individuos, pudiendo ser

individuos distintos.

Un tercer axioma establece la desigualdad triangular:
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d(xi,xj) + d(xj,xk) > d(x;, xy)

Esta desigualdad es intuitivamente facil de comprender en el espacio euclidiano, pero para
el caso de relaciones entre individuos podria resultar una imposicién demasiado fuerte, que no

tiene que ser forzosamente satisfecha.

El cuarto y ultimo axioma es el de la simetria:

d(xl-,xj) = d(xj,xi)

Esta es una propiedad que se puede considerar, ya que no habria a priori ningin motivo

para que cambie el valor de la similitud entre i y j y el valor de la similitud entre j y i.

A partir de esto se observa que los modelos geométricos para modelizar las distancias
inter-elemento d;; son demasiado restrictivos: de los cuatro axiomas de distancia tres son
cuestionables para ser considerados y Unicamente el cuarto es aceptable. Asi, los axiomas de
distancia fuerzan innecesariamente a un rigido sistema de propiedades que no se adaptan

adecuadamente al marco de trabajo de esta investigacion: las medidas de similitud.

Por esto es clara la necesidad de considerar valores de las distancias inter-elemento
positivas y negativas, pues es la manera mas natural de modelar y comprender las relaciones entre
las personas integrantes de un colectivo social. Asociaciones positivas pueden atribuirse a rasgos

parecidos, atracciones o similitud, lo contrario para valores negativos.

En la literatura se pueden encontrar diferentes medidas de similitud o de disimilitud que
se aplican a grupos de personas. Por ejemplo, en (20) se establece que.”la medida de similitud del
coseno es una medida popular de similitud”. Por otro lado en (21) se establece una medida de
disimilitud para tratar el problema de la relacidon entre la diversidad y la productividad en
empresas o grupos de personas que se establecen para resolver problemas. Estas medidas son

desarrolladas en la seccion 1.2.

1.2. Medidas de similitud

Existen varias medidas de similitud que se mencionan en la literatura, en particular aqui se

mencionan dos que se acoplan a las caracteristicas del modelo Max-Mean: la medida de similitud
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del Coseno y la medida de similitud en grupos de solucionadores de problemas definida por Lu

Hong en (21).

Dados dos individuos i,j con caracteristicas x; = (xl-l,xl-z, ...,xl-p), Xj = (le,sz, ...,xjp)

se define la medida de similitud del Coseno como:

14
Zk:1 xikxjk

ij =
p P
\/Zkﬂ Xik? \/Zk=1 Xji?

d

(1.3)

La interpretacion de esta medida de similitud es directa, pues d;; en la ecuacion (1.3)
puede ser vista como el coseno del dngulo formado entre el vector de caracteristicas del elemento
i y el vector de caracteristicas del elemento j, y por tanto los d;; tomarén valores en el intervalo
[—1,1]. Mientras mas pequefio es el dngulo, mas cercano a 1 serd el coseno y mas grande serd la
similitud de los dos individuos. Y si el dngulo se aproxima a m los individuos estaran en “polos

opuestos”, con su coseno d;; aproximandose a -1 y mas grande sera su disimilitud.
ij

En la Figura 3 se representan tres situaciones posibles, en los tres casos estan
considerados dos individuos a través de su vector de caracteristicas, la grafica de la izquierda
indica que los individuos son altamente similares, la del centro representa a dos individuos
altamente disimilares, y en la derecha se estd representando a dos individuos indiferentes en las
caracteristicas medidas, correspondientemente los cosenos de los angulos que forman sus

vectores de caracteristicas son cercanosal,a-1ya0.

>

Figura 3. Los vectores representan las caracteristicas de dos individuos en tres casos, el angulo indica la medida de

similitud entre ellos

Por ultimo, al ser la diversidad un concepto opuesto a la similitud, resulta mas util
considerar, para nuestro estudio, la medida d'l-j = —dij, gue también toma valores en el intervalo

[—1,1] pero con esta medida la maximizacién de una funcién objetivo basada en d’l-j implicard
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buscar la mayor diversidad. En lo que sigue utilizaremos la notacion d;; para referirnos a la medida

!
d l]'

Para ilustrar el calculo de la estimacion de los coeficientes de disimilitud, dl-j, en una
aplicacién real, consideremos la poblacién de profesores de una Universidad, en este caso la
Escuela Superior Politécnica del Litoral de Guayaquil - Ecuador, de la que estamos interesados en
las caracteristicas: condicion laboral del profesor, género, maximo nivel académico, si el profesor
obtuvo su titulo profesional en la misma Universidad, el tipo de relacién laboral del profesor con la
Universidad, Unidad a la que pertenece y nivel salarial, todas estas caracteristicas codificadas

adecuadamente.

Supongamos que tenemos dos profesores de esta poblacidon, denominados 1y 2, con las

caracteristicas observadas en la Tabla 1:

Tabla 1. Caracteristicas observadas en dos profesores de una Universidad

| MAXIMO | ESTUDIO UNIDAD A LA
PROFESOR | CONDICION | | TIPO DE NIVEL
GENERO NIVEL EN LA QUE
() LABORAL PROFESOR SALARIAL
ACADEMICO | MISMA PERTENECE
1 1 -1 0.5 -1 -1 0.5 0.3
2 1 -1 1 1 1 0.5 -0.6

Entonces, el coeficiente de disimilitud entre estos profesores es:

14
Zk=1 X1kY2k

di, = —
Jzzzlxlkz \/2113;1 y2k2

=-0.112

Por otro lado, en (21) los autores plantean el problema de cémo la diversidad presente en
un grupo puede aumentar la eficiencia para resolver problemas, en particular en su investigacion

los autores usan la siguiente medida de disimilitud:

_ Y7-1 8(xa, %j1)
P
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Dénde:

-1 Sixy = Xjp

0 Xil, Xj1 :{ .
(. 2:) |xu — x| sixy #xp
Es obvio que esta medida toma valores negativos (en el caso de similitud) y positivos (en el
caso de disimilitud). La idea aqui es que caracteristicas iguales de dos individuos son contrarias a la
diversidad y por tanto se castigan con -1, mientras que caracteristicas diferentes de los individuos
aportan a la medida de la disimilitud con una cantidad positiva, dependiendo su valor de cudnto

valoramos esta caracteristica dentro del conjunto de atributos considerados.

Como ejemplo se observa que, para el caso presentado en la Tabla 1, el coeficiente de disimilitud

seria:

-1-14+5-14+1-14+09
d12: 7 = —0.09

1.3. Equidad, diversidad y dispersion

Una vez entendido el concepto de las distancias inter-elemento d;;, antes de plantear el

jr
problema de optimizacién, viene la cuestion de cdmo entender términos como diversidad,
dispersidn y equidad; y por supuesto, cémo estimar cuantitativamente la diversidad existente en

un subconjunto conocido.

En nuestro estudio usamos el término diversidad o dispersion indistintamente. El
problema es que, el término diversidad en si es muy vago, y esta lleno de subjetividad, en todo
caso podemos afirmar que es un concepto asociado a una caracteristica global del subconjunto
seleccionado, y que debe ser evaluado en funcion de las distancias interelemento d;;
consideradas. Ademas la forma de evaluar la diversidad va a depender intimamente del problema

|II

del “mundo real” que se trate.

El creciente interés en el tratamiento de la diversidad también ha originado un esfuerzo
por estudiar la gestidon de la equidad, es decir todas las practicas y procesos utilizados en las
organizaciones para garantizar un trato justo y equitativo de individuos o instituciones. Hablando

en términos generales, lo equitativo es aquello que tiene o exhibe equidad, siendo sinénimos los
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términos: justo, objetivo o imparcial. Muchos autores, como French, en (22) argumentan que la
equidad tiene que ver con la justicia, por ejemplo de la distribucidn de recursos o de instalaciones
o infraestructura de servicio publico, y de esta manera el logro de la equidad en la diversidad ha
sido identificado dentro como un problema de seleccidén y distribucién. Sintetizando lo que se
enuncia en la literatura, podemos decir que la equidad representa un argumento concerniente a la
justicia de una disposicién, entendiendo a esta como el tejido complejo de decisiones, acciones, y

resultados en los cuales cada elemento engrana como miembro de un subconjunto dado.

Asi, sin ser rigurosos, y de una manera intuitiva, se podria interpretar los subconjuntos
diversos como aquellos que estan esparcidos “equitativamente” dentro de la distribucion de los
elementos de todo el conjunto original, en ese sentido nuestra percepcion tal vez diria que los
objetos seleccionados en la Figura 4, izquierda, obtenidos con el denominado modelo Max-Sum
son menos diversos que los seleccionados en la Figura 4, derecha, obtenidos con el denominado
modelo Max-Min, modelos que son definidos en la seccién 2.1, en esta figura los elementos con
iconos de aviones forman el conjunto diverso seleccionado, los otros iconos representan a los

elementos no seleccionados.

En este ejemplo, mostrado en la Figura 4 y en la Figura 5, las distancias inter-elemento se
calcularon con la métrica Euclidiana, los resultados fueron obtenidos con los modelos de
programacion matematica formulados en el Capitulo 2 y usando el optimizador con métodos

exactos Cplex’.

% |BM ILOG CPLEX Optimization Studio, conocido informalmente como CPLEX, es un paquete de software de
optimizacion que en 2004 gand el premio INFORMS al mejor programa de optimizacion lineal y entera, en
CPLEX se incluyen los ultimos desarrollos del estado del arte de métodos de programacién matematica para
la resolucion de problemas lineales, enteros y cuadraticos.
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Figura 4: Ocho elementos seleccionados de un conjunto de 25 con el modelo Max-Sum y con el modelo Max-Min

Para los mismos datos del problema de la Figura 4, en la Figura 5 se presentan los
subconjuntos mas diversos en términos de las medidas de la minima suma vy del diferencial, en
estos problemas el interés serd maximizar la mdxima suma y minimizar el diferencial,
respectivamente, y se los denomina Max-MinSum y Min-Diff. La formulacion detallada de estos

modelos se encuentra en la secciéon 2.1.

MAX MIN SUM MIN DIFF
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Figura 5: Ocho elementos seleccionados de un conjunto de 25 con el modelo Max-MinSum y con el modelo Min-Diff

El inconveniente que se presenta es que esta forma de ver la diversidad sélo nos es util en
espacios como el euclidiano, ademas de que no estd claro si esta concepciéon “visual” de la
diversidad es la correcta, o si mas bien al hacer esta interpretacidn estamos sesgados por nuestra
concepcion geométrica de las cosas. En particular con una medida d;; general como la definida en

la ecuacidn (1.3) ya no es posible esta interpretacién.
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Entonces, una interpretacion mas general de la diversidad implica abandonar esta
concepcidn intuitiva y geométrica, y establecer la diversidad desde un punto de vista mas amplio,
olvidando el enfoque euclidiano, y permitiendo utilizar distancias inter-elemento mas generales, o
relaciones que no estdn obligadas a cumplir las reglas de una métrica. De esta manera, el
problema de medir la diversidad en un conjunto dado no es unico, y da lugar a diferentes

problemas.

Luego, dado un conjunto V = {1, 2,-+-,n}, y cualquier relacién inter-elemento d;; definida
entre cada pareja de elementos de V/, y un subconjunto M c V, debemos definir como se medira
la diversidad de M: div(M). La manera en que midamos esta diversidad da origen a los diferentes

modelos del problema de la diversidad maxima.

A continuacién, en las secciones 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3, 1.3.4 y 1.3.5 se realiza una breve

descripcién de estas medidas:

1.3.1. Lamedida de dispersion de la Suma

Con esta medida se calcula la diversidad de un conjunto como la suma de las distancias
inter-elemento de todos sus elementos; es decir, la diversidad de un conjunto M se calcula con la

ecuacion (1.4):

div(M) = z dij (1.4)
i<jL,jEM
En el objetivo de seleccionar al subconjunto mas diverso, este tipo de medida fuerza a
seleccionar elementos que estén muy distantes de otros, pero paraddjicamente elementos que
estén muy cercanos entre si también podrian favorecer esta medida de diversidad del conjunto, si
es que estos elementos se encuentran muy lejos de otros, como se puede observar en la Figura 4
izquierda, en la cual se representa el subconjunto con la mayor diversidad en términos de esta

medida.

Esta medida de diversidad da origen al problema de optimizacion Max-Sum que se detalla

en la seccion 2.1.1.
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1.3.2. Lamedida de dispersion de la Minima Distancia

En este caso la diversidad de un conjunto dado se establece como la minima de las
distancias entre las parejas de elementos del conjunto; es decir, como se expresa en la ecuacion

(1.5).

div(M) = i<§2fj¥éM d;j (1.5)
Este tipo de medida puede ser atil en contextos en los cuales es indeseable elegir
elementos muy cercanos, y por tanto tener una minima distancia que sea grande es importante.
Esta medida da origen al problema de optimizacién Max-Min que se detalla en la seccién 2.1.2, y al
contrario de la medida de la maxima suma, tal como se observa en la Figura 4, elementos cercanos
afectan grandemente a la diversidad, y por tanto al maximizarla se evita que se seleccionen

elementos proximos.

1.3.3. Lamedida de la dispersiéon Promedio

En este caso se define esta medida como una medida de la diversidad media de los
elementos seleccionados. Asi, para un conjunto M, la diversidad promedio es calculada por la
expresion de la ecuacién (1.6)

Yi<jijem dij (1.6)

div(M) = M|

Notese que esta medida de diversidad esta intimamente asociada con la medida de la
dispersion de la Suma, que constituye el numerador de la ecuacion (1.6). En la literatura han
aparecido ultimamente algunas referencias en las cuales se mide la diversidad de esta manera. Asi,
en el contexto del problema de los sistemas de razonamiento basado en casos (Case-based
reasoning, CBR) (12), los autores definen la diversidad de un conjunto de casos, como la
disimilitud promedio entre todas las parejas de casos considerados. En tanto que en (18) se define
la diversidad de un conjunto como en la ecuacién (1.6) dentro del contexto de los modelos de

dispersidn equitativa.

1.3.4. Lamedida de dispersion de la Minima Suma

Dado un conjunto M, esta medida se establece de acuerdo a la ecuacion (1.7):
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JEM,j=i
Intuitivamente la ecuacion (1.7) puede ser interpretada como la minima dispersion

agregada asociada a cada uno de los elementos del conjunto.

1.3.5. La medida de dispersion del Diferencial

Esta medida se define de acuerdo a la ecuacion (1.8):

div(M) = max Z d;; — min Z d;;
(M) ieM U eMm ) (1.8)
JEM,j#i JEM,j#i
Es decir, con esta medida la diversidad se mide como la diferencia entre la maxima y la
minima suma de las distancias desde cada elemento seleccionado a los otros elementos del

conjunto seleccionado.

Prokopyev y otros, en (18), plantean originalmente las medidas (1.6), (1.7) y (1.8) en el
problema de la diversidad maxima dentro del contexto de los modelos de dispersidén equitativa,

como una alternativa a las medidas (1.4) y (1.5).

1.3.6. Ejemplos ilustrativos

En esta subseccion se plantean tres ejemplos, en los cuales la distancia d;; ha sido
calculada como la distancia euclidiana en un plano, con el fin de ilustrar las diferentes medidas de
diversidad descritas. Dado su cardcter euclidiano permiten realizar una percepcién visual de las

definiciones.

Todos los ejemplos se han construido sobre un rectdngulo [0,10] x [0,10] del plano. Sobre
este rectangulo se han ubicado diferentes cantidades de puntos en posiciones aleatorias y la
matriz de distancias d;; que se considera corresponde a la matriz de distancias euclidianas entre

estos puntos.

Para el primer ejemplo, en la Figura 6 se muestran las posiciones de n = 12 nodos

ubicados aleatoriamente, cuya matriz de distancias euclidianas se presenta en la Tabla 2.
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10

12

Figura 6. Posiciones de 12 puntos ubicados aleatoriamente en un plano cartesiano

Tabla 2. Distancias Euclidianas para el ejemplo 1

4

10

11

12

=

0.000

5.212

6.454

2.439

3.629

4.966

8.660

0.626

4.378

2.325

4.769

7.259

5.212

0.000

3.171

5.564

4.241

5.728

10.721

5.632

0.980

3.452

1.035

4913

6.454

3.171

0.000

5.476

3.500

4.088

8.751

7.041

2.964

4.132

4.143

1.793

2.439

5.564

5.476

0.000

2.000

2.721

6.307

2.975

4.585

2.150

5.575

5.705

3.629

4.241

3.500

2.000

0.000

1.720

6.574

4.255

3.304

1.720

4.587

3.765

4.966

5.728

4.088

2,721

1.720

0.000

4.994

5.565

4.857

3.406

6.207

3.532

8.660

10.721

8.751

6.307

6.574

4.994

0.000

9.093

9.836

8.025

11.157

7.521

0.626

5.632

7.041

2.975

4.255

5.565

9.093

0.000

4.847

2.924

5.101

7.879
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4.378

0.980

2.964

4.585

3.304

4.857

9.836

4.847

0.000

2.486

1.402

4.550

10

2.325

3.452

4.132

2.150

1.720

3.406

8.025

2.924

2.486

0.000

3.427

4.997

11

4.769

1.035

4.143

5.575

4.587

6.207

11.157

5.101

1.402

3.427

0.000

5.839

12

7.259

4.913

1.793

5.705

3.765

3.532

7.521

7.879

4.550

4.997

5.839

0.000
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Para este ejemplo, con el fin de observar cémo se calculan las distintas medidas de
diversidad, se han seleccionado arbitrariamente dos subconjuntos diferentes de puntos, que dan

lugar a los ejemplos 1a. y 1b:

e Enel EJEMPLO 1a. el subconjunto seleccionado es {1, 2, 3,4}; vy,
e Enel EJEMPLO 1b. se selecciond el subconjunto {5, 6, 7, 8}.

Estos dos subconjuntos seleccionados se muestran en la Figura 7, en la cual podemos
identificar a los objetos que hemos seleccionado como los nodos coloreados con rojo, mientras
que los nodos en azul son los elementos del grupo original mostrado en la Figura 6 que no han

sido seleccionados.

La seleccién de estos puntos se ha realizado aleatoriamente, y el objetivo del ejemplo es
Unicamente tratar de asociar nuestra idea intuitiva de lo que es mas diverso con lo que se
concluiria a través de la utilizaciéon de las medidas de diversidad que se han establecido en la

literatura.

EJEMPLO 1 a. EJEMPLO 1 b.

<
o

=
»

Figura 7. Dos subconjuntos seleccionados del ejemplo mostrado en la Figura 6
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Para estos dos casos del ejemplo 1, las medidas de dispersidon que se han establecido dan

los valores de diversidad que se muestran en la Tabla 3:

Tabla 3. Medidas de dispersi6n para los subconjuntos {1,2,3,4} y {5, 6, 7, 8} del ejemplo 1

MEDIDA EJEMPLO 1a. | EJEMPLO 1b.
Dispersion de la suma 28.315 32.1994
Dispersion de la minima distancia 2.43878 1.71994
Dispersién promedio 7.07875 8.04984
Dispersion de la minima suma 13.4786 12.2785
Dispersion del diferencial 1.62194 8.38182

Eso quiere decir, que segln las medidas de dispersion de la minima distancia y de la
minima suma, el subconjunto {1,2,3,4} del ejemplo 1a es mas diverso que el subconjunto {5,6,7,8}
del ejemplo 1.b, mientras que, segun las medidas de dispersion de la suma, de la dispersion
promedio y del diferencial, el subconjunto del ejemplo 1b es mas diverso que aquel del ejemplo

la.

¢Pero se puede decir realmente cudl de las dos interpretaciones es mejor? O mas
especificamente écudl de los dos subconjuntos es verdaderamente el mas diverso? Obviamente la
respuesta depende del modelo que hemos asumido para medir la diversidad, cuestidon que tiene
que ver en gran medida con el problema concreto que se analiza. En unos casos sera aconsejable

una medida, y en otros una medida diferente.

Para el segundo ejemplo, se muestra en la Figura 8 la ubicacidn de otros 12 objetos, de los
cuales nuevamente se han seleccionado dos subconjuntos de 4 objetos, que se observan en la
Figura 9 coloreados con rojo, para este ejemplo se omite la tabla de distancias inter-elemento, que

corresponde a las distancias euclidianas entre los nodos.
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Figura 8. Ubicacion de 12 elementos del ejemplo 2

En este segundo ejemplo las medidas de dispersion de los subconjuntos seleccionados se
muestran en la Tabla 4. Luego, segun las medidas de diversidad de la suma, de la minima distancia,
del promedio y de la minima suma, el subconjunto del caso 2b es mas diverso que el del caso 23,
mientras que segun la medida del diferencial, el subconjunto del caso 2a es mas diverso que el del

caso 2b.

También se observa que unas medidas discriminan mds que otras, por ejemplo segun la
medida de la minima distancia el caso 2b es mucho mas diverso que el caso 2a, pues sus medidas
son 3.94 y 2.58, respectivamente, en cambio segun la medida de dispersién de la suma estos dos

subconjuntos son casi igual de dispersos, ya que sus respectivas medidas son 41.55 y 40.76.
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EJEMPLO 2 a.

EJEMPLO 2 b.

Figura 9. Dos subconjuntos seleccionados en el ejemplo 2

Tabla 4. Medidas de dispersion para los subconjuntos del ejemplo 2.

MEDIDA EJEMPLO 2a. | EJEMPLO 2b.
Dispersion de la suma 40.7558 41.5476
Dispersion de la minima distancia 2.57783 3.93935
Dispersion promedio 10.1889 10.3869
Dispersion de la minima suma 16.3031 17.6548
Dispersion del diferencial 8.62596 5.05029

Por ultimo consideremos un tercer ejemplo euclidiano, donde el conjunto de elementos
tiene una gran cardinalidad, especificamente n = 500, al igual que en los ejemplos anteriores la

ubicacién de los puntos es aleatoria y se muestra en la Figura 10.

Para este ejemplo se han seleccionado arbitrariamente dos subconjuntos distintos de

m = 80 elementos, que generan los ejemplos 3a y 3b, que se observan en la Figura 11.
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10

Figura 10. Ubicacion de 500 elementos del ejemplo 3
Para este tercer ejemplo, todas las medidas de la diversidad calculadas, reportadas en la

Tabla 5, indican que el subconjunto del ejemplo 3a es mas diverso que el subconjunto del ejemplo

3b. Asi, en este caso, con todas las medidas de diversidad se concluye que un conjunto es mas

diverso que el otro.

10

I
10

I
10

EJEMPLO 3 b.

EJEMPLO 3 a.
Figura 11. Dos subconjuntos seleccionados arbitrariamente del conjunto de elementos del ejemplo 3
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Tabla 5. Medidas de la diversidad para los dos subconjuntos del ejemplo 3.

MEDIDA EJEMPLO 3a. | EJEMPLO 3b.

Dispersion de la suma 16885.3 16134.6

Dispersion de la minima distancia 0.063908 0.0294764

Dispersién promedio 211.066 201.683
Dispersion de la minima suma 313.512 296.206
Dispersion del diferencial 304.524 288.803

Una conclusion que se obtiene a partir de estos ejemplos, es que no hay unanimidad
entre las medidas consideradas para decidir qué conjunto es mas diverso que otro, aunque a veces
varias medidas, o incluso todas pueden coincidir en este juicio. A partir de aqui se vuelve
interesante analizar si es que existe algun tipo de correlacidn entre este tipo de medidas, se da

contestacion a esta pregunta en la seccidn 2.3

1.3.7. Complejidad en la evaluacion de las medidas de diversidad

En cuanto a la complejidad de evaluar la diversidad por medio de estas medidas podemos
decir lo siguiente, como para el calculo de la diversidad con las medidas de la suma, de la minima
distancia y de la dispersién promedio sélo se requiere de las distancias entre los elementos
seleccionados, entonces su calculo es de complejidad ©(m?). En cambio el calculo de la diversidad
con las medidas de la minima suma y de la dispersién diferencial es de complejidad O (m?), ya que

para cada elemento del conjunto seleccionado se deben efectuar aproximadamente m? sumas.

Es decir, evaluar la diversidad de un conjunto dado a través de las ecuaciones (1.4), (1.5),
(1.7), (1.6) y (1.8) no presenta ninguna dificultad en cuanto a tiempo computacional, ya que se
esta midiendo la diversidad sélo en funcién de los elementos seleccionados, y no se toma en
cuenta los elementos no seleccionados. Pero una forma mas precisa de medir la diversidad podria
involucrar también a los elementos no seleccionados, en la literatura se reportan otras medidas de
diversidad que incluyen célculos de este tipo, como en (3), pero con las cuales el sélo calculo de la
diversidad en un conjunto ya conocido se vuelve un problema complejo, entre estas tenemos la
medida del p-centro y la medida de Weitzman, que se describen en las secciones 1.3.8y 1.3.9, y

cuyas complejidades de calculo son de O(m n) y O(2™), respectivamente.
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1.3.8. Lamedida de dispersion del p-centro

Esta medida de dispersion puede expresarse de la siguiente forma:

div(M) = max{ min dl-j} (1.9)

1<isn ( JEM,i#j

En contraste con las medidas anteriores la medida del p-centro no se calcula Unicamente
con los elementos seleccionados, sino que requiere de todo el conjunto original. Notese que en
este caso lo que interesa es minimizar la mds grande de estas distancias minimales, por lo que
podria considerarse la ecuacion (1.9) cambiada de signo para que el problema sea de
maximizacion. La evaluacién de la ecuacion (1.9) requiere de O(m n) operaciones, por lo cual si

m < n, la evaluacion de la diversidad seria mas costosa que en los casos anteriores.

1.3.9. Lamedida de dispersion de Weitzman

Esta medida puede expresarse de la forma:

div(M) = rjnegf{div(V -UH+DG,V-{b} (1.10)
Dénde: D(j,W) = mingey dji

En la literatura, (3), se reporta que esta medida es mas precisa para la determinacion de la
diversidad ya que considera todos los posibles subconjuntos de elementos y por tanto engloba
todas las relaciones entre elementos seleccionados, no seleccionados y de unos con otros, pero
esta caracteristica también implica que no haya una forma eficiente de evaluar la diversidad a

través de la ecuacion (1.10), ya que su complejidad de célculo es del orden O(2™).
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Capitulo 2.

El Problema de la Diversidad Maxima

Una vez que se ha determinado el significado de las “distancias” o relaciones
interelemento dij, como éstas pueden ser evaluadas, y las diferentes maneras de estimar la
diversidad existente en un conjunto dado, lo siguiente es establecer el problema de optimizacion
gue busca determinar el subconjunto con diversidad maximal. A tal problema se lo denomina en la
literatura de investigacion de operaciones como el Problema de la Diversidad Mdxima, y consiste
en seleccionar un subconjunto de elementos de un conjunto dado de tal manera que una medida
de la diversidad o la dispersidn presente en el subconjunto seleccionado sea maximizada, véase
por ejemplo (10). En la literatura se describen muchos modelos para lograr este fin, asi como
también se exploran sus multiples aplicaciones practicas, como en (4), (5), (6) y (7); en la
generalidad de ellos se considera al nimero de elementos a seleccionar como un valor
especificado de antemano, en cambio, en esta investigacién consideramos también la posibilidad
de que la cardinalidad del subconjunto a seleccionar se obtenga producto de la optimizacidn, de
esta manera el nimero de elementos seleccionados también se vuelve una variable de decision

del problema.

En lo que sigue se revisan los modelos clasicos del problema de la diversidad maxima y sus
formulaciones de programacién matemadtica. Se explora la relacién que existe entre éstos y se
realizan experimentos computacionales para resolver sus formulaciones en programacion entera
binaria. Se presenta y analiza la experiencia computacional con instancias de diferentes tamafos y

caracteristicas.

Los diferentes modelos que se han propuesto para tratar este problema de optimizacion
combinatoria requieren de una forma de medir la diversidad, por ejemplo con cualquiera de las
ecuaciones (1.4), (1.5), (1.7), (1.6), (1.8), (1.6) y (1.10), u otras, las cuales son tipicamente una
funcién de distancia en el espacio en el que yacen los objetos, o sus caracteristicas. La definicion
de esta distancia entre elementos es personalizada de acuerdo a las aplicaciones especificas, por
ejemplo con la establecida en la ecuacién (1.3), como se describe en (6). Generalmente el

desarrollo de un modelo u otro se ha dado de acuerdo a sus aplicaciones, como por ejemplo:
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ubicacién de unidades logisticas, problemas sociales, preservacién ecolégica, control de la
polucidn, disefio de productos, inversidon de capitales, gestion de la fuerza de trabajo, disefio de

curriculum e ingenieria genética, entre otras.

Probablemente el modelo mas estudiado de esta clase de problemas es el Problema de la
Diversidad Maxima (Maximum Diversity Problem) al que se suele referir como MDP por sus siglas
en inglés, en el cual se maximiza la suma de las distancias entre los elementos seleccionados, es

decir se maximiza la medida de diversidad de la suma establecida en la ecuacién (1.4).

En la literatura el MDP es también conocido con otras denominaciones, como el modelo
de la Diversidad Max-Sum como es establecido en (23), como el problema de la Maxima
Dispersion (Maximum Dispersion) tal como se lo define en (24), como el problema de la jorga con
maximo peso en las aristas (Maximum Edge Weight Clique Problem) definido en (25), como el
problema del subgrafo de maximo peso en las aristas (Maximum edge-weighted subgraph) en (8),

o como el problema del k-subgrafo denso (Dense k-subgraph) en (5).

Otro de los problemas que han sido muy documentados en la literatura es el denominado
Problema de la Diversidad Max-Min, definido en (4), en el cual se maximiza la minima distancia
entre los elementos del subconjunto seleccionado, es decir, el problema de optimizacidn que
resulta de minimizar la ecuacién (1.5). Para resolver estos problemas dificiles de optimizacion
combinatoria se han propuesto muchas heuristicas, como las establecidas en (6), y algoritmos

basados en meta-heuristicas, como puede verse en (11).

Pero la propia definicién de diversidad no es Unica, ni sencilla, y generalmente es un
término cargado de subjetividad, asi que ademas del modelo Max-Sum y Max-Min en la literatura
se reportan otros modelos para el Problema de la Diversidad Maxima, de acuerdo con la forma de
calcular la diversidad de un conjunto. En particular, recientemente se han propuesto tres modelos
adicionales para maximizar la diversidad en el contexto de modelos equitativos, en particular en
(18), estos modelos son denominados el Problema de la Maxima Minima Suma (Max-MinSum), el
Problema de la Mdaxima Dispersion Promedio (Max-Mean) y el Problema de la Minima Dispersion

Diferencial (Min-Diff).

El problema Max-Mean es el problema de optimizacion que consiste en maximizar la

ecuacion (1.6), y una de sus principales caracteristicas, que lo vuelve diferente al resto de modelos
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de diversidad reportados en la literatura, es que el nimero de elementos a seleccionar también es
una variable de decisién. Por otro lado, el problema Min-Diff consiste en minimizar la medida de
dispersion del diferencial descrita en la ecuacién (1.8), y el problema Max-MinSum consiste en

maximizar la medida de dispersion de la minima suma definida en la ecuacidn (1.7).

Las otras medidas de diversidad definidas en las ecuaciones (1.9) y (1.10) darian origen a
otros problemas de optimizacidn, pero no se abordan aqui porque utilizando estas medidas, el
solo hecho de medir la diversidad de un subconjunto dado es un problema que tiene gran
complejidad, lo que haria al problema de optimizacidn dificil de tratar y daria lugar a otro tema de

investigacion.

2.1. Formulaciones y Modelos de Programacion Matematica

Dado un conjunto V = {1, 2,---,n}, y la distancia inter-elemento d;; entre cada pareja de
elementos de V, el problema es seleccionar un subconjunto M c V, de cardinalidad m < n, que

tenga la mdaxima diversidad:
max f1(M) = div(M) (2.1)

La manera en que medimos la diversidad en la ecuacién (2.1) permite construir las
formulaciones de los diferentes problemas de optimizacién enunciados antes. Asi tenemos las

siguientes:

2.1.1. El problema Max-Sum

El problema Max-Sum consiste en:

max Z d;j
McV,|M|=m

i<j,i,jEM
Introduciendo las variables binarias:

. {1 si el elemento i es seleccionado
¢ 0 sino ’

1<i<n
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Entonces, este problema puede ser formulado como un problema de programacion

cuadrética binaria:

n-1 n
max z Z dijxix;
i=1 j=i+1
n
s.t. Xi=m
i=1

x€{01} 1<i<n

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Es claro que esta formulacidon tiene la estructura de un modelo de programacion

cuadratica binario (MIQCP), pero la mayoria de los métodos exactos de solucidn que se proponen

en la literatura para resolver este tipo de problemas estan basados en la linealizacién del mismo, y

luego con la aplicacién de los métodos para resolver problemas lineales enteros 0-1 encontrar el

resultado.

El problema puede ser linealizado introduciendo nuevas variables binarias z;; obteniendo

la siguiente formulacion lineal con variables binarias (10):

n-1 n
maxz: Z dijzij
i=1 j=i+1
n
s.t. Xi=m
i=1

Zij le' +xj_1;zij Sxi;ziijj;1Si<an

Xi, Zij 6{0,1}, 1Sl<]§n

2.1.2. El problema Max-Min

El problema Max-Min puede ser formulado como:

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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max { ~_min dij}
McV,|M|=m \i<j,i,jEM,|M|=m

Con transformaciones simples, este problema puede ser linealizado y planteado como un
problema de programacién entera con variables binarias, a través de la siguiente formulacion,

establecida en (10).

maxy (2.9)
n
s.t. X;=m (2.10)
i=1
Zl'jle'+Xj—1;Zl'jSxi;ZijSXj;1Si<jSﬂ. (211)
Xi, Zij € {0,1}, 1 < i <] <n (213)

En la ecuacion (2.12) los parametros b;; son cotas convenientemente elegidas.

2.1.3. El problema Min-Diff

Para formular el problema Min-Diff introducimos, para cada nodo i €V, el valor

d(i) como:

(i) = Z d;;

JEM,j#i

De esta manera d(i) puede ser interpretado como la dispersion total asociada entre el
elemento i y el resto del subconjunto seleccionado. Una forma de garantizar una diversidad
equitativa seria minimizar la diferencia entre la mas grande dispersiéon total y la menor dispersion

total.

Asi, el problema Min-Diff puede ser formulado como:
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Mcg}%:m{maxieM d(i) — minepd(i)}

Al usar las variables binarias, el modelo de programacién matematica del problema Min-

Diff es el siguiente:

min<{ max E d;;x; — min E d;ix;
itx;=1 e iix;=1 U~
ji#i J#i

n

s.t. Xj=m
i=1

x;€{0,1}; 1<i<n

Como se muestra en (18), este modelo puede ser linealizado introduciendo la variable

t = {max;ep d(i) — min;epd (i)}, obteniéndose la siguiente formulacion lineal:

MiNg gyt (2.14)
s.t. t=2r—s; 1<i<n (2.15)
rZZd(i)—Ui(l—xi)+M‘(1—xi); 1<i<n (2.16)
iEM
sSZd(i)—Li(l—xl-)+M+(1—xi); 1<i<n (217)
ieM

n
le- =m; x;€{0,1}; 1<i<n (2.18)

i=1

En las ecuaciones (2.16), (2.17) U; y L; son cotas superior e inferior convenientemente

escogidas para d(i), y M~, M* son constantes grandes.

2.1.4. El problema Max-MinSum

El problema Max-MinSum fue establecido por primera vez en (18), y se define con base en

la medida de la diversidad de la minima suma, descrita en la ecuacién (1.7) como sigue:
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max min Z dij
McV,|M|=n | iEM
JEM,j=i

Introduciendo variables binarias, la formulacion de programacion matematica del

problema es:

(a4 min Z.dijxj (2.19)
Jij#i
n
s.t. in =m; x; €{0,1}, 1<i<n (2.20)
i=1

lgual que los modelos anteriores, el modelo Max-MinSum puede ser linealizado vy
planteado como un problema de programacion entera con variables binarias, obteniendo la

siguiente formulacion:

max r (2.21)
n
s.t.r < Z dinj—Li(l—xl')+M+(1—Xi); 1<i<n (222)
jj#i
n
in =m; x; €{0,1}; 1<i<n (2.23)
i=1

Como antes, en esta formulacién M* es una constante positiva grande y L; son cotas

inferiores convenientemente elegidas.

2.1.5. El problema Max-Mean

Este modelo surge de la optimizacion de la medida de la diversidad descrita en la ecuacion
(1.6), y al contrario de los problemas anteriores la cardinalidad de M es también una variable de

decisién. El problema puede describirse como:

Zi<j,i,jEM dij
max ———=
McV,|M|=2 |M|
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Genéricamente hablando, este problema trata de maximizar la diversidad promedio. Una
formulacion de programacidon matematica con variables binarias es entonces la establecida por las

ecuaciones:

n—1 n
i1 2j=i+1 dijxixj
ax

(2.24)
?=1xi
n
s.t. in > 2 (2.25)
i=1
x; €{0,1}, 1<i<n (2.26)

En este problema la funcion objetivo (2.24) es el promedio de la suma de las distancias
entre los elementos seleccionados, la restriccion (2.25) indica que por lo menos dos elementos
deben seleccionarse. Tal como se presenta en (18), es un problema de optimizacién binaria
fraccional, pero puede ser linealizado utilizando nuevas variables binarias, asi el problema es

formulado por las ecuaciones (2.27) a (2.32):

n-1 n
max 2 Z dijzij (227)
i=1 j=i+1

st y—z;<1—x z; <y, z;<x;; z,=20;, 1<i<n (2.28)
y_Zij < Z—xl-—xj; Zij Sy, Zij Sxi; Zij SXj; Zij > 0; 1<i <]STl (229)

n
le- > 2 (2.30)

i=1

n
Zzi —1 (2.31)

i=1
x, €{01}1<i<n (2.32)

Notese que no se puede resolver el problema Max-Mean aplicando un método de solucion
para cualquiera de los otros problemas, a menos que lo apliquemos repetidamente para todos los

valores posibles de m = |M|;m = 2,3, ...,n. Sorprendentemente, como se verd en la seccion
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4.1.2, hallar la solucién del problema Max-Mean con métodos exactos a través de la estrategia de
resolver los (n — 1) problemas de tipo Max-Sum requiere mucho menos tiempo que resolver

directamente la formulacién (2.27)-(2.32) de este problema.

Para finalizar esta seccion se puede destacar un hecho importante para las aplicaciones de
esta investigacién. Consideremos el problema de seleccionar equipos de personas, segun muchos
estudios recientes que se reportan en la literatura, como en (1) y (13), la eficiencia con la que
grupos de personas resuelven problemas es un resultado de la diversidad del grupo. Los dos
primeros problemas, el Max-Sum y el Max-Min, se enfocan en objetivos basados en la eficiencia
global, con el fin de tener a los elementos escogidos “lejos” unos de otros, lo cual podria resultar
en una gran inequidad del sistema resultante por perseguir exclusivamente la eficiencia. Entonces,
si estamos conscientes de que también, ademas de eficiencia, se debe perseguir la equidad,
podemos considerar los problemas Max-MinSum, Min-Diff y Max-Mean, que si consideran de
alguna manera el concepto de la justicia en la distribucion de los elementos seleccionados, asi en
el problema Max-Mean no estamos interesados en maximizar la eficiencia total del grupo de
personas, sino en maximizar la eficiencia promedio de ellas, y en los problemas Max-MinSum vy
Min-Diff al introducir la dispersidn total asociada entre cada elemento i y el resto del subconjunto

seleccionado se asegura de alguna manera la equidad en la solucion.

2.2. Complejidad Computacional

Es conocido que el problema Max-Sum y el problema Max-Min son fuertemente NP-duros,
como se demuestra en (10), (23) y (26). Recientemente, también se ha demostrado en (18) que el
problema Max-Mean es fuertemente NP-duro si las distancias inter-elemento toman valores
positivos y negativos; y que en cambio, los problemas Min-Diff y Max-MinSum son fuertemente
NP-duros independientemente de los valores de las distancias inter-elemento, como se muestra
en la Propiedad 3, Propiedad 4 y Propiedad 5. En esta investigacién se demostrd la Propiedad 6,
qgue se encuentra en la seccién 2.4, la cual indica que si estas distancias son no negativas,
simétricas, y ademas se satisface la desigualdad triangular, entonces la diversidad div(M) para
cualquier M c V es siempre menor que la diversidad de M U {k} para cualquier k € M, luego, una
solucidon con m < n elementos no puede ser éptima en el problema Max-Mean, de ahi que el

Optimo en este caso es seleccionar todos los n elementos.
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Propiedad 1 (10)

El problema Max-Sum es fuertemente NP-duro.

Propiedad 2 (4)

El problema Max-Min es fuertemente NP-duro.

Propiedad 3:

Si los coeficientes d;; no tienen restricciones en el signo, entonces el problema Max-Mean

es fuertemente NP-duro.
Demostracion:

Para la demostracién consideramos como nuestro problema Py, al problema de la Mdxima

Jorga, el cual es conocido que es NP — completo, como puede verse en (27).

Sea G = (V,E) un grafo no dirigido, donde V es el conjunto de nodos y E es el conjunto

de aristas, donde |V| = n nodos.

Un subconjunto de nodos € € V se denomina una jorga de G si V v4,v, € C © V, existe

una arista (v,,v,) €EE

La version de decision del problema de la maxima jorga consiste en chequear si existe una

jorga C de tamafio al menos k en G.

Consideremos la siguiente instancia del problema Max-Mean:

2
_ TN X jeki< Xi% t Lipeki<j XX
max__ g(x) = ;
x€{0,1}", x#0 i=1 Xi

Donde:

. _{1 si(i,j) €EE
Y l-n? si(i,j)¢E

Sea x* € {0,1}",x* # 0. Definimos un subgrafo inducido C(V,, E;) < G, donde:
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V.={ief{l,..,nkxf =1}
Si C noesunajorga: x;; = 1, x; = 1implica que (i, j) ¢ E, entonces g(x*) < 0.

Por el contrario si C es una jorga: V (i,j) tal que x; = 1, xj = 1setiene (i,j) €E,y

entonces:

_leldel-n _Jel-1

gx*) = >0

2|C| 2
Por lo tanto, el grafo G contiene una jorga de tamafio al menos k siy sdlo si:

S k-1
xE{OT{l}%,X x:tog(x) = 2

Propiedad 4 (18):

El problema Min-Diff es fuertemente NP-duro.

Propiedad 5 (18)

El problema Max-MinSum es fuertemente NP-duro.

2.3. Correlacion entre los problemas

Aunque todos los modelos planteados buscan determinar el subconjunto de diversidad
maxima, al ser el concepto de diversidad interpretado de diferente manera en cada uno de ellos,
no se puede deducir a priori si existe o no algun tipo de correlacién entre sus soluciones. Es decir,
si para un modelo un subconjunto es el mas diverso, que tan probable serd que también lo sea
para otro modelo. Este andlisis tiene sentido para los problemas Max-Sum, Max-Min, Min-Diff y
Max-MinSum, ya que el problema Max-Mean tiene una estructura muy diferente por el hecho de
gue en éste el nimero de elementos a seleccionar no es una restriccion, sino que es resultado del

proceso de optimizacion.
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En la literatura se encuentran pocos resultados sobre la correlacién entre las soluciones de
los problemas Max-Sum y Max-Min, como en (28), en donde se reporta un analisis de correlacidn

para una instancia con n = 7 elementos y m = 5 elementos a seleccionar. El resultado es una
g o n : : . :
correlacién de 52% entre todas las (m) soluciones factibles, lo cual podria ser muy bajo como

para considerar cierta equivalencia entre los dos problemas. Pero este analisis es muy particular,
aqui se presenta un analisis mas exhaustivo de la correlacién entre las soluciones de los diferentes

problemas.

En esta seccidn siguiente se realiza en primer lugar un andlisis de la correlacion que existe
entre los problemas Max-Sum, Max-Min, Max-MinSum y Min-Diff con varias instancias de tamafio
mediano. Luego se presenta un estudio sobre la relacién entre el problema Max-Sum y el
problema Max-Mean, que es directa. Con este propdsito se realizaron los siguientes experimentos

numéricos:

Considerando dos escenarios posibles para la naturaleza de las distancias inter-elemento

d;;, el primero asumiendo no negatividad y el segundo sin restricciones en el signo, se generaron

ijr

aleatoriamente en cada escenario 30 instancias con |[V| =n =20y |M| =m = 5. Para cada

instancia se exploraron todos los (20) subconjuntos posibles de cardinalidad 5 tomados del

5

conjunto de 20 elementos, es decir para cada ejemplo se generaron 15,504 subconjuntos. Y para
cada uno de estos subconjuntos generados se calculd el valor de las cuatro medidas de diversidad

(1.4), (1.5), (1.7) y (1.8) que se proponen.

Se analizaron tres parametros: peor valor, promedio, y mejor valor. De esta manera se
obtuvieron 30 valores para cada uno de estos pardmetros y para cada escenario, valores con los

cuales se realizd posteriormente un analisis estadistico de correlacidn.

Ademas, para efectos de analizar la influencia de la naturaleza de los di]- sobre la
correlacién de los modelos se consideraron dos escenarios para la generacidn aleatoria de las

instancias, que fueron los siguientes:

e Escenario I: Los dl-j seleccionados aleatoriamente de una distribucion U[0,20]

e Escenario ll: Los dl-j seleccionados aleatoriamente de una distribucién U[-10,10]
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La razdn para escoger estos dos tipos de escenarios es que tratamos de analizar si esta
correlacién posible entre los diferentes modelos depende de la estructura de la matriz de
distancias inter-elemento dl-j, para lo cual consideramos estas dos situaciones generales: en el
primer caso, el Escenario | esta constituido con valores de d;; no negativos, y en el segundo caso

en el Escenario Il consideramos valores positivos y negativos.

El andlisis de correlacion mostrd interesantes conclusiones sobre el comportamiento de
los modelos con las cuatro medidas de dispersién propuestas en cada uno de los escenarios,
constatandose que en el primer escenario los modelos Max-Sum, Max-MinSum y Max-Min estan
mas correlacionados en sus parametros valor promedio y mejor valor, tal como se observa en la
Tabla 6, mientras que en el caso de considerar los valores de dl-j sin restriccion en el signo, es decir
en el escenario Il, la conclusién es que existe Unicamente correlacidn significativa en estos

pardmetros entre el modelo Max-Sum y el modelo Max-MinSum, como consta en la Tabla 7.

Por otro lado, no se observan correlaciones significativas en los dos escenarios entre en
modelo Min-Diff y los otros modelos, por lo que se puede concluir que este problema es muy
diferente que el resto. Tampoco se observan valores significativos para ninguno de los cuatro
modelos respecto al parametro peor valor, pero hay que observar que para fines practicos este
parametro (el peor resultado) no es de mucha utilidad, mientras que los otros parametros, el

mejor valor y valor promedio, si son de interés practico.

A pesar de estos valores observados en los coeficientes de correlacién, que pueden
parecer no muy altos al comparar los modelos Max-Sum, Max-Min y Max-MinSum, se debe
resaltar el hecho de que el numero de veces en que las soluciones de estos modelos coincidieron

en exactamente el mismo subconjunto M seleccionado es bastante alto, para ambos escenarios.

Asi, para las 30 instancias que se probaron en cada uno de los escenarios, el nimero de
veces en que las soluciones coincidieron exactamente en la misma solucién se muestra en las
Tabla 8 y Tabla 9, se observa que no hay diferencias significativas para este hecho entre los dos

escenarios.
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Tabla 6. Correlaciones entre los mejores, promedio y peores resultados en 30 instancias con d; € U[0, 20], n =20, m=5

Max-Sum Max-Min | Max-MinSum Min-Diff
Max-Sum 1 0.5081555 0.3069869 -0.3454331
cc Max-Min 0.5081555 1 0.5805362 -0.3007265
g Max-MinSum | 0.3069869 | 0.5805362 1 -0.4447183
Min-Diff |-0.3454331 | -0.3007265 | -0.4447183 1
Max-Sum 1 0.5197526 0.9562924 | 0.02085051
% Max-Min 0.5197526 1 0.6927929 | -0.63859032
§ Max-MinSum [ 0.95629241 | 0.6927929 1 -0.263086
& Min-Diff |0.02085051| -0.6385903 -0.263086 1
Max-Sum 1 0.644131969 | 0.78511593 | 0.043505127
g Max-Min [0.64413197 1 0.66352037 |-0.004005883
E Max-MinSum [ 0.78511593 | 0.663520371 1 -0.027300016
Min-Diff |0.04350513 |-0.004005883 | -0.02730002 1
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Tabla 7. Correlacién entre el mejor, el peor y el resultado promedio en 30 instancias con d;; €U[-10, 10], n =20, m=5

Max-Sum | Max-Min | Max-MinSum | Min-Diff
Max-Sum 1 -0.1510322| 0.627419 -0.2525618
e Max-Min [-0.1510322 1 0.3605734 | -0.2215364
S“.-') Max-MinSum | 0.627419 | 0.3605734 1 -0.4193284
Min-Diff |-0.2525618|-0.2215364 | -0.4193284 1
Max-Sum 1 0.6871436 | 0.9670816 | -0.2386394
% Max-Min | 0.6871436 1 0.7525095 | -0.5559718
g Max-MinSum | 0.9670816 | 0.7525095 1 -0.4688571
& Min-Diff |-0.2386394 |-0.5559718 | -0.4688571 1
Max-Sum 1 0.4130649 | 0.77181628 |-0.15287194
noc Max-Min | 0.4130649 1 0.13861263 | -0.1440507
§ Max-MinSum | 0.7718163 | 0.1386126 1 -0.03317477
Min-Diff |-0.1528719|-0.1440507 | -0.03317477 1

Tabla 8. Numero de veces en las cuales las soluciones de los modelos coincidieron entre las 30 instancias probadas.

Escenario |
Max-Sum | Max-Min | Max-MinSum Min-Diff
Max-Sum - 6 13 0
Max-Min - - 6 1
Max-MinSum - - - 1

Tabla 9. Nimero de veces en las cuales las soluciones de los modelos coincidieron entre las 30 instancias probadas.

Escenario Il
Max-Sum | Max-Min | Max-MinSum Min-Diff
Max-Sum - 3 10 0
Max-Min - - 6 0
Max-MinSum - - - 0

Si queremos tener una idea geométrica de las soluciones que arrojan los cuatro modelos

podemos construir instancias Euclidianas para observar como estan repartidos los elementos del

55



conjunto original y cémo quedan esparcidos los elementos seleccionados, la Figura 12
corresponde a las soluciones éptimas (puntos en rojo) con los cuatro modelos considerados, el
ejemplo corresponde a una instancia Euclidiana conn = 25 ym = 7 y las posiciones de los puntos
gue se observan en la figura han sido generadas aleatoriamente en un cuadrado 100 X 100. En

este caso los resultados ya no se pueden obtener por exploraciéon exhaustiva del espacio de

soluciones factibles ya que el nimero de soluciones factibles en este problema es (275) =

480,700, para obtener las soluciones dptimas se resolvieron las formulaciones lineales planteadas

en las secciones 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.4, para lo cual se utilizé el solver Cplex 12.0.

MAK SUM W& BTN
o ¢ ¢ @
L . : O o : .
gy ' ¢, % t
“ L)
& @ ® “
& e & e
{ {
MAK MIH SUM MIN DIFF
@ L ® ]
G @ L : @
¢ g0 @ ¢ gt
& @ @
¢ e
¢ &y e ¢ e e @
@ .

Figura 12. Soluciones de los modelos Max-Sum, Max-Min, Max-MinSum y Min-Diff para una instancia euclidiana con

n=25, m=7

A partir de este andlisis podemos concluir que si bien es cierto los cuatro modelos del
problema de la diversidad maxima investigados tienen cierto grado de correlacion y coinciden

algunas veces en la solucidn dptima, también muchas veces dan soluciones muy diferentes, y la
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solucidn obtenida por un modelo puede tener pobres resultados en otro modelo. De esta manera
podemos decir que los modelos no son equivalentes y por tanto se requiere aplicar el modelo mas
conveniente en funcidon del problema concreto que se esta abordando, analizando cual es el
modelo de medida de diversidad que mds se adapta a la realidad dada. Desde ese punto de vista
tiene sentido plantear métodos de soluciéon adaptados a cada modelo especifico, tanto exactos
como heuristicos. En la seccion 4.1 se analiza la estrecha relacién que existe entre el problema
Max-Sum y el problema Max-Mean, lo cual permitira disefiar métodos eficientes para resolver este

ultimo problema.

2.4. Propiedades del Problema del Maximo Promedio Max-Mean

En esta seccion se demuestra una importante propiedad del problema Max-Mean, la cual
sera crucial en el disefio los problemas de prueba con los que se efectuaran los experimentos

computacionales de los algoritmos disefiados para resolverlo.

Como se introdujo en la seccion 2.1.5, el modelo Max-Mean del problema de la diversidad

maxima consiste en:

n—1 n
i1 j=i+1 dijxixj
ax

n
i=1%i

n
S.t. zxi >2
i=1

x; €{0,1}, 1<i<n

Una propiedad interesante de este problema es la Propiedad 6, que indica que el modelo

tiene solucion trivial bajo determinadas caracteristicas de las distancias inter-elemento d;;.

Propiedad 6

El problema Max-Mean tiene la solucién trivial M =V, si la relacidn inter-elemento dl-j es

una métrica; es decir, si satisface las propiedades de no negatividad, transitividad y simetria.
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Demostracion:

De acuerdo a la ecuacién (1.6), el problema Max-Mean consiste en seleccionar un

subconjunto M de V tal que la diversidad div(M) sea maximizada. Demostraremos que

dada una instancia en la que d;; son no negativas, simétricas y satisfacen la desigualdad

triangular, la solucidn al problema Max-Mean es seleccionar todos los elementos, es decir:

M=V.

Paratodoi,j € My dado k ¢ M la desigualdad triangular establece que d;; < d;; + dj

Sumando sobre todas las posibles parejas de elementos en M obtenemos:

Z dy; < Z (de + di)

ijeM iLJEM
i<j i<j

Pero el lado derecho de la Gltima expresion es equivalente a (|[M| — 1) veces Y.y dik,

Si representamos con m = |M|, entonces:

z di; < Z (de + dye) = (m — 1)Zdik <mz di

i,JEM i,JEM ieEM IEM
i<j i<j

Dividiendo para m se tiene:

! z d <Zd
- ij ik

i,jJEM IEM
i<j

Sumando el término }; jem d;; a ambos lados de la ltima desigualdad:
i<j

m+1 z Z

T dl] < d” + E dik = E dl]
iL,jJEM i,jEM ieEM i,jeMU{k}
i<j i<j i<j

Y finalmente dividiendo para (m + 1):
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1 1
div(M) =— " dy; < > dy = div(M Uk
M) = ) dy <oy y = div(M U (k})
iL,jEM i,jeMu{k}
i<j i<j
Con lo que se demuestra que cualquiera que sea el elemento que se afada a un
subconjunto seleccionado, la divergencia siempre sera mayor, por tanto efectuando el

procedimiento iterativamente terminan selecciondndose todos los elementos y el

conjunto de diversidad maximal es el propio V.

Observacion:

Aunque en (18) se demuestra que el problema Max-Mean es NP-duro cuando d;; son
irrestrictas en el signo, si consideramos sdélo distancias no negativas y simétricas, pero se relaja la
desigualdad triangular la solucién ya no es necesariamente la solucién trivial M = V. Como

observamos en el siguiente ejemplo:

Sea el conjunto V = {1,2,3,4} y matriz de distancias d;;:

0 20 18 1
g=(20 0 20 2
18 20 0 1
1 2 10

La solucién 6ptima del problema Max-Mean es escoger el subconjunto M* = {1,2,3}, con

valor de la funcién objetivo div(M*) = 19.33,

En cambio si seleccionamos todos los elementos M = V, el valor de la funcién objetivo es

div(V) = 15.5.

En el Capitulo 4 se tendra en cuenta esta propiedad para generar problemas de prueba

adecuados para el desarrollo de los experimentos computacionales respectivos.
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Capitulo 3.

Procedimientos Metaheuristicos en Optimizacion Combinatoria

El caracter computacionalmente dificil del problema de la diversidad maxima,
determinado por el cardcter NP-duro de sus diferentes variantes, hace que para resolver
eficientemente casos de tamafios medianos o grandes, se tengan que utilizar técnicas heuristicas o

aproximadas.

Los métodos descritos en este capitulo se denominan algoritmos metaheuristicos, o
sencillamente heuristicos. El término heuristico deriva de la palabra griega “heuriskein” que
significa encontrar o descubrir, y generalmente se usa en el dmbito de la optimizacién para

describir una clase de algoritmos para la resolucion de problemas considerados dificiles.

3.1. Métodos heuristicos simples

En el contexto cientifico la optimizacion es el proceso que se realiza para encontrar la
mejor solucién para un determinado problema. En un problema de optimizacidn existen
diferentes soluciones, denominadas soluciones factibles, el criterio para discriminar entre ellas
estd dictaminado por la llamada funciéon objetivo. De forma mas precisa, un problema de
optimizacion se puede caracterizar como un problema en el cual se deben encontrar los valores de
unas variables de decisién para los que una determinada funcién objetivo alcanza su valor maximo
o minimo. El valor de las variables en ocasiones esta sujeto a unas restricciones. Algunas veces los
problemas de optimizacion son relativamente faciles de resolver, como es el caso de los
problemas de programacién lineal, pero para una gran cantidad de aplicaciones practicas los

problemas de optimizacidon son muy dificiles de resolver.

La idea intuitiva de un problema “dificil de resolver” queda reflejada en el término NP-
duro, que puede consultarse en el ANEXO 2, utilizado en el contexto de la complejidad
computacional. En términos muy superficiales podemos decir que un problema de optimizaciéon
dificil es aquel para el que no podemos garantizar encontrar la mejor solucién posible, es decir la

Optima, en un tiempo razonable. Y como en la practica se verifica la existencia de una gran

60



variedad de problemas dificiles que necesitan ser resueltos de forma eficiente, se han tenido que
desarrollar procedimientos para encontrar rdpidamente buenas soluciones aunque no fueran las
Optimas. Estos métodos, en los que la rapidez del proceso es tan importante como la calidad de la
solucidon obtenida, se denominan heuristicos o aproximados, de esta manera, en contraposicion a
los métodos exactos que proporcionan una solucion dptima del problema, los métodos heuristicos
se limitan a proporcionar en un tiempo razonable una buena solucidon del problema no
necesariamente optima. En (29) se recogen varias definiciones diferentes de algoritmo heuristico,

entre las que se destaca la siguiente:

“Un método heuristico es un procedimiento para resolver un problema de
optimizacion mediante una aproximacion intuitiva, en la que la estructura del

problema se utiliza de forma inteligente para obtener una buena solucién.”

Aunque hemos mencionado el caso de la resolucién de un problema dificil, existen otras

razones para utilizar métodos heuristicos, entre las que podemos destacar:

El problema es de una naturaleza tal que no se conoce ningin método exacto para su

resolucion.

e Aunque existe un método exacto para resolver el problema, su uso es
computacionalmente muy costoso.

e El método heuristico es mas flexible que un método exacto, permitiendo, por ejemplo, la
incorporacién de condiciones de dificil modelizacion.

e El método heuristico se utiliza como parte de un procedimiento global que garantiza el

Optimo de un problema, bien para proporcionar una buena solucion inicial de partida, o en

un paso intermedio del procedimiento, como por ejemplo las reglas de seleccion de la

variable a entrar en la base en el método Simplex.

En contraposicién con otros métodos de resolucidon de propdsito general, en los que el
procedimiento es en gran medida independiente del problema abordado, los algoritmos
heuristicos dependen mucho del problema concreto para el que se han disefiado; es decir, las
técnicas e ideas aplicadas a la resolucidon de un problema son especificas de éste y aunque, en

general, pueden ser trasladadas a otros problemas, han de particularizarse en cada caso.
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3.2. Indicadores de calidad de un algoritmo heuristico

Al resolver un problema de forma heuristica debemos medir la calidad de los resultados
puesto que, como ya hemos mencionado, la optimalidad no estd garantizada. En esta seccién se
recogen los principales métodos que se usan para medir la calidad y eficiencia de un algoritmo y
poder determinar su valia frente a otros. En general un buen algoritmo heuristico debe de tener

las siguientes propiedades:

e Eficiente. El esfuerzo computacional debe ser realista para obtener la solucién.
e Bueno. La solucidn encontrada debe de estar, en promedio, cerca del dptimo.

e Robusto. La probabilidad de obtener una mala solucién debe ser baja.

Para medir la calidad de un heuristico existen diversos procedimientos, entre los que se

encuentran los siguientes:

3.2.1. Comparacion con la solucidon dptima

Aunque normalmente se recurre al algoritmo aproximado por no existir un método exacto
para obtener el éptimo, o por ser éste computacionalmente muy costoso, en ocasiones puede ser
que se disponga de un procedimiento que proporcione el dptimo para un conjunto limitado de
ejemplos (usualmente de tamafio reducido). Este conjunto de ejemplos puede servir para medir la

calidad del método heuristico.

Para ello se calcula, para cada uno de los ejemplos, la desviacién porcentual de la soluciéon
heuristica frente a la dptima, determinando posteriormente el promedio de dichas desviaciones.
Si llamamos ¢, al valor de la funcién objetivo obtenida por medio del algoritmo heuristico y €,p al
valor de la funcién objetivo en la solucidn éptima de un ejemplo dado, en un problema de
minimizacién o de maximizacién, la desviacién porcentual, también conocida como GAP, de la
palabra inglesa “brecha”, viene dada por la expresion:

Copt

GAP =
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3.2.2. Comparacion con una cota

En ocasiones el dptimo del problema no esta disponible ni siquiera para un conjunto
limitado de ejemplos. Un método alternativo de evaluacién consiste en comparar el valor de la
solucidon que proporciona el heuristico con una cota del problema (inferior si es un problema de
minimizacién y superior si es de maximizacién). Obviamente la bondad de esta medida dependera
de la bondad de la cota (cercania de ésta al 6ptimo), por lo que, de alguna manera, tendremos que
tener informacidn de lo buena que es dicha cota. En caso contrario la comparacion propuesta no

tiene demasiado interés.

3.2.3. Comparacion con un método exacto truncado

Un método enumerativo como el de Ramificacién y Acotacidn explora una gran cantidad
de soluciones, aunque sea Unicamente una fraccion del total, por lo que los problemas de grandes
dimensiones pueden resultar computacionalmente inabordables con estos métodos. Sin
embargo, podemos establecer un limite de iteraciones (o de tiempo) maximo de ejecucion para el
algoritmo exacto. También podemos saturar un nodo en un problema de maximizacién cuando su
cota inferior sea menor o igual que la cota superior global mas un cierto a (andlogamente para el
caso de minimizar). De esta forma se garantiza que el valor de la mejor solucién proporcionada
por el procedimiento no dista mds de a del valor 6ptimo del problema. En cualquier caso, la mejor
solucidon encontrada con estos procedimientos truncados proporciona una cota con la que

contrastar el heuristico.

3.2.4. Comparacion con otros métodos heuristicos

Este es uno de los métodos mas empleados en problemas dificiles (NP-duros) sobre los
que se ha trabajado durante mucho tiempo y para los que se conocen algunos buenos métodos
heuristicos. Al igual que ocurre con la comparacién con las cotas, la conclusién de dicha
comparaciéon estd en funcion de la bondad del heuristico escogido. En el marco de esta
investigacion se compara la heuristica propuesta con heuristicas previas que son eficientes en la

resolucidn de problemas similares.
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3.2.5. Anadlisis del peor caso

Uno de los métodos que durante un tiempo tuvo bastante aceptacidon es aquel que
consistia en analizar el comportamiento en el peor caso del algoritmo heuristico; esto es,
considerar los ejemplos que sean mads desfavorables para el algoritmo y acotar analiticamente la
maxima desviacidn respecto del éptimo del problema. Lo mejor de este método es que acota el
resultado del algoritmo para cualquier ejemplo; sin embargo, por este mismo motivo, los
resultados no suelen ser representativos del comportamiento medio del algoritmo. Ademas, el

analisis puede ser muy complicado para los heuristicos mas sofisticados.

3.3. Clasificacion de los métodos heuristicos: constructivos y de

busqueda local

Existen muchos métodos heuristicos, y de naturaleza muy diferente, por lo que es
complicado dar una clasificacién completa. Ademas, muchos de ellos han sido disefiados para un
problema especifico sin posibilidad de generalizacion o aplicacién a otros problemas similares. Sin
embargo, generalmente es aceptado categorizar a los heuristicos en: métodos constructivos y

métodos de busqueda local.

3.3.1. Métodos Constructivos:

Los métodos constructivos son procedimientos iterativos que, en cada paso, afiaden un
elemento a la solucién parcial en construccidn, hasta completar una solucidon. Usualmente estos
métodos son deterministas y estan basados en seleccionar, en cada iteracién, el elemento con
mejor evaluacion. Estos métodos son muy dependientes del problema que resuelven, y

literalmente ensamblan paso a paso una solucién del problema.

3.3.2. Métodos de Busqueda Local:

A diferencia de los métodos anteriores, los procedimientos de busqueda o mejora local
comienzan con una solucién del problema, construida por algin método, y la mejoran
progresivamente. En resumen estos métodos consisten en pasar, en cada iteracidon, desde una

solucidon a otra solucién con mejor valor por medio de una operacién basica denominada
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“movimiento”. El método finaliza cuando, para una solucién, no existe un movimiento que permita
pasar a una solucién accesible que la mejore. Y al igual que ocurria con los métodos constructivos,
estos algoritmos son muy dependientes del problema que resuelven. Mds formalmente se pueden

describir estos métodos introduciendo las siguientes definiciones:

Definicién: Sea X el conjunto de soluciones del problema combinatorio. Cada soluciéon x € X

tiene un conjunto de soluciones asociadas N(x) € X, que se denomina entorno o vecindad de x.

Definicion: Dada una solucién x, se denomina movimiento a cualquier operacion basica por la cual

podemos obtener directamente una solucion de su entorno, x” € N(x), a partir de x.

Entonces, un método de busqueda local parte de una solucién inicial x, , calcula su
entorno N(x,) y escoge una nueva solucién con mejor valor en la funcién objetivo, x; € N(x,).
Es decir, realiza el movimiento m; que aplicado a x, produce como resultado una mejor solucién
x,. Este proceso se aplica iterativamente hasta que ya no existe un elemento del entorno que

mejora el valor de la funcién objetivo, tal como se esquematiza en la Figura 13.

N(xy) = Entorno de x,

Figura 13. Esquema de funcionamiento de los procedimientos de Busqueda Local

Asi, un procedimiento de busqueda local queda completamente determinado al
especificar que es un movimiento, lo cual equivale a especificar que es un entorno o vecindad, y el

criterio de seleccidn de una solucion dentro del entorno. Esta definicion de movimiento o entorno,
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depende en gran medida de la estructura del problema a resolver, asi como de su funcién
objetivo. También se pueden definir diferentes criterios para seleccionar una nueva solucién del
entorno. Uno de los criterios mas simples consiste en tomar la solucidn con mejor evaluacién de
la funcién objetivo, siempre que la nueva solucién sea mejor que la actual. Este criterio, conocido
como voraz, permite ir mejorando la solucidon actual mientras se pueda. El algoritmo se detiene
cuando la solucién no puede ser mejorada. La solucidn encontrada serd por tanto un éptimo local

respecto al entorno definido.

El 6ptimo local alcanzado no puede mejorarse mediante el movimiento definido. Sin
embargo, el método empleado no permite garantizar, de ningin modo, que sea el éptimo global
del problema. Mas aun, dada la “miopia” de la busqueda local, es de esperar que en general no lo

sea.

3.4. Meétodos Combinados

En los apartados anteriores se han caracterizado los métodos constructivos, que obtienen
una solucion del problema, y los métodos de mejora que, a partir de una solucién inicial, tratan de
obtener nuevas soluciones con mejor valor. Es evidente que ambos métodos pueden combinarse,
tomando los segundos como solucion inicial la obtenida con los primeros. En esta seccidn se

analizan algunas variantes y mejoras sobre tal esquema.

Como se ha visto, una de las limitaciones mas importantes de los métodos heuristicos es
la denominada miopia provocada por seleccionar, en cada paso, la mejor opcion. Como una
opciodn alternativa, resulta muy provocativo elegir al azar el elemento a seleccionar; sin embargo,
es evidente que el tomar una opcidn al azar como norma puede conducirnos a cualquier resultado,
por lo que parece mas adecuado recurrir a algin procedimiento sistemdtico que conjugue la

evaluacidn con el azar. Dos de los procedimientos mas utilizados en la literatura son los siguientes.

3.4.1. Procedimientos Aleatorizados

Una modificacion en los algoritmos de construccidn consiste en sustituir la eleccion voraz

por una eleccién al azar de entre un conjunto de buenos candidatos. Asi, en cada paso del
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procedimiento, se evallan los elementos que pueden ser afiadidos y se selecciona el subconjunto

de los mejores. La eleccidn se realiza al azar sobre el subconjunto de buenos candidatos.

Existen varias maneras de establecer el subconjunto de mejores candidatos. En un
problema de maximizaciéon, en donde cuanto mayor es la evaluacién de una opcién mas

“atractiva” resulta, podemos destacar:

e Establecer un nimero fijo k para el subconjunto de mejores candidatos e incluir
los k mejores.

e Establecer un valor umbral e incluir en el conjunto todos los elementos cuya
evaluacidn esté por encima de dicho valor. Incluir siempre el mejor de todos.

e Establecer un porcentaje respecto del mejor, e incluir en el subconjunto todos
aquellos elementos cuya evaluacién difiere, de la del mejor en porcentaje, en una

cantidad menor o igual que la establecida.

En todos los casos la eleccidn final se realiza al azar de entre los preseleccionados.

Una estrategia alternativa a la anterior consiste en considerar las evaluaciones como pesos
y utilizar un método probabilistico para seleccionar una opcién. Asi, si vq,v,,...,V; son los
posibles elementos a afadir en un paso del algoritmo, se calculan sus evaluaciones ey, e, ..., €, ¥

se les asigna un intervalo del siguiente modo:

Elemento Evaluacion Intervalo
%1 €1 [0,eq]
1) ) [e;, e1 + ey
Vi ex k—1 Kk
ei , ei
i=1 i=1

Luego se genera un numero a al azar entre 0 y Z{-‘zl e;, y se selecciona el elemento

correspondiente al intervalo que contiene a a.
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Al algoritmo constructivo modificado, tanto con la opcidn primera como con la segunda, se
lo denomina Algoritmo Constructivo Aleatorizado. Puede ser que este algoritmo produzca una
soluciéon de peor calidad que la del algoritmo original; sin embargo, dado que el proceso no es
determinista, cada vez que lo realicemos sobre un mismo ejemplo obtendremos resultados
diferentes. Esto permite definir un proceso iterativo consistente en ejecutar un nimero prefijado
de veces (MAX_ITER) el algoritmo y quedarnos con la mejor de las soluciones obtenidas en todas
las iteraciones. Obviamente, cada una de dichas soluciones puede mejorarse con un algoritmo de

busqueda local. El siguiente procedimiento incorpora el algoritmo de mejora a dicho esquema.

Algoritmo combinado aleatorizado
Inicializacion
Obtener una solucién con el algoritmo constructivo aleatorizado.
Sea c” el coste de dicha solucion.
Haceri =0
Mientras (i < MAX_ITER)
Obtener una solucion x (i) con el algoritmo constructivo aleatorizado.
Aplicar el algoritmo de busqueda local a x(i).
Sea x* (i) la solucién obtenida y $*(i) su valor.
Si(S*(i) mejoraac*)Hacerc* = S*(i) y guardar la solucidén actual

i=1i+1

En cada iteracidn el algoritmo construye una solucidn y después trata de mejorarla. Asi,
en la iteracion i, el algoritmo construye la solucién x(i) con valor S(i) y posteriormente la mejora
obteniendo x* (i) con valor S$*(i). Hay que notar que x*(i) puede ser igual a x(i) si el algoritmo

de mejora local no encuentra ningiin movimiento que mejore la solucién.

Después de un determinado nimero de iteraciones es posible estimar el porcentaje de

mejora obtenido por el algoritmo en su fase de mejora local y utilizar esta informacién para
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aumentar la eficiencia del procedimiento. En concreto, al construir una solucién se examina su
valor y se puede considerar que la fase de mejora local mejoraria la solucién en un porcentaje
similar al observado en promedio. Si el valor resultante queda alejado del valor de la mejor
solucién encontrada hasta el momento, podemos descartar la solucién actual y no realizar la fase

de mejora local del algoritmo, con el consiguiente ahorro computacional.

3.4.2. Métodos Multi - Arranque

Los métodos Multi-Arranque, también llamados Multi-Start, generalizan el esquema
anterior. Tienen dos fases: la primera en la que se genera una solucidn y la segunda en la que la
solucién es tipicamente, pero no necesariamente, mejorada. Cada iteracién global produce una

solucidn, usualmente un éptimo local, y la mejor de todas es la salida del algoritmo.

Algoritmo Multi-Arranque
Mientras (Condicidon de parada)
Fase de Generacion
Construir una solucion.
Fase de Busqueda
Aplicar un método de busqueda para mejorar la solucién construida
Actualizacion

Si la solucion obtenida mejora a la mejor almacenada, actualizarla.

Dada su sencillez de aplicacién, estos métodos han sido muy utilizados para resolver gran
cantidad de problemas. En el contexto del problema de la maxima diversidad, se pueden
encontrar Ultimamente algunos trabajos tanto tedricos como aplicados. En (9), Lozano y otros
presentan una metaheuristica voraz iterada bastante simple que genera una sucesidon de
soluciones iterando sobre una heuristica constructiva voraz usando fases de construccién vy
destruccién que permite resolver instancias grandes del problema de la maxima diversidad Max-

Sum descrito en la seccion 2.1.1, mientras que en (30) Aringhieri propone un algoritmo de Multi-
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arranque aleatorio que tiene un buen rendimiento al resolver el mismo problema Max-Sum. Las
primeras aplicaciones en el dmbito de la optimizacion combinatoria consistian en métodos
sencillos de construccién, completa o parcialmente aleatorios, y su posterior mejora con un
método de busqueda local. Sin embargo el mismo esquema permite sofisticar el procedimiento
basandolo en unas construcciones y/o mejoras mas complejas. Numerosas referencias y

aplicaciones se pueden encontrar en (31).

Uno de los articulos que contiene las ideas en que se basa el método de Busqueda Tabu,
véase (17), también incluye aplicaciones de estas ideas para los métodos de multi-arranque.
Basicamente se trata de almacenar la informacidn relativa a soluciones ya generadas vy utilizarla
para la construccion de nuevas soluciones. Es en este contexto en que se introducen las

estructuras de memoria reciente y frecuente.

Un problema para disefiar un buen procedimiento de busqueda basada en multi- arranque
es como decidir si es preferible implementar un procedimiento de mejora sencillo que permita
realizar un gran nuimero de iteraciones globales o, alternativamente, aplicar una rutina mas
compleja que mejore significativamente unas pocas soluciones generadas. Un procedimiento
sencillo depende fuertemente de la solucién inicial pero un método mas elaborado consume
mucho mas tiempo de computacién y, por tanto, puede ser aplicado pocas veces, reduciendo la
exploracién del espacio de soluciones. Esta limitacién de la estrategia voraz es el punto de partida
de los procedimientos metaheuristicos basados en busqueda local: evitar el quedar atrapados en
un oOptimo local lejano del global. Para lo cual se hace necesario utilizar movimientos que
empeoren la funcidn objetivo. Sin embargo esto plantea dos problemas. El primero es que al
permitir movimientos de mejora y de no mejora, el procedimiento se puede ciclar, revisitando
soluciones ya vistas, por lo que habria que introducir un mecanismo que lo impida. El segundo es
qgue hay que establecer un criterio de parada ya que un procedimiento de dichas caracteristicas
podria iterar indefinidamente. En este sentido son los procedimientos metaheuristicos los que
incorporan mecanismos sofisticados para solucionar eficientemente ambas cuestiones, asi como
también para tratar, en la medida de lo posible, de dirigir la busqueda de forma inteligente. En la

seccion 3.5 se introducen los conceptos referentes a estas técnicas.
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3.5. Metaheuristicas

Si bien todos estos métodos han contribuido a ampliar nuestro conocimiento para la
resolucidn de problemas reales, los métodos constructivos y los de busqueda local constituyen la
base de los procedimientos denominados Metaheuristicos, término que fue introducido por Fred
Glover en 1986, en (29), para referirse a ellos. El término metaheuristicas se obtiene de anteponer
a la palabra heuristica el prefijo meta, que significa “mds alld" o “a un nivel superior". Las
concepciones actuales de lo que es una metaheuristica estan basados en las diferentes

interpretaciones de lo que es una forma inteligente de resolver un problema.

Asi, estos métodos fueron desarrollados con el propdsito de obtener mejores resultados
gue los alcanzados por los métodos heuristicos tradicionales, y en general es aceptada en la

comunidad cientifica la siguiente definicién (31):

“Los procedimientos Metaheuristicos son una clase de métodos aproximados
que estan disefiados para resolver problemas dificiles de optimizacién
combinatoria, en los que los heuristicos cldsicos no son efectivos. Los
Metaheuristicos proporcionan un marco general para crear nuevos algoritmos
hibridos combinando diferentes conceptos derivados de la inteligencia

artificial, la evolucidn bioldgica y los mecanismos estadisticos”

De esta manera, los procedimientos Metaheuristicos se sitian conceptualmente por
encima de los heuristicos en el sentido que guian el disefio de éstos. Por ello, al enfrentarnos a un
problema de optimizaciéon, podemos escoger cualquiera de estos métodos para disefiar un

algoritmo especifico que lo resuelva aproximadamente.

Actualmente existe un gran desarrollo y crecimiento de estos métodos. En esta
investigacion usamos ciertas metaheuristicas que se han consolidado ultimamente en el
tratamiento de problemas dificiles, los métodos GRASP, véase (32), junto con otros de reciente
desarrollo como el de Busqueda en Vecindades Variables, planteados en (16), y Rencadenamiento

de Trayectorias, que se pueden ver en (15).
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3.5.1. Metaheuristica GRASP

El método GRASP (acrénimo del inglés “Greedy Randomized Adaptative Search
Procedure”) es una metaheuristica de desarrollo relativamente reciente, introducida a finales de la
década del 80 del siglo XX por Feo y Resende, en (32). De manera general se puede describir la

operacion de GRASP de la siguiente manera:

En una primera fase se aplica un procedimiento para construir una “buena” solucion
factible, la cual después en una segunda fase es mejorada por una técnica de busqueda local. Estas
dos fases son repetidas de manera iterativa durante cierto nimero maximo de iteraciones,
recordando la mejor solucion explorada. En su forma clasica la fase constructiva de GRASP se
realiza mediante un procedimiento glotén adaptativo; es decir, un método de construccién

entrenado para considerar la aleatoriedad y que se adapta en cada paso de la construccion.

Se dice que un heuristico con base en GRASP se adapta porque en cada iteracidn se
actualizan los beneficios obtenidos al anadir el elemento seleccionado a la solucién parcial. Es
decir, la evaluacién que se tenga de afiadir un determinado elemento a la solucién en la iteracion

J, no coincidird necesariamente con la que se tenga en la iteracion j + 1.

El heuristico GRASP es aleatorizado porque no selecciona el mejor candidato segun la
funcién voraz adaptada sino que, con el objeto de diversificar y no repetir soluciones en dos
construcciones diferentes, se construye un lista con los mejores candidatos de entre los que se

toma uno al azar.

Al igual que ocurre en muchos métodos, las soluciones generadas por la fase de
construccion de GRASP no suelen ser dptimos locales. Dado que la fase inicial no garantiza la
optimalidad local respecto a la estructura de entorno en la que se esté trabajando (notar que hay
selecciones aleatorias), se aplica un procedimiento de busqueda local como Post-procesamiento

para mejorar la solucién obtenida

Experimentalmente, se ha demostrado que la distribucidn de la muestra generalmente
tiene un valor en promedio que es inferior al obtenido por un procedimiento determinista, sin
embargo, la mejor de las soluciones encontradas generalmente supera a la del procedimiento

determinista con una alta probabilidad, como se demuestra en (15).

72



Las implementaciones GRASP generalmente son robustas en el sentido de que es dificil el
encontrar ejemplos patoldgicos en donde el método funcione arbitrariamente mal. El enorme
éxito de este método se puede constatar en la gran cantidad de aplicaciones que han aparecido en
los ultimos afios. En (33) se comentan cerca de 200 trabajos en los que se aplica GRASP a la

resolucidn de problemas concretos.

De acuerdo a la propuesta original de Feo y Resende (34), un método GRASP general

responde al algoritmo descrito en la Figura 14.

dim = dimension del problema
Para k = 1, ..., max_iter hacer:
Fase de Construccion:
solucion = @
Evaluar el aporte o el costo de cada candidato individual
Si dimensién(solucion) + dim:
Construir la LCR: Lista de Candidatos Restringida
Seleccionar aleatoriamente un elemento e de LCR
solucion = solucién U {e}
Finde la fase de Construccion
Fase de busqueda local:
Si solucién no es optimal localmente:
Hallar s’ € la vecindad de (solucién)
De tal forma que se obtenga una mejora de la funcién objetivo
solucién = s
Finde la fase de busqueda local
valor = Mejor valor {solucién, valor}
Fin (For)

Devuelva valor

Figura 14. Esquema de un algoritmo GRASP general
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Durante la fase de construccion se desarrolla la lista de candidatos restringida, LCR, de la

siguiente manera:

1. Se determinan todos los elementos factibles de ingresar a la solucién actual

2. Se determina una funcién que describa el aporte que tendria en la solucién la inclusién de
cada uno de los elementos factibles, esto da la dimensién glotona al método (Greedy).

3. Seescoge los a% mejores elementos factibles, esta es la lista LCR

4. Aleatoriamente se escoge un elemento de LCR para afiadirlo a la solucién actual, esto da

la dimensidn probabilistica (Randomized) del método.

Hay que resaltar el hecho de que en cada paso de la fase de construccidn, un nuevo
elemento es incorporado a la solucién actual, y la lista de candidatos restringida LCR debe ser
actualizada con base en el aporte de los nuevos elementos factibles a la solucién actual, lo cual da

el cardcter adaptativo al método (Adaptative).

La eficiencia del método depende grandemente del valor de a que se use, por lo que este
pardmetro debe ser bien calibrado en los experimentos numéricos. Por definicion a debe tomar
valores en el intervalo [0,1]. Con @ = 1 el método se vuelve de busqueda totalmente aleatoria,
pues cualquier elemento tendria probabilidad de incorporarse a la solucién en cada paso del
algoritmo, mientras que con @ = 0 el método se aproxima a un procedimiento totalmente glotén,
pues solo el mejor elemento seria incorporado en cada paso a la solucién. Una modificacion
importante que ha dado buenos resultados es cambiar dindmicamente la dimensién de la lista de
candidatos restringida por medio de alguna estrategia, es decir aumentar o disminuir el valor de a
de acuerdo a la conveniencia de diversificar o intensificar la busqueda, respectivamente, en ese

caso se habla de un algoritmo GRASP reactivo.

Otra modificacién importante que se reporta ultimamente en la literatura, como en (35), a
la metaheuristica GRASP es la siguiente: las construcciones originales basadas en GRASP primero
evallan cada elemento candidato a seleccionarse por la funcién voraz (Greedy) que mide su
aporte a la solucién que estd construyéndose, y de ahi se construye la Lista de Candidatos
Restringida RCL, de la cual se selecciona finalmente un elemento aleatoriamente (Randomized)
para ser incorporado a la solucidn. Ese es el orden de las acciones a ejecutarse en un algoritmo

cldsico GRASP, sin embargo, estudios mas recientes como el reportado en (35) han demostrado
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qgue un disefio alternativo en el cual primero aplicamos la aleatorizacion (Randomized) y luego la
accion voraz (Greedy) puede ser mas eficiente para obtener mejores resultados que si se aplicara
primero la funciéon voraz y luego la aleatorizacion como en un algoritmo GRASP cl3sico. La
heuristica que se propone en esta investigacidn, denominada GRASP3, y que se desarrolla en la

seccion 4.3, esta construida con base a esta nueva filosofia.

Ultimamente se ha propuesto el uso del método GRASP en combinacién con la
metodologia de Rencadenamiento de Trayectorias (Path Relinking en su terminologia en inglés),
con lo cual se han desarrollado algoritmos muy eficientes para resolver una amplia gama de
problemas de optimizacidn combinatoria, tal como se relata en (36). Usamos esta hibridacion de la
metodologia GRASP con Rencadenamiento de trayectorias como una fase de post optimizacién en

el algoritmo propuesto.

3.5.2. Rencadenamiento de Trayectorias

El término Rencadenamiento de Trayectorias se refiere a una técnica de intensificacion de
la busqueda en regiones atractivas del espacio de soluciones, que fue originalmente propuesta por
Glover en el contexto de la metaheuristica de busqueda TABU, como se puede leer en (17). La
técnica consiste en utilizar una poblacién de buenas soluciones que han sido creadas previamente
con algin método, por ejemplo con GRASP, para luego intentar crear mejores soluciones. El
objetivo del Rencadenamiento de trayectorias no es construir una solucién a partir de otras, sino
mas bien crear un conjunto de soluciones, vecinas unas de otras, que conecten dos soluciones de
buena calidad, creando asi un camino o una trayectoria entre estas dos soluciones. Usualmente
cada una de las soluciones del camino formado se mejora con un procedimiento de busqueda

local.

Mas especificamente, dada una solucién denominada solucién inicial, x;, y una solucién
denominada solucién guia, x;, se denomina un camino de x; a x; a la sucesién de soluciones:
xs = x(0), x(1), x(2),...,x(r — 1),x(r) = x;, donde x(i + 1) es obtenida al introducir en x(i)
un atributo que reduce la distancia de x(i) hasta la solucién guia x;. Es decir, en el camino

originado, cada nuevo elemento que se genera en la sucesidn se parece mas a la solucién guia.

Algunas estrategias que se pueden considerar para el desarrollo de la técnica son, segun

(36):
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e Forward: La peor entre las soluciones X y x; se pone como el origeny la otra es la
solucion guia;

e Backward: La mejor entre las soluciones x; y x; se pone como el origen y la otra es
la solucién guia;

e Backward y Forward: Se exploran las dos trayectorias diferentes, de x; a x; y de x;

a X, es decir intercambiando sus roles;

En algunas implementaciones se ha considerado explorar el entorno de las soluciones
intermedias para dar mas posibilidad al descubrimiento de buenas soluciones. Detalles sobre el

método pueden encontrarse en (17).

En (28) se propone el uso de Rencadenamiento de trayectorias en el contexto de GRASP,
aunque aqui su significado es diferente ya que las soluciones no han estado unidas por ningin
camino previo. Asi, una vez generada una coleccién de soluciones mediante las fases de
construcciéon y mejora de GRASP, se seleccionan parejas (o subconjuntos) de soluciones para
unirlas mediante este procedimiento. A partir de una solucidn se realiza una busqueda local para

llegar a la otra (o0 a una combinacidn de las otras en el caso de subconjuntos).

La hibridacién de GRASP y Rencadenamiento de trayectorias se muestra muy
prometedora, por lo que ha despertado gran interés entre la comunidad de investigacion de
operaciones y de ciencias de la computacién, una muestra de ello es que algunos autores la han
usado para tratar con éxito los problemas clasicos de la diversidad maxima, como se puede ver en

(28).

En la heuristica GRASP3 que se propone en esta investigacion, y que se muestra en la
seccion 4.3, usamos la estrategia Backward y Forward para generar las trayectorias entre cada

pareja del conjunto de soluciones élite.

3.5.3. Busqueda en Vecindades Variables

La Busqueda en Vecindades Variables (Variable Neighborhood Search, VNS por sus siglas)
es una metaheuristica de desarrollo reciente, propuesta por Hansen en (16) para resolver
problemas de optimizacion combinatoria, cuya idea basica es cambiar sistematicamente la

vecindad, por medio de un procedimiento aleatorio o deterministico, dentro de un procedimiento
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de busqueda local. Este cambio de vecindad puede favorecer enormemente la eficiencia de los
algoritmos pues diversifica la busqueda y asi la busqueda no queda viciada por algun sesgo en el
tipo de vecindad seleccionada, por lo que VNS constituye una herramienta simple y poderosa para

mejorar la eficiencia de los algoritmos de busqueda.

La idea original fue considerar distintas estructuras de entornos y cambiarlas
sistematicamente para escapar de los minimos locales. El VNS basico obtiene una solucién del
entorno de la solucion actual, ejecuta una busqueda mondtona local desde ella hasta alcanzar un
Optimo local, que remplaza a la solucidn actual si ha habido una mejora y modifica la estructura de
entorno en caso contrario. Una variante de esta estrategia basica es la busqueda descendente por
entornos variables (VND), que aplica una busqueda mondtona por entornos cambiando de forma

sistematica la estructura de entornos cada vez que se alcanza un minimo local.

La ventaja de utilizar varias estructuras de entornos, como se plantea en VNS, radica en el
hecho de que un éptimo local para un determinado entorno, no tiene por qué serlo para otro, por
lo que la busqueda podra continuar hasta obtener una solucién que sea un buen éptimo local para
el problema. VNS ha sido hibridizado con éxito con otras metaheuristicas como Busqueda Tabu o
Scatter Search, y en particular con GRASP en su fase de busqueda local, como en (33). En nuestra

investigacion utilizamos VNS en la segunda fase del algoritmo GRASP3.

La filosofia del procedimiento VNS es la siguiente: se empieza representando por
Ny, k=1,2, ..., kpnax al conjunto de estructuras de vecindades preseleccionadas, de tal manera
que Ni(x) representa el conjunto de soluciones, vecinas de x, en la k — ésima vecindad de x.
Estas vecindades N, pueden ser inducidas a partir de una o mas métricas introducidas en el

espacio de soluciones considerado. Entonces la VNS se basa en tres principios generales:

1. Si x* es un oOptimo local con respecto a una estructura de vecindad, no tiene
necesariamente que serlo para otra estructura de vecindad diferente.

2. Un 6ptimo global es un éptimo local respecto a todas las estructuras de vecindad.

3. En muchos problemas combinatorios, los éptimos locales respecto a una o varias

estructuras de vecindad estan relativamente cerca unos de otros.
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Con VNS se deben tener en cuenta estos tres principios a la hora de disefiar un algoritmo,

pudiendo efectuar los cambios de vecindad de manera determinista o estocastica.

En el Capitulo 4 se utilizan estas metaheuristicas: GRASP, VNS y PR, para disenar
algoritmos hibridos que permitan resolver de manera eficiente el problema de la diversidad

maxima en su variante Max-Mean
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Capitulo 4.

Disefio de heuristicas eficientes para resolver el problema Max-

Mean.

Dado que los problemas considerados en el Capitulo 2 son de tipo NP-duro, y que en
particular el problema Max-Mean en su formulacién (2.27)-(2.32) no puede ser resuelto en
tiempos razonables para problemas con n > 25 nodos, seglin se demuestra en la seccion 4.1.2, es

claro que se requiere disefiar heuristicas para resolver instancias de tamafios medianos o grandes.

Aunque en la literatura no han sido propuestos métodos de solucién heuristicos o exactos
para el problema Max-Mean, si se han desarrollado métodos de solucidn eficientes para los
problemas clasicos de la diversidad mdxima, en particular para el problema Max-Sum vy el
problema Max-Min, que han sido intensamente estudiados, como en (11), (30) y (9). Estos
procedimientos pueden ser adaptados gracias a la relacidon que existe entre estas variantes del
problema de la diversidad maxima y el problema Max-Mean, relacién que se determina en este

capitulo.

En (30) se establece que la mayoria de algoritmos desarrollados para resolver el problema
Max-Sum son demasiado sofisticados y no explotan la estructura simple que muchas veces tienen
los problemas combinatorios de este tipo, y se plantean algoritmos simples que
sorprendentemente superan a otros sofisticados algoritmos propuestos en la literatura,
demostrando que a veces los algoritmos mas simples pueden ser mejores. Considerando esta
filosofia, desarrollamos un algoritmo basado en la metaheuristica GRASP que explota las
caracteristicas del problema Max-Mean, al cual hibridizamos con otras técnicas modernas de
intensificacion, como el Rencadenamiento de trayectorias (Path Relinking, PR), y la busqueda en
vecindades variables (Variable Neighborhood Search, VNS). Luego de los experimentos numéricos

este algoritmo resultd ser mas eficiente en la solucidon de problemas medianos y grandes.

Para comparar la eficiencia de nuestra heuristica, en las secciones 4.2.1 y 4.2.2

seleccionamos algunos de los algoritmos mas eficientes reportados en la literatura, que han sido
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desarrollados para resolver otros problemas de la diversidad maxima, y los adaptamos para

resolver el problema Max-Mean.

Para los experimentos computacionales generamos dos tipos de problemas de prueba que
son adecuados para el analisis del desempeio de los algoritmos desarrollados para resolver el

problema Max-Mean.

4.1. Relacion entre el problema Max-Sum y el problema Max-Mean

Se puede obtener la solucién dptima del problema Max-Mean de una manera indirecta si
resolvemos el modelo Max-Sum para todos los valores posibles de m; es decir, para m =
2,3, ...,n,y luego dividimos la solucidn resultante para el correspondiente valor de m. Entonces, el
mejor valor de estos (n — 1) valores obtenidos es el dptimo del modelo Max-Mean. En esta
seccion de muestran propiedades interesantes del problema Max-Mean obtenidas por
experimentos computacionales, con base en las cuales se desarrollardn heuristicas eficientes para

su solucion.

Para el disefio de los experimentos consideramos la generacién de problemas de prueba
(instancias) con caracteristicas adecuadas al problema Max-Mean, asi, de acuerdo con la
Propiedad 6, una de esas caracteristicas deseadas es que las instancias contengan valores de d;;
positivos y negativos, otra caracteristica deseada es tener al menos dos tipos diferentes de

instancias con el fin de observar el rendimiento de las heuristicas en diferentes circunstancias.

4.1.1. Problemas de prueba

En la literatura se reportan conjuntos de problemas de prueba usados para experimentos
computacionales del problema de la diversidad maxima en sus variantes cldsicas Max-Min y Max-
Sum, en particular en el sitio Web del proyecto OPTSICOM, establecido en (37), se puede
descargar la coleccién MMDPLIB que contiene instancias de dos tipos: Geométricas, compuestas
de matrices con n =10, 15, 30, 100, 250 y 500, cuyos valores fueron calculados como distancias
euclidianas desde puntos generados aleatoriamente en un plano; y, Random, compuestas de

matrices con numeros enteros aleatorios.

Como para el problema Max-Mean no tiene sentido considerar ejemplos de prueba cuyas

d;j sean no negativas o que satisfagan las propiedades de una métrica, en el andlisis de los
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métodos que se desarrollan en esta investigaciéon se consideran conjuntos de problemas de

prueba correspondientes a dos nuevos tipos de instancias donde, como se explicé antes, las

distancias toman valores sin restriccion de signo. El objetivo de generar dos tipos diferentes de

instancias radica en comprobar la eficiencia de los algoritmos en diferentes estructuras de datos.

Estas dos clases de instancias las denominamos: de Tipo | y de Tipo Il, y se generaron

como sigue:

TIPO I:

TIPO 1l

Este conjunto de datos consiste de 60 matrices simétricas con niumeros aleatorios
en el intervalo [—1,1] y generados a partir de una distribucién uniforme. Estos
numeros podrian representar, por ejemplo los grados de afinidad o de no afinidad
entre individuos en una red social. En aplicaciones practicas este tipo de
estructuras de datos se originarian al estimar los valores de los coeficientes d;; por

medio de ecuaciones como las descritas en la seccién 1.2.

Se generaron 10 problemas de prueba de este tipo para cada uno de los tamanos:
n = 20, 25,30,35,150 y 500, con el fin de ejemplificar el funcionamiento de los
métodos de solucidn que se proponen en problemas de tamaifos pequefio,

mediano y grande.

Este conjunto de datos consiste también de 60 matrices simétricas, pero cuyos
coeficientes se generaron como numeros aleatorios con distribuciéon uniforme en
el conjunto [—1,—0.5]U [0.5,1]. Siguiendo con el ejemplo anterior, estos
coeficientes podrian representar grados de afinidad entre individuos en un grupo
social, pero en el que existe un ambiente de polarizacién, y hay mucha afinidad o
bien mucha no afinidad entre los individuos, existiendo poca indiferencia en sus

relaciones, ya que no se generan valores en el intervalo [—0.5, 0.5].

Igual que antes, se generaron 10 problemas de prueba de este tipo para cada valor
de n =20, 25,30,35,150y 500, para ejemplificar el rendimiento de los
métodos de solucidn propuestos en problemas de tamafio pequefio, mediano y

grande.
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También es importante explicar la forma en que estos valores fueron distribuidos en las
matrices de distancia, y puesto que se busca garantizar la aleatoriedad, la ubicacidon de los
numeros generados también fue aleatoria. En la Figura 15 se observa la estructura con la que se
generaron los ejemplos de prueba del conjunto de instancias de tipo |, y en la Figura 16 se observa

el esquema mediante el cual se generaron los ejemplos de prueba del conjunto de instancias de

tipo Il.
0 d d d oo d _
82 d;z dli d;n [[n(n 1)]] elementos d;; generados
n
d= 0 d3y - dzy _ _
0 wood aleatoriamente en [—1,1] y ubicados

n(n-1)

\ 0 dp-1n /
0

Figura 15. Estructura de los ejemplos de prueba tipo |

al azar entre posiciones posibles

0 d d d e d _
82 d13 d14 dlnA/_ [{#H elementos d;; generados aleatoriamente
23 24 2n
d= | 0 ds, v dg, | en [—0.5,1] y ubicados aleatoriamente entre las
- 0 : nn-1) .. . nn-1)
0 d —,— posiciones posibles, losn — ———=
n-1n

0 elementos restantes generados aleatoriamente en

[0.5,1]

Figura 16. Estructura de los ejemplos de prueba tipo I

Con estas instancias de pruebas asi creadas buscamos simular caracteristicas posibles en
un problema en el que los valores de d;; son positivos y negativos, por ejemplo en el caso de un
grupo social con afinidades y no afinidades entre individuos, y también tener conjuntos de datos
diferentes para registrar el desempefio de los algoritmos disefiados cuando éstos se ejecutan en

instancias de uno u otro tipo.

Estas instancias de prueba han sido publicadas en el sitio web del proyecto OPTSICOM y

estan disponibles en (38) para otros investigadores que desean usar los datos.
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4.1.2. Caracteristicas del problema Max-Mean resuelto a través del problema

Max-Sum

Es evidente que se puede obtener la solucién dptima del problema Max-Mean de una
manera indirecta si resolvemos el modelo Max-Sum para todos los valores posibles de m; es decir,
param = 2,3, ...,n, y luego dividimos las soluciones resultantes para el correspondiente valor de
m. Entonces, el mejor valor de estos (n — 1) valores obtenidos es el 6ptimo del modelo Max-
Mean. Es decir, si Zyqx—summ) €S €l valor éptimo de la funcidn objetivo del problema Max-Sum
con m elementos a seleccionar, Y Zyax—mean €S €l valor éptimo de la funcién objetivo del
problema Max-Mean, entonces:

ZIT/I —  max {ZIT/Iax—Sum(m)}
ax—Mean m

En la Figura 17 se muestra el resultado de resolver el problema Max-Mean de esta manera
indirecta, para un ejemplo de prueba de tipo | de tamafio n = 50, resolviendo de manera exacta
49 problemas de tipo Max-Sum, cada uno de ellos en su formulacién lineal (2.2)-(2.4) por medio
del optimizador Cplex. En el eje y consta el valor 6ptimo de la funcidn objetivo del problema Max-

Sum dividido para el respectivo valor de m, donde m toma todos sus valores posibles: 2, 3, ..., 50.

Observacion en una instancia TIPO |
Z\ax- sum (m' M

20

10

10 20 30 40

HHGD
P
—I-
3

Figura 17. Solucion del problema Max-Mean a través de las soluciones del modelo Max-Sum
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En la Figura 17 se puede observar que el valor éptimo de cada problema Max-Sum,
dividido para m, se incrementa mondtonamente cuando m aumenta de 2 a 14, y luego este valor
decrece también de manera monétona para el resto de valores de m (desde m = 15 a m = 50).

Asi el 6ptimo del problema Max-Mean se alcanza en este ejemplo para m=14.

Este mismo patrén, de la evolucidn de los valores del 6ptimo del problema Max-Sum
divididos para m, en forma de una funcién cuasi-céncava, pudo ser observado en otros
experimentos numéricos que se desarrollaron para diferentes valores de n, para otros problemas
de prueba de tipo |, tal como se observa en la Figura 18. En el Capitulo 3 consideramos este patrén
como una caracteristica importante a incluir en el disefio de un algoritmo GRASP eficiente para

resolver el problema Max-Mean.

Zytax-sum(my/ ™ n =20 Zitax—sum(m)/ ™ n = 30
valor Max- Sum|'m [valor Max- Sm| m
10+ e o ® o F ee oo
[ ° ° L
° ° B r °° ®e °
° 7 ° e
5 . ° r °
10+
o r ° ° °
\ \ ° L om ®e
t 5 10 15 20 Sp e o
[ ® .
[ L4 °
-5F o | | | | . Lom
[ 5 10 15 20 54 30
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10 - 5L °
r °
r °
B ° ~10L °
) n =40 n =250
ZMax—Sum(m)/m
ZNax- sum (m M
20} ...000-0..... [ ...Oo..
. 20r o® ®ee
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Figura 18: Forma cuasi-concava de los valores 6ptimos del problema Max-Sum divididos para m
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Esta caracteristica observada ademas de proporcionarnos informacién muy util para la
exploracién del espacio de soluciones en el disefio de una heuristica eficiente para resolver el
problema, también nos indica otro camino para obtener la solucion del problema Max-Mean, esto
es resolver los (n — 1) problemas Max-Sum, a través de su formulacién lineal (2.2)-(2.4), para
m=2,3,...,n, y luego dividimos la solucién resultante para el correspondiente valor de m.
Entonces, el mejor valor de estos (n — 1) valores obtenidos es el 6ptimo del modelo Max-Mean.
Pareceria obvio que esta estrategia requeriria mas tiempo que resolver directamente un solo

problema lineal dado por la formulacion (2.27)-(2.32).

Haciendo un analisis rdpido de la talla de estos problemas, podemos darnos cuenta que el
numero de variables y restricciones en la formulacién de cada uno de los problemas Max-Sum es
del mismo orden que en la formulacidn del problema Max-Mean, como se observa en la Tabla 10,
y en la Tabla 11, en las que se presentan los resultados para el nimero de variables y restricciones,
se puede observar que no hay grandes diferencias en cuanto a la talla de estos dos problemas,
notese que en el caso del Max-Sum, estos nimeros se refieren a las tallas de cada uno de los
problemas Max-Sum a resolverse, y como tienen que resolverse (n — 1) problemas de ellos podria
pensarse que esta estrategia requiere mas tiempo, curiosamente la situacion es totalmente

diferente, como se observa en el siguiente experimento.

En el proximo experimento computacional se resuelve de manera exacta el problema Max-
Mean utilizando las dos estrategias, mas especificamente se comparan las soluciones 6ptimas
exactas obtenidas con Cplex cuando se resuelve directamente la formulacién lineal del problema
Max-Mean (2.27)-(2.32) y cuando se lo resuelve indirectamente a través de procesar (n — 1)
veces la formulacion del problema Max-Sum (2.2)-(2.4) para todos los posibles valores de m entre

2yn.

Tabla 10. Talla de las formulaciones lineales de los problemas Max-Sum y Max-Mean

PROBLEMA
Max-Sum Max-Mean
2 2
, . n 1 n
Numero de variables —+n —+-n+1
2 2 2 2
. . 3 3 )
Numero de restricciones Enz — En +1|2n“+n+2
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A continuacién se describe el experimento numérico desarrollado: Para esta comparacion

usamos las 60 instancias de tamafio pequefio con n = 20,25 y 30, tanto de TIPO | como de TIPO Il

definidas en la seccion 4.1.1.

La Tabla 12 muestra, para cada método y cada tamafio del problema, el valor promedio de

la funcion objetivo (Valor) en la solucidon éptima, el promedio del nimero de elementos que

terminan siendo seleccionados en la solucion éptima (m), y el tiempo CPU promedio en segundos

(CPU), ND significa que el valor no estd disponible porque no se obtuvo la solucién en un tiempo

de 5 horas.

Tabla 11. Talla de los problemas Max-Sum y Max-Mean para diferentes valores de n

Numero de variables

NuUmero de restricciones

n | Max-Sum | Max-Mean | Max-Sum | Max-Mean
15 120 136 316 467
16 136 153 361 530
17 153 171 409 597
18 171 190 460 668
19 190 210 514 743
20 210 231 571 822
21 231 253 631 905
22 253 276 694 992
23 276 300 760 1083
24 300 325 829 1178
25 325 351 901 1277
26 351 378 976 1380
27 378 406 1054 1487
28 406 435 1135 1598
29 435 465 1219 1713
30 465 496 1306 1832

86



Tabla 12. Soluciones del problema Max-Mean con Cplex12

TIPOI TIPO 1l
n Max -Mean Max - Sum (n-1) veces | Max -Mean Max - Sum (n-1) veces
CPU (s) 50.334 14.662 66.714 19.164
20 | Valor 1.443 1.443 1.898 1.898
m 7.400 7.400 7.500 7.500
CPU (s)| 694.606 41.826 1995.100 59.581
25 | Valor 1.732 1.732 2.207 2.207
m 9.800 9.800 9.600 9.600
CPU (s)| >5 horas 102.303 > 5 horas 182.176
30 | Valor ND 1.875 ND 2.383
m ND 10.700 ND 10.800

Los resultados que se muestran en la Tabla 12 claramente indican que Cplex sélo permite
resolver problemas pequefios en tiempos moderados. En particular con la formulacién lineal
(2.27)-(2.32) solo se pueden resolver instancias de tamafio n < 30 para los problemas de prueba

de tipo | y de tipo I, y paran = 30 no se pudo obtener el resultado en 5 horas de procesamiento.

Sorprendentemente, el modelo Max-Sum aplicado (n— 1) veces permite resolver
instancias de tamanos mas grandes en menor tiempo, y se pudo obtener la solucién paran = 30
en 102.30 segundos en promedio, y para n = 35 en 719.51 segundos en los problemas de tipo |,
en los problemas de tipo Il esto requiri6 de mds tiempo. Se puede concluir que si se quiere
resolver el problema Max-Mean de manera exacta es preferible usar la estrategia de resolver
(n — 1) veces el modelo Max-Sum ya que consistentemente dio mucho menor tiempo en todos
los experimentos. Esto se debe probablemente al hecho de que la relajaciéon continua del
problema Max-Sum provee mejores cotas que las que provee la relajacidon continua del problema

Max-Mean.

En lo que sigue se realiza una prueba estadistica mediante la cual se comprueba que en
general los problemas de tipo Il son mas dificiles de resolver que los de tipo |, ya que el tiempo
que requirié su procesamiento en los dos procedimientos fue significativamente mayor en los
problemas de tipo |. Este comportamiento sistematico se observa resumido en la Tabla 13, los

tiempos de procesamiento que requirié cada uno de los problemas de tipo | y tipo Il, cuando se
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aplica el procedimiento de resolver los (n — 1) problemas Max-Sum se muestran en la Tabla A 1

del ANEXO 1.

Se realizé una prueba estadistica, basada en el test t-student para muestras apareadas,
para comprobar la hipdtesis que el tiempo promedio de procesamiento en problemas de tipo | es
menor que el tiempo de procesamiento promedio en problemas tipo Il, aplicando la prueba de
hipdtesis a las 30 parejas de tiempos de procesamiento se obtuvieron los resultados resumidos en

la Tabla 13.

De igual manera se realizé la prueba estadistica para los tiempos de ejecucidn al resolver
directamente la formulacion lineal del problema Max-Mean, los tiempos detallados de
procesamiento para cada uno de los problemas se presentan en la Tabla A 2 del ANEXO 1,

mientras que los resultados de la aplicacion de la prueba se resumen en la Tabla 14.

El nivel de significancia en todos los casos fue inferior al 5%, por tanto concluimos que las
instancias de tipo Il son mas dificiles que las de tipo |, y permitirdn discriminar de mejor manera

entre los algoritmos heuristicos que se disefien.

Tabla 13. Tiempos de procesamiento de problemas Tipo | Vs. Tiempos de problemas Tipo Il en el método de resolver
(n — 1) problemas Max-Sum

Prueba de hipotesis para medias con muestras apareadas

cpu tipo | - cpu tipo Il

n=20 n=25 n=30
Tamaiio muestral 10 10 10
Media Muestral -4.7302 -17.7551 -79.8735
Desviacién estandar muestral 5.360580396 12.8170327 79.66914337
Hipétesis Nula sobre la diferencia 0 0 0
Hipétesis alternativa sobre la diferencia <>0 <>0 <>0
Error estandar de la media 1.695164363 4.05310162 25.19359523
Estadistico t-Test -2.7904 -4.3806 -3.1704
Valor p 0.0210 0.0018 0.0114
Hipotesis nula al 5% de significancia Rechazar Rechazar Rechazar
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Tabla 14. Tiempos de procesamiento de problemas Tipo | Vs. Tiempos de problemas Tipo Il en el método de resolver

directamente la formulacion del problema Max-Mean

Prueba de hipdtesis para medias con muestras apareadas

cpu tipo | - cpu tipo 1l

n=20 n=25
Tamaiio muestral 10 10
Media Muestral -17.3801 -1300.4939
Desviacidn estandar muestral 28.0405773 249.849174
Hipétesis Nula sobre la diferencia 0 0
Hipétesis alternativa sobre la diferencia <>0 <>0
Error estandar de la media 8.86720913 79.009246
Estadistico t-Test -1.9900 -16.4600
Valor p 0.0482 <0.0001
Hipotesis nula al 5% de significancia Rechazar Rechazar

En la Figura 19 y en la Figura 20 se observa la evolucidn de los valores éptimos de los
problemas Max-Sum que se generan con cada valor de m = 2,3, ...,30 para los 10 problemas de
prueba de tipo | de tamafio n = 30, se puede observar el mismo patron aproximadamente cuasi
concavo, en todos los problemas, propiedad que explotamos en la siguiente seccidn para disefiar

una heuristica eficiente para resolver este problema.

Instancias TIPO |

Z\Mex- Sumim M
20|
15}

10+

05

Figura 19. Evolucion de los valores optimos del problema Max-Sum divididos para su correspondiente valor de m para

los 10 ejemplos de prueba de tipo |
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Instancias TIPO |

valor
20 . ! !
L l s °
SN R N .
se boE b1
r 3 8 ! ° ; ° o ° ° :
[ . ° L . 3 4 S °
[ : ° M ° : 4 5 ‘ ° ¢
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I . I S G S S $ instancia
r 2 . 4 6 . 8 10
05 . :

Figura 20. Valores 6ptimos de todos los problemas Max-Sum divididos por m para cada valor de m para cada uno de

los 10 ejemplos de prueba de tipo |

En la Figura 21 y Figura 22 se observa la misma situacidn para los problemas de prueba de

tipo Il.

Instancias TIPO Il

Z\ox- Sumim M
25/
20!
15
10

05

Figura 21. Evolucion de los valores dptimos del problema Max-Sum divididos para su correspondiente valor de m para

los 10 ejemplos de prueba de tipo
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Instancias TIPO I

valor

i . ;

251 ' . .
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S R ! -

20+ . s H H ] : ¢ . s .
L 3 ° l H ° ° : : .
S T

S T A A
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Figura 22. Valores 6ptimos de todos los problemas Max-Sum divididos por m para cada valor de m para cada uno de

los 10 ejemplos de prueba de tipo I

4.2. Diseno de Heuristicas previas adaptadas al problema Max-Mean

Dado que los problemas considerados en el capitulo 3 son de tipo NP-duro, y que en
particular el problema Max-Mean en su formulacién (2.27)-(2.32) no puede ser resuelto en
tiempos razonables para problemas con n > 25 nodos, es claro que se requiere disefiar
heuristicas para resolver problemas de tamafios medianos o grandes. Aunque en la literatura no
han sido propuestos métodos de solucion heuristicos o exactos para el problema Max-Mean, si se
han desarrollado métodos de solucidn eficientes para los problemas de la diversidad mdaxima
clasicos, en particular para el problema Max-Sum y el problema Max-Min, que han sido
intensamente estudiados. También otros autores han propuestos heuristicas eficientes para
resolver otras variantes, como el problema Max-MinSum, véase (18). En esta secciéon adaptamos

estas heuristicas para la solucién del problema Max-Mean.

4.2.1. Heuristica GRASP 1

En (18) Prokopyev y otros proponen un algoritmo GRASP para el problema Max-MinSum
descrito en la seccion 2.1.4, en esta seccidn describimos como este algoritmo puede ser
modificado para resolver el problema Max-Mean, a este método adaptado lo denominamos

heuristica GRASP1.
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En su algoritmo Prokopyev considera una solucidon parcial My, con k elementos
seleccionados. Cada fase de construccion del algoritmo GRASP inicia seleccionando
aleatoriamente un elemento cualquiera, el cual genera el conjunto inicial M;. Luego, en cada
iteracion, el método determina una lista de candidatos L con los elementos que pueden ser
afiadidos a la solucién en construccion; es decir, L = {1, 2, ...,n} \ My. Para cada elemento i en L,
el método calcula Af¥*(i), que es la contribucién marginal del elemento i a la solucién en

construccion si éste es afiadido a Mj, para obtener My, 4.

Como es obligatorio en las construcciones GRASP, se encuentra una lista restringida de
candidatos RCL con los mejores elementos de L. En particular, el método ordena los elemento en
L de acuerdo a su contribucién marginal y forma RCL con sus a primeros elementos, donde a es
un numero entero aleatoriamente seleccionado en el intervalo [1,|L]]. A continuacién se
selecciona (de acuerdo a una distribucion uniforme) un elemento i* en RCL y se lo afiade a la
solucion parcial, obteniéndose M, ; = M;, U {i*}. Cada fase de construccién termina cuando es

alcanzado el numero preestablecido de elementos a seleccionar, es decir, cuando |[My| = m .

En la Figura 23 se muestra un esquema del seudo cédigo de este algoritmo.

1. Aleatoriamente seleccionar un elemento i*enV = {1, 2, ..., n}
2. PonerM; ={i"}yk=1
3. Seam el numero de elementos a seleccionar desde el conjunto V

Mientras (k < m):

. Caleular L ={1,2,...,n} \ My,
5. Calcular Af*(i) Vie L
6. Ordenar de mayor a menor los elementos en L de acuerdo a su
valor Af*(i)
7. Seleccionar aleatoriamente a € [1, |L]]
8. Construir RCL con los primeros a elementos de L
9. Seleccionar aleatoriamente un elemento i* en RCL
10. My 41 = M, U {i*}
11. k=k+1

Figura 23. Fase de construccion GRASP
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Se adapté este método, propuesto en el contexto del problema Max-Sum, a la resoluciéon
del problema Max-Mean, de la siguiente manera: dada una solucién parcial M, su valor de
diversidad es calculado de acuerdo con la ecuacion (1.6):

Yi<jijem, dij

dlv(Mk) = k

Entonces, el valor de la diversidad promedio del nuevo conjunto M., = M, U {i*} puede

calcularse recursivamente como sigue:

. Z'<',','eM d;j
div(My4q) = = ij+ I{H =
_ Zicjijemy dij + Ljem, divj
k+1
_ k diU(Mk) ZjEMk i*j
k+1 k+1

Por lo tanto, consideramos en el algoritmo propuesto la siguiente expresion para el célculo

de los aportes individuales de cada candidato a entrar en la solucién:

—div(My) = Yjem, dij

Af*@) = div(Mysy) = div(My) = —— K+ 1

Pero, como el algoritmo desarrollado en (18) esta disefiado para resolver el problema
Max-MinSum, y en este problema el nimero de elementos a seleccionar, m, es fijo, y en cambio
en el problema Max-Mean m es también una variable de decisién, se adaptd este algoritmo,
seleccionando aleatoriamente un valor para m en cada construccion GRASP; asi obtenemos
soluciones para todos los valores posibles de m cuando el método se ejecuta para un nimero

relativamente grande de iteraciones del algoritmo.

Se completa la descripcion de la fase de construccién de GRASP1 para resolver el
problema Max-Mean, remplazando el paso 3 del seudo cédigo de la Figura 23 por la siguiente

instruccion:

“Seleccionar aleatoriamente un nimero entero m en el intervalo [2, m]”
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De esta forma después de que una solucion M ha sido construida, se realiza la fase de

mejora, con el fin de encontrar un éptimo local del problema.

Esta fase bdsicamente consiste en un mecanismo de intercambio en el cual un elemento
seleccionado, es decir elemento de M, es reemplazado por un elemento no seleccionado del
conjunto N \ M. El método selecciona aleatoriamente ambos elementos y los intercambia si el
valor de la funcién objetivo mejora con este intercambio; sino sucede esto, el intercambio es
descartado. La fase de mejora termina luego de maxiter intercambios consecutivos en los que no
se haya detectado una mejora. En nuestros experimentos computacionales se fijé maxiter en

100.

A todo este procedimiento que consiste de la construccién mds mejora, lo denominamos
heuristica GRASP1a. Como se verda mds adelante, este método no es muy eficiente en
comparaciéon con otros que se desarrollan en la investigacién, obviamente el método resulta
bastante sencillo y no muy preciso, pero sorprendentemente, como se vera también en la secciéon
5.5, con su utilizacidn se obtuvieron mejores soluciones que utilizando el paquete computacional

comercial EVOLVER, que usa algoritmos genéticos para la busqueda de la solucidn.

Una forma alternativa de adaptar el algoritmo de la Figura 23, para resolver el problema
Max-Mean, consiste en enumerar todos los posibles valores de m. En otras palabras, en una
iteracidn cualquiera, construimos la primera solucién con m = 2 nodos, luego, la segunda solucién
con m = 3, y asi sucesivamente hasta que en el paso n — 1 construimos una solucién con todos
los elementos seleccionados, de esta manera en esta iteracion disponemos de (n — 1) soluciones
construidas con base en el algoritmo de la Figura 23, con nuestra estrategia guardamos la mejor
de ellas. En la préxima iteracidn se reinicia el valor de m y se realiza nuevamente la construccién
de una solucién con m = 2, luego con m = 3, etc., de la misma manera que la anterior iteracion.
Se realiza este procedimiento para un nimero maximo de iteraciones preestablecido. A este
procedimiento lo denominamos método GRASP1b. Luego de que se ha construido una solucion M
se realiza, igual que antes, la fase de mejora, la cual consiste del mecanismo de intercambio

sefialado en el método GRASP1a.

94



4.2.2. Heuristica GRASP 2

Una vez disefiados los métodos GRASP1a y GRASP1b, como adaptaciones de los métodos
propuestos en (18) para resolver el problema Max-MinSum, consideramos la adaptacion de otra
heuristica para la resolucidn del problema estudiado. En este caso recurrimos a la heuristica
reportada en la literatura como la mas eficiente para resolver el problema Max-Sum, que fue
propuesta por Duarte y otros en (11). Estos autores desarrollan un algoritmo basado en la
metaheuristica GRASP, denominada GRASP_C2, para resolver el problema Max-Sum que, como se
establece en la seccién 4.1, estd intimamente relacionado con el problema Max-Mean. En esta
investigacion se modifico tal algoritmo para adaptarlo a la solucién del problema Max-Mean, a

estos algoritmos los denominamos GRASP2a y GRASP2b.

La heuristica se describe de la siguiente manera: dada una solucién parcial My, el valor de

su diversidad en el problema Max-Sum es calculado de acuerdo a la ecuacién (1.4):

divsum(Mk) = z dij
i<j,i,jJEM
Los autores en (11) introducen la distancia entre un elemento i* y una solucién parcial M,
representada con d(i*, My), para calcular recursivamente el valor de la dispersion del conjunto

ampliado My, = M, U {i*}, definida como:

AiVsym (My1) = Z dij

i<J;i,jEMp+1
dij + Z di-)
i<j;i,JEMy JEMg

= divgym (My) + ds(i*, My)

Basados en estos elementos, proponen un método GRASP constructivo, que denominan
GRASP_C2 para resolver el problema Max-Sum. En este algoritmo la lista restringida de
candidatos, RCL, es calculada con aquellos elementos i € L para los cuales d¢(i, M)) es mayor

gue un cierto valor de umbral. Mas especificamente:

RCL = {i € L:dy(i, My) = divgym min(My) + a(dwv)} (3.1)

Donde:
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dwv = divsum_max(Mk) - divsum_min (Mk)
divsum_max(Mk) = max;¢ dg (i' Mk) 'Y,
divsum_min (M) = r{gp ds(i, My)

El valor de a ha sido puesto en 0.5, de acuerdo a lo que proponen los autores, otra
estrategia que puede utilizarse es que a tome valores variables de acuerdo a la necesidad de
intensificar la busqueda en ciertas regiones (estableciendo un valor de a pequefio) o de
diversificar la busqueda con vecindades mas amplias (poniendo a grande), con lo cual se tendria
un algoritmo de tipo GRASP reactivo. Igual que lo que se hizo en la seccién 4.2.1, este algoritmo
puede ser modificado para adaptarlo a la resolucién del problema Max-Mean de la siguiente

manera:

1. Seleccionar m aleatoriamente al inicio de cada construccion;

2. Dividir el valor obtenido en la construccidn para el valor de m generado.

En la Figura 24 se muestra el seudo codigo asociado.

1. Seleccionar aleatoriamente un elementoi*enV = {1, 2, ...,n}
2. PonerM; ={i"}yk=1
3. Seleccionar m aleatoriamente en el intervalo [2, m]

Mientras (k < m):

4. CalcularL ={1,2,...,n}\ M,

5. Calculardg(i, My),Vi € L, divgym min(My) ¥ diVgym max(My)

6. Construir lalista RCL con los elementos que satisfagan la
ecuacion (3.1)

7. Seleccionar aleatoriamente un elemento i* en RCL

8. Myy1 =M U{i"}

9. k=k+1

Figura 24. Fase de construccidon del algoritmo GRASP_C2 adaptado al problema Max-Mean

Una vez realizada la fase de construccién en el algoritmo GRASP_C2 que hemos adaptado

a la resolucién del problema Max-Mean se realiza la fase de post procesamiento basada en
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busqueda local. Esta fase también realiza intercambios como en los métodos GRASP1a y GRASP1b.
Sin embargo, para realizar una busqueda local similar a la propuesta de (11), en lugar de
seleccionar aleatoriamente los dos elementos para intercambiarlos, el método se enfoca en
seleccionar los elementos con la menor contribucion al valor de la funcién objetivo en la solucién
actual y trata de intercambiarlo con elemento no seleccionado. Especificamente, para cadai € M

calculamos:

d(i, M) = Z d;;

JEM

Y consideramos el elemento i* = min ;¢ {ds(i, M)}. Luego, el método explora el conjunto

de elementos no seleccionados en busca del primer intercambio de i* que mejora el valor de M.

Obsérvese que cuando un movimiento de mejora es identificado, éste se realiza sin
examinar los elementos restantes en V' \ M. Esta fase de mejora se lleva a cabo siempre y cuando

la solucidn se haya mejorado.

A la fase de construcciéon adaptada que se mostré en la Figura 24, mas esta fase de

busqueda local, es lo que denominamos heuristica GRASP2a.

De manera similar al planteamiento del método GRASP1b, se plantea el método GRASP2b
que consiste en uso del algoritmo de la Figura 24 para todos los posibles valores de m,
construyendo una solucidn para cada valor, y luego aplicando la fase de mejora con el
procedimiento de busqueda local descrito para GRASP2a. A este nuevo procedimiento
constructivo mas la fase de busqueda local denominamos método GRASP2b, tal como se muestra

en la Figura 25.
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Mejor solucién=0;

1. Param = 2,3, ...,n Hacer:
2. Seleccionar aleatoriamente un elementoi*enV ={1,2, ...,n}
3. PonerM; ={i*"}yk=1
4. Seleccionar m aleatoriamente en el intervalo [2, m]

Mientras (k < m):

Calcular L = {1, 2, ...,n} \ My
Calcular ds (i, My), Vi € L, divsym min(My) Y diVsym max(My)
Construir la lista RCL con los elementos que satisfagan la ecuacién (3.1)
Seleccionar aleatoriamente un elemento i* en RCL
Myyy = M U {i"}
(k)valor+2jeMk djj

k+1

0 XN WU

10. valor =

11. k=k+1
12. Si valor > mejor solucién, mejor solucién = valor; M = M,,

FASE DE MEJORA: Mientras mejora = Verdadero:

13. Calcular i* = min ;ep{ds(i, M)}

OF oss ;— ok :
14. Sipara algun i** € V \ M: valor + %

Yjem(dij — dij)
m

< valor,

valor = valor + M=Mu{i”}) —{i"}

Sino mejora = Falso

Figura 25. Algoritmo GRASP 2b

4.3. Heuristica GRASP3

En esta seccién se propone una nueva heuristica, para obtener soluciones de mejor
calidad para el problema Max-Mean. Esta heuristica consiste de una fase de construccion GRASP,
con una fase de busqueda local basada en la metodologia de busqueda en vecindades variables
(Variable Neighborhood Search). A este método lo denominamos heuristica GRASP3, que
posteriormente es mejorado con la incorporacién de una fase de post procesamiento, basada en
la metodologia de Rencadenamiento de Trayectorias (Path Relinking), que denominamos

heuristica GRASP3+PR.
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4.3.1. Fase de Construccion de GRASP3

Con base en el comportamiento de los valores dptimos para el problema Max-Sum
observado en las Figura 18, Figura 19 y Figura 21, se disefié un nuevo método constructivo de tipo
GRASP, en el cual afiadimos nuevos elementos a la solucidn parcial bajo construccidn siempre que
el valor de la funcién objetivo del problema Max-Mean mejore, y cuando se observa un
decrecimiento de este valor, se detiene la fase de construccion. De esta manera m no se establece
aleatoriamente como en los métodos GRASP1a y GRASP2a, o se explora para todos sus valores
posibles, como en GRASP1b y GRASP 2b, sino que el método selecciona por si mismo, utilizando un

mecanismo inteligente, el valor de m que parece mas adecuado al problema.

En lugar de una tipica construccion GRASP, establecida en (15), en la cual para construir la
Lista de Candidatos Restringida, RCL, primero cada elemento candidato a seleccionarse es
evaluado por una funcién voraz (Greedy) y luego un elemento es seleccionado aleatoriamente, se
utiliza un disefio alternativo, en concordancia con lo propuesto en estudios recientes, que se
expone en (35), mediante lo cual primero aplicamos la aleatorizaciéon y luego la parte voraz,

permitiendo obtener mejores resultados.

Asi, en nuestro método constructivo para el problema Max-Mean seguimos esta Ultima
estructura, primero elegimos aleatoriamente candidatos para el conjunto RCL y luego evaluamos

cada candidato de acuerdo a la funcidén voraz, seleccionando el mejor candidato.

En términos matematicos, dada una solucidn parcial M, con k elementos seleccionados, la
lista de candidatos CL esta formada por los (n — k) elementos no seleccionados. La lista de
candidatos restringida, RCL, contiene una fraccion a (0 < a < 1) de los elementos de CL
seleccionados aleatoriamente, donde a es un pardmetro que debe elegirse adecuadamente,

generalmente por experimentos computacionales.

Luego, cada elemento i € RCL es evaluado de acuerdo al cambio que produce en la

funcién objetivo; es decir, se calcula:
eval(i) = div(My U {i}) — div(M;,)

Donde div(+) es la funcion de diversidad del promedio definida en la ecuacidn (1.6).
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Después, el método selecciona el mejor candidato i* en RCL si esto mejora la solucién
parcial actual; es decir, si eval(i*) > 0, y lo afiade a la solucién parcial, M., = M, U {i*}; en caso

contrario, si eval(i*) < 0, el método para.

La Figura 26 muestra el seudo cédigo de esta fase de construccion del método que

denominamos heuristica GRASP3.

1. Seleccionar aleatoriamente un elementoi*enV = {1,2,...,n}
2. PonerM; ={i"},k =1ymejora =1.

Mientras (mejora = 1):

3. CaleularCL ={1,2,...,n}\ M,

4. Construir RCL a partir de a |CL| elementos aleatoriamente
seleccionados de CL

5. Calcular eval(i) = div(M, U {i}) — div(M,) Vi € RCL
Seleccionar el elemento i* en RCL con el maximo valor de eval

Si (eval(i*) > 0):

7. Myyr = M U {i"}
8. k=k+1

Sino

9. mejora =0

Figura 26. Fase de construccion del método GRASP3

4.3.2. Busqueda Local en GRASP3

La construccién obtenida a través de un algoritmo con base en GRASP por lo general no
permite obtener un éptimo local, y es costumbre aplicar luego de la construccion de una solucién
un método de busqueda local. Como se mostré en la secciéon 4.2, los métodos previos de
busqueda local para los problemas de diversidad maxima se auto limitan a intercambiar elementos
seleccionados con elementos no seleccionados, dejando constante el nimero m de objetos

seleccionados. Ya que no se tiene esta restriccion en el problema Max-Mean y admitimos
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soluciones con cualquier valor de m, podemos considerar una clase vecindades mas extensa y

general.

Mas especificamente, con base en la metodologia de Descenso en Vecindades Variables
(VND por sus siglas en inglés), descrita en (16), consideramos la combinacidn de tres tipos de

vecindad en nuestro procedimiento de busqueda local:

e Vecindad tipo Nj: Cuyos elementos se obtienen al remover un elemento de
la solucién actual, reduciendo asi el nimero de elementos seleccionados en una
unidad.

e Vecindad tipo N,: Resultado de intercambiar un elemento seleccionado, con
uno no seleccionado, manteniendo asi constante el nimero de elementos
seleccionados.

e Vecindad tipo N3: Se obtiene al afiadir un elemento no seleccionado en la
solucién actual, incrementando asi el nimero de elementos seleccionados en

una unidad.

El orden de exploracidn de las vecindades esta dado para intentar, en lo posible, disminuir
el numero de elementos seleccionados, aumentando a su vez la diversidad, lo cual sucede cuando
se encuentra una mejor solucidn al explorar N;. Si esto no es posible, podemos conservar la
cardinalidad del conjunto seleccionado con el compromiso de aumentar la diversidad, tal como
sucede al explorar la vecindad N,. Por ultimo, al explorar N3, estamos dispuestos a aumentar la
cardinalidad del conjunto seleccionado en aras de aumentar su diversidad. Los experimentos
numéricos confirman que este orden de seleccionar las vecindades es adecuado, como se observa

en la secciéon 5.3.2.

Mds especificamente: dada una solucién, M,,, la busqueda local primero intenta obtener
una solucién en N; que la mejore. Si esto sucede, y logramos hallar M;,_; con div(M,,_,) >
div(M,,), entonces aplicamos el movimiento y consideramos M;,,_; como la solucién actual. Caso
contrario, el método recurre a explorar la vecindad N, y busca el primer intercambio que mejora
M,,. Si esto sucede, y logramos hallar M;, con div(M,,) > div(M,,), entonces aplicamos el

movimiento y consideramos M,, como la solucién actual. En cualquier caso, sin tener en cuenta si
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hallamos la soluciéon mejorada en N; o en N,, en la préxima iteracion el método inicia explorando

nuevamente N; para mejorar la solucidn actual.

Si ni la vecindad N; ni la vecindad N, contienen una mejor solucién que la solucion actual,
entonces finalmente recurrimos a explorar N;. Si esta exploracion es exitosa, y logramos hallar
M;,+1 con div(M,,,,) > div(M,,), entonces aplicamos el movimiento y consideramos M, ,
como la solucién actual, y luego regresamos a explorar N; en la siguiente iteracion. Caso contrario,
estariamos en una situacién en la que ninguna de las vecindades contiene una mejor solucién que

la solucidn actual, y por tanto el método termina.

Ademads, para acelerar la busqueda en estas vecindades, no realizamos la exploracion de
manera secuencial sobre los elementos de una vecindad especifica, sino que evaluamos su
potencial contribuciéon a la solucién parcial dela siguiente manera: Dada una solucién M,,,
calculamos la contribucién de cada elemento seleccionado i, asi como la contribucién potencial de

cada elemento no seleccionado i como:

ds(i, M) = Z dij
JEMm
Entonces, cuando exploramos N; para remover un elemento de M,,, buscamos los
elementos seleccionados en el orden dado por d, donde el elemento con el valor mas pequeiio se
prueba primero. Similarmente, cuando exploramos N, vamos probando los elementos

Ill

seleccionados en el mismo orden pero los elementos no seleccionados en el “orden inverso”; es
decir, primero consideramos los elementos no seleccionados con una gran contribucién potencial

a la solucién parcial.

Finalmente, cuando exploramos N3 los elementos no seleccionados, que se consideran
para ser afiadidos en la solucién actual, son explorados de la misma manera que en N5, en la cual
el elemento con la mayor contribucién potencial es considerado primero. La Figura 27 muestra el

seudo cddigo de esta fase de mejora del algoritmo.
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1. Sea M,, la solucidn inicial, determinada en la fase de construccion
2. Calcular dg(i, M,,,) para todo elementoi € V.

Mientras (improve = 1)

3. Explorar los elementos seleccionados en el orden de d; para
transformarlos en no seleccionados
Si existe un movimiento en N; que mejora la solucién actual,
Realizar el primer movimiento de mejora (N;)
5. Sea My,_4 la solucién actual
Sino
6. Buscar para realizar los intercambios en el orden de d;
Si existe un movimiento en N, que mejora la solucién actual,
7. Realizar el primer movimiento de mejora (N,)
8. Sea M, la solucién actual
Sino
9. Buscar los elementos no seleccionados en el orden reverso de dg
Si existe un movimiento en N3 que mejora la solucién actual,
10. Realizar el primer movimiento de mejora (N3)
11. Sea M, la solucién actual
Sino
12. improve = 0
13. Actualizar los valores de d

Figura 27. Algoritmo de busqueda local para GRASP3

4.3.3. GRASP3+Rencadenamiento de Trayectorias

Como se resumid de manera general en la seccidn 3.5.1, el algoritmo de Rencadenamiento
de Trayectorias (PR por sus siglas en inglés), fue descrito por primera vez en el marco del método
de busqueda tabu, en (17), como una estrategia de intensificacion de la bdsqueda en regiones
prometedoras del espacio de soluciones de un problema de optimizacién combinatoria. El método
de Rencadenamiento de trayectorias opera sobre un conjunto de soluciones, denominado
“Conjunto Elite” (ES por sus siglas en inglés), que se construye con la aplicacién de un método
previo, que en general es una metaheuristica (originalmente el método de busqueda tabu). En

nuestro caso, este método previo es la heuristica GRASP3, con el cual se genera el conjunto élite
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considerando tanto la calidad, como la diversidad, como las caracteristicas deseables de sus

elementos.

La estrategia que aplicamos para disefar el nuevo algoritmo (GRASP3+PR) es la siguiente:
e Inicialmente ES es vacio, y se aplica GRASP3, para b = |ES| iteraciones, con esto
poblamos inicialmente el conjunto élite con estas soluciones obtenidas, ordenando las

1 ala

soluciones en ES con base en su valor objetivo desde la mejor, representada con x
peor, representada con x?. Ndétese que ES es por tanto un conjunto ordenado de
soluciones.

e Una vez poblado el conjunto ES por b soluciones iniciales, en las siguientes iteraciones del
algoritmo se determina cuando una nueva solucién generada, x’, califica o no para entrar
a ES, y cudl solucion que estaba en ES deberd salir, con el fin de que la cardinalidad de ES
permanezca constante e igual a b.

e Especificamente, una nueva solucién x’ ingresa al conjunto ES si se cumple una de las

siguientes condiciones:

1. Si x’ es mejor que x!, esta solucién ingresa al conjunto élite, esto indica que se
privilegia la calidad como una condicidn esencial para pertenecer al conjunto ES.

2. Six es peor que x! pero mejor que x? y ademas es suficientemente diferente que las
otras soluciones del conjunto ES, x’ también ingresa al conjunto ES, esto con el fin de
favorecer la diversidad del conjunto de soluciones élite. Ahora, para ver esto,
considerar que x’ es suficientemente diferente que cualquier otra solucién en ES, si la

distancia entre x’ y ES, es mayor que cierto umbral que representaremos con dth;

esto es, x’ ingresa al conjunto ES, si se satisface la condicién (3.2):
x’ es mejor que x1, 0, x’ es mejor que x? y d(x’, ES) > dth (3.2)

Donde d(x’, ES) representa la distancia entre x' y ES, luego tenemos que definir qué

es esta distancia y como debe ser calculada.
e Para conservar la cardinalidad de ES constante e igual a b, cuando se afiade un elemento a
este conjunto debemos remover alguno de los que ya estaban presentes. Y con el fin de
privilegiar la calidad y la diversidad del conjunto ES, se remueve aquella solucion de peor

valor que estd mds cercana a x’ en ES. Para declarar que una solucién esta cercana o
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lejana a x’ en ES, debemos considerar una medida de distancia entre esta solucién y el

conjunto de soluciones élite.

En consecuencia, una solucién del problema Max-Mean x, puede ser interpretada como
un vector binario con n coordenadas, x = (X1, X, ...,Xx,),Vi € {1,2,...,n}: x; € {0,1},
donde la coordenada x; toma el valor 1 si el elemento i esta seleccionado en esa solucidn
y 0 en caso contrario, con esta representacion la distancia entre las dos soluciones puede

ser calculada como se muestra en la ecuacion (3.3):

d(x,y) = i — i
(x,¥) ;Ix yil (3.3)

Es decir, d(x, y) indica el numero de elementos que no estan simultaneamente en ambas
soluciones x,y, o desde otro punto de vista, el nimero de elementos en los que difieren

las dos soluciones.

Asi entonces la distancia entre una solucidon x’ y el conjunto de soluciones élite ES,
d(x’,ES), puede ser calculada como la suma de las distancias entre x’ y todos los

elementos de ES.

d(x,ES) = Z d(x,y) (3.4)

YEES

Para establecer completamente la forma de evaluar la condicién (3.2), se implementd el
parametro de umbral dth como un porcentaje ¢ del tamaio total de la poblacién, n,
representado como dth* multiplicado por la cardinalidad del conjunto élite de soluciones,

b; es decir:

dth = (pn) b = dth* b (3.5)
La razén de la ecuacion (3.5) es que d(x’, ES) es la suma de las distancias desde x’ hasta
cada elemento del conjunto ES, que tiene cardinalidad b. Si consideramos que dos
soluciones son suficientemente diferentes cuando en promedio difieran en un porcentaje
¢ de sus elementos, de acuerdo a la ecuacién (3.3) tenemos que d(x’,y) = ¢n, y
entonces si se usa la férmula (3.4) para la evaluacion de la distancia de x’ a ES, se tiene

finalmente:
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d(x,ES) = @nb.

Asi, se ha descrito de manera precisa la forma en que una nueva solucién puede ingresar a

ES y reemplazar a una solucidn del conjunto élite de soluciones.

Cuando se hace esto para cierto nimero de iteraciones se tiene finalmente poblado el
conjunto ES y entonces, posteriormente, se realiza la fase de intensificacién, con el

procedimiento de Rencadenamiento de Trayectorias propiamente dicho:

Dadas dos soluciones x, y € ES, el procedimiento de Rencadenamiento de trayectorias
PR(x,y) actua sobre estas dos soluciones para obtener una mejor solucién de la siguiente
manera: Inicia con la primera solucidn x, denominada solucion inicial, y por medio de
algun mecanismo de transformacién gradualmente se la transforma en la solucién final y,
denominada solucion guia. Para lograr esto en cada iteracidon de la transformacién se

consideran dos movimientos:

- Remover un elemento que estd en x pero que no esta presente en y; o,

- Anadir un elemento que no esta presente en x pero que si esta presente en y.

El método selecciona el mejor de estos movimientos, originando la primera solucion
intermedia de la trayectoria, representada con x(1). Luego se consideran nuevamente los
dos movimientos para x(1): remover un elemento en x(1) que no esta presente en y, o
afiadir un elemento que no esta presente en x(1) pero que si esta presente en y. El mejor

de estos movimientos origina la segunda solucidén intermedia x(2).

mejor soluciéon
x(j)
7 ',.'. '\.\\' x(k)=y
K4 ’ o

x(1) , :
/'.’..\. \> x Z) "./' . -
’ ~. .__,

s solucion guia

L]
L]
RN

~

A e

X o
solucion inicial

Figura 28. Esquema representativo del Rencadenamiento de Trayectorias
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De esta manera, si operamos iterativamente, generamos la trayectoria de soluciones
intermedias x(1), x(2), ..., x(j), ..., x(k) = y hasta alcanzar a y, como se representa en la
Figura 28. La salida de esta fase del algoritmo PR es la mejor solucidn intermedia de esta

trayectoria, digamos x(j), diferente de x y de y.

A continuaciéon, se aplica a esta mejor solucién encontrada la fase de mejora por el
procedimiento de busqueda local. En nuestra investigacién realizamos el procedimiento
PR parairdex ay (PR(x,y)) y también PR parairde y a x (PR(y,x)), de donde se
obtiene una solucion x’, que serd considerada como la mejor solucién si su valor objetivo

supera a la mejor solucién de ES, como se observa en la Figura 29.

Figura 29. Esquema del procedimiento PR en su fase de busqueda local

Finalmente, se resume la fase de Rencadenamiento de trayectorias que se propone en la

Figura 30, en la que se muestra su seudo cédigo.

Al algoritmo total que incluye las fases de construccion busqueda local y Rencadenamiento

de trayectorias denominamos GRASP3+PR.
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1. Poner Globaliter igual al nUmero global de iteraciones elegida.
2. Aplicar el método GRASP3 (construccion mas mejora) por b = |ES| iteraciones para poblar el
conjunto ES = {x1,x?,...,x?}
3. Poneriter=b+1
Mientras (iter < Globaliter):
4. Aplicar la fase de construccién GRASP = x
5. Aplicar la fase de busqueda local de GRASP a x = x’
Si(f(x)>fGxDo(f(x)>f(xP)yd(x,ES) =dth)):
6. Sea x* la solucién mas cercana a x’ en ES con f(x’) > f(xk)
7. Afadir x’ a ES y remover x*.
8. Actualizar el orden del conjunto ES (desde el mejor x* al peor x? ).
9. Seaxbest = x!
Para(i=1hastai=b —1ydesdej =i+ 1hastaj = b)
10.Aplicar PR(x', x7) y PR(x/,x"), sea x la mejor solucién hallada

11.Aplicar la fase de busqueda local de GRASP3 a x = x’

Si (f(x') > f(xbe“)):
12. xbest = x»

13.Salida xPest

Figura 30. Seudo Cddigo de la fase de Rencadenamiento de Trayectorias del algoritmo GRASP3+PR

4.3.4. Nuevas adaptaciones de los métodos GRASP1 y GRASP2 existentes

Podria pensarse que el método propuesto GRASP3+PR tiene una ventaja a priori sobre los
métodos GRASP1 y GRASP2, en el hecho de que en estos ultimos no se utiliza dentro de su disefo
la caracteristica observada en la Figura 18 y la Figura 19, que podria ser crucial en la eficiencia de
los algoritmos desarrollados. Por este motivo se proponen dos adaptaciones adicionales a los
métodos previos GRASP1 y GRASP2. Asi, el principio aplicado en nuestro método constructivo
GRASP3 descrito en la seccidén 4.3.1, que fue visualizado de la experimentacion de la seccién 4.1,
puede usarse para adaptar los métodos previos disefiados por investigadores para tratar los
problemas similares Max-MinSum y Max-Sum. En particular, en lugar de escoger un nimero a
priori de elementos, o un nimero escogido aleatoriamente como en nuestra adaptaciéon GRASP1a,

podemos ir afiadiendo secuencialmente, uno a la vez, elementos a la solucién parcial bajo
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consideracion mientras el valor de la funcidn objetivo Max-Mean mejore, y cuando este valor
empiece a decrecer paramos la construccion. Al método constituido por esta fase de construccion,
mas la fase de mejora considerada en GRASP1a, lo denominamos método GRASP1c. Similarmente
llamamos método GRASP2c a esta adaptacidn en la fase constructiva del método originalmente

propuesto en (11) para resolver el problema Max-Sum.

Con esto tenemos las adaptaciones GRASP1a, GRASP1b y GRASP1c al método propuesto
por (18) para resolver originalmente el problema Max-MinSum, y las adaptaciones GRASP2a,
GRASP2b y GRASP2c¢ al método propuesto por (11) para resolver el problema Max-Sum,

modificadas para resolver el problema Max-Mean.
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Capitulo 5.

Resultados numéricos con los problemas de prueba

Este capitulo contiene los resultados de una gran cantidad de experimentos
computacionales que se realizaron en esta investigacion para evaluar y calibrar los métodos

planteados en el Capitulo 4.

En particular aqui se describen la calibracidon de los parametros que intervienen en los
métodos desarrollados, y la comparacién de los resultados obtenidos utilizando nuestras
heuristicas GRASP3 Y GRASP3+PR y los métodos GRASP1la, GRASP1b, GRASP1c, GRASP2a,
GRASP2b y GRASP2c, adaptados para la resolucién del problema Max-Mean de métodos extraidos
del estado del arte para resolver otros problemas de la diversidad maxima. También se hace una
comparacién con los resultados que se obtienen al aplicar un software comercial de optimizacién
basado en algoritmos genéticos, mas especificamente se utilizé Evolver V.5.5° el cual se anuncia
como un paquete computacional que permite resolver una amplia variedad de problemas de
optimizacion usando algoritmos genéticos y que permite encontrar la mejor solucion global a

complejos problemas del mundo real, como se puede ver en (39).

Todas las pruebas fueron realizadas con los conjuntos de datos que se describen en la
seccion 4.1.1, generados tedricamente pero cuya estructura suponemos presente en conjuntos de
datos correspondientes a grupos de personas. Estos conjuntos de datos de datos son

denominados de Tipo | y de Tipo Il:

e Tipo I: Este conjunto de datos consiste de 60 matrices simétricas con nimeros
aleatorios en el intervalo [—1,1] generados con una distribucién uniforme. Estas
60 matrices corresponden a problemas pequefios, medianos y grandes, mas
especificamente, se tienen 10 matrices para cada uno de los siguientes tamanos

del problema: n = 20, 25,30, 35,150 y 500.

e Tipo Il: Este conjunto de datos consiste de 60 matrices simétricas con numeros

aleatorios en el conjunto [—1,—0.5] U [—0.5, —1] generados con una distribucién

* Evolver fue originalmente desarrollado por Axcelis Inc. en 1990, ahora pertenece a Palisade Corporation.
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uniforme y de acuerdo al esquema indicado en la Figura 16. Estas 60 matrices
corresponden a problemas pequefios, medianos y grandes, mas especificamente,
se tienen 10 matrices para cada uno de los siguientes tamanos del problema:

n = 20, 25,30,35,150 y 500.

Todos los algoritmos fueron implementados en Mathematica V.7%, que es una plataforma
de procesamiento numérico con un lenguaje de programacién propio, que ha resultado muy util

para la implementacion de este tipo de algoritmos, tal como se plantea en (40).

Este lenguaje de programacion permitié una implementacién eficiente de los métodos
descritos, en particular, la implementacién en Mathematica permite la interaccién con otros
programas necesarios para esta investigacion como Cplex, y una rapida y facil importacidon y
exportacién de datos, especialmente archivos planos, asi como una gran potencia para generar

graficos de gran calidad y precision.

Los experimentos computacionales se procesaron en una Laptop Intel Core 2, 1.4 GHz y

2GB de RAM.

5.1. Calibracion del parametro a

Para la fase constructiva de nuestra heuristica GRASP3 existen varios parametros que
deben ser calibrados, en particular un valor muy importante es el parametro «, pues éste
determina la diversidad adecuada que se requiere para obtener buenas soluciones. Para una
buena calibracién del pardmetro «, se ejecutd la fase constructiva del método GRASP3 por 100
iteraciones, para todos los posibles valores de a, desde @ = 0.1 hasta a« = 0.9, con un paso de 0.1,
para cada ejemplo de prueba de tipo | de tamafio mediano (n = 150), luego se elaboro el perfil
de busqueda del promedio de los mejores valores obtenidos, esto se observa en la Figura 31, en la

cual el valor (value) esta multiplicado por 10 para apreciar los detalles.

Como el mejor comportamiento se tiene para valores de a entre 0.3 y 0.7, en la Figura 32
se observa la evolucién del promedio del mejor valor para esos valores de «. Es claro que el valor

de a que da mejor rendimiento a la fase constructiva en instancias de Tipo | es & = 0.6.

4 . . T e e o / . s

Mathematica es una robusta herramienta especializada en andlisis numérico y calculo simbdlico, que
incorpora un potente lenguaje de programacién propio y una interfaz externa que permite salidas a C,
Fortran y TEX, es una marca registrada de Wolfram Research Inc.
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Value / a =06
a=0.7
I —— a=0.8
a=0.9
a=0.5
a=04
a=023
a=0.2
a=0.1
Num iter
Figura 31. Perfil de busqueda para las construcciones GRASP en problemas de prueba tipo |
Value
4.2 ¢
a1t ﬁf
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B9 e
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R YLl a=04
371 a=05
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3 6 [ _: -———a = 07
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Figura 32. Perfil de busqueda de la fase constructiva de GRASP 3 para los valores de & mas significativos para

ejemplos tipo |
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Figura 33. Perfil de busqueda de la fase constructiva de GRASP 3 para distintos valores de a para ejemplos tipo I

En cambio en la Figura 33 se muestra el perfil de busqueda de la fase de construccion de la
heuristica GRASP3 para los problemas de prueba de tipo Il, en ella se observa que el mejor valor

para @ es a = 0.7, con el que se obtuvieron consistentemente mejores resultados.

Asi, se puede concluir que el valor de @ que mas se adecula depende del tipo de problema

a resolver, pero podria ser escogido en el intervalo [0.6, 0.7].

5.2. Rendimiento de las heuristicas en problemas pequeiios

En esta seccidn se realiza una comparacion del rendimiento de las heuristicas adaptadas
GRASP1la y GRASP2a, las desarrolladas en esta investigacion GRASP3 y GRASP3+PR, y los éptimos

exactos reportados para problemas pequefos. Los resultados se muestran en la Tabla 15.

Se usaron instancias pequefias de tamafio n = 30, que son las mas grandes para las que se
pudo resolver con Cplex de manera exacta en tiempos razonables. Como el éptimo es conocido,
una medida de la precision de los métodos es la diferencia porcentual relativa respecto al 6ptimo

(GAP), que se define como:

valor 6ptimo — valor encontrado
GAP = — %X 100%
valor 6ptimo
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En primer lugar se ejecutaron uUnicamente las fases constructivas de los algoritmos

GRASP1a, GRASP2a y GRASP3, sin la fase de post procesamiento de mejora local, con el objetivo

de observar la calidad de las soluciones construidas. En la Tabla 15 se presentan los resultados de

los promedios para las 10 instancias de tamafio n = 30, en problemas de tipo | y Il, se incluye el

valor promedio de la funcidn objetivo (Valor), el niUmero promedio de elementos seleccionados

(m), las veces que se alcanzé el 6ptimo (# veces dptimo), la diferencia relativa porcentual con el

optimo (GAP) promedio y el tiempo promedio que requirié el procesamiento computacional en

segundos (Tiempo CPU). En todas las heuristicas se consideré el mismo nimero de iteraciones

igual a 100. La razén por la cual no se presentan los resultados del procesamiento con las

heuristicas GRASP1b, GRASP1c, GRASP2b y GRASP2c es que GRASPla y GRASP2a son mas

eficientes, como se vera en la seccién 5.3.1.

Tabla 15. Rendimiento de los métodos en problemas pequefios

GRASP1a GRASP2a GRASP3
) ) ) Cplex
constructivo | constructivo | constructivo
Valor 1.466543 1.52726 1.87351 1.874955
m 11.4 13.1 10.8 10.7
Tipo | | # veces 6ptimo 0 0 9 10
GAP 22.307% 19.225% 0.084% 0%
Tiempo CPU (s) 2.90896 1.22184 0.35444 102.303
Valor 1.863813 1.853205 2.377163 2.383
m 13.1 14.1 10.3 10.8
Tipo Il | # veces 6ptimo 0 0 6 10
GAP 21.807% 22.137% 0.397% 0%
Tiempo CPU (s) 4.87984 1.142 0.3444 182.176

Se puede observar que Unicamente aplicando la fase constructiva de GRASP3 ya se alcanza

al 6ptimo exacto del problema el 90% de las veces, para las instancias de prueba de tipo |, y el 80%

de las veces en las instancias de prueba de tipo Il, y en un tiempo muy reducido (menos de un

segundo), ademads en las instancias en que no se encontré el dptimo, el GAP es muy pequefio.
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En la Tabla 15 consta el resumen de los resultados promedio, mientras que en la Tabla A 3
del ANEXO 1 se muestran los resultados detallados para cada uno de los problemas de prueba con

los que se obtuvieron estos promedios.

En lo que sigue, se presentan los resultados de las fases constructivas de GRASPla,
GRASP2a y GRASP3 con el procedimiento de busqueda local y su comparacién con los valores
Optimos encontrados con Cplex. En la Tabla 16 se muestran los resultados, se puede observar
como la busqueda local mejora sustancialmente los resultados obtenidos por el método
constructivo en GRASP1a y GRASP2a, para las cuales se realizaron 100 iteraciones, mientras que
GRASP3 acertd al éptimo en todos los casos y en un tiempo sumamente pequeiio. En la Tabla A 4
del ANEXO 1 se observan los resultados particulares con cada uno de los problemas de prueba de

tamafio n = 30 cuando se aplicaron las heuristicas completas.

En conclusién, se puede decir que en promedio las heuristicas GRASP1a y GRASP2a
reportan resultados de la funcién objetivo equivalentes en calidad, pero la heuristica GRASP1a
requiere mas del doble de tiempo para encontrar estos resultados en comparacion con la
heuristica GRASP2a, por otro lado GRASP3 se muestra como la heuristica mas eficiente,

permitiendo encontrar el 6ptimo en todos los casos en un tiempo muy reducido.

Tabla 16. Resultados de las heuristicas con busqueda local para problemas pequeiios n = 30

Con busqueda local
GRASPla | GRASP2a | GRASP3 Cplex
Valor 1.842227 | 1.841831 | 1.874955 | 1.874955
m 10.9 11.3 10.7 10.7
Tipo | | # veces 6ptimo 4 5 10 10
GAP 1.812% 1.926% 0% 0%
Tiempo CPU (s) | 7.9091 3.3088 0.4135 102.303
Valor 2.345667 | 2.35521 2.383 2.383
m 114 114 10.8 10.8
Tipo Il | # veces 6ptimo 4 5 10 10
GAP 1.682% 1.268% 0% 0%
Tiempo CPU (s) | 8.1357 3.1777 | 0.3634 | 182.176
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La razén por la que Unicamente se considerd las heuristicas GRASP1a y GRASP2a, y no las

heuristicas GRASP1b, GRASP1c y GRASP2b, GRASP2c se la vera en la seccion 5.3.

5.3. Solucion de problemas medianos con GRASP1, GRASP2 y GRASP3.

La resolucién de problemas pequeiios mostrada en la seccién 5.2 permitié comparar las
soluciones obtenidas por medio de las heuristicas con la solucidon exacta, que solo se puede
obtener en tiempos razonables para esas tallas de los problemas; sin embargo, no permiten

observar cudl es un rendimiento en problemas medianos o grandes de tamaiio real.

En esta seccion se presentan los resultados de aplicar estos algoritmos y sus
implementaciones en Mathematica a los problemas de prueba de tamafio mediano (n = 150) y
grande (n = 500). También se demuestra que las estrategias GRASP1b, GRASP1c no resultan mas
eficientes que GRASP1a, y de manera similar GRAS2b y GRASP2c¢ no son mejores que GRASP2a,
esto quiere decir que para estos métodos es suficiente, dentro del proceso constructivo,

seleccionar aleatoriamente el valor de m.

5.3.1. Comparacion de los resultados y analisis de la eficiencia de los

algoritmos

Como ya no es posible comparar con la solucidn éptima exacta de estos problemas, en
lugar del GAP se reporta el porcentaje de desviacidn respecto a la mejor de las soluciones
encontradas en los experimentos, valor representado en las tablas como desviacidn, y que es igual
a:

L mejor solucién — solucién encontrada
Desviacion = - — %X 100%
mejor solucion

La Tabla 17 resume los resultados promedio para los diez problemas de prueba de este
tamafio, mientras que la Tabla A 5 y la Tabla A 6 del ANEXO 1 muestran los resultados detallados
para cada uno de los diez problemas de prueba de tipo | y tipo Il con los que se realizé el
experimento. Estos resultados reportados en la Tabla 17 confirman lo que se observé al procesar
los problemas de tamafio pequefio, la fase constructiva del algoritmo GRASP3 genera soluciones
de mucha mejor calidad que las fases constructivas de las heuristicas GRASP1 y GRASP2, y ademas

en menos tiempo, ademas se observa que para ambas clases de tipos de problema, la eficiencia de
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los algoritmos es parecida respecto al mejor valor encontrado. Es interesante observar que las
mejores soluciones obtenidas con la fase constructiva de GRASP3 presentan en promedio un
numero mas pequefio de elementos seleccionados (m) que las mejores soluciones encontradas
por las fases constructivas de GRASP1 y GRASP2, tanto en los problemas de prueba de tipo | como

en los de tipo II.

Por otro lado, en la Tabla 17 se observa que, en cuanto a los métodos adaptados de
heuristicas previas, GRASP1a tiene un mejor rendimiento que sus adaptaciones GRASP1b vy
GRASP1c, si bien es cierto GRASP1b proporciona un mejor valor de la funcién objetivo respecto a
GRASP1a, esta mejora solo es de 8% pero a costa de un incremento en el tiempo de ejecucion del
300%. En cambio GRASP1c presenta un deterioro en el valor de la funcién objetivo. Igual
comportamiento se puede observar al comparar GRASP2a, GRASP2b y GRASP2c. Es decir las
adaptaciones de tipo a de estos algoritmos tienen mejor rendimiento que las adaptaciones tipo b
y c¢. En el caso de las adaptaciones tipo b recorrer todos los valores posibles de m hace a los
métodos muy costosos en términos de tiempo computacional requerido, que no se compensa con

la mejora que se obtiene en el valor en la funcidn objetivo.

En cambio los métodos tipo c¢ tienen la particularidad que convergen rapidamente a un
mal valor de la funcién objetivo, como en estos métodos el valor de m se va escogiendo
secuencialmente desde 2, 3, etc. hasta que se observe una desmejora de la funcién objetivo, por la
estructura de la funcién adaptativa, esto ocurre rdpidamente, parando el algoritmo constructivo
en valores pequefios de m. Debido a los resultados de esta comparacidn, en lo sucesivo se usaran
Unicamente las adaptaciones GRASP1a y GRASP2a de los métodos constructivos, completados con
su fase de busqueda local, y descartamos a los métodos tipo b y c. En lo sucesivo denominaremos

simplemente método GRASP1 en lugar de GRASP1a y método GRASP2 en lugar de GRASP2a.

En nuestro siguiente experimento comparamos los algoritmos completos, que incluyen la
fase constructiva mas busqueda local para estos problemas de talla mediana (n = 150), en la

Tabla 18 se muestran los resultados promedio alcanzados.
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Tabla 17. Resultados fase constructiva para problemas de tamafion = 150

Tipo GRASPla GRASP1b GRASP1c | GRASP2a GRASP2b  GRASP2c¢ | GRASP3
Valor 2.495 2.830 2.258 2.875 3.205 1.410 4.145
m 54.8 56.9 14.7 68.2 62 7.1 41.8
| # veces mejor 0 0 0 0 0 0 10
Desviacion 39.8% 31.7 % 45.5% 30.7 % 22.6% 65.9 % 0.0%
CPU (s) 329.9 990.5 107.6 26.9 48.2 12.6 4.7
Valor 3.360 3.748 3.086 3.82 4.252 1.816 5.499
m 61.6 59.8 14.6 80.7 69 7.2 40.1
Il # veces mejor 0 0 0 0 0 0 10
Desviacion 38.8% 31.8% 43.8 % 30.5% 226% 66.8 % 0.0%
CPU (s) 230.1 595.8 71.4 25.714 48.62 12.17 5.02

Tabla 18. Resultados de los métodos GRASP (construccion + busqueda local) en los ejemplos de prueba con n = 150

GRASP1 GRASP2 GRASP3
Valor 3.9078 3.9596 4.3236
m 49.4 45.7 44
Tipo | # veces mejor 0 0 10
Desviacidon 9.63% 8.41% 0%
Tiempo CPU (s) 241.6 61.5 26.4
Valor 4.943 5.223 5.684
m 54.6 52.2 46.1
Tipo Il # veces mejor 0 0 10
Desviacién 13.06% 8.14% 0%
Tiempo CPU (s) 250.0 80.1 22.9

Los resultados de la Tabla 18 confirman la superioridad de la heuristica propuesta con

respecto a los métodos previos. Especificamente, GRASP3 obtiene una desviacién promedio

respecto a la mejor encontrada de 0% en problemas de prueba de tipo | o de tipo Il, mientras
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GRASP1 presenta desviaciones respecto a las mejores soluciones de 9.63% y 13.06% y GRASP2

desviaciones de 8.41% vy 8.14% en los problemas de prueba de tipo | y tipo Il, respectivamente.

Los datos desagregados con los resultados individuales de cada problema se muestran en

la Tabla A7 yla Tabla A 8 del ANEXO 1.

Para finalizar este analisis, y poder concluir que la heuristica propuesta GRASP3 es mas
eficiente que las adaptadas de métodos previos, se debe determinar si estos resultados aportan

evidencia estadistica suficiente para respaldar esta afirmacion.

La idea es comprobar si los resultados obtenidos por los diferentes métodos corresponden
a poblaciones (de soluciones) distintas, o si por el contrario estos resultados no aportan suficiente
evidencia estadistica para afirmarlo. En este caso el contraste de la hipdtesis de que varias
muestras proceden de una misma poblacién o de poblaciones con la misma distribucidon no puede
realizarse mediante el andlisis de la varianza, al incumplirse el supuesto de independencia de las
muestras, ya que en este caso se trata de muestras apareadas. Por lo tanto se puede utilizar la

prueba no paramétrica de rangos de Friedman.

Asi, para fundamentar la conclusién, se aplicé la prueba estadistica de Friedman para
muestras emparejadas a los datos desagregados de los experimentos. El nivel de significancia
alcanzado en esta prueba es de 0.000, lo cual claramente indica que hay diferencias

estadisticamente significativas en los resultados obtenidos por estos tres métodos.

Un analisis tipico post-test consiste en calificar a los métodos bajo consideracion de
acuerdo a los “Rank values” promedio calculados con esta prueba de hipodtesis estadistica. De
acuerdo con este ranking, el mejor método es la heuristica GRASP3, con un Rank value de 2.93,
seguido por el método GRASP2 con un Rank value de 1.93 y finalmente el método GRASP1 con un

Rank value de solo 1.15.

5.3.2. Perfil de la exploracion en vecindades variables por GRASP3

Nuestra busqueda local en la heuristica GRASP3 utiliza tres tipos de vecindades diferentes,
generadas de acuerdo con la metodologia de descenso en Vecindades Variables, descrita en la

seccion 3.5.3, estas vecindades son representadas por:
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e N, (remover un elemento de la solucidn),
e N, (intercambiar un elemento de la solucidn con uno que no esté seleccionado), y
e N5 (anadir un elemento a la solucidon). Asi, un estudio interesante es medir la

contribucidn de cada tipo de vecindad a la calidad de la solucién final.

En la Figura 34 se presenta un grafico de barras con el nimero promedio de veces, en los
10 ejemplos de prueba de tipo | y 10 ejemplos de prueba de Tipo Il de tamafio n = 150, en que la

exploracién de la vecindad de cada tipo mejord la solucidn actual.

En ambos casos (instancias de Tipo | y de Tipo Il), se repite el mismo patrén, esto es que en
un mayor numero de veces la exploracién de N, mejord las soluciones en todos los ejemplos de
prueba, pero también la exploracién de las vecindades N; y N5 contribuyd a mejoras en la solucion
final, N3 mejord en mas veces a la funcién objetivo que N, en todos los ejemplos. En la Tabla 19 se
presentan los estadisticos correspondientes a este nimero de mejoras por la exploracidon de cada

tipo de vecindad.

Tabla 19. Estadisticos del nimero de veces que la exploracion de cada vecindad mejoré la solucion en ejemplos de

prueba de Tipo | y Tipo Il

Tipo de vecindad

N, N, N;

Tipo | | 3.9275 | 11.08 6.97
Promedio total

Tipoll | 4.64 10.41 6.524

Tipo | | 1.0286 | 1.5164 | 0.636

Desviacién estandar
Tipo 11 | 0.60955 | 1.97859 | 0.96834

Pero curiosamente, si calculamos cudl fue el aporte promedio a la mejora de la funcidn
objetivo que proporciond la exploracién en cada uno de estos tipos de vecindades, se observa otro
comportamiento. Los experimentos numéricos indican que las vecindades tipo N; y N3 hicieron
mas aporte promedio que las vecindades de tipo N,, como se observa en la Figura 35y en la Tabla
20. Esto significa que aunque mas veces se mejord por visitar una vecindad tipo N,, estas mejoras
fueron, en promedio, saltos muy pequefios, en cambio menos veces se mejord por explorar las
vecindades tipo N,, pero esas mejoras fueron en promedio saltos mas grandes y por tanto de

mejor calidad; es decir, fueron menos movimientos pero sumaron mas valor.
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Figura 34. Numero promedio de mejoras en cada tipo de vecindad en el algoritmo GRASP3 en los ejemplos de prueba

de Tipo | y de Tipo Il

Esto nos lleva a concluir, que en el problema Max-Mean es mas eficiente y de mejor

calidad un movimiento en el cudl se disminuye el nimero de elementos seleccionados que

simplemente intercambiar un elemento seleccionado por otro no seleccionado dejando constante

la cantidad de elementos seleccionados.

Tabla 20. Estadisticos del aporte a la mejora de la funcién objetivo por la exploracién de cada tipo de vecindad

Tipo de vecindad

Por N1 Por N2 Por N3
Tipo | 0.018837841|0.01181602 | 0.018171
Promedio total
Tipo Il 0.026249205 | 0.01641721 | 0.02397691
Tipo | 0.004336539 | 0.0010018 |0.00186028
Desviacién estandar
Tipo Il 0.002198756 | 0.00023477 | 0.0018417
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Figura 35. Aporte a la mejora de la funcidn objetivo en valor por cada tipo de vecindad

5.4. GRASP3 con Rencadenamiento de Trayectorias para problemas

grandes

En esta seccion se describen los experimentos realizados con los 20 problemas de prueba
grandes, de tamafio n = 500, y el uso de los algoritmos GRASP1, GRASP2, GRASP3 y GRASP3 con
Rencadenamiento de Trayectorias. Se ha puesto el nimero global de iteraciones de tal forma que

todos los métodos corran en tiempos CPU equivalentes.

5.4.1. Calibracion de los parametros

El tamafio del conjunto de soluciones élite en la fase de Rencadenamiento de Trayectorias,
b, fue puesto en 20, que constituyé un nimero adecuado en los experimentos computacionales,
pues valores mas grandes no garantizaron la obtencién de mejores soluciones y el tiempo de
procesamiento se incrementd. La distancia umbral dth definida en la ecuacién (3.5) se calibro

considerando valores de ¢ entre 2% y 6%; es decir dth* entre 10y 30.

Para esta calibracidn del parametro dth se realizaron experimentos computacionales con
distintos valores de dth* para cada uno de los problemas de prueba de tipo | y de tipo Il de

tamafio grande (n = 500), se calcularon las desviaciones respecto al mejor resultado obtenido
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para cada uno de los ejemplos de prueba y se registrd la desviacién promedio para estos

diferentes valores de dth*.

Con la lista de parejas ordenadas {(dth*, % desviacion promedio)/10 < dth < 30} se
construyeron los respectivos trazadores cubicos (curvas Spline). En la Figura 36 se muestra el
trazador para problemas tipo | y en la Figura 37 se muestra la curva para problemas tipo Il, de ahi
gue usamos dth* = 25 para problemas tipo | y dth* = 17 para problemas tipo Il como los valores

sugeridos para este pardmetro.

El valor del pardmetro b en GRASP3 con Rencadenamiento de trayectorias fue puesto
deliberadamente bajo, en 20, para que el tiempo de ejecucion fuera equivalente a los tiempos de
ejecucién de GRASP1, GRASP2 y GRASP3. En GRASP3 el numero de iteraciones se establecid en
250 para lograr esta equivalencia. Para obtener resultados con el mismo esfuerzo computacional
en términos del tiempo CPU, GRASP3 se corrié con 250 iteraciones, mientras que GRASP3 con

Rencadenamiento de trayectorias con 20 iteraciones.
t  desviacion
14
12
10
08
06
04

02

| T B T T T R “dth!
25 30

Figura 36. Curva de las desviaciones promedio respecto a los mejores resultados, obtenidos con Rencadenamiento de

trayectorias usando distintos valores de dth" para problemas tipo |
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Figura 37. Curva de las desviaciones promedio respecto a los mejores resultados, obtenidos con Rencadenamiento de

trayectorias usando distintos valores de dth" para problemas tipo Il

5.4.2. Resultados numéricos con instancias grandes

En la Tabla 21 se muestran el resumen de los resultados obtenidos en las instancias

grandes al aplicar los cuatro algoritmos propuestos, los valores corresponden a los promedios

alcanzados con cada uno de los 20 problemas de prueba, diez de tipo | y diez de tipo II.

Tabla 21. Comparacion de los resultados obtenidos con GRASP1, GRASP2, GRASP3 y GRASP3 con Rencadenamiento de

trayectorias en los ejemplos de prueba con n =500

GRASP1 GRASP2 GRASP3 GRASP3+PR
Valor 6.6796 7.0163 7.71370405 7.78896586
m 154.4 157.6 139.4 145.2
Tipo | # veces mejor 0 0 0 10
Desviacidon 14.22% 9.91% 1.07% 0.00%
Tiempo CPU (s) 984.56882 950.821574 717.337083 669.417148
Valor 8.898207 9.26865 10.2957 10.43732
m 186.1 170.3 143.2 144.4
Tipo Il # veces mejor 0 0 0 10
Desviacion 14.74% 11.18% 1.35% 0.00%
Tiempo CPU (s) 736.79645 708.2459 662.422 679.641
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Los resultados mostrados en la Tabla 21 estdn en total concordancia con los resultados
obtenidos en los experimentos previos con los problemas de tamafio pequefio y mediano; es decir
con n =15,20,25,30,35y 150. En particular se confirma que la heuristica GRASP3 es mas
eficiente, pues consistentemente permite obtener mejores resultados, y en menor tiempo de
ejecucién, que GRASP1 y GRASP2. También, como se muestra en la Ultima columna de la Tabla 21,
la fase de Rencadenamiento de Trayectorias permitid mejorar los resultados de la heuristica

GRASP3 en todos los casos y para los dos tipos de ejemplos considerados.

En la Tabla A 9 y Tabla A 10 el ANEXO 1 se presentan los resultados detallados de la
aplicacion de estos cuatro algoritmos en cada uno de los problemas de prueba de tipo | vy tipo I,

respectivamente.

5.4.3. Pruebas estadisticas

De acuerdo a nuestra experimentacion los algoritmos tienen un comportamiento similar al

tratar tanto ejemplos de tipo | como ejemplos de tipo Il.

La prueba de hipodtesis de Friedman, aplicada a los resultados resumidos en la Tabla 21
exhibe un nivel de significancia p de 0.000, lo cual indica que hay diferencias significativas entre
los cuatro métodos considerados. De acuerdo al Ranking proporcionado por este test, el mejor
método es la heuristica GRASP3+PR, con un rank value de 3.80), seguido por el método GRASP3,
con un rank value de 3.20, GRASP2 , con un rank value de 2.00 y GRASP1 con un rank value de

1.00.

Considerando que GRASP3 y GRASP3+PR obtienen Rank values similares, también
realizamos una comparacion de los resultados obtenidos por ambos métodos con los dos test no
paramétricos mas conocidos para comparar datos apareados: el test de Wilcoxon y el test del
Signo. Estos dos test permiten responder a la pregunta: Las dos muestras de datos apareados (en
nuestro caso las soluciones obtenidas con GRASP3 y GRASP3+PR) érepresentan a dos poblaciones
diferentes?. El nivel de significancia resultante p es de 0.019, lo cual permite concluir que si hay
evidencia estadistica suficiente para concluir que los datos si provienen de poblaciones diferentes,
y por tanto que los métodos GRASP3 y GRASP3+PR producen resultados distintos. De otro lado el
test de los signos calcula el nimero de ejemplos en los cuales un algoritmo supera a otro. El nivel

de significancia resultante p=0.012 indica que GRASP3+PR es claramente el ganador.
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5.4.4. Perfil de busqueda

Finalmente, para completar el analisis de la comparacién de la eficiencia de los algoritmos
gue se disefiaron, se construyeron las graficas del perfil de busqueda de los algoritmos; es decir,
como estas heuristicas fueron mejorando el valor de la funcién objetivo en funcién del tiempo de

ejecucion.

En la Figura 38 se representa el perfil de busqueda de los cuatro métodos en instancias
tipo | para una corrida de 800 segundos en todos los métodos, y en la Figura 39 se puede observar
el detalle ampliado de este perfil de busqueda en la vecindad de los mejores valores encontrados.
Las figuras claramente muestran que GRASP3 logra rdpidamente buenas soluciones, y que GRASP1

y GRASP2 requieren mucho tiempo para mejorar poco el valor de la funcién objetivo.

Por otro lado, en la ejecucion de GRASP3+PR, la fase de rencadenamiento de trayectorias
es ejecutada luego de que ha sido poblado el conjunto de soluciones élite, ES, y luego de realizar
la fase de diversificacion de ES, lo cual ocurre luego de aproximadamente 460 segundos, en
promedio. Entonces inicia la fase de rencadenamiento de trayectorias propiamente dicha, al
aplicar este procedimiento a cada pareja de soluciones del conjunto de soluciones élite, las
graficas que indican la evolucién de la mejor solucidon encontrada muestran que esta fase permite
obtener rapidamente mejores soluciones, superando a GRASP3 (sin PR), que a partir de cierto
momento no logra mejoras en las soluciones en la misma proporcién que GRASP3+PR, y por tanto

se ve superado por este.

Para las instancias de tipo Il se muestra este perfil de busqueda en la Figura 40 y la Figura
41, al comparar la ejecucion de GRASP3 y GRASP3+PR el patron es similar al observado en las
instancias tipo |. Esto demuestra que el Rencadenamiento de trayectorias constituye una

excelente herramienta de post-procesamiento para el método GRASP.
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Figura 38. Perfil de busqueda en instancias grandes de tipo |
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Figura 39. Detalle del perfil de busqueda en instancias de tipo |
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Figura 40. Perfil de busqueda en instancias grandes de tipo Il

Mejor valor

? ;
10.0 W_'

95|

1l

9.0

T -
8.0

7.5

Tiempo CPU
200 400 600 0

Figura 41. Detalle del perfil de busqueda en instancias de tipo I

128



5.5. Comparacion de la heuristica GRASP3 con un Optimizador de caja

negra

Cuando se resuelve un problema de optimizacidén, una practica comun es desarrollar un
método dependiente del contexto (es decir un procedimiento que explote explicitamente la
estructura y propiedades del problema para conducir una busqueda eficiente). Muchas
implementaciones de heuristicas y metaheuristicas estan basadas en este paradigma, es decir,
desarrollan un método especializado para un problema especifico. El propdsito de algunas
investigaciones, como proponen Gortdzar y otros en (41), es lo contrario; es decir, crear
procedimientos generales que permitan hallar soluciones de calidad razonable para una amplia
clase de problemas de optimizaciéon basados en un paradigma independiente del contexto, y es
bajo esta filosofia que se han desarrollado programas de software comercial relevantes que se han

popularizado en los ultimos afios en esta area.

De esta manera, en los Ultimos anos los optimizadores comerciales de propdsito general
se han vuelto muy populares para resolver problemas de Investigacién de Operaciones, y han
incursionado con relativo éxito como sistemas de ayuda para la toma de decisiones de las
empresas. Muchas veces en la literatura se refiere a estos programas computacionales como
“Optimizadores de caja negra” o “Procedimientos independientes del contexto” como se definen
en (42). La mayoria de estos programas no explotan la estructura especifica de la funcidn objetivo
del problema que se esta resolviendo, sino que funcionan a manera de una caja negra en cuanto a
que lo importante en ellos es poner énfasis en tener bien definidas las entradas que recibe el
optimizador y saber interpretar las salidas o respuestas que produce, sin tener en cuenta en mayor
medida su funcionamiento interno. Dicho de otro modo, en estos optimizadores de caja negra nos
interesara describir cdmo estd modelado el problema y entenderemos qué es lo que hace el
optimizador, pero sin dar mucha importancia a cdmo lo hace. No se precisa definir ni conocer los
detalles internos de su funcionamiento. Salvo ciertos aspectos que estan disponibles para

calibracion por parte del usuario, el optimizador de caja negra se encarga de obtener una solucién.

En efecto, los solvers de caja negra basados en metaheuristicas han hallado cabida en
algunas implementaciones comerciales. Tres programas de software llevan la batuta, basados en

metaheuristicas, y resuelven de manera general problemas de optimizacion:
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e Solver Premium de Frontline Systems Inc. (www.frontsys.com)
e OptQuest de Opttek Systems Inc. (www.opttek.com)

e Evolver de Palisade Corporation (www.palisade.com)

Uno de los optimizadores de caja negra mas populares actualmente es Evolver, de Palisade
Corp., segun sus fabricantes, en (43), el programa Evolver utiliza la tecnologia de los algoritmos
genéticos para resolver rapidamente problemas de finanzas, distribuciéon, programacion,
asignacion de recursos, manufactura, presupuesto, ingenieria y mds, ademas se menciona que los

|ll

algoritmos genéticos de Evolver llegan a la mejor solucion “global” de un problema lineal,

combinatorio o no lineal.

Entre los aspectos destacables de Evolver estan: tener cierto grado de control sobre la
forma en que se guia al proceso de optimizacién, poder definir parametros de optimizacion,
definicion de tiempo de ejecucidn, elegir el tipo de operadores de cruce y mutacion. Evolver
incluye métodos de solucion distintos para diferentes tipos de problemas, estos métodos son:
“Recipe”, “Order”, “Budget”, “Grouping”, “Scheduling”, o “Project”, lo cual es muy ventajoso en el
proceso de optimizacién porque estos métodos le dan al proceso de solucion, informacidon
adicional que da lugar a mejores resultados, de esta manera el proceso de solucién al final si
depende un poco del contexto, y no es totalmente independiente. Como en nuestro problema lo
gue requerimos es agrupar los n objetos iniciales en dos grupos: uno de m elementos escogidos y
otro de m — n elementos no escogidos, el método que se usé para resolver el problema Max-

Mean es el de “Grouping”. El criterio de parada para la ejecucién del software fue elegido como un

tiempo de ejecucién pre establecido.

En esta parte comparamos nuestra heuristica GRASP3 con el optimizador Evolver, en la
Tabla 22 se muestran los resultados promedio alcanzados en instancias tipo | y tipo Il para
problemas pequefios, medianos y grandes mientras que en la Tabla A 11, Tabla A 12 y la Tabla A
13 del ANEXO 1 se pueden observar los resultados detallados para cada una de las instancias. En
todos los casos se otorgd mucho mas tiempo de ejecucién al optimizador Evolver como una
ventaja frente a nuestra heuristica GRASP, asi por ejemplo para los problemas pequefios de tipo | y
Il (n = 30), nuestra heuristica GRASP utiliz6 un CPU promedio de 0.414 y 0.363 segundos,
respectivamente, entonces establecimos para la ejecucion de Evolver un tiempo de 40 segundos,

esto es japroximadamente cien veces mas! En cambio para el tratamiento de las instancias de

130


http://www.frontsys.com/
http://www.opttek.com/
http://www.palisade.com/

tamafio mediano (n = 150) se utilizé en Evolver un tiempo de 200 segundos, aproximadamente
diez veces mas que el que utilizamos en nuestra heuristica GRASP3, y para las instancias grandes
(n = 500) se utilizé6 en Evolver un tiempo de 3500 segundos, es decir aproximadamente cinco
veces mas que el que utilizamos en nuestra heuristica GRASP3. A pesar de esta ventaja en el
tiempo de computo otorgada al optimizador Evolver, los resultados de nuestra heuristica GRASP3
no se pudieron superar en ningln caso, es mas se observa en la Tabla 22 que existe un gran
deterioro de la solucion hallada por Evolver conforme se utilizan problemas de talla mas grande.
También se puede observar que para Evolver resultan mds dificiles de resolver los problemas de
tipo Il que los de tipo I, y que para (n = 500) la desviacion respecto a las soluciones obtenidas con

GRASP3 ya superan el 50%.

Tabla 22. Comparacidn de la heuristica GRASP3 con el optimizador EVOLVER en el problema Max-Mean

n=30 n =150 n =500

EVOLVER GRASP EVOLVER GRASP EVOLVER GRASP

Valor 1.85473 1.87495 3.15248 4.3236 5.21441 7.71370

m 11.10 10.80 64.90 44.00 217.30 139.40

# veces
4 10 0 10 0 10

Tipo | mejor

Desviacion 1.05% 0.00% 27.10% 0.00% 32.41% 0.00%
Tiempo

40 0.414 200 27.061 3500 717.336
CPU (s)

Valor 2.33221 2.38278 4.06619 5.684 490423 |10.2956713

m 11.40 10.80 65.30 46.10 243.50 143.20

# veces
4 10 0 10 0 10

Tipo Il mejor

Desviacion 2.10% 0.00% 28.46% 0.00% 52.38% 0.00%
Tiempo

40 0.363 200 22.874 3500 662.422
CPU (s)
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En la Figura 42 se puede observar un grafico de barras con el incremento de la desviacion
porcentual de las soluciones obtenidas con Evolver respecto a las soluciones reportadas con

GRASP3.

En la Figura 43 en cambio, a modo de ejemplo, se observa el perfil de busqueda del
algoritmo genético utilizado por Evolver, en un problema de prueba mediano, se nota que al inicio
el software encuentra muchas soluciones nuevas, cuyo valor objetivo crece rapidamente, pero a
partir de cierta iteracién cada vez le cuesta mas al optimizador mejorar la solucién, estancandose

en un 6ptimo local e impidiendo que mejore a pesar de otorgarle mucho tiempo de cdmputo.

60.00%

50.00% —

40.00% —

30.00% S Tipo I
Tipo I

20.00% —— —

10.00% —— —

0.00% T T 1
n=30 n =150 n =500

Figura 42. Desviacion de los resultados encontrados con Evolver respecto a la solucién encontrada con GRASP3

A partir de estos resultados descartamos el uso de este tipo de optimizadores,
independientes del contexto, como mecanismos de solucién eficientes para el problema Max-

Mean.
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Figura 43. Perfil de busqueda del algoritmo genético ejecutado por Evolver en problemas de tamafio mediano n = 150

5.6. Resumen de los métodos desarrollados

El problema de maximizacién Max-Mean es un problema computacionalmente dificil que

se plantea en el contexto de los problemas de la dispersidn equitativa y de la diversidad maxima.

Este problema nos ha servido como un buen caso de prueba para desarrollar las nuevas
estrategias de busqueda que proponemos para resolver este problema combinatorio. En particular
hemos desarrollado un algoritmo GRASP constructivo con base en una combinacidon no estandar
de codicia y aleatoriedad, una estrategia de busqueda local basada en la metodologia de
vecindades descendentes variables, la cual incluye tres tipos diferentes de vecindades, y una fase
de post procesamiento basada en rencadenamiento de trayectorias. Este Ultimo método esta

basado en una medida de control de la diversidad en el proceso de busqueda.

Se realizaron extensos experimentos computacionales para estudiar primero el efecto de
los cambios en los elementos criticos de la busqueda y luego comparar la eficiencia de las

heuristicas que proponemos con otros procedimientos adaptados de otros autores para

problemas similares. La comparacion con los métodos previos también basados en la

metaheuristica GRASP favorece nuestra propuesta.
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También se modeld el problema Max-Mean en Evolver, que es software comercial que usa
algoritmos genéticos y que es muy referenciado. A pesar de favorecerlo otorgandole un tiempo de
ejecucién excesivamente grande los resultados demostraron que el problema es muy complicado
para este software, por lo que la utilizacién de optimizadores de caja negra no es recomendable
en la solucion del problema Max-Mean, dejando evidente que nuestra propuesta es muy superior

para resolverlo.
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Capitulo 6.

Un Caso de aplicacion para el problema Max-Mean

6.1. Los grupos de personas mas diversos son mas eficientes

Es un hecho evidente, a partir de nuestra vivencia diaria, que los seres humanos a menudo
cooperamos en todo tipo de situaciones, desde cuestiones de la familia a problemas de caracter
mundial como la proteccién de los bosques, el agua y la lucha por preservar el medio ambiente.
Sin embargo, la teoria de juegos evolutiva predice que la tentacién egoista a renunciar al bien
publico es mayor que el deseo de la cooperacion colectiva, lo cual esta avalado por multiples
experimentos econémicos, entonces écOmo es que aparece la cooperacion? Pues segun estudios
recientes, como en (1), (2) y (13), es la diversidad social la que proporciona un escape a esta
paradoja, y si en el pasado, mucho del interés publico en la diversidad social estuvo enfocado
desde el punto de vista de la igualdad de oportunidades, la justicia, la equidad y la representacién,
recientemente se ha tratado de encontrar cédmo sacar algun tipo de utilidad o ventaja de la

diversidad.

Asi pues, en la actividad cotidiana de las organizaciones, empresas, escuelas, equipos
deportivos, etc. se han observado evidencias de que la diversidad juega un papel importante en la
habilidad que tienen los grupos de personas para resolver problemas. Ultimamente han aparecido
en la literatura investigaciones que demuestran formalmente que este fendmeno empirico es
cierto, proporcionando una justificacién tedrica para este hecho, mas especificamente en (2). Una
consecuencia de esto es que, bajo ciertas circunstancias, los grupos de personas que estan
conformados de manera diversa pueden superar en productividad a los grupos conformados por
las personas individualmente mas capacitadas para resolver estos problemas; es decir, en cierto
sentido la diversidad triunfa sobre la habilidad, y el lema de Steve Jobs, ex CEO de Apple, “piensa
diferente” puede ser una frase clave si se quiere aumentar la productividad de equipos de trabajo.
O como plantea Carol K. Goman (presidenta de Kinsey Consulting Services): “La diversidad es, a
menudo, mas importante que la experiencia. En otras palabras cuantas mas aportaciones de

colaboracidn se consigan, sobre todo si son contradictorias, mas creativas son las soluciones”.
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Desde un punto de vista practico, este resultado implica que, por ejemplo, una empresa
que quiere conformar un equipo de trabajo no debera buscar seleccionar simplemente a los
individuos mas altamente calificados para ello, probablemente lo mas eficiente serd escoger un
grupo diverso. En realidad lo ideal seria que los grupos de trabajo estén conformados por personas
con alta habilidad y diversos; sin embargo, estos dos objetivos suelen estar contrapuestos pues la
diversidad del equipo formado por las personas mds habiles tiende a hacerse pequena, como se

demuestra en (44)

Por ejemplo, consideremos que estamos tratando de seleccionar grupos de personas para
formar un equipo de trabajo. Si la eficiencia con la que grupos de personas resuelven problemas es
un resultado de la diversidad del grupo, plantear objetivos basados sélo en la eficiencia individual,
puede resultar en una gran inequidad del sistema resultante, entonces, si estamos conscientes de
gue también, ademds de eficiencia, se debe perseguir la equidad, podemos considerar los
modelos de diversidad que si consideran de alguna manera el concepto de la equidad. Asi, en el
problema Max-Mean no estamos interesados en maximizar la eficiencia total del grupo de

personas, sino en maximizar la eficiencia promedio de las personas que conforman el grupo.

La idea de trasfondo es que si tenemos una poblacidon de personas capacitadas para
realizar alguna tarea, estas personas tienen diferentes grados de habilidad o de productividad para
resolverla, y si tenemos que seleccionar un equipo de trabajo de esa poblacidon para realizar la
tarea, podemos considerar dos grupos posibles: en el primero escogemos sélo los individuos mas
altamente calificados, y en el segundo escogemos individuos “diversos” en algun sentido. Resulta
que los primeros terminarian de alguna manera llegando a la misma solucién, dificultando y
entorpeciendo el trabajo unos a otros, en cambio en el segundo grupo la diversidad crearia mds
perspectivas y por tanto mds oportunidad de salir de un atascamiento en la solucién de los
problemas, generdandose de alguna manera el ambiente propicio para aumentar la productividad
individual de cada uno, y por tanto de todo el grupo. Desde un punto de vista formal lo que sucede
es que en el primer grupo, bajo ciertas hipodtesis, las personas mas altamente calificadas tienden a
convertirse en similares en cuanto a sus puntos de vista y formas de resolver un problema por lo
cual el conjunto de dptimos locales a los que puede llegar el grupo se ve reducido. En cambo en el
segundo grupo la diversidad de sus miembros origina un conjunto de éptimos locales mas amplio,

y por tanto hay mas oportunidad para mejorar.
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6.2. Diversidad en identidad y diversidad funcional, perspectivas y

heuristicas

En términos de una poblacién de personas, entendemos por “diversidad en identidad”, o
simplemente “diversidad”, a las diferencias en sus caracteristicas demograficas, culturales, étnicas,
formacién académica y experiencia laboral. En cambio denominamos “diversidad funcional” a las
diferencias en cémo estas personas enfocan y tratan de resolver un problema. Un hecho
importante es que estos dos tipos de diversidad estan correlacionados, pues se ha identificado
experimentalmente una fuerte correlacion entre estos dos tipos de diversidad, tal como se
demuestra en (44). Dada esta conexidn, se puede deducir que grupos diversos en identidad son

diversos funcionalmente.

En la literatura, el enfoque que emplea una persona para resolver un problema es una
representacién o una codificacion del problema en su lenguaje interno, y se lo puede denominar
“perspectiva”. Asi, formalmente, una perspectiva es un mapeo P del conjunto de soluciones de un

problema al lenguaje interno de la persona que va a resolver un problema.

Por otro lado la forma como las personas intentan resolver un problema, o cémo éstas
buscan las soluciones se denomina “heuristica”. Mas formalmente una heuristica es un mapeo H
desde la codificacion de las soluciones en el lenguaje interno de la persona que va a resolver un
problema al conjunto de soluciones. Asi, dada una solucién particular, el subconjunto generado
por el mapeo H es el conjunto de las otras soluciones que la persona considera. De esta manera, la
habilidad para resolver un problema por parte de una persona estd representada por su pareja
perspectiva-heuristica (P, H). Dos personas podrian diferir en una de estas componentes o en
ambas; es decir, podrian tener perspectivas diferentes o heuristicas diferentes, o diferir en las dos.
Una solucion serd un dptimo local para una persona si y soélo si cuando la persona codifica el
problema y aplica su heuristica, ninguna de las otras soluciones que la persona considera tiene un
valor mayor. Por esto, cuando el grupo no es diverso, las personas llegan a ser similares en cuanto
a sus habilidades, y asi tendera a tener pocos éptimos locales, ocasionando que el grupo se

atasque en una de esas soluciones.
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6.3. Como seleccionar el equipo de trabajo mas productivo

Desde un punto de vista intuitivo, la conclusién de que grupos diversos en identidad
pueden superar a grupos no diversos (homogéneos) debido a su gran diversidad funcional se basa
en la afirmacidn, bien aceptada, de que si los agentes dentro de los grupos tienen igual habilidad
individual para resolver un problema, un grupo funcionalmente diverso superara a un grupo
homogéneo. En (2) se demuestra que grupos con diversidad funcional tienden a superar a los
mejores agentes individuales con tal de que los agentes en el grupo tengan igual habilidad. Esto
todavia dejaba abierta una importante pregunta: {Puede un grupo funcionalmente diverso, cuyos
integrantes tienen menor habilidad individual, tener un rendimiento superior al grupo de personas
que tienen la mas alta habilidad individual?, en (21) finalmente se resolviéo de manera afirmativa
esta pregunta, proporcionando una demostracion matematica a este hecho. Pero aun surgen de
manera natural otras inquietudes al respecto: ¢Cudntos integrantes deberia tener este grupo de
tal manera que la diversidad promedio dentro del grupo sea maxima?, y, ¢se puede detectar cual

es este grupo funcionalmente mas diverso?

Asi, por ejemplo, consideremos la situacidn en la cual una Institucion desea contratar
personas para resolver un problema. Para realizar una buena seleccidn la Institucion usualmente
tomaria una prueba a los aplicantes, digamos 500, para estimar sus habilidades individuales para
resolver el problema. Y supongamos ademas que todos los aplicantes son individualmente capaces
para resolverlo, pues tienen la formacion y la experiencia necesarias, pero tienen diferentes

niveles de habilidad. Nos preguntamos si la Institucién debera contratar:

(i). La persona con el mayor puntaje obtenido en la prueba;

(ii). Las 10 personas con los puntajes mas altos;

(iii). 10 personas seleccionadas aleatoriamente desde el grupo de aplicantes;

(iv). Las 10 personas mas diversas en identidad del grupo de aplicantes;

(v). El grupo de personas mas diverso en promedio del grupo de aplicantes (en este

caso el niumero a seleccionar no es asumido como conocido).

Ignorando los posibles problemas de comunicacion dentro de los grupos, la literatura
existente sugiere que (ii) es mejor que (i), ver (44), ya que mas personas buscaran en un espacio

mas amplio, teniendo entonces mas oportunidades para obtener mejores soluciones, en lugar de
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la accidn de la persona mejor puntuada que se quedara atascada en uno de sus 6ptimos locales.

Recientemente en (14) se ha demostrado formalmente que (iii) es mejor que (ii).

De esta manera, falla la intuicién basada en que el grupo de las personas con puntajes mas
altos, es decir los mas capacitados individualmente, vayan a formar el mejor equipo de trabajo, y
por tanto que la empresa debe contratar (ii), pues se demuestra que bajo ciertas hipétesis (iii) es
mejor decisién, como se ve en (14). Los autores llegan a determinar que un equipo de personas
escogidas aleatoriamente tiene mas diversidad funcional y que bajo ciertas condiciones supera en
rendimiento a (ii), ya que bajo el conjunto de condiciones que identifican los autores, la diversidad
funcional del grupo de las personas que estan individualmente mejor capacitadas para resolver el
problema necesariamente se vuelve muy pequefia, por lo que, al final, la ventaja de tener las
mejores habilidades individuales se ve mas que compensada por la mayor diversidad del grupo
escogido aleatoriamente. Nétese que los autores en su demostracidén ni siquiera usan al equipo
con la maxima diversidad, sino a un grupo seleccionado aleatoriamente, y aun asi logran
demostrar que es mejor, gracias a la mayor diversidad inherente al grupo aleatorio frente al grupo

de los mas habilidosos individualmente.

Aqui se demuestra el Corolario del teorema 2, que indica que si escogiéramos al grupo
mas diverso en promedio, es decir contratar al grupo conformado segun (iv), éste resultaria mas
productivo que contratar aquel formado aleatoriamente (iii), y, por transitividad, mejor que el
grupo conformado por los mejores puntuados (ii) y por ultimo mejor que simplemente escoger el

mas puntuado (i).

Por ultimo, la literatura dice poco o nada sobre (v), pues clasicamente en los problemas de
diversidad se ha considerado al nimero de elementos a escoger como un valor dado, sin embargo
en las aplicaciones practicas no esta claro como escoger el nimero de elementos a seleccionar, y
lo mejor podria ser dejar que sea el propio proceso de optimizacién el que nos proporcione su
valor. Asi, el foco de nuestro anadlisis se centra en la disputa entre la importancia que tienen las
habilidades individuales de cada persona en el grupo, su diversidad funcional (atrapada por la
diversidad en identidad), y el tamafio ideal del grupo, tal como se representa esquematicamente

en la Figura 44.
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Una conclusion de todo esto, es que la diversidad en las organizaciones debe ser alentada,
lo cual implica nuevas politicas, formas organizacionales y estilos de administracién. En el contexto
de resolver un problema, el valor de una persona depende de su habilidad para mejorar la
decisidon colectiva, pues la contribucién de esta persona depende en gran medida de las
perspectivas y heuristicas de las otras personas que conforman el equipo de trabajo. La diversidad
en el enfoque de la solucién a un problema respecto a las otras personas es un importante
predictor de su valor, y a la larga puede ser mas relevante que su habilidad individual para resolver
el problema por su cuenta. Asi, para estimar la contribucion potencial de una persona en un
equipo de trabajo, es mas importante hacer énfasis en medir cdmo esta persona piensa diferente,
antes que en estimar la magnitud de la habilidad de la persona a través de pruebas de aptitud o

test de inteligencia.

Sin embargo, hay que estar conscientes de algunos aspectos que no han sido considerados
y que podrian tener influencia en el rendimiento de un equipo de personas. Un aspecto
importante que hay que mencionar es que los grupos diversos en identidad a menudo podrian
tener mas conflictos, mas problemas de comunicaciéon, menos respeto mutuo y menos confianza
entre sus miembros que los grupos homogéneos, lo que podria ocasionar en los grupos diversos

una disminucién en su rendimiento.

En (14) se menciona que las personas con perspectivas similares pero con heuristicas
diversas pueden comunicarse unos con otros sin mayor problema, pero personas con perspectivas
diversas pueden tener problemas para comprender soluciones identificadas por los otros
integrantes del grupo, en ese sentido lo mejor para las organizaciones sera contratar personas con
perspectivas similares pero garantizando una diversidad de heuristicas, de esta manera, las
organizaciones pueden explotar de mejor manera los beneficios de la diversidad mientras

minimiza los costos de la falta de comunicacion.

6.4. Hipotesis basicas y relacion entre habilidad y diversidad

En esta seccidn se enuncia el teorema 1, demostrado en (14), que explica la légica detras
del hecho de que un equipo de personas escogidas al azar, de un banco de postulantes que estan
capacitados para resolver un problema, es mejor que el equipo formado por las personas mas

capaces individualmente, de ahi establecemos el resultado, que es inmediato, que el equipo de
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personas con mas diversidad supera al equipo formado por las personas mas habilidosas para

resolver el problema.
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Figura 44. ¢Cual es la mejor seleccion de un equipo de trabajo a partir de una poblacion de personas capacitadas para

resolver un problema pero con distintos grados de habilidad?

Para establecer el resultado tedrico, consideramos que la poblacion de donde se escogera

el equipo, es decir los postulantes, representada con @ satisface las siguientes suposiciones:

e Los postulantes estan entrenados para resolver el problema. Dada una solucidn

inicial, los postulantes pueden hallar una solucién mejor, aunque sea sélo un poco

mejor;

e El problema es dificil, ninglin postulante puede hallar siempre la solucién dptima;

e Los postulantes son diversos, y por tanto para cualquier solucion potencial que no

es la 6ptima, existe al menos un postulante que puede hallar una mejora;

e El mejor postulante es unico.
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Si consideramos un equipo de postulantes escogidos aleatoriamente desde @ de acuerdo
a alguna distribucion, el teorema establece que, con probabilidad 1, existen tamafios muestrales
N; y N, N; <N, tal que el rendimiento colectivo del equipo de los N; postulantes escogidos
aleatoriamente supera al rendimiento colectivo de los N; mejores postulantes en el grupo de N

postulantes.

Para formular el teorema 1 mas precisamente, representamos con X al conjunto de
soluciones posibles del problema, una funcién que da el valor de cada solucién V:X — [0,1],
suponemos ademas que V tiene un Gnico maximo x*, y que V(x*) = 1. Cada postulante ¢ parte
de una solucidn inicial x y usa una regla de busqueda para encontrar el maximo, pero no siempre
lo encuentra, sino que generalmente se atasca en un 6ptimo local, sea ¢(x)el éptimo local que
logra el postulante ¢ si inicia su busqueda en x. De esta manera ¢ (X) representard el conjunto de
Optimos locales para el postulante ¢, luego suponemos que toda la habilidad del postulante para
resolver un problema esta capturada por ¢. Se supone ademas que los postulantes seleccionan
aleatoriamente de acuerdo a una distribucién de probabilidades v el punto inicial desde donde

empieza la busqueda.

Por su capacidad para resolver un problema, cada postulante estd caracterizado por la
pareja (¢, v), y estimamos su rendimiento a través del valor esperado de su busqueda al tratar de

resolver el problema, representado por E(V; ¢, v); es decir,

E(Vig,) = ) V(9(0)v(®)

xX€EX

Las hipdtesis que deben satisfacer los postulantes ¢, bajo las cuales se demuestra el

teorema son las siguientes:
HIPOTESIS 1 (Consistencia):

i vx € X:V(p(x)) = V(x)
ii. Vx € X: (l)((],’)(x)): o (x)

HIPOTESIS 2 (Dificultad):
Vp € d,Ix € X:p(x) # x
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HIPOTESIS 3 (Diversidad):
Vx e X\ {x'},3p € D:pp(x) # x
HIPOTESIS 4 (Unicidad):
argmax{E(V; ¢,v): ¢ € ®} es tnico

La hipdtesis 1 indica que dada una solucidn inicial las personas siempre tratardan de
encontrar soluciones mejores, pero nunca escogeran una solucidn peor, y que se atascaran en un
Optimo local. La hipdtesis 2 implica que ninguna persona, individualmente, puede alcanzar el
Optimo siempre partiendo de cualquier punto. En la hipétesis 3 se establece de manera simple la
esencia de la diversidad, cuando una persona se atasca en un 6ptimo local siempre existe otra
persona que puede hallar una mejora debido a un enfoque diferente. Por ultimo, la hipdtesis 4
establece que dentro del conjunto de postulantes considerado existe un mejor desempefo Unico.
Nétese que no se hacen suposiciones especificas acerca de cdmo el equipo de personas trabajan
juntas, excepto que la busqueda del grupo sélo puede quedar atascada en un punto que es éptimo
local para todos las personas del grupo. Con estas hipotesis, en (21) se demuestra el teorema 1

gue se enuncia a continuacion.

TEOREMA 1: Sea @ un conjunto de personas que satisfacen las hipotesis 1-4. Y sea y una
distribucion de probabilidades sobre ®. Entonces, con probabilidad 1, existirdn enteros positivos
Ny N;, N > Nj, tal que el rendimiento conjunto de N; personas escogidas aleatoriamente supera
al rendimiento conjunto de las N; personas individualmente mads capaces, tomadas del grupo de N

personas independientemente escogidas de acuerdo a p.

La demostracién del teorema 1, que se presenta en (14) se basa en dos ideas principales:
Primero se demuestra que el grupo aleatorio de personas encontrara, con probabilidad 1, la
solucidon éptima cuando el tamafio del grupo se hace suficientemente grande, gracias a que la
hipdtesis 3 garantizara suficiente diversidad en el grupo para salvar los atascamientos en dptimos
locales de los integrantes individuales del grupo. La segunda idea se basa en la hipdtesis 4 de
unicidad, que indica que con probabilidad 1 cuando el nimero de personas es grande, las
personas mas capacitadas llegan a convertirse en similares y no son mejores que el mas

capacitado de ellos, quien por la hipdtesis 2 no siempre puede hallar la solucidn éptima.
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Si bien los autores de (14) llegan a demostrar que un grupo seleccionado aleatoriamente
funciona mejor que el grupo formado por los mejores, es inmediato extender el resultado como se
presenta en el siguiente corolario, que se demuestra aqui, en el cual se establece mas
directamente la relacion entre diversidad y habilidad. En el corolario div(M) representa la

diversidad del conjunto M evaluada con cualquiera de las medidas consideradas en el Capitulo 1.

COROLARIO: Si @ es un conjunto de personas que satisfacen las hipdtesis del teorema 1,
entonces, con probabilidad 1, existiran enteros positivos N y N;, N > Nj, tal que el rendimiento
conjunto del grupo de N; personas que maximiza {div(M),M c ®,|M| = N;} supera al
rendimiento conjunto de las N; personas individualmente mds capaces, tomadas del grupo de N

personas independientemente escogidas de acuerdo a .
Demostracion:

La demostracion del corolario es inmediata, pues la prueba del teorema 1 se basa en que
la diversidad del conjunto de personas seleccionado aleatoriamente es mas diverso que
el conjunto de personas con la mas alta habilidad. Asi pues, si seleccionamos el grupo de
personas mas diverso, este superara el rendimiento del grupo de personas seleccionadas
aleatoriamente, a causa de la mayor diversidad del primero, y por el teorema 1, este
ultimo grupo supera en rendimiento al grupo formado por las personas mas capacitadas

individualmente. Se sigue por transitividad el resultado mostrado en este corolario.

La idea del corolario es bastante intuitiva, ya que si escogemos las personas con mas
diversidad, es muy improbable que tengan déptimos locales comunes, y por tanto hay menos
oportunidad para que el grupo se atasque en uno de ellos rapidamente. La propiedad asintética
del teorema, y luego del corolario, indica que cuando el nimero de personas crece, la probabilidad
de tener dptimos locales comunes converge a cero. De esta manera se puede reivindicar que las
empresas deben poner mas atencion en establecer la forma de medir cdmo la persona piensa de
manera diferente, antes que tomar exhaustivas pruebas de aptitud o de inteligencia a las personas
gue conocemos estan individualmente capacitadas para formar parte del equipo de trabajo, en
ese sentido el lema de Steve Jobs, ex CEO de Apple “think different” (piensa diferente), en este

contexto, adquiere mas vigencia que nunca.
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6.5. Resolucion de un caso

Para aplicar los algoritmos generados se escogid la poblacion de profesores de la Escuela
Superior Politécnica del Litoral, de Guayaquil — Ecuador, poblacién consistente en 586 individuos
con el fin de seleccionar un grupo representativo. Cabe sefialar que actualmente en el Ecuador se
expidid una nueva Ley de Educacién Superior que regula las actividades de las Universidades en el
pais, con grandes cambios respecto a la ley anterior. Una de las primeras consecuencias de esto es
gue las Universidades deberdn adaptar sus Estatutos para que estén en concordancia con la nueva
ley hasta julio de 2012. Bajo esta situacion es necesario seleccionar un grupo representativo de
profesores que participe en la elaboracion del nuevo estatuto, en esta investigacion planteamos
gue este problema de seleccion es un problema del tipo Max-Mean, y por tanto pueden ser

aplicados los algoritmos disefiados para resolverlo.
Las variables consideradas fueron:

e PROFESOR: Identificador, valoresde 1, 2, ..., 586

e CONDICION LABORAL: -1 CONTRATADO, 1 TITULAR

e SEXO:-1 MUJER, 1 HOMBRE

e  MAXIMO NIVEL ACADEMICO: -1 Tecnologo, -0.5 Grado, 0.5 Maestria, 1 Doctorado

e ESTUDIO EN LA ESPOL: -1SI, 1 NO

e TIPO DE PROFESOR: -1 ACADEMICO, 0 ACADEMICO - INVESTIGADOR, 1
INVESTIGADOR

e UNIDAD A LA QUE PERTENECE: -0.5 INSTITUTO, 0.5 FACULTAD

e NIVELSALARIAL: -1, -0.9, -0.8, ..., 0.9, 1 (desde el mas bajo al mas alto)

En (14) los autores plantean el problema de cémo la diversidad en un grupo puede
aumentar la eficiencia para resolver problemas, en particular usan experimentos en los cuales
plantean a diferentes personas la forma como estas podrdn resolver un mismo problema. La

medida de diversidad (que vendra a ser nuestro d;;) es para nuestro caso:

(1 8(84,91)
W
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1 si gt = ¢/

Donde5(¢li:¢lj) = |p —¢1j| sipl # ¢zj

Es obvio que esta medida toma valores negativos (en el caso de similitud) y positivos (en el

caso de disimilitud)

Como ejemplo observemos los siguientes casos:

MAXIMO |ESTUDIO UNIDAD A LA
PROFESOR | CONDICION TIPO DE NIVEL
SEXO NIVEL EN LA
(i) LABORAL PROFESOR SALARIAL
ACADEMICO | ESPOL PERTENECE
1 1 -1 0.5 -1 -1 0.5 0.3
2 1 -1 1 -1 1 0.5 -0.6
-1-1+5-14+1-1+09
d12 = = —009

7

Se aplicaron los algoritmos GRASP1, GRASP2, GRASP3 y GRASP3+PR a los datos de la aplicacion
seleccionada. Se hicieron 10 corridas para cada algoritmo, la Tabla 23 muestra los resultados

promedio, mientras que en la Tabla 24 se muestran los resultados detallados de cada una de las

10 corridas.

Tabla 23. Resultados promedio sobre las 10 corridas de cada algoritmo

GRASP 1 GRASP2 GRASP3 GRASP3+PR
# seleccionados 24.0 110.8 93.8 97.7
Valor 0.68331107 0.94149604 1.07652046 1.11280577
Tiempo de
309.2483 236.4243 116.06222 125.9248
ejecucion

Una conclusién de esto es que las instancias de prueba son mucho mas complicadas que la

instancia real, en la cual hay mas homogeneidad entre los individuos que la heterogeneidad que

estd implicita en la aleatoriedad de las instancias tipo | y tipo Il.
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Tabla 24. RESULTADOS INDIVIDUALES PARA CADA UNA DE LAS 10 CORRIDAS DE LOS ALGORITMOS

GRASP3+PR GRASP3 GRASP1 GRASP2
CORRIDA

tiempo valor m tiempo Valor m tiempo valor m | tiempo valor M

1 127.094 | 1.11542| 101 116.631| 1.09397 | 90 307.909 | 0.65286 | 20| 209.509 | 0.94060 | 114

2 125.081 | 1.11393 | 100 113.7384 | 1.09487 96 317.706 0.66818 | 22 206.374 | 0.94139 78

120.028 | 1.10484 | 96 111.7161 | 1.07699 | 86 328.236 | 0.60268 | 16 | 212.645| 0.90701| 107

3
4 115.622 | 1.10311 92 113.4575 | 1.09058 88 330.872 0.70000 | 26 213.596 | 0.95940 120

5 114.616 | 1.10251 94 119.4957 | 1.09844 | 101 290.343 0.67857 | 24 220.633 | 0.96340 105

6 139.309 | 1.10811| 96 126.6417 | 1.08316 | 95 289.407 | 0.61161 | 16 178.886 | 0.95260 | 129

7 123.162 | 1.12293 | 100 128.5092 | 1.03239 86 316.376 0.68214 | 24 291.597 | 0.86371 111

8 134.082 | 1.12600 | 100 119.378 | 1.05797 | 92 308.56 | 0.70220| 26| 272.362 | 0.98452 | 108

9 125.688 | 1.12033 | 101 109.6741 | 1.07982 | 97 329.812 0.75714 | 32 285.81 | 0.89794 | 125

10 134.566 | 1.11090 | 97 101.3805 | 1.05701 | 107 273.262 0.77773 | 34 272.831 | 1.00438 111

PROMEDIO | 125.9248 | 1.11281|97.7 | 116.06222 | 1.07652 | 93.8 309.2483 | 0.68331 | 24 | 236.4243 | 0.94150 | 110.8

6.6. Extension al problema de seleccionar equipos de trabajo

En muchas situaciones practicas la solucion de problemas requiere del trabajo
mancomunado de un grupo de personas, como se analizd antes, a mas de las habilidades

individuales de sus integrantes es importante también la diversidad del grupo.

Por otro lado esta la cuestidn de las interacciones dentro del grupo, esto tiene que ver con
las afinidades o no afinidades entre las personas y también con la potencial formacién de
subgrupos o alianzas intergrupales. Asi, el modelo anterior ignora algunas caracteristicas
importantes, que incluyen la comunicacion y el aprendizaje. El siguiente modelo puede ser usado

para incluir este tipo de interacciones.

6.6.1. El problema de la maxima eficiencia

Sea ® ={1,2,...,n} una poblacién de personas desde la cual se quiere seleccionar un
subconjunto de ellas, M c @, de tal manera que M sea el grupo mas diverso, y, como resultado

del corolario, el mas eficiente para resolver un problema dado.

Con el fin de seleccionar el grupo mas eficiente se debe describir como esta eficiencia para
resolver un problema depende de la seleccion de M. Sea ef f(M) la eficiencia promedio asociada

al conjunto M. Si es que el problema asociado es muy simple, o si para la solucién de éste las
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personas pueden realizar partes del trabajo independientemente, podriamos considerar que la
eficiencia promedio del grupo es simplemente igual a la suma de los coeficientes de productividad
de cada uno de los elementos del grupo que se representan con ¢;; i = 1,2, ...,n, dividido para el
numero de personas que conforman el grupo, de esta manera:

Diem Ci

eff(M) =M

Entonces el correspondiente problema de decisién, es aquel en el cudl buscamos escoger

el subconjunto M de eficiencia promedio maxima:
M
max ef f(M)

La complejidad de este problema depende de algunas caracteristicas del mismo, en el

teorema 2 determina un caso en el cual la solucién del problema es trivial.

TEOREMA 2: Si el problema que se va a resolver por el grupo de personas puede ser particionado
en n partes, y cada parte puede ser realizada por cualquiera de las personas de una poblacién @, y
c;i=1,2,..,n, es la eficiencia individual de cada elemento de la poblacion, el grupo que

maximiza la eficiencia promedio esta conformado por una Unica persona i con max;ey{c; > 0}.
Demostracion:

Para la solucidn del problema es obvio que sdlo habria que considerar como posibles
candidatos a ser escogidos a aquellos elementos i con ¢; > 0.

En otras palabras, se consideraria a las personas que puedan aportar algo en el proyecto,
aumentando la productividad promedio de sus miembros.

La solucidn seria entonces trivial, seleccionariamos la persona i con max;c,{c; > 0};

Es decir, si el problema es tan sencillo, en lugar de seleccionar varios expertos altamente
calificados que pueden resolver cada parte del problema, seleccionariamos a la persona
mas capacitada para resolver todo el problema, pues cualquier otra persona que
agreguemos al grupo va a tener el efecto de disminuir la productividad promedio de los

miembros del grupo.
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Pero la mayoria de los problemas que tienen que enfrentar los equipos de trabajo en las
empresas, no son tan simples como para que cumplan las hipdtesis del teorema 2, los trabajos en
general no pueden ser divididos en pequefias tareas para que cada una de ellas pueda ser
efectuada por una persona individualmente, y la interaccidén entre sus miembros es crucial para

aumentar o disminuir su productividad.

Es decir, ademas de los términos que indican la productividad individual de cada persona:
¢, intervienen términos del tipo d;;, para describir las interacciones inter-pareja, y también
términos del tipo e;j, para reflejar las interacciones inter-ternas, y asi sucesivamente, con lo cual
la productividad promedio de un grupo M de personas se vera descrita por la expresion:

Yiem Ci + Xijem dij + i jkem €iji +

i<j i<j<k

|M]|

ef f(M) =

Se puede esperar que los efectos en la productividad de las interacciones de érdenes mas
altos tiendan a disminuir en intensidad, y por tanto tienen menos efecto en la valoracién de la
eficiencia total ef f(M), por tanto podemos considerar la expresién hasta las interacciones de

segundo orden d;;. Es decir, consideramos que la productividad promedio del grupo M es:

YiemCi + Xijem d;j

i<
eff(M) = :
|M|
Asi el problema de decisidn sera:
Yiem i + Xijem dij s Yijem dij
M) = i<j — ieM i i<j 6.1
max ef f(M) M M| M| (61

Notese que el problema P; cuya funcidn objetivo esta definida por la ecuacién (6.1) es una
generalizacidn del problema Max-Mean P,, que consiste en el segundo término de la expresion

anterior.
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Ahora en este problema ya tiene sentido agregar mds miembros al grupo, pues ellos
pueden aprender unos de otros, favoreciéndose de sus interacciones, aumentado su

productividad promedio.
TEOREMA 3: Este problema de determinar el grupo de la maxima eficiencia P; es NP-duro

Demostracion:

El hecho de que P, es NP-duro, , lo cual estd demostrado en 2.4, significa que cada
instancia p de cada problema P de la clase NP puede ser reducido a alguna instancia p,
del problema P,. Pero, ya que el problema P; es mds general que el problema P,, cada
instancia p del problema P, es también una instancia del problema mas general P;.

Asi, cada instancia p de cada problema P puede ser reducida a alguna instancia p, del

problema P;. Es decir, el problema mas general P; es también NP-duro.

6.6.2. Propiedades del problema y signos de los coeficientes
Consideremos la productividad total del grupo, effr = Xiem ¢ + Xijemd;j , si s6lo se
i<j

seleccionan dos individuos: M = {i, j}, esta eficiencia total es:
effr(M) =c;+ ¢ +d;

Notese que si el problema es simple y puede subdividirse en tareas que pueden ser
realizadas independientemente por distintas personas, d;; = 0, y esta eficiencia total seria ¢; + ¢;.
Pero si esto no es asi, y el problema no puede subdividirse facilmente, al tener dos personas
igualmente capacitadas, estas podrian terminar interfiriendo o entorpeciendo su trabajo, de esta
manera si la eficiencia total es parecida a la eficiencia individual de cada una de las personas,

ef fr(M) = ¢; = cj, entonces:
effT(M)=Ci+Cj+dij<Ci+Cj_)dij<0

Pero por otro lado, si el grupo es diverso, sus miembros podrian aprender unos de otros

favoreciendo la productividad total del grupo, y asi ef f7 (M) < ¢; + ¢, con lo cual:
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effT(M):Ci+Cj+dij>Ci+Cj_)dij>0

Es decir los signos de d;; indican si la interaccion es beneficiosa o perjudicial en el grupo, y
es la razén por la cual los grupos diversos podrian ser mas eficientes en la resolucion de problemas

gue grupos formados por gente altamente capacitada.

6.6.3. Modelo de Programacion Matematica
Si usamos las variables de decisiéon binarias:

Yo = {1 si la persona i es seleccionada
! 0sino

Entonces el problema de decisidn se puede expresar mediante la siguiente formulacién de

programacion matematica:

2 Cixi + N dij XX _ RiCixi  Di<jdij XiX;
max = max +
x;€{0,1} YiXi x€(01) | X;x; iXi
ie{1,2,..,n} ie{1,2,..,n}

Que es una generalizacidn del problema Max-Mean desarrollado en 2.1.5.

Lo interesante de este problema es que, como se vera luego en la seccién 7.2, este modelo
es equivalente al del problema multiobjetivo en el cudl se quiere determinar no sélo el

subconjunto mas diverso, sino ademas el mejor.
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Capitulo 7.

La seleccion del conjunto mas diverso y mejor como un problema

Multiobjetivo

7.1. Problemas de optimizacion con objetivos multiples

7.1.1. Los Problemas Multiobjetivo

Es un hecho evidente, a partir de nuestra vivencia diaria, que los problemas de toma de
decisién que encontramos en la vida real a menudo incluyen mas de un objetivo, asi por ejemplo
las amas de casa que van al mercado buscan seleccionar productos de la mejor calidad, mas
nutritivos y saludables, mas sabrosos, y de menor costo. El problema es que, también a menudo,
estos objetivos estdn en conflicto y son contradictorios entre si, y la existencia de estos conflictos
entre los objetivos involucrados hard que la mejora de uno de ellos dé lugar a un empeoramiento
de algun otro, pues mientras aumentamos la calidad de un producto su precio probablemente
aumentara, y mientras mas nutritivo y sano es posiblemente sera menos sabroso (pensemos por
ejemplo en el pan integral, que es mas saludable, pero menos sabroso que el pan blanco). Una

III

implicacion importante de esto es que normalmente no existira una solucién “ideal” que optimice

de forma simultanea todas las funciones objetivo del problema.

Entonces estamos frente a lo que se denomina un Problema de Optimizacion
Multiobjetivo, o Problema de Optimizacién Multicriterio, en el cudl la ama de casa busca encontrar
una solucion eficiente que sea “buena” para todos los objetivos que se consideren, intentara llegar
por tanto a una situacion de equilibrio en la que todos los objetivos sean satisfechos en un grado
aceptable, desde el punto de vista de las preferencias de la ama de casa. Asi, a diferencia de los
problemas de optimizacidn con un Unico objetivo, el concepto de éptimo se vuelve subjetivo y
serd necesario decidir de alguna forma cual es la mejor solucién al problema. Lo recomendable
seria que la mencionada ama de casa tenga un conjunto de mejores decisiones “suboptimales” y

escoja cualquiera de ellas como la mas adecuada.
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Asi, el Problema de Optimizacion Multiobjetivo (POM) puede describirse brevemente
como el problema de encontrar un vector de valores de las variables de decisién que satisfagan un
conjunto dado de restricciones y optimice un vector de funciones objetivo. El término “optimizar”
en este caso tiene un significado diferente al del caso de problemas con un Unico objetivo. En los
POM las funciones objetivo conforman la formulacién matematica de los criterios de desempefio,
gue generalmente estdn mutuamente en conflicto y que pueden estar evaluadas en unidades de

medida diferentes.

7.1.2. Definiciones

Estas son las definiciones de algunos elementos que intervienen en los POM:

ATRIBUTOS: Son las caracteristicas, cualidades o parametros de desempefio de una
decision. Por ejemplo en el problema de decisidon de la ama de casa los atributos serdn consto del

producto, aspecto, presentacion, etc.

OBIJETIVOS: Indican como son percibidas las nociones de mejorar o ganar por parte del
tomador de decisiones. En el ejemplo anterior un objetivo puede ser minimizar el costo. Este
objetivo indica que el tomador de decisiones prefiere un costo bajo, en ese sentido menor es

mejor.

METAS: Son niveles, categorias o umbrales deseados para los atributos u objetivos que se

espera alcanzar en las soluciones.

CRITERIO: Son las reglas de aceptabilidad o estandares de juicio para las decisiones, los

criterios consideran atributos, metas y objetivos.

Hay que anotar sin embargo, que en la literatura muchos autores usan los términos
objetivo, criterio y atributo de manera intercambiable para representar las metas u objetivos a

realizarse en un problema multiobjetivo.

MEJOR SOLUCION: En los problemas de decisién con un Unico objetivo, la mejor solucidn
es la solucién dptima, para la cual el valor de la funcién objetivo es maximizado (o minimizado) y

no puede ser superado por ninguna otra alternativa en el conjunto de todas las soluciones
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factibles. En cambio, en los POM generalmente el éptimo de cada criterio no apunta a la misma
alternativa, asi pues, al tener varias funciones objetivo, la nocién de optimo cambia, y lo que se
trata de obtener es buenos compromisos (llamados “trade-offs” en inglés) en lugar de una
solucién Unica como en los problemas con un Unico objetivo. En ese contexto la nocidn de
“" H ” 7 ra . .

optimo” que suele adoptarse mds cominmente es aquella que fue generalizada por Vilfredo

Pareto, conocido como el 6ptimo de Pareto.

Para visualizar el concepto del 6ptimo de Pareto volvamos al ejemplo anterior, en el cual la
ama de casa esta interesada en adquirir un producto con los criterios de maximizar su calidad y
minimizar su costo de adquisicién. Las elecciones posibles pueden ser dibujadas en un plano
cartesiano, donde cada eje representa el objetivo calidad y costo, respectivamente. La solucidn
ideal (utdpica) es aquella con el menor costo (cero) y la mayor calidad, representada en la Figura
45 como el punto coloreado en rojo, y que ademas es tipicamente infactible. En este grafico

pueden observarse dos tipos de soluciones que son posibles:

e las soluciones dominadas, que son aquellas soluciones de menor calidad que por
lo menos otra solucién en todos los objetivos considerados. Por ejemplo como se
observa en la Figura 45, la solucion P; esta dominada por la solucién P,, ya que P,
es de mejor calidad y menor costo que P;, y por tanto nunca tomariamos la
decision de escoger la alternativa P;. Pero es facil ver que P; también estd
dominada por otras soluciones, por tanto, tanto P, como P,, pertenecen al

conjunto de decisiones dominadas, representados en azul en la Figura 45.

e las soluciones no dominadas son aquellas para las que no existe otra solucidn que
es mejor en todos los objetivos considerados. El conjunto de decisiones no
dominadas configura la denominada “frontera de Pareto”. Por tanto, desde un
punto de vista practico, las soluciones no dominadas son las Unicas que son

interesantes de identificar en un problema multiobjetivo.
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FRONTERA DE
PARETO

Calidad B <— OPTIMO IDEAL
10 -

Figura 45. Soluciones dominadas, 6ptimos de Pareto y 6ptimo ideal

7.1.3. Modelo general del problema de Optimizacion Multiobjetivo

Mas formalmente, el POM puede formularse matemdticamente y sin pérdida de

generalidad de la siguiente manera:
Max F(x) = {f1(x), f2(x), ..., firr () }
s.t.x€Q
Donde x = {x;, X5, ..., X, } €s una decision especifica
Q es el conjunto de decisiones factibles
fi:Q > R;i=1,..., k son las funciones que describen los objetivos individuales

Si el problema es de minimizacidon, o una combinacion de minimizacion de algunos
objetivos y maximizacién de otros, puede ser reformulado como un problema de maximizacidon

pura eligiendo adecuadamente los signos de las funciones individuales f;.
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7.1.4. Soluciones dominadas y éptimo de Pareto

A continuacidn se enuncian algunas definiciones formales sobre la optimalidad de Pareto:

e Sedice que una solucion x € £ domina a una solucién y € , si y solamente si:

Vi=12,.,kfi(x) = fi(0)y3je{1,2,..,k}tal que fj(x) > f;(y)

Es decir, x es estrictamente mejor que y en al menos uno de los objetivos, y nunca es peor

en ninguno de ellos. Cuando x domina a y se representa con: x > y.

e Unasolucidn x € Q se denomina no dominada o Pareto optimalsidy € Q tal quey > x

e Se denomina Frontera de Pareto al conjunto: o = { x € /x es no dominada}

e Se dice que una solucién x € () e-domina a una solucién y € ) para algin € > 0 siy solo

Si:

Vi=12,..k(1+fi(x)=fi(y)

Con el concepto débil de la e-dominancia se amplia el concepto de la optimalidad de

Pareto, originando las siguientes implicaciones:

1)

La primera implicacidn es que la regidn de soluciones e-dominadas contiene a la
region de dominancia pura de Pareto, de esta manera muchas soluciones Pareto-
optimales pasan a ser e-dominadas, y por tanto ya no son consideradas parte de la
frontera de Pareto, asi la regién de soluciones e-dominadas incluye soluciones Pareto
optimales.

La segunda implicacién de la e-dominancia proviene de la primera: el conjunto de
soluciones e-no dominadas depende de la eleccidon de ¢ y del orden en el que son
afiadidas (o removidas) las soluciones al conjunto. Para comprender esto obsérvese la
Figura 46 y las soluciones x e y, donde x es una solucidn Pareto dominada y y es una
solucién de la frontera pura de Pareto. Si consideramos primero la solucidén x, y pasa a
ser e-dominada, pero si consideramos primero y, entonces x sera e-dominada. Por
tanto el conjunto de las soluciones e-dominadas dependera del orden de seleccidn de

las soluciones.
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De esta manera la relacién de &-dominancia origina dos conjuntos distintos de
soluciones que son de interés:
e El conjunto g-aproximado de Pareto, conformado por las soluciones que son &-
dominantes pero no necesariamente Pareto optimales.
e El subconjunto de todas las soluciones no dominadas, denominado conjunto
&-Pareto cuyos elementos son también soluciones Pareto optimales.

3) Otraimplicacidn de la e-dominancia es de interés practico, ya que el conjunto £-Pareto
es obviamente mas pequeiio que el conjunto de Pareto. Esto es muy interesante pues
el nimero de soluciones no dominadas puede ser muy grande. Por un lado los
algoritmos de optimizacidn tratan de encontrar la frontera de Pareto completa y no
solo partes de ella. Usando &-dominancia se puede evitar que el algoritmo se
concentre en regiones muy densamente pobladas de la frontera, pues se tendrian
muchos puntos cercanos que no aportarian gran diferencia al momento de tomar una

decisién por uno u otro, evitando aquello se facilitaria al usuario la toma de una

decision.
f2 y Frontera de Pareto f2
y
/ 1+e8)f(x)
&
f2(x) x 7
fi fi

fi(x) 1+ 8)fi(x)

Regidn Pareto Region Pareto &-

dominada por x dominada por x

Figura 46. La region Pareto dominada y la region Pareto e-dominada

4) Por ultimo, hay que tener claro que, en problemas reales, la verdadera frontera de

Pareto generalmente no se puede conocer, pues si encontrar el dptimo exacto con un
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solo objetivo, por ejemplo en el problema Max-Mean, es una tarea imposible,
incrementando otro objetivo tampoco se podra obtener. Desde este punto de vista, la
tarea de los algoritmos de optimizacién es hallar una buena aproximacién de la

frontera de Pareto.

7.1.5. Dominancia de Pareto Extendida

Cuando se tienen dos aproximaciones a la frontera de Pareto, por ejemplo obtenidas con
dos algoritmos diferentes, el concepto de dominancia extendida de Pareto permite responder a la
pregunta ¢cudl de las dos aproximaciones es mejor?. Para introducir este concepto se
consideramos dos conjuntos de soluciones con las cuales se quiere aproximar la frontera de parto,
estos conjuntos estan mostrados en la Figura 47. Es claro que en el ejemplo a., el conjunto A es
una mejor aproximacion de la frontera de Pareto que el conjunto B, pero en el ejemplo b esto no
es claro. Notese que aqui necesitamos una definicién de dominancia ya no entre parejas de

elementos, sino entre parejas de conjuntos.

La extension del concepto de dominancia se realiza de la siguiente manera:

Definicion: Sea Y = Aproximaciones de la frontera de Pareto. Se dice que A € 1) domina a
B € 1, y se representa con A > B, si todas las soluciones de A dominan a todas las soluciones de

B; es decir:

A > BsiysolosiVx € A,Vy € B:x dominaay

LA
...... | B | — '..
B b A
B ",
] 7 .\ |
Ejemplo a. o

Figura 47. Aproximaciones de la Frontera de Pareto
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Entonces es claro que en el Ejemplo a. de la Figura 47 si se puede afirmar que A > B y que
por tanto A es una mejor aproximacion a la frontera de Pareto, pero en el Ejemplo b. no se puede
decir lo mismo. Por lo tanto son necesarias medidas mds sofisticadas para comparar dos
aproximaciones de la frontera de Pareto. Las mds populares son las basadas en las denominadas
funciones de indicadores de calidad, que no comparan la pareja de conjuntos, sino que calculan un
numero para cada aproximacion de la frontera de Pareto, a través de la funcién I: ¢ — R que

satisface las propiedades de monotonia estricta, invarianza de escala y célculo eficiente:

MONOTONIA ESTRICTA: Significa que esta funcidn de indicadores sea compatible con la relacién

de dominancia de Pareto; es decir,
VA,BeyY:A>B - I(A) > I(B)

INVARIANZA DE ESCALA: Significa que si los valores de la funcion objetivo estan escalados por una
transformacién mondétona, por ejemplo si los normalizamos en el intervalo [0,1], entonces el valor

de I no debe cambiar.

CALCULO EFICIENTE: Significa que el calculo de I(A) deberad ser computacionalmente de bajo
costo VA € 1.

Existen diferentes funciones de indicadores de calidad que se han descrito en la literatura,
pero la mds usada es la funcién indicadora de hipervolumen, representada con Iy, que consiste en
el célculo del hipervolumen encerrado por el conjunto de aproximacién de la frontera de Pareto,
esto requiere también de la seleccién de un punto a partir del cual se genera el hipervolumen,
idealmente este punto de referencia debe tener valores peores que cualquier solucién del
conjunto, tal como se observa en la Figura 48. El uso de Iy tiene un gran efecto practico, pues se
puede hacer una comparacién de dos o mas aproximaciones de la frontera de Pareto para decidir

cual es mejor
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Iy (A)

Punto de .
referencia \7 T

Figura 48. Hipervolumen generado por un conjunto de aproximacion de la frontera de Pareto con dos funciones

objetivo

Tal como se muestra en la Figura 48, el hipervolumen es calculado tomando la unién de
todos los hipercubos, los cuales estdn construidos desde el punto de referencia, y una de las
soluciones como el vértice opuesto. Para dos objetivos el cdlculo es sencillo, ya que el
hipervolumen puede ser dividido en muchos rectdngulos que no se solapan y por lo tanto serd
igual a la suma de las dreas de dichos rectdngulos. En el caso general, con mds objetivos, el cdlculo
del hipervolumen podria ser muy complicado, requiriendo un tiempo de cdlculo exponencial en el

numero de objetivos, como se describe en (3).

7.1.6. Métodos de solucion de un POM

En la literatura se han descrito una gran variedad de métodos para resolver un POM, los
mas usados, para fines practicos, son precisamente aquellos que permiten obtener la frontera de
Pareto o una aproximacidn de ella, y no Unicamente una solucion Pareto optimal. Pues al tener un
conjunto de soluciones, en lugar de una sola, el tomador de decisiones finalmente podra decidirse
por alguna de ellas en base a sus preferencias o posiblemente basado en alguna otra
consideracion no incluida en las restricciones o en los objetivos del POM, por ejemplo, en el
problema que estamos resolviendo, definido por las ecuaciones (1.1) y (1.2), el tomador de
decisiones finalmente podria elegir una de las soluciones generadas en funcidon al nimero de
elementos seleccionados, caracteristica que no estd tomada en cuenta en las restricciones del

problema.
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Entre los métodos mads usados para resolver un POM estan: el método del orden
lexicografico, programacion por metas, método de las ponderaciones, método de la e-restriccion,
Escalarizacion de logros, etc., cada uno de estos métodos buscan determinar una aproximacion de
la frontera de Pareto. Ahora bien, équé método es el que mas se adecua para resolver nuestro
problema original, descrito en las ecuaciones (1.1) y (1.2)?. Para responder a esta pregunta
tenemos que observar que si sdlo se considera el primer objetivo (1.1), el problema ya es de por si
dificil, pues pertenece a la clase de problemas NP-duros. Por otro lado, se puede utilizar el hecho
de que en el Capitulo 4 y Capitulo 5 se ha disefiado una heuristica muy eficiente para resolver este
problema con un Unico objetivo. Luego, si utilizamos un método que transforme al problema
multiobjetivo en un problema con objetivo Unico que sea del tipo que se ha resuelto por el
algoritmo GRASP3+PR, tendriamos un método para resolver el problema. La respuesta a la
pregunta estd por tanto en el método de las ponderaciones, pues segln se establece en 7.2, el
POM puede ser transformado en un problema del tipo Max-Mean, que es resuelto eficientemente

por el algoritmo GRASP3+PR. El método de las ponderaciones funciona de la siguiente manera:

METODO DE LAS PONDERACIONES: Este método permite escalarizar la funcién objetivo del POM,
combinando linealmente las funciones uniobjetivo que son parte del POM en una Unica funcién
objetivo, donde los coeficientes de la combinacién lineal son los pesos (importancia) que se asigna

a cada uno de los objetivos del problema. Es decir, dado el problema (P) de POM:

(P) Max F(X) = {fl(x)ﬁfZ(x)' ""fk(x)}
s.t.x€Q

El método de las ponderaciones considera ahora el problema (P,) escalarizado:
k
(Po) Max ) aifi()
i=1

s.t.x €

Si representamos con S(P,), @ = 0, al conjunto de soluciones de dicho problema, es obvio
que VA > 0: S(Pg;) = S(P,). Por tanto, sin pérdida de generalidad, se puede tomar el vector de

pesos normalizado; es decir, si @ = (a4, @y, ..., ay); entonces, a; = 0 para todo i =1,...,k, y
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k a;,=1.E siguiente resultado se encuentra demostrado en (45), y determina la utilidad del
=11

método de las ponderaciones.

TEOREMA: Si x* es solucidon del problema escalarizado (P,), con todos los pesos estrictamente
positivos; es decir, a; = 0 para todo i = 1, ..., k, entonces x* es un punto 6ptimo de Pareto del

problema original.

Por tanto, al resolver un POM por el método de las ponderaciones, obtenemos una
solucion eficiente, de la frontera de Pareto, si restringimos los pesos a ponderaciones

estrictamente positivas.

La debilidad del procedimiento esta en que no se tiene el reciproco de lo que establece el
teorema; es decir, no todas los puntos Pareto optimales se pueden obtener con alguna
combinacién de valores para los coeficientes a; = 0, salvo cuando todas las funciones objetivo

unidimensionales son convexas.

Entonces, este enfoque es efectivo y puede ser automatizado escogiendo «; en el
intervalo [0,1]. Variando gradualmente los valores de a; se va generando paulatinamente el

conjunto de soluciones.

7.2. Transformacion del Problema Multiobjetivo en uno del tipo Max-

Mean

Como se planted en la introduccién de esta investigacion, nuestro objetivo no sélo es
determinar el subconjunto mas diverso en promedio, sino ademas el mejor, esto ultimo en el
sentido que los nodos seleccionados sean los mejores respecto a sus pesos. Como se planted en
las ecuaciones (1.1) y (1.2), el problema es seleccionar el subconjunto M que optimice el POM

siguiente:

Max f;(M) = div(M)

Max f,(M) = ) w(D)

ieEM
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Donde div(M) es la medida de diversidad calculada sobre el conjunto M, y w(i) son los
pesos o score de cada nodo i, que refleje la importancia de considerar este nodo en la solucién

final.

Adaptado con nuestra medida de la diversidad del promedio, el problema toma la forma

del siguiente POM:

Yi<jijem dij

Max f,(M) = M|

Max f,(M) = ) w(D)
iEM
En el Capitulo 4 y en el Capitulo 5 se disefié una heuristica muy eficiente para resolver el
problema de optimizacidn que involucra Unicamente el primer objetivo. Sin embargo, este método
no considera la importancia de los pesos de los nodos w(i) en la solucién. Una forma de plantear
esto es tratar de transformar el problema, escalarizando la funcién objetivo vectorial compuesta
por los dos objetivos individuales, y esto se puede lograr integrando los pesos de los objetos

dentro de las distancias d;;, como se ve a continuacion.

ijr

La meta es representar al problema, y resolverlo, de tal manera que se pueda presentar al
usuario un conjunto de soluciones Pareto optimales o £-Pareto optimales. Asi es como entra en
juego el método de las ponderaciones, con el que la funcién objetivo puede ser escalarizada de la

siguiente manera:

_ Zl<] i,JEM 1]
FO) = =T 4 (1 - a) ) w(D)

Si representamos con m = |M|, consideramos dos veces cada distancia d;; y retiquetamos

a los elementos del conjunto M como:

M = {uq,uy, ..., Uy}

Entonces tendremos una modificacidon de la funcién objetivo original, esta nueva funcion

objetivo puede expresarse como:
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HOE ii (), a)Zw(ul)

Antes de seguir con las transformaciones, hay que observar que al considerar dos veces
cada distancia, la diversidad promedio es el doble de la usual, por tanto el denominador del
término que determina la diversidad es 2m, lo cual no distorsiona al problema. Nuestro objetivo
es lograr expresar este problema como un problema de la diversidad maxima del tipo Max-Mean.

Continuando con las transformaciones tenemos:

m m d DU
ron =Y a2 1 -y
=1\ j=1
ii( d(ul,uj) - a)w(ul)>
m
i=1j=1

Z z (a d(ui,uj) n (1 _ a) W(ui) + W(uj)>
2m 2m

~—
N

\.

(awﬁl_@M)

m m 2
2.2 .
i=1j=1
ron =Yy Eli)
i=1j=1
Dénde:
d’(ui,uj) _ ad(ui,uj) +(1-a) (w(ui) + w(uj))

2

164



Es decir, el nuevo problema escalarizado el del mismo tipo que el Max-Mean,

considerando una transformacién a las distancias inter elemento d;;, a las cuales se afiade de

ijr

manera ponderada los pesos de cada uno de los nodos i, j.

Mediante esta transformacién estamos deformando el espacio original, estirando las
distancias entre nodos con gran peso, y encogiendo las distancias entre nodos de poca
importancia. De esta manera los métodos disefiados para resolver el problema de optimizacidon
con el Unico objetivo de maximizar la diversidad pueden ser usados para resolver este problema

modificado.

Por supuesto, el hecho de usar las etiquetas de las aristas d’ en lugar de las originales
altera el problema, y las soluciones a este no son optimales. Sin embargo hay que tener en cuenta
gue los algoritmos usados son heuristicas, y no hay garantia de hallar la solucién 6ptima. Es decir
la verdadera frontera de Pareto con respecto a los problemas del mundo real generalmente nunca
es conocida, entonces la Unica tarea de los métodos que se disefian en la optimizacidn

multiobjetivo es hallar una buena aproximacién de la frontera de Pareto.

7.3. Resultados numéricos con los problemas de prueba

Una vez que el problema multiobjetivo, de seleccionar lo mejor y lo mas diverso, ha sido
transformado en un problema equivalente al problema Max-Mean, y dado que en el Capitulo 4 se
dised una heuristica que se comprobd es muy eficiente para resolverlo, la heuristica GRASP3+PR,
se puede utilizarla para resolver el problema de seleccionar lo mejor y lo mas diverso. El resultado
serd un conjunto de decisiones Pareto-optimales, del cual el tomador de decisiones podra

seleccionar la que considere mds adecuada.

Para mostrar la estructura de las soluciones consideramos problemas de prueba, de
tamafio mediano (n = 150 nodos), de tipo | y de tipo Il. En estos ejemplos los pesos de los nodos,

w;, han sido generados aleatoriamente, con una distribucién uniforme en el intervalo [0,1].

En la Figura 49 y la Figura 52 se muestra la Frontera de Pareto generada para una instancia
de tipo | y una instancia de tipo Il, respectivamente. Los valores de « en la ecuacién 0 varian de O a

1. Mientras que en la Figura 50 y Figura 53 se muestra el detalle de 1000 soluciones generadas
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para valores de a entre 0.8 y 1, para una instancia de tipo | y una de tipo ll, respectivamente, en
estas figuras se puede apreciar las soluciones dominadas y las soluciones Pareto optimales
obtenidas. Es interesante observar estos puntos en la Figura 51 y Figura 54 en relacién con el
numero de nodos seleccionados en la solucidn respectiva, nétese que cuando los pesos son mas
altos, el nimero de elementos seleccionados aumenta, esto es porque estamos considerando mas
importancia a la calidad de los nodos (medida por sus pesos w;), y por tanto se estd forzando a
gue mas nodos entren en la solucidn, en detrimento de la diversidad del subconjunto

seleccionado.

Peso total
70} e R P
.....
[ ...
60 ’
50 | R
40 ¢
MH“HH\HMM‘.’*Diversidad
1 2 3 4 o

Figura 49. Aproximacion de la Frontera de Pareto para una instancia de tipo | de tamaiio mediano n = 150
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Figura 50. Detalle de la Frontera de Pareto para una instancia de tipo | de tamaiio mediano n = 150
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Figura 51 Las soluciones del problema multiobjetivo y el nimero de elementos seleccionados para una instancia de

tipo | de tamafio medianon = 150
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Figura 52. Aproximacion de la frontera de Pareto para una instancia de tipo Il de tamafio mediano n = 150
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Figura 53. Detalle de la Frontera de Pareto para una instancia de tipo Il de tamafio mediano n = 150
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Peso total
30

70 ¢

Numero de seleccionados
50
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Figura 54. Soluciones del problema multiobjetivo y el nimero de elementos seleccionados para una instancia de tipo

Il de tamafio medianon = 150

Algunas observaciones pueden ser realizadas a partir de estos experimentos numeéricos, y

sobre todo de las figuras:

e Ladistribucidn de las soluciones conforma una regién convexa, que segun el teorema de la

pagina 162 determina una buena aproximacion de la frontera de Pareto.

La ventaja de usar la representacion 3D de la frontera de Pareto, originada por la

incorporacién de la variable: nimero de elementos seleccionados, proporciona una forma

interesante de resolver el problema de decision resultante; esto es, decidir por la solucion

no dominada que corresponda a un niumero de elementos que el tomador de decisiones

considere conveniente.
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CONCLUSIONES

Esta investigacion permitid hacer un aporte al estado actual del conocimiento sobre el
disefio de algoritmos basados en métodos GRASP y path relinking para resolver problemas de
optimizacion multiobjetivo en los cuales uno de sus objetivos configura un problema de tipo NP-
duro. En este trabajo se ha considerado un problema bi-objetivo dificil de resolver para asi poder
evaluar la eficacia y eficiencia de la metodologia basada en GRASP y path reliking. En la
investigacion se ha usado el problema de la diversidad maxima como el problema a tratar, al cual
se le ha incorporado otro objetivo: el de seleccionar lo mejor, con lo cual el problema a resolver

fue el de seleccionar lo mejor y lo mas diverso de una poblacién.

Se ha aportado un nuevo modelo al problema de optimizacién combinatoria clasico de la
diversidad maxima, al modificar la forma de medir la diversidad. Este nuevo enfoque es
particularmente util para resolver problemas en los que se tienen relaciones de afinidad entre los
objetos, esto se logra al incorporar un signo, positivo o negativo, a las relaciones de afinidad entre

los nodos.

Se han revisado algoritmos previos, los mas eficientes reportados en la literatura, para
problemas similares al problema presentado en esta investigacion, para asi poder determinar la
eficiencia de la metodologia propuesta. En concreto, se proponen varias adaptaciones de
algoritmos eficientes que se proponen en la literatura para resolver los problemas MaxSum vy
MaxMinSum, cuyas soluciones tienen alta correlacién con el modelo MaxMean que se estudia
aqui. Asi, el método propuesto se compara con los mejores métodos propuestos en la literatura
relacionada. La conclusién que se puede extraer de esta comparativa es que la métodologia

propuesta supera claramente a los métodos previos.

Por otro lado se determina que el tratamiento del problema en software comercial de uso
profesional, de tipo independiente de contexto, no da resultados satisfactorios y las soluciones
que se obtienen son de muy mala calidad a pesar de proporcionar un gran tiempo de ejecucién a

estos programas.

La generalizacidon de los conceptos de la distancia inter elemento que se usé en esta

investigacion permitié superar las limitaciones de las métricas usadas tradicionalmente en los
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problemas de diversidad maxima, pues permite introducir conceptos como la afinidad, que

generaliza las aplicaciones del problema cldsico.

La determinacion de algunas propiedades del problema, a partir de las caracteristicas de la
relacion de afinidad entre los nodos, y de la forma del espacio de soluciones, permitié disefiar una
metodologia que se probd ser muy eficiente, y por supuesto, resulta atil para la creacion de

nuevas metaheuristicas que puedan explotar esta estructura del espacio de soluciones.

Aunque aun sea muy dificil encontrar una solucion dptima para el problema uni objetivo
MaxMean, o, el frente Pareto del problema bi-objetivo analizado, el conocer la forma convexa de
este frente, permitird acotar la regién de busqueda a un conjunto mas pequefio de soluciones, y a
partir de ahi se podrd desarrollar otros algoritmos adecuados, que logren mejores aproximaciones

a las soluciones Pareto.

Se puede avanzar en el desarrollo de nuevas metodologias para resolver el problema,
como la creacion de metaheuristicas basadas totalmente en explotar la caracteristica de
convexidad del espacio de soluciones, y en la identificacion de problemas de optimizacién

combinatoria similares.

Aunque el algoritmo GRASP desarrollado no garantiza la optimalidad de las soluciones, se
puede asegurar que el algoritmo si encontré soluciones muy buenas, ya que los puntos generados

se Evaluacién de cercania al dptimo.

Hay una gran dificultad para tratar al problema con métodos exactos, el tratamiento con
métodos estandar como ramificacién y acotamiento resulté inaplicable para problemas de tamafio

mediano o grande.

Los programas informaticos de tipo caja negra no permitieron obtener soluciones buenas

a pesar de proporcionar un gran tiempo de ejecucién en problemas de tamafio mediano.
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ANEXO 1. Tablas con los resultados detallados de los

experimentos numeéricos

Tabla A 1. Tiempos de procesamiento con Cplex de cada uno de los problemas de tipo | y tipo Il por el procedimiento

de resolver (n-1) veces el problema Max-Sum

n Instancia cpu tipo | cpu tipo Il
1 12.957 19.972
2 9.879 20.999
3 9.715 20.059
4 19.948 17.317
20 5 11.533 21.441
6 22.484 23.779
7 11.753 21.135
8 18.28 17.361
9 17.092 19.61
10 12.975 12.245
1 36.6 67.202
2 46.21 54.397
3 41.028 60.42
4 41.296 67.337
5 49.471 64.21
23 6 36.62 61.26
7 32.116 72.864
8 47.929 50.265
9 39.99 41.961
10 47.002 55.897
1 103.216 152.844
2 77.609 128.517
3 109.135 237.688
4 77.246 339.208
5 137.198 205.441
30 6 102.044 235.111
7 128.467 120.903
8 133.806 120.441
9 81.101 142.015
10 73.204 139.593
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Tabla A 2. Tiempos de procesamiento con Cplex de cada uno de los problemas de tipo | y tipo Il por el procedimiento

de resolver directamente la formulacion del problema Max-Mean

Instancia Max-Mean

n cpu tipol cpu tipo Il
1 43.081 67.317
2 15.906 69.947
3 28.022 76.314
4 63.816 70.38
5 39.633 94.651

20
6 81.675 86.54
7 43.361 55.708
8 75.316 46.19
9 71.504 61.349
10 31.028 38.747
1 774.595 1941.214
2 651.935 1591.13
3 800.364 1713.52
4 698.283 2411.884
5 719.992 2152.417

2 6 734.373 2228.587
7 602.28 2023.871
8 701.394 1899.254
9 591.293 2002.876
10 671.552 1986.247
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Tabla A 3. Resultados de la fase constructiva de los algoritmos para cada uno de los problemas de prueba

TIPO | TIPO Il

GRASP1 | GRASP2 | GRASP3 | Cplex GRASP1 GRASP2 GRASP3 Cplex

m 7 16 8 8 10 15 8 14
1 |valor|1.65071| 1.4933 | 1.9861 | 1.9861 1.4916 2.061533 | 2.19625 | 2.2272
t 2.9704 | 1.4232 | 0.3120 (103.2160| 4.7928 1.1232 0.312 152.8440

m 10 12 9 9 20 21 14 13
2 |valor| 1.5822 | 1.5644 | 1.8813 | 1.8813 2.03795 2.085619 | 2.673357 | 2.6914
t 2.8456 | 1.0232 | 0.2864 | 77.6090 4.4552 1.024 0.3744 |128.5170

m 10 5 9 9 11 16 11 11
3 |valor| 1.0566 | 1.0902 | 1.5249 | 1.5249 | 1.8552727 | 1.60181 |2.1556363| 2.1897
t 2.6832 | 1.2104 | 0.2744 |109.1350 4.892 1.2736 0.3248 | 237.6880

m 16 19 15 15 13 10 8 8
4 |valor|1.85293| 1.9488 | 2.2717 | 2.2717 | 1.6341538 1.6264 2.05375 | 2.0538
t 3.0448 | 1.2104 | 0.4992 | 77.2460 4.9168 1.248 0.3368 |339.2080

m 15 10 10 9 18 16 11 11
5 |valor| 1.3601 | 1.4309 | 1.7094 | 1.7237 | 1.6590555 | 1.73143 2.279 2.2790
t 2.8960 | 1.3848 | 0.2996 |137.1980 5.504 1.0736 0.3368 |205.4410

m 12 14 11 11 11 14 10 10
6 |valor|1.46533| 1.597 | 1.8375 | 1.8376 | 1.7215454 1.522 2.0351 2.0351
t 2.9824 | 1.0856 | 0.3368 |102.0440| 5.0672 1.1856 0.324 |235.1110

m 8 10 8 8 10 10 10 10
7 |valor|0.91425 1 1.5293 | 1.5293 2.1554 2.0047 2.7655 2.7655
t 2.3584 | 1.2480 | 0.2752 |128.4670| 5.1048 0.9856 0.3496 |120.9030

m 14 14 11 11 9 17 12 12
8 |valor| 1.5339 | 1.6707 | 1.9247 | 1.9247 | 2.430777 2.157 2.688416 | 2.6884
t 3.0072 | 1.2608 | 0.3992 (133.8060| 4.9048 1.1728 0.3616 |120.4410

m 13 14 14 14 14 11 9 9
9 |valor|1.62361| 1.9855 | 2.2004 | 2.2004 1.852714 |1.8098181| 2.409111 | 2.4177
t 2.9200 | 1.1736 | 0.4624 | 81.1010 4.8928 1.1232 0.3496 |142.0150

m 9 17 13 13 15 11 10 10
10|valor| 1.6258 | 1.4918 | 1.8698 | 1.8699 |1.79966666 |1.9317272 2.48 2.4800
T | 3.3816 | 1.1984 | 0.3992 | 73.2040 4.268 1.2104 0.3744 |139.5930
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Tabla A 4. Resultados para cada uno de los ejemplos de prueba de tamaiio n = 30 de los algoritmos incluyendo la

fase de busqueda local

TIPO | TIPOII

GRASP1 | GRASP2 | GRASP3| Cplex |GRASP1|GRASP2|GRASP3| Cplex

m 9 8 8 8 14 14 14 14
1 |valor| 1.9243 | 1.9861 | 1.9861 | 1.9861 | 2.2272 | 2.2272 | 2.2272 | 2.2272
t 7.3790 | 3.4480 | 0.3430 |103.2160| 8.3930 | 3.1350 | 0.3430 |152.8440

m 9 10 9 9 13 14 13 13
2 |valor| 1.8813 | 1.8238 | 1.8813 | 1.8813 | 2.6914 | 2.6419 | 2.6914 | 2.6914
t 7.2700 | 2.9640 | 0.2970 | 77.6090 | 7.4570 | 3.2760 | 0.4050 |128.5170

m 9 10 9 9 11 10 11 11
3 |valor| 1.5249 | 1.4645 | 1.5249 | 1.5249 | 2.1165 | 2.1388 | 2.1897 | 2.1897
t 7.9560 | 3.2610 | 0.2810 |109.1350| 8.0030 | 3.3700 | 0.3430 |237.6880

m 15 15 15 15 12 13 8 8
4 |valor| 2.2717 | 2.2717 | 2.2717 | 2.2717 | 1.9947 | 1.9839 | 2.0538 | 2.0538
t 7.4720 | 3.5880 | 0.5310 | 77.2460 | 8.5340 | 3.0260 | 0.3270 |339.2080

m 11 9 9 9 11 11 11 11
5 |valor| 1.6894 | 1.7237 | 1.7237 | 1.7237 | 2.1649 | 2.2790 | 2.2790 | 2.2790
t 7.9240 | 3.0890 | 0.3120 {137.1980 | 8.8610 | 3.0890 | 0.3440 |205.4410

m 10 13 12 11 11 11 10 10
6 |valor| 1.8183 | 1.7920 | 1.8103 | 1.8376 | 1.9675 | 1.9382 | 2.0351 | 2.0351
t 8.0650 | 3.3070 | 0.3740 |102.0440 | 7.9870 | 2.9640 | 0.3120 |235.1110

m 9 9 8 8 10 10 10 10
7 |valor| 1.4282 | 1.4221 | 1.5293 | 1.5293 | 2.7655 | 2.7655 | 2.7655 | 2.7655
t 8.9860 | 3.5100 | 0.2650 |128.4670| 7.8780 | 3.3070 | 0.3430 |120.9030

m 9 11 11 11 11 12 12 12
8 |valor| 1.8744 | 1.9247 | 1.9247 | 1.9247 | 2.6668 | 2.6884 | 2.6884 | 2.6884
t 7.9250 | 3.2440 | 0.4210 {133.8060 | 7.6130 | 3.3380 | 0.4370 |120.4410

m 15 15 14 14 11 9 9 9
9 |valor| 2.1398 | 2.1398 | 2.2004 | 2.2004 | 2.3823 | 2.4091 | 2.4177 | 2.4177
t 8.4860 | 3.2760 | 0.8740 | 81.1010 | 8.5340 | 3.1830 | 0.3900 | 142.0150

m 13 13 13 13 10 10 10 10
10| valor| 1.8698 | 1.8698 | 1.8698 | 1.8699 | 2.4800 | 2.4800 | 2.4800 | 2.4800
t 7.6280 | 3.4010 | 0.4370 | 73.2040 | 8.0970 | 3.0890 | 0.3900 |139.5930
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Tabla A 5. Resultados de la aplicacion de la fase constructiva para problemas de prueba tipo | de tamaiio n = 150.

GRASP1la GRASP1b GRASP1c
Inst. |TIEMPO| VALOR |n selecc|DESVIACION| TIEMPO | VALOR |n selecc|DESVIACION| TIEMPO | VALOR |n selecc|DESVIACION
1 |317.468| 2.79586 53 34.93% |989.5424| 3.23980 55 24.60% |108.6888| 2.23584 14 47.96%
2 |334.307| 2.47113 70 41.42% | 987.549 | 3.15843 66 25.13% 106.367 | 2.31407 16 45.14%
3 |371.161| 2.13576 45 44.40% |994.038 | 2.65330 46 30.93% 103.734 | 2.18614 15 43.09%
4 1302.770| 2.62960 89 36.96% |988.809 | 2.87371 72 31.11% 106.980 | 2.14645 12 48.54%
5 1319.662| 2.51959 34 36.59% |992.079 | 2.60394 53 34.46% 107.753 | 2.07540 16 47.77%
6 |323.494| 2.62185 47 37.15% |[990.831 | 2.96849 52 28.84% 109.388 | 2.44144 17 41.47%
7 1318.856| 2.61228 72 41.44% |988.622 | 2.87100 56 35.64% 108.502 | 2.39933 19 46.21%
8 1316.510| 2.42956 43 42.01% |995.613 | 2.62547 50 37.34% 108.714 | 2.39350 11 42.87%
9 1361.626| 2.35541 44 42.93% |990.066 | 2.67726 38 35.14% 108.240 | 2.16836 12 47.47%
10 |333.594| 2.37633 51 40.67% |988.562 | 2.63194 81 34.29% 108.577 | 2.22357 15 44.48%
PROM|329.945| 2.49474 | 54.8 39.85% |990.571 | 2.83033 56.9 31.75% |107.694 | 2.25841 | 14.7 45.50%
GRASP2a GRASP2b GRASP2c
Inst. |TIEMPO| VALOR |n selecc|DESVIACION|TIEMPO| VALOR |n selecc|DESVIACION|TIEMPO| VALOR |n selecc|DESVIACION
1 26.8944| 3.24724 77 24.42% |47.2744| 3.45839 63 19.51% [12.6672| 1.3793 5 67.90%
2 28.255 | 3.13883 60 25.59% | 48.061 | 3.17874 38 24.65% 12.742 {1.33600 6 68.33%
3 25.984 | 2.50463 62 34.80% |48.123 | 2.98315 60 22.34% 12.505 [1.52333| 12 60.34%
4 25.547 | 3.02109 89 27.58% | 47.686 | 3.48798 61 16.39% 12.730 [1.25140 5 70.00%
5 26.682 | 2.69958 43 32.06% |47.811| 3.22903 67 18.73% 12.330 (1.27843 7 67.82%
6 30.289 | 3.39994 53 18.50% |48.074| 3.19311 71 23.45% 12.854 [1.43400 7 65.62%
7 28.617 | 2.87975 71 35.44% | 48.547 | 3.20851 53 28.07% 12.967 [1.64650| 10 63.09%
8 23.886 | 2.63935 82 37.01% |48.985| 3.27310 71 21.88% 12.543 [1.41622 9 66.20%
9 27.881 | 2.77048 61 32.88% |47.936| 3.08351 70 25.29% 12.168 [1.48240 5 64.09%
10 25.871 | 2.43746 84 39.14% |49.646 | 2.96264 66 26.03% 12.506 {1.36000 5 66.04%
PROM | 26.991 | 2.87384 68.2 30.74% |48.214 | 3.20582 62 22.63% 12.601 |1.41073| 7.1 65.94%
Instancia GRASP3
TIEMPO VALOR n selecc DESVIACION
1 5.1544 42.9661905 42 0.00%
2 5.054 42.1850 40 0.00%
3 3.819 38.4147 43 0.00%
4 5.142 41.7148 56 0.00%
5 4.356 39.7330 30 0.00%
6 4.992 41.7155 42 0.00%
7 5.292 44.6083 48 0.00%
8 4.830 41.8984 37 0.00%
9 4.718 41.2755 44 0.00%
10 4.194 40.0517 36 0.00%
PROMEDIO 4.755 41.4563 41.8 0.00%
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Tabla A 6. Resultados de la aplicacion de la fase constructiva para los problemas de prueba tipo Il de tamaiion = 150

GRASP1la GRASP1b GRASP1c
Instancia |TIEMPO | VALOR |n selecc | DESVIACION |TIEMPO| VALOR |n selecc| DESVIACION |TIEMPO| VALOR |n selecc|DESVIACION
1 223.707(2.94842| 55 45.62% |597.748|3.49423| 46 35.56% 71.461 (2.78958| 13 48.55%
2 226.992(3.32532| 56 40.36% |594.526|3.95843| 53 29.01% 71.112 (3.67230| 21 34.14%
3 263.392(3.32714 73 41.71% 593.645(3.75018 60 34.30% 71.033 [3.16392 14 44.57%
4 263.322(3.91521| 67 28.68% |592.664(3.77275| 62 31.27% 72.308 [2.94318| 12 46.38%
5 214.946|2.94556 72 43.11% 595.689(3.51387 29 32.14% 71.426 (2.93993 16 43.22%
6 229.332(3.27565| 62 37.16% |599.388(3.81120| 73 26.89% 70.805 (3.24570| 11 37.74%
7 221.525|3.31257 68 40.87% 594.824(3.93831 71 29.70% 72.736 |3.34250 17 40.34%
8 217.856(4.33641| 46 20.85% |596.134(3.98443| 76 27.27% 70.823 (2.87373| 12 47.55%
9 216.798(3.07063| 60 46.04% |596.863|3.76512| 68 33.84% 70.072 {2.98350| 13 47.58%
10 222.238(3.14412| 57 44.20% |596.801|3.49838| 60 37.92% 72.457 [2.91200( 17 48.32%
PROMEDIO|230.011 (3.36010| 61.6 38.86% |595.828(3.74869| 59.8 31.79% 71.423 [3.08663| 14.6 43.84%
GRASP2a GRASP2b GRASP2c
Instancia |TIEMPO| VALOR |n selecc|DESVIACION|TIEMPO| VALOR |n selecc|DESVIACION|TIEMPO| VALOR |n selecc|DESVIACION
1 25.996 (3.66919| 94 32.33% |48.6728(4.32046| 63 20.32% 11.943 |1.93087 8 64.39%
2 25.010 |4.89143| 72 12.28% | 48.498 |4.30183| 65 22.85% 12.230 |1.65683 6 70.29%
3 25.447 |3.51423| 74 38.43% | 49.196 (4.36236| 59 23.57% 12.156 |{1.82483 6 68.03%
4 25.446 |13.91235 91 28.73% 48.286 (4.43712 80 19.17% 12.130 |1.64138 8 70.10%
5 26.133 (2.98451| 76 42.36% | 48.598 |3.91691| 68 24.36% 12.293 |2.04522 9 60.50%
6 23.587 |3.71144| 85 28.80% | 48.759 (4.42913| 64 15.04% 12.979 |2.05800 8 60.52%
7 26.595 (4.39348| 73 21.58% | 48.660 (4.49265| 88 19.81% 12.268 |1.69700 6 69.71%
8 25.622 (3.64989| 95 33.38% | 49.022 [3.94986| 81 27.91% 12.056 |1.76071 7 67.86%
9 28.006 (4.08430| 61 28.23% | 48.360 (4.19789| 76 26.24% 11.806 |1.67000 7 70.66%
10 25.297 |3.45503| 86 38.69% | 48.161 (4.11439| 46 26.98% 11.906 |1.87771 7 66.68%
PROMEDIO| 25.714 |3.82659| 80.7 30.48% | 48.621 |4.25226 69 22.62% |12.177 |1.81626| 7.2 66.87%
GRASP3
Instancia | TIEMPO | VALOR | n selecc | DESVIACION
1 5.154 | 54.2211 45 0.00%
2 5.454 | 55.7605 40 0.00%
3 5.378 | 57.0763 43 0.00%
4 4.967 | 54.8938 34 0.00%
5 4.418 |51.7803 31 0.00%
6 4.742 |52.1293 42 0.00%
7 5.304 | 56.0234 53 0.00%
8 5.454 | 54.7873 37 0.00%
9 4.967 |56.9103 36 0.00%
10 4.331 |56.3490 40 0.00%
PROMEDIO | 5.017 | 54.9931 40.1 0.00%
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Tabla A 7. Resultados de la aplicacion de los métodos GRASP en los ejemplos de prueba de tipo |l con n = 150

TIPO |
GRASP 1 GRASP 2 GRASP 3

Instan | TIEMPO | VALOR | DESV | m TIEMPO | VALOR | DESV | m TIEMPO | VALOR | DESV | m
1]254.344| 4.161| 9.15%| 51| 63.336| 4.121|10.02% | 65| 28.432| 4.580|0.00% | 51
2|217.116| 3.966| 8.36%| 62| 66.906| 4.014| 7.24%| 58| 29.400| 4.328|0.00% |45
31217.878 | 3.635| 8.42%| 34| 66.594| 3.636| 8.41%| 41| 20.077| 3.970|0.00% | 41
4(218.289| 4.068| 6.39%| 35| 53.914| 4.137| 4.81%| 49| 29.273| 4.346|0.00% | 49
51226.052 | 3.864|10.10%| 50| 62.626| 4.037| 6.09%| 46| 26.718| 4.298|0.00% | 45
6|192.854| 3.919(10.27%| 50| 58.682| 3.966| 9.19%| 36| 26.704| 4.367 | 0.00% | 40
71286.842| 4.270| 9.14%| 52| 59.892| 4.265| 9.26% | 55| 34.230| 4.700|0.00% | 49
81276.521| 3.814|10.08% | 51| 54.626| 3.851| 9.20%| 37| 24.556| 4.241|0.00% | 38
91291.997| 3.773|10.73% | 60| 66.194 | 3.699|12.48% | 33| 22.717| 4.226|0.00% | 41

10| 234.314| 3.608 | 13.69% | 49| 62.226 | 3.871| 7.38%| 37| 21.523| 4.180|0.00% | 41
Prom |241.620| 3.907 | 9.63% [49.4| 61.499 | 3.959| 8.41% |45.7 | 26.363 | 4.323 | 0.00% | 44

Tabla A 8. Resultados individuales de la aplicacidn de los métodos GRASP en los ejemplos de prueba de tipo Il con

n =150
TIPO Il
GRASP 1 GRASP 2 GRASP 3
Instan | TIEMPO | VALOR | DESV |m  |TIEMPO | VALOR | DESV |m |TIEMPO | VALOR | DESV |m
1|241.567| 5.123|10.88% | 53| 82.992| 5.261| 8.48%| 48| 21.996| 5.748|0.00% | 50
2|220.848 | 4.899|14.84%| 56| 77.751| 5.348| 7.04%| 55| 24.804| 5.753|0.00%| 46
31249.389 | 5.296| 9.14%| 59| 86.924| 5.572| 4.39%| 50| 22.464| 5.828|0.00% | 45
41250.499 | 4.939|13.80%| 65| 87.173| 5.158| 9.97%| 63| 23.385| 5.729|0.00% | 48
5|251.955| 4.720|10.94% | 39| 83.055| 4.848| 8.53%| 34| 19.188| 5.300|0.00%| 35
6|245.839 | 4.322(21.77%| 59| 72.150| 4.998| 9.53%| 60| 22.698| 5.525|0.00%| 51
7|258.222 | 5.022 |13.69% | 58| 75.318| 5.414| 6.95%| 59| 25.678| 5.819|0.00%| 50
8|250.669 | 5.100|10.69% | 62| 76.924| 5.279| 7.55%| 62| 24.383| 5.710|0.00% | 59
9]260.835| 5.112|11.23%| 50| 81.105| 5.376| 6.65%| 48| 23.182| 5.759|0.00% | 37
10| 270.495| 4.899|13.58% | 45| 77.267| 4.974|12.26%| 43| 20.966| 5.669|0.00% | 40
Prom |250.031 | 4.943|13.06% | 54.6 | 80.065| 5.222 | 8.14% |52.2| 22.874| 5.684 | 0.00% | 46.1
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problemas grandes n = 500

Instancia Caracteristica GRASP1 GRASP2 GRASP3 GRASP3+PR
TIEMPO 1387.59042 878.327205 685.576905 715.873
1 VALOR 6.71160033 7.08387892 7.81308904 7.8605
DESVIACION 14.62% 9.88% 0.60% 0.00%
m 200 223 146 152
TIEMPO 1476.71348 940.697331 631.929 682.04091
5 VALOR 6.86465478 6.99086096 7.5714 7.68734667
DESVIACION 10.70% 9.06% 1.51% 0.00%
m 154 187 145 150
TIEMPO 1251.00725 877.738302 570.558 667.66513
3 VALOR 6.4260908 6.65051553 7.37127778 7.56914063
DESVIACION 15.10% 12.14% 2.61% 0.00%
m 179 161 108 128
TIEMPO 1217.5328 964.173672 834.621 647.187025
4 VALOR 6.83388322 7.28929293 7.94525767 8.18058434
DESVIACION 16.46% 10.90% 2.88% 0.00%
m 202 198 163 166
TIEMPO 1236.99533 912.157764 787.586 683.154785
S VALOR 6.43838881 6.99495862 7.83191176 7.85695714
DESVIACION 18.05% 10.97% 0.32% 0.00%
m 139 145 136 140
TIEMPO 1304.13099 1047.15967 795.464 732.03865
6 VALOR 6.8811459 7.17309554 7.93990909 7.96426282
DESVIACION 13.60% 9.93% 0.31% 0.00%
m 151 157 165 156
TIEMPO 1382.80777 987.905184 678.479 607.297
- VALOR 6.19245665 6.55618812 7.49202239 7.54989726
DESVIACION 17.98% 13.16% 0.77% 0.00%
m 148 101 134 146
TIEMPO 1418.04722 958.121764 803.249 666.426805
VALOR 7.00625431 7.43283778 7.64362143 7.69836424
8 DESVIACION 8.99% 3.45% 0.71% 0.00%
m 127 139 140 151
TIEMPO 1213.89109 1048.21813 697.901 634.79019
VALOR 6.77533381 7.00838833 7.53062931 7.57209449
9 DESVIACION 10.52% 7.44% 0.55% 0.00%
m 112 120 116 128
TIEMPO 1356.97182 893.716722 687.994085 849.254
10 VALOR 6.6663552 6.98274483 7.99792199 8.03789051
DESVIACION 17.06% 13.13% 0.50% 0.00%
m 132 145 141 137
TIEMPO 1324.56882 950.821574 717.335799 688.572749
PROMEDIO VALOR 6.67961638 7.01627616 7.71370405 7.79770381
DESVIACION 14.31% 10.01% 1.07% 0.00%
m 154.4 157.6 139.4 145.4

Tabla A 9. Resultados individuales de la aplicacion de todos los métodos en los ejemplos de prueba de tipo | para
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problemas grandes n = 500

Problema Caracteristica GRASP1 GRASP2 GRASP3 GRASP3+PR
TIEMPO 739.293 638.84 733.4063 765.887
1 VALOR 8.99381 9.43822111 10.6889583 10.8152545
DESVIACION 16.84% 12.73% 1.17% 0.00%
m 219 199 144 165
TIEMPO 801.3883 742.393 621.2305 655.828
5 VALOR 8.56288 8.98597521 10.2057586 10.3287851
DESVIACION 17.10% 13.00% 1.19% 0.00%
m 129 121 145 121
TIEMPO 699.9362 715.81 698.0908 709.709
3 VALOR 9.03848 9.45038503 10.4677239 10.6301714
DESVIACION 14.97% 11.10% 1.53% 0.00%
m 147 187 134 140
TIEMPO 753.3732 796.681 640.9986 725.483
VALOR 8.99494 9.04863473 10.2932199 10.4618442
4 DESVIACION 14.02% 13.51% 1.61% 0.00%
m 298 167 141 154
TIEMPO 736.4732 702.457 691.4831 706.918
S VALOR 9.87388 9.47994253 10.3508681 10.3608188
DESVIACION 4.70% 8.50% 0.10% 0.00%
m 169 174 144 149
TIEMPO 751.2033 683.846 674.9754 713.19
VALOR 9.42223 9.34205851 10.2211987 10.4813987
6 DESVIACION 10.11% 10.87% 2.48% 0.00%
m 207 188 156 158
TIEMPO 693.6111 719.414 644.8772 625.607
- VALOR 8.09283 9.39207921 10.2676565 10.4503378
DESVIACION 22.56% 10.13% 1.75% 0.00%
m 212 202 131 148
TIEMPO 703.4829 650.477 643.083 609.3897
VALOR 8.46598 9.20002206 9.97980576 10.0021407
8 DESVIACION 15.36% 8.02% 0.22% 0.00%
m 149 136 139 135
TIEMPO 679.3293 641.741 644.6539 635.748
VALOR 8.99383 9.40310526 10.3385597 10.4927769
9 DESVIACION 14.29% 10.38% 1.47% 0.00%
m 132 114 159 130
TIEMPO 809.874 790.8 631.4231 648.652
10 VALOR 8.54321 8.94602791 10.142964 10.3497014
DESVIACION 17.45% 13.56% 2.00% 0.00%
m 199 215 139 144
TIEMPO 736.79645 708.2459 662.42219 679.64117
PROMEDIO VALOR 8.898207 9.26864515 10.2956713 10.437323
DESVIACION 14.74% 11.18% 1.35% 0.00%
m 186.1 170.3 143.2 144.4

Tabla A 10. Resultados individuales de la aplicacion de todos los métodos en los ejemplos de prueba de tipo Il para
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Tabla A 11. Resultados del optimizador Evolver y GRASP3 para problemas pequefios n = 30

n=30
Tipo | Tipo Il

EVOLVER | desv | GRASP3 | EVOLVER | desv | GRASP3

m 8 8 8 14
1 |valor| 1.9861 |[0.00% | 1.9861 | 2.1644 |2.82% | 2.2272
t 40 0.343 40 0.343

m 10 9 13 13
2 |valor| 1.8644 |0.90% | 1.8813 | 2.6914 |0.00% | 2.6914
t 40 0.297 40 0.405

m 9 9 11 11
3 |valor| 1.5249 |0.00% | 1.5249 | 2.1897 |0.00% | 2.1897
t 40 0.281 40 0.343

m 14 15 13 8
4 |valor| 2.2624 |0.41%| 2.2717 | 2.0494 |0.21%| 2.0538
t 40 0.531 40 0.327

m 13 9 12 11

5 |valor| 1.6530 |4.10%| 1.7237 | 2.1943 [3.72%| 2.279
t 40 0.312 40 0.344

m 11 12 11 10
6 |valor| 1.8375 |0.00%| 1.8376 | 1.9675 |3.32%| 2.0351
t 40 0.374 40 0.312

m 8 8 10 10
7 |valor| 1.5293 |0.00%| 1.5293 | 2.7655 |0.00% | 2.7655
t 40 0.265 40 0.343

m 12 11 12 12
8 |valor| 1.8810 |2.27%| 1.9247 | 2.4576 |8.59% | 2.6884
t 40 0.421 40 0.437

m 15 14 14 9
9 |valor| 2.1398 |2.75%| 2.2004 | 2.3624 |2.29% | 2.4177
t 40 0.874 40 0.390

m 11 13 10 10

10 |valor| 1.8688 |0.05% | 1.8698 248 |0.00%| 2.48
t 40 0.437 40 0.390
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Tabla A 12. Resultados del optimizador Evolver y GRASP3 para problemas medianos n = 150

n=150
Tipo | Tipo Il

EVOLVER| desv |GRASP3|EVOLVER| desv |GRASP3

m 75 51 63 50

1 |valor| 3.3304 |27.28%| 4.58 3.9796 (30.77%| 5.748
t 200 28.432 200 21.996

m 62 45 75 46

2 |valor| 3.1258 |27.78% | 4.328 | 4.2339 |26.40%| 5.753
t 200 29.400 200 24.804

m 58 41 64 45

3 |valor| 2.9881 |24.73%| 3.97 4.1046 |29.57%| 5.828
t 200 20.077 200 22.464

m 66 49 64 48

4 |valor| 3.1308 |27.96%| 4.346 | 3.9700 |30.70%| 5.729
t 200 29.273 200 23.385

m 69 45 60 35

5 |valor| 3.0398 |29.27%| 4.298 | 3.8342 |27.66%| 5.3
t 200 26.718 200 19.188

m 60 40 59 51

6 |valor| 3.3567 |23.13%| 4.367 | 3.9317 |28.84%| 5.525
t 200 26.704 200 22.698

m 64 49 69 50

7 |valor| 3.5316 |24.86%| 4.7 4.3298 |25.59%| 5.819
t 200 34.230 200 25.678

m 61 38 71 59

8 |valor| 2.9713 |29.94%| 4.241 | 4.0808 |28.53%| 5.71
t 200 24.556 200 24.383

m 67 41 69 37

9 |valor| 3.1577 |25.28% | 4.226 | 4.0595 |29.51%| 5.759
t 200 22.717 200 23.182

m 67 41 59 40

10| valor| 2.8926 [30.80%| 4.18 4.1377 |27.01%| 5.669
t 200 21.523 200 20.966
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Tabla A 13. Resultados del optimizador Evolver y GRASP3 para problemas grandes n = 500

n =500
Tipo | Tipo Il
EVOLVER | desv GRASP3 EVOLVER | desv GRASP3
m 212 146 225 144
1 |valor| 5.2409 |32.92%| 7.8131 5.1484 |51.83%|10.6890
t 3500 685.577 3500 733.406
m 232 145 247 145
2 |valor| 5.1352 |32.18%| 7.5714 4.5288 |55.62%|10.2058
t 3500 631.929 3500 621.231
m 196 108 241 134
3 |valor| 4.9681 |32.60%|7.37127778| 5.0656 |51.61%|10.4677
t 3500 570.558 3500 698.091
m 230 163 267 141
4 |valor| 5.4030 [32.00%| 7.9453 4.9679 |51.74%|10.2932
t 3500 834.621 3500 640.999
m 223 136 239 144
5 |valor| 5.2951 |[32.39%| 7.8319 5.0057 |51.64% |10.3509
t 3500 787.586 3500 691.483
m 221 165 255 156
6 |valor| 5.3679 |[32.39%| 7.9399 4.8469 |52.58%|10.2212
t 3500 795.464 3500 674.975
m 219 134 228 131
7 |valor| 4.9697 |33.67%| 7.4920 4.8596 |52.67%|10.2677
t 3500 678.479 3500 644.877
m 212 140 256 139
8 |valor| 5.2821 [30.90%| 7.6436 4.6043 |53.86% | 9.9798
t 3500 803.249 3500 643.083
m 215 116 236 159
9 |valor| 4.9806 |33.86%| 7.5306 5.0703 |50.96% | 10.3386
t 3500 697.901 3500 644.654
m 213 141 241 139
10 |valor| 5.5015 |31.21%| 7.9979 49448 |51.25%|10.1430
t 3500 687.994 3500 631,
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ANEXO 2. Conceptos y Demostraciones

Breve revision sobre complejidad computacional

La intencidn de esta seccion es presentar una breve revisién de las nociones y conceptos
relacionados con la NP-dureza, con el fin de comprender la naturaleza de los problemas abordados
en esta investigacion, y también dar una demostracion formal del cardcter NP — duro de estos

problemas.

De manera informal, un problema P, se denomina NP — duro si es al menos tan duro
como otros problemas de cierta clase razonable de problemas. En lo que sigue se trata de
formalizar esta definicion, que se basa en las nociones de algoritmos factibles y problemas

tratables.

A. Algoritmos factibles

La nocién de NP — duro estd relacionada al hecho empiricamente conocido de que
algunos algoritmos son factibles y otros no lo son. La factibilidad de un algoritmo esta
relacionada con el tiempo computacional requerido para su ejecucién. Por ejemplo, si
para alguna entrada x de longitud len(x) = n, un algoritmo requiere 2™ pasos, entonces
para una entrada de tamafio mediano, digamos n = 200, se necesitardn 22°° pasos, que
no podria realizarse en un tiempo humano razonable.

Se denomina algoritmo de tiempo exponencial a cualquier algoritmo arbitrario cuyo
tiempo de ejecucién t(n) con entradas de longitud n crece al menos como una funcion
exponencial, es decir, parael que 3c > 0,N € N,vn > N, t(n) = e“™. Como resultado de
esto, son usualmente considerados no factibles. Aunque el hecho de que un algoritmo sea
no factible no significa que nunca puede ser aplicado, simplemente indica que hay casos
para los que el tiempo de ejecucidn sera tan grande que no es practico utilizarlos, aunque
para ciertas entradas el algoritmo si podria ser util.

Por otro lado, el algoritmo se denomina de tempo polinomial si el tiempo de ejecucién
crece s6lo como un polinomio de n; es decir, si y solo si existe un polinomio P(n) tal que

para toda entrada x de longitud len(x), el tiempo computacional ty(x) del algoritmo U
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con la entrada x esta acotado por P(len(x)): ty(x) < P(len(x)). Estos algoritmos suelen
ser bastante factibles.

Como resultado de estas dos posibilidades, en la literatura sobre complejidad
computacional se ha consensuado sobre la siguiente idea: Un algoritmo U se denomina
factible si y solo si es de tiempo polinomial. En muchos casos practicos, esta definicion
describe adecuadamente la idea intuitiva de factibilidad: los algoritmos de tiempo
polinomial son usualmente factibles, y los algoritmos de tiempo no polinomial son
usualmente no factibles. Sin embargo habrdn casos en que esta intuicidon no funcione, por

ejemplo si un algoritmo tiene un tiempo de ejecucion 25°°

n, es claramente de tiempo
polinomial, pero infactible. Pero a pesar de estos aparentes vacios en esta formalizacién,
por ahora "tiempo polinomial" es la mejor descripciéon conocida de factibilidad, por tanto
establecemos la siguiente definicién:

Definicién 1. Un algoritmo U se denomina factible si existe un polinomio P(n) tal que
para toda entrada x de longitud len(x), el tiempo computacional de ejecucion del ty (x)
del algoritmo U estad acotado por P(len(x)), donde len(x) representa la longitud de la
entrada x, es decir el nUmero de bits que forma esta entrada.

Problemas tratables

Una vez que se ha formalizado la definicion de algoritmo factible, se puede describir qué
es un problema manejable (o tratable) y que es un problema inmanejable (o intratable): Si
existe un algoritmo de tiempo polinomial que resuelve todas las instancias de un
problema, este problema se dice que es tratable, caso contrario se dice que es intratable.
Es decir, para decidir sobre el caracter del problema, o bien tenemos explicitamente un
algoritmo de tiempo polinomial para resolver todas las instancias del problema, o
tenemos una demostracion de que no existe un algoritmo de ese tipo.
Desafortunadamente, en muchos casos, no se conoce ni lo uno ni lo otro, o es sumamente
complicado llegar a establecer una de las dos. Esto no significa que no haya solucién al
problema, pues en lugar de la falta de informacidn ideal, tenemos otra informacién que es
casi tan buena. Es decir, en algunos casos, no sabemos si el problema se puede resolver en
tiempo polinomial o no, pero por ejemplo, si podriamos saber que este problema es tan
duro como pueden ser algunos problemas practicos: entonces si pudiéramos solucionar

este problema facilmente, habria un algoritmo que resuelve todos los problemas con

189



facilidad, y la existencia de tal algoritmo es muy improbable, pues nuestra intuicidon nos
indica que en la realidad hay problemas muy dificiles. A estos problemas "duros" se les
denomina intratables.

Para formular esta definicidon en términos mas formales, debemos primero describir lo que
entendemos por un problema, y que significa reducir un problema a otro.

Para describir que es un problema prdctico, supongamos que:

- Tenemos alguna informacidn, representada por x, y

- Conocemos la relacion R(x, y) entre la informacidn conocida x y el objeto deseado y

Suponemos que tanto la informacién x como el objeto deseado y se han representado
como sucesiones binarias, esto siempre se puede hacer ya que en la computadora

cualquier cosa puede ser representada como una sucesion binaria.

Por ejemplo si se tiene una sentencia matematica x, y el objeto deseado y es o bien una
prueba de x, o una refutacién de x. Aqui, R(x,y) significa que y es una demostracion

cualquiera de x, o de "no x".

Para un problema que es practico, debemos tener una manera de comprobar si la solucion
propuesta es correcta. En otras palabras, debemos suponer que existe un algoritmo
factible que chequee R(x,y) dados x e y. Si no existe tal algoritmo factible, entonces no

existe un criterio para decidir si logramos una solucién o no.

Otro requerimiento para un problema de la vida real es que en tales problemas,
usualmente conocemos una cota superior para la longitud len(y) de la descripcidn de y.
En el ejemplo anterior: una demostracién no deberia ser demasiado grande, sino seria

imposible comprobar si se trata de una prueba o no.

En todos los casos, es necesario que un usuario sea capaz de leer la soluciéon deseada
simbolo tras simbolo, y el tiempo requerido para la lectura debe ser factible.
Anteriormente se formalizé "tiempo factible" como un tiempo que estd acotado por algin
polinomio de len (x). El tiempo de lectura es proporcional a la longitud len (y) de la
respuesta y. Por lo tanto, el hecho que el tiempo de lectura es acotado por un polinomio

de len (x) significa que la longitud de la salida y estd también acotada por algun
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polinomio de len (x). Es decir: len (y) < P, (len (x)) para algun polinomio P;. Asi, se

llega a la siguiente formulacién de un problema practico:

Definicion: Se denomina problema practico (o simplemente problema) a la pareja (R, P,,),
donde R(x, y) es un algoritmo factible que transforma dos sucesiones binarias en un valor

Booleano, verdadero o falso, y P, es un polinomio.

Definicion: Se denomina instancia de un problema (R, P, ) el siguiente problema: Dada una
sucesion binaria x, generar o bien y tal que R(x, y) es verdadero y len(y) < P, (len (x)),
o, si tal y no existe, un mensaje diciendo que no hay solucién. Por ejemplo, para el
problema matemadtico descrito antes, una instancia puede ser: hallar una demostracién o

una refutacion.

Lo que llamamos “problemas practicos generales” es usualmente descrito como
“problemas de la clase NP”, para separarlos de aquellos problemas mas complicados en
los cuales la solucién no es facilmente verificable. Los problemas para los cuales existe un
algoritmo factible que resuelve todas sus instancias se denomina tratable, facil de resolver,
o “problemas de la clase P”. La opinion generalizada es que no todos los problemas
(practicos generales) deben tener una solucidn facil (es decir, que NP # P), pero nunca

ha sido probada.

Una manera de resolver un problema NP es chequear R(x,y) para todas las sucesiones

binarias y con len(y) < PL(len(x)). Este algoritmo, denominado algoritmo del Museo

Britdnico, requiere 2P1(len(x) chequeos, es decir es de tiempo exponencial, y por tanto no

factible.

Reduccidn de un problema a otro

Como ejemplo, supongamos que tenemos un algoritmo que chequea cuando un sistema
dado de desigualdades lineales es consistente. Consideremos ahora otro problema, el de
chequear cuando un sistema dado de desigualdades e igualdades es consistente. Es facil
determinar que éste ultimo puede ser reducido al problema de la consistencia de un

sistema de desigualdades, reemplazando cada igualdad por dos desigualdades.
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En general, podemos decir que un problema P = (R, P,) puede reducirse al problema
P'=(R',P,') si existen tres algoritmos factibles U;, U, y Us con las siguientes
propiedades:

- El algoritmo factible U; transforma cada entrada x del primer problema en una
entrada del segundo problema.

- El algoritmo factible U, transforma cada solucion y del primer problema en la solucidn
del caso correspondiente del segundo problema; es decir, si R(x,y) es verdadero,
entonces R'(U; (x), U,(¥)) es también verdadero.

- El algoritmo factible Uz transforma cada solucién y’ de la correspondiente instancia
del segundo problema en la solucién del primer problema; es decir, si R'(U;(x),y") es
verdadera, entonces R(x, Us; (y’)) también es verdadera.

Si existe una reduccién, entonces una instancia x del primer problema es resoluble si y

solo si la correspondiente instancia U, (x) del segundo problema es resoluble también. Por

otra parte, si podemos resolver la segunda instancia (y encontrar una solucién y'),

entonces seremos capaces de encontrar una solucidn de la instancia original x del primer

problema (como U; (y")). Por lo tanto, si tenemos un algoritmo factible para resolver el
segundo problema, seria posible disefiar un algoritmo para resolver el primer problema
también.

Se puede ver facilmente que la reduccién es una relacién transitiva: si un problema P

puede reducirse a un problema Py, y el problema P, se puede reducir a un problema ;,

entonces, combinando estas dos reducciones, podemos demostrar que P se puede

reducira P;.

Definicidn: Un problema (no necesariamente de la clase NP) se denomina NP — duro si

cada problema de la clase NP puede ser reducida a él.

Definicidn: Si un problema de la clase NP es NP — duro, es llamado NP — completo.

Si un problema P es NP — duro, entonces cada algoritmo factible para resolver este

problema P daria lugar a algoritmos factibles para resolver todos los problemas de la clase

NP, lo cual se conjetura que es imposible. En vista de esta conviccidn, los problemas

NP — duros son denominados también intratables. Cabe sefialar que aunque la mayoria

de los cientificos creen que los problemas dificiles no son factibles, todavia no se puede

probar (o refutar) este hecho. Si un problema NP — duro puede ser resuelto por un

192



algoritmo factible, entonces (por definicion de NP — dureza) todos los problemas de la
NP clase se podrian resolver por medio de algoritmos factibles y por lo tanto, P = NP.
Viceversa si P = NP, entones todos los problemas de la clase NP, incluidos los problemas
NP — completos, podrian ser resueltos por algoritmos de tiempo polinomial (factibles).
Pero si aceptamos la creencia comun, que P #+ NP, entonces el hecho de que el problema
es NP — duro significa que no importa el algoritmo que usamos, siempre habra casos en
los que el tiempo de ejecucidn crece mas rapido que cualquier polinomio. Por lo tanto,
para estos casos, el problema es verdaderamente intratable.

Demostracion del caracter NP — duro de un problema

La demostracion original del caracter NP — duro de cierto problema P, es bastante
compleja, ya que se basa en demostrar explicitamente que todos los problemas de la clase
NP se pueden reducir al problema P,. Sin embargo, una vez que se ha demostrado la
NP — dureza de un problema P,, la demostracién de que otro problema P;es
NP — duro es mucho mas facil a partir del concepto de reduccién, ya que para demostrar
que P;es NP —duro, es suficiente demostrar que uno de los conocidos problemas
NP — duros puede ser reducido a este problema P;.

Propiedad: Si un problema P, es NP — duro, cualquier problema mas general P;también
es NP — duro.

Demostracion: El hecho de que P, es NP — duro implica que cada instancia p de
cualquier problema P puede ser reducida a alguna instancia p, del problema P,. Ya que
el problema P;es mas general que el problema P,, cada instancia p, del problema P, es
también una instancia del problema mds general P;. Asi, cada instancia p de cualquier
problema P puede ser reducida a alguna instancia p, del problema P;, es decir el

problema general P; es NP — duro.
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